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Περίληψη

Η ανακάλυψη του Hawking ότι οι μελανές οπές εκπέμπουν θερμική ακτινοβολία

(γνωστή ως ακτινοβολία Hawking) και σταδιακά εξατμίζονται μέχρι που εξαφανίζονται

πλήρως, αφήνοντας πίσω μόνο θερμική ακτινοβολία, οδήγησε σε παράδοξο. Σύμφωνα

με τους νόμους της Κβαντομηχανικής, η πληροφορία δεν μπορεί να καταστραφεί, ή με

άλλα λόγια μια αρχικά καθαρή κβαντική κατάσταση δεν μπορεί να εξελιχθεί μοναδιακά

σε μικτή κατάσταση. ΄Ενα σύστημα που ήταν αρχικά σε καθαρή κβαντική κατάσταση

και έχει καταρρεύσει (βαρυτικά) για να σχηματίσει μια μελανή οπή, θα εξελιχθεί τελικά

σε μικτή κατάσταση της θερμικής ακτινοβολίας που εκπέμφθηκε, λόγω της πλήρους

εξάτμισης της μελανής οπής. Αυτή είναι η πηγή του παραδόξου.

Στην παρούσα διπλωματική εργασία μελετάμε το παράδοξο της απώλειας πληροφο-

ρίας στις μελανές οπές ακολουθώντας την ημικλασική προσέγγιση (καθώς ακόμα δεν

έχει βρεθεί μια πλήρης κβαντική θεωρία της βαρύτητας). Ξεκινάμε με μια εισαγωγή

στην Κβαντομηχανική, Γενική Θεωρία της Σχετικότητας και Κβαντική Θεωρία Πεδίου

σε καμπυλωμένο χωρόχρονο, ώστε να είμαστε σε θέση να καταλάβουμε πως οι μελανές

οπές παράγουν την ακτινοβολία Hawking. Μετά εξηγούμε γιατί, σύμφωνα με την Κβαν-

τομηχανική, φαίνεται να υπάρχει απώλεια πληροφορίας. Τέλος, παρουσιάζουμε σύντομα

μερικές από τις προτεινόμενες λύσεις του παραδόξου.

Συμπεραίνουμε ότι το παράδοξο της απώλειας πληροφορίας στις μελανές οπές δεν

έχει λυθεί ακόμα και η πλήρης επίλυση του μάλλον απαιτεί την γνώση της κβαντικής

θεωρίας της βαρύτητας. Ωστόσο ελπίζουμε ότι η ενασχόληση με αυτό το ενδιαφέρον

πρόβλημα της σύγχρονης φυσικής θα δώσει ενδείξεις για το πως να κάνουμε την ενο-

ποίηση της Κβαντομηχανικής με την Γενική Θεωρία της Σχετικότητας δυνατή.





Abstract

The Hawking’s discovery that black holes emit thermal radiation (known as Haw-
king radiation) and slowly evaporate until they disappear completely, leaving behind
only the emitted thermal radiation, led to a paradox. According to the laws of Quan-
tum Mechanics, information cannot be destroyed or, in other words, an initial pure
quantum state cannot evolve unitarily into a mixed state. A system that was initially
in a pure state and has collapsed to form a black hole, will eventually evolve into a
mixed state of the emitted thermal radiation, because of a complete evaporation of
the black hole. This is the origin of the information loss paradox.

In the current thesis we study the black hole information loss paradox using the
semi-classical approach (since we currently don’t have a complete theory of quan-
tum gravity). We start by introducing some basic principles of General Relativity,
Quantum Mechanics and Quantum Field Theory in curved space-time, in order to be
able to understand how the Hawking radiation is produced. Later, we explain why,
according to Quantum Mechanics, there seems to be a loss of information. Finally, we
briefly pressent some of the possible resolutions of the paradox: black hole remnants,
black hole complementarity, AdS/CFT correspondence and other.

We conclude that the black bole information loss paradox is still unsolved and its
resolution probably requires a complete theory of quantum gravity. However we hope
that the investigation of this fascinating problem of modern physics will give us clues
about how to make the unification of Quantum Mechanics and General Relativity
possible.
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1
Κβαντομηχανική

Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται μια εισαγωγή στις έννοιες και αποτελέσματα της Κβαντομη-

χανικής που θα μας χρειαστούν αργότερα στην εργασία αυτή. Πιο συγκεκριμένα, θα

ορίσουμε έννοιες όπως μικτή κατάσταση, μήτρα πυκνότητας, ανηγμένη μήτρα πυκνό-

τητας, σύμπλεκτη κατάσταση, εντροπία και τέλος θα αποδείξουμε το θεώρημα της μη

αντιγραφής (no cloning theorem).

1.1 Μήτρα Πυκνότητας

Στην κβαντομηχανική, η κατάσταση ενός συστήματος που περιγράφεται από ένα

διανύσματα (ή ket) στον χώρο Hilbert λέγεται καθαρή κατάσταση (pure state).
Ισχύει η αντιστοιχία:

pure state↔ |ψ〉 ∈ H , 〈ψ|ψ〉 = 1

Για την ακρίβεια, η καθαρή κατάσταση είναι σε ένα προς ένα αντιστοιχία με το ray(|ψ〉) =
{eia|ψ〉 : a ∈ R}, όμως επειδή για πρακτικούς σκοπούς η ολική φάση δεν έχει φυσική

σημασία, για την αναπαράσταση κάποιας καθαρής κατάστασης χρησιμοποιείται ένα ο-

ποιαδήποτε διάνυσμα του ray που αντιστοιχεί στην κατάσταση αυτή, και όχι ολόκληρο

το ray.
΄Ομως υπάρχουν περιπτώσεις που δεν γνωρίζουμε σε ποια ακριβώς καθαρή κατάστα-

ση βρίσκεται το σύστημα και έτσι η περιγραφή του δεν μπορεί να γίνει με ένα διάνυσμα

στον χώρο Hilbert. Αυτό που γνωρίζουμε για ένα τέτοιο σύστημα είναι ότι η πιθανότητα

να βρίσκεται στην κατάσταση |ψ1〉 είναι p1, στην |ψ2〉 είναι p2 και ούτω καθεξής. Επο-

μένως μπορούμε να θεωρήσουμε ότι έχουμε μια μικτή συλλογή (statistical ensemble)
πανομοιότυπων αντιγράφων του συστήματος – ένα σύνολο {pi, |ψi〉}. Στην περίπτωση

αυτή η κατάσταση του συστήματος λέγεται μικτή κατάσταση (mixed state) και η

περιγραφή του γίνεται με μια μήτρα πυκνότητας που ορίζεται ως:

ρ =
∑
i

pi|ψi〉〈ψi|
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∑
i

pi = 1 , pi > 0

Γενικά, κάθε τελεστής που είναι θετικά ημιορισμένος (〈u|ρ|u〉 ≥ 0,∀u ∈ H), ερμιτια-

νός (ρ = ρ†) και έχει ίχνος 1 (Tr (ρ) = 1, ανεξαρτήτως της βάσης) λέγεται μήτρα

πυκνότητας.

Η μήτρα πυκνότητας μιας καθαρής κατάστασης |ψ〉 είναι απλώς ο προβολικός τελε-

στής στην κατεύθυνση του διανύσματος αυτού:

ρp = |ψ〉〈ψ|

Το ρp ως προβολικός τελεστής ικανοποιεί τη σχέση:

ρ2
p = ρp

Οπότε

Tr
(
ρ2
p

)
= Tr (ρp) = 1

Αποδεικνύεται ([27, σελ. 216]) ότι για μια μικτή κατάσταση ισχύει:

Tr
(
ρ2
m

)
< 1

που σημαίνει ότι ρ2
m 6= ρm, δηλαδή η μήτρα πυκνότητας μιας μικτής κατάστασης δεν

είναι προβολικός τελεστής. Οπότε το ίχνος του ρ2
αποτελεί ένα καλό κριτήριο για το

αν ή κατάσταση είναι καθαρή (= 1) ή μικτή (< 1).
Γνωρίζοντας τη μήτρα πυκνότητας ενός συστήματος, ρ =

∑
i pi|ψi〉〈ψi|, μπορούμε

να υπολογίσουμε τη μέση τιμή οποιαδήποτε φυσικού μεγέθους:

〈A〉 =
∑
i

pi〈ψi|A|ψi〉 =
∑
i,j

pj 〈ψi|ψj〉︸ ︷︷ ︸
δij

〈ψj|A|ψi〉 =
∑
i

〈ψi|ρA|ψi〉 = Tr (ρA)

Στην αναπαράσταση στην οποία η μήτρα πυκνότητας είναι διαγώνια

ρ =


ρ1 0 0 . . .
0 ρ2 0 . . .
0 0 ρ3 . . .
...

...
...

. . .


οι ιδιοτιμές ρi είναι οι πιθανότητες pi ότι το σύστημα βρίσκεται στην κατάσταση i.
Ωστόσο, σε αντίθεση με μια καθαρή κατάσταση επαλληλίας, οι σχετικές φάσεις μεταξύ

των καταστάσεων |i〉 είναι τυχαίες. Η διαφορά ανάμεσα σε μια καθαρή κατάσταση

υπέρθεσης και μια μικτή κατάσταση εξηγείται καλύτερα στο [27, σελ. 217].

1.2 Σύμπλεκτες Καταστάσεις

΄Εστω ότι έχουμε δυο συστήματα (δυο σωματίδια) A και B με χώρους Hilbert HA

και HB αντίστοιχα, και έστω {|i〉A} μια βάση του HA και {|j〉B} του HB. Τότε ο

χώρος Hilbert του σύνθετου συστήματος A + B είναι H = HA ⊗ HB με τη βάση
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{|i〉A ⊗ |j〉B}. Η γενική έκφραση της καθαρής κατάστασης ενός τέτοιου σύνθετου

συστήματος (δισωματιδιακή κατάσταση) είναι:

|Ψ〉AB =
∑
i,j

Cij|i〉A ⊗ |j〉B (1.1)

Αν οι συντελεστές Cij είναι διαχωρίσιμοι, δηλαδή Cij = CA
i C

B
j , τότε

|Ψ〉AB =
∑
i,j

Cij|i〉A ⊗ |j〉B =
∑
i

CA
i |i〉A ⊗

∑
j

CB
j |j〉B = |ψ〉A ⊗ |φ〉B

δηλαδή η κατάσταση |Ψ〉AB είναι μια διαχωρίσιμη κατάσταση. Διαφορετικά, αν Cij 6=
CA
i C

B
j , η κατάσταση |Ψ〉AB είναι μη διαχωρίσιμη ή σύμπλεκτη (entangled).

Το ενδιαφέρον με τις σύμπλεκτες καταστάσεις είναι ότι ανάμεσα στα υποσυστήματα

του σύνθετου συστήματος εμφανίζονται κβαντικοί συσχετισμοί, ακόμα και όταν αυτά

τα υποσυστήματα βρίσκονται πολύ μακριά το ένα από το άλλο. Αν ένας παρατηρητής

εκτελέσει κάποια μέτρηση στο υποσύστημα A, τότε προφανώς η κατάσταση του υποσυ-

στήματος αυτού γίνεται καθορισμένη (κάποια ιδιοκατάσταση του τελεστή του φυσικού

μεγέθους που μέτρησε). Το εντυπωσιακό είναι ότι η κατάσταση του υποσυστήματος

B γίνεται επίσης καθορισμένη (ως προς τον παρατηρητή Α), χωρίς να εκτελείται καμία

μέτρηση σε αυτό.

Για να δούμε ένα άλλο εντυπωσιακό χαρακτηριστικό των σύμπλεκτων καταστάσεων,

θεωρούμε ένα σύστημα δύο σωματιδίων με σπιν 1/2 το καθένα και ολικό σπιν 0, γνωστό

ως σύστημα EPR (Einstein-Podolsky-Rosen). ΄Ενα τέτοιο σύστημα προκύπτει πχ. από

διάσπαση ενός σωματιδίου με σπιν 0 σε δύο άλλα με σπιν 1/2 το καθένα. Λόγω της

διατήρησης της στροφορμής η κατάσταση του συστήματος των δυο σωματιδίων που

προκύπτουν από τη διάσπαση αυτή θα είναι μια spin singlet:

|Ψ〉AB =
1√
2

(| ↑〉A| ↓〉B − | ↓〉A| ↑〉B)

Το αξιοπερίεργο είναι ότι οι καταστάσεις | ↑〉 και | ↓〉 – σπιν ‘‘πάνω’’ και ‘‘κάτω’’ αντί-

στοιχα – δεν αναφέρονται σε κάποιο συγκεκριμένο άξονα, αλλά σε έναν οποιονδήποτε

άξονα (όμως θεωρούμε ότι ο άξονας αυτός, ως προς τον οποίο μετράμε το σπιν, είναι

ίδιος και για τα δύο συστήματα). Αυτό οφείλεται στο ότι η κατάσταση μηδενικού ο-

λικού σπιν έχει πλήρη περιστροφική συμμετρία. Η απόδειξη για αυτό είναι η εξής: Ο

προσανατολισμός του αυθαίρετου άξονα, ως προς τον οποίο αναφέρονται τα διανύσματα

| ↑〉 και | ↑〉, καθορίζεται από τις συνήθεις σφαιρικές συντεταγμένες θ και φ:

| ↑〉A,B = cos(θ/2)| ↑z〉A,B + sin(θ/2)e+iφ| ↓z〉A,B

| ↓〉A,B = sin(θ/2)e−iφ| ↑z〉A,B − cos(θ/2)| ↓z〉A,B
Επομένως

| ↑〉A| ↓〉B =
[
cos(θ/2)| ↑z〉A + sin(θ/2)e+iφ| ↓z〉A

] [
sin(θ/2)e−iφ| ↑z〉B − cos(θ/2)| ↓z〉B

]
= cos(θ/2) sin(θ/2)e−iφ| ↑z〉A| ↑z〉B − cos(θ/2)2| ↑z〉A| ↓z〉B+

+ sin(θ/2)2| ↓z〉A| ↑z〉B − cos(θ/2) sin(θ/2)e+iφ| ↓z〉A| ↓z〉B
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| ↓〉A| ↑〉B =
[
sin(θ/2)e−iφ| ↑z〉A − cos(θ/2)| ↓z〉A

] [
cos(θ/2)| ↑z〉B + sin(θ/2)e+iφ| ↓z〉B

]
= cos(θ/2) sin(θ/2)e−iφ| ↑z〉A| ↑z〉B + sin(θ/2)2| ↑z〉A| ↓z〉B−
− cos(θ/2)2| ↓z〉A| ↑z〉B − cos(θ/2) sin(θ/2)e+iφ| ↓z〉A| ↓z〉B

⇒ |Ψ〉AB =
1√
2

(| ↑〉A| ↓〉B − | ↓〉A| ↑〉B) =
1√
2

(| ↑z〉A| ↓z〉B − | ↓z〉A| ↑z〉B)

Το συμπέρασμα λοιπόν είναι ότι, επειδή οι πιθανότητες να βρούμε σπιν ‘‘πάνω’’ ή

‘‘κάτω’’ σε μια μέτρηση του σπιν του ενός σωματιδίου ως προς οποιαδήποτε διεύθυνση

είναι πάντα 50% και 50%, δεν υπάρχει καθαρή (μονοσωματιδιακή) κυματοσυνάρτηση

που να περιγράφει μόνο το σωματίδιο αυτό. Γιατί αν για παράδειγμα θεωρούσαμε ως

τέτοια κυματοσυνάρτηση την |ψ〉A = 1√
2

(| ↑z〉A + | ↓z〉A), τότε ως προς τον άξονα z

θα ήταν – όπως θέλουμε – 50% - 50% για το σπιν ‘‘πάνω’’ ή ‘‘κάτω‘‘. ΄Ομως |ψ〉A =
1√
2

(| ↑z〉A + | ↓z〉A) = | ↑x〉, οπότε αν μετρούσαμε το σπιν ως προς τον άξονα x, θα

ήταν ‘‘πάνω’’ με πιθανότητα 100%. Επομένως η περιγραφή των μετρήσεων του ενός

εκ των δυο σωματιδίων του σύμπλεκτου συστήματος γίνεται με μια μήτρα πυκνότητας

που, όπως θα δούμε παρακάτω, είναι πανομοιότυπη με την μήτρα πυκνότητας μιας μικτής

κατάστασης.

1.3 Ανηγμένη μήτρα πυκνότητας

Για να βρούμε τη μήτρα πυκνότητας που περιγράφει το ένα μόνο από τα δύο σωματίδια

ενός σύμπλεκτου ζεύγους, θεωρούμε μια γενική σύμπλεκτη κατάσταση δύο σωματιδίων

A και B:

|ψ〉 = α|0〉A|1〉B + β|1〉A|0〉B

ρ = |ψ〉〈ψ|

΄Εστω ότι εξετάζουμε χωριστά το σωματίδιο A και μετράμε κάποιο φυσικό μέγεθος

OA που αφορά μόνο το σωματίδιο A. Τότε, επειδή |ψ〉 ∈ HA ⊗ HB, ο τελεστής που

αντιστοιχεί στο φυσικό μέγεθος αυτό θα είναι OA ⊗ IB με μέση τιμή:

〈OA〉 = Tr (ρOA ⊗ IB) = 〈ψ|OA ⊗ IB|ψ〉 = |α|2〈0|AOA|0〉A + |β|2〈1|AOA|1〉A

Το ίδιο ακριβώς αποτέλεσμα θα παίρναμε αν είχαμε ένα στατιστικό μίγμα δύο μονο-

σωματιδιακών καταστάσεων |0〉 και |1〉 με πιθανότητες p1 = |α|2 και p2 = |β|2 αντίστοι-

χα. Επομένως θεωρούμε ότι το σωματίδιο A περιγράφεται από μια μήτρα πυκνότητας που

συμβολίζεται με ρA και λέγεται ανηγμένη μήτρα πυκνότητας (reduced density
matrix) του A:

ρA = |α|2|0〉A〈0|A + |β|2|1〉A〈1|A

〈OA〉 = Tr (ρAOA) = Tr (ρOA ⊗ IB)

Μαθηματικά αυτό εκφράζεται και ως

ρA = TrB (ρ)
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όπου TrB είναι το μερικό ίχνος ως προς B που ορίζεται ως η απεικόνιση

TrB : L(HA ⊗HB)→ L(HA)

TrB (R⊗ S) = R Tr (S) , ∀R ∈ L(HA) , ∀S ∈ L(HB)

όπου L(H) είναι ο χώρος των γραμμικών τελεστών στον H. Και πράγματι θα είναι:

Tr (ρAOA) = Tr [TrB (ρ)OA] = Tr{TrB [ρOA ⊗ IB]} = Tr (ρOA ⊗ IB)

αφού

Tr [TrB (R⊗ S)] = Tr [R Tr (S)] = Tr (R) Tr (S) = Tr (R⊗ S)

Θυμίζουμε ότι παρόλο που η περιγραφή του ενός εκ των δυο σύμπλεκτων σωματι-

δίων γίνεται με μήτρα πυκνότητας πανομοιότυπη με τη μήτρα πυκνότητας μιας μικτής

συλλογής, τα δύο σωματίδια μαζί είναι σε μια καθαρή κατάσταση.

1.4 Εντροπία

Στα προηγούμενα είδαμε την διαφορά ανάμεσα στην καθαρή και μικτή κατάσταση.

Θα θέλαμε τώρα να ποσοτικοποιήσουμε την απόκλιση της μικτής κατάστασης από την

καθαρή. Ορίζουμε για τον σκοπό αυτό την εντροπία von Neumann:

S(ρ) = −Tr (ρ ln ρ)

όπου ρ είναι η μήτρα πυκνότητας του συστήματος. Στην βάση {|i〉} στην οποία η μήτρα

πυκνότητας είναι διαγώνια:

ρ =
∑
i

pi|i〉〈i|

όπου pi είναι οι ιδιοτιμές της, η εντροπία von Neumann γίνεται:

S(ρ) = −
∑
i

pi ln pi

΄Οταν η κατάσταση είναι καθαρή, ρ = ρ2
, η εντροπία είναι μηδέν:

S(ρ) = −Tr
(
ρ ln ρ2

)
= 2S(ρ)⇔ S(ρ) = 0

Η εντροπία γίνεται μέγιστη όταν pi = 1/N,∀i, όπου N είναι η διάσταση του χώρου

Hilbert, δηλαδή όταν όλες οι δυνατές καταστάσεις είναι ισοπίθανες:

Smax = −
∑
i

1

N
ln

1

N
= lnN

Γενικά, αν ρ είναι ο προβολικός τελεστής στον υπόχωρο διάστασης n, θα είναι:

S = lnn

Επομένως βλέπουμε ότι η εντροπία von Neumann μετρά τον αριθμό των καταστάσεων

οι οποίες έχουν μη μηδενική πιθανότητα στην στατιστική συλλογή.
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Η εντροπία αποτελεί επίσης το μέτρο του συσχετισμού ανάμεσα στα υποσυστήματα

A και B ενός σύνθετου συστήματος AB με μήτρα πυκνότητας ρAB. Αποδεικνύεται ότι

ισχύει η παρακάτω ανισότητα:

0 ≤ S(ρAB) ≤ S(ρA) + S(ρB)

όπου ρA και ρB είναι οι ανηγμένες μήτρες πυκνότητας των υποσυστημάτων A και B αν-

τίστοιχα. Βλέπουμε ότι σε αντίθεση με την κλασική θεωρία, η εντροπία von Neumann
ενός σύνθετου συστήματος μπορεί να είναι μικρότερη από το άθροισμα των εντροπίων

των μερών του. Μάλιστα στην περίπτωση που το σύνθετο σύστημα AB είναι στην καθα-

ρή σύμπλεκτη κατάσταση, θα είναι S(ρAB) = 0 και S(ρA) = S(ρB) > 0. Αυτό οφείλεται

στο ότι τα υποσυστήματα A και B είναι σύμπλεκτα και επομένως το καθένα σωματίδιο

χωριστά περιγράφεται από μια ανηγμένη μήτρα πυκνότητας που είναι πανομοιότυπη με

μήτρα πυκνότητας μιας μικτής κατάστασης.

1.5 Θεώρημα της μη αντιγραφής

Στην ενότητα αυτή θα παρουσιάσουμε την απόδειξη του ‘‘θεωρήματος της μη αν-

τιγραφήσ’’ (no cloning theorem). Το θεώρημα αυτό λέει ότι μια άγνωστη κβαντι-

κή κατάσταση (που δεν είναι ιδιοκατάσταση κάποιου ερμητιανού τελεστή) δεν μπορεί

να αντιγραφεί, δηλαδή δεν υπάρχει μοναδιακός τελεστής αντιγραφής U τέτοιος ώστε

U |ψ〉 ⊗ |φ0〉 = |ψ〉 ⊗ |ψ〉, όπου |ψ〉 είναι η άγνωστη κβαντική κατάσταση που θέλουμε

να αντιγράψουμε και |φ0〉 είναι η αρχική κατάσταση του συστήματος στο οποίο θα γίνει

η αντιγραφή.

΄Εστω ότι η αντιγραφή μπορεί να γίνει και υπάρχει τέτοιος τελεστής. Τότε αν |ψ1〉
και |ψ2〉 είναι δύο τυχαίες άγνωστες κβαντικές καταστάσεις, η αντιγραφή τους θα δώσει:

U |ψ1〉 ⊗ |φ0〉 = |ψ1〉 ⊗ |ψ1〉 , U |ψ2〉 ⊗ |φ0〉 = |ψ2〉 ⊗ |ψ2〉

΄Εστω ότι τώρα αντιγράφουμε την κατάσταση επαλληλίας των |ψ1〉 και |ψ2〉:

U(c1|ψ1〉+ c2|ψ2〉)⊗ |φ0〉 = (c1|ψ1〉+ c2|ψ2〉)⊗ (c1|ψ1〉+ c2|ψ2〉)

΄Ομως ο τελεστής U , όπως και κάθε κβαντομηχανικός τελεστής, είναι γραμμικώς. Ε-

πομένως:

U(c1|ψ1〉+ c2|ψ2〉)⊗ |φ0〉 = c1(U |ψ1〉 ⊗ |φ0〉) + c2(U |ψ2〉 ⊗ |φ0〉)
= c1|ψ1〉 ⊗ |ψ1〉+ c2|ψ2〉 ⊗ |ψ2〉
6= (c1|ψ1〉+ c2|ψ2〉)⊗ (c1|ψ1〉+ c2|ψ2〉)

Επομένως συμπεραίνουμε ότι η υπόθεση μας ότι υπάρχει τέτοιος τελεστής αντιγραφής

δεν αληθεύει.



2
Γενική Σχετικότητα

Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται μια εισαγωγή στην Γενική Θεωρία της Σχετικότητας. Ξεκινά-

με με μια σχετικά σύντομη παρουσίαση των βασικών εννοιών της Διαφορικής Γεωμετρίας

στις οποίες στηρίζεται όλη η ΓΘΣ. Μετά συνεχίζουμε με τις βασικές έννοιες, αρχές και

αποτελέσματα της ΓΘΣ και στο τέλος μελετάμε τις μελανές οπές τύπου Schwartzchild
σε διάφορα συστήματα συντεταγμένων.

2.1 Στοιχεία διαφορικής γεωμετρίας

2.1.1 Πολλαπλότητες

Στην ΓΘΣ ο χωρόχρονος αναπαρίσταται με μια 4-διάσταση πολλαπλότητα που ου-

σιαστικά είναι ένας χώρος που τοπικά μοιάζει με τον Ευκλείδειο χώρο R4
(θα δούμε

παρακάτω τι ακριβώς εννοούμε με αυτό) αλλά ολικά μπορεί να διαφέρει αρκετά από αυ-

τόν. Επειδή οι πολλαπλότητες είναι τοπολογικοί χώροι με κάποια ειδικά χαρακτηριστικά,

προτού ορίσουμε την πολλαπλότητα θα δώσουμε τον ορισμό του τοπολογικού χώρου και

κάποιων άλλων σχετικών εννοιών.

΄Εστω X ένα τυχόν μη κενό σύνολο. ΄Ενα σύνολο T κάποιων υποσυνόλων του X
θα ονομάζεται τοπολογία πάνω στο X, αν και μόνο αν ικανοποιούνται οι παρακάτω

ιδιότητες:

(i) ∅, X ∈ T .

(ii) Η ένωση αυθαίρετου (πεπερασμένου ή απείρου) αριθμού συνόλων του T ανήκει

στο T : αν Ui ∈ T για i ∈ I τότε
⋃
i∈I Ui ∈ T .

(iii) Η τομή πεπερασμένου αριθμού συνόλων του T ανήκει στο T : αν U1, U2 ∈ T τότε

U1

⋂
U2 ∈ T .

Το ζεύγος (X, T ) ονομάζεται τοπολογικός χώρος. Τα στοιχεία του T ονομάζονται

ανοιχτά υποσύνολα του X. ΄Ενα υποσύνολο A ⊆ X είναι κλειστό αν το συμπλήρωμα
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του A \ X είναι ανοιχτό. ΄Ενα υποσύνολο που περιέχει ένα σημείο p ∈ X ονομάζεται

περιοχή (neighborhood) του p αν υπάρχει τουλάχιστον ένα ανοιχτό U με p ∈ U ⊆ N
(το N μπορεί και να μην είναι ανοιχτό, αλλά σε περίπτωση που θα είναι λέγεται ανοιχτή

περιοχή).

΄Ενας τοπολογικός χώρος (X, T ) λέγεται Hausdorf αν για κάθε ζεύγος σημείων

p, q ∈ X με p 6= q, υπάρχουν ξένα μεταξύ τους ανοιχτά σύνολα U ,V ∈ T , U ∩ V = ∅
τέτοια ώστε p ∈ U , q ∈ V .

΄Εστω (X, T ) ένας τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Μια συλλογή {Ui|i ∈ I} ανοι-

χτών συνόλων της τοπολογίας T λέγεται ανοιχτό κάλυμμα του A αν A ⊆
⋃
i∈I Ui

(αν A = X τότε X =
⋃
i∈I Ui). Το σύνολο X ονομάζεται συμπαγές (compact) αν

για κάθε ανοιχτό κάλυμμα {Ui|i ∈ I} του X υπάρχει ένα πεπερασμένο υποκάλυμμα,

δηλαδή υπάρχει πεπερασμένο υποσύνολο J του I τέτοιο ώστε το {Uj|j ∈ J} είναι επί-

σης κάλυμμα του X (σημείωση: ένα κάλυμμα είναι πάντα υποκάλυμμα του εαυτού του,

οπότε αυτό που απαιτούμε είναι το άπειρα σε μέγεθος κάλυμμα να έχει πεπερασμένα

υποκάλυμμα).

΄Ενα ανοιχτό κάλυμμα {Ui} του (X, T ) είναι τοπικά πεπερασμένο αν κάθε σημείο

p ∈ X έχει μια ανοιχτή περιοχή N που τέμνεται μόνο με πεπερασμένο αριθμό συνόλων

Ui, δηλαδή το σύνολο {i ∈ I : N ∩ Ui 6= ∅} είναι πεπερασμένο. Ο χώρος X λέγεται

παρασυμπαγής (paracompact) αν για κάθε κάλυμμα {Ui} του X υπάρχει μια το-

πικά πεπερασμένη εκλέπτυνση του, δηλαδή ένα κάλυμα {Vj} τέτοιο ώστε κάθε Vj να

περιέχεται σε κάποιο Ui.

΄Ενας τοπολογικός χώρος είναι συνεκτικός (connected) αν δεν μπορεί να αναπα-

ρασταθεί ως ένωση δυο ή περισσοτέρων μη κενών ξένων μεταξύ τους ανοιχτών υποσυ-

νόλων του.

Κάθε μετρικός χώρος (M,d) είναι τοπολογικός χώρος με την τοπολογία που επάγε-

ται από την μετρική του. Δηλαδή, δηλώνουμε ότι U ⊆M είναι ανοιχτό αν και μόνο αν

για κάθε x ∈ U υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε Bε(x) = {y ∈ M : d(x, y) < ε} ⊆ U . Στον

Ευκλείδειο χώρο Rn
, με τη μετρική d(x, y) = |x − y| = [

∑n
i (xi − yi)2]1/2, το σύνολο

Bε(x) ονομάζεται ανοικτή σφαίρα με κέντρο το x και ακτίνα ε και επομένως τα ανοικτά

υποσύνολα του Rn
είναι ενώσεις των ανοικτών σφαιρών.

Η απεικόνιση f : X → Y μεταξύ δύο τοπολογικών χώρων X και Y λέγεται συ-

νεχής αν για κάθε ανοιχτό υποσύνολο U στο Y , η αντίστροφη εικόνα f−1(U) ∈ X
είναι ανοιχτό υποσύνολο του X (η απόδειξη υπάρχει στο [26, p. 399]). Αν επιπλέον

η f είναι 1 − 1, επί και η αντίστροφη της f−1 : Y → X είναι επίσης συνεχής, τότε η

απεικόνιση αυτή λέγεται ομοιομορφισμός και οι τοπολογικοί χώροι X, Y λέγονται

ομοιομορφικοί, X ∼= Y . Αυτό σημαίνει ότι ο X μπορεί να παραμορφωθεί κατά συ-

νεχή τρόπο στον Y και αντίστροφα. ΄Ετσι, οι ομοιομορφικοί τοπολογικοί χώροι έχουν

τις ίδιες τοπολογικές ιδιότητες και θεωρούνται τοπολογικά ίδιοι.

΄ΕστωM ένα σύνολο. Χάρτης ή σύστημα συντεταγμένων είναι ένα ζεύγος

(U , φ) όπου U είναι ένα υποσύνολο τουM και φ είναι μια 1−1 απεικόνιση φ : U → Rn
,

τέτοια ώστε η εικόνα της φ(U) είναι ανοιχτό σύνολο στο Rn
.
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Rn

M

U
φ(U)

p

φ
φ(p)

Μια συλλογή A = {(Uα, φα)}a∈A των χαρτών στοM λέγεται Cr
άτλας αν ικανο-

ποιεί τις παρακάτω ιδιότητες:

(i) M =
⋃
a∈A Uα, δηλαδή το {Uα} είναι ένα κάλυμμα τουM.

(ii) Αν Uα ∩ Uβ 6= ∅, τότε η απεικόνιση

φα ◦ φ−1
β : φβ(Uα ∩ Uβ)→ φα(Uα ∩ Uβ)

είναι Cr
απεικόνιση από ένα ανοιχτό υποσύνολο του Rn

σε ένα άλλο ανοιχτό

υποσύνολο του Rn
.

Rn

M

Uα

Uβ

φα(Uα)

φβ(Uβ)

p

φα
φα(p)

φβ φβ(p)

φα ◦ φ−1
β

Κάθε τέτοιο Uα ονομάζεται τοπική συντεταγμένη περιοχή και η αντίστοι-

χη φα είναι τοπική συνάρτηση συντεταγμένων που αναπαρίσταται με τις n συναρτήσεις

{x1(p), . . . , xn(p)} που ονομάζονται (τοπικές) συντεταγμένες του σημείου p. Η

σύνθεση φα ◦ φ−1
β (απεικόνιση μετάβασης) είναι ένας μετασχηματισμός συντεταγμέ-

νων: αν η φα προσδίδει στο σημείο p ∈ Uα ∩ Uβ τις συντεταγμένες {x1(p), . . . , xn(p)}
και η φβ τις {y1(p), . . . , yn(p)} στο ίδιο σημείο, τότε η φα ◦ φ−1

β ορίζει τις xµ(p) =
xµ(y1(p), . . . , yn(p)), µ = 1, . . . , n. Απαιτούμε η μετάβαση μεταξύ των συστημάτων

συντεταγμένων να είναι τάξης Cr
(αν είναι C∞ τότε λέμε ότι η μετάβαση γίνεται με

‘‘λείο’’ τρόπο).

Δύο Cr
άτλαντες A1 και A2 στοM είναι συμβατοί αν η ένωση τους A1 ∪A2 είναι

επίσης Cr
άτλας του M. Η κλάση ισοδυναμίας των Cr

ατλάντων του M ονομάζεται
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διαφορική δομή στο M. ΄Ολοι οι Cr
άτλαντες που είναι συμβατοί μεταξύ τους απο-

τελούν τον μέγιστο άτλαντα και είναι το σύνολο όλων των δυνατών συστημάτων

συντεταγμένων που καλύπτουν τοM.

Τώρα είμαστε σε θέση να ορίσουμε την έννοια της πολλαπλότητας. Μια Cr n-
διάστατη πολλαπλότηταM είναι ένα σύνολοM μαζί με έναν Cr

μέγιστο άτλαντα.

Η πολλαπλότητα M είναι ένας τοπολογικός χώρος με τοπολογία που ορίζεται με την

δήλωση ότι τα ανοιχτά σύνολα τουM είναι τα Uα του μέγιστου άτλαντα και οι ενώσεις

τους. Αυτή η τοπολογία μετατρέπει τις απεικονίσεις φα σε ομοιομορφισμούς μεταξύ των

ανοιχτών συνόλων στηνM και ανοιχτών συνόλων στον Ευκλείδειο χώρο Rn
. Αυτός

είναι και ο λόγος που λέμε ότι μια πολλαπλότητα μοιάζει τοπικά με τον Ευκλείδειο χώρο:

κάθε σημείο στην πολλαπλότητα έχει μια περιοχή ομοιομορφική με τον Ευκλείδειο χώρο.

Ο ορισμός της πολλαπλότητας που δόθηκε είναι πολύ γενικός και για να έχει φυσικό

νόημα (ως χωρόχρονος), οι πολλαπλότητες με τις οποίες θα ασχοληθούμε θα είναι

συνεκτικές, Hausdorff (διαφορετικά στην πολλαπλότητα θα μπορούσαν να εμφανιστούν

διακλαδώσεις και θα παραβιαζόταν η αρχή της τοπικότητας) και παρασυμπαγείς. Επίσης

θα υποθέτουμε ότι είναι τάξης C∞ (και λέγονται λείες πολλαπλότητες).

2.1.2 Διανύσματα και τανυστές

Μια Ck
καμπύλη γ(t) στην πολλαπλότηταM είναι μια απεικόνιση γ : I →M από

κάποιο διάστημα της πραγματικής ευθείας R στηνM.

Το εφαπτόμενο (ανταλλοίωτο) διάνυσμα (∂/∂t)γ|t0 στο σημείο γ(t0) της C1
καμ-

πύλης γ(t), είναι ένας (διαφορικός) τελεστής που απεικονίζει κάθε συνάρτηση f στο

σημείο γ(t0) σε αριθμό (∂f/∂t)γ|t0 . Δηλαδή το (∂f/∂t)γ|t0 είναι η παράγωγος, ως προς

την παράμετρο t, της f στην διεύθυνση της γ(t).
Αν {x1(γ(t)), . . . , xn(γ(t))} είναι κάποιες τοπικές συντεταγμένες στην περιοχή του

p = γ(t0), τότε το εφαπτόμενο διάνυσμα στην καμπύλη γ στο σημείο p ορίζεται μέσω

της δράσης στην συνάρτηση f :

γ̇p(f) =

(
∂f

∂t

)
γ

∣∣∣∣∣
t0

=
dxj(γ(t))

dt

∣∣∣∣
t=t0

∂f

∂xj

∣∣∣∣
γ(t0)

όπου στο δεξί μέλος έχουμε άθροισμα στους επαναλαμβανόμενους δείκτες j (σύμβαση

άθροισης του Einstein). Επομένως, κάθε εφαπτόμενο διάνυσμα στο σημείο p μπορεί να

εκφραστεί ως γραμμικός συνδυασμός των παραγώγων των συντεταγμένων που έχουμε

επιλέξει για την περιοχή του σημείου αυτού

X = X1(∂/∂x1)|p + . . .+Xn(∂/∂xn)|p

Τα διανύσματα αυτά είναι γραμμικώς ανεξάρτητα επειδή

V j∂xk/∂xj = 0⇔ V k = 0 , ∀k

οπότε η σχέση V j(∂/∂xj)|p = 0 ισχύει ανν οι συντελεστές V j
είναι όλοι μηδέν.

Ο χώρος όλων των εφαπτόμενων διανυσμάτων στο σημείο p της πολλαπλότηταςM
είναι ένας n-διάστατος διανυσματικός χώρος που ονομάζεται εφαπτόμενος διανυ-

σματικός χώρος και συμβολίζεται με Tp(M) ή απλώς Tp.
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M
γ(t)

Tp

p
v

Σχήμα 2.1: Εφαπτόμενος χώρος Tp(M) και ένα διάνυσμα V ∈ Tp(M) κατά μήκος μιας

καμπύλης γ που διέρχεται από το p.

Αν {Ea}, a = 1, . . . , n, είναι μια βάση διανυσμάτων στο σημείο p, ένα οποιαδήποτε

διάνυσμα V ∈ Tp μπορεί να γραφεί ως V = V aEa. Μπορούμε να πάρουμε ως Ea

τα διανύσματα βάσης (∂/∂xj)|p και έτσι οι συντελεστές V i
θα είναι V i = V (xi) =

( dxi/ dt)|p, δηλαδή παράγωγοι στην διεύθυνση του V των συντεταγμένων xi .
Μια 1-μορφή (συναλλοίωτο διάνυσμα) ω στο σημείο p είναι μια πραγματική γραμ-

μική συνάρτηση στον χώρο Tp των διανυσμάτων στο p. Αν X ∈ Tp τότε ω(X) 7→ R,

ω(X) ≡ 〈ω,X〉

και λόγω της γραμμικότητας

〈ω, αX + βY 〉 = α〈ω,X〉+ β〈ω,Y 〉

〈αω + βη,X〉 = α〈ω,X〉+ β〈η,X〉
για κάθε 1-μορφή ω,η και α, β ∈ R, X,Y ∈ Tp.

Για κάθε δοσμένη βάση {Ea} στο p, μπορούμε να ορίσουμε ένα μοναδικό σύνολο

1-μορφών {Ea} τέτοιων ώστε το Ei
να απεικονίζει ένα οποιοδήποτε διάνυσμα X στην

i-οστή συνιστώσα του Xi ως προς τη βάση {Ea}. Δηλαδή 〈Ea,Eb〉 = δab. Μπορούμε

να θεωρήσουμε το σύνολο {Ea} ως βάση των 1-μορφών καθώς μια οποιαδήποτε 1-

μορφή ω μπορεί να γραφεί ως ω = ωiE
i
, όπου οι αριθμοί ωi ορίζονται ως 〈ω,Ei〉 =

〈ωiEi,Ei〉 = ωiδ
i
i = ωi. Επομένως το σύνολο όλων των 1-μορφών στο σημείο p

αποτελούν έναν διανυσματικό χώρο στο p που ονομάζεται δυϊκός χώρος T ∗p του Tp.
Για κάθε ω ∈ T ∗p και X ∈ Tp μπορούμε να εκφράσουμε τον αριθμό 〈ω,X〉 ως

〈ω,X〉 = 〈ωiEi, X iEi〉 = ωiX
i

(Στην Κβαντομηχανική τα kets |ψ〉 θεωρούνται ως διανύσματα και τα bras 〈ψ| ως 1-

μορφές των οποίων η δράση στα kets συμβολίζεται με 〈ψ, ψ〉 = 〈ψ|ψ〉 και είναι το

γνωστό μας εσωτερικό γινόμενο διανυσμάτων)

Κάθε συνάρτηση f στηνM ορίζει μια 1-μορφή df στο σημείο p ως

〈 df,X〉 = X(f) , ∀X ∈ Tp

Η 1-μορφή df ονομάζεται διαφορικό της f . Αν (x1, . . . , xn) είναι κάποιες τοπικές

συντεταγμένες και (∂/∂x1, . . . , ∂/∂xn) η βάση του Tp, τότε

〈 dxi, ∂/∂xj〉 = ∂xi/∂xj = δij
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Δηλαδή τα διαφορικά ( dx1, . . . , dxn) αποτελούν βάση του T ∗p των 1-μορφών στο p,
δυϊκή ως προς τη βάση (∂/∂x1, . . . , ∂/∂xn) των διανυσμάτων στο p. Οπότε το df στη

βάση αυτή εκφράζεται ως

df = 〈 df, ∂/∂xi〉 dxi = (∂f/∂xi) dxi

Συνήθως θα χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό ∂/∂xi = ∂i και ( df)i = ∂if .
Αν df 6= 0 τότε οι επιφάνειες (f = σταθερά) είναι (n − 1) - διάστατες πολλαπλό-

τητες. Επειδή τα εφαπτόμενα διανύσματα X ∈ Tp στις καμπύλες πάνω στην επιφάνεια

(f = σταθερά) στο p ικανοποιούν τη σχέση 〈 df,X〉 = X(f) = X(σταθερά) = 0,
μπορούμε να φανταστούμε το df ως κάθετο στην επιφάνεια (f = σταθερά) στο σημείο

p.
Από τους χώρους T ∗p και Tp σχηματίζουμε το Καρτεσιανό γινόμενο

Πs
r = T ∗p × T ∗p × . . .× T ∗p︸ ︷︷ ︸

r φορές

×Tp × Tp × . . .× Tp︸ ︷︷ ︸
s φορές

που είναι ένα διατεταγμένο σύνολο (η1, . . . ,ηr,Y1, . . . ,Ys) των 1-μορφών η και διανυ-

σμάτων Y .

Ως τανυστής T τάξης (r, s) στο σημείο p ορίζεται η απεικόνιση από το Πs
r στο R:

T : Πs
r 3 (η1, . . . ,ηr,Y1, . . . ,Ys) 7→ T (η1, . . . ,ηr,Y1, . . . ,Ys) ∈ R

που είναι πολυγραμμική, δηλαδή γραμμική ως προς κάθε όρισμά της. Για παράδειγμα

T (η1, . . . ,ηr, αX + βY , . . . ,Ys) = αT (η1, . . . ,ηr,X, . . . ,Ys)+

+ βT (η1, . . . ,ηr,Y , . . . ,Ys)

για κάθε α, β ∈ R και X,Y ∈ Tp.
΄Ετσι, ένα βαθμωτό είναι τανυστής τάξης (0, 0), ένα διάνυσμα είναι τανυστής τάξης

(1, 0) (δηλαδή μια απεικόνιση από T ∗p στο R) και μια 1-μορφή είναι τανυστής τάξης

(0, 1) (δηλαδή μια απεικόνιση από Tp στο R).

Το σύνολο όλων των τανυστών τάξης (r, s) αποτελεί διανυσματικό χώρο διάστασης

nr+s που συμβολίζεται με:

T rs (p) = Tp ⊗ Tp ⊗ . . .⊗ Tp︸ ︷︷ ︸
r φορές

⊗T ∗p ⊗ T ∗p ⊗ . . .⊗ T ∗p︸ ︷︷ ︸
s φορές

Προσοχή: εδώ το r αναφέρεται στον αριθμό των χώρων Tp ενώ το s στον αριθμό

των χώρων T ∗p , δηλαδή ανάποδα απ΄ ότι στο Πs
r, κάτι που έχει να κάνει με το πως οι

τανυστές του T rs (p) δρουν (έχουν ως όρισμα) στα στοιχεία του Πs
r (οι 1-μορφές δρουν

στα διανύσματα, οπότε πρέπει να έχουμε τον ίδιο αριθμό τους: r − r και s − s). Για

παράδειγμα, όπως είπαμε μια 1-μορφή στο p είναι τανυστής τάξης (0, 1), με r = 0 και

s = 1, επομένως ανήκει στο T 0
1 (p) = T ∗p και δρα στα στοιχεία του Π1

0 = Tp, δηλαδή στα

διανύσματα.

Η καινούργια πράξη ⊗ ανάμεσα στους τανυστές ονομάζεται τανυστικό γινόμενο και

ορίζεται ως εξής: αν T είναι ένας τανυστής τάξης (r, s) και S τάξης (p, q), τότε ο T ⊗S
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είναι τανυστής τάξης (r+p, s+q) που απεικονίζει τα στοιχεία (η1, . . . ,ηr+p,Y1, . . . ,Ys+q) ∈
Πs+q
r+p στον αριθμό

T ⊗ S(η1, . . . ,ηr, . . . ,ηr+p,Y1, . . . ,Ys, . . . ,Ys+q)

= T (η1, . . . ,ηr,Y1, . . . ,Ys)S(ηr+1, . . . ,ηr+p,Ys+1, . . . ,Ys+q)

Για παράδειγμα, αν έχουμε δύο διανύσματαX,Y ∈ T 1
0 (p) = Tp (τανυστές τάξης (1, 0)),

τότε ο τανυστής X ⊗ Y ∈ T 2
0 (p) έχει τάξη (2, 0) και απεικονίζει το ζεύγος δύο αυθαί-

ρετων 1-μορφών (ω,η) ∈ Π0
2 = T ∗p × T ∗p στον αριθμό

X ⊗ Y (ω,η) = X(ω)Y (η) = 〈X,ω〉〈Y ,η〉

Τώρα με τη βοήθεια του τανυστικού γινομένου ⊗ μπορούμε να κατασκευάσουμε μια

βάση για τον χώρο όλων των τανυστών τάξης (r, s). Αν {Ea},{Ea} είναι οι δυϊκές

βάσεις των Tp, T
∗
p αντίστοιχα, τότε το σύνολο των nr+s τανυστών

{Ea1 ⊗ . . .⊗Ear ⊗Eb1 ⊗ . . .⊗Ebs} , ai, bj = 1, . . . , n

θα είναι βάση του χώρου όλων των τανυστών τάξης (r, s). ΄Ετσι, ένας αυθαίρετος

τανυστής T τάξης (r, s) μπορεί να εκφραστεί στη βάση αυτή ως:

T = T a1...ar b1...bsEa1 ⊗ . . .⊗Ear ⊗Eb1 ⊗ . . .⊗Ebs

όπου {T a1...ar b1...bs} είναι οι συνιστώσες του τανυστή T ως προς τις δυϊκές βάσεις

{Ea},{Ea} και προκύπτουν από την δράση του T πάνω στα {Ea},{Ea}:

T (Ea1 , . . . ,Ear ,Eb1 , . . . ,Ebs) =

= T a1...ar b1...bsEa1 ⊗ . . .⊗Ear ⊗Eb1 ⊗ . . .⊗Ebs(Ea1 , . . . ,Ear ,Eb1 , . . . ,Ebs)

= T a1...ar b1...bs〈Ea1 ,Ea1〉 . . . 〈Ear ,Ear〉〈Eb1 ,Eb1〉 . . . 〈Ebs ,Ebs〉
= T a1...ar b1...bsδ

a1
a1 . . . δ

bs
bs ⇒

T a1...ar b1...bs = T (Ea1 , . . . ,Ear ,Eb1 , . . . ,Ebs)

Επομένως η δράση του τανυστή T σε ένα αυθαίρετο στοιχείο (η1, . . . ,ηr,Y1, . . . ,Ys)
του Πs

r είναι:

T (η1, . . . ,ηr,Y1, . . . ,Ys) = T a1...ar b1...bsη
1
a1
. . . ηrarY

b1
1 . . . Y bs

s

όπου {ηiai}, {Y
bj
j } είναι οι συνιστώσες των ηi, Yj ως προς τις βάσεις {Ea},{Ea} αντί-

στοιχα. Αυτός ο ορισμός του τανυστή είναι ανεξάρτητος από σύστημα συντεταγμένων.

Αν όμως για το σημείο p ∈M μπορούν να βρεθούν κάποιες συντεταγμένες {xa}, τότε
θα θεωρούμε ως βάσεις των Tp και T

∗
p τις βάσεις συντεταγμένων Ea = ∂a και Ea = dxa

αντίστοιχα. Οπότε ο τανυστής θα γράφεται ως

T = T a1...ar b1...bs∂a1 ⊗ . . .⊗ ∂ar ⊗ dxb1 ⊗ . . .⊗ dxbs

Συνήθως θα συμβολίζουμε τους τανυστές T απλά με τις συνιστώσες τους T a1...ar b1...bs .
Το ίδιο και οι σχέσεις μεταξύ των τανυστών θα εκφράζονται με τις συνιστώσες τους:

(T + T ′)a1...ar b1...bs = T a1...ar b1...bs + T ′a1...ar b1...bs
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(αT )a1...ar b1...bs = αT a1...ar b1...bs

(T ⊗ T ′)a1...ar+pb1...bs+q = T a1...ar b1...bs T
′ar+1...ar+p

bs+1...bs+q

Ας δούμε τώρα πως μετασχηματίζονται οι συνιστώσες ενός τανυστή με αλλαγή συ-

στήματος συντεταγμένων. ΄Εστω xa
′

= xa
′
(xa) οι νέες συντεταγμένης στην περιοχή

κάποιου σημείου p στην πολλαπλότηταM. Τότε οι νέες βάσεις των Tp και T ∗p είναι οι

Ea′ = ∂a′ και E
a′ = dxa

′
αντίστοιχα. Οπότε

T = T a1...ar b1...bs∂a1 ⊗ . . .⊗ ∂ar ⊗ dxb1 ⊗ . . .⊗ dxbs

= T a
′
1...a

′
r
b′1...b

′
s
∂a′1 ⊗ . . .⊗ ∂a′r ⊗ dxb

′
1 ⊗ . . .⊗ dxb

′
s

Δηλαδή με την αλλαγή των συντεταγμένων ο τανυστής δεν αλλάζει (αυτός είναι και ο

λόγος που οι εξισώσεις στην ΓΘΣ είναι τανυστικές εξισώσεις επειδή γενικά στην ΓΘΣ

δεν υπάρχουν προτιμώμενα συστήματα συντεταγμένων). Επομένως για να ισχύει αυτό

οι συνιστώσες του τανυστή πρέπει να αλλάζουν:

T a
′
1...a

′
r
b′1...b

′
s

= T a1...ar b1...bs∂a1 ⊗ . . .⊗ ∂ar
⊗ dxb1 ⊗ . . .⊗ dxbs( dxa

′
1 ⊗ . . .⊗ dxa

′
r ⊗ ∂b′1 ⊗ . . .⊗ ∂b′s)

= T a1...ar b1...bs〈 dxa
′
1 , ∂a1〉 . . . 〈 dxa

′
r , ∂ar〉〈 dxb1 , ∂b′1〉 . . . 〈 dx

bs , ∂b′s〉

Επομένως ο νόμος μετασχηματισμού των συνιστωσών ενός τανυστή κατά την αλλαγή

συντεταγμένων xa → xa
′
είναι:

T a1...ar b1...bs → T a
′
1...a

′
r
b′1...b

′
s

= T a1...ar b1...bs
∂xa

′
1

∂xa1
. . .

∂xa
′
r

∂xar
∂xb1

∂xb
′
1
. . .

∂xbs

∂xb′s

Ας δούμε μερικά απλά παραδείγματα. Συναλλοίωτα διανύσματα:

ω ∈ T ∗p , ω(xa)→ ω(xa
′
)

ω = ωa dxa = ωa′ dx
a′

ωa′ = ωa′ dx
a′(∂a′) = ωa dxa(∂a′)⇒

ωa′ = ωa
∂xa

∂xa′

Διανύσματα:

V ∈ Tp , V (xa)→ V (xa
′
)

V = V a∂a = V a′∂a′

V a′ = V a′∂a′( dxa
′
) = V a∂a( dxa

′
)⇒

V a′ = V a∂x
a′

∂xa

Η συστολή (contraction) ενός τανυστή T τύπου (r, s) ως προς ένα πάνω δείκτη

και ως προς ένα κάτω δείκτη ορίζεται ως η πράξη που μετατρέπει τον τανυστής T σε

έναν τανυστή C(T ) τύπου (r − 1, s− 1):

CT a1...ar−1
b1...bs−1 = T a1...σ...ar b1...σ...bs
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Δηλαδή αθροίζουμε ως προς ένα συναλλοίωτο και ένα ανταλλοίωτο δείκτη. Για παρά-

δειγμα η συστολή ενός τανυστή T ab τύπου (1, 1) δίνει ένα βαθμωτό: T aa = T 1
1+. . . T nn.

Η συστολή είναι ανεξάρτητη συστήματος συντεταγμένων.

Το συμμετρικό μέρος ενός τανυστή T τύπου (2, 0) είναι τανυστής S(T ) που ορίζεται

ως:

S(T )(η1,η2) =
1

2!
{T (η1,η2) + T (η2,η1)} , ∀η1,η2 ∈ T ∗p

Θα συμβολίζουμε τις συνιστώσες του S(T ) με T (ab)
:

T (ab) =
1

2!

(
T ab + T ba

)
Με παρόμοιο τρόπο ορίζουμε το αντισυμμετρικό μέρος του T ab με συνιστώσες:

T [ab] =
1

2!

(
T ab − T ba

)
΄Ολα αυτά γενικεύονται σε τανυστές με περισσότερους πάνω και κάτω δείκτες. Για

παράδειγμα, έστω τανυστής T abcde και το αντισυμμετρικό μέρος του ως προς τους δείκτες

b, c, d είναι:

T a[bcd]e =
1

3!
(T abcde + T adbce + T acdbe − T abdce − T acbde − T adcbe)

΄Ενας τανυστής θα λέγεται συμμετρικός ως προς κάποιους συγκεκριμένους πάνω

και κάτω δείκτες αν ισούται με το συμμετρικό μέρος του ως προς τους δείκτες αυτούς.

Αντίστοιχα θα λέγεται αντισυμμετρικός αν ισούται με το αντισυμμετρικό μέρος του

ως προς τους συγκεκριμένους δείκτες. Για παράδειγμα ο τανυστής τύπου (2, 0) είναι

συμμετρικός αν Tab = T(ab) ή T[ab] = 0, που σημαίνει ότι Tab = Tba. Γενικά μπορούμε να

γράψουμε Tab = T(ab) + T[ab].

Τέλος ας ορίσουμε την έννοια του τανυστικού πεδίου στην πολλαπλότητα που επε-

κτείνει την έννοια του τανυστή σε ένα σημείο της πολλαπλότητας. Τανυστικό πεδίο

είναι μια απεικόνιση που επισυνάπτει, σε κάθε σημείο της πολλαπλότητας, έναν τανυστή.

΄Ετσι για παράδειγμα το διανυσματικό πεδίο στην πολλαπλότηταM είναι μια απεικόνιση

X :M→ T (M) τέτοια ώστε X(p) = Xp είναι ένα διάνυσμα στον εφαπτόμενο χώρο

Tp(M). Το T (M) είναι η ένωση όλων των Tp(M) σε κάθε σημείο της M, δηλαδή

T (M) =
⋃
p∈M Tp(M), και ονομάζεται εφαπτόμενη δέσμη (tangent bundle).

2.1.3 p-μορφές και ολοκλήρωση

Μια σημαντική κατηγορία τανυστών είναι οι τανυστές τύπου (0, p) που είναι αντι-

συμμετρικοί σε όλα τα p. Τέτοιοι τανυστές ονομάζονται p-μορφές. Δηλαδή αν ω είναι

μια p-μορφή, θα ισχύει ότι ωa1...ap = ω[a1...ap]. ΄Εστω ω μια p-μορφή και η μια q-μορφή.
Τότε η p+ q-μορφή ω ∧η, όπου ∧ είναι το αντισυμμετρικό τανυστικό γινόμενο (wedge
product), είναι ένας τανυστής τύπου (0, p+ q) με συνιστώσες που ορίζονται ως:

(ω ∧ η)a1...apb1...bq =
(p+ q)!

p!q!
ω[a1...apηb1...bq ]
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Για παράδειγμα, αν ω και η είναι 1-μορφές, τότε

ω ∧ η = ω ⊗ η − η ⊗ ω,

(ω ∧ η)km = 2ω[kηm] = ωkηm − ωmηk
Αν ω είναι 1-μορφή και η 2-μορφή, τότε

(ω ∧ η)klm = 3ω[kηlm] =
3

6
(2ωkηlm + 2ωlηmk + 2ωmηkl) = ωkηml + ωlηmk + ωmηkl

Αν ω είναι μια p-μορφή και η μια q-μορφή, τότε ισχύει ότι ω∧η = (−1)pqη∧ω. ΄Εστω

{Ea} μια βάση των 1-μορφών, τότε οι μορφές Ea1 ∧ . . .∧Eap (το ai τρέχει από 1 μέχρι

n) αποτελούν βάση των p-μορφών, και έτσι κάθε p-μορφή ω γράφεται ως

ω = ωa1...apE
a1 ∧ . . . ∧Eap , a1 > . . . > ap

ή σε μια βάση συντεταγμένων

ω = ωa1...ap dxa1 ∧ . . . ∧ dxap = ωa1...ap dx[a1 ⊗ . . .⊗ dxap]

Η αντισυμμετρικότητα των p-μορφών έχει ως συνέπεια ότι, για να έχει μη μηδενικό

αποτέλεσμα η δράση μιας p-μορφής σε p διανύσματα, τα διανύσματα αυτά πρέπει να είναι

γραμμικώς ανεξάρτητα. Επομένως, επειδή σε μία n-διάστατη πολλαπλότητα ο αριθμός

των γραμμικώς ανεξάρτητων διανυσμάτων είναι ≤ n, θα είναι p ≤ n. Επίσης, ο αριθμός

των ανεξάρτητων συνιστωσών μιας p-μορφής σε n-διάστατη πολλαπλότητα είναι

(
n

p

)
,

δηλαδή ο χώρος των p-μορφών σε n διαστάσεις είναι

(
n

p

)
-διάστατος. Για παράδειγμα,

μια 2-μορφή ω σε 2 διαστάσεις γράφεται:

ω = ω12 dx1 ∧ dx2

ενώ σε 3 διαστάσεις:

ω = ω12 dx1 ∧ dx2 + ω23 dx2 ∧ dx3 + ω31 dx3 ∧ dx1

Επομένως, μια n-μορφή σε μια n-διάστατη πολλαπλότητα έχει μόνο μία συνιστώσα

και γράφεται ως:

ω = ω1...n dx1 ∧ . . . ∧ dxn

όπου ω1...n = ω(E1 . . .En) και {E1 . . .En} μια βάση στο Tp. Τώρα, επειδή ω 6= 0,
οι συνιστώσες ω1...n 6= 0, και έτσι έχουμε δύο κλάσεις διανυσμάτων βάσεις στο p, μια
για την οποία ω(E1 . . .En) > 0 και μια για την οποία ω(E1 . . .En) < 0. Αυτές οι

δύο κλάσεις διανυσμάτων βάσεις είναι ανεξάρτητες της ω επειδή, αν ω′ είναι μια άλλη

μη μηδενική στο p n-μορφή, θα υπάρχει μια μη μηδενική συνάρτηση f τέτοια ώστε

ω′ = fω. Οπότε, δύο βάσεις που κάτω από την ω δίνουν θετικό αριθμό, θα δίνουν

αριθμό ίδιου προσήμου κάτω από την ω′. ΄Αρα κάθε βάση ανήκει σε μια από τις δύο

κλάσης αυτές (και ονομάζονται δεξιόστροφα και αριστερόστροφα).

Μια πολλαπλότητα αυτή θα λέγεται προσανατολίσιμη αν υπάρχει ένα συνεχές

πεδίο n-μορφής, παντού μη μηδενικό στην πολλαπλότητα. Αν επιλεχτεί ένα τέτοιο
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ω, η πολλαπλότητα λέγεται προσανατολισμένη και ο προσανατολισμός ορίζεται ό-

πως είπαμε: αν ω(E1 . . .En) > 0, η βάση {Ei} είναι δεξιόστροφη (ή θετική), ενώ αν

ω(E1 . . .En) < 0 η βάση {Ei} είναι αριστερόστροφη (ή αρνητική), σε κάθε σημείο p της

πολλαπλότητας. ΄Ετσι μπορεί να επιλεχτεί μια βάση που να έχει την ίδια χειραλικότητα

(handedness) παντού στην πολλαπλότητα.

Ορίζουμε ως στοιχείο όγκου την n-μορφή:

ε = dx1 ∧ . . . ∧ dxn

που έχει ως συνιστώσες το σύμβολο Levi-Civita, εa1...an . ΄Ομως το εa1...an δεν μετα-

σχηματίζεται ως τανυστής και αποδεικνύεται ότι για να γίνει τανυστής πρέπει να πολλα-

πλασιαστεί με το
√
|g| =

√
detgµν , όπου g είναι η μετρική (την οποία θα μελετήσουμε

αργότερα), δηλαδή ένας πίνακας n×n με στοιχεία gµν = 〈∂/∂xµ, ∂/∂xν〉. ΄Ετσι, σε μια

δεξιόστροφη συντεταγμένη βάση, το στοιχείο όγκου παίρνει την μορφή:

ε =
√
|g| dx1 ∧ . . . ∧ dxn

Συνήθως ο προσανατολισμός μιας πολλαπλότητας εφοδιασμένης με μετρική δίνεται από

ένα τέτοιο μετρικό στοιχείο όγκου.

Τώρα είμαστε σε θέση να ορίσουμε την ολοκλήρωση ενός πεδίου n-μορφής ω πάνω

σε μια προσανατολισμένη πολλαπλότητα. Για ευκολία θεωρούμε ολοκλήρωση πάνω σε

έναν χάρτη της πολλαπλότητας (U, φ). Το ολοκλήρωμα∫
U

ω =

∫
U

ω1...n dx1 ∧ . . . ∧ dxn

ορίζεται μέσω του αντίστοιχου συνήθους n-διάστατου ολοκληρώματος στον φ(U) ⊆ Rn
:∫

U

ω =

∫
φ(U)

ω1...n(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn

Κάνοντας χρήση του μετρικού στοιχείου όγκου ε, η ολοκλήρωση μιας συνάρτησης f
πάνω στην προσανατολισμένη πολλαπλότητα ορίζεται ως ολοκλήρωση της n-μορφής fε:∫

U

fε =

∫
φ(U)

f(x1, . . . , xn)
√
|g| dx1 . . . dxn

Οπότε ο όγκος της U είναι απλώς
∫
U
ε =

∫
U

√
|g| dx1 . . . dxn.

Το εξωτερικό γινόμενο (exterior derivative) d ορίζεται ως τελεστής που δρα

σε μια p-μορφή και δίνει μια (p+ 1)-μορφή. Ισχύουν τα παρακάτω:

df = ∂if dxi

όπου f είναι μια βαθμωτή συνάρτηση (ή 0-μορφή) και το df το γνωστό μας διαφορικό

(1-μορφή) που είχαμε ορίσει. Πιο γενικά, αν ω είναι μια p-μορφή, τότε:

dω = d(ωa1...ap dxa1 ∧ . . . ∧ dxap) = dωa1...ap ∧ dxa1 ∧ . . . ∧ dxap

= ∂kωa1...ap dxk ∧ dxa1 ∧ . . . ∧ dxap



18 Γενική Σχετικότητα

d( dω) = d2 = 0

Τέλος, ας δούμε τη γενίκευση του γνωστού θεωρήματος Stokes που γίνεται με τη

βοήθεια των διαφορικών μορφών. ΄Εστω μια n-διάστατη προσανατολισμένη πολλαπλό-

τηταM με σύνορο ∂M και έστω ω μια (n− 1)-μορφή στηνM. Τότε∫
M

dω =

∫
∂M
ω

΄Ολα τα γνωστά θεωρήματα Green, Gauss και Stokes στον τρισδιάστατο Ευκλείδειο

χώρο είναι ειδικές περιπτώσεις του γενικευμένου θεωρήματος αυτού.

2.1.4 Διαφορίσιμες απεικονίσεις στις πολλαπλότητες

Στα προηγούμενα είδαμε ότι μια βαθμωτή συνάρτηση (ή πεδίο) f στην πολλαπλότητα

M είναι μια διαφορίσιμη (C∞) απεικόνιση f :M→ R. Ωστόσο αυτός ο ορισμός είναι

πολύ γενικός, και για να έχει πρακτική χρησιμότητα εισάγουμε κάποιες συντεταγμένες

στην πολλαπλότητα ώστε να μπορούμε να ξεχωρίζουμε τα σημεία της και να προσδώ-

σουμε νόημα στην f . ΄Ετσι σε κάθε συντεταγμένη περιοχή U τηςM, με την αντίστοιχη

συντεταγμένη συνάρτηση φ : U → Rm
, φ(p) = {xµ}, p ∈ U , κατασκευάζουμε την

απεικόνιση

f ◦ φ−1 : Rm ⊇ φ(U)→ R

δηλαδή f ◦ φ−1(xµ) = f(φ−1(xµ)), xµ ∈ φ(U) ⊆ Rm
. Η απεικόνιση αυτή ονομάζεται

τοπική παράσταση της f στο σημείο p ∈M και θα γράφουμε f(xµ) = f ◦ φ−1(xµ).
Με παρόμοιο τρόπο μπορούμε να ορίσουμε απεικονίσεις μεταξύ πολλαπλοτήτων, f :

M→N , f :M3 p 7→ f(p) ∈ N , όπουM είναι μια m-διάστατη πολλαπλότητα και N
μια n-διάστατη πολλαπλότητα. Θεωρούμε τους χάρτες (U, φ) και (V, ψ) τωνM και N
αντίστοιχα. Τότε με τη βοήθεια των χαρτών αυτών μπορούμε να κατασκευάσουμε την

απεικόνιση

ψ ◦ f ◦ φ−1 : Rm ⊇ φ(U ∩ ψ−1(V ))→ ψ(V ) ⊆ Rn

Αν φ(p) = {xµ}, p ∈ U και ψ(f(p)) = {ya}, f(p) ∈ V , τότε θα συμβολίζουμε την

ψ ◦ f ◦φ−1
με ya = fa(xµ) (τοπική συντεταγμένη παράσταση της f). Αν η fa(xµ) είναι

C∞ ως προς κάθε xµ, τότε η f είναι διαφορίσιμη στο p. Η f : M → N λέγεται Cr

διαφορομορφισμός (diffeomorphism) αν είναι ‘‘ένα προς ένα’’ Cr
απεικόνιση και η

αντίστροφη της, h−1
, είναι μια Cr

απεικόνιση.

΄Εστω μια διαφορίσιμη απεικόνιση h : M → N και γ μια C∞ καμπύλη στην M.

Τότε η h(γ) είναι C∞ καμπύλη στην N . Η h επάγει μια διαφορίσιμη απεικόνιση h∗ (που
λέγεται push-forward)

h∗ : Tp(M)→ Th(p)(N )

η οποία απεικονίζει το εφαπτόμενο διάνυσμα στο σημείο p ∈M, σε εφαπτόμενο διάνυ-

σμα στο σημείο h(p) ∈ N . Για να δούμε πως ακριβώς ορίζεται η h∗, θεωρούμε μια C∞

βαθμωτή απεικόνιση στην N , f : N → R. Τότε η f ◦ h είναι C∞ βαθμωτή απεικόνιση

στην M, f ◦ h : M → R. ΄Εστω Xp ∈ Tp(M), τότε η h∗ ορίζεται μέσω της δράσης

του h∗Xp ∈ Th(p) πάνω στην βαθμωτή συνάρτηση f :

(h∗Xp)f = Xp(f ◦ h)
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η οποία είναι γραμμική. ΄Εχοντας ορίσει την απεικόνιση μεταξύ διανυσμάτων δυο πολ-

λαπλοτήτων μπορούμε με παρόμοιο τρόπο να ορίσουμε την απεικόνιση μεταξύ δυϊκών

διανυσμάτων (1-μορφών) δυο πολλαπλοτήτων, h∗ : T ∗h(p)(N ) → T ∗p (M), που λέγεται

pull-back (βλέπουμε ότι η απεικόνιση αυτή πάει ανάποδα, από την N στην M). Αν

ω ∈ T ∗h(p)(N ), τότε η h∗ ορίζεται ως:

(h∗ω)Xp = ω(h∗Xp)

Αν η h είναι ένας διαφορομορφισμός, η h∗ απεικονίζει το Tp(M) σε Th(p)(N ) και η

(h−1)∗ απεικονίζει το T ∗p (M) σε T ∗h(p)(N ). ΄Ετσι μπορούμε να γενικεύσουμε την h∗ σε

μια απεικόνιση από τανυστές τύπου (r, s) στην M σε τανυστές τύπου (r, s) στην N ,

δηλαδή h∗ : T rs (p)→ T rs (h(p)), ως εξής:

T (η1, . . . ,ηr,X1, . . . ,Xs)|p = h∗T [(h−1)∗η1, . . . , (h−1)∗ηr, h∗X1, . . . , h∗Xs]|h(p)

για κάθε Xi ∈ Tp και ηi ∈ T ∗p .

2.1.5 Ολοκληρωτικές καμπύλες και ροή διανυσματικού

πεδίου

Για κάθε λείο διανυσματικό πεδίο X υπάρχει μοναδική οικογένεια καμπυλών στηνM,

τέτοια που σε κάθε σημείο p ∈M το διάνυσμαX συμπίπτει με το εφαπτόμενο διάνυσμα

επί της καμπύλης που περνάει από το σημείο αυτό, δηλαδή γ̇(t) = X(γ(t)). Οι καμπύλες

αυτές λέγονται ολοκληρωτικές καμπύλες του διανυσματικού πεδίου X και είναι

λύσεις του προβλήματος αρχικών τιμών:

dxi(t)

dt
= X i(xm(t)) , xi(0) = xip0

όπου οι xm(t) είναι οι συντεταγμένες της ολοκληρωτικής καμπύλης γ και X i
οι συνι-

στώσες του X, σε κάποιο σύστημα συντεταγμένων. Το xi(0) = xip0 είναι η αρχική

συνθήκη γ(0) = p0.

Αν γ1 : I1 → M και γ2 : I2 → M είναι δύο ολοκληρωτικές καμπύλες με την

ίδια αρχική συνθήκη p0, δηλαδή για t = 0 διέρχονται από το p0, τότε γ1 = γ2 στο

I1 ∩ I2. ΄Ολες τέτοιες ολοκληρωτικές καμπύλες {γk : Ik →M}k∈K με την ίδια αρχική

συνθήκη p, ορίζουν μια μοναδική μέγιστη (maximal) καμπύλη γp : I(p) → M, όπου

I(p) = ∪k∈KIk, τέτοια ώστε γp(t) = γk(t) όταν t ∈ Ik. Η καμπύλη γp λέγεται μέγιστη

ολοκληρωτική καμπύλη επειδή έχει το μέγιστο πεδίο ορισμού I(p).
΄Εστω X ένα λείο διανυσματικό πεδίο και p0 ένα σημείο στην πολλαπλότητα M.

Η τοπική ροή (local flow) που παράγεται από το πεδίο X, ορίζεται ως η απεικόνιση

σ : I×U →M, όπου I ⊆ R είναι ένα ανοιχτό διάστημα που περιέχει το 0 και U είναι ένα

ανοιχτό υποσύνολο τηςM που περιέχει το p0, τέτοια ώστε για κάθε p ∈ U , η καμπύλη

t 7→ σ(t, p) είναι ολοκληρωτική καμπύλη τουX με αρχική συνθήκη σ(0, p) = p. Οπότε,

η τοπική ροή του X είναι μια οικογένεια ολοκληρωτικών καμπυλών για όλα τα σημεία

σε ένα μικρό ανοιχτό σύνολο γύρω από το p0, τέτοια ώστε όλες οι καμπύλες αυτές να

έχουν το ίδιο πεδίο ορισμού I, ανεξαρτήτως της αρχικής συνθήκης p. Μπορούμε να

φανταστούμε την ροή ως εξής: καθώς το t (πχ. χρόνος) μεταβάλλεται, η σ(t, p) δίνει

τη θέση στη συγκεκριμένη μοναδική ολοκληρωτική καμπύλη γp(t) του X που περνάει
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από το σημείο p. ΄Ετσι αν για t = 0 βρισκόμαστε σε κάποιο σημείο p = σ(0, p) = γp(0),
τη χρονική στιγμή t θα βρισκόμαστε στο σημείο σ(t, p) = γp(t). Στην περίπτωση που

η απεικόνιση σ ορίζεται σε όλη την πολλαπλότητα M και για κάθε t ∈ R, δηλαδή

σ : R ×M → M, καλείται ολική ροή και το αντίστοιχο διανυσματικό πεδίο καλείται

πλήρες. Αν η πολλαπλότητα είναι συνεκτική, κάθε διανυσματικό πεδίο είναι πλήρες.

Θεωρώντας το t ως παράμετρο, η ροή σ(t, p) είναι ένας διαφορομορφισμός από το

M στοM:

σt :M→M , p 7→ σt(p) = γp(t) = σ(t, p)

που ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες:

σ0(p) = p

σt ◦ σs = σt+s

σ−1
t = σ−t

για κάθε t, s ∈ R. Η οικογένεια των ροών {σt}t∈R που παράγονται από το διανυσματικό

πεδίο X καλείται μονοπαραμετρική ομάδα μετασχηματισμών και το διανυσματικό πεδίο

X είναι ο απειροστός γεννήτορας της ομάδας αυτής, διότι για απειροστό t = ε έχουμε

τον απειροστό μετασχηματισμό:

x′µ = xµ + εXµ

όπου x′µ = σµ(ε, p), xµ = σµ(0, p). Από το ανάπτυγμα Taylor της ροής σµ(t, p) γύρω

από το t = 0 παίρνουμε την εκθετοποίηση του διανυσματικού πεδίου X:

σµ(t, p) = σµ(0, p) + t
dσµ(s, p)

ds

∣∣∣∣
s=0

+ . . . = exp

(
t

d

ds

)
σµ(s, p)|s=0

και έτσι η ροή γράφεται:

σµ(t, p) = exp(tX)xµ

2.1.6 Παράγωγος Lie

Μέχρι τώρα είδαμε πως να παραγωγίζουμε βαθμωτά πεδία στις πολλαπλότητες. ΄Ο-

μως στην παραγώγιση των διανυσματικών πεδίων (ή και πιο γενικά, τανυστικών πεδίων)

πάνω στις πολλαπλότητες υπάρχει πρόβλημα: η παραγώγιση σημαίνει σύγκριση τιμών

του πεδίου σε δυο διαφορετικά κοντινά σημεία της πολλαπλότητας, κάτι που δεν μπο-

ρούμε να κάνουμε για δύο διανύσματα επειδή αυτά θα βρίσκονται σε διαφορετικούς εφα-

πτόμενους χώρους της πολλαπλότητας. Ωστόσο, αν υπάρχει ένα δεύτερο διανυσματικό

πεδίο πάνω στην πολλαπλότητα, μπορούμε να ορίσουμε την παραγώγιση του πρώτου

πεδίου στην κατεύθυνση του δεύτερου πεδίου. Αυτή είναι η λεγόμενη Lie παράγωγος.

΄Εστω q = σ−dt(p) έτσι ώστε p = σdt(q). Το σdt∗ απεικονίζει το τανυστικό πεδίο T
τύπου (r, s) στο q σε τανυστικό πεδίο σdt∗T στο p. Αυτό μας επιτρέπει να συγκρίνουμε

τις τιμές του τανυστικού πεδίου στο q και στο p. Η παράγωγος Lie LXT του

τανυστικού πεδίου T ως προς ένα διανυσματικό πεδίο X ορίζεται ως

LXT |p = lim
dt→0

[
T |p − σdt∗T |q

dt

]
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Το LXT είναι τανυστής του ίδιου τύπου (r, s) με τον T και είναι γραμμικός: LX(aT +
bS) = aLX(T ) + bLX(S) και ικανοποιεί τον κανόνα του Leibniz: LX(T ⊗ S) =
LX(T )⊗ S + T ⊗LX(S).

Η παράγωγος Lie της βαθμωτής συνάρτησης f :M→ R ως προς το διανυσματικό

πεδίο X είναι:

LXf = Xf = Xµ∂µf

Ενώ η παράγωγος Lie ενός διανυσματικού πεδίου Y ως προς ένα διανυσματικό πεδίο

X είναι:

LXY |p = lim
dt→0

[
Y |p − σdt∗Y |q

dt

]

ht(p)
p

Y |p hdt∗Y |q

gs(p) gs(q)

q

Y |q

Σχήμα 2.2: Το τs είναι η ροή του διανυσματικού πεδίου Y και το σt του X.

Αποδεικνύεται ([21]) ότι η παράγωγος Lie ενός διανυσματικού πεδίου Y ως προς

ένα διανυσματικό πεδίο X είναι ο μεταθέτης των X και Y :

LXY = [X,Y ]

Κανένα από τα XY και Y X δεν είναι διανυσματικό πεδίο επειδή περιέχουν παραγώγους

δεύτερης τάξης. Ωστόσο στον μεταθέτη [X, Y ] οι παράγωγοι δεύτερης τάξης από ταXY
και Y X αλληλοαναιρούνται και μένουν μόνο οι παράγωγοι πρώτης τάξης, με αποτέλεσμα

ο μεταθέτης να είναι ένα διανυσματικό πεδίο. Σε κάποιο τοπικό σύστημα συντεταγμένων

με διανύσματα βάσης {∂µ}, οι συνιστώσες της παραγώγου Lie είναι:

(LXY )µ = [X, Y ]µ = Xν∂νY
µ − Y ν∂νX

µ
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p dt ht(p)

dt

ds

gs(p)

ds

dsdt[X,Y ]

Σχήμα 2.3: Γεωμετρική ερμηνεία του μεταθέτη [X, Y ] 6= 0.

Η παράγωγος Lie ενός τανυστικού πεδίου τύπου (r, s) ως προς ένα διανυσματικό

πεδίο X είναι:

(LXT )a1...ar b1...bs = Xc(∂cT
a1...ar

b1...bs) (2.1)

− (∂cX
a1)T ca2...ar b1...bs − . . .− (∂cX

ar)T a1...ar−1c
b1...bs

+ (∂b1X
c)T a1...ar cb2...bs + . . .+ (∂bsX

c)T a1...ar b1...bs−1c

2.1.7 Μετρικός τανυστής

Στον Ευκλείδειο χώρο Rn
το εσωτερικό γινόμενο ανάμεσα σε δυο διανύσματαX και

Y ορίζεται ως X · Y =
∑n

i=1 XiYi, όπου Xi, Yi είναι οι συνιστώσες των διανυσμάτων

αυτών. Η γενίκευση του εσωτερικού γινομένου σε αυθαίρετες πολλαπλότητες γίνεται με

τη βοήθεια του μετρικού τανυστή. Η έννοια της μετρικής είναι πολύ σημαντική, καθώς

μας επιτρέπει να μετράμε διάφορες γεωμετρικές ποσότητες, όπως αποστάσεις, γωνίες,

εμβαδά και όγκους, πάνω στις πολλαπλότητες.

΄ΕστωM μια διαφορίσιμη (λεία) πολλαπλότητα. Η μετρική Riemann g στηνM
είναι μία λεία απεικόνιση η οποία σε κάθε σημείο p ∈ M αντιστοιχεί ένα εσωτερικό

γινόμενο gp = 〈 , 〉p στον εφαπτόμενο χώρο Tp(M),

gp : Tp(M)× Tp(M)→ R , (X, Y ) 7→ gp(X, Y ) = 〈X, Y 〉p

Η μετρική g είναι τανυστικό πεδίο τύπου (0, 2) στην M και ικανοποιεί τις ακόλουθες

ιδιότητες σε κάθε σημείο p τηςM:

(i) gp(X, Y ) = gp(Y,X),

(ii) gp(X,X) ≥ 0, με ισότητα μόνο όταν X = 0.

για κάθε X, Y ∈ Tp(M). Η μετρική g καλείται pseudo-Riemannian αν δεν είναι

απαραίτητα θετικά ορισμένη (ιδιότητα (ii)) αλλά είναι μη-εκφυλισμένη:

(ii′) Αν gp(X, Y ) = 0, ∀X ∈ Tp(M), τότε Y = 0.

Θα μας απασχολήσουν μόνο οι pseudo-Riemannian μετρικές.
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΄Εστω ένα τοπικό σύστημα συντεταγμένων {xµ} στηνM. Το g στο σημείο p, ως
τανυστής τύπου (0, 2), γράφεται ως

gp = gµν(p) dxµ ⊗ dxν (2.2)

Οι συντελεστές του g ως προς τη συντεταγμένη βάση {∂/∂xµ} του Tp(M) είναι:

gµν(p) = gp

(
∂

∂xµ
,
∂

∂xν

)
Συνήθως θα παραλείπουμε τους δείκτες p και απλώς θα γράφουμε gµν . Μπορούμε να

θεωρήσουμε τα gµν ως στοιχεία ενός n × n πίνακα. Ο πίνακας αυτός είναι μεγίστου

βαθμού (καθώς η μετρική g είναι μη-εκφυλισμένη) και επομένως υπάρχει ο αντίστροφος

του, με στοιχεία gµν τέτοια ώστε:

gµνg
νλ = δµ

λ

Ο αντίστροφος gµν του g είναι τανυστής τύπου (2, 0). Οι τανυστές gµν και gµν δίνουν

έναν ισομορφισμό ανάμεσα στους χώρους Tp(M) και T ∗p (M), τέτοιο ώστε

ωµ = gµνX
ν , Xµ = gµνων , ω ∈ T ∗p (M), X ∈ Tp(M)

δηλαδή με τη βοήθεια τους μπορούμε να ‘‘ανεβοκατεβάζουμε’’ τους δείκτες των τανυ-

στών. Επίσης

T ab = gacTcb , Ta
b = gbcTac , T

ab = gacgbdTcd

Το στοιχείο μήκους ds (μήκος του απειροστού τόξου που αντιστοιχεί στη

μετατόπιση xµ → xµ + dxµ) προκύπτει αν δράσουμε με την g πάνω στο διάνυσμα της

απειροστής μετατόπισης dxµ ∂
∂xµ
∈ Tp(M):

ds2 = g

(
dxµ

∂

∂xµ
, dxν

∂

∂xν

)
= dxµ dxνg

(
∂

∂xµ
,
∂

∂xν

)
⇒

ds2 = gµν dxµ dxν

Αυτός είναι και ο κλασικός συμβολισμός της μετρικής 2.2 που θα χρησιμοποιούμε κι

εμείς.

Αν η μετρική είναι Riemannian τότε όλες οι ιδιοτιμές της είναι θετικές, ενώ αν είναι

pseudo-Riemannian τότε κάποιες από αυτές μπορεί να είναι αρνητικές. Γενικά μπο-

ρεί να υπάρχουν i θετικές ιδιοτιμές και j = n − i αρνητικές ιδιοτιμές, και το ζεύγος

(i, j) καλείται δείκτης της μετρικής. Στην περίπτωση που j = 1, έχουμε τη μετρι-

κή Lorentz. Κάθε μετρική μπορεί να διαγωνοποιηθεί τοπικά με επιλογή κατάλληλων

συντεταγμένων, αφού ο 4 × 4 πίνακας gµν είναι συμμετρικός, έτσι ώστε τα στοιχεία

της διαγωνίου της να είναι ±1 (πολλαπλασιάζοντας την διαγωνοποιημένη μετρική με

κάποιον σταθερό συντελεστή). ΄Ετσι, μια Riemannian μετρική μπορεί να αναχθεί σε

Ευκλείδεια μετρική δ = diag(1, . . . , 1) και μια μετρική Lorentz σε μετρική Minkowski
η = diag(−1, 1, . . . , 1). Είναι όμως φανερό ότι δεν μπορούν να βρεθούν μοναδικές συν-

τεταγμένες στις οποίες η μετρική να είναι επίπεδη για όλο τον καμπυλωμένο χώρο. Αν

κάτι τέτοιο ήταν εφικτό θα σήμαινε ότι ο χώρος είναι επίπεδος.

Με τη μετρική Lorentz στηνM, τα μη μηδενικά διανύσματα X ∈ Tp(M) στο σημείο

p ∈M χωρίζονται σε τρεις κατηγορίες:
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(i) gp(X,X) < 0→ X χρονοειδές διάνυσμα,

(ii) gp(X,X) = 0→ X φωτοειδές διάνυσμα,

(iii) gp(X,X) > 0→ X χωροειδές διάνυσμα.

Τα χρονοειδή και τα φωτοειδή διανύσματα αποτελούν το σύνολο των αιτιακών διανυσμά-

των (gp(X,X) ≤ 0). Τα φωτοειδή διανύσματα σχηματίζουν (διπλό) κώνο στο Tp(M)
που διαχωρίζει τα χρονοειδή από τα χωροειδή διανύσματα.

M

Tp

p

Σχήμα 2.4: Διπλός ‘‘κώνος’’ φωτός στο Tp.

2.1.8 Παράλληλη μετατόπιση και συναλλοίωτη παράγω-

γος

Η παράγωγος Lie LX που είδαμε δεν είναι αρκετή ώστε να χρησιμοποιηθεί ως

γενίκευση της έννοιας της μερικής παραγώγισης επειδή εξαρτάται από την παραγώγιση

του ίδιου του διανυσματικού πεδίου X. ΄Ετσι πρέπει να εισάγουμε αξιωματικά ένα

άλλο είδος παραγώγισης, την λεγόμενη συναλλοίωτη παράγωγο. ΄Αλλα για τον σκοπό

αυτό χρειάζεται να εισάγουμε μια πρόσθετη δομή στην πολλαπλότητα, την αφινική

σύνδεση ∇, η οποία είναι μια απεικόνιση ∇ : (X,Y ) → ∇XY , δηλαδή στέλνει

κάθε ζεύγος λείων διανυσματικών πεδίων X και Y σε διανυσματικό πεδίο ∇XY , που

ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες:

(i) ∇X(Y +Z) = ∇XY +∇XZ,

(ii) ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ,

(iii) ∇X(fY ) = ∇XfY + f∇XY = X(f)Y + f∇XY .

όπουX,Y ,Z είναι λεία διανυσματικά πεδία και f, g είναι λείες συναρτήσεις στην πολλα-

πλότητα. Από την τρίτη ιδιότητα φαίνεται ότι το ∇XY στο σημείο p της πολλαπλότητας

εξαρτάται από την τιμή του X στο p και τις τιμές του Y σε μια περιοχή του p. Το

∇XY καλείται συναλλοίωτη παράγωγος του Y στην κατεύθυνση τουX. Επειδή

η ∇XY δεν είναι γραμμική στο Y , το ∇ δεν είναι τανυστής. Ωστόσο η ∇XY είναι

γραμμική στο X, έτσι μπορούμε να ορίσουμε τον (1, 1) τανυστή ∇Y που απεικονίζει

το X σε διανυσματικό πεδίο ∇XY .

΄Εστω {Ea} μια βάση για τα διανυσματικά πεδία. Επειδή το ∇aEb (∇a ≡ ∇Ea) είναι

διάνυσμα, θα υπάρχουν συντελεστές (βαθμωτά) Γcba τέτοιοι ώστε

∇aEb = ΓcabEc
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Γcab = 〈Ec,∇aEb〉
Οι n3

στο πλήθος συντελεστές (βαθμωτά) Γcba λέγονται συντελεστές της σύν-

δεσης και καθορίζουν πλήρως τη σύνδεση. ΄Εστω X = XaEa και Y = Y bEb, τότε

∇XY = ∇XaEa(Y
bEb) = Xa∇a(Y

bEb)

= X(Y b)Eb +Xa∇a(Eb)Y
b

= [X(Y c) + ΓcabX
aY b]Ec

και βλέπουμε ότι το ∇XY καθορίζεται πλήρως από τους συντελεστές της σύνδεσης.

Οι συνιστώσες του ∇XY γράφονται ως

(∇XY )c = [Ea(Y
c) + ΓcabY

b]Xa ≡ Y c
;aX

a

όπου Y c
;a είναι οι συνιστώσες του (1, 1) τανυστή ∇Y :

∇Y = Y c
;aE

a ⊗Ec

∇aY = Y c
;aEc

Αν ως βάση πάρουμε τη συντεταγμένη βάση {∂/∂xa}, θα είναι:

Y c
;a =

∂Y c

∂xa
+ ΓcbaY

b = Y c
,a + ΓcbaY

b

Με αλλαγή των συντεταγμένων {xa} σε {xa′} οι συντελεστές της σύνδεσης Γabc
μετασχηματίζονται ως εξής:

Γabc → Γa
′
b′c′ =

〈
dxa

′
,∇b′

∂

∂xc′

〉
=

〈
∂xa

′

∂xa
dxa,∇ ∂xb

∂xb
′
∂

∂xb

∂xc

∂xc′
∂

∂xc

〉
=

〈
∂xa

′

∂xa
dxa,

∂xb

∂xb′
∂

∂xb

(
∂xc

∂xc′

)
∂

∂xc
+
∂xb

∂xb′
∂xc

∂xc′
Γabc

∂

∂xa

〉
=
∂xa

′

∂xa
∂xb

∂xb′

[
∂

∂xb

(
∂xa

∂xc′

)
+
∂xc

∂xc′
Γabc

]
=
∂xa

′

∂xa

[
∂2xa

∂xb′∂xc′
+
∂xb

∂xb′
∂xc

∂xc′
Γabc

]
Βλέπουμε ότι λόγω του όρου

∂2xa

∂xb′∂xc′
οι συντελεστές σύνδεσης δεν μετασχηματίζονται

ως συνιστώσες τανυστή και επομένως το Γabc δεν είναι τανυστής. Ωστόσο αν αφαιρέ-

σουμε δύο τέτοιους συντελεστές μεταξύ τους ώστε να φύγουν οι όροι αυτοί, θα πάρουμε

έναν τανυστή.

Ο ορισμός της συναλλοίωτης παραγώγου γενικεύεται σε τανυστικά πεδία τύπου

(r, s). Ας δούμε πρώτα την περίπτωση του συναλλοίωτου διανύσματος η. Η δράση

του στο διάνυσμα Y είναι βαθμωτή συνάρτηση η(Y ) για κάθε Y , οπότε ∇X [η(Y )] =
X[η(Y )]. ΄Ομως από τον κανόνα του Leibniz έχουμε

∇X [η(Y )] = (∇Xη)(Y ) + η[∇X(Y )]

οπότε

(∇Xη)(Y ) = X[η(Y )]− η[∇X(Y )]
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για κάθε διάνυσμα Y . Για X = Ea, Y = Y bEb και η = ηcE
c
έχουμε:

(∇Xη)bY
b = Ea[Y

bηb]− ηc[∇a(Y
bEb)]

c ⇒

(∇aη)b = Ea(ηb)− Γcba ηc

Επομένως

∇aE
b = −ΓbcaE

c

και στη συντεταγμένη βάση:

(∇aη)b ≡ ηb;a = ηb,a − Γcba ηc

Τώρα, στην περίπτωση ενός τανυστή T τύπου (r, s) έχουμε:

(∇cT )a1...ar b1...bs ≡ T a1...ar b1...bs;c = T a1...ar b1...bs,c+

+ Γa1dcT
d...ar

b1...bs + . . .+ ΓardcT
a1...ar−1d

b1...bs−
− Γdb1cT

a1...ar
d...bs − . . .− ΓdbscT

a1...ar
b1...bs−1d

΄Εστω μια καμπύλη γ : I → M και Y ένα διανυσματικό πεδίο επί της καμπύλης

γ(t):

Y |γ(t) = Y µ(γ(t))
∂

∂xa
|γ(t)

Λέμε ότι το Y είναι παράλληλα μεταφερόμενο κατά μήκος της καμπύλης γ(t) αν

το Y ικανοποιεί

∇tY = 0 , ∀t ∈ I (2.3)

όπου ∇t ≡ ∇∂/∂t. Αν X = dxa((γ(t)))
dt

∂
∂xµ
|γ(t) είναι το εφαπτόμενο διάνυσμα στην

καμπύλη γ(t), οι συνιστώσες του ∇tY είναι :

(∇tY )a = Y a
;bX

b = Y a
,bX

b + ΓabcY
cXb

όπου Xb = dxb((γ(t)))
dt

και επομένως Y a
,bX

b = ∂Y a

∂xb
dxb((γ(t)))

dt
= ∂Y a

∂t
. ΄Ετσι η 2.3 γράφεται

στη μορφή:

∂Y a

∂t
+ Γabc

dxb(γ(t))

dt
Y c = 0

Η εξίσωση αυτή ουσιαστικά μας λέει ότι το διανυσματικό πεδίο Y δεν μεταβάλλεται

κατά το μήκος της καμπύλης γ(t).
Αν τώρα, το ίδιο το εφαπτόμενο διάνυσμα X στην καμπύλη γ(t) είναι παράλληλα

μεταφερόμενο κατά μήκος της γ(t), δηλαδή:

∇XX = 0

τότε η καμπύλη γ(t) ονομάζεται γεωδαισιακή. Οι γεωδαισιακές είναι κατά κάποιο

τρόπο οι ευθύτερες δυνατές καμπύλες πάνω στην πολλαπλότητα (για παράδειγμα οι

μέγιστοι κύκλοι μιας σφαίρας είναι οι γεωδαισιακές της). Η εξίσωση της γεωδαισιακής

καμπύλης μπορεί να γραφεί σε μορφή συνιστωσών:

Xa
;bX

b = Xa
,bX

b + ΓabcX
cXb = 0⇔
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d2xa

dt2
+ Γabc

dxb

dt

dxc

dt
= 0 (2.4)

όπου {xa} είναι οι συντεταγμένες της γ(t). Η εξίσωση αυτή αποτελεί ένα σύστημα n
διαφορικών εξισώσεων δεύτερης τάξης για τις n συναρτήσεις xa(t), και ως γνωστών,

αν μας δοθούν οι αρχικές συνθήκες, δηλαδή ένα σημείο p και ένα εφαπτόμενο διάνυσμα

V a = dxa/ dt στο σημείο αυτό, υπάρχει πάντα μια μοναδική γεωδαισιακή που περνάει

από το p και έχει ως εφαπτόμενο διάνυσμα στο p το V a
.

Μια πιο ασθενής συνθήκη από την ∇XX = 0 είναι η ∇XX = fX, όπου f είναι

βαθμωτή συνάρτηση στην πολλαπλότητα. Δηλαδή απαιτόυμε το μεταφερμένο X να

είναι το πολλαπλάσιο του X. ΄Ομως με κατάλληλη αναπαραμετροποίηση της καμπύλης

t → v(t), τέτοια ώστε d2v/ dt2 = f dv/ dt, η συνθήκη αυτή δίνει την πρώτη. Αυτή η

παράμετρος λέγεται αφινική παράμετρος και μάλιστα ισχύει ότι η v′ = av + b είναι

επίσης αφινική παράμετρος.

Αν η πολλαπλότητα μας είναι εφοδιασμένη με μια μετρική g, απαιτούμε η σύνδεση να

είναι τέτοια ώστε, αν δύο διανύσματα Y και Z μεταφερθούν παράλληλα κατά μήκος μιας

καμπύλης (οπότε ∇XY = ∇XZ = 0, όπου X εφαπτόμενο διάνυσμα στην καμπύλη),

το εσωτερικό γινόμενο g(Y ,Z) να παραμένει αμετάβλητο (έτσι ώστε το μέτρο των

διανυσμάτων να είναι αναλλοίωτο κατά την παράλληλη μεταφορά τους). Δηλαδή θέλουμε

να ισχύει

Xc∇c(gabY
aZb) = 0⇔

Xc[∇c(gab)Y
aZb + gab∇c(Y

a)Zb + gabY
a∇c(Z

b)] = XcY aZb∇c(gab) = 0

για κάθε X, Y, Z. Επομένως

∇c(gab) = gab;c = 0

∂c gab − Γdcagdb − Γdcbgda = 0

Αν η εξίσωση αυτή ικανοποιείται, η σύνδεση ∇ ονομάζεται μετρική σύνδεση. Αν

πάρουμε τις κυκλικές μεταθέσεις των (c, a, b) της τελευταίας εξίσωσης και τις συνδυά-

σουμε με κατάλληλο τρόπο, θα λάβουμε την παρακάτω εξίσωση:

− ∂c gab + ∂a gbc + ∂b gca + T dcagdb + T dcbgda − 2Γd(ab)gdc = 0 (2.5)

όπου

T dca = 2Γd[ca] = Γdca − Γdac

είναι οι συνιστώσες του τανυστή στρέψης που ορίζεται ως:

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ]

΄Ομως θα ασχοληθούμε μόνο με συνδέσεις για τις οποίες T = 0, έτσι ώστε η σύνδεση

να είναι συμμετρική, Γdca = Γdac. Τέτοια σύνδεση ονομάζεται σύνδεση Levi Civita.
Μπορεί να αποδειχθεί εύκολα ότι στην περίπτωση αυτή η 2.1, δηλαδή η παράγωγος Lie
ενός τανυστικού πεδίου τύπου (r, s) ως προς ένα διανυσματικό πεδίο X, γίνεται:

(LXT )a1...ar b1...bs = T a1...ar b1...bs;cX
c

− T ca2...ar b1...bsXa1
;c − . . .− T a1...ar−1c

b1...bsX
ar

;c

+ T a1...ar cb2...bsX
c
;b1 + . . .+ T a1...ar b1...bs−1cX

c
;bs
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Για παράδειγμα

(LXY )d = ([X, Y ])d = Y d
;cX

c −Xd
;cY

c

(LXT )ab = Tab;cX
c + TcbX

c
;a + TacX

c
;b (2.6)

Τώρα, αν ο τανυστής στρέψης είναι μηδέν, η 2.5 γίνεται:

Γd(ab) = Γdab =
1

2
gdc(∂a gbc + ∂b gca − ∂c gab) (2.7)

και είναι οι συντελεστές της σύνδεσης Levi Civita που λέγονται σύμβολα Christof-
fel. ΄Ετσι, για να μπορούμε να παίρνουμε τις συναλλοίωτες παραγώγους, πρέπει πρώτα

με τη βοήθεια της μετρικής gµν να υπολογίσουμε τα σύμβολα Christoffel.

2.1.9 Καμπυλότητα

Μεταφέροντας παράλληλα ένα εφαπτόμενο διάνυσμα Xp στην κλειστή καμπύλη γ,
από το σημείο p πίσω στο p, εν γένει δεν θα πάρουμε το ίδιο διάνυσμα. Επίσης η

παράλληλη μεταφορά εξαρτάται από την καμπύλη πάνω στην οποία γίνεται η μεταφορά.

Αυτό έχει να κάνει με το ότι οι συναλλοίωτες παράγωγοι εν γένει δεν μετατίθενται. Για

να μετρήσουμε αυτή τη μη-μεταθετικότητα, ορίζουμε τον τανυστή καμπυλότητας

Riemann ως

R(X,Y ,Z) ≡ R(X,Y )Z = ∇X(∇YZ)−∇Y (∇XZ)−∇[X,Y ]Z

ή σε μορφή συνιστωσών:

Ra
bcdX

cY dZb = (Za
;dY

d);cX
c − (Za

;dX
d);cY

c − Za
;d(Y

d
;cX

c −Xd
;cY

c)

= (Za
;dc − Za

;cd)X
cY d

όπου Za
;dc ≡ (Za

;d);c και ([X, Y ])d = Y d
;cX

c −Xd
;cY

c
. Τώρα, επειδή η εξίσωση αυτή

ισχύει για τυχαία X, Y , έχουμε:

Ra
bcdZ

b = Za
;dc − Za

;cd

Η σχέση αυτή εκφράζει τη μη-μεταθετικότητα της δεύτερης συναλλοίωτης παραγώγου

του Z συναρτήσει του τανυστή Riemann.
Αποδεικνύεται ([25]) ότι στη βάση συντεταγμένων οι συντελεστές Ra

bcd είναι:

Ra
bcd = ∂cΓ

a
db − ∂dΓacb + ΓacfΓ

f
db − ΓadfΓ

f
cb

Βλέπουμε ότι

Ra
bcd = −Ra

bdc ⇔ Ra
b(cd) = 0

και

Ra
[bcd] = 0⇔ Ra

bcd +Ra
dbc +Ra

cdb = 0

Επιπλέον, οι συναλλοίωτες παράγωγοι του τανυστή Riemann ικανοποιούν τις λεγόμενες

ταυτότητες του Bianchi:

Ra
b[cd;e] = 0⇔ Ra

bcd;e +Ra
bec;d +Ra

bde;c = 0
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Μέσω της συστολής του τανυστή Ra
bcd ως προς τον πρώτο και τον τρίτο δείκτη

(τον δεύτερο κάτω δείκτη), καταλήγουμε στον (0, 2) τανυστή του Ricci:

Rbd ≡ Ra
bad = Rdb

Με ανάλογο τρόπο, υπολογίζουμε και το βαθμωτό του Ricci:

R ≡ gabRab = Ra
a

Μια σχέση που συνδέει τον τανυστή και το βαθμωτό του Ricci προκύπτει από τη

συστολή των ταυτοτήτων του Bianchi ως προς το a και το e:

Ra
bcd;a +Ra

bac;d +Ra
bda;c = 0⇔

Ra
bcd;a +Rbc;d −Rbd;c = 0

Το μείον στον τρίτο όρο οφείλεται στο ότι ο τανυστής Ricci προκύπτει με συστολή

του πάνω δείκτη με τον δεύτερο κάτω δείκτη, επομένως πρέπει να κάνουμε τη μετάθεση

Ra
bda;c = −Ra

bad;c ώστε ο κάτω δείκτης a να έρθει στη δεύτερη θέση. Η περαιτέρω

συστολή (πολλαπλασιασμός με gbd) θα δώσει:

Ra
c;a +Rd

c;d −R;c = 0⇔ 2Ra
c;a −R;c = 0

ή αλλιώς

2∇aR
a
c −∇cR = 2∇aRac −∇agacR = 0⇔

∇a(Rac −
1

2
gacR) = 0

Στο σημείο αυτό ορίζουμε τον τανυστή του Einstein:

Gac = Rac −
1

2
gacR (2.8)

ο οποίος είναι συμμετρικός και για τον οποίο ισχύουν οι συνεσταλμένες ταυτότητες

Bianchi:
∇aGab = 0 (2.9)

2.1.10 Ισομετρίες και σύμμορφοι μετασχηματισμοί

΄Εστω (M, g) μια ψευδο-Riemannian πολλαπλότητα. Ο διαφορομορφισμός φ :M→
M είναι μια ισομετρία αν διατηρεί τη μετρική:

φ∗gp = gφ(p)

Οπότε η απεικόνιση φ∗ : Tp → Tφ(p) διατηρεί το βαθμωτό γινόμενο:

gp(X,Y ) = gφ(p)(φ∗X, φ∗Y )

και επομένως διατηρεί τα μήκη των διανυσμάτων.

Αν για κάθε t οι διαφορομορφισμοί φt (ροές) που παράγονται από ένα διανυσματικό

πεδίο ξ είναι ισομετρίες, δηλαδή το διανυσματικό πεδίο ξ παράγει μια μονοπαραμετρική
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ομάδα ισομετριών, το ξ καλείται διανυσματικό πεδίο Killing. Αυτό σημαίνει ότι η

παράγωγος Lie της μετρικής ως προς το ξ είναι μηδέν:

Lξg = lim
t→0

1

t
(g − φ∗g) = 0

αφού g − φ∗g = 0 για κάθε t. Από την 2.6 για Tab = gab και X = ξ παίρνουμε:

Lξgab = gab;cξ
c + gcbξ

c
;a + gacξ

c
;b = ξb;a + ξa;b ⇒

ξa;b + ξb;a = ξa,b + ξb,a − 2Γcabξc = 0

όπου gab;c = 0 επειδή θεωρήσαμε ότι η σύνδεση ∇ είναι Levi-Civita και το πρόσημο

μείον οφείλεται στο ότι το ξ έχει κάτω δείκτη (δες σελίδα 26). Αυτή είναι η εξίσωση

Killing την οποία ικανοποιεί το διανυσματικό πεδίο Killing ξ. Αυτό που μας λέει η

εξίσωση Killing Lξg = 0 είναι ότι καθώς κινούμαστε κατά μήκος της ολοκληρωτικής

καμπύλης του διανυσματικού πεδίου ξ, η τοπική γεωμετρία δεν αλλάζει (η μετρική μένει

αναλλοίωτη), οπότε τα διανυσματικά πεδία Killing δείχνουν την διεύθυνση αυτής της

συμμετρίας της πολλαπλότητας.

Η εξίσωση Killing είναι ανεξάρτητη της επιλογής των συντεταγμένων επειδή το Lξg
είναι τανυστής και αν μηδενίζεται σε ένα σύστημα συντεταγμένων, θα μηδενίζεται και

σε οποιαδήποτε άλλο. ΄Εστω ξ ένα διανυσματικό πεδίο Killing και Σ μια υπερεπιφά-

νεια (μια (n − 1)-διάστατη υποπολλαπλότητα μιας n-διάστατης πολλαπλότητας) τέτοια

ώστε κάθε ολοκληρωτική καμπύλη του ξ να διαπερνά μόνο μια φορά την Σ. ΄Εστω

xi οι συντεταγμένες στην Σ και (λ, xi) οι συντεταγμένες ενός σημείου σε παραμετρι-

κή απόσταση λ στην ολοκληρωτική καμπύλη του ξ που ξεκινάει από ένα σημείο στην

Σ με συντεταγμένες xi. Τότε στο σύστημα συντεταγμένων αυτό είναι ξ = ∂/∂λ και

η εξίσωση Killing ανάγεται στην Lξgab = ∂gab/∂λ = 0. Επομένως, αν υπάρχει ένα

διάνυσμα Killing, μπορεί να βρεθεί ένα ειδικό σύστημα συντεταγμένων, τέτοιο ώστε η

μετρική να είναι ανεξάρτητη από μια συγκεκριμένη συντεταγμένη xk. Αντίστροφα, αν

οι συντελεστές της μετρικής σε κάποιο σύστημα συντεταγμένων είναι ανεξάρτητοι από

μια συγκεκριμένη συντεταγμένη xk, το διάνυσμα ξµ = δµk (εκφρασμένο στο σύστημα

συντεταγμένων αυτό) θα είναι διάνυσμα Killing. Ο μετασχηματισμός xk → xk + εξk

(πχ. χωρική μεταφορά) θα αφήνει τη μετρική αμετάβλητη (είναι μια ισομετρία) με το

αντίστοιχο διάνυσμα Killing να εκτείνεται κατά τη διεύθυνση αυτή.

Ο αριθμός των γραμμικώς ανεξάρτητων διανυσμάτων Killing μπορεί να είναι μεγα-

λύτερος από τη διάσταση του χώρου. Προφανώς ο γραμμικώς συνδυασμός των διανυ-

σμάτων Killing είναι επίσης ένα διάνυσμα Killing, οπότε υπάρχουν άπειρα διανύσματα

Killing, όμως ο μέγιστος αριθμός των ανεξάρτητων διανυσμάτων Killing που επιδέχεται

μια n-διάστατη πολλαπλότητα είναι πεπερασμένος και αποδεικνύεται ότι είναι n(n+1)/2.
Για παράδειγμα, στον R2

η μετρική ds2 = dx2 + dy2
είναι ανεξάρτητη των x και

y, επομένως δύο (γραμμικώς ανεξάρτητα) διανύσματα Killing είναι τα Xµ = (1, 0) και

Y ν = (0, 1). ΄Ομως ο επίπεδος χώρος R2
έχει επιπλέον και περιστροφική συμμετρία γύρω

από την αρχή, κάτι που δεν φαίνεται από τη μετρική στην μορφή αυτή. Η περιστροφική

αυτή συμμετρία φαίνεται αν γράψουμε τη μετρική σε πολικές συντεταγμένες: ds2 =
dr2 +r2 dφ2

. Βλέπουμε αμέσως ότι είναι ανεξάρτητη από την γωνία φ και έτσι προκύπτει

ένα τρίτο διάνυσμα Killing, (−y, x) (σε Καρτεσιανές συντεταγμένες), το οποίο είναι

κάθετο στο διάνυσμα θέσης (x, y). Γενικεύοντας σε Rn
, έχουμε n διανύσματα Killing
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ξ(i) = ∂/∂xi, i = 1, . . . , n για τις χωρικές μεταφορές και n(n− 1)/2 διανύσματα Killing
xi ∂

∂xj
− xj ∂

∂xi
για τις στροφές σε κάθε επίπεδο (xi, xj).

΄Ενα λιγότερο τετριμμένο παράδειγμα, το οποίο θα χρειαστούμε αργότερα, είναι η

σφαίρα S2
. Ως γνωστόν, η μετρική της μοναδιαίας σφαίρας, σε σφαιρικές συντεταγμένες,

είναι dΩ2 = dθ2 + sin2 θ dφ2
. Οπότε έχουμε να λύσουμε το παρακάτω σύστημα τριών

μερικών διαφορικών εξισώσεων:

ξa,b + ξb,a − 2Γcabξc = 0⇒


∂θξθ − Γcθθξc = 0
∂θξφ + ∂φξθ − 2Γcθφξc = 0
∂φξφ − Γcφφξc = 0

Υπολογίζουμε τα σύμβολα Christoffel από τη σχέση 2.7:

Γcθθ = 0 , Γcφφ = −gcθ sin θ cos θ , Γcθφ = gcφ sin θ cos θ

Επομένως οι εξισώσεις Killing είναι:

∂θξθ = 0
∂θξφ + ∂φξθ − 2 cot θξφ = 0
∂φξφ + sin θ cos θξθ = 0

Από την πρώτη εξίσωση προκύπτει ότι ξθ(θ, φ) = f(φ). Αντικαθιστώντας στην τρίτη

εξίσωση και ολοκληρώνοντας παίρνουμε:

ξφ(θ, φ) = −F (φ) sin θ cos θ + g(θ)

όπου F είναι η παράγουσα της f . Αντικαθιστούμε τώρα τις ξθ και ξφ στην δεύτερη

εξίσωση:

df(φ)

dφ
+ F (φ)︸ ︷︷ ︸
−C

+
dg(θ)

dθ
− 2 cot θg(θ)︸ ︷︷ ︸

C

= 0

Επομένως έχουμε δύο συνήθεις διαφορικές εξισώσεις:

d2f(φ)

dφ2
+ f(φ) = 0

dg(θ)

dθ
− 2 cot θg(θ) = C

Η πρώτη δίνει f(φ) = ξθ = A sinφ + B cosφ και F (φ) = −A cosφ + B sinφ − C.

Μετά τον πολλαπλασιασμό της δεύτερης διαφορικής εξίσωσης με τον ολοκληρώνοντα

παράγοντα 1/ sin2 θ αυτή γίνεται:

d

dθ

[
g(θ)

sin2 θ

]
=

C

sin2 θ

Ολοκληρώνοντάς την, βρίσκουμε g(θ) = (C1 − C cot θ) sin2 θ. Οπότε

ξφ = (A cosφ−B sinφ) sin θ cos θ + C1 sin2 θ
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΄Ενα γενικό διάνυσμα Killing ξ είναι:

ξ = ξθ∂θ + ξφ∂φ

όπου

ξθ = gθiξi = ξθ = A sinφ+B cosφ

ξφ = gφiξi = gφφξφ =
1

sin2 θ
ξφ = (A cosφ−B sinφ) cot θ + c1

Επειδή υπάρχουν τρεις ανεξάρτητες παράμετροι A,B,C, θα υπάρχουν τρία γραμμικώς

ανεξάρτητα διανύσματα βάσης και το γενικό διάνυσμα Killing γράφεται:

ξ = −BLx + ALy + c1Lz

όπου τα διανύσματα βάσης Li είναι:

Lx = − cosφ

Ly = − cosφ

Lz = ∂φ

είναι οι απειροστοί γεννήτορες των στροφών γύρω από τους άξονες x, y, z αντίστοιχα.

Αποδεικνύεται ότι ισχύουν οι σχέσεις [Li, Lj] = εijkLk και είναι ακριβώς οι σχέσεις

μετάθεσης της ομάδας SO(3) των στροφών στις τρεις διαστάσεις.

Ο διαφορομορφισμός φ : M → M λέγεται σύμμορφος μετασχηματισμός

αν αφήνει αναλλοίωτη τη μορφή της μετρικής, πέραν της απόκτησης ενός παράγοντα

κλίμακας:

φ∗gp = Ω2gφ(p)

για κάποια μη μηδενική διαφορίσιμη συνάρτηση Ω. Οπότε για X,Y ∈ Tp:

gp(X,Y ) = Ω2gφ(p)(φ∗X, φ∗Y )

Λέμε ότι οι μετρικές g και ĝ είναι σύμμορφες αν

ĝ = Ω2g

ĝab(x) = Ω(x)2gab(x)

Η γωνία μεταξύ των διανυσμάτων X,Y ∈ Tp ορίζεται ως

cos θ =
gp(X,Y )√

gp(X,X)gp(Y ,Y )

Οπότε αν φ είναι ένας σύμμορφος μετασχηματισμός, η γωνία θ′ μεταξύ των διανυσμάτων

φ∗X, φ∗Y ∈ Tφ(p) δίνεται από τη σχέση:

cos θ′ =
gφ(p)(φ∗X, φ∗Y )√

gφ(p)(φ∗X, φ∗X)gp(φ∗Y , φ∗Y )
=

Ω−2gp(X,Y )√
Ω−2gp(X,X)Ω−2gp(Y ,Y )

= cos θ
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επομένως ο φ διατηρεί τις γωνίες μεταξύ των διανυσμάτων (αλλά, εν γένει, όχι το μήκος

τους). Με άλλα λόγια, ο σύμμορφος μετασχηματισμός αλλάζει την κλίμακα αλλά όχι το

σχήμα.

Αν (M, g) είναι μια πολλαπλότητα Lorentz, η δομή του κώνου φωτός στο Tp μένει

αναλλοίωτη κάτω από σύμμορφους μετασχηματισμούς:

gp(X,X) > 0,= 0, < 0⇒ ĝp(X,X) > 0,= 0, < 0

δηλαδή αν το διάνυσμα X είναι χωροειδές ή φωτοειδές ή χρονοειδές, το φ∗X είναι

επίσης χωροειδές ή φωτοειδές ή χρονοειδές, αντίστοιχα.
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2.2 Εισαγωγή στην Γενική Σχετικότητα

‘‘Η ύλη λέει στον χωρόχρονο πως να καμπυλωθεί και ο χωρόχρονος λέει στην ύλη πως

να κινηθεί ’’ John Wheeler

2.2.1 Χωρόχρονος και αιτιακή δομή

Το μαθηματικό μοντέλο που χρησιμοποιείται για τον χωρόχρονο είναι μια 4-διάστατη
συνεκτική Hausdorff C∞ πολλαπλότητα Lorentz, (M, g) (όπου g είναι μετρική Lorentz,
δηλαδή έχει μια αρνητική ιδιοτιμή). Τα σημεία της πολλαπλότητας, p ∈ M, καλούνται

γεγονότα. Επιπλέον, η πολλαπλότητα M ως χωρόχρονος, πρέπει να είναι χρονικά

προσανατολισμένη. Το τι σημαίνει αυτό εξηγείται στην επόμενη παράγραφο.

Είδαμε στο κεφάλαιο ‘‘Μετρικός τανυστής’’ 2.1.7 ότι σε κάθε σημείο της πολλαπλό-

τητας Lorentz, τα εφαπτόμενα διανύσματα, με τη βοήθεια της μετρικής, χωρίζονται σε

τρεις κατηγορίες: χρονοειδή, φωτοειδή και χωροειδή. Επιπλέον, μπορούμε να ορίσουμε

δύο σχέσεις ισοδυναμίας για τα χρονοειδή διανύσματα: X ∼ Y αν g(X,Y ) < 0 και

X ∼′ Y αν g(X,Y ) > 0, όπου X,Y ∈ Tp(M) χρονοειδή διανύσματα στο σημείο

p της πολλαπλότητας. ΄Ετσι τα χρονοειδή διανύσματα – και γενικά, τα αιτιακά διανύ-

σματα – χωρίζονται σε δύο κλάσεις ισοδυναμίας: μελλοντικά και παρελθοντικά

κατευθυνόμενα χρονοειδή διανύσματα, αντίστοιχα (η επιλογή για το ποια χρονοειδή

διανύσματα θα λέγονται μελλοντικά και παρελθοντικά είναι αυθαίρετη). Η πολλαπλό-

τητα είναι χρονικά προσανατολίσιμη αν μπορεί να γίνει μια συνεχής ταξινόμηση των

χρονοειδών διανυσμάτων σε αυτές τις δύο κλάσεις. Ο χρονικός προσανατολισμός κα-

θορίζεται από την επιλογή ενός συνεχούς χρονοειδούς διανυσματικού πεδίου τ , παντού
στην πολλαπλότητα. Το διανυσματικό πεδίο τ θα λέγεται χρονικός προσανατολισμός

της πολλαπλότητας και η πολλαπλότητα μαζί με το τ θα λέγεται χρονικά προσανα-

τολισμένη. ΄Ετσι, ένα τυχαίο χρονοειδές διάνυσμα V είναι μελλοντικά κατευθυνόμενο

αν g(τ ,V ) < 0 και παρελθοντικά κατευθυνόμενο αν g(τ ,V ) > 0.
Μια καμπύλη γ : I →M ονομάζεται χρονοειδής (ή φωτοειδής ή χωροειδής) αν σε

κάθε της σημείο, το εφαπτόμενο διάνυσμα γ̇ είναι χρονοειδές (ή φωτοειδές ή χωροειδές).

Οι χρονοειδείς καμπύλες, όπως και τα χρονοειδή διανύσματα, χωρίζονται σε μελλοντικά

και παρελθοντικά κατευθυνόμενες καμπύλες, όταν g(τ , γ̇) < 0 και g(τ , γ̇) > 0 αντί-

στοιχα.

Οι σχέσεις αιτιότητας στηνM ορίζονται ως εξής: ΄Εστω p, q δύο σημεία στην

M, τότε

• p� q : υπάρχει μια μελλοντικά κατευθυνόμενη χρονοειδής καμπύλη στηνM από

το p στο q,

• p < q : υπάρχει μια μελλοντικά κατευθυνόμενη αιτιακή καμπύλη στηνM από το

p στο q,

• p ≤ q : p < q ή p = q.

Το χρονολογικό μέλλον ενός σημείου (γεγονότος) p ∈ M, που συμβολίζεται

με I+(p), είναι το σύνολο των σημείων q ∈ M που μπορούν να συνδεθούν με το p με

μελλοντικά κατευθυνόμενες χρονοειδής καμπύλες, δηλαδή

I+(p) = {q ∈M|p� q}
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Αυτός ο ορισμός γενικεύεται για ένα υποσύνολο S ⊂M:

I+(S) =
⋃
p∈S

I+(p)

Αν τα σημεία στους παραπάνω ορισμούς συνδέονται με μελλοντικά κατευθυνόμενες

αιτιακές καμπύλες αντί των μελλοντικά κατευθυνόμενων χρονοειδών καμπύλων, έχουμε

το αιτιακό μέλλον σημείου J+(p) και συνόλου J+(S). Επίσης, με ανάλογο τρόπο

ορίζονται τα χρονολογικά και αιτιακά παρελθόντα I−(p) = {q ∈ M|q � p},
I−(S), J−(p) και J−(S). ΄Ενα σύνολο S ⊂ M καλείται άχρονο αν I+(S) ∩ S = ∅.
Αυτό σημαίνει ότι τα σημεία στο S δεν είναι αιτιακά συνδεδεμένα.

Οι μελλοντικά κατευθυνόμενες αιτιακές καμπύλες χωρίζονται σε εκτατές και μη

εκτατές. Μη εκτατές είναι αυτές που δεν έχουν μελλοντικό ή παρελθοντικό τέλος.

΄Ενα σημείο p ∈M λέγεται μελλοντικό τέλος της καμπύλης γ(t) αν για κάθε γειτονιά N
του p υπάρχει t0 τέτοιο ώστε γ(t) ∈ N για κάθε t > t0. Οπότε οι μη εκτατές καμπύλες

είναι αυτές που εκτείνονται επ άπειρον, παραμένοντας αιτιακές, ή κλείνουν στον εαυτό

τους σχηματίζοντας κλειστό αιτιακό βρόχο.

΄Εστω S ένα κλειστό άχρονο υποσύνολο τηςM. Ορίζουμε ως μελλοντικό πεδίο

εξάρτησης του S, το σύνολο D+(S) που αποτελείται από σημεία p ∈ M τέτοια

ώστε κάθε μη παρελθοντικά εκτατή αιτιακή καμπύλη που περνάει από το p, τέμνει το

S (ακριβώς μια φορά). Με ανάλογο τρόπο ορίζεται το παρελθοντικό πεδίο εξάρτησης

D−(S) με αντικατάσταση της λέξης ‘‘παρελθοντικά’’ με ‘‘μελλοντικά’’ . ΄Ετσι το ολικό

πεδίο εξάρτησης του S είναι το σύνολοD(S) = D+(S)∪D−(S). ΑνD(S) =M, το

κλειστό άχρονο σύνολο S ονομάζεται επιφάνεια Cauchy και συμβολίζεται συνήθως

με το Σ. Γνωρίζοντας τις αρχικές συνθήκες στην Σ μπορούμε να προσδιορίσουμε με

μοναδικό τρόπο το παρελθόν και το μέλλον. Η πολλαπλότητα που περιέχει μια επιφάνεια

Cauchy καλείται ολικά υπερβολική.

2.2.2 Αρχές της ΓΘΣ

Οι δύο βασικές αρχές της ΓΘΣ είναι:

1) ΄Ολοι οι νόμοι της φυσικής έχουν την ίδια μορφή σε οποιαδήποτε σύστημα συντε-

ταγμένων.

2) Αρχή της Ισοδυναμίας: Είναι πάντα δυνατόν να επιλεγεί τοπικά ένα σύστημα

συντεταγμένων στο οποίο η επίδραση της βαρύτητας μηδενίζεται.

Η Αρχή της Ισοδυναμίας εκφράζεται μαθηματικά ως εξής: αν gab(x) είναι η μετρική σε

ένα σύστημα συντεταγμένων, είναι δυνατόν να βρεθούν άλλες συντεταγμένες x′, στο

σημείο p του χωροχρόνου, τέτοιες ώστε

g′ab(x
′
p) = ηab ,

∂g′ab
∂x′c

∣∣∣∣
x=xp

= 0

όπου ηab είναι η μετρική Minkowski του επίπεδου χωροχρόνου. Το σύστημα συντε-

ταγμένων x′ που ικανοποιεί αυτές τις δυο εξισώσεις ονομάζεται τοπικό αδρανειακό

σύστημα αναφοράς στο σημείο p και οι συντεταγμένες αυτές λέγονται κανονι-

κές. Σε αυτές τις συντεταγμένες, τα σύμβολα Christoffel 2.7 μηδενίζονται στο σημείο p
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και η εξίσωση γεωδαισιακής 2.4 παίρνει την ίδια μορφή όπως για το ελεύθερο σωματίδιο

στον επίπεδο χώρο, δηλαδή της ευθείας:

d2xa

dτ 2

∣∣∣∣
p

= 0

όπου τ είναι η αφινική παράμετρος της χρονοειδούς καμπύλης, δηλαδή ο ιδιόχρονος.

Επομένως, βλέπουμε ότι σε μικρές γειτονιές του σημείου p, οι γεωδαισιακές είναι προ-

σεγγιστικά ευθείες γραμμές.

Ορίζουμε ως συστήματα αναφοράς σε ελεύθερη πτώση το σύστημα συν-

τεταγμένων στο οποίο όλα τα σύμβολα Christoffel μηδενίζονται κατά μήκος μιας γεωδαι-

σιακής καμπύλης, όχι μόνο σε ένα σημείο πάνω της. Δηλαδή ένα συστήματα αναφοράς

σε ελεύθερη πτώση είναι τοπικά αδρανειακό σύστημα αναφοράς κατά μήκος όλης της

γεωδαισιακής καμπύλης.

΄Ετσι, η Αρχή της Ισοδυναμίας μπορεί να αναδιατυπωθεί ως εξής: τα αρκούντως

μικρά συστήματα αναφοράς που είναι σε ελεύθερη πτώση για αρκούντως μικρό χρονικό

διάστημα, είναι ισοδύναμα με αδρανειακά (μη επιταχυνόμενα) συστήματα αναφοράς στον

κενό χώρο (απουσία βαρυτικού πεδίου).

Μια πιο ασθενής εκδοχή της Αρχής της Ισοδυναμίας είναι ότι η αδρανειακή μάζα, που

εμφανίζεται στον 2ο νόμο του Νεύτωνα, είναι ίση με τη βαρυτική μάζα, που εμφανίζεται

στον νόμο της παγκόσμιας έλξης. Οπότε τα σώματα που πέφτουν ελεύθερα ακολουθούν

ακριβώς τις ίδιες τροχιές (τις γεωδαισιακές), ανεξαρτήτως της μάζας τους.

2.2.3 Γεωδαισιακές

Στο κεφάλαιο 2.1.8 ορίσαμε την γεωδαισιακή ως την καμπύλη της οποίας το εφαπτό-

μενο διάνυσμα Xa = dxa/ dt παραμένει παράλληλο ως προς τον εαυτό του κατά μήκος

της καμπύλης, δηλαδή Xa∇aX
b = 0.

Στο κεφάλαιο αυτό θα δείξουμε ότι στην περίπτωση που η πολλαπλότητα έχει εφοδια-

στεί με μια μετρική, η γεωδαισιακή μεταξύ δυο σημείων είναι η καμπύλη που μεγιστοποιεί

τον ιδιόχρονο – για χρονοειδή καμπύλη – και ελαχιστοποιεί το μήκος διαδρομής – για

χωροειδή καμπύλη.

Είδαμε στο κεφάλαιο ‘‘Μετρικός τανυστής’’ 2.1.7 ότι αν gµν είναι η μετρική, το

τετράγωνο του μήκους του απειροστού τόξου που αντιστοιχεί στην μετατόπιση xµ →
xµ+ dxµ είναι ds2 = gµν dxµ dxν . Επομένως το τετράγωνο του μήκους του απειροστού

τόξου μίας καμπύλης γ(t) είναι ds2 = gµν
dxµ

dt
dxν

dt
dt2 = gµνX

µXν dt2 και έτσι το μήκος

τόξου ανάμεσα σε δύο σημεία A και B της καμπύλης είναι το ολοκλήρωμα

SAB =

∫ B

A

ds =

∫ B

A

√∣∣∣∣gµν dxµ

dt

dxν

dt

∣∣∣∣ dt
Στην περίπτωση μιας χρονοειδούς καμπύλης (gµνX

µXν < 0), ως παράμετρος επιλέ-

γεται ο ιδιόχρονος τ . Επομένως το μήκος τόξου της χρονοειδούς καμπύλης ανάμεσα σε

δύο σημεία A και B, δηλαδή ο ιδιόχρονος, είναι:

τAB =

∫ B

A

dτ =

∫ 1

0

√
−gµν

dxµ

dσ

dxν

dσ
dσ
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όπου σ είναι μια παράμετρος της καμπύλης τέτοια ώστε στο σημείο A είναι σ = 0
και στο B είναι σ = 1. Θέτουμε L = −gµν ẋµẋν , όπου ẋµ = dxµ/ dσ (το L1/2

είναι

η Lagrangian). Για να μεγιστοποιείται το τAB, η καμπύλη πρέπει να ικανοποιεί τις

εξισώσεις Euler-Lagrange:
∂L

∂xa
=

d

dσ

(
∂L

∂ẋa

)
⇔

∂(gµν ẋ
µẋν)

∂xa
=

d

dσ

[
∂(gµν ẋ

µẋν)

∂ẋa

]
Οπότε

∂gµν
∂xa

ẋµẋν =
d

dσ
(gaν ẋ

ν + gµaẋ
µ) =

dgaν
dσ

ẋν + gaν ẍ
ν +

dgµa
dσ

ẋµ + gµaẍ
µ

Χρησιμοποιώντας τον κανόνα αλυσίδας
dgaν
dσ

= ∂gaν
∂xµ

ẋµ και
dgµa
dσ

= ∂gµa
∂xν

ẋν και πολλαπλα-

σιάζοντας και τα δύο μέλη με το gaλ/2 παίρνουμε:

1

2
gaλ
(
∂gµν
∂xa

− ∂gaν
∂xµ

− ∂gµa
∂xν

)
ẋµẋν = ẍλ ⇔

ẍλ + Γλµν ẋ
µẋν = 0

όπου Γλµν είναι τα σύμβολα Christoffel 2.7. Αυτή η εξίσωση είναι η εξίσωση γεωδαι-

σιακής καμπύλης που ορίσαμε στην 2.4. Επομένως, πράγματι, οι γεωδαισιακές είναι

καμπύλες μεγίστου ή ελαχίστου μήκους. Για τις φωτοειδής καμπύλες το μήκος είναι

μηδέν, επειδή gµνX
µXν = 0.

Τέλος, θα δείξουμε ότι στο όριο των χαμηλών ταχυτήτων, vi = ẋi = dxi/ dτ � 1
(ẋ0 = dt/ dτ ≈ 1), και στο όριο των ασθενών πεδίων (όταν μπορούν να θεωρηθούν

ως διαταραχή του επιπέδου χώρου) gαβ = ηαβ + hαβ, |hαβ| � 1, οι εξισώσεις κίνησης

2.4 ανάγονται σε Νευτώνειες εξισώσεις κίνησης σε βαρυτικό πεδίο. Λόγω των χαμηλών

ταχυτήτων οι εξισώσεις κίνησης

ẍα + Γαβγ ẋ
βẋγ = 0

γίνονται

ẍi + Γi00 = 0

επειδή όπως είπαμε ẋ0 → 1 και ẋi → 0, i = 1, 2, 3. Επίσης υποθέσαμε ότι η μετρική

είναι στατική, δηλαδή οι χρονικές της παράγωγοι μηδενίζονται, με αποτέλεσμα Γ0
00 = 0.

Επειδή gαβ = ηαβ + hαβ, θα είναι

Γi00 =
1

2
ηii(hi0,0 + h0i,0 − h00,i) = −1

2
h00,i

όπου αγνοήσαμε τους όρους δεύτερης τάξης των h και λόγω της στατικότητας της

μετρικής, τα hi0,0, h0i,0 είναι μηδέν. Επομένως η εξίσωση κίνησης γίνεται:

d2xi

dt2
=

1

2
h00,i

ή αλλιώς

r̈ =
1

2
∇h00
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όπου γράψαμε παράγωγο ως προς το t, καθώς t ≈ τ . Αν φ είναι το Νευτώνειο βαρυτικό

δυναμικό, θέτοντας h00 = −2φ παίρνουμε:

r̈ = −∇φ

όπου r̈ = g είναι το βαρυτικό πεδίο. Οπότε βλέπουμε ότι, πράγματι, στο όριο των χαμη-

λών ταχυτήτων και ασθενών πεδίων οι εξισώσεις κίνησης 2.4 ανάγονται σε Νευτώνειες

εξισώσεις κίνησης σε βαρυτικό πεδίο.

2.2.4 Εξισώσεις του Einstein

Αποδείξαμε προηγουμένως ότι στο όριο των χαμηλών ταχυτήτων και ασθενών πε-

δίων οι εξισώσεις των γεωδαισιακών ανάγονται σε Νευτώνειες εξισώσεις κίνησης. Στο

κεφάλαιο αυτό θα δούμε τις εξισώσεις του Einstein που γενικεύουν την εξίσωση Poisson
την οποία ικανοποιεί το βαρυτικό δυναμικό φ στην Νευτώνεια θεωρία της βαρύτητας:

∇2φ = 4πGρ (2.10)

όπου G είναι η παγκόσμια σταθερά της βαρύτητας και ρ είναι η πυκνότητα μάζας. Στην

γενικευμένη περίπτωση απαιτούμε να ικανοποιούνται οι αρχές της ΓΘΣ και στο κλασικό

όριο να παίρνουμε την παραπάνω κλασική εξίσωση.

Είδαμε ότι στο κλασικό όριο η συνιστώσα g00 του μετρικού τανυστή αντιστοιχεί στο

δυναμικό φ. Η γενίκευση προκύπτει με την αντικατάσταση του βαρυτικού δυναμικού με

τις συνιστώσες του μετρικού τανυστή. Το αριστερό μέλος της 2.10 αντικαθίσταται με

τον τανυστής του Einstein που ορίσαμε στην 2.8

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR

Επίσης η πυκνότητα μάζας αντικαθίσταται με ένα πιο γενικό αντικείμενο, τον τανυστή

ενέργειας - ορμής Tµν . Ο τανυστής αυτός, όπως και ο Gµν , είναι συμμετρικός και

διατηρείται ∇µTµν = 0. ΄Ετσι καταλήγουμε στις εξισώσεις του Einstein:

Gµν = 8πGTµν (2.11)

Στο κενό, όπου Tµν = 0, έχουμε:

Rµν −
1

2
gµνR = 0

και μετά από συστολή προκύπτει ότι R = 0, οπότε οι εξισώσεις του Einstein στο κενό

είναι:

Rµν = 0

Οι εξισώσεις του Einstein συσχετίζουν την καμπυλότητα του χωροχρόνου με την

κατανομή της ύλης στον χώρος: στο αριστερό μέλος της εξίσωσης, ο τανυστής του

Einstein είναι ένα καθαρά γεωμετρικό αντικείμενο που αποτελείται από τις συνιστώσες

της μετρικής και τις παραγώγους της, ενώ στο δεξί μέλος, ο τανυστής ενέργειας - ορμής

περιέχει όλες τις απαραίτητες πληροφορίες για την κατανομή της ύλης και ενέργειας σε
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κάθε σημείο του χώρου. Συνολικά έχουμε 10 εξισώσεις (επειδή οι εμπλεκόμενοι τανυ-

στές είναι συμμετρικοί) και λαμβάνοντας υπόψιν την ταυτότητα Bianchy ∇µGµν = 0,
έχουμε να λύσουμε μόνο 6 εξισώσεις του Einstein. Οι εξισώσεις αυτές μπορούν να θεω-

ρηθούν ως δευτεροβάθμιες μερικές διαφορικές εξισώσεις για τις συνιστώσες gµν . ΄Ομως

λόγω της μη γραμμικότητας τους είναι εξαιρετικά δύσκολο να λυθούν, ακόμα και στο

κενό, και έτσι οδηγούμαστε στο να κάνουμε προσεγγίσεις και απλοποιήσεις. Ωστόσο

υπάρχουν μερικές σπάνιες περιπτώσεις στις οποίες είναι δυνατή η ακριβής επίλυση τους

και μια τέτοια περίπτωση είναι η σφαιρικά συμμετρική και στατική λύση Schwarzschild
με την οποία θα ασχοληθούμε στο επόμενο κεφάλαιο.

Οι εξισώσεις του Einstein μπορούν να εξαχθούν με έναν πιο αυστηρό τρόπο από

την αρχή της ελάχιστης δράσης, μεταβάλλοντας την δράση

S =

∫ √
−g d4x

(
1

8πG
R + LM

)
ως προς την μετρική gµν . Για περισσότερα ο αναγνώστης παραπέμπεται στο [17, p. 114]
ή [?, Chapter 7.10.2].

Τέλος σημειώνουμε ότι μια πιο γενική μορφή των εξισώσεων του Einstein είναι η

παρακάτω:

Gµν + gµνΛ = 8πGTµν

όπου Λ είναι μια σταθερά, γνωστή ως κοσμολογική σταθερά. Επειδή∇µΛgµν = 0,
η τροποποιημένη εξίσωση αυτή είναι συμβατή με την συνθήκη διατήρησης της ενέργειας

∇µTµν = 0. Τον κοσμολογικό όρο Λgµν τον εισήγαγε πρώτος ο Einstein ώστε οι εξι-

σώσεις να δίνουν ως λύση ένα στατικό σύμπαν, όμως αργότερα όταν ανακαλύφθηκε ότι

το σύμπαν διαστέλλεται, ο Einstein εγκατέλειψε την ιδέα του στατικού σύμπαντος και

της κοσμολογικής σταθεράς. Ωστόσο δεν υπάρχει κάποιος λόγος για να εγκαταλειφθεί

η κοσμολογική σταθερά και επειδή σύμφωνα με την Κβαντική θεωρία πεδίου το κενό

πρέπει να έχει κάποια ελάχιστη ποσότητα ενέργειας, ο κοσμολογικός όρος μπορεί να

ερμηνευτεί ως η πυκνότητα ενέργειας του κενού ΄Ομως οι παρατηρήσεις του σύμπαντος

σε μεγάλες κλίμακες δίνουν ένα εξαιρετικά μικρό άνω όριο στην τιμή της κοσμολογικής

σταθεράς κάτι που δεν συμφωνεί με τις προβλέψεις τις Κβαντικής θεωρίας πεδίου.

2.2.5 Λύση Schwarzschild

Η σφαιρικά συμμετρική και στατική λύση, που είναι γνωστή ως λύση Schwarzsch-
ild, προς τιμήν του Karl Schwarzschild που την βρήκε πρώτος το 1915, είναι μια από

της πιο απλές και χρήσιμες (ακριβείς) λύσεις των εξισώσεων του Einstein στο κενό.

Περιγράφει τον χωρόχρονο έξω από μια σφαιρικά συμμετρική και μη περιστρεφόμενη

κατανομή μάζας. Προτού προχωρήσουμε στην εύρεση της λύσης Schwarzschild, πρέπει
να ξεκαθαρίσουμε τι εννοούμε όταν λέμε ότι ο χωρόχρονος είναι σφαιρικά συμμετρικός

και στατικός.

Ο χωρόχρονος καλείται στάσιμος (stationary) αν και μόνο αν υπάρχει ένα χρο-

νοειδές διανυσματικό πεδίο Killing. Αυτό σημαίνει ότι μπορεί να βρεθεί ένα ειδικό

σύστημα συντεταγμένων στο οποίο η μετρική είναι ‘‘χρονοανεξάρτητη’’ ,
∂gµν
∂x0

= 0,

όπου x0
είναι μια χρονοειδής συντεταγμένη (δηλαδή το αντίστοιχο διάνυσμα ∂/∂x0

εί-

ναι χρονοειδές). Τότε στο σύστημα συντεταγμένων αυτό, το ∂/∂x0
είναι διανυσματικό
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πεδίο Killing. Θα συμβολίζουμε τη συντεταγμένη αυτή με t και θα την καλούμε ‘‘χρό-

νοσ’’ , αν και τις περισσότερες φορές δεν θα έχει την έννοια του χρόνου που μετράνε τα

ρολόγια. Η αντίστοιχη συμμετρία του χωροχρόνου είναι η αμεταβλητότητα της μετρικής

στην ‘‘χρονική μεταφορά’’ t→ t+ σταθ.

Η εξίσωση μιας οικογένειας υπερεπιφανειών είναι f(xµ) = ν, όπου κάθε υπερεπι-

φάνεια χαρακτηρίζεται από τον δείκτη ν. ΄Εστω p και q δύο γειτονικά σημεία σε μια

υπερεπιφάνεια Σ, με συντεταγμένες xµ και xµ + dxµ αντίστοιχα. Επειδή το xµ + dxµ

ανήκει στην Σ, θα ισχύει:

ν = f(xµ) = f(xµ + dxµ) = f(xµ) +
∂f

∂xµ
dxµ

σε προσέγγιση πρώτης τάξης. Επομένως

∂f

∂xµ
dxµ = 0

στο σημείο p. Αυτό σημαίνει ότι το διάνυσμα
∂f
∂xµ
≡ f,µ είναι ορθογώνιο στο απει-

ροστό διάνυσμα dxµ, και επειδή το dxµ είναι πάνω στην Σ, το f,µ είναι ορθογώνιο

στην Σ στο σημείο p. Επομένως ένα οποιαδήποτε άλλο διανυσματικό πεδίο Xµ
είναι

παντού ορθογώνιο στην οικογένεια των υπερεπιφανειών αυτή, αν είναι ανάλογο προς το

διανυσματικό πεδίο f,µ, δηλαδή
Xµ = λ(x)f,µ

όπου λ(x) είναι μια σταθερά αναλογίας που εν γένει θα μεταβάλλεται από σημείο σε

σημείο. Αποδεικνύεται ([20]) ότι κάθε διανυσματικό πεδίο που είναι ορθογώνιο στην

οικογένεια υπερεπιφανειών, ικανοποιεί τη συνθήκη:

X[µ∇νXλ] = 0

και είναι Xµ = X2f,µ, όπου X
2 = −XµX

µ
.

Είδαμε ότι όταν ο χωρόχρονος είναι στάσιμος, η μετρική σε ένα κατάλληλο σύστημα

συντεταγμένων είναι ανεξάρτητη του χρόνο, όμως εν γένει το στοιχείο μήκους μπορεί να

περιέχει μη διαγώνιους όρους της μορφής dt dxi. ΄Ομως για να είναι η μετρική στατική

(static), θέλουμε τα μη διαγώνια στοιχεία αυτά να μην υπάρχουν, ώστε η μετρική να είναι

αμετάβλητη στην αντιστροφή του χρόνου t → −t. ΄Εστω δύο γεγονότα (t, x1, x2, x3)
και (t+ dt, x1 + dx1, x2, x3) στο ειδικό σύστημα συντεταγμένων που έχουμε επιλέξει.

Τότε το στοιχείο μήκους είναι:

ds2 = g00 dt2 + 2g01 dt dx1 + g11 dx1

Οπότε στην αντιστροφή του χρόνου t→ −t το ds2
γίνεται:

ds2 = g00 dt2 − 2g01 dt dx1 + g11 dx1

δηλαδή μεταβάλλεται. Επομένως για να μην υπάρχουν οι όροι της μορφής dt dxi πρέπει
g0i = 0, i = 1, 2, 3.

Τώρα ας δούμε πως συνδέονται τα προηγούμενα με τη συνθήκη ορθογωνιότητας

σε μια οικογένεια υπερεπιφανειών, Xα = X2f,α, για στάσιμο χωροχρόνο με σύστημα

συντεταγμένων τέτοιο ώστε το διανυσματικό πεδίο Killing είναι Xµ = δµ0. ΄Εχουμε

Xµ = gµνX
ν = gµνδ

ν
0 = gµ0
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X2 = −XµX
µ = −gµ0δ

µ
0 = −g00

Οπότε η συνθήκη Xµ = X2f,µ γίνεται:

gµ0 = −g00f,µ

Για µ = 1 έχουμε f,0 = ∂f/∂t = 1, οπότε ολοκληρώνοντας βρίσκουμε το βαθμωτό

πεδίο f(xµ):

f(xµ) = t+ h(xi)

Θέλουμε να βρούμε συντεταγμένες τέτοιες ώστε g0i = g00f,i = 0, ώστε το στοιχείο

μήκους να μην έχει όρους της μορφής dt dxi. Θεωρούμε τον μετασχηματισμό των

συντεταγμένων t → t′ = t + h(xi) και xi → x′i = xi. Οπότε f(t′, x′i) = t′ και οι

υπερεπιφάνειες σταθερού χρόνου f = t′ = ν λέγονται χωροειδείς υπερεπιφάνειες. Στο

σύστημα συντεταγμένων αυτό θα έχουμε:

X ′µ =
∂x′µ

∂xν
Xν = Xµ = δµ0

g′00 =
∂xα

∂t′
∂xβ

∂t′
gαβ =

∂(t′ − h(xi))

∂t′
∂(t′ − h(xi))

∂t′
g00 = g00

g′0i = 0

g′µν,0 = 0

Δείξαμε προηγουμένως ότι για ένα διανυσματικό πεδίο ορθογώνιο σε μια οικογέ-

νεια υπερεπιφανειών, μπορεί να βρεθεί ένα σύστημα συντεταγμένων τέτοιο ώστε το

στοιχείο μήκους να μην περιέχει όρους της μορφής dt dxi. Επομένως, ο χωρόχρονος

είναι στατικός αν υπάρχει ένα χρονοειδές διανυσματικό πεδίο Killing ορθογώνιο σε

μια οικογένεια χωροειδών υπερεπιφανειών. Συμπεραίνουμε ότι όταν ο χωρόχρονος είναι

στατικός, η μετρική είναι αμετάβλητη στην ‘‘χρονική μεταφορά’’ t→ t+σταθ. και στην

‘‘χρονική αντιστροφή’’ t→ −t.
Τέλος, ο χωρόχρονος είναι σφαιρικά συμμετρικός αν έχει τις ίδιες συμμετρίες με μια

2-σφαίρα S2
. Ο αυστηρότερος ορισμός γίνεται με τη βοήθεια των διανυσματικών πεδίων

Killing: ο χωρόχρονος είναι σφαιρικά συμμετρικός αν έχει τρία διανυσματικά πεδία

Killing X(i), i = 1, 2, 3, που ικανοποιούν τις σχέσεις μετάθεσης [X(i),X(j)] = εijkX(k).

Τα διανυσματικά πεδία Killing αυτά είναι ίδια με αυτά τις σφαίρας που βρήκαμε στο

2.1.10 και είναι οι γεννήτορες της άλγεβρας της ομάδας SO(3) των στροφών στις τρεις

διαστάσεις. Αυτό σημαίνει ότι η ομάδα ισομετρίας του χωροχρόνου αυτού έχει μια

υποομάδα που είναι ισομορφική με την SO(3) και οι τροχιές της (σύνολο σημείων που

προκύπτουν από τη δράση της στο δοσμένο σημείο) είναι σφαίρες S2
. Οπότε η μετρική

του χωροχρόνου αυτού επάγει μια δισδιάστατη μετρική σε κάθε τροχιά S2
η οποία μπορεί

να χαρακτηριστεί από το εμβαδόν της A. Για το σκοπό αυτό ορίζουμε τη συνάρτηση:

r = (A/4π)1/2

Οπότε σε σφαιρικές συντεταγμένες (θ, φ) η μετρική της κάθε τροχιάς S2
θα είναι:

dΩ2 = r2( dθ2 + sin2 θ dφ2)
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Το r προφανώς δεν είναι η ακτίνα της 2-σφαίρας, αφού δεν υπάρχει κάποιο κέντρο της.

Ακόμα και αν υπήρχε κάποιο κέντρο, το r δεν έχει καμία σχέση με την απόσταση από

αυτό. Είναι εξ΄ ορισμού η συντεταγμένη που συνδέεται με το εμβαδόν μιας 2-σφαίρας

σταθερού r και t.
Τώρα είμαστε σε θέση να προχωρήσουμε στην εύρεση της λύσης Schwarzschild. Αρ-

χίζουμε με την υπόθεση ότι ο χωρόχρονος είναι σφαιρικά συμμετρικός. Αυτό σημαίνει

ότι οι γωνίες θ και φ θα εμφανίζονται μόνο στο γωνιακό κομμάτι dΩ2 = dθ2+sin2 θ dφ2

του στοιχείου μήκους ds2
και πουθενά αλλού. Επιπλέον το στοιχείο μήκους δεν θα

περιέχει μη διαγώνιους όρους στις θ και (θ, φ) επειδή η μετρική πρέπει να είναι αμε-

τάβλητη στις ανακλάσεις θ → (π − θ) και φ → −φ (θεωρήσαμε ότι 0 ≤ θ ≤ π και

−π < φ ≤ π). Επομένως καταλήγουμε στο γενικό στοιχείο μήκους για τον σφαιρικά

συμμετρικά χωρόχρονο:

ds2 = −A(r, t) dt2 +B(r, t) dr2 + 2C(r, t) dt dr + r2( dθ2 + sin2 θ dφ2)

όπου A, B και C είναι κάποιες άγνωστες, προς το παρόν, συναρτήσεις των t και r.
Επικαλούμαστε τώρα τη δεύτερη υπόθεση ότι ο χωρόχρονος είναι στατικός (θα

δούμε αργότερα ότι η υπόθεση αυτή δεν είναι απαραίτητη – θεώρημα του Birkhoff).
Αυτό απλοποιεί αρκετά τα πράγματα επειδή θα έχουμε A = A(r), B = B(r) και C = 0,
για τους λόγους που εξηγήσαμε στις προηγούμενες παραγράφους. Επομένως η μετρική

παίρνει τη μορφή:

ds2 = −A(r) dt2 +B(r) dr2 + r2( dθ2 + sin2 θ dφ2)

Για τον προσδιορισμό των συναρτήσεων A(r) και B(r) θα χρησιμοποιήσουμε την ε-

ξίσωση του Einstein στο κενό Rµν = 0, την οποία θέλουμε να ικανοποιεί η μετρική

gµν = diag(−A(r), B(r), r2, r2 sin2 θ) του σφαιρικά συμμετρικού και στατικού χωρο-

χρόνου. Ο τανυστής Riemann δίνεται από τη σχέση 2.1.9, επομένως ο τανυστής Ricci
είναι:

Rµν = Rα
µαν = ∂αΓανµ − ∂νΓααµ + ΓααβΓβνµ − ΓανβΓβαµ

Οπότε πρέπει πρώτα να υπολογίσουμε τα σύμβολα Christoffel χρησιμοποιώντας τη σχέση

2.7. ΄Εχουμε:

Γ0
00 =

1

2
g0α(∂0 g0α + ∂0 gα0 − ∂α g00) =

1

2
g00∂0 g00 =

Ȧ(r)

2A(r)
= 0

Γ0
01 = Γ0

10 =
1

2
g0α(∂0 g1α + ∂1 gα0 − ∂α g01) =

1

2

(
g01∂0 g11 + g00∂1 g00

)
=
A′(r)

2A(r)

όπου συμβολίζουμε τα (t, r, θ, φ) με (0, 1, 2, 3) και με την τελεία εννοούμε παραγώγιση

ως προς το x0 = t και με τον τόνο ως προς το x1 = r. Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε

και τα υπόλοιπα μη μηδενικά σύμβολα Christoffel:

Γ1
00 =

A′(r)

2B(r)
, Γ1

11 =
B′(r)

2B(r)
, Γ1

22 = − r

B(r)
, Γ1

33 = −r sin2 θ

B(r)

Γ2
12 = Γ2

21 =
1

r
, Γ2

33 = − sin θ cos θ
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Γ3
13 = Γ3

31 =
1

r
, Γ3

23 = Γ3
32 = cot θ

΄Εχοντας βρει τα σύμβολα Christoffel, προσδιορίζουμε τις μη τετριμμένες εξισώσεις

Rµν = 0:

R00 = ∂αΓα00 − ∂0Γαα0 + ΓααβΓβ00 − Γα0βΓβα0

= ∂1Γ1
00 + Γ1

11Γ1
00 + Γ3

31Γ1
00 − Γ0

01Γ1
00

=
A′′

2B
− A′B′

4B2
− (A′)2

4AB
+
A′

rB
= 0⇒

2rAA′′B − rAA′B′ − r(A′)2B + 4AA′B = 0 (2.12)

R11 = ∂αΓα11 − ∂1Γαα1 + ΓααβΓβ11 − Γα1βΓβα1

= −∂1Γ0
01 − ∂1Γ2

21 − ∂1Γ3
31 + Γ0

01Γ1
11 + Γ2

21Γ1
11

+ Γ3
31Γ1

11 − (Γ0
01)2 − (Γ2

12)2 − (Γ3
13)2

= −A
′′

2A
+

(A′)2

4A2
+
B′

rB
+
A′B′

4AB
= 0⇒

− 2rAA′′B + rAA′B′ − r(A′)2B + 4A2B′ = 0 (2.13)

R22 = ∂αΓα22 − ∂2Γαα2 + ΓααβΓβ22 − Γα2βΓβα2

= ∂1Γ1
22 − ∂2Γ3

32 + Γ0
01Γ1

22 + Γ1
11Γ1

22 − Γ3
23Γ3

32

= − 1

B
+
rB′

2B2
+ 1− rA′

2AB
= 0⇒

− 2AB + rAB′ + 2AB2 − rA′B = 0 (2.14)

Προσθέτουμε τις (2.12) και (2.13):

AB′ +BA′ = (AB)′ = 0⇒ A(r)B(r) = K

όπου K είναι κάποια πραγματική σταθερά. Αλλάζοντας την t → K1/2t μπορούμε να

θέσουμε K = 1. Αντικαθιστούμε αυτό το αποτέλεσμα στην εξίσωση (2.14):

rB′(r) = B(1−B)

Είναι μια διαφορική εξίσωση Bernoulli. Θέτουμε f(r) = 1/B(r) και η εξίσωση γίνεται:

rf ′ + f = 1⇒ f(r) = 1 +
C

r

όπου C είναι μια σταθερά. Επομένως:

B(r) =

(
1 +

C

r

)−1

, A(r) = 1 +
C

r
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΄Εχουμε επομένως βρει την γενική λύση των εξισώσεων του Einstein στο κενό για

στατικό και σφαιρικά συμμετρικό χωρόχρονο:

ds2 = −
(

1 +
C

r

)
dt2 +

(
1 +

C

r

)−1

dr2 + r2( dθ2 + sin2 θ dφ2)

Παρατηρούμε ότι για r →∞, η λύση Schwarzschild είναι ασυμπτωτικά επίπεδη,

δηλαδή η μετρική προσεγγίζει την επίπεδη μετρική Minkowski σε σφαιρικές συντεταγ-

μένες − dt2 + dr2 + r2( dθ2 + sin2 θ dφ2). Μπορούμε να προσδώσουμε στη σταθερά C
φυσικό νόημα αν απαιτήσουμε η μετρική Schwarzschild στο ασθενές όριο (r → ∞) να

δίνει την ‘‘Νευτώνεια μετρική’’ . Είδαμε ότι στο ασθενές όριο g00 ≈ η00+h00 = −1−2φ,
όπου φ = −GM/r είναι το Νευτώνειο βαρυτικό δυναμικό σε απόσταση r από μια ση-

μειακή μάζα M . Δεν έχουμε παρά να συγκρίνουμε:

−
(

1 +
C

r

)
= −1 +

2GM

r

Επομένως C = −2GM και η μετρική Schwarzschild αποκτά την τελική της μορφή:

ds2 = −
(

1− 2GM

r

)
dt2 +

(
1− 2GM

r

)−1

dr2 + r2( dθ2 + sin2 θ dφ2) (2.15)

Βλέπουμε ότι για r = 0 και r = 2GM οι συντελεστές τις μετρικής Schwarzschild
απειρίζονται. Στο r = 0 έχουμε μια πραγματική φυσική ιδιομορφία (singularity) η οποία

δεν μπορεί να αφαιρεθεί με αλλαγή συστήματος συντεταγμένων. Εκεί η καμπυλότη-

τα του χωροχρόνου απειρίζεται (για την ακρίβεια το τετράγωνο του τανυστή Riemann
απειρίζεται, και επειδή είναι ένα βαθμωτό, θα απειρίζεται σε όλα τα συστήματα συντε-

ταγμένων).

Από την άλλη, η ιδιομορφία στο r = 2GM δεν είναι πραγματική, οφείλεται στην

ακαταλληλότητα των συγκεκριμένων συντεταγμένων για την περιγραφής της περιοχής

αυτής και για το λόγο αυτό ονομάζεται ‘‘συντεταγμένη ιδιομορφία’’ . Ας δούμε τι γίνεται

με τις ακτινικές φωτοειδείς καμπύλες (θ, φ σταθερές και ds2 = 0):

ds2 = −
(

1− 2GM

r

)
dt2 +

(
1− 2GM

r

)−1

dr2 = 0⇒

dt

dr
= ±

(
1− 2GM

r

)−1

Βλέπουμε ότι η κλίση των κώνων φωτός στο r − t επίπεδο εξαρτάται από το r. Στο

άπειρο έχουμε τους κώνους φωτός του επίπεδου χώρου με κλίση ±1, όμως καθώς το r
τείνει στο r = 2GM η κλίση τείνει στο άπειρο και οι κώνοι κλείνουν.
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Οπότε αν ένας αστροναύτης που πέφτει προς το r = 2GM στέλνει, ανά τακτά χρονικά

διαστήματα, φωτεινά σήματα προς τα έξω, ένας παρατηρητής μακριά από το r = 2GM
θα βλέπει τα σήματα να φτάνουν σε αυτόν με ολοένα και πιο αργό ρυθμό. Επομένως

θα δει τον αστροναύτη να προσεγγίζει ασυμπτωτικά το r = 2GM χωρίς το διασχίζει.

΄Ομως αυτή η περιγραφή της κίνησης του αστροναύτη από τον παρατηρητή γίνεται με

τη βοήθεια των συντεταγμένων Schwarzschild, με την συντεταγμένη t μακριά από το

r = 2GM (για την ακρίβεια στο άπειρο) να είναι ο ιδιόχρονος του παρατηρητή αυτού.

΄Ομως από την σκοπιά του αστροναύτη τα πράγματα είναι διαφορετικά: αυτός θα φτάσει

στο r = 2GM και θα το διασχίσει σε πεπερασμένο ιδιόχρονο του. Απλά ο αστροναύτης

δεν μπορεί να χρησιμοποιήσει το t ως ιδιόχρονο του .και μάλιστα στο r = 2GM οι

συντεταγμένες Schwarzschild δεν είναι κατάλληλες για την περιγραφή του χωροχρόνου

εκεί. Πιο κατάλληλες συντεταγμένες θα ήταν πχ. οι Eddington - Finkelstein, στις οποί-

ες η ιδιομορφία στο r = 2GM εξαφανίζεται και οι φωτοειδής και χρονοειδής καμπύλες

φτάνουν στο r = 0 διασχίζοντας το r = 2GM χωρίς κανένα πρόβλημα.

Παρόλα που το στο r = 2GM δεν υπάρχει μια πραγματική ιδιομορφία, έχει μια

ιδιαίτερη φυσική σημασία: είναι η λεγόμενη ακτίνα Schwarzschild με αριθμητική

τιμή rs = 2GM
c2
≈ 3

(
M
M�

)
km, όπου M� είναι η μάζα του ΄Ηλιου, και η φωτοειδής

υπερεπιφάνεια r = rs ονομάζεται ορίζοντας γεγονότων. Στην περιοχή r ≤ rs η

βαρυτική έλξη είναι τόσο ισχυρή που ούτε το φως δεν μπορεί να διαφύγει στο άπειρο

και επιστρέφει αναπόφευκτα στην ιδιομορφία r = 0. ΄Ετσι εάν η ακτίνα ενός άστρου

γίνει μικρότερη από την ακτίνα Schwarzschild (λόγω της βαρυτικής του κατάρρευσης),

το άστρο αυτό αναπόφευκτα θα καταρρεύσει στην ιδιομορφία r = 0 – και θα αποκτήσει

μηδενικό μέγεθος και άπειρη πυκνότητα– επειδή πλέον καμία δύναμη δεν θα μπορεί να

το κρατάει σε ισορροπία εξισορροπώντας τη δύναμη της βαρύτητας.

Τέλος σημειώνουμε ότι στον προσδιορισμό της λύσης Schwarzschild υποθέσαμε ότι

ο χωρόχρονος είναι σφαιρικά συμμετρικός και στατικός. ΄Ομως οι εξισώσεις του Ein-
stein στο κενό μπορούν να επιλυθούν για τον σφαιρικά συμμετρικό χωρόχρονο χωρίς

την υπόθεση της στατικότητας. Μάλιστα αποδεικνύεται ότι η λύση Schwarzschild είναι

η μοναδική λύση των εξισώσεων του Einstein στο κενό για σφαιρικά συμμετρικό χω-

ρόχρονο. Αυτό είναι το θεώρημα του Birkhoff και ουσιαστικά λέει ότι οι σφαιρικά

συμμετρικοί χωρόχρονοι είναι στατικοί. Ωστόσο, η σφαιρικά συμμετρική πηγή δεν είναι

απαραίτητα στατική, μπορεί να είναι ένας αστέρας που καταρρέει, εκρήγνυται ή πάλλεται

με συμμετρικό τρόπο, αλλά ο χωρόχρονος στο εξωτερικό του θα είναι αναγκαστικά

στατικός. Αυτό έχει ως συνέπεια τέτοιοι αστέρες να μην εκπέμπουν βαρυτικά κύματα.
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2.2.6 Συντεταγμένες Eddington - Finkelstein

΄Οπως είδαμε, οι συντεταγμένες Schwarzschild παρουσιάζουν ιδιομορφία στο r =
2GM και έτσι κρίνονται ακατάλληλες για την περιγραφή του χωροχρόνου εκεί. Επίσης

η χρονοειδής συντεταγμένη t έχει φυσικό νόημα ως ‘‘χρόνος που μετράνε τα ρολό-

για’’ (ιδιόχρονος) μόνο μακριά από τον ορίζοντα γεγονότων (ουσιαστικά στο άπειρο).

Οδηγούμαστε λοιπόν στο να βρούμε κάποιες άλλες συντεταγμένες. Θα ξεκινήσουμε με

συντεταγμένες οι οποίες είναι προσαρμοσμένες στις ακτινικές φωτοειδείς καμπύλες έτσι

ώστε οι κώνοι φωτός να σχηματίζουν πάντα 45◦ με τον κατακόρυφο άξονα. Εισάγουμε

πρώτα μια νέα συντεταγμένη r∗, γνωστή ως συντεταγμένη ‘‘tortoise’’ , έτσι ώστε:

dt2 =

(
1− 2GM

r

)−2

dr2 = dr∗2 ⇒

t = ±r∗ + σταθ.

όπου

r∗ = r + 2GM ln
∣∣∣ r

2GM
− 1
∣∣∣ , −∞ < r∗ <∞

Οπότε το στοιχείο γραμμής γίνεται:

ds2 = −
(

1− 2GM

r

)
( dt2 + dr∗2) + r2 dΩ2

Βλέπουμε ότι πλέον καμία συνιστώσα της μετρικής δεν απειρίζεται για r = 2GM .

Επίσης οι κώνοι φωτός τώρα δεν κλείνουν και έχουν σταθερή κλήση ±1. Αυτό που

κάναμε στην ουσία είναι να μετακινήσουμε τον ορίζοντα στο −∞ (καθώς το r τείνει

στο r = 2GM , το r∗ τείνει στο −∞), οπότε αυτό δεν λύνει το πρόβλημα που είχαμε με

τις καμπύλες που δεν διαπερνούν ποτέ τον ορίζοντα στις συντεταγμένες Schwarzschild.
Στο επόμενο βήμα ορίζουμε μια νέα συντεταγμένη:

u = t+ r∗

΄Ετσι ώστε οι εισερχόμενες ακτινικές φωτοειδείς γεωδαισιακές να είναι u = σταθ. Αν-

τικαθιστούμε τη συντεταγμένη Schwarzschild t με την u στην 2.15:

ds2 = −
(

1− 2GM

r

)
( du− dr∗)2 +

(
1− 2GM

r

)−1

dr2 + r2 dΩ2

= −
(

1− 2GM

r

)
du2 + 2

(
1− 2GM

r

)
du

(
1− 2GM

r

)−1

dr

−
(

1− 2GM

r

)−1

dr2 +

(
1− 2GM

r

)−1

dr2 + r2 dΩ2

= −
(

1− 2GM

r

)
du2 + 2 du dr + r2 dΩ2

Αυτή είναι η ίδια λύση Schwarzschild αλλά σε συντεταγμένες Eddington - Fin-
kelstein (u, r, θ, φ). Βρίσκουμε πάλι τις ακτινικές φωτοειδείς καμπύλες θέτοντας dθ =
dφ = 0 και ds2 = 0:

−
(

1− 2GM

r

)
du2 + 2 du dr = 0
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du

dr
= 2

(
1− 2GM

r

)−1

και έχουμε τις εξής λύσεις:

u =


const. , εισερχόμενες, 0 < r <∞

2
[
r + 2GM ln

(
r

2GM
− 1
)]

+ const. , εξερχόμενες, r > 2GM

2
[
r + 2GM ln

(
1− r

2GM

)]
+ const. , εισερχόμενες, r < 2GM

Επιπλέον, η καμπύλη r = 2GM ικανοποιεί την πρώτη εξίσωση και περιγράφει στατικές

καμπύλες.

Βλέπουμε ότι για r < 2GM έχουμε μόνο καμπύλες κινούμενες προς το r = 0, οπότε

τίποτα δεν βγαίνει έξω από εκεί, ούτε καν το φως – εξ΄ ου και το όνομα μελανές

οπές. Για r > 2GM έχουμε καμπύλες κινούμενες προς τα έξω αλλά και προς τα μέσα,

σε αντίθεση με την εικόνα που είχαμε σε συνταγμένες Schwarzschild. Επίσης οι κώνοι

δεν κλείνουν στο r = 2GM όπως στις συνταγμένες Schwarzschild, όμως οι κώνοι

στρέφονται σταδιακά προς το r = 0 καθώς η ακτίνα τείνει στην τιμή αυτή.

Παρατηρούμε ότι στο σύστημα συντεταγμένων (u, r) οι καμπύλες είναι μελλοντικά

κατευθυνόμενες. ΄Ομως η λύση Schwarzschild είναι αναλλοίωτη στην αντιστροφή του

χρόνου, οπότε ορίζουμε μια νέα συντεταγμένη:

v = t− r∗

έτσι ώστε οι εξερχόμενες ακτινικές φωτοειδείς γεωδαισιακές να είναι v = σταθ. Αντι-

καθιστούμε τη συντεταγμένη Schwarzschild t με την v και η μετρική γίνεται:

ds2 = −
(

1− 2GM

r

)
dv2 − 2 dv dr + r2 dΩ2
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Βλέπουμε ότι τώρα μόνο οι παρελθοντικά κατευθυνόμενες φωτοειδείς και χρονοειδείς

γεωδαισιακές μπορούν να περάσουν τον ορίζοντα από έξω προς τα μέσα. ΄Ολες οι

καμπύλες στο r < 2GM κινούνται προς τα έξω, ενώ στο r > 2GM οι κινούμενες προς

τα μέσα καμπύλες δεν μπορούν να μπουν μέσα. ΄Εχουμε αυτό που ονομάζετε λευκή

οπή, το (χρονικό) αντίστροφο της μελανής οπής.

2.2.7 Συντεταγμένες Kruskal

Το επόμενο βήμα είναι να αντικαταστήσουμε ταυτόχρονα και τις δυο συντεταγμένες

Schwarzschild t και r με τις συντεταγμένες Eddington - Finkelstein u και v, ώστε να

επεκτείνουμε στο μέγιστο τον χωρόχρονο της λύσης Schwarzschild. Παρατηρούμε ότι

u+ v = 2t⇒ dt2 =
1

4
( du+ dv)2

u− v = 2r∗ ⇒ dr2 =
1

4

(
1− 2GM

r

)2

( du− dv)2

Επομένως η μετρική Schwarzschild γίνεται:

ds2 = −
(

1− 2GM

r

)
du dv + r2 dΩ2

(2.16)

όπου τώρα η r = r(u, v) είναι συνάρτηση των u και v, ορισμένη έμμεσα από τη σχέση:

1

2
(u− v) = r + 2GM ln

∣∣∣ r

2GM
− 1
∣∣∣

Στις συντεταγμένες αυτές ο ορίζοντας r = 2GM έχει μετακινηθεί στο άπειρο (στο

u = −∞ ή v =∞), όπως είχε γίνει και στις συντεταγμένες tortoise. Μπορούμε όμως
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να αλλάξουμε τις συντεταγμένες έτσι ώστε να να μετακινήσουμε αυτά τα σημεία σε

πεπερασμένες τιμές. Μια καλή επιλογή είναι:

u′ = eu/4GM

v′ = −e−v/4GM
}
r > 2GM

u′ = eu/4GM

v′ = e−v/4GM

}
0 < r < 2GM

΄Εχουμε du = 4GMe−u/4GM du′ και dv = ±4GMev/4GM dv′, οπότε:

ds2 = −
(

1− 2GM

r

)
16G2M2e−(u−v)/4GM du′ dv′ + r2 dΩ2 , r > 2GM

ds2 =

(
1− 2GM

r

)
16G2M2e−(u−v)/4GM du′ dv′ + r2 dΩ2 , 0 < r < 2GM

΄Ομως u− v = 2r∗ = 2r + 4GM ln
∣∣ r

2GM
− 1
∣∣, οπότε:

e−(u−v)/4GM =
∣∣∣ r

2GM
− 1
∣∣∣−1

e−r/2GM

Επομένως σε συντεταγμένες (u′, v′, θ, φ) η μετρική είναι:

ds2 = −32G3M3

r
e−r/2GM du′ dv′ + r2 dΩ2 , r > 0

Βλέπουμε ότι τώρα δεν υπάρχει κανένα πρόβλημα στο r = 2GM

Οι συντεταγμένες u′ και v′ μπορούν να γραφούν συναρτήσει των r και t αν αντικα-

ταστήσουμε u = t+ r∗ και v = t− r∗:

u′ = e(t+r)/4GMe(2GM ln| r
2GM

−1|)/4GM =
(

r
2GM
− 1
)1/2

e(t+r)/4GM

v′ = −e(r−t)/4GMe(2GM ln| r
2GM

−1|)/4GM = −
(

r
2GM
− 1
)1/2

e(r−t)/4GM

 r > 2GM

u′ = e(t+r)/4GMe(2GM ln| r
2GM

−1|)/4GM =
(
1− r

2GM

)1/2
e(t+r)/4GM

v′ = e(r−t)/4GMe(2GM ln| r
2GM

−1|)/4GM =
(
1− r

2GM

)1/2
e(r−t)/4GM

 0 < r < 2GM

Επειδή guu = gvv = 0, οι συντεταγμένες u′ και v′ είναι φωτοειδείς. ΄Ομως εμείς θα

προτιμούσαμε να έχουμε μια χρονοειδή και μια χωροειδή συντεταγμένη. Ορίζουμε νέες

συντεταγμένες U και V , για r > 2GM :

U =
1

2
(u′ − v′) =

( r

2GM
− 1
)1/2

er/4GM
(
et/4GM + e−t/4GM

)
2

=
( r

2GM
− 1
)1/2

er/4GM cosh

(
t

4GM

)
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V =
1

2
(u′ + v′) =

( r

2GM
− 1
)1/2

er/4GM
(
et/4GM − e−t/4GM

)
2

=
( r

2GM
− 1
)1/2

er/4GM sinh

(
t

4GM

)

και για 0 < r < 2GM :

U =
1

2
(u′ − v′) =

(
1− r

2GM

)1/2

er/4GM
(
et/4GM − e−t/4GM

)
2

=
( r

2GM
− 1
)1/2

er/4GM sinh

(
t

4GM

)

V =
1

2
(u′ + v′) =

(
1− r

2GM

)1/2

er/4GM
(
et/4GM + e−t/4GM

)
2

=
( r

2GM
− 1
)1/2

er/4GM cosh

(
t

4GM

)

Οι (V, U, θ, φ) είναι γνωστές ως συντεταγμένες Kruskal - Szekeres. ΄Εχουμε

du′ = dU + dV και dv′ = −( dU − dV ), επομένως η μετρική Schwarzschild σε

συντεταγμένες Kruskal είναι:

ds2 =
32G3M3

r
e−r/2GM(− dV 2 + dU2) + r2 dΩ2 , r > 0 (2.17)

Παρατηρούμε ότι, επειδή η gV V είναι αρνητική και η gUU θετική, η συντεταγμένη V
είναι χρονοειδής και η U χωροειδής, για ολόκληρο το πεδίο ορισμού τους. Το r είναι

συνάρτηση των V και U , r = r(V, U), που ορίζεται έμμεσα από την εξίσωση

U2 − V 2 =
( r

2GM
− 1
)
er/2GM

η οποία προκύπτει από τις σχέσεις ορισμού των V και U συναρτήσει των r, t και το

γεγονός ότι cosh2 t− sinh2 t = 1.

Για να καταλάβουμε καλύτερα την γεωμετρία Schwarzschild σε συντεταγμένες Kru-
skal, σχεδιάζουμε επιφάνειες σταθερού r και t στο επίπεδο UV . Το διάγραμμα που

προκύπτει ονομάζεται διάγραμμα Kruskal.
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Στο διάγραμμα αυτό κάθε σημείο είναι στην πραγματικότητα μια 2-σφαιρα. Οι επιφάνειες

σταθερού r είναι υπερβολές U2 − V 2 = σταθ. στο επίπεδο UV . Για r = 0 έχουμε δυο

υπερβολές, V = ±
√
U2 + 1, που αντιστοιχούν σε δυο φυσικές ιδιομορφίες (με κόκκινο

χρώμα), μια παρελθοντική (κάτω) και μια μελλοντική (πάνω) ιδιομορφία. Για r = 2GM
έχουμε δύο ευθείες, V = ±U , που τέμνονται στην αρχή των αξόνων και σχηματίζουν

κλίση 45◦ με την κατακόρυφο. Οι ευθείες αυτές αναπαριστούν τους ορίζοντες γεγο-

νότων, τον παρελθοντικό και τον μελλοντικό. Οι επιφάνειες σταθερού t είναι ευθείες

V = tanh(t/4GM)U , r > 2GM και V = tanh−1(t/4GM)U , r < 2GM που περ-

νούν από την αρχή των αξόνων. Για t = 0 έχουμε δύο ευθείες, V = 0 , r > 2GM
και U = 0 , r < 2GM , ενώ για t = ∞ έχουμε U = V και για t = −∞ έχουμε

U = −V , δηλαδή τους δυο ορίζοντες γεγονότων r = 2GM . Τέλος, οι φωτοειδής

ακτινικές καμπύλες είναι, όπως και στον επίπεδο χώρο, V = ±U + σταθ., και οι κώνοι

φωτός σχηματίζουν 45◦ με την κατακόρυφο.

Παρατηρούμε ότι το διάγραμμα Kruskal είναι χωρισμένο σε τέσσερις περιοχές. Η

περιοχή Ι είναι η περιοχή r > 2GM , −∞ < t < +∞ σε συντεταγμένες Schwarzschild,
δηλαδή η περιοχή στην οποία ζούμε. Η περιοχή ΙΙ είναι το εσωτερικό της μελανής οπής,

0 < r < 2GM , −∞ < u < +∞, ενώ η περιοχή IV είναι το εσωτερικό της λευκής

οπής, 0 < r < 2GM , −∞ < v < +∞, σε συντεταγμένες Eddington - Finkelstein.
Οπότε οι μελλοντικά κατευθυνόμενες φωτοειδής ακτίνες πάνε από την περιοχή Ι στην

ΙΙ, ενώ οι παρελθοντικά κατευθυνόμενες, από την περιοχή Ι στην IV. Η περιοχή ΙΙΙ είναι

μια περιοχή που δεν έχουμε εξερευνήσει μέχρι τώρα και είναι μια ασυμπτωτικά επίπεδη

περιοχή, ακριβώς όπως η Ι. Για να πάμε από την Ι στην ΙΙΙ πρέπει να ακολουθήσου-

με χωροειδείς ακτινικές καμπύλες. Για να δούμε πως συνδέονται οι δύο ασυμπτωτικά
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επίπεδες περιοχές Ι και ΙΙΙ, θεωρούμε μια χωροειδή υπερεπιφάνεια V = 0 (σε συντε-

ταγμένες Schwarzschild t = 0, r > 2GM). Παίρνουμε την τομή της για θ = π/2 και

ενσωματώνουμε την δισδιάστατη επιφάνεια αυτή στον R3
χώρο:

Η επιφάνεια αυτή με μετρική ds2 = 32G3M3

r
e−r/2GM dU2 + r2 dφ2

έχει ίδια τοπολογία με

την R × S2
(κάθε κύκλος σταθερού U αναπαριστά στην πραγματικότητα μια 2-σφαιρα

ακτίνας r). Καθώς κινούμαστε ακτινικά από το U = +∞ μέχρι το U = −∞, το

r = r(U, 0) μειώνεται σε μια ελάχιστη τιμή r = 2GM στο U = 0 καθ στη συνέχεια αυ-

ξάνεται σε άπειρη τιμή κατά τη δεύτερη ασυμπτωτικά επίπεδη περιοχή. Είναι η λεγόμενη

σκουληκότρυπα ή γέφυρα Einstein - Rosen που συνδέει τις δύο ασυμπτωτικά επίπεδες

περιοχές Ι και ΙΙΙ. ΄Ομως η σκουληκότρυπα αυτή δεν είναι στατική (η λύση Schwarzschild
είναι στατική στις περιοχές Ι και ΙΙΙ, όχι στις ΙΙ και IV όπου τα χρονοειδή διανύσματα

Killing των Ι και ΙΙΙ γίνονται χωροειδή), και καθώς το V κινείται προς μεγαλύτερες ή

μικρότερες τιμές, η ελάχιστη ακτίνα του στομίου της σκουληκότρυπας ελαττώνεται μέ-

χρι που κλείνει στο V = ±1, δηλαδή στην ιδιομορφία r = 0, και αργότερα οι περιοχές Ι

και ΙΙΙ διαχωρίζονται εντελώς. Το ‘‘κλείσιμο’’ της σκουληκότρυπας είναι τόσο γρήγορο

που είναι αδύνατον να διέλθουμε από μέσα της μέσω χρονοειδούς καμπύλης ή ακόμα και

φωτοειδούς – όπως φαίνεται από το διάγραμμα Kruskal, τέτοιες καμπύλες αναπόφευκτα

καταλήγουν στην ιδιομορφία.

Παρόλο που η ύπαρξη και των τεσσάρων περιοχών του χωροχρόνου που εμφανίζονται

σε συντεταγμένες Kruskal (μέγιστη επέκταση της λύσης Schwarzschild) είναι αποδεκτή

ως λύση των εξισώσεων του Einstein, σε περιπτώσεις σχηματισμού μελανών οπών από

κατάρρευση άστρου, μόνο οι περιοχές Ι και ΙΙ (όχι ολόκληρες) θεωρούνται φυσικές.

Η ύπαρξη των ΙΙΙ και IV θα απαιτούσε ύπαρξη κατάλληλων αρχικών συνθηκών για το

σύμπαν, τέτοιων ώστε οι ιδιομορφίες r = 0 να υπήρχαν εξαρχής. ΄Ομως δεν έχουμε

κανένα λόγω να υποθέσουμε ότι υπάρχουν τέτοιες αρχικές συνθήκες. Επομένως θα

θεωρούμε ως φυσικές περιοχές μόνο τις Ι και ΙΙ και μελανές οπές που προκύπτουν από

κατάρρευση άστρων, όπως στο παρακάτω σχήμα:
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2.2.8 Διαγράμματα Penrose

Για να μελετήσουμε ολικά τη αιτιακή δομή του χωροχρόνου, και ιδιαίτερα στο άπειρο,

θα θέλαμε να μετασχηματίσουμε την μετρική έτσι ώστε τα σημεία στο άπειρο να απο-

κτήσουν πεπερασμένες τιμές στις νέες συντεταγμένες, άλλα παράλληλα να μην αλλάξει

η αιτιακή δομή του χωροχρόνου. Δηλαδή θα θέλαμε να αλλάξει μόνο η κλίμακα και όχι

οι γωνίες στο χωροχρονικό διάγραμμα. Είδαμε στο κεφ. ότι τέτοιοι μετασχηματισμοί

ονομάζονται σύμμορφοι και η μετρική που προκύπτει μετά από τέτοιο μετασχηματισμό

είναι g̃ = ω2(x) g. Τα διαγράμματα Penrose κάνουν ακριβώς αυτήν την δουλειά, συμπυ-

κνώνοντας το χωροχρονικό διάγραμμα σε ένα δισδιάστατο πεπερασμένο διάγραμμα.

Θα ξεκινήσουμε με το ποιο απλό παράδειγμα του επίπεδου χωροχρόνου Minkowski.
Η μετρική Minkowski σε πολικές συντεταγμένες είναι ds2 = − dt2 + dr2 + r2 dΩ2

.

Ο μετασχηματισμός που θα κάνουμε αφορά μόνο τις συντεταγμένες t και r με πεδίο

ορισμού −∞ < t <∞ και 0 ≤ r <∞. Θεωρούμε τις φωτοειδείς συντεταγμένες:

u =
1

2
(t+ r)

v =
1

2
(t− r)

με πεδίο ορισμού −∞ < u <∞ και 0 < v <∞, v ≤ u. Οι φωτοειδείς καμπύλες τώρα

δίνονται από τις u = σταθ. και v = σταθ.
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Στις συντεταγμένες αυτές η μετρική είναι:

ds2 = −4 du dv + (u− v)2 dΩ2

Για να αποκτήσουν οι συντεταγμένες των σημείων στο άπειρο πεπερασμένες τιμές,

κάνουμε τους εξής μετασχηματισμούς συντεταγμένων:

p = tan−1 u

q = tan−1 v

Τώρα τα πεδία ορισμού των συντεταγμένων είναι −π/2 < p < π/2, −π/2 < q < π/2
με q ≤ p. Για να βρούμε τη μετρική στις συντεταγμένες p και q βρίσκουμε τα διαφορικά

du και dv:

du =
dp

cos2 p
= sec2 p dp , dv =

dq

cos2 q
= sec2 q dq

Επίσης

(u− v)2 = (tan p− tan q)2 =
(sin p cos q − cos p sin q)2

cos2 p cos2 q
= sin2(p− q) sec2 p sec2 q



2.2 Εισαγωγή στην Γενική Σχετικότητα 55

Επομένως η μετρική είναι:

ds2 = sec2 p sec2 q
[
−4 dp dq + sin2(p− q) dΩ2

]
Μπορούμε να βελτιώσουμε τη μετρική αυτή αν μετασχηματίσουμε τις φωτοειδείς συντε-

ταγμένες p και q σε μια χρονοειδή και μια χωροειδή συντεταγμένη η και ξ αντίστοιχα:

η = p+ q , −π < η < π

χ = p− q , 0 ≤ χ < π

Επειδή 2 dp = dη + dχ και 2 dq = dη − dχ, οπότε 4 dp dq = dη2 − dχ2
, και

cos(p) sin(q) = 1
2
[cos(η) + cos(χ)] ≡ ω, έχουμε

ds2 = ω−2
[
− dη2 + dχ2 + sin2(χ) dΩ2

]
Αυτή είναι η μετρική του επίπεδου χωροχρόνου Minkowski σε συντεταγμένες η και χ.
Βλέπουμε αμέσως ότι η μετρική αυτή είναι σύμμορφη με τη μετρική:

ds̃2 = − dη2 + dχ2 + sin2(χ) dΩ2

επειδή

ds̃2 = ω2 ds2

Η ‘‘αφύσικη’’ μετρική ds̃2
δεν είναι μετρική του επιπέδου χωροχρόνο Minkowski, δεν

είναι καν λύση των εξισώσεων του Einstein στο κενό. Η μετρική της μορφής αυτής
∗

είναι ακριβώς η Lorentz μετρική του ‘‘τετραδιάστατου κυλίνδρου’’ R × S3
(κύλινδρος

του Einstein) και περιγράφει το στατικό σύμπαν του Einstein (στατική λύση των εξι-

σώσεων του Einstein παρουσία ιδανικού ρευστού και με θετική κοσμολογική σταθερά).

Η διαφορά είναι ότι στον R × S3
το πεδίο ορισμού της χρονοειδούς συντεταγμένης η

είναι −∞ < η <∞. Επομένως ο χωρόχρονος Minkowski (R4, ηab) είναι σύμμορφος με

μια ανοιχτή περιοχή του στατικού σύμπαντος του Einstein (R × S3, g̃ab). Αν ενσωμα-

τώσουμε τον κύλινδρο του Einstein για σταθερές γωνιακές συντεταγμένες στον R3
, θα

πάρουμε έναν δισδιάστατο κύλινδρο όπως στο παρακάτω σχήμα:

∗
Η μετρική της 3-σφαιρας είναι ds̃2 = dχ2 + sin2(χ) dΩ2
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Η περιοχή με το γκρι χρώμα αντιπροσωπεύει τον χωρόχρονο Minkowski και το σύνορο

της λέγεται σύμμορφο άπειρο (conformal infinity) του χωροχρόνου Minkowski.
Το σύνορο αυτό χωρίζεται σε πέντε μέρη:

i+ = μελλοντικό χρονοειδές άπειρο (η = π, χ = 0)

i0 = χωροειδές άπειρο (η = 0, χ = π)

i− = παρελθοντικό χρονοειδές άπειρο (η = −π, χ = 0)

I+
= μελλοντικό φωτοειδές άπειρο (η = π − χ, 0 < χ < π)

I− = παρελθοντικό φωτοειδές άπειρο (η = −π + χ, 0 < χ < π)

Σημειώνουμε ότι τα i+, i0, i− είναι σημεία ενώ τα I+
, I− τρισδιάστατες φωτοειδείς επι-

φάνειες (R × S2
). ΄Ολες οι χρονοειδείς γεωδαισιακές ξεκινούν στο i− και καταλήγουν

στο i+, όλες οι χωροειδείς γεωδαισιακές ξεκινούν και καταλήγουν στο i0 και όλες οι

φωτοειδείς γεωδαισιακές ξεκινούν στο I− και καταλήγουν στο I+
. Οι ακτινικές φω-

τοειδείς γεωδαισιακές σχηματίζουν γωνίες ±45◦ με την κατακόρυφο. Είναι δυνατόν να

υπάρχουν χρονοειδείς καμπύλες που είναι ασυμπτωτικά φωτοειδείς, όταν για παράδειγμα

ένα σωματίδιο επιταχύνεται ομοιόμορφα όλο τον χρόνο και η ταχύτητα του τείνει στην

ταχύτητα του φωτός για t→∞ .

Με την βοήθεια του σύμμορφου απείρου γίνεται ο ορισμός του ασυμπτωτικά επίπεδου

χωροχρόνου: αν το σύμμορφο άπειρο του είναι ακριβώς ίδιο με το σύμμορφο άπειρο του

χωροχρόνου Minkowski, τότε ο χωρόχρονος αυτός είναι ασυμπτωτικά επίπεδος.

Επειδή είναι δύσκολο να σχεδιάζουμε χωροχρονικά διαγράμματα στον κύλινδρο του

Einstein, μπορούμε να ‘‘ξετυλίξουμε’’ την περιοχή που αντιστοιχεί στον χωρόχρονο

Minkowski ώστε να πάρουμε το παρακάτω διάγραμμα, γνωστό ως διάγραμμα Pen-
rose του χωροχρόνου Minkowski:

Τα διαγράμματα Penrose είναι περισσότερο χρήσιμα για την μελέτη των μελανών

οπών, για αυτό και στα επόμενα θα προσδιορίσουμε το διάγραμμα Penrose της λύσης
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Kruskal. Στην ουσία θα χρειαστεί να κάνουμε τα ίδια που κάναμε για τον χωρόχρονο

Minkowski.

Η μετρική Schwarzschild στις συντεταγμένες u, v (Eddington - Finkelstein) για

την περιοχή Ι είναι (2.16):

ds2 = −
(

1− 2GM

r

)
du dv + r2 dΩ2

Κάνουμε τον ίδιο μετασχηματισμό συντεταγμένων που κάναμε για τον επίπεδο χωρό-

χρονο, ώστε να φέρουμε το άπειρο σε πεπερασμένες τιμές συντεταγμένων:

u = tan(p)

v = tan(q)

−π/2 < q < p < π/2

Βρίσκουμε το du dv:

du dv = sec2(p) sec2(q) dp dq

Επομένως η μετρική γίνεται:

ds2 = sec2(p) sec2(q)

[
−
(

1− 2GM

r

)
dp dq + cos2(p) cos2(q)r2 dΩ2

]
Χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι:

r∗ =
1

2
(u− v) = sin(p− q) sec(p) sec(q)

έχουμε:

ds̃2 = −
(

1− 2GM

r

)
dp dq +

( r
r∗

)2

sin2(p− q) dΩ2

ds̃2 = ω2 ds2

όπου ω = cos(p) cos(q) είναι ο ίδιος σύμμορφος παράγοντας που είχαμε χρησιμοποιήσει

για τον επίπεδο χωρόχρονο Minkowski. Παρατηρούμε ότι επειδή lim
r→∞

r/r∗ = 1, η μετρι-

κή αυτή στο άπειρο είναι ακριβώς ίδια με τη σύμμορφη μετρική Minkowski, δηλαδή είναι

ασυμπτωτικά επίπεδη, όπως είχαμε πει. Συμπεραίνουμε ότι ο χωρόχρονος Schwarzschild
θα έχει το ίδιο σύμμορφο άπειρο με τον χωρόχρονο Minkowski και επομένως τα I±,
i± και i0 σχεδιάζονται όπως στο διάγραμμα Penrose του χωροχρόνου Minkowski. Οι

ιδιομορφίες στο r = 0 σχεδιάζονται ως ευθείες γραμμές που εκτείνονται από το χρονοει-

δές άπειρο του ενός ασυμπτωτικά επιπέδου χωροχρόνου Ι μέχρι το χρονοειδές άπειρο

του ΙΙΙ. Παρακάτω φαίνεται το διάγραμμα Penrose του χωροχρόνου Schwarzschild σε

συντεταγμένες Kruskal. Επίσης έχουν σχεδιαστεί δύο χρονοειδείς καμπύλες σταθερού

r που καταλήγουν στο i+, και δυο χωροειδείς καμπύλες σταθερού t.
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Σχήμα 2.5: Διάγραμμα Penrose του χωροχρόνου Schwarzschild σε συντεταγμένες Kru-
skal

Τέλος, παρουσιάζουμε το διάγραμμα Penrose μιας μελανής οπής Schwarzschild που

δημιουργείται από σφαιρικά συμμετρική κατάρρευση άστρου. Μας ενδιαφέρει μόνο το

εξωτερικό του άστρου και όχι το εσωτερικό του. Η επιφάνεια του άστρου είναι μια χρο-

νοειδής καμπύλη. Ο χωρόχρονος έξω από το άστρο είναι Schwarzschild και επομένως

στο διάγραμμα Penrose η περιοχή έξω από το άστρο είναι ίδια με τα αντίστοιχα κομμάτια

των περιοχών Ι και ΙΙ στο διάγραμμα Penrose για λύση Kruskal. Οι περιοχές ΙΙΙ και

IV δεν υπάρχουν για τους λόγους που εξηγήσαμε στην παρουσίαση του διαγράμματος

Kruskal για σφαιρικά συμμετρική κατάρρευσης άστρου.

Σχήμα 2.6: Διάγραμμα Penrose για σφαιρικά συμμετρική κατάρρευση άστρου
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Στο κεφάλαιο αυτό θα αποδείξουμε ότι οι μελανές οπές εκπέμπουν θερμική ακτινοβολία,

γνωστή ως ακτινοβολία Hawking προς τιμήν του Stephen Hawking που το απέδειξε

πρώτος, και σταδιακά εξατμίζονται. Θα ξεκινήσουμε με μία σύντομη εισαγωγή στην

Κβαντική Θεωρία Πεδίου στον επίπεδο και καμπυλωμένο χωροχρόνο.

3.1 Κβαντική Θεωρία Πεδίου στον χωροχρόνο

Minkowski

3.1.1 Κβάντωση βαθμωτού πεδίου στον χωροχρόνο Min-
kowski

Στην ενότητα αυτή θα γίνει μια σύντομη εισαγωγή στην Κβαντική θεωρία πεδίου

στον επίπεδο χωροχρόνο Minkowski. Θα περιορίσουμε τη μελέτη μας στα βαθμωτά

πεδία.

΄Ενα βαθμωτό πεδίο φ(t,x) ορισμένο σε όλα τα σημεία (t,x) του 4-διάστατου χω-

ροχρόνου (Minkowski) ικανοποιεί την εξίσωση Klein - Gordon:

(∂µ∂µ −m2)φ = 0 (3.1)

όπου m είναι η μάζα ενός κβάντου του πεδίου φ (όταν κβαντωθεί) και ∂µ∂µ = ηµν∂ν∂µ
όπου ηµν είναι η μετρική Minkowski με ίχνος (−+ ++). Στα επόμενα θα συμβολίζουμε

τα σημεία (t,x) του χωροχρόνου και με το x.
Η εξίσωση Klein - Gordon προκύπτει από την Λαγκρανζιανή πυκνότητα Klein -

Gordon:

L = −1

2
(∂µφ∂µφ+m2φ2) (3.2)

Αν απαιτήσουμε η μεταβολή της δράσης

S =

∫
L d4x
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ως προς το φ να είναι μηδέν:

δS = 0

Θα πάρουμε την εξίσωση Euler - Lagrange:

∂L
∂φ
− ∂µ

∂L
∂(∂µφ)

= 0 (3.3)

Αντικαθιστώντας την Λαγκρανζιανή πυκνότητα 3.2 στην εξίσωση αυτή έχουμε:

−m2φ+ ∂µ∂
µφ = 0

που είναι ακριβώς η εξίσωση Klein - Gordon 3.1.

΄Ενα σύνολο λύσεων της 3.1 είναι τα επίπεδα κύματα:

uk(t,x) ∝ ei(k·x−ωt) = eik
µxµ

όπου kµ = (ω,k) είναι το κυματάνυσμα και η συχνότητα ω ικανοποιεί τη σχέση διασπο-

ράς:

ω2 = k2 +m2

Για να γράψουμε την γενική λύση, πρέπει να κατασκευάσουμε ένα πλήρες ορθοκανο-

νικό σύνολο λύσεων (modes). Για το σκοπό αυτό πρέπει πρώτα ορίζουμε το εσωτερικό

γινόμενο ως προς το οποίο οι λύσεις πρέπει να είναι ορθοκανονικές:

〈φ1, φ2〉 = −i
∫

Σt

(φ1∂tφ
∗
2 − φ∗2∂tφ1) d3x (3.4)

όπου Σt μια χωροειδής υπερεπιφάνεια ταυτοχρονίας για κάποιο t.
Εφαρμόζοντας το εσωτερικό γινόμενο αυτό σε δύο επίπεδα κύματα με διαφορετικά

κυματανύσματα θα έχουμε:

〈ei(k·x−ωt), ei(k′·x−ω′t)〉 = −i
∫

Σt

[
ei(k·x−ωt)∂te

−i(k′·x−ω′t) − e−i(k′·x−ω′t)∂tei(k·x−ωt)
]

d3x

= −i
∫

Σt

[
i(ω′ + ω)ei(ω

′−ω)tei(k·x−k
′·x)
]

d3x

= (ω′ + ω)ei(ω
′−ω)t(2π)3δ(3)(k − k′)

Επομένως ένα ορθοκανονικό σύνολο λύσεων της 3.1 είναι:

uk =
ei(k·x−ωt)√

2ω(2π)3
(3.5)

〈uk, uk′〉 = δ(3)(k − k′)
Θα έχουμε πάντα ω > 0 και συμπληρώνουμε το σύνολο των λύσεων αυτών με τις

μιγαδικές συζυγείς λύσεις u∗k(x). Οι λύσεις uk(x) λέγονται θετικής συχνότητας

ως προς το t εννοώντας ότι είναι ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή ∂/∂t:

∂tuk(x) = −iωuk(x) , ω > 0
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ενώ οι λύσεις u∗k(x) λέγονται αρνητικής συχνότητας:

∂tu
∗
k(x) = iωu∗k(x) , ω > 0

Οι uk(x) και u∗k αποτελούν ένα πλήρες ορθοκανονικό σύνολο λύσεων καθώς:

〈uk, u∗k′〉 = 0 , 〈u∗k, u∗k′〉 = −δ(3)(k − k′)

Επομένως μπορούμε τώρα να γράψουμε την γενική λύση της εξίσωσης Klein - Gordon
3.1 ως γραμμικώς συνδυασμός των uk(x) και u∗k:

φ(x) =

∫
d3k[akuk(x) + a∗ku

∗
k(x)]

Προχωράμε τώρα στην κβάντωση της κλασικής θεωρίας ελεύθερου βαθμωτού πεδίου.

Προάγουμε το βαθμωτό πεδίο φ(x) στον τελεστή φ̂(x) στην εικόνα του Heisenberg
(στην οποία οι τελεστές εξαρτώνται από τον χρόνο και όχι οι κβαντικές καταστάσεις)

και επιβάλλουμε τις παρακάτω σχέσεις μετάθεσης:

[φ̂(t,x), φ̂(t,x′)] = 0

[π̂(t,x), π̂(t,x′)] = 0

[φ̂(t,x), π̂(t,x′] = iδ(3)(x− x′)

όπου π̂(x) είναι η συζυγής ορμή του φ̂(x) που ορίζεται ως:

π =
∂L

∂(∂0φ)
= φ̇

όπου L είναι η Λαγκρανζιανή πυκνότητα Klein - Gordon. Η τελευταία σχέση μετάθεσης

είναι διάφορη του μηδενός μόνο όταν x = x′, κάτι που προκύπτει από την απαίτηση της

αιτιότητας: οι τελεστές που είναι χωροειδώς διαχωρισμένοι δεν μπορούν να επηρεάζουν

ο ένας τον άλλον.

Ο τελεστής πεδίου φ̂(x) εκφράζεται ως γραμμικώς συνδυασμός των τελεστών

δημιουργίας â†k και καταστροφής âk:

φ̂(x) =

∫
d3k[âkuk(x) + â†ku

∗
k(x)]

που ικανοποιούν τις παρακάτω σχέσεις μετάθεσης:

[âk, âk′ ] = 0

[â†k, â
†
k′ ] = 0

[âk, â
†
k′ ] = δ(3)(k − k′)

Ορίζουμε την κατάσταση κενού (ή κατάσταση χωρίς σωματίδια) |0〉 ως

âk|0〉 = 0 , ∀k
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Από την κατάσταση αυτή μπορούν να κατασκευαστούν όλες οι άλλες καταστάσεις που

γεννούν τον χώρο Hilbert, δρώντας πάνω της με τους τελεστές δημιουργίας:

â†k|0〉 = |1k〉

όπου |1k〉 είναι κατάσταση ενός σωματιδίου με κυματάνυσμα k. Ομοίως μπορούμε να

κατασκευάσουμε πολυσωματιδιακές καταστάσεις αν δράσουμε στην κατάσταση κενού

n1 φορές με τον τελεστή â†k1 , n2 φορές με τον με τον â†k2 , και ούτω καθεξής:

|n1, n2, . . . , nj〉 =
1√

n1!n2! . . . nj!
(â†k1)

n1(â†k2)
n2 · · · (â†kj)

nj |0〉

Τέτοιες πολυσωματιδιακές καταστάσεις λέγονται καταστάσεις Fock, στην αναπαράστα-

ση αριθμού κατάληψης, και αποτελούν βάση του χώρου καταστάσεων Fock (άμεσο ά-

θροισμα τανυστικού γινομένου χώρων Hilbert ενός σωματιδίου). Στην κατάσταση αυτή

έχουμε n1 σωματίδια με ορμή k1, n2 σωματίδια με ορμή k2 και ούτω καθεξής. Δρών-

τας μια φορά με τον τελεστή δημιουργίας σε μια τέτοια κατάσταση, προστίθεται ένα

σωματίδιο:

â†ki |n1, n2, . . . , nj〉 =
√
ni + 1|n1, n2, . . . , ni + 1, . . . , nj〉

ενώ δρώντας μια φορά με τον τελεστή καταστροφής, αφαιρείται ένα σωματίδιο:

âki |n1, n2, . . . , nj〉 =
√
ni|n1, n2, . . . , ni − 1, . . . , nj〉

Παρατηρούμε ότι αν δράσουμε πρώτα με τον τελεστή καταστροφής και έπειτα με τον

τελεστή δημιουργίας (με το ίδιο κυματάνυσμα), παίρνουμε:

â†ki âki |n1, n2, . . . , ni, . . . , nj〉 = ni|n1, n2, . . . , ni, . . . , nj〉

Δηλαδή η κατάσταση |n1, n2, . . . , nj〉 και το ni (αριθμός σωματιδίων στο mode με ki)
είναι ιδιοκατάσταση και ιδιοτιμή, αντίστοιχα, του τελεστή:

n̂ki ≡ â†ki âki

που λέγεται τελεστής αρίθμησης για το mode με ki. Επιπλέον ορίζουμε τον τελε-

στή:

N̂ =
∑
`

n̂k` =
∑
`

â†k` âk`

Τα διανύσματα της βάσης Fock είναι ιδιοδιανύσματα του N̂ :

N̂ |n1, n2, . . . , nj〉 =
∑
`

n̂k` |n1, n2, . . . , nj〉 =

(∑
`

n`

)
|n1, n2, . . . , nj〉

με ιδιοτιμές N =
∑

` n` που δίνουν τον συνολικό αριθμό σωματιδίων στην συγκεκριμένη

κατάσταση Fock.
Η Χαμιλτονιανή του ελευθερου βαθμωτού πεδίου φ είναι:

H =

∫
H d3x
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όπου η Χαμιλτονιανή πυκνότητα H υπολογίζεται από τη σχέση:

H(φ, π) = πφ̇− L(φ, ∂µφ)

όπου L είναι η Λαγκρανζιανή πυκνότητα Klein - Gordon 3.2. Επομένως είναι:

H = φ̇2 +
1

2
(∂µφ∂µφ+m2φ2)

=
1

2
φ̇2 +

1

2
(∇φ)2 +

1

2
m2φ2

H =
1

2

∫ [
φ̇2 + (∇φ)2 +m2φ2

]
d3x

Η Χαμιλτονιανή μπορεί να γραφτεί με τους τελεστές δημιουργίας και καταστροφής:

H =
1

2

∫ [
â†kâk + âkâ

†
k

]
ω d3k

Με τη βοήθεια της σχέσης μετάθεσης [âk, â
†
k′ ] = δ(3)(k− k′) η Χαμιλτονιανή γράφεται

ως:

H =

∫
â†kâkω d3k +

1

2

∫
δ(3)(0)ω d3k

=

∫ [
n̂k +

1

2
δ(3)(0)

]
ω d3k

Με παρόμοιο τρόπο ορίζεται ο τελεστής της ολικής ορμής:

P i =

∫
n̂kk

i d3k

Και οι δύο τελεστές H και P i
μετατίθονται με τον τελεστή N̂ :

[N̂ ,H] = [N̂ , P i] = 0

Αυτό σημαίνει ότι οι ιδιοκαταστάσεις του N̂ είναι ιδιοκαταστάσεις και των H, P . Για

κάθε αύξηση του ni (μέση τιμή του n̂i) κατά ένα, οι μέσες τιμές των H και P αυξάνονται

κατά ένα ωi και ki αντίστοιχα. Αυτό δικαιολογεί την υπόθεση μας ότι το ni είναι ο

αριθμός των σωματιδίων (κβάντων πεδίου) ενέργειας ωi και ορμής ki το καθένα και ότι

η κατάσταση |n1, n2, . . . , nj〉 περιέχει n1 σωματίδια με ορμή k1, n2 σωματίδια με ορμή

k2 κ.ο.κ.

Ας δούμε τις μέσες τιμές των H και P στο κενό. Η μέση τιμή του τελεστή της

ολικής ορμής είναι μηδέν:

〈0|P |0〉 = 0

επειδή 〈0|n̂i|0〉 = 0,∀i. ΄Ομως το ίδιο δεν ισχύει για την ενέργεια του κενού. ΄Εχουμε:

〈0|H|0〉 =

∫
1

2
δ(3)(0)ω d3k
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Το ολοκλήρωμα αυτό αποκλίνει, δηλαδή η πυκνότητα ενέργειας του κενού είναι άπειρη.

Ωστόσο το πρόβλημα αυτό αντιμετωπίζεται εύκολα στον επίπεδο χωρόχρονο. Επειδή

μόνο οι διαφορές στην ενέργεια είναι μετρήσιμες, μπορούμε απλώς να αγνοήσουμε τον ό-

ρο
1
2
δ(3)(0)ω. Η διαδικασία αυτή είναι γνωστή ως ανακανονικοποίηση (renormalization)

της ενέργειας του κενού. Επομένως θα θεωρούμε ότι η Χαμιλτονιανή είναι:

H =

∫
â†kâkω d3k , 〈0|H|0〉 = 0

3.2 Κβαντική Θεωρία Πεδίου στον καμπυλωμέ-

νο χωροχρόνο

3.2.1 Κβάντωση βαθμωτού πεδίου στον καμπυλωμένο χω-

ροχρόνο

Ως γνωστόν, ακόμα δεν έχει βρεθεί η πλήρης κβαντική θεωρία της βαρύτητας και

ως εκ τούτου η κβάντωση του πεδίο στον καμπύλο χωροχρόνο γίνεται ακολουθώντας

την ημικλασική προσέγγιση. Η δυσκολία στην κβάντωση της θεωρίας οφείλεται στο

ότι η βαρύτητα διαφέρει από τις άλλες δυνάμεις της φύσης – το βαρυτικό πεδίο αλλη-

λεπιδρά με τον εαυτό του. Η μετρική gµν παίζει διπλό ρόλο, από την μία είναι το πεδίο

που περιγράφει την βαρυτική αλληλεπίδραση ανάμεσα στα σωματίδια και από την άλλη

είναι ένα γεωμετρικό αντικείμενο που περιέχει την πληροφορία για την δομή του χω-

ροχρόνου. Επομένως η κβάντωση της θεωρίας θα απαιτούσε κβάντωση του ίδιου του

χωροχρόνου ο οποίος είναι δυναμικός σε αντίθεση με τον χωροχρόνο Minkowski στον
οποίο η κβάντωση ήταν δυνατή.

Στην ημικλασική προσέγγιση που θα ακολουθήσουμε, θα αντικαταστήσουμε την

μετρική Minkowski ηµν με την πιο γενική μετρική gµν του καμπυλωμένου χωροχρόνου,

χωρίς όμως να την κβαντώσουμε (να την προάγουμε σε τανυστή) – θα κβαντώνουμε

μόνο τα πεδία ύλης όπως και στην περίπτωση του επιπέδου χωροχρόνου. Επομένως ο

τανυστής ενέργειας - ορμής θα είναι τελεστής και η κλασσική μετρική gµν θα ικανοποιεί

τις τροποποιημένες εξισώσεις του Einstein:

Gµν = 8π〈T̂µν〉

όπου 〈T̂µν〉 είναι η μέση (αναμενόμενη) τιμή του τελεστή ενέργειας - ορμής σε κάποια

κβαντική κατάσταση της ύλης. Μια τέτοια προσέγγιση είναι καλή στις περισσότερες

περιπτώσεις, εκτός από περιοχές κοντά στις χωροχρονικές ιδιομορφίες.

Ξεκινάμε με τον προσδιορισμό της εξίσωσης Klein - Gordon στον καμπυλωμένο

χωρόχρονο. Η Λαγκρανζιανή πυκνότητα του πεδίου Klein - Gordon στον καμπυλωμένο

χωρόχρονο έχει την παρακάτω συναλλοίωτη μορφή:

L = −1

2

√
−g
(
gµν∂µφ∂νφ+m2φ2 + ξRφ2

)
όπου g = det(gµν), φ είναι το βαθμωτό πεδίο, m είναι η μάζα του κβάντου του πεδί-

ου φ, ξ είναι μια αδιάστατη σταθερά σύζευξης και R είναι το βαθμωτό του Ricci. Η

Λαγκρανζιανή αυτή μοιάζει αρκετά με αυτήν που είδαμε στην περίπτωση του επιπέδου
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χωροχρόνου Minkowski. Η κύρια διαφορά είναι στην ύπαρξη του όρου ξRφ2
ο οποίος

εκφράζει την αλληλεπίδραση του βαθμωτού πεδίου φ με το βαρυτικό πεδίο. Ο συγκεκρι-

μένος όρος έχει προστεθεί επειδή είναι ο μόνος όρος με τις σωστές διαστάσεις. Επίσης

για ξ = (n − 2)/(4n − 4) = 1/6, όπου n = 4 είναι η διάσταση του χωροχρόνου, η

δράση S =
∫
L d4x είναι σύμμορφα αναλλοίωτη στην άμαζη περίπτωση m = 0, δηλαδή

η Λαγκρανζιανή πυκνότητα δεν αλλάζει στον σύμμορφο μετασχηματισμό της μετρικής

gµν και του πεδίου φ:

gµν → g̃µν = ω2gµν , φ→ φ̃ = ω1−n/2φ = ω−1φ , n = 4

Lg[φ] = Lg̃[φ̃]

Στην περίπτωση αυτή η σταθερά ξ ονομάζεται σύμμορφη σταθερά σύζευξης.

Αντικαθιστώντας την Λαγκρανζιανή πυκνότητα αυτή στην εξίσωση Euler - Lagrnage
3.3 παίρνουμε: √

−g(−m2 − ξR)φ− ∂µ(−
√
−ggµν∂νφ) = 0⇒

�φ−m2φ− ξRφ = 0 (3.6)

όπου

� =
∂µ(
√
−ggµν∂ν)√
−g

Το βαθμωτό γινόμενο 3.4 γενικεύεται σε:

〈φ1, φ2〉 = −i
∫

Σ

(φ1∂µφ
∗
2 − φ∗2∂µφ1)nµ

√
−gΣ dΣ (3.7)

όπου nµ είναι ένα μελλοντικά κατευθυνόμενο μοναδιαίο διάνυσμα, ορθογώνιο στην χω-

ροειδή υπερεπιφάνεια Σ (που επιλέγεται να είναι μια επιφάνεια Cauchy στον υπερβολικό

χωροχρόνο) και
√
−gΣ dΣ είναι το στοιχείο όγκου στην Σ. Αποδεικνύεται ότι η τιμή

του 〈φ̂1, φ̂2〉 είναι ανεξάρτητη της Σ.

Προχωράμε τώρα στην κβάντωση του πεδίου όπως και στην περίπτωση χωροχρόνου

Minkowski, προάγοντας το βαθμωτό πεδίο φ(x) σε τελεστή φ̂(x) και επιβάλλοντας τις

σχέσεις μετάθεσης:

[φ̂(t,x), φ̂(t,x′)] = 0

[π̂(t,x), π̂(t,x′)] = 0

[φ̂(t,x), π̂(t,x′] =
i√
−g

δ(3)(x− x′)

όπου η συζυγής ορμή του φ(x) είναι:

π =
∂L

∂(∂0φ)
=
√
−g φ̇

Ο τελεστής πεδίου μπορεί να αναπτυχθεί ως:

φ̂(x) =
∑
i

[âiui(x) + â†iu
∗
i (x)]
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όπου οι τελεστές âi και â
†
i ικανοποιούν τις σχέσεις μετάθεσης:

[âi, âj] = [â†i , â
†
j] = 0

[âi, â
†
j] = δij

Οι ui(x) αποτελούν ένα (αυθαίρετο) πλήρες σύνολο λύσεων της 3.6 οι οποίες είναι

ορθοκανονικές ως προς το εσωτερικό γινόμενο 3.7:

〈ui, uj〉 = δij , 〈u∗i , u∗j〉 = δij , 〈ui, u∗j〉 = 0

Η κατασκευή της κατάστασης του κενού, του χώρου Fock, των τελεστών αρίθμησης

κτλ. γίνεται ακριβώς με τον ίδιο τρόπο όπως στην περίπτωση χωροχρόνου Minkowski.
Δηλαδή το κενό ορίζεται ως:

âi|0〉 = 0 , ∀i

από το οποίο προκύπτουν όλες οι υπόλοιπες καταστάσεις, δρώντας με τους τελεστές âi
και â†i .

΄Ομως υπάρχει μια πολύ σημαντική διαφορά από την περίπτωση του χωροχρόνου Min-
kowski. Τα modes ui(x) στην περίπτωση του χωροχρόνου Minkowski 3.5, είχαν επιλε-

γεί με τέτοιο τρόπο ώστε να είναι προσαρμοσμένα στο φυσικό σύστημα συντεταγμένων

(t, x, y, z). Πιο συγκεκριμένα, τα ui(x) ήταν ιδιοσυναρτήσεις του χρονοειδούς διανυ-

σματικού πεδίου Killing ∂/∂t, ορθογώνιου στις χωροειδείς υπερεπιφάνειες t = σταθ.

του χωροχρόνου Minkowski, με ιδιοτιμές −iω για ω > 0 (modes θετικής συχνότητας).

΄Ομως στην περίπτωση του καμπύλου χωροχρόνου, εν γένει δεν θα υπάρχουν global
διανυσματικά πεδία Killing ως προς τα οποία θα μπορούσαμε να ορίσουμε με παρόμοιο

τρόπο τα modes θετικής (και αρνητικής) συχνότητας σε όλο τον χωροχρόνο. Με άλλα

λόγια η ομάδα Poincare δεν είναι ομάδα συμμετρία στον καμπύλο χωροχρόνο.

3.2.2 Μετασχηματισμοί Bogolyubov

Εξηγήσαμε προηγουμένως ότι το πλήρες ορθοκανονικό σύνολο modes {ui} επιλέ-

χθηκε αυθαίρετα και εν γένει υπάρχουν πολλές άλλες δυνατές επιλογές τέτοιων συνό-

λων. Ας υποθέσουμε ότι {ūi} είναι ένα άλλο πλήρες ορθοκανονικό σύνολο από modes.

Τότε η ανάπτυξη του πεδίου φ̂(x) ως προς το σύνολο αυτό θα είναι:

φ̂(x) =
∑
i

[
b̂iūi(x) + b̂†i ū

∗
i (x)

]
Αυτή η ανάπτυξη ορίζει ένα διαφορετικό κενό, |0̄〉:

b̂i|0̄〉 = 0 , ∀i

και επομένως ορίζεται ένας διαφορετικός χώρος Fock, διαφορετικός τελεστής αρίθμησης

κτλ. Δηλαδή ο αριθμός των σωματιδίων (και γενικά η έννοια του σωματιδίου) στον

καμπύλο χωρόχρονο δεν είναι μοναδικά ορισμένος – εξαρτάται από την επιλογή του

συνόλου των modes στα οποία αναπτύσσουμε το φ̂.
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Ας δούμε πως σχετίζονται μεταξύ τους δύο διαφορετικά σύνολα από modes ui και ūi.
Επειδή τα σύνολα αυτά είναι πλήρη, μπορούμε να γράψουμε τα modes ūi ως γραμμικώς

συνδυασμός των ui και u
∗
i :

ūi =
∑
j

(
αijuj + βiju

∗
j

)
(3.8)

Με τη βοήθεια των σχέσεων ορθοκανονικότητας των modes βρίσκουμε:

〈ūi, ūj〉 =
∑
k`

〈(αikuk + βiku
∗
k) , (αj`u` + βj`u

∗
`)〉 =

∑
k

(αikα
∗
jk − βikβ∗jk) = δij ⇒

AA† −BB† = I (3.9)

〈ūi, ū∗j〉 =
∑
k`

〈(αikuk + βiku
∗
k) ,
(
α∗j`u

∗
` + β∗j`u`

)
〉 =

∑
k

(αikβjk − βikαjk) = 0⇒

ABT −BAT = 0

όπου A και B είναι οι πίνακες με στοιχεία τα αij βij αντίστοιχα.

Με ανάλογο τρόπο μπορούμε να γράψουμε τα modes ui ως γραμμικώς συνδυασμός

των ūi και ū
∗
i :

ui =
∑
j

(
ᾱijūj + β̄ijū

∗
j

)
(3.10)

Αντικαθιστώντας τη σχέση αυτή στην 3.8 έχουμε:

ūi =
∑
j

[
αij
∑
k

(
ᾱjkūk + β̄jkū

∗
k

)
+ βij

∑
k

(
ᾱ∗jkū

∗
k + β̄∗jkūk

)]

=
∑
j,k

[
(αijᾱjk + βijβ̄

∗
jk)ūk + (αijβ̄jk + βijᾱ

∗
jk)ū

∗
k

]
Επομένως ∑

j

(αijᾱjk + βijβ̄
∗
jk) = δik ⇒ AĀ+BB̄∗ = I

∑
j

(αijβ̄jk + βijᾱ
∗
jk) = 0⇒ AB̄ +BĀ∗ = 0

Συνδυάζοντας τις τέσσερις σχέσεις που βρήκαμε για τα A, B, Ā και B̄, παίρνουμε:

A(Ā− A†) +B(B̄∗ +B†) = 0

A(B̄ +BT ) +B(Ā∗ − AT ) = 0

Επομένως

Ā = A† , B̄ = −BT
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και μπορούμε να ξαναγράψουμε την 3.10 ως:

ui =
∑
j

(
α∗jiūj − βjiū∗j

)
(3.11)

Οι μετασχηματισμοί 3.8 και 3.11, από ένα σύνολο λύσεων στο άλλο, είναι γνωστοί ως

μετασχηματισμοί Bogolyubov. Οι πίνακες αij και βij λέγονται συντελεστές

Bogolyubov και υπολογίζονται από τις σχέσεις:

αij = 〈ūi, uj〉

βij = −〈ūi, u∗j〉

Χρησιμοποιώντας τους μετασχηματισμούς Bogolyubov μπορούμε να εκφράσουμε

τους τελεστές âi και â
†
i ως γραμμικώς συνδυασμός των b̂i, b̂

†
i και αντίστροφα. ΄Εχουμε:

âi = 〈φ̂, ui〉

όπου παίρνουμε την ανάπτυξη του φ̂ στα modes ui. Αναπτύσσουμε τώρα το φ̂ στα

modes ūi και χρησιμοποιούμε τους μετασχηματισμούς Bogolyubov για τα ūi και ū
∗
i :

âi =
∑
j

〈(b̂jūj + b̂†jū
∗
j), ui〉 =

∑
j

(
b̂j〈ūj, ui〉+ b̂†j〈ū∗j , ui〉

)
=
∑
j,k

[
b̂j〈(αjkuk + βjku

∗
k) , ui〉+ b̂†j〈

(
α∗jku

∗
k + β∗jkuk

)
, ui〉

]
⇒

âi =
∑
j

(
αjib̂j + β∗jib̂

†
j

)
(3.12)

Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε το b̂i:

b̂i =
∑
j

(
α∗ij âj − β∗ij â

†
j

)
(3.13)

Από τις σχέσεις 3.12 και 3.13 προκύπτει άμεσα ότι:

âi|0̄〉 =
∑
j

β∗ji|1̄j〉 6= âi|0〉 = 0

b̂i|0〉 = −
∑
j

β∗ij|1j〉 6= b̂i|0̄〉 = 0

Αυτό το αποτέλεσμα επιβεβαιώνει την υπόθεση μας ότι οι καταστάσεις κενού |0〉 και |0̄〉
και οι χώροι Fock που προκύπτουν από αυτές είναι διαφορετικοί. Μάλιστα μπορούμε να

υπολογίσουμε τις αναμενόμενες τιμές των τελεστών αρίθμησης n̂i = â†i âi και ˆ̄ni = b̂†i b̂i
στο κενό |0̄〉 και |0〉 αντίστοιχα:

〈0̄|â†i âi|0̄〉 =
∑
j

βjiβ
∗
ji〈1̄j|1̄j〉 ⇒
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〈0̄|n̂i|0̄〉 =
∑
j

|βji|2 6= 〈0|n̂i|0〉 = 0

Ομοίως

〈0|ˆ̄ni|0〉 =
∑
j

|βij|2 6= 〈0̄|ˆ̄ni|0̄〉 = 0

Το συμπέρασμα είναι ότι στο κενό |0〉 ο αριθμός των ū1-σωματιδίων είναι
∑

j |β1j|2,
των ū2-σωματιδίων

∑
j |β2j|2 κ.ο.κ., ενώ ο αριθμός των ui-σωματιδίων είναι μηδέν, ∀i.

Ομοίως, στο κενό |0̄〉 ο αριθμός των u1-σωματιδίων είναι
∑

j |βj1|2, των u2-σωματιδίων∑
j |βj2|2 κ.ο.κ., ενώ ο αριθμός των ūi-σωματιδίων είναι μηδέν, ∀i. Επομένως αυτό

που φαίνεται σαν κενό για έναν παρατηρητή (ή ανιχνευτή σωματιδίων), θα φαίνεται σαν

κατάσταση γεμάτη από σωματίδια για έναν άλλον παρατηρητή. Αυτό οφείλεται εν μέρει

στο ότι η έννοια του σωματιδίου είναι ορισμένη globally (τα modes ορίζονται σε όλο τον

χωροχρόνο) ενώ η ανίχνευση σωματιδίου με μία ανιχνευτική συσκευή είναι διαδικασία

τοπικού χαρακτήρα. Για παράδειγμα, αν ένας χωρόχρονος αποτελείται από μια αρχική

ασυμπτωτικά επίπεδη περιοχή 1 που ακολουθείται από μια περιοχή με καμπυλότητα 2 και

μετά από μία άλλη, τελική, ασυμπτωτικά επίπεδη περιοχή 3, η φυσική ανάπτυξη του φ̂ σε

modes θετικής και αρνητικής συχνότητας θα είναι διαφορετική στις περιοχές 1 και 3, με
αποτέλεσμα οι τελεστές αρίθμησης και οι καταστάσεις κενού στις περιοχές 1 και 3 να

διαφέρουν. Υπενθυμίζουμε ότι στην εικόνα του Heinsenberg από τον χρόνο εξαρτώνται

οι τελεστές και όχι οι καταστάσεις, επομένως αν ως αρχική κατάσταση ορίστηκε να

είναι η |0〉1 (κατάσταση κενού στην περιοχή 1), στην περιοχή 3 θα αλλάξουν μόνο

οι τελεστές αρίθμησης, για τους οποίους όμως η κατάσταση |0〉1 δεν θα είναι κενή.

Επομένως αν ένας παρατηρητής βλέπει κενό στην μια περιοχή, στην άλλη περιοχή θα

ανιχνεύει σωματίδια. Επίσης παίζει ρόλο και η κατάσταση κίνησης του ανιχνευτή, αν για

παράδειγμα στον επίπεδο χωροχρόνο Minkowski ένας αδρανειακός παρατηρητής βλέπει

κενό, ένας επιταχυνόμενος παρατηρητής θα ανιχνεύει σωματίδια (φαινόμενο Unruh).
Τέλος αναφέρουμε ότι όταν ο χωρόχρονος είναι στάσιμος, πάντα θα υπάρχει μια

φυσική επιλογή των modes θετικής και αρνητικής συχνότητας. Ο λόγος για αυτό

είναι ότι, εξ΄ ορισμού, ο στατικός χωρόχρονος έχει παντού ορισμένο ένα χρονοειδές

διανυσματικό πεδίο Killing ξµ. Επομένως θα υπάρχει ένα σύνολο λύσεων {fi} της

εξίσωσης Klein - Gordon 3.6, τέτοιο ώστε

Lξfi = −iωfi , ω > 0

Lξf ∗i = iωf ∗i , ω > 0

παντού στον χωροχρόνο και ανεξαρτήτως της επιλογής συστήματος συντεταγμένων. Οι

λύσεις fi θα ονομάζονται θετικής συχνότητας και οι f ∗i αρνητικής συχνότητας, ως προς

το διανυσματικό πεδίο Killing ξµ.

3.3 Ακτινοβολία Hawking

3.3.1 Παραγωγή σωματιδίων από βαρυτική κατάρρευση

Στην ενότητα αυτή θα παρουσιάσουμε το φαινόμενο της παραγωγής σωματιδίων από

βαρυτική κατάρρευση, όπως υπολογίστηκε από τον Hawking [;]. Θεωρούμε την πιο απλή
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περίπτωση της κατάρρευσης ενός σφαιρικά συμμετρικού, αφόρτιστου και μη περιστρεφό-

μενου σώματος. Επιπλέον, για να απλοποιήσουμε περαιτέρω τα πράγματα, θεωρούμε ότι

το βαθμωτό πεδίο φ̂ είναι άμαζο, m = 0. Η βασική ιδέα είναι ότι στο μακρινό παρελθόν

ο χωρόχρονος θεωρείται ασυμπτωτικά επίπεδος (περιοχή κοντά στο I−, που θα την

ονομάζουμε ‘‘μέσα περιοχή’’ ), οπότε εκεί μπορεί να οριστεί η κατάσταση κενού |0〉in
με τον φυσικό τρόπο όπως στον χωροχρόνο Minkowski. Μετά την κατάρρευση του

σώματος ο χωρόχρονος είναι Schwarzchild, και στο μακρινό μέλλον (περιοχή κοντά στο

I−, που θα την ονομάζουμε ‘‘έξω περιοχή’’ ), όπου ο χωρόχρονος είναι ασυμπτωτικά

επίπεδος, το κενό |0〉out δεν είναι το κενό που έχει οριστεί στην μέσα περιοχή. Επομέ-

νως θα έχουμε παραγωγή σωματιδίων και για να βρούμε τον αναμενόμενο αριθμό τους

πρέπει να βρούμε τους συντελεστές Bogolubov ανάμεσα στην μέσα και έξω περιοχή.

Ο τελεστής πεδίου φ̂ ικανοποιεί την εξίσωση:

�φ̂ = gµν∇νφ̂∇µφ̂ = 0

(έξω από το σώμα είναι R = 0, οπότε δεν υπάρχει ο όρος ξRφ). Κατά τα γνωστά ο

τελεστής φ̂ εκφράζεται ως:

φ̂(x) =
∑
i

[âifi(x) + â†if
∗
i (x)] (3.14)

όπου fi είναι οι λύσεις της κυματικής εξίσωσης fi;µνg
µν = 0 τέτοιες ώστε στο I−

να αποτελούν πλήρες ορθοκανονικό σύνολο λύσεων θετικής συχνότητας (ως προς την

αφινική παράμετρο κατά μήκος των φωτοειδών γεωδαισιακών που γεννούν το το I−).
Οι τελεστές âi και â

†
έχουν την συνήθη φυσική ερμηνεία ως τελεστές καταστροφής και

δημιουργίας για τα εισερχόμενα σωματίδια (που προέρχονται από το I−). Το κενό |0〉in
ορίζεται ως:

âi|0〉in = 0 , ∀i

Επειδή το I− είναι μια επιφάνεια Cauchy, τα άμαζα πεδία είναι πλήρως ορισμένα από τις

αρχικές συνθήκες στο I− και επομένως ο τελεστής πεδίου μπορεί να εκφραστεί στην

μορφή 3.14 παντού στον χωροχρόνο.

Η βαρυτική κατάρρευση οδηγεί στον σχηματισμό ορίζοντα γεγονότων H+
, οπότε

τα εισερχόμενα modes του πεδίου, είτε θα διαπεράσουν τον ορίζοντα είτα θα διαφύγουν

προς το I+
. Οπότε στην περιοχή έξω από τον ορίζοντα γεγονότων τα άμαζα πεδία

μπορούν επίσης να οριστούν πλήρως από τις αρχικές συνθήκες στο H+
και I+

(που

μαζί αποτελούν μια επιφάνεια Cauchy). Επομένως ο τελεστής πεδίου φ̂(x) μπορεί επίσης

να εκφραστεί ως:

φ̂(x) =
∑
i

[b̂ipi(x) + b̂†ip
∗
i (x) + ĉiqi(x) + ĉ†iq

∗
i (x)] (3.15)

όπου το πλήρες ορθοκανονικό σύνολο λύσεων {pi} αποτελείται μόνο από εξερχόμενα

modes (αυτά που διαφεύγουν στο I+
) θετικής συχνότητας (ως προς την αφινική παρά-

μετρο κατά μήκος των φωτοειδών γεωδαισιακών που γεννούν το I+
) και οι τελεστές

b̂i, b̂
†
i ερμηνεύονται ως τελεστές καταστροφής και δημιουργίας για τα εξερχόμενα σωμα-

τίδια. Το πλήρες ορθοκανονικό σύνολο λύσεων {qi} αποτελείται μόνο από εισερχόμενα

modes (που διαπερνούν τον ορίζοντα γεγονότων). ΄Ομως τα qi είναι αυθαίρετα επειδή
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δεν υπάρχει φυσική επιλογή συντεταγμένης ως προς την οποία μπορούν να οριστούν

modes qi θετικής συχνότητας όπως στις ασυμπτωτικά επίπεδες περιοχές I− και I+

(το χρονοειδές διανυσματικό πεδίο Killing δεν είναι ορισμένο παντού στον χωροχρόνο

– στον ορίζοντα γεγονότων αλλάζει από χρονοειδές σε χωροειδές μέσα στην μελανή

οπή). Ωστόσο, η επιλογή του {qi} δεν επηρεάζει το τελικό αποτέλεσμα του αναμενό-

μενου αριθμού σωματιδίων στο I+
επειδή εκεί η μέση τιμή υπολογίζεται με τη βοήθεια

της ανηγμένης μήτρας πυκνότητας ρI+ = Tr{q}ρ ως 〈OI+〉 = Tr(ρI+OI+) και είναι

ανεξάρτητη της επιλογής των qi.
Επειδή τα σύνολα {fi}, {pi} και {qi} είναι ορθοκανονικά μπορούμε να εκφράσουμε

τις λύσεις pi και qi ως γραμμικώς συνδυασμός των fi και f
∗
i :

pi =
∑
j

(
αijfj + βijf

∗
j

)
qi =

∑
j

(
γijfj + ηijf

∗
j

)
Αυτοί είναι οι μετασχηματισμοί Bogolubov από τα modes pi και qi στα fi. Οι αντίστοιχες

σχέσεις μεταξύ των τελεστών b̂i, ĉi και âi, â
†
i είναι:

b̂i =
∑
j

(
α∗ij âj − β∗ij â

†
j

)
ĉi =

∑
j

(
γ∗ij âj − η∗ij â

†
j

)
Ορίσαμε ως αρχική κατάσταση την κατάσταση κενού |0〉in, η οποία δεν περιέχει

σωματίδια στο I−. Επειδή οι συντελεστές Bogolubov βij δεν θα είναι μηδέν εν γένει,

η αρχική κατάσταση |0〉in δεν θα είναι κατάσταση κενού για έναν παρατηρητή στο I+
.

Ο αναμενόμενος αριθμός των εξερχόμενων σωματιδίων στο mode pi θα είναι:

〈0|in b̂†i b̂i|0〉in =
∑
j

|βij|2

Επομένως για να βρούμε τον αριθμό των σωματιδίων που παράγονται από βαρυτική

κατάρρευση έχουμε να υπολογίσουμε τους συντελεστές Bogolubov βij. Στην επόμε-

νη ενότητα θα βρούμε την ασυμπτωτική μορφή των βij που εξαρτάται μόνο από την

επιφανειακή βαρύτητα.

3.3.2 Ακτινοβολία Hawking

Επειδή ο χωρόχρονος είναι σφαιρικά συμμετρικός, οι λύσεις της εξίσωσης κύματος

�φ = 0 θα είναι της μορφής:

φ ∼ r−1Rω`(r)Y`m(θ, ϕ)e−iωt

όπου Y`m(θ, ϕ) είναι οι σφαιρικές αρμονικές και η ακτινική συνάρτηση Rω`(r) ικανοποιεί

την παρακάτω διαφορική εξίσωση:

d2Rω`

dr∗2
+

{
ω2 −

[
`(`+ 1)

r2
+

2M

r3

](
1− 2M

r

)}
Rω` = 0
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όπου r∗ = r + 2M ln
∣∣ r

2M
− 1
∣∣ είναι η συντεταγμένη της χελώνας. Στο I− και I+

,

δηλαδή για r →∞, η εξίσωση αυτή ανάγεται στην:

d2Rω`

dr∗2
+ ω2Rω` = 0

η οποία έχει ως λύσεις τις e±iωr
∗
. Επομένως οι λύσεις στο I− και I+

θα είναι της

μορφής:

r−1Y`m(θ, ϕ)e−iωt±iωr
∗

Αν θέσουμε v = t + r∗ και u = t − r∗ (εισερχόμενη και εξερχόμενη συντεταγμένη

Eddington - Finkelstein αντίστοιχα), οι λύσεις f και p γράφονται:

fω`m ∼ r−1Y`m(θ, ϕ)e−iωv

pω`m ∼ r−1Y`m(θ, ϕ)e−iωu

Οι σταθερές κανονικοποίησης θα προκύψουν από τις σχέσεις κανονικοποίησης:

〈fω`m, fω′`′m′〉 = 〈pω`m, pω′`′m′〉 = δ``′δmm′δ(ω − ω′)

Για παράδειγμα για το f έχουμε:

〈fω`m, fω′`′m′〉 = −i
∫

Σ

(fω`m∂µf
∗
ω′`′m′ − f ∗ω′`′m′∂µfω`m)nµ

√
−gΣ dΣ

Η υπερεπιφάνεια Σ είναι η I− με μετρική gΣ = diag[(1 − 2M/r)−1, r2, r2 sin2 θ], επο-
μένως √

−gΣ = (2M/r − 1)−1/2r2 sin θ

nµ dΣ = (2M/r − 1)1/2(1, 0, 0, 0) dr dϕ dθ

Επίσης στο I− v ≈ t+ r. Επομένως έχουμε:

〈fω`m, fω′`′m′〉 = −i
∫ ∞
−∞

∫ 2π

0

∫ π

0

r2 sin θ dr dϕ dθ

1

r2
Y`mY

∗
`′m′

(
e−iω(t+r)∂te

iω′(t+r) − eiω′(t+r)∂te−iω(t+r)
)

= δ``′δmm′(ω + ω′)e−i(ω−ω
′)t

∫ ∞
−∞

e−i(ω−ω
′)r dr

= 4ωπδ``′δmm′δ(ω − ω′)

όπου χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι:∫ 2π

0

∫ π

0

sin θ Y`mY
∗
`′m′ dϕ dθ = δ``′δmm′∫ ∞

−∞
e−iωr dr = 2πδ(ω)

Ομοίως βρίσκουμε τη σταθερά κανονικοποίησης για το p. Τελικά θα είναι:

fω`m =
Y`m(θ, ϕ)

(4πω)1/2 r
e−iωv (3.16)
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pω`m =
Y`m(θ, ϕ)

(4πω)1/2 r
e−iωu (3.17)

Η ανάπτυξη του φ̂ σε f και f ∗ θα έχει τη μορφή:

φ̂ =
∑
`m

∫ ∞
0

dω[âω`mfω`m + â†ω`mf
∗
ω`m]

Οι λύσεις pω`m μπορούν να εκφραστούν ως γραμμικώς συνδυασμός των fω`m και f ∗ω`m
ως προς το ω, για τις ίδιες τιμές των ` και m (οπότε μπορούμε να αγνοήσουμε τους

δείκτες ` και m ):

pω =

∫ ∞
0

dω′(αωω′fω′ + βωω′f
∗
ω′)

Μας ενδιαφέρει να βρούμε τους συντελεστές Bogolubov βωω′ . Είναι

βωω′ = 〈pω`m, f ∗ω′`m〉

΄Ομως για υπολογίσουμε το εσωτερικό γινόμενο αυτό, τα fω`m και pω`m πρέπει να είναι

ορισμένα στην ίδια υπερεπιφάνεια Cauchy. Εμείς όμως βρήκαμε τα fω`m και pω`m στα

I− και I+
αντίστοιχα (σχέσεις 3.16 και 3.17). Αυτό που μπορούμε να κάνουμε είναι να

θεωρήσουμε την λύση θετικής συχνότητας pω στο I+
να διαδίδεται πίσω στον χρόνο

από το I+
. στο I− και εκεί να την αναπτύξουμε στις fω και f ∗ω. Αυτή η λύση pω

αποτελείται από δύο μέρη, p
(1)
ω που θα σκεδαστεί από το στατικό πεδίο Schwarzchitd

έξω από το καταρρέον σώμα και τελικά θα καταλήξει στο I− με την ίδια συχνότητα

ω, και p
(2)
ω που θα εισέλθει στο καταρρέον σώμα όπου ένα μέρος της θα σκεδαστεί και

ένα μέρος θα διαπεράσει το σώμα και θα καταλήξει στο I−, με διαφορετική συχνότητα.

Είδαμε ότι λύση pω είναι εκθετική συνάρτηση της συντεταγμένης u, pω(u) ∼ e−iωu, και
επειδή το u απειρίζεται στον ορίζοντα γεγονότων, οι επιφάνειες σταθερής φάσης ωu θα

συσσωρεύονται κοντά στον ορίζοντα και ένας παρατηρητής στην επιφάνεια θα βλέπει

πολύ μεγάλο blueshift με αποτέλεσμα το κύμα να διαπεράσει το σώμα και να κινηθεί προς

το I−. Στο I− το p
(2)
ω θα έχει άπειρο αριθμό κύκλων κοντά στην φωτοειδή επιφάνεια

v = v0 που αργότερα (από το κέντρο του σώματος και μετά) συμπίπτει με τον ορίζοντα

γεγονότων.
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Σχήμα 3.1: Οι λύσεις pω έχουν άπειρο αριθμό κύκλων κοντά στον ορίζοντα γεγονότων

και στην επιφάνεια v = v0. Η ανάκλαση στην κατακόρυφο r = 0 δεν είναι πραγματική,

οι φωτοειδείς καμπύλες είναι ευθείες γραμμές από το I− στο I+
.

Επομένως το p
(2)
ω είναι αυτό που έχει ενδιαφέρον και θέλουμε να προσδιορίσουμε τη

μορφή του στο I−, κοντά στο v = v0. ΄Εστω `a ένα φωτοειδές διάνυσμα εφαπτόμε-

νο στον ορίζοντα γεγονότων (φωτοειδής γεωδαισιακή γ στο παρακάτω σχήμα) και na

ένα μελλοντικά κατευθυνόμενο φωτοειδές διάνυσμα κάθετο στον ορίζοντα γεγονότων,

κανονικοποιημένο έτσι ώστε na`a = −1. Το διάνυσμα −εna, όπου ε είναι μια μικρή

και θετική σταθερά, πάντα θα συνδέει τον ορίζοντα με μια φωτοειδή επιφάνεια σταθε-

ρού χρόνου u και επομένως με μια επιφάνεια σταθερής φάσης ωu του p
(2)
ω (φωτοειδής

γεωδαισιακή α στο παρακάτω σχήμα).
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Το διάνυσμα na είναι εφαπτόμενο στις εισερχόμενες φωτοειδής γεωδαισιακές κοντά

στον ορίζοντα γεγονότων. ΄Εστω λ η αφινική παράμετρος κατά μήκος μιας τέτοιας

γεωδαισιακής, τέτοια ώστε λ = 0 στο σημείο τομής της με τον ορίζοντα (με την γ)
και dxa/ dλ = na. Για να δούμε πως η παράμετρος λ συνδέεται με τη συντεταγμένη

u, περνάμε στις συντεταγμένες Kruskal v′ = eu/4M και u′ = −e−u/4M που ορίσαμε στο

Κεφάλαιο 2, στις οποίες η μετρική δεν είναι ιδιόμορφη στον ορίζοντα. Η εξίσωση της

εισερχόμενης φωτοειδούς γεωδαισιακής στις συντεταγμένες αυτές είναι d2u′/ dλ2 = 0,
οπότε:

λ = Cu′ = −Ce−κu ⇒

u = −1

κ
[ln(−λ)− ln(C)] , λ < 0 , C > 0

όπου C είναι κάποια σταθερά αναλογίας και κ είναι η επιφανειακή βαρύτητα με κ =
1/4M για μελανή οπή Schwarzchild. Από αυτή την επιλογή της αφινικής παραμέτρου λ
προκύπτει ότι για λ = −ε η εισερχόμενη φωτοειδής γεωδαισιακή τέμνει την επιφάνεια

σταθερής φάσης α. Επομένως το διάνυσμα −εna συνδέει τον ορίζοντα γεγονότων με

την επιφάνεια σταθερής φάσης της λύσης p
(2)
ω :

ωu = −4Mω[ln(ε)− ln(C)] (3.18)

Προχωράμε πίσω στον χρόνο κατά μήκος της γεωδαισιακής γ, από εκεί που τελειώνει

ο ορίζοντας γεγονότων μέχρι το I− για v = v0, και μεταφέρουμε παράλληλα το διάνυσμα

na κατά μήκος του γ. Το διάνυσμα −εna θα συνεχίσει να συνδέει το γ με το α,

δηλαδή την επιφάνεια σταθερής φάσης της λύσης p
(2)
ω . Στο I− το διάνυσμα na είναι

παράλληλο στο διάνυσμα Killing Ka
που είναι εφαπτόμενο στις φωτοειδής γεωδαισιακές,

γεννήτορες του I−:
na = DKa

Επομένως στο I− για v0 − v μικρό και θετικό θα είναι:

ε = (v0 − v)/D

Αντικαθιστώντας το ε αυτό στην 3.18 βρίσκουμε τις φάσεις των λύσεων p
(2)
ω :

ωu = −4Mω[ln(v0 − v)− ln(D)− ln(C)]

Επομένως στο I− και για μικρές τιμές του v0 − v οι λύσεις p
(2)
ω (ως συναρτήσεις της

συντεταγμένης v πλέον) είναι:

p(2)
ω ∼ (4πω)−1/2 r−1 exp

[
i4Mω ln

(
v0 − v
CD

)]
, v < v0

p(2)
ω = 0 , v > v0

Ο μετασχηματισμός Fourier του p
(2)
ω είναι:

p̃(2)
ω (ω′) =

1

2π

∫ ∞
−∞

p(2)
ω (v) e−iω

′v dv

= (4πω)−1/2 r−1 1

2π

∫ v0

−∞
exp

[
i4Mω ln

(
v0 − v
CD

)]
e−iω

′v dv



76 Φαινόμενο Hawking

p(2)
ω (v) =

∫ ∞
−∞

p̃(2)
ω (ω′) eiω

′v dω′ =

∫ ∞
0

p̃(2)
ω (−ω′) e−iω′v dω′ +

∫ ∞
0

p̃(2)
ω (ω′) eiω

′v dω′

= (4πω′)1/2 r

[∫
p̃(2)
ω (−ω′)fω′(v) dω′ +

∫
p̃(2)
ω (ω′)f ∗ω′(v) dω′

]
Είδαμε ότι το p

(2)
ω (v) μπορεί να αναπτυχθεί στα fω(v) και f ∗ω(v):

p(2)
ω =

∫
dω′(α

(2)
ωω′fω′ + β

(2)
ωω′f

∗
ω′)

Επομένως

α
(2)
ωω′ = 〈p(2)

ω , fω′〉 =
1

2π

(
ω′

ω

)1/2 ∫ v0

−∞
exp

[
i4Mω ln

(
v0 − v
CD

)]
eiω
′v dv

=
1

2π

(
ω′

ω

)1/2(
1

CD

)i4Mω ∫ v0

−∞
(v0 − v)i4Mω eiω

′v dv

β
(2)
ωω′ = −〈p(2)

ω , f ∗ω′〉 =
1

2π

(
ω′

ω

)1/2(
1

CD

)i4Mω ∫ v0

−∞
(v0 − v)i4Mω e−iω

′v dv

Θα υπολογίσουμε το β
(2)
ωω′ . Θέτουμε y = v0 − v, οπότε:

β
(2)
ωω′ =

1

2π

(
ω′

ω

)1/2(
1

CD

)i4Mω

e−iω
′v0

∫ ∞
0

yi4Mωeiω
′y dy

Τέλος θέτουμε t = −iω′y, οπότε:

β
(2)
ωω′ =

i

2π

(
1

ωω′

)1/2(
1

CDω′

)i4Mω

e−iω
′v0e−2πMω

∫ −i∞
0

ti4Mωe−t dt

όπου χρησιμοποιήσαμε την ταυτότητα ii = e−π/2. Το ολοκλήρωμα αυτό είναι ίδιο με το

ολοκλήρωμα με όρια από 0 έως ∞, επειδή αν θεωρήσουμε ένα τεταρτοκύκλιο ακτίνας

R στο 4ο τεταρτημόριο του μιγαδικού επιπέδου, θα είναι 0 =
∫ 0

−iR +
∫ R

0
+
∫
CR

και για

R→∞ το
∫
CR

μηδενίζεται (λήμμα Jordan).
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Επομένως

β
(2)
ωω′ =

i

2π

(
1

ωω′

)1/2(
1

CDω′

)i4Mω

e−iω
′v0e−2πMωΓ(1 + i4Mω)

όπου Γ είναι η γνωστή συνάρτηση γάμμα. Επειδή Γ(1 + z) = zΓ(z), έχουμε:

β
(2)
ωω′ =

i

2π

(
1

ωω′

)1/2(
1

CDω′

)i4Mω

e−iω
′v0e−2πMωi4MωΓ(i4Mω)

Ομοίως βρίσκουμε το αωω′ :

α
(2)
ωω′ = − i

2π

(
1

ωω′

)1/2(
1

CDω′

)i4Mω

eiω
′v0e2πMωi4MωΓ(i4Mω)⇒

α
(2)
ωω′ = −e2iω′v0e4πMωβ

(2)
ωω′ (3.19)

Εμείς θέλουμε να υπολογίσουμε τον αναμενόμενο αριθμό σωματιδίων στο I+
, δηλα-

δή:

〈Nω〉I+ = 〈0|in N̂ω|0〉in =

∫ ∞
0

|β(2)
ωω′ |

2 dω′

Οπότε πρέπει πρώτα να βρούμε το |β(2)
ωω′|2. ΄Εχουμε:

|Γ(ix)|2 =
π

x sinh(πx)
=

2π

x(eπx − e−πx)
, x ∈ R

|β(2)
ωω′|

2 =
1

(2π)2

(
1

ωω′

)
e−4πMω(4Mω)2 2π

4Mω(e4πMω − e−4πMω)

=
2M

πω′

(
1

e8πMω − 1

)
Επομένως: ∫ ∞

0

|β(2)
ωω′ |

2 =

(
1

e8πMω − 1

)∫ ∞
0

2M

πω′
dω′

Το ολοκλήρωμα αυτό αποκλίνει, δηλαδή σε άπειρο χρόνο παράγεται άπειρος αριθμός σω-

ματιδίων σε κάθε mode στο I+
. Αυτό οφείλεται στο ότι ο πεπερασμένος και σταθερός

ρυθμός παραγωγής τους συνεχίζεται για άπειρο χρόνο.

Μια πιο χρήσιμη ποσότητα είναι ο αριθμός των εκπεμπόμενων σωματιδίων ανά dω και

ανά μονάδα χρόνου, δηλαδή ο αριθμός των διακριτών και πεπερασμένων κυματοπακέτων.

΄Ενας τρόπος για να διακριτοποιήσουμε τα modes είναι να τα περιορίσουμε σε ένα κουτί

με περιοδικές συνοριακές συνθήκες. Για τους συντελεστές Bogolubov στην διακριτή

περίπτωση είχαμε βρει ότι ικανοποιούν τη σχέση 3.9:∑
ω′

(|αωω′ |2 − |βωω′ |2) = 1
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Επίσης από την σχέση 3.19 προκύπτει ότι:

|αωω′|2 = e8πMω|βωω′|2

Επομένως ο αναμενόμενος αριθμός των σωματιδίων ανά mode είναι:∑
ω′

(|αωω′ |2 − |βωω′ |2) =
∑
ω′

(e8πMω − 1)|βωω′|2 = 1⇒

〈Nω〉I+ =
∑
ω′

|βωω′ |2 =
1

e8πMω − 1
(3.20)

Από τη Θερμοδυναμική γνωρίζουμε ότι ένα μέλαν σώμα εκπέμπει ακτινοβολία που

χαρακτηρίζεται από το φάσμα Planck:

1

eβE − 1
, β = 1/T , E = ω (~ = 1)

Συγκρίνοντας με την 3.20 συμπεραίνουμε ότι η ακτινοβολία μιας μελανής οπής, γνωστή

ως ακτινοβολία Hawking, είναι θερμική με θερμοκρασία:

TH =
1

8πM

Επίσης, αποδεικνύεται ότι η εντροπία της μελανής οπής είναι (σε μονάδες Planck):

S =
A

4

όπου A είναι το εμβαδόν του ορίζοντα γεγονότων.

Να σημειώσουμε ότι στον υπολογισμό που κάναμε αγνοήσαμε το φαινόμενο της οπι-

σθοσκέδασης (backscattering) κατά το οποίο ένα μέρος της εκπεμπόμενης ακτινοβολίας

1−Γ(ω) σκεδάζεται από το βαρυτικό πεδίο γύρω από την μελανή οπή, πίσω στην μελανή

οπή χωρίς να φτάνει στο I+
. Επομένως πρέπει να εισάγουμε στην 3.20 έναν παράγοντα

Γ(ω):

〈Nω〉I+ =
Γ(ω)

e8πMω − 1

Επομένως, επειδή το Γ(ω) εξαρτάται από το ω, το φάσμα δεν θα είναι ακριβώς Planckian.
Παρόλαυτά η ακτινοβολία Hawking μπορεί να θεωρηθεί ως θερμική για τον εξής λόγο:

Αν υποθέσουμε ότι η μελανή οπή είναι μέσα σε μια θερμική δεξαμενή θερμοκρασίας TH ,

ένα μέρος 1−Γ(ω) της εισερχόμενης ακτινοβολίας θα οπισθοσκεδαστεί στο I+
από την

μελανή οπή . Επομένως ο λόγος της εκπομπής ως προς απορρόφηση ακτινοβολίας ανά

mode από την μελανή οπή είναι ανεξάρτητος του Γ(ω) και ίδιος όπως στην περίπτωση

ενός μέλανος σώματος και η μελανή οπή θα βρίσκεται σε θερμική ισορροπία με τη θερμική

δεξαμενή.

Ο Hawking στο πρωτότυπο του paper [3] επίσης υπολόγισε την εκπομπή σωματιδίων

στην περίπτωση φορτισμένης και περιστρεφόμενης μελανής οπής. Το φάσμα που βρήκε

είναι:

〈Nω〉 =
Γ(ω)

e2π(ω−µ)/κ ± 1
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όπου κ είναι η επιφανειακή βαρύτητα της μελανής οπής, µ είναι το χημικό δυναμικό και

το +1 αντιστοιχεί στα φερμιόνια ενώ το −1 στα μποζόνια. Δηλαδή τα σωματίδια που εκ-

πέμπονται είναι φορτισμένα, έχουν μάζα και στροφορμή. Επειδή λοιπόν οι μελανές οπές

ακτινοβολούν, υπό κατάλληλες συνθήκες (αν ο ρυθμός απορρόφησης είναι μικρότερος

από τον ρυθμό εκπομπής κτλ.) θα χάνουν σταδιακά μάζα και τελικά θα εξατμίζονται

πλήρως.

Σχήμα 3.2: Διάγραμμα Penrose για βαρυτική κατάρρευση ακολουθούμενη από σταδια-

κή εξάτμιση και τελικά εξαφάνιση της μελανής οπής. Ο χωρόχρονος μετά την πλήρη

εξάτμιση της μελανής οπής είναι σχεδόν κενός και επίπεδος (το πάνω τρίγωνο)





4
Το παράδοξο της απώλειας πληροφορίας

στις μελανές οπές

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζουμε το παράδοξο της απώλειας πληροφορίας στις μελανές

οπές το οποίο είναι η συνέπεια του γεγονότος ότι οι μελανές οπές εκπέμπουν θερμική

ακτινοβολία και σταδιακά εξατμίζονται μέχρι που εξαφανίζονται πλήρως, αφήνοντας μόνο

θερμική ακτινοβολία. Αυτό σημαίνει ότι οι αρχικές καθαρές κβαντικές καταστάσεις

που καταλήγουν μέσα στην μελανή οπή μετατρέπονται σε μικτές καταστάσεις, κάτι

που απαγορεύεται από τους νόμους της Κβαντομηχανικής και οδηγεί στην απώλεια της

πληροφορίας.

4.1 Διατήρηση της πληροφορίας

Τόσο στην κλασική όσο και στην κβαντική φυσική η πληροφορία διατηρείται στα

κλειστά και μονωμένα συστήματα. Στην κλασική φυσική η αρχή αυτή εκφράζεται με το

θεώρημα Liouville, σύμφωνα με το οποίο ο όγκος του χώρου των φάσεων διατηρείται.

Αν έχουμε περιορισμένη γνώση για την κατάσταση κάποιου συστήματος, στο χώρο των

φάσεων αυτό θα καταλαμβάνει κάποια πεπερασμένη περιοχή Γ(0) με όγκο VΓ. Με τον

χρόνο η περιοχή Γ(0) εξελίσσεται σε κάποια διαφορετική περιοχή Γ(t), της οποίος ο

όγκος θα είναι ίδιος με τον όγκο της Γ(0).
Στην Κβαντομηχανική η αρχή της διατήρησης της πληροφορίας εκφράζεται μέσω της

μοναδιακότητας (unitarity) των τελεστών. Η χρονική εξέλιξη ενός κβαντικού συστή-

ματος δίνεται από τον τελεστή Û(t, t0) = e−i(t−t0)H
, όπου H είναι η Χαμιλτονιανή του

συστήματος που δεν εξαρτάται ρητά από τον χρόνο, ο οποίος είναι μοναδιακός:

Û Û † = e−iHteiHt = 1

όπου χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι H είναι ερμιτιανός τελεστής, H = H†. Αν

|ψin〉 και |ψout〉 είναι δύο καταστάσεις του χώρου Hilbert H και U μοναδιακός τελεστής



82 Το παράδοξο της απώλειας πληροφορίας στις μελανές οπές

χρονικής εξέλιξης Û : H → H, τέτοιος ώστε:

|ψout〉 = Û |ψin〉

τότε λόγω του ότι Û Û † = 1⇒ Û−1 = Û † θα έχουμε:

|ψin〉 = Û †|ψout〉

Δηλαδή η αρχική κατάσταση |ψin〉 μπορεί να ανακτηθεί από την τελική |ψout〉 και υπό
αυτή την έννοια η πληροφορία διατηρείται. Αυτό οφείλεται στο ότι ο τελεστής χρονικής

εξέλιξης είναι μοναδιακός και επομένως αντιστρέψιμος.

Στην περίπτωση που υπάρχουν αλληλεπιδράσεις, η μετάβαση από την αρχική κατά-

σταση στην τελική δίνεται από την δράση του τελεστή σκέδασης Ŝ: |ψout〉 = Ŝ|ψin〉,
|ψin〉 ∈ Hin, |ψout〉 ∈ Hout. Στην περίπτωση αυτή η διατήρηση της πληροφορίας εκφρά-

ζεται και πάλι από την μοναδιακότητα του S.
Στο Κεφάλαιο 1 ορίσαμε την εντροπία von Neumann S(ρ) = −Tr (ρ ln ρ) η οποία

ποσοτικοποιεί την απόκλιση των μικτών από τις καθαρές καταστάσεις. Επομένως η

εντροπία von Neumann μετράει την ελλείπουσα πληροφορία για το σύστημα. Είδαμε

ότι για καθαρή κατάσταση είναι S = 0 ενώ για μικτή S > 0. Αν ένα σύστημα είναι

αρχικά στην καθαρή κατάσταση ρp τότε η εξέλιξη της δίνεται με τη δράση του τελεστή

σκέδασης:

ρp → ρ = ŜρpŜ
†

Η εντροπία της προκύπτουσας κατάστασης είναι:

S(ρ) = −Tr
[
ŜρpŜ

† ln
(
ŜρpŜ

†
)]

= −Tr
[
Ŝρp ln (ρp) Ŝ

†
]

= −Tr (ρp ln ρp)⇒

S(ρ) = S(ρp) = 0

όπου χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι ln(ŜρŜ†) = Ŝ ln(ρ)Ŝ† και την ιδιότητα της κυκλι-

κότητας του ίχνους. ΄Αρα η προκύπτουσα κατάσταση ρ έχει εντροπία μηδέν και επομένως

είναι επίσης καθαρή. Δηλαδή οι καθαρές καταστάσεις εξελίσσονται μοναδιακά μόνο σε

καθαρές και όχι σε μικτές.

Μπορούμε να γενικεύσουμε σε περιπτώσεις σκέδασης που περιέχουν και μήτρες

πυκνότητας, κατασκευάζοντας χώρους Gin και Gout που αποτελούνται από μήτρες πυ-

κνότητας στον Hin και Hout αντίστοιχα. Η απεικόνιση ��S : Gin → Gin που απεικονίζει

τις καταστάσεις in σε καταστάσεις out λέγεται superscattering τελεστής. Απαιτού-

με ο τελεστής ��S να διατηρεί πιθανότητες: Tr (��Sρ) = Tr (ρ) και να είναι γραμμικός:

��S(aρ1 + bρ2) = a��Sρ1 + b��Sρ2.

Θα αποδείξουμε ότι αν ο τελεστής ��S είναι 1-1, επί και γραμμικώς, τότε απεικονίζει

καθαρές καταστάσεις του Gin μόνο σε καθαρές καταστάσεις του Gout και όχι σε μικτές.

Θα υποθέσουμε αρχικά το αντίθετο. ΄Εστω ρp = |φ〉〈φ|, |φ〉 ∈ Hin, μια καθαρή κα-

τάσταση και ρm =
∑

i pi|ξi〉〈ξi|, |ξi〉 ∈ Hout, ∀i, μια μικτή κατάσταση του Gout τέτοια

ώστε ��Sρp = ρm. Τότε επειδή ο ��S είναι 1-1 και επί, θα υπάρχει ο αντίστροφος του, ��S−1
,

τέτοιος ώστε ��S−1ρm = ρp. Αν |ψ〉 ∈ Hin είναι όλες οι ορθογώνιες καταστάσεις στην

|φ〉, δηλαδή 〈φ|ψ〉 = 0, τότε

0 =
∑
i

pi〈ψ|
(
��S−1|ξi〉〈ξi|

)
|ψ〉 ⇒
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〈ψ|
(
��S−1|ξi〉〈ξi|

)
|ψ〉 = 0 , ∀|ξi〉 ∈ Hout , ∀|ψ〉 ∈ Hin

Επομένως συνεπάγεται ότι ��S−1|ξi〉〈ξi| = |φ〉〈φ|, δηλαδή κάθε καθαρή κατάσταση |ξi〉〈ξi|
απεικονίζεται στην ίδια καθαρή κατάσταση |φ〉〈φ|. Αυτό όμως αντιτίθεται στην υπό-

θεση μας ότι ο ��S είναι 1-1 και επί, επομένως αποδείξαμε ότι ο ��S απεικονίζει καθαρές

καταστάσεις μόνο σε καθαρές. Ο Hawking που πρώτος όρισε τον τελεστή ��S [4], θεώ-

ρησε ότι σε κάποιες περιπτώσεις ο τελεστής ��S μπορεί να δίνει εξέλιξη από καθαρές σε

μικτές καταστάσεις με μη μοναδιακό τρόπο, όμως αποδείχθηκε αργότερα ότι κάτι τέτοιο

θα παραβίαζε τη συμμετρία CPT [5], [6] ή/και διατήρηση της ενέργειας και τοπικότητα

[7].

Αυτό που κρατάμε από όλα όσα ειπώθηκαν είναι ότι η μοναδιακή εξέλιξη από μια

καθαρή κατάσταση σε μια μικτή απαγορεύεται από τους νόμους της Κβαντομηχανικής

και οι μη μοναδιακές μεταβάσεις δεν διατηρούν τις πιθανότητες και επομένως την πλη-

ροφορία.

4.2 Το παράδοξο

Τώρα είμαστε σε θέση να παρουσιάσουμε το πρόβλημα της απώλειας πληροφορίας

στις μελανές οπές. Είδαμε στο Κεφάλαιο 3 ότι οι μελανές οπές εκπέμπουν ακτινοβολία

Hawking η οποία είναι θερμική. Αυτό σημαίνει ότι η ακτινοβολία αυτή είναι τυχαία, χωρίς

συσχετίσεις στις οποίες θα μπορούσε να είναι κωδικοποιημένη κάποια πληροφορία. Με

άλλα λόγια η θερμική ακτινοβολία θα περιγράφεται από μια μήτρα πυκνότητας.

Για να δούμε ότι η ακτινοβολία Hawking πράγματι περιγράφεται από μήτρα πυκνό-

τητας, καλύπτουμε τον χωροχρόνο έξω από τον ορίζοντα γεγονότων με μη - ιδιόμορφες

χωροειδείς υπερεπιφάνειες Cauchy Σ (τα λεγόμενα nice slices), ξεκινώντας από την

Σi = I− και τελειώνοντας με την Σf = H+ ∪ I+
, όπως στο παρακάτω σχήμα:
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Σε κάθε τέτοια υπερεπιφάνεια Cauchy ορίζουμε ένα χώρο Hilbert των καταστάσεων

του πεδίο ύλης. Η χρονική εξέλιξη από μία υπερεπιφάνεια στην άλλη είναι μοναδιακή:

|ψ(Σ′)〉 = Ŝ|ψ(Σ)〉 , |ψ(Σ)〉 ∈ HΣ , |ψ(Σ′)〉 ∈ HΣ′

όπου ŜŜ† = 1. Επομένως η κατάσταση του πεδίου ύλης είναι πλήρως προσδιορισμένη

από ένα καταστασιακό διάνυσμα στο χώρο Hilbert ορισμένο σε μια οποιαδήποτε χω-

ροειδή υπερεπιφάνεια Cauchy Σ. Η εξέλιξη αυτή οδηγεί στην τελική καθαρή κατάσταση

|ψ〉f = |ψ(H+ ∪ I+)〉 στην υπερεπιφάνεια H+ ∪ I+
στην οποία ο χώρος Hilbert εί-

ναι Hf = HH+ ⊗HI+ , δηλαδή τανυστικό γινόμενο των καταστάσεων του πεδίου στον

ορίζοντα γεγονότων και στο μελλοντικό φωτοειδές άπειρο.

Ας δούμε τώρα τι μορφή έχει η κατάσταση |ψ〉f . Καταρχάς, λόγω του θεωρήματος

της μη - αντιγραφής που αποδείξαμε στο Κεφάλαιο 1, η κατάσταση |ψ〉f δεν μπορεί να

είναι της μορφής |ψ〉f = |ψ(Σ)〉⊗|ψ(Σ)〉, όπου Σ είναι προγενέστερη της Σf = H+∪I+
.

Επίσης δεν μπορεί να είναι της μορφής |ψ(H+)〉 ⊗ |ψ(I+)〉, με |ψ(H+)〉 6= |ψ(I+)〉,
επειδή αυτό θα σήμαινε ότι έχουμε χρονική εξέλιξη της μορφής:

|ψ(Σ)〉 → |ψ(H+)〉 ⊗ |ψ(I+)〉

Αν δύο διαφορετικές καταστάσεις |ψ1(Σ)〉 και |ψ2(Σ)〉 εξελίσσονται με τον ίδιο τρόπο,

η υπέρθεση τους εξελίσσεται σε:

1√
2

(|ψ1(Σ)〉+ |ψ2(Σ)〉)→ 1√
2

(|ψ1(H+)〉 ⊗ |ψ1(I+)〉+ |ψ2(H+)〉 ⊗ |ψ2(I+)〉)

΄Ομως η κατάσταση αυτή είναι της μορφής |a〉 ⊗ |b〉 μόνο αν |ψ1(H+)〉 και |ψ2(H+)〉 ή
|ψ1(I+)〉 και |ψ2(I+)〉 είναι ίδιες. Αυτές οι περιπτώσεις αποκλείονται επειδή διαφορετικά

θα σήμαινε ότι δύο οποιεσδήποτε διαφορετικές αρχικές καταστάσεις εξελίσσονται σε

ίδια κατάσταση στο H+
ή I+

. Επομένως συμπεραίνουμε ότι η κατάσταση |ψ〉f θα είναι

σύμπλεκτη κατάσταση, δηλαδή θα υπάρχουν συσχετισμοί ανάμεσα στις καταστάσεις

στο H+
και I+

.

Αυτό που μας ενδιαφέρει είναι η περιγραφή της τελικής κατάστασης από έναν παρατη-

ρητή στο I+
. Επειδή ο παρατηρητής αυτός δεν έχει πρόσβαση στο ορίζοντα γεγονότων

H+
(και στο εσωτερικό του), όλες οι μετρήσεις στο I+

περιγράφονται από ανηγμένη

μήτρα πυκνότητας:

ρ(I+) = TrH+

{
|ψ(H+ ∪ I+)〉〈ψ(H+ ∪ I+)|

}
όπου το TrH+ είναι το μερικό ίχνος ως πρός τις καταστάσεις στο H+

. Επειδή για τους

λόγους που εξηγήσαμε προηγουμένως η κατάσταση |ψ(H+ ∪ I+)〉 είναι σύμπλεκτη,

η μήτρα πυκνότητας ρ(I+) θα είναι πανομοιότυπη με μήτρα πυκνότητας μιας μικτής

κατάστασης (δες Κεφάλαιο 1). Επομένως ένας παρατηρητής στο I+
θα βλέπει μικτή

κατάσταση. Ωστόσο η κατάσταση |ψ(H+ ∪ I+)〉 είναι καθαρή και επομένως η εξέλιξη

|ψ(Σ)〉 → |ψ(H+∪I+)〉 από μία προγενέστερη υπερεπιφάνεια Cauchy Σ είναι μοναδιακή.

Επομένως δεν υπάρχει κανένα πρόβλημα, έχουμε μοναδιακή εξέλιξη από καθαρή σε

καθαρή κατάσταση. Η πληροφορία χάνεται μόνο πρακτικά επειδή από τον ορίζοντα

γεγονότων και το εσωτερικό του δεν υπάρχει πρόσβαση στον εξωτερικό του και ένα

μέρος της πληροφορίας θα βρίσκεται μέσα. Για το λόγο αυτό η μικτή κατάσταση ρ(I+)
είναι φαινόμενη.
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Το πρόβλημα προκύπτει αν θεωρήσουμε ότι η μελανή οπή εξατμίζεται πλήρως. Στην

περίπτωση αυτή το διάγραμμα Penrose θα είναι όπως παρακάτω:

΄Εχουμε σχεδιάσει τρεις υπερεπιφάνειες, Σ, Σ′ και A η οποία αντιστοιχεί στον χρόνο

μετά την πλήρη εξάτμιση της μελανής οπής. Το πρόβλημα είναι ότι μετά την πλήρη

εξάτμιση της μελανής οπής ο ορίζοντας γεγονότων και το εσωτερικό του εξαφανίζονται

και έτσι το αιτιακό παρελθόν της A δεν περιλαμβάνει τις περιοχές αυτές του χωροχρόνου.

Οπότε το A δεν είναι υπερεπιφάνεια Cauchy. Δεν είναι καν δυνατόν να καλύψουμε έναν

τέτοιο χωρόχρονο από nice slices κατά συνεχή τρόπο όπως κάναμε στην περίπτωση που

δεν είχαμε λάβει υπόψιν την εξάτμιση της μελανής οπής.

Στην χρονική εξέλιξη από την υπερεπιφάνεια Σ στην Σ′ δεν υπάρχει κανένα πρόβλημα

– είναι μοναδιακή και η κατάσταση |ψ(Σ)〉 μπορεί να ανακτηθεί από την |ψ(Σ′)〉. Αν

χωρίσουμε την Σ′ σε Σ′I (στο εσωτερικό της μελανής οπής) και Σ′II (στο εξωτερικό

της μελανής οπής), τότε θα έχουμε εξέλιξη από την φαινόμενη μικτή κατάσταση ρ(Σ′II)
στην Σ′II σε πραγματικά μικτή κατάσταση ρ(A) στην A. Η συνολική εξέλιξη από την

Σ′ στην A θα είναι από καθαρή κατάσταση σε μικτή:

|ψ(Σ′)〉〈ψ(Σ′)| → ρ(A)

η οποία δεν μπορεί να είναι μοναδιακή. Επομένως από την ρ(A) δεν μπορεί με κανέναν

τρόπο να ανακτηθεί η κατάσταση |ψ(Σ)〉 και υπό αυτή την έννοια η πληροφορία χάνεται.
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4.3 Προτεινόμενες λύσεις

Στην ενότητα αυτή παρουσιάζουμε σύντομα μερικές από τις προτεινόμενες λύσεις

του προβλήματος της απώλειας πληροφορίας που είδαμε προηγουμένως.

Η πρώτη λογική υπόθεση που θα μπορούσαμε να κάνουμε είναι ότι η πληροφορία

είναι με κάποιο τρόπο κωδικοποιημένη στην ακτινοβολία Hawking. Για παράδειγμα η

ακτινοβολία Hawking μπορεί να φαίνεται θερμική μόνο στην αρχή, αλλά στην πραγματι-

κότητα μπορεί να υπάρχουν συσχετισμοί με την ακτινοβολία που εκπέμπεται αργότερα.

Ωστόσο ήδη είδαμε στην προηγούμενη ενότητα ότι ένα τέτοιο σενάριο δεν είναι εύκολο

να πραγματοποιηθεί επειδή οι καταστάσεις στο εσωτερικό της μελανής οπής θα εξε-

λίσσονταν από μια υπαρεπιφάνεια Cauchy σε μια άλλη χωρίς να αλλάζουν και αυτό θα

σήμαινε ότι η πληροφορία περιέχεται μόνο στις καταστάσεις έξω από την μελανή οπή.

Δηλαδή για έναν εξωτερικό παρατηρητή, η πληροφορία θα έπρεπε να απομακρύνεται με

κάποιο τρόπο από τα σώματα καθώς αυτά διαπερνούν τον ορίζοντα γεγονότων. ΄Ομως

από την Γενική Θεωρία της Σχετικότητας γνωρίζουμε ότι ένας παρατηρητής που πέφτει

μέσα στην μελανή οπή δεν θα παρατηρήσει τίποτα το ιδιαίτερο στον ορίζοντας γεγονό-

των – δεν είναι περιοχή ισχυρής καμπυλότητας ή κάτι τέτοιο, ο χωρόχρονος εκεί δεν

έχει ιδιομορφίες και είναι συνεχής. ΄Ενας μηχανισμός απομάκρυνσης της πληροφορίας

που συμβαίνει στον ορίζοντα γεγονότων προτάθηκε από του Susskind L., Thorlacius L.
και Uglum J. με την ιδέα του stretched ορίζοντα και της black hole complementarity.
Για περισσότερα ο αναγνώστης παραπέμπεται στο πρωτότυπο τους άρθρο [10] και στο

[11].

΄Ενα άλλο λογικό σενάριο που θα μπορούσε να σκεφτεί κανείς είναι ότι οι μελανές

οπές δεν εξατμίζονται πλήρως όπως είχαμε υποθέσει. Ο υπολογισμός για την ακτινοβο-

λία Hawking είναι ημικλασικός και μάλλον παύει να ισχύει όταν η μελανή οπή εξατμίζετε

μέχρι κλίμακα Planck. Επομένως κανείς μπορεί να υποθέσει ότι τότε η μελανή οπή στα-

ματάει να εκπέμπει ακτινοβολία Hawking και να εξατμίζεται, με αποτέλεσμα στο τέλος

να μένει ένα σταθερό απομεινάρι (remnant) μάζας Planck. Οπότε η ελλείπουσα πληρο-

φορία θα βρίσκεται στο remnant αυτό, δηλαδή η ακτινοβολία Hawking που εκπέμφθηκε

θα είναι συσχετισμένη με τις εσωτερικές καταστάσεις του remnant και έτσι η κατάσταση

της θα είναι φαινόμενη μικτή, αλλά το σύστημα συνολικά θα βρίσκεται σε καθαρή κατά-

σταση. Το πρόβλημα με το σενάριο αυτό είναι ότι δεν είναι γνωστός ο μηχανισμός που

θα σταματούσε την εκπομπή της ακτινοβολίας Hawking και την εξάτμιση της μελανής

οπής. ΄Ομως ακόμα και αν υποθέσουμε ότι κάτι τέτοιο συμβαίνει, προκύπτει ένα άλλο

πρόβλημα. Το αρχικό μέγεθος της μελανή οπή μπορεί να είναι αυθαίρετα μεγάλο και

επομένως οι εσωτερικές καταστάσεις του remnant μεγέθους Planck θα πρέπει να είναι

αυθαίρετα πολλές και επομένως η εντροπία του πολύ μεγάλη (ουσιαστικά άπειρη). Για

περισσότερες πληροφορίες σχετικά με τα remnants και τα προβλήματα που σχετίζονται

με αυτά, ο αναγνώστης παραπέμπεται στο [12], [13], [14].

Τέλος αναφέρουμε την υπόθεση του Maldacena για την αντιστοιχία AdS/CFT
της Θεωρίας Χορδών, σύμφωνα με την οποία η κβαντική βαρύτητα στον ασυμπτωτικά

anti-de Sitter χωρόχρονο (αρνητική κοσμολογική σταθερά Λ) είναι ισοδύναμη με την

σύμμορφη κβαντική θεωρία πεδίου (CFT ) στο σύνορο του AdS. Για την ακρίβεια, η

κβαντική βαρύτητα στον AdS(5) ⊗ S(5), όπου S(5) είναι η 5-σφαιρα, είναι ισοδύναμη

με την N = 4, super Yang-Mills θεωρία βαθμίδας στο 4-διάστατο σύμμορφο σύνορο

του AdS(5). Για περισσότερα ο αναγνώστης παραπέμπεται στο πρωτότυπο paper [15]
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του Juan Maldacena από τον οποίο προτάθηκε αυτή η υπόθεση της αντιστοιχίας και

στα [11], [16]. Η ουσία είναι ότι επειδή η CFT είναι μοναδιακή θεωρία στο σύνορο, η

χρονική εξέλιξη στο bulk πρέπει να είναι επίσης μοναδιακή. Επομένως δεν υπάρχει το

παράδοξο της απώλειας πληροφορίας στις μελανές οπές – η ακτινοβολία Hawking δεν

είναι ακριβώς θερμική και περιέχει συσχετισμούς στους οποίους είναι κωδικοποιημένη

η πληροφορία. Ωστόσο η υπόθεση του Maldacena δεν μας λέει που ακριβώς είναι το

λάθος στον υπολογισμό του Hawking και πως γίνεται η μοναδιακή εξέλιξη. Ακόμα

χειρότερα, η αντιστοιχία AdS/CFT είναι μια υπόθεση και δεν έχει αποδειχθεί ακόμα.

Συμπεραίνουμε ότι το πρόβλημα της απώλειας πληροφορίας στις μελανές οπές ακό-

μα δεν έχει λυθεί πλήρως και μάλλον απαιτείται η γνώση της κβαντικής θεωρίας της

βαρύτητας για να γίνει αυτό. Ωστόσο ελπίζουμε ότι η ενασχόληση με αυτό το ενδιαφέ-

ρον πρόβλημα της σύγχρονης φυσικής θα δώσει ενδείξεις για το πως να κάνουμε την

ενοποίηση της Κβαντομηχανικής με την Γενική Θεωρία της Σχετικότητας δυνατή.
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