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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

 

Αντικείμενο της παρούσας εργασίας αποτελεί η ανάπτυξη ενός μαθηματικού μοντέλου που 
να καθιστά εφικτή την τρισδιάστατη χάραξη οδού. Δηλαδή, δε θα χρειάζεται, η ξεχωριστή 
μελέτη της οριζοντιογραφίας και της μηκοτομής πλέον, αφού η ανάλυση γίνεται απευθείας, 
στον χώρο των τριών διαστάσεων. Η μελέτη πραγματοποιήθηκε με τη χρήση του 
λογισμικού            . Στόχος της εργασίας αποτέλεσε αρχικά, η μαθηματική 
αρτιότητα (θεωρητικά) του μοντέλου που κατασκευάστηκε, στη συνέχεια η υλοποίηση 
όλων των συναρτήσεων σε κώδικα μέσω της γλώσσας προγραμματισμού που προσφέρει το 
            (βασίζεται στη    ) και τελικά η εφαρμογή του μοντέλου σε έναν 
πραγματικό δρόμο κατά την περίπτωση μελέτης. 

Για την μαθηματική τεκμηρίωση του μοντέλου, χρησιμοποιήθηκαν όλες εκείνες οι γνώσεις 
από τον κλάδο της Διαφορικής Γεωμετρίας που αναφέρονται στη μελέτη καμπυλών και 
επιφανειών. 

Ως προς την τελική υλοποίησή του, οι καμπύλες που αξιοποιήθηκαν για τον ορισμό του 
άξονα της οδού, είναι οι καμπύλες          (σύνθετες καμπύλες       ). Ουσιασικά, 
ορίζεται ένας προσωρινός άξονας της οδού (πρώτη προσέγγιση της οδού) και στη συνέχεια 
αυτός μεταβάλλεται. Η μεταβολή της πρώτης προσέγγισης του άξονα της οδού, εξαρτάται 
κυρίως από τα όρια που τίθενται ως προς την καμπυλότητα και την κατά μήκος κλίση της 
οδού. Αξίζει να σημειωθεί ότι η καμπυλότητα αναλύεται σε δύο συνιστώσες που δεν είναι 
άλλες από τη γεωδαισιακή καμπυλότητα και την κάθετη καμπυλότητα. 

Όσον αφορά τη γεωδαισιακή καμπυλότητα, αυτή αντιστοιχεί διαφορικά, στην 
οριζοντιοραφική καμπυλότητα με την ευρύτερη έννοια. Δηλαδή, αντιστοιχεί στην 
καμπυλότητα που έχει η καμπύλη αν προβληθεί σε επίπεδο που είναι ‘’εφαπτόμενο’’ σε 
εκείνη. Έτσι, η αριθμητική τιμή (θετική ή αρνητική) της γεωδαισιακής καμπυλότητας 
υπολογίζεται ως η αριθμητική προβολή του διανύσματος καμπυλότητας σε ένα μοναδιαίο 
κάθετο διάνυσμα της καμπύλης που είναι παράλληλο σε σχέση με τον ορίζοντα. 

Ως προς την κάθετη καμπυλότητα, επιβάλλονται διαφορετικά όρια ως προς τη θετική 
κάθετη καμπυλότητα και την αρνητική κάθετη καμπυλότητα. Συγκεκριμένα, η θετική 
κάθετη καμπυλότητα αντιστοιχεί σε κυρτές καμπύλες κατά την έννοια της μηκοτομής, ενώ η 
αρνητική κάθετη καμπυλότητα αντιστοιχεί σε κοίλες καμπύλες. Η αριθμητική τιμή (θετική ή 
αρνητική) της κάθετης καμπυλότητας υπολογίζεται ως η αριθμητική προβολή του 
διανύσματος καμπυλότητας στο μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα της καμπύλης. Ως μοναδιαίο 
κάθετο διάνυσμα της καμπύλης ορίζεται εκείνο το διάνυσμα που προκύπτει ως το 
εξωτερικό γινόμενο του μοναδιαίου εφαπτόμενου διανύσματος και του μοναδιαίου 
κάθετου διανύσματος της καμπύλης που είναι παράλληλο σε σχέση με τον ορίζοντα. 

Ο μορφή του άξονα της οδού προσδιορίζεται τελικά, μέσω της καμπυλότητας και της 
στρέψης της καμπύλης (θεμελιώδες θεώρημα καμπυλών), ενώ η ορθή ένταξή του στον 
χώρο επιτυγχάνεται μέσω του μετασχηματισμού στερεού σώματος του Προκρούστη. 

Για τον ορισμό της επιφάνειας της οδού, ορίζεται μία ευθειογενής επιφάνεια που έχει ως 
οδηγό καμπύλη την τελική καμπύλη          που αντιστοιχεί στον άξονα της οδού. O 
άξονας της οδού μαζί με όλες εκείνες τις καμπύλες που είναι παράλληλες στον άξονα και 
εκτείνονται εκατέρωθέν του σε απόσταση μέχρι και το ημιπλάτος της οδού, αποτελούν τις 
  παραμετρικές καμπύλες της επιφάνειας της οδού. Οι γέννετειρες της ευθειογενούς 
επιφάνειας είναι κάθετες στον άξονα της οδού και αποτελούν τις   παραμετρικές 
καμπύλες της επιφάνειας της οδού. Μάλιστα, οι γεννέτειρες της επιφάνειας αποτελούν και 
γεωδαισιακές γραμμές της επιφάνειας, ενώ η γωνία που σχηματίζεται μεταξύ κάθε 
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γεννέτειρας και του οριζόντιου επιπέδου, ισούται με την επίκλιση της οδού. Προφανώς, για 
τον ορισμό της επιφάνειας, πρέπει προηγουμένως να είναι γνωστό το πλάτος της οδού, 
αλλά και η επίκλισή της. 

Τελικά, όλοι οι αλγόριθμοι-προγράμματα που χρειάζονται για τη λειτουργία αυτού του 
μαθηματικού μοντέλου, εισάγονται σε ένα γενικευμένο πρόγραμμα. Έτσι, η χάραξη μίας 
οδού μπορεί να γίνει με αντικειμενικό τρόπο, δηλαδή χωρίς την υποκειμενικότητα που 
υπεισέρχεται από την ικανότητα και την εμπειρία του κάθε μελετητή, με το πάτημα ενός 
κουμπιού και σε πολύ σύντομο χρονικό διάστημα. 

 

Λέξεις κλειδιά : τρισδιάστατη χάραξη, καμπύλες         , καμπυλότητα, γεωδαισιακή 
καμπυλότητα, κάθετη καμπυλότητα, στρέψη, κυρτές καμπύλες, κοίλες καμπύλες, κατά 
μήκος κλίση, επίκλιση, μετασχηματισμός στερεού σώματος, μετασχηματισμός του 
Προκρούστη, βασική καμπύλη, γεννέτειρες, ευθειογενής επιφάνεια, οριζόντια επιφάνεια, 
επιφάνεια μεταβλητής επίκλισης, καμπυλότητα του Gauss, μέση καμπυλότητα. 
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ABSTRACT 

 

The object of this thesis is to develop a mathematical model that allows the three 
dimensional alignment of a road. By the achievement of this, the study of horizontal and 
vertical alignment in a seperate manner, is no longer necessary, since the analysis is done 
directly, in three dimensional space. The study is performed using the software  
           . The purpose of this study is initially, the mathematical perfection 
(theoretically) of the model that was constructed, afterwards the implementation of all 
functions in code through the programming language offered by             (based on 
   ) and finally the application of the model on a real road through a case study. 

For the mathematical model documentation, all the required aspects that refer to the study 
of curves and surfaces from the field of differential geometry were used. 

In the final implementation, the curves used to define the axis of the road, are the 
interpolation B-Spline curves (piecewise Bezier curves). Essentially, a temporary axis of the 
road is defined (first approach of the road) and afterwards it is modified. The modification of 
the first approach of the axis of the road, mainly depends on the limits placed on the 
curvature and slope along the road. Notably curvature is split in two components that are 
not other than the geodesic curvature and the normal curvature. 

Regarding the geodesic curvature, it corresponds differentially to the horizontal curvature, in 
the broadest sense. In other words, the geodesic curvature, corresponds to the curvature 
that a curve would have, if it was projected to a plane ‘’tangential‘’ to the surface it lies on. 
Thus, the numerical value (positive or negative) of the geodesic curvature is calculated as 
the arithmetic progection of the curvature vector to a unit normal vector of the curve that is 
parallel to the horizon. 

As far as the normal curvature is concerned, a different limit is imposed to the positive 
normal curvature compared to the limit that is imposed to the negative normal curvature. 
Specifically, the positive normal curvature corresponds to vertical curves over crests, while 
the negative normal curvature corresponding to vertical curves in sags. The arithmetic value 
(positive or negative) of the normal curvature is calculated as the arithmetic projection of 
the curvature vector to unit normal vector of the curve. The unit normal vector of the curve 
is defined as the result of the outer product of the unit tangent vector and the unit normal 
vector of the curve that is parallel to the horizon. 

The form of the axis of the road is determined ultimately by the curvature and the torsion of 
the curve (fundamental theorem of curves), while the correct determination in space is 
achieved by the Procrustes rigid body transformation. 

For the definition of the surface of the road, a ruled surface is implemented whose base 
curve or directrix is the final          curve, which corresponds to the axis of the road. 
The axis of the road along with all those curves that are parallel to the axis and extend across 
it at a distance up to half the width of the road, are the    parametric curves of the surface 
of the road. The rulings of the ruled surface are perpendicular to the axis of the road and are 
the    parametric curves of the surface of the road. Indeed, the rulings of the surface are 
also geodesics of the surface, and the angle formed between each ruling and the horizontal 
plane, is equal to the superelevation of the road. Obviously, to define the surface, the width 
of the road and its superelevation must be known. 

Eventually, all the algorithms-programs needed for the operation of this mathematical 
model, are inputed in a generalized program. Thus, the alignment of a road can be 
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accomplished in an objective manner, without the subjectivity that takes under 
consideration the ability and experience of each scholar, at the touch of a button and in a 
very short time. 

 

Keywords : three dimensional alignment,          curves, curvature, geodesic curvature, 
normal curvature, torsion, vertical curves over crests, vertical curves over sags, slope, 
superelevation, rigid body transformation, Procrustes transformation, directrix curve, base 
curve, rulings, ruled surface, horizontal surface, surface of changing superelevation, Gaussian 
curvature, mean curvature. 
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1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

 

Στο κεφάλαιο αυτό αναφέρονται ο σκοπός και οι στόχοι της παρούσας Διπλωματικής 
Εργασίας. Ειδικότερα, καταγράφεται περιληπτικά ο τρόπος με τον οποίο 
πραγαματοποιείται ο γεωμετρικός σχεδιασμός των οδών σήμερα, ενώ στη συνέχεια 
καταγράφεται μία νέα – πιο αυτοματοπιημένη – προσέγγιση, αυτής της μελέτης. Επίσης, 
αναδεικνύονται τα πλεονεκτήματα της μεθόδου που προτείνεται σε σχέση με τη 
συμβατική. Τέλος, πραγματοποείται μία συνοπτική παρουσίαση των κεφαλαίων που 
απαρτίζουν την εργασία.  

 

1.1. ΣΚΟΠΟΣ 

 

Μέχρι σήμερα ο γεωμετρικός σχεδιασμός μιας οδού, γίνεται σε δύο διακριτά στάδια 
μεταξύ τους. Αρχικά, ορίζεται ο άξονας της οδού και στη συνέχεια η επιφάνειά της. Ο 
άξονας της οδού, ορίζεται από την οριζοντιογραφία και τη μηκοτομή της. Η 
οριζοντιογραφία και η μηκοτομή αλληλεπιδρούν μεταξύ τους. Έτσι, πραγματοποιούνται 
συνεχείς δοκιμές μέχρι να καταλήξουμε στο επιθυμητό αποτέλεσμα. Δηλαδή, βελτιώνοντας 
ορισμένα στοιχεία στην οριζοντιογραφία, μπορεί να υπάρχει αρνητική επίδραση ως προς 
την μηκοτομή και αντίστροφα. Η οριζοντιογραφία, όπως και η μηκοτομή, αποτελούνται από 
επίπεδες καμπύλες. Συγκεκριμένα, η οριζοντιογραφία εμπεριέχει την ευθεία, το κυκλικό 
τόξο και την κλωθοειδή ως καμπύλη συναρμογής, ενώ η μηκοτομή εμπεριέχει την ευθεία 
και ένα πολυώνυμο δευτέρου βαθμού (παραβολή) ως τόξο συναρμογής. Ο συνδυασμός της 
οριζοντιογραφίας με τη μηκοτομή, παράγει τελικά μια τρισδιάστατη καμπύλη η οποία 
αντιστοιχεί στον άξονα της οδού. Όμως, αυτή η τρισδιάστατη καμπύλη, δεν είναι 
μαθηματικά ορισμένη. Δηλαδή, δεν είναι γνωστή η μαθηματική της έκφραση (παραμετρική, 
αναλυτική, διανυσματική ή άλλη). Στη συνέχεια, για την κατασκευή της επιφάνειας της 
οδού, ορίζεται η επίκλιση και το πλάτος της οδού. 

 

ΕΙΚΟΝΑ 1.1 : Τρισδιάστατος άξονας οδού 

Πηγή : https://encrypted-tbn3.gstatic.com/images?q=tbn:ANd9GcRtSzzDmlFdw1UK-
zFWMiPrYTNf8HfyhyPjwrPUOg7s5IDDD2pk 
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Σκοπός της παρούσας εργασίας είναι η τρισδιάστατη χάραξη της επιφάνειας της οδού (μαζί 
με τον άξονά της) με αυτόματο και αντικειμενικό τρόπο, έχοντας ως μοναδικά δεδομένα τις 
συντεταγμένες           των κορυφών της πολυγωνικής καμπύλης. Ακόμα και η επιλογή 
της θέσης των κορυφών της πολυγωνικής, μπορεί να γίνει με κάποιον τηλεπισκοπικό 
αλγόριθμο στο μέλλον που θα περιέχει περιορισμούς ως προς την οδοποιία. Τελικά, η 
χάραξη της οδού γίνεται με τη χρήση των καμπυλών          που ορίζονται με 
παράμετρο μία τυχαία μεταβλητή        . Με την αντιμετώπιση της οδού ως μια ενιαία 
τρισδιάστατη επιφάνεια, είμαστε σε θέση να εξάγουμε πιο ασφαλή συμπεράσματα για τα 
χαρακτηριστικά γνωρίσματά της, όπως είναι  για παράδειγμα η ορατότητα ή η απορροή των 
ομβρίων, αλλά και γενικότερα, στοιχεία που υπόκεινται στην οδική ασφάλεια.  

 

ΕΙΚΟΝΑ 1.2 : Επιφάνεια της οδού 

Πηγή : http://jessicaleake.com/wp-content/uploads/2014/01/0_A_winding_road.jpg 

Με τον συμβατικό τρόπο σχεδιασμού των οδών, το μήκος ορατότητας βασίζεται σε μία 
δισδιάστατη εποπτεία της οριζόντιας και κατακόρυφης χάραξης (μηκοτομή) ξεχωριστά. 
Δηλαδή, η μέθοδοι μέτρησης του μήκους ορατότητας που αναπτύχθηκαν με τον 
παραδοσιακό τρόπο, βασίζονται στην ξεχωριστή εποπτεία της οριζοντιογραφίας και της 
μηκοτομής, λόγω της πολυπλοκότητας που εμπεριέχεται στη μέτρηση του μήκους 
ορατότητας στον χώρο των τριών διαστάσεων. Επομένως, αυτές οι μέθοδοι δε δίνουν 
ακριβή αποτελέσματα καθώς δε λαμβάνουν υπόψη την οριζοντιογραφία και τη μηκοτομή 
με ενιαίο τρόπο. Με άλλα λόγια, αυτές οι μέθοδοι δε λαμβάνουν υπόψη την 
αλληλεπίδραση – συσχέτιση της οριζοντιογραφίας με τη μηκοτομή. Χρησιμοποιώντας, 
τρισδιάστατες τεχνικές σχεδιασμού, νέες μέθοδοι θα αναπτυχθούν που θα μειώσουν τον 
χρόνο και τα σφάλματα μέτρησης του μήκους ορατότητας. Η ακριβής μέτρηση του μήκους 
ορατότητας, αποτελεί κρίσιμο παράγοντα όσον αφορά την οδική ασφάλεια. Κατά τον 
γεωμετρικό σχεδιασμό των οδών, είναι πολύ σημαντικό να μπορεί να υπολογιστεί το μήκος 
ορατότητας σε όλο το μήκος της οδού και παράλληλα να μπορεί να ελεγχθεί η 



Κεφάλαιο 1 - Εισαγωγή 

- 3 - 

 

συμβατότητά του με τις ανάγκες και δυνατότητες του οδηγού. Τελικά, με αυτόν τον τρόπο, 
μπορούν να αποφεύγονται ατυχήματα – συγκρούσεις. 

Λόγω του ορισμού της επιφανείας με μαθηματικά ακριβή τρόπο, είμαστε σε θέση να 
υπολογίσουμε μεγέθη (σε όλα τα σημεία της επιφάνειας της οδού) που πριν ήταν αδύνατο, 
όπως : το τρίεδρο       , το διάνυσμα        , την καμπυλότητα στο χώρο, τη στρέψη, 
την κάθετη καμπυλότητα, τις κύριες διευθύνσεις, τις κύριες καμπυλότητες, τις γραμμές 
κύριας καμπυλότητας, την καμπυλότητα του      , τη γεωδαισιακή καμπυλότητα, τη 
γεωδαισιακή στρέψη και άλλα. 

Έτσι, με αυτόν τον τρόπο, καθορίζεται καταρχήν, ποιά από αυτά τα μεγέθη λειτουργούν ως 
κρίσιμες παράμετροι ως προς την οδική ασφάλεια. Για παράδειγμα, αυτό μπορεί να γίνει 
με υπολογισμό των μεγεθών αυτών στα σημεία όπου παρατηρείται αυξημένος αριθμός 
τροχαίων ατυχημάτων, ενώ στη συνέχεια, καθορίζεται το πεδίο τιμών μέσα στο οποίο 
επιτρέπεται να κινούνται τα μεγέθη αυτά. Ουσιαστικά, το ποιές παράμετροι θα 
λειτουργούν ως κρίσιμες, αλλά και το ποιό θα είναι το άνω και κάτω φράγμα τους, θα 
προκύψει είτε από τη φυσική (π.χ η μέγιστη κεντρομόλος δύναμη που μπορεί να αντέξει ο 
ανθρώπινος οργανισμός χωρίς να τον ενοχλεί), είτε από παρατηρήσεις συσχετίσεων. 
Επίσης, το πεδίο ορισμού των κρίσιμων παραμέτρων μπορεί να τροποποιηθεί περαιτέρω 
(αποτελεί υποσύνολο του προηγουμένου)  με εφαρμογή προσομοίωσης της απορροής των 
ομβρίων με πεπερασμένα στοιχεία (σε υπάρχοντες δρόμους ή μη ) υπολογίζοντας τις τιμές 
των μεγεθών αυτών στα κρίσιμα σημεία (αυξημένη παρουσία νερού) της οδού όπου 
παρατηρούνται. 

  

1.2. Δομή 

 

Η εργασία αποτελείται συνολικά από έντεκα κεφάλαια, συμπεριλαμβανομένης και της 
εισαγωγής. Η δόμηση των κεφαλαίων έγινε με βάση το περιεχόμενο και με σκοπό τη 
βέλτιστη κατανόηση του θέματος από τον αναγνώστη. 

Στο πρώτο κεφάλαιο πραγματοποιείται μία σύντομη εισαγωγή. Καταγράφεται ο σκοπός της 
εργασίας και τα συγκριτικά της πλεονεκτήματα της μεθόδου που προτείνεται, έναντι του 
τρόπου με τον οποίο υλοποιείται ο γεωμετρικός σχεδιασμός των οδών μέχρι σήμερα. 

Στο δεύτερο κεφάλαιο παρουσιάζονται οι γνώσεις που απαιτούνται, κυρίως από τον κλάδο 
της Διαφορικής Γεωμετρίας, για τον ακριβή ορισμό καμπυλών και επιφανειών στον χώρο. Ο 
άξονας της οδού αντιστοιχεί σε μία τρισδιάστατη καμπύλη, ενώ η επιφάνεια της οδού, 
αντιστοιχεί σε μία μαθηματική επιφάνεια μεταβλητής επίκλισης. 

Στο τρίτο κεφάλαιο περιγράφονται οι καμπύλες παρεμβολής και περιγράφονται οι 
ιδιότητες, αλλά και τα πλεονεκτήματά τους. Με βάση αυτές της καμπύλες παρεμβολής, και 
ειδικότερα με τη καμπύλη         , θα οριστεί τελικά ο άξονας της οδού. Τονίζεται ότι 
σε αυτό το στάδιο έχει οριστεί, μόνο η μορφή του άξονα της οδού, και όχι η σωστή ένταξή 
του στον χώρο. Δηλαδή, ο άξονας της οδού, έχει προσδιοριστεί γεωμετρικά μέσω της 
καμπυλότητας και της στρέψης. 

Στο τέταρτο κεφάλαιο αναλύονται οι επιφάνειες παρεμβολής. Τονίζεται η δυνατότητα 
ενιαίας θεώρησης της επιφάνειας της οδού ως μία επιφάνεια παρεμβολής. 

 Στο πέμπτο κεφάλαιο αναδεικνύεται η ανάγκη ορισμού σύνθετων επιφανειών 
παρεμβολής. Δηλαδή, επισημαίνεται ότι μόνο με αυτή τη θεώρηση, είναι δυνατή μία 
αξιόπιστη και ρεαλιστική μοντελοποίηση επιφάνειας.  
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Στο έκτο κεφάλαιο αναλύεται ο μετασχηματισμός του στερεού σώματος που θα παίξει 
σημαντικό ρόλο στην ορθή τοποθέτηση του άξονα της οδού στον χώρο. Δηλαδή, περά από 
τον γεωμετρικό προσδιορισμό του άξονα της οδού, πρέπει στη συνέχεια να 
προσανατολιστεί απόλυτα στον χώρο. 

Στο έβδομο κεφάλαιο παρουσιάζεται η μέθοδος του Προκρούστη που αποτελεί ουσιαστικά 
μία αυτόματη μέθοδο συνόρθωσης. Με βάση τη μέθοδο του Προκρούστη, καθίσταται 
ακριβής και γρήγορος ο αλγόριθμος μέσω του οποίου επιτυγχάνεται ο μετασχηματισμός 
του στερεού σώματος. 

Στο όγδοο κεφάλαιο καταγράφονται ορισμένα στοιχεία οδοποίιας και η λογική που διέπει 
τη μελέτη ενός οδικού έργου γενικότερα. 

Στο ένατο κεφάλαιο, γίνεται η ανάλυση της μεθοδολογίας για τη μοντελοποίηση του 
προβλήματος. Επίσης, γίνεται μία μικρή εισαγωγή στο λογισμικό που χρησιμοποιείται, το 
           . 

Στο δέκατο κεφάλαιο, παρουσιάζονται τα αποτελέσματα της μελέτης περίπτωσης, όπως 
αυτά προέκυψαν με την εφαρμογή της μεθοδολογίας που προτείνεται. Ακόμα, 
παρατίθενται όλοι οι αλγόριθμοι που χρησιμοποιούνται υπό μορφή προγραμμάτων στο 
           . Επίσης, εφαρμόζεται μία σύνθετη επιφάνεια παρεμβολής          και 
γίνεται ο χρωματισμός της επιφάνειας της οδού ως προς διάφορα γεωμετρικά μεγέθη ώστε 
να κατανοηθεί η συγκριτική διαφοροποίηση των μεγεθών αυτών στα διάφορα σημεία της 
επιφάνειας. Τέλος, επιχειρείται η επαλήθευση ορισμένων θεωρημάτων – πορισμάτων που 
αφορούν την επιφάνεια της οδού. 

Στο εντέκατο κεφάλαιο γίνεται μία εποπτική και αριθμητική σύγκριση των αποτελεσμάτων 
του μαθήματος – θέματος σε σχέση με τα αποτελέσματα που απορρέουν από τη 
μεθοδολογία που προτείνεται, σημειώνοντας τα αποτελέσματα που προέκυψαν. Τέλος, 
αναφέρονται οι τομείς στους οποίους μπορεί να βρει εφαρμογή το αντικείμενο της 
εργασίας, ενώ παράλληλα καταγράφονται προτάσεις για την περαιτέρω έρευνα και μελέτη 
του θέματος. 
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2. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΔΙΑΦΟΡΙΚΗΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ ΑΠΟ ΤΗ ΘΕΩΡΙΑ 
ΚΑΜΠΥΛΩΝ ΚΑΙ ΕΠΙΦΑΝΕΙΩΝ ΓΙΑ ΤΟΝ ΟΡΙΣΜΟ ΤΟΥ ΑΞΟΝΑ ΚΑΙ 
ΤΗΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΣ ΤΗΣ ΟΔΟΥ 

 

 

Σε αυτό το κεφάλαιο, καταγράφονται όλες εκείνες οι μαθηματικές γνώσεις και εργαλεία 
που απαιτούνται, αρχικά για την κατανόηση του προβλήματος που ανακύπτει και στη 
συνέχεια, για την κατασκευή ενός μαθηματικόυ μοντέλου βάσει του οποίου θα 
πραγματοποιηθεί η χάραξη της οδού. 

 

2.1. Καμπύλες 

 

Η εικόνα ενός διαστήματος   (ανοιχτού, ημιανοιχτού ή κλειστού) στον    με μία 

απεικόνιση   τοπικά ένα προς ένα,          , λέγεται καμπύλη. 

 

2.1.1. Παραμετρική παράσταση καμπύλης 

 

Μία τέτοια καμπύλη παριστάνεται παραμετρικά, με παράμετρο το   και τα σημεία 

           λέγονται σημεία της καμπύλης. Τα σημεία της καμπύλης προσδιορίζονται από 
ένα διάνυσμα       του οποίου οι συντεταγμένες δίνονται από : 

                                                            

Ο ορισμός της καμπύλης με τοπικά ένα προς ένα συνεχείς απεικονίσεις αποκλείει μια 
ευρεία τάξη ‘’παράξενων’’ καμπυλών όπως η καμπύλη       (Μαρκάτης, 1989). 

 

ΕΙΚΟΝΑ 2.1 : Καμπύλη Peano 

Πηγή : http://people.csail.mit.edu/jaffer/Geometry/hilbert256.png 
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2.1.2. Λείες καμπύλες – Ανώμαλα σημεία 

 

Μία καμπύλη       λέγεται ότι είναι κλάσεως    όταν υπάρχουν όλες οι παράγωγοι μέχρι 
τάξης   και είναι συνεχείς. Αν    , τότε η καμπύλη λέγεται λεία. Τα σημεία   μιας 

καμπύλης για τα οποία            , λέγονται ιδιάζοντα ή ανώμαλα σημεία της καμπύλης. 

Πολλές φορές, αυτή η ιδιότητα οφείλεται στον τρόπο παραμετρικοποίησης της καμπύλης. 
Αν όμως αυτό συμβαίνει για κάθε παραμετρικοποίηση, τότε τα σημεία λέγονται 
πραγματικά ανώμαλα σημεία. 

Γενικά, μας ενδιαφέρει η καμπύλη να έχει τέτοια τάξη λειότητας, ώστε να ικανοποιούνται 
οι απαραίτητες συνθήκες κάθε φορά. 

 

2.1.3. Επιτρεπτές αλλαγές συντεταγμάνων 

 

Η γεωμετρία εισάγεται από ένα εσωτερικό γινόμενο του    και επομένως, οι επιτρεπτές 
αλλαγές συντεταγμένων, είναι εκείνες που αφήνουν αναλλοίωτες τις ιδιότητες που 

προκύπτουν από αυτό. Συγκεκριμένα, για τον    με το συνηθισμένο εσωτερικό γινόμενο (ο 
Ευκλείδειος  -χώρος    είναι χώρος εσωτερικού γινομένου), οι επιτρεπτές αλλαγές 
συντεταγμένων είναι οι μεταθέσεις και οι στροφές (Μαρκάτης, 1989). 

 

2.1.4. Φυσική παράμετρος – Φυσική παράσταση καμπύλης 

 

Θεωρούμε μια καμπύλη        . Εισάγουμε μια νέα παράμετρο   σύμφωνα με τη σχέση 
      : 

 
              

 

  

   
 

      

Λόγω του ότι                      , η συνάρτηση      είναι γνησίως αύξουσα, (δηλαδή, το 
μήκος του τόξου   αυξάνεται, όσο αυξάνεται το  ). Η αντίστροφη συνάρτηση της       είναι 

η           . Η παράγωγος της συνάρτησης   (μέσω του θεωρήματος της τοπικής 
αντιστροφής) δίνεται από τον τύπο (Πολυράκης, 2008) : 

 
          

 

        
 

 

          
   

 

      

Δηλαδή, και η αντίστροφη συνάρτηση       είναι αύξουσα. Άρα η συνάρτηση            
είναι επιτρεπτή αλλαγή της παραμέτρου  .  

Επομένως η συνάρτηση                   είναι μια ισοδύναμη παράσταση της   
                . Η συνάρτηση         ονομάζεται      ή    ά      της καμπύλης, 
ενώ η παράμετρος   λέγεται      ή    ά       της καμπύλης και προσδιορίζει το μήκος 
της. Πρέπει να σημειωθεί ότι το μήκος της καμπύλης είναι ανεξάρτητο από την 
παραμετρική παράσταση της καμπύλης. Επομένως, το μήκος της καμπύλης εκφράζει μια  
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        ή    ό     της καμπύλης, δηλαδή είναι μία έννοια που μένει αναλλοίωτη στις 
αλλαγές του συστήματος συντεταγμένων. 

 

2.1.5. Τρίεδρο του        

 

Το τρίεδρο του       , μαζί με τις εξισώσεις που το ορίζουν, διαμορφώνουν ένα από τα 
βασικότερα και σηματικότερα εργαλεία της διαφορικής γεωμετρίας για τη μελέτη χωρικών 
καμπυλών. 

 

Ορισμός του τριέδρου        

 

Σε κάθε σημείο   μιας καμπύλης   προσαρτούμε τα εξής ορθοκανονικά (μοναδιαία και 
κάθετα ανά δύο μεταξύ τους) διανύσματα : 

 Το μοναδιαίο εφαπτόμενο διάνυσμα   . 
 

 Το πρώτο κάθετο διάνυσμα    . Αυτό κείται στο εγγύτατο επίπεδο και έχει 
κατεύθυνση προς τα κοίλα της προβολής της καμπύλης επάνω στο εγγύτατο 
επίπεδο. Δηλαδή, το διάνυσμα     δείχνει προς την κατεύθυνση του         . 
Επομένως, το πρώτο κάθετο διάνυσμα    , έχει τη διεύθυνση του διανύσματος 

καμπυλότητας    . 
 

 Το δεύτερο κάθετο διάνυσμα    , το οποίο είναι κάθετο προς τα δύο προηγούμενα 

με κατεύθυνση τέτοια ώστε η τριάδα {   ,    ,     } να αποτελεί ένα δεξιόστροφο 
ορθοκανονικό σύστημα. 

 

ΕΙΚΟΝΑ 2.2 : Πρωτεύοντα διανύσματα καμπύλης 

Πηγή http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/6/6f/Frenet.png 
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Αυτή η τριάδα διανυσμάτων κινείται κατά μήκος της καμπύλης. Έτσι, το σύστημα αυτό 
ονομάζεται κινούμενο ή συνοδεύον τρίεδρο ή                της καμπύλης. Το σύστημα 

αυτό λαμβάνεται συχνά ως σύστημα αναφοράς. Τα διανύσματα   ,    ,     ονομάζονται επίσης  
και πρωτεύοντα διανύσματα της καμπύλης. 

Οι ευθείες πάνω στις οποίες κείνται αυτά τα διανύσματα λέγονται κατά σειρά, εφαπτομένη, 
πρώτη κάθετος και δεύτερη κάθετος. 

Τα τρία επίπεδα που ορίζουν ανά δύο τα διανύσματα {   ,     }, {   ,     } και {    ,     } λέγονται 
εγγύτατο, ευθειοποιούν και κάθετο επίπεδο αντίστοιχα. 

 

ΕΙΚΟΝΑ 2.3 : Τρίεδρο του        

Πηγή : (Καδιανάκης, 2013) 

Υπολογισμός των διανυσμάτων {   ,     ,      } του    έ            

 

Όταν η καμπύλη   έχει εξίσωση             , όπου   η φυσική παράμετρος, οι τύποι 
υπολογισμού των διανυσμάτων του τριέδρου         έχουν ως εξής  στο                
αποδεικνύεται ότι              : 

                     

          
        

          
       

Όταν η καμπύλη   έχει εξίσωση           , όπου   τυχαία παράμετρος, οι τύποι έχουν ως 
εξής : 
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Διαπιστώνεται ότι αν τα διανύσματα        και         είναι συγγραμμικά, τότε οι τύποι      , 
      και      , δεν ισχύουν καθώς εμφανίζεται μηδέν στον παρονομαστή και συνεπώς, το 
τρίεδρο        δεν υπάρχει. 

 

2.1.6. Το διάνυσμα καμπυλότητας      και η καμπυλότητα   

 

Διάνυσμα καμπυλότητας      

 

Το                              είναι κάθετο στην καμπύλη στο       , είναι διάνυσμα 
του εγγύτατου επιπέδου της καμπύλης και είναι συνεχές. Δηλαδή, μεταβάλλεται συνεχώς 
κατά μήκος της καμπύλης. Ο αριθμός      με την ιδιότητα : 

                       

ονομάζεται             της καμπύλης στο σημείο       . Η καμπυλότητα εκφράζει τον 

ρυθμό μεταβολής του μοναδιαίου εφαπτόμενου διανύσματος    και εφόσον είναι διάφορο 
του μηδενός, η φορά του δείχνει ακριβώς, πώς κάμπτεται η καμπύλη. Λόγω του ορισμού 
αυτού, έπεται ότι : 

Όταν η παράμετρος είναι η φυσική, τότε : 

       
      

  
                 

Δηλαδή, 

                        

Όταν η παράμετρος είναι τυχαία, τότε : 

       
      

  
 

      

  
 
  

  
 

      

  
   

  

  
 

      

  
   

  

  
                                   

Δηλαδή, 

        
      

          
        

Η σχέση       , μετασχηματίζεται                                       ως εξής : 
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Δηλαδή, 

        
 

          
          

              

          
                 

Παρακάτω (σχέση       ), αποδεικνύεται ότι το διάνυσμα της κεντρομόλου επιτάχυνσης 
      , δίνεται από τη σχέση        : 

                 
                

         
                 

Επομένως, το διάνυσμα καμπυλότητας       , δίνεται και από τον τύπο        : 

        
 

          
               

Καμπυλότητα   

 

Η καμπυλότητα, μετράει την αποτυχία της καμπύλης από το να είναι ευθεία γραμμή (είτε 
στο χώρο είτε στο επίπεδο). 

Όταν η παράμετρος είναι η φυσική, τότε : 

                          

Όταν η παράμετρος είναι η τυχαία, τότε : 

        
                  

         
        

Επίσης, τα σημεία μηδενισμού της καμπυλότητας   ονομάζονται               της 
καμπύλης. 
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Αν δεν υπάρχουν σημεία καμπής στην  , δηλαδή, αν ισχύει            , τότε έχουμε : 

        
      

      
        

Δηλαδή, το       , είναι το μοναδιαίο διάνυσμα, με τη διεύθυνση και φορά του διανύσματος 

      . Παρατηρείται ακόμα, ότι κατά μήκος μίας ευθείας, έχουμε       , οπότε το πρώτο 
κάθετο μοναδιαίο διάνυσμα δεν ορίζεται. Μετά την εκλογή του       , διαπιστώνεται ότι 
υπάρχει μία συνεχής συνάρτηση   κατά μήκος της  , τέτοια ώστε : 

                           

Σε ένα σημείο της καμπύλης, όπου το διάνυσμα        έχει την ίδια φορά με το       , έχουμε: 

                      

Εκεί, όπου το       , έχει αντίθετη φορά με το       , έχουμε : 

                       

Τέλος, σε ένα σημείο καμπής όπου           , έχουμε : 

               

Ο αριθμός      που ορίζεται από την παραπάνω εξίσωση λέγεται προσημασμένη 
καμπυλότητα της καμπύλης  , στο σημείο      . Όμως, , επειδή το διάνυσμα        είναι 
αρχικά αυθαίρετο ως προς τη φορά, το πρόσημο της καμπυλότητας       δεν είναι 

καθορισμένο. Έτσι, μόνο η απόλυτη τιμή της καμπυλότητας,          , εκφράζει μία 

εσωτερική ιδιότητα της καμπύλης (δηλαδή, είναι μία έννοια που μένει αναλλοίωτη στις 
αλλαγές του συστήματος συντεταγμένων και δεν εξαρτάται από τον τρόπο 
παραμετρικοποίησης). Αν πολλαπλασιάσουμε την εξίσωση        εσωτερικά επί        και 
χρησιμοποιήσουμε τη σχέση                   , παίρνουμε τον τύπο : 

                             

Ως γνωστόν, το εμβαδόν   ενός παραλληλογράμμου με μη παράλληλες πλευρές τα 

διανύσματα       , μπορεί να υπολογιστεί μέσω του εξωτερικού γινομένου ως εξής : 

                    

Επομένως, λόγω της μορφής του τύπου        που μας δίνει την καμπυλότητα και της 
σχέσης       , συμπεραίνεται ότι η καμπυλότητα μπορεί να εκφραστεί και ως εξής 
(Petersen, 2006): 
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Προσημασμένη καμπυλότητα     επίπεδων καμπυλών 

 

Η καμπυλότητα μίας καμπύλης       του επιπέδου όπου   τυχαία παράμετρος, δίνεται από 
τον τύπο : 

     
                  

         
        

Ο τελεστής    ορίζεται ως εξής : 

                          

Έστω         , μία καμπύλη και    η γωνία που σχηματίζουν τα μοναδιαία εφαπτόμενα 

διανύσματα       και         ,     , στα γειτονικά σημεία       και         , 
αντίστοιχα. Η καμπυλότητα  , εκφράζει το πηλίκο της μεταβολής της διεύθυνσης της 
εφαπτομένης προς το μήκος τόξου : 

Όταν η παράμετρος είναι η φυσική  , τότε : 

         
    

  

  
 

  

  
        

Όταν η παράμετρος είναι τυχαία, τότε : 

      
  

  
 
  

  
        

Εδώ, πρέπει να τονιστεί ότι η καμπυλότητα είναι μεγαλύτερη του μηδενός (   ), όταν η 
γωνία   αυξάνεται, καθώς αυξάνεται το μήκος της   καμπύλης. Αν η γωνία   μειώνεται, 
καθώς αυξάνεται το μήκος της   καμπύλης, τότε η καμπυλότητα είναι αρνητική (   ). 

Τελικά, η καμπυλότητα μίας καμπύλης       του επιπέδου, συνδέεται με τη γωνία 
διεύθυνσης   της εφαπτομένης σε κάθε σημείο της καμπύλης, με την παρακάτω σχέση : 

     
  

  
        

όπου   η φυσική παράμετρς της καμπύλης (μήκος της καμπύλης). 

Σύμφωνα με τα παραπάνω, προκύπτει ένα πολύ ενδιαφέρον συμπέρασμα : 

Σε αντίθεση με την προσημασμένη καμπυλότητα επίπεδης καμπύλης   , η καμπυλότητα   

καμπυλών του    είναι πάντα μη αρνητική. 

Το πρόσημο της καμπυλότητας σχετίζεται με τον προσανατολισμό της καμπύλης. Δηλαδή, 
θετική καμπυλότητα αντιστοιχεί στο να ‘’στρίβει’’ η καμπύλη προς τα αριστερά (κατά 
σύμβαση) καθώς το μήκος της καμπύλης αυξάνεται, ενώ αρνητική καμπυλότητα αντιστοιχεί 
στο να ‘’στρίβει’’ η καμπύλη προς τα δεξιά (πάλι κατά σύμβαση). Έτσι, ο μηδενισμός της 
καμπυλότητας επίπεδων καμπυλών (σημείο καμπής της καμπύλης) ισοδυναμεί με την 
αλλαγή του προσανατολισμού της καμπύλης. 
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2.1.7. Η στρέψη   

 

Η στρέψη, μετράει την αποτυχία της καμπύλης από το να είναι επίπεδη. 

Η        ή              της καμπύλης είναι ένας αριθμός που εκφράζει τον ρυθμό 
μεταβολής του εγγύτατου επιπέδου της καμπύλης. Με άλλα λόγια, εκφράζει το κατά πόσο 
πολύ η καμπύλη, τείνει να γίνει τρισδιάστατη – χωρική (δηλαδή να ξεφύγει από το να είναι 
επίπεδη). 

Όταν η παράμετρος είναι η φυσική  , τότε : 

      
                              

           
        

Όταν η παράμετρος είναι τυχαία, τότε : 

      
                           

                   
        

Μια καμπύλη είναι επίπεδη αν και μόνο αν       (δηλαδή η στρέψη είναι ταυτοτικά ίση με 
το μηδέν). 

Όπως συμβαίνει με την καμπυλότητα, έτσι και η στρέψη αποτελεί εσωτερική ιδιότητα της 
καμπύλης. Δηλαδή, δεν εξαρτάται από τον τρόπο παραμετρικοποίησης. 

Ως γνωστόν, ο όγκος   ενός  παραλληλεπιπέδου με ακμές, τα διανύσματα          , μπορεί 
να υπολογιστεί μέσω του μικτού γινομένου ως εξής : 

                           

Επομένως, λόγω της μορφής του τύπου        που μας δίνει τη στρέψη και της σχέσης 
     ), συμπεραίνεται ότι η στρέψη μπορεί να εκφραστεί και ως εξής : 

      
                                                              

                                            
        

   

2.1.8. Κέντρο καμπυλότητας        , ακτίνα καμπυλότητας     , εγγύτατος 
κύκλος (ή κύκλος καμπυλότητας), εξειλιγμένη καμπύλης και πολικός άξονας 

 

Σε κάθε σημείο μίας καμπύλης      , ορίζεται η έννοια της ακτίνας καμπυλότητας      και 
του κέντρου καμπυλότητας      . 

Ειδικότερα, υποθέτουμε ότι τοπικά στο      , η καμπύλη συμπίπτει με κύκλο του εγγύτατου 
επιπέδου (δηλαδή θεωρούμε την καμπύλη, τοπικά επίπεδη). Η ακτίνα του κύκλου αυτού 
ονομάζεται ακτίνα καμπυλότητας      και το κέντρο του, κέντρο καμπυλότητας      . Από 
τη στιγμή που ο κύκλος βρίσκεται στο εγγύτατο επίπεδο που ορίζεται από τα διανύσματα { 

  ,     }, αυτό σημαίνει η εφαπτομένη σε ένα σημείο του κύκλου θα έχει τη διεύθυνση του 
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διανύσματος    , ενώ η κάθετος σε ένα σημείο του κύκλου θα έχει τη διεύθυνση του 
διανύσματος    .  

Ως γνωστόν, η εφαπτόμενη σε ένα σημείο ενός κύκλου, είναι κάθετη στην ακτίνα του 

κύκλου στο σημείο αυτό. Επομένως, το διάνυσμα της ακτίνας του κύκλου    , έχει τη 

διεύθυνση του διανύσματος    . Το διάνυσμα της ακτίνας του κύκλου     , θεωρείται ότι έχει 
αρχή το σημείο που βρίσκεται στην περίμετρο του κύκλου και πέρας το κέντρο του κύκλου. 

Επομένως, το διάνυσμα της ακτίνας του κύκλου     έχει και την ίδια φορά με το διάνυσμα     

             . Δηλαδή, ισχύει ότι : 

                  

όπου    , η ακτίνα του κύκλου. 

Θεωρώντας ότι       είναι το κένρο του κύκλου, έχουμε ότι : 

                        

Η σχέση       , μέσω της       , γίνεται :   

                          

Αποδεικνύεται εύκολα ότι σε κύκλο, η καμπυλότητά του    είναι σταθερή και ισούται με το 
αντίστροφο της ακτίνας. Δηλαδή : 

            
 

 
      

 

        
        

όπου η ακτίνα του εγγύτατου κύκλου  , ονομάζεται και ακτίνα καμπυλότητας και 
συμβολίζεται με  . 

Τελικά, η σχέση       , γράφεται : 

                   

             
 

        
     

Τελικά, ισχύει : 

              
 

    
               

όπου το σημείο      , ονομάζεται κέντρο καμπυλότητας και ο αριθμός 
 

    
 ονομάζεται 

ακτίνα καμπυλότητας (Πολυράκης, 2008). 

Εγγύτατος κύκλος ή κύκλος καμπυλότητας της καμπύλης ονομάζεται ο κύκλος με κέντρο το 
κέντρο καμπυλότητας της καμπύλης       και ακτίνα, την ακτίνα καμπυλότητας της 
καμπύλης  . 
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ΕΙΚΟΝΑ 2.4 : Εγγύτατος κύκλος καμπύλης 

Πηγή : http://www.grad.hr/itproject_math/Links/sonja/gausseng/introduction/s3.gif 

Τα κέντρα καμπυλότητας μίας καμπύλης, σχηματίζουν την εξειλιγμένη της καμπύλης η 
οποία είναι εν γένει μία χωρική καμπύλη. 

Επίσης, η ευθεία η κάθετη προς το εγγύτατο επίπεδο, που περνάει από το κέντρο 
καμπυλότητας λέγεται πολική ευθεία ή πολικός άξονας της καμπύλης στο σημείο αυτό 
(Μαρκάτης, 1989). 

 

2.1.9. Η κίνηση ενός σημείου        κατά μήκος της καμπύλης   

 

Έστω η καμπύλη 

                                  

Υποθέτουμε ότι η μεταβλητή   παριστάνει τον χρόνο, οπότε το σημείο       κινείται κατά 
μήκος της καμπύλης  . Έτσι, έχουμε ότι : 

Το διάνυσμα της ταχύτητας        ισούται με                

Το διάνυσμα της επιτάχυνσης       ισούται με                

Η ταχύτητα      ισούται με                         

Στο                έχει αποδειχθεί ότι όταν μία καμπύλη έχει ως παράμετρο τη φυσική 
   τότε             δηλαδή       . Για αυτό το λόγο, οι καμπύλες με παράμετρο τη 
φυσική (το μήκος της καμπύλης), ονομάζονται και                              . 

Η επιτάχυνση      ισούται με                         

Το διάνυσμα της ταχύτητας       , είναι εφαπτόμενο στην καμπύλη σε οποιαδήποτε θέση. 

Αντίθετα, το διάνυσμα της επιτάχυνσης       αναλύεται σε δύο κάθετες συνιστώσες : την 
επιτρόχια επιτάχυνση        (ή εφαπτομενική) και την κεντρομόλο επιτάχυνση        (ή 
εγκάρσια). Οι συνιστώσες αυτές, είναι μεταξύ τους κάθετες, (επομένως,              . Η 
επιτρόχια επιτάχυνση       , έχει τη διεύθυνση του διανύσματος της ταχύτητας        και 
συνεπώς είναι εφαπτόμενη στη καμπύλη (δηλαδή, έχει τη διεύθυνση του μοναδιαίου 

εφαπτόμενου διανύσματος    ). Η κεντρομόλος επιτάχυνση       , έχει τη διεύθυνση του 

πρώτου μοναδιαίου κάθετου διανύσματος     (άρα και του διανύσματος καμπυλότητας    ) 
και ειδικότερα, έχει τη διεύθυνση και φορά του διανύσματος της ακτίνας του εγγύτατου 

κύκλου    . 
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Επομένως, το διάνυσμα της επιτρόχιας επιτάχυνσης       , είναι η διανυσματική προβολή 
                 του διανύσματος επιτάχυνσης       στο διάνυσμα της ταχύτητας        :  

                     
               

      
 

        

      
      

         

      
       

Επομένως, το διάνυσμα της επιτρόχιας επιτάχυνσης     , ισούται με : 

        
                

         
                 

Επειδή το διάνυσμα της επιτρόχιας επιτάχυνσης     και το διάνυσμα της κεντρομόλου 
επιτάχυνσης     , αποτελούν τις συνιστώσες του διανύσματος της επιτάχυνσης    ,ισχύει ότι: 

                            

Δηλαδή, το διάνυσμα της κεντρομόλου επιτάχυνσης      λόγω της σχέσης       , ισούται 
με: 

                 
                

         
                

Συγκεντρωτικά, η επιτρόχια επιτάχυνση     έχει τη διεύθυνση του διανύσματος της 
ταχύτητας     και είναι εφαπτόμενη στην καμπύλη, ενώ είναι υπεύθυνη για τη μεταβολή του 
μέτρου του διανύσματος της ταχύτητας    . Η κεντρομόλος επιτάχυνση     έχει διεύθυνση 
κάθετη στην εφαπτομένη και φορά προς το κέντρο καμπυλότητας του εγγύτατου κύκλου 
της καμπύλης, ενώ είναι υπεύθυνη για την αλλαγή της διεύθυνσης του διανύσματος της 
ταχύτητας    . 

 

2.1.10. Εξισώσεις        

 

Μελετάται η συμπεριφορά του                 όταν αυτό κινείται από σημείο σε σημείο 
της καμπύλης. Θεωρείται λοιπόν ότι υπάρχει το τρίεδρο και στη συνέχεια παραγωγίζονται 

τα τρία διανύσματα  ως προς τη φυσική παράμετρο  . Τα διανύσματα                         
αναλύονται στο                της καμπύλης ως εξής : 

                            

                                          

                              

Αντίστοιχα, σε μορφή πινάκων, οι εξισώσεις       ,        και        καταλήγουν στην 
ακόλουθη μορφή : 
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όπου      η                            και      η        της καμπύλης. Οι τύποι 
αυτοί ονομάζονται                 . 

Οι παραπάνω εξισώσεις ισχύουν μόνο στην περίπτωση που έχουμε καμπύλη μοναδιαίας 
ταχύτητας (παραμετρικοποίηση ως προς τη φυσική παράμετρο). Σε αντίθετη περίπωση, οι 
εξισώσεις γίνονται : 

                                    

                                                          

                                      

ή, επειδή                   : 

                                    

                                                          

                                      

ή, επειδή                           : 

                                           

                                                                        

                                             

Αντίστοιχα, υπό μορφή πινάκων, οι παραπάνω εξισώσεις       ,        και       , 
καταλήγουν στην ακόλουθη μορφή : 

 

      

       

       

   

               

                            

               

   

     

      

      

   

ή 

 

      

       

       

   

                      

                                          

                      

   

     

      

      

  

 

2.1.11. Το διάνυσμα του                 

 

Αν θεωρηθεί ότι η φυσική παράμετρος της καμπύλης είναι ο         , τότε η καμπύλη 
αντιστοιχεί στις διαδοχικές θέσεις ενός κινητού σημείου στο χώρο, το οποίο κινείται με 
ταχύτητα ένα. Το                κινείται και αυτό σαν στερεό σώμα από θέση σε θέση. 
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Η κίνηση αυτή είναι σύνθεση μιας μεταφοράς και μιας περιστροφής (όπως κάθε κίνηση 
στερεού στο χώρο). Η μεταφορά περιγράφεται από την εξίσωση της καμπύλης. Η 
περιστροφή ενός σώματος γύρω από ένα σημείο χαρακτηρίζεται από το 

                                     . Το                                      , 
έπειτα από πράξεις χρησιμοποιώντας και τις εξισώσεις       , εκφράζεται ως εξής (Gray, 
1998) : 

                                       

Το διάνυσμα της γωνιακής ταχύτητας       λέγεται                     . Το 
                   λέγεται και συνοδεύον τρίεδρο λόγω της ιδιότητάς του ακριβώς να 
συνοδεύει το κινητό σημείο της καμπύλης. 

Το διάνυσμα της γωνιακής ταχύτητας εκφράζεται μέσω της παραπάνω σχέσης, μόνο όταν 
έχουμε καμπύλη μοναδιαίας ταχύτητας. Σε αντίθετη περίπτωση, που η παράμετρος δεν 
αντιστοιχεί στη φυσική, η σχέση       , γίνεται : 

                                                                              

ή 

                                                         

   

2.1.12. Θεώρημα ύπαρξης και μοναδικότητας καμπυλών (θεμελιώδες θεώρημα 
καμπυλών) 

 

Αν δύο καμπύλες,       και        έχουν ίση καμπυλότητα και στρέψη σε κάθε σημείο τους 
(έχοντας ως παράμετρο, τη φυσική παράμετρο της καμπύλης  ), τότε μπορούν να 

συμπέσουν μετά από στροφή και παράλληλη μεταφορά του   . 

Ειδικότερα , αν η καμπυλότητα και η στρέψη δύο καμπυλών του    συμπίπτουν και 
επιπλέον συμπίπτουν τα                των καμπυλών σε ένα τουλάχιτον σημείο τους, 

τότε οι καμπύλες συμπίπτουν με παράλληλη μεταφορά του    (Πολυράκης, 2008). 

Σημειώνεται ότι οι παραπάνω μετασχηματισμοί αφήνουν αναλλοίωτες την καμπυλότητα 

και τη στρέψη των καμπυλών. Υπενθυμίζεται ότι για τον   , οι επιτρεπτές αλλαγές 
συντεταγμένων είναι οι μεταθέσεις και οι στροφές. 
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2.2. Επιφάνειες 

 

Ένα σύνολο σημείων του   , τα οποία είναι σε 1 – 1 αντιστοιχία με μία συνεχή απεικόνιση 

με ένα κλειστό παραλληλόγραμμο του   , λέγεται απλό τμήμα επιφάνειας. Επιφάνεια 

λέγεται κάθε υποσύνολο   του    όταν για κάθε σημείο του υπάρχει περιοχή στο   της 
οποίας το περίβλημα είναι απλό τμήμα επιφάνειας. 

 

ΕΙΚΟΝΑ 2.5 : Ορισμός τμήματος ομαλής επιφάνειας 

Πηγή : http://math.etsu.edu/multicalc/prealpha/Chap3/Chap3-4/param1b.gif 

 

2.2.1. Διανυσματικές συναρτήσεις 

 

Έστω η πραγματική συνάρτηση     . Με       συμβολίζεται η πρώτη και με          η   – 
παράγωγος της   στο  . Αν η   έχει περισσότερες από μία μεταβλητές, συμβολίζεται με    η 
μερική παράγωγος της   ως προς την   μεταβλητή, με     η μερική παράγωγος της    ως 

προς τη   μεταβλητή. Έτσι για τη συνάρτηση          ισχύει : 

           
         

  
             

         

  
             

         

  
 

                
 

  
 
         

  
  

 

2.2.2. Παραμετρική παράσταση επιφάνειας 

 

Έστω       , και έστω η διανυσματική συνάρτηση          : 

                                                       

Αν 
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λέμε ότι η         είναι                             και ότι οι εξισώσεις : 

                                                     

είναι παραμετρικές εξισώσεις του  . Οι μεταβλητές     ονομάζονται                   

Αν η διανυσματική συνάρτηση         είναι κλάσης 1 και ισχύει : 

                                            

λέμε ότι η         είναι         . Αν επιπλέον είναι παραμετρική παράσταση του   λέμε 
ότι η         είναι κανονική παραμετρική παράσταση του  . Αν η συνάρτηση         είναι 
παραμετρική παράσταση του  , τότε οι καμπύλες : 

                        

ονομάζονται                       του συνόλου  . 

Οι καμπύλες αυτές προέρχονται από τον περιορισμό της συνάρτησης         στις ευθείες 
      και      . Έτσι, συχνά αναφέρονται ως                              

   και 
                                 αντίστοιχα.  

 

2.2.3. Στοιχειώδης επιφάνεια 

 

Ακολουθεί ο ορισμός της στοιχειώδους επιφάνειας.  

Έστω        και        ,           κανονική παράσταση του  . Αν το   είναι ανοικτό και 

συνεκτικό υποσύνολο του   , η         είναι αμφιμονοσήμαντη και επί του   και η 
          είναι κλάσης 1, το ζεύγος       ονομάζεται                      . 

Με τον ορισμό αυτό εξασφαλίζεται η αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία μεταξύ των σημείων 
του   και του  . Το τυχαίο σημείο           ορίζεται κατά μοναδικό τρόπο ως τομή των 
παραμετρικών καμπυλών       και       της                            και το 
ζεύγος         είναι οι                              ή                         
του σημείου          . 

 

2.2.4. Καμπύλες σε επιφάνεια 

 

Έστω  

                      

είναι στοιχειώδης επιφάνεια του   . 

Υποθέτουμε ότι : 

                            

 είναι τυχαία καμπύλη στο   και έστω : 
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ο περιορισμός της    στην καμπύλη  . 

Η καμπύλη                 είναι καμπύλη της επιφάνειας   που προκύπτει από την 
καμπύλη   του  . Μια καμπύλη   η οποία βρίσκεται πάνω σε δσμένη επιφάνεια   είναι 
γνωστή και ως                     της επιφάνειας   . 

Το                     της   στο σημείο      , είναι : 

                                                                  

Οι καμπύλες                    , όπου              είναι οι παραμετρικές καμπύλες της 
επιφάνειας  , που συμβολίζονται με        . 

Υπενθυμίζεται ότι η καμπύλη           αναφέρεται ως η παραμετρική καμπύλη       και 
η  καμπύλη           αναφέρεται ως η παραμετρική καμπύλη       . 

Τα αντίστοιχα                       των καμπυλών αυτών είναι : 

                                

Επειδή από τα σημείο          του   περνούν άπειρες καμπύλες (για παράδειγμα ευθείες), 
συνεπάγεται ότι και από το σημείο                περνούν άπειρες καμπύλες της 
επιφάνειας. Το σύνολο αυτών των καμπυλών ορίζει τη                     
            . 

 

2.2.5. Εφαπτόμενο επίπεδο – Κάθετο διάνυσμα 

 

Έστω : 

                       

είναι στοιχειώδης επιφάνεια του   . 

Υποθέτουμε ότι : 

                                

είναι τυχαία καμπύλη της επιφάνειας   που περνάει από το σημείο    της   και έστω 
          

Το εφαπτόμενο διάνυσμα : 

                                                                 

της   στο    είναι γραμμικός συνδυασμός των               ,              . Επομένως, είναι 
διάνυσμα του επιπέδου : 

                                                        

Το επίπεδο αυτό ονομάζεται                                     στο σημείο           

Το διάνυσμα : 
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είναι κάθετο στο   και ονομάζεται μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα της επιφάνειας   στο 
         . 

 

ΕΙΚΟΝΑ 2.6 : Εφαπτόμενο επίπεδο – Μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα 

Πηγή : http://www.emeraldinsight.com/content_images/fig/1560070203001.png 

 

2.2.6. Θεμελιώδη μεγέθη πρώτης τάξης 

 

Για κάθε σημείο        του   ή ισοδύναμα για κάθε σημείο         της στοιχειώδους 
επιφάνειας  , ορίζονται οι παρακάτω συναρτήσεις : 

                                            

                                            

                                            

Επίσης, με   συμβολίζεται η συνάρτηση : 

                                                

Οι τιμές                            των συναρτήσεων αυτών στο        ονομάζονται 
                              της   στο σημείο        και η τιμή της         , 
διακρίνουσα της   στο ίδιο σημείο. Τα θεμελιώδη μεγέθη πρώτης τάξης δεν είναι 
αναλλοίωτα (δηλαδή, εξαρτώνται από το εκάστοτε σύστημα συντεταγμένων που έχει 
επιλεγεί). Όταν δεν υπάρχει περίπτωση σύγχυσης οι τιμές αυτές συμβολίζονται με 
        . 

Για κάθε σημείο        της   ισχύει : 
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2.2.7. Ισομετρική Απεικόνιση  

 

Έστω οι στοιχειώδεις επιφάνειες : 

                      

                      

Απεικόνιση ονομάζεται η διαδικασία κατά την οποία αντιστοιχίζεται το σημείο         της 
  στο σημείο         της    έχοντας ως περιορισμό το ότι τα σημεία   και    πρέπει να 
έχουν τις ίδιες καμπυλόγραμμες συντεταγμένες. Η απεικόνιση           ονομάζεται 
ισομετρική ( ή ισομετρία ) αν το μήκος του τυχαίου τόξου στην επιφάνεια   ισούται με το 
μήκος της εικόνας του στην επιφάνεια   . 

Η απεικόνιση   είναι μια ισομετρία αν και μόνο αν τα θεμελιώδη μεγέθη πρώτης τάξης της 
  είναι ίσα με τα αντίστοιχα θεμελιώδη μεγέθη πρώτης τάξης της   . Δηλαδή, 

                      

 

2.2.8. Μήκος τόξου επιφάνειας (επιφανειακής καμπύλης) 

Έστω μια επιφάνεια : 

                          

και μια καμπύλη πάνω στην   με εξίσωση : 

                       

Το μήκος τόξου   της καμπύλης που περιλαμβάνεται μεταξύ των σημείων       και    
  , όπως είναι γνωστό από τη θεωρία καμπυλών, δίνεται από το ολοκλήρωμα : 

 

            

 

 

   

 

      

Η παραπάνω σχέση μετασχηματίζεται ως εξής : 
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Τελικά, το μήκος τόξου   επιφανειακής καμπύλης, είναι ίσο με : 

 
                           

 
       

2.2.9. Πρώτη θεμελιώδης τετραγωνική μορφή   

 

Υπενθυμίζεται ότι  μια καμπύλη του    ορίζεται μονοσήματα (ως προς το σχήμα της ) από 
δύο τοπικά αναλλοίωτα μεγέθη, την καμπυλότητα και τη στρέψη, όταν τα μεγέθη αυτά 

εκφράζονται ως συναρτήσεις του μήκους τόξου. Ομοίως, μια επιφάνεια του     ορίζεται 
μονοσήμαντα (και πάλι ως προς το σχήμα της ) από δύο τοπικά αναλλοίωτα μεγέθη που 
λέγονται αντίστοιχα πρώτη και δεύτερη θεμελιώδης μορφή. 

Έστω            τυχαίο σημείο της στοιχειώδους επιφάνειας  , και   το εφαπτόμενο 
επίπεδο της   στο σημείο           και έστω : 

                                          

Το         αποτελεί ένα σύστημα συντεταγμένων (βάση) του  εφαπτόμενου επιπέδου  . 

Το τυχαίο διάνυσμα            του εφαπτόμενου επιπέδου είναι : 

                          

και το τετράγωνο του μέτρου του δίνεται από τον τύπο : 

    
 

                        

Η συνάρτηση που απεικονίζει το τυχαίο διάνυσμα ενός εφαπτόμενου επιπέδου μιας 
επιφάνειας στο τετράγωνο του μήκους του, ονομάζεται πρώτη θεμελιώδης μορφή 
(απεικόνιση) ή μετρική της επιφάνειας   στο σημείο       και συμβολίζεται με  . Δηλαδή : 
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Από τη μορφή της παράστασης       , φαίνεται ότι η πρώτη θεμελιώδης μορφή είναι ένα 
ομογενές πολυώνυμο δευτέρου βαθμού ως προς    και    (             ). Επομένως, 
η πρώτη θεμελιώδης μορφή είναι μία τετραγωνική μορφή (έτσι δικαιολογείται ο όρος 
πρώτη θεμελιώδης τετραγωνική μορφή). Οι συντελεστές της   συνιστούν έναν πίνακα   

διαστάσεων       που ονομάζεται πίνακας της τετραγωνικής μορφής και είναι ο εξής : 

    
  
  

  

Η ορίζουσα του πίνακα   είναι η εξής : 

                   

Δηλαδή, η ορίζουσα του πίνακα   ισούται με τη διακρίνουσα          της επιφάνειας   στο 
σημείο      . 

Αποδεικνύεται ότι η πρώτη θεμελιώδης μορφή   εξαρτάται μόνο από την επιφάνεια και όχι 
από το συγκεκριμένο τμήμα της επιφάνειας. Από την άλλη, τα θεμελιώδη μεγέθη πρώτης 
τάξης δεν παραμένουν αναλλοίωτα στους παραμετρικούς μετασχηματισμούς, αλλά 
μετασχηματίζονται με τέτοιο τρόπο ώστε τελικά οι πρώτες θεμελιώδεις μορφές   να 
ταυτίζονται στα διάφορα τμήματα της επιφάνειας. 

 

2.2.10. Παράλληλες    ή    παραμετρικές καμπύλες 

 

Αν η πρώτη θεμελιώδης μορφή ενός τμήματος, είναι της μορφής : 

                         

τότε αποδεικνύεται ότι οι    παραμετρικές καμπύλες αποκόπτουν ίσα τμήματα από όλες 
τις    παραμετρικές. Επίσης, αφού     , (λόγω της μορφής της πρώτης θεμελιώδους 
μορφής  ), οι παραμετρικές καμπύλες είναι ορθογώνιες. Στην περίπτωση αυτή, οι    
παραμετρικές καμπύλες λέγονται           . Αντίστοιχα, τα ίδια ισχύουν στην 
περίπτωση που                 (Lipschutz, 1982). 

 

ΕΙΚΟΝΑ 2.7 : Παράλληλες καμπύλες 

Πηγή : http://web1.kcn.jp/hp28ah77/fig8_5.gif 

Επίσης, η πρώτη θεμελιώδης τετραγωνική μορφή   είναι θετικά ορισμένη. Δηλαδή, για κάθε 
        , έχουμε    , ενώ       αν και μόνο αν        και       . Επειδή η   είναι 
θετικά ορισμένη, τα θεμελιώδη μεγέθη πρέπει να ικανοποιούν τις σχέσεις : 
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Τέλος, από την παράσταση της  , έχουμε ότι : 

                  

 

ΕΙΚΟΝΑ 2.8 : Παράλληλες καμπύλες 

Πηγή : http://www.mynetimages.com/e7dcae88_md.jpg 

 

2.2.11. Στοιχειώδες εμβαδόν    και εμβαδόν επιφάνειας   

 

Το στοιχειώδες εμβαδόν    της επιφάνειας είναι : 

                          

Έστω   κλειστό και φραγμένο υποσύνολο του           . 

Το εμβαδόν του τμήματος : 

                      

της επιφάνειας   δίνεται από τον τύπο : 

                  

 

        

Αποδεικνύεται ότι, αλλάζοντας συντεταγμένες, το εμβαδόν παραμένει αναλλοίωτο. 
Δηλαδή, το εμβαδόν επιφάνειας είναι ανεξάρτητο της παραμετρικοποίησης της 
παράστασης. 

Γενικότερα, αυτός ο τύπος ισχύει για κάθε χωρίο  , το οποίο περικλείεται από μία γραμμή 
που είναι εικόνα μιας διαφορίσιμης κλειστής γραμμής        . 
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ΕΙΚΟΝΑ 2.9 : Παραδείγματα καμπυλών        και μη 

Πηγή : http://mathworld.wolfram.com/images/eps-gif/JordanCurves_1000.gif 

 

2.2.12. Μήκος εφαπτόμενου διανύσματος 

 

Έστω            τυχαίο σημείο της στοιχειώδους επιφάνειας  , και   το εφαπτόμενο 
επίπεδο της   στο σημείο           και έστω : 

                                          

Το         αποτελεί ένα σύστημα συντεταγμένων (βάση) του  εφαπτόμενου επιπέδου  . 

Το τυχαίο διάνυσμα            του εφαπτόμενου επιπέδου είναι : 

                          

Έτσι, το μήκος του εφαπτόμενου διανύσματος, δίνεται από τον τύπο        : 

                                   

   

2.2.13. Γωνία εφαπτομένων διανυσμάτων 

 

Γωνία τυχαίων εφαπτόμενων διανυσμάτων σε σημείο της επιφάνειας 

 

Έστω            τυχαίο σημείο της στοιχειώδους επιφάνειας  , και   το εφαπτόμενο 
επίπεδο της   στο σημείο           και έστω : 

                                          

Ως γνωστόν, το         αποτελεί ένα σύστημα συντεταγμένων (δηλαδή, μία βάση) του  
εφαπτόμενου επιπέδου  . 

Έστω ότι έχουμε δύο τυχαία εφαπτόμενα διανύσματα            ,            σε ένα σημείο 
μιας επιφάνειας και τα οποία έχουν αναλυθεί στο σύστημα        . Τότε, λόγω του ότι το 
        αποτελεί ένα σύστημα συντεταγμένων, ισχύει ότι : 
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Αν   είναι η γωνία μεταξύ των διανυσμάτων       , τότε: 

                               
       

         
   

  
                                                 

                                               
   

 
                                                                             

                                                  
  

Συνεπώς, η γωνία   μεταξύ των διανυσμάτων       , ισούται με : 

          
                                

                                                  
         

Δηλαδή, δύο τυχαία εφαπτόμενα διανύσματα            ,            σε ένα σημείο μιας 
επιφάνειας είναι κάθετα μεταξύ τους, αν και μόνο αν ισχύει η σχέση : 

                                         

 

Γωνία των    και    παραμετρικών καμυλών σε σημείο της επιφάνειας 

 

Το ζεύγος       είναι η           της παραμετρικής καμπύλης       , ενώ το       είναι 
η           της παραμετρικής καμπύλης      . Δηλαδή, ισχύει ότι : 

                                            

                                           

Αντικαθιστώντας τις τιμές αυτές στη σχέση (2.69), έχουμε ότι : 

          
  

            
         

Φυσικά, στο ίδιο αποτέλεσμα καταλήγουμε, θεωρώντας ότι : 

                                           

                                           

Δηλαδή, οι    και    παραμετρικές καμπύλες ενός τμήματος τέμνονται κάθετα (είναι 
ορθογώνιες ), αν και μόνο αν ισχύει η σχέση : 
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2.2.14. Δεύτερη θεμελιώδης τετραγωνική μορφή    

 

Υπενθυμίζεται ότι το διάνυσμα : 

                    
                             

                               
 

είναι κάθετο στο  εφαπτόμενο επίπεδο της επιφάνειας   και ονομάζεται μοναδιαίο κάθετο 
διάνυσμα της επιφάνειας   στο          . 

Έστω η στοιχειώδης επιφάνεια : 

                   

κλάσης 2 

Για κάθε σημείο        του   ή ισοδύναμα για κάθε σημείο         της στοιχειώδους 
επιφάνειας  , ορίζονται οι παρακάτω συναρτήσεις : 

                                      

 

 
                                                            

                                      

Οι τιμές                      των συναρτήσεων αυτών στο       ονομάζονται 
θεμελιώδη μεγέθη δεύτερης τάξης στο σημείο       της επιφάνειας. Όταν δεν υπάρχει 
περίπτωση σύγχυσης οι τιμές αυτές συμβολίζονται με      . 

Επίσης, ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις : 

                                      

                                                             

                                      

Ακόμα, ισχύουν και οι παρακάτω ισοδύναμοι τύποι : 

         
                                 

 
        

         
                                 

 
        

         
                                 

 
        

Τα διανύσματα            και           , είναι κάθετα στο            και σχετίζονται με τις 
μερικές παραγώγους                    με τις ακόλουθες σχέσεις : 
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Οι σχέσεις        και        είναι γνωστές και ως σχέσεις           . 

Η συνάρτηση : 

                                 

λέγεται δεύτερη θεμελιώδης τετραγωνική μορφή της επιφάνειας   στο σημείο      . 
Παρατηρείται ότι, όπως και η πρώτη θεμελιώδης τετραγωνική μορφή, έτσι και η δεύτερη, 
είναι μια ομογενής συνάρτηση δευτέρου βαθμού ως προς        με συντελεστές τα 
θεμελιώδη μεγέθη δεύτερης τάξης      . 

Οι συντελεστές της    συνιστούν έναν πίνακα   διαστάσεων       που ονομάζεται πίνακας 
της τετραγωνικής μορφής και είναι ο εξής : 

    
  
  

  

Η ορίζουσα του πίνακα   είναι η εξής : 

                                 

Η τιμή της          ονομάζεται διακρίνουσα της δεύτερης θεμελιώδους τετραγωνικής 
μορφής της   στο σημείο      . 

Αποδεικνύεται ότι η δεύτερη θεμελιώδης μορφή    παραμένει και αυτή αναλλοίωτη, όπως 
η  , στους παραμετρικούς μετασχηματισμούςπου επιπλέον διατηρούν τη φορά του 

          . Όταν η φορά δεν διατηρείται, η    αλλάζει πρόσημο. Από την άλλη, τα θεμελιώδη 
μεγέθη δεύτερης τάξης, όπως και τα πρώτης, δεν παραμένουν αναλλοίωτα στους 
παραμετρικούς μετασχηματισμούς. 

Αξίζει να σημειωθεί ότι η       ισούται κατά προσέγγιση με το διπλάσιο της απόστασης του 
σημείου               της επιφάνειας από το σημείο        , ενώ η    εκφράζει 
προσεγγιστικά το διπλάσιο της (αριθμητικής) προβολής του διανύσματος    στο σημείου 

          , όπου   το σημείο               και   το σημείο        . 

Η συνάρτηση : 

    
 

 
      

 

 
                                

ορίζει μια επιφάνεια που λέγεται εγγύτατο παραβολοειδές στο   (Μαρκάτης, 1989). Η 
μορφή του παραβολοειδούς αυτού προσδιορίζει τη μορφή της επιφάνειας σε μια περιοχή 
του  . Διακρίνονται τέσσερις περιπτώσες, που εξαρτώνται από το πρόσημο ή τον 
μηδενισμό της διακρίνουσας της δεύτερης θεμελιώδους τετραγωνικής μορφής          
        . 

 Ελλειπτικό σημείο 
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Αν           , η κάθετη καμπυλότητα της   στο   ως προς κάθε διεύθυνση διατηρεί 
πρόσημο και το σημείο   ονομάζεται ελλειπτικό. Στην περίπτωση αυτή, η   ως συνάρτηση 
των    και    προσδιορίζει ένα ελλειπτικό παραβολοειδές. Στην περιοχή ενός ελλειπτικού 
σημείου, η επιφάνεια βρίσκεται προς το ένα μέρος του εφαπτόμενου επιπέδου της στο 

σημείο αυτό. Αν              , η επιφάνεια στο   κάμπτεται προς τη φορά του           , 

ενώ αν              προς την αντίθετη φορά. 

 

ΕΙΚΟΝΑ 2.10 : Ελλειπτικό σημείο 

Πηγή : http://www.grad.hr/itproject_math/Links/sonja/gausseng/ehpp/sl7.gif 

 Υπερβολικό σημείο 

Αν           η κάθετη καμπυλότητα της   στο   ως προς τις διάφορες διευθύνσεις 
δεν διατηρεί σταθερό πρόσημο και το σημείο ονομάζεται υπερβολικό. Στην περίπτωση 
αυτή η   ως συνάρτηση των    και    προσδιορίζει ένα υπερβολικό παραβολοειδές. Στο 
εφαπτόμενο επίπεδο ενός υπερβολικού σημείου της επιφάνειας υπάρχουν δύο 
διαφορετικές ασυμπτωτικές ευθείες που διέρχονται από σημείο   και διαιρούν το 
εφαπτόμενο επίπεδο σε τέσσερα τμήματα στα οποία η κάθετη καμπυλότητα είναι άλλοτε 
θετική και άλλοτε αρνητική. Κατά μήκος των δύο αυτών ευθειών, η κάθετη καμπυλότητα 
μηδενίζεται. Στην περιοχή ενός υπερβολικού σημείου η επιφάνεια βρίσκεται και προς τα 
δύο μέρη του εφαπτόμενου επιπέδου. Η επιφάνεια έχει τη μορφή σάγματος στην περιοχή 
του  . 

Αν              για κάθε διεύθυνση μεταξύ των κυρίων διευθύνσεων, η κάθετη 
καμπυλότητα είναι αρνητική, ενώ στις άλλες διευθύνσεις η κάθετη καμπυλότητα είναι 
θετική. Έτσι, εκτός των κυρίων διευθύνσεων, η επιφάνεια κάμπτεται προς προς τον 

ημιχώρο του            και εντός των κυρίων διευθύνσεων κάμπτεται αντίθετα. Αν 

             , η επιφάνεια εντός των κυρίων διευθύνσεων κάμπτεται προς τον ημίχωρο του 

           και εκτός κάμπτεται αντίθετα. 
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ΕΙΚΟΝΑ 2.11 : Υπερβολικό σημείο 

Πηγή : http://www.grad.hr/itproject_math/Links/sonja/gausseng/ehpp/sl8.gif 

 Παραβολικό σημείο 

Αν           και τουλάχιστον ένα από τα     είναι διάφορο του μηδενός, η κάθετη 
καμπυλότητα στο   διατηρεί πρόσημο ως προς κάθε διεύθυνση εκτός από μία στην οπoία 
μηδενίζεται. Το σημείο   ονομάζεται παραβολικό.  Στην περίπτωση αυτή η δ ως συνάρτηση 
των       προσδιορίζει έναν παραβολικό κύλινδρο. Ειδικότερα, αν ένα από τα     είναι 
θετικό, τότε η κάθετη καμπυλότητα ως προς όλες τις διευθύνσεις (εκτός μίας) είναι θετική 

και η επιφάνεια στο   κάμπτεται προς τον ημίχωρο του           . Αν ένα από τα     είναι 

αρνητικό, η επιφάνεια κάμπτεται προς τον ημίχωρο που δεν περιέχει το           . 

 

ΕΙΚΟΝΑ 2.12 : Παραβολικό σημείο 

Πηγή : http://www.grad.hr/itproject_math/Links/sonja/gausseng/ehpp/sl9.gif 
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 Επίπεδο σημείο 

Αν           και      . Τότε      , άρα η κάθετη καμπυλότητα ως προς κάθε 
διεύθυνση ισούται ταυτοτικά με το μηδέν. Αυτό σημαίνει ότι στο   οι καμπύλες της 
επιφάνειας τείνουν να παραμείνουν στο εφαπτόμενο επίπεδο και το σημείο   ονομάζεται 
επίπεδο. Σε αυτή την περίπτωση, η περιγραφή της επιφάνειας στην περιοχή του σημείου Ρ 
καθορίζεται από μορφές υψηλότερης τάξης ως προς    και   . Επίσης, το εφαπτόμενο 
επίπεδο έχει επαφή υψηλότερης τάξης με την επιφάνεια. 

 

ΕΙΚΟΝΑ 2.13 : Επίπεδο σημείο 

Πηγή : http://www.grad.hr/itproject_math/Links/sonja/gausseng/ehpp/sl10.gif 

Από την παραπάνω μελέτη μιας επιφάνειας μπορεί κανείς να διαπιστώσει ότι η ιδιότητα 
ενός σημείου να είναι ελλειπτικό, υπερβολικό, παραβολικό ή επίπεδο, είναι ανεξάρτητη της 
παραμετρικής παράστασης της επιφάνειας. 

 

ΕΙΚΟΝΑ 2.14 : Ελλειπτικά, υπερβολικά και παραβολικά σημεία σε επιφάνεια (τόρος ή 
σαμπρέλα)  

Πηγή : http://www.grad.hr/itproject_math/Links/sonja/gausseng/ehpp/s11.gif 
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2.2.15. Τα σύμβολα             

 

Για κάθε           ορίζονται οι συναρτήσεις : 

                                                

και στη συνέχεια οι συναρτήσεις : 

    
         

                                  

       
        

    
         

                                  

       
        

Οι αριθμοί : 

                    

ονομάζονται                                   και οι αριθμοί : 

   
                  

                                   , της επιφάνειας    στο σημείο        

Τα διανύσματα                αναλύονται ως εξής : 

          
         

                     

          
         

                     

          
         

                     

Παρατηρείται ότι τα σύμβολα             δεύτερου είδους εξαρτώνται μόνο από τα 
θεμελιώδη μεγέθη πρώτης τάξης και τις παραγώγους τους. 

 

2.3. Καμπυλότητα Επιφανειών 

 

Η κατανόηση της καμπυλότητας επιφανειών, είναι κατά τάξη μεγέθους, δυσκολότερη σε 
σχέση με την καμπυλότητα καμπυλών. 

 

2.3.1. Διάνυσμα κάθετης καμπύλότητας       –                        

 

Έστω η στοιχειώδης επιφάνεια κλάσης 2,  

                        

και η καμπύλη : 
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της επιφάνειας όπου   η φυσική παράμετρος της καμπύλης. 

Αναλύεται το διάνυσμα καμπυλότητας          της καμπύλης στο σύστημα                  , όπου 

                                       και      το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα της επιφάνειας στο 
σημείο       . 

Έστω 

                                   

Το διάνυσμα                                                      ονομάζεται 

                     της καμπύλης   στο σημείο        και συμβολίζεται με        . 

Δηλαδή : 

                                                      

Το διάνυσμα                                        ονομάζεται διάνυσμα κάθετης 

καμπυλότητας της καμπύλης   στο        και συμβολίζεται με      . Δηλαδή : 

                                   

Επομένως, το διάνυσμα της κάθετης καμπυλότητας της   στο       , που συμβολίζεται με 

      , είναι η διανυσματική προβολή του διανύσματος καμπυλότητας        της   στο        

στο κάθετο μοναδιαίο διάνυσμα      στο       . Έτσι έχουμε : 

     
                      

      
   

ή 

                                

Η (αριθμητική) προβολη του      στη διεύθυνση του      λέγεται κάθετη καμπυλότητα της γ 
στο        και συμβολίζεται με   . Δηλαδή, έχουμε : 

    
           

      
 

ή 

                        

Συμβολίζονται με   και   οι συναρτήσεις : 
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Οι συναρτήσεις   και   ορίζονται και όταν η μεταβλητή   της   είναι τυχαία παράμετρος. 

Σε κάθε σημείο        της καμπύλης   ισχύει ότι : 

 Το γεωδαισιακό διάνυσμα είναι κάθετο στο εφαπτόμενο διάνυσμα της καμπύλης 
 

                                   

Για κάθε   ισχύει : 

                                  

όπου  

    
        

  
           

                
                  

                 

    
        

  
           

                
                  

                 

                                                 

Οι σχέσεις (2.98), (2.99), (2.100), ορίζονται και όταν η μεταβλητή   της   είναι τυχαία 
παράμετρος. 

Η τρίτη συντεταγμένη   του διάνυσματος καμπυλότητας          της καμπύλης (όταν η 
μεταβλητή   είναι η φυσική παράμετρος ) ονομάζεται κάθετη καμπυλότητα της καμπύλης γ 
στο σημείο        και συμβολίζεται με      . Δηλαδή, η κάθετη καμπυλότητα της   στο  
       δίνεται από τον ακόλουθο τύπο         : 

                                                     

Τα θεμελιώδη μεγέθη       της επιφάνειας υπολογίζονται προφανώς, στο σημείο 
             . 

Η κάθετη καμπυλότητα στο σημείο        της   (  τυχαία παράμετρος), δίνεται από τον 
τύπο: 

        
               

              
  

                                     

                                     
         

Δηλαδή, η κάθετη καμπυλότητα    παραμένει αναλλοίωτη στους επιτρεπόμενους 

παραμετρικούς μετασχηματισμούς που διατηρούν τη φορά του      (με την ίδια λογική που 
παραμένουν αναλλοίωτες και οι θεμελιώδεις τετραγωνικές μορφές   και   ) 

Αν          , έχουμε : 
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Από τη σχέση (2.103), συμπεραίνεται ότι οι καμπύλες της επιφάνειας   που περνούν από 
σταθερό σημείο   και έχουν ( στο   ) παράλληλα εφαπτόμενα διανύσματα, έχουν στο 
σημείο αυτό την ίδια κάθετη καμπυλότητα   . Αυτό ισχύει γιατί στα παράλληλα 

εφαπτόμενα διανύσματα, ο λόγος 
     

     
   αντίστοιχα και  ο 

     

     
  παραμένει σταθερός. 

Δηλαδή, η κάθετη καμπυλότητα επιφανειακής καμπύλης που περνά από το σημείο   
εξαρτάται μόνο από τη διεύθυνση της καμπύλης και φυσικά από τις τιμές των θεμελιωδών 
μεγεθών της επιφάνειας στο  . 

Έτσι, αν       είναι η διεύθυνση της καμπύλης στο σημείο Ρ, δηλαδή                

        , έχουμε ότι : 

    
                 

                 
         

είναι η κάθετη καμπυλότητα της καμπύλης στο σημείο  . 

Επειδή η διεύθυνση είναι ανεξάρτητη της παραμετρικής παράστασης της καμπύλης έχουμε 
ότι η    εξαρτάται μόνο από τη διεύθυνση       και από τα θεμελιώδη μεγέθη της 
επιφάνειας. Έτσι, έχουμε τον ακόλουθο ορισμό : 

Η κάθετη καμπυλότητα    της τυχαίας καμπύλης της επιφάνειας   που περνά από το 
σημείο   και έχει στο σημείο αυτό διεύθυνση       ονομάζεται κάθετη καμπυλότητα της 
επιφάνειας στο   ως προς τη διεύθυνση       και δίνεται από τον τύπο : 

   
                 

                 
 

Αν η παράμετρος s είναι η φυσική, τότε : 

η κάθετη καμπυλότητα γράφεται (   φυσική παράμετρος ) : 

                                                              

ή 

                              

Αυτό δικαιολογείται ως εξής : 

Επειδή ως παράμετρος θεωρείται η φυσική  , έχουμε : 

                                                                          

Επομένως, η σχέση        
               

              
  , γίνεται : 
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Μια επιφανειακή καμπύλη   η οποία είναι τομή της επιφάνειας με επίπεδο το οποίο 

περιέχει το κάθετο διάνυσμα      της επιφάνειας στο σημείο   ονομάζεται                 

                       . Αν το επίπεδο δεν περιέχει το κάθετο διάνυσμα      της 
επιφάνειας στο σημείο  , τότε η τομή ονομάζεται       . Πρέπει να τονιστεί ότι η   είναι 
επίπεδη καμπύλη από τη στιγμή που ανήκει σε επίπεδο. Ισχύει η πρόταση : 

Έστω ότι η καμπύλη                           , όπου   φυσική παράμετρος, είναι κάθετη 
τομή της επιφάνειας   στο σημείο  . Τότε : 

                

Ειδικότερα, έχουμε : 

           αν στο        τα                είναι ομόρροπα και 

            αν στο        τα                είναι αντίρροπα, 

όπου        το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα της   στο         και      η προσημασμένη 
καμπυλότητα της   στο ίδιο σημείο. 

 

2.3.2. Θεώρημα          

 

Έστω η καμπύλη της επιφάνειας   : 

                                                  

και έστω   η γωνία του μοναδιαίου κάθετου διανύσματος        της καμπύλης   στο        

και του κάθετου διανύσματος         της επιφάνειας στο ίδιο σημείο. Αν       είναι η 
κάθετη καμπυλότητα της επιφάνειας στο        κατά τη διεύθυνση της καμπύλης και      η 
προσημασμένη καμπυλότητα της   στο       , έχουμε (Μαρκάτης, 1989): 

                            

Επειδή η κάθετη καμπυλότητα εξαρτάται από την κατεύθυνση της καμπύλης στο σημείο   
και η γωνία   από τη θέση του εγγυτάτου επιπέδου της καμπύλης, η καμπυλότητα της 
καμπύλης καθορίζεται πλήρως από αυτά τα στοιχεία. Διότι το εγγύτατο επίπεδο τέμνει το 
εφαπτόμενο κατά την εφαπτομένη της καμπύλης, δηλαδή την κατεύθυνση της καμπύλης 
στο  , η οποία καθορίζει την    και τη γωνία   επίσης. Συνεπώς : 

      
     

    
 

Εξαιρείται η περίπτωση όπου        . Αυτό συμβαίνει όταν το εγγύτατο επίπεδο 
ταυτίζεται με το εφαπτόμενο. Τότε η κάθετη καμπυλότητα είναι μηδέν κατά την 
κατεύθυνση αυτής της καμπύλης που έχει για εγγύτατο επίπεδο το εφαπτόμενο 
(απροσδιοριστία ως προς την καμπυλότητα). Οι κατευθύνσες ως προς τις οποίες      
λέγονται                           και για αυτές, το παραπάνω θεώρημα δεν ισχύει. 
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ΕΙΚΟΝΑ 2.15 : Θεώρημα          

Πηγή : http://www.grad.hr/itproject_math/Links/sonja/gausseng/introduction/s4.gif 

Συγκεντρωτικά, ακολουθούν τρεις προτάσεις : 

 Όλες οι επιφανειακές γραμμές που περνούν από το σημείο   και έχουν την ίδια 
εφαπτομένη σε αυτό, έχουν και την ίδια κάθετη καμπυλότητα στο σημείο  . 
 

 Αν δύο επιφανειακές γραμμές έχουν κοινή εφαπτομένη και κοινό πρώτο κάθετο 
διάνυσμα στο σημείο   (δηλαδή έχουν κοινό εγγύτατο επίπεδο στο σημείο  ), τότε 
έχουν και την ίδια καμπυλότητα στο σημείο  . 
 

 Στην περίπτωση όπου το εγγύτατο επίπεδο είναι κάθετο προς την επιφάνεια, τότε η 
καμπυλότητα της καμπύλης είναι ίδια με την καμπυλότητα της κάθετης τομής της 
επιφάνειας με το επίπεδο αυτό. 
 
 

2.3.3. Κύριες διευθύνσεις – Κύριες καμπυλότητες        

 

Έστω η επιφάνεια κλάσης 2 

                    

έστω τυχαίο σημείο   της επιφάνειας και έστω και έστω             τα θεμελιώδη 
μεγέθη της   στο  , Υπενθυμίζεται ότι         . 
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Μελετάται η κάθετη καμπυλότητα    : 

             
                 

                 
 

της   στο   ως προς τις διάφορες κατευθύνσεις      . Ειδικότερα μελετώνται οι ακραίες 
τιμές (ακρότατα) της    . Οι τύποι : 

        
             

             
          

             

             
 

δίνουν την κάθετη καμπυλότητα της επιφάνειας στο   ως προς τις διευθύνσεις       και 
      αντίστοιχα. 

Επειδή η θεμελιώδης μορφή πρώτης τάξης είναι θετικά ορισμένη, οι παρονομαστές των 
παραπάνω κλασμάτων είναι θετικοί. 

Επίσης, παρατηρείται ότι : 

 Αν       είναι η μέγιστη τιμή της   και            , τότε ο αριθμός          
είναι η μέγιστη τιμή της συνάρτησης    . Ανάλογες παρατηρήσεις ισχύουν για την 
ελάχιστη τιμή της   και για τη συνάρτηση      . 
 

 Το σημείο       είναι σημείο ολικού μεγίστου ( ελαχίστου ) της   αν μόνο αν το     
είναι σημείο ολικού μεγίστου (ελαχίστου) της   . 

Διαπιστώνεται ότι αν τα θεμελιώδη μεγέθη       και τα       είναι ανάλογα, τότε η 
κάθετη καμπυλότητα ως προς κάθε διεύθυνση       έχει σταθερή τιμή. Ειδικότερα ισχύει 
ότι η κάθετη καμπυλότητα    της   στο   είναι σταθερή ως προς κάθε διεύθυνση       αν 
και μόνο αν ισχύουν οι ισότητες : 

                               

ή 

 
 

 
  

 

 
  

 

 
         

Η σχέση – αναλογία (107.2) έχει νόημα και όταν       γιατί τότε και      , οπότε 
αγνοείται το ανίστοιχο κλάσμα. 

Αν στο σημείο   ισχύουν οι παραπάνω ισότητες, τότε το   ονομάζεται          σημείο της 
 . Αφού το   είναι ομφαλικό, η κάθετη καμπυλότητα στο   ως προς κάθε διεύθυνση 
(κάθετη τομή) είναι σταθερή (δηλαδή το σημείο είναι ισότροπο). Στην περίπτωση αυτή, η 
κάθετη καμπυλότητα    δίνεται από τη σχέση : 

     
 

 
  

 

 
  

 

 
                 

Αν η     παίρνει μέγιστη ή ελάχιστη τιμή στη διεύθυνση      , λέμε ότι η       είναι 
                            και ότι η τιμή         της    στη διεύθυνση αυτή είναι 
                  της   στο  . Για να προσδιορίσουμε τις κύριες καμπυλότητες, 
υπολογίζουμε την παράγωγο της      και έχουμε : 
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Το ζευγάρι       είναι κύρια διεύθυνση αν και μόνο αν ισχύει : 

                                              

Αντίστοιχα, παραγωγίζοντας τη δ έχουμε ότι το ζευγάρι (μ, 1) είναι κύρια διεύθυνση αν και 
μόνο αν ισχύει : 

                                              

Ακόμα, παρατηρείται ότι οι μη μηδενικές ρίζες των παραπάνω εξισώσεων είναι αντίστροφες 
καθώς                 : 

       

       
 

       

       
  

       

       
      

Οι διακρίνουσες των εξισώσεων (2.109) και (2.110) είναι μεγαλύτερες ή ίσες με το μηδέν 
               . Όταν η διακρίνουσα είναι θετική, η εξίσωση έχει δύο πραγματικές και 
άνισες  ρίζες    και    που είναι αντιστοιχούν στις κύριες  (κάθετες) καμπυλότητες σε ένα 
μη ομφαλικό σημείο. Στις    και    αντιστοιχούν δύο εφαπτόμενα διανύσματα (τα 
ιδιοδιανύσματα) τα οποία είναι οι κύριες κατευθύνσεις, ενώ οι κάθετες τομές μου 
αντιστοιχούν στις κύριες καμπυλότητες ονομάζονται             .  Όταν η διακρίνουσα 
είναι μηδέν, η εξίσωση έχει μια πραγματική διπλή (πολλαπλότητα δύο) ρίζα    που 
αντιστοιχεί στην κάθετη καμπυλότητα σε ένα ομφαλικό σημείο. Λόγω του ότι σε κάθε 
επίπεδο σημείο ισχύει              , συμπεραίνεται ότι κάθε επίπεδο σημείο είναι 
και ομφαλικό με κάθετη καμπυλότητα         σε όλες τις διευθύνσεις. 

Ακολουθούν τρεις χρήσιμες προτάσεις : 

 Σε κάθε μη ομφαλικό σημείο, υπάρχουν δύο κύριες διευθύνσεις της επιφάνειας   
στο  . 
 

 Οι διευθύνσεις αυτές είναι κάθετες. 
 

 Στη μία από τις κύριες διευθύνσεις, η κάθετη καμπυλότητα παίρνει μέγιστη και στην 
άλλη ελάχιστη τιμή. 



Κεφάλαιο 2 – Στοιχεία διαφορικής γεωμετρίας από τη θεωρία καμπυλών και επιφανειών 
για τον ορισμό του άξονα και της επιφάνειας της οδού 

- 42 - 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 2.16 : Κύριες διευθύνσεις 

Πηγή : http://geolmag.geoscienceworld.org/content/140/6/721/F1.large.jpg 

Έστω ότι το σημείο   δεν είναι ομφαλικό σημείο,       τυχαία διεύθυνση και    
πραγματικός αριθμός. Οι παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναμες : 

       είναι κύρια διεύθυνση και    η κάθετη καμπυλότητα της   στο   που 
αντιστοιχεί στη διεύθυνση      . 
 

                                                     

Αν το   δεν είναι ομφαλικό σημείο της  , τότε ο αριθμός     είναι κύρια καμπυλότητα της 
  στο   αν και μόνο αν : 

             
                                          

Οι κύριες καμπυλότητες, μετρούν τη μέγιστη και ελάχιστη καμπύλωση μίας κανονικής 
επιφάνειας σε κάθε σημείο της. 

 

ΕΙΚΟΝΑ 2.17 : Κύριες διευθύνσεις ελλειπτικού σημείου 

Πηγή : http://www.grad.hr/itproject_math/Links/sonja/gausseng/introduction/s6.gif 
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ΕΙΚΟΝΑ 2.18 : Κύριες διευθύνσεις υπερβολικού σημείου 

Πηγή : http://www.grad.hr/itproject_math/Links/sonja/gausseng/introduction/s8.gif 

 

2.3.4. Καμπυλότητα του         και                   

 

Η έννοια της καμπυλότητας μιας επιφάνειας είναι κατά τάξη μεγέθους πιο περίπλοκη από 

την έννοια της καμπυλότητας μιας καμπύλης. Έστω οτι   μια καμπύλη του    και έστω   
σημείο της καμπύλης  . Η καμπυλότητα της καμπύλης   στο σημείο   μετράει το κατά 
πόσο τείνει να ξεφύγει η καμπύλη    από την εφαπτόμενη ευθεία (εφαπτόμενο διάνυσμα) 
της   στο σημείο  . Κατά αναλογία, η καμπυλότητα μιας επιφάνειας   στο σημείο  , πρέπει 
να μετράει το κατά πόσο η επιφάνεια   τείνει να ξεφύγει από το εφαπτόμενο επίπεδό της 
στο σημείο  . Όμως, όσον αφορά τις επιφάνειες, ανακύπτει μία δυσκολία που δε 
συναντάται στις καμπύλες : Παρόλο που μία καμπύλη μπορεί να αποσπαστεί από την 
εφαπτόμενη ευθεία σε δύο μόνο κατευθύνσεις, μία επιφάνεια μπορεί να αποσπαστεί από 
το εφαπτόμενο επίπεδό της σε απείρως πολλές κατευθύνσεις. Γενικά, το κατά πόσο μια 
επιφάνεια αποκλίνει από ένα εφαπτόμενο επίπεδό της, εξαρτάται από τη διεύθυνση. 

Συγκεκριμένα, υπάρχουν διάφορα μεγέθη για τον ορισμό της έννοιας της καμπυλότητας 

μιας επιφάνειας στον   , όπως : 

                         
 

                                   
 

                      
 

                           
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Έχουν ήδη οριστεί η κάθετη καμπυλότητα    και οι κύριες καμπυλότητες    και    μιας 

επιφάνειας   στον   . Στη συνέχεια δίνονται οι ορισμοί της μέσης καμπυλότητας   και της 
καμπυλότητας του         που μάλιστα, αποτελούν και τις πιο σημαντικές καμπυλότητες 
στη θεωρία των επιφανειών. 

Έστω           οι κύριες καμπυλότητες της επιφάνειας στο σημείο  . Το ημιάθροισμα των 
      ονομάζεται ονομάζεται μέση καμπυλότητα και συμβολίζεται με  , ενώ το γινόμενο 
των       ονομάζεται                    και συμβολίζεται με  . Δηλαδή : 

    
      

 
         

                  

Όμως, οι κύριες καμπυλότητες αποτελούν ρίζες της εξίσωσης : 

            
                                  

Έτσι, σύμφωνα με τους τύπους του       σχετικά με το άθροισμα και γινόμενο ριζών 
τριωνύμου, έχουμε : 

        
             

       
 

       
       

       
 

Συνεπώς, καταλήγουμε στο ότι : 

    
             

           
         

    
       

       
         

Επειδή η κάθετη καμπυλότητα     μιας καμπύλης το πολύ να αλλάξει πρόσημο σε μια 
αλλαγή του προσανατολισμού της επιφάνειας, οι ακραίες τιμές της    παραμένουν πάλι 
ακραίες τιμές και το πολύ, να αλλάξουν πρόσημο και μάλιστα συγχρόνως κατά την αλλαγή 
του προσανατολισμού (οπότε η μέγιστη γίνεται ελάχιστη και αντίστροφα) της επιφάνειας. 
Συνεπώς, η καμπυλότητα του              , είναι ανεξάρτητη του προσανατολισμού της 
επιφάνειας. Τέλος, αφού           , το πρόσημο της   είναι ίδιο με το πρόσημο της 
        . Από την πρόταση αυτή, έχουμε ότι η καμπυλότητα         είναι θετική σε 
ελλειπτικά, αρνητική σε υπερβολικά και μηδέν σε παραβολικά σημεία της  . Προφανώς, 
ισχύει και το αντίστροφο. 

Επίσης, παρατηρείται ότι οι κύριες καμπυλότητες        της επιφάνειας   είναι ομόσημες 
σε ελλειπτικά, ετερόσημες σε υπερβολικά και μία από αυτές ισούται με το μηδέν σε 
παραβολικά σημεία. 
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ΕΙΚΟΝΑ 2.19 : Οπτική αναπαράσταση της καμπυλότητας του          ενός υπερβολικού 
παραβολοειδούς 

Πηγή : http://www.grad.hr/itproject_math/Links/sonja/gausseng/ruled/hypar/sl9.gif 

 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 2.20 : Οπτική αναπαράσταση της μέσης καμπυλότητας   ενός υπερβολικού 
παραβολειδούς 

Πηγή : http://www.grad.hr/itproject_math/Links/sonja/gausseng/ruled/hypar/sl11.gif 
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2.3.5. Γραμμές κύριας καμπυλότητας 

 

Υποθέτουμε ότι   είναι ένα σημείο ενός τμήματος            μιας επιφάνειας. 
Αποδεικνύεται ότι μία διεύθυνση         σε ένα σημείο   μίας επιφάνειας είναι κύρια 
διεύθυνση αν και μόνο αν (για κάποιο τμήμα) τα    και    ικανοποιούν την εξίσωση : 

                                                         

Όταν το σημείο δεν είναι ομφαλικό, το αριστερό μέλος της εξίσωσης (2.116), αναλύεται σε 
γινόμενο δύο παραγόντων και έτσι παίρνουμε δύο εξισώσεις της μορφής            , 
που αντιστοιχούν στις ορθογώνιες κύριες διευθύνσεις. 

Επειδή η κάθετη καμπυλότητα    μιας επιφάνειας είναι αναλλοίωτη (εκτός από το 
πρόσημό της) στους επιτρεπτούς παραμετρικούς μετασχηματισμούς, έπεται ότι οι 
διευθύνσεις στις οποίες η    λαμβάνει τις ακραίες τιμές της, δηλαδή οι κύριες διευθύνσεις 
είναι επίσης αναλλοίωτες.  

Μια καμπύλη μιας επιφάνειας λέγεται                    , αν σε κάθε σημείο της 
καμπύλης η διεύθυνση της εφαπτομένης ικανοποιεί την παραπάνω εξίσωση, για κάποιο 
τμήμα            που περιέχε το σημείο. Ακόμα, η εξίσωση (2.116), μπορεί να θεωρηθεί 
ως μια διαφορική εξίσωση που δίνει τις δύο οικογένειες των γραμμών καμπυλότητας. Από 
το αντίστοιχο θεώρημα ύπαρξης και μοναδικότητας των διαφορικών εξισώσεων πρώτης 
τάξης (              ), υπάρχουν μοναδικές λύσεις της παραπάνω εξίσωσης. Έτσι, 
έχουμε το επόμενο θεώρημα : 

Στην περιοχή ενός μη ομφαλικού σημείου μιας επιφάνειας, υπάρχουν δύο οικογένειες 
ορθογώνιων γραμμών καμπυλότητας (θεωρία διαφορικών εξισώσεων για ορθογώνιες 
τροχιές). Δηλαδή στην περιοχή κάθε μη ομφαλικού σημείου, υπάρχει ένα ορθογώνιο 
πλέγμα γραμμών κύριας καμπυλότητας. 

 

Οι    και    παραμετρικές καμπύλες ως γραμμές καμπυλότητας 

 

Για κάθε σημείο   μιας επιφάνειας, υπάρχει ένα τμήμα που περιέχει το   και του οποίου οι 
διευθύνσεις των    και    παραμετρικών καμπυλών στο   είναι οι κύριες διευθύνσεις. 

Υποθέτουμε τώρα ότι οι διευθύνσεις των    και    παραμετρικών καμπυλών ενός 
τμήματος σε ένα μη ομφαλικό σημείο   είναι κύριες διευθύνσεις. Επειδή τα διανύσματα 

               είναι εφαπτόμενα στις   – παραμετρικές καμπύλες, ενώ τα         

       είναι εφαπτόμενα στις   – παραμετρικές καμπύλες, η παραπάνω εξίσωση πρέπει να 
ικανοποιείται στο   για                (   παραμετρική καμπύλη) και για 
               (   παραμετρική καμπύλη).  Για                η εξίσωση (114.2), 
γίνεται : 

                   

ενώ, για                η εξίσωση (2.114), γίνεται : 
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Υπενθυμίζεται ότι οι κύριες διευθύνσεις σε ένα μη ομφαλικό σημείο είναι ορθογώνιες. 
Δηλαδή, στην συγκεκριμένη περίπτωση, οι    και    παραμετρικές καμπύλες είναι 
ορθογώνιες. Επίσης, ισχύει ότι οι    και    παραμετρικές καμπύλες ενός τμήματος είναι 
ορθογώνιες αν και μόνο αν      . 

Όμως, η πρώτη θεμελιώδης τετραγωνική μορφή   είναι θετικά ορισμένη. Δηλαδή, για κάθε 
        , έχουμε    , ενώ       αν και μόνο αν        και       . Επειδή η   είναι 
θετικά ορισμένη, τα θεμελιώδη μεγέθη πρέπει να ικανοποιούν τις σχέσεις : 

                     

Τελικά, από το σύστημα των εξισώσεων (2.115) και (2.116), καταλήγουμε στο ότι : 

          

Αν το σημείο δεν είναι ομφαλικό, έχουμε : 

Οι διευθύνσεις       και       (δηλαδή οι διευθύνσεις των    και    παραμετρικών 
καμπυλών αντίστοιχα) είναι κύριες διευθύνσεις της   στο   αν και μόνο αν στο σημείο αυτό 
είναι          . 

Αντίστοιχα οι    και    παραμετρικές καμπύλες ενός τμήματος μιας επιφάνειας που δεν 
έχει ομφαλικά σημεία είναι γραμμές καμπυλότητας, αν και μόνο αν σε κάθε σημείο του 
τμήματος είναι          . 

Αν οι διευθύνσεις των    και    παραμετρικών καμπυλών ενός τμήματος σε ένα σημείο 
  είναι κύριες διευθύνσεις τότε, τότε έχουμε απλές εκφράσεις για τις κύριες καμπυλότητες 

Η κάθετη καμπυλότητα    δίνεται από τον τύπο : 

          
                 

                 
 

Επειδή όμως          , έχουμε : 

         
        

        
 

Για την    παραμετρική καμπύλη όπου            , έχουμε : 

          
 

 
         

Για την    παραμετρική καμπύλη όπου            , έχουμε : 

          
 

 
         

Τέλος, αν το   είναι ένα ομφαλικό σημείο, τότε ως γωστόν, ισχύει : 
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Δηλαδή, αν οι διευθύνσεις των     και    παραμετρικών καμπυλών ενός τμήματος σε ένα 
σημείο   (ομφαλικό ή μη) μίας επιφάνειας είναι κύριες διευθύνσεις, τότε οι κύριες 
καμπυλότητες στο   δίνονται από τις σχέσεις : 

     
 

 
             

 

 
         

Αντίστοιχα, αν οι    και    παραμετρικές καμπύλες ενός τμήματος μιας επιφάνειας είναι 
γραμμές καμπυλότητας, τότε οι κύριες καμπυλότητες στο τυχόν σημείο   (ομφαλικό ή μη) 
δίνονται από τις σχέσεις : 

    
 

 
             

 

 
 

 

Ύπαρξη γραμμών καμπυλότητας 

 

Έστω ότι η επιφάνεια   δεν έχει ομφαλικά σημεία. Τότε για κάθε σημείο       της 
επιφάνειας υπάρχουν δύο κύριες καμπυλότητες             και            . Οι κύριες 
καμπυλότητες είναι συνεχείς, τουλάχιστον σε ένα τμήμα της  . Επίσης, ισχύουν οι 
προτάσεις : 

 Αν οι κύριες καμπυλότητες             και             της επιφάνειας είναι 
συνεχείς, τότε για κάθε σημείο   της επιφάνειας υπάρχουν ακριβώς δύο γραμμές 
καμπυλότητας       και       που διέρχονται από το Ρ και τέμνονται κάθετα. Από 
την πρόταση αυτή, έχουμε ότι το σύνολο των γραμμών καμπυλότητας ορίζει ένα 
                                                   . Δηλαδή, από κάθε 
σημείο της   περνάει μοναδικό ζευγάρι ορθογώνιων γραμμών καμπυλότητας. 

 

 Έστω ότι η επιφάνεια   δεν έχει ομφαλικά σημεία. Τότε οι γραμμές καμπυλότητας 
της επιφάνειας συμπίπτουν με τις παραμετρικές καμπύλες της   αν και μόνο αν 
         . 

 

2.3.6. Τύπος του           

 

Υποθέτουμε ότι         είναι μία κύρια διεύθυνση σε ένα σημείο   ενός τμήματος 
           και    η αντίστοιχη κάθετη καμπυλότητα. Ακόμα, θεωρούμε ως        την 
επιφανειακή καμπύλη της επιφάνειας στη διεύθυνση αυτή.  

Αποδεικνύεται ότι το διάνυσμα                        
     στο σημείο   είναι κάθετο στα 

γραμμικώς ανεξάρτητα διανύσματα          και          και επίσης, παράλληλο προς το 

εφαπτόμενο επίπεδο επίπεδο στο   επειδή και τα                  είναι παράλληλα προς αυτό. 

Επομένως,                        
                                     . Έτσι, ως προς μία 

κύρια διεύθυνση, το διάνυσμα            είναι συγγραμμικό προς το        . 

Τελικά, ισχύει : 
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Η διεύθυνση         σε ένα σημείο μίας επιφάνειας είναι μία κύρια διεύθυνση (η κάθετη 
καμπυλότητα παίρνει τη μέγιστη ή ελάχιστη τιμή της για στο συγκεκριμένο σημείο) αν και 

μόνο αν για κάποιο αριθμό          (και για κάποιο τμήμα) τα διανύσματα            και       

ικανοποιούν τη σχέση : 

                         
             

όπου         το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα της επιφάνειας στο σημείο        και          ο 

αριθμός που αντιστοιχεί σε μία από τις κύριες καμπυλότητες της επιφάνειας στο σημείο 
      . 

Η σχέση        , που χαρακτηρίζει πλήρως τις κύριες διευθύνσεις σε κάθε σημείο της 
επιφάνειας, λέγεται τύπος του          . 

 

2.3.7. Θεώρημα του       

 

Έστω ότι οι διευθύνσεις των     και    παραμετρικών καμπυλών ενός τμήματος σε ένα 
σημείο   μίας επιφάνειας είναι κύριες διευθύνσεις. Τότε, ισχύει : 

          

και 

    
 

 
             

 

 
 

ενώ η κάθετη καμπυλότητα σε αυτές τις διευθύνσεις (δηλαδή στην       και      ), δίνεται 
από τον τύπο : 

          
        

        
         

Η σχέση (2.123), μετασχηματίζεται ως εξής : 

         
        

        
  

   

        
  

    

        
    

                
   

        
     

    

        
         

Έστω ότι α και β είναι οι γωνίες μεταξύ μιας τυχούσας εφαπτομένης, που έχει διεύθυνση 
      και των κύριων διευθύνσεων     και     αντίστοιχα. Η γωνία που σχηματίζουν δύο 
εφαπτόμενα διανύσματα ισούται με : 

     
                                

                                                  
 

Έτσι, έχουμε (υπενθυμίζεται ότι        όταν οι     και    παραμετρικές καμπύλες 
τέμνονται κάθετα) : 
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Αν υψώσουμε στο τεράγωνο τις σχέσεις (2.125) και (2.126) και τις αντικαταστήσουμε στη 
σχέση (2.124), έχουμε : 

                      

Όμως, οι κύριες διευθύνσεις είναι κάθετες, δηλαδή           . Επομένως, η παραπάνω 
σχέση γίνεται : 

                       

ή 

     
 

 
       

 

 
               

Διευκρινίζεται ότι η γωνία   είναι η γωνία μεταξύ της τυχαίας εφαπτομένης που έχει 
διεύθυνση       και της κύριας διεύθυνσης που αντιστοιχεί στην   . 

Βέβαια, η σχέση (2.127), είναι μία υποπερίπτωση του θεωρήματος του      . Το θεώρημα 
του       γενικεύεται, αφού αναφέρεται (στη γενική πείπτωση), στην περίπτωση που οι  
   και    παραμετρικές καμπύλες δεν είναι απαραίτητα κύριες διευθύνσεις. 

 

2.3.8.                

 

Πάνω στο εφαπτόμενο επίπεδο του σημείου   μιας επιφάνειας κάνουμε την ακόλουθη 
κατασκευή. Σε κάθε ευθεία διερχόμενη από το σημείο   λαμβάνουμε δύο σημεία που 

απέχουν από το   απόσταση ίση με 
 

      
 όπου    είναι η κάθετη καμπυλότητα κατά την 

κατεύθυνση της ευθείας. Τα σημεία αυτά σχηματίζουν μία καμπύλη πάνω στο εφαπτόμενο 
επίπεδο που λέγεται                    (Μαρκάτης, 1989). 

Για τη μελέτη της καμπύλης αυτής, θεωρείται πάνω στο εφαπτόμενο επίπεδο ένα 
ορθογώνιο σύστημα αναφοράς με τα μοναδιαία διανύσματα πάνω στις κύριες διευθύνσεις 
και συντεταγμένες      . Τότε, σε πολικές συντεταγμένες       η καμπύλη δίνεται από τον 
τύπο του      . 

    
 

      
 

 

                  
   

         

και οι συντεταγμένες       δίνονται από τις σχέσεις : 
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με παράμετρο το  . Για να απαλειφθεί το   μεταξύ αυτών των εξισώσεων, υψώνουμε στο 
τετράγωνο, πολλαπλασιάζουμε την πρώτη με    και τη δεύτερη με    και προσθέτουμε.  

Έτσι, λαμβάνεται : 

                          

Παρατηρείται ότι η εξίσωση        , προσδιορίζει μία κωνική τομή στο επίπεδο η οποία 
είναι : 

 Έλλειψη όταν το σημείο   είναι ελλειπτικό (δηλαδή         ). Ειδικότερα, αν 
     , τότε είναι κύκλος. 
 

 Δύο συζυγείς υπερβολές όταν το σημείο είναι υπερβολικό (δηλαδή         ). 
 

 Όταν το σημείο είναι παραβολικό, τότε η μία καμπυλότητα, για παράδειγμα η    
είναι μηδέν. Σε αυτή την περίπτωση, η δείκτρια έχει τη μορφή      

    και 
παριστάνει ένα ζευγάρι παραλλήλων ευθειών, δηλαδή μία εκφυλισμένη παραβολή. 
 

 Στα επίπεδα σημεία όλη η κατασκευή είναι αδύνατη. 
 

2.3.9. Ασυμπτωτικές διευθύνσεις – ασυμπτωτικές γραμμές 

 

Μία διεύθυνση       σε ένα σημείο μίας επιφάνειας, για κάποιο τμήμα της οποίας 
ισχύει: 

                                    

λέγεται                      . Επειδή      
  

 
 και η   είναι θετικά ορισμένη, οι 

ασυμπτωτικές διευθύνσεις είναι οι διευθύνσεις για τις οποίες     .  

Σε ένα ελλειπτικό σημείο δεν υπάρχουν ασυμπτωτικές διευθύνσεις, σε ένα υπερβολικό 
σημείο υπάρχουν δύο διαφορετικές ασυμπτωτικές διευθύνσεις, σε ένα παραβολικό σημείο 
υπάρχει μία ασυμπτωτική διεύθυνση και τέλος, σε ένα επίπεδο σημείο κάθε διεύθυνση 
είναι ασυμπτωτική. 

Μάλιστα, η εξίσωση        , ονομάζεται και διαφορική εξίσωση της ασυμπτωτικής 
γραμμής.  

Μία καμπύλη μίας επιφάνειας λέγεται                   , αν σε κάθε σημείο της 
καμπύλης, η διεύθυνση της εφαπτομένης της είναι ασυμπτωτική διεύθυνση. Έτσι, μια 
καμπύλη μιας επιφάνειας είναι ασυμπτωτική γραμμή, αν και μόνο αν η διεύθυνση της 
εφαπτομένης της καμπύλης ικανοποιεί την εξίσωση         για κάποιο τμήμα της 
επιφάνειας. Σε ένα υπερβολικό σημείο η εξίσωση αυτή αναλύεται σε δύο διαφορετικές 
εξισώσεις της μορφής            , που μπορούν να θεωρηθούν ως οι διαφορικές 
εξισώσεις πρώτης τάξης των ασυμπτωτικών γραμμών. Έτσι, σε μία περιοχή ενός 
υπερβολικού σημείου μιας επιφάνειας, υπάρχουν δύο διαφορετικές οικογένειες 
ασυμπτωτικών γραμμών. 
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Αν οι     και    παραμετρικές καμπύλες ενός τμήματος είναι ασυμπτωτικές γραμμές, 
τότε πρέπει να ικανοπιείται η παραπάνω εξίσωση για            και             
σε κάθε σημείο. Τότε ισχύει         . Επίσης ισχύει και το αντίστροφο. Έτσι έχουμε το 
επόμενο θεώρημα : 

Οι     και    παραμετρικές καμπύλες ενός τμήματος μίας επιφάνειας είναι ασυμπτωτικές 
γραμμές, αν και μόνο αν σε κάθε σημείο είναι          . 

Υπενθυμίζεται ότι : 

   
  

 
              

όπου     το διάνυσμα καμπυλότητας της καμπύλης. Από αυτό έπεται ότι μία καμπύλη είναι 

ασυμπτωτική γραμμή αν και μόνο αν              . Δηλαδή, αν και μόνο αν κάθε σημείο της 

καμπύλης είναι σημείο καμπής (     ) ή το εγγύτατο επίπεδο στο τυχόν σημείο καμπύλης 

είναι εφαπτόμενο στην επιφάνεια (η αριθμητική προβολή             στο διάνυσμα      είναι 
μηδέν).  

Επίσης, επειδή κατά μήκος μίας ευθείας είναι       ,  ισχύει το παρακάτω πόρισμα : 

Μία ευθεία μίας επιφάνειας είναι ασυμπτωτική γραμμή. 

Στη συνέχεια, ακολουθεί το πολύ χρήσιμο θεώρημα των                    : 

Σε κάθε σημείο μίας ασυμπτωτικής καμπύλης μιας επιφάνειας, που δεν είναι ευθεία, η 
στρέψη   ικανοποιεί τη σχέση: 

                

όπου   είναι η καμπυλότητα του       στο αντίστοιχο σημείο. 

Από την παραπάνω σχέση, συμπεραίνεται ότι μία ασυμπτωτική γραμμή μίας επιφάνειας με  
σταθερή αρνητική καμπυλότητα του        , έχει σταθερή στρέψη   . 

Ακολουθεί ο ορισμός του ασυμπτωτικού τμήματος επιφάνειας : 

Ένα τμήμα επιφάνειας, στο οποίο το   δεν μηδενίζεται πουθενά, ονομάζεται ασυμπτωτικό, 
αν και μόνο αν      και      . Σε αυτή την περίπτωση Οι     και    παραμετρικές 
καμπύλες είναι ασυμπτωτικές σύμφωνα με τα παραπάνω. 

Τέλος, ακολουθεί ένα ακόμα πολύ χρήσιμο θεώρημα : 

Η μέση καμπυλότητα   είναι μηδέν σε μία επιφάνεια της οποίας οι ασυμπτωτικές γραμμές 
είναι ορθογώνιες. 

Τέλος, ακολουθουθεί ο χαρακτηρισμός των σημείων σε σχέση με τις ασυμπτωτικές 
διευθύνσεις : 

 Σε ελλειπτικό σημείο, δεν υπάρχουν ασυμπτωτικές διευθύνσεις. 
 

 Σε υπερβολικό σημείο, υπάρχουν ακριβώς δύο ασυμπτωτικές διευθύνσεις. 
 

 Σε παραβολικό σημείο, υπάρχει ακριβώς μία ασυμπτωτική διεύθυνση. 
 

 Σε επίπεδο σημείο, κάθε διεύθυνση είναι ασυμπτωτική. 
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2.3.10. Συζυγείς οικογένειες γραμμών 

 

Μία διεύθυνση        σε ένα σημείο μίας επιφάνειας λέγεται συζυγής προς τη διεύθυνση 
      αν : 

                     

όπου (για κάποιο τμήμα) είναι                    και                      . 

Η σχέση        , είναι η ισοδύναμη με την παρακάτω : 

                                          

Από τη συμμετρία της εξίσωσης        , συμπεραίνεται ότι η       είναι επίσης συζυγής 
προς την       , οπότε μπορούμε να μιλάμε για τις συζυγείς διευθύνσεις       και 
      . Επίσης, παρατηρείται ότι μία ασυμπτωτική διεύθυνση είναι αυτοσυζυγής. 

Αν δοθεί μία διεύθυνση      , η εξίσωση         γίνεται γραμμική  : 

                                          

ως προς       . Αποδεικνύεται ότι η γραμμική εξίσωση        , έχει μοναδική λύση 
      , όταν            . Έτσι, έχουμε το παρακάτω θεώρημα : 

Κάθε διεύθυνση σε ένα ελλειπτικό ή υπερβολικό σημείο μίας επιφάνειας έχει μία μοναδική 
συζυγή διεύθυνση. 

Δύο οικογένειες καμπυλών μίας επιφάνειας λέγονται συζυγείς (οικογένειες γραμμών), αν οι 
διευθύνσεις (των εφαπτομένων) των καμπυλών είναι συζυγείς σε κάθε σημείο. 

Αν οι    και    παραμετρικές καμπύλες είναι συζυγείς, τότε πρέπει να ικανοποιούν τη 
διαφορική εξίσωση (2.136) για               και               σε κάθε σημείο. Με 
αντικατάσταση αυτών των τιμών στην εξίσωση (2.136), προκύπτει τελικά ότι      . Έτσι, 
έχουμε : 

Οι    και    παραμετρικές καμπύλες ενός τμήματος μίας επιφάνειας είναι συζυγείς, αν 
και μόνο αν       σε κάθε σημείο. 

Επίσης, οι    και    παραμετρικές καμπύλες ενός τμήματος μίας επιφάνειας που δεν έχει 
ομφαλικά σημεία είναι ορθογώνιες (     ) και συζυγείς (     ) αν και μόνο αν είναι 
γραμμές καμπυλότητας. 

Τελικά, οι κύριες κατευθύνσεις, οι συζυγείς κατευθύνσεις και οι ασυμπτωτικές 
κατευθύνσεις σε ένα σημείο μίας επιφάνειας συμπίπτουν με αυτές της                . 

 

2.3.11. Οι εξισώσεις των       –             

 

Οι εξισώσεις των       –             για τις επιφάνειες είναι ανάλογες με τις εξισώσεις 
του        για τις καμπύλες. Υπενθυμίζεται ότι οι εξισώσεις του        εκφράζουν τα 

διανύσματα              και      ως γραμμικούς συνδυασμούς των        και     με συντελεστές που 
εξαρτώνται από την καμπυλότητα και τη στρέψη. Έτσι, και οι εξισώσεις των 
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      –             εκφράζουν τις παραγώγους των διανυσμάτων                  (γραμμικά 
ανεξάρτητα διανύσματα) ως γραμμικούς συνδυασμούς των διανυσμάτων αυτών με 
συντελεστές που εξαρτώνται από τα θεμελιώδη μεγέθη πρώτης και δεύτερης τάξης και τις 
παραγώγους τους. Τελικά έχουμε ένα σύστημα πέντε εξισώσεων από τις οποίες οι τρεις 
πρώτες (μερικές παράγωγοι ως προς           )  εξισώσεις                     ονομάζονται 

εξισώσεις του      , ενώ οι άλλες δύο (μερικές παράγωγοι ως  προς     ) εξισώσεις 
              ονομάζονται εξισώσεις του            (Lipschutz, 1982). 

        
        

                    

        
        

                    

        
        

                    

 

      
       

             

      
       

             

όπου : 

   
  

       

      
         

   
  

       

      
         

   
  

       

      
         

   
  

       

      
         

   

2.3.12. Οι εξισώσεις συμβιβαστότητας 

 

Έστω ότι δίνονται οι συναρτήσεις             των     και ότι είναι κατάλληλης κλάσης. 
Θα εξεταστεί αν υπάρχει ένα τμήμα             ,  του οποίου τα θεμελιώδη μεγέθη 
πρώτης και δεύτερης τάξης να είναι οι συναρτήσεις       και       αντίστοιχα. Γενικά η 
απάντηση είναι αρνητική, εκτός αν ικανοποιούνται ορισμένες συνθήκες (εξισώσεις) 
συμβιβαστότητας. 

Οι συνθήκες αυτές προέρχονται από το γεγονός ότι αν         κλασης   , τότε οι μικτές 
παράγωγοι τρίτης τάξης της         είναι ανεξάρτητες της σειράς παραγώγισης. Δηλαδή : 
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Έστω              ένα τμήμα μίας επιφάνειας κλάσης         του οποίου οι 

συντελεστές των εξισώσεων των       –             είναι κλάσης    . Τότε οι μικτές 
παράγωγοι                        υπάρχουν και ικανοποιούν τις παραπάνω συνθήκες, αν 
και μόνο αν τα θεμελιώδη μεγέθη πρώτης και δεύτερης τάξης ικανοποιούν τις εξισώσεις 
συμβιβαστότητας. 

Οι εξισώσεις συμβιβαστότητας μπορούν να γραφούν με διάφορες μορφές. Στην παρακάτω 
μορφή, οι δύο πρώτες εξισώσεις              , ονομάζονται εξισώσεις των 

         –         , ενώ η εξίσωση        , ονομάζεται τύπος του       (Lipschutz, 
1982). 

            
       

     
        

          

            
       

     
        

          

   

               
        

       
     

     
     

    

 

        
        

       
     

     
     

     
     

     
     

   

        

 

Η εξίσωση        , είναι ιδιαίτερα ενδιαφέρουσα. Υπενθυμίζεται ότι οι συναρτήσεις    
  

εξαρτώνται μόνο από τα θεμελιώδη μεγέθη πρώτης τάξης και τις παραγώγους τους. 
Επομένως, και η έκφραση        εξαρτάται από τα θεμελιώδη μεγέθη       και τις 
παραγώγους τους. Τότε όμως, η καμπυλότητα του       

  
      

      
 

που αρχικά ορίστηκε ως συνάρτηση της πρώτης και της δεύτερης θεμελιώδους μορφής, 
εξαρτάται μόνο από τα μεγέθη της πρώτης θεμελιώδους μορφής. Αυτή η παρατήρηση, 
αποτελεί ένα από τα σπουδαιότερα θεωρήματα (                  του      ) της 
θεωρίας των επιφανειών με πολύ ενδιαφέρουσες συνέπειες. 

 

2.3.13.                   του       

 

Οι μαθηματικοί στο τέλος του 18ου αιώνα όπως οι      ,       είχαν χρησιμοποιήσει την 
καμπυλότητα του      , αλλά μόνο ως οριζόμενη από το γινόμενο των κύριων 
καμπυλοτήτων. Από τη στιγμή που κάθε κύρια καμπυλότητα ενός σημείου μίας επιφάνειας 

εξαρτάται από τον συγκεκριμένο τρόπο με τον οποίο έχει ‘’ενσωματωθεί’’ στον   , δεν 
υπήρχε υποψία μήπως η καμπυλότητα του       αποτελεί μία αναλλοίωτη της εσωτερικής 
γεωμετρίας της επιφάνειας. Εν τέλει, ο       απέδειξε ότι το γινόμενο των κύριων 
(κάθετων) καμπυλοτήτων εξαρτάται μόνο από την εσωτερική γεωμετρία της επιφάνειας, 
γεγονός που έφερε επανάσταση στον κλάδο της διαφορικής γεωμετρίας (αποτελεί μία από 
τις πιο σημαντικές αποδείξεις του 19ου αιώνα). Ειδικότερα, το θεώρημα αυτό έχει ως εξής : 
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Η καμπυλότητα του         μιας επιφάνειας κλάσης        , είναι συνάρτηση μόνο 
των θεμελιωδών μεγεθών πρώτης τάξης και των παραγώγων τους. Το θεώρημα αυτό 
ονομάζεται                    του       (Gray, 1998). 

 

2.3.14. Το θεμελιώδες θεώρημα των επιφανειών 

 

Δύο θεμελιώδεις τεραγωνικές μορφές   και   , για τις οποίες ισχύει ότι η   είναι θετικά 
ορισμένη και επιπλέον ικανοποιούν τις εξισώσεις συμβιβαστότητας, προσδιορίζουν πλήρως 
μια επιφάνεια στο χώρο της οποίας η θέση μόνο είναι απροσδιόριστη. Το θεώρημα αυτό 
στηρίζεται στην ύπαρξη μοναδικής λύσης ενός συστήματος διαφορικών εξισώσεων με 
μερικές παραγώγους. 

 

2.3.15. Ολικά θεωρήματα των επιφανειών 

 

Αρχικά, ορίζονται οι έννοιες : 

Μια απλή επιφάνεια   ονομάζεται συνεκτική, αν δύο τυχαία σημεία   και   μπορούν να 
συνδεθούν με ένα κανονικό τόξο. Δηλαδή, μία συνεκτική επιφάνεια είναι κατά τόξο 
συνεκτική με κανονικά τόξα. 

Μια απλή επιφάνεια είναι συμπαγής, αν ως σύνολο του    είναι συμπαγές. Δηλαδή, η   
είναι συμπαγής, αν κάθε ανοικτή κάλυψη της   έχει μία πεπερασμένη υποκάλυψη ή 
ισοδύναμα η   είναι συμπαγής αν είναι ένα κλειστό και φραγμένο σύνολο του   . Με άλλα 
λόγια, μία συμπαγής επιφάνεια δεν έχει σύνορο, είναι πεπερασμένη και ακόμα μοιάζει, 
κατά κάποιο τρόπο, με σφαίρα με χερούλια ή χωρίς χερούλια.  

 

ΕΙΚΟΝΑ 2.21 : Σφαίρα με χερούλια 

Πηγή : http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/a/ac/ 
Sphere_with_three_handles.png 

Μία επιφάνεια είναι προσανατολίσιμη, αν και μόνο αν, μπορούμε να ορίσουμε ένα 
μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα στην επιφάνεια που να μεταβάλλεται κατά τρόπο συνεχή 
πάνω σε αυτή. 

Έχουμε λοιπόν τα εξής θεωρήματα : 

http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/a/ac/
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 Οι μόνες συνεκτικές και κλειστές επιφάνειες κλάσης        , που έχουν όλα 
τους τα σημεία ελλειπτικά ομφαλικά σημεία, είναι οι σφαίρες. 

 
 Οι μόνες συνεκτικές και κλειστές επιφάνειες κλάσης        , που έχουν όλα 

τους τα σημεία επίπεδα σημεία, είναι τα επίπεδα. 
 

 Οι μόνες συνεκτικές και συμπαγείς επιφάνειες κατάλληλης κλάσεις, με σταθερή 
καμπυλότητα του       είναι οι σφαίρες (θεώρημα του         ). 

 
 Δεν υπάρχει συμπαγής επιφάνεια στον    κλάσης         με καμπυλότητα του 

           . 
 
 

2.3.16. Αναπτυκτές επιφάνειες 

 

Αναπτυκτές επιφάνειες λέγονται εκείνες οι επιφάνειες, οι οποίες μπορούν να αναπτυχθούν 
στο επίπεδο, δηλαδή μπορούν να απεικονιστούν ισομετρικά στο επίπεδο. Υπάρχουν τρεις 
τρόποι σχηματισμού αυτών των επιφανειών : 

 Σχηματίζονται από τις εφαπτόμενες μιας καμπύλης 
 

 Είναι κωνικές επιφάνειες 
 

 Είναι κυλινδρικές επιφάνειες 

Το εφαπτόμενο επίπεδο μιας αναπτυκτής επιφάνειας σε κάποιο σημείο συναντά την 
επιφάνεια σε μια ευθεία η οποία λέγεται γεννέτειρα της επιφάνειας. Επίσης, όλα τα 
εφαπτόμενα επίπεδα μιας αναπτυκτής επιφάνειας, στα σημεία μιας γεννέτειρας, 
συμπίπτουν. Αξίζει να σημειωθεί ότι σε μία αναπτυκτή επιφάνεια, η καμπυλότητα του 
      ισόυται ταυτοτικά με το μηδέν. 

    

 

2.3.17. Ευθειογενείς επιφάνειες 

 

Εδώ, αναλύεται εκτενέστερα η γεωμετρία των ευθειογενών επιφανειών. Αυτό γίνεται γιατί 
στη μεθοδολογία που αναλύεται παρακάτω για τις ανάγκες μοντελοποίησης της επιφάνειας 
της οδού, η επιφάνεια που κατασκευάζεται τελικά είναι ακριβώς μία ευθειογενής 
επιφάνεια.  

Μία ευθειογενής επιφάνεια είναι μία επιφάνεια που περιέχει τουλάχιστον μία 
                                  . Δηλαδή, πρέπει είτε η    παραμετρική καμπύλη, 
είτε η    παραμετρική καμπύλη να αποτελεί παράσταση ευθείας. Αν αποτελούν 
παράσταση ευθείας συγχρόνως και η    παραμετρική καμπύλη, αλλά και η    
παραμετρική καμπύλη, τότε γίνεται λόγος για μία διπλά ευθειογενή επιφάνεια 
(Καδιανάκης, 2013). 



Κεφάλαιο 2 – Στοιχεία διαφορικής γεωμετρίας από τη θεωρία καμπυλών και επιφανειών 
για τον ορισμό του άξονα και της επιφάνειας της οδού 

- 58 - 

 

Οι διάφορες θέσεις των ευθειών που παράγουν την ευθειογενή επιφάνεια λέγονται 
γεννέτειρες της επιφάνειας. Αν       μία κανονική καμπύλη κλάσης    και       μια μη 
μηδενιζόμενη διανυσματική συνάρτηση κλάσης    κατά μήκος της      , τότε η 
διανυσματική παραμετρική συνάρτηση : 

                                

αποτελεί μια κανονική διανυσματικη παραμετρική παράσταση μιας ευθειογενούς 
επιφάνειας κλάσης   , αν οι καμπύλες       και        είναι κλάσης    και         

       )        0  για κάθε  ,  . 

Μία κανονική παραμετρική παράσταση αυτής της μορφής λέγεται παραμετρική παράσταση 
ευθειογενούς επιφάνειας. Μια ευθειογενής επιφάνεια έχει την ιδιότητα από κάθε σημείο 
της να διέρχεται ευθεία η οποία κείται εξ ολοκλήρου στην επιφάνεια. Έτσι, η επιφάνεια 
καλύπτεται από ευθείες οι οποίες λέγονται                            και οι οποίες 
αποτελούν μια                                    (είναι οι ευθείες που παράγουν την 
επιφάνεια), ενώ η καμπύλη       λέγεται                ή        της παραμετρικής 
παράστασης. 

Ειδικότερα, η καμπύλη       αντιστοιχεί στον άξονα της οδού, ενώ οι οικογένειες των 
ευθειών       αντιστοιχούν στη διατομή του δρόμου. Η διατομή (κάθετη τομή) ορίζεται ως 

η τομή, επιπέδου που περιέχει το κάθετο μοναδιαίο διάνυσμα           της επιφάνειας της 
οδού , με την επιφάνεια της οδού σε ένα συγκεκριμένο σημείο   που ανήκει στον άξονα της 
οδού. Αν η καμπύλη       είναι μοναδιαία και η διατομή περιστρέφεται γύρω από τον 
άξονα της οδού, τότε η τιμή του   καθορίζει το ημιπλάτος της οδού. Αν το   έχει θετικό 
πρόσημο, τότε η επιφάνεια προεκτείνεται προς τα δεξιά του άξονα της οδού (κατά 
σύμβαση), ενώ αν το   έχει αρνητικό πρόσημο, τότε η επιφάνεια προεκτείνεται προς τα 
αριστερά του άξονα της οδού (πάλι κατά σύμβαση). 

 

ΕΙΚΟΝΑ 2.22 : Ευθειογενής επιφάνεια 

Πηγή : http://techpubs.sgi.com/library/dynaweb_docs/0650/SGI_Developer/books/ 
Perf_PG/sgi_ht ml/figures/ruled.surfaces.gif 

 

http://techpubs.sgi.com/library/dynaweb_docs/0650/SGI_Developer/books/
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ΕΙΚΟΝΑ 2.23 : Οι u- και v- παραμετρικές καμπύλες, ευθειογενούς επιφάνειας 

Πηγή : http://courses.media.mit.edu/2012spring/mas681/wp-
content/uploads/2012/05/010512-vnoel-docuday43.jpg 

Αιτιολόγηση του γιατί η διανυσματική παραμετρική συνάρτηση                   
           περιέχει τουλάχιστον μία μονοπαραμετρική οικογένεια ευθειών. 

Έστω      και     δύο διανύσματα (σημεία) του    με          . Καλούμε ευθεία που διέρχεται 
από το σημείο      και είναι παράλληλη προς το διάνυσμα     το σύνολο των σημείων    του 

 
  που ικανοποιούν την εξίσωση : 

                                 

Η παραπάνω εξίσωση λέγεται διανυσματική παραμετρική εξίσωση της ευθείας. Το σημείο    
παράγει την ευθεία, όταν η παράμετρος   παίρνει τιμές στην πραγματική ευθεία. 

Έστω ότι        , μία κανονική παραμετρική παράσταση από το   (τμήμα του   ) στο   

(τμήμα του   ). Υπενθυμίζεται ότι η εικόνα της ευθείας       του   είναι η καμπύλη του 
           με παράμετρο το  . Η καμπύλη αυτή ονομάζεται    παραμετρική καμπύλη 
      . Ομοίως, η εικόνα της ευθείας       , είναι η καμπύλη          του   και 
ονομάζεται    παραμετρική καμπύλη      . Έτσι η παραμετρική παράσταση καλύπτει το 
  με δύο οικογένειες καμπυλών, τις εικόνες των ευθειών    σταθερό και    σταθερό.  

Η   παραμετρική καμπύλη της επιφάνειας (2.151) είναι : 

                                  

Η   παραμετρική καμπύλη της επιφάνειας (2.151) είναι : 

                                   

Από τη μορφή των σχέσεων (2.152), (2.153), (2.154) παρατηρείται ότι η (2.154), δηλαδή 
η   παραμετρική καμπύλη της (2.151), αποτελεί μια μονοπαραμετρική οικογένεια 
εξισώσεων ευθείας. Επομένως,  η διανυσματική παραμετρική συνάρτηση: 

http://courses.media.mit.edu/2012spring/mas681/wp-content/uploads/2012/05/010512-vnoel-docuday43.jpg
http://courses.media.mit.edu/2012spring/mas681/wp-content/uploads/2012/05/010512-vnoel-docuday43.jpg
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σύμφωνα με τον ορισμό που δόθηκε, είναι μία ευθειογενής επιφάνεια. Αν και η (2.153), 
δηλαδή η   παραμετρική καμπύλη της, αποτελούσε μια μονοπαραμετρική οικογένεια 
εξισώσεων ευθείας, τότε θα είχαμε μία διπλά ευθειογενή επιφάνεια. 

 

                        

Σε μία ευθειογενή επιφάνεια, οι γεννέτειρες είναι ασυμπτωτικές γραμμές. Αυτό, 
δικαιολογείται από το γεγονός ότι οι γεννέτειρες είναι ευθείες γραμμές και κάθε ευθεία 

μίας επιφάνειας είναι ασυμπτωτική γραμμή γιατί κατά μήκος μίας ευθείας είναι       . 
Υπενθυμίζεται ότι : 

   
  

 
              

Επίσης, σε μία ευθειογενή επιφάνεια        , εύκολα αποδεικνύεται  ότι : 

            

Δηλαδή, 

      

Επομένως, η καμπυλότητα του       γίνεται : 

   
    

       
     

Επομένως, σε μία ευθειογενή επιφάνεια, η καμπυλότητα του       είναι παντού μη θετική. 
Η καμπυλότητα του       μηδενίζεται αν και μόνο αν έχουμε μία ειδική περίπτωση 
ευθειογενούς επιφάνειας που ονομάζεται αναπτυκτή επιφάνεια όπως έχει αναφερθεί στην 
παράγραφο (2.3.16) (υπενθυμίζεται ότι είναι είτε κυλινδρικές επιφάνειες, είτε κωνικές, 
είτε σχηματίζονται από τις εφαπτόμενες μίας καμπύλης). Τελικά, αν το   είναι παντού 
διάφορο του μηδενός (δηλαδή έχουμε μια καθαρά ευθειογενή επιφάνεια), η καμπυλότητα 
του       είναι παντού αρνητική. Αν μία επιφάνεια έχει αρνητική καμπυλότητα του       
που παραμένει σταθερή, τότε η επιφάνεια αυτή, ονομάζεται υπερβολικό επίπεδο.  

 

ΕΙΚΟΝΑ 2.24 : Επιφάνεια αρνητικής καμπυλότητας του Gauss 

Πηγή : http://3.bp.blogspot.com/_LITk8rFFmaE/TIPfY8GKY3I/AAAAAAAAAHQ 
/Gs8TbMKm44o/s1600/Surface%2Bof%2BNegative%2BGaussian%2BCurvature%2B15cm150

dpi%2Bok%2B4.jpg 

http://3.bp.blogspot.com/_LITk8rFFmaE/TIPfY8GKY3I/AAAAAAAAAHQ
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Γενικά, στις επιφάνειες της οδοποιίας, η (μη θετική) καμπυλότητα του       δε θα 
παραμένει σταθερή. Κατά συνέπεια, δε θα συναντώνται και υπερβολικά επίπεδα. 

Οι επιφάνειες σταθερής και αρνητικής καμπυλότητας του      , μας δίνουν πρότυπα 
ελλειπτικών και υπερβολικών (μη Ευκλείδειων) γεωμετριών. Η κύρια διαφορά μεταξύ της 
επίπεδης      , της ελλειπτικής       και της υπερβολικής       γεωμετρίας, 
βρίσκεται στο αξίωμα της παραλληλίας (πέμπτο αξίωμα). Στην Ευκλείδεια γεωμετρία, το 
αξίωμα αυτό, ορίζει ότι από κάθε σημείο που δεν βρίσκεται πάνω σε δοθείσα ευθεία, 
διέρχεται μία μόνο παράλληλη προς τη δοθείσα. Στην ελλειπτική γεωμετρία (περίπτωση 
σφαίρας), δεν υπάρχουν παράλληλες, αφού κάθε ζεύγος ‘’ευθειών’’ (δηλαδή μέγιστοι 
κύκλοι) πάντα τέμνεται. Στην υπερβολική γεωμετρία, υπάρχουν άπειρες ‘’ευθείες’’ που 
είναι παράλληλες προς δοθείσα ‘’ευθεία’’. 

Ισχύει ότι : 

Σε κάθε σημείο μίας ασυμπτωτικής καμπύλης μιας επιφάνειας, που δεν είναι ευθεία, η 

στρέψη   ικανοποιεί τη σχέση (θεώρημα των          –         ) : 

       

όπου   είναι η καμπυλότητα του       στο αντίστοιχο σημείο. 

Γενικά, ο άξονας της οδού (βασική καμπύλη της ευθειογενούς επιφάνειας) δε θα είναι 

ασυμπτωτική γραμμή. Κατά συνέπεια, το θεώρημα των          –         , θα ισχύει 
μόνο σε εξαιρετικές περιπτώσεις. 

Τέλος, αν σε μία ευθειογενή επιφάνεια, η βασική καμπύλη είναι ευθεία, τότε η ευθειογενής 
επιφάνεια ‘’υποβιβάζεται’’ σε επίπεδο που αποτελεί μάλιστα και αναπτυκτή επιφάνεια).  

 

                   

 

Σε μία ευθειογενή επιφάνεια, οι γεννέτειρες είναι ασυμπτωτικές γραμμές, καθώς είναι 
ευθείες γραμμές και κάθε ευθεία μίας επιφάνειας είναι ασυμπτωτική γραμμή. 
Αποδεικνύεται ότι, σε μία επιφάνεια, η μέση καμπυλότητα   είναι μηδέν, αν και μόνο αν, οι 
ασυμπτωτικές γραμμές είναι ορθογώνιες.  

Οι    και    παραμετρικές καμπύλες είναι ασυμπτωτικές, αν και μόνο αν       και      . 
Επίσης, οι    και    παραμετρικές καμπύλες είναι ορθογώνιες, αν και μόνο αν      . 

Επομένως, σε μία επιφάνεια, η μέση καμπυλότητα   είναι μηδέν, αν και μόνο αν : 

                 

Γενικά, ο άξονας της οδού (δηλαδή, η βασική καμπύλη της ευθειογενούς επιφάνειας) δε θα 
είναι ασυμπτωτική γραμμή. Συνεπώς, οι παραπάνω συνθήκες δε θα ισχύουν. Βέβαια, η 
μόνη συνθήκη που θα ισχύει πάντα, είναι η       λόγω κατασκευής, καθώς η επιφάνεια της 
οδού ορίζεται με τέτοιο τρόπο ώστε οι    και    παραμετρικές καμπύλες να τέμνονται 
κάθετα. 
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2.4. Γεωδαισιακές Καμπύλες Και Γεωδαισιακή Καμπυλότητα 

 

2.4.1. Γεωδαισιακή Καμπυλότητα       

 

Το διάνυσμα καμπυλότητας στο   της προβολής μιας καμπύλης   επί του εφαπτόμενου 
επιπέδου στο   λέγεται                                    της   στο   και 

συμβολίζεται με      . Για να υπολογίσουμε το διάνυσμα     , υποθέτουμε ότι η   είναι μία 

επιφάνεια κλάσης         ,           , ένα τμήμα που περιέχει το   και          
                 , μία φυσική παράσταση της καμπύλης   κλάσης   .  

Αρχικά με     συμβολίζεται το μοναδιαίο εφαπτόμενο διάνυσμα της   στο σημείο   και με      

εκείνο το διάνυσμα του εφαπτόμενου επιπέδου στο   για το οποίο η τριάδα                    

είναι δεξιόστροφη και ορθοκανονική. Χωρίς περιορισμό της γενικότητας, μπορεί να 
υποτεθεί ότι το σημείο   είναι η αρχή των αξόνων. Τότε, η διανυσματική προβολή της 

καμπύλης επί του εφαπτόμενου επιπέδου στο   είναι                                     . 

Παραγωγίζοντας αυτή τη σχέση, καταλήγουμε τελικά στο ότι : 

                                

Δηλαδή, το διάνυσμα γεωδαισιακής καμπυλότητας      είναι η  διανυσματική προβολή του 

διανύσματος καμπυλότητας     επί του διανύσματος      (διάνυσμα του εφαπτόμενου 

επιπέδου). Τελικά, το διάνυσμα γεωδαισιακής καμπυλότητας      είναι πράγματι η 

διανυσματική προβολή της καμπυλότητας     της   στο   επί τπυ εφαπτόμενου επιπέδου. 

Επειδή ακριβώς το διάνυσμα     είναι κάθετο στο    , η διανυσματική προβολή του επί του 

εφαπτόμενου επιπέδου είναι απλώς η συνιστώσα του                   ως προς     . Έτσι, ισχύει ότι : 

Το διάνυσμα γεωδαισιακής καμπυλότητας      μίας (επιφανειακής) καμπύλης   στο  , είναι 

η  διανυσματική προβολή του διανύσματος καμπυλότητας     της   στο   επί του 
εφαπτόμενου επιπέδου στο  . 

Τελικά : 

                                                               

Παρατηρείται ότι το      είναι ανεξάρτητο του προσανατολισμού της επιφάνειας και της 

καμπύλης  , γιατί το ίδιο ισχύει και για τα διανύσματα     και     . 

Ο πραγματικός αριθμός    που ορίζεται ως η αριθμητική προβολή του διανύσματος 

καμπυλότητας     της   στο   επί του εφαπτόμενου επιπέδου στο  . Δηλαδή,               . 

Επίσης, αφού το      έχει εκλεχθεί έτσι, ώστε η τριάδα                    δηλαδή η                   να 

είναι δεξιόστροφη και ορθοκανονική, έχουμε τελικά                . Συνεπώς    

                                     . Δηλαδή,                                  : 
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ΕΙΚΟΝΑ 2.25 : Ορισμός της δεξιόστροφης και ορθοκανονικής τριάδας                     

Πηγή : https://encrypted-tbn3.gstatic.com/images?q=tbn:ANd9GcSP7TS_ 
aGcys4paJwgNOssCQ9w_n8uOEAsMGdewIglHBkqtHvi6 

Ακόμα, παρατηρείται ότι η απόλυτη τιμή της    είναι αναλλοίωτη κάτω από ισομετρικές 

απεικονίσεις της επιφάνειας, ενώ το πρόσημό της εξαρτάται και από τον προσανατολισμό 

της επιφάνειας   (δηλαδή τη φορά του      ) και από τον προσανατολισμό της καμπύλης   

(δηλαδή τη φορά του    ). 

Αντίθετα από ότι συμβαίνει στην κάθετη καμπυλότητα    που εξαρτάται από τα θεμελιώδη 
μεγέθη πρώτης και δεύτερης τάξης, η γεωδαισιακή καμπυλότητα    εξαρτάται μόνο από τα 

θεμελιώδη μεγέθη πρώτης τάξης και τις παραγώγους τους και συνεπώς είναι μία εσωτερική 
ιδιότητα της επιφάνειας. 

 Δηλαδή : 

Η γεωδαισιακή καμπυλότητα μίας καμπύλης μίας επιφάνειας είναι μία γεωμετρική 
αναλλοίωτη της επιφάνειας. 

 

ΕΙΚΟΝΑ 2.26 : Ορισμός των διανυσμάτων    ,     ,      

Πηγή : http://staff.ustc.edu.cn/~juyong/gcf.png 

https://encrypted-tbn3.gstatic.com/images?q=tbn:ANd9GcSP7TS_
http://staff.ustc.edu.cn/~juyong/gcf.png
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Υπολογισμός γεωδαισιακής καμπυλότητας    όταν η παράμετρος είναι η φυσική 

                                          

 

 
          

               
      

                
       

             

    
                         

        

 

Υπολογισμός γεωδαισιακής καμπυλότητας    όταν η παράμετρος είναι τυχαία 

       
                         

        
          

 

 
      

 

        
     

               
      

                
       

             

    
                        

        

Και στις δύο περιπτώσεις, είτε δηλαδή η παράμετρος είναι η φυσική, είτε όχι, το μοναδιαίο 

εφαπτόμενο διάνυσμα της επιφάνειας     , τα σύμβολα             δεύτερου είδους και η 
διακρίνουσα της πρώτης θεμελιώδους μορφής   υπολογίζονται στο σημείο της καμπύλης 
       ή       αντίστοιχα. 

 

Το απόλυτο διαφορικό 

 

Ένα εφαπτόμενο διανυσματικό πεδίο σε μία επιφάνεια, είναι μία απεικόνιση η οποία 
προσαρτά σε κάθε σημείο της επιφάνειας ένα εφαπτόμενο διάνυσμα της επιφάνειας σε 
αυτό το σημείο. 

Ένα εφαπτόμενο διανυσματικό πεδίο σε μία επιφάνεια κατά μήκος μίας καμπύλης 
προσαρτά σε κάθε σημείο της καμπύλης, ένα διάνυσμα εφαπτόμενο στην επιφάνεια σε 
αυτό το σημείο, όχι απαραίτητα εφαπτόμενο και στην καμπύλη (Μαρκάτης, 1989). 

 

Παράλληλη μεταφορά διανύσματος 

 

Ένα εφαπτόμενο διανυσματικό πεδίο πάνω σε μία επιφάνεια κατά μήκος μίας καμπύλης 
λέμε ότι, κατασκευάζεται από την παράλληλη μετακίνηση ενός διανύσματος κατά μήκος της 
καμπύλης ή ότι είναι παράλληλο κατά μήκος της καμπύλης, αν το απόλυτο διαφορικό του 
διανυσματικού πεδίου κατά μήκος της καμπύλης είναι μηδέν (Μαρκάτης, 1989). 
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Παράλληλα μεταφορά και γεωδαισιακή καμπυλότητα 

 

Έστω λοιπόν,       ένα εφαπτόμενο διανυσματικό πεδίο  σε μία επιφάνεια  , παράλληλο 
κατά μήκος μίας καμπύλης        όπου   η φυσική παράμετρος της καμπύλης. 

Έστω επίσης ότι      είναι η γωνία (προσανατολισμένη) μεταξύ του       και του 

εφαπτόμενου διανύσματος       της καμπύλης. Τότε, η παράγωγος της γωνίας      ως προς 
το μήκος τόξου   ισούται με τη γεωδαισιακή καμπυλότητα της καμπύλης : 

 
     

  
               

Τελικά, η γεωδαισιακή καμπυλότητα μίας επιφανειακής καμπύλης, αποτελεί τη γενίκευση 
της καμπυλότητας    επίπεδων καμπυλών (Μαρκάτης, 1989). 

 

2.4.2. Γεωδαισιακή στρέψη    

 

Η γεωδαισιακή στρέψη      , μετράει την αποτυχία μίας καμπύλης να είναι γραμμή κύριας 

καμπυλότητας. Κατά αναλογία με το τρίεδρο        που συναντάται στις καμπύλες 
υπάρχει το τρίεδρο του        , που βρίσκει εφαρμογή στη μελέτη επιφανειών. 

 

Ορισμός του τριέδρου         

 

Σε κάθε σημείο   καμπύλης   που ανήκει σε μία επιφάνεια   προσαρτούμε τα εξής 
ορθοκανονικά (μοναδιαία και κάθετα ανά δύο μεταξύ τους) διανύσματα : 

     : είναι το μοναδιαίο εφαπτόμενο διάνυσμα της καμπύλης   στο σημείο  . 
 

      : είναι το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα της επιφάνειας   στο σημείο  . 
 

      : εκείνο το διάνυσμα του εφαπτόμενου επιπέδου της επιφάνειας   στο   για το 

οποίο η τριάδα                    είναι δεξιόστροφη και ορθοκανονική. 

Τα παραπάνω τρία διανύσματα χρησιμοποιήθηκαν και για τη μελέτη της γεωδαισιακής 
καμπυλότητας. 

Αυτή η τριάδα διανυσμάτων κινείται κατά μήκος της επιφάνειας. Έτσι, το σύστημα αυτό 
ονομάζεται κινούμενο ή συνοδεύον τρίεδρο ή                 της επιφάνειας. Το 

σύστημα αυτό λαμβάνεται συχνά ως σύστημα αναφοράς. Τα διανύσματα    ,     ,      
ονομάζονται επίσης πρωτεύοντα διανύσματα της επιφάνειας, αντίστοιχα με τα πρωτεύοντα 
διανύσματα καμπύλης. 

Από τη στιγμή που θέλουμε να μελετήσουμε τη γεωμετρία μεταξύ της καμπύλης   και της 

επιφάνειας  , χρησιμοποιούνται τα διανύσματα      και      αντί των     και    . Το διάνυσμα      

είναι πάντα εφαπτόμενο στην επιφάνεια  , ενώ Το διάνυσμα      είναι πάντα κάθετο στην 
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επιφάνεια  . Αντίθετα, τα διανύσματα     και     δεν είναι γενικά, ούτε κάθετα όυτε 

εφαπτόμενα στα διάφορα σημεία της επιφάνειας  . Επομένως, τα διανύσματα     και     δεν 
είναι χρήσιμα για την περιγραφή της επιφάνειας  . 

 

Εξισώσεις         

 

Μελετάται η συμπεριφορά του                  όταν αυτό κινείται από σημείο σε 
σημείο της επιφάνειας. Θεωρείται λοιπόν ότι υπάρχει το τρίεδρο και στη συνέχεια 
παραγωγίζονται τα τρία διανύσματα  ως προς τη φυσική παράμετρο  . Τα διανύσματα 

                           αναλύονται στο                 της καμπύλης ως εξής : 

                                              

                                                

                                                

Αντίστοιχα, σε μορφή πινάκων, οι εξισώσεις        ,         και        , καταλήγουν 
στην ακόλουθη μορφή: 

 

       

        

        

   

           

            

           

   

      

       

       

   

όπου       η                         και       η                    της καμπύλης. 

Οι τύποι αυτοί ονομάζονται                  . 

Η γεωμετρική σημασία της γεωδαισιακής στρέψης       είναι η εξής : 

Η γεωδαισιακή στρέψη      , μετράει την αποτυχία μίας καμπύλης να είναι γραμμή κύριας 

καμπυλότητας (καμπύλη που λαμβάνει τη μέγιστη ή ελάχιστη τιμή της κάθετης 
καμπυλότητας σε ένα σημείο της επιφάνειας σε μία συγκεκριμένη διεύθυνση). Επομένως, 
μία επιφανειακή καμπύλη έχει γεωδαισιακή στρέψη ταυτοτικά ίση με το μηδέν αν και μόνο 
αν, είναι γραμμή κύριας καμπυλότητας (Gray, 1998). 

Τέλος, η γεωδαισιακή στρέψη δεν εξαρτάται από τον τρόπο παραμετρικοποίησης. Δηλαδή, 
αποτελεί μία εσωτερική ιδιότητα της επιφάνειας. 

Όπως και στην περίπτωση του τριέδρου       , έτσι και εδώ, οι εξισώσεις        , 
        και        , ισχύουν μόνο στην περίπτωση που έχουμε καμπύλη μοναδιαίας 
ταχύτητας (παραμετρικοποίηση ως προς τη φυσική παράμετρο). Στην περίπτωση τυχαίας 
παραμέτρου, οι εξισώσεις        ,         και        , γίνονται : 
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ή 

                                                                  

                                                                    

                                                                    

 

ή 

                                                                                

                                                                                  

                                                                                  

Αντίστοιχα, σε μορφή πινάκων, οι εξισώσεις        ,         και        , καταλήγουν 
στην ακόλουθη μορφή: 

 

       

        

        

   

                           

                            

                           

   

      

       

       

   

όπου          η ταχύτητα σε κάθε σημείο της καμπύλης        Ισχύει ότι                  .  

Δηλαδή : 

                         

Έτσι, ο παραπάνω πίνακας, γίνεται τελικά :  

 

       

        

        

  

 
 
 
                                          

                                          

                                          
 
 
 

  

      

       

       

  

 

2.4.3. Γεωδαισιακές καμπύλες 

 

Αν σε κάθε σημείο μίας καμπύλης   το γεωδαισικό διάνυσμα      ισούται ταυτοτικά με το 

μηδέν, τότε η καμπύλη   ονομάζεται γεωδαισιακή καμπύλη ή απλώς γεωδαισιακή της 
επιφάνειας  . 

Από τον ορισμό αυτό έχουμε ότι η   είναι γεωδαισιακή αν και μόνο αν το διάνυσμα 

καμπυλότητας     της   είναι κάθετο στην επιφάνεια σε κάθε σημείο της καμπύλης (δηλαδή 

το διάνυσμα καμπυλότητας     είναι συγγραμμικό με το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα      ). 
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Ισχύει ότι                       . Όμως, κατά μήκος μίας ευθείας ισχύει             . Συνεπώς             σε 

μία ευθεία. 

 Συγκεντρωτικά, ισχύει ότι: 

 Οι ευθείες μίας επιφάνειας είναι γεωδαισιακές. Επομένως, οι γεννέτειρες μίας 
ευθειογενούς επιφάνειας είναι γεωδαισιακές γραμμές. Μία καμπύλη που δεν είναι 
ευθεία, είναι γεωδαισιακή, αν και μόνο αν σε κάθε σημείο της καμπύλης το 
εγγύτατο επίπεδο είναι κάθετο στο εφαπτόμενο επίπεδο της επιφάνειας. 
 

 Μία ασυμπτωτική γραμμή είναι μία ευθεία ή καμπύλη κατά μήκος της οποίας το 
εγγύτατο επίπεδο και το εφαπτόμενο επίπεδο στην επιφάνεια ταυτίζονται, ενώ μία 
γεωδαισιακή καμπύλη είναι μία ευθεία ή καμπύλη κατά μήκος της οποίας το 
εγγύτατο επίπεδο είναι κάθετο στο εφαπτόμενο επίπεδο. Δηλαδή, μία καμπύλη 

είναι ασυμπτωτική γραμμή αν             , ενώ μία καμπύλη είναι γεωδαισιακή αν 

           . 

Η καμπύλη   είναι γεωδαισιακή αν και μόνο αν για κάθε   (όπου s τυχαία παράμετρος) 
επαληθεύεται η εξίσωση : 

 

   
                 

     
                       

      
                  

 

    
                                     

        

 Η εξίσωση (2.175), ονομάζεται                               

Οι παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναμες : 

 Η    παραμετρική καμπύλη είναι γεωδαισιακή 
 

    
    για κάθε        

 
                     , για κάθε        

 

Επίσης, οι παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναμες : 

 Η    παραμετρική καμπύλη είναι γεωδαισιακή 
 

    
    για κάθε        

 
                     , για κάθε        

 

Στην περίπτωση που γίνεται λόγος για μία ευθειογενή επιφάνεια, οι παραπάνω προτάσεις 
ισχύουν καθώς οι    παραμετρικές καμπύλες είναι (τρισδιάστατες) ευθείες γραμμές άρα 
και γεωδαισιακές. 
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2.4.4. Γεωδαισιακές συντεταγμένες 

 

Αν είναι εφικτό, είναι χρήσιμο να διαλέγουμε, σε μία επιφάνεια, συντεταγμένες (δηλαδή 
τμήματα) των οποίων οι παραμετρικές καμπύλες να έχουν κάποιες ειδικές ιδιότητες. 

Ένα τμήμα του οποίου οι παραμετρικές καμπύλες είναι ορθογώνιες και η μία από τις δύο 
οικογένειες των παραμετρικών καμπυλών αποτελείται από γεωδαισιακές γραμμές, λέγεται 
σύστημα γεωδαισιακών συντεταγμένων. Ένα σύστημα γεωδαισιακών συντεταγμένων 
μπορεί να εισαχθεί σε μία επιφάνεια με άπειρους τρόπους.  

Στην προκειμένη ευθειογενή επιφάνεια της οδού, οι   παραμετρικές καμπύλες είναι 
γεωδαισιακές (καθώς είναι ευθείες) και κάθετες με την   παραμετρική καμπύλη (βασική 
καμπύλη της ευθειογενούς επιφάνειας που αντιστοιχεί στον άξονα της οδού). Επομένως, 
είναι εφικτή η υλοποίηση ενός συστήματος γεωδαισιακών καμπυλών στην επιφάνεια της 
οδού. 
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3. ΚΑΜΠΥΛΕΣ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ 

 

 

Στο κεφάλαιο αυτό, αναλύονται οι καμπύλες παρεμβολής, αλλά και ο τρόπος με τον οποίο 
βρίσκουν εφαρμογή στη χάραξη του άξονα της οδού. Από τις καμπύλες αυτές, εκείνες που 
θα παίξουν καίριο ρόλο στο να οριστεί μαθηματικά ο τρισδιάστατος άξονας της οδού, είναι 
οι καμπύλες         .  

Οι συναρτήσεις είναι ένα βασικό μαθηματικό εργαλείο για να περιγράψει κανείς και να 
αναλύσει πολλά ενδιαφέροντα φαινόμενα. Επειδή, τις περισσότερες φορές, οι συναρτήσεις 
αυτές δεν είναι με απόλυτη ακρίβεια γνωστές, είναι αναγκαίο να κατασκευαστούν 
προσεγγίσεις αυτών, βασισμένες σε πληροφορίες, που πηγάζουν από τη μελέτη των 
φαινομένων. Δηλαδή, μελετώντας ένα φαινόμενο, μπορεί να βρούμε αριθμητικά δεδομένα, 
που είναι τιμές μιας συνάρτησης        (Σοφιανός & Τυχόπουλος, 2005). 

Το πρόβλημα τώρα, που λέγεται πρόβλημα           , είναι να βρούμε μία συνάρτηση, 
όσο το δυνατόν πιο απλή, που προσεγγιστικά να παριστάνει την άγνωστη συνάρτηση 
      . Απλές συναρτήσεις και συγχρόνως εύκολες στον χειρισμό τους (διαφορίσιμες, 
ολοκληρώσιμες) είναι τα αλγεβρικά πολυώνυμα. 

Σύμφωνα με το θεώρημα του            , για μία συνάρτηση      συνεχής στο διάστημα 
     , υπάρχει ένα πολυώνυμο     , τέτοιο ώστε : 

               

στο       για οποιοδήμοτε δεδομένο θετικό  . Δηλαδή, υπάρχει ένα πολυώνυμο που 
προσεγγίζει την      ομοιόμορφα για οποιαδήποτε απαιτούμενη ακρίβεια (Scheid, 1976). 

 

3.1. Καμπύλες        

 

Οι παραμετρικές καμπύλες που μας ενδιαφέρουν εδώ, είναι αυτές που οι συνιστώσες τους 
 ,  ,   αποτελούν πολυωνυμικές συναρτήσεις. Οι καμπύλες αυτές αποτελούν τις 
πολυωνυμικές και τμηματικά πολυωνυμικές καμπύλες. Η πιο σημαντική περίπτωση 
πολυωνυμικής καμπύλης, είναι η καμπύλη       , που πήρε το όνομά της από τον Γάλλο 
μηχανικό              . 

Μία καμπύλη        βαθμού   ορίζεται ως εξής : 

              
            

               
      

όπου τα    ή    σημεία      ονομάζονται                       (σημεία ελέγχου       ) 
και δημιουργούν το πολυώνυμο        της καμπύλης. Συγκεκριμένα, στην περίπτωση των 

   σημείων αποτελούν έναν πίνακα - διάνυσμα διαστάσεων 3   1. 

όπου τα   
     είναι πολυώνυμα           που ορίζονται με τη σειρά τους ως εξής : 

  
       

 
 
               

ενώ οι διωνυμικοί συντελεστές είναι : 
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Για κάθε καμπύλη       , τα πιο σημαντικά εφαπτομενικά διανύσματα είναι στην αρχή και 

το πέρας της καμπύλης. Συνεπώς προκύπτει ότι το                 είναι εφαπτομενικό 

στην καμπύλη στα άκρα της, από τα οποία και διέρχεται. Αυτό είναι ιδιαίτερα χρήσιμο κατά 

τη σύνδεση διαφορετικών τμηματικών καμπυλών       . Επίσης, ο βαθμός μίας καμπύλης 

ορίζεται ως το πλήθος των                μειωμένο κατά ένα (Τσιρίγκας, 2011). 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 3.1 : Εφαπτομενικά διανύσματα στην αρχή και το πέρας της καμπύλης 

Πηγή : http://freespace.virgin.net/hugo.elias/graphics/bezier05.gif 

Αξίζει να σημειωθεί ότι ένα σημείο       μίας καμπύλης       , κατασκευάζεται μέσω του 

αναδρομικού αλγορίθμου             . 

Οι καμπύλες        έχουν ορισμένες πολύ σημαντικές ιδιότητες : 

 Παρεμβολή στα άκρα τους : Η καμπύλη διέρχεται από τα ακραία σημεία του 

πολυγώνου δηλαδή             και             

 Η καμπύλη μένει ανεπηρέαστη από αφινικούς (ομοπαράλληλους) 

μετασχηματισμούς: Αν ένας αφινικός μετασχηματισμός εφαρμοστεί στο 

               , τότε η καμπύλη μετασχηματίζεται με τον ίδιο τρόπο. 

 Συμμετρία : τα δύο πολύγωνα                  και                    περιγράφουν την ίδια 

καμπύλη. Το μόνο που αλλάζει είναι η φορά με την οποία διατρέχει το παραμετρικό 

διάστημα η παράμετρος  . 
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 Ιδιότητα             : Για          , το σημείο       της καμπύλης βρίσκεται μέσα 

στον χώρο που οριοθετείται από το                 ο οποίος ονομάζεται 

            του                .  

Μάλιστα, η ιδιότητα του             μπορεί να λειτουργήσει ως περιορισμός σε σχέση με το 

από πού επιθυμείται να περάσει ο άξονας της οδού. Για παράδειγμα, μπορεί να επιδιώκεται η 

αποφυγή μίας χάραξη που να περνάει από έναν χείμαρρο ή από μία περιοχή που αλλάζουν οι 

χρήσεις γης. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Πηγή : http://www.scratchapixel.com/assets/Uploads/Lesson011/l011-convexhull.gif 

 

3.1.1. Κυβικές καμπύλες        

 

Μία                τρίτου βαθμού       ορίζεται ως εξής : 

                                                               

Η παραπάνω μορφή γράφεται ως εξής : 

         
          

          
          

       

όπου τα   
  είναι τα (κυβικά )                    . 

Συγκεκριμένα, μία                τρίτου βαθμού ορίζεται όταν υπάρχουν τέσσερα 
              . 

ΕΙΚΟΝΑ 3.2 : Ιδιότητα             της καμπύλης        
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ΕΙΚΟΝΑ 3.3 : Τυπικά παραδείγματα κυβικών (τρίτου βαθμού) καμπυλών        

Πηγή : http://www.e-cartouche.ch/content_reg/cartouche/graphics/en/image/curves/ 
cub_bez_curve.jpg 

 

3.2. Σύνθετες Καμπύλες 

Ενώ οι                 είναι ένα πολύ χρήσιμο εργαλείο, δεν είναι πολύ βολικές όταν το 
ζητούμενο είναι η σχεδίαση σύνθετων καμπυλών. Σε αυτή την περίπτωση, επιλέγεται η 
χρήση σύνθετων καμπυλών, γνωστών ως        . Μία σύνθετη καμπύλη, συντίθεται από 
απλούστερα τμήματα καμπυλών, για αυτό το λόγο γίνεται συχνά χρήση και του όρου 
τμηματική καμπύλη. 

Στην προκειμένη περίπτωση, εξετάζονται                 που συνδέονται μεταξύ τους 
και αναλύονται οι συνθήκες που πρέπει να ισχύουν για διάφορα είδη σύνδεσής τους, ως 
προς τη συνέχεια και την παραγωγισιμότητα στο σημείο σύνδεσης. 

3.2.1. Τμηματικές καμπύλες        

Κάθε ξεχωριστό τμήμα της σύνθετης καμπύλης       , αποτελεί μία ξεχωριστή καμπύλη 
       που ορίζεται σε ένα παραμετρικό διάστημα κόμβων                    το οποίο 
ονομάζεται           (δηλαδή η παράμετρος   της καμπύλης κινείται σε αυτό το διάστημα 
-        ). Το σύνολο των       αναφέρεται ως             ή              . Το εύρος 
του           συμβολίζεται με              , ενώ οι σύνθετες καμπύλες αναφέρονται 
ως        καμπύλες (Τσιρίγκας, 2011). 

 

ΕΙΚΟΝΑ 3.4 :               

Πηγή : http://www.cs.mtu.edu/~shene/COURSES/cs3621/NOTES/spline/B-spline/knot-
insertion-scale-1.jpg 

http://www.e-cartouche.ch/content_reg/
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Έστω η συνολική        με ονομασία  . Κατά την εξέταση μίας ιδιότητάς της, 
χρησιμοποιείται η καθολική παράμετρος   που κινείται μέσα στο            . Όταν 
πρόκειται για μία ιδιότητα του       τμήματος, το οποίο είναι καμπύλη           , που 
ορίζεται στο            , θα χρησιμοποιείται η τοπική παράμετρος           . 

Επίσης, χρησιμοποιείται ο όρος σημείο σύνδεσης                  . Τα                , 
είναι τα άκρα των τμημάτων που συνδέονται μεταξύ τους. Δηλαδή, τα                , 
είναι οι απεικονίσεις των άκρων των           . 

Κατά την απλή γεωμετρική θεώρηση, μία καμπύλη είναι λεία αν οι εφαπτομένες 
εκατέρωθεν του                συμπίπτουν μεταξύ τους (λείες καμπύλες πρώτης τάξης). 

Για δύο κυβικές καμπύλες       , για παραδειγμα, αυτό σημαίνει ότι τα                  πρέπει 
απλά να είναι συνευθειακά. 

Επίσης, αν το ενδιαφέρον έγκειται απλά στη γεωμετρία της καμπύλης, τότε, για να είναι η 
καμπύλη συνεχής, πρέπει απλά να ισχύει η συνέχεια της καμπυλότητας στο                

(λείες καμπύλες δεύτερης τάξης). 

 

3.3. Καμπύλες          

 

Οι καμπύλες   –         δεν είναι κάτι διαφορετικό από τις σύνθετες καμπύλες       . 
Στην πραγματικότητα, είναι ακριβώς το ίδιο. Είναι οι σύνθετες (ή τμηματικές) καμπύλες που 
αποτελούνται από καμπύλες       , απλώς έχουν άλλη ονομασία. 

Με την εισαγωγή των καμπυλών   –        , εισάγεται μία πιο κομψή μέθοδος ελέγχου της 
λειότητας στα σημεία σύνδεσης                  . Για παράδειγμα, μπορεί να υπάρχει 
ανάγκη ορισμού συνθηκών λειότητας  τρίτης τάξης για σύνθετες καμπύλες τετάρτου 
βαθμού, αντίστοιχα τετάρτης τάξης για σύνθετες καμπύλες πέμπτου βαθμού. Η θεώρηση 
αυτή, μέσω των των τμημάτων        γίνεται πολύ δύσχρηστη. 

Οι ιδιότητες μίας καμπύλης        καθορίζονται από τις συναρτήσεις βάσης της, που είναι 
τα πολυώνυμα             

    . Κάθε συνάρτηση βάσης           αποτελεί μία 

πολυωνυμική συνάρτηση. Οι καμπύλες   –         τώρα, χρησιμοποιούν ως συναρτήσεις 

βάσης, κάποιες πιο ευέλικτες, τμηματικά πολυωνυμικές συναρτήσεις   –            
    . 

Τμηματικά πολυωνυμικές σημαίνει ότι συντίθεται από κομμάτια απλών πολυωνυμικών 
συναρτήσεων. Οι          , οι συναρτήσεις βάσης των καμπυλών         , είναι μία 
γενίκευση των πολυωνύμων            Συντίθεται από διάφορα πολυωνυμικά μέρη, αντί 
να είναι ένα μόνο πολυώνυμο. Αυτά τα μέρη συντίθενται με τέτοιο τρόπο έτσι ώστε η 
συνάρτηση          να είναι μίας ορισμένης λειότητας              στο 
              . 

Μία καμπύλη   –        , ορίζεται ως : 

             
           

                  
      

Τα   
     είναι οι   –            βαθμού, ενώ τα     ονομάζονται σημεία         ή απλά 

(όπως και στις καμπύλες       )               . 

Μία καμπύλη          βαθμού   ορίζεται από ένα                 
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παρόμοιου με μίας καμπύλης       . Λόγω του ότι η καμπύλη          είναι μία 
τμηματικά πολυωνυμική καμπύλη, χρειάζεται για την περιγραφή της περισσότεα του ενός 
παραμετρικά διαστήματα          . Χρειάζεται δηλαδή ένα             

                

το οποίο αποτελεί μία αύξουσα ακολουθία πραγματικών αριθμών. Για βαθμό καμπύλης  , 
μπορεί να συμβαίνει ταύτιση έως   συνεχόμενων κόμβων         και ποτέ παραπάνω. 

Το πλήθος   των                σχετίζεται με το πλήθος   των       και τον βαθμό της 
καμπύλης  , σύμφωνα με τη σχέση : 

        

Κατά την κατασκευή μίας καμπύλης   –        , μόνο οι παραμετρικές τιμές μέσα στο 
διάστημα των       

             

χρησιμοποιούνται για την απεικόνιση. Αυτές οι παραμετρικές τιμές θεωρούνται έγκυρες. Οι 
τιμές αυτές ονομάζονται             . Παρατηρείται ότι η τιμή      είναι ο τελευταίος 
     της πρώτης   άδας, ενώ η τιμή      είναι ο πρώτος      της τελευταίας  -άδας 
στο            . 

Όπως αναφέρεται πιο πάνω, μπορεί να συμβαίνει ταύτιση έως   συνεχόμενων κόμβων 
        και ποτέ παραπάνω. Το πλήθος των       που συμπίπτουν αποτελεί την 
πολλαπλότητα του     . Όλοι οι ταυτιζόμενοι       μοιράζονται αυτή τη τιμή 
πολλαπλότητας. Αν ένας      έχει πολλαπλότητα ένα, τότε ονομάζεται απλός. 

Συνήθως, θέτουμε τον αρχικό και τον τελικό      ενός            , με πολλαπλότητα 
  (δηλαδή ίση με τον βαθμό της καμπύλης). Αυτό έχει ως αποτέλεσμα η καμπύλη να 

διέρχεται από το πρώτο       και το τελευταίο                      . 

Αν          (δηλαδή η πολλαπλότητά τους είναι μεγαλύτερη του ένα), τότε το           
           έχει μηδενικό μήκος. Το πλήθος   των πολυωνυμικών τμημάτων 
(               που εδώ αντιστοιχούν σε καμπύλες       ) μίας καμπύλης          
είναι ίσο με το πλήθος των μη μηδενικών            μέσα στο                    
            . Αν όλοι οι εσωτερικοί                           είναι απλοί, δηλαδή 
έχουν πολλαπλότητα ένα, τότε           . Καθώς, το   εξαρτάται από το   

μπορούμε επίσης πιο απλά να έχουμε ότι       –   . Στην περίπτωση που έχουμε 
πολλαπλότητες    για διάφορους         , τότε ισχύει ότι                
(Τσιρίγκας, 2011). 

Τα            είναι ίσα με τα              του                . Δηλαδή, το      
          απεικονίζεται στο                 . 

Αν ένα      μετακινηθεί έως ότου ταυτιστεί με το διπλανό του, τότε δύο                 
ταυτίζονται και ένα               (μία καμπύλη        δηλαδή) εκφυλίζεται σε σημείο. 
Στο σημείο αυτό, η λειότητα της καμπύλης υποβαθμίζεται κατά μία τάξη. Επιπλέον, αν και ο 
έτερος      (από τους εκατερωθέν) μετακινηθεί έως ότου ταυτιστεί και πάλι με το υπό 
μελέτη σημείο, τότε η λειότητα της καμπύλης στο σημείο αυτό, υποβαθμίζεται κατά άλλη 
μία τάξη (μπορεί να φτάσει μέχρι και μηδενική τάξη όπου σε εκείνο το σημείο, υπάρχει 
μόνο επαφή).  

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι : 
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 Όταν μία καμπύλη   –         έχει λειότητα πρώτης τάξης, τότε το                
βρίκεται πάνω σε ένα             το οποίο είναι και εφαπτόμενο στην καμπύλη. 
 

 Όταν μία καμπύλη   –         έχει λειότητα μηδενικής τάξης, τότε το 
               βρίκεται πάνω σε ένα              . Η καμπύλη κάνει σπάσιμο 
εκεί και το σημείο                      , είναι το ίδιο με ένα             . 
 

 Η πολλαπλότητα ενός      δεν μπορεί να είναι μεγαλύτερη από τον βαθμό   της 

  –        . 

Στα άκρα της καμπύλης   –         όπου η πολλαπλότητα των       είναι ίση με  , η 
καμπυλη διέρχεται από τα ακραία               . Δηλαδή, πρόκειται για εκφυλισμένα 
παραμετρικά διαστήματα, που έγιναν μηδενικά μετά από μετακίνηση των       έως ότου 
ταυτιστούν. 

Στην περίπτωση χάραξης οδού, η επαφή μηδενικής τάξης επιζητείται καθώς αυτό σημαίνει 
ότι ο άξονας της οδού θα περνάει σίγουρα από το αρχικό και το τελικό σημείο που 
επιδιώκει να ενώσει. 

Όπως και στην περίπτωση της καμπύλης       , έτσι και εδώ, πρέπει να σημειωθεί ότι ένα 

σημείο       μίας καμπύλης   –        , κατασκευάζεται μέσω του αλγορίθμου        . Ο 

αλγόριθμος, χρησιμοποιεί μια διαδικασία από επαναλαμβόμενες γραμμικές παρεμβολές 

για τον υπολογισμό του σημείου       επί της καμπύλης   –        . 

Παρατίθενται ορισμένες πολύ σημαντικές ιδιότητες των καμπυλών   –         : 

 Παρεμβολή στα άκρα τους : Αν ισχύει             , τότε               και αν 

              , τότε                 

 Τοπικός έλεγχος : Αν μεταβάλλουμε ένα                   , μόνο τα πιο κοντινά 

    πολυωνυμικά τμήματα της καμπύλης                  θα μεταβληθούν. Η 

καμπύλη μένει ανεπηρέαστη οπουδήποτε αλλού. Ο τοπικός έλεγχος είναι το 

χαρακτηριστικό που κάνει τις καμπύλες   –         πιο ευέλικτες και πιο εύχρηστες 

από τις καμπύλες       . Αν ένας σχεδιαστής, είναι ικανοποιημένος με ένα τμήμα 

της καμπύλης, τότε οι επόμενες αλλαγές κάπου αλλού δε θα το επηρεάσουν 

καθόλου. 

 Καμπύλες        : Για κάποιο ειδικό            , μία καμπύλη   –         είναι 
στην ουσία καμπύλη       . Αυτή η διάταξη των       έχει        και 
            και             . Για την περίπτωση του κυβικού 
πολυωνύμου, ένα τέτοιο             είναι το            . 
 

 Περιορισμένη έκταση (ιδιοτητα            ) : Κάθε σημείο της καμπύλης 
βρίσκεται μέσα στο περίγραμμα του                 . Ακόμα πιο αυστηρή είναι η 

συνθήκη στην προκειμένη περίπτωση των   –        , καθώς κάθε σημείο της 
καμπύλης βρίσκεται μέσα στο περίγραμμα των     πιο κοντινών του 
               ( όπου   ο βαθμός της καμπύλης ). 
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4. ΕΠΙΦΑΝΕΙΕΣ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ 

 

 

Στο παρόν κεφάλαιο αναλύονται οι επιφάνειες παρεμβολής και η χρησιμότητά τους. Όπως 
θα φανεί και στη συνέχεια, αυτές οι επιφάνειες δε θα αξιοποιηθούν στην κατασκευή του 
μαθηματικού μοντέλου. Όμως, δυνητικά, μπορούν αποτελέσουν έναν τρόπο ακόμα πιο 
γενικής θεώρησης της χάραξης της οδού. Δηλαδή, αντί να ορίζεται αρχικά ο άξονας της 
οδού και με βάση αυτόν να ορίζεται η (ευθειογενής) επιφάνεια της οδού, μπορεί ο ορισμός 
της επιφάνειας να γίνεται κατευθείαν μέσω των επιφανειών παρεμβολής, χωρίς δηλαδή να 
υπάρχει η ανάγκη εύρεσης του άξονα. 

 

4.1. Παραμετρικές Επιφάνειες 

 

Μία παραμετρική καμπύλη είναι το αποτέλεσμα της απεικόνισης           του 
παραμετρικού μονοδιάστατου διαστήματος, στον δισδιάστατο ή τρισδιάστατο χώρο. Μία 
παραμετρική επιφάνεια, ορίζεται με ακριβώς τον ίδιο τρόπο. Είναι το αποτέλεσμα της 
απεικόνισης του παραμετρικού δισδιάστατου επιπέδου στον τρισδιάστατο χώρο. Ένα 
τμήμα του δισδιάστου παραμετρικού επιπέδου, απεικονίζεται σε ένα τμήμα της 
παραμετρικής επιφάνειας. Το παραμετρικό δισδιάστατο επίπεδο, είναι απλά ένα σύστημα 
συντεταγμένων, όπου το κάθε σημείο έχει συντεταγμένες      . Το αντίστοιχο σημείο της 
παραμετρικής επιφάνειας είναι : 

          

      
      
      

  

 

4.2. Διγραμμικά         

 

Η πεπερασμένη παραμετρική επιφάνεια, ονομάζεται       (μπάλωμα) και είναι 
ουσιαστικά η απεικόνιση ενός τετραγώνου στον παραμετρικό χώρο. 

Επιλέγεται το μοναδιαίο τετράγωνο που ορίζεται ως : 

                

Το μοναδιαίο τετράγωνο που ορίστηκε, απεικονίζεται σε ένα επιφανειακό      , το οποίο 

ορίζεται από τέσσερα σημεία                                με τον εξής τρόπο : 

                 
            

            

   
   

 
  

Αυτό το       είναι γραμμικό και ως προς τις δύο παραμέτρους   και  . Λόγω αυτού, 
ονομάζεται διγραμμικό      . Γράφοντας το       με διαφορετικό τρόπο, είναι πολύ πιο 
εύκολο να κατανοηθεί το γεωμετρικό του σχήμα. Έτσι, έχουμε : 
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όπου 

                           

                           

 

Κάθε μία από τις παραπάνω δύο εξισώσεις αποτελεί μία ευθεία. Συγκεκριμένα, η πρώτη 
εξίσωση μετασχηματίζεται ως εξής : 

                               

η οποία είναι μία διανυσματική παραμετρική εξίσωση ευθείας της μορφής : 

                

Συνεπώς, ένα διγραμμικό      , που επίσης ονομάζεται υπερβολικό παραβολοειδές, 
καλύπτεται από δύο οικογένειες ευθειών γραμμών. Ωστόσο, το υπερβολικό παραβολοειδές 
συνίσταται επίσης και από καμπύλες εκτός από ευθείες. Αν θεωρήσουμε την ευθεία    
  , δηλαδή τη διαγώνιο του μοναδιαίου τετραγώνου, τότε, αυτή γράφεται παραμετρικά ως 
εξής : 

                

Αυτή η διαγώνιος απεικονίζεται στο       ως μία τρισδιάστατη καμπύλη (και όχι ευθεία 

γραμμή), της μορφής              . Αναλυτικότερα είναι : 

               
            

            

   
   

 
  

Ομαδοποιώντας τους όρους, έχουμε : 

                                 
 

 
        

 

 
                    

Η παραπάνω καμπύλη, αποτελεί μία τετραγωνική καμπύλη       . 

 

4.3.                

 

Ένα διγραμμικό       μπορεί να γραφτεί με διαφορετικό τρόπο χρησιμοποιώντας τα 
γραμμικά πολυώνυμα          , ως εξής : 

            
      

       
            

            

   
  

    

  
    

  

Για βαθμό, μεγαλύτερο του τετραγωνικού, η γενική μορφή παραμετρικοποίησης της 
επιφάνειας είναι η εξής : 
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Για      , λαμβάνουμε τη διγραμμική περίπτωση, για      , λαμβάνουμε τη 
διτετράγωνη περίπτωση, ενώ για την ειδική περίπτωση που      , λαμβάνεται 
δικυβικό             . 

 

ΕΙΚΟΝΑ 4.1 : Επιφάνεια        

Πηγή : http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/3/3e/Surface1.jpg 

Παρακάτω παρατίθενται ορισμένες ιδιότητες των                : 

 Παρεμβολή στα άκρα τους : Ακριβώς ανάλογα με τις καμπύλες, το       διέρχεται 
από τα τέσσερα γωνιακά                που το ορίζουν. Δηλαδή : 

                             

                            

 

Ωστόσο, αυτή η ιδιότητα είναι πολύ πιο σημαντική για την περίπτωση της επιφάνειας από 
αυτή της καμπύλης. Ισχύει επίσης ότι τα σημεία στις πλευρές του                 είναι τα 
               των πλευρών του       (καμπύλες       ). Για παράδειγμα, η καμπύλη 

        έχει                                  . 

 Συμμετρία : Μπορούμε να αλλάξουμε τους δείκτες των                έτσι ώστε 

οποιοδήποτε από αυτά να αντιστοιχεί στο        χωρίς να αλλάζει η επιφάνεια που 
υπολογίζεται. 
 

 Η επιφάνεια μένει ανεπηρέαστη από αφινικούς μετασχηματισμούς. Δηλαδή, αν 
εφαρμοστεί ένας αφινικός μετασχηματισμός στο                , τότε η 
επιφάνεια μετασχηματίζεται με τον ίδιο μετασχηματισμό, χωρίς να αλλάζει σε 
τίποτα η μορφή της. 
 

 Διγραμμική ακρίβεια : Τα                των πλευρών πλευρών του      , είναι 
σε ίσες αποστάσες , και επί των ευθειών που συνδέουν τα γωνιακά               . 
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 Ιδιότητα             : Ό,τι ακριβώς ισχύει για τη μονοδιάστατη περίπτωση 
(καμπύλες), ισχύει και  για τη δισδιάστατη (επιφάνειες). 
 

 Γινόμενο τανυστών : Τα                ανήκουν στην κλάση των επιφανειών που 
προκύπτουν ως γινόμενο τανυστών. Αυτή η ιδιότητα επιτρέπει την ανάλυσή τους, 
μέσω των    και    παραμετρικών καμπυλών, γεγονός που σημαίνει 
απλοποίηση στην κατασκευή και τον χειρσμό τους. Η ιδιότητα του γινομένου 
τανυστών είναι αυτή που απλοποιεί κατά πολύ την κατανόηση των                
(Τσιρίγκας, 2011). 

 

ΕΙΚΟΝΑ 4.2 : Επιφάνεια        

Πηγή : http://glasnost.itcarlow.ie/~powerk/GeneralGraphicsNotes/CurvesandSurfaces/ 
bez.GIF 

 

4.4.                                 

Ένα             , έχει δύο βαθμούς :   κατά τη   διεύθυνση και   κατά τη 
  διεύθυνση. Κάθε ένας από τους βαθμούς αυτούς μπορεί να αυξηθεί μέσω μίας απλής 
διαδικασίας. Έστω ότι γίνεται αύξηση του βαθμού   σε    , για παράδειγμα. Το 
            που προκύπτει (το οποίο συνεχίζει να περιγράφει την ίδια ακριβώς επιφάνεια), 
θα έχει πλέον     στήλες από               , κάθε μία από τις οποίες θα περιέχει     
              .

http://glasnost.itcarlow.ie/~powerk/GeneralGraphicsNotes/CurvesandSurfaces/
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5. ΣΥΝΘΕΤΕΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΕΣ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ 

 

 

Στο κεφάλαιο αυτό, τονίζεται το γεγονός ότι ένα              σπάνια μπορεί να 
μοντελοποιήσει από μόνο του ένα αληθινό επιφανειακό τμήμα. Επομένως, περισσότερα 
του ενός         θα συνενωθoύν συνήθως, είτε στη μορφή μιας σύνθετης επιφάνειας 
      , είτε μιας σύνθετης επιφάνειας         .  

 

5.1. Σύνθετες Επιφάνειες        

 

Θεωρούμε το               δικυβικό              το οποίο ονομάζεται αριστερό 

     . Επίσης, έστω                   ένα δεύτερο δικυβικό             , που 

ονομάζεται δεξί      , έτσι ώστε να μοιράζονται ένα κοινό σύνορο. Όπως συνηθίζεται για 
τμηματικά αντικείμενα, υπεισέρχονται κάποιες υποθέσεις για τα                    
(διαστήματα) των δύο        . Θεωρούμε ότι το αριστερό έχει ως        το τετράγωνο 
                   , ενώ το δεξί έχει το τετράγωνο                    . Έτσι, τα δύο        
ικανοποιούν την ίδια συνοριακή πληροφορία η οποία ισχύει για τα        , δηλαδή ότι 
μοιράζονται το ίδιο     όριο. 

Ως προς τις συνθήκες που μας εξασφαλίζουν τη λειότητα της σύνθετης επιφάνειας, είναι 
απροσδόκητα απλές. Συγκεκριμένα, στις δικυβικές επιφάνειες, πρέπει οποιαδήποτε τρία 
σημεία                  να είναι συνευθειακά. 

Αν οι βαθμοί των         είναι μεγαλύτεροι από κυβικοί, προκύπτουν ακριβώς ανάλογες 
συνθήκες για τη λειότητα. Όμως, όταν έχουμε ένα δίκτυο από        , υπάρχει ένα 
μειονέκτημα της παραπάνω διαδικασίας. Καθώς υπάρχουν μόνο δύο              (ένα για 
την κατεύθυνση   και ένα για την κατεύθυνση  ), παρουσιάζονται ζητήματα έλλειψης 
ευελιξίας. Στην περίπτωση που δεν έχουν όλες οι   παραμετρικές καμπύλες παρόμοιο 
σχήμα, τότε ένα κοινό            , δεν μπορεί να δώσει ικανοποιητική περιγραφή για 
όλες τις   παραμετρικές καμπύλες. Το ίδιο ισχύει και για τις   παραμετρικές καμπύλες. 

 

5.2. Σύνθετες Επιφάνειες          

 

Οι επιφάνειες          διαθέτουν όλα τα πλεονεκτήματα των               , όπως η 
συμμετρία, το ότι μένουν ανεπηρέαστες από αφινικούς μετασχηματισμούς καθώς και η 
ιδιότητα του            . 

Ωστόσο, υπάρχουν δύο μεγάλες διαφορές. Τα οριακά πολύγωνα του             , 
πρόκειται να είναι                  των οριακών καμπυλών, μόνο αν οι ακραίοι       
έχουν πλήρη πολλαπλότητα   και  . Αυτό είναι ανάλογο με την ιδιότητα των καμπυλών 
         να παρουσιάζουν παρεμβολή στα άκρα τους. Επίσης, οι επιφάνειες          
έχουν την ιδιότητα του τοπικού ελέγχου. Αν ένα               μετατοπιστεί, τότε, θα 
επηρεαστούν μόνο έως                      στη γειτονιά του. 

Μία επιφάνεια         , αποτελείται από ένα σύνολο ανεξάρτητων πολυωνυμικών 
       , ειδικότερα              , αν όλοι οι       των                     είναι 
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απλοί. Κάθε ένα από αυτά τα         μπορεί να γραφτεί σε        μορφή, δηλαδή σαν 
        βαθμού   στην    διεύθυνση και   στη   διεύθυνση (Τσιρίγκας, 2011). 
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6. ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ ΣΤΕΡΕΟΥ ΣΩΜΑΤΟΣ             
                 

 

 

Στο κεφάλαιο που ακολουθεί, αναλύεται ο, γνωστός από τη Γεωδαισία και 
Φωτογραμμετρία κυρίως, γεωμετρικός μετασχηματισμός του στερεού σώματος. 

Ο μετασχηματισμός στερεού σώματος αποτελεί έναν τρισδιάστατο μετασχηματισμό 
συντεταγμένων. Ως στερεό σώμα, ορίζεται γεωμετρικά ένα τρισδιάστατο σημειοσύνολο 
    το οποίο, μετασχηματιζόμενο, δεν μεταβάλλεται κατά σχήμα και μέγεθος. Υπό αυτή 
την έννοια, σε ένα τρισορθογώνιο σύστημα, ο μετασχηματισμός στερεού σώματος, 
εμπλέκει, στη γενικότερη περίπτωση, έξι συνολικά βαθμούς ελευθερίας, που εκφράζονται 
από τις ακόλουθες έξι παραμέτρους  (Καρράς, 1998): 

 τρεις συνιστώσες            του διανύσματος της μετάθεσης     κατά τους τρεις 
άξονες       

 
 τρείς στροφές κατά τις γωνίες       περί τους ίδιους άξονες       , αντίστοιχα, οι 

οποίες και συγκροτούν τον πίνακα στροφής   διαστάσεων                     . 

Αν    είναι το διάνυσμα τυχόντος σημείου στο σύστημα     και     το διάνυσμα του ίδιου 
σημείου σε σύστημα        που διαφέρει κατά στροφή και μετάθεση από το πρώτο, ο 
μετασχηματισμός στερεού σώματος, εκφράζεται ισοδύναμα ως : 

             

Η μορφή ενός πίνακα στροφής          , εξαρτάται από τη σειρά με την οποία θεωρούνται 
οι στροφές. Γενικά, υιοθετείται η διαδοχή       : 

                 

Ο μετασχηματισμός στερεού σώματος, είναι αμφιμονοσήμαντος. Βάσει των γνωστών 
ιδιοτήτων των πινάκων στροφής (ορθογωνικότητα), ισχύει : 

                              

Ένας πραγματικός πίνακας   είναι ορθογώνιος αν       , εάν δηλαδή           . 
Ως εκ τούτου, ο πίνακας   πρέπει να είναι τετραγωνικός και αντιστρέψιμος. 

Ο αντίστροφος μετσχηματισμός, μπορεί να γραφτεί τότε, ως : 

             

 

Υπενθυμίζεται ότι για τον   , με το συνηθισμένο εσωτερικό γινόμενο, οι επιτρεπτές 
αλλαγές συντεταγμένων, είναι οι στροφές και οι μεταθέσεις. Επομένως, σύμφωνα με  τα 
παραπάνω, συμπεραίνεται ότι ο μετασχηματισμός στερεού σώματος, αποτελεί μία 

επιτρεπτή αλλαγή συντεταγμένων στον   .  
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7. ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ ΤΟΥ ΠΡΟΚΡΟΥΣΤΗ              
                

 

 

Σε αυτό το κεφάλαιο, παρουσιάζεται μία μέθοδος βελτιστοποίησης, ουσιαστικά, γνωστή ως 
                       ή απλά            . Με την εφαρμογή της ανάλυσης του 
Προκρούστη, οι γραμμικοποιήσεις μη γραμμικών σχέσεων, ο ορισμός αρχικών τιμών, 
καθώς και η επαναληπτική διαδικασία κατά τη συνόρθωση, αποφεύγονται.  

Η ανάλυση του Προκρούστη, είναι μία τεχνική αντιστοίχισης ενός συνόλου, σε ένα άλλο, 
έτσι ώστε να υπολογιστεί το μέτρο αυτής της αντιστοίχισης. Με όρους συνόρθωσης, το 
πρόβλημα του Προκρούστη, διατυπώνεται ως ένα πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων, 
μετασχηματισμού ενός δοσμένου πίνακα   σε έναν άλλο, επίσης δοσμένο, πίνακα  , μέσω 
ενός ορθογώνιου πίνακα μετασχηματισμού  , έτσι ώστε το άθροισμα των τετραγώνων του 

πίνακα των υπολοίπων       –      να είναι ελάχιστο. 

Δηλαδή, με τον αλγόριθμο του Προκρούστη, το μόνο που χρειάζεται από τον χρήστη, είναι 
η εισαγωγή των συντεταγμένων σε ένα σύστημα αναφοράς (για παράδειγμα οι 
συντεταγμένες σε ένα τοπικό σύστημα αναφοράς) που αντιστοιχούν στον πίνακα   και οι 
αντίστοιχες συντεταγμένες σε ένα άλλο σύστημα αναφοράς (για παράδειγμα στο     του 
      ) που αντιστοιχούν στον πίνακα  . Τότε, ο πίνακας μετάθεσης  , ο πίνακας 
στροφής  , αλλά και ο πίνακας της κλίμακας   του μετασχηματισμού αυτού, υπολογίζονται 
απευθείας                           ), χωρίς να απαιτούνται ούτε 
γραμμικοποιήσεις, ούτε προσωρινές τιμές, ούτε επαναλήψεις. Δηλαδή, μπορεί να επιλυθεί 
απευθείας ένας τρισδιάστατος μετασχηματισμός στερεού σώματος, ένας τρισδιάστος 
μετασχηματισμός ομοιότητας και γενικότερα ακόμα, ένας τρισδιάστος αφινικός 
μετασχηματισμός (προφανώς, αυτό ισχύει και για τους μετασχηματισμούς στον χώρο των 
δύο διαστάσεων του επιπέδου). Αξίζει να σημειωθεί ότι στον αλγόριθμό του Προκρούστη, 
είναι δυνατή και η εισαγωγή πίνακα βαρών   κατά τη βελτιστοποίηση (Awange, et al., 
2010). 

Ως μερικό ή απλό πρόβλημα του Προκρούστη                     , ορίζεται εκείνο στο 
οποίο ο μοναδικός άγνωστος μεταξύ των δύο συστημάτων είναι: 

 Ο πίνακας στροφής   (τρισδιάστατος μετασχηματισμός στροφής) 

Δηλαδή, πρόκειται για έναν τρισδιάστατο μετασχηματισμό στροφής. 

Ως γενικό πρόβλημα του Προκρούστη                     , ορίζεται εκείνο στο οποίο οι 
άγνωστοι είναι: 

 Ο πίνακας μετάθεσης   
 

 Ο πίνακας στροφής   και  
 

 Ο πίνακας κλίμακας  , στον οποίο έχουμε ενιαία κλίμακα και στις τρεις διαστάσεις :  
 

   
   
   
   

  

Δηλαδή, πρόκειται για έναν τρισδιάστατο μετασχηματισμό ομοιότητας. 
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Ως     πρόβλημα του Προκρούστη                 , ορίζεται εκείνο στο οποίο οι 
άγνωστοι είναι: 

 Ο πίνακας μετάθεσης   
 

 Ο πίνακας στροφής   και 
 

 Ο πίνακας κλίμακας   στον οποίο έχουμε διαφορετικές κλίμακες στις τρεις 
διαστάσεις : 
 

   

    
    

    

  

Δηλαδή, πρόκειται για έναν τρισδιάστατο αφινικό μετασχηματισμό. 

To     πρόβλημα του προκρούστη εφαρμόζεται με επιτυχία στις περιπτώσεις που έχουμε 
ήπια ανισοτροπία στον πίνακα κλίμακας. 

Στη περίπτωση που εμφανίζεται έντονη ανισοτροπία στον πίνακα κλίμακας  , τότε 
εφαρμόζεται το    πρόβλημα του προκρούστη                . 

Εν προκειμένω, επιβάλλεται ένας μετασχηματισμός στερεού σώματος . Επομένως, το 
πρόβλημα του Προκρούστη που πρέπει να εφαρμοστεί είναι εκείνο του γενικού 
αλγορίθμου Προκρούστη                      με τη διαφορά ότι δεν πρέπει να υπάρχει 
ο πίνακας κλίμακας (πίνακας ομοιότητας) ή να υπάρχει μεν ο πίνακας κλίμακας, αλλά να 
είναι μοναδιαίος ώστε να μην επηρεάζεται το σχήμα, αλλά μόνο η θέση στον χώρο: 

     
   
   
   

  

Αυτό συμβαίνει γιατί η καμπυλότητα και η στρέψη που είναι αναλλοίωτα μεγέθη μίας 
καμπύλης και μάλιστα καθορίζουν τη μορφή της, δεν πρέπει να μεταβληθούν κατά τον 
μετασχηματισμό (οι επιτρεπτές αλλαγές συντεταγμένων, είναι οι στροφές και οι 
μεταθέσεις). 

Με άλλα λόγια, αφού βρεθεί η μορφή του άξονα της οδού μέσω της καμπυλότητας και της 
στρέψης με τη βοήθεια των εξισώσεων        και του θεμελιώδους θεωρήματος 
καμπυλών, στη συνέχεια επιδιώκεται η ορθή τοποθέτησή του στον χώρο. 

 

Κίνητρο του αλγορίθμου 

 

Έστω ότι ένα σημείο   , δίνεται σε δύο συστήματα αναφοράς              και             . 
Ο μετασχηματισμός από το ένα σύστημα στο άλλο, υλοποείται με ‘’μία’’ μετάθεση και 
‘’μία’’ στροφή. Η σχέση, μπορεί να γραφτεί ως εξής : 
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όπου                  το διάνυσμα της μετάθεσης και          ο πίνακας στροφής που 
ικανοποιεί την παρακάτω σχέση : 

           
   
   
   

  

Ο πίνακας στροφής, μπορεί να εκφραστεί και μέσω ενός αντισυμμετρικού πίνακα 

               : 

    
    
    

    
  

ως εξής : 

                    

Ένας αντισυμμετρικός πίνακας , έχει την ιδιότητα:      

Το κάθε σημείο μεταφράζεται σε τρεις εξισώσεις. Έτσι, οι έξι παράμετροι του 
μετασχηματισμού                       απαιτούν κατά ελάχιστο, δύο σημεία για να 
οριστούν (τα σημεία αυτά, πρέπει να είναι τα ίδια και στα δύο συστήματα αναφοράς). 

 

Γενίκευση του αλγορίθμουμετασχηματισμού στερεού σώματος του Προκρούστη 

και εισαγωγή πίνακα βαρών  

 

Η μορφή των παραπάνω εξισώσεων, στην περίπτωση που έχουμε   σημεία, γίνεται : 

 

      
 
 

 
 

 
 

      

    

 
 
 
 

           

      
 
 

 
 

 
 

      

       

όπου   είναι ο πίνακας σφάλματος. 

Σε συνεπτυγμένη μορφή, η παραπάνω σχέση, γράφεται ως εξής : 

                 
    

όπου  

   

 
 
 
 

  με μήκος   

Ο πίνακας σφάλματος, εκφράζεται ως εξής : 

                   
  

Εισάγοντας τον πίνακα βαρών  ως : 
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                      

και μετά τετραγωνίζοντας τη νόρμα του                            
                  του πίνακα σφάλματος (με εφαρμοσμένο τον πίνακα βαρών πάνω 
του), έχουμε : 

     
             

Το πρόβλημα, έγκειται, στην ελαχιστοποίηση της συνάρτησης στόχου : 

               
        

που υπόκεινται στους περιορισμούς : 

       και       

Ο αλγόριθμος που λύνει το παραπάνω πρόβλημα είναι ο εξής : 

1) Υπολογίζεται ο κεντροσυμμετρικός πίνακας                                       : 

     
 

 
      

όπου    ο μοναδιαίος πίνακας διαστάσεων       

2) Υπολογίζεται ο πίνακας    : 

              

3) Εφαρμόζοντας μία παραγοντοποίηση                                    στον 
πίνακα   , παίρνουμε τους πίνακες  ,   και                     , έτσι ώστε : 

                           

Ουσιαστικά, η    , είναι μία μέθοδος παραγοντοποίησης ενός πίνακα. 

4) Τότε, ο πίνακας στροφής   , μπορεί να υπολογιστεί ως εξής : 

       

5) O πίνακας στροφής   , μπορεί να εκφραστεί μέσω ενός αντισυμμετρικού πίνακα   : 

                      

Κατά συνέπεια, ο αντισυμμετρικός πίνακας   είναι ίσος με : 

                      

Τότε, οι παράμετροι       , μπορεί να υπολογιστούν από τον αντισυμμετρικό πίνακα   
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6) Το διάνυσμα μετάθεσης,      ικανοποιεί την παρακάτω εξίσωση : 

                              

Συνεπώς 

                                 

Η εκτέλεση του αλγορίθμου στο            , γίνεται                 και φαίνεται στο 
              : 

 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 7.1 : Μετασχηματισμός Στερεού Σώματος του Προκρούστη με πίνακα βαρών 
  

όπου οι μεταβλητές εισόδου, είναι : 

     – πίνακας συνεταγμένων στο σύστημα αναφοράς που στοχεύουμε να 
φτάσουμε 
 

     – πίνακας συνεταγμένων στο αρχικό σύστημα αναφοράς 
 

   – (διαγώνιος) πίνακας βαρών 

ενώ οι μεταβλητές εξόδου, είναι : 

  - πίνακας-διάνυσμα μετάθεσης 
 

   - πίνακας στροφής 
 

     – το μέτρο του σφάλματος του αλγορίθμου 

Ειδικότερα, αν θεωρηθεί ότι οι παρατηρήσεις (συντεταγμένες) είναι ισοβαρείς, τότε ο 
πίνακας των βαρών   δεν υφίσταται ή θεωρείται μοναδιαίος. Η εκτέλεση του αλγορίθμου 
στο            , γίνεται : 
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ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 7.2 : Μετασχηματισμός Στερεού Σώματος του Προκρούστη χωρίς πίνακα 
βαρών   

όπου οι μεταβλητές εισόδου, είναι : 

     – πίνακας συνεταγμένων στο σύστημα αναφοράς που στοχεύουμε να πάμε 
 

     – πίνακας συνεταγμένων στο αρχικό σύστημα αναφοράς 

 

ενώ οι μεταβλητές εξόδου, είναι : 

  - πίνακας-διάνυσμα μετάθεσης 
 

    - πίνακας στροφής 
 

     – το μέτρο του σφάλματος του αλγορίθμου 

Στη συνέχεια, η εκτέλεση του αλγορίθμου του μετασχηματισμού στερεού σώματος στο 
           , γίνεται ως εξής : 

 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 7.3 : Μετασχηματισμός Στερεού Σώματος 

όπου οι μεταβλητές εισόδου, είναι : 

       – πίνακας συνεταγμένων στο αρχικό σύστημα αναφοράς 
 

  - πίνακας-διάνυσμα μετάθεσης 
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    - πίνακας στροφής 

ενώ η μοναδική μεταβλητή εξόδου, είναι : 

       – πίνακας συνεταγμένων στο σύστημα αναφοράς που στοχεύουμε να 
υλοποιηθούν οι συντεταγμένες 
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8. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΟΔΟΠΟΙΙΑΣ  

 

 

Στο κεφάλαιο αυτό, γίνεται μία συνοπτική περιγραφή των βημάτων που ακολουθούνται 
κατά τη μελέτη ενός οδικού εργού. Σκοπός αυτής της περιγραφής, είναι να κατανοηθεί η 
σύνδεση των μαθηματικών εννοιών που χρησιμοποιούνται στο υπό κατασκευή μαθηματικό 
μοντέλο με την οδοποιία και κυρίως να τονιστεί η σπουδαιότητα των περιορισμών που 
τίθενται στα διάφορα μεγέθη όπως είναι η επίκλιση της οδού, κατά τη μελέτη. 

 

8.1. Κυκλοφοριακή μελέτη 

 

Η μελέτη της οδού, έχει ως αντικειμενικό σκοπό, να προσφέρει στα οχήματα που πρόκειται 
να κυκλοφορήσουν σε αυτή, γρήγορη, ασφαλή και άνετη κίνηση, σε συνδυασμό πάντα με 
την ελάχιστη δυνατή δαπάνη κατασκευής και συντήρησης της οδού και τον σεβασμό στο 
περιβάλλον. 

Καταρχήν, πρέπει να μελετηθούν οι παράγοντες, οι οποίοι επηρεάζουν τις παραπάνω 
προϋποθέσεις για μία καλή μελέτη. Οι κυριότεροι είναι : 

 Ο προβλεπόμενος κυκλοφοριακός φόρτος της νέας οδού για το παρόν και το 
μέλλον (τριάντα χρόνια μετά την κατασκευή του για παράδειγμα). 
 

 Η προβλεπόμενη κυκλοφοριακή σύνθεση, δηλαδή το είδος των οχημάτων που 
προβλέπεται να κυκλοφορήσουν. 
 

 Η μορφολογία και η σύσταση του εδάφους της περιοχής της νέας οδού, αλλά και η 
απαιτούμενη δαπάνη για την απαλλοτρίωση των ιδιοκτησιών που θα καταλάβει η 
οδός. 
 

 Ο βαθμός ασφαλείας της οδού. 
 

 Οι διατιθέμενοι πόροι για τη κατασκευή της συγκεκριμένης οδού, οι οποίοι 
βρίσκονται σε άμεση σχέση με την εθνική οικονομία της χώρας. 

Η σπουδή όλων των παραπάνω παραγόντων, που επηρεάζουν τη μελέτη μίας νέας οδού, 
αποτελεί, τη λεγόμενη κυκλοφοριακή μελέτη της οδού (Κωτσόβολος, 1975). 

Βάσει των συμπερασμάτων της κυκλοφοριακής μελέτης, κάθε οδός κατατάσσεται σε 
κάποια κατηγορία οδού συμφωνα με το κεφάλαιο ‘’Λειτουργική Κατάταξη Οδικού Δικτύου’’ 
των Οδηγιών Μελετών Οδικών Έργων             (Ψαριανός, 2001).  

Ταχύτητα μελέτης μίας υπό κατασκευή οδού, ονομάζεται η μέγιστη ταχύτητα που τα 
οχήματα έχουν τη δυνατότητα να αναπτύξουν με ασφάλεια σε αυτή. Όμως, για να 
επιτευχθεί η ταχύτητα αυτή πρακτικά, πρέπει να εφαρμοστούν επακριβώς, όλα τα 
προβλεπόμενα χαρακτηριστικά της μελέτης της οδού. Πλέον, η έννοια της ταχύτητας 
μελέτης, έχει αντικατασταθεί από την έννοια του ορίου ταχύτητας. 

Καλό είναι , να καθορίζεται ενιαίο όριο ταχύτητας για ολόκληρη την υπό μελέτη οδό. Λόγοι, 
όπως η δαπάνη, επιβάλλουν τη μείωση της ταχύτητας σε ορισμένα τμήματα, επομένως και 
τη διαίρεση της οδού σε τμήματα με διάφορες ταχύτητες. Πάντως, επιδιώκεται η ταχύτητα  
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στα διάφορα τμήματα της οδού, να είναι αυτή, που έχει καθοριστεί για την κατηγορία στην 
οποία ανήκει η οδός. 

Το πλάτος   του οδοστρώματος, έχει μεγάλη σημασία, τόσο για την άνεση και την 
ασφάλεια της κυκλοφορίας, όπως είναι φυσικό, όσο και για τον καθορισμό του μήκους 
απόσβεσης της επίκλισης στα καμπύλα τμήματα. Το πλάτος   του οδοστρώματος, 
εξαρτάται από την κατηγορία στην οποία ανήκει η οδός και δίνεται στο κεφάλαιο 
‘Διατομές’’ των Οδηγιών Μελετών Οδικών Έργων          (Ψαριανός, 2001). 

Καλό είναι, για την άνεση και την ασφάλεια της κυκλοφορίας, όλες οι οδοί να έχουν 
τουλάχιστο δύο ίχνη (τροχιάς), εκ των οποίων κάθε ένα, να έχει πλάτος    , όπου : 

 

 
               

Αν προστεθούν και οι ζώνες καθοδήγησης από        περίπου, το επιθυμητό συνολικό 
πλάτος οδοστρώματος, οδού δύο ιχνών, πρέπει να ανέρχεται σε : 

                

Τέλος, η μέγιστη επίκλιση      , σε διατομή της οδού, καθορίζεται από τους παρακάτω 
κυριότερους παράγοντες : 

 Από τις κλιματολογικές συνθήκες 
 

 Από τον χαρακτηρισμό του εδάφους ως πεδινού, λοφώδους ή ορεινού 
 

 Από τον χαρακτηρισμό της περιοχής ως αγροτικής ή αστικής 
 

 Από την πυκνότητα των πολύ βραδέως κινουμένων οχημάτων 

Όπως είναι φανερό, οι παραπάνω παράγοντες, μεταβάλλονται από τόπο σε τόπο. Στην 
Ελλάδα, ορίζεται ως μέγιστη επίκλιση για όλες τις κατηγορίες οδών η τιμή          ή 
         σε εξαιρετικές περιπτώσεις. 

 

8.2. Πολυγωνική 

 

Από άποψη χωματισμών, η ισοκλινής γραμμή θεωρείται οικονομικά, η άριστη χάραξη, 
καθώς εξασφαλίζει την ελάχιστη δαπάνη κατασκευής. 

Πράγματι, με την παραδοχή της ισοκλινούς ως τελική χάραξη, τα εκχώματα και επιχώματα 
σε κάθε διατομή, που δημιουργούνται από το πλάτος της οδού, έχουν στον άξονα της οδού, 
ύψος ίσο με το μηδέν. Για τον λόγο αυτό, η ισοκλινής γραμμή καλείται και μηδενική ή 
οδηγήτρια γραμμή. 

Πέραν όμως, της επιδιωκόμενης ελάχιστης δαπάνης κατασκευής, προέχει οπωσδήποτε και 
η εξασφάλιση της προβλεπόμενης, για την κατηγορία της οδού, ταχύτητας (όριο 
ταχύτητας). 

Για ορισμένο όμως όριο ταχύτητας αντιστοιχούν κάποια ελάχιστα όρια για  ορισμένα 
γεωμετρικά μεγέθη όπως η καμπυλότητα του άξονα της οδού. Το γεγονός αυτό, έχει ως 
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συνέπεια την επιβολή ελάχιστης απόστασης μεταξύ των διαδοχικών κορυφών της χάραξης. 
Όμως, η απόσταση αυτή, δεν εξασφαλίζεται γενικά, από την ισοκλινή γραμμή. 

Εκτός αυτού, η χάραξη, απαιτεί όσο το δυνατόν τεταμένη πορεία, σε συνδυασμό βέβαια με 
τη δαπάνη κατασκευής. 

Για τους παραπάνω λόγους, λαμβάνεται μεν ως  οδηγήτρια καμπύλη η ισοκλινής όσον 
αφορά τη δαπάνη κατασκευής, όμως, ακολουθεί τη τεταμένη πορεία της πολυγωνικής. 

Η χάραξη της πολυγωνικής γραμμής, επιδιώκει πάντοτε να συμβιβάζει τις συγκρουόμενες 
απαιτήσεις, της ελάχιστης δαπάνης κατασκευής και της τεταμένης χάραξης. 

Τα σημεία τομής των ευθυγράμμων τμημάτων της πολυγωνικής, δηλαδή οι κορυφές της, 
επιλέγονται σε τέτοια θέση, ώστε ο καμπύλος άξονας της οδού να διέρχεται ή να 
διαχωρίζει, τα σημεία της ισοκλινούς. 

Εκτροπή του άξονα της οδού από την οδηγήτρια ισοκλινή προς τα ανάντη (δηλαδή προς τα 
υψηλότερα μέρη του εδάφους), σημαίνει δημιουργία εκχώματος. Αντίθετα, προς τα 
κατάντη, σημαίνει δημιουργία επιχώματος. 

Γενικά, κατά τη χάραξη της κατάλληλης πολυγωνικής, επιδιώκεται να επικρατεί για 
ολόκληρη την οδό, το προβλεπόμενο όριο ταχύτητας. Όμως, πολλές φορές, λόγω της 
ανώμαλης μορφολογίας και της βραχώδους σύστασης τμήματος της υπό μελέτη εδαφικής 
ζώνης, επιβάλλεται η μείωση του ορίου ταχύτητας στο τμήμα αυτό, προκειμένου η 
πολυγωνική να προσεγγίσει περισσότερο την οδηγήτρια ισοκλινή. Αυτό ενδείκνυται στις 
περιπτώσεις που μικρή μείωση του ορίου ταχύτητας, επιφέρει μεγάλη μείωση της δαπάνης 
κατασκευής. 

Αντίστροφα, πολλές φορές επιβάλλεται η επίτευξη μεγαλύτερου ορίου ταχύτητας, σε 
τμήματα όπου σημαντική αύξησή της, επιφέρει μικρή μόνο αύξηση της δαπάνης. 

Επομένως, πριν τη χάραξη της πολυγωνικής και ανάλογα με τη μορφή της ισοκλινούς και 
της σύστασης του εδάφους, επιβάλλεται η διαίρεση της οδού σε τμήματα ενιαίου ορίου 
ταχύτητας. Πάντως, καλό είναι, τα τμήματα αυτά, να είναι όσο το δυνατόν λιγότερα σε 
αριθμό και επομένως, μεγαλύτερα σε μήκος. Επιπλέον, οι ταχύτητες των τμημάτων αυτών, 
επιβάλλεται να πλησιάζουν όσο το δυνατόν, το καθορισμένο όριο ταχύτητας για την 
καθορισμένη κατηγορία της οδού. 

Όταν παρατηρείται μείωση της ταχύτητας σε μία ή δύο μόνο συνεχόμενες κορυφές της 
πολυγωνικής, επιβάλλεται στο στάδιο της κατασκευής η κατάλληλη σήμανση μέσω 
προειδοποιητικής πινακίδας. 
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9. ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΚΟ ΠΛΑΙΣΙΟ 

 

 

Στο κεφάλαιο αυτό, πραγματοποείται η ανάλυση της μεθοδολογίας που ακολουθείται για 
την κατασκευή μίας τρισδιάστατης, διανυσματικής παραμετρικής επιφάνειας που τελικά 
αντιστοιχεί στην επιφάνεια της οδού. Η μοντελοποίηση του προβλήματος, γίνεται με χρήση 
του λογισμικού            . 

 

9.1. Άξονας Της Οδού 

 

Η επιφάνεια που θα κατασκευαστεί είναι μία ευθειογενής επιφάνεια. Η βασική καμπύλη ή 
οδηγός της ευθειογενούς επιφάνειας, αντιστοιχεί στον άξονα της οδού. Το ότι η βασική 
καμπύλη αντιστοιχεί στον άξονα της οδού, στηρίζεται στο ότι γίνεται η παραδοχή ότι η 
περιστροφή του οδοστρώματος (για την επίτευξη της επιθυμητής επίκλισης της οδού) 
γίνεται γύρω από τον άξονα της οδού. Στο υποκεφάλαιο αυτό λοιπόν, αναλύεται το πώς 
ορίζεται η καμπύλη αυτή. 

Βέβαια, πρέπει να σημειωθεί ότι ακόμα και αν η περιστροφή του οδοστρώματος γίνει γύρω 
από τη δεξιά ή αριστερή οριογραμμή, και πάλι είναι εφικτή η μοντελοποίηση της 
επιφάνειας της οδού ως μία ευθειογενής επιφάνεια. 

 

9.1.1. Πρώτη προσέγγιση του άξονα της οδού 

 

Ο άξονας της οδού, αρχικά ορίζεται ως μία καμπύλη         , δηλαδή σύνθεση 
τμηματικών καμπυλών        όπου ως σημεία                          λαμβάνονται οι 
κορυφές της πολυγωνικής. Το            , λαμβάνει το             της          με 
τέτοιο τρόπο ώστε η καμπύλη (άξονας της οδού), να διέρχεται από το πρώτο και τελευταίο 
              (δηλαδή ο άξονας του δρόμου ενώνει τα δύο σημεία που γεννούν το 
πρόβλημα της κατασκευής της οδού). Δηλαδή, το πρώτο και τελευταίο     , έχουν 
πολλαπλότητα ίση με τον βαθμό της τμηματικής πολυωνυμικής καμπύλης        που 
αντιστοιχεί στα σημεία αυτά. Επίσης, το            , λαμβάνει το             της 
         με τέτοιο τρόπο ώστε να εξασφαλίζεται η συνέχεια της καμπυλότητας στα 
                (λείες καμπύλες δεύτερης τάξης, τουλάχιστον). 

Με αυτήν την προσέγγιση, είμαστε σε θέση να υπολογίσουμε ό,τι γεωμετρικό στοιχείο 
θέλουμε, όπως η καμπυλότητα και η στρέψη, επί του άξονα της οδού.  

 

9.1.2. Γεωμετρία του άξονα της οδού 

 

Ο άξονας της οδού (τρισδιάστατη καμπύλη) θα είναι ουσιαστικά, μία συνένωση καμπυλών 
(αντίρροπων τμηματικών καμπυλών. Αξίζει να σημειωθεί ότι τα               , είναι 
δυνατόν να ληφθούν με τέτοιο τρόπο ώστε οι καμπύλες που θα συνενωθούν να είναι 
αντίρροπες (αντίρροπων τμηματικών καμπυλών       ), χωρίς κατ’ανάγκη, την παρεμβολή 
ευθυγράμμου τμήματος μεταξύ τους. Αυτό το γεγονός είναι ιδιαίτερα σημαντικό καθώς η 
ύπαρξη αντίρροπων – σιγμοειδών καμπυλών αυξάνουν την οδική ασφάλεια της οδού.  
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Καμπυλότητα του άξονα της οδού 

 

Η καμπυλότητα, επιβάλλεται να μεταβάλλεται γραμμικά (τουλάχιστον) σε σχέση με το 
μήκος του άξονα. Επομένως, αφού υπολογιστεί η καμπυλότητα της πρώτης προσέγγισης 
του άξονα της οδού, στη συνέχεια, η καμπυλότητα μπορεί (υπενθυμίζεται η καμπυλότητα 
είναι παντού μη αρνητική στις τρισδιάστατες καμπύλες) να γραμμικοποιηθεί εκατέρωθεν 
των σημείων καμπής. Ο λόγος που η καμπυλότητα μεταβάλλεται γραμμικά έγκειται στο ότι 
η κλωθοειδής, που χρησιμοποιείται ως τόξο συναρμογής στην οριζοντιογραφία, έχει αυτή 
την ιδιότητα.  

Όμως, όπως θα φανεί από την περίπτωση μελέτης, η γραμμικοποίηση της καμπυλότητας, 
δε χρειάζεται να γίνει τελικά. Αυτό δικαιολογείται ως εξής : 

Η καμπύλη         , δεν εξασφαλίζει απλώς τη συνέχεια της καμπυλότητας στα 
               , αλλά και τη παραγωγισιμότητά της (λείες καμπύλες τρίτης τάξης, 
τουλάχιστον). Αυτό σημαίνει ότι το διάγραμμα καμπυλότητας (πέρα από τα σημεία καμπής, 
αν υπάρχουν), δεν παρουσιάζει πουθενά αλλού ‘’θλάσεις’’. Ακόμα και στα σημεία καμπής, 
ο λόγος που παρουσιάζεται ‘’γωνία’’ στο διάγραμμα καμπυλότητας, είναι η μη 
αρνητικότητα της καμπυλότητας. 

Τελικά, το ότι δε χρειάζεται η γραμμικοποίηση της καμπυλότητας απορρέει από το γεγονός 
ότι επιβάλλεται στην καμπύλη         , να είναι πολυώνυμο τρίτου βαθμού 
τουλάχιστον. Έτσι, το διάγραμμα καμπυλότητας αποτελείται  από τμηματικές, παραβολές 
δευτέρου βαθμού (τουλάχιστον). Δηλαδή, δεν εμφανίζονται θλάσεις όπως συμβαίνει με το 
διάγραμμα καμπυλότητας της κλωθοειδούς. Επομένως, έχουμε ακόμα πιο ομαλή μεταβολή 
της καμπυλότητας κατά μήκος του άξονα της οδού. 

 

Στρέψη του άξονα της οδού 

 

Όπως στην περίπτωση της καμπυλότητας, έτσι και στη στρέψη, δεν επιβάλλουμε κάποια 
αλλαγή. Έτσι, η στρέψη, υπολογίζεται σε κάθε σημείο της καμπύλης με βήμα που ορίζεται 
από τον χρήστη και καταχωρείται σε πίνακα ώστε να χρησιμοποιηθεί στη συνέχεια. 
Σημειώνεται ότι, το βήμα πρέπει να είναι το ίδιο με εκείνο της καμπυλότητας έτσι ώστε οι 
τιμές της καμπυλότητας και της στρέψης, να αντιστοιχούν κάθε φορά, στο ίδιο σημείο επί 
του άξονα της οδού. Τέλος, επισημαίνεται ότι μία καμπύλη είναι πολύ πιο ευαίσθητη στη 
στρέψη από ότι είναι στην καμπυλότητα. 

 

9.1.3. Χρησιμότητα της πρώτης προσέγγισης του άξονα της οδού 

 

Με τη βοήθεια της πρώτης προσέγγισης του άξονα της οδού και της αντιμετώπισής του, ως 
μία μαθηματικά ορισμένη καμπύλη, με τη βοήθεια της καμπύλης παρεμβολής         ,  
είμαστε  σε θέση να υπολογίσουμε τις συντεταγμένες του κάθε σημείου που βρίσκεται επί 
του άξονα. Έτσι, οι συντεταγμένες του κάθε σημείου της καμπύλης, υπολογίζονται με βήμα 
χιλιοστού (ως προς τη μεταβλητή   της καμπύλης          ). Οι συντεταγμένες αυτές, 
καταχωρούνται σε πίνακα ο οποίος θα αποτελέσει εισαγωγή         στον αλγόριθμο - 
μετασχηματισμό του στερεού σώματος του Προκρούστη ως  πίνακας συνεταγμένων στο 
αρχικό σύστημα αναφοράς      . 
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9.2. Επιφάνεια Της Οδού 

 

Υπενθυμίζεται ότι η επιφάνεια που θα κατασκευαστεί, είναι μία ευθειογενής επιφάνεια με 
βασική καμπύλη ή οδηγό της ευθειογενούς επιφάνειας, τον άξονα της οδού. Συγκεκριμένα, 
η ευθειογενής επιφάνεια, μοντελοποιείται ως εξής : 

Από τη βασική καμπύλη, περνούν ευθείες κάθετες προς αυτή. Το μήκος των ευθειών 
αυτών, ισούται με το ημι-πλάτος της οδού. 

Μία ευθεία είναι κάθετη σε ένα σημείο   μίας καμπύλης, αν είναι κάθετη στην 
εφαπτόμενη ευθεία της καμπύλης στο σημείο  . Προφανώς, υπάρχουν άπειρες κάθετες 
ευθείες στο σημείο   της καμπύλης (από θεώρημα Στερεομετρίας).  

Αν μία οποιαδήποτε από αυτές τις άπειρες κάθετες ευθείες περιστραφεί κατά γωνία    
γύρω από την καμπύλη στο  , δημιουργεί έναν κύκλο ακτίνας όσο το ημι-πλάτος της οδού 
και με κέντρο το σημείο  . Αν γίνει αυτό σε όλα τα σημεία της καμπύλης, τότε 
δημιουργείται μία επιφάνεια η οποία ονομάζεται σπείρα ή τόρος       . 

 

9.2.1. Οριζόντια επιφάνεια 

 

Ως οριζόντια επιφάνεια της οδού, ορίζεται εκείνη η ευθειογενής επιφάνεια, της οποίας το 
(ορθομετρικό) υψόμετρο των γεννέτειρων σε κάθε σημείο είναι ίσο με το (ορθομετρικό) 
υψόμετρο του σημείου της βασικής καμπύλης (άξονας της οδού) από το οποίο περνούν.  

Εδώ πρέπει να σημειωθεί ότι η επεξεργασία των υψομέτρων (τρίτη συνιστώσα της 
διανυσματικής συνάρτησης που περιγράφει την καμπύλη – άξονα της οδού) γίνεται ως 
προς τα γεωμετρικά υψόμετρα  . Αυτό γίνεται γιατί ο ορισμός του γεωμετρικού υψομέτρου 
  στηρίζεται στον ορισμό μίας μαθηματικής επιφάνειας (ελλειψοειδές εκ περιστροφής), 
ενώ όλη η λογική της χάραξης στηρίζεται και αυτή στην κατασκευή ενός μαθηματικού 
μοντέλου. Έτσι, το γεωμετρικό υψόμετρο είναι εκείνο που μπορεί να έχει μία αυστηρή 
μαθηματική σύνδεση με το μοντέλο. Στη συνέχεια βέβαια, τα γεωμετρικά υψόμετρα   θα 
πρέπει να μετασχηματιστούν σε ορθομετρικά υψόμετρα  , μέσω της αποχής του 
γεωειδούς  , ώστε να πραγματοποιηθεί τελικά, η χάραξη των σημείων στο ύπαιθρο.  
              .  

Έτσι, με όρους οδοποιίας, μπορούμε να πούμε ότι, ως οριζόντια επιφάνεια της οδού, 
ορίζεται η ευθειογενής επιφάνεια μηδενικής επίκλισης. Η οριζόντια επιφάνεια, 
κατασκευάζεται ως εξής : 

Έστω ότι 

                         

η οριζόντια ευθειογενής επιφάνεια της οδού. Η βασική καμπύλη       αντιστοιχεί στον 
άξονα της οδού ενώ το   αντιστοιχεί στη τιμή του ημιπλάτους της οδού. Ακόμα, τα 

διανύσματα                    τα οποία αποτελούν και τις γεννέτειρες της ευθειογενούς 
επιφάνειας, είναι : 

 κάθετα στα πρώτα μοναδιαία εφαπτόμενα διανύσματα               της βασικής 
καμπύλης  
 

 κάθετα στο διάνυμα            (ή αλλιώς παράλληλα στο οριζόντιο επίπεδο) και 
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 μοναδιαία, δηλαδή            

Επομένως, ισχύει ότι : 

           

                       

                       

     

Άρα 

                        

Επίσης, ισχύει : 

           

                         

Άρα 

                         

Η σχέση      , αποτελεί μία                   . Η θεωρητικά, απειρία των λύσεων 
έγκειται στο ότι δεν έχει χρησιμοποιηθεί ακόμα η συνθήκη του ότι το διάνυσμα είναι 
μοναδιαίο). 

Για     , η      , γίνεται  : 

             

    
  
   

 

Άρα 

                       

όπου  

    
  
   

 

Τέλος, το διάνυσμα     πρέπει να είναι και μοναδιαίο. Έτσι, τελικά, έχουμε : 

       

 

 
 

     
 

 
  

     
 

  

 

  

Η εκτέλεση του αλγορίθμου κατασκευής οριζόντιας ευθειογενούς επιφάνειας, στο 
           , φαίνεται στο               : 
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ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 9.1 : Οριζόντια ευθειογενής επιφάνεια 

Σημειώνεται ότι, αντί να τεθεί η τιμή      στη σχέση      , θα μπορούσε να καταστρωθεί 

άλλη μία εξίσωση             από το γεγονός ότι το διάνυσμα                  είναι 
μοναδιαίο : 

                         

                
 

               
 

         

Έτσι, λύνοντας το σύστημα των εξισώσεων       και      , πάλι λαμβάνεται το ίδιο 
αποτέλεσμα. 

 

9.2.2. Επιφάνεια με  επίκλιση 

 

Η επιφάνεια με επίκλιση, δημιουργείται ουσιαστικά από την κάθετη στροφή των 
γεννέτειρων της οριζόντιας επιφάνειας γύρω από τον άξονα της οδού. Η τιμή της στροφής, 
αντιστοιχεί στην επίκλιση της οδού. 

Η εκτέλεση του αλγορίθμου κατασκευής επιφάνειας με επίκλιση, στο            , 
φαίνεται στο               : 

 

 

 

 

 

 

Πρόγραμμα 5 : Επιφάνεια με επίκλιση 

 

 

 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 9.2 : Ευθειογενής επιφάνεια με επίκλιση 
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9.2.3. Πρώτη προσέγγιση της επιφάνειας της οδού 

 

Η επιφάνεια της οδού, αρχικά ορίζεται ως μία ευθειογενής επιφάνεια με βασική καμπύλη 
την πρώτη προσέγγιση του άξονα της οδού. 

Με αυτή τη προσέγγιση, είμαστε σε θέση να υπολογίσουμε ό,τι γεωμετρικό στοιχείο 
θέλουμε επί της επιφάνειας της οδού. Αυτό που μας ενδιαφέρει κυρίως, είναι ο 
υπολογισμός της                          που αποτελεί και αναλλοίωτη της 
εσωτερικής γεωμετρίας της επιφάνειας                              . Η 
                        μπορεί να αποτελέσει έναν δείκτη οδικής ασφάλειας στο 
μέλλον, λόγω της εσωτερικής ιδιότητας που έχει σε σχέση με την επιφάνεια. 

Η πρώτη θεμελιώδης τετραγωνική μορφή  , εκφράζεται από την παρακάτω εξίσωση: 

                        

Όμως, στην προκειμένη περίπτωση, οι    και    παραμετρικές καμπύλες, λαμβάνονται 
έτσι, ώστε       (περιστροφή μοναδιαίου διανύσματος που είναι κάθετο σε κάθε σημείο 
της βασικής καμπύλης). 

Συνεπώς, η πρώτη θεμελιώδης τετραγωνική μορφή  , γίνεται : 

              

Επίσης, ισχύει ότι : 

                                    

όπου, η ευθειογενής επιφάνεια (εδώ χρησιμοποιείται η οριζόντια επιφάνεια χωρίς να 
καταργείται η γενική περίπτωση όπου έχουμε επιφάνεια με επίκλιση), έχει την παρακάτω 
μορφή : 

                         

Έτσι, το τρίτο θεμελιώδες μέγεθος πρώτης τάξης          για την ευθειογενή επιφάνεια 
        , γίνεται : 

            
                  

  
        

Δηλαδή, 

                                                    
 
 

Όμως, στην προκειμένη περίπτωση, η διανυσματική συνάρτηση       , έχει οριστεί έτσι, 

ώστε το μέτρο της να ισούται με τη μονάδα (           . 

Επομένως, το τρίτο θεμελιώδες μέγεθος πρώτης τάξης          στην προκειμένη 
ευθειογενή επιφάνεια         , ισούται με τη μονάδα : 

           

Έτσι, η πρώτη θεμελιώδης τετραγωνική μορφή  , γίνεται : 
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Υπενθυμίζεται ότι αν η πρώτη θεμελιώδης μορφή  , έχει τη μορφή                , 
τότε οι    παραμετρικές καμπύλες αποκόπτουν ίσα τμήματα από όλες τις    
παραμετρικές καμπύλες. Στην περίπτωση αυτή, οι    παραμετρικές καμπύλες λέγονται 
          . 

Στην προκειμένη περίπτωση, αυτό σημαίνει ότι η ευθειογενής επιφάνεια          
παράγεται από καμπύλες, παράλληλες προς τη βασική καμπύλη (άξονας της οδού) που 
εκτείνονται εκατερωθέν της βασικής καμπύλης, σε απόσταση, ίση με το ημι-πλάτος της 
οδόυ. 

 

Καμπυλότητα του       

 

Σε μία ευθειογενή επιφάνεια        , η καμπυλότητα του         δίνεται από τον τύπο : 

   
    

       
     

Για την ευθειογενή επιφάνεια         , για την οποία ισχύει ότι : 

                            

η καμπυλότητα του         δίνεται από τον τύπο : 

   
    

   
     

 

Γεωδαισιακές καμπύλες 

 

Αποδεικνύεται ότι οι    παραμετρικές καμπύλες είναι γεωδαισιακές γραμμές. Αυτό 
δικαιολογείται από το γεγονός ότι οι ευθείες μίας επιφάνειας, εξ’ορισμού είναι 
γεωδαισιακές. Πράγματι οι     παραμετρικές καμπύλες αποτελούν μία παραμετρική 
οικογένεια ευθειών αφού γίνεται λόγος για ευθειογενή επιφάνεια. Επομένως, είναι 
γεωδαισιακές (δηλαδή, το διάνυσμα γεωδαισιακής καμπυλότητας ισούται ταυτοτικά με το 

μηδενικό διάνυσμα,            ). 

Πέραν αυτού, το σύμβολο             δεύτερου είδου ισούται ταυτοτικά με το μηδέν 

(   
   ) για κάθε       . Ισοδύναμα, αυτό σημαίνει ότι η   παραμετρική καμπύλη είναι 

γεωδαισιακή. 

 

9.3. Διάγραμμα Ροής Εργασιών Της Μεθοδολογίας 

 

Στη συνέχεια παρατίθενται διαγραμματικά, τα βήματα που ακολουθούνται για την 
υλοποίηση της προτεινόμενης μεθοδολογίας. Συγκεκριμένα, γίνεται σαφής διαχωρισμός 
των δεδομένων εισόδου και εξόδου, αλλά και όλων των επεξεργασιών που απιτούνται. Τα 
βήματα που ακολουθούνται, γίνονται πιο εύκολα κατανοητά στο Κεφάλαιο 10 που 
ακολουθεί, αφού εφαρμόζεται ο αλγόριθμος αυτός σε μία περίπτωση μελέτης ενός 
πραγματικού οδικού τμήματος. 
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ΑΡΧΗ 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
ΔΕΔΟΜΕΝΩΝ 

Συντεταγμένες της 
πολυγωνικής 

Κατηγορία της οδού 

Ανώτατο όριο 
γεωδαισιακής 
καμπυλότητας 

Ανώτατο όριο 
θετικής, κάθετης 
καμπυλότητας 

Ανώτατο όριο 
αρνητικής, κάθετης 

καμπυλότητας 

Ανώτατο όριο κατά 
μήκους κλίσης της 

οδού 

Ανώτατο όριο 
επίκλισης της οδού 

Πλάτος οδού 
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ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΙΑ ΤΩΝ ΔΕΔΟΜΕΝΩΝ 

Υπολογισμός της πρώτης προσέγγισης του 
άξονα (καμπύλη B-Spline) της οδού 

Υπολογισμός του διαγράμματος 
καμπυλότητας μετά την επιβολή ορίων 

Υπολογισμός των συντεταγμένων της 
δεύτερης προσέγγισης του άξονα της οδού 
μέσω του θεωρήματος ύπαρξης καμπυλών 

(υπολογισμός της καμπυλότητας και της 
στρέψης και εφαρμογή των εξισώσεων 

Frenet) 

Υπολογισμός του τροποπoιημένου 
μοναδιαίου εφαπτόμενου διανύσματος 

λόγω της επιβολής ανωτάτου ορίου στην 
κατά μήκος κλίση της οδού 

Υπολογισμός της τροποποιημένης 
καμπυλότητας λόγω της μεταβολής του 
μοναδιαίου εφαπτόμενου διανύσματος 

Υπολογισμός των συντεταγμένων της 
τρίτης προσέγγισης του άξονα της οδού 

μέσω του θεωρήματος ύπαρξης καμπυλών 
(υπολογισμός της καμπυλότητας και της 
στρέψης και εφαρμογή των εξισώσεων 

Frenet) 

Προσδιορισμός του άξονα της οδού 

•Εφαρμογή του μετασχηματισμού 
στερεού σώματος για τον ορθό 

προσδιορισμό του άξονα της οδού στον 
χώρο 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ ΡΟΗΣ 9.1 : Αλγοριθμική παρουσίαση της μεθόδου που προτείνεται 

Υπολογισμός του διαγράμματος επικλίσεων 
μετά την επιβολή ανωτάτου ορίου 

Προσδιορισμός της δεξιάς οριογραμμής της 
οδού 

•Υπολογισμός της δεξιάς οριογραμμής με 
εισαγωγή του ημιπλάτους της οδού και 

εφαρμογή της διανυσματικής συνάρτησης 
που ορίζει την ευθειογενή επιφάνεια 

μεταβλητής επίκλισης 

Προσδιορισμός της αριστερής οριογραμμής 
της οδού 

•Υπολογισμός της αριστερής οριογραμμής με 
εισαγωγή του ημιπλάτους της οδού και 

εφαρμογή της διανυσματικής συνάρτησης 
που ορίζει την ευθειογενή επιφάνεια 

μεταβλητής επίκλισης 

Έξοδος 
αποτελεσμάτων 

Υπολογισμός των 
συντεταγμένων του άξονα 
της οδού με συγκεκριμένο 

βήμα ως προς το μήκος του 

Υπολογισμός των 
συντεταγμένων της δεξιάς 

οριογραμμής με συγκεκριμένο 
μήκος ως προς το μήκος της 

Υπολογισμός των 
συντεταγμένων της αριστερής 

οριογραμμής με 
συγκεκριμένο μήκος ως προς 

το μήκος της 

ΤΕΛΟΣ 
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10. ΜΕΛΕΤΗ ΠΕΡΙΠΤΩΣΗΣ 

 

 

Στο κεφάλαιο που ακολουθεί, παρουσιάζονται τα αποτελέσματα της μελέτης περίπτωσης. 
Η μελέτη περίπτωσης, έχει τον χαρακτήρα βελτίωσης της υφιστάμενης σύνδεσης (δασικής 
οδού) στο τμήμα Νιγρίτας – Σοχού που βρίσκεται μεταξύ των ορίων του Νομού Σερρών και 
του Νομού Θεσσαλονίκης. Ο λόγος που μελετάται η συγκεκριμένη οδός, είναι ότι, ακριβώς 
αυτή, αποτέλεσε το αντικείμενο του Μαθήματος – Θέματος Οδοποιίας του ενάτου 
εξαμήνου της Σχολής Αγρονόμων και Τοπογράφων Μηχανικών (ΣΑΤΜ) κατά το ακαδημαϊκό 
έτος 2012-2013. Επομένως, είναι εφικτή η σύγκριση των αποτελεσμάτων των δύο μεθόδων 
χάραξης στο τέλος της μελέτης. 

Σκοπός του κεφαλαίου είναι να κατανοηθεί η λογική της μεθόδου και κυρίως, να διαφανεί 
η ορθότητά της μέσω των εικόνων και των διαγραμμάτων που ακολουθούν. 

 

10.1. Άξονας Της Οδού 

 

Ο ορισμός του άξονα της οδού είναι το δυσκολότερο και συγχρόνως το πιο σημαντικό 
κομμάτι της μεθοδολογίας. Άλλωστε, όλοι οι περιορισμοί που τίθενται (εκτός από την 
επίκλιση), αφορούν τον άξονα της οδού. Ακόμα και η επίκλιση της οδού, εξαρτάται τελικά 
από τον άξονα της οδού με την ανάλυση που γίνεται. Από τη στιγμή που οριστεί ο άξονας, ο 
ορισμός της επιφάνειας στη συνέχεια, είναι μία συγκρτικά πολύ πιο εύκολη διαδικασία. 

 

10.1.1. Εισαγωγή Των Κορυφών Της Πολυγωνικής 

 

Στην προκειμένη περίπτωση, οι κορυφές της πολυγωνικής, λαμβάνονται έτσι, ώστε να 
ταυτίζονται με αυτές που είχαν ληφθεί στο μάθημα-θέμα. Βέβαια, στην προκειμένη 
περίπτωση, η πολυγωνική καμπύλη είναι μία τρισδιάστατη καμπύλη αποτελούμενη από 
τρισδιάστατες τεθλασμένες γραμμές καθώς έχουν ενσωματωθεί και τα ορθομετρικά 
υψόμετρα στα σημεία των κορυφών της πολυγωνικής. 

Όμως, κανονικά, πρέπει να βρεθεί ένας αλγόριθμος βελτιστοποίησης που να ορίζει εκείνος, 
το πλήθος και τη θέση των κορυφών της πολυγωνικής, ανάλογα με τους περιορισμούς που 
θα του θέτουμε. Για παράδειγμα, ένας πλήρως απλουστευτικός αλγόριθμος που μάλιστα 
τείνει να ελαχιστοποιήσει το κόστος, είναι αυτός που χαράσσει την ισοκλινή καμπύλη. 

Γενικά, έχουμε να κάνουμε με μία πολυκριτηριακή βελτιστοποίηση, καθώς στη συνάρτηη 
στόχου, θα έχουμε αλληλοσυγκρουόμενα συμφέροντα, όπως είναι εν γένει, το κόστος 
(ελαχιστοπίηση) με την οδική ασφάλεια (μεγιστοποίηση) και την καλή απορροή των 
ομβρίων. Ως προς τους περιορισμούς στους οποίους υπόκειται η συνάρτηση στόχου, αυτοί, 
θα έχουν να κάνουν κυρίως, με την καμπυλότητα και τη στρέψη της καμπύλης που 
αποτελούν ιδιότητες της εσωτερικής γεωμετρίας της. 

Η κατασκευή τέτοιων αλγορίθμων, αφήνεται για περαιτέρω μελέτη. 

Στην Εικόνα     , φαίνονται οι κορυφές της (τρισδιάστατης) πολυγωνικής καμπύλης : 
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ΕΙΚΟΝΑ 10.1 : Κορυφές (τρισδιάστατης) πολυγωνικής καμπύλης 

Στην Εικόνα     , φαίνεται η τρισδιάστατη πολυγωνική, αποτελούμενη από τρισδιάστατες, 
τεθλασμένες ευθείες μαζί με την καμπύλη          : 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.2 : Tρισδιάστατη πολυγωνική καμπύλη 
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10.1.2. Εφαρμογή της παρεμβολικής καμπύλης          (πρώτη προσέγγιση 
του άξονα της οδού) με                που αντιστοιχούν στις κορυφές της 
πολυγωνικής 

 

Στην Εικόνα     , φαίνεται η καμπύλη          (τμηματικές καμπύλες       ) έχοντας 
ως               , τις κορυφές της πολυγωνικής : 

 

 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.3 : Καμπύλη          (πρώτη προσέγγιση του άξονα της οδού) με 
               που αντιστοιχούν στις κορυφές της πολυγωνικής 

Στην Εικόνα     , φαίνεται η καμπύλη           μαζί με τις κορυφές της πολυγωνικής 
                 και την ίδια την πολυγωνική : 
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ΕΙΚΟΝΑ 10.4 : Καμπύλη           μαζί με τις κορυφές της πολυγωνικής                  
και την ίδια την πολυγωνική 

Στην Εικόνα     , παρατίθεται ένα τμήμα της οριζοντιογραφίας (κάτοψη ουσιαστικά) της 
καμπύλης         , ενώ στην Εικόνα     , παρατίθεται  ένα τμήμα (το ίδιο) της όψης 
(προσεγγιστικά, οπτικά τουλάχιστον, μπορεί να θεωρηθεί ως η μηκοτομή) της καμπύλης  
για καλύτερη εποπτεία : 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.5 : Τμήμα πολυγωνικής 
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ΕΙΚΟΝΑ 10.6 : Τμήμα του άξονα της οδού 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.7 : Τμήμα οριζοντιογραφίας του άξονα της οδού 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.8 : Τμήμα της όψης του άξονα της οδού 
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10.1.3. Υπολογισμός του μήκους του άξονα της οδού 

 

Με το            , υπολογίζεται (με αριθμητική ολοκλήρωση) το μήκος της καμπύλης 
         : 

 

 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.1 : Αριθμητικός υπολογισμός του μήκους καμπύλης 

 

Υπολογισμός του μήκους της πρώτης προσέγγισης του άξονα της οδού 

 

 
 

Δηλαδή, το συνολικό μήκος της καμπύλης          (άξονας της οδού), είναι           . 

Υπενθυμίζεται ότι το μήκος μίας καμπύλης, αποτελεί μία αναλλοίωτη της γεωμετρίας της. 
Επομένως, δεν εξαρτάται από τον τρόπο παραμετρικοποίησης. Στην προκειμένη 
περίπτωση, η παραμετρικοποίηση, γίνεται με τη μεταβλητή   της καμπύλης          με 
πεδίο ορισμού          . 

 

10.1.4. Κατασκευή του διαγράμματος καμπυλότητας   της καμπύλης           

 

Ο ορισμός της συνάρτησης καμπυλότητας, φαίνεται στο Πρόγραμμα       : 

 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.2 : Υπολογισμός καμπυλότητας μίας καμπύλης 

Το διάγραμμα καμπυλότητας της καμπύλης         , φαίνεται παρακάτω : 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.1 : Καμπυλότητα του άξονα της οδού 

 

10.1.5. Κατασκευή μίας καμπύλης, μέσω των συναρτήσεων καμπυλότητας και 
στρέψης 

 

Ο άξονας της οδού (καμπύλη         ), δεν έχει παραμετρικοποιηθεί με βάση τη φυσική 
παράμετρο. Επομένως, οι εξισώσεις        που χρησιμοποιούνται, σε μορφή πίνακα, είναι 
οι εξής : 

 

      

       

       

   

                      

                                          

                      

   

     

      

      

  

Εδώ, πρέπει να τονιστεί ότι δεν επιβάλλεται καμία αλλαγή ως προς τη στρέψη της 
καμπύλης, παρά μόνο στην καμπυλότητά της. Αυτό γίνεται γιατί μία καμπύλης είναι πολύ 
‘’ευαίσθητη’’ σε σχέση με τη στρέψη. Δηλαδή, μικρή αλλαγή στη στρέψη, θα επιφέρει 
μεγάλη αλλαγή στη μορφή της καμπύλης. Άλλωστε, για να χρησιμοποιηθεί η στρέψη, 
πρέπει πρώτα να κατανοηθεί η σύνδεσή της με τον άξονα της οδού. Με άλλα λόγια, είναι 
σίγουρο ότι η στρέψη συνδέεται με την κατά μήκος κλίση της οδού, αλλά μένει να βρεθεί το 
πώς. 

Οι εξισώσεις        με τυχαία παράμετρο, με τη βοήθεια του             γίνονται : 



Κεφάλαιο 10 – Μελέτη Περίπτωσης 

- 116 - 

 

 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.3 : Υπολογισμός συντεταγμένων καμπύλης (που έχει παραμετρικοποιηθεί 
με τυχαία παράμετρο), όταν είναι γνωστή η καμπυλότητα και η στρέψη 

 

Εφαρμογή του θεωρήματος ύπαρξης καμπυλών 

 

Το σχήμα μίας καμπύλης, ορίζεται μονοσήμαντα από την καμπυλότητα και τη στρέψη της. 
Επαναλαμβάνεται ότι με αυτόν τον τρόπο, ορίζεται μόνο το σχήμα της καμπύλης και όχι η 
θέση  της στον χώρο. 

Ο αλγόριθμος, μέσω του οποίου επιτυγχάνεται αυτή η κατασκευή-αποτύπωση στο 
           , με μοναδικά δεδομένα την καμπυλότητα και τη στρέψη, φαίνεται 
παρακάτω : 
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ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.4 : Αποτύπωση καμπύλης με γνωστή καμπυλότητα και στρέψη 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.9 : Αποτύπωση του άξονα της οδού με μοναδικά δεδομένα την καμπυλότητα και 
τη στρέψη 
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10.1.6. Δεύτερη προσέγγιση του άξονα της οδού 

 

Ο άξονας της οδού οφείλει να τηρεί κάποιες προδιαγραφές ώστε η οδήγηση να γίνεται με 
ασφάλεια και άνεση. Αυτές οι προδιαγραφές ικανοποιούνται αν η καμπυλότητα του άξονα 
της οδού ικανοποιεί με τη σειρά της κάποιες συνθήκες. Έτσι, η καμπυλότητα του άξονα, 
διαμορφώνεται αντίστοιχα. 

Αρχικά, ορίζεται μία ευθειογενής επιφάνεια, οι γεννέτειρες της οποίας είναι σε κάθε 
σημείο, κάθετες στον άξονα και ταυτόχρονα κάθετες στο μοναδιαίο διάνυσμα του θετικού 
ημιάξονα  ,        . Η επιφάνεια αυτή όπως έχει γραφτεί παραπάνω, ορίζεται ως εξής : 

 

Πρόγραμμα 9.1 : Οριζόντια επιφάνεια 

Ένα τμήμα της επιφάνειας αυτής, φαίνεται στην Εικόνα         : 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.10 : Αποτύπωση τμήματος του άξονα της οδού 

 



Κεφάλαιο 10 – Μελέτη Περίπτωσης 

- 119 - 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.11 : Αποτύπωση τμήματος της οριζόντιας επιφάνειας της οδού 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.12 : Αποτύπωση τμήματος της οριζόντιας επιφάνειας της οδού μαζί με τον άξονα 
της οδού 

Έχει δοθεί στο ημιπλάτος της οδού, η τιμή      για λόγους καλύτερης εποπτείας και μόνο. 

 

Ψευδογεωδαισιακή καμπυλότητα 

Λόγω της μορφής της επιφάνειας, το διάνυσμα καμπυλότητας, αναλύεται σε δύο κάθετες 
συνιστώσες. Η πρώτη θα αποτελεί τη διανυσματική προβολή του διανύσματος 
καμπυλότητας στις γεννέτειρες της ευθειογενούς επιφάνειας (δηλαδή στα οριζόντια 
διανύσματα). Το διάνυσμα που προκύπτει, ονομάζεται ψευδογεωδαισιακή καμπυλότητα 
καθώς δεν έχει ληφθεί υπόψη κάποια επιφάνεια αναφοράς. Επίσης, το διάνυσμα 

ψευδογεωδαισιακής καμπυλότητας, είναι κάθετο στο μοναδιαίο εφαπτόμενο διάνυσμα   , 
ενώ έχει την ίδια διεύθυνση με το οριζόντιο διάνυσμα της καμπύλης. Πιο συγκεκριμένα, 
όταν το διάνυσμα ψευδογεωδαισιακής καμπυλότητας είναι ομόρροπο με το οριζόντιο 
διάνυσμα, τότε παρουσιάζεται δεξιά στροφή (στη διεύθυνση που αυξάνεται το μήκος της 
καμπύλης), ενώ όταν το διάνυσμα ψευδογεωδαισιακής καμπυλότητας είναι αντίρροπο με 
το οριζόντιο διάνυσμα, τότε παρουσιάζεται αριστερή στροφή (στη διεύθυνση που 
αυξάνεται το μήκος της καμπύλης) : 
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ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.5 : Διάνυσμα καμπυλότητας 

 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.6 : Οριζόντιο διάνυσμα (γεννέτειρες της οριζόντιας επιφάνειας) 

Το πρόσημο του οριζόντιου διανύσματος, μεταβάλλεται κατά μήκος του άξονα της οδού, 

εξαρτώμενο από το μοναδιαίο εφαπτόμενο διάνυσμα της καμπύλης   . 

 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.13 : Αναπαράσταση των οριζόντιων διανυσμάτων κατά μήκος τμήματος του 
άξονα της οδού 

 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.7 : Ψευδογεωδαισιακή καμπυλότητα : Προβολή (διάνυσμα) του 
διανύσματος καμπυλότητας στο οριζόντιο διάνυσμα 
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Στην Εικόνα      , φαίνεται τμήμα της οριζόντιας επιφάνειας της οδού : 

 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.14 : Αποτύπωση τμήματος της οριζόντιας επιφάνειας της οδού 

Στην Εικόνα      , παρουσιάζεται η γραφική αναπαράσταση των διανυσμάτων 
ψευδογεωδαισιακής καμπυλότητας κατά μήκος ενός τμήματος του άξονα της οδού : 

 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.15 : Αναπαράσταση των διανυσμάτων της ψευδογεωδαισιακής καμπυλότητας 
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ΕΙΚΟΝΑ 10.16 : Αποτύπωση των διανυσμάτων της ψευδογεωδαισιακής καμπυλότητας μαζί 
με την οριζόντια επιφάνεια 

 

Διάνυσμα ψευδοκάθετης καμπυλότητας 

 

Η δεύτερη κάθετη συνιστώσα του διανύσματος καμπυλότητας, αποτελεί τη διανυσματική 
προβολή του διανύσματος καμπυλότητας στο μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα της 
ευθειογενούς επιφάνειας. Στην προκειμένη περίπτωση, ως μοναδιαίο ψευδοκάθετο 
διάνυσμα, ορίζεται το διάνυσμα που προκύπτει ως εξωτερικό γινόμενο του μοναδιαίου 

εφαπτόμενου διανύσματος    με το οριζόντιο διάνυσμα. Σημειώνεται ότι τα διανύσματα 
αυτά, είναι κάθετα μεταξύ τους. Τελικά, ως διάνυσμα ψευδοκάθετης καμπυλότητας, 
ορίζεται η διανυσματική προβολή του διανύσματος καμπυλότητας στο μοναδιαίο 
ψευδοκάθετο διάνυσμα : 

 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.8 : Μοναδιαίο ψευδοκάθετο διάνυσμα  της οριζόντιας επιφάνειας 

 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.9 : Ψευδοκάθετη καμπυλότητα : Προβολή (διάνυσμα) του διανύσματος 
καμπυλότητας στο μοναδιαίο ψευδοκάθετο διάνυσμα της επιφάνειας 

Στην Εικόνα      , παρουσιάζεται η γραφική αναπαράσταση των διανυσμάτων 
ψευδοκάθετης καμπυλότητας κατά μήκος ενός τμήματος του άξονα της οδού : 
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ΕΙΚΟΝΑ 10.17 : Αναπαράσταση των διανυσμάτων της ψευδοκάθετης καμπυλότητας 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.18 : Αποτύπωση των διανυσμάτων της ψευδοκάθετης καμπυλότητας μαζί με την 
οριζόντια επιφάνεια 
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ΕΙΚΟΝΑ 10.19 : Αποτύπωση των διανυσμάτων της ψευδογεωδαισιακής καμπυλότητας μαζί 
με τα διανύσματα της ψευδοκάθετης καμπυλότητας και την οριζόντια επιφάνεια 

Από την εικόνα        , διαπιστώνεται ότι η ψευδογεωδαισιακή καμπυλότητα αντιστοιχεί 
τοπικά, στην οριζοντιογραφία του άξονα, ενώ αντίστοιχα, η ψευδοκάθετη καμπυλότητα, 
αντιστοιχεί τοπικά, στη μηκοτομή του άξονα. Το διάνυσμα καμπυλότητας, αναλύεται σε 
αυτές τις κάθετες συνιστώσες, έτσι ώστε να αξιοποιηθούν τα όρια των ακτίνων 
καμπυλότητας που ήδη υπάρχουν στους κανονισμούς της οδοποιίας. Αυτά τα όρια, 
αναφέρονται και σε οριζόντιες καμπύλες (οριζοντιογραφία), αλλά και σε κατακόρυφες 
(μηκοτομή). 

Επίσης, από την Εικόνα        , φαίνεται ότι η διεύθυνση των διανυσμάτων της 
ψευδογεωδαισιακής καμπυλότητας, είναι ίδια με εκείνα της φυγόκεντρης δύναμης που 
είναι αντίρροπη σε σχέση με το διάνυσμα που αντιστοιχεί στην ακτίνα καμπυλότητας.  

Θετική ψευδογεωδαισιακή καμπυλότητα, σημαίνει ότι το διάνυσμα ψευδογεωδαισιακής 
καμπυλότητας είναι ομόρροπο με το οριζόντιο διάνυσμα, γεγονός που αντιστοιχεί σε δεξιά 
στροφή (στη διεύθυνση που αυξάνεται το μήκος της καμπύλης). Αντίθετα, αρνητική 
ψευδογεωδαισιακή καμπυλότητα, σημαίνει ότι το διάνυσμα ψευδογεωδαισιακής 
καμπυλότητας είναι αντίρροπο με το οριζόντιο διάνυσμα, γεγονός που αντιστοιχεί σε 
αριστερή στροφή (στη διεύθυνση που αυξάνεται το μήκος της καμπύλης). 

Ακόμα, από την Εικόνα        , φαίνεται ότι, θετική κάθετη καμπυλότητα, αντιστοιχεί σε 
κυρτή κατακόρυφη καμπύλη, ενώ  αρνητική κάθετη καμπυλότητα, αντιστοιχεί σε κοίλη 
κατακόρυφη καμπύλη. Αυτό συμβαίνει γιατί θετική ψευδοκάθετη καμπυλότητα, σημαίνει 
ότι το διάνυσμα καμπυλότητας είναι ομόρροπο με το μοναδιαίο ψευδοκάθετο διάνυσμα, 
γεγονός που αντιστοιχεί σε κυρτή καμπύλη. Αντίθετα, αρνητική ψευδοκάθετη 
καμπυλότητα, σημαίνει ότι το διάνυσμα καμπυλότητας είναι αντίρροπο με το μοναδιαίο 
ψευδοκάθετο διάνυσμα, γεγονός που αντιστοιχεί σε κοίλη καμπύλη. 

Για να έχουν φυσικό νόημα οι κάθετες συνιστώσες, πρέπει να είναι προσημασμένες. Έτσι 
ορίζεται το ‘’προσημασμένο μέτρο’’ των διανυσμάτων που αντιστοιχεί σε αριθμητική 
προβολή ενός διανύσματος (διάνυσμα καμπυλότητας ), σε άλλο (οριζόντιο διάνυσμα ή 
μοναδιαίο ψευδοκάθετο διάνυσμα της επιφάνειας). 
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ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.10 : Αριθμητική προβολή (πραγματικός αριθμός) του διανύσματος 
καμπυλότητας στο οριζόντιο διάνυσμα της επιφάνειας 

 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.11 : Αριθμητική προβολή (πραγματικός αριθμός) του διανύσματος 
καμπυλότητας στο μοναδιαίο ψευδοκάθετο διάνυσμα της επιφάνειας 

 

 

ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.2 : Τιμές της αριθμητικής προβολής του διανύσματος καμπυλότητας στο 
οριζόντιο διάνυσμα 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.3 : Τιμές της αριθμητική προβολή του διανύσματος καμπυλότητας στο 
μοναδιαίο ψευδοκάθετο διάνυσμα της επιφάνειας 

 

 

ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.4 : Τιμές της αριθμητική προβολή του διανύσματος καμπυλότητας στο 
οριζόντιο διάνυσμα μαζί με τις τιμές της αριθμητικής προβολής του διανύσματος 

καμπυλότητας στο μοναδιαίο ψευδοκάθετο διάνυσμα της επιφάνειας 

Στη συνέχεια κατασκευάζονται δύο αλγόριθμοι (ένας για την κάθετη και ένας για τη 
γεωδαισιακή καμπυλότητα) που δίνουν τη δυνατότητα θέσπισης ενός ορίου (άνω φράγμα) 
καμπυλότητας, έτσι ώστε να μην μπορεί να ξεπεράσει μία συγκεκριμένη τιμή. Όπως 
συμβαίνει στη καμπυλότητα επίπεδης καμπύλης, έτσι και στην περίπτωση της 
γεωδαισιακής ή κάθετης καμπυλότητας χωρικής καμπύλης, αυτές αντιστοιχούν στο 
αντίστροφο της ακτίνας καμπυλότητας. Αυτό συμβαίνει, γιατί, για τον υπολογισμό της 
γεωδαισιακής και κάθετης καμπυλότητας, η επιφάνεια αντιμετωπίζεται ως, διαφορικά, 
επίπεδη. 

Αν για παράδειγμα, τεθεί η τιμή      ως όριο της ψευδογεωδαισιακής καμπυλότητας, 
αυτό σημαίνει ότι δεν επιτρέπεται στην ακτίνα καμπυλότητας (κατά την οριζοντιογραφική 
έννοια) να είναι μικρότερη από    . 

Επίσης, αν τεθεί η τιμή        ως όριο της (θετικής) κάθετης καμπυλότητας, αυτό 
σημαίνει ότι δεν επιτρέπεται στην ακτίνα καμπυλότητας (κατά την έννοια της μηκοτομής) 
της κυρτής καμπύλης, να είναι μικρότερη από      . Με τον ίδιο τρόπο, τίθεται όριο και 
στην περίπτωση κοίλης καμπύλης. 

Στο Πρόγραμμα      , φαίνεται ο αλγόριθμος μετασχηματισμού στην περίπτωση της 
ψευδογεωδαισιακής καμπυλότητας : 
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ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.12 : Εισαγωγή ορίου (άνω φράγμα) στην ψευδογεωδαισιακή καμπυλότητα 

Στο Πρόγραμμα      , φαίνεται ο αλγόριθμος μετασχηματισμού στην περίπτωση της 
ψευδοκάθετης καμπυλότητας : 



Κεφάλαιο 10 – Μελέτη Περίπτωσης 

- 128 - 

 

 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.13 : Εισαγωγή ορίων (άνω φράγματα) στην ψευδοκάθετη καμπυλότητα. 
Θεσπίζεται άλλο όριο για τις κυρτές καμπύλες και άλλο για τις κοίλες 

Στη συνέχεια, ορίζεται η καμπυλότητα της δεύτερης προσέγγισης του άξονα της οδού, 
θέτοντας τα όρια ως προς τη ψευδογεωδαισιακή καμπυλότητα και την ψευδοκάθετη 
καμπυλότητα. Συγκεκριμένα, στην ψευδοκάθετη καμπυλότητα επιβάλλονται δύο 
διακεκριμένα όρια σε σχέση με το εάν η κατακόρυφη καμπύλη είναι κυρτή ή κοίλη : 

 Ελάχιστη οριζοντιογραφική ακτίνα καμπυλότητας :     
 

 Ελάχιστη ακτίνα καμπυλότητας κυρτής (θετικής) κατακόρυφης καμπύλης :      
 

 Ελάχιστη ακτίνα καμπυλότητας κοίλης (αρνητικής) κατακόρυφης καμπύλης : 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.5 : Διάγραμμα καμπυλότητας της πρώτης προσέγγισης του άξονα της οδού 

 

Τροποποιημένη ψευδογεωδαισιακή καμπυλότητα 

 

 

 

 

 

 

ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.6 : Διάγραμμα ψευδογεωδαισιακής καμπυλότητας του άξονα της οδού με 
εισαγωγή ορίου 

 

Τροποποιημένη ψευδοκάθετη καμπυλότητα 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.7 : Διάγραμμα ψευδοκάθετης καμπυλότητας του άξονα της οδού με 
εισαγωγή ορίων 

 

Τροποποιημένη καμπυλότητα  

 

 

 

 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.14 : Υπολογισμός της καμπυλότητας μέσω της ψευδογεωδαισιακής και 
ψευδοκάθετης καμπυλότητας αφού προηγουμένως τους έχουν επιβληθεί όρια 

Τονίζεται ότι η καμπυλότητα είναι μία συνεχής και παραγωγίσιμη συνάρτηση 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.8 : Διάγραμμα καμπυλότητας του άξονα της οδού αφού προηγουμένως 
έχουν επιβληθεί όρια στην ψευδογεωδαισιακή και ψευδοκάθετη καμπυλότητα 

 

 

Το γεγονός ότι η καμπύλη παρεμβολής          της καμπυλότητας, είναι τρίτης τάξης, 
σημαίνει ότι η συνάρτηση καμπυλότητας της δεύτερης προσέγγισης του άξονα της οδού 
αποτελείται τμηματικά, από κυβικές παραβολές. 

 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.20 : Πρώτη προσέγγιση του άξονα της οδού 
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ΕΙΚΟΝΑ 10.21 : Δεύτερη προσέγγιση του άξονα της οδού έπειτα από επιβολή ορίων στην 
καμπυλότητα 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.22 : Άξονας της οδού πριν και μετά την επιβολή ορίων στην καμπυλότητα 
(σύγκριση της πρώτης προσέγγισης της οδού με τη δεύτερη) 

 

Επαλήθευση του μετασχηματισμού στερεού σώματος και του μετασχηματισμού 
στερεού σώματος του Προκρούστη στην πρώτη προσέγγιση του άξονα της οδού 

 

Όπως έχει τονιστεί, η κατασκευή μίας καμπύλης από την καμπυλότητα και τη στρέψη της, 
ορίζουν μόνο το σχήμα της καμπύλης και όχι τη θέση της στον χώρο. 

Υπενθυμίζεται ότι στον   , οι επιτρεπτές αλλαγές συντεταγμένων, είναι οι στροφές και οι 
μεταφορές. Έτσι, για να οριστεί και η θέση της καμπύλης στον χώρο, εφαρμόζεται ο 
μετασχηματισμός στερεού σώματος του Προκρούστη. Όμως, πριν εφαρμοστεί  ο 
μετασχηματισμός στερεού σώματος του Προκρούστη, πρέπει να υπολογιστούν οι 
συντεταγμένες της καμπύλης που κατασκευάζεται από την καμπυλότητα και τη στρέψη. 
Αυτό, επιτυγχάνεται, λύνοντας τις εξισώσεις του        σε κάθε σημείο της καμπύλης με 
τη βοήθεια του            , μέσω της συνάρτησης                           
(πρόκειται για καμπύλη τυχαίας παραμέτρου). 
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Κατασκευάζεται ένας πίνακας με τις συντεταγμένες της καμπύλης (‘’απροσδιόριστης στον 
χώρο’’) : 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.23 : Σημεία της πρώτης προσέγγισης του άξονα της οδού που έχουν υπολογιστεί 
μέσω της καμπυλότητας και της στρέψης της καμπύλης (δεν έχουν τη σωστή θέση στον 

χώρο) 

Επίσης, κατασκευάζεται ένας πίνακας με τις αντίστοιχες συντεταγμένες της πρότυπης 
καμπύλης : 

 

 

 

Έπειτα, εφαρμόζεται ο μετασχηματισμός στερεού σώματος του Προκρούστη : 
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Πρόγραμμα 7.2 : Μετασχηματισμός Στερεού Σώματος του Προκρούστη χωρίς πίνακα βαρών 
  

 

 

Από τον                , υπολογίζεται ο πίνακας στροφής και ο πίνακας μετάθεσης : 

Ο πίνακας στροφής  , είναι : 

 

 

Ο πίνακας μετάθεσης  , είναι : 

 

 

Η τιμή του σφάλματος της μεθόδου    , είναι :  

 

 

Από τη στιγμή που έχει υπολογιστεί ο πίνακας στροφής και ο πίνακας μετάθεσης, μπορεί να 
εφαρμοστεί ένας μετασχηματισμός στερεού σώματους (                          . 
Στο            , αυτό γίνεται ως εξής : 
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Πρόγραμμα 7.3 : Μετασχηματισμός Στερεού Σώματος 

Στην προκειμένη περίπτωση, έχουμε : 

 

 

 

Στη συνέχεια φαίνονται διαγραμματικά, οι συντεταγμένες του πίνακα που έχει προκύψει 
από τον μετασχηματισμό στερεού σώματος, στον οποίο τα δεδομένα εισόδου, δηλαδή ο 
πίνακας μετάθεσης και ο πίνακας στροφής, έχουν προκύψει από τον μετασχηματισμό 
στερεού σώματος του Προκρούστη : 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.24 : Σημεία του άξονα της οδού που έχουν υπολογιστεί με εφαρμογή του 
μετασχηματισμού του Προκρούστη και εν συνεχεία, του μετασχηματισμού στερεού 

σώματος 

Τελικά, γίνεται η σύγκριση του άξονα της οδού που έχει υπολογιστεί με εφαρμογή του 
μετασχηματισμού του Προκρούστη και εν συνεχεία, του μετασχηματισμού στερεού 
σώματος με αυτό της αρχικής           (Εικόνα      ): 
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ΕΙΚΟΝΑ 10.25 : Αρχικός άξονας της οδού 

 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.26 : Σύγκριση του αρχικού άξονας της οδού με αυτόν που έχει προκύψει μέσω 
του θεμελιώδους θεωρήματος καμπυλών ( καμπυλότητα -  στρέψη) και στη συνέχεια με 

εφαρμογή του μετασχηματισμού του Προκρούστη και του μετασχηματισμού στερεού 
σώματος 

Το γεγονός ότι οι δύο καμπύλες σχεδόν ταυτίζονται, επαληθεύει το θεμελιώδες θεώρημα 
των καμπυλών, τη σωστή εφαρμογή του μετασχηματισμού στερεού σώματος του 
Προκρούστη και του προγράμματος μετασχηματισμού στερεού σώματος. 

Στον πίνακα                 , υπάρχουν      σημεία, ενώ το μήκος του άξονα είναι 
περίπου      . Το γεγονός ότι έχουν επιλεχθεί χίλια σημεία συνδέεται άμεσα με την 
ακρίβεια της μεθόδου, ενώ μπορεί να μεταβληθεί από τον χρήστη ανάλογα με τις 
απαιτήσεις του έργου. Ακόμα, πρέπει να σημειωθεί ότι αυτά τα χίλια σημεία, σε καμία 
περίπτωση, δεν κατανέμονται ομοιόμορφα κατά μήκος του άξονα της οδού, ενώ οι 
(τρισδιάστατες) συντεταγμένες του πίνακα                 , δεν είναι αυτές που τελικά 
θα χαραχθούν στο ύπαιθρο. 
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Εφαρμογή του μετασχηματισμού στερεού σώματος και του μετασχηματισμού 
στερεού σώματος του Προκρούστη στη δεύτερη προσέγγιση του άξονα της οδού 

 

 

 

 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.27 : Αρχικός άξονας της οδού 

Στη συνέχεια, κατασκευάζεται ένας πίνακας με τις αντίστοιχες συντεταγμένες της δεύτερης 
προσέγγισης του άξονα της οδού : 
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ΕΙΚΟΝΑ 10.28 : Σημεία του άξονα της οδού που έχουν υπολογιστεί μέσω της καμπυλότητας 
και της στρέψης της καμπύλης (δεν έχουν τη σωστή θέση στον χώρο) 

 

 

Από τον                 , υπολογίζεται ο πίνακας στροφής και ο πίνακας μετάθεσης : 

Ο πίνακας στροφής   , είναι : 

 

 

Ο πίνακας μετάθεσης   , είναι : 

 

 

Η τιμή του σφάλματος της μεθόδου     , είναι :  

 

 

Από τη στιγμή που έχει υπολογιστεί ο πίνακας στροφής και ο πίνακας μετάθεσης, μπορεί να 
εφαρμοστεί ένας μετασχηματισμός στερεού σώματους (                          .  

Στην προκειμένη περίπτωση, έχουμε : 
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Στη συνέχεια, φαίνονται διαγραμματικά οι συντεταγμένες που έχουν προκύψει μέσω του 
θεμελιώδους θεωρήματος ύπαρξης καμπυλών (μεταβολή της καμπυλότητας της δεύτερης 
προσέγγιση του άξονα της οδού) και εν συνεχεία, της εφαρμογής του μετασχηματισμού 
στερεού σώματος : 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.29 : Σημεία του άξονα της οδού που έχουν υπολογιστεί μέσω της καμπυλότητας 
και της στρέψης της καμπύλης (έχουν τη σωστή θέση στον χώρο μέσω του 

μετασχηματισμού του Προκρούστη και του μετασχηματισμού στερεού σώματος) 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.30 : Σύγκριση του αρχικού άξονας της οδού με αυτόν που έχει προκύψει μέσω 
της καμπυλότητας (με θέσπιση ορίων) και της στρέψης και στη συνέχεια με εφαρμογή του 

μετασχηματισμού του Προκρούστη και του μετασχηματισμού στερεού σώματος 
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Τελικά, η δεύτερη προσέγγιση του άξονα της οδού υλοποιείται ως εξής :  

 

 

10.1.7. Τρίτη προσέγγιση (τελική) του άξονα της οδού 

 

Θέσπιση ορίου στην κατά μήκος κλίση της οδού 

 

Πέραν των ορίων που τίθενται στην καμπυλότητα του άξονα της οδού, πρέπει να οριστεί 
και όριο στην κατά μήκος κλίση του άξονα. Η κατά μήκος κλίση του άξονα (με επιβολή 
ανωτάτου ορίου), δίνεται από το Πρόγραμμα       : 

 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.15 : Εισαγωγή ορίου (άνω φράγμα) στην κατά μήκος κλίση της οδού 

Ουσιαστικά, ο παραπάνω αλγόριθμος, υπολογίζει το συνημίτονο της γωνίας μεταξύ του 
μοναδιαίου εφαπτόμενου διανύσματος, σε κάθε σημείο της καμπύλης, και του μοναδιαίου 
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διανύσματος         θέτοντας ένα ανώτατο όριο. Όμως το συνημίτονο αυτής της γωνίας, 
ισούται με το ημίτονο της συμπληρωματικής της. Η συμπληρωματική αυτής της γωνίας, 
είναι η γωνία μεταξύ του μοναδιαίου εφαπτόμενου διανύσματος της καμπύλης και του 
οριζόντιου επιπέδου. Επίσης, για μικρές γωνίες, το ημίτονο μίας γωνίας, ισούται κατά 
προσέγγιση, με την αντίστοιχη εφαπτομένη αυτής της γωνίας. Τελικά, το συνημίτονο της 
γωνίας που υπολογίζεται μέσω του παραπάνω αλορίθμου, αντιστοιχεί στην κατά μήκος 
κλίση του άξονα της οδού. 

Όμως, πιο σωστή αντιμετώπιση θα ήταν να χρησιμοποιηθεί ένα μοναδιαίο διάνυσμα, 
παράλληλο στο διάνυσμα που αντιστοιχεί στην κατακόρυφο του τόπου, αντί του 
διανύσματος        . Η αλλιώς, να προστίθεται κάθε φορά η απόκλιση της κατακορύφου 
στο αποτέλεσμα. 

 

 

ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.9 : Διάγραμμα κατά μήκους κλίσης της δεύτερης προσέγγισης του άξονα της 
οδού 

 

 

 

 

ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.10 : Διάγραμμα κατά μήκους κλίσης της οδού με επιβολή ανωτάτου ορίου 
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Στο Διάγραμμα      , έχει επιβληθεί ως όριο κατά μήκους κλίσης της οδού, η τιμή     : 

 

 

ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.11 : Σύγκριση αρχικού διαγράμματος κατά μήκους κλίσης της οδού με  
διάγραμμα κατά μήκους κλίσης της οδού μετά την επιβολή ανωτάτου ορίου 

Ως γνωστόν, το διάνυσμα καμπυλότητας, συνδέεται άμεσα με την παράγωγο του 
μοναδιαίου εφαπτόμενου διανύσματος ως εξής : 

        
      

          
        

 Μάλιστα, η σχέση       , αποτελεί και τον κλασικό ορισμό της καμπυλότητας. Η κατά 
μήκος κλίση της οδού συνδέεται άμεσα με το μοναδιαίο εφαπτόμενο διάνυσμα της 

καμπύλης   . Όμως, από τη σχέση       , συμπεραίνεται ότι και η καμπυλότητα της οδού 

συνδέεται άμεσα με το μοναδιαίο εφαπτόμενο διάνυσμα της καμπύλης   . Συνεπώς, αλλαγή 
στην κατά μήκος κλίση της οδού, επιφέρει αλλαγή και στην καμπυλότητα της οδού. 

 

Επαλήθευση της σχέσης        

 

 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.16 : Διάνυσμα καμπυλότητας 
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ΕΙΚΟΝΑ 10.31 : Διάγραμμα καμπυλότητας μέσω του Προγράμματος 10.17 

 

 

ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.12 : Διάγραμμα καμπυλότητας μέσω του Προγράμματος 10.2 

 

 

 

ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.13 : Σύγκριση του διαγράμματος καμπυλότητας που προκύπτει μέσω του 
Προγράμματος 10.17, με το διάγραμμα καμπυλότητας που προκύπτει μέσω του 

Προγράμματος 10.2 
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Από το Διάγραμμα      , επαληθεύεται και τυπικά η σχέση        αφού τα διαγράμματα 
ταυτίζονται. 

Από το πρόγραμμα       (εισαγωγή ορίου στην κατά μήκος κλίση της οδού), φαίνεται ότι 
ενδεχόμενη μεταβολη της κατά μήκους κλίσης, θα έχει αντίκτυπο και στα μοναδιαία 

εφαπτόμενα διανύσματα της καμπύλης   . Επίσης, από τη σχέση     , φαίνεται ότι 

ενδεχόμενη μεταβολή των μοναδιαίων εφαπτόμενων διανυσμάτων της καμπύλης   , 
τροποποιεί και την καμπυλότητα του άξονα  της οδού. 

Τελικά, ενδεχόμενη μεταβολη της κατά μήκους κλίσης, μεταβάλλει και την καμπυλότητα 
του άξονα  της οδού. Συνεπώς, πρέπει να υπολογιστεί εκ νέου η καμπυλότητα του άξονα 
της οδού. Τονίζεται ότι, η ψευδογεωδαισιακή και ψευδοκάθετη καμπυλότητα, δε 
χρειάζεται να ελεγχθούν ξανά αφού το μόνο που μπορεί να επιφέρει στην καμπυλότητα ο 
εκ νέου υπολογισμός της, είναι να μειωθεί περαιτέρω. Έτσι, η ψευδογεωδαισιακή και 
ψευδοκάθετη καμπυλότητα, θα βρίσκονται και πάλι εντός των ορίων. 

Αρχικά, υπολογίζεται το τροποποιημένο μοναδιαίο εφαπτόμενο διάνυσμα της καμπύλης : 

 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.17 : Τροποποιημένο μοναδιαίο εφαπτόμενο διάνυσμα της καμπύλης μετά 
την επιβολή ορίου στην κατά μήκος κλίση 

Ο υπολογισμός του τροποποιημένου μοναδιαίου εφαπτόμενου διανύσματος    της 
καμπύλης με εφαρμογή καμπύλης         , μετά την επιβολή ορίου στην κατά μήκος 
κλίση, φαίνεται παρακάτω : 

 

Τελικά, η καμπυλότητα υπολογίζεται μέσω του Προγράμματος         : 
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ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.18 : Τελικός υπολογισμός της καμπυλότητας του άξονα της οδού 

 

 

ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.14 : Τελικό διάγραμμα καμπυλότητας 

 

 

ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.15 : Σύγκριση τελικού διαγράμματος καμπυλότητας με το διάγραμμα 
καμπυλότητας πριν την επιβολή ορίου στην κατά μήκος κλίση 
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10.2. Επιφάνεια Της Οδού 

 

10.2.1. Επιλογή του πλάτους της οδού 

 

Στο μάθημα-θέμα είχε επιλεγεί η διατομή   . Στη διατομή   , το ημιπλάτος της οδού 
(χωρίς τα        της λωρίδας καθοδήγησης), ορίζεται ως       (Ψαριανός, 2001). 

Δηλαδή : 

                  

Τονίζεται ότι, η   παραμετρική καμπύλη για    , αντιστοιχεί στον άξονα της οδού. 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.32 : Διατομή    

Πηγή : (Ψαριανός, 2001) 

 

10.2.2. Επιφάνεια μεταβλητής επίκλισης 

 

Η επιφάνεια της οδού είναι μία ευθειογενής επιφάνεια μεταβλητής επίκλισης. Η επιφάνεια 
αυτή θα έχει ως βασική – οδηγό καμπύλη τη τρίτη προσέγγιση του άξονα της οδού 
        . Η ευθειογενής επιφάνεια της οδού μεταβλητής επίκλισης, ορίζεται μέσω της  
παρακάτω διανυσματικής συνάρτησης : 

 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.19 : Ευθειογενής επιφάνεια μεταβλητής επίκλισης 
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Με το Πρόγραμμα      , κατασκευάζονται επιφάνειες σταθερής, αλλά και μεταβλητής 
επίκλισης. Για      , έχουμε την οριζόντια επιφάνεια, ενώ για         , έχουμε την 
κάθετη επιφάνεια. Σημειώνεται ότι, η κάθετη επιφάνεια μπορεί εύκολα να μετασχηματιστεί 
σε κατακόρυφη αν προστεθεί μία γωνία που αντιστοιχεί στην απόκλιση της κατακορύφου. 

 

Οριζόντια επιφάνεια 

 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.33 : Αποτύπωση οριζόντιας επιφάνειας μέσω του Προγράμματος 10.19 

 

Κάθετη επιφάνεια 

 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.34 : Αποτύπωση κάθετης επιφάνειας μέσω του Προγράμματος 10.19 
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ΕΙΚΟΝΑ 10.35 : Αποτύπωση οριζόντιας και κάθετης επιφάνειας τμήματος οδού μέσω του 
Προγράμματος 10.19 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.36 : Αποτύπωση οριζόντιας και κάθετης επιφάνειας τμήματος οδού μέσω του 
Προγράμματος 10.15 

 

10.2.3. Θέσπιση ορίου στην επίκλιση 

 

Η παράμετρος     της παραπάνω συνάρτησης, είναι ουσιαστικά, η επίκλιση της οδού. 
Ακόμα, υπενθυμίζεται ότι η επίκλιση, μεταβάλλεται με τον ίδιο ακριβώς τρόπο, όπως και η 
‘’οριζοντιογραφική’’ καμπυλότητα. Δηλαδή, η επίκλιση, μεταβάλλεται όπως και η 
ψευδογεωδαισιακή καμπυλότητα. 

Όμως, η επίκλιση δεν πρέπει να ξεπερνάει μία μέγιστη επιτρεπόμενη τιμή. Τελικά, το 
διάγραμμα της γωνίας της επίκλισης, θα είναι ίδιο με το διάγραμμα της 
ψευδογεωδαισιακής καμπυλότητας, με τη μόνη διαφορά ότι θα τίθεται κάθε φορά μία 
μέγιστη επιτρεπόμενη γωνία. Οι παράγοντες που καθορίζουν τη μέγιστη επιτρεπόμενη 
επίκλιση, φαίνονται στην Παράγραφο    . 

Διάγραμμα επικλίσεων 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.16 : Σημεία του διαγράμματος επικλίσεων (δεξιάς οριογραμμής) 

Το Διάγραμμα       αναφέρεται στη δεξιά οριογραμμή λόγω του τρόπου ορισμού της 
γωνίας    . 

 

 

 

ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.17 : Διάγραμμα επικλίσεων (δεξιάς οριογραμμής) με εφαρμογή καμπύλης 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.18 : : Διάγραμμα επικλίσεων (δεξιάς οριογραμμής) με εφαρμογή καμπύλης 
         μαζί με τα αντίστοιχα                

 

Συνάρτηση επίκλισης 

 

 

 

Τελικά, κατασκευάζεται η επιφάνεια της οδού μεταβλητής επίκλισης. Θεωρείται ότι για 
             . 

Τελική επιφάνεια της οδού 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.37 : Αποτύπωση τμήματος της επιφάνειας της οδού μεταβλητής επίκλισης 
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10.2.4. Ορισμός της τάξης της αρχικής καμπύλης          (πρώτη προσέγγιση 
του άξονα της οδού) 

 

Πριν γίνει όλη η παραπάνω ανάλυση, αρχικά, πρέπει να οριστεί η τάξη της καμπύλης 
         που αντιστοιχεί στον άξονα της οδού. Η τάξη αυτή, εξαρτάται άμεσα από ένα 
όριο καμπυλότητας που τίθεται. Το όριο αυτό, τίθεται, ώστε να το διάγραμμα 
καμπυλότητας της καμπύλης να μπορεί να τροποποιηθεί στη συνέχεια ως προς την 
οριζόντια καμπυλότητα, την κάθετη καμπυλότητα και την κατά μήκος κλίση της οδού. 

Επίσης, το όριο αυτό έχει άμεση σχέση με την κατηγορία της οδού. Το όριο που τίθεται 
στον παραπάνω αλγόριθμο, εξαρτάται από την κατηγορία της οδού. Όσο μεγαλύτερη είναι 
η κατηγορία της οδού, τόσο το όριο αυτό μειώνεται. Αυτό συμβαίνει γιατί, μεγαλύτερη 
κατηγορία οδού, συνεπάγεται μεγαλύτερο όριο ταχύτητας, που με τη σειρά του οδηγεί σε 
μεγαλύτερες ακτίνες καμπυλότητας, άρα τελικά, μικρότερες τιμές καμπυλότητας.  

Η ακριβής αντιστοίχιση του ορίου αυτού με την αντίστοιχη κατηγορία της οδού, αφήνεται 
για περαιτέρω διερεύνηση. 

 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.20 : Εύρεση της τάξης της καμπύλης          που αντιστοιχεί στον 
άξονα της οδού 

 

Επαλήθευση του προγράμματος       

 

 

 

 

 

Πράγματι,             . Δηλαδή, η μέγιστη τιμή της καμπυλότητας είναι μικρότερη του 
ορίου που έχει οριστεί. Επομένως, επαληθεύεται το Πρόγραμμα      . 
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10.3. Βήματα του αλγορίθμου 

 

Στη συνέχεια, ακολουθούν με διαδοχική σειρά, τα βήματα που ακολουθούνται για την 
υλοποίηση του προγράμματος που υπολογίζει τη τελική χάραξη (υπολογισμός 
συντεταγμένων) του άξονα της οδού, καθώς και της δεξιάς και αριστερής οριογραμμής. 
Επίσης, ορίζονται οι συναρτήσεις που απαιτούνται για την υλοποίηση του προγράμματος. 

 

10.3.1. Δημιουργία βιβλιοθήκης 

Αρχικά, πριν παρουσιαστεί το γενικευμένο πρόγραμμα, πρέπει να οριστούν και να 
επεξηγηθούν οι συναρτήσεις – προγράμματα που θα εφαρμοστούν κατά την επεξεργασία 
των δεδομένων. 

 

 

 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 1 : ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΟΥ ΥΠΟΛΟΓΙΖΕΙ ΤΟ ΜΟΝΑΔΙΑΙΟ 
ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΟ ΔΙΑΝΥΣΜΑ ΚΑΜΠΥΛΗΣ 

 

          

 

 

 

 

 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 2 : ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΟΥ ΥΠΟΛΟΓΙΖΕΙ ΤΗ ΣΤΡΕΨΗ ΚΑΜΠΥΛΗΣ 
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ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 3 : ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΟΥ ΥΠΟΛΟΓΙΖΕΙ ΤΗΝ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑ 
ΚΑΜΠΥΛΗΣ 

 

        

 

 

 

 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 4 : ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΟΥ ΥΠΟΛΟΓΙΖΕΙ ΤΟ ΔΙΑΝΥΣΜΑ 
ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ ΚΑΜΠΥΛΗΣ 

 

              

 

 

 

 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 5 : ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΟΥ ΥΠΟΛΟΓΙΖΕΙ ΤΟ ΟΡΙΖΟΝΤΙΟ ΔΙΑΝΥΣΜΑ 
ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΣ 
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ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 6 : ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΟΥ ΥΠΟΛΟΓΙΖΕΙ ΤΗΝ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΠΡΟΒΟΛΗ 
ΤΟΥ ΨΕΥΔΟΓΕΩΔΑΙΣΙΑΚΟΥ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΟΣ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ 

 

                                 

 

 

 

 

 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 7 : ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΟΥ ΥΠΟΛΟΓΙΖΕΙ ΤΟ ΜΟΝΑΔΙΑΙΟ 
ΨΕΥΔΟΚΑΘΕΤΟ ΔΙΑΝΥΣΜΑ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΣ 
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ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 8  : ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΟΥ ΚΑΤΑΣΚΕΥΑΖΕΙ ΠΙΝΑΚΑ ΜΕ ΤΙΣ ΤΙΜΕΣ 
ΤΗΣ ΨΕΥΔΟΓΕΩΔΑΙΚΙΑΚΗΣ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ ΜΕΤΑ ΤΗΝ ΕΠΙΒΟΛΗ ΑΝΩΤΑΤΟΥ ΟΡΙΟΥ 
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ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 9 : ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΟΥ ΥΠΟΛΟΓΙΖΕΙ ΤΟ ΔΙΑΝΥΣΜΑ 
ΨΕΥΔΟΚΑΘΕΤΗΣ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ 

 

                     

 

 

 

 

 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 10 : ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΟΥ ΥΠΟΛΟΓΙΖΕΙ ΤΗΝ ΨΕΥΔΟΚΑΘΕΤΗ 
ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑ 
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ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 11 : ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΟΥ ΚΑΤΑΣΚΕΥΑΖΕΙ ΠΙΝΑΚΑ ΜΕ ΤΙΣ ΤΙΜΕΣ 
ΤΗΣ ΨΕΥΔΟΚΑΘΕΤΗΣ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ ΜΕΤΑ ΤΗΝ ΕΠΙΒΟΛΗ ΑΝΩΤΑΤΟΥ ΟΡΙΟΥ  (ΑΛΛΟ ΓΙΑ 

ΤΙΣ ΚΥΡΤΕΣ ΚΑΜΠΥΛΕΣ ΚΑΙ ΑΛΛΟ ΓΙΑ ΤΙΣ ΚΟΙΛΕΣ) 
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ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 12 : ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΟΥ ΥΠΟΛΟΓΙΖΕΙ ΤΗΝ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑ 
(ΣΥΝΕΧΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ) ΚΑΜΠΥΛΗΣ ΜΕΣΩ ΤΩΝ ΜΕΤΡΩΝ ΤΗΣ ΨΕΥΔΟΓΕΩΔΑΙΣΙΑΚΗΣ ΚΑΙ 

ΨΕΥΔΟΚΑΘΕΤΗΣ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ 

 

                                

 

 

 

 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 13 : ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΟΥ ΥΠΟΛΟΓΙΖΕΙ ΤΙΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ 
ΚΑΜΠΥΛΗΣ ΜΕΣΩ ΤΗΣ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ ΚΑΙ ΤΗΣ ΣΤΡΕΨΗΣ (ΑΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΤΙΑ ΣΤΟΝ ΧΩΡΟ) 
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ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 14 : ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΟΥ ΚΑΤΑΣΚΕΥΑΖΕΙ ΤΟΝ ΠΙΝΑΚΑ ΜΕ ΤΙΣ 
ΤΙΜΕΣ ΤΗΣ ΚΑΤΑ ΜΗΚΟΥΣ ΚΛΙΣΗΣ ΤΟΥ ΑΞΟΝΑ ΤΗΣ ΟΔΟΥ ΜΕΤΑ ΤΗΝ ΕΠΙΒΟΛΗ ΑΝΩΤΑΤΟΥ 

ΟΡΙΟΥ 

 

                      

 

 

 

 

 

 

 



Κεφάλαιο 10 – Μελέτη Περίπτωσης 

- 160 - 

 

 

 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 15 : ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΟΥ ΥΠΟΛΟΓΙΖΕΙ ΤΟ (ΤΡΟΠΟΠΟΙΗΜΕΝΟ) 
ΜΟΝΑΔΙΑΟ ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΟ ΔΙΑΝΥΣΜΑ ΚΑΜΠΥΛΗΣ ΜΕΤΑ ΤΗΝ ΕΠΙΒΟΛΗ ΑΝΩΤΑΤΟΥ 

ΟΡΙΟΥ ΣΤΗΝ ΚΑΤΑ ΜΗΚΟΣ ΚΛΙΣΗ 

 

                

 

 

 

 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 16 : ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΟΥ ΥΠΟΛΟΓΙΖΕΙ ΤΗΝ ΤΕΛΙΚΗ 
ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑ ΤΟΥ ΑΞΟΝΑ ΤΗΣ ΟΔΟΥ ΜΕΣΩ ΤΟΥ ΜΟΝΑΔΙΑΟΥ ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΟΥ 

ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΟΣ 
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ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 17 : ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΟΥ ΥΠΟΛΟΓΙΖΕΙ ΤΟΝ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟ 
ΣΤΕΡΟΥ ΣΩΜΑΤΟΣ ΤΟΥ ΠΡΟΚΡΟΥΣΤΗ ΧΩΡΙΣ ΠΙΝΑΚΑ ΒΑΡΩΝ 

 

                      

 

 

 

 

 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 18 : ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΟΥ ΥΠΟΛΟΓΙΖΕΙ ΤΟΝ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟ 
ΣΤΕΡΟΥ ΣΩΜΑΤΟΣ 
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ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 19 : ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΟΥ ΥΠΟΛΟΓΙΖΕΙ ΤΗΝ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑ 
ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ ΕΠΙΚΛΙΣΗΣ 

 

                 

 

 

 

 

 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 20 : ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΤΑΞΗΣ ΤΗΣ ΚΑΜΠΥΛΗΣ B-SPLINE ΤΟΥ ΑΞΟΝΑ ΤΗΣ 
ΟΔΟΥ ΑΝΑΛΟΓΑ ΜΕ ΤΗΝ ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ ΤΗΣ ΟΔΟΥ 
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ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 21 : ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ ΤΩΝ ΣΗΜΕΙΩΝ ΠΡΟΣ 
ΧΑΡΑΞΗ ΜΕ ΣΥΓΚΕΚΡΙΜΕΝΟ ΒΗΜΑ 
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10.3.2. Εισαγωγή δεδομένων 

 

 

 

ΒΗΜΑ 1 : ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΤΩΝ ΚΟΡΥΦΩΝ ΤΗΣ ΠΟΛΥΓΩΝΙΚΗΣ (              ) 
              

 

         

 

 

ΒΗΜΑ 2 : ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΟΡΙΟΥ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ ΣΤΟΝ ΑΞΟΝΑ ΤΗΣ ΟΔΟΥ ΠΟΥ ΕΞΑΡΤΑΤΑΙ ΑΠΟ 
ΤΗΝ ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ ΤΗΣ ΟΔΟΥ 

 

              

 

 

ΒΗΜΑ 3 : ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΑΝΩΤΑΤΟΥ ΟΡΙΟΥ ΨΕΥΔΟΓΕΩΔΑΙΣΙΑΚΗΣ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ 

 

            

 

 

ΒΗΜΑ 4 : ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΑΝΩΤΑΤΟΥ ΟΡΙΟΥ ΘΕΤΙΚΗΣ ΨΕΥΔΟΚΑΘΕΤΗΣ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ 
(ΚΥΡΤΕΣ ΚΑΜΠΥΛΕΣ) 

 

             

 

 

ΒΗΜΑ 5 : ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΑΝΩΤΑΤΟΥ ΟΡΙΟΥ ΑΡΝΗΤΙΚΗΣ ΨΕΥΔΟΚΑΘΕΤΗΣ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ 
(ΚΟΙΛΕΣ ΚΑΜΠΥΛΕΣ) 

 

             

 

 

ΒΗΜΑ 6 : ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΑΝΩΤΑΤΟΥ ΟΡΙΟΥ ΣΤΗΝ ΚΑΤΑ ΜΗΚΟΣ ΚΛΙΣΗ ΤΗΣ ΟΔΟΥ 
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ΒΗΜΑ 7 : ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΑΝΩΤΑΤΟΥ ΟΡΙΟΥ ΣΤΗΝ ΕΠΙΚΛΙΣΗ ΤΗΣ ΟΔΟΥ 

 

                

 

 

ΒΗΜΑ 8 : ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΗΜΙΠΛΑΤΟΣ ΤΗΣ ΟΔΟΥ 

    

 

 

ΒΗΜΑ 9 : ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΒΗΜΑΤΟΣ ΔΙΑΚΡΙΤΟΠΟΙΗΣΗΣ ΤΩΝ ΣΗΜΕΙΩΝ (ΑΚΡΙΒΕΙΑ ΜΕΘΟΔΟΥ) 

 

       

 

 

ΒΗΜΑ 10 : ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΑΡΙΘΜΟΥ ΣΗΜΕΙΩΝ ΣΤΑ ΟΠΟΙΑ ΕΠΙΘΥΜΕΙΤΑΙ ΝΑ 
ΠΡΑΓΜΑΤΟΠΟΙΗΘΕΙ Ο ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ ΣΤΕΡΕΟΥ ΣΩΜΑΤΟΣ 

 

               

 

 

ΒΗΜΑ 11 : ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΤΟΥ ΒΗΜΑΤΟΣ ΜΕ ΤΟ ΟΠΟΙΟ ΕΠΙΘΥΜΕΙΤΑΙ ΝΑ ΓΙΝΕΤΑΙ Η ΧΑΡΑΞΗ 
ΤΩΝ ΣΗΜΕΙΩΝ 

 

        

 

 

ΒΗΜΑ 12 : ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΤΗΣ ΑΝΟΧΗΣ ΜΕ ΤΗΝ ΟΠΟΙΑ ΕΠΙΘΥΜΕΙΤΑΙ ΝΑ ΓΙΝΕΤΑΙ Η ΧΑΡΑΞΗ 
ΤΩΝ ΣΗΜΕΙΩΝ 
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10.3.3. Επεξεργασία των δεδομένων 

 

 

 

ΒΗΜΑ 1 : ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΠΡΩΤΗΣ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗΣ ΤΟΥ ΑΞΟΝΑ ΤΗΣ ΟΔΟΥ ΜΕ 
ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΜΙΑΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ          ΣΤΟΝ ΠΙΝΑΚΑ ΤΩΝ 
               (ΕΙΣΑΓΩΓΗ – BHMA 1) ΜΕ ΤΑΞΗ ΠΟΥ ΕΞΑΡΤΑΤΑΙ ΑΠΟ ΤΗΝ 

ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ ΤΗΣ ΟΔΟΥ 

 

            

 

 

 

 

 

ΒΗΜΑ 2 : ΓΕΜΙΣΜΑ ΠΙΝΑΚΑ ΜΕ ΤΙΣ ΤΙΜΕΣ ΤΗΣ ΨΕΥΔΟΓΕΩΔΑΙΚΙΑΚΗΣ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ 
ΤΩΝ ΣΗΜΕΙΩΝ ΤΗΣ ΠΡΩΤΗΣ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗΣ ΤΟΥ ΑΞΟΝΑ ΤΗΣ ΟΔΟΥ ΜΕΤΑ ΤΗΝ ΕΠΙΒΟΛΗ 

ΑΝΩΤΑΤΟΥ ΟΡΙΟΥ 

 

         

 

 

 

 

 

ΒΗΜΑ 3 : ΓΕΜΙΣΜΑ ΠΙΝΑΚΑ ΜΕ ΤΙΣ ΤΙΜΕΣ ΤΗΣ ΨΕΥΔΟΚΑΘΕΤΗΣ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ ΤΩΝ 
ΣΗΜΕΙΩΝ ΤΗΣ ΠΡΩΤΗΣ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗΣ ΤΟΥ ΑΞΟΝΑ ΤΗΣ ΟΔΟΥ ΜΕΤΑ ΤΗΝ ΕΠΙΒΟΛΗ 

ΑΝΩΤΑΤΟΥ ΟΡΙΟΥ 
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ΒΗΜΑ 4 : ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΔΙΑΚΕΚΡΙΜΕΝΩΝ ΤΙΜΩΝ ΤΟΥ ΠΙΝΑΚΑ           
(ΒΗΜΑ 2) ΣΕ ΣΥΝΕΧΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΜΕ ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΜΙΑΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ 

         ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΗΣ 

 

           

 

 

 

 

 

ΒΗΜΑ 5 : ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΔΙΑΚΕΚΡΙΜΕΝΩΝ ΤΙΜΩΝ ΤΟΥ ΠΙΝΑΚΑ           
(ΒΗΜΑ 3) ΣΕ ΣΥΝΕΧΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΜΕ ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΜΙΑΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ 

         ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΗΣ 

 

           

 

 

 

 

 

ΒΗΜΑ 6 : ΓΕΜΙΣΜΑ ΠΙΝΑΚΑ ΜΕ ΤΙΣ ΤΙΜΕΣ ΤΗΣ ΤΡΟΠΟΠΟΙΗΜΕΝΗΣ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ ΤΟΥ 
ΑΞΟΝΑ ΤΗΣ ΟΔΟΥ ΜΕΣΩ ΤΩΝ ΜΕΤΡΩΝ ΤΩΝ ΣΥΝΕΧΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΤΗΣ 

ΨΕΥΔΟΓΕΩΔΑΙΣΙΑΚΗΣ ΚΑΙ ΨΕΥΔΟΚΑΘΕΤΗΣ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ 
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ΒΗΜΑ 7 : ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΔΙΑΚΕΚΡΙΜΕΝΩΝ ΤΙΜΩΝ ΤΟΥ ΠΙΝΑΚΑ 
                    (ΒΗΜΑ 6) ΣΕ ΣΥΝΕΧΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΜΕ ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΜΙΑΣ 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ          ΤΡΙΤΗΣ ΤΑΞΗΣ 

 

               

 

 

 

 

 

ΒΗΜΑ 8 : ΓΕΜΙΣΜΑ ΠΙΝΑΚΑ ΜΕ ΤΙΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ ΤΟΥ ΝΕΟΥ ΑΞΟΝΑ ΤΗΣ ΟΔΟΥ 
(ΔΕΥΤΕΡΗ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΤΟΥ ΑΞΟΝΑ ΤΗΣ ΟΔΟΥ) ΜΕ ΤΡΟΠΟΠΟΙΗΜΕΝΗ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑ 

ΕΦΑΡΜΟΖΟΝΤΑΣ ΤΟ ΘΕΜΕΛΙΩΔΕΣ ΘΕΩΡΗΜΑ ΥΠΑΡΞΗΣ ΚΑΜΠΥΛΩΝ (ΑΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΤΙΑ 
ΣΤΟΝ ΧΩΡΟ) 

 

                 

 

 

 

 

 

ΒΗΜΑ 9 : ΜΕΤΑΒΟΛΗ ΤΟΥ ΠΙΝΑΚΑ                   (ΒΗΜΑ 8) ΩΣΤΕ ΝΑ ΜΠΟΡΕΙ ΝΑ 
ΤΟΝ ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΤΕΙ ΤΟ             
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ΒΗΜΑ 10 : ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΔΕΥΤΕΡΗΣ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗΣ ΤΟΥ ΑΞΟΝΑ ΤΗΣ ΟΔΟΥ ΜΕ 
ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΜΙΑΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ          ΤΡΙΤΗΣ ΤΑΞΗΣ ΣΤΟΝ ΠΙΝΑΚΑ 

                     (ΒΗΜΑ 9) 

 

               

 

 

 

 

 

ΒΗΜΑ 11 : ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΜΟΣ ΤΟΥ ΤΡΟΠΟΠΟΙΗΜΕΝΟΥ ΜΟΝΑΔΙΑΟΥ ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΟΥ 
ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΟΣ  ΤΗΣ ΚΑΜΠΥΛΗΣ ΜΕΤΑ ΤΗΝ ΕΠΙΒΟΛΗ ΑΝΩΤΑΤΟΥ ΟΡΙΟΥ ΣΤΗΝ ΚΑΤΑ 

ΜΗΚΟΣ ΚΛΙΣΗ ΤΗΣ ΟΔΟΥ ΜΕ ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΜΙΑΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ          
ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΗΣ 

 

            

 

 

 

 

 

ΒΗΜΑ 12 : ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΤΕΛΙΚΗΣ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ ΤΟΥ ΑΞΟΝΑ ΤΗΣ ΟΔΟΥ ΜΕΣΩ 
ΤΟΥ ΜΟΝΑΔΙΑΟΥ ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΟΥ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΟΣ ΤΗΣ ΚΑΜΠΥΛΗΣ             (ΒΗΜΑ 

11) ΜΕ ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΜΙΑΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ          ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΗΣ 
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ΒΗΜΑ 13 : ΓΕΜΙΣΜΑ ΠΙΝΑΚΑ ΜΕ ΤΙΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ ΤΟΥ ΝΕΟΥ ΑΞΟΝΑ ΤΗΣ ΟΔΟΥ 
(ΤΡΙΤΗ ΚΑΙ ΤΕΛΙΚΗ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΤΟΥ ΑΞΟΝΑ ΤΗΣ ΟΔΟΥ) ΜΕ ΤΡΟΠΟΠΟΙΗΜΕΝΗ 

ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑ ΕΦΑΡΜΟΖΟΝΤΑΣ ΤΟ ΘΕΜΕΛΙΩΔΕΣ ΘΕΩΡΗΜΑ ΥΠΑΡΞΗΣ ΚΑΜΠΥΛΩΝ 
(ΑΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΤΙΑ ΣΤΟΝ ΧΩΡΟ) 

 

                 

 

 

 

 

 

ΒΗΜΑ 14 : ΜΕΤΑΒΟΛΗ ΤΟΥ ΠΙΝΑΚΑ                   (ΒΗΜΑ 13) ΩΣΤΕ ΝΑ ΜΠΟΡΕΙ 
ΝΑ ΤΟΝ ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΤΕΙ ΤΟ             

 

                     

 

 

 

 

 

ΒΗΜΑ 15 : ΓΕΜΙΣΜΑ ΠΙΝΑΚΑ ΜΕ ΤΙΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ ΤΗΣ ΠΡΩΤΗΣ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗΣ ΤΟΥ 
ΑΞΟΝΑ ΤΗΣ ΟΔΟΥ            (ΒΗΜΑ 1) 
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ΒΗΜΑ 16 : ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΟΥ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΥ ΤΟΥ ΠΡΟΚΡΟΥΣΤΗ ΜΕΤΑΞΥ ΤΩΝ 
ΠΙΝΑΚΩΝ                  (ΒΗΜΑ 14) και                           (ΒΗΜΑ 15) 

 

                   

 

 

 

 

 

ΒΗΜΑ 17 : ΓΕΜΙΣΜΑ ΠΙΝΑΚΑ ΜΕ ΤΙΣ ΔΙΟΡΘΩΜΕΝΕΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ ΤΟΥ ΤΕΛΙΚΟΥ 
ΑΞΟΝΑ ΤΗΣ ΟΔΟΥ (ΤΡΙΤΗ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ) ΜΕ ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΟΥ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΥ 

ΣΤΕΡΕΟΥ ΣΩΜΑΤΟΣ (ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟΝ ΧΩΡΟ) 

 

                   

 

 

 

 

 

ΒΗΜΑ 18 : ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΜΟΣ ΤΟΥ ΤΕΛΙΚΟΥ ΑΞΟΝΑ ΤΗΣ ΟΔΟΥ ΜΕ ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΜΙΑΣ 
ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ          ΔΕΥΤΕΡΗΣ ΤΑΞΗΣ ΣΤΟΝ ΠΙΝΑΚΑ 

                   (ΒΗΜΑ 17) 
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ΒΗΜΑ 19 : ΓΕΜΙΣΜΑ ΠΙΝΑΚΑ ΜΕ ΤΙΣ ΤΙΜΕΣ ΤΗΣ ΕΠΙΚΛΙΣΗΣ ΤΩΝ ΣΗΜΕΙΩΝ ΤΟΥ ΤΕΛΙΚΟΥ 
ΑΞΟΝΑ ΤΗΣ ΟΔΟΥ ΜΕΤΑ ΤΗΝ ΕΠΙΒΟΛΗ ΑΝΩΤΑΤΟΥ ΟΡΙΟΥ 

 

         

 

 

 

 

ΒΗΜΑ 20 : ΜΕΤΑΒΟΛΗ ΤΟΥ ΠΙΝΑΚΑ          (ΒΗΜΑ 19) ΩΣΤΕ ΝΑ ΜΠΟΡΕΙ ΝΑ ΤΟΝ 
ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΤΕΙ ΤΟ             

 

          

 

 

 

 

ΒΗΜΑ 21 : ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΕΠΙΚΛΙΣΗΣ ΤΗΣ ΟΔΟΥ ΜΕ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟ ΤΩΝ 
ΔΙΑΚΕΚΡΙΜΕΝΩΝ ΤΙΜΩΝ ΤΟΥ ΠΙΝΑΚΑ            (ΒΗΜΑ 20) ΣΕ ΣΥΝΕΧΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΜΕ 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΜΙΑΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ          ΔΕΥΤΕΡΗΣ ΤΑΞΗΣ 

 

                  

 

 

 

 

ΒΗΜΑ 22 : ΓΕΜΙΣΜΑ ΠΙΝΑΚΑ ΜΕ ΤΙΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ ΤΗΣ ΔΕΞΙΑΣ ΟΡΙΟΓΡΑΜΜΗΣ 
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ΒΗΜΑ 23 : ΓΕΜΙΣΜΑ ΠΙΝΑΚΑ ΜΕ ΤΙΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ ΤΗΣ ΑΡΙΣΤΕΡΗΣ ΟΡΙΟΓΡΑΜΜΗΣ 
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10.3.4. Έξοδος δεδομένων 

 

 

ΕΞΟΔΟΣ 1 : ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ ΤΟΥ ΑΞΟΝΑ ΤΗΣ ΟΔΟΥ ΜΕ 
ΣΥΓΚΕΚΡΙΜΕΝΟ ΒΗΜΑ 

 

                       

 

 

 

 

 

ΕΞΟΔΟΣ 2 : ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ ΤΗΣ ΔΕΞΙΑΣ ΟΡΙΟΓΡΑΜΜΗΣ ΤΗΣ ΟΔΟΥ 
ΜΕ ΣΥΓΚΕΚΡΙΜΕΝΟ ΒΗΜΑ 

 

                            

 

 

 

 

ΕΞΟΔΟΣ 3 : ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ ΤΗΣ ΑΡΙΣΤΕΡΗΣ ΟΡΙΟΓΡΑΜΜΗΣ ΤΗΣ 
ΟΔΟΥ ΜΕ ΣΥΓΚΕΚΡΙΜΕΝΟ ΒΗΜΑ 

 

                           

 

 

 

 

 

Πρέπει να τονιστεί ότι οι συντεταγμένες που υπολογίζονται αρχικά μέσω του 
μετασχηματισμού στερεού, δεν αντιστοιχούν σε σημεία που απέχουν σταθερή απόσταση 
μεταξύ τους. Τα προς χάραξη σημεία, λόγω των ιδιοτήτων των καμπυλών         , 
πυκνώνουν όταν η καμπύλη τείνει να αυξήσει την καμπυλότητά της, ενώ αραιώνουν όταν η 
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καμπύλη τείνει να γίνει ευθεία. Για αυτόν τον λόγο κατασκευάζεται πρόγραμμα χάραξης 
των σημείων με συγκεκριμένο βήμα. 

Επίσης, πέρα από τον άξονα της οδού και τη δεξιά και αριστερή οριογραμμή, μπορούν να 
προσδιοριστούν οι συντεταγμένες οποιοασδήποτε άλλης   παραμετρικής καμπύλης 
απλώς αλλάζοντας τη τιμή του   που αντιστοιχεί στην απόσταση της   παραμετρικής 
καμπύλης από τη βασική καμπύλη (άξονας της οδού). Υπενθυμίζεταο ότι οι    
παραμετρικές καμπύλες είναι παράλληλες μεταξύ τους. 

 

10.4. Γενικευμένος αλγόριθμος 1 

 

 

 

 

ΔΕΔΟΜΕΝΑ ΕΙΣΟΔΟΥ : 

 

1. ΚΟΡΥΦΕΣ (ΤΡΙΣΔΙΑΣΤΑΤΗΣ) ΠΟΛΥΓΩΝΙΚΗΣ (              ) 
2. ΟΡΙΟ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ ΠΟΥ ΕΞΑΡΤΑΤΑΙ ΑΠΟ ΤΗΝ ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ ΤΗΣ ΟΔΟΥ 
3. ΟΡΙΟ ΨΕΥΔΟΓΕΩΔΑΙΣΙΑΚΗΣ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ 
4. ΟΡΙΟ ΘΕΤΙΚΗΣ ΨΕΥΔΟΚΑΘΕΤΗΣ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ (ΚΥΡΤΕΣ ΚΑΜΠΥΛΕΣ) 
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5. ΟΡΙΟ ΑΡΝΗΤΙΚΗΣ ΨΕΥΔΟΚΑΘΕΤΗΣ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ (ΚΟΙΛΕΣ ΚΑΜΠΥΛΕΣ) 
6. ΟΡΙΟ ΚΑΤΑ ΜΗΚΟΥΣ ΚΛΙΣΗΣ ΟΔΟΥ 
7. ΒΗΜΑ ΔΙΑΚΡΙΤΟΠΟΙΗΣΗΣ ΤΩΝ ΣΗΜΕΙΩΝ (ΑΚΡΙΒΕΙΑ ΜΕΘΟΔΟΥ) 
8. ΑΡΙΘΜΟΣ ΣΗΜΕΙΩΝ ΠΟΥ ΕΠΙΘΥΜΕΙΤΑΙ ΝΑ ΧΑΡΑΧΘΟΥΝ 

 
 

ΔΕΔΟΜΕΝΑ ΕΞΟΔΟΥ : 

 

1. ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ ΤΩΝ ΣΗΜΕΙΩΝ ΤΟΥ ΑΞΟΝΑ ΤΗΣ ΟΔΟΥ ΜΗ ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΑ 
ΚΑΤΑΝΕΜΗΜΕΝΑ 
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10.5. Γενικευμένος αλγόριθμος 2 

 

 

 

 

ΔΕΔΟΜΕΝΑ ΕΙΣΟΔΟΥ : 

 

1. ΚΟΡΥΦΕΣ (ΤΡΙΣΔΙΑΣΤΑΤΗΣ) ΠΟΛΥΓΩΝΙΚΗΣ (              ) 
2. ΟΡΙΟ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ ΠΟΥ ΕΞΑΡΤΑΤΑΙ ΑΠΟ ΤΗΝ ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ ΤΗΣ ΟΔΟΥ 
3. ΟΡΙΟ ΨΕΥΔΟΓΕΩΔΑΙΣΙΑΚΗΣ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ 
4. ΟΡΙΟ ΘΕΤΙΚΗΣ ΨΕΥΔΟΚΑΘΕΤΗΣ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ (ΚΥΡΤΕΣ ΚΑΜΠΥΛΕΣ) 



Κεφάλαιο 10 – Μελέτη Περίπτωσης 

- 178 - 

 

5. ΟΡΙΟ ΑΡΝΗΤΙΚΗΣ ΨΕΥΔΟΚΑΘΕΤΗΣ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ (ΚΟΙΛΕΣ ΚΑΜΠΥΛΕΣ) 
6. ΟΡΙΟ ΚΑΤΑ ΜΗΚΟΥΣ ΚΛΙΣΗΣ ΟΔΟΥ 
7. ΟΡΙΟ ΕΠΙΚΛΙΣΗΣ ΤΗΣ ΟΔΟΥ 
8. ΗΜΙΠΛΑΤΟΣ ΤΗΣ ΟΔΟΥ 
9. ΒΗΜΑ ΔΙΑΚΡΙΤΟΠΟΙΗΣΗΣ ΤΩΝ ΣΗΜΕΙΩΝ (ΑΚΡΙΒΕΙΑ ΜΕΘΟΔΟΥ) 
10. ΑΡΙΘΜΟΣ ΣΗΜΕΙΩΝ ΠΟΥ ΕΠΙΘΥΜΕΙΤΑΙ ΝΑ ΧΑΡΑΧΘΟΥΝ 

 

 

ΔΕΔΟΜΕΝΑ ΕΞΟΔΟΥ : 

 

1. ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ ΤΟΥ ΑΞΟΝΑ ΤΗΣ ΟΔΟΥ 
2. ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ ΤΗΣ ΔΕΞΙΑΣ ΟΡΙΟΓΡΑΜΜΗΣ ΤΗΣ ΟΔΟΥ 
3. ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ ΤΗΣ ΑΡΙΣΤΕΡΗΣ ΟΡΙΟΓΡΑΜΜΗΣ ΤΗΣ ΟΔΟΥ 
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10.6. Υπολογισμός των συντεταγμένων της οδού με συγκεκριμένο βήμα που 
δίνεται από τον χρήστη 

 

 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.1 : Αριθμητικός υπολογισμός του μήκους καμπύλης 

Αφού προσδιοριστεί μαθηματικά, ο τρισδιάστατος άξονας της οδού (καμπύλη         ), 
στη συνέχεια επιθυμείται και η χάραξή στο ύπαιθρο. Η χάραξη του άξονα, γίνεται μέσω του 
υπολογισμού των συντεταγμένων ανά σταθερό βήμα ως προς την απόσταση μεταξύ των 
διαδοχικών σημείων. Έτσι λοιπόν, για τον υπολογισμό αυτών των συντεταγμένων 
καταστρώνεται ένα πρόγραμμα : 

ΔΕΔΟΜΕΝΑ ΕΙΣΟΔΟΥ : 

 

1. ΑΞΟΝΑΣ ΤΗΣ ΟΔΟΥ (ΣΥΝΕΧΗΣ ΚΑΜΠΥΛΗ         ) 
 

2. BHMA - ΑΠΟΣΤΑΣΗ ΜΕΤΑΞΥ ΤΩΝ ΔΙΑΔΟΧΙΚΩΝ ΣΗΜΕΙΩΝ 
 

3. ΒΗΜΑ ΔΙΑΚΡΙΤΟΠΟΙΗΣΗΣ ΤΩΝ ΣΗΜΕΙΩΝ (ΑΚΡΙΒΕΙΑ ΜΕΘΟΔΟΥ) 
 

4. ΑΝΟΧΗ ΠΟΥ ΜΠΟΡΕΙ ΝΑ ΕΧΕΙ Η ΑΠΟΣΤΑΣΗ ΜΕΤΑΞΥ ΤΩΝ ΔΙΑΔΟΧΙΚΩΝ ΠΡΟΣ 
ΧΑΡΑΞΗ ΣΗΜΕΙΩΝ 
 

ΔΕΔΟΜΕΝΑ ΕΞΟΔΟΥ : 

 

1. ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ ΤΟΥ ΑΞΟΝΑ ΤΗΣ ΟΔΟΥ ΜΕ ΣΤΑΘΕΡΟ ΒΗΜΑ (ΩΣ ΠΡΟΣ ΤΗΝ 
ΑΠΟΣΤΑΣΗ) 

 

Προφανώς, αυτό το πρόγραμμα μπορεί να εφαρμοστεί για τον υπολογισμό των 
συντεταγμένων με σταθερό βήμα και για τη δεξιά και αριστερή οριογραμμή. 

Ο πίνακας των συντεταγμένων του άξονα της οδού που υπολογίζεται μέσω της 
μεθοδολογίας που προτείνεται στην εργασία, παρατίθεται στο            . Τα σημεία 
απέχουν μεταξύ τους     , ενώ η ανοχή έχει οριστεί στο      . Δηλαδή, τα σημεία, 
δύναται να απέχουν μεταξύ τους από        έως       . Επίσης, στο            , 
παρατίυεται και η επαλήθευση του                   , δηλαδή το ότι τα σημεία όντως 
απέχουν μεταξύ τους απόσταση από        έως       . 
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ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.21 : Υπολογισμός των συντεταγμένων του άξονα της οδού με σταθερό 
βήμα 

Οι συντεταγμένες που υπολογίζονται, αντιστοιχούν στα εσωτερικά σημεία του άξονα. 
Δηλαδή, πέραν αυτών θα χαραχθούν φυσικά και τα σημεία που αντιστοιχούν στην αρχή και 
το τέλος του άξονα τα οποία είναι γνωστά και ουσιαστικά παράγουν το ζήτημα της χάραξης 
ώστε να ενωθούν. Η αρχή και το πέρας της οδού προς χάραξη, παραμένουν αμετάβλητα 
λόγω των ιδιοτήτων της καμπύλης          (παρεμβολή στα άκρα). 

 

10.7. Χάραξη της οδού 

 

Το γεγονός ότι έχει καθοριστεί η επιφάνεια της οδού, σημαίνει αυτόματα ότι μπορεί να 
υπολογιστούν οι συντεταγμένες σε οποιοδήποτε σημείο. Στο               αναφέρονται 
τρόποι χάραξης της οδού. 
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10.7.1. Χάραξη του άξονα της οδού 

 

Ο άξονας της οδού αντιστοιχεί ουσιαστικά, στην   παραμετρική καμπύλη για    . 
Επομένως, οι συντεταγμένες του άξονα της οδού υπολογίζονται εύκολα και μάλιστα με 
βήμα που ορίζεται από τον χρήστη. Αυτό το βήμα μπορεί να είναι οποιοδήποτε και 
εξαρτάται φυσικά από την ακρίβεια χάραξης που απαιτείται. Στο            , 
παρατίθεται ένας πίνακας τιμών των συντεταγμένων του άξονα της οδού όπως 
υπολογίστηκαν από το                        , ανά      περίπου. 

 

10.7.2. Χάραξη της δεξιάς οριογραμμής της οδού 

 

Η δεξιά οριογραμμή της οδού αντιστοιχεί ουσιαστικά, στην   παραμετρική καμπύλη για 
                   . Επομένως, οι συντεταγμένες της δεξιάς οριογραμμής της οδού 
υπολογίζονται και πάλι εύκολα με βήμα που ορίζεται από τον χρήστη. 

 

10.7.3. Χάραξη της αριστερής οριογραμμής της οδού 

 

Η αριστερή οριογραμμή της οδού αντιστοιχεί ουσιαστικά, στην   παραμετρική καμπύλη 
για                    . Επομένως, οι συντεταγμένες της δεξιάς οριογραμμής της 
οδού υπολογίζονται και πάλι εύκολα με βήμα που ορίζεται από τον χρήστη. 

Υπενθυμίζεται ότι ο άξονας της οδού με την δεξιά και αριστερή οριογραμμή, όπως έχει 
αποδειχθεί, είναι παράλληλες καμπύλες.  

Εννοείται ότι η χάραξη μπορεί να γίνει και για οποιαδήποτε άλλη   παραμετρική και 
  παραμετρική καμπύλη επιθυμείται. 

 

10.8. Χρωματισμός του άξονα της οδού 

 

Σε αυτό το σημείο, επιχειρείται να κατανοηθεί η επίδραση διαφόρων γεωμετρικών 
μεγεθών, μέσω της οπτικής τους αναπαράστασης, ώστε να μπορεί να πραγματοποιηθεί 
πολύ πιο εύκολα η σύγκρισή τους από σημείο σε σημείο. 

Ο χρωματισμός της επιφάνειας, επιτυγχάνεται με τη βοήθεια της ενσωματωμένης εντολής 
    στο            . H εντολή     λαμβάνει τιμές από μηδέν έως ένα. Αυτή η 
επιβεβλημένη κανονικοποίηση γίνεται αυτόματα στο             μέσω της εντολής 
                           . 

 

10.8.1. Παραδείγματα 

 

Στη συνέχεια, παρατίθενται ορισμένα παραδείγματα με σκοπό την ανάδειξη της 
χρησιμότητας του χρωματισμού μίας επιφάνειας. Για παράδειγμα, η χρωματισμός μίας 
επίπεδης καμπύλης ως προς το υψόμετρό της (δηλαδή ως προς τη τεταγμένη  ), φαίνεται 
στην εικόνα         : 
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ΕΙΚΟΝΑ 10.38 : Χρωματισμός επίπεδης καμπύλης ως προς το υψόμετρό της 

Αντίστοιχα, η χρωματισμός ενός επιπέδου ως προς το υψόμετρό της (δηλαδή ως προς την 
κατηγμένη  ), φαίνεται στην εικόνα        , ενώ μίας ομαλής επιφάνειας φαίνεται στην 
εικόνα         : 

 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.39 : Χρωματισμός επιπέδου ως προς το υψόμετρο των σημείων του 

Αν δε χρησιμοποιηθεί η εντολή                            , τότε η Εικόνα         θα 
φαινόταν ως εξής : 
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ΕΙΚΟΝΑ 10.40 : Χρωματισμός επιφάνειας ως προς το υψόμετρο των σημείων της 

 

10.8.2. Χρωματισμός του άξονα της οδού ως προς το υψόμετρο 
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ΕΙΚΟΝΑ 10.41 : Χρωματισμός του άξονα της οδού ως προς το υψόμετρο 

 

10.8.3. Χρωματισμός του άξονα της οδού ως προς την καμπυλότητα 

 

 

 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.42 : Χρωματισμός του άξονα της οδού ως προς την καμπυλότητα 
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ΕΙΚΟΝΑ 10.43 : Χρωματισμός τμήματος, του άξονα της οδού ως προς την καμπυλότητα 

 

10.8.4. Χρωματισμός του άξονα της οδού ως προς τη στρέψη 

 

 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.22 : Υπολογισμός της στρέψης μίας καμπύλης 
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ΕΙΚΟΝΑ 10.44 : Χρωματισμός του άξονα της οδού ως προς τη στρέψη 

 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.45 : Χρωματισμός τμήματος, του άξονα της οδού ως προς τη στρέψη 
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10.8.5. Χρωματισμός του άξονα της οδού ως προς την κεντρομόλο επιτάχυνση 

Το διάνυσμα της κεντρομόλου επιτάχυνσης, δίνεται από από τη σχέση        : 

                 
                

         
                 

Το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης, υπολογίζεται από το            , με τη βοήθεια 
του Προγράμματος         : 

 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.23 : Υπολογισμός κεντρομόλου επιτάχυνσης 

 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.46 : Χρωματισμός τμήματος, του άξονα της οδού ως προς την κεντρομόλο 
επιτάχυνση 
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10.8.6. Χρωματισμός του άξονα της οδού ως προς το μέτρο της γωνιακής 

ταχύτητας (διάνυσμα του             
   
   ) 

Ως γνωστόν, το διάνυσμα της γωνιακής ταχύτητας       λέγεται                     , 
ενώ εκφράζεται ως εξής : 

                                        

Επίσης, το διάνυσμα της γωνιακής ταχύτητας εκφράζεται μέσω της σχέσης       , μόνο 
όταν έχουμε καμπύλη μοναδιαίας ταχύτητας. Σε αντίθετη περίπτωση, που η παράμετρος 
δεν αντιστοιχεί στη φυσική, η σχέση       , γίνεται : 

                                                                              

ή 

                                                         

Αρχικά, καταστρώνεται πρόγραμμα υπολογισμού του δεύτερου μοναδιαίου κάθετου 

διανύσματος    , σύμφωνα με τη σχέση      , στο             : 

         
                

                  
       

Η σχέση,      , υλοποιείται στο            , ως εξής : 

 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.24 : Δεύτερο μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα     

Αντίστοχα, η σχέση,       , υλοποιείται στο            , ως εξής : 

 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.25 : Διάνυσμα του         

Ενώ το μέτρο του διανύσματος        , υλοποιείται στο            , σύμφωνα με το 
Πρόγραμμα        . 
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ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.26 : Μέτρο του διανύσματος         

 

 

 

ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.19 : Μέτρο του διανύσματος Darboux (γωνιακή ταύτητα) κατά μήκος του 
άξονα της οδού 
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ΕΙΚΟΝΑ 10.47 : Χρωματισμός τμήματος, του άξονα της οδού ως προς τη γωνιακή ταχύτητα 
(διάνυσμα του        ) 

 

10.9. Χρωματισμός της επιφάνειας της οδού 

 

Και εδώ, όπως και στην περίπτωση του άξονα της οδού αντίστοιχα, χρωματίζεται η 
επιφάνεια της οδού ώστε να γίνει πιο εύκολα αντιληπτή η διακύμανση διαφόρων 
γεωμετρικών μεγεθών, από σημείο σε σημείο της επιφάνειας. 

 

10.9.1. Αντιμετώπιση της επιφάνειας της οδού ως μία σύνθετη επιφάνεια 
παρεμβολής          

 

Καταρχήν, για να καταστεί εφικτή η αντιμετώπιση της επιφάνειας της οδού ως μία ενιαία 
μαθηματική επιφάνεια, πρέπει να εφαρμοστεί μία σύνθετη επιφάνεια παρεμβολής 
        . Με αυτό τον τρόπο, οι συντεταγμένες κάθε σημείου της επιφάνειας μπορούν 
να υπολογιστούν συναρτήσει των καμπυλόγραμμων συντεταγμένων   και  .  

Οι συντεταγμένες της επιφάνειας της οδού λαμβάνονται κατά μήκος των   παραμετρικών 
καμπυλών. Δηλαδή, υπολογίζονται αρχικά, οι συντεταγμένες που αντιστοιχούν στην 
αριστερή οριογραμμή, ενώ στη συνέχεια υπολογίζονται οι συντεταγμένες που αντιστοιχούν 
στην   παραμετρική καμπύλη (υπενθυμίζεται ότι οι   παραμετρικές καμπύλες είναι 
παράλληλες μεταξύ τους) που είναι μετατοπισμένη δεξιά ως προς την αριστερή 
οριογραμμή κατά έναν σταθερό αριθμό. Αυτή η διαδικασία επαναλαμβάνεται μέχρις ότου 
η   παραμετρική καμπύλη να αντιστοιχιστεί στην δεξιά οριογραμμή. Η διακριτοποίηση 
των σημείων, καλό είναι να ληφθεί με τέτοιο τρόπο ώστε οι   παραμετρικές καμπύλες να 
περάσουν διαδοχικά, και από την αριστερή οριογραμμή και από τον άξονα της οδού , αλλά 
και από τη δεξιά οριογραμμή. Το Πρόγραμμα       υπολογίζει τις συντεταγμένες της 
επιφάνειας της οδού που στη συνέχεια θα αποτελέσουν τα                της σύνθετης 
επιφάνειας         . 

Επίσης, λόγω της συνοριακής ιδιότητας της σύνθετης επιφάνειας         , αυτή θα 
περνάει ακριβώς από τη δεξιά και αριστερή οριογραμμή της επιφάνειας της οδού. 
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ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.27 : Υπολογισμός των                της σύνθετης επιφάνειας B-Spline 

 

Ο λόγος που έχει επιλεχθεί η τιμή 40 για ημιπλάτος της οδού είναι μόνο και μόνο για 
εποπτικούς λόγους. 

Τελικά, η επιφάνεια της οδού, προσομοιώνεται ως μία σύνθετη επιφάνεια          ως 
εξής : 

 

 

Επαλήθευση του Προγράμματος         

 

Αρχικά, απεικονίζεται η επιφάνεια της οδού ως μία ευθειογενής επιφάνεια : 
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ΕΙΚΟΝΑ 10.48 : Γραφική απεικόνιση τμήματος της επιφάνειας της οδού ως ευθειογενή 
επιφάνεια 

Στη συνέχεα, απεικονίζεται η επιφάνεια της οδού ως μία σύνθετη επιφάνεια          : 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.49 : Γραφική απεικόνιση τμήματος της οδού ως σύνθετη επιφάνεια B-Spline 

Τελικά, συγκρίνονται οι δύο παραπάνω απεικονίσεις ενός τμήματος της επιφάνειας της 
οδού : 
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ΕΙΚΟΝΑ 10.50 : Σύγκριση της επιφάνειας της οδού όταν αντιμετωπίζεται ως ευθειογενής 
επιφάνεια σε σχέση με την αντιμετώπισή της ως μία σύνθετη επιφάνεια B-Spline 

Από την Εικόνα        , επαληθεύεται το Πρόγραμμα        , αλλά και το θεωρητικό 
υπόβαθρο των σύνθετων επιφανειών         . 

 

10.9.2. Χρωματισμός της επιφάνειας της οδού ως προς το υψόμετρο των 
σημείων της 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.51 : Χρωματισμός τμήματος της επιφάνειας της οδού ως προς το υψόμετρο των 
σημείων της 
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ΕΙΚΟΝΑ 10.52 : Χρωματισμός τμήματος της επιφάνειας της οδού ως προς το υψόμετρο των 
σημείων της 

 

10.9.3. Χρωματισμός της επιφάνειας της οδού ως προς την καμπυλότητα του 
        

 

Αρχικά, κατασκευάζεται το πρόγραμμα υπολογισμού της καμπυλότητας του         : 

Τα Προγράμματα        ,         και        , βασίζονται στις σχέσεις       ,       , 
       και στην ιδιότητα που έχει το μικτό γινόμενο, να μπορεί να γράφεται ως μία 
ορίζουσα ενός πίνακα     : 
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ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.28 : Υπολογισμός του πρώτου θεμελιώδους μεγέθους της δεύτερης 
θεμελιώδους τετραγωνικής μορφής,   

 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.29 : Υπολογισμός του δεύτερου θεμελιώδους μεγέθους της δεύτερης 
θεμελιώδους τετραγωνικής μορφής,   
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ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.30 : Υπολογισμός του τρίτου θεμελιώδους μεγέθους της δεύτερης 
θεμελιώδους τετραγωνικής μορφής,   

Στη συνέχεια, ακολουθεί το Πρόγραμμα         που υπολογίζει την καμπυλότητα του 
       . Το Πρόγραμμα        , βασίζεται στη σχέση        . Αν και η σχέση        , 
δεν αποτελεί τον ορισμό της καμπυλότητας του      , παρόλα αυτά, έχει πολύ σημαντική 
υπολογιστική ισχύ : 

   
       

       
 

 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.31 : Υπολογισμός της καμπυλότητας του Gauss 

Στη συνέχεια, ακολουθεί ο χρωματισμός της επιφάνειας της οδού, συναρτήσει της 
καμπυλότητας του        , αλλά και η διαγραμματική της αναπαράσταση. Η καμπυλότητα 
του      , είναι, ενδεχομένως, το πιο σημαντικό γεωμετρικό μέγεθος με το οποίο μπορεί 
να περιγραφεί μία ομαλή επιφάνεια. Άλλωστε, αποτελεί στοιχείο της εσωτερικής 
γεωμετρίας της επιφάνειας. Συνεπώς, η καμπυλότητα του      , είναι πιθανό να 
συνδέεται άμεσα και με την οδική ασφάλεια της οδού. 
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ΕΙΚΟΝΑ 10.53 : Χρωματισμός τμήματος της επιφάνειας της οδού ως προς την καμπυλότητα 
του         

 

 

ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.20 : Καμπυλότητα του Gauss K σε τμήμα της επιφάνειας της οδού 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.21 : Καμπυλότητα του Gauss K της επιφάνειας της οδού 

 

Σύμφωνα με το Διάγραμμα        , επαληθεύεται και το θεώρημα της μη θετικότητας της 
καμπυλότητας του                 σε ευθειογενείς επιφάνειες. 

 

10.9.4. Χρωματισμός της επιφάνειας της οδού ως προς τη μέση καμπυλότητα   

 

Αρχικά, κατασκευάζεται το πρόγραμμα υπολογισμού της μέσης καμπυλότητας    μέσω του 
Προγράμματος         : 

Το Πρόγραμμα        , βασίζεται στη σχέση         : 

 

   
             

           
 

 

 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.32 : Υπολογισμός της μέσης καμπυλότητας επιφανειών 

 

Στη συνέχεια, ακολουθεί ο χρωματισμός της επιφάνειας της οδού, συναρτήσει της μέσης 
καμπυλότητας  , αλλά και η διαγραμματική της αναπαράσταση. 
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ΕΙΚΟΝΑ 10.54 : Χρωματισμός τμήματος της επιφάνειας της οδού ως προς τη μέση 
καμπυλότητα   

 

 

ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.22 : Μέση καμπυλότητα μ σε τμήμα της επιφάνειας της οδού 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.23 : Μέση καμπυλότητα μ της επιφάνειας της οδού 

 

10.9.5. Χρωματισμός της επιφάνειας της οδού ως προς την επίκλιση της οδού 

 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.55 : Χρωματισμός τμήματος της επιφάνειας της οδού ως προς την επίκλιση της 
οδού 
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10.9.6. Χρωματισμός της επιφάνειας της οδού ως προς την κατά μήκος κλίση της 
οδού 

 

 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.56 : Χρωματισμός της επιφάνειας της οδού ως προς την κατά μήκος κλίση της 
οδού 

 

10.9.7. Χρωματισμός της επιφάνειας της οδού ως προς την καμπυλόγραμμη 
συντεταγμένη   
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ΕΙΚΟΝΑ 10.57 : Χρωματισμός της επιφάνειας της οδού ως προς την καμπυλόγραμμη 
συντεταγμένη   

  



Κεφάλαιο 10 – Μελέτη Περίπτωσης 

- 203 - 

 

10.9.8. Χρωματισμός της επιφάνειας ως προς το πλάτος της οδού 

 

Λόγω του τρόπου ορισμού της ευθειογενούς επιφάνειας, ο χρωματισμός της επιφάνειας 
της οδού ως προς το πλάτος της, αντιστοιχεί ουσιαστικά, στον χρωματισμό της επιφάνειας 
της οδού ως προς την καμπυλόγραμμα συντεταγμένη  .  

 

 

 

 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.58 : Χρωματισμός της επιφάνειας της οδού ως προς το πλάτος της οδού 
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10.9.9. Χρωματισμός της επιφάνειας της οδού ως προς την κεντρομόλο 
επιτάχυνση 

Το διάνυσμα της κεντρομόλου επιτάχυνσης, δίνεται από από τη σχέση        : 

                 
                

         
                 

Το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης σε ευθειογενή επιφάνεια, υπολογίζεται από το 
           , με τη βοήθεια του Προγράμματος         : 

 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.33 : Υπολογισμός κεντρομόλου επιτάχυνσης σε επιφάνεια 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 10.59 : Χρωματισμός της επιφάνειας της οδού ως προς το μέτρο της κεντρομόλου 
επιτάχυνσης 
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10.10. Επαλήθευση Ορισμένων Γεωμετρικών Μεγεθών Και Συνθηκών 

Σε αυτό το σημείο, επαληθεύονται ορισμένες θεμελιώδεις συνθήκες που πρέπει να 
ικανοποιούνται όσον αφορά τη γεωμετρία της επιφάνειας της οδού κυρίως. 

10.10.1. Καθετότητα των    και    παραμετρικών καμπυλών της 
επιφάνειας 

Ως γνωστόν, η γωνία που σχηματίζεται μεταξύ των    και    παραμετρικών καμπυλών, 
δίνεται από τη σχέση        : 

          
  

            
         

Υπολογισμός του πρώτου θεμελιώδους μεγέθους, της πρώτης θεμελιώδους τετραγωνικής 
μορφής   σε τυχαίο σημείο : 

 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.34 : Υπολογισμός του πρώτου θεμελιώδους μεγέθους, της πρώτης 
θεμελιώδους μορφής,   

 

 

 

 

ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.24 : Πρώτο θεμελιώδες μεγέθος, της πρώτης θεμελιώδους μορφής,  , του 
άξονα της οδού 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.25 : Πρώτο θεμελιώδες μεγέθος, της πρώτης θεμελιώδους μορφής,  , 
τμήματος της επιφάνειας της οδού 

Υπολογισμός του δεύτερου θεμελιώδους μεγέθους, της πρώτης θεμελιώδους 
τετραγωνικής μορφής   σε τυχαίο σημείο : 

 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.35 : Υπολογισμός του δεύτερου θεμελιώδους μεγέθους, της πρώτης 
θεμελιώδους μορφής,   

 

 

 

 

ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.26 : Δεύτερο θεμελιώδες μεγέθος, της πρώτης θεμελιώδους μορφής,  , του 
άξονα της οδού 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.27 : Δεύτερο θεμελιώδες μεγέθος, της πρώτης θεμελιώδους μορφής,  , 
τμήματος της επιφάνειας της οδού 

Υπολογισμός του τρίτου θεμελιώδους μεγέθους, της πρώτης θεμελιώδους τετραγωνικής 
μορφής   σε τυχαίο σημείο : 

 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.36 : Υπολογισμός του τρίτου θεμελιώδους μεγέθους, της πρώτης 
θεμελιώδους μορφής,   

 

 

 

 

ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.28 : Τρίτο θεμελιώδες μεγέθος, της πρώτης θεμελιώδους μορφής,  , του 
άξονα της οδού 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.29 : Τρίτο θεμελιώδες μεγέθος, της πρώτης θεμελιώδους μορφής,  , 
τμήματος της επιφάνειας της οδού 

Υπολογισμός της γωνίας   που σχηματίζεται μεταξύ των    και    παραμετρικών 
καμπυλών : 

 

 

Τελικά, η γωνία   που σχηματίζεται μεταξύ των    και    παραμετρικών καμπυλών, σε 
μοίρες, είναι : 

 

 

Θεωρητικά, πρέπει το   να ισούται ταυτοτικά με το μηδέν. Όμως, αυτό δε συμβαίνει λόγω 
της προσεγγιστικής θεώρησης που εμπεριέχεται στην προσομοίωση της επιφάνειας της 
οδού ως σύνθετη επιφάνεια         . Επίσης, το κατά πόσο το θεμελιώδες μέγεθος της 
πρώτης θεμελιώδους μορφής, τείνει να προσεγγίσει τη τιμή μηδέν, εξαρτάται άμεσα από 
την ακρίβεια της μεθόδου, δηλαδή τον βαθμό διακριτοποίησης της επιφάνειας. 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.30 : Γωνία (σε μοίρες) μεταξύ των u- και v-παραμετρικών καμπυλών κατά 
μήκος του άξονα της οδού 

Από το Διάγραμμα      , παρατηρείται ότι πράγματι, ο άξονας της οδού, τέμνεται κάθεται 
από τις γεννέτειρες της ευθειογενούς επιφάνειας με ανοχή     μοίρες περίπου. 

 

 

 

ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.31 : Γωνία (σε μοίρες) μεταξύ των u- και v-παραμετρικών καμπυλών σε όλη 
την επιφάνεια της οδού 
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10.10.2. Τρίτο θεμελιώδες μέγεθος της δεύτερης θεμελιώδους μορφής,   

 

Ως γνωστόν, το τρίτο θεμελιώδες μέγεθος της δεύτερης θεμελώδους τετραγωνικής μορφής, 
 , ισούται ταυτοτικά με το μηδέν. 

 

 

 

ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.32 : Τρίτο θεμελιώδες μέγεθος της δεύτερης θεμελώδους τετραγωνικής 
μορφής,  ,κατά μήκος του άξονα της οδού 

Θεωρητικά, πρέπει το   να ισούται ταυτοτικά με το μηδέν. Όμως, και εδώ, όπως και στην 
περίπτωση της γωνίας μεταξύ των    και    παραμετρικών καμπυλών αυτό δε συμβαίνει 
λόγω της προσεγγιστικής θεώρησης που εμπεριέχεται στην προσομοίωση της επιφάνειας 
της οδού ως σύνθετη επιφάνεια         . 

 

 

ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.33 : Τρίτο θεμελιώδες μέγεθος της δεύτερης θεμελώδους τετραγωνικής 
μορφής,  ,σε όλη την επιφάνεια της οδού 
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10.10.3. Υλοποίηση συστήματος αναφοράς γεωδαισιακών συντεταγμένων 

 

Όπως έχει αναφερθεί στην Παράγραφο      , ένα τμήμα του οποίου οι παραμετρικές 
καμπύλες είναι ορθογώνιες και η μία από τις δύο οικογένειες των παραμετρικών καμπυλών 
αποτελείται από γεωδαισιακές γραμμές, λέγεται σύστημα γεωδαισιακών συντεταγμένων. 
Ένα σύστημα γεωδαισιακών συντεταγμένων μπορεί να εισαχθεί σε μία επιφάνεια με 
άπειρους τρόπους.  

Στην προκειμένη επιφάνεια της οδού, οι   παραμετρικές καμπύλες είναι γεωδαισιακές 
(καθώς είναι οι γεννέτειρες της ευθειογενούς επιφάνειας) και κάθετες με την 
  παραμετρική καμπύλη (βασική καμπύλη της ευθειογενούς επιφάνειας που αντιστοιχεί 
στον άξονα της οδού). Επομένως, είναι εφικτή η υλοποίηση ενός συστήματος 
γεωδαισιακών καμπυλών στην επιφάνεια της οδού. 

  

10.10.4. Γεωδαισιακές καμπύλες  

 

Στην περίπτωση ευθειογενούς επιφάνειας, οι οι    παραμετρικές καμπύλες είναι 
(τρισδιάστατες) ευθείες γραμμές άρα και γεωδαισιακές. Όμως, για την επαλήθευση της 
ορθότητας της μεθοδολογίας, αυτό επιχειρείται να αποδειχθεί.  

Από την Παράγραφο 2.4.3., ισχύουν οι παρακάτω ισοδύναμες προτάσεις : 

 Η    παραμετρική καμπύλη είναι γεωδαισιακή 
 

    
    για κάθε        

 
                     , για κάθε        

Εδώ, για την επαλήθευση του ισχυρισμού, χρησιμοποιείται η συνθήκη : 

   
      

Ως γνωστόν κάθε           ορίζονται οι συναρτήσεις : 

                                                

και στη συνέχεια οι συναρτήσεις : 

    
         

                                  

       
        

    
         

                                  

       
        

Επομένως για : 

    

      

Η σχέση (2.88), γίνεται : 
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Η σχέση (10.1), μέσω της σχέσης (2.86), γίνεται : 

    
         

                                                      

       
        

Η σχέση       , υλοποιείται στο            , σύμφωνα με το Πρόγραμμα         : 

 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.37 : Υπολογισμός του συμβόλου                
  

 

 

 

ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.34 : Σύμβολο Christoffel    
 ,κατά μήκος του άξονα της οδού 
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Θεωρητικά, πρέπει το    
  να ισούται ταυτοτικά με το μηδέν. Όμως, και εδώ, αυτό δε 

συμβαίνει λόγω της προσεγγιστικής θεώρησης που εμπεριέχεται στην προσομοίωση της 
επιφάνειας της οδού ως σύνθετη επιφάνεια         . 

 

 

 

ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.35 : Σύμβολο Christoffel    
 ,σε όλη την επιφάνεια της οδού 

 

10.10.5. Παραλληλία των    παραμετρικών καμπυλών 

 

Δύο διανύσματα είναι παράλληλα, αν το μέτρο του εξωτερικού τους γινομένου ισούται με 
το μηδέν. 

Επομένως, αρκεί να δειχθεί ότι το μέτρο του εξωτερικού γινομένου μεταξύ των μοναδιαίων 
εφαπτόμενων διανυσμάτων, στα αντίστοιχα σημεία, κατά μήκος των    παραμετρικών 
καμπυλών, ισούται με το μηδέν. 

Αν δειχθεί ότι ο άξονας της οδού είναι παράλληλος προς τη δεξιά και αριστερή οριογραμμή, 
τότε, επειδή η επιφάνεια της οδού είναι ευθειογενής με γεννέτειρες κάθετες στην βασική 
καμπύλη, και όλες οι άλλες   παραμετρικές καμπύλες, θα είναι παράλληλες μεταξύ τους. 
Λόγω της προσεγγιστικής θεώρησης που εμπεριέχεται στην προσομοίωση της επιφάνειας 
της οδού ως σύνθετη επιφάνεια         , η γωνία μεταξύ των αντίστοιχων 
εφαπτόμενων διανυσμάτων δε θα ισούται ακριβώς με το μηδέν. Όμως, οι μεγαλύτερες 
διαφορές (γωνία διάφορη του μηδενός), εμφανίζονται στις ακραίες θέσεις, δηλαδή στη 
δεξιά και αριστερή οριογραμμή. Έτσι, είναι δυνατός ο υπολογισμός της μέγιστης απόκλισης 
και να αποφασιστεί αν βρίσκεται εντός της ανοχής που τίθεται. Τελικά, με τον έλεγχο της 
παραλληλίας των u- παραμετρικών καμπυλών, ελέγχεται εκ νέου η ορθότητα της μεθόδου 
που προτείνεται. 

Στη συνέχεια, παρουσιάζεται το πρόγραμμα ελέγχου της παραλληλίας των 
  παραμετρικών καμπυλών : 
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ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 10.38 : Έλεγχος παραλληλίας των u- παραμετρικών καμπυλών της επιφάνειας 
της οδού 

 

 

ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.36 : Γωνία που σχηματίζεται μεταξύ του άξονα της οδού και της δεξιάς 
οριογραμμής 

Τονίζεται ότι το Πρόγραμμα       υπολογίζει τη γωνία (σε μοίρες) που σχηματίζεται μεταξύ 
των αντίστοιχων σημείων των   παραμετρικών καμπυλών. Επομένως, η μέγιστη γωνία 
που σχηματίζεται είναι περίπου     μοίρες. 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 10.37 : Γωνία που σχηματίζεται μεταξύ του άξονα της οδού και της αριστερής 
οριογραμμής 

Και εδώ, η μέγιστη γωνία που σχηματίζεται μεταξύ του άξονα της οδού και της αριστερής 
οριογραμμής, είναι περίπου     μοίρες. 
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11. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

 

Στόχος της εργασίας ήταν να προταθεί μία νέα μέθοδος χάραξης τον οδών. Η μέθοδος 
καθίσταται ενδιαφέρουσα λόγω του ότι υλοποιείται στον χώρο των τριών διαστάσεων. 
Έτσι, η μελέτη γίνεται σε ένα βήμα. Δηλαδή, δεν υπάρχει η ανάγκη εφαρμογής της 
επαναληπτικής διαδικασίας (               ) που απαιτείται εξαιτίας της αλληλεξάρτησης 
μεταξύ οριζοντιογραφίας και μηκοτομής. Επίσης, οι θεώρηση καμπυλών και επιφανειών 
στον χώρο, προμηθεύουν την ανάλυση με περίσσεια πλούσιων μαθηματικών εργαλείων. 
Τελικά, αυτό δίνει τη δυνατότητα για αξιοποίηση της μεθόδου σε νέες εφαρμογές, αλλά και 
βελτίωση της αξιοπιστίας των ήδη υπάρχοντων (όπως συμβαίνει στη μέτρηση του μήκους 
ορατότητας). 

Μεθοδολογικά, στο πλαίσιο της εργασίας παρουσιάστηκε αρχικά, το απαιτούμενο 
θεωρητικό υπόβαθρο, ενώ στη συνέχεια έγινε η μεταφορά του σε υποπρογράμματα με τη 
χρήση του λογισμικού            . Τελικά, έγινε η σύνθεση όλων αυτών των 
προγραμμάτων σε ένα γενικευμένο το οποίο αποτελεί και το τελικό πόρισμα της ίδιας της 
εργασίας. 

 

11.1. Μελέτη Περίπτωσης 

 

Η μεθοδολογία που προτείνεται, εφαρμόζεται στο Μαθήμα – Θέμα Οδοποιίας του ενάτου 
εξαμήνου της Σ.Α.Τ.Μ. του ακαδημαϊκού έτους 2012-2013. 

Στη συνέχεια, καθίσταται δυνατή η σύγκριση των αποτελεσμάτων των δύο μεθόδων 
χάραξης στο τέλος της μελέτης. Παρόλο που η σύγκριση των δύο μεθόδων πρέπει να γίνει 
μέσω των υπολοίπων των συντεταγμένων, των αντίστοιχων σημείων, εντούντοις, αυτό δεν 
είναι εφικτό. Ο λόγος είναι ότι ο αριθμός των σημείων προς χάραξη δεν είναι ο ίδιος από τη 
στιγμή που ούτε το μήκος των δύο αξόνων δεν είναι ίδιος. Επομένως, δεν μπορεί να 
υπάρξει μία αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία μεταξύ των σημείων. 

Τελικά, η σύγκριση των δύο μεθόδων γίνεται εποπτικά καθώς και με τον υπολογισμό 
ορισμένων χαρακτηριστικών στατιστικών μεγεθών. 

11.1.1. Οπτική σύγκριση της μεθόδου που προτείνεται με την κλασική 

 

ΕΙΚΟΝΑ 11.1 : Σημεία του άξονα της οδού ανά 50 m σύμφωνα με το μάθημα – θέμα 
οδοποιίας της ΣΑΤΜ 
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ΕΙΚΟΝΑ 11.2 : Σημεία του άξονα της οδού ανά 50 m σύμφωνα με τη μεθοδολογία που 
προτείνεται στην εργασία 

 

Στη συνέχεια, γίνεται οπτική σύγκριση των αποτελεσμάτων της μεθόδου που προτείνεται 
στην εργασία, σε σχέση με τον κλασικό τρόπο, στον οποίο η ανάλυση γίνεται σε δύο 
διακεκριμέα στάδια : την οριζοντιογραφία και τη μηκοτομή. 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 11.3 : Οριζοντιογραφική σύγκριση των σημείων προς χάραξη που προέκυψαν με τη 
μεθόδο που προτείνεται στην εργασία, σε σχέση με την κλασική 
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ΕΙΚΟΝΑ 11.4 : Σύγκριση των σημείων προς χάραξη που προέκυψαν με τη μεθόδο που 
προτείνεται στην εργασία, σε σχέση με την κλασική 

 

11.1.2. Αριθμητική σύγκριση της μεθόδου που προτείνεται ως προς την κλασική 

Στη συνέχεια, ακολουθεί ένας πίνακας αριθμητικής σύγκρισης ορισμένων μεγεθών 
(στατιστικών κυρίως), μεταξύ της μεθόδου που προτείνεται στην εργασία, σε σχέση με τον 
κλασικό τρόπο. 

ΠΙΝΑΚΑΣ 1 : Σύγκριση των αποτελεσμάτων της μελέτης περίπτωσης με εκείνα του 
μαθήματος – θέματος 

ΜΕΓΕΘΟΣ ΜΕΘΟΔΟΣ ΠΟΥ ΠΡΟΤΕΙΝΕΤΑΙ ΜΑΘΗΜΑ - ΘΕΜΑ ΔΙΑΦΟΡΑ 

ΜΗΚΟΣ ΑΞΟΝΑ     5467 5591 -124 

ΑΡΙΘΜΟΣ ΣΗΜΕΙΩΝ ΠΡΟΣ ΧΑΡΑΞΗ 110 112 -2 

ΜΕΓΙΣΤΗ ΤΕΤΜΗΜΕΝΗ          451358.79 451363.77 -4.98 

ΜΕΓΙΣΤΗ ΤΕΤΑΓΜΕΝΗ          4523292.08 4523242.09 49.99 

ΜΕΓΙΣΤΗ ΚΑΤΗΓΜΕΝΗ          742.03 735.68 6.36 

ΕΛΑΧΙΣΤΗ ΤΕΤΜΗΜΕΝΗ          448746.14 448784.21 -38.07 

ΕΛΑΧΙΣΤΗ ΤΕΤΑΓΜΕΝΗ          4519357.28 4519374.64 -17.36 
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ΕΛΑΧΙΣΤΗ ΚΑΤΗΓΜΕΝΗ          410.56 412.81 -2.24 

ΜΕΣΗ ΤΙΜΗ ΤΕΤΜΗΜΕΝΩΝ        449979.70 450003.79 -24.09 

ΜΕΣΗ ΤΙΜΗ ΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ        4521467.87 4521495.43 -27.57 

ΜΕΣΗ ΤΙΜΗ ΚΑΤΗΓΜΕΝΩΝ        577.01 574.66 2.34 

ΔΙΑΜΕΣΟΣ ΤΕΤΜΗΜΕΝΩΝ        449974.43 449998.57 -24.14 

ΔΙΑΜΕΣΟΣ ΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ        4521474.01 4521528.59 -54.59 

ΔΙΑΜΕΣΟΣ ΚΑΤΗΓΜΕΝΩΝ        589.05 585.93 3.12 

ΤΥΠΙΚΗ ΑΠΟΚΛΙΣΗ ΤΕΤΜΗΜΕΝΩΝ        870.29 862.52 7.77 

ΤΥΠΙΚΗ ΑΠΟΚΛΙΣΗ ΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ        1105.20 1093.71 11.48 

ΤΥΠΙΚΗ ΑΠΟΚΛΙΣΗ ΚΑΤΗΓΜΕΝΩΝ        110.98 108.87 2.11 

 

Υπενθυμίζεται ότι οι συντεταγμένες της αρχής και του τέλους του άξονα, λόγω των 
ιδιοτήτων των καμπυλών         , είναι ακριβώς οι ίδιες και στις δύο περιπτώσεις : 

ΠΙΝΑΚΑΣ 2 : Συντεταγμένες αρχής και τέλους του άξονα της οδού 

                    

ΑΡΧΗ 448746.54 4519342.43 736.08 

ΤΕΛΟΣ 451241.78 4523276.97 461.59 

 

11.1.3. Σχολιασμός της σύγκρισης της μεθόδου που προτείνεται, σε σχέση με την 
κλασική 

 

Από τη σύγκριση των δύο μεθόδων, διαφαίνεται η ορθότητα της μεθόδου. Αυτός ο 
ισχυρισμός απορρέει και από την οπτική σύγκριση των δύο μεθόδων, αλλά και από την 
αριθμητική τους σύγκριση ως προς κάποια χαρακτηριστικά στατιστικά μεγέθη. Τελικά, αυτή 
η μέθοδος είναι σε θέση να εφαρμοστεί άμεσα όταν πρόκειται για βελτίωση χάραξης. 

 

11.2. Περαιτέρω Μελέτη 

 

Στη συνέχεια, παρατίθενται ορισμένες εφαρμογές της μεθόδου που δυνητικά μπορούν να 
επιτευχθούν. 
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11.2.1. Υπολογισμός χωματισμών 

 

Ο όγκος των προβλεπομένων ορυγμάτων και επιχωμάτων, όχι μόνο επηρεάζει σημαντικά τη 
δαπάνη κατασκευής μίας οδού, αλλά πολλές φορές, παρέχει και ασφαλή κριτήρια για την 
ορθότητα ή μη της πορείας που ακολουθήθηκε κατά τη χάραξη. 

 

Τρόπος υπολογισμού των χωματισμών 

 

Μετά, τη μοντελοποίση της οδού ως μία τρισδιάστατη επιφάνεια, ο τρόπος υπολογισμού 
των χωματισμών καθίσταται απλός και γίνεται ως εξής : 

Καταρχήν, λαμβάνονται οι συντεταγμένες από το τμήμα του ψηφιακό μοντέλο εδάφους 
(ΨΜΕ)που αντιστοιχεί στην επιφάνεια της οδού. Υψομετρικά, το ΨΜΕ, θα βρίσκεται, είτε 
πάνω από τη επιφάνεια της οδού (όρυγμα), είτε κάτω από την επιφάνεια της οδού 
(επίχωμα). 

Γενικά, ο όγκος ενός στερεού μπορεί να υπολογιστεί με τη χρήση του τριπλού 
ολοκληρώματος. Επομένως, όγκος των χωματισμών υπολογίζεται ως διαφορά της 
επιφάνειας του ΨΜΕ από την επιφάνεια της οδού. 

Ο όγκος   ενός τόπου  , είναι : 

           

   

 

11.2.2. Απορροή των ομβρίων 

 

Από τη στιγμή που έχει καθοριστεί με ακριβή μαθηματικό τρόπο η επιφάνεια της οδού, 
είναι γνωστές οι συντεταγμένες της σε κάθε σημείο. Έτσι, είναι δυνατή η διακριτοποίηση 
της επιφάνειας μέσω πεπερασμένων στοιχείων ώστε να αναλυθεί η απορροή των ομβρίων 
σε κάθε σημείο της επιφάνειας ώστε τελικά, να γίνει εκτίμηση της καταλληλότητας και 
ασφάλειας της οδού. Επίσης, είναι εφικτή η αριθμητική σύνδεση της απορροής των 
ομβρίων με τα γεωμετρικά χαρακτηριστικά του άξονα της οδού και της επιφάνειας εν γένει. 

Πέρα από την ανάλυση των πεπερασμένων στοιχείων, η απορροή των ομβρίων μπορεί να 
μελετηθεί και με προσομοίωση του φαινομένου. Με αυτόν τον τρόπο, δίνονται τιμές από 
τον χρήστη και παρατηρείται η επίδρασή τους στο υπό μελέτη φαινόμενο. 

 

11.2.3. Μήκος ορατότητα με περιβάλλουσα και προσομοίωση με κώνο 

 

Και εδώ, το μήκος ορατότητας μπορεί να υπολογιστεί είτε αριθμητικά, είτε να αξιολογηθεί 
οπτικά. 

Αριθμητικά, το μήκος ορατότητας μπορεί να υπολογιστεί μέσω των εφαπτομένων 
καμπύλης και στη συνέχεια με εφαρμογή της περιβάλλουσας καμπύλης λάμβάνοντας 
υπόψη όλα τα αντικείμενα που δυνητικά επηρεάζουν την ορατότητα του οδηγού. 

Οπτικά, το μήκος ορατότητας ορατότητας, μπορεί να αξιολογηθεί, προσομοιώντας την 
ορατότητα με έναν κώνο, του οποίου η ακτίνα της βάσης και το ύψος καθορίζονται από τον 
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χρήστη. Μάλιστα, τα γεωμετρικά στοιχεία του κώνου μεταβάλλονται, έχοντας ως κριτήριο, 
τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά γνωρίσματα του οδηγού, όπως είναι η ηλικία. 

 

11.2.4. Εμβαδόν για οδοστρωσία 

 

Από τη στιγμή που είναι γνωστή η επιφάνεια της οδού, είναι πολύ εύκολο να υπολογιστεί 
και το εμβαδόν της. Το εμβαδόν της επιφάνειας μίας οδού, πέρα των άλλων, επηρεάζει 
άμεσα και την ποσότητα των υλικών οδοστρωσίας, άρα κα το κόστος κατασκευής του έργου 
τελικά. Επομένως, το εμβαδόν της επιφάνειας μπορεί να αποτελέσει και ένα κριτήριο 
βελτιστοποίησης ως προς το κόστος. 

                  

 

        

όπου          η διακρίνουσα της πρώτης θεμελιώδους τετραγωνικής μορφής   

 

11.2.5. Επιβολή ορίων σε γεωμετρικά μεγέθη 

 

Μέχρι τώρα, τα όρια που επιβάλλονται, όπως είναι η καμπυλότητα στην οριζοντιογραφία ή 
στις κοίλες και κυρτές καμπύλες, αφορούν επίπεδες καμπύλες. Όμως, με την εισαγωγή 
τρισδιάστατων καμπυλών και επιφανειών η θεώρηση της καμπυλότητας γίνεται στον χώρο 
(υπολογίζεται στον χώρο). Επίσης, γεννιούνται και μεγέθη που προηγουμένως δεν ήταν 
δυνατό να μελετηθούν καθώς είτε δεν ορίζονται στο επίπεδο, είτε ορίζονται με 
εκφυλισμένο τρόπο, όπως η στρέψη, η κάθετη καμπυλότητα, η γεωδαισιακή καμπυλότητα, 
η καμπυλότητα του      , η μέση καμπυλότητα.  

Επομένως, πρέπει να βρεθούν τα όρια (πεδία ορισμού) όλων αυτών των μεγεθών, οι οποίοι 
είναι σε θέση να λειτουργήσουν και ως σημαντικοί δείκτες ως προς την οδική ασφάλεια. 

Αυτό μπορεί να γίνει είτε με έκθεση οδηγών σε πραγματικές συνθήκες, είτε με χρήση 
εξομοιωτή. Το βασικό πλεονέκτημα που προσφέρει ο εξομοιωτής είναι η μελέτη δρόμου 
που δεν έχει κατασκευαστεί. Μάλιστα, λόγω της τρισδιάστατης φύσης του μοντέλου, στην 
περίπτωση του εξομοιωτή, ο χρήστης μπορεί να εκλαμβάνεται στερεοσκοπικά την οδό, 
γεγονός που οδηγεί σε πραγματικά - ρεαλιστικά αποτελέσματα. Έτσι, οι ενδεχόμενες 
αστοχίες που υπάρχουν σε σχέση με τη γεωμετρία της οδού, μπορούν να προβλεφθούν και 
πολύ περισσότερο να οριοθετηθούν εκ νέου.  

Τελικά, τα στοιχεία που θα προκύψουν από τη δειγματοληψία, θα υποστούν στατιστική 
επεξεργασία με αποτέλεσμα την εξαγωγή της μέσης τιμής της ανοχής-άνεσης του οδηγού 
σε κάθε γεωμετρικό μέγεθος, για τον πληθυσμό. Μία αξιόπιστη στατιστική ανάλυση 
απαιτεί παρατηρήσεις από πολλά και διαφορετικά μεταξύ τους οδικά τμήματα. 

 

11.2.6. Πειραματική οδοποιία  σε συνθήκες υπό κλίμακα 

 

Μεγέθη που σχετίζονται με τη Φυσική του οχήματος, είναι δυνατό να προσδιοριστούν 
πειραματικά. Αρχικά, πρέπει η επιφάνεια να μοντελοποιηθεί, δηλαδή να κατασκευαστεί (με 
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έναν μετασχηματισμό ομοιότητας) ένα ομοίωμά της. Στη συνέχεια, υπολογίζονται (ο 
υπολογισμός μπορεί να γίνει με εφαρμογή πεπερασμένων στοιχείων) τα υπό μελέτη 
στοιχεία (ταχύτητα, επιτάχυνση, διάνυσμα του        ) ώστε να οριστούν οι κρίσιμες 
τιμές τους, αλλά και να επαληθευτεί η ορθότητα των πεδλιων ορισμών μου έχουν τεθεί στα 
αμιγώς γεωμετρικά στοιχεία του άξονα και της επιφάνειας. Ενδεχομένως, με αυτόν τον 
τρόπο να μπορεί να οριστεί και το όριο ταχύτητας ενός οδικού τμήματος. 

Για να πετύχει αυτό το εγχείρημα, πρέπει προφανώς, να εξασφαλιστούν ανάλογες 
συνθήκες με τις πραγματικές. Για παράδειγμα, η βαρύτητα που δέχεται το όχημα, μπορεί 
να αυξηθεί αν στραφεί και εφαρμοστεί μία φυγόκεντρη δύναμη. 

 

11.2.7. Τρισδιάστατη ισοκλινής καμπύλη 

 

Για να έχει μία καμπύλη σταθερή κατά μήκος κλίση, πρέπει ο λόγος της στρέψης προς την 
καμπυλότητα να είναι σταθερός. Αυτός ο λόγος, ισούται ακριβώς με τη γωνία που 
αντιστοιχεί στην καατά μήκος κλίση. 

Επομένως, μπορεί ως πρώτη προσέγγιση του άξονα της οδού να είναι η τρισδιάστατη 
ισοκλινής (τμηματικά) η οποία θα τροποποιείται αναλόγως, στη συνέχεια. Ο λόγος που 
προτιμάται η ισοκλινής, είναι ότι αποτελεί την πιο οικονομική χάραξη. Αυτό δε σημαίνει 
φυσικά ότι λύνονται απαραίτητα και τα προβλήματα που αφορούν γενικότερα τον 
γεωμετρικό σχεδιασμό των οδών, όπως το μήκος ορατότητας ή η καμπυλότητα για 
παράδειγμα.   

Για χαραχθεί η (τρισδιάστατη) ισοκλινής, απαιτείται το ΨΜΕ, η αρχή και το τέλος της οδού 
και ένα πρόγραμμα βελτιστοποίησης που υπόκεινται σε περιορισμούς. Ένας από τους 
περιορισμούς που θα υπόκειται η αντικειμενική συνάρτηση, θα είναι το μαθηματικό 
πρόβλημα της τομής ευθείας και επιφάνειας (ΨΜΕ). Ως ευθεία μπορεί να θεωρηθεί η 
γεννέτειρα ενός κώνου μεταβλητού ύψους, αλλά με σταθερή κορυφή. Αυτή η κορυφή, θα 
αντιστοιχεί κάθε φορά, στο τέλος μίας καμπύλης σταθερής κατά μήκους κλίσης. 

 

Καμπύλες σταθερής κατά μήκους κλίσης 

 

Αν μία καμπύλη έχει σταθερή κατά μήκος κλίση, τότε ο λόγος της στρέψης της καμπύλης   
προς την καμπυλότητα της καμπύλης  , παραμένει σταθερός ως προς κάποιο διάνυσμα. 
Στην προκειμένη περίπτωση, αυτό το διάνυσμα πρέπει να είναι το διάνυσμα που βρίσκεται 
στην κατακόρυφο του τόπου όπου βρίσκεται το προς χάραξη οδικό τμήμα. Επισημαίνεται 
ότι αυτή η διεύθυνση θα αλλάζει κατά μήκος του άξονα της οδού. Επίσης ο λόγος της 
στρέψης της καμπύλης   προς την καμπυλότητα της καμπύλης  , αποδεικνύεται (Gray, 
1998) ότι ισούται με τη συνεφαπτομένη μίας γωνίας  , το συνημίτονο της οποίας, ισούται 
με τη σειρά του με την κατά μήκος κλίση της οδού ως προς το διάνυσμα αυτό. Όμως, αν 
θεωρηθεί ως διάνυσμα αναφοράς η κατακόρυφος, τότε η κατά μήκος κλίση της οδού θα 
ισούται γενικά, με τη συμπληρωματική γωνία της εν λόγω γωνίας. Το συνημίτονο 
συμπληρωματικής γωνίας       , ισούται με το ημίτονο της  γωνίας  . Όμως, για πολύ 
μικρές γωνίες, το ημίτονο λαμβάνεται ίσο σε σχέση με την εφαπτομένη της γωνίας που 
αντιστοιχεί τελικά στην κατά μήκος κλίση της οδού   : 
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όπου 

       

Με αυτή τη θεώρηση, η χάραξη ενός νέου οδικού άξονα γίνεται πλήρως αυτοματοποιημένα 
καθώς τα μόνα δεδομένα εισόδου που απαιτούνται, είναι :  

 

 ΨΗΦΙΑΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΕΔΑΦΟΥΣ 
 

 ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ ΑΡΧΗΣ ΚΑΙ ΠΕΡΑΤΟΣ ΤΟΥ ΟΔΙΚΟΥ ΑΞΟΝΑ 
 

 ΟΡΙΟ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ ΠΟΥ ΕΞΑΡΤΑΤΑΙ ΑΠΟ ΤΗΝ ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ ΤΗΣ ΟΔΟΥ 
 

 ΟΡΙΟ ΨΕΥΔΟΓΕΩΔΑΙΣΙΑΚΗΣ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ 
 

 ΟΡΙΟ ΘΕΤΙΚΗΣ ΨΕΥΔΟΚΑΘΕΤΗΣ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ (ΚΥΡΤΕΣ ΚΑΜΠΥΛΕΣ) 
 

 ΟΡΙΟ ΑΡΝΗΤΙΚΗΣ ΨΕΥΔΟΚΑΘΕΤΗΣ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ (ΚΟΙΛΕΣ ΚΑΜΠΥΛΕΣ) 
 

 ΟΡΙΟ ΚΑΤΑ ΜΗΚΟΥΣ ΚΛΙΣΗΣ ΟΔΟΥ 
 

 ΟΡΙΟ ΕΠΙΚΛΙΣΗΣ ΤΗΣ ΟΔΟΥ 
 

 ΗΜΙΠΛΑΤΟΣ ΤΗΣ ΟΔΟΥ 
 

 ΒΗΜΑ ΔΙΑΚΡΙΤΟΠΟΙΗΣΗΣ ΤΩΝ ΣΗΜΕΙΩΝ (ΑΚΡΙΒΕΙΑ ΜΕΘΟΔΟΥ) 
 

 ΑΡΙΘΜΟΣ ΣΗΜΕΙΩΝ ΠΟΥ ΕΠΙΘΥΜΕΙΤΑΙ ΝΑ ΧΑΡΑΧΘΟΥΝ 

 

 

11.2.8. Καμπύλες       

 

Στην περίπτωση νέας χάραξης, οι  καμπύλες         , πρέπει να αντιμετωπιστούν ως 
καμπύλες       (Non Uniform Rational B-SplineS). Στα ελληνικά, μεταφράζονται ως Μη 
Ομοιόμορφες Ρητές Συναρτήσεις Παρεμβολής. 

Το βασικό πλεονέκτημα των καμπυλών       σε σχέση με τις καμπύλες         , είναι 
ότι μπορεί να καταστρωθεί ένας πίνακας βαρών, με κριτήριο, να μην περνάει η οδός από 
συγκεκριμένα μέρη, ενώ να περνάει υποχρεωτικά από άλλα. 

Επομένως η τρισδιάστατη ισοκλινής καμπύλης, ενδεχομένως να μπορεί να προσδιοριστεί 
τελικά, με βάση τις καμπύλες      . 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α : ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΕΣ ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ 

 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α.1 : Αλλαγή παραμέτρου συνάρτησης 

 

Έστω η συνάρτηση : 

              ,όπου   διάστημα του   

Αν η   είναι κλάσης 1 με           για κάθε  , λέμε ότι η   είναι επιτρεπτή αλλαγή της 
παραμέτρου   και ότι οι διανυσματικές συναρτήσεις    και    , όπου 

                      

είναι ισοδύναμες. Εύκολα αποδεικνύεται ότι : 

Ισοδύναμες διανυσματικές συναρτήσεις είναι παραμετρικές παραστάσεις του ίδιου 
συνόλου. 

Αν          για κάθε  , η συνάρτηση          είναι γνησίως αύξουσα και η        
είναι παραμετρική παράσταση του ίδιου συνόλου και με την ίδια φορά. Αν          για 
κάθε  , η συνάρτηση          είναι γνησίως αύξουσα και η        είναι παραμετρική 
παράσταση του ίδιου συνόλου και με αντίθετη φορά. 

Αν η         είναι επιτρεπτή αλλαγή της παραμέτρου  , η αντίστροφη συνάρτηση 

          

είναι επίσης επιτρεπτή αλλαγή της παραμέτρου  , και έχουμε : 

                   

Εύκολα διαπιστώνεται ότι : 

Η συνάρτηση    είναι κανονική αν και μόνο αν η     είναι κανονική. 

Η κανονική καμπύλη ορίζεται ως μία κλάση ισοδυναμίας στο σύνολο των κανονικών 
παραμετρικών παραστάσεων 

Γενικά, μία ιδιότητα μίας παραμετρικής παράστασης δεν είναι υποχρεωτικά και ιδιότητα 
της καμπύλης. Όμως, κάθε ιδιότητα της καμπύλης, πρέπει να είναι κοινή για όλες τις 
παραμετρικές παραστάσεις που ανήκουν στην ίδια κλάση, ή όπως συνηθίζεται να λέγεται, 
πρέπει να είναι ανεξάρτητη της παραμέτρου. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α.2 : Μέτρο εφαπτόμενου διανύσματος καμπύλης ως προς τη 
φυσική παράμετρο 

 

Έχουμε : 

                       

Θεωρώντας ότι η διανυσματική συνάρτηση της καμπύλης είναι παραγωγίσιμη, η σχέση     
γίνεται : 

                        

                            

Τελικά, η σχέση    , μέσω της σχέσης      , γίνεται : 

                 
 

          
 

ή 

         
      

           
   

Επομένως, το         είναι το μοναδιαίο εφαπτόμενο διάνυσμα της καμπύλης   στο       . Το 

διάνυσμα αυτό, συμβολίζεται με      . Δηλαδή : 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α.3 : Παραγώγιση του μέτρου διανυσματικής συνάρτησης 

 

                        
 
 

 

               
                               

 

 
 

               
                  

            

              
  

            

        
 

 

Δηλαδή, 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α.4 : Αριθμητική – Διανυσματική προβολή διανύσματος σε άλλο 

 

Έστω     ένα μη μηδενικό διάνυσμα. Η αριθμητική προβολή του διανύσματος    στο 

διάνυσμα    , που συμβολίζεται με      , είναι ο αριθμός : 

       
        

     
 

Το διάνυσμα            , όπου      είναι το μοναδιαίο διάνυσμα πού έχει τη διεύθυνση και τη 

φορά του    , λέγεται διανυσματική προβολή του    στο     και συμβολίζεται με        . Έτσι, 

ισχύει ότι                    
         

     
  

   

     
  

                

     
  . Δηλαδή : 

        
               

     
  

Αποδεικνύεται ότι το διάνυσμα        , είναι ανεξάρτητο της φοράς    . Αντίθετα, ο αριθμός 

     , αλλάζει πρόσημο, όταν αλλάξει η φορά του    . 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α.5 : Ορισμός και πίνακας της τετραγωνικής μορφής 

 

Ορίζεται ως τεραγωνική μορφή με μεταβλητές              κάθε ομογενές πολυώνυμο 
δευτέρου βαθμού αυτών των μεταβλητών. 

 

Για παράδειγμα, το πολυώνυμο : 

 

                        

 

είναι ένα ομογενές πολυώνυμο δευτέρου βαθμού των μεταβλητών    , αφού ο βαθμός 
του γινομένου      είναι ίσος με το άθροισμα των εκθετών των     σε αυτό, δηλαδή 
1+1=2. Επομένως, η έκφραση αυτή είναι μια τετραγωνική μορφή. 

 

Έστω η τετραγωνική μορφή : 

                        

Ο πίνακας  : 

    
    

    
  

ονομάζεται πίνακας της τετραγωνικής μορφής. Έχει διαγώνια στοιχεία τους συντελεστές 
των        και στοιχεία         ίσα με το μισό του συντελεστή του γινομένου    στη 
τετραγωνική μορφή. Όπως φαίνεται, ο πίνακας Α είναι συμμετρικός πίνακας καθώς      
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α.6 : Αντίστροφες ρίζες εξισώσεων δευτέρου βαθμού 

 

Η ικανή και αναγκαία συνθήκη για να έχουν οι συναρτήσεις : 

 

                                                    , 

 

ρίζες αντίστροφες, είναι : 

 

  

  
  

  

  
  

  

  
 

 

Απόδειξη : 

 

Το πρόβλημα τίθεται ως εξής : 

 

Να κατασκευαστεί δευτεροβάθμια εξίσωση                , της οποίας οι ρίζες    και 
   να είναι αντίστροφες των ριζών    και     της εξίσωσης : 

 

             

 

Ισχύει ότι : 

    
 

  
          

 

  
 

Άρα : 

 

          
 

  
  

 

  
  

     

     
  

 

         
 

  
  

 

  
  

 

     
 

 

Σύμφωνα με τους τύπους       οι παραπάνω σχέσεις γίνονται : 
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Επίσης, από τους τύπους      , έχουμε : 

 

            

     
 

 
    

 

 
   

             

 

Δηλαδή, ισχύει : 

    

    

    

 

Συνεπώς, διαμορφώνεται η παρακάτω αναλογία : 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α.7 : Διακρίνουσα δευτεροβάθμιας εξίσωσης κύριων 
καμπυλοτήτων 

 

                                     

                                     

 

Η διακρίνουσα   μπορεί να δειχθεί ότι είναι ταυτοτικά ίση με την έκφραση : 

 

   
       

                           
   

 
           

 

 

 

Η ποσότητα           είναι η διακρίνουσα της πρώτης θεμελιώδους τετραγωνικής 
μορφής   που ορίζεται ως εξής : 

 

                       

Όμως, επειδή τα διανύσματα {                } είναι γραμμικώς ανεξάρτητα (αποτελούν την 
οριζοντιογραφική βάση του τοπικού συστήματος αναφοράς), τελικά ισχύει : 

      

Συνεπώς, η διακρίνουσα Δ είναι μεγαλύτερη ή ίση με το μηδέν ως άθροισμα μη αρνητικών 
παραστάσεων. Η διακρίνουσα Δ ισούται με μηδέν αν και μόνο αν : 

 

                          
   

 
              

 

Δηλαδή, αν και μόνο αν : 

 

                            

 

ή τελικά : 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α.8 : Θεώρημα ύπαρξης και μοναδικότητας της λύσης διαφορικών 
εξισώσεων πρώτης τάξης 

 

Αν οι        και 
        

  
 είναι συνεχείς σε ένα ορθογώνιο   :                         

τότε : 

 υπάρχει ένα διάστημα γύρω από το    στο οποίο το πρόβλημα αρχικών τιμών    
                   έχει μοναδική λύση.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



Παράρτημα Α : Μαθηματικές αποδείξεις 

- 236 - 

 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α.9 : Πίνακας στροφής στον χώρο 

 

Ως ανεξάρτητες παράμετροι χρησιμοποιούνται οι τρεις στροφές       γύρω από τους 
τρεις βασικούς άξονες συντεταγμένων      . Αρχικά, το υποκείμενο σύστημα 
αναφοράς    , ταυτίζεται με το υπερκείμενο σύστημα    . Στη συνέχεια, αυτό στρέφεται 
σε τρία βήματα. Οι τρεις στροφές, εφαρμόζονται με φορά αντίθετη αυτής των δεικτών του 
ρολογιού, αν κανείς παρατηρεί τον άξονα από την κορυφή του, προς την αρχή του. Στη 
συνέχεια, φαίνεται ο τελικός πίνακας στροφής  R, αλλά και οι πίνακες στροφής    ,   ,    

για την κάθε γωνία ξεχωριστά, αντίστοιχα. 

 

Πίνακας    : Αριστερόστροφη στροφή, γύρω από τον άξονα των   

     

   
             
              

  

Πίνακας    : Αριστερόστροφη στροφή, γύρω από τον άξονα των   

     
              

   
             

  

Πίνακας    : Αριστερόστροφη στροφή, γύρω από τον άξονα των   

     
             
              

   

  

Τελικός πίνακας στροφής  , στον οποίο υιοθετείται η διαδοχή       : 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α.10 : Νόρμα του                            

 

Η νόρμα του          , ενός πίνακα   διαστάσεων    , ισούται με τη τετραγωνική ρίζα 
του αθροίσματος των τετραγώνων των στοιχείων του. Δηλαδή : 

             
 

 

   

 

   

 

Αν ο πίνακας   είναι τετραγωνικός, τότε η νόρμα  του          , ισούται με τη 
τετραγωνική ρίζα του ίχνους         του πίνακα            . Δηλαδή : 

Η νόρμα  του          , ενός τετραγωνικού πίνακα  ,ισούται με : 

                  

όπου    ο ανάστροφος πίνακας του  . 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α.11 : Κεντροσυμμετρικός πίνακας (Centering Matrix) 

 

Κεντροσυμμετρικός πίνακας  , ονομάζεται ο συμμετρικός πίνακας (άρα και τετραγωνικός), 
ο οποίος όταν πολλαπλασιαστεί με ένα διάνυσμα, έχει το ίδιο αποτέλεσμα που θα είχε αν 
αφαιρούσαμε τον μέσο όρο των στοιχείων του διανύσματος  από κάθε στοιχείο του 
διανύσματος. Επίσης, ο κεντρικός πίνακας  , έχει την ιδιότητα, όταν πολλαπλασιαστεί με 
τον εαυτό του, να έχει ως αποτέλεσμα τον εαυτό του. Δηλαδή,        . 

 

Ο κεντρικός πίνακας    , εκφράζεται ως ένας πίνακας διαστάσεων     : 

      
 

 
  

όπου    είναι ο μοναδιαίος (ή ταυτοτικός) πίνακας και   είναι ένας πίνακας       στον 
οποίο όλα τα στοιχεία του είναι η μονάδα. 

Για παράδειγμα, έχουμε : 

 

       

 

    

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

  

 

   

 
 
 
 
 
 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 
 

 

 

 

  
 
 
 
 
 

 

 



Παράρτημα Β – Στοιχεία γεωδαισίας 

- 239 - 

 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β : ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΓΕΩΔΑΙΣΙΑΣ 

 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β.1 : Το ελληνικό γεωδαιτικό σύστημα αναφοράς 1987 (        ) 

 

Το Ελληνικό Γεωδαιτικό Σύστημα Αναφοράς      (        ) είναι σήμερα το επίσημο 
γεωδαιτικό σύστημα αναφοράς της Ελλάδας. 

Ορίστηκε, θεωρώντας ως επιφάνεια αναφοράς το ελλειψοειδές        (αυτό που 
χρησιμοποιείται και στο παγκόσμιο σύστημα αναφοράς) με μία μετάθεση ως προς το 
κέντρο της γης προκειμένου να προσαρμοστεί κατά τον καλύτερο τρόπο στο γεωειδές του 
του ελλαδικού χώρου και να ελαχιστοποιηθούν οι τιμές της αποχής του γεωειδούς   στην 
ηπειρωτική Ελλάδα. 

Εφαρμόστηκε με την Εγκάρσια Μερκατορική Προβολή σε μία ζώνη. Η εγκάρσια 
μερκατορική προβολή είναι μία σύμμορφη κυλινδρική προβολή, διατηρεί δηλαδή τη μορφή 
των σχημάτων των τμημάτων της φυσικής γήινης επιφάνειας (ΦΓΕ) που προβάλλονται 
πάνω στην αναπτυκτή επιφάνεια του κυλίνδρου. Ο άξονας του κυλίνδρου είναι κάθετος 
στον άξονα των πόλων, ενώ ως γραμμή επαφής του κυλίνδρου και της γης ορίζεται ένας 
κεντρικός μεσημβρινός. Ως κεντρικός μεσημβρινός ορίζεται αυτός που διέρχετα από 
γεωδαιτικό μήκος      . Επίσης, με τη χρήση αυτής της προβολής παραμορφώνονται οι 
οριζόντιες γωνίες και οι αποστάσεις. 

Η παραμόρφωση των οριζόντιων γωνιών που μετρώνται, είναι πολύ μικρή όταν αυτές 
μεταφέρονται στην προβολή. Είναι γνωστή ως αναγωγή εφαπτομένης σε χορδή, ενώ 
μπορεί να υπολογιστεί σε κάθε διέυθυνση που μετράται. Βέβαια, η αναγωγή αυτή, έχει 
νόημα για σκοπεύσεις σε μεγάλες αποστάσεις κατά τη διεύθυνση του άξονα   (μερικά   ). 
Για τον λόγο αυτό, δεν εφαρμόζεται σε συνήθεις εργασίες, με σκοπεύσεις της τάξης του 
1  -2  . 

Όσον αφορά τις αποστάσεις, κάθε απόσταση   που υπολογίζεται, προκειμένου να 
μεταφερθεί στην προβολή, πρέπει να πολλαπλασιαστεί με τον συντελεστή κλίμακας  . 

Ο συντελεστής κλίμακας   μεταβάλλεται όσο αυξάνεται η απόσταση από τον κεντρικό. Για 
να ελαχιστοποιηθεί η παραμόρφωση των αποστάσεων στα άκρα της ζώνης προβολής, ο 
κύλινδρος συρρικνώθηκε έτσι ώστε να τέμνει τον κεντρικό μεσημβρινό και ορίστηκε 
συντελεστής κλίμακας στον κεντρικό μεσημβρινό ίσος με          . Η μέγιστη τιμή του 
συντελεστή κλίμακας K στον Ελλαδικό χώρο είναι περίπου         που αντιστοιχεί σε 
παραμόρφωση          ή          , ενώ υπάρχουν περιοχές της χώρας όπου το   
είναο ίσο με τη μονάδα και δεν υπάρχουν παραμορφώσεις. 

Οι επίπεδες καρτεσιανές συντεταγμένες     της προβολής ορίστηκαν αυθαίρετα. Ως 
αφετηρία των τετμημένων   ορίστηκε η τιμή          στον κεντρικό μεσημβρινό, ώστε να 
μην υπάρχουν αρνητικές τιμές αριστερά του μεσημβρινού σε κάποια περιοχή της Ελλάδας, 
ενώ ως αφετηρία των τεταγμένων   ορίστηκε     στον Ισημερινό.  

Η αντιστοιχία κάθε σημείου στον Ελλαδικό χώρο και των συντεταγμένων του     στο 
         είναι μονοσήμαντη, δηλαδή δεν υπάρχει άλλο σημείο με τις ίδιες συντεταγμένες. 

Τέλος, πλεονέκτημα της προβολής σε μία ζώνη του         , είναι ότι διευκολύνεται η 
μετατροπή των συντεταγμένων από το παγκόσμιο γεωκεντρικό σύστημα αναφοράς, 
χρησιμοποιώντας έναν ενιαίο μετασχηματισμό (Λάμπρου & Πανταζής, 2010). 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β.2  :  Υψομετρικό σύστημα αναφοράς 

 

Το υψόμετρο, η τρίτη διάσταση σε ορισμένα συστήματα συντεταγμένων, είναι ιδιαίτερα 
σημαντικό σε κάθε γεωδαιτική εργασία, αφού δίνει πληροφορίες για τη μορφολογία της 
ΦΓΕ, η οποία είναι καθοριστική για τη θέση, την κατασκευή και τη λειτουργία κάθε τεχνικού 
έργου. Απαραίτητος είναι ο ορισμός ενός υψομετρικού συστήματος αναφοράς. 

Τα δύο βασικά υψόμετρα είναι το ορθομετρικό   και το γεωμετρικό   (             ). Το 
πρώτο έχει ως επιφάνεια αναφοράς το γεωειδές Στους χάρτες, στα κτηματολογικά και 
τοπογραφικά διαγράμματα, τα αναγραφόμενα υψόμετρα είναι ορθομετρικά. 

Η τιμή του ορθομετρικού υψομέτρου της αρχικής υψομετρικής αφετηρίας ενός 
υψομετρικού συστήματος αναφοράς, εξαρτάται από τον προσδιορισμό τηε επιφάνειας 
αναφοράς, δηλαδή τη μέση στάθμη της θάλασσας (μσθ). Ο προσδιορισμός της μσθ είναι 
αρκετά δύσκολος και γίνεται σε τοπική ή εθνική ή παγκόσμια κλίμακα. Για τον λόγο αυτό, 
το ορθομετρικό υψόμετρο δεν ορίζεται συνήθως σε ενιαία κλίμακα, αλλά σε τοπικό ή 
κρατικό επίπεδο. 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ Π.1 : Σχέση μεταξύ του ορθομετρικού υψομέτρου  , του γεωμετρικού υψομέτρου 
  και της αποχής του γεωειδούς   

Πηγή : http://www.nrcan.gc.ca/sites/www.nrcan.gc.ca/files/earthsciences/images/ 
t5a_1_e_.jpg 

Ορθομετρική υψομετρική διαφορά        μεταξύ δύο σημείων   και   είναι η διαφορά 
των ορθομετρικών υψομέτρων τους    και   , δηλαδή : 

           

Το γεωμετρικό υψόμετρο ορίζεται μαθηματικά πολύ εύκολα. Όμως, δε δίνει ουσιαστική και 
άμεσα αντιληπτή πληροφορία για την υψομετρική θέση της περιοχής. Η τιμή του εξαρτάται 
από το ελλειψοειδές στο οποίο αναφέρεται. 

Γεωμετρική υψομετρική διαφορά        μεταξύ δύο σημείων   και   είναι η διαφορά 
των γεωμετρικών υψομέτρων τους    και   , δηλαδή : 

           

http://www.nrcan.gc.ca/sites/www.nrcan.gc.ca/files/earthsciences/images/
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Υψόμετρο   του γεωειδούς ή αποχή του γεωειδούς, ορίζεται η απόσταση που αντιστοιχεί 
στη διαφορά της κατακόρυφης θέσης γεωειδούς – ελλειψοειδούς σε κάθε σημείο της ΦΓΕ. 
Μετράται πάνω στην κάθετο στο ελλειψοειδές αναφοράς και έχει φορά αντίθετη προς το 
διάνυσμα της κανονικής βαρύτητας. Οι τιμές που μπορεί να πάρει σε όλη τη γη είναι από 
       στον Ινδικό ωκεανό έως       στον βόρειο Ατλαντικό ωκεανό με τυπική 
απόκλιση      . 

Η σχέση που συνδέει τα τρία αυτά υψόμετρα είναι : 

      

Επίσης, ισχύει : 

               

Απόκλιση της κατακορύφου                   ορίζεται η γωνία που σχηματίζεται μεταξύ 
της κατακορύφου και της καθέτου στο ελλειψοειδές αναφοράς που περνούν από ένα 
σημείο της ΦΓΕ. Οι συνιστώσες της απόκλισης της κατακορύφου κατά μεσημβρινό και 
παράλληλο είναι αντίστοιχα οι   και                  . 

 

ΕΙΚΟΝΑ Π.2 : Απόκλιση της κατακορύφου   

Πηγή : (Κορακίτης, 2008) 

Το υψόμετρο   του γεωειδούς μπορεί να προσδιοριστεί με μικρή αβεβαιότητα : 

 Με αστρογεωδαιτική χωροστάθμιση, αφού υπολογιστούν οι συνιστώσες της 
απόκλισης της κατακορύφου ξ,η σε κάθε σημείο, υπολογίζεται η μεταβολή ΔΝ από 
σημείο σε σημείο. 
 

 Με βαρυτομετρικές μεθόδους, με μετρήσεις των ανωμαλιών της βαρύτητας 
 

 Με συνδυασμό των παραπάνω μεθόδων. 
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ΕΙΚΟΝΑ Π.3 : Συνιστώσες της απόκλισης της κατακορύφου     

Πηγή : (Κορακίτης, 2008) 

 Έτσι, είναι δυνατή η δημιουργία χαρτών ή μοντέλων του γεωειδούς. Χρησιμοποιώντας 
τέτοια στοιχεία έχουν δημιουργηθεί μοντέλα του γεωειδούς για όλη τη γη – παγκόσμια 
γεωδυναμικά μοντέλα - (                           ) αξιοποιώντας τα τελευταία 
χρόνια και δεδομένα από δορυφορική αλτιμετρία. 

Είναι φανερό ότι ο υπολογισμός του υψομέτρου του γεωειδούς   ή της μεταβολής του    
σε μία περιοχή της γης αναφέρεται πάντοτε σε συγκεκριμένο ελλειψοειδές. Επίσης, ο 
χάρτης του γεωειδούς, προκύπτει από μοντελοποίηση (παρεμβολή) μεταξύ των τιμών του 
 , όπως αυτές υπολογίστηκαν από μετρήσεις σε διακεκριμένα σημεία στον ελλαδικό χώρο 
(Κορακίτης, 2008) (Λάμπρου & Πανταζής, 2010). 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β.3  :  Τρόποι χάραξης σημείων επί της οδού 

 

Χάραξη με χρήση ολοκληρωμένου γεωδαιτικού σταθμού (total station) 

 

Με τη χρήση των ολοκληρωμένων γεωδαιτικών σταθμών, η χάραξη γεωμετρικών συνόλων 
(γραμμών , επιφανειών) έχει απλουστευθεί και ανάγεται στην πολλαπλή εφαρμογή της 
ίδιας διαδικασίας χάραξης ενός σημείου με γνωστές συντεταγμένες.  

Η χάραξη ενός σημείου εξελίσσεται σε δύο κυρίως στάδια : 

 Χάραξη της διεύθυνσης στην οποία βρίσκεται το σημείο και τη χάραξη της 
απόστασής του από τη στάση χάραξης. 
 

 Χάραξη του υψομέτρου 

Οι περισσότεροι ολοκληρωμένοι γεωδαιτικοί σταθμοί φέρουν ειδικούς οδηγούς χάραξης με 
τη βοήθεια των οποίων η χάραξη της διεύθυνσης γίνεται ευκολότερα και ταχύτερα. 

Οι οδηγοί είναι δύο φωτεινές πηγές ορατού laser, διαφορετικού χρώματος (κόκκινο – 
πράσινο), ή η μία πηγή είναι συνεχούς εκπομπής και η άλλη διακοπτόμενης εκπομπής, ενώ 
βρίσκονται στο εμπρός και πάνω μέρος του τηλεσκοπίου του γεωδαιτικού σταθμού. 

Οι οδηγοί αυτοί καθοδηγούν τον στοχοφόρο δεξιά ή αριστερά ώστε να προσεγγίσει εύκολα 
τη διεύθυνση χάραξης του σημείου. Έτσι, επιταχύνεται η διαδικασία και δεν είναι 
απαραίτητη η συνεχής επικοινωνία με τον παρατηρητή. Σε πολλές περιπτώσεις, η χάραξη 
μπορεί να εκτελεστεί από έναν άνθρωπο, χρησιμοποιώντας έναν ρομποτικό σταθμό. 

Όταν ο στοχοφόρος – ανακλαστήρας βρεθεί στο σωστό σημείο, δηλαδή πάνω στη 
διεύθυνση που ορίζει ο σκοπευτικός άξονας του γεωδαιτικού σταθμού, τότε ο στοχοφόρος 
μπορεί να βλέπει τα υτόχρονα και τις δύο φωτεινές δέσμες. Σε αντίθετη περίπτωση, αν 
βρίσκεται σε λάθος θέση και βλέπει μόνο μια φωτεινή δέσμη, αντιλαμβάνεται ότι πρέπι να 
κινηθεί προς τα δεξιά ή αριστερά, ώστε να έρεθει στο σωστό σημείο. 

Ο σταθμός υπολογίζει αυτόματα, κάθε φορά που μετρά το κεκλιμένο μήκος   από τη 
στάση προς το επιθυμητό σημείο, την οριζόντια απόσταση  . Έτσι, ο στοχοφόρος γνωρίζει 
αν πρέπει να απομακρυνθεί ή να πλησιάσει τη στάση χάραξης. 

Εισάγονται στον γεωδαιτικό σταθμό οι συντεταγμένες των προς χάραξη σημείων καθώς οι 
συντεταγμένες του σημείου τοποθέτησής του και της στάσης μηδενισμού. Με το λογισμικό 
χάραξης που διαθέτει ο σταθμός, είναι δυνατός στο πεδίο ο προσδιορισμός των στοιχείων 
χάραξης (πολική γωνία, πολική απόσταση). 

Η εισαγωγή των σημείων, μπορεί να γίνει : 

 Από το πληκτρολόγιο του σταθμού 
 

 Με τη μεταφορά ενός αρχείου στο οποίο περιέχονται, από τον υπολογιστή στον 
σταθμό ή από κάποιο άλλο περιφερειακό μέσο, όπως το διαδίκτυο ή ακόμα και το 
κινητό τηλέφωνο  

Οι ηλεκτροκινούμενοι γεωδαιτικοί σταθμοί, στρέφονται αυτόματα στη διεύθυνση χάραξης 
κάθε σημείου i χωρίς την παρέμβαση (σκόπευση) του παρατηρητή αφού, αφού προηγηθεί 
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βέβαια ο ορισμός της διεύθυνσης αναφοράς. Αν επιπλέον ο γεωδαιτικός σταθμός είναι 
ρομποτικός, τότε καθοδηγεί τον στοχοφόρο, ώστε να προσεγγίσει το σωστό σημείο. 

Ιδιαίτερη προσοχή απαιτείται στην εισαγωγή των παραμέτρων στον γεωδαιτικό σταθμό και 
του σωστού συντελεστή κλίμακας   όταν οι συντεταγμένες των σημείων αναφέρονται στο 
σύστημα         . Αυτό είναι απαραίτητο γιατί οι γεωδαιτικοί σταθμοί φέρουν συνήθως 
αυτόματα ενσωματωμένη στη μνήμη τους τη τιμή     για τον συντελεστή της κλίμακας 
παραμόρφωσης. Η διαδικασία της χάραξης ενός σημείου ή μιας διεύθυνσης με χρήση 
ολοκληρωμένου γεωδαιτικού σταθμού περιγράφεται στο Διάγραμμα Ροής   (Λάμπρου & 
Πανταζής, 2010). 

Πρέπει να τονιστεί ότι οι απλές χαράξεις όπως ευθυγραμμίας, κάθετης σε ευθεία ή χάραξη 
τυχαίας ορθής γωνίας, πραγματοποιούνταιαυτόματα από τους σύγχρονους γεωδαιτικούς 
σταθμούς, χρησιμοποιώντας το κατάλληλο υποπρόγραμμα. Επίσης, οι σκοπεύσεις του 
στόχου κατά τη χάραξη, μπορούν να γίνονται αυτόματα μέσω της διαδικασίας    . Έτσι, 
ελαχιστοποιούνται τα τυχαία και συστηματικά σφάλματα και αποφεύγονται τα χονδροειδή 
σφάλματα του παρατηρητή.  

Η μέθοδος     (                            ) ή μέθοδος εξασθενημένης ολικής 
ανάκλασης, αποτελεί μια τεχνική δειγματοληψίας που χρησιμοποιείται σε συνδυασμό με 
υπέρυθρη φασματοσκοπία και επιτρέπει την άμεση εξέταση δειγμάτων δειγμάτων σε 
στερεή ή υγρή κατάσταση, χωρίς περαιτέρω προετοιμασία. 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ ΡΟΗΣ Π.1 : Διαδικασία χάραξης σημείου με χρήση γεωδαιτικού σταθμού 

Πηγή : (Λάμπρου & Πανταζής, 2010) 

ΑΡΧΗ 

Κέντρωση του γεωδαιτικού σταθμού στο σημείο Α 

Οριζοντίωση του γεωδαιτικού σταθμού. Μέτρηση του ΥΟ 

Σκόπευση στο σημείο Β. Μηδενισμός του οριζόντιου δίσκου 

Εισαγωγή συντεταγμένων στάσης οργάνου - στάσης μηδενισμού και σημείου 
χάραξης ή ανάγνωση αρχείου 

Στροφή του σταθμού στην ανάγνωση της οριζόντιας γωνίας β για το i σημείο. 
Πάκτωση της οριζόντιας κίνησης του σταθμού 

Κίνηση του συστήματοςστυλεός ανακλαστήρας ώστε να βρεθεί στη διεύθυνση 
που ορίζει ο σκοπευτικός άξονας total station (χάραξη διεύθυνσης) 

Διαδοχικές μετρήσεις μήκους - μετακίνηση του στοχοφόρου από ή προς τη 
στάση οργάνου, στη διεύθυνση όργανο - στυλεός, μέχρι να βρεθεί ο στόχος 

στην ορθή S (χάραξη απόστασης) 

Τοποθέτηση της ανάγνωσης της ζενίθιας γωνίας 

Μετακίνηση του στυλεού (πάνω - κάτω) ώστε να βρεθεί στο κέντρο του 
τηλεσκοπίου 

Μέτρηση του  Υi 

Υπολογισμός της διαφοράς ΔΥΣ (χάραξη υψομέτρου) 

Υλοποίηση του σημείου 

Αποτύπωση του υλοποιημένου σημείου 

Έλεγχος χάραξης 

ΤΕΛΟΣ 
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Χάραξη με χρήση δεκτών του δορυφορικού συστήματος εντοπισμού 

 

Η διαδικασία της χάραξης σήμερα μπορεί να πραγματοπιηθεί με τη χρήση δεκτών του 
δορυφορικού συστήματος εντοπισμού (   ). Στην περίπτωση αυτή, χαράσσεται το 
επιθυμητό σημείο στον χώρο, οι συντεταγμένες του οποίου υπολογίζονται από το σύστημα 
σε πραγματικό χρόνο (         ).  

Τοποθετείται ο ένας δέκτης σε σημείο γνωστών συντεταγμένων. Εφαρμόζεται η μέθοδος 
του σχετικού εντοπισμού σε πραγματικό χρόνο. 

Εισάγοντας τις συντεταγμένες του προς χάραξη σημείου στο επιθυμητό σύστημα αναφοράς 
και τοποθετώντας τον δεύτερο δέκτη οπουδήποτε, γίνεται ο εντοπισμός, δηλαδή ο 
υπολογισμός των συντεταγμένων που βρίσκεται ο δέκτης σε σχέση με τον σταθερό δέκτη, 
σε πραγματικό χρόνο. 

Αμέσως, καθοδηγείται ο χρήστης με τη βοήθεια του χειριστηρίου προς ποιά κατεύθυνση 
και σε πόση απόσταση πρέπει να μετακινηθεί. 

Κινούμενος και σταματώντας σε επόμενο σημείο, επαναπροσδιορίζεται η θέση του και 
υπολογίζεται εκ νέου η διαφορά των συντεταγμένων από το επιθυμητό σημείο. Έτσι, με 
διαδοχικές επαναλήψεις της διαδικασίας χαράσσεται το σημείο. 

Ο χρόνος που απαιτείται για να προσδιοριστούν οι συντεταγμένες των σημείων από τα 
οποία περνά ο δέκτης κυμαίνεται από μερικά δευτερόλεπτα έως λίγα λεπτά. Εξαρτάται από 
τη μέθοδο που χρησιμοποιείται, τον γεωμετρικό σχηματισμό και τον αριθμό των 
δορυφόρων από τους οποίους λαμβάνει σήμα ο δέκτης, την απόσταση από τον σταθερό 
δέκτη και την απαιτούμενη αβεβαιότητα της χάραξης. 

Οι δέκτες του δορυφορικού συστήματος εντοπισμού χρησιμοποιούνται συνήθως σε 
χαράξεις οδών ή άλλων έργων με μικρές απαιτήσεις στην αβεβαιότητα χάραξης, της τάξης 
των μερικών   . 

Η υψομετρική χάραξη με τη χρήση δεκτών του δορυφορικού συστήματος εντοπισμού 
απαιτεί ιδιαίτερη προσοχή. Η μετατροπή των γεωμετρικών υψομετρικών διαφορών που 
υπολογίζονται, σε ορθομετρικές, μπορεί να γίνει αν είναι γνωστή η τιμή της μεταβολής του 
υψομέτρου του γεωειδούς για την περιοχή (χάρτης γεωειδούς). Συνήθως, η μετατροπή 
αυτήγίνεται χρησιμοποιώντας κάποιο παγκόσμιο μοντέλο γεωειδούς, που είναι 
ενσωματωμένο στο λογισμικό των δεκτών. Η διαδικασία αυτή, εμπεριέχει αβεβαιότητες 
αρκετών δεκάδων εκατοστών. 

Αν η χάραξη γίνεται σε μικρές αποστάσεις, της τάξης του 1   , τότε μπορεί να θεωρηθεί 
ότι     , οπότε      , με αβεβαιότητα λόγων   . 

Γενικά, δε συνίσταται αυτή η μέθοδος για την ακριβή χάραξη υψομέτρων ή υψομετρικών 
διαφορών. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γ : ΛΙΓΑ ΛΟΓΙΑ ΓΙΑ ΤΟ             

 

Το             είναι ένα υπολογιστικό λογισμικό πρόγραμμα που χρησιμοποιείται σε 
διάφορα επιστημονικά πεδία, όπως στα μαθηματικά, στη φυσική, στη μηχανική και στην 
επιστήμη των υπολογιστών, ενώ η υλοποίησή του, στηρίζεται στα συμβολικά μαθηματικά. 
Δηλαδή, το            , είναι ένα πακέτο συμβολικής άλγεβρας, με το οποίο μπορεί 
κάποιος να κάνει αναλυτικούς υπολογισμούς παραγώγων, ολοκληρωμάτων, αντιστροφές 
πινάκων με μη αριθμητικά στοιχεία (Παπαγεωργίου & Τσίτουρας, 2008). Η ιδέα του 
           , οφείλεται στον                , η πρώτη έκδοση του οποίου, έγινε 
γνωστή στο κοινό, το     . Το             βελτιώνεται συνεχώς με νέες εκδόσεις του 
λογισμικού, τη διαχείριση της οποίας έχει η                 . 

Ο λόγος που προτιμήθηκε το             ήταν η μεγάλη παράδοση που έχει στον χώρο 
της Διαφορικής Γεωμετρίας. Ειδικότερα, στο βιβλίο                       
                                                    του            , έχουν 
κατασκυαστεί προγράμματα υπολογισμού σχεδόν όλων των μεγεθών που μπορεί να 
συναντήσει κανείς στον κλάδο της Διαφορικής Γεωμετρίας και όχι μόνο. Η ιστιοσελίδα 
μέσω της οποίας μπορούν να βρεθούν αυτά τα προγράμματα σε ηλεκτρονική μορφή, ώστε 
στη συνέχεια να φορτωθούν ως βιβλιοθήκες στο            , είναι η 
http://www.maths.manchester.ac.uk/~kd/mmaprogs/. Συκεκριμένα, από την πληθώρα 
των βιβλιοθηκών που συναντώνται, αυτές που χρειάστηκαν ήταν η           , η 
         και η           . Η βιβλιοθήκη           , έχει ουσιαστικά 
ενσωματωμένες όλες τις συναρτήσεις που υπολογίζουν μεγέθη από τον χώρο της 
Διαφορικής Γεωμετρίας, από την καμπυλότητα και τη στρέψη, μέχρι την εύρεση των 
γεωδαισιακών καμπυλών και ασυμπτωτικών γραμμών σε μία επιφάνεια. Η βιβλιοθήκη 
         εμπεριέχει τον μαθηματικό ορισμό πληθώρας καμπυλών από την κλωθοειδή 
του επιπέδου μέχρι την καμπύλη του        στον χώρο. Από την άλλη, η βιβλιοθήκη  
            είναι εξοπλισμένη με όλες εκείνες τις εντολές που εξασφαλίζουν μία 
άριστη, εποπτική παρουσίαση των αποτελεσμάτων ώστε να ελέγχεται κάθε φορά η 
ορθότητά τους. Το            , παρέχει ιδιαίτερα πολλές δυνατότητες για 
αναπαράσταση γραφικών. 

Πέραν των σπουδαίων δυνατοτήτων που έχει το             όσον αφορά τη 
Διαφορική Γεωμετρία, εξίσου σημαντικές δυνατότητες έχει και ως προς την Αριθμητική 
Ανάλυση. Λόγω της πολυπλοκότητας πολλών σχέσεων-εξισώσεων, αλλά και της μορφής 
των ίδιων των καμπυλών, ο μόνος τρόπος για να υπολογιστούν διάφορα μεγέθη (όπως το 
μήκος μίας καμπύλης) είναι αριθμητικά. Βέβαια, η μεγαλύτερη συμβολή που είχαν οι 
δυνατότητες του             στην εργασία (σε σχέση με την Αριθμητική Ανάλυση), ήταν 
το γεγονός ότι το πρόγραμμα, έχει ενσωματωμένες τις καμπύλες παρεμβολής        και 
        . Μάλιστα, δίνεται η δυνατότητα ορισμού των               , της τάξης της 
καμπύλης, αλλά και του               από τον χρήστη. 

Τελικά, οι δυνατότητες που έχει το             ως γλώσσα προγραμματισμού μαζί με 
εκείνες της Διαφορικής Γεωμετρίας, της Αριθμητικής Ανάλυσης, αλλά και των μεγάλων 
δυνατοτήτων που έχει ως προς τις γραφικές αναπαραστάσεις, ήταν εκείνες που έκαναν 
εφικτή την προσπάθεια κατάρτισης ενιαίου προγράμματος υπολογισμού των στοιχείων 
χάραξης. Με άλλα λόγια, με το πάτημα ενός κουμπιού (αφού πρώτα έχουν καταχωρηθεί τα 
απαραίτητα δεδομένα εισόδου), το             υπολογίζει τις τρισδιάστατες 
συντεταγμένες που πρόκειται να χαραχθούν στο ύπαιθρο, του άξονα της οδού, της δεξιάς 
οριογραμμής, της αριστερής οριογραμμής, αλλά και οποιασδήποτε άλλης (παράλληλης ή 
μη) γραμμής ανάμεσά τους. 

http://www.maths.manchester.ac.uk/~kd/mmaprogs/
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Δ : ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ ΤΩΝ ΚΟΡΥΦΩΝ ΤΗΣ 
(ΤΡΙΣΔΙΑΣΤΑΤΗΣ) ΠΟΛΥΓΩΝΙΚΗΣ ΤΟΥ ΜΑΘΗΜΑΤΟΣ – 

ΘΕΜΑΤΟΣ ΟΔΟΠΟΙΙΑΣ ΤΗΣ ΣΑΤΜ 

Οι κορυφές της (τρισδιάστατης) πολυγωνικής που εισήχθηκαν στο πρόγραμμα κατά την 
περίπτωση μελέτης, είναι εκείνες που προέκυψαν από τη μελέτη του μαθήματος – θέματος 
και φαίνονται παρακάτω. Οι τιμές των συντεταγμένων, λαμβάνονται από το λογισμικό 
    . Συγκεκριμένα, οι διαστάσεις του πίνακα, είναι        : 

 

 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 3 : Συντεταγμένες της (τρισδιάστατης) πολυγωνικής καμπύλης 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Ε : ΠΙΝΑΚΑΣ ΤΙΜΩΝ ΤΩΝ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ ΤΟΥ 
ΑΞΟΝΑ ΤΗΣ ΟΔΟΥ ΑΝΑ      

 

 

 

 

 

 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 4 : Συντεταγμένες του άξονα της οδού ανά 50 m 
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**Σημείωση : Τα σημεία του         , αναφέρονται στα εσωτερικά σημεία των άκρων του 
άξονα της οδού. Δηλαδή, οι συντεταγμένες της αρχής και του τέλους του άξονα, δεν 
φαίνονται στον άξονα, αλλά παρόλα αυτά, είναι γνωστές. 
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Στη συνέχεια, ακολουθεί η επαλήθευση του                    : 

 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 5 : Απόσταση μεταξύ των προς χάραξη σημείων του άξονα της οδού 
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Ο τελικός άξονας της οδού, έχει μήκος : 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Ζ : ΠΙΝΑΚΑΣ ΤΙΜΩΝ ΤΩΝ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ ΤΟΥ 
ΑΞΟΝΑ ΤΗΣ ΟΔΟΥ ΑΝΑ      ΣΥΜΦΩΝΑ ΜΕ ΤΟ ΜΑΘΗΜΑ – 

ΘΕΜΑ ΟΔΟΠΟΙΙΑΣ ΤΗΣ ΣΑΤΜ 

 

Παρακάτω, παρατίθενται οι συντεταγμένες των προς χάραξη σημείων, όπως 
υπολογίστηκαν από το λογισμικό ΟΔΟΣ για τις ανάγκες του μαθήματος – θέματος 
οδοποιίας της Σ.Α.Τ.Μ. 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 6 : Συντεταγμένες του άξονα της οδού ανά 50 m σύμφωνα με το μάθημα – θέμα 
οδοποιίας της ΣΑΤΜ 
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**Σημείωση : Τα σημεία του         , αναφέρονται στα εσωτερικά σημεία των άκρων του 
άξονα της οδού. Δηλαδή, οι συντεταγμένες της αρχής και του τέλους του άξονα, δεν 
φαίνονται στον άξονα, αλλά παρόλα αυτά, είναι γνωστές. 


