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Kvpie “Ymovoyé! Kvplar xal Kdpuo!

"Avepyopevos eic to Piipa tolvo, elg 10 6moilov
ut fyayev f| edpevic Pijpos tiic Duoopadnuari-
s Zyohiic xal #) tiic =. Kufsovioews xal tijc A. M.
w0 Baoléwc Eyxoiog, avd dv puplag Spoloyd
1oirag xat Badsiav t’smpgd’@w ebyvouooivny, o
ooy, Gxolovddv emngatnoaoav ovvideaay, va
&V(xm:DEm w0 Vudv v ovvidpue ta tiic 8Eediteac
%l tijs onpasiog tng Fswperolac.
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"Akka moiv Goyloo 16 modtéy pov uddmua, ﬂemgd’)
xdijnov npf]‘g va §xq>pdom v Padeidv pov edyvo-
Woovyny meog TOVS EdTOUG ptov didaondrove tol
ﬁllt‘tégou Havemamp[ov. mo0g  TOV osﬁaorov %

lody, Xarliddnw, tov x. Aq,u Alywnn;v xal v |

dsmwlotov Kvn. Z‘técpavov, 6 6molog g xadnynuig
"IC Edoag tiis dvorépac xal Gvalvrixiic Tewpe-

Evuqun]Qlog Aéyog anayyeldeis v 10ny "Iavovagiov
‘1‘2}9 i aiBovoy i Nopwxiic Exohjs tov [Mavemom-

"5 ABHNAL Maloz 1919 &=

tolag &byws Eriumoe 9 “EAlnvixov IMavemoriuiov
xai v 'Exweriuny xadélov.

¥ ¥
*

‘H Madmparud, § xac’ &oxnv dmeriuy, doyo-
Agirar g whv Ao moofinpdrov dvagesgopévav eig
gv oUvolov oyxfoewv petaty moodv: elvar | Savoy-
tul) Ensfepyaoia 1@V oyéoewv tol Yoévou xai tod
draorfuarog, 1 Emoriun tiis xadapds Enontelac xard
v Kdrov, xara 8¢ tov A.-Comte oxomei v
gupecov pérgnow @V peyeddv, mpoodiopilovon
tatta 80 érépwv rowovtwv Eai i) Pdost tdv G-
Bav oyxfeemv, altives Dadoyovy petafd avrdv. “H
Madnpouxy &mioriun eivar 6 fiyepdy tdv detixdv
griotnudy kol daxpiverar Gmo tag dhhac, dia tov-
tov, Ore AapBdvovoa tdg modrag g Evvoiag xai
doyas &x tijc mefpag | »ai molkdxig dvev tijg Pon-
Velag tig Euneplag vadogilovea Jepediddeis hoywag
oyéoels petaky TOY modT@V Bvvoidv, altives elval
avemidexror Goiopol, Vepehiolran  xoi  EEehiooeral
gviebdev per’ dxpac xal adomods Aoyurile Tedeid~
inros. Awaxpivopey v dgnonuévny Madnuatudy,
MAadn wov Aoyioudv, xai v ovyrexoinévnv. “H
tehevtala dmoredeivon dnd v Tewpergiav xai v
Muygavorjy, todg 8do 8¢ tobrovs xAddovs xarakéyer
6 Comte &ic vas Quowac &mionipac, dneldi) &v dugo-
tépatc tiderar ¢ Pdoic f magarionow. 'Eav té
nood, €c-0 dvagépovrar va padqparirg woofhi-
pava, slvar apuuntika § dpponpéva, tére xakodpey
tov xAddov rotrov tijc Madnuarmiic "Avdivow, &av
8¢ elve yeoperpwd, Eopev v Tewperpiav. ‘H
"Avdhvoig 9a Aiddvaro va yagaxtmousdii G xa-
Yopa  Jewoia  dvev Epmeipuiic Twvog mooimodé-
oewg, fitg dvrhelvar & tof megiBdllovrog fpdg
#6ouov, &x 1ol ydoov, &v § bmdoyopev. "AAL’ § yon-
opdtng Ty meoBinpdrov tic ’Avalvosmg S tov
dvdowmov, dwa v Adory mooBinpdrav tod Quoirod
x6opov, dev elve Buvardv va Emuevydf) dvev Emi-
rowoviac tvés tijg 'Avaldoems pg tov ydpov xal
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v PAny, Bni tdv bmolwv dxpfds Ya Epagpoocd).
‘H dpagpoyl) abm, §| dragn viic 'Avakioews pé
vy PAny, yiveraw dua tiic mooohiypems moordoedy
oy, tag émoiag f| Emoriun Gduvatel v’ dmodeiky,
&M AapPdver ano v Eumeplav tac meordeeis
abvag xahovpev afiduara. Ta GEwdpara ovverdilo-
pev va dewpdpev Mg meordoes Qavepds xai Ghav-
ddorove, pévov Si6tt offitw vikapPfavépeda avmg
BJa tdv alodjoedv pac.

“Ev oyijua Stvarac va daAdéy déow dv 1 ydboco».

Elvar piu meéraci, firig gaiverar @aveopd, Wimg
elc tov pi) padnparxdv. "'Ev tovroic dév Exer obro
ol S tov padmpardv. A adtév 1) mpldraoig
abrn dév elvar @avepd, xaddg xat téoar dAhar, GAL
anotehel plav Omddeowv.

Tag mpotdoeig daxpivopev xara tov “Edlnva pa-
Inpanizov Edxheldny el toeic xamyopiac:

A’) Tovg bpiopovs (8gove), olrives galvovrar g
dnhal mepiyoagai, @AL' ofnves megiéyovv cvvijdag
#v favroic depehiddeic mpordoels' g tololVtov @va-
@égopev OV TéTapTOY 6Qloy.(‘)v tod Hov Bifhiov vod
Ednketdov, negiéyovra 10 almmpa tod ’Agxtp.nﬁovc,
Erov olrw:

«Adyor Eyew moos Erinia ueyédn Aysrar, 8 dbva-
rar nollaniaoaldueva GAlijlwy dnegéyews.

B’) Ta dEidpara (xowdg gvvoiac) xai-td airr']wxru

I'") Tag ngoraoeng, muveg snsteuxﬁqoav ap.somg
d1a tiic Emomteflog xal pévng, xaddc m. y. af ava-
epbpevan glg v tdEwv tijg ovveyelag @V onpelwvy
gnl twvog ypappils, xal to dmegdpiotov tiic Eb-
delag ». 4.

Merakd tdv dEiopdrov xai altypdrev dadeyovv
diagopai tives elg ta &g onuela:

a") Ta alvipara oyeriCoviar mpog e GEidpare,
xadds ta meofMjpara xataoxevis mede td Yew-
prjnara,

A 1@y almpdrov dropawvdépsda dago tob dvu-
varod GrA@v twvev xaraoxev@v' ai dAlal xataoxeval
Gvdyovrar arolovdwg el tavrag. A t@v GEwpd-
tov deyopeda Ot opjpard tva, tdv 6moiwv Emewy-
Yopev Ty xaraoxevi)v dua. tdv almpdrov § tdv
anodeitewv, Eovv Wdibmrag ply arodexvvopévac.

f) Ta dEdpara Exqedlovy diétrac dvagego-
pévag elg oladmore padnuarixa peyédn, elc vodmov
@ore 1| Epagpoy v Exreiveran elg wegoyny udA-
Aov Exrerapévnv tijc megloxijc tijs Cewperola, v
ta alvjpara Eounvevovy yeoperpixdag Wdibrmrac.

y") To dElopa Exel aliav adrd xad’ Eavrd, xadd:
Aéyer 6 Ilpérhoc.!) ‘H ahjdera, tnv onotav Expod-
Cey, EEaprdran &x tdv dvrihijpewv pévov, uuwe, eino-
vifovrar elg v duwardnowoiv rov. Kara tov Kdvriov
t0 GElopa elve pla xplog dvaturoof. Todvavriov
#) mdbracg, firig diarvmoirar 8’ Evdg alriparog, div
glvar drddg pia hoyud) ovvénewa tdv Goiopdy, xar

!) Mgf. Procli Diadochi in primum Eueclidis eléman-
;gggm l;bgum commentarii, éd G. Friedlein. Leipzig
0. 14
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tov Kdvrov ovyxgorst uf'm] uiav xpiow ovvderuniy.

Ei¢ tac veotépag Egedvac Eni vdv doxdv vijc I'ew-
uerguxg dev dexoueda mhéov xaw,uav oxoubuiuv dia-
q)oga.v perafd GEiwpdrov xail alempdrov. quwno-

uev sic 1o GEwdpara tod Edxletdov xadws xai eic
td aivjpara adrod xoloelg ouvdermds, Kai dia

toito psraxstc@ousﬁa ouvﬁﬂmg v AéEw afmpa xai

Gtiwpa l) np0g Expoaciy TV &v l.é'y(p TEOTACEMV.

"Ex t@v ait’qp.atwv v eig v Ceoperglav dvo-
(pegop.svwv, pvnuovevopev Eviadda to negipnpov
bov almua tob valen&ou A v naguuqlmv i
#ov ottw :

«Kal éav eis dvo ev#elag wr’zla, Epminmvoa, Tdg
dvtos xai énl 1a adrd uéoy ywvias dbe Sgddy Eido-
oovas noifj, xfarlopévas 1ds dvo eddeiac ln'ﬁxyg
ovusnintew, dp' & péon eioly adr@dy M 69"0” J&ﬁa—
OOVESH.

To altmpa adtd elvar 7 Pdoig t’k ﬂe(oof.ag t‘t?)v
nugal)mlmv xai éx tijg aAndelac adrod &miyetm %ai
L} a?\nﬁua otL

«&x onusiov A, éxtdc w"eta; a xsc.uévov, dwdmﬂa
va @éowuey & 16 Emnmédep aA m’av xal udan)r na-
edAinioy avtﬂ» ’

Al xgmum gmi tob aitﬁp.atog tobrov xai af. &no
mewpay, ai yevépevar meog GmodeEwv abrov, elve
nhetorar. Eixoow oloxdijowv. aldvoy xavamévyorg
il padparinic dwavoiag xai idig af dxagmor Egev-
vau éni tod alvjparog, af yevéuevar péxor rod 1700,
fvdyxacav moklovg yewpérpag, oftweg €dpacav rata
1ov  wapeldovia aldva, va deydoly b 4 Ogioruxi
dudrakig tijg dewolac thv uagaMﬁva elve mobPAnpua
dhvrov. Kai dxijoke pev anopq Cwnoov o dragégov
TRV uaﬁnuauxmv S Thv anédeiEwv tod uitriuamg.
GAV al égevvnrial mpoomddeial wﬁﬁy'qouv “glg v
avaxu)\mpw Ghhoy vewrégov yempetgmov avoniuu
toc, 10 Gmoiov elvav dvebdornrov tijc doyilc, nng
negiéyetar &v 1@ ebudedeip aimpml

Al modrat Baastg 1ol véou tovrtov yswuetpmov
ovomuums, 10 Gmoiov Exhndy cpavmoum) Cewpe-
toia, [layyewperpia, Mewperpia tdv dvoréomy Foev-
vav, “Yaeoyswperpia xal terg i edxheiderog ew-
uerpia, &rédnoav xvolwg dmd rod Pdocov Nicolaj
Iwanowitsch Lobatschevsku (1793-1856). Me-
tafV tol 1823 xal 1825 ﬁmuﬂvvﬂnaav al oudpel
Tob Lobatschevsknl 700 pfav Tewperoiav, ﬁrlc
elvar dvekdomrog tije edbuhedeion Dmodéoewe, xai
0V TDTOV xapmdv t@V Eoeuvdv TOU AVvExoivwos
v 12)24 ®efoovapioug 1826 81 tob Epyov tou:

«Ezposition succinte des incipes de Lo
géometrie aveec démonstration rzgoureuse du
théoréme des paralleles»

glg v deGLnopaﬂv]pauxnv Syohiv tob Havem-
otuiov 1ot Kaldy.

‘Ev 1® #oyp tov tobre GLObatSCheVBklj 06“"

') TeP. D. Hllbe : : =t
Aufl o 3.25, . ors Grundiagen der Geometrie 3.
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v Yepehiddy ororgeia wds Ceoperpiog, firig slvar ye-
viwtéoa tig ovvijlovg xal xara v 6moiav, 8’ évog
onpeiov éxrog eddeiag xewpévov difgyovraw dvo ma-
odiindor tf) eddeiq, o ¢ ddpoiopa OV yovidV

1829-1830 avexoivwoev elg 16 pynuovevdév I[lavem-
ooy xai #dnpooievee fwooiori 6 Lobatschevs-
kij véov Egyov bmd tov tirdov: :

«Ilegl v@v Peushiwddv Pdocwv tijs T'ewpe-
volag, V) &v &, &uroc t@v megieyopévoy Ev Td pvi-
povevdévit mpdre tov Eoyw mepifyoviar Epaguoyal
weg tijc véag Yempiag émi tig 'Avglﬁoemg. ’Axo-
lovdwg Ednuooicvoe cepav Epyacidv tov.

« Imagindre Geometrie> (1835).

« Die neuen Anfangsgriinde der Geometrie
mit vollstandiger Theorie der Parallellinien>»
(1835 - 1838). 5

« Anwendungen der imagindren Geometrie
auf einige Integrale» (1836).

« Géométrie imaginaire (1837)?). ;

«Geometrische Untersuchungen zur Theorie
der Parallellinien» ®), :

B fic mooxakel Ty moosoyiv @V paduatixdv Eni
0V E0EVVBY TOV:

«Pangéoméirie ou préeis de géomeitrie fon-
dée sur une théorie générale et rigoureuse
des paralléles».

‘O Lobatschevskij Sewpel év 1@ dmnéde piav
dopny dnrivaov pg xévigov onueidy tw A xal plav
ebdelav BIY, pi avixovoav el v déounv. “Eoto
}AA i) éxt vy BI' xdderog anric tig déoung »ai AE
xdderog &xt tqv AA. ‘H eddeia ady slve, ¢ yvo-
o1y, 1| pévy Bv v® edxhedeiey ovoripan, Hric div
téuver v BIN 'Ev 1@ overipan tod Lobatschevs-
kij dxdoyovv xai dhar eddetar tiic ddounc A, ai-
tiveg Ogv téuvovv iy BI. Al un tépvovoar adral
ebdeloan ywoilloviar amd t@v teuvovsdv dia dvo
sfn‘)e‘tﬁw A, xai k aftiveg dniong dév téuvovrar pieta tijg
BI. ‘Exdorn tdv eddeidv, tac émoiag 6 ddooog
podnuaninds xakel magalhijlovs, Exer Goiopévy qo-
0av mapurhndioc. Otvw f| A 8v 1§ opfjuare (1) elve
nagdAnlog xava v dekwdv .opav 1 8¢ Kk mpog
v douorepdv. ‘H yovia v émolav oynuatiler 4
xdderoc AA pé plav t@v magaAlilov xaleital yo-
Via t@v mageAilev, #| yovia vod magadiniiopod,
dvuorouel 8¢ ¢l vy dndoraoy AA=p. ‘O v héyp
Madnparixoe perayewpileran 1o ovpPoirov II (p), tva
Toguorioy v elc v dndoracwy P dviisrooioay
Yoviav t@v magaidirov 4). 'Ev 1 cuviider Cewpe-
Toig Exopev II (p)==90° év @ &ic t0 ovornua tod
Lobatschevskij eive ovvdgmoic tod p: abEdvovoa
BéxoL 909, Zav 10 p dharrodrar péyxor 0, Ehartovpévy

e e - .

r : ;
) HeB. F Klein, Nicht- Euklidische Geometrie Bd. .
L Gottingen 1892, 0. 174. :
') Journal de Crelle Bd 19.
* " Berlin, 1840, :
‘) HeB. F. Klein, b av. 0. 179.

$vic torydvou slve puwpdregov tdv dio dod@v. To

- 8¢ péyol vob 0, av vo p adbdvy &x’ dmepov. "Adda

10 omovdaibregov pégog tiig «paviacuxii [stwpe-
Tolas» elvar 6 oynuatiopds TV TELYOVOUETORGV
trov. Ilodc Eayoyny abrdv elofyayey 6 Lo-
batschevskij dvo véa oxfpara, tov douaxdy xbxioy
(wbxhov ut dneigov dxtiva) xai tv Sglaxny opaigav
(o@aipav ut dmegov dxriva), drwva &v tfj ouvider
Pewperoiq elve § eddeia yoauuh xai- 1o éninedov.
"Enedi) ni vijg 6oiaxiic opaigag dvixovy «? Gola-
#ol xvxhot, cuvdyel 8ti dvvarar va olxodoundf pic
FCeoperpia dxpiPids avriorowog afis ovvidovg, &v 4
of 6oraxol wixdor Bugavilovran elg v éowv tdv eb-

K
- €
i iie
: 3
B A r
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Yeudv. "Ev yével ouvdyey, 8t éni vijg Spuaniic ogaipag
loyves 1 ebxheiderog T'ewpergia xai WBiarrégwg i ov-
viidng éninedog Torywvoperpia.

Tag didmrag adrdg xai piav WBidmra tdv Opo-
xévigwy wixkov pé dneigov dxriva perayeipileran 6
Lobatschevskij, dud va &aydyy vode vimove Tiig
véag Eémunédov xal tijc o@aipuriic Towywvouergiag.
Ot relevraiow ovpminrovy pé tode ouvijdew wrovg
dua v ogaigav, dmov td ovoiEia tdv oLydvav
uergotviar dia yovidv.

"AElopvnpdvevta mopiopata tod Lobatschevskij
gEaydévria & 1OV tvinwv tov elve ta &ic:

1) Awr tolyova pé mhevods modd pixgdg (dmei-
0ws puxpdc), dvvatal tig &v tff Yoer @V tim@V
tiis @avtactnijs Toryovopuerpiag, rodhdyiorov uéyots
anewgootdy dvartégag tdkews, va Yéoy todg xowovc
TOLYMVOUETQIXOVG TUmOUC.

2) ‘H alayi) tdv mhevodv a, B, y Sia tédv Qav-
taot®v whevodv ai, Bi, yi perargémer vovg timoug
tiis gavrasriiic Towyovoperoiag €l rods nimovg rijc

oQaLOIXT|G.

3) 'Eav eloaydyouey &v 1d dmunéde f) v 1§ 1DOW®
v oomua ouvretaypévav, Suowov mpdc 1o ovvndeg
xagreoiavdy, duvdueda va Smodoyiowpev ué thy Bor-
dewav tilc dvatvrindic Deoperolag ta pijxn tdv xap-
nohwv, ta. Epfada v@v Empaveidv xai rods Syxovg
1OV cOUdTOV.

Tiic 068 dwa vy dvaxdhvyw tilc i) eduder-
deiov emueroiac !) peréyer xai 6 Odyypoc L Bolyai

: 1y 'O’(‘iqog,m’;tog dgeidevon elc vov Gauss, Sotic peTeyes-
oitero avtov év tf} otevi) Tov onpacig. Katallnlotéoa gai-
veton 1) leﬁ’lg <llayyswusroiar %ad' fv déyevai g xai vac
r,QsIg,vnoﬂeastg neQl tig Fempevgiac, Tag omoiac xatmréom
Gvagégopey, xai ovvayer Aoywdg ta eic éxdomy dviiotor-
xolvia mogiopara. ‘Ev 1) pn edukedeio Cewpevoiq Sty
§zxopeﬂo§ 6t | inb6deorg tou . Edxdeidov elve Pevdig, aAn’
anhdg Aéyopev drs alivn dév elve Gragmithrmc avoyreio.
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aEroparinog tod auntgmxmv orparo (1802 - 1860)
Ouwg Soiter ¢ EEic tag mapahhijhovs. Oewpel Ty
¢ mpog mv AM St rod B diegyopuévny mapdhinkov
oy (2) g (Spmxnv déowy wag teuvuvong BT, fjrg
otosq)ﬂm nad)’ mgmpevnv qopav. mepl O B, dnhadi
Bewpei v Bl d¢ magdhniov vilc AM, iy déowv
rijc BI' uohig abry dnoomact), xara v Expoaotv

m

/

r

B

Zy 2.

vob Szdsz ') tijg AM. ‘O Bolyai dvépace v ma-
pdhindov tavrnv dov,umwunﬁv nagduqlov

Ta ododdn ouunsguouam glc w 6mola xotéhn-

 kev 6 Bolyai elve:

1) ‘Ogiopog tdv magarilfrov xai Wdiérnteg adtdy
aveEdpmror tob airfjparoc tob Edxheidov.

2) Kvxdoc xai opaipa pé dGvrioroiyovg ameipovg
dxtivag. "H Tewperpia &ai tijc o@aipag pt dneigov
Gxriva ovpninter pé v ovviidy Exinedov Tewpe-
rolav.

3) ‘H ogapua) Towywvoperpia elve dveEdprnrog
ol Hov aEiwparog tov Edxdeidov.

4) 'Eninedoc Toryovoperpla & 1§ pi ehrdedelo
negurroet. "Eqappoyl) elg tov Yroloyiopdv tdv
dnpaveldv xal 1@V Jyrwv.

"Ev® 6 Lobatschevskij dpiepddn ele vy pavra-
oty lewperpiav xal 1dig elg 10 dvakvrindy negieys-
pevov abrile, 6 Bolyai énekeipydody depehiwdéore-
gov 1o meéPinpa 1:1'|5 dEapuijoems pf) TV Yewue-
tgtxwv xpotdoewv ano tod edxAedeiov alvjparoc. ’Ev
@ 6 mpdrog EnEﬁlU)Et xvglmg va olxodoprjoy evornpa
Fsmpewm anoggtm(ov 10 ngoBh]uatmo» aE(mpu, 6
devregog Eqegev el @ds tag mpordoeis xal tac xa-
TAOXEVAC, uTnve; &v 1f) ovvijder I‘swperglq dgv eEug
tdviar Gxo tod alnjuaros. Tag tomvwg TOOTAOELS
gbploxer g dvnmngul)\qhtmv myv Femuetpluv t0d
Edxdeidov :tpo; rnv tob Lobatschevskl] av 8u
Exouv xowvdv xal al 8o lewperpiar dvixer elg mv
xakovpévy dndhvrov Tewperpiav.

To aEla)ua tijs Fempstgm; Lobatschevsku Bo-
lyai 1o dvrioroyoiv els 10 dElopa tdv napuuqlu)v
tilg ebxdewdeiov Ceoperplag diarvmodran dg &Efjs:

« Edv B el tvxovaa sbdela xal A onueidy u, uy
xelpevoy &n' adrijs, diégyoviar mdvrore did 108 A Svo

1) MpB. R. Bonola- H Liebmann, Pie Nich idi
Bl ann, Die Nichteuclidische

iﬁvygaup.ou Toydvou év i mmoaﬁolum

ﬁ,tuaxuveg a; By ai’uvzc Sty daouloﬁv phv ' ﬁv
avmv eddeiav xai afuves Oby téuvovy Ty &b
& § éxdory fuevdeia, xequbvy &v 1P ﬂuﬂaﬂlﬁm
1® oyyuanlopbve Hno 1dV @, a, xai @m‘m
dnd o0 A, téuver vy addsiav frl)
Ty ebdeiav B ywoilopev ézéx:q
B &ic dvo nptsvﬁsf.ag B, By xat &g el
mpoc w0 Ev pégos W Ot a,, B, mods
delag A B. Ofrw 9a léy(ouevp
elvat nagaunlog ) By xai §
Aéyouev, Gu ai dvo ﬁpumﬂewu
Mo tfj eddeia ﬂ xol anbun 51.1
do eddeidv el thv Gmolay
a; xal a, eiva nupalk]l()c tik

’AMa 1o ot’mn]p.u ot Lobats
dtv &Eavilel rekelwg to mediov tijg dvamty
ebxhedeiov I‘amp.ewmg “Yroriderar,
yguppn sxet anaqov ufjxog. Awap.!ﬂav
touvuvuov on ﬁ suﬂem Brer wpco;

yovpévoy, xadds &ne&etﬁev GB Riémaﬁ‘.
I‘ewut-:tglq ‘I:OU Rlemann dtv 6vvdutﬂa7§. :

gxtoc ebdelag Tivdg @ mpog my 35&1«\'
Ta roia ovoripara tijs ewuerpiag,
omgttop.evov gnl tijg dnodécems tob Edxh
Bevtegov &ni Tijg tob Bolyax-Lobatsche'"
10 toitov éxi tijg 0¥ Riemann yagaxmoiCovra
tob Klein ?) pé ta vépara cl"smpetgla n
«Tewpergla wzegﬂolmr;» nat «I" aw,uezpla
Avvdpeda va tag xapaumgiowusv %ol GO 1
tod m‘)gowpamg By yovidv Evog ofovdijn

10 ddgoopa roiro iscovrar ps dio aoﬂ
unegﬁokmn elve puxgbregov @y dvo dof
T sMemmq] pf:yalvtsgov @y 5\!&3,:469"
T8l aldrar meQurrdoeig Gvriorotyody. sﬂﬁ:
u&n TV Empaveidy, 1y Srolov T &ldo
& 1ol eldovs il om&eg&g *KapmuAd
Hgayuau dlvaral tig va xaraoxevd

ué oradepay munulomta, &v @ Bquf
TQElc meQUTTMOELg:

I} k=o, - 1I) k>o,

i

1) Igf. Hllbert &g év. 0. 160, = -
) F. Klein, Math. Ann. 4(1871) o.

‘ 3) HQB Encyclopedxe des sc. mltha
o. 48-7
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dnov k mapwrdver v xaumvdérnra. "Eav kK=o,
#yopev Og tmédertypa 1o Eninedov. 'Eav k>o, ¥jo-
uev Empaveine dvamtuxtas Exl wds oqaipiriic Exi-
gavelag, Byodene dxtiva 1: k, xai dg Indédeiypa tor-
- avmeémeaveiag Exopev v cgaigav. ’Eav elve k<o,
#opev tag émi tijg Yevdoopalpas dvamtuxrae Emi-
gavelag, tavtnv 88 Eyopsv xai ¢ Hnbdeiypa tdv
iv Aoy Emgaveldv.!) 'Ag’ frégov 6 Gauss #der- -
tev, Oru &ml Emgaveiag 8yovong oradeoav xaunﬂé

mra kK #) peraBallopévnv d@no onpeiov eic onueidy
we, 0 dmlow 6loxlqgm,ua

: : f kdo,

dntewdueyor §¢’ Sloxdroov ijc qumniac &vds yew=
dauixob toycdvov ABI' ¢ive loov tjj dapopd @y
dio bpd@r &nd rod adgolouaros @y ywondy rod
1gtydvov. %)
"Heore. ‘ ; ¢
kdo=A+B+4I'—mx
Br :
"Eav v timov tolrov é(paguéomuev gni Emga-

veldv oradepdc mpavlomtog gbplonopev:
I). Eav K=y o

f kdo=o, énouevm; A + B+ F——J‘t
ABI‘

iEizm\s ABT gavepdvovy tac ywviag tob roiydvov.
“"Hrou: .

<Eni r@v Emgavady afuves Eyovy xapmvldryra
undév o ddgotoua @y yowmdv Evos yewdaruxod

10y dvou zlve loov ué 8o doddc».
II)‘ ’Eu'v : K= F>O,

jﬂd Houev:
f kdu ek [ do.
ABI‘ ABP
"Akkd o ﬁloxMo(opa

[do

ABI

e o slve
—=A+4+B+4I'—m

A

) ‘H wzuﬁootpatqa elve émmvsm. éx% TEQIOTQO P, N &2

Elomm; 100 peo'r!uﬂowou g g mEOG TOV GEOVE MEQLOTQO-
S Z %od 0V &’ autijg xateroy X slve:

T x?
Z=Alog ﬁ/i“_'__i — Vi,
v R k=wapmidéens :

3 ggﬁ; vl:. Bianchi, Lezioni sulla geometria” differen-

L]

e zé épﬁa&ov Tob tprywvov, #otw & toito E,

¢ o Emeran B

\+B+T>n, E=A* (A+B+T—x)
fitoi: « To ddgowopa 1y yondy fvdc yewdairixod
Touydvov éni Emupaveias otadepds Yerinijs xaunavlorny-
o5 slve peyaldregov 1@y dvo d9d@v, To O¢ dufaddy

10¥ toiydvov dvdloyor vijc dapogds A B+ T'—an>.
1II). "Eav sive:

k= — =
da Egopev:
{ E
Jras== 5 [do=—7,
ABI' ABI’

8 oY Emerar Ju:

g:::-(B-{-B—}—I‘), -
fitov Svi: «T0 ddgowoua 1@y ywrdy - évos yewdai-
uxov rouydvov xeipévor Exi Empavelas éyodens ora-
Pepar dovyruay xaunvidira, clve puxgbregov TV
dYo Spday, 10 68 EuPadov tod roiyddvov elve dvd-
Aoyov tijc dapopdc n—(A+B+1T)>».

‘H Teoperpia tdv mpavedv pé xapmvldmra
undév | oradegav xal devixdv dvricroysl medg v
gninedov edudeideov »al v ogaounjv. 'Eav eig
oV did ™V oqaigav torymvopstouols TUIOVS
dwxrnofomwpev tag yoviag, tag 88 mAevods molrka-
nlacwtowpey &mi i, AapPdvousv tag  oybosig Tag

Onolag mhngolv ta oroigeia Evog yewdaitixod ToL-

ydvov Emi Empaveias Epovonc oradegav dovnTianv
xaprvddyra, Of témor obrot tiig Pevdoopurpiriig

" Torywvoperging ovpxinroov pé tovg tije [ewperplag

toi. Lobatschevskij - Bolyai. !) "Ev ovpnegdopari:
0 ebrleideioc ydgoc Eyer wapmvidigra undéy, 6 rod
Lobatschevskij - Bolyai dovquxiy, 6 8¢ 10 Rie-
mannr Seuxijy.

To ebudeidetov yewperpmdv olxodounpa perd 1@V
ouvpTAnowoedv Tov, Tol 6mofov ixava otoigeia elve
yvoora &k 1@y ogoludv onovddv, dneréheos rav’
agyas piav ovldoynyy didaxtwév moordoewv. “AARa
Boaditegov ué tag omovdaiug meoédouvs tob xAddov
todrov tiic padnparwiic xiotiung, tag dpethopévag
elc rov Monge, Garnot, Poncelet, Steiner xai
dhhov, Exwoiodn Badundov. eic dvo megroxds, Ex TdV
omoiov ) ugv med™) diaxgiverar dia tov Gr &Eevdle-
1ot v adef) poévov f) mpds aihihag Déoig TV yewme-
WAV oynpatiopdv, 8v 3¢ ) &hhy fEerdlovian nv-
olwg af perpual idtyres THY YEMUETOXGV oYNpa-
top®dv. ‘O yooiopdg olrog dyévero modypatt pdhg
nara tov 19v al®va, 10 8% modrov BiPliov tijg

3 'H omovdy dv fmgpoaverdv pé otadepav Govnmxiy
xapnvlomnta  éyévero 10 modrov Und tod F. Minding
(1806-85). BA. J. Crelle Bd. XIX. . 370, xai Minding,
Beitriige zur Theorie der kiirzesten Linien auf krum-
men Flidchen: J. Crelle Bd. XX. o. 323 7.
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swuerplag tijs Péoews (Geometrie der Lage) &te-
860n to 1847 (Niirnberg ¥xd tob von Standt)\.

‘H Teoperpia tic déoewg § vewrépa ovvOEeTIX
Pewpergia elve Aowwodv dnuiovoynua tod 'lﬁEthog
al@vos, npo Ohiyov & poh denastnoldov Erafev
tony déowv pé vy makaoréay, N o (i‘V(iJI:tUEl;
abrijc dpelherar xvping els rovg padnuarxovs Pon-
celet, Cayley, Mobius, 1. ‘Steiner, Chasles,
von Staudt, #av neglogioddpev elg rvag draonj-
povg pévov widv els 1o mediov rovro tijg painpa-
wwilg  Emoriung  fpyacdévov. 'And tijg ouvvdert-
wilc Teoperplag tdv doyaiov "EMvov xal tig dva-
hrwiie Teoperolag, mept tig 6nolag auéoms xarw:
whoo B xdpw Adyov, daxgivera xwplog f xudapd
Pewperoia tijc Héoews, xara 10 dr abm dev AAPVEL
aroldrwe xappiav yoijowv tijg évvolag tob uérpov,
v dvridéoer npdg tiv makawotépay Teoperplay, frg
dovarar va windi Ceopergin tob pérgov. 'Ev ti)
Peoperpie tic Déoewg div yiverar Adyog mepl tod
uéoov edbuypdupov tpijpatog, wepl dpdiic yoviag,
negl xadérov, wepl Aéyov §j dvaloyidv, mepl peroij-
oewe pijxovs, &mipaveias, Syxov xhw. xadog éxiong
nepl toryovoueTowdy Goidudv xai tdv EEodoenv
yoaupdv §| Empavedyv. Adn Gha adid ra avorei-
ueva i #oevvng tic madads Ieopevoiac mpobmo-
décovv péronowv. “Ev v xvorwtépmv moofinpdrwov
viic ddaonaliag tijg Tewperoias elve va Eaowioy
wal dvantily tag mupaoratikag duvdpeis tod omov-

daorol, xal rolro Emurvyydverar meploodrepov dua |

| deviégag Baduidog sis

tijz mopelag, wiyv dmolav Bydoatev v taic yewperpr- |

nails fpevvaig tov xai 1dig &v rfj Ceoperplq tijc 9¢-
oews & von Staudt. Odrog droxheier rodg vHmolo-
yiopovs, todg xard pdhlov R frrov mohvmAdxovg,
v dnolmv ddv Eyer Gvdyxny 1) magaotarixn dvvapg,
Emuoygdver 3¢ tyv yvoow tdv eoperpudv dhn-
Dewdv dux tije dn’ eddelag Emomrelag, ¢’ fig omoilel
v leoperplav tiic Yéoews. Elve gavepdv, 8u 4
Cemperpia tijs Béoeng Bondeirar g mpdg 1o onueiov
abtd 0o tijc cmagaoranxic ewperpiass tijg dmolag
xugiov Epyov elve va magaovioy Emi tob Emumédov
ta ogfjpara tol ydeov els rpdmov, dote tf) Pondeiq
tijs lewperpiag tob Emunédov va duvndij va Adoy
npoPfijuara tob ydeov td@v toudv dhaoctdoswv. ‘Al
xai §) Cewperpia tijs déoewg ddvarar va dewondi
g mpoxaidera Sk v oxovdiv g RAQACTATIRIG
lswperpiag.

[Toog v "Avalvraqy Ieoperpiav eboloxerar f
xadapa Iewperpla elc doopévyy tva aveideory,
Soov dpopd v uédodév mg, fire elve yvooo &
vijs ebxhedelov Dewperolug dg ovvierun) pédodog.
‘H véa ovvdera] Tewperpia dvayweel dxé tvoc
1ol Agupod yeopetpuxdv oroyeiny xal tdv arod
TOVTOY  ouvndEpévon  YEQUETQW@Y  OYNRATIONGY,
xul’mmévmv Depeliddy  yeoperpudy oynuaTiondy
apome Paduidoc. Elve radra o onpeiov, 1 sbdeia,
xal 10 &aimedov, | onuewooeipd, 1 éxinedoc déouy

ueraly abrdv 6dnyoiv elg yeouerguods oynuatiopods |

3

: Yo | wéxou tijg Emoyiié vob Kapresiov.
dxrivoy xai | @Eovoa) déoun Emaédov. Syéoers Tivig 4 e iou :

_tobg 6mofovs Dadyove
of xovial topal, arovddfovran b'eWS o
tarar 1d6mTEs T@Y oroyEiov tovtwy.
YeopETQU@dY  CXMUATIORDY TS devrépac
duvdpeda va xmgﬁqmupv &xolmﬂ)ﬂc
OYNUATIONOVS X. 8. % i

[TepropiCopievor gviog TV 00
Teoperpfag, dtv dvvdueda EIRTU
&v i} doedvy vilg Iewopérelas s
ddv tiic 'Avorégos 'Avakioens,
omovdatordrov xhddov tijg VEOTE

swperoiag.
Tewperoiag 710 TAQEGKEVUGHEVH
“EMmvag. To devregov Bifhiov u
Edxheidov negtéyeL GELOAY QN ’ 0
tar va dewpndodv dg e o) ol
Bowdv moordoswv. ‘H mogela tob 'Ag
1) &ayoyi tic §ins Quiveray, Ot
e elc TahatoréQag YEMUETOIHAS |
mokd mod tod Awogdvrov (300
va Gvamriooeron pia dordunruomoin
rolac. O YAgaPec ovvédeoav Poudire
uetoudly . pédodov t@v “EdMfviov pé
*AlyeBoav, thv érolav nagéhafov o
xal xardpdooay ofito va ebgovy |
tic Ewodoeg tod toltov Baduod, tdv
xadagav dhyefouny Moty Edewpovy G
Toratépmg draxpiver tig Ty deErdry
glyov of padnuaroi tig &moyfic Exelvng,
Gvdyouy el tijy Abow dmhdv EEe
yeoperpudy mooPfAnpdrmy, xartaoxev@y,
gyévero 1dig yofiow tilc "AkyéBoas, Tva én
Mowe yemperoudv moofinpdrov, &v @
Cardano xai Tartaglia xatépevyoy &g
nagactdoeig, dua va EEnyfoovy wv 6
Bodv timov &v ti) dewply tdv EEiomotd
Badpod. Torovrorgémas #i GuorBaia Hmoo
"AlyéBoas wai Tewperplag diepdopuos
Bovav Tewpergiav. ‘O Kapréoog (1596
védeoe 1 S0 €1d tijc yeoperouriic Bpedvng.
gov® tov «Application de I’Algébre a
rie des courbes> xal Géometrie (1637) Aewvie
Y otevijy _ual évalldooovoay oyéowv  perakd ;
rodeov tii "AlyéBous xai tiic Dewperplas
paveveton ahyefowds mgofhijuara yeow
peirar ovrog & dyuiovyds i Gvak:
To Wudlov tiic pedddov tiv ouveeray, ,
yﬁv ﬂf:mg onuelov &mt yoappilc f) dmgq h
10 ydee Solleran B Goubudv, Ednuoves
tob Kagresiov, ouviorarar 8¢ f onpaot
elc toito. “Ou abm moagéyer ele tog. A
biacpég(n‘v veouerudy Inupdroy
viis yevixémrog, tijg 6molag v molhoic
Tle

nakaorégor. 1ot Kapreaiov g (
tdow va &Eerdlovy pévov tig
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rapmidov. tivdv. "AAL T pédodog, thv omoiav Eqrie-
pooev 6 Kapréooc eic v TI'ewperpiav, Edwxev eic
abmv yagoxtijpa 1ol Gmoiov Eoregeiro péyoL tiig
gnoyiic rov. Awbtt pé myv PBorderav &voc timov éviote
give duvarov va Exgoacdoiv Bidtnreg Gloxligou
wikewg  xapmddov. Aw tig véag tavmyg -tdoems 1
Teoperoio Gvemtiydy toxémg § 88 dvdnrvEic v ma-
oéoyev dvapgioPimrov déletay eic v GvdmrvEw
0y Aown®v xhddov riic Madnparniic Emotiuns.
"EEaiperindc neowoétegnv &vemﬁxﬂn 0 'Akyeﬁga

viig 6mofag ai oupﬁohxm napaumamc floyioav va
hapPdvovy pog@iv arlovetrépav ‘xai ebAnmyorépav.

Mia tdv éqmguoymv Tijg Fsmpsrgmg gig tnv “Adye-
Poav elve N Eopnmveia tiic onpaciog xai W égag-
poyl; tdv dovnrdv OIEdv tdv Ewodoswvy, nepl TV
onolwv oi doyaior padnuarwoi siyov doagi idéav,
%ol Ot rolro GméQevyov abrag MErd  TQOCOXTS
Agkapévn otitw | #x  magaljrov advdarvEis tiic
lewperplag xai *AdyéBoag dno tob Kagresiov, &a-
xohovdel péyor ofuegov, xai 1 avdmrvEig tiic g
glve orevidg ovvdedepévn petd tii¢ dvamtitens tiig
éréoag. “H pédodog tot Kagresiov dnfjpkev # moo-
nagauxevaauaﬁ 680¢ 1 v Aapmeav dvaxdiviy
toi Leibnitz xai tot Nebrwvog, dnhady) dia tnv
dvaxdhugy tod Amcpogmov Aoyiopod.

‘OAéxdnoos % #momipn tiic dvatvrmils [ewpe-

wolag Bepehiodron &mi viig ovvdécewe, firig Dmdpyer
perald EEwowoeds tivog kot évog témov. 'Eav . y.
®opmikn Tig Gpilerar dud Tivog yewperpuwdis 1dudn-
g, 1 Gvalvrig I‘ewpsrpiu gmlntel va &aydyn
& tijg di6mrog tavre piav i nspwuoregng EElod-
oeie, aftivec da gnalndedoviar Y0 1@V ovvtemyus-
VoV Tdv onpeiov Tijg uapnvlng "Eav rodvaviiov 80{')'“
tiowatc Tg, gmlnrodpey va ngoo&togwmuev 0V
Wrov, tov Groiov: :tapwravsn xai va gUpwuEy Tag
Yeoperpuac idi6mrac adrod. Kora raiita #Eicwoig
g maplotdvel v yéver témov wvd, uai 1émdg TIC
ragiotdverat oo pids A nsgwcorsgmv EElodoemv.
‘H slevﬂsga xgnau; tn; Alyeﬂgag gv m Teoperpig
foyev dig ovvénelav vy eloayylv T@V paviacti-
v Yeouerowdv aroyeloy, tod gaviactod on-
below, tiig qaowmo:mng em‘)sm;, 100  Qaviaotixod
tunédov xadds %ol 1dY xox’ euﬁoxnv yewpergmmv
toyeimy, &v dvidéoer mpdc td nad’ Vnboracwy
Wwbre, ofa elve 10 &n’ dmegov onueiov, xoivdy
Opeioy dvo magalflwv: ebdewdv, W &n’ &nsigov
0w eddeia dvo mapaihilov Ennédov, 1o En’ duei-
0V xowvov Emimedov - nupaunlwv émq)avetmv AL(M
Vg eloaymyiic tdv véov rovrov otmxeuov gig iy
fﬂ)usrpmv gyeviretBnoav mleiotan ngotaosng, LI
Yg Gmoiag dMlws 9a elpeda 'qvayxacpévm va i-fxm-
ey pepinag  megurrdoeis, Obrw m. y. Epopev v
Téracwy Gri:
«Tvzoﬁaa evdeia réuver émpdveay faduod p gis u
Mucla mohyparxa 9 paviaguxd, dmxaxgz,usva # o
tovias, “Ev ’F| negwoéteoa 1@V onpsiov tovtmy
Ivaviar va xelviai el dnewgov Gméovaocty.

o o oaou&n AV YEQUETQXDY CYNPATIoP®dY Aai

v idotitov t@v, f| omovdly T@V YoauR@V xai TV
Empaveidv elve 18 Intipara  tijc dvalvniniis
Ilewperpiog, tijc dmolag téon peydhy- elve | dvd-

4 L rd ‘ 3 ~ 3 2
‘vkle, dote Opiopévar meploxal adtils dnetéhecav

{3{ovs xAddovg Emompovixodc odrwe Eni mapadely-
pact 1) diapopu) §) dnegootiny Tewperpia, fi Dew-
ola 1®v Emeavedv, | dewola tHv Emnédov xap-
avhov 7 N omovdn Emigaverdv @plopévov Tvdg
ﬁm‘mov, 7 omovdn tdv ém(pavetwv tod Riemann,
fi mooPohui) FE(DI.LETQ[C( Bv 1® y0ow t®v v dlaord-
oswv, Yewgolvrar Eviotre @¢ idiairegor xAddor.

'H &valvnm‘] I‘empergiu dvarar  va Jewondil
10 otoiype, 6 dEwv Eni tob 6moiov ornoilevar mdg
uhddog tijc padnparuiig emotnung 5

“Avev adtiis 9a flro Towg dudgogog orjuegov
xardotacis tiic dmonipne “lomg 9d elyev &Eevpedi
dAn 686¢, 6dnyovoa mEoc tag dvaxaliyels xal wpde
vy @ebodov tiic podnpatiniic Emovipns. H v
1) otadip tiic dvamtifeds e edpionopévny axdpm
veoga Jewpia v@v ovwvéhov (Ensembles, Mengen-
lehre) dbvaron va pdc Pefocdoy mepi adrov. O
yedg(‘)g abrog Plaotos tiic padnpotniig Emeriung,
100 6moiov T@ mEdTa omépuata, SMIGTNUOVIXGDS dia--
1eTaypéva mo0g TV oNpeoV xatdotacy tig po-
Inparwdic Emorijung, eboloxopev év doyii ol mod-
10V tépov tol xhaowod Epyov vob Jordan: « Cours
d'Analyse» aventiydn nvging Hmo t@v G. Cantor,
Bolzano, Konig, Zermelo, Lebesque, Peano,
Borel, Schonflies, Hausdorf, Kagadeodwof, dav
meQiopLod@puey Eig Tivas @Y dixonuotépwy, xal dv-
vatatr va Yewendi), Gri Exer megioootépav ouyyévelav
ue v Ieoperpiayv, yopoic va mady tol va. ouvdée-
tar otevdrara xal pé v ’Avdlvow %. ‘O xhddog
odrog év tj o’wunn}&:t Tov :mgécxw anod tovde ob-
mmﬁ‘q unorelmp.atu, ®ote va duvdpeda va Ayopey,
Ot &’ advod 9a omoydf, § ndhhov #Hofaro omy-
oopévy, 1 vewrépa "Avdlvowc. Al avaxakipec tod
Lebesque, Borel, 109 Danjoy, x. & ai dvagegd-
pevan el tov Goropov tdv dolopévev Shoxknpmud-
10V, xaddg xai | péronoig T@V yoauudv, fric telvet
v’ avaydf) eig mv dewgiav 1o ouvélov 1dV onpeiwy,
us neidovv mepl rtijg omovdaibtnros tijc dv Aéyo
Yewpias. 'Idov 6 Ggiopds tils yeaupiic, tov 6moiov
dider: 6 Cantor éxi tfj Pdos tijg Yewoiac toi ov-
vohov tdv onueiwv. Kalsl obrog yoauuny <& ob-
volov onueiwv ovveyés, 16 Smoiov Oy megiéyer Eow-
TEQIXOY TL OnuEloY>.

Aéyopev dri onueidv 1 elve éowreouov elg &v
ovvolov onueiov, dav duvdueda va elpopev Eva
aoudov o towitov, Gore mdv onueloy, xelpevoy sig
andotaoty pixgotépav tol @ Gnd 1ol dodéviog on-
petov, elvar oyupeiov 1ot mhfdouc.

') 'EEaigovuévov - péxor mivog tol il Oewoioc tdv
TAoBudyv.

2) HQB II Zegﬁov oyéoerg viv Madnpanxdy p veg
howag emoripog xoi wy Pihocogiav, Bulletin de la So-

ciété mathématique de Gréee I, 1 . 93.
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Aéyopev 8t Su Bv ovvolov slve ouvexés, 5tat‘
So0éviwv dvo ompelwv 1ol ovvéhov, duvdpedu va
eloaydyopev perald tiv onpeiov rovrov plav oe-
oiv onpelov tob ovvéhov towitwy, Gote al drado-*
ywai drootdoe v pév Gnd tav d¢ va elve -
xpbregar maveog dodévrog didpob.

Ta aEdpara 1a drola elofoyovrar elg tov dva-
wéow dguopdv tije yoapuiic elve: 6 éptqpbc'tgﬁ
onuelov, tod ovvéhov t@v onpelwv, 6 Goiopdg t@v
Soudv onpeloy, tic droordoewns xai vijg ovyxploews
v arootdoeov onuelwv. Avvdpeda va mapamei-
owpev, St & dpiopog tob Cantor Bdév elve dhho
w f 6 Gplopdg voi Edxeldov: cyoauuij dont pijxoc.
dnlarés,» @a magovordleran perd twvog dxoifelag,
firg Elheiner Bxel, xai fiug Eheapg dveog dév fxa-
vomolEl tov volv. :

Towary #v ovvidpe Omijpev %) dvdarvEe tic
Pewperpiag da péoov 1dy aidvov. O paxgoyed-
viog nohepog avéxoype Pefaime v mobdodov adriig,
®¢ xai tdv dhov Emomudy, Soar dév oyerifovran
dpéowg mpog tov amnvij “Apnv. Xuhuddeg Emotnpd-
vy, ofuves év ti) floepiq rob orovdactnoioy véoug
xad’ Exdormv mpooéderov Aidovg sis 10 Ghovéy Mpo-
pevov olxodounua i *Adlndelag, edoov oxudnodv
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