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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 
Η εκπόνηση της παρούσας ∆ιπλωµατικής Εργασίας (∆Ε)  πραγµατοποιήθηκε στο 

Εργαστήριο ∆υναµικής & Κατασκευών του Τοµέα Mηχανολογικών Kατασκευών & 

Aυτοµάτου Eλέγχου της Σχολής Μηχανολόγων Μηχανικών του Εθνικού Μετσοβίου 

Πολυτεχνείου (ΕΜΠ) στο πλαίσιο του µαθήµατος «Εµβιοµηχανική και Βιοϊατρική 

Τεχνολογία». 

Η ανάθεση του θέµατος και η επίβλεψη της εκπόνησης της παρούσας (∆Ε) µε τίτλο 

«Εµβιοµηχανική µελέτη µετακίνησης ελαστικά εδρασµένων φυσικών οδόντων µε τη 

Μέθοδο των Πεπερασµένων Στοιχείων», πραγµατοποιήθηκε από τον Αναπληρωτή 

Καθηγητή κ. Χριστόφορο Προβατίδη, τον οποίον θα ήθελα να ευχαριστήσω για την 

εµπιστοσύνη που µου έδειξε όσον αφορά στην ανάθεση του θέµατος και για τη συνεργασία 

κατά τη διάρκεια της εκπόνησης της παρούσας εργασίας.  

Στη συνέχεια θα ήθελα να ευχαριστήσω τον Υποψήφιο ∆ιδάκτορα (Υ∆) κ. Βασίλειο 

Γεωργιόπουλο για τις πολύτιµες συµβουλές και υποδείξεις του, αλλά και το ενδιαφέρον του 

κατά τη διάρκεια της συνεργασία µας. 

   Ιδιαίτερες ευχαριστίες θα ήθελα να εκφράσω στον (Υ∆) κ. ∆ηµήτριο Βενετσάνο µε 

τον οποίο, αν και είχα την τύχη να συνεργαστώ µαζί του µόνο τον τελευταίο µήνα της 

εκπόνησης της παρούσας (∆Ε), η παρουσία του ήταν καθοριστική τόσο σε πρακτικό 

επίπεδο µε την παραχώρηση γνώσεών του για την ολοκλήρωση του πειραµατικού µέρους 

όσο και σε επίπεδο επικοινωνίας και ηθικής στήριξης. Τον ευχαριστώ, λοιπόν, ολόθερµα 

για τις ατελείωτες ώρες που ήταν δίπλα µου, πρόθυµος να ακούσει και να απαντήσει σε 

κάθε απορία και ανησυχία µου, αλλά και να συµβάλλει ουσιαστικά και ενεργά στην 

πραγµατοποίηση της παρούσας (∆Ε), δείχνοντας πραγµατικό και συνεχές ενδιαφέρον. 

Ευχαριστώ, επίσης, την (Υ∆) κ. Αργυρώ Καλλιβρετάκη για τις υποδείξεις της στο 

ANSYS καθώς και τα υπόλοιπα µέλη του εργαστηρίου ∆υναµικής & Κατασκευών για την 

παραχώρηση πολύτιµων τεχνικών συµβουλών. 

Τέλος, θα ήθελα να ευχαριστήσω ιδιαίτερα το οικογενειακό και φιλικό µου περιβάλλον 

για την συµπαράσταση τους καθόλη τη διάρκεια εκπόνησης της παρούσας (∆Ε). 
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 
Η  εξέλιξη  της   επιστήµης και η ανάπτυξη νέων µεθόδων µελέτης και προσέγγισης των 

προβληµάτων και των ανωµαλιών των δοντιών, σε συνδυασµό µε την εξέλιξη της 

τεχνολογίας, θα επιφέρουν στο µέλλον νέα αποτελέσµατα, ιδιαίτερα στον τοµέα της 

ορθοδοντικής, τα οποία θα είναι σαφέστατα πιο άµεσα από άποψη χρόνου και θα 

αποτελούν χρήσιµα εργαλεία για τους ορθοδοντικούς, οι οποίοι µε τη σειρά τους θα τα 

προσαρµόζουν κατάλληλα στην κάθε περίπτωση που έχουν να αντιµετωπίσουν. 

Βασικό αντικείµενο της παρούσας διπλωµατικής εργασίας (∆Ε) είναι η κατασκευή της 

γεωµετρίας και του πλέγµατος των δεκατεσσάρων δοντιών του δεξιού τεταρτηµορίου της 

άνω και κάτω γνάθου, τα οποία απεικονίζουν πλήρως τα φυσικά δόντια, καθώς και η 

εµβιοµηχανική µελέτη τους. Πιο συγκεκριµένα,  αφού πραγµατοποιηθεί η µοντελοποίηση 

των δεκατεσσάρων δοντιών και της περιοδοντικής µεµβράνης τους στον τρισδιάστατο 

χώρο, δηµιουργηθεί πλέγµα, αποδοθούν οι µηχανικές ιδιότητες και επιβληθούν οι οριακές 

τους συνθήκες ακολουθεί η διαδικασία αναζήτησης του κέντρου αντίστασης των δοντιών 

καθώς και των δυσκαµψιών τους. 

Στο 1ο κεφάλαιο του παρόντος συγγράµµατος παρατίθενται γενικές πληροφορίες 

σχετικά µε τη δοµή και τη σύσταση των φυσικών δοντιών. ∆ίνονται, επίσης βασικά 

στοιχεία και γνώσεις  για τη λειτουργία των φυσικών δοντιών καθώς και για το ρόλο της 

περιοδοντικής µεµβράνης (PDL). 

Στο 2ο κεφάλαιο γίνεται ανασκόπηση της υπάρχουσας βιβλιογραφίας σχετικά µε τις 

µηχανικές ιδιότητες των φυσικών δοντιών και της (PDL), oι οποίες είναι απαραίτητες για 

την περαιτέρω ανάλυση των τρισδιάστατων µοντέλων. Επίσης, δίνονται οι χρήσιµοι 

ορισµοί του κέντρου αντίστασης και του κέντρου περιστροφής τα οποία είναι σηµαντικά 

και απαραίτητα σηµεία στο δόντι για τη µελέτη της κίνησης του. 

Στο 3ο κεφάλαιο αναπτύσσεται η βασική θεωρία του στερεού σώµατος έτσι ώστε να 

περιγραφούν οι σχέσεις και οι αρχές που διέπουν τη συµπεριφορά των φυσικών δοντιών, 

τα οποία συµπεριφέρονται ως απολύτως στερεά σώµατα. Πιο συγκεκριµένα, παρατίθενται 

γενικές γνώσεις µηχανικής απολύτως στερεού σώµατος, οι οποίες συµβάλλουν ουσιαστικά 

στην ανάπτυξη µεθοδολογίας για την εµβιοµηχανική µελέτη των µοντέλων φυσικών 

οδόντων. 

Στο 4ο κεφάλαιο περιγράφεται η διαδικασία που απαιτείται για την ανάκτηση αρχικών 

πληροφοριών, είτε µε τη λήψη αξονικών τοµογραφιών είτε µέσω αντίστροφου 

σχεδιασµού, µέχρι την τελική ανάλυση τους µε λογισµικό πεπερασµένων στοιχείων. 

Επίσης, αναπτύσσονται ορισµένα βασικά στοιχεία της Μεθόδου των Πεπερασµένων 
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Στοιχείων, η οποία αποτελεί άλλωστε και το υπολογιστικό εργαλείο για τη µελέτη των 

φυσικών δοντιών. 

Στο 5ο κεφάλαιο το οποίο αποτελεί ένα από τα δύο πιο σηµαντικά κεφάλαια του 

συγγράµµατος αυτού, αναλύεται διεξοδικά η διαδικασία που ακολουθήθηκε έτσι ώστε από 

τη λήψη νεφών σηµείων από την εξωτερική επιφάνεια των φυσικών δοντιών, να 

δηµιουργηθεί ένα ολοκληρωµένο µοντέλο πεπερασµένων στοιχείων, το οποίο να 

προσοµοιάζει και να αναπαριστά µε τη µεγαλύτερη δυνατή ακρίβεια τα πραγµατικά 

(φυσικά) δόντια. Συνεπώς, περιγράφονται λεπτοµερώς τα βήµατα τα οποία 

ακολουθήθηκαν ώστε οι συντεταγµένες των προαναφερθέντων σηµείων αφού υποστούν 

κατάλληλη επεξεργασία στο λογισµικό Geomagic Studio προς δηµιουργία επιφανειακού 

πλέγµατος να εισαχθούν στο λογισµικό Ansys και, έπειτα από µία συγκεκριµένη 

διαδικασία, να χρησιµοποιηθούν για τη δηµιουργία σηµείων (keypoints), επιφανειών 

(areas), όγκων (volumes) µε τελικό στόχο τη δηµιουργία χωρικού πλέγµατος 

πεπερασµένων στοιχείων (volume mesh). 

Στο 6ο κεφάλαιο αναπτύσσεται το ερευνητικό µέρος της παρούσας (∆Ε). Πιο 

συγκεκριµένα, αναπτύσσεται η µεθοδολογία που εφαρµόσθηκε αρχικά για την εύρεση του 

κέντρου αντίστασης των φυσικών δοντιών και παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα 

εφαρµογής της σε απλουστευµένες δοµές δοντιών, όπως αυτή του κόλουρου κώνου αλλά 

και του δοντιού υπό µορφή σφήνας. Επίσης, αναλύονται τα συµπεράσµατα από την 

επεξεργασία απλουστευµένων δοντιών και γίνεται αναπροσαρµογή της αρχικής 

µεθοδολογίας ώστε να ικανοποιεί τα νέα δεδοµένα που προέκυψαν από τα νέα 

συµπεράσµατα. Στη συνέχεια πραγµατοποιείται η εφαρµογή της νέας µεθοδολογίας στα 

µοντέλα των τρισδιάστατων, φυσικών δοντιών και παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα τα 

οποία εξάγονται, αλλά και η επαλήθευση αυτών. 

     Τέλος στο Παράρτηµα επισυνάπτoνται οι σχετικοί κώδικες σε γλώσσα Matlab, Fortran 

και Ansys οι οποίοι χρησιµοποιήθηκαν στα διάφορα βήµατα εκτέλεσης της παρούσας 

∆ιπλωµατικής Εργασίας.  
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ΚΚΕΕΦΦΑΑΛΛΑΑΙΙΟΟ  11  
  

ΑΑΝΝΑΑΤΤΟΟΜΜΙΙΑΑ  ΚΚΑΑΙΙ  ΦΦΥΥΣΣΙΙΟΟΛΛΟΟΓΓΙΙΑΑ  ΤΤΩΩΝΝ  ΦΦΥΥΣΣΙΙΚΚΩΩΝΝ  ∆∆ΟΟΝΝΤΤΙΙΩΩΝΝ 
 

  
11..11  ΕΕιισσααγγωωγγήή..  
  
Τα δόντια αποτελούν όργανα του πεπτικού συστήµατος που βρίσκονται µέσα στην 

στοµατική κοιλότητα και στηρίζονται στο οστό των γνάθων. Αυτά οργανώνονται σε 

στοίχους, τις οδοντοστοιχίες, και έτσι έχουµε την άνω και κάτω οδοντοστοιχία για 

την άνω και κάτω γνάθο, αντίστοιχα. Η ρρίίζζαα  ((rroooott)) του δοντιού, δηλαδή το µέρος που 

βρίσκεται µέσα στα ούλα, δεν καλύπτεται από αδαµαντίνη, όπως η µµύύλληη  ((ccrroowwnn))  , 

που αποτελεί το τµήµα του δοντιού που φαίνεται µέσα στην  στοµατική κοιλότητα, 

αλλά από την ππεερριιοοδδοοννττιικκήή  µµεεµµββρράάννηη  ((PPDDLL)). 

      Ο ρόλος των δοντιών είναι πολύ σηµαντικός. Σε συνεργασία µε τη γλώσσα και το 

σάλιο, επεξεργάζονται το φαγητό πριν αυτό καταλήξει στο στοµάχι και συµβάλλουν 

στην κατάποση, αφού, µε την βοήθεια της γλώσσας ο βλωµός, δηλαδή η µασηµένη 

τροφή, µεταφέρεται στο οπίσθιο τµήµα του στόµατος και πιέζεται ώστε να προωθηθεί 

προς τον φάρυγγα. Τα δόντια έχουν διάφορα σχήµατα και µεγέθη για να κόβουν και 

να αλέθουν την τροφή, αυξάνοντας την περιοχή της επιφάνειάς τους έτσι ώστε τα 

πεπτικά ένζυµα της σιέλου να µπορούν να δράσουν. Οι κοπτήρες και οι κυνόδοντες 

χρησιµοποιούνται για να κόβουν την τροφή, ενώ οι προγόµφιοι και οι γοµφίοι για να 

αλέθουν την τροφή. Η δράση των δοντιών ελέγχεται από την άνω και κάτω σιαγόνα, 

οι οποίες βοηθούν τα δόντια να δαγκώσουν και να µασήσουν προς διάφορες 

κατευθύνσεις. Επιπροσθέτως, τα ανθρώπινα δόντια εξυπηρετούν τη διαδικασία της 

οµιλίας, αφού µας βοηθούν να προφέρουµε καθαρά τους ήχους  και αποτελούν δείκτη 

πολιτισµού καθώς και στοιχείο οµορφιάς, αφού καθορίζουν το χαµόγελο του κάθε 

ανθρώπου και δίνουν στο πρόσωπο σχήµα και περίγραµµα. 

       Εξαιτίας, λοιπόν, της σηµασίας τους τόσο σε λειτουργικό όσο και σε αισθητικό 

επίπεδο έχουν ευρεθεί µέθοδοι και τεχνικές για την πρόληψη, τη διάγνωση και τη 

θεραπεία οποιωνδήποτε ασθενειών αλλά και ανωµαλιών των δοντιών. Η  εξέλιξη  της    

επιστήµης και η ανάπτυξη νέων µεθόδων µελέτης και προσέγγισης των προβληµάτων 

και των ανωµαλιών των δοντιών, σε συνδυασµό µε την εξέλιξη της τεχνολογίας, θα 

επιφέρουν στο µέλλον νέα αποτελέσµατα, ιδιαίτερα στον τοµέα της ορθοδοντικής, τα 

οποία θα είναι σαφέστατα πιο άµεσα από άποψη χρόνου και θα αποτελούν χρήσιµα 
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εργαλεία για τους ορθοδοντικούς, οι οποίοι µε τη σειρά τους θα τα προσαρµόζουν 

κατάλληλα στην κάθε περίπτωση που έχουν να αντιµετωπίσουν.  

       Σε αυτό το κεφάλαιο θα δοθούν βασικές έννοιες για την ανατοµία και φυσιολογία 

των φυσικών δοντιών, έτσι ώστε να γίνουν κατανοητές η δοµή και οι ιδιότητες τους. 

 

11..22  ΆΆννωω  κκααιι  κκάάττωω  γγννάάθθοοςς..  
 
11..22..11  ΑΑννααττοοµµίίαα  ττωωνν  οοσσττώώνν  ττωωνν  γγννάάθθωωνν  
  
Η δράση των δοντιών ελέγχεται από τις γνάθους που µπορούν να κάνουν τα δόντια 

να κλείσουν µε µεγάλη δύναµη, έως και 500kg/cm2 
µε τη βοήθεια τεσσάρων οµάδων 

ιδιαίτερα δυνατών µυών. Τα οστά των γνάθων αποτελούν τµήµα του κρανίου [1]. 

Σχήµα 1.1:Οστό του δεξιού ηµιµορίου της άνω γνάθου (πλάγια όψη) [Άτλαντας ανατοµικής του 

ανθρώπου] 

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει το οστό της άνω γνάθου ((mmaaxxii ll llaaee)), το οποίο 

είναι διπλό (αριστερό-δεξιό), σε αντίθεση µε το οστό της κάτω γνάθου ((mmaannddiibbllee)) το 

οποίο είναι µονό. 

Σχήµα 1.2: Σκληρή υπερώα από κάτω [Άτλαντας ανατοµικής του ανθρώπου] 
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Το οστό της άνω γνάθου διαχωρίζεται στο οβελιαίο επίπεδο µέσω της 

µεσογναθιαίας ραφής ή µέσης οβελιαίας ραφής και στο εγκάρσιο επίπεδο µέσω της 

µέσης υπερώιας ραφής. Η µέση υπερώια ραφή ευρίσκεται στο άνω τοίχωµα της 

οστεΐνης στοµατικής κοιλότητας που λέγεται σκληρή υπερώα ή ουρανίσκος.  

Στο τοίχωµα αυτό απαντώνται:  

� Η οβελιαία υπερώια ραφή, που σχηµατίζεται από τη συνένωση κατά τη µέση 

γραµµή των δεξιών µε τα αριστερά οστά της σκληρής υπερώας. 

� Η  εγκάρσια υπερώια ραφή που σχηµατίζεται από τη µεταξύ τους συνένωση 

των δυο προσθίων (υπερώιες αποφύσεις άνω γνάθων) µε τα δυο οπίσθια οστά 

(οριζόντια πέταλα των υπερώιων οστών). 

� Το µεγάλο και τα µικρά υπερώια τρήµατα που βρίσκονται πίσω από την 

εγκάρσια υπερώια ραφή. 

� Το στόµιο του τοµικού πόρου που βρίσκεται πίσω από τους µέσους τοµείς. 

∆ια του πόρου επικοινωνεί η στοµατική κοιλότητα µε τη ρινική κοιλότητα. Η 

σκληρή υπερώα παρουσιάζεται σε κάτοψη στο Σχήµα 1.2. 

 
 

11..22..22  ΜΜιικκρροοσσκκοοππιικκήή  δδοοµµήή  ττωωνν  οοσσττώώνν  
 
Σε µικροσκοπικό επίπεδο, τα οστά των γνάθων είναι ιδιαίτερα ενεργά όργανα µε 

πολύπλοκη αιµάτωση, θεµέλιο ουσία που αποτιτανώνεται και εξειδικευµένους 

κυτταρικούς πληθυσµούς (οστεοκύτταρα, οστεοβλάστες, οστεοκλάστες κ.α.) που 

είναι υπεύθυνοι για την συνεχή συντήρηση και ανακατασκευή τους. 

 
11..22..33  ΜΜαακκρροοσσκκοοππιικκήή  δδοοµµήή  ττωωνν  οοσσττώώνν  
  
Σε µακροσκοπικό επίπεδο, τα οστά των γνάθων αποτελούνται από δύο τύπους 

οστίτου ιστού: το εξωτερικό, φλοιώδες ή συµπαγές οστό (cortical/compact bone) και 

το εσωτερικό, σπογγώδες ή δοκιδώδες οστό (cancellous/trabecular/spongy bone). Οι 

δύο αυτοί τύποι του οστίτου ιστού αν και έχουν την ίδια σύσταση σαν υλικό, έχουν 

διαφορετική οργάνωση στο χώρο και κατά συνέπεια διαφορετική µηχανική 

συµπεριφορά. Με άλλα λόγια,  λόγω του ότι το οστό έχει διαφορετική οργάνωση και 

δοµή στις εγκάρσιες και επιµήκεις διατοµές του, παρουσιάζει διαφορετική 

συµπεριφορά όταν φορτιστεί σε διαφορετικά επίπεδα, µια ιδιότητα γνωστή σαν 

ανισοτροπία, µε αποτέλεσµα να παρουσιάζει µεγαλύτερη αντοχή όταν φορτίζεται στις 

διευθύνσεις και στα επίπεδα φυσιολογικής φόρτισης. 
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1.3 ΦΦυυσσιικκάά  δδόόννττιιαα. 

11..33..11  ΓΓεεννιικκάά  
 
Στον άνθρωπο υπάρχουν δύο οδοντοφυΐες, η νεογιλή και η µόνιµη. Οδοντοφυΐα είναι 

η ανατολή µιας σειράς δοντιών από το οστό των γνάθων. Η νεογιλή ή παιδική 

οδοντοφυΐα αποτελείται από 20 δόντια από τα οποία το πρώτο εµφανίζεται στο στόµα 

τον έβδοµο µήνα της ζωής και το τελευταίο αποπίπτει στην ηλικία των 12 ετών 

περίπου. Τα νεογιλά δόντια αρχίζουν να αντικαθίστανται από τα µόνιµα στην ηλικία 

των 6 περίπου ετών. Η µόνιµη οδοντοφυΐα αποτελείται από 32 δόντια (Σχήµα 1.3), 

και ολοκληρώνεται στην ηλικία των 18 ετών µε την ανατολή και του τελευταίου 

µόνιµου δοντιού, του σωφρονιστήρα (φρονιµίτης). 

 

 
Σχήµα1.3: Κάτοψη γνάθου φυσικών δοντιών ενήλικα ανθρώπου [www.osi.gr/images/dontia-pano.jpg] 

 
Ο φρονιµίτης ή σωφρονιστήρας ή τρίτος γοµφίος αποτελεί το τελευταίο προς τα 

πίσω δόντι της µόνιµης οδοντοφυΐας. Οι φρονιµίτες ανατέλλουν φυσιολογικά µετά 

την ηλικία των 18 ετών αλλά ωστόσο ορισµένες φορές δεν ανατέλλουν καθόλου και 

παραµένουν έγκλειστοι λόγω έλλειψης χώρου για την ανατολή τους. Επίσης, πολλές 

φορές µπορεί να µην υπάρχουν καθόλου στην µόνιµη οδοντοφυΐα. 

 

11..33..22  ΑΑννααττοοµµίίαα  κκααιι  σσύύσστταασσηη  φφυυσσιικκώώνν  δδοοννττιιώώνν 

Κάθε δόντι αποτελείται από τέσσερις επιµέρους ιστούς: την ααδδααµµααννττίίννηη, την 

οοδδοοννττίίννηη, την οοσσττεεΐΐννηη και τον πποολλφφόό  [2]. Η οδοντίνη βρίσκεται τόσο στην µύλη όσο 

και στην ρίζα. Η αδαµαντίνη καλύπτει την εξωτερική επιφάνεια της οδοντίνης στην 

µύλη και έχει ως σύσταση κρυστάλλους άλατος του ασβεστίου σε σχήµα ράβδων, 

ενώ η οστεϊνη καλύπτει την εξωτερική επιφάνεια της οδοντίνης στην ρίζα. Η 

οδοντίνη στο εσωτερικό της εµφανίζει µια κοιλότητα η οποία υποδέχεται τον πολφό. 
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Ο πολφός αποτελείται από αιµοφόρα αγγεία και νεύρα και χρησιµεύει στην θρέψη 

του δοντιού. 

  ΑΑδδααµµααννττίίννηη::   Το πάχος ελαττώνεται από τη µασητική επιφάνεια του δοντιού 

προς τον αυχένα του, όπου καταλήγει σε µία λεπτή γραµµή κατά την ένωση της 

µε την οστεΐνη. Αποτελείται από απεστρογυλοµένα αγγεία µεταξύ των οποίων 

παρεµβάλλεται µια πιο ευδιάλυτη ουσία, η µεσοπρισµάτιος ουσία.  

  ΟΟδδοοννττίίννηη::   Αποτελείται από αγωγούς οι οποίοι είναι γνωστοί ως τα σωληνάρια 

της οδοντίνης. Είναι πολύ ευαίσθητη σε µηχανικά, θερµικά και χηµικά 

ερεθίσµατα και η αποκάλυψη της επιφέρει τον ερεθισµό και την αντίδραση των 

ινιδίων της.  

 ΟΟσσττεεΐΐννηη::     Ο ρόλος της είναι αφενός να συγκρατεί τη ρίζα του δοντιού και 

αφετέρου η προστασία του ριζικού τµήµατος της οδοντίνης, όταν αποκαλύπτεται 

λόγω υφιζήσεως των ούλων κατά τον αυχένα. Η αποτριβή της δηµιουργεί 

περιοχή έντονης ευαισθησίας. 

 ΠΠοολλφφόόςς::   Ο πολφός παριστά το αισθητήριο και τροφικό κέντρο του δοντιού. Τα 

όρια του έναντι θερµικών ερεθισµάτων είναι από 20οC και κάτω ως 49.5 οC και 

άνω. Η επίδραση οποιουδήποτε ερεθίσµατος στον πολφό προκαλεί υπεραιµία 

αυτού. 

 
Σχήµα1.4: Σύσταση και ανατοµία οδόντα ενήλικα ανθρώπου [American Medical Association 

(www.ama-assn.org/ - 17k)] 
 

Η σκληρότητα των δοντιών οφείλεται στην αδαµαντίνη. Είναι µια σχεδόν 

διάφανη ουσία η οποία καλύπτει τη στεφάνη, δηλαδή το µέρος του δοντιού που 
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βρίσκεται πάνω από τα ούλα. Είναι η πιο σκληρή ουσία ολόκληρου του ανθρώπινου 

σώµατος και ο λόγος που είναι τόσο σκληρή είναι για να προστατεύει το εσωτερικό 

µέρος του δοντιού, τα νεύρα και τα αιµοφόρα αγγεία από τα µικρόβια που 

καθηµερινά εισβάλλουν στην ανθρώπινη στοµατική κοιλότητα. Όσον αφορά στην 

ααννααττοοµµίίαα  ττωωνν  φφυυσσιικκώώνν  δδοοννττιιώώνν, κάθε δόντι εµφανίζει δύο τµήµατα: την µύλη και 

την ρίζα. Η µύλη αποτελεί το τµήµα του δοντιού που φαίνεται µέσα στην στοµατική 

κοιλότητα και καλύπτεται από προστατευτικό τµήµα σµάλτου, την αδαµαντίνη, ενώ η 

ρίζα είναι το τµήµα του δοντιού που βρίσκεται µέσα στο οστό της γνάθου. Η µύλη µε 

την ρίζα διαχωρίζονται από µια νοητή γραµµή που ονοµάζεται αυχένας του δοντιού. 

Τα δόντια είναι εδρασµένα µέσα στο φατνιακό οστό και περιβάλλονται από την 

περιοδοντική µεµβράνη µέσου πάχους 0.2-0.3 mm. Το πλέον αποµακρυσµένο από τη 

µύλη σηµείο της ρίζας ονοµάζεται ακρορρίζιο, ενώ το διαχωριστικό επίπεδο µεταξύ 

µύλης και ρίζας βρίσκεται στο επίπεδο της φατνιακής ακρολοφίας. Η αρίθµηση και η 

ονοµασία των φυσικών δοντιών παρουσιάζονται στο Σχήµα 1.5. 

 

 

Σχήµα1.5: Αρίθµηση και ονοµασία φυσικών δοντιών [American Accreditation HealthCare 
Commission (www.urac.org)] 

 

11))ΠΠρρώώττοοςς  κκεεννττρριικκόόςς  ττοοµµέέααςς  ((CCeennttrraall  iinncciissoorr))  22))∆∆εεύύττεερροοςς  ππλλάάγγιιοοςς  ττοοµµέέααςς  ((LLaatteerraall  iinncciissoorr))  33))ΚΚυυννόόδδοοννττααςς  

((CCaanniinnee))    44))ΠΠρρώώττοοςς  ππρροογγόόµµφφιιοοςς  ((FFiirrsstt  pprreemmoollaarr))  55))∆∆εεύύττεερροοςς  ππρροογγόόµµφφιιοοςς  ((SSeeccoonndd  pprreemmoollaarr))  66))ΠΠρρώώττοοςς  

γγοοµµφφίίοοςς  ((FFiirrsstt  mmoollaarr  ))  77))∆∆εεύύττεερροοςς  γγοοµµφφίίοοςς  ((SSeeccoonndd  mmoollaarr  ))  88))ΤΤρρίίττοοςς  γγοοµµφφίίοοςς    ((TThhiirrdd  mmoollaarr))  
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11..33..33  ΑΑννααλλοογγίίαα  φφυυσσιικκώώνν  δδοοννττιιώώνν  
  
Σύµφωνα  µε το ννόόµµοο  ττηηςς  µµυυλλοορριιζζιικκήήςς  ααννααλλοογγίίααςς, το µήκος της ρίζας πρέπει να είναι 

διπλάσιο σε σύγκριση µε το µήκος της µύλης, δηλαδή η αναλογία µύλης -ρίζας  να 

είναι 1:2 [2]. Ο λόγος αυτός δείχνει πολύ ικανοποιητική συγκράτηση του δοντιού από 

το οστό των γνάθων. 

       H αναλογία µύλης ρίζας 2:1 επιφέρει κακή στήριξη και ανικανότητα των δοντιών 

να αντέξουν είτε οριζόντιες είτε κάθετες δυνάµεις. Τα δόντια µε αναλογία µύλης 

ρίζας 2:1 ίσως µπορούν να διατηρηθούν εφόσον παρουσιάζουν µικρή κινητικότητα 

και καλή περιοδοντική υγεία. ΠΠιιοο  σσυυγγκκεεκκρριιµµέένναα,,  σσύύµµφφωωνναα  µµεε  ττηηνν  έέρρεευυνναα  ττωωνν  PP..  

HHööll ttttaa  κκααιι  σσυυνν..,,  22000044,,  οοιι  οοπποοίίοοιι  µµέέττρρηησσαανν  22777799  µµόόννιιµµαα,,  υυγγιιήή  δδόόννττιιαα  ααππόό  

ππααννοορρααµµιικκέέςς  αακκττιιννοογγρρααφφίίεεςς µε τον τρόπο που φαίνεται στο Σχήµα 1.6, προκύπτουν 

τα εξής πορίσµατα [ii]: 

 

 
Σχήµα1.6::  Στο σχήµα το “m” είναι το µέσο που ενώνει τη ρίζα µε τη µύλη και χρησιµοποιείται για την 

οριοθέτηση  της µέτρησης  
 
 

  Οι άνδρες έχουν πιο µεγάλη αναλογία ρίζας – µύλης από τις γυναίκες. 

 

  Oι χαµηλότερες τιµές αναλογία ρίζας – µύλης εντοπίστηκαν στους πρώτους 

κεντρικούς τοµείς της άνω και της κάτω γνάθου και στους πρώτους 

γοµφίους της άνω γνάθου. 

 

  Τα δόντια της κάτω γνάθου έχουν πιο µεγάλο µήκος από τα δόντια της άνω 

γνάθου και στα δύο φύλα. 
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ΑΑπποοττεελλέέσσµµαατταα  ττηηςς  έέρρεευυννααςς  ττωωνν  PP..  HHööll ttttää  κκααιι  σσυυνν.. 

  
Τα αποτελέσµατα της έρευνας παρουσιάζονται µε την αρίθµηση δοντιών που 

φαίνεται στο Σχήµα 1.7: 

 

 

ΆΆννωω  γγννάάθθοοςς  δδεεξξιιάά                        ΆΆννωω  γγννάάθθοοςς  ααρριισσττεερράά  
1188  1177  1166  1155  1144  1133  1122  1111  2211  2222  2233  2244  2255  2266  2277  2288  

4488  4477  4466  4455  4444  4433  4422  4411  3311  3322  3333  3344  3355  3366  3377  3388    
ΚΚάάττωω  γγννάάθθοοςς  δδεεξξιιάά                        ΚΚάάττωω  γγννάάθθοοςς  ααρριισσττεερράά  
Σχήµα 1.7: Αρίθµηση δοντιών του Πίνακα 1.1 

 

∆∆όόννττιιαα  µµεε  ββάάσσηη  ττηηνν  
ππααρρααππάάννωω  ααρρίίθθµµηησσηη  

ΑΑννααλλοογγίίαα  µµύύλληηςς  ––  ρρίίζζααςς  
ααννδδρρώώνν  

ΑΑννααλλοογγίίαα  µµύύλληηςς  ––  ρρίίζζααςς  
γγυυννααιικκώώνν  

1111,,2211  11..8866  11..7788  

1122,,2222  22..0044  11..9977  

1133,,2233  22..1100  22..1100  

1144,,2244  22..1166  22..1155  

1155,,2255  22..1199  22..2211  

1166,,2266  11..8877  11..8800  

1177,,2277  11..9999  11..9944  

3311,,4411  11..9977  11..9922  

3322,,4422  22..0055  22..0022  

3333,,4433  22..2222  22..2233  

3344,,4444  22..4433  22..4422  

3355,,4455  22..4444  22..4466  

3366,,4466  22..1111  22..0077  

3377,,4477  22..0011  11..9988  

Πίνακας 1.1: Αναλογία µύλης – ρίζας ανδρών και γυναικών  
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11..33..44  ΜΜήήκκοοςς  φφυυσσιικκώώνν  δδοοννττιιώώνν  
  
Σύµφωνα τους  J. W. Verhoeven και συν., 1979, οι οποίοι διεξήγαγαν έρευνα σχετικά 

µε το µήκος των δοντιών προέκυψαν τα εξής αποτελέσµατα τα οποία παρατίθενται 

στους Πίνακες 1.2 και 1.3 αντίστοιχα [vi]. 

 

 

∆∆όόννττιιαα  ΕΕλλάάχχιισσττοο  µµήήκκοοςς  
δδοοννττιιώώνν  ααννδδρρώώνν  

((mmmm))  

ΜΜέέγγιισσττοο  µµήήκκοοςς  
δδοοννττιιώώνν  ααννδδρρώώνν  

((mmmm))  

ΜΜέέσσοοςς  όόρροοςς  
µµήήκκοουυςς  δδοοννττιιώώνν  
ααννδδρρώώνν  ((mmmm))  

ΠΠρρώώττοοςς  κκεεννττρριικκόόςς  

ττοοµµέέααςς 
2222..00  2288..55  2255..22  

∆∆εεύύττεερροοςς  ππλλάάγγιιοοςς  

ττοοµµέέααςς 
1177..55  2299..55  2233..66  

ΚΚυυννόόδδοοννττααςς 2244..55  3366..00  2299..11  

ΠΠρρώώττοοςς  ππρροογγόόµµφφιιοοςς 1188..55  2266..55  2222..55  

∆∆εεύύττεερροοςς  ππρροογγόόµµφφιιοοςς 1188..55  2277..00--2288..00  2222..66  

ΠΠρρώώττοοςς  γγοοµµφφίίοοςς 1177..55--2200..00  2255..00--2277..00  2211..99--2233..77  

∆∆εεύύττεερροοςς  γγοοµµφφίίοοςς 1166..00--1166..55  2277..55  2211..55--2233..11  

Πίνακας 1.2: Μήκος δοντιών ανδρών της άνω γνάθου 
 

∆∆όόννττιιαα  ΕΕλλάάχχιισσττοο  µµήήκκοοςς  
δδοοννττιιώώνν  γγυυννααιικκώώνν  

((mmmm))  

ΜΜέέγγιισσττοο  µµήήκκοοςς  
δδοοννττιιώώνν  γγυυννααιικκώώνν  

((mmmm))  

ΜΜέέσσοοςς  όόρροοςς  
µµήήκκοουυςς  δδοοννττιιώώνν  
γγυυννααιικκώώνν((mmmm))  

ΠΠρρώώττοοςς  κκεεννττρριικκόόςς  

ττοοµµέέααςς 
1199..55  2266..55  2233..88  

∆∆εεύύττεερροοςς  ππλλάάγγιιοοςς  

ττοοµµέέααςς 
1188..55  2266..00  2222..55  

ΚΚυυννόόδδοοννττααςς 2200..00  3322..55  2255..88  

ΠΠρρώώττοοςς  ππρροογγόόµµφφιιοοςς 1188..55  2244..00  2211..44--2211..88  

∆∆εεύύττεερροοςς  ππρροογγόόµµφφιιοοςς 1177..00--1177..55  2255..00--2255..55  2211..00--2211..33  

ΠΠρρώώττοοςς  γγοοµµφφίίοοςς 1199..00--1199..55  2233..00--2266..00  2211..11--2222..88  

∆∆εεύύττεερροοςς  γγοοµµφφίίοοςς 1166..00--1166..55  2233..55--2255..55  2200..88--2211..99  

Πίνακας 1.3: Μήκος δοντιών γυναικών της άνω γνάθου 
 

Όσον αφορά στο µήκος των δοντιών της κάτω γνάθου για άντρες και γυναίκες, τα 

αποτελέσµατα της έρευνας παρατίθενται στον Πίνακα 1.4. 
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ΠΠρρώώττοοςς  

κκεεννττρριικκόόςς  

ττοοµµέέααςς  

((mmmm))  

∆∆εεύύττεερροοςς  
ππλλάάγγιιοοςς  
ττοοµµέέααςς  
((mmmm))  

ΚΚυυννόόδδοοννττααςς  
((mmmm))  

ΠΠρρώώττοοςς  
ππρροογγόόµµφφιιοοςς  

((mmmm))  

∆∆εεύύττεερροοςς  
ππρροογγόόµµφφιιοοςς  

((mmmm))  

ΠΠρρώώττοοςς  
γγοοµµφφίίοοςς  

((mmmm))  

∆∆εεύύττεερροοςς  

γγοοµµφφίίοοςς  

((mmmm)) 

2200..77  2222..11  2255..66  2222..44  2233..00  2211..00  1199..88  

2211..88  2233..33  2266..00  2222..99  2222..33  2222..00  2200..00  

2200..5577  2222..66  2288..00  2222..00  2211..00  2200..8822  1188..77  

2211..44  1188..88  2255..44  2222..66  2222..44  2211..99  2222..88  

1166..22  2233..22  2277..00  2233..00  2233..22  2200..99  2222..44  

2200..77  2244..55  2255..66  2200..88  2222..55  2200..55  1199..88  

2200..77  2211..5599  2277..99  1188..55  2233..55  2211..55  1199..5555  

Πίνακας 1.4: Τιµές του µήκους των δοντιών των γυναικών και των ανδρών της άνω γνάθου  
 

11..44  ΠΠεερριιοοδδοοννττιικκήή  µµεεµµββρράάννηη  
 

ΗΗ  ππεερριιοοδδοοννττιικκήή  µµεεµµββρράάννηη  πληρεί το σχισµοειδή χώρο µεταξύ της ρίζας του δοντιού 

και της εσωτερικής επιφάνειας του φατνιακού πετάλου, εκτεινόµενη αυχενικώς και 

καταλήγουσα µέσα στην παρυφή των ούλων. 

Αποτελείται από ινώδη συνδετικό ιστό (connective tissue), του οποίου οι 

κολλαγόνοι ίνες (collagen fibers) έχουν κατεύθυνση σχεδόν κάθετη από την 

επιφάνεια του δοντιού προς το οστό (Σχήµα 1.8). 

 
 

Σχήµα1.8:: Περιοδοντική µεµβράνη (PDL). [www.tc.umn.edu] 

 

  
  

οστό 

Περιοδοντική      
µεµβράνη 

δόντι 
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11..44..11  ΗΗ  σσύύννθθεεσσηη  ττηηςς  ππεερριιοοδδοοννττιικκήήςς  µµεεµµββρράάννηηςς  
  
Η περιοδοντική µεµβράνη αποτελείται από τα εξής κύτταρα [iv]: 

 

��  ΙΙννοοββλλάάσσττεεςς  

��  ΟΟσσττεεοοββλλάάσσττεεςς  κκααιι  οοσσττεεοοκκλλάάσσττεεςς  

��  ΕΕππιιθθηηλλιιαακκάά  υυπποολλεείίµµµµαατταα  ττοουυ  MMaallaasssseezz  

� ΜΜεεσσεεγγχχυυµµααττιικκάά  ββλλαασσττοοκκύύττττααρραα 

 

Επίσης αποτελείται από ίνες κολλαγόνου ενώ η θεµελιώδης ουσία της είναι η 

πρωτεογλυκάνη. Οι ιιννοοββλλάάσσττεεςς,,  οοιι  οοσσττεεοοββλλάάσσττεεςς  κκααιι  οοιι  οοσσττεεοοκκλλάάσσττεεςς  αναπαράγονται 

µέσα στην περιοδοντική µεµβράνη και αποτελούν ένα κλειστό σύστηµα κυττάρων. 

 

  
Σχήµα1.9:: Σύνθεση PDL. [Color Atlas of Histology].  

  

AAννααλλυυττιικκήή  εεππεεξξήήγγηησσηη  ττοουυ  σσχχήήµµααττοοςς  11..99  [iii]   
  

��  AA::  φφααττννίίοο  

��  ΑΑΜΜ::   φφααττννιιαακκόόςς  ββλλεεννννοογγόόννοοςς  

��  ΑΑΤΤ::   σσυυννδδεεδδεεµµέέννοο  οούύλλοο  

��  ΒΒVV::  ααιιµµοοφφόόρροο  ααγγγγεείίοο  

��  CC::  οοσσττεείίννηη  

��  CCrr::   φφααττννιιαακκήή  αακκρροολλοοφφίίαα  

��  CCeejj ::   οοσσττεεϊϊννιικκήή  δδιιαασσττααύύρρωωσσηη  

��  CCFF::  ίίννεεςς  κκοολλλλααγγόόννοουυ  

��  dd::  οοδδοοννττίίννηη  

��  DDEEJJ::  έέννωωσσηη  οοδδοοννττίίννηηςς--ααδδααµµααννττίίννηηςς  

��  EESS::  δδιιάάσσττηηµµαα  ααδδααµµααννττίίννηηςς  
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��  FFGG::  εελλεεύύθθεερραα  οούύλλaa  

��  GG::  οούύλλοο  

��  GGMM::  εελλεεύύθθεερροο  οουυλλιικκόό  ααυυλλάάκκιι  

��  PPLL::  ππεερριιοοδδοοννττιικκήή  µµεεµµββρράάννηη  

  
11..44..22  ΟΟ  ρρόόλλοοςς  ττηηςς  ππεερριιοοδδοοννττιικκήήςς  µµεεµµββρράάννηηςς  
  
Ο ρόλος της περιοδοντικής µεµβράνης δεν περιορίζεται απλά στη συγκράτηση του 

δοντιού µέσα στο φατνίο του, αλλά και στο να υποδέχεται και να διαχέει τις πιέσεις 

που επενεργούν κατά τη µάσηση µέσω του δοντιού. Η υπόθεση ότι το δόντι 

συγκρατείται µέσα στο φατνίο του µε ελαστικές ίνες δεν είναι αληθοφανής. Η 

ελευθερία των κινήσεων των δοντιών δεν οφείλεται στη δράση των ελαστικών ινών 

διότι οι περιοδοντικές δεσµίδες στερούνται ελαστικότητα. Οι περιοδοντικές δεσµίδες 

έχουν χαρακτηριστική διάταξη και προσανατολισµό ο οποίος ανταποκρίνεται µάλλον 

προς τις επικρατούσες πιέσεις που δέχεται το δόντι. Ιδιαίτερα οι λοξές δεσµίδες της 

περιοδοντικής µεµβράνης προσφέρουν τη µεγαλύτερη αντίσταση, κυρίως στις 

κάθετες πιέσεις της µάσησης και είναι ικανές να αντισταθµίσουν πολλές επιπλέον 

πιέσεις, εντός πάντοτε των φυσιολογικών ορίων και εφόσον αυτές έχουν φορά 

παράλληλη προς τον επιµήκη άξονα του δοντιού του οποίου ο ορισµός δίνεται στο 

κεφάλαιο 2 και προκαλούν εφελκυστικές τάσεις στα τοιχώµατα του φατνίου. 

       Η φυσιολογική λειτουργία του δοντιού εξαρτάται από την ακεραιότητα των 

δεσµίδων της περιοδοντικής µεµβράνης. ∆όντια σε αρµονική άρθρωση και 

φυσιολογική λειτουργία διαθέτουν περιοδοντική µεµβράνη σχετικά παχιά µε 

κυµαινόµενο πάχος από 0.20 mm  ως  0.25 mm, ενώ σε περιπτώσεις µε αρκετά 

ισχυρές αρθρώσεις φτάνει τα 0.35 mm. Αντίθετα σε δόντια εκτός αρθρώσεως σε 

υπέκφυση λόγω κάµψεως ή περιστροφής το πάχος της περιοδοντικής µεµβράνης 

φτάνει µέχρι και τα 0.10 mm. Εποµένως το πάχος της περιοδοντικής µεµβράνης είναι 

ανάλογο της λειτουργικότητας του δοντιού και συµβαδίζει µε το πάχος των οστικών 

δοκίδων του φατνιακού οστού. Η παρατηρούµενη ελάττωση του πάχους της 

περιοδοντικής µεµβράνης σε µη φυσιολογικές περιπτώσεις οφείλεται και στην 

εναπόθεση οστεΐνης στην επιφάνεια της ρίζας του δοντιού η οποία επιτείνει τη 

λέπτυνση της PDL. 

      Ένας κύριος ρόλος των ινών του περιοδοντίου είναι η υποδοχή δυνάµεων πιέσεως 

µέσω των δοντιών και η µετατροπή αυτών σε τάσεις εφελκυσµού οι οποίες 
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επενεργούν στο φατνιακό πέταλο που δρουν ως ερέθισµα για την ανάπλαση και τη 

συντήρηση αυτού. 
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22..11 ΕΕιισσααγγωωγγήή..

Όπως αναφέρθηκε στο προηγούμενο κεφάλαιο , η περιοδοντική μεμβράνη όχι μόνο

συγκρατεί το δόντι στο φατνιακό οστό αλλά απορροφά και διανέμει τα φορτία και τις

πιέσεις που δέχεται το δόντι. Για αυτόν ακριβώς το λόγο, οι μηχανικές ιδιότητες της

περιοδοντικής μεμβράνης είναι πολύ βασικός παράγοντας για την κατανόηση των

μηχανικών ιδιοτήτων του δοντιού της ρίζας του καθώς και των περιβάλλουσων

συνδετικών ινών. Επίσης, η περιοδοντική μεμβράνη διαδραματίζει σημαντικό ρόλο

στη μηχανική προσαρμογή της οδοντοφυΐας σε διάφορες αλλαγές του φατνιακού

οστού, όπως σε αλλαγή που προέρχεται από δύναμη ή τάση γύρω από τη ρ ίζα του

δοντιού. Η προσαρμοστικότητα αυτή της περιοδοντικής μεμβράνης είναι σημαντική

για τη διατήρηση της σωστής σύγκλισης της οδοντοφυΐας αλλά και για την

ορθοδοντική θεραπεία κατά την οποία μια δύναμη ασκείται ώστε να εγείρει στο

μεγαλύτερο ποσοστό τις κυτταρικές δραστηριότητες και να έχει ως αποτέλεσμα την

επαρκή μετακίνηση των δοντιών. Είναι πολύ σημαντικό σε επίπεδο οδοντικής

βιομηχανικής να είναι γνωστό το πως μια δύναμη  μεταφέρεται στη ρίζα ενός δοντιού

και στις περιβάλλουσες ίνες του.

Στο κεφάλαιο αυτό θα αναλυθούν οι μηχανικές ιδιότητες της περιοδοντικής

μεμβράνης και των φυσικών δοντιών και θα δοθούν βασικοί ορισμοί, όπως αυτοί του

κέντρου αντίστασης και του κέντρου περιστροφής των δοντιών , σημεία στο δόντι τα

οποία είναι πολύ χρήσιμα για την περιγραφή της κίνησης του και της συμπεριφοράς

του όταν δρουν σε αυτό διαφόρων τύπων δυνάμεις.
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22..22 ΜΜηηχχααννιικκέέςς ιιδδιιόόττηηττεεςς ττωωνν φφυυσσιικκώώνν δδοοννττιιώώνν κκααιι ττηηςς ππεερριιοοδδοοννττιικκήήςς

μμεεμμββρράάννηηςς

22..22..11 ΜΜηηχχααννιικκέέςς ιιδδιιόόττηηττεεςς φφυυσσιικκώώνν δδοοννττιιώώνν

Όπως είναι γνωστό από το Κεφάλαιο 1, τα δόντια αποτελούνται από την αδαμαντίνη,

την οδοντίνη, την οστεΐνη και τον πολφό. Όσον αφορά στην αδαμαντίνη, αυτή

στερείται ελαστικότητας, σε αντίθεση με την οδοντίνη , εξαιτίας κυρίως της

λεπτότητας της, γεγονός που κάνει πολύ δύσκολη την εύρεση αξιόπιστων πηγών για

τις ιδιότητες της. Παρακάτω παρουσιάζονται σε Πίνακες οι ιδιότητες της

αδαμαντίνης και της οδοντίνης αντίστοιχα , οι οποίες μετρούνται κάτω από διάφορες

συνθήκες.

Όσον αφορά στον πολφό, σύμφωνα με τους Menicucci και συν., 2002 έχει μέτρο

ελαστικότητας ((eellaassttiicc mmoodduulluuss)) 2MPa και λόγο Poisson ((PPooiissssoonn’’ss rraattiioo)) 0.45 ενώ

σύμφωνα με τους Shaw και συν., 2004 , έχει μέτρο ελαστικότητας 2.03 MPa και λόγο

Poisson 0.45.

H οστεΐνη, σύμφωνα με τους Shaw και συν., 2004, έχει μέτρο ελαστικότητας

15000 MPa και λόγο Poisson 0.31.

ΔΔόόννττιι ΔΔιιεεύύθθυυννσσηη

αασσκκοούύμμεεννηηςς

δδύύννααμμηηςς

ΜΜέέττρροο

εελλαασσττιικκόόττηηττααςς

(GPa)

ΜΜέέττρροο

δδύύννααμμηηςς

(MPa)

ΣΣυυγγγγρρααφφεείίςς

- Κάθετα στον

επιμήκη άξονα

(θλίψη δοντιού)

30.3

194 Standford et all

(1960)

- Κατά μήκος του

επιμήκη άξονα

9.0 154 Standford et all

(1960)

κοπτήρας Κάθετα στον

επιμήκη άξονα

33.0 253 Standford et all

(1960)

Γομφίος Κάθετα στον

επιμήκη άξονα

32.4 250.0 Standford et all

(1960)

Γομφίος Κατά μήκος του

επιμήκη άξονα

80.5 376.9 Standford et all

(1960)

Γομφίος Κατά μήκος του

επιμήκη άξονα

10.0 103.3 Graic et all

(1961)

Πίνακας 2.1: Ιδιότητες αδαμαντίνης
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Πίνακας 2.2: Ιδιότητες οδοντίνης [i].

Έρευνες έχουν επίσης πραγματοποιηθεί για τις φυσικές ιδιότητες του δοντιού ως

ενιαία δομή και παρουσιάζονται στον Πίνακα 2.3.

ΜΜέέττρροο
εελλαασσττιικκόόττ..

((MMPPaa))

ΛΛόόγγοοςς
PPooiissssoonn

ΣΣυυγγγγρρααφφεείίςς

2200770000 00..3300 TTaannnnee κκααιι σσυυνν..,, 11998888;; TTaannnnee κκααιι σσυυνν..,,
11998899aa,,bb;; IIsseerrii κκααιι σσυυνν..,, 11999988;; VVeerrrruuee κκααιι

σσυυνν..,, 22000011

2200000000 00..1155 JJeeoonn κκααιι σσυυνν..,, 22000011

2266000000 00..3300 SSuunngg κκααιι σσυυνν..,, 22000033

2222000000 00..3300 CCaattttaanneeoo κκααιι σσυυνν..,, 22000033

Πίνακας 2.3: Ιδιότητες φυσικών δοντιών ως ενιαία δομή.

22..22..22 ΜΜηηχχααννιικκέέςς ιιδδιιόόττηηττεεςς ππεερριιοοδδοοννττιικκήήςς μμεεμμββρράάννηηςς

Πολλές έρευνες έχουν διεξαχθεί για τη μελέτη των ελαστικών ιδιοτήτων της

περιοδοντικής μεμβράνης. Η ιξωδοελαστικότητά της και η μηχανικής της αντίσταση

έχουν εκτιμηθεί in vivo, δηλαδή κατά τη διάρκεια που ασκούνται στο δόντι δυνάμεις

υπό δυναμικές συνθήκες. Ωστόσο , υπάρχει δυσκολία στην εκτίμηση των ιδιοτήτων

της περιοδοντικής μεμβράνης , διότι η κινητικότητα του δοντιού εξαρτάται από το

μέγεθος και το σχήμα της ρίζας.
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Πλήθος εκτιμήσεων έχουν πραγματοποιηθεί για τον υπολογισμό του μέτρου

ελαστικότητας της περιοδοντικής μεμβράνης χρησιμοποιώντας την ανάλυση δύναμης

– τάσης με τη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων. Το 1970 οι Ree και Jacobson,

(Ree και Jacobson,1997) βρήκαν με τη Μέθοδο των Πεπερασμένων Στοιχείων (ΜΠΣ)

το μέτρο ελαστικότητας της περιοδοντικής μεμβράνης να έχει εύρος από 0. 1MPa έως

1000MPa όπως φαίνεται και στο Πίνακα 2.1 [i].

Ακόμα όμως και στις πιο πρόσφατες έρευνες (Volmer και συν.,1999) οι τιμές του

μέτρου ελαστικότητας έχουν εύρος δύο τάξεων μεγέθους. Η  μέθοδος των

πεπερασμένων στοιχείων έχει χρησιμοποιηθεί επίσης και για την εύρεση της

ελαστικότητας της περιοδοντικής μεμβράν ης αλλά ως αντίστροφο πρόβλημα. Ο

Tanne προσδιόρισε το μέτρο ελαστικότητας της περιοδοντικής μεμβράνης περίπου

ίσο με 0.69MPa, τιμή που προέκυψε από την ανάλυση με ΜΠΣ της μετατόπισης ενός

δοντιού αφού ασκήθηκε σε αυτό δύναμη .

Πίνακας 2.4: Μηχανικές ιδιότητες περιοδοντικής μεμβράνης.

Στον Πίνακα 2.4 φαίνονται ενδεικτικά κάποιες τιμές του μμέέττρροουυ εελλαασσττιικκόόττηηττααςς

((eellaassttiicc mmoodduulluuss)) και του λλόόγγοουυ PPooiissssoonn από διάφορους ερευνητές.

Χρήσιμο θα ήταν να αναφερθεί ότι σσύύμμφφωωνναα μμεε ττηηνν έέρρεευυνναα ττωωνν NNoorriiaakkii κκααιι

σσυυνν..,, 22000000,, οι οποίοι μέτρησαν iinn vviivvoo ττοο μμέέττρροο εελλαασσττιικκόόττηηττααςς ττηηςς ππεερριιοοδδοοννττιικκήήςς

μμεεμμββρράάννηηςς ββρρέέθθηηκκεε όόττιι ααυυττόό πποοιικκίίλλεειι ααππόό 00..1111MMPPaa έέωωςς 00..1133MMPPaa όότταανν ττοο φφοορρττίίοο εείίννααιι

ααππόό 00ΝΝ ωωςς 00..55NN,, ααππόό 00..2233MMPPaa έέωωςς 00..2266MMPPaa όότταανν ττοο φφοορρττίίοο εείίννααιι ααππόό 00..55ΝΝ έέωωςς

11..00NN κκααιι ααππόό 00..4400MMPPaa έέωωςς 00..4488MMPPaa όότταανν ττοο φφοορρττίίοο εείίννααιι ααππόό 11..00ΝΝ έέωωςς 11..55NN..
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22..33 ΟΟρριισσμμόόςς ττηηςς μμαασσηηττιικκήήςς εεππιιφφάάννεειιααςς κκααιι ττοουυ εεππιιμμήήκκηη άάξξοονναα ττωωνν

φφυυσσιικκώώνν δδοοννττιιώώνν

ΜΜαασσηηττιικκήή ΕΕππιιφφάάννεειιαα των δοντιών θεωρείται η επιφάνεια επαφής μεταξύ της επάνω

και της κάτω οδοντοστοιχίας. Τα στοιχεία που συνθέτουν τη μασητική επιφάνεια

είναι η κυρτότητα στο μπροστινό μέρος και οι καμπύ λες του Spee και του Wilson

πίσω.

Σχήμα 2.1: Μασητική επιφάνεια [Αριστοτέλους Κ. Αδάμ “Ακίνητος οδοντική Προσθετική ”,1971]

Ο σωστός προσανατολισμός του μασητικού επιπέδου βοηθά τον πρόσθιο οδηγό

στη αποσύγκλιση των πίσω δοντιών όταν η γνάθος πλαγιολισθαίνει. Η καμπύλη του

Spee είναι μια καμπύλη που ξεκινά από το κοπτικό φύμα του κυνόδοντα και έρχεται

προς τα πίσω αγγίζοντας τα παρειακά φύματα των προγομφίων και των γομφίων [1].

Σχήμα 2.2: Η καμπύλη του Spee και του Wilson αποτελούν τμήματα της σφα ίρας του Monson
[Αριστοτέλους Κ. Αδάμ “Ακίνητος οδοντική Προσθετική ”,1971]

Στην περίπτωση που βρίσκεται ψηλά έχει ως αποτέλεσμα τη συγκλεισιακή

επιβάρυνση στη γομφιακή χώρα , ενώ στην περίπτωση που είναι χαμηλά

παρουσιάζονται αισθητικά προβλήματα στο πρόσω πο. Η καμπύλη του Wilson είναι

το αποτέλεσμα της γλωσσικής κλίσης των δοντιών της κάτω γνάθου και της

ΣΣφφααίίρραα
ττοουυ

MMoonnssoonn
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παρειακής κλίσης των δοντιών της άνω και έχει ως ρόλο την κατεύθυνση των

συγκλεισιακών δυνάμεων προς τον επιμήκη άξονα των δοντιών.

ΕΕππιιμμήήκκηηςς άάξξοοννααςς ενός οδόντος θεωρείται αυθαίρετα η ευθεία που ενώνει το κέντρο

περιστροφής του δοντιού προς το κέντρο βαρύτητας μιας παράλληλης τομής  από τη

μασητική επιφάνεια του δοντιού, το επίπεδο της οποίας διέρχεται από τις ψηλότερες

κορυφές της αυχενικής γραμμής δηλαδή της ένωσης αδαμαντίνης – οστεΐνης του.

Σχήμα 2.3: Επιμήκης άξονας δοντιών [3d_model_anat_teeth_web4.jpg]

22..44 ΟΟρριισσμμόόςς ττοουυ κκέέννττρροουυ ππεερριισσττρροοφφήήςς

22..44..11 ΓΓεεννιικκάά

Το στιγμιαίο κέντρο περιστροφής σε ένα σώμα είναι το εξής: Θεωρώντας ότι ένα

σώμα κινείται γύρω από έναν άξονα, αν το εξετάσουμε στιγμιαία, οι ταχύτητες των

μορίων του σώματος μπορούν να εκφραστούν σαν αποτέλεσμα της περιστροφής ενός

άξονα που είναι κάθετος στον άξονα περιστροφής του σ ώματος [a]. ΑΑυυττόόςς οο άάξξοοννααςς

ττέέμμννεειι ττοονν άάξξοονναα ππεερριισσττρροοφφήήςς ττοουυ σσώώμμααττοοςς σσεε έένναα σσηημμεείίοο ττοο οοπποοίίοο οοννοομμάάζζεεττααιι

σσττιιγγμμιιααίίοο κκέέννττρροο ππεερριισσττρροοφφήήςς. Η θέση του κάθε μορίου του σώματος μπορεί να

διαφέρει με πολλούς τρόπους. Εάν οι διευθύνσεις των ταχυτήτων των σημείων Α και

Β είναι γνωστές αλλά διαφορετικές τότε το στιγμιαίο κέντρο περισ τροφής βρίσκεται

προσδιορίζοντας την τομή των καθέτων διανυσμάτων των ταχυτήτων των σημείων Α

και Β (Σχήμα 2.4α). Αν όμως οι ταχύτητες Α και Β είναι κάθετες στη γραμμή ΑΒ

τότε στιγμιαίο κέντρο περιστροφής μπορεί να βρεθεί ενώνοντας τη γραμμή ΑΒ με το

πέρας των διανυσμάτων των ταχυτήτων (Σχήμα 2.4β).
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Σχήμα 2.4:Το κέντρο περιστροφής στην περίπτωση (α) και στη (β).

22..44..22 ΤΤοο κκέέννττρροο ππεερριισσττρροοφφήήςς σστταα δδόόννττιιαα

ΤΤοο κκέέννττρροο ττηηςς ππεερριισσττρροοφφήήςς (Σχήμα 2.5) είναι ένα σημείο γύρω από το οποίο όλα τα

σημεία για το δόντι περιστρέφονται και μπορεί να αλλάξει ανάλογα με τις δυνάμεις

που ενεργούν στο δόντι (b).

Σχήμα 2.5:Το κέντρο περιστροφής όταν το δόντι βρίσκεται εκτός και εντός του οστού αντίστοιχα.

Το κέντρο περιστροφής δε βρίσκεται στο ακρορρίζιο του δοντιού αλλά σε σημείο

το οποίο είναι μεταξύ αυτού και της μέσης της κλινικής ρίζας – το τμήμα δηλαδή που

καλύπτεται από το φατνίο της ανατομικής ρίζας του δοντιού. Για την ακρίβεια, είναι

το σημείο αυτό το οποίο βρίσκεται στην τομή ενός άξονα κάθ ετου στον επιμήκη

άξονα του δοντιού και δεν παρουσιάζει πλάγια κίνηση κατά την περιστροφή αυτού.

Αναφέρεται συχνά και ως το υπομόχλιο του δοντιού. Επιπρόσθετα , η θέση του μπορεί

να είναι μέσα στο δόντι αλλά μπορεί να εντοπίζεται και σε σημείο το οποίο δεν είναι

καν μέρος του δοντιού.

α β
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22..55 ΟΟρριισσμμόόςς ττοουυ κκέέννττρροουυ ααννττίίσστταασσηηςς

22..55..11 ΓΓεεννιικκάά

Γενικά, ττοο κκέέννττρροο ααννττίίσστταασσηηςς ((ccrree)) είναι το σημείο ενός σώματος όπου ολόκληρη

μάζα του μπορεί να θεωρηθεί συγκεντρωμένη [c]. Όταν μια δύναμη ασκηθεί στο

κέντρο αντίστασης του σώματος τότε αυτό κινείται στη διεύθυνση αυτής της δ ύναμης

χωρίς όμως να περιστρέφεται , εκτελώντας δηλαδή καθαρή μεταφορική κίνηση.

ΈΈνναα ζζεευυγγάάρριι δδυυννάάμμεεωωνν ππρροοκκααλλεείί κκααθθααρρήή ππεερριισσττρροοφφήή ττοουυ κκέέννττρροουυ ααννττίίσστταασσηηςς κκααιι

μμηηδδεεννιικκήή μμεεττααττόόππιισσηη [[dd]].

Σχήμα 2.6:Το ζεύγος δυνάμεων προκαλεί καθαρή περιστροφή

Πιο συγκεκριμένα σύμφωνα με τους RRoobbeerrtt JJ.. IIssaaaaccssoonn κκααιι σσυυνν..,, 11999955 όταν ένα

ζεύγος δυνάμεων ασκείται στο κέντρο αντίστασης τό τε αυτό δε μετατοπίζεται

ανεξαρτήτως της θέσεως των δυνάμεων αυτών πάνω στο δόντ ι. Ο ορισμός του

κέντρου αντίστασης των διάφορων στοιχείων του στοματογναθικού συστήματος είναι

ιδιαίτερης σημασίας για τον έλεγχο και την πρόγνωση διάφορων τύπων

ορθοδοντικών δυνάμεων. Το κέντρο αντίστασης ενός άκαμπτου σώματος ορίζεται ως

το υλικό σημείο εκείνο για το οποίο αν το διάνυσμα μιας δύναμης εισέλθει μέσα από

αυτό τότε προκαλείται μετακίνησή του, χωρίς περιστροφή, και αποτελεί βασικό

σημείο αναφοράς για τον ακριβή καθορισμό της εφαρμογής δυνάμεων ή ροπών σε

ένα σύστημα δυνάμεων. Μπορούν να διακριθούν οι ακόλουθες περιπτώσεις: 1) Αν το

διάνυσμα της δύναμης εντοπίζεται μακριά από τ ο κέντρο αντίστασης του σώματος , το

σώμα περιστρέφεται και η περιστροφή του είναι ευθέως α νάλογη της απόστασης της

διεύθυνσης του διανύσματος από το κέντρο αντίστασης . 2) Όταν το διάνυσμα της

δύναμης διέρχεται μέσα από το κέντρο αντίστασης τότε το σώμα μετατοπίζεται χωρίς

να περιστρέφεται. Αυτό οφείλεται στο ότι η θέση του κέντρου περιστροφής α λλάζει

ανάλογα με την απόσταση του σημείου εφαρμογής της δύναμης από το κέντρο
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αντίστασης. Όταν η δύναμη διέρχεται από το κέντρο αντίστασης , το κέντρο

περιστροφής εντοπίζεται στο άπειρο. Όσο μεγαλύτερη η απόσταση του σημείου

εφαρμογής από το κέντρο αντίστα σης, τόσο το κέντρο περιστροφής πλησιάζει τ ο

κέντρο αντίστασης του σώματος , ενώ σε μία δεδομένη απόσταση συμπίπτουν. Το

σώμα τότε περιστρέφεται χωρίς να μετατοπίζεται (Burstone και συν., 1995) .

Το κέντρο αντίστασης σε ένα ελεύθερο σώμα συμπίπτει με το κέντρο μάζας του.

Αντίθετα, για ένα βιολογικό σύστημα όπως το στοματογν αθικό, ο προσδιορισμός του

κέντρου αντίστασης είναι δύσκολος και πολύπλοκος εξαιτίας της επίδρασης των

ιστών που προσφύονται σε αυτό ή αποτ ελούν το σώμα του (μαλακά μόρια ,

περιοδοντικός σύνδεσμος μύες κτλ.). Η θέση του κέντρου αντίστασης μπορεί να

υπολογιστεί είτε με κλινικές παρατηρήσεις και εμπειρίες – υπολογισμός που

βασίζεται σε υποθέσεις – είτε με τη χρήση πολύπλοκων τεχνολογιών , όπως η τεχνική

αντανάκλασης ακτινών laser και η ολογραφική παρεμβολομετρία [3].

22..55..22 ΤΤοο κκέέννττρροο ααννττίίσστταασσηηςς σσττοο σσττοομμααττοογγννααθθιικκόό σσύύσσττηημμαα

Σε μεμονωμένα  δόντια η θέση του κέντρου αντίστασης σχετίζεται άμεσα με τον

αριθμό των ριζών τους. Στα μονόριζα δόντια εντοπίζεται κάτω από την φατνιακή

παρυφή, μεταξύ του μέσου και αυχενικού τριτημορίου της ρίζας , ενώ στους άνω

γομφίους εντοπίζεται ελαφρώς πιο μασητικά από τον τριχασμό των ριζών (Stoeckli

δοντιών και Teuscher ,1985; Van den Bulke και συν.,1986; Pedersen και συν.,1991).

Ιδιαίτερη περίπτωση είναι ο πρώτος προγόμφιος της άνω γνάθου ο οποίος όσον

αφορά στο κέντρο αντίστασης συμπεριφέρεται σα μονόριζο δόντι (Dermaut και

συν.,1986). Τα δόντια δεν πρέπει να αντιμετωπίζονται ως ξεχωριστά και μεμονωμένα

σώματα αλλά ως ένα ενιαίο σύνολο με τους περιβάλλοντες περιο δοντικούς ιστούς.

Για τον λόγο αυτό, ο εντοπισμός του κέντρου αντίστασης μεμονωμένων δοντιών in

vivo παρουσιάζει σημαντικά αξεπέραστα προβλήματα. Το κέντρο της αντίστασης των

μονόριζων δοντιών βρίσκεται ανάμεσα στο 33 -42% του μήκους της ρίζας, όταν

μετριέται από το φατνιακή ακρολοφία. Η θέση του μπορεί να μεταβληθεί ανάλογα με

το μήκος της ρίζας του δοντιού, τη διεύθυνση των εφαρμοζόμενων δυνάμεων, την

ποσότητα του  περιβάλλοντος οστού την ιστική αντίδραση στις ασκούμενες δυνάμεις,

την εφύγρανση των παρακείμενων οστικών δομών και την αξονική κλίση του

δοντιού.
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Το κέντρο της αντίστασης μιας ομάδας δοντιών διαφέρει ανάλογα με τον αριθμό

δοντιών. Οι περισσότερες έρευνες έχουν γίνει για τους άνω τομείς και τους άνω

προσθίους. Εντούτοις, υπάρχουν συγκρουόμενες α πόψεις για τη θέση του κέντρου

αντίστασης τόσο κατά την υπερώια μετακίνηση όσο και κατά την εμβύθιση.

Επιπλέον, οι γνώσεις μας για τους παράγοντες που επηρεάζουν τη  θέση του κέντρου

αντίστασης μιας ομάδας δοντιών είναι περιορισμένη και αυτό μπορεί να οφεί λεται

στο γεγονός ότι αυτοί οι παράγοντες δεν μπορούν να μετρηθούν εύκολα σε μια ομάδα

δοντιών.

22..55..33 ΜΜέέθθοοδδοοιι κκααθθοορριισσμμοούύ ττοουυ κκέέννττρροουυ ααννττίίσστταασσηηςς

Έχουν χρησιμοποιηθεί πολλές μέθοδοι προκειμένου να καθοριστεί το κέντρο της

αντίστασης ενός δοντιού. Ορισμένοι ερευνητές εφάρμοσαν μαθηματικά ή φυσικά

μοντέλα καθώς και μοντέλα πεπερασμένων στοιχείων. Τα περισσότερα μοντέλα

όμως, ήταν απλοποιημένα και δεν προσέγγιζαν ικανοποιητικά τους πραγματικούς

ανατομικούς παράγοντες που προσπάθησαν να εξομοιώσουν ( Yoshida και συν.,

2001a).

Η ανάλυση των με τη ΜΠΣ προϋποθέτει τη γνώση του λόγου Poisson ο οποίος

εξαρτάται από το μέτρο ελαστικότητας. Αξιόπιστες όμως τιμές για το μέτρο

ελαστικότητας δεν είναι δυνατόν να εξαχθούν από τη μελέτη των μηχανικών

ιδιοτήτων των υλικών λόγο της μεγάλης επίδρασης του ιστορικού φόρτισης, της

διαδικασίας δημιουργίας δοκιμίων και των συνθηκών δοκιμασίας στις ιδιότητες καθ’

αυτές (Fung, 1993; Reported by Gioka C, Eliades T. Orthodontic dental intrusion:

indications, histological changes, biomechanical principles and possible side effects.

Hell Orthod Rev 2003). Η ανάλυση πεπερασμένων στοιχείων επίσης προϋποθέτει ότι

τα υλικά είναι ισότροπα, δηλαδή η αντίδρασή τους σε ένα δεδομένο φορτίο δεν

επηρεάζεται από την κατεύθυνση της φόρτισης. Εντούτ οις, αυτό δεν ισχύει για τα

βιολογικά υλικά, όπως το οστό (Park and Lakes, 1992; Reported by Gioka C, Eliades

T. Orthodontic dental intrusion: indications, histological changes, biomechanical

principles and possible side effects. Hell Orthod Rev 2003).

Τα τελευταία χρόνια, έγινε προσπάθεια να η δομή του περιοδοντίου στις

αναλύσεις πεπερασμένων στοιχ είων. Σύμφωνα με Qian και συν. , 2001, η διεύθυνση

και οι μηχανικές ιδιότητες των ινών του περιρριζίου δεν έχουν σημαντικό ρόλο στον

καθορισμό του κέντρου αντίστασης. Στις αναλύσεις τους, οι Σνάιντερ και συν. , 2002,

ενσωμάτωσαν έναν αλγόριθμο για να περιγράψουν την αναδιαμόρφωση του οστού
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μετά από μηχανικά ερεθίσματα, έγιναν όμως σύμφωνα με τους ίδιους τους

συγγραφείς ορισμένες απλουστεύσεις λόγω έλλειψης στοι χείων για τα υλικά και τη

μορφολογία τους.

Για τη μελέτη της μετακίνησης των δοντιών χρησιμοποιήθηκαν επίσης

ολογραφικές τεχνικές (Λέιζερ – ολογραφικές τεχνικές) ή τεχνικές strain gauges.  Τα

strain gauges είναι ηλεκτρικά επιμηκυνσιόμετρα  που επικ ολλούνται με τα σημεία

μιας δομής που θέλουμε να μετρήσουμε την μετακίνηση. Κάθε επιμήκυνση οδηγεί

στην αύξηση της αντίστασης του strain gauges και αυτό μπορεί να μετρηθεί

ηλεκτρικά. Το μειονέκτημα αυτών των τεχνικών ήταν ότι ακόμη και οι μικρότερες

μετακινήσεις της κεφαλής μπορούν να μειώσουν σημαντικά την ακρίβεια της

μετακίνησης των δοντιών.

Σύμφωνα με τους McGuiness και συν. , 1991, δεν είναι δυνατή η εισαγωγή των

strain gauges μέσα στην περιοδοντική μεμβράνη χωρίς να προκύψει φθορά. Στις

τελευταίες έρευνες για τον καθορισμό του κέντρου αντίστασης, και εν γένει την

παρατήρηση της μετακίνησης του δοντιού χρησιμοποιούνται μαγ νήτες και μαγνητικοί

αισθητήρες.

Πολλές από αυτές τις τεχνικές χρησιμοποιήθηκαν σε ανθρώπινα πτώματα, όπου

όμως, οι μηχανικές ιδιότητες του περιοδοντικού συνδέσμου διαφέρουν. Για το λόγο

αυτό χρησιμοποιήθηκαν ως υποκατάστατα του περιοδοντικού συνδέσμου συνθετικές

ουσίες, όπως η σιλικόνη. Δυστυχώς όμως, οι φυσικές ιδιότητες αυτών των ουσιών δεν

είναι παρόμοιες με εκείνους του περιοδοντι κού συνδέσμου.

22..55..44 ΘΘέέσσηη ττοουυ κκέέννττρροουυ ααννττίίσστταασσηηςς εεννόόςς δδοοννττιιοούύ

Οι Christiansen και Burstone, 1969, καθώς επίσης και οι Burstone και Pryputniewicz

,1980, αναφέρουν ότι το κέντρο αντίστασης βρίσκεται σε ένα σημείο ίσο με 40% του

μήκους ρίζας του δοντιού από τη φατνιακή ακρολοφία σε ένα δισδιάστατο μοντέλο

με παραβολικό σχήμα ρίζας ή στο 33% του μήκους ρίζας του δοντιού σε ένα

τρισδιάστατο μοντέλο με σχήμα ρίζας παραβολοειδούς εκ περιστροφής.

Ο Nikolai, 1974, καθορίζει το κέντρο αντίστασης σε μια απόσταση ίση με το 45%

του μήκους ρίζας σε ένα δισδιάστατο μοντέλο για θεωρητική ανάλυση, ο Davidian,

197l, στο 40% και ο Halazonetis, 1996, στο 42%. Αυτές οι διαφορές οφείλονται στα

διαφορετικά μαθηματικά πρότυπα που χρησιμοποιούνται από τους διάφορους

ερευνητές. Πιo συγκεκριμένα, ο Nikolai, 1974, χρησιμοποίησε δισδιάστατα ακριβή
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μοντέλα σφηνοειδών (τριγωνικών) ριζών με βάση τη θεωρία της ελαστικότητας της

περιοδοντικής μεμβράνης σε συνδυασμό με τις εξισώσεις ισορροπίας του άκαμπτου

δοντιού. Ο Davidian, 1971, ανέπτυξε ένα απλό μοντέλο για τον προσδιορισμό των

κέντρων αντίστασης και περιστροφής, εξομοιώνοντας την περιοδοντική μεμβράνη με

ελατήρια. Τέλος, ο Halazonetis, 1996, επέκτεινε αυτήν την μέθοδο προκειμένου να

συμπεριληφθούν οι μη γραμμικές ιδιότητες των περιοδοντικών μεμβρανών καθώς και

διατμητικές τάσεις και στην περίπτωση ανισοτροπικής σύνθεσης του περιοδοντίου

(Provatidis και Toutountzakis, 1998)

Οι Nagerl και συν., 1991, εμβυθίζοντας ένα κυνόδοντα σε πλαστικό υλικό, το

οποίο υποθετικά αντικαθιστά τον περιοδοντικό σύνδεσμο, διαπίστωσαν ότι το κέντρο

αντίστασης του δοντιού βρίσκεται σε ένα μέσο ύψος 34% (27-42%) του μήκους ρίζας

του.

Οι Tanne και συν., 1988, και οι Vollmer και συν., 1999, χρησιμοποιώντας

μοντέλα πεπερασμένων στοιχείων , αναφέρουν ότι το κέντρο αντίστασης βρίσκεται σε

μια απόσταση ίση με 24% και 42% του μήκους ρίζας του άνω τομέα και του

κυνόδοντα αντίστοιχα. Σε μια πιο πρόσφατη μελέτη από τους Tanne και συν., 1991,

το κέντρο αντίστασης του κεντρικού άνω τομέα υπολογίστηκε στο 34%. Σύμφωνα με

τους Provatidis και Toutountzakis, 1998, αυτά τα διαφορετικά αποτελέσματα

προκύπτουν εύκολα, εάν επηρεαστεί μια από τις ακόλουθες τέσσερις παραμέτρους:

Το μέγεθος του μοντέλου γύρο από το υπό εξέταση δόντι.

Το είδος των οριακών συνθηκών .

Ο βαθμός εκλέπτυνσης του πλέγματος των πεπερασμένων στοιχείων που

απαιτείται για τη λήψη αξιόπιστων αποτελεσμάτων. Αραιά πλέγματα οδηγούν

σε ανακριβή αποτελέσματα .

Οι τιμές των μηχανικών ιδιοτήτων των υλικών .

Οι Poppe και συν., 2002, διαπίστωσαν ότι το κέντρο αντίστασης των μονόριζων

δοντιών βρίσκεται σε απόσταση ίση με το 42% του ύψους φατνιακού πετάλου.

Οι Yoshida και συν., 2001a, αναφέρουν ότι το κέντρο αντίστασης του κεντρικού

άνω τομέα κατά τη διάρκεια της υπερώιας μετακίνησής του βρίσκεται σε μια

απόσταση περίπου ίση με το 2/3 του υπερώιου ύψους, όταν αυτό μετριέται από το

ακρορρίζιο του έως τη φατνιακή ακρολοφία και επομένως εξαρτάται από το επίπεδο

του οστού που βρίσκεται υπερώια .

Οι Pedersen και συν., 1991, ισχυρίζονται ότι, σε άτομο ηλικίας 20 ετών και με

φυσιολογικό μήκος ρίζας, το κέντρο αντίστασης των κάτω προγομφίων βρίσκεται στο
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40% του μήκους ρίζας τους. Συνεπώς, οι περισσότερες μελέτες εντοπίζουν το κέντρο

αντίστασης του μονόριζου δοντιού στο 33-42% του μήκους της ρίζας από τη

φατνιακή παρυφή (ακρολοφία). Σε ένα δόντι μήκους ρίζας 10 χιλ., όπως είναι ο

κεντρικός άνω τομέας η διαφορά αυτή είναι μικρότερη από 1 χιλ. (0.9 χιλ.).

Εντούτοις, ένα σύστημα δυνάμεων με ακρίβεια μικρότερη του 1 χιλ. είναι δύσκολο

να κατασκευαστεί στην καθημερινή κλινική πράξη. Πρακτικά, αυτό σημαίνει ότι οι

δυνάμεις που εφαρμόζονται στο δόντι θα έχουν σχεδόν πάντα μια ροπή.

Επιπλέον, η κίνηση του δοντιού μετά την εφαρμογή κάποιας δύναμης μπορεί να

διακριθεί σε δύο φάσεις: την πρωτογενή η οποία οφείλεται στη μετακίνηση του

δοντιού μέσα στην περιοδοντική μεμβράνη και δευτερογενή η οποία ακολουθεί και

οφείλεται στην επαναδιαμόρφωση του οστού (εναπόθεση και απορρόφηση ) (Burstone

και συν., 1982). Το κέντρο αντίστασης των δοντιών όμως μπορεί να μην είναι το ίδιο

κατά τη διάρκεια αυτών των δύο φάσεων κίνησης του δοντιού (Halazonetis, 1996).

Κατά συνέπεια, η κίνηση του δοντιού μπορεί να διαφέρει από αυτήν που έχει

προγραμματιστεί αρχικά.

Εντούτοις, η ακριβής θέση του κέντρου αντίστασης εξαρτάται και από άλλους

παράγοντες, όπως το μήκος της ρίζας του δοντιού και το ύψος του οστού που

περιβάλλει το δόντι. Η επίδραση του μήκους ρίζας είναι μεγαλύτερη από αυτό του

ύψους του οστού που περιβάλλει το δόντι. Το κέντρο αντίστασης τ ου κυνόδοντα

μπορεί να βρίσκεται στο 45% του μήκους της ρίζας του, ενώ σε ένα μικρότερο δόντι

με ύψος ρίζας 12 χιλ μπορεί να βρε θεί στο 35% του μήκους (Snider και συν., 2002).

Όταν παρατηρείται απορρόφηση της ρίζας ενός δοντιού, το κέντρο αντίστασης

μετατοπίζεται προς την μύλη του δοντιού, λόγω του μειωμένου μήκους ρίζας καθώς

επίσης και της αλλαγής του σχήματός της ( Snider και συν., 2002). Οι Yoshida και

συν., 2001a, αναφέρουν ότι όταν εφαρμόζονται οι υπερώιες δυνάμεις, το κέντρο

αντίστασης του άνω κεντρικού τομέα εξαρτάται κυρίως από το ύψος του υπερώιου

πετάλου και ελάχιστα από αυτό του χειλικού οστικού πετάλου.

Το κέντρο αντίστασης εξαρτάται επίσης από την διεύθυνση της φόρτισης

(loading). Σύμφωνα με τον Nagerl και συν., 1991, η θέση του κέντρου αντίστασης

μεταβάλλεται από το 27% στο 42% του μήκους της ρίζας ανάλογα με την διεύθυνση

της εφαρμοσμένης δύναμης. Ο Halazonetis, 1996, υποστηρίζει ότι αυτή η αλλαγή

είναι μικρότερη (4%) σε ένα δι διάστατο μοντέλο δοντιού -περιοδοντίου με

ανισότροπο περιοδοντικό σύνδεσμο.
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Οι Vander Bulcke και συν., 1986, αναφέρουν ότι η ακριβής θέση του κέντρου

αντίστασης μπορεί να μεταβληθεί ανάλογα με τη μορφολογία του δοντιού, το είδος

περιοδοντικού συνδέσμου, την ποιότητα του περιβάλλοντος οστού, την ιστική

αντίδραση στις εφαρμοσμένες δυνάμεις, την εφύγρανση των παρακείμενων οστικών

δομών και την αξονική κλίση του δοντιού χωρίς, εντούτοις, να αναφέρουν

πειραματικά δεδομένα που να το στηρίζουν.

Σύμφωνα με τους Stoeckli και Teuscher, 1985, το κέντρο αντίστασης

οποιασδήποτε μονάδας, επειδή εξαρτάται από πολλούς παράγοντες, μπορεί μόνο να

καθοριστεί με ακρίβεια από την κλινική εικόνα μετά την εφαρμογή της δύναμης.

Τα κλινικά αποτελέσματα, όταν επιχειρείται μετακίνηση προς τα άπω των

μονόρριζων δοντιών άλλες φορές επιβεβαιώνουν τα θεωρητικά μοντέλα και άλλες

όχι. Οι Bourauel και Drescher, 1994, αναφέρουν ότι για την άπω μετακίνηση του άνω

κυνόδοντα τα πειραματικά και κλινικά αποτελέσματα αντιστοιχούσαν σε μεγάλο

βαθμό. Αντίθετα οι Vollmer και συν., 1999 ισχυρίζονται ότι είναι δύσκολο να

επιτευχθεί παράλληλη μετακίνηση του δοντιού, επειδή η ρίζα του παρουσιάζει

εξογκώματα και κοιλότητες που επηρεάζουν την κατανομή των τάσεων και των

πιέσεων και επομένως την κίνηση του δοντιού.

Τέλος, το κέντρο αντίστασης των δον τιών με πολλές ρίζες (multi-rooted teeth)

βρίσκεται κοντά στην ένωση των ριζών ( Moyers, 1988;Bassigny, 1983). Οι Pedersen

και συν., 1991, υποστηρίζουν ότι η θέση του κέντρου αντίστασης του κάτω γομφίου

εξαρτάται από τη γεωμετρία του δοντιού, το μήκος της ρίζας, το επίπεδο του δοντιού

και την ηλικία του ατόμου.

Είναι φανερό ότι υπάρχουν διαφορετικές απόψεις σχετικά με τη θέση του

κέντρου αντίστασης. Οι λόγοι είναι κυρίως η διαφορετική μεθοδολογία που

ακολουθείται από τους ερευνητές καθώς και οι διαφορετικές τιμές των παραμέτρων

που καθορίζουν τη θέση του κέντρου αντίστασης (π.χ. το μήκος της ρίζας, το σχήμα

της, τη διεύθυνση της δύναμης, το ύψος του φατνιακού πετάλου κ.λπ.). Καμία

μέθοδος δεν είναι τέλεια, όλες παρουσιάζουν ορισμένα πλεονεκτήματα και

μειονεκτήματα τα οποία παρου σιάζονται στην αρχή αυτού του εγγράφου. Είναι

δύσκολο επίσης να τυποποιηθούν όλοι οι παράγοντες που έχουν επιπτώσεις στη θέση

του κέντρου αντίστασης, αφενός, επειδή είναι πολλοί και αφετέρου, επειδή μερικοί

απ' αυτούς μπορεί να μην έχουν ή να μη μπορούν ακ όμα να ερευνηθούν, όπως π.χ. η

ποιότητα του οστού που περιβάλλει το δόντι. Για όλους αυτούς τους λόγους ο

σχεδιασμός μελλοντικών ερευνών είναι δύσκολος. Χρειάζονται νέες ερευνητικές
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προσπάθειες για τους παράγοντες που πιθανόν να επηρεάζουν τη θέση του κέντ ρου

αντίστασης όπως το είδος του περιοδοντικού συνδέσμου, η ποιότητα του οστού, η

κλίση του δοντιού κ.λπ.. Οι έρευνες πρέπει να γίνονται σε ζώντες οργανισμούς, όταν

αυτό είναι δυνατόν, προκειμένου να αποφευχθούν οι απλουστεύσεις οι οποίες

σχετίζονται με το οστό και το περιοδόντιο. Τέτοιες έρευνες είναι πλέον δυνατές

(Yoshida και συν., 2001a 2001b).
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ΚΚΕΕΦΦΑΑΛΛΑΑΙΙΟΟ  33  
  

ΘΘΕΕΩΩΡΡΙΙΑΑ  ΤΤΟΟΥΥ  ΣΣΤΤΕΕΡΡΕΕΟΟΥΥ  ΑΑΠΠΑΑΡΡΑΑΜΜΟΟΡΡΦΦΩΩΤΤΟΟΥΥ  ΣΣΩΩΜΜΑΑΤΤΟΟΣΣ 
 

  
33..11  ΕΕιισσααγγωωγγήή  
 
Το δόντι βρίσκεται µέσα στο οστό της γνάθου και περιβάλλεται από την περιοδοντική 

µεµβράνη. Η περιοδοντική µεµβράνη παρουσιάζει µεγάλη ελαστικότητα και το µέτρο 

ελαστικότητας της είναι σηµαντικά µεγαλύτερο από το µέτρο ελαστικότητας του 

δοντιού. 

Για την ακρίβεια το µέτρο ελαστικότητας της περιοδοντικής µεµβράνης είναι 

περίπου 0.3 έως και 0.49 MPa ενώ το µέτρο ελαστικότητας ενός φυσικού δοντιού, 

όπως είναι γνωστό, κυµαίνεται από 19000 έως και 26000 MPa περίπου. Συνεπώς, 

είναι εµφανές ότι το µέτρο ελαστικότητας του δοντιού είναι 100000 φορές περίπου 

πιο µεγάλο από το µέτρο ελαστικότητας της περιοδοντικής µεµβράνης γεγονός που 

ωθεί στο συµπέρασµα ότι το δόντι συµπεριφέρεται σαν απαραµόρφωτο στερεό σώµα. 

Στο κεφάλαιο αυτό κρίνεται σκόπιµο να αναλυθούν οι ιδιότητες και οι σχέσεις 

που διέπουν το στερεό απαραµόρφωτο σώµα για να γίνει περισσότερο κατανοητή η 

συµπεριφορά του δοντιού ως άκαµπτο σώµα (rigid body). 

  
  
33..22  ΑΑππααρρααµµόόρρφφωωττοο  σσττεερρεεόό  σσώώµµαα  ((rriiggiidd  bbooddyy))  
 
Το χαρακτηριστικό που ορίζει το ααππααρρααµµόόρρφφωωττοο  σσττεερρεεόό  σσώώµµαα,, είναι ότι η απόσταση 

οποιουδήποτε ζεύγους σηµείων του παραµένει σταθερή. Αυτό σηµαίνει, ότι οι 

σχετικές θέσεις των σηµείων του παραµένουν αναλλοίωτες, συνεπώς τόσο το 

γεωµετρικό του σχήµα όσο και ο όγκος του παραµένουν σταθερά. 

       Στο απαραµόρφωτο στερεό σώµα ασκούνται δυνάµεις και ροπές. Και τα δύο 

αυτά µεγέθη είναι διανυσµατικά: η δύναµη είναι ολισθαίνον διάνυσµα η δε ροπή 

ελεύθερο. Τα δύο αυτά µεγέθη τείνουν να προκαλέσουν µετατόπιση του στερεού: η 

δύναµη γραµµική κατά τη διεύθυνση της και η ροπή περιστροφική µε άξονα 

παράλληλο προς τη διεύθυνση της. Αν όµως ασκούνται στο σώµα δύο δυνάµεις, είναι 

δυνατόν η δράση της µίας να αντιστρατεύεται τη δράση της άλλης και έτσι το 

συνολικό αποτέλεσµα της δράσης τους να είναι µηδενικό: λέµε τότε ότι οι δυνάµεις 

ισορροπούν. 
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Σχήµα 3.1: Αντίθετες δυνάµεις µε αποτέλεσµα δράσης µηδενικό 

 

Ο συλλογισµός αυτός εύκολα επεκτείνεται και σε πεπερασµένο πλήθος 

δυνάµεων. Αποτέλεσµα της ισορροπίας δυνάµεων και ροπών δηλαδή του συνόλου 

των δράσεων πάνω στο σώµα είναι ότι τούτο στέκεται. Επίσης όταν δυο δυνάµεις 

είναι ισοδύναµες ισχύει η αρχή µετάδοσης ισοδύναµων δυνάµεων (Σχήµα 3.2).  

 

 
Σχήµα 3.2: Αρχή µετάδοσης ισοδύναµων δυνάµεων 

 

Σύµφωνα µε την αρχή µετάδοσης ισοδύναµων δυνάµεων αν η δύναµη F 

αντικατασταθεί µε την F,΄ τότε το αποτέλεσµα στο σώµα θα είναι ακριβώς το ίδιο 

εφόσον αυτές έχουν την ίδια κατεύθυνση. Πιο συγκεκριµένα, η δράση της δύναµης 

παραµένει ίδια όταν αυτή µεταφέρεται πάνω στην ίδια γραµµή, παρατήρηση που 

βασίζεται στο δεύτερο και τρίτο νόµο του Νεύτωνα. 
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33..33  ΕΕσσωωττεερριικκέέςς  κκααιι  εεξξωωττεερριικκέέςς    δδυυννάάµµεειιςς  σσττοο  ααππααρρααµµόόρρφφωωττοο  σσττεερρεεόό  

σσώώµµαα  

  
 Οι εσωτερικές δυνάµεις στο στερεό απαραµόρφωτο σώµα είναι οι δυνάµεις οι 

οποίες συγκρατούν τα µόρια του απαραµόρφωτου σώµατος. Αν δηλαδή το 

σώµα αποτελείται από κάποια µέρη, τα µέρη συγκρατούνται µεταξύ τους 

µέσω των εσωτερικών δυνάµεων. 

 

 Οι εξωτερικές δυνάµεις στο στερεό απαραµόρφωτο σώµα είναι οι δυνάµεις 

που αντιπροσωπεύουν τη δράση των άλλων σωµάτων πάνω στο στερεό 

απαραµόρφωτο σώµα και είναι υπεύθυνες για την εξωτερική συµπεριφορά 

του σώµατος. Οι εξωτερικές δυνάµεις είτε συµβάλλουν στη µετακίνηση του 

σώµατος, είτε δεν το επηρεάζουν καθόλου. 

 

 
Σχήµα 3.3: Παράδειγµα εξωτερικών δυνάµεων ασκούµενες στο φορτηγό από τους ανθρώπους 

 
 

33..44  ΡΡοοππήή    πποουυ  αασσκκεείίττααιι  σσεε  σσηηµµεείίοο  ααππααρρααµµόόρρφφωωττοουυ  σσώώµµααττοοςς  

Έστω ένα σηµείο Α στο οποίο ασκείται µια δύναµη F στο απαραµόρφωτο σώµα. Η 

ροπή του σώµατος γύρω από έναν άξονα περιστροφής ισούται µε το εξωτερικό 

γινόµενο της απόστασης µεταξύ του σηµείου Α  και του σηµείου Ο που είναι το 

σηµείο αναφοράς του σώµατος επί τη δύναµη που ασκείται στο σώµα όπως φαίνεται 

στο Σχήµα 3.4. 

 
Σχήµα 3.4: Ροπή σε στερεό απαραµόρφωτο σώµα 
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Μαθηµατικά η σχέση δίνεται ως εξής:  

 

            oM r F r F sinθ= × = ⋅ ⋅  ((33..11))  

   

 όπου θ είναι η γωνία που σχηµατίζεται από τη διεύθυνση της δύναµης µε την κάθετη 

απόσταση (ΟΑ)  από τον άξονα περιστροφής. 

 

33..55  ΤΤοο  θθεεώώρρηηµµαα  ττοουυ  VVaarriiggnnoonn 

Η ροπή από αναγωγή της συνισταµένης δύναµης σε ένα σηµείο Ο ισούται µε το 

άθροισµα των ροπών από αναγωγή των συνιστωσών στο σηµείο Ο, όπως διαφαίνεται 

στο Σχήµα (3.5). 

 
Σχήµα:3.5: 1 2 1 2( ....) ....r F F r F r F× + + = × + × +  

 
 
 

33..66    ΚΚεεννττρριικκόόςς  άάξξοοννααςς  σσυυσσττήήµµααττοοςς  δδυυννάάµµεεωωνν  κκααιι    ρροοππώώνν  σσττοο  χχώώρροο 

Έστω ότι σε ένα στερεό απαραµόρφωτο σώµα ασκείται µια δύναµη και µια ροπή Μο. 

Έστω επίσης ένας άξονας (OL) γύρω από το σηµείο Ο. Ορίζουµε τη ροπή ΜοL γύρω 

από τον άξονα (OL) ως εξής: 

 

 

         (    )    L r Fο ολ λΜ = ⋅ Μ = ⋅ ×  ((33..22))  

 

Η ροπή ΜοL µιας δύναµης F γύρω από έναν άξονα (OL) είναι η προβολή της Μο στον 

άξονα (OL) όπου λ είναι ένα διάνυσµα κατά µήκος του άξονα (OL).      
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Σχήµα 3.6: Όπου λχ,, λy,λz  είναι τα συνηµίτονα κατεύθυνσης στον άξονα OL  

 
 

Η φυσική αξία της ροπής ΜΟL µιας δύναµης F γύρω από έναν άξονα (OL) είναι 

φανερή όταν αναλύσουµε τη δύναµη F δυο δυνάµεις F1 και F2 όπου η διεύθυνση της 

πρώτης είναι κάθετη στον άξονα ενώ της δεύτερη παράλληλη στο επίπεδο (Ρ) το 

οποίο είναι κάθετο στον άξονα. Βάση της Σχέσης 3.2 και αναλύοντας την απόσταση r 

σε r1 και r2 ισοδύναµα, προκύπτει: 

 

 
Σχήµα 3.7                               

 

L 1 1 1 2 2 1 2 2    (r   F )    (r   F )    (r   F )    (r   F )λ λ λ λΟΜ = ⋅ × + ⋅ × + ⋅ × + ⋅ ×               ((33..33))   

 

Όµως οι όροι 1 1 1 2 2 1   (r   F ),    (r   F ),    (r   F )λ λ λ⋅ × ⋅ × ⋅ ×  είναι µηδενικοί επειδή τα 

διανύσµατα 1 1 1 2 2 1  (  ,  F ),   (  ,  F ),   (  ,F )r r r
�� ��� �� ��� �� ���

 σχηµατίζουν µηδενική γωνία µεταξύ τους. 

Συνεπώς προκύπτει: 

 

L 2 2    (r   F )ο λΜ = ⋅ ×  ((33..44))  
 

  

 

Το διάνυσµα 
2 2  (   ) r F×
����������

είναι κάθετο στο επίπεδο Ρ και αντιπροσωπεύει τη 

συνιστώσα (F2) της F στο σηµείο Q, δηλαδή το σηµείο τοµής του άξονα (OL) µε το 

επίπεδο (Ρ). Επειδή οι άλλες συνιστώσες δε τείνουν να περιστρέψουν συµπεραίνουµε 
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ότι η ΜοL µετρά την τάση της F να προκαλεί στο στερεό απαραµόρφωτο σώµα 

περιστροφή γύρω από τον άξονα (OL).  

 

Τέλος η ροπή µπορεί να εκφραστεί και µε βάση των συντεταγµένων της δύναµης 

οπότε ισχύει ισοδύναµα: 

 

    –    =x z yM y F z F          ((33..55αα))  

  z  –  x y x z=M F F  ((33..55ββ))  

  x  –  y  z y x=M F F  ((33..55γγ))  

  

Πιο γενικά η ροπή µιας δύναµης F που εφαρµόζεται σε ένα σηµείο Α γύρω από 

έναν άξονα ο οποίος δεν περνά από την αρχή των αξόνων υπολογίζεται επιλέγοντας 

ένα  σηµείο Β και βρίσκοντας την προβολή στον άξονα (BL) της ροπής ΜΒ της F 

γύρω από το Β. Η ροπή στο σηµείο Β δίνεται από τη σχέση: 

 
Σχήµα 3.8  

 

           (   )                 L AB AB A Br F r r rλ λ µεΒ ΒΜ = ⋅ Μ = ⋅ × = −  ((33..66))  

 

ή ισοδύναµα: 

 

/ / /

y z

A B A B A B

x y z

M x y z

F F F

χλ λ λ 
 

=  
 
 

 

µε χλ , yλ , zλ τα συνηµίτονα κατεύθυνσης του άξονα (ΒL). 

  ((33..77))  
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33..77    ΖΖεεύύγγοοςς  δδυυννάάµµεεωωνν  σσττοο  ααππααρρααµµόόρρφφωωττοο  σσττεερρεεόό  σσώώµµαα  
  
Οι δυνάµεις F και – F έχουν το ίδιο µέτρο, είναι παράλληλες µεταξύ τους και έχουν 

αντίθετη φορά. Όταν ασκούνται σε ένα σώµα τότε αυτές σχηµατίζουν ένα ζζεεύύγγοοςς  

δδυυννάάµµεεωωνν. 

 
Σχήµα 3.9: Ζεύγος δυνάµεων 

 
 

Η δράση αυτών των δυνάµεων δεν προκαλεί µεταφορά στο σώµα αλλά µόνο 

περιστροφή η οποία µπορεί να περιγραφεί από ένα διάνυσµα ροπής. 

 
 

Σχήµα 3.10: Η ισοδύναµη ροπή ζεύγους δυνάµεων  
 

Πιο συγκεκριµένα, αν ορίσουµε ως rA και rB τις αποστάσεις των σηµείων 

εφαρµογής των δυνάµεων F και – F ,όπως φαίνεται στο Σχήµα (3.11), θα βρούµε ότι 

το άθροισµα τους ισούται µε: 

( ) ( )   F  r          F r Fr r× + × − = − ×A B A B  ((33..88))  

                      

 
Σχήµα 3.11: Απεικόνιση  ζεύγους δυνάµεων  
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Συνεπώς η ροπή ζεύγους δυνάµεων ισούται µε: 

 

        M d F sin F dθ= ⋅ ⋅ = ×  ((33..99))  

 

Ισχύει επίσης ότι δυο ζεύγη διαφορετικών δυνάµεων προκαλούν την ίδια ροπή.  

 
((33..1100))  

 

  

 
 

Σχήµα 3.12: Ροπή ζεύγους δυνάµεων 
 
 
 
 

33..88    ΚΚιιννηηµµααττιικκήή  ττοουυ  ααππααρρααµµόόρρφφωωττοουυ  σσττεερρεεοούύ  σσώώµµααττοοςς  
  
Έστω ένα σώµα κινείται από το σηµείο Q στο σηµείο P. Τότε οι σχέσεις που το 

διέπουν είναι η 33..1111  γγιιαα  ττηηνν  ττααχχύύττηητταα  κκααιι  ηη  33..1122  γγιιαα  ττηηνν  εεππιιττάάχχυυννσσηη: 

 

 

                  P pV rω= ×                                      ή                               P Q pQV V rω= + ×                    ((33..1111))  

 

 

       )P Pa r rω ω ω
•

= ×  + ×( ×                       ή                           
( )

( )

P p Q PQ PQ

Q PQ PQ

a v v r r

a r r

ω ω ω

ω ω

• • •

= =  +  × + ×  ×

=  + α × + ×  ×
                        ((33..1122))  

        

1 1 2 2    F d F d=
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Σχήµα 3.13: P Q PQ, P Q PQ, P Qr   r   r v   v   v a   a   a PQ= + = + = +  

 
Επίσης µεταξύ δύο σηµείων σε ένα στερεό σώµα, µε βάση των πίνακα µετατροπής 

και µε βάση τις αποστάσεις των δύο σηµείων, ισχύει η Σχέση 3.13 [ii]: 

[ ]

2 1

2 2  2 2 1 1 1 1 x y z

                                   u  T  u

  u  u , v , w  και   u  [u , v ,  w ,  ,  ,  ]µε θ θ θ

= ⋅

= =

 

 

   µε        

 

2 1

2 1

2 1

1 0 0 0 Dz   Dy

0 1 0 Dz 0 Dx

0 0 1 Dy Dx 0

                      Dx = x  - x

                      Dy = y  - y

                      Dz = z  - z

T

− +

= + −

− +

 
 
 
  

 

((33..1133))  

               
33..99    ΠΠεερριισσττρροοφφιικκήή  κκίίννηησσηη  ττοουυ  ααππααρρααµµόόρρφφωωττοουυ  σσττεερρεεοούύ  σσώώµµααττοοςς  

Αν δύο σηµεία Β1 και Β2 του στερεού σώµατος του σχήµατος (3.14) παραµένουν 

ακίνητα  ως προς ένα σύστηµα συντεταγµένων, η κίνηση λέγεται ως προς το σύστηµα 

τούτο περιστροφική περί την ευθεία γραµµή Β1Β2 (άξονας περιστροφής) [1].  

 
Σχήµα 3.14: Περιστροφική κίνηση στερεού γύρω από άξονα  
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Αφού η απόσταση δύο σηµείων του στερεού δε µεταβάλλεται, στην 

περιστροφική κίνηση όλα τα σηµεία του άξονα περιστροφής παραµένουν ακίνητα, 

ενώ η τροχιά κάθε άλλου σηµείου από τα υπόλοιπα είναι περιφέρεια κύκλου, του 

οποίου το επίπεδο είναι κάθετο στον άξονα και το κέντρο Κ κείται πάνω σ’αυτόν.   

  

3.9.1 Το θεώρηµα των προβολών των ταχυτήτων. Ορθές ταχύτητες 

Οι προβολές των ταχυτήτων δυο σηµείων της τοµής (Τ) ενός στερεού σώµατος πάνω 

στην ευθεία που ενώνει τα σηµεία αυτά είναι ίσες. 

Πράγµατι αν θεωρήσουµε τα σηµεία 1 και 2 µιας επίπεδης τοµής του στερεού 

(Σχήµα 3.15) για τις ταχύτητες τους ισχύουν οι Σχέσεις 3.14 και 3.15. 

 

  
Σχήµα 3.15: Ταχύτητες δύο σηµείων επίπεδης τοµής στερεού 

 

 

1 1V rω= ×   ((33..1144))  

2 2V rω= ×   ((33..1155))  

Αφαιρώ τις Σχέσεις (3.14) και (3.15) κατά µέλη και προκύπτει η Σχέση (3.16): 

 

 
Σχήµα 3.16: Συσχετισµός δυο υλικών σηµείων εκ περιστροφής γύρω από άξονα 

2 1 12V V rω− = ×   ((33..1166))  

Πολλαπλασιάζοντας αµφότερα τα µέλη της (3.16) εσωτερικά µε 12r  βρίσκουµε: 
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2 12 1 12

2 1 1 2cos cos

V r V r

V a V a

⋅  = ⋅

⇔

⋅  = ⋅
 ((33..1177))  

Με το θεώρηµα αυτό καθορίζουµε κάθε σηµείου του σώµατος αν η διεύθυνση 

της κίνησης του σηµείου αυτού και η ταχύτητα ενός άλλου είναι γνωστές. 

 

3.9.2 Η επίπεδη κίνηση ως διαδοχή περιστροφών περί επαλλήλους στιγµιαίους 

άξονες. Κέντρο µηδενικής ταχύτητας 

 
Σε κάθε χρονική στιγµή υπάρχει πάνω στην τοµή (Τ) ένα σηµείο (Ρ) ακίνητο που 

καλείται “στιγµιαίο κέντρο περιστροφής”. Πράγµατι αν θεωρήσουµε δύο σηµεία Α 

και Β της επίπεδης τοµής (Τ) του στερεού, τα οποία τη χρονική στιγµή t έχουν τις µη 

παράλληλες ταχύτητες VΑ  και VΒ  (Σχήµα 2.16). Το σηµείο Ρ, που ορίζεται ως η τοµή 

των καθέτων πάνω στις ταχύτητες των σηµείων Α και Β, αποτελεί το στιγµιαίο 

κέντρο περιστροφής που έχει 0VΡ = . Έστω 0VΡ ≠ . Τότε σύµφωνα µε το θεώρηµα 

των καθέτων ταχυτήτων, επειδή ( ), ( )V VΑ Β⊥ ΑΡ ⊥ ΒΡ  θα έπρεπε και VΡ ⊥ (ΑΡ) και 

VΡ ⊥ (ΒΡ) , πράγµα που είναι αδύνατον. Συνεπώς, η ταχύτητα του πόλου Ρ είναι 

µηδενική.  

  
Σχήµα 3.16: Στιγµιαίο κέντρο περιστροφής 

  
Αν θεωρήσουµε το σηµείο Ρ ως πόλο περιστροφής τη δεδοµένη χρονική στιγµή 

t,,τότε η ταχύτητα του τυχόντος σηµείου Γ, δίνεται από τη σχέση (3.18): 

V V V VΓ Ρ ΡΓ ΡΓ= + =  ((33..1188))  
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Το µέτρο της VΓ δίνεται από τη σχέση V ωΡΓ = ( ΡΓ) που σηµαίνει ότι VΓ ⊥ (ΡΓ) . 

Συνεπώς η ταχύτητα τυχόντος σηµείου της τοµής (Τ) του σώµατος είναι ίση µε την 

ταχύτητα περιστροφής περί στιγµιαίο κέντρο περιστροφής. 
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ΚΚΕΕΦΦΑΑΛΛΑΑΙΙΟΟ  44  
  

ΜΜΕΕΘΘΟΟ∆∆ΟΟΛΛΟΟΓΓΙΙΑΑ  ΑΑΝΝΑΑΠΠΤΤΥΥΞΞΗΗΣΣ  ΜΜΟΟΝΝΤΤΕΕΛΛΟΟΥΥ  ΠΠΕΕΠΠΕΕΡΡΑΑΣΣΜΜΕΕΝΝΩΩΝΝ  
ΣΣΤΤΟΟΙΙΧΧΕΕΙΙΩΩΝΝ 

 
 

44..11  ΕΕιισσααγγωωγγήή  
  
Στο κεφάλαιο αυτό κρίνεται απαραίτητο να αναλυθεί η µέθοδος των πεπερασµένων 

στοιχείων βάση της οποίας πραγµατοποιήθηκε και η ανάλυση της µηχανικής 

συµπεριφοράς των φυσικών δοντιών. Στόχος   ενός   µηχανικού   είναι   η   ανάλυση   

των  παραµέτρων που επηρεάζουν µια κατασκευή, όπως µετατοπίσεις, τάσεις, 

θερµοκρασίες, πιέσεις κλπ. 

Παλαιότερα, η ανάλυση βασιζόταν σε 

� Απλά υπολογιστικά µοντέλα 

� Εµπειρικά δεδοµένα 

� Πειράµατα και 

� Αναλυτικές   λύσεις προβληµάτων, οι   οποίες  οµως  ήταν  –και   είναι- 

�         ∆υνατές µόνο για ορισµένα κατασκευαστικά προβλήµατα 

Η παραπάνω αδυναµία θεωρητικής ανάλυσης κατασκευών, άλλαξε ριζικά µε 

τη χρησιµοποίηση  ηλεκτρονικών  υπολογιστών,  η  οποία  άρχισε  πριν  από  45  

χρόνια. Σήµερα, η αξιοπιστία της θεωρητικής ανάλυσης µε ηλεκτρονικούς 

υπολογιστές είναι τόσο µεγάλη, ώστε να αντικαθιστά και πειράµατα, εκεί που τα 

µαθηµατικά  µοντέλα είναι ακριβή. 

Η   ανάπτυξη   αυτής   της   ικανότητας   οφείλεται   στην   ανάπτυξη   αριθµητικών 

µεθόδων επίλυσης διαφορικών εξισώσεων, οι οποίες εφαρµόσθηκαν χρονικά µε την 

εξής σειρά:  

1. ΜΜέθοδος ΠΠεπερασµένων ∆∆ιαφορών (ΜΜΠΠ∆∆) ή FFinite DDifferences 
MMethod 

 
(FFDDMM), 

 
2. ΜΜέθοδος ΠΠεπερασµένων  ΣΣτοιχείων  (ΜΜΠΠΣΣ)  ή  FFinite  EElements  

MMethod 
 

(FFEEMM), 
 

3. ΜΜέθοδος Συνοριακών Στοιχείων (ΜΜΣΣΣΣ) ή  BBoundary  EElements  MMethod 
 

(BBEEMM)  
 

4. ΜΜέθοδος   ΠΠεπερασµένων   ΌΌγκων   (ΜΜΠΠΟΟ)   ή   FFinite   VVolumes 
MMethod (FFVVMM) 
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Πριν όµως την ανάλυση πεπερασµένων στοιχείων έχει προηγηθεί η 

προσοµοίωση µέσω της βοήθειας ηλεκτρονικού υπολογιστή (Computed Aided 

Simulation) για την οπτική απεικόνιση, δισδιάστατη ή τρισδιάστατη, της υπό εξέταση 

δοµής. Συγκεκριµένα αποτελείται από την λήψη αξονικών τοµογραφιών CT 

(Computer Tomography), επεξεργασία εικόνας µέσω κατάλληλου λογισµικού (Image 

Processing) και το σχεδιασµό µέσω ηλεκτρονικού υπολογιστή (CAD/CAE), στάδια 

τα οποία θα αναλυθούν στο παρόν κεφάλαιο. 

 

44..22  ΑΑννάάκκττηησσηη  ππρρωωττοογγεεννώώνν  δδεεδδοοµµέέννωωνν  
  
Σε αυτό το σηµείο αξίζει να αναφερθεί ότι η ανάκτηση πρωτογενών δεδοµένων 

δηλαδή η λήψη πληροφοριών ιατρικών δεδοµένων για την περαιτέρω ανάλυση και 

επεξεργασία τους είναι δυνατό να γίνει µε δύο τρόπους. Ο ένας είναι η ανάκτηση 

τους µέσω των ιατρικών µεθόδων απεικόνισης και ο δεύτερος ο αντίστροφος 

σχεδιασµός.  

 
 
44..22..11  ΙΙααττρριικκέέςς  µµέέθθοοδδοοιι  ααππεειικκόόννιισσηηςς  

  
Μια ιατρική µέθοδος που χρησιµοποιείται είναι η λλήήψψηη  ααξξοοννιικκώώνν  ττοοµµοογγρρααφφιιώώνν  CCTT  

((CCoommppuutteerr  TToommooggrraapphhyy)).. Η λήψη αξονικών τοµογραφιών αποτελεί µέθοδο 

απεικόνισης εγκάρσιων όψεων των διαφόρων βιολογικών δοµών του ανθρώπινου 

οργανισµού µε υψηλή ευκρίνεια. Οι ιατρικές εικόνες αποθηκεύονται στον οπτικό 

δίσκο (optical disk) του αξονικού ή µαγνητικού τοµογράφου ως πρωτογενή δεδοµένα 

(raw data) και είναι δυνατόν να εξαχθούν µε τη µορφή αρχείων εικόνας BMP, TIFF, 

JPEG ή DICOM. Το αρχείο DICOM (Digital Image Communications in Medicine)  

αποτελεί σήµερα την επικρατούσα τυποποίηση για την αποθήκευση και ανταλλαγή 

πληροφοριών µεταξύ ιατρικών συστηµάτων και τηλεπικοινωνιακών δικτύων. 

Αποτελείται από εννέα ενότητες, το σύνολο των οποίων προδιαγράφει ένα 

πρωτόκολλο επικοινωνίας συµµορφώσιµο από  πλήθος προτύπων όπως είναι το  ISO 

και το TCP/IP.  

 Ωστόσο η µορφή των αποθηκευµένων αυτών αρχείων δεν είναι άµεσα επεξεργάσιµη 

από λογισµικό που σχετίζεται µε τον σχεδιασµό του µοντέλου οπότε και απαιτεί 

επιπλέον διαµόρφωση από συγκεκριµένα προγράµµατα, όπως το MIMICS 

(Materialize’s Interactive Medical Image Control System) το οποίο δύναται να 
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διαχωρίσει συγκεκριµένες δοµές και να τις απεικονίσει σε τρισδιάστατη µορφή για 

περαιτέρω επεξεργασία. Ουσιαστικά αποτελεί δίαυλο επικοινωνίας µεταξύ της 

συσκευής απεικόνισης και του λογισµικού σχεδιασµού του µοντέλου.  

 

44..22..11..11  ΕΕππεεξξεερργγαασσίίαα  ιιααττρριικκώώνν  εειικκόόννωωνν  

 
Η εεππεεξξεερργγαασσίίαα  ττωωνν  ιιααττρριικκώώνν  εειικκόόννωωνν  ((IImmaaggee  PPrroocceessssiinngg--IIPP)) είναι δυνατόν να 

πραγµατοποιηθεί σε ένα πρόγραµµα επεξεργασίας εικόνας όπως είναι το Photoshop, 

Matlab [Provatidis και Koukoulis, 2003] ή σε πιο εξειδικευµένα εµπορικά 

προγράµµατα όπως είναι το Simplant, Amira, Analyze 3-D-E, 3D-Doctor, Mimics .  

Το Mimics αποτελεί ένα πολύ ισχυρό, εύχρηστο και ταχύ λογισµικό 

επεξεργασίας και   έκδοσης   3D   εικόνων   και   όχι   µόνο.   Ένα   πολύ   µεγάλο   

εύρος   εργαλείων κατάτµησης της εικόνας επιτρέπει στο χρήστη να εστιάσει στην 

περιοχή του άµεσου ενδιαφέροντος του. Το MIMICS εξειδικεύεται κυρίως στην 

τρισδιάστατη ανακατασκευή δειγµάτων  από  δισδιάστατες  αλληλουχίες  εικόνων.  Οι  

πιο  συνήθεις µορφές  εικόνων  που  εισάγονται  στο  MIMICS  είναι  απλές  αξονικές  

τοµογραφίες (CT),  TechCT,  MRI  και  δεδοµένα  µικροσκόπησης  σε  ένα  µεγάλο  

εύρος  format αρχείων εκτός από τους τύπους DICOM. 

 Μεταξύ άλλων, τα τελευταία προγράµµατα παρέχουν την δυνατότητα θέτοντας 

το εύρος τιµών (threshold) των µονάδων Hounsfield, να ορίζεται το περίγραµµα της 

κάθε δοµής σε κάθε εικόνα, ξεχωριστά (2-D segmentation). Το περίγραµµα των 

δοµών εµφανίζεται µε τη µορφή γραµµών (lines) και είναι δυνατόν να µετατραπεί σε 

συνεχόµενες γραµµές (polylines) ή καµπύλες (curves). Οι καµπύλες  είναι 

πολυωνυµικές εξισώσεις που προκύπτουν µετά απο παρεµβολή (interpolation) των 

υφιστάµενων γραµµών (Non Uniform Rational B Splines-NURBS).  

Επίσης, τα προγράµµατα επεξεργασίας εικόνας παρέχουν τη δυνατότητα 

απεικόνισης των υπό εξέταση δοµών τρισδιάστατα µε την µορφή ‘εικονικών 

µοντέλων’ (virtual models). Τα εικονικά µοντέλα αποτελούνται από µεγάλο πλήθος 

επιφανειών (surfaces) ανάλογα µε τον αλγόριθµο ανακατασκευής τους (3-D region 

growthing). Είναι δυνατόν µέσω της ΤΚΠ να χρησιµοποιηθούν και για την 

κατασκευή στερεολιθογραφικών  µοντέλων όπως είναι αυτό του χειρουργικού 

νάρθηκα. Σε αυτό το σηµείο είναι σηµαντικό να αναφερθεί ότι δοµές που 

αποτελούνται από µαλακούς ιστούς, όπως  η αδαµαντίνη και η οστεΐνη των δοντιών, 
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η περιοδοντική µεµβράνη και οι ραφές δεν είναι δυνατόν να απεικονιστούν  στο 

περιβάλλον ΙΡ. 

  

 
44..22..22  ΑΑννττίίσσττρροοφφοοςς    σσχχεεδδιιαασσµµόόςς  
  
Η διαδικασία του ΑΑννττίίσσττρροοφφοουυ  ΣΣχχεεδδιιαασσµµοούύ  ((RReevveerrssee  ΕΕnnggiinneeeerriinngg--RRΕΕ)) είναι στην 

ουσία η δηµιουργία του συνόλου των τεχνικών δεδοµένων που περιγράφουν πλήρως 

ένα υφιστάµενο αντικείµενο όταν αυτά είναι για διάφορους λόγους ελλιπή, 

ανύπαρκτα, ή απλά δεν είναι διαθέσιµα. Σε ένα πλήθος διαφορετικών εφαρµογών 

αφετηρία είναι το πραγµατικό µοντέλο και το ζητούµενο είναι ένα τρισδιάστατο 

ηλεκτρονικό µοντέλο (3-D CAD MODEL). Είναι άλλωστε κοινά αποδεκτό [Farin, 

1990], ότι η δηµιουργία ενός τέτοιου µοντέλου, αξιοποιούµενου από υα συστήµατα 

CAD/CAM/CAE, ανοίγει το δρόµο για την περαιτέρω ανάλυση (π.χ. µε τη µέθοδο 

των πεπερασµένων στοιχείων) και τη σχεδιαστική και κατασκευαστική 

βελτιστοποίηση του αρχικού αντικειµένου.  

Σε κάποιου ειδικού τύπου προβλήµατα, όπως αυτά που αντιµετωπίζονται στο 

χώρο της ιατρικής και της εµβιοιατρικής τεχνολογίας η κατανόηση ενός φυσικού 

αντικειµένου µπορεί να έχει µεγάλη σηµασία. Έτσι ενώ για ένα µοντέλο CAD σε µία 

οθόνη Η/Υ ή κάποια τυπωµένα σχέδια δεν είναι αρκετά για το σκοπό αυτό, ένα 

φυσικό πρωτότυπο στη φυσική του κλίµακα είναι αυτό που µπορεί να δώσει σαφή 

εικόνα για τη µορφή, τη γεωµετρία και τη λειτουργία του αντικειµένου. 

Η τεχνολογία της ταχείας κατασκευής πρωτοτύπων δίνει ακριβώς αυτή τη 

δυνατότητα της γρήγορης και µε ακρίβεια κατασκευής ενός φυσικού πρωτοτύπου για 

το οποίο υπάρχει το CAD µοντέλο. Η αποθήκευση και η ανταλλαγή των εικόνων 

είναι δυνατόν να πραγµατοποιηθεί µεταξύ άλλων µέσω του αρχείου IGES (Initial 

Graphics Exchange Specification) ή STL (Stereolithography). Το αρχείο IGES είναι 

ένα ουδέτερο πρωτόκολλο (neutral format) επικοινωνίας µεταξύ συστηµάτων 

CAD/CAE ενώ το αρχείο STL είναι ένα πρωτόκολλο επικοινωνίας µεταξύ 

συστηµάτων CAD και µηχανών ΤΚΠ. 

 Το πρώτο βήµα για την εφαρµογή οποιασδήποτε επεξεργασίας είναι η κατά το 

δυνατόν λεπτοµερέστερη αποτύπωση της γεωµετρίας της υπό εξέταση δοµή. Στην 

περίπτωση των ανθρώπινων µελών διακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις: 

 Οπτική αναγνώριση (στατικές και δυναµικές εικόνες όπως φωτογραφίες, 

κάµερα κ.α.) 
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 Ψηφιοποίηση µε σαρωτές τύπου laser 

  Μηχανική ψηφιοποίηση ακίδας όπως φαίνεται στο Σχήµα 4.1 

 Επεξεργασία εικόνων από αξονικούς τοµογράφους 

 Επεξεργασία ακτινογραφιών 

 

              
 

Σχήµα 4.1: Mηχανές CMM :Coordinate measuring machines 
 
 
 
 

44..33  ΕΕππεεξξεερργγαασσίίαα  σσεε  ππεερριιββάάλλλλοονν  CCAADD  
  
Οι ψηφιοποιηµένες αξονικές τοµογραφίες  εισάγονται σε περιβάλλον CAD/CAE για 

την µοντελοποίηση της υπό εξέτασης δοµής και την ανάλυση  της. Στο περιβάλλον 

CAD (Computer Aided Design) πραγµατοποιείται ο σχεδιασµός του µοντέλου και η 

κατασκευή του πλέγµατος που οδηγεί στην ακριβή τρισδιάστατη αναπαράσταση της 

υπό εξέτασης δοµής. 

 Στο περιβάλλον CAE (Computer Aided Engineering) πραγµατοποιείται η 

ανάλυση του µοντέλου µε τη βοήθεια των πεπερασµένων στοιχείων. Εάν τα 

αποτελέσµατα που προκύπτουν από την ανάλυση δεν ικανοποιούν τις προϋποθέσεις 

που έχουν τεθεί αρχικά, επαναλαµβάνεται ο κύκλος σχεδιασµού µέχρι να προκύψει η 

βέλτιστη λύση. Σε διαφορετική περίπτωση µέσο της ταχείας κατασκευής πρωτοτύπου 

ή της χρήσης εργαλειοµηχανής CNC (Computer Numerical Controlled) παράγεται το 

τελικό προϊόν που έχει το ίδιο σχήµα µε το πρωτότυπο, αλλά προφανώς όχι και το 

ίδιο υλικό.  

Tα συστήµατα CAD/CAE διαθέτουν κατάλληλα φίλτρα (interfaces) όπως 

είναι Dxf, Iges, Stl τα οποία δίνουν τη δυνατότητα µεταφοράς της γεωµετρικής 

πληροφορίας από το ένα σύστηµα σε ένα άλλο. 
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44..44  ΑΑννάάλλυυσσηη  µµεε  ττηηνν  µµέέθθοοδδοο  ττωωνν  ππεεππεερραασσµµέέννωωνν  σσττοοιιχχεείίωων (CAE / FEA) 

 
Η ονοµασία «πεπερασµένα στοιχεία» προέρχεται γενικά από την υποδιαίρεση του 

πεδίου λύσης ενός προβλήµατος σε m=1,2,….., στοιχειώδεις όγκους mV , επιφάνειες 

m A  και µήκη mL  («στοιχεία»), στα οποία και εφαρµόζεται η µέθοδος Ritz για την 

οποία θα γίνει αναφορά στη συνέχεια. 

Τα στοιχεία είναι τµήµατα της κατασκευής που αποκόπτονται από αυτήν µε 

ιδεατές επιφάνειες, όπως φαίνεται στο Σχήµα 4.2 που ακολουθεί. Επειδή τα στοιχεία 

αυτά έχουν πεπερασµένο µέγεθος ονοµάζονται ππεεππεερραασσµµέένναα  σσττοοιιχχεείίαα.  

 

(α) (β) 

Σχήµα 4.2: (α) Τυχαία κατασκευή. (β) ∆ιακριµενοποίηση της κατασκευής (χωρισµός της σε 

πεπερασµένα στοιχεία)  

Συνοπτικά, λοιπόν, ένα πεπερασµένο στοιχείο είναι µια υποπεριοχή ενός µέσου 

(συνεχούς ή διακριτού), µε πεπερασµένο µέγεθος και συνήθως πιο απλή γεωµετρία 

από το µέσο το οποίο προσοµοιάζει.   

Κάθε στοιχείο έχει ένα σύνολο από διακεκριµένα σηµεία τα οποία αποκαλούνται 

κκοοµµββιικκάά  σσηηµµεείίαα  ήή  ππιιοο  ααππλλάά  κκόόµµββοοιι. Οι κόµβοι χρησιµεύουν για δύο λόγους: 

1. Ορισµός γεωµετρίας και 

2. Ορισµός βαθµών ελευθερίας: 

Στις διδιάστατες δοµές οι βαθµοί ελευθερίας του κάθε κόµβου είναι 

τέσσερις (µετατόπιση και στροφή κατά χ και y), ενώ στις τρισδιάστατες 

δοµές οι βαθµοί ελευθερίας κάθε κόµβου είναι έξι (µετατόπιση και 

στροφή και κατά z ). Γνωρίζοντας τον αριθµό των κόµβων καθώς και τις 

δυνατότητες µετατόπισης κάθε κόµβου  
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Είναι επίσης συνήθως τοποθετηµένοι στις γωνίες ή στα ακραία σηµεία των 

στοιχείων, όπως φαίνεται στο Σχήµα (4.3). 

 

Σχήµα 4.3: Τυπικές γεωµετρίες πεπερασµένων στοιχείων σε µία έως τρεις διαστάσεις 

Όπως φαίνεται στο Σχήµα 4.3 τα πεπερασµένα στοιχεία διακρίνονται σε 

µονοδιάστατα, διδιάστατα και τρισδιάστατα στοιχεία.  Τα διδιάστατα στοιχεία 

διακρίνονται σε τριγωνικά (τρικοµβικά, 6-κοµβικά, κυβικά) στοιχεία και 

τετραπλευρικά (τετραγωνικά, κυβικά) στοιχεία, ενώ τα τρισδιάστατα στοιχεία 

διακρίνονται σε τετραγωνικά τετραεδρικά στοιχεία και κυβικά τετραεδρικά στοιχεία.  

Παρακάτω στο Σχήµα 4.4 δίνονται παραδείγµατα από πρωτογενή δοµικά 

στοιχεία, ενώ στο Σχήµα 4.5 παρουσιάζεται η εξιδανίκευση απλών κατασκευών µέσω 

αντίστοιχων πεπερασµένων στοιχείων. Η υποδιαίρεση µιας ολόσωµης κατασκευής σε 

πεπερασµένα στοιχεία είναι αρκετά σύνθετη διαδικασία. Τα στοιχεία είναι από το ίδιο 

υλικό, η σύνδεση όµως µεταξύ τους γίνεται σε ένα αριθµός διακριτών σηµείων, τους 

κκόόµµββοουυςς. Η ικανοποίηση των σχέσεων ισορροπίας και συµβιβαστού περιορίζεται 

σ’ένα πεπερασµένο αριθµό σηµείων της κατασκευής. Για να αποκτήσουµε την 

ακριβή λύση πρέπει το µέγεθος των στοιχείων να γίνει απειροστό.  
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Σχήµα 4.4: Πρωτογενή δοµικά στοιχεία 

 

Αν το µέγεθος των στοιχείων είναι πεπερασµένο, τα αποτελέσµατα θα είναι 

προσεγγιστικά, θα περιέχουν δηλαδή κάποιο σφάλµα που θα γίνεται µικρότερο όσο 

το µέγεθος των στοιχείων µειώνεται. Όπως στην µητρωϊκή ανάλυση των κατασκευών 

έτσι και εδώ έχουµε τη δυνατότητα να εκλέξουµε σαν βασικές µεταβλητές του 

προβλήµατος τις κοµβικές µετατοπίσεις ή τις κοµβικές δυνάµεις.  

Συνεπώς προκύπτουν δύο µοντέλα ανάπτυξης της µεθόδου, το µµοοννττέέλλοο  ττωωνν  

µµεεττααττοοππίίσσεεωωνν  ή κκιιννηηµµααττιικκόό  µµοοννττέέλλοο  και το µµοοννττέέλλοο  ττωωνν  δδυυννάάµµεεωωνν  ή σσττααττιικκόό  

µµοοννττέέλλοο.  
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Σχήµα 4.5: Παραδείγµατα πεπερασµένων στοιχείων 

. 

4.4.1 ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ ΜΕΘΟ∆ΟΥ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΩΝ ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ 

ΣΕ Η/Υ 

Η δοµή ενός  τυπικού προγράµµατος πεπερασµένων στοιχείων έχει ως εξής : 
 

 
Σχήµα 4.6: Τυπική δοµή ενός προγράµµατος πεπερασµένων στοιχείων. 

 
 

ΠΠΡΡΟΟΕΕΠΠΕΕΞΞΕΕΡΡΓΓΑΑΣΣΙΙΑΑ:: Η προεπεξεργασία αναλαµβάνει να ετοιµάσει τα δεδοµένα για 

την επίλυση. ∆ηλαδή, θα ετοιµάσει κάποια µητρωϊκά µεγέθη τα οποία η διαδικασία 

της επίλυσης θα τα χρησιµοποιήσει για να επιλύσει το πρόβληµα. Ο προεπεξεργαστής 

µπορεί να αντλήσει δεδοµένα από ένα αρχείο δεδοµένων ή µπορεί να καταστρώσει το 

πρόβληµα κατά την εκτέλεση, συνήθως µε την βοήθεια κάποιου γραφικού 

περιβάλλοντος ή µε την βοήθεια γραµµών εντολών. Ο προεπεξεργαστής, δηλαδή, 

ετοιµάζει τις δοµές των δεδοµένων όπως τις χρειάζεται ο επεξεργαστής για να κάνει 
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την επίλυση. Για παράδειγµα, στο πρόγραµµα ο επεξεργαστής περιµένει τα δεδοµένα 

των στοιχείων σε ένα µητρώο το οποίο περιέχει σε σειρά τον τύπο του στοιχείου, τον 

κωδικό του υλικού που χρησιµοποιείται και µετά σε σειρά οι κόµβοι από τους 

οποίους συναρµολογείται το στοιχείο.  

 

ΕΕΠΠΙΙΛΛΥΥΣΣΗΗ:: Η επίλυση αναφέρεται στη µεθοδολογία/διαδικασία που περιγράφει η 

θεωρία των πεπερασµένων στοιχείων για την επίλυση των προβληµάτων. Αν για 

παράδειγµα ασχοληθούµε µε την περίπτωση των προβληµάτων γραµµικής 

συµπεριφοράς, τότε η επίλυση είναι η κατάστρωση των πινάκων [Κ], [u] και [F] από 

τα δεδοµένα κόµβων-στοιχείων-φορτίσεων-δεσµεύσεων, και η επίλυση του 

συστήµατος εξισώσεων. Η διαδικασία του υπολογισµού των παραγώγων µεγεθών 

(π.χ. τάσεις), µπορεί να ανήκει στην διαδικασία της επίλυσης αλλά και της 

µετεπεξεργασίας, για την οποία θα γίνει αναφορά στη συνέχεια. Οι ρουτίνες που 

περιέχονται στο στάδιο της επίλυσης κάνουν γενικά απλές πράξεις πινάκων, όπως 

πολλαπλασιασµούς, αντιστροφές, κλπ. Το µεγαλύτερο ενδιαφέρον στην διαδικασία 

της επίλυσης παρουσιάζεται στην κατάστρωση του πίνακα [K] καθώς και στην 

επίλυση του συστήµατος εξισώσεων. Για την κατάστρωση του πίνακα [K] υπάρχουν 

δύο διαφορετικές ρουτίνες ανάλογα µε το αν καταστρώνεται [K] για σηµείο Gauss µε 

γραµµική ή µη-γραµµική συµπεριφορά.  

 Και για τις δύο περιπτώσεις για κάθε σηµείο Gauss γίνεται υπολογισµός της 

συνεισφοράς του στο καθολικό µητρώο [Κ] πολλαπλασιάζοντας την συνεισφορά µε 

κάποιο βάρος w που µας δίνει η µέθοδος ολοκλήρωσης Gauss. Ο υπολογισµός όπως 

αναφέραµε γίνεται µε έναν από δύο τρόπους: 

 Στην πρώτη περίπτωση έχουµε απλούς πολλαπλασιασµούς πινάκων, όπως των 

πινάκων [J-1] (αντίστροφος της Ιακωβιανής της απεικόνισης από το σύστηµα ξ,η,ζ 

στο σύστηµα X,Y,Z), [Β] (παράγωγοι των πολυωνύµων µορφής), και [D] (πίνακας 

υπολογισµού του τανυστή των τάσεων από τον τανυστή των αν. παραµορφώσεων). 

 Στην δεύτερη περίπτωση το [D] δεν εξαρτάται µόνο από το υλικό αλλά και από 

την εντατική κατάσταση του σηµείου Gauss έτσι το [D] ονοµάζεται [Dep]=[D]-[Dp] 

όπου το [Dp] υπολογίζεται από τους νόµους ροής κατά την µετελαστική 

συµπεριφορά. Έτσι έχουµε επιπλέον ρουτίνες για να υπολογιστεί αυτό το µητρώο, οι 

οποίες µπορούν να είναι διαφορετικές ανάλογα µε το µοντέλο ελαστοπλαστικής 

συµπεριφοράς.  
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ΜΜΕΕΤΤΕΕΠΠΕΕΞΞΕΕΡΡΓΓΑΑΣΣΙΙΑΑ:: Αφού γίνει η επίλυση, ακολουθεί η µετεπεξεργασία που στην 

ουσία είναι η αξιοποίηση των αποτελεσµάτων της επίλυσης. Αρχικά γίνονται 

υπολογισµοί  παραγώγων µεγεθών. Έπειτα το πρόγραµµα µπορεί να εξαγάγει τα 

αποτελέσµατα είτε στην οθόνη, είτε σε αρχείο, είτε να αναλάβει την γραφική έξοδο 

των αποτελεσµάτων. 

4.4.2 ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΤΙΚΕΣ ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΕΠΙΛΥΣΗΣ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΩΝ 

ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ 

Για την επίλυση διαφορικών εξισώσεων στους τοµείς της αριθµητικής ανάλυσης 

χρησιµοποιούνται ππρροοσσεεγγγγιισσττιικκέέςς  µµέέθθοοδδοοιι (aapppprrooxxiimmaattiioonn  mmeetthhooddss), οι 

σηµαντικότερες εκ των οποίων είναι η µέθοδος Galerkin και η µέθοδος (Rayleigh)-

Ritz. Στη συνέχεια θα γίνει αναλυτικότερη αναφορά στις δύο αυτές µεθόδους (βλ. 

4.4.2.1, 4.4.2.2).  

 

4.4.2.1 H Μέθοδος Galerkin 

 Προκειµένου να γίνουν κατανοητοί οι συµβολισµοί και οι εξισώσεις της µεθόδου 

Galerkin παρατίθεται το Σχήµα 4.7, στην οποία απεικονίζεται µία διακριτοποιηµένη, 

µε πεπερασµένα στοιχεία, επιφάνεια καθώς και τα σύνορά της C1 και C2. 

 

Σχήµα 4.7: ∆ιακεκριµενοποίηση επιφάνειας, οριακές συνθήκες 

Θεωρούµε ότι ισχύει η διαφορική εξίσωση Ροisson: 

( ) 0,
2

2

2

2

=−
∂

∂
+

∂

∂
yxf

y

u

x

u

 
((44..11))  
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Στη σχέση 4.1 οι συµβολισµοί είναι οι εξής:                                

u: το µητρώο των γενικευµένων µετατοπίσεων, 

f: το µητρώο των γενικευµένων δυνάµεων, 

( )u a= Γ : η οριακή συνθήκη κατά µήκος της καµπύλης C1, 

( )u β∇ ⋅ = Γn : η οριακή συνθήκη κατά µήκος της καµπύλης C2, 

( )a Γ , ( )β Γ : δεδοµένες γνωστές συναρτήσεις κατά µήκος του ορίου Γ στο οποίο 

εκτείνονται τα καµπυλόγραµµα τµήµατα C1 και C2 και 

n: µοναδιαίο διάνυσµα κάθετο στο όριο C2. 

 Επειδή η ακριβής πραγµατική λύση u(x, y) της διαφορικής εξίσωσης (4.1) είναι 

άγνωστη, επιλέγεται µία πολυωνυµική προσεγγιστική λύση ũ(x,y), αναπτύγµατος 

κατά Taylor ίσο µε: 

ũ(x, y) = ),( yxu = ...2
5

2
43210 +⋅+⋅+⋅⋅+⋅+⋅+ yaxayxayaxaa  ((44..22))  

 Εάν επιλέξουµε του 3 πρώτους όρους της σειράς Taylor και ορισθούν οι τιµές 

),(~
jjj yxuu =

 για j=1,2,3 σαν τιµές παρεµβολής της συνάρτησης ũ(x, y) τότε η σειρά 

Taylor παίρνει τη µορφή µιας παρεµβολής καρτεσιανών συντεταγµένων Coons, η 

οποία φαίνεται στο Σχήµα (4.8). 

 

Σχήµα 4.8: Παρεµβολή Coons 3 σηµείων 

 Έτσι η συνάρτηση ũ(x, y) (εξίσωση 4.2) γράφεται: 

ũ(x,y) = ),(~
1

yxNu j

n

j
j ⋅∑

=

   ((44..33))  



Κεφάλαιο 4    ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ ΑΝΑΠΤΥΞΗΣ ΜΟΝΤΕΛΟΥ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΩΝ ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ 
 

 
4. 13

όπου  Nj(x,y) οι συναρτήσεις µορφής τα οποία ικανοποιούν τις παρακάτω 

ιδιότητες: 

• Nj(xj,yj)=1  και     

• Nj(xi,yj)=0  για  i≠ j 

 Εισάγουµε τη συνάρτηση ũ(x, y)= ),(~
1

yxNu j

n

j
j ⋅∑

=

 στην διαφορική εξίσωση 

0),(
2

2

2

2

=−
∂

∂
+

∂

∂
yxf

y

u

x

u
και ορίζουµε υπόλοιπο µε τη διαφορά της προσεγγιστικής 

λύσης από τη πραγµατική λύση.  

Έχουµε δηλαδή:  

( ) ),(~,,~
1

2

2

2

2

yxfu
y

N

x

N
yxu

n

j
j

jj
j −⋅











∂

∂
+

∂

∂
=∑

=

ε  ((44..44))  

Το υπόλοιπο αυτό ε καθορίζει κατά πόσο καλή είναι η παρεµβολή και εξαρτάται 

από τις συντεταγµένες x,,y του πεπερασµένου στοιχείου και τις τιµές των ju~ . 

 Η µέθοδος GALERΚIN στοχεύει στην ελαχιστοποίηση του υπολοίπου ε, από το 

οποίο καθορίζεται η βέλτιστη επίλυση της διαφορικής εξίσωσης και διατυπώνεται ως 

εξής: 

Εάν ũ(x, y) είναι µια προσέγγιση της πραγµατική λύση u(x,y) µίας  διαφορικής  

εξίσωσης  τότε το υπόλοιπο ε= ),( yxu - ),( yxu  ελαχιστοποιείται όταν το ολοκλήρωµα 

του γινοµένου µεταβολής ∂ũ  επί του σφάλµατος ε είναι ίσο µε το µηδέν, για το πεδίο 

λύσης στο οποίο αναφερόµαστε, δηλαδή όταν: 

0),,~(),(~ =⋅⋅⋅∫∫ dydxyxuyxu jεδ
 ((44..55))  

Επειδή ισχύει 
1

( , ) ( , )
n

i i
i

u x y u N x yδ δ
=

= ⋅∑ɶ ɶ  η εξίσωση 4.5 αντιστοιχεί στο 

παρακάτω σύστηµα εξισώσεων:  

( , ) ( , , ) 0ju x y u x y dx dyδ ε⋅ ⋅ ⋅ = ⇒∫∫ ɶ ɶ

0),(~),(~
1

2

2

2

2

=⋅⋅











−⋅
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iiδ

   1,2,...,i n=   
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ή  µετά από ολοκλήρωση ως προς dx και dy  

Στη σχέση 4.6  Κij είναι ένα στοιχείο του µητρώου του αλγεβρικού συστήµατος, 

f i ένα στοιχείο της δεξιάς πλευράς και ũj ένας από τους αγνώστους.  

Έτσι, µε τη µέθοδο GALERΚIN καταφέραµε να µετατρέψουµε τη διαφορική 

εξίσωση ενός πεπερασµένου στοιχείου του πεδίου λύσης, σε ένα σύστηµα 

αλγεβρικών εξισώσεων: 

1

n

ij j i
j

u f
=

Κ ⋅ =∑ ɶ   για 1,2,...,i n=  ((44..77))  

ή   

Κ · ũ = f ((44..88))  

4.4.2.2 Η Μέθοδος (Rayleigh)-Ritz 

 Με τη µέθοδο Galerkin  γίνεται µια προσέγγιση της λύσης της διαφορικής 

εξίσωσης 
2 2

2 2
( , ) 0

u u
f x y

x y

∂ ∂
+ − =

∂ ∂
 , δεν γίνεται ,όµως, η ικανοποίηση των οριακών 

συνθηκών: 

( )u a= Γ : η οριακή συνθήκη κατά µήκος της καµπύλης C1 και 

( )u β∇ ⋅ = Γn : η οριακή συνθήκη κατά µήκος της καµπύλης C2, 

Η µέθοδος RITZ πλεονεκτεί εξαιτίας του γεγονότος ότι επιτυγχάνει ταυτόχρονα, 

τόσο την ενσωµάτωση των οριακών συνθηκών στη διαφορική εξίσωση, όσο και τη 

µείωση της τάξεως των µεγίστων παραγώγων που εµφανίζονται στα αντίστοιχα 

ολοκληρώµατα της εξίσωσης GALERΚIN. Συνεπώς, τελικά έχουµε την διαφορική 

εξίσωση GALERΚIN–RITZ η οποία διατυπώνεται ως εξής: 

( ) ( )

1

,

n
j ji i

i j
j

i i i

u dx dy u
x y x y

u f x y dx dy d

δ

δ β

=

Γ

  ∂Ν ∂Ν  ∂Ν ∂Ν 
⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ =      ∂ ∂ ∂ ∂      

 
= ⋅ − Ν ⋅ ⋅ ⋅ + Ν ⋅ Γ ⋅ Γ 

 

∑∫∫

∫∫ ∫�
 ((44..99))  
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((44..66))  
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Η παραπάνω διαφορική εξίσωση που προκύπτει από τις θεωρίες Galerkin-Ritz 

περιέχει και τις οριακές συνθήκες ( )iN dβ
Γ

⋅ Γ ⋅ Γ∫�  . 

 Η διαφορική εξίσωση µετατρέπεται στο σύστηµα αλγεβρικών εξισώσεων: 

1

n

ij j i i
j

K u f c
=

⋅ = +∑  για 1,2,...,i n=  ((44..1100))  

ή σε µητρωϊκή µορφή 

K u f c⋅ = +  ((44..1100αα))  

 Στις παραπάνω εξισώσεις ισχύουν τα εξής: 

j

n

j

jjii
ij udydx
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N
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∂

∂
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∂

∂
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=1  
((44..1100ββ))  

dydxyxfNf iij ⋅⋅⋅−= ∫∫ ),(
 

((44..1100γγ))  

Γ⋅Γ⋅= ∫
Γ

dNc ii )(β
  

((44..1100δδ))  

4.4.3 ΕΛΑΣΤΟ∆ΥΝΑΜΙΚΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 

Τα ελαστοδυναµικά προβλήµατα είναι τα προβλήµατα που ασχολούνται µε ελαστικά 

σώµατα, τα οποία κάτω από την επιβολή δυνάµεων υφίστανται παραµορφώσεις και 

µετατοπίσεις. Εποµένως, αν υποθέσουµε ότι σε ένα ελαστικό σώµα ασκείται κάποια 

δύναµη f, τότε έχουµε το διάνυσµα των µετατοπίσεων: 

















=

),,,(

),,,(

),,,(

),,,(

tzyxw

tzyxv

tzyxu

tzyxu  ((44..1111))  

, όπου u, v, w είναι οι µετατοπίσεις κατά τη διεύθυνση x, y και z αντίστοιχα. 

 Όπως είναι γνωστό από τη Μηχανική, οι µετατοπίσεις προκαλούν  

παραµορφώσεις, οι οποίες αναλύονται σε ορθές και διατµητικές. Οι ορθές 

παραµορφώσεις είναι: 

x

u
x ∂

∂
=ε

 , yy ∂
∂

=
υ

ε
 , z

w
z ∂

∂
=ε

                                                                                                

Οι διατµητικές παραµορφώσεις συµβολίζονται µε το γ και είναι: 

yxxy xy

u
γ

υ
γ =

∂
∂

+
∂
∂

=
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zyyz y
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z
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∂
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+
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Έτσι, µε τη µορφή πίνακα συνολικά για τις παραµορφώσεις ε ισχύει: 
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((44..1122))  

Οι παραµορφώσεις µε τη σειρά τους δηµιουργούν τάσεις σ οι οποίες δίνονται 

από τον νόµο του Hooke: σ = Ε ⋅ε  ή σε µητρωϊκή µορφή ως εξής: 

σ=
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((44..1133))  

 Ο παραπάνω νόµος του Hooke µε αρχικές τάσεις σο και παραµορφώσεις εο 

γράφεται:  

( )ο οσ ε ε σ= Ε ⋅ − +  

 και οι δυνάµεις f  που ασκούνται στο σώµα πρέπει να βρίσκονται σε ισορροπία 

µε τις τάσεις που προκύπτουν από αυτές δηλαδή ισχύει: 

0TD fσ + =  ((44..1144))  
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 Συνεπώς, η ελαστοδυναµική συµπεριφορά ενός σώµατος περιγράφεται από τις 

παραπάνω εξισώσεις. 

Η τελευταία εξίσωση µετασχηµατίζεται µε αντικατάσταση των παραπάνω 

εξισώσεων στην εξής: 

 

( ) ( )0 0 0 00 0 0T T TD f D E f D E D u fσ ε ε σ ε σ   + = ⇒ ⋅ − + + = ⇒ ⋅ ⋅ − + + =                ((44..1155))  

 

44..55  ΣΣυυµµππεερράάσσµµαατταα  
 

Σα συµπέρασµα αυτού του κεφαλαίου θα µπορούσε να εξαχθεί το παρακάτω 

∆ιάγραµµα 4.1 στο οποίο διαφαίνεται ο τρόπος µε τον οποίο µια αρχική πληροφορία, 

,που µπορεί να είναι µια εικόνα ή οτιδήποτε άλλο αναφέρθηκε παραπάνω, 

µοντελοποιείται και εντέλει αναλύεται µε την (ΜΠΣ). 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∆ιάγραµµα 4.1: Πορεία κατασκευής µοντέλου 
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ΚΚΕΕΦΦΑΑΛΛΑΑΙΙΟΟ  55  
  

ΑΑΝΝΑΑΠΠΤΤΥΥΞΞΗΗ  ΜΜΟΟΝΝΤΤΕΕΛΛΟΟΥΥ  ΠΠΕΕΠΠΕΕΡΡΑΑΣΣΜΜΕΕΝΝΩΩΝΝ  ΣΣΤΤΟΟΙΙΧΧΕΕΙΙΩΩΝΝ 
 

  
  
55..11  ΕΕιισσααγγωωγγήή..    
  
Για κάθε δόντι, εκτός του ογδόου δοντιού το φρονιµίτη, πραγµατοποιήθηκε ανάπτυξη ενός 

µοντέλου πεπερασµένων στοιχείων. Η διαδικασία που ακολουθήθηκε αναπτύχθηκε 

λεπτοµερώς σε θεωρητικό επίπεδο στο προηγούµενο κεφάλαιο. Στην παρούσα 

διπλωµατική εργασία µοντελοποιήθηκαν τα επτά δόντια της άνω και της κάτω γνάθου του 

δεξιού τεταρτηµορίου. 

Σε αυτό το κεφάλαιο θα πραγµατοποιηθεί εκτενής ανάλυση σχετικά µε τον τρόπο τον 

οποίο τον οποίο συλλέχτηκαν τα αρχικά δεδοµένα και µε τη διαδικασία η οποία 

ακολουθήθηκε ώστε να εισαχθούν τα δόντια στο πρόγραµµα του Ansys και να 

επακολουθήσει η περαιτέρω επεξεργασία αυτών.   

 

 

55..22  ΑΑννάάκκττηησσηη  ααρρχχιικκώώνν  δδεεδδοοµµέέννωωνν  µµέέσσωω  ττηηςς  δδιιααδδιικκαασσίίααςς  ττοουυ  ααννττίίσσττρροοφφοουυ  

σσχχεεδδιιαασσµµοούύ  

  
Λόγω έλλειψης γεωµετρικών δεδοµένων σε µαγνητικό ή αξονικό τοµογράφο φυσικών, 

υγιών δοντιών η λήψη του ηλεκτρονικού αρχείου των φυσικών δοντιών πραγµατοποιήθηκε 

µέσω µηχανικής ψηφιοποίησης ακίδας (µηχανή CMM- Coordinate Measuring Machine- 

τύπου Mistral) πραγµατικού πρωτοτύπου. Ο προσανατολισµός και η ακριβής θέση του 

ενός δοντιού ως προς το άλλο προϋπήρχε στο πραγµατικό πρωτότυπο [1]. 

 

55..22..11  ΑΑπποοθθήήκκεευυσσηη  κκααιι  ααννττααλλλλααγγήή  ααρρχχεείίωωνν  
  

Η αποθήκευση των εικόνων που αποκτήθηκαν µέσω του αντίστροφου σχεδιασµού 

έγινε µε τη µορφή επιφανειών αρχείου IGES. Tα συστήµατα CAD\CAE διαθέτουν 

κατάλληλα φίλτρα (interfaces) όπως είναι Dxf, Iges, Stl τα οποία δίνουν τη δυνατότητα 

µεταφοράς της γεωµετρικής πληροφορίας από το ένα σύστηµα σε ένα άλλο.  
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55..33  ΕΕππεεξξεερργγαασσίίαα  σσεε  ππεερριιββάάλλλλοονν  CCAADD  
  

Στη συνέχεια, το εξωτερικό περίγραµµα των φυσικών δοντιών µµεε  ττηη  µµοορρφφήή  εεππιιφφααννεειιώώνν  

ααρρχχεείίοουυ  IIGGEESS  εειισσήήχχθθηη  σσττοο  ππρρόόγγρρααµµµµαα  GGeeoommaaggiicc  SSttuuddiioo  για την περαιτέρω επεξεργασία 

τους, όπως φαίνεται στο Σχήµα 5.1. 

 

 
Σχήµα 5.1: Η άνω και κάτω οδοντοστοιχία στο πρόγραµµα Geomagic Studio 5 

 

Πιο συγκεκριµένα, αφού αποµονώθηκε κάθε δόντι ξεχωριστά, διατηρώντας βέβαια τον 

αρχικό προσανατολισµό του στο οδοντικό τόξο, ακολουθήθηκαν τα παρακάτω βήµατα 

επεξεργασίας του ώστε να πραγµατοποιηθεί ο σχεδιασµός του µοντέλου και η κατασκευή 

του πλέγµατος που οδηγεί στην ακριβή τρισδιάστατη αναπαράσταση της υπό εξέτασης 

δοµής. 

 
1. ΑΑπποοµµόόννωωσσηη  κκάάθθεε  δδοοννττιιοούύ  σσαα  µµιιαα  ξξεεχχωωρριισσττήή  δδοοµµήή, όπως και προαναφέρθηκε. 

 

2. ΕΕξξοοµµάάλλυυννσσηη  ττοουυ  οοππττιικκοούύ  ππλλέέγγµµααττοοςς το οποίο δηµιουργήθηκε στο  GGeeoommaaggiicc  

SSttuuddiioo. Το πλέγµα αυτό δεν αποτελείται από πεπερασµένα στοιχεία αλλά από σηµεία 

µε καθορισµένη θέση στο χώρο, δηλαδή καθορισµένες συντεταγµένες οι οποίες 

σχηµατίζουν µικρά τρίγωνα (patches), όπως φαίνεται ενδεικτικά για τον κεντρικό 

τοµέα της κάτω γνάθου του δεξιού τεταρτηµορίου στο Σχήµα 5.2. 

 

 



Κεφάλαιο 5                                     ΑΝΑΠΤΥΞΗ ΜΟΝΤΕΛΟΥ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΩΝ ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ 
 

 
5. 3 

  
Σχήµα 5.2: Το πλέγµα του κεντρικού τοµέα της κάτω γνάθου. 

 
Η εξοµάλυνση του πλέγµατος γίνεται µε τις εντολές «refine» και «relax», µε αποτέλεσµα 

την πύκνωση του. Το πυκνό πλέγµα παρέχει πιο αξιόπιστα αποτελέσµατα έτσι ώστε κατά 

τη δηµιουργία πλέγµατος στο Ansys, το πλέγµα να είναι πιο πυκνό άρα και πιο 

ικανοποιητικό. Στο παρακάτω σχήµα φαίνεται η διαφορά µεγέθους των patches µετά την 

εφαρµογή των παραπάνω εντολών. 

 

Σχήµα 5.3:Το πλέγµα του κεντρικού τοµέα της κάτω γνάθου ύστερα από τις εντολές «refine –relax». 



Κεφάλαιο 5                                     ΑΝΑΠΤΥΞΗ ΜΟΝΤΕΛΟΥ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΩΝ ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ 
 

 
5. 4 

3. ∆∆ηηµµιιοουυρργγίίαα  δδύύοο  σσττρρωωµµάάττωωνν  ππεερριιοοδδοοννττιικκήήςς  µµεεµµββρράάννηηςς. Το δόντι αποτελείται από 

ένα στρώµα περιοδοντικής µεµβράνης πάχους 0.25mm και εδράζεται µέσα στο οστό. 

Έτσι λοιπόν για να µπορέσουµε να πακτώσουµε το δόντι, όπως και αυτό στην 

πραγµατικότητα είναι πακτωµένο µέσα στο οστό, δηµιουργούµε δύο στρώµατα 

περιοδοντικής µεµβράνης µε σκοπό το δεύτερο εξωτερικό στρώµα να παίζει το ρόλο 

του οστού που συγκρατεί το δόντι. Τα δύο στρώµατα περιοδοντικής µεµβράνης 

δηµιουργούνται σταδιακά µε την εφαρµογή της εντολής «offset». Πιο συγκεκριµένα, 

πρώτα δηµιουργείται το πρώτο στρώµα της περιοδοντικής µεµβράνης, το οποίο είναι 

0.0125mm περιµετρικά µεγαλύτερο από τη ρίζα και έπειτα οµοίως το δεύτερο µε 

«offset» κατά 0.25mm. Στα Σχήµατα 5.4 και 5.5 φαίνεται η δηµιουργία του πρώτου 

και του δευτέρου στρώµατος από τη ρίζα αντίστοιχα. Αξίζει να σηµειωθεί ότι σε αυτό 

το βήµα αντιµετωπίσθηκαν κάποιες δυσκολίες. Σε κάποια δόντια το πλέγµα εµφάνιζε 

ατέλειες, οι οποίες µεταφέρονταν και στο Ansys και δεν µπορούσε να δηµιουργηθεί το 

πλέγµα των πεπερασµένων στοιχείων. Για την επιδιόρθωση αυτών των ατελειών, 

κόπηκε το πλέγµα στα σηµεία που τα τρίγωνα δηµιουργούσαν «intersections-

διασταυρώσεις» και  αναδηµιουργήθηκε µε την εντολή «fill holes» του Geomagic. 

 

 
Σχήµα 5.4: Πρώτο στρώµα περιοδοντικής µεµβράνης 

 
 
 

 

Πάχος 
0.125 mm 
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Σχήµα 5.5: ∆εύτερο στρώµα περιοδοντικής µεµβράνης 

 
 

4. Αφού ολοκληρώθηκε η δηµιουργία των δύο στρωµάτων της περιοδοντικής 

µεµβράνης και δηµιουργήθηκε ένα δόντι το οποίο αποτελείται από τις δοµές µύλη, 

ρίζα, πρώτο στρώµα περιοδοντικής µεµβράνης, δεύτερο στρώµα περιοδοντικής 

µεµβράνης (οι δοµές αυτές µπορούν να αποµονωθούν κάθε µία ξεχωριστά κρύβοντας 

τις άλλες και εµφανίζοντας αυτή που µας ενδιαφέρει κάθε φορά αλλά και να 

αποδοθούν όλες µαζί, όπως φαίνεται στο Σχήµα 5.6 έπειτα αποθηκεύεται κάθε δοµή 

ξεχωριστά σε µορφή αρχείου Stl η οποία αναγνωρίζεται από το Ansys. 

 
5. Επαναλαµβάνεται η διαδικασία αυτή για τα επτά δόντια της άνω και της κάτω 

γνάθου του δεξιού τεταρτηµορίου και ακολουθεί η µοντελοποίηση τους και η 

κατασκευή πλέγµατος πεπερασµένων στοιχείων. 

 

6. Σε αυτό το σηµείο αξίζει να σηµειωθεί ότι στο Geomagic, τα δόντια έχουν εισαχθεί 

υπό κλίµακα (πολλαπλασιασµένες οι συντεταγµένες τους επί 10e-4).  

Πάχος 
0.25 mm 
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Σχήµα 5.6: 1. Το δόντι µε τις 2 στρώσεις περιοδοντικής µεµβράνης 2. Η ρίζα µε τις δυο στρώσεις 

περιοδοντικής µεµβράνης 3. Η ρίζα 4. Η µύλη. 
 
 
 

55..33..11  ΕΕππεεξξεερργγαασσίίαα    ααρρχχεείίοουυ    SSTTLL  µµέέσσωω  ττηηςς  VViissuuaall  FFoorrttrraann  66..55  
  

Για να αναγνωριστεί το αρχείο Stl από το Ansys είναι απαραίτητο να πραγµατοποιηθούν 

κάποιες αλλαγές. Οι αλλαγές αυτές αναλύονται παρακάτω µε τη βοήθεια του Σχήµατος 5.7 

το οποίο αποτελεί µέρος του αρχείου που λαµβάνεται από το Geomagic και µετατρέπεται 

κατάλληλα ώστε να «διαβαστεί» από το πρόγραµµα του Ansys (Σχήµα 5.8). 

 

1 2 

3 4 
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Σχήµα 5.7: Αρχικό αρχείο 

 

 

Τα δεδοµένα αυτά αφορούν τις συντεταγµένες του πρώτου στρώµατος της 

περιοδοντικής µεµβράνης του κεντρικού τοµέα του δεξιού τεταρτηµορίου της κάτω 

γνάθου. Οι αλλαγές που έγιναν στα παρακάτω αρχεία µέσω του Developer Studio της 

Fortran 6.5 µε τη βοήθεια της εντολής «replace». Οι εντολές αυτές είναι ίδιες για όλα τα 

αρχεία stl που προέκυψαν από το Geomagic τα οποία είναι τέσσερα για κάθε δόντι: ένα για 

τη µύλη, τη ρίζα, το πρώτο στρώµα της περιοδοντικής µεµβράνης, το δεύτερο στρώµα της 

περιοδοντικής µεµβράνης. 
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Σχήµα 5.8: Τροποποιηµένο αρχείο 

 
 

ΑΑλλλλααγγέέςς  ττοουυ  ααρρχχεείίοουυ    SSTTLL  µµέέσσωω  ττηηςς  VViissuuaall  FFoorrttrraann  66..55::  
 

I. Στην πρώτη γραµµή, πριν από τη λέξη solid µπαίνει ένα θαυµαστικό(!) έτσι ώστε να 

µετατραπεί σε σχόλιο αφού το Ansys τις γραµµές µε θαυµαστικό δεν τις αντιλαµβάνεται ως 

σχόλια. 

II. Οµοίως γίνεται µε τις γραµµές που αρχίζουν µε τις: 

 

• outer                   ! outer 

• facet                   !  facet 

• end                     ! end 
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III. Η γραµµή που αρχίζει µε τη λέξη «vertex» και περιλαµβάνει τις συντεταγµένες των κορυφών 

των τριγώνων που αποτελούν τα «patches» του εικονικού πλέγµατος αντικαθίσταται µε k, 

έτσι ώστε το  Ansys να αναγνωρίζει ως k, X, Y, Z την εντολή µε την οποία δηµιουργεί τα 

keypoints, δηλαδή τις συντεταγµένες που ορίζουν τη γεωµετρία του κάθε µοντέλου. 

 

IV. Τέλος κρίνεται απαραίτητη η αντικατάσταση του κενού µε κόµµα (,) επειδή το Ansys δεν 

αναγνωρίζει τα κενά ανάµεσα στις λέξεις αλλά µόνο τα κόµµατα.  

 

Έτσι το αρχείο επαναποθηκεύεται έπειτα από αυτές τις αλλαγές στην ίδια µορφή και είναι 

πλέον έτοιµο να αναγνωριστεί από το πρόγραµµα Ansys ώστε να δηµιουργηθεί η γεωµετρία 

των δοντιών που διαπραγµατεύεται η παρούσα διπλωµατική εργασία. 

 

 

55..44  ΕΕππεεξξεερργγαασσίίαα  σσεε  ππεερριιββάάλλλλοονν  AAnnssyyss  1100..00  ––  ΑΑννάάλλυυσσηη  µµεε  ττηη  δδιιααδδιικκαασσίίαα  

ττωωνν  ππεεππεερραασσµµέέννωωνν  σσττοοιιχχεείίωωνν  

  
55..44..11  ΑΑννάάλλυυσσηη  ττηηςς  κκαατταασσκκεευυήήςς  ττηηςς  γγεεωωµµεεττρρίίααςς  

  
Αφού αποθηκευτεί το αρχείο σε µορφή stl τότε αυτό µεταφέρεται στο  πρόγραµµα Ansys 

όπου γίνεται κατάλληλη επεξεργασία µέχρι να διαµορφωθεί η γεωµετρία και το πλέγµα 

των πεπερασµένων στοιχείων του κάθε δοντιού. Τα βήµατα της διαδικασίας  

περιγράφονται λεπτοµερώς και µε τη σειρά εκτέλεσης τους και έιναι τα εξής: 

 

 Άνοιγµα του αρχείου Stl µε την εντολή «read input from» του Ansys, µε ανοιχτό 

τον preprocessor. Άµεσο αποτέλεσµα είναι οι εµφάνιση των συντεταγµένων των 

κορυφών των τριγώνων του πλέγµατος που είχε το δόντι οι οποίες αναγνωρίζονται 

ως keypoints από το Ansys (Σχήµα 5.9). 
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Σχήµα 5.9: keypoints της µύλης 

 

ΕΕννττοολλήή  ddoo--lloooopp  

 

 

 Εισαγωγή της εντολής η οποία είναι ένα loop µέσω του οποίου το Ansys 

δηµιουργεί επιφάνειες (areas). Το  αρχείο που εισάχθηκε αποτελείται από τις 

συντεταγµένες των κορυφών των τριγώνων τα οποία το Ansys τα αναγνωρίζει ως  

keypoints και από αυτά δηµιουργεί ανά τρίγωνο (patch του Geomagic) µία 

επιφάνεια. Πιο συγκεκριµένα, αυτή η εντολή λέει στο Ansys να δηµιουργήσει 

επιφάνειες από το keypoint µε αριθµό 1 έως εκείνο µε αριθµό 3730, µε βήµα 

3,δηλαδή ανά 3 keypoints να δηµιουργεί και µία τριγωνική επιφάνεια. Λόγω του 

ότι για να δηµιουργήσει τις επιφάνειες δίνεται η εντολή A,i,i+1,i+2 (όπου i είναι τα 

keypoints) και ο αριθµός των keypoints για τον κεντρικό τοµέα του δεξιού 

τεταρτηµορίου της κάτω γνάθου είναι 3732 αφαιρούµε 2 και θέτουµε στο loop 

3730 keypoints έτσι ώστε να προσθέσει µόνο του τα 2  keypoints- i+2 και να 

καταλήξει στο σωστό αριθµό.  

 

** ddoo,,ii ,,11,,33773300,,33  
  AA,,ii ,,ii++11,,ii++22  
** eennddddoo  
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Σχήµα 5.10: Areas της µύλης 

 
 Αφού εισαχθεί η παραπάνω εντολή το αποτέλεσµα είναι η δηµιουργία των 

επιφανειών της µύλης µε την εντολή «plot areas».  

 
 Στο σηµείο αυτό αξίζει να αναφερθεί η χρήση της εντολής «preprocessor-

modelling-numbering ctrls-merge items» στην οποία δίνεται  tolerance  10Ε-4. 

Συγκεκριµένα η εντολή mmeerrggee  ii tteemmss  σσυυγγχχωωννεεύύεειι  όόλλαα  τταα  kkeeyyppooiinnttss  κκααιι  όόλλεεςς  ττιιςς  

εεππιιφφάάννεειιεεςς  οοιι  οοπποοίίεεςς  έέχχοουυνν  ααππόόσστταασσηη  µµιικκρρόόττεερρηη  ααππόό  1100ΕΕ--44 έτσι ώστε να µη 

δηµιουργούνται πολύ κοντινά keypoints και επιφάνειες και δεν µπορούν να 

αναγνωριστούν από το πρόγραµµα 

 
  Στη συνέχεια αφού τεθεί η αρίθµηση να ξεκινά από το µεγαλύτερο προηγούµενο 

keypoint (3733 στη συγκεκριµένη περίπτωση, όπως φαίνεται και στο σχήµα 5.10) 

και την µεγαλύτερη προηγούµενη επιφάνεια (1245) µε την εντολή «preprocessor-

modelling-numbering ctrls-set start numbering» εισάγεται το Stl αρχείο της ρίζας. 

Ο  αριθµός των areas και των keypoints της µύλης φαίνεται µέσω της εντολής 

«list-status-global status» όπου µέσω αυτού του αρχείου δίνεται µια γενική εικόνα 

του µοντέλου. 
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          Σχήµα 5.11: ∆εδοµένα της µύλης: keypoints µύλης 1-3732,areas µύλης 1-1244 

 
 

  Έπειτα εισάγεται το Stl αρχείο της ρίζας και µε την εντολή do-loop που 

προαναφέρθηκε (µε αλλαγή της πρώτης µόνο γραµµής αφού ορίζονται οι νέες 

συντεταγµένες:** ddoo,,ii ,,33773322,,1100003333,,33))  και σχηµατίζονται  νέες areas. Ο αριθµός των νέων 

keypoints φαίνεται στο αρχείο που εµφανίζεται µέσω της εντολής «list-status-global 

status». Εφαρµόζεται η εντολή «merge» και µε την εντολή «preprocessor-

modelling-create-volumes-arbitrary-by areas» δηµιουργείται ο όγκος µεταξύ µύλης 

και ρίζας (volume 1-όγκος του δοντιού).  

 
Σχήµα 5.12: 1) Ο σχηµατιζόµενος όγκος από τη ρίζα και τη µύλη 

1 
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Σχήµα 5.12: 2) Από το αρχείο διακρίνονται τα εξής δεδοµένα: «keypoints» ρίζας (3733- 10035), «areas» 

ρίζας (1244-3352),  «volumes» (1) αυτός που δηµιουργήθηκε παραπάνω. 
 
 

 Αφού εκτελεσθεί η εντολή «set start numbering» όπου τίθεται για τα keypoints-

10036 και για τις areas-3353 εισάγεται το τρίτο αρχείο stl του πρώτου στρώµατος 

της περιοδοντικής µεµβράνης. Εφαρµόζεται η εντολή do-loop (1η 

γραµµή:** ddoo,,ii ,,1100003355,,1166336699,,33))  και δηµιουργούνται οι επιφάνειες της (areas: 3353-5460). 

Αφού δηµιουργηθούν οι επιφάνειες γίνεται χρήσης της εντολής «preprocessor-

modelling-numbering ctrls-merge items». 

 Λόγω του ότι µεταξύ του στρώµατος της περιοδοντικής µεµβράνης και της ρίζας 

υπάρχει κενό το οποίο φαίνεται στο Σχήµα 5.13, σε αυτό το βήµα είναι απαραίτητο 

να καλυφθεί, «ράβοντας» από πάνω το πλέγµα και δηµιουργώντας νέες επιφάνειες. 

Το κενό αυτό, θα µπορούσε να γίνει «thicken» ή «shel»l (να κλείσει δηλαδή) και 

στο Geomagic µε την οµώνυµη εντολή αλλά προτιµήθηκε να  γίνει χειροκίνητα για 

λόγους όπως είναι η πλήρης εποπτεία του µοντέλου και η ακριβής γνώση των 

επιφανειών κάθε δοµής. Πριν το ράψιµο των νέων επιφανειών εφαρµόζεται η 

εντολή «set start numbering» έτσι ώστε να είναι γνωστές οι νέες επιφάνειες που θα 

δηµιουργηθούν. Το κενό πρέπει να καλυφθεί έτσι ώστε να είναι δυνατόν να 

δηµιουργηθεί όγκος µεταξύ της ρίζας του πρώτου στρώµατος της περιοδοντικής 

µεµβράνης και των νέων επιφανειών (όγκοι δηµιουργούνται µόνο σε κλειστές 

επιφάνειες). 

 

2  
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             Σχήµα 
5.13: Ρίζα και πρώτο στρώµα περιοδοντικής µεµβράνης πριν το µεταξύ τους ράψιµο 

 
Έπειτα αφού δηµιουργηθούν οι νέες επιφάνειες (areas: 5461-5536) δηµιουργείται ο όγκος 

µεταξύ της ρίζας του πρώτου στρώµατος της περιοδοντικής µεµβράνης και των νέων 

επιφανειών (volume 2). 

 
Σχήµα 5.14: Ρίζα και πρώτο στρώµα περιοδοντικής µεµβράνης µετά το µεταξύ τους ράψιµο 
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Σχήµα 5.15: Από το αρχείο αυτό διακρίνονται τα εξής δεδοµένα: keypoints πρώτου στρώµατος 
περιοδοντικής µεµβράνης (10035- 16371), areas νέων επιφανειών του πρώτου στρώµατος περιοδοντικής 
µεµβράνης (5461-5536),  volumes 2 - µεταξύ της ρίζας του πρώτου στρώµατος της περιοδοντικής µεµβράνης 
και των νέων επιφανειών. 
 
 

 
Σχήµα 5.16: Ο σχηµατιζόµενος όγκος µεταξύ της ρίζας του πρώτου στρώµατος της περιοδοντικής 

µεµβράνης και των νέων επιφανειών (volume 2). 
 
 

 Αφού λοιπόν σχηµατίζεται και ο όγκος µεταξύ της ρίζας του πρώτου στρώµατος 

της περιοδοντικής µεµβράνης και των νέων επιφανειών (volume 2) εισάγεται και το 

τελευταίο αρχείο Stl του δεύτερου στρώµατος της περιοδοντικής µεµβράνης  ενώ 

έχει εκτελεσθεί η εντολή set start numbering όπου τίθεται για τα keypoints-16372 
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και για τις areas-5537. Εφαρµόζεται η εντολή «do-loop» (1η 

γραµµή:** ddoo,,ii ,,1166337722,,2222669933,,33)),, δηµιουργούνται οι επιφάνειες του δεύτερου στρώµατος 

της περιοδοντικής µεµβράνης (areas: 5537-7644)  και έπειτα εφαρµόζουµε τνη 

εντολή «preprocessor-modelling-numbering ctrls-merge items» µε tolerance 10e-7. 

 Οµοίως ενώνεται το δεύτερο στρώµα της περιοδοντικής µεµβράνης µε το πρώτο 

ενώ πριν τη χειροκίνητη ένωση των νέων επιφανειών εφαρµόζεται η εντολή set 

start numbering έτσι ώστε να είναι γνωστές οι νέες επιφάνειες που θα 

δηµιουργηθούν. 

  Έπειτα αφού δηµιουργηθούν οι νέες επιφάνειες (areas:7645-7720) δηµιουργείται 

µε την προαναφερθείσα εντολή για όγκους, ο όγκος µεταξύ του δευτέρου µε το 

πρώτο στρώµα της περιοδοντικής µεµβράνης και των νέων επιφανειών (volume 3). 

 
Σχήµα 5.17: Όγκοι (2) και (3) 
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Σχήµα 5.18: Από το αρχείο αυτό διακρίνονται τα εξής δεδοµένα: keypoints δευτέρου στρώµατος 
περιοδοντικής µεµβράνης (16371- 22695), areas νέων επιφανειών δευτέρου στρώµατος περιοδοντικής 
µεµβράνης (5461-5536),  volumes 3 - µεταξύ του δευτέρου µε το πρώτο στρώµα της περιοδοντικής 
µεµβράνης και των νέων επιφανειών. 
 
 
 

 
Σχήµα 5.19: Όγκοι (1), (2) και (3) 

 
 Αυτή η διαδικασία ακολουθείται για όλα τα δόντια και µε αυτόν τον τρόπο 

αποκτάται η γεωµετρία των δοντιών καθώς σχηµατίζονται οι τρεις όγκοι.  

 

Στους  παρακάτω πίνακες φαίνονται οι επιφάνειες κάθε δοντιού. Η γνώση αυτών των 

επιφανειών συµβάλλει στην πλήρη εποπτεία του µοντέλου και δίνει την ευκαιρία της 

εµφάνισης ή της απόκρυψης κάθε δοµής ξεχωριστά. 
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∆∆όόννττιιαα  κκάάττωω  

γγννάάθθοουυ  

ΕΕππιιφφάάννεειιεεςς  µµύύλληηςς  ΕΕππιιφφάάννεειιεεςς  ρρίίζζααςς  ΕΕππιιφφάάννεειιεεςς  11οουυ  

σσττρρώώµµααττοοςς  ppddll   

ΕΕππιιφφάάννεειιεεςς  22οουυ  

σσττρρώώµµααττοοςς  PPDDLL  

ΠΠρρώώττοοςς  κκεεννττρριικκόόςς  

ττοοµµέέααςς 

1-1244 1245-3352 3353-5460 5537-7644 

∆∆εεύύττεερροοςς  ππλλάάγγιιοοςς  

ττοοµµέέααςς 

1-1192 1193-2928 2929-4664 4737-6472 

ΚΚυυννόόδδοοννττααςς 1-1664 1665-3384 3385-5104 5185-6904 

ΠΠρρώώττοοςς  ππρροογγόόµµφφιιοοςς 1-1996  µε 3737-

3812 

1997-3736 3813-5552 5629-7368 

∆∆εεύύττεερροοςς  ππρροογγόόµµφφιιοοςς 1-2252 2253-4344 4345-6436 6521-8610 

ΠΠρρώώττοοςς  γγοοµµφφίίοοςς 1-3384 3385-6112 6113-8834 8931-11694 

∆∆εεύύττεερροοςς  γγοοµµφφίίοοςς 1-3164 3165-6624 6625-10028 10121-13524 

Πίνακας 5.1: Αρίθµηση δοµών των δοντιών της κάτω γνάθου 

∆∆όόννττιιαα  άάννωω  γγννάάθθοουυ  ΕΕππιιφφάάννεειιεεςς  µµύύλληηςς  ΕΕππιιφφάάννεειιεεςς  ρρίίζζααςς  ΕΕππιιφφάάννεειιεεςς  11οουυ  

σσττρρώώµµααττοοςς  ppddll   

ΕΕππιιφφάάννεειιεεςς  22οουυ  

σσττρρώώµµααττοοςς  PPDDLL  

ΠΠρρώώττοοςς  κκεεννττρριικκόόςς  

ττοοµµέέααςς 

1-1724 1725-3410 3411-5097 5173-6858 

∆∆εεύύττεερροοςς  ππλλάάγγιιοοςς  

ττοοµµέέααςς 

1-2032 2033-4064 4065-6096 8217-10248 

ΚΚυυννόόδδοοννττααςς 1-2152 2153-4752 4753-7352 7741-10040 

ΠΠρρώώττοοςς  ππρροογγόόµµφφιιοοςς 1-2276 2277-5104 5105-7932 8033-10844 

∆∆εεύύττεερροοςς  ππρροογγόόµµφφιιοοςς 1-1844 1845-3600 3601-5356 5441-7196 

ΠΠρρώώττοοςς  γγοοµµφφίίοοςς 1-2072 2073-5592 5593-8996 9093-12496 

∆∆εεύύττεερροοςς  γγοοµµφφίίοοςς 1-2460 2461-6344 6345-10180 10281-18066 

Πίνακας 5.2: Αρίθµηση δοµών των δοντιών της άνω γνάθου 

 

 
 

55..44..22  ΑΑννάάλλυυσσηη  ττηηςς  κκαατταασσκκεευυήήςς  ττοουυ  ππλλέέγγµµααττοοςς  ππεεππεερραασσµµέέννωωνν  σσττοοιιχχεείίωωνν  ((mmeesshhiinngg))  

  
55..44..22..11  ΜΜηηχχααννιικκέέςς  ιιδδιιόόττηηττεεςς  
  
Για το µοντέλο πεπερασµένων στοιχείων, δηλαδή το δόντι οι ιδιότητες που   

χρησιµοποιήθηκαν θεωρήθηκαν ισοτροπικές και ελαστικές µε ένα µέτρο ελαστικότητας 

26000ΜPa  και ένας λόγος Poisson v=0.3 (Sung και συν.,2003) ενώ για τα δύο στρώµατα 

περιοδοντικής µεµβράνης θεωρήθηκε µέτρο ελαστικότητας 50ΜPa  και ένας λόγος 

Poisson v=0.49 (Middleton και συν.,1996). Η ανάλυση που έγινε στο δόντι είναι γραµµική 

(linear). 
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55..44..22..22  ΕΕππιιλλοογγήή  ττύύπποουυ  ππεεππεερραασσµµέέννοουυ  σσττοοιιχχεείίοουυ  
  
Για  την  κατασκευή  πλέγµατος των δοντιών   επιλέχθηκε  το τετραπλευρικό  10-

κοµβικό  στοιχείο  SOLID92  της  βιβλιοθήκης  του  ANSYS.  Το  στοιχείο  SOLID92  

είναι  ένα στοιχείο  τετραεδρικό, κατάλληλο για ακανόνιστα πλέγµατα που προέρχονται 

από CAD/CAM προγράµµατα. Επίσης η επιλογή του στοιχείου έγινε και µε γνώµονα τη 

τρισδιάστατη µορφή του µοντέλου. 

Το 10-κοµβικό στοιχείο ορίζεται από δέκα (10) κόµβους  έχοντας τρεις (3) 

βαθµούς ελευθερίας  σε  κάθε  κόµβο,  οι  οποίοι  µεταφράζονται  στις  x,y και z 

διευθύνσεις.  Ορισµένες  από  τις  ιδιότητες  του  στοιχείου  SOLID92  είναι  η  

πλαστικότητα,  ο ερπυσµός, η σκλήρυνση, καθώς και µεγάλες ικανότητες παραµόρφωσης. 

Έγινε   επιλογή   του   συγκεκριµένου   στοιχείου   για   την   πλεγµατοποίηση   των 

δοντιών,  λόγω  της    ακανόνιστης  γεωµετρίας  που  παρουσιάζει  η  δοµή, δεδοµένου   

ότι   παρουσιάζει   πολλά   πλεονεκτήµατα   όσον   αφορά   σε   αναλύσεις ακριβείας 

περίπλοκων γεωµετριών. Η  γεωµετρία,  η  τοποθεσία  των  κόµβων  και  το  σύστηµα  

συντεταγµένων  για  το στοιχείο φαίνονται στο Σχήµα 5.20 που ακολουθεί: 

  
Σχήµα 5.20:Γεωµετρία στοιχείου solid92 

 
Ένα τετραεδρικό στοιχείο µπορεί να διαµορφωθεί ορίζοντας τον ίδιο αριθµό κόµβου για  

τους  κόµβους  Κ,  L , J, I.   

 

55..44..22..33    ∆∆ηηµµιιοουυρργγίίαα  ππλλέέγγµµααττοοςς  σσττοουυςς  όόγγκκοουυςς  11,,22  κκααιι  33  
  
Με την εντολή «VVMMEESSHH,,  AALLLL»» δηµιουργείται ελεύθερο πλέγµα τόσο εξωτερικά όσο και 

εσωτερικά. Η εντολή αυτή δηλαδή δηµιουργεί κόµβους και εσωτερικά των όγκων ενώ 

εξωτερικά δηµιουργούνται τα πεπερασµένα στοιχεία επάνω στις υπάρχουσες επιφάνειες.  
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Σχήµα 5.21: ∆εδοµένα πλεγµατοποιηµένου δοντιού  
 
 
 

 
Σχήµα 5.22: Κόµβοι κεντρικού τοµέα – αριθµός κόµβων 48609, αριθµός πεπερασµένων στοιχείων  

33676 
 
 

Το πλέγµα που διαµορφώθηκε θεωρείται ικανοποιητικό αφού ένα πλέγµα θεωρούµε 

ότι είναι ικανοποιητικό και οδηγεί σε αξιόπιστα αποτελέσµατα όταν είναι όσο το δυνατόν 
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πιο οµοιόµορφο σε όλη την έκταση του µοντέλου. Αυτό σηµαίνει ότι πρέπει να 

αποφεύγονται απότοµες συµπυκνώσεις και αραιώσεις αυτού.  

 
Σχήµα 5.23: Πεπερασµένα στοιχεία µε κακό - υψηλό λόγο πλευρών 

 
Το γεγονός ότι υπάρχουν απότοµες και ακανόνιστες αλλαγές της γεωµετρίας οδηγεί 

στη δηµιουργία πλέγµατος σε ορισµένα σηµεία, τα οποία διακρίνονται από κακό λόγο 

πλευρών (bad  aspect ratio). Στοιχεία, όπως αυτά που φαίνονται στο σχήµα 5.23 πρέπει 

κατά γενική οµολογία να αποφεύγονται. Όσον αφορά στο πλέγµα των δοντιών ο λόγος των 

πλευρών ήταν επί το πλείστον στα επιθυµητά όρια αφού το ποσοστό λάθους ήταν πολύ 

µικρό (της τάξεως του 0.01%)  ενώ πολύ λίγα πεπερασµένα στοιχεία συγκριτικά µε το 

συνολικό αριθµό ξεπερνούσαν τον επιθυµητό λόγο πλευρών. 

 
Σχήµα 5.24: Πλέγµα κεντρικού τοµέα 
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5.4.2.4  Παρουσίαση των δεκατεσσάρων δοντιών του δεξιού τεταρτηµορίου της άνω 

και κάτω γνάθου 

                
Σχήµα 5.25: α) Πρώτος κεντρικός τοµέας κάτω γνάθου µε 33676 elements και 48609 κόµβους 

                              β) Πρώτος κεντρικός τοµέας άνω γνάθου µε 33195 elements και 48619 κόµβους 

               
Σχήµα 5.26: α) ∆εύτερος πλάγιος τοµέας κάτω γνάθου µε 29355 elements και 42460 κόµβους 

                             β) ∆εύτερος πλάγιος τοµέας άνω γνάθου µε 40050 elements και 57751 κόµβους 

α β 

        α β 
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Σχήµα 5.27: α) Κυνόδοντας κάτω γνάθου µε 31198 elements και 45313 κόµβους 

                                       β) Κυνόδοντας άνω γνάθου µε 50603 elements και 72554 κόµβους 
 

 

      
 
 Σχήµα 5.28: α) Πρώτος προγόµφιος κάτω γνάθου µε 42566 elements και 60799 κόµβους 
                                    β) Πρώτος προγόµφιος άνω γνάθου µε 54884 elements και 78615 κόµβους 

α β 

               α β 
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Σχήµα 5.29: α) ∆εύτερος προγόµφιος κάτω γνάθου µε 45852 elements και 65810 κόµβους 

                               β) ∆εύτερος προγόµφιος άνω γνάθου µε 35581 elements και 51326 κόµβους 
 
 
 

     
 
 Σχήµα 5.30: α) Πρώτος γοµφίος κάτω γνάθου µε 67257 elements και 95996 κόµβους 
                                    β) Πρώτος γοµφίος άνω γνάθου µε 62855 elements και 89766 κόµβους 

α β 

    
   
            α 

       
β 
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 Σχήµα 5.31: α) ∆εύτερος γοµφίος κάτω γνάθου µε 87964 elements και 124165 κόµβους 
                                    β) ∆εύτερος γοµφίος άνω γνάθου µε 68710 elements και 98153 κόµβου 
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ΕΕΜΜΒΒΙΙΟΟΜΜΗΗΧΧΑΑΝΝΙΙΚΚΗΗ  ΜΜΕΕΛΛΕΕΤΤΗΗ  ΚΚΙΙΝΝΗΗΣΣΗΗΣΣ  ΦΦΥΥΣΣΙΙΚΚΩΩΝΝ  ΟΟ∆∆ΟΟΝΝΤΤΩΩΝΝ  
 

 
66..11  ΕΕιισσααγγωωγγήή..    
  
Ο ορισµός του κέντρου αντίστασης των διαφόρων στοιχείων του στοµατογναθικού 

συστήµατος είναι ιδιαίτερης σηµασίας για τον έλεγχο και την πρόγνωση διάφορων 

τύπων ορθοδοντικών δυνάµεων. 

 Το κέντρο αντίστασης ενός άκαµπτου σώµατος ορίζεται ως εκείνο το υλικό 

σηµείο για το οποίο αν το διάνυσµα µιας δύναµης διέρχεται από αυτό τότε 

προκαλείται µετακίνηση του χωρίς περιστροφή και αποτελεί βασικό σηµείο 

αναφοράς για τον ακριβή καθορισµό της εφαρµογής δυνάµεων ή ροπών σε ένα 

σύστηµα δυνάµεων (βλ.(2.5.1)).  

Το κέντρο αντίστασης σε ένα ελεύθερο σώµα συµπίπτει µε το κέντρο µάζας του. 

Αντίθετα, για ένα βιολογικό σύστηµα, όπως το στοµατογναθικό, ο προσδιορισµός του 

κέντρου αντίστασης είναι δύσκολος και πολύπλοκος εξαιτίας της επίδρασης των 

ιστών που προσφύονται σε αυτό ή αποτελούν το σώµα του (µαλακά µόρια, 

περιοδοντικός σύνδεσµος µύες κτλ.).  

Κύριος σκοπός αυτού του κεφαλαίου, είναι η εύρεση του κέντρου αντίστασης 

στα δόντια προσεγγιστικά, αφού προηγουµένως εξετάστηκαν δοµές παρόµοιες αυτών 

των δοντιών. Η µεθοδολογία η οποία ακολουθήθηκε παρουσιάζεται εκτενώς στις 

επόµενες παραγράφους και χωρίζεται σε δύο µέρη, τη θεωρητική προσέγγιση και την 

εφαρµογή σε πρακτικό επίπεδο. 

 

. 
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66..22  ΑΑννάάππττυυξξηη  µµεεθθοοδδοολλοογγίίααςς  γγιιαα  ττηηνν  εεύύρρεεσσηη  ττοουυ  κκέέννττρροουυ  ααννττίίσστταασσηηςς  

σστταα  δδόόννττιιαα  

Είναι γνωστό ότι αφού η απόσταση δύο σηµείων του άκαµπτου στερεού δε 

µεταβάλλεται στην περιστροφική κίνηση, όλα τα σηµεία του άξονα περιστροφής 

παραµένουν ακίνητα, ενώ η τροχιά κάθε άλλου σηµείου από τα υπόλοιπα είναι 

περιφέρεια κύκλου, του οποίου το επίπεδο είναι κάθετο στον άξονα περιστροφής και 

το κέντρο Κ κείται πάνω σ’αυτόν (Κεφ. 3, &(6.8)). Συµπερασµατικά, οι ταχύτητες 

όλων των σηµείων του στερεού σώµατος είναι κάθετες σε επίπεδα τα οποία έχουν το 

εξής κοινό: Ο άξονας περιστροφής του σώµατος εµπεριέχεται σε αυτά τα επίπεδα και 

αποτελεί την τοµή τους. 

ΈΈσσττωω  λλοοιιππόόνν,,  όόττιι  σσεε  έένναα  σσττεερρεεόό  σσώώµµαα  εεππιιλλέέγγοουυµµεε  δδύύοο  ττυυχχααίίαα  σσηηµµεείίαα  πποουυ  έέχχοουυνν  

ττααχχύύττηηττεεςς  υυ11  κκααιι  υυ22..  ΒΒάάσσηη  ττηηςς  θθεεωωρρίίααςς  πποουυ  ααννααππττύύχχθθηηκκεε  σσττοο  ΚΚεεφφάάλλααιιοο  33,,  ηη  ττοοµµήή  ττωωνν  

εεππιιππέέδδωωνν,,  τταα  οοπποοίίαα  εείίννααιι  κκάάθθεετταα  σστταα  δδιιααννύύσσµµαατταα  ττωωνν  ττααχχυυττήήττωωνν  ((σσττοο  ((ΠΠ))  ηη  υυ11  κκααιι  σσττοο  

((ΟΟ))  ηη  υυ22)),,  εείίννααιι  µµιιαα  εευυθθεείίαα  πποουυ  ααπποοττεελλεείί  ττοονν  σσττιιγγµµιιααίίοο  άάξξοονναα  ππεερριισσττρροοφφήήςς  ((ΟΟΑΑ))  ττοουυ  

σσώώµµααττοοςς  ((ΣΣχχήήµµαα  66..11)).    

  

 Α 
 
 
 

  2 2 2 2( , , )x y zu u uυ =
���

 

 
 
 
 
 
 
 

 1 1  1  1  ( , , )x y zυ υ υ υ=
���

 

 
 
 
 Ο 
 
Σχήµα 6.1: Κάθετα επίπεδα στις ταχύτητες υ1 και υ2 των οποίων η τοµή δίνει τον άξονα περιστροφής  

  
Συνεπώς, ο παραπάνω συλλογισµός είναι δυνατόν να εκφραστεί µαθηµατικά ως εξής: 

Έστω ένα διάνυσµα   ( , ,  ) y zχη η η η=
�

 το οποίο ανήκει σε ένα από τα 

           (Π) 
 
 
           Α 

(Ο)  
 
 
 
 
 
 
          Β 
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προαναφερθέντα επίπεδα. Το εσωτερικό γινόµενο αυτού µε το διάνυσµα της 

ταχύτητας πρέπει να είναι µηδέν, λόγω της µεταξύ τους καθετότητας. Ισχύει συνεπώς 

η σχέση (6.1): 

 

0 0x y y z zr r rχυ η η η η⋅ = ⇔ + + =
� �

 ((66..11))  

Από τη σχέση (6.1) µπορούµε να γράψουµε για κάθε επίπεδο ξεχωριστά, τις σχέσεις 

(6.2) και (6.3): 

 

1 1 1( ) ( ) ( ) 0x y zu y y u z z uο ο οχ χΑ Α Α− ⋅ + − ⋅ + − ⋅ =      (Π) ((66..22))  

 2 2 2( ) ( ) ( ) 0B x B y B zu y y u z z uο ο οχ χ− ⋅ + − ⋅ + − ⋅ =       (Ο) ((66..33))  

Στις σχέσεις  (6.2) και (6.3), ( , , )y zο ο οχ είναι το άγνωστο σηµείο που κείται επάνω 

στον άξονα περιστροφής, δηλαδή πάνω στην ευθεία η οποία είναι η τοµή των δύο 

επιπέδων (Π) και (Ο), ενώ ( , , )A A Ay zχ και ( , , )B B By zχ είναι οι συντεταγµένες των 

τυχαίων σηµείων που επιλέξαµε, των οποίων οι ταχύτητες υ1 =( 1 1 1, ,x y zu u u ) και υ2 = 

( 2 2 2, ,x y zu u u ) είναι γνωστές και κάθετες στα (Π) και (Ο) επίπεδα αντίστοιχα. 

Είναι φανερό ότι βρίσκοντας δυο σηµεία επάνω στην ευθεία που αποτελεί την 

τοµή των δύο επιπέδων (Π) και (Ο) µπορούµε να προσδιορίσουµε τη θέση του άξονα 

περιστροφής (µια ευθεία προσδιορίζεται από δύο σηµεία). Συνεπώς, είναι δυνατόν να 

λύσουµε το σύστηµα των δύο παραπάνω εξισώσεων δυο φορές και να πάρουµε δυο 

διαφορετικά σηµεία πάνω στον άξονα περιστροφής. 

Πιο συγκεκριµένα, πάνω σε ένα στερεό, όπως στο δόντι έχουµε πλήρη εποπτεία 

των συντεταγµένων των σηµείων του, καθώς και των ταχυτήτων αυτών. Είναι λοιπόν 

εύκολο το παραπάνω σύστηµα των εξισώσεων (6.2) και (6.3) να επιλυθεί για δύο 

τυχαία σηµεία (Α, Β) του στερεού αφού θεωρήσουµε είτε τη οχ  είτε την yο  γνωστές. 

Ειδικότερα το σύστηµα των εξισώσεων (6.2), (6.3) επιλύεται  µε γνωστό xο  ως  εξής: 

 

1 1 1 1 1 1y z x y z xy u z u u y u z u uο ο οχ χΑ Α Α⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅        (Π) ((66..44))  

 2 2 2 2 2 2y z B x B y B z xy u z u u y u z u uο ο οχ χ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅      (Ο) ((66..55))  
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Ισοδύναµα οι σχέσεις (6.4) και (6.5), εκφρασµένες υπό µορφή πινάκων 

γράφονται ως: 

  

 
1 1 1 1

1 1

2 2 2 2 2 2

A x A y A z x
y z

y z B x B y B z x

u y u z u u
u u y

u u z u y u z u u

ο
ο

ο ο

χ χ

χ χ

⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ 
    =    ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅    

 

       ((66..66))  

Συνεπώς, θέτοντας δύο τιµές xο  και 1xο  παίρνουµε δυο ζεύγη σηµείων ( , , )y zο ο οχ  

και 1 1 1( , , )y zο ο οχ πάνω στην ευθεία (ΟΑ), τα οποία είναι ικανά να ορίσουν τον άξονα 

περιστροφής. 

Οι εξισώσεις 6.2 και 6.3 επιλυµένες µε γνωστό yο  οδηγούν στο παρακάτω 

σύστηµα: 

1 1 1 1
1 1

2 2 2 2 2 2

A x A y A z y
x z

x z B x B y B z y

u y u z u y u
xu u

u u z u y u z u y u

ο
ο

ο ο

χ

χ

⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ 
    =    ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅    

 

       ((66..77))  

Οµοίως θέτοντας δύο τιµές yο  και 1yο  παίρνουµε δυο ζεύγη σηµείων ( , , )y zο ο οχ  

και 1 1 1( , , )y zο ο οχ πάνω στην ευθεία (ΟΑ). 

Με αυτόν τον τρόπο ορίζουµε τον άξονα περιστροφής κατά µια τυχαία 

διεύθυνση περιστροφής του σώµατος. 

 

6.2.1 Εύρεση του κέντρου αντίστασης ως τοµή δύο αξόνων περιστροφής 

Όπως προαναφέρθηκε στο 3ο Κεφάλαιο (βλ.(3.8.2)), το σηµείο που ορίζεται ως η 

τοµή των δύο αξόνων περιστροφής κατά δυο τυχαίες διευθύνσεις περιστροφής του 

στερεού αποτελεί το στιγµιαίο κέντρο περιστροφής. 

Η περιστροφή στο δόντι, όταν χρησιµοποιείται µοντελοποίηση χωρίς στροφικούς 

βαθµούς ελευθερίας, επιτυγχάνεται εφαρµόζοντας ένα ζεύγος δυνάµεων µε τυχαία 

διεύθυνση το οποίο ισοδυναµεί µε µία ροπή. Όταν το δόντι περιστρέφεται κατά έναν 

άξονα τυχαίας διεύθυνσης διαλέγουµε ένα ζεύγος σηµείων (Α, Β) και εφαρµόζουµε 

τη διαδικασία που αναπτύχθηκε στην Παράγραφο (6.1), όποτε βρίσκουµε έναν άξονα 

περιστροφής. Έπειτα, εφαρµόζοντας ένα δεύτερο ζεύγος δυνάµεων τυχαίας, αλλά 

διαφορετικής από την πρώτη, διεύθυνσης επιτυγχάνεται µια δεύτερη περιστροφή, 

στην οποία αντιστοιχεί ένας άξονα περιστροφής, του οποίου η µαθηµατική εξίσωση 
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προσδιορίζεται από τις εξισώσεις (6.6) ή (6.7), όπως οµοίως έγινε και για την εύρεση 

του πρώτου άξονα. Στη συνέχεια, υπολογίζεται η πιο µικρή απόσταση µεταξύ των 

δύο γνωστών πλέον αξόνων και βρίσκεται το σηµείο που βρίσκεται στο µέσο της 

ελάχιστης αυτής απόστασης, το οποίο αντιστοιχεί στο θεωρητικό κέντρο αντίστασης 

του δοντιού.   

 

6.2.2 Υπολογισµός της ελάχιστης απόστασης µεταξύ δυο ευθειών 

Το ελάχιστο µήκος του ευθυγράµµου τµήµατος που ενώνει δύο ασύµβατες ευθείες 

στο χώρο είναι δυνατόν να υπολογισθεί ακολουθώντας τα εξής βήµατα: 

 

• Καταγραφή της εξίσωσης της ευθείας #1 

Έστω ότι η ευθεία #1 διέρχεται από τα σηµεία Ρ1 και Ρ2. Η παραµετρική εξίσωση 

της ευθείας είναι: 

 ( )1 2 1a aP P m P P= + −  ((66..88)) 

όπου 

aP : το διάνυσµα θέσεως σηµείου επί της ευθείας #1 

1P : το διάνυσµα θέσεως του σηµείου #1 

2P : το διάνυσµα θέσεως του σηµείου #2 

am : η παράµετρος στην παραµετρική εξίσωση της ευθείας 

 

• Καταγραφή της εξίσωσης της ευθείας #2 

Έστω ότι η ευθεία #1 διέρχεται από τα σηµεία Ρ3 και Ρ4. Η παραµετρική εξίσωση 

της ευθείας είναι: 

 ( )3 4 3b bP P m P P= + −  ((66..99)) 

όπου 

bP : το διάνυσµα θέσεως σηµείου επί της ευθείας #2 

3P : το διάνυσµα θέσεως του σηµείου #3 

4P : το διάνυσµα θέσεως του σηµείου #4 

bm : η παράµετρος στην παραµετρική εξίσωση της ευθείας 
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Σχήµα 6.2: Ελάχιστη απόσταση µεταξύ των ασυµβάτων ευθείων Ρ1_Ρ2 και Ρ3_Ρ4 

 

•  Καταγραφή συνθηκών ελάχιστης απόστασης  

Το ευθύγραµµο τµήµα ελαχίστου µήκους είναι κάθετο και στις δύο ευθείες, άρα θα 

πρέπει να ισχύουν τα εξής εσωτερικά γινόµενα: 

 ( ) ( )2 1 0a bP P P P− • − =  ((66..1100)) 

 ( ) ( )4 3 0a bP P P P− • − =  ((66..1111)) 

Ο συνδυασµός των (1) έως και (4), δίδει: 

 ( ) ( )( ) ( )1 3 2 1 4 3 2 1 0a bP P m P P m P P P P− + − − − • − =  ((66..1122)) 

 ( ) ( )( ) ( )1 3 2 1 4 3 4 3 0a bP P m P P m P P P P− + − − − • − =  ((66..1133)) 

Εκτελώντας, πράξεις προκύπτει το ακόλουθο γραµµικό σύστηµα εξισώσεων: 

 2121 4321 1321a bm d m d d− = −  ((66..1144)) 

 4321 4343 1343a bm d m d d− = −  ((66..1155)) 

όπου  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )abcd cdab a b c d a b c d a b c dd d x x x x y y y y z z z z= = − − + − − + − −  ((66..1166)) 

 

•  Επίλυση του συστήµατος των εξισώσεων (7) και (8) 

Επιλύοντας το ανωτέρω σύστηµα, προκύπτει: 

 ( ) ( )1343 4321 1321 4343 2121 4343 4321 4321/am d d d d d d d d= − −  ((66..1177)) 

 ( )1343 4321 4343/b am d m d d= +  ((66..1188)) 
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Στην περίπτωση όπου οι δύο ευθείες τέµνονται, οι συντεταγµένες των 

σηµείων aP και bP  ταυτίζονται, οπότε το µήκος του αντιστοίχου ευθυγράµµου 

τµήµατος µηδενίζεται. 

 

66..33  ΕΕφφααρρµµοογγήή  ττηηςς  θθεεωωρρηηττιικκήήςς  ππρροοσσέέγγγγιισσηηςς  σσεε  ααππλλοουυσσττεευυµµέέννηη  δδοοµµήή  

δδοοννττιιοούύ  

Αφού ο παραπάνω συλλογισµός αναπτύχθηκε σε κώδικες Matlab, οι οποίοι 

παρατίθενται στο τέλος της παρούσας ∆ιπλωµατικής Εργασίας, για την επαλήθευση 

και την επέκταση του εφαρµόσθηκε σε πιο απλές δοµές, όπως στο δόντι σε µορφή 

κόλουρου κώνου, το οποίο παρουσιάζει άξονα συµµετρίας και στο δόντι υπό µορφή 

σφήνας, τα οποία θα αναλυθούν διεξοδικά στις επόµενες παραγράφους.  

 
6.3.1 Κόλουρος κώνος 

Ο κόλουρος κώνος παρουσιάζει άξονα συµµετρίας το οποίο σηµαίνει ότι η ροπή 

αδράνειας ως προς τον άξονα x ισούται µε τη ροπή αδρανείας ως προς τον άξονα y 

ανεξάρτητα της πολικής γωνίας. Ισχύει δηλαδή: 

   

 ( ) ( )2 2 2 2
X i i i y i i i

i i

J m y z J m x z= + = = +∑ ∑  ((66..1199)) 

Ο κόλουρος κώνος δηµιουργήθηκε στο λογισµικό Ansys µε βάση τις αναλογίες του 

πραγµατικού δοντιού. Για την ακρίβεια, το συνολικό µήκος του επιλέχθηκε ίσο προς 

20mm µε αναλογία µύλης ρίζας περίπου 1:2 (13mm η ρίζα και 7mm η µύλη). Η 

µεγάλη διάµετρος επιλέχθηκε ίση προς 5mm ενώ η µικρή ίση προς 1mm (Σχήµα 6.3). 

  Ο κόλουρος κώνος κόπηκε σε τέσσερα επίπεδα µε την εντολή “preprocessor-

modelling-operate-booleans-divide-volu by wrkplane” και χωρίστηκε τεταρτηµόρια 

µε σκοπό τη δηµιουργία κόµβων στον άξονα συµµετρίας του µοντέλου. Στη συνέχεια 

ακολουθήθηκε η διαδικασία µε τα εξής βήµατα: 

11..  Εισαγωγή ιδιοτήτων στο δόντι και στην περιοδοντική µεµβράνη (πάχους 

0.25mm). Πιο συγκεκριµένα, το δόντι έχει µέτρο ελαστικότητας 26000 MPa και 

λόγο Poisson 0.3 ενώ η περιοδοντική µεµβράνη 50 MPa και λόγο Poisson 0.45. 
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Σχήµα 6.3: Κόλουρος κώνος 

22..  ∆ηµιουργία ελεύθερου πλέγµατος µε δεκακοµβικά στοιχεία solid92. 

33..  Επίλυση µε εφαρµογή ζεύγους µοναδιαίων δυνάµεων Fχ (δηλαδή εφαρµόζεται 

ροπή Μy) σε δύο κόµβους του κωνικού  δοντιού που βρίσκονται στον άξονα 

συµµετρίας. 

44..  Επίλυση µε εφαρµογή ζεύγους µοναδιαίων δυνάµεων κατά Fy (δηλαδή 

εφαρµόζεται ροπή Μx) σε δύο διαφορετικούς κόµβους του κωνικού  δοντιού που 

βρίσκονται οµοίως στον άξονα συµµετρίας. 

55..  Επιλογή δυο τυχαίων κόµβων κατά την πρώτη επίλυση και καταγραφή των 

συντεταγµένων και των µετατοπίσεων τους (οι µετατοπίσεις ισοδυναµούν µε τις 

ταχύτητες στη µονάδα του χρόνου). Οµοίως γίνεται και κατά τη δεύτερη επίλυση 

όπου επανεκλέγονται δυο τυχαίοι αλλά διαφορετικοί κόµβοι και καταγράφονται 

οι συντεταγµένες και οι µετατοπίσεις τους  

66..  Υπολογισµός κέντρου αντίστασης για την, κατά τον x-άξονα, αµιγώς 

µεταφορική κίνηση (Crex). 

77..  Εφαρµογή µιας µοναδιαίας δύναµης Fχ σε κόµβο που έχει τις συντεταγµένες 

του κέντρου αντίστασης (0,0,13) για να ελεγχθεί εάν το κωνικό δόντι κάνει 

καθαρή µεταφορά όπως αναµένεται βάσει της θεωρίας που αναπτύχθηκε στο 

Κεφάλαιο 2 (βλ.(2.5.1)). 

Αφού εφαρµόσθηκε η παραπάνω διαδικασία, µε τη βοήθεια του Microsoft Excel 

σχεδιάστηκε το προφίλ ταχυτήτων (Γράφηµα 6.1) των κόµβων του δοντιού επί του 

άξονα συµµετρίας. 

 
     y 

         x 
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Γράφηµα 6.1: Προφίλ ταχυτητων κατά την “x” διεύθυνση 

 
Από το προφίλ ταχυτήτων το οποίο δεν είναι γραµµικό, προέκυψε ότι το σώµα 

δεν εκτελούσε καθαρή µεταφορά αλλά συγχρόνως περιστρεφόταν, συνεπώς υπήρχε 

κάποιο λάθος στο συλλογισµό της διαδικασίας που ακολουθήθηκε. 

Ύστερα από πλήθος δοκιµών για τον εντοπισµό του λάθους, το συµπέρασµα που 

προέκυψε ήταν ότι το κωνικό δόντι δε συµπεριφερόταν ως άκαµπτο σώµα (rigid 

body). Η δηµιουργία άκαµπτου σώµατος γίνεται µε τους εξής τρόπους στο Ansys: 

11..  ΕΕφφααρρµµοογγήή  ττηηςς  εεννττοολλήήςς  ««cceerriigg»»  µµεε  δδηηµµιιοουυρργγίίαα  εεννόόςς  κκόόµµββοουυ    

((mmaasstteerr  nnooddee))  εεκκεείί  πποουυ  θθαα  αασσκκηηθθεείί  ττοο  φφοορρττίίοο  ααφφοούύ  ααυυττόόςς  γγίίννεειι  ««mmeesshh»»  µµεε  mmaassss2211  

eelleemmeennttss  ((kkeeyyoopptt  33  ,,  33dd  ww//  rroottaattiioonnaall  iinneerrttiiaa))  µµεε  σσχχεεδδόόνν  µµηηδδεεννιικκήή  µµάάζζαα  ((rreeaall    

ccoonnssttaanntt  ~~  eegg..  11ee--1100))..  

22..  ΧΧρρήήσσηη  MMPPCC118844  ((mmuullttiippooiinntt  ccoonnssttrraaiinntt  eelleemmeenntt))  µµεε  δδηηµµιιοουυρργγίίαα  eelleemmeenntt  MMPPCC118844  

((kkeeyyooppttiioonn11-->>rriiggiiddbbeeaamm))  δδηηµµιιοουυρργγίίαα  εεννόόςς  κκόόµµββοουυ  ((mmaasstteerr  nnooddee))  εεκκεείί  πποουυ  θθαα  

αασσκκηηθθεείί  ττοο  φφοορρττίίοο  κκααιι  έέννωωσσηη  µµεε  ττοουυςς  υυππόόλλοοιιπποουυςς  µµεε  έένναα  ddoo--lloooopp  ππ..χχ..((eett,,44,,mmppcc118844    

kkeeyyoopptt,,44,,11,,11      nnppiilloott==9944    nnssllvv,,rr,,11      nnsseell,,uu,,nnooddee,,,,9944,,ttyyppee,,44,,  **ggeett,,nnffiinn,,nnooddee,,,,ccoouunntt    

nnpprroocc==00  **ddoo,,ii,,11,,nnffiinn    nnpprroocc==nnddnneexxtt((nnpprroocc))    ee,,nnppiilloott,,nnpprroocc    **eennddddoo  aallllsseell))  

33..  ΕΕιισσααγγωωγγήή  πποολλύύ  µµεεγγάάλλοουυ  µµέέττρροουυ  εελλαασσττιικκόόττηηττααςς  πποουυ  νναα  ττεείίννεειι  σσττοο  άάππεειιρροο..  

Επιλέγοντας την τρίτη µέθοδο για λόγους συντοµίας και εφαρµόζοντας την ίδια 

διαδικασία ακριβώς, βρίσκουµε µέσω του κώδικα της Matlab, το κέντρο αντίστασης  

(0,0,8.000).Εφαρµόζουµε στον κόµβο 5895(0.15447E-15,0.93177E-16,8.000) 

µια µοναδιαία δύναµης Fχ και παρατηρούµε τόσο από το προφίλ ταχυτήτων 
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(Γράφηµα 6.2) όσο και από τη χρωµατική απεικόνιση του πεδίου των χ-µετατοπίσεων 

ότι το σώµα δεν κινείται καθαρή µεταφορική κίνηση κατά τη διεύθυνση “x”  (Σχήµα 

6.4). 

Σχήµα 6.4: Η µετατόπιση «υx»  

Tο σώµα δεν κινείται µεταφορικά αφού οι µετατοπίσεις στον άξονα “x”  έχουν 

σηµαντική αριθµητική διαφορά µεταξύ τους (24.1% ποσοστιαία διαφορά). Επίσης, τα 

αποτελέσµατα των µετατοπίσεων στον άξονα “y”  δεν είναι ικανοποιητικά αφού 

αναµένονταν µηδενικά. Αντιθέτως, (Γράφηµα 6.3) το κωνικό δόντι φαίνεται να 

εκτελεί περιστροφική κίνηση γύρω από τον άξονα “y” αφού αλλάζει πρόσηµο στα 

9.9mm περίπου.  
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Γράφηµα 6.2: Προφίλ ταχυτητων του άξονα “x”  

 

 
Γράφηµα 6.3: Προφίλ ταχυτητων του άξονα “y”  και του άξονα “ z ”  

 
  
Όσον αφορά στις µετατοπίσεις στον άξονα “z” , µπορούν να θεωρηθούν σχεδόν 

µηδενικές σε  σχέση µε τις µετατοπίσεις στον άξονα “x”  .  
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ΤΤαα  εεσσφφααλλµµέένναα  ααπποοττεελλέέσσµµαατταα  ππιιθθααννόότταατταα  οοφφεείίλλοοννττααιι  σσττιιςς  εεξξήήςς  ααιιττίίεεςς  ππρρόόκκλληησσηηςς  

λλάάθθοουυςς: 

��������  ΗΗ  ααύύξξηησσηη  ττοουυ  µµέέττρροουυ  εελλαασσττιικκόόττηηττααςς  δδεενν  ααπποοττεελλεείί  ττηη  σσωωσσττόόττεερρηη  µµέέθθοοδδοο  

γγιιαα  ττηη  δδηηµµιιοουυρργγίίαα    άάκκααµµππττοουυ  σσώώµµααττοοςς. Έτσι αντί για αύξηση του µέτρου 

ελαστικότητας δοκιµάστηκε η χρήση της εντολής «cerig» για να γίνει άκαµπτο το  

κωνικό δόντι. 

��������  Από τον κώδικα Matlab, βρίσκεται ένα σηµείο (0,0,8.000) ως κέντρο 

αντίστασης. Στο Ansys η µεταφορική δύναµη ασκείται επάνω στον άξονα 

περιστροφής, στον κόµβο µε συντεταγµένες (0.15447E-15,0.93177E-

16,8.000). Είναι  εµφανές ότι οι “ x ”  και “ y ”   τιµές δεν είναι ακριβώς 

µηδενικές όπως θα έπρεπε να είναι αφού η αρχή των αξόνων βρίσκεται πάνω στον 

άξονα συµµετρίας. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι ττοο  ππλλέέγγµµαα  δδεενν  εείίννααιι  ππλλήήρρωωςς  

σσυυµµµµεεττρριικκόό, όπως θα έπρεπε να είναι, µε άµεση συνέπεια τη δδηηµµιιοουυρργγίίαα  

σσφφααλλµµάάττωωνν  σσττρροογγγγυυλλοοπποοίίηησσηηςς. 

��������  Το ζεύγος των δυνάµεων που ασκείται στο κωνικό δόντι βρίσκεται πάνω 

στον άξονα συµµετρίας µε αποτέλεσµα την ππιιθθααννήή  ππααρρααλλλληηλλίίαα  ττωωνν  σσττιιγγµµιιααίίωωνν  

ααξξόόννωωνν  ππεερριισσττρροοφφήήςς των οποίων και αναζητούµε την τοµή ώστε να βρούµε το 

κέντρο περιστροφής. 

 

6.3.1.1 Χρήση της εντολής «cerig» στον κόλουρο κώνο 

 Για τη εξάλειψη όλων των παραπάνω πιθανών  σφαλµάτων  έγιναν οι παρακάτω 

διορθωτικές κινήσεις. 

11..  Εφαρµογή δύο ζεύγων δυνάµεων µε τυχαία διεύθυνση (οι δυνάµεις δεν 

ασκήθηκαν στον άξονα συµµετρίας) και ακολουθήθηκε η διαδικασία της 

παραγράφου (6.3.1). Το αποτέλεσµα ήταν η λήψη νέων συντεταγµένων για το 

κέντρο αντίστασης οι οποίες είναι οι (0,0,6.9061).  

 

22..  ΗΗ  δδηηµµιιοουυρργγίίαα  άάκκααµµππττοουυ  κκωωννιικκοούύ  δδοοννττιιοούύ  έέγγιιννεε  ωωςς  εεξξήήςς: 
 
���� ∆ηµιουργία ενός νέου keypoint µε συντεταγµένες (0,0,6.9061) οι οποίες 

αντιστοιχούν στο θεωρητικό κέντρο αντίστασης. 

���� Mesh  του keypoint  που δηµιουργήθηκε µε mass21 elements (keyopt 3 , 

3d w/ rotational inertia) και σχεδόν µηδενική µάζα (real  constant ~ eg. 1e-
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10) µε αποτέλεσµα τη δηµιουργία κόµβου και ένωση του κόµβου αυτού µε 

τους κόµβους του δοντιού, µε τη χρήση της εντολής «cerig» (Σχήµα 6.5). 

���� Εφαρµογή µιας δύναµης Fχ  στον κόµβο που δηµιουργήθηκε (master node) 

και επίλυση του κωνικού δοντιού. 

 
Σχήµα 6.5: Το δόντι µε την περιοδοντική µεµβράνη µετά την εντολή «cerig».  

 
Tο σώµα κινείται µεταφορικά πλέον, αφού οι µετατοπίσεις κατά τον άξονα “x”  έχουν 

ακριβώς την ίδια τιµή (Γράφηµα 6.4). 

Τα αποτελέσµατα των µετατοπίσεων κατά τον άξονα “y”  είναι δυο τάξεις  

µεγέθους µικρότερα από τα αποτελέσµατα κατά τον άξονα “x”  και παρότι φαίνεται 

να υπάρχει περιστροφή, µπορούν να θεωρηθούν επαρκώς µικρότερα ώστε να 

θεωρηθεί πολύ µικρή η επίδραση της περιστροφής αυτής σε όλη την κίνηση του 

σώµατος. 

Οι µετατοπίσεις του άξονα “z”  είναι, επίσης, τρεις τάξεις µεγέθους µικρότερες 

από τις µετατοπίσεις  του άξονα “x” και επιπρόσθετα οι κόµβοι του δοντιού έχουν 

την ίδια µετατόπιση κατά “z” , συνεπώς θεωρούνται αµελητέες και δεν επιδρούν στην 

κίνηση του κωνικού δοντιού (Γράφηµα 6.5). 
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Γράφηµα 6.4: Προφίλ ταχυτητων του άξονα “x”  
 

 
Γράφηµα 6.5: Προφίλ ταχυτητων του άξονα “y”  και του άξονα “ z ”  

 
Σε αυτό το σηµείο, αξίζει να σηµειωθεί πως στο κωνικό δόντι εφαρµόστηκε 

διαδικασία βελτιστοποίησης για την εύρεση του κέντρου αντίστασης µε µεγαλύτερη 

ακρίβεια (αριθµητικό κέντρο αντίστασης). Πιο συγκεκριµένα, µε σηµείο εκκίνησης 

το θεωρητικό κέντρο αντίστασης που βρέθηκε µέσω της Matlab και µε τη βοήθεια 
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ενός προγραµµάτος το οποίο γράφτηκε στο Ansys και παρατίθεται στο τέλος της 

(∆Ε), αναζητήσαµε ένα σηµείο για το οποίο να ελαχιστοποιείται η ακόλουθη 

συνάρτηση 6.20.  

 

όπου                    

( )                      Fobj Ux Uy Uz

              Ux=(Uxmax-Uxmin)*(Uxmax-Uxmin)

              Uy=(Uymax-Uymin)*(Uymax-Uymin)

              Uz=(Uxmax-Uzmin)*(Uzmax-Uzmin)

= + +

                                         ((66..2200)) 

Ελαχιστοποιώντας την ανωτέρω συνάρτηση, ικανοποιούνται οι απαιτήσεις που 

είναι ικανές και αναγκαίες έτσι ώστε ένα σηµείο να αποτελεί κέντρο αντίστασης 

σύµφωνα µε τη θεωρία που αναπτύχθηκε στο Κεφάλαιο 2 (βλ.(2.5.1)). Για την 

ακρίβεια, ψάχνουµε ένα σηµείο που αν του ασκήσουµε µια δύναµη κατά τον άξονα 

“x”  τότε για να αποτελεί κέντρο αντίστασης, πρέπει να έχει σταθερή µη µηδενική 

µετατόπιση κατά τον άξονα “x” και µηδενικές µετατοπίσεις κατά τους άξονες “y”  

και “z” . Συνεπώς, το Ansys µέσω του δηµιουργηθέντος προγράµµατος και 

ξεκινώντας την αναζήτηση από το θεωρητικό κέντρο αντίστασης αναζητά σηµεία σε 

µία περιοχή τιµών που την ορίζουµε εµείς, έως ότου ελαχιστοποιηθεί η αντικειµενική 

συνάρτηση Fobj.   

Η παραπάνω διαδικασία εφαρµόσθηκε στο κωνικό δόντι και τα αποτελέσµατα 

ήταν ακριβώς όµοια µε αυτά που προέκυψαν ύστερα από την εφαρµογή της εντολής 

«cerig» (Γραφήµατα 6.4, 6.5). 

 

6.3.2 ∆όντι υπό µορφή σφήνας 

Η εφαρµογή της προαναφερθείσας θεωρητικής προσέγγισης για την εύρεση του 

κέντρου αντίστασης σε δόντια τα οποία έχουν σφηνοειδές σχήµα (Σχήµα 6.6) ήταν το 

επόµενο βήµα για την εξαγωγή χρήσιµων συµπερασµάτων τα οποία συνέβαλαν 

ουσιαστικά στη διαδικασία εύρεσης του κέντρου αντίστασης στα φυσικά δόντια. 

Η δηµιουργία των δοντιών υπό παραµετρική µορφή σφήνας πραγµατοποιήθηκε 

µε κώδικα Ansys γραµµένο σε περιβάλλον APDL έτσι ώστε να είναι δυνατή η 

αλλαγή των διαστάσεων τους µε στόχο την εύρεση του κέντρου αντίστασης σε δόντια 

µε διαφορετικά µήκη a,b,c. Οι διαστάσεις  ενός σφηνοειδούς δοντιού φαίνονται 

ενδεικτικά στο Σχήµα 6.6. 
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Σχήµα 6.6: Μήκη a,b,c 

 
Στόχος της αλλαγής των διαστάσεων ήταν η δηµιουργία σφηνοειδών δοντιών στα 

οποία θα αλλάζει η κωνικότητα. Ο λόγος της δηµιουργίας δοντιών τα οποία 

διαφοροποιούνται µεταξύ τους τόσο ως προς την ύπαρξη επιπέδου συµµετρίας ή 

άξονα συµµετρίας (ανάλογα τις διαστάσεις που θέτουµε), όσο και ως προς την 

κωνικότητα, είναι η διερεύνηση της επίδρασης αυτών των παραγόντων στη 

µετακίνηση της θέσης του κέντρου αντίστασης τους. Πιο συγκεκριµένα, επιδίωξή µας 

ήταν να  διαπιστώσουµε κατά πόσο αλλάζει το (Cre) όταν σε αυτό ασκούµε ροπή σε 

διαφορετικές διευθύνσεις και εφαρµόζουµε τη γνωστή διαδικασία εύρεσης του 

σηµείου ελάχιστης απόστασης µεταξύ δύο αξόνων περιστροφής της για κάθε 

διεύθυνση ξεχωριστά. 

Η διαδικασία που ακολουθήθηκε για τη µοντελοποίηση και την εύρεση του (Cre) 

ήταν η εξής: 

Μοντελοποίηση σφηνοειδούς δοντιού 

� Κατασκευή γεωµετρίας του δοντιού και της περιοδοντικής µεµβράνης από 

keypoints, areas και volumes καθώς και τοµή των όγκων στα επίπεδα συµµετρίας µε 

σκοπό τη µετέπειτα δηµιουργία κόµβων.. 

� Εισαγωγή µέτρου ελαστικότητας 26Ε+9MPa και λόγου Poisson 0.3 για το δόντι 

καθώς και µέτρου ελαστικότητας 50MPa και λόγου Poisson 0.45 για την 

περιοδοντική µεµβράνη. 

� ∆ηµιουργία συµµετρικού πλέγµατος µε brick elements Solid 185. 

 

 

  b a 

c  
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Εύρεση του κέντρου αντίστασης ενός σφηνοειδούς δοντιού κατά τη διεύθυνση «x» 

� Εφαρµογή ζεύγους δυνάµεων µοναδιαίων δυνάµεων Fx (δηλαδή εφαρµόζεται 

ροπή Μz) σε δύο κόµβους του δοντιού  οι οποίοι βρίσκονται στο επίπεδο «x»  και 

επίλυση του µοντέλου. 

� Επιλογή δυο κόµβων του δοντιού του επιπέδου «x» και καταγραφή των 

συντεταγµένων τους, έστω και Α2, και των µετατοπίσεων τους, έστω uΑ1 και 

uΑ2. 

� Εφαρµογή  ζεύγους µοναδιαίων δυνάµεων Fz (δηλαδή εφαρµόζεται ροπή Μx) σε 

δύο άλλους κόµβους του δοντιού οι οποίοι βρίσκονται στο επίπεδο «x»  και 

επίλυση του µοντέλου. 

� Για τους ανωτέρω κόµβους, καταγραφή των συντεταγµένων, έστω B1 και B2, και 

των µετατοπίσεων τους, έστω uB1 και uB2. 

� Εισαγωγή των A1,A2,uA1,uA2,B1,B2,uB1,uB2 στον κώδικα Matlab και: 

1. υπολογισµός στιγµιαίου άξονα περιστροφής (ε1) µε βάση τα 

A1,A2,uA1,uA2, 

2. υπολογισµός στιγµιαίου άξονα περιστροφής (ε2) µε βάση τα 

B1,B2,uB1,uB2, 

3. υπολογισµός ελάχιστης απόστασης µεταξύ των αξόνων (ε1)-(ε2) και 

εύρεση των συντεταγµένων των σηµείων επί των (ε1)-(ε2) που 

αντιστοιχούν στην ελάχιστη απόσταση (θεωρητικό κέντρο αντίστασης: 

Cre,theor). 

Εύρεση του κέντρου αντίστασης ενός σφηνοειδούς δοντιού κατά τη διεύθυνση «z»  

�   Εφαρµογή ζεύγους µοναδιαίων δυνάµεων Fx (δηλαδή εφαρµόζεται ροπή Μz) σε 

δύο κόµβους του δοντιού  οι οποίοι βρίσκονται στο επίπεδο «z»  και επίλυση του 

µοντέλου. 

� Επιλογή δυο κόµβων του δοντιού του επιπέδου «z» και καταγραφή των 

συντεταγµένων τους, έστω και C2, και των µετατοπίσεων τους, έστω uC1 και 

uC2. 

� Εφαρµογή  ζεύγους µοναδιαίων δυνάµεων Fz (δηλαδή εφαρµόζεται ροπή Μx) σε 

δύο άλλους κόµβους του δοντιού οι οποίοι βρίσκονται στο επίπεδο «z»  και 

επίλυση του µοντέλου. 

� Για τους ανωτέρω κόµβους, καταγραφή των συντεταγµένων, έστω D1 και D2, και 

των µετατοπίσεων τους, έστω uD1 και uD2. 

� Εισαγωγή των C1,C2,uC1,uC2,D1,D2,uD1,uD2 στον κώδικα Matlab και: 
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4. υπολογισµός στιγµιαίου άξονα περιστροφής (ε3) µε βάση τα 

C1,C2,uC1,uC2, 

5. υπολογισµός στιγµιαίου άξονα περιστροφής (ε4) µε βάση τα 

D1,D2,uD1,uD2, 

6. υπολογισµός ελάχιστης απόστασης µεταξύ των αξόνων (ε3)-(ε4) και 

εύρεση των συντεταγµένων των σηµείων επί των (ε3)-(ε4) που 

αντιστοιχούν στην ελάχιστη απόσταση (θεωρητικό κέντρο αντίστασης: 

Cre,theor). 

Στα σχήµατα 6.7, 6.8, 6.9, 6.10, 6.11, 6.12, 6.13, 6.14 και 6.15 φαίνονται τα 

σφηνοειδή δόντια µε διαφορετικές αναλογίες γεωµετρικών διαστάσεων στα οποία 

εφαρµόσθηκε η παραπάνω διαδικασία. 

 
Σχήµα 6.7: ∆ιαστάσεις a=0.5b, b=5mm, c=b 

 

 
 

Σχήµα 6.8: ∆ιαστάσεις a=0.5b, b=5mm, c=0.8b 
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Σχήµα 6.9: ∆ιαστάσεις a=0.5b, b=5mm, c=0.6b 

 

 
Σχήµα 6.10: ∆ιαστάσεις a=0.5b, b=5mm, c=0.5b 

 

                 
 

Σχήµα 6.11: ∆ιαστάσεις a=0.5b, b=5mm, c=0.4b 
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Σχήµα 6.12: ∆ιαστάσεις a=0.5b, b=5mm, c=0.4b 

 
 

Σχήµα 6.13: ∆ιαστάσεις a=b, b=5mm, c=1mm 
 
 
 
 
 

 
 

Σχήµα 6.14: ∆ιαστάσεις a=0.5b, b=5mm, c=1mm 
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Σχήµα 6.15: ∆ιαστάσεις a=2b, b=5mm, c=1mm 
 
Τα αποτελέσµατα τα οποία προέκυψαν από τη θεωρητική προσέγγιση 

παρουσιάζονται στο Γράφηµα 6.6. 
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Γράφηµα 6.6: Υπολογισµός θέσης κέντρου αντίστασης 

 

Από το Γράφηµα 6.6 προκύπτει ότι όταν το εξεταζόµενο δόντι παύει να διαθέτει 

άξονα συµµετρίας τότε το Κέντρο Αντίστασης παύει να εντοπίζεται στο ίδιο σηµείο 

για τους µεταφορικούς βαθµούς ελευθερίας του απολύτως στερεού σώµατος. Με 

άλλα λόγια, για κάθε µεταφορικό βαθµό ελευθερίας είναι δυνατόν να βρεθεί 
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διαφορετική θέση Κέντρου Αντίστασης. Η συγκεκριµένη παρατήρηση καθιστά 

υποχρεωτική την αναθεώρηση της αρχικής προσέγγισης έτσι ώστε να είναι δυνατός ο 

εντοπισµός των Κέντρων Αντίστασης στα φυσικά δόντια. 

 

66..44  ΑΑννααθθεεωωρρηηµµέέννηη  ππρροοσσέέγγγγιισσηη  σσεε  µµοοννττέέλλαα  φφυυσσιικκώώνν  οοδδόόννττωωνν  

Είναι γνωστό πως κάθε στερεό σώµα το οποίο βρίσκεται στο χώρο έχει έξι βαθµούς 

ελευθερίας, τρεις µεταφορικούς και τρεις περιστροφικούς. Στόχος της παρούσας (∆Ε) 

είναι η εύρεση των έξι δυσκαµψιών που αντιστοιχούν στους έξι βαθµούς ελευθερίας 

για κάθε ένα τρισδιάστατο δόντι από τα δεκατέσσερα που µελετώνται, αφού πρώτα 

προσδιοριστεί µε τη µεγαλύτερη δυνατή ακρίβεια, το κέντρο αντίστασης της κάθε 

διεύθυνσης “x”,”y”,”z”. 

Στην παράγραφο 6.3.2 παρατηρήσαµε ότι σε ένα µη συµµετρικό σώµα η 

επίτευξη αµιγούς µεταφορικής κίνησης σε µία διεύθυνση δεν προκαλείται πάντα µόνο 

από την άσκηση µιας δύναµης στη διεύθυνση αυτή. Για την ακρίβεια, αν στο κέντρο 

αντίστασης ενός σώµατος ασκηθεί δύναµη τυχαίας διεύθυνσης το αποτέλεσµα θα 

είναι αµιγής µεταφορά αλλά οι µετατοπίσεις δεν είναι απαραίτητο να έχουν τη 

διεύθυνση της δύναµης αυτής. 

Με βάση αυτό το νέο συλλογισµό, η διαδικασία εύρεσης του κέντρου αντίστασης 

αναθεωρήθηκε και τροποποιήθηκε ώστε να ικανοποιεί τα νέα δεδοµένα. Πιο 

συγκεκριµένα τα βήµατα της νέας, τροποποιηµένης διαδικασίας είναι τα εξής: 

1. Επιβολή µετατοπίσεων στο δόντι 0.0001mm κατά τη διεύθυνση “x”, όταν 

αναζητούµε το κέντρο αντίστασης της διεύθυνσης “x”, καθώς και εισαγωγή 

µηδενικής µετατόπισης κατά τις διευθύνσεις ”y” και ”z” για την επίτευξη 

καθαρής µεταφοράς. 

2. Εξαγωγή των αποτελεσµάτων των δυνάµεων στήριξης των κόµβων της 

περιοδοντικής µεµβράνης. Σε αυτό το σηµείο, είναι χρήσιµο να σηµειωθεί πως 

σαν αποτέλεσµα από το Ansys λαµβάνουµε τις δυνάµεις που ασκούνται στην 

έδραση του δοντιού, δηλαδή τις εξωτερικές δυνάµεις που ασκούνται στην PDL 

και µε βάση την ισορροπία δυνάµεων µπορούµε να βρούµε το εξωτερικό φορτίο 

που προκαλεί την επιβαλλόµενη µετατόπιση. Πιο συγκεκριµένα, σε κάθε κόµβο 

της εξωτερικής διεπιφάνειας της περιοδοντικής µεµβράνης, η οποία και αποτελεί 

την επιφάνεια έδρασής του κάθε µοντέλου, αντιστοιχεί µία τριάδα δυνάµεων 

κατά τις διευθύνσεις “x”, “y”, “z”  οι οποίες στο σύνολο τους αντιτίθεται στην 
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αµιγή µεταφορά του δοντιού. Συνεπώς, µε βάση τη θεωρία της µηχανικής   

(βλ.(3.6)) είναι δυνατό το σύνολο των δυνάµεων των κόµβων της (PDL) να 

αναχθεί σε µία δύναµη και µία ροπή αφού πρώτα επιλεγεί ένα σηµείο αναφοράς. 

Το σηµείο αυτό είναι δυνατόν να είναι τυχαίο, όµως στη συγκεκριµένη 

περίπτωση, για λόγους ευκολίας διαλέγουµε την αρχή των αξόνων. Στην 

περίπτωση που η γωνία µεταξύ της δύναµης και της ροπή είναι 90ο 
µοίρες τότε το 

ζεύγος δύναµης-ροπής µπορεί να αναχθεί σε µία µόνο δύναµη. Ο γεωµετρικός 

τόπος των σηµείων εφαρµογής αυτής της δύναµης είναι µια ευθεία (κεντρικός 

άξονας). Συνεπώς σε όποιο σηµείο της ευθείας αυτής ασκηθεί η εν λόγω δύναµη 

τότε θα προκύψει το αντίστοιχο µεταφορικό αποτέλεσµα. Στην παρούσα 

ανάλυση αξίζει να σηµειωθεί πως σε όλα τα δόντια η γωνία µεταξύ δύναµης-

ροπής ήταν 90ο και συνεπώς ήταν δυνατή η αναγωγή των δυνάµεων στήριξης σε 

µία µόνο δύναµη, έστω Ftot, µε διεύθυνση αυτή του κεντρικού άξονα. 

3. Εισαγωγή των αποτελεσµάτων του Ansys σε πρόγραµµα της Matlab για την 

εύρεση της διεύθυνσης του κεντρικού άξονα και ενός σηµείου που κείται πάνω 

σε αυτόν καθώς και της γωνίας µεταξύ δύναµης-ροπής.  

4. Επαλήθευση των αποτελεσµάτων. Η επαλήθευση των αποτελεσµάτων γίνεται 

µέσω προγράµµατος στο Ansys, στο οποίο εισάγουµε ένα σηµείο του κεντρικού 

άξονα (master node) έστω Α, και δηµιουργούµε rigid body µε βάση την εντολή 

«cerig». Στο σηµείο Α επιβάλουµε τη δύναµη Ftot η οποία έχει τη διεύθυνση του 

κεντρικού άξονα και ελέγχουµε αν οι µετατοπίσεις των κόµβων του δοντιού κατά 

τη διεύθυνση “x”, για την οποία αρχικά απαιτήθηκε να γίνει αµιγής µεταφορά 

είναι 0.0001mm και αν κατά τις διευθύνσεις “y”, “z” αυτό δεν κινείται. Οι 

συνιστώσες της δύναµης  Ftot για κάθε δόντι φαίνονται στον Πίνακα 6.1. 

 

∆∆όόννττιιαα  FFXX  ((NN))  FFyy  ((NN))  FFzz  ((NN))  

Πρώτος κεντρικός τοµέας άνω γνάθου “x” 40.412474 -0.024036 4.1829357

Πρώτος κεντρικός τοµέας άνω γνάθου “y” -0.022837 21.52684 -7.061579

Πρώτος κεντρικός τοµέας άνω γνάθου “z” 4.182938 -7.063386 6.9851648

Πρώτος κεντρικός τοµέας κάτω γνάθου “x” 8.5889089 -0.508318 0.2218727

Πρώτος κεντρικός τοµέας κάτω γνάθου “y” -0.508322 3.5580619 0.4890388

Πρώτος κεντρικός τοµέας κάτω γνάθου “z” 0.2218726 0.4890393 1.1728042

∆εύτερος προγόµφιος άνω γνάθου “x” 28.340569 8.377349 0.6377769

∆εύτερος προγόµφιος άνω γνάθου “y” 8.3773469 22.85947 -6.085661

∆εύτερος προγόµφιος άνω γνάθου “z” 0.6377771 -6.085661 4.7460533

∆εύτερος προγόµφιος κάτω γνάθου “x” 33.926514 1.3586964 -2.139941

∆εύτερος προγόµφιος κάτω γνάθου “y” 1.3587005 13.899302 2.0186604

∆∆εεύύττεερροοςς  ππρροογγόόµµφφιιοοςς  κκάάττωω  γγννάάθθοουυ  ““ zz””   -2.139941 2.0186602 2.9106185
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ΚΚυυννόόδδοοννττααςς  άάννωω  γγννάάθθοουυ  ““ xx””   45.221872 11.646101 1.1742258

Κυνόδοντας άνω γνάθου “y” 11.644116 38.575832 -7.174835

Κυνόδοντας άνω γνάθου “z”  2.701E-06 -1.76E-06 4.8592437

ΚΚυυννόόδδοοννττααςς  κκάάττωω  γγννάάθθοουυ  ““ xx””   35.569274 8.8513256 -4.273131

ΚΚυυννόόδδοοννττααςς  κκάάττωω  γγννάάθθοουυ    ““ yy””   8.8513157 24.660474 -0.02598

ΚΚυυννόόδδοοννττααςς  κκάάττωω  γγννάάθθοουυ  ““ zz””   -4.273132 -0.025981 3.6250333

ΠΠρρώώττοοςς  ππρροογγόόµµφφιιοοςς  άάννωω  γγννάάθθοουυ  ““ xx””   31.678589 5.7971654 1.1119678

ΠΠρρώώττοοςς  ππρροογγόόµµφφιιοοςς  άάννωω  γγννάάθθοουυ  ““ yy””   5.7971613 43.958395 -3.334799

ΠΠρρώώττοοςς  ππρροογγόόµµφφιιοοςς  άάννωω  γγννάάθθοουυ  ““ zz””   1.1119686 -3.334805 6.1727046

ΠΠρρώώττοοςς  ππρροογγόόµµφφιιοοςς  κκάάττωω  γγννάάθθοουυ  ““ xx””   26.850339 8.8980761 -1.089027

Πρώτος προγόµφιος κάτω γνάθου “y”  8.89809 34.526489 0.2989781

Πρώτος προγόµφιος κάτω γνάθου “z”  -1.089029 0.2989765 3.4074572

∆εύτερος προγόµφιος άνω γνάθου “x”  14.916415 4.3330244 -1.51486
∆εύτερος προγόµφιος άνω γνάθου “y”  4.333005 32.590263 0.3592674
∆εύτερος προγόµφιος άνω γνάθου “z”  -1.514867 0.3592703 4.4078678
∆εύτερος προγόµφιος κάτω γνάθου “x”  26.675581 7.8665607 0.4846114
∆εύτερος προγόµφιος κάτω γνάθου “y”  7.8665557 33.445997 3.0376648
∆εύτερος προγόµφιος κάτω γνάθου “z”  0.4846116 3.0376677 3.7012727
Πρώτος γοµφίος άνω γνάθου “x” 32.229246 3.3184373 1.2579192
Πρώτος γοµφίος άνω γνάθου “y”  3.3184396 36.878464 -2.157235
Πρώτος γοµφίος άνω γνάθου  “z”  1.2579238 -2.157231 6.8598111
ΠΠρρώώττοοςς  γγοοµµφφίίοοςς  κκάάττωω  γγννάάθθοουυ  ““ xx””   36.409642 0.7426411 3.4459514
Πρώτος γοµφίος κάτω γνάθου“y” 0.7426268 67.962539 7.5489985
Πρώτος γοµφίος κάτω γνάθου“z” 3.4459456 7.548991 10.783961
∆εύτερος γοµφίος άνω γνάθου “x”  36.647172 3.1554685 3.7096876
∆εύτερος  γοµφίος άνω γνάθου “y”  3.155482 44.679129 -0.231848
∆εύτερoς γοµφίος άνω γνάθου “z”  3.7096961 -0.231848 8.8636781
∆εύτερος  γοµφίος κάτω γνάθου “x”  29.981317 3.7211101 4.1379761
∆εύτερος  γοµφίος κάτω γνάθου “y”  3.7211054 58.255747 11.873643
∆εύτερος  γοµφίος κάτω γνάθου “z”  4.1379894 11.873631 13.502672

Πίνακας 6.1: Οι συνιστώσες της δύναµης Ftot ανά διεύθυνση µεταφορικής κίνησης κάθε δοντιού 
 

Η παραπάνω διαδικασία εκτελείται οµοίως για τις διευθύνσεις “y” και “z” µε 

αποτέλεσµα την εύρεση των τριών κεντρικών αξόνων και στη συνέχεια των τριών 

δυσκαµψιών των αντίστοιχων µεταφορικών βαθµών ελευθερίας. Τα αποτελέσµατα 

που προέκυψαν µε την εφαρµογή της προαναφερθείσας διαδικασίας παρουσιάζονται 

στους παρακάτω πίνακες.  Είναι απαραίτητο σε αυτό το σηµείο να διευκρινιστεί ότι οι 

δύο πρώτες στήλες αποτελεσµάτων του κάθε πίνακα αποτελούν τις µετατοπίσεις των 

κόµβων του δοντιού όταν αυτό κινείται µεταφορικά κατά τη διεύθυνση “x”, οι δύο 

επόµενες αφορούν στη µετατόπιση του κατά τη διεύθυνση “y” και οι δύο τελευταίες 

στη µετατόπιση κατά τη διεύθυνση “z”. Σε κάθε µία δυάδα στηλών δίνονται οι τιµές 

της µετατόπισης κατά την αντίστοιχη διεύθυνση (Ux, Uy, Uz) όπου γίνεται η καθαρή 

µεταφορά και το άθροισµα (Usum) των τριών συνιστωσών της κάθε διεύθυνσης. Είναι 

εµφανές ότι οι µετατοπίσεις κατά τις τρεις διευθύνσεις είναι σχεδόν σταθερές και 

περίπου 0.0001mm, δηλαδή σχεδόν όσο απαιτήθηκε αρχικά, µε µικρές αποκλίσεις 

από αυτήν την τιµή (οι τιµές max και min παρουσιάζουν πολύ µικρή διαφορά). Για 
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τον ακριβέστερο ωστόσο έλεγχο, των αποτελεσµάτων υπολογίστηκε ο συντελεστής 

µεταβολής (CV), ο οποίος εκφράζεται επί τοις εκατό, είναι ανεξάρτητος από τις 

µονάδες µέτρησης και εκφράζει ένα µέτρο σχετικής διασποράς των τιµών της 

µεταβλητής. Ένα δείγµα τιµών µιας µεταβλητής είναι οµοιογενές όταν ο CV είναι 

µικρότερος ή ίσος από το 10%. Ο  συντελεστής µεταβολής είναι το πηλίκο της 

τυπικής απόκλισης δια της µέσης τιµής. ∆ηλαδή: 

−
=

x

s
CV  ((66..2211))  

όπου s είναι η τυπική απόκλιση και x  η µέση τιµή για τις οποίες ισχύουν οι σχέσεις 

6.22 και 6.23 αντίστοιχα. 
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Από τα αποτελέσµατα του συντελεστή µεταβολής παρατηρούµε ότι τα 

αποτελέσµατα είναι πολύ ικανοποιητικά αφού σχεδόν όλα είναι αρκετά µικρότερα 

από 10%. Η διαπίστωση αυτή µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι η διασπορά των τιµών 

γύρω από την απαιτούµενη τιµή (0.0001mm) είναι πολύ µικρή. Επίσης, συγκρίνοντας 

τη µέση τιµή των αποτελεσµάτων των µετατοπίσεων των διευθύνσεων  “x”,“y”,“z”  

µε την αντίστοιχη µέση τιµή του αθροίσµατος Usum διαπιστώνουµε ότι οι τιµές είναι 

σχεδόν ίσες. Το συµπέρασµα αυτό δείχνει ότι οι τιµές των µετατοπίσεων των κόµβων 

του δοντιού κατά τη διεύθυνση που εξετάζουµε επηρεάζουν καθ’ολοκληρία την τιµή 

του αθροίσµατος, ενώ οι άλλες δύο συνιστώσες είναι αµελητέες. Για παράδειγµα, αν 

έχουµε καθαρή µεταφορά κατά τη διεύθυνση “x” οι τιµές Ux επηρεάζουν το Usum ενώ 

οι Uy και Uz είναι σχεδόν µηδενικές. Η έλλειψη πλήρους ακρίβειας στα αποτελέσµατα 

οφείλεται κυρίως σε σφάλµατα στρογγυλοποίησης κατά την επεξεργασία των 

αποτελεσµάτων. 
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 UUxx  [[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  UUyy[[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  UUzz[[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  
min 0.0000991520 0.0000997390 0.0000968910 0.0000971000 0.0000993140 0.0000994700 
max 0.0001006000 0.0001009300 0.0001018500 0.0001019200 0.0001003200 0.0001003900 
average 0.0000998985 0.0001001847 0.0000995261 0.0000995780 0.0000999638 0.0000999999 
St dev 0.0000004215 0.0000003412 0.0000014005 0.0000013736 0.0000002272 0.0000002092 
cv(%) 0.4219029646 0.3405893494 1.4072088853 1.3794226487 0.2272713076 0.2092205413 

Πίνακας 6.2: Πρώτος κεντρικός τοµέας κάτω γνάθου 

 UUxx  [[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  UUyy[[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  UUzz[[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  
min 0.0000992520 0.0000999710 0.0000979560 0.0000981370 0.0000996370 0.0000996480 
max 0.0001005200 0.0001012800 0.0001011200 0.0001012400 0.0001001600 0.0001001600 
average 0.0000997825 0.0001003880 0.0000998351 0.0000998996 0.0000999385 0.0000999413 
St dev 0.0000003351 0.0000003464 0.0000006923 0.0000006845 0.0000001257 0.0000001240 
cv(%) 0.3357807367 0.3450998013 0.6934177348 0.6851628692 0.1257374826 0.1240331254 

Πίνακας 6.3: Πρώτος κεντρικός τοµέας άνω γνάθου 

 UUxx  [[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  UUyy[[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  UUzz[[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  
min 0.0000946460 0.0000953680 0.0000911200 0.0000927960 0.0000967160 0.0000984210 
max 0.0001096400 0.0001113300 0.0001187200 0.0001219100 0.0001027600 0.0001030400 
average 0.0001040395 0.0001046109 0.0001082798 0.0001093713 0.0001001135 0.0001005691 
St dev 0.0000036446 0.0000039530 0.0000067102 0.0000072308 0.0000014175 0.0000011475 
cv(%) 0.0000000097 0.0000000105 0.0000000178 0.0000000192 0.0000000038 0.0000000030 

Πίνακας 6.4: ∆εύτερος πλάγιος τοµέας άνω γνάθου 

 UUxx  [[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  UUyy[[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  UUzz[[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  
min 0.0000996390 0.0000997960 0.0000987930 0.0000988600 0.0000992480 0.0000993650 
max 0.0001006700 0.0001017700 0.0001021700 0.0001023400 0.0001005200 0.0001005700 
average 0.0001002028 0.0001005552 0.0001005883 0.0001006404 0.0000998453 0.0000998810 
St dev 0.0000002829 0.0000005166 0.0000009413 0.0000009691 0.0000003218 0.0000003035 
cv(%) 0.0000000008 0.0000000014 0.0000000025 0.0000000026 0.0000000009 0.0000000008 

Πίνακας 6.5: ∆εύτερος πλάγιος τοµέας κάτω γνάθου 

 UUxx  [[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  UUyy[[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  UUzz[[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  
min 0.0000951530 0.0000958270 0.0000956520 0.0000959300 0.0001000000 0.0001006600 
max 0.0001071100 0.0001083800 0.0001068200 0.0001074800 0.0001000000 0.0001055600 
average 0.0001024832 0.0001029322 0.0001024031 0.0001026308 0.0001000000 0.0001027431 
St dev 0.0000031577 0.0000033559 0.0000029409 0.0000030594 0.0000000000 0.0000010257 
cv(%) 3.0811979968 3.2603002794 2.8719041063 2.9809522489 0.0000000001 0.9983592045 

Πίνακας 6.6: Κυνόδοντας άνω γνάθου 

 UUxx  [[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  UUyy[[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  UUzz[[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  
min 0.0000952190 0.0000958730 0.0000956950 0.0000959660 0.0000993960 0.0000997770 
max 0.0001066600 0.0001077700 0.0001066200 0.0001072500 0.0001007400 0.0001049900 
average 0.0001000464 0.0001000615 0.0001021872 0.0001022945 0.0001000742 0.0001003285 
St dev 0.0000007189 0.0000007670 0.0000028136 0.0000028647 0.0000003390 0.0000006470 
cv(%) 0.7185191839 0.7665184551 2.7533359931 2.8004619493 0.3387522504 0.6448820899 

Πίνακας 6.7: Κυνόδοντας κάτω γνάθου 
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 UUxx  [[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  UUyy[[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  UUzz[[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  
min 0.0000951530 0.0000958270 0.0000956520 0.0000959300 0.0001000000 0.0001006600 
max 0.0001071100 0.0001083800 0.0001068200 0.0001074800 0.0001000000 0.0001055600 
average 0.0001024832 0.0001029322 0.0001024031 0.0001026308 0.0001000000 0.0001027431 
St dev 0.0000031577 0.0000033559 0.0000029409 0.0000030594 0.0000000000 0.0000010257 
cv(%) 3.0811979968 3.2603002794 2.8719041063 2.9809522489 0.0000000001 0.9983592045 

Πίνακας 6.8: Πρώτος προγόµφιος άνω γνάθου 

 UUxx  [[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  UUyy[[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  UUzz[[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  
min 0.0000908030 0.0000918540 0.0000946860 0.0000954820 0.0000998680 0.0000999400 
max 0.0001063600 0.0001067200 0.0001035100 0.0001038300 0.0001001300 0.0001002700 
average 0.0000953413 0.0000958105 0.0000973954 0.0000977643 0.0000999899 0.0001000253 
St dev 0.0000042498 0.0000040592 0.0000023545 0.0000022134 0.0000000546 0.0000000699 
cv(%) 4.4574630109 4.2367017653 2.4174306721 2.2639651058 0.0546340780 0.0698664677 

Πίνακας 6.9: Πρώτος προγόµφιος κάτω γνάθου 

 UUxx  [[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  UUyy[[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  UUzz[[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  
min 0.0000746170 0.0000803260 0.0000932400 0.0000986070 0.0000996270 0.0000746170 
max 0.0001163400 0.0001173500 0.0001042300 0.0001066000 0.0001003200 0.0001163400 
average 0.0000913495 0.0000933259 0.0000977293 0.0001004328 0.0000999355 0.0000913495 
St dev 0.0000117459 0.0000105658 0.0000030860 0.0000021626 0.0000001407 0.0000117459 
cv(%) 12.8581423334 11.3214380210 3.1576921078 2.1532557543 0.1408032713 12.8581423334 

Πίνακας 6.10: ∆εύτερος προγόµφιος άνω γνάθου 

 UUxx  [[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  UUyy[[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  UUzz[[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  
min 0.0000955650 0.0000958910 0.0000975230 0.0000977240 0.0000993980 0.0001004200 
max 0.0001030600 0.0001031900 0.0001016400 0.0001017300 0.0001013800 0.0001028000 
average 0.0000980316 0.0000981662 0.0000988788 0.0000989664 0.0001005129 0.0001012035 
St dev 0.0000021027 0.0000020510 0.0000011564 0.0000011232 0.0000004254 0.0000005126 
cv(%) 2.1449457338 2.0893091134 1.1694633024 1.1349165377 0.4232154736 0.5065261408 

Πίνακας 6.11: ∆εύτερος προγόµφιος κάτω γνάθου 

 UUxx  [[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  UUyy[[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  UUzz[[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  
min 0.0000989810 0.0000991690 0.0000994240 0.0000995070 0.0000998500 0.0000998580 
max 0.0001023500 0.0001029900 0.0001012100 0.0001015300 0.0001001600 0.0001001700 
average 0.0001007557 0.0001009689 0.0001003917 0.0001004895 0.0001000079 0.0001000110 
St dev 0.0000009935 0.0000011483 0.0000005112 0.0000005848 0.0000000658 0.0000000657 
cv(%) 0.9860166932 1.1373072002 0.5092549524 0.5819260593 0.0658334143 0.0656763624 

Πίνακας 6.12: Πρώτος γοµφίος άνω γνάθου 

 UUxx  [[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  UUyy[[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  UUzz[[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  
min 0.0000989660 0.0000996690 0.0000982540 0.0000995630 0.0000936980 0.0000957880 
max 0.0001005700 0.0001007300 0.0001014200 0.0001046400 0.0001067100 0.0001085700 
average 0.0000996053 0.0000999656 0.0000997780 0.0001018573 0.0001002737 0.0001015814 
St dev 0.0000003480 0.0000002196 0.0000006982 0.0000010796 0.0000028827 0.0000027771 
cv(%) 0.3493606116 0.2196869400 0.6997141845 1.0599303357 2.8748003908 2.7338463847 

Πίνακας 6.13: Πρώτος γοµφίος κάτω γνάθου 
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 UUxx  [[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  UUyy[[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  UUzz[[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  
min 0.0000991220 0.0000992670 0.0000995960 0.0001002100 0.0000979230 0.0000984680 
max 0.0001014400 0.0001020800 0.0001015100 0.0001046600 0.0001052800 0.0001066200 
average 0.0001002253 0.0001005146 0.0001006515 0.0001017599 0.0001014479 0.0001018350 
St dev 0.0000005019 0.0000005986 0.0000004383 0.0000011287 0.0000015255 0.0000015740 
cv(%) 0.5007961360 0.5955319067 0.4354981580 1.1092168807 1.5037724407 1.5456846526 

Πίνακας 6.14: ∆εύτερος γοµφίος άνω γνάθου 

 
 UUxx  [[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  UUyy[[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  UUzz[[mmmm]]  UUssuumm[[mmmm]]  
min 0.0000845050 0.0000965980 0.0000938660 0.0000978890 0.0000976000 0.0000977860 
max 0.0001117600 0.0001146900 0.0001034100 0.0001052100 0.0001051200 0.0001055000 
average 0.0000945409 0.0001000663 0.0000977259 0.0000996298 0.0001014019 0.0001016535 
St dev 0.0000077911 0.0000051498 0.0000023820 0.0000017891 0.0000015224 0.0000015633 
cv(%) 8.2409775826 5.1463377946 2.4374025181 1.7957715627 1.5013518370 1.5379121272 

Πίνακας 6.15: ∆εύτερος γοµφίος κάτω γνάθου 

 

Στον πίνακα 6.16 παρουσιάζονται τα συνηµίτονα κατεύθυνσης του κεντρικού 

άξονα της κάθε διεύθυνσης “x”, “y”, “z” του κάθε δοντιού καθώς και ένα σηµείο το 

οποίο ανήκει σε αυτόν και έχει συντεταγµένες (coorx,coory,coorz). 

 

∆∆όόννττιιαα  
ΣΣυυννηηµµίίττοοννοο  
κκααττεεύύθθυυννσσηηςς  

““ xx””   

ΣΣυυννηηµµίίττοοννοο  
κκααττεεύύθθυυννσσηηςς  ““ yy””   

ΣΣυυννηηµµίίττοοννοο  
κκααττεεύύθθυυννσσηηςς  

““ zz””   
ccoooorrxx  ccoooorryy  ccoooorrzz  

Πρώτος κεντρικός τοµέας άνω γνάθου “x” 0.9946857 -0.00059 0.102956 -302.539 103.432 292.8858 
Πρώτος κεντρικός τοµέας άνω γνάθου “y” -0.001008 0.950182 -0.31169 202.2879 104.2763 317.2266 
Πρώτος κεντρικός τοµέας άνω γνάθου “z” 0.3880735 -0.65531 0.648051 118.2493 245.4522 177.3893 
Πρώτος κεντρικός τοµέας κάτω γνάθου “x” 0.9979215 -0.05906 0.025779 -0.63389 115.1186 288.2794 
Πρώτος κεντρικός τοµέας κάτω γνάθου “y” -0.140138 0.98091 0.134821 218.6046 -7.03008 278.3726 
Πρώτος κεντρικός τοµέας κάτω γνάθου “z” 0.1720068 0.379128 0.909217 144.5221 -26.0852 -16.4638 
∆εύτερος προγόµφιος άνω γνάθου “x” 0.9587577 0.283405 0.021576 -18.4074 38.52807 311.8869 
∆εύτερος προγόµφιος άνω γνάθου “y” 0.3338223 0.910909 -0.2425 178.1835 24.83031 338.552 
∆εύτερος προγόµφιος άνω γνάθου “z” 0.0823593 -0.78587 0.612881 197.2379 206.5111 238.2953 
∆εύτερος προγόµφιος κάτω γνάθου “x” 0.9972204 0.039937 -0.0629 15.46273 96.49439 306.4117 
∆εύτερος προγόµφιος κάτω γνάθου “y” 0.0962887 0.985019 0.143059 190.4936 -57.9239 270.6144 

∆∆εεύύττεερροοςς  ππρροογγόόµµφφιιοοςς  κκάάττωω  γγννάάθθοουυ  ““ zz””   -0.517099 0.487792 0.703326 284.2696 30.49622 187.8497 

ΚΚυυννόόδδοοννττααςς  άάννωω  γγννάάθθοουυ  ““ xx””   0.9680958 0.249316 0.025137 -20.4622 47.88974 313.065 
Κυνόδοντας άνω γνάθου “y” 0.2844976 0.942513 -0.1753 183.0686 7.503984 337.4494 
Κυνόδοντας άνω γνάθου “z” 5.558E-07 -3.6E-07 1 213.3602 110.2145 -7.9E-05 

ΚΚυυννόόδδοοννττααςς  κκάάττωω  γγννάάθθοουυ  ““ xx””   0.9638772 0.239858 -0.1158 22.83585 59.85066 314.0583 

ΚΚυυννόόδδοοννττααςς  κκάάττωω  γγννάάθθοουυ    ““ yy””   0.3378253 0.941208 -0.00099 151.8366 -54.1912 291.4652 

ΚΚυυννόόδδοοννττααςς  κκάάττωω  γγννάάθθοουυ  ““ zz””   -0.762559 -0.00464 0.646903 230.3379 106.4314 272.2815 

ΠΠρρώώττοοςς  ππρροογγόόµµφφιιοοςς  άάννωω  γγννάάθθοουυ  ““ xx””   0.9830789 0.179903 0.034508 -23.5325 69.14263 309.9413 

ΠΠρρώώττοοςς  ππρροογγόόµµφφιιοοςς  άάννωω  γγννάάθθοουυ  ““ yy””   0.1303781 0.988624 -0.075 201.7474 -1.81319 326.8134 

ΠΠρρώώττοοςς  ππρροογγόόµµφφιιοοςς  άάννωω  γγννάάθθοουυ  ““ zz””   0.1565382 -0.46946 0.868967 176.9264 234.8089 94.98356 

ΠΠρρώώττοοςς  ππρροογγόόµµφφιιοοςς  κκάάττωω  γγννάάθθοουυ  ““ xx””   0.948531 0.314339 -0.03847 -0.77062 39.32929 302.3466 
Πρώτος προγόµφιος κάτω γνάθου “y” 0.2495544 0.968324 0.008385 174.1075 -47.4002 292.1208 
Πρώτος προγόµφιος κάτω γνάθου “z” -0.303374 0.083287 0.949225 283.1944 92.53249 82.39043 

 



Κεφάλαιο 6                                  ΕΜΒΙΟΜΗΧΑΝΙΚΗ ΜΕΛΕΤΗ ΚΙΝΗΣΗΣ ΦΥΣΙΚΩΝ Ο∆ΟΝΤΩΝ 
 
 

 
 

6. 29

∆εύτερος προγόµφιος άνω γνάθου “x” 0.9557695 0.277639 -0.09706 16.78141 59.97444 336.7897 
∆εύτερος προγόµφιος άνω γνάθου “y” 0.1317864 0.991218 0.010927 199.9605 -30.0571 314.912 
∆εύτερος προγόµφιος άνω γνάθου “z” -0.324054 0.076854 0.942912 296.4711 100.0171 93.7372 
∆εύτερος προγόµφιος κάτω γνάθου “x” 0.9590172 0.282812 0.017422 -19.1775 47.16607 289.9983 
∆εύτερος προγόµφιος κάτω γνάθου “y” 0.2280645 0.969655 0.088067 174.6138 -66.2859 277.6439 
∆εύτερος προγόµφιος κάτω γνάθου “z” 0.1006952 0.631183 0.76907 185.9442 -85.2972 45.65833 

Πρώτος γοµφίος άνω γνάθου “x” 0.9939921 0.102345 0.038796 -22.5094 101.2475 309.6197 
Πρώτος γοµφίος άνω γνάθου “y” 0.0894693 0.99429 -0.05816 209.8109 0.194496 326.0737 
Πρώτος γοµφίος άνω γνάθου  “z” 0.1723134 -0.2955 0.939673 169.4016 215.4142 36.67796 

ΠΠρρώώττοοςς  γγοοµµφφίίοοςς  κκάάττωω  γγννάάθθοουυ  ““ xx””   0.9953459 0.020302 0.094203 -28.0332 119.3365 270.478 
Πρώτος γοµφίος κάτω γνάθου“y” 0.0108596 0.993829 0.11039 219.9862 -33.0086 275.5305 
Πρώτος γοµφίος κάτω γνάθου“z” 0.2532445 0.55478 0.792519 131.3238 -72.5545 8.825939 
∆εύτερος γοµφίος άνω γνάθου “x” 0.9912849 0.085354 0.100345 -38.8933 111.5496 289.334 
∆εύτερος  γοµφίος άνω γνάθου “y” 0.070449 0.997502 -0.00518 212.8084 -13.3865 316.6564 
∆εύτερoς γοµφίος άνω γνάθου “z” 0.3859655 -0.02412 0.922198 78.77331 143.4598 -29.2163 
∆εύτερος  γοµφίος κάτω γνάθου “x” 0.983206 0.12203 0.135701 -48.077 100.5195 257.9444 
∆εύτερος  γοµφίος κάτω γνάθου “y” 0.0624663 0.977941 0.199323 211.8856 -65.2359 253.6641 
∆εύτερος  γοµφίος κάτω γνάθου “z” 0.2242728 0.643533 0.731825 145.6345 -91.8612 36.14782 

Πίνακας 6.16: Θέση του κεντρικού άξονα για κάθε διεύθυνση των δοντιών 
 

66..55  ΣΣυυµµππεερράάσσµµαατταα  

Τα συµπεράσµατα που προέκυψαν από την παρούσα ∆ιπλωµατική Εργασία και 

βασίστηκαν στην παραπάνω ανάλυση είναι τα εξής: 

 

� ΗΗ  ααµµιιγγήήςς  µµεεττααφφοορράά  ππρροοςς  µµίίαα  δδιιεεύύθθυυννσσηη  σσττοο  χχώώρροο  δδεενν  ππρροοϋϋπποοθθέέττεειι    ττηηνν  άάσσκκηησσηη  

δδύύννααµµηηςς    σσττηηνν    ίίδδιιαα  δδιιεεύύθθυυννσσηη.. 

 

� ΗΗ  ύύππααρρξξηη  εεννόόςς  κκααιι  µµοοννααδδιικκοούύ  κκέέννττρροουυ  ααννττίίσστταασσηηςς  σσυυννααννττάάττααιι  µµόόννοο  σσττηηνν  

ππεερρίίππττωωσσηη  σσώώµµααττοοςς  µµεε  άάξξοονναα  σσυυµµµµεεττρρίίααςς.. 

 

� ΣΣττηηνν  ππλλέέοονν  γγεεννιικκήή  ππεερρίίππττωωσσηη  οο  γγεεωωµµεεττρριικκόόςς  ττόόπποοςς  ττωωνν  KKέέννττρρωωνν  ΑΑννττίίσστταασσηηςς    

ααννάά  µµεεττααφφοορριικκόό  ββααθθµµόό  εελλεευυθθεερρίίααςς  εείίννααιι  µµίίαα  εευυθθεείίαα.. 

 

� ΤΤαα  εευυρρήήµµαατταα  ττηηςς  ππααρροούύσσηηςς  εερργγαασσίίααςς  εείίννααιι  δδυυννααττόόνν  νναα  ααξξιιοοπποοιιηηθθοούύνν  ππρροοςς  

δδιιααµµόόρρφφωωσσηη  µµίίααςς  ννέέααςς  οολλοοκκλληηρρωωµµέέννηηςς  θθεεώώρρηησσηηςς.. 

 

 

 

 

 

 



 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
ΠΠΑΑΡΡΑΑΡΡΤΤΗΗΜΜΑΑ  ((ΚΚΩΩ∆∆ΙΙΚΚΕΕΣΣ)) 

  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



ΚΩ∆ΙΚΑΣ ΒΕΛΤΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗΣ ΓΙΑ ΕΥΡΕΣΗ ΚΕΝΤΡΟΥ ΑΝΤΙΣΤΑΣΗΣ ΓΙΑ ΤΟΝ ΚΟΛΟΥΡΟ ΚΩΝΟ 
 

Xcre = 118.249320778259  
Ycre = 245.452163497870 
Zcre =177.389348274839 
 
 
PARSAV,SCALAR,Param,txt        ! store parameters i n file 
/clear 
*DEL,ALL                        
 
! 
!  GEOMETRY (in mm) 
!----------------- 
/prep7 
 
RESUME,'kalodonti1panw','db','D:\penny\dontia penny s kai thewritiko 
cre\1dontianwansys\cre',0,0 
PARRES,NEW,Param,txt   
EPLOT 
 
! Create keypoint and mesh at candidate Cre 
K,100000,Xcre,Ycre,Zcre 
TYPE,2    
MAT,1 
REAL,1    
ESYS,0    
SECNUM,  
KMESH,100000   
 
! Connect rigidly all nodes of tooth 
ALLSELECT,ALL 
ESEL,S,MAT,,1 
NSLE,S 
NSEL,A,NODE,,48020 
cerig,48020,all,uxyz 
 
! Aplly force  
F,48020,FX,4.18293796050000 
 
F,48020,FY,-7.06338612100000 
F,48020,FZ,6.98516480490001 
 
 
 
 
! Select everything 
ALLSELECT,ALL 
finish 
 
! Analysis 
/solu 
solve 
finish 
 
! REsults 
/post1 
ESEL,S,MAT,,1 



NSLE,S 
 
NSORT,U,X,0,0 
*GET,Uxmax,SORT,,MAX 
*GET,Uxmin,SORT,,MIN 
 
NSORT,U,Y,0,0 
*GET,Uymax,SORT,,MAX 
*GET,Uymin,SORT,,MIN 
 
NSORT,U,Z,0,0 
*GET,Uzmax,SORT,,MAX 
*GET,Uzmin,SORT,,MIN 
 
Ux=(Uxmax-Uxmin)*(Uxmax-Uxmin) 
Uy=(Uymax-Uymin)*(Uymax-Uymin) 
Uz=(Uxmax-Uzmin)*(Uzmax-Uzmin) 
 
Fobj=(Ux+Uy+Uz)*1E8 
 
finish 
 
 



ΚΩ∆ΙΚΑ ΕΥΡΕΣΗΣ ΚΕΝΤΡΟΥ ΑΝΤΙΣΤΑΣΗΣ ΒΑΣΗ ΤΗΣ ΠΡΩΤΗΣ ΘΕΩΡΗΤΙΚΗΣ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗΣ 
 
% This code estimates the direction of the line of intersection between 
two 
% planes using two different approaches:  
% a) the vector cross product and  
% b) the analytical equations for the planes 
% The main goal is the user to check (by visual ins pection) whether the 
aforementioned 
% direction is parallel to one of the axis of the r eference coordinate 
system  
 
% clear memory / clear screen 
clear all 
clc 
 
% turn warnings off 
warning off 
 
% set tolerances 
tol1 = 1e-4; 
tol2 = 1e-2; 
tol3 = 1e-3; 
tol4 = 1e-8; 
 
% input data: nodal coordinates & velocities (displ acements) for Fx 
 A1 = [200.969391079       97.0547792620       307. 415596377];     % 
application point of normal vector #1 
 A2 = [202.464227434       102.318110648       320. 583875571];     % 
application point of normal vector #2 
uA1 = [-0.94495E-05    0.87024E-04   -0.58104E-04];        % normal vector 
#1 
uA2 = [-0.13706E-04   -0.26990E-04   -0.12048E-04];        % normal vector 
#2 
 
% input data: nodal coordinates & velocities (displ acements) for Fy 
 B1 = [206.08      100.03      308.22];      
 B2 = [200.71      98.451      308.91];     
uB1 = [0.39650E-04 -0.32987E-05  0.21428E-04];       % normal vector #3 
uB2 = [0.32016E-04 0.93875E-05   -0.90623E-05];       % normal vector #4 
 
% keep initial data values 
disp(' ') 
disp('Data - initial values ') 
disp('---------------------') 
[A1_ini,A2_ini,uA1_ini,uA2_ini] = Initial_values(A1 ,A2,uA1,uA2,1); 
[B1_ini,B2_ini,uB1_ini,uB2_ini] = Initial_values(B1 ,B2,uB1,uB2,2); 
 
% filter coordinates 
disp('Data - filtered values ') 
disp('----------------------') 
[A1,A2] = filter_coordinates(A1,A2,tol1,1); 
[B1,B2] = filter_coordinates(B1,B2,tol1,2); 
 
% filter velocities (displacements) 
[uA1,uA2] = filter_velocities(uA1,uA2,tol2,1); 
[uB1,uB2] = filter_velocities(uB1,uB2,tol2,2); 
 



% normalization of velocity (displacement) vectors  
[unA1,unA2] = normalize_vectors(uA1,uA2); 
[unB1,unB2] = normalize_vectors(uB1,uB2); 
 
% cross product approach 
disp(' ') 
disp('Analysis using cross product of vectors norma l to planes') 
disp('--------------------------------------------- -----------') 
[unA1XnA2] = cross_product(unA1,unA2,tol3,1); 
[unB1XnB2] = cross_product(unB1,unB2,tol3,2); 
 
% analytical equations of plane approach 
disp(' ') 
disp('Analysis using the equations of planes') 
disp('--------------------------------------') 
analytical_equations(A1,A2,unA1,unA2,tol3,1); 
analytical_equations(B1,B2,unB1,unB2,tol3,2); 
 
% find points along axes of rotation 
XYZ_1 = [ 1.0  1.0  1.0];   % reference point #1 
XYZ_2 = [-1.0 -1.0 -1.0];   % reference point #2 
XYZ_3 = [-1.0  1.0 -1.0];   % reference point #3    
XYZ_4 = [ 1.0 -1.0  1.0];   % reference point #4 
 
% input diagnostic for rotational axis parallel to reference axis 
FXY1 = input('FX: rotational axis parallel to 1)x-a xis  2)y-axis  3)z-
axis  4)non-of-the-above  :'); 
FXY2 = input('FY: rotational axis parallel to 1)x-a xis  2)y-axis  3)z-
axis  4)non-of-the-above  :'); 
 
% 
 [P1] = plane_intersection(uA1,uA2,A1,A2,XYZ_1,FXY1 );    % find point #1 
along rotational x-axis 
 [P2] = plane_intersection(uA1,uA2,A1,A2,XYZ_2,FXY1 );    % find point #2 
along rotational x-axis 
 [P3] = plane_intersection(uA1,uA2,A1,A2,XYZ_3,FXY1 );    % find point #3 
along rotational x-axis 
 [P4] = plane_intersection(uA1,uA2,A1,A2,XYZ_4,FXY1 );    % find point #4 
along rotational x-axis 
 
% find points along rotational axis #1 
 [Q1] = plane_intersection(uB1,uB2,B1,B2,XYZ_1,FXY2 );    % find point #1 
along rotational y-axis 
 [Q2] = plane_intersection(uB1,uB2,B1,B2,XYZ_2,FXY2 );    % find point #2 
along rotational y-axis 
 [Q3] = plane_intersection(uB1,uB2,B1,B2,XYZ_3,FXY2 );    % find point #3 
along rotational y-axis 
 [Q4] = plane_intersection(uB1,uB2,B1,B2,XYZ_4,FXY2 );    % find point #4 
along rotational y-axis 
 
% find points of intersection of or minimum distanc e between axes of 
rotation 
[Pa1,Pb1,Pa1_Pb1] = Line2LineMinDistance(P1,P2,Q1,Q 2,tol4);    % from 
lines (P1,P2) and (Q1,Q2) 
[Pa2,Pb2,Pa2_Pb2] = Line2LineMinDistance(P1,P3,Q1,Q 3,tol4);    % from 
lines (P1,P3) and (Q1,Q3) 
[Pa3,Pb3,Pa3_Pb3] = Line2LineMinDistance(P1,P4,Q1,Q 4,tol4);    % from 
lines (P1,P4) and (Q1,Q4) 



[Pa4,Pb4,Pa4_Pb4] = Line2LineMinDistance(P2,P3,Q2,Q 3,tol4);    % from 
lines (P2,P3) and (Q2,Q3) 
[Pa5,Pb5,Pa5_Pb5] = Line2LineMinDistance(P2,P4,Q2,Q 4,tol4);    % from 
lines (P2,P4) and (Q2,Q4) 
[Pa6,Pb6,Pa6_Pb6] = Line2LineMinDistance(P3,P4,Q3,Q 4,tol4);    % from 
lines (P3,P4) and (Q3,Q4) 
 
  
% 
warning on 
 
%%% 



function function [P1,P2] = filter_coordinates(P1,P2,tol1,ic t); 
 
% filter coordinates 
P1_max = max(abs(P1)); 
P2_max = max(abs(P2)); 
for i=1:3 
    if (abs(P1(i)/P1_max))<tol1 
        P1(i)=0.0; 
    end 
    if (abs(P2(i)/P1_max))<tol1 function analytical_equations(P1,P2,unv1,unv2,tol3,ict); 
 
% plane #1: plane defined by normal vector #1 
Alpha1 =  unv1(1); 
 Beta1 =  unv1(2); 
Gamma1 =  unv1(3); 
Delta1 = -(Alpha1 * P1(1) + Beta1 * P1(2) + Gamma1 * P1(3)); 
 
% plane #2: plane defined by normal vector #2 
Alpha2 =  unv2(1); 
 Beta2 =  unv2(2); 
Gamma2 =  unv2(3); 
Delta2 = -(Alpha2 * P2(1) + Beta2 * P2(2) + Gamma2 * P2(3)); 
 
% relative position of planes 1 and 2 
Mat1 = [Alpha1 Beta1 Gamma1;... 
        Alpha2 Beta2 Gamma2]; 
 
Mat2 = [Alpha1 Beta1 Gamma1 Delta1;... 
        Alpha2 Beta2 Gamma2 Delta2]; 
         
r1 = rank(Mat1); 
r2 = rank(Mat2); 
 
% 
if (r1==2 & r2==2) 
    d=det(Mat2(:,1:2)); 
    d1=det(Mat2(:,1:2:3)); 
    d2=det(Mat2(:,1:3:4)); 
    d11=det(Mat2(:,2:3)); 
    d21=det(Mat2(:,2:2:4)); 
    xp=-d21/d; 
    yp=-d2/d; 
    zp=0; 
    dxp=d11/d; 
    dyp=-d1/d; 
    dzp=1; 
    dpxyz=sqrt(dxp^2+dyp^2+dzp^2); 
    udxp=dxp/dpxyz; 
    udyp=dyp/dpxyz; 
    udzp=dzp/dpxyz; 
    % filter directional vector 
    dv = [udxp udyp udzp]; 
    dv_max = max(abs(dv)); 
    for i=1:3 
        if (abs(dv(i)/dv_max))<tol3 
            dv(i)=0.0; 
        end 
    end 
end 
 
% show results on screen 
if (ict==1) 
    disp('For Fx ') 
    disp('------') 
    disp(sprintf('A1 ...... : %10.5f          A2 .. .... : %10.5f        A1/A2 ... : 
%10.5f',Alpha1,Alpha2,Alpha1/Alpha2)) 
    disp(sprintf('B1 ...... : %10.5f          B2 .. .... : %10.5f        B1/B2 ... : 
%10.5f',Beta1,Beta2,Beta1/Beta2)) 
    disp(sprintf('C1 ...... : %10.5f          C2 .. .... : %10.5f        C1/C2 ... : 
%10.5f',Gamma1,Gamma2,Gamma1/Gamma2)) 



    disp(sprintf('D1 ...... : %10.5f          D2 .. .... : %10.5f        D1/D2 ... : 
%10.5f',Delta1,Delta2,Delta1/Delta2)) 
    disp(' ') 
    disp(sprintf('rank1 ... : %10.5f          rank2  ..... : %10.5f',r1,r2)) 
    disp(' ') 
    if (r1~=r2) 
        disp('The planes are parallel to each other ') 
        disp(' ') 
    elseif (r1==1 & r2==1) 
        disp('The planes coincide') 
        disp(' ') 
    elseif (r1==2 & r2==2) 
        disp('The planes intersect each other') 
        disp(' ') 
        disp('The line of plane intersection passes  through point:') 
        disp(sprintf(' x: %10.7f      y: %10.7f       z: %10.7f',xp,yp,zp)) 
        disp(' ') 
        disp('The line of plane intersection is par allel to vector:') 
        disp(sprintf('nx: %10.7f     ny: %10.7f       nz: %10.7f',udxp,udyp,udzp))    
        disp(' ') 
        disp('The line of plane intersection is par allel to filtered vector:') 
        disp(sprintf('nx: %10.7f     ny: %10.7f       nz: %10.7f',dv(1),dv(2),dv(3)))    
    else 
        disp('Undefined rank correlation') 
    end 
    disp(' ') 
elseif (ict==2) 
    disp('For Fy ') 
    disp('------') 
    disp(sprintf('K1 ...... : %10.5f          K2 .. .... : %10.5f        K1/K2 ... : 
%10.5f',Alpha1,Alpha2,Alpha1/Alpha2)) 
    disp(sprintf('L1 ...... : %10.5f          L2 .. .... : %10.5f        L1/L2 ... : 
%10.5f',Beta1,Beta2,Beta1/Beta2)) 
    disp(sprintf('M1 ...... : %10.5f          M2 .. .... : %10.5f        M1/M2 ... : 
%10.5f',Gamma1,Gamma2,Gamma1/Gamma2)) 
    disp(sprintf('N1 ...... : %10.5f          N2 .. .... : %10.5f        N1/N2 ... : 
%10.5f',Delta1,Delta2,Delta1/Delta2)) 
    disp(' ') 
    disp(sprintf('rank1 ... : %10.5f          rank2  ..... : %10.5f',r1,r2)) 
    disp(' ') 
    if (r1~=r2) 
        disp('The planes are parallel to each other ') 
        disp(' ') 
    elseif (r1==1 & r2==1) 
        disp('The planes coincide') 
        disp(' ') 
    elseif (r1==2 & r2==2) 
        disp('The planes intersect each other') 
        disp(' ') 
        disp('The line of plane intersection passes  through point:') 
        disp(sprintf(' x: %10.7f      y: %10.7f       z: %10.7f',xp,yp,zp)) 
        disp(' ') 
        disp('The line of plane intersection is par allel to vector:') 
        disp(sprintf('nx: %10.7f     ny: %10.7f       nz: %10.7f',udxp,udyp,udzp))    
        disp(' ') 
        disp('The line of plane intersection is par allel to filtered vector:') 
        disp(sprintf('nx: %10.7f     ny: %10.7f       nz: %10.7f',dv(1),dv(2),dv(3)))    
    else 
        disp('Undefined rank correlation') 
    end 
    disp(' ')     
else 
    disp('Invalid flag for function analytical_equa tions') 
end 
 
%%% end of function %%% 
function [xyzo] = plane_intersection(Ua,Ub,XYZa,XYZb,xyzo,FXY); 
 
% coordinates and velocity (displacement) vector fo r point #1 
 xa = XYZa(1); 
 ya = XYZa(2); 



 za = XYZa(3); 
Uax = Ua(1); 
Uay = Ua(2); 
Uaz = Ua(3); 
 
% coordinates and velocity (displacement) vector fo r point #1 
 xb = XYZb(1); 
 yb = XYZb(2); 
 zb = XYZb(3); 
Ubx = Ub(1); 
Uby = Ub(2); 
Ubz = Ub(3); 
 
% coordinates for reference point 
xo = xyzo(1); 
yo = xyzo(2); 
zo = xyzo(3); 
 
% 
if (FXY==1) 
    % 
    LHS = [Uay Uaz; ... 
           Uby Ubz]; 
    %  
    RHS = [Uax*xa+Uay*ya+Uaz*za-xo*Uax;... 
           Ubx*xb+Uby*yb+Ubz*zb-xo*Ubx]; 
    % 
    yz = LHS \ RHS; 
     
    yo = yz(1); 
    zo = yz(2); 
elseif (FXY==2) 
    % 
    LHS = [Uax Uaz; ... 
           Ubx Ubz]; 
    % 
    RHS = [Uax*xa+Uay*ya+Uaz*za-yo*Uay;... 
           Ubx*xb+Uby*yb+Ubz*zb-yo*Uby]; 
    % 
    xz = LHS \ RHS; 
     
    xo = xz(1); 
    zo = xz(2); 
elseif (FXY==3) 
    % 
    LHS = [Uax Uay; ... 
           Ubx Uby]; 
    % 
    RHS = [Uax*xa+Uay*ya+Uaz*za-zo*Uaz;... 
           Ubx*xb+Uby*yb+Ubz*zb-zo*Ubz]; 
    % 
    zz = LHS \ RHS; 
     
    xo = xz(1); 
    yo = xz(2); 
else 
    LHS = [Uax Uaz; ... 
           Ubx Ubz]; 
    % 
    RHS = [Uax*xa+Uay*ya+Uaz*za-yo*Uay;... 
           Ubx*xb+Uby*yb+Ubz*zb-yo*Uby]; 
    % 
    xz = LHS \ RHS; 
     
    xo = xz(1); 
    zo = xz(2); 
end 
 
% point along intersection line 
xyzo(1) = xo; 
xyzo(2) = yo; 



xyzo(3) = zo; 
 
 
% show results on screen 
disp('For Fx') 
disp('------') 
disp('coordinates of point along the line of inters ection') 
disp(sprintf('x:  %10.7f         y:  %10.7f          z:  %10.7f',xo,yo,zo)) 
 
%%% end of function %%% 
 
        P2(i)=0.0; 
    end 
end 
 
% show results on screen 
if (ict==1) 
    disp(sprintf(' coordinates of points -  toleran ce for (coor/coor_max): %f',tol1)) 
    disp(sprintf('A1:       x: %+10.7e      y: %+10 .7e       z: %+10.7e',P1(1),P1(2),P1(3))) 
    disp(sprintf('A2:       x: %+10.7e      y: %+10 .7e       z: %+10.7e',P2(1),P2(2),P2(3))) 
elseif (ict==2) 
    disp(sprintf(' coordinates of points -  toleran ce for (coor/coor_max): %f',tol1)) 
    disp(sprintf('B1:       x: %+10.7e      y: %+10 .7e       z: %+10.7e',P1(1),P1(2),P1(3))) 
    disp(sprintf('B2:       x: %+10.7e      y: %+10 .7e       z: %+10.7e',P2(1),P2(2),P2(3)))     
else 
    disp('Invalid flag for function filter_coordina tes') 
end 
 
%%% end of function %%% 
function [uv1,uv2] = filter_velocities(uv1,uv2,tol2,ict); 
 
% filter velocities 
uv1_max = max(abs(uv1)); 
uv2_max = max(abs(uv2)); 
for i=1:3 
    if (abs(uv1(i)/uv1_max))<tol2 
        uv1(i)=0.0; 
    end 
    if (abs(uv2(i)/uv2_max))<tol2 
        uv2(i)=0.0; 
    end 
end 
 
% show results on screen 
if (ict==1) 
    disp(sprintf(' velocities - tolerance for (velo c/veloc_max): %f',tol2')) 
    disp(sprintf('A1:      ux: %+10.7e     uy: %+10 .7e      uz: %+10.7e',uv1(1),uv1(2),uv1(3))) 
    disp(sprintf('A2:      ux: %+10.7e     uy: %+10 .7e      uz: %+10.7e',uv2(1),uv2(2),uv2(3))) 
elseif (ict==2) 
    disp(sprintf(' velocities - tolerance for (velo c/veloc_max): %f',tol2')) 
    disp(sprintf('B1:      ux: %+10.7e     uy: %+10 .7e      uz: %+10.7e',uv1(1),uv1(2),uv1(3))) 
    disp(sprintf('B2:      ux: %+10.7e     uy: %+10 .7e      uz: %+10.7e',uv2(1),uv2(2),uv2(3)))     
else 
    disp('Invalid flag for function filter_velociti es') 
endfunction [un1Xn2,cdv] = cross_product(unv1,unv2, tol3,ict); 
 
% cross product approach 
 n1Xn2 = cross(unv1,unv2);                                         % cross product of unit normal 
vectors 
un1Xn2 = n1Xn2 / sqrt(n1Xn2(1)^2 + n1Xn2(2)^2 + n1X n2(3)^2);       % normalized cross product of 
unit normal vectors 
 
% filter directional vector 
    cdv = [un1Xn2(1) un1Xn2(2) un1Xn2(3)]; 
cdv_max = max(abs(cdv)); 
for i=1:3 
    if (abs(cdv(i)/cdv_max))<tol3 
        cdv(i)=0.0; 
    end 
end 
 



% show results on screen 
if (ict==1) 
    disp(' The line of plane intersection for Fx is  parallel to vector:') 
    disp(sprintf(' nx: %10.7f      ny: %10.7f       nz: %10.7f',un1Xn2(1),un1Xn2(2),un1Xn2(3))) 
    disp(' ') 
    disp(' The line of plane intersection for Fx is  parallel to filtered vector:') 
    disp(sprintf(' nx: %10.7f      ny: %10.7f       nz: %10.7f',cdv(1),cdv(2),cdv(3))) 
    disp(' ') 
elseif (ict==2) 
    disp(' The line of plane intersection for Fy is  parallel to vector:') 
    disp(sprintf(' nx: %10.7f      ny: %10.7f       nz: %10.7f',un1Xn2(1),un1Xn2(2),un1Xn2(3))) 
    disp(' ') 
    disp(' The line of plane intersection for Fy is  parallel to filtered vector:') 
    disp(sprintf(' nx: %10.7f      ny: %10.7f       nz: %10.7f',cdv(1),cdv(2),cdv(3))) 
    disp(' ')     
else 
    disp('Invalid flag for function cross_product')  
end 
 
%%% end of function %%% 
 
 
%%% end of function %%% 
function [unv1,unv2] = normalize_vectors(uv1,uv2); 
 
% normalization of vectors uv1,uv2 
unv1 = uv1 / sqrt(uv1(1)^2 + uv1(2)^2 + uv1(3)^2);               % unit normal vector to plane #1 
unv2 = uv2 / sqrt(uv2(1)^2 + uv2(2)^2 + uv2(3)^2);               % unit normal vector to plane #2 
 
%%% end function %%% 
 
[P1_ini,P2_ini,uP1_ini,uP2_ini] = Initial_values(P1,P2,uP1,uP2,ict); 
 
% keep initial data values      
 P1_ini = P1; 
 P2_ini = P2; 
uP1_ini = uP1; 
uP2_ini = uP2; 
 
% show results on screen 
if (ict==1) 
    disp('Coordinates of points') 
    disp(sprintf('A1:       x: %+10.7e      y: %+10 .7e       z: 
%+10.7e',P1_ini(1),P1_ini(2),P1_ini(3))) 
    disp(sprintf('A2:       x: %+10.7e      y: %+10 .7e       z: 
%+10.7e',P2_ini(1),P2_ini(2),P2_ini(3))) 
    disp('Velocities') 
    disp(sprintf('A1:      ux: %+10.7e     uy: %+10 .7e      uz: 
%+10.7e',uP1_ini(1),uP1_ini(2),uP1_ini(3))) 
    disp(sprintf('A2:      ux: %+10.7e     uy: %+10 .7e      uz: 
%+10.7e',uP2_ini(1),uP2_ini(2),uP2_ini(3))) 
    disp(' ') 
elseif (ict==2) 
    disp('Coordinates of points') 
    disp(sprintf('B1:       x: %+10.7e      y: %+10 .7e       z: 
%+10.7e',P1_ini(1),P1_ini(2),P1_ini(3))) 
    disp(sprintf('B2:       x: %+10.7e      y: %+10 .7e       z: 
%+10.7e',P2_ini(1),P2_ini(2),P2_ini(3))) 
    disp('Velocities') 
    disp(sprintf('B1:      ux: %+10.7e     uy: %+10 .7e      uz: 
%+10.7e',uP1_ini(1),uP1_ini(2),uP1_ini(3))) 
    disp(sprintf('B2:      ux: %+10.7e     uy: %+10 .7e      uz: 
%+10.7e',uP2_ini(1),uP2_ini(2),uP2_ini(3))) 
    disp(' ') 
     
else 
    disp('Invalid flag for initial_values function' ) 
end 
 
%%% end of function %%% 



ΚΩ∆ΙΚΑΣ ΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΗΣ ΜΕΛΕΤΗΣ ΣΦΗΝΟΕΙ∆ΟΥΣ ∆ΟΝΤΙΟΥ 
 
*SET,b,5 
*SET,h_tooth,20 
*SET,PDL,0.25 
*SET,r1,0.5  
*SET,r2,0.4 
*SET,a,r1*b  
*SET,c,r2*b  
 
h=h_tooth+PDL 
 
hr=2/3*h 
br=b*hr/h 
offt=0.25 
ElemSize=0.3 
 
xcre=0.5*h 
ycre=0.5*a 
zcre=0.5*b 
 
/prep7   
 
!* Metarial properties 
ET,1,MASS21  
ET,2,SOLID185    
R,1,1e-10,1e-10,1e-10,,,, 
 
!MP,EX,1,,260000000   
!MP,PRXY,1,,0.3   
!MP,EX,2,,50  
!MP,PRXY,2,,0.49  
 
MPTEMP,,,,,,,,   
MPTEMP,1,0   
MPDATA,EX,1,,2600000000  
MPDATA,PRXY,1,,0.3   
MPTEMP,,,,,,,,   
MPTEMP,1,0   
MPDATA,EX,2,,50  
MPDATA,PRXY,2,,0.49  
 
!* keypoint #1   
*SET,x1,0    
*SET,y1,0    
*SET,z1,0    
!* keypoint #2   
*SET,x2,0    
*SET,y2,0    
*SET,z2,c    
!* keypoint #3   
*SET,x3,a    
*SET,y3,0    
*SET,z3,c    
!* keypoint #4   
*SET,x4,a    
*SET,y4,0    
*SET,z4,0    
!* keypoint #5   
*SET,x5,0    
*SET,y5,h    
*SET,z5,0    
!* keypoint #6   
*SET,x6,0    
*SET,y6,h    
*SET,z6,b    
!* keypoint #7   
*SET,x7,a    
*SET,y7,h    
*SET,z7,b    
!* keypoint #8   



*SET,x8,a    
*SET,y8,h    
*SET,z8,0    
 
!* create keypoints  
K,1,x1,y1,z1 
K,2,x2,y2,z2 
K,3,x3,y3,z3 
K,4,x4,y4,z4 
K,5,x5,y5,z5 
K,6,x6,y6,z6 
K,7,x7,y7,z7 
K,8,x8,y8,z8 
   
!* create volume 
V,1,2,3,4,5,6,7,8  
    
/VIEW,1,1,1,1    
/ANG,1   
/REP,FAST    
VPLOT    
 
xoff=a/2 
yoff=hr 
zoff=c/2 
   
wpoffS,xoff,yoff,zoff    
 
wpro,,-30.000000,    
wpro,,-30.000000,    
wpro,,-30.000000,    
VSBW,1 
WPCSYS,-1,0 
 
ALLSEL,ALL 
VGLUE,ALL 
 
*GET,x9,KP,9,LOC,X 
*GET,y9,KP,9,LOC,Y 
*GET,z9,KP,9,LOC,Z 
 
*GET,x10,KP,10,LOC,X 
*GET,y10,KP,10,LOC,Y 
*GET,z10,KP,10,LOC,Z 
 
*GET,x11,KP,11,LOC,X 
*GET,y11,KP,11,LOC,Y 
*GET,z11,KP,11,LOC,Z 
 
*GET,x12,KP,12,LOC,X 
*GET,y12,KP,12,LOC,Y 
*GET,z12,KP,12,LOC,Z 
 
x13=x9-offt 
y13=y9 
z13=z9-offt 
 
x14=x10-offt 
y14=y10 
z14=z10+offt 
 
x15=x11+offt 
y15=y11 
z15=z11+offt 
 
x16=x12+offt 
y16=y12 
z16=z12-offt 
 
x17=x1-offt 
y17=y1 



z17=z1-offt 
 
x18=x2-offt 
y18=y2 
z18=z2+offt 
 
x19=x3+offt 
y19=y3 
z19=z3+offt 
 
x20=x4+offt 
y20=y4 
z20=z4-offt 
 
!* create keypoints 
K,13,x13,y13,z13 
K,14,x14,y14,z14 
K,15,x15,y15,z15 
K,16,x16,y16,z16 
K,17,x17,y17,z17 
K,18,x18,y18,z18 
K,19,x19,y19,z19 
K,20,x20,y20,z20 
 
!* create volume 
V,13,14,15,16,17,18,19,20 
/VIEW,1,1,1,1    
/ANG,1   
/REP,FAST    
VPLOT  
 
xoff=0 
yoff=0.25 
zoff=0 
   
wpoffS,xoff,yoff,zoff    
 
wpro,,-30.000000,    
wpro,,-30.000000,    
wpro,,-30.000000,    
VSBW,1 
VSBW,2 
WPCSYS,-1,0 
 
VSBV,4,6,SEPO,DELETE,KEEP 
VSBV,5,1,SEPO,DELETE,KEEP 
 
!VGLUE,ALL 
 
xoff=0.5*a 
yoff=h 
zoff=0 
   
wpoffS,xoff,yoff,zoff    
 
wpro,,,-30.000000,    
wpro,,,-30.000000,    
wpro,,,-30.000000,    
 
ALLSEL,all 
VSBW,ALL 
 
!VGLUE,ALL 
 
WPCSYS,-1,0 
 
!!!!!!!! 
xmeso_1=0.5*a 
ymeso_1=h 
zmeso_1=0.5*b 
 



xmeso_2=0.5*a 
ymeso_2=0 
zmeso_2=0.5*c 
 
K,100,xmeso_1,ymeso_1,zmeso_1 
K,101,xmeso_2,ymeso_2,zmeso_2 
LSTR,100,101 
 
LWPL,-1,2,1  
wpro,,-30.000000,    
wpro,,-30.000000,    
wpro,,-30.000000,    
wpoff,0,h,0 
 
ALLSEL,all 
VSBW,ALL 
WPCSYS,-1,0 
 
LDELE,2,,,1 
 
ALLSEL,all 
!VGLUE,ALL 
 
 
 
!!!!!!!!!!!!!!!! 
FLST,2,4,3   
FITEM,2,3    
FITEM,2,53   
FITEM,2,33   
FITEM,2,41   
A,P51X  
     
FLST,2,2,6,ORDE,2    
FITEM,2,26   
FITEM,2,30   
VSBA,P51X,2   
 
FLST,2,4,3   
FITEM,2,55   
FITEM,2,4    
FITEM,2,43   
FITEM,2,35   
A,P51X   
FLST,2,2,6,ORDE,2    
FITEM,2,25   
FITEM,2,29   
VSBA,P51X,       2  
  
FLST,2,4,3   
FITEM,2,1    
FITEM,2,50   
FITEM,2,29   
FITEM,2,37   
A,P51X   
FLST,2,2,6,ORDE,2    
FITEM,2,23   
FITEM,2,27   
VSBA,P51X,       2   
 
FLST,2,4,3   
FITEM,2,2    
FITEM,2,49   
FITEM,2,30   
FITEM,2,38   
A,P51X   
FLST,2,2,6,ORDE,2    
FITEM,2,24   
FITEM,2,28   
VSBA,P51X,       2   
 



ALLSEL,ALL 
VGLUE,6,16,17,18,19,20,21,22 
 
ALLSEL,ALL 
VSEL,U,VOLU,,6 
VSEL,U,VOLU,,16 
VSEL,U,VOLU,,17 
VSEL,U,VOLU,,18 
VSEL,U,VOLU,,19 
VSEL,U,VOLU,,20 
VSEL,U,VOLU,,21 
VSEL,U,VOLU,,22 
 
VGLUE,ALL 
 
ALLSEL,ALL 
VGLUE,ALL 
 
!!!!!!!!!!!!!!!! 
 
ESIZE,ElemSize,0, 
MSHAPE,0,3D  
MSHKEY,1 
 
TYPE,2    
MAT,1 
REAL,1    
ESYS,0    
SECNUM,  
 
ALLSEL,ALL 
VSEL,S,VOLU,,6 
VSEL,A,VOLU,,16 
VSEL,A,VOLU,,17 
VSEL,A,VOLU,,18 
VSEL,A,VOLU,,19 
VSEL,A,VOLU,,20 
VSEL,A,VOLU,,21 
VSEL,A,VOLU,,22 
 
VMESH,ALL 
 
 
ESIZE,ElemSize,0, 
MSHAPE,0,3D  
MSHKEY,1 
 
TYPE,2    
MAT,2 
REAL,1    
ESYS,0    
SECNUM,  
 
ALLSEL,ALL 
VSEL,U,VOLU,,6 
VSEL,U,VOLU,,16 
VSEL,U,VOLU,,17 
VSEL,U,VOLU,,18 
VSEL,U,VOLU,,19 
VSEL,U,VOLU,,20 
VSEL,U,VOLU,,21 
VSEL,U,VOLU,,22 
 
VMESH,ALL 
 
!* Constrained dofs 
ASEL,S,AREA,,2 
ASEL,A,AREA,,4 
ASEL,A,AREA,,13 
ASEL,A,AREA,,27 
ASEL,A,AREA,,31 



ASEL,A,AREA,,62 
ASEL,A,AREA,,63 
ASEL,A,AREA,,84 
ASEL,A,AREA,,85 
ASEL,A,AREA,,107 
ASEL,A,AREA,,112 
ASEL,A,AREA,,116 
ASEL,A,AREA,,121 
ASEL,A,AREA,,132 
ASEL,A,AREA,,144 
ASEL,A,AREA,,146 
ASEL,A,AREA,,150 
ASEL,A,AREA,,152 
ASEL,A,AREA,,155 
ASEL,A,AREA,,162 
ASEL,A,AREA,,164 
ASEL,A,AREA,,166 
ASEL,A,AREA,,167 
ASEL,A,AREA,,169 
ASEL,A,AREA,,172 
ASEL,A,AREA,,175 
ASEL,A,AREA,,178 
ASEL,A,AREA,,180 
 
NSLA,R,1 
D,ALL,ALL 
 
!* rigid body motion 
ALLSEL,ALL 
ESEL,S,MAT,,1 
NSLE,R,ALL 
!D,ALL,Ux,0.0001    !* rigid body translation along x-axis 
!D,ALL,Uy,0.0001    !* rigid body translation along y-axis 
D,ALL,Uz,0.0001    !* rigid body translation along z-axis 
 
ALLSEL,ALL      !* select everything 
finish 
 
/solu 
solve 
finish 
 
/post1 
ALLSEL,ALL      !* select everything 
VSEL,S,MAT,,2   !* Select volumes with material 2       
ASLV,R          !* Select areas contained in selected volumes 
 
 
!* Select all areas on Tooth-PDL interface 
ALLSEL,ALL      !* select everything 
ASEL,S,AREA,,8 
ASEL,A,AREA,,16 
ASEL,A,AREA,,29 
ASEL,A,AREA,,33 
ASEL,A,AREA,,55 
ASEL,A,AREA,,56 
ASEL,A,AREA,,58 
ASEL,A,AREA,,59 
ASEL,A,AREA,,98 
ASEL,A,AREA,,101 
ASEL,A,AREA,,103 
ASEL,A,AREA,,105 
 
!* Select all nodes on selected areas 
NSLA,R,ALL     
 
!* Select all areas on Bone-PDL interface 
ALLSEL,ALL      !* select everything 
ASEL,S,AREA,,2 
ASEL,A,AREA,,4 
ASEL,A,AREA,,13 



ASEL,A,AREA,,27 
ASEL,A,AREA,,31 
ASEL,A,AREA,,62 
ASEL,A,AREA,,63 
ASEL,A,AREA,,84 
ASEL,A,AREA,,85 
ASEL,A,AREA,,107 
ASEL,A,AREA,,112 
ASEL,A,AREA,,116 
ASEL,A,AREA,,121 
ASEL,A,AREA,,132 
ASEL,A,AREA,,144 
ASEL,A,AREA,,146 
ASEL,A,AREA,,150 
ASEL,A,AREA,,152 
ASEL,A,AREA,,155 
ASEL,A,AREA,,162 
ASEL,A,AREA,,164 
ASEL,A,AREA,,166 
ASEL,A,AREA,,167 
ASEL,A,AREA,,169 
ASEL,A,AREA,,172 
ASEL,A,AREA,,175 
ASEL,A,AREA,,178 
ASEL,A,AREA,,180 
 
!* Select all nodes on selected areas 
NSLA,R,ALL  
 
finish 



 
ΚΩ∆ΙΚΑΣ ΕΥΡΕΣΗΣ ΕΣΩΤΕΡΙΚΟΥ ΓΙΝΟΜΕΝΟΥ ∆ΥΝΑΜΗΣ – ΡΟΠΗΣ ΚΑΙ ∆ΥΝΑΜΗΣ 

ΚΕΝΤΡΙΚΟΥ ΑΞΟΝΑ 
 
clear all 
clc 
 
F = []; 
M = []; 
% NodeNum = 6857;    %1_up_Fz 
NodeNum =3411;    %1_down_Fz 
 
fid = fopen('D:\penny\dontia pennys kai thewritiko cre\txt files apo 
excel\donti1anwz.txt'); 
[A,count] = fscanf(fid,'%i %f %f %f %f %f %f',[7,No deNum]) 
A=A'; 
fclose(fid); 
 
Fx=sum(A(:,5)); 
Fy=sum(A(:,6)); 
Fz=sum(A(:,7)); 
 
xfin = 0.0; 
yfin = 0.0; 
zfin = 0.0; 
 
for i=1:NodeNum 
    Dx = xfin - A(i,2); 
    Dy = yfin - A(i,3); 
    Dz = zfin - A(i,4); 
    Fxl = A(i,5); 
    Fyl = A(i,6); 
    Fzl = A(i,7); 
    Dr = [Dx Dy Dz]; 
    Fl = [Fxl Fyl Fzl]; 
    Mf = cross(Dr,Fl); 
    M(i,1) = Mf(1); 
    M(i,2) = Mf(2); 
    M(i,3) = Mf(3);     
end 
 
Mx = sum(M(:,1)); 
My = sum(M(:,2)); 
Mz = sum(M(:,3)); 
 
 
% Fx =   -1.00E+00; 
% Fy =    6.18E-07; 
% Fy =    0.0; 
% Fz =   -1.13E+00; 
% Mx = -109.4842068; 
% My =   89.76817797;  
% Mz =   96.8157367; 
 
% Fx=9.42E-09  
% Fy=6.94E-06  
% Fz=-2.14E+01 
% Mx=146.3153313  



% My=-26.79291253  
% Mz=-8.69013E-06 
 
 Ftot = -[Fx Fy Fz] 
 Mtot = -[Mx My Mz] 
 
F_dot_M = dot(Ftot,Mtot)  
 
ro = -cross(Ftot,Mtot)/(dot(Ftot,Ftot)) 
 
Fmes=sqrt(Fx^2+Fy^2+Fz^2); 
Mmes=sqrt(Mx^2+My^2+Mz^2); 
 
cost= F_dot_M /(Fmes*Mmes) 
thita=acos(cost)*180/(pi()) 
%cross(-ro,Ftot) 


