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Abstract 

 

The oil industry, during the last years, has focused efforts to identify and develop 

economical and technically feasible solutions for production of oil and gas from deep 

water fields. Catenary-shaped slender structures appear to be a flexible solution and 

mainly are used as risers. A riser is a string of pipe between the sea bottom and ship or 

rig. Risers are flexible structures, but also the oil industry has become interested in the 

technical feasibility of the steel catenary riser (SCR). 

 

The purpose of this work is the derivation of closed form expressions for the linear 

vibration modes of catenary-shaped slender structures. More specifically, we applied the 

WKB approximation for the calculation of the eigenfrequencies and the eigenmodes of 

catenary-shaped slender structures including second-order ( )2ε  perturbation terms. The 

dynamic behaviour of the structure is described using the Euler-Bernoulli beam 

formulation with variable tension and angle terms. The desired expressions are obtained 

by treating the governing fourth-order partial differential equation of dynamic 

equilibrium using the WKB method [2]. 
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Περίληψη 

 

Η βιοµηχανία πετρελαίου τα τελευταία χρόνια έχει επικεντρώσει τις προσπάθειές της 

στην εξεύρεση και εξέλιξη οικονοµικά και τεχνικά βιώσιµων µεθόδων για την παραγωγή 

πετρελαίου και φυσικού αερίου από µεγάλα βάθη του υδάτινου σώµατος. Προς αυτήν 

την κατεύθυνση χρησιµοποιούνται λεπτόγραµµες αλυσοειδείς κατασκευές ως αγωγοί 

(risers), οι οποίες αποτελούν µια ιδιαίτερα ευέλικτη λύση. Οι αγωγοί αυτοί (risers) είναι  

κατακόρυφοι, αλυσοειδείς που τοποθετούνται µεταξύ του υδάτινου πυθµένα και του 

πλοίου-φορέα ή της πλωτής εξέδρας. 

 

Υπολογίζοντας τις συχνότητες και τις ιδιοµορφές των κατασκευών αυτών λαµβάνουµε 

ενδεικτικά την τάση µεταβολής των τιµών των κανονικών µετακινήσεων και των 

καµπτικών ροπών στην αλυσίδα. Ειδικότερα, επιλύσαµε το πρόβληµα ιδιοτιµών 

αλυσοειδούς λεπτόγραµµης κατασκευής (catenary riser) µε τη χρήση της µεθόδου WKB, 

λαµβάνοντας υπόψη όρους ανώτερης τάξης του αναπτύγµατος σε σειρά διαταραχών. 

 

Στο πρώτο κεφάλαιο παρέχεται µια εισαγωγική παράγραφος σχετικά µε τα 

χαρακτηριστικά των αγωγών-risers και τον τρόπο χρήσης αυτών. Αναφέρεται ποιοτικά η 

επίδραση του υδάτινου σώµατος στους αγωγούς-risers και συστήνεται στον αναγνώστη  

το δυναµικό πρόβληµα που θα µελετήσουµε καθώς και η θεµελιώδης εξίσωση που το 

διέπει. 

 

Στο δεύτερο κεφάλαιο λαµβάνει µέρος µια εισαγωγή στη δυναµική θαλάσσιων 

κατασκευών σχετικά µε τα γενικά είδη συστηµάτων και τους τύπους εξωτερικών 

διεγέρσεων και στο τρίτο κεφάλαιο δίνεται µια περιγραφή της θεωρίας δοκών κατά 

Euler-Bernoulli. 

 

Στο τέταρτο κεφάλαιο αναλύουµε τόσο το θεωρητικό όσο και το πρακτικό υπόβαθρο (µε 

δύο χαρακτηριστικά παραδείγµατα της WKB µεθόδου) της WKB µεθόδου προσέγγισης 

και της θεωρίας διαταραχών γενικότερα. Στη συνέχεια ακολουθεί η εφαρµογή της 

µεθόδου στην παρούσα εργασία. 

 

Τελειώνοντας, εκτελούµε την απαιτούµενη υπολογιστική διαδικασία για τη λήψη των 

επιθυµητών αποτελεσµάτων, καθώς και την εξαγωγή των ανάλογων συµπερασµάτων. 
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Πρόλογος 

 

 

Η βιοµηχανία πετρελαίου τα τελευταία χρόνια έχει επικεντρώσει τις προσπάθειες της 

στην εξεύρεση και εξέλιξη οικονοµικά και τεχνικά βιώσιµων µεθόδων για την παραγωγή 

πετρελαίου και φυσικού αερίου από µεγάλα βάθη του υδάτινου σώµατος. Προς αυτήν 

την κατεύθυνση χρησιµοποιούνται λεπτόγραµµες αλυσοειδείς κατασκευές ως αγωγοί 

(risers), οι οποίες αποτελούν µια ιδιαίτερα ευέλικτη λύση. Οι αγωγοί αυτοί (risers) είναι  

κατακόρυφοι, αλυσοειδείς που τοποθετούνται µεταξύ του υδάτινου πυθµένα και του 

πλοίου-φορέα ή της πλωτής εξέδρας. 

 

Υπολογίζοντας τις συχνότητες και τις ιδιοµορφές των κατασκευών αυτών λαµβάνουµε 

ενδεικτικά την τάση µεταβολής των τιµών των κανονικών µετακινήσεων και των 

καµπτικών ροπών στην αλυσίδα. Ειδικότερα, επιλύσαµε το πρόβληµα ιδιοτιµών 

αλυσοειδούς λεπτόγραµµης κατασκευής (catenary riser) µε τη χρήση της µεθόδου WKB, 

λαµβάνοντας υπόψη όρους ανώτερης τάξης, συγκεκριµένα ( )2ε , του αναπτύγµατος σε 

σειρά διαταραχών. 

 

Να τονίσουµε, πως ο βασικός κορµός του κώδικα MATLAB αναπτύχθηκε από τον κ. Ι. 

Κ. Χατζηγεωργίου, για την ανάγκη παλαιότερης µελέτης του ιδίου. Με βάση αυτόν τον 

κώδικα έγιναν όλες οι τροποποιήσεις, ανάλογα µε τις συνθήκες του εκάστοτε 

προβλήµατος.  

 

Θα ήθελα να ευχαριστήσω τον επιβλέποντα καθηγητή κ. Ι. Κ. Χατζηγεωργίου για την 

υπόδειξη του θέµατος και την αµέριστη  βοήθεια που µου προσέφερε κατά την περίοδο 

εκπόνησης της διπλωµατικής µου εργασίας. 
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1. Εισαγωγή 

 

Η βιοµηχανία πετρελαίου τα τελευταία χρόνια έχει επικεντρώσει τις προσπάθειες της 

στην εξεύρεση και εξέλιξη οικονοµικά και τεχνικά βιώσιµων µεθόδων για την παραγωγή 

πετρελαίου και φυσικού αερίου από µεγάλα βάθη του υδάτινου σώµατος. Προς αυτήν 

την κατεύθυνση χρησιµοποιούνται λεπτόγραµµες αλυσοειδείς κατασκευές ως αγωγοί 

(risers), οι οποίες αποτελούν µια ιδιαίτερα ευέλικτη λύση. Οι αγωγοί αυτοί (risers) είναι  

κατακόρυφοι, αλυσοειδείς που τοποθετούνται µεταξύ του υδάτινου πυθµένα και του 

πλοίου-φορέα ή της πλωτής εξέδρας. Ο εντατήρας (riser tensioner) είναι µια µηχανική 

διάταξη που χρησιµοποιείται ευρύτατα στις πλωτές εγκαταστάσεις εξόρυξης πετρελαίου 

ή στα πλοία εξόρυξης και αποσκοπεί στη διατήρηση θετικών ελκτικών δυνάµεων πάνω 

στο riser, ανεξάρτητα από τις κινήσεις µέσα στο υδάτινο σώµα της πλωτής 

εγκατάστασης (πλοίου) εξόρυξης. Η επίσηµη ονοµασία του είναι Marine Riser 

Tensioner. Απαραίτητη κρίνεται η ύπαρξη ενός εντατήρα (riser tensioner) στην 

κατασκευή-δοµή του riser, επειδή σε περιπτώσεις καθοδικών κινήσεων του πλοίου ή της 

εξέδρας αυτό θα δεχόταν καµπτικά φορτία, ενώ σε ανοδικές θα µεταφερόταν κατά µήκος 

του µεγάλες δυνάµεις. Για να εξισορροπηθούν οι ανωτέρω δυνάµεις µια σειρά τέτοιων 

εντατήρων (springs) τοποθετούνται µεταξύ του riser και του πλοίου (εξέδρας). Κάθε 

εντατήρας (riser tensioner) αποτελείται από υδραυλικούς κυλίνδρους µε αυλακώσεις 

τροχαλίας και στις δύο πλευρές. Ο κύλινδρος συνδέεται άµεσα µε φιάλες αερίου υψηλής 

πιέσεως διά µέσου ενός διαχωριστή (separator). Ένα συρµατόσχοινο τυλίγεται γύρω από 

τον κύλινδρο: η µία του άκρη ενώνεται µε το σταθερό µέρος του εντατήρα (tensioner) 

και η άλλη µε το riser. Υπάρχουν και άλλα δύο είδη εντατήρων, όπως οι Drill String 

Compensators και οι Guideline Τensioners. Παρακάτω απεικονίζονται οι µηχανικές 

αυτές διατάξεις. 

   

 

 
 

Εικόνα 1. Marine Riser Tensioners. 
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Οι αγωγοί-risers µπορεί να είναι εύκαµπτες κατασκευές (flexible risers), αλλά η 

βιοµηχανία πετρελαίου θεωρεί οικονοµικά ευέλικτη και τη χρήση χαλύβδινων risers, 

steel catenary risers (SCR). Ακολουθούν αναπαραστάσεις των risers και ο τρόπος 

ανάπτυξής τους στο υδάτινο σώµα. 

 

 
 

Εικόνα 2. Πλοία εξόρυξης – Drilling ships. 

 

 

 
 

Εικόνα 3. Πλωτές εγκαταστάσεις εξόρυξης πετρελαίου (και φυσικού αερίου) – Marine 

Drilling Rig. 
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Εικόνα 4. FPSO platforms (Floating, Production, Storage and Offloading vessels). 

 

 

Αυτές οι κατασκευές, συνήθως, υφίστανται τεράστια δυναµικά καµπτικά φορτία που 

εστιάζονται στην περιοχή επαφής µε τον πυθµένα, touch-down area (TDA). Οπότε η 

επίλυση του δυναµικού προβλήµατος κρίνεται απαραίτητη για την κατανόηση της 

συµπεριφοράς των συγκεκριµένων ανεπιθύµητων επιρροών. Το δυναµικό πρόβληµα 

µπορεί να αντιµετωπιστεί είτε αριθµητικά είτε αναλυτικά µέχρι ενός σηµείου. Στις 

περισσότερες περιπτώσεις η αναλυτική προσέγγιση της επιθυµητής λύσης έγκειται στη 

χρήση της µεθόδου χωριζόµενων µεταβλητών. Υπολογίζοντας τις συχνότητες και τις 

ιδιοµορφές των κατασκευών αυτών λαµβάνουµε ενδεικτικά την τάση µεταβολής των 

τιµών των κανονικών µετακινήσεων και των καµπτικών ροπών στην αλυσίδα. 

Ειδικότερα, επιλύσαµε το πρόβληµα ιδιοτιµών αλυσοειδούς λεπτόγραµµης κατασκευής 

(catenary riser) µε τη χρήση της µεθόδου WKB, λαµβάνοντας υπόψη όρους ανώτερης 

τάξης του αναπτύγµατος σε σειρά διαταραχών. 

 

Η εξίσωση που θεωρήσαµε είναι η ακόλουθη: 

 

( ) ( )
2 4 2

2 4 2

y y y y
K a x x

x x x
β

τ
∂ ∂ ∂ ∂
= − + +

∂ ∂ ∂ ∂
                   (1) 
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Η αδιάστατη Εξ. (1) περιγράφει την ασύζευκτη καµπτική ταλάντωση µιας λεπτότοιχης 

αλυσοειδούς λεπτόγραµµης κατασκευής, θεωρώντας πως τα καµπτικά φορτία έχουν µη 

αµελητέα συνεισφορά συγκρινόµενα µε τους εντατικούς όρους. Η Εξ. (1) είναι 

γραµµικοποιηµένο παράγωγο της βασικής εξίσωσης σε κατακόρυφη διεύθυνση και 

εξάγεται από το πλήρες µη γραµµικό σύστηµα της δυναµικής ισορροπίας σε δισδιάστατο 

χώρο (2D space) [3], απαλείφοντας τους µη γραµµικούς όρους και αµελώντας τους 

παράγοντες που περιγράφουν τις συζευγµένες αξονικές και κατακόρυφες δονήσεις-

ταλαντώσεις. Οι διαφορετικοί αδιάστατοι όροι που εµφανίζονται στην Εξ. (1) δίνονται 

παρακάτω: 

  ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0/ , / , sin , /x s L K EI w L x t w M Lβ ϕ τ= = = =  

 

Το L  είναι το αδιάτατο µήκος της κατασκευής, EI  η καµπτική ακαµψία, 0w  το ενεργό 

βάρος, M  η ενεργή µάζα, που στην περίπτωση βυθισµένης κατασκευής εκφράζεται ως 

άθροισµα της µάζας m  και της πρόσθετης µάζας am , s  η αδιάτατη Lagragian 

συντεταγµένη και t  ο χρόνος. Όλοι οι όροι βάρους και µάζας ορίζονται ανά µονάδα 

αδιάτατου µήκους. Επιπρόσθετα, ως ( ),q s t  δηλώνουµε την εγκάρσια κίνηση στην 

εφαπτοµένη κατά µήκος της κατασκευής, ενώ  ( )0 0T T s=  και ( )0 0 sϕ ϕ=  είναι οι 

συναρτήσεις που περιγράφουν τη µεταβολή της στατικής τάσης και στατικής γωνίας της 

αλυσίδας. Η γωνία ορίζεται από την εφαπτοµένη και την οριζόντιο κάθε φορά. Οι ( )0T s  

και ( )0 sϕ  προκύπτουν από την επίλυση του προβλήµατος στατικής ισορροπίας.  

 

Για την ανάπτυξη της Εξ. (1) µόνο αρµονικές κινήσεις θεωρούνται αποδεκτές. 

Εποµένως, η επίλυση της µας παρέχει τις ιδιοσυχνότητες και τις ιδιοµορφές της 

αλυσίδας, οι οποίες µπορούν να χρησιµοποιηθούν διαδοχικά για την διατύπωση της 

κατάλληλης έκφρασης της γενικευµένης λύσης της εξαναγκασµένης ταλάντωσης, µε ή 

χωρίς απόσβεση. 

 

Βέβαια, όπως αναφέρθηκε, η αδιάστατη αυτή εξίσωση προέκυψε από τη θεµελιώδη 

µερική διαφορική εξίσωση, που ακολουθεί (Τριανταφύλλου, 1994), και περιγράφει τη 

δισδιάστατη δυναµική συµπεριφορά µιας αλυσοειδούς κατασκευής, σαν τον αγωγό-riser 

(catenary riser): 

 

 

( )
2 4 2

0 02 4 2
sin

q q q q
M EI T s w

t s s s
ϕ

∂ ∂ ∂ ∂
=− + +

∂ ∂ ∂ ∂  

 

όπου q : οι κινήσεις στον κατακόρυφο άξονα. Οι υπόλοιποι στατικοί και δυναµικοί όροι 

δόθηκαν παραπάνω. 
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2. Εισαγωγή στη δυναµική θαλάσσιων κατασκευών 

 

 

Γενικά είδη συστηµάτων 

 

Η µελέτη των σχέσεων µεταξύ της κίνησης ενός φυσικού συστήµατος και των δυνάµεων 

που προκαλούν την κίνηση αυτή, αποτέλεσε αντικείµενο έρευνας και µελέτης από τους 

αρχαίους χρόνους µέχρι σήµερα, η ευρύτερη έκφραση αυτής δίνεται µέσα από την 

περιοχή της δυναµικής.  

 

Η µελέτη της δυναµικής συµπεριφοράς απαραµόρφωτων σωµάτων υπό την επίδραση 

χρονικά µεταβαλλόµενων διεγέρσεων, αποτελεί αντικείµενο της κινηµατικής του 

στερεού σώµατος. Η δε µελέτη των τάσεων και παραµορφώσεων που οφείλονται σε 

χρονικά µεταβαλλόµενη εξωτερική διέγερση, καλύπτεται από τη δυναµική των 

κατασκευών. Στόχος του δεύτερου τύπου φυσικών συστηµάτων είναι η ανάπτυξη και 

παρουσίαση µεθόδων για τον ακριβή ή προσεγγιστικό προσδιορισµό της ταλαντωτικής 

τους συµπεριφοράς. 

 

Τα φυσικά συστήµατα είναι γενικά σύνθετα και δύσκολα µπορούν να αναλυθούν µε τη 

χρήση ακριβών ή κλειστών λύσεων και αυτό επειδή αποτελούνται από µεγάλο αριθµό 

συνιστωσών που ενεργούν σαν µια ολότητα. Προκειµένου να αναλυθούν τέτοια 

συστήµατα χρειάζεται να αναγνωριστούν οι συνιστώσες αυτές και στη συνέχεια να τους 

προσδοθούν φυσικές ιδιότητες. Οι ιδιότητες αυτές, που καθορίζουν εν πολλοίς τη 

δυναµική τους συµπεριφορά, προσδιορίζονται συνήθως µε τη βοήθεια πειραµάτων. Η 

γνώση αυτών των ιδιοτήτων οδηγεί στην κατασκευή ενός µαθηµατικού προτύπου, που 

θα αντιπροσωπεύει µια διακριτοποίηση του πραγµατικού φυσικού συστήµατος. Βέβαια, 

για το ίδιο φυσικό σύστηµα είναι δυνατόν να κατασκευαστούν περισσότερα από ένα 

µαθηµατικά πρότυπα. Το απλούστερο από αυτά, το οποίο, όµως, διατηρεί τα ουσιώδη 

χαρακτηριστικά του πραγµατικού φυσικού συστήµατος επικρατεί στις µελέτες µας.  

 

Οι φυσικές ιδιότητες ενός συστήµατος αναφέρονται ως παράµετροί του. Τα πραγµατικά 

συστήµατα είναι συνεχή και οι παράµετροί τους διανεµηµένες. Σε πολλές περιπτώσεις εν 

τούτοις, είναι δυνατόν να απλοποιήσουµε την ανάλυση µε αντικατάσταση των 

διανεµηµένων χαρακτηριστικών του συστήµατος από διακριτά. Αυτό επιτυγχάνεται µε 

τη διακριτοποίηση ("lumping") του συνεχούς συστήµατος. Έτσι, λοιπόν, τα µαθηµατικά 

πρότυπα υποδιαιρούνται σε δύο βασικές κατηγορίες: 

 

α. συστήµατα µε διακριτοποιηµένες παραµέτρους, ή διακριτά  ("lumped") συστήµατα  

β. συστήµατα µε διανεµηµένες παραµέτρους, ή συνεχή συστήµατα. 

 

Εξέχουσας σηµασίας αποτελεί ο τύπος του µαθηµατικού προτύπου που θα 

χρησιµοποιηθεί για την ανάλυση του συστήµατος, άρα για τη διατύπωση του 

µαθηµατικού προβλήµατος. Στα συστήµατα µε διακριτοποιηµένες παραµέτρους η 
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συµπεριφορά του περιγράφεται µε συνήθεις διαφορικές εξισώσεις, ενώ τα συνεχή 

συστήµατα από µερικές διαφορικές εξισώσεις  

 

Τα ταλαντευόµενα δυναµικά συστήµατα ανάλογα µε τη συµπεριφορά τους διακρίνονται 

σε γραµµικά και µη γραµµικά. Εάν οι εξαρτώµενες µεταβλητές εµφανίζονται µόνο στην 

πρώτη δύναµη και δεν υπάρχουν µεταξύ τους γινόµενα, τότε το σύστηµα καλείται 

γραµµικό. Αν υπάρχουν δυνάµεις µεγαλύτερης της πρώτης ή κλασµατικές δυνάµεις, τότε 

είναι µη γραµµικό.  

 

 

Τύποι εξωτερικών διεγέρσεων 

 

Σχεδόν όλες οι κατασκευές υποβάλλονται κατά τη διάρκεια της ζωής τους σε διάφορους 

τύπους φορτίσεων. Από τη µεριά της ανάλυσης, είναι συνήθως χρήσιµο να 

υποδιαιρούνται τα προκαθορισµένα εξωτερικά φορτία σε δύο κατηγορίες:   

 

• περιοδικά  

• µη περιοδικά 

 

Οι περιοδικές φορτίσεις (περιπτώσεις (α) και (β), στο σχήµα 1) είναι επαναλαµβανόµενα 

φορτία που εµφανίζουν την ίδια επαναλαµβανόµενη χρονική µεταβολή για µεγάλο 

αριθµό επαναλήψεων. Η απλούστερη περιοδική διέγερση είναι η ηµιτονοειδής µεταβολή, 

που ονοµάζεται απλή αρµονική.  

 

 

 (α) 

 

 

 

 (β) 
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Σχήµα 1 

 

 

Τέτοιες φορτίσεις είναι χαρακτηριστικές στις περιπτώσεις µη ζυγοσταθµισµένων µαζών, 

περιστρεφόµενων µηχανών. Άλλοι τύποι περιοδικών διεγέρσεων, όπως για παράδειγµα 

αυτές που προκαλούνται από τις υδροδυναµικές πιέσεις από την έλικα στην πρύµνη του 

πλοίου ή από αδρανειακά φαινόµενα σε παλινδροµικές µηχανές είναι συνήθως πιο 

πολύπλοκοι. Με τη βοήθεια, όµως, της ανάλυσης κατά Fourier, αναπαριστούµε την 

περιοδική διέγερση ως άθροισµα µιας σειράς δύο απλών αρµονικών συνιστωσών. 

 

Οι µη περιοδικές διεγέρσεις µπορεί να είναι είτε µικρής διάρκειας κρουστικές φορτίσεις 

ή µακράς διάρκειας φορτίσεις τυχαίας µορφής. Μια έκρηξη αποτελεί παράδειγµα πηγής 

κρουστικής φόρτισης (περίπτωση (α), στο σχήµα 2). Για αυτές τις µικρής διάρκειας 

φορτίσεις χρησιµοποιούνται ειδικές απλοποιηµένες µορφές ανάλυσης. Όµως, υπάρχουν 

και οι µακράς διάρκειας τυχαίες φορτίσεις, όπως για παράδειγµα αυτή που προκαλείται 

από σεισµική δράση, από τεράστια και τυχαία επιφανειακά κύµατα στον ωκεανό (Rogue 

Waves, περίπτωση (β), σχήµα 2) κ.ά. Σε αυτά η ανάλυση είναι πιο πολύπλοκη και 

λαµβάνει χώρα µε τη βοήθεια στοχαστικών ή µη αιτιοκρατικών µεθόδων αναλύσεων. 

 

 

 

 (α) 

 

 

 

 (β) 

 

Σχήµα 2 
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3. Euler-Bernoulli θεωρία δοκού 

 

Στην παρούσα µελέτη επιχειρήθηκε η εξαγωγή κλειστής µορφής εκφράσεων-λύσεων 

στην περίπτωση γραµµικών ταλαντώσεων µιας λεπτότοιχης αλυσοειδούς λεπτόγραµµης 

κατασκευής. Η δυναµική συµπεριφορά της κατασκευής (catenary-shaped slender riser) 

προσεγγίστηκε µε τη βοήθεια της Euler-Bernoulli εξίσωσης δοκού µε µεταβλητή ένταση 

και όρους φασικής γωνίας. Με την εφαρµογή της WKB µεθόδου στην παραπάνω 

µαθηµατική διατύπωση του προβλήµατος καταλήγουµε στο επιθυµητό.  

 

Η κατά Euler-Bernoulli θεωρία δοκού είναι απλοποίηση της ισοτροπικής θεωρίας 

ελαστικότητας που σκοπό έχει τον υπολογισµό των χαρακτηριστικών φορτίου και 

εκτροπής των δοκών. Η επίσηµη εµφάνισή της υπολογίζεται γύρω στο 18
ο
 αιώνα (1750), 

αλλά δεν εφαρµόστηκε εκτενώς, µέχρι και την ανέγερση του πύργου του Eiffel και της 

Ferris Wheel στα τέλη του 19
ου

 αιώνα. Με αφετηρία αυτά τα σηµαντικά έργα, άθλους της 

Μηχανικής, η συγκεκριµένη θεωρία αποτέλεσε τον ακρογωνιαίο λίθο της µηχανικής και 

εκφραστή της ∆εύτερης Βιοµηχανικής Επανάστασης (1870-1914). 

 

Επιπρόσθετα εργαλεία, όπως η θεωρία πλακών και η ανάλυση µε πεπερασµένα στοιχεία 

αναπτύχθηκαν, αλλά η απλότητα της θεωρίας δοκών την καθιστά αξιόπιστο και 

σηµαντικό εργαλείο της µηχανικής. 

 

Η εξίσωση δοκού  

 

Η Euler-Bernoulli εξίσωση δοκού βασίζεται σε πέντε βασικές υποθέσεις, αναφορικά µε 

την κάµψη της δοκού: 

 

1. Η µαθηµατική ανάλυση εφαρµόζεται αποτελεσµατικά σε υπό κάµψη δοκούς. 

2. Οι εντάσεις  σε αυτές διαδίδονται µε ένα συγκεκριµένο µαθηµατικά απλό τρόπο. 

3. Η δύναµη που αντιστέκεται στην κάµψη εξαρτάται από τη συνολική κάµψη, µε 

ένα συγκεκριµένο µαθηµατικά απλό τρόπο. 

4. Το υλικό είναι ισοτροπικό. 

5. Οι δυνάµεις που ασκούνται στη δοκό προκαλούν µόνο κάµψη, όχι στροφή ή 

έκταση: ασύζευκτη περίπτωση. 

 

 

Με πιο αυστηρό τρόπο έκφρασης οι παραπάνω υποθέσεις µετατρέπονται στις: 

 

1. Η Μηχανική του Συνεχούς εφαρµόζεται αποτελεσµατικά στις υπό κάµψη 

δοκούς. 

2. Η ένταση σε µια εγκάρσια τοµή της δοκού µεταβάλλεται γραµµικά κατά τη 

διεύθυνση της κάµψης, και είναι µηδέν στο κέντρο βάρους κάθε τέτοιας τοµής. 



 15 

3. Η καµπτική ροπή σε µια συγκεκριµένη τοµή της δοκού µεταβάλλεται γραµµικά 

σε σχέση µε τη δεύτερη παράγωγο της εκτροπής προς την κατεύθυνση της (της 

εκτροπής). 

4. Η δοκός αποτελείται από ισοτροπικά υλικά. 

5. Το εφαρµοζόµενο φορτίο ασκείται ορθογώνια προς τον ουδέτερο άξονα της 

δοκού και κατά µοναδικό επίπεδο. 

 

Μετά από αυτές τις παραδοχές εξάγεται η βασική εξίσωση που συνδέει την εκτροπή µε 

το ασκούµενο φορτίο: 

 

 
 

Η παραπάνω εξίσωση αποτελεί την Euler-Bernoulli εξίσωση δοκού. Η καµπύλη ( )u x  

εκφράζει την εκτροπή της δοκού κατά µία διεύθυνση x  (η δοκός θεωρείται 

µονοδιάστατο σώµα), w  είναι το διανεµηµένο εγκάρσιο φορτίο ανά µονάδα µήκους, που 

µπορεί να είναι συνάρτηση των ,x u  ή και άλλων µεταβλητών. Ως γνωστό, το E  είναι το 

µέτρο ελαστικότητας, και I  η ροπή αδράνειας της διατοµής ως προς άξονα κάθετο στο 

επίπεδο των x  και y που διέρχεται από το κέντρο της διατοµής. 

 

 
 

Ο άξονας της δοκού κατά τον οποίον δεν ασκείται αξονικό φορτίο καλείται ουδέτερος. 

Συχνά ( ) ( ),w w x u u x= =  και .EI σταθ= , άρα έχουµε: 

 

 

 
 

• u : είναι η εκτροπή 

• 
u

x

∂
∂ : η γωνία εκτροπής (βέλος κάµψης) 

• 

2

2

u
E I

x

∂
∂

: η καµπτική ροπή 
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• 

2

2

u
EI

x x

 ∂ ∂
−  ∂ ∂ 

: η διατµητική δύναµη στη δοκό 

 

Ένταση 

 

Εκτός από την εκτροπή (µετατόπιση σε ένα σηµείο x  τη χρονική στιγµή t ), η εξίσωση 

περιγράφει τις δυνάµεις και τις ροπές, άρα εξάγονται συµπεράσµατα για τις εντάσεις των 

δυνάµεων στη δοκό, ένας λόγος για την ευρύτατη χρήση της στη Μηχανική ώστε να 

καθορίζεται η αντοχή των δοκών σε κάµψη. 

 

Τόσο η καµπτική ροπή όσο και η διατµητική δύναµη προκαλούν εντάσεις στη δοκό. Η 

ένταση λόγω της διατµητικής δύναµης είναι µέγιστη κατά µήκος του ουδέτερου άξονά 

της, ενώ η εφελκυστική µεγιστοποιείται και στις δύο πλευρές (άνω-κάτω) της 

επιφάνειας. Βέβαια, οι διατµητικές δυνάµεις είναι αµελητέες σε σχέση µε τις καµπτικές 

ροπές. 

 

 

 

 

Οριακές συνθήκες  

 

 

 
 

 

 

Α. Πάκτωση στο 0x = . Το βέλος κάµψης και η κλίση θα είναι µηδέν. 

 

( ) ( )
0

,
0 , 0

x

u x t
u t

x
=

∂
= =

∂
 

 

Β. Άρθρωση στο 0x = .  Το βέλος κάµψης και η ροπή θα είναι µηδενικά. 
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( ) ( ) ( )2

2

0

,
0, 0

x

u x t
u t EI x

x
=

∂
= =

∂
 

 

 

Γ.  Ελεύθερο άκρο. Καµπτική ροπή και διατµητική δύναµη θα είναι µηδενικές. 

 

 

( ) ( )2

2

0

,
0

x

u x t
E I x

x
=

∂
=

∂
   ,            ( ) ( )2

2

0

,
0

x

u x t
EI x

x x
=

 ∂∂
= 

∂ ∂ 
 

 

Ανάλογες συνθήκες ισχύουν για το άκρο x L= . 

 

 

∆. Συγκεντρωµένη µάζα 0m στο ένα άκρο της δοκού. 

 

Στην περίπτωση αυτή η αδρανειακή δύναµη  
( )2

0 2

,d u x t
m

dt
−   θα πρέπει να ισούται µε τη 

διατµητική δύναµη. Οπότε η οριακή συνθήκη γίνεται: 

 

 

( ) ( ) ( )2 2

02 2

, ,u x t d u x t
E I x m

x x d t

 ∂∂
± = 
∂ ∂ 

 

 

Σηµειώνουµε ότι το θετικό πρόσηµο ισχύει στην περίπτωση που η συγκεντρωµένη µάζα  

0m  είναι προσαρµοσµένη στο αριστερό άκρο της δοκού, ενώ το αρνητικό πρόσηµο στην 

αντίθετη περίπτωση.   

 

Η δεύτερη οριακή συνθήκη στο άκρο της δοκού που βρίσκεται η συγκεντρωµένη µάζα 

0m προκύπτει από το γεγονός ότι η ροπή κάµψης εκεί θα πρέπει να είναι µηδενική. Άρα, 

 

( ) ( )2

2

,
0

u x t
E I x

x

∂
=

∂
 

 

 

 

 

 

Ε. Ελαστικά εδραζόµενο άκρο δοκού. 

 

 

Στην περίπτωση αυτή η ροπή κάµψης θα πρέπει να είναι µηδενική ενώ η δύναµη 

διάτµησης θα πρέπει να ισούται µε την αντίδραση της ελαστικής έδρασης. Θεωρώντας  
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ότι η ελαστική έδραση θα µπορούσε να προσοµοιωθεί µε ελατήριο σταθεράς 0k , οι 

οριακές συνθήκες γίνονται: 

 

( ) ( )2

2

,
0

u x t
E I x

x

∂
=

∂
,    ( ) ( ) ( )

2

02

,
,

u x t
E I x k u x t

x x

 ∂∂
= ± 

∂ ∂ 
 

 

Σηµειώνουµε ότι το θετικό πρόσηµο ισχύει στην περίπτωση που το ελατήριο βρίσκεται 

προσαρµοσµένο στο δεξιό άκρο της δοκού, ενώ το αρνητικό πρόσηµο στην αντίθετη 

περίπτωση. 
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4. Η WKB µέθοδος προσέγγισης 

 

 

Η µέθοδος WKB είναι µέθοδος διαταραχών που εφαρµόζεται σε µια ποικιλία 

προβληµάτων και, ειδικότερα, σε γραµµικές διαφορικές εξισώσεις της µορφής: 

 

( )
( ) ( )( )

( )

2

2

2

0 , 0 1 ( )

0 , 1 ( )

0 , 0 1 , ( )

y q x y i

y p x q x y i i

y q x y i i i

ε ε

λ λ

ε ε

′′ + =

′′ + − =

′′ + = ≤

≺ ≪

≫

≺

 

 

Παρατηρούµε ότι στις εξισώσεις (i) και  (iii) εµφανίζεται µια µικρή παράµετρος, ενώ 

στην εξίσωση (ii) µια παράµετρος που είναι µεγάλη· αν θέσουµε 1ε λ −=  η περίπτωση 

αυτή ανάγεται στις προηγούµενες. Υπενθυµίζουµε ότι δεν είναι δυνατόν, εν γένει, να 

υπολογίσουµε λύση σε κλειστή µορφή, όταν οι διαφορικές εξισώσεις έχουν µεταβλητούς 

συντελεστές, όπως οι (i) και  (iii). Τα πρώτα βήµατα ανάπτυξής της έγιναν από τον 

Liouville στα µέσα του 19
ου

 αιώνα, ενώ στις αρχές του 20
ου

 επεκτάθηκε από άλλους, 

όπως, π.χ. ,  τον Rayleigh (στο πλαίσιο της µελέτης της ανάκλασης των ηχητικών 

κυµάτων), και τον Jeffreys (εξίσωση Mathieu). Η συγκεκριµένη µέθοδος ονοµάστηκε 

έτσι από τους φυσικούς Wentzel, Kramers, και Brillouin, που την ανέπτυξαν το 1926. Το 

1923, ο µαθηµατικός Harold Jeffreys είχε αναπτύξει µια γενική µέθοδο προσέγγισης, 

ανώτερης τάξης διαφορικών εξισώσεων, στις οποίες περιέχεται και η εξίσωση του 

Schrödinger. Αλλά από τη στιγµή που η εξίσωση του Schrödinger παρουσιάστηκε δύο 

χρόνια αργότερα, και οι Wentzel, Kramers, και Brillouin προφανώς δεν γνώριζαν την 

εργασία του πρώτου, ο Jeffreys συνήθως παραλείπεται από την ονοµασία της µεθόδου. Η 

σηµαντική συνεισφορά, όµως και των τεσσάρων, έγκειται στο τρόπο αντιµετώπισης των 

στάσιµων σηµείων, συσχετίζοντας τις φθίνουσες και ταλαντωτικές λύσεις αµφιπλεύρως 

του στάσιµου σηµείου. Γενικά, η WKB µέθοδος προσεγγίζει τη λύση µιας διαφορικής 

εξίσωσης, της οποίας η µεγαλύτερη τάξης παράγωγος πολλαπλασιάζεται επί µια µικρή 

παράµετρο ε . Η µέθοδος έχει ως εξής: 

 

Για µια διαφορική εξίσωση  

 

 
 

ας υποθέσουµε ότι έχει λύση της µορφής ενός αναπτύγµατος ασυµπτωτικής σειράς 
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µε  0δ → . Εισάγοντας την παραπάνω υποθετική λύση στη διαφορική εξίσωση και 

απαλείφοντας τους εκθετικούς όρους, επιλύουµε για έναν αυθαίρετο αριθµό όρων ( )nS x  

το ανάπτυγµα.  

 

 

Θεωρητικό υπόβαθρο της WKB µεθόδου 

 

 

To θεωρητικό υπόβαθρο της WKB µεθόδου είναι πιο πολύπλοκη κι έχει ως εξής: 

 

Ας υποθέσουµε τη δεύτερης τάξης οµογενή γραµµική διαφορική εξίσωση 

 

 
 

µε .  Εισάγοντας όπου ( )y x  

 

 

          στην εξίσωση, λαµβάνουµε: 

 

 

 

( )
2

2

2
0 0

1 1n n

n n

n n

S S Q xε δ δ
δ δ

∞ ∞

= =

    ′ ′′+ =    
     
∑ ∑ . 

 

 

Θεωρώντας, ότι η σειρά είναι θα είναι ασυµπτωτικά σταθερή το παραπάνω υπολογίζεται 

ως: 

 

 

 
 

Με 0δ → , από την ισορροπία των επικρατέστερων όρων έχουµε: 
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Οπότε, το δ είναι ανάλογο του ε . Εξισώνοντας τα και διερευνώντας για τις διαφορετικές 

του εκθέτη του ε , έχουµε: 

 

 

 
 

που είναι εξίσωση Eikonal, µε λύση: 

 

  

 
 

 

Για τις πρωτοτάξιες δυνάµεις του ε  λαµβάνουµε: 

 

   
 

που είναι η µονοδιάστατη συνάρτηση µεταφοράς, µε λύση: 

 

 
 

και 
1k  µια αυθαίρετη σταθερά. Έχουµε τώρα ένα ζεύγος προσεγγίσεων ( δύο γιατί η  

0S  

λαµβάνει δύο τιµές, όπως είδαµε παραπάνω), και η πρώτης τάξης  προσέγγιση κατά 

WKB θα είναι γραµµικός συνδυασµός των δύο λύσεων: 

 

 
 

Ανώτερης τάξης όροι παρέχονται, αν το ε  λάβει µεγαλύτερες τιµές. 

Τελειώνοντας, ισχύει: 

 

 
για 2n ≻ .  

 

Ας επιχειρήσουµε, όµως, µια πιο πρακτική µατιά στη συγκεκριµένη µέθοδο ώστε να γίνει 

πιο κατανοητός ο τρόπος µε τον οποίο θα προσεγγίσουµε το συγκεκριµένο πρόβληµα. 

 

 

Η περίπτωση κατά την οποία δεν έχουµε ταλαντώσεις  
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Αρχικά, θεωρούµε την εξίσωση (i) στην περίπτωση που η ( )q x είναι µια γνήσια αρνητική 

συνάρτηση σε όλο το διάστηµα που µας ενδιαφέρει. Συγκεκριµένα, έστω ( ) ( )2q x k x= − , 

όπου ( ) 0k x > . Θεωρούµε την εξίσωση : 

( )22 0y k x yε ′′ − = (iv) 

 

Αν το k  ήταν σταθερά, π.χ.  0k k= , τότε η (iv) θα είχε πραγµατικές λύσεις εκθετικής 

µορφής 
0 /k x

e
ε±

. Το γεγονός αυτό µας οδηγεί να δοκιµάσουµε στη (iv) την 

αντικατάσταση: 
( ) /u x

y e
ε= . 

 

Τότε η εξίσωση (iv) λαµβάνει τη µορφή: 

 

( )22 0, .v v k x v uε ′ ′+ − = =      (v) 

 

Ας επιχειρήσουµε τώρα ένα ανάπτυγµα κανονικών διαταραχών (βλ. µέθοδος 
διαταραχών, παρακάτω) της µορφής: 

 

( ) ( ) ( ) ( )2

0 1 .v x v x v x Oε ε= + +  

 

Αντικαθιστώντας την παράσταση αυτή στην (v) παίρνουµε, από τους όρους τάξης ( )1O  

και ( )O ε , αντίστοιχα, τις εξισώσεις: 

 

( )20 0 1 0, 2 .v k x v v v ′= ± = −  

 

Εποµένως,  

 

( ) ( ) ( )
( )1, ,

2

k x
v x k x v

k x

′
= ± = −  

 

και το ανάπτυγµα ως προς  v  παίρνει τη µορφή: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )2

2

k x
v x k x O

k x
ε ε
′

= ± − + . 

 

Συνεπώς, το u  δίνεται από τη σχέση: 

 

( ) ( ) ( ) ( )2ln ,
2

x

a

u x k d k x O
ε

ξ ξ ε= ± − +∫  
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όπου το a  είναι αυθαίρετη σταθερά· οι υπόλοιπες σταθερές ενσωµατώνονται στο 

ολοκλήρωµα. Άρα, τελικά, το ανάπτυγµα για την ( )y x  είναι: 

 

  ( ) ( )

( )
( ) ( )( )/ 1 1

exp 1 , 1

x
u x

a

y x e k d O
k x

ε ξ ξ ε ε
ε

 
= = ± + 

 
∫ ≪ . 

 

Η εξίσωση αυτή ορίζει δύο γραµµικά ανεξάρτητες προσεγγίσεις (µία µε το θετικό 

πρόσηµο και µία µε το αρνητικό) της γραµµικής εξίσωσης (iv). Ο γραµµικός 

συνδυασµός των προσεγγίσεων αυτών µας δίνει την προσέγγιση WKB για την 

περίπτωση που δεν έχουµε ταλαντώσεις: 

 

( )
( )

( )

( )

( )11

1 2 .

x x

a a

k d k d

W K B

c c
y x e e

k x k x

ξ ξ ξ ξε ε
−

∫ ∫
= +

 

 

 

Μπορούµε να προσδιορίσουµε  τις δύο αυθαίρετες σταθερές 1c  και 2c  από τα αρχικά ή 

από τα συνοριακά δεδοµένα, ενώ ως κάτω όριο ολοκλήρωσης  a  µπορούµε να 

θεωρήσουµε είτε το σηµείο στο οποίο δίνονται τα αρχικά δεδοµένα είτε ένα συνοριακό 

σηµείο. 
 

 

Η περίπτωση κατά την οποία έχουµε ταλαντώσεις 

 

Στην περίπτωση που το ( )q x  είναι γνήσια θετικό, περιµένουµε οι λύσεις της (i) να 

παρουσιάζουν ταλαντώσεις. Και εδώ µπορούµε να ακολουθήσουµε σχεδόν την ίδια 

τακτική όπως στην περίπτωση που δεν έχουµε ταλαντώσεις. Έτσι, θεωρούµε την 
εξίσωση 

 

( )22 0,y k x yε ′′ + =  (vi) 

 

όπου ( ) 0k x > . Τώρα, αν στην εξίσωση (vi) θέσουµε  
( ) /iu x

y e
ε= και εργαστούµε 

ακριβώς πριν, καταλήγουµε στην παρακάτω WKB προσέγγιση µε ταλαντώσεις: 

 

( )
( )

( )

( )

( )
1 2 .

x x

a a

ii k d k d

W K B

c c
y x e e

k x k x

ξ ξ ξ ξε ε
−

∫ ∫
= +
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Παρατηρούµε ότι η προσέγγιση αυτή διαφέρει από την προηγούµενη µόνο κατά την 

παρουσία του φανταστικού αριθµού i  στον εκθέτη. Χρησιµοποιώντας τον τύπο του 

Euler co s s inie iθ θ θ= + , µπορούµε να γράψουµε την προσέγγιση της (vi) µε 

ηµίτονα και συνηµίτονα, ως: 

 

( )
( )

( )
( )

( )1 21 1
sin cos .

x x

WKB

a a

c c
y x k d k d

k x k x
ξ ξ ξ ξ

ε ε

   
= + −   

   
∫ ∫  

 

 

Παραδείγµατα αυτής της µεθόδου για τον καθορισµό της δυναµικής καλωδίων ή risers 

δίνονται στις αναφορές [4-8]. Στην αναφορές [4-5], Τριανταφύλλου, εξήχθησαν 

ασυµπτωτικές λύσεις για τα δυναµικά προβλήµατα ταλαντευόµενης χορδής [4] και 

καλωδίων µεταφοράς [5]. Στην [6], Cheng κ.ά, γίνεται χρήση της WKB µεθόδου για την 

ανάλυση µη οµοιόµορφων marine risers µε την παραδοχή ότι οι ιδιότητες των 

διαφορετικών στοιχείων τους διαφέρουν ελάχιστα. Επίσης, αυτή η µέθοδος εφαρµόστηκε 

από τους Pesce κ.ά, [7], για την εξαγωγή κλειστής µορφής λύσεων στο γενικό πρόβληµα 

όµοιο αυτό του riser µε γνωστή τη συνάρτηση έντασης κατά µήκος του, και πάλι από 

τους Pesce κ.ά, [8], ως µέθοδος επίλυσης του προβλήµατος ιδιοτιµών για την εκτίµηση 

των απότοµων κινήσεων του riser στο σηµείο επαφής του µε τον πυθµένα, touch-down 

point (TDP). Στην προκειµένη περίπτωση η χρήση της µεθόδου επεκτείνεται στις 

λεπτότοιχες αλυσοειδείς λεπτόγραµµες κατασκευές µε µη µηδενική καµπτική ακαµψία 

και µεταβλητούς όρους  έντασης και γωνίας. 

Θεωρώντας µόνο τις αρµονικές κινήσεις, η Εξ. (1) γίνεται: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4 2

0 0 0 2

04 2
0

d y x d y x dy x
K a x x y x

d x d x dx
β ω− + + + =             (2) 

 

µε ω  την κυκλική συχνότητα. 

 

 

Η παρουσία των συναρτήσεων ( )a x και ( )xβ  αποκλείει την περίπτωση ανεύρεσης 

κλειστής µορφής λύσεων που να ικανοποιούν την Εξ. (2). Αυτό ισχύει και στην 

περίπτωση γραµµικών  ( )a x και ( )xβ , που παρατηρείται στην περίπτωση προβλήµατος 

ταλαντευόµενης χορδής. Ωστόσο, µπορούµε να προσεγγίσουµε µια κλειστής µορφής 

λύση µέχρι ενός σηµείου, χρησιµοποιώντας µια επαρκή τεχνική από τη θεωρία 

διαταραχών. Μέχρι εδώ η µέθοδος WKB υλοποιείται, άσχετα µε τη µεταβολή που 

παρουσιάζουν οι ( )a x και ( )xβ . Όπως αναπτύχθηκε παραπάνω η εν λόγω µέθοδος 

υπολογίζει προσεγγιστικά τη λύση µιας διαφορικής εξίσωσης, της οποίας η µεγαλύτερη 

τάξης παράγωγος πολλαπλασιάζεται επί µια µικρή παράµετρο ε . Αναφορικά µε το 

γεγονός ότι στις λεπτότοιχες, λεπτόγραµµες κατασκευές η αδιάστατη καµπτική ακαµψία 

λαµβάνει πολύ µικρές τιµές, το K  µπορεί να αντικατασταθεί από µία µικρή παράµετρο 

1ε ≺≺ . Επίσης, ορίζοντας µια νέα χωρική συντεταγµένη τη z xε= , η Εξ. (2) γίνεται: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4 2

0 0 05 2 2

04 2
0

d y z d y z dy z
a z z y z

d z d z dz
ε ε εβ ω− + + + =                  (3) 

 

 

Θεωρώντας σταθερούς τους συντελεστές, δηλαδή ( ) , ( )a z a zβ β= = , τότε όλες οι 

παραπάνω λύσεις της εξίσωσης θα είναι εκθετικές συναρτήσεις µε σταθερά ορίσµατα. 

Έστω δύο πιθανές, οι ( )
( )

( )
( )

0 0,
u z iu z

y z e y z eε ε= = . 

 

∆εχόµαστε µόνο την πρώτη έκφραση, εισάγουµε αυτή στην Εξ.  (3) κι αν u v′ =   (4), 

λαµβάνουµε: 

 

 

( ) ( )4 3 3 2 2 4 2 24 3 6 ( ) ( ) 0v v v v v v v v a z v v z vε ε ε ε ε ε β ω′′′ ′′ ′ ′ ′ ′− + + + + + + + + =      (5) 

 

Το σύµβολο ' υποδηλώνει παραγώγιση ως προς z. Στη συνέχεια, θεωρούµε ένα κανονικό 

ανάπτυγµα διαταραχών: 

 

 

( )2 3

0 1 2( ) ( ) ( ) ( )v z v z v z v z Oε ε ε= + + +                         (6) 

 

 

Θεωρία διαταραχών  

 

Ας αναπτύξουµε το θεωρητικό υπόβαθρο της θεωρίας διαταραχών ώστε να 

κατανοήσουµε ευκολότερα τη διαδικασία που θα ακολουθήσουµε στη συγκεκριµένη 

περίπτωση προβλήµατος.         

 

Πολλές φορές οι εξισώσεις ενός µαθηµατικού µοντέλου, το οποίο περιγράφει κάποιο 

φυσικό πρόβληµα, δεν είναι δυνατόν να λυθούν µε χρήση αναλυτικών µεθόδων. Έτσι, 

είναι συχνά απαραίτητο να καταφύγουµε στη χρήση προσεγγιστικών και αριθµητικών 

µεθόδων. Εξέχουσα θέση ανάµεσα στις προσεγγιστικές µεθόδους κατέχουν οι λεγόµενες 

µέθοδοι διαταραχών. Χονδρικά, µια µέθοδος διαταραχών µας επιτρέπει να βρούµε µια 

προσεγγιστική λύση του προβλήµατός µας, όταν οι εξισώσεις που το περιγράφουν 

περιέχουν όρους που είναι µικροί. Οι όροι αυτοί εµφανίζονται επειδή η φυσική 

διαδικασία που περιγράφεται από το πρόβληµα περιέχει και φαινόµενα που έχουν µικρή 

επίδραση. Παραδείγµατος χάριν, σε ένα πρόβληµα ροής ρευστού, το ιξώδες µπορεί να 

είναι µικρό· στην περίπτωση της κίνησης ενός βλήµατος, η δύναµη που οφείλεται στην 

αντίσταση του αέρα µπορεί να είναι µικρή. Αυτές η χαµηλής τάξης επιδράσεις 

αναπαρίστανται στις εξισώσεις του µοντέλου από όρους που, σε σύγκριση µε τους 

άλλους, είναι µικροί. Χρησιµοποιώντας τη σωστή κανονικοποίηση, η τάξη µεγέθους των 

όρων αυτών περιγράφεται µε έναν συντελεστή, έστω ε , που είναι µικρός. Με τον όρο 

λύση διαταραχών εννοούµε µια προσεγγιστική λύση που αποτελείται από µερικούς 
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όρους ενός αναπτύγµατος της µορφής Taylor ως προς την παράµετροε , η οποία 

ουσιαστικά ποσοτικοποιεί την απόκλιση από το προς επίλυση πρόβληµα (ακριβές). 

 

 

 

Η µέθοδος διαταραχών 

 

Για να κατανοήσουµε τη γενική ιδέα της µεθόδου, ας θεωρήσουµε µια διαφορική 

εξίσωση δεύτερης τάξης, την οποία γράφουµε, συµβολικά, ως: 

 

 

( ), , , , 0 ,F t y y y t Iε = ∈ɺ ɺɺ   (α) 

 

όπου t είναι η ανεξάρτητη µεταβλητή, I  είναι ένα διάστηµα και y είναι η εξαρτηµένη 

µεταβλητή. Η τελεία πάνω από το y  δηλώνει παραγώγιση ως προς το χρόνο t και η 

παράµετρος ε  εµφανίζεται ως όρισµα της F . Η εξίσωση µπορεί να συνοδεύεται εν γένει 

από αρχικές ή συνοριακές συνθήκες, όµως εµείς προς το παρόν θα αγνοήσουµε αυτές τις 

βοηθητικές συνθήκες. Για να δηλώσουµε ότι το ε  είναι µια µικρή παράµετρος, συνήθως 

γράφουµε 1ε ≺≺ . Αυτό σηµαίνει ότι το ε  συγκρινόµενο µε τη µονάδα είναι µικρό, που 

είναι κάπως µια ασαφή φράση που δε συνοδεύεται από κάποιο συγκεκριµένο ποσοτικό 

φράγµα για τοε · προφανώς 0,001 1≪ , αλλά το 0,75 δεν είναι µικρό συγκρινόµενο µε τη 

µονάδα. Οι παραπάνω παρατηρήσεις εφαρµόζονται και σε εξισώσεις µε µεγάλες 

παραµέτρους, έστω λ , αφού στην περίπτωση αυτή µπορούµε να θέσουµε 
1

ε
λ
=  , που 

είναι µικρό.           

 

Με τον όρο σειρά διαταραχής εννοούµε µια δυναµοσειρά ως προς ε  της µορφής 

 
2

0 1 2( ) ( ) ( ) . . . . .y t y t y tε ε+ + +   (β) 

 

 

Η µέθοδος των κανονικών διαταραχών βασίζεται στην υπόθεση ότι έχουµε µια λύση της 

εξίσωσης (α) που είναι της µορφής (β), όπου οι συναρτήσεις 0 1 2, , ,....y y y  θα 

προσδιοριστούν αν αντικαταστήσουµε την (β) στην (α). Οι λίγοι πρώτοι όροι µιας 

τέτοιας σειράς απαρτίζουν µια προσεγγιστική λύση, τη λεγόµενη λύση διαταραχών του 

προβλήµατος· συνήθως παίρνουµε δύο ή τρεις όρους της σειράς. Γενικά, η µέθοδος θα 

θεωρείται επιτυχής όταν η προσέγγιση θα είναι οµοιόµορφη, δηλαδή όταν η διαφορά της 

προσεγγιστικής λύσης και της ακριβούς συγκλίνει προς το µηδέν οµοιόµορφα στο I  µε 

κάποια καλώς ορισµένη ταχύτητα, καθώς το 0ε → . Τονίζουµε το γεγονός ότι δε θα 

υπήρχε κανένα όφελος αν επιλέγαµε εκ των προτέρων µια συγκεκριµένη τιµή του ε · 

αντίθετα, θεωρούµε το ε  ως έναν αυθαίρετο µικρό αριθµό ώστε η ανάλυσή µας να 

ισχύει για κάθε επιλογή του ε . Σε πολλά προβλήµατα ενδιαφέρει κυρίως η συµπεριφορά 

των λύσεων, καθώς το 0ε → . Όµως, σε ορισµένες περιπτώσεις, το ανάπτυγµα 



 27 

διαταραχής ως προς ε  µπορεί να είναι καλή προσέγγιση ακόµα κι αν το ε  είναι κοντά 

στο 1. Γενικά, µπορούµε να πούµε ότι η σειρά διαταραχής είναι µια αναπαράσταση που 

ισχύει για 0ε ε≺ , για κάποιο 0ε  που δεν είναι γνωστό εκ των προτέρων. Ο όρος 0y στη 

σειρά διαταραχής λέγεται όρος πρωτεύουσας τάξης ή πρωτεύων όρος. Οι όροι 
2

1 2, ,....y yε ε  θεωρούνται ως διορθωτικοί όροι υψηλότερης τάξης, οι οποίοι αναµένονται 

να είναι µικροί. Αν η µέθοδος είναι επιτυχής, η 0y  θα είναι λύση του µη διαταραγµένου 

προβλήµατος ( ), , , ,0 0, ,F t y y y t I= ∈ɺ ɺɺ  

 

( ), , , , 0 0 , ,F t y y y t I= ∈ɺ ɺɺ  

 

στο οποίο το ε  είναι µηδέν. Σε αυτό το πλαίσιο, λέµε ότι η εξίσωση (α) παριστάνει το 

διαταραγµένο πρόβληµα. 

 

 

Παρούσα µελέτη - εφαρµογή 

 

 

Επιστρέφοντας στην περίπτωση του προβλήµατος που µελετούµε εκτελούµε τα 

ακόλουθα:  

Εισάγοντας την Εξ. (6) στην Εξ. (5) και διατηρώντας µόνο τους όρους 0 1 2, ,ε ε ε , έχουµε: 

( )
( )

2 2 4 2 3 2 2

0 0 0 1 0 0 1 0

2 2 2 2

1 0 1 0 2 0 1 2

2

6 4 [

2 2 ] [ ]

0

v v v v v a z v v v

v v v v v z v v v

ε ε ε ε ε

ε ε ε β ε ε

ω

′ ′ ′− − − + + + +

+ + + + + + +

+ =

 (7) 

 

Η παραπάνω εξίσωση παράγει στις τάξεις ( ) ( ) ( )0 1 2, ,O O Oε ε ε  τις παρακάτω 

εκφράσεις: 

 

• ( ) ( ) ( )0 2 2

0 0 0O a z v z vε β ω⇒ + + =  

• ( ) ( ) ( ) ( )1 4

0 0 0 1 12 0O v a z v a z v v z vε β′⇒ − + + + =  

• ( ) ( ) ( )2 2 3 2

0 0 1 0 1 1 0 2 26 4 [ 2 ] 0O v v v v a z v v v v z vε β′ ′⇒ − − + + + + =     (8), (9) και (10) 

 

 

Επιλύοντας τις (8) και (9), ως προς  
0v  και  

1v  αντίστοιχα, προκύπτει: 

 

 

( ) ( ) ( )
( )

2 2

0

4

2

z z a z
v

a z

β β ω− ± −
=                               (11) 
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( )
( ) ( )

4

0 0

1

02

v a z v
v

a z v zβ

′−
=

+
                         (12) 

 

 

Ενώ η (10) ως προς  2v  δίνει: 

 

 

( )
( ) ( )

2 3 2

0 0 1 0 1 1

2

0

6 4 [ ]

2

v v v v a z v v
v

a z v zβ

′ ′+ − +
=

+
               (13) 

 

 

Χρησιµοποιώντας τον απλό µετασχηµατισµό (4), αποδεικνύεται ότι οι γενικές εκφράσεις 

που παρέχουν τις ανεξάρτητες λύσεις για την αδιάστατη κατακόρυφη ταλάντωση ( )0y z  

υπολογίζονται από: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 3

0 1 2

0 0 0

z z z

u z v d v d v d Oε ξ ξ ε ξ ξ ε ξ ξ ε= + + +∫ ∫ ∫  

 

Οπότε, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

0 0 1 2

0 0 0

1
exp

z z z

y z v d v d v d Oξ ξ ξ ξ ε ξ ξ ε
ε

 
= + + + 

 
∫ ∫ ∫    (14) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

0 0 1 2

0 0 0

exp

z z z
i

y z v d i v d i v d Oξ ξ ξ ξ ε ξ ξ ε
ε

 
= + + + 

 
∫ ∫ ∫     (15) 

 

 
Από τη θεωρία που αναπτύχθηκε παραπάνω οι Εξ. (14) και Εξ. (15), εκφράζουν την 

WKB µέθοδο προσέγγισης για τις τέσσερις ανεξάρτητες λύσεις του βασικού 

προβλήµατος που διατυπώνεται στην Εξ. (3), και η πλήρης λύση δίνεται από το γραµµικό 

συνδυασµό αυτών. Ακόµη, η Εξ. (11) δίνει δύο λύσεις, ενώ οι λύσεις των Εξ. (12), Εξ. 

(13) εξαρτώνται απευθείας από την εκάστοτε διαφορετική λύση της πρώτης, κι έχουµε: 

 

  

( ) ( ) ( )
( )

2 2

(1)

0

4

2

z z a z
v

a z

β β ω− + −
=                          (16)                     και 
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( ) ( ) ( )
( )

2 2

( 2 )

0

4

2

z z a z
v

a z

β β ω− − −
=                      (17). 

 

 

Άρα για την Εξ. (12) έχουµε, για τις τιµές του 1v  : 

 
 

( ) ( )( )
( ) ( )

4
( 1 ) ( 1 )

0 0( 1 )

1 (1 )

02

v a z v
v

a z v zβ

′−
=

+
                  (18) 

 

  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

4
( 2 ) ( 2 )

0 0( 2 )

1 ( 2 )

02

v a z v
v

a z v zβ

′−
=

+
                     (19). 

 

 

Ενώ για τις τιµές του 2v : 

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 3 2
(1) (1) (1) (1) (1) (1)

0 0 1 0 1 1
(1)

2 (1)

0

6 4

2

v v v v a z v v

v
a z v zβ

 ′ ′+ − +  =
+

          (20) 

 

 

και     

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 3 2
( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) ( 2 )

0 0 1 0 1 1
( 2 )

2 ( 2 )

0

6 4

2

v v v v a z v v

v
a z v zβ

 ′ ′+ − +  =
+

   (21). 

 

 

Τελικά, η έκφραση που δίδει τις ιδιοµορφές καθορίζεται από την ανάπτυξη των 

τεσσάρων γραµµικών ανεξάρτητων λύσεων. Έτσι, εισάγοντας το µετασχηµατισµό 

z xε=  και απαλείφοντας τους όρους τρίτης τάξης ( )3ε  από τη σειρά διαταραχών, 

εξάγεται το ακόλουθο: 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

(1) (1) 2 (1)

0 1 0 1 2

0 0 0

( 2 ) ( 2 ) 2 ( 2 )

2 0 1 2

0 0 0

(1) (1) 2 (1)

3 0 1 2

0 0 0

( 2 ) ( 2 ) 2 (

4 0 1 2

0 0

( ) exp

exp

exp

exp

x x x

x x x

x x x

x x

y x C v d v d v d

C v d v d v d

C i v d i v d i v d

C i v d i v d i v

ξ ξ ε ξ ξ ε ξ ξ

ξ ξ ε ξ ξ ε ξ ξ

ξ ξ ε ξ ξ ε ξ ξ

ξ ξ ε ξ ξ ε

 
= + + + 

 

 
+ + + + 

 

 
+ + + + 

 

+ + +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ( )2 )

0

x

dξ ξ
 
 
 

∫

   (22) 

 

µε 
1C , 

2C , 
3C  και 

4C  αυθαίρετες  σταθερές. 

5. Εφαρµογή οριακών συνθηκών - εξαγωγή ιδιοσυχνοτήτων και ιδιοµορφών 

 

 

Εφαρµόζουµε άρθρωση στα σηµεία  
0

0 0
s

s x
L L

= ⇒ = = =    και  1
s L

s L x
L L

/
= ⇒ = = =

/ .  

 

Άρα θα εφαρµοστεί άρθρωση στα σηµεία 0 , 1x x= = . Όπως αναφέρθηκε 

παραπάνω (βλ. Οριακές συνθήκες) το βέλος κάµψης και η ροπή θα πρέπει να είναι 

µηδενικά.                                         

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

0 0

0 02 2

0, 1 0, 1

, ,
0, 0 0, 0I ό

x x x x

y x t y x t
y t EI x y t E

x x

σταθερ=

= = = =

∂ ∂
= = → = Ι =

∂ ∂
 

 

Με τη χρήση των παραπάνω οριακών συνθηκών στην Εξ. (22), προκειµένου να λάβουµε 

τις ιδιοσυχνότητες και τις ιδιοµορφές, παράγεται ένα 4 4×  οµογενές σύστηµα ως προς 

τις άγνωστες αυθαίρετες σταθερές 1C , 2C , 3C , 4C . Όπως γνωρίζουµε, οι ιδιοσυχνότητες 

υπολογίζονται υπό την απαίτηση η ορίζουσα του 4 4×  πίνακα, που σχηµατίζεται από το 

µητρώο [ ]1 2 3 4, , ,
T

C C C C C=
ɶ

 , να είναι µηδενική. ∆ηλαδή, 

 

[ ]

1

11 14

2

3

41 44

4

0, det 0

C
a a

C
A A

C
a a

C

 
   
    = = =       

 

…

⋮ ⋱ ⋮

⋯
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Για παράδειγµα, αν εφαρµόσουµε τη συνθήκη ( )0 1 2 3 40 0 0y C C C C= ⇒ + + + = , τότε το 

παραπάνω γίνεται: 

 

 

1

2

3

41 44

4

1 1

0

C

C

C
a a

C

 
   
    =       

 

…

⋮ ⋱ ⋮

⋯
       κ.λ.π. 

Στη συνέχεια οι ιδιοµορφές εξάγονται µε τη βοήθεια τoυ ισοδύναµου  3 3×  γραµµικού 

ανοµοιογενούς συστήµατος , που παρέχει τις τρεις άγνωστες σταθερές συναρτήσει της 

τέταρτης. Όλοι οι αριθµητικοί υπολογισµοί έγιναν µε λογισµικό MATLAB, εκφράζοντας 

τόσο τις ιδιοσυχνότητες όσο και τις άγνωστες σταθερές C  µε τη γενικευµένη µιγαδική 

µορφή. Ωστόσο, οι αριθµητικές εκτιµήσεις γίνονται µε την απαίτηση οι ιδιοσυχνότητες 

και οι αντίστοιχες ιδιοµορφές να µην είναι µιγαδικές. Συγκεκριµένα, σε όλες τις 

περιπτώσεις τα αποτελέσµατα δείχνουν πως τα φανταστικά µέρη των ιδιοσυχνοτήτων και  

τα πραγµατικά των σταθερών C είναι µηδενικά. 

 

Εκτελέσαµε την ίδια ακριβώς διαδικασία, εφαρµόζοντας και πάκτωση στα σηµεία 

0 , 1x x= = και απαιτώντας το βέλος κάµψης και η κλίση σε αυτά να είναι 

µηδενικά: 

 

 

 

( ) ( )0

0

0 , 1

,
0, 0

x x

y x t
y t

x
= =

∂
= =

∂ . 
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6. Αποτελέσµατα 

 

 

1
η
 Περίπτωση:  Riser µήκους L=1400m και βάθους πόντισης D=1200m. 

 

 

Eigenfrequencies (L=1400m) Eigenfrequencies (L=1400m) 

WKB_14 (first-order perturbation 

terms) 

WKB_14 (second-order 

perturbation terms) 

om  = 3.0871 om = 3.0874 

om  = 5.1429 om = 5.1428 

om  = 7.2544 om = 7.2481 

om  = 9.4289 om = 9.3978 

om  = 11.6883 om = 11.6052 

om  = 13.7774 om = 12.9089 

 

Πίνακας 1. Προκύπτουσες ιδιοσυχνότητες µε χρήση όρων 
0 1,ε ε  (αριστερή στήλη-

παλαιότερη µελέτη) και µε χρήση όρων 
0 1 2, ,ε ε ε  (δεξιά στήλη-παρούσα µελέτη). 

 

 

Στην αριστερή στήλη του πίνακα απεικονίζονται οι ιδιοσυχνότητες που προέκυψαν από 

παλαιότερη µελέτη µε χρήση όρων 0 1,ε ε  και στη δεξιά στήλη είναι αυτές που εξήχθησαν 

µε χρήση όρων 0 1 2, ,ε ε ε . Στο εξής σε κάθε πίνακα θα ισχύει το παραπάνω. Ακολουθούν 

τα σχήµατα (plots) των ιδιοµορφών, στατικής τάσης και γωνίας: 
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( )( )0,plot x y x  
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( )( )( )0,plot x imag y x  
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( )0
,

dy x
plot x

dx

 
 
 
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d y x

plot x
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 
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( )0,plot x T  
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( ),plot x b  
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2
η
 Περίπτωση:  Riser µήκους L=1500m και βάθους πόντισης D=1300m. 

 

 

Eigenfrequencies (L=1500m) Eigenfrequencies (L=1500m) 

WKB_15 (first-order perturbation 

terms) 

WKB_15(second-order 

perturbation terms) 

om  = 3.2862 om = 3.2863 

om  = 5.4464 om = 5.4464 

om  = 7.6474 om = 7.6453 

om  = 9.8827 om = 9.8718 

om  = 12.1633 om = 12.1284 

om  = 14.5018 om = 14.4156 

 

Πίνακας 2. Προκύπτουσες ιδιοσυχνότητες µε χρήση όρων 
0 1,ε ε  (αριστερή στήλη-

παλαιότερη µελέτη) και µε χρήση όρων 
0 1 2, ,ε ε ε  (δεξιά στήλη-παρούσα µελέτη). 

 

 

 

Και ακολουθούν τα αντίστοιχα διαγράµµατα: 
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( )( )0,plot x y x  
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( )( )( )0,plot x imag y x  

 

 

 

 

 

( )0,
dy x

plot x
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plot x
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( )0,plot x T  



 39 

 

 

 

 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

 
 

( ),plot x b  

 

 

 

3
η
 Περίπτωση:  Riser µήκους L=2022m και βάθους πόντισης D=1800m. 

 

 

Eigenfrequencieσ (L=2022m) Eigenfrequencies (L=2022m) 

WKB_20 (first-order perturbation 

terms) 

WKB_20(second-order 

perturbation terms) 

om  =  2.9892 om = 2.9893 

om  =  4.9319 om = 4.9321 

om  =  6.9133 om = 6.9123 

om  =  8.9238 om = 8.9171 

om  =  10.9712 om = 10.9483 

om  =  13.0648 om = 13.0064 

 

Πίνακας 3. Προκύπτουσες ιδιοσυχνότητες µε χρήση όρων 
0 1,ε ε  (αριστερή στήλη-

παλαιότερη µελέτη) και µε χρήση όρων 
0 1 2, ,ε ε ε  (δεξιά στήλη-παρούσα µελέτη). 

 

 

 

Στη συγκεκριµένη περίπτωση λάβαµε τα παρακάτω διαγράµµατα: 
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( )( )0,plot x y x  

 

 

 
 

 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-0.25

-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

 
 

( )( )( )0,plot x imag y x  
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plot x
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( ),plot x b  
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Στη συνέχεια εφαρµόσαµε πάκτωση στα ανωτέρω σηµεία, δηλαδή στα  

0
0 0

s
s x

L L
= ⇒ = = =     και   1

s L
s L x

L L

/
= ⇒ = = =

/
, βέλος κάµψης και κλίση πρέπει να 

είναι µηδενικά: 

 

 

 

( ) ( )0

0

0, 1

,
0, 0

x x

y x t
y t

x
= =

∂
= =
∂  

 

 

 

Ακολουθήσαµε ακριβώς την ίδια διαδικασία µε την περίπτωση της άρθρωσης. Οι 

ιδιοµορφές που προκύπτουν είναι ακριβώς ίδιες µε τις παραπάνω για κάθε µία από τις 

τρεις περιπτώσεις των riser, και αυτό οφείλεται στο ότι εξήχθησαν οι ίδιες 

ιδιοσυχνότητες. 
 

 

 

Παρατήρηση: Οι υπόλοιπες ιδιότητες καθώς και τα χαρακτηριστικά των Risers σε 

κάθε µία οπό τις παραπάνω περιπτώσεις υπάρχουν αναλυτικά στο Παράρτηµα των 

κωδίκων λογισµικού MATLAB που χρησιµοποιήθηκαν στην παρούσα µελέτη. 
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7. Συµπεράσµατα 

 

Πολλές φορές οι εξισώσεις ενός µαθηµατικού µοντέλου, το οποίο περιγράφει κάποιο 

φυσικό πρόβληµα, δεν είναι δυνατόν να λυθούν µε χρήση αναλυτικών µεθόδων. Έτσι, 

είναι συχνά απαραίτητο να καταφύγουµε στη χρήση προσεγγιστικών και αριθµητικών 

µεθόδων. Εξέχουσα θέση ανάµεσα στις προσεγγιστικές µεθόδους κατέχουν οι λεγόµενες 

µέθοδοι διαταραχών. Χονδρικά, µια µέθοδος διαταραχών µας επιτρέπει να βρούµε µια 

προσεγγιστική λύση του προβλήµατός µας, όταν οι εξισώσεις που το περιγράφουν 

περιέχουν όρους που είναι µικροί. Οι όροι αυτοί εµφανίζονται επειδή η φυσική 

διαδικασία που περιγράφεται από το πρόβληµα περιέχει και φαινόµενα που έχουν µικρή 

επίδραση. Παραδείγµατος χάριν, σε ένα πρόβληµα ροής ρευστού, το ιξώδες µπορεί να 
είναι µικρό· στην περίπτωση της κίνησης ενός βλήµατος, η δύναµη που οφείλεται στην 

αντίσταση του αέρα µπορεί να είναι µικρή. Αυτές η χαµηλής τάξης επιδράσεις 

αναπαρίστανται στις εξισώσεις του µοντέλου από όρους που, σε σύγκριση µε τους 

άλλους, είναι µικροί. Χρησιµοποιώντας τη σωστή κανονικοποίηση, η τάξη µεγέθους των 

όρων αυτών περιγράφεται µε έναν συντελεστή, έστω ε , που είναι µικρός. Με τον όρο 

λύση διαταραχών εννοούµε µια προσεγγιστική λύση που αποτελείται από µερικούς 

όρους ενός αναπτύγµατος της µορφής Taylor ως προς την παράµετροε , η οποία 

ουσιαστικά ποσοτικοποιεί την απόκλιση από το προς επίλυση πρόβληµα (ακριβές). 

 

Στη συγκεκριµένη µελέτη θελήσαµε να ελέγξουµε τη συµπεριφορά του δυναµικού 

προβλήµατος, αναφορικά µε τις προκύπτουσες ιδιοσυχνότητες και ιδιοµορφές. Με τη 
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βοήθεια αυτών λαµβάνουµε ενδεικτικά τον τρόπο δυναµικής συµπεριφοράς των 

συγκεκριµένων ανεπιθύµητων επιρροών, των µεγάλων καµπτικών φορτίων, αλλά και την 

τάση µεταβολής των κανονικών µετακινήσεων στην αλυσίδα. Σε παλαιότερη µελέτη του 

κ. Ι. Κ. Χατζηγεωργίου, και επιβλέποντα καθηγητή µου, η επίλυση του προβλήµατος 

ιδιοτιµών αλυσοειδούς λεπτόγραµµης κατασκευής (catenary riser) µε τη χρήση της 

µεθόδου WKB, έγινε λαµβάνοντας υπόψη µόνο όρους  0 1,ε ε  του αναπτύγµατος σε σειρά 

διαταραχών. Στην παρούσα εργασία θελήσαµε να ελέγξουµε τι θα επιφέρει η προσθήκη 

ενός ανώτερου όρου, και χρησιµοποιήσαµε όρους  0 1 2, ,ε ε ε  του αναπτύγµατος σε σειρά 

διαταραχών. Θέλαµε να µελετήσουµε τη διαφορά στα αποτελέσµατα-αν υπήρχε-ειδικά 

στις πρώτες ιδιοµορφές, ποιά η επίδρασή του νέου όρου, δηλαδή. 

 

Από τα αποτελέσµατα, διαπιστώσαµε πως δεν προκαλείται σηµαίνουσα µεταβολή στη 

συµπεριφορά του δυναµικού προβλήµατος. Αυτό φαίνεται έντονα και από τις πολύ 

µικρές διαφορές στις τιµές των ιδιοσυχνοτήτων που προέκυψαν. Κάποιες µικρές 

διαφορές οφείλονται στις αριθµητικές µεθόδους και δεν κρίνονται σηµαντικές. Ως 

φυσικό, ανάλογο συµπέρασµα εξάγεται και για τις ιδιοµορφές. 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

Παράρτηµα 

 

 

Κώδικας MATLAB για το Riser 1
ης

  περίπτωσης: 

 
 
clear all 
  
% The program uses the following functions: @eigenfreq0, 
@eigencomplete_new, 
% @tdomain, @floqeut, @floquet1 
  
  
L=1400;%1500;                 %length of catenary 
EI=.1209e9;%74515e3;          %flexural rigidity 
EA=0.5823e10;                %elastic stiffness 
wo=915.56;%1008.2;            wet weight 
m=262.9331;                   %mass per length 
ma=169.654;                   %added mass per length 
M=m+ma;                       %mass + added mass 
row=1025;                     %water density 
CDn=1.0;                      %normal drag coefficient 
diam=429;%0.355;              %external diameter 
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beta=4/3/pi*row*CDn*diam*L/M; %normalized damping coefficient in normal 
direction - used in frequency domain 
bo=1/2*row*CDn*diam*L/M;      %normalized damping coefficient in normal 
direction - used in time domain 
mio=0.0;                      %artificial viscus damping 
   
  
nomeg=2;                     %number of modes to be considered 
mi=(1:nomeg)*mio;            %damping components proportional to mode 
number 
ya=5/L;                      %normalized normal top excitation ya=qa/L; 
ra=1.27E-04;                 %normalized axial top excitation ra=pa/L - 
this will be used only for time domain simulation 
pao=0.00E-04;                %normalized axial top excitation for 
coupled linear problem 
qao=0.00E-04;                %normalized normal top excitation for 
coupled linear problem 
  
  
x=load('static2.out'); 
To=x(:,1); fi=x(:,2); xs=x(:,3); zs=x(:,4); dfi=x(:,5); dTo=x(:,7); 
d2fi=-x(:,6)/EI; dfidx=dfi*L; d2fidx2=d2fi*L^2; 
  
clear x 
  
a=To/wo/L; b=sin(fi); g=cos(fi); da=dTo/wo; K=EI/wo/L^3; epsilon=K; 
lamda=EA/wo/L; 
  
  
  
  
n=max(size(a)); 
  
for i=1:n 
    db(i)=cos(fi(i))*dfi(i); 
end 
  
dx=1/(n-1); 
for i=1:n 
    x(i)=(i-1)*dx; 
end 
     
dxi=x(2)-x(1); 
coef(1:n)=1; coef(1)=0.5;coef(n)=0.5; 
sum=0; 
for i=1:n 
    sum=sum+1/sqrt(a(i))*dxi*coef(i); 
end 
inttop=sum; 
  
step=0.05:.1:100; 
  
jj=1; 
for i=1:max(size(step)) 
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    optnx = optimset('Tolx',1e-20,'TolFun',1e-20); 
    yy(i)=fsolve(@eigencomplete_new,step(i), 
optnx,a,da,b,db,n,K)*sqrt(wo/M/L); 
    if (i > 1 & yy(i) > step(1) & abs(yy(i)-yy(i-1)) > 1.e-2) 
        yyy(jj) = yy(i); 
        jj=jj+1; 
        if (jj > nomeg) 
            break 
        end 
    end 
end 
  
om1=real(yyy)*sqrt(M*L/wo); %yyy = actual eigenfrequencies, om1 = 
normalized eigenfrequencies 
  
  
  
clear dxi 
clear coef 
npo=n; 
coef(1:npo)=1;coef(1)=0.5;coef(npo)=0.5; 
  
     
for jjj=1:max(size(om1)) 
    om=om1(jjj) 
    dxi=x(2)-x(1); 
     
    for i=1:n 
    uo1(i)=(-b(i)+sqrt(b(i)^2-4*a(i)*om^2))/2/a(i); 
    uo2(i)=(-b(i)-sqrt(b(i)^2-4*a(i)*om^2))/2/a(i); 
    reuo1(i)=real((-b(i)+sqrt(b(i)^2-4*a(i)*om^2))/2/a(i)); 
    reuo2(i)=real((-b(i)-sqrt(b(i)^2-4*a(i)*om^2))/2/a(i));       
    imuo1(i)=imag((-b(i)+sqrt(b(i)^2-4*a(i)*om^2))/2/a(i)); 
    imuo2(i)=imag((-b(i)-sqrt(b(i)^2-4*a(i)*om^2))/2/a(i)); 
    end 
    fresult=fit(x',reuo1','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    reduo1=deriv1; 
    fresult=fit(x',reuo2','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    reduo2=deriv1; 
    fresult=fit(x',imuo1','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    imduo1=deriv1; 
    fresult=fit(x',imuo2','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    imduo2=deriv1; 
    duo1=reduo1+j*imduo1; 
    duo2=reduo2+j*imduo2; 
  
  
    for i=1:n 
        u11(i)=(uo1(i)^4-a(i)*duo1(i))/(2*a(i)*uo1(i)+b(i)); 
        u12(i)=(uo2(i)^4-a(i)*duo2(i))/(2*a(i)*uo2(i)+b(i)); 
        reu11(i)=real((uo1(i)^4-a(i)*duo1(i))/(2*a(i)*uo1(i)+b(i))); 
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        reu12(i)=real((uo2(i)^4-a(i)*duo2(i))/(2*a(i)*uo2(i)+b(i)));   
        imu11(i)=imag((uo1(i)^4-a(i)*duo1(i))/(2*a(i)*uo1(i)+b(i))); 
        imu12(i)=imag((uo2(i)^4-a(i)*duo2(i))/(2*a(i)*uo2(i)+b(i))); 
    end 
    
  
    fresult=fit(x',reu11','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    redu11=deriv1; 
    fresult=fit(x',reu12','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    redu12=deriv1; 
    fresult=fit(x',imu11','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    imdu11=deriv1; 
    fresult=fit(x',imu12','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    imdu12=deriv1; 
    du11=redu11+j*imdu11; 
    du12=redu12+j*imdu12; 
     
     
  for i=1:n   
       u21(i)=(6*duo1(i)*(uo1(i)^2)+4*u11(i)*(uo1(i)^3)-
a(i)*(du11(i)+u11(i)^2))/(2*a(i)*uo1(i)+b(i)); 
       u22(i)=(6*duo2(i)*(uo2(i)^2)+4*u12(i)*(uo2(i)^3)-
a(i)*(du12(i)+u12(i)^2))/(2*a(i)*uo2(i)+b(i)); 
       reu21(i)=real((6*duo1(i)*(uo1(i)^2)+4*u11(i)*(uo1(i)^3)-
a(i)*(du11(i)+u11(i)^2))/(2*a(i)*uo1(i)+b(i))); 
       reu22(i)=real((6*duo2(i)*(uo2(i)^2)+4*u12(i)*(uo2(i)^3)-
a(i)*(du12(i)+u12(i)^2))/(2*a(i)*uo2(i)+b(i))); 
       imu21(i)=imag(6*duo1(i)*(uo1(i)^2)+4*u11(i)*(uo1(i)^3)-
a(i)*(du11(i)+u11(i)^2))/(2*a(i)*uo1(i)+b(i)); 
       imu22(i)=imag(6*duo2(i)*(uo2(i)^2)+4*u12(i)*(uo2(i)^3)-
a(i)*(du12(i)+u12(i)^2))/(2*a(i)*uo2(i)+b(i)); 
   end 
    
    
   fresult=fit(x',reu21','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    redu21=deriv1; 
    fresult=fit(x',reu22','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    redu22=deriv1; 
    fresult=fit(x',imu21','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    imdu21=deriv1; 
    fresult=fit(x',imu22','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    imdu22=deriv1; 
    du21=redu21+j*imdu21; 
    du22=redu22+j*imdu22; 
     
    sum1=0;sum2=0;sum3=0;sum4=0;sum5=0;sum6=0; 
    for i=1:n 
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        sum1=sum1+uo1(i)*dxi*coef(i); 
        sum2=sum2+uo2(i)*dxi*coef(i); 
        sum3=sum3+u11(i)*dxi*coef(i); 
        sum4=sum4+u12(i)*dxi*coef(i); 
        sum5=sum5+u21(i)*dxi*coef(i); 
        sum6=sum6+u22(i)*dxi*coef(i); 
         
    end 
    intuo1=sum1; intuo2=sum2; intu11=sum3; intu12=sum4; intu21=sum5; 
intu22=sum6; 
  
  
    a11=1;a12=1;a13=1;a14=1; 
    a21=exp(intuo1+K*intu11+K^2*intu21); 
    a22=exp(intuo2+K*intu12+K^2*intu22); 
    a23=exp(j*intuo1+K*j*intu11+j*(K^2)*intu21); 
    a24=exp(j*intuo2+K*j*intu12+j*(K^2)*intu22); 
  
    a31=duo1(1)+K*du11(1)+K^2*du21(1); 
    a32=duo2(1)+K*du12(1)+K^2*du22(1); 
    a33=j*duo1(1)+j*K*du11(1)+j*(K^2)*du21(1); 
    a34=j*duo2(1)+j*K*du12(1)+j*(K^2)*du22(1); 
  
    a41=(duo1(n)+K*du11(n)+K^2*du21(n))*a21; 
    a42=(duo2(n)+K*du12(n)+K^2*du22(n))*a22; 
    a43=(j*duo1(n)+j*K*du11(n)+j*(K^2)*du21(n))*a23; 
    a44=(j*duo2(n)+j*K*du12(n)+j*(K^2)*du22(n))*a24; 
     
    AA=[a11 a12 a13 a14; a21 a22 a23 a24; a31 a32 a33 a34; a41 a42 a43 
a44]; 
  
B(1)=-a13;B(2)=-a23;B(3)=-a33; 
A(1,1)=a11;A(1,2)=a12;A(1,3)=a14; 
A(2,1)=a21;A(2,2)=a22;A(2,3)=a24; 
A(3,1)=a31;A(3,2)=a32;A(3,3)=a34; 
  
C=A\B'; 
  
C=inv(A)*B'; 
  
  
clear dxi 
clear coef 
npo=n; 
coef(1:npo)=1; coef(1)=0.5; coef(npo)=0.5; 
intuo1(1)=0; intu11(1)=0; intuo2(1)=0; intu12(1)=0; intu21(1)=0; 
intu22(1)=0; 
  
for i=2:n 
    xi=0; 
    dxi=x(i)/(npo-1); 
    for jj=1:npo 
        xi(jj)=(jj-1)*dxi; 
    end 
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    sum1=0;sum2=0;sum3=0;sum4=0;sum5=0;sum6=0; 
    for jj=1:npo 
        vo1 = interp1(x,uo1,xi(jj)); 
        vo2 = interp1(x,uo2,xi(jj)); 
        v11 = interp1(x,u11,xi(jj)); 
        v12 = interp1(x,u12,xi(jj)); 
        v21 = interp1(x,u21,xi(jj)); 
        v22 = interp1(x,u22,xi(jj)); 
        sum1=sum1+dxi*coef(jj)*vo1; 
        sum2=sum2+dxi*coef(jj)*v11; 
        sum3=sum3+dxi*coef(jj)*vo2; 
        sum4=sum4+dxi*coef(jj)*v12; 
        sum5=sum5+dxi*coef(jj)*v21; 
        sum6=sum6+dxi*coef(jj)*v22; 
    end 
  
intuo1(i)=sum1; intu11(i)=sum2; intuo2(i)=sum3; intu12(i)=sum4; 
intu21(i)=sum5; intu22(i)=sum6; 
end 
  
for i=1:npo 
yo(i,jjj)=C(1)*exp(intuo1(i)+K*intu11(i)+K^2*intu21(i)) ... 
        +C(2)*exp(intuo2(i)+K*intu12(i)+K^2*intu22(i)) ... 
        +exp(j*intuo1(i)+j*K*intu11(i)+j*(K^2)*intu21(i)) ... 
        +C(3)*exp(j*intuo2(i)+j*K*intu12(i)+j*(K^2)*intu22(i)); 
    
d1yo(i,jjj)=C(1)*exp(intuo1(i)+K*intu11(i)+K^2*intu21(i))*(uo1(i)+K*u11
(i)+K^2*intu21(i)) ... 
        
+C(2)*exp(intuo2(i)+K*intu12(i)+K^2*intu22(i))*(uo2(i)+K*u12(i)+K^2*int
u22(i)) ... 
        
+exp(j*intuo1(i)+j*K*intu11(i)+j*(K^2)*intu21(i))*(j*uo1(i)+j*K*u11(i)+
j*(K^2)*u21(i)) ... 
        
+C(3)*exp(j*intuo2(i)+j*K*intu12(i)+j*(K^2)*intu22(i))*(j*uo2(i)+j*K*u1
2(i)+j*(K^2)*u22(i)); 
    
d2yo(i,jjj)=C(1)*exp(intuo1(i)+K*intu11(i)+K^2*intu21(i))*(duo1(i)+K*du
11(i)+K^2*du21(i)) ... 
        
+C(2)*exp(intuo2(i)+K*intu12(i)+K^2*intu22(i))*(duo2(i)+K*du12(i)+K^2*d
u22(i)) ... 
        
+exp(j*intuo1(i)+j*K*intu11(i)+j*(K^2)*intu21(i))*(j*duo1(i)+j*K*du11(i
)+j*(K^2)*du21(i)) ... 
        
+C(3)*exp(j*intuo2(i)+j*K*intu12(i)+j*(K^2)*intu22(i))*(j*duo2(i)+j*K*d
u12(i)+j*(K^2)*du22(i)); 
        
end 
end 
  
 clear A 
clear xi;clear dxi; 
clear step 
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step=0.05:.1:100; 
jj=1; 
for i=1:max(size(step)) 
    optnx = optimset('Tolx',1e-20,'TolFun',1e-20); 
    xx(i)=fsolve(@eigenfreq0,step(i), 
optnx,a,da,b,db,n,K)*sqrt(wo/M/L); 
    if (i > 1 & real(xx(i)) > step(1) & abs(real(xx(i))-real(xx(i-1))) 
>1.e-2) 
        xxx(jj) = xx(i); 
        jj=jj+1; 
        if (jj > nomeg) 
            break 
        end 
    end 
end 
break 
  
  
  
  
 

 

 

 

 
 

 

 

 

Κώδικας MATLAB για το Riser 2
ης

  περίπτωσης: 

 

 
clear all 
  
% The program uses the following functions: @eigenfreq0, 
@eigencomplete_new, 
% @tdomain, @floqeut, @floquet1 
  
  
L=1500;                       %length of catenary 
EI=74515e3;                   %flexural rigidity 
EA=5.4428e9;                 %elastic stiffness 
wo=1008.2;                    %wet weight 
m=262.9331;                   %mass per length 
ma=42.7269;                   %added mass per length 
M=m+ma;                       %mass + added mass 
row=1025;                     %water density 
CDn=1.0;                      %normal drag coefficient 
diam=0.355;                   %external diameter 
beta=4/3/pi*row*CDn*diam*L/M; %normalized damping coefficient in normal 
direction - used in frequency domain 
bo=1/2*row*CDn*diam*L/M;      %normalized damping coefficient in normal 
direction - used in time domain 
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mio=0.0;                      %artificial viscus damping 
   
  
nomeg=2;                     %number of modes to be considered 
mi=(1:nomeg)*mio;            %damping components proportional to mode 
number 
ya=5/L;                      %normalized normal top excitation ya=qa/L; 
ra=1.27E-04;                 %normalized axial top excitation ra=pa/L - 
this will be used only for time domain simulation 
pao=0.00E-04;                %normalized axial top excitation for 
coupled linear problem 
qao=0.00E-04;                %normalized normal top excitation for 
coupled linear problem 
  
  
x=load('static.out'); 
To=x(:,1); fi=x(:,2); xs=x(:,3); zs=x(:,4); dfi=x(:,5); dTo=x(:,7); 
d2fi=-x(:,6)/EI; dfidx=dfi*L; d2fidx2=d2fi*L^2; 
  
clear x 
  
a=To/wo/L; b=sin(fi); g=cos(fi); da=dTo/wo; K=EI/wo/L^3; epsilon=K; 
lamda=EA/wo/L; 
  
  
  
  
n=max(size(a)); 
  
for i=1:n 
    db(i)=cos(fi(i))*dfi(i); 
end 
  
dx=1/(n-1); 
for i=1:n 
    x(i)=(i-1)*dx; 
end 
     
dxi=x(2)-x(1); 
coef(1:n)=1; coef(1)=0.5;coef(n)=0.5; 
sum=0; 
for i=1:n 
    sum=sum+1/sqrt(a(i))*dxi*coef(i); 
end 
inttop=sum; 
  
step=0.05:.1:100; 
  
jj=1; 
for i=1:max(size(step)) 
    optnx = optimset('Tolx',1e-20,'TolFun',1e-20); 
    yy(i)=fsolve(@eigencomplete_new,step(i), 
optnx,a,da,b,db,n,K)*sqrt(wo/M/L); 
    if (i > 1 & yy(i) > step(1) & abs(yy(i)-yy(i-1)) > 1.e-2) 
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        yyy(jj) = yy(i); 
        jj=jj+1; 
        if (jj > nomeg) 
            break 
        end 
    end 
end 
  
om1=real(yyy)*sqrt(M*L/wo); %yyy = actual eigenfrequencies, om1 = 
normalized eigenfrequencies 
  
  
  
clear dxi 
clear coef 
npo=n; 
coef(1:npo)=1;coef(1)=0.5;coef(npo)=0.5; 
  
     
for jjj=1:max(size(om1)) 
    om=om1(jjj) 
    dxi=x(2)-x(1); 
     
    for i=1:n 
    uo1(i)=(-b(i)+sqrt(b(i)^2-4*a(i)*om^2))/2/a(i); 
    uo2(i)=(-b(i)-sqrt(b(i)^2-4*a(i)*om^2))/2/a(i); 
    reuo1(i)=real((-b(i)+sqrt(b(i)^2-4*a(i)*om^2))/2/a(i)); 
    reuo2(i)=real((-b(i)-sqrt(b(i)^2-4*a(i)*om^2))/2/a(i));       
    imuo1(i)=imag((-b(i)+sqrt(b(i)^2-4*a(i)*om^2))/2/a(i)); 
    imuo2(i)=imag((-b(i)-sqrt(b(i)^2-4*a(i)*om^2))/2/a(i)); 
    end 
    fresult=fit(x',reuo1','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    reduo1=deriv1; 
    fresult=fit(x',reuo2','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    reduo2=deriv1; 
    fresult=fit(x',imuo1','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    imduo1=deriv1; 
    fresult=fit(x',imuo2','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    imduo2=deriv1; 
    duo1=reduo1+j*imduo1; 
    duo2=reduo2+j*imduo2; 
  
  
    for i=1:n 
        u11(i)=(uo1(i)^4-a(i)*duo1(i))/(2*a(i)*uo1(i)+b(i)); 
        u12(i)=(uo2(i)^4-a(i)*duo2(i))/(2*a(i)*uo2(i)+b(i)); 
        reu11(i)=real((uo1(i)^4-a(i)*duo1(i))/(2*a(i)*uo1(i)+b(i))); 
        reu12(i)=real((uo2(i)^4-a(i)*duo2(i))/(2*a(i)*uo2(i)+b(i)));   
        imu11(i)=imag((uo1(i)^4-a(i)*duo1(i))/(2*a(i)*uo1(i)+b(i))); 
        imu12(i)=imag((uo2(i)^4-a(i)*duo2(i))/(2*a(i)*uo2(i)+b(i))); 
    end 
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    fresult=fit(x',reu11','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    redu11=deriv1; 
    fresult=fit(x',reu12','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    redu12=deriv1; 
    fresult=fit(x',imu11','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    imdu11=deriv1; 
    fresult=fit(x',imu12','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    imdu12=deriv1; 
    du11=redu11+j*imdu11; 
    du12=redu12+j*imdu12; 
     
     
  for i=1:n   
       u21(i)=(6*duo1(i)*(uo1(i)^2)+4*u11(i)*(uo1(i)^3)-
a(i)*(du11(i)+u11(i)^2))/(2*a(i)*uo1(i)+b(i)); 
       u22(i)=(6*duo2(i)*(uo2(i)^2)+4*u12(i)*(uo2(i)^3)-
a(i)*(du12(i)+u12(i)^2))/(2*a(i)*uo2(i)+b(i)); 
       reu21(i)=real((6*duo1(i)*(uo1(i)^2)+4*u11(i)*(uo1(i)^3)-
a(i)*(du11(i)+u11(i)^2))/(2*a(i)*uo1(i)+b(i))); 
       reu22(i)=real((6*duo2(i)*(uo2(i)^2)+4*u12(i)*(uo2(i)^3)-
a(i)*(du12(i)+u12(i)^2))/(2*a(i)*uo2(i)+b(i))); 
       imu21(i)=imag(6*duo1(i)*(uo1(i)^2)+4*u11(i)*(uo1(i)^3)-
a(i)*(du11(i)+u11(i)^2))/(2*a(i)*uo1(i)+b(i)); 
       imu22(i)=imag(6*duo2(i)*(uo2(i)^2)+4*u12(i)*(uo2(i)^3)-
a(i)*(du12(i)+u12(i)^2))/(2*a(i)*uo2(i)+b(i)); 
   end 
    
    
   fresult=fit(x',reu21','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    redu21=deriv1; 
    fresult=fit(x',reu22','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    redu22=deriv1; 
    fresult=fit(x',imu21','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    imdu21=deriv1; 
    fresult=fit(x',imu22','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    imdu22=deriv1; 
    du21=redu21+j*imdu21; 
    du22=redu22+j*imdu22; 
     
    sum1=0;sum2=0;sum3=0;sum4=0;sum5=0;sum6=0; 
    for i=1:n 
        sum1=sum1+uo1(i)*dxi*coef(i); 
        sum2=sum2+uo2(i)*dxi*coef(i); 
        sum3=sum3+u11(i)*dxi*coef(i); 
        sum4=sum4+u12(i)*dxi*coef(i); 
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        sum5=sum5+u21(i)*dxi*coef(i); 
        sum6=sum6+u22(i)*dxi*coef(i); 
         
    end 
    intuo1=sum1; intuo2=sum2; intu11=sum3; intu12=sum4; intu21=sum5; 
intu22=sum6; 
  
  
    a11=1;a12=1;a13=1;a14=1; 
    a21=exp(intuo1+K*intu11+K^2*intu21); 
    a22=exp(intuo2+K*intu12+K^2*intu22); 
    a23=exp(j*intuo1+K*j*intu11+j*(K^2)*intu21); 
    a24=exp(j*intuo2+K*j*intu12+j*(K^2)*intu22); 
  
    a31=duo1(1)+K*du11(1)+K^2*du21(1); 
    a32=duo2(1)+K*du12(1)+K^2*du22(1); 
    a33=j*duo1(1)+j*K*du11(1)+j*(K^2)*du21(1); 
    a34=j*duo2(1)+j*K*du12(1)+j*(K^2)*du22(1); 
  
    a41=(duo1(n)+K*du11(n)+K^2*du21(n))*a21; 
    a42=(duo2(n)+K*du12(n)+K^2*du22(n))*a22; 
    a43=(j*duo1(n)+j*K*du11(n)+j*(K^2)*du21(n))*a23; 
    a44=(j*duo2(n)+j*K*du12(n)+j*(K^2)*du22(n))*a24; 
     
    AA=[a11 a12 a13 a14; a21 a22 a23 a24; a31 a32 a33 a34; a41 a42 a43 
a44]; 
  
B(1)=-a13;B(2)=-a23;B(3)=-a33; 
A(1,1)=a11;A(1,2)=a12;A(1,3)=a14; 
A(2,1)=a21;A(2,2)=a22;A(2,3)=a24; 
A(3,1)=a31;A(3,2)=a32;A(3,3)=a34; 
  
C=A\B'; 
  
C=inv(A)*B'; 
  
  
clear dxi 
clear coef 
npo=n; 
coef(1:npo)=1; coef(1)=0.5; coef(npo)=0.5; 
intuo1(1)=0; intu11(1)=0; intuo2(1)=0; intu12(1)=0; intu21(1)=0; 
intu22(1)=0; 
  
for i=2:n 
    xi=0; 
    dxi=x(i)/(npo-1); 
    for jj=1:npo 
        xi(jj)=(jj-1)*dxi; 
    end 
    sum1=0;sum2=0;sum3=0;sum4=0;sum5=0;sum6=0; 
    for jj=1:npo 
        vo1 = interp1(x,uo1,xi(jj)); 
        vo2 = interp1(x,uo2,xi(jj)); 
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        v11 = interp1(x,u11,xi(jj)); 
        v12 = interp1(x,u12,xi(jj)); 
        v21 = interp1(x,u21,xi(jj)); 
        v22 = interp1(x,u22,xi(jj)); 
        sum1=sum1+dxi*coef(jj)*vo1; 
        sum2=sum2+dxi*coef(jj)*v11; 
        sum3=sum3+dxi*coef(jj)*vo2; 
        sum4=sum4+dxi*coef(jj)*v12; 
        sum5=sum5+dxi*coef(jj)*v21; 
        sum6=sum6+dxi*coef(jj)*v22; 
    end 
  
intuo1(i)=sum1; intu11(i)=sum2; intuo2(i)=sum3; intu12(i)=sum4; 
intu21(i)=sum5; intu22(i)=sum6; 
end 
  
for i=1:npo 
yo(i,jjj)=C(1)*exp(intuo1(i)+K*intu11(i)+K^2*intu21(i)) ... 
        +C(2)*exp(intuo2(i)+K*intu12(i)+K^2*intu22(i)) ... 
        +exp(j*intuo1(i)+j*K*intu11(i)+j*(K^2)*intu21(i)) ... 
        +C(3)*exp(j*intuo2(i)+j*K*intu12(i)+j*(K^2)*intu22(i)); 
    
d1yo(i,jjj)=C(1)*exp(intuo1(i)+K*intu11(i)+K^2*intu21(i))*(uo1(i)+K*u11
(i)+K^2*intu21(i)) ... 
        
+C(2)*exp(intuo2(i)+K*intu12(i)+K^2*intu22(i))*(uo2(i)+K*u12(i)+K^2*int
u22(i)) ... 
        
+exp(j*intuo1(i)+j*K*intu11(i)+j*(K^2)*intu21(i))*(j*uo1(i)+j*K*u11(i)+
j*(K^2)*u21(i)) ... 
        
+C(3)*exp(j*intuo2(i)+j*K*intu12(i)+j*(K^2)*intu22(i))*(j*uo2(i)+j*K*u1
2(i)+j*(K^2)*u22(i)); 
    
d2yo(i,jjj)=C(1)*exp(intuo1(i)+K*intu11(i)+K^2*intu21(i))*(duo1(i)+K*du
11(i)+K^2*du21(i)) ... 
        
+C(2)*exp(intuo2(i)+K*intu12(i)+K^2*intu22(i))*(duo2(i)+K*du12(i)+K^2*d
u22(i)) ... 
        
+exp(j*intuo1(i)+j*K*intu11(i)+j*(K^2)*intu21(i))*(j*duo1(i)+j*K*du11(i
)+j*(K^2)*du21(i)) ... 
        
+C(3)*exp(j*intuo2(i)+j*K*intu12(i)+j*(K^2)*intu22(i))*(j*duo2(i)+j*K*d
u12(i)+j*(K^2)*du22(i)); 
        
end 
end 
  
 clear A 
clear xi;clear dxi; 
clear step 
step=0.05:.1:100; 
jj=1; 
for i=1:max(size(step)) 
    optnx = optimset('Tolx',1e-20,'TolFun',1e-20); 
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    xx(i)=fsolve(@eigenfreq0,step(i), 
optnx,a,da,b,db,n,K)*sqrt(wo/M/L); 
    if (i > 1 & real(xx(i)) > step(1) & abs(real(xx(i))-real(xx(i-1))) 
>1.e-2) 
        xxx(jj) = xx(i); 
        jj=jj+1; 
        if (jj > nomeg) 
            break 
        end 
    end 
end 
break 
  
  
  
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Κώδικας MATLAB για το Riser 3
ης

 περίπτωσης: 

 

 
clear all 
  
% The program uses the following functions: @eigenfreq0, 
@eigencomplete_new, 
% @tdomain, @floqeut, @floquet1 
  
  
L=2022;%1500;                 %length of catenary 
EI=.1209e9;%74515e3;          %flexural rigidity 
EA=0.5823e10;                %elastic stiffness 
wo=915.56;%1008.2;            wet weight 
m=262.9331;                   %mass per length 
ma=169.654;                   %added mass per length 
M=m+ma;                       %mass + added mass 
row=1025;                     %water density 
CDn=1.0;                      %normal drag coefficient 
diam=429;%0.355;              %external diameter 
beta=4/3/pi*row*CDn*diam*L/M; %normalized damping coefficient in normal 
direction - used in frequency domain 
bo=1/2*row*CDn*diam*L/M;      %normalized damping coefficient in normal 
direction - used in time domain 
mio=0.0;                      %artificial viscus damping 
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nomeg=2;                     %number of modes to be considered 
mi=(1:nomeg)*mio;            %damping components proportional to mode 
number 
ya=5/L;                      %normalized normal top excitation ya=qa/L; 
ra=1.27E-04;                 %normalized axial top excitation ra=pa/L - 
this will be used only for time domain simulation 
pao=0.00E-04;                %normalized axial top excitation for 
coupled linear problem 
qao=0.00E-04;                %normalized normal top excitation for 
coupled linear problem 
  
  
x=load('static1.out'); 
To=x(:,1); fi=x(:,2); xs=x(:,3); zs=x(:,4); dfi=x(:,5); dTo=x(:,7); 
d2fi=-x(:,6)/EI; dfidx=dfi*L; d2fidx2=d2fi*L^2; 
  
clear x 
  
a=To/wo/L; b=sin(fi); g=cos(fi); da=dTo/wo; K=EI/wo/L^3; epsilon=K; 
lamda=EA/wo/L; 
  
  
  
  
n=max(size(a)); 
  
for i=1:n 
    db(i)=cos(fi(i))*dfi(i); 
end 
  
dx=1/(n-1); 
for i=1:n 
    x(i)=(i-1)*dx; 
end 
     
dxi=x(2)-x(1); 
coef(1:n)=1; coef(1)=0.5;coef(n)=0.5; 
sum=0; 
for i=1:n 
    sum=sum+1/sqrt(a(i))*dxi*coef(i); 
end 
inttop=sum; 
  
step=0.05:.1:100; 
  
jj=1; 
for i=1:max(size(step)) 
    optnx = optimset('Tolx',1e-20,'TolFun',1e-20); 
    yy(i)=fsolve(@eigencomplete_new,step(i), 
optnx,a,da,b,db,n,K)*sqrt(wo/M/L); 
    if (i > 1 & yy(i) > step(1) & abs(yy(i)-yy(i-1)) > 1.e-2) 
        yyy(jj) = yy(i); 
        jj=jj+1; 
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        if (jj > nomeg) 
            break 
        end 
    end 
end 
  
om1=real(yyy)*sqrt(M*L/wo); %yyy = actual eigenfrequencies, om1 = 
normalized eigenfrequencies 
  
  
  
clear dxi 
clear coef 
npo=n; 
coef(1:npo)=1;coef(1)=0.5;coef(npo)=0.5; 
  
     
for jjj=1:max(size(om1)) 
    om=om1(jjj) 
    dxi=x(2)-x(1); 
     
    for i=1:n 
    uo1(i)=(-b(i)+sqrt(b(i)^2-4*a(i)*om^2))/2/a(i); 
    uo2(i)=(-b(i)-sqrt(b(i)^2-4*a(i)*om^2))/2/a(i); 
    reuo1(i)=real((-b(i)+sqrt(b(i)^2-4*a(i)*om^2))/2/a(i)); 
    reuo2(i)=real((-b(i)-sqrt(b(i)^2-4*a(i)*om^2))/2/a(i));       
    imuo1(i)=imag((-b(i)+sqrt(b(i)^2-4*a(i)*om^2))/2/a(i)); 
    imuo2(i)=imag((-b(i)-sqrt(b(i)^2-4*a(i)*om^2))/2/a(i)); 
    end 
    fresult=fit(x',reuo1','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    reduo1=deriv1; 
    fresult=fit(x',reuo2','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    reduo2=deriv1; 
    fresult=fit(x',imuo1','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    imduo1=deriv1; 
    fresult=fit(x',imuo2','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    imduo2=deriv1; 
    duo1=reduo1+j*imduo1; 
    duo2=reduo2+j*imduo2; 
  
  
    for i=1:n 
        u11(i)=(uo1(i)^4-a(i)*duo1(i))/(2*a(i)*uo1(i)+b(i)); 
        u12(i)=(uo2(i)^4-a(i)*duo2(i))/(2*a(i)*uo2(i)+b(i)); 
        reu11(i)=real((uo1(i)^4-a(i)*duo1(i))/(2*a(i)*uo1(i)+b(i))); 
        reu12(i)=real((uo2(i)^4-a(i)*duo2(i))/(2*a(i)*uo2(i)+b(i)));   
        imu11(i)=imag((uo1(i)^4-a(i)*duo1(i))/(2*a(i)*uo1(i)+b(i))); 
        imu12(i)=imag((uo2(i)^4-a(i)*duo2(i))/(2*a(i)*uo2(i)+b(i))); 
    end 
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    fresult=fit(x',reu11','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    redu11=deriv1; 
    fresult=fit(x',reu12','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    redu12=deriv1; 
    fresult=fit(x',imu11','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    imdu11=deriv1; 
    fresult=fit(x',imu12','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    imdu12=deriv1; 
    du11=redu11+j*imdu11; 
    du12=redu12+j*imdu12; 
     
     
  for i=1:n   
       u21(i)=(6*duo1(i)*(uo1(i)^2)+4*u11(i)*(uo1(i)^3)-
a(i)*(du11(i)+u11(i)^2))/(2*a(i)*uo1(i)+b(i)); 
       u22(i)=(6*duo2(i)*(uo2(i)^2)+4*u12(i)*(uo2(i)^3)-
a(i)*(du12(i)+u12(i)^2))/(2*a(i)*uo2(i)+b(i)); 
       reu21(i)=real((6*duo1(i)*(uo1(i)^2)+4*u11(i)*(uo1(i)^3)-
a(i)*(du11(i)+u11(i)^2))/(2*a(i)*uo1(i)+b(i))); 
       reu22(i)=real((6*duo2(i)*(uo2(i)^2)+4*u12(i)*(uo2(i)^3)-
a(i)*(du12(i)+u12(i)^2))/(2*a(i)*uo2(i)+b(i))); 
       imu21(i)=imag(6*duo1(i)*(uo1(i)^2)+4*u11(i)*(uo1(i)^3)-
a(i)*(du11(i)+u11(i)^2))/(2*a(i)*uo1(i)+b(i)); 
       imu22(i)=imag(6*duo2(i)*(uo2(i)^2)+4*u12(i)*(uo2(i)^3)-
a(i)*(du12(i)+u12(i)^2))/(2*a(i)*uo2(i)+b(i)); 
   end 
    
    
   fresult=fit(x',reu21','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    redu21=deriv1; 
    fresult=fit(x',reu22','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    redu22=deriv1; 
    fresult=fit(x',imu21','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    imdu21=deriv1; 
    fresult=fit(x',imu22','spline'); 
    [deriv1,deriv2]=differentiate(fresult,x'); 
    imdu22=deriv1; 
    du21=redu21+j*imdu21; 
    du22=redu22+j*imdu22; 
     
    sum1=0;sum2=0;sum3=0;sum4=0;sum5=0;sum6=0; 
    for i=1:n 
        sum1=sum1+uo1(i)*dxi*coef(i); 
        sum2=sum2+uo2(i)*dxi*coef(i); 
        sum3=sum3+u11(i)*dxi*coef(i); 
        sum4=sum4+u12(i)*dxi*coef(i); 
        sum5=sum5+u21(i)*dxi*coef(i); 
        sum6=sum6+u22(i)*dxi*coef(i); 
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    end 
    intuo1=sum1; intuo2=sum2; intu11=sum3; intu12=sum4; intu21=sum5; 
intu22=sum6; 
  
  
    a11=1;a12=1;a13=1;a14=1; 
    a21=exp(intuo1+K*intu11+K^2*intu21); 
    a22=exp(intuo2+K*intu12+K^2*intu22); 
    a23=exp(j*intuo1+K*j*intu11+j*(K^2)*intu21); 
    a24=exp(j*intuo2+K*j*intu12+j*(K^2)*intu22); 
  
    a31=duo1(1)+K*du11(1)+K^2*du21(1); 
    a32=duo2(1)+K*du12(1)+K^2*du22(1); 
    a33=j*duo1(1)+j*K*du11(1)+j*(K^2)*du21(1); 
    a34=j*duo2(1)+j*K*du12(1)+j*(K^2)*du22(1); 
  
    a41=(duo1(n)+K*du11(n)+K^2*du21(n))*a21; 
    a42=(duo2(n)+K*du12(n)+K^2*du22(n))*a22; 
    a43=(j*duo1(n)+j*K*du11(n)+j*(K^2)*du21(n))*a23; 
    a44=(j*duo2(n)+j*K*du12(n)+j*(K^2)*du22(n))*a24; 
     
    AA=[a11 a12 a13 a14; a21 a22 a23 a24; a31 a32 a33 a34; a41 a42 a43 
a44]; 
  
B(1)=-a13;B(2)=-a23;B(3)=-a33; 
A(1,1)=a11;A(1,2)=a12;A(1,3)=a14; 
A(2,1)=a21;A(2,2)=a22;A(2,3)=a24; 
A(3,1)=a31;A(3,2)=a32;A(3,3)=a34; 
  
C=A\B'; 
  
C=inv(A)*B'; 
  
  
clear dxi 
clear coef 
npo=n; 
coef(1:npo)=1; coef(1)=0.5; coef(npo)=0.5; 
intuo1(1)=0; intu11(1)=0; intuo2(1)=0; intu12(1)=0; intu21(1)=0; 
intu22(1)=0; 
  
for i=2:n 
    xi=0; 
    dxi=x(i)/(npo-1); 
    for jj=1:npo 
        xi(jj)=(jj-1)*dxi; 
    end 
    sum1=0;sum2=0;sum3=0;sum4=0;sum5=0;sum6=0; 
    for jj=1:npo 
        vo1 = interp1(x,uo1,xi(jj)); 
        vo2 = interp1(x,uo2,xi(jj)); 
        v11 = interp1(x,u11,xi(jj)); 
        v12 = interp1(x,u12,xi(jj)); 
        v21 = interp1(x,u21,xi(jj)); 
        v22 = interp1(x,u22,xi(jj)); 
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        sum1=sum1+dxi*coef(jj)*vo1; 
        sum2=sum2+dxi*coef(jj)*v11; 
        sum3=sum3+dxi*coef(jj)*vo2; 
        sum4=sum4+dxi*coef(jj)*v12; 
        sum5=sum5+dxi*coef(jj)*v21; 
        sum6=sum6+dxi*coef(jj)*v22; 
    end 
  
intuo1(i)=sum1; intu11(i)=sum2; intuo2(i)=sum3; intu12(i)=sum4; 
intu21(i)=sum5; intu22(i)=sum6; 
end 
  
for i=1:npo 
yo(i,jjj)=C(1)*exp(intuo1(i)+K*intu11(i)+K^2*intu21(i)) ... 
        +C(2)*exp(intuo2(i)+K*intu12(i)+K^2*intu22(i)) ... 
        +exp(j*intuo1(i)+j*K*intu11(i)+j*(K^2)*intu21(i)) ... 
        +C(3)*exp(j*intuo2(i)+j*K*intu12(i)+j*(K^2)*intu22(i)); 
    
d1yo(i,jjj)=C(1)*exp(intuo1(i)+K*intu11(i)+K^2*intu21(i))*(uo1(i)+K*u11
(i)+K^2*intu21(i)) ... 
        
+C(2)*exp(intuo2(i)+K*intu12(i)+K^2*intu22(i))*(uo2(i)+K*u12(i)+K^2*int
u22(i)) ... 
        
+exp(j*intuo1(i)+j*K*intu11(i)+j*(K^2)*intu21(i))*(j*uo1(i)+j*K*u11(i)+
j*(K^2)*u21(i)) ... 
        
+C(3)*exp(j*intuo2(i)+j*K*intu12(i)+j*(K^2)*intu22(i))*(j*uo2(i)+j*K*u1
2(i)+j*(K^2)*u22(i)); 
    
d2yo(i,jjj)=C(1)*exp(intuo1(i)+K*intu11(i)+K^2*intu21(i))*(duo1(i)+K*du
11(i)+K^2*du21(i)) ... 
        
+C(2)*exp(intuo2(i)+K*intu12(i)+K^2*intu22(i))*(duo2(i)+K*du12(i)+K^2*d
u22(i)) ... 
        
+exp(j*intuo1(i)+j*K*intu11(i)+j*(K^2)*intu21(i))*(j*duo1(i)+j*K*du11(i
)+j*(K^2)*du21(i)) ... 
        
+C(3)*exp(j*intuo2(i)+j*K*intu12(i)+j*(K^2)*intu22(i))*(j*duo2(i)+j*K*d
u12(i)+j*(K^2)*du22(i)); 
        
end 
end 
  
 clear A 
clear xi;clear dxi; 
clear step 
step=0.05:.1:100; 
jj=1; 
for i=1:max(size(step)) 
    optnx = optimset('Tolx',1e-20,'TolFun',1e-20); 
    xx(i)=fsolve(@eigenfreq0,step(i), 
optnx,a,da,b,db,n,K)*sqrt(wo/M/L); 
    if (i > 1 & real(xx(i)) > step(1) & abs(real(xx(i))-real(xx(i-1))) 
>1.e-2) 
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        xxx(jj) = xx(i); 
        jj=jj+1; 
        if (jj > nomeg) 
            break 
        end 
    end 
end 
break 
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