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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 
  Η κυριότερη κατηγορία φορτίων που επάγονται σε µια θαλάσσια κατασκευή, είτε 

αυτή εδράζεται στον πυθµένα είτε όχι, από τη δράση των στοιχείων του περιβάλλοντος 

πάνω της, είναι εκείνη που προκαλείται από τους θαλάσσιους κυµατισµούς. Ο 

υπολογισµός της οριζόντιας και κατακόρυφης δύναµης έκπτωσης που ασκείται πάνω 

στην κατασκευή αποτελεί αντικείµενο µελέτης πολλά χρόνια.  

Για την επίλυση του προβλήµατος υπολογισµού της δύναµης έκπτωσης γενικά 

χρησιµοποιούνται δύο µέθοδοι. Η “µέθοδος µεταβολής της ορµής” Σ.Α. Μαυράκος      

(1986), υπολογίζει τις δυνάµεις έκπτωσης χρησιµοποιώντας τη θεωρία διαταραχών. Ο 

τρόπος υπολογισµού της δύναµης έκπτωσης έχει µεγάλα πλεονεκτήµατα, την αναλυτική 

επίλυση και τον άµεσο υπολογισµό αυτής. 

O δεύτερος τρόπος υπολογισµού είναι µε τη µέθοδο της “απευθείας 

ολοκλήρωσης πάνω στο σώµα”. Σύµφωνα µε αυτή την µέθοδο το σώµα δεν εξετάζεται 

στο άπειρο, αλλά για τον υπολογισµό των δυνάµεων έκπτωσης ολοκληρώνουµε πάνω 

στο σώµα. Σκοπός της παρούσας εργασίας είναι ο υπολογισµός της οριζόντιας και 

κατακόρυφης δύναµης έκπτωσης µε τη µέθοδο της απ’ ευθείας ολοκλήρωσης καθώς και 

η σύνταξη µιας υπορουτίνας σε γλώσσα προγραµµατισµού Fortran για τον άµεσο 

υπολογισµό των δυνάµεων έκπτωσης µε την µέθοδο αυτή. 

Η διπλωµατική εργασία δεν θα ήταν δυνατόν να περατωθεί χωρίς την καταλυτική 

βοήθεια του Καθηγητή κ. Σ. Α. Μαυράκου, ο οποίος παρακολούθησε την προσπάθεια, 

υπέδειξε τις απαραίτητες διορθώσεις και συνέβαλε, µε την εµπειρία του και την γνώση 

του, την ενεργητική συµπαράσταση και ενθάρρυνσή του, στην ολοκλήρωση της 

υπορουτίνας του προγράµµατος. Θέλω να ευχαριστήσω τον κ. Ι. Θάνο για τη συνεργασία 

του στη σύγκριση των αποτελεσµάτων αυτής της εργασίας µε δικά του προγράµµατα, 

πράγµα που απαιτούσε χρόνο και υποµονή. Τέλος, ένα θερµό ευχαριστώ στον υποψήφιο 

διδάκτορα κ. Θ. Μαζαράκο για τις χρήσιµες συµβουλές και παρατηρήσεις που έκανε 

πάνω στη παρούσα εργασία.  
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1ο ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ Υ∆ΡΟ∆ΥΝΑΜΙΚΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 1ης ΤΑΞΗΣ 

1.1 Εισαγωγή 

 

Θεωρούµε στερεό αξονοσυµµετρικό σώµα που επιπλέει χωρίς περιορισµό 

παρουσία απλών αρµονικών κυµατισµών. Η ροή του ρευστού γύρω από το σώµα 

θεωρείται ασυµπίεστη και αστρόβιλη ενώ τα φαινόµενα τριβής αγνοούνται (δηλαδή 

έχουµε ιδανικό ρευστό). 

 
  

Ορίζουµε τρία πεδία τα οποία περιβάλλουν το σώµα: 

1ο Πεδίο (Ι):  Εξωτερικά του σώµατος. Type I 

2ο Πεδίο (ΙΙ):  Άνω του σώµατος ( Σώµα και ελεύθερη επιφάνεια). Type II 

3ο Πεδίο (ΙΙΙ):  Κάτω του σώµατος (Σώµα και πυθµένα). Type III 

 

Τα όρια κάθε πεδίου είναι: 

Πεδίο (Ι):   r    a≥ dz ≤≤0και  

Πεδίο (ΙΙ):    1aa +≤≤ ll r dzd ≤≤lκαι  

Πεδίο (ΙΙΙ): ppp hzbrb ≤≤≤≤ + 01 και  
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Ο όγκος ελέγχου γύρω από το σώµα καθορίζεται από την ελεύθερη επιφάνεια η 

οποία είναι άπειρη προς όλες τις κατευθύνσεις, τη βρεχόµενη επιφάνεια του σώµατος και  

τον πυθµένα που έχει άπειρη έκταση και πεπερασµένη απόσταση βάθους d από την 

ελεύθερη επιφάνεια. Χρησιµοποιούµε σύστηµα κυλινδρικών συντεταγµένων (r,θ,z) µε 

αρχή στον πυθµένα της θάλασσας και µε τον θετικό ηµιάξονα Οz κατακόρυφα προς τα 

πάνω. 

 Το σώµα το οποίο µελετάµε είναι συµµετρικό εκ περιστροφής περί τον 

κατακόρυφο άξονα. Εποµένως µας απασχολούν µόνο τρεις κινήσεις του σώµατος, η 

διαµήκης ταλάντωση x1 (surge), η κατακόρυφη ταλάντωση x3 (heave), και η περιστροφή 

περί τον εγκάρσιο άξονα x5 (pitch). 

 Από την υπόθεσή µας ότι το ρευστό είναι ιδανικό, µπορούµε να περιγράψουµε το 

πεδίο ταχυτήτων του ρευστού γύρω από το σώµα, κάνοντας χρήση του δυναµικού 

ταχύτητας του οποίου το ανάδελτα δίνει την ταχύτητα του ρευστού σε κάθε σηµείο του 

πεδίου.   

Η πίεση ορίζεται από τον τύπο 
t

P
∂
Φ∂

−= ρ  και εποµένως οι δυνάµεις Fx, Fz που 

ασκούνται στο σώµα στις x, y, z κατευθύνσεις δίνονται 

Fx=  ∫ ∫
−

−
π

ϑϑθ
2

0

0

cos);,,(
ib

ii dzdatzaP

Fz=  ∫ ∫ −
π

ϑθ
2

0 0

),,,(
ia

i drdrtbrP

Ισχύει ότι το δυναµικό της ταχύτητας δίνεται από τη σχέση  

RΦ+Φ+Φ=Φ 70   

Με Φ0 παρουσιάζουµε το δυναµικό ταχύτητας του επερχόµενου αρµονικού 

κυµατισµού και Φ7 το δυναµικό περίθλασης για το συγκρατηµένο ακίνητο σώµα. 

 

Και ΦR = x0 Φ1 + z0 Φ3 + αφ0 Φ5 =  ξ1 Φ1 + ξ3 Φ3 + ξ5 Φ5

      Surge   Heave    Pitch 

 

Όπου ΦR είναι το δυναµικό ακτινοβολίας που προκύπτει από την εξαναγκασµένη 

ταλάντωση του σώµατος στην j- κατεύθυνση. 
3

 



Η ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας δίνεται 

ζ0 = Re ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∈∑

∞

=

−

0
)cos()(

2 m

ti
m

m
m emrJiH ωθκ  

Το δυναµικό της ταχύτητας πρόσπτωσης απλού αρµονικού κυµατισµού δίνεται 

από τη σχέση 

Φ0(r,θ,z,t) = Re[ φ0(r,θ,z)e-iωt] 

 φ0(r,θ,z)e-iωt = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∈− ∑

∞

=

−

0
)cos()(

)cosh(
)cosh(

2 m

ti
m

m
m emrJi

d
zHi ωθκ

κ
κω  

Όπου σύµβολο Neumann [m∈ =∈m 1 (m=0), =∈m 2 (m )]  1≥

και Jm(κr) συνάρτηση Bessel, m-τάξης, πρώτου είδους. 

Προσθέτοντας το δυναµικό ανύψωσης του απλού αρµονικού κυµατισµού και το 

δυναµικό περίθλασης  προκύπτει η παρακάτω σχέση 

φ(r,θ,z) e-iωt = (φ0 (r,θ,z) + φ7 (r,θ,z)) e-iωt =  

= ti

m
Dm

m
m emzr

d
idHi ωθω −

∞

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Ψ∈− ∑

0
)cos(),(1

2
. 

Εποµένως τα δυναµικά ακτινοβολίας δίνονται 

φ1(r,θ,z) e-iωt= ti

m
m

m
m emzr

d
idHi ωθω −

∞

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Ψ∈− ∑

0
1 )cos(),(1

2
 

φ3(r,θ,z) e-iωt= ti

m
m

m
m emzr

d
idHi ωθω −

∞

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Ψ∈− ∑

0
3 )cos(),(1

2
 

φ5(r,θ,z) e-iωt= ti

m
m

m
m emzr

d
idHi ωθω −

∞

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Ψ∈− ∑

0
5 )cos(),(1

2
 

 

Όταν θεωρούµε την ροή του ρευστού γύρω από το σώµα που προκαλείται από τις 

εξαναγκασµένες κινήσεις του στο αδιατάραχτο ρευστό βλέπουµε ότι αυτή θα είναι 

συµµετρική για την heave (surge, pitch) κίνηση. Οπότε αντίστοιχα για j=1,3,5 τα 

δυναµικά ακτινοβολίας γίνονται  

 

φ1(r,θ,z) e-iωt=  tier ωθθ −Ψ cos),(11
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φ3(r,θ,z) e-iωt=  tier ωθ −Ψ ),(30

φ5(r,θ,z) e-iωt=  tier ωθθ −Ψ cos),(51

 

Η συχνότητα ω και ο αριθµός κύµατος κ συνδέονται µε την εξίσωση της διασποράς. 

ω2 = κ g tanh(κd) 
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1.2 Οριακές συνθήκες 

 

Τα επιµέρους µιγαδικά δυναµικά φ0(r,θ,z), φ1(r,θ,z), φ3(r,θ,z), φ5(r,θ,z), φ7(r,θ,z) 

πρέπει να ικανοποιούν τις παρακάτω συνθήκες σε ολόκληρο τον όγκο ελέγχου του 

ρευστού 

Εξίσωση Laplace       02 =Φ∇

Οριακή Συνθήκη Ελεύθερης Επιφάνειας   ardz
z

g ===
∂
Φ∂

−Φ ,02 µεω  

Οριακή Συνθήκη Πυθµένα    00 ==
∂
Φ∂ z
z

για  

Οριακή Συνθήκη στο Άπειρο    0)(lim =−
∂
∂

∞→ j
j

r
i

r
r κφ

φ
  

όπου j=1,3,5,7. 

Η συνθήκη του απείρου πρέπει να ικανοποιείται από τα δυναµικά περίθλασης και 

ακτινοβολίας εξασφαλίζοντας ότι δεν δηµιουργείται διαταραχή από την κίνηση του 

σώµατος σε άπειρη απόσταση από αυτό.  

Η εξίσωση Laplace είναι η συνθήκη συνέχειας του ρευστού, ενώ η συνθήκη στον 

πυθµένα, εκφράζει την κάθετη µηδενική ταχύτητα του ρευστού που βρίσκεται σε επαφή 

µε τον πυθµένα. 

Η οριακή συνθήκη στην ελεύθερη επιφάνεια είναι η συνδυασµένη κινηµατική και 

δυναµική συνθήκη που πρέπει να πληρεί το δυναµικό ταχύτητας του ρευστού στην 

επιφάνεια της θάλασσας. 

Από τις παραπάνω συνθήκες προκύπτουν οι τελικές εκφράσεις των συναρτήσεων 

ΨDm(r,z) για τα πεδία (Ι), (ΙΙ), (ΙΙΙ). 
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1.3 ∆υναµικά ταχύτητας περίθλασης και ακτινοβολίας 

 

 Το δυναµικό ταχύτητας πρώτης τάξης είναι υπέρθεση των δυναµικών περίθλασης 

και ακτινοβολίας, τα οποία αντίστοιχα περιγράφονται από τις συναρτήσεις δύο 

µεταβλητών  ΨDm(r,z), Ψ11(r,z), Ψ30(r,z) Ψ51(r,z). 

 Οι συναρτήσεις Ψjm(r,z) προσδιορίζονται για κάθε περιοχή του πεδίου ροής µε 

την επίλυση του προβλήµατος οριακών συνθηκών. Στη συνέχεια παρουσιάζονται οι 

τελικές εκφράσεις των συναρτήσεων Ψjm(r,z) για τα τρία διαφορετικά πεδία (Ι), (ΙΙ), (ΙΙΙ). 

Kokkinowrachos, Mavrakos, Asorakos. (1986) 

 

Πεδίο (Ι)  r≥ a    dz ≤≤0και  

)(
)a(
)(),(),(1

,
0

1
,

1
, zz

aK
arKFzrgzr a

m

m
maj

aa
j

mjmj
j

j

∑
∞

=
=

+=Ψ
δ

 

Όπου . 0),(),(),( 1
51

1
30

1
11 === zrgzrgzrg

 . 2
531 ddD ==== δκαιδδδ

 Με α ρίζες της εξίσωσης 0)tan(
2

=+ ada
g
ω .  

(Η οποία έχει µια φανταστική ρίζα (κ ) και άπειρες πραγµατικές (αn). 

Κm(αr) τροποποιηµένη συνάρτηση Bessel m-τάξης δεύτερου είδους. 

)(

)()(
)a(
)a()(),(1

ddz

zzrH
H
JrJzrg m

m

m
mDm ′⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

κ

κκ
κ
κκ . 

Ηm(κr) συνάρτηση Hankel m-τάξης πρώτου είδους.  

Zκ(z) = Nκ
-1/2 cosh(κz)  και   Νκ = ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +

d
d

κ
κ

2
)2sinh(1

2
1  

Ζα(z) = Nα
-1/2 cos(αz)    και   Να = ⎥⎦

⎤
⎢⎣
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Πεδίο (ΙΙ):     1aa +≤≤ ll r dzd ≤≤lκαι  
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  Ιm(αr) τροποποιηµένη συνάρτηση Bessel m-τάξης πρώτου είδους. 

  Κm(αr) τροποποιηµένη συνάρτηση Bessel m-τάξης δεύτερου είδους. 
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  Ιm(αr) τροποποιηµένη συνάρτηση Bessel m-τάξης πρώτου είδους. 

  Κm(αr) τροποποιηµένη συνάρτηση Bessel m-τάξης δεύτερου είδους. 
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 Συνεπώς οι µορφές των επιλεγµένων λύσεων των συναρτήσεων Ψjm(r,z) 

ικανοποιούν τις οριακές συνθήκες στα οριζόντια σύνορα των στοιχείων. Επιπλέον  

ικανοποιούνται οι κινηµατικές συνθήκες στις κατακόρυφες πλευρές του σώµατος όπως 

και οι συνθήκες συνέχειας για το δυναµικό, στις κατακόρυφες πλευρές των γειτονικών 

δακτυλιοειδών στοιχείων. Η αριθµητική διαδικασία που πρέπει να ακολουθηθεί για να 

προσδιοριστούν στις συναρτήσεις  Ψjm(r,z) οι συντελεστές Fourier δεν θα αναφερθεί 

στην παρούσα εργασία. Ο υπολογισµός των συντελεστών Fourier έχει γίνει από το 

πρόγραµµα cylinder3.f  του κ. Σ.Α.Μαυράκου. 

 Στη συνέχεια δίνονται οι ολοκληρωµένες µορφές του δυναµικού πρώτης τάξης 

για δακτυλιοειδή στοιχεία στα πεδία (Ι), (ΙΙ), (ΙΙΙ). 
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1.4 ∆υναµικό ταχύτητας 1ης τάξης για το πεδίο (Ι) 

 

 Η σχέση που µας δίνει το δυναµικό της ταχύτητας πρώτης τάξης για δακτυλιοειδή 
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κινήσεων του σώµατος σε surge, heave, pitch. Οι δείκτες S, H, P αναφέρονται στις 

κινήσεις  surge, heave, pitch αντίστοιχα.  
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1.5 ∆υναµικό ταχύτητας 1ης τάξης για το πεδίο (ΙΙ) 

 

Η σχέση που µας δίνει το δυναµικό της ταχύτητας πρώτης τάξης για δακτυλιοειδή 

στοιχεία στο πεδίο (ΙΙ):   1aa +≤≤ ll r dzd ≤≤lκαι  είναι 
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Στην περίπτωση αυτή, το εκ περιστροφής αξονοσυµµετρικό σώµα δεν είναι 

πλήρως βυθισµένο. Υπάρχει δηλαδή, ένα δακτυλιοειδές στοιχείο, που διαπερνά την 

ελεύθερη επιφάνεια. 
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1.6 ∆υναµικό ταχύτητας 1ης τάξης για το πεδίο (ΙΙΙ) 

 

Η σχέση που µας δίνει το δυναµικό της ταχύτητας πρώτης τάξης για δακτυλιοειδή 

στοιχεία στο πεδίο (ΙΙΙ): ppp hzbrb ≤≤≤≤ + 01 και  είναι  
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hM : ύψος του µεσαίου στοιχείου. 

 m

M
m b

rrA
M

)()(0 =    Και ειδική περίπτωση είναι    1)(00 =rA
M

 

Όπου  10 )(
)( −=

∂
∂ m

MM

m

b
r

b
m

r
rA

M  Ειδική περίπτωση είναι  0
)(00 =

∂
∂

r
rA

M  

 +=
∂

∂ +

)(

)()( 1

M

MM
m

M

M
m

M

Mmn

h
bnI

h
rnI

h
n

r
rA

M

π

π
π

r
m

)(

)(

M

MM
m

M

M
m

h
bnI

h
rnI

π

π
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2ο ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΟΡΙΖΟΝΤΙΑΣ ΚΑΙ ΚΑΘΕΤΗΣ ∆ΥΝΑΜΗΣ ΕΚΠΤΩΣΗΣ 

2.1 Εισαγωγή 

 

 Η οριζόντια και κάθετη δύναµη έκπτωσης υπολογίζεται από τον τύπο του 

Pinkster (1979) και εκφράζεται µε την µορφή 

F = dlng
T

rWL

2)1(

2
1 ζρ∫− +

T

gXRM
)1(

)1( ″
∫ ∫ Φ∇−−

0

2)1(

2
1

S

T

dSnρ ∫ ∫ Φ∇−−
0

)( )1()1(

S

T

t dSnXρ  

Όπου ρ είναι η πυκνότητα του νερού, g η επιτάχυνση της βαρύτητας, ζr
(1) η ανύψωση της 

ελεύθερης επιφάνειας, Μ  η µάζα της κατασκευής, R(1) πίνακας που περιέχει τις γωνίες 

περιστροφής,  οι µεταφορικές κινήσεις του κέντρου βάρους της κατασκευής,  )1(
gX )1(Φ∇  

το ανάδελτα του δυναµικού της ταχύτητας πρώτης τάξης για δακτυλιοειδή στοιχεία το 

οποίο δίνει την ταχύτητα του ρευστού σε κάθε σηµείο του πεδίου και )1(X το άνυσµα 

µετακίνησης από την παλιά θέση ισορροπίας . 

 Εποµένως για τον υπολογισµό των δυνάµεων έκπτωσης στα πεδία Ι,ΙΙ,ΙΙΙ αρκεί να 

υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα dlnrWL

2)1(ζ∫ , ∫ ∫ Φ∇
0

2)1(

S

dSn  και ∫ ∫ Φ∇ ])([
0

)1()1(

S
t dSnX . 

Στα επόµενα κεφάλαια υπολογίζονται τα παραπάνω ολοκληρώµατα και για τα τρία 

πεδία. 
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2.2 Ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας

 

 Για την ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας ισχύει ότι                              

ζ(x,t) = ε ζ(1)(x,t) + ε ζ(2)(x,t) 

Όπου ζ(1) = 
dztg =

Φ− 11  

 ζ(2) = 
dztztt gg =

ΦΦ−Φ∇Φ∇+Φ− )1
2
1(1 )2()1()1()1()2( . 

Και από τη σχέση ζr
(1) = ζ(1) –   WLX )1(

3

Όπου =  η heave κίνηση η οποία είναι γνωστή από τη λύση του 

πρωτοτάξιου προβλήµατος. 

WLX )1(
3 θcos)1(

5
)1(

3
rXX g −

Εποµένως  

)1(2)1(
3

)1(2)1( 1()()( t
WL

r g
X Φ−=−= ζζ 2)1(

5
)1( )cos

3
θrXX g +−  

Όµως Φ(r,θ,z,t) = Re[ φ(r,θ,z)e-iωt ].  

Άρα Φt(r,θ,z,t) = Re[ { }
t

ezr ti

∂
∂ − ωθφ ),,( ] = Re[(-iω) φ(r,θ,z) e-iωt].  

Εποµένως  

{ }ti
r ezri

g
ωθφωζ −−−= ),,()(Re1()( 2)1( 2)1(

5
)1( )cos

3
θrXX g +− =  

[
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

= − tij jezr
g

i ωθφ
ω

),,(Re ]2)1(
5

)1( cosRe 53

3

tiii
g ereXeX κωφφ θ −

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −− . 

Αν θέσουµε  azr
g

i j =),,( θφ
ω

  και  breXeX ii
g =− θφφ cos53

3

)1(
5

)1( .  

Τότε  
22)1( })Re{}(Re{)( titi

r beae j κωωζ −− −= = + -  }Re{ ti jae ω− }Re{ ti jae ω− }Re{ tibe κω− }Re{ tibe κω−

-2 = }Re{ ti jae ω− }Re{ tibe κω− }Re{
2
1 *aa + }Re{

2
1 *bb + }Re{

2
1 )2( ti jaae ω− + }Re{

2
1 )2( tibbe κω− - 

- - =}Re{ )(* ti jeab κωω −− }Re{ )( ti jabe κωω +− }Re{
2
1 2a + }Re{

2
1 )2(2 ti jea ω− + }Re{

2
1 2b + 
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}Re{
2
1 )2(2 tieb κω− - - . }Re{ )(* ti jeab κωω −− }Re{ )( ti jabe κωω +−

Οι δευτεροτάξιοι όροι παραλείπονται, για ωκ = ωj = ω και z = d, προκύπτει η σχέση 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

= ),,())(,,()(Re
2
1)( 2)1( dr

g
idr

g
i

r θφωθφωζ + [ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

2)1(
5

)1( cosRe
2
1

53

3
θφφ reXeX ii

g  - 

- Re [
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ),,()( dr

g
i θφω [ ]θφφ cos53

3

)1(
5

)1( reXeX ii
g − ]. 

Όπου :5,3φ  η διαφορά φάσης. 

:ω  η ιδιοσυχνότητα της κατασκευής. 

:)1(
3gX  µεταφορική κίνηση του κέντρου βάρους της κατασκευής στον άξονα   3OX

  περιστροφή γύρω από τον άξονα   :)1(
5X 2GX
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2.3 Υπολογισµός του όρου ( )1()1(
tx Φ∇ ) 

 

 Για τον υπολογισµό του όρου  )1()1(
tx Φ∇  ισχύει ότι 

=+=×+=+=

321

)1(
6

)1(
5

)1(
4

)1()1()1()1()1()1(
)(

XXX
XXX
kji

XraXXRXX ggg

)()()( 1
)1(

52
)1(

43
)1(

41
)1(

62
)1(

63
)1(

5 321
XXXXXkXXXXXjXXXXXi ggg −++−++−+=  

 

Και )1()1( )( Φ∇−=Φ∇ XiX t ω  

Όµως σε κυλινδρικές συντεταγµένες προκύπτει ότι 

krt e
z

zrezr
r

e
r

zr
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
=Φ∇

),,(),,(1),,()1( θφ
θ
θφθφ

θ  

Όπου θθθ eei r sincos −=   και  θθθ eej r cossin +=  

 

Εποµένως 

=−++−= )cos())(sin(cos )1(
5

)1(
5

)1(
),,(

31
θθθ θθ rXXkzXXeeX ggrzr

)cos(sin)(cos)( )1(
5

)1(
5

)1()1(
5

)1(
311

θθθ θ rXXkzXXezXXe gggr −++−+=  

 

∆ηλαδή η παραπάνω σχέση γίνεται: 

)1()1(
tx Φ∇ θ

θ
θφθθφ sin),,(1)(cos),,()[( )1(

5
)1()1(

5
)1(

11 ∂
∂

+−
∂

∂
+=

zr
r

zXX
r

zrzXX gg

)]](),,()cos( )1(
5

)1(
3

ωθφθ i
z

zrrXX g −
∂

∂
−+  

 

 

Όπου :  µεταφορική κίνηση του κέντρου βάρους της κατασκευής στον άξονα   )1(
1gX 1OX

:)1(
3gX  µεταφορική κίνηση του κέντρου βάρους της κατασκευής στον άξονα   3OX

  περιστροφή γύρω από τον άξονα   :)1(
5X 2GX

            :r  η ακτίνα του στου στοιχείου −i
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2.4 Υπολογισµός του όρου M R(1) ″)1(
gX  

 

 Για τον υπολογισµό των οριζόντιων και κάθετων δυνάµεων έκπτωσης, έχουµε 

δείξει στη σελίδα 16  ότι πρέπει να υπολογιστεί η τιµή της παράστασης:   M R(1) ″)1(
gX .  

Όµως ισχύει ότι   }Re{ 11
tie ωξξ −=

Παραγωγίζοντας προκύπτει ότι  })Re{( 11
tiei ωξωξ −−=′  και  })Re{( 1

2
1

tie ωξωξ −−=″  

Επίσης ισχύει ότι ∇= gM ρ  

Άρα   =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

″

″

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
∇=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

″

″

″

=
″

3

1

)1(
4

)1(
5

)1(
4

)1(
6

)1(
5

)1(
6

3

2

1
)1()1()1( 0

0
0

0

ξ

ξ
ρ

ξ
ξ
ξ

XX
XX

XX
gMRXMR g

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
∇

1
)1(

5
2

3
)1(

5
2

0
ξω

ξω
ρ

X

X
g  

Και η µέση τιµή ως προς τον χρόνο 

=
″T

gXMR
)1()1( =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

+−
∇=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
∇

))(sin)(cos(
0

))(sin)(cos(
0

2)1(
51

2)1(
51

2

2)1(
53

2)1(
53

2

1
)1(

5
2

3
)1(

5
2

ImImReRe

ImImReRe

T

T

T

T

tXtX

tXtX
g

X

X
g

ωξωξω

ωξωξω
ρ

ξω

ξω
ρ  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
∇=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

+−

∇=
*)1(

51
2

*)1(
53

2

)1(
51

)1(
51

2

)1(
53

)1(
53

2

0Re
2
1

)(
2
1

0

)(
2
1

ImImReRe

ImImReRe

X

X
g

XX

XX

g
ξω

ξω
ρ

ξξω

ξξω

ρ  

 

Όπου :ω  η ιδιοσυχνότητα της κατασκευής.  

:1ξ  µεταφορικές κινήσεις του κέντρου βάρους της κατασκευής στον άξονα  1OX

:3ξ  µεταφορικές κινήσεις του κέντρου βάρους της κατασκευής στον άξονα  3OX

  περιστροφή γύρω από τον άξονα   :)1(
5X 2GX

 :ρ  πυκνότητα νερού 

  όγκος αξονοσυµµετρικού σώµατος :∇
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2)1(Φ∇2.5 Υπολογισµός του όρου   

 

Ισχύει για το 
T2)1(Φ∇ =

T

zrr

2)1()1()1(

,1, ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
Φ∂

∂
Φ∂

∂
Φ∂

θ
ή  

TTT

zrr

22

2

2 1
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
Φ∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
Φ∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
Φ∂

θ
. 

Όπου 
rrr

T

∂
Φ∂

∂
Φ∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
Φ∂

2
12

 

θθθ ∂
Φ∂

∂
Φ∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
Φ∂

2

2 1
2
1

r

T

 

zzz

T

∂
Φ∂

∂
Φ∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
Φ∂

2
12

 

Όµως  –σελίδα 4–  Φ(r,θ,z,t) = Re[ φ(r,θ,z)e-iωt ] άρα tie
rr

ωφ −

∂
∂

=
∂
Φ∂ και tie

rr
ωφ −

∂
∂

=
∂
Φ∂ . 

Όµοια tie ω

θ
φ

θ
−

∂
∂

=
∂
Φ∂  και tie ω

θ
φ

θ
−

∂
∂

=
∂
Φ∂  

 tie
zz

ωφ −

∂
∂

=
∂
Φ∂  και tie

zz
ωφ −

∂
∂

=
∂
Φ∂  
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3ο ΟΡΙΖΟΝΤΙΑ ∆ΥΝΑΜΗ ΕΚΠΤΩΣΗΣ ΓΙΑ ΤΟ ΠΕ∆ΙΟ (Ι) 

3.1 Υπολογισµός του όρου dSn
d

d

)(
2)1(

2

0

1

2

Φ∇∫ ∫
π

 για το πεδίο (Ι) 

 

Έχουµε αποδείξει στο Κεφάλαιο 1 –σελίδα 11– ότι η σχέση που µας δίνει το 

δυναµικό της ταχύτητας πρώτης τάξης για δακτυλιοειδή στοιχεία στην περιοχή (Ι): r    ≥ a

dz ≤≤0και  είναι: 

φ(r,θ,z)= 

=
)cosh(
)cosh(

2 d
zigH

κ
κ

ω
− ∑

∞

=

∈
0

)cos()(
m

m
m

m mrJi θκ i− ∑
∞

=

− +
0

0
,10

0
,0

2/1

2/
(
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[

2 m
m

H
m H
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H
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κκ  

κ1
SF )]
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)a(()
2/ 1

0

ddz

JFiF
H
d m

m
m

m
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′−∈++
κ

κκ
κφ )cosh()cos(

)a(
)( zm

H
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m

m κθ
κ
κ i− 2/1

2
−
adNHω  

∑ ∑
∞

=

∞
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=0 1

0
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H
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H
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F δ+ S
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x
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0
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])

2/ 1
0

aa m
m

m
P FiF

H
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∈++
φ )cos()cos(

)a(
)( azm

aK
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Εποµένως  

=
∂

∂
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zr ),,( θφ  

=
)cosh(
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zigH
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∞
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Όµοια  
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Όπου :
3gX  µεταφορική κίνηση του κέντρου βάρους της κατασκευής στον άξονα 3OX   

 :5X  περιστροφή γύρω από τον άξονα 2GX   

 :r  η ακτίνα του εξωτερικού, −i στού, στοιχείου. 
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3.4 Υπολογισµός της οριζόντιας δύναµης έκπτωσης για το πεδίο (Ι) 

 

 Η οριζόντια δύναµη έκπτωσης για το Πεδίο (Ι) υπολογίζεται στο Κεφάλαιο 2       

–σελίδα 16– από τη σχέση 

F BX B= dlng rWL

2)1(

2
1 ζρ∫− +

″)1()1(
gXMR ∫ ∫ Φ∇−−

0

2)1(

2
1

S

dSnρ ∫ ∫ Φ∇−−
0

)( )1()1(

S
t dSnXρ = 

gρ
2
1

−= [ dlnrWL

2)1(ζ∫ ] + 
″)1()1(

gXMR + ρ
2
1 [ ∫ ∫ Φ∇

0

2)1(

S

dSn ] + ρ ∫ ∫ Φ∇ ])([
0

)1()1(

S
t dSnX . 

Όµως οι παραστάσεις dlnrWL

2)1(ζ∫  ∫ ∫ Φ∇
0

2)1(

S

dSn        ∫ ∫ Φ∇ ])([
0

)1()1(

S
t dSnX   

είναι γνωστές από τα προηγούµενα (σελίδα 96, σελίδα 69, σελίδα 91 αντίστοιχα) 

Όπου ρ: η πυκνότητα νερού. 

 g: η επιτάχυνση της βαρύτητας. 

 Μ: η µάζα του αξονοσυµµετρικού σώµατος. 

 R P

(1)
P: ο πίνακας που περιέχει τις γωνίες περιστροφής. 

 X )1(
g : οι µεταφορικές κινήσεις του κέντρου βάρους της κατασκευής. 

 ω: η ιδιοσυχνότητα της κατασκευής. 

 φ: η διαφορά φάσης. 

 

Εποµένως µπορούµε να υπολογίσουµε την οριζόντια δύναµη έκπτωσης FBX B για το 

Πεδίο (Ι). 
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4ο ΟΡΙΖΟΝΤΙΑ ∆ΥΝΑΜΗ ΕΚΠΤΩΣΗΣ ΓΙΑ ΤΟ ΠΕ∆ΙΟ (ΙΙ) 
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Φ∇∫ ∫
π

4.1 Υπολογισµός του όρου για το πεδίο (ΙI) 

 

 Έχουµε αποδείξει στο Κεφάλαιο 1 –σελίδα 12– ότι η σχέση που µας δίνει 
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Για ευκολία στον υπολογισµό συµψηφίσαµε στο άθροισµα και τη µια φανταστική ρίζα 

και τις άπειρες πραγµατικές ρίζες της εξίσωσης της διασποράς. 
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4.3 Υπολογισµός του όρου dlnrWL 1
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Όπου  µεταφορική κίνηση του κέντρου βάρους της κατασκευής στον άξονα . :
3gX 3OX

 :  περιστροφή γύρω από τον άξονα . 5X 2GX

 :r  η ακτίνα του στου «από πάνω» στοιχείου. −l

             η ακτίνα του στου «από πάνω» στοιχείου. :a l −l
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4.4 Υπολογισµός της οριζόντιας δύναµης έκπτωσης για το πεδίο (ΙI) 

 

 Η οριζόντια δύναµη έκπτωσης FX για το Πεδίο (ΙI) υπολογίζεται Κεφάλαιο 2       

–σελίδα 16 – από τη σχέση 
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είναι γνωστές από τα προηγούµενα (σελίδα 136, σελίδα 125, σελίδα 132, αντίστοιχα) 

Όπου ρ: η πυκνότητα νερού. 

 g: η επιτάχυνση της βαρύτητας. 

 Μ: µάζα αξονοσυµµετρικού σώµατος. 

 R(1) : ο πίνακας που περιέχει τις γωνίες περιστροφής. 

 X  : οι ευθύγραµµες µεταφορικές κινήσεις του κέντρου βάρους της κατασκευής )1(
g

 

Εποµένως µπορούµε να υπολογίσουµε την οριζόντια δύναµη έκπτωσης FX για το 

Πεδίο (ΙI). 
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5ο ΟΡΙΖΟΝΤΙΑ ∆ΥΝΑΜΗ ΕΚΠΤΩΣΗΣ ΓΙΑ ΤΟ ΠΕ∆ΙΟ (ΙΙΙ)  

dSn
h

h

)(
2)1(

2

0

1

2

Φ∇∫ ∫
π

5.1 Υπολογισµός του όρου   για το πεδίο (ΙII) 

  

Έχουµε αποδείξει στο Κεφάλαιο 1 –σελίδα 14– ότι η σχέση που µας δίνει το 

δυναµικό της ταχύτητας πρώτης τάξης για δακτυλιοειδή στοιχεία στο πεδίο (ΙΙI): 

ppp hzbrb ≤≤≤≤ + 01 και  είναι  

Φ(r,θ,z;t) = −
−

−
−

− − ti

pp

e
dh

rzr
H

d
dh

rz
H

zdHi ωθφω )cos
2

)25,0(
2/2

5,0
2/

(
2 2

22
0

22
0 dHi

2
ω  

+ℜΛ∈∑∑
∞

=

∞

= 00
)(([

p

ppp
n

mnmnn
m

r )]cos())(**

p

p
mnmn h

zn
r

pp

π
ℜΛ cos(mθ)e-iωt. 

 

Εποµένως 

φ(r,θ,z) = −
−

−
−

− )cos
2

)25,0(
2/2

5,0
2/

(
2 2

22
0

22
0 θφω

dh
rzr

H
d

dh
rz

H
zdHi

pp

dHi
2

ω  

+ℜΛ∈∑∑
∞

=

∞

= 00

)(([
p

ppp
n

mnmnn
m

r )]cos())(**

p

p
mnmn h

zn
r

pp

π
ℜΛ cos(mθ). 

 

Και  

=
∂

∂
r

zr ),,( θφ
−

−
−

−
− )cos

2
)75,0(

2/22/
(

2 2

22
00 θφω

dh
rz

H
d

dh
r

H
zdHi

pp

dHi
2

ω

+
∂

∂ℜ
Λ∈∑∑

∞

=

∞

= 00

)(
([

p

p

pp
n

mn
mnn

m r
r

)]cos()
)(*

*

p

pmn
mn h

zn
r

r
p

p

π
∂

∂ℜ
Λ cos(mθ). 

 

 

Όπου  

 

 
141



)()()()(

)()()()(
)(

11

1

p

pp
m

p

pp
m

p

pp
m

p

pp
m

p

p
m

p

pp
m

p

p
m

p

pp
m

p

pmn

h
bn

K
h

bn
I

h
bn

K
h
bn

I

h
rn

K
h

bn
I

h
rn

I
h

bn
K

h
n

r
r

p

++

+

−

+
=

∂

∂ℜ
ππππ

ππππ
π

+ 

r
m

+
)()()()(

)()()()(

11

p

pp
m

p

pp
m

p

pp
m

p

pp
m

p

p
m

p

pp
m

p

p
m

p

pp
m

h
bn

K
h

bn
I

h
bn

K
h
bn

I

h
rn

K
h

bn
I

h
rn

I
h

bn
K

++ −

−

ππππ

ππππ

. 

)()()()(

)()()()(
)(

11

1
1

1*

p

pp
m

p

pp
m

p

pp
m

p

pp
m

p

p
m

p

pp
m

p

p
m

p

pp
m

p

pmn

h
bn

K
h

bn
I

h
bn

K
h
bn

I

h
rn

I
h
bn

K
h

rn
K

h
bn

I

h
n

r
rp

++

+
+

+

−

+
−=

∂
∂ℜ

ππππ

ππππ
π

+ 

r
m

+
)()()()(

)()()()(

11

11

p

pp
m

p

pp
m

p

pp
m

p

pp
m

p

p
m

p

pp
m

p

p
m

p

pp
m

h
bn

K
h

bn
I

h
bn

K
h
bn

I

h
rn

I
h
bn

K
h

rn
K

h
bn

I

++

++

−

−

ππππ

ππππ

. 

 

Ειδικές περιπτώσεις είναι 

)ln(

11)(

1

00

p

p

b
brr

r
p

+
=

∂

∂ℜ
,   

)ln(

11)(
1

0
*

0

p

p

b
brr

r
p

+
−=

∂
∂ℜ

 

m

p

p

m

p

p

m
pp

m

ppm

b
b

b
b

r
b

r
b

b
r

b
m

r

r
p

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

=
∂

∂ℜ

+

+

−−

1

1

1

2

1
1

)(
0 , m

p

p

m

p

p

m
pp

m

ppm

b
b

b
b

r
b

r
b

b
r

b
m

r

r
p

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

=
∂

∂ℜ

+

+

−
++

−

+

1

1

1
1

2
1

1

1
*

1
)(

0  

 

Και  

 

=
∂

∂
r

zr ),,( θφ
+

−
−− )cos

2
)75,0(

2/22/
(

2 2

22
00 θφω

dh
rz

H
d

dh
r

H
zdHi

pp

dHi
2

ω

+
∂

∂ℜ
Λ∈∑∑

∞

=

∞

= 00

)(
([

p

p

pp
n

mn
mnn

m r
r

)]cos()
)(*

*

p

pmn
mn h

zn
r

r
p

p

π
∂

∂ℜ
Λ cos(mθ). 

 
142



Εποµένως 

=
∂

∂
∂

∂
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

r
zr

r
zr

r
zr

T

),,(),,(
2
1),,( 2 θφθφθφ

)cos
2

)75,0(
2/22/

(
42

1
2

22
002

2
2 θφω

dh
rz

H
d

dh
r

H
zdH

pp

−
−−

+
−

−
− )cos

2
)75,0(

2/22/
( 2

22
00 θφ

dh
rz

H
d

dh
r

H
z

pp

 

)cos
2

)75,0(
2/22/

(
42

1
2

22
002

2
2 θφω

dh
rz

H
d

dh
r

H
zdH

pp

−
−

−
+ +

∂

∂ℜ
Λ∈∑∑

∞

=

∞

= 00

)(
([

p

p

pp
n

mn
mnn

m r
r

)]cos()
)(*

*

p

pmn
mn h

zn
r

r
p

p

π
∂

∂ℜ
Λ cos(mθ)+ 

+ )cos
2

)75,0(
2/22/

(
42

1
2

22
002

2
2 θφω

dh
rz

H
d

dh
r

H
zdH

pp

−
−− +

∂

∂ℜ
Λ∈∑∑

∞

=

∞

= 00

)(
([

p

p

pp
n

mn
mnn

m r
r

)]cos()
)(*

*

p

pmn
mn h

zn
r

r
p

p

π
∂

∂ℜ
Λ cos(mθ)+ 

+ 2
2

2

42
1 dHω +

∂

∂ℜ
Λ∈∑∑

∞

=

∞

= 00

)(
([

p

p

pp
n

mn
mnn

m r
r

)]cos()
)(*

*

p

pmn
mn h

zn
r

r
p

p

π
∂

∂ℜ
Λ cos(mθ) 

+
∂

∂ℜ
Λ∈∑∑

∞

=

∞

= 00

)(
([

q

q

qp
n

nn
nnn

n r
r

)]cos()
)(*

*

p

qnn
nn h

zn
r

r
q

q

π
∂

∂ℜ
Λ cos(nθ). 

 

Για τον υπολογισµό της drift δύναµης πρέπει να βρεθεί η τιµή του ολοκληρώµατος 

∫ ∫ ⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
Φ∂1

2

2

0

2

cos
h

h

T

dzbd
r lθθ

π

. (Παράρτηµα Α και Β) 

Πρώτα υπολογίζουµε το ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂π

θθφ2

0

2

cos d
r

 και προκύπτει η  

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂π

θθφ2

0

2

cos d
r

=

2

22
00

2

22
002

2
2

2
)75,0(

2/2
1

2/2
)75,0(

2/2
1

2/
(

8 dh
rz

H
d

dhH
rz

dh
rz

H
d

dhH
rzdH

pppp

−
+

−
=

φφπω +

 
143



)[
22/

[(
8

02
2

2

dh
r

H
zdH

p

−+πω +
∂

∂ℜ
Λ∈∑

∞

=0

1
1

)(
(

p

p

pp
n

n
nn r

r
−

∂

∂ℜ
Λ )]cos()

)(*
1*

1
p

pn
n h

zn
r

r
p

p

π

[
2

)75,0(
2/ 2

22
0

dh
rz

H
d

p

−
−

φ
+

∂

∂ℜ
Λ∈∑

∞

=0

2
2

)(
(

p

p

pp
n

n
nn r

r
+

∂

∂ℜ
Λ ]

2
1)cos()

)(*
2*

2
p

pn
n h

zn
r

r
p

p

π

)[
22/

[(
8

02
2

2

dh
r

H
zdH

p

−+πω +
∂

∂ℜ
Λ∈∑

∞

=0

1
1

)(
(

p

p

pp
n

n
nn r

r
−

∂

∂ℜ
Λ )]cos()

)(*
1*

1
p

pn
n h

zn
r

r
p

p

π

[
2

)75,0(
2/ 2

22
0

dh
rz

H
d

p

−
−

φ
+

∂

∂ℜ
Λ∈∑

∞

=0

2
2

)(
(

p

p

pp
n

n
nn r

r
+

∂

∂ℜ
Λ ]

2
1)cos()

)(*
2*

2
p

pn
n h

zn
r

r
p

p

π

[
8

2
2

2 dHω+ +
∂

∂ℜ
Λ∈∑

∞

=0

0
0

)(
(

p

p

pp
n

n
nn r

r
)cos()

)(*
0*

0
p

pn
n h

zn
r

r
p

p

π
∂

∂ℜ
Λ +

∂

∂ℜ
Λ∈∑

∞

=0

1
1

)(
(

q

q

qq
n

n
nn r

r
 

+
∂

∂ℜ
Λ ])cos()

)(*
1*

1 π
π

p

qn
n h

zn
r

r
q

q
+

∂

∂ℜ
Λ∈∑

∞

=0

1
1

)(
(

p

p

pp
n

n
nn r

r
)cos()

)(*
1*

1
p

pn
n h

zn
r

r
p

p

π
∂

∂ℜ
Λ

+
∂

∂ℜ
Λ∈∑

∞

=0

0
0

)(
(

q

q

qq
n

n
nn r

r
+

∂

∂ℜ
Λ ])cos()

)(*
0*

0 π
π

p

qn
n h

zn
r

r
q

q
+

∂

∂ℜ
Λ∈∑

∞

=0

1
1

)(
(

p

p

pp
n

n
nn r

r

)cos()
)(*

1*
1

p

pn
n h

zn
r

r
p

p

π
∂

∂ℜ
Λ +

∂

∂ℜ
Λ∈∑

∞

=0

2
2

)(
(

q

q

qq
n

n
nn r

r
+

∂

∂ℜ
Λ ]

2
)cos()

)(*
2*

2
ππ

p

qn
n h

zn
r

r
q

q
 

∑
∞

= ,3,2
[

p
)cos())()(

(
*

*

0 p

ppn
pn

n

pn
pnn h

zn
r

r
r

r
p

p

p

p

pp

π
∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ
Λ∈∑

∞

=

+
∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ
Λ∈ +

+

∞

=

+
+∑ )cos())()(

([ 1
*

1
*

0

1
1

p

qnp
np

n

np
npn h

zn
r

r
r

r
q

q

q

q

qq

π
 

 

]
2

)cos())()(
( 1

*

1
*

0

1
1

ππ

p

qnp
np

n

np
npn h

zn
r

r
r

r
q

q

q

q

qq ∂
∂ℜ

Λ+
∂

∂ℜ
Λ∈ −

−

∞

=

−
−∑  

 

Και στη συνέχεια υπολογίζουµε το ∫ ⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
Φ∂1

2

2h

h

T

ndS
r

 .  

Εποµένως   

=
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
Φ∂

∫ ∫
1

2

cos
2

0

2h

h
p

T

dzbd
r

θθ
π

 

 
144



= )](75,0
3
)(

3
)([

2
1

2/22/
[

8 21
2

3
2

3
1

2
00

222

hhrhh
dhH

d
dh

r
H

zdH

pp

−−−−
φπω

dh
r

H
z

p22/
0+  

+−−− p
p

bhhrhh
dhH

d )](75,0
3
)(

3
)([

2
1

2/ 21
2

3
2

3
1

2
0φ  

[
2

1
2/

[
8

0
222

dhH
rzdH

p

−−
πω

+
∂

∂ℜ
Λ∈∑

∞

=1

1
1

)(
(

p

p

pp
n

n
nn r

r
)

)(*
1*

1 r
r

p

p

n
n ∂

∂ℜ
Λ

πp
p

n
h

+− )]sin()[sin( 21 h
h

n
h

h
n

p

p

p

p ππ
−−

∂
∂ℜ

Λ+
∂

∂ℜ
Λ∈ ))()()(

( 21
1

*

1
*1

10
0

0
0

0
hh

r
r

r
r

[
2

1
2/

0

dhH
d

p

φ  

+
∂

∂ℜ
Λ∈∑

∞

=1

2
2

)(
(

p

p

pp
n

n
nn r

r
)

)(*
2*

2 r
r

p

p

n
n ∂

∂ℜ
Λ [)( 2

πp
p

n
h

)(
2

)cos()(
2

122 h
h
n

h
h

n
h

h
n

p

p

p

p

p

p πππ
+−  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−− 2

2
2

2
2 sin)()(2()cos( h

h
n

h
h

n
h

h
n

p

p

p

p

p

p πππ
)+ ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+− 1

2
1

2 sin)()(2( h
h

n
h

h
n

p

p

p

p ππ
)] +

2
1  

+−
∂

∂ℜ
Λ+

∂
∂ℜ

Λ∈+
2
1)

3
)(

3
)()()()(

(
3

2
3

12
*

2
*2

20
0

0
0

0

hh
r

r
r

r
[

2
1

2
75,0

2/ 2

2
0

dh
r

H
d

p

φ

+
∂

∂ℜ
Λ∈∑

∞

=1

2
2

)(
(

p

p

pp
n

n
nn r

r
)

)(*
2*

2 r
r

p

p

n
n ∂

∂ℜ
Λ )(

πp
p

n
h

+− )]sin()[sin( 21 h
h

n
h

h
n

p

p

p

p ππ

+−
∂

∂ℜ
Λ+

∂
∂ℜ

Λ∈+ pbhh
r

r
r

r
)]])()()(

( 21
2

*

2
*2

20
0

0
0

0
 

[
2

1
2/

[
8

0
222

dhH
rzdH

p

−−
πω

+
∂

∂ℜ
Λ∈∑

∞

=1

1
1

)(
(

p

p

pp
n

n
nn r

r
)

)(*
1*

1 r
r

p

p

n
n ∂

∂ℜ
Λ

πp
p

n
h

+− )]sin()[sin( 21 h
h

n
h

h
n

p

p

p

p ππ
−−

∂
∂ℜ

Λ+
∂

∂ℜ
Λ∈ ))()()(

( 21
1

*

1
*1

10
0

0
0

0
hh

r
r

r
r

[
2

1
2/

0

dhH
d

p

φ  

+
∂

∂ℜ
Λ∈∑

∞

=1

2
2

)(
(

p

p

pp
n

n
nn r

r
)

)(*
2*

2 r
r

p

p

n
n ∂

∂ℜ
Λ [)( 2

πp
p

n
h

)(
2

)cos()(
2

122 h
h
n

h
h

n
h

h
n

p

p

p

p

p

p πππ
+−  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−− 2

2
2

2
2 sin)()(2()cos( h

h
n

h
h

n
h

h
n

p

p

p

p

p

p πππ
)+ ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+− 1

2
1

2 sin)()(2( h
h

n
h

h
n

p

p

p

p ππ
)] +

2
1  

+−
∂

∂ℜ
Λ+

∂
∂ℜ

Λ∈+
2
1)

3
)(

3
)()()()(

(
3

2
3

12
*

2
*2

20
0

0
0

0

hh
r

r
r

r
[

2
1

2
75,0

2/ 2

2
0

dh
r

H
d

p

φ  

 
145



+
∂

∂ℜ
Λ∈∑

∞

=1

2
2

)(
(

p

p

pp
n

n
nn r

r
)

)(*
2*

2 r
r

p

p

n
n ∂

∂ℜ
Λ )(

πp
p

n
h

+− )]sin()[sin( 21 h
h

n
h

h
n

p

p

p

p ππ

+−
∂

∂ℜ
Λ+

∂
∂ℜ

Λ∈+ pbhh
r

r
r

r
)]])()()(

( 21
2

*

2
*2

20
0

0
0

0
 

[
8

222 dHω
− [∑

∞

= ∂
∂ℜ

Λ+
∂

∂ℜ
Λ∈

1

0
*

0
*0

0 ))()(
([

p

p
p

p

pp
n

n
n

n
nn r

r
r

r

))()(
( 1

*

1
*1

1 r
r

r
r

p
p

p

pp

n
n

n
nn ∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ
Λ∈ []

4

)2sin()2sin()(2
[

2121

+
−+−

p

p

p

p

p

p

p

p

h
n

h
h

n
h

h
n

hh
h

n

π

πππ

∑∑
∞

≠
=

∞

= ∂
∂ℜ

Λ+
∂

∂ℜ
Λ∈

qp

p

p
p

p

pp

q
nn

n

n
n

n
nn

n r
r

r
r

1

0
*

0
*0

0
1

))()(
([ )])()(

( 1
*

1
*1

1 r
r

r
r

q
q

q

qq

n
n

n
nn ∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ
Λ∈

−−
−

)sin()cos()()sin()cos([
)()(

1
22111

22
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

h
n

h
n

p

p

p

q

p

p

p

p

p

q

p

p

p

q

p

p

ππππππ
ππ

++− )]sin()cos()sin()cos( 2211 h
h

n
h

h
n

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

p

q

p

p

p

q

p

q

p

p

p

q ππππππ
 

))()(
( 0

0
0

0

0
*

0
*0

0
2

0 r
r

r
r

∂
∂ℜ

Λ+
∂

∂ℜ
Λ∈+ +−

∂
∂ℜ

Λ+
∂

∂ℜ
Λ π)])()()(

( 21
1

*

1
*1

1
0

0
0

0
hh

r
r

r
r

∑
∞

= ∂
∂ℜ

Λ+
∂

∂ℜ
Λ∈+

1

1
*

1
*1

1 ))()(
([

p

p
p

p

pp
n

n
n

n
nn r

r
r

r
))()(

( 0
*

0
*0

0 r
r

r
r

p
p

p

pp

n
n

n
nn ∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ
Λ∈  

+
−+−

]
4

)2sin()2sin()(2
[

2121

p

p

p

p

p

p

p

p

h
n

h
h

n
h

h
n

hh
h

n

π

πππ

∑ ∑
∞

=

∞

≠
= ∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ
Λ∈

1

1
*

1
*1

1
1

))()(
([

p

p
p

p

pp

qp

qn

n
n

n
nn

nn
n r

r
r

r
)])()(

( 0
*

0
*0

0 r
r

r
r

q
q

pq

qq

n
n

n
nn ∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ
Λ∈

−−
−

)sin()cos()()sin()cos([
)()(

1
22111

22
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

h
n

h
n

p

p

p

q

p

p

p

p

p

q

p

p

p

q

p

p

ππππππ
ππ

++− )]sin()cos()sin()cos( 2211 h
h

n
h

h
n

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

p

q

p

p

p

q

p

q

p

p

p

q ππππππ
 

 
146



))()(
( 0

0
0

0

1
*

1
*1

1
2

0 r
r

r
r

∂
∂ℜ

Λ+
∂

∂ℜ
Λ∈+ +−

∂
∂ℜ

Λ+
∂

∂ℜ
Λ π)])()()(

( 21
0

*

0
*0

0
0

0
0

0
hh

r
r

r
r

∑
∞

= ∂
∂ℜ

Λ+
∂

∂ℜ
Λ∈+

1

1
*

1
*1

1 ))()(
([

p

p
p

p

pp
n

n
n

n
nn r

r
r

r
))()(

( 2
*

2
*2

2 r
r

r
r

p
p

p

pp

n
n

n
nn ∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ
Λ∈  

+
−+−

]
4

)2sin()2sin()(2
[

2121

p

p

p

p

p

p

p

p

h
n

h
h

n
h

h
n

hh
h

n

π

πππ

∑ ∑
∞

=

∞

≠
= ∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ
Λ∈

1

1
*

1
*1

1
1

))()(
([

p

p
p

p

pp

qp

qn

n
n

n
nn

nn
n r

r
r

r
)])()(

( 2
*

2
*2

2 r
r

r
r

q
q

q

qq

n
n

n
nn ∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ
Λ∈

−−
−

)sin()cos()()sin()cos([
)()(

1
22111

22
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

h
n

h
n

p

p

p

q

p

p

p

p

p

q

p

p

p

q

p

p

ππππππ
ππ

++− )]sin()cos()sin()cos( 2211 h
h

n
h

h
n

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

p

q

p

p

p

q

p

q

p

p

p

q ππππππ
 

))()(
( 0

0
0

0

1
*

1
*1

1
2

0 r
r

r
r

∂
∂ℜ

Λ+
∂

∂ℜ
Λ∈+ +−

∂
∂ℜ

Λ+
∂

∂ℜ
Λ

2
)])()()(

( 21
2

*

2
*2

2
0

0
0

0

πhh
r

r
r

r
 

∞

=
∑+

,3,2
[

p
))()(

(
*

*

1 r
r

r
r

p
p

p

p

pp

pn
pn

n

pn
pnn ∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ
Λ∈∑

∞

=

))()(
( 1

*

1
*1

1 r
r

r
r

p
p

p

pp

np
np

np
npn ∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ
Λ∈ +

+
+

+

+
−+−

]
4

)2sin()2sin()(2
[

2121

p

p

p

p

p

p

p

p

h
n

h
h

n
h

h
n

hh
h

n

π

πππ

∑ ∑
∞

=

∞

≠
= ∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ
Λ∈

1

*
*

1
))()(

([
p

p
p

p

pp

qp

qn

pn
pn

pn
pnn

nn
n r

r
r

r

))()(
( 1

*

1
*1

1 r
r

r
r

q
q

q

qq

np
np

np
npn ∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ
Λ∈ +

+
+

+

−)sin()cos() 221 h
h

n
h

h
n

h
h p

p

p

q

p

p−
−

()sin()cos([
)()(

1
11

22

n
h

h
n

h
h

n
h

n

h
n

h
n

p

p

p

q

p

p

p

q

p

p

πππ
ππ

πππ

 
147



++− )]sin()cos()sin()cos( 2211 h
h

n
h

h
n

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

p

q

p

p

p

q

p

q

p

p

p

q ππππππ

))()(
( 0

0
0

0

*
*2

0 r
r

r
r p

p
p

p ∂
∂ℜ

Λ+
∂

∂ℜ
Λ∈+ +−

∂
∂ℜ

Λ+
∂

∂ℜ
Λ +

+
+

+ 2
)]])()()(

( 21
1

*

1
*1

1
0

0
0

0

πhh
r

r
r

r p
p

p
p  

∞

=
∑+

,3,2
[

p
))()(

(
*

*

1 r
r

r
r

p
p

p

p

pp

pn
pn

n

pn
pnn ∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ
Λ∈∑

∞

=

))()(
(

p pn Λ∈ 1
*

1
*1

1 r
r

r
r

p
p

p

p

np
np

np
n ∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ −
−

−
−

+
−+−

]
4

)2sin()2sin()(2
[

2121

p

p

p

p

p

p

p

p

h
n

h
h

n
h

h
n

hh
h

n

π

πππ

∑ ∑
∞

=

∞

≠
= ∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ
Λ∈

1

*
*

1
))()(

([
p

p
p

p

pp

qp

qn

pn
pn

pn
pnn

nn
n r

r
r

r

))()(
( 1

*

1
*1

1 r
r

r
r

q
q

q

qq

np
np

np
npn ∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ
Λ∈ −

−
−

−

−−
−

()sin()cos([
)()(

1
11

22
h

h
n

h
h

n
h

n

h
n

h
n

p

p

p

q

p

p

p

q

p

p
)sin()cos() 221 h

h
n

h
h

n
h

h
n

p

p

p

q

p

p ππππππ
ππ

++− cos()sin()cos( 11 h
n

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

p

p

p

q

p

q

p

p

p

q )]sin() 22 h
h

n
h

p

qππππππ

))()(
( 0

0
0

0

*
*2

0 r
r

r
r p

p
p

p ∂
∂ℜ

Λ+
∂

∂ℜ
Λ∈+ p

p
p

p
p bhh

r
r

r
r

]
2

)]])()()(
( 21

1
*

1
*1

1
0

0
0

0

π
−

∂
∂ℜ

Λ+
∂

∂ℜ
Λ −

−
−

−  

 

Όπου ακτίνα του pb −p στου «από κάτω» στοιχείου. 

 

Όµοια και για τον υπολογισµό 
θ
θφ

θ
θφ

θ
θφ

∂
∂

∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂ ),,(),,(

2
11),,(1

2

2

2
zrzr

r
zr

r
 

Έχουµε  

=
∂

∂
θ
θφ ),,(1 zr

r
+

−
+− )sin

2
)25,0(

2/
(1

2 2

22
0 θφω

dh
rzr

H
d

r
dHi

p r
dHi 1

2
ω

+ℜΛ∈∑∑
∞

=

∞

= 00

)(([
p

ppp
n

mnmnn
m

mr )]cos())(**

p

p
mnmn h

zn
mr

pp

π
ℜΛ sin(mθ). 

 
148



 

Και 

=
∂

∂
θ
θφ ),,(1 zr

r
−

− )sin
2

)25,0(
2/

(1
2 2

22
0 θφω

dh
rzr

H
d

r
dHi

p r
dHi 1

2
ω

+ℜΛ∈∑∑
∞

=

∞

= 00

)(([
p

ppp
n

mnmnn
m

mr )]cos())(**

p

p
mnmn h

zn
mr

pp

π
ℜΛ sin(mθ). 

 

 

Άρα ισχύει ότι   

θ
θφ

θ
θφ

θ
θφ

∂
∂

∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂ ),,(),,(

2
11),,(1

2

2

2
zrzr

r
zr

r
= 

)sin
2

)25,0(
2/

(1
42

1
2

22
0

2
2

2
2 θφω

dh
rzr

H
d

r
dH

p

−
= −

− )sin
2

)25,0(
2/

( 2

22
0 θφ

dh
rzr

H
d

p

)sin
2

)25,0(
2/

(1
42

1
2

22
0

2
2

2
2 θφω

dh
rzr

H
d

r
dH

p

−
− +ℜΛ∈∑∑

∞

=

∞

= 00
)(([

p

ppp
n

mnmnn
m

mr

)]cos())(**

p

p
mnmn h

zn
mr

pp

π
ℜΛ sin(mθ) )sin

2
)25,0(

2/
(1

42
1

2

22
0

2
2

2
2 θφω

dh
rzr

H
d

r
dH

p

−
−  

+ℜΛ∈∑∑
∞

=

∞

= 00

)(([
p

ppp
n

mnmnn
m

mr )]cos())(**

p

p
mnmn h

zn
mr

pp

π
ℜΛ sin(mθ) 2

2
2

2 1
42

1
r

dHω+  

+ℜΛ∈∑∑
∞

=

∞

= 00
)(([

p

ppp
n

mnmnn
m

mr )]cos())(**

p

p
mnmn h

zn
mr

pp

π
ℜΛ sin(mθ)  

+ℜΛ∈∑∑
∞

=

∞

= 00
)(([

q

qqq
n

nnnnn
n

nr )]cos())(**

p

q
nnnn h

zn
nr

qq

π
ℜΛ sin(nθ) 

 

Και ∫ ∫ ⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
Φ∂1

2

cos
2

0

2h

h

T

dzbd lθθ
θ

π

. 

Πρώτα υπολογίζουµε το ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂π

θθ
θ
φ2

0

2

cos d  και προκύπτει η  

 

 

 
149



∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂π

θθ
θ
φ2

0

2

cos d = 

)
2
1

2
)25,0(

2/
(1

8 2

22
0

2
2

2
2

dh
rzr

H
d

r
dH

p

−
−=

φπω +ℜΛ∈∑
∞

=0
22 2)(([

p

ppp
n

nnn r

)]cos()2)(*
2

*
2

p

p
nn h

zn
r

pp

π
ℜΛ )

2
1

2
)25,0(

2/
(1

8 2

22
0

2
2

2
2

dh
rzr

H
d

r
dH

p

−
−

φπω

+ℜΛ∈∑
∞

=0
22 2)(([

p

ppp
n

nnn r )]cos()2)(*
2

*
2

p

p
nn h

zn
r

pp

π
ℜΛ + 2

2
2

2 1
8 r

dHω [

+ℜΛ∈∑
∞

=0
11 1)(([

p

ppp
n

nnn r )]cos()1)(*
1

*
1

p

p
nn h

zn
r

pp

π
ℜΛ +ℜΛ∈∑

∞

=0
22 2)(([

q

qqq
n

nnn r

+ℜΛ
2

)]cos()2)(*
2

*
2

ππ

p

q
nn h

zn
r

qq
 

∞

=
∑

,3,2
[

p
∑
∞

=

+ℜΛ∈
0

)(([
p

ppp
n

pnpnn pr )]cos())(**

p

p
pnpn h

zn
pr

pp

π
ℜΛ

++ℜΛ∈∑
∞

=
++

0
11 )1)((([

q

qqq
n

npnpn pr ++ℜΛ ++ )]cos())1)((*
1

*
1

p

q
npnp h

zn
pr

qq

π

+−ℜΛ∈∑
∞

=
−−

0
11 )1)((([

q

qqq
n

npnpn pr ]
2

)]]cos())1)((*
1

*
1

ππ

p

q
npnp h

zn
pr

qq
−ℜΛ −−  

 

Όπου r η ακτίνα του −p στου «από κάτω» στοιχείου. 

Στη συνέχεια υπολογίζουµε το ∫ ⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
Φ∂1

2

2h

h

T

ndS
θ

. (Παράρτηµα Α)  

Εποµένως 

=
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
Φ∂

∫ ∫
1

2

cos
2

0

2h

h
p

T

dzbdθθ
θ

π

 

)
22/

(1
8 2

0
2

2
2

2

dh
r

H
d

r
dH

p

φπω+= +ℜΛ∈∑
∞

=1
22 )(([

p

ppp
n

nnn r ))(*
2

*
2 r

pp nn ℜΛ 1
2 2()( h

h
n

n
h

p

p

p

p π
π

−  

 
150



−+ ]cos[2]cos[ 221 h
h

n
h

h
n

h
h

n

p

p

p

p

p

p πππ
))()(2( 2

1
2 h

h
npπ+− +]sin[ 1h

h
n

p

pπ ))()(2( 2
2

2 h
h

npπ+−

+])sin[ 2h
h

n

p

pπ +ℜΛ∈ )(([
00 220 r ])(*

2
*
2 00

rℜΛ )
3
)(

3
)((

3
2

3
1 hh

− ] 2

2
0

2
25,0

2/ dh
rr

H
d

p

φ
−

+ℜΛ∈∑
∞

=1
22 )(([

p

ppp
n

nnn r ))(*
2

*
2 r

pp nn ℜΛ )(
πp
p

n
h

+− ))sin()(sin( 21 h
h

n
h

h
n

p

p

p

p ππ

+ℜΛ∈ )(([
00 220 r ])(*

2
*
2 00

rℜΛ )]]( 21 hh −  +pb  

)
22/

(1
8 2

0
2

2
2

2

dh
r

H
d

r
dH

p

φπω+ +ℜΛ∈∑
∞

=1
22 )(([

p

ppp
n

nnn r 1
2*

2
*
2 2()))(( h

h
n

n
h

r
p

p

p

p
nn pp

π
π

−ℜΛ  

−+ ]cos[2]cos[ 221 h
h

n
h

h
n

h
h

n

p

p

p

p

p

p πππ
))()(2( 2

1
2 h

h
npπ+− +]sin[ 1h

h
n

p

pπ ))()(2( 2
2

2 h
h

npπ+−

+])sin[ 2h
h

n

p

pπ +ℜΛ∈ )(([
00 220 r )](*

2
*
2 00

rℜΛ )
3
)(

3
)((

3
2

3
1 hh

− ] 2

2
0

2
25,0

2/ dh
rr

H
d

p

φ
−

+ℜΛ∈∑
∞

=1
22 )(([

p

ppp
n

nnn r )))((*
2

*
2 πp

p
nn n

h
r

pp
ℜΛ +− ))sin()(sin( 21 h

h
n

h
h

n

p

p

p

p ππ
+ℜΛ∈ )(([

00 220 r

)](*
2

*
2 00

rℜΛ +− pbhh )]]( 21  

⎢
⎣

⎡
+ [[1

8 2
2

2
2

r
dHω

∞

=
∑

1
[

pn
+ℜΛ∈ )(( 11 r

ppp nnn ))(*
1

*
1 r

pp nn ℜΛ +ℜΛ∈ )(( 22 r
ppp nnn

2))(*
2

*
2 r

pp nn ℜΛ +
−+−

]
4

)2sin()2sin()(2
[

2121

p

p

p

p

p

p

p

p

h
n

h
h

n
h

h
n

hh
h

n

π

πππ

 

∑ ∑
=

∞

≠
=1 1

[
p

pq

qn
nn

n

+ℜΛ∈ )(( 11 r
ppp nnn ))(*

1
*
1 r

pp nn ℜΛ +ℜΛ∈ )(( 22 r
qqq nnn 2))(*

2
*
2 r

qq nn ℜΛ 2

−−
−

)sin()cos()()sin()cos([
)()(

1
22111

22
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

h
n

h
n

p

p

p

q

p

p

p

p

p

q

p

p

p

q

p

p

ππππππ
ππ

++− )]sin()cos()sin()cos( 2211 h
h

n
h

h
n

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

p

q

p

p

p

q

p

q

p

p

p

q ππππππ
+ℜΛ∈ )((

00 110 r ))(*
1

*
1 00

rℜΛ

+ℜΛ∈ )((
00 220 r +−ℜΛ

2
)](2))( 21

*
2

*
2 00

πhhr  

 
151



∞

=
∑

,3,2
[

p

∞

=
∑

1
[

pn

+ℜΛ∈ )(( r
ppp pnpnn ))(** r

pp pnpn ℜΛ +ℜΛ∈ ++ )(( 11 r
ppp npnpn

])1())(*
1

*
1 ppr

pp npnp +ℜΛ ++ π +
−+−

]
4

)2sin()2sin()(2
[

2121

p

p

p

p

p

p

p

p

h
n

h
h

n
h

h
n

hh
h

n

π

πππ

 

∑ ∑
=

∞

≠
=1 1

[
p

pq

qn
nn

n

+ℜΛ∈ )(( r
ppp pnpnn ))(** r

pp pnpn ℜΛ +ℜΛ∈ ++ )(( 11 r
qqq npnpn

])1())(*
1

*
1 ppr

qq npnp +ℜΛ ++

−−
−

)sin()cos()()sin()cos([
)()(

1
22111

22
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

h
n

h
n

p

p

p

q

p

p

p

p

p

q

p

p

p

q

p

p

ππππππ
ππ

++− )]sin()cos()sin()cos( 2211 h
h

n
h

h
n

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

p

q

p

p

p

q

p

q

p

p

p

q ππππππ
 

+ℜΛ∈+ )((
000 rpp ))(**

00
rpp ℜΛ +ℜΛ∈ ++ )((

00 110 rpp +−+ℜΛ ++ 2
)]()1())( 21

*
1

*
1 00

πhhpprpp

∞

=
∑

,3,2
[

p

∞

=
∑

1
[

pn
+ℜΛ∈ )(( r

ppp pnpnn ))(** r
pp pnpn ℜΛ +ℜΛ∈ −− )(( 11 r

ppp npnpn

])1())(*
1

*
1 ppr

pp npnp −ℜΛ −− π +
−+−

]
4

)2sin()2sin()(2
[

2121

p

p

p

p

p

p

p

p

h
n

h
h

n
h

h
n

hh
h

n

π

πππ

 

∑ ∑
=

∞

≠
=1 1

[
p

pq

qn
nn

n

+ℜΛ∈ )(( r
ppp pnpnn ))(** r

pp pnpn ℜΛ +ℜΛ∈ −− )(( 11 r
qqq npnpn

])1())(*
1

*
1 ppr

qq npnp −ℜΛ −−

−−
−

)sin()cos()()sin()cos([
)()(

1
22111

22
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

h
n

h
n

p

p

p

q

p

p

p

p

p

q

p

p

p

q

p

p

ππππππ
ππ

++− )]sin()cos()sin()cos( 2211 h
h

n
h

h
n

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

p

q

p

p

p

q

p

q

p

p

p

q ππππππ
+ℜΛ∈ )((

000 rpp

))(**
00

rpp ℜΛ +ℜΛ∈ −− )((
00 110 rpp ppp bhhppr )](

2
])1())( 21

*
1

*
1 00

−−ℜΛ −−
π  

 

 
152



Όπου r η ακτίνα του −p στου «από κάτω» στοιχείου. 

Και η ακτίνα του pb −p στου «από κάτω» στοιχείου. 

 

 

Τέλος υπολογίζουµε το  

=
∂

∂
z

zr ),,( θφ
+−− )cos

2
2

2/2
2

2/
(

2 2
00 θφω

dh
zr

H
d

dh
z

H
zdHi

pp

dHi
2

ω

+ℜΛ∈∑∑
∞

=

∞

= 00

)(([
p

ppp
n

mnmnn
m

r ])sin())(**

p

p

p

p
mnmn h

n
h

zn
r

pp

ππ
ℜΛ cos(mθ). 

 

Και 

=
∂

∂
z

zr ),,( θφ
−− )cos

2
2

2/2
2

2/
(

2 2
00 θφω

dh
zr

H
d

dh
z

H
zdHi

pp

dHi
2

ω  

+ℜΛ∈∑∑
∞

=

∞

= 00

)(([
p

ppp
n

mnmnn
m

r ])sin())(**

p

p

p

p
mnmn h

n
h

zn
r

pp

ππ
ℜΛ cos(mθ). 

 

∆ηλαδή  

z
zr

z
zr

z
zr

∂
∂

∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂ ),,(),,(

2
1),,( 2 θφθφθφ = 

)cos
2

2
2/2

2
2/

(
42

1
2

002
2

2 θφω
dh
zr

H
d

dh
z

H
zdH

pp

−= −− )cos
2

2
2/2

2
2/

( 2
00 θφ

dh
zr

H
d

dh
z

H
z

pp

 

)cos
2

2
2/2

2
2/

(
42

1
2

002
2

2 θφω
dh
zr

H
d

dh
z

H
zdH

pp

−− +ℜΛ∈∑∑
∞

=

∞

= 00

)(([
p

ppp
n

mnmnn
m

r

])sin())(**

p

p

p

p
mnmn h

n
h

zn
r

pp

ππ
ℜΛ cos(mθ) 2

2
2

42
1 dHω− )cos

2
2

2/2
2

2/
( 2

00 θφ
dh
zr

H
d

dh
z

H
z

pp

−  

+ℜΛ∈∑∑
∞

=

∞

= 00

)(([
p

ppp
n

mnmnn
m

r ])sin())(**

p

p

p

p
mnmn h

n
h

zn
r

pp

ππ
ℜΛ cos(mθ)+ 2

2
2

42
1 dHω  

 
153



+ℜΛ∈∑∑
∞

=

∞

= 00

)(([
p

ppp
n

mnmnn
m

r ])sin())(**

p

p

p

p
mnmn h

n
h

zn
r

pp

ππ
ℜΛ cos(mθ) 

+ℜΛ∈∑∑
∞

=

∞

= 00

)(([
q

qqq
n

nnnnn
n

r ])sin())(**

p

q

p

q
nnnn h

n
h

zn
r

qq

ππ
ℜΛ cos(nθ). 

 

Και ∫ ∫ ⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
Φ∂1

2

cos
2

0

2h

h

T

dzbd
z lθθ

π

. 

Πρώτα υπολογίζουµε το ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂π

θθφ2

0

2

cos d
z

. (Παράρτηµα Β)  

Εποµένως  

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂π

θθφ2

0

2

cos d
z

= 

2
002

2
2

2
2

2/2
2

2/
(

8 dh
zr

H
d

dh
z

H
zdH

pp

φπω −= −− )
2

2
2/2

2
2/ 2

00

dh
zr

H
d

dh
z

H
z

pp

φ  

[
8

2
2

2 πω dH
− )

2
2

2/
( 0

dh
z

H
z

p

+ℜΛ∈∑
∞

=0
11 )((

p

ppp
n

nnn r −ℜΛ
p

p

p

p
nn h

n
h

zn
r

pp

ππ
)sin())(*

1
*
1

2
0

2
2

2/ dh
zr

H
d

p

φ
− +ℜΛ∈∑

∞

=0
22 )((

p

ppp
n

nnn r −ℜΛ ]
2
1)sin())(*

2
*
2

p

p

p

p
nn h

n
h

zn
r

pp

ππ
[

8
2

2
2 πω dH

)
2

2
2/

( 0

dh
z

H
z

p

+ℜΛ∈∑
∞

=0
11 )((

p

ppp
n

nnn r
p

p

p

p
nn h

n
h

zn
r

pp

ππ
)sin())(*

1
*
1 ℜΛ 2

0

2
2

2/ dh
zr

H
d

p

φ
−

+ℜΛ∈∑
∞

=0
22 )((

p

ppp
n

nnn r +ℜΛ
2
1)sin())(*

1
*
1

p

p

p

p
nn h

n
h

zn
r

pp

ππ
[

8
2

2
2 dHω +ℜΛ∈∑

∞

=0
00 )((

p

ppp
n

nnn r

p

p

p

p
nn h

n
h

zn
r

pp

ππ
)sin())(*

0
*
0 ℜΛ +ℜΛ∈∑

∞

=0
11 )((

q

qqq
n

nnn r +ℜΛ π
ππ

])sin())(*
1

*
1

p

q

p

q
nn h

n
h

zn
r

qq

+ℜΛ∈∑
∞

=0
11 )((

p

ppp
n

nnn r
p

p

p

p
nn h

n
h

zn
r

pp

ππ
)sin())(*

1
*
1 ℜΛ +ℜΛ∈∑

∞

=0
00 )((

q

qqq
n

nnn r

+ℜΛ π
ππ

])sin())(*
0

*
0

p

q

p

q
nn h

n
h

zn
r

qq
[ +ℜΛ∈∑

∞

=0
11 )((

p

ppp
n

nnn r
p

p

p

p
nn h

n
h

zn
r

pp

ππ
)sin())(*

1
*
1 ℜΛ

 
154



+ℜΛ∈∑
∞

=0
22 )((

q

qqq
n

nnn r +ℜΛ
2

])sin())(*
2

*
2

πππ

p

q

p

q
nn h

n
h

zn
r

qq

∞

=
∑

,3,2
[

p
+ℜΛ∈∑

∞

=0
)((

p

ppp
n

pnpnn r

p

p

p

p
pnpn h

n
h

zn
r

pp

ππ
)sin())(** ℜΛ [ +ℜΛ∈∑

∞

=
++

0
11 )((

q

qqq
n

npnpn r ))(*
1

*
1 r

qq npnp ++ ℜΛ  

+
2

])sin( πππ

p

q

p

q

h
n

h
zn

+ℜΛ∈∑
∞

=
−−

0
11 )((

q

qqq
n

npnpn r ))(*
1

*
1 r

qq npnp −− ℜΛ ].
2

])sin( πππ

p

q

p

q

h
n

h
zn

 

 

 

=
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
Φ∂

∫ ∫
1

2

cos
2

0

2h

h
p

T

dzbd
z

θθ
π

 

)
22/2

4
2/

(
8 2

002
2

2

dh
r

H
d

dhH
zdH

pp

φπω −−= −− ]
3
)(

3
)([

3
2

3
1 hh

2
00

22/2
4

2/ dh
r

H
d

dhH
z

pp

φ

−− pbhh ]
3
)(

3
)([

3
2

3
1  

dhH
zdH

p2
2

2/
(

8
02

2
2 πω+ +ℜΛ∈∑

∞

=0
11 )((

p

ppp
n

nnn r ))()(*
1

*
1 πp

p
nn n

h
r

pp
ℜΛ )cos([ 22 h

h
n

h
h

n

p

p

p

p ππ
−  

)]sin()sin()cos( 1211 h
h

n
h

h
n

h
h

n
h

h
n

p

p

p

p

p

p

p

p ππππ
−++ 2

0

2
2

2/ dh
r

H
d

p

φ
− +ℜΛ∈∑

∞

=0
22 )((

p

ppp
n

nnn r

]))(*
2

*
2 πp

p
nn n

h
r

pp
ℜΛ )cos([ 22 h

h
n

h
h

n

p

p

p

p ππ
− ++ )cos( 11 h

h
n

h
h

n

p

p

p

p ππ

+−+ p
p

p

p

p bh
h

n
h

h
n

]
2
1))sin()sin( 12

ππ
 

dhH
zdH

p2
2

2/
(

8
02

2
2 πω+ +ℜΛ∈∑

∞

=0
11 )((

p

ppp
n

nnn r )))((*
1

*
1 πp

p
nn n

h
r

pp
ℜΛ )cos([ 22 h

h
n

h
h

n

p

p

p

p ππ
−  

)]sin()sin()cos( 1211 h
h

n
h

h
n

h
h

n
h

h
n

p

p

p

p

p

p

p

p ππππ
−++ 2

0

2
2

2/ dh
r

H
d

p

φ
− +ℜΛ∈∑

∞

=0
22 )((

p

ppp
n

nnn r

)))((*
2

*
2 πp

p
nn n

h
r

pp
ℜΛ )cos([ 22 h

h
n

h
h

n

p

p

p

p ππ
− + cos(1h

h
n

p

pπ +)1h
h

n

p

pπ

+−+ p
p

p

p

p bh
h

n
h

h
n

]
2
1))sin()sin( 12

ππ
 

 
155



[
8

2
2

2 dHω+ [ +ℜΛ∈∑
∞

=1
00 )((

p

ppp
n

nnn r ))(*
0

*
0 r

pp nn ℜΛ +ℜΛ∈ )(( 11 r
ppp nnn

]))()( 2*
1

*
1

p

p
nn h

n
r

pp

π
ℜΛ +

+−−
]

4

)2sin()2sin()(2
[

2121

p

p

p

p

p

p

p

p

h
n

h
h

n
h

h
n

hh
h

n

π

πππ

 

+ℜΛ∈∑∑
∞

=

∞

=1
00

1
)((

p

ppp

qn
nnn

n
r ))(*

0
*
0 r

pp nn ℜΛ +ℜΛ∈ )(( 11 r
qqq nnn ))()()(*

1
*
1

p

q

p

p
nn h

n
h

n
r

qq

ππ
ℜΛ

−−
−

)sin()cos()()sin()cos([
)()(

1
22111

22
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

h
n

h
n

p

p

p

q

p

q

p

p

p

q

p

q

p

q

p

p

ππππππ
ππ

++− π
ππππππ

)]]sin()cos()sin()cos( 2211 h
h

n
h

h
n

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

p

q

p

p

p

p

p

q

p

p

p

p  

[ +ℜΛ∈∑
∞

=1
11 )((

p

ppp
n

nnn r ))(*
1

*
1 r

pp nn ℜΛ +ℜΛ∈ )(( 00 r
ppp nnn

2*
0

*
0 ))()(

p

p
nn h

n
r

pp

π
ℜΛ

+
+−−

4

2sin()(2
[

21
p

p

h
n

hh
h

n

]
)2sin() 21

p

p

p

p

p

p h
h

n
h

h
n

π

πππ

+ℜΛ∈∑∑
∞

=

∞

=1
11

1
)((

p

ppp

qn
nnn

n
r ))(*

1
*
1 r

pp nn ℜΛ

+ℜΛ∈ )(( 00 r
qqq nnn ))()()(*

0
*
0

p

q

p

p
nn h

n
h

n
r

qq

ππ
ℜΛ

−−
−

)sin()cos()()sin()cos([
)()(

1
22111

22
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

h
n

h
n

p

p

p

q

p

q

p

p

p

q

p

q

p

q

p

p

ππππππ
ππ

++− π
ππππππ

)]]sin()cos()sin()cos( 2211 h
h

n
h

h
n

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

p

q

p

p

p

p

p

q

p

p

p

p  

[ +ℜΛ∈∑
∞

=1
11 )((

p

ppp
n

nnn r ))(*
1

*
1 r

pp nn ℜΛ +ℜΛ∈ )(( 22 r
ppp nnn

2*
2

*
2 ))()(

p

p
nn h

n
r

pp

π
ℜΛ

+
+−−

4

2sin()(2
[

21
p

p

h
n

hh
h

n

]
)2sin() 21

p

p

p

p

p

p h
h

n
h

h
n

π

πππ

+ℜΛ∈∑∑
∞

=

∞

=1
11

1
)((

p

ppp

qn
nnn

n
r ))(*

1
*
1 r

pp nn ℜΛ

 
156



+ℜΛ∈ )(( 22 r
qqq nnn ))()()(*

2
*
2

p

p

p

p
nn h

n
h

n
r

qq

ππ
ℜΛ

−−
−

)sin()cos()()sin()cos([
)()(

1
22111

22
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

h
n

h
n

p

p

p

q

p

q

p

p

p

q

p

q

p

q

p

p

ππππππ
ππ

++−
2

)]]sin()cos()sin()cos( 2211
πππππππ

h
h

n
h

h
n

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

p

q

p

p

p

p

p

q

p

p

p

p  

∞

=
∑+

,3,2
[

p
[ +ℜΛ∈∑

∞

=1

)((
p

ppp
n

pnpnn r ))(** r
pp pnpn ℜΛ +ℜΛ∈ ++ )(( 11 r

ppp npnpn

2
11np p

))()(
p

p
np h

n
r

p

π
+ℜ+Λ +

+−−
]

4

)2sin()2sin()(2
[

2121

p

p

p

p

p

p

p

p

h
n

h
h

n
h

h
n

hh
h

n

π

πππ

 

+ℜΛ∈∑∑
∞

=

∞

=1 1
)((

p

ppp

qn
pnpnn

n
r ))(** r

pp pnpn ℜΛ +ℜΛ ++ )(( 11 r
qqq npnpnε

))()()(*
1

*
1

p

p

p

p
npnp h

n
h

n
r

qq

ππ
++ ℜΛ

−−
−

)sin()cos()()sin()cos([
)()(

1
22111

22
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

h
n

h
n

p

p

p

q

p

q

p

p

p

q

p

q

p

q

p

p

ππππππ
ππ

++−
2

)]]sin()cos()sin()cos( 2211
πππππππ

h
h

n
h

h
n

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

p

q

p

p

p

p

p

q

p

p

p

p  

∞

=
∑

,3,2
[

p
[ +ℜΛ∈∑

∞

=1

)((
p

ppp
n

pnpnn r ))(** r
pp pnpn ℜΛ +ℜΛ −− )(( 11 r

ppp npnpnε
2

11 ))()(
p

p
npnp h

n
r

pp

π
−− ℜΛ

+
+−−

]
4

)2sin()2sin()(2
[

2121

p

p

p

p

p

p

p

p

h
n

h
h

n
h

h
n

hh
h

n

π

πππ

+ℜΛ∈∑∑
∞

=

∞

=1 1
)((

p

ppp

qn
pnpnn

n
r

))(** r
pp pnpn ℜΛ +ℜΛ −− )(( 11 r

qqq npnpnε ))()()(*
1

*
1

p

q

p

p
npnp h

n
h

n
r

qq

ππ
−− ℜΛ

 
157



−−
−

)sin()cos()()sin()cos([
)()(

1
22111

22
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

h
n

h
n

p

p

p

q

p

q

p

p

p

q

p

q

p

q

p

p

ππππππ
ππ

p
p

q

p

p

p

p

p

q

p

p

p

p bh
h

n
h

h
n

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

]
2

)]]sin()cos()sin()cos( 2211
πππππππ

+− . 

 

−p στου «από κάτω» στοιχείου. Όπου η ακτίνα του pb

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
158



Συνοψίζοντας για το Πεδίο (ΙII) το ∫ ∫
1

2

2

0

h

h

π
2)1(Φ∇ dSn =  

∫ ∫ =
∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

+
∂
Φ∂1

2

2

0

22
2

2 )cos])()(1)([(
h

h
p

TTT

dzbd
zrr

π

θθ
θ

 

= )](75,0
3
)(

3
)([

2
1

2/22/
[

8 21
2

3
2

3
1

2
00

222

hhrhh
dhH

d
dh

r
H

zdH

pp

−−−−
φπω

dh
r

H
z

p22/
0+  

+−−− p
p

bhhrhh
dhH

d )](75,0
3
)(

3
)([

2
1

2/ 21
2

3
2

3
1

2
0φ  

[
2

1
2/

[
8

0
222

dhH
rzdH

p

−−
πω

+
∂

∂ℜ
Λ∈∑

∞

=1

1
1

)(
(

p

p

pp
n

n
nn r

r
)

)(*
1*

1 r
r

p

p

n
n ∂

∂ℜ
Λ

πp
p

n
h

+− )]sin()[sin( 21 h
h

n
h

h
n

p

p

p

p ππ
−−

∂
∂ℜ

Λ+
∂

∂ℜ
Λ∈ ))()()(

( 21
1

*

1
*1

10
0

0
0

0
hh

r
r

r
r

[
2

1
2/

0

dhH
d

p

φ  

+
∂

∂ℜ
Λ∈∑

∞

=1

2
2

)(
(

p

p

pp
n

n
nn r

r
)

)(*
2*

2 r
r

p

p

n
n ∂

∂ℜ
Λ [)( 2

πp
p

n
h

)(
2

)cos()(
2

122 h
h
n

h
h

n
h

h
n

p

p

p

p

p

p πππ
+−  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−− 2

2
2

2
2 sin)()(2()cos( h

h
n

h
h

n
h

h
n

p

p

p

p

p

p πππ
)+ ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+− 1

2
1

2 sin)()(2( h
h

n
h

h
n

p

p

p

p ππ
)] +

2
1  

+−
∂

∂ℜ
Λ+

∂
∂ℜ

Λ∈+
2
1)

3
)(

3
)()()()(

(
3

2
3

12
*

2
*2

20
0

0
0

0

hh
r

r
r

r
[

2
1

2
75,0

2/ 2

2
0

dh
r

H
d

p

φ

+
∂

∂ℜ
Λ∈∑

∞

=1

2
2

)(
(

p

p

pp
n

n
nn r

r
)

)(*
2*

2 r
r

p

p

n
n ∂

∂ℜ
Λ )(

πp
p

n
h

+− )]sin()[sin( 21 h
h

n
h

h
n

p

p

p

p ππ

+−
∂

∂ℜ
Λ+

∂
∂ℜ

Λ∈+ pbhh
r

r
r

r
)]])()()(

( 21
2

*

2
*2

20
0

0
0

0
 

[
2

1
2/

[
8

0
222

dhH
rzdH

p

−−
πω

+
∂

∂ℜ
Λ∈∑

∞

=1

1
1

)(
(

p

p

pp
n

n
nn r

r
)

)(*
1*

1 r
r

p

p

n
n ∂

∂ℜ
Λ

πp
p

n
h

+− )]sin()[sin( 21 h
h

n
h

h
n

p

p

p

p ππ
−−

∂
∂ℜ

Λ+
∂

∂ℜ
Λ∈ ))()()(

( 21
1

*

1
*1

10
0

0
0

0
hh

r
r

r
r

[
2

1
2/

0

dhH
d

p

φ  

+
∂

∂ℜ
Λ∈∑

∞

=1

2
2

)(
(

p

p

pp
n

n
nn r

r
)

)(*
2*

2 r
r

p

p

n
n ∂

∂ℜ
Λ [)( 2

πp
p

n
h

)(
2

)cos()(
2

122 h
h
n

h
h

n
h

h
n

p

p

p

p

p

p πππ
+−  

 
159



⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−− 2

2
2

2
2 sin)()(2()cos( h

h
n

h
h

n
h

h
n

p

p

p

p

p

p πππ
)+ ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+− 1

2
1

2 sin)()(2( h
h

n
h

h
n

p

p

p

p ππ
)] +

2
1  

+−
∂

∂ℜ
Λ+

∂
∂ℜ

Λ∈+
2
1)

3
)(

3
)()()()(

(
3

2
3

12
*

2
*2

20
0

0
0

0

hh
r

r
r

r
[

2
1

2
75,0

2/ 2

2
0

dh
r

H
d

p

φ  

+
∂

∂ℜ
Λ∈∑

∞

=1

2
2

)(
(

p

p

pp
n

n
nn r

r
)

)(*
2*

2 r
r

p

p

n
n ∂

∂ℜ
Λ )(

πp
p

n
h

+− )]sin()[sin( 21 h
h

n
h

h
n

p

p

p

p ππ

+−
∂

∂ℜ
Λ+

∂
∂ℜ

Λ∈+ pbhh
r

r
r

r
)]])()()(

( 21
2

*

2
*2

20
0

0
0

0
 

[
8

222 dHω
− [∑

∞

= ∂
∂ℜ

Λ+
∂

∂ℜ
Λ∈

1

0
*

0
*0

0 ))()(
([

p

p
p

p

pp
n

n
n

n
nn r

r
r

r

))()(
( 1

*

1
*1

1 r
r

r
r

p
p

p

pp

n
n

n
nn ∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ
Λ∈ []

4

)2sin()2sin()(2
[

2121

+
−+−

p

p

p

p

p

p

p

p

h
n

h
h

n
h

h
n

hh
h

n

π

πππ

∑∑
∞

≠
=

∞

= ∂
∂ℜ

Λ+
∂

∂ℜ
Λ∈

qp
p

p
p

p

pp

q
nn

n

n
n

n
nn

n r
r

r
r

1

0
*

0
*0

0
1

))()(
([ )])()(

( 1
*

1
*1

1 r
r

r
r

q
q

q

qq

n
n

n
nn ∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ
Λ∈

−−
−

)sin()cos()()sin()cos([
)()(

1
22111

22
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

h
n

h
n

p

p

p

q

p

p

p

p

p

q

p

p

p

q

p

p

ππππππ
ππ

++− )]sin()cos()sin()cos( 2211 h
h

n
h

h
n

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

p

q

p

p

p

q

p

q

p

p

p

q ππππππ
 

))()(
( 0

0
0

0

0
*

0
*0

0
2

0 r
r

r
r

∂
∂ℜ

Λ+
∂

∂ℜ
Λ∈+ +−

∂
∂ℜ

Λ+
∂

∂ℜ
Λ π)])()()(

( 21
1

*

1
*1

1
0

0
0

0
hh

r
r

r
r

∑
∞

= ∂
∂ℜ

Λ+
∂

∂ℜ
Λ∈+

1

1
*

1
*1

1 ))()(
([

p

p
p

p

pp
n

n
n

n
nn r

r
r

r
))()(

( 0
*

0
*0

0 r
r

r
r

p
p

p

pp

n
n

n
nn ∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ
Λ∈  

+
−+−

]
4

)2sin()2sin()(2
[

2121

p

p

p

p

p

p

p

p

h
n

h
h

n
h

h
n

hh
h

n

π

πππ

∑ ∑
∞

=

∞

≠
= ∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ
Λ∈

1

1
*

1
*1

1
1

))()(
([

p

p
p

p

pp

qp
qn

n
n

n
nn

nn
n r

r
r

r
)])()(

( 0
*

0
*0

0 r
r

r
r

q
q

pq

q

n
n

n
n ∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ
Λ

qn∈

 
160



−−
−

)sin()cos()()sin()cos([
)()(

1
22111

22
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

h
n

h
n

p

p

p

q

p

p

p

p

p

q

p

p

p

q

p

p

ππππππ
ππ

++− )]sin()cos()sin()cos( 2211 h
h

n
h

h
n

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

p

q

p

p

p

q

p

q

p

p

p

q ππππππ
 

))()(
( 0

0
0

0

1
*

1
*1

1
2

0 r
r

r
r

∂
∂ℜ

Λ+
∂

∂ℜ
Λ∈+ +−

∂
∂ℜ

Λ+
∂

∂ℜ
Λ π)])()()(

( 21
0

*

0
*0

0
0

0
0

0
hh

r
r

r
r

∑
∞

=

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ
Λ∈+

1

*

1
*1

1

)(
([

p

p
p

pp
n

n
n

nn r
r

∂
1 ))(pn

r
r ))()(

( 2
*

2
*2

2 r
r

r
r

p
p

p

pp

n
n

n
nn ∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ
Λ∈  

+
−+−

]
4

)2sin()2sin()(2
[

2121

p

p

p

p

p

p

p

p

h
n

h
h

n
h

h
n

hh
h

n

π

πππ

∑ ∑
∞

=

∞

≠
= ∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ
Λ∈

1

1
*

1
*1

1
1

))()(
([

p

p
p

p

pp

qp
qn

n
n

n
nn

nn
n r

r
r

r
)])()(

( 2
*

2
*2

2 r
r

r
r

q
q

q

qq

n
n

n
nn ∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ
Λ∈

−−
−

)sin()cos()()sin()cos([
)()(

1
22111

22
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

h
n

h
n

p

p

p

q

p

p

p

p

p

q

p

p

p

q

p

p

ππππππ
ππ

++− )]sin()cos()sin()cos( 2211 h
h

n
h

h
n

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

p

q

p

p

p

q

p

q

p

p

p

q ππππππ
 

))()(
( 0

0
0

0

1
*

1
*1

1
2

0 r
r

r
r

∂
∂ℜ

Λ+
∂

∂ℜ
Λ∈+ +−

∂
∂ℜ

Λ+
∂

∂ℜ
Λ

2
)])()()(

( 21
2

*

2
*2

2
0

0
0

0

πhh
r

r
r

r
 

∞

=
∑+

,3,2
[

p
))()(

(
*

*

1 r
r

r
r

p
p

p

p

pp

pn
pn

n

pn
pnn ∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ
Λ∈∑

∞

=

))()(
( 1

*

1
*1

1 r
r

r
r

p
p

p

pp

np
np

np
npn ∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ
Λ∈ +

+
+

+

+
−+−

]
4

)2sin()2sin()(2
[

2121

p

p

p

p

p

p

p

p

h
n

h
h

n
h

h
n

hh
h

n

π

πππ

∑ ∑
∞

=

∞

≠
= ∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ
Λ∈

1

*
*

1
))()(

([
p

p
p

p

pp

qp
qn

pn
pn

pn
pnn

nn
n r

r
r

r

 
161



))()(
( 1

*

1
*1

1 r
r

r
r

q
q

q

qq

np
np

np
npn ∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ
Λ∈ +

+
+

+

−−
−

)sin()cos()()sin()cos([
)()(

1
22111

22
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

h
n

h
n

p

p

p

q

p

p

p

p

p

q

p

p

p

q

p

p

ππππππ
ππ

++− )]sin()cos()sin()cos( 2211 h
h

n
h

h
n

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

p

q

p

p

p

q

p

q

p

p

p

q ππππππ

))()(
( 0

0
0

0

*
*2

0 r
r

r
r p

p
p

p ∂
∂ℜ

Λ+
∂

∂ℜ
Λ∈+ +−

∂
∂ℜ

Λ+
∂

∂ℜ
Λ +

+
+

)(
( 1

*1
1 0

0

0 r
r

p
p

p
+

2
)]])()(

21
1

*
0 πhh

r
rp  

∞

=
∑+

,3,2
[

p
))()(

(
*

*

1 r
r

r
r

p
p

p

p

pp

pn
pn

n

pn
pnn ∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ
Λ∈∑

∞

=

))()(
(

p pn Λ∈ 1
*

1
*1

1 r
r

r
r

p
p

p

p

np
np

np
n ∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ −
−

−
−

+
−+−

]
4

)2sin()2sin()(2
[

2121

p

p

p

p

p

p

p

p

h
n

h
h

n
h

h
n

hh
h

n

π

πππ

∑ ∑
∞

=

∞

≠
= ∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ
Λ∈

1

*
*

1
))()(

([
p

p
p

p

pp

qp
qn

pn
pn

pn
pnn

nn
n r

r
r

r

))()(
( 1

*

1
*1

1 r
r

r
r

q
q

q

qq

np
np

np
npn ∂

∂ℜ
Λ+

∂

∂ℜ
Λ∈ −

−
−

−

−−
−

()sin()cos([
)()(

1
11

22
h

h
n

h
h

n
h

n

h
n

h
n

p

p

p

q

p

p

p

q

p

p
)sin()cos() 221 h

h
n

h
h

n
h

h
n

p

p

p

q

p

p ππππππ
ππ

++− cos()sin()cos( 11 h
n

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

p

p

p

q

p

q

p

p

p

q )]sin() 22 h
h

n
h

p

qππππππ

))()(
( 0

0
0

0

*
*2

0 r
r

r
r p

p
p

p ∂
∂ℜ

Λ+
∂

∂ℜ
Λ∈+ p

p
p

p
p bhh

r
r

r
r

]
2

)]])()()(
( 21

1
*

1
*1

1
0

0
0

0

π
−

∂
∂ℜ

Λ+
∂

∂ℜ
Λ −

−
−

−  

+ 

)
22/

(1
8 2

0
2

2
2

2

dh
r

H
d

r
dH

p

φπω+ +ℜΛ∈∑
∞

=1
22 )(([

p

ppp
n

nnn r ))(*
2

*
2 r

pp nn ℜΛ 1
2 2()( h

h
n

n
h

p

p

p

p π
π

−  

 
162



−+ ]cos[2]cos[ 221 h
h

n
h

h
n

h
h

n

p

p

p

p

p

p πππ
))()(2( 2

1
2 h

h
npπ+− +]sin[ 1h

h
n

p

pπ ))()(2( 2
2

2 h
h

npπ+−

+])sin[ 2h
h

n

p

pπ +ℜΛ∈ )(([
00 220 r ])(*

2
*
2 00

rℜΛ )
3
)(

3
)((

3
2

3
1 hh

− ] 2

2
0

2
25,0

2/ dh
rr

H
d

p

φ
−

+ℜΛ∈∑
∞

=1
22 )(([

p

ppp
n

nnn r ))(*
2

*
2 r

pp nn ℜΛ )(
πp
p

n
h

+− ))sin()(sin( 21 h
h

n
h

h
n

p

p

p

p ππ

+ℜΛ∈ )(([
00 220 r ])(*

2
*
2 00

rℜΛ )]]( 21 hh −  +pb  

)
22/

(1
8 2

0
2

2
2

2

dh
r

H
d

r
dH

p

φπω+ +ℜΛ∈∑
∞

=1
22 )(([

p

ppp
n

nnn r 1
2*

2
*
2 2()))(( h

h
n

n
h

r
p

p

p

p
nn pp

π
π

−ℜΛ  

−+ ]cos[2]cos[ 221 h
h

n
h

h
n

h
h

n

p

p

p

p

p

p πππ
))()(2( 2

1
2 h

h
npπ+− +]sin[ 1h

h
n

p

pπ ))()(2( 2
2

2 h
h

npπ+−

+])sin[ 2h
h

n

p

pπ +ℜΛ∈ )(([
00 220 r )](*

2
*
2 00

rℜΛ )
3
)(

3
)((

3
2

3
1 hh

− ] 2

2
0

2
25,0

2/ dh
rr

H
d

p

φ
−

+ℜΛ∈∑
∞

=1
22 )(([

p

ppp
n

nnn r )))((*
2

*
2 πp

p
nn n

h
r

pp
ℜΛ +− ))sin()(sin( 21 h

h
n

h
h

n

p

p

p

p ππ
+ℜΛ∈ )(([

00 220 r

)](*
2

*
2 00

rℜΛ +− pbhh )]]( 21  

⎢
⎣

⎡
+ [[1

8 2
2

2
2

r
dHω

∞

=
∑

1
[

pn
+ℜΛ∈ )(( 11 r

ppp nnn ))(*
1

*
1 r

pp nn ℜΛ +ℜΛ∈ )(( 22 r
ppp nnn

2))(*
2

*
2 r

pp nn ℜΛ +
−+−

]
4

)2sin()2sin()(2
[

2121

p

p

p

p

p

p

p

p

h
n

h
h

n
h

h
n

hh
h

n

π

πππ

 

∑ ∑
=

∞

≠
=1 1

[
p

pq
qn

nn
n

+ℜΛ∈ )(( 11 r
ppp nnn ))(*

1
*
1 r

pp nn ℜΛ +ℜΛ∈ )(( 22 r
qqq nnn 2))(*

2
*
2 r

qq nn ℜΛ 2

−−
−

)sin()cos()()sin()cos([
)()(

1
22111

22
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

h
n

h
n

p

p

p

q

p

p

p

p

p

q

p

p

p

q

p

p

ππππππ
ππ

++− )]sin()cos()sin()cos( 2211 h
h

n
h

h
n

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

p

q

p

p

p

q

p

q

p

p

p

q ππππππ
+ℜΛ∈ )((

00 110 r ))(*
1

*
1 00

rℜΛ

+ℜΛ∈ )((
00 220 r +−ℜΛ

2
)](2))( 21

*
2

*
2 00

πhhr  

 
163



∞

=
∑

,3,2
[

p

∞

=
∑

1
[

pn

+ℜΛ∈ )(( r
ppp pnpnn ))(** r

pp pnpn ℜΛ +ℜΛ∈ ++ )(( 11 r
ppp npnpn

])1())(*
1

*
1 ppr

pp npnp +ℜΛ ++ π +
−+−

]
4

)2sin()2sin()(2
[

2121

p

p

p

p

p

p

p

p

h
n

h
h

n
h

h
n

hh
h

n

π

πππ

 

∑ ∑
=

∞

≠
=1 1

[
p

pq
qn

nn
n

+ℜΛ∈ )(( r
ppp pnpnn ))(** r

pp pnpn ℜΛ +ℜΛ∈ ++ )(( 11 r
qqq npnpn

])1())(*
1

*
1 ppr

qq npnp +ℜΛ ++

−−
−

)sin()cos()()sin()cos([
)()(

1
22111

22
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

h
n

h
n

p

p

p

q

p

p

p

p

p

q

p

p

p

q

p

p

ππππππ
ππ

++− )]sin()cos()sin()cos( 2211 h
h

n
h

h
n

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

p

q

p

p

p

q

p

q

p

p

p

q ππππππ
 

+ℜΛ∈+ )((
000 rpp ))(**

00
rpp ℜΛ +ℜΛ∈ ++ )((

00 110 rpp +−+ℜΛ ++ 2
)]()1())( 21

*
1

*
1 00

πhhpprpp

∞

=
∑

,3,2
[

p

∞

=
∑

1
[

pn
+ℜΛ∈ )(( r

ppp pnpnn ))(** r
pp pnpn ℜΛ +ℜΛ∈ −− )(( 11 r

ppp npnpn

])1())(*
1

*
1 ppr

pp npnp −ℜΛ −− π +
−+−

]
4

)2sin()2sin()(2
[

2121

p

p

p

p

p

p

p

p

h
n

h
h

n
h

h
n

hh
h

n

π

πππ

 

∑ ∑
=

∞

≠
=1 1

[
p

pq
qn

nn
n

+ℜΛ∈ )(( r
ppp pnpnn ))(** r

pp pnpn ℜΛ +ℜΛ∈ −− )(( 11 r
qqq npnpn

])1())(*
1

*
1 ppr

qq npnp −ℜΛ −−

−−
−

)sin()cos()()sin()cos([
)()(

1
22111

22
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

h
n

h
n

p

p

p

q

p

p

p

p

p

q

p

p

p

q

p

p

ππππππ
ππ

++− )]sin()cos()sin()cos( 2211 h
h

n
h

h
n

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

p

q

p

p

p

q

p

q

p

p

p

q ππππππ
+ℜΛ∈ )((

000 rpp

))(**
00

rpp ℜΛ +ℜΛ∈ −− )((
00 110 rpp +−−ℜΛ −− ppp bhhppr )](

2
])1())( 21

*
1

*
1 00

π  

 

 
164



+ 

)
22/2

4
2/

(
8 2

002
2

2

dh
r

H
d

dhH
zdH

pp

φπω −− −− ]
3
)(

3
)([

3
2

3
1 hh

2
00

22/2
4

2/ dh
r

H
d

dhH
z

pp

φ

−− pbhh ]
3
)(

3
)([

3
2

3
1  

dhH
zdH

p2
2

2/
(

8
02

2
2 πω+ +ℜΛ∈∑

∞

=0
11 )((

p

ppp
n

nnn r ))()(*
1

*
1 πp

p
nn n

h
r

pp
ℜΛ )cos([ 22 h

h
n

h
h

n

p

p

p

p ππ
−  

)]sin()sin()cos( 1211 h
h

n
h

h
n

h
h

n
h

h
n

p

p

p

p

p

p

p

p ππππ
−++ 2

0

2
2

2/ dh
r

H
d

p

φ
− +ℜΛ∈∑

∞

=0
22 )((

p

ppp
n

nnn r

]))(*
2

*
2 πp

p
nn n

h
r

pp
ℜΛ )cos([ 22 h

h
n

h
h

n

p

p

p

p ππ
− ++ )cos( 11 h

h
n

h
h

n

p

p

p

p ππ

+−+ p
p

p

p

p bh
h

n
h

h
n

]
2
1))sin()sin( 12

ππ
 

dhH
zdH

p2
2

2/
(

8
02

2
2 πω+ +ℜΛ∈∑

∞

=0
11 )((

p

ppp
n

nnn r )))((*
1

*
1 πp

p
nn n

h
r

pp
ℜΛ )cos([ 22 h

h
n

h
h

n

p

p

p

p ππ
−  

)]sin()sin()cos( 1211 h
h

n
h

h
n

h
h

n
h

h
n

p

p

p

p

p

p

p

p ππππ
−++ 2

0

2
2

2/ dh
r

H
d

p

φ
− +ℜΛ∈∑

∞

=0
22 )((

p

ppp
n

nnn r

)))((*
2

*
2 πp

p
nn n

h
r

pp
ℜΛ )cos([ 22 h

h
n

h
h

n

p

p

p

p ππ
− ++ )cos( 11 h

h
n

h
h

n

p

p

p

p ππ

+−+ p
p

p

p

p bh
h

n
h

h
n

]
2
1))sin()sin( 12

ππ
 

[
8

2
2

2 dHω+ [ +ℜΛ∈∑
∞

=1
00 )((

p

ppp
n

nnn r ))(*
0

*
0 r

pp nn ℜΛ +ℜΛ∈ )(( 11 r
ppp nnn

]))()( 2*
1

*
1

p

p
nn h

n
r

pp

π
ℜΛ +

+−−
]

4

)2sin()2sin()(2
[

2121

p

p

p

p

p

p

p

p

h
n

h
h

n
h

h
n

hh
h

n

π

πππ

 

 
165



+ℜΛ∈∑∑
∞

=

∞

=1
00

1
)((

p

ppp

qn
nnn

n
r ))(*

0
*
0 r

pp nn ℜΛ +ℜΛ∈ )(( 11 r
qqq nnn ))()()(*

1
*
1

p

q

p

p
nn h

n
h

n
r

qq

ππ
ℜΛ

−−
−

)sin()cos()()sin()cos([
)()(

1
22111

22
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

h
n

h
n

p

p

p

q

p

q

p

p

p

q

p

q

p

q

p

p

ππππππ
ππ

++− π
ππππππ

)]]sin()cos()sin()cos( 2211 h
h

n
h

h
n

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

p

q

p

p

p

p

p

q

p

p

p

p  

[ +ℜΛ∈∑
∞

=1
11 )((

p

ppp
n

nnn r ))(*
1

*
1 r

pp nn ℜΛ +ℜΛ∈ )(( 00 r
ppp nnn

2*
0

*
0 ))()(

p

p
nn h

n
r

pp

π
ℜΛ

+
+−−

4

2sin()(2
[

21
p

p

h
n

hh
h

n

]
)2sin() 21

p

p

p

p

p

p h
h

n
h

h
n

π

πππ

+ℜΛ∈∑∑
∞

=

∞

=1
11

1
)((

p

ppp

qn
nnn

n
r ))(*

1
*
1 r

pp nn ℜΛ

+ℜΛ∈ )(( 00 r
qqq nnn ))()()(*

0
*
0

p

q

p

p
nn h

n
h

n
r

qq

ππ
ℜΛ

−−
−

)sin()cos()()sin()cos([
)()(

1
22111

22
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

h
n

h
n

p

p

p

q

p

q

p

p

p

q

p

q

p

q

p

p

ππππππ
ππ

++− π
ππππππ

)]]sin()cos()sin()cos( 2211 h
h

n
h

h
n

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

p

q

p

p

p

p

p

q

p

p

p

p  

[ +ℜΛ∈∑
∞

=1
11 )((

p

ppp
n

nnn r ))(*
1

*
1 r

pp nn ℜΛ +ℜΛ∈ )(( 22 r
ppp nnn

2*
2

*
2 ))()(

p

p
nn h

n
r

pp

π
ℜΛ

+
+−−

4

2sin()(2
[

21
p

p

h
n

hh
h

n

]
)2sin() 21

p

p

p

p

p

p h
h

n
h

h
n

π

πππ

+ℜΛ∈∑∑
∞

=

∞

=1
11

1
)((

p

ppp

qn
nnn

n
r ))(*

1
*
1 r

pp nn ℜΛ

+ℜΛ∈ )(( 22 r
qqq nnn ))()()(*

2
*
2

p

p

p

p
nn h

n
h

n
r

qq

ππ
ℜΛ

−−
−

)sin()cos()()sin()cos([
)()(

1
22111

22
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

h
n

h
n

p

p

p

q

p

q

p

p

p

q

p

q

p

q

p

p

ππππππ
ππ

++−
2

)]]sin()cos()sin()cos( 2211
πππππππ

h
h

n
h

h
n

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

p

q

p

p

p

p

p

q

p

p

p

p  

 
166



∞

=
∑+

,3,2
[

p
[ +ℜΛ∈∑

∞

=1
)((

p

ppp
n

pnpnn r ))(** r
pp pnpn ℜΛ +ℜΛ∈ ++ )(( 11 r

ppp npnpn

2
11 ))()(

p

p
npnp h

n
r

pp

π
++ ℜΛ +

+−−
]

4

)2sin()2sin()(2
[

2121

p

p

p

p

p

p

p

p

h
n

h
h

n
h

h
n

hh
h

n

π

πππ

 

+ℜΛ∈∑∑
∞

=

∞

=1 1
)((

p

ppp

qn
pnpnn

n
r ))(** r

pp pnpn ℜΛ +ℜΛ ++ )(( 11 r
qqq npnpnε

))()()(*
1

*
1

p

p

p

p
npnp h

n
h

n
r

qq

ππ
++ ℜΛ

−−
−

)sin()cos()()sin()cos([
)()(

1
22111

22
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

h
n

h
n

p

p

p

q

p

q

p

p

p

q

p

q

p

q

p

p

ππππππ
ππ

++−
2

)]]sin()cos()sin()cos( 2211
πππππππ

h
h

n
h

h
n

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

p

q

p

p

p

p

p

q

p

p

p

p  

∞

=
∑

,3,2
[

p
[ +ℜΛ∈∑

∞

=1

)((
p

ppp
n

pnpnn r ))(** r
pp pnpn ℜΛ +ℜΛ −− )(( 11 r

ppp npnpnε
2

11 ))()(
p

p
npnp h

n
r

pp

π
−− ℜΛ

+
+−−

]
4

)2sin()2sin()(2
[

2121

p

p

p

p

p

p

p

p

h
n

h
h

n
h

h
n

hh
h

n

π

πππ

+ℜΛ∈∑∑
∞

=

∞

=1 1
)((

p

ppp

qn
pnpnn

n
r

))(** r
pp pnpn ℜΛ +ℜΛ −− )(( 11 r

qqq npnpnε ))()()(*
1

*
1

p

q

p

p
npnp h

n
h

n
r

qq

ππ
−− ℜΛ

−−
−

)sin()cos()()sin()cos([
)()(

1
22111

22
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

h
n

h
n

p

p

p

q

p

q

p

p

p

q

p

q

p

q

p

p

ππππππ
ππ

p
p

q

p

p

p

p

p

q

p

p

p

p bh
h

n
h

h
n

h
n

h
h

n
h

h
n

h
n

]
2

)]]sin()cos()sin()cos( 2211
πππππππ

+− . 

 

 

 

 

 

 
167



dSnx t

h

h

)( )1()1(
2

0

1

2

Φ∇∫ ∫
π

5.2 Υπολογισµός του όρου  για το πεδίο (ΙΙI) 

 

Έχουµε δείξει στο Κεφάλαιο 2 –σελίδα 19– ότι 

)1()1(
tx Φ∇ θ

θ
θφθθφ sin),,(1)(cos),,()[( )1(

5
)1()1(

5
)1(

11 ∂
∂

+−
∂

∂
+=

zr
r

zXX
r

zrzXX gg

)]](),,()cos( )1(
5

)1(
3

ωθφθ i
z

zrrXX g −
∂

∂
−+  

 

∆ηλαδή 

)1()1(
tx Φ∇ = )( )1(

5
)1(

1
zXX g + )( ωi− −

−
−−− )cos

2
)75,0(

2/22/
(

2
[ 2

22
00 θφω

dh
rz

H
d

dh
r

H
zdHi

pp

dHi
2

ω− +
∂

∂ℜ
Λ∈∑∑

∞

=

∞

= r
r

p

p

pp

mn

n
mnn

m

)(
([

00
)]cos()

)(*
*

p

pmn
mn h

zn
r

r
p

p

π
∂

∂ℜ
Λ cos(mθ)] −)cos(θ   

)( )1(
5

)1(
1

zXX g +− )( ωi− +
−

− )sin
2

)25,0(
2/

(
2

[1
2

22
0 θφω

dh
rzr

H
ddHi

r p

dHi
2

ω

+ℜΛ∈∑∑
∞

=

∞

= 00
)(([

p

ppp
n

mnmnn
m

r ])cos())(** m
h

zn
r

p

p
mnmn pp

π
ℜΛ sin(mθ)]]sin(θ)+ 

))(cos( )1(
5

)1(
3

ωθ irXX g −−+ −− )cos
2

2
2/2

2
2/

(
2

[ 2
00 θφω

dh
zr

H
d

dh
z

H
zdHi

pp

dHi
2

ω

+ℜΛ∈∑∑
∞

=

∞

= 00
)(([

p

ppp
n

mnmnn
m

r ])sin())(**

p

p

p

p
mnmn h

n
h

zn
r

pp

ππ
ℜΛ cos(mθ)]] 

 

 

Θα υπολογίσουµε τον όρο 

 

∫ ∫ Φ∇
1

2

2

0

)1()1(
)(

h

h
t ndSx

π

= ∫ ∫ Φ∇
1

2

2

0

)1()1(
)cos(

h

h
pt dzbdx

π

θθ =  

 
168



= )( )1(
1gX )( ωi− −−−

−
− ))](

2
)75,0(

)
3

(
2

1[
2/

(
2

[ 212

23
2

3
1

2
0 πφω dd

dh
bdd

dhH
ddHi

p

p

p

dHi
2

ω

+
∂

∂ℜ
Λ∈∑

∞

= r
r

p

p

pp

n

n
nn

)(
([ 2

1
2 +−

∂

∂ℜ
Λ

2
)sin())(sin(

)( 21
*
2*

2
π

π
ππ

p

p

p

p

p

pn
n n

h
h

dn
h

dn
r

r
p

p

+
∂

∂ℜ
Λ∈

r
r)(([ 20

200 +−
∂

∂ℜ
Λ pbdd

r
r )](

2
)])(

21

*
20*

20
π  

)( 2)1(
5 pbX+ )( ωi− −

−
−

−
− ))]

2
(

2
)75,0(

)
4

(
2

1[
2/

(
2

[
2

2
2

1
2

24
2

4
1

2
0 πφω dd

dh
bdd

dhH
ddHi

p

p

p

dHi
2

ω

+
∂

∂ℜ
Λ∈∑

∞

= r
r

p

p

pp

n

n
nn

)(
([[ 2

1
2 +−

∂

∂ℜ
Λ )sin())((sin(

)( 21
*
2*

2
p

p

p

pn
n h

dn
h

dn
r

r
p

p

ππ

+−
2

]))cos()cos( 2211 π
π

ππππ

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

n
h

h
dn

h
dn

h
dn

h
dn

+
∂

∂ℜ
Λ∈

r
r)(([ 20

200

+−
∂

∂ℜ
Λ pbdd

r
r )]]

22
)()( 2

2
2

1
*
20*

20  

)( )1(
1gX− )( ωi− +−−

−
− ))(

2
)25,0)

3
(

2
(

2/
(

2
[1

212

23
2

3
1

2
0 πφω dd

dh
rdd

dh
r

H
ddHi

r pp

dHi
2

ω

+ℜΛ∈∑
∞

=1
22 )(([

p

ppp
n

nnn r ]
2

2))(*
2

*
2

πr
pp nn ℜΛ +−

π
ππ

p

p

p

p

p

p

n
h

h
dn

h
dn

)sin()(sin( 21

+ℜΛ∈ )(([ 20200 r pbddr )]](
2

2))( 21
*
20

*
20 −ℜΛ

π  

)( )1(
5X− )( ωi− +

−
−

−
− ))

2
(

2
)25,0)

4
(

2
(

2/
(

2
[1 2

2
2

1
2

24
2

4
1

2
0 πφω dd

dh
rdd

dh
r

H
ddHi

r pp

dHi
2

ω

+ℜΛ∈∑
∞

=1
22 )(([

p

ppp
n

nnn r ]
2

2))(*
2

*
2

πr
pp nn ℜΛ +− )sin()((sin( 21

p

p

p

p

h
dn

h
dn ππ

+−
2

]))cos()cos( 2211 π
π

ππππ

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

n
h

h
dn

h
dn

h
dn

h
dn

+ℜΛ∈ )(([ 20200 r

+
−

ℜΛ pbddr )]]
2

(
2

2))(
2

2
2

1*
20

*
20

π  

 
169



)( )1(
3gX+ )( ωi− +−−

−
− )

2
)](

2
)75,0(

)
3

(
2

1[
2/

(
2

[ 212

23
2

3
1

2
0 πφω dd

dh
bdd

dhH
ddHi

p

p

p

dHi
2

ω

+ℜΛ∈∑
∞

=

)(([[ 2
0

2 r
p

p

pp n
n

nn +−ℜΛ
2

)]cos()))(cos(( 21*
2

*
2

πππ

p

p

p

p
nn h

dn
h

dn
r

pp

+ℜΛ∈∑
∞

=

)(([ 0
0

0 r
p

p

pp n
n

nn ]])]cos()))(cos(( 21*
0

*
0 π

ππ

p

p

p

p
nn h

dn
h

dn
r

pp
−ℜΛ pb  

 

Όµως για τον υπολογισµός της δύναµης έκπτωσης πρέπει να υπολογίσουµε τον όρο  
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Όπου :)1(
gX  οι µεταφορικές κινήσεις του κέντρου βάρους της κατασκευής. 

  περιστροφή γύρω από τον άξονα  :)1(
5X 2GX
:0φ  µιγαδικό πλάτος της ταλαντωτικής κίνησης του σώµατος σε pitch. 

pb  η ακτίνα του −p στου «από κάτω» όρου. 
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5.3 Υπολογισµός της οριζόντιας δύναµης έκπτωσης για το πεδίο (ΙII) 

 

 Η οριζόντια δύναµη έκπτωσης FX για το Πεδίο (ΙIΙ) Κεφάλαιο 2 –σελίδα 16– 

υπολογίζεται από τη σχέση 
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είναι γνωστές από τα προηγούµενα ( σελίδα 159, σελίδα 168). 

Όπου ρ: η πυκνότητα νερού. 

 g: η επιτάχυνση της βαρύτητας. 

 Μ: η µάζα αξονοσυµµετρικού σώµατος. 

 R(1) : ο πίνακας που περιέχει τις γωνίες περιστροφής. 

X : οι µεταφορικές κινήσεις του κέντρου βάρους της κατασκευής. )1(
g

 ω : η ιδιοσυχνότητα της κατασκευής. 

 φ : η διαφορά φάσης. 

 

Εποµένως µπορούµε να υπολογίσουµε την οριζόντια δύναµη έκπτωσης FX για το 

Πεδίο (ΙII). 
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6ο ΚΑΤΑΚΟΡΥΦΗ ∆ΥΝΑΜΗ ΕΚΠΤΩΣΗΣ ΓΙΑ ΤΟ ΠΕ∆ΙΟ (Ι) 

6.1 Υπολογισµός της κατακόρυφης δύναµης έκπτωσης για το πεδίο (Ι) 

 

 Η κατακόρυφη δύναµη έκπτωσης FΖ για το Πεδίο (Ι) είναι ίση µε µηδέν. 
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7ο ΚΑΤΑΚΟΡΥΦΗ ∆ΥΝΑΜΗ ΕΚΠΤΩΣΗΣ ΓΙΑ ΤΟ ΠΕ∆ΙΟ (ΙΙ) 
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7.3 Υπολογισµός του όρου dlnrWL 1
2)1( )(ζ∫  για το πεδίο (ΙI) 
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7.4 Υπολογισµός της κατακόρυφης δύναµης έκπτωσης για το πεδίο (ΙI) 

 

 Η κατακόρυφη δύναµη έκπτωσης FΖ για το Πεδίο (ΙI), Κεφάλαιο 2  –σελίδα 16– 

υπολογίζεται από τη σχέση 

FΖ = dlng rWL
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2
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)( )1()1(

S
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dSn ] + ρ ∫ ∫ Φ∇ ])([
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S
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Όµως οι παραστάσεις dlnrWL

2)1(ζ∫  ∫ ∫ Φ∇
0

2)1(

S

dSn        ∫ ∫ Φ∇ ])([
0

)1()1(

S
t dSnX   

είναι γνωστές από τα προηγούµενα. (Σελίδα 206, σελίδα 179 και σελίδα 201 αντίστοιχα) 

Όπου ρ: η πυκνότητα νερού. 

 g: η επιτάχυνση της βαρύτητας. 

 Μ : η µάζα αξονοσυµµετρικού σώµατος. 

 R(1) : ο πίνακας που περιέχει τις γωνίες περιστροφής. 

 X : οι µεταφορικές κινήσεις του κέντρου βάρους της κατασκευής. )1(
g

 ω : η ιδιοσυχνότητα της κατασκευής. 

  

Εποµένως µπορούµε να υπολογίσουµε την κατακόρυφη δύναµη έκπτωσης FΖ για 

το Πεδίο (ΙI). 
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Στη συνέχεια θα υπολογίσουµε τα ολοκληρώµατα, χρησιµοποιώντας το Παράρτηµα Ζ. 
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8.3 Υπολογισµός της κατακόρυφης δύνα  (ΙII)µης έκπτωσης για το πεδίο  

 

 Η κατακόρυφη δύναµη έκπτωσης FΖ για το Πεδίο (ΙIΙ) Κεφάλαιο 2 –σελίδα 17– 
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είναι γνωστές από τα προηγούµενα (σελίδα 213 και σελίδα 243, αντίστοιχα). 

Όπου ρ: πυκνότητα νερού 

 g: η επιτάχυνση της βαρύτητας 

 Μ : η µάζα αξονοσυµµετρικο σώµατος 

 R(1) : ο πίνακας που περιέχει τις γωνίες περιστροφής 

 X  : οι ευθύγραµµες µεταφ ικές κινήσεις του κέντρου βάρους της κατασκευής 

  

κπτωσης, FΖ για 
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8.4 Υπολογισµός του όρου dSn
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Όµως για τον υπολογισµός της δύναµης έκπτωσης πρέπει να υπολογίσουµε τον όρο  
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Όπου   ο πίνακας που περιέχει τις γωνίες περιστροφής  

            η απόσταση του µεσαίου κάτω στοιχείου από τον πυθµένα 
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8.6 Υπολογισµός της κατακόρυφης  για το µεσαίο στοιχείο στο πεδίο  δύναµης έκπτωσης

(ΙII) 

 

Η κατακόρυφη δύναµη έκπτωσης, FΖ για το µεσαίο στοιχείο στο Πεδίο (ΙIΙ) 

Κεφάλαιο 2 –σελίδα 17– υπολογίζεται από τη σχέση 

FΖ = 
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S
t dSnXΌ ς οι παραστάσειςµω   

ναι γνωστές από τα προηγούµενα.(Σελίδα 258, σελίδα 261 αντίστοιχα) 

Όπου ρ :πυκνότητα νερού. 

 g :επιτάχυνση της βαρύτητας. 

 Μ :µάζα αξονοσυµµετρικού σώµατος. 

R(1) : ο πίνακας που περιέχει τις γωνίες περιστροφής. 

X  : οι µεταφορικές κινήσεις του κέντρου βάρους της κατασκευής. 

ω : η ιδιοσυχνότητα της κατασκευής. 

φ : διαφορά φάσης. 

Εποµένως µπορούµε να υπολογίσουµε την κατακόρυφη δύναµη έκπτωσης FΖ για 

 µεσαίο στοιχείο στο Πεδίο (ΙII). 
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Β) Ισχύει ότι 
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Γ) Ισχύει ότι 

 

Ολοκληρώνοντας ως προς θ, στο 0 – 2π,  την παραπάνω σχέση, έχουµε: 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ B 

Ισχύει ότι 

Ολοκληρώνοντας ως προς θ, στο 0 – 2π,  την παραπάνω σχέση, έχουµε: 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Ε 

 

Υπενθυµίζουµε ότι 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ ΣΤ 

 

Παρακάτω παραθέτουµε µερικά χρήσιµα ολοκληρώµατα 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Ζ 

 

Παρακάτω παραθέτουµε µερικά χρήσιµα ολοκληρώµατα των Bessel συναρτήσεων. 
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∆ΙΑΓΡΑΜΜΑΤΑ 

 

 Στη συνέχεια παρουσιάζονται τα διαγράµµατα της οριζόντιας δύναµης έκπτωσης 

σε ακίνητο, απλό ή σύνθετο, κυλινδρικό σώµα που εδράζεται ή όχι, στον πυθµένα καθώς 

και σε κινούµενο απλό κυλινδρικό σώµα που ακουµπά στον πυθµένα ή επιπλέει. 

Η µέθοδος που ακολουθήθηκε για την εξαγωγή των αποτελεσµάτων είναι η «µέθοδος της 

απ’ ευθείας ολοκλήρωσης» και ο προγραµµατισµός έγινε σε γλώσσα προγραµµατισµού 

Fortran. Οι τιµές της οριζόντιας δύναµης έκπτωσης µε την παραπάνω µέθοδο, 

συγκρίνονται µε τα αποτελέσµατα µε τη «µέθοδο µεταβολής της ορµής» από το 

πρόγραµµα cylinder3.f του κ. Σ.Α. Μαυράκου, µε τα αποτελέσµατα µε τη «µέθοδο της 

απ’ ευθείας ολοκλήρωσης» από το πρόγραµµα Sec.f του κ. Ι. Θάνου, καθώς και µε 

αποτελέσµατα του υποψήφιου διδάκτορα κ. Θ. Μαζαράκου. 

Οι περιπτώσεις που λαµβάνονται υπόψη είναι : 

Α) Ενός κατακόρυφου κυλίνδρου που εδράζεται στον πυθµένα (Σχήµα 1), σε βαθύ, ρηχό 

και ενδιάµεσου βάθους νερό. 

Β) Ενός απλού κυλινδρικού σώµατος που επιπλέει (Σχήµα 2), χωρίς να κινείται, σε βαθύ 

και ενδιάµεσου βάθους νερό. 

Γ) Ενός σύνθετου κυλινδρικού σώµατος µε κάτω σκαλοπάτι που επιπλέει (Σχήµα 3), 

χωρίς να κινείται, σε βαθύ και ενδιάµεσου βάθους νερό. 

∆) Ενός σύνθετου κυλινδρικού σώµατος µε άνω σκαλοπάτι που επιπλέει (Σχήµα 4), 

χωρίς να κινείται, σε βαθύ, ρηχό και ενδιάµεσου βάθους νερό.  

E) Ενός κινούµενου κατακόρυφου κυλίνδρου που ακουµπά στον πυθµένα (Σχήµα 1), σε 

βαθύ και ενδιάµεσου βάθους νερό.  

ΣΤ) Ενός απλού κινούµενου κυλινδρικού σώµατος που επιπλέει (Σχήµα 2), σε βαθύ και 

ενδιάµεσου βάθους νερό. 

Στα διαγράµµατα, στον άξονα των x, εµφανίζεται η ποσότητα κb                         

(κ : κυµαταριθµός, b : µέγιστη ακτίνα κυλινδρικού στοιχείου) και στον άξονα των y, η 

οριζόντια δύναµη έκπτωσης, αδιαστατοποιηµένη ως προς τις ποσότητες της πυκνότητας  
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του νερού ρ, του π , της επιτάχυνσης της βαρύτητας g, της µέγιστης ακτίνας κυλινδρικού 

στοιχείου (RADIUS) και του ύψους κύµατος στο τετράγωνο ( 
2

2 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡H ), όπου στα 

διαγράµµατα συµβολίζεται µε 2A . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



                   ∆ΥΝΑΜΗ ΕΚΠΤΩΣΗΣ ΣΕ ΠΑΚΤΩΜΕΝΟ ΚΥΛΙΝ∆ΡΟ ΣΕ ΜΕΣΟΥ ΒΑΘΟΥΣ ΝΕΡΟ 
        
 κb Konispoliatis Mavrakos Thanos κb Mazarakos 
 0,400 0,089 0,089 0,089  0,072 0,001
 0,500 0,141 0,141 0,141  0,108 0,002
 0,700 0,225 0,225 0,225  0,145 0,006
 0,800 0,244 0,244 0,244  0,182 0,011
 0,900 0,248 0,248 0,248  0,221 0,019
 1,000 0,243 0,243 0,243  0,261 0,030
 1,100 0,232 0,232 0,232  0,302 0,045
 1,200 0,219 0,219 0,219  0,345 0,063
 1,300 0,208 0,208 0,208  0,390 0,084
 1,400 0,201 0,201 0,201  0,438 0,108
 1,600 0,196 0,196 0,196  0,488 0,135
 1,700 0,197 0,197 0,197  0,542 0,163
 1,800 0,199 0,199 0,199  0,599 0,189
 1,900 0,200 0,200 0,200  0,661 0,213
 2,000 0,201 0,201 0,201  0,728 0,232
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∆ΥΝΑΜΗ ΕΚΠΤΩΣΗΣ ΣΕ ΠΑΚΤΩΜΕΝΟ ΚΥΛΙΝ∆ΡΟ ΣΕ ΡΗΧΟ ΝΕΡΟ 

       
κb Konispoliatis Mavrakos Thanos  κb Mazarakos 

0,100 0,002 0,002 0,002  0,059 0,000 
0,200 0,014 0,014 0,014  0,088 0,001 
0,300 0,039 0,039 0,039  0,119 0,003 
0,400 0,076 0,076 0,076  0,151 0,006 
0,500 0,118 0,118 0,118  0,183 0,011 
0,600 0,158 0,157 0,157  0,218 0,017 
0,700 0,189 0,188 0,188  0,254 0,026 
0,800 0,209 0,208 0,208  0,293 0,037 
0,900 0,218 0,217 0,217  0,334 0,051 
1,000 0,218 0,217 0,217  0,379 0,068 
1,100 0,213 0,212 0,212  0,428 0,088 
1,200 0,205 0,205 0,205  0,481 0,110 
1,300 0,198 0,198 0,198  0,540 0,135 
1,400 0,193 0,193 0,193  0,605 0,159 
1,500 0,192 0,191 0,191  0,675 0,182 
1,600 0,192 0,192 0,192  0,753 0,201 
1,700 0,194 0,194 0,194  0,837 0,213 
1,800 0,197 0,196 0,196  0,927 0,218 
1,900 0,199 0,198 0,198  1,024 0,217 
2,000 0,200 0,199 0,199  1,126 0,211 
2,100 0,200 0,199 0,199  1,235 0,203 
2,200 0,199 0,199 0,199  1,349 0,196 
2,300 0,198 0,198 0,198  1,468 0,192 
2,400 0,198 0,198 0,198  1,593 0,192 
2,500 0,198 0,198 0,198  1,723 0,195 
2,600 0,199 0,198 0,198  1,858 0,198 
2,700 0,200 0,199 0,199  1,998 0,200 
2,900 0,201 0,201 0,201  2,610 0,199 
3,000 0,201 0,211 0,201  3,303 0,201 
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                 ∆ΥΝΑΜΗ ΕΚΠΤΩΣΗΣ ΣΕ ΠΑΚΤΩΜΕΝΟ ΚΥΛΙΝ∆ΡΟ ΣΕ ΒΑΘΥ ΝΕΡΟ 
       
κb Konispoliatis Mavrakos Thanos  κb Mazarakos 

0,100 0,001 0,001 0,000  0,200 0,008 
0,200 0,008 0,008 0,000  0,300 0,024 
0,300 0,024 0,024 0,001  0,400 0,053 
0,400 0,053 0,053 0,005  0,500 0,091 
0,500 0,091 0,091 0,016  0,600 0,132 
0,600 0,132 0,132 0,042  0,700 0,168 
0,700 0,168 0,168 0,091  0,800 0,193 
0,800 0,193 0,193 0,152  0,900 0,208 
0,900 0,208 0,207 0,198  1,000 0,212 
1,000 0,212 0,212 0,212  1,100 0,209 
1,100 0,209 0,209 0,201  1,200 0,203 
1,200 0,203 0,203 0,191  1,300 0,197 
1,300 0,197 0,197 0,195  1,400 0,193 
1,400 0,193 0,193 0,200  1,500 0,191 
1,500 0,191 0,191 0,198  1,600 0,192 
1,600 0,192 0,192 0,199  1,700 0,194 
1,700 0,194 0,194 0,201  1,800 0,197 
1,800 0,197 0,197 0,201  1,900 0,199 
1,900 0,199 0,199 0,202  2,000 0,200 
2,000 0,200 0,200 0,203  2,100 0,200 
2,100 0,200 0,200 0,203  2,200 0,199 
2,200 0,199 0,199 0,204  2,300 0,198 
2,300 0,198 0,198 0,205  2,400 0,198 
2,400 0,198 0,198 0,206  2,500 0,198 
2,500 0,198 0,198 0,209  2,600 0,199 
2,600 0,199 0,199 0,212  2,700 0,200 
2,700 0,200 0,200 0,211  2,800 0,201 
2,900 0,201 0,201 0,198  2,900 0,201 
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                     ΚΟΜΜΕΝΟΣ ΚΥΛΙΝ∆ΡΟΣ ΠΟΥ ΕΠΙΠΛΕΕΙ ΣΕ ΜΕΣΟΥ ΒΑΘΟΥΣ ΝΕΡΟ 
        
 κb Konispoliatis Mavrakos Thanos  κb Mazarakos 
 0,300 0,021 0,019 0,020  0,300 0,023
 0,400 0,045 0,042 0,043  0,400 0,050
 0,500 0,078 0,073 0,074  0,500 0,085
 0,600 0,117 0,110 0,112  0,600 0,126
 0,700 0,154 0,146 0,149  0,700 0,164
 0,750 0,171 0,162 0,165  0,800 0,193
 0,800 0,184 0,176 0,179  0,900 0,210
 0,900 0,202 0,195 0,197  1,000 0,215
 1,000 0,209 0,204 0,206  1,100 0,213
 1,100 0,209 0,204 0,206  1,200 0,208
 1,200 0,204 0,200 0,201  1,300 0,201
 1,300 0,198 0,195 0,196  1,400 0,196
 1,400 0,194 0,192 0,192  1,500 0,194
 1,600 0,193 0,191 0,192  1,600 0,194
 1,700 0,195 0,194 0,194  1,700 0,196
 1,800 0,197 0,196 0,197  1,800 0,198
 1,900 0,199 0,198 0,199  1,900 0,200
 2,000 0,200 0,199 0,200  2,000 0,201
 2,100 0,200 0,199 0,200  2,100 0,200
 2,200 0,199 0,199 0,199  2,200 0,200
 2,300 0,199 0,198 0,198  2,300 0,199
 2,400 0,198 0,198 0,198  2,400 0,198
 2,500 0,198 0,198 0,198  2,500 0,198
 2,600 0,199 0,199 0,199  2,600 0,199
 2,700 0,200 0,200 0,200  2,700 0,200
 2,800 0,201 0,200 0,201  2,800 0,201
 2,900 0,201 0,201 0,201  2,900 0,201
 3,000 0,201 0,201 0,201  3,000 0,201

b=10m, d=30m, h=15m
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                              ΚΟΜΜΕΝΟΣ ΚΥΛΙΝ∆ΡΟΣ ΠΟΥ ΕΠΙΠΛΕΕΙ ΣΕ ΒΑΘΥ ΝΕΡΟ  
        
 κb Konispoliatis Mavrakos Thanos  κb Mazarakos 
 0,300 0,025 0,025 0,025  0,300 0,025
 0,400 0,053 0,053 0,053  0,400 0,053
 0,500 0,091 0,091 0,091  0,500 0,091
 0,600 0,132 0,132 0,132  0,600 0,132
 0,700 0,168 0,168 0,168  0,700 0,168
 0,750 0,182 0,182 0,182  0,800 0,193
 0,800 0,193 0,193 0,193  0,900 0,208
 0,900 0,208 0,208 0,208  1,000 0,212
 1,000 0,212 0,212 0,212  1,100 0,209
 1,100 0,209 0,209 0,209  1,200 0,203
 1,200 0,203 0,203 0,203  1,300 0,197
 1,300 0,197 0,197 0,197  1,400 0,193
 1,400 0,193 0,193 0,193  1,500 0,191
 1,600 0,192 0,192 0,192  1,600 0,192
 1,700 0,194 0,194 0,194  1,700 0,194
 1,800 0,197 0,197 0,197  1,800 0,197
 1,900 0,199 0,199 0,199  1,900 0,199
 2,000 0,200 0,200 0,200  2,000 0,200
 2,100 0,200 0,200 0,200  2,100 0,200
 2,200 0,199 0,199 0,199  2,200 0,199
 2,300 0,198 0,198 0,198  2,300 0,198
 2,400 0,198 0,198 0,198  2,400 0,198
 2,500 0,198 0,198 0,198  2,500 0,198
 2,600 0,199 0,199 0,199  2,600 0,199
 2,700 0,200 0,200 0,200  2,700 0,200
 2,800 0,201 0,201 0,201  2,800 0,201

b=10m, d=100m, h=10m
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             ΚΥΛΙΝ∆ΡΟΣ ΜΕ ΚΑΤΩ ΣΚΑΛΟΠΑΤΙ ΣΕ ΜΕΣΟΥ ΒΑΘΟΥΣ ΝΕΡΟ 
       
  κb Konispoliatis Mavrakos Thanos  
  0,100 0,025 0,001 0,001  
  0,250 0,052 0,014 0,014  
  0,400 0,083 0,050 0,050  
  0,550 0,128 0,107 0,107  
  0,700 0,176 0,164 0,164  
  0,850 0,206 0,200 0,200  
  1,000 0,214 0,211 0,211  
  1,150 0,208 0,206 0,206  
  1,300 0,198 0,197 0,197  
  1,450 0,192 0,191 0,191  
  1,600 0,192 0,192 0,192  
  1,750 0,196 0,195 0,195  
  1,900 0,199 0,199 0,199  
  2,050 0,200 0,200 0,200  
  2,200 0,199 0,199 0,199  
  2,350 0,198 0,198 0,198  
  2,500 0,198 0,198 0,198  
  2,650 0,199 0,199 0,199  
  2,800 0,201 0,201 0,201  
  2,950 0,201 0,201 0,201  
  3,100 0,202 0,202 0,202  
  3,250 0,201 0,201 0,201  
  3,400 0,202 0,202 0,202  
  3,550 0,202 0,202 0,202  
  3,700 0,203 0,203 0,203  
  3,850 0,203 0,203 0,203  
  4,000 0,203 0,203 0,203  
  4,150 0,204 0,204 0,204  

d=41.27m, h1=22.23m,h2=13.5m,b1=9m,b2=10m
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                                            ΚΥΛΙΝ∆ΡΟΣ ΜΕ ΚΑΤΩ ΣΚΑΛΟΠΑΤΙ ΣΕ ΒΑΘΥ ΝΕΡΟ 
        
   κb Konispoliatis Mavrakos Thanos  
   0,100 0,001 0,001 0,025  
   0,250 0,015 0,015 0,053  
   0,400 0,056 0,053 0,091  
   0,550 0,112 0,110 0,131  
   0,700 0,168 0,167 0,167  
   0,850 0,202 0,201 0,181  
   1,000 0,212 0,211 0,193  
   1,150 0,206 0,206 0,207  
   1,300 0,197 0,196 0,211  
   1,450 0,192 0,191 0,208  
   1,600 0,192 0,191 0,203  
   1,750 0,196 0,195 0,196  
   1,900 0,199 0,198 0,192  
   2,050 0,200 0,199 0,191  
   2,200 0,199 0,199 0,194  
   2,350 0,198 0,198 0,196  
   2,500 0,198 0,198 0,198  
   2,650 0,199 0,199 0,199  
   2,800 0,201 0,200 0,199  
   2,950 0,201 0,201 0,199  
   3,100 0,202 0,201 0,198  
   3,250 0,201 0,201 0,198  
   3,400 0,202 0,201 0,198  
   3,550 0,202 0,201 0,198  
   3,700 0,203 0,202 0,199  
   3,850 0,203 0,203 0,200  
   4,000 0,203 0,203 0,201  
   4,150 0,204 0,203 0,201  

d=100m,b2=10m,h2=45m,b1=9m,h1=10m
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  ΚΥΛΙΝ∆ΡΟΣ ΜΕ ΑΝΩ ΣΚΑΛΟΠΑΤΙ ΣΕ ΜΕΣΟΥ ΒΑΘΟΥΣ ΝΕΡΟ 
      
 κb Konispoliatis Mavrakos Thanos  
 0,100 0,001 0,001 0,001  
 0,250 0,010 0,008 0,008  
 0,400 0,035 0,031 0,031  
 0,550 0,080 0,070 0,070  
 0,700 0,134 0,120 0,120  
 0,850 0,180 0,164 0,164  
 1,000 0,203 0,188 0,188  
 1,150 0,205 0,193 0,193  
 1,300 0,197 0,187 0,187  
 1,450 0,188 0,180 0,180  
 1,600 0,182 0,175 0,175  
 1,750 0,181 0,175 0,175  
 1,900 0,183 0,178 0,178  
 2,050 0,185 0,180 0,180  
 2,200 0,185 0,182 0,182  
 2,350 0,184 0,181 0,181  
 2,500 0,183 0,180 0,180  
 2,650 0,182 0,179 0,179  
 2,800 0,181 0,179 0,179  
 2,950 0,182 0,180 0,180  
 3,100 0,182 0,181 0,181  
 3,250 0,183 0,182 0,182  
 3,400 0,183 0,182 0,182  
 3,550 0,183 0,182 0,182  
 3,700 0,182 0,182 0,182  
 3,850 0,182 0,182 0,182  

d=30m,b1=10m,h1=15m,b2=9m,h2=22.5m
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         ΚΥΛΙΝ∆ΡΟΣ ΜΕ ΑΝΩ ΣΚΑΛΟΠΑΤΙ ΣΕ ΒΑΘΥ ΝΕΡΟ 
      
 κb Konispoliatis Mavrakos Thanos  
 0,100 0,001 0,001 0,001  
 0,250 0,010 0,010 0,009  
 0,400 0,037 0,037 0,036  
 0,550 0,080 0,080 0,080  
 0,700 0,129 0,129 0,129  
 0,850 0,167 0,167 0,167  
 1,000 0,187 0,187 0,187  
 1,150 0,190 0,190 0,190  
 1,300 0,184 0,184 0,184  
 1,450 0,177 0,177 0,177  
 1,600 0,173 0,173 0,173  
 1,750 0,172 0,172 0,172  
 1,900 0,175 0,175 0,175  
 2,050 0,178 0,178 0,178  
 2,200 0,180 0,180 0,180  
 2,350 0,180 0,180 0,180  
 2,500 0,179 0,179 0,179  
 2,650 0,178 0,178 0,178  
 2,800 0,179 0,179 0,179  
 2,950 0,179 0,179 0,179  
 3,100 0,180 0,180 0,180  
 3,250 0,181 0,181 0,181  
 3,400 0,181 0,181 0,181  
 3,550 0,181 0,181 0,181  
 3,700 0,181 0,181 0,181  
 3,850 0,182 0,182 0,182  

d=100m,b1=10m,h1=40m,b2=9m,h2=55m
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                                ΚΥΛΙΝ∆ΡΟΣ ΜΕ ΑΝΩ ΣΚΑΛΟΠΑΤΙ ΣΕ ΡΗΧΟ ΝΕΡΟ 
       
  κb Konispoliatis Mavrakos Thanos  
  0,100 0,001 0,001 0,001  
  0,250 0,015 0,014 0,014  
  0,400 0,049 0,048 0,048  
  0,550 0,099 0,096 0,096  
  0,700 0,149 0,145 0,145  
  0,850 0,185 0,180 0,180  
  1,000 0,201 0,196 0,196  
  1,150 0,200 0,196 0,196  
  1,300 0,191 0,188 0,188  
  1,450 0,182 0,179 0,179  
  1,600 0,177 0,174 0,174  
  1,750 0,176 0,174 0,174  
  1,900 0,178 0,176 0,176  
  2,050 0,180 0,179 0,179  
  2,200 0,182 0,180 0,180  
  2,350 0,181 0,180 0,180  
  2,500 0,180 0,179 0,179  
  2,650 0,179 0,179 0,179  
  2,800 0,179 0,179 0,179  
  2,950 0,180 0,180 0,180  
  3,100 0,181 0,181 0,181  
  3,250 0,181 0,181 0,181  
  3,400 0,182 0,181 0,181  
  3,550 0,182 0,181 0,181  
  3,700 0,182 0,181 0,181  
  3,850 0,182 0,182 0,182  

d=30m,b1=10m,h1=20m,b2=9m,h2=5m
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ΚΙΝΟΥΜΕΝΟΣ ΚΥΛΙΝ∆ΡΟΣ ΠΟΥ ΑΚΟΥΜΠΑ ΣΤΟΝ ΠΥΘΜΕΝΑ ΣΕ ΒΑΘΥ ΝΕΡΟ 
        
  κa Konispoliatis Mavrakos    
  0,300 0,009 0,009    
  0,400 0,026 0,024    
  0,450 0,037 0,036    
  0,500 0,051 0,049    
  0,550 0,066 0,063    
  0,600 0,082 0,079    
  0,650 0,098 0,095    
  0,700 0,114 0,110    
  0,750 0,129 0,124    
  0,800 0,141 0,137    
  0,900 0,161 0,157    
  1,000 0,173 0,169    
  1,100 0,178 0,175    
  1,250 0,180 0,179    
  1,400 0,180 0,181    
  1,550 0,184 0,186    
  1,700 0,190 0,193    
  1,850 0,195 0,199    
  1,900 0,197 0,200    
  2,000 0,198 0,201    
  2,100 0,199 0,202    
  2,250 0,198 0,201    
  2,400 0,198 0,200    
  2,550 0,198 0,200    
  2,700 0,199 0,201    
  2,850 0,201 0,202    
  3,000 0,201 0,202    
  3,150 0,201 0,202    
  3,300 0,201 0,202    

d=100m, b=10m
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ΚΙΝΟΥΜΕΝΟΣ ΚΥΛΙΝ∆ΡΟΣ ΠΟΥ ΑΚΟΥΜΠΑ ΣΤΟΝ ΠΥΘΜΕΝΑ ΣΕ ΡΗΧΟ ΝΕΡΟ 
        
  κa Konispoliatis Mavrakos    
  0,300 0,000 0,007    
  0,400 0,002 0,013    
  0,450 0,004 0,016    
  0,500 0,006 0,020    
  0,550 0,008 0,024    
  0,600 0,012 0,028    
  0,650 0,015 0,033    
  0,700 0,019 0,038    
  0,750 0,024 0,044    
  0,800 0,029 0,050    
  0,900 0,041 0,063    
  1,000 0,055 0,079    
  1,100 0,071 0,096    
  1,250 0,096 0,123    
  1,400 0,122 0,150    
  1,550 0,146 0,173    
  1,700 0,166 0,192    
  1,850 0,180 0,203    
  1,900 0,183 0,205    
  2,000 0,188 0,208    
  2,100 0,191 0,208    
  2,250 0,193 0,207    
  2,400 0,194 0,205    
  2,550 0,196 0,205    
  2,700 0,197 0,205    
  2,850 0,199 0,205    
  3,000 0,200 0,205    
  3,150 0,201 0,205    
  3,300 0,201 0,204    

d=20m, b=10m
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          ΚΙΝΟΥΜΕΝΟΣ ΚΟΜΜΕΝΟΣ ΚΥΛΙΝ∆ΡΟΣ  ΣΕ ΒΑΘΥ ΝΕΡΟ 
      
 κa Konispoliatis Mavrakos   
 0,300 0,007 0,008   
 0,400 0,023 0,022   
 0,450 0,034 0,033   
 0,500 0,048 0,045   
 0,550 0,062 0,059   
 0,600 0,078 0,074   
 0,650 0,094 0,090   
 0,700 0,109 0,105   
 0,750 0,124 0,119   
 0,800 0,137 0,132   
 0,900 0,157 0,152   
 1,000 0,170 0,166   
 1,100 0,176 0,173   
 1,250 0,178 0,177   
 1,400 0,179 0,180   
 1,550 0,183 0,186   
 1,700 0,189 0,193   
 1,850 0,195 0,199   
 1,900 0,196 0,200   
 2,000 0,198 0,202   
 2,100 0,198 0,202   
 2,250 0,198 0,201   
 2,400 0,198 0,200   
 2,550 0,198 0,200   
 2,700 0,199 0,201   
 2,850 0,201 0,202   
 3,000 0,201 0,203   
 3,150 0,201 0,202   
 3,300 0,201 0,202   

d=100m, b=10m, h=10m
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      ΚΙΝΟΥΜΕΝΟΣ KOMMENOΣ ΚΥΛΙΝ∆ΡΟΣ  ΣΕ ΜΕΣΟΥ ΒΑΘΟΥΣ ΝΕΡΟ 
       
  κb Konispoliatis Mavrakos   
  0,550 0,002 0,000   
  0,580 2,060 0,419   
  0,600 0,063 0,014   
  0,610 0,039 0,009   
  0,620 0,030 0,007   
  0,640 0,024 0,006   
  0,650 0,023 0,006   
  0,670 0,023 0,007   
  0,680 0,023 0,007   
  0,690 0,024 0,007   
  0,700 0,025 0,008   
  0,710 0,026 0,009   
  0,720 0,028 0,009   
  0,750 0,033 0,013   
  0,800 0,048 0,021   
  0,900 0,114 0,059   
  1,000 0,285 0,165   
  1,150 0,537 0,342   
  1,200 0,506 0,331   
  1,350 0,359 0,254   
  1,400 0,326 0,237   
  1,500 0,283 0,216   
  1,600 0,258 0,208   
  1,750 0,239 0,206   
  1,900 0,230 0,209   
  2,000 0,226 0,210   
  2,100 0,222 0,210   
  2,350 0,213 0,207   
  2,300 0,215 0,208   

d=15m, b=10m, h=10m
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 ΚΙΝΟΥΜΕΝΟΣ ΚΟΜΜΕΝΟΣ ΚΥΛΙΝ∆ΡΟΣ ΣΕ ΡΗΧΟ ΝΕΡΟ 
       
 κb Konispoliatis Mavrakos    
 0,550 0,000 0,001    
 0,580 -0,001 0,001    
 0,600 -0,003 0,001    
 0,610 -0,003 0,001    
 0,620 -0,004 0,001    
 0,640 -0,004 0,001    
 0,650 0,005 0,002    
 0,670 0,629 0,092    
 0,680 4,086 0,643    
 0,690 0,493 0,086    
 0,700 0,231 0,045    
 0,710 0,156 0,034    
 0,720 0,124 0,029    
 0,750 0,093 0,027    
 0,800 0,095 0,036    
 0,900 0,168 0,083    
 1,000 0,337 0,193    
 1,150 0,592 0,389    
 1,200 0,584 0,397    
 1,350 0,446 0,330    
 1,400 0,405 0,308    
 1,500 0,345 0,276    
 1,600 0,308 0,258    
 1,750 0,276 0,245    
 1,900 0,258 0,239    
 2,000 0,249 0,236    
 2,100 0,242 0,232    
 2,350 0,227 0,223    
 2,300 0,229 0,224    

ΚΟΜΜΕΝΟΣ ΚΥΛΙΝ∆ΡΟΣ.d=10m, b=10m, h=5m
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Σχήµα 1. Κατακόρυφος κύλινδρος που εδράζεται στον πυθµένα 

 

 

 
Σχήµα 2. Κατακόρυφος κύλινδρος που επιπλέει. 

 

 
Σχήµα 3. Σύνθετος κύλινδρος µε κάτω σκαλοπάτι. 
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Σχήµα 4. Σύνθετος κύλινδρος µε άνω σκαλοπάτι. 
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