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Όργανο Aυλών Ανέµου 
 
Επιτοµή 
 

Με σκοπό τη δηµιουργία ενός νέου µουσικού οργάνου, που θα παράγει πλήρη µουσικό λόγο υπό 
τη στοχαστική πνοή του ανέµου, καταβάλλεται µία εκτεταµένη προσπάθεια κατανόησης των πολύπλο-
κων µηχανισµών που διέπουν τη λειτουργία των πνευστών δέσµης αέρα, καθώς και των εφαρµογών 
τους. Αναπτύσσονται αρχικά οι απαραίτητες έννοιες της ακουστικής που συνδέουν τις γνώσεις των 
θετικών επιστηµών µε το πεδίο της µουσικής ακουστικής. Αναλύεται έπειτα λεπτοµερώς η φυσική 
πνευστών διέγερσης αέρα, όπως ο αυλός και το φλάουτο, µέσα από πλήθος σχετικών δηµοσιεύσεων. 
Εξετάζονται δύο µοντέλα υπολογιστικής προσοµοίωσης, το πρώτο αναλύοντας τη συµπεριφορά στο 
πεδίο της συχνότητας, αναπτυγµένο από τον N. H. Fletcher και το δεύτερο αναλύοντας τη συµπερι-
φορά στο πεδίο του χρόνου, αναπτυγµένο από τον M. P. Verge. Εκτελούνται σειρές πειραµάτων πάνω 
σε ένα µοντέλο αυλού µεταβλητής γεωµετρίας, για εξοικείωση µε τη συµπεριφορά των εν λόγω οργά-
νων και επαλήθευση µέρους της θεωρίας τους. Προτείνεται τέλος µία παραλλαγή στο σχήµα του συµ-
βατικού αυλού, ώστε να µπορεί να διεγείρεται απ’ ευθείας από τον άνεµο, και θα καλείται εγκάρσιος 

αυλός. Με βάση αυτή την παραλλαγή κατασκευάζεται σειρά αυλών, που αντιστοιχούν στους φθόγγους 
µίας µουσικής κλίµακας. Αναπτύσσονται συνοπτικά ιδέες για χωροθέτησή τους και δίνεται το έναυσµα 
για περαιτέρω ενασχόληση, οραµατίζοντας τη µελλοντική δηµιουργία ενός ολοκληρωµένου Οργάνου 

Αυλών Ανέµου.          

 
 
 
 

Wind Pipe Organ 
 
Abstract 
 

Α great effort is made in order to understand the complicated mechanisms of Air-Jet Wind musical 
instruments and their applications, so that it will be possible to create a new one, which will be able to 
produce real musical speech by the stochastic action of wind. The necessary parts of acoustics are 
firstly developed, relating common scientific knowledge with musical acoustics. A large number of 
associated papers is then used in order to study in detail the physics of Air-Jet Wind musical instru-
ments, such as flue pipe and flute. Two simulation models are presented for the analysis of these in-
struments. The first one, developed by N. H. Fletcher, is in frequency domain. The second one, devel-
oped by M. P. Verge, is in time domain. Series of experiments are performed using a flue pipe of ad-
justable geometry, in order to get better familiar with its behavior and verify specific theoretical topics. 
Finally, a variation of the flue pipe formal shape is proposed, so that it can be excited directly by the 
wind. This will be called transverse flue pipe. A series of transverse flue pipes is constructed, corre-
sponding to a typical musical scale. Some ideas are briefly developed about the placement of these 
pipes and conclusions are made for future building of a complete Wind Pipe Organ. 

 
 



    

 

 

Εισαγωγή 
 

 
 

 
Θα συµφωνήσετε ότι η διπλωµατική εργασία αποτελεί για εµάς τους φοιτητές ένα κοµβικό σηµείο 

της σταδιοδροµίας µας, όντας το τελευταίο σκαλί για το πτυχίο, άσχετα αν το θέµα της είναι εύκολο ή 
δύσκολο, σύντοµο ή χρονοβόρο. Παρακαλώ να συγχωρήσετε λοιπόν λίγη φλυαρία στο εισαγωγικό 
αυτό σηµείωµα.  

Μεγαλωµένος σε περιβάλλον τέχνης (γιος ζωγράφων και δηµιουργών κινουµένων σχεδίων), αλλά 
και µε έντονο το ενδιαφέρον προς την επιστήµη και την τεχνολογία, βρίσκοµαι από µικρός σε ένα 
διαρκές δίληµµα για το που πρέπει να στραφώ, και δίχως να µπορώ να αποφασίσω, νιώθω ευτυχισµέ-
νος προσπαθώντας απλά να ισορροπήσω ανάµεσα στις δύο ελκτικές αυτές δυνάµεις. Τρέφω την ελπίδα 
πως κάποτε θα µπορέσω να τις συγχωνεύσω σε µία οµοιογενή, παραγωγική και δηµιουργική δραστη-
ριότητα.   

Από το τέταρτο κιόλας έτος των σπουδών µου ο καθηγητής Γ. Μπεργελές µου είχε προτείνει την 
ανάληψη µίας διπλωµατικής που θα πραγµατευόταν τη µελέτη ενός πνευστού µουσικού οργάνου, το-
ποθετηµένου στον υπαίθριο χώρο, παράγοντας µουσική από την στοχαστική πνοή του ανέµου. Όσο 
απλή και ξεκάθαρη και αν µοιάζει αυτή η ιδέα, στην πραγµατικότητα είναι εξαιρετικά σύνθετη. Αιο-
λικά µουσικά όργανα κατασκευάζονται από αρχαιοτάτων χρόνων, αποδίδοντας ευχάριστους ήχους, 
αλλά όχι καθαρά µουσικούς. Πολύ παραπάνω, κανένα αιολικό µουσικό όργανο δεν µπορεί µέχρι στιγ-
µής να παράγει µελωδία, αρµονία και εν τέλει, µουσικό λόγο. Η ιδέα αυτής της εργασίας έγκειται στην 
κατασκευή σωλήνων διαφόρων µεγεθών, παρόµοιους µε του εκκλησιαστικού οργάνου, που θα διεγεί-
ρονται από το πέρασµα του ανέµου. Μία ιδέα επίκαιρη και συνεπής µε την οικολογική τάση των τε-
λευταίων ετών, που πασχίζει να εκµεταλλευτεί την ενέργεια των ανανεωσίµων πηγών. Η φορά και η 
ένταση πνοής αρκούν για καθορίσουν το µουσικό φθόγγο που εκπέµπεται από ένα συγκρότηµα σωλή-
νων δεδοµένης γεωµετρίας. Αλλά οι επιµέρους συσχετίσεις είναι εξαιρετικά πολύπλοκες. Μία τέτοια 
µελέτη απαιτεί διεξοδική ανάλυση των πνευστών µουσικών οργάνων και µεγάλο µέρος βασικών γνώ-
σεων της ακουστικής.  

Όπως θα διαπιστώσει κάποιος διαβάζοντας την εργασία, η θεωρία των µουσικών οργάνων δεν εί-
ναι καθόλου απλή και υπάγεται στη γενικότερη επιστήµη της ακουστικής, που συνδυάζει τα ανώτερα 
στοιχεία των µαθηµατικών και της φυσικής. Αντιµετώπισα εξαιρετική δυσκολία για την εύρεση του 
απαραίτητου θεωρητικού υλικού, µίας που στη χώρα µας η βιβλιογραφία της ακουστικής είναι εξαιρε-
τικά ελλιπής [Η], ενώ για µουσική ακουστική ουσιαστικά δεν υφίσταται [L]. Εξάλλου σε προπτυχιακό 
και µεταπτυχιακό επίπεδο, ελάχιστα διδάσκονται στα πανεπιστήµια.        

∆υστυχώς αποδείχθηκε αδύνατο µέσα στα πλαίσια µίας απλής πτυχιακής εργασίας να καλυφθεί 
πλήρως το θέµα από την αρχή του, δηλαδή από την παρουσίαση βασικών εννοιών της ακουστικής µέ-
χρι το τέλος, την κατασκευή του οργάνου. ∆ίνεται όµως το έναυσµα για περισσότερες µελέτες. Ανα-
πόφευκτα, το αµιγώς µουσικό περιεχόµενο της διπλωµατικής είναι φτωχό, µπροστά σε αυτά που απαι-
τούνται για τη λειτουργικότητα και τη βελτιστοποίηση ενός πραγµατικού τέτοιου οργάνου, που όχι 
µόνο παράγει µουσικούς ήχους, αλλά ολοκληρωµένη µουσική. Απεναντίας, το υλικό έπρεπε πρωτί-
στως να συµβαδίζει µε το ύφος των σπουδών του µηχανολόγου. 

Κατά τη διάρκεια της ενασχόλησής µου, µέσα από το διάβασµα βιβλίων και δηµοσιεύσεων υψη-
λού επιπέδου καθώς και µέσα από τις πειραµατικές εργασίες, χρειάστηκε να επαναλάβω και να κατα-
νοήσω εκ νέου πολλά από τα µαθήµατα της σχολής, τα οποία νόµιζα πως κατείχα, δίχως όµως να έχω 
συνειδητοποιήσει την πραγµατική τους χρησιµότητα. Αυτό υπήρξε και η µεγαλύτερη µου ανταµοιβή. 
Και δε µετανιώνω για την ανάληψη µίας δύσκολης σχετικά διπλωµατικής, που µου καθυστέρησε το 
πτυχίο, παρά µίας απλής εργασίας εξαµήνου. Πιστεύω ότι το κίνητρο ενός µηχανικού είναι πάνω απ’ 
όλα η δηµιουργία και η ποιότητα ζωής. Γνωρίζοντας καλά την εργασία του µπορεί να αποζητά και 
υλική αµοιβή. Αλλά το να αποκτά κανείς πτυχία και τίτλους δίχως να ξέρει το γιατί, είναι απλά χάσιµο 
χρόνου.  

Στην εποχή της ταχύτητας, της φτήνιας, της προχειρότητας και των κλεµµένων ιδεών, ας κρατή-
σουµε χαρακτήρα εµείς οι φοιτητές και να µην παρασυρόµαστε από τάσεις που καταστρέφουν την 
προσωπικότητά µας. Ας φτιάξουµε τη ζωή µας µε µεράκι και αγάπη για αυτό που κάνουµε, ώστε να 
συνεισφέρουµε θετικά στον πολιτισµό µας, χωρίς να τον καταστρέφουµε. Και αυτή είναι η συµβουλή 
µου, αν µου επιτρέπεται, προς τους νέους µηχανικούς. Γνωρίζοντας τις ρίζες µας, να πρωτοτυπούµε 
προς το καλύτερο!   



    

 

 

Η διπλωµατική αποτελείται από τέσσερα µέρη. Στο πρώτο επιχειρείται µία σύνδεση των όσων 
έχουµε διδαχθεί από βασικά µαθήµατα, όπως τα µαθηµατικά, η φυσική και η µηχανική ρευστών µε τις 
θεµελιώδεις έννοιες της ακουστικής. Χρησιµοποιώντας αυτά τα εργαλεία προχωρούµε στο δεύτερο 
µέρος, σε ανάλυση των µουσικών οργάνων και εµβάθυνση στη λειτουργία των πνευστών που διεγεί-
ρονται από ρεύµα αέρα. Τέτοια πνευστά είναι το φλάουτο, η φλογέρα και το εντυπωσιακό από κάθε 
άποψη εκκλησιαστικό όργανο, του οποίου πολλά στοιχεία µπορούν να εφαρµοστούν στην κατασκευή 
του αιολικού οργάνου που διαπραγµατευόµαστε. Γίνεται επίσης αναφορά σε γνωστά αιολικά πνευστά 
του παρελθόντος. Στο τρίτο µέρος, παρουσιάζονται και υλοποιούνται κάποια από τα πολλά υπολογι-
στικά µοντέλα, τα οποία µε τη βοήθεια Η/Υ προσοµοιώνουν (simulate) τη λειτουργία των πνευστών, 
µε δεδοµένα τη γεωµετρία τους και τις συνθήκες εισόδου. Μόνο µε τη χρήση προηγµένων υπολογιστι-
κών προγραµµάτων θα είναι σε θέση κάποιος να σχεδιάσει ένα σύγχρονο αιολικό όργανο, µε γνωστή 
εκ των προτέρων συµπεριφορά σε διάφορες συνθήκες ανέµου. Τέλος, στο τέταρτο µέρος εκτελούνται 
σειρές πειραµάτων για την παραβολή των βασικών φαινοµένων των πνευστών που διεγείρονται από 
ρεύµα αέρα µε τη θεωρία και προτείνονται σχηµατισµοί που µπορούν να χρησιµοποιηθούν µετέπειτα 
σε διατάξεις σύγχρονων αιολικών οργάνων. 

Για τη συνέπεια προς τον αναγνώστη πρέπει να αναφερθεί εξ’ αρχής το πρόβληµα των συµβόλων. 
Η ενασχόληση των επιστηµόνων µε τα µουσικά όργανα έχει ηλικία µόλις κάποιων δεκαετιών, ώστε η 
µουσική ακουστική να θεωρείται ένα πεδίο πρόσφατο και σύγχρονο. Άµεση συνέπεια αυτού είναι η 
θεωρία των πνευστών δέσµης αέρα να εξελίσσεται µέρα µε τη µέρα είτε από τον ίδιο είτε από διαφο-
ρετικούς µελετητές. Μαζί µε την εξέλιξη των θεωριών, εξελίσσονται και τα σύµβολα των µεγεθών που 
υπεισέρχονται στις δηµοσιεύσεις. Καθώς η εργασία αποτελεί κατά κύριο λόγο µία επισκόπηση αυτών 
των δηµοσιεύσεων, χρησιµοποιώντας αναπόφευκτα πολλά από τα σχήµατά τους ατόφια, ήµουν ανα-
γκασµένος να ακολουθήσω τις αλλαγές των συµβολισµών για ίδια µεγέθη, παρά τη µεγάλη προσπά-
θεια που κατέβαλλα για την ενοποίηση τους. 

Οι προαπαιτούµενες γνώσεις για την παρακολούθηση της διπλωµατικής είναι βασικές έννοιες τρι-
γωνοµετρίας, µιγαδική ανάλυση, διαφορικός και ολοκληρωτικός λογισµός, δυναµοσειρές, µετασχηµα-
τισµοί, κυµατική φυσική, ταλαντώσεις, µηχανική ρευστών, θερµοδυναµική, θεωρία συστηµάτων, συ-
ναρτήσεις µεταφοράς, φίλτρα και στοιχειώδης θεωρία της µουσικής. Όλα, εκτός του τελευταίου, είναι 
διδαγµένα λίγο πολύ σε όλους τους προπτυχιακούς φοιτητές θετικών επιστηµών.     

Στο σηµείο αυτό θα ήθελα να ευχαριστήσω θερµά τον καθηγητή µου κ. Γιώργο Μπεργελέ για 
τρεις λόγους: 1) Που µου εµπιστεύτηκε ένα πρωτότυπο και εξαιρετικά ενδιαφέρον θέµα. 2) Για τις 
συµβουλές και τις παρατηρήσεις του και 3) Για την κατανόηση που επέδειξε στις καθυστερήσεις που 
συνόδευσαν την εκπόνηση και οφείλονταν κυρίως σε αστάθµητους παράγοντες, σε εργασία και στρα-
τιωτικό. 

Σηµαντική για µένα ήταν και η ηλεκτρονική επικοινωνία µε τον καθηγητή του Εθνικού Πανεπι-
στήµιου της Αυστραλίας και διάσηµου ακουστικολόγου N. H. Fletcher, παρά τη σύντοµη διάρκειά της.   

Ευχαριστώ την οικογένειά µου για όλα όσα µου προσφέρει όλα αυτά τα χρόνια, τους συγγενείς και 
τους φίλους µου. Αισθάνοµαι πιο τυχερός από κάθε άλλον για το ότι τροφοδοτήθηκα απ’ τους γονείς 
µου µε την αστείρευτη επιθυµία να πετυχαίνω τους στόχους µου µέσα από προσωπικούς αγώνες, να 
δουλεύω εντατικά για να βγάζω το ψωµί µου (από τα πρώτα κιόλας φοιτητικά χρόνια), να επιζητώ την 
καλαισθησία και την ποιότητα στο περιβάλλον µου και να απολαµβάνω τη ζωή µέσα από δραστηριό-
τητες που µε µεταπλάθουν σε έναν καλύτερο άνθρωπο.  

Θα έλεγα ότι το ουσιαστικό µέρος της εργασίας εκπονήθηκε τον τελευταίο ενάµιση χρόνο µε 
εντατικούς ρυθµούς, παράλληλα µε σπουδές στη µουσική, δουλειές «του ποδαριού» και στρατιωτική 
θητεία, πράγµα που θα ήταν αδύνατο δίχως τη σπάνια, στις µέρες µας, συµπαράσταση και κατανόηση 
της φίλης µου Στελίνας, που αποτελεί για µένα ένα από τα πολυτιµότερα δώρα που µου προσέφερε 
µέχρι τώρα η ζωή. Την ευχαριστώ για όλα!   

Στην υγειά των ωραίων επινοήσεων του ανθρώπου, της φύσης και της αρµονικής συνύπαρξής 
τους! 
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1 
Εισαγωγή στον ήχο 

 
 
 
1.1  Περιγραφή του ήχου 
 

Από παλαιότατων χρόνων, ο ήχος ήταν οτιδήποτε µπορούσε να ακουστεί από τον άνθρωπο. Κατά 
συνέπεια θεωρούσαν ότι συνίστατο από περιοδικές ή µη περιοδικές ταλαντώσεις του αέρα στο συχνο-
τικό εύρος ευαισθησίας του ανθρώπινου αυτιού. Ωστόσο, είναι σήµερα εξακριβωµένο ότι παρόµοιες 
ταλαντώσεις µπορούν να εµφανιστούν εκτός απ’ τον αέρα, και σε υγρά και σε στερεά. Έτσι, το 
ανθρώπινο αυτί µπορεί να αντιληφθεί ήχο που δηµιουργείται και διαδίδεται από όλες τις καταστάσεις 
τις ύλης. Συνήθως παρεµβάλλεται η αέρια κατάσταση (ατµοσφαιρικός αέρας), ως µέσο διάδοσης 
µεταξύ ηχητικής πηγής και αυτιού. Υπάρχουν όµως περιπτώσεις κατά τι οποίες το µέσο διάδοσης είναι 
µία από τις άλλες καταστάσεις και το πιο φηµισµένο παράδειγµα είναι το νερό όταν έχουµε το κεφάλι 
µας βυθισµένο στη θάλασσα.  

Στην καθηµερινή µας ζωή βιώνουµε ήχους που προκύπτουν από εξαιρετικά µικρές µεταβολές πίε-
σης, πυκνότητας και θερµοκρασίας. Σε κάθε αέριο, η πίεση, η πυκνότητα και η θερµοκρασία µεταβάλ-
λονται µε το χρόνο και σχετίζονται µεταξύ τους µέσω της καταστατικής εξίσωσης του αερίου. Μετα-
βολές των τριών παραπάνω µεταβλητών συµβαίνουν συνεχώς στον ατµοσφαιρικό αέρα. Είναι γνωστοί 
οι όροι βαροµετρικό χαµηλό ή υψηλό, όπως επίσης και οι κινήσεις των αέριων µαζών. Αυτά και πολλά 
άλλα φαινόµενα σχετίζονται µε τις µεταβολές των θερµοδυναµικών αυτών µεταβλητών, αλλά η χρο-
νική διάρκεια µεταβολής τους είναι πολύ µεγαλύτερη από ότι συµβαίνει µε τον ήχο. Αυτό που διαφο-
ροποιεί τις ακουστικές διαταραχές από τις υπόλοιπες είναι ότι διαδίδονται πολύ γρήγορα σε ένα ρευ-
στό µε ταχύτητα που εξαρτάται από το εκάστοτε ρευστό, αλλά και που επηρεάζεται από µία σειρά 
παραµέτρους όπως η θερµοκρασία. Η ταχύτητα αυτή καλείται ταχύτητα του ήχου. 

Στα ρευστά µία µεταβολή του όγκου σε δεδοµένη µάζα παράγει µία ανάλογη πίεση αντίδρασης και 
αυτός είναι ο λόγος που χαρακτηρίζονται ελαστικά. Σε ένα αµορτισέρ αέρα, πιέζοντας το έµβολο προς 
τα κάτω, αυτό τείνει να επανέλθει στην αρχική του θέση, λόγω της ελαστικότητας. Ωστόσο, ακόµα και 
αν τα τοιχώµατά του κυλίνδρου είναι τέτοια που εµποδίζουν τη θερµική συναλλαγή του εσωτερικού 
αέρα µε το περιβάλλον, το έµβολο δεν θα επανέλθει ποτέ στην ακριβή αρχική του θέση, εξ’ αιτίας των 
φαινοµένων συνεκτικότητας και εν γένει επειδή ο αέρας από µόνος του δεν είναι ιδανικά ελαστικός. Ο 
µηχανισµός της διάδοσης του ήχου περιλαµβάνει την αλληλεπίδραση µεταξύ διαταραχών πίεσης, οι 
οποίες δηµιουργούνται απ’ την ελαστική αντίδραση του αέρα και τείνουν να µεταβάλλουν την ορµή 
των στοιχειωδών σωµατιδίων του, και την ίδια την αδράνεια των σωµατιδίων, η οποία τείνει να τα 
διατηρήσει στις αρχικές τους «θέσεις». Κατά τη εκτροπή ενός σωµατιδίου από τη θέση ισορροπίας 
του, δηµιουργείται προς την κατεύθυνση εκτροπής, αύξηση πίεσης (συµπίεση) και προς την αντίθετη, 
µείωση (αραίωση). Αυτή η διαφορά πιέσεων τείνει να επαναφέρει το σωµατίδιο στην αρχική θέση και 
µάλιστα να το εκτρέψει προς την αντίθετη φορά, όπως ακριβώς συµβαίνει σε ένα εκκρεµές. Αυτή είναι 
η αρχή µίας ακουστικής διαταραχής. 
 
 

Ποιοτική περιγραφή της διάδοσης του ήχου 
 

Οι ακουστικές διαταραχές διαδίδονται µε τη µορφή κυµάτων. Ένα κύµα σε ένα υλικό µέσο µπορεί 
να ορισθεί ως µία διαδικασία κατά την οποία µία διαταραχή από την ισορροπία, µετακινείται εντός του 
µέσου χωρίς καθαρή µετακίνηση µάζας [ΒΒ]. Το κύµα µεταφέρει µαζί µε τη διαταραχή, ορµή και 
ενέργεια.  

Ο ήχος διαδίδεται στα ρευστά µε διαµήκη κύµατα σε αντίθεση µε πολλά άλλα φαινόµενα όπως το 
φως του οποίου η διάδοση γίνεται µε εγκάρσια κύµατα (εικόνα 1.1). Σε ένα διάµηκες κύµα, ως γνω-
στόν, τα στοιχειώδη σωµατίδια του µέσου ταλαντώνονται σε διεύθυνση παράλληλη προς αυτή της 
διάδοσης. Αντιθέτως, σε ένα εγκάρσιο κύµα, η διεύθυνση ταλάντωσης των σωµατιδίων είναι κάθετη 
προς αυτή της διάδοσης. Εγκάρσια διαδίδονται και τα θαλάσσια κύµατα. Όταν ηχητικά κύµατα φτά-
νουν ταυτοχρόνως από πολλές κατευθύνσεις τα σωµατίδια εκτελούν πολύ πιο σύνθετες κινήσεις από 
τις διαµήκεις. Αυτή η παρατήρηση δεν οφείλεται σε κάποια αλληλεπίδραση µεταξύ των διαφορετικών 
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ηχητικών κυµάτων. Στα επίπεδα ήχου της καθηµερινής µας ζωής, τα ηχητικά κύµατα που προέρχονται 
από διαφορετικές πηγές περνούν το ένα από το άλλο αναλλοίωτα. 
 
 
 

 

Εικόνα 1.1 

Σκαρίφηµα ενός εγκάρσιου κύµατος. 
 
 

Το ηχητικό αποτέλεσµα µίας ορχήστρας θα ήταν χαοτικό και ανυπόφορο αν δεν µπορούσαµε να 
διακρίνουµε κάθε όργανο µέσα στο πλήθος των υπολοίπων ή η διάλεξη ενός καθηγητή σε ένα θορυ-
βώδες αµφιθέατρο θα ήταν αδύνατη, αν η φωνή του αλλοιωνόταν [ΒΒ]. Αυτή η συµπεριφορά των 
ακουστικών κυµάτων λέγεται ότι ικανοποιεί την αρχή της γραµµικής υπέρθεσης (linear superposition). 
∆εν πρέπει να γίνει σύγχυση ωστόσο όλων των παραπάνω µε την υπέρθεση των εντάσεων των διαφό-
ρων ηχητικών σηµάτων της καθηµερινότητας µας, που δυσχεραίνει σηµαντικά τη διάκριση µεταξύ 
τους, όπως θα γίνει κατανοητό στα επόµενα. Γυρίζοντας τώρα στην αρχική παρατήρηση, σε ήχους 
µεγάλης εντάσεως, όπως από εξατµίσεις µηχανών εσωτερικής καύσης ή αεροστρόβιλων, η αρχή της 
γραµµικής υπέρθεσης καταρρέει και η µορφή των διαταραχών µεταβάλλεται συνεχώς κατά τη διάδοσή 
τους [ΒΒ]. 

Η εικόνα 1.2 δείχνει µια προσέγγιση για τη συµπεριφορά και διάταξή των σωµατιδίων σε µία ηχη-
τική διάδοση [ΑΑ], που είναι όµοια µε τη διάδοση ενός µηχανικού διαµήκους κύµατος σε ένα ελατή-
ριο. Τα συγκεντρωµένα σωµατίδια παριστάνουν περιοχές συµπίεσης όπου η πίεση του αέρα είναι λίγο 
µεγαλύτερη από την επικρατούσα ατµοσφαιρική. Οι περιοχές µε αραιά σωµατίδια δηλώνουν περιοχές 
αραίωσης όπου η πίεση είναι λίγο µικρότερη από την ατµοσφαιρική. Τα µικρά βέλη δείχνουν ότι, κατά 
µέσο όρο, τα µόρια κινούνται προς τα δεξιά των περιοχών συµπίεσης και προς τα αριστερά στις περιο-
χές αραίωσης µεταξύ των περιοχών συµπίεσης. Κάθε σωµατίδιο θα κινηθεί σε µια ορισµένη απόσταση 
προς τα δεξιά και ύστερα κατά την ίδια απόσταση προς τα αριστερά από τη θέση ακινησίας του καθώς 
ο ήχος προχωρεί σταθερά προς τα δεξιά.  

Παρατηρώντας µε µεγαλύτερη προσοχή τα µικρά βέλη, αντιλαµβανόµαστε τον τρόπο µε τον οποίο 
ο ήχος κατορθώνει να κινείται προς τα δεξιά. Τα σωµατίδια τείνουν να συγκεντρωθούν εκεί όπου δυο 
βέλη δείχνουν το ένα προς το άλλο. Και αυτό συµβαίνει λίγο δεξιότερα από κάθε συµπίεση. Όταν τα 
βέλη δείχνουν αντίθετα το ένα ως προς το άλλο, η πυκνότητα των σωµατιδίων λιγοστεύει. Έτσι η κί-
νηση της µεγαλύτερης συµπίεσης και της µικρότερης αραίωσης έχει αποτέλεσµα τη µικρή µετατόπιση 
του κύµατος προς τα δεξιά. 
 
 

1.2  Ο ήχος στα στερεά 
 

Η διάδοση του ήχου στα στερεά είναι πολύ διαφορετική από τα ρευστά. Στα ρευστά παρατηρείται 
σηµαντική µεταβολή στην πυκνότητα και την πίεση. Από την οικογένεια των ρευστών, τα αέρια εµφα-
νίζουν τις πιο ξεκάθαρες µεταβολές. Αυτές οι ταλαντώσεις πυκνότητας και πίεσης καλούνται και ταλα-

ντώσεις διαστολής (dilatational vibrations) [ΒΒ].  
Ωστόσο, ο ήχος συχνά µεταβιβάζεται από έναν όγκο ρευστού σε έναν άλλο µέσω στερεού σώµα-

τος µε τη βοήθεια κυµάτων στο ακουστό πεδίο συχνοτήτων (audiofrequency waves). Αυτό το φαινό-
µενο καλείται από τον Cremer και τους συνεργάτες του “structure-borne sound” [Χ]. Σε ελληνική µε-
τάφραση θα µπορούσαµε να το πούµε σαν «ήχο δοµής». Συναντάµε το φαινόµενο αυτό πολλές φορές 
στα κτίρια, όπου ο ήχος διαδίδεται µέσω των χωρισµάτων ή όταν ακούµε τα πατήµατα κάποιου στον 
από πάνω όροφο ή ακόµα όταν το νερό κυκλοφορεί στους αγωγούς. Πλήθος άλλων φαινοµένων 
εµπλέκουν στη διάδοση του ήχου στερεά σώµατα και τα ηχητικά κύµατα που δηµιουργούνται λαµβά-
νουν τρεις µορφές: 
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1) Ηµιδιαµήκη (quasi-longitudinal) κύµατα, στα οποία η κυρίαρχη κίνηση είναι στην διεύθυνση της 
διάδοσης του κύµατος . 
2) Κύµατα δυνάµεων συνάφειας (shear waves), στα οποία η κίνηση των στοιχειωδών σωµατιδίων 
είναι κάθετη στη διεύθυνση διάδοσης και ορθογώνια τµήµατα εκφυλίζονται σε ροµβικά σχήµατα. Τα 
κύµατα αυτής της µορφής δεν επηρεάζουν την πίεση και την πυκνότητα του µέσου. 
3) Καµπυλωµένα κύµατα (bending ή flexural waves), τα οποία είναι ηµιτονοειδή και αποτελούν συν-
δυασµό των δύο προηγουµένων ειδών.  
 

 

 
 
 

 

Εικόνα 2.2 

∆ιάδοση του ηχητικού κύµατος και αντιπαραβολή µε τη διαµήκη διάδοση µηχανικού κύµατος σε ένα ελατήριο. 
 
 
 

  
Τα καµπυλωµένα κύµατα είναι τα πιο σηµαντικά, γιατί από τα τρία είδη είναι αυτά που µπορούν 

καλύτερα να συζευχθούν µε το γειτονικό ρευστό και να διαδώσουν τον ήχο µέσα από το στερεό. Η 
µοντελοποίηση και η ανάλυση της διάδοσης του ήχου σε στερεές δοµές (structures) είναι πολύ πιο 
σύνθετη από ότι στα ρευστά, καθώς οι µορφές των κυµάτων εµπλέκονται µεταξύ τους στους δοµικούς 
συνδέσµους του υλικού. Η δυσκολία αυξάνεται επίσης και από το γεγονός ότι η ταχύτητα των καµπυ-
λωµένων κυµάτων µεταβάλλεται µε τη συχνότητα. 
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Για την µελέτη των πνευστών µουσικών οργάνων, της παρούσης εργασίας, θα ασχοληθούµε µε τη 
διάδοση του ήχου µόνο στα αέρια και ιδεί στον αέρα.  
 
 

1.3  Ταλαντώσεις και ήχος 
 

Η γέννηση του ήχου συνήθως συνεπάγεται τη µηχανική ταλάντωση στερεών αντικειµένων, όπως 
χορδές, ράβδοι, µεµβράνες και πλάκες ή αέριας µάζας. Οι µηχανικές αυτές ταλαντώσεις µπορεί να 
είναι παροδικές, όπως το τράβηγµα της χορδής µίας κιθάρας, και να αποσβένονται σε σύντοµο χρονικό 
διάστηµα ή µπορεί να διατηρούνται για πολύ και µάλιστα όσο κρατά η δύναµη που τις διεγείρει. Περι-
πτώσεις της δεύτερης κατηγορίας αποτελούν τα πνευστά µουσικά όργανα, όπου το ταλαντούµενο 
σώµα είναι ο αέρας. 

Στα στερεά απ’ την άλλη, παρατηρούµε εκτός των διαµηκών ταλαντώσεων (µε πολύ µικρό εύρος) 
και εγκάρσιες (shear vibrations). Τα εγκάρσια κύµατα αναπαριστούν τη διάδοση των δυνάµεων συνά-
φειας και δεν επηρεάζουν την πίεση ή την πυκνότητα του µέσου. Το ανθρώπινο αυτί αντιλαµβάνεται 
επίσης περιοδικές µετατοπίσεις των µορίων και είναι κατά συνέπεια λογικό να ερµηνεύουµε τα εγκάρ-
σια κύµατα σαν µία ιδιαίτερη περίπτωση της κίνησης του ήχου. Στις µέρες µας, ο ήχος δεν περιορίζε-
ται µόνο στο αέρα, αλλά περιλαµβάνει όλη την ύλη, της οποίας οι διαταραχές δίνουν κύµατα συχνότη-
τας µέσα στο ανθρώπινο ακουστικό πεδίο. 
 
 

1.4  Ορισµοί 
 
Ήχος είναι µία µηχανική διαταραχή, που ταξιδεύει σε ένα ελαστικό µέσο µε ταχύτητα χαρακτηριστική 
του µέσου αυτού και έχει συχνότητα µεταξύ 16-20000 Hz, του πεδίου της ανθρώπινης ακοής [Κ,ΒΒ]. 
 
Υπόηχος (infrasound ή subsonic sound) είναι µία διαταραχή µε συχνότητα χαµηλότερη των 16 Hz. 
 

Υπέρηχος (supersonic sound) είναι µία διαταραχή µε συχνότητα υψηλότερη των 20000 Hz. 
∆ιαταραχές µε ακόµα υψηλότερες συχνότητες από αυτές των υπερήχων, ονοµάζονται στην ξενό-
γλωσση βιβλιογραφία ως hypersonic sound ή hypersound [ΒΒ]. 
 
Από την παραπάνω ανάλυση είναι φανερό ότι ο ήχος δεν διαδίδεται στο κενό, σε αντίθεση µε τα ηλε-
κτροµαγνητικά κύµατα. 
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2 
Η κυµατική εξίσωση 

 
 
 
 

Στη θεµελιώδη αυτή ενότητα θα δούµε πως από τους βασικούς νόµους τις µηχανικής των ρευστών 
και της θερµοδυναµικής καταλήγουµε στις κύριες εξισώσεις που διέπουν την ακουστική.  
 
 

2.1  ∆ιατήρηση της µάζας 
 

Στο σχήµα 1.1 θεωρούµε τον όγκο ελέγχου V x y z∆ = ∆ ∆ ∆ διαµέσου του οποίου περνά το ρευστό. 

Η καθαρή ροή µέσα από τον όγκο αυτό ισούται µε την πρόσδοση ή την απώλεια ροής εντός του όγκου: 
 

exit enter

volume V dV

m
m m

t
∆ →

 ∆
− =  

∆ 
ɺ ɺ  

 
 
 

 
Σχήµα 1.1 

Η αρχή διατήρησης µάζας σε ένα ρευστό [TT]. 

 
 
 
 

Μπορούµε να αναλύσουµε την ταχύτητα V
�

του ρευστού στις συνιστώσες u, v και w κατά τις 
κατευθύνσεις x, y, z αντίστοιχα, ώστε να ισχύει: 
 

 V ui vj wk= + +
�� � �
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Με i
�

, j
�

, k
�

 τα µοναδιαία διανύσµατα στις x, y, z κατευθύνσεις. Η ροή ( , )Q x t της µάζας ορίζεται ανά 

µονάδα χρόνου και επιφανείας από τη σχέση: 
 

( , ) ( , ) ( , )Q x t x t u x tρ= ⋅  

 
Έτσι ο ρυθµός της µάζας που διαπερνά τον όγκο dV κατά τη x κατεύθυνση είναι στη θέση x: 
 

, ,( , ) ( ) ( )
x x x t x x t

m Q x t dE u dE u dydzρ ρ= = =ɺ  

ενώ στη θέση x+∆x: 
 

, ,( , ) ( ) ( )
x x x x x t x x x t

m Q x x t dE u dE u dydzρ ρ+∆ +∆ +∆= + ∆ = =ɺ  

 
Ώστε η καθαρή ροή κατά τη x κατεύθυνση να είναι: 
 

( ) ( )
[( ) ( ) ]

x x x x x x x x

u u
m m u u dE dE dx dV

x x

ρ ρ
ρ ρ+∆ +∆

∂ ∂
− = − = =

∂ ∂
ɺ ɺ                          (2.1) 

 
Για τις µαζικές ροές κατά τις κατευθύνσεις y και z, λαµβάνουµε τις αντίστοιχες εκφράσεις: 
 

( )
y y y

v
m m dV

y

ρ
+∆

∂
− =

∂
ɺ ɺ                                                          (2.2) 

και 
 

( )
z z z

w
m m dV

z

ρ
+∆

∂
− =

∂
ɺ ɺ                                                         (2.3) 

 
Προσθέτοντας τώρα τις εξισώσεις ροής (2.1), (2.2) και (2.3), και εξισώνοντας το αποτέλεσµα µε 

τη µεταβολή της µάζας στον όγκο ελέγχου παίρνουµε τη γενική εξίσωση διατήρησης µάζας (εξίσωση 
συνέχειας) για το καρτεσιανό ορθογώνιο σύστηµα στη διαφορική διατύπωση: 

 

( ) ( ) ( )u v w

x y z t

ρ ρ ρ ρ∂ ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂
                                                   (2.4) 

 
Με διανυσµατική γραφή η παραπάνω έκφραση παίρνει τη µορφή: 
 

( ) 0V
t

ρ
ρ

∂
+∇ ⋅ =

∂

�
                                                             (2.5) 

Όπου i j k
x y z

∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂

�� �
 είναι ο γνωστός από τα µαθηµατικά τελεστής ανάδελτα, για ορθογώνιες 

συντεταγµένες. 

Για κυλινδρικές συντεταγµένες ο τελεστής ανάδελτα παίρνει τη µορφή 
1

r r zφ
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

, 

Ενώ για σφαιρικές συντεταγµένες γίνεται 
1 1

sinr r rθ θ φ
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

. 

 
Κατά συνέπεια, η εξίσωση συνέχειας µε τη µορφή (2.5) εκφράζει τη διατήρηση µάζας για όλα τα πι-
θανά συστήµατα (συντεταγµένες), ανάλογα µε τη µορφή του τελεστή ανάδελτα.  

Αν θεωρήσουµε την πυκνότητα του ρευστού σταθερή, η ροή, όπως γνωρίζουµε χαρακτηρίζεται 
ασυµπίεστη και η εξίσωση συνέχειας απλοποιείται στην έκφραση: 
 

0
u v w

x y z

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
                                                           (2.6) 
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2.2  ∆ιατήρηση της ορµής 
 

Στο σχήµα 2.2 παρατηρούµε ένα στοιχείο ρευστού µε πεδίο ταχύτητας ( , , , )
p t

V V x y z t=
� �

. Μετά 

από χρόνο dt, το πεδίο ταχύτητας γίνεται ( , , , )
p t dt

V V x dx y dy z dz t dt′ += + + + +
� �

. Ο δείκτης p απ’ το 

particle (στοιχείο). Η µεταβολή της ταχύτητας είναι κατά συνέπεια: 
 

( )p p

V V V V
dV V V dx dy dz dt

x y z t
′

∂ ∂ ∂ ∂
= ∆ − = + + +

∂ ∂ ∂ ∂

� � � �
� � �

 

 
 
 

 

Σχήµα 2.2 

Η αρχή διατήρησης ορµής σε ένα ρευστό [TT]. 
 
 
 
Η ολική επιτάχυνση του στοιχείου ρευστού [N] είναι: 
 

p

dV V dx V dy V dz V
b

dt x dt y dt z dt t

∂ ∂ ∂ ∂
= = + + +

∂ ∂ ∂ ∂

� � � � �
�

                                           (2.7) 

Με τη βοήθεια όµως της υλικής ή ουσιώδους παραγώγου, µπορούµε να γράψουµε: 
 

p

DV V V V V
b u v w

Dt x y z t

∂ ∂ ∂ ∂
= = + + +

∂ ∂ ∂ ∂

� � � � �
�

                                              (2.8) 
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Όπου 
D

u v w
Dt x y z t

∂ ∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
, ο τελεστής της υλικής ή ουσιώδους παραγώγου [N]. 

 
Μπορούµε τώρα να διασπάσουµε τη διανυσµατική εξίσωση (2.8) σε βαθµωτές σχέσεις που αντι-

στοιχούν στις συντεταγµένες του ορθογώνιου συστήµατος: 
 

x

Du u u u u
b u v w

Dt t x y z

∂ ∂ ∂ ∂
= = + + +

∂ ∂ ∂ ∂
                                              (2.8α) 

 

y

Dv v v v v
b u v w

Dt t x y z

∂ ∂ ∂ ∂
= = + + +

∂ ∂ ∂ ∂
                                               (2.8β) 

 

z

Dw w w w w
b u v w

Dt t x y z

∂ ∂ ∂ ∂
= = + + +

∂ ∂ ∂ ∂
                                             (2.8γ) 

 
Από τους κλασσικούς νόµους του Newton συµπεραίνουµε τώρα ότι για να υπάρχει επιτάχυνση του 

στοιχείου του ρευστού, θα πρέπει να ενεργεί επάνω του µία συνισταµένη δύναµη. ∆ύο είναι τα είδη 
των δυνάµεων που µπορεί να ασκηθούν στο στοιχείο ρευστού. Οι µαζικές ή ογκικές και οι επιφανεια-
κές δυνάµεις, ήτοι body και surface forces.      

Η πιο γνωστή περίπτωση µαζικής δύναµης είναι η βαρύτητα, η οποία επιδρά σε όλο τον όγκο του 
στοιχείου. Τυπικές επιφανειακές δυνάµεις (ή τάσεις) είναι η πίεση (κάθετη τάση) και τριβή (εφαπτοµε-
νική δύναµη). Η πίεση δρα κάθετα σε δεδοµένη επιφάνεια, ενώ η τριβή παράλληλα. Μια κάθετη (nor-
mal) τάση συµβολίζεται µε 

mm
σ , όπου ο δείκτης mm συµβολίζει την κατεύθυνση της. Πολλαπλασια-

σµός της τάσης µε την επιφάνεια που δρα, δίνει τη συνολική δύναµη.  
Μια εφαπτοµενική (shear) τάση συµβολίζεται µε 

mn
τ , ώστε η δύναµη που παράγεται από αυτή την 

τάση να είναι κάθετη στην κατεύθυνση m και παράλληλη στην κατεύθυνση n. Οι δείκτες m και n ανα-
παριστούν οποιαδήποτε από τις x, y, z κατευθύνσεις αλλά m ≠ n, γιατί όταν m = n µεταβαίνουµε πλέον 
σε κάθετη επιφανειακή τάση 

mm
σ . Πολλαπλασιασµός της εφαπτοµενικής τάσης 

mn
τ  µε την επιφάνεια 

που ενεργεί, δίνει τη συνολική εφαπτοµενική δύναµη. Για παράδειγµα, έστω η εφαπτοµενική τάση 
yz

τ . 

Πολλαπλασιαζόµενη µε την επιφάνεια dxdz δίνει εφαπτοµενική δύναµη κάθετη στον άξονα y και πα-
ράλληλη στον άξονα z.  

Στο επόµενό µας βήµα, υπολογίζουµε το µέγεθος της καθαρής δύναµης που δρα στο στοιχείο ρευ-
στού κατά την x κατεύθυνση, αθροίζοντας αλγεβρικά όλες τις δυνάµεις σε αυτή την κατεύθυνση. Με 
τη βοήθεια του σχήµατος (1.2) λαµβάνουµε: 
 

yxxx zx

x x xx xx xy yx zx zx
dF g dxdydz dx dydz dy dxdz dz dxdy

x y z

τσ τ
ρ σ σ τ τ τ τ

∂ ∂ ∂   
= + − + + + + − + + −    ∂ ∂ ∂    

 

 
Όπου 

x
g  η βαρυτική επιτάχυνση κατά την x κατεύθυνση. Με απλοποιήσεις παίρνουµε: 

 

yxxx zx

x x
dF g dxdydz

x y z

τσ τ
ρ

∂ ∂ ∂
= + + + 

∂ ∂ ∂ 
                                         (2.9) 

 
Για τις κατευθύνσεις y και z λαµβάνουµε τις αντίστοιχες εκφράσεις: 
 

xy yy zy

y y
dF g dxdydz

x y z

τ σ τ
ρ

∂ ∂ ∂ 
= + + + 

∂ ∂ ∂ 
                                       (2.10) 

 

yzxz zz

z z
dF g dxdydz

x y z

ττ σ
ρ

∂ ∂ ∂
= + + + 

∂ ∂ ∂ 
                                        (2.11) 

 
Εφαρµόζουµε τώρα το δεύτερο νόµο του Newton: 
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( )
DV

dF d mb dV dVb
Dt

ρ ρ= = =

�
� ��

                                               (2.12) 

 
Με τη βοήθεια της σχέσης (2.12) και συνδυάζοντας τις σχέσεις (2.18α-γ) µε τις (2.9)-(2.11), καταλή-
γουµε στις τρεις συνιστώσες της διατήρησης ορµής: 
 

yxxx zx

x

u u u u
g u v w

x y z t x y z

τσ τ
ρ ρ

∂∂ ∂  ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

                          (2.13α) 

 

xy yy zy

y

v v v v
g u v w

x y z t x y z

τ σ τ
ρ ρ

∂ ∂ ∂  ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

                           (2.13β) 

 

yzxz zz
z

w w w w
g u v w

x y z t x y z

ττ σ
ρ ρ

∂∂  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

                         (2.13γ) 

 
Είναι χρήσιµο τώρα να εκφράσουµε τις εφαπτοµενικές τάσεις ως συνάρτηση του πεδίου ταχυτή-

των. Για Νευτώνια ρευστά, όπως είναι ο αέρας και το νερό, επικρατεί ένας νόµος αντίστοιχος µε το 
νόµο του Hooke, της θεωρίας ελαστικότητας [N]. Αν µ είναι ο συντελεστής δυναµικής συνεκτικότητας 
ή απλά ιξώδες, τότε οι εφαπτοµενικές (διατµητικές) τάσεις δίδονται από τις σχέσεις: 
 

xy yx

v u

x y
τ τ µ

 ∂ ∂
= = + ∂ ∂ 

                                                   (2.14α) 

 

yz zy

w v

y z
τ τ µ

 ∂ ∂
= = + ∂ ∂ 

                                           (2.14β) 

 

zx xz

u w

z x
τ τ µ

∂ ∂ = = + ∂ ∂ 
                                           (2.14γ) 

 
Για τις κάθετες τάσεις ισχύουν οι παρακάτω συσχετισµοί: 
 

2
2

3
xx

u
p V

x
σ µ µ

∂
= − − ∇ ⋅ +

∂

�
                                                (2.15α) 

 

2
2

3
yy

v
p V

y
σ µ µ

∂
= − − ∇ ⋅ +

∂

�
                                                (2.15β) 

 

2
2

3
zz

w
p V

z
σ µ µ

∂
= − − ∇ ⋅ +

∂

�
                                               (2.15γ) 

 
Όπου p η τοπική θερµοδυναµική πίεση, που είναι µία ισοτροπική παράµετρος σε κάθε σηµείο του ρευ-
στού. Οι παραπάνω έξι εξισώσεις είναι οι υλικές εξισώσεις των νευτώνιων ρευστών [Ν].  
Αν το ρευστό είναι µη συνεκτικό, δηλ. απαλλαγµένο από εσωτερικές τριβές, τότε µ=0. Σε αυτή την 
περίπτωση είναι φανερό ότι ισχύει: 
 

xx yy zz
pσ σ σ= = = −                                                        (2.16) 

 
Πολλές φορές είναι λογικό να παραλείψουµε την επίδραση της βαρύτητας, όταν το µέγεθός της εί-

ναι αµελητέο σε σχέση µε τις υπόλοιπες δυνάµεις. Τότε µε τη χρήση και της συσχέτισης (2.16), κατα-
λήγουµε στις συνιστώσες της διατήρησης ορµής για τα νευτώνια, ασυµπίεστα και µη συνεκτικά ρευ-
στά [ΤΤ]: 
 



   Κεφάλαιο 2 – Η κυµατική εξίσωση 

Μέρος Ι - Ακουστική 

10 

p Du

x Dt
ρ

∂
− =

∂
 

 

p Dv

y Dt
ρ

∂
− =

∂
                                                               (2.17) 

 

p Dw

z Dt
ρ

∂
− =

∂
 

 
Η αρχή διατήρησης της ορµής για µία διάσταση ονοµάζεται και εξίσωση Euler [N, AAA].  
 
 

2.3  ∆ιατήρηση της ενέργειας 
 

Το ενεργειακό περιεχόµενο ενός ρευστού µπορεί να διαιρεθεί στο µέρος της µακροσκοπικής κινη-

τικής ενέργειας 
2

/ 2Vρ
�

 και στο µέρος της εσωτερικής κινητικής ενέργειας Eρ του ρευστού. Στα 

αέρια η µικροσκοπική κινητική ενέργεια, δηλαδή η θερµική ενέργεια των µορίων, αποτελεί το κύριο 
ποσοστό της εσωτερικής κινητικής ενέργειας, ώστε η δυναµική ενέργεια µεταξύ των µορίων να θεω-
ρείται αµελητέα. Αν συµβολίσουµε µε W το ενεργειακό περιεχόµενο και S τη ροή ενέργειας, µπορούµε 
να γράψουµε σε συνοπτική µορφή τη µαθηµατική διατύπωση του νόµου διατήρησης ενέργειας [ΤΤ]: 

 

0
W S

t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
                                                            (2.18) 

 
Η εσωτερική ενέργεια ενός στοιχείου όγκου µπορεί να αυξηθεί µε πρόσδοση θερµότητας, που 

προκύπτει είτε από τη ροή του ρευστού γύρω από αυτό, είτε από εξωτερικές πηγές, καθώς και µε συ-

µπίεση pdV−∫ , που προέρχεται από το περιρρέον ρευστό. Η ενεργειακή αυτή ισορροπία και το γεγο-

νός ότι η εσωτερική ενέργεια είναι µία θερµοδυναµική κατάσταση η οποία µπορεί να προσδιορισθεί 
πλήρως από δύο ανεξάρτητες θερµοδυναµικές µεταβλητές, συνιστούν τελικά το πρώτο θερµοδυναµικό 
αξίωµα.    
 
 

2.4  Θερµοδυναµικές εξισώσεις και ταχύτητα του ήχου 
 

Οι εξισώσεις διατήρησης µάζας, ορµής και ενέργειας που είδαµε, περιέχουν µεγαλύτερο αριθµό 
αγνώστων από τον αριθµό εξισώσεων. Για να επιλυθεί λοιπόν πλήρως το πρόβληµα της κατάστρωσης 
των ακουστικών εξισώσεων, απαιτούνται περαιτέρω σχέσεις, προερχόµενες από τη θερµοδυναµική 
των ρευστών και λαµβανόµενων κάποιων παραδοχών. Μια πολύ καλή παραδοχή είναι ότι το ρευστό 
βρίσκεται τοπικά σε θερµοδυναµική ισορροπία. Θεωρώντας οµογενές ρευστό, αρκούν δύο ανεξάρτη-
τες µεταβλητές και µία εξαρτηµένη για να προσδιορίσουν τη θερµοδυναµική κατάσταση του. Οι τρεις 
θερµοδυναµικές µεταβλητές συνδέονται µεταξύ τους µέσω καταστατικής εξίσωσης. Αν η πυκνότητα ρ 
και η θερµοκρασία Τ είναι οι ανεξάρτητες µεταβλητές, ενώ η πίεση p η εξαρτηµένη, ισχύει: 

( , )p p Tρ=                                                               (2.19) 

 
Κάλλιστα όµως ισχύουν και οι παρακάτω συσχετισµοί: 
 

   ( , )T T pρ= ,     ( , )p Tρ ρ=  

 
Μπορούµε ωστόσο να εκφράσουµε τη θερµοδυναµική κατάσταση ενός ρευστού µε χρήση της ειδικής 
εσωτερικής ενεργείας e, της εντροπίας s, και της πυκνότητας ρ. Έτσι κατά παρόµοιο τρόπο, ισχύεί ο 
συσχετισµός [48]: 

( , )e e sρ=                                                                (2.20) 

 
Οι µεταβολές της εσωτερικής ενέργειας µπορούν να εκφραστούν ως: 
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s

e e
de d ds

s ρ

ρ
ρ

 ∂ ∂ = +   ∂ ∂  
                                                   (2.21) 

 
Με χρήση τώρα της θεµελιώδους εξίσωσης της θερµοδυναµικής: 

 
1de Tds pdρ −= −                                                           (2.22) 

 
καταλήγουµε στις θερµοδυναµικές σχέσεις για τη θερµοκρασία και την πίεση: 
 

e
T

s ρ

∂ =  ∂ 
                                                               (2.23) 

 

2

s

e
p ρ

ρ
 ∂

=  ∂ 
                                                            (2.24) 

 
Καθώς όµως η πίεση p είναι συνάρτηση και των s και ρ µπορούµε να γράψουµε: 
 

s

p p
dp d ds

s ρ

ρ
ρ

 ∂ ∂ = +   ∂ ∂  
                                                 (2.25) 

 
Ο ήχος εναλλακτικά ορίζεται ως ισεντροπικές (ds = 0) διαταραχές πίεσης – πυκνότητας. Έτσι, η ταχύ-
τητά του ( , )c c p ρ=  δίνεται από τη σχέση [48]: 

 

s

p
c

ρ
 ∂

=  ∂ 
                                                             (2.26) 

 
Εκτενή ανάλυση πάνω στην ταχύτητα του ήχου υπάρχει στο σύγγραµµα του A. D. Pierce [SS]. 

Στις περισσότερες περιπτώσεις της ακουστικής, ως ρευστό διάδοσης θεωρείται ο αέρας, στην πίεση 
και θερµοκρασία του περιβάλλοντος. ∆εχόµαστε για αυτές τις συνθήκες ότι ισχύει µε καλή προσέγγιση 
η καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων: 

 
p RTρ=                                                                (2.27) 

Όπου: 
 
 R είναι η σταθερά του αερίου, η οποία εκφράζει ενέργεια ανά µονάδα µάζας, ανά βαθµούς Κέλβιν, 
 

R
M

ℜ
= , όπου ℜ  είναι η παγκόσµια σταθερά των αερίων και εκφράζει ενέργεια ανά moles ανά βαθ-

µούς Κέλβιν. Είναι 8,314ℜ =  
kJ

kg mol K⋅ ⋅
 =1545,5 

f

o

ft lb

lb mol R

⋅

⋅ ⋅
=1,986 

o

m

Btu

lb mol R⋅ ⋅
, 

 

M είναι το µοριακό βάρος του αερίου σε 
kg

kg mol⋅
 ή m

m

lb

lb mol⋅
. 

 
Εξ’ ορισµού, για ένα ιδανικό αέριο, η ενεργειακή πυκνότητα εξαρτάται αποκλειστικά από τη θερµο-
κρασία T,  e=e(T). Έτσι: 

 

p
c RTγ γ

ρ
= =                                                          (2.28) 

όπου 
p

v

c

c
γ = είναι ο λόγος ειδικών θερµοχωρητικοτήτων ή λόγος Poisson.  
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p

p

i
c

T

∂ =  ∂ 
                                                                (2.29) 

 

v

e
c

T ρ

∂ =  ∂ 
                                                                (2.30) 

 
i είναι η ειδική ενθαλπία, οριζόµενη από τη σχέση: 
 

p
i e

ρ
= +                                                                   (2.31) 

 
Ως γνωστόν, για ιδανικό αέριο ισχύει: 

p v
c c R− = . Όταν ένα ιδανικό αέριο έχει σταθερές ειδικές 

θερµοχωρητικότητες, καλείται τέλειο αέριο. Για τα τέλεια αέρια γ=1,4. 
Για τον αέρα στους 20o C η ταχύτητα διάδοσης του ήχου είναι από τη σχέση (2.28): 
 

1,4 287 (20 273,2) 343, 2
Nm

c RT K
KgK

γ= = ⋅ + =  m/s. 

 
Στα υγρά η σχέση (2.28) δεν υφίσταται, και η ταχύτητα του ήχου εξαρτάται τόσο από τη θερµο-

κρασία του υγρού όσο και από την πίεση στην οποία υπόκειται. Μία προσεγγιστική τιµή για τη c σε 
καθαρό νερό  είναι 1461 m/s. Εν γένει, ο ήχος διαδίδεται γρηγορότερα στα ρευστά από ότι στα αέρια.  

Στα στερεά η ταχύτητα του ήχου µπορεί να υπολογιστεί από τη σχέση [ΤΤ]: 
 

E
c

ρ
=                                                                    (2.32) 

 
όπου E είναι το µέτρο ελαστικότητας του Young (modulus of elasticity), του υλικού που εξετάζουµε 
και ρ η πυκνότητά του. Για παράδειγµα, στο ατσάλι, που έχει ειδικό βάρος 7,85 και E=207 Gpa, η τα-
χύτητα του ήχου, όπως υπολογίζεται από τη (2.32), είναι [ΤΤ]: 
 

9 2

2

207(10) /
5135 /

7850 /

N m
c m s

kg m
= =  

 
 

 

2.5  Κατάστρωση των ακουστικών εξισώσεων 
 

Με εργαλεία τη διατήρηση της µάζας, της ορµής, της ενέργειας και την καταστατική εξίσωση, που 
περιγράφηκαν αντίστοιχα στις ενότητες 2.1, 2.2, 2.3 και 2.4, έχουµε όλες τις απαραίτητες σχέσεις για 

να βρούµε λύσεις για τις τρεις συνιστώσες της ταχύτητας V
�

, την πυκνότητα ρ, την πίεση p και τη 
θερµοκρασία Τ. Καθώς οι εξισώσεις που περιγράφουν το ρευστό είναι µη γραµµικές, δεν είναι εύκολο 
να προκύψουν ακριβείς λύσεις για πολλά φαινόµενα της µηχανικής των ρευστών όπως οι ατµοσφαιρι-
κές δίνες, οι στροβιλισµοί, το τριχοειδές φαινόµενο κ.α. Τέτοιες λύσεις υφίστανται µόνο για ορισµένα 
απλά προβλήµατα. Στην περίπτωση της ακουστικής προβαίνουµε στις ακόλουθες  παραδοχές, ώστε το 
πρόβληµα να µπορεί να επιλυθεί: 
1) Ένα ρευστό αδιατάραχο (σε ηρεµία) περιγράφεται από συγκεκριµένες τιµές πίεσης, πυκνότητας, 
θερµοκρασίας και ταχύτητας, οι οποίες θεωρούνται χρονικά ανεξάρτητες και συµβολίζονται µε το δεί-
κτη 0 [ΤΤ]. 
2) Το πέρασµα ενός ακουστικού σήµατος διαµέσου του ρευστού προκαλείται από µικρές διαταραχές 
της πίεσης, της θερµοκρασίας, της πυκνότητας και της ταχύτητας. Οι διαταραχές αυτές αναπαριστώ-
νται µαθηµατικά ως: 
 

0p p p′ = + ,   0T T T′ = + ,   0ρ ρ ρ′ = +    και    0u u u′ = +                          (2.33) 
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µε  

0p p≪ ,  0T T≪ ,  0ρ ρ≪  

 
Αντί της θερµοκρασίας, µπορεί κάλλιστα να χρησιµοποιηθεί ως θερµοδυναµικό µέγεθος η εντροπία 
[48]. ∆ηλ.: 

0s s s′ = +  

 
Επίσης, αντί οι αποκλίσεις από τις τιµές ισορροπίας (p, T, ρ, u, s) να προστίθενται στις αρχικές, θα 
µπορούσαν εξίσου σωστά να αφαιρούνται. ∆ηλ. 0p p p′ = − , 0T T T′ = −  κλπ.  

Η ταχύτητα τώρα ενός ρευστού σε ηρεµία είναι µηδέν. Άρα 0 0u = . Επειδή κατά τη διάδοση του 

ηχητικού κύµατος δεν υπάρχει µακροσκοπική κίνηση στο ρευστό η τελική ταχύτητα διαταραχής είναι 
απλά u u′ = . 
3) Η µετάδοση του ήχου διαµέσου του ρευστού θεωρείται επαρκώς ακαριαία, ώστε να µην υπάρχει 
χρόνος να συναλλαχθεί θερµότητα µε το περιβάλλον. Έτσι, η όλη διαδικασία µετάδοσης µπορεί να 
εκληφθεί ως αδιαβατική [ΤΤ]. 
 
 
Εξίσωση συνέχειας 

 

Με βάση τα παραπάνω, η εξίσωση συνέχειας κατά τη x κατεύθυνση παίρνει τη µορφή: 
 

[ ]0 0
0

( ) ( )u u
u

x t x x t

ρ ρ ρ ρ ρ ρ
ρ

∂ + ∂ + ∂ ∂ ∂
= ⇒ + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
                                  (2.34) 

 

Ο όρος u
x

ρ∂
∂

 είναι µικρός, σε σχέση µε τον 0

u

x
ρ

∂

∂
 και µπορεί να απαλειφθεί. Θεωρούµε ότι 

0 0ρ ρ ρ≈ + . Έτσι αποµένει: 

0

u

x t

ρ
ρ

∂ ∂
=

∂ ∂
                                                               (2.35) 

 
 

Εξίσωση ορµής 
 

Για την κατεύθυνση x, η εξίσωση ορµής γίνεται: 
 

0
0

( )
( )

p p u u
u

x t x
ρ ρ

∂ + ∂ ∂ = + + ∂ ∂ ∂ 
                                            (2.36) 

και τελικά παίρνουµε: 
 

0

p u

x t
ρ

∂ ∂
=

∂ ∂
                                                              (2.37) 

 

Θερµοδυναµική 
 

Η αδιαβατική διαδικασία περιγράφεται µαθηµατικά απ’ τη σχέση: 
 

p constγρ − =                                                              (2.38) 

 
Όπου γ ο λόγος Poisson. 
∆ιαφορίζοντας την παραπάνω εξίσωση λαµβάνουµε: 
 

1 0dp p dpγ γρ γ ρ− − −− =                                                       (2.39) 

 
ή 
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dp d

p

ρ
γ

ρ
=                                                                  (2.40) 

 
Με τις παραδοχές 0 0p p p≈ +  και 0 0ρ ρ ρ≈ + , µπορούµε να γράψουµε: 

 

0 0

dp d

p

ρ
γ

ρ
=                                                                  (2.41) 

 
Παραγωγίζοντας ως προς το χρόνο, παίρνουµε: 
 

0 0

1 p

p t t

γ ρ
ρ

∂ ∂
=

∂ ∂
                                                              (2.42) 

 
Συνδυάζοντας τώρα τις εξισώσεις (2.37) και (2.42) προκύπτει: 
 

0
0

0

pp u
p

t t x

γ ρ
γ

ρ
∂ ∂ ∂

= =
∂ ∂ ∂

                                                       (2.43) 

 
Παραγωγίζοντας ως προς το χρόνο λαµβάνουµε: 
 

2 2

02

p u
p

t xt
γ

∂ ∂
=

∂ ∂∂
                                                            (2.44) 

 
Παραγωγίζοντας την (2.35) ως προς x, λαµβάνουµε: 
 

2 2

02

p u

x tx
ρ

∂ ∂
=

∂ ∂∂
                                                             (2.45) 

 

Αν διαιρέσουµε κατά µέλη τις δύο προηγούµενες σχέσεις και δεχόµενοι ότι 
2 2
u u

t x x t

∂ ∂
=

∂ ∂ ∂ ∂
, δηλαδή να 

έχουµε ίδιο αποτέλεσµα ανεξαρτήτου σειράς παραγώγισης, έχουµε [ΤΤ]:  
 

2 2
0

2 2
0

p p

px t

ρ
γ

∂ ∂
=

∂ ∂
                                                            (2.46) 

 
Είδαµε όµως ότι  

2 0

0

p
c RT

γ
γ

ρ
= = ,  

 
κατά συνέπεια: 
 

2 2

2 2 2

1p p

x c t

∂ ∂
=

∂ ∂
                                                              (2.47) 

 
Αυτή είναι η µονοδιάστατη κυµατική εξίσωση. 
Στις τρεις διαστάσεις παίρνει τη µορφή: 
 

2
2

2 2

1 p
p

c t

∂
∇ =

∂
                                                              (2.48) 

όπου 
2 2 2

2

2 2 2
x y z

∂ ∂ ∂
∇ = ∆ = + +

∂ ∂ ∂
 είναι ο τελεστής Laplace. 

Όµοια έκφραση µπορεί να ληφθεί ως προς την ταχύτητα, αντί για την πίεση: 
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2
2

2 2

1 V
V

c t

∂
∇ =

∂

�
�

                                                              (2.49) 

 
Στη διάσταση x είναι προφανώς: 
 

2 2

2 2 2

1u u

x c t

∂ ∂
=

∂ ∂
                                                              (2.50) 

 
Και επίσης µπορεί να χρησιµοποιηθεί και η πυκνότητα: 
 

 
2

2

2 2

1

c t

ρ
ρ

∂
∇ =

∂
                                                             (2.51) 

 
Στη x διάσταση είναι: 
 

2 2

2 2 2

1u u

x c t

∂ ∂
=

∂ ∂
                                                             (2.52) 

 
 

 

2.6  Χρήση του δυναµικού ταχύτητας στην κυµατική εξίσωση 
 

Αν θεωρήσουµε ότι το πεδίο ροής ενός ρευστού είναι αστρόβιλο, τότε ως γνωστόν, το διανυσµα-
τικό πεδίο ταχύτητας µπορεί να εκφραστεί ως συνάρτηση ενός βαθµωτού µεγέθους, του δυναµικού Φ 
[Ν]: 

V grad= ∇Φ = Φ
�

 

 
ή 

V i j k
x y z

∂Φ ∂Φ ∂Φ
= + +

∂ ∂ ∂

�� � �
 

 
∆ηλαδή: 

u
x

∂Φ
=

∂
                                                                 (2.53α) 

 

v
y

∂Φ
=

∂
                                                                 (2.53β) 

 

w
z

∂Φ
=

∂
                                                                 (2.53γ) 

 
Το δυναµικό υπολογίζεται από την ολοκλήρωση της σηµειακής ταχύτητας u: 
 

udx constΦ = − +∫                                                          (2.54) 

 
 

Θεώρηµα του Stoke 
 

Αν παραγωγίσουµε την εξίσωση (2.35α) ως προς y και την (2.53β) ως προς x και αφαιρέσουµε 
κατά µέλη, θα πάρουµε: 
 

2 2

0
u v

y x y x x y

∂ ∂ ∂ Φ ∂ Φ
− = − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
                                                 (2.55α) 
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Συνεχίζοντας τη διαδικασία µε τους εναποµείναντες συνδυασµούς µεταξύ (2.53α) - (2.53γ) και (2.53β) 
– (2.53γ), παίρνουµε: 

2 2

0
u w

z x z x x z

∂ ∂ ∂ Φ ∂ Φ
− = − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
                                                 (2.55β) 

 
και 

2 2

0
v w

z y z y y z

∂ ∂ ∂ Φ ∂ Φ
− = − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
                                                 (2.55γ) 

 
Συνοπτικά, 

( ) 0rotV rot grad= Φ =
�

                                                      (2.56) 

 
που εκφράζει µαθηµατικά το θεώρηµα του Stoke. ∆ηλαδή όπως αναφέρθηκε προηγουµένως, αυτοµά-
τως η εισαγωγή του δυναµικού ταχύτητας συνεπάγεται αστρόβιλο πεδίο ροής. Η πλειονότητα των 
ακουστικών ροών στα ρευστά θεωρείται ότι υπακούει στο αστρόβιλο πεδίο ροής, ακόµη και αν λη-
φθούν υπ’ όψη φαινόµενα συνεκτικότητας. Όπως θα αναλυθεί και σε επόµενο κεφάλαιο της εργασίας, 
η συνεκτικότητα του ρευστού δηµιουργεί ένα στρώµα δινών κοντά στα στερεά τοιχώµατα και το 
οριακό αυτό στρώµα είναι εξαιρετικά λεπτό, µικρότερο από 0,06 mm στον αέρα στη συχνότητα των 
1000 Hz. 
Εισάγοντας το δυναµικό στην εξίσωση Euler, προκύπτει: 
 

0 0 0

( )V grad
gradp grad

t t t
ρ ρ ρ

∂ ∂ Φ ∂Φ
= − = =

∂ ∂ ∂

�

                                   (2.57) 

 
Ολοκληρώνοντας παίρνουµε: 

0p const
t

ρ
∂Φ

= +
∂

                                                          (2.58) 

 
που είναι µία έκφραση ισοδύναµη της εξίσωσης Euler. 

Συµπεραίνουµε ότι όχι µόνο οι τρεις συνιστώσες της ταχύτητας, αλλά και η ηχητική πίεση µπορεί 
να υπολογισθεί από το δυναµικό ταχύτητας µε µία απλή παραγώγιση ως προς το χρόνο. 

Εισάγοντας τώρα την πίεση, όπως προσδιορίζεται απ’ την (2.58), στην κυµατική εξίσωση (2.48), 
παίρνουµε: 
 

2
2

0 02 2

2
0

1
const const

t tc t
ρ ρ

ρ

∂Φ ∂ ∂Φ   ∇ + = +   ∂ ∂∂   

⇒ ∇ 02

1

t c
ρ

∂Φ
=

∂

3

3
t

∂ Φ

∂

 

 
Ολοκληρώνοντας ως προς το χρόνο και παραλείποντας τη σταθερά ολοκλήρωσης, η οποία δε συνει-
σφέρει σε τίποτα, λαµβάνουµε την κυµατική εξίσωση του δυναµικού ταχύτητας [AAA]: 
 

2
2

2 2

1

c t

∂ Φ
∇ Φ =

∂
                                                            (2.59) 

 
Για περιοδικές κινήσεις, το δυναµικό ταχύτητας µπορεί να αντικατασταθεί από την πίεση λόγω της 
συσχέτισης: 

0 0p j
t

ρ ρ ω
∂Φ

= = Φ
∂

ɶ
ɶɶ                                                         (260) 

 

Όπου Φɶ  είναι ένα σύνθετο (complex) δυναµικό µε πραγµατικό και φανταστικό µέρος [ΑΑΑ]. Πιο 

απλά, θα µπορούσε να γραφτεί Φ
�

. 
 

Τελικά,  
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0 0

p p

j jk cρ ω ρ
Φ = =

ɶ ɶɶ                                                          (2.61) 

  

Όπου k
c

ω
=  ο κυµατικός αριθµός. Η σηµειακή ταχύτητα προκύπτει τότε από την πίεση: 

0

j
u grad gradp

k cρ
= − Φ =ɶɶ ɶ                                                   (2.62) 

 
Το τελευταίο αυτό αποτέλεσµα µπορεί να προέλθει και απ’ ευθείας από την εξίσωση Euler, αν αντικα-

ταστήσουµε το 0
t

ρ
∂

∂
 µε 0 0j j ckρ ω ρ= . 

 

 

2.7  Εξαναγκασµένες ταλαντώσεις και κυµατική εξίσωση 
  

Σε έναν στοιχειώδη κύβο dxdydz  ασκείται µία µαζική δύναµη τις οποίας οι συνιστώσες είναι: 

 
Xdxdydzρ , Ydxdydzρ , Zdxdydzρ                                            (2.63) 

 
Αντικαθιστώντας αυτές τις εξωτερικές δυνάµεις στην εξίσωση Euler παίρνουµε: 
 

p du
X

x dt
ρ ρ

∂
− =

∂
                                                          (2.64) 

 

p dv
Y

y dt
ρ ρ

∂
− =

∂
                                                          (2.65) 

 

p dw
Z

z dt
ρ ρ

∂
− =

∂
                                                          (2.66) 

 
Το ρευστό ενδεχοµένως να περιέχει πηγές που προσθέτουν ρευστό µε ρυθµό q  µονάδες όγκου 

ανά µονάδα όγκου, ανά µονάδα χρόνου. Η µάζα που προστίθεται λόγω αυτών των πηγών θα συµπερι-
ληφθεί στο αριστερό µέλος της εξίσωσης συνέχειας: 
 

2

1u p
q

x tc

ρ
ρ

∂ ∂
− =

∂ ∂
                                                         (2.67) 

  

2

1v p
q

y tc

ρ
ρ

∂ ∂
− =

∂ ∂
                                                         (2.68) 

 

2

1w p
q

z tc

ρ
ρ

∂ ∂
− =

∂ ∂
                                                         (2.69) 

 
Για ασυµπίεστο ρευστό (σταθερή πυκνότητα) οι τρεις προηγούµενες εξισώσεις γίνονται: 
 

2
0

1u p
q

x tcρ
∂ ∂

= − +
∂ ∂

                                                         (2.70) 

 

2
0

1v p
q

y tcρ
∂ ∂

= − +
∂ ∂

                                                         (2.71) 
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2
0

1w p
q

z tcρ
∂ ∂

= − +
∂ ∂

                                                         (2.72) 

 
Με συνδυασµό των (2.67), (2.68), (2.69) και (2.70), (2.71), (2.72) παίρνουµε: 

 
2

0 02

X p u

x t xx
ρ ρ

∂ ∂ ∂ ∂
− =

∂ ∂ ∂∂
                                                      (2.73) 

 
2

0 02

Y p v

y t yy
ρ ρ

∂ ∂ ∂ ∂
− =

∂ ∂ ∂∂
                                                      (2.74) 

 
2

0 02

Z p w

z t zz
ρ ρ

∂ ∂ ∂ ∂
− =

∂ ∂ ∂∂
                                                     (2.75) 

 
∆ιαφορίζοντας τις (2.70), (2.71), (2.72) ως προς t και πολλαπλασιάζοντας µε 0ρ  προκύπτει: 

 
2

0 02 2

1 p q u

t t xc t
ρ ρ

∂ ∂ ∂ ∂
− + =

∂ ∂ ∂∂
                                                   (2.76) 

 
2

0 02 2

1 p q v

t t yc t
ρ ρ

∂ ∂ ∂ ∂
− + =

∂ ∂ ∂∂
                                                   (2.77) 

 
2

0 02 2

1 p q w

t t zc t
ρ ρ

∂ ∂ ∂ ∂
− + =

∂ ∂ ∂∂
                                                   (2.78) 

 
Αντικαθιστώντας αντίστοιχα τις (2.73), (2.74), (2.75) στις (2.76), (2.77), (2.78) λαµβάνουµε την ακό-
λουθη συσχέτιση: 
 

2 2

0 02 2 2

1
0

X p q p

x tc t x
ρ ρ

∂ ∂ ∂ ∂
+ − − =

∂ ∂∂ ∂
                                            (2.79) 

 
ή ισοδύναµα: 
 

2 2

02 2 2

1p p X q

x tx c t
ρ

∂ ∂ ∂ ∂ = + − ∂ ∂∂ ∂  
                                                (2.80) 

 
Οµοίως ισχύει και για τις άλλες δύο διαστάσεις. 

Με χρήση του δυναµικού ταχύτητας u
x

∂Φ
= −

∂
 από την εξίσωση (2.64), δηλ. την εξίσωση Euler 

έχουµε: 
2

0 0

p u
X

x t x t
ρ ρ ρ

∂ ∂ ∂ Φ
− = = −

∂ ∂ ∂ ∂
                                                 (2.81) 

 
Μπορούµε να βρούµε την πίεση ολοκληρώνοντας αυτή τη σχέση, αφού πρώτα δεχθούµε ότι οι 

εξωτερική δύναµη 0 Xρ  είναι συντηρητική, ώστε να µπορεί να υπολογισθεί από το ενεργειακό δυνα-

µικό:  

U
X

x

∂
=

∂
                                                                  (2.82) 

 
Ολοκληρώνοντας τώρα την εξίσωση (2.81) παίρνουµε: 
 

0 0U p const
t

ρ ρ
∂Φ

− − = − +
∂

                                                   (2.83) 
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που συνεπάγεται: 

0 0p U const
t

ρ ρ
∂Φ

= − +
∂

                                                    (2.84) 

 
Έτσι, η κυµατική εξίσωση µπορεί να προέλθει άµεσα από την εξίσωση συνέχειας (2.70), αντικαθιστώ-

ντας την πίεση από την (2.84) και την ταχύτητα από την έκφραση του δυναµικού u
x

∂Φ
= −

∂
: 

2 2

2 2 2

1 U
q

tx c t

 ∂ Φ ∂ Φ ∂
= − − 

∂∂ ∂ 
                                                (2.85) 

 
Οµοίως και τις άλλες διαστάσεις: 
 

2 2

2 2 2

1 U
q

ty c t

 ∂ Φ ∂ Φ ∂
= − − 

∂∂ ∂ 
                                                (2.85) 

 
 

2 2

2 2 2

1 U
q

tz c t

 ∂ Φ ∂ Φ ∂
= − − 

∂∂ ∂ 
                                                (2.85) 

 
 

2.8 Η φυσική σηµασία του δυναµικού ταχύτητας 
 

Το δυναµικό ταχύτητας είναι µία από τις σηµαντικότερες µεταβλητές της ακουστικής [ΑΑΑ]. Αν 
ολοκληρώσουµε την εξίσωση Euler ως προς το χρόνο, θα έχουµε: 
 

0

1 p du
dt dt u u

x dtρ
∂

− = = +
∂∫ ∫                                                (2.86) 

 
Θεωρούµε ότι η κίνηση ενός στοιχειώδες σωµάτιου του ρευστού ξεκινάει από την ηρεµία και σε ένα 
απειροστό χρονικό διάστηµα. Κατόπιν αυτής της παραδοχής: 
 

0ρ ρ=   ,  
d

dt t

∂
=

∂
  και 0 0u =                                               (2.87) 

 
Εισάγουµε τώρα τη διεγείρουσα δύναµη Φ ανά µονάδα µάζης: 
 

0

p
dt

ρ
Φ = ∫                                                                (2.89) 

 
Η εξίσωση (2.86) συρρικνώνεται τώρα στην εξίσωση ορισµού του δυναµικού ταχύτητας: 
 

u
x

∂Φ
= −

∂
                                                                (2.90) 

 
Κατά συνέπεια, το δυναµικό ταχύτητας είναι ταυτόσηµο µε τη διεγείρουσα δύναµη ανά µονάδα µάζης 
του ρευστού, που προκαλεί την κίνηση του από την κατάσταση ηρεµίας [ΑΑΑ]. 
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3 
Οι λύσεις της µονοδιάστατης κυµατικής εξίσωσης 
 
 

 

 
Είδαµε ότι η κυµατική εξίσωση µπορεί να εκφραστεί όχι µόνο για την πίεση, αλλά και για την τα-

χύτητα, το δυναµικό ταχύτητας και την πυκνότητα, όπως φαίνεται απ’ τις σχέσεις (2.47) – (2.52) και 
(2.59). 

Παρόλο που αλλάζει η µεταβλητή, η µορφή της εξίσωσης είναι ίδια και αποτελεί µία µερική 
διαφορική εξίσωση δευτέρου βαθµού κατά x, y, z και t.  

Σε µία αρκετά µεγάλη απόσταση από την ηχητική πηγή, το προκύπτον κύµα θεωρείται ότι γίνεται 
επίπεδο. Έτσι, η διαφορική εξίσωση περιορίζεται µόνο στη x διάσταση, κατά την κατεύθυνση της 
διάδοσης: 
 

2 2

2 2 2

1p p

x c t

∂ ∂
=

∂ ∂
  (3.1α),      

2 2

2 2 2

1u u

x c t

∂ ∂
=

∂ ∂
  (3.1β),      

2 2

2 2 2

1

x c t

∂ Φ ∂ Φ
=

∂ ∂
  (3.1γ),      

2 2

2 2 2

1

x c t

ρ ρ∂ ∂
=

∂ ∂
  (3.1δ) 

 
Για µία πλήρη λύση της απαιτούνται δύο αρχικές και δύο οριακές συνθήκες, αλλά δεν πρέπει να τις 
ορίσουµε, ώστε να διατηρήσουµε τη γενικότητα της λύσης [ΤΤ]. 
 
 

3.1  Οδεύοντα κύµατα 
 

Η γενική της λύση της µονοδιάστατης κυµατικής εξίσωσης µπορεί να έχει τη µορφή: 
 

( , ) ( ) ( )p x t F x ct G x ct= − + +                                                   (3.2α) 

ή 
( , ) ( ) ( )u x t K x ct L x ct= − + +                                                   (3.2β) 

ή 
( , ) ( ) ( )x t M x ct N x ctΦ = − + +                                                  (3.2γ) 

ή 
( , ) ( ) ( )x t O x ct P x ctρ = − + +                                                   (3.2δ) 

 
Οι συναρτήσεις F, G, K, L, M, N, Ο, P είναι αυθαίρετες και θεωρείται πως έχουν συνεχείς παραγώγους 
πρώτης και δευτέρας τάξης. 

Η διαδικασία που θα περιγραφεί παρακάτω είναι όµοια για όλες τις εκφράσεις (3.2). Θεωρούµε 
την εξίσωση για το δυναµικό (3.2γ). Η συνάρτηση ( )M x ct− αναπαριστά οδεύον κύµα που κινείται 

κατά τα θετικά x, ενώ η ( )N x ct+ κατά τα αρνητικά. Άρα η (3.2γ) εκφράζει τη συµβολή δύο αντιθέτως 

κινούµενων κυµάτων. 
Μπορούµε να φτάσουµε στην µορφή της λύσης (3.2γ) εισάγοντας δύο νέες µεταβλητές 

m
u x ct= −  

και 
n

u x ct= + , οι οποίες µετασχηµατίζουν τη διαφορική εξίσωση (3.1γ) στη χαρακτηριστική της 

µορφή: 
2

0
m n

u u

∂ Φ
=

∂ ∂
                                                                 (3.3) 

 
Έτσι, η µεταβλητή Φ µπορεί να είναι: 
1) Μία συνάρτηση ως προς 

m
u ,  

2) Μία συνάρτηση ως προς 
n

u ,  

3) Το άθροισµα των δύο παραπάνω συναρτήσεων. 
Κατά συνέπεια η έκφραση (3.2γ) που συµπεριλαµβάνει τις παραπάνω περιπτώσεις, είναι κατάλληλη 
για γενική λύση της (3.1γ). 
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Όλες οι λύσεις της (3.1γ) θα πρέπει να έχουν τη µορφή (3.2γ). Έτσι κάθε έκφραση του Φ που δεν 
ταιριάζει µε τη µορφή (3.2γ) δεν µπορεί να αποτελεί λύση. 

Η συνάρτηση ( )M x ct−  εξαρτάται µονάχα από τη µεταβλητή 
m

u x ct= −  και προφανώς παραµέ-

νει σταθερή όταν αυτή διατηρεί την ίδια τιµή. Η συνθήκη x ct const− =  ισοδυναµεί µε την 
 

( ) 0
d

x ct
dt

− =  

∆ηλαδή: 

0
dx dx

c c
dt dt

− = ⇒ =  

 
Η τετµηµένη x των σηµείων για τα οποία η συνάρτηση ( )M x ct−  έχει την ίδια τιµή, διαδίδεται 

κατά τη θετική x κατεύθυνση µε ταχύτητα c. Παροµοίως, η τετµηµένη x των σηµείων για τα οποία η 
συνάρτηση ( )N x ct+  έχει την ίδια τιµή, διαδίδεται κατά την αρνητική x κατεύθυνση µε την ίδια ταχύ-

τητα c. Έτσι, η λύση είναι πλήρης, καθώς περιέχει δύο αυθαίρετες συναρτήσεις. Η µορφή (3.2) είναι 
ιδανική για τη µελέτη της διάδοσης των κυµάτων, δηλαδή για τη µελέτη της πορείας µίας αρχικής δια-
ταραχής εντός του συστήµατος. Κατόπιν της παραπάνω αναλύσεως, καταλήγουµε ότι η σταθερά c 
είναι η ταχύτητα του ήχου. 

Έστω τώρα ένα κύµα που οδεύει προς τη θετική κατεύθυνση x. Για x=0, τη χρονική στιγµή 1t t= η 

πίεση είναι: 1 1( )p F ct= − . Σε χρόνο 1 2t t+  το κύµα θα έχει διανύσει απόσταση 2x ct=  (σταθερή ταχύ-

τητα διάδοσης). Η πίεση θα είναι τότε: 
 

2 2 1 2 1 1( ) ( )p F ct ct ct F ct p= − − = − =  

 
∆ηλαδή η ηχητική πίεση διεδόθει χωρίς να µεταβληθεί. Καταλήγουµε έτσι στο πολύ σηµαντικό (ίσως 
προφανές) συµπέρασµα ότι: 
Άσχετα µε το πως σχηµατίστηκε, το ηχητικό κύµα διαδίδεται χωρίς να µεταβάλλεται η µορφή του [ΤΤ]. 
Η εξίσωση (3.2γ) για περιοδικές ταλαντώσεις γράφεται [ΑΑΑ]: 
 

( )( )
c c

M kx t N kx tω ω
ω ω

   Φ = − + +      
                                             (3.4) 

 

Όπου 
2 2f

k
c c

ω π π
λ

= = =  είναι ο κυµατικός αριθµός και 
c

f
λ = , κατά τα γνωστά, το µήκος κύµατος. 

Αφού τα M, N είναι αυθαίρετες συναρτήσεις των x ct+  και x ct−  ή 

( ) ( )
c

x ct kx t const kx tω ω
ω

± = ± = ± , η περιοδική λύση του οδεύοντος κύµατος θα έχει απαραιτήτως 

τη µορφή: 

cos ( ) cos ( ) cos( ) cos( )A x ct B x ct A kx t B kx t
c c

ω ω
ω ωΦ = − + + = − + +                   (3.5) 

 
ή τη µορφή: 
 

( )jkx jkx j t j t jkx j t jkxAe Be e Ae Beω ω ω− − +Φ = + = +
� �� �

                                       (3.6) 

 
 

Στο εξής, ο χρονικός παράγοντας θα γράφεται µε τη µορφή: 
 

j te ω+                                                            (3.7) 

ώστε η παράγωγος 
t

∂

∂
να είναι ίση µε πολλαπλασιασµό επί jω+ . Οι επιφάνειες σταθερής φάσης της 

παραπάνω λύσης είναι τα επίπεδα t kx constω ± = ή x const t ct
k

ω
+ = ± = ± . Η ταχύτητα διάδοσής για 

τον πρώτο όρο της λύσης είναι: 
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dx
x ct const c

dt
− = ⇒ =                                                        (3.8) 

 
ενώ για το δεύτερο όρο: 

dx
x ct const c

dt
+ = ⇒ = −                                                       (3.9) 

 
όπως αναµενόταν για κύµατα που διαδίδονται κατά τη θετική και αρνητική κατεύθυνση x αντίστοιχα. 
 
 

3.2  Στάσιµα κύµατα 
 

Πολύ συχνά τα συστήµατα που ενδιαφέρουν τη θεωρία των ταλαντώσεων είναι µικρά και µε δια-
στάσεις συγκρίσιµες του µήκους κύµατος. Σε τέτοια συστήµατα µπορούν να δηµιουργηθούν κύµατα 
που δεν ταξιδεύουν, δηλαδή µένουν στάσιµα.  

Η µορφή της λύσης που προτάθηκε προηγουµένως για τα οδεύοντα κύµατα θα µπορούσε να χρη-
σιµοποιηθεί και εδώ, αλλά είναι προτιµότερο να αντικατασταθεί από µία λύση στάσιµου κύµατος, η 
οποία συνίσταται από ένα άθροισµα από συγκεκριµένα ολοκληρώµατα της µορφής [ΑΑΑ]: 
 

( ) ( )X x T tΦ = ⋅                                                             (3.10) 

 
Αντικαθιστώντας στην κυµατική εξίσωση (3.1γ) λαµβάνουµε: 
 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 ( ) ( ) 1 1
( ) ( )

T t X x T X
X x T t

Xc t x c T t x

∂ ∂ ∂ ∂
= ⇒ =

∂ ∂ ∂ ∂
                             (3.11) 

 
Το αριστερό µέρος της εξίσωσης αυτής είναι συνάρτηση του χρόνου, ενώ το δεξί συνάρτηση της µετα-
τόπισης. Ωστόσο, µία συνάρτηση της ανεξάρτητης µεταβλητής t δεν µπορεί ποτέ να είναι ίση (για όλες 
τις τιµές της t) µε µία συνάρτηση της ανεξάρτητης µεταβλητής x (για όλες τις τιµές της x). Ο µόνος 
τρόπος για να εξισώνονται τα δύο µέλη, είναι να ισούνται και τα δύο µε έναν σταθερό αριθµό. Αν θε-

ωρήσουµε ότι αυτός ο σταθερός αριθµός είναι της µορφής 2δ , τότε προκύπτουν συγκεκριµένα 
ολοκληρώµατα τα οποία αυξάνουν ή µειώνονται εκθετικά. Τέτοιες όµως λύσεις είναι µικρού ενδιαφέ-
ροντος. Ένα πολύ χρήσιµο συγκεκριµένο ολοκλήρωµα προκύπτει αν γράψουµε το σταθερό αριθµό µε 

τη µορφή 2k− . ∆ηλαδή: 
 

2 2
2

2 2 2

1 1T X
k

Xc T t x

∂ ∂
= = −

∂ ∂
                                                   (3.12) 

 
Όπου k ο κυµατικός αριθµός. 

Τώρα η διαφορική εξίσωση (4.2) µπορεί να διασπασθεί σε δύο εξισώσεις: 
 

2
2

2

X
k X

x

∂
= −

∂
                                                              (3.13) 

 
και  

2
2 2 2

2

T
k c T T

t
ω

∂
= − = −

∂
                                                      (3.14) 

 

όπου 2 2 2k cω = . Οι εξισώσεις αυτές είναι όµοιες µε εκείνες που αναπαριστούν ελαστικά συστήµατα 
σηµειακής µάζας. Έτσι, έχουν τις ακόλουθες λύσεις: 

  
cos( )

x
X A kx φ= +                                                          (3.15) 

cos( )
t

T B tω φ= +                                                          (3.16) 

  
Η γενική λύση, ακολούθως, της κυµατικής εξίσωσης δίνεται από την έκφραση: 
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cos( ) cos( )

x t
XT C kx tφ ω φΦ = = + +                                            (3.17) 

    
όπου C AB= . 

Ο παράγοντας ( )X x  αναπαριστά τη διανοµή του πλάτους και είναι ίδιος σε όλες τις χρονικές 

στιγµές. Απ’ την άλλη, ο παράγοντας ( )T t  δείχνει ότι όλα τα σηµεία κινούνται σε ταυτοφωνία. Η 

µετατόπιση αυξάνεται ή µειώνεται µε το χρόνο σύµφωνα µε τον κοινό παράγοντα ( )T t . Η κίνηση δεν 

µπορεί πλέον να διαδοθεί. Οι εκτροπές όλων των σηµείων λαµβάνουν τις µέγιστες και τις ελάχιστες 
τιµές τους ταυτόχρονα. Αυτή η λύση της κυµατικής εξίσωσης καλείται στάσιµο κύµα ή φυσική ταλά-

ντωση.  
Αν το σύστηµα µας είναι άπειρο, απαιτείται ένας άπειρος αριθµός όρων της µορφής της εξίσωσης 

(3.17), για τις άπειρες τιµές που µπορεί να πάρει η γωνιακή συχνότητα ω και ο κυµατικός αριθµός 
/k cω= . Η γενική λύση µπορεί να αναπαρασταθεί, στην περίπτωση αυτή, από ένα ολοκλήρωµα Fou-

rier (επόµενο κεφάλαιο). Αν το σύστηµα είναι πεπερασµένο και αποµονωµένο, ώστε να µην υπάρχει 
διαρροή ενέργειας στο άπειρο, είναι δυνατό να κατασκευάσουµε τη λύση από όρους, οι οποίοι να 
έχουν φυσική σηµασία. Αν ξ είναι η µετατόπιση συναρτήσει της θέσης x και του χρόνου t, τότε στα 
όρια του πεπερασµένου συστήµατος θα ισχύει: 

0ξ =   και  0
x

ξ∂
=

∂
   

 
Κάθε ένας από τους όρους που αναφέρθηκαν πρέπει να αποτελεί λύση από µόνος του και περιγράφει 
µία πιθανή κίνηση του συστήµατος. Κάθε τέτοια κίνηση καθορίζεται από µία ταλάντωση n που περι-
γράφεται απ’ τη µετατόπιση ( , )

n
x tξ , και της οποίας η γωνιακή συχνότητα είναι 

n n
k cω = .  

Η έκφραση της λύσης για κάθε όρο είναι: 
 

( , ) cos( ) cos( )
n n n nx n nt

x t A k x k ctφ φΦ = + +                                        (3.18) 

 
Στα άκρα x=0 και  x=l του συστήµατος το δυναµικό µηδενίζεται. Άρα θα πρέπει να ισχύει: 
 

cos( ) cos( ) cos( ) cos( ) 0
n nx n nt n n nx n nt

A t A k l tφ ω φ φ ω φ+ = + + =                        (3.19) 

 
Προκύπτει: 
 

2
nx

nπ
φ =  και 

n
k l nπ= , µε 1, 2,3,...n =                                         (3.20) 

 
Κάθε όρος παίρνει τότε τη µορφή: 
  

( , ) ( ) cos( )
n n n nt

x t x tω φΦ = Φ +                                                (3.21) 

 
όπου  

( ) sin
n n

n x
x A

l

π
Φ =                                                         (3.22) 

και  

n n

n c
k c

l

π
ω = =                                                            (3.23) 

 
Η συνάρτηση ( , )

n
x tΦ  περιγράφει µία κίνηση η οποία καλείται φυσική ταλάντωση ή κανονικός 

τρόπος ταλάντωσης του συστήµατος (θα εντρυφήσουµε στις ταλαντώσεις στο κεφάλαιο 6). Οι φυσικές 
ταλαντώσεις, που αντιστοιχούν στα διαφορετικά n, αποτελούν τις πιο απλές µορφές ταλάντωσης που 
µπορεί να λάβει το σύστηµα χωρίς επίδραση εξωτερικών δυνάµεων και αποσβέσεων. Οι ταλαντώσεις 
αυτές µπορούν θεωρητικά να εκτελούνται επ άπειρον. Ο παράγοντας ( )

n
xΦ  περιγράφει τη χωρική 

διανοµή του πλάτους της ταλάντωσης και δεν εξαρτάται προφανώς απ’ το χρόνο. Ο παράγοντας 
cos( )

n nt
tω φ+ , απ’ την άλλη, εξαρτάται µόνο απ’ το χρόνο και περιγράφει µία συνηµιτονοειδή µετα-

βολή της χωρικής µορφής της ταλάντωσης. Οι συναρτήσεις ( , )
n

x tΦ  ονοµάζονται φυσικές συναρτή-
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σεις ή συναρτήσεις των κανονικών τρόπων ταλάντωσης (mode functions) [W]. Οι (γωνιακές) συχνότη-
τες 

n
ω  ονοµάζονται φυσικές (γωνιακές) συχνότητες του συστήµατος ή ιδιοσυχνότητες. Κάθε φυσική 

συνάρτηση περιγράφει τη χωρική µεταβολή του πλάτους της ταλάντωσης, δηλαδή το πλάτος που αντι-
στοιχεί σε κάθε x, όταν το σύστηµα ταλαντώνεται σε κάποια από τις ιδιοσυχνότητες. Για όλες τις υπό-
λοιπες, πλην τις φυσικές, συχνότητες, η οµογενής της κυµατικής εξίσωσης: 
 

2 2

2 2
0n n

n
x c

ω∂ Φ
+ Φ =

∂
                                                       (3.24) 

 
έχει µονάχα τη µηδενική λύση 0

n
Φ = . 

Κατά συνέπεια, οι φυσικές συναρτήσεις ορίζονται ως οι µη µηδενικές αρµονικές λύσεις της οµο-
γενούς διαφορικής εξίσωσης (3.24) που ικανοποιούν τις οριακές συνθήκες και περιγράφουν περιοδικές 
ταλαντώσεις του απαλλαγµένου από εξωτερικές δυνάµεις συστήµατος, οι οποίες διατηρούνται επ 
άπειρον.   

Στο σηµείο αυτό, η έκφραση της γενικής λύσης του συστήµατος είναι η παρακάτω [AAA]: 
 

( , ) ( ) cos( ) sin cos( )
n n n n n n

n n

n x
x t x t A t

l

π
ω φ ω φΦ = Φ + = +∑ ∑ ,  µε 1, 2,3,...n =         (3.25) 

 
Η έκφραση αυτή αποτελεί µία σειρά απείρων όρων και αποδεικνύεται µε τη βοήθεια των θεωρηµάτων 
Fourier (επόµενο κεφάλαιο), ότι είναι η πιο γενική λύση που µπορεί να περιγράψει το σύστηµα. Μπο-
ρεί να προσαρµοστεί σε οποιεσδήποτε αρχικές συνθήκες (για t=0), για τη µετατόπιση 0( ,0) ( )x xΦ = Φ  

και για την ταχύτητα 0( ,0) ( )x xΦ = Φɺ ɺ . 

Από την πρώτη συνθήκη παίρνουµε: 
 

( ,0) ( ) cos ( cos )sin sin
n n n n n

n n n

n x n x
x x A a

l l

π π
φ φΦ = Φ = =∑ ∑ ∑                   (3.26) 

 
όπου cos

n n n
a A φ= . 

Από τη δεύτερη συνθήκη ( ,0)
d

x
dt

Φ = Φ 
 

ɺ  παίρνουµε: 

 

( ,0) ( ) sin sin sin sin
n n n n n n n n

n n n

n x n x
x x A b

l l

π π
ω φ ω φ ωΦ = Φ = − = −∑ ∑ ∑ɺ            (3.27) 

 
όπου sin

n n n
b A φ= . 

Οι δύο εξισώσεις περιέχουν δύο ανεξάρτητα σύνολα από σταθερές 
n

a και 
n

b , και µπορούν να ικανο-

ποιούνται ταυτοχρόνως.  
 
 

3.3  Σχέση µεταξύ της λύσης για οδεύον και της λύσης για στάσιµο κύµα 

 
Οι λύσεις της κυµατικής εξίσωσης µπορούν να εκφρασθούν είτε ως προς οδεύοντα κύµατα είτε ως 

προς στάσιµα. Τα οδεύοντα κύµατα µπορούν να ερµηνευτούν ως παλµοί µεταξύ στάσιµων κυµάτων, 
ενώ τα στάσιµα ως ζεύγη κυµάτων που διαδίδονται σε αντίθετες κατευθύνσεις, ώστε οι οδεύουσες 
συνιστώσες να ισορροπούν εξ’ αιτίας της συµµετρίας του φαινοµένου. Το ποια λύση θα χρησιµοποιη-
θεί είναι απλά θέµα βολικότητας.  

Αν το σύστηµα είναι µεγάλο συγκριτικά µε το µήκος κύµατος, ώστε η ταλάντωση αρχικά να µην 
είναι στάσιµη, τότε προτιµάται η λύση µε οδεύοντα κύµατα. Αν από την άλλη το σύστηµα είναι µικρό, 
ώστε τα κύµατα να ανακλώνται και να δηµιουργούν µία στάσιµη ταλάντωση, είναι δύσκολο να παρα-
τηρήσουµε οδεύοντα κύµατα και γι’ αυτό το φαινόµενο µπορεί καλύτερα να περιγραφεί από τη λύση 
στάσιµων κυµάτων. Τα οδεύοντα κύµατα χαρακτηρίζουν της αρχικά ασταθείς λύσεις, ενώ τα στάσιµα 
τις περιοδικές και τις λύσεις σταθερής κατάστασης [ΑΑΑ]. 

Η ουσία είναι πως και η λύση µε οδεύοντα κύµατα και η λύση µε στάσιµα αποτελούν εργαλεία 
που ερµηνεύουν το ίδιο φαινόµενο. Ένα παράδειγµα θα µας κατατοπίσει: Έστω ένας σωλήνας µε κλει-
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στά και τα δύο του άκρα. Στο ένα από τα δύο εφαρµόζεται ένας βραχύς παλµός και δηµιουργείται 
κύµα, το οποίο ταξιδεύει προς το απέναντι άκρο, ανακλάται και γυρίζει πίσω. Έπειτα ανακλάται πάλι 
και ξανά οδεύει προς το απέναντι άκρο. Ο κύκλος συνεχίζεται επ’ άπειρον. Η ερµηνεία αυτή βασίζεται 
στα οδεύοντα κύµατα. Η λύση µε στάσιµα κύµατα µας οδηγεί σε διαφορετική περιγραφή του ίδιου 
φαινοµένου. Ο βραχύς παλµός που διεγείρει το σωλήνα περιέχει όλες τις συνιστώσες Fourier µε ίσο 
πλάτος. Ο παλµός διεγείρει όλες τις φυσικές ταλαντώσεις τις αέριας στήλης του σωλήνα. Καθώς ο 
παλµός δηµιουργείται στο άκρο του σωλήνα, όπου όλες οι φυσικές ταλαντώσεις έχουν το µέγιστο πλά-
τος (κεφάλαιο), αυτές διεγείρονται σε φάση και µε ίσο πλάτος. Αυτό µπορεί εύκολα να αποδειχθεί 
αναπτύσσοντας τον παλµό στο x=0 για t=0 σε σειρά Fourier των φυσικών ταλαντώσεων. Έτσι, παίρ-
νουµε για την πίεση στο άκρο του παλµού, x=0: 
 

0 0 0
1

( , ) cos( )cos( )
n

p x t A n t nk xω
∞

=

= ∑ ,  µε 0

2

2

c

l

π
ω =                                  (3.28) 

 
Η σειρά µειώνεται σε σειρά παλµών ενός επαναλαµβανόµενου ρυθµού ίσου µε τη θεµελιώδη ιδιοσυ-

χνότητα του σωλήνα. Η θεµελιώδης συχνότητα είναι ακριβώς ίση µε το ρυθµό αντήχησης 
2

c

l
, όπου c 

η ταχύτητα του ήχου και l το µήκος του σωλήνα.  
 
 

3.4  Η πίεση και η σηµειακή ταχύτητα σε ένα επίπεδο οδεύον κύµα 
 

Έστω ένα κύµα που διαδίδεται κατά τη x κατεύθυνση. Η ηχητική πίεση µπορεί να γραφεί σε σύν-
θετη µορφή, σύµφωνα µε τη σχέση: 
  

( ) ( )( , ) jk ct x j t kxp x t Ae Ae ω− −= =
� ��

                                                (3.29) 

ή σε πραγµατική: 
 

cos[ ( ) ] cos( )p A k ct x A t kxφ ω φΑ Α= − + = − +                                   (3.30) 

 
Η σηµειακή ταχύτητα προκύπτει από τη σύνθετη πίεση µε παραγώγιση: 
 

( )1 j t kxj p
u Ae

k c x c

ω

ρ ρ
−∂

= =
∂

� ��
                                                 (3.31) 

 
Ο παράγοντας j εκφράζει την περιοδικότητα και δηλώνει ότι έχουµε να κάνουµε µε ένα σύνθετο περι-

στρεφόµενο διάνυσµα. Κατά συνέπεια ο τελεστής  
j

k c xρ
∂
∂

 µπορεί να εφαρµοσθεί µόνο σε µία σύν-

θετη λύση. Η πραγµατική λύση µπορεί να προέλθει αποµονώνοντας το πραγµατικό µέρος: 
 

Re( ) cos( )
A

A p
u u t kx

c c
ω φ

ρ ρ
= = − + =

�
                                      (3.32) 

 

Το πηλίκο 
p p

c
u u

ρ= =
�

�  της πίεσης προς τη σηµειακή ταχύτητα, στην κατεύθυνση της διάδοσης, 

έχει διαστάσεις µηχανικής αντίστασης (resistance) ανά µονάδα επιφανείας και καλείται κυµατική αντί-
σταση (wave resistance). Το µέγεθος αυτό χαρακτηρίζει κάθε υλικό. Για ένα κύµα που διαδίδεται κατά 
τη θετική x κατεύθυνση, η σηµειακή ταχύτητα είναι θετική προς τη διεύθυνση διάδοσης, αν η φάση 
της πίεσης είναι θετική. Αν το κύµα διαδίδεται κατά την αρνητική x κατεύθυνση, παραγώγιση ως προς 
x, δίνει αρνητικό πρόσηµο. Αυτό σηµαίνει ότι όταν ένα κύµα διαδίδεται κατά την αρνητική x κατεύ-
θυνση, η σηµειακή ταχύτητα είναι και αυτή αρνητική, δηλαδή προς την κατεύθυνση διάδοσης, όταν η 
πίεση είναι θετική. Η πίεση και η σηµειακή ταχύτητα είναι ανάλογες µεταξύ τους κατά την κατεύ-
θυνση της διάδοσης. Έχουν την ίδια φάση και ο λόγος τους είναι ρc.  
Στον πίνακα 3.1 φαίνονται οι ταχύτητες ήχου, η πυκνότητα και η κυµατική αντίσταση διαφόρων γνω-
στών υλικών.    
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Πίνακας 3.3 

Ηχητικές ιδιότητες γνωστών υλικών [ΑΑΑ]. 
 

 
Υλικό 

 
Ταχύτητα ήχου c,  

/m s  

 
Πυκνότητα ρ,   

3/Kg m  

Κυµατική αντίσταση 
610cρ −  

( )2 6/ 10Kg m s M
− = Ω  

Αέρας 331 1,29 0,00043 
Οινόπνευµα 1440 790 1,1 
Αλουµίνιο 6220 2650 16,5 
Βακελίτης 2590 1400 3,63 

Ορείχαλκος 4430 8500 37,1 
Χαλκός 4620 8930 41,1 
Γυαλί 4900 – 5900 2500 12 – 15 

Μόλυβδος 2430 11400 27,3 
Μαγνήσιο 5330 1740 9,26 

Υδράργυρος 1460 13600 19,8 
Νικέλιο 5600 8900 49,8 

Πολυστυρένιο 2670 1160 2,94 
Χαλαζίας 5750 2650 15,2 
Ατσάλι 6110 7800 47,6 

Ορυκτέλαιο 1390 920 1,28 
Νερό 1450 1000 1,45 
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4 
Ανάλυση Fourier 

 
Οι ηµιτονοειδείς κινήσεις έχουν µελετηθεί 

ευρέως από τα µαθηµατικά και τη φυσική. Πα-
ρόλο που δεν συναντούµε στην πραγµατικότητα 
απλά ηµιτονοειδή κύµατα, µπορούµε να διασπά-
σουµε τα πραγµατικά και πολύπλοκα κύµατα σε 
ένα ή περισσότερα ηµιτονοειδή. Στο σχήµα 4.1 
παρατηρούµε ότι όταν το απλό ηµιτονοειδές 
κύµα συχνότητας fundamental αθροιστεί µε το 
επίσης απλό ηµιτονοειδές κύµα συχνότητας sec-

ond harmonic (δηλ. διπλάσιας συχνότητας), προ-
κύπτει ένα σύνθετο κύµα που δεν µοιάζει µε ηµι-
τονοειδές. Αντιστρόφως, αν µας έδιναν το σύν-
θετο ηµιτονοειδές, θα λέγαµε ότι αυτό συντίθεται 
από δύο απλά κύµατα, διαφορετικών συχνοτή-
των και ίδιας φάσης, καθότι ξεκινούν µαζί.  

Στο σχήµα 4.2 φαίνεται το πώς µπορούµε να 
επιτύχουµε µία κυµατοµορφή τετραγωνικού τύ-
που (άνω δεξιά), µε διαδοχικές αθροίσεις των 
απλών κυµάτων της αριστερής στήλης. Για την 
µαθηµατική ανάλυση που ακολουθεί, το κύµα µε 
τη χαµηλότερη συχνότητα, που προκύπτει απ’ τη 
διάσπαση ενός σύνθετου, καλείται θεµελιώδες 
κύµα και η αντίστοιχη συχνότητά του, θεµελιώ-
δης. Οι υπόλοιπες συχνότητες που προκύπτουν 
από τη διάσπαση, καλούνται αρµονικές και είναι 
ακέραια πολλαπλάσια της θεµελιώδους. Ο ήχος 
που παράγεται από ένα µουσικό όργανο ή από 
µία µηχανή αυτοκινήτου δύναται να αποτελείται 
από άθροισµα άπειρου πλήθος αρµονικών. Αυτό 
που πρέπει να σηµειωθεί είναι ότι το σύνθετο 
κύµα δεν είναι απαραίτητα περιοδικό. Ο ήχος 
ενός πνευστού µουσικού οργάνου είναι περιοδι-
κός, αλλά ο ήχος ενός κοµπρεσέρ όχι. Το σήµα 
του κοµπρεσέρ δεν µπορεί να αναλυθεί σε αρµο-
νικές [ΤΤ], αλλά χρειάζεται περιπλοκότερη ανά-
λυση. Επίσης ακόµα και τα µουσικά όργανα εµ-
φανίζουν συχνότητες που δεν είναι ακέραια πολ-
λαπλάσια της θεµελιώδους ή κινήσεις που δεν 
είναι περιοδικές. Όσο όµως πολύπλοκο και να 
είναι το πρόβληµα η αρχή παραµένει η ίδια και 
συµπυκνώνεται στην ανάλυση Fourier, παίρνο-
ντας το όνοµα από τις οµώνυµες σειρές, που ει-
σήχθηκαν 18ο αιώνα από τον Γάλλο φυσικό Jean 
Baptiste Joseph Fourier. Μέχρι και σήµερα, οι 
σειρές και η ανάλυση Fourier συνιστούν ένα 
πολύ ισχυρό εργαλείο στη µελέτη των πάσης 
φύσεως κυµάτων και της ακουστικής. Πάνω απ’ 
όλα, η γνώση των συχνοτήτων που απαρτίζουν 
ένα σήµα (ηλεκτρικό, µηχανικό, ακουστικό) 
βοηθούν τον επιστήµονα να κατανοήσει το µη-
χανισµό που το δηµιούργησε. Τέλος, να σηµειω-
θεί ότι τα απλά-στοιχειώδη κύµατα µπορούν να 
εκφραστούν τόσο µε ηµιτονικές, όσο και µε συ-
νηµιτονικές συναρτήσεις, αφού η συµπεριφορά 

Σχήµα 4.1 

Σύνθεση σύνθετου κύµατος από δύο στοιχειώδη 
ηµιτονοειδή 

Σχήµα 4.2 

Σύνθεση τετραγωνικού κύµατος από απλά ηµιτονοειδή. 
Στην κατώτερη αρµονική (κάτω αριστερά) προστίθε-
νται οι υπόλοιπες (αριστερή στήλη) για να προκύψει 
διαδοχικά η σύνθετη µορφή (δεξιά στήλη). 
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τους είναι όµοια. Στα αγγλικά τα απλά κύµατα καλούνται µε τον συνοπτικό όρο sinusoids [LL].  
 
 

4.1 Τύποι Euler-Fourier 
 

Η σειρές Fourier έχουν τη γενική µορφή [BBB]: 
 

( )0

1

( ) cos sin
2

n n

n

a
f x a nx b nx

∞

=

= + +∑                                               (4.1) 

 
Μία βασική ιδιότητα της σειράς (4.1) είναι ότι µπορεί να αναπαραστήσει ασυνεχείς συναρτήσεις, σε 
αντίθεση µε άλλες σειρές, όπως µία σειρά Taylor που αναπαριστά µόνο παραγωγίσιµες συναρτήσεις 
όλων των τάξεων. 

Θεωρούµε ότι η ( )f x  είναι γνωστή στο διάστηµα (-π, π). Πρέπει τώρα να προσδιοριστούν οι 

συντελεστές 
n

a  και 
n

b . Υποθέτουµε (προσωρινά) ότι η σειρά συγκλίνει οµοιόµορφα, ώστε να µπορεί 

να ολοκληρωθεί όρο προς όρο στο διάστηµα –π έως π. Ισχύει ότι: 
 

cos sin 0nxdx nxdx
π π

π π− −
= =∫ ∫ ,      για 1, 2,3,...n =  

 
Έτσι η ολοκληρώνοντας την (4.1) παίρνουµε: 
 

0( )f x dx a
π

π
π

−
=∫                                                                (4.2) 

 
Πολλαπλασιάζουµε τώρα την (4.1) µε cos nx . Έχουµε: 
 

20( ) cos cos .... cos ...
2

n

a
f x nx nx a nx= + + +                                        (4.3) 

 
Τα γινόµενα της µορφής sin cosmx nx⋅ , για όλα τα m και n ή της µορφής cos cosmx nx⋅ , για m n≠ , 
παραλείπονται, καθώς ισχύουν οι ταυτότητες [BBB]: 
 

sin cos 0mx nxdx

π

π−

⋅ =∫ ,         για όλα τα m και n 

και 

cos cos 0mx nxdx

π

π−

⋅ =∫ ,       m n≠      

 
Οι ταυτότητες αυτές καλούνται συνθήκες ορθογωνικότητας [BBB]. 
Ολοκληρώνοντας την (4.3) λαµβάνουµε: 
 

2( ) cos cos
n n

f x nxdx a nxdx a
π π

π π
π

− −
= =∫ ∫  

 
Εποµένως,  

         
1

( )cos
n

a f x nxdx
π

ππ −
= ∫                                                         (4.4) 

 
Από  (4.2) προκύπτει ότι το αποτέλεσµα αυτό ισχύει και για n=0. Αυτός είναι ο λόγος που ο σταθερός 

όρος γράφεται 0

2

a
 και όχι απλά 0a .  

Για τον υπολογισµό του 
n

b  εκτελούµε την ίδια διαδικασία, πολλαπλασιάζοντας τώρα την (4.1) µε 

sin nx . Τελικά: 
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1
( )sin

n
b f x nxdx

π

ππ −∫                                                         (4.5) 

 
Οι σχέσεις (4.4) και (4.5) καλούνται τύποι Euler-Fourier.  
 
 

4.2  Η σειρά Fourier στην ακουστική 
 

Επειδή στην ακουστική µας ενδιαφέρουν οι χρονικά µεταβαλλόµενες συναρτήσεις και µάλιστα οι 
περιοδικές, µπορούµε να γράψουµε την (4.1) στη µορφή: 
 

( )0

1

( ) cos sin
2

n n n n

n

a
f t a t b tω ω

∞

=

= + +∑                                              (4.6) 

 
όπου κάθε όρος , εκτός του πρώτου, παριστάνει µία χρονικά περιοδική συνάρτηση γωνιακής συχνότη-

τας 1n
nω ω= , µε 1, 2,3,...n =  και 1 1

2
2 f

T

π
ω π= = , µε 1T  την θεµελιώδη περίοδο, ήτοι την περίοδο της 

συνάρτησης ( )f t  και 1f  τη θεµελιώδη συχνότητα. Η περιοδικότητα της ( )f t  ορίζεται απ’ τη σχέση: 

( ) ( )f t T f t+ =                                                                 (4.7) 

 
όπου µε την ολοκλήρωση µίας περιόδου, η συνάρτηση λαµβάνει ξανά την ίδια τιµή. Μπορεί µία συ-
νάρτηση (όπως αυτή της 4.1) να είναι περιοδική ως προς διάστηµα x. Τότε η περιοδικότητα της εκφρά-
ζεται ως: 
 

( ) ( )f x X f x+ =                                                                (4.8) 

 
όπου X είναι η χωρική περίοδος ή το γνωστό µήκος κύµατος. Αν το µήκος κύµατος µετριέται σε µέτρα, 
η χωρική συχνότητα 1/f X=  µετράται σε κύκλους / µέτρο.  

Η σειρά (4.6) µπορεί να γραφεί στην ισοδύναµη µορφή [ΑΑΑ]: 
 

0

1

( ) cos( )
2

n n n

n

a
f t C tω φ

∞

=

= + −∑                                                   (4.9) 

 
όπου 

2 2
n n n

C a b= +                                                               (4.10) 

και 

1tan n

n

n

b

a
φ −=                                                                (4.11) 

 
Το µέγεθος 

n
C  παριστάνει το Fourier πλάτος της συνιστώσας µε συχνότητα 

n
ω  της συνάρτησης ( )f t , 

ενώ το µέγεθος 
n

φ  τη φάση της συνιστώσας.  

Οι όροι 
n

a  και 
n

b  των σχέσεων (4.4) και (4.5) µπορούν γραφούν και µε τη µορφή: 

 
/ 2

/ 2

2
( ) cos

T

n n
t

a f x tdt
T

ω
−

= ∫                                                      (4.12) 

 
/ 2

/ 2

2
( )sin

T

n n
T

b f x tdt
T

ω
−

= ∫                                                      (4.13) 

 
Οι συντελεστές 

n
a  απαλείφονται όταν η ( )f t  είναι µία περιττή συνάρτηση, ενώ οι συντελεστές 

n
b  

απαλείφονται όταν η ( )f t  είναι µία άρτια συνάρτηση. Τέλος ο σταθερός όρος (DC componet) δίδεται 

απ’ τον τύπο: 
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/ 2

0

/ 2

2
( )cos

T

n

T

a f t tdt
T

ω
−

= ∫                                                       (4.14) 

 
 

4.3 Ανάλυση Fourier µε περιστρεφόµενα διανύσµατα 
 

Η ανάλυση Fourier µε χρήση τριγωνοµετρικών συναρτήσεων ηµίτονου και συνηµίτονου δεν είναι 
τόσο πρακτική όσο µε χρήση διανυσµάτων, καθώς µε αυτόν τον τρόπο οι σχέσεις συµπυκνώνονται 
αισθητά και παραβλέπονται και οι περιορισµοί των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων. Τα περιστρεφό-
µενα διανύσµατα (rotating vectors) προκύπτουν από τις κλασσικές εκφράσεις του Euler για τα σύνθετα 
εκθετικά:   

cos
2

n nj t j t

n

e e
t

ω ω

ω
−+

=                                                         (4.15) 

 

sin
2

n nj t j t

n

e e
t

j

ω ω

ω
−−

=                                                         (4.16) 

 

που συνδέουν τις τριγωνοµετρικές συναρτήσεις µε τους σύνθετους εκθετικούς αριθµούς nj t
e

ω±  ή 
exp( )

n
j tω± . Αυτοί οι αριθµοί καλούνται και complex exponentials και περιγράφουν συνοπτικά έναν 

µιγαδικό αριθµό. Κατά τα γνωστά, ένας µιγαδικός αριθµός παριστάνεται µε τη µορφή: 
 

z x jy= +                                                                 (4.17) 

 
στο καρτεσιανό (ή ορθογώνιο) σύστηµα συντεταγµένων. Σε πολλές περιπτώσεις, όπως στον πολλα-
πλασιασµό και τη διαίρεση, είναι χρήσιµη η παράσταση του µιγαδικού αριθµού σε πολική µορφή: 

z r θ↔ ∠                                                                 (4.18) 
 
όπου ο αριθµός παριστάνεται από µία ακτίνα r µε κέντρο την αρχή των καρτεσιανών αξόνων, στραµ-
µένη κατά γωνία θ, αντίστροφα απ’ τους δείκτες του ρολογιού. Οι καρτεσιανές συντεταγµένες συσχε-
τίζονται µε τις πολικές συντεταγµένες µε τις εκφράσεις: 
 

cosx r θ=      και    siny r θ=                                                (4.19) 

 
αντίστροφα, για να πάµε απ’ τις καρτεσιανές στις πολικές, έχουµε: 
 

2 2r x y= +      και   arctan
y

x
θ  =  

 
                                          (4.20) 

 
Επειδή η µορφή (4.18) δεν µπορεί να χρησιµέψει σε υπολογισµούς, αντί αυτής χρησιµοποιείται ευρύ-
τατα η µορφή του σύνθετου εκθετικού, η βάση του οποίου είναι ο αριθµός e=2,7.  
Με βάση αυτά, η διανυσµατική γραφή της σειράς Fourier είναι: 

 

( )( ) exp
n n

f t F j tω
+∞

−∞

= ∑
�

                                                      (4.21) 

 
όπου ο όρος για 0 0ω = παριστάνει το σταθερό όρο.  

Πολλαπλασιάζοντας την εξίσωση (4.21) µε exp( )
m

j tω−  και ολοκληρώνοντας για µία περίοδο, παίρ-

νουµε: 
 

[ ]
/ 2 / 2 / 2

/ 2 / 2 / 2
( ) exp( ) exp ( )

T T T

m n m n n m n n
T T T

f t j t dt F j t dt F dt TFω ω ω
+∞

≠− − −
−∞

− = − + =∑∫ ∫ ∫
� � �

            (4.22) 
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όπου ο όρος n=m αποσπάστηκε από την άθροιση και αποτέλεσε το τελευταίο ολοκλήρωµα της (4.22). 
Επειδή το 

n m
ω ω−  είναι ακέραιο πολλαπλάσιο της θεµελιώδους γωνιακής συχνότητας, η άθροιση θα 

είναι µηδέν. Τελικά: 
/ 2

/ 2

1
( ) exp( )

T

n n
T

F f t j t dt
T

ω
−

= −∫
�

                                                (4.23) 

 
Οι συναρτήσεις ( )f t  που µας ενδιαφέρουν είναι συνήθως πραγµατικές. Η ( )f t  είναι πραγµατική 

µόνο αν στην ανάπτυξη Fourier 
 

0
1

( ) exp( ) exp( ) exp( )
n n n n n n

f t F j t F j t F j t Fω ω ω
∞ ∞

−
−∞

 = = + − + ∑ ∑
� � �

                   (4.24) 

 
τα ζευγάρια των όρων που παριστάνουν ταλαντώσεις της ίδιας συχνότητας προστεθούν σε µία πραγ-
µατική ποσότητα. ∆ηλ. θα πρέπει: 
 

exp( ) exp( )
n n n n

F j t F j tω ω−+ − =
� �

real                                           (4.25) 

 
Άρα οι όροι του προηγούµενου αθροίσµατος θα πρέπει να είναι συζυγείς µιγαδικοί, ώστε να εξαλείφο-
νται τα φανταστικά τους µέρη: 

*
n n

F F= −
� �

                                                                (4.26) 

 
ο συζυγείς ενός µιγαδικού σε µορφή exp( )

n
j tω−  είναι ο exp( )

n
j tω . Έτσι η σχέση (4.25) 

µετασχηµατίζεται στην: 
 

( )** *exp( ) exp( ) exp( ) exp( ) 2 Re exp( )
n n n n n n n n n n

F j t F j t F j t F j t F j tω ω ω ω ω + = + = 
� � � � �

     (4.27) 

 

Η συσχέτιση *
n n

F F− =
� �

 µπορεί να προέλθει απ’ ευθείας απ’ την (4.23) µε αντικατάσταση του 
n

ω από το 

n
ω− , µε την προϋπόθεση ότι η ( )f t  είναι πραγµατική. Όπως παρατηρεί κανείς, για τη γωνιακή συχνό-

τητα ισχύει 
n

ω−∞ < < +∞ . Οι αρνητικές συχνότητες σηµαίνουν απλά ότι το περιστρεφόµενο διάνυ-

σµα στρέφεται κατά γωνία αρνητική (σύµφωνα µε τους δείκτες του ρολογιού).  
Καθώς τα µετρητικά όργανα δεν µπορούν να διαχωρίσουν τις αρνητικές από τις θετικές συχνότη-

τες, τα αποτελέσµατα θα πρέπει να ανάγονται στο διάστηµα 0 ω≤ ≤ +∞ . Για πραγµατικές συναρτή-
σεις η (4.24) γίνεται: 

{ }

( ) ( ) [ ]

{ } { }

( )

*

0
1

0
1

0
1

0

1 1

0

1 1

0

1

( ) exp( ) exp( )

2 Re exp( )

2 Re Re Im cos sin

2
2 Re cos 2 Im sin

2

cos sin
2

cos
2

n n n n

n n

n n n n

n n n n

n n n n

n n n

f t F j t F j t F

F j t F

F j F t j t F

F
F t F t

a
a t b t

a
C t

ω ω

ω

ω ω

ω ω

ω ω

ω φ

∞

∞

∞

∞ ∞

∞ ∞

∞

 = + + 

 = + 

  = + + +   

= − +

= + +

= − +

∑

∑

∑

∑ ∑

∑ ∑

∑

� �

�

� �

� �
                (4.28)                                  

 
Από την έκφραση (4.28) προκύπτουν: 

0 02a F=                                                                   (4.29) 

 

{ }2 Re
n n

a F=
�

                                                             (4.30) 
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{ }2 Im
n n

b F= −
�

                                                            (4.31) 

 

2n nC F=
�

                                                                (4.32) 

 

1tan n

n

n

b

a
φ −=                                                               (4.33) 

 
 
 

4.4 Υλοποίηση ανάλυσης Fourier µε χρήση φίλτρων 
 

Στις προηγούµενες ενότητες η ανάλυση Fourier εκτελέστηκε µε µαθηµατικά εργαλεία. Στην 
πράξη, µία τέτοια ανάλυση συχνά εκτελείται µε τη βοήθεια ηλεκτρικών ή µηχανικών φίλτρων, λεπτού 
εύρους ζωνοπερατότητας [F,J].  Η συνάρτηση ( )f t  είναι ισοδύναµη µε τις αρµονικές συνιστώσες του 

δεξιού µέλους της εξίσωσης (4.21). Το φίλτρο µεταβιβάζει µία αρµονική, αν η συχνότητά της βρίσκε-
ται εντός του εύρους διέλευσης συχνοτήτων του φίλτρου. Στην έξοδο του, αυτή η αρµονική συνιστώσα 
εµφανίζεται ακριβώς µε τη µορφή του αντίστοιχου όρου στην (4.21). Αποδεικνύεται ότι ένα φίλτρο 
ολοκληρώνεται σε ένα διάστηµα T , το οποίο είναι περίπου ίσο µε τον αντίστροφο του εύρους ζώνης 
του ∆f. Αν η θεµελιώδης περίοδος του φαινοµένου είναι µεγαλύτερη από 1/T f= ∆ , τότε η έξοδος του 

φίλτρου θα έχει το ίδιο φάσµα µε το σήµα που θα λαµβανόταν αν η συνάρτηση εισόδου ( )f t  

επαναλαµβανόταν περιοδικά, µία φορά στη µονάδα του χρόνου, στο διάστηµα από t-T σε t [AAA].    
  
 

4.5 Μετάβαση από τη σειρά στο ολοκλήρωµα Fourier 
 

Αν η περίοδος γίνει πολύ µεγάλη, οι αθροίσεις στη σειρά Fourier µπορούν να αντικατασταθούν µε 
ολοκληρώσεις. Πολλαπλασιάζουµε και διαιρούµε την (4.21) µε 1ω , κατά τον παρακάτω τρόπο: 

 

1

1

1
( ) exp( )n n

n

f t F j tω ω
ω

∞

=−∞

= ∑
�

                                                  (4.34)  

 
Κάθε όρος της άθροισης αντιπροσωπεύει µία στοιχειώδη περιοχή και το ολικό άθροισµα είναι ίσο µε 
τη συνολική περιοχή κάτω από την καµπύλη βηµατισµού. Το πλάτος κάθε στοιχειώδους περιοχής 

1dω ω=  γίνεται πολύ µικρό, καθώς η Τ µεγαλώνει. Έτσι, µπορούµε να αντικαταστήσουµε την τµηµα-

τική γραφική παράσταση µε µία συνεχή καµπύλη. Η περιοχή κάτω από την καµπύλη δίνεται τότε από 
το ολοκλήρωµα: 
 

1exp( ) exp( )n n n n nF j t F j t dω ω ω ω
∞∞

−∞ −∞

→∑ ∫
� �

                                        (4.35) 

 
Τελικά το ολοκλήρωµα Fourier γράφεται: 
 

1

1
( ) exp( ) exp( )

2
n n n n n n

T
f t F j t d F j t dω ω ω ω

ω π

∞ ∞

−∞ −∞

= =∫ ∫
� �

                             (4.36) 

 

Επειδή η ( )f t  είναι πεπερασµένη και η Τ πολύ µεγάλη, ο σύνθετος αριθµός 
n

F
�

 θα πρέπει να είναι 

ίσος το πολύ µε 1/T , αλλιώς το ολοκλήρωµα θα αποκλίνει. Είναι λοιπόν βολικό να αντικαταστήσουµε 

τον 
n

F
�

 µε: 

( )
n T n

TF F ω=
� �

                                                              (4.37) 

 

όπου το ( )
T n

F ω
�

 είναι πεπερασµένο. Η εξίσωση (4.36) γίνεται τότε: 
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( ) ( ) exp( )
2

n

T n n

d
f t F j t

ω
ω ω

π

∞

−∞

= ∫
�

                                               (4.38) 

 
Αν θεωρήσουµε όλη την ποσότητα / 2

n
ω π  ως τη µεταβλητή ολοκλήρωσης, τότε εξαφανίζονται οι 

παράγοντες 2π ή 2π  µπροστά από το ολοκλήρωµα. Με χρήση της εξ. (4.23) λαµβάνουµε την αντί-
στροφή σχέση: 

/ 2

/ 2

( ) ( ) exp( )
T

n T n n

T

TF F f t j t dtω ω
−

= = −∫
� �

                                         (4.39) 

 
Η εξίσωση (4.38) εφαρµόζεται οποτεδήποτε η περίοδος της ( )f t  είναι µεγάλη και όταν ο αριθµός 

n
F
�

 είναι µία βηµατική συνάρτηση του n, ώστε οι διακριτές τιµές τις (4.35) να µπορούν να 

αντικατασταθούν από µία συνεχή συνάρτηση. Μπορεί να δειχθεί ότι η 
n

F
�

 είναι µία συνεχής συνάρ-

τηση του n όταν η ( )f t  είναι συνεχής ή έχει µόνο έναν περιορισµένο αριθµό από ασυνέχειες. Το 

ολοκλήρωµα Fourier προκύπτει τώρα αντικαθιστώντας το 
n

ω  µε ω  και περνώντας στο όριο T = +∞  

όπως παρακάτω:   
/ 2

/ 2

( ) lim ( ) lim ( ) exp( ) ( )exp( )
T

T
T T

T

F F f t j t dt f t j t dtω ω ω ω
+∞

→+∞ →+∞
− −∞

= = − = −∫ ∫
� �

               (4.40) 

 
και 

( ) ( ) exp( )
2

d
f t F j t

ω
ω ω

π

+∞

−∞

= ∫
�

                                                   (4.41) 

 

Τα ολοκληρώµατα ορίζονται για t → +∞ , αν η ( )f t  µειώνεται µε τον χρόνο, µε ρυθµό µεγαλύτερο 

του 1/ t  και για ω → +∞ , αν το µέτρο ( )F ω
�

 µειώνεται µε το ω , µε ρυθµό µεγαλύτερο του 1/ω . 

Κατά συνέπεια το ολοκλήρωµα Fourier ορίζεται µόνον όταν η συναρτήσεις ( )f t  και ( )F ω  αποσβένο-

νται επαρκώς γρήγορα, όταν τα t  και ω  απειρίζονται. Επειδή τώρα πολλές συνηθισµένες συναρτήσεις 
δεν αποσβένονται καθώς t → ±∞ , έχουµε να κάνουµε µε ένα µεγάλο µειονέκτηµα του αρχικού 
µετασχηµατισµού Fourier (ενότητα 4.7) και είναι απαραίτητο να γίνουν τροποποιήσεις της ανάλυσης 
Fourier πρωτού επεξεργαστούν τέτοιες συναρτήσεις.  
Κατόπιν συλλογισµών αντίστοιχων µε την ενότητα 4.3 καταλήγουµε για τις σταθερές του ολοκληρώ-
µατος Fourier [AAA]: 
 

{ }( ) 2 Re ( )a Fω ω=
�

                                                         (4.42) 

 

{ }( ) 2 Im ( )b Fω ω= −
�

                                                        (4.43) 

 

[ ]{ } [ ]{ }2 2
( ) 2 Re ( ) Im ( ) 2 ( )C F F Fω ω ω ω= + =                                (4.44) 

 

{ }
{ }

Im ( )
( ) arctan

Re ( )

F

F

ω
φ ω

ω
=                                                      (4.45) 

 
Όπως είναι προφανές οι σχέσεις (4.42)-(4.45) είναι αντίστοιχες µε τις (4.29)-(4.33), που ισχύουν για τη 
σειρά Fourier.  

 
 
4.6 Μετασχηµατισµός Fourier (Fourier Transform) 
 

Η έννοια των ολοκληρωτικών µετασχηµατισµών µας είναι γνωστή. Μετατρέπουνε πολύπλοκες 
διαφορικές εξισώσεις σε αλγεβρικές και διευκολύνουνε την επίλυσή τους. Κατά τη φοίτησή µας, οι 
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µηχανολόγοι του ΕΜΠ έχουµε ασχοληθεί κυρίως µε το µετασχηµατισµό Laplace [F,J,M]. Πολλοί 
ακόµα µετασχηµατισµοί, όπως ο µετασχηµατισµός z ή ο µετασχηµατισµός Fourier εφαρµόζονται σε 
διαφορετικές περιπτώσεις ο καθένας. Στην ψηφιακή επιστήµη ο µετασχηµατισµός z χρησιµοποιείται 
ευρέως, ενώ στην ακουστική (και όχι µόνο) ο µετασχηµατισµός Fourier βοηθά τους µηχανικούς στην 
ανάλυση του συχνοτικού περιεχοµένου των µη περιοδικών συναρτήσεων [II]. 

Στη γενική µορφή τους οι ολοκληρωτικοί µετασχηµατισµοί (integral transforms) περιγράφονται 
από τη σχέση [AAA]: 

( ) ( ) ( , )
b

a

F s f x K s x dx= ∫                                                        (4.46) 

 
Η συνάρτηση ( )F s  καλείται ολοκληρωτικός µετασχηµατισµός της ( )f x  υπό τη δράση του (σύνθε-

του) αριθµού Kernel ( , )K s x . Το πρόβληµα έγκειται στην εύρεση της αντίστοιχης συνάρτησης της 

( )f x , ως προς την ( )F s . 

Θεωρητικά ο αριθµός Kernel µπορεί να λάβει οποιαδήποτε µορφή και συνεπώς οι ολοκληρωτικοί 
µετασχηµατισµοί είναι άπειροι. Ωστόσο, λίγοι από αυτούς είναι πραγµατικά χρήσιµοι. Τέτοιος είναι ο 
σύνθετος µετασχηµατισµός Fourier. Ο αριθµός Kernel του µετασχηµατισµού Fourier είναι: 
 

( , ) exp( ) jsxK s x jsx e−= − =                                                     (4.47) 

 
Με χρήση των εξισώσεων (4.15) και (4.16) βρίσκουµε ότι το πραγµατικό µέρος του αριθµού Kernel 
είναι: 

( , ) cos( )
re

K s x sx=                                                            (4.48) 

 
Η σχέση (4.48) οδηγεί στον συνηµιτονικό µετασχηµατισµό Fourier. Το φανταστικό µέρος του Kernel 
είναι: 

( , ) sin( )
im

K s x sx=                                                            (4.49) 

 
και οδηγεί αντίστοιχα στον ηµιτονικό µετασχηµατισµό Fourier. Ο σύνθετος µετασχηµατισµός Fourier 
είναι τελικά: 
 

( ) ( ) jsx
F s f x e dx

−∞
−

+∞

= ∫                                                         (4.50) 

 
Ο αντίστροφος σύνθετος µετασχηµατισµός Fourier είναι: 
 

( ) ( )
2

jsx ds
f x F s e

π

−∞

+∞

= ∫                                                        (4.51) 

 
Έτσι ο συνηµιτονικός µετασχηµατισµός Fourier και ο αντίστροφός του δίνονται αντίστοιχα από τις 
σχέσεις: 

( ) ( ) cos( , )reF s f x s x dx

−∞

+∞

= ∫                                                    (4.52) 

 

( ) ( ) cos( , )
2

re

ds
f x F s s x

π

−∞

+∞

= ∫                                                   (4.53) 

 
Παροµοίως, για τον ηµιτονικό µετασχηµατισµό Fourier: 
 

( ) ( ) sin( , )imF s f x s x dx

−∞

+∞

= ∫                                                    (4.54) 

 

( ) ( ) sin( , )
2

im

ds
f x F s s x

π

−∞

+∞

= ∫                                                   (4.55) 
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Ενηµερωτικά, για τον γνωστό µας µετασχηµατισµό Laplace, ο αριθµός Kernel είναι: 
 

( , ) exp( ) sxK s x sx e−= − =                                                      (4.56) 

 
 

4.7 ∆ιακριτός µετασχηµατισµός Fourier (Discrete Fourier Transform -
DFT) 

 
Όταν θέλουµε να βρούµε το συχνοτικό περιεχόµενο µίας σειράς από διακριτά δεδοµένα, όπως εί-

ναι για παράδειγµα η δειγµατοληψία (sampling) ενός ηχητικού σήµατος, χωρίς να υπάρχει συνάρτηση 
που να περιγράφει τη χρονική συµπεριφορά του σήµατος, τότε µπορούµε να εφαρµόσουµε διακριτό 
µετασχηµατισµό Fourier (DFT), δηλαδή έναν αλγόριθµο που υπολογίζει αριθµητικά το συχνοτικό πε-
ριεχόµενο.  
 
 

Υπολογισµός των συντελεστών Fourier 
 

Έστω µία περιοδική συνάρτηση f µε περίοδο Τ. Γνωρίζουµε τις τιµές τις σε Ν σηµεία µοιρασµένα 
οµοιόµορφα σε µία από τις περιόδους της. ∆ηλαδή: 
 

k

T
f k y

N

  = 
 

,       0,1, 2,3,..., 1k N= −                                            (4.57) 

 
Έτσι, το σήµα ( )f t  λέµε ότι λήφθηκε ανά ίσα χρονικά διαστήµατα διάρκειας /T N  το καθένα. 

Χρησιµοποιώντας αυτές τις πληροφορίες προσπαθούµε τώρα να προσεγγίσουµε τους συντελεστές 
Fourier της συνάρτησης f. Θεωρούµε ότι η σειρά Fourier της f συγκλίνει σηµειακά στην f και ότι στα 
σηµεία ασυνέχειας ισχύει: 

[ ]1
( ) ( ) ( )

2
f t f t f t= + − −                                                      (4.58) 

 
Αφού είναι δοσµένα N σηµεία, θα υπολογίσουµε Ν συντελεστές Fourier 

n
c . Καθώς το n τείνει στο 

άπειρο, οι συντελεστές αυτοί τείνουν στο µηδέν. ∆ιαλέγουµε λοιπόν να υπολογίσουµε τα 
n

c  για 

,..., 1
2 2

N N
n = − −  (ή για ένα κεντρικό διάστηµα, αν το N είναι περιττός). Οι συλλογισµοί αυτοί οδη-

γούν στον υπολογισµό του ολοκληρώµατος [DD]: 
 

0

1
( ) exp 2

T

n

t
c f t j n dt

T T
π = − 

 ∫                                               (4.59) 

 
∆ύο είναι τώρα οι δυνατές µέθοδοι για τον υπολογισµό αυτού του, όχι απλού, ολοκληρώµατος [DD].    
 

 
Μέθοδος πρώτη 
 

Χρησιµοποιούµε τη µέθοδο του τραπεζίου, που οδηγεί στην προσεγγιστική τιµή:  
 

1

0

1
exp 2

N

n k

k

k
c y j n

N N
π

−

=

 ′ = − 
 

∑                                                  (4.60) 

 
ή αλλιώς 
 

1

0

1 N
nk

n k N

k

c y
N

ω
−

−

=

′ = ∑ ,      µε  
1

exp 2
N

j
N

ω π =  
 

                                    (4.61) 
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Μέθοδος δεύτερη 
 

Υπολογίζουµε τους συντελεστές Fourier N

n
c  του τριγωνοµετρικού πολυωνύµου: 

 

1
2

2

1
( ) exp 2

N

N

n
N

n

t
p t c j n

N T
π

−

=−

 =  
 

∑                                               (4.62)     

 

το οποίο παρεµβάλει τη συνάρτηση f στα σηµεία 
T

k
N

, όπου 0,1, 2,3,..., 1k N= − . Με τον συµβολισµό 

N

n
c , ο N είναι σταθερός. ∆εν είναι δηλαδή ένας µεταβλητός δείκτης, όπως ο n. Οι N

n
c , όπως και οι 

n
c′ , 

προορίζονται να είναι προσεγγίσεις των πραγµατικών 
n

c .  

Το επόµενο βήµα είναι η λύση του προκύπτοντος γραµµικού συστήµατος τάξης Ν: 
 

1
2

2

N

N nk

n N k
N

n

c yω
−

=−

=∑   µε  0,1, 2,3,..., 1k N= −                                       (4.63) 

 
Για βολικότητα µεταφέρουµε όλους του δείκτες n εντός του διαστήµατος [0, Ν-1], µετατρέποντας τους 
αρνητικούς δείκτες στα δεξιά σε Ν. Αυτό είναι δυνατό επειδή οι περιεχόµενες συναρτήσεις είναι πε-
ριοδικές.   

1 1 1
( )

2 2 2

N N
N nk N k p N N nk

n N p N N n N N
N N N

n p n

c c cω ω ω
− − −

−
− −

=− = =

= =∑ ∑ ∑                                      (4.64) 

 
Ορίζουµε τώρα: 

,        0 1
2

,    1
2

N

n

n

N

n N

N
c n

Y
N

c n N−

 ≤ ≤ −
= 

 ≤ ≤ −


                                                    (4.65) 

 
Το σύστηµα εποµένως µπορεί να γραφεί: 
 

1

0

N
nk

n N k

n

Y yω
−

=

=∑ ,    µε 0,1, 2,3,..., 1k N= −                                         (4.66) 

 
Το σύστηµα έχει το πλεονέκτηµα ότι µπορεί να λυθεί ρητά. Θεωρούµε ότι ο p είναι ακέραιος µεταξύ 0 
και Ν-1. Υπολογίσουµε το άθροισµα: 
 

1 1 1 1 1
( ) ( )

0 0 0 0 0

N N N N N
kp k n p k n p

k N n N n N

k k n n k

y Y Yω ω ω
− − − − −

− − −

= = = = =

= =∑ ∑∑ ∑ ∑                                  (4.67) 

 
Το τελευταίο από τα τρία αθροίσµατα είναι µία γεωµετρική σειρά: 
 

1
( )

0

0,     

,    

N
k n p

N

k

p n

N p n
ω

−
−

=

≠
= 

=
∑                                                      (4.68) 

 
Από αυτό έχουµε: 
 

1

0

N
kp

k N p

k

y NYω
−

−

=

=∑                                                           (4.69) 

 
Έτσι οδηγούµαστε στη λύση των αγνώστων 

n
Y : 
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1

0

1 N
nk

n k N

k

Y y
N

ω
−

−

=

= ∑ ,      0,1,2,3,..., 1n N= −                                      (4.70) 

 
Παρατηρούµε ότι η παραπάνω σχέση είναι όµοια µε την (4.61).  Μετά από αλλαγή των δεικτών παρα-
τηρούµε ότι: 

N

n n
c c′= ,   µε 

2 2

N N
n− ≤ ≤                                                 (4.71)  

 

Σύνοψη 
 

Ολοκληρώνοντας την εξίσωση (4.59) χρησιµοποιώντας τη µέθοδο του τραπεζίου, καταλήξαµε σε 

N προσεγγίσεις των συντελεστών Fourier N

n
c , οι οποίες είναι ίσες µε τους συντελεστές Fourier του 

τριγωνοµετρικού πολυωνύµου (4.62), το οποίο παρεµβάλει τη συνάρτηση f στα σηµεία 
k

T
t k

N
= . Συν-

δυάζοντας τα παραπάνω, έχουµε στη διάθεσή µας τις δύο ισοδύναµες σχέσεις: 
 

1

0

N
nk

k n N

n

y Y ω
−

=

= ∑ ,          0,1, 2,3,..., 1k N= −                                       (4.72)  

 
1

0

1 N
nk

n k N

k

Y y
N

ω
−

−

=

= ∑ ,     0,1,2,3,..., 1n N= −                                       (4.73) 

 
Οι προσεγγίσεις των συντελεστών Fourier δίνονται συνοπτικά: 
 

,         0
2

,   - 0
2

N
N

n n

n N

N
Y n

c c
N

Y n+

 ≤ ≤
≈ = 

 ≤ ≤


                                                 (4.74) 

 
 

Ο υπολογισµός του 
n

Y  µας δίνει τις σταθερές Fourier N

n
c  στην παρακάτω σειρά (για Ν=8, επί 

παραδείγµατι): 
 

0Y  1Y  2Y  3Y  4Y  5Y  6Y  7Y  
8
0c  8

1c  8
2c  8

3c  8
4c−  8

3c−  8
2c−  8

0c  

                                          
       Είναι βολικό, όταν θέλουµε να πολλαπλασιάσουµε τις σχέσεις, να επεκτείνουµε το διάνυσµα 

Ny ∈ℂ  σε µία περιοδική σειρά, µε περίοδο Ν,                                        

 
 

Ορισµός 
 

Η εξίσωση (4.73) ορίζει έναν µετασχηµατισµό 
N

ℑ  από το N
ℂ  στον εαυτό του: 

 

( ) ( )N

k n
y Y

ℑ→  

 
Ο µετασχηµατισµός αυτός καλείται διακριτός µετασχηµατισµός Fourier (discrete Fourier transform) 
τάξης Ν και είναι γραµµικός και αντιστρέψιµος: 
 

1
N N

y Y Y y−= ℑ ⇔ = ℑ                                                        (4.75) 

 
Μπορούµε να αναπαραστήσουµε το µετασχηµατισµό 

N
ℑ  µε τον πίνακα 

N
Ω : 
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2

2 1

2 4 2( 1)

1 2( 1) ( 1)

1 1 1 1

1

1( )

1

N

N N N

Nnk
N N NN N

N N N

N N N

ω ω ω
ω ω ωω

ω ω ω

−

−

− − −

 
 
 
 Ω = =
 
 
 
 

…

…

…

⋮

…

 

 

1 1
N N

N

−Ω = Ω  

  
 
Ιδιότητες του DFT 
 

Θεωρούµε ότι όλες οι σειρές δεδοµένων αποτελούνται από σύνθετους αριθµούς και ότι είναι πε-
ριοδικές µε περίοδο Ν. Μία σειρά 

N
y  είναι άρτια όταν 

n n
y y− =  για όλα τα n ∈ℤ , ενώ είναι περιττή 

όταν 
n n

y y− = −  για όλα τα n ∈ℤ . Όλες οι παρακάτω ιδιότητες ισχύουν και για τον αντίστροφο 

µετασχηµατισµό ( ) ( )
1

N

n k
Y y

−ℑ→  [DD]. 

 

Αν ( ) ( )N

k n
y Y

ℑ→ , τότε: 

a) ( ) ( )N

k n
y Y

ℑ
− −→  

b) ( ) ( )N

k ny Y
ℑ

−→  

c) ( ) ( )N

k ny Y
ℑ

− →  

 
Επίσης ισχύουν οι επόµενοι συσχετισµοί: 

a) Αν 
k

y  άρτια (περιττή), τότε και η 
n

Y  άρτια (περιττή), και αντιστρόφως. 

b) Αν 
k

y  πραγµατική, τότε 
n n

Y Y− =  για όλα τα n ∈ℤ . 

c) Αν 
k

y  πραγµατική και άρτια, τότε 
n

Y  πραγµατική και άρτια, και αντιστρόφως. 

d) Αν 
k

y  πραγµατική και περιττή, τότε 
n

Y  φανταστική και περιττή, και αντιστρόφως. 

 
 

Θεώρηµα 
 

Έστω 
k

x , 
k

y  δύο σειρές σύνθετων αριθµών µε περίοδο Ν και 
k

X , 
k

Y  οι διακριτοί µετασχηµατι-

σµοί Fourier αυτών. 

∗ Η σειρά που ορίζεται από την κυκλική συνέλιξη [Μ,LL] 
1

0

N

k q k q

q

z x y
−

−
=

= ∑ , µε k ∈ℤ  έχει 

µετασχηµατισµό: 

( ) ( )N

k n n n
z Z NX Y

ℑ→ =  

 
∗ Ο µετασχηµατισµός του εσωτερικού γινοµένου των σειρών 

k
x  και 

k
y  είναι: 

( ) ( )N

k k k N
p x y P

ℑ= → , όπου 
1

0

N

n q n q

q

P X Y
−

−
=

= ∑  

 

Πρόταση 
 

Αν ( ) ( )N

k n
y Y

ℑ→ , τότε 
1 1

2 2

0 0

N N

k n

k n

y N Y
− −

= =

=∑ ∑ .  
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Aliasing 
 

Για τη µεγαλύτερη συχνότητα maxf  που προκύπτει απ’ τον DFT (το f της συχνότητας να µην 

συγχυστεί µε τη συνάρτηση ( )f t ), αποδεικνύεται [ΙΙ] ότι περιέχονται δύο δείγµατα (samples) στη 

διάρκεια της περιόδου αυτής της συνιστώσας: 

min min
max

min

1

2 2 2
total

total

T N TN
f t t

T t
= = → = → ∆ =                                   (4.76) 

 
όπου 

total
t  είναι η συνολική διάρκεια της δειγµατοληψίας των Ν δειγµάτων και t∆  η χρονική από-

σταση µεταξύ δύο διαδοχικών δειγµάτων. Η µέγιστη εµφανιζόµενη συχνότητα στον DFT ενός σήµα-
τος καλείται συχνότητα Nyquist και η αντίστοιχη συχνότητα δειγµατοληψίας καλείται συχνότητα 
δειγµατοληψίας Nyquist. 
 

, max2 2
sam Nyquist Nyquist

f f f= =                                                    (4.77) 

 
Με αυτά µπορούµε να διατυπώσουµε το θεώρηµα του Shannon για τη δειγµατοληψία [LL]: 
 
Ένα συνεχές ως προς το χρόνο σήµα ( )s t , µε συχνότητες όχι µεγαλύτερες µίας maxf , µπορεί να 

ανακατασκευασθεί επακριβώς από τα δείγµατά του [ ] ( )
sam

s N s NT= , αν αυτά έχουν ληφθεί µε συχνότητα 

1
sam

sam

f
T

= , µεγαλύτερη από max2 f .  

Μία αρµονική που έχει ακριβώς τη 
συχνότητα Nyquist δεν θα µπορεί να 
παρασταθεί σωστά από τον DFT. Μά-
λιστα, αν υπάρχουν στο σήµα συχνότη-
τες µεγαλύτερες της Nyquist, εξ’ αιτίας 
της περιοδικότητας του DFT θα εµφα-
νίζονται ως συνιστώσες σε χαµηλότερη 
συχνότητα. Το φαινόµενο αυτό καλείται 
aliasing [II]. Το σχήµα 4.3 δείχνει τη 
σχέση µεταξύ των συχνοτήτων του σή-
µατος και του DFT.  
Έστω µία σειρά δεδοµένων που λαµβά-
νεται ανά περίοδο 0,005 sec, δηλαδή µε 
συχνότητα 200 samples/s. H συχνότητα Nyquist είναι τότε max 100f = Hz. Αν υπάρχει στο σήµα µία 

συχνότητα 125 Hz, αυτή θα εµφανίζεται, σύµφωνα µε το παραπάνω σχήµα, ως συχνότητα 75 Hz. Μία 
συχνότητα 225 Hz θα εµφανίζεται ως συχνότητα 25 HZ και ούτω καθεξής. Το φαινόµενο aliasing 
πρέπει να αποφεύγεται, γιατί είναι δύσκολο έως ακατόρθωτο να αντιστοιχιστούν οι συχνότητες που 
εµφανίζει ο DFT µε τις πραγµατικές.  
 
 

4.8  Γρήγορος Μετασχηµατισµός Fourier (Fast Fourier Transform - FFT) 
 

Για να υπολογίσουµε το διάνυσµα 0 1 1( , ,..., )
N

Y Y Y − , χρησιµοποιώντας τις ισοδύναµες σχέσεις (4.72) 

και (4.73), απαιτούνται 2( 1)N −  σύνθετοι πολλαπλασιασµοί και ( 1)N N −  σύνθετες προσθέσεις, µε 

την προϋπόθεση ότι οι τιµές των j

N
ω , δηλαδή τα ηµίτονα και συνηµίτονα των δοσµένων γωνιών, έχουν 

ήδη υπολογισθεί και αποθηκευθεί.  
Μία τυπική τιµή για το Ν είναι της τάξεως του 1000, που συνεπάγεται περίπου ένα εκατοµµύριο 

σύνθετους πολλαπλασιασµούς και προσθέσεις. Η υπολογιστική αυτή διαδικασία αποδείχθηκε µε τον 
καιρό εξαιρετικά κοστοβόρα και η λύση ήρθε από δύο αµερικανούς επιστήµονες, τον J. W. Cooley και 
τον J. W. Tukey οι οποίοι εισήγαγαν έναν πολύ αποδοτικότερο αλγόριθµο προσέγγισης συναρτήσεων, 
µε το όνοµα Fast Fourier Transform (FFT), τροποποιώντας τον διακριτό µετασχηµατισµό Fourier. Ο 
FFT λαβαίνει υπ’ όψη του την ειδική µορφή του πίνακα µετασχηµατισµού, που κατασκευάζεται από 
τις ρίζες της µονάδας. Στις αρχές του, ο FFT γνώρισε πολύ µεγάλη επιτυχία [DD].  
 

Σχήµα 4.3 

Συσχέτιση της συχνότητας ενός σήµατος και αυτής που αποδίδει 

ο µετασχηµατισµός DFT. maxf  η συχνότητα Nyquist.  
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Ο αλγόριθµος των Cooley – Tukey 
 

Έστω ότι ο N είναι άρτιος, N=2m. Αναδιατάσσουµε τους όρους των (4.72) και (4.73) σε δύο σύ-
νολα. Ένα µε άρτιους δείκτες και ένα µε περιττούς. Έτσι: 

 

( )1

2
k

k k N kY P Iω −= +                                                          (4.78) 

 
Όπου: 

( )2 ( 2)
0 2 2

1
...k N k

k N N N
P y y y

m
ω ω− − −

−= + + +  

 

( )2 ( 2)
1 3 1

1
...k N k

k N N N
I y y y

m
ω ω− − −

−= + + +  

 
Κατόπιν αυτών ισχύουν οι συσχετισµοί: 
 

k m k
P P+ = ,    

k m k
I I+ = ,    ( )k m k

N N
ω ω− + −= −                για 0,1, 2,3,..., 1k m= −  

 
Τα βήµατα του αλγορίθµου FFT συνοψίζονται στα εξής: 
 

1) Υπολογισµός 
k

P  και k

N k
Iω − . 

2) Υπολογισµός της παράστασης ( )1

2
k

k k N kY P Iω −= +  

3) Αφαίρεση: ( )1

2
k

k m k N kY P Iω−
+ = −  

 
Οι υπολογισµοί εκτελούνται επιτυχώς µόνο για 0,1, 2,3,..., 1k m= − . Το σχήµα 4.4 παρουσιάζει 

εποπτικά την εξέλιξη των υπολογισµών.  

Το υπολογιστικό κόστος του βήµατος 1 είναι 22( 1) 1m m− + −  ή περίπου 
2 / 2N πολλαπλασιασµοί. Τα βήµατα 2 και 3 κοστίζουν ελάχιστα σε σύνθετους πολλαπλασιασµούς. 

Έτσι εκτελούµε την ίδια δουλεία µε τους µισούς περίπου υπολογισµούς.  
 
Θα βρει κανείς πολλά προγράµµατα γραµµένα στις κοινές γλώσσες όπως Pascal, C, Fortran [G,47] 

που εκτελούν FFT. Πλέον µε τα ολοκληρωµένα υπολογιστικά πακέτα, ο αλγόριθµος εκτελείται µε µία 
απλή εντολή. Για τις ανάγκες τις εργασίας θα χρησιµοποιήσουµε αργότερα στο πακέτο MatLab την 
εντολή fft, µε την οποία µεταβαίνει άµεσα κανείς απ’ το πεδίο του χρόνου στο πεδίο της συχνότητας. 
Το πρόγραµµα CoolEdit εκτελεί και αυτό FFT σε ηχητικές έγραφες, όπως θα δούµε στο πειραµατικό 
µέρος της διπλωµατικής. 

 

 
Σχήµα 4.4 

∆ιάγραµµα εκτέλεσης υπολογισµών στον αλγόριθµο Cooley – Tukey (FFT). 
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5 
Χρήσιµα Μεγέθη της Ακουστικής 

 
 
 

Θα ασχοληθούµε µε τη γνωριµία λίγων στοιχειωδών όρων που χρησιµοποιούνται ευρέως στη διά-
λεκτο των ακουστικολόγων και θεωρούνται δεδοµένοι σε οποιοδήποτε κείµενο ακουστικής. Εξάλλου η 
χρήση τους στη διπλωµατική είναι συχνή. 
 
 

5.1 Οκτάβες 
 

Μια πολύ διαδεδοµένη έννοια στους ασχολούντες µε τον ήχο και τους µουσικούς είναι η οκτάβα. 
Το εύρος των ακουστών συχνοτήτων (16-20000 Hz) χωρίζεται σε δέκα τυποποιηµένα λογαριθµικά 
διαστήµατα, κάθε ένα από τα οποία χαρακτηρίζεται από κάτω και πάνω όριο, καθώς και µία κεντρική 
ή µέση συχνότητα

C
f  (ή 

m
f ). Η κεντρική συχνότητα 

C
f  είναι ο γεωµετρικός µέσος των δύο ορίων: 

 

C L U
f f f=                                                                   (5.1) 

 
όπου 

L
f  και 

U
f , το κάτω (Lower) και άνω (Upper) όριο, αντιστοίχως. Σε κάθε οκτάβα ισχύει εξ’ ορι-

σµού 2
U L

f f= . Από τη σχέση (5.1) λαµβάνουµε: 

 

2
C

L

f
f =       και     2

U C
f f=                                                    (5.2) 

 
Από τα παραπάνω προκύπτει ότι η κεντρική συχνότητα κάθε οκτάβας είναι διπλάσια της κεντρικής 
συχνότητας της προηγούµενης οκτάβας. Το εύρος συχνοτήτων µίας οκτάβας (bandwidth) BW δίνεται 
από τον τύπο: 

1
2

2 2
C

U L C

f
BW f f f

 
= − = − = 

 
                                             (5.3) 

 

Ο λόγος λοιπόν 
C

BW

f
 είναι πάντα σταθερός. Στον πίνακας 5.1 δίνονται οι τρεις χαρακτηριστικές 

συχνότητες κάθε οκτάβας.  

Πίνακας 5.1. Οι οκτάβες 

L
f  

C
f  

U
f  

22,4   Hz 31,5   Hz 45   Hz 
45 63 90 
90 125 180 

180 250 355 
355 500 710 
710 1000 1400 

1400 2000 2800 
2800 4000 5600 
5600 8000 11200 
11200 16000 22400 

 
Αρκεί να σκεφτεί κανείς ότι µία απ’ τις θεµελιώδεις έννοιες της µουσικής, η οκτάβα [C], ερµηνεύ-

εται κατά σαφή τρόπο από τα µαθηµατικά και τη φυσική. Όλη η µουσική, όπως θα δούµε και σ’ αυτή 
την εργασία, είναι επιστήµη. Η µουσική σύνθεση δεν είναι τόσο δηµιουργία όσο ανακάλυψη νέων 
συνδυασµών µεταξύ των µαθηµατικών παραµέτρων της µουσικής. 
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Μπορούµε να χωρίσουµε κάθε οκτάβα σε τρία µέρη. Τότε το κάτω και το πάνω όριο κάθε τέτοιου 
τµήµατος, όπως και η κεντρική συχνότητα συνδέονται µε τις σχέσεις: 

 

1/ 62
C

L

f
f = ,            1/ 62

U C
f f= ,              

C L U
f f f=                                  (5.4) 

 

Από τις (5.3) και (5.4) διαπιστώνουµε ότι ο λόγος 
C

BW

f
 είναι και εδώ σταθερός, ίσος µε: 

1/ 6 1/ 62 2
C

BW

f

−= −                                                                 (5.5) 

 
Ο πίνακας 5.2 δίνει τις τρεις χαρακτηριστικές συχνότητες κάθε τρίτου οκτάβας για το συχνοτικό εύρος 
του πίνακα 5.1. 

Πίνακας 5.2 

∆ιαίρεση οκτάβας σε τρίτα. 
 

 
Η διαίρεση οκτάβας σε τρίτα είναι πολύ συνηθισµένη σε αναλυτές συχνοτικού φάσµατος, που 

χρησιµοποιούνται για µετρήσεις θορύβων ή µουσικών ήχων. Πολλές φορές συναντούµε διαίρεση σε 



 Κεφάλαιο 5 – Χρήσιµα Μεγέθη της Ακουστικής 

Μέρος Ι - Ακουστική 

43 

άλλα κλάσµατα (δέκατα, εκατοστά, κλπ). Αν το κλάσµα είναι 1/ n οκτάβας, τότε η επόµενη µε την 
προηγούµενη κεντρική συχνότητα δύο διαδοχικών διαιρέσεων διέπονται από τη σχέση: 

 
1/

1 2 n

n n
f f+ =                                                                  (5.6)  

 
 

5.2 Ηχητική στάθµη 
 

Είδαµε ότι ο ήχος συνίσταται από µικρές θετικές αποκλίσεις της πίεσης από την κατάσταση ισορ-
ροπίας, που καλούνται συµπιέσεις (compressions) και από µικρές αρνητικές αποκλίσεις, που καλού-
νται αραιώσεις (rarefactions). Οι αποκλίσεις αυτές καλούνται και διαταραχές. Η µέση απόκλιση της 
πίεσης από την ισορροπία είναι πάντα µηδέν, καθώς η µέση συµπίεση ισούται µε τη µέση αραίωση. 
Μπορούµε να µετρήσουµε το βαθµό µίας διαταραχής υψώνοντας στο τετράγωνο όλες τις τιµές των 
διαταραχών της ηχητικής πίεσης σε µία περίοδο, εξαλείφοντας έτσι τα πρόσηµα των διαταραχών. Η 
µέση τετραγωνική πίεση είναι τότε [ΤΤ]: 
 

2

2 0

0

p dt

p

dt

τ

τ=
∫

∫
                                                                (5.7) 

 
Όπου τ είναι το χρονικό διάστηµα της µέτρησης και p η στιγµιαία πίεση. Αν πάρουµε τη ρίζα της µέ-
σης τετραγωνικής πίεσης θα έχουµε ένα πολύ γνωστό µέγεθος στην ακουστική, την rms πίεση (root – 
mean –square pressure): 

2

2 0

0

rms

p dt

p p

dt

τ

τ= =
∫

∫
                                                       (5.8) 

 
Για ένα στοιχειώδες συνηµιτονοειδές κύµα, στη διάρκεια µίας περιόδου 2 /T π ω= , η σχέση γίνεται 
[ΤΤ]: 

2 2

0

cos ( )

2

m

m

rms

p k x ct dt
p

p
T

τ

−

= =
∫

                                              (5.9) 

 
όπου 

m
p  το πλάτος του κύµατος. 

Το ανθρώπινο αυτί µπορεί να αντιληφθεί rms πιέσεις που εκτείνονται σε ένα εύρος από 20 µPa 
έως 40 Pa, δηλ. 40000000 µPa (αν και το όριο του πόνου φτάνει µέχρι 40 KPa). Όπως και να έχει, το 
εύρος των πιέσεων που µπορεί να αντιληφθεί ο άνθρωπος είναι τεράστιο και έχει επικρατήσει µία λο-
γαριθµική διαίρεση αυτού του εύρους, που κάνει πιο βολικά τα πράγµατα. Αν ορίσουµε ως πίεση ανα-

φοράς το κατώφλι ακουστότητας 6
0 20 10  Pa =20 µPap −= ⋅ τότε µπορούµε να εισάγουµε το επίπεδο 

ηχητικής πίεσης 
p

L , µέσω της σχέσης: 

 
2

10 10

0 0

10log 20logrms rms

p

p p
L

p p

   
= =   

   
                                          (5.10) 

 
Το επίπεδο ηχητικής πίεσης (sound pressure level), ή αλλιώς ηχητική στάθµη, εκφράζεται σε dB. 

Από την εξίσωση (5.7) συµπεραίνουµε ότι ένας διπλασιασµός της rms πίεσης ισοδυναµεί µε αύξηση 
κατά 6 dB του 

p
L . Στην εικόνα 5.1 παρουσιάζονται τα επίπεδα ηχητικής πίεσης και η απόλυτες rms 

πιέσεις που εκπέµπονται από συνηθισµένες πηγές, µε αυξανόµενη, από κάτω προς τα πάνω, κλιµά-
κωση. Στο σχήµα 5.2α φαίνονται που κυµαίνονται τα επίπεδα ηχητικής πίεσης για όλο το ακουστό 
πεδίο συχνοτήτων, για τη µουσική και για την οµιλία. Παρατηρούµε ότι δεν ακούµε σε όλες τις στάθ-
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µες όλες τις συχνότητες εξίσου καλά. Για να έχουµε µία πλήρη αντίληψη όλου του συχνοτικού φάσµα-
τος της µουσικής, όπως φαίνεται απ’ το σχήµα 5.2α, θα πρέπει το SPL να βρίσκεται περίπου στα 60 dB.   
 
 

Πράξεις µεταξύ Ηχητικών σταθµών   
 

Τα διαφορετικά SPL Lp1, Lp2, Lp3,...Lpn, δεν αθροίζονται σε καµία περίπτωση αλγεβρικά για να µας 
δώσουν την ολική ένταση θορύβου. Επειδή ισχύει: 

 
Εικόνα 5.4 

Επίπεδα ηχητικής πίεσης και απόλυτες rms πιέσεις από διάφορες πηγές [ΤΤ]. 
 
 

 

2

1log
10

pii

ref

Lp

p

−
   

=       
                                                        (5.11) 

 

η συνήχηση των διαφορετικών εντάσεων (σε κάθε µια από τις οποίες αντιστοιχεί µία ακουστική πίεση) 
θα δώσει: 

2

1

10log
n

i

pt

i ref

p
L

p=

  
 =      
∑                                                      (5.12) 

ή 
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/101

1 1

10log log 10log 10
10

pi

n n
Lpi

pt

i i

L
L

−

= =

    
= =    

    
∑ ∑                                  (5.13) 

 
Όταν τώρα θέλουµε να υπολογίσουµε τη µέση τιµή µίας σειράς εντάσεων που συνηχούν, θα χρησιµο-
ποιήσουµε τον τύπο: 

 10

1

1
10log 10

piLn

p

n

L
n =

 
=   

 
∑                                                      (5.14) 

 

5.3  Ένταση 
 

Θεωρούµε ότι τα ηχητικά κύµατα εκπέµπονται από µία σηµειακή πηγή στο χώρο κατά σφαιρικό 
και αυξανόµενο τρόπο. Έστω ότι η πηγή εκποµπής περιβάλλεται πλήρως από µία κλειστή σφαιρική 
επιφάνεια S. Η εκπεµπόµενη ηχητική ισχύς θα δίνεται τότε από το ολοκλήρωµα [ΤΤ, ]: 

 

S
W I dS= ⋅∫                                                               (5.15) 

 

όπου Ι είναι η ένταση του ήχου (sound intensity) σε µονάδες 2/W m  και dS ένα στοιχειώδες τµήµα της 

επιφάνειας σε µονάδες 2m . Το επιφανειακό ολοκλήρωµα (5.15) είναι εποµένως το ολοκλήρωµα της 
ηχητικής έντασης κάθετα προς τη στοιχειώδη επιφάνεια dS. Εκτελώντας την ολοκλήρωση (5.15) για 
µία σφαίρα ακτίνας r, γύρω από µία πηγή που εκπέµπει οµοιόµορφα προς όλες τις κατευθύνσεις, θα 
πάρουµε την παρακάτω αλγεβρική σχέση [ΤΤ]: 
 

2
( )

4

W W
I r

S rπ
= =                                                           (5.16) 

 
Η σχέση (5.16) συνιστά τον νόµο αντίστροφου τετραγώνου για την ένταση του ήχου. ∆ηλαδή, ο 

ήχος γίνεται ασθενέστερος κατά το τετράγωνο της απόστασης καθώς αποµακρυνόµαστε από την πηγή. 
Αν η πηγή ήταν τοποθετηµένη σε ένα τοίχο πλήρως ανακλαστικό (reflective surface) και µπορούσε 
συνεπώς να εκπέµψει κύµατα µόνο κατά ένα ηµισφαίριο (προς την εξωτερική µεριά του τοίχου), τότε 
για την ίδια απόσταση r , η ένταση θα ήταν η διπλάσια από την (5.16), σύµφωνα µε τη σχέση: 
 

2
( )

2

W
I r

rπ
=                                                               (5.17) 

 
Η ένταση, που αντιπροσωπεύει τη µεταφορά ενέργειας των ηχητικών κυµάτων, ισούται µε το γινόµενο 
της ηχητικής πίεσης και της σηµειακής ταχύτητας [ΤΤ]: 
 

I p u= ⋅                                                                   (5.18) 

 
Για ένα απλό σφαιρικό συνηµιτονοειδές κύµα, η πίεση δίνεται σε σφαιρικές συντεταγµένες από τη 
σχέση: 

[ ]( , ) cos ( )
A

p r t k r ct
r

= −                                                     (5.19) 

 
Ενώ για την ταχύτητα ισχύει: 
 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

2

2

1
( , ) sin ( ) cos ( )

1
cos ( ) sin ( )

A A
u r t k k r ct k r ct dt

r r

kA A
k r ct k r ct

kcr r kc

ρ

ρ

 = − − + −  

− = − − − −  

∫
                               (5.20)  

 
ή 
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[ ] [ ]1
( , ) cos ( ) 1 tan ( )

A
u r t k r ct k r ct

cr krρ
 = − + − 
 

                                   (5.21) 

 

Για µεγάλες τιµές του kr  ( 2 2 1k r ≫ ), η εξίσωση γίνεται: 
 

( , )
( , )

p r t
u r t

cρ
≈                                                              (5.22) 

 

Για µικρές τιµές του kr  ( 2 2 1k r ≪ ), έχουµε: 
 

[ ]2

( , )
( , ) sin ( )

A p r t
u r t k r ct

ckrk cr ρρ
≈ − ≈                                            (5.23) 

 
Στην πραγµατικότητα οι ηχητικές πηγές είναι κατευθυντικές, δηλαδή δεν εκπέµπουν κατά το ίδιο 

ποσό σε όλη την επιφάνεια που τις περιβάλει. Για να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα της (5.16) πρέπει 
να τεµαχίσουµε τη συνολική επιφάνεια S  σε έναν πεπερασµένο αριθµό επιµέρους επιφανειών 

i
S  και 

να υπολογίσουµε τα ολοκληρώµατα 
i

W  ξεχωριστά για κάθε επιφάνεια. Γνωρίζοντας το ολοκλήρωµα 

i
W , γνωρίζουµε και την ένταση 

i
I  σε κάθε 

i
S . Έτσι η συνολική εκπεµπόµενη ισχύς θα δίνεται από τη 

σχέση [ΤΤ]: 

i i

i

W I S= ∑                                                                (5.24) 

 
Η εξίσωση (5.24) µπορεί να εκφρασθεί λογαριθµικά ως ακολούθως: 
 

0 0 0

10log 10log 10log
W W I

I S S
L L L

I S S

     
= + ⇒ = +     

     
                              (5.25) 

 
όπου: 

W
L  το επίπεδο ηχητικής ισχύος (sound power level) σε dB ισχύος αναφοράς 1210− W,      

I
L  το επίπεδο ηχητικής έντασης (sound intensity level) σε dB έντασης αναφοράς 1210−  2/W m , 

S  η περιβάλλουσα επιφάνεια σε 2m , 

0S  η επιφάνεια αναφοράς ίση µε 1 2m  και 

0I  η ένταση αναφοράς ίση, όπως είπαµε, µε 1210−  2/W m . 

  
 

5.4 Στάθµη Ακουστότητας 
 

Εκτός από τη µαθηµατική έκφραση της έντασης του ήχου, που περιγράφηκε στην ενότητα 3.2, 
χρησιµοποιείται συχνά και το µέγεθος της ακουστότητας [L] που λαβαίνει υπ’ όψη και τον ανθρώπινο 
παράγοντα: 

Η ακουστότητα αποτελεί το χαρακτηριστικό εκείνο γνώρισµα, που καταλαβαίνουµε αν ο ήχος είναι 

ισχυρός ή ασθενής. Πρόκειται για το µέγεθος του προκαλούµενου ακουστικού αισθήµατος [L]. Η ακου-
στότητα είναι κάτι προσωπικό, αφού εξαρτάται από την ακοή του καθενός.  

Η ευαισθησία του αυτιού µας είναι πολύ διαφορετική για τις διάφορες περιοχές των ακουστικών 
συχνοτήτων. Ένα προσωπικό µέτρο της ακουστότητας επιβάλλεται µε ψυχοακουστικά πειράµατα, 
κατά τα οποία ένα δείγµα ατόµων διερωτάται αν ήχοι διαφορετικών συχνοτήτων και σταθµών έντασης 
ηχούν εξίσου δυνατά µε έναν πρότυπο τόνο.   

Ο πρότυπος τόνος είναι ένας καθαρός ήχος συχνότητας 1000 Hz. Η στάθµη ακουστότητας  (loud-
ness level) οποιουδήποτε άλλου ήχου καθορίζεται ως η στάθµη της ακουστικής πίεσης του τόνου των 
1000 Hz, όταν αυτός ηχεί εξίσου δυνατά µε τον ήχο που εξετάζουµε. Μονάδα στάθµης ακουστότητας 
είναι το phon. Όταν ένας τόνος 1000 Hz έχει στάθµη πίεσης 60 dB, τότε η στάθµη ακουστότητάς του 
είναι 60 phon. Οι Fletcher και Munson εκτέλεσαν µετρήσεις τα αποτελέσµατα των οποίων φαίνονται 
στο διάγραµµα 5.2 β [L]. Παρατηρούµε ότι η καµπύλες 0 και 130 phon συµπίπτουν µε τα όρια του 
ακουστού πεδίου συχνοτήτων του σχήµατος 5.2α και ορίζουν τα όρια της ακοής µας. 
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Σύµφωνα µε το διάγραµµα 5.2β, για να ακούγονται εξίσου δυνατά δύο τόνοι 1000 και 50 Hz στα 
60 phon, πρέπει οι αντικειµενικές (πραγµατικές) ηχητικές πιέσεις τους να είναι περίπου 0,5 και 2 mbar, 
αντίστοιχα. ∆ηλαδή όσο χαµηλώνουν οι συχνότητες τόσο πρέπει να αυξάνεται η ακουστική τους πίεση 
για να τις ακούµε µε σταθερό υποκειµενικό τρόπο.  

 
 

 
5.5 Καµπύλες στάθµισης 

 
Οι άνθρωποι αξιολογούµε την ένταση ενός ηχητικού σήµατος διαφορετικά σε κάθε συχνότητα. 

Ένα θόρυβος του οποίου το συχνοτικό περιεχόµενο συγκεντρώνεται κυρίως στο µέσον του ακουστικού 
εύρους ( ≈ 1000 Hz, σε λογαριθµική κλίµακα), θα θεωρείται πιο ηχηρός από ένας θόρυβο µε συχνότη-
τες στη χαµηλόσυχνη περιοχή ( ≈ 40 Hz) ή στην υψήσυχνη περιοχή ( ≈ 15 KHz). Αυτό το φαινόµενο 
είναι περισσότερο εµφανές στους χαµηλούς σε ένταση ήχους. Γι’ αυτό κάποιοι ενισχυτές της αγοράς 
διαθέτουν ηλεκτρονικό σύστηµα που ενισχύει τις χαµηλές και τις υψηλές συχνότητες ενός χαµηλού σε 
ένταση ήχου και τις εξισώνει µε την ένταση των µεσαίων συχνοτήτων [ΤΤ].  

Για τους µηχανικούς του ήχου υπάρχουν οι λεγόµενες καµπύλες στάθµισης συχνοτήτων (Fre-
quency Weighting Curves) που ενισχύουν ή αδυνατίζουν διαφορετικά κάποιες συχνοτικές περιοχές και 
βοηθούν στην αντικειµενική αξιολόγηση ενός ήχου, δίχως να απαιτείται η ανάλυση µε βάση τις περιο-
χές ακουστότητας. Τρεις είναι αυτές οι καµπύλες: Α, Β και C, όπως φαίνονται στο διάγραµµα 5.1. 
Όταν µε την ανάλυση Fourier έχουµε τη στάθµη έντασης κάθε συχνοτικής συνιστώσας ενός ήχου τότε 
από το διάγραµµα βρίσκουµε σε τη στάθµη αντιστοιχεί η κάθε συχνότητα ως προς µία καµπύλη και 
προσθέτουµε στη στάθµη έντασης Fourier.  Αν για παράδειγµα θέλουµε να σταθµίσουµε ως προς την 
καµπύλη A µία συνιστώσα συχνότητας 63 Hz  και έντασης 68 dB, αυτή θα είναι 68-26,2 =41,8 dB(A). 
Αν µία άλλη συνιστώσα του ήχου βρέθηκε σε συχνότητα 2000 Hz και 95 dB, τότε η ένταση κατά κα-
µπύλη Α θα είναι 95+1,2=96,2 dB(Α). Γνωρίζοντας όλες τις συνιστώσες ενός ηχητικού σήµατος, µπο-
ρούµε να τις σταθµίσουµε µε όποια καµπύλη επιθυµούµε και να τις προσθέσουµε ώστε να έχουµε την 
ολική ένταση του ήχου ως προς την καµπύλη αυτή. Σε όλα τα manuals των ντεσιµπελόµετρων θα 
δούµε ότι η καµπύλη A ενδείκνυται για µετρήσεις που προσεγγίζουν την ανθρώπινη ακοή. Στο ντεσι-
µπελόµετρο οι καµπύλες στάθµισης υλοποιούνται µε φίλτρα. Έτσι, επιλέγοντας το φίλτρο Α, το µι-
κρόφωνο του οργάνου είναι σα να συµπεριφέρεται ως ανθρώπινο αυτί. Όταν έχουµε να κάνουµε µε 
µετρήσεις θορύβου κοντά σε µία οικία, τότε πρέπει οπωσδήποτε να επιλέξουµε το φίλτρο Α, γιατί αλ-
λιώς το όργανο ενδεχοµένως να µας δείχνει χαµηλή ένταση εκεί που ο άνθρωπός θα δυσανασχετούσε.      
  

Εικόνα 5.2 

Περιοχή ακουστότητας του ανθρώπου µαζί µε τις περιοχές της µουσικής και της οµιλίας. 

α β 
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∆ιάγραµµα 5.1 

Ηχητικές καµπύλες στάθµισης 
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6 
Ταλαντώσεις και Συντονισµός 

 
 
 
 
 

Από όσα έχουν περιγραφεί µέχρι τώρα, αλλά και απ’ αυτά που θα ειπωθούν στη συνέχεια, είναι 
φανερό ότι η όλη µελέτη του ήχου είναι µία εκτενής µελέτη των ταλαντώσεων. Αν ένα τµήµα ενός 
συστήµατος παρουσιάζει ακαµψία (stiffness), τότε εκτρέποντας το σύστηµα από τη θέση ισορροπίας 
του, αυτό θα εκτελέσει ταλάντωση. Παρόλο που οι βασικές αρχές των ταλαντώσεων είναι γνωστές 
στους περισσότερους, το κεφάλαιο αυτό αποτελεί έναν χρήσιµο σύνδεσµο αυτών των αρχών µε τις 
ταλαντώσεις που διέπουν την ακουστική και ειδικότερα τη λειτουργία των µουσικών οργάνων. 

Μπορούµε να χωρίσουµε τις ταλαντώσεις, όπως συνηθίζεται, σε τρεις µεγάλες κατηγορίες: Τις 
ελεύθερες ταλαντώσεις (free oscillations), τις ταλαντώσεις µε απόσβεση (damped oscillations) και τις 
εξαναγκασµένες ταλαντώσεις (forced oscillations). Γνωρίζοντας καλά αυτές τις κατηγορίες, είµαστε σε 
θέση να ερµηνέψουµε οποιαδήποτε άλλη παραλλαγή.   
 
 

6.1 Ελεύθερες ταλαντώσεις 
 

Ας θεωρήσουµε αρχικά µία µάζα προσαρτηµένη σε ένα ελαστικό µέσο, ώστε να µπορεί να ταλα-
ντώνεται πάνω σε µία και µοναδική διεύθυνση. Το σύστηµα αυτό είναι ένας απλός ταλαντωτής (simple 
oscilator). Ένας µεγάλος αριθµός των ταλαντώσεων που αφορούν τη φυσική και τη µηχανική προσεγ-
γίζονται µε αυτό το απλό σύστηµα. Το εκκρεµές (pendulums) ενός ρολογιού είναι ένα τέτοιο σύστηµα, 
στο οποίο η βαρύτητα παίζει το ρόλο της ελαστικότητας. Το διάφραγµα ενός µεγαφώνου (loud-
speaker), η µάζα του οποίου είναι συγκεντρωµένη σχεδόν όλη στο κέντρο του αποτελεί επίσης ένα 
σύστηµα µάζας – ελαστικότητας και τέλος το διαπασών (tuning fork) είναι ένα ελευθέρως ταλαντού-
µενο σύστηµα στο οποίο η µάζα και η ελαστικότητα είναι συγχωνευµένες. Όσο πολύπλοκο και αν εί-
ναι ένα ταλαντούµενο σύστηµα, µπορεί αρχικά να αναχθεί, µε απλοποιητικές παραδοχές, στον απλό 
ταλαντωτή και έπειτα να προσδιορισθούν οι διαφορές του µε αυτόν. 

Καθώς εκτρέπουµε τη µάζα από τη θέση ισορροπίας της, η ελαστικότητα ασκεί δύναµη επί της 
µάζας, µε φορά αντίθετη προς τη µετατόπιση και µέτρο ανάλογο της απόστασης εκτροπής. Αυτός είναι 
ο γνωστός νόµος του Hooke και αποτελεί προϋπόθεση για έναν ιδανικό απλό ταλαντωτή. Ο νόµος του 
Hooke ισχύει κυρίως για µικρές εκτροπές. Σε πολλά πραγµατικά προβλήµατα οι εκτροπές δεν είναι 
µικρές και ο νόµος αυτός δεν είναι ακριβής. Ωστόσο, στην ακουστική, οι µετατοπίσεις των ταλαντού-
µενων σωµάτων είναι σχετικά µικρές και µπορούµε να τον εφαρµόσουµε. Για παράδειγµα, σπάνια η 
δόνηση του διαφράγµατος ενός µεγαφώνου ξεπερνά το 1 mm [PP]. 

Ο νόµος του Hooke περιγράφεται από τη σχέση: 
 

F Kx= −                                                                     (6.1) 
 

όπου x είναι η µετατόπιση από τη θέση ισορροπίας και Κ η σταθερά της ακαµψίας και εξαρτάται από 
το υλικό του ελαστικού µέσου. Το αντίθετο πρόσηµο δηλώνει ότι η δύναµη αντιτίθεται στην εκτροπή. 
Για τούτο καλείται και δύναµη επαναφοράς. Ο αντίστροφος της σταθεράς ακαµψίας καλείται ενδοτι-
κότητα του ελαστικού µέσου: 

1
C

K
=                                                                       (6.2)      

 
Αφού εκτρέψουµε το σύστηµα από τη θέση ισορροπίας και το αφήσουµε, θεωρούµε ότι δεν 

ασκούνται πάνω του άλλες δυνάµεις, πλην της δύναµης επαναφοράς. Η διαφορική εξίσωση που περι-
γράφει από εδώ και πέρα τη συµπεριφορά του συστήµατος είναι: 
 

2
2

2

d x
x

dt
ω= − ,     

1K

m mC
ω = =                                                (6.3) 
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Όπου m η µάζα του συστήµατος. Η λύση της παραπάνω εξίσωσης είναι της µορφής: 
 
 

exp( )x C i tω= − ,     C a ib= +  

 
ή 

cos( ) sin( )x a t b tω ω= +                                                        (6.4) 

 
Όπου a και b σταθερές. Η κίνηση της µάζας είναι περιοδική µε συχνότητα 
  

0

1

2 2

K
f

m

ω
π π

= =                                                             (6.5) 

 
Από την (6.5) φαίνεται ότι καθώς η σταθερά Κ µεγαλώνει, η συχνότητα ταλάντωσης επίσης µεγαλώ-
νει, αλλά µικραίνει, όταν µεγαλώνει η µάζα.  
 
 

Αρχικές συνθήκες 
 

Οι τιµές των a και b προσδιορίζονται από τον τρόπο µε τον οποίο η µάζα έχει τεθεί αρχικά σε κί-
νηση. Συνήθως αρχίζουµε την ταλάντωση προσδίδοντας στη µάζα µία αρχική µετατόπιση και µία αρ-
χική ταχύτητα, κατά τη χρονική στιγµή t=0. Γνωρίζοντας τις δύο αυτές αρχικές συνθήκες, η κίνηση 
είναι τότε πλήρως ορισµένη. Η τιµή της a  ταυτίζεται µε την αρχική µετατόπιση, ενώ η τιµή του 

γινοµένου bω µε την αρχική ταχύτητα. Κατόπιν αυτών, η λύση (6.4) µπορεί να γραφεί υπό την ακό-
λουθη µορφή: 

0
0 0 0

0

0

cos(2 ) sin(2 )
2

cos(2 )

V
x x f t f t

f

x A f t

π π
π

π

 
= +  

 
⇒ = −Φ

                                            (6.6) 

όπου 
 

2

2 2 0
0

02

V
A x

fπ
 

= +  
 

   και    0

0 0

tan
2

V

f xπ
Φ =                                         (6.7) 

 
όπου 0x  είναι η αρχική µετατόπιση (εκτροπή) και 0V η αρχική ταχύτητα, 0( / )dx dt . Αντικαθιστώντας 

την τιµή της αρχικής µετατόπισης 0x  στην εξίσωση (6.3), έχουµε απ’ ευθείας την αρχική επιτάχυνση 

της µάζας, δηλαδή τη δεύτερη παράγωγο της µετατόπισης προς το χρόνο. ∆ιαφορίζοντας την (6.3) και 
αντικαθιστώντας στο δεξί µέλος την ταχύτητα 0V , προσδιορίζουµε την αρχική τρίτη παράγωγο. Αν 

συνεχίσουµε να διαφορίζουµε διαδοχικά την (6.3), θα έχουµε όλες τις ανώτερες αρχικές παραγώγους. 
Γνωρίζοντας τις ανώτερες παραγώγους στη χρονική στιγµή t=0, µπορούµε, κατά το ανάπτυγµα της 
σειράς Taylor,  

2 2 3 3

2 3
0 0 0

( ) (0) ...
2 6t t t

dF t d F t d F
F t F t

dt dt dt= = =

    = + + + +    
     

                          (6.8) 

 
να υπολογίσουµε την κίνηση σε οποιαδήποτε µελλοντική στιγµή t. 

Από τη σχέση (6.5) διαπιστώνουµε ότι η συχνότητα της ταλάντωσης εξαρτάται µόνον από τα k και 
m, και καθόλου από τις αρχικές συνθήκες. Αυτή η διαπίστωση έχει µεγάλη σηµασία για τα µουσικά 
όργανα, καθώς ο φθόγγος που παράγουν είναι αντίστοιχος της συχνότητας ταλάντωσής τους και συνή-
θως δεν εξαρτάται από το πόσο δυνατά ή γρήγορα θα παίξουµε το όργανο, παρά µόνο από τα γεωµε-
τρικά του χαρακτηριστικά. Γι’ αυτό, έστω και κατά προσέγγιση, στα περισσότερα µουσικά όργανα 
ισχύει ο νόµος του  Hooke. Βεβαίως, όπως θα δούµε, στα πνευστά ο τρόπος παιξίµατος παίζει µεγάλο 
ρόλο και για τη συχνότητα του παραγόµενου φθόγγου. Αλλά στο πιάνο όπως και να πατήσουµε ένα 
συγκεκριµένο πλήκτρο, θα ακούγεται πάντοτε ο ίδιος φθόγγος.  
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Οι ταλαντώσεις εκείνες για τις οποίες η δύναµη πάνω στη µάζα υπακούει στο νόµο του Hooke και 
η συχνότητα εξαρτάται µόνο από τη µάζα και τη σταθερά ακαµψίας, ονοµάζονται απλές αρµονικές 

ταλαντώσεις. 
 
 

Ενέργεια της ταλάντωσης 
 
Η ενέργεια της µάζας που ταλαντώνεται κατά απλή αρµονική ταλάντωση πλάτους Α και συχνότη-

τας  f  είναι σε κάθε στιγµή το άθροισµα της δυναµικής και της κινητικής ενέργειας: 
 

2 2 2

0

2 2 2 2 2 2
0 0 0

1 1 1

2 2 2

1
2 sin (2 ) cos (2 )

2

x

W mV Kxdx mV Kx

mf A f t kA f tπ π π

= + = +

= − Φ + −Φ

∫
                                 (6.9) 

όµως 2 2
04

K
f

m
π =  ώστε: 

2 2 2
0 0

1
sin (2 ) cos (2 )

2
W KA f t f tπ π = −Φ + −Φ                                        (6.10) 

 
ή  

2 2 2 2 2
0

1 1
2

2 2
W KA mf A mUπ= = =                                                (6.11) 

 
όπου 02U f Aπ= είναι το πλάτος ταχύτητας της κίνησης. 

Η ολική ενέργεια είναι συνεπώς ίση µε τη δυναµική ενέργεια της µάζας, κατά τη µέγιστη µετατόπιση 

της 21

2
KA

 
 
 

 ή µε τη κινητική ενέργεια κατά τη µέγιστη ταχύτητα της 21

2
mU

 
 
 

. Παρατηρούµε ότι 

στην ουσία η τιµή της W εξαρτάται από το τετράγωνο της συχνότητας f και της µέγιστης µετατόπισης 
A, µε τον ένα ή τον άλλο τρόπο. 
  
 

6.2  Ταλαντώσεις µε απόσβεση 
 
Μέχρι τώρα δεν λήφθηκε υπ’ όψη η δύναµη της τριβής στο ταλαντούµενο σύστηµά µας. Σε πολλά 

προβλήµατα βέβαια µπορεί να αµεληθεί σε σχέση µε την πολύ µεγαλύτερου µεγέθους δύναµη επανα-
φοράς. Η τριβή (friction) µπορεί να είναι πολύ σηµαντική στην έκβαση της ταλάντωσης, όταν αντιτί-
θεται στην αρµονική κίνηση του σώµατος. Τότε µπορεί να καλείται και δύναµη αντίστασης. Στα ηχη-
τικά κύµατα η ενέργεια διαδίδεται στον αέρα που περιβάλλει το ταλαντούµενο σώµα, το οποίο και 
δηµιουργεί τα κύµατα αυτά. Η δύναµη αντίστασης εξαρτάται από την ταχύτητα του ταλαντωτή και αν 
το µέτρο της δεν είναι µεγάλο, τότε και το µέτρο της δύναµης είναι ανάλογο της ταχύτητας. Η έκ-
φραση που περιγράφει τότε τη δύναµη είναι ( / )

m
R dx dt− , όπου η σταθερά 

m
R  καλείται σταθερά 

αντίστασης. Η ολική δύναµη που ασκείται στο σώµα (µάζα) ενός απλού ταλαντωτή, όταν σε αυτό επι-
δρούν τόσο η ελαστικότητα όσο και η τριβή (αντίσταση) είναι ( / )

m
R dx dt kx− − . Η εξίσωση που 

περιγράφει την κίνηση του σώµατος δίνεται τότε απ’ την εξίσωση: 
 

2
2 2

02
2 4 0

d x dx
k f x

dtdt
π+ + =                                                    (6.12) 

 

όπου 
2

m
R

k
m

=  και 2 2
04

K
f

m
π = . Η 0f  είναι η συχνότητα στην οποία θα ταλαντωνόταν ο ταλαντωτής, 

αν δεν υπήρχε απόσβεση λόγω τριβής, δηλαδή αν 0
m

R = . Και την ονοµάζουµε φυσική συχνότητα 

(natural frequency) του ταλαντωτή.  
Η εξίσωση (6.12) περιγράφει µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο και τον απλό ηλεκτρικό ταλαντωτή µε 

απόσβεση [J], όταν στη θέση της µάζας αντικαταστήσουµε την επαγωγή L, στη θέση της σταθεράς 
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αντίστασης την ωµική αντίσταση R και στη θέση της σταθεράς ακαµψίας τον αντίστροφο της χωρητι-
κότητας C.  

Για την επίλυση της (6.12) είναι βολικό να χρησιµοποιήσουµε την εκθετική συνάρτηση, όπως 
πριν. Έστω η λύση της µορφής:  

exp( )x C bt=                                                               (6.13) 

 
Λύνουµε ως προς β και αντικαθιστούµε στην (6.12). Προκύπτει τότε ότι η ποσότητα 

 

( )2 2 2
02 4 exp( )k f tβ β π β+ +  

 
πρέπει να ισούται µε το µηδέν για κάθε t. Εποµένως: 
 

2 2 2
02 4 0k fβ β π+ + = , δηλαδή 2 2 2

04k k fβ π= − ± −                             (6.14) 

 
Στα περισσότερα προβλήµατα η σταθερά ακαµψίας Κ είναι σηµαντικά µεγαλύτερη από τη σταθερά 
αντίστασης 

m
R . ∆ηλαδή η αντίσταση δεν θα είναι ποτέ τόσο µεγάλη, ώστε να διαφοροποιήσει τη 

συµπεριφορά που περιγράφεται απ’ τις προηγούµενες εξισώσεις. Καθώς η ποσότητα 2 2
04 fπ  θεωρείται 

πως είναι µεγαλύτερη από 2k , η τετραγωνική ρίζα στη σχέση του β είναι µία αυθαίρετη ποσότητα και 
είναι προτιµότερο να γράψουµε: 

2
d

k ifβ π= − ± ,   

2

0

0

1
2

d

k
f f

fπ
 

= −  
 

                                        (6.15) 

Κατόπιν αυτών η λύση γράφεται: 
exp( 2 )

d
x C kt jf tπ= − −                                                       (6.16) 

 
Οι τιµές των a  και b  καθορίζονται από τις αρχικές συνθήκες. Το a  είναι ίσο µε την αρχική µετατό-
πιση 0x , ενώ η αρχική ταχύτητα είναι ίση µε 02

d
f kfπ − , ώστε: 

 

0 0

2
d

V kx
a

fπ
+

=                                                                 (6.17) 

 
Η λύση δεν είναι περιοδική, καθώς η κίνηση ποτέ δεν επαναλαµβάνεται αυτούσια. Σε κάθε κύκλο 

το πλάτος γίνεται ολοένα πιο µικρό. Πάρα ταύτα, αν το k είναι αρκετά µικρό, σε σχέση µε τη συχνό-
τητα 

d
f , µπορούµε να πούµε ότι έχουµε περιοδική κίνηση, όπως διαπιστώνουµε από τον τύπο (6.15), 

αφού 0d
f f→ . Και στην ταλάντωση µε απόσβεση η συχνότητα είναι ανεξάρτητη του πλάτους. 

Υπάρχουν τώρα συγκεκριµένες διαφορές µεταξύ της ελεύθερης ταλάντωσης και της ταλάντωσης 
µε απόσβεση. Πρώτον, το πλάτος της ταλαντώσεως µε απόσβεση µειώνεται εκθετικά µε το χρόνο κατά 
τη σχέση: 

0 exp( )A kt−                                                                 (6.18) 

 
όπου 0A  η αρχική του τιµή. Ερµηνεύοντας τη σχέση (6.18), το πλάτος µειώνεται κατά έναν παράγοντα 

1/ e  µέσα σε χρόνο 1/ k . Αυτή η χρονική διάρκεια είναι ένα µέτρο του πόσο απότοµα σβήνει η κίνηση 
και καλείται συντελεστής εξασθένησης (modulus of decay) τ της ταλάντωσης. Ο λόγος της συνολικής 
διάρκειας της ταλάντωσης προς τον συντελεστή εξασθένησης ονοµάζεται απώλεια (decrement) δ της 
ταλάντωσης. Ένας άλλος τρόπος για να ποσοτικοποιήσουµε την απώλεια είναι µέσω του παράγοντα Q 
του συστήµατος: 

0

m

m
Q

R

ω
=                                                                   (6.19) 

 
Το µέγεθος αυτό εκφράζει τον αριθµό των κύκλων που απαιτούνται ώστε να µειωθεί το πλάτος της 

ταλάντωσης στο 1/ eπ  του αρχικού. Αν θεωρήσουµε, κατά την προηγούµενη ανάλυση, ότι 0d
f f≈ , 

τότε οι ποσότητες που µόλις συζητήθηκαν µπορούν να υπολογισθούν από τις σχέσεις: 
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0fQ
k

π
= ,    

0

1 Q

k f
τ

π
= =                                                     (6.20) 

 
Όσο µικραίνει η σταθερά αντίστασης 

m
R , τόσο µεγαλώνει ο παράγοντας Q και ο συντελεστής τ, που 

σηµαίνει ότι απαιτείται περισσότερος χρόνος για να αποσβεσθεί πλήρως η ταλάντωση. Απ’ την άλλη η 
απώλεια δ µειώνεται δείχνοντας ότι το πλάτος µειώνεται λιγότερο από κύκλο σε κύκλο. Μία δεύτερη 
διαφορά της ελεύθερης µε τη φθίνουσα ταλάντωση είναι στη συχνότητα. Όταν το 0/ 2k fπ  είναι µικρό, 

η έκφραση της 
d

f  µπορεί να αναπτυχθεί σύµφωνα µε το διωνυµικό θεώρηµα, κρατώντας µόνον τους 

δύο πρώτους όρους: 
2 2

0 0 2
0 0

1 ...
2 8

d

k k
f f f

f fπ π
 

= − = − + 
 

                                          (6.21) 

     
Αλλά όπως είπαµε, στις περισσότερες περιπτώσεις τα k και 0f  έχουν τέτοιες τιµές ώστε ακόµα και ο 

δεύτερος όρος της (6.21) να είναι µικρός, ώστε να µην υπάρχει σηµαντική διαφορά στη συχνότητα. 
 
 

Ενέργεια φθίνουσας ταλάντωσης 
 

Ένα σηµαντικό κοµµάτι των ταλαντώσεων µε απόσβεση είναι η απώλεια ενέργειας. Αρχικά πρέπει 
να βρούµε µία έκφραση για τη µέση τιµή της ενέργειας σε κάθε χρονική στιγµή. Οι εξισώσεις (6.9) 
έως (6.10) δεν µπορούν να χρησιµοποιηθούν λόγω της διαρκούς µεταβολής του πλάτους. Το άθροισµα 
της κινητικής και δυναµικής ενέργειας ενός σώµατος µάζας m, που υπόκειται στη δύναµη επαναφοράς 

Kx− και η ταλάντωσή του εµφανίζει µεταβαλλόµενο πλάτος ( )A t , θα είναι: 

 

2 2

2

2 2 2 2

1 1
( )

2 2

1
2 2 sin(2 )cos(2 ) cos (2 )

2

W t mV Kx

dA dA
mf A mf A ft ft m ft

dt dt
π π π π π

= +

 = − −Φ −Φ + −Φ 
 

     (6.22) 

 
Αν πάρουµε τη µέση τιµή του παραπάνω µεγέθους, στη διάρκεια ενός κύκλου, ο δεύτερος όρος θα 
απαλειφθεί. Αν πάλι το Α µεταβάλλεται αργά, ώστε η παράγωγός του /dA dt  να είναι πολύ µικρότερη 
του fA , τότε και ο τρίτος όρος µπορεί να παραλειφθεί. Προκύπτει τότε η προσεγγιστική σχέση για την 

ενέργεια, προτού ακόµα µετατραπεί σε θερµότητα, κατά µη αναστρέψιµο τρόπο: 
 

2 2 2 2 21 1
( ) ( ) 2 ( ) ( )

2 2
W t KA t mf A t mU tπ= =≃                                       (6.23) 

 
Καθώς 0( ) exp( )A t A kt= − , η ελεύθερη αυτή ενέργεια µειώνεται εκθετικά µε το χρόνο. Ο ρυθµός της 

απώλειας ενέργειας βρίσκεται αν πολλαπλασιάσουµε τη δύναµη αντίστασης 
m

R V  µε την ταχύτητα V , 

δηλαδή: 
2 2 2 2

2 2 2
0

4 sin (2 )

4 sin(2 )cos(2 )

cos (2 ) exp( 2 )

m m d d

m d d d

m d

P R V R f f t

R f k f t f t

R k f t A kt

π π

π π π

π

= = −Φ
+ −Φ −Φ

+ −Φ −

                                     (6.24) 

 
Χρησιµοποιώντας προσεγγίσεις παρόµοιες µε τα προηγούµενα, µπορούµε να γράψουµε: 
 

2 2 2 2
0 0

1
2 exp( 2 ) ( )

2
m m

dE
P f R A kt R U t

dt
π= − − =≃                                    (6.25) 

 
Απαλείφοντας τη δυναµική ενέργεια U από τις (6.23) και (6.25), προκύπτει: 
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2m
R

P W kW
m

=≃                                                            (6.26) 

 
Ώστε: 

2
dW

P kW
dt

= − ≃   ή   2
dW

kW
dt

+≃                                              (6.27) 

 
Η λύση που ικανοποιεί την παραπάνω διαφορική εξίσωση είναι: 
 

2 2 2 2
0 0 0 0

1
exp( 2 ) exp( 2 ) 2 exp( 2 )

2
W W kt mU kt f mA ktπ− = − = −≃                        (6.28) 

 
Από τη σκοπιά της ενέργειας, λόγω της µείωσής της, σύµφωνα µε τη σχέση (6.28), η κίνηση πρέπει 
αναγκαστικά να αποσβένεται [PP]. Το κλάσµα απωλειών ανά κύκλο της ελεύθερης ενέργειας είναι:  
 

0

2 2 2

d

k k

f f Q

π
=≃                                                              (6.29) 

 
όπου ο παράγοντας Q δίνεται από την (6.19).  

Στις πιο σύνθετες περιπτώσεις ταλάντωσης, η επίδραση της τριβής (αντίστασης) είναι όµοια µε 
την απλή περίπτωση. Το πλάτος της ταλάντωσης µειώνεται αργά και οι συχνότητες της φυσικής ταλά-
ντωσης ελαττώνονται ελαφρώς. Συνήθως όµως η αλλαγή στη συχνότητα είναι πολύ µικρή για να λη-
φθεί υπ’ όψη.  

 
 

6.3  Εξαναγκασµένες ταλαντώσεις 
 

Ένα σύστηµα µπορεί να µην ταλαντώνεται ελεύθερα, αλλά επειδή είναι συνδεδεµένο µε ένα άλλο 
σύστηµα το οποίο επίσης ταλαντώνεται. Το τελευταίο καλείται διεγείρον σύστηµα (driving system). Για 
παράδειγµα το διάφραγµα ενός µικροφώνου δονείται επειδή συνδέεται µέσω των ακουστικών κυµάτων 
µε τις δονήσεις της χορδής ενός βιολιού. Αντιστρόφως, το διάφραγµα ενός µεγαφώνου δονείται επειδή 
συνδέεται µε τις ταλαντώσεις του ρεύµατος στο κύκλωµα εξόδου ενός ενισχυτή [PP]. Στις δύο περι-
πτώσεις που αναφέρθηκαν, αλλά και σε πολλές άλλες, το παθητικό σύστηµα (αυτό που διεγείρεται) 
δεν προσδίδει αναδραστικά κάποιο σηµαντικό ποσό ενέργειας πίσω στο διεγείρον σύστηµα. Αυτό 
συµβαίνει είτε επειδή η σύνδεση µεταξύ τους είναι ασθενής, είτε επειδή το διεγείρον σύστηµα διαθέτει 
πολύ µεγάλη αποθηκευµένη ενέργεια, ώστε το ποσό που παίρνει πίσω από το παθητικό σύστηµα να 
είναι αµελητέο, όπως συµβαίνει ακριβώς µε τον ενισχυτή και το µεγάφωνο. Η βασική ιδιότητα αυτών 
των περιπτώσεων είναι το διεγείρον σύστηµα παρέχει στο παθητικό µία περιοδικά µεταβαλλόµενη 
(διεγείρουσα) δύναµη. Αποτελούν τις πιο απλές περιπτώσεις εξαναγκασµένων ταλαντώσεων. Οι πιο 
σύνθετες περιπτώσεις περιλαµβάνουν µία ενεργειακή πρόσδοση από το παθητικό στο διεγείρον σύ-
στηµα που δεν µπορεί να αµεληθεί. Τότε έχουµε ανάδραση ενέργειας και είναι η µορφή των ταλαντώ-
σεων που θα συναντήσουµε αργότερα στη φυσική των πνευστών. Αυτή η κατηγορία αναπτύσσεται στη 
συνέχεια.         
 
 

Εξίσωση και επίλυση 
 

Έστω ότι σε έναν απλό ταλαντωτή ασκείται µία περιοδική δύναµη της µορφής cos(2 )F ftπ  ή 

exp( 2 )F jftπ− , ανάλογα µε το συµβολισµό που επιθυµούµε. Μας ενδιαφέρει να προσδιορίσουµε τη 

µορφή της κίνησης του παθητικού συστήµατος µόλις αρχίσει να εφαρµόζεται η δύναµη και ποια θα 
είναι η εξέλιξή της αν η δύναµη εφαρµόζεται για µεγάλο χρονικό διάστηµα. Σηµαντικό είναι επίσης να 
γνωρίζουµε κατά πόσο η συµπεριφορά του συστήµατος εξαρτάται από τη συχνότητα της διεγείρουσας 
δύναµης, αφού δεν είναι απαραίτητο να συµπίπτει µε τη φυσική συχνότητα 0f  του ταλαντωτή.      

Η ολική δύναµη που ασκείται στον ταλαντωτή είναι το άθροισµα της δύναµης επαναφοράς, της 
αντίστασης και της διεγείρουσας δύναµης: 

 
exp( 2 )

m
F R V Kx F jftπΣ = − − + −                                               (6.30) 
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Η εξίσωση κίνησης είναι: 
 

2
2 2

02
2 4 exp( 2 )

d x dx
k f x c jft

dtdt
π π+ + = −                                           (6.31) 

 
όπου 

F
c

m
= ,   

2
m

R
k

m
= ,   2 fω π= ,   2 2

04
K

f
m

π =    

 
 
Η λύση της (6.31) είναι της µορφής exp( 2 ) exp( 2 )x C kt jft D jftπ π= − − + − . Αντικαθιστώντας στην 

(6.31) προκύπτει ότι: 
 

( )
( )

( )

2 2
0

22 2 2 3 2 2 2 2
0 0

exp( )
4 4 4 4

f f jfkc
D c B j

f f jfk f f f k

π
θ

π π π π

− +
= = =

− − − +
               (6.32) 

 
όπου: 

( )2 22 2 2 2 2
20

/ 4 / 2

2
2m

c F f
B

Kf f f k
R fm

f

π π

π π
π

= =
 − +

+ − 
 

                           (6.33) 

 
 

και 

( )2 2
0

tan
( / 2 ) 2

m
Rkf

K f fmf f
θ

π ππ
= =

−−
                                      (6.34) 

 
 

Μηχανική εµπέδηση 
 

Στην ακουστική είναι πολύ συχνή η χρήση της εµπέδησης, όπως και στα ηλεκτρικά κυκλώµατα 
[J], καθώς διευκολύνει σε αρκετές περιπτώσει τη µελέτη και συµπυκνώνει τις σχέσεις που περιγρά-
φουν ένα πρόβληµα. Ορίζουµε εδώ τη µηχανική εµπέδηση του συστήµατος: 
 

exp( )
m m m m m

K
Z R j m R jX Z jω φ

ω
 = − − = − = − 
 

� �
                              (6.35) 

 
όπου  

2

2
m m

K
Z R mω

ω
 = + − 
 

�
   και   1 /

90 tan
m

m K

R

ο ω ω
φ θ −  −

= − =  
 

                   (6.36) 

 
Η σχέση (6.35) για τη µηχανική εµπέδηση είναι ακριβώς αντίστοιχη µε την ηλεκτρική εµπέδηση αν το 
αρνητικό πρόσηµο γίνει θετικό. Η µηχανική αντίσταση 

m
R  είναι ανάλογη µε την αντίσταση, η µάζα m 

ανάλογη µε την επαγωγή και η µηχανική ενδοτικότητα 1/
m

C K=  ανάλογη µε την ηλεκτρική επαγωγή. 

Η ποσότητα 
m

K
X mω

ω
= −  καλείται µηχανική ανάδραση του συστήµατος [PP], κατ’ αναλογία µε τα 

ηλεκτρικά κυκλώµατα [J]. Έτσι η (6.35) µπορεί να γραφεί: 
 

1
m m

m

Z R j m
C

ω
ω

 
= − − 

 

�
                                                    (6.37) 
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Η µηχανική εµπέδηση αποτελεί λόγο δύναµης προς ταχύτητα και όχι τάσης προς ρεύµα. Κατά συνέ-
πεια δεν µετριέται σε ohm. Συνηθισµένη µονάδα είναι gr/sec. 

Η λύση της (6.31) µπορεί να γραφεί τώρα, µε χρήση της µηχανικής εµπέδησης, ως: 
 

( )exp 2 exp( 2 )
2

m

F
x C kt jft jft

jfZ
π π

π
= − − − −�                                       (6.38)  

ή 

[ ]exp( ) cos(2 ) sin(2 ) cos(2 )
2

d d

m

F
x kt a f t b f t ft

f Z
π π π θ

π
= − + + −�                    (6.39)  

 
Οι σταθερές a  και b καθορίζονται, όπως και στα προηγούµενα είδη ταλαντώσεων από τις αρχικές 
συνθήκες. 
 
 

Μεταβατική και µόνιµη κατάσταση  
 

Όταν η διεγείρουσα δύναµη πρωτοεφαρµόζεται στο σύστηµα, η κίνηση είναι εξαιρετικά πολύ-
πλοκη, αποτελούµενη από το συνδυασµό δύο αρµονικών κινήσεων, που διαφέρουν, κατά το σύνηθες, 
στη συχνότητα. Ακόµα και αν η αντίσταση είναι µικρή, ο πρώτος όρος, που αντιπροσωπεύει την ελεύ-
θερη – µεταβατική ταλάντωση, αποσβένεται γρήγορα, αφήνοντας µόνο τον δεύτερο όρο, που αντιπρο-
σωπεύει την απλή αρµονική κίνηση συχνότητας ίσης µε τη συχνότητα της διεγείρουσας δύναµης. Οι 
παρακάτω σχέσεις δείχνουν την κατάληξη της λύσης, όταν χαθεί η µεταβατική κατάσταση (transient 
state).  

 

exp( )
2

m

F
x j t

jfZ
ω

π
→ − −�     ή    sin(2 )

2 m

F
x ft

f Z
π φ

π
→ −�  

(6.40) 
 

exp( )
m

F
V j t

Z
ω→ −�     ή     cos(2 )

m

F
V ft

Z
π φ→ −   

όπου: 

( ) ( / )
tan cot

m

m K

R

ω ω
φ θ

−
= − =  

 
Το µέρος αυτό της κίνησης καλείται µόνιµη κατάσταση (steady state). Παρατηρούµε ότι είναι ανεξάρ-
τητο από τον τρόπο µε τον οποίο ο ταλαντωτής ξεκινά την κίνησή του. Το πλάτος, η συχνότητα και η 
φάση του εξαρτώνται µόνο από τις σταθερές F και f  της δύναµης και τις σταθερές του συστήµατος m, 

m
R  και Κ. 

 
 

Συντονισµός 
 

Το πλάτος της κίνησης και το πλάτος της ταχύτητας είναι ανάλογα µε το πλάτος της διεγείρουσας 
δύναµης και αντιστρόφως ανάλογα µε το µέτρο της µηχανικής εµπέδησης. Έχουµε λοιπόν µία πλήρη 
αναλογία µε τα ηλεκτρικά κυκλώµατα. Έκτός των υπολοίπων αναλογιών, η ταχύτητα αντιστοιχεί στο 
ρεύµα.    

Η εµπέδηση γενικά είναι µεγάλη εκτός όταν 0f f= . Τότε, αν η αντίσταση είναι µικρή, θα εµφανι-

σθεί αιχµηρό ελάχιστο στην καµπύλη της εµπέδησης. Ακολούθως, το πλάτος της κίνησης είναι εν γένει 
µικρό, εκτός όταν 0f f= , οπόταν, σύµφωνα µε την (6.40) θα εµφανίζει  αιχµηρό µέγιστο (σχήµα 6.1). 

Η συνθήκη κατά την οποία η συχνότητα της διεγείρουσας δύναµης συµπίπτει µε τη φυσική συχνότητα 
του ταλαντωτή και η απόκριση (το πλάτος της κίνησης) είναι µεγάλη, ονοµάζεται συντονισµός. Η κο-
ρυφή στην καµπύλη του πλάτους συναρτήσει της συχνότητας, είναι τόσο αιχµηρότερη, όσο µικρότερη 
είναι η 

m
R  και αντίστροφα (σχήµα 6.1). Από το σχήµα φαίνεται ότι η κίνηση της µόνιµης κατάστασης 

δεν είναι πολύ ευαίσθητη προς την τιµή της σταθεράς αντίστασης 
m

R , παρά µόνο για το εύρος 



   Κεφάλαιο 6 – Ταλαντώσεις και Συντονισµός 

Μέρος Ι – Ακουστική 

57 

συχνοτήτων κοντά στο συντονισµό. Η διακεκοµµένη καµπύλη αντιστοιχεί σε 
m

R  µεγαλύτερο κατά 11 

φορές από το 
m

R  της συνεχούς καµπύλης. Οι δύο καµπύλες είναι πρακτικά ίσες, εκτός από τη περιοχή 

κοντά στο συντονισµό. 
Η κίνηση δεν είναι πάντοτε σε φάση µε τη διεγείρουσα δύναµη. Η γωνία καθυστέρησης της µετα-

τόπισης, σε σχέση µε τη δύναµη, δίνεται από τη γωνία θ, η οποία όταν f=0, µηδενίζεται, όταν 0f f= , 

είναι ίση µε π/2 και όταν f → ∞ , πλησιάζει στην τιµή π. Στην τελευταία περίπτωση, ουσιαστικά η 

µετατόπιση είναι απλά αντίθετης φοράς µε τη δύναµη, η οποία δρα σα να είχε σταθερό µέτρο. Η γωνία 
καθυστέρησης της ταχύτητας ( / 2)φ π θ= + +  είναι ίση µε –π/2 όταν f=0, µηδενική όταν 0f f=  και 

+π/2 όταν f → ∞ . 

Ανακεφαλαιώνοντας, όταν η συχνότητα 
της διεγείρουσας δύναµης είναι πολύ µικρό-
τερη της φυσικής συχνότητας τους συστήµα-
τος, το πλάτος είναι µικρό και η µετατόπιση 
βρίσκεται σε φάση µε τη δύναµη. Καθώς η 
συχνότητα της διεγείρουσας δύναµης αυξάνε-
ται, το πλάτος αυξάνεται και διαφέρει ολοένα 
περισσότερο από τη φάση της, έως ότου φτά-
σουµε στο συντονισµό, όπου το πλάτος µεγι-
στοποιείται (όταν η 

m
R  είναι µικρή) και η 

ταχύτητα βρίσκεται σε φάση µε τη δύναµη. 
Από το συντονισµό και έπειτα, µε συνεχή αύ-
ξηση της συχνότητας, το πλάτος µειώνεται 
και τελικά γίνεται πολύ µικρό, περισσότερο 
από το αρχικό. Στις µεγάλες συχνότητες η 
µετατόπιση αντιτίθεται στη δύναµη.  

∆ιακρίνουµε δύο τρόπους διέγερσης ενός 
συστήµατος από µία περιοδική δύναµη. Κατά 
τον πρώτο τρόπο το σύστηµα ανταποκρίνεται 
ισχυρά σε συγκεκριµένες συχνότητες, όπως 
συµβαίνει µε τις χορδές ενός βιολιού, τους 
ακουστικούς σωλήνες των πνευστών, τους 
συντονιστές κάτω από τις πλάκες του 
ξυλόφωνου ή την ανθρώπινη στοµατική 
κοιλότητα, στη διάρκεια σχηµατισµού ενός 
φωνήεντος. Σε αυτή την περίπτωση πρέπει να 
λάβουµε την αντίσταση όσο µικρότερη 
γίνεται, ώστε η µόνη διεγείρουσα συχνότητα, 
που θα προκαλέσει µεγάλη απόκριση να είναι 
και η φυσική συχνότητα του συστήµατος. 
Κατά τον δεύτερο τρόπο, το σύστηµα 
ανταποκρίνεται, µε κάποια διακύµανση, εξίσου καλά προς όλες τις συχνότητες. Τέτοια παραδείγµατα 
αποτελούν τα διαφράγµατα των µικρόφωνων και των µεγαφώνων, όπως επίσης και το αντηχείο του 
βιολιού. Σε µερικές περιπτώσεις επιθυµούµε το πλάτος της µόνιµης κατάστασης να είναι ανεξάρτητο 
της συχνότητας, σε άλλες επιθυµούµε το πλάτος της ταχύτητας να είναι παραµένει σταθερό, ενώ σε 
λιγότερες περιπτώσεις η επιτάχυνση. Οι απαιτήσεις αυτές είναι δυνατό να πραγµατοποιηθούν εντός 
ενός συγκεκριµένου εύρους συχνοτήτων, µε µεγάλη αύξηση της ακαµψίας, της αντίστασης ή της 
µάζας, ώστε η επίδρασή της µίας από αυτές να επικαλύπτει τις επιδράσεις των υπολοίπων στο εύρος 
αυτό.  

Οι τρεις οριακές περιπτώσεις διεγειρόµενων ταλαντωτών, που µόλις αναφέρθηκαν καλούνται 
αντιστοίχως, ελεγχόµενος από ακαµψία (stiffness – controlled), ελεγχόµενος από αντίσταση (resistance 
– controlled) και ελεγχόµενος από µάζα (mass – controlled). Οι ιδιότητες και τα εύρη συχνοτήτων, 
µέσα στα οποία λειτουργούν είναι: 
 

Stiffness - controlled: K µεγάλη:   
2

m

K
Z j

fπ

�
≃ ,  exp( )

F
x j t

K
ω−≃ ,      

1

2

K
f

mπ
<  και 

2
m

K

Rπ
. 

 

Σχήµα 6.3 

Φάση και πλάτος και µίας εξαναγκασµένης ταλάντωσης 
ως συνάρτηση της συχνότητας της διεγείρουσας 
δύναµης. Το αιχµηρό µέγιστο της καµπύλης του 
πλάτους αντιστοιχεί στην κατάσταση συντονισµού του 
συστήµατος. 
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Resistance - controlled: 
m

R  µεγάλη:   
m m

Z R
�
≃ ,  exp( )

m

dx F
j t

dt R
ω≃ ,     

2
m

R
f

mπ
<   και   

2
m

K
f

Rπ
> .  

 

Mass - controlled: m µεγάλη:    2
m

Z jfmπ−
�
≃ ,   

2

2
exp( )

d x F
j t

mdt
ω−≃ ,    

1

2

K
f

mπ
>   και  

2
mR

mπ
. 

 
Κάθε ταλαντωτής υπό διέγερση είναι mass – controlled σε συχνότητες αρκετά υψηλότερες από τη φυ-
σική του συχνότητα, resistance – controlled σε συχνότητες κοντά στη φυσική και stiffness – controlled 
σε συχνότητες πολύ µικρότερες από αυτή.  
 
 

Ενέργεια εξαναγκασµένης ταλάντωσης 
 

Η µέση τιµή της απώλειας της ενέργειας ανά δευτερόλεπτο, λόγω αντίστασης (τριβής), όταν ο τα-
λαντωτής είναι στη µόνιµη κατάσταση, δίνεται από τη σχέση: 
 

2

21 1

2 2
m m

m

F
P R U R

Z

 
 = =
 
 
�                                                        (6.41) 

 
Ο ρυθµός παροχής ενέργειας από το διεγείρον προς το διεγειρόµενο σύστηµα είναι: 
 

[ ]

2

2

cos(2 ) cos(2 )cos(2 )

cos(2 ) cos cos(2 ) sin sin(2 )

m

m

F
VF ft ft ft

Z

F
ft ft ft

Z

π π π φ

π φ π φ π

= −

= +

�

�

                       (6.42) 

 
Η µέση τιµής αυτού του µεγέθους ανά δευτερόλεπτο είναι: 
 

2
21 1

cos
2 2

m

m m

F F
R

Z Z
φ

 
 =
 
 

� �                                                       (6.43) 

 

αφού cos m

m

R

Z
φ = � . Η τιµή (6.43) ισούται µε την απώλεια ενέργειας P λόγω αντίστασης. Καταλήγουµε 

δηλαδή ότι η ενέργεια που προσφέρεται από τον διεγέρτη είναι ίση µε την ενέργεια που χάνεται από 
παθητικό σύστηµα, στη µόνιµη κατάσταση λειτουργίας. 
 
 

6.4  Απόκριση συστήµατος σε µεταβατικές δυνάµεις 
 

Στην προηγούµενη ενότητα ασχοληθήκαµε µε δυνάµεις που διατηρούσαν την επίδρασή τους πάνω 
στο σύστηµα πολύ µετά από την εµφάνιση και εξασθένηση των µεταβατικών φαινοµένων. Μελετή-
σαµε τη µόνιµη κατάσταση ταλάντωσης όταν η ίδια η δράση της δύναµης είναι µόνιµη. Στην περί-
πτωση όµως που η δύναµη είναι παροδική, τότε το σύστηµα δεν προλαβαίνει ποτέ να φτάσει σε µία 
µόνιµη κατάσταση. Τότε η µελέτη της συµπεριφοράς του είναι πιο σύνθετη και επικεντρώνεται στα 
µεταβατικά φαινόµενα. 

 
 

Η µορφή της δύναµης 
 

Έστω ότι η δύναµη έχει τη µορφή του παρακάτω ολοκληρώµατος: 
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( ) ( ) exp( )f t F j t dω ω ω
+∞

−∞

= −∫                                                     (6.44) 

 
Έστω τώρα ότι η λύση είναι της µορφής: 
 

( ) ( ) exp( )x t X j t dω ω ω
+∞

−∞

= −∫                                                     (6.45) 

 
Ώστε όταν το X  είναι γνωστό, το x µπορεί να προσδιορισθεί. Αντιστρόφως µε γνωστό το 
x υπολογίζουµε το X από την εξίσωση: 
 

1
( ) ( ) exp( )

2
X x t j t dtω ω

π

+∞

−∞

= ∫                                                    (6.46) 

 
Με το µαθηµατικό αυτό τρικ µπορούµε να µεταβούµε από µία διαφορική εξίσωση που συσχετίζει τα x 
και f  σε µία αλγεβρική εξίσωση των X και F [PP]. Η εξίσωση (6.45) µπορεί να χρησιµοποιηθεί έπειτα 
για τον υπολογισµό του x.  
Στα περισσότερα προβλήµατα θεωρούµε ότι το σύστηµα βρίσκεται σε κατάσταση ισορροπίας πριν από 
τη χρονική στιγµή t=0, κατά την οποία εφαρµόζεται ξαφνικά η µεταβατική δύναµη. Κατά συνέπεια, 
µπορούµε να υποθέσουµε ότι οι συναρτήσεις ( )f t  και ( )x t  είναι διάφορες του µηδενός µόνο για 

0t > . Τότε το X µπορεί να προσδιορισθεί απλούστερα: 

0

1
( ) ( ) exp( )

2
X jp x t pt dt

π

+∞

= −∫                                                  (6.47) 

 
όπου p jω= −  µε το πραγµατικό µέρος του να είναι θετικό. Μία όµοια εξίσωση δίνει το ( )F jp  ως 

προς ( )f t .   

Μία πολλή χρήσιµη συσχέτιση που χρησιµοποιείται συχνά σε προβλήµατα ταλαντώσεων είναι ο 
µετασχηµατισµός Fourier της /dx dt : 

 

0

2
2 2

2
0

1
exp( )

2

1
exp( )

2

dx
pt dt pX j X

dt

d x
pt dt p X X

dt

ω
π

ω
π

+∞

+∞


− = = − 



− = = − 


∫

∫
                                          (6.48) 

 
Όροι πρέπει να προστεθούν αν το x είναι διάφορο του µηδενός για 0t < .  
 
 

Μεταβατικά φαινόµενα σε απλό σύστηµα 
 

Με αντικατάσταση της δύναµης από την (6.44) στη γενική διαφορική εξίσωση της εξαναγκασµέ-
νης ταλάντωσης, προκύπτει: 
 

2

2
( ) ( ) exp( )m

d x dx
m R Kx f t F j t d

dtdt
ω ω ω

+∞

−∞

+ + = = −∫                                 (6.49) 

  
Χρησιµοποιώντας τις συσχετίσεις (6.48), µετατρέπουµε την παραπάνω διαφορική εξίσωση σε αλγε-
βρική, αν πολλαπλασιάσουµε και τα δύο µέλη µε (1/ 2 ) exp( )ptπ −  και ολοκληρώσουµε ως προς t: 

 
2( ) ( ) ( )

m
K j R m X Fω ω ω ω− − =                                               (6.50) 

 
 
Η εξίσωση 
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2

( ) ( )
( )

( )m

F F
X

K j R m j Z

ω ω
ω

ω ω ω ω
= =

− − −
�                                           (6.51) 

 
είναι η έκφραση για το πλάτος της συνιστώσας ( )X ω , συχνότητας ω, ως συνάρτηση της συνιστώσας 

( )F ω , που εισέρχεται στο ολοκλήρωµα της συνολικής µεταβατικής δύναµης. Για την εµπέδηση 

ισχύει: 

( )
m

K
Z R j mω ω

ω
 = − − 
 

�
 

 
Καταλήγουµε λοιπόν στις εκφράσεις που δίνουν τη µετατόπιση και την ταχύτητα ενός απλού συστή-
µατος στο οποίο ασκείται η δύναµη ( )f t : 

 

( ) exp( )
( )

( )

F j t
x t d

j Z

ω ω
ω

ω ω

+∞

−∞

−
=

−∫ �        και       
( ) exp( )

( )
( )

F j t
V t d

Z

ω ω
ω

ω

+∞

−∞

−
= ∫ �                   (6.52) 

 
όπου  

0

1
( ) ( ) exp( )

2
F f t pt dtω

π

+∞

= −∫ ,  p jω= −                                         (6.53) 

 
Οι εξισώσεις είναι σωστές µόνο όταν το φανταστικό µέρος της ω (επόµενη υποενότητα) είναι θετικό 
στην ολοκλήρωση και όταν τα x , V  και f  είναι µηδενικά για 0t < . Για να συγκλίνουν τα παρα-

πάνω ολοκληρώµατα πρέπει να τεθούν περιορισµοί για τη συµπεριφορά της Z
�

 καθώς η ω τείνει προς 
το άπειρο.  
Για την επίλυση των ολοκληρωµάτων (6.52) πρέπει να διερευνήσουµε τους πόλους [F] της συνάρτη-

σης /( )F j Zω−
�

. Για να προσδιορισθούν οι πόλοι της ( )F ω , πρέπει να γνωρίζουµε τη µορφή της 

( )f t . Ωστόσο, ακόµα και µε άγνωστη την ( )f t , µπορούµε να συζητήσουµε τη συµπεριφορά του 

παράγοντα 1/( )j Zω−
�

. Για να έχει ο παράγοντας αυτός πόλους, πρέπει η συνάρτηση ( )j Zω ω−
�

 να έχει 

µηδενικά [F] για κάποιες τιµές της (γωνιακής) συχνότητας ω , η οποία είτε είναι πραγµατική ή φαντα-
στική.  
 
 

Σύνθετες συχνότητες 
 

Είχαµε ορίσει αρχικά την εµπέδηση ως το σύνθετο λόγο της απλής αρµονικής δύναµης, συχνότη-
τας f και της προκύπτουσας ταχύτητας της µόνιµης καταστάσεως. Μπορούµε να επεκτείνουµε την 

έννοια της εµπέδησης, χωρίς να αλλάξουµε τον ορισµό, αλλά επιτρέποντας στη συχνότητα να λάβει 
σύνθετη µορφή, µε πραγµατικό και µιγαδικό µέρος. Ψάχνουµε τώρα για εκείνες τις σύνθετες συχνότη-

τες για τις οποίες ο µιγαδικός αριθµός j Zω−
�

 είναι µηδέν.  

Για ένα απλό µηχανικό σύστηµα ισχύει: 2
m

j Z m j R Kω ω ω− = − − +
�

. Με παραγοντοποίηση οι πό-

λοι γίνονται εµφανείς: 

( )( )
d d

j Z m jk jkω ω ω ω ω− = − − + + +
�

                                             (6.54) 

 

όπου το k είναι γνωστό από πριν, 2 2 2
0d

kω ω= −  και 2
0 ( / )K mω = , σε συµφωνία µε τις (6.12) και 

(6.15). Οι τιµές της ω , για τις οποίες η συνάρτηση µηδενίζεται, έχει πραγµατικό µέρος τη συχνότητα 
ταλάντωσης του ελεύθερου µηχανικού συστήµατος πολλαπλασιασµένη µε 2π±  και φανταστικό µέρος 

τη σταθερά απόσβεσης, µε αρνητικό πρόσηµο. Για αυτές τις τιµές της ω , η συνάρτηση /( )F j Zω−
�

 θα 

έχει απλούς πόλους, εκτός από την ακραία περίπτωση, κατά την οποία η F  έχει µηδενικά και πόλους 
στις ίδιες τιµές της ω . 
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Υπολογισµός της µεταβατικής κατάστασης  
 

Οι πόλοι της συνάρτησης /( )F j Zω−
�

 είναι στενά συνδεδεµένοι µε τις µεταβατικές ταλαντώσεις 

του συστήµατος που περιγράφηκε στην ενότητα 6.5. Οι πόλοι είναι τοποθετηµένοι επάνω στο µιγαδικό 

επίπεδο συµµετρικά ως προς την αρχή των αξόνων, σε ακτίνα 0 /K mω =  και κάθετη απόσταση από 

τον άξονα των πραγµατικών αριθµών ίση µε k. Το υπόλοιπο της 
exp( )F j t

j Z

ω
ω
−

−
�  στους πόλους είναι: 

 
( )

exp( )
2

d

d

d

F jk
j t kt

m

ω
ω

ω
− −

− ,      
d

jkω ω= − −  

 
( )

exp( )
2

d

d

d

F jk
j t kt

m

ω
ω

ω
− −

− − − ,      
d

jkω ω= −  

 
Καθώς η ( )F ω  έχει µόνο απλούς πόλους και καθώς κανένας από αυτούς δεν συµπίπτει µε τους 

πόλους της 1/( )j Zω−
�

, η µετατόπιση του συστήµατος θα είναι [PP]: 

 
( ) 0x t = ,   για 0t <                                                             (6.55α) 

exp( ) ( )1
( ) exp( )

exp( ) ( )

exp( )
(2 )

d d

d dd

res

j t F jk
x t kt

j t F jkm j

F j t
j Sum

j Z

ω

ω ωπ
ω ωω

ω
π

ω

− − 
= −  − − − 

 −
−  

− 
�

,   για 0t >                 (6.55β) 

 

όπου 
exp( )

res

F j t
Sum

j Z

ω ω
ω

 −
 

− 
�  είναι το άθροισµα των υπολοίπων της 

exp( )F j t

j Z

ω
ω
−

−
�  σε όλους τους 

απλούς πόλους της F  πάνω στον άξονα της ω  και κάτω από αυτόν. 
Ο πρώτος όρος της (6.55β) είναι η µεταβατική κίνηση του συστήµατος εξ’ αιτίας της ξαφνικής µετα-
βολής της ( )F ω  για 0t = . Οι όροι που προέρχονται από τους πόλους της ( )F ω  είναι µία σειρά από 

γενικευµένες µεταβατικές κινήσεις και εξαρτάται από τη συγκεκριµένη µορφή της ( )f t . Αντίστοιχα, 

για την ταχύτητα της ταλάντωσης έχουµε: 
 

( ) 0V t = ,   για 0t <                                                         (6.56α) 

 
( ) exp( ) ( )1

( ) exp( )
( )(exp( ) ( )

exp( )
(2 )

d d d

d d dd

res

jk j t F jk
V t kt

jk j t F jkm

F j t
j Sum

Z

ω

ω ω ωπ
ω ω ωω

ω
π

+ − − 
= −  + − − − 

− −  
 

�

,   για 0t >        (6.56β) 

 

 όπου 
exp( )

res

F j t
Sum

Z

ω ω− 
 
 

�  είναι το άθροισµα των υπολοίπων της 
exp( )F j t

Z

ω−
�  σε όλους τους 

απλούς πόλους της F  πάνω στον άξονα της ω  και κάτω από αυτόν. Παραδείγµατα εφαρµογής της 
αναπτυχθείσας µεθόδου µπορεί να βρει κανείς στη βιβλιογραφική αναφορά [PP].   
 
 

6.5 Συζευγµένες ταλαντώσεις 
 

Ερχόµαστε τώρα στην περίπτωση που συζητήθηκε στην εισαγωγή των εξαναγκασµένων ταλαντώ-
σεων και µας βοηθά να κατανοήσουµε τα ηχητικά κύµατα στους σωλήνες (επόµενο κεφάλαιο) και τη 
φυσική των πνευστών. Έστω ότι δύο ταλαντωτές είναι συνδεδεµένοι τόσο άρρηκτα µεταξύ τους, ώστε 
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να µην µπορεί να παραληφθεί η ανάδραση ενέργειας από τον ένα (διεγέρτη) προς τον άλλο (διεγειρό-
µενο). Ωστόσο, κατά περιόδους ο κάθε ταλαντωτής επηρεάζεται απ’ τον άλλο και ο ρόλος του αλλάζει 
από διεγέρτη σε διεγειρόµενο, και αντιστρόφως [PP]. Μάλιστα αυτή η ισχυρή ανάδραση συµβαίνει 
έντονα όταν οι συχνότητες των δύο ταλαντωτών είναι παραπλήσιες. Για σηµαντικά διαφορετικές συ-
χνότητες τα αποτελέσµατα της ακόλουθης ανάλυσης δεν διαφέρουν σηµαντικά από αυτά της ενότητας 
6.3. Σε αυτή την περίπτωση, το πλάτος της κίνησης του ενός από τους δύο ταλαντωτές θα είναι πολύ 
µικρότερο από του άλλου, χωρίς έντονη ανάδραση µεταξύ τους. 

 
  

Γενική εξίσωση 
 

Θα εξετάσουµε πρώτα τη γενική περίπτωση των διαφορετικών συχνοτήτων. Στο σχήµα 6.2, ο τα-
λαντωτής Νο 1 έχει µάζα σώµατος 1m  και έχει µετατοπισθεί από τη θέση ισορροπίας κατά 1x . Ο 

ταλαντωτής Νο 2 έχει µάζα σώµατος 2m  και είναι µετατοπισµένος κατά 2x . Όταν 1 2 0x x= = , όλο το 

σύστηµα ισορροπεί. Για την ώρα αµελούµε τυχόν αποσβέσεις που θα περιπλέξουν το πρόβληµα.  
Έστω τώρα ότι κρατούµε σταθερό το σώµα 2 σε µηδενική µετατόπιση. Εκτρέποντας το σώµα 1 

κατά 1x , θα ασκείται επάνω του δύναµη µόνο από το ελατήριο 1K  ίση µε 1 1K x− , υπό την προϋπόθεση 

ότι η µετατόπιση είναι µικρή. Αφήνοντας το σώµα, ο ταλαντωτής Νο 1 (που συνίσταται από το ελατή-

ριο 1K  και τη µάζα 1m ) θα εκτελέσει απλή αρµονική ταλάντωση µε συχνότητα: 1
1

1

1

2

K
f

mπ
= , κατ’ 

αναλογία µε τη σχέση (6.5).  

 

Σχήµα 6.3 

 
 
Αν εφαρµόσουµε την ακριβώς αντίστοιχη διαδικασία για τη µάζα 2m , ο ταλαντωτής Νο 2 (που 

αποτελείται από τη µάζα αυτή και το ελατήριο 2K ), θα εκτελέσει απλή αρµονική ταλάντωση συχνότη-
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τας 2
2

2

1

2

K
f

mπ
= . Πέρα από τα προηγούµενα, επειδή µεταξύ των µαζών µεσολαβεί το ελατήριο 3K , 

µία µετατόπιση της 1m  θα προκαλέσει δύναµη Hooke στη 2m  ίση µε 3 1K x  και αυτή είναι η έννοια της 

σύζευξης. Εξ’ αιτίας τώρα της συµµετρίας του όλου συστήµατος, η µετατόπιση της 2m  προκαλεί στη 

1m  δύναµη 3 2K x . Η σταθερά 3K  καλείται σταθερά σύζευξης (coupling constant). Η τιµή της είναι 

συνήθως πολύ µικρότερη από τις 1K  και 2K . Θεωρούµε τώρα, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι 

1 2f f> .  

Οι εξίσωση κίνησης για κάθε µάζα είναι: 
 

                              
2

1
1 1 1 3 22

d x
m K x K x

dt
= − +     και    

2
2

2 2 2 3 12

d x
m K x K x

dt
= − +  

 

Αν θέσουµε 1 1x x m=  και 2 2y x m= , οι εξισώσεις απλοποιούνται ως παρακάτω: 

 
2

2 2 2 2
12

4 4
d x

f x y
dt

π π µ+ =     και     
2

2 2 2 2
22

4 4
d y

f y x
dt

π π µ+ =                          (6.57)  

 

µε                                      2 2 1
1

1

4
K

f
m

π = ,   2 2
2

2

4
K

f
m

π =   και   2 2 3

1 2

4
K

m m
π µ =  

 
Αν ένας από τους δύο ταλαντωτές ακινητοποιηθεί, ο άλλος θα εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση. Αν 
όµως και οι δύο αφεθούν ελεύθεροι, ύστερα από την αρχική εκτροπή τους, η κίνηση θα είναι κατά 
κανόνα µη περιοδική. Τη συµπεριφορά αυτή τη βλέπουµε στις καµπύλες c του σχήµατος 6.3. Επειδή οι 
καµπύλες των x και y δεν είναι ηµιτονοειδείς, δεν µπορούµε να συνεχίσουµε εύκολα τη µελέτη, αν δεν 
ορίσουµε ένα νέο είδος συνάρτησης για να περιγράφουµε την κίνηση [PP].  
 
 

Απλή αρµονική κίνηση 
 

Εξετάζουµε την περίπτωση να εκκινήσουµε τις µάζες µε τέτοιο τρόπο ώστε η κίνηση που θα προ-
κύψει να είναι απλή αρµονική, παρόλο που κατά κανόνα δεν είναι. Το βασικότερο στοιχείο για µία 
τέτοια συνθήκη είναι ότι οι συχνότητες των δύο ταλαντωτών πρέπει να συµπίπτουν. Έστω οι λύσεις 

exp( 2 )x A jftπ= −  και exp( 2 )y B jftπ= − . Αντικαθιστούµε στις εξισώσεις (6.57) και προκύπτουν οι 

συνθήκες: 

( )2 2 2
1B A f fµ = −     και    ( )2 2 2

2A B f fµ = −                                    (6.58) 

 
Με συνδυασµό των (6.58) απαλείφουµε τα Α και Β και παίρνουµε τη σχέση:  
 

( )4 2 2 2 2 2 4
1 2 1 2 0f f f f f f µ− + + − =                                              (6.59) 

 
Η λύση της (6.59) είναι: 
 

( ) ( )

( ) ( )

1/ 2
22 2 2 2 4

1 2 1 2

1/ 2
2 2

1 2 2 1 1 2 2 1 3 1 2

1 2

1 1
4

2 2

1 1 1
4

2 22

f f f f f

K m K m K m K m K m m
m m

µ

π

 = + ± − +  

 = + ± − +  

                (6.60) 

 
Από την (6.60) διαπιστώνουµε ότι υπάρχουν δύο δυνατές συχνότητες f +  και f −  (αντιστοίχως µε το 

πρόσηµο της διακρίνουσας), για τις οποίες η ταλάντωση του συστήµατος είναι απλή αρµονική. Καµία 
από αυτές τις συχνότητες δεν ισούται µε κάποια από τις φυσικές 1f  και 2f . Από την (6.60) επίσης 

διαπιστώνουµε ότι 1 2,f f f− <  και 1 2,f f f+ > . 
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Κανονικοί τρόποι ταλάντωσης 
 

Παρόλο που η γενική κίνηση του συστήµατος δεν είναι περιοδική, αν οι µάζες ξεκινήσουν µε τέ-
τοιο τρόπο ώστε τα πλάτη τους να συνδέονται από τη σχέση 

( ) ( )2 2 2 2 2 2
1 2/ /B A f f A f fµ µ+ + +

+ += − = − , τότε η ταλάντωση του συστήµατος θα είναι απλή αρµο-

νική, µε συχνότητα f+ , ενώ ο λόγος /A B+ +  θα παραµένει σταθερός καθ’ όλη τη διάρκεια της 

ταλάντωσης. Οµοίως, αν οι µάζες ξεκινήσουν µε τέτοιο τρόπο ώστε τα πλάτη τους να συνδέονται αυτή 

τη φορά από τη σχέση ( ) ( )2 2 2 2 2 2
1 2/ /B A f f A f fµ µ− − −

− −= − = − , τότε η ταλάντωση του συστήµατος 

θα είναι πάλι απλή αρµονική, µε συχνότητα f − , ενώ ο λόγος /A B− −  θα παραµένει σταθερός καθ’ όλη 

τη διάρκεια της ταλάντωσης. Αν η κίνηση ξεκινήσει µε οποιονδήποτε άλλο τρόπο, δεν θα υπάρχει 
σταθερός λόγος µεταξύ των πλατών και η ταλάντωση δεν θα είναι περιοδική. Οι δύο κινήσεις που µό-
λις αναφέρθηκαν καλούνται κανονικοί τρόποι ταλάντωσης του συστήµατος (normal modes of vibra-
tion). Οι κινήσεις µπορούν να παρασταθούν συνοπτικά ως ακολούθως: 

 
 

Συχνότητα f+  

cos exp( 2 )x C a jf tπ+
+= − ,      1

1

1
cos(2 ) sin(2 ) cosx a f t b f t a

m
π π+ +

+ + = +    

 

sin exp( 2 )y C a jf tπ+
+= − − ,    2

2

1
cos(2 ) sin(2 ) sinx a f t b f t a

m
π π+ +

+ + = − +   

 

Συχνότητα f−  

sin exp( 2 )x C a jf tπ−
−= − ,       1

1

1
cos(2 ) sin(2 ) sinx a f t b f t a

m
π π− −

− − = +    

 

sin exp( 2 )y C a jf tπ−
−= − ,       2

2

1
cos(2 ) sin(2 ) cosx a f t b f t a

m
π π− −

− − = +   

όπου για τη γωνία α ισχύουν: 
 

( )
( ) ( )

( )2 2 2 22 2
1 2

2 22 2 2
2 1

tan
f f f f

a
f f f f

µ µ
µ µ

+ −

+ −

− −
= − = − = =

− −
 

 
2

2 2
1 2

2
tan 2a

f f

µ
=

−
 

 
cosC a A+ += ,   sinC a B+ += ,   sinC a A− −= ,   cosC a B− −=   

 
Πρέπει να γίνει κατανοητό εδώ ότι µόνο όταν το σύστηµα ταλαντώνεται στους κανονικούς του τρό-
πους ταλάντωσης, µπορούµε να περιγράψουµε εύκολα την κίνηση. Σε κάθε άλλη περίπτωση τα πράγ-
µατα γίνονται εξαιρετικά σύνθετα και δύσκολο να περιγραφούν. Η γενική λύση της (6.57) µπορεί να 
αναπαρασταθεί ως συνδυασµός και των δύο κανονικών τρόπων [PP]: 
 

cos exp( 2 ) sin exp( 2 )x C a jf t C a jf tπ π+ −
+ −= − + −                                (6.61α) 

       

 sin exp( 2 ) cos exp( 2 )y C a jf t C a jf tπ π+ −
+ −= − − + −                             (6.61β) 

Θέτουµε τώρα 

 exp( 2 )X C jf tπ+
+= −      και    exp( 2 )Y C jf tπ−

−= −                              (6.62) 

Προκύπτει: 
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cos sinx X a Y a= +   και   sin cosy X a Y a= − +                                 (6.63) 

 
 

Ενέργεια συζευγµένων ταλαντώσεων 
 

Η κινητική ενέργεια του συστήµατος είναι κάθε στιγµή: 
 

2 2

1 2
1 2

1 1

2 2

dx dx
E m m

dt dt
κιν

   
= +   

   
                                            (6.64) 

 
Για να υπολογίσουµε τη δυναµική ενέργεια, αµελούµε προφανώς τις πάσης φύσεως αντιδράσεις και 
τριβές. Φτάνει λοιπόν να εκτρέψουµε τα δύο σώµατα από τα θέση ισορροπίας µε οποιαδήποτε σειρά 
και να υπολογίσουµε τη συνολικό έργο που απαιτείται για αυτές τις εκτροπές. Έστω ότι µετακινούµε 

πρώτα το σώµα 1m . Το έργο που σπαταλούµε είναι: 2
1 1 1 1 1

1

2
K x dx K x=∫ . Για τη µετακίνηση του σώµα-

τος 2m  το έργο που σπαταλούµε είναι ( ) 2
2 2 3 1 2 2 2 3 1 2

1

2
K x K x dx K x K x x− = −∫ . Η ολική ενέργεια λοιπόν 

κάθε στιγµή για το σύστηµά µας είναι: 
 

2 2

2 21 2
1 2 1 1 2 2 3 1 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2

1
2

2

1
4 4 8

2

dx dx
W m m K x K x K x x

dt dt

dx dy
f x f y xy

dt dt
π π π µ

    
= + + + −    

     

    = + + + −    
     

                           (6.65) 

 
 

Ο όρος µε το γινόµενο xy περιπλέκει τη σχέση και µπορούµε να αντικαταστήσουµε τα x  και y  µε X  

και Y  από τις σχέσεις (6.63) για απλοποίηση. Επίσης µπορούµε να εκφράσουµε τις τριγωνοµετρικές 
συναρτήσεις του α ως συναρτήσεις του 2α και να χρησιµοποιήσουµε τη σχέση για την tan 2a . Τότε η 
έκφραση για την ενέργεια απλοποιείται κατά πολύ:  
 

2 2

2 2 2 2 2 21 1
2 2

2 2

dX dY
W f X f Y

dt dt
π π+ −

   = + + +   
   

                                (6.66)   

 
χωρίς να υπάρχει αυτή τη φορά γινόµενο XY .  
 
 

Μικρή σύζευξη 
 
Όπως έχει συζητηθεί, όταν ο βαθµός σύζευξης µεταξύ των ταλαντωτών του συστήµατος είναι µικρός 
και οι συχνότητές τους δεν συµπίπτουν, τότε το πλάτος του ενός θα είναι πολύ µεγαλύτερο από του 
άλλου. Ο ταλαντωτής µε τη µεγαλύτερη κίνηση µπορεί να θεωρηθεί ως διεγέρτης και το πλάτος του θα 
δίνεται από την (6.40).  Έστω ότι ο ταλαντωτής µε τη µάζα 1m αποτελεί τον διεγέρτη του συστήµατος 

στο σχήµα 6.3. Αν η σύζευξη είναι µικρή τότε και η γωνία α θα είναι µικρή και η περίπτωση που πρέ-
πει να εξετάσουµε είναι για συχνότητα f+ . Ισχύει: 

 

1

1

cos( ) exp( 2 )
C

x a jf t
m

π+
+= −                                                    (6.67) 

2
3 11 1 1

2 1 2 2 2
2 22 2 2

tan( )
(2 )

K xm x m
x a x

m mf f K m f

µ
π+ +

= − = =
− −

                                (6.68) 
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Καθώς το α είναι µικρό, το 2x  θα είναι µικρότερο από το 1x , εκτός αν η 1m  είναι πολύ µικρότερη της 

2m . Η ποσότητα 3 1K x  είναι η δύναµη ( )f t  που εφαρµόζεται στη 2m  µέσω του ελατηρίου 3K  λόγω 

της κίνησης 1x . Ο διεγέρτης ταλαντώνεται µε συχνότητα f+ , ώστε 0 3 1exp( 2 )f F jf t K xπ += − = , µε 

3
0

1

cos
K C

F a
m

+= . Καθώς 2
2 2 22 (2 )jf Z K m fπ π+ +− = −
�

, η µετατόπιση της 2m , όταν διεγείρεται από τη 

1m  σε συχνότητα f+  είναι: 

0
2

2

exp( 2 )
2

F
x jf t

jf Z
π

π +

+

= −
−

�                                                   (6.69) 

 
 

Συντονισµός συζευγµένης ταλάντωσης 
 

Έστω η περίπτωση οι φυσικές συχνότητες των ταλαντωτών να συµπίπτουν, 1 2f f= , µε αµελητέες 

πάντα τις αποσβέσεις. Από την (6.60) έχουµε: 
 

2
2 2

1 1

1

...
2

f f f
f

µ
µ+ = + = + +                                                  (6.70) 

 
2

2 2
1 1

1

...
2

f f f
f

µ
µ− = − = − +                                                  (6.71) 

και  
/ 4a π=  

 
Αν το µ είναι πολύ µικρότερο της 1f , µόνο οι δύο πρώτοι όροι των αναπτυγµάτων ρίζας είναι 

απαραίτητοι. Συνεπώς, αν δύο ίδιοι ταλαντωτές είναι συζευγµένοι, δεν θα ταλαντώνονται πλέον µε τη 
φυσική τους συχνότητα 1f , αλλά µε αυτές που δίνουν οι σχέσεις (6.70) και (6.71). Αν οι µάζες του 

συστήµατος ξεκινήσουν ώστε 1 2 2 1/x x m m= − , τότε θα ταλαντώνονται µόνο στην υψηλότερη συχνό-

τητα. Αν ξεκινήσουν µε 1 2 2 1/x x m m= , τότε θα ταλαντώνονται στη χαµηλότερη συχνότητα. Για 

οποιαδήποτε άλλη εκκίνηση, θα έχουµε έναν συνδυασµό των δύο συχνοτήτων.  
Αν µετακινήσουµε τη 1m  κατά 0x , κρατώντας την απόσταση 2x  µηδενική, τότε, αφήνοντας τις 

δύο µάζες στη χρονική στιγµή 0t = , οι µετατοπίσεις 1x  και 2x  θα δίνονται από τις σχέσεις: 

 

( )
2

1 0 1

1

cos cos 2x x t f t
f

µ
π π

 
=  

 
                                                (6.72) 

 
 

( )
2

1
2 0 1

2 1

sin sin 2
m

x x t f t
m f

µ
π π

 
=  

 
                                             (6.73) 

 
Η µορφή των εξισώσεων δείχνει ότι αν οι ταλαντωτές ξεκινήσουν µε τον τρόπο που περιγράφηκε και η 
σύζευξη είναι ασθενής, η κίνηση αντιστοιχεί σε µία ταλάντωση συχνότητας 1f , στην οποία το πλάτος 

ταλαντώνεται µε µικρή συχνότητα 2
1/ 2 fµ . Μία τέτοια κίνηση δεν µπορεί να χαρακτηριστεί απλή 

αρµονική, καθώς το πλάτος του συστήµατος µεταβάλλεται µε το χρόνο.    
 
 

Μεταφορά ενέργειας 
 

Με χρήση της εξίσωσης (6.23) µπορούµε να υπολογίσουµε την ελεύθερη ενέργεια της ταλάντωσης 
των 1m  και 2m .  Στην πραγµατικότητα δεν είναι ορθό να χρησιµοποιήσουµε τη σχέση αυτή, που 

ισχύει για έναν απλό ταλαντωτή, για να υπολογίσουµε την ενέργεια ενός συζευγµένου συστήµατος. 
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Όταν ωστόσο η σύζευξη είναι ασθενής, το σφάλµα δεν είναι µεγάλο. Η µέση (average) ελεύθερη ενέρ-

γεια της µάζας 1m  είναι 2 2 2 2 2
1 1 0 12 cos ( / )m f x t fπ πµ  και για τη 2m , 2 2 2 2 2

1 1 0 12 sin ( / )m f x t fπ πµ . Από 

αυτές τις σχέσεις συνεπάγεται ότι για τη χρονική στιγµή t=0, όλη η ενέργεια του συστήµατος είναι 
συγκεντρωµένη στη 1m . Καθώς όµως ο χρόνος προχωρεί, η ενέργεια της 1m µειώνεται και της 2m  

αυξάνεται, έως ότου τα δύο ποσά εξισωθούν. Τότε η ροή αντιστρέφεται και σταδιακά η ενέργεια της 

1m  αυξάνεται, καθώς της 2m  µειώνεται. Η ολική ενέργεια του συστήµατος είναι σταθερή σε κάθε 

χρονική στιγµή, ίση µε 2 2 2
1 1 02 m f xπ  [PP].  

Όταν η σύζευξη µεταξύ των ταλαντωτών 1 και 2 είναι µεγάλη ή οι φυσικές τους συχνότητες συ-
µπίπτουν, τότε το ποσό ενέργειας που µεταφέρεται απ’ τον ένα ταλαντωτή στον άλλο είναι µεγάλο. 
Αυτό ενδεχοµένως να αποτελεί εµπόδιο στη δηµιουργία συντονισµού του συστήµατος. Είδαµε ότι για 
να φτάσει ένα σύστηµα σε συντονισµό πρέπει οι αποσβέσεις να είναι µικρές στην αντίστοιχη συχνο-
τική περιοχή. Αν όµως αναγκάσουµε ένα τέτοιο σύστηµα, να συντονιστεί στη συχνότητα 1f  και 

προσπαθήσουµε να το διεγείρουµε µε ένα άλλο σύστηµα επίσης συχνότητας 1f , το αποτέλεσµα της 

σύζευξης θα είναι ότι και ο διεγέρτης και το διεγειρόµενο σύστηµα δεν θα ταλαντώνονται µε 1f , αλλά 

µε 2
1 1( / 2 )f fµ± . Άρα αποκλείεται το ενδεχόµενο συντονισµού στη φυσική συχνότητα.  

 
 

Εξαναγκασµένη ταλάντωση 
 
Έστω τώρα ότι εφαρµόζουµε στο σύστηµα των δύο συζευγµένων ταλαντωτών µία µεταβαλλόµενη 

δύναµη 0 exp( )F F j tω= − . Αν αυτή εφαρµοστεί στη µάζα 1m , τότε η εξίσωση (6.57) θα δώσει: 

 
2

2 2
1 12

exp( )
d x

x d y a j t
dt

ω ω+ − = −    και   
2

2 2
22

0
d y

y d x
dt

ω+ − =                          (6.74) 

 
όπου  

2
1 1 1/K mω = , 2

2 2 2/K mω = , 2
3 1 2/d K m m=  και 1 0 1/a F m=   

 
 

Έστω ότι οι λύσεις έχουν τη µορφή 0 exp( )x x j tω= −  και 0 exp( )y y j tω= − . Αντικαθιστώντας 

στην (6.74) και επιλύνοντας ως προς 0x  και 0y , προκύπτουν, µε χρήση των 1 1x x m=  και 

2 2y x m= , οι πραγµατικές µετατοπίσεις (αποκρίσεις) των ταλαντωτών: 

 

( )
( ) ( )

2 2
20

1 2 2 2 2
1

exp( )j tF
x

m

ω ω ω

ω ω ω ω+ −

− −
=

− −
       και      

( )( )
0 3

2 2 2 2 2
1 2

exp( )F K j t
x

m m

ω

ω ω ω ω+ −

−
=

− −
              (6.75) 

 
όπου 2 fω π+ += ,  2 fω π− −=  ή κατά τις παρακάτω σχέσεις [PP]: 

 

( ) ( )22 2 2 2 2 4
1 2 1 2

1 1
4

2 2
dω ω ω ω ω+ = + + − +  

 

( ) ( )22 2 2 2 2 4
1 2 1 2

1 1
4

2 2
dω ω ω ω ω− = + − − +  

 
Αν είχαµε εφαρµόσει τη δύναµη στη µάζα 2m  οι µετατοπίσεις των ταλαντωτών θα ήταν:  

 

( )( )
0 3

1 2 2 2 2
1 2

exp( )F K j t
x

m m

ω

ω ω ω ω+ −

−
=

− −
       και      

( )
( )( )

2 2
10

2 2 2 2 2
2

exp( )j tF
x

m

ω ω ω

ω ω ω ω+ −

− −
=

− −
               (6.76) 
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Ένας άλλος βολικός τρόπος να γράψουµε την απόκριση του συστήµατος είναι µε χρήση εµπεδή-
σεων που αντιστοιχούν στο κύκλωµα του σχήµατος 6.2. Αν η µάζα 2m  κρατηθεί στη θέση ισορροπίας 

της, τότε η εµπέδηση για την 1m  είναι:  

( )1 1 1 /Z j m j Kω ω= − +
�

 

 
Κρατώντας σταθερή τη 1m , η εµπέδηση για τη 2m  είναι: 

 

( )2 2 2 /Z j m j Kω ω= − +
�

 

 
Η σύζευξη µπορεί να περιγραφεί από µία κοινή εµπέδηση (mutual impedance): 
 

( )3 /
M

Z j K ω=
�

                                                            (6.77) 

 
Με διαφόριση των (6.76) και πράξεις, παίρνουµε για τους λόγους µεταξύ της αρµονικής δύναµης που 
εφαρµόζεται στη 1m  και τις προκύπτουσες ταχύτητες  των 1m  και 2m : 

 
2

1 2
11

1 2

M
Z Z ZF

Z
V Z

−
= =

� � ��
�

� �        και      
2

1 2
12

2

M

M

Z Z ZF
Z

V Z

−
= =

� � ��
�

� �                             (6.78) 

 

Η 11Z
�

 καλείται µηχανική αντίσταση εισόδου του συστήµατος, ενώ η 12Z
�

 µηχανική αντίσταση µεταφο-

ράς µεταξύ των ταλαντωτών 1 και 2. Αν η δύναµη εφαρµοστεί στη 2m , οι αντίστοιχες εµπεδήσεις θα 

είναι: 
 

2
1 2

22

2 1

M
Z Z ZF

Z
V Z

−
= =

� � ��
�

� �        και      
2

1 2
21 12

1

M

M

Z Z ZF
Z Z

V Z

−
= = =

� � ��
� �

� �                    (6.79) 

 
Οι εµπεδήσεις µεταφοράς προκύπτει ότι είναι συµµετρικές. Η απόκριση του ταλαντωτή 2, λόγω 

της δύναµης στον ταλαντωτή 1 είναι ίδια µε την απόκριση του ταλαντωτή 1, λόγω της δύναµης στον 
ταλαντωτή 2. Αυτή η συµµετρία καλείται και αρχή της αµοιβαιότητας (principle of reciprocity) [PP]. 
 
 

Κανονικοί τρόποι ταλάντωσης και συντονισµός 
 

Για τις δύο συχνότητες συντονισµού f+  και f− , οι εµπεδήσεις των (6.78) και (6.79) αντίστοιχα 

µηδενίζονται. Στις συχνότητες αυτές, τα πλάτη ταλάντωσης απειρίζονται, όπως είναι εύκολο να διαπι-
στωθεί από τις (6.75) και (6.76). Τα πλάτη θα ήταν πολύ µεγάλα αλλά όχι άπειρα, αν είχε συµπεριλη-
φθεί κάποια µικρή απόσβεση στην ταλάντωση. Ο λόγος y  προς x , όταν η διεγείρουσα δύναµη έχει 

συχνότητα f+  είναι ( ) ( )2 2 2 2 2 2
2 2/ /d f fω ω µ+ +− = − , κατά τις εξισώσεις (6.75). Ο λόγος αυτός συµπί-

πτει µε το λόγο που λάβαµε όταν το σύστηµα εκτελούσε ελεύθερη ταλάντωση µε συχνότητα f+ . 

Η παραπάνω διαπίστωση είναι θεµελιώδης και πολύ σηµαντική. Όταν το σύστηµα διεγείρεται από 
µία απλή αρµονική δύναµη µε συχνότητα που ισούται µε κάποια από τις συχνότητες της ελεύθερης 
ταλάντωσης του συστήµατος, τότε η απόκριση θα είναι µεγάλη και η σχέση µεταξύ των κινήσεων των 
ταλαντωτών θα είναι η ίδια µε αυτή της ελεύθερης ταλάντωσης στην εν λόγω συχνότητα [PP].  

Στην περίπτωση του σχήµατος 6.2, που εξετάσαµε εκτενώς, οι ταλαντωτές (και οι αντίστοιχες µά-
ζες) ήσαν δύο. Για δύο ταλαντωτές έχουµε δύο φυσικές συχνότητες (ελεύθερης ταλάντωσης), ήτοι δύο 
συχνότητες στις οποίες µπορεί να συντονιστεί το σύστηµα. Αν είχαµε τρεις µάζες συνδεδεµένες µε 
ελατήρια, οι φυσικές συχνότητες θα ήταν τρεις και ούτω καθ’ εξής. 

Όταν το σύστηµα διεγείρεται από δύναµη συχνότητας πολύ µικρότερη τις f− , που εφαρµόζεται 

στη 1m , τότε και οι δύο µάζες κινούνται σε φάση µε τη δύναµη, µε το λόγο 2x  προς 1x  να είναι 

( )3 2 3 3 2/ /K K K K K= + . Έτσι η µετατόπιση 1x  είναι µεγαλύτερη από τη 2x  κατά παράγοντα εξαρτώ-

µενο από τη σχετική ακαµψία των δύο ελατηρίων που ενώνονται στη µάζα 2m . 
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Σύµφωνα τώρα µε την εξίσωση (6.75), καθώς η διεγείρουσα συχνότητα αυξάνεται, το πλάτος επί-
σης θα αυξάνεται µέχρι το συντονισµό στη συχνότητα f− , η οποία είναι χαµηλότερη από τις 1f  και 

2f . Για συχνότητες µόλις µεγαλύτερες της f− , και οι δύο µετατοπίσεις των ταλαντωτών αντιτίθενται 

στη δύναµη (διαφορά φάσης 180ο).  
Στη συχνότητα 2f  η µετατόπιση 1x  γίνεται µηδέν. Αν οι αποσβέσεις είναι µη µηδενικές, η 1x  εί-

ναι µικρή, αλλά όχι µηδενική. Στη συχνότητα αυτή η εµπέδηση εισόδου 11Z
�

 απειρίζεται, καθώς η 2Z
�

 

είναι µηδέν. Άρα όταν η 1m  κρατιέται σταθερή, η 2m  συντονίζεται. Αν κινήσουµε τώρα τη 1m  σε 

αυτή τη συχνότητα, η 2m  θα απορροφά όλη τη διαθέσιµη ενέργεια έστω και µε µία απειροστή κίνηση 

της 1m . Αυτό ισοδυναµεί µε παράλληλο συντονισµό.  

Πάνω απ’ την 2f , η 1x  είναι σε φάση µε τη δύναµη και η 2x  αντιτίθεται σ’ αυτή. Όταν f f+= , 

δηλαδή υψηλότερη των 1f  και 2f , τα πλάτη απειρίζονται ξανά. Για υψηλότερες ακόµη συχνότητες, η 

1x  αντιτίθεται στη δύναµη και η 2x  είναι σε φάση µε αυτή.                       

Η τεντωµένη χορδή ενός βιολιού ή µίας κιθάρας µπορεί να θεωρηθεί ότι αποτελεί σύστηµα πολ-
λών απειροστών µαζών, ενωµένες µε αντίστοιχες ακαµψίες. Βεβαίως οι µάζες και οι ακαµψίες είναι σ’ 
αυτή την περίπτωση οµοιόµορφα συγχωνευµένες, έτσι που δεν µπορούµε να αντιστοιχίσουµε τη χορδή 
άµεσα µε το σχήµα 6.2. Η αρχή όµως παραµένει η ίδια και πολλές µελέτες έχουν γραφεί για τον υπο-
λογισµό των κανονικών τρόπων ταλάντωσης ενός τέτοιου συστήµατος [CC,PP,QQ,TT,AAA]. Ο αριθ-
µός των στοιχειωδών µαζών στις οποίες θεωρητικά χωρίζεται η χορδή είναι άπειρος. Κατά συνέπεια 
άπειροι είναι και οι φυσικοί τρόποι ταλάντωσης στις συχνότητες των οποίων µπορεί να συντονιστεί η 
χορδή.  

Οι ακουστικοί σωλήνες που θα µελετήσουµε στο επόµενο κεφάλαιο αποτελούν και αυτοί συστή-
µατα συχνωνευµένης µάζας – ακαµψίας. Εδώ η έννοια όµως είναι πολύ πιο αυθαίρετη µιας και το τα-
λαντούµενο σύστηµα δεν είναι το σώµα του σωλήνα, αλλά ο περιεχόµενος αέρας, που είναι κατά τα 
γνωστά ένα άµορφο ελαστικό µέσο [Ν]. Και στα συστήµατα αυτά οι κανονικοί τρόποι ταλάντωσης 
είναι άπειροι. Στο κεφάλαιο 2 του µέρους ΙΙ θα δούµε µε ποιο τρόπο παράγουν µουσική οι οικογένειες 
των µουσικών οργάνων. Στα πνευστά, που ενδιαφερόµαστε στην εργασία αυτή, η παραγωγή γίνεται 
από τις ταλαντώσεις του αέρα εντός των ακουστικών σωλήνων.      

 
 

6.6  Ακουστικά ανάλογα 
 

Στο κεφάλαιο αυτό µέχρι τώρα ασχοληθήκαµε µε µηχανικές ταλαντώσεις. Μάλιστα αναζητήσαµε 
πολλές φορές την αντιστοιχία µεταξύ µηχανικού και ηλεκτρικού συστήµατος, ώστε να διευκολυνθούµε 
στην κατάστρωση των εξισώσεων. Ερχόµαστε τώρα να προσθέσουµε στο ζεύγος αυτό και το ακου-
στικό σύστηµα, του οποίου οι οµοιότητες µε τα άλλα δύο είναι εµφανείς. Στην ακουστική η µελέτη της 
συµπεριφοράς των διαφόρων στοιχείων και γεωµετριών, απλοποιείται συχνά µε τη µετατροπή του 
ακουστικού συστήµατος σε µηχανικό και ηλεκτρικό ανάλογο. Ο πίνακας 7.1 παρουσιάζει τις αναλο-
γίες µεταξύ των τριών συστηµάτων. 
 

 
Πίνακας 6.1 

 
 
 
 

 
Μηχανικό 

 
Μάζα(Mass) m 

Ενδοτικότητα-
ελαστικότητα 
(Compliance) C 

Μηχανική 
αντίσταση 
(Resistance) R 

∆ύναµη 
(Force) F 

Ταχύτητα 
(Velocity)V 

 
Ηλεκτρικό 

Επαγωγή 
(Inductance) L 

Χωρητικότητα 
(Capacitance) C 

Ηλεκτρική 
αντίσταση 
(Resistance) R 

Τάση 
(Voltage) V 

Ρεύµα 
(Current) I 

 
Ακουστικό 

Αδράνεια 
(Inertance) M 

Ενδοτικότητα-
ελαστικότητα 
(Compliance) C 

Ακουστική 
αντίσταση 
(Resistance) R 

∆ιαφορά 
πίεσης 
(Pressure 
gradient) P 

Ακουστική 
ροή 
(Acoustic 
flow) U 
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6.7  Ακουστικές εµπεδήσεις 
 

Από το επόµενο κιόλας κεφάλαιο θα χρειαστεί να χρησιµοποιήσουµε την έννοια της ακουστικής 
εµπέδησης στην επίλυση ακουστικών προβληµάτων. Όπως και στο µηχανικό ή το ηλεκτρικό σύστηµα, 
έτσι και στο ακουστικό, η εµπέδηση (ή σύνθετη αντίσταση) συµπυκνώνει πολλά από τα 
χαρακτηριστικά του συστήµατος σε µία σχέση µε πραγµατικό και φανταστικό µέρος (µιγαδικός 
αριθµός).  

 
 

Σύνθετη ακουστική  αντίσταση – Ακουστική Εµπέδηση  
 

Στον ηλεκτρισµό, η εµπέδηση (impedance) ορίζεται από το πηλίκο της τάσης µε το ρεύµα και 
εκφράζει τη συµπεριφορά του συνόλου των επαγωγών, των χωρητικοτήτων και των ωµικών 
αντιστάσεων που συζεύγονται στο κύκλωµα. 

Στην ακουστική, η ακουστική εµπέδηση (acoustic impedance) Z
�

 ενός ρευστού που ρέει λόγω 
ακουστικής πίεσης p

�
 σε µία διατοµή S είναι: 

p
Z

U
=
��
�                                                                       (6.80) 

 

όπου U
�

 είναι η ταχύτητα όγκου (volume velocity) διαµέσου του ακουστικού στοιχείου που µας 
ενδιαφέρει.  
Η ειδική ακουστική εµπέδηση (specific acoustic impedance) είναι η ίδια έκφραση που είδαµε στο 
κεφάλαιο 3 για την κυµατική αντίσταση και ορίζεται απ’ τη σχέση: 
 

p
z

u
=
�

�
�                                                                       (6.81) 

 
όπου u

�
 είναι η σηµειακή ταχύτητα (particle velocity). Η z

�
 αναφέρθηκε στο κεφ. 3 ότι εξαρτάται απ’ 

το υλικό. Εκτός απ’ αυτό, εξαρτάται και από τον τύπο του διαδιδόµενου κύµατος.  
Οι δύο εµπεδήσεις σχετίζονται µεταξύ τους σύµφωνα µε τη σχέση: 
 

z
Z

S
=
��

                                                                     (6.82) 

 

Γιατί προφανώς ισχύει: U Su=
� �

.  

Αν τώρα µία ταλαντούµενη επιφάνεια διεγείρεται µε ταχύτητα u
�

 από µία δύναµη F
�

, που επιδρά στο 
ρευστό, τότε η εµπέδηση ακτινοβόλησης (radiation impedance) δίνεται από τη σχέση: 
 

r

F
Z

u
=

�
�

�                                                                     (6.83) 

 
Αυτή η εµπέδηση αποτελεί µέρος της µηχανικής εµπέδησης του ταλαντούµενου συστήµατος [ΤΤ]. Η 
εµπέδηση ακτινοβόλησης σχετίζεται µε την ειδική εµπέδηση σε µία επιφάνεια, µέσω της σχέσης: 

 

r
Z zS=
� �

                                                                    (6.84) 
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7 
Ο ήχος σε κυµατοδηγούς και σωλήνες 

 

 
 
 
Το κεφάλαιο αυτό αποτελεί ουσιαστικά το προοίµιο της θεωρίας των πνευστών µουσικών οργά-

νων, που θα ακολουθήσει. Οι αρχές που διέπουν την παραγωγή και διάδοση του ήχου εντός ορισµένων 
χωρητικοτήτων, όπως οι ακουστικοί σωλήνες είναι η βάση της λειτουργίας των πνευστών. 

Όταν τα ακουστικά κύµατα περιορίζονται στο χώρο, συµβαίνουν πολύπλοκα φαινόµενα. Ένα 
παράδειγµα είναι η διάδοση του ήχου εντός σωλήνα µε ακλόνητο τοίχωµα. Αν το µήκος κύµατος που 
αντιστοιχεί στο σωλήνα είναι πολύ µεγαλύτερο της ακτίνας του, η ακουστική διάδοση γίνεται στην 
ουσία επίπεδη [AAA]. Οι ιδιότητες συντονισµού των ακουστικών σωλήνων που οδηγούνται απ’ το ένα 
στις άκρο και είναι κλειστοί στο άλλο, συνιστούν τη βάση για τη µέτρηση των ακουστικών 
εµπεδήσεων και των απορροφητικών ιδιοτήτων διαφόρων υλικών. Όταν οι διαστάσεις των 
χωρητικοτήτων υπερβαίνουν τα µήκη κύµατος, δηµιουργούνται στάσιµα κύµατα δύο και τριών ακόµα 
διαστάσεων.  
 
 

7.1  Ορθογώνια κοιλότητα 
 

Έστω µία ορθογώνια κοιλότητα διαστάσεων 
x

l , 
y

l , 
z

l  κατά τους άξονες x, y, z αντίστοιχα του 

ορθογώνιου συστήµατος. Η κοιλότητα, που παριστάνεται στο σχήµα 7.1 µπορεί να είναι ένα κουτί, ένα 
κλειστό δωµάτιο ή µία αίθουσα εκδηλώσεων. Τα τοιχώµατα στις κοιλότητας είναι πλήρως ακλόνητα 
και άκαµπτα ώστε να µην κινούνται στη διεύθυνση των µοναδιαίων καθέτων διανυσµάτων επιφανείας. 
∆ηλαδή µπορούµε να γράψουµε ότι ˆ 0n u⋅ =

�
για όλα τα τοιχώµατα – όρια του συστήµατος. Η συνθήκη 

αυτή συνεπάγεται ότι ˆ 0n p⋅∇ =
�

. Αναλύοντας στις τρεις διαστάσεις έχουµε: 

 

0

0

0

0

0

0

x

y

z

x x l

y y l

z z l

p p

x x

p p

y y

p p

z z

= =

= =

= =

∂ ∂   = =    ∂ ∂    


   ∂ ∂ 
= =    ∂ ∂    


∂ ∂    = =    ∂ ∂    

                                                        (7.1) 

 
 

 

Σχήµα 7.1 

Ορθογώνια κοιλότητα διαστάσεων 
x

l , 
y

l , 
z

l  
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Θεωρούµε ότι τα τοιχώµατα εκτός από ακλόνητα είναι και αδιαβατικά, δηλαδή αποκλείουν κάθε 
θερµική συναλλαγή µε το περιβάλλον. Από αυτό το απολύτως κλειστό σύστηµα δεν µπορεί να δραπε-
τεύσει ακουστική ενέργεια προς το περιβάλλον. Κατά συνέπεια δεν µπορούν να υφίστανται οδεύοντα 
κύµα, τα οποία µεταφέρουν ενέργεια, παρά µόνον στάσιµα. Έτσι, η λύση της κυµατικής εξίσωσης για 
την πίεση µπορεί να έχει τη µορφή: 

 
( , , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) exp( )p x y z t X x Y y Z z T t X x Y y Z z j tω= =                            (7.2) 

 
Αντικαθιστώντας στην κυµατική εξίσωση 
 

2 1 p
p

c t

∂
∇ =

∂
                                                                 (7.3) 

 
λαµβάνουµε, χωρίζοντας τις µεταβλητές: 
 

2
2

2
0

x

d
k X

dx

 
+ = 

 
,       

2
2

2
0

y

d
k Y

dy

 
+ = 

 
,       

2
2

2
0

z

d
k Z

dz

 
+ = 

 
                       (7.4) 

 
Οι σταθερές συσχετίζονται µεταξύ τους µε τη σχέση: 
 

2
2 2 2 2

2 x y z
k k k k

c

ω
= = + +                                                           (7.5) 

 
Οι οριακές συνθήκες (7.1) υπαγορεύουν συνηµιτονοειδή λύση της κυµατικής εξίσωσης και εξ’ άλ-

λου στο ίδιο συµπέρασµα καταλήγουµε και σύµφωνα µε το κεφάλαιο 3 για τη λύση µε στάσιµα κύ-
µατα. Η εξίσωση (7.2) µπορεί να γραφεί ως εξής: 
 

cos cos cos exp( )
nmd nmd xn ym zd nmd

p A k x k y k z j tω=                                      (7.6) 

 
Οι συνιστώσες του k είναι: 
 

xn

x

n
k

l

π
= ,           

ym

y

m
k

l

π
= ,           zd

z

d
k

l

π
=                                        (7.7) 

 
µε , , 0,1, 2,3,...n m d =  
Από τη σχέση (7.5) µπορούµε τώρα να υπολογίσουµε τις συχνότητες µε τις οποίες µπορεί να ταλαντω-
θεί το ρευστό (αέρας) εντός της κοιλότητας: 
 

2 2 2 2 2 2

2 2 2nmd

x y z

n m d

l l l

π π π
ω = + +                                                    (7.8) 

 
Κάθε ιδιοσυνάρτηση της εξίσωσης (7.6) χαρακτηρίζεται από µία ιδιοσυχνότητα (ένα k) και οι 

τρεις µαζί συνιστούν, σύµφωνα µε την (7.8), τις ολικές (γωνιακές) συχνότητες ταλαντώσεων. Η 
εξίσωση (7.6), που αποτελεί τη λύση της εξίσωσης (7.3), περιγράφει τρισδιάστατα στάσιµα κύµατα 
εντός της κοιλότητας, µε τα επίπεδα των δεσµών να είναι παράλληλα στα τοιχώµατα. Η πίεση 
µεταβάλλεται συνηµιτονοειδώς µεταξύ των δεσµικών επιπέδων.  
Είναι γνωστό [ΤΤ] ότι µπορούµε να αναλύσουµε ένα στάσιµο κύµα µίας ταλαντούµενης χορδής σε ένα 
ζεύγος κυµάτων, οδευόντων σε αντίθετες κατευθύνσεις. Κατά παρόµοιο τρόπο, µπορούµε να διασπά-
σουµε τις ιδιοσυναρτήσεις της (7.6) σε οδεύοντα επίπεδα κύµατα. Αυτό επιτυγχάνεται µετατρέποντας 
τη γενική λύση (7.6) σε σύνθετη εκθετική µορφή και αθροίζοντας όλους τους πιθανούς συνδυασµούς 
προσήµων: 
 

( )exp
8
nmd

nmd nmd x y z

A
p j k x k y k zω = ± ± ± ∑

�
�

                                      (7.9) 
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Οι όροι στο σύνολό τους είναι οκτώ. Κάθε ένας περιγράφει ένα επίπεδο κύµα που ταξιδεύει κατά τη 

διεύθυνση του διανύσµατος διάδοσης του, k
�

, το οποίο έχει προβολές 
x

k± ,  
y

k± , 
z

k±  στους άξονες 

του ορθογώνιου συστήµατος. Η γενική λύση στάσιµου κύµατος προκύπτει απ’ την υπέρθεση οκτώ 
οδευόντων κυµάτων, ένα σε κάθε τεταρτηµόριο του τρισδιάστατου χώρου, των οποίων οι διευθύνσεις 
διάδοσης περιορίζονται από τις οριακές συνθήκες.   
 

  

7.2  ∆ισδιάστατος κυµατοδηγός 
 

Έστω τώρα ένας ορθογώνιος σωλήνας απείρου µήκους και αρκετά πλατύς (µικρού ύψους), ώστε 
µόνο οι δύο του διαστάσεις να είναι σηµαντικές και να καθορίζουν τη λύση. Έστω z ο άξονας που συ-
µπίπτει µε το µήκος του σωλήνα και x ο άξονας που συµπίπτει µε το πλάτος. Η δισδιάστατη λύση της 
κυµατικής εξίσωσης που περιγράφει στάσιµα κύµατα κατά τη x διεύθυνση και οδεύοντα κατά τη z εί-
ναι: 

[ ]( , ) cos( )exp ( )
x x z

p x t A k x j t k zφ ω= + −
��

                                       (7.10) 

 
Για τα 

x
k και 

z
k ισχύει: 

2
2 2 2

2x z
k k k

c

ω
+ = =                                                         (7.11) 

 

Αν το επίπεδο x=0 είναι ένα ακλόνητο όριο, τότε 
0

0
x

p

x =

∂  = ∂ 

�

 και 0
x

φ = . 

Αν το επίπεδο 
x

x l=  είναι επίσης ένα ακλόνητο όριο, τότε: 

 

0 sin 0
x

x x

x l

p
k l

x =

∂  = ⇒ = ∂ 

�

                                                 (7.12) 

 
Από αυτή τη συνθήκη προκύπτει: 

,
x x

k l nπ=  0,1,2,3...n =                                                    (7.13) 

 
 

Λόγω όµως της εξίσωσης (7.11),  
2 2

2 2 2 2

2z x

x

n
k k k k

l

π
= − = −                                                    (7.14) 

 
Η λύση (7.10) µπορεί να διασπασθεί σε δύο οδεύοντα κύµατα: 
 

( ) [ ] [ ]{ }0
0 cos( ) exp exp ( ) exp ( )

2
x z x z x z

p
p k x j t k z j k x k z t j k x k z tω ω ω− = − + + + −  

�
�

    (7.15) 

 
Κάθε µία από αυτές τις εξισώσεις αναπαριστά ένα επίπεδο κύµα. Οι ισοφασικές επιφάνειες δίνονται 
από τη σχέση: 

x z
k x k z tω− ± =                                                              (7.16) 

 
ή  

x z
k k t

x z
k k k

ω
− ± =                                                            (7.17) 

 
όπου προφανώς απ’ την (7.11): 
 

2 2
x z

k k k= +                                                              (7.18) 

 
Η εξίσωση επιπέδου είναι: 
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x z
n x n z s+ =                                                               (7.19) 

 
όπου s είναι η απόσταση του επιπέδου από την αρχή των αξόνων και 

x
n , 

z
n  τα µοναδιαία διανύσµατα 

των αξόνων x και z αντίστοιχα. Συνδυάζοντας τις (7.17) και (7.19) καταλήγουµε ότι x

x

k
n

k
= , z

z

k
n

k
=  

και 
t

s
k

ω
= . Η ταχύτητα διάδοσης των ισοφασικών επιφανειών λαµβάνεται µε παραγώγιση του s, ως 

προς το χρόνο: 

ds
c

dt k

ω
= =                                                               (7.20) 

 
Η ταχύτητα αυτή είναι προφανώς η ταχύτητα του ήχου.  
Η γωνία της διεύθυνσης διάδοσης των καθέτων διανυσµάτων στο µέτωπο του κύµατος µε τον άξονα x 
είναι: 

cos( , ) x

x

k
x n n

k
= =                                                         (7.21) 

 

 

Οµαδική ταχύτητα (group speed) 
 
Οµαδική είναι η ταχύτητα µε την οποία διαδίδεται η πληροφορία ή η ενέργεια. Η οµαδική ταχύτητα σε 
ένα κανάλι, στο οποίο η διάδοση γίνεται κατά τον z άξονα, είναι [ΑΑΑ]: 
 

g
t

φ
ω

∂
=

∂
                                                                 (7.22) 

 
όπου 

z
k zφ = . 

Κατά συνέπεια: 

1
g

zg

z
c

kt

ω

= =
∂
∂

                                                             (7.23) 

 
Παραγωγίζοντας το 

z
k  ως προς ω, παίρνουµε: 

 

2 2

2 2

2
1 1

2

z z

z x

z zx

k
k

k k k
k k k

k c n ck k

ω
ω ω

∂
∂ ∂∂= − ⇒ = ⇒ = =
∂ ∂−

                             (7.24) 

 
Ώστε καταλήγουµε:  

cos( , )
g z

c n c c n z= =                                                         (7.25) 

 
Η οµαδική ταχύτητα 

g
c  είναι η προβολή της ταχύτητας µε την οποία πραγµατικά ταξιδεύει το κύµα, 

στη διεύθυνση διάδοσης της ενέργειας (δηλαδή του ήχου).  
 
 

Φασική ταχύτητα (phase speed) 
 
Η ταχύτητα που περιγράφει το πόσο γρήγορα διαδίδεται το κοµβικό ή φασικό µοτίβο στην διεύθυνση 
z, καλείται φασική ταχύτητα [ΑΑΑ]. Στην περίπτωση του καναλιού, το κυµατικό µοτίβο στην διεύ-
θυνση z περιγράφεται από το 

z
k . Έτσι, αν γράψουµε: 

 

z ph

ph z z z

k c
k c

c k k k n

ω ω ω  
= ⇒ = = = 

 
                                           (7.26) 
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το 
ph

c  παριστάνει τη φασική ταχύτητα κατά την διεύθυνση z. Στο σχήµα 7.2 µπορεί κανείς να 

αποσαφηνίσει τη σχέση µεταξύ ηχητικής, οµαδικής και φασικής ταχύτητας.  
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
7.3  ∆ιαδιδόµενα κύµατα και πεδία διαταραχών 
 

Η λύση (7.1) για το δισδιάστατο κανάλι µπορεί να γραφεί και ως: 
 

cos zjk z

m

n x

n x
p A e

l

π −= ∑�
                                                   (7.27) 

 
Για χαµηλές συχνότητες µόνο ο όρος 0n = παριστάνει οδεύον κύµα και για 0n =  ισχύει: 

z
k k= . 

Οι όροι 0n >  διέπονται από τη συνθήκη: 
 

2 2 2
2 2 2 2

2 2
1 1x

z x x

x

k n
k k k j k k jk jk

k k l

π 
= − = ± − ± − = ± − 

 
                      (7.28) 

 
καθώς στις χαµηλές συχνότητες ισχύει 

x
k k>  για 0n >  και  

 
( )

0 cos zk z j t

x
p p k x e ω± += ⋅
�

                                                    (7.29) 

 
Κατά συνέπεια, οι όροι 0n >  παριστάνουν µη διαδιδόµενες διαταραχές του ηχητικού πεδίου που 
εξασθενούν απότοµα (εκθετικά) µε την απόσταση. Αυτοί οι όροι ικανοποιούν τις οριακές συνθήκες σε 
ανώµαλες περιοχές του καναλιού ή στα άκρα του.  
Όταν ο κυµατικός αριθµός παίρνει την τιµή που δίνεται από την παρακάτω σχέση 
 

2

2 2
1 0

xx

k
lk l

π π
− = ⇒ =                                                        (7.30) 

 
ή όταν ισχύει: 

1

x

c

l

π
ω ω= = ,        1

2
x

c
f f

l
= = ,         1

1

2 x

c
l

f
λ λ= = =                            (7.31) 

 
ο κυµατικός αριθµός 

z
k  γίνεται πραγµατικός για 1n =  και ο τρόπος 1n =  γίνεται ένα διαδιδόµενο 

κύµα. Η συχνότητα 1f  αποτελεί τη συχνότητα συντονισµού του πλάτους του καναλιού. Το πλάτος του 

 

Σχέση µεταξύ ηχητικής c , οµαδικής 
g

c  και φασικής 
ph

c  ταχύτητας [ΑΑΑ]. 
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καναλιού, σύµφωνα µε την τελευταία εκ των (7.31) είναι ίσο µε το µισό του µήκους κύµατος. Επίσης, 
για τη συχνότητα 1f  είναι 0

z z
k n k= = και οι συνιστώσες του διαδιδόµενου κύµατος που αφορούν τον 

όρο 1n =  διαδίδονται κάθετα προς το τα τοιχώµατα του καναλιού.  

Καθώς η 1f  αυξάνει, τότε και τα 
z

n  και 
z z

k n k=  αυξάνουν, µε συνέπεια να στρέφεται η διεύθυνση 

της διάδοσης ολοένα προς τον άξονα του καναλιού, όπως φαίνεται κατατοπιστικά στο σχήµα 7.3. 
 

 

Σχήµα 7.3 

∆ιεύθυνση διάδοσης των ηχητικών κυµάτων µέσα σε ένα πλατύ κανάλι για διαφορετικές συχνότητες /
m

f f  

[ΑΑΑ]. 
 
 
Αν ο κυµατικός αριθµός λάβει την τιµή για 2n = , δηλαδή: 
 

2 2

2 2

2
1 0

xk l

π
− =                                                           (7.32) 

 
και  

2
z

x

k
l

π
= ,     2

x

c
f

l
= ,     2 x

lλ =                                              (7.33) 

 
τότε έχουµε συντονισµό ξανά ως προς το πλάτος (διεύθυνση x) και καθώς αυξάνεται ο k, η διεύθυνση 
διάδοσης στρέφεται προς τον άξονα z, όπως στο σχήµα 7.3.  

Καταλήγουµε λοιπόν στο γενικό συµπέρασµα ότι οι τρόποι πάνω από τον n-οστό τρόπο γίνονται 
διαδιδόµενοι τρόποι όταν ικανοποιείται η συνθήκη: 
 

2
n

x

nc
f f

l
≥ =     ή    

2
x

n

l

n
λ ≤                                                (7.34) 

 
Αν επιβάλλουµε έναν ηµιτονοειδή παλµό σε ένα από τα δύο κλειστά άκρα ενός σωλήνα, ο παλµός 

θα διαδοθεί διαµέσου του σωλήνα και να ανακλάται κάθε φορά που θα προσκρούει σε άκρο. Αν η συ-
χνότητα είναι κάτω από τη χαµηλότερη εγκάρσια (ακτινική) συχνότητα συντονισµού του σωλήνα, τότε 
δύναται να υπάρχουν µόνο επίπεδα ακουστικά κύµατα εντός του σωλήνα. Όµως, αν η συχνότητα είναι 
πάνω από τη χαµηλότερη εγκάρσια συχνότητα συντονισµού, ένας ή περισσότεροι κανονικοί τρόποι 
µπορούν να διεγερθούν ταυτόχρονα. Οι τρόποι αυτοί ταξιδεύουν σε διαφορετικές διευθύνσεις, σχηµα-
τίζοντας αντίστοιχες γωνίες µε τον άξονα z και έχουν διαφορετικές οµαδικές ταχύτητες. Το αποτέλε-
σµα είναι να εµπλέκονται όλοι οι διεγερµένοι τρόποι µεταξύ τους και τελικά το κύµα να διασπείρεται 
και να αποσβένεται γρήγορα.  
 
 

7.4  Ορθογωνικός κυµατοδηγός 
 

Ο ορθογωνικός κυµατοδηγός είναι ένας αγωγός απείρου µήκους ορθογωνικής διατοµής, ώστε 
εκτός απ’ το πλάτος, και το ύψος να λαµβάνεται υπ’ όψη (σχήµα 7.4). Η διαδικασία υπολογισµού των 
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συχνοτήτων είναι παρόµοια µε πριν, µε τη διαφορά ότι προστίθεται ο παράγοντας γινοµένου cos
y

k y  

στη λύση (7.10). Έτσι η λύση παίρνει τη µορφή: 
 

( )
0 cos cos zj t k z

x y
p p k x k ye

ω −=
� �

                                                (7.35) 

 
Αντικαθιστώντας την παραπάνω λύση στην (7.3), λαµβάνουµε τη σχέση µεταξύ των κυµατικών αριθ-
µών: 

2
2 2 2 2

2z x y
k k k k

c

ω
+ + = =                                                      (7.36) 

                                      

 

Σχήµα 7.4 

Ορθογώνιος κυµατοδηγός απείρου µήκους. 
 
 

 
Ισχύουν: 

xn

x

n
k

l

π
=  και 

ym

y

m
k

l

π
= ,    µε , 0,1,2,3,...n m =                                     (7.37)  

 
Η συχνότητα πάνω από την οποία οι τρόποι n, m µπορούν και διαδίδονται υπολογίζεται ως εξής: 
 

2 2 2 2 0
z x y

k k k k= − − =                                                         (7.38) 

 
ή  
 

22
2 2

2 2
1

yx

x y

kk
n n

k k
= + = + ,       0

z
n =                                              (7.39) 

 
και τελικά: 

22
1 1

2
nm x y

n m

l lλ

  
= +        

  και   
22

2
nm

nm

x y

c c
f

n m

l l

λ
= =

  
+        

                          (7.40) 

 
 
Οι τρόποι 0n >  και 0m >  διαδίδονται σε µία διεύθυνση που δίνεται από τη σχέση: 
 

yx

y x

lk n

k m l
=                                                                  (7.41) 
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7.5  Ακουστικοί σωλήνες 
 

Η µεγάλη διαφορά των ακουστικών σωλήνων µε τους κυµατοδηγούς είναι ότι στους πρώτους ο 
ήχος διαδίδεται µόνο κατά τη διεύθυνση του άξονα, δηλαδή τα ηχητικά κύµατα είναι επίπεδα.  

Θεωρούµε ότι οι ακουστικοί σωλήνες είναι γεµισµένοι µε αέρα. Ο αέρας που περιέχεται µέσα στον 
σωλήνα καλείται αέρια στήλη. Η αέρια στήλη, λόγω των ιδιοτήτων του αέρα, αποτελεί ένα ενιαίο σύ-
νολο µάζας και ενδοτικότητας (ελαστικότητας ή αντίστροφα ακαµψίας) [RR] και όπως σχολιάστηκε 
στο προηγούµενο κεφάλαιο, µπορεί να διεγερθεί όπως θα διεγείραµε ένα συζευγµένο σύστηµα απειρο-
στών µαζών. Στον ακουστικό σωλήνα η ενεργοποιηµένη συχνότητα είναι χαµηλότερη και από τις δύο 
εγκάρσιες συχνότητες συντονισµού, αν πρόκειται για ορθογώνιο σωλήνα ή από την ακτινική, αν πρό-
κειται για κυλινδρικό. Συνεπώς, ένας κυµατοδηγός για ενεργοποιηµένες συχνότητες κάτω από τις 
εγκάρσιες, µπορεί να αποτελέσει ακουστικό σωλήνα και αντίστροφα, ένας ακουστικός σωλήνας µε 
ενεργοποιηµένη συχνότητα πάνω απ’ τις εγκάρσιες µεταβαίνει στη λειτουργία του κυµατοδηγού. Όσο 
λοιπόν οι δύο διαστάσεις ενός κυµατοδηγού µειώνονται κατά πολύ σε σχέση µε τη µία, τότε µεταβαί-
νουµε σε ακουστικό σωλήνα και αντίστροφα. 
    

 

7.6  Σωλήνας απείρου µήκους 
 

Το απλούστερο σύστηµα εντός του οποίου διαδίδεται ο ήχος είναι ένας κυλινδρικός σωλήνας 
απείρου µήκους, που ο άξονάς του είναι παράλληλος στη διεύθυνση της διάδοσης του επίπεδου (ακου-
στικού) κύµατος (κατεύθυνση x). Το τοίχωµα θεωρείται κατά τα γνωστά άκαµπτο, λείο και θερµικά 
µονωµένο, ώστε ο σωλήνας ο ίδιος να µην έχει καµία επίδραση στη διάδοση του κύµατος. Κινώντας 
ένα πιστόνι κατά τη x κατεύθυνση, προκύπτει ένα κύµα πίεσης που µπορεί να εκφρασθεί από την εξί-
σωση: 

0( , ) exp[ ( )]p x t p j t kxω= −
�

                                                   (7.42) 

 
όπου 0p  είναι το µέγιστο πλάτος της πίεσης. 

Η ροή του όγκου δίνεται από την εξίσωση: 
 

0( , ) exp[ ( )]
p S

U x t j t kx
c

ω
ρ

= −                                                  (7.43) 

 

όπου ω είναι η γωνιακή συχνότητα, 
2

k
c

π ω
λ

= =  ο κυµατικός αριθµός, S η διατοµή του σωλήνα, ρ η 

πυκνότητα του αέρα και c η ταχύτητα του ήχου. 
Εφαρµόζοντας τη θεωρία της ενότητας 7.4 σε κυλινδρική διατοµή, µπορούµε να πούµε ότι ο χα-

µηλότερος τρόπος συντονισµού του ακουστικού σωλήνα απείρου µήκους παύει να είναι επίπεδο κύµα 
όταν [ΑΑΑ]: 

1 1
2 0,586 1,172

2 2
r λ λ λ= = ⋅ ≈                                                 (7.44) 

ή  

1
0,85 2

2
rλ = ⋅                                                              (7.45) 

 
Όπου r η ακτίνα του σωλήνα. ∆ηλαδή όταν το µήκος κύµατος είναι ελαφρά µικρότερο από τη διάµε-
τρο του σωλήνα, τότε το κύµα δεν είναι επίπεδο. 

  
 

7.7  Σωλήνας µε κλειστό το ένα άκρο 
 

Θεωρούµε έναν σωλήνα πεπερασµένου µήκους L και διατοµής S γεµισµένο µε αέρα και µε κλει-
στό το ένα του άκρο. Ο σωλήνας είναι παράλληλος στη x διεύθυνση και το κλειστό άκρο βρίσκεται για 
x=L (σχήµα 7.5). Στη θέση x=0 ένα πιστόνι δίνει κίνηση στον περιεχόµενο αέρα. Το ρευστό όπως πε-
ριορίζεται µέσα στο χώρο του σωλήνα, εµποδίζεται στην κίνηση του και σύµφωνα µε τα όσα ελέχθη-
σαν στο κεφ. 6, ο σωλήνας παρουσιάζει µία µηχανική εµπέδηση στην κίνηση του ρευστού, που συµ-
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βολίζεται µε 
nL

Z
�

. Έστω ότι το πιστόνι παλινδροµεί αρµονικά σε τόσο χαµηλή συχνότητα ώστε να 

θεωρούµε ότι µόνον επίπεδα κύµατα δύναται να δηµιουργούνται εντός του σωλήνα. Τα κύµατα µέσα 
στο σωλήνα µπορούν να περιγραφούν απ’ την ακόλουθη εξίσωση: 
 

[ ( )] [ ( )]ej t k L x j t k L xp Ae Bω ω+ − − −= +
� ��

                                                (7.46) 

 

Σχήµα 7.5 

Σωλήνας µήκους L µε κλειστό το άκρο για x=L. 
 
 

Οι σύνθετες σταθερές A
�

και B
�

 προσδιορίζονται από τις οριακές συνθήκες στα x=0 και x=L. 
Για x=L η µηχανική εµπέδηση του κύµατος πρέπει να ισούται µε τη µηχανική εµπέδηση του σωλήνα 

nL
Z
�

στο κλειστό άκρο, ώστε να διατηρείται η συνέχεια της δύναµης και των στοιχειωδών σωµατιδίων 

του ρευστού. Η δύναµη του ρευστού που δρα στο κλειστό άκρο του σωλήνα είναι ( , )p L t S
�

 και η αντί-

στοιχη ταχύτητα των στοιχείων του ρευστού προκύπτει από την εξίσωση (2.37) ως: 
 

1
u dt

x

ρ
δ

ρ
∂ = −  ∂ ∫                                                          (7.47) 

 

Η µηχανική εµπέδηση 
n

Z
�

, που εκφράζεται ως  

 

n

f
Z

u
=

�
�

�                                                                    (7.48) 

 

αναπαριστά έναν σύνθετο αριθµό που προκύπτει από το λόγο της διεγείρουσας δύναµης f
�

 του 

συστήµατος (διανυσµατικό µέγεθος) προς την ταχύτητα u
�

 του σηµείου στο οποίο επιβάλλεται η δύ-
ναµη αυτή (επίσης διανυσµατικό µέγεθος). Για την περίπτωσή µας όπου ο σωλήνας έχει πεπερασµένο 
µήκος, η εµπέδηση στη θέση x=L  δίνεται από την έκφραση [ΤΤ]: 
 

0nL

A B
Z cS

A B
ρ

+
=

−

� �
�

� �                                                            (7.49) 

 
Ενώ στη θέση x=0 η εµπέδηση είναι: 
 

0 0

0

1 tan

ikL ikL

n

nL

Ae Be
Z cS

iZ
kL

cS

ρ

ρ

−+
=

+

� �
�

�                                                    (7.50) 
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Απαλείφοντας τα Α και Β από τις εξισώσεις (7.49) και (7.50) λαµβάνουµε: 
 

0 0

0

0

tan

1 tan

nL

n

nL

Z
i kL

Z cS

cS Z
kL

cS

ρ
ρ

ρ

+

=

+

�

�

�                                                        (7.51) 

 
Ο όρος 0cSρ είναι η χαρακτηριστική (µηχανική) εµπέδηση του ρευστού πυκνότητας 0ρ  για τη δια-

τοµή S του σωλήνα. 

Μπορούµε να αναλύσουµε τη σύνθετη (µιγαδική) ποσότητα 0n
Z
�

 σε πραγµατικό και φανταστικό µέ-

ρος: 
 

0

Re ImnL
Z

j
cSρ

= +

�

                                                           (7.52) 

 
Ο λόγος στο αριστερό µέρος της προηγούµενης εξίσωσης συνιστά µία κανονικοποιηµένη εµπέδηση 
[QQ].   

 
 

0

0

2 2 2 2
0

2 2 2
0

(Re Im) tan

1 (Re Im) tan

Re(tan 1) [Im tan (Re Im 1) tan Im]

(Im Re ) tan 2 Im tan 1

n

n

Z j j kL

cS j j kL

Z kL i kL kL

cS kL kL

ρ

ρ

+ +
=

+ +

+ − + + − −
⇒ =

+ − +

�

�
                  (7.53) 

 
 
Όταν Re=0 τότε η εµπέδηση µηδενίζεται όταν µηδενίζεται η αντίδραση (reactance), έτσι: 
 

2 2 2

2 2 2

[Im tan (Re Im 1) tan Im]
0

(Im Re ) tan 2 Im tan 1

kL kL

kL kL

− + + − −
=

+ − +
                                    (7.54) 

 
Το παραπάνω συνεπάγεται ότι: 

 
2 2Im tan (Im 1) tan Im 0kL kL+ − − =                                    (7.55) 

 
και προκύπτει: 
 

Im tan kL= −  

∆ιατηρώντας το Re=0, η εµπέδηση απειρίζεται όταν µηδενίζεται ο παρονοµαστής της (7.53), δηλαδή: 
 
 
 

2 2 2(Im Re ) tan 2 Im tan 1 0kL kL+ − + =                                           (7.56) 
 

Προκύπτει:  
Im cot kL=                                                                (7.57) 

 
Έστω τώρα η περίπτωση µίας σταθερής δύναµης που ασκείται στο σηµείο x=0. Λόγω του ανοι-

κτού άκρου, η εµπέδηση είναι µηδενική εκεί και λαβαίνοντας υπ’ όψη τη συσχέτιση (7.48), συµπεραί-
νουµε ότι το πλάτος της ταχύτητας θα είναι άπειρο στο ανοικτό άκρο, κάτι που οδηγεί σε µηχανικό 
συντονισµό (resonance) [ΤΤ]. Αντιστρόφως, όταν η εµπέδηση τείνει στο άπειρο, όπως συµβαίνει στο 
κλειστό άκρο, το πλάτος της ταχύτητας τείνει στο µηδέν, κάτι που οδηγεί σε συνθήκη αντισυντονισµού 
(antiresonance condition) [ΤΤ]. Για να  πάρουµε µία σχέση που περιγράφει το συντονισµό σε έναν σω-
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λήνα που διεγείρεται στη θέση x=0 και είναι κλειστός στο άκρο x=L, θεωρούµε ότι η κανονικοποιη-

µένη εµπέδηση  
0

nL
Z

cSρ

�

 τείνει στο άπειρο, ώστε  

 

0

0

cotn
Z

j kL
cSρ

= −

�

                                                 (7.58) 

 

Η αντίδραση γίνεται µηδενική όταν  cot 0kL = , δηλαδή: 
 

 

(2 1) / 2,
n

k L n π= −          όπου n=1,2,3,...                                       (7.59) 

 
Από τη σχέση (7.59) παίρνουµε όλες τις συχνότητες για τις οποίες συµβαίνει συντονισµός. 
 

2 1

4
n

n c
f

L

−
=                                                     (7.60) 

 
∆ιαπιστώνουµε ότι µόνον περιττές αρµονικές µπορούν να συντονίσουν την αέρια στήλη του σω-

λήνα, η οποία υπόκειται σε δεσµό πίεσης στη θέση x=0 και αντίδεσµο ή κοιλία στη θέση x=L.  
 
 

7.8  Σωλήνας πλήρως ανοικτός 
 

Έστω τώρα ένας σωλήνας ανοικτός και στα δύο του άκρα. Η εµπέδηση 
nL

Z
�

στη θέση x=L είναι 

µηδενική, όπως και στη θέση x=0. Προκύπτει τότε: 
 

2
n

c
f n

L
=                                                      (7.61) 

 
Αντίστοιχα, τα µήκη κύµατος για τα οποία συµβαίνει συντονισµός θα δίνονται από τη σχέση: 

 

2
n

L

n
λ =    

 

∆ηλαδή, σε έναν ανοικτό σωλήνα περιέχεται µισό µήκος στάσιµου κύµατος θεµελιώδους συχνότη-
τος. Καθώς η εµπέδηση είναι µηδενική στα άκρα, από τον ορισµό της συµπεραίνουµε ότι η ταχύτητα 
των σωµατιδίων θα είναι µέγιστη και η διαφορά πίεσης (διεγείρουσα δύναµη) µηδενική. Η µετατόπιση 
των στοιχειωδών σωµατιδίων στα άκρα θα είναι επίσης µέγιστη (όρια της ταλάντωσής τους).  

Όταν η µετατόπιση είναι µέγιστη και η διαφορά πίεσης µηδενική, τότε λέµε ότι έχουµε κοιλία 
(antinode) του κύµατος ή δεσµό (node) πίεσης. Αντιστρόφως, όταν η µετατόπιση είναι µηδενική και η 
διαφορά πίεσης µέγιστη, λέµε ότι έχουµε δεσµό του κύµατος και κοιλία πίεσης. Στο δεσµό κύµατος τα 
σωµατίδια του αέρα παραµένουν ακίνητα. Εποπτικά, µπορούµε να δούµε τις κοιλίες και τους δεσµούς 
κύµατος και πίεσης στην εικόνα 7.6, για τις πρώτες 5 συχνότητες συντονισµού, όπου για διευκόλυνση 
τα κύµατα έχουν σχεδιαστεί εγκάρσια και όχι διαµήκη, όπως είναι στην πραγµατικότητα.   

Παρόλο που η σχέση (7.61) είναι φαινοµενικά σωστή, δεν µπορεί να δώσει µε ακρίβεια τις πραγ-
µατικές συχνότητες συντονισµού, γιατί το ανοικτό άκρο ακτινοβολεί ήχο στον περιβάλλοντα αέρα, 
τροποποιώντας το ενεργό µήκος L το σωλήνα. 

Στην πραγµατικότητα λοιπόν η 
nL

Z
�

 δεν είναι µηδενική, αλλά ισούται µε µία εµπέδηση ακτινοβόλησης 

rad
Z
�

: 

nL rad
Z Z=
� �

                                                                  (7.62) 

 

Αν ο σωλήνας καταλήγει σε χωνί, όπως η καµπάνα (flange) των χάλκινων πνευστών, τότε η 
nL

Z
�

 

επηρεάζεται ακόµη περισσότερο.  
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Εικόνα 7.6 

Στάσιµα κύµατα των 5 πρώτων συντονισµών ακουστικού σωλήνα ανοικτού και στα δύο άκρα. 
 

 
 
 

Έστω ένας σωλήνας ακτίνας r  που καταλήγει σε καµπάνα.Η ακτίνα της καµπάνας είναι πολύ µε-
γαλύτερη από το µήκος του ηχητικού κύµατος που δηµιουργείται στο σωλήνα, ενώ η ακτίνα του σω-
λήνα είναι πολύ µικρότερη από αυτό. Ισχύει η παρακάτω σχέση [ΤΤ]: 
 

2

0

( ) 8

2 3
nL

Z kr kr
i

cSρ π
= +

�

                                                        (7.63) 

 
όπου: 
 

2( )
Re

2

kr
=       και      

8
Im

3

kr

π
=  

 
Τόσο το πραγµατικό όσο και το φανταστικό µέρος είναι κατά πολύ µικρότερα της µονάδος. Επίσης 
Re Im≪ . Με αυτές τις συνθήκες η λύση της (7.54) δίνει tan ImkL = − , για να υπάρχει συντονισµός. 
Με την παραδοχή Im 1≪  έχουµε: 
 

8 8
tan( ) tan

3 3
n

kr
n k Lπ

π π
− = ≈        n=1,2,3,...                               (7.64) 

 
Λύνοντας την εξίσωση παίρνουµε: 
 

8

3
n

n

k r
n k Lπ

π
= +                                                 (7.65) 

 
Προκύπτουν έτσι οι συχνότητες συντονισµού: 
 

82
3

n

n c
f

L r
π

=
+

                                                 (7.66) 

 
Όλες οι συχνότητες συντονισµού είναι αρµονικά πολλαπλάσια της θεµελιώδους. Το άθροισµα 

8 / 3L r π+  παριστάνει το ενεργό µήκος του σωλήνα, λίγο µεγαλύτερο απ’ το πραγµατικό. 
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Στην περίπτωση που ο σωλήνας είναι απόλυτα κυλινδρικός και δεν καταλήγει σε καµπάνα (un-
flanged pipe) η εµπέδηση ακτινοβόλησης όπως προκύπτει τόσο από τη θεωρία όσο και από πειράµατα 
[ΤΤ] είναι: 
 

2

0

( )
(0,6 )

4
nL

Z kr
i kr

cSρ
= +

�

                                           (7.67) 

 
Εδώ η διόρθωση µήκους είναι 0,6r και κατά συνέπεια το ενεργό µήκος του σωλήνα: 0,6L r+ . Σε 

πρώτη φάση µπορούµε να πούµε πως η διόρθωση µήκους δεν εξαρτάται από τη συχνότητα. Θα δούµε 
όµως αργότερα ότι υπάρχει εξάρτηση που επανακαθορίζει τις συχνότητες συντονισµού.  

Με την προϋπόθεση ότι r nλ≪  (όπου λ το µήκος κύµατος), οι συχνότητες συντονισµού ενός 
flanged και ενός unflanged ακουστικού σωλήνα, αποτελούν αρµονικές της θεµελιώδους. Συνεπώς, η 
συχνότητα διέγερσης ενός πλήρως ανοικτού σωλήνα προκαλεί συντονισµούς που έχουν αρµονική 
σχέση µε αυτή.  

Όταν τώρα ο σωλήνας εµφανίζει κωνικότητα και δεν είναι απόλυτα κυλινδρικός (flared pipe), 
όπως συµβαίνει µε το κλαρινέτο ή το όµποε, τα αποτελέσµατα τροποποιούνται και οι συντονισµοί δεν 
βρίσκονται σε συχνότητες αρµονικές προς τη θεµελιώδη. Ο κατασκευαστής ενός τέτοιου µουσικού 
οργάνου µπορεί να σχεδιάσει έτσι το σωλήνα ώστε να ενισχύσει ή να ατονήσει συγκεκριµένες αρµονι-
κές. 
 
 

7.9  Ενεργειακή ακτινοβόληση από πλήρως ανοικτούς σωλήνες 
 

Από την εξίσωση (7.49) µπορούµε να γράψουµε: 

 

0

0

1

1

nL

nL

Z

cSB

ZA

cS

ρ

ρ

−

=

+

�

�

� �                                                    (7.68) 

 

Όταν γνωρίζουµε την εµπέδηση 
nL

Z
�

 µπορούµε να εισάγουµε  τον συντελεστή µεταφοράς ισχύος 

n
T (power transmission coefficient): 

2

1
n

B
T

A
= −

�

�                                                                (7.69) 

 
Με χρήση της εξίσωσης (7.67) στην (7.68), λαµβάνουµε για τους πλήρως ανοικτούς σωλήνες: 
 

( )

( )

2

2

8
1

2 3

8
1

2 3

kr kr
j

B

A kr kr
j

π

π

 
− − 

  =
 

+ + 
  

�

�                                                       (7.70) 

 
Αντικαθιστώντας στη σχέση (7.69) προκύπτει: 
 

( )

2

22 2

2

2( )

8
1 ( )

2 3

n

kr
T

kr
kr

π

=
   + +   

   

                                                (7.71) 

 
 

Συνήθως 1kr ≪ , ώστε ο συντελεστής µεταφοράς ισχύος είναι τότε αρκετά µικρός και δίνεται από την 
έκφραση (για σωλήνα µε καµπάνα): 

 



                       Κεφάλαιο 7 – Ο ήχος σε κυµατοδηγούς  και  σωλήνες 

Μέρος Ι – Ακουστική 

84 

22( )
n

T kr≈                                                               (7.72) 

 

Από την εξίσωση (7.69) παρατηρούµε ότι ο λόγος 
B

A

�

�  είναι σχεδόν ίσος προς –1.  

Εισάγοντας την εξίσωση (7.67) που περιγράφει τον unflanged σωλήνα, στην εξίσωση (7.68) παίρνουµε 
την παρακάτω έκφραση για το συντελεστή µεταφοράς ισχύος: 
 

( )

2
2

22

2

( )
( )

1 (0,6 )
4

n

kr
T kr

kr
kr

= ≈
 

+ + 
  

                                         (7.73) 

 
 
Συγκρίνοντας τις εκφράσεις (7.71) και (7.73), διαπιστώνουµε ότι η προσθήκη καµπάνας στο ανοικτό 
άκρο ενός σωλήνα διπλασιάζει την ακτινοβολούµενη ηχητική ισχύ στις χαµηλές συχνότητες. Όταν ο 
σωλήνας έχει κωνικό, παρά κυλινδρικό σχήµα τότε η ακτινοβόληση είναι ακόµα πιο έντονη.  
  

 
7.10  Στάσιµα κύµατα στους ακουστικούς σωλήνες 
 

Η διαφορά φάσης µεταξύ διαδιδόµενων και ανακλώµενων κυµάτων µέσα σε έναν σωλήνα οδηγεί σε αύξηση 
του πλάτους ενός ανακλώµενου κύµατος. Οι ιδιότητες των στάσιµων κυµάτων µπορούν να εφαρµοστούν σαν 
ένδειξη της αντίστασης εισόδου.   
Στην εξίσωση (7.46) που περιγράφει το κύµα εντός του σωλήνα µπορούµε να θέσουµε: 
 

A A=
�

,   iB Be θ=
�

                                                         (7.74) 
 
 

όπου Α και Β πραγµατικοί θετικοί αριθµοί.  
Συνδυάζοντας τις σχέσεις (7.74) µε την (7.49) παίρνουµε: 
 

0

1

1

i

nL

i

B
e

Z A
BcS

e
A

θ

θρ

+
=

−

�

                                                           (7.75)          

 
Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (5) στην εξίσωση πίεσης:      

 
[ ( )] [ ( )]i t k L x i t k L xp Ae Beω ω+ − − −= +

� ��
 , 

µπορούµε να υπολογίσουµε το µέτρο της πίεσης του κύµατος: p p=
�

 

 
2 2 2 2( ) cos [ ( ) / 2] ( ) sin [ ( ) / 2]p A B k L x A B k L xθ θ= + − − + − − −                  (7.76) 

 
Στην κοιλία κίνησης του στάσιµου κύµατος το µέτρο της πίεσης είναι Α+Β, ενώ στο δεσµό κίνησης Α–

Β. Ο λόγος στάσιµου κύµατος SWR (standing wave ratio) προκύπτει απ’ το λόγο των δύο αυτών µέ-
τρων της πίεσης:  

 

A B
SWR

A B

+
=

−
    ή    

1

1

B SWR

A SWR

−
=

−
                                             (7.77)  

 
Ο λόγος B/A µπορεί να µετρηθεί. Η φάση θ µπορεί να βρεθεί µετρώντας την απόσταση του πρώτου 
δεσµού απ’ τη θέση x=L. Σύµφωνα µε την εξίσωση (7.76) οι δεσµοί βρίσκονται στη θέση: 
 

1
( )

2 2
n

k L x n
θ

π − − = − 
 

                                                  (7.78) 
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Για τον πρώτο δεσµό (n=1) έχουµε: 
 

12 ( )k L xθ π= − −                                                          (7.79) 

 
 

 

7.11  ∆οχείο Helmholtz 
  

Για να αναλύσουµε πολλές ακουστικές διατάξεις, δεχόµαστε την απλοποίηση ότι το µήκος κύµα-
τος του ήχου που δηµιουργείται είναι πολύ µεγαλύτερο από κάποιες από τις διαστάσεις της διάταξης. 
Έτσι έγινε µε τους ακουστικούς σωλήνες, όπου το µήκος κύµατος ξεπερνά κατά πολύ την ακτίνα, 
ακόµα και  την περιφέρεια της διατοµής του σωλήνα. Υπάρχουν διατάξεις όπου το µήκος κύµατος 
υπερκαλύπτει όλες τις διαστάσεις της διάταξης. Σε αυτή την περίπτωση, οι ακουστικές µεταβλητές 
ενός στοιχείου του ρευστού που περιέχεται µπορεί να µεταβάλλονται χρονικά, αλλά δεν εξαρτώνται 
από τη θέση του στοιχείου. Μία τέτοια διάταξη µπορεί να θεωρηθεί ως αρµονικός ταλαντωτής µε έναν 
βαθµό ελευθερίας και µπορεί να ονοµασθεί 
συγκεντρωµένο ακουστικό στοιχείο (lumped 
acoustic element). Το ποιο άµεσο παράδειγµα 
είναι το δοχείο ή ο συντονιστής Helmholtz. 
Στην εικόνα 7.7 εικονίζονται τρεις τύποι αυτής 
της διάταξης. Το δοχείο Helmholtz αποτελεί-
ται από µία άκαµπτη χωρητικότητα V και έναν 
λαιµό διατοµής A και µήκους L. Ένα µπουκάλι 
είναι κλασσική περίπτωση δοχείου Helmholtz. 
Με την παραδοχή Lλ ≫  το ρευστό εντός του 
λαιµού συµπεριφέρεται ως µία συµπαγής µάζα 
που παλινδροµεί κατακορύφως. Καθώς το 
ρευστό (συνήθως αέρας) κινείται µε αυτόν τον 
τρόπο, η ακουστική ενέργεια µετατρέπεται σε 
θερµότητα εξ’ αιτίας των φαινοµένων συνε-
κτικότητας. Οι απώλεια αυτή µπορεί να αυξηθεί τοποθετώντας ένα πορώδες υλικό εγκάρσια στο λαιµό 
ή τοποθετώντας το υλικό εντός της κοιλότητας. Η ποσότητα τώρα του ρευστού εντός του λαιµού και η 
ποσότητα εντός της κοιλότητας συνιστούν ένα σύστηµα αντίστοιχο µε το ελατήριο και τη µάζα [RR]. 
Όπως στο ελατήριο, το ρευστό (αέρας) της κοιλότητας παρουσιάζει ελαστικότητα και θέτει σε ταλά-
ντωση τον αέρα του λαιµού. Η µεγαλύτερη ακουστική απορρόφηση (sound absorption) συντελείται για 
τη συχνότητα συντονισµού του συστήµατος λαιµού-κοιλότητας. Σε άλλες συχνότητες παρατηρείται 
ελάχιστη ακουστική απορρόφηση. Για λαιµούς όµως διαµέτρου µεγαλύτερης του 1 cm οι απώλειες 
συνεκτικότητας είναι σηµαντικά µικρότερες από τις απώλειες ηχητικής ακτινοβόλησης. Για να αναλύ-
σουµε λοιπόν τη συµπεριφορά του συντονιστή Helmholtz µπορούµε να αµελήσουµε τις συνεκτικές 
απώλειες, ώστε το σύστηµα να είναι ακριβώς το ανάλογο ελατήριου-µάζας στην ακουστική. 
Ξεκινάµε να υπολογίσουµε την ενεργή µάζα στο λαιµό: 
 

0 eff
m ALρ=                                                                 (7.80) 

 
όπου 0ρ  η πυκνότητα του ρευστού και 

eff
L  το ενεργό µήκος του λαιµού, µεγαλύτερο απ’ το γεωµε-

τρικό L , εξ’ αιτίας του φορτίου ακτινοβόλησης που επιβάλλει η µάζα. Ο λαιµός µπορεί να εµφανίζει 
φλάντζα ή όχι. Αντίστοιχα λοιπόν το ενεργό µήκος δίνεται απ’ τις παρακάτω σχέσεις [TT]: 
 

1,7
eff

L L r= + ,            (άκρο µε φλάντζα)                                        (7.81) 

1,5
eff

L L r= + ,       (άκρο χωρίς φλάντζα)                                        (7.82) 

 
Θεωρούµε τώρα ότι στο λαιµό του δοχείου παλινδροµεί ένα πιστόνι. Όταν το πιστόνι διανύει από-

σταση x, ο όγκος της κοιλότητας µεταβάλλεται κατά:  
 

V xS∆ = −                                                                 (7.83) 
 

Εικόνα 7.7 

Τύποι δοχείου Helmholtz 
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όπου S η σταθερά ελαστικότητας ή αλλιώς ενεργός ακαµπτότητα (effective stiffness) του ρευστού στην 
κοιλότητα (που συµπεριφέρεται ως ελατήριο). Μπορούµε να γράψουµε τότε: 
 

V Ax

V V

ρ
ρ
∆ ∆

= − =                                                           (7.84) 

 
από τη θερµοδυναµική [TT]: 
 

2
0

p
p c

p
ρ

∆
=                                                              (7.85) 

µε c την ταχύτητα του ήχου. 
Απ’ τις δύο τελευταίες σχέσεις λαµβάνουµε: 
 

2
0

Ax
p c

V
ρ=                                                              (7.86) 

 
Το πιστόνι διήνυσε την απόσταση x υπό την επιβολή µίας δυνάµεως F : 
 

2
2

0

A
F pA c x

V
ρ= =                                                        (7.87) 

 
Η ενεργός ακαµπτότητα, κατά το νόµο Hooke είναι /S F x= . Άρα: 
 

2
2

0

A
S c

V
ρ=                                                              (7.88) 

 
Καθώς το ρευστό κινείται στο λαιµό ακτινοβολεί ηχητική ενέργεια γύρω στο τοίχωµα που, όπως και 
στον ακουστικό σωλήνα. Για µήκη κύµατος πολύ µεγαλύτερα της ακτίνας του λαιµού, η αντίσταση 
ακτινοβόλησης είναι: 
 

2

0
2

rad

kA
R cρ

π
=       (µε φλάντζα)                                                (7.89) 

 
2

0
4

rad

kA
R cρ

π
=  (χωρίς φλάντζα)                                                (7.90) 

 
Όταν το πιστόνι λοιπόν παλινδροµεί, η δύναµη F καλείται διεγείρουσα δύναµη και λαµβάνει διανυ-
σµατική µορφή µε µεταβαλλόµενη φορά πάνω στην ίδια διεύθυνση, αυτή του άξονα του λαιµού. Τότε 
η δύναµη µπορεί να γραφεί µε µορφή σύνθετου εκθετικού  (κεφ. 4) µε πλάτος πίεσης P: 
 

exp( )F AP j tω=
�

                                                           (7.91) 

 
Το σύστηµά του δοχείου Helmholtz περιγράφεται από την παρακάτω διαφορική εξίσωση: 
 

2

2
exp( )

rad

d x dx
m R Sx AP j t

dtdt
ω+ + =                                             (7.92) 

 
Η εξίσωση είναι ανάλογη µε έναν µηχανικό ταλαντωτή µίας µάζας, που διεγείρεται ηµιτονοειδώς, και 
αναλύθηκε εκτενώς στο κεφάλαιο 6. Η λύση της (7.92) περιέχει µία σύνθετη µετατόπιση x. Το πραγ-
µατικό µέρος της διεγείρουσας δύναµης αναπαριστά την κύρια διεγείρουσα δύναµη cosAP tω και το 

πραγµατικό µέρος της µετατόπισης την κύρια µετατόπιση. Καθώς η F
�

 είναι περιοδική µε γωνιακή 
συχνότητα ω, η λύση για τη µετατόπιση θα είναι της µορφής [ΤΤ]:  
 

exp( )x B j tω=
��

                                                            (7.93) 
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όπου B
�

ένας σύνθετος σταθερός αριθµός. Αντικαθιστώντας στη διαφορική εξίσωση λαµβάνουµε: 
 

2( ) exp( ) exp( )
rad

B m jB R BS j t AP j tω ω ω ω− + + =
� � �

                                (7.94) 

 

Λύνοντας την παραπάνω σχέση ως προς B
�

έχουµε τελικά µία έκφραση για τη σύνθετη µετατόπιση: 
 

exp( )

rad

AP j t
x

S
j R j m

ω

ω ω
ω

=
  + −    

�
                                                   (7.95) 

 
Παραγωγίζοντας την εξίσωση (7.95) λαµβάνουµε τη σύνθετη ταχύτητα του ρευστού στο λαιµό του 
δοχείου: 
 

exp( )

rad

AP j t
u

S
R j m

ω

ω
ω

=
 + − 
 

� �
�

�
                                                      (7.96) 

 

Η εµπέδηση /
m

Z F u=
� � �

 από τις σχέσεις (7.91) και (7.96) είναι: 

 

m rad

S
Z R j mω

ω
 = + − 
 

�
                                                     (7.97) 

 
 
Η ανάδραση της εµπέδησης (φανταστικό µέρος) είναι: 
 

Im( )
m

S
Z mω

ω
= −

�
                                                          (7.98) 

 
Όταν µηδενίζεται η ανάδραση, τότε κατά τα γνωστά έχουµε κατάσταση συντονισµού. Προκύπτει λοι-
πόν η γωνιακή συχνότητα συντονισµού: 
 

2 2
0

0

0

/

eff eff

c A VS A
c

m L A L V

ρ
ω

ρ
= = =                                             (7.99) 

 
Η αντίστοιχη συχνότητα συντονισµού είναι προφανώς: 
 

0
2 eff

c A
f

L Vπ
=                                                           (7.100) 

 
Παρατηρούµε ότι η συχνότητα συντονισµού εξαρτάται από τον όγκο της κοιλότητας και το µήκος του 
λαιµού. Το σχήµα λοιπόν της κοιλότητας δεν παίζει κανένα ρόλο στην παραγόµενη συχνότητα. Πα-
ράλληλα µε συχνότητα 0f  στο δοχείο Helmholtz εµφανίζονται και άλλες, υψηλότερες συχνότητες, εξ’ 

αιτίας των στάσιµων κυµάτων εντός της κοιλότητας. Οι συχνότητες αυτές δεν έχουν αρµονική σχέση 
µε την 0f  [ΤΤ]. 

Γνωρίσαµε στο κεφάλαιο 6 τον παράγοντα Q, που καλείται και παράγοντας ποιότητας (quality 
factor). Στα πνευστά χρησιµοποιείται πολύ αυτό το µέγεθος, που κατά τα άλλα εκφράζει τη «στενό-
τητα» του συντονισµού, δηλαδή το πόσο αιχµηρή είναι η γραφική παράσταση του πλάτους της ακου-
στικής πίεσης.  

3

0 2
eff

rad

Lm
Q V

R A

ω
π

 
= =  

 
                                                  (7.101) 
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Στην εικόνα 7.7 παρατηρούµε στο τρίτο είδος δοχείου Helmholtz ότι υπάρχει ένας µικρός λαιµί-
σκος στη βάση της κοιλότητας και απέναντι από τον κύριο λαιµό. Ο ίδιος ο Helmholtz χρησιµοποίησε 
πολλά διαφορετικά δοχεία για να επιτύχει µία µεγάλη κλίµακα συχνοτήτων. Όταν ένα τυχαίο ηχητικό 
κύµα έχει κάποια συχνοτική συνιστώσα που συµπίπτει µε τη συχνότητα συντονισµού του δοχείου 
Helmholtz, τότε η συνιστώσα αυτή ενισχύεται και µπορεί να ακουσθεί αν συνδέσουµε έναν σωλήνα 
στο λαιµίσκο και τον φτάσουµε στο αυτί µας. Τέτοια φαινόµενα µας οδηγούν στον ορισµό της ενίσχυ-

σης πίεσης (pressure amplification). Το µέγεθος αυτό είναι ο λόγος του πλάτους της ακουστικής πίεσης 

cavity
P  εντός της κοιλότητας προς το πλάτος της εξωτερικής πίεσης P . Από την εξίσωση (7.95) λαµβά-

νουµε την 
cavity

P . Στην κατάσταση συντονισµού ισχύει: 

 

0 rad

PA
x

Rω
=
�

                                                              (7.102) 

   
Συνδυάζοντας τώρα τις εξισώσεις (7.89) και (7.99) βρίσκουµε για λαιµό µε φλάντζα: 
 

2
cavity effP L

V Q
P A

π
 

= = 
 

                                                   (7.103) 

 
Προκύπτει δηλαδή ότι η ενίσχυση πίεσης ταυτίζεται µε τον παράγοντα ποιότητας. Άρα το δοχείο 
Helmholtz λειτουργεί, στην κατάσταση συντονισµού, ως ενισχυτής κέρδους Q. Εφαρµογή αυτής της 
ιδιότητας βρίσκουµε σε ένα κοινό µεγάφωνο [ΤΤ].   
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1 
Εισαγωγικοί ορισµοί στη µουσική 

 
 

 
 

1.1  Μουσική και µουσικά όργανα 
 

Ο Nederveen στο κλασσικό πλέον βιβλίο του “Aspects of woodwind instruments” [RR], περιγρά-
φει τη µουσική ως µία συµφωνία των αλληλοεµπλεκόµενων δονήσεων του αέρα, που παράγονται από 
τα µουσικά όργανα. Λεπτοµερέστεροι ορισµοί και ιστορική έρευνα της µουσικής δεν έχουν θέση σε 
αυτή την εργασία. Αρκεί µόνο να αναφερθεί ότι η έκφανση αυτή του πολιτισµού µας είναι από τις 
ισχυρότερες, όσον αφορά την επίδρασή της στον άνθρωπο. Μπορεί να διαµορφώνει ή να ενισχύει συ-
ναισθήµατα, να διευκολύνει την επικοινωνία, να καθοδηγεί τον ψυχισµό και τις ανθρώπινες πράξεις ή 
ακόµα και να θεραπεύει. Λόγω της πολύπλευρης αυτής επιρροής, η εκτίµηση των διάφορων παραµέ-
τρων της µουσικής, χιλιάδες χρόνια τώρα είναι εφικτή κατ’ ουσίαν µε υποκειµενικά κριτήρια, «µε το 
αυτί». Χαρακτηρισµοί όπως «η λαµπρότητα» του ήχου ενός εκκλησιαστικού οργάνου ή ότι η Σονάτα 

για Φλάουτο, Βιόλα και Άρπα του C. Debussy είναι «τροµερά λυπητερή», αποτελούν κώδικα επικοινω-
νίας µεταξύ των µελετητών και των µουσικόφιλων, δίχως όµως να µπορούν εύκολα να ποσοτικοποιη-
θούν. Κατά τον 20ο αιώνα, ανάµεσα στα άλλα, έγινε και η µεγάλη ανάπτυξη της µουσικής ακουστικής 
και ψυχοακουστικής. Η µουσική ακουστική προσπαθεί να περιγράψει τη λειτουργία των µουσικών 
οργάνων και γενικότερα της µουσικής µε νόµους της ακουστικής (ήτοι της φυσικής και των µαθηµατι-
κών), γεφυρώνοντας κατά κάποιο τρόπο τις όχθες της τέχνης και της επιστήµης. Η ψυχοακουστική 
ασχολείται µε τη µετατροπή των δονήσεων του αέρα σε σήµατα εντός του ανθρώπινου αυτιού. Με 
άλλα λόγια, µελετά την απόκριση του ανθρώπινου εγκεφάλου στα ηχητικά σήµατα, όχι απαραίτητα 
της µουσικής. Η συνεργασία µουσικής ακουστικής και ψυχοακουστικής έχει δώσει θεαµατικά αποτε-
λέσµατα στην προσπάθεια της κατανόησης του φαινοµένου της µουσικής. 

Μουσική παράγουν τα µουσικά όργανα. Αυτόµατα, φέρνουµε στο νου µας, όλα αυτά που κατα-
σκευάζει ο άνθρωπος. Εντούτοις, µουσικό όργανο θεωρείται και η σύριγγα των πουλιών, οι φωνητικές 
χορδές και µία άπειρη λίστα από δηµιουργήµατα της φύσης. Το να αποφανθεί κάποιος για την ποιό-
τητα ενός οργάνου δίχως να το ακούσει συνιστά ακόµα ένα δύσκολο εγχείρηµα, παρά τη βοήθεια της 
θεωρίας και των ηλεκτρονικών υπολογιστών. Στην εποχή που ο υπολογιστής χρησιµοποιείται ακόµα 
και για να συνθέσει µουσική, ο άνθρωπος συνεχίζει να είναι ο κύριος καθοδηγητής, µε τα αλάνθαστα 
αισθητήριά του.  
 
 

1.2  Αρµονικές, ηχόχρωµα, φθόγγοι και τόνοι 
 

Ο ήχος που παράγεται από ένα µουσικό όργανο είναι µία αρκετά περίπλοκη διαταραχή του αέρα, 
την οποία αντιλαµβανόµαστε µε το αυτί µας. Η διαταραχή αυτή µπορεί να αναλυθεί µε σειρές Fourier 
σε απλές ηµιτονοειδείς (αρµονικές) ταλαντώσεις, που κάθε µία χαρακτηρίζεται από τη συχνότητά και 
το πλάτος της. Είδαµε στη θεωρία των ακουστικών σωλήνων ότι οι συχνότητες των αρµονικών ταλα-
ντώσεων αυξάνονται µε συγκεκριµένες προόδους, για τις διάφορες περιπτώσεις. Οι αρµονικές ταλα-
ντώσεις καλούνται απλά αρµονικές. Μετράµε τις αρµονικές από τη χαµηλότερη, τη θεµελιώδη και κα-
ταλήγουµε στο άπειρο.   

Αν ένα βιολί και ένα φλάουτο «παίξουν» διαδοχικά τον ίδιο φθόγγο La, το ηχητικό αποτέλεσµα θα 
είναι διαφορετικό. Από το σύνολο των άπειρων αρµονικών, ισχυρότερη σε ένταση είναι συνήθως η 
θεµελιώδης. Ο φθόγγος που παράγει ένα όργανο παίρνει το όνοµα του από τη συχνότητα που αντιστοι-
χεί στην ισχυρότερη από τις αρµονικές. Στην περίπτωση του βιολιού και του φλάουτου η ισχυρότερη 
αρµονική είναι η πρώτη (θεµελιώδης) και έχει συχνότητα 440 Hz, που αντιστοιχεί στο φθόγγο La. Οι 
υπόλοιπες αρµονικές ταλαντώσεις έχουν διαφορετικές συχνότητες και εντάσεις για κάθε όργανο και 
είναι αυτές που προσδίδουν το διαφορετικό άκουσµα του ίδιου φθόγγου. Το σύνολο αυτό των αρµονι-
κών αποτελεί το ηχόχρωµα του µουσικού οργάνου.  

Ο Nederveen [RR] σηµειώνει τη διαφορά µεταξύ τόνου και φθόγγου (νότας). Στην πράξη χρησιµο-
ποιούµε χωρίς διάκριση τους όρους αυτούς, αλλά στην πραγµατικότητα ο τόνος (tone) είναι η αρµο-
νική ταλάντωση, δηλαδή ένας καθαρός ηµιτονοειδής ήχος, ενώ φθόγγος (note) είναι το σύνολο των 
τόνων (αρµονικών) µε τις εντάσεις τους µαζί.   
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Ο πίνακας 1.1 δίνει τις πρώτες 16 αρµονικές µίας τεντωµένης χορδής µε θεµελιώδη συχνότητα που 
αντιστοιχεί στο φθόγγο Do, κάποιας αυθαίρετης οκτάβας [Β]. Στον πίνακα αυτό θεωρούµε ότι η κάθε 
αρµονική αποτελεί τη θεµέλιο και µοναδική συχνότητα για τον αντίστοιχο φθόγγο. Και αντίστροφα, 
κάθε φθόγγος αποτελείται από έναν αµιγή τόνο (δηλαδή χωρίς αρµονικές). Το σύνολο των αρµονικών 
οι µουσικοί καλούν αρµονική στήλη. Από την αρµονική στήλη, που είναι ένας υπαρκτός φυσικός νόµος 
και όχι δηµιούργηµα, προέκυψαν µε κατάλληλη ταξινόµηση οι γνωστοί µας φθόγγοι Do, Re, Mi, Fa, 
Sol, La και Si µε τις αλλοιώσεις τους. Προφανώς λοιπόν, όπως ειπώθηκε και στο κεφάλαιο 5 του Ι 
µέρους, η µουσική τέχνη δεν είναι τόσο µία διαρκής επινόηση, αλλά µάλλον µία διαρκής ανακάλυψη. 
Ο δείκτης σε κάθε φθόγγο συµβολίζει την αντίστοιχη οκτάβα. 
 

Πίνακας 1.1 

Οι 16 πρώτες αρµονικές µία χορδής µε θεµέλιο συχνότητα Do 
 

1 Do0 
2 Do1 
3 Sol1 
4 Do2 
5 Mi2 
6 Sol2 
7 Sib2 
8 Do3 
9 Re3 

10 Mi3 
11 Fa#

3 
12 Sol3 
13 La3 
14 Sib3 
15 Si3 
16 Do4 

    
 

Θα δούµε στα επόµενα ότι δύναται κάποια από τις υψηλότερες της θεµελιώδους αρµονικές (over-
tones) να είναι ισχυρότερη σε ένταση. Τότε, ο φθόγγος καθορίζεται στο µεγαλύτερο ποσοστό από αυτή 
µε τη µεγαλύτερη ένταση.  

Είναι φανερό ότι αρκούν οι λίγες πρώτες αρµονικές για να µας δώσουν µία ιδέα του ήχου ενός ορ-
γάνου. Στην πραγµατικότητα όµως, ο τεράστιος πλούτος των ηχοχρωµάτων έγκειται στον άπειρο 
αριθµό των υψηλών αρµονικών, που νοµίζουµε ότι δεν ακούµε, αλλά η επίδρασή τους είναι καθορι-
στική. Θα διαπιστώσουµε αργότερα και πειραµατικά την ύπαρξη υποαρµονικών, δηλαδή ταλαντώσεων 
µε συχνότητες χαµηλότερες της θεµελιώδους, καθώς και την ύπαρξη µερικών αρµονικών, µε συχνότη-
τες ενδιάµεσα στις αρµονικές και άρα µη ακέραια πολλαπλάσια της θεµελιώδους. Όλα αυτά και ακόµα 
περισσότερα συντελούν στην αδυναµία του ανθρώπου να υποκαταστήσει την πληρότητα της ζωντανής 
µουσικής µε ηχογραφήσεις ή τεχνητά µέσα. Πολύ απλοϊκά, στην περιορισµένη χωρητικότητα ενός CD 
δεν είναι δυνατό να χωρέσουν ποτέ όλες οι συχνοτικές πληροφορίες ενός ήχου, µολονότι έχουµε φτά-
σει σε απίστευτα µεγάλα νούµερα. Η διαδικασία αυτή θα αποτελεί πάντα µία ασύµπτωτη καµπύλη µε 
τον άξονα της τελειότητας. Η βιβλιογραφική αναφορά [LL] εξηγεί πολύ καλά τις έννοιες του αναλογι-
κού και του ψηφιακού σήµατος, µε πολλά παραδείγµατα από τη µουσική. 
 
 

1.3  Ηχητικό φάσµα 
 

Είναι ουσιαστικά το ηχόχρωµα. ∆εν µπορούµε, και δεν έχει νόηµα, να καταγράψουµε όλες τις αρ-
µονικές ενός οργάνου, καθότι δε γίνονται άµεσα αντιληπτές. Κατά συνέπεια, το ηχητικό φάσµα είναι 
κατά κανόνα µία παρουσίαση των πρώτων αρµονικών ενός φθόγγου µε τις εντάσεις τους. 
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1.4  Η συµπεριφορά των µουσικών οργάνων 
 

Για να καθορίσουµε τη συµπεριφορά ενός µουσικού οργάνου, αρκούν δύο παράγοντες [HH], [39, 
42,51]: 
• Τα αρχικά µεταβατικά φαινόµενα (Initial Transients) και 
• Η σταθερή-µόνιµη κατάσταση (Steady State). 
   

Τα αρχικά µεταβατικά φαινόµενα συµβαίνουν κατά την πορεία του οργάνου από την πλήρη σιωπή 
έως την πλήρη ήχηση. Οι µουσικοί ονοµάζουν αυτή την πορεία ατάκα. Όταν ο µουσικός διεγείρει ένα 
µουσικό όργανο, οι εντάσεις των συχνοτήτων που ενεργοποιούνται είναι αρκετά διαφορετικές από 
αυτές που θα ακολουθήσουν και επίσης κάποιες θα αποσβεσθούν πολύ σύντοµα. Αυτό σηµαίνει ότι το 
άκουσµα στα πρώτα χιλιοστά ή εκατοστά του δευτερολέπτου είναι διαφορετικό από ότι στη συνέχεια. 
Τα µεταβατικά φαινόµενα οδηγούν στη σταθερή ή µόνιµη κατάσταση. Η αρχική έκρηξη της πληθώρας 
των αρµονικών αλλά και των υπόλοιπων µη αρµονικών ταλαντώσεων καταλαγιάζει βαθµιαία στο ηχη-
τικό φάσµα του µουσικού οργάνου. Όταν αναφερόµαστε στο αρµονικό περιεχόµενο ενός οργάνου, 
επικαλούµαστε τις συχνότητες της σταθερής κατάστασης και όχι της µεταβατικής.  

Ανάλογα µε τον τρόπο που διεγείρονται, τα διάφορα όργανα εµφανίζουν µεγάλη ποικιλία στους 
χρόνους µετάβασης και σταθερής κατάστασης. Τα κρουστά παρουσιάζουν µικρό µεταβατικό χρόνο, 
αλλά και η µόνιµη τους κατάσταση είναι εξαιρετικά σύντοµη. Τα νυκτά έγχορδα παρουσιάζουν µικρό 
χρόνο µετάβασης και κάπως πιο µεγάλο χρόνο µόνιµης κατάστασης, ενώ τα έγχορδα µε δοξάρι έχουν 
πολύ µεγάλο χρόνο µόνιµης κατάστασης (µάλλον όσο διαρκεί η δράση του δοξαριού). Τα πνευστά 
συµπεριφέρονται παρόµοια. Όσο διαρκεί η διεγείρουσα δύναµη µπορούν να παράγουν το (µόνιµο) 
ηχητικό τους φάσµα. Η αρχική µεταβατική τους κατάσταση διαρκεί εν γένει περισσότερο από τα έγ-
χορδα. Βεβαίως, ιδιαίτερα σηµαντικό ρόλο παίζουν όπως θα δούµε και οι ενδιάµεσες µεταβάσεις από 
έναν συντονισµό σε άλλο (άλλης αρµονικής), οι οποίες συνιστούν το κλασσικό φαινόµενο overblow-
ing.  
 
  

1.5  Λίγα για τα µουσικά διαστήµατα 
 

Έστω δύο διαπασών τα οποία ηχούν ταυτοχρόνως. Το πρώτο δονείται µε σταθερή συχνότητα 261 
Hz, ενώ το δεύτερο δονείται µε συχνότητα που ξεκινά από 262 Hz και σταδιακά αυξάνεται. Κατά τη 
διάρκεια αυτής της αύξησης, αρχικά ακούµε πληθώρα διακροτηµάτων [TT] εξ’ αιτίας της µικρής συ-
χνοτικής διαφοράς, τα οποία φτάνουν σε ένα µέγιστο και έπειτα βαθµιαία ατονούν. Έτσι ο συνδυασµέ-
νος ήχος απ’ τα δύο διαπασών αρχικά (στις συχνότητες 261 και 262 Hz) ακούγεται σχεδόν ευχάριστα, 
αλλά γρήγορα γίνεται δυσάρεστος µέχρι την τιµή 23 διακροτήµατα το δευτερόλεπτο, όπου από εκεί 
και πέρα ξαναγίνεται σταδιακά ευχάριστος. Ωστόσο, όσο ευχάριστος και αν γίνεται ο ήχος, µόνο όταν 
το δεύτερο διαπασών φτάσει στη συχνότητα 522 Hz θα νιώσουµε την απόλυτη ισορροπία στο άκου-
σµα. Η συχνότητα αυτή αντιστοιχεί στην οκτάβα (ή στην δεύτερη αρµονική). 

Αν το πείραµα εκτελεστεί µε δύο χορδές βιολιού, τα αποτελέσµατα θα είναι αρκετά διαφορετικά. 
Το δυσάρεστο αίσθηµα θα εξαλείφεται όταν οι χορδές έχουν λόγους συχνοτήτων 5/4, 4/3, 3/2 και 2/1 
[TT]. Οι λόγοι αυτοί στη µουσική µεταφράζονται σε διάστηµα µεγάλης τρίτης, τετάρτης (καθαρής), 
πέµπτης (καθαρής) και οκτάβας.  

Έχει παρατηρηθεί ότι δύο τόνοι συνηχούν ευχάριστα όταν ο λόγος συχνοτήτων τους µπορεί να 
εκφραστεί ως προς µικρούς αριθµούς. Όσο µικρότεροι µάλιστα είναι οι αριθµοί του κλάσµατος συχνο-
τήτων, τόσο πιο ευχάριστο άκουσµα λαµβάνουµε ή αλλιώς έχουµε µεγαλύτερη συµφωνία [TT]. Ο πί-
νακας 1.2 δίνει τα σύµφωνα διαστήµατα κατά αυξανόµενο λόγο συχνοτήτων. Ενώ ο πίνακας 1.3 κατά 
αυξανόµενη διαφωνία (ασυµφωνία).    

Ο Πυθαγόρας γνώριζε την ιδιαιτερότητα συχνοτικών λόγων (όσο µικρότεροι αριθµοί, τόσο µεγα-
λύτερη συµφωνία) περισσότερο από 2500 χρόνια πριν. Η αρχή του µεγάλου Έλληνα φιλόσοφου ότι 
«Όλη η φύση στηρίζεται στην αρµονία των αριθµών» µπορεί να φαίνεται απλοϊκή, αλλά στην άλλη 
άκρη του κόσµου, Κινέζοι φιλόσοφοι, στα χρόνια του Κοµφούκιου θεωρούσαν τους µικρούς αριθµούς 
1, 2, 3, 4 ως την πηγή της τελειότητας. 

Ο Σουηδός µαθηµατικός Leonhard Euler, προχώρησε τη θεωρία του Πυθαγόρα ένα βήµα παρα-
πέρα προτείνοντας έναν τρόπο µέτρησης της διαφωνίας µίας συγχορδίας, δηλαδή τη συνήχηση παρα-
πάνω από δύο τόνων. Η ιδέα του ήταν να εκφραστεί ο λόγος συχνοτήτων µίας συγχορδίας (chord) µε 
τους µικρότερους δυνατούς αριθµούς και έπειτα να βρεθεί ο κοινός παρονοµαστής αυτών των συχνο-
τήτων. Για παράδειγµα έστω η γνωστή συγχορδία Ντο – Μι – Σολ (ή στη διεθνή µουσική σηµειογρα-
φία: C – E – G). Ο σύνθετος λόγος συχνοτήτων είναι 4:5:6:8. Ο ελάχιστος κοινός παρονοµαστής είναι 
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ο 120, καθώς αποτελεί τον ελάχιστο κοινό διαιρέτη των 4, 5, 6 και 8. Η θεωρία δυστυχώς καταρρέει 
όταν ο ίδιος παρονοµαστής προστίθεται στη συγχορδία εβδόµης: Ντο – Μι – Φα – Σολ – Σι (ή C – E – 
F – G – B), όπου ο λόγος συχνοτήτων είναι 8:10:12:15. Εδώ το ηχητικό αποτέλεσµα είναι αρκετά δυ-
σάρεστο.             

Τέλος ο πίνακας 1.4 δίνει τις αντιστοιχίες των φθόγγων της δυτικής κλίµακας µε τη διεθνή µου-
σική σηµειογραφία. 
 
 

Πίνακας 1.2 

Τα µουσικά διαστήµατα µε σειρά αυξανόµενου λόγου συχνοτήτων 
 

∆ιάστηµα  Λόγος συχνοτήτων 
Ουνίσονο (Unison)  1:1 = 1,000 
∆ευτέρα (Second) 9:8 = 1,125 

Μικρή Τρίτη (Minor Third) 6:5 = 1,200 
Μεγάλη Τρίτη (Major Third) 5:4 = 1,250 

Τετάρτη (Fourth) 4:3 = 1,333 
Πέµπτη (Fifth) 3:2 = 1,500 

Μικρή Έκτη (Minor Sixth) 8:5 = 1,600 
Μεγάλη Έκτη (Major Sixth) 5:3 = 1,666 

Οκτάβα (Octave) 2:1 = 2,000 
 
        

Πίνακας 1.3 

Τα µουσικά διαστήµατα µε σειρά αυξανόµενης διαφωνίας 
 

∆ιάστηµα  Λόγος συχνοτήτων 
Ουνίσονο (Unison)  1:1 = 1,000 
Οκτάβα (Octave) 2:1 = 2,000 
Πέµπτη (Fifth) 3:2 = 1,500 

Τετάρτη (Fourth) 4:3 = 1,333 
Μεγάλη Τρίτη (Major Third) 5:4 = 1,250 
Μεγάλη Έκτη (Major Sixth) 5:3 = 1,666 
Μικρή Τρίτη (Minor Third) 6:5 = 1,200 
Μικρή Έκτη (Minor Sixth) 8:5 = 1,600 

∆ευτέρα (Second) 9:8 = 1,125 
 
 
 

Πίνακας 1.4 

Φθόγγος στα ελληνικά ∆ιεθνές σύµβολο 
Ντο C 
Ρε D 
Μι E 
Φα F 
Σολ G 
Λα A 
Σι B 
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2 
Οικογένειες µουσικών οργάνων 

 
 
 

Το κεφάλαιο δεν αποτελεί παρά εισαγωγικό σηµείωµα στην πολύπλοκη επιστήµη των µουσικών 
οργάνων και γέφυρα για την επιστήµη των πνευστών, που µας ενδιαφέρουν σε αυτή την εργασία. 
Εκτενή ανάλυση της φυσικής τους, µε σοβαρό επιστηµονικό χαρακτήρα, µπορεί να βρει κανείς σε ένα 
από τα πλέον αντιπροσωπευτικά και ολοκληρωµένα βιβλία “The Physics of Musical Instruments” 
Fletcher και Rossing [CC]. Εισαγωγικές παρατηρήσεις υπάρχουν και στα βιβλία του Raichel [TT], 
Morse [PP,QQ] και πολλών άλλων που αναφέρονται στη βιβλιογραφία. 

Όλα τα συµβατικά µουσικά όργανα µπορούν να κατανεµηθούν σε τέσσερις κατηγορίες, ανάλογα 
µε το πως παράγουν τον ήχο τους. Έχουµε τα έγχορδα, τα κρουστά, τα πνευστά και τα ηλεκτρικά µου-
σικά όργανα [TT]. Σε ένα έγχορδο (String instrument) οι χορδές του µπορεί να χτυπώνται, να τραβιού-
νται ή να τρίβονται µε κάποιο άλλο σώµα (δοξάρι). Τα κρουστά (Percussion instruments) µπορεί να 
παράγουν ήχο ορισµένης συχνότητας ή κάτι πιο αόριστο. Τα πνευστά (Wind instruments) απ’ την άλλη 
διαιρούνται σε πολλές κατηγορίες, όπως θα δούµε και αποτελούν τον πυρήνα της εργασίας. Τέλος, τα 
ηλεκτρικά – ηλεκτρονικά όργανα (Electric – Electronic instruments) χρησιµοποιούν ηλεκτρικούς τα-
λαντωτές είτε για να µιµηθούν το αρµονικό φάσµα των ήδη υπαρχόντων φυσικών µουσικών οργάνων 
είτε για να παράγουν τελείως πρωτόγνωρα ηχητικά ακούσµατα, που είναι αδύνατο να παραχθούν µε 
φυσικό (µηχανικό) τρόπο. Πλέον και οι προσωπικοί Η/Υ µπορούν να προγραµµατιστούν για να λει-
τουργούν ως µουσικά όργανα, όταν εφοδιαστούν µε τον κατάλληλο εξοπλισµό, όπως οι κάρτες ήχου. 
Ίσως η µεγαλύτερη αλλαγή στο χώρο της µουσικής συντελέστηκε στα τέλη του 20ου αιώνα, όταν η 
τέχνη της ψηφιακής δειγµατοληψίας έφτασε σε τόσο µεγάλες χωρητικότητες ώστε δύσκολα να ξεχωρί-
ζουµε το πραγµατικό αρµονικό φάσµα από το ψηφιακά αποθηκευµένο. Είναι ρουτίνα πλέον η ηχογρά-
φηση κάθε φθόγγου της µουσικής σκάλας ξεχωριστά, όπως τον έχει παίξει ένας επαγγελµατίας µουσι-
κός, µε φυσικό όργανο και έπειτα η χρήση του µέσα στον υπολογιστή σε καινούριες µουσικές συνθέ-
σεις. Ο πίνακας 2.1 δείχνει συνοπτικά τα όργανα που περιλαµβάνει κάθε οικογένεια. 
                
 

2.1 Έγχορδα 
 

Ίσως ο µεγαλύτερος σε ηλικία τρόπος να παράγουµε µουσική είναι µία ταλαντούµενη χορδή υπό 
εφελκυστική τάση. Μία τέτοια χορδή είναι ικανή να παράγει µία ολόκληρη έκταση από τόνους, που 
είναι αρµονικοί της θεµελίου συχνότητας. Το ποιες αρµονικές θα ηχήσουν και ποια θα είναι τα πλάτη 
τους εξαρτάται από τον τρόπο µε τον οποίο θα διεγερθεί η χορδή [ΝΝ], δηλαδή ή µε χτύπηµα ή µε 
τράβηγµα ή µε τριβή και από το σηµείο που θα εφαρµοστεί η διέγερση πάνω στη χορδή.  

Καθώς τώρα η χορδή καταλαµβάνει µία πολύ µικρή περιοχή στο χώρο, είναι δύσκολο να κινήσει 
σηµαντική ποσότητα αέρα και συνεπώς δεν αποτελεί από µόνη της έναν αποδοτικό µηχανισµό παρα-
γωγής ήχου. Γι’ αυτό οι χορδές συνδέονται µε µία µεγάλη επιφάνεια (soundboard) ικανή να συντονίζε-
ται σε µεγάλη γκάµα συχνοτήτων (multiresonant), ώστε να ενισχυθεί η έξοδος του ήχου. 

Όλα τα έγχορδα µουσικά όργανα χρησιµοποιούν ή µία απλή επιφάνεια ή έναν συνδυασµό µίας 
επιφάνειας και ενός κοίλου σώµατος ώστε οι χορδές, µέσω αυτών, να συνδεθούν µε τον αέρα. Όσο 
µεγαλύτερη είναι ακτινοβολούσα επιφάνεια, τόσο µεγαλύτερη είναι και η ακουστική εµπέδηση και 
τόσο ισχυρότερη η ενίσχυση του σήµατος. Οι επιφάνειες γενικά (µεµβράνες ή πλάκες) είναι από τα 
σώµατα που ταλαντώνονται µε εξαιρετικά πολύπλοκους συνδυασµούς συντονισµών [CC, QQ, TT], 
περισσότερο από κάθε άλλο σώµα, και σίγουρα µη αρµονικούς. Στα περισσότερα έγχορδα, όπως η 
οικογένεια του βιολιού, η κιθάρα, το µαντολίνο, το µπουζούκι, το λαούτο, η λύρα, η άρπα, το σα-
ντούρι, το κανονάκι κ.α., οι χορδές συνδέονται µε ένα κοίλο σώµα, που στο πάνω µέρος είναι κλει-
σµένο µε µία επιφάνεια που έχει οπές. Η ταλάντωση των χορδών µεταφέρεται στην επιφάνεια, η οποία 
µε τη σειρά της ακτινοβολεί ήχο προς το κοίλο σώµα. Το σώµα αυτό έτσι όπως κλείνεται απ’ την επι-
φάνεια και αφήνει τον αέρα να περάσει απ’ τις οπές, προσεγγίζει ένα συντονιστή Helmholtz [TT]. Οι 
διαστάσεις του συντονιστή µπορεί να είναι ίσες ή µεγαλύτερες απ’ το µήκος κύµατος στον αέρα για 
τους τόνους ή τις αρµονικές τους που παράγονται απ’ το όργανο. Έτσι, το δοχείο αυτό µπορεί να λαµ-
βάνει εκτός από τη θεµέλιο συχνότητα συντονισµού και άλλες. Εν τέλει ένα τέτοιο δοχείο είναι ένα 
εξαιρετικά πολύπλοκο σύστηµα συντονισµών.              



    Κεφάλαιο 2 – Οικογένειες µουσικών οργάνων 

Μέρος ΙΙ – Θεωρητική µελέτη 

6 

2.2  Κρουστά  
 

Τα κρουστά µουσικά όργανα παράγουν ήχο µέσω κτυπήµατος ή κουνήµατος. Το ταλαντούµενο 
σύστηµα που διεγείρεται από κρούση µπορεί να είναι µία ράβδος, µία πλάκα, µία µεµβράνη ή µία κα-
µπάνα. Υπάρχουν δύο βασικές κατηγορίες κρουστών. Τα κρουστά ορισµένου τονικού ύψους, στα 
οποία η θεµελιώδης συχνότητα αντιστοιχεί σε έναν αναγνωρίσιµο φθόγγο και στα κρουστά αόριστου 
τονικού ύψους, στα οποία ο παραγόµενος ήχος δεν έχει καν θεµελιώδη συχνότητα και η υπέρθεση των 

Πίνακας 2.1 

Οι οικογένειες των συµβατικών µουσικών οργάνων [ΤΤ]. 
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συντονισµών δεν οδηγεί σε ευδιάκριτο φθόγγο. Η πρώτη κατηγορία περιλαµβάνει το διαπασών, το 
ξυλόφωνο, το µεταλλόφωνο, την τσελέστα, το glockenspiel, τα τύµπανα ορχήστρας ,τις καµπάνες και 
άλλα. Η δεύτερη κατηγορία περιλαµβάνει το τρίγωνο, το ταµπούρο, τις καστανιέτες, τα κύµβαλα, τα 
drums και άλλα.       
 
 

2.3  Πνευστά 
 

Ένα πνευστό µουσικό όργανο είναι µία συσκευή παραγωγής ήχου µέσω ταλαντώσεων του αέρα. 
Οι ταλαντώσεις του αέρα διεγείρονται µε τρεις τρόπους: 1) µε παλλόµενη ή παλλόµενες γλωσσίδες 
(εδώ ανήκει και η ανθρώπινη φωνή), 2) µε παλλόµενα χείλη (που λειτουργούν ως γλωσσίδες) και 3) µε 
την κίνηση µία αέριας δέσµης. Θα ασχοληθούµε µε τα πνευστά, µε περισσότερη λεπτοµέρεια, στο 
επόµενο κεφάλαιο. 
 
 

2.5  Ηλεκτρικά και ηλεκτρονικά όργανα 
 

Εδώ ένας τόνος µπορεί να παραχθεί µε µία σειρά από ηλεκτρικά µέσα. Τα ηλεκτρικά µέσα µπορεί 
να παράγουν ήχο διακόπτοντας τη ροή ενός ρεύµατος αέρα, όπως συµβαίνει στη σειρήνα, που συνί-
σταται από έναν περιστρεφόµενο διάτρητο τροχό, µπορεί επίσης να κινούν ένα διάφραγµα, όπως συµ-
βαίνει µε την αυτοκινούµενη κόρνα (το κλάξον) ή µπορεί τέλος να συνιστούν έναν συνδυασµό ηλε-
κτρικού ταλαντωτή, ενισχυτή και µεγαφώνου, όπως συµβαίνει για παράδειγµα µε το ηλεκτρικό πιάνο.  

Η ηλεκτρική ακουστική κιθάρα είναι µία τροποποίηση της κλασσικής, όπου ένας ηλεκτροµαγνητι-
κός µεταλλάκτης (transducer) συνδέει τις χορδές µε έναν ενισχυτή (amplifier). Οι µηχανικές ταλαντώ-
σεις τις κάθε χορδής µετατρέπονται σε ηλεκτρικά σήµατα στον µεταλλάκτη και ακολούθως ενισχύο-
νται απ’ τον ενισχυτή για να µετατραπούν τελικά σε ακουστικά κύµατα στο µεγάφωνο. Ένα στοιχείο 
ελέγχου της έντασης στον ενισχυτή ή ένα ολοκληρωµένο κύκλωµα καθιστά ευχερής τη ρύθµιση του 
επιπέδου έντασης της εξόδου του ήχου.    

Η ηλεκτρική κιθάρα χρησιµοποιεί έναν µαγνητικό µετατροπέα κάτω απ’ τις χορδές. Οι χορδές µα-
γνητίζονται από µόνιµους µαγνήτες εντός των µετατροπέων. Αλλά εντός τους υπάρχουν επίσης και 
πηνία συνδεδεµένα µε τον ενισχυτή. Όταν οι χορδές κινηθούν, η µαγνητική ενέργεια µετατρέπεται σε 
ηλεκτρικό ρεύµα το οποίο στέλνεται στον ενισχυτή και κατόπιν στο µεγάφωνο.  

∆ηµιουργώντας µουσική µε ηλεκτρονικά µέσα είναι µία ιστορία όχι τόσο πρόσφατη όσο φανταζό-
µαστε. Τα πρώτα ηλεκτρονικά όργανα περιλαµβάνουν αυτά του Theremin (1919), του Martenot 
(1928), του Trautonium (1928) και του Hammond (1929). Ενδιαφέρουσες λεπτοµέρειες για την ιστο-
ρία και τη λειτουργία αυτών των οργάνων βρίσκουµε στο βιβλίο του Rossing και του Strong και Plit-
nick [WW, CCC].       
 
 

2.7   Πληκτροφόρα 
 

Για πολλούς το πιάνο και το εκκλησιαστικό όργανο ανήκουν σε µία ιδιαίτερη κατηγορία, τα πλη-
κτροφόρα. Στην πραγµατικότητα η παραγωγή ήχου γίνεται µε κάποιον απ’ τους παραπάνω τρόπους. 
Θα δούµε στο επόµενο κεφαλαίο ότι έκαστος φθόγγος παράγεται από ξεχωριστό ηχητικό σύστηµα, 
όπως για παράδειγµα από ξεχωριστή χορδή (ή οµάδα χορδών) στο τσέµπαλο ή στο πιάνο. Τα πλήκτρα 
το µόνο που κάνουν είναι να καθορίζουν ποιος σύστηµα θα ηχήσει κάθε φορά. Τα εκκλησιαστικά όρ-
γανα είναι στην ουσία τους πνευστά και τα όργανα σαν το Hammond ηλεκτρονικά, αλλά εφοδιασµένα 
και αυτά µε πληκτροφόρο µηχανισµό.     
 
 

2.6  Η σύγχρονη κατηγοριοποίηση 
 

Πλέον, µουσική µπορούµε να παράγουµε, εκτός από τους τέσσερις αναφερθέντες τρόπους, µε ευ-
φάνταστα άλλα µέσα, όπως τα χείλη των κρυστάλλινων ποτηριών, το νερό ή η φλόγα. Ο πίνακας 2.2 
δίνει µία σύγχρονη, πιο γενική κατηγοριοποίηση για την παραγωγή µουσικών ήχων. Τα όργανα νερού 
(water musical instruments) εκµεταλλεύονται ταλαντώσεις του νερού και µάλιστα αποδίδουν καλλί-
τερα σε περιβάλλον µε νερό!    
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Πίνακας 2.2 

Όλοι οι τρόποι παραγωγής µουσικής [ο]. 

 
 

2.7 Η συχνοτική έκταση των µουσικών οργάνων 
 
 

Το σχήµα 2.1 [AA] µας 
δείχνει την έκταση της µου-
σικής τόσο από συχνοτική 
άποψη, όσο και από θέµα 
ηχητικής πίεσης (SPL). Η 
διακεκοµµένη γραµµή καθο-
ρίζει τα όρια ακουστότητας 
του ανθρώπου. 

 Οι φθόγγοι που χρησι-
µοποιούνται κατά το µεγα-
λύτερο ποσοστό στη µου-
σική δηµιουργία, µαζί µε τις 
συχνότητές τους παριστάνο-
νται στο σχήµα 2.2, σε αντι-
στοιχία µε τα πλήκτρα του 
πιάνου, πάνω στο οποίο είναι 
βασισµένη όλη η θεωρία της 
µουσικής. Οι συχνοτικές 
εκτάσεις των πιο συνηθισµέ-
νων µουσικών οργάνων πα-
ραβάλλονται στο σχήµα αυτό 
για σύγκριση.   

Σχήµα 2.1 
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Σχήµα 2.2
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3 
Η φυσική των πνευστών 

 
 

 

 
3.1  Ταλαντώσεις του αέρα 
 

Αναφέρθηκε στο προηγούµενο κεφάλαιο η ουσιώδης διαφορά των πνευστών µε τα υπόλοιπα 
µουσικά όργανα. Το σύστηµα που ταλαντώνεται και ακτινοβολεί ήχο είναι ένας περιορισµένος όγκος 
αέρα. Συνήθως τα πνευστά είναι µακριοί και λεπτοί σωλήνες, οι οποίοι καµπυλώνονται και τυλίγονται 
όταν έχουν αρκετά µεγάλο µήκος, δίχως αυτό να επηρεάζει βέβαια τις δονήσεις του αέρα µέσα σε 
αυτούς, αφού αυτές είναι διαµήκεις. Όλη η θεωρία των ακουστικών σωλήνων του κεφαλαίου 7 του 
µέρους Ι εφαρµόζεται στα πνευστά τύπου σωλήνα (σχεδόν όλα δηλαδή) για τον υπολογισµό των 
συχνοτήτων που µπορούν να παραχθούν και άρα των φθόγγων. Σε πνευστά όµως σαν την οκαρίνα, η 
γεωµετρία του όγκου αέρα µοιάζει περισσότερο µε δοχείο Helmholtz παρά µε σωλήνα. Έτσι σε αυτή 
την περίπτωση, οι συχνότητες υπολογίζονται µε χρήση της σχετικής θεωρίας του κεφαλαίου 7. 
 
 

3.2  ∆ιέγερση της αέριας στήλης και φθόγγοι 
 

Ο αέρας µέσα στο όργανο πρέπει να διεγερθεί για να ταλαντωθεί. Η διέγερση αυτή γίνεται κατά 
τον ένα ή τον άλλο τρόπο µε τοπική ταλάντωση της πίεσης του αέρα. Η διέγερση µπορεί να προέρχεται 
από το στόµα του εκτελεστή φυσώντας απ’ ευθείας ή από τεχνητά µέσα. 

Με κατάλληλη προσαρµογή των χειλιών του στόµατος και της πίεσης φυσήµατος είναι δυνατό να 
διεγερθούν διαδοχικά όλες οι αρµονικές συχνότητες της αέριας στήλης εντός του οργάνου. Είδαµε ότι 
η σειρά όλων των αρµονικών, δηλαδή η αρµονική στήλη, περιλαµβάνει όλους τους φθόγγους της 
µουσικής σκάλας. Ωστόσο τα συχνοτικά διαστήµατα µεταξύ τους είναι µεγάλα και δεν περιορίζονται 
στο διάστηµα µίας µόνο οκτάβας. Εκτός από αυτό οι αρµονικές υψηλής τάξης δεν έχουν τον ίδιο 
πλούτο ή και ένταση σε σχέση µε τη θεµέλιο. Κατά συνέπεια για να είναι λειτουργικό ένα πνευστό, 
δηλαδή να µπορεί µε επιτυχία να παράγει όλους τους φθόγγους µίας τουλάχιστον οκτάβας, ή θα πρέπει 
να µεταβάλλεται το µήκος του σωλήνα του ή να υπάρχει ξεχωριστός σωλήνας για κάθε φθόγγο στη 
θεµελιώδη του συχνότητα.  

Σε αρκετά πνευστά, η αλλαγή του µήκους πετυχαίνεται µε τη δηµιουργία οπών, τις οποίες κλείνει 
µε τα δάχτυλά του ο µουσικός, κατά βούληση. Σε άλλα, η αλλαγή του µήκους πετυχαίνεται 
προσθέτοντας τεµάχια σωλήνα µε χρήση βαλβίδων. Στο τροµπόνι, ο εκτελεστής σέρνει ένα φαρδύτερο 
κοµµάτι σωλήνα µέσα σε ένα λεπτότερο και αλλάζει το συνολικό του µήκος. Σε όργανα όπως το 
εκκλησιαστικό όργανο και τον Αυλό του Πανός, ο κάθε φθόγγος προέρχεται από ξεχωριστό σωλήνα 
µε δικό του διεγερτικό µηχανισµό. 
 
 

3.3  Ταξινόµηση των πνευστών 
 

Με βάση τον τρόπο παραγωγής των φθόγγων  
 

Είδαµε ήδη µία ταξινόµηση µε βάση τον τρόπο παραγωγής των φθόγγων σε πνευστά µε οπές (hole-

instruments), πνευστά µε βαλβίδες (valve instruments) και ξεχωριστών σωλήνων (pipe organs).  
 
 

Με βάση το υλικό 
 

Τα πνευστά µε οπές  αρχικά κατασκευάζονταν από ξύλο. Παρά την εξέλιξη στο υλικό κατασκευής 
τους (µέταλλο ή και πλαστικό), η ονοµασία ξύλινα πνευστά (woodwind instruments) χρησιµοποιείται 
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µέχρι σήµερα για να χαρακτηρίζει µία ολόκληρη οικογένεια πνευστών. Από την άλλη, τα πνευστά µε 
βαλβίδες, αρχικά κατασκευάζονταν από καθαρό µέταλλο και µάλιστα χαλκό. Ο χαλκός εξελίχθηκε σε 
διάφορα κράµατα, µε κυριότερο τον µπρούντζο (brass wind instruments). Στην ελληνική 
χρησιµοποιούµε ακόµα την ονοµασία χάλκινα πνευστά. Σήµερα πάντως το υλικό εµπλουτίζεται µε 
πολλά άλλα στοιχεία.  

Στα ξύλινα πνευστά ανήκουν το κλαρινέτο, το όµποε, το φλάουτο, το πίκολο, το φαγκότο, η 
φλογέρα, το σαξόφωνο, ο Αυλός του Πανός και άλλα λιγότερο γνωστά. 

Στα χάλκινα πνευστά ανήκουν η τροµπέτα, η κορνέτα, το κόρνο, το τροµπόνι, το ευφώνιο, το 
βαρύτονο, η τούµπα και επίσης άλλα λιγότερο γνωστά.  

Οι σωλήνες του εκκλησιαστικού οργάνου κατασκευάζονται από διάφορα υλικά. Μπορεί να είναι 
ξύλο, χαλκός, αλουµίνιο, πλαστικό και πολλά άλλα. Το εκκλησιαστικό όργανο είναι από τα πιο 
πολύπλοκα και σύνθετα, συνδυάζει ιδιότητες και τεχνολογίες από πολλά µουσικά όργανα, όπως 
πνευστά και πληκτροφόρα και δεν µπορεί να ανήκει σε µία κατηγορία. ∆εσπόζει µόνο του ανάµεσα σε 
όλα τα όργανα. 
 
 

Με βάση τον µηχανισµό διέγερσης 
 

Η διέγερση της αέριας στήλης των πνευστών µουσικών οργάνων µπορεί να γίνει µε τρεις τρόπους: 
 
• Με παλλόµενη γλωσσίδα 
• Με παλλόµενα χείλη  
• Με δέσµη αέρα 
 
 
Παλλόµενη γλωσσίδα (Reed generator) 

 
Στο κλαρίνο, το όµποε, το φαγκότο, το σαξόφωνο και σε ορισµένους σωλήνες του εκκλησιαστικού 

οργάνου η διέγερση της αέριας στήλης του σωλήνα προέρχεται από την παλινδρόµηση µίας ή δύο 
καλαµένιων γλωσσίδων (λεπτών φύλλων). Η γλωσσίδα ή οι γλωσσίδες τοποθετούνται στο στόµιο του 
οργάνου, στο ένα από τα δύο άκρα του σωλήνα. Στο σχήµα 3.1 βλέπουµε τη µορφή του στοµίου του 
κλαρινέτου.  
 

 
 

 

 

Σχήµα 3.1  

Το στόµιο του Κλαρινέτου 

 
Το κλαρινέτο έχει στόµιο µε µία γλωσσίδα. Ο αέρας από το στόµα του µουσικού εισέρχεται απ’ το 

διάκενο µεταξύ γλωσσίδας και τοιχώµατος. Η πίεση πέφτει τοπικά και η γλωσσίδα αναγκάζεται να 
κινηθεί προς τα επάνω. Η ελαστικότητά της όµως την επαναφέρει στην αρχική της θέση. Ο αέρας 
ξαναεισέρχεται στο διάκενο και η κίνηση επαναλαµβάνεται. Η παλινδροµική κίνηση της γλωσσίδας 
κινεί τον αέρα εντός του σωλήνα αυξοµειώνοντας την πίεσή του. ∆ηµιουργείται έτσι το ηχητικό κύµα 
µε θεµέλιο συχνότητα αντίστοιχη του µήκους του σωλήνα.    

γλωσσίδα Είσοδος αέρα 

Σύνδεση στοµίου 
µε το σωλήνα 
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Το όµποε και το φαγκότο καταλήγουν στο στόµα του µουσικού µε δύο γλωσσίδες, η µία πάνω 
στην άλλη, αφήνοντας ένα διάκενο ελλειψοειδούς διατοµής ενδιάµεσα (Σχήµα 3.2). Οι γλωσσίδες, µε 
την πνοή του αέρα και την ελαστικότητά τους κλείνουν και ανοίγουν επαναληπτικά το διάκενο.  

 
 

Σχήµα 3.2 

Το στόµιο του όµποε και του φαγκότου, αποτελούµενο από  
διπλή γλωσσίδα 

 

 
Από τα πνευστά µε παλλόµενες γλωσσίδες, το κλαρινέτο, το όµποε και το φαγκότο 

κατασκευάζονται µέχρι και σήµερα κυρίως από ξύλο και ανήκουν στα ξύλινα πνευστά. Το σαξόφωνο 
κατασκευαζόταν ανέκαθεν από µέταλλο, αλλά ο ήχος του προσέγγιζε περισσότερο την οικογένεια των 
ξύλινων πνευστών και θεωρείται ότι ανήκει σε αυτά.  
 
 
Παλλόµενα χείλη (Lip generator) 
 

Όλα τα χάλκινα πνευστά διεγείρονται από µικρά πακέτα πεπιεσµένου αέρα, που προκύπτουν από 
την παλινδρόµηση των χειλιών του µουσικού στο στόµιο του οργάνου. Το στόµιο δεν είναι τίποτε 
άλλο από µία µικρή καµπάνα, την οποία ακουµπά ο µουσικός στο κλειστό του στόµα (Σχήµα 3.3). Ο 
µουσικός φυσώντας θέτει τα χείλια του σε παλινδροµική κίνηση. 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∆έσµη αέρα (Air jet generator) 

 
Στο φλάουτο, στο εκκλησιαστικό όργανο, στον αυλό του Πανός, στη φλογέρα και στην οκαρίνα, 

µία λεπτή δέσµη αέρα προσκρούει σε ένα αιχµηρό άκρο σχηµατίζοντας δίνες και διαταραχές. Όπως θα 
αναλυθεί εκτενώς στα επόµενα, οι δίνες αυτές διεγείρουν τις φυσικές συχνότητες του σωλήνα του 
οργάνου (ιδιοσυχνότητες) και προκαλείται συντονισµός σε αυτές.  
 
  

Καµπάνα στοµίου 

Σύνδεση στοµίου µε το 
σωλήνα 

Χείλη 
µουσικού 

Σχήµα 3.3 

Το στόµιο ενός τυπικού χάλκινου πνευστού 
 

Όµποε                                           Φαγκότο 

δέσµη αέρα 

αιχµηρό άκρο 

τοίχωµα 
σωλήνα 
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Σχήµα 3.4 

Το στόµιο µίας φλογέρας 
 

3.4  Οι δοµικοί µηχανισµοί των πνευστών 
 

Οι πρώτες ουσιαστικές επιστηµονικές και ακουστικές µελέτες για τα πνευστά µουσικά όργανα 
ήταν των Helmholtz, Rayleigh και Raman στα τέλη του 19ου αιώνα. Οι µελέτες αυτές στρέφονταν 
κυρίως στην κατανόηση της φυσικής των ήδη υπαρχόντων παραδοσιακών οργάνων και στην εφαρµογή 
µικρών βελτιώσεων πάνω σε αυτά, παρά στο σχεδιασµό νέων οργάνων µε επιθυµητές ιδιότητες. Ο 
Hunt [FF] συγκέντρωσε το υλικό των πρώτων αυτών µελετών στο βιβλίο του για την πρόσφατη 
ιστορία της ακουστικής. Μία συλλογή των σηµαντικότερων δηµοσιεύσεων για το θέµα παρουσιάζει 
και ο Lindsay [JJ]. ∆ύο πολύ διαδεδοµένα συγγράµµατα για τις βασικές ιδιότητες της ακουστικής και 
των µουσικών οργάνων µε τη βοήθεια των θεωριών του Rayleigh και παραλληλισµών µε ηλεκτρικά 
ανάλογα είναι του Morse το 1936 [PP] και του Morse και Ingard το 1968 [QQ]. 
 
 

Γραµµικότητα  
 

Η εργασία των πρώτων επιστηµόνων της µουσικής ακουστικής βασίστηκε στις γραµµικές 

ακουστικές ιδιότητες των οργάνων. Με τον όρο γραµµικότητα (linearity) εννοούµε ότι µία µεταβολή 
στην είσοδο ενός συστήµατος προκαλεί µία µεταβολή στην έξοδο αναλογικά και χρησιµοποιείται η 
αρχή της επαλληλίας για τις επιδράσεις από διαφορετικές µεταβολές [42]. Η γραµµική θεωρία αποτελεί 
ένα χρήσιµο και επαρκές εργαλείο για τον υπολογισµό σηµαντικών παραµέτρων, όπως το µήκος και το 
σχηµατισµό του σωλήνα, ώστε να δίνει αρµονικά συσχετιζόµενους συντονισµούς. Με τη 
γραµµικότητα επίσης, καθίσταται ευχερής η τοποθέτηση των οπών στα ξύλινα πνευστά µε µεγάλη 
ακρίβεια. Ένα από τα κλασσικά βιβλία που εµβαθύνει στον υπολογισµό των οπών, µέσω της 
γραµµικής θεωρίας είναι αυτό του Nederveen [RR]. Ευρεία βιβλιογραφική ανάπτυξη για τη γραµµική 
θεωρία στην ακουστική µπορεί να βρει κανείς στο βιβλίο του Kent [HH].  

Ένα από τα βασικά στοιχεία της γραµµικής θεωρίας είναι η αρµονικότητα (harmonicity). Είδαµε 
στους κυµατοδηγούς και στους ακουστικούς σωλήνες (Κεφ. 7, Μέρος Ι) ότι το ηχητικό αποτέλεσµα 
είναι µία υπέρθεση από κανονικούς τρόπους ταλάντωσης των οποίων οι συχνότητες είναι ακέραια 
πολλαπλάσια της θεµελιώδους συχνότητας. Στην εισαγωγική ενότητα (Κεφ. 1) του Μέρους αυτού 
είδαµε επίσης ότι αυτή η ακέραια αρµονική σχέση των συχνοτήτων είναι που στηρίζει ουσιαστικά όλο 
το µουσικό οικοδόµηµα του δυτικού κόσµου, το οποίο και έχει υιοθετήσει και η Ελλάδα στο 
µεγαλύτερο ποσοστό της µουσικής της. Οι λόγοι που ενσωµατώθηκε στο αυτί του δυτικού ανθρώπου 
αυτή η µουσική αντίληψη δεν είναι τόσο αριθµολογικοί, αλλά µάλλον ψυχοφυσικοί [42,SS]. Εκτός 
από τους ηχητικούς σωλήνες (σταθερής ή µεταβαλλόµενης διατοµής) και οι τεντωµένες χορδές 
εµφανίζουν (ακέραια) αρµονική συσχέτιση µεταξύ των ιδιοσυχνοτήτων τους.  

Ένας ακουστικός σωλήνας, όπως και µια τεντωµένη χορδή είναι παθητικοί συντονιστές (passive 
resonators). Αυτό σηµαίνει ότι τα συστήµατα αυτά µπορούν να φτάσουν σε κατάσταση συντονισµού 
αν τα διεγείρουµε, προσφέροντάς τους ενέργεια µε κατάλληλο τρόπο. Η διέγερση κατά συνέπεια 
µπορεί να προέρχεται από µία ή δύο παλλόµενες γλωσσίδες, τα παλλόµενα χείλη του µουσικού, µία 
δέσµη αέρα για τον ακουστικό σωλήνα ή ένα δοξάρι για τη χορδή. 

Στα κρουστά µουσικά όργανα και ιδίως στις καµπάνες και στα gongs οι κανονικοί τρόποι 
ταλάντωσης δεν υπάγονται ούτε κατά προσέγγιση σε αρµονική σχέση. Ανέκαθεν όργανα σαν το Κονγκ 
δεν αποτελούσαν παράδοση στη δυτική µουσική, λόγω αυτής ακριβώς της µη-αρµονικότητας. 
Αντιθέτως στην άπω ανατολή έχουν πιο καλά ενσωµατωθεί. Παρόλα αυτά, τα τελευταία χρόνια, µε την 
είσοδο των υπολογιστών στη µουσική και την ανάπτυξη γενικότερα της ηλεκτρονικής, η µη-
αρµονικότητα διερευνάται και υιοθετείται ολοένα και περισσότερο στη δύση [42,TT].               
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Μη-γραµµικότητα 
 

Παρά τα σηµαντικά οφέλη που προέκυψαν από τη γραµµική θεώρηση του ηχητικού µηχανισµού 
των πνευστών και των άλλων µουσικών οργάνων, υπήρχε από παλιά η διαπίστωση ότι η σχέση µεταξύ 
των συχνοτήτων των τρόπων µίας τεντωµένης χορδής δεν είναι καθαρά αρµονική, επειδή δεν 
εµφανίζει ιδανική ελαστικότητα. Μάλιστα, οι συχνότητες των τρόπων σε µία πραγµατική χορδή, για το 
λόγο ότι υπάρχει µεγαλύτερη ακαµψία από µία ιδανική, εµφανίζονται µεγαλύτερες από τις αρµονικές 
[PP]. Επίσης, από νωρίς γνώριζαν ότι ο απλός ακουστικός σωλήνας ήταν µόνο κατά προσέγγιση 
αρµονικός, λόγω της µεταβολής της διόρθωσης µήκους µε τη συχνότητα [51]. Βέβαια, πέρα από τις 
παρατηρήσεις αυτές, οι παραγόµενες συχνότητες από την κίνηση ενός δοξαριού κάθετα σε µία 
τεντωµένη χορδή ή από το φύσηµα µέσα σε έναν σωλήνα εκκλησιαστικού οργάνου είναι ακριβώς 
αρµονικές, όπως µπορεί να διαπιστωθεί από την κυµατοµορφή, η οποία παραµένει αµετάβλητη για 
ώρες. Αυτή η παρατήρηση επαληθεύει µία θεµελιώδη αρχή της φυσικής. Παρόλα αυτά, από τα τέλη 
της δεκαετίας του 1960 αναπτύχθηκε η τάση για διερεύνηση ύπαρξης µη-γραµµικότητας στα 
φαινόµενα που σχετίζονται µε των ήχο στα πνευστά και στην οικογένεια του βιολιού. Καταρχήν, όπως 
έγινε σιωπηρά φανερό από τα προηγούµενα, το ιδιαίτερο γνώρισµα των δύο αυτών οικογενειών 
οργάνων είναι η διατήρηση του ήχου τους για όση ώρα διαρκεί η διεγείρουσα δύναµη. Στην απέναντι 
όχθη είναι τα όργανα που διεγείρονται µε παλµό, όπως ο χτύπος στο ξύλο ενός ξυλόφωνου και 
γρήγορα ο ήχος τους αποσβένεται. Ο Benade [R] ήταν απ’ τους πρώτους που διεπίστωσε ότι τα όργανα 
που έχουν την ικανότητα να διατηρούν τον ήχο τους είναι απαραιτήτως µη-γραµµικά. Η ύπαρξη της 
µη-γραµµικότητας είναι αυτή που κατά κάποιο τρόπο «δένει» τον ήχο του οργάνου σε αρµονικότητα. 

Η κατάσταση µε τα όργανα που διεγείρονται µε παλµούς είναι αρκετά διαφορετική. Ο ήχος που 
παράγεται όταν τραβήξουµε στιγµιαία (κιθάρα) ή χτυπήσουµε (πιάνο) µία τεντωµένη χορδή δεν είναι 
ακριβώς αρµονικός. Το κούρδισµα του πιάνου είναι µία αρκετά δύσκολη υπόθεση και εκτελείτε από 
ειδικευµένους τεχνίτες. Ένας από τους παράγοντες της δυσκολίας είναι η µη αρµονικότητα του ήχου 
των χορδών του, οι οποίες συνδυάζονται πολλές µαζί ταυτόχρονα για µεγαλύτερο ηχητικό πλούτο [75]. 
Οι καµπάνες, τα κύµβαλα και το Κονγκ, όπως αναφέρθηκε ήδη, έχουν σε µεγάλο βαθµό µη αρµονικές 
ιδιοσυχνότητες και σε αυτό το γεγονός οφείλεται ο χαρακτηριστικός µυστηριώδης (και 
µεγαλεπήβολος) ήχος τους. Παρόλο που η λειτουργία τους θα χαρακτηριζόταν γραµµική, η όλη 
συµπεριφορά τους είναι µη αρµονική. Τα όργανα αυτά περιγράφονται µε τον παράξενο ορισµό 
«συµπτωµατικώς µη-γραµµικά» ή incidentally nonlinear. Αυτή η συµπτωµατική µη γραµµικότητα 
οδηγεί σε «χτυπητούς» και ενοχλητικούς ήχους όταν η δύναµη κρούσης είναι πολύ µεγάλη [42].  
 
 

Το διάγραµµα ενός πνευστού  
 

Είναι χρήσιµο να θεωρούµε ότι το όλο σύστηµα ενός πνευστού µουσικού οργάνου και του 
εκτελεστή του αποτελείται απ’ τις συνιστώσες που εικονίζονται στο σχήµα 3.5, όπως το παρουσίασε ο 
Fletcher το 1979 [35]. Ο κορµός του οργάνου, δηλαδή ο ακουστικός σωλήνας, η ενδεχόµενη καµπάνα 
στο άκρο, µαζί µε τις οπές ή τις βαλβίδες συνιστούν το συντονιστή (resonator), ο οποίος θεωρείται ότι 
υπακούει σε σχεδόν πλήρη γραµµική συµπεριφορά. Ο συντονιστής συνδέεται αναδραστικά, όπως 
φαίνεται χαρακτηριστικά στο σχήµα, µε τον διεγέρτη (generator), ο οποίος θωρείται στο µεγαλύτερο 
ποσοστό του µη-γραµµικός. Είδαµε ότι ο διεγέρτης µπορεί να είναι είτε παλλόµενες γλωσσίδες, είτε 
παλλόµενα χείλη, είτε τέλος µία λεπτή δέσµη αέρα. Ο εκτελεστής δίνει εντολή στους πνεύµονες (lungs) 
να στείλουν αέρα στη στοµατική κοιλότητα (vocal tract), ελέγχοντας παράλληλα και τις κινήσεις της 
(φορά βελών). Παρατηρούµε τη σύζευξη µεταξύ διεγέρτη και στόµατος του εκτελεστή, ένα θέµα στο 
οποίο θα εµβαθύνουµε ιδιαίτερα στα επόµενα. Ο αναδραστικός µηχανισµός από την ακουστική έξοδο 
του οργάνου προς τον εκτελεστή είναι σχεδόν προφανής. Η σωστή εκτέλεση ενός µουσικού οργάνου 
συνεπάγεται να ακούµε αυτό που παίζουµε!    

Από τις συζεύξεις του όλου συστήµατος, καταλαβαίνουµε πόσο σηµαντική επίδραση έχει ένα 
διαφορετικό µουσικό όργανο στην ερµηνεία του εκτελεστή του. 
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Σχήµα 3.5  

Οι βασικές συνιστώσες ενός πνευστού κατά τον Fletcher (1979)  
 

Στην εργασία βαθµιαία θα περιορίσουµε τον ανθρώπινο παράγοντα σε αντιδιαστολή µε το 
παραπάνω σχήµα. Σε µία φλογέρα, το στόµα του εκτελεστή έχει µερίδιο µόνο στην πίεση µε την οποία 
εισέρχεται ο αέρας εντός του ακουστικού σωλήνα, καθώς η δέσµη δηµιουργείται από τεχνητό άνοιγµα. 
Απ’ την άλλη, στο φλάουτο, που πάλι διεγείρεται µε δέσµη αέρα, το στόµα του εκτελεστή ρυθµίζει και 
την πίεση και το άνοιγµα της δέσµης. Ο Fletcher το 1999 [42] δηµοσίευσε ένα πιο γενικό σχήµα για 
τον µηχανισµό όχι µόνο των πνευστών, αλλά όλων των µουσικών οργάνων που µπορούν να επιτύχουν 
συντονισµούς διαρκείας (sustained-tone instruments). Τέτοια είναι, εκτός απ’ τα πνευστά, όσα 
ανήκουν στην οικογένεια του βιολιού, οι διάφορες λύρες και όλα εν ολίγοις τα έγχορδα που παίζονται 
µε δοξάρι. Βεβαίως, όργανα που διατηρούν το συντονισµό τους είναι και τα ηλεκτρονικά (synthesizer) 
και τα ηλεκτρικά (κιθάρα, µπάσο). Στο σχήµα 3.6, οι πνεύµονες και η στοµατική κοιλότητα έχουν 
αντικατασταθεί από την ενεργειακή πηγή (steady energy source), για να συµπεριληφθούν όλοι οι 
διαφορετικοί τρόποι πρόσδοσης ενέργειας, φυσική ή τεχνητοί.  
 

 
Σχήµα  3.6  

Οι συνιστώσες ενός sustained-tone µουσικού οργάνου, όπως τις δεχόµαστε σήµερα (Fletcher 1999) 
 

 
Στο σχήµα 3.6 ο συντονιστής διαιρείται σε κύριο (primary) συντονιστή και ακουστικό 

ακτινοβολητή (acoustic radiator). Ο κύριος συντονιστής µπορεί να είναι ο ακουστικός σωλήνας ή µία 
τανηµένη χορδή και δεχόµαστε ότι έχει την απόλυτη γραµµική συµπεριφορά. Ο ακουστικός 
ακτινοβολητής ή δευτερεύον συντονιστής περιλαµβάνει την καµπάνα και γενικά όλες τις διατάξεις που 
εκπέµπουν τις ηχητικές ταλαντώσεις του κύριου συντονιστή στην ατµόσφαιρα.  

Αν θεωρήσουµε τώρα πως ο διεγέρτης υπακούει πλήρως σε γραµµική αρµονική συµπεριφορά, 
τότε παρέχει µία αρνητική συνολική αντίσταση, µε µέγεθος τέτοιο ώστε να µπορεί να υπερνικήσει τις 
µηχανικές και ακουστικές απώλειες σε όλο το σύστηµα του συντονιστή. Μολονότι απλοποιεί τα 
πράγµατα, το µειονέκτηµα αυτής της θεώρησης είναι ότι δεν µας παρέχει πληροφόρηση για το ηχητικό 
φάσµα του οργάνου και την ποιότητα, µε όλα όσα συνεπάγεται αυτό (αρµονικές, ένταση αρµονικών, 
αρχικά µεταβατικά φαινόµενα κλπ). Αν παρόλα αυτά κάνουµε µία υπόθεση για τις εντάσεις των 
αρµονικών, όπως για παράδειγµα µία εξασθένηση 6 dB ανά οκτάβα, στην περίπτωση µίας χορδής που 
διεγείρεται από δοξάρι, τότε αυτό το φάσµα αναπροσαρµόζεται από τις παλµικές και ακτινοβολούντες 
ιδιότητες του δευτερεύοντος συντονιστή (το σώµα του έγχορδου) και αυτή η επίδραση είναι που 
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καθορίζει τελικά την ηχητική ποιότητα του οργάνου. Η διαφορά ανάµεσα σε ένα κακό και ένα καλό 
βιολί προέρχεται κυρίως από τις παλµικές ιδιότητες του σώµατος του οργάνου [42].  

Στην πλήρως µη-γραµµική προσέγγιση του διεγέρτη, η σύζευξη µε τον συντονιστή είναι 
αναπόφευκτη και προς τις δύο κατευθύνσεις, ώστε είναι αδύνατο να θεωρήσουµε τα δύο αυτά 
συστήµατα ξεχωριστά.  

Στον πίνακα 3.1 φαίνεται η επιρροή των συνιστωσών ενός πνευστού στους βασικούς µηχανισµούς 
του. Επίσης βλέπουµε πως επηρεάζουν το όργανο ξεχωριστά οι γραµµικές και οι µη-γραµµικές 
ιδιότητες του διεγέρτη. Οι µη-γραµµικές, όπως ειπώθηκε, αποτελούν το µεγαλύτερο ποσοστό. Ο 
πίνακας είναι δανεισµένος απ’ τη βιβλιογραφική αναφορά [39] και όπου Ι σηµαίνει Ισχυρή επίδραση, 
ενώ Α ασθενής.     
 
 

3.5  Τρόποι µελέτης των πνευστών 
 

Το πρόβληµα της µελέτης των πνευστών ξεκινάει από τη διαφορετική µαθηµατική φύση των δύο 
βασικών του συνιστωσών. Ο διεγέρτης είναι µη γραµµικός και ο συντονιστής γραµµικός. Έτσι 
µελετούµε τις σχέσεις που περιγράφουν κάθε µία συνιστώσα ξεχωριστά και έπειτα ενώνουµε τις 
µαθηµατικές αυτές περιγραφές µέσω συνθηκών συνέχειας της ροής και της ακουστικής πίεσης. 
  Συντονιστής ∆ιεγέρτης Στοµατική 

κοιλότητα 
 Γραµµικός Γραµµικός Μη-γραµµικός Γραµµική 
Φθογγικό ύψος Ι Ι Α Α 
Ένταση (πλάτος 
κύµατος) 

Α Ι Ι Α 

Ηχητικό φάσµα Α Α Ι Α 
Μεταβατικά 
φαινόµενα 

Α Α Α Α 

Πίνακας 3.3 

Το µέγεθος της επίδρασης των συνιστωσών ενός πνευστού στις βασικές του ιδιότητες. 
Ι = Ισχυρή επίδραση, Α = Ασθενής επίδραση 

                
Σε όλες τις περιπτώσεις, οι αναδραστικοί µηχανισµοί που περιλαµβάνουν και τον µουσικό 

λειτουργούν µε αρκετά πιο αργό ρυθµό από τους αναδραστικούς µηχανισµούς εντός του οργάνου, 
ώστε να είναι λογικό να τους αντιµετωπίζουµε σαν να παρέχουν στο εσωτερικό του συστήµατος αργά 
µεταβαλλόµενες ή ακόµα και σταθερές εξωτερικές επιδράσεις. Πρώτα λοιπόν γίνονται κατανοητοί οι 
εσωτερικοί µηχανισµοί του οργάνου, ως προς τη γραµµική και µη γραµµική φυσική τους, και έπειτα 
µεταβαίνουµε και στον εξωτερικό χώρο για να µελετήσουµε την επίδραση του µουσικού και του 
περιβάλλοντος επάνω σε αυτό.   

Η ανάλυση ενός οποιουδήποτε φυσικού συστήµατος µπορεί να προσεγγισθεί µε πολλούς τρόπους. 
Για το σύστηµα του πνευστού η πιο χρήσιµες προσεγγίσεις είναι ως προς το πεδίο του χρόνου και ως 
προς το πεδίο της συχνότητας. Η µετάβαση από το ένα πεδίο στο άλλο είναι εύκολη στην περίπτωση 
του γραµµικού υποσυστήµατος, καθώς τα δύο πεδία συνδέονται µεταξύ τους µε µετασχηµατισµό 
Fourier. Τα µη γραµµικά υποσυστήµατα είναι πιο δύσκολο να συζευχθούν µεταξύ τους. Η τρίτη 
προσέγγιση είναι µε τη µέθοδο της αρµονικής ισορροπίας, χωρίς να αποτελεί ιδιαίτερη διαφοροποίηση 
από τη συχνοτική προσέγγιση. Η προσέγγιση αυτή είναι σίγουρα, όπως θα δούµε, η πιο απλοϊκή.  

Το σηµαντικό χαρακτηριστικό των δύο πρώτων προσεγγίσεων είναι πως κάθε φορά θα 
περιγράφεται µία από τις δύο βασικές συνιστώσες πολύ καλά, ενώ η άλλη µε απλουστευµένο και 
προσεγγιστικό τρόπο. Και αυτό λόγω της διαφορετικής µαθηµατικής φύσης τους.  
 
 

Προσέγγιση στο πεδίο του χρόνου (Time-domain approach) 
 

Οι δύο κύριες συνιστώσες στις οποίες χωρίζεται ένα πνευστό, δηλαδή ο διεγέρτης και ο 
συντονιστής είναι υποσυστήµατα, το καθένα µε δικιά του είσοδο και έξοδο. Η συµπεριφορά τους 
καθορίζεται από τη σχέση µεταξύ ακουστικών ποσοτήτων (πίεση και ροή) στην έξοδο και όµοιων 
ακουστικών ποσοτήτων στην είσοδο. Ο διεγέρτης µπορεί να θεωρηθεί ότι είναι µικρός σε σύγκριση µε 
το µήκος κύµατος που περιέχεται σε όλο το σύστηµα. Κρίνεται λοιπόν λογικό να περιγραφεί η 
συµπεριφορά του από ένα σύνολο ‘‘τοπικών’’ µη-γραµµικών εξισώσεων, υπό την έννοια ότι όλες οι 
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µεταβλητές µεταβάλλονται ραγδαία σε κάθε σηµείο του, λόγω επίδρασης των παραµέτρων εισόδου και 
εξόδου. Μία αντιµετώπιση του διεγέρτη στο πεδίο του χρόνου είναι συνεπώς σχετικά απλούστερη και 
ακριβέστερη, άπαξ και έχουν προσδιορισθεί όλες οι εσωτερικές φυσικές µεταβλητές.  

Ο συντονιστής από την άλλη έχει διαστάσεις συγκρίσιµες µε το µήκος κύµατος του συστήµατος, 
ξεπερνώντας το κατά πολύ αρκετές φορές. Η συµπεριφορά του µπορεί να περιγραφεί από ένα σύνολο 
µερικών διαφορικών εξισώσεων, µία απ’ τις οποίες θα είναι η κυµατική εξίσωση για τη διάδοση του 
ήχου στον κορµό του.  

Η βασική αρχή στην οποία στηρίζεται η χρονική προσέγγιση είναι η εύρεση συναρτήσεων που 
καθορίζουν την απόκριση του οργάνου σε έναν παλµό της αέριας στήλης, στην είσοδο του ακουστικού 
σωλήνα, δηλαδή στην έξοδο του διεγέρτη. Ο Fletcher [39] µιλάει ουσιαστικά για µία υποκίνηση της 
ροής του αέρα, που ξεκινάει από την έξοδο του διεγέρτη (flow impulse). Η απόκριση του οργάνου 
συσχετίζεται µέσω µετασχηµατισµού Fourier µε την εµπέδηση εισόδου (επόµενη ενότητα) στο πεδίο 
της συχνότητας, όπου τα µεγέθη είναι πιο άµεσα κατανοήσιµα.   

Όταν ολοκληρωθεί η αντιµετώπιση και των δύο υποσυστηµάτων στο πεδίο του χρόνου, τότε είναι 
σχετικά απλή η συνένωσή τους, απαιτώντας τη συνέχεια των ακουστικών ποσοτήτων στην κοινή 
επιφάνεια των δύο υποσυστηµάτων. Αυτή η διαδικασία οδηγεί συνήθως σε µία ολοκληρωτική εξίσωση 
[56], που µπορεί να λυθεί αριθµητικά και να δώσει την κυµατοµορφή της ροής και της πίεσης είτε στο 
στόµα του µουσικού, είτε στην ένωση του διεγέρτη µε τον συντονιστή, είτε στο ανοικτό άκρο του 
συντονιστή και στην καµπάνα του, αν υπάρχει. Για τα όργανα µε οπές, χρειάζεται να χωρίσουµε τον 
ακουστικό σωλήνα σε διαδοχικά τµήµατα και να υπολογίσουµε τις επί µέρους µεταβολές. 

Το µεγάλο πλεονέκτηµα της χρονικής προσέγγισης είναι ότι οδηγεί αυτόµατα σε µία πολύ 
ικανοποιητική περιγραφή των µεταβατικών φαινοµένων και ιδίως της αρχικής µετάβασης (initial 
transient), καθώς η ολοκλήρωση των εξισώσεων απαιτεί ακριβή γνώση του τρόπου µε τον οποίο 
εφαρµόζεται η πίεση πνοής (blowing pressure) προς το όργανο και άρα ακολουθεί πιστά τη χρονική 
εξέλιξη του συστήµατος [39]. Αυτό οδηγεί στην πιθανότητα να υπάρχουν διαφορετικές ευσταθείς 
λύσεις, εξαρτώµενες από τις αρχικές συνθήκες, κάτι που χαρακτηρίζει τη συµπεριφορά των πνευστών. 

Ένα σηµαντικό στοιχείο της χρονικής προσέγγισης είναι ότι δεν γίνονται υποθέσεις για τη µορφή 
των παραγόµενων ηχητικών κυµάτων, αλλά τόσο τα πλάτη όσο και οι συχνότητές τους καθορίζονται 
αυτόµατα από την εξέλιξη των αριθµητικών υπολογισµών.     
 
 

Προσέγγιση στο πεδίο της συχνότητας (Frequency-domain approach) 
 

Η πιο συνηθισµένη και λογική προσέγγιση της λειτουργίας των πνευστών, ιδίως πριν τις µεγάλες 
ταχύτητες των υπολογιστών, ήταν και είναι η αντιµετώπιση του διεγέρτη και του συντονιστή στο πεδίο 
της συχνότητας. Ο συντονιστής, µέσω της καµπύλης εµπέδησης εισόδου, λαµβάνει έναν άπειρο αριθµό 
από κανονικούς τρόπους ταλάντωσης που διεγείρονται ο καθένας ξεχωριστά από το διεγέρτη. Καθώς ο 
συντονιστής είναι γραµµικός, όλοι αυτοί οι τρόποι µπορούν να συνυπάρχουν ανεξάρτητα και να 
συνεισφέρουν ο καθένας ξεχωριστά στο συνολικό ηχητικό αποτέλεσµα. Οι ιδιοσυχνότητες του 
συντονιστή έχουν γενικά µη αρµονική σχέση, παρόλο που κάποια καλοσχεδιασµένα και 
κατασταλαγµένα, διαµέσου των αιώνων, µουσικά όργανα έχουν αρµονική σχέση σε ορισµένους απ’ 
τους τρόπους τους (κυρίως στους πρώτους).  

Η απόκριση τώρα του διεγέρτη, που είναι µη γραµµικός, δεν προκύπτει από απλή υπέρθεση των 
αποκρίσεων στους κανονικούς τρόπους του συντονιστή, που λαµβάνουν χώρα για µία συγκεκριµένη 
κατάσταση πίεσης πνοής. Απεναντίας, ο διεγέρτης ανταποκρίνεται στο άθροισµα των όλων πιέσεων ή 
των ροών που σχετίζονται µε τους ανεξάρτητους τρόπους και γι’ αυτό η συνολική απόκρισή του είναι 
µη γραµµική. Η απόκριση λοιπόν του διεγέρτη περιλαµβάνει πολλαπλά αθροίσµατα και διάφορες των 
συχνοτήτων που χαρακτηρίζουν τους τρόπους του συντονιστή, κάθε ένα από τα οποία βρίσκεται σε 
συγκεκριµένη φάση, που δρα ως εκ νέου διεγείρουσα δύναµη για τους τρόπους. Το γεγονός ότι 
υπάρχει διαφορά φάσεων, οδηγεί και σε µεταβολή των συχνοτήτων των φυσικών τρόπων του 
συντονιστή. Το αποτέλεσµα είναι να «κλειδώνονται» οι συχνότητες και οι φάσεις των τρόπων, 
συνήθως, δηµιουργώντας εν τέλει ένα πλήρως αρµονικό φάσµα. Παρόλα αυτά, ένα τέτοιο κλείδωµα 
(mode locking) δεν συµβαίνει πάντοτε. Έτσι σε ορισµένες περιπτώσεις το αποτέλεσµα είναι µη 
αρµονικό.  

Θα δούµε στο µέρος ΙΙΙ την ανάπτυξη µίας διαδικασίας από τον Fletcher για την λεπτοµερή 
εύρεση της εξέλιξης του αρµονικού φάσµατος των sustained-tone µουσικών οργάνων. Με βάση τη 
µαθηµατική µέθοδο των αργά µεταβαλλόµενων παραµέτρων (Slowly Varying Parameters) 
[U,GG,NN,OO] καταστρώνεται µία εξίσωση για κάθε τρόπο και έπειτα ολοκληρώνεται αριθµητικά. 
Αυτή η προσέγγιση του προβλήµατος, εκτός από τη µόνιµη κατάσταση, δίνει αρκετά καλά 
αποτελέσµατα και για τα µεταβατικά φαινόµενα και ιδίως τα αρχικά. Στο ξεκίνηµα ενός φθόγγου οι 
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τρόποι του συντονιστή διεγείρονται στις φυσικές τους συχνότητες που, όπως αναφέρθηκε, στην 
πραγµατικότητα δεν έχουν ακριβή αρµονική σχέση. Καθώς όµως τα πλάτη τους µεγαλώνουν, οι 
αλληλεπιδράσεις µεταξύ τους γίνονται ολοένα ισχυρότερες, ώστε οι συχνότητες τους αναγκάζονται να 
υπακούσουν σε πλήρη αρµονική συµπεριφορά. Παρότι αυτή η προσέγγιση είναι εκ πρώτης όψεως 
απλή στη σκέψή και εύληπτη στη φιλοσοφία της, εν τούτοις πάσχει στο ότι απαιτεί εκτενή αλγεβρικό 
λογισµό για την κατάστρωση των εξισώσεων των τρόπων. Η άλγεβρα γίνεται απαγορευτικά 
πολύπλοκη για τη χειρωνακτική κατάστρωση των εξισώσεων, όταν οι τρόποι ξεπεράσουν τους τρεις. O 
Fletcher στις δηµοσιεύσεις του [31,32] υπολόγισε τους τρεις πρώτους τρόπους, εισάγοντας τις 
εξισώσεις έτοιµες στον υπολογιστή για την αριθµητική τους ολοκλήρωση. Τώρα, που οι πράξεις του 
Η/Υ γίνονται ασύγκριτα γρηγορότερα από την εποχή των παραπάνω δηµοσιεύσεων, µπορούµε να 
προγραµµατίσουµε τον υπολογιστή να δηµιουργήσει µόνος του τις εξισώσεις για περισσότερους 
τρόπους ταλάντωσης. Αυτή την απόπειρα εκτελούµε στο 2ο κεφάλαιο του ΙΙΙ µέρους της εργασίας, 
αφού πρώτα εξασκηθούµε µε τις έτοιµες, «χειρωνακτικές» εξισώσεις του Fletcher.    

  
Αρµονική ισορροπία (Harmonic balance)         
 

Η µέθοδος τις αρµονικής ισορροπίας, που χρησιµοποιείται ευρέως στην ηλεκτρονική, 
αντιµετωπίζει µόνο τη µόνιµη κατάσταση και εισάγει την υπόθεση ότι οι υψηλότεροι τρόποι υπακούν 
σε αρµονικότητα, ώστε οι κυµατοµορφές να είναι απόλυτα επαναλαµβανόµενες, δηλαδή µε χρονικά 
αµετάβλητη µορφή. Από αυτή τη σκοπιά, είναι δυνατό να αντιµετωπισθεί ο διεγέρτης στο πεδίο του 
χρόνου και ο συντονιστής στο πεδίο της συχνότητας, συνδέοντας τα δύο αυτά υποσυστήµατα µε 
µετασχηµατισµό Fourier που εκτελείται αριθµητικά. Με αυτόν τον τρόπο, και οι δύο βασικές 
συνιστώσες του οργάνου αντιµετωπίζονται πιο φυσικά, από την άποψη της λειτουργίας τους. Η λύση 
προσεγγίζεται µε επαναλήψεις από ένα λογικό σηµείο εκκίνησης. Για παράδειγµα, θεωρείται ότι ο πιο 
χαρακτηριστικός και σηµαντικός τρόπος του συντονιστή περιγράφεται από µία απλή ηµιτονοειδή 
µορφή. Έτσι είναι εύκολο να προσδιοριστούν οι υπόλοιποι.  

Το µειονέκτηµα αυτής της µεθόδου, είναι η αδυναµία να περιγραφούν τα µεταβατικά φαινόµενα 
[39] και οι πιθανές µη αρµονικές συµπεριφορές. Παρόλα αυτά, για το πεδίο εφαρµογής που 
αναφέρθηκε, δηλαδή την ανάλυση του ηχητικού φάσµατος, αποτελεί ένα γρήγορο και χρήσιµο 
υπολογιστικό εργαλείο. Συνήθως χρησιµοποιούνται αλγόριθµοι βασισµένοι στον ταχύ µετασχηµατισµό 
Fourier  (FFT). 

Γενικότερα, η µέθοδος της αρµονικής ισορροπίας βοηθά µάλλον σε µία ικανοποιητική ποιοτική 
ανάλυση του φάσµατος ενός οργάνου, χωρίς να απαιτείται µία πλήρης ανάλυση της λειτουργίας του, 
όπως συµβαίνει µε τις άλλες δύο προσεγγίσεις.         
 
 

3.6  Εµπέδηση εισόδου 
 

Ένα σηµαντικό µέγεθος στη µελέτη των πνευστών είναι η ακουστική εµπέδηση στην είσοδο του 
συντονιστή (input impedance). Στο µέρος I της εργασίας είδαµε ότι η ακουστική εµπέδηση είναι ο 
λόγος της ακουστικής πίεσης προς την ακουστική ροή (όγκου). Στην είσοδο του συντονιστή, η δύναµη 
και η πίεση που οδηγεί τη ροή προέρχεται απ’ τον διεγέρτη. Η ακουστική εµπέδηση εισόδου 

συµβολίζεται 
p

Z
�

. Πολλά όργανα έχουν επινοηθεί για τη µέτρηση της 
p

Z
�

[7,16,70], η οποία είναι µία 

σύνθετη ποσότητα. Κατά συνέπεια, το εκάστοτε σύστηµα µέτρησης µπορεί να ρυθµιστεί να 
προσδιορίζει είτε το πραγµατικό είτε το φανταστικό µέρος είτε τέλος το µέτρο της και τον αντίστροφο 

του µέτρου, που είναι η αγωγιµότητα (admittance)
p

Y
�

.  

Σε έναν στενό κυλινδρικό ακουστικό σωλήνα, διατοµής A η ταχύτητα του ήχου είναι σχεδόν ίδια µε 
την ταχύτητα στον ελεύθερο αέρα και το µεγαλύτερο ποσοστό απωλειών προκαλείται από φαινόµενα 
συνεκτικότητας της αέριας στήλης και µετάδοσης θερµότητας µέσω των τοιχωµάτων. Μικρό ποσοστό 
ενέργειας χάνεται απ’ το άκρο του σωλήνα, όταν αυτό είναι ανοιχτό, εφ’ όσον η περιφέρεια σε εκείνο 
το σηµείο είναι πολύ µικρότερη του µήκους κύµατος που περιέχεται. Κατά τα γνωστά ο κυµατικός 

αριθµός µίας γωνιακής συχνότητας ω είναι k
c

ω
= . Μπορούµε να αντικαταστήσουµε το k µε την 

έκφραση k jk ′− , για να συµπεριλάβουµε τις ενεργειακές απώλειες, όπου 1j = −  και k k′≪ . Η 

παράµετρος απωλειών k ′ αυξάνεται µε την τετραγωνική ρίζα της (γωνιακής) συχνότητας 1/ 2ω . Αν ο 
σωλήνας είναι ανοικτός στο άκρο εξόδου του, τότε η εµπέδηση εισόδου είναι µε πολύ καλή 
προσέγγιση: 
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                                                       (3.1) 

 
όπου ρ είναι η πυκνότητα του αέρα και L το ενεργό µήκος του σωλήνα, µεγαλύτερο απ’ το γεωµετρικό 
κατά 0,6 επί την ακτίνα. Η µορφή της σχέσης 3.1 φαίνεται στο σχήµα 3.7, όπου ο κάθετος άξονας της 
εµπέδησης είναι σε λογαριθµική κλίµακα. Οι συχνότητες στον οριζόντιο άξονα εκφράζονται ως προς 

τη θεµέλιο 0ω . Η µορφή της αγωγιµότητας εισόδου 
1

p

p

Y
Z

=
�

� λαµβάνεται εύκολα αν αναστρέψουµε το 

διάγραµµα. Η γραφική παράσταση της εµπέδησης εισόδου καλείται φάσµα εµπέδησης εισόδου (input 

impedance spectrum).  

Στο σχήµα 3.7 λήφθηκε η τυπική τιµή 6

3
10 1

c Pa s

A m

ρ ⋅
=≃ ακουστικό megohm. Η εµπέδηση εισόδου 

παρουσιάζει µέγιστα για τις συχνότητες 0ω , 03ω , 05ω ,... και ελάχιστα για τις συχνότητες 02ω , 04ω ,... 

Για τις ίδιες συχνότητες, η αγωγιµότητα παρουσιάζει ελάχιστα και µέγιστα αντίστοιχα. Μπορούµε 
τώρα να διαιρέσουµε τα πνευστά σε άλλες δύο κατηγορίες σύµφωνα µε την επίδραση που έχει ο 
διεγερτικός µηχανισµός στην εµπέδηση εισόδου. Έτσι έχουµε πνευστά: 

 
 

 
Σχήµα 3.7 

Το φάσµα της εµπέδησης εισόδου ενός πνευστού [36]. 
 

 
• Ελεγχόµενα από πίεση. 

Περιλαµβάνονται τα κυλινδρικά reed generator και lip generator πνευστά. Στα πνευστά αυτά το 
ένα άκρο του σωλήνα, εκεί που προσαρµόζεται ο διεγερτικός µηχανισµός, είναι παλινδροµικά 
κλειστό. ∆ηλαδή όταν η γλωσσίδα εφάπτεται στο στόµιο του διεγέρτη, τότε κλείνει πλήρως το άκρο. 
Τότε επίσης η πίεση και η εµπέδηση παίρνουν τη µέγιστη τιµή τους. Καταλαβαίνουµε ότι ο διεγέρτης 
παρέχει τη µέγιστη ενέργεια για τις συχνότητες που η εµπέδηση µεγιστοποιείται (σχήµα 3.7). ∆ηλαδή 
για τις περιττές αρµονικές. 
 
• Ελεγχόµενα από ταχύτητα. 

Περιλαµβάνονται τα air-jet generator πνευστά. Εδώ, το άκρο του σωλήνα, όπου προσαρµόζεται ο 
διεγερτικός µηχανισµός, είναι ανοικτό. Τα πνευστά αυτά λειτουργούν µε ρεύµα αέρα, δηλαδή ροή 
αέρα. Αφού η εµπέδηση ορίζεται ο λόγος πίεσης προς τη ροή, συµπεραίνουµε ότι για να 
µεγιστοποιείται η ροή, ελαχιστοποιείται η εµπέδηση. Ο air-jet διεγέρτης παρέχει τη µέγιστη ενέργεια 
στις άρτιες αρµονικές, όπου η εµπέδηση είναι ελάχιστη (αγωγιµότητα µέγιστη). 
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Από τη γραφική παράσταση της εµπέδησης βλέπουµε ότι η πρώτη συχνότητα (η θεµελιώδης) στην 
οποία ηχούν τα air-jet πνευστά είναι 02ω , ενώ τα reed 0ω , για το ίδιο µήκος σωλήνα. Επαληθεύεται 

δηλαδή ότι ο ανοικτός ακουστικός σωλήνας ηχεί µία οκτάβα ψηλότερα απ’ τον κλειστό, στη 
θεµελιώδη του συχνότητα.  

Αν κλείσουµε τώρα και το απέναντι άκρο ενός πνευστού ελεγχόµενου από πίεση, τότε η 
προσπάθειά µας να φυσήξουµε θα καταρρεύσει, καθώς η πίεση απ’ το στόµιο δεν θα µπορεί να 
εκτονωθεί µέσω του απέναντι άκρου, στην ατµόσφαιρα. Η εµπέδηση εξόδου είναι τώρα άπειρη. 

Σε ένα πνευστό ελεγχόµενο από ταχύτητα, ακόµα και αν το απέναντι άκρο είναι κλειστό, η ροή 
που προέρχεται απ’ το στόµιο (ανοικτό άκρο) θα εξοστρακιστεί πάλι µέσω αυτού και ο ακουστικός 
σωλήνας θα συνεχίσει να ταλαντώνεται. Τώρα όµως ο σωλήνας είναι κλειστός στο ένα άκρο και ηχεί 
στις περιττές αρµονικές. Η tan στη σχέση (3.1) αντικαθίσταται απ’ την cot και η αγωγιµότητα έχει 
µορφή ίδια µε την εµπέδηση του σχήµατος 3.7.       

Όσα αναφέρθηκαν σχετικά µε τα κυλινδρικά όργανα, ελεγχόµενα από πίεση, δεν ισχύουν γι’ αυτά 
που ο ακουστικός τους σωλήνας έχει κωνικό σχήµα. Το όµποε, το φαγκότο και το σαξόφωνο 
εµφανίζουν µέγιστα εµπέδησης στις συχνότητες 02ω , 04ω ,... ∆εδοµένου ότι ο σωλήνας στην ουσία 

δεν είναι πλήρης κώνος, αλλά κόλουρος, το µήκος L στη σχέση (3.1) αντιστοιχεί στο αξονικό µήκος 
του νοητού πλήρη κώνου [RR,UU].  

Τα χάλκινα τώρα πνευστά (lip generator) δεν αποτελούνται στην πραγµατικότητα από ενιαίο 
σχηµατισµό σωλήνα. Το στόµιό τους είναι σαν φλιτζανάκι και ο ακουστικός σωλήνας στη συνέχεια 
ξεκινάει ως κυλινδρικός αλλά σύντοµα γίνεται αρκετά κωνικός για να καταλήξει στην καµπάνα, που 
εµφανίζει πολύ µεγάλη (σχεδόν ορθή) γωνία κορυφής, στην κατάληξή της. Ένας σχεδιαστής χάλκινων 
προσαρµόζει έτσι το όργανο, ώστε τα µέγιστα της εµπέδησης εισόδου να αντιστοιχούν στις συχνότητες 

00.8ω 02ω 03ω 04ω  [V,14].  

Στο σχήµα 3.8 φαίνεται σε ποιες συχνότητες συντονίζεται ένα χαρακτηριστικό πνευστό από κάθε 
οικογένεια. Κατά σειρά, το φλάουτο αντιπροσωπεύει τα air-jet generator πνευστά, το κλαρινέτο τα 
reed generator και η τούµπα τα lip generator.   
 

 
Σχήµα 3.8 

 
Τα στάσιµα κύµατα που δηµιουργούνται στον ακουστικό σωλήνα κάθε ενός από τα παραπάνω 

µουσικά όργανα φαίνονται στο σχήµα 3.9. Παρατηρούµε ότι ο κωνικός σωλήνας λειτουργεί όµοια µε 
σωλήνα ίδιου µήκους, κλειστό στο ένα άκρο.  
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3.7  Απώλειες ενέργειας  
 

Έχει γίνει κατανοητό ότι ο διεγέρτης προσφέρει συνεχώς ενέργεια στο συντονιστή (ακουστικό 
σωλήνα) για να καλυφθούν οι ενεργειακές απώλειες του τελευταίου και να επικρατεί ενεργειακή 
ισορροπία. Κατά τη µελέτη των πνευστών ισχύουν δύο βασικές παραδοχές [RR]: 
1) Αµελούµε τις ενεργειακές απώλειες στον ίδιο τον αέρα (µέσο), θεωρώντας πως είναι αρκετά 
µικρότερες από αυτές στο τοίχωµα. Οι απώλειες τοιχώµατος µπορούν εύκολα να προσδιοριστούν.  
2) Το τοίχωµα θεωρείται άκαµπτο και σκληρό καθώς και µεγάλης θερµικής αγωγιµότητας και 
χωρητικότητας, ώστε να είναι, τόσο µηχανικά όσο και θερµικά, σε πλήρη ηρεµία. 
Οι απώλειες ενέργειας στο τοίχωµα του συντονιστή χωρίζονται σε απώλειες λόγω συνεκτικότητας και 
σε θερµικές απώλειες.  

Η πρώτη κατηγορία έχει να κάνει µε το ότι ο αέρας εµφανίζει έστω και µικρή συνεκτικότητα, ώστε 
η σηµειακή ταχύτητα να µηδενίζεται καθώς ένα στοιχείο του ρευστού πλησιάζει το τοίχωµα.  
Στη δεύτερη κατηγορία, παρόλο που πρακτικά θεωρούµε ότι η θερµοκρασία τοιχώµατος είναι 
σταθερή, η θερµοκρασία του αέρα υφίσταται διακυµάνσεις εξ’ αιτίας των αδιαβατικών διακυµάνσεων 
πίεσης. Αυτές οι διακυµάνσεις πίεσης µειώνονται δίπλα στο τοίχωµα, καθώς η θερµότητα ρέει 
περιοδικά, διαµέσου του τοιχώµατος, προς τα έξω. 

Τελικά όσο πλησιέστερα βρισκόµαστε στο τοίχωµα, τόσο πιο αισθητές γίνονται και οι δύο 
κατηγορίες απωλειών. Στα πνευστά η επιρροή του τοιχώµατος στις κινήσεις του αέρα και άρα η 
δηµιουργία απωλειών, περιορίζεται σε ένα λεπτό οριακό στρώµα. Έξω από αυτό το οριακό στρώµα, η 
σηµειακή ταχύτητα είναι πρακτικά σταθερή σε όλη την κάθετη προς τη ροή επιφάνεια και οι αλλαγές 
καταστάσεων είναι ουσιαστικά αδιαβατικές.  

Ο πρώτος που µελέτησε το πρόβληµα της απόσβεσης των ταλαντώσεων του αέρα, µέσα σε έναν 
άκαµπτο σωλήνα µεγάλου µήκους, ήταν ο Helmholtz. Η ανάλυση του Helmholtz παρουσιάζεται στο 
βιβλίο του Rayleigh Theory of sound [UU]. Έκτοτε έγιναν αρκετά πειράµατα πάνω στην ταχύτητα του 
ήχου στον αέρα µέσα σε σωλήνες, για να ελεγχθεί η ορθότητα της µεθοδολογίας του Helmholtz. Το 
βιβλίο που περιλαµβάνει στοιχεία και από τη θεωρία του Helmholtz και από τα µετέπειτα πειράµατα, 
είναι αυτό Crandall Theory of Vibrating Systems and Sound [W]. Σύµφωνα µε τον Crandall, για ένα 
ακουστικό κύµα, το πλάτος της ταλάντωσης µηδενίζεται απότοµα εντός του οριακού στρώµατος, του 
οποίου το πάχος είναι: 

 ( )1/ 2
2 /d µ ωρ=                                                                (3.2) 

 
όπου: 
µ     το ιξώδες.  
ρ     η πυκνότητα και 
ω    η γωνιακή συχνότητα του κύµατος. 
Το οριακό στρώµα δηµιουργεί αντίσταση στην κίνηση του αέρα µέσα στο σωλήνα και έτσι αυτή η 
κίνηση παύει να συµπεριφέρεται ως απλό κύµα.  
Απ’ την άλλη ο Kirchoff ερεύνησε το θέµα των θερµικών απωλειών και κατέληξε πως όταν η 
αγωγιµότητα του αέρα εντός του σωλήνα είναι αρκετά µικρότερη των τοιχωµάτων, οι απώλειες είναι: 
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                                                  (3.3) 

 
όπου: 
K     είναι η θερµική αγωγιµότητα του αέρα, 
γ      ο λόγος των ειδικών θερµοχωρητικοτήτων, 

v
C   η ειδική θερµοχωρητικότητα υπό σταθερό όγκο 

Σχήµα 3.9 
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r      η (εσωτερική) ακτίνα του ακουστικού σωλήνα (συντονιστή). 
 
Η σχέση (4.2) αντικαθιστώντας το 2µ µε το δυναµικό ιξώδες η (σύµφωνα µε τον Nederveen [RR] για 
τον αέρα) γράφεται: 
 

d
η
ωρ

=                                                                      (3.4) 

 

Το δυναµικό ιξώδες για τον αέρα στους 25ο (µέση θερµοκρασία) είναι περίπου 5

2
1,8 10

Ns

m
η −= ⋅  [N]. Η 

πυκνότητα είναι 1, 2ρ ≃  Kg/m3. Για µια συχνότητα 1000 Hz, το πάχος του οριακού στρώµατος είναι 

0,05 mm. Οι διάµετροι των πνευστών πάντα ξεπερνούν κατά πολύ την τιµή αυτή. Η µικρότερη που 
έχει παρατηρηθεί είναι στην κορυφή του όµποε (όπου βρίσκεται ο διεγερτικός µηχανισµός) και έχει 
τιµή 2,5 mm. Όσο βεβαίως η συχνότητα ελαττώνεται το οριακό στρώµα γίνεται όλο και πιο αµελητέο. 

Η κυµατική εξίσωση τώρα εντός ενός ιδανικού ακουστικού σωλήνα, χωρίς ενεργειακές απώλειες, 
µπορεί να γραφεί: 

 
2 2

2

p K p

xt ρ
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=
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                                                                (3.5) 

 
όπου K ο συντελεστής ελαστικότητας Young για τον αέρα και p η πίεση. 

Στην πραγµατική περίπτωση, όπου έχουµε ενεργειακές απώλειες η ελαστικότητα και η πυκνότητα 
µπορούν να µετασχηµατιστούν σε δύο σύνθετες σταθερές: 
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όπου τα '
να  και '

t
α  είναι δύο πραγµατικές ποσότητες που δίνονται από τις σχέσεις [RR]: 
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όπου λ το µήκος κύµατος.                                                 
Βλέπουµε απ’ τις προηγούµενες σχέσεις ότι η θερµοχωρητικότητα επιδρά στην ελαστικότητα, ενώ η 
συνεκτικότητα στην πυκνότητα του αέρα. 
 
Παρόµοια τροποποίηση υφίσταται και ο κυµατικός αριθµός k, σύµφωνα µε τη σχέση: 
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w
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Mπορούµε τώρα να ασχοληθούµε ξανά µε τον παράγοντα ποιότητας συντονισµού Q (Q-value), 

ένα χρήσιµο µέγεθος στην µελέτη των πνευστών, και θα δούµε αργότερα το γιατί: 
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Πολύ συνηθισµένη έκφραση του παράγοντα συντονισµού είναι µε το συντελεστή απόσβεσης 
d

k  των 

τρόπων που λαµβάνει η αέρια στήλη εντός του συντονιστή: 
 

d

Q
k

ω
=                                                                   (3.13) 

 
όπου όταν η ακτίνα r του ακουστικού σωλήνα είναι πολύ µικρότερη του περιεχόµενου µήκους 
κύµατος, ο συντελεστής απόσβεσης µπορεί να υπολογισθεί για τον αέρα από τη σχέση [CC,32]:  

 
2 2 5 1/ 25 10

d

p

r c
k

L c r

ω ω−⋅
= +                                                     (3.14) 

 
Όπου 

p
L  το µήκος του ακουστικού σωλήνα. 

 
 

Ενεργειακή απόδοση 
 

Καλό είναι να έχουµε µία ιδέα για το τι ποσοστό της ενέργειας εισόδου σε ένα πνευστό 
µετατρέπεται σε ηχητική ενέργεια στην έξοδο.  

Το ενεργειακό περιεχόµενο του ήχου ενός τυπικού µουσικού οργάνου κυµαίνεται από λίγες 
δεκάδες µwatt σε µερικές εκατοντάδες mwatt. Το εύρος της ισχύος αυτής αντιστοιχεί σε ένα εύρος 
ακουστικής πίεσης από 60 έως 110 dB, σε απόσταση ενός µέτρου από το σηµείο ακτινοβόλησης του 
οργάνου [42]. Το δυναµικό εύρος τώρα των περισσοτέρων µουσικών οργάνων, δηλαδή η διάφορά τις 
χαµηλότερης από την υψηλότερη ένταση ήχου που µπορούν να παράγουν, δεν ξεπερνά τα 20 dB. 
Εξαίρεση αποτελούν η τροµπέτα, το τροµπόνι και το κλαρινέτο, που παρουσιάζουν ένα εύρος 30 dB 
[V,HH,42]. Ο µουσικός καταβάλει µυϊκή δύναµη για να κινήσει το δοξάρι πάνω στη χορδή ενός 
εγχόρδου ή για να φυσήξει αέρα µέσα σε ένα πνευστό. Η ισχύς της προσφερόµενης ενέργειας 
κυµαίνεται από λίγες εκατοντάδες mwatt, στα έγχορδα και στα ξύλινα πνευστά, µέχρι 10 watt, 
περίπου, στα χάλκινα.  

Συγκρίνοντας τις παρατηρήσεις για την ενέργεια εισόδου και εξόδου, καταλήγουµε ότι ο βαθµός 
απόδοσης των µουσικών οργάνων (τουλάχιστον για αυτά που διατηρούν τους συντονισµούς τους) είναι 
µεταξύ 0,1 έως 5 %. Καταλαβαίνει κανείς ότι ο ήχος είναι ένα εξαιρετικά δευτερεύον προϊόν του όλου 
συστήµατος του µουσικού οργάνου. Το µεγαλύτερο ποσοστό της ενέργειας διαφεύγει σε τριβές, 
συνεκτικότητα και εν τέλει θερµότητα. 
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4 
Πνευστά δέσµης αέρα 

(Air-Jet Wind instruments) 
 

 
 

4.1  Γενική θεώρηση 
 

Η οικογένεια των πνευστών στην οποία θα επικεντρωθούµε από εδώ και στο εξής είναι αυτή που ο 
διεγερτικός µηχανισµός περιλαµβάνει τον ίδιο τον αέρα. Μία δέσµη αέρα (air jet) εκτοξεύεται από µία 
σχισµή κατευθυνόµενη προς ένα αιχµηρό άκρο (sharp edge), όπως φαίνεται στο σχήµα 4.1. Από την 
πρόσκρουση της δέσµης στο άκρο, όλα τα πολύπλοκα φαινόµενα της µηχανικής των ρευστών οδηγούν 
σε διέγερση της αέριας στήλης του συντονιστή, χωρίς παρεµβολή µηχανικών τµηµάτων, όπως είναι οι 
παλλόµενες γλωσσίδες ή τα παλλόµενα χείλη. Η οικογένεια αυτή περιλαµβάνει τους αυλούς (flue 
pipes), τη φλογέρα (recorder), τη σφυρίχτρα (whistle), το φλάουτο (flute), την οκαρίνα (ocarine) και 
τον αυλό του Πανός (Pan pipes). Οι διαφοροποιήσεις σε κάθε ένα από τα πνευστά αυτά έγκεινται στο 
σχηµατισµό της δέσµης και στη µορφή του αιχµηρού άκρου.     
 
 

 
 

 
Σχήµα 4.1 

Ο δράση της αέριας δέσµης στον αυλό 

 
Το σχήµα 4.1 παρουσιάζει απλοποιηµένα τον µηχανισµό των αυλών, της φλογέρας και της σφυρί-

χτρας. Μία σταθερή σχισµή δηµιουργεί δέσµη αέρα που κατευθύνεται απέναντι στο αιχµηρό άκρο, το 
οποίο και την αναγκάζει να ταλαντωθεί γύρω από αυτό, διεγείροντας την αέρια στήλη του σωλήνα.  

                    
Σχήµα 4.2 

 

Η δράση της αέριας δέσµης στο φλάουτο  

δέσµη αέρα 

αιχµηρό άκρο 

τοίχωµα 
σωλήνα 

αιχµηρό άκρο 
δέσµη αέρα 

σωλήνας 
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Ο βασικός µηχανισµός του φλάουτου παρουσιάζεται στο σχήµα 4.2. Η σχισµή που δηµιουργεί τη 
δέσµη σχηµατίζεται από τα χείλη του µουσικού και η κατεύθυνση της προς το αιχµηρό άκρο είναι κά-
θετη προς τον άξονα του σωλήνα. Ο µηχανισµός σύζευξης των διαταραχών της δέσµης, λόγω του 
άκρου, µε την αέρια στήλη δεν αλλάζει ουσιαστικά επειδή άλλαξε και η κατεύθυνση της δέσµης. Το 
φλάουτο µέσα στα χρόνια είχε διαφορετικές µορφές. Αρχικά η σχισµή του ήταν σταθερή, όπως στο 
σχήµα 4.1 και προσέγγιζε τη φλογέρα. Η ανάγκη όµως για µεγαλύτερη ερµηνευτική ποικιλία οδήγησε 
στην ελευθερία σχηµατισµού της δέσµης από τον µουσικό, οποίος µε αυτόν τον τρόπο, ρυθµίζει εκτός 
απ’ την ταχύτητα, το πάχος, τη µορφή της και τη γωνία πρόσκρουσης. Στη φλογέρα και σε όλα τα πα-
ρόµοια όργανα (recorder like instruments) ο µουσικός ρυθµίζει όπως θα δούµε µόνο την ταχύτητα της 
δέσµης. Το σηµερινό φλάουτο ονοµάζεται εγκάρσιο φλάουτο (transverse flute), λόγω της κατεύθυνσης 
της δέσµης ως προς τον άξονα του οργάνου.  

Ένας τυπικός αυλός του Πανός εικονίζε-
ται στο σχήµα 4.3. Αποτελείται από κοµµά-
τια καλαµιών (περίπου 20 τον αριθµό) δια-
φόρων µηκών και ενωµένα στη σειρά. Το 
κάτω µέρος τους είναι κλειστό και συµπερι-
φέρονται ως ακουστικοί σωλήνες µε κλειστό 
το ένα άκρο. Ο εκτελεστής κρατά το όργανο 
κατακόρυφα και σχηµατίζει µε τα χείλη µία 
δέσµη αέρα, όπως στο φλάουτο, την οποία 
και κατευθύνει λοξά στο επάνω άκρο των 
καλαµιών. Η πρόσκρουση της δέσµης στο 
άκρο των καλαµιών διεγείρει τις ιδιοσυχνό-
τητές τους. Για τον κάθε φθόγγο, ο µουσικός 
φυσά στο αντίστοιχο καλάµι [46].    

Η οκαρίνα είναι ουσιαστικά ένα δοχείο 
Helmholtz που διεγείρεται επίσης από µία 
δέσµη αέρα σχηµατιζόµενη απ’ το µουσικό. 
Επειδή όµως η παραγόµενη συχνότητα σε 
ένα δοχείο Helmholtz εξαρτάται από τον 
όγκο του αέρα εντός του και όχι το µήκος, 
για να παιχτούν οι διάφοροι φθόγγοι µετα-
βάλλουµε αυτόν τον όγκο µε οπές διεσπαρ-
µένες στο σώµα, που κλείνονται και ανοίγο-
νται από τον µουσικό. 

Πέρα από τα βασικά και πιο γνωστά όργανα αυτής της οικογένειας που αναφέρθηκαν ως εδώ, 
υπάρχει µία τεράστια ποικιλία από άλλα λιγότερο γνωστά στους πολλούς, συνηθισµένα όµως σε τοπι-
κές κοινωνίες. Μπουκάλια, καλάµια, νέι, παραλλαγές του φλάουτου, των αυλών και άλλα. Όλα ερµη-
νεύονται µε τους µηχανισµούς που θα περιγραφούν στη συνέχεια και την εισαγωγή ορισµένων τροπο-
ποιήσεων. 
 
 

4.2  Ο αυλός και το όργανο αυλών     
 

Για την ακουστική µελέτη των air jet πνευστών είναι βολικότερο να επικεντρωθούµε στη γεωµε-
τρία του αυλού (που περιλαµβάνει και τη φλογέρα και τη σφυρίχτρα), γιατί διατηρεί τις γεωµετρίες του 
σταθερές κατά τη διάρκεια της µουσικής παραγωγής και περιορίζει τις παραµέτρους της εκτέλεσης σε 
µία: την πίεση ή την ταχύτητα πνοής της δέσµης.  

Στη γεωµετρία των αυλών µε τις πολλές παραλλαγές της, όπως θα δούµε, στηρίχθηκε η άνθηση 
των εκκλησιαστικών οργάνων. Η ιδιοµορφία του εκκλησιαστικού οργάνου είναι ότι ο µουσικός δεν 
ρυθµίζει ούτε καν την ταχύτητα της δέσµης, παρά µόνο το ποιοι αυλοί θα ηχήσουν. Οι αυλοί τροφοδο-
τούνται από ποσότητα αέρα εγκλωβισµένη υπό πίεση σε δοχείο και ο µουσικός έχει µπροστά του πλή-
κτρα σε κάθε ένα από τα οποία αντιστοιχεί µία σειρά από βαλβίδες αυλών. Πατώντας ένα πλήκτρο οι 
βαλβίδες ορισµένων αυλών ανοίγουν και ποσότητα του αέρα ελευθερώνεται εντός τους. Το εκκλησια-
στικό όργανο, αυτό το µεγαλόπρεπο δηµιούργηµα, ανήκει και στα πνευστά, λόγω της φύσης της παρα-
γωγής του ήχου, αλλά και στα πληκτροφόρα µουσικά όργανα, λόγω του µηχανισµού της εκτέλεσης. 

Εδώ πρέπει να σηµειωθεί ότι σπάνια θα συναντήσει κανείς στη διεθνή βιβλιογραφία τον όρο  
church organ (εκκλησιαστικό όργανο). Αντιθέτως, ο όρος pipe organ χρησιµοποιείται εκτενώς και 
µπορούµε να τον ερµηνεύουµε ως όργανο αυλών. Το pipe organ περιλαµβάνει αυλούς που διεγείρονται 
από δέσµη αέρα (flue pipes), αλλά και αυλούς που διεγείρονται από παλλόµενες γλωσσίδες (reed 

Σχήµα 4.3 

Ο αυλός του Πανός [46] 
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pipes), σαν το κλαρινέτο. Όταν ένα τέτοιο όργανο αποτελείται µόνο από air-jet αυλούς, καλείται flue 
pipe organ, ενώ όταν αποτελείται µόνον από reed αυλούς, καλείται reed pipe organ. Η χρήση των pipe 
organs στους καθολικούς ναούς έδωσε µε τον καιρό και την εναλλακτική ονοµασία church organ, 
αλλά η έννοια pipe organ είναι πολύ πιο ευρύτερη. Στο εξής θα καλούµε αυλούς µόνον τους flue pipes, 
καθώς οι reed αυλοί θα εµφανιστούν σπάνια έως καθόλου στη συνέχεια της εργασίας.    
 
 

4.3  Η ιστορία του οργάνου αυλών 
 

Η γέννηση του οργάνου αυλών χάνεται µέσα στους αιώνες και καταλήγει, όπως πολλά άλλα επι-
τεύγµατα, στον ελληνικό πολιτισµό. Ο πρόδροµος του οργάνου αυλών ήταν η Ύδραυλις ή Ύδραυλος ή 
Υδραυλικόν όργανον ή απλά όργανον που κατασκεύασε ο Έλληνας µηχανικός Κτησίβιος (285-222 
π.Χ) κατά τα ελληνιστικά χρόνια. Λειτουργούσε µε πεπιεσµένο αέρα, προερχόµενο από την ενέργεια 
µίας ανεµογεννήτριας και η ήχηση των αυλών του επιλέγονταν από πληκτροφόρο µηχανισµό. Ο Κτη-
σίβιος έδρασε στην Αλεξάνδρεια και το όργανό του συγκαταλέγεται ανάµεσα στα θαυµαστά επιτεύγ-
µατα των χρόνων του Μ. Αλεξάνδρου και µετά. Το έργο του Κτησίβιου έχει χαθεί πλήρως και το γνω-
ρίζουµε µέσα από αναφορές µεταγενέστερων µηχανικών και ιστορικών, ώστε να αµφισβητείται από 
κάποιους η δηµιουργία του οργάνου απ’ τον ίδιο. Μία εκτενή µελέτη για την Ύδραυλη και για την 
πρόσφατη ανακατασκευή της από την Εταιρεία Μελέτης Αρχαίας Ελληνικής Τεχνολογίας µπορεί κα-
νείς να βρει στη διπλωµατική εργασία του συναδέλφου Χ. Π. Παρνάσσα [Κ], απ’ την οποία δανεί-
στηκα και τα παραπάνω στοιχεία.  

Από τα ελληνιστικά χρόνια και έπειτα άρχισε η ευρεία κατασκευή οργάνων, που ολοένα και εξε-
λίσσονταν διαµέσου των αιώνων, αποτελώντας σταδιακά παράδοση του δυτικού πολιτισµού. Απ’ τον 
4ο αιώνα µ.Χ. (1361) χρονολογείται η κατασκευή ενός µεγάλου οργάνου αυλών στο Halberstadt, που 
περιείχε ορισµένες εκατοντάδες αυλούς, ο µεγαλύτερος από τους οποίους είχε µήκος περίπου 25 ft 
(=7,62 m). Στο 10ο αιώνα το όργανο αυλών άρχισε να υιοθετείται από τη Χριστιανική θρησκεία και 
ιδίως την Καθολική. Αυτή η συνύφανση του οργάνου µε τις εκκλησίες, του έδωσε αργότερα το όνοµα 
εκκλησιαστικό όργανο. Στη διάρκεια αυτού του αιώνα ένα πελώριο όργανο σχεδιαζόταν να κατασκευ-
αστεί για τη Μητρόπολη του Winchester στην Αγγλία. Σύµφωνα µε εικασίες, το όργανο θα περιλάµ-
βανε 400 µεταλλικούς αυλούς, 26 δοχεία πίεσης – πνεύµονες (bellows) και δύο πληκτρολόγια µε 40 
συνολικά πλήκτρα. Κάθε πλήκτρο θα έλεγχε 10 αυλούς. Η µετέπειτα εξέλιξη αύξησε κατά πολύ των 
αριθµό των αυλών στα όργανα. Το όργανο που κατασκευάστηκε το 1429 στη Μητρόπολη Amiens είχε 
2500 αυλούς.  

Η σύγχρονη µορφή του οργάνου άρχισε να σχηµατίζεται στις αρχές του 17ου αιώνα στο Continent. 
Ο 17ος αιώνας χαρακτηρίζεται από µεγάλη άνθηση των οργάνων αυλών και γενικότερα των εκκλησια-
στικών οργάνων. Η δηµιουργία πολλών εµπειρικών, εξ’ ολοκλήρου, κατασκευαστών προσέγγισε την 
τελειότητα στη διάρκεια αυτής της περιόδου (η λεγόµενη ‘‘κλασσική περίοδος’’ της µουσικής) και  
αρκετά από τα όργανα αυτά στεγάζονται µέχρι σήµερα σε επιβλητικούς θρησκευτικούς ναούς. Η ποιό-
τητα τους χαρακτηρίζεται από µία ‘‘ευγενική οµιλία’’ των πολυάριθµων αυλών τους, δίνοντας περισ-
σότερο µία εντύπωση λαµπρότητας και όχι τόσο δύναµης. Η ηχητική πολλών τέτοιων οργάνων παρα-
µένει αξεπέραστη! Παρά τη µεγάλη παραγωγή αυλών και οργάνων, δεν υπάρχει εξέλιξη από τη δη-
µιουργία του οργάνου στο Continent και µέχρι τα µέσα του 19ου αιώνα, όπου και συναντούµε τον δεύ-
τερο µεγάλο σταθµό στην ανάπτυξη του οργάνου. Οι κατασκευαστές (organ-builders) Aristide 
Cavaille-Coll στη Γαλλία και ο πατέρας Henry Willis στην Αγγλία εισήγαγαν καινοτοµίες για µεγαλύ-
τερες και σταθερότερες πιέσεις αέρα στους αυλούς, σχεδίασαν νέους τύπους αυλών, που οδηγούσαν σε 
διαφορετική ποιότητα τόνου και πρότειναν νέους τρόπους διάταξης τους. Από τότε µέχρι και το 1890 
υπήρξε µικρή βελτίωση της ηχητικής ποιότητας στα όργανα αυλών, αλλά η εισαγωγή του ηλεκτρισµού 
στους διάφορους επιµέρους µηχανισµούς τους, προσέδωσε νέες διαστάσεις στο µηχανικό τους µέρος 
[57]. Παράλληλα, ο αριθµός των αυλών δεν έπαψε να αυξάνεται και σήµερα πολλά όργανα διαθέτουν, 
ούτε λίγο, ούτε πολύ 10000 αυλούς! Η συνήχηση πολλών αυλών µαζί δίνει το λαµπρό και πλούσιο 
ηχητικό περιεχόµενο αυτού του οργάνου. 

Όπως αναφέρθηκε, από την εποχή της επινόησης της Υδραύλεως µέχρι τα µέσα του 20ου αιώνα 
αναπτύχθηκε µεγάλη γνώση και εµπειρία σχετικά µε την κατασκευή του οργάνου αυλών, αλλά ελάχι-
στες φορές συνεργάστηκαν οι κατασκευαστές µε τους επιστήµονες. Η κατασκευή του παρέµενε µία 
τέχνη που διαδιδόταν από γενιά σε γενιά και επειδή το άκουσµα θεωρούταν ‘‘τέλειο’’ δεν υπήρχε λό-
γος παραπέρα βελτίωσης µέσω της θεωρίας. Η ακοή όµως της ανθρωπότητας εξελίσσεται µε τα χρό-
νια. Αυτό που κάποια στιγµή φαινόταν καινοτοµικό τώρα µοιάζει τετριµµένο, συνηχήσεις φθόγγων και 
αρµονικών που ενοχλούσαν µε τη διαφωνία τους τώρα είναι κατά κάποιο τρόπο αναγκαίοι για να 
επέλθει η ανανέωση [ΕΕ]. Έτσι, όσο ικανοποιητικά και να ηχούσαν τα παλαιά όργανα, µε την εξέλιξη 
της επιστήµης και της τεχνολογίας το ενδιαφέρον στράφηκε όχι µόνο στη βελτίωση τους, αλλά και στη 
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δηµιουργία νέων, µε βάση αυτά. Στη διάρκεια του 19ου αιώνα, δύο επιφανείς φυσικοί, ο Hermann von 
Helmholtz και ο Λόρδος Rayleigh κατέληξαν σε κάποια αντιφατικά συµπεράσµατα σχετικά µε τους 
βασικούς µηχανισµούς παραγωγής ήχου από αυλούς. Οι ισχυρισµοί τους όµως έπασχαν από θεωρη-
τική τεκµηρίωση. Από την εποχή του Morse [PP,QQ] και του Mercer [57,58], στα µέσα του 20ου αι-
ώνα, είχε διαπιστωθεί πλέον η ανάγκη για θεωρητική µελέτη. 

 

Στο σχήµα 4.4 παρουσιάζεται η φωτο-
γραφία του εκκλησιαστικού οργάνου 
της όπερας του Sydney στην Αυστρα-
λία. Η κατασκευή του ολοκληρώθηκε το 
1979 και θεωρείται ένα από τα µεγαλύ-
τερα και καλύτερα σε όλο τον κόσµο. 
Έχει περίπου 10500 σωλήνες (flue και 

reed αυλούς) που ελέγχονται από 5 πληκτρολόγια και µία σειρά πεταλιών για τα πόδια του εκτελεστή. 
Ο µηχανισµός που ρυθµίζει τη ροή του αέρα στους αυλούς λειτουργεί ηλεκτρικά και ελέγχεται από 
µικροεπεξεργαστή. Συνεπώς, το όργανο µπορεί να λειτουργήσει και χωρίς εκτελεστή, απλά διαβάζο-
ντας τις πληροφορίες του µουσικού κοµµατιού από αποθηκευτικά µέσα. Σχεδιαστής και κατασκευα-
στής του είναι ο Ronald Sharp. Μία φωτογραφία απ’ το εσωτερικό του ίδιου οργάνου φαίνεται στο 
σχήµα 4.5  
 
 

4.4  Η γεωµετρία ενός αυλού 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

τροφοδοσία 
αέρα  

συντονιστής 

Σχήµα 4.6 

Η γεωµετρία ενός τυπικού αυλού 

Σχήµα 4.4 

Σχήµα 4.5 
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Στο σχήµα 4.6 εικονίζονται τα κύρια µέρη ενός τυπικού αυλού. Ο ακουστικός σωλήνας (pipe) εί-
ναι ο συντονιστής και λαµβάνεται από το αιχµηρό άκρο (labium ή upper lip) µέχρι το πέρας του σω-
λήνα, όπως φαίνεται απ’ το διακεκοµµένο βελάκι του σχήµατος. Ο σωλήνας λοιπόν είναι ανοικτός και 
στα δύο άκρα. Οι σωλήνες έχουν ορθογωνική ή συνηθέστερα κυκλική διατοµή (σχήµα 4.7). Το µέρος 
του συντονιστή καλείται και σώµα (body). Απέναντι απ’ το αιχµηρό άκρο βρίσκεται η σχισµή (flue 
exit ή slit-like flue), απ’ όπου εκτοξεύεται η αέρια δέσµη. Το άνοιγµα µεταξύ σχισµής και αιχµηρού 
άκρου ονοµάζεται στόµα (mouth). Ο αυλός τροφοδοτείται µε αέρα υπό πίεση στο αριστερό άνοιγµα 
(toe) και στο πόδι (foot) αποκαθίσταται στατική σταθερή πίεση. Το κανάλι (flue channel ή wind way) 
οδηγεί οµαλά τον αέρα προς τη σχισµή, λόγω διαφοράς πιέσεων µεταξύ ποδιού και στόµατος (ατµό-
σφαιρα). Έτσι η δέσµη που εκτοξεύεται είναι στρωτή, στην ιδανική περίπτωση. Στο εξής, το αριστερό 
άκρο του σχήµατος 4.6 θα καλείται απλά άκρο.  
 

 

 

 

5.5  Ο Αυλός διαπασών 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Ο αυλός διαπασών  
 

Οι επιµέρους συνιστώσες ενός αυλού λαµβάνουν µεγάλη ποικιλία. Το πόδι µπορεί να είναι κω-
νικό, ενδέχεται να µην υπάρχει κανάλι, το άκρο του µπορεί να είναι κλειστό και πολλά άλλα. Από όλα 
τα είδη όµως αυλών, θεµελιώδης για τα όργανα αυλών θεωρείται ο ανοικτός διαπασών (open diapason 
ή principal, όταν έχει µικρές διαστάσεις). Είναι ένας µεταλλικός κυλινδρικός ανοικτός αυλός και το 
ιδιαίτερο ηχόχρωµά του είναι αυτό που χαρακτηρίζει τα όργανα αυλών (σχήµα 4.8). 

Στο σχήµα 4.9 εικονίζεται ένας αυλός διαπασών µε θεµελιώδη συχνότητα 261 Hz που αντιστοιχεί 
στο Ντο (C) στο µέσον του πιάνου (Κεφ. 2). Γι’ αυτό καλείται και «µεσαίο ντο». Έχει µήκος περίπου 
0,61m (=2 ft). 

Βλέπουµε ότι ο διαπασών δεν έχει κανάλι για τον αέρα, 
παρά µόνο ένα µεταλλικό πέτασµα που ονοµάζεται languid ή 
tongue (γλώσσα) , το οποίο αφήνει την απαιτούµενη σχισµή για 
τον σχηµατισµό της δέσµης. Η σχισµή (flue exit ή flue) δη-
µιουργείται εποµένως από το languid και το κάτω χείλος (lower 
lip). 

Ο αέρας που διεγείρει τον αυλό παρέχεται στο πόδι του σε 
πιέσεις από 500 µέχρι 1000 Pascal. Όταν δοθεί η εντολή να 
ηχήσει ο αυλός, το πόδι του πληρώνεται µε αέρα και µία λεπτή 
δέσµη δραπετεύει απ’ τη σχισµή. Η ταχύτητα της δέσµης είναι 
κάποιες δεκάδες µέτρα ανά δευτερόλεπτο. Οι µεταλλικές πλάκες 
που περικλείουν το στόµα καλούνται αυτιά (ears) και διασφαλί-
ζουν την ήχηση του αυλού στη θεµελιώδη του συχνότητα, όσο 
και αν αυξηθεί η πίεση. 

Όπως όλοι οι αυλοί, έτσι και ο διαπασών, πρέπει να επιδέχε-
ται φωνολογικές ρυθµίσεις (voicing). ∆ηλαδή να µπορεί να διορ-
θώνεται το φθογγικό του ύψος. Με τρεις τρόπους γίνεται αυτό 
στο διαπασών [57,58]: 
1) Με ένα ολισθαίνων κυλινδρικό δαχτυλίδι (tuning-slide ή 
tuning sleeve) 
2) Αναµορφώνοντας το ανοικτό πάνω άκρο µε µία κωνική 

Σχήµα 4.7 

Είδη διατοµής συντονιστή 

Σχήµα 4.8 

∆ιαπασών µε Tuning Scroll 
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µήτρα, «κλείνοντας» το, αν θέλουµε να χαµηλώσουµε τη συχνότητα ή «ανοίγοντάς» το, αν θέλουµε να 
την υψώσουµε.   
3) ∆ηµιουργώντας σχισµές (slots) και λεπίδες (tuning scroll), όπως φαίνεται στο σχήµα 4.8. 
 

 
4.5  Είδη αυλών (Flue pipes) 
 

Ο αυλός διαπασών είναι αναµφίβολα ο πιο χαρακτηριστικός. Παραλλαγές του φαίνονται στο 
σχήµα 4.10. Το πλούσιο ηχόχρωµα όµως των οργάνων αυλών δηµιουργείται από συνδυασµούς πολλών 
άλλων αυλών, όπως οι επόµενοι:   
 
 

Κλειστοί αυλοί (Stopped pipes) 
 
• Πλήρως κλειστοί (Completely stopped) 

Αν το άκρο του αυλού είναι κλειστό, τότε οι άρτιες αρµονικές καταπνίγονται, όπως θα περιµέναµε 
και απ’ τη θεωρία των ακουστικών σωλήνων. Ταπώνοντας το ανοικτό άκρο ενός διαπασών, αυτός θα 
ηχήσει µία οκτάβα χαµηλότερα και µε διαφορετικό ηχόχρωµα, καθώς θα ηχούν µόνον οι περιττές αρ-
µονικές. 
• Μερικώς κλειστοί (Half-stopped) 

Αποτελούν µία πολύ ενδιαφέρουσα για µελέτη περίπτωση. Ένας σωλήνας πολύ µικρότερης διαµέ-
τρου προσαρµόζεται στην τάπα ενός πλήρως κλειστού αυλού, ώστε αφήνει να ηχήσουν µε περιορι-
σµένη ένταση οι άρτιες αρµονικές. Οι αυλοί αυτοί καλούνται και Chimney pipes, καθώς ο πρόσθετος 
σωλήνας µοιάζει µε καµινάδα (σχήµα 4.10 ο πρώτος αυλός από αριστερά). Μία πρόσφατη µελέτη 
µπορεί να βρει κανείς στη βιβλιογραφική αναφορά [74]. 
 

 
 

Σχήµα 4.9 

Ο αυλός διαπασών. ∆εξιά: Φωτογραφία ενός διαπασών θεµελιώδους συχνότητας µεσαίου Ντο (261,63 
Hz). Αριστερά: Σκαρίφηµα µε τα στοιχεία που τον απαρτίζουν [58]. 
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Σχήµα 4.11 

Κωνικοί αυλοί (conical pipes) 
 

Σχεδόν πανοµοιότυποι µε τους κυλινδρικούς, οι αυλοί αυτοί έχουν τη διάµετρο του άκρου τους µι-
κρότερη απ’ το υπόλοιπο σώµα, µε λόγο διαµέτρων 1/4 έως 2/3. Το ηχόχρωµά τους φαίνεται να καθο-
ρίζεται στο µεγαλύτερο ποσοστό από τον κωνικό σχηµατισµό τους. 
 

 

Σχήµα 4.10 

Παραλλαγές του αυλού διαπασών [ΧΧ] 

 
Αρµονικοί αυλοί (Harmonic pipes) 
 

Είναι οι ανοικτοί αυλοί που δεν ηχούν στη θεµελιώδη τους συχνότητα αλλά 
στην αµέσως υψηλότερη αρµονική, όταν η πίεση της δέσµης αυξηθεί επαρκώς. 
Καλούνται και αρµονικά φλάουτα. Για να βοηθηθεί η µετάβαση του αυλού 
στην υψηλότερη συχνοτική στάθµη, δηλαδή µία οκτάβα πάνω, πρέπει να δη-
µιουργηθεί αντίδεσµος (κοιλία) ταχύτητας στο κέντρο του ακουστικού σωλήνα. 
Αυτό πετυχαίνεται ανοίγοντας µία πολύ µικρή οπή, ώστε απ’ τη µία να µπορεί 
να κινείται εκεί ο αέρας και να µην έχουµε δεσµό και απ’ την άλλη να µην αλ-
λάζει το ενεργό µήκος του σωλήνα. Πιο σπάνια συναντούµε και κλειστούς αρ-
µονικούς αυλούς, όπου η οπή πρέπει να ανοιχθεί στο ανάλογο µήκος. 
 

Αυλοί διπλής γλώσσας (Double-languid pipes) 
 

Πολλές φορές οι κατασκευαστές πρόσθεταν και ένα ακόµη 
µεταλλικό πέτασµα, στο ήδη υπάρχον, όπως φαίνεται στο σχήµα, 
για να αυξήσουν την ηχητική δύναµη. 
 

Ξύλινοι αυλοί (Wooden pipes) 
 

Οι ξύλινοι αυλοί µπορεί να είναι ανοιχτοί ή κλειστοί, τετραγωνικοί ή κυλιν-
δρικοί (σχήµα 4.7), ακόµα και ορθωγωνικοί ή τριγωνικοί. Στους ξύλινους αυ-

Κλίµακα 1:20 
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λούς συχνά χρησιµοποιήθηκε η τεχνική του ανεστραµµένου άνω χείλους (σχήµα 4.11), η οποία έδινε 
µία ιδιαίτερη ηχητική χροιά.  

Οι ξύλινοι αυλοί θεωρείται ότι παράγουν έναν πιο θαµπό, αδύναµο και µουντό ήχο, σε σχέση µε 
τους αντίστοιχους µεταλλικούς. Ωστόσο, µε κάποιες τροποποιήσεις, όπως το κεκλιµένο πέτασµα 
(block) στο δεξί αυλό, ο ήχος προκύπτει πιο σφοδρός και έντονος [57]. 

Ένα εκκλησιαστικό όργανο διαθέτει σεβαστό αριθµό και reed σωλήνων (reed pipes), οι οποίοι 
προσθέτουν εξαιρετικά ηχοχρώµατα στο ηχητικό αποτέλεσµα. Βλέπουµε στο σχήµα 4.12 ένα γενικό 
πλάνο των σωλήνων που απαρτίζουν ένα ολοκληρωµένο εκκλησιαστικό όργανο [g]. Το εντυπωσιακό 
είναι ότι µερικοί σχηµατισµοί µιµούνται το ηχόχρωµα ενός φυσικού µουσικού οργάνου (Flute, Trum-
pet, Oboe). Για παράδειγµα ο reed pipe που µιµείται το αγγλικό κόρνο (English Horn) παρουσιάζει 
έναν λοβό στο πάνω του µέρος, όπως συµβαίνει και στο πραγµατικό αγγλικό κόρνο. Πάντως στην ερ-
γασία αυτή δεν θα ασχοληθούµε µε τη λειτουργία των reed pipes.  
 
 

 
Σχήµα 4.12  

 
Κάποια πιο ασυνήθιστα σχήµατα αυλών εικονίζονται στο σχήµα 4.12, χωρίς να έχουν χρησιµοποιηθεί 
ευρέως µέσα σε pipe organs.   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4.6   Ταξινόµηση αυλών σύµφωνα µε το αρµονικό φάσµα 
 

Μπορούµε να πούµε πως η ταξινόµηση της παραγράφου 4.6 έγινε µε βάση τη γεωµετρία. Ανάλογα 
όµως µε τον χαρακτηριστικό ήχο του κάθε αυλού, ο οποίος εξαρτάται από το φάσµα των αρµονικών 
του, διακρίνουµε τρεις µεγάλες κατηγορίες [59]. Μάλιστα η αρµονική ανάπτυξη επηρεάζεται καθορι-
στικά από τη διατοµή του ακουστικού σωλήνα του αυλού.   

Σχήµα 4.13 
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• Φλάουτα αυλοί ή fluty αυλοί 

Έχουν πολύ ισχυρή θεµέλιο συχνότητα και γρήγορη αρχική µετάβαση. Θεωρούνται φαρδείς αυλοί 
(µεγάλης διαµέτρου).  
• ∆ιαπασών αυλοί 

Αναφέρθηκε ήδη ότι αυτή η κατηγορία εµφανίζει πολύ ιδιαίτερο ηχόχρωµα, που προέρχεται από 
µία ισχυρή δεύτερη αρµονική που είναι πολύ πιο έντονη στην αρχική µετάβαση. Θεωρούνται µεσαίου 
φάρδους. 
• String αυλοί 

Ο ήχος τους είναι πολύ λαµπερός, καθότι περισσότερες από τις 20 πρώτες αρµονικές εµφανίζουν 
µεγάλα πλάτη και γίνονται εύκολα αντιληπτές. Η αρχική τους µετάβαση είναι απ’ τις πιο αργές. Είναι 
οι πιο στενοί αυλοί. 
 
  

4.7  Μήκη αυλών και stops 
 

Η θεωρία ακουστικών σωλήνων και κυµατοδηγών εφαρµόζεται πλήρως στους αυλούς. Κατά συ-
νέπεια, όταν η διάµετρός τους είναι πολύ µικρότερη από το µήκος κύµατος που περιέχεται εντός, τα 
κύµατα της αέριας στήλης είναι επίπεδα και 
διαµήκη. Έτσι, το µήκος των σωλήνων κα-
θορίζει τον παραγόµενο φθόγγο (θεµέλιο 
συχνότητα και αρµονικές). Όπως σχολιά-
στηκε στην ενότητα 4.4, το µήκος αυτό µε-
τράται από το στόµα, κάτω απ’ το άνω χεί-
λος (labium) µέχρι το απέναντι άκρο (σχήµα 
4.6). Το πόσο µακρύ θα είναι το πόδι (foot) 
του αυλού έχει να κάνει µε την αποκατά-
σταση στατικής πίεσης πριν τη flue σχισµή. 
Ωστόσο, αισθητικοί λόγοι επιβάλλουν πολ-
λές φορές το πόδι να είναι αρκετά µακρύ 
και κωνικό, ιδίως για τους αυλούς που βρί-
σκονται στην πρόσοψη ενός pipe organ. 
Αναφέρθηκε ότι στο pipe organ, έκαστος 
φθόγγος δηµιουργείται από ξεχωριστό αυλό. 
Ο διαπασών του σχήµατος 4.9 είναι 
θεµελιώδους συχνότητας µεσαίου Ντο, ήτοι 
261,630 Hz, που δηµιουργείται από έναν 
ανοικτό σωλήνα µήκους περίπου 61 cm (2 
πόδια ή 2΄). Το τενόρο Ντο, µε συχνότητα 130,810 Hz, δηλαδή µία οκτάβα χαµηλότερα απ’ το προη-
γούµενο, πετυχαίνεται από έναν σωλήνα µήκους περίπου 1,2 m (4 πόδια ή 4΄). Πολλά pipe organs 
σταµατούν στο Ντο 65,406 Hz µία οκτάβα κάτω απ’ το τενόρο. Ο αντίστοιχος σωλήνας έχει µήκος  
περί τα 2,5 m (8 πόδια ή 8΄). Πάντως, στη διάλεκτο των κατασκευαστών ως µέτρο µήκους χρησιµο-
ποιείται ευρέως το πόδι και η ίντσα. Έτσι, στους περισσότερους πίνακες αυλών βρίσκουµε αυτές τις 
µονάδες. Το σηµείο αναφοράς τώρα ενός pipe organ είναι το Ντο των 65,406 Hz ή το χαµηλό Ντο. Για 
να µην εµπλέκονται σε λογισµούς, οι κατασκευαστές οργάνων περιγράφουν τους φθόγγους και τους 
αυλούς που τους παράγουν απ’ ευθείας µε το µήκος τους. Έτσι ο αυλός του χαµηλού Ντο είναι ο 8΄ 
αυλός. Το µήκος 8΄και κάθε µήκος εκφρασµένο σε πόδια (4΄, 2΄και λοιπά) καλείται και κανονικό το-
νικό ύψος (normal pitch) ή ίσο τονικό ύψος (equal pitch) και ο λόγος θα φανεί αµέσως τώρα.  

Κάποιος µπορεί να αναρωτηθεί σε τι µπορεί να χρησιµεύουν οι χιλιάδες αυλοί ενός pipe organ. Η 
απάντηση βρίσκεται στον αρµονικό πλούτο. Όλος αυτός ο αριθµός σπάει σε σύνολα (flue) αυλών και 
reed pipes που καλούνται stops (διαβαθµισµένα σετ) και σε σύνολα που καλούνται συστοιχίες (ranks). 
Σχηµατίζεται έτσι ένας πίνακας σωλήνων που έχει ως γραµµές τις συστοιχίες και ως στήλες τα stops. 
Είδαµε ότι οι σωλήνες µπορούν να λάβουν τεράστια ποικιλία σχηµατισµών και ηχοχρωµάτων. Κάθε 
συστοιχία αντιστοιχεί σε ένα ηχόχρωµα και οι σωλήνες κατά µήκος της δίνουν τους διαφορετικούς 
φθόγγους τις κλίµακας (σχήµα 4.13). Άρα οι συστοιχίες αποτελούνται από όµοιους σωλήνες και ο ρό-
λος τους είναι να καθορίζουν το φθόγγο. Κάθετα τώρα, βρίσκονται οι σωλήνες που καθορίζουν το 
ηχόχρωµα. Εξ’ αιτίας αυτής της διάταξης ο πίνακας των σωλήνων καλείται και σκακιέρα (wind chess). 
Την αρχή λειτουργίας της σκακιέρας µπορούµε να καταλάβουµε καλύτερα µε το εποπτικό σχήµα 4.14. 
Κάθε στήλη αποτελείται από σωλήνες διαφορετικού ή και ίδιου είδους (αριστερή πλευρά), που συνη-
χούν µε το πάτηµα ενός πλήκτρου του πληκτρολογίου, αποδίδοντας όλοι µαζί το φθόγγο που αντιστοι-

Πρόσοψη Pipe Organ, όπως τη βλέπει ο εκτελεστής. Στο 
συγκεκριµένο όργανο κάποιοι σωλήνες είναι διατετα-
γµένοι οριζόντια, προφανώς για λόγους καλύτερης 
ακτινοβόλησης στο συγκεκριµένο χώρο.  
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χεί στο πλήκτρο. Ωστόσο, το ποιοι σωλήνες θα συµπεριληφθούν στην απόδοση του συγκεκριµένου 
φθόγγου, καθορίζεται από τις λαβές (drawstops ή sliders) στη δεξιά πλευρά του σχήµατος, που ανοι-
γοκλείνουν τις βάσεις των ποδών των σωλήνων. Μπορεί να ηχούν και όλοι της ίδιας στήλης. Αυτό 
είναι στη βούληση του εκτελεστή για να 
δώσει το ηχόχρωµα που επιθυµεί. Πά-
ντως οποιοσδήποτε συνδυασµός από 
stop έχει επιλεγεί πάντα θα υπάρχει µία 
συστοιχία, στις οριζόντιες γραµµές, που 
θα δίνει τους φθόγγους. Στην περί-
πτωση του σχήµατος 4.14 µόνον δύο 
σωλήνες θα ηχήσουν για την απόδοση 
του φθόγγου Sol.    

Ένα stop µπορεί να αποτελείται 
από αυλούς (ή reeds) ιδίου µήκους που 
οι θεµέλιές τους ταυτίζονται ή διαφορε-
τικών µηκών ώστε οι θεµέλιες τους να 
συνιστούν κάποιες από τις συχνότητες 
µίας αρµονικής στήλης. Στην πρώτη 
περίπτωση έχουµε ουνίσωνους pipes. 
Στη δεύτερη περίπτωση µπορεί τα stop 
να αποτελούνται απλά από σωλήνες µε 
µήκη οκτάβων (8΄, 4΄, 2΄, 1΄ κλπ) ή 
ακόµα και από ενδιάµεσες αρµονικές. 
Κάθε stop χαρακτηρίζεται από το κανο-

νικό τονικό ύψος (normal 
pitch), δηλαδή το µήκος 
του µεγαλύτερου από τους 
αυλούς ή διαφορετικά του 
αυλού που η θεµέλιός του είναι και η θεµέλιος της αρµονικής στήλης. Έτσι αν έχουµε 
λόγου χάρη τρεις αυλούς διαπασών (principle), µε µήκη 8΄(65,406 Hz), 4΄(130,810 Hz) 
και 2΄(261,630 Hz), αυτοί θα αποτελούν ένα  8΄ principle stop. Μπορούµε να δούµε τους 
φθόγγους που θα ηχήσουν από αυτό το stop στο πληκτρολόγιο του πιάνου στο σχήµα 
4.16. Τα µήκη σωλήνων που µπορεί να διαθέτει ένα stop συνηθίζεται να φτάνουν ακόµα 
και τα 32΄ (περίπου 11m), όπως φαίνεται χαρακτηριστικά στο σχήµα 4.15. Οπότε η µέγι-
στη σειρά οκτάβων που µπορεί να συναντήσει κανείς είναι η 32΄, 16΄, 8΄, 4΄, 2΄, 1΄, ½΄, 
κλπ. Οι αυλοί των 32΄είναι πράγµατι εντυπωσιακοί, ενώ δίνουν µία συχνότητα περίπου 
16 Hz, δηλαδή, ούτε λίγο ούτε πολύ, δίπλα στο κατώφλι ακοής µας.  

Σχήµα 4.13 

Η διάταξη των αυλών στο Pipe Organ. Οριζόντια: Συστοιχίες 
(Ranks), Κάθετα: Stops 

Εικόνα 

4.15 

Σχήµα 4.14 

Λειτουργία της σκακιέρας (wind chess) του οργάνου αυλών. Ο χρήστης έχει πατηµένο το 
πλήκτρο που αντιστοιχεί στο φθόγγο Sol. ∆ύο από τις λαβές αριστερά έχουν τραβηχτεί για να 
αφήσουν να περάσει αέρας από τους αυλούς που ευρίσκονται στις αντίστοιχες γραµµές. Έτσι ο 
Sol θα αποδοθεί από δύο σωλήνες διαφορετικού είδους και ηχοχρώµατος, δηµιουργώντας ένα 
καινούριο τελικό ηχόχρωµα.  
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 ∆ύο µόνο όργανα στον κόσµο διαθέτουν stop µε αυλό που φτάνει στο εκπληκτικό µήκος των 64΄, 
δηλαδή περίπου 22 m. Το ένα είναι το Down Hall Organ του Sydney (σχήµα 4.4) και το δεύτερο είναι 
το Hall Auditorium Organ Boardwalk. Το stop του πρώτου ονοµάζεται Contra-Trombone 64΄, ενώ του 
δεύτερου Diaphone-Dulzian 64΄.  Είναι αδύνατο το ανθρώπινο αυτί να ακούσει τη θεµέλιό ενός αυλού 
64΄ και γι’ αυτό γίνεται αντιληπτός απ’ τις αρµονικές του αλλά και απ’ τις δονήσεις που προκαλεί στο 
χώρο.  

 

 
 
 

 
Σχήµα 4.16 

Οι φθόγγοι ενός stop 8΄. 
 

Ειπώθηκε ότι ένα stop µπορεί να διαθέτει και άλλες αρµονικές (άλλους αυλούς) πέραν των οκτά-
βων. Αυτό είναι και το πιο συνηθισµένο. Τα µήκη εξελίσσονται όπως παρακάτω: 
• 3η αρµονική (η δεύτερη είναι η οκτάβα – αν ο σωλήνας είναι ανοικτός). Τότε τα µήκη είναι: 32/3 = 
10 2/3', 16/3 = 5 1/3', 8/3 = 2 2/3', 4/3 = 1 1/3', 2/3' κλπ. 
• 5η αρµονική, µε µήκη: 32/5 = 6 2/5', 16/3 = 3 1/5', 8/5 = 1 3/5', 4/5'  κλπ.  
• 7η αρµονική, µε µήκη: 32/7 = 4 4/7', 16/7 = 2 2/7', 8/7 = 1 1/7', 4/7' κλπ. 
• 9η αρµονική, µε µήκη: 32/9 = 3 5/9', 16/9 = 1 7/9', 8/9', 4/9' κλπ. 
Σπάνια έχουµε περισσότερες. Στο σχήµα 4.17 βλέπουµε πάλι ένα stop 8΄στο πιάνο, αλλά αυτή τη φορά 
µε τις ενδιάµεσες αρµονικές.  
 

 
 
 

 
Σχήµα 4.17 

Stop 8΄µε ενδιάµεσες αρµονικές 
  
 

Πρέπει να έχουµε υπ’ όψη µας πως το pipe organ χωρίζεται εκτός από τις συστοιχίες και τα stops 
σε µεγάλους τοµείς, που καθένας εκτελεί µία µουσική λειτουργία (σχήµα 4.18). Έτσι, για παράδειγµα 
ο τοµέας των Pedal (που χειρίζεται από τα πόδια του εκτελεστή) περιλαµβάνει τους χαµηλόσυχνους 
και µεγαλύτερους αυλούς (ή καλύτερα stops), που χρησιµεύουν στη συνοδεία της µελωδίας. Ο τοµέας 
swell περιλαµβάνει τα πιο πρίµα stops, που προορίζονται για τη µελωδία.  

Το σχήµα 4.19 παρουσιάζει µία αρκετά πλήρη λίστα από stops [o], όπου µε µαύρο είναι οι αυλοί, 
ενώ µε κόκκινο οι reed pipes. Παρατηρούµε ότι δεν έχουν όλοι οι τοµείς τα ίδια stops. Το σχήµα 4.20 
µας δίνει µία εποπτική εικόνα των αυλών κατά µήκος µίας συστοιχίας, ως προς το πιάνο και µία εικόνα 
για τον τρόπο που διατάσσονται τα stops. Εδώ, προφανώς το µεγαλύτερο stop αντιστοιχεί σε 8 πόδια.  
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Εικόνα 4.18 

Οι µουσικοί τοµείς ενός συνηθισµένου pipe organ 
 

Με αυτά τα στοιχεία είµαστε σε θέση να παρακολουθήσουµε πίνακες από pipe organs όπως έχουν 
δηµοσιευτεί σε βιβλία και στο διαδύκτιο, οι οποίοι και καταγράφουν τις διαστάσεις όλων των γεωµε-
τρικών χαρακτηριστικών των αυλών των επιµέρους τµηµάτων τους. Tέτοιοι πίνακες βρίσκονται στις 
σελίδες 39 έως και 45, που περιλαµβάνουν όλους τους flue σωλήνες του pipe organ της εικόνας 4.21, 
κατασκευασµένο από την εταιρεία PASI Organ Builders για τον καθεδρικό Ναό St. Cecillia στην 
Omaha της Νέας Αγγλίας, όπως και στις σελίδες 46 έως και 50, για το pipe organ της Bedford Presby-
terin Church στη Νέα Υόρκη, κατασκευασµένο το 2001 (εικόνα 4.22). 
 
 

 
Σχήµα 4.19 

Συνηθισµένα stops [o].  
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Σχήµα 4.20 

Μία εικόνα των αυλών ενός Pipe Organ και η σχέση τους µε τους φθόγγους τις συγκερασµένης κλίµακας. Για τις 
µονάδες ισχύει: 1 inch (΄΄)=2,540 cm και 1 ft (΄) =12 inch =30,58 cm. 

 
 

4.8 Τόνοι συνδυασµού (combinational tones) 
 

Όταν δύο ισχυροί τόνοι διαφορετικής συχνότητας ηχούν ταυτοχρόνως, µπορούµε να ακούσουµε 
έναν τρίτο, που προκύπτει απ’ το συνδυασµό τους. Η συχνότητα του παραγόµενου τόνου διαφέρει 
πάντοτε από τις συχνότητες των αρχικών, καθώς και των αρµονικών τους, µε µόνη εξαίρεση τη συνή-
χηση δύο τόνων µε συχνοτική διαφορά οκτάβας. Οι τόνοι συνδυασµού αποτελούν ένα πολύ σηµαντικό 
κεφάλαιο στη λειτουργία ενός pipe organ. Η σηµασία τους θα φανεί στη συνέχεια. 

Στην πραγµατικότητα δεν παράγεται µόνο ένας τόνος απ’ τη συνήχηση των δύο. Ο κατασκευαστής 
Sorge ανακάλυψε πως δηµιουργείται ένας τόνος µε συχνότητα ίση µε τη διαφορά των συχνοτήτων των 
δύο αρχικών, ενώ ο Helmholtz διεπίστωσε την εµφάνιση ενός δεύτερου τόνου µε συχνότητα ίση µε το 
άθροισµα των δύο αρχικών. Το πρώτο είδος τόνου καλείται τόνος διαφοράς (differential tone) ενώ το  
δεύτερο τόνος αθροίσµατος (summational tone). 
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Έστω πρώτα η συνήχηση δύο τόνων µε συχνοτική διαφορά οκτάβας. Ο τόνος διαφοράς αυτών θα 
έχει συχνότητα ίση µε τη µικρότερη απ’ τις δύο αρχικές συχνότητες. Αν οι δύο τόνοι είναι το C 64 Hz 
και το C 128 Hz, τότε ο παραγόµενος θα είναι ξανά ο C 64 Hz, ενισχύοντας τον όµοιό του. Αυτή η 
συµπεριφορά είναι εµφανής στα stop οκτάβας και συνεισφέρει πολύ στη σταθερότητα της τονικής δο-
µής (tonal structure) ενός pipe organ. Ο τόνος αθροίσµατος που θα προκύψει θα αντιστοιχεί σε συχνό-
τητα 192 Hz, αλλά η έντασή του θα είναι εν γένει αρκετά χαµηλότερη του τόνου διαφοράς. Επειδή οι 
τόνοι διαφοράς είναι πιο εύκολα διακριτοί, ανακαλύφθηκαν και πρώτοι. Μία λογική τώρα υπόθεση του 
Helmholtz είναι πως απ’ τους προκύπτοντες τόνους συνδυασµού, µαζί και µε τους αρχικούς προκύ-
πτουν ακολούθως νέοι τόνοι συνδυασµού, που εν τέλει φθάνουν άπειροι στον αριθµό. Βέβαια ο ήχος 
που παράγουν οι αυλοί ενός pipe organ δεν είναι καθαρός τόνος, αλλά φθόγγος, µε αρµονικές. Έτσι, 
τόνοι διαφοράς θα προκύψουν εξίσου ισχυροί και από τις συνηχήσεις των αρµονικών µεταξύ τους. 

Έστω τώρα δύο τόνοι C 32 Hz και C 48 Hz. Ο παραγόµενος τόνος διαφοράς θα είναι ο C 16 Hz. 
∆ηλαδή, µία οκτάβα κάτω απ’ τον χαµηλότερο. Επειδή η συχνότητά του δε συµπίπτει µε κάποια από 
τις αρχικές, είναι πιο εύκολα αντιληπτή. Μάλιστα, η ιδιότητα αυτή χρησιµοποιείται συχνά στην εγκα-
τάσταση ενός pipe organ για τη δηµιουργία του ακουστικού µπάσου. Ο σωλήνας που θα χρειαζόταν για 
την απόδοση της συχνότητας 16 Hz φτάνει όπως είδαµε τα 11 m. Η κατασκευή του είναι πιο κοστο-
βόρα από την κατασκευή δύο µικρότερων σωλήνων, έναν µε 5 m ύψος και έναν µε 3,5 m. Έτσι προτι-
µάται η παραγωγή του C 16 Hz από τη συνήχηση αυτών των δύο. Ο τόνος αυτός καλείται ακουστικό 
µπάσο. Παρά την πρακτικότητα του εγχειρήµατος, η ποιότητά του ακουστικού µπάσου υπολείπεται σε 
ένταση και αρµονικό πλούτο του πραγµατικού µπάσου των 11 m. 

Ερχόµαστε τώρα στην περίπτωση ενός stop που περιλαµβάνει τρεις αυλούς συχνοτήτων 64, 128 
και 192 Hz. ∆ηλαδή ο δεύτερος ενισχύει την πρώτη αρµονική του θεµελίου αυλού του stop και ο τρί-
τος τη δεύτερη. Ο τόνος διαφοράς που δηµιουργείται µεταξύ του δεύτερου και του τρίτου αυλού αντι-
στοιχεί σε συχνότητα 64 Hz ίση µε του θεµελίου. Αποτέλεσµα είναι η ενίσχυση του αυλού αυτού και η 
πρόσδοση στιβαρότητας στο stop. 

Αν στο παραπάνω stop εγκαθιστούσαµε έναν ακόµα αυλό συχνότητας 256 Hz, που ενισχύει την 
τρίτη αρµονική, τότε η συνήχησή του µε τον τρίτο αυλό των 192 Hz θα έδινε πάλι τόνο διαφοράς 64 
Hz. Με αυτά βλέπουµε πόσο σηµαντική είναι η λειτουργία των stop σε ένα pipe organ. Εκτός από τον 
εµπλουτισµό του ηχοχρώµατος, πετυχαίνουµε και µία επιβλητική αύξηση της έντασης του φθόγγου 
που παράγεται από αυτό το stop.  
 
 

 
Εικόνα 4.21 
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4.7 Το υλικό των αυλών 
 

Τα υλικά µε τα οποία κα-
τασκευάζονται οι αυλοί ενός 
pipe organ δεν είχαν αλλάξει 
ουσιαστικά για µία ολόκληρη 
χιλιετία. Οι σωλήνες των πε-
ρισσοτέρων αυλών δηµιουρ-
γούνται από µεταλλικά φύλλα, 
τα οποία τυλίγονται για να 
δώσουν το κυλινδρικό σχήµα 
[43]. Τα φύλλα έχουν συνήθως 
πάχος από 1 µέχρι 2 mm και η 
επιφάνειά τους µπορεί να 
εκτείνεται σε µάκρος µέχρι 11 
m και σε πλάτος µέχρι 50 cm. 
Το µεταλλικό υλικό των φύλ-
λων πρέπει να είναι τέτοιο 
ώστε να µπορεί εύκολα να 
καµπυλώνεται. Επίσης αρκετά 
χρόνια πριν, το µέταλλο λιω-
νόταν µέσα σε µία ξύλινη δε-
ξαµενή, που είχε µία σχισµή στον πάτο της και σαρώνοντας µία µεγάλη πέτρινη επιφάνεια, άπλωνε 
οµοιόµορφα το υλικό για να κρυώσει και να γίνει φύλλο. Έπρεπε λοιπόν συν τοις άλλοις να είναι όσο 
πιο χαµηλή γίνεται η θερµοκρασία τήξης. Στο µεσαίωνα τα διαθέσιµα υλικά ήταν ο µόλυβδος (lead), ο 
κασσίτερος (tin), ο χαλκός (copper) και ο ψευδάργυρος (zinc). Πιο σπάνια ήταν το ασήµι (silver) και ο 
χρυσός (gold), ενώ ο σίδηρος (iron) ήταν πολύ περιορισµένος [42]. Κράµατα από χαλκό και κασσίτερο 
δηµιουργούσαν µπρούντζο (bronze), που τον χρησιµοποιούσαν για οπλισµό, κράµατα από χαλκό και 
ψευδάργυρο δηµιουργούσαν ορείχαλκο (brass) που τον χρησιµοποιούσαν για κοσµήµατα, ενώ κρά-
µατα κασσίτερου-ψευδάργυρου ή κασσιτέρου-µολύβδου (pewter alloys) ήταν εύκολα κατεργάσιµα 
λόγω της χαµηλής θερµοκρασίας τήξης. Το ασήµι και ο χρυσός ήταν πολύ ακριβά, ενώ ο σίδηρος πολύ 
δύσκολο να δουλευτεί. Από όλα αυτά το ιδανικό κράµα για τους αυλούς των οργάνων ήταν ο κασσίτε-
ρος µε το µόλυβδο µε 62% περιεκτικότητα σε κασσίτερο. Το σηµείο τήξης του κράµατος αυτού είναι 
183ο C και ενδείκνυται για λιώσιµο (casting) χαµηλής θερµοκρασίας. Η αντοχή του ήταν τότε αρκετή 
για να κατασκευαστούν αυτο-υποστηριζόµενοι σωλήνες αυλών µεσαίας κλίµακας. Αν υπήρχαν µέθο-
δοι καθαρισµού των κραµάτων απ’ τις ακαθαρσίες, θα ήταν εφικτή η κατασκευή και των πλέον µεγά-
λων αυλών (µέχρι 11 m). Η ευπλαστότητα του σωλήνα, ακόµα και όταν είχε έρθει σε θερµοκρασία 
περιβάλλοντος, αποτελούσε πλεονέκτηµα για τις παραπέρα φωνολογικές ρυθµίσεις.  

Σήµερα, µε τις µοντέρνες κατασκευαστικές τεχνικές, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε σχεδόν 
όποιο µέταλλο επιθυµήσουµε. Τίθεται λοιπόν το ερώτηµα αν το υλικό κατασκευής επηρεάζει το ηχη-
τικό αποτέλεσµα. Μία µεγάλη και µακρόχρονη διαµάχη υφίσταται µεταξύ των πρακτικών κατασκευα-
στών και των ακουστικολόγων. Οι µεν θεωρούν ότι πράγµατι το υλικό επηρεάζει τον ήχο, οι δε όχι. 
Στην πραγµατικότητα το τοίχωµα του ακουστικού σωλήνα ταλαντώνεται ελαφρά και ιδίως στην αρ-
χική µεταβατική κατάσταση. Επειδή όµως η ακαµπτότητά του είναι πολύ µεγάλη, σε σχέση µε την 
αέρια στήλη, το επίπεδο της ταλάντωσης είναι κατά 40 dB περίπου χαµηλότερο από την κίνηση του 
αέρα. Ίσως έτσι να επηρεάζονται και τα σχετικά επίπεδα των αρµονικών κατά 1 dB περίπου ή ακόµα 
και κάποιες µη αρµονικές συχνότητες αλλά σε πολύ µικρότερο ποσοστό. Στην ουσία όµως του πράγ-
µατος, δεν είναι το υλικό καθεαυτό που αλλοιώνει τις κυµατοµορφές των συχνοτήτων αλλά το πάχος 
του.  

Πολλά όργανα διαθέτουν ξύλινους αυλούς, οι οποίοι πραγµατικά ηχούν διαφορετικά απ’ τους µε-
ταλλικούς. Αλλά δεν είναι το υλικό που κάνει τη διαφορά [43]. Εκτός από διαστασιολογικές διαφορές 
(για παράδειγµα στη διάµετρο), υπάρχει µεγάλη διαφορά στη γεωµετρία του στόµατος. ∆εν είναι µόνο 
ότι ο ξύλινος αυλός είναι συνήθως τετραγωνικής διατοµής, αλλά ότι τα τοιχώµατά του έχουν πάχος 
που φτάνει συνήθως τα 20 mm, πολύ µεγαλύτερο σε σχέση µε τους µεταλλικούς, των οποίων τα τοι-
χώµατα είναι κάπου µεταξύ 1 έως 2 mm. Σε πολλά δηµοφιλή Pipe Organs οι µπάσοι αυλοί είναι ξύλι-
νοι και δίνουν έναν ισχυρό θεµελιώδη τόνο. Αν αυτοί φτιάχνονταν από κόντρα πλακέ (αρκετά λεπτό 
τοίχωµα), τότε θα ήµασταν σε θέση να ακούσουµε τις ταλαντώσεις των τοιχωµάτων [43]. 

 

Εικόνα 4.22 
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4.10 Το φάσµα συχνοτήτων της µόνιµης (σταθερής) κατάστασης  
 

Στο σχήµα 4.23 φαίνεται το ηχητικό φάσµα ενός διαπασών αυλού. Είναι µία αντιπροσωπευτική ει-
κόνα για τη γενική συµπεριφορά των αυλών. Τα χαρακτηριστικά του µπορούν να οµαδοποιηθούν σε 
οκτώ κατηγορίες οι οποίες θα αναλυθούν αµέσως [59]. Από αυτές, οι έξι πρώτες είναι εµφανείς στα 
διαγράµµατα του σχήµατος 4.23, ενώ οι δύο τελευταίες θα είναι εµφανείς σε παρακάτω σχήµα. 
 

 
Σχήµα 4.23 

Τυπικό φάσµα συχνοτήτων σταθερής κατάστασης αυλού διαπασών, a) Στο ανοικτό παθητικό άκρο, b) στο άνω 
χείλος (labium). 

 

 
 

1) Μία σειρά αρµονικών συχνοτήτων (οι υψηλές κορυφές του διαγράµµατος) 
 

Στη θεωρία Fourier [DD] ένα περιοδικό σήµα µπορεί να θεωρηθεί ως η συνέλιξη µίας µόνο περιό-
δου µε µία άπειρη σειρά από Dirac-delta παλµούς, χωριζόµενους από την περίοδο T [59]. Ο µετασχη-
µατισµός Fourier (FT) µίας τέτοιας συνέλιξης θα είναι το προϊόν των µετασχηµατισµών Fourier των 
επί µέρους συνιστωσών. Έτσι ο µετασχηµατισµός Fourier ενός περιοδικού σήµατος περιλαµβάνει µία 
σειρά από αρµονικές συνιστώσες   
 
2) Μία σειρά συχνοτήτων πολύ χαµηλότερου πλάτους από τις αρµονικές και µε 
συχνότητα ελαφρώς µεγαλύτερη (οι χαµηλές κορυφές του διαγράµµατος) 
 

Οι µικρές  και φαρδιές κορυφές που φαίνονται στο διάγραµµα δηλώνουν τους τρόπους συντονι-
σµού εντός του ακουστικού σωλήνα. Αν ένας ανοικτός σωλήνας τοποθετηθεί στο ηχητικό πεδίο ενός 
µεγαφώνου, θα ενισχύσει τις συχνότητες εκείνες που ανταποκρίνονται στους τρόπους συντονισµού 
του. Τοποθετώντας τώρα ένα µικρό µικρόφωνο µέσα στο σωλήνα και χρησιµοποιώντας διέγερση λευ-
κού θορύβου, θα λάβουµε στην απέναντι έξοδο το φάσµα συντονισµών του (σχήµα 4.24).  
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Σχήµα 4.24 

Τα πλάτη των ιδιοσυχνοτήτων ενός ανοικτού ακουστικού σωλήνα µήκους 60 cm και διαµέτρου 31 mm. Οι αρµο-
νικές συχνότητες τις θεµελίου έχουν τσεκαριστεί µε v. 

 
 

Οι ιδιοσυχνότητες ενός σωλήνα είναι ελαφρώς µεγαλύτερες από τις αρµονικές της θεµελίου συ-
χνότητας. Μπορούµε να καλούµε το φαινόµενο διεύρυνση (stretching) των ιδιοσυχνοτήτων. Πάντως, η 
διεύρυνση παρατηρείται εντονότερα στους ανοικτούς, παρά στους κλειστούς αυλούς. Στο φάσµα του 
διαπασών (σχήµα 4.23α), η 9η ιδιοσυχνότητα βρίσκεται σχεδόν στη µέση µεταξύ 9ης και 10ης αρµονι-
κής. Η διεύρυνση των ιδιοσυχνοτήτων αυξάνεται καθώς µεγαλώνει ο λόγος της διαµέτρου προς το 
µήκος του ακουστικού σωλήνα (συντονιστή) και καθώς µικραίνουν τα ανοίγµατα στα άκρα του. Βέ-
βαια, οι κωνικοί σωλήνες παρουσιάζουν µικρότερη διεύρυνση, που µειώνεται καθώς αυξάνεται η γω-
νία κορυφής. Υπάρχει τώρα µία τιµή της γωνίας αυτής, για την οποία οι ιδιοσυχνότητες σχετίζονται 
αρµονικά. Αν η γωνία αυξηθεί περαιτέρω, οι ιδιοσυχνότητες συµπτύσσονται, δηλαδή είναι ελαφρά 
χαµηλότερες από τις αρµονικές. 

Αυτά έχουν παρατηρηθεί πειραµατικά [59], άλλα εξηγούνται απλά και µε τα όσα περιγράφησαν 
στη θεωρία ακουστικών σωλήνων (Κεφ. 7, Μέρος Ι). Η αέρια στήλη συντονίζεται, κατά τη θεωρία, σε 
συγκεκριµένες ιδιοσυχνότητες (eigenfrequencies), που ανταποκρίνονται στους κανονικούς τρόπους 
ταλάντωσης (eigenmodes) του σωλήνα. Καθώς η διάµετρος του σωλήνα είναι πάντα κατά πολύ µικρό-
τερη του µήκους κύµατος, οι καθαρά διαµήκεις συντονισµοί εµφανίζονται πρώτοι. Οι συχνότητές τους 
δεν σχετίζονται αρµονικά εξ’ αιτίας της διόρθωσης µήκους που στην πραγµατικότητα µειώνεται µε τη 
συχνότητα, όπως έχει επαληθευτεί επίσης πειραµατικά [CC,57], παρόλο που στους υπολογισµούς γε-
νικά δεχόµαστε τα όσα ελέχθησαν στην ενότητα 7.8. Στην ενότητα αυτή είδαµε ότι η διόρθωση είναι 
ανάλογη της διαµέτρου του σωλήνα, ώστε η διεύρυνση των αρµονικών να είναι εντονότερη για τους 
µεγάλους σωλήνες (µεγάλης διαµέτρου) παρά για τους µικρούς. Ακόµα, η διόρθωση είναι µεγαλύτερη 
για ένα µικρό άνοιγµα στόµατος παρά για ένα µεγάλο [ΕΕΕ,59,80]. Συνεπώς, ένας αυλός παρουσιάζει 
εντονότερη διεύρυνση αρµονικών από έναν απλό ακουστικό σωλήνα ιδίου µήκους και διαµέτρου. Εξ’ 
αιτίας τώρα των διαφορετικών διορθώσεων µήκους στα ανοίγµατα, το στάσιµο κύµα τοποθετείται 
ασύµµετρα εντός του σωλήνα και µάλιστα µετακινείται προς την πλευρά του µικρότερου ανοίγµατος. 
Στο σχήµα 4.25 φαίνονται οι µετρηµένες ασυµµετρίες της  1ης, της 3ης και της 5ης αρµονικής ενός 
φαρδύ κλειστού στο παθητικό άκρο σωλήνα, τύπου Nachthorn (Night horn, σχήµα 4.18) [59]. Εκτός 
από τις ασυµµετρίες, παρατηρούµε ότι οι φάσεις των µετρηµένων ηχητικών πιέσεων στα άκρα ενώ θα 
έπρεπε να είναι πολλαπλάσια του π, κατά τη θεωρία, τελικά αποκλίνουν απ’ αυτή τη συνθήκη.      

Ένας ακουστικός σωλήνας χαρακτηρίζεται επαρκώς από τους κανονικούς του τρόπους. Κάθε κα-
νονικός τρόπος όµως περιγράφεται πλήρως από τρεις ποσότητες: 
1) Την ιδιοσυχνότητα 
2) Τον παράγοντα ποιότητας (quality factor) Q. 
3) Τη θέση του στάσιµου κύµατος εντός του σωλήνα. 
Ο συντονιστής συλλέγει και αποθηκεύει ενέργεια στους τρόπους του. Όπως έχει ήδη αναλυθεί, για 
έχουµε συντονισµούς διαρκείας πρέπει απλά το ποσό ενέργειας που προσφέρεται στην είσοδο του σω-
λήνα από το διεγέρτη να ισούται µε το ποσό ενέργειας που χάνεται, για κάθε τρόπο, ήτοι να ισούται µε 
τις απώλειες συνεκτικότητας και θερµότητας. Η ισορροπία αυτή της ενέργειας που αποθηκεύεται προς 
αυτή που χάνεται σε µία περίοδο περιγράφεται από τον παράγοντα ποιότητας Q του αντίστοιχου τρό-
που. Η τιµή του Q µπορεί εύκολα να υπολογιστεί διαιρώντας τη συχνότητα του τρόπου µε την τιµή 
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FWHM (Full With at Half Maximum) της καµπύλης συντονισµού [59]. Καθώς ένας συντονιστής µπο-
ρεί να λαµβάνει και να αποβάλει ενέργεια σε µικρές µόνο ποσότητες, απαιτείται συγκεκριµένος αριθ-
µός περιόδων για να φτάσουµε σε ισορροπία κατά την αρχική διέγερση ή για να χάσουµε όλη την 
ενέργεια όταν η διέγερση σταµατήσει. Ο αριθµός των περιόδων που µεσολαβούν για να χαθεί το 99,8 
% της αποθηκευµένης ενέργειας δίνεται για 2Q. Από αυτά είναι φανερό ότι ο παράγοντας Q περιορίζει 
σηµαντικά την ταχύτητα της αρχικής µετάβασης (initial transient). Η οµιλία (speech) ενός αυλού µε 
υψηλό Q θα είναι πιο αργή από έναν αυλό µε χαµηλό Q. Από την άλλη µεριά ο παράγοντας Q εκφρά-
ζει και το µέγεθος της ακουστικής πίεσης µέσα σε έναν σωλήνα. Άρα όταν µεγαλώνει ο Q µεγαλώνει 
και η παραγόµενη ηχητική ένταση.   
 

 

Σχήµα 4.25 

Στάσιµα κύµατα σε έναν κλειστό αυλό τύπου Nachthorn. Παρουσιάζεται η κατανοµή της ηχητικής πίεσης για την 
1η, 3η και 5η αρµονική.    

 
 

3) Καµπύλη θορύβου ευρέως φάσµατος 
 

Παρατηρώντας προσεκτικά το άνω διάγραµµα του 
σχήµατος 4.23, βλέπουµε ότι οι συνιστώσες συνδέονται 
µεταξύ τους στη βάση τους µε συνεχή καµπύλη. ∆η-
λαδή, το φάσµα δε µηδενίζεται ανάµεσα στις αιχµηρές 
συνιστώσες 1) και 2). Αυτό υποδηλώνει την ύπαρξη 
θορύβου ευρέως συχνοτικού φάσµατος (broadband 
noise), ο οποίος παράγεται στη flue σχισµή και στο 
labium [ΕΕΕ, 27,59]. Ελαφρές αλλαγές στην διεύθυνση 
της δέσµης (λεπτοµέρειες στο επόµενο κεφάλαιο), που 
προκαλούνται από στροβιλισµούς στο πόδι του αυλού, 
επηρεάζουν τη µορφή του θορύβου [59]. Θα δούµε στο 
επόµενο κεφάλαιο κάποια ακόµα στοιχεία στο φάσµα, 
όπως οι edge tones, τα οποία συνεισφέρουν επίσης σε 
αυτή την περιοχή του διαγράµµατος. Επειδή τώρα ο 
ακουστικός σωλήνας ενισχύει τον εν λόγω θόρυβο 
γύρω από τους κανονικούς τρόπους συντονισµού, ο 
ενισχυµένος θόρυβος ενδέχεται να κυριαρχεί στον ήχο 
του αυλού, στην υψήσυχνη περιοχή του διαγράµµατος, 

όπου οι αρµονικές συνιστώσες είναι ασθενείς (έχουν µικρά πλάτη). Ο θόρυβος υψηλών συχνοτήτων 
µπορεί να περιορισθεί αποτελεσµατικά δηµιουργώντας εγκοπές (nicking) στη flue σχισµή [59], όπως 
µπορεί να παρατηρήσει κανείς στο σχήµα 4.26 [58]. Με αυτή τη µέθοδο αυξάνουµε το λόγο των υψη-
λών αρµονικών προς το θόρυβο.  

 
 

4) Απόσβεση των αρµονικών 
 

Η απόσβεση των αρµονικών εξαρτάται από τις συνολικές ενεργειακές απώλειες στο συντονιστή. 
Αυτές αποτελούνται από τις απώλειες όγκου στον αέρα, τις επιφανειακές απώλειες στο τοίχωµα του 
σωλήνα, λόγω συνεκτικότητας και θερµικής αγωγιµότητας, τις απώλειες ακτινοβόλησης στα ανοίγ-

Εικόνα 4.26 

Τριγωνικές εγκοπές στη flue σχισµή για 
περιορισµό θορύβου υψήσυχνου φάσµατος.  
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µατα και στη σύζευξη του ήχου µε τις ταλαντώσεις των τοιχωµάτων. Στους αυλούς, οι επιφανειακές 
απώλειες και απώλειες ακτινοβόλησης είναι πολύ µεγαλύτερες από τις άλλες δύο. Οι επιφανειακές 

απώλειες θεωρητικά είναι ανάλογες µε τον παράγοντα 1/ r f  [59], ενώ οι απώλειες ακτινοβόλησης 

είναι ανάλογες κατά τον παράγοντα 2 2r f , όπου R είναι η ακτίνα του σωλήνα και f η συχνότητα. Σύµ-

φωνα µε αυτά, για την ίδια συχνότητα οι επιφανειακές απώλειες είναι σχετικά µεγαλύτερες για στενούς 
αυλούς παρά για φαρδείς. Αντίστροφα, οι 
απώλειες ακτινοβόλησης είναι σχετικά 
µεγαλύτερες σε φαρδείς παρά σε στενούς αυ-
λούς. Τώρα, καθώς µεγαλώνει η συχνότητα, οι 
επιφανειακές απώλειες µειώνονται και οι 
απώλειες ακτινοβόλησης αυξάνονται. Υπάρχει 
λοιπόν µία συγκεκριµένη συχνότητα για κάθε 
αυλό στην οποία οι συνολικές απώλειες ελαχι-
στοποιούνται. Αξιοσηµείωτο είναι ότι σε στε-
νούς σωλήνες η ελαχιστοποίηση των απω-
λειών συµβαίνει σε συχνότητα υψηλότερη της 
θεµελιώδους, ώστε το αντίστοιχο πλάτος να 
είναι µεγαλύτερο. Το σχήµα 4.27 δείχνει πως 
κυµαίνεται το αρµονικό φάσµα µε αυξανόµενη 
διάµετρο. Ενώ στο σχήµα 4.28 φαίνεται το 
µετρηµένο φάσµα ενός στενού και ενός φαρ-
διού αυλού ίδιου µήκους. Οι µετρήσεις έγιναν 
απ’ τους Miklos και Αngster [59].   

Σε έναν φαρδύ ακουστικό σωλήνα αυλού, 
υπάρχουν λιγότερες υψηλές αρµονικές, µε 
συγκρίσιµο προς τις πρώτες πλάτος. Το πλά-
τος των αρµονικών εξασθενεί γοργότερα µε τη 
συχνότητα και η διεύρυνση των κανονικών 
τρόπων είναι εντονότερη, απ’ ότι σε έναν 
στενό σωλήνα. Οι αυλοί ακτινοβολούν ήχο σχεδόν εξ’ ολοκλήρου από τα ανοίγµατά τους, δηλαδή από 
το στόµα και το άκρο, αν ο σωλήνας είναι ανοικτός ή µόνον από το στόµα, όταν είναι κλειστός. Τελευ-
ταίες µελέτες δείχνουν ότι το σώµα ίσως να ακτινοβολεί κάποιο ποσοστό ήχου, αλλά αυτό µπορεί να 
αµεληθεί [59]. Καθώς τα ανοίγµατα έχουν διαστάσεις πολύ µικρότερες από το µήκος κύµατος του 
ήχου, κάθε ένα από αυτά µπορεί να εκληφθεί ως µία µονοπολική πηγή ήχου (επόµενο κεφάλαιο), µε τη 
δύναµη της πηγής να δίνεται από την ακουστική ροή διαµέσου τους [59]. Στο σχήµα 4.23b παρατη-
ρούµε µία ελάττωση της 6ης αρµονικής. Το φαινόµενο αυτό µπορεί να εξηγηθεί λαµβάνοντας υπ’ όψη 
τις ιδιότητες του συντονιστή. Σύµφωνα µε θεωρία της διόρθωσης µήκους, είναι γνωστό ότι το µισό 
µήκος κύµατος του ήχου είναι µεγαλύτερο από το πραγµατικό µήκος του σωλήνα. Έτσι, οι ηχητικές 
πιέσεις στα άκρα είναι µη µηδενικές. Θεωρώντας µία διόρθωση µήκους 

m
δ στο στόµα, η ακουστική 

πίεση µπορεί να γραφεί ως:  

( )( )1sin mp P k x δ= +                                                          (4.1) 

 
όπου 1 2 /k π λ=  ο κυµατικός αριθµός και x η απόσταση. Η χωρική φάση (η γωνία µέσα στο ηµίτονο) 

για x=0 είναι: 1 1 m
kφ δ= . ∆ηλαδή, έχει τιµή µεγαλύτερη του µηδενός στο στόµα. Η απόκλιση 1φ  µπορεί 

να εκληφθεί ως µία διόρθωση φάσης για το στόµα. Η χωρική φάση της κάθε αρµονικής, στο στόµα, 
µπορεί να καθορισθεί αντικαθιστώντας απλά τον κυµατικό αριθµό της θεµελιώδους µε τον κυµατικό 
αριθµό της αντίστοιχης αρµονικής. ∆ηλαδή: 1N

k Nk= . Κατά συνέπεια, η χωρική φάση για κάθε αρµο-

νική γράφεται: 1N
Nφ φ= . Καθώς η ακουστική ροή εξαρτάται απ’ το συνηµίτονο της χωρικής φάσης 

[6], η ακουστική πίεση που ακτινοβολείται από το στόµα θα παρουσιάζει ελάχιστο όταν η 
N

φ  

προσεγγίζει την τιµή π/2. Η πρώτη ελαχιστοποίηση (απότοµη µείωση του πλάτους) αρµονικής καθορί-
ζεται από τη διάµετρο του σωλήνα και το άνοιγα του στόµατος. Για τυπικούς διαπασών αυλούς (πλά-
τος στόµατος ∼ ¼ περιφέρεια, ύψος στόµατος  ∼ ¼  πλάτος στόµατος, λεπτοµέρειες στο κεφ. 6), η 
πρώτη ελαχιστοποίηση συµβαίνει στην περιοχή της 5ης και 6ης αρµονικής (σχήµα 4.23). Για φαρδείς 
σωλήνες η ελαχιστοποίηση συνήθως συµβαίνει από την 3η κιόλας αρµονική, ενώ για στενούς σωλήνες 
αυτή η συµπεριφορά µετατοπίζεται προς την 7η και 8η αρµονική, όπως χαρακτηριστικά φαίνεται στο 
σχήµα 4.28.   

Σχήµα 4.27 

Υπολογισµένες απώλειες αυλών διαφορετικών διατοµών 
για τη θεµελιώδη συχνότητα, σε 0,1 %. Το σύµβολο 12±  
HT σηµαίνει ότι η διάµετρος του σωλήνα παραµένει ίδια 
µε τη διάµετρο του κανονικού αυλού διαπασών, αλλά το 
µήκος αλλάζει ώστε να δίνει θεµελιώδη συχνότητα  12±  
ηµιτόνια υψηλότερα ή χαµηλότερα, αντιστοίχως.   
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Εικόνα 4.28 

Μέτρηση του συχνοτικού φάσµατος ενός a) στενού, τύπου Salicional, και  b) ενός φαρδιού, τύπου Kornet αυλού. 
 

 
Θα δούµε στο κεφάλαιο 5 ότι οι αρµονικές επηρεάζονται ισχυρά από τη σχετική θέση της αέριας 

δέσµης και του άνω χείλους (labium). Όταν η δέσµη κατευθύνεται συµµετρικά προς το άνω χείλος, δεν 
µπορούν να ενεργοποιηθούν οι άρτιες αρµονικές, παρά µόνον οι περιττές. Ωστόσο, επειδή η δέσµη 
τελικά δεν είναι από µόνη της συµµετρική, πάντα θα ενεργοποιούνται έστω και λίγο οι άρτιες αρµονι-
κές, κάτι που θα φανεί και στην πειραµατική µελέτη, του µέρους IV.  

H σχετική θέση µίας αρµονικής συνιστώσας και ο γειτονικός της κανονικός τρόπος επηρεάζουν το 
πλάτος αυτής της αρµονικής. Αν η συχνότητα της αρµονικής βρίσκεται κοντά σε µία ιδιοσυχνότητα, η 
αρµονική θα ενισχυθεί. Απ’ την άλλη, αν η συχνότητα της αρµονικής βρίσκεται ενδιάµεσα σε δύο κα-
νονικούς τρόπους, τότε δεν θα ενισχυθεί. Κατά συνέπεια η διεύρυνση (stretching) των ιδιοσυχνοτήτων 
επηρεάζει µε τη σειρά της τη µορφή των αρµονικών στο συχνοτικό φάσµα. Όταν ένας σωλήνας είναι 
στενός, οι πρώτες αρµονικές συνιστώσες ενισχύονται. Όταν ένας σωλήνας είναι φαρδύς, συνήθως η 3η 
και 4η αρµονική βρίσκονται µεταξύ των κανονικών τρόπων. 
 
 

5) ∆ιαφορετικός βαθµός απόσβεσης στο στόµα και στο ανοιχτό άκρο (για ανοικτούς 
αυλούς) 
 

Είδαµε προηγουµένως ότι ο ήχος στον αυλό ακτινοβολείται από δύο µονοπολικές πηγές, τοποθε-
τηµένες στα ανοίγµατά του. Οι πηγές αυτές ακτινοβολούν σε φάση για τις περιττές αρµονικές και 
εκτός φάσης για τις άρτιες. Η δύναµη είναι διαφορετική για την κάθε πηγή και τα φάσµατα που ακτι-
νοβολούν τα δύο ανοίγµατα είναι διαφορετικά [6]. Ο λόγος που τα φάσµατα διαφέρουν είναι λόγω της 
ασυµµετρίας του στάσιµου κύµατος, όπως είδαµε στο σχήµα 4.25. Αφού η διόρθωση µήκους είναι 
αντιστρόφως ανάλογη προς την επιφάνεια του ανοίγµατος [CC,6,59], το φάσµα στο στόµα αποσβένε-
ται γρηγορότερα απ’ ότι στο άνοιγµα, σύµφωνα µε πειραµατικές µετρήσεις [59]. Υπάρχει βεβαίως 
περίπτωση τα δύο ανοίγµατα να έχουν το αυτό µέγεθος, κάτι που συµβαίνει συνήθως όταν υπάρχει 
tunning scroll στον αυλό (σχήµα 4.8). Σε τέτοιες περιπτώσεις µπορεί να αποκατασταθεί συµµετρία στο 
στάσιµο κύµα ή να µετατοπισθεί περισσότερο προς το παθητικό άκρο (που διαθέτει το tunning scroll), 
παρά προς το στόµα. Από αυτά συµπεραίνουµε ότι ελαφρές αλλαγές στη γεωµετρία των ανοιγµάτων 
µπορούν να προκαλέσουν αισθητές µεταβολές στα ακτινοβολούµενα φάσµατα.  
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Στο σχήµα 4.29 παρουσιάζονται τα φάσµατα των ανοιγµάτων σε έναν αυλό διαπασών [59]. Παρα-
τηρούµε ότι για την 5η αρµονική το b διάγραµµα παρουσιάζει κοιλιά (ελαχιστοποίηση). Τέτοιες κοιλιές 
µπορούν να ρυθµιστούν από τις µετατροπές που θα κάνει ο ρυθµιστής (voicer) του αυλού, o οποίος 
τελικά µπορεί να καθορίσει και τη µορφή του ακτινοβολούµενου φάσµατος.         
 
 

 
Εικόνα 4.29 

Φάσµα σταθερής κατάστασης από έναν αυλό διαπασών, a) στο ανοικτό παθητικό άκρο και b) στην περιοχή του 
στόµατος (στο άνω χείλος). 

 

 
6) Ανωµαλίες στο υψήσυχνο µέρος του φάσµατος 
 

Όσο µετακινούµαστε δεξιότερα στο φάσµα του σχήµατος 4.23 παρατηρούµε όλο και µεγαλύτερη 
αναρχία στην κατανοµή των αρµονικών. Αυτό το φαινόµενο οφείλεται κατά κύριο λόγο στη διέγερση 
των εγκάρσιων τρόπων του ακουστικού σωλήνα. Είδαµε στο κεφ. 7 του µέρους Ι ότι όσο οι δύο δια-
στάσεις ενός σωλήνα είναι πολύ µικρότερες τις τρίτης, τότε αυτός διατηρεί τις ιδιότητες του ακουστι-
κού σωλήνα, όπου µόνον επίπεδα κύµατα υφίστανται. Καθώς όµως κάποια ή και οι δύο διατάσεις µε-
γαλώνουν, ο σωλήνας µεταπίπτει βαθµιαία στις ιδιότητες του κυµατοδηγού, όπου δηµιουργούνται κύ-
µατα και άλλων κατευθύνσεων. Στην πραγµατικότητα, κάθε ακουστικός σωλήνας ενός αυλού περι-
γράφεται από ένα κατώφλι συχνοτήτων, πάνω από το οποίο εµφανίζονται ακτινικοί και αζιµουθιακοί 
εγκάρσιοι τρόποι, όπως και συνδυασµοί τους [AA,PP,AAA]. Το κατώφλι αυτό καλείται συχνότητα 
αποκοπής (cut-off frequency) και χρησιµοποιείται ευρέως ο τύπος [59]: 

 

200
f

d
=                                                                       (4.2) 
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όπου d είναι η (ισοδύναµη) διάµετρος του ακουστικού σωλήνα και f η συχνότητα αποκοπής. Συνήθως 
οι διεγέρσεις των εγκάρσιων τρόπων είναι εµφανείς στο φάσµα στα διαστήµατα µεταξύ των αρµονι-
κών. Στο σχήµα 4.23 ο πρώτος εγκάρσιος τρόπος αντιστοιχεί σε συχνότητα περίπου 4600 Hz. Οι 
εγκάρσιοι τρόποι διεγείρονται κατά κύριο λόγο από την υψήσυχνη περιοχή του θορύβου, από τους 
edge tones (επόµενο κεφάλαιο) και γενικότερα από διαταραχές στη ροή της αέριας δέσµης. 

Γενικά το τοίχωµα του ακουστικού σωλήνα δεν µπορεί να ακτινοβολήσει άµεσα ήχο. Ωστόσο, 
υπάρχει µία γραµµική σύζευξη µεταξύ της αέριας στήλης και του τοιχώµατος του σωλήνα στους ορθο-
γωνικούς αυλούς, αλλά και στους κυλινδρικούς, όταν η διατοµή τους δεν είναι απόλυτα κυκλική, αλλά 
ελαφρά ελλειπτική [59]. Σε αυτή την περίπτωση οι ταλαντώσεις του τοιχώµατος µπορούν να επηρεά-
σουν τον ακτινοβολούµενο από τα ανοίγµατα ήχο.  
 
 

7)  Αιχµηρές, µη αρµονικές καµπύλες στο υψήσυχνο µέρος του φάσµατος 
 

Το χαρακτηριστικό αυτό είναι ιδιαίτερα εµφανές στους µεταλλικούς αυλούς, στα δύο πρώτα stops, 
όπως φαίνεται στη σχήµα 4.30.  
 

 
Εικόνα 4.30 

 
 

Αυτές οι συνιστώσες δίνουν ένα ιδιαίτερο µεταλλικό χαρακτήρα στους αυλούς διαπασών. Κάποιοι 
ερευνητές συνδέουν αυτές τις κορυφές µε τις ταλαντώσεις του τοιχώµατος, αλλά πρόσφατες µελέτες 
δείχνουν ότι το φαινόµενο προέρχεται από τη διέγερση των υψηλών κανονικών τρόπων από τις υψηλές 
συνιστώσες του edge tone. Το χαρακτηριστικό αυτό µπορεί να µειωθεί µε εγκοπές (nicking) ή ρυθµί-
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ζοντας τον edge tone. Παρόµοιες µη αρµονικές κορυφές εµφανίζονται όταν µειωθεί δυναµικά η πίεση 
πνοής. 
 
 

8) Υποαρµονικές συνιστώσες στο µέσον µεταξύ των αρµονικών συνιστωσών 
 

Οι κορυφές που εµφανίζονται ακριβώς στο µέσον µεταξύ των αρµονικών συνιστωσών ενδέχεται 
να προκαλούνται από µία ισχυρή µη γραµµική σύζευξη µεταξύ του ηχητικού κύµατος και των δονή-
σεων του τοιχώµατος [59]. Το τοίχωµα, αν θεωρήσουµε ότι ταλαντώνεται, λαµβάνει περιοδικά ελλει-
πτική µορφή αποκλίνοντας από την κυκλική. Καθώς η επιφάνεια µίας έλλειψης είναι πάντα µικρότερη 
από αυτή του κύκλου ίδιας περιφέρειας η διατοµή του σωλήνα θα συντονίζεται στη διπλάσια συχνό-
τητα.  
 
 

Σύνοψη 
 

Η παραπάνω επισκόπηση των βασικών ιδιοτήτων του φάσµατος ενός αυλού, µας δίνει µία πολύ 
καλή ιδέα για πως συµπεριφέρεται το όργανο αυτό και που πρέπει να στρέψουµε τις µελέτες µας στα 
επόµενα, για να κατανοήσουµε τους µηχανισµούς λειτουργίας του. Στο πειραµατικό µέρος, πολλά από 
αυτά τα στοιχεία θα εµφανιστούν, δίχως όµως να µας εκπλήξουν, καθώς οι ερµηνεία τους βασίζεται 
στις προηγούµενες παραγράφους.   
 
 

4.11  Υπολογισµός των κανονικών τρόπων ταλάντωσης 
 

O Verge  [ΕΕΕ,81] προτείνει την ακόλουθη διαδικασία για τον προσδιορισµό των συχνοτήτων συ-
ντονισµού ενός αυλού, που όπως έχει αναλυθεί δεν βρίσκονται σε καθαρή αρµονική σχέση µεταξύ 
τους, αλλά σε ελαφριά διεύρυνση (harmonic stretching). Για να υπολογίσει κανείς µε ακρίβεια τις συ-
χνότητες των τρόπων χρειάζεται να γνωρίζει την ακριβή µεταβολή της διόρθωσης µήκους στα ανοίγ-
µατα (στόµα και παθητικό άκρο) µε τη συχνότητα. Στο κεφάλαιο 7 του µέρους Ι χρησιµοποιήσαµε µία 
σχέση σταθερής διόρθωσης µήκους στο παθητικό άκρο η οποία είναι βεβαίως προτιµότερη από τη 
σχέση (7.61) αλλά δεν συµπεριλαµβάνει την αρµονική διεύρυνση. Και στη µέθοδο του Verge η διόρ-
θωση µήκους είναι σταθερή, όµως τα αποτελέσµατα φαίνεται να συµφωνούν αρκετά καλά µε τις πει-
ραµατικές µετρήσεις [81].  

Κατ’ αρχήν θεωρούµε δύο βασικές διορθώσεις µήκους, στο παθητικό άκρο και στο στόµα. Η 
ολική διόρθωση µήκους του στόµατος 

m
δ  περιλαµβάνει τρεις επί µέρους όρους:  

Τη διόρθωση 
c

δ  στο άνοιγµα του στόµατος,  

τη διόρθωση 
e

δ  λόγω τυχόν ύπαρξης αυτιών (ears) γύρω απ’ το στόµα και 

τη διόρθωση 
r

δ  λόγω φαινοµένων αδρανείας της ροής στην περιοχή του στόµατος.  

Κατά συνέπεια για το στόµα του αυλού µπορούµε να γράψουµε: 
 

m c e r
δ δ δ δ≈ + +                                                              (4.3) 

 
Έστω ότι ο συντονιστής του αυλού είναι τετραγωνικής διατοµής πλευράς H. Αν η απόσταση µε-

ταξύ flue σχισµής και άνω χείλους (labium) είναι W, τότε κατά την έκφραση των Morse και Ingard 
[QQ], η διόρθωση στο άνοιγµα του στόµατος είναι: 
 

4 1 1
ln tan cot

2 4 2 4
c

W W
W

H H

π π
δ

π
 = + 
 

                                              (4.4) 

 
Όταν το ύψος των αυτιών είναι 

e
l και οριοθετούν µία περιοχή ίση µε το άνοιγµα του στόµατος, τότε 

προκύπτει µία διόρθωση ίση µε: 
0

0

tan
m e

e

p

S k l

S k
δ =                                                    (4.5) 

όπου 

m
S WH=                                                        (4.6) 
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η επιφάνεια του στόµατος και 
2

p
S H=   ή   2

p p
S rπ=                                                        (4.7) 

 
η διατοµή του συντονιστή, όπου 

p
r  την ακτίνα ενός κύκλου µε επιφάνεια ίση µε τη διατοµή 

p
S  

(ισοδύναµη ακτίνα). 0 0/k cω=  είναι ο κυµατικός αριθµός, µε 0c  την ταχύτητα του ήχου στον αέρα.  

Η διόρθωση λόγω φαινοµένων αδρανείας µπορεί να προσδιοριστεί από τον τύπο: 
 

0

0

tan 0,82 p

m

r

p

S
k

S

S k

π
δ

 
 
 
 =                                            (4.8) 

 
Στο ανοικτό άκρο τώρα του συντονιστή πρέπει να προσθέσουµε µία διόρθωση µήκους 

p
δ  ίση µε: 

 

0,60 p

p

S
δ

π
=        (για unflanged ακουστικό σωλήνα)                             (4.9) 

 

0,82 p

p

S
δ

π
=        (για flanged ακουστικό σωλήνα)                             (4.10) 

 
Το µήκος του ακουστικού σωλήνα, η διόρθωση µήκους του, η ολική διόρθωση µήκους του στόµα-

τος και ο κυµατικός αριθµός συνδέονται µεταξύ τους µε τη σχέση χαµηλόσυχνης προσέγγισης (low 
frequency approximation) [EEE,81]: 

 

0 0tan ( )
p

p p m

m

S
k L k

S
δ δ + = −                                         (4.12) 

 
Ο µοναδικός άγνωστός στην παραπάνω σχέση είναι ο κυµατικός αριθµός, τον οποίο άπαξ και γνωρί-
ζουµε, ξέρουµε και τη (γωνιακή) συχνότητα. Η ισότητα επαληθεύεται για άπειρες συχνότητες, που 
αντιστοιχούν στους κανονικούς τρόπους ταλάντωσης του ακουστικού σωλήνα – συντονιστή του αυ-
λού.  

Ευθεία αναλυτική λύση δεν υπάρχει και πρέπει να καταφύγουµε σε επαναληπτική διαδικασία για 
τον υπολογισµό των συχνοτήτων. Είναι βολικό να περάσουµε τα δύο µέλη της σχέσης σε ένα loop 
κώδικα και να τα υπολογίζουµε ξεχωριστά αρχίζοντας από µία ελάχιστη συχνότητα, µε µικρό συχνο-
τικό βήµα, µέχρι µία επιθυµητή µέγιστη τιµή. Σε εκείνες τις τιµές συχνότητας που τα δύο µέλη είναι 
περίπου ίσα, θα έχουµε και τους κανονικούς τρόπους. Μία συνθήκη ισότητας σε κάθε επανάληψη του 
βρόγχου είναι αρκετή για να µας καθορίσει τη συχνότητα επαλήθευσης της σχέσης (4.12). 

Στο πειραµατικό µέρος (Mέρος ΙV) χρησιµοποιούµε ένα τέτοιο πρόγραµµα γραµµένο σε Fortran.  
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5 
Ο µηχανισµός διέγερσης στα Air-Jet πνευστά 

 
 
 

 
5.1  Μορφή και κίνηση της δέσµης 
 

Ο G. Paal και οι συνεργάτες του [63] πραγµατοποίησαν πειράµατα για την οπτικοποίηση της ροής 
της δέσµης του αέρα (flow visualization) µέσα στον αυλό. Η οπτικοποίηση αυτή είναι απ’ τις πιο πρό-
σφατες (2006), αλλά παρόµοιες εργασίες έγιναν πολλές στο παρελθόν. Του Brown [16] το 1935, του 
Verge [EEE] το 1995 και του Yoshikawa [85] το 1998. είναι κάποιες απ’ τις επιτυχηµένες φωτογραφι-
κές µελέτες, που µας οδηγούν σε ασφαλή συµπεράσµατα για τον πολύπλοκο µηχανισµό αλληλεπίδρα-
σης της δέσµης µε τον ακουστικό σωλήνα (συντονιστή). Τα πειράµατα του Paal έγιναν σε έναν τυπικό 
οργανίσιο αυλό (organ flue pipe), τόσο για ανοικτό, όσο και για κλειστό άκρο. Ο εξοπλισµός φαίνεται 
στο σχήµα 6.1. Η δέσµη προέρχεται από αέριο CO2 για να µπορεί να διακρίνεται απ’ τον υπόλοιπο 
αέρα του αυλού.        

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Για την ώρα µας ενδιαφέρει να έχουµε µία εικόνα για τη µόνιµη κατάσταση λειτουργίας του αυλού 
και όχι για τη µεταβατική. Στο σχήµα 6.2 φαίνονται τα αποτελέσµατα της µελέτης του Paal για ανοικτό 
(a) και για κλειστό (b) αυλό αντιστοίχως, σε διάφορα κλάσµατα µίας περιόδου. 

Ο Verge ορίζει τα air-jet πνευστά ως ακουστικά συστήµατα που παράγουν ήχο από τη σύζευξη µε-
ταξύ µίας υδροδυναµικά ασταθής ροής και ενός συντονισµένου ακουστικού πεδίου σε ένα σωλήνα 
[ΕΕΕ]. Η ύπαρξη ενός σταθερού ακουστικού πεδίου µέσα στο σωλήνα είναι µία γενικότερη παραδοχή 
και του Coltman [18] και του Fletcher [32]. Ουσιαστικά πρόκειται για ένα πεδίο πιέσεων. Η δέσµη που 

Σχήµα 5.1 

Η διάταξη του Paal για την οπτικοποίηση της δέσµης µέσα στον αυλό [63]. 
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εκτοξεύεται απ’ τη σχισµή και προσκρούει 
στο απέναντι χείλος είναι εξαιρετικά λεπτή 
και αυτό την καθιστά πολύ ευαίσθητη σε 
εξωτερικές επιδράσεις. Ο Rayleigh [UU] 
πρώτος έδειξε ότι µία οποιαδήποτε λεπτή 
δέσµη αερίου όταν εισβάλει σε χώρο ιδίου 
σταθερού περιβάλλοντος αερίου, αυτοµά-
τως γίνεται αρκετά ασταθής, ώστε να εν-
θαρρύνεται η γένεση απειροστών διαταρα-
χών που ενισχύονται κατά µήκος της και 
µεγαλώνουν βαθµιαία. Ουσιαστικά, ο πε-
ριβάλλον αέρας κάτω απ’ το στόµα του 
αυλού καλείται ακουστικό πεδίο. Ο Brown 
[16] έδειξε ότι η αλληλεπίδραση δέσµης 
και ακουστικού πεδίου ξεκινά σχεδόν 
αποκλειστικά στο σηµείο στο οποίο η δέ-
σµη εγκαταλείπει τη σχισµή. Οι δηµιουρ-
γούµενες διαταραχές  διαδίδονται µε κα-
τεύθυνση ίδια µε αυτή της δέσµης, αλλά µε 
ταχύτητα σηµαντικά µικρότερη [16]. Κατά 
τον Coltman [18], η βαθµιαία ενίσχυση 
των διαταραχών αναγκάζει τον άξονα της 
δέσµης να πάρει ηµιτονοειδή µορφή 
(σχήµα 5.2). Έτσι ο Fletcher [39,42] 
προτείνει να χωρίσουµε τα αποτελέσµατα 
της επίδρασης του ακουστικού πεδίου 
πάνω στη δέσµη σε δύο κατηγορίες: 
1) ∆ηµιουργία διαταραχών τυρβώδους 
φύσεως ή όπως χαρακτηριστικά αναφέρει 
«κιρσογενείς (varicose)» διαταραχές, που 
µεταβάλλουν κυρίως το πάχος της. 
2) Ηµιτονοειδής µεταβολή (διαταραχή) 
της κατεύθυνσης της δέσµης, που έχει ως 
αποτέλεσµα την εκτροπή απ’ την πορεία 
της (σχήµα 5.3).  

Ο Nederveen [RR] παροµοιάζει τη 
δέσµη µε µία γραµµή από κολυµβητές (ο 
ένας πίσω απ’ τον άλλο), που απ΄ τη µια 
προσπαθούν να διασχίσουν κάθετα τον πο-
ταµό, αλλά απ’ την άλλη το ρεύµα τους 
παρασύρει απ’ την κατεύθυνσή τους. Ο 
Rayleigh [UU] έδειξε ότι αν δεχτούµε ένα 
προφίλ ταχύτητας σαν κωνικό καπέλο 
(top-hat velocity profile), ταχύτητα δέσµης 
V και πάχος σχισµής 2b, η φασική 
ταχύτητα µίας διαταραχής λαµβάνει δύο 
συνιστώσες: 
 

sin
1 coth

uous

V
u

kb
=

+
             (5.1) 

                                              

var cos
1 tanh

i e

V
u

kb
=

+
             (5.2)                                                             

 

Όπου k
u

ω
=  είναι ο κυµατικός αριθµός 

της διαταραχής. Το πλάτος της διαταραχής αυξάνει εκθετικά ως exp xµ , όπου ο παράγων αύξησης µ 

είναι σχεδόν ίσος µε τον κυµατικό αριθµό k, ώστε να αυξάνεται χωρίς όριο στις υψηλές συχνότητες: 
 

Σχήµα 5.2 

a: ανοικτός αυλός, b: κλειστός αυλός 
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1/ 2(coth )k kbµ =                                                                (5.3) 

 
Απ’ τις σχέσεις (5.1) και (5.2), παρατηρούµε ότι αν η συχνότητα είναι χαµηλή, ώστε το µήκος κύµατος 
µίας διαταραχής στη δέσµη να είναι πολύ µεγαλύτερο απ’ το b, δηλαδή 1kb≪  ή 0kb → , τότε 

sin 0
uous

u kbV≈ → ,  var cosi e
u V→  και 

1/ 2
k

b
µ  =  

 
. Όταν όµως η συχνότητα γίνεται αρκετά υψηλή, τότε 

bλ ≪ , δηλαδή 1kb > , ώστε και οι δύο ταχύτητες πλησιάζουν την τιµή V/2, ενώ 
2

k
V

ω
µ ≈ ≈ , όπως 

αναφέρθηκε. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Η δέσµη στην πραγµατικότητα προσεγγίζει περισσότερο µία «καµπανοειδή (bell-shaped)» µορφή 
παρά ένα κωνικό καπέλο (top-hat) [42,62], όπως είχε θεωρήσει ο Rayleigh. O Bickley [15] το 1937 
ανακάλυψε το προφίλ ταχύτητας µίας επίπεδης δέσµης, καθώς εισβάλλει σε ένα συνεκτικό ρευστό, 

προτείνοντας τη µαθηµατική bell-shaped µορφή: 2sec
y

V h
b

 
 
 

. Σύµφωνα µε τον Nolle [62], η χωρική 

ανάλυση των Mattingly και Criminale [55] το 1971 έδωσε µία ακριβέστερη περιγραφή της bell-shaped 
δέσµης, από ότι η προηγηθείσα το 1962, χρονική ανάλυση των Drazin και Howard [24].   
Στο σχήµα 5.4 φαίνεται η συµπεριφορά της κυµατικής (φασικής) ταχύτητας και του παράγοντα αύξη-
σης για µία ηµιτονοειδή διαταραχή. Ο υπολογισµός έγινε απ’ τον Nolle [62] για bell-shaped προφίλ: 

2sec
y

V h
b

 
 
 

, µε y την απόσταση απ’ τον άξονα της δέσµης. Η αδιάστατη συχνότητα (scaled fre-

quency) είναι 2π φορές ο αριθµός Strouhal 
b

f b
St

u

⋅
= .  

 

 
Σχήµα 5.4 

Ακουστικό πεδίο 

Ροή δέσµης 

Σχήµα 5.3 
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Από τη µορφή της καµπύλης µb, παρατηρούµε ότι ο παράγων αύξησης µηδενίζεται για 1,33kb > , 

που σηµαίνει ότι παύει τότε να αυξάνεται η κυµατική διαταραχή στη δέσµη. Επίσης, ο παράγων 
αύξησης γίνεται µέγιστος για 0.3kb = . Συνεπώς, διαταραχές µε µήκος κύµατος µικρότερο από το 
ολικό πλάτος (άνοιγµα) της δέσµης εξασθενούν. Η κυµατική (φασική) ταχύτητα, απ’ την άλλη, 
αυξάνεται γραµµικά, καθώς αυξάνεται η συχνότητα, µεταξύ των τιµών 0, 4 0,6V V− . Στην πράξη, για 
µικρές διαταραχές, η δέσµη συµπεριφέρεται όπως παραπάνω. Όταν όµως το πλάτος των διαταραχών 
γίνεται µεγαλύτερο από το ολικό πλάτος της δέσµης, δηµιουργείται µία τάση για σχηµατισµό δινών 
και γένεση µίας οδού στροβίλων (vortex street) [42].  
 
 

5.2  Ακουστικές πηγές 
 

Προτού συνεχίσουµε στην ανάλυση της συµπεριφοράς της δέσµης στα air-jet πνευστά, είναι 
χρήσιµο να ξεκαθαρίσουµε µερικά πράγµατα για τις πηγές παραγωγής ήχου.  

Οι ακουστικές πηγές µπορούν να χωρισθούν σε µονόπολα, δίπολα, τετράπολα ή πηγές 
περισσότερων πόλων. Μία τέτοια πηγή είναι ουσιαστικά ένας διεγερτικός µηχανισµός του ρευστού 
που την περιβάλλει, ώστε να το θέσει σε περιοδική κίνηση µε συχνότητα εντός του εύρους της 
ακουστικής. Μία απλή µονοπολική πηγή παριστάνεται από µία σφαίρα µε ακτίνα που µεγαλώνει και 
µικραίνει περιοδικά. Η αυξοµείωση του όγκου της σφαίρας ωθεί και έλκει κατ’ ακολουθία το 
περιβάλλον ρευστό.  Όταν η πηγή είναι δίπολο, τότε σε πρώτη φάση ο ένας πόλος (σφαίρα) ωθεί, ενώ 
ο άλλος έλκει το ρευστό, ενώ σε δεύτερη φάση οι ρόλοι αλλάζουν και ο πόλος που ωθούσε, έλκει, ενώ 
ο πόλος που είλκυε, ωθεί. Επεκτείνοντας αυτή τη συµπεριφορά για δύο πόλους που ωθούν και δύο που 
έλκουν ρευστό εναλλάξ, παίρνουµε ένα τετράπολο.  Αυτά  φαίνονται στον πίνακα 5.1, όπου η ώθηση 
συµβολίζεται µε +, ενώ η έλξη µε -. Στον πίνακα αυτόν δίνεται και η τάξη µεγέθους της 
ακτινοβολούµενης ισχύος, όπου ρ η πυκνότητα του ρευστού, L το χαρακτηριστικό µήκος, U η 
ταχύτητα του ρευστού και a η ταχύτητα του ήχου. 
 
 

Μονοπολική πηγή 
 

Ένα σηµείο που µπορεί να δηµιουργεί σφαιρικά ηχητικά κύµατα καλείται µονόπολο ή µονοπολική 
πηγή (monopole source). Τέτοια πηγή µπορεί να θεωρηθεί και µία παλλόµενη σφαίρα όταν η ακτίνα 
της είναι µικρή σε σχέση µε το µήκος κύµατος του ήχου που παράγει. Καθώς το κύµα ακτινοβολείται 
οµοιόµορφα γύρω από τη σφαίρα, η κυµατική εξίσωση (2.47) του 2ου Κεφαλαίου του Ι Μέρους, όταν 
γραφεί για σφαιρικές συντεταγµένες, θα είναι ανεξάρτητη των γωνιών φ και θ, εξαρτώµενη µονάχα 
από την ακτίνα r. Άρα, το κύµα θα υπακούει στην εξίσωση: 

 
2 2

2

2 2 2 2

1 1 2p p p p
r

r r r rc t r r

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = = + ∂ ∂ ∂∂ ∂ 
                                            (5.4) 

 
Ένας δρόµος για να περιγράψουµε τη συµπεριφορά µίας µονοπολικής πηγής είναι µε την εξίσωση 
αυτή. Ο άλλος είναι µε τη χρήση του δυναµικού ταχύτητας (Κεφ. 2, Μέρος Ι). Η κυµατική εξίσωση για 
το δυναµικό σε σφαιρικές συντεταγµένες είναι [ΑΑΑ]:  
 

2 2

2 2 2

( ) 1 ( )r r

r c t

∂ Φ ∂ Φ
=

∂ ∂
                                                          (5.5) 

 
µε λύση: 
 

1 2

1 1
( ) ( )f ct r f ct r

r r
Φ = − + +                                                   (5.6) 

 
Ο πρώτος όρος αντιπροσωπεύει ένα οδεύον κύµα που αποµακρύνεται απ’ το κέντρο της πηγής κατά τη 
θετική κατεύθυνση r. Ο δεύτερος όρος αντιπροσωπεύει ένα κύµα που συγκλίνει στο κέντρο της πηγής 
κατά την αρνητική κατεύθυνση r. Επειδή όµως ενδιαφερόµαστε κυρίως για κύµατα που 
αποµακρύνονται από την πηγή, επικεντρωνόµαστε στον πρώτο όρο της λύσης, ώστε: 
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Πίνακας 5.1 

Τρία βασικά είδη ακουστικών πηγών [Y]. 
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µε v ct r= −  και 
1 f

f
c t

∂
′ =

∂
.  Η σηµειακή ταχύτητα είναι: 

 

 
2

1 1 1
par

p
u f f pdt

r r c rr ρ ρ
∂Φ
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∂ ∫                                        (5.9) 

 
Η λύση της κυµατικής εξίσωσης (5.4) ή (5.5) για αρµονικές ταλαντώσεις δίνεται από την έκφραση 
[ΑΑΑ]: 

[ ] [ ]exp ( ) exp ( )A jk r ct A jk r ct
p

r r

′− +
= +
�

                                      (5.10) 

 
Όπου k ο κυµατικός αριθµός. Επειδή µας ενδιαφέρουν τα κύµατα που αποκλίνουν, η λύση γίνεται: 
 

[ ]exp ( )A jk r ct
p

r

−
=
�

                                                       (5.11) 

 
Λόγω τώρα της εξίσωσης (2.62), προκύπτει για το διάνυσµα της σηµειακής ταχύτητας: 
 

[ ] [ ]2

1 1
exp ( ) 1 exp ( )par

j p jA jk A
u jk r ct jk r ct
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           (5.12) 
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Όταν το µονόπολο δηµιουργεί µία απλή αρµονική ροή αέρα που δίνεται από την έκφραση 

0( ) exp( )Q t Q j tω= −
�

, µε 0Q  την ένταση της πηγής [PP], τότε: 

 

0

4

kQ
A j cρ

π
=
�

                                                               (5.13) 

 
ώστε η ακουστική πίεση σε απόσταση r από τη πηγή θα είναι: 
 

[ ]0 exp ( )
4

p j Q jk r ct
r

ρ
ω

π
= −
�

                                                (5.14) 

 
Η ένταση και η ισχύς που θα ακτινοβολούνται από την πηγή δίνονται από τις σχέσεις [PP]: 
 

2 2
0

28

f Q
I

cr

ρ
=    και   
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f Q
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Το στόµα και το παθητικό άκρο ενός αυλού µπορεί να θεωρηθεί ως σηµειακή (µονοπολική) πηγή. 

Αν η µέση ταχύτητα σε κάθε ένα από αυτά τα ανοίγµατα είναι 0 exp( 2 )U jftπ−  και η διατοµή του 

σωλήνα  S, τότε η ένταση θα είναι: 0U S  και η ακτινοβολούµενη ισχύς 2 2 2
0 / 2S f U cπρ  [PP]. 

 
 

∆ιπολική πηγή 
 

Όταν δύο όµοιες µονοπολικές πηγές, η µία θετική και η άλλη αρνητική, βρίσκονται η µία δίπλα 
στην άλλη, τότε η συνολική ακουστική πίεση σε ένα σηµείο που απέχει r+  από τη θετική και r−  από 

την αρνητική πηγή, δίνεται από τη σχέση: 
 

exp( ) exp( )jkr jkr
p P

r r
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                                              (5.15) 

όπου 0

4

jk cQ
P

ρ
π

=
�

 και 0Q  η ένταση των πηγών, που πέρα απ’ το πρόσηµο θεωρούνται ίδιες.   

 
 

5.3  Η συµπεριφορά της δέσµης στα air-jet πνευστά 
 

Παρά τη µεγάλη πολυπλοκότητα του φαινοµένου, µπορούµε να επιτύχουµε µία αρκετά 
ικανοποιητική κατανόηση του ρόλου που έχει η αέρια δέσµη στα πνευστά, µε χρήση της θεωρίας 

µικρών πλατών (small-amplitude theory), που αναπτύχθηκε σταδιακά από τους Coltman [18], Elder 
[25] και Fletcher [30,32,36] και της θεωρίας των περιορισµένων δεσµών (Theory of confined jets) που 
αναπτύχθηκε από τις ερευνητικές οµάδες των Verge [ΕΕΕ] και Fabre [27]. Στην πρώτη θεωρία, οι 
στροβιλισµοί, όταν υπάρχουν (µεγάλοι αριθµοί Reynolds), ενσωµατώνονται στις ενεργειακές 
απώλειες, ενώ στη δεύτερη προσέγγιση, στην οποία η ροή της δέσµης αναµιγνύεται µε την κύρια ροή 
εντός του οργάνου, λαµβάνονται ξεχωριστά και οι επιδράσεις απ’ τους στροβίλους.   

Από τα δύο είδη διαταραχών που υφίσταται η δέσµη (κιρσογενείς και ηµιτονοειδείς), 
σηµαντικότερο ρόλο στα συµβατικά air-jet πνευστά (Κεφ. 4, Μέρος ΙΙ) παίζουν οι ηµιτονοειδείς. Απ’ 
την άλλη, σε διατάξεις που παράγουν ήχο µε αεροδυναµικό σφύριγµα (aerodynamic whistle), 
υφίστανται µόνο οι κιρσογενείς διαταραχές [17,48,50]. Όταν σφυρίζουµε µε το στόµα, τότε µία δέσµη 
αέρα δηµιουργείται απ’ το πίσω µέρος της στοµατικής κοιλότητας και περνά µέσα απ’ τα χείλη µας, 
που σχηµατίζουν άνοιγµα (orifice), προς τα έξω. Καθώς αποχωρίζεται ένα µέρος του αέρα 
(οριοθετούµενο απ’ τη δέσµη) από τον υπόλοιπο του στόµατος, δηµιουργούνται στροβιλισµοί που 
αλληλεπιδρούν µε τον υπόλοιπο στατικό αέρα. Οι εµφανιζόµενες δίνες συντονίζουν τους τρόπους της 
κοιλότητας (cavity) του στόµατος, που προσεγγίζει ένα δοχείο Helmholtz. Η συχνότητα του 
παραγόµενου ήχου καθορίζεται εποµένως από τη γεωµετρία του στόµατος. Καθώς όµως η δέσµη 
περνά ανάµεσα σε δύο ανοίγµατα (της στοµατικής κοιλότητας και των χειλιών), τόσο η γεωµετρία του 
στόµατος, όσο και η πίεση εκτόξευσης της δέσµης πρέπει να ρυθµίζονται ώστε να χωράει περίπου 
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µισό µήκος κύµατος διαταραχής ανάµεσα στα δύο αυτά ανοίγµατα. Το παραγόµενο ηχητικό φάσµα 
είναι αρµονικά φτωχό, ώστε να έχουµε έναν αµιγή θεµέλιο τόνο και η έντασή του είναι συνήθως 
χαµηλή [L].  

Σε όλα τα υπόλοιπα συστήµατα που παράγουν ήχο υπό την επίδραση δέσµης αέρα, η διαταραχή 
που έχει πρωτεύοντα ρόλο είναι η ηµιτονοειδής, η οποία και εκτρέπει τη δέσµη έξω και µέσα από το 
πάνω χείλος (labium), εναλλακτικά, µε συχνότητα ίση µε αυτή του ακουστικού πεδίου [Verge, EEE].  
 
 

Edge tone και pipe tone   
 

Αν µία λεπτή δέσµη αέρα προσκρούσει σε ένα αιχµηρό άκρο (wedge), δίχως να υπάρχει σωλήνας, 
θα δηµιουργηθούν και πάλι ηµιτονοειδείς διαταραχές στη δέσµη (σχήµα 5.5), ώστε να σχηµατιστεί 
ένας αναδραστικός µηχανισµός απευθείας από το αιχµηρό άκρο στη δέσµη στο σηµείο εκποµπής της 
(σχισµή). Θα παραχθεί µε αυτόν τον τρόπο ένας ήχος σχετικά ασθενής, που καλείται edge tone 
[Powell, 68]. Το συχνοτικό περιεχόµενο του ήχου αυτού είναι υψηλό και συνεχίζει να υπάρχει σε κάθε 
πνευστό, ως ανεπιθύµητο ηχητικό παράσιτο.  

Όταν πλέον το αιχµηρό άκρο είναι τµήµα του ακουστικού σωλήνα (κοινά air-jet πνευστά), η 
κίνηση της δέσµης γύρω απ΄ το χείλος παρέχει ενέργεια στο ακουστικό πεδίο το οποίο µε τη σειρά του 
βοηθά τη δέσµη να διατηρήσει την κίνησή της. Η ενέργεια τελικά συσσωρεύεται σε στάσιµα κύµατα, 
που ανταποκρίνονται στις συχνότητες συντονισµού του ακουστικού σωλήνα. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα 
την ταλάντωση του συστήµατος στις συγκεκριµένες συχνότητες [EEE]. Ο παραγόµενος τότε ήχος έχει 
µεγάλο επίπεδο έντασης και καλείται pipe tone. Είναι ο κύριος ήχος στα air-jet πνευστά. 

Το σύστηµα της δέσµης που προσκρούει στο άκρο (wedge) δίχως την επίδραση ακουστικού 
πεδίου από κάποιον σωλήνα, είναι µία διπολική ακουστική πηγή [Y], όπως φαίνεται στο σχήµα 5.6. O 
Verge, όπως θα δούµε στο ΙΙΙ Μέρος της εργασίας, χρησιµοποιεί αυτή την ιδιότητα στην αριθµητική 
του µοντελοποίηση για τη διέγερσης ενός τυπικού αυλού.  
 
 

5.4 Αλληλεπίδραση δέσµης - ακουστικού πεδίου  
 

Ο τρόπος µε τον οποίο το ακουστικό πεδίο κάτω απ’ το στόµα του αυλού επιδρά µε τη δέσµη και 
αντίστροφα, δεν είναι για την ώρα πλήρως γνωστός. Μέχρι τώρα έχουν προταθεί διάφοροι µηχανισµοί, 
µε επικρατέστερο αυτόν του Fletcher [30], που χρησιµοποίησε την αρχή της «αρνητικής µετατόπισης 
(negative displacement)». Ο µηχανισµός υποστηρίχθηκε σε µεγάλο βαθµό αργότερα και απ’ τα πειρά-
µατα του Nolle [62]. Στον µηχανισµό αυτό, το ακουστικό πεδίο θεωρείται ως ροή αέρα που 
µετατοπίζει (εκτρέπει) κατά τα γνωστά τον πυρήνα της δέσµης, αλλά αδυνατεί να µετατοπίσει τη 
δέσµη ακριβώς στο σηµείο που εγκαταλείπει τη σχισµή (flue exit).  
 

 
Σχήµα 5.5 

Το edge-tone φαινόµενο. Η δέσµη που εκτοξεύεται από τη σχισµή πάχους d διαχωρίζεται και ταλαντώνεται υπό 
την επίδραση του απέναντι αιχµηρού άκρου (wedge), που βρίσκεται σε απόσταση h από τη flue σχισµή και έχει 

οξύτητα α [V]. 
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Αυτή η επιβεβαιωµένη απ’ τις οπτικοποιήσεις, κατά τα άλλα, παρατήρηση µπορεί θεωρητικά να 
αντιπροσωπευθεί µε µία αρνητική µετατόπιση που επιβάλλεται αµέσως µετά τη σχισµή µε πλάτος ίσο 
µε την ακουστική µετατόπιση στη ροή του συντονιστή (ακουστικού σωλήνα), ώστε το µέρος αυτό της 
δέσµης να παραµένει στατικό. Η αρνητική αυτή µετατόπιση διαδίδεται τότε κατά µήκος της δέσµης, 
προς το άνω χείλος (labium) και ενισχύεται από τους µηχανισµούς αστάθειάς της, που περιγράφηκαν 

προηγουµένως [42]. Αν η ταχύτητα της ακουστικής ροής µετά τη σχισµή είναι ( )exp j tυ ω , τότε 

προκαλείται µία εκτροπή στη δέσµη της µορφής: 
 

( , ) exp( ) cosh
j x

y x t j t x j t
u

υ
ω µ ω

ω
   = − − −   

   
                                  (5.16) 

 
όπου u είναι, κατά τα γνωστά, η φασική ταχύτητα των διαταραχών στη δέσµη (διαφορετική απ’ την 
ταχύτητα του ήχου) και µ ο παράγων αύξησης ή ενίσχυσης.  

Η ενίσχυση δίνει στη δέσµη περισσότερο µία υπερβολική παρά µία εκθετική µορφή, ώστε η γωνία 
ανάµεσα στη δέσµη και την οριζόντιο να είναι µηδέν ακριβώς µετά τη σχισµή. Η έκφραση (5.16) δίνει 
τη δυνατότητα υπολογισµού της φασικής συσχέτισης µεταξύ της ακουστικής ροής εντός του συντονι-
στή και της εκτροπής της δέσµης γύρω απ’ το άνω χείλος. Η ακουστική ροή πλέον έχει να κάνει µε τα 
στάσιµα κύµατα που ενεργοποιούνται και συντονίζουν τις ιδιοσυχνότητες. Καθώς η δέσµη κινείται 
περιοδικά έξω και µέσα από το άνω χείλος, συµβάλλει µε δύο τρόπους στην ακουστική ροή 
[18,25,27,30,32]:  
1) Όταν στη δέσµη δηµιουργούνται στροβιλισµοί, η τυρβοειδής αυτή κατάσταση οδηγεί σε επιβρά-
δυνσή της και µεταφέρεται ταλαντούµενη ορµή στη ροή εντός του σωλήνα. 
2) Επειδή το στόµα του αυλού εισάγει µία διόρθωση µήκους, υπάρχει επίσης µία ακουστική πίεση, 
την οποία θα πρέπει να αντιµετωπίσει η ροή όγκου της δέσµης, εξαρτώµενη ξανά από τη σχετική 
φάση. 

 
Σχήµα 5.6 

Η κίνηση της δέσµης γύρω από το αιχµηρό άκρο µπορεί να παρασταθεί ως µία διπολική πηγή, ώστε εναλλάξ να 
προστίθεται και να αφαιρείται ρευστό απ’ το πάνω και απ’ το κάτω µέρος του άκρου. 
 
 

5.5  Σύζευξη δέσµης – συντονιστή. Jet-drive µηχανισµός 
 

Έχουµε ήδη µία εικόνα για το πως µετασχηµατίζεται η ασταθής δέσµη υπό την επίδραση του 
ακουστικού πεδίου. Πρέπει τώρα να κατανοήσουµε τον τρόπο µε τον οποίο η δέσµη δρα ως 
διεγείρουσα δύναµη στο συντονιστή (ακουστικό σωλήνα). Το πρόβληµα είναι αρκετά σύνθετο και οι 
ακουστικολόγοι µέχρι σήµερα έχουν καταλήξει σε συµπεράσµατα µε αρκετές απλουστευτικές 
παραδοχές. Πρώτοι ασχολήθηκαν µε το θέµα οι Helmholtz, Rayleigh [UU], Cremer και Ising [23]και 
Coltman [18]. Οι παρατηρήσεις των παραπάνω, πειραµατικές και θεωρητικές, έπασχαν σε κάποια 
σηµεία και οδήγησαν στη σηµαντική δηµοσίευση του Elder το 1973 [25], που αναλύει σε 
ικανοποιητικό βαθµό την αλληλεπίδραση δέσµης-συντονιστή. Ακόµα όµως και η προσέγγιση του 
Elder περιορίζεται στην ακραία περίπτωση µίας δέσµης που η ταχύτητα µεταβάλλεται, αλλά η διατοµή 
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της παραµένει σταθερή. Στην πραγµατικότητα όµως σχεδόν πάντα µεταβάλλονται και η ταχύτητα και 
η διατοµή.  

Η γενική προσέγγιση του θέµατος ήρθε απ’ τον Fletcher το 1976 που παγίωσε τον µηχανισµό jet-

drive [30] για την περιγραφή της σύζευξης. Βεβαίως, θα δούµε ότι προτάθηκαν έκτοτε και άλλοι 
µηχανισµοί πιο ακριβείς. Ωστόσο, οι θεωρίες του Fletcher βοηθούν πολύ στην αρχική κατανόηση των 
φαινοµένων, γι’ αυτό και παραθέτονται εδώ. Υπογραµµίζεται ότι οι θεωρίες αυτές βασίζονται στο 
πεδίο της συχνότητας, σε αντίθεση µε του Verge (EEE, Μέρος ΙΙΙ), που βασίζονται στο πεδίο του 
χρόνου. 

Είναι σαφές ότι η δέσµη είναι µία πηγή χαµηλής εµπέδησης, αφού όταν δεν υπάρχει ροή αέρα 
προς τον ακουστικό σωλήνα, το στόµα του είναι πλήρως ανοιχτό. Το στόµα τώρα εισάγει µία 
διόρθωση µήκους στο σωλήνα και έχει µία µικρή αλλά µη µηδενική εµπέδηση. 
 

 

Εξισώσεις διατήρησης  
 

Αρχικά θεωρούµε [25] µία δέσµη µε σταθερή διατοµή 
j

S και ταχύτητα (όγκου) 
j

U , που 

αλληλεπιδρά αφενός µε το στόµα του αυλού, η διατοµή 
m

S  του οποίου θεωρείται το άνοιγµα του 

συντονιστή, κάτω απ’ το άνω χείλος, αφετέρου µε τον συντονιστή, διατοµής 
p

S . Θεωρούµε ταχύτητες 

όγκου στις διατοµές του στόµατος και του συντονιστή 
m

U  και 
p

U  αντίστοιχα (σχήµα 5.7). Η 

ταχύτητα όγκου (volume velocity) είναι [RR] η ολοκλήρωση της σηµειακής ταχύτητας ενός ρευστού 
καθ’ όλη την επιφάνεια της διατοµής. Η δέσµη µεταφέρει ορµή στο ρευστό του σωλήνα σε µία 
περιοχή ανάµιξης, µήκους ∆x. Λαµβάνουµε τώρα την απλουστευτική παραδοχή ότι τα τοιχώµατα του 
σωλήνα δεν ασκούν αξονικές (διατµητικές) δυνάµεις στο ρευστό. Αυτό οδηγεί στην απαραίτητη 
συνθήκη: 

p m j
S S S= +                                                                   (5.17) 

 
Καθώς οι ογκικές ταχύτητες στο στόµα και στο σωλήνα θεωρούνται οµοιόµορφα διεσπαρµένες 

στις αντίστοιχες διατοµές. Η διατοµή 
j

S  της δέσµης βλέπει και την ταχύτητα 
j

U  και την 
m

U . 

Σύµφωνα µε το σχήµα 5.6, µπορούµε να γράψουµε την εξίσωση συνέχειας, θεωρώντας ότι το µήκος 
ανάµιξης ∆x είναι πολύ µικρότερο του µήκους κύµατος στον ακουστικό σωλήνα: 
 

( )
p p m m j m J

S U S U S U U= + +                                                    (5.18) 

 
 
 

 
Σχήµα 5.7 

 
 

Η εξίσωση διατήρησης ορµής, όπως διατυπώθηκε απ’ τον Elder [25] είναι: 
 

( ) ( ) ( )2 21 1 2j m

jp mp p m j jp jp m mp mp j m mp jp

dU dU
x A A p p U A A U A A U U A A

dt dt
ρ ρ ρ ρ

 
∆ + + − = − + − − 

 
    (5.19) 
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όπου j

jp

p

S
A

S
=  και m

mp

p

S
A

S
= , ρ η πυκνότητα του αέρα και 

p
p , 

m
p  οι πιέσεις στις επιφάνειες P και M 

αντίστοιχα. 
Αφού τώρα η πραγµατική δέσµη έχει µεταβλητή ταχύτητα 

j
U  και διατοµή 

j
S , η σχέση (5.19) 

µετασχηµατίζεται έπειτα από πράξεις [Fletcher, 30] στην: 
 

( ) ( ) 21p

p m jp jp j

dU
x p p A A U

dt
ρ ρ

 
∆ + − = − 

 
                                        (5.20) 

 
Σύµφωνα µε τον Elder [25], οι πιέσεις 

p
p , 

m
p  και οι ταχύτητες  

p
U , 

m
U , 

j
U  µπορούν να αναλυθούν 

σε συνιστώσες Fourier στις συχνότητες nω . Οι σχέσεις µεταξύ τους µπορούν να γραφούν µε φασηδεί-
κτες ως εξής: 
 

0
1

m m mn mn p

n

p p Z U S
=

= −∑
� �

                                                        (5.21) 

 

0
1

p p pn pn p

n

p p Z U S
=

′= +∑
� �

                                                      (5.22) 

όπου: 
 

[ ]exp ( )
mn mn mn

U U j n tω φ= +
�

 

exp ( )pn pn pn jn jp mn mpU U j n t U A U Aω φ = + = + 
� � �

 

exp ( )
jn

jn jn jn

j

Q
U U j n t

S
ω φ = = + 

�
,     

jn
Q  η ροή της δέσµης.                                                         (5.23) 

 

mn
Z
�

 και 
pn

Z ′
�

 είναι οι εµπεδήσεις στη n αρµονική, υπολογιζόµενες στον άξονα του σωλήνα, κοιτώντας 

προς τα έξω απ’ τον όγκο ελέγχου (σχήµα 5.6).  
Ο Fletcher [30] στη συνέχεια, για να περιορίσει τη γενικότητα της εξίσωσης (5.20), πηγαίνει προς 

το άλλο άκρο από αυτό του Elder, δηλαδή να έχουµε µία δέσµη της οποίας µεταβάλλεται η διατοµή 
j

S  

και η ταχύτητα 
j

U  παραµένει σταθερή. Εξάλλου, έχουµε καταλήξει ότι σηµαντικότερο ρόλο παίζει η 

κίνηση της δέσµης, δηλαδή η µεταβολή της διατοµής της κάτω από το χείλος (σχήµα 5.6), παρά η αλ-
λαγή της ταχύτητας, για τη διέγερση του σωλήνα [32]. Μάλιστα, αν το προφίλ της ταχύτητας είχε 
µορφή top-hat, σε έναν πραγµατικό αυλό, τότε η ακραία αυτή περίπτωση θα ήταν πλήρως ρεαλιστική 
[30]. Τέλος, επειδή τα αποτελέσµατα δεν διαφέρουν σηµαντικά για τις δύο ακραίες περιπτώσεις, κατα-
λαβαίνουµε ότι για την πραγµατική λειτουργία, θα βρισκόµαστε κάπου ενδιάµεσα.  

Ερχόµαστε τώρα σε έναν τυπικό οργανίσιο αυλό. Ισχύει σχεδόν πάντα 1
jp

A ≪ . ∆ηλαδή µία 

εξαιρετικά λεπτή δέσµη εισβάλει σε έναν φαρδύ σωλήνα. Παρατηρώντας την εξίσωση (5.20), το δεξί 
µέλος εµφανίζει µεγάλη µη-γραµµικότητα για 1

jp
A ≪ , που είναι εντονότερη µε τη µεταβολή της 

j
U , 

παρά µε τη µεταβολή της 
j

S  (ήτοι της 
jp

A ). Το µέγεθος της µη γραµµικότητας είναι περίπου ίδιο και 

στις δύο ακραίες περιπτώσεις (σταθερό 
j

S  ή σταθερό 
j

U ) αν 0.5
jp

A ≃ . Κατά συνέπεια, ο Fletcher µε 

τις παραπάνω παραδοχές, περιορίζει σηµαντικά τη µη γραµµικότητα, που προέκυπτε από τις 
παραδοχές του Elder [25]. 
 

 

Εξισώσεις σύζευξης 
 

Μπορούµε τώρα να εισάγουµε της σχέσεις (5.18), (5.21) και (5.22) στην εξίσωση (5.20), για να 
καταλήξουµε σε µία εξίσωση για την ακουστική ροή εντός του σωλήνα, που προκαλείται από την 

κίνηση της δέσµης. Η ακουστική ροή στο σωλήνα είναι 
pn pn p

Q U S=
� �

 σε µία αρµονική n. Η 
j

U  είναι 

σταθερή και η 
jp

A  αναπτύσσεται σε µία σειρά από συνιστώσες Fourier 
jpn

A
�

[30]. Η ακουστική ροή 

στο σωλήνα µπορεί τότε να γραφεί ως: 
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( ) ( ) ( )pn pn pn pn
Q Q Q Q

Ι ΙΙ ΙΙΙ
= + +

� � � �
                                               (5.24) 

 
όπου: 
 

       ( ) mn

pn p j jpn

pn mn

Z
Q S U A

Z ZΙ
=

+

�
� �

� �                                                                                                     (5.25) 

 

       ( )
2
j

pn jpn

pn mn

U
Q A

Z Z

ρ
ΙΙ

=
+

� �
� �                                                                                                            (5.26) 

 

( )
2

( )

j

pn jpn jp n n

npn mn

U
Q A A

Z Z

ρ
′ ′−ΙΙΙ

′

= −
+

∑
� � �

� �                                                                                       (5.27) 

 

Προσοχή. Εδώ η 
pn

Z
�

 δεν έχει τόνο όπως στην (5.22) και είναι η εµπέδηση του σωλήνα υπολογιζόµενη 

από το επίπεδο M και όχι απ’ το P: 
 

pn pn

p

x
Z Z j n

S
ρ ω

∆
= +

� �
                                                         (5.28) 

 
 Οι τρεις όροι της (5.24) περιγράφουν ροές προκαλούµενες από διαφορετικές αιτίες: 

• Ο πρώτος όρος ( )pn
Q

Ι

�
είναι µία ροή προκαλούµενη από την επίδραση της ταχύτητας, όπως 

περιγράφεται από τους Cremer και Ising [23]. 

• Ο δεύτερος όρος ( )pn
Q

ΙΙ

�
είναι µία ροή προκαλούµενη απ’ την ταλάντωση της πίεσης, όπως 

περιγράφεται απ’ τον Coltman [18]. 

• Ο τρίτος όρος ( )pn
Q

ΙΙΙ

�
 είναι µία ροή που συµπυκνώνει εξ’ ολοκλήρου την µη γραµµικότητα της 

σύζευξης, σε αντίθεση µε τους δύο προηγούµενους που είναι καθαρά γραµµικοί . 
Όταν η (σταθερή) ταχύτητα της δέσµης γίνεται µεγάλη και η διατοµή της, όσο και αν 

µεταβάλλεται  µέσα στο σωλήνα, παραµένει µικρή, τότε ο τρίτος, µη γραµµικός όρος τείνει να 
µηδενιστεί. Αφού στην πράξη, πράγµατι η δέσµη κινείται µε µεγάλη ταχύτητα (20-50 m/s) και είναι 
και πολύ λεπτή, µπορούµε χωρίς µεγάλο σφάλµα να παραλείψουµε τον τρίτο όρο. 

Σύµφωνα µε τον Elder [25], η εµπέδηση του στόµατος, στη θεµελιώδη (γωνιακή) συχνότητα 
συντονισµού ω είναι κατά προσέγγιση: 
 

( )m

p

L
Z

S
ω ρω

∆�
≃                                                            (5.29) 

 
όπου ∆L είναι η διόρθωση µήκους στο στόµα του ακουστικού σωλήνα. Προφανώς, για τη n αρµονική 
ισχύει: 
 

( )mn

p

L
Z n n

S
ω ρ ω

∆�
≃                                                         (5.30) 

 
Ο λόγος τώρα των δύο πρώτων όρων της (5.24) είναι:  

 

( )
( )

pn

j ppn

Q L
n

U SQ
ωΙ

ΙΙ

∆
�

≃�                                                         (5.31) 

  
Η τιµή του στην πράξη δεν απέχει πολύ απ’ τη µονάδα. 
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Μπορούµε τώρα να ξαναγράψουµε τη ροή όγκου εντός του συντονιστή: 
 

( ) ( )pn pn pn
Q Q Q

Ι ΙΙ
+

� � �
≃                                                        (5.32) 

 
Οι όροι I και ΙΙ µπορούν να γραφούν: 
 

( ) mn

pn j

pn mn

Z
Q Q

Z ZΙ
=

+

�
�

� �      και      ( ) j j

pn

ppn mn

U Q
Q

SZ Z

ρ
ΙΙ

=
+

�
� �                            (5.33) 

 
και το διάνυσµα της εµπέδησης του στόµατος: 

 

nm

p

L
Z j n

S
ρ ω

∆�
≃                                                            (5.34) 

 
Αθροίζοντας διανυσµατικά τις εµπεδήσεις σωλήνα και στόµατος παίρνουµε: 
 

sn pn mn
Z Z Z= +
� � �

                                                            (5.35) 

 
Με αντικατάσταση των (5.33), (5.34) και (5.35) στην (5.32), παραλείποντας το n, υπονοώντας την 

κάθε συχνότητα, καταλήγουµε στη βασική σχέση που συνδέει τη ροή της δέσµης µε την προκύπτουσα 
ακουστική ροή στον ακουστικό σωλήνα: 
 

( )j j

p

p s

U j L Q
Q

S Z

ρ ω+ ∆�
�≃                                                       (5.36) 

 
ή 

( )
j

s p j

p

U j L
Z Q Q

S

ρ ω+ ∆��
≃                                                     (5.37) 

 
∆ιασπάµε τώρα τους όρους του αριθµητή και αναγράφουµε τη σχέση: 

 

j j j

s p

p p

U Q j LQ
Z Q

S S

ρ ρω∆
+

��
≃                                                (5.38) 

 
Οι εξισώσεις (5.37) και (5.38) δίνουν τη διεγείρουσα δύναµη (πίεση) του συντονιστή, η οποία συνί-
σταται από δύο µορφές: 
 

• Ο όρος j j

p

U Q

S

ρ
 γράφεται 

2
j j

p

U S

S

ρ
 και εκφράζει τη διέγερση του σωλήνα, οδηγούµενη από τη µετα-

βολή της πίεσης, καθώς η δέσµη εισέρχεται στον ακουστικό σωλήνα, κατ’ αντιστοιχία µε το δεύτερο 
όρο της σχέσης (5.24). 

• Ο όρος j

p

j LQ

S

ρω∆
 γράφεται j

j

p

S
j LU

S
ρω∆  και εκφράζει τη διέγερση του σωλήνα, οδηγούµενη από 

την ταχύτητα, κατ’ αντιστοιχία µε τον πρώτο όρο της σχέσης (5.24). 
   

Για έναν τυπικό αυλό ισχύει 
j

L Uω∆ ≫ , που σηµαίνει ότι ο όρος της ταχύτητας (φανταστικό 

µέρος) κυριαρχεί του όρου της πίεσης (πραγµατικό µέρος). Έτσι, από την (5.37) γίνεται φανερό ότι η 
διεγείρουσα δύναµη προπορεύεται της ροής της δέσµης 

j
Q κατά φάση 90ο ή π/2. Από την (5.36) τώρα 

βλέπουµε ότι η ακουστική ροή 
p

Q
�

 γίνεται µέγιστη όταν η σειριακή εµπέδηση 
s

Z
�

 είναι ελάχιστη. Αυτό 

επαληθεύει πλήρως της παρατήρηση της ενότητας 3.6 (Μέρος ΙΙ), ότι τα air-jet πνευστά ηχούν στις 
ιδιοσυχνότητες που η εµπέδηση ελαχιστοποιείται και µεγιστοποιείται η αγωγιµότητα. 
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Η ακουστική ροή στο φλάουτο 
 

Αν θέλουµε να έχουµε µία έκφραση για την ακουστική ροή στο εγκάρσιο φλάουτο, µπορούµε να 
µετατρέψουµε τη σχέση (5.36), λαµβάνοντας υπ’ όψη ότι η δέσµη εισβάλει στο σωλήνα όχι 
παράλληλα µε τον άξονα του, αλλά µε γωνία που για ιδανικά εγκάρσιο φλάουτο είναι 90ο. ∆ηλαδή η 
σχέση (5.36) µπορεί να γραφτεί [40]: 

( cos )j j

p

p s

U j L Q
Q

S Z

ρ θ ω+ ∆�
�≃                                                     (5.39) 

 
όπου για θ=90ο ο πρώτος όρος του αριθµητή απαλείφεται.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Η δέσµη στην πραγµατικότητα ποτέ δεν εισέρχεται τελείως εγκάρσια στον σωλήνα, γιατί ο λαιµός 
κάτω από την οπή του στοµίου και το πάχος των τοιχωµάτων οδηγεί µέρος της δέσµης να ακολουθήσει 
την καµπύλη των τοιχωµάτων. Έτσι, ένας µέσος όρος ανάµεσα στις σχέσεις (5.36) και (5.39) φαίνεται 
να είναι πιο ρεαλιστικός [40].  
 
 

5.6  Η εµπέδηση της δέσµης 
 

Ο Coltman [18] πρώτος εκτέλεσε µία σειρά µετρήσεων της ακουστικής εµπέδησης 
j

Z
�

 της αέριας 

δέσµης (air jet impedance) στο φλάουτο. Οι µετρήσεις έγιναν στο στόµα του οργάνου, απ’ την πλευρά 
του ακουστικού σωλήνα και προς τα έξω. Ο Coltman προσπάθησε να βρει τη συσχέτιση µεταξύ αυτής 
της εµπέδησης και της πίεσης που δηµιουργεί τη δέσµη, δηλαδή της πίεσης πνοής (blowing pressure). 
Οι καµπύλες στις οποίες κατέληξε είχαν µορφή σαν το σπιράλ του σχήµατος 5.8. Οι αριθµοί πάνω 
στην καµπύλη δηλώνουν την πίεση. Εξετάζοντας την εµπέδηση µαθηµατικά, η µορφή της είναι 

j
Z R jX= +
�

 και το σπιράλ προκύπτει απλά από την περιστροφή του µιγαδικού διανύσµατος περί το 

κέντρο των αξόνων, και µε µεταβαλλόµενο µέτρο. Αν τώρα µία ακουστική ροή 
p

Q  εντός του σωλήνα 

αναγκάσει τη δέσµη να παράγει µια ακουστική πίεση p , τότε η εµπέδηση της δέσµης θα δίνεται απ’ 

τον τύπο: 

j

p

p
Z

Q

−
=

�
                                                                  (5.40) 

 
Η ακουστική ισχύς που δηµιουργείται λόγω της δράσης της πίεσης της δέσµης θα είναι 

( )2 Re
p j

Q Z−
�

, ενώ αν 
s

Z
�

 είναι η σειριακή εµπέδηση σωλήνα – στόµατος, η διάχυση της ακουστικής 

ενέργειας θα είναι ( )2 Re
p s

Q Z
�

. Κατά συνέπεια η συνθήκη για να έχουµε ταλαντώσεις που δεν 

εξασθενούν µε το χρόνο, αλλά απεναντίας αυξάνονται ή µένουν σταθερές, πρέπει να πληρείται η 
συνθήκη: 

( )Re 0
j s

Z Z+ ≤
� �

                                                            (5.41) 

Καθώς ( ) ( )Re Re 0
s p m

Z Z Z= + >
� � �

, θα πρέπει απαραιτήτως ( )Re 0
j

Z <
�

. ∆ηλαδή θα πρέπει το 

µιγαδικό διάνυσµα να κείτεται επί του αριστερού ηµιµορίου. 
Για να έχουµε τώρα σταθερούς συντονισµούς στο σύστηµα διεγέρτη-ακουστικού σωλήνα, θα 

πρέπει απλά: 

( )Re 0
j s

Z Z+ =
� �

                                                            (5.42) 

θ 

Κάτοψη του εγκάρσιου φλάουτου 

κατεύθυνση δέσµης 

Άξονας 
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Κάτι ο οποίο πετυχαίνεται από τα φαινόµενα µη γραµµικότητας στην εµπέδηση 
j

Z
�

, που ολοένα 

µειώνεται καθώς η ακουστική ροή 
p

Q  αυξάνεται. Επειδή όµως η ακουστική ροή πρέπει να είναι συνε-

χής καθ’ όλο του µήκος του συστήµατος, ισχύει και η ακόλουθη συνθήκη: 
 

( )Im 0
j s

Z Z+ =
� �

                                                            (5.43) 

που σηµαίνει ότι αν η 
j

Z
�

 έχει επαγωγική συµπεριφορά, δηλ. ( )Im 0
j

Z >
�

, τότε ( )Im 0
s

Z <
�

. 

Ενθυµούµενοι όµως τη σχέση (3.1), 

( )tanp

c
Z j k jk l

A

ρ
′≈ −  

�
                                                       (3.1) 

 

 
Σχήµα 5.8  

Η εµπέδηση της δέσµης  

 
 

µπορούµε αντί για 
p

Z
�

 να 

θεωρήσουµε τη 
s

Z
�

 και στο 

µήκος l να συµπεριλάβουµε 
και τη διόρθωση. Από απλή 
εποπτεία της (3.1), βλέπουµε 
ότι η συχνότητα µε την 
οποία θα ηχεί το σύστηµα 
διεγέρτη-ακουστικού σω-
λήνα θα είναι χαµηλότερη 
απ’ τη συχνότητα συντονι-
σµού του απλού ακουστικού 

σωλήνα, όταν η 
j

Z
�

 είναι 

επαγωγική. Στην αντίθετη 

περίπτωση που ( )Im 0
j

Z <
�

, 

δηλ. όταν η 
j

Z
�

 εµφανίζει 

χωρική συµπεριφορά, η 
ακουόµενη συχνότητα θα 
είναι υψηλότερη από τη συ-
χνότητα συντονισµού.   Πα-
ρόµοια καµπύλη µε αυτή του 
σχήµατος 5.8 µέτρησε ο 

Fletcher [28] για την εµπέδηση της δέσµης στον αυλό, όπως εικονίζεται στο σχήµα 5.9.  

Σχήµα 5.9 

Το σπιράλ της εµπέδησης της δέσµης σε έναν αυλό όπως µετρήθηκε 
πειραµατικά απ’ τον Fletcher [28]. 
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5.7  Η µη γραµµικότητα 
 

Η µέχρι τώρα ανάλυση, έτσι όπως απλοποιήθηκε κατά τον jet-drive µηχανισµό, είναι πλήρως 
γραµµική. Έχει µεγάλη σηµασία τώρα να δούµε που οφείλεται η µη γραµµικότητα, η οποία κυβερνά 
τον διεγέρτη. Αναφέρθηκε ήδη ότι το bell-shaped προφίλ της ταχύτητας της δέσµης περιγράφεται από 
µία σχέση της µορφής:  

2
0( ) sec

j

y
U y V h

b

 =  
 

                                                       (5.44) 

 
όπου 0V  είναι η κεντρική ταχύτητα, y η απόσταση απ’ το αξονικό επίπεδο και b το µισό του ολικού 

πάχους της δέσµης κάθε στιγµή. ∆ηλαδή καθώς η δέσµη εκτοξεύεται απ’ τη σχισµή και διαχέεται, η 

0V  µειώνεται και το τρέχον πάχος αυξάνεται. Στην πραγµατικότητα η σχέση (5.44) αναφέρεται σε 

συνθήκες στρωτής ροής (µικροί αριθµοί 
Reynolds). Στους πραγµατικούς αυλούς 
η ροή συνήθως είναι οµογενώς στροβι-
λώδης. Κατά τον Fletcher όµως [39] η 
συµπεριφορά των τυρβωδών δεσµών 
είναι παρόµοια µε τις στρωτές, όσον 
αφορά την επίδρασή τους στον αυλό. 
Επίσης η έκφραση (5.44) διαθέτει µα-
θηµατική απλότητα. Στο σχήµα 5.10 
φαίνεται η γραφική παράσταση της 
συνάρτησης (5.44) που είναι µία 
κλασσική Gauss κατανοµή. Θεωρούµε 
ότι η σχισµή βρίσκεται στην κορυφή 
του διαγράµµατος και η δέσµη 
κατευθύνεται προς τα κάτω. Στη θέση 
ισορροπίας της δέσµης το άνω χείλος 
του αυλού δεν βρίσκεται ακριβώς στο 
επίπεδο y, αλλά κόβει τη δέσµη σε µία 
απόσταση 0y  απ’ τον άξονα, που 

καλείται σηµείο offset (σηµείο 
µετατόπισης). Η ροή της δέσµης που 

εισέρχεται στον ακουστικό σωλήνα, όταν η εκτροπή (jet deflection) είναι y, δίνεται συνεπώς απ’ το 
ολοκλήρωµα [42]: 

 
0 2 0

0 0( ) sec tanh 1
y y

j

y yy
Q y W V h dy WbV

b b

+

−∞

 +   = = +    
    

∫                        (5.45) 

 
Η γραφική παράσταση της έκφρασης (5.45) φαίνεται στο σχήµα 5.11. Καθώς η δέσµη 

παλινδροµεί, µπορεί να βρίσκεται από πλήρως έξω µέχρι πλήρως µέσα από το άνω χείλος (labium). 
Λόγω όµως της bell-shaped µορφής της, η ροή, κατά τη µετάβαση της δέσµης από τη µία ακραία θέση 
στην άλλη, συνεχίζει να εισβάλει στον ακουστικό σωλήνα µε τον µη γραµµικό τρόπο του σχήµατος 
5.11. Η µη γραµµικότητα λοιπόν του διεγέρτη οφείλεται κατά κύριο λόγο σε αυτό το φαινόµενο, το 
οποίο ο Fletcher καλεί saturation (κορεσµό).    

Υποθέτουµε τώρα µία απλή ηµιτονοειδή (εγκάρσια) εκτροπή της δέσµης µε συχνότητα ω και 
πλάτους α. Τότε η σχέση (5.45) µπορεί να γραφεί [38]: 
 

0 sin 2 0
0 0

sin
( ) sec tanh 1

y a t

j

y a ty
Q t W V h dy WbV

b b

ω ω+

−∞

 +   = = +    
    

∫                (5.46) 

 
Η ροή βέβαια δεν είναι ηµιτονοειδής, αλλά περιέχει αρµονικές nω µε πλάτη: 
 

2 /

0

sin
( )

cosn
U U t n t dt

π ωω
ω

π

 
= ⋅ 

 
∫                                                 (5.47) 

 

Σχήµα 5.10 

To προφίλ ταχύτητας της δέσµης 
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Σχήµα 5.11 

Γραφική παράσταση της ροής της δέσµης εντός του ακουστικού σωλήνα, σχέση (5.46). 
 
 

όπου το ηµίτονο χρησιµοποιείται 
για τις περιττές και το συνηµίτονο 
για τις άρτιες αρµονικές. Θεωρούµε 
ότι το πλάτος α της µετατόπισης 
της δέσµης στο άνω χείλος δεν δια-
φέρει πολύ από το µισό πάχος b σε 
αυτό ακριβώς το σηµείο, δηλαδή 

/ 1a b ∼ . Η σχέση (5.47) µπορεί 
τώρα να αναπτυχθεί σε σειρά Fou-
rier για να έχουµε µία εικόνα για το 
φάσµα της διέγερσης [38]. Το απο-
τέλεσµα όπως υπολογίστηκε απ’ 
τον Fletcher φαίνεται εποπτικά στο 
σχήµα 5.12 για τις τέσσερις πρώτες 
αρµονικές τις δέσµης [39]. Η από-
σταση offset είναι σε µονάδες b. 
Και τα επίπεδα πιέσεων των αρµο-
νικών παρουσιάζονται ως προς την 
θεµέλιο.  

Αν 0 0y = , ώστε η κίνηση της 

δέσµης να είναι συµµετρική γύρω 
απ’ το χείλος, βρίσκουµε ότι 
ενεργοποιούνται µόνον οι περιττές 
αρµονικές . Καθώς η απόσταση του 
σηµείου offset αυξάνεται, αρχικά 
όλες οι αρµονικές ενεργοποιούνται, 
αλλά έπειτα, σε συγκεκριµένα off-
set εξαφανίζονται και συγκεκριµέ-
νες αρµονικές. Για παράδειγµα 

[42], όταν 0 1,1y b= , εξαφανίζεται η 3ω αρµονική, ενώ όταν 0 1,7y b= , εξαφανίζεται η 4ω αρµονική. 

Οι θεωρητικές αυτές διαπιστώσεις επαληθεύονται και πειραµατικά [37]. Πρόσφατα ο Coltman δηµοσί-

y0 

Σχήµα 5.12 

Οι δηµιουργούµενες από τη δέσµη αρµονικές ως συνάρτηση του 
σηµείου offset  
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ευσε µία υπολογιστική µοντελοποίηση για το αρµονικό φάσµα δέσµης αποκλειστικά στο φλάουτο 
[22]. Είναι κατανοητό, ότι η ρύθµιση της κατεύθυνσης της δέσµης αποτελεί ένα σηµαντικό στάδιο τoυ 
voicing ενός αυλού, όπως επίσης και µία καθοριστική παράµετρο εκτέλεσης στο φλάουτο. 

Η µεγάλη αλήθεια είναι ότι αρµονικές ενός φθόγγου δεν γεννιούνται µέσα στον ακουστικό 
σωλήνα αλλά στο διεγέρτη, µε τον παραπάνω εξαιρετικά µη γραµµικό τρόπο. Ο ακουστικός σωλήνας 
απλά ενισχύει τις παραγόµενες αρµονικές. Και µάλιστα όταν το άκρο του είναι κλειστό, δεν ενισχύει 
καν τις άρτιες αρµονικές. Αλλά όπως είπαµε, λόγω του αναδραστικού µηχανισµού, ο διεγέρτης, µε την 
επίδραση του ακουστικού πεδίου του σωλήνα παράγει τις αρµονικές (!). Όπως θα δούµε, ο µηχανισµός 
του ακουστικού σωλήνα που «κλειδώνει» τις διεγειρόµενες συχνότητες σε αυστηρή αρµονική σχέση  
καλείται mode locking.    
 
 

5.8  Ο αναδραστικός µηχανισµός δέσµης 
 

Ο Verge παρουσίασε ένα διάγραµµα για το µηχανισµό διέγερσης δέσµης [ΕΕΕ], µε φιλοσοφία 
παρόµοια µε αυτή του Fletcher (Κεφ. 3, Μέρος ΙΙ), του οποίου το αντίστοιχο διάγραµµα αναφέρεται σε 
όλο το σύστηµα του οργάνου. Στο διάγραµµα (σχήµα 5.13), η δέσµη συνδέεται µε τις ακουστικές 
ιδιότητες του σωλήνα µέσω ενός υδροδυναµικού αναδραστικού µηχανισµού (hydrodynamic feedback). 
∆ηµιουργείται έτσι ένας βρόγχος (loop). Για να υπάρξουν συντονισµοί διαρκείας στο όργανο, θα 
πρέπει να υφίσταται µία διαφορά φάσης µεταξύ δέσµης και σωλήνα, που να είναι ακέραιο 
πολλαπλάσιο του 2π. Όταν πληρείται η προϋπόθεση, το σύστηµα καλείται αυτοταλαντούµενο (auto-
oscillate).  
 

 

Τόνος ακουστικού σωλήνα (pipe tone) 
 

Όταν η ακουστική ανάδραση του σωλήνα κυριαρχεί, τότε ο παραγόµενος ήχος προέρχεται στο 
µεγαλύτερο ποσοστό απ’ τον ακουστικό σωλήνα, ώστε δηµιουργείται ο pipe tone.  
 
 

Edge tone 
 

Όταν η ανάδραση του σωλήνα είναι ασήµαντη, όπως συµβαίνει στη µεταβατική κατάσταση ή όταν  
οι ταλαντώσεις του σωλήνα αποσβένονται ή όταν δεν υπάρχει καν σωλήνας, παρά µόνο το χείλος, τότε 
οι ταλαντώσεις της δέσµης ελέγχονται απευθείας απ’ την υδροδυναµική ανάδραση, ως αποτέλεσµα της 
αλληλεπίδρασης της δέσµης µε το χείλος. Τότε παράγεται ο edge tone.  

Το πρώτο στοιχείο του βρόγχου είναι το υποσύστηµα της δέσµης. Πρέπει να ληφθούν υπ’ όψη η 
ενίσχυση των διαταραχών κατά µήκος της δέσµης και η καθυστέρηση που δηµιουργείται λόγω της 
µετάδοσης των διαταραχών αυτών. Η ταχύτητα µετάδοσης των διαταραχών εξαρτάται από την 

ταχύτητα της δέσµης. Συµβολίζουµε µε l την 
απόσταση σχισµής – χείλους, δηλαδή το 
άνοιγµα στόµατος του αυλού (σχήµα 5.14, 
κατά Verge) και µε 

j
U την ταχύτητα της 

δέσµης (ακολουθώντας το συµβολισµό του 
Fletcher). Ο χρόνος για να φτάσει ένα σω-
µατίδιο της δέσµης απ’ τη σχισµή στο χείλος 
είναι /

j
l U . Η διαφορά φάσης που εισάγεται 

από τη δέσµη είναι συνεπώς ανάλογη του 

αριθµού Strouhal 1
W

j

f l
St

U
= , της θεµελιώ-

δους συχνότητας. Σε κανονικές συνθήκες 
λειτουργίας του οργάνου, ο ήχος προέρχεται 
απ’ τον σωλήνα (pipe tone) και ο χρόνος 
διαδροµής µίας διαταραχής απ’ τη σχισµή 
στο χείλος είναι µικρότερος από την περίοδο 

του θεµελιώδους τρόπου, 1

1 1

1 2
T

f

π
ω

= = . Τότε λέµε ότι η δέσµη ταλαντώνεται στον πρώτο υδροδυνα-

Σχήµα 5.13 

Ο αναδραστικός µηχανισµός δέσµης κατά τον Verge [SS] 
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µικό τρόπο. Όταν όµως η 
ταχύτητα δέσµης είναι µικρή και 
ο λόγος /l h  αρκετά µεγάλος, 

δηλ. ( )/ 5l h > , µε h το πάχος 

της σχισµής, τότε ο χρόνος 
διαδροµής των διαταραχών 
µπορεί να είναι µεγαλύτερος απ’ 
την περίοδο. Τότε η δέσµη 
λέγεται ότι ταλαντώνεται σε έναν 
υψηλότερο υδροδυναµικό τρόπο. 

Το δεύτερο στοιχείο του 
βρόγχου είναι το χείλος. Η παλινδροµική κίνηση της δέσµης γύρω απ’ το χείλος, µεταφέρει ρευστό σε 
κάθε µεριά. Κατά τον Verge αυτή η συµπεριφορά µπορεί να αναπαρασταθεί από µία πηγή και µία 
καταβόθρα εκατέρωθεν του χείλους. Σε πρώτη προσέγγιση, η σύνθετη παλινδροµική ροή της δέσµης 
µπορεί να αντιπροσωπευθεί από ένα δίπολο τοποθετηµένο στο άκρο του χείλους, , όπως είδαµε στην 
ενότητα 5.3 για την περίπτωση χωρίς συντονιστή (edge tone φαινόµενο).   

Όπως θα δούµε, ο edge tone φαίνεται να παίζει σηµαντικό ρόλο στη µεταβατική κατάσταση ενός 
αυλού. Ο συνηθέστερος τρόπος µελέτης του edge tone είναι, όπως αναφέρθηκε µε έναν αυλό στον 
οποίο υπάρχει µονάχα το πόδι, η σχισµή και το labium. Τέτοια συστήµατα, στα οποία απουσιάζει ο 
συντονιστής, καλούνται foot models (µοντέλα ποδός). Ο ήχος που προκύπτει από ένα foot model είναι 
θορυβώδης, έχει µεταβαλλόµενο πλάτος, αλλά και σταθερό τονικό ύψος. Το συχνοτικό φάσµα ενός 
foot model παρουσιάζει όλα αυτά τα χαρακτηριστικά (σχήµα 5.15). ∆ιακρίνονται δύο ή τρεις το πολύ 
κορυφές, η οποίες δεν συνδέονται αρµονικά και µία βασική καµπύλη ευρέως συχνοτικού φάσµατος 
(broadband base line), η οποία εξασθενεί καθώς αυξάνεται η συχνότητα. Στην υψήσυχνη περιοχή 
( 10 KHzf > ) ενδεχοµένως να εµφανίζονται µέγιστα ευρείας ζώνης. Η ύπαρξη αυτών των µεγίστων 

υπονοεί ότι συγκεκριµένοι υδροδυναµικοί τρόποι ταλάντωσης πρέπει να υφίστανται στον edge tone. Οι 
κυριότερες παράµετροι του edge tone και η εξάρτησή τους από τις διαστάσεις του στόµατος και την 
πίεση µπορούν να συνοψισθούν ως ακολούθως [59]: 
a) Η εκτοξευµένη δέσµη δεν είναι στην πραγµατικότητα απόλυτα συµµετρική ως προς το κάθετο 
επίπεδο που περιλαµβάνει τη flue σχισµή, αλλά αποκλίνει ελαφρώς προς την ευθεία που ορίζει το 
επάνω µέρος της σχισµής. Η γωνία απόκλισης από την κάθετη διεύθυνση εξαρτάται από τη σχετική 
θέση του επάνω µέρους της σχισµής και τη µορφή του άκρου του labium.  
b) Όπως έχουµε δει, η δέσµη απλώνεται µε την απόσταση από τη σχισµή σε καµπανοειδή µορφή 
(saturation), αλλά η γωνία απόκλισης είναι σχετικά µικρή (3 – 5ο). 

c) Η πηγή του edge tone είναι ένα 
ακουστικό δίπολο, τοποθετηµένο ελα-
φρά πάνω από το άκρο του labium. Ο 
διπολικός χαρακτήρας µπορεί να παρα-
τηρηθεί στη χωρική κατανοµή του edge 
tone [59]. 
d) Οι κορυφές στο φάσµα του edge 
tone µετατοπίζονται δεξιότερα, δηλαδή 
αντιστοιχούν σε µεγαλύτερες συχνότη-
τες, καθώς αυξάνεται η ταχύτητα της 
δέσµης (άρα και η πίεση), κρατώντας 
σταθερή την απόσταση l  ή καθώς µειώ-
νεται η απόσταση l , κρατώντας στα-
θερή την ταχύτητα. Ακριβώς τα αντί-
στροφα ισχύουν µε µείωση της ταχύτη-
τας ή αύξηση της απόστασης l (Σχήµα 
5.16). 
e) Επίσης, οι κορυφές του φάσµατος 
µειώνονται σε µέγεθος, µε µείωση της 
ταχύτητας δέσµης και αυξάνονται, µε 
αύξησή της (σχήµα 5.16).  

f) Στις συνηθισµένες πιέσεις των organ pipes (100 – 900 Pa) δεν έχει παρατηρηθεί κάποιο άλµα ή 
υστέρηση στη θεµελιώδη συχνότητα του edge tone. 
g) Η ανάπτυξη του edge tone κατά την αρχική µεταβατική κατάσταση είναι πολύ γρηγορότερη από 
το ακουστικό σήµα του συντονιστή ενός αυλού. 

Σχήµα 5.14 

l 

Σχήµα 5.15 

Τυπικό φάσµα συχνοτήτων ενός foot model (edge tone). 
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h) Οι µεταβολές του πλάτους παράγονται κυρίως από τις ταλαντώσεις της πίεσης στο πόδι. ∆ύο 
σταθερές καταστάσεις ροής έχουν παρατηρηθεί στο πόδι και θεωρείται ότι η ροή ταλαντώνεται µε 
τυχαίο τρόπο µεταξύ αυτών των καταστάσεων, δηµιουργώντας σχετικά µεγάλες αλλαγές στην πίεση, 
στο µέρος της σχισµής [59]. Κατά συνέπεια, ο edge tone γίνεται περισσότερο σταθερός και οι κορυφές 
στο φάσµα του περισσότερο αιχµηρές, όταν η ροή ωθείται να παραµείνει µέσα σε µία επιλεγµένη κα-
τάσταση ροής.    
 
 

 
Εικόνα 5.16 

Συχνοτικό φάσµα foot model µε παράµετρο την πίεση πνοής (blowing pressure). 

 
 
Mouth tone 
 

Λόγω του χαρακτηριστικού (c) του edge tone, ο ήχος αυτός θα ακτινοβολείται απευθείας έξω από 
την περιοχή του labium. Ένα δίπολο, σύµφωνα µε την ενότητα 5.2, συνίσταται από δύο πηγές 
αντίθετης πολικότητας (φάσης). Άρα, ένα ίδιο ακουστικό σήµα µε αυτό του edge tone, µε αντίθετη 
όµως φάση, θα ακτινοβολείται εντός του ακουστικού σωλήνα, ταυτοχρόνως. Αυτή η συνιστώσα, 
ενισχυµένη από την απόκριση του συντονιστή, ξανακτινοβολείται από το στόµα. Ο edge tone και η 
συνιστώσα που µόλις αναφέρθηκε δηµιουργούν µαζί έναν ακόµη χαρακτηριστικό ήχο του αυλού, που 
καλείται mouth tone.  

Οι mouth tones µπορούν να µελετηθούν αν σε έναν αυλό εµποδίσουµε την ανάκλαση του ηχητικού 
σήµατος εντός του συντονιστή, στο παθητικό του άκρο, κάτω από το κατώφλι της ταλάντωσης. Αυτό 
το πετυχαίνουµε τοποθετώντας έναν αποσβεστήρα στο παθητικό άκρο. Ο σηµαντικός ρόλος του mouth 
tone στη µεταβατική κατάσταση του οργάνου µόλις πρόσφατα έγινε αντιληπτός απ’ τους επιστήµονες 
και πλέον µελετάται ευρέως [59]. Οι mouth tones µετρώνται µε αρκετή δυσκολία, επειδή µε την τοπο-
θέτηση του αποσβεστήρα, εκτός από την µείωση του πλάτους του ανακλώµενου κύµατος προκύπτει 
και µεταβολή στη διαφορά φάσης. Έχει διαπιστωθεί ότι το καλύτερο υλικό για απόσβεση χωρίς ανεπι-
θύµητες παρενέργειες είναι πετροβάµβακας (rockwool), χαµηλής πυκνότητας [59]. 
Το φάσµα του mouth tone είναι παρόµοιο µε το φάσµα του edge tone. Η κυριότερη διαφορά έχει να 
κάνει µε την broadband base line, η οποία λαµβάνει ελαφρώς µεγαλύτερες τιµές εξαιτίας των αποσβε-
σθέντων κανονικών τρόπων του σωλήνα (εικόνα 5.17). Η ακουστική αίσθηση είναι επίσης παρόµοια 
και γενικά µπορούµε να πούµε ότι οι δύο αυτοί τόνοι είναι του ιδίου χαρακτήρα. Ο χρόνος ανάπτυξης 
του mouth tone είναι παραπλήσιος µε αυτόν του edge tone.    
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Εικόνα 5.17 

Άνω διάγραµµα: Συχνοτικό φάσµα ενός διαπασών αυλού. Κάτω διάγραµµα: Συχνοτικό φάσµα του mouth tone του 
ίδιου αυλού (το ηχητικό κύµα εµποδίζεται να ανακλαστεί προς τα πίσω, επειδή στο παθητικό άκρο έχει τοποθετη-

θεί αποσβεστήρας). 
 
 

5.9  Ο λόγος /l h  
  

Ένα από τα χαρακτηριστικά µεγέθη ενός αυλού ή ενός air-jet πνευστού γενικότερα είναι ο λόγος 
της απόστασης σχισµής – χείλους προς το πάχος της σχισµής, που µόλις αναφέρθηκε. Η παράµετρος 
αυτή είναι πολύ σηµαντική επειδή καθορίζει την απόσταση που θα διανύσει η διαταραχή στη δέσµη 
και άρα τον υδροδυναµικό της τρόπο. Επίσης καθορίζει το λόγο επιφάνειας στόµατος προς τη διατοµή 
του σωλήνα και άρα την ακουστική ταχύτητα στο στόµα. Στους µικρούς αυλούς οι κατασκευαστές 
συνηθίζουν να δίνουν στο λόγο /l h  την τιµή 4. Όπως διαπιστώθηκε από οπτικοποιήσεις, η τιµή 4 
κρατά τη δέσµη στον πρώτο υδροδυναµικό της τρόπο και τη ροή της στρωτή µέχρι την πρόσκρουσή 
της στο χείλος. Το σχήµα 5.18 δείχνει πως µεταβάλλεται η πίεση πνοής της δέσµης µε τη συχνότητα, 
µε παράµετρο τον αριθµό Reynolds Re /

h j
U h v= , όπου v η κινηµατική συνεκτικότητα [ΕΕΕ]. Το 

διάγραµµα αντιστοιχεί στην οικογένεια της φλογέρας, αλλά µπορεί να µας δώσει µία αίσθηση και για 
τους αυλούς. Κάθε τεθλασµένη αντιστοιχεί στη συχνοτική έκταση µίας φλογέρας (βλέπε σχήµα). Οι 
συχνότητες εκφράζονται µε τη βοήθεια φθόγγων και ο φθόγγος F1 αντιστοιχεί σε 43,654 Hz δηλαδή 
σε ένα µήκος περίπου 4 m. Στο άλλο άκρο ο F4 αντιστοιχεί σε 349,23 Hz και µήκος περίπου 0,5 m. Το 
βασικό στοιχείο είναι ότι ο Reynolds αυξάνεται καθώς µετακινούµαστε σε χαµηλές συχνότητες και σε 
πιο µπάσες φλογέρες. Στους µεγάλους αυλούς του εκκλησιαστικού οργάνου, η τιµή του λόγου /l h  
µπορεί να φτάσει πάνω από 10.  
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Σχήµα 5.18 

Οι φλογέρες από αριστερά προς τα δεξιά: συνεχής γραµµή = µπάσα αναγεννησιακή, διακεκοµµένη γραµµή = τε-
νόρο αναγεννησιακή, γραµµή µε τελείες = άλτο αναγεννησιακή, διακεκοµµένη µε τελείες = άλτο µπαρόκ, έντονη 

γραµµή = σοπράνο µπαρόκ, έντονη διακεκοµµένη = σοπράνο αναγεννησιακή. 
f

p  είναι η πίεση πνοής [ΕΕΕ].   

 
 

5.10  Ο αριθµός Ising 
 

Ο H. Ising [23] εισήγαγε έναν αδιάστατο αριθµό Ι που συσχετίζει την αρχική ταχύτητα της 
δέσµης, τη θεµέλιο συχνότητα του σωλήνα, το πάχος της σχισµής και την απόσταση σχισµής – άνω 
χείλους.  

3

jU h
I

f l
=                                                                (5.48) 

 
Με χρήση της εξίσωσης Bernoulli µπορούµε να εκφράσουµε τον αριθµό Ising ως προς την πίεση: 
 

3

1 2Ph
I

f lρ
=                                                              (5.49) 

 
Είναι µία χρήσιµη σχέση για τους κατασκευαστές αυλών και οργάνων, χωρίς βέβαια να παρέχει 

εξαιρετική ακρίβεια. Για τιµή του I ίση µε 2, ο αυλός ηχεί στη θεµέλιο συχνότητα. Όταν ο I πλησιάσει 
την τιµή 3, ο αυλός υφίσταται overblowing.  

Μπορούν να γίνουν λοιπόν πρόχειροι υπολογισµοί για τη συµπεριφορά ενός αυλού όταν 
γνωρίζουµε τη συχνότητα του και την πίεση πνοής. Το σχήµα 5.19 µας βοηθά να επιλέξουµε γραφικά 
το πάχος της σχισµής και το άνοιγµα του στόµατος µε γνωστές τις δύο προηγούµενες παραµέτρους. 

Πρώτα εντοπίζουµε στο πάνω διάγραµµα το ζεύγος συχνότητας F και ταχύτητας δέσµης V (ή 
πίεσης P). Κατόπιν χαράσσουµε από αυτό το σηµείο µία γραµµή παράλληλη µε τις κεκλιµένες 
γραµµές µέχρι να τµήσουµε και το κάτω διάγραµµα. Μέσα στο κάτω διάγραµµα και πάνω στην ευθεία 
µας κείτονται όλοι οι δυνατοί συνδυασµοί D και ανοίγµατος Η για λειτουργία µε I=2.  

Πηγαίνοντας δεξιότερα ο αριθµός Ising µεγαλώνει. Πολλές φορές επιλέγεται λίγο µεγαλύτερη τιµή 
απ’ το 2 για να ενθαρρυνθούν οι υψηλότερες αρµονικές και να εµπλουτιστεί το ηχόχρωµα. Φτάνοντας 
στην τιµή 3 θα έχουµε overblowing. Όπως θα διαπιστώσουµε στο πειραµατικό µέρος της διπλωµατι-
κής, ο αριθµός Ising λειτουργεί σωστά µόνο για ένα περιορισµένο εύρος διαστάσεων.   
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Σχήµα 5.19 

 

5.11 Η µεταβατική κατάσταση στους αυλούς 
 

Κατά την έναρξη ήχησης ενός αυλού µπορούµε να αναλύσουµε τη συµπεριφορά του σε τρεις 
φάσεις [59], οι οποίες όµως δεν γίνεται να διαχωριστούν χρονικά µεταξύ τους, καθώς επικαλύπτει η 
µία την άλλη. Έτσι είναι καλύτερα να µιλούµε για τρεις συνιστώσες που ξεκινούν ταυτοχρόνως, αλλά 
εξελίσσονται µε διαφορετικούς ρυθµούς: 
 
 

1η Συνιστώσα: ο πρόδροµος ήχος (forerunner) 
 

Είναι ο ήχος που ακούγεται πρώτος. Είναι πολύ δύσκολο να περιγραφεί. Μπορεί να έχει κάποιο 
τονικό ύψος, αλλά τις περισσότερες φορές δεν µπορούµε να ισχυριστούµε κάτι τέτοιο. ∆ιάφοροι 
χαρακτηρισµοί χρησιµοποιούνται για αυτή την κατάσταση: chiff, ping, hiss, cough κλπ, που µοιάζουν 
µε τον ήχο που ακούµε. 

Παρακολουθώντας την έναρξη της µεταβατικής κατάστασης στο πεδίο του χρόνου, µπορούµε να 
εξηγήσουµε τη δηµιουργία αυτής της συνιστώσας από τις φυσικές ιδιότητες του αυλού. Έστω ότι ο 
αυλός είναι προσαρµοσµένος στη σκακιέρα ενός pipe organ (κεφ. 4). Όταν η αντίστοιχη βαλβίδα 
ανοίγει, η πίεση στο πόδι του αυξάνεται απότοµα και µία δέσµη αέρα σχηµατίζεται στην flue σχισµή 
λόγω της διαφοράς πίεσης µεταξύ ποδός και στόµατος. Καθώς η δέσµη εκτοξεύεται, παράγεται ένας 
στροβιλώδης θόρυβος (turbulent noise), εξ’ αιτίας της διαταραγµένης ροής του αέρα. Πρώτα, 
δηµιουργείται ένας παλµός πίεσης και έπειτα εµφανίζεται ο θόρυβος αυτός, µε φάσµα ευρείας 
συχνοτικής περιοχής (broadband noise), προκαλούµενος απ’ τη στροβιλότητα της δέσµης. Τόσο ο 
παλµός πίεσης, όσο και ο θόρυβος ευρέως φάσµατος δύσκολα µπορούν να αντιστοιχισθούν σε κάποιο 
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τονικό ύψος (συγκεκριµένες συχνότητες). Ο ήχος αυτός ακτινοβολείται απευθείας στο περιβάλλον από 
το στόµα, χωρίς συνεισφορά από τον συντονιστή (ακουστικό σωλήνα).  

Όταν τώρα η δέσµη προσκρούει στο labium, δηµιουργείται ένας edge tone, ο οποίος πολύ γρήγορα 
θα µετατραπεί σε τόνο στόµατος (mouth tone). Καθώς η ταχύτητα της δέσµης µεταβάλλεται από τη 
µηδενική τιµή έως την τελική µέσα στα πρώτα 10 ms περίπου, ο mouth tone δεν µπορεί να αναπτύξει 
σταθερό τονικό ύψος. Το φάσµα συχνοτήτων του µεταβάλλεται συνεχώς σύµφωνα µε τη µεταβολή της 
ταχύτητας της δέσµης. Αυτό το µεταβαλλόµενο ακουστικό σήµα, που µοιάζει να «γλιστρά» (sliding 
acoustical signal), παράγει το ιδιαίτερο ακουστικό αποτέλεσµα του πρόδροµου ήχου. Όταν ο χρόνος 
αποκατάστασης της τελικής τιµή της ταχύτητας είναι εξαιρετικά µικρός, σε σύγκριση µε την περίοδο 
του edge tone, µονάχα ένας σύντοµος ακουστικός παλµός γίνεται αντιληπτός.             
 
 

2η Συνιστώσα: Εµφάνιση τονικού ύψους (pitch) 
 

Κατά την εξέλιξη της δεύτερης αυτής κατάστασης εµφανίζεται τονικό ύψος που πλησιάζει τη 
συχνότητα κάποιας υψηλής αρµονικής. Η συνιστώσα αυτή είναι ιδιαίτερα σηµαντική σε µερικά είδη 
αυλών. Για παράδειγµα, σε ορισµένους Diapason αυλούς η δεύτερη ή η τρίτη αρµονική υπερισχύουν 
της θεµελιώδους συχνότητας, στους αυλούς Quintadena, είναι εµφανής η υπερίσχυση της τρίτης 
αρµονικής, ενώ στους string αυλούς, υπερισχύει κάποια από τις ακόµα υψηλότερες (6η –7η). 

Οι κανονικοί τρόποι συντονισµού (eigenresonances) του ακουστικού σωλήνα χρειάζονται περίπου 
10 φορές περισσότερο χρόνο, σχετικά µε τον πλησίον τους τόνο στόµατος, για να φτάσουν στην τελική 
τους ταλαντωτική κατάσταση και να εκπέµψουν σταθερό ήχο. Έτσι, µέχρι να αποκατασταθεί η συµπε-
ριφορά του συντονιστή, η επίδρασή του στην εγκάρσια ταλάντωση της δέσµης είναι ασθενής. Γι’ αυτό 
ο ήδη αναπτυχθέν mouth tone, απ’ το προηγούµενο στάδιο, θα κυριαρχεί και θα διεγείρει τους πλησίον 
κανονικούς τρόπους συντονισµού της αέριας στήλης. Επειδή τώρα ο mouth tone έχει συγκεκριµένες 
συχνότητες στο φάσµα του, περισσότεροι του ενός κανονικοί τρόποι συντονισµού µπορούν να διεγερ-
θούν ταυτοχρόνως. Ανάµεσα στους τρόπους αυτούς, ο υψηλότερος θα αναπτυχθεί πιο γρήγορα απ’ 
όλους, γιατί ο χρόνος αποκατάστασης είναι µικρότερος για τους υψηλότερους τρόπους συντονισµού 
[59]. Ένα καλά εκπαιδευµένο αυτί µπορεί να διακρίνει αυτές τις συχνότητες, ως µία γρήγορη αλλαγή 
στην ήχηση – οµιλία (speech) του αυλού.  

Για στενούς σωλήνες η αποκατάσταση της θεµελιώδους συχνότητας αργεί πολύ. Επειδή οι 
υψηλότεροι τρόποι συντονισµού έχουν µεγάλες τιµές του παράγοντα ποιότητας Q, θα χρειάζονται 
περισσότερο χρόνο να αναπτυχθούν. Κατά συνέπεια, ο mouth tone µπορεί να ακουσθεί στο διάστηµα 
µεταξύ του πρόδροµου ήχου και της ανάπτυξης του ήχου του συντονιστή. Ένας καλός ρυθµιστής pipe 
organ (voicer) µπορεί να προκαλέσει τον edge tone να αφήσει ένα άκουσµα κάποιας αρµονικής 
συνιστώσας της σταθερής κατάστασης που πρόκειται να ακολουθήσει, σαν συνδετικό κρίκο µεταξύ 
της µεταβατικής και της σταθερής κατάστασης. Έτσι πετυχαίνεται ένα πολύ ευχάριστο ακουστικό 
αποτέλεσµα.         
 
 

3η Συνιστώσα: Ανάπτυξη της θεµελιώδους συχνότητας (fundamental) 
 

Η τρίτη συνιστώσα της µεταβατικής κατάστασης έχει να κάνει µε το χρόνο που παρέρχεται έως 
ότου αναπτυχθεί πλήρως η θεµελιώδης συχνότητα του συντονιστή. Για αυλούς τύπου φλάουτου (fluty 
αυλοί) ο χρόνος αυτός είναι πολύ µικρός, ενώ για string αυλούς ο χρόνος είναι πολύ µεγαλύτερος. 
Καθώς η θεµελιώδης συχνότητα αναπτύσσεται και ενισχύεται πλήρως, οι υπόλοιπες δύο συνιστώσες 
ταυτοχρόνως εξασθενούν. Πρέπει να σηµειωθεί ότι οι συνιστώσες 1 και 2 δεν είναι επιτακτικές κατά 
τη µεταβατική κατάσταση. Πολύ περισσότερο η ύπαρξή τους εξαρτάται από τον voicer του οργάνου, ο 
οποίος µπορεί να προκαλέσει γρήγορη ή αργή µεταβατική κατάσταση (attack), λιγότερο η περισσότερο 
πρόδροµο ήχο, λαµπερότερο ή πιο θεµελιώδη ήχο κλπ. Στο σχήµα 5.20 εικονίζεται η µεταβατική κατά-
σταση ενός διαπασών, ρυθµισµένο να έχει ισχυρή 5η αρµονική κατά την έναρξη ήχησης. Τα τρία στά-
δια της αρχικής µετάβασης εµφανίζονται καθαρά στο διάγραµµα, που περιλαµβάνει τις 9 πρώτες αρ-
µονικές. Αρχικά, ο πρόδροµος ήχος εµφανίζεται σε κάθε αρµονική συνιστώσα. Έπειτα οι αρµονικές 
µεγαλώνουν σε πλάτος µε την 6η να αυξάνεται γοργότερα. Η δεύτερη αρµονική ακολουθεί, για να εξα-
σθενίσει τελικά µπροστά στην αύξηση της θεµελιώδους.  

Η αύξηση του πλάτους της θεµελιώδους συχνότητας ενισχύεται και από τις ανακλάσεις µεταξύ 
των άκρων του σωλήνα. Καθώς το ακουστικό σήµα µεγαλώνει εντός του συντονιστή, η ηχητική πίεση 
και η ακουστική ροή στο στόµα του αυλού γίνονται τόσο µεγάλες που επηρεάζουν την κίνηση της 
δέσµης. Γίνεται κατανοητή τώρα η έννοια του ακουστικού πεδίου της ενότητας 5.1 και ο αναδραστικός 
µηχανισµός, στον οποίο επικεντρώνεται όλη η θεωρία των air-jet πνευστών. Μετά από κάποιο χρονικό 
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διάστηµα, η εγκάρσια κίνηση της δέσµης θα «κλειδωθεί» στη θεµελιώδη συχνότητα συντονισµού του 
ακουστικού σωλήνα [59] και θα δηµιουργηθεί µία αυτοσυντηρούµενη ταλάντωση (self-sustaining os-
cillation) [CC,28,59]. Ο απαιτούµενος χρόνος για να επιτευχθεί η πλήρης αποκατάσταση της σταθερής 
κατάστασης εξαρτάται κυρίως από τον παράγοντα ποιότητας Q του θεµελιώδη τρόπου συντονισµού 
του ακουστικού σωλήνα. Επειδή ο Q είναι µικρός για φαρδείς σωλήνες (fluty pipes), µεσαίος για δια-
πασών σωλήνες και υψηλός για στενούς, η διάρκεια της µεταβατικής µεταβάλλεται αναλόγως. ∆ηλαδή 
έχουµε απότοµη ατάκα για την οικογένεια των fluty αυλών, ατάκα µεσαίας διάρκειας για διαπασών και 
αργή ατάκα για στενούς, string αυλούς. 
 
 

 

Σχήµα 5.20 

Ανάλυση της µεταβατικής κατάστασης ενός διαπασών θεµελίου συχνότητας 311,1 Hz. 
 
 
 

Οι συχνότητες των υψηλών αρµονικών συνιστωσών και η κατανοµή της πίεσης εντός του 
ακουστικού σωλήνα αλλάζουν µέχρι να αποκατασταθεί η σταθερή κατάσταση. Κατά τη διάρκεια 
αυτής της µετάβασης, οι υψηλές συνιστώσες µεταβαίνουν από τις συχνότητες των κανονικών τρόπων 
ταλάντωσης στις συχνότητες των αρµονικών της θεµελιώδους. Αυτές οι µεταβάσεις ενδέχεται να είναι 
πολύ έντονες, επειδή οι κανονικοί τρόποι έχουν τη δική τους χωρική κατανοµή, η οποία εξαρτάται 
µόνον από τις οριακές συνθήκες στα ανοίγµατα του αυλού, ενώ η χωρική κατανοµή των αρµονικών 
εξαρτάται µόνο από το στάσιµο κύµα του θεµελιώδους τρόπου συντονισµού. Η αλλαγή της χωρικής 
φάσης στα ανοίγµατα του αυλού επηρεάζει την ηχητική ακτινοβόληση. Κατά συνέπεια το πλάτος της 
αρµονικής που βρίσκεται πλησιέστερα στην ελάχιστη τιµή του φάσµατος της σταθερής κατάστασης θα 
µειωθεί σε µία σταθερή τιµή. Στην περίπτωση διαπασών αυλών, το ελάχιστο βρίσκεται µεταξύ της 5ης 
και της 6ης αρµονικής [59]. Αυτές οι αρµονικές συνιστώσες µειώνονται σηµαντικά κατά τη διάρκεια 
του τρίτου σταδίου της µεταβατικής κατάστασης. Αυτή η διαδικασία ενδεχοµένως να διαρκεί αρκετά. 
Ας πούµε, για µία µέση συχνοτική περιοχή µεταξύ 130 και 260 Hz (η οκτάβα του τενόρου), 
απαιτούνται 100 µε 120 ms για την ολοκλήρωσή της.          
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6 
Κλιµάκωση Αυλών 

(Pipe Scaling) 
 

 
Μέχρι τώρα είδαµε κάποια απ’ τα σπουδαιότερα χαρακτηριστικά του αυλού και τον τρόπο που 

λειτουργεί ως αυτοτελές µουσικό όργανο. Στο εκκλησιαστικό όργανο όµως και στον αυλό του Πανός 
[46] οι διαφορετικοί φθόγγοι δεν παράγονται από ένα και µόνο ακουστικό σύστηµα (έναν αυλό), αλλά 
ο καθένας από ξεχωριστό. Υπάρχει άµεση αναλογία µε το πιάνο ή το παλιό τσέµπαλο όπου για κάθε 
φθόγγο έχουµε επίσης ιδιαίτερο µηχανισµό παραγωγής. Τίθεται τώρα το ερώτηµα αν οι διατεταγµένοι 
στη σειρά αυλοί συνδέονται µεταξύ τους µε µαθηµατικές σχέσεις που καθορίζουν τις διαστάσεις τους. 
Η παρακάτω ανάλυση του N. Fletcher [33] µας δίνει χρήσιµα συµπεράσµατα.  

Ο σχεδιαστής µίας τροµπέτας ή ενός φλάουτου για παράδειγµα, πρέπει να συµβιβάσει όλα εκείνα 
τα στοιχεία που προκύπτουν από τη σταθερή γεωµετρία του οργάνου, ώστε να παράγεται µία ισορρο-
πηµένη ηχητικά και αρµονικά κλίµακα, καθόλη την έκταση της µουσικής σκάλας. Από την άλλη, στα 
πνευστά αυτά όργανα (ξύλινα και χάλκινα) υπάρχει η δυνατότητα ρύθµισης ποικίλων παραµέτρων, 
όπως η ένταση, το αρµονικό περιεχόµενο, ακόµα και η ίδια η συχνότητα του φθόγγου από τον ίδιο τον 
εκτελεστή. Στο όργανο αυλών, το θέµα του σχεδιασµού αφενός απλοποιείται καθότι υπάρχει κάποιος 
βαθµός ελευθέριας στη διαστασιολόγηση κάθε αυλού, αφετέρου γίνεται πιο δύσκολο εξ’ αιτίας του ότι 
η παραγωγή δεν µπορεί να ρυθµιστεί από τον µουσικό. 

Ο σχεδιασµός µίας συστοιχίας αυλών, µε σκοπό να παράγουν ένα µουσικά ικανοποιητικό αποτέ-
λεσµα περιλαµβάνει τον έλεγχο πολλών µεταβλητών για κάθε σωλήνα. Οι κυριότερες είναι το τονικό 

ύψος (pitch), η ένταση (loudness), η αρµονική δοµή 
(harmonic structure) και η αρχική µετάβαση (initial 
transient), δηλαδή το πως θα αποκριθεί ηχητικά ο 
αυλός από τη στιγµή που θα τον ενεργοποιήσουµε. Ο 
καθορισµός αυτών των παραµέτρων ολοκληρώνεται 
από τις τελικές φωνολογικές ρυθµίσεις (voicing), που 
λαµβάνουν χώρα όταν πλέον έχουν κατασκευασθεί οι 
αυλοί.  
 
 

6.1  Κατασταλαγµένη γνώση  
 

Το όργανο αυλών ή πιο απλά όργανο είναι από τα 
µουσικά όργανα µε την πιο µακριά ιστορία, όπως 
είδαµε στο κεφ. 5 του µέρους αυτού. Κατά το µεσαί-
ωνα τα όργανα αυλών είχαν έκταση περίπου δύο 
οκτάβων και όλοι οι σωλήνες-αυλοί ήταν της ίδιας 
διαµέτρου («το µέγεθος ενός αυγού περιστεριού», 
δηλαδή περίπου 2,5 έως 3,0 cm). Ο µακρύτερος σω-
λήνας είχε λόγο µήκους διαµέτρου περίπου 8:1. Η 
προσπάθεια κατά το σχεδιασµό των οργάνων αυτών 
επικεντρωνόταν στον καθορισµό των µηκών των σω-
λήνων για την παραγωγή συγκεκριµένων φθόγγων 
και ήταν γνωστές διάφορες πρακτικές λύσεις.  

Το µεγάλο πρόβληµα σε αυτά τα όργανα ήταν ότι 
η έκταση τους δεν µπορούσε να επεκταθεί σε χαµη-
λότερες οκτάβες, καθότι οι µπάσοι σωλήνες θα γινό-
ντουσαν εξαιρετικά στενοί (η διάµετρος παρέµενε 
σταθερή), δίνοντας αρχικά έναν αδύναµο σκληρό ήχο 
και τελικά ένα φθόγγο µόνο από overblowing σε κά-
ποιον από τους υψηλότερους τρόπους. Απ’ την άλλη 

οι υψηλοί (υψήσυχνοι) σωλήνες θα γινόντουσαν εξαιρετικά φαρδείς, δίνοντας έναν θολό αρχικά ήχο 
που θα εξασθενούσε πολύ γρήγορα. Για το λόγο αυτό κάπου µέσα στον 13ο αιώνα, εισήχθη ένα σύ-

Σχήµα 6.1 

Ένας ‘διαπασών’ µε τα γεωµετρικά 
χαρακτηριστικά του 

 

h 
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στηµα για κλιµάκωση των σωλήνων (pipe scaling) κατά το οποίο οι διάµετροι τους ήταν ανάλογες των 
µηκών τους. Αυτή η κλιµάκωση που καλείται ‘διπλασιασµός στην οκτάβα’ (‘doubling on the octave’) 
ή κλιµάκωση 2:1, έδινε ένα καλύτερο αποτέλεσµα, αλλά πάλι µε προβλήµατα, καθώς η µπάσοι σωλή-
νες ήταν τώρα πολύ φαρδείς, δίνοντας θολό και µε µεγάλη ένταση ήχο, ενώ οι υψηλοί προέκυπταν 
πολύ στενοί δίνοντας σκληρό και «τσιριχτό» ήχο. Πολλοί θεωρητικοί της κλιµάκωσης σωλήνων άρχι-
σαν να αναπτύσσουν από τότε πρακτικές µεθόδους βασισµένες σε απλές γεωµετρικές κατασκευές, που 
στην πορεία εξελίχθηκαν απ’ τους φυσικούς νόµους για να µας δώσουν τις σηµερινές αποδεκτές µεθο-
δολογίες. 

Έστω D η διάµετρος ενός ανοιχτού κυλινδρικού σωλήνα αυλού, όπως φαίνεται στο σχήµα 7.1. L 
είναι το µήκος του συντονιστή που παράγει θεµελιώδη συχνότητα 1f . 

Θεωρούµε τώρα έναν αυλό αναφοράς µε διαστάσεις D0 και L0, που ηχεί σε θεµελιώδη συχνότητα 

0f . Αν οι διορθώσεις µήκους για το ανοιχτό άκρο και για το στόµα συµβολιστούν µε ∆ τότε κατά τα 

γνωστά: 

0

0 02( )

c
f

L
=

+ ∆
  και  1

2( )

c
f

L
=

+ ∆
  

οπότε: 
 

0
0 0

1

( )
f

L L
f

= + ∆ − ∆                                                            (6.1) 

 
Η µεσαιωνική κλιµάκωση υπαγόρευε: 

0D D=                                                                      (6.2) 

 
Η κλιµάκωση ‘διπλασιασµού στη οκτάβα’ υπαγόρευε: 
 

0
0

1

f
D D

f
=                                                                   (6.3) 

 
Εξ’ αιτίας των προβληµάτων που αναφέρθηκαν, πολλοί κατασκευαστές (builders) θέλησαν να βελτιώ-
σουν την παραπάνω µέθοδο εισάγοντας µία απλή διόρθωση:   
 

0
0

1

f
D D

f
σ= +                                                                (6.4) 

 
Έτσι κατά τον 17ο και 18ο αιώνα πολλά όργανα κατασκευάσθηκαν στηριζόµενα στον παραπάνω νόµο, 
τον οποίο φηµισµένοι σχεδιαστές χρησιµοποιούσαν µε κατάλληλη εκλογή των 0D και σ .  

Αργότερα εισήχθη ένας εκθετικός κανόνας κλιµάκωσης: 
 

0
0

1

x

f
D D

f

 
=  

 
                                                               (6.5) 

 
όπου, αν x<1, τότε προκύπτει µία κλιµάκωση που διορθώνει πολλές από τις ατέλειες της κλιµάκωσης 
2:1. Επειδή αυτές οι κλιµακώσεις είχαν αναπτυχθεί κατά έναν αριθµητικό παρά αλγεβρικό τρόπο, το x 

εκλεγόταν έτσι ώστε να αποτελεί για τη δύναµη 2x  ένα λογικό κλάσµα ή κάποιον άλλο «µαγικό» 

αριθµό. Μέσα σε αυτό το πνεύµα, είχαν προταθεί οι λόγοι διαµέτρων οκτάβας 5:3=1,667, 4 8 :1=1,682 
και 1,618 (η «χρυσή τοµή»). Στην πράξη, είναι προφανές ότι οι διάφοροι αυτοί αριθµοί έδιναν αποτε-
λέσµατα που ελάχιστα διέφεραν µεταξύ τους.   
Μία άλλη πρόταση ήταν η εκλογή 12 /x n= , όπου ο n ακέραιος αριθµός. Ο λόγος συχνοτήτων για ένα 

συγκερασµένο ηµιτόνιο (equal-tempered) είναι 1/122 . Κατά συνέπεια αυτή η πρόταση εξασφάλιζε ότι η 
διάµετρος διπλασιάζεται σε ένα διάστηµα n ηµιτονίων. Τιµές του n από 15 έως 18 δίνουν αποδεκτές 

κλιµακώσεις. Συγκεκριµένα, για n =16, παίρνουµε πάλι για την οκτάβα τον λόγο 4 8 :1, που είχε 
προταθεί κατά ηµι-θεωρητικό τρόπο από τον Topfer το 1833 και είχε γίνει ευρέως αποδεκτός. 

Εξετάζοντας τα όργανα των σπουδαιότερων κατασκευαστών από τον 16ο µέχρι και τον 18ο αιώνα 
[P], βλέπουµε ότι οι κλιµακώσεις τους διαφέρουν ελαφρώς από όλα τα προηγούµενα απλά µοντέλα, 
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αλλά δεν υπάρχουν σαφείς νόµοι που να διέπουν αυτές τις διαφοροποιήσεις. Το θέµα είναι πως αυτά 
τα όργανα είχαν κριθεί ως άψογα στην εποχή τους και παραµένουν εξαιρετικά και στο σηµερινό αυτί.  

Η κλιµάκωση της εξίσωσης (6.5) χρησιµοποιείται µέχρι και σήµερα, και αυτό που έχει σηµασία 
είναι η εκλογή της τιµής του x. Για x=0,75 δηµιουργείται µία πολύ καλή κλιµάκωση µε ικανοποιητική 
τονική οµοιογένεια και ισορροπία, σε µία συνηθισµένη συστοιχία αυλών. 

Είναι χρήσιµο τώρα να εξετάσουµε πως µεταβάλλονται δύο άλλα στοιχεία, σηµαντικά στο σχεδια-
σµό αυλών. Οι διαστάσεις του στόµατος και ο υπόλοιπος διεγερτικός µηχανισµός, καθώς και η πίεση 
πνοής (blowing pressure). 

Οι βασικές µεταβλητές για το σχεδιασµό του στόµατος είναι το πλάτος W, η απόσταση σχισµής-
άνω χείλους (lip cut-up) l και το πάχος της σχισµής (flue opening ή flue exit) h, όπως φαίνονται στο 
σχήµα 6.1. Στην κοινή πρακτική, το πλάτος W του στόµατος εκφράζεται ως κλάσµα της περιφέρειας 
του σωλήνα. Το κλάσµα αυτό είναι κοντά στο ¼ για αυλούς διαπασών. Έπειτα η απόσταση l είναι µε 
τη σειρά της ένα κλάσµα του πλάτους του στόµατος. Συνηθίζεται επίσης η τιµή ¼ στους αυλούς δια-
πασών. ∆ηλαδή: 

W Dαπ=                                                                      (6.6) 
 

l Wβ=                                                                        (6.7) 

 
Με 0, 25α β≃ ≃  για συστοιχίες διαπασών. Για string-toned αυλούς, όπου απαιτείται ένας πιο 

ήσυχος τόνος, τα κλάσµατα είναι 0,25α ≃  και 0,3β ≃ . Για φαρδείς, τύπου φλάουτου, αυλούς 

χρησιµοποιούνται 0, 2α ≃  και 0, 4β ≃ . Οι παράµετροι αυτοί µπορούν τελικά να µεταβάλλονται 

ποικιλοτρόπως, ανάλογα µε το επιθυµητό ηχητικό αποτέλεσµα. Το πάχος της σχισµής h είναι και αυτό 
ένα ποσοστό γ του πλάτους του στόµατος: 

h Wγ=                                                                       (6.8) 

 
Το γ εκλέγεται περίπου 0,03 και µπορεί να µεταβληθεί επηρεάζοντας την παραγόµενη ένταση. 

Τώρα, όσον αφορά την πίεση πνοής, στα περισσότερα όργανα, οι αυλοί τοποθετούνται µε τα πόδια 
τους στο ίδιο κιβώτιο πίεσης, ώστε να διεγείρονται µε την ίδια πίεση πνοής. Προφανώς βέβαια η πίεση 
πνοής στο πόδι δεν είναι ίδια µε την πίεση στο κιβώτιο, λόγω της παρεµβολής βαλβίδων κλπ, αλλά 
αυτό που έχει σηµασία είναι ότι η παραµένει σταθερή καθόλο το µήκος της συστοιχίας αυλών. 
 
 

6.2  Φυσική ανάλυση της κλιµάκωσης αυλών 
 

Η ακουστική έξοδος ενός αυλού καθορίζεται όπως έχουµε δει από έναν σύνθετο µηχανισµό ανά-
δρασης, κατά τον οποίο συζεύγονται οι κανονικοί τρόποι ταλάντωσης του σωλήνα µε τις διαδιδόµενες 
διαταραχές στη δέσµη αέρα, καθώς και µεταξύ τους.  

Αν δύο αυλοί διεγείρονται απ’ την ίδια πίεση πνοής, αλλά έχουν διαφορετικό µήκος L, τότε οι διά-

µετροί τους D κλιµακώνονται µε τέτοιο τρόπο ώστε οι µη αρµονικότητες 1

1

i
f if

f

−
  και οι παράγοντες 

ποιότητας (Quality factors) 
i

Q  των ανταποκρινόµενων συντονισµών 
i

f  να είναι ίδιοι. Ο δείκτης i 

χαρακτηρίζει τον αριθµό του τρόπου (ή της αρµονικής). Τώρα, αν δεχτούµε, διαφορετικά µε πριν, ότι 
το πλάτος της σχισµής h είναι ανάλογο της διαµέτρου D και η απόσταση l ανάλογη του µήκους σω-
λήνα L, τότε τα πλάτη ταχυτήτων των ανταποκρινόµενων τρόπων ταλάντωσης των σωλήνων, στους 
δύο αυλούς, πρέπει επίσης να είναι ίδια.  

Η ακουστική πίεση, σε µία δοσµένη αξονική απόσταση από το ανοιχτό άκρο του σωλήνα είναι 
ανάλογη της διατοµής του σωλήνα, του πλάτους ταχύτητας και της συχνότητας του τρόπου. Η γωνιακή 
κατανοµή της ηχητικής ενέργειας µεταβάλλεται σε κάποιο βαθµό µε το µέγεθος fD , αλλά αυτή η 

παρατήρηση µπορεί κάλλιστα να παραλειφθεί.  
Για να καθορίσουµε τον καταλληλότερο νόµο κλιµάκωσης για µία συστοιχία πρέπει να προσπα-

θήσουµε να συµβιβάσουµε δύο προϋποθέσεις: Οµοιόµορφη αρµονική κατανοµή και ίση ένταση κατά 
µήκος της συστοιχίας. 

Είδαµε πριν λίγο έναν απλό νόµο κλιµάκωσης κατά τον οποίο οι παράγοντες ποιότητας 
i

Q  και οι 

µη αρµονικότητες είναι ίδιες για τους ανταποκρινόµενους συντονισµούς όλων των σωλήνων τις συ-
στοιχίας. Αυτό στην πραγµατικότητα µπορεί να µην ισχύει. Η απόσβεση στο σωλήνα, που καθορίζει 
και το Q  έχει δύο συνιστώσες που διαφέρουν ως προς τη συχνοτική ανεξαρτησία. Η πρώτη συνι-

στώσα προέρχεται από τις απώλειες ακτινοβόλησης από το στόµα και το ανοιχτό (αν υπάρχει) άκρο 
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του σωλήνα. Η δεύτερη προέρχεται από τις απώλειες συνεκτικότητας και τις θερµικές απώλειες στο 
τοίχωµα του σωλήνα. Σύµφωνα µε τον Benade [11,12] ο παράγοντας ποιότητας για µία οποιαδήποτε 
συχνότητα συντονισµού f  ενός αυλού µπορεί να γραφεί: 

 

5 2 1 1/ 2 1

1

5 10 1,4
Q

fD L f D
− − − −⋅ +

≃                                                    (6.9) 

 
Όπου το D και είναι L είναι σε cm. Ο πρώτος όρος του παρονοµαστή αντιστοιχεί σε απώλειες ακτινο-
βολίας και κυριαρχεί για φαρδείς σωλήνες σε υψηλές συχνότητες. Ο δεύτερος όρος του παρονοµαστή 
αντιστοιχεί σε απώλειες τοιχώµατος (συνεκτικότητας και θερµικές) και κυριαρχεί για στενούς σωλήνες 
σε χαµηλές συχνότητες. 

Για την i αρµονική ενός σωλήνα µε θεµελιώδη 1f  , έχουµε 1f if=  και 
12

c
L

f
= , για ανοιχτό σω-

λήνα και αµελώντας στην παρούσα περίπτωση τις διορθώσεις µήκους. Θεωρώντας τώρα ότι συµπί-
πτουν οι συντονισµοί µε τις αρµονικές, ο παράγοντας ποιότητας του i συντονισµού προκύπτει απλά 
από την  (6.9) µε αντικατάσταση των παραπάνω: 

 

9 2 2 1 1/ 2 1/ 2 1
1 1

1

3 10 1,4
iQ

if D L i f D
− − − − −⋅ +

≃                                          (6.10) 

 
Μπορούµε τώρα να εξετάσουµε µε τη βοήθεια του παραπάνω τύπου τη συµπεριφορά του παράγο-

ντα ποιότητας 
i

Q  για διάφορες τιµές του x στον κανόνα της σχέσης (6.5). Τα διαγράµµατα που 

ακολουθούν προέρχονται από τη µελέτη του Fletcher [33] και οι λατινικοί αριθµοί αντιστοιχούν στους 
πρώτους τέσσερις τρόπους ταλάντωσης (Ι, ΙΙ, ΙΙΙ, ΙV) συναρτήσει της θεµελιώδους συχνότητας. Στον 
οριζόντιο άξονα είναι οι συχνότητες σε µορφή 1log f  και στον κατακόρυφο τα 

i
Q  σε µορφή log

i
Q . 

Σηµαντικό είναι ότι η απόλυτη τιµή του παράγοντα ποιότητας ή της ηχητικής έντασης δεν εξετάζονται 
εδώ, καθώς εξαρτώνται από την τιµή της 0D  του σωλήνα αναφοράς, µε θεµελιώδη συχνότητα 0f . 

Εδώ εξετάζεται η κλιµάκωση, που είναι κάτι αντίστοιχο της οµοιότητας και έχει να κάνει µόνο µε τη 
σχέση των διαστάσεων των σωλήνων µεταξύ τους.  

Ο Fletcher υπολόγισε τα 
i

Q  για x=0 (κλιµάκωση µε σταθερή διάµετρο, µε µεγάλη χρήση, όπως εί-

δαµε, στο µεσαίωνα), x=1 (κλιµάκωση µε διάµετρο ανάλογη του µήκους), x=1/2 (κλιµάκωση µε δια-
τοµή ανάλογη του µήκους), x=3/4 (η πλέον διαδεδοµένη κλιµάκωση) και x=5/6 (µία ειδική περίπτωση 
που θα εξετασθεί).  
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Από τα παραπάνω διαγράµµατα εξάγουµε χρήσιµα συµπεράσµατα. Η ακουστική ισχύς η συσχετι-

ζόµενη µε έναν συγκεκριµένο τρόπο του σωλήνα µεταβάλλεται ευθέως µε το 
i

Q  του συντονισµού που 

λαµβάνει χώρα.  
Για x=0, οι υψηλοί αυλοί (δεξιά στο διάγραµµα) έχουν συµπεριφορά φλάουτου είναι δηλαδή 

‘‘fluty”, καθώς ο συντονισµός Ι υπερτερεί. Εξ’ αιτίας τώρα της απότοµης πτώσης του 
i

Q  µετά από 

ελαφρά µεταβολή της συχνότητας (δηλ. του µήκους σωλήνα), οι ακόµα υψηλότεροι (σοπράνο) αυλοί 
δεν παράγουν καν ήχο. Στους µπάσους σωλήνες από την άλλη, οι καµπύλες των τρόπων αναστρέφο-
νται και ο παραγόµενος ήχος γίνεται σκληρός και «τσιριχτός». Οι πολλοί µπάσοι σωλήνες δεν ηχούν 
καθόλου στη θεµελιώδη συχνότητα, αλλά σε κάποιο υψηλότερο τρόπο µε overblowing. Μέσα στη 
συνηθισµένη έκταση αυτής της κλιµάκωσης, η ποιότητα του παραγόµενου ήχου µεταβάλλεται µε τη 
συχνότητα. Η θεµελιώδης συχνότητα στην οποία ο τρόπος Ι διασταυρώνεται µε τους άλλους, καθορί-
ζεται απ’ τη διάµετρο 0D  του σωλήνα αναφοράς, κατά τη σχέση (6.5). 

Παρόµοια συµπεράσµατα προκύπτουν απ’ την παρατήρηση των κλιµακώσεων x=1/2 και x=3/4. Η 
ποιότητα του παραγόµενου ήχου αλλάζει προοδευτικά κατά µήκος της συστοιχίας, όντας κατά κάποιο 
τρόπο “fluty” στους υψηλούς σωλήνες (υπερισχύει ο πρώτος τρόπος) και σκληρή στους µπάσους (αρ-
µονικοί µεγάλης έντασης). Σε αυτές τις δύο κλιµακώσεις, οι αλλαγές στο αρµονικό περιεχόµενο είναι 
πιο οµαλές από την x=0 και µπορεί να κατασκευασθεί ικανοποιητική έκταση τουλάχιστον πέντε οκτά-
βων. 

Στην περίπτωση x=5/6 οι σχετικές τιµές των Q  για όλους τους συντονισµούς παραµένουν ίδιες για 

όλους τους αυλούς. Το ιδιαίτερο χαρακτηριστικό αυτής της κλιµάκωσης είναι η απουσία σηµείου δια-
σταύρωσης και αλλαγή της διαµέτρου 0D του σωλήνα αναφοράς απλά µετατοπίζει παράλληλα τις 

γραµµές των χαµηλότερων τρόπων σχετικά µεταξύ τους. Για παράδειγµα, αν η 0D είναι αρκετά µικρή,  

η γραµµή του τρόπου Ι µπορεί να βρίσκεται κάτω απ’ τη γραµµή ΙΙ, αλλά πάντα παράλληλα. 
Για µία συστοιχία µε x=5/6 η ποιότητα του παραγόµενου ήχου, κρινόµενη µε φυσικά και όχι µε ψυχο-
ακουστικά κριτήρια, παραµένει σταθερή για οποιαδήποτε έκταση. 
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Τέλος, για την περίπτωση x=1, οι χαµηλότεροι σωλήνες δίνουν ικανοποιητικά αποτελέσµατα (µε 
την έννοια ότι υπερισχύουν οι πρώτες αρµονικές), αλλά οι υψηλοί (υψήσυχνοι) σωλήνες γίνονται 
υπερβολικά λεπτοί και ηχούν µόνο µε overblowing στους υψηλούς τρόπους. 

Μετά από αυτή την ανάλυση, έχει σηµασία να εξετάσουµε την άνω συχνότητα αποκοπής των τρό-
πων των σωλήνων (παρίσταται µε διακεκοµµένη γραµµή στα διαγράµµατα). Όταν το µήκος κύµατος 
συντονισµού γίνεται µικρότερο από την περιφέρεια του σωλήνα, οι συντονισµοί εξαφανίζονται (Κεφ. 
7, Μέρος Ι). Η συχνότητα αποκοπής µπορεί να ληφθεί από τον τύπο: 
 

4
* 10

f
D

≃                                                                    (6.11) 

 

Όπου η D είναι σε cm. Από τον τύπο (6.5) εξάγουµε ότι *
1

xf f∝ , ώστε, αν x<1, ο ολικός αριθ-

µός *i  των διαθέσιµων τρόπων συντονισµού κάτω απ’ τη συχνότητα αποκοπής *f  µειώνεται καθώς η 

θεµελιώδης συχνότητα 1f  αυξάνεται (ελαττώνεται το µήκος κύµατος). Κατά συνέπεια, έχουµε: 
* 1

1
xn f −∝                                                                   (6.12) 

 

Η µη αρµονικότητα των συντονισµών του σωλήνα καθορίζεται από τον αριθµό *i και αυξάνεται 

καθώς η 
i

f  πλησιάζει την *f . Αυτή η επίδραση χαµηλώνει τα πλάτη των ανταποκρινόµενων αρµονι-

κών περισσότερο από το αναµενόµενο, από την απλή µείωση του Q . 

Σαν συµπέρασµα όλων αυτών, καταλήγουµε ότι µία κλιµάκωση µε x=5/6, που δίνει λόγο διαµέ-
τρων στην οκτάβα 1,78 και διπλασιασµό διαµέτρου ανάµεσα στο 14ο και 15ο ηµιτόνιο, θα ήταν ιδανική 
για συστοιχίες αυλών. Βέβαια, είναι πολύ κοντά στην ηµιεµπειρική κλιµάκωση x=3/4 και καλό είναι 
να γίνει µία περαιτέρω συζήτηση σχετικά µε την ένταση κατά µήκος της έκτασης της συστοιχίας. 

Ήδη αναφέρθηκε ότι η ακουστική πίεση p  σε µία δοσµένη αξονική απόσταση απ’ τον σωλήνα 

µεταβάλλεται κατά 2
1f D  και άρα κατά 1 2

1
xf − , µε την προϋπόθεση ότι οι τιµές των Q  των 

ανταποκρινόµενων συντονισµών είναι ανεξάρτητες των 1f . Βέβαια, όπως είδαµε στην ανάλυση των 

µη γραµµικοτήτων κατά την παραγωγή ήχου στους αυλούς, αυτή η παραδοχή δεν ισχύει στην πραγµα-
τικότητα. Είναι ωστόσο προσεγγιστικά παραδεκτό ότι τα πλάτη ακουστικών ταχυτήτων εντός του σω-
λήνα και εποµένως οι ηχητικές πιέσεις θα είναι ανάλογα των παραγόντων ποιότητας Q , µε την 

προϋπόθεση ότι οι τιµές των 
i

Q  για όλους τους συντονισµούς είναι παραπλήσιες. Ισχύει λοιπόν η 

παρακάτω συνθήκη: 
 

1 2
1

xp Qf −∝                                                                  (6.13) 

 
Η µόνη περίπτωση κατά την οποία η παραπάνω συνθήκη επαληθεύεται απόλυτα είναι στην κλιµά-

κωση x=5/6, όπου 1/ 3
1i

Q f −∝  για όλα τα i (όλες τις αρµονικές). Με αυτή την παρατήρηση και απ’ τη 

σχέση (7.13), για x=5/6 λαµβάνουµε: 
 

5 1 5
1 2 1

16 3 3
1 1 1 1i

p Q f f f p f
− − − −∝ ∝ ⇒ ∝                                             (6.14) 

 
Θεωρούµε τώρα τις κεντρικές συχνότητες δύο διαδοχικών οκτάβων 1c

f  και 2c
f , µε 2 12

c c
f f= . Ο 

λόγος των ακουστικών πιέσεων κατά την αναλογία (6.14) θα είναι: 
 

12

1 1

2
2c

c

fp

p f
= =  

 
Εκφράζοντας το λόγο αυτό σε dB παίρνουµε: 

2

1

20log 6,021
p

p

 
 
 

≃  dB 

 
Έτσι το επίπεδο ακουστικής πίεσης πέφτει περίπου κατά 6 dB ανά οκτάβα όσο πηγαίνουµε προς 

υψηλές συχνότητες. 
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Ο ανθρώπινος παράγοντας 
 

Η ένταση του ήχου ωστόσο, δεν καθορίζεται µόνο από το επίπεδο ηχητικής πίεσης αλλά και από 
τα χαρακτηριστικά της ανθρώπινης ακοής. Για ήχους στη (θεµελιώδη) συχνοτική έκταση 30 – 4000 
Hz, που περιλαµβάνει τη µέγιστη έκταση όλων των οργάνων αυλών, και σε επίπεδα έντασης από 60 σε 
80 phons (Κεφ. 5, Μέρος Ι) που είναι επίσης συνηθισµένα στη µουσική οργάνων αυλών, οι καµπύλες 
ίσης έντασης πέφτουν περίπου 3 dB ανά οκτάβα, πηγαίνοντας προς υψηλές συχνότητες. Είναι λοιπόν 
απαραίτητο σε µία συστοιχία αυλών να ληφθεί υπ’ όψη αυτό το χαρακτηριστικό για να πετύχουµε ίση 
υποκειµενική (εκτός από φυσική) ένταση. Έτσι, η κλιµάκωση x=5/6, θα δίνει µεγάλες εντάσεις στα 
µπάσα εξ’ αιτίας της κλίσης των 6 dB ανά οκτάβα. 

Για την κλιµάκωση x=1/2 παρόµοια ανάλυση είναι πιο σύνθετη, λόγω της διασταύρωσης των κα-
µπυλών 

i
Q . Για τους υψηλούς σωλήνες, µετά την περιοχή διασταύρωσης, η θεµελιώδης 

I
Q  

µεταβάλλεται µε το 1f −  δίνοντας πτώση 6 dB ανά οκτάβα, αυξανοµένης της συχνότητας. Πριν από 

την περιοχή διασταύρωσης, οι καµπύλες 
i

Q  έχουν κλίση 1/ 3f − και εφαρµόζοντας την έκφραση (6.13) 

παίρνουµε προσεγγιστικά µία πτώση 2 dB ανά οκτάβα (προς υψηλές συχνότητες), που είναι ικανο-
ποιητική. 

Η σύγχρονη κλιµάκωση x=3/4 µπορεί να έχει τέτοια διάµετρο σωλήνα αναφοράς 0D , ώστε η 

θεµελιώδης να κυριαρχεί σχεδόν σε όλη την έκταση της συστοιχίας και να δίνει µεταβολή στην Q  

κατά 1/ 4f − . Με µία προσεγγιστική εφαρµογή πάλι της (6.13) παίρνουµε µία πτώση έντασης 4,5 dB 

ανά οκτάβα (προς υψηλές συχνότητες) για τη θεµελιώδη και 6 dB για τους υψηλότερους τρόπους. Μία 
τέτοια συστοιχία, δίχως περαιτέρω τροποποιήσεις, ενδεχοµένως να ακούγεται δυνατότερα στα µπάσα 
παρά στα πρίµα.  

Μετά από όλη αυτή την ανάλυση, καταλήγουµε ότι µία ικανοποιητική κλιµάκωση βρίσκεται µε-
ταξύ x=3/4=0,75 και x=5/6=0,83. Αυτό το διάστηµα δεν απέχει πολύ από εκείνο που χρησιµοποιούσαν 
οι κατασκευαστές του 17ου αιώνα [CC], δηλαδή από x=0,67 έως x=0,86. Πάντα όµως, όποια και να 
είναι η εκλογή του x, είναι απαραίτητες µετέπειτα τροποποιήσεις για να ελαττωθεί η ένταση των µπά-
σων.    
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7 
Τα Αιολικά Πνευστά 

 
 
 
 
7.1  Γενικά σχόλια 
 

Στη µέχρι τώρα ανάλυση της λειτουργίας των air-jet πνευστών η ενέργεια προερχόταν είτε από 
τους πνεύµονες του µουσικού (φλογέρα, φλάουτο, αυλός του Πανός) είτε από κάποιο αεριοφυλάκιο 
(pipe organs, church organs). Αιώνες όµως τώρα οι άνθρωποι δείχνουν ενδιαφέρον να χρησιµοποιή-
σουν ως ενεργειακή πηγή τον άνεµο µε σκοπό την κατασκευή µουσικών οργάνων (όχι απαραίτητα 
πνευστών) στα οποία ο µουσικός είναι ο ίδιος ο αέρας µε τις στοχαστικές µεταβολές της ταχύτητας και 
της κατεύθυνσης του. Συγκεκριµένα όµως ζητήµατα προκύπτουν από µία τέτοια σκέψη: 
1) Η αιολική ενέργεια αποτελεί µία «αραιή» και «ήπια» µορφή ενέργειας. ∆ηλαδή είναι µικρή η ποσό-
τητα ενέργειας ανά µονάδα χρόνου που µπορεί να δεσµευτεί σε κάθε τετραγωνικό µέτρο επιφανείας, 
που προσβάλλεται από τον άνεµο [Ι]. Η ισχύς ενός ρεύµατος ρευστού είναι εν γένει ανάλογη της πυ-
κνότητας του και του κύβου της ταχύτητάς του. Κατά συνέπεια, για την ίδια ταχύτητα και διατοµή ένα 
ρεύµα αέρα θα έχει 800 περίπου φορές µικρότερη ενέργεια από ένα αντίστοιχο ρεύµα νερού [Ι]. Είναι 
κατά συνέπεια πολύ δύσκολο να πάρουµε πιέσεις της τάξεως 100 και άνω Pascal, που συναντούµε στα 
pipe organs. Τα αιολικά όργανα πρέπει να λειτουργούν µε όσο το δυνατόν χαµηλότερη πίεση και προ-
σφερόµενη ισχύ. 
2) Καθώς τα αιολικά όργανα (aeolian musical instruments) λειτουργούν σε ανοικτό περιβάλλον, η δια-
σπορά της ηχητικής ενέργειας που παράγουν είναι µεγάλη. Άρα, ασθενείς ήχοι δύσκολα φθάνουν στο 
αυτί του ακροατή, ιδίως κάτω από συνθήκες ανεµοθύελλας.  
Σύµφωνα µε το διάγραµµα 7.1, που απεικονίζει τις καµπύλες ακουστότητας του ανθρώπου, η µεγαλύ-
τερη ακουστική ευαισθησία υφίσταται µεταξύ 3000 και 4000 Hz. Για αυτές τις συχνότητες, ο άνθρω-
πος µπορεί να ακούσει ηχητικά σήµατα πολύ χαµηλής έντασης. Όσο αποµακρυνόµαστε από αυτό το 
κεντρικό εύρος και µεταβαίνουµε σε χαµηλότερες συχνότητες, τόσο ισχυρότερος πρέπει να είναι ο 
αντίστοιχος τόνος ώστε να γίνεται αντιληπτός. Το ίδιο συµβαίνει όταν µεταβούµε σε συχνότητες υψη-
λότερες του εύρους 3000 έως 4000 Hz. Γνωρίζοντας αυτή την ιδιαιτερότητα του ανθρώπινου αυτιού οι 
κατασκευαστές αιολικών οργάνων συνήθιζαν να τους δίνουν διαστάσεις τέτοιες, ώστε να παράγουν 
τόνους από 1000 έως 5000 Hz.    
 

 
∆ιάγραµµα 7.1 

Καµπύλες ακουστότητας του ανθρώπου 
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Με µία προσεκτική ακρόαση του περιβάλλοντός µας, θα µετρή-
σουµε πολλές περιπτώσεις στις οποίες ο άνεµος τραγουδά, είτε στη 
φύση, είτε στις κατασκευές µας, χωρίς να το έχουµε προκαλέσει 
εσχεµµένα: 
1) Στην εικόνα δεξιά, µια οπή στο κοµµάτι του σωλήνα µίας γέφυρας 
δηµιουργεί ένα δοχείο Helmholtz, ώστε να παράγεται ένας ασθενής 
τόνος καθώς ο άνεµος πνέει γύρω από τον σωλήνα. Παρόµοια απο-
τελέσµατα διαπιστώνουµε από παρατηµένα µπουκάλια στο ύπαιθρο.  
2) Πόρτες ή παράθυρα που δεν έχουν κλείσει εφαρµοστά µε το πλαί-
σιό τους παράγουν πολλές φορές, όταν ο άνεµος είναι ισχυρός, ήχους 
λόγο των στροβιλισµών του αέρα [17,48]. Αυτό το φαινόµενο καλεί-
ται vortex sound και το αποτέλεσµά του, αεροδυναµικό σφύριγµα 
(aerodynamic wistle). Το αεροδυναµικό σφύριγµα το συναντούµε 
και γενικότερα σε περιπτώσεις κοιλοτήτων που έχουν µία οπή, από 
τις οποίες δραπετεύει ο αέρας, όπως συµβαίνει µε το ανθρώπινο 
σφύριγµα (κεφ. 5) [1, 2, 3, 17]. 
3) Τανηµένα καλώδια (ηλεκτρικού ρεύµατος, τηλεφώνου, στήριξης), 
λεπτές και µακριές κεραίες, καλάµια και άλλοι παρόµοιοι σχηµατι-
σµοί παράγουν εντυπωσιακούς «αινιγµατικούς» ήχους καθώς ο άνε-
µος διασχίζεται από αυτά. Ο V. Stouhal ήταν ο πρώτος που ασχολή-
θηκε µε τη γένεση ήχων από ρεύµα αέρα που προσκρούει σε καλώ-
δια και αιχµηρά άκρα [1878, ‘On aspecial way of generating tones’].  Όπως φαίνεται στην εικόνα 7.2 
καθώς το ρεύµα αέρα διαπερνά ένα καλώδιο σχηµατίζονται δίνες στην υπήνεµη πλευρά σχηµατίζοντας 
µία τυρβώδη, ασταθή περιοχή γνωστή µε τον όρο Von Karman Vortex street. Η ασταθής αυτή περιοχή 
αναγκάζει το καλώδιο να ταλαντωθεί. Η ταλάντωση εξαρτάται από την ταχύτητα του ανέµου, την ελα-

στικότητα του καλωδίου και τη 
διάµετρό του [PP,AAA,48]. 
Όταν η συχνότητα παλινδρό-
µησης του καλωδίου συµπέσει 
µε την ιδιοσυχνότητα του, πα-
ράγεται ένας πολύ χαρακτηρι-
στικός ήχος, σαν τραγούδι. 
Κινώντας γοργά µε το χέρι ένα 
ξίφος θα αντιληφθούµε έναν 
παρόµοιο ήχο, όπως και αν 
σταθούµε κάτω από ένα δέντρο 
µε γυµνά κλαριά εκτεθειµένα 
στον άνεµο. Η ταλάντωση που 
προκαλεί ο άνεµος στα καλώ-
δια στήριξης των κρεµαστών 
γεφυρών έχει ως αποτέλεσµα 
την καταπόνηση και σταδιακή 

εξασθένηση της αντοχής τους, ώστε πολύ συχνά να οδηγούµαστε σε καταστροφικά αποτελέσµατα 
(συντονισµός, Κεφ. 6, Μέρος Ι) .  

Εφαρµογή του φαινοµένου βρίσκουµε στις Αιολικές Άρπες. ∆ηλαδή σε µουσικά όργανα, 
εφοδιασµένα µε τεντωµένες χορδές που υπό την επίδραση του ανέµου παράγουν µουσικούς τόνους. 
Από τη ρευστοµηχανική [Ν] µπορούµε να βγάλουµε χρήσιµα συµπεράσµατα για το πότε µπορεί να 
ταλαντωθεί ένα τεντωµένο καλώδιο και να παράγει ήχο. Στην εικόνα 7.3 φαίνεται για ποιες τιµές του 
αριθµού Reynolds έχουµε σχηµατισµό Von Karman Vortex street. Το σηµαντικό είναι ότι ο Reynolds 
πρέπει να βρίσκεται µεταξύ 30 έως 5000, καθώς κάτω από αυτό το εύρος η ροή είναι απόλυτα στρωτή 
και το ρευστό ανάντι του ρεύµατος δεν σχηµατίζει δίνες και ασταθή περιοχή, ενώ πάνω από αυτό το 
εύρος η ροή αποκολλάται και έχουµε περιοχή σταθερής υποπίεσης.        

Μπορεί κάποιος πολύ εύκολα να πειραµατιστεί µε τα αιολικά όργανα που θα περιγραφούν στη 
συνέχεια όχι µόνο σε κάποιο εργαστήριο ή αεροδυναµική σήραγγα, αλλά και σε πλαγιές, στην ανοικτή 
θάλασσα ή στην ταράτσα του σπιτιού του. Για οποιονδήποτε ασχολείται µε τον άνεµο και τις 
κατασκευές που τον αξιοποιούν είναι χρήσιµος ο πίνακας 7.1 που δίνει την κλίµακα Beaufort και της 
αντιστοιχίες της µε τιµές ταχύτητας [Ι]. 
      
 
 

Εικόνα 7.1 

Μικρή οπή σε σωλήνωση 
γέφυρας, που οδηγεί σε πα-
ραγωγή ήχου µε την πνοή 
του ανέµου. 

Εικόνα 7.2 

Σχηµατισµός δινών ανάντι της φοράς του ρεύµατος 
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Εικόνα 7.3 

Τιµές του αριθµού Reynolds και συµπεριφορά του ρεύµατος ανάντι της ροής του ρεύµατος ρευστού. 
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Beaufort 

 

Ταχύτητα 

(m/s) 

Μέση ταχ. 

(m/s) 

Ταχύτητα 

(Km/h)  

Ταχύτητα 

(Knotts)  

Ταχύτητα 

(mph) 

 

Ονοµασία 

 

Ενδείξεις 

0 0-0,2 0,1 <2 <1 <1 Νηνεµία Κάθετη άνοδος 
καπνού 

 
1 

 
0,3-1,5 

 
0,9 

 
2-6 

 
1-3 

 
1-3 

 
Ελαφρός αέρας 

Η διεύθυνση 
φαίνεται από 

καπνό. Όχι από 
ανεµοδείκτη 

 
 

2 

 
 

1,6-3,3 

 
 

2,45 

 
 

7-11 

 
 

4-6 

 
 

4-7 

 
 

Ήπια αύρα 

Γίνεται αισθητή 
στο πρόσωπο. 
Η διεύθυνση 
φαίνεται από 
ανεµοδείκτη 

 
3 

 
3,4-5,4 

 
4,40 

 
12-19 

 
7-10 

 
8-12 

 
Μέτρια αύρα 

Ξεδιπλώνει 
λεπτό ύφασµα 

(σηµαία). 

 
4 

 
5,5-7,9 

 
6,70 

 
20-30 

 
11-16 

 
13-18 

 
∆ροσερή αύρα 

Σηκώνει σκόνη. 
Τα µικρά κλα-
διά κινούνται. 

 
5 

 
8-10,7 

 
9,35 

 
31-40 

 
17-21 

 
19-24 

 
Ισχυρή αύρα 

Τα µικρά δέ-
ντρα ταλαντώ-

νονται 

 
 

6 

 
 

10,8-13,8 

 
 

12,3 

 
 

41-50 

 
 

22-27 

 
 

25-31 

 
 

Μέτριος άνεµος 

Κινούνται 
µεγάλα κλωνά-
ρια. Σφυρίζουν 
τα καλώδια του 

τηλεγράφου. 

7 13,9-17,1 15,5 51-60 28-33 32-38 Μέσος άνεµος Όλα τα δένδρα 
κινούνται. 

 
8 

 
17,2-20,7 

 
18,95 

 
62-74 

 
34-40 

 
39-46 

 
Ισχυρός άνεµος 

Μικρά κλαδιά 
σπάζουν. 

Εµποδίζεται το 
βάδισµα. 

9 
 

20,8-24,4 22,6 75-87 41-47 47-54  Κίνδυνος για 
ελαφρές κατα-

σκευές. 

10 24,5-28,4 26,45 88-102 48-55 55-63  Ξεριζώνονται 
δέντρα. 

11 28,5-32,6 30,55 103-120 56-65 64-75 Θύελλα  

12 32,7-36,9 34,8 >120 >65 >75 Καταιγίδα  

Πίνακας 7.1 

Κλίµακα Beaufort και οι µετατροπές της [Ι]. 

 
 

7.2  Ιστορία των αιολικών οργάνων 
 

Η Ύδραυλις του Έλληνα µηχανικού Κτησίβιου, που αναφέρθηκε στο κεφ. 4, τροφοδοτείτο µε 
πεπιεσµένο αέρα, υπό τη δράση µίας ανεµογεννήτριας. Μπορούµε να πούµε κατά κάποιο τρόπο ότι το 
µουσικό αυτό όργανο αποτελεί πρόδροµο της προκλητικής ιδέας των αιολικών οργάνων, αλλά µάλλον 
ξεφεύγει από το ακριβές πνεύµα καθότι ο άνεµος δίνει έµµεσα και όχι άµεσα ενέργεια στους αυλούς.  

Αν ταξιδέψει κανείς στην Ανατολή θα συναντήσει πολλές φορές χαρταετούς που πάνω τους έχουν 
προσαρτηµένα µικρά δοχεία µε σχισµές ώστε να παράγουν ήχους κατά την πτήση του χαρταετού. Τέ-
τοια δοχεία καλούνται Φλάουτα Χαρταετών (Kite flutes).  

Η πατρίδα των πιο εκλεπτυσµένων και εντυπωσιακών χαρταετών είναι η Κίνα. Η Κινέζοι 
διαµέσου των αιώνων ανέπτυξαν εκπληκτική τέχνη τόσο στην αισθητική όσο και στην πτητική 
συµπεριφορά των χαρταετών τους, προσφέροντας θεαµατικά ακροβατικά. Κατά τη διάρκεια της 5ης 
δυναστείας (907-960 π.Χ) εµφανίζονται στην Κινέζικη λογοτεχνία τα πρώτα δείγµατα µουσικών 
οργάνων πάνω σε χαρταετούς. Ανάµεσα στα ευρήµατα δοχείων µε σχισµές υπάρχουν και σχέδια για 
τεντωµένες χορδές πάνω σε τόξα, που έχουν τοποθετηθεί στο χαρταετό. Καθώς ο άνεµος περνά από τη 
χορδή και τη δονεί ελαφρώς, η ταλάντωση ενισχύεται από τον χαρταετό, ο οποίος δρα ως συντονιστής 
και τελικά στέλνει στην ατµόσφαιρα έναν διατηρητέο τόνο. Αυτή η επινόηση είναι ο πρόδροµος της 
Αιολικής Άρπας (Aeolian Harp).   

Πού αργότερα, στη διάρκεια της δυναστείας Sung (1127-1279), επεκτείνεται η χρήση των 
µικροσκοπικών φλάουτων στα ταχυδροµικά περιστέρια (Pigeon flutes ή Pigeon Wistles). Κατά την 
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κινέζικη παράδοση δύο λόγοι οδήγησαν σε αυτή την επινόηση: Ο πρώτος ήταν για να κρατιέται το 
κοπάδι των περιστεριών δεµένο υπό το άκουσµα των σφυριγµάτων τους, όπως ακριβώς συµβαίνει µε 
τα κουδουνάκια των προβάτων. Ο δεύτερος ήταν για να διώχνονται τα εχθρικά πτηνά, τα οποία δεν 
ήταν συνηθισµένα στους ήχους αυτούς. Πέρα από αυτά, εξίσου αισθητικοί λόγοι πιστεύεται ότι 
συνέβαλλαν σε αυτή την παράδοση, όπως επίσης και το ότι οι άνθρωποι µπορούσαν να έχουν µία 
ακουστική αντίληψη για το αν εβρίσκονταν κοντά τα περιστέρια τους.             
 
 

7.3  Φλάουτα Χαρταετών (Kite Flutes) 
 

Η εικόνα 7.4 δείχνει ένα εγκάρσιο φλάουτο χαρταετού (transverse kite flute). Όπως φαίνεται στα 
βήµατα κατασκευής, ένας κύλινδρος από Bamboo χωρίζεται µε χρήση ξύλινων πλακιδίων σε µικρές 
κυλινδρικές κοιλότητες, οι οποίες διαθέτουν µία σχισµή στο πάνω µέρος. Κανονικά η διατοµή της σχι-
σµής πρέπει να βρίσκεται παράλληλα µε τη ροή του ανέµου. Γι’ αυτό, η αριστερή φωτογραφία της 
εικόνας 1 δεν είναι απόλυτα σωστή. 
 
 

 
Σύµφωνα µε τον κατασκευαστή του συγκεκριµένου οργάνου, ταχύτητες ανέµου 15-20 Khm ήτοι 3 

περίπου Beaufort δίνουν σταθερή λειτουργία και καλή ηχητική εκποµπή. Η εικόνα 7.3 δείχνει πως 
πρέπει να είναι η ιδανική σχισµή  στο φλάουτο. Μία παραλλαγή του τύπου της εικόνας 7.4 φαίνεται 
στην εικόνα 7.6. Όπως γίνεται άµεσα φανερό, τα αιολικά φλάουτα έχουν συγκρίσιµες και τις τρεις 
διαστάσεις τους, σε αντίθεση µε τη θεωρία των air-jet πνευστών που µελετήσαµε στο κεφάλαιο 5, 
όπου µόνον η διάσταση του µήκους λαµβάνεται υπ’ όψη για τον υπολογισµό της συχνότητας (ακου-
στικός σωλήνας). 

Τα αιολικά πνευστά διέπονται από τη θεωρία Helmholtz και η συχνότητά τους εξαρτάται από τον 
όγκο αέρα που περικλείουν. Όπως και σε ένα δοχείο Helmholtz, έτσι και εδώ, υπάρχει µόνον ένας 
τρόπος συντονισµού του αέριου όγκου και άρα µία θεµελιώδη συχνότητα. Κατά συνέπεια δεν 
υφίστανται αρµονικές, ούτε και καταστάσεις overblown. Τέτοιες διατάξεις καλούνται και κυβικές 
σφυρίχτρες (cubic wistles) για διάκριση από τις κοινές σφυρίχτρες που δεν είναι τίποτε άλλο παρά 
µικροσκοπικοί αυλοί. 

Εικόνα 7.4 

Εγκάρσιο φλάουτο χαρταετού και τα βήµατα κατασκευής του από κορµό Bamboo. 
 



    Κεφάλαιο 7 – Τα Αιολικά Πνευστά 

 

Μέρος ΙΙ – Θεωρητική µελέτη 

96 

 

 
Εικόνα 7.5 

Φλάουτο χαρταετού. ∆ιακρίνεται η µορφή της σχισµής του. 
 
 
 
 

 
Εικόνα 7.6 

Φλάουτο χαρταετού από Bamboo. 
 
 

Η διάταξη φλάουτων στο αριστερό µέρος της εικόνας 7.7 περιλαµβάνει µέλη δοαφόρων µηκών, 
ώστε οι θεµέλιες συχνότητες συντονισµού να αντιστοιχούν στις αρµονικές της θεµελίου του φλάουτου 
µε το µεγαλύτερο µήκος, ήτοι του φλάουτου µε τη µικρότερη συχνότητα. ∆εξιά στην εικόνα 7.7 ένας 
κοινός αυλός έχει απαλλαγεί  από το πόδι του ώστε ο άνεµος να οδηγείτε ελεύθερα στην flue σχισµή. 
Το αποτέλεσµα δεν είναι το ίδιο µε έναν τυπικό αυλό, καθώς δεν δηµιουργείται λεπτή ασταθής δέσµης 
αέρα, ώστε να προκληθούν ταλαντώσεις τέτοιες που να διατηρήσουν τον αναδραστικό µηχανισµό, 
όπως περιγράφηκε στο κεφ. 5. Οι συντονισµοί που προκύπτουν είναι ασθενείς.    
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7.4  Φλάουτα Περιστεριών (Pigeon Flutes) 
 

Όµοια αρχή λειτουργίας µε τα φλάουτα χαρταετών συνα-
ντούµε και στα φλάουτα ή σφυρίχτρες περιστεριών (εικόνα 
7.4). Η κατασκευή τους ήταν συνήθως από Bamboo, ελαφριά 
και ανθεκτική. Στα σχήµατα που ακολουθούν παρατηρούµε 
σχεδόν πάντα ότι τα φλάουτα συνιστούν ένα συγκρότηµα από 
µέλη διαφορετικών διαστάσεων και προσανατολισµού. Εύ-
κολα καταλαβαίνουµε το λόγο της ύπαρξης πολλών φλάου-
των, αν ανατρέξουµε στη διάταξη των pipe organs (κεφ. 4). 
Για να ενισχυθεί και να εµπλουτισθεί ο φτωχός παραγόµενος 
ήχος του πιο µπάσου φλάουτου, προστίθενται σ’ αυτόν οι αρ-
µονικές του, δηλαδή η οκτάβα, η πέµπτη, η τρίτη κλπ. όπως 
στην εικόνα 7.7. Η αρµονικές ανεβάζουν πιο αισθητά την 
ένταση του παραγόµενου τόνου, παρά η χρήση πανοµοιότυ-
πων φλάουτων που εκπέµπουν τόνο της αυτής συχνότητας. 
Προσθέτοντας ένα ίδιο φλάουτο σε έναν ήδη υπάρχον η υπο-
κειµενική ένταση ανεβαίνει µόνο κατά 3 phons. Ο προσανα-
τολισµός είναι µία προφανής αναγκαιότητα να καλυφθούν 
περισσότερες διευθύνσεις του ανέµου κατά την πτήση του 
περιστεριού. Τα φλάουτα τόσο στα περιστέρια, όσο και στους 
χαρταετούς τοποθετούνταν µε τέτοιο τρόπο ώστε οι σχισµές 

να στρέφονταν όσο ήταν εφικτό προς το µέρος του ακροατή, έτσι που ο τελευταίος να βρίσκεται εντός 
του πεδίου ηχητικής ακτινοβόλησης. Στην εικόνα 7.5 φαίνονται πραγµατικά φλάουτα περιστεριών από 
Bamboo και ξύλο. Οι γκραβούρες στις εικόνες 7.6 έως 7.9 απεικονίζουν διάφορους σχηµατισµούς 
φλάουτων περιστεριών και το πώς τοποθετούνταν πάνω στα πτηνά.  
 
 
 

Εικόνα 7.4 

Φλάουτα περιστεριών (Pigeon flutes) 

Εικόνα 7.7 

Αριστερά: Συγκρότηµα φλάουτων χαρταετών. ∆εξιά: Τροποποιηµένος αυλός για προσάρτηση σε χαρταετό. 
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Εικόνα 7.6 

 
 

Εικόνα 7.5 

Φλάουτα περιστεριών από Bamboo και ξύλο. 
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Εικόνα 7.7 

 
 
 
 
 
 
 

 
Εικόνα 7.8 
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Εικόνα 7.9 

 
 
 
 
Στην εικόνα 7.10 µπορεί κανείς να πληροφορηθεί για τις τυπικές διαστάσεις ενός φλάουτου περιστε-
ριών. 
 
 

 
Εικόνα 7.10 

Αναλογίες στις διαστάσεις ενός φλάουτου περιστεριών. 
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7.5 Αιολικό όργανο από µπαµπού (Bamboo Aeolian Organ) 
 

Το αιολικό όργανο από Bamboo προέρχεται από τη Νοτιοανατολική Ασία και τα νησιά του 
Ειρηνικού. Μετρά και αυτό αιώνες ύπαρξης. Η χρήση του προοριζόταν για καθαρά ψυχαγωγικούς 
λόγους, για τον ακουστικό προσανατολισµό των κατοίκων της πόλης όπου τοποθετούταν, καθώς 
εκείνοι γύριζαν από τη ζούγκλα, αλλά και για θρησκευτικούς σκοπούς. Με τον καιρό, αποτέλεσε είδος 
τέχνης, συνδυάζοντας στοιχεία από γλυπτική και µουσική. Στην εικόνα 7.11 βλέπουµε ένα τέτοιο 
όργανο κατασκευασµένο την προηγούµενη δεκαετία από έναν γλύπτη σε µία πεδιάδα της Αµερικής.  

  

Ο ανοικτός χώρος αφήνει το όργανο εκτεθειµένο σε όλες 
τις κατευθύνσεις και εντάσεις ανέµου, ώστε να παράγονται 
τυχαίοι ευχάριστοι ήχοι, ωστόσο όχι µουσικοί.  

Ένα καλάµι Bamboo, το οποίο µπορεί να φτάσει και µή-
κος περί τα 20 m, διαιρείται από τη φύση του σε πολλούς µι-
κρότερους κυλίνδρους, µήκους περίπου 30 έως 40 cm. Η διά-
µετρος ενός τέτοιου καλαµιού είναι περί τα 10 έως 15 cm. 
Ανοίγοντας σχισµές σαν αυτές της εικόνας 7.13, µπορούµε να 
δηµιουργήσουµε καθ’ όλο το µήκος του καλαµιού, επάλληλα, 
µικρά δοχεία Helmholtz, όπως φαίνεται στην εικόνα 7.11. Ο 
µεγάλος αριθµός δοχείων Helmholtz συνεισφέρει σε µία πο-
λυφωνία ήχων καθώς ο άνεµος συντονίζει τους αέριους 
όγκους τους. Οι διαστάσεις όλων των δοχείων είναι ίδιες, γιατί 
έτσι προκύπτουν από τη φύση του καλαµιού. Ωστόσο, µετα-
βολές αυτών σε τεχνητά καλάµια, διαφορετικών υλικών, θα 
προσέθεταν µεγαλύτερη ποικιλία συχνοτήτων και ήχων.     

Στη διπλανή εικόνα µία µίµηση ενός αιολικού οργάνου 
από Bamboo έχει κατασκευαστεί από πλαστικούς σωλήνες. Η 
εκδοχή αυτή είναι πολύ απλή και εύκολη στην κατασκευή.     
 

Εικόνα 7.11 

Αιολικό όργανο από Bamboo. Αριστερά: Σχηµατισµός σχισµών στους φυσικούς κυλίνδρους που είναι φυσικά 
σχηµατισµένοι στον κορµό του καλαµιού. ∆εξιά: ∆ιάταξη των κορµών (καλαµιών) του οργάνου στο χώρο.  

Εικόνα 7.12 
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Εικόνα 7.13 

Τυπικές διαστάσεις και γεωµετρία ενός κυλίνδρου καλαµιού, που χρησιµοποιείται στο αιολικό 
όργανο από Bamboo.  
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1 
Υπολογιστικά µοντέλα προσοµοίωσης των air-jet 

πνευστών 
 
 
 

 
1.1  Η έννοια του υπολογιστικού µοντέλου στα µουσικά όργανα  
 

Τα µουσικά όργανα ιστορικά αποτελούν κάποια από τα πιο πολύπλοκα µηχανικά συστήµατα που 
έχει επινοήσει ο άνθρωπος [79]. Από τα λίγα που έχουν γραφεί στο ΙΙ µέρος της διπλωµατικής µπορεί 
κανείς να συµπεράνει πόσο απαιτητική είναι η φυσική των µουσικών οργάνων σε γνωστικό υπόβαθρο 
πολλών επιστηµών. Έχει ξαναειπωθεί ότι τον τελευταίο αιώνα υπήρξε µεγάλο ενδιαφέρον στην 
ανάλυση της λειτουργίας τους από φυσικούς και ακουστικολόγους.  

Είδαµε τον εµφανή ρόλο της µη γραµµικότητας στις εξισώσεις που περιγράφουν ένα πνευστό. 
Παρόµοια πράγµατα ισχύουν και για τα υπόλοιπα µουσικά όργανα. Απ’ την άλλη, οι εξισώσεις οι ίδιες 
είναι τόσο σύνθετες που δεν µπορούν να επιλυθούν άµεσα, εκτός αν ληφθούν απλοποιητικές 
παραδοχές και πληθώρα παραµέτρων, όπως συµβαίνει µε την προσεγγιστική λύση του N. H. Fletcher 
(επόµενο κεφάλαιο) ή του Howe (Kεφάλαιο 1, Mέρος ΙV) που αφορούν στα air-jet πνευστά. Όσο 
περισσότερες απλοποιήσεις δεχόµαστε για τη συµπεριφορά των συνιστωσών του συστήµατός, τόσο το 
αποτέλεσµα της θεωρίας µας διαφοροποιείται από την πραγµατικότητα. Μία τυπική απλοποίηση είναι 
η γραµµικοποίηση ορισµένων ελαφρώς µη γραµµικών φαινοµένων που εµπλέκονται στη λειτουργία 
του µουσικού οργάνου [79].  

Αυτό που επιδιώκουµε κατά κύριο λόγο κατά την ανάλυση της συµπεριφοράς ενός air-jet 
πνευστού είναι ο υπολογισµός του ακουστικού του φάσµατος (συχνότητες και πλάτη των αρµονικών) 
τόσο στη σταθερή (steady) όσο και στη µεταβατική (transient) κατάσταση, όταν είναι δοσµένη η 
µεταβολή της πίεσης πνοής και γνωστές οι διαστάσεις του οργάνου. 

Η πιο µοντέρνα αντιµετώπιση της συµπεριφοράς των µουσικών οργάνων επιτυγχάνεται µε τη 
χρήση υπολογιστή. Υιοθετώντας µεθόδους από την υπολογιστική ρευστοµηχανική [G] ή την ψηφιακή 
επεξεργασία [LL] µεταβαίνουµε σε ένα νέο ελκυστικό πεδίο έρευνας, αυτό της υπολογιστικής 

ακουστικής (computational acoustics). Καθώς ο υπολογιστής έχει τη δυνατότητα να εκτελεί τεράστιες 
ποσότητες πράξεων ανά δευτερόλεπτο, µπορούµε µε κατάλληλους αλγορίθµους να επιλύσουµε 
αριθµητικά πολλές από τις σύνθετες εξισώσεις αποφεύγοντας τις απλοποιήσεις και παίρνοντας ολοένα 
ρεαλιστικότερα αποτελέσµατα.   
 

 
1.2  Γνωστά υπολογιστικά µοντέλα 
 

Στην ακόλουθη χρονολογική επισκόπηση µπορεί κανείς να ενηµερωθεί για τις επινοήσεις των 
τελευταίων ετών σχετικά µε τη µελέτη των air-jet πνευστών µέσω προγραµµατισµού σε υπολογιστή. 
Τα υπολογιστικά µοντέλα διακρίνονται σε δύο µεγάλες κατηγορίες, αυτά που αναλύουν τη 
συµπεριφορά του οργάνου στο πεδίο της συχνότητας και εκείνα που προσοµοιώνουν απευθείας τη 
συµπεριφορά στο πεδίο του χρόνου (κεφ.3, µέρος ΙΙ). Με την ανάλυση Fourier είναι εύκολο να µεταβεί 
κάποιος από το πεδίο του χρόνου στο πεδίο της συχνότητας και λάβει το συχνοτικό φάσµα απόκρισης. 
Η αντίστροφη ανάλυση Fourier θα µας διευκόλυνε να µεταβούµε από το συχνοτικό στο χρονικό πεδίο, 
αλλά δε θα προσέφερε κάτι περισσότερο στη µελέτη µας. Τα µοντέλα στο πεδίο της συχνότητας είναι 
γηραιότερα από αυτά στο πεδίο του χρόνου, καθώς η επίλυση των συχνοτικών εξισώσεων απαιτεί 
µικρή υπολογιστική ισχύ, και τέτοια ισχύ είχαν οι υπολογιστές 30 χρόνια πριν.  

Από πλευράς εξισώσεων, πάλι µπορούµε να διαχωρίσουµε τα µοντέλα, σε αυτά που 
χρησιµοποιούν κανόνες από την ανάλυση Fourier (µοντέλα στο πεδίο της συχνότητας), σε αυτά που 
χρησιµοποιούν σχέσεις από την ψηφιακή επεξεργασία σηµάτων (Digital Signal Processing, ανάλυση 
στο πεδίο του χρόνου) και σε αυτά που χρησιµοποιούν εξισώσεις ρευστοµηχανικής (ανάλυση επίσης 
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στο πεδίο του χρόνου). Πολλά µοντέλα είναι υβριδικά, δηλαδή συνδυάζουν στοιχεία από τα 
προηγούµενα.     
 

 
1)  Ηµιεµπειρικό µοντέλο του Ν. Η. Fletcher  
 

∆ηµιουργήθηκε τη δεκαετία του 70, αλλά το αποδέχεται µέχρι και σήµερα. Αγνοεί θορύβους από 
δίνες ή στροβιλισµούς και χρησιµοποιεί σειρές και ανάλυση Fourier για εκφράσει τη µορφή των 
λύσεων µίας κύριας εξίσωσης συστήµατος. Οι λύσεις αποτελούν από µόνες τους νέες υποεξισώσεις, 
που γίνονται αριθµητικά ολοκληρώσιµες, αφού µετασχηµατισθούν µε τη µέθοδο των αργά 
µεταβαλλόµενων συναρτήσεων. Βασίζεται στον κοινά αποδεκτό ισχυρισµό ότι δηµιουργείται 
ισορροπία ενέργειας µεταξύ της προσφοράς του διεγέρτη και των απωλειών στο συντονιστή. Είναι 
αρκετά προσεγγιστικό, αλλά είναι το µόνο που έχει επαληθευτεί πειραµατικά σε µεγάλο εύρος 
διαστάσεων αυλών. Πέραν αυτού, η χρήση του µοντέλου στη µουσική σύνθεση έδωσε πολύ καλά 
αποτελέσµατα [ΕΕΕ]. Στις δηµοσιεύσεις του ο Fletcher εκτελεί αριθµητικά παραδείγµατα για τους 
τρεις πρώτους κανονικούς τρόπους ταλάντωσης Η αντιµετώπιση του θέµατος είναι απ’ τη σκοπιά της 
συχνότητας (frequency domain) και χρησιµοποιείται τόσο για τη σταθερή όσο και για τη µεταβατική 
κατάσταση. Το µοντέλο του Fletcher, όπως και η αντίστοιχη θεωρία των air-jet πνευστών (κεφ. 5, 
µέρος ΙΙ) προσφέρεται για µία πρώτη και αρκετά περιεκτική κατανόηση του µηχανισµού τους. Γι’ 
αυτό, παρά την παλαιότητά της, αναλύεται στο επόµενο κεφάλαιο και τη χρησιµοποιούµε και στην 
ερµηνεία των πειραµατικών αποτελεσµάτων του IV Μέρους.  
Βιβλιογραφική αναφορά: [CC, 28, 31, 32, 34, 39, 42, 45]. 
 
 

2)  Ολοκληρωτικό µοντέλο του R.T. Schumacher 
 

Αποτελεί επέκταση του προηγούµενου µοντέλου µε χρήση ολοκληρωτικών, αντί διαφορικών 
εξισώσεων συστήµατος. Βασισµένο σε FFT υπολογίζει τα αρµονικά πλάτη έως και των 14 πρώτων 
συνιστωσών ως συνάρτηση της πίεσης, για την κατάσταση του θεµελιώδη και του δεύτερου τρόπου 
συντονισµού. Το µοντέλο είναι πιο ακριβές από του Fletcher, αλλά µπορεί να χρησιµοποιηθεί µόνο για 
τη σταθερή κατάσταση.     
Βιβλιογραφική αναφορά: [73]. 
 
 
3)  Μοντέλο των Mclntyre, Woodhouse και Schumacher 
 

Βασισµένο σε µία συνάρτηση ανάκλασης (reflection function) αντιµετωπίζει το θέµα από τη 
σκοπιά του χρόνου (time domain), ώστε να µπορεί να υποδιαιρεί την περίοδο και να προβλέπει τις 
αλλαγές µέσα σε αυτή. ∆ηµιουργήθηκε το (1983). Ο Coltman το 1991 επέκτεινε το µοντέλο και το 
εφήρµοσε στο φλάουτο. 
Βιβλιογραφική αναφορά: [56,21]. 
 
 

4)  Μοντέλο του Μ. P. Verge 
 

Εξέλιξη του προηγούµενου µοντέλου για µικρές διαστάσεις αυλών. Ο Verge καταλήγει σε ένα 
µονοδιάστατο (time domain) µοντέλο, που λαµβάνει υπ’ όψη του δίνες και στροβιλισµούς στη ροή του 
σέρα και της δέσµης, ώστε να προβλέπει και το θόρυβο και τους edge tones. (Κεφ. 4, µέρος ΙΙ). Η 
επέκταση που προτείνει ο ίδιος ο Verge για το µοντέλο του είναι να προστεθεί και η δεύτερη διάσταση 
για να µπορούν να προβλεφθούν οι εγκάρσιες αρµονικές σε µεγάλους και φαρδείς σωλήνες, οι οποίες 
κατά κύριο λόγο ενεργοποιούνται από τους στροβιλισµούς της αέριας δέσµης για µεγάλους Reynolds 
(>3000), πριν καν προσκρούσει εκείνη στο χείλος. Οι εγκάρσιες αρµονικές µειώνουν την καθαρότητα 
του παραγόµενου ήχου. 

Το µοντέλο δηµοσιεύτηκε το 1997 και µε σχέσεις ροής ρευστών, καταλήγει σε αριθµητικές 
επιλύσεις διαφορικών εξισώσεων, µέσω πεπερασµένων διαφορών. Το µειονέκτηµα είναι όπως 
ειπώθηκε, ότι έχει εφαρµοσθεί για µικρούς αυλούς (µήκους έως 30 cm). 
Βιβλιογραφική αναφορά: [ΕΕΕ, 80, 81, 82, 83]. 
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5)  Τεχνικές επίλυσης των εξισώσεων Navier-Stokes 
 

Περιλαµβάνει µία ολόκληρη κατηγορία µοντέλων και αποτελεί την πλέον σύγχρονη µέθοδο. Ο 
Έλληνας ακουστικολόγος Π. Σκόρδος δηµοσίευσε το 1995 τη διδακτορική του διατριβή στο τµήµα 
Ηλεκτρολόγων Μηχανικών του ΜΙΤ, µε θέµα τη µοντελοποίηση αυλών µε τη µέθοδο Lattice 
Boltzmann που επιλύει τις εξισώσεις Navier – Stokes, χρησιµοποιώντας παράλληλη επεξεργασία 
υπολογιστών. Πολλά άλλα µοντέλα στηρίζονται στη µέθοδο αυτή. 
Βιβλιογραφική αναφορά: [ΖΖ,8,52]. 
 
 

Ο κατάλογος των υπολογιστικών µοντέλων δεν καλύπτεται σε καµία περίπτωση πλήρως από αυτά 
που αναφέρθηκαν, για το λόγο ότι µέρα µε τη µέρα καινούργιες µελέτες δηµοσιεύονται. Ωστόσο, τα 
περισσότερα µοντέλα βασίζονται σε αυτά και εύκολα µπορεί κάποιος να τα παρακολουθήσει.    
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2 
Frequency-domain µοντέλο του N. H. Fletcher  

 
 

 
2.1 Εξισώσεις συστήµατος 
 

Υποθέτουµε ότι ο συντονιστής (ακουστικός σωλήνας) ταλαντώνεται χωρίς την επίδραση 
εξωτερικής δύναµης στους κανονικούς του τρόπους ταλάντωσης, που ο καθένας συµβολίζεται µε i και 
χαρακτηρίζεται από γωνιακή συχνότητα 

i
n . Αν η κίνηση του κάθε τρόπου περιγράφεται απ’ την 

ακουστική µετατόπιση 
i

x , τότε, επειδή ο συντονιστής είναι ένας γραµµικός ταλαντωτής (Κεφ. 4, 

Μέρος ΙΙ), οι τρόποι του θα υπακούουν στην παρακάτω διαφορική εξίσωση [34]:  
 

2
2

2
0i i

i i i

d x dx
n x

dtdt
κ+ + =           1,2,3,...i =                                           (2.1) 

 
όπου 0

i
κ > είναι η σταθερά απόσβεσης του κάθε τρόπου. Η εξίσωση (2.1) είναι γραµµική και έτσι 

πρέπει να είναι, ώστε να περιγράφει τη γραµµική συµπεριφορά του συντονιστή. 
Όπως θα δούµε στη συνέχεια η ιδιοσυχνότητα n του i τρόπου δεν είναι ταυτόσηµη µε τη 

συχνότητα της n αρµονικής 
n

nω ω= , αλλά διαφέρει, καθώς ο ακουστικός σωλήνας είναι ένας µη 

ιδανικός ταλαντωτής.  
Έστω τώρα ότι επιβάλλεται µία διεγείρουσα δύναµη, από το διεγέρτη, η οποία όµως δηµιουργείται 

υπό την επίδραση του ακουστικού πεδίου των τρόπων του συντονιστή, όπως είδαµε, κατά έναν 

περίπλοκο αναδραστικό µηχανισµό. Έτσι η δύναµη είναι της µορφής 1 2, ,... j
dxdx dx

F F
dt dt dt

  
=   

   
, 

δηλαδή εξαρτάται τόσο απ’ τους τρόπους, όσο και το χρόνο. Έτσι, υπό την επενέργεια της δύναµης 
αυτής, ο i τρόπος θα υπακούει στην εξίσωση [31]: 
 

2
2

2

ji i

i i i i

dxd x dx
n x F

dt dtdt
κ η

 
+ + =  

 
                                                (2.2) 

 
όπου 

i
η  είναι ένας πραγµατικός αριθµός, που καλείται σταθερά σύζευξης (coupling coefficient). Οι 

ποσότητες 
i

κ και 
i

η  είναι γενικά υπολογίσιµες από τη γεωµετρία του σωλήνα και τις µηχανικές και 

θερµικές ιδιότητες του αέρα [PP,9,12]. 
Στην περίπτωση τώρα ενός σωλήνα µε ακτίνα r πολύ µικρότερη από το περιεχόµενο µήκος 

κύµατος, όταν συµπεριλαµβάνονται συνεκτικές και θερµικές απώλειες [32], καταλήγουµε στις 
προσεγγιστικές σχέσεις: 

2 2 1/ 2
55 10i

i

p

r c

L c r

ω ω
κ −+ ⋅≃                                                        (2.3) 

 
2

m

i

p p

S

L S
η η

ρ
= ≃                                                               (2.4) 

 
όπου 

i
ω η γωνιακή συχνότητα κάθε τρόπου, c η ταχύτητα του ήχου, 

m
S  η διατοµή του στόµατος, 

p
S  η 

διατοµή και 
p

L  το µήκος του ακουστικού σωλήνα. Η ταχύτητα του ήχου επιλέγεται για ένα µεγάλο 

εύρος υπολογισµών 342 m/sc =  [EEE]. 
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Με τον τρόπο που γράφτηκε η (2.2), υπαγορεύει σύζευξη οποιωνδήποτε συνδυασµών. Για 

παράδειγµα, µπορεί το i
dx

dt
 στο αριστερό µέλος να αναφέρεται σε µία χρονική στιγµή t, ενώ το 

jdx

dt
 

στη δύναµη F, να αναφέρεται σε µία προηγηθείσα χρονική στιγµή 
i

t δ− .  

Κατά συνέπεια, το σύστηµα διεγέρτη-συντονιστή περιγράφεται από ένα σύνολο άπειρων 
συσχετιζόµενων, µη γραµµικών διαφορικών εξισώσεων, το οποίο προφανώς δεν έχει απευθείας λύση 
[42].  
 
 

2.2  Η Επίλυση 
 

Η λύση της (2.2) έγκειται στον προσδιορισµό της ακουστικής µετατόπισης 
i

x  κάθε τρόπου, που 

µας οδηγεί στον προσδιορισµό του παραγόµενου ηχητικού φάσµατος. Για να κατανοήσουµε τη 
διαδικασία που οδηγεί στη λύση της παραπάνω εξίσωσης υποθέτουµε αρχικά ότι ο διεγέρτης έχει 
γραµµική συµπεριφορά και µπορεί να γραφεί [42], στη θέση του δεξιού µέλους της (2.2): 
 

31 2
1 2 3 1 1 2 3 2( , , ,...) ( ...) ...

dxdx dx
g x x x c x x x c

dt dt dt

 
= + + + + + + + 

 
                        (2.5) 

 
όπου τα 1 2,c c  είναι σταθερές, που ενδεχοµένως να περιέχουν αλλαγές φάσεων, σε σύνθετες 

περιπτώσεις. Έστω ότι η ακουστική µετατόπιση του τρόπου i , που ταλαντώνεται µε ιδανική γωνιακή 
συχνότητα 

i
ω , δίνεται από τη Fourier συνιστώσα: 

 
sin( )

i i i i
x a tω β= +                                                            (2.6) 

 

Ο i τρόπος διεγείρεται κυρίως από τον όρο του διεγέρτη 1 2
i

i

dx
c x c

dt
+  λόγω της ταύτισης των 

συχνοτήτων τους. Αν το µέρος 2
i

dx
c

dt
 του διεγέρτη, που είναι σε φάση µε το i

dx

dt
, είναι µεγαλύτερο 

από τον όρο απόσβεσης i

i

dx

dt
κ του συντονιστή, τότε το πλάτος 

i
a  της ακουστικής µετατόπισης του 

τρόπου i θα αυξάνεται συνεχώς, έως ότου αυξηθεί η σταθερά απόσβεσης 
i

κ  ή µειωθεί το µέρος 2
i

dx
c

dt
 

του διεγέρτη [42]. Αυτή η µη γραµµική δράση, ερµηνεύει πλήρως το σχολιασµό του Benade (Κεφ. 4, 
Μέρος ΙΙ), ότι τα όργανα µε συντονισµούς διαρκείας είναι απαραιτήτως µη γραµµικά. Το µέρος τώρα 

1 1c x  του διεγέρτη, που είναι σε φάση µε το 1x θα προκαλέσει µία µικρή αλλαγή φάσης στη γωνιακή 

συχνότητα 
i

ω . Αν όµως ο διεγέρτης παρείχε µία καθαρά αρνητική αντίσταση, τότε 1 0c =  και δεν θα 

υπήρχε µεταβολή της φάσης και άρα της συχνότητας. Το ηχητικό φάσµα θα µπορούσε τότε να είναι 
σαν αυτό του σχήµατος 2.1(a) [42], όπου οι γραµµές του βρίσκονται ακριβώς στις κορυφές της 
αγωγιµότητας εισόδου (Κεφ. 4, Μέρος ΙΙ) . 

Είδαµε όµως ότι ο διεγέρτης είναι µη γραµµικός. Αυτό σηµαίνει ότι εκτός από τα 1 i
c x  και 2

i
dx

c
dt

 

εξαρτάται και από όρους της µορφής 
ij i j

c x x , µε υψηλότερες τάξεις όπως ...p q

i j
x x  µε  p, q  ακέραιους, 

καθώς και αντίστοιχους τέτοιους όρους για τα i
dx

dt
. Όλο αυτό το φάσµα του διεγέρτη προσδίδει όρους 

διέγερσης µε συχνότητες 
i j

ω ω±  ή γενικά ...
i j

p qω ω± ±  Αυτό σηµαίνει ότι κάθε τρόπος συνοδεύεται 

από µία οµάδα άλλων τόνων, όπως φαίνεται στο σχήµα 2.1(b). ένα τέτοιο ηχητικό φάσµα καλείται 
πολυφωνικό (multiphonic) και το συναντούµε κάποιες φορές στη σύγχρονη µουσική και στο παίξιµο 
των αρχάριων εκτελεστών self-sustained οργάνων. Ο δυνατός και βραχνός θόρυβος που παράγεται, 
είναι γνωστός στους φωνολόγους και ,κατασκευαστές αυλών ως “burbling” [32]. Τέτοια περίπτωση θα 
δούµε και στο πειραµατικό µέρος της εργασίας.    
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Σχήµα 2.1 

(a) Αγωγιµότητα εισόδου ενός ελαφρά µη αρµονικού συντονιστή, µαζί µε το συχνοτικό φάσµα που παράγεται 
όταν αυτός διεγείρεται από διεγέρτη που παρουσιάζει απλή γραµµική αρνητική αντίσταση. (b) Πολυφωνικό 
φάσµα του ίδιου συντονιστή όταν διεγείρεται από διεγέρτη µε ελαφρά µη γραµµικά χαρακτηριστικά. (c) 
Απόκριση mode-locking του ίδιου συντονιστή, όταν διεγείρεται από διεγέρτη έντονα µη γραµµικό. Παρατηρούµε 
τη µετατόπιση των συχνοτήτων της θεµελιώδους και των αρµονικών της. Σχήµα απ’ τη βιβλιογραφική αναφορά 
[42].   
 
 
 

2.3 Επίλυση µε τη µέθοδο των Αργά Μεταβαλλόµενων Παραµέτρων 
 

Η εξίσωση (2.6) του κάθε τρόπου δεν είναι απόλυτα σωστή. Στην πραγµατικότητα τα µεγέθη 

i
a και

i
β  δεν είναι σταθερά, αλλά µεταβάλλονται αργά µε το χρόνο [31,32,34,42]. Έτσι η µορφή των 

λύσεων της διαφορικής εξίσωσης (2.2) θα είναι: 
 

[ ]( )sin ( )
i i i i

x a t t tω β= +                                                         (2.7) 

 
Τα 

i
a και

i
β  είναι αντιστοίχως το πλάτος και η φάση της ταλάντωσης του τρόπου i. Αν η µη 

αρµονικότητα δεν είναι έντονη, τότε θα µεταβάλλονται µε το χρόνο µε ρυθµό πολύ µικρότερο από τη 
γωνιακή συχνότητα 

i
ω [42]. Χρησιµοποιούµε λοιπόν µία προσεγγιστική µέθοδο επίλυσης µη 

γραµµικών διαφορικών εξισώσεων, την οποία εισήγαγαν οι Bogoliubov Mitropolsky το 1961 [U] και 
που ονοµάζεται µέθοδος των Αργά Μεταβαλλόµενων Παραµέτρων (Slowly Varying Parameters). Η 
µέθοδος αποτελεί µαθηµατικό εργαλείο γενικής φύσης, αλλά πρώτος ο Fletcher το 1976 τη 
χρησιµοποίησε για επίλυση συστηµάτων µουσικής ακουστικής.  

Η παράγωγος της σχέσης (2.5) είναι: 
 

sin( ) cos( )i i i

i i i i i i

dx da d
t a t

dt dt dt

β
ω β ω β ω 

= + + + ⋅ + ⇒ 
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sin( ) cos( ) cos( )i i i

i i i i i i i i i

dx da d
t a t a t

dt dt dt

β
ω β ω β ω ω β⇒ = + + + + +                      (2.8) 

 
 
Η παράγωγος που προέκυψε, εξ’ αιτίας της παραδοχής ότι τα 

i
a  και 

i
β  µεταβάλλονται µε το χρόνο, 

δηµιουργεί µία χαοτική κατάσταση στο σύστηµά µας και µπορούµε κάλλιστα να απαιτήσουµε να έχει 
τη µορφή µόνο του τελευταίου όρου, όπου τα 

i
a  και 

i
β  παραµένουν σταθερά: 

 

cos( )i

i i i i

dx
a t

dt
ω ω β= +                                                       (2.9) 

 
Έτσι, αναγκαστικά οι δύο πρώτοι όροι θα πληρούν τη συνθήκη [31]: 

 

sin( ) cos( ) 0i i

i i i i i

da d
t a t

dt dt

β
ω β ω β+ + + =                                       (2.10) 

 
Αντικαθιστώντας τη (2.7) και τη (2.9) στη (2.2) παίρνουµε: 

 
 

[ ]

2

2

sin( ) cos( ) sin( )

sin( ) cos( )

i i

i i i i i i i i i i i

j

i i i i i i i i i i

da d
a t t a t

dt dt

dx
n a t a t F

dt

β
ω ω β ω ω β ω ω β

ω β κ ω ω β η

− + + + − +

 
+ + + + =  

 

                      (2.11) 

 
Και χρησιµοποιώντας τη συνθήκη (2.10) καταλήγουµε στις σχέσεις: 
 
 

2 2
21

sin( ) sin ( )

i
i

ji i i

i i i i i

i i i i i

dx

dxd ndt
F t t

dt a dt a

κ
β ω

η ω β ω β
ω ω ω

  
    −  = − + + + + 

  
 
 

                 (2.12) 

 
 

( )2 2

21
cos( ) sin ( ) cos( )

i
i

i i iji

i i i i i i i

i i i

dx
a ndxda dtF t t t

dt dt

κ ω
η ω β ω β ω β

ω ω ω

 
−  

= − + − + +  
  

  

          (2.13) 

 
Απαλείφοντας όσους όρους των (2.12) και (2.13) δεν µεταβάλλονται αργά σε σχέση µε το 

i
ω , δηλαδή 

παίρνοντας το µέσο όρο των (2.12) και (2.13) στη διάρκεια µίας περιόδου 2 /
i

π ω , θα καταλήξουµε 

στις προσεγγιστικές (average) τιµές των παραγώγων:   
 

 

( )
2 2

sin
2

ji i i i

i i

i i i

dxd n
F t

dt a dt

β η ω
ω β

ω ω
  −

= − + + 
 

                                  (2.14) 

 
  

( ) 1
cos

2

ji i

i i i i

i

dxda
F t a

dt dt

η
ω β κ

ω
 

= + − 
 

                                     (2.15) 
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όπου το σύµβολο  υπονοεί ότι το µέγεθος που βρίσκεται εντός του είναι ο µέσος όρος, υπό την 

έννοια ότι µόνο οι συνιστώσες µε συχνότητα πολύ µικρότερη του 1ω  παραµένουν στο ανάπτυγµα. 

Σύµφωνα µε τις εξισώσεις (2.14) και (2.15), το πλάτος κάθε κανονικού τρόπου i θα µεταβάλλεται 
διαρκώς, όπως το ίδιο θα συµβαίνει και µε τη φάση και µε τη στιγµιαία (γωνιακή) συχνότητα του 
τρόπου, η οποία θα δίνεται από τη σχέση [31,32]: 
 

tins i

i i

d

dt

β
ω ω= +                                                            (2.16) 

 
 

Mode locking 
 

Η στιγµιαία συχνότητα tins

i
ω  καλείται και ενεργή συχνότητα [42]. Ο ρυθµός και η έκταση της 

µεταβολής τόσο του πλάτους όσο και της συχνότητας, αυξάνεται καθώς αυξάνεται και η µη 

γραµµικότητα της συνάρτησης της δύναµης j
dx

F
dt

 
 
 

. Έτσι, τα πλάτη των µη γραµµικά παραγόµενων 

συνιστωσών, που έχουν παραπλήσιες συχνότητες µε τις ιδιοσυχνότητες 
i

ω , θα αυξάνονται [42].  

Με την προϋπόθεση ότι η µη γραµµικότητα είναι έντονη, το σύστηµα του συντονιστή και του 
διεγέρτη τείνει να περάσει από µία κατάσταση, κατά την οποία οι συχνότητες δύο τρόπων n και m, µε 
µεγάλα πλάτη ταλάντωσης θα εµπλέκονται στιγµιαία σε µία σχέση στην οποία η µία θα ισούται µε ένα 
µικρό ακέραιο πολλαπλάσιο της άλλης. Όταν συµβαίνει αυτό, οι φάσεις των δύο τρόπων θα 
«κλειδωθούν» και θα παραµείνουν σταθερές, ενώ τα πλάτη τους θα µεταβληθούν ώστε: 
 

0n m
da da

dt dt
= =                                                             (2.17) 

 
Άλλοι ασθενέστεροι (χαµηλότερων πλατών) τρόποι θα παρασυρθούν από τη συµπεριφορά των 
ισχυρότερων δύο που αναφέρθηκαν ή θα εξαλειφθούν εντελώς, ώστε η όλη ταλάντωση να γίνει 
αυστηρώς αρµονική [34,42]. ∆ηλαδή, για όλους τους τρόπους θα ισχύει [31]: 
 

t t 1
1 1

ins ins i

i i

d d
i i

dt dt

β β
ω ω ω ω 

= ⇒ + = + 
 

                                        (2.18) 

 
Αυτή η κατάσταση ισορροπίας, που συναντάται στη βιβλιογραφία ως mode locking (σχήµα 2.1c), είναι 
και η αναµενόµενη, από πειραµατικές µετρήσεις, για τους αυλούς και γενικότερα για τα air-jet 
πνευστά, κατά τη σταθερή τους κατάσταση (steady state).    
 
 

2.4  Μεταβατική κατάσταση (Transient state) 
 

Είδαµε µέχρι τώρα τις γενικές σχέσεις που θα µας βοηθήσουν στην προσεγγιστική επίλυση του 
προβλήµατος της µεταβατικής κατάστασης των αυλών. Το επόµενο βήµα είναι να αντικατασταθεί η 
διεγείρουσα δύναµη µε µία γνωστή συνάρτηση και να αναπτυχθούν οι εκφράσεις (2.14) και (2.15) σε 
εξισώσεις γνωστών µεταβλητών, ώστε να µπορούν έπειτα να ολοκληρωθούν αριθµητικά.  

Το ακουστικό πεδίο του συντονιστή που επιδρά στην αέρια δέσµη και ενισχύει την ταλάντωσή 
της, όπως περιγράφηκε στο κεφ. 5 του µέρους ΙΙ, µπορεί να αναπαρασταθεί και αυτό µε συνιστώσες 
Fourier της µορφής: 

i
dx

v
dt

= ∑                                                                 (2.19) 

 
όπου v  ταχύτητα του ακουστικού πεδίου στο στόµα του αυλού. Όταν η ακουστική ροή κατευθύνεται 
έξω από το στόµα, η δέσµη εκτρέπεται πάνω απ’ το labium και η ακουστική πίεση εντός του στόµατος 
ελαττώνεται. Όταν η ακουστική ροή κατευθύνεται εντός του στόµατος, η δέσµη έλκεται κάτω απ’ το 
labium και η ακουστική πίεση αυξάνεται στην περιοχή του στόµατος. Αν η ταχύτητα v  είναι σταθερή, 
η διεγείρουσα δύναµη, η οποία παράγεται από τη δέσµη, θα έχει τη µορφή του σχήµατος 2.2. Η 
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καµπύλη έχει σιγµοειδή µορφή και εξ’ αιτίας του offset της αρχικής κατεύθυνσης της δέσµης δεν θα 
είναι εν γένει αντισυµµετρική για 0v = . Η διεγείρουσα δύναµη µπορεί να γραφεί ως ανάπτυγµα 
δυναµοσειράς: 

2 3
0 1 2 3 ...F c c v c v c v= + + + +                                                 (2.20) 

 
όπου οι σταθερές 

m
c  είναι συναρτήσεις της 

πίεσης πνοής (blowing pressure) 
f

p . Στο 

ανάπτυγµα είναι απαραίτητο να περιλαµβά-
νονται τουλάχιστον οι όροι 3ης τάξης, ώστε η 
δύναµη να προσεγγίζει το δυνατότερο την 
µορφή της καµπύλης του σχήµατος 2.2. 
Όταν το ακουστικό πεδίο ταλαντώνεται, η 
ταχύτητα v  µεταβάλλεται και αυτή είναι η 
περίπτωση που µας ενδιαφέρει. Όπως ανα-
λύθηκε στο κεφ. 5, του µέρους ΙΙ, το ακου-
στικό πεδίο (άρα και η ακουστική ταχύτητα) 
δρα πάνω στη δέσµη, ακριβώς µετά τη flue 
σχισµή. Ο χρόνος που χρειάζεται µία διατα-
ραχή πάνω στη δέσµη για να φτάσει από τη 
σχισµή στο labium είναι δ. Η απόκριση 
ακουστικής πίεσης κατά συνέπεια παράγεται 
µετά από χρόνο δ. Βέβαια ο χρόνος αυτός 
στην πραγµατικότητα εξαρτάται από τη συ-
χνότητα και θα πρέπει να υπάρχει µία επι-
πλέον διαφορά φάσης ∆, κατά την αλληλεπί-
δραση δέσµης – ακουστικού πεδίου. Η 
πραγµατική γωνιακή συχνότητα του τρόπου 
i είναι 

i
ω και η ιδιοσυχνότητά του 

i
n . Η 

διεγείρουσα δύναµη, ως συνάρτηση του χρόνου, µπορεί τότε να γραφεί: 
 

0 1

( )

m

i i i

m i

m i i

dx dx
F t F c t

dt dt
δ

ω

∞ ∞

= =

  ∆ 
= = − −   

     
∑ ∑                                  (2.21) 

 
 
Ο χρόνος δ δίνεται από την έκφραση [31]: 

l

u
δ =                                                                     (2.22) 

 
όπου l  η απόσταση flue σχισµής – labium και u η ταχύτητα διάδοσης των διαταραχών στη δέσµη, η 
οποία κανονικά εξαρτάται από τη συχνότητα. Ωστόσο, όπως είδαµε στο κεφάλαιο 5, του µέρους ΙΙ, 
µπορούµε να απλοποιήσουµε τα πράγµατα δεχόµενοι ότι αποτελεί κλάσµα της ταχύτητας της δέσµης, 
χωρίς εξάρτηση από τη συχνότητα. Υπάρχει διαφορά στις τιµές του κλάσµατος α  που προτείνονται 
κατά καιρούς [18,32,35,82,83,84]. Ο Fletcher στη δηµοσίευση του για τα µεταβατικά φαινόµενα [31], 
χρησιµοποιεί την τιµή 0,2α =  και 0,4, αντί για την πιο κοινά αποδεκτή  0,6α =  [18,82]. Μπορούµε 
εν πάση περιπτώσει να γράψουµε:  

j
u Uα=                                                                   (2.23) 

 
Όπου 

j
U  η ταχύτητα της δέσµης. Με χρήση της εξίσωσης Bernoulli έχουµε: 

 

2
f

j

p
U

ρ
=                                                                (2.24) 

 
Ώστε µε συνδυασµό των (2.22), (2.23) και (2.24) καταλήγουµε για το χρόνο δ: 
 

Σχήµα 2.2 

Η καµπύλη της διεγείρουσας δύναµης, που αντικατοπτρίζει 
την αλληλεπίδραση δέσµης – ακουστικού πεδίου. Τα 
διακεκοµµένα άκρα δείχνουν την κυβική προσέγγιση, η 
οποία είναι επαρκής µέχρι τα σηµεία Α και Β. 
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    1 1/ 2 1/ 2 1/ 22 f

j

l
l p

U
δ α ρ

α
− − −= =                                                  (2.25) 

 
Η διαφορά φάσης στους µετέπειτα υπολογισµούς θα θεωρηθεί ίδια για όλους τους τρόπους, 

δεχόµενοι ότι ούτε και αυτή εξαρτάται από τη συχνότητα [28]: 
 

1 2 3 π∆ = ∆ = ∆ =                                                            (2.26) 

 
Μένει τώρα να υπολογίσουµε τους συντελεστές 

m
c για να ορίσουµε πλήρως τη διεγείρουσα 

δύναµη. Ο σταθερός όρος 0c  δεν επηρεάζει τους υπολογισµούς και δεν είναι απαραίτητο να τον 

γνωρίζουµε. Οι όροι 1c , 2c , 3c  δίνονται από τις σχέσεις [28]: 

 

1c Cq=                                                                     (2.27) 
2 2

2 02c Cq W y−= −                                                             (2.28) 

3 2 2 2
3 0

2
(1 4 )

3
c Cq W y W− −= − −                                                   (2.29)  

όπου: 
1 2 2

02 exp 2f pC p HS y W
− − = −                                                    (2.30) 

 
όπου H το πλάτος του στόµατος. 
∗ Το µέγεθος q µετρά την ευαισθησία της δέσµης στην ακουστική διαταραχή και δίνεται από τη 
σχέση [28]: 

1

q
W

γθ
ω

=                                                                   (2.31) 

 
όπου γ  είναι µία θεµελιώδης παράµετρος που εκφράζει την ισχύ της αλληλεπίδρασης µεταξύ της 

δέσµης και του ακουστικού πεδίου και εξαρτάται από ποσότητες όπως ο αριθµός Reynolds [28,31]. O 
Fletcher µεταβάλλει πολύ την επιλογή του ανάµεσα στις δύο του δηµοσιεύσεις, [28] και [31]. Στην 
προγενέστερη χρησιµοποιεί την τιµή 0,4, ενώ στη µεταγενέστερη [31] την τιµή 100.  
∗ Το θ στη σχέση (2.31) είναι η φάση των διαταραχών στη δέσµη που διαδίδονται µε ταχύτητα u και 
διανύουν απόσταση l . ∆ίνεται από την ακόλουθη έκφραση [27] και πρέπει να έχει την τιµή π, για κάθε 
γωνιακή συχνότητα: 

l

u

ω
θ =                                                                     (2.32) 

 
Με συνδυασµό των (2.31) και (2.32) παίρνουµε: 

l
q

uW

γ
=                                                                    (2.33) 

 
∗ Το W είναι το πάχος της συµµετρικής δέσµης και µισό του πάχους h της flue σχισµής. ∆ηλαδή: 
  

2

h
W =                                                                     (2.34) 

 
∗ Τέλος, το 0y  είναι κατά τα γνωστά και από τη θεωρία το σηµείο offset, δηλαδή το πόσο µη 

συµµετρικά θα συναντήσει η δέσµη το labium (κεφ. 5, µέρος ΙΙ). Όταν το labium βρίσκεται ακριβώς 
στη µέση του bell-shaped προφίλ της δέσµης, τότε 0 0y =  και όπως είδαµε ενεργοποιούνται µόνον οι 

περιττές αρµονικές. 
Με χρήση τώρα των (2.23) και (2.24), απαλείφουµε από την παράµετρο q την ταχύτητα 

διαταραχών u. 

 
1 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1 12

f
q p lW q Wα ρ γ γ δ− − − − −= ⇒ =                                         (2.35) 
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Από τις σχέσεις (2.27), (2.28), (2.29), (2.30) και (2.35) υπολογίζουµε εύκολα τους συντελεστές της 
δυνάµεως, όταν είναι δοσµένη η µεταβολή της πίεσης πνοής 

f
p . Η όλη συµπεριφορά του µη 

γραµµικού συστήµατος δέσµης - ακουστικού σωλήνα έχει πλήρως τώρα ορισθεί από το σύνολο των 
διαφορικών εξισώσεων: 

( )
2

2

2
i i

i i i i

d x dx
n x F t

dtdt
κ η+ + =                                                  (2.36) 

 

όπου πλέον η ( )F t  είναι γνωστή συνάρτηση. 

Αντικαθιστώντας τη συνάρτηση της δύναµης στις σχέσεις (2.12) και (2.13) µπορούµε να πάρουµε 
τα αναπτύγµατα των φάσεων και των πλατών για τους πρώτους τρεις τρόπους ενός αυλού. Τα 
αναπτύγµατα µπορούν να γραφούν και για σύζευξη περισσότερων τρόπων, αλλά η άλγεβρα καθίσταται 
πιο σύνθετη. Ο Fletcher εκτέλεσε υπολογισµούς µε τρεις τρόπους συντονισµού [31].  
Για την εφαρµογή της έκφρασης (2.19) αντικαθιστούµε στις εκφράσεις των παραγώγων (2.7) το χρόνο 

µε την παράσταση i

i

i

t δ
ω
∆

− − . Πολύ χρήσιµες είναι οι παρακάτω σχέσεις απ’ την τριγωνοµετρία [ΝΝ], 

µε τις οποίες «σπάµε» τα γινόµενα που προκύπτουν σε όρους αθροίσµατος.  
 

2 1
sin (1 cos 2 )

2
x x= −  

 

2 1
cos (1 cos 2 )

2
x x= +  

 

3 1
sin (3sin sin 3 )

4
x x x= −  

 

3 1
cos (3cos cos3 )

4
x x x= +  

 

[ ]1
cos cos cos( ) cos( )

2
x y x y x y= + + −  

 

[ ]1
cos sin sin( ) sin( )

2
x y x y x y= + − −

Είναι επίσης επιτακτική η χρήση των ακόλουθων γνωστών αλγεβρικών ταυτοτήτων τριών όρων, στην 
περίπτωση µε τους τρεις τρόπους συντονισµού: 
 

2 2 2 2( ) 2( )a b c a b c ab ac bc+ + = + + + + +  

 
3 3 3 3 2 2 2( ) 3 ( ) 3 ( ) 3 ( ) 6a b c a b c a b c b a c c a b abc+ + = + + + + + + + + +  

 
Η τετραγωνική και η κυβική ταυτότητα προκύπτουν αντίστοιχα για τιµές του εκθέτη m 2 και 3 στον 
τύπο της δύναµης (2.21).  

Από τους όρους που προκύπτουν στα αναπτύγµατα των (2.14) και (2.15) κρατούµε µόνον εκείνους 
που µεταβάλλονται αργά στη διάρκεια µίας περιόδου. ∆ηλαδή από τους συνδυασµούς 

( )...j k l tω ω ω± ± ±  επιλέγουµε µόνο αυτούς για τους οποίους ισχύει ... 0
j k l

ω ω ω± ± ± ≃ . Κατόπιν 

αυτών, λαµβάνουµε τους καταληκτικούς τύπους [31]: 
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Είδαµε ότι ένας τρόπος i βρίσκεται σε κατάσταση σταθερού, µη µηδενικού πλάτους όταν 

0i
da

dt
=  για κάποιο µη µηδενικό πλάτος 

i
a , ενώ 0i

da

dt
>  καθώς 0

i
a → . Αυτό για τον i τρόπο 

συνεπάγεται ότι: 

1 cos( )
i i i i i
cη ω δ κ+ ∆ >                                                       (2.43) 

 
Το αριστερό µέλος της τελευταίας σχέσης αποτελεί τη σταθερά ανασύζευξης φάσης για τον i τρόπο. Η 
σταθερά αυτή θα πρέπει να είναι µεγαλύτερη του συντελεστή απόσβεσης του τρόπου, ώστε να 
φτάσουµε στην κατάσταση σταθερού πλάτους. Το πλάτος στην κατάσταση ισορροπίας για το οποίο 

συµβαίνει 0i
da

dt
=  εξαρτάται από τους µη γραµµικούς όρους της εξίσωσης (2.15). Ακόµα και αν η 

συνθήκη (2.43) δεν ικανοποιείται, θα υπάρχει γενικά κάποια συνιστώσα µε συχνότητα κοντά στην 
ιδιοσυχνότητα 

i
n , προερχόµενη από την αλληλεπίδραση µεταξύ άλλων τρόπων, των οποίων οι 

συχνότητες διαφέρουν περίπου κατά 
i

n  [31]. 

Υπάρχουν ωστόσο και «µη µουσικοί» τρόποι στο φάσµα του αυλού οι οποίοι τείνουν επίσης σε 
µία σταθερή κατάσταση για συγκεκριµένα εύροι τιµών των σταθερών. Αυτοί οι τρόποι έχουν 
παρατηρηθεί πειραµατικά σε πολλούς οργανίσιους αυλούς, συνήθως για πιέσεις λίγο πριν τη µετάβαση 
στη δεύτερη κατάσταση συντονισµού (overblowing) [31].  

Μία περίπτωση που συναντάται συχνά στην πράξη είναι όταν η συνθήκη (2.43) ικανοποιείται για 
τους τρόπους 2 και 3 αλλά δεν ικανοποιείται ή ικανοποιείται πολύ ασθενώς για τον θεµελιώδη τρόπο 1 
[31]. Στην περίπτωση αυτή τα πλάτη 2a  και 3a  είναι πολύ µεγαλύτερα του 1a . Παρατηρώντας τώρα 

την εξίσωση (2.37) και τις αντίστοιχές της (2.39) και (2.41) βλέπουµε ότι οι τρόποι 2 και 3 δεν 

µπορούν να συζευχθούν, παρά µόνο µέσω µικρών, υψηλών όρων, όπως τον [ ]2 2
4 2 3 2 3sin (3 2 )c a a tω ω−  ή 

τον [ ]2 1 3 3 2 1sin ( )c a a tω ω ω− − , που έχουν µικρή τιµή επειδή το 1a  είναι µικρό. Έτσι, οι τρόποι 2 και 3 

παραµένουν οριακά µη συζευγµένοι και µπορούν να προσαρµοστούν ώστε 2 2nω ≃  και  3 3nω ≃  [31]. 

Τότε, δεν θα σχετίζονται αρµονικά. Οι όροι που διασταυρώνονται θα παράγουν µία συνιστώσα µε 
γωνιακή συχνότητα 1ω , κοντά στην ιδιοσυχνότητα 1n , η οποία θα ενισχύεται από όρους που 

µεταβάλλονται σύµφωνα µε την τιµή ( )3 2 1sin tω ω ω− −    και που εµφανίζονται ως ενοχλητικοί, για 

το αυτί, παλµοί (beats). Η συµπεριφορά αυτή έχει επαληθευτεί και πειραµατικά. 
 
 

Η µεταβολή της πίεσης πνοής 
 

Η µορφή της µεταβατικής κατάστασης (ατάκας) εξαρτάται από τα χαρακτηριστικά του αυλού και 
τη γεωµετρία της δέσµης. Αυτά τα χαρακτηριστικά είναι γνωστά στους µουσικούς των pipe organs, και 
ενεργοποιούνται από µηχανική δράση, αλλά και στους φλαουτίστες οι οποίοι µε το γλώσσισµα 
(tonging) πετυχαίνουν µία κοφτή και καθαρή ατάκα [31]. Πολλές φορές σε ένα pipe organ καθώς 
ανοίγει η βαλβίδα του αντίστοιχου αυλού η πίεση στο πόδι αυξάνει απότοµα µέσα σε χρόνο τάξης 

210− s και έπειτα καθησυχάζει σε µία σταθερή χαµηλότερη τιµή µέσα σε χρόνο περίπου 110− s. Άλλες 
πάλι φορές, η αρχική τιµή της πίεσης είναι χαµηλή και σιγά σιγά φτάνει σε µία σταθερή µέγιστη τιµή.   

Ο Fletcher προτείνει, για την περιγραφή των διαφόρων µεταβολών της πίεσης που συµβαίνουν στη 
µεταβατική κατάσταση, να χρησιµοποιήσουµε τον τύπο:    
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0 1 0( ) ( ) exp
t

p t p p p
τ
− = + −  

 
                                                 (2.44) 

 
όπου 1p  είναι η αρχική και 0p  η τελική τιµή της πίεσης. τ  είναι ο χρόνος αποκατάστασης της τελικής 

τιµής. Όταν 1 0p p≫ , έχουµε απότοµη αρχική αύξηση και έπειτα µείωση σε σταθερή τιµή. Αυτή η 

περίπτωση περιγράφεται ως plosive (εκρηκτική). Όταν 1 0p p≪ , τότε η αποκατάσταση της τελικής 

τιµής είναι αργή, ενώ όταν 1 0p p= , έχουµε µία, θεωρητικά από την αρχή, σταθερή πίεση.  

 

 
Αρχικές συνθήκες 
 

Για να µπορέσουµε να ολοκληρώσουµε αριθµητικά τις εξισώσεις (2.37) έως (2.42) πρέπει να 
ορίσουµε αρχικές τιµές στα πλάτη και τις φάσεις των τριών τρόπων. Με αφετηρία την εξίσωση (2.44) 
ο Fletcher καταλήγει [31]: 

0 10,5
i

i

p
a

in
=                                                                 (2.45) 

 

0

2
i

π
β = −                                                                    (2.46) 

 
Οι γωνιακές συχνότητες που θα εισέλθουν στις εξισώσεις  (2.37) έως (2.42) µπορούν να θεωρηθούν 
ίσες µε τις ιδιοσυχνότητες: 

i i
nω =                                                                     (2.47) 

 
Ενώ η πραγµατικές στιγµιαίες συχνότητες θα δίνονται ασφαλώς από τις εκφράσεις (2.16). Αρχικά οι 

πραγµατικές συχνότητες inst

i
ω  µπορεί να διαφέρουν πολύ από τις ιδιοσυχνότητες 

i
n . Γρήγορα όµως, 

µε την πρόοδο των υπολογισµών, τις πλησιάζουν και τελικά συζεύγονται σε αρµονική σχέση. Επίσης η 
τιµή των 

i
ω  δεν έχει και µεγάλη σηµασία, καθώς η παραµικρή απόκλιση, διορθώνεται γρήγορα από 

τις εξισώσεις (2.37) έως (2.42).   
 

  
2.5  Αριθµητικοί υπολογισµοί 
 

Μπορούµε τώρα να περάσουµε τις εξισώσεις (2.37) έως (2.42) σε έναν κώδικα Fortran ώστε να 
ολοκληρώσουµε αριθµητικά τις προσεγγιστικές παραγώγους, από τις οποίες θα προκύψουν τα πλάτη 

i
a  και οι φάσεις 

i
β  των τριών αναπτυχθέντων τρόπων ως συνάρτηση του χρόνου, µε µεταβαλλόµενο 

µέγεθος την πίεση στο πόδι του πνευστού.  
Αρχικά αντικαθιστούµε τις οριακές συνθήκες, τις γωνιακές συχνότητες, τους συντελεστές της 

δύναµης και τις σταθερές απόσβεσης και σύζευξης σε όλες τις εξισώσεις υπολογίζοντας την πρώτη 
τιµή των παραγώγων για χρονικό βήµα ∆t. Ύστερα µε εφαρµογή απλής πίσω διαφοράς 1ης τάξης [G], 
υπολογίζουµε την επόµενη τιµή των πλατών και των φάσεων. Έπειτα, µε χρήση της εξίσωσης (2.16) 
υπολογίζουµε την ενεργό συχνότητα σε αυτό το βήµα. Οι σχέσεις είναι οι ακόλουθες:  

 

 1

n

n n i

i i

da
a a t

dt

+ = + ∆                 1

n

n n i

i i

d
t

dt

β
β β+ = + ∆                             (2.48) 

 
n

inst n i

i i

d

dt

β
ω ω= +                                                          (2.49) 

 
Γνωρίζοντας τα πλάτη και τις (γωνιακές) συχνότητες, µπορούµε να χαράξουµε γραφήµατα των 

στιγµιαίων ταχυτήτων των τρόπων, όπως αυτές προκύπτουν απ’ τη σχέση (2.9): 
 

i i
vel a ιω=                                                                  (2.50) 
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Μπορούµε επίσης να χαράξουµε τη µεταβολή των ενεργών συχνοτήτων ως προς το χρόνο από τη 
σχέση (2.47) και να παρατηρήσουµε πότε αποκαθίσταται mode locking. 

Ο κώδικας Fortran που εκτελεί τους υπολογισµούς της µεθόδου µπορεί να διατεθεί σε όποιον 
ενδιαφέρεται. Τα αποτελέσµατα καταγράφονται σε αρχεία txt. Ένα script σε MatLab, διαβάζει τα 
αρχεία και σχεδιάζει τα παραπάνω διαγράµµατα.  

Ο κώδικας Fortran επίσης υπολογίζει το επίπεδο ηχητικής πίεσης των τρόπων σε κάθε χρονική 
στιγµή κατά τη σχέση της δηµοσίευσης [32]: 

 

 
0

( )
20 log i

i

p d
SPL

p
=                                                         (2.51) 

 
όπου κατά τα γνωστά απ’ το κεφάλαιο 5, του µέρους Ι, 0 20 µPap = , και είναι η πίεση αναφοράς στην 

ακουστική. Η πίεση ( )
i

p d  υπολογίζεται από τον τύπο:  

 
2

( )
4 2

i i p

i

a S
p d

d

ρω

π
≃                                                            (2.52) 

 
και αποτελεί την rms ακουστική πίεση του τρόπου i, πoυ ακτινοβολείται σε απόσταση d απ’ το 
παθητικό άκρο διατοµής 

p
S . 

Ο Fletcher στην προηγούµενη δηµοσίευσή του [31] εκτέλεσε υπολογισµούς για έναν αυλό 

διατοµής 210 cm
p

S = , πλάτους και πάχους δέσµης 3 και 0,1 cm αντίστοιχα, απόσταση σχισµής – 

labium ίση µε 1 cm και jet offset 0,01 cm. Επίσης, για τον αυλό αυτόν µετρήθηκαν τα ακόλουθα 
στοιχεία: 

Γωνιακές ιδιοσυχνότητες: -1
1 1000 rad sn = , -1

2 2050 rad sn = , -1
3 3100 rad sn = . 

Σταθερές απόσβεσης: -1
1 50 sκ = , -1

2 100 sκ = , -1
3 150 sκ = . 

Σταθερές σύζευξης: 1 2 3 2η η η= = =  

Επίσης, 100γ =  και 0,2α = . 

Υπολογισµοί έγιναν µε ποικίλες µεταβολές της πίεσης πνοής από την κατάσταση ηρεµίας, µέχρι τη 
σταθεροποίηση του οργάνου. Ο χρόνος αποκατάστασης της πίεσης ήταν πάντα ίσος µε 0,1 sec. Με 
χρήση των δικών µας προγραµµάτων ανασχεδιάζουµε µερικά από τα διαγράµµατα του Fletcher, για να 
ελέγξουµε την ορθότητα των κωδίκων. Στα διαγράµµατα που ακολουθούν φαίνεται η αρχική και η 
τελική τιµή της πίεσης, οι ταχύτητες των τρόπων, όπως και οι συχνότητές τους στα πρώτα 0,4 sec της 
ενεργοποίησης του αυλού. Σε όλα τα διαγράµµατα µε µπλε χρώµα είναι ο πρώτος τρόπος, µε πράσινο 
ο δεύτερος και µε κόκκινο ο τρίτος τρόπος συντονισµού. 

Στις σελίδες 22 και 23 παρουσιάζεται συνοπτικά όλη η ακολουθία των καταστάσεων συντονισµού 
για τον συγκεκριµένο αυλό, ως προς τις ταχύτητες των τρόπων. Η συµπεριφορά είναι 
αντιπροσωπευτική.    
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1)  Αργή αύξηση της πίεσης από 0,5 σε 2 mBar 
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Στο δεύτερο διάγραµµα, είναι εµφανής η υπερίσχυση, απ’ την αρχή, του πρώτου τρόπου, µε 
ακόλουθο σε ένταση τον δεύτερο και έπειτα τον τρίτο τρόπο. Η σταθερή κατάσταση συµβαίνει στα 
0,35 sec. Παρατηρώντας το διάγραµµα συχνοτήτων, βλέπουµε ξεκάθαρα το φαινόµενο mode locking, 
που εκδηλώνεται πριν ακόµα και από τη σταθερή κατάσταση (λιγότερο από 0,33 sec). 
 

 

2)  Σταθερή πίεση 2 mBar  (Το διάγραµµα της πίεσης είναι προφανές) 
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Παρόµοια συµπεράσµατα ισχύουν και εδώ. 
 
 

 
3)  Πίεση αρχικά 6 και έπειτα 2 mBar 
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Είπαµε ότι αυτή η περίπτωση είναι πολύ συνηθισµένη στους αυλούς ενός pipe organ, όταν ανοίγει 
απότοµα η βαλβίδα τους. Ο δεύτερος τρόπος υπερισχύει στα πρώτα εκατοστά του δευτερολέπτου και 
αυτός είναι λόγος για τον χαρακτηριστικό ήχο «chiff» των αυλών ενός pipe organ [30]. 
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4)   Σταθερή πίεση 8 mBar 
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Στην πίεση αυτή εκτελείται η µετάβαση από την πρώτη κατάσταση συντονισµού στη δεύτερη και όλοι 
ο τρόποι είναι εξαιρετικά ασταθείς, τόσο ως προς τις ταχύτητές τους, όσο και ως προς τις συχνότητες.  
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5) Σταθερή πίεση 10 mBar 
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Η περίπτωση αυτή είναι πολύ ενδιαφέρουσα, καθώς έχουµε κατάσταση overblowing. Φαίνεται 
καθαρά η κυριαρχία του δεύτερου τρόπου προς τους υπόλοιπους, οι οποίοι µάλιστα εξασθενούν 
σηµαντικά. Όσον αφορά τις συχνότητες, παρατηρούµε µεγάλη αστάθεια στον τρίτο τρόπο (αιχµηρές 
κορυφές). Όταν τελικά αποκαθίσταται overblowing οι συχνότητες έχουν µετατοπιστεί ελαφρά πιο 
πάνω σε σχέση µε τη θεµελιώδη κατάσταση.  
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Με την αναπτυχθείσα µέθοδο µπορεί κανείς να µελετήσει όχι µόνο την αρχική µεταβατική 
κατάσταση (από τη σιωπή στην ήχηση), αλλά και άλλα µεταβατικά φαινόµενα, όπως το vibrato, το 
οποίο το συναντούµε τόσο σε αυλούς pipe organ, όσο και συχνότερα στο παίξιµο του φλάουτου, κατά 
το οποίο ο µουσικός µεταβάλλει ρυθµικά την πίεση πνοής. Η ουσία εδώ είναι ότι τα προηγούµενα 
διαγράµµατα συµφωνούν µε αυτά του Fletcher [30] και η εφαρµογή των σχέσεων ήταν σωστή.  
 
 

2.6 Σταθερή κατάσταση (Steady State) – Βελτιωµένο µοντέλο 
 

Όπως φαίνεται από τα προηγούµενα διαγράµµατα, µπορεί κάποιος εύκολα να αποφανθεί όχι µόνο 
για τα µεταβατικά φαινόµενα, αλλά και για τη σταθερή κατάσταση τόσο των πλατών, όσο και των 
συχνοτήτων των τρόπων, µετά την παρέλευση του απαραίτητου χρόνου. Στην επόµενη δηµοσίευσή 
του ο Fletcher [32], εφήρµοσε την ίδια µεθοδολογία µε µία τροποποιηµένη µορφή διεγείρουσας 
δύναµης, µεγαλύτερης ακριβείας, για να επικεντρωθεί στη σταθερή κατάσταση των αυλών και τη 
µεταβολή του φάσµατος των τριών πρώτων τρόπων ως προς την πίεση πνοής, µε παραµέτρους τα 
γεωµετρικά τους χαρακτηριστικά.  

Στη βελτιωµένη αυτή επίλυση του προβλήµατος, τα διάφορα ανεξήγητα φαινόµενα της 
αλληλεπίδρασης της δέσµης µε το συντονιστή αντιµετωπίζονται µε τη χρήση όσο το δυνατόν 
λιγότερων παραµέτρων, κάτι που µειώνει το επίπεδο ανακρίβειας των αποτελεσµάτων, παρόλο που 
απέχουν σηµαντικά από την πραγµατικότητα. 
 
 

2.7  Εξισώσεις δέσµης 
 

Το προφίλ της ταχύτητας της δέσµης που εκτοξεύεται από τη σχισµή µπορεί για τις ανάγκες του 
παρόντος µοντέλου να προσεγγισθεί µε κατανοµή Gauss κατά τον τύπο [32]: 

 
2

0
2

( )
( ) exp

4

y y
V y V

W

π −
= − 

 
                                                  (2.53) 

 
Η διαφορά 0y y−  είναι η απόσταση από το κεντρικό επίπεδο της δέσµης (επίπεδο συµµετρίας) 0y . Το 

πλάτος της δέσµης σε µία απόσταση x από τη σχισµή (flue exit), µπορεί να προσεγγισθεί από την 
έκφραση: 

0 2 tanW W x φ= +                                                            (2.54) 

 
όπου φ είναι η ηµιγωνία εξάπλωσης (ανοίγµατος) της δέσµης. Θεωρώντας ότι έχουµε αρχή διατήρησης 
ορµής κατά µήκος της δέσµης, βρίσκουµε για την κεντρική ταχύτητα στην απόσταση x: 
 

1/ 2

0
0

W
V V

W

 =  
 

                                                             (2.55) 

 
Ο Fletcher εδώ χρησιµοποιεί το µοντέλο του P. Savic για το προφίλ ταχύτητας που είδαµε στο 

κεφ. 5 του µέρους ΙΙ, το οποίο δίνει τη φασική ταχύτητα ως συνάρτηση της συχνότητας, του πλάτους 
της δέσµης σε απόσταση x και της ταχύτητας της δέσµης, σύµφωνα µε τον επόµενο τύπο, υποθέτοντας 
ουδέτερα ευσταθή διαταραχή: 

1/3 1/ 3 2 /30,55u W Vω=                                                          (2.56) 
 

Η έκφραση αυτή είναι ικανοποιητικά σύµφωνη µε τα πειράµατα του Brown [16] για αυξανόµενες 
διαταραχές. Αν αντικαταστήσουµε τη σχέση (2.55) στην (2.56) βρίσκουµε: 
 

1/3 2/ 3 2/ 6
0 00,55u V Wω=                                                          (2.57) 

 
∆ηλαδή, η u παραµένει σταθερή κατά µήκος µίας δέσµης που απλώνεται. Η έκφραση του Savic 
θεωρείται κατάλληλη για τη µελέτη των αυλών. 

Σύµφωνα τώρα µε την ανάπτυξη του Savic ο παράγων αύξησης των διαταραχών που συναντήσαµε 
στο κεφάλαιο 5 του µέρους ΙΙ µπορεί να υπολογιστεί προσεγγιστικά από την έκφραση:  
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2 /3 1/ 3 2/ 3W Vµ αω − −=                                                         (2.58) 

 
Η σταθερά α  µπορεί να πάρει την τιµή 3,15 [32], αλλά εξ’ αιτίας της αβεβαιότητας που περιβάλλει 
αυτήν την προσέγγιση, είναι προτιµότερο να τη θεωρήσουµε ως παράµετρο στους υπολογισµούς, µε 
µεταβαλλόµενη τιµή. Με αντικατάσταση της (2.55) στην (2.58) παίρνουµε: 
 

2 /3 2 / 6 2 /3
0 0W Vµ αω − −=                                                         (2.59) 

 
∆ηλαδή, το µ παραµένει και αυτό σταθερό κατά µήκος της δέσµης. Η δέσµη καθώς εκτοξεύεται απ’ τη 
σχισµή και οδεύει προς το labium µετατοπίζεται µε ολοένα αυξανόµενο πλάτος (κεφ. 5, µέρος ΙΙ). Αν 
ενώσουµε τις κορυφές των πλατών της µετατόπισης της δέσµης, σε διαδοχικές θέσεις της διαδροµής 
σχισµής – χείλους l, θα προκύψει η περιβάλλουσα καµπύλη (envelope), που υπακούει στον εκθετικό 

νόµο ανάπτυξης διαταραχών 
xeµ

. 
Χρειάζεται τώρα µία τροποποίηση για τον εκθετικό αυτό νόµο, καθότι τόσο ο Rayleigh όσο και ο 

Savic, προϋπέθεσαν ότι το πλάτος της µετατόπισης της δέσµης είναι µικρό, σχετικά µε το πάχος της 
και µε το µήκος κύµατος της (κυµατοειδούς) διαταραχής. Όταν η πρώτη προϋπόθεση παύει να ισχύει, 
η νόµος ανάπτυξης τείνει σε γραµµική συµπεριφορά, παρά σε εκθετική. Όταν η δεύτερη προϋπόθεση 
παύει να ισχύει, ενθαρρύνεται η δηµιουργία αλληλουχίας δινών. Είναι απαραίτητο λοιπόν στους 
υπολογισµούς που θα ακολουθήσουν να περιλάβουµε µία µετάβαση σε γραµµική ανάπτυξη 
διαταραχής για αριθµητική επίλυση συγκεκριµένων περιπτώσεων. Υποθέτουµε ότι η παραγωγή δινών 
έχει µικρή επίδραση στη συµπεριφορά του σωλήνα, αν αυτές απαντώνται πλήρως εντός ή πλήρως 
εκτός του χείλους του σωλήνα. Συνεπώς η δεύτερη προϋπόθεση θεωρούµε ότι ισχύει πάντα. 

Έξω ακριβώς απ’ τη flue σχισµή, θεωρούµε, όπως είδαµε και σε προηγούµενες ενότητες, ένα 
ακουστικό πεδίο cos( )tυ ω β+  µε διεύθυνση κάθετη στη ροή της δέσµης. Το σώµα της δέσµης 

µετατοπίζεται µπρος και πίσω κατά το ολοκλήρωµα της ακουστικής ταχύτητας sin( )t
υ

ω β
ω

+ , εκτός 

από το άκρο της σχισµής x=0, στο οποίο η µετατόπιση είναι µηδενική. Στα ίδια θα οδηγούµασταν να 

εφαρµόζαµε τοπικά στη δέσµη µία αρνητική µετατόπιση (0) sin( )y t
υ

ω β
ω

= − + . Σύµφωνα µε την 

αντιµετώπιση του Rayleigh, αυτή η διαταραχή θα διαδιδόταν κατά µήκος της δέσµης µεγαλώνοντας 
εκθετικά µε το χρόνο ή ισοδύναµα µε το x. Καθώς η συµπεριφορά είναι συµµετρική ως προς το 
επίπεδο x=0, αν παραλείψουµε την απόκλιση της δέσµης, ο χωρικός παράγων ανάπτυξης θα πρέπει να 

είναι cosh( )xµ , αντί 
xeµ

. Στο διάγραµµα φαίνεται πόσο µεγαλύτερη είναι η ενίσχυση για εκθετικό 

νόµο ανάπτυξης (πράσινο χρώµα), σε σύγκριση µε τον υπερβολικό (µπλε γραµµή).  
Συνδυάζοντας όλα τα παραπάνω, καταλήγουµε σε µία σχέση παρόµοια µε την (5.16) για την 

συνολική µετατόπιση της δέσµης στη θέση x και τη χρονική στιγµή t: 
 

( , ) sin( ) cosh( )sin
x

y x t t x t
u

υ
ω β µ ω β

ω
   = + − − +   

   
                               (2.60) 

 
Ο πρώτος όρος της παραπάνω σχέσης είναι η ολική µετατόπιση του σώµατος της δέσµης (bodily 
displacement) στο πεδίο ακουστικής ροής και ο δεύτερος είναι το αποτέλεσµα της µετατόπισης έχει 

προκληθεί στη δέσµη, στο σηµείο x=0, πριν από χρόνο 
x

u
, καθώς αυτή διαδίδεται µε ταχύτητα u και 

µεγαλώνει κατά cosh( )xµ .    

Στο άνω χείλος (labium), όπου x=l, ο παράγοντας cosh( , )xµ  είναι γενικά πολύ µεγαλύτερος από 

τη µονάδα, ώστε, παραλείποντας µικρούς όρους, µπορούµε να γράψουµε την εκτροπή της δέσµης στο 
χείλος του σωλήνα, µε τη συνεισφορά του i τρόπου, ως: 

 
 

3
cos ( )

2i i i i
y G tι ι

π
υ ω δ β = − + −  

                                               (2.61) 
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∆ιάγραµµα 2.1 

Εκθετική (πράσινο χρώµα) και υπερβολική (µπλε χρώµα) εκδοχή του παράγοντα αύξησης. 
 
 

 
Όπου δi είναι κατά τα γνωστά ο χρόνος που κάνει ένα στοιχείο της δέσµης για να ταξιδέψει από τη 
σχισµή µέχρι το χείλος (transit time): 

i

i

l

u
δ =                                                                      (2.62) 

 
ωi είναι η γωνιακή συχνότητα του τρόπου και Gi είναι η ενίσχυση (amplification) κατά µήκος της 
δέσµης: 

cosh( )
i

G lιµ=                                                               (2.63) 

 

µε την κατάλληλη προσαρµογή όταν 
i

y W>∑ . Στην εξίσωση (2.61), η σταθερά φάσης είναι 
3

2

π
, 

επειδή διαλέξαµε να γράψουµε το yi ως µία συνηµιτονοειδή συνάρτηση. 
Το πλάτος τώρα υi της ακουστικής ταχύτητας µέσα στο στόµα του σωλήνα σχετίζεται µε το πλάτος 

της ακουστικής µετατόπισης 
i

a του i τρόπου, σύµφωνα µε τη σχέση: 

 

p

i i i

m

S
a

S
υ ω=                                                                 (2.64) 

 
Όπου 

p
S είναι η διατοµή του σωλήνα (cross-sectional area) και 

m
S η διατοµή του στόµατος. 

Υποθέτουµε ότι η συµπεριφορά της δέσµης διέπεται από γραµµικότητα, που είναι µία λογική 
προσέγγιση τελικά, αν συγκρίνουµε µε τις υπόλοιπες µη γραµµικότητες του υπόλοιπου µηχανισµού. 
Μπορούµε τώρα να καταλήξουµε σε µία σχέση που αποτελεί άθροισµα των συµβολών από όλους τους 
τρόπους στην τελική εκτροπή της κορυφής της δέσµης: 
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∑ ∑ ɺ                                         (2.65) 

0 5 10 15
1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

5.5

6

lenght (mm)

G
a

in

 

∆ιάγραµµα 2.2 

Καµπύλες υπερβολικής ενίσχυσης για τιµές του εκθέτη µ ίσες µε 100, 110, 120, 130, 140, 150 και 160 1m− , από 
κάτω προς τα επάνω. 

 

 
Εξισώσεις ροής 

 
Αν στο άνω χείλος το πλάτος της δέσµης είναι D (το πλάτος του στόµατος), τότε η ροή 

j
Q της 

δέσµης µέσα στο σωλήνα θα είναι το ολοκλήρωµα της σχέσης (2.53) από y=0 έως άπειρο. ∆ηλαδή, θα 
είναι εκείνη η ποσότητα από την ολική ροή της δέσµης που, προσκρούοντας στο χείλος (y=0), 
συγκρατείται κάτω από αυτό και οδηγείται µέσα στο σωλήνα. Κατά συνέπεια: 
 

2
0

2
0

( )

4j

y y
Q DV exp dy

W

π∞  −
= − 

 
∫                                                  (2.66) 

 
Ακολούθως, η διεγείρουσα πίεση που δηµιουργείται από την ταλάντωση της δέσµης είναι:  

 

( ) s p j

dx
F t Z S HQ

dt
= =
�

                                                         (2.67) 

 
Όπου το µέγεθος H, δίνεται από την έκφραση: 
 

( )1/ 22 2 2

p

H V l
S

ρ
ω= + ∆                                                     (2.68) 

µε  

1,3 p

m

m

S
l r

S
∆ ≈                                                                (2.69) 
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που αντιπροσωπεύει τη διόρθωση µήκους (end correction) για το άνοιγµα του στόµατος, όπως την 
πρότειναν οι Ingerslev και Frobenius [32]. Πέρα από τις γνωστές ποσότητες, 

m
r  είναι η ακτίνα ενός 

κύκλου που έχει ίδια επιφάνεια µε αυτή του στόµατος (ισοδύναµη ακτίνα). Η διόρθωση µήκους στο 
στόµα φαίνεται να αυξάνει καθώς αυξάνει και η διόρθωση στο ανοιχτό άκρο του σωλήνα και φαίνεται 
να αυξάνεται καθώς µειώνεται η επιφάνεια (διατοµή) του στόµατος. Όπως αναφέρθηκε και στο Κεφ. 4 
του Μέρους ΙΙ, ακριβής γνώση της µεταβολής της διόρθωσης µε τη συχνότητα δεν υπάρχει και οι τύποι 
που προτείνονται είναι προσεγγιστικοί. Το µέγεθος Η εισάγει µία προπορεία φάσης (phase lead), 
µεγέθους: 

1tan
l

V

ω
θ − ∆ =  

 
                                                             (2.70) 

 
 

Ανάπτυξη εξισώσεων ροής 
 

Είδαµε σε προηγούµενες ενότητες, ότι η δέσµη εκτρέπεται εντός και εκτός του σωλήνα, µέσω του 
χείλους (labium) κατά απόσταση µικρότερη από δύο φορές το πλάτος της, ώστε η έκφραση (2.63) 
µπορεί, χωρίς να χάσει µεγάλο µέρος ακρίβειας, να αναπαρασταθεί µε λίγους όρους από ανάπτυγµα σε 
σειρά, καθότι η απευθείας ολοκλήρωση είναι αδύνατη.  
Αν αντικαταστήσουµε την εξίσωση (2.65) στην (2.66), προκύπτουν δύο επιλογές. Είτε µπορούµε να 
αναπτύξουµε πρώτα τα εκθετικά, που θα δώσουν σειρές τροποποιηµένων συναρτήσεων Bessel [ΑΑΑ, 
PP], είτε ολοκληρώνοντας κατ’ ευθείαν και να προκύψει µία συνάρτηση σφάλµατος (error function). Η 
δεύτερη επιλογή είναι προτιµότερη γιατί οδηγεί σε πιο άµεσα αποτελέσµατα. Από την (2.66) 
ολοκληρώνοντας το εκθετικό ανάπτυγµα παίρνουµε: 
 

1/ 2
01

2 2j

yDVW
Q erf

W

π  
= +  

  
                                                  (2.71) 

 
όπου η συνάρτηση σφάλµατος ( )erf x µπορεί να εκφρασθεί ως: 

 
2 1

1/ 2
0

2 ( 1)
( )

!(2 1)

n n

n

x
erf x

n nπ

+∞

=

−
=

+∑                                                     (2.72) 

 
Και το y0 δίνεται απ’ τη σειρά (2.65), η οποία µπορεί να γραφτεί στη µορφή: 
 

1/ 2
0 cos
2 i

i

y
b

W
ι

π
ψ= ∑                                                          (2.73) 

 
Όπου  

1/ 2
0

0
2

a
b

W

π
=    και  

1/ 2

2
p i i

i

m

S G a
b

S W

ιω π
=                                             (2.74) 

 
είναι τα κανονικοποιηµένα πλάτη για τη µετατόπιση της κορυφής της δέσµης.  
Επίσης, 

3
( )

2
i i i i it

π
ψ ω δ β θ= − + − +                                                    (2.75) 

 
Αντικαθιστώντας τώρα την (2.70) στην (2.68) και µε χρήση της συνάρτησης σφάλµατος (2.69), 
παίρνουµε µετά από πράξεις: 
 

0 0 1 0 2 0

3 0

1 ( ) ( ) cos ( ) cos( )
2

( ) cos( ) ...

j i i i j i j

i i j

i j k i j k

i j k

DVW
Q B b B b b B b b b

B b b b b

ψ ψ ψ

ψ ψ ψ


= + + + ±




+ ± ± + 



∑ ∑∑

∑∑∑
             (2.76) 
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Όπου  

0 ( ) ( )B x erf x=                                                               (2.77) 

 
και 

2
1

0 11 2 1/ 2

1 ( 1)
( ) ( ) ( )

2 ! 2 !

n n
x

n nn n n

d
B x B x H x e

n dx nπ

−
−

−− −

−
= =                                 (2.78) 

 
όπου ( )

n
H x είναι ένα πολυώνυµο Hermite, βαθµού n [Μ]. Ο γενικός τύπος του πολυωνύµου Hermite 

είναι: 

                 ( )2 2

( ) ( 1)
n

n x x

n n

d
H x e e

dz

−= −                                                    (2.79) 

 
και έτσι είναι προφανής η ισό-
τητα (2.80).  
Χαρακτηριστική ιδιότητα του 
πολυωνύµου Ηermite είναι ότι 
εµφανίζει περιττή ή άρτια συ-
µπεριφορά, ανάλογα µε την 
τιµή του βαθµού n. Στο σχήµα 
2.3 παρουσιάζονται οι γραφι-
κές παραστάσεις των πολυω-
νύµων των τεσσάρων πρώτων 
βαθµών: 
 

1( ) 2H x x=  

 
2

2 ( ) 4 2H x x= −  

 
3

3 ( ) 8 12H x x x= −  

 
4 2

4 ( ) 16 48 12H x x x= − +  

 
Το πολυώνυµο µηδενικού 

βαθµού είναι ίσο µε τη µονάδα. Αργότερα, στους υπολογισµούς, αντί του τύπου (2.79), είναι 
προτιµότερο να χρησιµοποιήσουµε την παρακάτω αναδροµική σχέση, που µας απαλλάσσει από 
σύνθετες παραγωγίσεις. 
 

1 2( ) 2 ( ) 2( 1) ( )
n n n

H x xH x n H x− −= − −                                              (2.80) 

 
H σειρά (2.76) συγκλίνει σχετικά γρήγορα και µόνο λίγοι πρώτοι όροι απαιτούνται, εκτός εάν κάποια 
πλάτη 

i
b  είναι πολύ µεγαλύτερα της µονάδος. 

Με αυτά τα αποτελέσµατα, είµαστε σε θέση να εκφράσουµε τη ροή 
j

Q  ως ένα σύνολο από ηµι-

Fourier συνιστώσες (quasi-Fourier components) [32] είτε για ανοιχτό είτε για κλειστό ακουστικό 
σωλήνα και για οποιοδήποτε αριθµό τρόπων (pipe modes). 

Για να αναπτύξουµε τη συνιστώσα 1
j

Q  της ροής της δέσµης που αποτελείται από όλους τους όρους µε 

συχνότητα κοντά στην 1ω , εκλέγουµε απλά από τη σχέση (2.76) όλους εκείνους τους όρους 

cos( ...)
i j k

ψ ψ ψ± ± ± για τους οποίους ισχύει: 

 
... 1i j k± ± ± = ±                                                            (2.81)   

 

Για να αναπτύξουµε τη συνιστώσα 2
j

Q , θα πρέπει, κατ’ αντιστοιχία, να επιλέξουµε εκείνους τους 

όρους για τους οποίους ισχύει ... 2i j k± ± ± = ± . Οµοίως και για την 3
j

Q . Ο Fletcher πήρε την 

Σχήµα 2.3 

Τέσσερις πρώτοι βαθµοί του πολυωνύµου Hermite. 
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περίπτωση ενός ανοιχτού σωλήνα, ώστε 1n
nω ω≈  και κατέστρωσε τους υπολογισµούς για τους τρεις 

πρώτους τρόπους  ( 1,2,3n = ). 
Προέκυψαν οι τύποι: 
 

( )
( )

( )
( )

2 2 2
1 1 3 1 1 2 31

14 4 4 2 2 2 2 2 2
5 1 1 2 3 1 2 1 1 2 3

2 2 2
2 1 2 4 1 2 1 2 3 2 1

2 2 2
2 2 3 4 2 3 1 2 3 3

3 6 6
cos

2 10 30 30 60 60 120 ...

2 12 12 24 ... cos( )

2 24 12 12 ... cos(

j

B b B b b b bDVW
Q

B b b b b b b b b b b

B b b B b b b b b

B b b B b b b b b

ψ

ψ ψ

ψ

 + + + = 
 + + + + + + + 

 + + + + + − 

 + + + + + − 

}

2

2
3 1 3 3 1

2
3 2 3 2 3

)

3 ... cos( 2 )

3 ... cos(2 ) ...

B b b

B b b

ψ

ψ ψ

ψ ψ

 + + − 

 + + − + 

        (2.82) 

 
  

( )
( )

( )
( )

2 2 2
1 2 3 2 1 2 32

24 4 4 2 2 2 2 2 2
5 2 2 1 3 1 2 2 3 1 3

2 2 2 2 2
2 1 4 1 1 2 3 1

2 2 2
2 3 1 4 3 1 1 2 3 3 1

3

6 3 6
cos

2 10 30 30 60 60 120 ...

4 12 124 ... cos 2

2 12 24 12 ... cos( )

6

j

B b B b b b bDVW
Q

B b b b b b b b b b b

B b B b b b b

B b b B b b b b b

B

ψ

ψ

ψ ψ

 + + + = 
 + + + + + + + 

 + + + + + 

 + + + + + − 

+[ ] }1 2 3 3 2 1... cos( ) ...b b b ψ ψ ψ+ − + +

       (2.83) 

 
 

( )
( )

[ ]

}

2 2 2
1 3 3 3 1 2 33

34 4 4 2 2 2 2 2 2
5 3 3 1 2 3 1 2 3 1 3

3
3 1 1

2 1 2 1 2

2
3 1 2 2 1

6 6 3
cos

2 10 30 30 60 60 120 ...

... cos3

2 ... cos( )

3 ... cos(2 ) ...

j

B b B b b b bDVW
Q

B b b b b b b b b b b

B b

B b b

B b b

ψ

ψ

ψ ψ

ψ ψ

 + + + = 
 + + + + + + + 

 + + 

+ + +

 + + − + 

       (2.84) 

 
 

Όπου 0( )
n n

B B b→ . Όροι που λείπουν στο τέλος των εκφράσεων περιέχουν συνδυασµούς από 

τέσσερις ή περισσότερες συχνότητες και είναι σχετικά µικροί, εκτός αν τα 
i

b  είναι πολύ µεγαλύτερα 

της µονάδος, αντιστοιχώντας σε µία εκτροπή δέσµης αρκετά µεγαλύτερη από το πάχος της. Aυτή η 
περικοπή µάλλον αποτελεί πρόβληµα για τη συµπεριφορά των τρόπων.  

Παρατηρώντας τώρα τις εξισώσεις (2.82) έως (2.84), βλέπουµε την ύπαρξη συγκεκριµένων 
συνιστωσών, οι οποίες ενδεχοµένως να διαφέρουν ελάχιστα στη συχνότητά τους, που συµβάλλουν σε 
κάθε όρο. Αυτή η συµβολή δηµιουργεί, στη γενικότητα, ηχητικούς επαναλαµβανόµενους κτύπους και 
παλµούς (beat-like effects) και τελικά έναν δυνατό και βραχνό ήχο. Αυτό ίσως να συµβαίνει πρακτικά, 
αλλά γενικά οι σωλήνες «κουρδίζονται» µε τέτοιο τρόπο, ώστε να παράγουν έναν µαλακό σταθερό ήχο 
στον οποίο, όπως αναφέρθηκε, όλες οι συνιστώσες «κλειδώνονται» µεταξύ τους σε µία ακριβή 
αρµονική σχέση (mode locking):  

1n
nω ω=                                                                   (2.85) 

 
 

Σύγκλιση των εξισώσεων ροής 
 

Υπάρχει ένα θέµα τώρα σχετικά µε το αν µπορεί να συγκλίνει το ανάπτυγµα (2.76). Η δέσµη 
µπορεί να εκτρέπεται πλήρως γύρω από το χείλος, µε συνέπεια τα 

i
b  να είναι µεγαλύτερα από τη 

µονάδα. Οι εκφράσεις (2.82) έως (2.84), για τις συνιστώσες της ροής της δέσµης, απαιτούν τότε έναν 
µεγάλο αριθµό όρων για να δώσουν µία καλή προσέγγιση. Η δυσκολία σύγκλισης έχει να κάνει µε το 
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ότι οι εκφράσεις στις αγκύλες αποκλίνουν καθώς τα 
i

b  αυξάνουν, αντί να προσεγγίζουν µία οριακή 

τιµή. Αυτή η δυσκολία αυξάνεται από την περικοπή της συνάρτησης σφάλµατος (2.72), µετά από 
ορισµένο αριθµό όρων n N=  και µπορεί να αποφευχθεί αντικαθιστώντας το ακριβές ανάπτυγµα από 
το προσεγγιστικό: 

( ) 1

0 0

( ) 1
N

n n N

n n N

n n

erf z a z a z a z
∞ −

= =

= ≈ +∑ ∑                                        (2.86) 

 

µε την προϋπόθεση ότι, εξ’ αιτίας της µονοτονικής φύσης της συνάρτησης σφάλµατος, .0>Na  Αυτό 

ισχύει για N = 1, 5, 9,..., ώστε το προφανές σηµείο για να κόψουµε τη σειρά είναι µετά τον πέµπτο 
όρο. 

Εφαρµόζοντας την τεχνική αυτή στο ανάπτυγµα 
j

Q  της εξίσωσης (2.76), βλέπουµε ότι πρέπει να 

αντικαταστήσουµε την 
j

Q  µε την προσέγγιση:  

 
1

5 0
, , , ,

1 ( ) cos( )j i j k l m i j k l m

i j k l m

Q B b b b b b b ψ ψ ψ ψ ψ

−
 

+ ± ± ± ± 
  

∑                   (2.87) 

 
Όπου η 

j
Q  είναι ανάπτυγµα µε κρατηµένους τους πέντε πρώτους όρους και όπως και στις σχέσεις 

(2.14) και (2.15) το σύµβολο  δηλώνει µέσο όρο στον οποίο παραµένουν µόνο οι ποσότητες που 

µεταβάλλονται αργά σχετικά µε το 1n . Ο λόγος που χρησιµοποιούµε έναν µέσο όρο αυτού του είδους 

είναι ότι οι παραλειπόµενοι όροι υψηλής συχνότητας, αν µεταφερθούν στον αριθµητή, οδηγούν µόνο 
σε όρους τάξεως ίσης ή µεγαλύτερης του N, ώστε µπορούν λογικά να παραλειφθούν. 

Η σηµαντικότερη συµβολή στον παρονοµαστή της (2.87) έρχεται όχι από τους λίγους όρους για 
τους οποίους 0i j k l m± ± ± ± = , αλλά κυρίως από το άθροισµα των σταθερών όρων που παράγονται 

από κάθε ταλαντούµενο όρο καθώς παίρνει την απόλυτή τιµή του. Είναι αδύνατο να βρούµε µία 
συγκεκριµένη τιµή για αυτό το αποτέλεσµα, επειδή οι ταλαντώσεις  είναι γενικά υψηλά 
συσχετιζόµενες. Ωστόσο, µπορούµε να αντικαταστήσουµε την παράσταση (2.87) µε την παρακάτω, 
χωρίς µεγάλο σφάλµα: 

1
5

5 0

32
1 ( )j i

i

Q B b b
π

−
  
 +  
   

∑                                                  (2.88) 

 
ο παράγοντας 32 /π  προκύπτει αν λάβουµε υπ’ όψη τον αριθµό  των συνδυασµών που υπάρχουν στην 

(2.87) και τη µέση τιµή 2 /π  που συµβάλλεται απ’ τον καθένα. Είναι απίθανο η (2.88) να έχει λάθος 
κατά έναν παράγοντα περισσότερο του 2, που δεν είναι σηµαντικός, για µεγάλες τιµές των  

i
b  και 

γίνεται ορθός για µικρά 
i

b . Κατά συνέπεια, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε αυτήν την προσέγγιση για 

την 
j

Q  και τις συνιστώσες της i

j
Q στην αριθµητική µας ανάπτυξη.  

Από τη σχέση (2.15) και µία εκ των (2.82), (2.83) και (2.84) βλέπουµε πως η µόνη λύση σταθερής 
κατάστασης (στην οποία τα πλάτη 

i
a  είναι σταθερά) είναι αυτή που λαµβάνεται µετά από «κλείδωµα» 

των συχνοτήτων inst

i i i
ω ω β= + ɺ στην αυστηρή αρµονική σχέση, ώστε inst inst

i i
iω ω= , όπως συνέβη και 

νωρίτερα. Αυτό το «κλείδωµα» που συµβαίνει στους συνηθισµένους αυλούς µπορεί να επαληθευτεί 
αµέσως από την κυµατοµορφή εξόδου τους στη σταθερή κατάσταση (steady state). 
 
 

2.8  Οι εξισώσεις συστήµατος 
 

Μπορούµε τώρα στις εκφράσεις των παραγώγων (2.14) και (2.15), που αναλύσαµε στην ενότητα 
2.3:  
 

2 2

sin( )
2

i i i i

i i i

i i i

d n
F t

dt a

β η ω
ω β

ω ω
−

= − + +                                         (2.14) 
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1

cos( )
2

i i

i i i i i

i

da
F t k a

dt

η
ω β

ω
= + −                                           (2.15) 

 
να χρησιµοποιήσουµε το νέο µοντέλο της δέσµης, όπως περιγράφεται από την (2.88) και τα 
αναπτύγµατά της. Η 

i
F  σηµαίνει τη συνιστώσα εκείνη της ( )F t  µε συχνότητα κοντά στην 

i
ω και το 

σύµβολο  συµβολίζει έναν µέσο όρο στον οποίο παραµένουν µόνο οι συνιστώσες µε συχνότητες 

αρκετά µικρότερες του 1ω . Η ( )F t  σχετίζεται µε τη ροή µε τη σχέση (2.67).  

Για να βρούµε την average τιµή της παράστασης sin( )
i i i

F tω β+  και της cos( )
i i i

F tω β+ , 

πολλαπλασιάζουµε τα αναπτύγµατα (2.82) έως (2.84), µε sin( )
i i i

H tω β+  και cos( )
i i i

H tω β+ , 

αντίστοιχα και µε χρήση των σχέσεων 

[ ]1
cos sin sin( ) sin( )

2
x y x y x y= + − −                                          (2.89) 

 

[ ]1
cos cos cos( ) cos( )

2
x y x y x y= + + −                                         (2.90) 

 
«σπάµε» τα γινόµενα σε απλούς ηµιτονικούς και συνηµιτονικούς όρους. Κατ’ αναλογία µε την 
ενότητα 2.4, κρατούµε στο άθροισµα µόνον εκείνους τους όρους που δίνουν ( ...) 0

j k l
tω ω ω± ± ± ≃ .   

 
 

Αρχικές συνθήκες 
 

Οι εξισώσεις (2.14) και (2.15) επιτρέπουν απ’ ευθείας αριθµητικό υπολογισµό των πλατών 

ταχύτητας 
i i

a ω και των ενεργών συχνοτήτων 
i

d

dt

β
ω +  των ταλαντώσεων του σωλήνα, ως 

συνάρτηση του χρόνου, άπαξ οι αρχικές συνθήκες και η µεταβολή της πίεσης πνοής µε το χρόνο είναι 
γνωστά. 

Μπορούµε να δεχθούµε, µε αρκετά καλή προσέγγιση, ως αρχικές συνθήκες, εκείνες που 
δηµιουργούνται από µία ξαφνική αύξηση της πίεσης στο πόδι του σωλήνα (blowing pressure) στην 
τιµή P1. Αν δεχθούµε (για απλότητα) την ισχύ της εξίσωσης Bernoulli, τότε, όπως ξαναείδαµε, η 
ταχύτητα δέσµης, µε το που βγαίνει απ’ τη σχισµή, σχετίζεται κάθε στιγµή µε την πίεση πνοής, 
σύµφωνα µε τη σχέση: 
 

1/ 2

0

2P
V

ρ
 

=  
 

                                                              (2.91) 

 
και είδαµε ότι, σύµφωνα µε την (2.51), µειώνεται κατά µήκος της δέσµης, ενώ σύµφωνα µε την (2.49), 
κατά το πάχος της. Από τις εξισώσεις (2.66) και (2.67), για το βήµα πίεσης 1P  προκύπτει:  

 

( )
1/ 2 1/ 2

0 0
1 01 1

2 2

a a
F HDVW erfc HDVW erf HDVW erf b

W W

π π    
= ⋅ − = − − = − −       

     
        (2.92) 

 
 Όπου 0b  είναι το αδιάστατο σηµείο offset της δέσµης και η V προκύπτει από την P1 µε χρήση των 

εξισώσεων (2.91) και (2.54).  
Μπορούµε τώρα να εισάγουµε το βήµα πίεσης P1 στις εξισώσεις (2.36), αµελώντας κάθε σύζευξη 

µεταξύ των τρόπων, στην παρούσα φάση. Επιλύνοντας µε µετασχηµατισµό Laplace τις εξισώσεις 
αυτές, µε την προϋπόθεση ότι 

i i
k n<< , που ισχύει για συνηθισµένους αυλούς, παίρνουµε [32]: 

 
( )

1
2

(0)
i

i i

i

F
a

n
η=                                                              (2.93) 
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(0)
2

i i

π
β θ= −                                                               (2.94) 

 

i i
nω =                                                                    (2.95) 

 
Για να κλείσουµε την ενότητα, είναι απαραίτητο να εισάγουµε µία τελευταία τροποποίηση. Κατά 

τη διατύπωση των εξισώσεων (2.71) – (2.78), θεωρήσαµε το σηµείο offset 0b  της κεντρικής γραµµής 

της δέσµης, ως µία ρυθµιζόµενη φυσική παράµετρο, καθοριζόµενη από τη γεωµετρία της σχισµής και 
του χείλους. Περαιτέρω συλλογισµός δείχνει ότι παρόλο που αυτό ενδεχοµένως να αληθεύει κατά την 
αρχική επιρροή της δέσµης στο χείλος του σωλήνα, δεν ισχύει για µετέπειτα χρονικές στιγµές. 

Υποθέτουµε ότι η δέσµη κατευθύνεται µε συγκεκριµένο offset 0b , ώστε η σταθερή συνιστώσα της 

ροής µέσα στο σωλήνα να είναι: 
j

Qγ , όπου 1γ ≤  . Κατά τον Coltman [18] και τον Elder [25], αυτή η 

ροή αναπτύσσει σταδιακά µία στατική και υπερβολικά µεγάλη πίεση στο σωλήνα, µεγέθους j

p

Q V

S

γ
. 

Αυτή η συνιστώσα στατικής πίεσης δεν είναι ακριβώς εξαρτώµενη από την παλινδροµική κίνηση της 
δέσµης, όταν πλέον έχει µονιµοποιηθεί. Έτσι 0,5γ ≈ . 

Το κλάσµα αυτής της στατικής ροής που επιστρέφει στο στόµα είναι περίπου m

p m

S

S S+
 και αυτό µας 

οδηγεί να εκτιµήσουµε άµεσα την κλασµατική εκτροπή της δέσµης, από την αρχική της διαδροµή, µε 
χρήση των εξισώσεων (2.55) και (2.56): 

1/ 2

0
0

m

p m

S W
b

S S W
γ  

∆ ≈ −  +  
                                                  (2.96) 

 
που έχει µία τάξη µεγέθους –0,1. Ο σωλήνας είναι συνήθως προσαρµοσµένος ώστε η δέσµη να πνέει 

σε κάποιο βαθµό έξω από το χείλος σε κάθε περίπτωση ( )0 0b < , ώστε αυτό το όρισµα τείνει να θέσει 

ένα άνω όριο σε κανονικές τιµές του 0b . Περιµένουµε συνεπώς, το 0b  να είναι αρχικά αρνητικό κατά  

ένα µέσο κλάσµα του W και να χρησιµοποιήσουµε αυτήν την τιµή του 0b  για τις αρχικές συνθήκες 

(2.89), αλλά µετά να χρησιµοποιήσουµε µια πιο αρνητική κατά  –0,1 τιµή του 0b , για την επακόλουθη 

συµπεριφορά. Αυτό είναι σηµαντικό, καθώς όταν 0 0b = , η εξίσωση (2.78) δίνει 2 0B = , ώστε να µην 

υπάρχει σύζευξη δευτέρας τάξεως µεταξύ των τρόπων. Στην πράξη αυτό θα συνεπαγόταν µείωση της 
ακουστικής αστάθειας.  
 
 

2.9 Περισσότεροι τρόποι συντονισµού και όροι 
 

Οι τύποι (2.82) έως (2.84) που παρουσίασε ο Fletcher στη δηµοσίευσή του είναι αποτέλεσµα 
άλγεβρας για τρεις τρόπους συντονισµού, µέχρι πέντε όρους. Επίσης πολλά γινόµενα έχουν 
παραληφθεί για λόγους λογιστικής οικονοµίας, καθώς η συνεισφορά τους είναι µικρή. Το σκεπτικό του 
Fletcher ήταν να τοποθετηθούν έτοιµοι οι τύποι στις σχέσεις (2.14) έως (2.15) και να ολοκληρωθούν, 
όπως έγινε και µε το µοντέλο της ενότητας 2.4. Εκµεταλλευόµενοι τις µεγάλες υπολογιστικές 
δυνατότητες ενός µέσου Η/Υ, εµείς µπορούµε να γράψουµε κώδικα που δηµιουργεί ο ίδιος τους 
τύπους της ροής, για αυθαίρετο αριθµό τρόπων και όρων και ταυτόχρονα ολοκληρώνει τις (2.14) και 
(2.15). 

Ο αριθµός των τρόπων και οι γωνιακές τους συχνότητες καταγράφονται σε ένα αρχείο που θα 
καλούµε Resonances.txt. Ο αριθµός των όρων δίδεται κατά τη διάρκεια του προγράµµατος και πρέπει 
να περιλαµβάνεται στην ακολουθία N = 1, 5, 9,… Τα υπόλοιπα δεδοµένα, όπως η µεταβολή της 
πίεσης, τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά και οι παράµετροι δίδονται εντός του κώδικα.  

Με δεδοµένο τον αριθµό των τρόπων και των όρων του αναπτύγµατος (2.76), πρέπει να ευρεθούν 

όλοι οι συνδυασµοί για τους οποίους ... 1i j k± ± ± = ±  για τον τύπο της 1
j

Q  και οµοίως για τις 
2 3, ,...
j j

Q Q  Ο πρώτος όρος είναι πάντα θετικός. Αν και αυτός έπαιζε µεταξύ + και -, τότε όλοι οι 

δυνατοί συνδυασµοί ...i j k± ± ±  µε ελεύθερες επαναλήψεις θα ήταν κατά τα γνωστά imN  (όπου im 
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είναι ο συνολικός αριθµός των τρόπων). Αφού όµως παίρνει µόνο θετικές τιµές, αυτοµάτως οι 

συνδυασµοί µειώνονται στους µισούς. Έτσι έχουµε να βρούµε / 2imN  συνδυασµούς. 

 Μία υπορουτίνα αναλαµβάνει να βρει τους / 2imN  συνδυασµούς και από αϊτούς να φιλτράρει 
εκείνους που πληρούν τη συνθήκη ... 1i j k± ± ± = ± , ... 2i j k± ± ± = ± , κλπ, αποθηκεύοντας τους, 

ώστε να ανακληθούν στη συνέχεια από το κυρίως πρόγραµµα για την επίλυση των (2.14) και (2.15). 
Το να αποθηκεύσουµε σε πίνακες τα αποτελέσµατα των συνδυασµών δεν ενδείκνυται, γιατί οι 
χωρητικότητες που απαιτούνται είναι τεράστιες, όσο αυξάνονται οι τρόποι και οι όροι. Οι ίδιες οι 
γλώσσες προγραµµατισµού επιβάλουν όριο στο µέγεθος των πινάκων τους. Η καλύτερη λύση είναι η 
καταγραφή σε αρχεία, από τα οποία αργότερα θα διαβαστούν. ∆ανειζόµαστε το σκεπτικό του δένδρου 
από τη συνδυαστική για να βρούµε τους συνδυασµούς ...i j k± ± ±   

Οι δυνατές τιµές του πρώτου όρου (i=1,2,3,…im) καταγράφονται στο αρχείο combinations_odd σε 
κάθε γραµµή. Για κάθε µία τέτοια τιµή η υπορουτίνα καταγράφει στο αρχείο combinations_even σε 
κάθε γραµµή την τιµή αυτή και δίπλα της µία από τις τιµές του δεύτερου όρου, που προκύπτουν από τη 
σειρά  j=1,2,3,…im, -1,-2,-3,…-im . Όταν τελειώσει η καταγραφή, το αρχείο combinations_even θα 

περιέχει 2(2 ) 2im im im⋅ =  γραµµές µε δύο όρους η κάθε µία. ∆ηλαδή 22im  συνδυασµούς i j± . Στη 

συνέχεια η υπορουτίνα διαβάζει τα δεδοµένα του αρχείου που µόλις δηµιουργήθηκε και για οικονοµία 
χώρου γυρνάει πίσω στο combinations_odd καταγράφοντας αυτή τη φορά σε κάθε γραµµή τον 
συνδυασµό i j±  που διάβασε µαζί µε µία από τις τιµές του τρίτου όρου, που προκύπτουν από τη 

σειρά k=1,2,3,…im, -1,-2,-3,…-im. Έτσι, µετά το πέρας της διαδικασίας το αρχείο combinations_odd 

θα περιέχει 2 32 (2 ) 4im im im=  γραµµές. Έπειτα θα ξαναγυρίσουµε στο combinations_even για να 

γράψουµε την αλληλουχία συνδυασµών των τεσσάρων όρων και ούτω καθ’ εξής, ώστε πάντα στο 
combinations_odd να καταγράφεται ο περιττός αριθµός όρων και στο combinations_even ο άρτιος. Στο 
τέλος, προφανώς, τα αρχεία θα περιέχουν αντίστοιχα µόνον τους συνδυασµούς 1N −  και N  όρων, 
αφού οι ενδιάµεσοι θα έχουν σβηστεί.  

Για κάθε συνδυασµό που διαβάζει η υπορουτίνα, εκτελεί παράλληλα και έλεγχο για το αν 
πληρείται η συνθήκη ... 1i j k± ± ± = ±  και οι υπόλοιπες που αντιστοιχούν στους τρόπους, δηλαδή 

... 2i j k± ± ± = ± , ... 3i j k± ± ± = ±  κλπ. Αν η συνθήκη είναι αληθής, ο συνδυασµός τυπώνεται στο 

αντίστοιχο αρχείο combinations1.txt, combinations2.txt, κλπ. Μπροστά από κάθε συνδυασµό, 
τυπώνεται στην ίδια γραµµή και ο αριθµός n των όρων της γραµµής. Όταν ολοκληρωθεί η διαδικασία, 
το αρχείο κάθε τρόπου θα περιέχει τους συνδυασµούς όλων των όρων µε τη σειρά που τυπώθηκαν και 
όχι µόνο την τελευταία αλληλουχία. Τώρα είµαστε έτοιµοι να επιστρέψουµε στο κυρίως πρόγραµµα 
και να σχηµατίσουµε και να επιλύσουµε ταυτόχρονα τις εξισώσεις (2.14) και (2.15). 

Σε κάθε χρονικό βήµα το κυρίως πρόγραµµα διαβάζει τους συνδυασµούς του κάθε τρόπου από το 
αντίστοιχο αρχείο combinations1.txt, combinations2.txt,… και υπολογίζει για κάθε γραµµή το 
γινόµενο: 

 

(1) (2) (3) ...b m b m b m  ⋅   ⋅   ⋅                                                  (2.97) 

 
και το άθροισµα: 
 

[ ] [ ] [ ]{ }(1) (1) (2) (2) (2) (2) ...sign m m sign m m sign m mψ ψ ψ⋅   + ⋅   + ⋅   +                (2.98) 

 
όπου (1) 1, 2,3...m im= , (2) 1, 2, 3...m im= ± ± ±  κλπ, οι τιµές του κάθε όρου, που έχουν καταγραφεί στο 

αρχείο. Επίσης υπολογίζεται και η τιµή ( )B n , από τον αριθµό n που έχει καταγραφεί µπροστά από 

κάθε συνδυασµό.  
Μετά από κάθε γραµµή ο κώδικας µπορεί πλέον να σχηµατίσει το γινόµενο:   
 

{ }
[ ] [ ] [ ]{ }

( ) (1) (2) (3) ...

cos (1) (1) (2) (2) (2) (2) ...

B n b m b m b m

sign m m sign m m sign m mψ ψ ψ

⋅   ⋅   ⋅   ⋅ ⋅     

⋅   + ⋅   + ⋅   +     
         (2.99) 

 
που αντιστοιχεί σε κάθε γινόµενο του αναπτύγµατος (2.76). Αλλά χρειάζεται ένα τελευταίο βήµα για 
να ολοκληρωθεί η αντιµετώπιση κάθε συνδυασµού. Καθώς 
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3 3
( )

2 2
i i i i i i i i i it t

π π
ψ ω δ β θ ω ω δ β θ= − + − + = − + − + , 

 
τα ορίσµατα των συνηµιτόνων θα περιέχουν πάντα µία παράσταση της µορφής 1( ...)

j k l
t tω ω ω ω± ± ≃ , 

για τον πρώτο τρόπο, 2( ...)
j k l

t tω ω ω ω± ± ≃ , για τον δεύτερο κλπ, ώστε για να εισάγουµε τα γινόµενα 

ροής στις αγκύλες  των σχέσεων (2.14) και (2.15) θα πρέπει να κατά τις σχέσεις (2.89) και (2.90) 

να γράψουµε: 
 

{ } { }
[ ] [ ] [ ]{ }

( ) (1) (2) (3) ...

cos ( ) (1) (1) (2) (2) (3) (3) ...

comb

aver a

i i

Q B n b m b m b m

t sign m m sign m m sign m mω β ψ ψ ψ

= ⋅   ⋅   ⋅   ⋅ ⋅     

+ − ⋅   + ⋅   + ⋅   +     
 (2.100) 

 
 

{ } { }
[ ] [ ] [ ]{ }

( ) (1) (2) (3) ...

sin ( ) (1) (1) (2) (2) (2) (2) ...

comb

aver

i i

Q B n b m b m b m

t sign m m sign m m sign m m

β

ω β ψ ψ ψ

= ⋅   ⋅   ⋅   ⋅ ⋅     

+ − ⋅   + ⋅   + ⋅   +     
 (2.101) 

 
 Έτσι σε κάθε όρισµα των τριγωνοµετρικών αριθµών θα αλληλοεξουδετερώνονται οι γοργά 

µεταβαλλόµενοι όροι κατά την αρχή ( ...) 0
j k l m

tω ω ω ω± ± ± ± ≃ . 

Αθροίζοντας όλες τις µέσες ροές { }comb

aver a
Q  και { }comb

aver
Q

β
, των συνδυασµών κάθε τρόπου, θα 

προκύψουν για κάθε χρονική στιγµή οι συνολικές ροές  { }i
comb

aver
Q

β∑  και { }i
comb

aver a
Q∑ . Πρωτού 

εισάγουµε αυτά τα µεγέθη στις εξισώσεις των average παραγώγων, πρέπει να εφαρµόσουµε την 
παράσταση σύγκλισης (2.87) για να διασφαλίσουµε τη σύγκλιση των αναπτυγµάτων. Κατόπιν αυτών, 
µπορούµε να υπολογίσουµε τις µέσες τιµές των παραγώγων των πλατών και των φάσεων από τις 
σχέσεις: 
 

{ }
2 2

2

i
combi i i i

i aver

i i i

d n
H Q

dt a β

β η ω
ω ω

−
= − +∑                                         (2.102) 

 

{ } 1

2

i
combi i

i aver i ia
i

da
H Q k a

dt

η
ω

= −∑                                             (2.103) 

 
 
Υπολογισµοί 
 

∆οκιµάζουµε τον παραπάνω αλγόριθµο αρχικά µε ίδιο αριθµό όρων και τρόπων, όπως του 
Fletcher. Η ουσιαστική διαφορά των εξισώσεων ροής του παρόντος αλγορίθµου µε τις εξισώσεις ροής 
(2.82) έως (2.84) βρίσκεται στο µεγάλο αριθµό των όρων που συµπληρώνουν το άθροισµα και είχαν 
αποκοπεί από τις (2.82) έως (2.84). Ο αλγόριθµος µπορεί και αυτός, όπως τις ενότητας 2.5, να 
υλοποιηθεί σε fortran. Ένα script Matlab διαβάζει τα αποτελέσµατα δηµιουργώντας αντίστοιχα 
διαγράµµατα. Τα προγράµµατα είναι διαθέσιµα απ’ τον συγγραφέα.  

Επιπρόσθετα µε τον κώδικα της 2.5, αθροίζοντας λογαριθµικά τα επίπεδα ηχητικής πίεσης 
i

SPL  

των τρόπων (Κεφ. 5, Μέρος Ι) προκύπτει το ολικό SPL  του υπολογισµένου ηχητικού φάσµατος του 
αυλού σε κάθε χρονική στιγµή: 

/10

1

10log 10 i

n
SPL

tot

i

SPL
=

 
=  

 
∑                                                    (2.104) 

 
Χρησιµοποιούµε τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά του αυλού της ενότητας 2.5 για να συγκρίνουµε το 
παρών µοντέλο µε αυτό της ενότητας 2.4. Τα διαγράµµατα 2.3 έως 2.6 δείχνουν αντίστοιχα τη 
συµπεριφορά των ταχυτήτων των τρόπων, των γωνιακών συχνοτήτων, των επί µέρους SPL και του 
ολικού SPL για µία σταθερή πίεση 200 Pascal, που επιβάλλεται στην κατάσταση ηρεµίας του 
συστήµατος. 
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Πίεση 200 Pascal 
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∆ιάγραµµα 2.3 
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∆ιάγραµµα 2.4 

 
Εµφανίζεται ισχυρότατος ο πρώτος τρόπος και πολύ χαµηλοί οι άλλοι δύο, σε αντίθεση µε το 

αντίστοιχο διάγραµµα της 2.5. Παρατηρούµε µία έντονη ταλαντωτική συµπεριφορά του µοντέλου, που 
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ενδεχοµένως οφείλεται στην ασάφεια κάποιων παραδοχών και στη δυσκολία σύγκλισης των 
αναπτυγµάτων (2.80) έως (2.82). Το µέτρο της ταχύτητας του πρώτου τρόπου είναι σχεδόν ίδιο µε το 
αντίστοιχό του στη 2.5. Όσον αφορά τα επίπεδα ηχητικής πίεσης, αυτά βρίσκονται σε παραπλήσιο 
επίπεδο.  
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∆ιάγραµµα 2.5 
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∆ιάγραµµα 2.6 

 
Στα διαγράµµατα 2.7 και 2.8 επιβάλλεται στο πόδι του αυλού πίεση 1000 Pascal. Το όργανο 

εµφανίζει ασταθή απόκριση µε το τροποποιηµένο βελτιωµένο µοντέλο του Fletcher (παρούσα 



  Κεφάλαιο 2 – Frequency-domain µοντέλο του N. H. Fletcher    

Μέρος ΙΙΙ – Υπολογιστική µελέτη  

38 

ενότητα), σε αντίθεση µε το µοντέλο της ενότητας 2.4 µε το οποίο ο αυλός βρίσκεται ήδη σε 
κατάσταση overblowing. Στο SPL διάγραµµα ο τρίτος τρόπος υπερισχύει του δεύτερου. 
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Για πίεση 1400 Pascal το όργανο αρχίζει να µεταβαίνει σε σταθερή κατάσταση overblowing 
(διαγράµµατα 2.9 και 2.10) ενώ για 1500 έχει αποκατασταθεί σταθερότητα (διαγράµµατα 2.11 και 
2.12). 
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Πίεση 1500 
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∆οκιµάζουµε τώρα τον αλγόριθµο της παρούσης ενότητας για 5 όρους και 4 κανονικούς τρόπους. 

Λαµβάνουµε προσεγγιστικά τη γωνιακή συχνότητα του 4ου τρόπου ως ακέραιο πολλαπλάσιο της 
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θεµελιώδους. Για πίεση 200 Pascal, προκύπτουν τα διαγράµµατα ταχυτήτων και SPL 2.13 και 2.14 
αντιστοίχως.  
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∆ιάγραµµα 2.14 

 
Οι ταχύτητες των τριών τελευταίων τρόπων εµφανίζονται πολύ µικρότερες της ταχύτητας του 

πρώτου τρόπου, ενώ τα επίπεδα SPL είναι ισχυρότερα για τον πρώτο και τον τρίτο τρόπο, κατά 
συµφωνία µε τη γενική παρατήρηση ότι περιττές αρµονικές εµφανίζουν µεγαλύτερα πλάτη από τις 
άρτιες (Κεφ. 4, Μέρος ΙΙ). Μάλιστα ο δεύτερος και τρίτος τρόπος βαθµιαία καταλαγιάζουν.  

Για 600 Pascal εµφανίζεται ασταθής κατάσταση (διαγράµµατα 2.15 και 2.16). Ενώ τέλος για πίεση 
1000 Pascal φτάνουµε στην κατάσταση overblowing (διαγράµµατα 2.17 και 2.18), κατά συµφωνία µε 
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την ενότητα 2.5. Ωστόσο, το επίπεδο έντασης του τρίτου τρόπου είναι αρκετά υψηλότερο του 
δεύτερου, ώστε να δηµιουργείται η εντύπωση τρίτης κατάστασης συντονισµού. 
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Πίεση 1000 Pascal 
 

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.1

0.11

0.12

tim e (s )

v
 (

m
/s

)

 

∆ιάγραµµα 2.17 

 

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
66

68

70

72

74

76

78

80

tim e (s )

S
P

L
 (

d
B

)

 

∆ιάγραµµα 2.18 

   
 
 



  Κεφάλαιο 2 – Frequency-domain µοντέλο του N. H. Fletcher    

Μέρος ΙΙΙ – Υπολογιστική µελέτη  

44 

 
2.10   Μέγιστη δυνατή ισχύς εξόδου 
 

Μπορούµε να έχουµε µία εικόνα για το τη ισχύς θα µπορούσε να παραχθεί από έναν αυλό 
συγκεκριµένης γεωµετρίας, αν όλα ήταν ιδανικά (µηδενικές απώλειες συνεκτικότητας και θερµότητας, 
καµία σύζευξη στους τρόπους), εφαρµόζοντας µερικές απλές σκέψεις.   
Η ισχύς που εισάγεται στον συντονιστή προσδιορίζεται αν πολλαπλασιάσουµε την πίεση πνοής µε τη 
ροή του όγκου του ρευστού διαµέσου της flue σχισµής. Για µία σχισµή πλάτους D και πάχους 0W  η 

ροή είναι 0 0DW V . Κατά συνέπεια η παρεχόµενη ισχύς είναι  

 

0 0PDW VΠ =                                                               (2.105) 

 
όπου P η πίεση πνοής. Αν θέλουµε να απαλείψουµε την ταχύτητα, εφαρµόζουµε εξίσωση Bernoulli: 
 

3/ 2
0

2
DW P

ρ
Π =                                                           (2.106) 

 
όπου ρ η πυκνότητα. Η σταθερή αυτή ισχύς εισόδου, αφού µετατραπεί σε ακουστική ισχύς εντός του 
σωλήνα, ακτινοβολείται σχεδόν ισόποσα από το άνοιγµα στο στόµα και το παθητικό άκρο. Η ηχητική 
ακτινοβόληση από το παθητικό άκρο, το οποίο έχει διαστάσεις πολύ µικρότερες από ένα µήκος 
κύµατος, είναι σχεδόν απόλυτα ισοτροπική, ώστε η µέγιστη δυνατή ακουστική ένταση που 
αντιλαµβάνεται κάποιος, σε απόσταση R από το άκρο, είναι:  
 

max 24
I

Rπ
Π

=                                                               (2.107) 

  
Αν θεωρήσουµε ότι το όργανο λειτουργεί σε ανηχοϊκές (anechoic) συνθήκες, το προκύπτον 

ηχητικό πεδίο αποτελείται από σφαιρικά κύµατα (κεφάλαιο 5, Μέρος Ι), ώστε η ηχητική πίεση στην 
απόσταση R σχετίζεται µε την ένταση µέσω της σχέσης: 
 

2
acoustp

I
cρ

=                                                                 (2.108) 

 
Αν τώρα η πυκνότητα του αέρα και η ταχύτητα του ήχου θεωρηθούν ίσες µε αυτές µίας συνηθισµένης 
κλειστής αίθουσας, µπορούµε να γράψουµε µία αναλυτική έκφραση για το µέγιστο επίπεδο ηχητικής 
πίεσης που θα µπορούσε να παραχθεί από τον αυλό [31]: 
 

0
max 10 102

107 10log 15log
DW

L P
R

+ +≃                                       (2.109) 

 
Το αποτέλεσµα προκύπτει σε dB πίεσης αναφοράς 20 µPa. 
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3 
Time-domain αριθµητικό µοντέλο του M. P. Verge 

 

 
 
 
3.1  Βασικό µοντέλο και εξισώσεις 
 
Θεωρούµε τον τετραγωνικό αυλό του σχήµατος 3.1, στις δύο διαστάσεις. 

 

 
Σχήµα 3.1 

 
Οι δύο διαστάσεις µπορούν µε κατάλληλο τρόπο να συµπτυχθούν σε µία. Το αποτέλεσµα φαίνεται 

στο σχήµα 3.2. Ο συντονιστής παριστάνεται από έναν µεγάλο σωλήνα διατοµής 2
p

S H=  και ενεργού 

µήκους 
p p

L δ+ , όπου 
p

L  το γεωµετρικό του µήκος και 
p

δ  η διόρθωση. Το στόµα του αυλού 

παριστάνεται από έναν µικρότερο σωλήνα διατοµής 
m

S WH= , όπου W είναι η απόσταση µεταξύ σχι-

σµής (flue exit) και άνω χείλους (labium).  
Θεωρούµε ότι το µοντέλο προορίζεται για χαµηλές συχνότητες. Επειδή σε αυτή την περίπτωση, η 

περιοχή του στόµατος είναι πολύ µικρή σε σχέση µε τα µήκη κύµατος που περιλαµβάνονται, µπο-
ρούµε, χωρίς µεγάλη ανακρίβεια, να δεχθούµε ασυµπίεστη ροή.  

 
 

 
Σχήµα 3.2 
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Η σύνθετη τώρα δισδιάστατη γεωµετρία του στόµατος µπορεί να µοντελοποιηθεί από ένα ισοδύ-
ναµο κοµµάτι σωλήνα, µήκους 

m
δ . Το µήκος αυτής της διόρθωσης καθορίζεται από τα φαινόµενα 

αδρανείας της ακουστικής ροής στην είσοδο του ακουστικού σωλήνα και στην παρεµπόδιση της λόγω 
της παρεµβολής του άνω χείλους. Η σχισµή, στο µονοδιάστατο µοντέλο, τοποθετείται σε µία από-
σταση 

out
δ  από το περιβάλλον και 

in
δ  από την είσοδο του συντονιστή (ακουστικού σωλήνα), ώστε: 

m out in
δ δ δ= + . Λεπτοµερή εξήγηση για τον καθορισµό των 

παραπάνω παραµέτρων µπορεί κανείς να βρει στις µελέτες 
του Verge και των συνεργατών του [ΕΕΕ,81]. Η σχισµή, 
εκτός ότι είναι το σηµείο όπου σχηµατίζεται η δέσµη, 
θεωρείται και µία πηγή όγκου, που δρα ως πηγή ήχου (Κεφ. 5, 
Μέρος ΙΙ), όταν η ταχύτητα της δέσµης 

j
U ταλαντώνεται 

[ΕΕΕ,81].   
Κατά τη µόνιµη κατάσταση, η δέσµη υποβάλλεται στην 

επίδραση της εγκάρσιας ακουστικής ροής 
m

Q , που ενεργεί 

αµέσως µετά τη σχισµή (σχήµα 3.1) και ελέγχει την 
παλινδροµική κίνηση της δέσµης στο στόµα του αυλού. Στο 
άνω χείλος, αυτή η κίνηση προκαλεί µία σύνθετη ροή, που 
µπορεί να αναπαρασταθεί από δύο πηγές ροής 1Q  και 2Q , 

εκατέρωθεν του χείλους [ΕΕΕ,80] και [20,26,68]. Οι δύο 
αυτές πηγές εισάγουν µία διαφορά πίεσης κάθετα στο στόµα του αυλού (σχήµα 3.3), που αναγκάζει 
την αέρια στήλη του συντονιστή να ταλαντωθεί, κατά συµφωνία µε τον αναπτυχθέντα jet-drive µηχα-

νισµό (Κεφ.5, Μέρος ΙΙ). Στο µονοδιάστατο µοντέλο, οι 
συµπληρωµατικές αυτές πηγές µπορούν να 
αντιπροσωπευθούν από ένα δίπολο τοποθετηµένο στη 
διόρθωση µήκους 

m
δ . Για µία ορισµένη απόσταση ∈ 

από το άκρο του χείλους, η «ακουστική» απόσταση 
d

δ  

µεταξύ των πηγών (σχήµα 3.4), που καθορίζει και τη 
δύναµη του διπόλου, µπορεί να υπολογισθεί από τη 
δισδιάστατη γεωµετρία, κατά την προσέγγιση της ροής 
του δυναµικού, χρησιµοποιώντας τεχνικές conformal 
mapping [80]. Σε συµφωνία τώρα µε τους Powell [69], 
Elder [25] και πιο πρόσφατα Coltman [18], θεωρείται 
ότι τα σηµεία έγχυσης (των πηγών) είναι ακλόνητα 
τοποθετηµένα, ανεξάρτητα από την ταχύτητα ροής της 

δέσµης. Η απόσταση µεταξύ αυτών των σηµείων έγχυσης και του άκρου του χείλους εκτιµάται ότι 
είναι της τάξης µεγέθους του πάχους h της δέσµης. Αυτές οι αυθαίρετες παραδοχές παρέχουν 
εντούτοις λογικά αποτελέσµατα. Ένα τέτοιο δίπολο προκαλεί ένα ταλαντούµενο άλµα πίεσης (pressure 
jump) p∆ κάθετα στο κοµµάτι σωλήνα που αντιπροσωπεύει το στόµα στο µονοδιάστατο µοντέλο 

(σχήµατα 3.2 και 3.5).  
Το µοντέλο διεγείρεται από ένα σήµα πίεσης 

(pressure signal) 
f

p , που αναπαριστά την πίεση 

στο πόδι του αυλού ή στο στόµα του µουσικού 
(για την περίπτωση, ας πούµε, του φλάουτου). 
Αµελώντας τριβές, µπορούµε να λάβουµε απ’ 
την εξίσωση Bernoulli, µία σχέση µεταξύ της 
πτώσης πίεσης 

f m
p p−  κατά µήκος του 

καναλιού (flue channel) του αυλού (Μέρος ΙΙ, 
Κεφ. 4), όπου 

m
p  η (ακουστική) πίεση µετά τη 

σχισµή και της προκύπτουσας ταχύτητας δέσµης 

j
U : 

 

2
0 0

1

2

j

f m c j

dU
p p l U

dt
ρ ρ− = +                        (3.1) 

Σχήµα 3.3 

Σχήµα 3.4 

Σχήµα 3.5 
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όπου 0ρ  είναι η πυκνότητα (του αέρα) και 
c

l  το µήκος του καναλιού. Από τη συσχέτιση αυτή µπο-

ρούν να ληφθούν υπ’ όψη µεταβολές της ταχύτητας δέσµης προερχόµενες από ταλαντώσεις πίεσης στη 
σχισµή [81].  

Η διατήρηση της µάζας δίνει για το µονοδιάστατο µοντέλο (σχήµα 3.2): 
    

j out in
Q Q Q+ =                                                      (3.2) 

 
Έξω απ’ τη σχισµή (

in
x δ= − ), η πίεση 

m
p  υπολογίζεται από την ακτινοβολούµενη ακουστική εµπέ-

δηση 
out

Z [ΕΕΕ] ή [83]:  

2

0 0

0 0

1

4
m m

out out

out m

p c r
Z j

Q S c c

ρ ω ω
δ

  
 = = − + 
   

�
                                          (3.3)     

 
όπου ω είναι η γωνιακή συχνότητα, 

m
r  η ακτίνα του κύκλου που έχει ίδια επιφάνεια µε τη διατοµή του 

στόµατος, δηλ. m

m

S
r

π
=  και 0c  η ταχύτητα του ήχου. Με αντίστροφο µετασχηµατισµό Laplace 

καταλήγουµε σε µία χρονική σχέση µεταξύ 
m

p  και 
out

Q [80]: 

 
2 2

0 0
2 2

00

1

4
m out out out

m

m

c r d Q dQ
p

S c dtc dt

ρ δ 
= − 

 
                                      (3.4) 

 
Η πίεση 

p
p  τώρα στην είσοδο του συντονιστή µπορεί να συσχετισθεί µε την πίεση

m
p  έξω απ’ τη 

σχισµή, µε χρήση της εξίσωσης Bernoulli στο κοµµάτι σωλήνα, που αναπαριστά το στόµα: 
 

0 in in

p m

m

dQ
p p p

S dt

ρ δ
− = − + ∆                                                      (3.5) 

 
όπου υποτέθηκε ότι υπάρχει συνέχεια της πίεσης στην είσοδο του συντονιστή (x=0) και ο jet-drive 
µηχανισµός αναπαριστάται από ένα άλµα πίεσης p∆  στη διόρθωση µήκους 

in
δ  (σχήµα 3.2). Όπως θα 

δούµε αργότερα, και άλλοι µηχανισµοί παραγωγής ήχου, όπως η διάχυση δινών (vortex shedding) και 
ο θόρυβος στροβιλισµών (turbulence noise), µπορούν να συµπεριληφθούν σε αυτό το άλµα πίεσης.    

Στην επιφάνεια ένωσης στόµατος και συντονιστή η µάζα διατηρείται και λαµβάνουµε: 
 

(0) (0)
p in

Q Q=                                                                 (3.6) 

 
Όπου 

p
Q  είναι η (ακουστική) ροή στο συντονιστή.  

Τώρα το άλµα πίεσης 
jd

p∆  που σχετίζεται αποκλειστικά µε τον jet-drive µηχανισµό, καθορίζεται 

[ΕΕΕ] ή [83] από την παράγωγο της πηγής 1Q , η οποία αντιστοιχεί στην ποσότητα της δέσµης που 

εισέρχεται στο συντονιστή, κάτω απ’ το άνω χείλος (σχήµα 3.3). 
 

0 1d

jd

m

dQ
p

S dt

ρ δ
∆ = −                                                             (3.7) 

 
όπου 

d
δ  είναι, όπως αναφέρθηκε, η ακουστική απόσταση µεταξύ των πηγών, στο µονοδιάστατο µο-

ντέλο. Όταν δεν ληφθούν υπ’ όψη άλλα άλµατα εκτός απ’ το 
jd

p∆ , ισχύει απλά 
jd

p p∆ = ∆ .  

Η ροή 1Q  υπολογίζεται, όπως πρότειναν οι Cremer και Ising [22], από τη θέση της δέσµης ( , )W tη  

στο άνω χείλος: 
 

0
1 ( )

(0)
j

y
Q H U dy

η

∞

−
= ∫                                                           (3.8) 
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όπου H είναι το πλάτος της δέσµης (τετραγωνικός αυλός), 0y  η θέση του άκρου του άνω χείλους, σε 

σχέση µε το κέντρο της σχισµής (σχήµα 3.6), µε θετική φορά προς το εσωτερικό του αυλού.     
 
 

 
Σχήµα 3.6 

 
 
Επειδή το προφίλ της ταχύτητας της δέσµης είναι κατά µεγάλη προσέγγιση bell-shaped (Μέρος ΙΙ, 

Κεφ. 5), δηλ. 2
0( ) sec

j

y
U y U h

b

 =  
 

, η ροή της πηγής είναι: 

 

0
1 0 1 tanh

y
Q bHU

b

η −  
= +  

  
                                                  (3.9) 

 
όπου 0U η κεντρική ταχύτητα και b η παράµετρος πλάτους. 

Το µονοδιάστατο µοντέλο µπορεί να περιγραφεί πλήρως µε τις εξισώσεις (3.1) έως (3.9). Το επό-
µενο στάδιο είναι ο συνδυασµός τους.  
 
 

3.2  Μοντελοποίηση των ταλαντώσεων της δέσµης 
 

Ο Verge [ΕΕΕ,80] χρησιµοποιεί µία τροποποίηση της µετατόπισης της δέσµης που πρότεινε ο 
Fletcher (Μέρος ΙΙ, Κεφ. 5), ακολουθώντας τη µελέτη του Powel [68]: 
 

10,381 2
( , ) 1 cosh( ) expp

m m

Q Q j W
W W

j S S u

ω
η ω µ

ω π

′   −  = − −    
   

                         (3.10) 

 
όπου µ είναι ο παράγων αύξησης και u η ταχύτητα διαταραχών στη δέσµη. Η ροή 1Q′  ορίζεται απ’ τη 

σχέση: 

1 1 0

1

2
Q Q bHU′ = −                                                            (3.11) 

 
Παρατηρώντας προσεκτικά τη σύνθετη αυτή σχέση, βλέπουµε ότι συµπεριλαµβάνονται τα τρία κύρια 
στοιχεία που καθορίζουν τη συµπεριφορά της δέσµης:  
1) Οι όροι στην παρένθεση της εξίσωσης (3.10) περιγράφουν την εγκάρσια ακουστική ταχύτητα 

m
υ  

που επιδρά κάθετα στην κατεύθυνση της δέσµης ακριβώς στο σηµείο που εκτοξεύεται, δηλαδή µετά τη 
σχισµή:  

10,382 p

m

m m

Q Q

S S
υ

π
′

= −                                                          (3.12) 

 
Αυτή η ταχύτητα είναι το άθροισµα αφενός της συµβολής του ακουστικού πεδίου λόγω του σωλήνα, 
αφετέρου µίας υδροδυναµικής ανάδρασης λόγω του άκρου του άνω χείλους, κάτι που µπορεί να εκλη-
φθεί ως edge tone [ΕΕΕ] ή [80].  
2) Το υπερβολικό συνηµίτονο της εξίσωσης (3.10) περιγράφει την ενίσχυση των διαταραχών στη 
δέσµη, όπως αυτή καθορίζεται από τον ενισχυτικό παράγοντα µ.   
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3) Τέλος, ο σύνθετος εκθέτης αντιπροσωπεύει την καθυστέρηση φάσης, δηλαδή τη χρονική καθυστέ-
ρηση, εξ’ αιτίας της µετάδοσης των διαταραχών από τη σχισµή προς το άνω χείλος µε ταχύτητα µικρό-
τερη από αυτή της ίδιας της δέσµης (φασική ταχύτητα u).  

Η µονάδα πριν το υπερβολικό συνηµίτονο περιγράφει την οριακή συνθήκη µηδενικής µετατόπισης 
της δέσµης αµέσως έξω απ’ τη σχισµή. 
 
 

Οι παράµετροι µ και u  
  

Έχουν περιγραφεί όλα τα απαραίτητα για τις ουσιώδεις παραµέτρους µ και u στο κεφάλαιο 5 (Μέ-
ρος ΙΙ). Στο εξής, για να µη συγχεόµαστε µε άλλες παραµέτρους, θα καλούµε αυτές τις δύο παράγοντες. 

Οι παράγοντες αυτοί εξαρτώνται απ’ τον αριθµό Strouhal 
0

b

b
St

U

ω 
= 

 
 και ο πιο αξιόπιστος υπολογι-

σµός τους, µέχρι που ο Verge έβγαζε το µοντέλο του, ήταν από τους Mattingly και Criminale [55]. 
Αµέσως µετά ο Nolle τους υπολόγισε πάλι (1998) και δηµοσίευσε πίνακα µε τα αποτελέσµατα [62]. 
Με βάση αυτόν τον πίνακα µπορούµε να χαράξουµε τις καµπύλες του σχήµατος 5.5 του Κεφ. 5 (Μέ-
ρος ΙΙ). 

Στα διαγράµµατα 3.7 και 3.8 φαίνονται οι 19 τιµές που δίνει ο Nolle στη δηµοσίευσή του και δύο 
τύποι παρεµβολών. Η πράσινη γραµµή είναι µία απλή γραµµική παρεµβολή που εκτελέστηκε µε το 
λογισµικό γραφηµάτων Gnuplot. Η κόκκινη γραµµή προέκυψε µε κυβικές Splines [A]. Παρατηρούµε 
ότι στο διάγραµµα 3.7 τόσο η γραµµική όσο και η Spline παρεµβολή οδηγούν σε καλό αποτέλεσµα. 
Όµως το διάγραµµα 3.8 παρουσιάζει µία δυσάρεστη ταλαντωτική συµπεριφορά στην περιοχή αλλαγής 
µονοτονίας, δηλαδή στην κορυφή του και γενικά δεν µπορούµε να πούµε ότι υπάρχει πολύ καλή πα-
ρεµβολή. Αυτό αποτελεί πρόβληµα για το µοντέλο της δέσµης και σε λίγο θα δούµε το γιατί και πως το 
αντιµετωπίζουµε.     
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∆ιάγραµµα 3.7 

Εξάρτηση της φασικής ταχύτητας διαταραχών στη δέσµη u (σε ποσοστό της αρχικής ταχύτητας της δέσµης 0U ) 

από τον αριθµό Strouhal, 0/
b

St b Uω= . Η κόκκινη γραµµή είναι µε κυβικές Splines, ενώ η πράσινη µε γραµµική 

παρεµβολή.  
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∆ιάγραµµα 3.8 

Εξάρτηση του αδιάστατου παράγοντα αύξησης (amplification factor) µ b από τον αριθµό Strouhal, 0/
b

St b Uω= . 

Η κόκκινη γραµµή είναι µε κυβικές Splines, ενώ η πράσινη µε γραµµική παρεµβολή.  
 
 
Μπορούµε τώρα να γράψουµε το µέτρο της σχέσης (3.10) αν τη φέρουµε σε µορφή ενός κοινού µιγα-
δικού αριθµού. Με την ισχύ της ταυτότητας: 
 

exp( ) cos sinj jψ ψ ψ− = −  

 
λαµβάνουµε: 

( , ) 1 cosh( ) cos sinm

j W W
W W j

u u

ω ω
η ω υ µ

ω
−   = − −    

 

 
και εν συνεχεία: 
 

( , ) cosh( )sin cosh( )cos 1m mW W
W W j W

u u

υ υω ω
η ω µ µ

ω ω
      = + −      
      

               (3.13) 

Άρα το µέτρο είναι: 
 

2 2

( , ) cosh( )sin cosh( ) cos 1m W W
W W W

u u

υ ω ω
η ω µ µ

ω
   = + −   
   

                   (3.14) 

 
Ο Verge [ΕΕΕ] προτείνει µία εναλλακτική σχέση που διαχωρίζει την επίδραση του παράγοντα ενίσχυ-
σης από το πραγµατικό και το φανταστικό µέρος του µιγαδικού αριθµού και αντιµετωπίζει ξεχωριστά 
την ενίσχυση από την καθυστέρηση στη δέσµη: 
 



 Κεφάλαιο 3 – Time-domain αριθµητικό µοντέλο του M. P. Verge 

Μέρος ΙΙΙ – Υπολογιστική µελέτη  

51 

[ ]10,381 2
( , ) 1 cosh( ) expp

m m

Q Q j W
W W

j S S u

ω
η ω µ

ω π

′   −  = − −    
   

                    (3.15) 

 
Οµοίως µε πριν, φέρνουµε τη σχέση σε µορφή µιγαδικού αριθµού: 

 

[ ]1
( , ) 1 cosh( ) sin cos

m

W W
W W j

u u

ω ω
η ω υ µ

ω
 = − − − 
 

                           (3.16) 

 
και λαµβάνουµε το µέτρο: 

[ ] 2 21
( , ) 1 cosh( ) sin cos

m

W W
W W

u u

ω ω
η ω υ µ

ω
= − +                            (3.17) 

 
 Σε πρώτη φάση µπορούµε να πάρουµε τη γραφική παράσταση των σχέσεων (3.14) και (3.17), ως 

συνάρτηση της συχνότητας και για διάφορες ταχύτητες δέσµης, αντικαθιστώντας τη µεταβολή των 
τιµών των παραγόντων από τα διαγράµµατα 3.7 και 3.8. Για την ώρα, η ταχύτητα του ακουστικού πε-
δίου αφενός δεν µπορεί να υπολογισθεί αν δε γνωρίζουµε τη ροή του σωλήνα (0)

p
Q  και της πηγής 

1Q , αφετέρου δεν µας απασχολεί ιδιαίτερα γιατί απλά µετατοπίζει ολόκληρη την καµπύλη, χωρίς να 

αλλάζει τη µορφή της. ∆εχόµαστε αυθαίρετα 1
m

υ = m/s.  

Η γραφική παράσταση της σχέσης (3.14) για ταχύτητες 10 m/s, 20 m/s και 30 m/s, µε σταθερές της 
µεταβλητές W=0,004 m και b=0,4h, φαίνεται στο διάγραµµα 3.9, ενώ η γραφική παράσταση της (3.17) 
για τις ίδιες παραµέτρους φαίνεται στο διάγραµµα 3.10.  
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∆ιάγραµµα 3.9 

Γραφική παράσταση της σχέσης (3.14) συναρτήσει της συχνότητας για ταχύτητες δέσµης: 10 m/s (κόκκινη 
γραµµή), 20 m/s (πράσινη γραµµή) και 30 m/s (µπλε γραµµή). 
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∆ιάγραµµα 3.10 

Γραφική παράσταση της σχέσης (3.17) συναρτήσει της συχνότητας για ταχύτητες δέσµης: 10 m/s (κόκκινη 
γραµµή), 20 m/s (πράσινη γραµµή) και 30 m/s (µπλε γραµµή). 

 
 
 

Ένα σηµαντικό ζήτηµα τίθεται τώρα για τις καµπύλες 3.7 και 3.8. Ο παράγοντας cosh( )Wµ είναι 

εξαιρετικά ευαίσθητος στις µεταβολές του µ. Στο διάγραµµα 3.9 τα πράγµατα είναι κάπως οµαλά, 
αλλά στο 3.10 εµφανίζονται ανωµαλίες στην περιοχή που η παρεµβολή του διαγράµµατος 3.8 δεν είναι 
καλή. Κοιτάµε να εξοµαλύνουµε όσο περισσότερο γίνεται τις καµπύλες και κυρίως τη δεύτερη, γιατί 
πάνω απ’ όλα µας ενδιαφέρει η κορυφή της. Για να το πετύχουµε αυτό, δύο ιδέες έρχονται. Η µία είναι 
να προγραµµατίσουµε κυβικές B-Splines [Α], για να παρεµβάλουµε καλύτερα τις τιµές του Nolle. Η 
δεύτερη πιο πρόχειρη αλλά και πιο άµεση είναι να παρεµβάλλουµε µερικές ακόµα τιµές «µε το µάτι», 
στις ήδη υπάρχουσες του Nolle και να ξαναεφαρµόσουµε κυβικές Splines. Αυτό το πετυχαίνουµε 
«παίζοντας» µε το Gnuplot. Το αποτέλεσµα δεν είναι πολύ αυθαίρετο γιατί απλά ακολουθούµε την 
πορεία των τιµών και κατευθύνουµε καλύτερα τα πολυώνυµα Splines στην περιοχή µεγάλης καµπυλό-
τητας. Ο πίνακας 3.11 δίνει τις τιµές του Nolle και τις δικές µας εµβόλιµες. Οι εµβόλιµες είναι µε πλά-
για. 
 
 

Scaled frequency 0/
b

St b Uω=  Scaled phase velocity u/U Scaled amplification factor µb 

0,00625 0,296 0,0428 
0,009 0,295 0,0428 
0,0125 0,302 0,0536 
0,018 0,314 0,0688 
0,025 0,327 0,0860 
0,036 0,342 0,1055 
0,05 0,353 0,1361 

0,072 0,364 0,1710 
0,01 0,371 0,2068 

0,014 0,378 0,2428 
0,017 0,3823 0,2600 
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0,2 0,387 0,2704 
0,23 0,395 0,2760 

0,25 0,400 0,2765 
0,27 0,4054 0,2760 

0,3 0,414 0,2730 

0,35 0,427 0,2650 

0,4 0,440 0,2533 
0,5 0,470 0,2251 
0,6 0,499 0,1946 
0,8 0,552 0,1342 
1,0 0,599 0,0786 
1,2 0,641 0,0294 

1,33 0,667 0,0000 
 

Πίνακας 3.11 

 
 

Στο διάγραµµα τώρα 3.12 βλέπουµε πόσο καλύτερα έχει παρεµβληθεί η καµπύλη µb στις τιµές του 
Nolle και µε χρήση των εµβόλιµων του πίνακα 3.11. Για τη µεταβολή της φασικής ταχύτητας κάνουµε 
το ίδιο, αλλά εδώ η διαφορά είναι ασήµαντη. Μπορεί κάποιος να συµβουλεύεται για την ώρα το διά-
γραµµα 3.7. Η γραφική παράσταση της 3.14 παρουσιάζει οµαλότερη συµπεριφορά (διάγραµµα 3.13), 
ενώ της (3.17) είναι αισθητά ικανοποιητική (διάγραµµα 3.14). 
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∆ιάγραµµα 3.12 

Τελική καµπύλη µεταβολής του µεγέθους µb ως προς τον αριθµό Strouhal 0/
b

St b Uω= . Με πράσινο είναι η 

αρχική γραµµική παρεµβολή και µε κόκκινο η τελική κυβική Spline παρεµβολή µε τις τιµές του πίνακα 3.11 (µπλε 
τετραγωνάκια).  
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∆ιάγραµµα 3.13 

Γραφική παράσταση της σχέσης (3.14) συναρτήσει της συχνότητας για ταχύτητες δέσµης: 10 m/s (κόκκινη 
γραµµή), 20 m/s (πράσινη γραµµή) και 30 m/s (µπλε γραµµή), µε βάση τις τιµές του πίνακα 3.11.  
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∆ιάγραµµα 3.14 

Γραφική παράσταση της σχέσης (3.17) συναρτήσει της συχνότητας για ταχύτητες δέσµης: 10 m/s (κόκκινη 
γραµµή), 20 m/s (πράσινη γραµµή) και 30 m/s (µπλε γραµµή), µε βάση τις τιµές του πίνακα 3.11. 
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Χρήση ηλεκτρονικών φίλτρων 
 

Από τις προηγούµενες γραφικές παραστάσεις βλέπουµε πόσο ιδιότυπα συµπεριφέρεται η δέσµη σε 
σχέση µε τη συχνότητα ταλάντωσής της. Παρατηρούµε σε όλα τα γραφήµατα ότι το µέγιστο πλάτος 
µετατοπίζεται δεξιότερα και µικραίνει, όσο αυξάνεται η ταχύτητα δέσµης. Για την ίδια δε ταχύτητα, η 
εκτροπή µικραίνει όσο αυξάνεται η συχνότητα της ταλάντωσής της. Παρατηρούµε επίσης ότι η σχέση 
(3.15) περιγράφει πιο οµαλά τη µετατόπιση της δέσµης από την (3.10). Χωρίς βέβαια αυτό να είναι 
απαραίτητα και ρεαλιστικό. Όλες οι καµπύλες ξεκινούν από 100 Hz. Η (3.10) ξεκινά από πολύ µεγα-
λύτερο πλάτος µετατόπισης από ότι η (3.15) για το κατώφλι των 100 Hz.  

Οι προτεινόµενες τώρα σχέσεις (3.10) και (3.15), παρουσιάζουν µία εξωπραγµατική συµπεριφορά 
για 0ω → , καθότι απειρίζονται, εξ’ αιτίας του παράγοντα 1/ jω  [ΕΕΕ,83]. Άρα δεν µας βοηθούν για 

να έχουµε ένα πλήρες µοντέλο περιγραφής για όλες τις συχνότητες. Επίσης η φασική ταχύτητα και ο 
παράγων ενίσχυσης εξαρτώνται απ’ τη συχνότητα και εν γένει όλη η σχέση εκφράζεται στο πεδίο της 
συχνότητας, όντας αδύνατο να βρεθεί αναλυτική περιγραφή στο πεδίο του χρόνου [ΕΕΕ,83], την οποία 
και χρειαζόµαστε για το πρόγραµµά µας.  

Ο Verge ξεπερνά αυτά τα προβλήµατα αναπαριστώντας τη συµπεριφορά των σχέσεων (3.10) και 
(3.15) µε τη συνάρτηση µεταφοράς ενός κατάλληλα εκλεγµένου ηλεκτρονικού φίλτρου [Ο]. Το πλεο-
νέκτηµα στην περίπτωση αυτή είναι ότι µπορούµε εν τέλει να πάρουµε µία διαφορική εξίσωση στο 
πεδίο του χρόνου.  
Πρώτα απ’ όλα θα πρέπει το φίλτρο µας να άρει τη λανθασµένη συµπεριφορά των σχέσεων (3.10) και 
(3.15) για 0ω → . Αν θέλουµε η καµπύλη του διαγράµµατος 3.14 να συνεχίζει προς τα αριστερά για 

0ω →  και µάλιστα να µηδενίζεται όταν 0ω = , θα πρέπει να στραφούµε σε ζωνοπερατά φίλτρα 2ης 

τάξης [Ο]. Το σχήµα 3.15 δείχνει τα κύρια στοιχεία ενός τέτοιου φίλτρου. 
  
 
 

 
Σχήµα 3.15 

Ζωνοπερατό φίλτρο 2ης τάξης και τα κύρια στοιχεία του [L]. 
 
 
 
Η συνάρτηση µεταφοράς του φίλτρου έχει το γενικό τύπο: 

 
1

2 20
0

( )
a s

T s

s s
Q

ω
ω

=
+ +

                                       (3.18) 

 
όπου αριθµητής και παρονοµαστής είναι σε µετασχηµατισµό Laplace, 0ω  είναι η κεντρική συχνότητα 

και Q  ο συντελεστής ποιότητας πόλου [Ο]. Ο παρονοµαστής παριστάνει µία ηµιτονική διέγερση 

(σήµα) µε συχνότητα ω, που εισέρχεται στο φίλτρο, ενώ ο αριθµητής ένα άλλο ηµιτονικό σήµα ίδιας 
συχνότητας, αλλά κατά κανόνα διαφορετικής φάσης, που προκύπτει στην έξοδο του φίλτρου. Οι πόλοι 
της συνάρτησης µεταφοράς δίνονται απ’ τη σχέση: 
 

 0
1 2 0 2

1
, 1

2 4
p p j

Q Q

ω
ω= − ± −                                                 (3.19) 
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Όταν 0,507Q > , οι πόλοι είναι συζυγείς µιγαδικοί και το φίλτρο εµφανίζει υψηλότερη 

επιλεκτικότητα από τη περίπτωση πραγµατικών πόλων [Ο]. Εξάλλου, σε αυτή την περίπτωση, οι πόλοι 
βρίσκονται στο αριστερό µιγαδικό ηµιεπίπεδο και το φίλτρο εµφανίζει υποαπόσβεση, όντας ισχυρά 
ευσταθές [F]. Όταν 0,707Q = , η συνάρτηση µεταφοράς περιγράφει ένα καθαρό ζωνοπερατό Butter-

worth  φίλτρο. Για να βρούµε τώρα την απόκριση του φίλτρου µε τη µεταβολή της συχνότητας, αρκεί 
πρώτα να θέσουµε s jω→  στη σχέση (3.18): 

 
1

2 20
0

( )
( )

( ) ( )

a j
T j

j j
Q

ω
ω

ω
ω ω ω

=
+ +

 

Με απλές πράξεις παίρνουµε: 

( )
1

2 20
0

( )
a

T j

j
Q

ω
ω

ω ω
ω ω

=
 

+ − 
 

 

 
Στη συνέχεια, η απόκριση σε µία συχνότητα θα είναι ίση µε το µέτρο της συνάρτησης µεταφοράς για την 
συχνότητα αυτή, δηλαδή: 

 

( )

1

2
22 20

0

( )
a

T j T

Q

ω
ω

ω ω
ω ω

= =
 

+ − 
 

                                         (3.20) 

 
Όπως φαίνεται στο σχήµα (3.15) ορισµένες µόνο συχνότητες εµφανίζουν µεγάλη απόκριση. Αυτές 

είναι που ουσιαστικά αφήνονται να διαπεράσουν το φίλτρο. Το σήµα εξόδου ενός ζωνοπερατού φίλ-
τρου υπολείπεται χρονικά του σήµατος εισόδου. Η φάση του εποµένως είναι αρνητική [F,J] και δίνεται 
απ’ τον τύπο [O]: 

2 2
1 0

0

tan Q
ω ω

θ
ω ω

−  −
= −  

 
                                                      (3.21) 

 
Ένα χρήσιµο µέγεθος στη µελέτη των φίλτρων είναι το εύρος ζώνης (Bandwidth), που δίνεται από την 
έκφραση:   

0
2 1BW

Q

ω
ω ω= − =                                                          (3.22) 

 
όπου: 

0
1 2 0 2

1
, 1

24 QQ

ω
ω ω ω= + ∓                                                    (3.23) 

 
Όπως τέλος φαίνεται και στο σχήµα 3.15, η µέγιστη απόκριση του φίλτρου ισούται µε 

 

1

max
0

a Q
T

ω
=                                                                (3.24) 

 
Με φρεσκαρισµένες τώρα αυτές τις στοιχειώδεις γνώσεις, µπορούµε να προχωρήσουµε στον αλ-

γόριθµο προσέγγισης της καµπύλής µετατόπισης της δέσµης των διαγραµµάτων 3.13 ή 3.14 για µία 
δεδοµένη ταχύτητα. 

Θεωρούµε όπως και πριν αυθαίρετα την ακουστική ταχύτητα 
m

υ  ίση µε τη µονάδα. Αρχικά πρέπει 

να βρούµε για ποια συχνότητα µεγιστοποιείται το µέτρο της µετατόπισης του µοντέλου (3.10) ή του 
(3.15). Αυτή θα είναι και η κεντρική συχνότητα του φίλτρου 0ω . Πετυχαίνουµε έτσι τη σύµπτωση των 

κορυφών των καµπυλών του µέτρου της µετατόπισης και του φίλτρου.      
Έπειτα, θέλουµε να βρούµε το Q  εκείνο που δίνει στο φίλτρο το απαραίτητο Bandwidth για να 

ταιριάζει ικανοποιητικά στην καµπύλη µετατόπισης. Αρχίζοντας από 0,507Q > , προχωρούµε βαθ-
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µιαία αυξάνοντας το κατά ποσότητα αντίστοιχη της ακρίβειας που απαιτούµε και υπολογίζουµε κάθε 
φορά τη σταθερά 1a µέσω της σχέσης (3.24), όπου θέτουµε 

 

 
max max

( , )T Wη ω=  

 
Έχουµε λοιπόν σε κάθε βήµα Q  γνωστές όλες τις σταθερές της συνάρτησης µεταφοράς.  

Όπως αναλύει ο Verge [ΕΕΕ], θέλουµε το φίλτρο να παριστάνει ικανοποιητικά τις ταλαντώσεις 
της δέσµης για τη θεµελιώδη συχνότητα του συστήµατος και τις πρώτες αρµονικές του. Άρα σε εκείνες 
συχνότητες πρέπει να δίνει παραπλήσια απόκριση µε την εξίσωση της δέσµης. Επειδή η θεµελιώδης 
συχνότητα µεταβάλλεται ανάλογα µε την ταχύτητα της δέσµης µία καλή πρακτική είναι να εκφρά-
σουµε τις σχέσεις (3.14) και (3.17), όπως και την απόκριση του φίλτρου ως προς τον αριθµό Strouhal: 

2
W

j

W
St

U

ω
π

=                                                                (3.25) 

 
Έτσι για τη θεµελιώδη συχνότητα και τις δύο πρώτες αρµονικές µπορούµε να αντιστοιχίσουµε κατά 
σειρά αριθµούς Strouhal [83]: 

0, 2
W

St = ,    0, 4
W

St = ,    0,6
W

St =   

 
Επιστρέφοντας στον αλγόριθµο εύρεσης φίλτρου, υπολογίζουµε τις τιµές της συνάρτησης µεταφο-

ράς για τις συχνότητες που αντιστοιχούν στους τρεις παραπάνω Strouhal. Για αυτές τις συχνότητες, 
υπολογίζουµε και το αντίστοιχο µέτρο της µετατόπισης της δέσµης. Τέλος βρίσκουµε τις τρεις διαφο-

ρές ( , )T Wη ω− . Αφού περατωθούν οι επαναλήψεις για όλα τα Q, επιλέγουµε το καλύτερο Q µε 

κριτήριο την ελαχιστοποίηση του αθροίσµατος των τετραγώνων των τριών διαφορών. Η προσέγγιση 
που πετυχαίνουµε µε τον παραπάνω αλγόριθµο φαίνεται στο διάγραµµα 3.16 για τη σχέση (3.10), ενώ 
στο διάγραµµα (3.17) για τη σχέση (3.15). Και στα δύο διαγράµµατα η ταχύτητα της δέσµης είναι 

10
j

U =  m/s. Στην πρώτη περίπτωση προκύπτει φίλτρο 1 12,72a = ,  0 2952,1ω =  rad/sec και 

0,517Q = , ενώ στη δεύτερη 1 10,14a = ,   0 4623,4ω =  και 0,827Q = .   

Για το εύρος 0, 2
W

St =  έως 0,6 το ζωνοπερατό 2ης τάξης φίλτρο µπορεί να προσεγγίσει καλύτερα 

τη σχέση (3.14) παρά την (3.17). Ωστόσο υπάρχει ένα ακόµα κρίσιµο σηµείο να µελετηθεί και να απο-
φασίσουµε εν τέλει ποια απ’ τις δύο σχέσεις θα χρησιµοποιήσουµε στη µοντελοποίηση. Το φίλτρο 
εµφανίζει µία καθυστέρηση φάσης όπως δίνεται απ’ την έκφραση (3.21). Αυτή είναι πολύ µικρότερη 
από την καθυστέρηση που εισάγει η φασική ταχύτητα διαταραχών στην πραγµατική µετατόπιση της 
δέσµης. Εν’ ολίγοις το φίλτρο ενώ µπορεί να µοντελοποιήσει το πλάτος της µετατόπισης, αδυνατεί να 
προγράψει πλήρως και τη χρονική της συµπεριφορά. Γι’ αυτό παριστάνουµε την κίνηση των διαταρα-
χών µε φασική ταχύτητα u, µε µία γραµµή καθυστέρησης (delay line). Για να υλοποιήσουµε το φαινό-
µενο µε γραµµή καθυστέρησης πρέπει να θεωρήσουµε προσεγγιστικά ότι η u αποτελεί σταθερό ποσο-
στό της ταχύτητας 

j
U , χωρίς εξάρτηση απ’ τη συχνότητα. Έτσι η ακουστική ταχύτητα 

m
υ  επιδρά στη 

δέσµη ακριβώς στη σχισµή, αλλά η εκτροπή της στο άνω χείλος συµβαίνει µετά την παρέλευση του 

χρόνου της φάσης του φίλτρου συν της γραµµής καθυστέρησης 
j

W

aU
, όπου α το ποσοστό της u ως 

προς 
j

U . Ο Verge [ΕΕΕ] βρήκε ότι ένας λόγος /
j

u U  ίσος µε 0,6 δίνει συνολική φάση φίλτρου και 

γραµµής καθυστέρησης πολύ κοντά στη φάση της σχέσης (3.10). Η συνολική φάση φίλτρου και γραµ-
µής καθυστέρησης δίνεται τότε απ’ την έκφραση: 

 
2 2

1 0

0

tan
0,6

j

W
phase Q

U

ω ω
ω

ω ω
−  −

= − − 
 

                                         (3.26) 

 
Στο διάγραµµα 3.18 χαράσσουµε τη φάση της σχέσης (3.10) και του φίλτρου, µαζί µε τη γραµµή κα-
θυστέρησης. Η ταχύτητα δέσµης είναι 10

j
U = m/s και οι σταθερές του φίλτρου ίδιες µε του 

διαγράµµατος 3.16. 
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∆ιάγραµµα 3.16 

Γραφική παράσταση της σχέσης (3.14) συναρτήσει του αριθµού Strouhal /
W j

St fW U=  για ταχύτητα δέσµης 10 

m/s (πράσινη γραµµή) και η αντίστοιχη γραφική παράσταση ενός ζωνοπερατού φίλτρου 2ης τάξης (κόκκινη 
γραµµή). Πλάτος Bickey b=0,35h. 
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 ∆ιάγραµµα 3.17 

Γραφική παράσταση της σχέσης (3.17) συναρτήσει του αριθµού Strouhal /
W j

St fW U=  για ταχύτητα δέσµης 10 

m/s (πράσινη γραµµή) και η αντίστοιχη γραφική παράσταση ενός ζωνοπερατού φίλτρου 2ης τάξης (κόκκινη 
γραµµή). Πλάτος Bickey b=0,35h. 
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∆ιάγραµµα 3.18 

Καθυστέρηση φάσης της (3.10) (κόκκινη γραµµή) και σύγκριση µε την καθυστέρηση φάσης που προκύπτει από 

το φίλτρο του διαγράµµατος 3.16 και τη γραµµή καθυστέρησης 0,6
j

U . 

 
Αντίστοιχο διάγραµµα µε το 3.18 µπορεί να γίνει και για τη σχέση (3.15), οπότε οι σταθερές του 

φίλτρου είναι αυτές του διαγράµµατος 3.17. Βρίσκουµε ότι τώρα µία γραµµή καθυστέρησης 
0,59

j
U δίνει πολύ καλή προσέγγιση στη φάση της (3.15) για 0,75

W
St < (διάγραµµα 3.19). Στο διά-

γραµµα όµως 3.18, η προσέγγιση είναι καλή µέχρι 1
W

St = .   
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∆ιάγραµµα 3.19 

Καθυστέρηση φάσης της (3.15) (κόκκινη γραµµή) και σύγκριση µε την καθυστέρηση φάσης που προκύπτει από 

το φίλτρο του διαγράµµατος 3.17 και τη γραµµή καθυστέρησης 0,59
j

U . 
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Κατά τη διάρκεια των υπολογισµών του προγράµµατος κάθε φορά που αλλάζει η ταχύτητα της 
δέσµης, πρέπει να καθοριστεί εκ νέου η κεντρική συχνότητα και η σταθερά 1a  του φίλτρου, ενώ το Q 

παραµένει σταθερό για W και b σταθερά. Το πρόγραµµα εφοδιάζεται µε έλεγχο για τη σταθερότητα 
των παραπάνω µεταβλητών, ώστε να µας γλιτώσει από περίσσιους υπολογισµούς.  

Απαιτείται τώρα προσοχή στην χρήση της ταχύτητας της δέσµης για τον καθορισµό των 0ω  και 

1a . Η ταχύτητα 
j

U  υπολογίζεται από τη διαφορά πιέσεων 
f m

p p−  κατά την εξίσωση (3.1). Όπως 

αναφέρθηκε, η 
j

U θα εµφανίζει µία έντονη ταλαντωτική συµπεριφορά, εξ’ αιτίας των ταλαντώσεων τις 

πίεσης 
m

p και µάλιστα ίδιας συχνότητας µε τις ταλαντώσεις του συντονιστή. Αυτό συνεπάγεται τη 

µεταβολή των 0ω και 1a , άρα και της απόκρισης του φίλτρου, κατά τη διάρκεια µίας περιόδου. Ο 

Verge εκλέγοντας το φίλτρο αρχικά µε βάση τη 
j

U  διεπίστωσε ότι η δέσµη εµφάνιζε µη συµµετρική 

ταλαντωτική συµπεριφορά, ώστε µετά από ορισµένο αριθµό περιόδων να εκτρέπεται πλήρως µόνο απ’ 
τη µία µεριά του χείλους [ΕΕΕ]. Στη µελέτη του λοιπόν, o Verge καθορίζει το φίλτρο µε βάση τη στα-

τική προσέγγιση 
0

2
f

f

p
U

ρ
= , που προκύπτει πάλι απ’ την εξίσωση Bernoulli αλλά αυτή τη φορά 

αµελώντας τις ακουστικές ταλαντώσεις. Τα αποτελέσµατα µε αυτή τη θεώρηση είναι πολύ ρεαλιστικά.     
 
 

3.3  Μοντελοποίηση του συντονιστή 
 

Όπως αναπτύχθηκε στο πρώτο µέρος της διπλωµατικής, ο ακουστικός σωλήνας περιγράφεται ικα-
νοποιητικά από τη µονοδιάστατη κυµατική εξίσωση: 
 

2 2

2 2 2
0

1p pp p

x c t

∂ ∂
=

∂ ∂
                                                           (3.27) 

 
Η εξίσωση αυτή µπορεί να δεχθεί λύση D’ Alembert, όπου η συνολική ακουστική πίεση 

p
p  συνίστα-

ται από δύο αντιθέτως κινούµενα οδεύοντα κύµατα 0p  και 
i

p : 

 

0 0 0( ) ( )
p i

p p x c t p x c t= − + +                                                  (3.28) 

 
Για έναν παρατηρητή στο κέντρο του ακουστικού σωλήνα, το κύµα 

i
p  που φτάνει είναι ίσο µε το 

κύµα 0p  που φεύγει, καθυστερηµένο κατά το χρόνο µίας περιόδου (roundtrip time) και φιλτραρισµένο 

από τα φαινόµενα συνεκτικότητας, µεταφοράς θερµότητας και ηχητικής ακτινοβόλησης στο άκρο του 
συντονιστή. 

Από την εξίσωση Euler και την έκφραση (3.28), παίρνουµε για τη ροή εντός του συντονιστή: 
 

0

0 0

( )
p

p i

S
Q p p

cρ
= −                                                        (3.29) 

 
Μία αποτελεσµατική υλοποίηση της κυµατικής εξίσωσης πετυχαίνεται µε χρήση ψηφιακών κυµατοδη-
γών [ΕΕΕ]. Η αναπαράσταση βασίζεται στη λύση της κυµατικής εξίσωσης µε οδεύοντα κύµατα (Μέ-
ρος Ι, Κεφ. 3).  

Πρώτα διακριτοποιούµε το σωλήνα σε έναν ορισµένο αριθµό κελιών, όπως δείχνει το σχήµα 3.20. 
Αυτό πετυχαίνεται όταν πρώτα γνωρίζουµε το χρονικό βήµα υπολογισµών t∆ . Σε ένα τέτοιο χρονικό 
βήµα το κύµα διανύει διάστηµα 0x c t∆ = ∆ . Ο αριθµός των κελιών προκύπτει απλά µε διαίρεση του 

γεωµετρικού µήκους 
p

L προς το διάστηµα x∆ . Κάθε κελί χαρακτηρίζεται µε έναν δείκτη και από αυτό 

περνά τόσο το κύµα  0p  όσο και το κύµα 
i

p . Σε κάθε βήµα των υπολογισµών, για το µεν κύµα 0p  

µετακινούµε όλες τις τιµές των κελιών κατά ένα κελί προς τα δεξιά, για το δε κύµα 
i

p όλες τις τιµές 

κατά ένα κελί προς τα αριστερά, όπως δείχνουν τα βέλη. Υλοποιούµε έτσι τη γραµµή καθυστέρησης. 
Η συνολική (ακουστική) πίεση σε κάθε κελί του σωλήνα και κάθε χρονική στιγµή θα είναι, κατά την 
εξίσωση (3.28), ίση προς το άθροισµα των δύο οδευόντων κυµάτων 0p  και 

i
p .       
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Σχήµα 3.20 

Αναπαράσταση της διάδοσης των κυµάτων εντός του συντονιστή µε διακριτοποίηση του µήκους του και χρήση 
Delay lines [ΕΕΕ]. 

  

 

 

3.4  Ακτινοβόληση του ήχου 
 

Στα ανοίγµατα του αυλού, ένα µέρος της ενέργειας που είναι αποθηκευµένη εντός του ακουστικού 
σωλήνα ακτινοβολείται προς το περιβάλλον. Κατά τη µοντελοποίηση του οργάνου, η εκτίµηση αυτών 
των απωλειών είναι σηµαντική, αφού καθορίζουν την παραγωγή του ήχου. Οι υψηλές συχνότητες 
ακτινοβολούνται πιο εύκολα από τις χαµηλές. Αυτό διαφοροποιεί τα εσωτερικά από τα εξωτερικά 
ακουστικά σήµατα. Στο σχήµα 3.12 βλέπουµε δύο µετρηµένες τιµές της ακουστικής πίεσης a) εντός 
του αυλού και b) εκτός του αυλού σε απόσταση 12 cm από το στόµα [ΕΕΕ]. Οι απώλειες ακτινοβόλη-
σης στο άκρο του συντονιστή (passive end) µπορούν να ληφθούν υπ’ όψη φιλτράροντας το κύµα πίε-
σης 0p  πριν ανακλαστεί πίσω στο σωλήνα. Η συνάρτηση µεταφοράς αυτού του φίλτρου µπορεί να 

υπολογιστεί από την έκφραση της εµπέδησης ακτινοβόλησης στο άκρο του σωλήνα, όπως στην εξί-
σωση (3.3): 

2

0 0

0 0

( ) 1

( ) 4
p p p

out p

p p p

p L rc
Z j

Q L S c c

ωρ ω
δ

  
 = = + 
   

�
                                       (3.30) 

 
Η χρονική συσχέτιση µεταξύ της πίεσης ( )

p p
p L  και της ροής ( )

p p
Q L , κατ’ αναλογία µε την εξίσωση 

(3.4), είναι: 
 

2 2

0 0
2 2

00

( ) ( )1
( )

4

p p p p p p

p p

p

r Q L Q Lc
p L

S c tc t

δρ  ∂ ∂
= − + 

∂∂  
                                   (3.31) 

 

όπου p

p

S
r

π
=  είναι ακτίνα κύκλου µε επιφάνεια ίση µε τη διατοµή του σωλήνα και 0,82

p p
rδ ≃  η 

διόρθωση µήκους του σωλήνα [79]. Χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις (3.28) και (3.29) η προηγούµενη 
έκφραση µπορεί να γραφεί: 

 
2 2

0 0
0 2 2

00

( ) ( )

4

p pi i

i

r p p p p
p p

c tc t

δ− ∂ − ∂ −
+ = − +

∂∂
                                       (3.32) 
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Σχήµα 3.21 

Ακουστική πίεση µετρηµένη (a) στο εσωτερικό ενός πειραµατικού οργανίσιου αυλού, ακριβώς κάτω από το αιχ-
µηρό άκρο του labium (δηλ. στην είσοδο του συντονιστή) και (b) έξω απ’ τον αυλό και σε απόσταση 12 cm από 
το στόµα του [ΕΕΕ]. 

 
 
3.5  Ενεργειακές απώλειες  
 

Είναι πλέον γνωστό ότι η ενέργεια µέσα στο όργανο χάνεται λόγω συνεκτικότητας του ρευστού 
και λόγω µετάδοσης θερµότητας µέσω των τοιχωµάτων. Τα αποτελέσµατα των απωλειών αυτών µπο-
ρούν να περιγραφούν στο πεδίο της συχνότητας, µε χρήση ενός σύνθετου κυµατικού αριθµού [ΕΕΕ] ή 
[83]:  
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( ) ( ) ( )0 exp exp exp
p i

p p jk x p jk x i tω+ − = − +                                   (3.33) 

 
όπου 

( )
0

1
2

p

a
k j

c r

ω ω± = ± −                                                     (3.34) 

 
µε α µία σταθερά απόσβεσης: 

0

( 1)v tl l
a

c

γ+ −
=                                                        (3.35) 

 
όπου 

v
l  και 

t
l  είναι τα χαρακτηριστικά µήκη για τη συνεκτικότητα και τη θερµότητα, αντίστοιχα 

[ΕΕΕ] ή [83]. Για τον αέρα στους 20ο C είναι 84,0 10
v

l −= ⋅  m και 85,6 10
t

l −= ⋅  m. Κατά τα γνωστά, γ 

είναι ο λόγος Poisson (=1,4).  
Ο µετασχηµατισµός της εξίσωσης (3.33) στο πεδίο του χρόνου απαιτεί κλασµατικές παραγώγους 

λόγω του παράγοντα ω  στην εξίσωση (3.34) [ΕΕΕ] ή [83]. Αυτό κάνει πολύ περίπλοκα τα πράγµατα 
και ο Verge καταφεύγει πάλι στη χρήση φίλτρων. Αυτή τη φορά επιλέγονται IIR φίλτρα 3ης τάξης. Το 
κάθε σήµα 0p  και 

i
p  µπορεί να φιλτραριστεί είτε σε κάθε κελί, είτε, για οικονοµία υπολογισµών, στο 

τέλος της κάθε γραµµής καθυστέρησης, δηλ. στο (παθητικό) άκρο και στο στόµα αντίστοιχα.  
Η (3.33) γράφεται: 

 
 

 
Με αντικατάσταση της (3.34) λαµβάνουµε: 
 

0

0 0

exp exp
2 2 2 2

p i

p p p p

a a a a
p p x j x j t p x j x j t

r c r r c r

ω ω ω ω ω ω
ω ω

      
= − − + + + − + − +                  

 

 
Τελικά: 
 

0

0 0

exp exp exp exp
2 2 2 2 2 2

p i

p p

a a a a
p p x t x x j p x t x x j

c r c r

ω ω ω ω ω ω
ω ω

         
= − − − + − + −                           

 

Θέτοντας 
0 2

p

a
A t x x

c r

ω ω
ω= − −  και 

0 2
p

a
B t x x

c r

ω ω
ω= + −  παίρνουµε: 

 

( ) ( )exp cos sin cos sin
2

p o i

p

a
p x p A j A p B j B

r

ω 
= − + + +     

                       (3.36) 

 
Από την τελευταία µορφή της εξίσωσης, παρατηρούµε ότι οι παράγοντες 
 

( )exp cos sin
2

p

a
x A j A

r

ω 
− +  

 
     και    ( )exp cos sin

2
p

a
x B j B

r

ω 
− +  

 
             (3.37) 

 
αναπαριστούν τις απώλειες των οδευόντων κυµάτων 

o
p και 

i
p αντίστοιχα, όταν αυτά διατρέξουν µή-

κος x, εντός του ακουστικού σωλήνα. Για τιµή του x ίση µε το µήκος του συντονιστή του Verge (283 
mm) και ακτίνα 1,13

p
r = cm, οι απώλειες του ενός από τα δύο κύµατα πίεσης φαίνονται στο διά-

γραµµα 3.22 ως συνάρτηση της συχνότητας. 

( ) ( )0 exp expp ip p jk x j t p jk x j tω ω+ −= − + + +
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∆ιάγραµµα 3.22 

Το µέτρο µίας από τις (3.37) ως συνάρτηση της συχνότητας. 
 
 
 

Με χρήση του υπολογιστικού πακέτου Matlab, προσδιορίζουµε εύκολα και τη µεταβολή της φά-
σης των (3.37), όπως φαίνεται στο διάγραµµα 3.23.  

Η εύρεση τώρα ενός ψηφιακού φίλτρου που να προσεγγίζει και το µέτρο και τη φάση της απόσβε-
σης όπως σχεδιάστηκε στα διαγράµµατα 3.22 και 3.23 αντίστοιχα δεν αποτελεί εύκολη διαδικασία, 
ιδίως όταν πρόκειται για IIR φίλτρα. Θα µπορούσε κάποιος να επιχειρήσει τη χρήση FIR φίλτρων, 
αλλά αυτό θα το πετύχαινε µε εξαιρετικά µεγαλύτερο βαθµό από ένα IIR, κάτι που µεταφράζεται σε 
τεράστιο αριθµό πίσω διαφορών. Εκτός αυτού, η φάση τους είναι γραµµική και δεν ταιριάζει στη 
µορφή που θέλουµε. 

Ένα IIR φίλτρο διέπεται από την ακόλουθη συνάρτηση µεταφοράς: 
 

0

0
0

( )

n
k

k

k

m
k

k

b z

H z

a z

=

=

=
∑

∑
                                                            (3.38) 

 
Όπου n η τάξη του αριθµητή και m η τάξη του παρονοµαστή. Ενώ τα 

k
a  και 

k
b  είναι οι συντελεστές 

του φίλτρου (coefficients) και είναι καθαροί αριθµοί.  Όταν το φίλτρο είναι 3ης τάξης σε αριθµητή και 
παρονοµαστή η ( )H z  γίνεται: 

1 3
0 1 2 3

1 3
0 1 2 3

( )
b b z b z b z

H z
a a z a z a z

− −

− −

+ + +
=

+ + +
                                               (3.39) 

 
Από τη συνάρτηση µεταφοράς (3.39) είναι εύκολο να µεταβούµε στο πεδίο του χρόνου: 
 

0 1 2 3 0 1 2 3[ ] [ 1] [ 2] [ 3] [ ] [ 1] [ 2] [ 3]y n a y n a y n a y n a x n b x n b x n b x n b+ − + − + − = + − + − + −      (3.40) 
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∆ιάγραµµα 3.23 

Απόκριση φάσης µίας από τις (3.37) ως συνάρτηση της συχνότητας. 
 

 
όπου [n] είναι η τρέχουσα χρονική στιγµή και [n-1], [n-2], [n-3] οι προηγούµενες. Η συνάρτηση µετα-
φοράς του IIR δεν βρίσκεται ούτε στο πεδίο του χρόνου, ούτε στο πεδίο της συχνότητας, αν κάποιος 
θέλει να βρει την απόκριση συχνότητας του φίλτρου µε δοσµένη τη συνάρτηση µεταφοράς θα πρέπει 
να αντικαταστήσει το z (µετασχηµατισµός z) µε exp( )jω .  

Ερχόµενοι πάλι στη σχέση (3.39), ένα φίλτρο είναι πλήρως ορισµένο όταν γνωρίζουµε τους συ-
ντελεστές του. Υπάρχουν πολλές δηµοσιεύσεις που προτείνουν διάφορους αλγορίθµους  για τον προσ-
διορισµό των συντελεστών, µε δοσµένη την απόκριση µέτρου ή φάσης ή και των δύο. Καθότι µία τέ-
τοια διαδικασία θα επιβαρύνει το υλικό της διπλωµατικής, µπορούµε να καταφύγουµε στη MatLab και 
στην εντολή iirlpnormc. Η εντολή υπολογίζει το φίλτρο µε κριτήριο την ελαχιστοποίηση του σταθµι-
σµένου σφάλµατος (weighted error) µεταξύ της επιθυµητής  απόκρισης και αυτής του φίλτρου. Μπορεί 
να επιλεχθεί κριτήριο ελαχίστων τετραγώνων ή άλλο. Παρόµοια λειτουργία έχει και η εντολή yule-

walk. Η αδυναµία όλων των εντολών που διαθέτει η MatLab έγκειται στο ότι δεν συνυπολογίζουν την 
απόκριση φάσης ταυτοχρόνως µε την απόκριση µέτρου. Για να πετύχουµε µία απόκριση φάσης κοντά 
στην επιθυµητή πρέπει να εκτελέσουµε πολλές δοκιµές µε τις σταθµίσεις των σφαλµάτων. Η 
προσέγγιση που θεωρήθηκε τελικά ικανοποιητική εικονίζεται στα διαγράµµατα 3.24 και 3.25. Οι 
συντελεστές του φίλτρου είναι: 
  

0   0,9171b =              1 0,0693b = −               2 0,7421b = −               3   0,0466b =  

 

0   1,000a =                1 0,1320a = −               2 0,7992a = −               3  0,0836a =  

 
 

3.6  ∆ιάχυση δινών στο άνω χείλος –Vortex Shedding 
 

Το Jet-drive µοντέλο που συζητήθηκε µέχρι τώρα φαίνεται να προβλέπει ικανοποιητικά τη γραµ-
µική συµπεριφορά ενός αυλού, κατά τη διάρκεια µίας αργής µεταβατικής κατάστασης [ΖΖ] ή [78]. Για 
να εξηγηθεί η µη γραµµική συµπεριφορά του οργάνου, θα πρέπει να ληφθούν υπ’ όψη οι δίνες που 
σχηµατίζονται κατά την αλληλεπίδραση δέσµης και άνω χείλους. Το φαινόµενο αυτό δείχνει να αποτε-
λεί τελικά ένα σηµαντικό φαινόµενο στη συµπεριφορά όλου του συστήµατος [ΕΕΕ] ή [80,83].   
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∆ιάγραµµα 3.24 

Απόκριση µέτρου των πραγµατικών απωλειών και του φίλτρου της σχέσης (3.39).  
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∆ιάγραµµα 3.25 

Απόκριση φάσης των πραγµατικών απωλειών και του φίλτρου της σχέσης (3.39).  
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Η διάχυση δινών (vortex shedding) πρώτα αναλύθηκε από τον Fabre [27], ο οποίος έδειξε ότι κατά 
τη µόνιµη κατάσταση, αυτό το φαινόµενο αποτελεί τον κυριότερο µη γραµµικό µηχανισµό περιορι-
σµού του πλάτους. Επίσης σχετίζεται µε τη γένεση των υψηλών αρµονικών του οργάνου. Οι δίνες στο 
άκρο του χείλους προκύπτουν ως αποτέλεσµα της αποκόλλησης της ροής (flow separation), η οποία  
φαίνεται να προέρχεται από την αλληλεπίδραση της ακουστικής ροής 

p
Q  του συντονιστή µε το άκρο 

του χείλους. Επί του παρόντος, δεν υπάρχει κάποιο µοντέλο που να περιγράφει επακριβώς την περιο-
δική διάχυση δινών, που προκαλείται απ’ τη δέσµη. Αντί αυτού, στο µοντέλο του Verge µπορεί να 
ληφθεί υπ’ όψη µόνο η διάχυση δινών που προκύπτει από την σχετικά µόνιµη αποκόλληση της ακου-
στικής ροής. Αλλά και στη µεταβατική κατάσταση, η διάχυση δινών εκτιµάται ότι παίζει σηµαντικό 

ρόλο [81]. 
Για να µοντελοποιήσουµε τώρα το φαινό-

µενο που συζητάµε, θεωρούµε ότι η αποκόλ-
ληση της 

p
Q  στο χείλος προκύπτει από το 

σχηµατισµό µίας ελεύθερης δέσµης στο στόµα 
του αυλού (σχήµα 3.22).       

Σε αυτό το σχετικά µόνιµο µοντέλο ελεύ-
θερης δέσµης, που προτάθηκε από τους Ingard 
και Ising [50], η επίδραση των δινών αντιπρο-
σωπεύεται από ένα ταλαντούµενο άλµα πίεσης 

a
p∆ , στο στόµα του αυλού: 

 
2

0

1
( )

2

p

a p

m

Q
p sign Q

a Sυ

ρ
 

∆ = −  
 

              (3.41) 

 
όπου aυ  είναι µία παράµετρος για τη γεωµε-

τρία της δέσµης, ονοµαζόµενη vena-contracta, 
που παίρνει τιµές µεταξύ 0,6 και 1. Για ένα αιχµηρό άνω χείλος, εκλέγεται συνήθως η τιµή 0,6 [ΖΖ] ή 
[81]. Αυτή η πτώση πίεσης αντιτίθεται στην ακουστική ροή στο στόµα και αποκρίνεται στο διασκορ-
πισµό της κινητικής ενέργειας της 
ελεύθερης δέσµης, λόγω στροβιλισµών. 
Οι ενεργειακές απώλειες 

a
E δίνονται 

από τη σχέση: 

0

T p

a a

m

Q
E p dt

S
= ∆∫                          (3.42) 

 
όπου T είναι η περίοδος του 
ακουστικού σήµατος.  
 

2
0

1

2
tr frp Uρ∆ =∝                            (3.43) 

 
Όπως αναφέρθηκε [ΕΕΕ], κατά τη 

διάρκεια της µεταβατικής κατάστασης, 
η διάχυση δινών λόγω της αρχικής επί-
δρασης της δέσµης µε το labium είναι 
καθοριστική. Καθώς η δέσµη χτυπά το 
άκρο του χείλους, σχηµατίζεται µία 
δίνη, η οποία φαίνεται να είναι σηµα-
ντική για τη διέγερση της αττάκας του οργάνου και των υψηλών αρµονικών κατά τη διάρκεια της µε-
τάβασης. Για να καθοριστεί η θέση της δέσµης κατά τον σχηµατισµό της δίνης, ο Verge χρησιµοποιεί 
τη lower limit προσέγγιση που περιγράφει στη διατριβή [ΕΕΕ]. Σε αυτή τη µοντελοποίηση (σχήµα 
3.23), η flue σχισµή βλέπεται, σε µία προσέγγιση δισδιάστατης ροής δυναµικού, σαν µία σηµειακή 
πηγή ( )

j
Q t που ρέει σε ένα ηµι-άπειρο χώρο. Ο σχηµατιζόµενη δέσµη εµφανίζεται τότε σαν ένα 

ηµικύκλιο ολοένα αυξανόµενης διαµέτρου. Η κατακόρυφη θέση του ηµικυκλίου καθορίζεται από το 
λόγο των ροών 

in
Q  και 

out
Q  στο στόµα του οργάνου. Όταν αυτό ηµικύκλιο χτυπήσει το labium, ένας 

Σχήµα 3.22 

Αποκόλληση της ροής 
p

Q  εξ’ αιτίας του 

σχηµατισµού της δέσµης στο στόµα του οργάνου. 

Σχήµα 3.23 

Κατακόρυφη θέση του ηµικυκλίου που αναπαριστά τη 
σχηµατισµένη δέσµη, όπως καθορίζεται από το λόγο των ροών 

in
Q  και 

out
Q  στο στόµα του οργάνου. Σε αυτή τη 

µοντελοποίηση, η flue σχισµή αναπαρίσταται από µία σηµειακή 
πηγή όγκου. Η κατακόρυφη θέσης της ορίζεται από τη 
διακεκοµένη γραµµη.  
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παλµός πίεσης 
tr

p∆ , που έχει πλάτος ανάλογο του τετραγώνου της ταχύτητας µετώπου 
fr

U , στέλνεται 

στον ακουστικό σωλήνα:  

2
0

1

2
tr frp Uρ∆ =∝                                                             (3.44) 

 
Η σταθερά αναλογίας στη σχέση (3.39) µπορεί να θεωρηθεί κάπως αυθαίρετα ώστε να ταιριάζουν τα 
υπολογιστικά µε τα πειραµατικά δεδοµένα [ΖΖ,81].   
 
 

3.7  Παραγωγή θορύβου λόγω στροβιλισµών 
 

Για να έχουµε εν τέλει µία ρεαλιστική µοντελοποίηση του οργάνου, θα πρέπει να περιλάβουµε 
στις εξισώσεις και το θόρυβο που προκαλείται απ’ το στροβιλισµό της ροής [ΕΕΕ]. Η πηγή θορύβου 
µοιάζει να παρουσιάζει µία διπολικότητα και γι’ αυτό µπορεί να παρασταθεί µε ένα άλµα πίεσης 

t
p∆ τοποθετηµένο κάθετα στο στόµα του οργάνου και µε µέτρο ανάλογο του τετραγώνου της ταχύτη-

τας δέσµης. Αυτή η πηγή θορύβου εξαρτάται από τον αριθµό Strouhal εµφανίζοντας µία bell-shaped 
µορφή. Το άλµα πίεσης µπορεί τότε να δοθεί από την έκφραση: 
 

2
0

1

2
t jp Uρ∆ =∝                                                               (3.45) 

 
 

3.8  Η κύρια εξίσωση του µοντέλου 
 

Το time-domain µονοδιάστατο µοντέλο του Verge περιγράφεται πλήρως από τις εξισώσεις (3.1), 
(3.2), (3.4), (3.5), (3.6), (3.7), (3.9), (3.10), (3.14) και (3.15). Η πίεση πνοής 

f
p (blowing pressure), 

που λειτουργεί τον αυλό, είναι το δεδοµένο µας. ∆εδοµένο επίσης είναι και το εισερχόµενο σήµα πίε-
σης (0)

i
p  στην είσοδο του συντονιστή, καθώς καθορίζεται από προηγούµενες τιµές του εξερχόµενου 

σήµατος 0 (0)p . Έχουµε λοιπόν ένα σύστηµα δέκα εξισώσεων µε δέκα αγνώστους, που πρέπει να λυ-

θούν ταυτόχρονα. 
Με χρήση των εξισώσεων (3.2), (3.4), (3.5) και (3.6) βρίσκουµε µία σχέση µεταξύ της ακουστικής 

πίεσης 
p

p  και της ροής 
p

Q  στην είσοδο του συντονιστή: 

 

( )22
0 0 0 0

2 2
0

1

4

p j p jm m out

p

m m m

Q Q Q dQc r
p p

S S t S dtc t

ρ ρ δ ρ δ ∂ − ∂
 = − + + ∆

∂∂  
                          (3.46) 

 
Αντικαθιστώντας τώρα τις εξισώσεις (3.14) και (3.15) στην προηγούµενη σχέση, λαµβάνουµε µία 
σχέση µε έναν άγνωστο: 
 

( ) ( )2 22 2
0 00 0

0 2 2 2
0 00 44

m p j m p ji im out

i

m m mm

r S d Q S dQp p p pr
p p p

c S c S t S dtc S t dt

δρ ρ δ∂ − ∂ −
= − − + + ∆ −

∂∂
            (3.47) 

 
Παρατηρούµε λοιπόν ότι το εξερχόµενο σήµα 0p  καθορίζεται από τα φαινόµενα αδράνειας στο 

στόµα (είσοδο) του ακουστικού σωλήνα, από την ανάδραση στο συντονιστή, από την πηγή πίεσης στο 
στόµα του αυλού και από τις ταλαντώσεις της δέσµης. Κατά τη µόνιµη κατάσταση, η πηγή πίεσης p∆  

είναι ο κυριότερος διεγερτικός µηχανισµός, ενώ κατά τα µεταβατικά φαινόµενα, η παραγωγή ήχου 
ρυθµίζεται σχεδόν εξ’ ολοκλήρου από τις ταλαντώσεις της δέσµης.  

 
 

3.9 Αλγόριθµος επίλυσης των εξισώσεων 
 

Μπορούµε να λύσουµε αριθµητικά τις διαφορικές εξισώσεις που προέκυψαν, µε χρήση σχηµάτων 
πεπερασµένων διαφορών, ώστε να µετατραπούν σε αλγεβρικές ως προς το χρόνο [G]. Οι υπολογισµοί 
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γίνονται προς µία κατεύθυνση, χωρίς να απαιτούνται χρονοβόρες επιλύσεις συστηµάτων, σε έναν κύ-
ριο βρόχο. Σε όλους τους µετασχηµατισµούς διαφορικών εξισώσεων που θα ακολουθήσουν, αρκούµα-
στε σε ακρίβεια 1ης τάξης, αφού απ’ τη µία το χρονικό βήµα υπολογισµού θα ληφθεί ικανοποιητικά 
µικρό και απ’ την άλλη, διαφορές 2ης τάξης θα αύξαναν ραγδαία το χρόνο υπολογισµού.  

Σε κάθε βήµα n, χρονικής διάρκειας t∆ , υπολογίζουµε τη νέα ταχύτητα της δέσµης n

j
U  από την εξί-

σωση Bernoulli (3.1). Με σχήµα πίσω διαφοράς παίρνουµε: 
 

( )
1

2

0 0

1

2

n n

j j n

f m c j

U U
p p l U

t
ρ ρ

−−
− = +

∆
                                          (3.48) 

 
Η εξίσωση τώρα είναι ένα τριώνυµο ως προς n

j
U . Απ’ τις δύο δυνατές λύσεις κρατούµε τη θετική, 

καθώς η φορά της ταχύτητας της δέσµης παραµένει αµετάβλητη (σχήµα 3.1). Τελικά: 
 

2 4

2
n

j

B B AC
U

A

− + −
=                                                        (3.49) 

 
µε 
 

0

1

2
A ρ= ,        0 c

l
B

t

ρ
=

∆
,       

1

1 1
0

n

j n n

c f m

U
C l p p

t
ρ

−
− −= − − +

∆
 

 
όπου η τιµή της πίεσης πνοής 

f
p  και της πίεσης στόµατος 

m
p  λαµβάνονται απ’ το προηγούµενο 

βήµα. Ειδικά η 
f

p  µπορεί να ληφθεί και από το τρέχον βήµα. Προσδιορίζεται έτσι η ροή της δέσµης 

για αυτό το χρονικό βήµα n: 
n n

j j
Q hHU=                                                                    (3.50) 

 
Η ακουστική ταχύτητα 

m
υ  στο τέλος της γραµµής καθυστέρησης της δέσµης, πρέπει να φιλτραρι-

στεί ώστε να καθορισθεί η µετατόπιση της δέσµης στο άνω χείλος. Από τη συνάρτηση µεταφοράς 
(3.18) του ζωνοπερατού φίλτρου:   

 

                                            1

2 20
0

( )

( )
m

a ss

s
s s

Q

η
ωυ ω

=
+ +

 

 
µπορούµε εύκολα να πάρουµε τη διαφορική εξίσωση που περιγράφει τη συµπεριφορά του στο πεδίο 
του χρόνου: 

2
20
0 12

m
dd d

a
Q dt dtdt

ω υη η
ω η+ + =                                                     (3.51) 

 
όπου ( )tη  είναι η χρονική µετατόπιση της δέσµης ως προς το labium. Η εξίσωση (3.51) µε πίσω δια-

φορά 1ης τάξης γίνεται: 
 

11 2 1
20
0 12

2 n nn n n n n
n m ma

Q t tt

ω υ υη η η η η
ω η

−− − − −− + −
+ + =

∆ ∆∆
 

 
και τελικά η νέα τιµή της µετατόπισης είναι: 
 

1
1 20

1 2 2

20
02

2 1

1

n n
n nm m

n

a
t Q tt t

Q tt

υ υ ω
η η

η
ω

ω

−
− −−  

+ + − ∆ ∆∆ ∆ =
+ +

∆∆

                                     (3.52) 
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Από τη σχέση (3.9) παίρνουµε: 

0
1 1 tanh

n

n n

j

y
Q bHU

b

η  −
= +  

   
                                                 (3.53) 

 

όπου για την κεντρική ταχύτητα 0U  χρησιµοποιούµε την υπολογισµένη από πριν n

j
U .  

Έτσι είναι δυνατός ο υπολογισµός του άλµατος πίεσης 
jd

p∆  , που σχετίζεται µε τον jet-drive 

µηχανισµό: 
1

0 1 1
n n

n d

jd

m

Q Q
p

S t

ρ δ −−
∆ = −

∆
                                             (3.54) 

  
Μαζί µε το άλµα πίεσης του jet-drive µηχανισµού µπορούµε να προσθέσουµε τα άλµατα λόγω διάχυ-
σης δινών και τυρβώδους θορύβου: 
 

jd a tr t
p p p p p∆ = ∆ + ∆ + ∆ + ∆                                                     (3.55) 

 

Η νέα τιµή του εξερχόµενου σήµατος 0 (0)np στην είσοδο του ακουστικού σωλήνα υπολογίζεται 

τώρα απ’ τη σχέση (3.47), αφού τη µετασχηµατίσουµε στο κατάλληλο αλγεβρικό σχήµα: 
 

( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

1 1
3 1 2 1 2 3

2 2 1 2 1
1 2 1 4 1 2 3

(0) 1 (0) 2 (0) (0)

(0) (0) 2 / 1

n n n n

o i i o

n n n n n n n

o i j j j j j

p g g g p g g g p p

g g p p g Q Q Q g Q Q p g g g

− −

− − − − −

= − − + − − +

− − − + + − + ∆ − +

  (3.56) 

                   
όπου 

0
1 2

04
g

c t

ρ
π

=
∆

,       2

0 0

pS
g

cρ
= ,       3

0

m p

m

S
g

S c t

δ
=

∆
,       0

4
out

m

g
S t

ρ δ
=

∆
                     (3.57) 

 
Το εισερχόµενο κύµα (0)

i
p  έχει τιµή αυτή που βρίσκουµε στο τέλος της γραµµής καθυστέρησης.  

Όπως αναφέρθηκε, το συνολικό ακουστικό κύµα στην είσοδο του συντονιστή είναι σε αυτή τη χρονική 
στιγµή: 

0(0) (0) (0)n n n

p i
p p p= +                                                        (3.58) 

 
Ενώ στην έξοδο του συντονιστή είναι: 

 

0( ) ( ) ( )n n n

p p p i p
p L p L p L= +                                                    (3.59) 

 
Για τη νέα τιµή τώρα του σήµατος πίεσης 0 (0)p , η ροή (0)

p
Q  στην είσοδο του ακουστικού σω-

λήνα υπολογίζεται απ’ τη σχέση (3.29): 

0

0 0

(0) (0) (0)
pn n n

p i

S
Q p p

cρ
 = −                                                   (3.60) 

 
 Υπολογίζουµε τώρα τη νέα τιµή της 

m
υ  απ’ την (3.12): 

 

1
(0) 0,382

n

pn

m

m m

Q Q

S S
υ

π
′

= −                                                       (3.61) 

 
Όπου:  

1

1

2
n n

j jQ Q bHU′ = −                                                           (3.62) 

 
Τη νέα τιµή της 

m
υ  την τοποθετούµε στην αρχή της γραµµής καθυστέρησης της δέσµης, αναπαριστώ-

ντας τη διάδοση της. 
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Η σχέση (3.5) τώρα µε χρήση της ισότητας (3.6) µπορεί να µετασχηµατισθεί µε πίσω διαφορά, για 
να µας δώσει σε κάθε βήµα την τιµή της πίεσης 

m
p  όταν είναι γνωστά τα υπόλοιπα µεγέθη: 

 
11

0 0
(0) (0)(0) (0)

n nn n
p pin in in in

m p p

m m

Q QQ Q
p p p p p

S t S t

ρ δ ρ δ −− −−
= + − ∆ = + − ∆

∆ ∆
           (3.63) 

                                             
Η νέα τιµή του σήµατος (0)

o
p , που υπολογίστηκε απ’ την εξίσωση (3.51) τοποθετείται στην εί-

σοδο της γραµµής καθυστέρησης του συντονιστή, αναπαριστώντας τη διάδοση του κύµατος στο σω-
λήνα, ενώ οι pointers µετατοπίζονται κατά ένα κελί, για να προσοµοιώσουν τη διάδοση του κύµατος. 
Τέλος, τα σήµατα πίεσης ( )

o p
p L  και (0)

i
p  φιλτράρονται και στα δύο άκρα του συντονιστή, για να 

ληφθούν υπ’ όψη οι θερµικές και συνεκτικές απώλειες, που προκύπτουν καθώς διανύεται ένα µήκος 
σωλήνα. Στο παθητικό άκρο του σωλήνα, το σήµα πίεσης ( )

o p
p L  (που το βρίσκουµε στο τέλος της 

γραµµής καθυστέρησης) µπορεί να δώσει απ’ τη σχέση (3.32) το ανακλώµενο προς τα πίσω σήµα 
( )

i p
p L . Με χρήση πεπερασµένων διαφορών παίρνουµε µία αλγεβρική σχέση µεταξύ των 

i
p  και 0p . 

Χρειάζεται προσοχή στην εκλογή της έκφρασης των πεπερασµένων διαφορών. Αν διαλέξουµε εµπρός 
παραγώγιση, το προκύπτον φίλτρο είναι ασταθές. Με πίσω διαφορά, τάξης ∆t, λαµβάνουµε: 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

1 1 2 2
0 0 0 02 2

0

1 1
0 0

0
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pn n n n n n n n

i i i i
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r
p p p p p p p p

c t

p p p p
c t

δ

− − − −

− −

−
 + = − − − + − ∆

 + − − − ∆

                        (3.64) 

 

Λύνοντας ως προς n

i
p έχουµε τελικά για το άκρο 

p
L : 

 

[ 1 2
5 6 0 5 6 0 5 0

1 2
5 6 5 5 6

( ) ( 1) ( ) (2 ) ( ) ( )

(2 ) ( ) ( ) /(1 )

n n n n
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i p i p
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p
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c t

δ
=

∆
 

 
Η συνάρτηση µεταφοράς του παραπάνω φίλτρου στο πεδίο z είναι: 
 

1 2
5 6 5 6 5

1 2
5 6 5 6 5

( ) ( 1) (2 )
( )

( ) ( 1) (2 )
i

o

p z g g g g z g z
H z

p z g g g g z g z

− −

− −

+ − − + +
= =

+ + − + +
                                (3.66) 

 
Η θέση των πόλων της συνάρτησης εξαρτάται από την εκλογή της διατοµής 

p
S του σωλήνα και της 

συχνότητας δειγµατοληψίας (ή του χρόνου υπολογισµού) t∆ . Αν κάνουµε τις πράξεις για µηδενισµό 
του παρονοµαστή, θα διαπιστώσουµε ότι οι πόλοι βρίσκονται εντός του µοναδιαίου κύκλου µόνο όταν: 

 

0

0,47 pr
t

c
∆ >  

 
Η παραπάνω συνθήκη αποτελεί κριτήριο για την εκλογή του χρονικού βήµατος υπολογισµών. Έτσι 
διασφαλίζεται ότι το φίλτρο της σχέση (3.59) είναι ευσταθές. Κατόπιν αυτών, το σύστηµα είναι έτοιµο 
για την επόµενη επανάληψη.  

Ο παραπάνω αλγόριθµος υλοποιήθηκε σε γλώσσα Fortran 77. Ο κώδικας αυτός, που διατίθεται σε 
κάθε ενδιαφερόµενο, υπολογίζει τη µεταβολή της ταχύτητας της δέσµης, της µετατόπισής της, της 
ακουστικής πίεσης και άλλων µεγεθών γράφοντας τις σε αντίστοιχα αρχεία txt. Ωστόσο, χρειάζονται 
ακόµη πολλές τροποποιήσεις και διορθώσεις, ώστε να είναι το πρόγραµµα άµεσα εφαρµόσιµο για µε-
γάλο εύρος γεωµετριών. 
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3.10  Παρουσίαση των αποτελεσµάτων 
 

Ένα πρόγραµµα γραµµένο σε περιβάλλον Matlab επεξεργάζεται τα αρχεία που δηµιουργεί ο προη-
γούµενος κώδικας. Το script αυτό σχεδιάζει τα γραφήµατα των µεγεθών που τυπώθηκαν στα αρχεία, 
εκτελεί ταχύ µετασχηµατισµό Fourier και ανάλυση συχνοτήτων της ηχητικής πίεσης, ενώ τέλος συνθέ-
τει το ηχητικό αποτέλεσµα του µοντέλου µε την εντολή sound. Παρατίθεται µία σειρά διαγραµµάτων 
για έναν αυλό αντίστοιχο µε αυτόν του Verge [83], δηλαδή µήκους 283

p
L =  mm, διατοµής 

20 20
p

S x= mm, απόστασης σχισµής-labium W=4 mm, πάχους σχισµής h=1 mm, Jet offset 0 0y = mm 

και συντελεστή b ίσο µε 0,39h. Επίσης λήφθηκε 3,5
d

δ = mm. Στα διαγράµµατα (b) έως (d) φαίνεται η 

µεταβατική συµπεριφορά του αυλού για τη µεταβολή της πίεσης (a), ενώ στο (e) απεικονίζεται το µέ-
τρο του ταχύ µετασχηµατισµού Fourier για τη µόνιµη κατάσταση (που αποκαθίσταται στα 0,06 sec και 
έπειτα). Το τελευταίο αυτό διάγραµµα µας δίνει τη συχνοτική ανάλυση της µόνιµης κατάστασης. Κα-
θώς το πρόγραµµα δεν λειτουργεί ακόµη σε αξιόπιστο επίπεδο, βλέπουµε πως η θεµελιώδης συχνότητα 
δεν είναι η αναµενόµενη (περίπου 342/(2*0,283)=600 Hz), αλλά πολύ πιο χαµηλά από αυτή. 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) Μεταβολή πίεσης πνοής  
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(b) Μεταβολή ταχύτητας δέσµης 
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(c) Μεταβολή µετατόπισης δέσµης στο labium 
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(d) Μεταβολή ακουστικής πίεσης στην είσοδο του συντονιστή 
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(e) Συχνοτικό φάσµα της µόνιµης κατάστασης του αυλού, από εφαρµογή FFT 
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1 
Πειραµατική µελέτη Ηχητικού Φάσµατος Αυλού  
 

 
 
 

 
Στο µέρος αυτό κατασκευάζουµε ένα µοντέλο αυλού µεταβλητής γεωµετρίας και µετρούµε το πα-

ραγόµενο ηχητικό φάσµα για διάφορους συνδυασµούς διαστάσεων, µε ανεξάρτητη µεταβλητή την 
πίεση πνοής 

f
p στο πόδι του οργάνου. Όπως αναφέρθηκε, ο αυλός παρουσιάζει πολλά πλεονεκτήµατα 

σε σχέση µε τα υπόλοιπα air-jet πνευστά, τόσο για θεωρητική όσο και για πειραµατική µελέτη, καθότι 
διαθέτει απλή µορφή και περιορίζει τους βαθµούς ελευθερίας σε έναν. Εκτός αυτού, ο αυλός είναι η 
κύρια µονάδα του pipe organ, ένα λαµπρό, εντυπωσιακό όργανο, εξαιρετικά διαδεδοµένο στο ∆υτικό 
κόσµο. Κάτι που πρέπει να σηµειωθεί είναι πως σχεδόν όλες οι πειραµατικές µελέτες [32], [81], [XX], 
[EEE] κ.α., χρησιµοποιούν τετραγωνικής διατοµής αυλό και όχι κυκλικής, παρόλο που ο κυλινδρικός 
είναι το κύριο είδος στην πράξη. Οι λόγοι είναι αφενός για την ευκολία κατασκευής, αφετέρου για 
άµεση τροποποίηση των διαστάσεων. Επειδή τα αποτελέσµατα από το ένα είδος αυλού στο άλλο δεν 
διαφέρουν σχεδόν καθόλου, µπορούµε και εµείς να χρησιµοποιήσουµε τετραγωνικό αυλό και µάλιστα 
έχοντας για οδηγό το σχήµα 4.6 (Μέρος ΙΙ). Εξάλλου, ο εγκάρσιος αυλός που προτείνεται στη συνέ-
χεια λειτουργεί µε τετραγωνική διατοµή. 
 
 

1.1  Περιγραφή της πειραµατικής διάταξης 
 

Για να µπορέσουµε να πάρουµε ποικιλία διαστάσεων στο µοντελάκι του πειράµατός µας, φτιά-
χνουµε ένα κανάλι τριών πλευρών από κοµµάτια Plexiglas πάχους 3mm, µε τις παρακάτω εσωτερικές 
διαστάσεις (φωτό 1):  
Μήκος: 380 mm 
Ύψος: 32 mm 
Πλάτος: 19 mm 

Το Plexiglas είναι ιδανικό υλικό για τέτοιες εργασίες. Κατεργάζεται εύκολα και µε ακρίβεια, είναι 
καθαρό, άκαµπτο (σε ανάλογα πάχη) και διαφανές, κάτι που µπορεί να χρησιµέψει από µία απλή επο-
πτεία του «εσωτερικού» του οργάνου µέχρι την πολύ διαδοµένη διαδικασία οπτικοποίησης της ροής 
(flow visualization) [EEE], [63], [85]. 

Κατόπιν διαθέτουµε ένα κοµµάτι (283 mm) x (19 mm) x (3 mm), απ’ το ίδιο υλικό, το οποίο ει-
σέρχεται µέσα στο κανάλι, στο ύψος που θέλουµε, για να δηµιουργήσει ένα σωλήνα (συντονιστή) µε-
ταβλητής διατοµής. Ένα ακόµη κοµµάτι (11 mm) x (19 mm) x (3 mm) εισέρχεται επίσης στο κανάλι 
για να δηµιουργήσει το πόδι του αυλού. Τέλος, διάφορα µικρά τακάκια, σαν αυτά της φωτό 2 µπορούν 
να χρησιµοποιηθούν για να διαχωριστεί το πόδι από το συντονιστή σχηµατίζοντας τη σχισµή (flue 
exit).  

Με τις παραπάνω διαστάσεις, είµαστε πολύ κοντά στο πειραµατικό µοντέλο του Verge [EEE] ή 
[81], ώστε να µπορούµε προσεγγιστικά να συγκρίνουµε τα αποτελέσµατα. 

Εκτός απ’ το κανάλι του οποίου οι τρεις πλευρές είναι κολληµένες, όλα τα υπόλοιπα τεµάχια στε-
ρεώνονται ακλόνητα µε µικρά σφικτηράκια στις επιθυµητές θέσεις. Η συναρµολόγηση φαίνεται στη 
φωτό 3. Το επάνω, κινητό, µέρος του συντονιστή είναι διαµορφωµένο απ’ τη µία πλευρά σε αιχµηρό 
άκρο γωνίας 15ο, συνιστώντας εν’ τέλει το labium. Στη βάση του καναλιού διανοίχτηκαν οπές διαµέ-
τρου 1 mm σε όλο το µήκος, όπως είναι διακριτό απ’ τις φωτογραφίες για τη µέτρηση της πίεσης. Τε-
λικά παρέµειναν ανοικτές µόνο οι οπές στο πόδι, για να είναι εφικτή η µέτρηση της Blowing Pressure 
και οι υπόλοιπες κλείστηκαν µε διαφανή ταινία, γιατί έστω και µία τόσο µικρή διάµετρος οπής διαπι-
στώθηκε ότι επηρεάζει το συντονισµό της αέριας στήλης του συντονιστή.  

Για τη µέτρηση της πίεσης πνοής θεωρούµε ότι αυτή παραµένει στατική εντός του ποδιού, όπως 
άλλωστε έχουν θεωρήσει κατά καιρούς οι διάφοροι µελετητές [32], [XX], [EEE]. Έτσι, ένα κοινό µι-
κροµανόµετρο πετρελαίου είναι κατάλληλο για το απλό αυτό πείραµα (φωτό 4). Στο επιθυµητό σηµείο 
µέτρησης προσαρµόζουµε ένα σωληνάκι µπρούντζου που το οδηγούµε µέσω εύκαµπτου πλαστικού 
λεπτού σωλήνα στο µανόµετρο.   

Η πίεση τροφοδοτείται στο πόδι από ένα µικρό ηλεκτρικό συµπιεστή, µέσω ενός κοινού λάστιχου 
ποτίσµατος µήκους 11 m. ∆ύο λόγοι οδηγούν στην επιλογή αυτού του µεγάλου µήκους. Ο πρώτος εί-
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ναι για να υπάρχει αρκετή πτώση πίεσης από τις µεγάλες τιµές (1 bar και άνω) που παράγει ο συµπιε-
στής. Ο δεύτερος είναι για να αποµακρύνουµε όσο µπορούµε το ηχηρό αυτό µηχάνηµα από το  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Φωτό 3 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Φωτό 1 

Το κανάλι από Plexiglas, που χρησιµοποιήσαµε στα πειράµατα µε αυλό µεταβλητής 
γεωµετρίας 
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χώρο µετρήσεων. Μετά το λάστιχο εφαρµόζουµε έναν χαλκοσωλήνα στον οποίο περνάµε έναν άλλο 
σωλήνα από πλαστικό, ελαφρά φαρδύτερο, οποίος εισέρχεται τελικά στο πόδι του αυλού. Για να στε-

Φωτό 3 

Το µοντελάκι του αυλού συναρµολογηµένο µε σφικτηράκια, για µία από τις 
επιθυµητές γεωµετρίες. 
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γανοποιήσουµε την επαφή του πλαστικού αυτού σωλήνα µε το πόδι, χρησιµοποιούµε πλαστελίνη. Στο 
στόµιο του πλαστικού σωλήνα εντός του ποδιού προσαρµόζουµε γάζα για την απόσβεση των ταλα-
ντώσεων της πίεσης απ’ το συµπιεστή.    

Για τις ηχητικές µετρήσεις αρκούµαστε σε ένα θορυβόµετρο HD 9019 της Delta Ohm που µας δεί-
χνει το ολικό SPL µε στάθµιση φίλτρου και σε ένα δυναµικό µικρόφωνο AKG, υψηλής ποιότητας µε 
το οποίο περνάµε το ηχητικό φάσµα σε ένα PC. Το φάσµα µπορούµε το αναλύσουµε µε FFT χρησιµο-
ποιώντας το πρόγραµµα Cool Edit Pro και να πάρουµε τα σχετικά πλάτη των αρµονικών. Το µικρό-
φωνο αυτό το συνδέουµε στο PC µέσω ενός προενισχυτή σήµατος.    

Με απλά µέσα λοιπόν έχουµε έναν εξοπλισµό υπεραρκετό για το πείραµά µας. ∆ύο ακόµα στοι-
χεία προέκυψαν κρίσιµα για την εκτέλεση. Το πρώτο ήταν η έλλειψη καλού ελέγχου της πίεσης από τη 
βάνα του συµπιεστή. Τοποθετήσαµε µία βάνα ακριβείας στο λάστιχο κοντά στο µοντελάκι (φωτό 5). 

Το δεύτερο ήταν η υψηλή αντήχηση της 
αίθουσας του εργαστηρίου και οι πάσης 
φύσεως θόρυβοι. Μία πρόχειρη κατα-
σκευή ενός κουτιού από χαρτόνι για 
µακέτες και εσωτερική επένδυση από 
αφρώδη πολυορεθάνη µας βοήθησε στη 
λήψη καθαρότερων µετρήσεων (φωτό 
6). Η αφρώδης πολυορεθάνη είναι ένα 
από τα καλύτερα ηχοαπορροφητικά 
υλικά για επένδυση των εσωτερικών 
τοίχων των Studio, µειώνοντας τις ανα-
κλάσεις των ηχητικών σηµάτων και 
τους  συντονισµούς του αέρα του χώρου 
[AA]. Συνηθίζεται στην Ελλάδα να λέ-
γεται Ricofon, από την εταιρεία Ri-
comex που το πρωτοκατασκεύασε στη 
χώρα µας. Πρέπει να σηµειωθεί ότι ένα 
ηχοαπορροφητικό υλικό δεν µπορεί να 
εµποδίσει την είσοδο θορύβων από έξω. 
Τη δουλεία αυτή την κάνει καλά ο πε-
τροβάµβακας (rockwool), το οποίο 
όµως είναι υλικό δύσκολο στο χειρισµό 
και ανθυγιεινό όταν µένει εκτεθειµένο. 

Για την ηχοµόνωση λοιπόν του κουτιού µετρήσεων, αρκεστήκαµε στην πενιχρή ικανότητα µόνωσης 
του χαρτονιού µακετών και στη... διακριτικότητα των κινήσεών µας!    

Η τοποθέτηση του εξοπλισµού φαίνεται στη φωτό 7. 
   

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Φωτό 5 

Βάνα ακριβείας για τη ρύθµιση της πίεσης σε υποδιαιρέσεις 
Pascal.  

Φωτό 6 

Ένα κουτί-Studio εντός του οποίου γίνεται η ακουστική µέτρηση του 
οργάνου. Το κάτω µικρόφωνο είναι του θορυβόµετρου και το πάνω του PC. 
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Έλεγχος του εξοπλισµού   
 

Σύµφωνα µε τις οδηγίες χρήσεως του θορυβοµέτρου, τοποθετήσαµε στο µικρόφωνό του τη γεννή-
τρια παραγωγής τόνου συχνότητας 1000 Hz και έντασης 94 dB ή 140 dB ακουστικής πίεσης, που φέ-
ρει στη συσκευασία του, για να δούµε αν πραγµατικά η ένδειξη της έντασης συµπίπτει µε την αναγρα-
φόµενη στη γεννήτρια. Το θορυβόµετρο έδωσε για την επιλογή 140 dB, ένταση 139,7 dB, που µπορεί 
να θεωρηθεί ικανοποιητική.  

Χρησιµοποιώντας την ίδια γεννήτρια, ελέγξαµε την αξιοπιστία του λογισµικού Cool Edit Pro και 
τις µικροφωνικής σύνδεσης. Την τοποθετήσαµε κοντά στο AKG µικρόφωνο, ηχογραφήσαµε τον ήχο 
και πήραµε το φάσµα ανάλυσης συχνοτήτων από FFT ακρίβειας 65536 δειγµάτων, του σχήµατος 1.1. 
Η θεµελιώδης συχνότητα του φάσµατος προέκυψε 996.5 Hz πολύ κοντά στα 1000 Hz και µέσα στο 5 
% της επιτρεπόµενης απόκλισης για πειραµατικές µετρήσεις.  
 
 

1.2  Εκτέλεση των µετρήσεων  
 

Πειράµατα έγιναν µε δύο βασικές γεωµετρίες αυλού. Η πρώτη είναι η συµβατική οριζόντια γεωµε-
τρία, όπως έχει αναλυθεί στα κεφάλαια 4 και 5 του µέρους ΙΙ και όπως εικονίζεται στις προηγούµενες 
φωτογραφίες. Η δεύτερη είναι µία καινοτοµική γεωµετρία στην οποία η ροή δεν εισέρχεται παράλληλα 
στον άξονα του σωλήνα αλλά κάθετα και µπορούµε να τη βαφτίσουµε εγκάρσια. Υπάρχουν συγκεκρι-
µένα σηµεία όπου η γεωµετρία αυτή διαφέρει εκτός απ’ το συµβατικό αυλό και από το φλάουτο και 
από τον αυλό του Πανός. Η δοκιµή αυτή αποτελεί ένα µόνο πρώτο βήµα στο δύσκολο αλλά ελκυστικό 
εγχείρηµα της δηµιουργίας ενός πνευστού οργάνου που θα διεγείρεται απ’ τον άνεµο και θα παράγει 
καθαρούς µουσικούς ήχους, σε αντιδιαστολή µε τα υπάρχοντα αιολικά µουσικά όργανα που διεγείρο-
νται ασθενώς και δεν παράγουν αµιγείς µουσικούς φθόγγους (Κεφάλαιο 7, Μέρος ΙΙ).    

Φωτό 7 

Σύνδεση του µοντέλου στην παροχή αέρα υπό πίεση (άσπρος σωλήνας) και 
τοποθέτησή του στο κουτί µετρήσεων. Η πίεση µετράται αµέσως πίσω από το τακάκι 
που σχηµατίζει τη σχισµή. Το µοντέλο δεν έχει ακόµα συσφιχθεί στην τελική 
γεωµετρία.  
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Σχήµα 1.1 

Φάσµα ανάλυσης συχνοτήτων FFT από το πρόγραµµα Cool Edit Pro για τη γεννήτρια σήµατος 1000 Hz του θο-
ρυβόµετρου. Τα δεδοµένα περάστηκαν σε αρχείο txt και κατόπιν στο λογισµικό γραφηµάτων Gnuplot. 

  
    

Τα πλάτη των συχνοτήτων που εµφανίζει το πρόγραµµα κατά την ανάλυση Fourier δεν είναι σε dB 
ακουστικής πίεσης αλλά ηλεκτρικού σήµατος και αυτό είναι λογικό καθώς το µικρόφωνο µεταφέρει 
ηλεκτρικά σήµατα στον υπολογιστή τα οποία εξάλλου εξαρτώνται και από την προενίσχυση και από 
την ένταση ηχογράφησης. 

Ανεξάρτητα από το ποιο είναι το µέγεθος αναφοράς µε το οποίο ο υπολογιστής υπολογίζει τα dB 
(ενδεχοµένως να είναι ηλεκτρική τάση) µπορούµε να βρούµε τους λόγους των πλατών των υψηλών 
αρµονικών προς το πλάτος της θεµελιώδους. Κατά τα γνωστά για τα dB µίας οποιοδήποτε µέτρησης 
ισχύει: 

2

10 10

0 0

10log 20log
X X

dB
X X

   
= =   

   
                                            (1.1) 

 
όπου X  είναι το µετρούµενο µέγεθος και 0X  η τιµή αναφοράς του µεγέθους αυτού. Όταν γνωρίζουµε 

τα decibel 1dB  και 2dB  δύο ποσοτήτων του ίδιου µεγέθους (ηλεκτρικής τάσης, ακουστικής πίεσης 

κλπ), τότε µπορούµε να έχουµε και το λόγο των απόλυτων τιµών των ποσοτήτων: 
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=                                                              (1.2) 

 
Επειδή θεωρούµε ότι οι αρµονικές αποτελούν αµιγή ηµιτονοειδή κύµατα µε πλάτη 1 2 3, , ,...a a a  

µπορούµε να γράψουµε την παρακάτω σχέση µεταξύ των πλατών των πρώτων (και πιο ισχυρών αρµο-
νικών) και της συνολικής έντασης σε dB: 
 

2 2 2

,2 ,3 ,42 2 2 2
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p p p
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        (1.3)  
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Καθώς µετρούµε σε κάθε µεταβολή της πίεσης την ολική ένταση 
pTotal

L  και αφού γνωρίζουµε 

τους λόγους των πρώτων αρµονικών (1.2), υπολογίζουµε το πλάτος ,1m
p  της πρώτης αρµονικής από τη 

σχέση (1.3). Έπειτα µπορούµε να έχουµε το πλάτος κάθε άλλης αρµονικής µε χρήση του λόγου (1.2): 
 

,22

1 ,1

m

m

pX

X p
= ,    ,33

1 ,1

m

m

pX

X p
= ,    ,44

1 ,1

m

m

pX

X p
= , κλπ                                       (1.4) 

 
όπου µόνο τα πλάτη ,1m

p , ,2m
p , ,3m

p ,... είναι άγνωστα. Γνωρίζοντας τώρα κάθε πλάτος δεν είναι δύ-

σκολο να υπολογίσουµε το αντίστοιχο SPL (Κεφάλαιο 5, Μέρος Ι): 
 

22

,1 ,1

1 10 10

0 0

log log
2

rms m
p p

SPL
p p

  
= =      

   
                                           (1.5) 

 
Τη διαδικασία αυτή θα ακολουθήσουµε για να κατασκευάσουµε στη συνέχεια τις καµπύλες µετα-

βολής της έντασης των αρµονικών, ως προς τη µεταβολή της πίεσης πνοής. 
 
 

1.3  Πείραµα µε οριζόντιο αυλό τετραγωνικής διατοµής 
 

Το µήκος του συντονιστή παραµένει πάντα το ίδιο και ίσο µε 283 mm. Επίσης η διατοµή του ορ-
γάνου είναι τετραγωνική µε εσωτερική πλευρά 19H =  mm. Μεταβάλλουµε τη θέση του labium (Jet 

offset) 0y , το πάχος της σχισµής h  και την απόσταση σχισµής – labium l (όπως συνηθίζει να συµβολί-

ζει ο Fletcher) ή W (όπως συνηθίζει να συµβολίζει ο Verge). Ένα πολύ σηµαντικό θέµα υπάρχει όσον 
αφορά στη διόρθωση µήκους. Καθώς όλη η γεωµετρία σχηµατίζεται από τη µετακίνηση των τεµαχίων 
ενός του καναλιού από Plexiglas, παραµένει πάντα περιθώριο όπως φαίνεται στη φωτό 3. Αυτό έχει ως 
αποτέλεσµα τη διαφορετική επίδραση στην ακτινοβόληση του ήχου τόσο απ’ το στόµα όσο και απ’ το 
παθητικό άκρο (ενότητα 4.10, Μέρος II). Για την εξαγωγή των συµπερασµάτων µας, µπορούµε να 
αµελήσουµε την πρόσθετη διόρθωση µήκους στο περιθώριο του παθητικού άκρου, χωρίς αυτό όµως να 
είναι απόλυτα σωστό. Επίσης, καθώς το ολικό εσωτερικό ύψος του καναλιού είναι 32 mm, γύρω απ’ 
το στόµα θα σχηµατίζονται αυτιά (ears) ύψους 32 – 19 = 13 mm, όπως φαίνεται καθαρά στις φωτό 3 ή 
7, τα οποία µεταβάλλουν τη διόρθωση µήκους στο στόµα, κατά τα όσα γράφηκαν στην ενότητα 4.11 
του Μέρους ΙΙ.  

Σε όλες τις µετρήσεις το µικρόφωνο τοποθετείται σε απόσταση 16 cm από το παθητικό άκρο. Θα 
ξεκινήσουµε µε ένα σχετικά µεγάλο πάχος σχισµής 2h =  mm, για δύο διαφορετικά jet-offset 

0 0y = mm και 0 0,5y h=  mm.   

 
 

Γεωµετρία µε 0 0y = mm και 2h = mm 
 

Όπως περιγράφηκε στο κεφάλαιο 5 του µέρους ΙΙ, η θέση του Labium είναι 0 0y = mm, όταν το 

αιχµηρό άκρο βρίσκεται ακριβώς στη µέση του πάχους της σχισµής. Για πάχος σχισµής σταθερό 
2h = mm µετακινούµε διαδοχικά το labium σε θέσεις W=4 mm, W=5 mm, W=6 mm και W=10 mm.  

Τα διαγράµµατα 1.1 έως 1.4 δείχνουν τη µεταβολή της θεµελιώδους συχνότητας ήχησης του οργάνου 
ως συνάρτηση της πίεσης πνοής. Αυτή η σειρά των µετρήσεων είναι εξαιρετικά ενδιαφέρουσα, καθώς 

το πάχος 2h = mm είναι σχετικά µεγάλο για διατοµή 19 19
p

S = × 2mm . Η ισοδύναµη ακτίνα του αντί-

στοιχου κυλινδρικού αυλού είναι: / 0,11p pr S π= = m. Από τη σχέση (6.6) του κεφαλαίου 6 του µέ-

ρους ΙΙ, µπορούµε να βρούµε ότι το ποσοστό του πλάτους H του στόµατος ως προς την περιφέρεια 
είναι α=0,27, πολύ κοντά στο συνηθισµένο για αυλούς εκκλησιαστικών οργάνων. Από τη σχέση (6.8) 
όµως διαπιστώνουµε ότι το κλάσµα του πάχους h προς το πλάτος Η είναι 0,1, πολύ µεγαλύτερο από τη 
συνηθισµένη τιµή 0,03.      
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∆ιάγραµµα 1.1: 0 0y = mm, 2h =  mm, W=4 mm 
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∆ιάγραµµα 1.2: 0 0y = mm, 2h =  mm, W=5mm 
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∆ιάγραµµα 1.3: 0 0y = mm, 2h =  mm, W=6 mm 
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∆ιάγραµµα 1.4:  0 0y = mm, 2h =  mm, W=10 mm 
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Τρέχοντας τον κώδικα που προτείνεται στην ενότητα 4.11, του µέρους ΙΙ µπορούµε να υπολογί-
σουµε θεωρητικά τους κανονικούς τρόπους ταλάντωσης του ακουστικού σωλήνα του µοντέλου µας 
για ταχύτητα ήχου c=342 m/s, ύψος αυτιών (ears) 12 mm και απόσταση σχισµής labium διαδοχικά για 
W=4 mm, W=5 mm, W=6 mm και W=10 mm. Τα αποτελέσµατα φαίνονται στον πίνακα 1.1. Το πρό-
γραµµα µας δίνει ενεργό µήκος συντονιστή (συµπεριλαµβανοµένων διορθώσεων στο άκρο και στο 
στόµα) ίσο µε 296 mm. 
 

Πίνακας 4.1 

Ιδιοσυχνότητες του παθητικού ακουστικού σωλήνα του µοντέλου, µε παράµετρο την απόσταση W. 

 
 

Ιδιοσυχνότητες (Hz) 
 

 
Κανονικοί τρόποι 

W=4 mm W=5 mm W=6 mm W=10 mm 
1 537 545 552 571 
2 1079 1094 1106 1143 
3 1630 1648 1664 1715 
4 2189 2208 2225 2287 
5 2754 2772 2791 2860 
6 3324 3341 3360 3434 
7 3897 3914 3931 4008 
8 4473 4489 4505 4584 
9 5051 5065 5081 5160 

10 5631 5644 5659 5736 
 
 

Σύµφωνα µε τις ενότητες 4.10 και 4.11 του µέρους ΙΙ, µε την αύξηση της απόστασης W αυξάνεται 
και το άνοιγµα του στόµατος. Αυτό συνεπάγεται µείωση της διόρθωσης µήκους λόγω του στόµατος 
και άρα αύξηση των ιδιοσυχνοτήτων. Η συµπεριφορά αυτή είναι έκδηλη στον πίνακα 1.1 και φαίνεται 
και στα πειραµατικά αποτελέσµατα των διαγραµµάτων 1.1 έως 1.4, παρόλο που οι µετρηµένες θεµέ-
λιες συχνότητες συντονισµού είναι µικρότερες από αυτές του πίνακα 1.1, εξ’ αιτίας της σύζευξης µε-
ταξύ διεγέρτη και συντονιστή (mode locking) [34] που κλειδώνει τους συντονισµούς σε συχνότητες 
διαφορετικές από τις ιδιοσυχνότητες του παθητικού ακουστικού σωλήνα (ενότητα 4.10, Μέρος ΙΙ, χα-
ρακτηριστικό 2).  

Η πρώτη βασική διαπίστωση που µπορούµε να κάνουµε για τα διαγράµµατα είναι η εξάρτηση της 
συχνότητας από την πίεση πνοής, όχι µόνο σε σχέση µε τις µεταβάσεις µεταξύ των καταστάσεων συ-
ντονισµού, αλλά και µέσα στην κάθε κατάσταση. Στα διαγράµµατα φαίνεται το κατώφλι πίεσης πάνω 
απ’ το όποίο το όργανο εκπέµπει ακουστό ήχο. Όπως και στα πειράµατα του Fletcher [28, 32], του 
Verge [ΕΕΕ, 81], του Coltman, για το φλάουτο [18, 22] και άλλων πολλών, έτσι και εδώ, το όργανο 
αρχίζει να ηχεί απότοµα καθώς η πίεση διαβαίνει το προαναφερθέν κατώφλι. Αλλά και ύστερα, η θε-
µελιώδης συχνότητα (άρα και οι αρµονικές) αυξάνεται µε ελαφρά κλίση µέχρι να σταθεροποιηθεί κά-
πως λίγο πριν τη µετάβαση στη δεύτερη κατάσταση συντονισµού. Επαληθεύονται λοιπόν όλα όσα πε-
ριγράφησαν στο κεφ. 5 του µέρους ΙΙ για την εξάρτηση της συχνότητας από την πίεση.    

Όπως προβλέπεται και από τη θεωρία (κεφάλαιο 5, Μέρος ΙΙ), καθώς µεγαλώνει η απόσταση W, 
το όργανο παραµένει συντονισµένο στον πρώτο τρόπο για µεγαλύτερο εύρος Blowing Pressure. Για 
απόσταση σχισµής – άνω χείλους ίση µε 4 mm, η µετάβαση από τον πρώτο στο δεύτερο τρόπο συντο-
νισµού συµβαίνει κάτω από 180 περίπου Pascal. Ο λόγος / 2W h = . Για απόσταση σχισµής – άνω χεί-
λους ίση µε 10 mm, το overblowing συµβαίνει µε µεγάλη δυσκολία από 900 Pascal και άνω.  

Μπορούµε σ’ αυτό το σηµείο να πάρουµε και τη µεταβολή του αριθµού Ising, που αναφέρθηκε 
στο κεφάλαιο 5 του δεύτερου µέρους, ως προς την πίεση και τη θεµελιώδη συχνότητα. Ο αριθµός Ising 
προορίζεται να προβλέψει τη µετάβαση από τον πρώτο στο δεύτερο τρόπο συντονισµού και όχι για 
παραπέρα µεταβάσεις (απ’ τον δεύτερο στον τρίτο, κοκ). Προκύπτουν έτσι τα διαγράµµατα 1.5 έως 1.8 
που αφορούν την περιοχή του πρώτου συντονισµού. Παρατηρούµε ότι στα τρία πρώτα διαγράµµατα το 
κάτω όριο του αριθµού Ising συµφωνεί µε τα όσα ελέχθησαν στην ενότητα 5.10, δηλαδή µε την τιµή 2. 
Η αύξησή του όµως θα έπρεπε να γίνεται µε τέτοιο ρυθµό, ώστε να φτάσει την τιµή 3 κατά τη µετά-
βαση από τον πρώτο στο δεύτερο τρόπο συντονισµού. Εδώ η αύξηση γίνεται πολύ γοργότερα, γεγονός 
που µας δηµιουργεί επιφυλάξεις για την αξιοπιστία του κριτηρίου. Στο διάγραµµα 1.8 το κάτω όριο 
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βρίσκεται σε τιµή κάτω του 1,5, ενώ η αύξηση του αριθµού πλησιάζει την αναµενόµενη από τη θεωρία 
της ενότητας 5.10.  

Στο διάγραµµα 1.9 απεικονίζεται η ολική ένταση του οργάνου, σε dB ακουστικής πίεσης, όπως 
λήφθηκε από το µικρόφωνο του ντεσιµπελόµετρου, το οποίο τοποθετήθηκε απόσταση 16 cm από το 
παθητικό άκρο του συντονιστή, ως συνάρτηση της Blowing Pressure µε σταθερά τα 0 0y = mm και 

2h = mm. Παράµετρος των διαγραµµάτων είναι η απόσταση W του labium από τη flue σχισµή. Στο 
διάγραµµα είναι εµφανής η προοδευτική αύξηση του επίπεδου SPL για αυξανόµενη απόσταση W στην 
περιοχή του πρώτου τρόπου συντονισµού. Για πίεση 300 έως 400 περίπου Pascal (Vj=22 m/s) η γεωµε-
τρία W=10 mm δίνει έναν πολύ δυνατό και καθαρό ήχο θεµελιώδους συχνότητας περίπου 525 Hz. Κα-
ταλήγουµε λοιπόν πρόχειρα, ότι αυξάνοντας την απόσταση W, το όργανο ηχεί καλά σε µεγαλύτερη 
πίεση και η ήχησή του δίνει µεγαλύτερο SPL. 

Στη συνέχεια υπολογίζουµε τις εντάσεις των έξι πρώτων αρµονικών για κάθε έναν από τους τρεις 
τρόπους συντονισµού. Τα αποτελέσµατα φαίνονται στα διαγράµµατα 1.10 έως 1.12. Με µπλε χρώµα 
χαρακτηρίζεται πάντα η θεµελιώδης συχνότητα του τρόπου, δηλ. η πρώτη αρµονική. Παρατηρούµε  
στο δεξί µέρος των διαγραµµάτων 1.10 και 1.11 την απότοµη άνοδο της δεύτερης αρµονικής (κόκκινο 
χρώµα) η οποία γίνεται θεµελιώδης αρµονική (µπλε χρώµα) στην αµέσως επόµενη κατάσταση συντο-
νισµού (overblowing), αφού ενισχύεται από την ιδιοσυχνότητα του αµέσως επόµενου κανονικού τρό-
που ταλάντωσης (ενότητα 4.10, µέρος ΙΙ). Στο διάγραµµα 4.13 φαίνεται η µεταβολή των αρµονικών 
συχνοτήτων ως συνάρτηση της πίεσης πνοής σε όλο το διάστηµα και των τριών τρόπων συντονισµού 
για τη γεωµετρία W=6 mm. Όπως είδαµε στο υπολογιστικό µέρος και θα φανεί και αργότερα στα συ-
χνοτικά φάσµατα κατά το overblowing από τον πρώτο τρόπο στον δεύτερο, οι περιττές αρµονικές εξα-
σθενούν και οι άρτιες µεγαλώνουν ώστε να αποτελέσουν τις νέες περιττές και άρτιες αρµονικές στη 
δεύτερη κατάσταση συντονισµού.    

 
 

Σχέση του M. S. Howe για τα κατώφλια συντονισµού 
 

Ο Howe το 1981 προσπάθησε, µε µία γραµµική θεώρηση του φαινοµένου της διέγερσης δέσµης, 
να καταλήξει σε µία αναλυτική σχέση που µας δίνει την ταχύτητα πνοής πάνω από την οποία ένας αυ-
λός µεταβαίνει στην κατάσταση του n τρόπου συντονισµού, όταν τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά του 
οργάνου και οι ιδιότητες του αέρα είναι γνωστά [49]:    
 

1/ 22 2 3 / 2
1/ 2 1/ 2

2 2

2
( 1)

1,843,68
nV nLV n WH W

v
c c HL cH

π π
γ χ   ≥ = + + −    

                               (1.6) 

 
Στη σχέση αυτή: 
c είναι η ταχύτητα του ήχου, 
L το ενεργό µήκος του συντονιστή, 
H η πλευρά του τετραγωνικού συντονιστή 
W η απόσταση σχισµής labium, 
γ o λόγος poisson, 

ν η κινηµατική συνεκτικότητα του αέρα ίση µε 615 10−⋅  2 2m s−  και 

χ η θερµική αγωγιµότητα του αέρα ίση µε 621 10−⋅  2 2m s− . 
Αντικαθιστώντας όλα τα µεγέθη στη σχέση (1.6) παίρνουµε τον πίνακα 1.2 για τα κατώφλια των πέντε 
πρώτων καταστάσεων συντονισµού. 

Πίνακας 1.5 

Οι ταχύτητες και οι πιέσεις δέσµης πάνω από τις οποίες έχουµε µετάβαση στις διάφορες καταστάσεις συντονισµού 
Howe [49]. 

 

j
V (m/s)     /   

f
p  (Pascal) 

 

 
Κανονικοί  

Τρόποι 
 

W=4 mm W=5 mm W=6 mm W=10 mm 
1 3,518 7,569 4,398 11,826 5,277 17,029 8,795 47,304 
2 7,033 30,244 8,791 47,256 10,549 68,049 17,582 189,025 
3 11,876 86,247 14,845 134,761 17,814 194,056 29,690 539,045 
4 18,175 201,997 22,719 315,620 27,262 454,492 45,437 1262,48 
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Όπως και να έχει το πράγµα, η σχέση αδυνατεί να εκτιµήσει ούτε κατά προσέγγιση τα κατώφλια 
των διαγραµµάτων 1.1 έως 1.4. Παρά το ισχυρό µαθηµατικό υπόβαθρο [49] η γραµµική ανάλυση του 
Howe δε λαµβάνει υπ’ όψη της σηµαντικές παραµέτρους, όπως το πάχος της σχισµής ή το jet offset. 
Ωστόσο, επειδή ο Howe θέτει ως περιορισµό ότι το πάχος της σχισµής είναι πολύ µικρότερο της πλευ-
ράς του συντονιστή, ας διατηρήσουµε µία επιφύλαξη για τις αδυναµίες τις καθώς προορίζεται για πάχη 
δέσµης πολύ µικρότερα της διατοµής του συντονιστή. 
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∆ιάγραµµα 1.5 

 Μεταβολή του αριθµού Ising ως προς την πίεση πνοής για τον πρώτο τρόπο συντονισµού 0 0y = mm, 2h =  

mm, W=4 mm. 
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∆ιάγραµµα 1.6 

Μεταβολή του αριθµού Ising ως προς την πίεση πνοής για τον πρώτο τρόπο συντονισµού 0 0y = mm, 2h =  

mm, W=5 mm. 
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∆ιάγραµµα 1.7 

Μεταβολή του αριθµού Ising ως προς την πίεση πνοής για τον πρώτο τρόπο συντονισµού 0 0y = mm, 2h =  

mm, W=6 mm. 
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∆ιάγραµµα 1.8 
Μεταβολή του αριθµού Ising ως προς την πίεση πνοής για τον πρώτο τρόπο συντονισµού 0 0y = mm, 2h =  

mm, W=10 mm. 
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∆ιάγραµµα 1.10 

Κατάσταση πρώτου τρόπου συντονισµού. Μπλε: 1η Αρµονική, κόκκινο:2η Αρµονική, Πράσινο: 3η 
Αρµονική, Γαλάζιο: 4η  Αρµονική, Μοβ: 5η  Αρµονική, Πορτοκαλί: 6η Αρµονική. 

Γεωµετρία: 0 0y = , W=6 mm, h=2 mm.  
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∆ιάγραµµα 1.9 

Ολική ένταση του οργάνου, σε dB ακουστικής πίεσης, σε απόσταση 16 cm από το παθητικό άκρο του 

συντονιστή, ως συνάρτηση της Blowing Pressure µε σταθερά τα 0 0y = mm και 2h = mm. Γαλάζια 

γραµµή: W=4 mm, Πράσινη γραµµή: W=5 mm, Κόκκινη γραµµή: W=6 mm και Μπλε γραµµή: W=10 mm. 
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∆ιάγραµµα 1.11 

Κατάσταση δεύτερου τρόπου συντονισµού. Μπλε: 1η Αρµονική, κόκκινο:2η Αρµονική, Πράσινο: 3η Αρµονική, 

Γαλάζιο: 4η  Αρµονική, Μοβ: 5η  Αρµονική, Πορτοκαλί: 6η Αρµονική. Γεωµετρία: 0 0y = , W=6 mm, h=2 mm. 
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∆ιάγραµµα 1.12 

Κατάσταση τρίτου τρόπου συντονισµού. Μπλε: 1η Αρµονική, κόκκινο:2η Αρµονική, Πράσινο: 3η Αρµονική, 

Γαλάζιο: 4η  Αρµονική, Μοβ: 5η  Αρµονική, Πορτοκαλί: 6η Αρµονική. Γεωµετρία: 0 0y = , W=6 mm, h=2 mm. 
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 ∆ιάγραµµα 1.13 

Μεταβολή συχνότητας των 6 πρώτων αρµονικών για τους τρεις πρώτους τρόπους συντονισµού ως συνάρτηση της 
Blowing Pressure. . Μπλε: 1η Αρµονική, κόκκινο:2η Αρµονική, Πράσινο: 3η Αρµονική, Γαλάζιο: 4η  Αρµονική, 

Μοβ: 5η  Αρµονική, Πορτοκαλί: 6η Αρµονική. Γεωµετρία: 0 0y = , W=6 mm, h=2 mm. 
 
 

Simulation 
 

Μπορούµε να αντιπαραβάλλουµε τα πειραµατικά αποτελέσµατα µε αυτά που προβλέπει η υπολο-
γιστική θεωρία του Fletcher, όπως την τροποποιήσαµε στο κεφ. 2 του ΙΙΙ Μέρους. Ενδιαφερόµαστε να 
γνωρίζουµε τη συµπεριφορά των τρόπων ταλάντωσης σε µερικές συγκεκριµένες τιµές της blowing 
pressure, κυρίως δηλαδή πότε υπερισχύει σε SPL η κάθε µία, που συνεπάγεται  αλλαγή καταστάσεως 
συντονισµού. Η παράµετρος α του παράγοντα αύξησης επιλέγεται ίση µε 0,2. Ο αριθµός των όρων 
κρατιέται στο 5. Στην παρούσα φάση επιλέγουµε να εργαστούµε µε τρεις τρόπους συντονισµού, τις 
ιδιοσυχνότητες των οποίων λαµβάνουµε απ’ τον πίνακα 1.1.   

Τα αποτελέσµατα του κώδικα φαίνονται στα διαγράµµατα 1.14 έως 1.29 για γεωµετρία 

0 0y = mm, 2h =  mm, W=4 mm. Σε µπλε χρώµα αντιστοιχεί ο πρώτος τρόπος, σε πράσινο ο δεύτερος 

και σε κόκκινο ο τρίτος. Μπορούµε να αρχίσουµε µε την παρατήρηση ότι το υπολογιστικό µοντέλο 
δίνει πολύ σύντοµη µεταβατική κατάσταση (transient state). Για πίεση 65 Pascal ο αυλός αποκρίνεται 
στη θεµελιώδη κατάσταση συντονισµού και η µόνιµη του κατάσταση επιτυγχάνεται έπειτα από 0,15 
περίπου sec. Οι καµπύλες των τρόπων εµφανίζουν ταλαντωτική συµπεριφορά µικρού πλάτους, που για 
την εξαγωγή ποιοτικών συµπερασµάτων για τη συµπεριφορά του οργάνου, µπορούν να παραβλε-
φθούν. Η ασταθής κατάσταση µεταξύ πρώτης και δεύτερης κατάστασης συντονισµού εµφανίζεται για 
πίεση 100 Pascal, όπου πλέον τα πλάτη ταλαντώσεων των καµπυλών των τρόπων δεν µπορούν να αµε-
ληθούν και οδηγούν στο χαρακτηριστικό άκουσµα (σαν τρέµολο), παρόµοιο µε αυτό τον διακροτηµά-
των [ΤΤ]. Βλέπουµε ότι οι ταχύτητες πρώτου και δεύτερου τρόπου έχουν παραπλήσια µεγέθη. Η µετά-
βαση εµφανίζεται κατά 50 περίπου Pascal χαµηλότερα από ότι στο µετρηµένο διάγραµµα 1.14. Κατά-
σταση δεύτερου τρόπου συντονισµού (overblowing) έχουµε για πίεση 200 Pascal, κατά 20 περίπου 
Pascal περισσότερο από το διάγραµµα 1.14. Όπως είδαµε και για τον αυλό της ενότητας 2.5 του Μέ-
ρους ΙΙΙ, οι µεταβάσεις που προβλέπει η υπολογιστική θεωρία του Fletcher εκτείνονται σε µεγαλύτερο 
εύρος πιέσεων από ότι παρατηρείται στην πράξη. Για πίεση 400 Pascal ο αυλός µεταβαίνει στην τρίτη 
κατάσταση συντονισµού, κατά συµφωνία µε το διάγραµµα 1.14. Μπορούµε να συγκρίνουµε το ολικό 
SPL της γεωµετρίας, για κάθε πίεση, µε τη γαλάζια καµπύλη του διαγράµµατος 1.9. Οι αποκλίσεις από 
τα πειραµατικά δεδοµένα δεν είναι µεγάλες.  

Υπολογίζουµε έπειτα τη συµπεριφορά της γεωµετρίας 0 0y = mm, 2h =  mm, W=6 mm για σύ-

γκριση µε το διάγραµµα 1.10.  
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Πίεση 400 Pascal 

 

 
Γεωµετρία 0 0y = mm, 2h =  mm, W=6 mm 

 
Οι αριθµητικοί υπολογισµοί δίνουν ένα σχετικά µεγάλο κατώφλι πίεσης (150 Pascal) για ήχηση 

στην θεµελιώδη κατάσταση συντονισµού (διαγρ. 1.30 έως 1.33). Αυξανόµενης της πίεσης (200 Pas-
cal), ο δεύτερος τρόπος συντονισµού εµφανίζει µία ελαφρά ασταθή συµπεριφορά (διαγρ. 1,34 έως 
1.37). Γενικά, σε όλο το εύρος της πρώτης κατάστασης, ο πρώτος τρόπος εµφανίζεται κατά πολύ ισχυ-
ρότερος των άλλων δύο, µε ακόλουθο τον τρίτο και έπειτα τον δεύτερο. Συγκρίνοντας τα διαγράµµατα 
1.32 και 1.36 µε το 1.10, παρατηρούµε ότι το SPL του πρώτου τρόπου έχει προβλεφθεί σωστά, ενώ 
του τρίτου τρόπου, µολονότι είναι µικρότερο του πρώτου, εντούτοις είναι αρκετά µεγαλύτερο απ’ το 
πειραµατικό. Το ολικό τώρα SPL είναι πολύ κοντά στο πειραµατικό αποτέλεσµα (περίπου 95 dB), 
όπως θα παρατηρήσουµε µε µία παραβολή των διαγραµµάτων 1.33 και 1.37 µε το 1.9.     

Στα 330 Pascal εµφανίζεται η µετάβαση από την πρώτη στη δεύτερη κατάσταση συντονισµού 
(διαγρ. 1.38 έως 1.41), σε συµφωνία µε το διάγραµµα 1.3.  

Για πίεση 400 Pascal το όργανο βρίσκεται πλέον σε κατάσταση overblowing (διαγρ. 1.42 έως 
1.43). Ο πρώτος και ο τρίτος τρόπος  θα έπρεπε να εξαφανιστούν, αλλά το µοντέλο δεν προβλέπει σω-
στά αυτή τη συµπεριφορά. Η ένταση του πρώτου τρόπου είναι η αναµενόµενη, όπως και το ολικό SPL 
(διαγρ. 1.9). 

Τρίτη κατάσταση συντονισµού εµφανίζεται σε πίεση 800 Pascal, σηµαντικά µεγαλύτερη της πει-
ραµατικής (διαγρ. 1.3). Το υπολογισµένο ολικό SPL για αυτή την πίεση (διαγρ. 1.45) είναι πολύ κοντά 
µε το µετρηµένο (1.9).    
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Γεωµετρία µε 0 0,5y h=  mm και 2h = mm 
 

Οι µετρήσεις επαναλαµβάνονται µε jet-offset 0 0,5y h= , δηλαδή το labium βρίσκεται στην ίδια 

ευθεία µε το κάτω µέρος της flue σχισµής. Αυτή τη φορά οι αποστάσεις του labium από τη σχισµή 
είναι W=3 mm, W=4 mm, W=5 mm και W=6 mm. Η µεταβολή της θεµελιώδους συχνότητας συντονι-
σµού (1ης αρµονικής) µε την blowing pressure φαίνεται στα διαγράµµατα 1.30 έως 1.33.  

Στο διάγραµµα 1.30 µεταξύ του εύρους πιέσεων 90 έως 120 περίπου Pascal το άκουσµα του οργά-
νου εµφανίζει πολυφωνία. ∆ηλαδή, ενώ έχουµε µετάβαση από τον πρώτο στο δεύτερο τρόπο συντονι-
σµού, η πρώτη αρµονική εξακολουθεί να είναι αρκετά ισχυρή ώστε να συνηχεί µε τη δεύτερη αρµο-
νική η οποία για πίεση 120 Pascal και άνω γίνεται εν τέλει η θεµελιώδης αρµονική (1η) της τρίτης κα-
τάστασης συντονισµού. Το φαινόµενο είναι συνηθισµένο στους µεταλλικούς διαπασών αυλούς (ενό-
τητα 4.6, µέρος ΙΙ), οι οποίοι έχουν ισχυρή δεύτερη αρµονική, αλλά και µία πρώτη που ηχεί εξίσου 
δυνατά. Πολλές θεωρητικές και πειραµατικές µελέτες έχουν θίξει το φαινόµενο αυτό [CC,EEE,42,81] 
και µία µαθηµατική εξήγηση εδόθη στην ενότητα 2.2 του Υπολογιστικού Μέρους.  

Στην παρούσα γεωµετρία, µόνο για απόσταση W=3 mm συµβαίνει µετάβαση και στους τρεις τρό-
πους συντονισµού, και βέβαια δεν διαχωρίζονται πλήρως µεταξύ τους. Στις υπόλοιπες περιπτώσεις, Ο 
αυλός δείχνει να µεταβαίνει στη δεύτερη κατάσταση συντονισµού για το εύρος πιέσεων που φαίνεται 
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στο σχήµα, ενώ πέρα από αυτό το εύρος πιέσεων η ηχητική του εκποµπή εξασθενεί, ώστε να ακούγε-
ται κυρίως η στροβιλότητα και η ορµή της αέριας δέσµης, δίχως όµως αυτή να µπορεί να συζευχθεί µε 
τον ακουστικό σωλήνα. 
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∆ιάγραµµα 1.46: 0 1y = mm, 2h =  mm, W=3 mm 
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∆ιάγραµµα 1.47: 0 1y = mm, 2h =  mm, W=4 mm 
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∆ιάγραµµα 1.48: 0 1y = mm, 2h =  mm, W=5 mm 
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∆ιάγραµµα 1.49: 0 1y = mm, 2h =  mm, W=6 mm 

 
Στο διάγραµµα 1.50 παρουσιάζεται η µεταβολή της ολικής έντασης του οργάνου, ως συνάρτηση 

της πίεσης, για τις διάφορες αποστάσεις W, κατ’ αναλογία µε την προηγούµενη ενότητα. Για µεγαλύ-
τερη απόσταση W, η ολική ένταση αυξάνεται σηµαντικά και η γεωµετρία αυτή, µαζί µε την προηγού-
µενη, επαληθεύουν πλήρως τη θεωρία [28]. Τα διαγράµµατα 1.35 έως 1.37 παρουσιάζουν τη συµπερι-
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φορά των 6 πρώτων αρµονικών µε τη µεταβολή της πίεσης, ως προς τα επίπεδά ακουστικής τους πίε-
σης. 
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∆ιάγραµµα 1.50 

Ολική ένταση του οργάνου, σε dB ακουστικής πίεσης, σε απόσταση 16 cm από το παθητικό άκρο του συντονιστή, 

ως συνάρτηση της Blowing Pressure µε σταθερά τα  0 1y = mm και 2h = mm. Γαλάζια γραµµή: W=6 mm, Πρά-

σινη γραµµή: W=5 mm, Κόκκινη γραµµή: W=4 mm και Μπλε γραµµή: W=3 mm. 
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∆ιάγραµµα 1.51 

Κατάσταση πρώτου και δεύτερου τρόπου συντονισµού. Μπλε: 1η Αρµονική, κόκκινο:2η Αρµονική, Πράσινο: 3η 

Αρµονική, Γαλάζιο: 4η  Αρµονική, Μοβ: 5η  Αρµονική, Πορτοκαλί: 6η Αρµονική. Γεωµετρία: 0 1y = mm, W=4 

mm, h=2 mm.  
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∆ιάγραµµα 1.52 

Κατάσταση τρίτου τρόπου συντονισµού. Μπλε: 1η Αρµονική, κόκκινο:2η Αρµονική, Πράσινο: 3η Αρµονική, Γα-

λάζιο: 4η  Αρµονική, Μοβ: 5η  Αρµονική, Πορτοκαλί: 6η Αρµονική. Γεωµετρία: 0 1y = mm, W=6 mm, h=2 mm. 
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∆ιάγραµµα 1.53 

Μεταβολή συχνότητας των 6 πρώτων αρµονικών για τους τρεις πρώτους τρόπους συντονισµού ως συνάρτηση της 
Blowing Pressure. . Μπλε: 1η Αρµονική, κόκκινο:2η Αρµονική, Πράσινο: 3η Αρµονική, Γαλάζιο: 4η  Αρµονική, 

Μοβ: 5η  Αρµονική, Πορτοκαλί: 6η Αρµονική. Γεωµετρία: 0 1y = mm, W=6 mm, h=2 mm. 
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Γεωµετρία µε 0 0,5y h=  mm και 1h = mm  
 

Με τη γεωµετρία αυτή µπορούµε να συγκρίνουµε τις µετρήσεις µας µε τις µετρήσεις του Verge 
[81], που εκτελέστηκαν σε έναν αυλό ίδιων διαστάσεων κατασκευασµένο από χαλκό. Το διάγραµµα 
1.38 τη µεταβολή της θεµελίου συχνότητας σε σχέση µε την πίεση πνοής. Στη γεωµετρία αυτή το la-
bium είναι στην ίδια ευθεία µε το κάτω µέρος της σχισµής, οπότε 0 0,5y h=  και η απόσταση labium 

σχισµής είναι W=4 mm.  
 

 
∆ιάγραµµα 1.54 

Μεταβολή θεµελιώδους συχνότητας ως συνάρτηση της πίεσης πνοής για ένα χάλκινο µοντέλο αυλού µε γεωµε-
τρία ακριβώς όµοια µε τη δική µας [Verge, 81]. Το labium είναι στην ίδια ευθεία µε το κάτω µέρος της σχισµής 

(jet-offset 0 0,5y h= ). W=4 mm. 
p

L  είναι το µήκος του ακουστικού σωλήνα (συντονιστή). 

 
 

Οι δικές µας µετρήσεις εκτελέστηκαν για W=4 mm και W=6 mm. Τα αποτελέσµατα φαίνονται 
αντιστοίχως στα διαγράµµατα 1.39 και 1.40. Είναι αξιοσηµείωτη η µεγάλη διαφορά στο εύρος πιέσεων 
όπου εµφανίζονται οι τρεις πρώτες καταστάσεις συντονισµού. Επίσης οι µετρήσεις του Verge οδήγη-
σαν σε πολυφωνία µεταξύ 1700 έως 4000 περίπου Pascal, όπου ο δεύτερος µε τον τρίτο τρόπο συνη-
χούν. Πολλοί αστάθµητοι παράγοντες µπορεί να συµβάλλουν στην τόσο µεγάλη ασυµφωνία των δια-
γραµµάτων. Ωστόσο, για τη µελέτη µας είναι ενθαρρυντικό το γεγονός ότι το δικό µας µοντέλο λει-
τουργεί µε πολύ χαµηλότερες πιέσεις πνοής. 

Παρατηρούµε ξανά ότι µε αύξηση της απόστασης W από 4 σε 6 mm, αφενός η συχνότητα που εκ-
πέµπεται αυξάνεται, αφετέρου η κατάσταση overblown, δηλαδή η µετάβαση στον δεύτερο τρόπο συ-
ντονισµού, µετατοπίζεται προς πολύ µεγαλύτερη πίεση.  Άρα ο αυλός για W=6 mm έχει σταθερή ηχη-
τική συµπεριφορά στο θεµελιώδη τρόπο για µεγαλύτερο εύρος πιέσεων. 

Αν εφαρµόσουµε τη σχέση του Howe (1.6) για την παρούσα γεωµετρία θα πάρουµε τον πίνακα 
1.3, που συµπίπτει µε τον πίνακα 1.2 για W=4 mm και W=6 mm, καθώς το αναλυτικό του µοντέλο 
αµελεί το πάχος της δέσµης που από 2 mm (πίνακας 1.2) έγινε 1 mm.  

Στο σύνθετο τώρα συχνοτικό φάσµα των µετρήσεων, εµφανίζονται και συνιστώσες που δεν υπα-
κούουν σε αρµονική ή υποαρµονική σχέση, µε την έννοια που ορίστηκε η τελευταία στην ενότητα 4.10 
του µέρους ΙΙ. Αυτές κατά κανόνα είναι πολύ µικρότερου πλάτους από τις υποαρµονικές (πόσο µάλλον 
από τις αρµονικές) και η συχνότητά του συµβαίνει να είναι το 1/3 ή τα 2/3 της αρµονικής που ακολου-
θεί. Κάποιες φορές το πλάτος µίας τέτοιας συνιστώσας ξεπερνά την πλησιέστερη υποαρµονική (1/2 
της αρµονικής συχνότητας) και τότε µπορούµε να θεωρούµε αυτή ως υποαρµονική. Στο διάγραµµα 
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1.58 η συνιστώσα µε συχνότητα 1034 Hz στην πίεση 372 Pascal είναι περίπου τα 2/3 της αρµονικής 
1544 Hz του πρώτου τρόπου, µε σηµαντική παρουσία στο φάσµα.   

Είναι αξιοσηµείωτο το γεγονός ότι οι υποαρµονικές δεν διατηρούνται καθ’ όλο το εύρος πιέσεων 
αλλά σε µικρά τµήµατα του και µάλιστα η συµπεριφέρονται σχεδόν παράλληλα. Η ύπαρξή τους µετα-
βάλει την ποιότητα του ακτινοβολούµενου ήχου, άλλες φορές θετικά και άλλες αρνητικά.  

 

Πίνακας 1.3 

Ταχύτητες και πιέσεις δέσµης πάνω απ’ τις οποίες έχουµε µετάβαση στις διάφορες καταστάσεις συντονισµού κατά 
Howe [49]. 

 
 

j
V (m/s)     /   

f
p  (Pascal) 

 

 
Κανονικοί  

Τρόποι 
 

W=4 mm W=6 mm 
1 3,518 7,569 5,277 17,029 
2 7,033 30,244 10,549 68,049 
3 11,876 86,247 17,814 194,056 
4 18,175 201,997 27,262 454,492 

 
 
Simulation 
 

Στα διαγράµµατα 1.59 έως 1.74 εκτελούµε υπολογισµούς µε τον αλγόριθµο της ενότητας 2.9 του 
µέρους ΙΙΙ για τη γεωµετρία 0 0,5y = mm, 1h =  mm, W=4 mm. Οι προβλέψεις απέχουν αρκετά από τα 

πειραµατικά δεδοµένα αλλά υποδεικνύουν τα ποιοτικά χαρακτηριστικά της συµπεριφοράς του οργά-
νου. Οι µεταβάσεις µεταξύ των καταστάσεων συντονισµού είναι µετατοπισµένες δεξιότερα από τα 
πειραµατικά αποτελέσµατα. Το κατώφλι πίεσης της θεµελιώδους κατάστασης συντονισµού υπολογίζε-
ται στα 120 Pascal (διαγρ. 1.59 έως 1.62). Η ασταθής περιοχή µεταξύ της πρώτης και της δεύτερης 
κατάστασης συντονισµού εµφανίζεται στα 150 Pascal  (διαγρ. 1.63 έως 1.66), ενώ σταθερό overblow-
ing έχουµε για 180 Pascal. Τρίτη κατάσταση συντονισµού εµφανίζεται στα 500 Pascal.  
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∆ιάγραµµα 1.55: 0 0,5y = mm, 1h =  mm, W=4 mm 
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∆ιάγραµµα 1.56: 0 0,5y = mm, 1h =  mm, W=6 mm 
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∆ιάγραµµα 1.57 

Ολική ένταση του οργάνου, σε dB ακουστικής πίεσης, σε απόσταση 16 cm από το παθητικό άκρο του συντονιστή, 

ως συνάρτηση της Blowing Pressure µε σταθερά τα  0 0,5y = mm και 1h = mm. Μπλε γραµµή: W=4 mm και 

κόκκινη γραµµή: W=6 mm. 
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∆ιάγραµµα 1.58 

Μεταβολή των τριών πρώτων αρµονικών (γαλάζιες περιοχές) και των υποαρµονικών (κίτρινες περιοχές) του αυ-

λού γεωµετρίας 0 0,5y = mm, 1h =  mm, W=4 mm, ως συνάρτηση της πίεσης πνοής. 

 

 
Γεωµετρία 0 0y = mm, 1h =  mm, W=4 mm 

 
 

 
Πίεση 80 Pascal 
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∆ιάγραµµα 1.59 
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∆ιάγραµµα 1.60 
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Πίεση 150 Pascal 
 
 
 
Πίεση 150 Pascal 
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∆ιάγραµµα 1.63 
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∆ιάγραµµα 1.64 
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∆ιάγραµµα 1.65 
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∆ιάγραµµα 1.66 
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∆ιάγραµµα 1.62 
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Πίεση 180 Pascal 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Πίεση 500 Pascal 
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∆ιάγραµµα 1.72 
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1.4  Πείραµα µε οριζόντιο αυλό ορθογωνικής διατοµής 
 

Η διατοµή του συντονιστή σε αυτή την περίπτωση είναι 19 cm x 30 cm και η διάταξη φαίνεται στη 
φωτό 8. Αρχικά διεξάγουµε µία σειρά µετρήσεων σε γεωµετρία µε 0 0y =  mm, 1h = mm και W=4 

mm και έπειτα τέσσερις σειρές µετρήσεων σε γεωµετρία µε 0 0y =  mm και 2h = mm και διαδοχικές 

αποστάσεις σχισµής labium: W=4 mm, W=5 mm, W=6 mm και W=10 mm. ∆ηλαδή επαναλαµβάνουµε 
τις µετρήσεις που εκτελέστηκαν και για τα διαγράµµατα 1.1 έως 1.4 µε άλλη διατοµή συντονιστή.   

Τέλος, λαµβάνουµε µία ακόµα σειρά µετρήσεων για γεωµετρία µε 0 0,5y = h mm και 0,5h = mm. 

Οι µεταβάσεις στις ανώτερες καταστάσεις συντονισµού είναι ελαφρώς µετατοπισµένες σε χαµηλότε-
ρες πιέσεις πνοής.  

 
  

 
Φωτό 8 

∆ιάταξη οριζόντιου αυλού ορθογωνικής διατοµής 19 cm x 30 cm. 
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Γεωµετρία µε 0 0y =  mm και 1h = mm 
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∆ιάγραµµα 1.75: 0 0y = mm, 1h =  mm, W=4 mm  
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∆ιάγραµµα 1.76 

Μεταβολή του ολικού SPL ως συνάρτηση της πίεσης πνοής για τη γεωµετρία 0 0y = mm, 1h =  mm 

W=4 mm. 
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Γεωµετρία µε 0 0y =  mm και 2h = mm 
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∆ιάγραµµα 1.77: 0 0y = mm, 2h =  mm, W=4 mm 
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∆ιάγραµµα 1.78: 0 0y = mm, 2h =  mm, W=5 mm 
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∆ιάγραµµα 1.79: 0 0y = mm, 2h =  mm, W=6 mm 
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∆ιάγραµµα 1.80: 0 0y = mm, 2h =  mm, W=10 mm 
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∆ιάγραµµα 1.81 

Ολική ένταση του οργάνου, σε dB ακουστικής πίεσης, σε απόσταση 16 cm από το παθητικό άκρο του συντονιστή, 

ως συνάρτηση της Blowing Pressure µε σταθερά τα 0 0y = mm και 2h = mm. Γαλάζια γραµµή: W=4 mm, Πρά-

σινη γραµµή: W=5 mm, Κόκκινη γραµµή: W=6 mm και Μπλε γραµµή: W=10 mm. 

 
 
Γεωµετρία µε 0 0,5y = h mm και 0,5h = mm 

0

200

400

600

800

1000

1200

0 100 200 300 400 500 600 700

Blow ing Pressure (Pascal)

F
re

q
u
e
n
c
y
 (

H
z
)

 

∆ιάγραµµα 1.82: 0 0,5y = h mm, 0,5h =  mm, W=4 mm 
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1.5  Πείραµα µε Εγκάρσιο Αυλό διατοµής 19 mm x 25 mm 
  

Προχωρούµε στην ενότητα αυτή σε σειρές µε-
τρήσεων µε το µοντέλο του σκαριφήµατος στο 
σχήµα 1.2. Η αέρια δέσµη σε αυτή την περίπτωση 
κατευθύνεται κάθετα και όχι παράλληλα µε τον 
άξονα του συντονιστή. Ένα επιπρόσθετο πόδι στο 
υπάρχον µοντέλο από Plexiglas, όπως µπορεί κα-
νείς να δει στις φωτό 9 και 10,  µας βοήθησε για 
αυτό τον σκοπό. 

Λήφθηκαν αρχικά µετρήσεις µε γεωµετρία 

0 0,5y h=  mm, 1h =  mm, W=4 mm και έπειτα 

W=6 mm. Το συχνοτικό φάσµα του οργάνου για 
W=4 mm όταν η πίεση στο πόδι ισούται µε 70 Pas-
cal φαίνεται στο σχήµα 1.3. Το σύστηµα για αυτή 
την πίεση βρίσκεται σε κατάσταση πρώτου τρόπου 
συντονισµού. Παρατηρούµε πολλά από τα χαρα-
κτηριστικά που περιγράφονται στην ενότητα 4.10 
του µέρους 4. Οι άρτιες αρµονικές εµφανίζονται 
πολύ ασθενέστερες από τις περιττές. Η παρουσία 
ωστόσο των υποαρµονικών συνιστωσών δεν είναι 
έντονη, παρατηρώντας το µέσον του συχνοτικού 
διαστήµατος µεταξύ δύο αρµονικών. Είναι σαφής η 
παρουσία θορύβου ευρέως φάσµατος στις βάσεις 
των αρµονικών. Μεταβαίνοντας σε υψηλότερες 
συχνότητες, οι αρµονικές είναι λιγότερο καθαρές, 
λόγω της διέγερσης των εγκάρσιων τρόπων του 
συντονιστή (Κεφ. 4, Μέρος ΙΙ).   

Στο φάσµα του σχήµατος 1.4 ο αυλός τροφο-
δοτείται µε πίεση 284 Pascal και για την ίδια γεω-
µετρία ηχεί σε κατάσταση overblowing. Οι περιτ-
τές αρµονικές της θεµελιώδους κατάστασης έχουν 
σιωπήσει και οι άρτιες έχουν µεγαλώσει τόσο, 
ώστε να συνιστούν από µόνες του µία νέα σειρά 

αρµονικών, ανεξάρτητη από την προηγούµενη. Κατά συνέπεια, µπορούµε να διακρίνουµε εκ νέου πε-
ριττές και άρτιες αρµονικές της κατάστασης overblowing. Η παρουσία της καµπύλης θορύβου ευρέως 
φάσµατος είναι εντονότερη στο σχήµα 1.4 απ’ ότι στο 1.3. Ένας λόγος είναι η αυξηµένη ταχύτητα δέ-
σµης που επάγει και µία αυξηµένη ροή αέρα στο παθητικό άκρο του συντονιστή [12]. Τα πλάτη των 
συνιστωσών είναι σε dB του λογισµικού Cool Edit και όχι ακουστικής πίεσης. Παρόλα αυτά, για τα 
σχήµατα αυτά µας ενδιαφέρουν τα σχετικά µεγέθη τους.   

Στα διαγράµµατα 1.83 και 1.84 παρουσιάζεται η µεταβολή της συχνότητας ως προς την πίεση 
πνοής. Το όργανο αδυνατεί να φτάσει σε τρίτη κατάσταση συντονισµού και παραδόξως µεταβαίνει απ’ 
ευθείας στην τέταρτη κατάσταση για πίεση περίπου 550 Pascal.  

∆ηµιουργούµε επίσης ένα διάγραµµα αντίστοιχο µε το 1.58 για τη µελέτη των υποαρµονικών συ-
νιστωσών µε τη µεταβολή της πίεσης (διαγρ. 1.85). Παρατηρούµε ότι η εµφάνισή τους σπανίζει καθώς 
το φάσµα εξελίσσεται. Φαίνεται πως παίζουν κύριο ρόλο λίγο µετά την αποκατάσταση των καταστά-
σεων συντονισµού (πρώτος και δεύτερος). Καθώς το όργανο συνεχίζει να ηχεί σε κάθε µία από αυτές 
τις καταστάσεις, οι υποαρµονικές χάνονται. 

 Η µεταβολή της ολικής στάθµης ακουστικής πίεσης (SPL) για τις δύο αποστάσεις W=4 mm και 
W=6 mm φαίνεται στο διάγραµµα 1.86, ενώ η αντίστοιχη µεταβολή των αρµονικών συχνοτήτων της 
πρώτης και δεύτερης κατάστασης συντονισµού αντίστοιχα για τη γεωµετρία µε W=6 mm, φαίνεται 
στα διαγράµµατα 1.87 και 1.88, τα οποία µεγεθύνθηκαν πολύ για να µπορέσουµε να παρατηρήσουµε 
τη σύνθετη διαδροµή των αρµονικών καθώς αυξάνεται η πίεση. Παρόµοια συµπεριφορά είδαµε και 
στον οριζόντιο αυλό. Αν οι µετρήσεις µας ήταν πολύ περισσότερες, η τεθλασµένη γραµµή ενδέχεται 
να προσέγγιζε µία ασύµµετρη καµπύλη. Στο διάγραµµα 1.88 η δεύτερη αρµονική στην κατάσταση 
overblown αρχίζει να αυξάνεται απότοµα σε πίεση περίπου 520 Pascal και για 550 Pascal έχει πλέον 
ξεπεράσει την πρώτη αρµονική ώστε να οδηγούµαστε σε µία µετάβαση απευθείας στην τέταρτη κατά-
σταση συντονισµού χωρίς µεσολάβηση της τρίτης.   

 

Σχήµα 1.2 
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Φωτό 9 

Όψη του µοντέλου εγκάρσιου αυλού που χρησιµοποιήθηκε στις µετρήσεις. 

 
 
 
 

 
Φωτό 10 

∆ιάταξη για τη µέτρηση του φάσµατος του εγκάρσιου αυλού. 
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Σχήµα 1.3 

Φάσµα εγκάρσιου αυλού διατοµής 19x25 mm, για 0 0,5y h=  mm, 1h =  mm, W=4 mm και πίεση πνοής 

P=70 Pascal. Θεµελιώδης κατάσταση συντονισµού.   
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Σχήµα 1.4 

Φάσµα εγκάρσιου αυλού διατοµής 19x25 mm, για 0 0,5y h=  mm, 1h =  mm, W=4 mm και πίεση πνοής 

P=284 Pascal. Κατάσταση Overblowing. 
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∆ιάγραµµα 1.83: 0 0,5y h=  mm, 1h =  mm, W=4 mm 
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 ∆ιάγραµµα 1.84: 0 0,5y h=  mm, 1h =  mm, W=6 mm 

 

 



  Κεφάλαιο 1 – Πειραµατική µελέτη Ηχητικού Φάσµατος Αυλού  

Μέρος ΙV – Πειραµατική µελέτη 

42 
 

0

500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

4
4
,1

3
2

8
8
,2

6
3

1
0
2
,9

7

1
4
7
,1

1

2
0
5
,9

5

2
4
0
,2

7

3
1
3
,8

2

4
3
1
,5

1

5
0
0
,1

6

5
3
9
,3

9

6
5
7
,0

7

8
1
3
,9

8

Blow ing Pressure (Pascal)

F
re

q
u
e
n
c
y
 (

H
z
)

∆ιάγραµµα 1.85 

Μεταβολή των τριών πρώτων αρµονικών (γαλάζιες περιοχές) και των υποαρµονικών (κίτρινες περιοχές) του αυ-

λού γεωµετρίας 0 0,5y = mm, 1h =  mm, W=4 mm, ως συνάρτηση της πίεσης πνοής. 
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∆ιάγραµµα 1.86 

Ολική ένταση του οργάνου, σε dB ακουστικής πίεσης, σε απόσταση 16 cm από το παθητικό άκρο του συντονιστή, 

ως συνάρτηση της Blowing Pressure µε σταθερά τα  0 0,5y = mm και 1h = mm. Μπλε γραµµή: W=4 mm και 

κόκκινη γραµµή: W=6 mm. 
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∆ιάγραµµα 1.87 

Κατάσταση πρώτου τρόπου συντονισµού. Μπλε: 1η Αρµονική, κόκκινο:2η Αρµονική, Πράσινο: 3η Αρµονική, 

Γαλάζιο: 4η  Αρµονική, Μοβ: 5η  Αρµονική, Πορτοκαλί: 6η Αρµονική. Γεωµετρία: 0 0,5y = mm, W=6 mm, h=1 

mm. 
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∆ιάγραµµα 1.88 

Κατάσταση δεύτερου τρόπου συντονισµού. Μπλε: 1η Αρµονική, κόκκινο:2η Αρµονική, Πράσινο: 3η Αρµονική, 

Γαλάζιο: 4η  Αρµονική, Μοβ: 5η  Αρµονική, Πορτοκαλί: 6η Αρµονική. Γεωµετρία: 0 0,5y = , W=6 mm, h=1 mm. 
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1.6  Πείραµα µε Εγκάρσιο Αυλό διατοµής 19 mm x 19 mm 
 

Ο συντονιστής του αυλού αυτού είναι ακριβώς ο ίδιος µε του οριζόντιου που µελετήθηκε στην 
ενότητα 1.4. Τα σχήµατα 1.5 και 1.6 παρουσιάζουν το φάσµα του οργάνου για πιέσεις πνοής 45 και 
168 Pascal αντίστοιχα για γεωµετρία διεγέρτη 0 0,5y h=  mm, 1h =  mm, W=4 mm. Στο σχήµα 1.5 

έχουµε κατάσταση θεµελιώδους τρόπου ενώ στο 1.6 overblown. Όπως και στα φάσµατα της προηγού-
µενης γεωµετρίας, έτσι και εδώ, στην κατάσταση overblown εµφανίζονται πολύ µικρότερες κορυφές 
ανάµεσα στις αιχµηρές και έντονες αρµονικές, ενώ οι υποαρµονικές είναι πιο ξεκάθαρες. Γενικά το 
φάσµα στο overblown  είναι πιο καθαρό και αυτό έχει άµεση επίδραση στο άκουσµα, το οποίο γίνεται 
σκληρότερο και πιο λιτό.  

Συγκρίνοντας τη µεταβολή της συχνότητας για τη γεωµετρία 0 0,5y h=  mm, 1h =  mm, W=4 mm 

του εγκάρσιου αυλού (διαγρ. 1.89) µε την αντίστοιχη του συµβατικού οριζόντιου (1.55), παρατηρούµε 
ότι η κατάσταση overblown καθυστερεί να εµφανιστεί στον εγκάρσιο και είναι αξιοσηµείωτο το γεγο-
νός ότι διαρκεί για πολύ µικρό εύρος πιέσεων (κάτω των 150 Pascal). Παράλληλα ο οριζόντιος συνεχί-
ζει να ηχεί στη δεύτερη κατάσταση µέχρι µία πίεση 380 περίπου Pascal, υπό την οποία  µεταβαίνει 
στην τρίτη κατάσταση. Ερχόµαστε πίσω πάλι στον εγκάρσιο αυλό, για να παρατηρήσουµε ξανά το 
φαινόµενο της απ’ ευθείας µετάβασης στο τέταρτο τρόπο (πίεση περίπου 170 Pascal). Η κατάσταση 
αυτή διατηρείται για ένα σηµαντικό εύρος πιέσεων.  

Η µεταβολή της ολικής έντασης SPL είναι παραπλήσια µε τη µεταβολή του αντίστοιχου οριζό-
ντιου αυλού, µολονότι στον εγκάρσιο είναι λιγότερο οµαλή από τον οριζόντιο. Στο διάγραµµα 1.91 
εικονίζεται η µεταβολή των εντάσεων των έξι πρώτων αρµονικών του πρώτου τρόπου συντονισµού. Η 
δεύτερη αρµονική στα 65 περίπου Pascal αρχίζει να γίνεται ολοένα ισχυρότερη υποδηλώνοντας τη 
µετάβαση στο δεύτερο τρόπο συντονισµού, ο οποίος παρουσιάζεται στο διάγραµµα 1.92. η κόκκινη 
τεθλασµένη του διαγράµµατος 1.92 έγινε τώρα µπλε, καθώς πλέον αποτελεί την πρώτη αρµονική της 
καταστάσεως overblowing. Λίγο µετά τα 150 Pascal η νέα δεύτερη αρµονική αρχίζει να ισχυροποιεί-
ται, ώστε κάπου στα 200 Pascal έχει καταπνίξει την πρώτη, οδηγώντας τον αυλό να ηχήσει στην τέ-
ταρτη κατάσταση συντονισµού.  

Τέλος στο διάγραµµα 1.93 ο αριθµός Ising (κεφ. 4, Μέρος ΙΙ) εξελίσσεται από 1 σε 2, πράγµα 
ασύµφωνο µε τη θεωρία, που επιβάλλει µία µεταβολή από 2, για τη θεµελιώδη κατάσταση, σε 3, για 
την κατάσταση overblowing.  

 

-140

-120

-100

-80

-60

-40

-20

 0

 0  5000  10000  15000  20000

d
B

Frequency (Hz)  
Σχήµα 1.5 

Φάσµα εγκάρσιου αυλού διατοµής 19x19 mm, για 0 0,5y h=  mm, 1h =  mm, W=4 mm και πίεση πνοής 

P=45 Pascal. Θεµελιώδης κατάσταση συντονισµού.   
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Σχήµα 1.6 

Φάσµα εγκάρσιου αυλού διατοµής 19x19 mm, για 0 0,5y h=  mm, 1h =  mm, W=4 mm και πίεση πνοής 

P=168 Pascal. Κατάσταση Overblowing. 
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∆ιάγραµµα 1.89 

Εγκάρσιος αυλός . 0 0,5y =  mm, 1h =  mm, W=4 mm 
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∆ιάγραµµα 1.55 

Οριζόντιος αυλός. 0 0,5y = mm, 1h =  mm, W=4 mm 
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∆ιάγραµµα 1.90 

Ολική ένταση του οργάνου, σε dB ακουστικής πίεσης, σε απόσταση 16 cm από το παθητικό άκρο του συντονιστή, 

ως συνάρτηση της Blowing Pressure για 0 0,5y = mm και 1h = mm και W=4 mm. 
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∆ιάγραµµα 1.91 

Κατάσταση πρώτου τρόπου συντονισµού. Μπλε: 1η Αρµονική, κόκκινο:2η Αρµονική, Πράσινο: 3η Αρµονική, 

Γαλάζιο: 4η  Αρµονική, Μοβ: 5η  Αρµονική, Πορτοκαλί: 6η Αρµονική. Γεωµετρία: 0 0,5y = , W=4 mm, h=1 mm.  
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∆ιάγραµµα 1.92 

Κατάσταση δεύτερου τρόπου συντονισµού. Μπλε: 1η Αρµονική, κόκκινο:2η Αρµονική, Πράσινο: 3η Αρµονική, 

Γαλάζιο: 4η  Αρµονική, Μοβ: 5η  Αρµονική, Πορτοκαλί: 6η Αρµονική. Γεωµετρία: 0 0,5y = , W=4 mm, h=1 mm.  
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∆ιάγραµµα 1.93 
Μεταβολή του αριθµού Ising ως προς την πίεση πνοής για τον πρώτο τρόπο συντονισµού 0 0,5y = mm, 1h =  

mm, W=4 mm. 
 

 
Γεωµετρία µε 0 0y =  mm και 1h = mm  
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Σχήµα 1.7 

Φάσµα εγκάρσιου αυλού διατοµής 19x19 mm, για 0 0y = mm, 1h =  mm, W=4 mm και πίεση πνοής 

P=65 Pascal. Θεµελιώδης κατάσταση συντονισµού.   
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Μέρος ΙV – Πειραµατική µελέτη 
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∆ιατηρώντας όλες τις διαστάσεις ίδιες µε πριν µηδενίζουµε µονάχα το 0y . Παρατηρούµε στο φά-

σµα της θεµελιώδους καταστάσεως (σχήµα 1.7) τη σηµαντική µείωση των άρτιων αρµονικών, όπως 
προβλέπεται και από η θεωρία (κεφ. 5, Μέρος ΙΙ).   
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Σχήµα 1.8 

Φάσµα εγκάρσιου αυλού διατοµής 19x19 mm, για 0 0y =  mm, 1h =  mm, W=4 mm και πίεση πνοής 

P=132 Pascal. Κατάσταση Overblowing. 
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Εικόνα 7 

Φάσµα εγκάρσιου αυλού διατοµής 19x19 mm, για 0 0y =  mm, 1h =  mm, W=4 mm και πίεση πνοής 

P=352 Pascal. Κατάσταση Overblowing στον τρίτο τρόπο.
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2 
Συγκρότηµα εγκάρσιων αυλών 

 
 
 
 

 
Εφαρµόζοντας µερικά από τα βασικά στοιχεία της µέχρι τώρα µελέτης, προσπαθούµε να καταλή-

ξουµε σε κάποιο αποτέλεσµα σχετικά µε την κατασκευή ενός οργάνου αυλών ανέµου. Θα ήταν σκέτη 
ουτοπία να πιστεύει κάποιος ότι µέσα στα πλαίσια µίας διπλωµατικής είναι εφικτό να αρχίσει και να 
ολοκληρώσει τη µελέτη ενός τόσο πολύπλοκου και πολυδιάστατου θέµατος, το οποίο εξάλλου συν-
δυάζει γνώσεις από γενική ακουστική, ακουστική χώρων, µουσική ακουστική, ρευστοµηχανική, αιο-
λική ενέργεια, υπολογιστικές διαδικασίες, µουσική θεωρία, αρµονία και αντίστιξη [C,D,F,EE].  

Τροποποιούµε τη γεωµετρία του εγκάρσιου αυλού, που προτάθηκε στο προηγούµενο κεφάλαιο 
ώστε να µπορεί να διεγείρεται ελεύθερα από τον άνεµο. Προχωρούµε στην κατασκευή οκτώ όµοιων 
εγκάρσιων αυλών διαφορετικών µηκών, µε χρήση της θεωρίας κλιµάκωσης (pipe scaling), ώστε να 
πάρουµε διαφορετικό φθόγγο απ’ τον καθένα και προτείνονται διάφορες χωροθετήσεις. Στη συνέχεια 
δοκιµάζουµε και άλλες γεωµετρίες. 
 
 

2.1   Κατασκευή συγκροτήµατος εγκάρσιων αυλών 
 

Στο µοντέλο του σχήµατος 1.2 µπορούµε να αφαιρέσουµε το πόδι (foot) και στη θέση του να προ-
σαρµόσουµε έναν συγκεντρωτή, ώστε να σχηµατίζεται πάλι η flue σχισµή, όπως στο σχήµα 2.1. Συ-
γκεντρωτές ανέµου µπορεί κανείς να συναντήσει στους σύγχρονους ανεµοκινητήρες [I], όπου είναι 
επιθυµητή η αύξηση τοπικά της πίεσης του ρεύµατος αέρα ώστε να προσδίδει µεγαλύτερη ισχύ στην 
έλικα. Ωστόσο, οι διατάξεις των ανεµοκινητήρων είναι πολύ µεγαλύτερης κλίµακας από τους αυλούς 
και το ίδιο συµβαίνει και µε τους συγκεντρωτές τους. Στην µικρή κλίµακα των αυλών η αύξηση της 
πίεσης προ της σχισµής λόγω της γεωµετρίας µας είναι ελάχιστη. Αυτές οι καµπυλόµορφες επιφάνειες 
περισσότερο χρειάζονται για να διατηρούν µία πιο στρωτή ροή του ρεύµατος αέρα και να αποφεύγεται 
µεγάλη στροβιλότητα κατά την είσοδο του µέσα από τη σχισµή.      

Χρησιµοποιούµε τώρα πλάκες ξύλου από συµπιεσµένο ξυλοκονίαµα (MTF), υλικό εύκολα κατερ-
γάσιµο και υψηλής ακριβείας, για να κατασκευάσουµε οκτώ αυλούς του τύπου του σκαριφήµατος 2.1. 
Οι αυλοί θα έχουν µεταβαλλόµενο µήκος, ώστε να σχηµατίζουν όλοι µαζί την κλίµακα G major (Σολ 
µείζονα). Από τη θεωρία της µουσικής [C], οι φθόγγοι που θα χρειαστούµε για αυτήν την κλίµακα 
είναι οι G3, A3, B3, C4, D4, E4, F#4, G4. Στο σχήµα 2.2 (κεφ. 2, µέρος ΙΙ) βρίσκουµε τις αντιστοιχίες 
των φθόγγων αυτών µε τις θεµελιώδεις τους συχνότητες.   
 
 

Pipe scaling 
 

Σύµφωνα µε το κεφάλαιο 6 στο µέρος ΙΙ πρέπει να διαλέξουµε έναν πρότυπο αυλό (αυλό αναφο-
ράς) και µε βάση αυτόν να υπολογίσουµε τις διαστάσεις των υπόλοιπων αυλών για οµοιόµορφη ακου-
στική συµπεριφορά [33]. 

Γνωρίζοντας την ισοδύναµη διάµετρο του πρότυπου αυλού, µπορούµε να υπολογίσουµε την 
ισοδύναµη διάµετρο κάθε άλλου, µε παράµετρο τη συχνότητα που του αντιστοιχεί, εφαρµόζοντας τη 
σχέση: 

0
0

1

x

f
D D

f

 
=  

 
                                                              (2.1) 

 
όπου D  η (ισοδύναµη) διάµετρος του αυλού που θέλουµε να υπολογίσουµε, 1f  η συχνότητά του, 0D  

η (ισοδύναµη) διάµετρος του πρότυπου αυλού και 0f  η συχνότητά του. Ο εκθέτης x θα πρέπει να 

κυµαίνεται, όπως αναλύθηκε στο κεφ. 6, µεταξύ 0,75 και 0,83.  
Επιλέγουµε ως πρότυπο αυλό τον C4, όπως συνήθως συµβαίνει και στο σχεδιασµό των pipe 

organs. Θα πρέπει πρώτα απ’ όλα να καθορίσουµε πλήρως τον αυλό αυτόν. Επιλέγουµε την ισοδύναµη  
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Σχήµα 2.1 

Σκαρίφηµα του αυλού που χρησιµοποιούµε για τη διέγερση του συντονιστή από τον άνεµο. Εφαρµογή θεωρίας 
εγκάρσιου αυλού (Κεφ. 1, Μέρος IV). Στη θέση του ποδιού του εγκάρσιου αυλού τοποθετήθηκε συγκεντρωτής 
της ροής του αέρα. 
 
 
 
διάµετρό του να είναι 6,00 cm. Επειδή ο αυλός είναι τετραγωνικής διατοµής η πλευρά του θα είναι 
5,30 cm. Από το εύρος των προτεινόµενων τιµών για τον εκθέτη x, δίνουµε την τιµή 0,80, που αποτε-
λεί µία εν γένει µεγάλη κλιµάκωση, δίνοντας ισχυρούς µπάσους φθόγγους. Σύµφωνα µε την ανάλυση 
της ενότητας 6.2 µπορούµε να σχεδιάσουµε ένα διάγραµµα όµοιο µε τα a έως e, για κλιµάκωση 0,80, 
που παρεµβάλλεται µεταξύ των κλιµακώσεων 0,75 και 0,83 (διαγράµµατα c και d). Το διάγραµµα 2.1 
παρουσιάζει τη µεταβολή του µεγέθους  
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9 2 2 1 1/ 2 1/ 2 1
1 1

1

3 10 1,4
iQ

if D L i f D
− − − − −⋅ +

≃                                            (2.2) 

 
για τους τέσσερις πρώτους τρόπους συντονισµούς i, ως συνάρτηση της θεµελιώδους συχνότητας 1f  

του κάθε αυλού. . Η διάµετρος D δίνεται από τη σχέση (2.1). Όπως ήταν αναµενόµενο, οι τρόποι ακο-
λουθούν µία ενδιάµεση συµπεριφορά µεταξύ των κλιµακώσεων 0,75 και 0,83, πλησιάζοντας περισσό-
τερο τη συµπεριφορά για κλιµάκωση 0,83, για την οποία έχουµε µία αρκετά οµοιόµορφη συµπερι-
φορά. 
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∆ιάγραµµα 2.1 

Συµπεριφορά των παραγόντων ποιότητας των τεσσάρων πρώτων τρόπων συντονισµού, για συστοιχία αυλών, µε 
εκθετική κλιµάκωση 0,80, ως συνάρτηση της συχνότητας. Μπλε: 1ος τρόπος, κόκκινο: 2ος τρόπος, πράσινο: 3ος 
τρόπος και γαλάζιο: 4ος τρόπος.   

 
Οι ισοδύναµες διάµετροι και των οκτώ αυλών είναι τώρα καθορισµένες. Έτσι, είναι καθορισµένες 

και οι τετραγωνικές πλευρές τους.  
Για να βρούµε το µήκος του συντονιστή κάθε αυλού, ώστε να αποδίδεται η αντίστοιχη συχνότητα 

µπορούµε να χρησιµοποιούµε τον κλασσικό τύπο (Κεφ. 7, Μέρος Ι): 
 

2 2
p

p

c c
f L

L f
= ⇒ =                                                          (2.3) 

 
όπου 

p
L  το µήκος του συντονιστή. Το µήκος του συντονιστή που θα προκύψει θα είναι λίγο µεγαλύ-

τερο από αυτό που πραγµατικά χρειάζεται, ώστε να παραχθεί η επιθυµητή συχνότητα, καθώς δεν έχει 
ληφθεί υπ’ όψη καµία διόρθωση µήκους. Έτσι το 

p
L  είναι το ενεργό µήκος. Αν αµελήσουµε τη διόρ-

θωση µήκους στο στόµα, τότε µόνον η διόρθωση στο ανοικτό παθητικό άκρο θα συνυπολογιστεί. 
Κατά τη σχέση του Verge [ΕΕΕ, 81], η διόρθωση είναι: 
 

2

0,82 0,82 p

p

SH
δ

π π
= =                                                      (2.4) 
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όπου Η η τετραγωνική πλευρά και 
p

S  η διατοµή του συντονιστή. Τελικά το γεωµετρικό µήκος θα εί-

ναι:   

2
p p

c
L

f
δ= −                                                      (2.5) 

 
Για να είµαστε ασφαλείς, µπορούµε να διατηρήσουµε το µήκος του συντονιστή ίδιο µε το ενεργό 

µήκος και να δηµιουργήσουµε ένα συρταρωτό καπάκι στο παθητικό άκρο το οποίο θα έχει µήκος πολύ 
περισσότερο απ’ το 

p
δ , ώστε να συµπεριληφθεί και η διόρθωση λόγω στόµατος και να µπορούµε εν 

τέλει να ρυθµίζουµε µε ακρίβεια το τονικό ύψος κάθε αυλού. Αυτό είναι απαραίτητο όταν θέλουµε να 
εναρµονίζουµε πολλούς αυλούς µαζί. Το ρυθµιστικό καπάκι φαίνεται στην εικόνα 2.1. Είναι εφαρµο-

στό ώστε να µπορεί να κυλίεται πάνω – κάτω και να 
στέκεται εκεί όπου το αφήνουµε. Η λειτουργία του 
καπακίου αναπληρώνει τη λειτουργία του tunning 
scroll (Κεφ. 4, Μέρος ΙΙ).  

Ο συντονιστής κάθε αυλού είναι τώρα πλήρως 
καθορισµένος. Το πάχος της σχισµής h και το 
άνοιγµα του στόµατος W, θα είναι µεταβλητά. Αυτό 
θα το πετύχουµε αν το επάνω µέρος του συγκεντρωτή 
(σχήµα 2.1) και το labium είναι κινητά κοµµάτια. 
Στην εικόνα 2.2 στα αριστερά φαίνεται το επάνω 
µέρος του συντονιστή, πάνω δεξιά το labium 
τοποθετηµένο πάνω στον συντονιστή και κάτω δεξιά 
το επάνω µέρος του συγκεντρωτή τοποθετηµένο στη 
θέση του. Σηµειώστε ότι ο συγκεντρωτής διαφέρει 
πολύ απ’ το σχήµα 2.1. Η ακτίνα καµπυλότητάς του 
είναι πολύ µικρότερη. Ο πίνακας 2.1 δίνει τα 
γεωµετρικά στοιχεία των αυλών, όπως προέκυψαν 
από τα προαναφερθέντα. Αναγράφεται και το 
προτεινόµενο πάχος σχισµής h, ως ποσοστό 5 % του 
πλάτους του στόµατος (= τετραγωνική πλευρά).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Εικόνα 2.1 

Κυλιόµενο καπάκι ρύθµισης συχνότητας στο 
κάτω µέρος του συντονιστή. 

Εικόνα 2.2 

Αριστερά: το επάνω µέρος του συντονιστή. Πάνω δεξιά το labium τοποθετηµένο πάνω στον συντονιστή. 
Κάτω δεξιά: ο αυλός σε πλήρη µορφή, µε το επάνω µέρος του συγκεντρωτή τοποθετηµένο στη θέση του. 
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Η µεταβολή στα µήκη των συντονιστών ως συνάρτηση της συχνότητας φαίνεται στο διάγραµµα 2.2. 
Στην εικόνα 2.3 παρουσιάζονται οι επτά από τους οκτώ αυλούς όπως κατασκευάστηκαν από ξυλοκο-
νίαµα MTF.  
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∆ιάγραµµα 2.2 

Μεταβολή στα µήκη των συντονιστών, ως συνάρτηση της συχνότητας.  
 
 

 
Εικόνα 2.3 

Οι επτά από τους οκτώ αυλούς του συγκροτήµατος, κατασκευασµένοι από ξυλοκονίαµα MTF. 



         Κεφάλαιο 2 – Συγκρότηµα εγκάρσιων αυλών 

Μέρος IV – Πειραµατική µελέτη 

57 

∆οκιµές στην αεροδυναµική σήραγγα και το περιβάλλον 
 

Οι εγκάρσιοι αυλοί της εικόνας µπορούν άµεσα να εκτεθούν στον άνεµο. Οι παραγόµενοι τόνοι 
εξαρτώνται από πολλές παραµέτρους. Από την ένταση του ανέµου, το πάχος της σχισµής h και την 
απόσταση W, σε αντιστοιχία µε τις πειραµατικές µετρήσεις του προηγούµενου κεφαλαίου. Από τους 
οκτώ αυλούς διαλέξαµε τρεις. Τον C4, τον E4 και τον G4. Η συνήχηση των αυλών αυτών µας δίνει, ως 
γνωστόν από τη µουσική αρµονία [D,E], τη συγχορδία Cmajor ή Ντο µείζονος τρίτης. Το άκουσµά της 
είναι ευχάριστο και δίνει αίσθηση πληρότητας και χαράς.   

Με τους τρεις αυλούς εκτελέστηκαν µερικές δοκιµές στη µικρή αεροδυναµική σήραγγα του 
εργαστηρίου αεροδυναµικής (εικόνα 2.4). ∆υστυχώς χρειάστηκε µεγάλη ένταση ανέµου για να 

πάρουµε σταθερούς τόνους διαρκείας. Όταν 
η απόσταση W είναι µικρή, το όργανο ηχεί 
µε χαµηλότερη πίεση πνοής και άρα 
χαµηλότερη ταχύτητα ανέµου. Η 
παραγόµενη έντασή του µικραίνει. Επίσης, 
είναι πιο εύκολη η µετάβαση στον επόµενο 
τρόπο συντονισµού (overblowing). 
Αυξάνοντας την απόσταση αυτή, το όργανο 
ηχεί σε µεγαλύτερες πιέσεις πνοής και ο 
ήχος είναι δυνατότερος. Ο πρώτος τρόπος 
συντονισµού διαρκεί για µεγαλύτερο εύρος 
πιέσεων.  

Αν οι αυλοί εκτεθούν στον πραγµατικό 
άνεµο, δεν είναι λίγες οι φορές που θα ηχή-
σουν έστω και µε λίγα Beaufort (5 –7). Το 
όργανο ηχεί δυνατά µε τις δυνατές ριπές του 
ανέµου [Ι]. Η ριπή, δηλαδή η απότοµη και 
τοπική αύξηση της ταχύτητας του ανέµου 
δεν διαρκεί πολύ και αυτό έχει ως συνέπεια 
ο συντονισµός του οργάνου να διαρκεί λίγα 
δευτερόλεπτα. Αυτό φαινοµενικά είναι πρό-

βληµα. Ωστόσο, µε µία πιο προσεκτική ανάλυση της φύσης της ίδιας της µουσικής, θα διαπιστώσει 
κανείς ότι αυτές οι στοχαστικές και πολυποίκιλες µεταβολές του ανέµου µπορούν να δώσουν 
εξαιρετικά αποτελέσµατα, καθώς οι φθόγγοι στα µουσικά κοµµάτια δεν διαρκούν πάντα πολύ ή 
τουλάχιστο δεν είναι απαραίτητο να διαρκούν πολύ. Μελωδίες µπορούν να παιχτούν τόσο από self-
sustained µουσικά όργανα, όσο και από όργανα µε συντοµότατη απόκριση, όπως το ξυλόφωνο ή η 
τσελέστα. Η ουσία του πράγµατος είναι να µπορεί να αξιοποιηθεί η συµπεριφορά του ανέµου.  

Και οι οκτώ αυλοί δοκιµάστηκαν στον εξωτερικό αέρα στην οροφή µίας πολυκατοικίας εντός της 
πόλης. Οι µπάσοι αυλοί (οι C4, B3, A3 και G3) ήχησαν ευκολότερα από τους υψήσυχνους. Είναι 
σηµαντικό το ότι οι µπάσοι αυλοί διαθέτουν µεγαλύτερη πλευρά και µεγαλύτερο µέτωπο στον αέρα. 
Το γεγονός αυτό θα µας οδηγήσει στη συνέχεια σε µία ουσιαστική τροποποίηση.    

 
 

Χωροθέτηση 
 

Οι οκτώ αυλοί θα µπορούσαν θεωρητικά να διαταχθούν σύµφωνα µε το σχήµα 2.2, όπου βλέπουµε 
την κάτοψή τους, µε τις σχισµές (και τους συγκεντρωτές τους) στραµµένες προς το εξωτερικό µέρος 
του κύκλου. Η ακτίνα του κύκλου χωροθέτησης στην πραγµατικότητα θα πρέπει να είναι πολύ 
µεγαλύτερη απ’ όσο φαίνεται στο σχήµα, τέτοια ώστε µε κάθε κατεύθυνση του ανέµου να 
ενεργοποιούνται δύο έως τρεις αυλοί. Με τον τρόπο αυτόν θα παράγονται συνηχήσεις σύµφωνων 
µουσικών διαστηµάτων (δύο φθόγγοι σε απόσταση 3ης) ή τρίφωνες συγχορδίες (τρεις φθόγγοι). Όπως 
θα έχει γίνει κατανοητό µέχρι τώρα κάθε αυλός µπορεί να ηχεί είτε στη θεµελιώδη συχνότητα είτε σε 
µία υψηλότερη, αναλόγως του συνδυασµού των γεωµετρικών του χαρακτηριστικών µε την πίεση 
πνοής. Για την ακόλουθη ανάπτυξη, θεωρούµε τέτοιες τις αποστάσεις W, ώστε όλοι οι αυλοί να ηχούν 
στο θεµελιώδη τρόπο.  

Οι αυλοί G3 και G4 θα ηχούν πάντα µαζί σε διάστηµα οκτάβας (Κεφ. 1, Μέρος ΙΙ). Έτσι, όταν 
συµπεριλαµβάνονται και αυτοί στη συνήχηση, θα έχουµε ή ελλιπή τρίφωνη συγχορδία [D,E], στην 
οποία λείπει το διάστηµα 5ης, ή τετράφωνη, αν έχει ενεργοποιηθεί ο αυλός D4 ή ο E4.   
Αναλυτικά, τα µουσικά διαστήµατα που µπορούν να παραχθούν είναι [D,E]: 
 

Εικόνα 2.4 

∆οκιµή των αυλών C4, E4 και G4 στη µικρή  αεροδυνα-
µική σήραγγα µε τον Καθ. Γ. Μπεργελέ. 
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B3 – D4 (3η µικρή) 
D4 – F#4 (3η µεγάλη) 
F#4 – A3 (3η µικρή)  
A3 – C4 (3η µικρή)   
C4 – E4 (3η µεγάλη)  
 
Ενώ οι συγχορδίες είναι: 
  
G3 – G4 – B3 (οκτάβα και 3η µεγάλη)  
G3 – G4 – B3 – D4 (οκτάβα, 3η µεγάλη και 5η καθαρή) 
B3 – D4 – F#4 (3η µικρή και 5η καθαρή) 
D4 – F#4 – A3 (3η µεγάλη και 5η καθαρή) 
F#4 – A3 – C4 (3η µικρή και 5η ελαττωµένη) 
A3 – C4 – E4 (3η µικρή και 5η καθαρή)   
Ε4 – G3 – G4 (3η µικρή και οκτάβα)  
E4 – G3 – G4 – B3 (3η µικρή, οκτάβα και 5η καθαρή)  

 
Σχήµα 2.2 

Κάτοψη προτεινόµενης χοροθέτησης των οκτώ αυλών. Οι σχισµές µε τους συγκεντρωτές είναι στραµµένες προς 
το εξωτερικό µέρος του κύκλου. Η ακτίνα είναι τέτοια ώστε µε κάθε δυνατή κατεύθυνση του ανέµου να ενεργο-
ποιούνται δύο ή τρεις αυλοί, δίνοντας συνηχήσεις σύµφωνων µουσικών διαστηµάτων ή τρίφωνες συγχορδίες.  

 
 

Όλες οι συνηχήσεις είναι αποδεκτές από άποψη µουσικής συµφωνίας. Επίσης, αυτή η χοροθέτηση 
µας δίνει µία αλληλουχία συγχορδιών, που συνάδει µε την κλασσική αρµονία [D,E,EE]. Σύµφωνα µε 
αυτή, οι συνδέσεις µεταξύ δύο διαδοχικών τρίφωνων συγχορδιών πρέπει να γίνoνται µε έναν 
τουλάχιστο κοινό φθόγγο. Παρατηρώντας κανείς τη λίστα των συγχορδιών, θα δει ότι ο κανόνας 
εφαρµόζεται πλήρως. Οι αυλοί G3 και G4 τοποθετήθηκαν για να µπορέσει να ισχύσει ο κανόνας 
αυτός. 

Ποικίλα θέµατα προκύπτουν απ’ τη µελέτη του σχήµατος 2.2: 
 
 

Σταθερό και περιστρεφόµενο σύστηµα 
 

Το κυκλικό σύστηµα µε τους αυλούς θα µπορούσε είτε να είναι σταθερό είτε να περιστρέφεται 
κατά τον κατακόρυφο άξονά του.        
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Αν ήταν σταθερό, θα αφηνόταν στην πλήρη στοχαστική συµπεριφορά του ανέµου και η 
κατασκευή του θα ήταν απλούστερη. Τότε θα µπορούσαν κάλλιστα να παρεµβληθούν και άλλοι αυλοί 
µεταξύ των ήδη υπαρχόντων, για να αυξηθεί η πιθανότητα ενεργοποίησης κάποιων από αυτών σε 
δεδοµένο χρονικό διάστηµα.  

Το περιστρεφόµενο σύστηµα προβάλλει ελκυστικό, καθώς µεταβάλλει τη γωνία του µετώπου των 
αυλών µε την κατεύθυνση του άνεµου, µε συνεχή τρόπο (ενώ στο σταθερό σύστηµα είναι διακριτές οι 
τιµές της). Έστω ότι µία ριπή του ανέµου διατηρεί κάποια στιγµή την κατεύθυνση του σχήµατος 2.2 
για 3 δευτερόλεπτα. Αν το σύστηµα έχει ακτίνα 5 m και περιστρέφεται ωρολογιακά, µε γωνιακή 
ταχύτητα 18 RPM, τότε η περιφερειακή ταχύτητα των αυλών θα είναι: 
 

0,3 5 1,5 m/sV r Vω= ⋅ = ⋅ ⇒ =                                                  (2.6) 

 
Το τόξο που θα διανύσει κάθε ένας από τους αυλούς B3, D4 και F#4 σε χρόνο t = 3 sec θα είναι: 
 

4,5 mS V t S= ⋅ ⇒ =                                                          (2.7) 
 

Αυτή η µετακίνηση αντιστοιχεί σε γωνία:  
 

0,9 rad 51,5
S

r

οφ φ φ= ⇒ = ⇒ ≃                                                (2.8) 

 
Αλλά αυτή είναι και η γωνία χωροθέτησης των αυλών στο σχήµα. Άρα σε 3 sec ο άνεµος θα 

ενεργοποιεί τους αυλούς D4, F#4 και A3, αντί για τους B3, D4 και F#4. Έτσι, µε την αλλαγή ενός και 
µόνο φθόγγου, θα έχει αλλάξει και η συγχορδία και το άκουσµα. Αν πάλι ο άνεµος φυσούσε δυνατά 
για 2 sec, σταµατούσε και φυσούσε πάλι δυνατά, στην ίδια κατεύθυνση, µετά από 4 sec, θα είχαν 
προλάβει να έρθουν στο µέτωπό του οι αυλοί F#4, A3, C4. Η τελική εντύπωση στον ακροατή θα ήταν 
οι αλληλουχία συγχορδιών B3 - D4 - F#4 και F#4 - A3 - C4. 

Ένα ερώτηµα µπορεί να τεθεί τώρα για το ποιος θα είναι ο κινητήριος περιστροφικός µηχανισµός. 
Η προφανέστερη απάντηση θα ήταν ένας αθόρυβος ηλεκτροκινητήρας, τροφοδοτούµενος από ρεύµα 
δικτύου ή ηλιακό ρεύµα. Μία ποιο ενδιαφέρουσα προοπτική θα ήταν ένας ανεµοκινητήρας τύπου 
Savonius ή Darrieus [Ι], προσαρµοσµένος απευθείας στον άξονα του συστήµατος. Θα µπορούσε ένα 
αιολικό πάρκο τέτοιων κινητήρων να τροφοδοτούνταν µε αυλούς, για έναν εντυπωσιακό συνδυασµό 
παραγωγής ρεύµατος και µουσικής.  
 
 

Τοποθεσία και µετατροπές 
 

Η µελέτη της τοποθέτησης ενός αιολικού οργάνου αυλών φαίνεται να είναι σε πολλά πράγµατα 
όµοια µε την τοποθέτηση ανεµογεννητριών [Ι]. Το σχήµα 2.3 δείχνει τη συµπεριφορά του ανέµου σε 
πλαγιές, που αποτελούν µία υποσχόµενη τοποθεσία για το µουσικό µας όργανο. Άλλες περιπτώσεις 
είναι οι παραλίες, οι κοιλάδες, οι οροφές 
ψηλών κτηρίων, τα στάδια και οι µεγάλες 
αστικές χαράδρες. Γενικά πρέπει να 
επιλέγεται τόπος στον οποίο οι άνεµοι 
πνέουν δυνατοί και έχουν στρωτή ροή. 
Για τη συµπεριφορά των ανέµων µπορεί 
κανείς να συµβουλευτεί τις 
βιβλιογραφικές αναφορές [Η, Ι]. Εξάλλου 
είδαµε στα αιολικά όργανα (Κεφ. 7, 
Μέρος ΙΙ) ότι τα φλάουτα τύπου 
Helmholtz τοποθετούνταν σε χαρταετούς 
για φτάσουν ψηλά όπου τα αέρια ρεύµατα 
είναι πιο δυνατά και πιο στρωτά.  

Επίσης όπως καθίσταται πλέον 
προφανές, µέσα από την ανάλυση της 
διπλωµατικής, ούτε τα pipe organs, ούτε 
και τα απλοϊκά αιολικά φλάουτα 
χαρταετών ή περιστεριών αρκούνται µόνο 
σε ένα µέλος, όταν επιζητούµε µεγάλη ένταση εκποµπής. Έχουµε δει ότι για να αυξήσουµε την ένταση 

Εικόνα 2.3 

Συµπεριφορά του ανέµου σε πλαγιές. 
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ενός φθόγγου, θα πρέπει να προσθέσουµε σε αυτόν την ηχητική εκποµπή ενός ίδιου φθόγγου ή ακόµα 
καλύτερα των αρµονικών του. Λόγω των εξαιρετικά πολλών αυλών που απαρτίζουν τα stops (Κεφ. 4, 
Μέρος ΙΙ), ένα pipe organ έχει τόσο επιβλητικό και δυνατό ήχο. 

Μπορεί να µοιάζει ουτοπιστικό, αλλά είναι συνάµα ελκυστικό το εγχείρηµα της κατασκευής ενός 
αιολικού οργάνου αυλών σαν αυτό του σχήµατος 2.4. Σε έναν µεγάλο πεζόδροµο, σε ανοικτό χώρο 
µίας πόλης, όπως στο επάνω µέρος της βυθισµένης Αττικής οδού, στο ύψος των Βριλησσίων, µπορεί 
να τοποθετηθεί ένας τρούλος και πάνω του εκατοντάδες αυλοί, στραµµένοι σε πολλές διαφορετικές 
κατευθύνσεις του ανέµου. Με αφετηρία το σχήµα 2.4, µπορούµε να πούµε τα εξής: 
∗ Ο τρούλος πρώτα απ’ όλα στηρίζει όλο το συγκρότηµα των αυλών, των οποίων τα παθητικά άκρα 
διαπερνούν το κέλυφός του κατά ένα µικρό ποσοστό του µήκους τους. 
∗ Οι ακροατές µπορούν να διέρχονται µέσα απ’ τον τρούλο και να βρίσκονται ακριβώς κάτω από τα 
παθητικά άκρα των αυλών, δηλαδή στο πεδίο της ηχητικής τους ακτινοβόλησής. 
∗ Σύµφωνα µε τη µηχανική των ρευστών [Ν], όταν το ρεύµα αέρα συναντήσει τον τρούλο, θα 
οδηγηθεί στην κορυφή του και η ταχύτητά του τοπικά θα αυξηθεί. Το γεγονός αυτό θα ενεργοποιήσει 
ευκολότερα τους αυλούς.  
∗ Η κοιλότητα που σχηµατίζεται στο εσωτερικό µέρος του τρούλου λειτουργεί ως αντηχείο και 
συντονιστής πολλών συχνοτήτων, ώστε να ενισχύει τα παραγόµενα ηχητικά κύµατα. 
∗ Εξάλλου, ο τρούλος αποµονώνει κάποιους από τους θορύβους τόσο του περιβάλλοντος όσο και 
της επίδρασης του ανέµου µε τους αυλούς. 
 

 
2.2   Κατασκευή ορθογώνιου εγκάρσιου αυλού 
 

Στο προηγούµενο κεφάλαιο εκτελέστηκε µία σειρά µετρήσεων σε εγκάρσιο αυλό µε διατοµή 
συντονιστή 19 mm x 23 mm και πλάτος στόµατος ίδιο µε τη µικρότερη πλευρά, δηλ. 19 mm. Πλέον 
ξέρουµε µε ασφάλεια ότι αυξάνοντας τη διατοµή αυξάνουµε την παραγόµενη ένταση [28,32]. Για έναν 
αυλό που εκτίθεται στον άνεµο είναι επιθυµητό να αυξηθεί η ένταση για τη µικρότερη δυνατή πίεση 
πνοής, δηλαδή ταχύτητα αέρα. Επίσης είδαµε ότι οι µπάσοι αυλοί ηχούν καλύτερα και ένας λόγος είναι 
πιθανών το αυξηµένο µέτωπο τους στον αέρα. Με άλλα λόγια µεγαλύτερη παροχή εισέρχεται από 
σχισµή µεγαλύτερου πλάτους και πάχους.  

Αυτή τη φορά µπορούµε να προχωρήσουµε ένα βήµα παραπέρα και να κατασκευάσουµε έναν 
ορθογώνιο εγκάρσιο αυλό στον οποίο το στόµα θα αντιστοιχεί στη µεγαλύτερη πλευρά του. Μάλιστα 
διαλέγουµε το σχέδιο του αυλού C4 και διπλασιάζουµε τη διατοµή του. Τώρα ο αυλός θα έχει πλευρές 
5,3 cm και 10,6 cm. Και ίδιο µήκος συντονιστή. Το στόµα θα έχει πλάτος 10,6 cm (ίδιο µε το πλάτος 
της flue σχισµής). Επίσης προσθέτουµε έναν συγκεντρωτή µε µεγαλύτερη καµπυλότητα από αυτόν του 
αυλού C4. Το επάνω µέρος του συντονιστή φαίνεται στην εικόνα 2.4, προτού τοποθετηθούν τα υπό-
λοιπα στοιχεία. 
 

 
 

Εικόνα 2.4 

Το επάνω µέρος του συντονιστή του ορθογώνιου εγκάρσιου αυλού. 
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Στην εικόνα 2.5 αριστερά φαίνεται η τοποθέτηση του labium, το οποίο επιλέχθηκε να είναι αρκετά 
αιχµηρό, δηλ. 10ο και δεξιά το επάνω µέρος του συγκεντρωτή πριν τοποθετηθεί για να σχηµατίσει τη 
σχισµή.  
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Το επόµενο βήµα είναι η τοποθέτηση του επάνω µέρους του συγκεντρωτή και ο σχηµατισµός της 
σχισµής. Στην εικόνα 2.6 αριστερά φαίνεται ο αυλός στην πλήρη του µορφή και δεξιά η σχισµή όπως 
φαίνεται από το πίσω µέρος του αυλού, χωρίς να έχει τοποθετηθεί το labium.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

Η µία πλευρά του συντονιστή, που περιλαµβάνει και το κάτω µέρος του συγκεντρωτή, αρχικά δεν 
κολλήθηκε µε το υπόλοιπο σώµα ώστε να γίνουν κάποιες δοκιµές µε µεταβλητή διατοµή και έναν µε-
ταβλητό λόγο πλάτους στόµατος – σχισµής προς διατοµή. Η αρχική συναρµολόγηση του αυλού φαίνε-
ται στην εικόνα 2.7, όπου η διατοµή ήταν 3 cm x 10,6 cm.  
 
 
 

∆οκιµές 
 

Ο αυλός δοκιµάστηκε στον περιβάλλον αέρα, όπως οι οκτώ αυλοί της ενότητας 2.1, αρχικά µε 
διατοµή 3 cm x 10,6 cm και διάφορες θέσεις του labium, µε µεταβαλλόµενο πάχος σχισµής. Τα 
αποτελέσµατα ήταν κάπως αναµενόµενα από τη θεωρία. Ο αυλός φαίνεται να δυσκολεύεται πολύ στο 

Εικόνα 2.5 

Αριστερά: Το labium τοποθετηµένο πάνω στο συντονιστή. ∆εξιά: Το επάνω µέρος του συγκεντρωτή πριν 
τοποθετηθεί. 

Εικόνα 2.6 

Αριστερά: Ο ορθογώνιος εγκάρσιος αυλός πλήρως συναρµολογηµένος. ∆εξιά: Η flue σχισµή όπως φαίνεται απ’ 
το πίσω µέρος του αυλού. Το labium δεν είναι τοποθετηµένο.  
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να ενεργοποιηθεί µε έναν τόσο µεγάλο λόγο πλάτους 
στόµατος προς διατοµή. Όταν ο αυλός καταφέρνει να 
παράγει ήχο, τότε η έντασή του είναι αρκετά χαµηλή. 
Ίσως τελικά να µην είναι ο λόγος πλάτους στόµατος 
προς διατοµή το πρόβληµα, όσο το ότι πρέπει να 
υπάρχει ένα ελάχιστο πάχος στη διατοµή κάθε αυλού 
που να επιτρέπει στη δέσµη αέρα (µετά τη flue σχισµή) 
να ταλαντωθεί ελεύθερα.  

∆οκιµάζοντας τον αυλό µε την τελική του 
γεωµετρία (εικόνα 2.6, αριστερά), τα αποτελέσµατα 
είναι πολύ ενθαρρυντικά. Για να πετύχουµε την ίδια 
ένταση ήχου µε τον αντίστοιχο τετραγωνικό αυλό C4 
τοποθετούµε το labium σε µικρότερη απόσταση από τη 
flue σχισµή. Τούτο αυτοµάτως µεταφράζεται σε 
χαµηλότερη ταχύτητα ανέµου. Άρα ο αυλός µπορεί να 
ηχεί σε µεγαλύτερο εύρος Beaufort. Στην προκειµένη 
περίπτωση, µε ριπές ανέµου σε µία κατάσταση 4 
Beaufort η συµπεριφορά ήταν καλή. Εκτός αυτού, η 
µεγαλύτερη παροχή αέρα, που εισέρχεται εντός του 
οργάνου φαίνεται να λειτουργεί θετικά. Όταν η ένταση 
του ανέµου αυξάνεται, έχοντας σταθερή την απόσταση 
W, συµβαίνουν ασθενή overblowing. Αν όµως η 
απόσταση W αυξηθεί καθώς αυξάνεται και η ένταση 
του ανέµου, ο παραγόµενος ήχος έχει ένα πολύ καλό 
επίπεδο έντασης.  

Σύµφωνα µε το κεφ. 7, του µέρους Ι, ο ορθογώνιος 
εγκάρσιος αυλός εµφανίζει συµπεριφορά κυµατοδηγού. 
Με χρήση των σχέσεων (7.37) µπορούµε να βρούµε τις 
ιδιοσυχνότητες των τρόπων που αντιστοιχούν στη µε-
γάλη πλευρά της ορθογώνιας διατοµής: 
 

342
1613 Hz

2 2 0,106

nc n
f f n

l
= = ⇒ =

⋅
,   1, 2,3,...n =   

 
Όπως αναλύθηκε στο κεφ. 4 του ΙΙ µέρους, ο θόρυβος λόγω στροβιλότητας της ροής της δέσµης, το 
edge tone φαινόµενο (κεφ. 5, µέρος ΙΙ) και άλλες συνιστώσες ενεργοποιούν τους εγκάρσιους τρόπους 
στον ακουστικό σωλήνα (συντονιστή) του αυλού. Ο αυλός C4 αντιστοιχεί σε θεµελιώδη συχνότητα 
261,626 Hz και η θεµελιώδης συχνότητα των εγκάρσιων τρόπων θα βρίσκεται κοντά στον 6ο διαµήκη 
τρόπο του ακουστικού σωλήνα, αφού: 1613/261,626=6,17. Τούτο σηµαίνει ότι στο φάσµα συχνοτήτων 
η 6η αρµονική θα φαίνεται ενισχυµένη. Αλλά και ανάµεσα στις υψηλότερες αρµονικές θα εµφανίζονται 
εµβόλιµες κορυφές εξαιτίας των εγκάρσιων τρόπων. Αυτό ενδεχοµένως να βλάπτει το ηχόχρωµα. 
Ωστόσο κάτι τέτοιο δεν παρατηρήθηκε άµεσα κατά τη δοκιµή του αυλού στον άνεµο. Η διατοµή του 
συντονιστή µπορεί να αυξηθεί περισσότερο, αυξάνοντας το πλάτος των µεγάλων πλευρών (10,6 cm). 
Έτσι το µέτωπο του αυλού προς τον άνεµο θα αυξηθεί, αλλά συνάµα και η παραγόµενη ένταση. Όσο 
δοκιµάζουµε κάτι τέτοιο, πρέπει συνεχώς να ελέγχουµε την ποιότητα του ήχου λόγω του συντονισµού 
των εγκάρσιων τρόπων, όπως αναλύθηκε που «λερώνουν» το φάσµα συχνοτήτων.    
 
 

2.3   Simulation 
 

Η εγκάρσια γεωµετρία απαιτεί την τροποποίηση της θεωρίας που παρουσιάστηκε στο κεφ. 4 του 
Μέρους ΙΙ, ώστε να συµπεριληφθεί η αλλαγή κατεύθυνσης της δέσµης ως προς τον άξονα του 
συντονιστή, που εν τέλει επηρεάζει τον τρόπο που επιδρά το ακουστικό πεδίο πάνω στη δέσµη και 
αντίστροφα. Για τις συνοπτικές διαδικασίες που ακολουθούµε στο κεφάλαιο αυτό, µπορούµε να 
δεχθούµε την επίδραση του ακουστικού πεδίου στον εγκάρσιο αυλό ίδια µε του οριζόντιου και να 
χρησιµοποιήσουµε για άλλη µία φορά το τροποποιηµένο µοντέλο του Fletcher (ενότητα 2.9, Μέρος 
ΙΙΙ) για µία πρώτη εκτίµηση της συµπεριφοράς του αυλού C4, µε τις διαστάσεις που δίνονται στον 
πίνακα 2.1. Με τον κώδικα της ενότητας 4.11 του Μέρους ΙΙ, βρίσκουµε για τις τρεις πρώτες γωνιακές 
συχνότητες: 1422 rad/s, 2872 rad/s και 4359 rad/s. Επιλέγουµε µικρή απόσταση W=10 mm. 

Εικόνα 2.7 

Γεωµετρία αυλού µε µεγάλο λόγο πλάτους 
στόµατος-σχισµής προς διατοµή 3 cm x 10,6 
cm. 
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Υπολογίζουµε την απόκριση του αυλού για µικρές ταχύτητες ανέµου. Ανατρέχοντας στον πίνκα 
7.1 του Μέρους ΙΙ, βρίσκουµε τις αντιστοιχίες σε Beaufort [I].  

  
Ταχύτητα 7 m/s 

 
Στη µικρή αυτή ταχύτητα ο αυλός εµφανίζει έναν πολύ ισχυρό τρίτο τρόπο συντονισµού, που 

γρήγορα θα υποχωρήσει, όπως έχει παρατηρηθεί και πειραµατικά [32]. 
 
 

Ταχύτητα 11 m/s 
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Για µία ταχύτητα της τάξεως των 6 Beaufort ο αυλός φαίνεται να ηχεί καλά στη θεµελιώδη του 
συχνότητα. 

 
Ταχύτητα 15 m/s 

 
Στα 7 Beaufort εµφανίζεται η αστάθεια της µετάβασης από την πρώτη κατάσταση στη δεύτερη. 

 
Ταχύτητα 18 m/s 

  
Ταχύτητα 20 m/s 
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Στα 9 Beaufort, όπου ο άνεµος είναι πολύ ισχυρός και προσβάλλει ελαφρές κατασκευές [Ι], o 
αυλός έχει µεταβεί σε κατάσταση overblowing ηχώντας στο φθόγγο C5 (µία οκτάβα ψηλότερα). 

Ο υπολογισµός αυτός είναι ενδεικτικός. Πολλές παραλλαγές διαστάσεων µπορούν να εισαχθούν 
για τον ίδιο αυλό, όπως και παραλλαγές στη µεταβολή ης πίεσης.   

Για τον ορθογώνιο αυλό ο συντονιστής θα έχει ελαφρά χαµηλότερες ιδιοσυχνότητες καθώς 
αυξάνεται η διατοµή και µεγαλώνει η διόρθωση µήκους. Με τον κώδικα της 4.11 (Μέρος ΙΙ) 
παίρνουµε: 1334 rad/s, 2734 rad/s και 4198 rad/s. Εκτελούµε τους υπολογισµούς για τις ίδιες 
ταχύτητες ανέµου. 

 

Ταχύτητα 11 m/s 
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Ταχύτητα 18 m/s 

 

 
Ταχύτητα 20 m/s 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2.4  Κοίλος εγκάρσιος αυλός 
 

Προχωρώντας ακόµη ένα βήµα. Ο ορθογώνιος αυλός της προηγούµενης ενότητας θα µπορούσε να 
είχε κοίλες τις µεγάλες του πλευρές, ώστε να λάµβανε τη µορφή του σχήµατος 2.5. Τα τόξα των 
µεγάλων τµηµάτων θα ήταν πολύ µεγαλύτερα από τα πλάτη των πλευρών του ορθογώνιου αυλού, µε 
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αποτέλεσµα η διατοµή του συντονιστή να ήταν πολύ µεγαλύτερη, αλλά σε ένα πιο αισθητικό 
αποτέλεσµα. Η κοιλότητα που θα δηµιουργείτο θα εγκλώβιζε το ρεύµα αέρα, αυξάνοντας τοπικά την 
πίεση προ του συγκεντρωτή και προ της flue σχισµής. Η κυρτότητα των κοίλων επιφανειών και άρα 
της διατοµής θα έπρεπε να είναι µικρού βαθµού, ώστε να µην σχηµατίζεται στα άκρα της σχισµής 
µεγάλη γωνία µεταξύ του µετώπου τους και της κατεύθυνσης του ανέµου.  

 

 
Σχήµα 2.5 

Κοίλος εγκάρσιος αυλός. Οι µεγάλες πλευρές του ορθογώνιου εγκάρσιου αυλού αντικαταστάθηκαν µε κοίλα τµή-
µατα. 

 
 
2.5  Συζήτηση και περαιτέρω εργασία 
 

Όπως ήταν αναµενόµενο, το θέµα της κατασκευής ενός µουσικού πνευστού οργάνου, που θα 
διεγείρεται από τη στοχαστική συµπεριφορά του ανέµου, δεν µπόρεσε να εξαντληθεί στα πλαίσια µίας 
διπλωµατικής, που θίγει τα βασικά µόνο ζητήµατα. Ωστόσο, τα βήµατα είναι πολύ σηµαντικά πάνω 
απ’ όλα ως προς τη γνώση που αποκτήθηκε σχετικά µε τη λειτουργία των air-jet  πνευστών, αλλά και 
γενικότερα των µουσικών οργάνων. Ύστερα και από τα πειράµατα και τις δοκιµές µπορούµε να 
καταλήξουµε στα εξής: 
∗ Κάποιος θα µπορούσε να µετατρέψει το πόδι ενός οριζόντιου αυλού σε συγκεντρωτή αέρα και να 
εκθέσει το όργανο παράλληλα µε την κατεύθυνση του ανέµου. Τότε όµως το παθητικό άκρο θα έπρεπε 
να είχε τη µορφή του σχήµατος 2.6, αν θέλαµε η ηχητική του ακτινοβόληση να στρέφεται προς τα 
κάτω και όχι παράλληλα µε το έδαφος. Το πλεονέκτηµα σε µία τέτοια περίπτωση είναι ότι θα κερδί-
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ζαµε επιπλέον την ακτινοβόληση από το στόµα, αν το άνοιγµά του ήταν προς τα κάτω. Το σύστηµα θα 
µπορούσε να περιστρέφεται µε τη βοήθεια πετάσµατος – πτερυγίου προσανατολισµού.     
∗ Πειραµατικές µετρήσεις µπορούν να γίνουν µε ορθογώνιους εγκάρσιους αυλούς µεταβλητής 
διατοµής, τόσο ως προς το µέγεθος, όσο και ως προς τη µορφή (σχήµα 2.5). Η διατοµή µπορεί να είναι 
επίσης και τριγωνική, αλλά ποτέ κυκλική. 
 

 
Σχήµα 2.6 

Οριζόντιος αυλός στραµµένος κατά τη φορά του ανέµου για παραγωγή ήχου, του οποίου η ακτινοβόληση γίνεται 
τόσο από το παθητικό άκρο, όσο και απ’ το στόµα. Ο αυλός θα µπορούσε να διαθέτει πέρασµα (πτερύγιο) προσα-
νατολισµού.  
 
 
 
∗ Μία πιο αναλυτική εργασία θα περιλάµβανε ακριβή υπολογιστικά µοντέλα όλων αυτών των 
σχηµάτων, ώστε να µελετηθεί η συµπεριφορά τους.  
∗ Ανεµολογικά δεδοµένα [Ι] θα ήταν απαραίτητο να συλλεχθούν αν επρόκειτο να εγκατασταθεί ένα 
συγκρότηµα αυλών σε µία συγκεκριµένη τοποθεσία. 
∗ Τµήµατα όπως το labium, ή η flue exit θα µπορούσαν να είναι κινητά από αυτοµατοποιηµένο σύ-
στηµα ώστε να χαλιναγωγούν όσο πιο αποδοτικά γίνεται την πνοή του ανέµου, αυξοµειώνοντας την 
ένταση όποτε είναι επιθυµητό, µεταβαίνοντας κατά βούληση σε overblowing, εµπλουτίζοντας 
αρµονικά τον ήχο κ.α.  
∗ Εφαρµογή των αρχών της συνδυαστικής ανάλυσης και χρήση φίλτρων που αποκλείουν µη 
αποδεκτούς από τη µουσική αρµονία συνδυασµούς, θα διευκόλύναν το σχεδιασµό διατάξεων πολύ-
πλοκων συγκροτηµάτων αυλών .    
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Το βιβλιογραφικό υλικό έχει ταξινοµηθεί αλφαβητικά σύµφωνα µε το επώνυµο του (κύριου) 
συγγραφέα και χρονολογικά για υλικό του ιδίου συγγραφέα. 
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