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Περίληψη 

 Η εργασία έγινε σε συνεργασία του Εργαστηρίου 

Βιορευστοµηχανικής της Σχολής Μηχανολόγων Μηχανικών του Ε.Μ.Π. 

(∆/ντής Καθηγητής Σ. Τσαγγάρης) µε το Εργαστήριο Πειραµατικής 

Χειρουργικής του Ιδρύµατος Ιατροβιολογικών Ερευνών της Ακαδηµίας 

Αθηνών (∆/ντής Οµ. Καθηγητής Π. Καραγιαννάκος). 

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία γίνεται εκτενής 

βιβλιογραφική επισκόπηση µεθοδολογιών οι οποίες σχετίζονται µε την 

τριδιάστατη ανακατασκευή αγγείων από διεπίπεδη αγγειογραφία. 

Το πρόβληµα, το οποίο πρέπει να αντιµετωπιστεί είναι ο 

προσδιορισµός της τριδιάστατης γεωµετρίας αγγείων από τις προβολές 

που λαµβάνονται από την διεπίπεδη αγγειογραφία αυτών, όπου η 

σχέση που συνδέει τα δύο συστήµατα αναφοράς θεωρείται άγνωστη. 

Στη συνέχεια γίνεται επιλογή µεθοδολογίας και γράφεται 

υπολογιστικός κώδικας για την εφαρµογή της. Γίνεται εφαρµογή της 

µεθοδολογίας σε ιδεατή γεωµετρία, και στη συνέχεια σε πραγµατικές 

γεωµετρίες. Οι πραγµατικές γεωµετρίες λαµβάνονται από διεπίπεδη 

αγγειογραφία, αφού προηγουµένως γίνεται κατάλληλη επεξεργασία των 

εικόνων.  

 Ο συγγραφέας είναι ευγνώµων στον Υ.∆. ∆ιπλ. Μηχανολόγο 

Μηχανικό Θ. Μάνο για τη διάθεση πειραµατικού υλικού. 
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Summary 

 This work is fulfilled in cooperation of the Laboratory of 

Biofluidmechanics of the School of Mechanical Engineering of NTUA 

(Director Professor S. Tsangaris) with the Center of Experimental 

Surgery of the Biomedical Research Foundation of Academy of Athens 

(Director Professor Emer. P. Karayannacos).   

In the present thesis, extensive bibliographic review of 

methodologies that are related with the three-dimensional 

reconstruction of vessels from biplane angiography is done. 

The problem under consideration is the determination of the 3D 

vessel geometry from their projections obtained by biplane angiography, 

where the relation that connects the two systems of coordinates is 

considered unknown.   

A proper method is chosen and a corresponding algorithm is 

developed. The methodology is applied to ideal geometries and to real 

geometries, as well. The real geometry is obtained from biplane 

angiography with proper image processing. 

 The author is grateful to Phd student, Mechanical Engineer T. 

Manos, who provided experimental stuff. 
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1 Εισαγωγή 

1.1 Σκοπός Εργασίας 

Η πλειονότητα των συνθετικών αρτηριοφλεβικών µοσχευµάτων 

αποφράσσονται εντός 18 µηνών από την τοποθέτησή τους, κυρίως 

λόγω ινοµυϊκής υπερπλασίας στη φλεβική αναστόµωση. Παρά το 

µεγάλο µέγεθος του προβλήµατος, δεν υπάρχουν µέχρι σήµερα 

αποτελεσµατικά µέσα για την πρόληψη ή τη θεραπεία της ινοµυϊκής 

υπερπλασίας. Αυτό οφείλεται σε µεγάλο βαθµό στην έλλειψη επαρκούς 

γνώσης σχετικά µε την παθοφυσιολογία της ινοµυϊκής υπερπλασίας σε 

αιµοδυναµικό, κυτταρικό και µοριακό επίπεδο.  

∆ιάφοροι παράγοντες έχουν ενοχοποιηθεί για την ανάπτυξη 

ινοµυϊκής υπερπλασίας, οι σηµαντικότεροι από τους οποίους είναι ο 

µηχανικός τραυµατισµός του αγγείου, η διαφορά ενδοτικότητας µεταξύ 

µοσχεύµατος και αγγείου και η διαταραχή των αιµοδυναµικών 

συνθηκών στην περιοχή της αναστόµωσης. Η διαταραχή αυτή 

χαρακτηρίζεται από στροβιλώδη ροή, περιοχές υψηλών και χαµηλών 

διατµητικών τάσεων, διαχωρισµό ροής και υψηλή σφυγµική 

καταπόνηση. Οι παράγοντες αυτοί έχουν µελετηθεί εκτενώς στην 

περίπτωση των περιφερικών αρτηριακών παρακάµψεων, η συµµετοχή 

τους όµως στην ανάπτυξη ινοµυϊκής υπερπλασίας στη φλεβική 

αναστόµωση αρτηριοφλεβικών µοσχευµάτων δεν έχει ακόµη 

διερευνηθεί επαρκώς.  
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Οι τοπικές αιµοδυναµικές συνθήκες επηρεάζουν άµεσα τη 

βιολογική συµπεριφορά του αγγειακού τοιχώµατος. Στο πλαίσιο αυτό, 

έχουν εντοπιστεί πολλά γονίδια, η έκφραση των οποίων προάγεται ή 

αναστέλλεται ανάλογα µε το επίπεδο των διατµητικών τάσεων (shear 

stress) και της σφυγµικής καταπόνησης (cyclic strain). Οι γνώσεις αυτές 

προέρχονται κατά το µεγαλύτερο µέρος από πειράµατα σε κυτταρικές 

σειρές και δεν έχουν επιβεβαιωθεί in vivo. Επιπλέον, δεν έχει 

επιβεβαιωθεί in vivo η συµµετοχή των γονιδίων αυτών στην ανάπτυξη 

ινοµυϊκής υπερπλασίας.  

Σε ότι αφορά τη γεωµετρία των αναστοµώσεων, προκαταρκτικές 

µελέτες σε µαθηµατικά και πειραµατικά µοντέλα έχουν δείξει ότι η µη 

επίπεδη γεωµετρία τελικοπλάγιων αναστοµώσεων είναι πιθανό να 

παρουσιάζει αιµοδυναµικά πλεονεκτήµατα σε σχέση µε την κλασική, 

επίπεδη γεωµετρία. Λόγω ανεπαρκούς τεκµηρίωσης, µία τέτοια 

γεωµετρία στην κατασκευή των αναστοµώσεων δεν έχει ακόµη 

εφαρµοστεί στην κλινική πράξη.  

Από τα παραπάνω είναι εµφανές ότι πολύ βασικό κοµµάτι της 

έρευνας σχετικά µε τον ρόλο της αιµοδυναµικής στην ανάπτυξη της 

ινοµυϊκής υπερπλασίας στη φλεβική αναστόµωση των αρτηριοφλεβικών 

µοσχευµάτων, αποτελεί ο ακριβής υπολογισµός της ροής, δηλαδή ο 

προσδιορισµός της ταχύτητας, της κατανοµής των διατµητικών τάσεων 

και του στροβιλισµού. Για την επίλυση χρησιµοποιούνται µέθοδοι της 
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υπολογιστικής δυναµικής των ρευστών και απαιτείται η γνώση της 

γεωµετρίας των αγγείων.  

Ένας από τους κλασικούς τρόπους απεικόνισης των αγγείων 

είναι η διεπίπεδη αγγειογραφία, η οποία συνίσταται στην προβολή του 

αγγείου σε δύο επίπεδα µε χρήση µιας πηγής ακτινοβολίας και ενός 

σκιαγραφικού µέσου. Στη συνέχεια µπορούν να προσδιορισθούν 

χαρακτηριστικά σηµεία στις δύο προβολές, από τα οποία µέσω 

επεξεργασίας µε κατάλληλο αλγόριθµο εξάγεται η επιθυµητή 

τριδιάστατη γεωµετρία. Η γεωµετρία αυτή κατόπιν µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί ως δεδοµένη για την επίλυση της ροής µε κάποιον 

κώδικα υπολογιστικής ρευστοµηχανικής. 

 

1.2 Βιβλιογραφική Ανασκόπηση 

 Η βιβλιογραφία που µελετήθηκε αποτελείται κατά το 

µεγαλύτερο µέρος της από δηµοσιεύσεις  οι οποίες σχετίζονται µε 

µεθοδολογίες τριδιάστατης ανακατασκευής αγγείων. Στην εργασία [1] οι 

C.E.Metz & L.E.Fencil περιγράφουν µέθοδο για τον προσδιορισµό της 

διεπίπεδης γεωµετρίας προβολής και της δοµής επιλεγµένων σηµείων 

του αντικειµένου. Στη µέθοδο αυτή πρέπει να βρεθούν η απόσταση 

σηµείου εστίασης – επιπέδου προβολής και η αρχή των αξόνων του 

επιπέδου προβολής για κάθε όψη. Έπειτα πρέπει να βρεθούν µε 

ακρίβεια οι θέσεις απεικόνισης οχτώ ή περισσότερων σηµείων και στις 

δύο προβολές. Υπολογίζεται ο πίνακας [Q] και στη συνέχεια οι τέσσερις 
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πιθανοί συνδυασµοί του µοναδιαίου διανύσµατος µετατόπισης tˆ* και 

του πίνακα στροφής [R]. Οι συντεταγµένες των σηµείων του 

αντικειµένου (εκφρασµένες σε µονάδες απόστασης των σηµείων 

εστίασης) υπολογίζονται για κάθε συνδυασµό [R], *
t̂ και επιλέγεται το 

σύνολο των συντεταγµένων που έχουν φυσική σηµασία. Η 

προτεινόµενη προσέγγιση περιλαµβάνει προσθήκες και αλλαγές στις 

µεθόδους των Longuet – Higgins και Tsai – Huang. Αρχικά, οι Metz – 

Fencil όρισαν το πρόβληµα µε όρους διεπίπεδης ραδιογραφίας και 

καθόρισαν τα συστήµατα συντεταγµένων και τις αρχικές πληροφορίες 

που είναι απαραίτητες για συστήµατα ραδιογραφικής απεικόνισης. 

Τόνισαν, επίσης, διάφορους µαθηµατικούς περιορισµούς για τις 

γραµµές του [Q] και έδειξαν τον τρόπο, µε τον οποίο µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν για την εξαγωγή βελτιωµένων λύσεων για τα στοιχεία 

των [R] και tˆ* . Τέλος, σηµείωσαν ότι µικρά σφάλµατα στα στοιχεία των 

[R] και tˆ* θα επηρεάσουν την ακρίβεια υπολογισµού των 3D θέσεων 

των σηµείων του αντικειµένου, µε τρόπο που εξαρτάται από τις 

χρησιµοποιούµενες σχέσεις και ότι η επίδραση των σφαλµάτων αυτών 

πρέπει να περιοριστεί. 

Οι Solzbach et al  στην εργασία [2] αναπτύσσουν µια διαδικασία 

προσοµοίωσης µέσω υπολογιστή για τον υπολογισµό της τριδιάστατης 

δοµής των στεφανιαίων αρτηριών, µε τη χρήση ενός διεπίπεδου 

πολυδιευθυντικού ισοκεντρικού συστήµατος ακτίνων-Χ. Ο αλγόριθµος 

χρησιµοποιεί τη γεωµετρία του συστήµατος ακτίνων-Χ και τις 
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αλληλουχίες αντίστοιχων σηµείων των στεφανιαίων αρτηριών από δύο 

αγγειογραφίες, οι οποίες ελήφθησαν υπό διαφορετικές οπτικές γωνίες. 

Η αναγνώριση των αντίστοιχων σηµείων απλοποιείται σηµαντικά από 

τον υπολογισµό και την απεικόνιση των ευθειών τοµής του οµοεστιακού 

επιπέδου µε τις οθόνες προβολής στην οθόνη του υπολογιστή. Για την 

ελαχιστοποίηση του ολικού αριθµού των απαραίτητων αντίστοιχων 

σηµείων χρησιµοποιήθηκαν καµπύλες Bezier για να προσοµοιωθούν οι 

τροχιές των στεφανιαίων τµηµάτων ανάµεσα σε γειτονικά αντίστοιχα 

σηµεία. Η προβολή της προκύπτουσας 3D δοµής βρέθηκε οτι είναι σε 

πολύ καλή συµφωνία µε τις 2D τροχιές των στεφανιαίων αρτηριών στις 

αγγειογραφίες, ενώ η µέθοδος εφαρµόστηκε σε 10 περιπτώσεις για την 

εύρεση των καλύτερων όψεων πριν από αγγειοπλαστική. 

Οι K.R.Hoffmann et al [3] παρουσιάζουν µια τεχνική που 

βασίζεται στη µέθοδο που ανέπτυξαν οι Metz - Fencil για την εκτίµηση 

της τριδιάστατης γεωµετρίας απεικόνισης και της τριδιάστατης 

γεωµετρίας αντικειµένου από επίπεδα διεπίπεδης αγγειογραφίας. Η νέα 

µέθοδος εισάγει την 3D διάρθρωση σηµείων που υπολογίζει η τεχνική 

Metz - Fencil ως αρχική εκτίµηση. Έπειτα γίνεται χρήση ένός 

αλγορίθµου τύπου ‘Προκρούστη’, ώστε να µετατοπίσει, στρέψει και 

µεγεθύνει ή σµικρύνει την διάρθρωση µέχρι να ευθυγραµµιστεί βέλτιστα 

µε το σύνολο των γραµµών που ενώνει το σηµείο εστίασης µε το 

αντίστοιχο σύνολο σηµείων της εικόνας. Αυτή η διαδικασία 

ευθυγράµµισης εφαρµόζεται ξεχωριστά για κάθε προβολή. Η στροφή 
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και η µετατόπιση που συνδέουν τις δύο προβολές υπολογίζεται πάλι 

από τον αλγόριθµο ‘Προκρούστη’. Τα βήµατα αυτά εφαρµόζονται 

επαναληπτικά. Οι εκτιµήσεις έγιναν βάσει προσοµοιώσεων Monte Carlo 

και µελετών σε µοντέλα. 

Με την τεχνική που παρουσιάζουν µειώνεται το απόλυτο 3D 

σφάλµα, το σφάλµα σχετικής διόρθωσης, το γωνιακό σφάλµα στην 

εκτίµηση του διανύσµατος µετατόπισης του σηµείου εστίασης και του 

τανυστή στροφής, σε σχέση µε την τεχνική Metz – Fencil, και είναι της 

τάξης του 3%, 1.5mm και των 5ο και 3ο, αντίστοιχα. Τα αποτελέσµατα 

της µεθόδου βελτιώνονται, αν χρησιµοποιηθούν τα πρόσθετα κριτήρια 

ότι όλα τα σηµεία στην ανακατασκευασµένη διάρθρωση πρέπει να 

βρίσκονται µπροστά και από τα δύο σηµεία εστίασης και ότι το µέγεθος 

του ανακατασκευασµένου αντικειµένου πρέπει να είναι σχεδόν ίσο µε 

του πραγµατικού. Τέλος, φαίνεται ότι τα αποτελέσµατα της βελτιωµένης 

τεχνικής είναι ακριβέστερα της βασικής σε όλα τα επίπεδα, όταν το 

σφάλµα των δεδοµένων της εικόνας εισαγωγής είναι µεγαλύτερο των 

0.0035cm. 

Οι S.Y.J.Chen & C.E.Metz [4] ανέπτυξαν µια τεχνική για την 

ακριβή εκτίµηση της τριδιάστατης διεπίπεδης γεωµετρίας απεικόνισης 

και την ανακατασκευή αντικειµένων µε βάση τις αντίστοιχες προβολές 

που ελήφθησαν σε τυχαίες κατευθύνσεις, χωρίς την ανάγκη 

βαθµονόµησης. Οι απαιτούµενες αρχικές πληροφορίες για τον 

καθορισµό της διεπίπεδης γεωµετρίας απεικόνισης περιλαµβάνουν (α) 
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την απόσταση µεταξύ κάθε σηµείου εστίασης και του αντίστοιχου 

επιπέδου προβολής, (β) το µέγεθος του pixel, (γ) την απόσταση µεταξύ 

των δύο σηµείων εστίασης ή µια γνωστή 3D απόσταση µεταξύ δύο 

σηµείων στις προβολές και (δ) για κάθε προβολή, µια προσέγγιση του 

λόγου µεγέθυνσης. 

Η µέθοδος απαιτεί τη γνώση πέντε ή περισσότερων αντίστοιχων 

σηµείων του αντικειµένου στις δυο προβολές. Στη συνέχεια γίνεται 

εφαρµογή ενός περιορισµένου µη γραµµικού αλγορίθµου 

βελτιστοποίησης για τη λήψη της βέλτιστης εκτίµησης της διεπίπεδης 

γεωµετρίας απεικόνισης µε τη µορφή ενός τανυστή περιστροφής και 

ενός διανύσµατος µεταφοράς που χαρακτηρίζουν την θέση και τον 

προσανατολισµό του ενός συστήµατος ως προς το άλλο. Η ακρίβεια της 

µεθόδου αξιολογήθηκε µε χρήση ενός αρτηριακού δέντρου που 

προσοµοιώθηκε σε ηλεκτρονικό υπολογιστή. 

Οι Merle et al [5] παρουσιάζουν µια τεχνική τριδιάστατης 

ανακατασκευής του σκελετού του στεφανιαίου δέντρου από δύο σειρές 

προβολών ακτίνων - Χ, που λαµβάνονται από ένα τυπικό µονοεπίπεδο 

αγγειογραφικό σύστηµα. Τα κύρια βήµατα της προτεινόµενης µεθόδου 

είναι η αυτόµατη εξαγωγή των αρτηριακών σκελετών και από τις δύο 

προβολές, η επισήµανση των αγγειακών διακλαδώσεων και η ιεραρχική 

περιγραφή κάθε διδιάστατου σκελετού, και τελικά η αντιστοίχηση και η 

τριδιάστατη ανακατασκευή των κύριων αγγειακών αξόνων. Η 

ανακατασκευή βασίζεται σε ένα παραµορφώσιµο µοντέλο, όπου οι 
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αρχικές τριδιάστατες καµπύλες που αντιπροσωπεύουν τα αγγεία 

δηµιουργούνται χρησιµοποιώντας µόνο ένα σύνολο αντίστοιχων 

σηµείων και βελτιστοποιούνται σύµφωνα προς τις δύο προβολές, κατά 

τέτοιον τρόπο ώστε οι προβολές της τελικής τριδιάστατης καµπύλης να 

ταιριάζει στις κεντρικές γραµµές των αγγείων. 

Η εργασία των C.J.Slager et al [6] προτείνει µια µέθοδο για 

τριδιάστατη ανακατασκευή στεφανιαίων αρτηριών ασθενών, η οποία 

µπορεί να επιτευχθεί µε τη σύνθεση δεδοµένων από διεπίπεδη 

αγγειογραφία και ενδοαγγειακό υπέρηχο (ANGUS). Ένας καθετήρας 

χρησιµοποιείται για την λήψη εικόνων IVUS στην κορυφή του κύµατος R 

του ηλεκτροκαρδιογραφήµατος από 16 ασθενείς, οι οποίοι 6 µήνες 

νωρίτερα είχαν υποβληθεί σε εµφύτευση stent. Με την βοήθεια ακτίνων 

Χ καταγράφονται οι θέσεις του καθετήρα καθώς εξέρχεται µε σταθερή 

ταχύτητα από το αγγείο, όπως περιγράφεται στη συνέχεια. Στην πιο 

αποµακρυσµένη θέση του καθετήρα λαµβάνεται ένα ζεύγος εικόνων 

διεπίπεδης αγγειογραφίας στο τέλος της διαστολής, το οποίο καθορίζει 

την τριδιάστατη θέση του καθετήρα στην αρχή της εξόδου. Μόλις 

ξεκινήσει η έξοδος του καθετήρα, χρησιµοποιείται διεπίπεδη 

ακτινογραφική κινηµατογράφηση µε ρυθµό 25 λήψεις ανά 

δευτερόλεπτο, ώστε να καταγραφούν οι διαδοχικές θέσεις του 

καθετήρα. Ταυτόχρονα λαµβάνεται η αγγειογραφία, εγχέοντας 

χειροκίνητα σκιαγραφική ουσία µέσα από τον οδηγό καθετήρα. Από 

αυτές τις εικόνες λαµβάνεται η τριδιάστατη τροχιά του καθετήρα κατά 
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την έξοδό του, άρα και η µορφή της κεντρικής γραµµής του υπό εξέταση 

αγγείου. Στη συνέχεια, από τις εικόνες του IVUS λαµβάνεται το 

περίγραµµα του αγγειακού αυλού ή του stent σε διάφορες θέσεις και 

συνδυάζεται µε την τριδιάστατη τροχιά. Κατόπιν, η στροφή της 

ανακατασκευής βελτιστοποιήθηκε µε ποσοτικό ταίριασµα των ιχνών της 

3D ανακατασκευής µε τις πραγµατικές διεπίπεδες εικόνες. 

Συµπερασµατικά, η µέθοδος ANGUS δίνει ποιοτικά και ποσοτικά 

ακριβείς τριδιάστατες ανακατασκευές των στεφανιαίων αρτηριών στην 

πλειοψηφία των ασθενών. 

 

 

Σχήµα 1-1. Ενδεικτικές εικόνες συνδυασµένης διεπίπεδης αγγειογραφίας 

και ενδοαγγειακού υπέρηχου (ANGUS). Στο πάνω τµήµα της εικόνας 
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διακρίνονται οι δύο αγγειογραφικές προβολές, ενώ στο κάτω αριστερά 

φαίνεται η εικόνα που λαµβάνουµε από τον ενδοαγγειακό υπέρηχο. 

Κάτω δεξιά φαίνονται οι εικόνες του υπερήχου κατά µήκος της κεντρικής 

γραµµής. 

 

Οι A.Sharwal & A.P.Dhawan [7] αναπτύσσουν έναν αλγόριθµο 

τριών βηµάτων για τριδιάστατη ανακατασκευή αρτηριακού δέντρου 

χρησιµοποιώντας δύο τυπικές προβολές. Το πρώτο βήµα είναι ο 

διαχωρισµός µε βάση την ανάλυση (multi - resolution segmentation) 

των αγγείων που ακολουθείται από την ανίχνευση του µέσου άξονα 

κατά µήκος ολόκληρου του αρτηριακού δέντρου και για τις δύο 

προβολές. Στο δεύτερο βήµα, αγγειακά δέντρα από τις δύο προβολές 

καταχωρούνται χρησιµοποιώντας αναπαράσταση µέσου άξονα στην 

χειρότερη ανάλυση για να ληφθεί µια πρώτη 3D ανακατασκευή. Αυτή η 

αρχική ανακατασκευή στην χειρότερη ανάλυση στη συνέχεια 

µεταβάλλεται χρησιµοποιώντας γεωµετρικές πληροφορίες που είναι εκ 

των προτέρων γνωστές. Στο τρίτο βήµα, η τροποποιηµένη 

ανακατασκευή προβάλλεται στο επόµενο καλύτερο επίπεδο ανάλυσης 

του µέσου άξονα και λαµβάνεται µια νέα τριδιάστατη ανακατασκευή 

στην καλύτερη ανάλυση. Η διαδικασία επαναλαµβάνεται µέχρι η τελική 

τριδιάστατη ανακατασκευή να ληφθεί στο υψηλότερο επίπεδο 

ανάλυσης. 
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Οι Z.Chen & S.Molloi [8] περιγράφουν τη διαδικασία 

ανακατασκευής αγγειακού δέντρου από υπολογιστικές τοµογραφικές 

αγγειογραφικές εικόνες, η οποία αποτελείται από διάφορα στάδια. Στο 

πρώτο στάδιο γίνεται τοποθέτηση της µιας πάνω στην άλλη 

τοµογραφιών, ακολουθεί ο τριδιάστατος διαχωρισµός της εικόνας, 

τριδιάστατη λέπτυνση και «κλάδεµα» του σκελετού. Στη συνέχεια 

προχωρά στην κατασκευή του δέντρου, η οποία µπορεί να εκτελεστεί 

αυτόµατα. Είναι επιθυµητό κυβικό ή σχεδόν κυβικό πλέγµα, το οποίο 

µπορεί να προκύψει εκτελώντας τριδιάστατη παρεµβολή σε έναν όγκο 

δεδοµένων. Για την οπτικοποίηση της κατανοµής έντασης µιας 3D 

εικόνας, χρησιµοποιείται µια παρεµβολή µέγιστης έντασης (MIP). Μέσω 

του διαχωρισµού, το αντικείµενο αποσπάται από το περιβάλλον σε µια 

δυαδική µορφή, η οποία µπορεί να οπτικοποιηθεί µε τριδιάστατη 

ισοεπιφανειακή τεχνική. Η απόδοση του διαχωρισµού είναι σηµαντική 

για µια αυτοµατοποιηµένη διαδικασία. Ο σκελετός ή οι κεντρικές 

γραµµές των αγγείων µπορούν να ληφθούν χρησιµοποιώντας έναν 

αλγόριθµο λέπτυνσης. Ένας αλγόριθµος «κλαδέµατος» του σκελετού 

µπορεί να διαγράψει σπείρες, κύκλους, µεµονωµένα τµήµατα και 

τµήµατα µη - µοναδιαίου πλάτους από τους σκελετούς. Αυτόµατος 

προσδιορισµός του σηµείου του σηµείου εκκίνησης στην ανακατασκευή 

δέντρου µπορεί να γίνει λαµβάνοντας υπόψη την αρχική (πραγµατική) 

3D εικόνα µε διαβαθµίσεις του γκρι, την 3D δυαδική εικόνα και τους 

κοµµένους σκελετούς. Μια φυσιολογική ρίζα αρτηριακού δέντρου 
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προϋποθέτει µέγιστη ένταση και µέγιστη διάµετρο. Συνυπολογίζοντας 

τα αρχικά 3D δεδοµένα, το αγγειακό δέντρο µπορεί να εµπλουτιστεί µε 

ποσοτικά στοιχεία, όπως τιµές διαµέτρων, µηκών και γωνιών 

διακλάδωσης. Ως αποτέλεσµα, η συνολική διαδικασία, από τις 

υπολογιστικές τοµογραφίες ως το αγγειακό δέντρο που περιέχει τιµές, 

είναι πλήρως αυτοµατοποιηµένη. Σε κάθε στάδιο, 2D/3D προβολές είναι 

διαθέσιµες για την οπτική επιθεώρηση των ενδιάµεσων 

αποτελεσµάτων. 

Οι K.R.Hoffmann et al [9] αναπτύσσουν ένα σύστηµα για την 

παροχή τριδιάστατων αγγειακών δεδοµένων από διεπίπεδες 

αγγειογραφίες. Αυτά τα δεδοµένα µπορούν να παράσχουν επιτόπου 

ποσοτικοποίηση και οπτικοποίηση του τριδιάστατου αγγειακού δέντρου 

και να συµπληρώσουν υπάρχοντα τοµογραφικά τριδιάστατα αγγειακά 

δεδοµένα, όπου αυτά παρέχονται. Μετά την λήψη των διεπίπεδων 

εικόνων, προσδιορίζονται και σηµειώνονται από τον χρήστη οι κεντρικές 

γραµµές των υπό εξέταση αγγείων. Οι κεντρικές γραµµές που 

σηµειώνονται προσαρµόζονται µε χρήση κυβικών splines. Από το 

ζεύγος των 2D κεντρικών γραµµών πρέπει να καθοριστεί η γεωµετρία 

προβολής, ώστε να µπορεί να δηµιουργηθεί η 3D κεντρική γραµµή. 

Στην εργασία τους παρουσιάζουν µια νέα τεχνική που απαιτεί τον 

ορισµό της κεντρικής γραµµής ενός µόνο αγγείου και στις δυο προβολές 

για την εύρεση της γεωµετρίας προβολής. Χρησιµοποιούν τις 

πληροφορίες πλαισίου που παρέχονται από τον κατασκευαστή (όπως 
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γωνίες RAO/LAO και cranial/caudal και µεγεθύνσεις) ως αρχική 

εκτίµηση της γεωµετρίας, η οποία βελτιστοποιείται µε χρήση των 

τεσσάρων άκρων των ορισµένων κεντρικών γραµµών. Με χρήση της 

γεωµετρίας προβολής τα αντίστοιχα σηµεία κατά µήκος των κεντρικών 

γραµµών του αγγείου στις δυο προβολές καθορίζονται κατά µήκος της 

κεντρικής γραµµής ολόκληρου του αγγείου µέσω επιπολικών 

περιορισµών. Τα αντίστοιχα σηµεία τριγωνοποιούνται µε χρήση της 

γεωµετρίας απεικόνισης που υπολογίστηκε για την παραγωγή των 

τριδιάστατων κεντρικών γραµµών. Με αυτήν την τεχνική το µέσο 

σφάλµα µεταξύ των πραγµατικών 2D δεδοµένων και των δεδοµένων 

από την προβολή της ανακατασκευασµένης 3D κεντρικής γραµµής 

(µετά την βελτιστοποίηση της γεωµετρίας προβολής) είναι µικρότερο 

του ενός pixel. Εποµένως, τα 3D δεδοµένα είναι σε συµφωνία µε τις 

προβολές και αποκαλύπτουν τις διακλαδώσεις του αγγείου. 

Στην εργασία των C.V.Bourantas et al [10] γίνεται περιγραφή µιας 

νέας µεθόδου τριδιάστατης ανακατασκευής στεφανιαίων αρτηριών και η 

ποσοτική επαλήθευσή της. Η προσέγγισή τους βασίζεται στην σύνθεση 

δεδοµένων που παρέχονται από τοµές ενδοαγγειακού υπερήχου (IVUS) 

και διεπίπεδων αγγειογραφιών. Χρησιµοποιείται ένας συγκεκριµένος 

αλγόριθµος τµηµατοποίησης για τον προσδιορισµό των περιοχών 

ενδιαφέροντος στις τοµές IVUS. Μια νέα µεθοδολογία εισάγεται επίσης 

για την ακριβή εξαγωγή της τροχιάς του καθετήρα. Συγκεκριµένα, 

χρησιµοποιείται µια κυβική B-spline για την προσέγγιση της τροχιάς του 
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καθετήρα σε κάθε διεπίπεδη προβολή. Κάθε καµπύλη B-spline 

σαρώνεται κάθετα στο επίπεδο του X-Ray αγγειογραφικού επιπέδου, 

σχηµατίζοντας µια επιφάνεια. Η τοµή των δύο επιφανειών είναι µια 3D 

γραµµή, η οποία αντιπροσωπεύει την ανακατασκευασµένη τροχιά. Οι 

περιοχές ενδιαφέροντος στις τοµές IVUS, τοποθετούνται κάθετα στην 

τροχιά και η σχετική τους αξονική στροφή υπολογίζεται µε την βοήθεια 

ενός επαναληπτικού αλγορίθµου τριγωνοποίησης. Κατόπιν, 

εφαρµόζεται ένας αποδοτικός αλγόριθµος για να προσδιοριστεί ο 

απόλυτος προσανατολισµός της πρώτης τοµής IVUS. Η απόδοση της 

προτεινόµενης µεθόδου αξιολογείται χρησιµοποιώντας µια µεθοδολογία 

επαλήθευσης, η οποία βασίζεται στην αξιολόγηση κάθε βήµατος µέχρι 

την ανακατασκευή των στεφανιαίων αρτηριών. 

Οι Singh et al [11] ασχολούνται µε το πρόβληµα της εύρεσης του 

πίνακα στροφής και του διανύσµατος µετατόπισης που συνδέουν τα 

δύο συστήµατα συντεταγµένων στη διεπίπεδη αγγειογραφία και 

υποστηρίζουν ότι όλες οι προτεινόµενες λύσεις ανήκουν στον ίδιο χώρο, 

τον οποίον ονοµάζουν χώρο λύσεων δυνατών γεωµετριών. Στην 

εργασία τους παραθέτουν το θεωρητικό πλαίσιο σχετικά µε αυτόν τον 

χώρο λύσεων µε χρήση απλών σχηµατικών κατασκευών, εξάγουν τις 

υποκείµενες µαθηµατικές σχέσεις και αναφέρονται στις δυσκολίες, αλλά 

και τις εφαρµογές της προτεινόµενης ιδέας. 

Οι C.Blondel et al [12] παρουσιάζουν µια νέα µέθοδο για την 

ανακατασκευή στεφανιαίων αρτηριών από µοναδική αλληλουχία 
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περιστροφικών προβολών µε χρήση ακτίνων - Χ, και την παράλληλη 

εκτίµηση της κίνησης των στεφανιαίων αρτηριών. Η µέθοδος 

αποτελείται από τρία διαδοχικά βήµατα:  

(α) τριδιάστατη ανακατασκευή των αγγειακών κεντρικών γραµµών, 

λαµβάνοντας υπόψη και την κίνηση λόγω της αναπνοής,  

(β) ο υπολογισµός της κίνησης των στεφανιαίων αγγείων στον χώρο και 

τον χρόνο (4D) και  

(γ) τριδιάστατη τοµογραφική ανακατασκευή των στεφανιαίων αγγείων, 

λαµβάνοντας υπόψη την κίνηση λόγω τόσο της αναπνοής όσο και της 

καρδιάς. 

Οι K.Sprague et al [13] αναπτύσσουν µια διαδραστική γεωµετρική 

µέθοδο για τριδιάστατη ανακατασκευή στεφανιαίων αρτηριών µε χρήση 

πολλαπλών επίπεδων αγγειογραφικών προβολών µε τυχαίους 

προσανατολισµούς. Χρησιµοποιούνται επιπολικές γραµµές και επίπεδα 

για την ανίχνευση αντίστοιχων αγγειακών τµηµάτων στις προβολές 

αυτές, ενώ µε τα σηµεία αυτά κατασκευάζονται οι 3D αγγειακές 

κεντρικές γραµµές. 

Η βιβλιογραφία αποτελείται κατά το υπόλοιπο µέρος από βιβλία 

σχετικά µε την εφαρµογή µεθόδων αριθµητικής ανάλυσης ([14], [15]), 

καθώς και βιβλία και δηµοσιεύσεις σχετικά µε τη θεωρία γραµµικής 

άλγεβρας ([16]-[19]). 
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1.3 ∆οµή Εργασίας 

 Η εργασία ξεκινά στο Κεφάλαιο 2 µε την παρουσίαση της θεωρίας 

για τη γεωµετρία του διεπίπεδου συστήµατος απεικόνισης και τη 

συσχέτιση µεταξύ των δύο όψεων. Στο τρίτο κεφάλαιο παρουσιάζεται η 

τεχνική της επιπολικής γραµµής µε την οποία µπορούµε να βρίσκουµε 

αντίστοιχα σηµεία στις δύο προβολές, εφόσον γνωρίζουµε τη γεωµετρία 

του συστήµατος απεικόνισης. Στο Κεφάλαιο 4 περιγράφεται µία 

µέθοδος για την ανακατασκευή βελτιωµένης διάρθρωσης των σηµείων 

που αποτελούν την κεντρική γραµµή του αντικειµένου και βασίζεται 

στην εργασία [3].  

Στο Κεφάλαιο 5 γίνεται επίλυση του προβλήµατος ‘Προκρούστη’ 

και εφαρµογή του στη δική µας περίπτωση. Στο ίδιο κεφάλαιο 

παρουσιάζεται το κριτήριο µε το οποίο κρίνουµε την ανακατασκευή (το 

κριτήριο αναφέρεται ως image point error) και βασίζεται στην εργασία 

[4]. Στα Κεφάλαια 6 και 7 γίνεται παρεµβολή των σηµείων της κεντρικής 

γραµµής των αγγείων µε spline και κατασκευή κυκλικών διατοµών κατά 

µήκος της κεντρικής γραµµής. Ο αναγνώστης παραπέµπεται στην 

εργασία [21] όπου γίνεται διερεύνηση σχετικά µε το πλήθος και την 

ποιότητα των σηµείων ελέγχου της spline καµπύλης.  

Στο όγδοο κεφάλαιο  γίνεται εφαρµογή της µεθόδου και του 

κώδικα που έχει γραφεί για την επίλυση του προβλήµατος της 

ανακατασκευής διακλάδωσης αγγείων. Πιο συγκεκριµένα, γίνεται 

ανακατασκευή της κεντρικής γραµµής γνωστού γεωµετρικού προτύπου 
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και αντικειµένου γνωστής γεωµετρίας. Επίσης, παρουσιάζονται και 

χρησιµοποιούνται κριτήρια για την επιλογή αντικειµένου βελτιωµένου ως 

προς τη θέση του στο χώρο και τις διαστάσεις του.  

Τέλος, στα κεφάλαια 9 και 10 παρουσιάζονται συµπεράσµατα 

από την εφαρµογή της µεθόδου και οι υπολογιστικοί κώδικες που 

χρησιµοποιούνται για την υλοποίησή της. 
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2 Σύστηµα διεπίπεδης απεικόνισης 

2.1 Γεωµετρία του συστήµατος διεπίπεδης απεικόνισης 

Ένα µοναδικό επίπεδο προβολής στην διεπίπεδη ραδιογραφική 

απεικόνιση περιγράφεται ορίζοντας ένα uv  σύστηµα συντεταγµένων 

απεικόνισης (Σχήµα 2-1). Τα ορθογώνια µοναδιαία διανύσµατα û  και v̂  

στο επίπεδο απεικόνισης επιλέγονται έτσι ώστε το εξωτερικό τους 

γινόµενο ˆ ˆ ˆw u v= ×  να έχει διεύθυνση αντίθετη αυτής που βρίσκεται το 

αντίστοιχο σηµείο εστίασης S1. Ως αρχή του uv  συστήµατος 

συντεταγµένων απεικόνισης λαµβάνεται το σηµείο, στο οποίο η κάθετη 

ευθεία από το σηµείο εστίασης τέµνει το επίπεδο προβολής. Οι 

συντεταγµένες ( ),u v  οποιουδήποτε σηµείου της εικόνας καθορίζονται 

µε βάση αυτήν την αρχή και τις τυχαίες κατευθύνσεις των û  και v̂ . Το 

αντίστοιχο τριδιάστατο σύστηµα συντεταγµένων του αντικειµένου για 

αυτήν την προβολή, 1S xyz , ορίζεται έτσι ώστε η αρχή του να είναι το 

σηµείο εστίασης που χρησιµοποιήθηκε για τη λήψη της προβολής, και 

οι άξονες του x̂ , ŷ  και ẑ  να είναι παράλληλοι των û , v̂  και ŵ , 

αντίστοιχα. 
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Σχήµα 2-1. Σχηµατικό παράδειγµα ενός uv συστήµατος συντεταγµένων 

για µοναδικό επίπεδο προβολής και το αντίστοιχο xyz σύστηµα 

συντεταγµένων του αντικειµένου. 

 

Εφόσον έχουν ορισθεί µε αυτό τον τρόπο τα συστήµατα 

συντεταγµένων, οι συντεταγµένες απεικόνισης ( ),i iu v  του i–οστού 

σηµείου του αντικειµένου που βρίσκεται στην θέση  ( ), ,i i ix y z  δίνονται  

από τις σχέσεις: 

i
i

i

x
u D

z
=

 

(2-1)  

και    

i
i

i

y
v D

z
=   (2-2) 

όπου D  είναι η κάθετη απόσταση µεταξύ σηµείου εστίασης των ακτίνων 

- Χ και του επιπέδου απεικόνισης. Επίσης, ορίζονται οι αδιάστατες 

συντεταγµένες απεικόνισης ( ),i iξ η  του σηµείου µέσω των σχέσεων: 

/ /i i i iu D x zξ ≡ =  (2-3) 

και        

/ /i i i iv D y zη ≡ =  (2-4) 
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Αντίστοιχα, η δεύτερη προβολή του διεπίπεδου συστήµατος 

απεικόνισης µπορεί να περιγραφεί µε τη χρήση ενός δεύτερου 

συστήµατος συντεταγµένων απεικόνισης και αντικειµένου, ' 'u v  και 

′ ′ ′2S x y z , όπως φαίνεται στο Σχήµα 2-2. Οι αδιάστατες συντεταγµένες 

( )' ',i iξ η  του i–οστού σηµείου του αντικειµένου στην δεύτερη προβολή 

δίνονται από τις σχέσεις: 

' ' ' '/ ' /i i i iu D x zξ ≡ =  (2-5) 

και        

' ' ' '/ ' /i i i iv D y zη ≡ =  (2-6) 

Πρέπει εδώ να σηµειωθεί ότι ο τρόπος ορισµού των συστηµάτων 

συντεταγµένων και στις δύο προβολές δεν επιτρέπει τα iz , '
iz  να 

λάβουν αρνητικές ή µηδενικές τιµές για κανένα σηµείο του αντικειµένου. 

(Εποµένως, τα σηµεία του αντικειµένου πρέπει να βρίσκονται στην 

περιοχή θετικών z KAI z’, που σχηµατίζεται από τα επίπεδα (xOy) και 

(x’O’y’)) 
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Σχήµα 2-2. Σχηµατικό παράδειγµα συστηµάτων συντεταγµένων 

απεικόνισης και αντικειµένου για διεπίπεδες προβολές µε τυχαία σχετική 

θέση. 

2.2 Συσχέτιση των δύο προβολών 

Οι εξισώσεις (2-3) και (2-4) σχετίζουν τις συντεταγµένες 

απεικόνισης του i-οστού σηµείου του αντικειµένου στην πρώτη προβολή 

µε την 3D θέση αυτού του σηµείου εκφρασµένη ως προς το σύστηµα 

1S xyz , ενώ οι εξισώσεις (2-5), (2-6) συσχετίζουν τις συντεταγµένες 

απεικόνισης του ίδιου σηµείου στην δεύτερη προβολή µε την 3D θέση 

αυτού του σηµείου εκφρασµένη ως προς το σύστηµα ′ ′ ′2S x y z . Ωστόσο, 

είναι αναγκαίο να συνδέσουµε τα δύο ζεύγη συντεταγµένων απεικόνισης 

µε την 3D θέση του σηµείου εκφρασµένη ως προς µοναδικό σύστηµα 

συντεταγµένων. Αυτό µπορεί να γίνει µέσω του προσδιορισµού της 

γεωµετρικής σχέσης, ή του µετασχηµατισµού, ανάµεσα στα 1S xyz , 

′ ′ ′2S x y z  συστήµατα συντεταγµένων.  
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Το  σύστηµα συντεταγµένων S1xyz µπορεί να µετασχηµατιστεί 

στο ′ ′ ′2S x y z  µέσω της παρακάτω διαδικασίας:  

(α) µεταφορά της αρχής του xyz  συστήµατος στην αρχή του ' ' 'x y z , 

δηλαδή µεταφορά από το S1 σηµείο εστίασης στο S2, και  

(β) στερεά στροφή του xyz  συστήµατος ώστε τα µοναδιαία διανύσµατα 

x̂ , ŷ  και ẑ  να συµπέσουν µε τα ˆ 'x , ˆ 'y  και ˆ 'z  αντίστοιχα. Οι µεταβολές 

αυτές µπορούν να γραφούν µε µορφή πινάκων ως: 

'

'

'

i i

i i

i i

x x

y y

z z

    
    = −    
       

R t  (2-7) 

όπου     

11 12 13

21 22 23

31 32 33

r r r

r r r

r r r

 
 =  
  

R  

το µητρώο στροφής του xyz  στο ' ' 'x y z  και 

T

x y zt t t =  t  

το διάνυσµα µετατόπισης της αρχής των συντεταγµένων από το ένα 

σύστηµα στο άλλο. 

 Κάθε στοιχείο klr  του πίνακα στροφής αντιπροσωπεύει το 

συνηµίτονο της γωνίας µεταξύ του k µοναδιαίου διανύσµατος του ' ' 'x y z  
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µε το l µοναδιαίο διάνυσµα του xyz  συστήµατος (συνηµίτονα 

κατεύθυνσης). Θεωρώντας ότι το µέτρο του t  (δηλαδή η απόσταση των 

σηµείων εστίασης) είναι διάφορο του µηδενός, από τις εξισώσεις (5)-(7), 

λαµβάνουµε: 

'
11 12 13

'
21 22 23'

31 32 33

1

1

i i x

i i y

i

i z

r r r x t

r r r y t
z

r r r z t

   ξ      
          η = −                          

 (2-8) 

Γράφοντας την εξίσωση αυτή των πινάκων ως τρεις βαθµωτές 

εξισώσεις, λύνοντας την τρίτη από αυτές ως προς '
iz  και 

αντικαθιστώντας στις δύο πρώτες βαθµωτές εξισώσεις προκύπτουν: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

' ' '
11 31 12 32 13 33

' ' '
11 31 12 32 13 33

i i i i i i

i x i y i z

r r x r r y r r z

r r t r r t r r t

− ξ + − ξ + − ξ

= − ξ + − ξ + − ξ
 (2-9) 

και  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

' ' '
21 31 22 32 23 33

' ' '
21 31 22 32 23 33

i i i i i i

i x i y i z

r r x r r y r r z

r r t r r t r r t

− η + − η + − η

= − η + − η + − η
 (2-10) 

επειδή  '
31 32 33 31 32 33i i i i x y zz r x r y r z r t r t r t= + + − − − . 

Ανάλογες σχέσεις προκύπτουν για την πρώτη προβολή απευθείας από 

τις εξισώσεις (2-3)  και  (2-4): 

0i i ix z−ξ =  (2-11) 

και  



 

 

 

2.2.1 Απλοποίηση 

Η µέθοδος που περιγράφεται

γεωµετρίας µε βάση τον

προβολές στα πλαίσια

Στο Σχήµα 2-3α, φαίνονται

απεικόνισης, ο τρόπος

τραπέζι και οι κινήσεις που

πειράµατος. Συγκεκριµένα

χρησιµοποιείται το φορητό

BV Libra (Σχήµα 2-3β

επιπέδου απεικόνισης (Source Image Distance, SID) 

 

Σχήµα 2-3. α. Σχηµατική

απεικόνισης. Με τα βέλη

διάρκεια των πειραµάτων

33 

0i i iy z−η =  (2-12) 

 στην υπό εξέταση περίπτωση 

που περιγράφεται προσανατολίζεται στην

βάση τον τρόπο που λαµβάνονται οι αγγειογραφικές

πλαίσια πειραµάτων συγκεκριµένου ερευνητικού

φαίνονται σχηµατικά το µηχάνηµα ραδιογραφικής

τρόπος που αυτό τοποθετείται ως προς το χειρουργικό

κινήσεις που δύναται να εκτελεστούν κατά τη διάρκεια

Συγκεκριµένα, για την απεικόνιση των

το φορητό C-arm της Philips Medical Systems, 

3β), το οποίο έχει απόσταση σηµείου

απεικόνισης (Source Image Distance, SID) ίση προς

Σχηµατική παράσταση του συστήµατος αγγειογραφικής

βέλη σηµειώνονται οι εκτελούµενες κινήσεις

πειραµάτων. β. Πλάγια όψη του φορητού C-arm (BV Libra, 

στην εύρεση της 

οι αγγειογραφικές 

ερευνητικού έργου. 

ηχάνηµα ραδιογραφικής 

προς το χειρουργικό 

κατά τη διάρκεια του 

των αγγείων 

ilips Medical Systems, µοντέλο 

σηµείου εστίασης – 

ίση προς 995mm. 

 

αγγειογραφικής 

κινήσεις κατά την 

arm (BV Libra, 
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PHILIPS Medical Systems), όπου διακρίνονται δύο θέσεις λειτουργίας 

του και χαρακτηριστικές του διαστάσεις. 

 

Η στροφή και η µετατόπιση του C-arm, οπότε και η στροφή και η 

µετατόπιση του συστήµατος συντεταγµένων από το πρώτο σηµείο 

εστίασης στο δεύτερο, πραγµατοποιούνται αποκλειστικά στο επίπεδο 

−x z  ( = 0y ), ενώ επειδή οι διαστάσεις του C-arm δεν µεταβάλλονται η 

απόσταση σηµείου εστίασης - οθόνης προβολής είναι ίδια και στις δύο 

προβολές, δηλαδή = 'D D . 

Εποµένως, σύµφωνα τόσο µε τις κινήσεις του C-arm όσο και µε 

τον παραπάνω ορισµό των συστηµάτων συντεταγµένων για το 

διεπίπεδο σύστηµα απεικόνιση το µητρώο στροφής R  και το διάνυσµα 

µετατόπισης t  απλοποιούνται σηµαντικά. 

Με βάση το Σχήµα 2-4 µπορούµε να υπολογίσουµε τα 

συνηµίτονα κατεύθυνσης klr  του µητρώου στροφής R : 

( )

( )

′ ′ ′= ⋅ = ϑ = ⋅ = = ⋅ = π −ϑ = ϑ

′ ′ ′= ⋅ = = ⋅ = = ⋅ =

′ ′ ′= ⋅ = π +ϑ = − ϑ = ⋅ = = ⋅ = ϑ

11 12 13

21 22 23

31 32 33

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos , 0, cos /2 sin

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0, 1, 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos /2 sin , 0, cos

r x x r x y r x z

r y x r y y r y z

r z x r z y r z z

(2-13) 

καθώς και τις συνιστώσες του διανύσµατος µετατόπισης t : 

( )= ⋅ ϑ = = + ⋅ − ϑsin , 0, 1 cosx y zt R t t a R  (2-14) 

όπου = /2R D ,  ϑ  είναι η γωνία στροφής και a  η κατακόρυφη 

µετατόπιση του C-arm. 
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Σχήµα 2-4. Συστήµατα συντεταγµένων και άγνωστα µεγέθη, γωνία και η 

κατακόρυφη µετατόπιση του C-arm.  

 

 

2.3 Προσδιορισµός πίνακα στροφής και διανύσµατος   

µετατόπισης 

Στην εξεταζόµενη περίπτωση, η γωνία στροφής ϑ  και η 

κατακόρυφη µετατόπιση a  του C-arm δεν είναι εκ των προτέρων 

γνωστά. Αντίθετα, θα πρέπει να προσδιορισθούν µέσω των δεδοµένων 

προβολών. 

Η εξίσωση (8) µε βάση τις σχέσεις (2-13) και (2-14) που ισχύουν 

στην παρούσα περίπτωση, γράφεται: 

( )

 ξ ϑ ϑ − ϑ  
     η = ⋅          − ϑ ϑ − + + ϑ    

'

'

'

cos 0 sin sin
1

0 1 0

1 sin 0 cos cos

i i

i i

i
i

x R

y
z

z a R R

 (2-15) 



 

36 

 

η οποία ισοδυναµεί µε το σύστηµα τριών εξισώσεων: 

( )

( )

'

'

' '

'

1
cos sin

/

1
1 cos sin

i i i

i

i i i

i i

i

x z a R
z

y z

z a R x R
z

 ξ = ϑ+ − − ϑ  


η =

 = − − ϑ− ϑ+  

 (2-16) 

Η τρίτη σχέση του συστήµατος δίνει: 

( )' cos sini i iz z a R x R= − − ϑ− ϑ+   (2-17) 

Αντικαθιστώντας το '
iz  στις δύο πρώτες σχέσεις του συστήµατος (2-16) 

και χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (2-11) και (2-12) προκύπτει: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

' ' ' '

' ' ' '

cos 1 sin cos sin 0

cos sin cos 0

i i i i i i i

i i i i i i i

z a R R

z a R R

 ξ − ξ ϑ− ξ ξ + ϑ − ξ ϑ− ϑ + + ξ = 

η ϑ−η ξ ϑ−η −η ϑ + +η =

 (2-18) 

Το σύστηµα (2-18) είναι ένα µη γραµµικό σύστηµα δύο εξισώσεων µε 

τρεις αγνώστους, a , ϑ  και iz . 

Οι αντίστοιχες σχέσεις για ένα δεύτερο σηµείο, ( ), ,j j j j iP x y z P≠ , 

γράφονται: 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

' ' ' '

' ' ' '

cos 1 sin cos sin 0

cos sin cos 0

j j j j j j j

j j j j j j j

z a R R

z a R R

 ξ −ξ ϑ− ξ ξ + ϑ − ξ ϑ− ϑ + + ξ = 

η ϑ−η ξ ϑ−η −η ϑ + +η =

(2-19) 

όπου τα ϑ  και a  είναι ίδια µε πριν.  

Οι εξισώσεις των συστηµάτων (2-18) και (2-19) µαζί αποτελούν ένα µη 

γραµµικό σύστηµα µε τέσσερις εξισώσεις και τέσσερις αγνώστους, τα a , 

ϑ  και iz , jz , το οποίο µπορεί να λυθεί µέσω της µεθόδου Newton για µη 

γραµµικά συστήµατα. 

Το µη γραµµικό σύστηµα προς επίλυση είναι το: 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

' ' ' '

' ' ' '

' ' ' '

' ' ' '

cos 1 sin cos sin 0

cos sin cos 0

cos 1 sin cos sin 0

cos sin cos 0

i i i i i i i

i i i i i i i

j j j j j j j

j j j j j j j

z a R R

z a R R

z a R R

z a R R

  ξ − ξ ϑ− ξ ξ + ϑ − ξ ϑ− ϑ + + ξ = 
 η ϑ−η ξ ϑ−η −η ϑ + + η =
 ξ − ξ ϑ− ξ ξ + ϑ − ξ ϑ− ϑ + + ξ = 


η ϑ−η ξ ϑ−η −η ϑ + + η =

 (2-20) 

ο Ιακωβιανός πίνακας του οποίου είναι (σχέση (2-21)): 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

' ' ' '

' ' '

' ' ' '

' ' '

'

cos 1 sin cos sin

cos sin cos
...

cos 1 sin cos sin

cos sin cos

i i i i i i i i

i i i i i i

j j j j j j j j

j j j j j j

i

a R z a R z

z a R z
J

a R z a R z

z a R z

    ϑ + − ξ ξ + + ϑ ξ + + ξ −ξ −ξ ϑ+ ϑ   
−η ξ ϑ+η + − ϑ −η ϑ

=
   ϑ + − ξ ξ + + ϑ ξ + + ξ −ξ −ξ ϑ+ ϑ    

 −η ξ ϑ+η + − ϑ −η ϑ

ξ( ) ( )

( ) ( )

'

' '

' '

' '

cos 1 sin 0

cos sin 0

0 cos 1 sin

0 cos sin

i i i

i i i i

j j j j

j j j j

− ξ ϑ− ξ ξ + ϑ


η ϑ−η ξ ϑ−η 
ξ − ξ ϑ− ξ ξ + ϑ
η ϑ−η ξ ϑ−η 

Ορίζεται το διάνυσµα ( ), , ,i ja z z= ϑr  µε συντεταγµένες τους αγνώστους. 

Η λύση του συστήµατος (2-20) στην 1n+  επανάληψη της µεθόδου 

δίνεται από τη σχέση: 

( )1 1 , 0,1, 2,...n n n
nJ n+ −= − =r r f r   (2-22) 

όπου 0
r  µια αρχική εκτίµηση της λύσης και f  η γενικευµένη συνάρτηση, 

η οποία προκύπτει από το σύστηµα (2-20). Η επαναληπτική διαδικασία 

σταµατάει όταν επιτυγχάνεται το επιθυµητό επίπεδο ακρίβειας.  

Τελικά, από την επίλυση του συστήµατος (2-20), λαµβάνουµε τη 

ζητούµενη γεωµετρία, δηλαδή την γωνία στροφής ϑ  και την 

κατακόρυφη µετατόπιση a  του C-arm. Εποµένως, απαραίτητη 

προϋπόθεση για την εύρεση της γεωµετρίας στην περίπτωση που η 

κίνηση του σηµείου εστίασης από την πρώτη προβολή στην δεύτερη 
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είναι επίπεδη, είναι να γνωρίζουµε από την αρχή δύο ζεύγη αντίστοιχων 

σηµείων στις δύο προβολές ή να µπορούµε να τα αναγνωρίσουµε στις 

προβολές. 

Η ανωτέρω διαδικασία προσδιορισµού των α, θ µέσω της 

επίλυσης του µη γραµµικού συστήµατος περιγράφεται και στην εργασία 

[21]. Ωστόσο, το µη γραµµικό σύστηµα που πρέπει να επιλυθεί είναι 

ασταθές και δεν συγκλίνει σε ρεαλιστικές τιµές γωνίας και µετατόπισης.  

Εφόσον υπάρχει αβεβαιότητα ως προς τη γεωµετρική σχέση των 

δύο συστηµάτων συντεταγµένων S1, S2, δηλαδή αβεβαιότητα ως προς 

την πραγµατική τιµή των α και θ, θα προχωρήσουµε σε µια διαφορετική 

προσέγγιση. 

Στην πράξη έχουµε αρχικές εκτιµήσεις για τη γωνία θ και τη 

µετατόπιση α. Με βάση αυτά τα θ και α, βρίσκουµε αρχικές εκτιµήσεις 

για τις τριδιάστατες συντεταγµένες των σηµείων. 
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3 Εύρεση τριδιάστατων συντεταγµένων σηµείου 

3.1 Εύρεση αντίστοιχων σηµείων: Τεχνική Επιπολικής 

Γραµµής 

Για την εύρεση αντίστοιχων σηµείων στις δύο αγγειογραφίες 

χρησιµοποιήθηκε η τεχνική της επιπολικής γραµµής, η οποία  

περιγράφεται στη συνέχεια. 

Το σηµείο Ρ που προβάλλεται στην οθόνη 1 ως Ρ1, βρίσκεται 

πάνω στην ευθεία 1 1S P− . Για να προσδιορισθούν  οι συντεταγµένες 

του Ρ, πρέπει να βρεθεί το αντίστοιχο σηµείο του Ρ1 στην δεύτερη 

προβολή, δηλαδή το σηµείο Ρ2. Το Ρ2 είναι το σηµείο τοµής της 

προβολής της ευθείας 1 1S P−  στην οθόνη 2, η οποία αποτελεί την 

επιπολική γραµµή, µε το ίχνος του αντικειµένου (Σχήµα 3-1). 

 

 

 



 

 

 

Σχήµα 3-1. Σχηµατικό παράδειγµα

Η γραµµή που ενώνει

µια εικόνα και το σηµείο

στο δεύτερο επίπεδο προβολής

και της κεντρικής γραµµής

αντιστοιχεί στο σηµείο της

 

Στην πράξη ακολουθούνται

1. Επιλέγουµε το σηµείο

1. Το σηµείο αυτό

σύστηµα 1S xyz . 
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Σχηµατικό παράδειγµα της τεχνικής της επιπολικής

ενώνει ένα δεδοµένο σηµείο της κεντρικής γραµµής

σηµείο εστίασης της πρώτης προβολής, προβάλλεται

επίπεδο προβολής. Η τοµή της γραµµής που προβλήθ

γραµµής στην δεύτερη εικόνα είναι το 

σηµείο της κεντρικής  γραµµής της πρώτης εικόνας

ακολουθούνται τα παρακάτω βήµατα: 

σηµείο Ρ1 του ίχνους του αντικειµένου στην

αυτό έχει συντεταγµένες ( )1 , ,p pP u v D  ως

επιπολικής γραµµής. 

κεντρικής γραµµής στη 

προβολής, προβάλλεται 

που προβλήθηκε 

το σηµείο που 

πρώτης εικόνας. 

αντικειµένου στην προβολή 

ως προς το 
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2. Το σηµείο του αντικειµένου ( ), ,p p pP x y z  που προβάλλεται στο Ρ1 

βρίσκεται πάνω στην ευθεία 1 1S P− , η οποία έχει εξισώσεις: 

p p

yx z

u v D
= =  (3-1) 

3. Για να προσδιορίσουµε την επιπολική γραµµή στην προβολή 2, 

πρέπει να προβάλλουµε τα σηµεία ( )1 0,0,0S , P1 στο επίπεδο της 

προβολής 2. Αυτό γίνεται ως εξής: 

a. Βρίσκουµε τις συντεταγµένες των S1, P1 ως προς το 

σύστηµα 2S x y z′ ′ ′ , µέσω του συστήµατος µετατροπής 

συστήµατος συντεταγµένων: 

'

'

'

, 1, 1
i i

i i

i i

x x

y y i S P

z z

    
    = − =    
       

R t  (3-2) 

όπου ο πίνακας στροφής R  και το διάνυσµα µετατόπισης t  

έχουν  υπολογιστεί προηγουµένως. 

b. Οι προβολές των σηµείων S1, P1, S1’ και P1’ αντίστοιχα, 

στο επίπεδο της προβολής 2 θα έχουν συντεταγµένες: 

'
'

'
i

i

i

x
u D

z
=  και 

'
'

'
, 1, 1i

i

i

y
v D i S P

z
= =  (3-3) 

c. Η επιπολική γραµµή S1’ P1’ θα είναι µια ευθεία στο 

επίπεδο της προβολής 2 µε εξίσωση (ως προς το σύστηµα

2S x y z′ ′ ′ ): 
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' ' ' '
1 1

' ' ' '
1 1 1 1

S S

P S P S

u u v v

u u v v

− −
=

− −
 (3-4) 

4. Τελικά το ζητούµενο αντίστοιχο σηµείο ( )' '2 , ,p pP u v D  είναι το σηµείο 

τοµής της επιπολικής γραµµής S1’ P1’ µε το ίχνος του αντικειµένου. 

 

 

 

3.2 Τριδιάστατες συντεταγµένες σηµείου του αντικειµένου 

 Έχοντας αναγνωρίσει ένα ζεύγος αντίστοιχων σηµείων στις δύο 

προβολές, δηλαδή έχοντας αντιστοιχήσει το σηµείο ( )' '2 , ,p pP u v D  της 

δεύτερης προβολής στο σηµείο ( )1 , ,p pP u v D  της πρώτης µέσω της 

τεχνικής της επιπολικής γραµµής, µπορούν να βρεθούν οι τρισδιάστατες 

συντεταγµένες του σηµείου του αντικειµένου ( ), ,p p pP x y z  ως προς το 

σύστηµα αναφοράς 1S xyz , το οποίο απεικονίζουν. Οι αδιάστατες 

συντεταγµένες των σηµείων 1P  και 2P  θα είναι: 

1 : ,p p p pP u D v Dξ = η =  (3-5) 

και 

' ' ' '2 : ,p p p pP u D v Dξ = η =  (3-6) 
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 Γράφοντας το σύστηµα (2-8) για το σηµείο P  και αντικαθιστώντας 

τις σχέσεις (2-13) για τα συνηµίτονα κατεύθυνσης του µητρώου στροφής 

προκύπτει: 

'

' '

cos 0 sin

0 1 0

1 sin 0 cos

p p x

p p p

p z

x t

z y

z t

  ξ ϑ ϑ − 
    η = ⋅     
    − ϑ ϑ −    

 (3-7) 

όπου τα xt , zt  δίνονται από τις σχέσεις (2-14). Η σχέση αυτή των 

πινάκων µπορεί να γραφεί ως σύστηµα, οπότε έχουµε: 

( ) ( )

( ) ( )

' '

' '

'

cos sin

sin cos

p p p x p z

p p p

p p x p z

z x t z t

z y

z x t z t

ξ = ϑ − + ϑ −


η =


= − ϑ − + ϑ −

 (3-8) 

Αντικαθιστούµε το '
pz  από την τρίτη σχέση του συστήµατος, στην πρώτη 

και λαµβάνουµε: 

( ) ( ) ( ) ( )' sin cos cos sinp p x p z p x p zx t z t x t z t ξ − ϑ − + ϑ − = ϑ − + ϑ −   (3-9) 

Όµως, 0p p px z−ξ =  (σχέση (2-11)), οπότε: 

( ) ( )
( ) ( )

' '

' '

cos 1 sin

cos sin

p p p p

p

x p z p x z

z
t t t t

ξ −ξ ϑ+ ξ ξ + ϑ
=

−ξ ϑ+ ξ + ϑ
  (3-10) 

Εποµένως, από τις σχέσεις (2-11), (2-12) έχουµε: 

( ) ( )
( ) ( )

' '

' '

cos 1 sin

cos sin

p p p p

p p

x p z p x z

x
t t t t

ξ − ξ ϑ+ ξ ξ + ϑ
= ξ

−ξ ϑ+ ξ + ϑ
 (3-11) 
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( ) ( )
( ) ( )

' '

' '

cos 1 sin

cos sin

p p p p

p p

x p z p x z

y
t t t t

ξ −ξ ϑ+ ξ ξ + ϑ
= η

−ξ ϑ+ ξ + ϑ
 (3-12) 

Από τις σχέσεις (3-10), (3-11) και (3-12) υπολογίζονται οι τριδιάστατες 

συντεταγµένες του σηµείου ( ), ,p p pP x y z  του αντικειµένου από τα ίχνη 

του στις δύο προβολές, δηλαδή τα σηµεία ( )1 , ,p pP u v D  και ( )' '2 , ,p pP u v D  

που προσδιορίσθηκαν µε την τεχνική της επιπολικής γραµµής. 

 

4 Μέθοδος για τον προσδιορισµό βελτιωµένης 

διάρθρωσης σηµείων 

Στην περίπτωση απουσίας σφάλµατος, είναι [�]�� = [�], ��� = �, 

(	
)�� = 	
 , (	′
)�� = 	′
 , όπου R το µητρώο στροφής, t το διάνυσµα 

µετατόπισης της αρχής συντεταγµένων από το ένα σύστηµα στο άλλο, 

	
  = ( �
 , �
 , �
 ) και 	′
  = ( �′
 , �′
 , �′
 ) . Ωστόσο, στην περίπτωση που 

υπάρχει σφάλµα (ρεαλιστική περίπτωση) οι υπολογιζόµενες ποσότητες 

���, ���, (	
)�� , (	′
)�� διαφέρουν από τις πραγµατικές τους τιµές.  

Η ύπαρξη µιας αρχικής εκτίµησης για τα α, θ µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί για τον προσεγγιστικό προσδιορισµό της θέσης των 

σηµείων του αντικειµένου στο χώρο. Τα σηµεία αυτά οφείλουν να 

βρίσκονται πάνω (ή όσο το δυνατόν πιο κοντά) στις γραµµές που 

ενώνουν τα σηµεία εστίασης µε τα αντίστοιχα σηµεία πάνω στα επίπεδα 

προβολής (γραµµές προβολής). Εποµένως, τα σηµεία του αντικειµένου 

αλλάζουν θέση και περιστρέφονται ώστε  να βρεθούν πιο κοντά στις 
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αντίστοιχες γραµµές προβολής. Στη συνέχεια θα γίνει περιγραφή αυτής 

της διαδικασίας. 

 

4.1 Μεταφορά του κέντρου µάζας 

Το τριδιάστατο κέντρο µάζας των σηµείων που έχουν αρχικά 

εκτιµηθεί και το τριδιάστατο κέντρο µάζας της πραγµατικής διάρθρωσης 

των σηµείων πρέπει να βρίσκεται στην ίδια θέση. Το τριδιάστατο κέντρο 

µάζας των υπολογισµένων σηµείων είναι:  

	����� = �� ∑ (	
)���
��  (4-1) 

όπου Ν είναι ο αριθµός των σηµείων. 

Το τριδιάστατο κέντρο µάζας των πραγµατικών σηµείων είναι 

άγνωστο. Όµως µπορεί να εκτιµηθεί από τα σηµεία στις προβολές, 

οπότε 

	����� = (����� , ����� , ��) (4-2) 

όπου   

�� �� , �!��" = �� ∑ �
�
��  (4-3) 

µε  

�
 = (#
 , $
) 
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Στη συνέχεια, κάθε σηµείο (	
)�� µεταφέρεται κατά ένα διάνυσµα %�� , 

όπου   

%�� = 	����� − 	����� (4-4) 

ώστε τα νέα σηµεία βρίσκονται στις θέσεις                                                       

	
' = (	
)�� + %�� (4-5) 

και έχουν το κέντρο µάζας τους στο 	����� . 

 

 

4.2 Προσαρµογή των σηµείων στις γραµµές προβολής 

Με τη µεταφορά των σηµείων που περιγράφηκε προηγουµένως, 

τα σηµεία που προκύπτουν δεν βρίσκονται πάνω στις αντίστοιχες 

γραµµές προβολής, διότι τα [�]��  και ���  διαφέρουν από τα 

πραγµατικά [R] και t. Όµως, τα σηµεία µπορούν να βρεθούν όσο το 

δυνατό πιο κοντά στις γραµµές προβολής  κατά βέλτιστο τρόπο, εάν 

γίνει ελάχιστο το άθροισµα των τετραγώνων των αποστάσεων ανάµεσα 

στα ανακατασκευασµένα σηµεία και τις αντίστοιχες γραµµές προβολής. 

Η απόσταση ανάµεσα σε ένα σηµείο 	
'  και την αντίστοιχη 

γραµµή είναι: 

)
 = |	
' − 	
'��| (4-6) 

όπου 	
'�� είναι η προβολή του 	
' πάνω στη γραµµή. 

Η προβολή δίνεται από τη σχέση:   
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'�� = [	
' ∙ ℎ-. ]ℎ-.  (4-7) 

όπου ℎ-. = (#
 , $
 , /)/(#
� + $
� + /�)�/� είναι το µοναδιαίο διάνυσµα το 

οποίο έχει κατεύθυνση από το πρώτο εστιακό σηµείο προς το i-οστό 

σηµείο του πρώτου επιπέδου προβολής. Η ελαχιστοποίηση του  ∑ ()
)�
   

µπορεί να επιτευχθεί µε την εφαρµογή ενός αλγορίθµου ‘Προκρούστη’, 

ο οποίος υπολογίζει την απαραίτητη µεταφορά, περιστροφή και 

µεγέθυνση (ή σµίκρυνση) ώστε να ταιριάξει δύο οµάδες σηµείων µεταξύ 

τους. Μετά την εφαρµογή αυτού του αλγορίθµου αποκτάται µια νέα 

οµάδα σηµείων στο χώρο, (	
)'��� , όπου το p1 υποδηλώνει µία φορά 

εφαρµογής του αλγορίθµου. Εφόσον ο αλγόριθµος επαναληφθεί m 

φορές, αποκτώνται τα σηµεία (	
)'���  .  Αυτή η διαδικασία της 

ανατοποθέτησης των σηµείων µπορεί να εκτελεστεί και για το δεύτερο 

σύστηµα, οπότε λαµβάνονται τα σηµεία  (	′
)'���  .  

 

4.3 Υπολογισµός των βελτιωµένων εκτιµήσεων για τα [R], t 

Οι δύο οµάδες σηµείων (	
)'��� και (	′
)'���(ουσιαστικά είναι τα 

ίδια σηµεία στο χώρο που φαίνονται από δύο διαφορετικά συστήµατα 

συντεταγµένων) σχετίζονται µεταξύ τους µε µια περιστροφή και 

µεταφορά ([�]'��� , �'���) τα οποία µπορούν να βρεθούν µε εφαρµογή 

του αλγορίθµου ‘Προκρούστη’.  Με τα νέα [�]'���  και �'���  , 

λαµβάνονται νέες εκτιµήσεις  (	
)'����12�  και (	′
)'����12�  , όπου το 

Rt1  υποδηλώνει ότι έχει γίνει µία φορά βελτίωση των εκτιµήσεων για τα 
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[R] , t. Η διαδικασία επαναλαµβάνεται ώστε τελικά γίνονται n βελτιώσεις 

των εκτιµήσεων των [R], t  και τελικά λαµβάνονται τα αποτελέσµατα  

(	
)'����123 , (	′
)'����123 ,  [�]'����123 και �'����123 . 

 

 

 

5 Αλγόριθµος ‘Προκρούστη’ 

5.1 Ορθογώνιο πρόβληµα 

Το πρόβληµα προς επίλυση είναι το:  

ΑΤ=Β+Ε (5-1) 

όπου Α πίνακας (mXn), T (nXn), B (mXn), E (mXn). Θέλουµε να 

µετασχηµατίσουµε έναν πίνακα Α σε έναν πίνακα Β, όπου οι Α και Β 

θεωρούνται γνωστοί, ώστε η νόρµα Frobenius του Ε να γίνει ελάχιστη, 

µε τον Τ να είναι ορθογώνιος πίνακας δηλαδή 

454 = 445 = 6 (5-2) 

(µε ′ συµβολίζουµε τον ανάστροφο). Η νόρµα Frobenius ορίζεται ως  

7879 = �∑ :
,;�
,; "�/� = (�<(8′8))�/� (5-3) 

 όπου tr είναι το ίχνος (trace). Εποµένως, είναι:  

7879 = >(:��� + :��� + … + :�3� ) + (:��� + :��� + … + :�3� ) + ⋯ + (:��� + :��� + … + :�3� )  

Εφαρµόζουµε τις ιδιότητες της γραµµικής άλγεβρας  (AB)C = BCAC,  

(A + B)C = AC + BC  και (DA)C = DAC οπότε 8 = EF − G H 8′ = F ′E′ − G′ 
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Εποµένως,  

�<(858) = �<�(F5E5 − G5)(EF − G)" 

= �<(F5E5EF − F5E5G − G5EF + G5G) 

= �<(E5E) − 2�<(F5E5G) + �<(G5G) 

= JKLM� − 2�<(F5E5G)  (5-4) 

 

όπου έγινε χρήση των ιδιοτήτων  

�<(EG) = �<(GE), �<(E5) = �<(E), �<(NA + OB) = N�<(E) + O�<(G). 

Εποµένως, για την ελαχιστοποίηση του 7879  θέλουµε µεγιστοποίηση 

του �<(F5E5G). 

Είναι: 

P� = 2�<(F5E5G) (5-5) 

και  

P� = −�<�Q(FF5 − R)" (5-6) 

όπου L πίνακας (nXn) άγνωστων πολλαπλασιαστών Lagrange. Η 

συνάρτηση P = P� + P� παραγωγίζεται µερικώς ως προς τα στοιχεία του 

Τ, οπότε 

STSU = 2E5G − F(Q + Q5) (5-7) 

η οποία τίθεται ίση µε µηδέν ώστε να βρούµε πού γίνεται µέγιστη η g.  

STSU = 0 H E5G = F(Q5 + Q)/2 ή  X = FY (5-8) 

  όπου  

X = E′G (5-9) 
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 και 

Y = (Q5 + Q)/2 (5-10) 

Είναι X = FY H X ′ = Y′F′, οπότε  
Y = F′X και Y5 = X′F (5-11) 

Ο πίνακας Q είναι συµµετρικός, δηλαδή ισχύει: 

Y5 = Y H X5F = F5X H X5 = F′XF′ (5-12) 

Με εφαρµογή ιδιάζουσας παραγοντοποίησης (singular value 

decomposition) για το S είναι  

X = Z/[′ (5-13) 

οπότε  

X5 = [/5Z5 = [/Z′ (5-14) 

 όπου οι πίνακες U, V είναι ορθογώνιοι και ο D διαγώνιος. 

Εποµένως,  

X5 = F5XF5 H [/Z5 = F′Z/[′F′ (5-15) 

  οπότε  

[ = F5Z H [5 = Z5F H F = Z[′ (5-16) 

(και Z5 = [5F5   H  Z = F[ H F = Z[′ ) 
Παραπάνω έγινε χρήση της πρότασης 7.17 [19] σύµφωνα µε την 

οποία, για κάθε πίνακα A ∈ �]^_  υπάρχουν ορθογώνιοι πίνακες 

Z ∈ �]^] και [ ∈ �_^_ τέτοιοι ώστε A = ZX[′ , όπου ο πίνακας X ∈ �]^_ 

έχει διαγώνια στοιχεία τις ιδιάζουσες τιµές του πίνακα Α και µηδέν στις 

υπόλοιπες θέσεις.  
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Ο µηδενισµός της παραγώγου  
STSU = 0  είναι απαραίτητος για να 

είναι το  7879   ελάχιστο ή µέγιστο. Όµως, εµείς θέλουµε min tr(E5E)  
H max  tr(T5A5B) = tr(T5S) = tr(VU5UDV5) = tr(VIDV5) = tr(VDV5) =
tr(DV5V) = tr(DI) = tr(D)  όπου Ι είναι µοναδιαίος πίνακας, οπότε 

πρέπει όλα τα στοιχεία του D να είναι µη-αρνητικά, ώστε το �<(8′8) να 

γίνει ελάχιστο.  

 

 

5.2 Γενικευµένο πρόβληµα 

Το γενικευµένο πρόβληµα εκφράζεται ως:  

cΑΤ+b=Β+Ε (5-17) 

όπου πάλι θέλουµε ελαχιστοποίηση του 7879  . Στην περίπτωση αυτή 

υπολογίζονται επιπλέον του Τ, ένας πραγµατικός αριθµός c και  ένας 

πίνακας b (mXn), όπου ο πίνακας b έχει τη µορφή  % = p%�%�…%�
q  µε  %�  

διάνυσµα (1Χn). 

Έχουµε m σηµεία του n-διάστατου χώρου. Βρίσκουµε το κέντρο 

των σηµείων από τον πίνακα Α (mean1) και το κέντρο των σηµείων από 

τον πίνακα Β (mean2). Μεταφέρουµε τα σηµεία του πίνακα Α ώστε το 

mean1 να συµπέσει µε το mean2. Η µεταφορά γίνεται κατά το διάνυσµα  

%� = r:sL2 − r:sL1  (Σχήµα 5-1), οπότε λαµβάνονται τα σηµεία του 
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πίνακα  A∗ = A − % .  Στη συνέχεια, τα σηµεία αυτά πολλαπλασιάζονται 

επί c, οπότε λαµβάνονται τα σηµεία του πίνακα  A∗∗ = JE∗ .  Θέλουµε ο 

πίνακας A∗∗ και ο Β να έχουν την ίδια νόρµα Frobenius. 

Εποµένως, 

 7A∗∗79 = 7B79 H  ||A∗∗||9� = ||G||9�  H �<(E∗∗E∗∗5) = �<(GG5)  H  �<�JE∗JE∗v" =
�<(GG5) H J��<�E∗E∗v" = �<(GG5) H J�w|A∗|w9� = ||G||9�  H  J = ||G||xywA∗wyx

   (5-18) 

Στη συνέχεια επιλύεται το ορθογώνιο πρόβληµα A∗∗4 = B + z   και 

προσδιορίζεται ο πίνακας Τ. 

   

Σχήµα 5-1. Στο σχήµα βλέπουµε το διάνυσµα %� για τη µεταφορά των 

σηµείων ώστε το mean1 να συµπέσει µε το mean2, τα νέα σηµεία 

πολλαπλασιάζονται επί c, και στο τέλος γίνεται στροφή των σηµείων µε 

την επίλυση του ορθογώνιου προβλήµατος. 
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5.3 ∆ιαδικασία εύρεσης βελτιωµένων [R], t µέσω 

αλγορίθµου ‘Προκρούστη’ 

 

Έστω πίνακας Υ (Νx3), όπου Ν το πλήθος των σηµείων τα οποία 

θέλουµε να ταιριάξουµε κατά βέλτιστο τρόπο µε Ν σηµεία ‘στόχο’. Στη 

δική µας εφαρµογή, τα αρχικά σηµεία είναι τα 	
'��  και τα σηµεία 

‘στόχος’ είναι τα 	′
'��  . Τα σηµεία ‘στόχος’ βρίσκονται σε έναν πίνακα 

Χ (Νx3). Με την εφαρµογή του αλγορίθµου ‘Προκρούστη’ λαµβάνονται 

τα σηµεία που βρίσκονται στο πίνακα Ζ (Νx3) τα οποία βρίσκονται όσο 

το δυνατό πιο κοντά στα σηµεία του Χ, ώστε το άθροισµα των 

τετραγώνων των αποστάσεων µεταξύ των αντίστοιχων σηµείων του Ζ 

και του Χ να είναι ελάχιστο. Κατά την εφαρµογή υπολογίζεται ένας 

παράγοντας κλιµάκωσης b, ένας πίνακας µεταφοράς c και ένας πίνακας 

περιστροφής Τ.  To Z δίνεται από τη σχέση Z= %{F + J , µε Ζ ≅ Χ , 

όπου 

{ = p�1 �1 �1�2 �2 �2… … …�} �} �}q
� �

,   F = ~F11 F12 F13F21 F22 F23F31 F32 F33�� � ,  J = pJ11 J12 J13J11 J12 J13… … …J11 J12 J13q
� �

 

Για ένα οποιοδήποτε σηµείο i ∈ {1,2,3,..,N} ισχύει: 

[��′ ��′ ��′] = %[�� �� ��] ~F11 F12 F13F21 F22 F23F31 F32 F33� + [J11 J12 J13]  (5-19) 

Στη συνέχεια εφαρµόζουµε τις ιδιότητες της γραµµικής άλγεβρας   

(AB)C = BCAC  , (A + B)C = AC + BC    και     (DA)C = DAC   , όπου Α 

πίνακας (mXr),    B πίνακας (rXn) και α πραγµατικός αριθµός,  οπότε 

έχουµε: 
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[��5 ��5 ��5]C = �%[�� �� ��] ~F11 F12 F13F21 F22 F23F31 F32 F33� + [J11 J12 J13]�C
 

= �%[�� �� ��] ~F11 F12 F13F21 F22 F23F31 F32 F33��C + ([J11 J12 J13])C 

= ~F11 F12 F13F21 F22 F23F31 F32 F33�C (%[�� �� ��])C + ([J11 J12 J13])C 

οπότε: 

~��′��′��′� = % ~F11 F21 F31F12 F22 F32F13 F23 F33� ~������� + ~J11J12J13�  (5-20) 

Τα δύο συστήµατα συντεταγµένων S1xyz και S2x΄y΄z΄ συνδέονται µέσω 

των R και t µε τη σχέση  Χ΄ = R(X-t) = RX – Rt . Συγκρίνοντας τη σχέση 

αυτή µε τη σχέση (5-20), προκύπτει ότι: 

� = % ~F11 F21 F31F12 F22 F32F13 F23 F33� (5-21) 

και 

� = −��� ~J11J12J13� (5-22) 

 

Σηµείωση: Ο πίνακας Τ είναι ορθογώνιος, οπότε έχει ορίζουσα διάφορη 

του µηδενός και µάλιστα ίση µε τη µονάδα. Κατά συνέπεια, υπάρχει η 

ορίζουσα του R οπότε αυτός µπορεί να αντιστραφεί (βλ. σχέση 5-22). 

Για b = 1, ο πίνακας R είναι ο ανάστροφος του Τ, οπότε και ο R είναι 

ορθογώνιος.  
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5.3.1 Εφαρµογή σχέσεων για την εύρεση βελτιωµένης 

διάρθρωσης σηµείων 

Αφού έχουµε βρει βελτιώσεις των [R], t προχωρούµε στον 

υπολογισµό βελτιωµένης διάρθρωσης σηµείων. Για το σκοπό αυτό, 

χρησιµοποιούµε τις σχέσεις (2-8)-(2-12). Οι άγνωστοί µας είναι οι 

συντεταγµένες �
 , �
 , �
 , i=1,2,…,N , ενώ είναι γνωστές οι τιµές των �
′  , 
�
 ′ , �
 ′ , �
 .  Ο υπολογισµός των (�
 , �
 , �
) γίνεται µέσω της σχέσης 

 

�<�� − <���
5 <�� − <���
5 <�� − <���
5<�� − <���
5 <�� − <���
5 <�� − <���
51 0 −�
5
� ~�
�
�
 � = 

= �(<�� − <���
5)� + (<�� − <���
5)�! + (<�� − <���
5)��(<�� − <���
5)� + (<�� − <���
5)�! + (<�� − <���
5)��0 �  (5-23) 

Είναι (�
 , �
 , �
) οι συντεταγµένες των σηµείων στο σύστηµα S1. 

Στο σύστηµα S2 οι συντεταγµένες (�
′  , �
 ′ , �
 ′) των σηµείων µπορούν 

να βρεθούν µέσω της σχέσης  (2-7) . 

 

 

5.4 Image point error 

Η τριδιάστατη διάρθρωση των σηµείων του αντικειµένου πρέπει 

να είναι τέτοια ώστε κάθε σηµείο της να προβάλλεται σωστά στα δύο 

επίπεδα προβολής. Με τον όρο ‘σωστά’ εννοούµαι ότι το άθροισµα των 

τετραγώνων των ευκλείδειων αποστάσεων ανάµεσα στα (διδιάστατα) 

γνωστά σηµεία των εικόνων και τα σηµεία που προκύπτουν από την 

ανωτέρω προβολή γίνεται ελάχιστο. Εποµένως, µε δεδοµένα τα 2D 

σηµεία που λαµβάνονται από τα επίπεδα προβολής υπολογίζουµε το 
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‘σφάλµα των σηµείων στις εικόνες’  (image point error – ipr) από τη 

σχέση: 

��< = ∑ ���
 −  ����� + ��
 − !����� + ��
5 −  �v��v�� + ��
5 − !�v��v���3
��   (5-24) 

Με n συµβολίζουµε τον αριθµό των ζευγών αντίστοιχων σηµείων 

που λαµβάνονται από τις διεπίπεδες εικόνες. Τα σηµεία της 

διάρθρωσης είναι �
 = (�
 , �
 , �
)  ως προς το S1 σύστηµα και �
′ =
(�
′ , �
′ , �
′) ως προς το S2 σύστηµα, µε i=1,2,…, n . Οι δύο πρώτοι όροι 

του ipr αποτελούν το τετράγωνο της απόστασης ανάµεσα στο δεδοµένο 

i-οστό σηµείο εισόδου και το αντίστοιχο σηµείο που προκύπτει από την 

προβολή του τριδιάστατου i-οστού σηµείου στο πρώτο επίπεδο 

προβολής. Οι δύο τελευταίοι όροι υπολογίζουν το τετράγωνο της 

απόστασης - σφάλµα στο δεύτερο επίπεδο προβολής.   

 

6 Παρεµβολή των σηµείων της κεντρικής γραµµής των 

αγγείων 

Στη συνέχεια προσεγγίζουµε την κεντρική γραµµή των αγγείων. 

Χρησιµοποιούµε τις βελτιωµένες εκτιµήσεις για τη θέση των σηµείων και 

εφαρµόζουµε µέθοδο παρεµβολής µέσω παραµετρικής spline. 

Θεωρούµε µια συνάρτηση ( )f x  η οποία είναι ορισµένη σε ένα διάστηµα 

[ ],α β , και ένα σύνολο σηµείων 1 2 ......... nx x xα β= < < < = . Η spline τρίτου 

βαθµού S  που παρεµβάλλει την συνάρτηση ( )f x  είναι µια συνάρτηση η 

οποία ικανοποιεί τις συνθήκες : 
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I. Η συνάρτηση S  είναι ένα κυβικό πολυώνυµο σε κάθε ένα από τα 

υποδιαστήµατα [ ]1,
i i

x x +  και συµβολίζεται µε i
S  για κάθε ένα από τα 

υποδιαστήµατα 1,2,......, 1i n= − . 

II. ( ) ( )i i
S x f x=  , για 1,2,......,i n=  

III. ( ) ( )1 1 1i i i i
S x S x+ + +=  , για 1, 2,......, 2i n= −  

IV. ( ) ( )
1

' '

1 1i ii i
S x S x

+ + +=  , για 1, 2,......, 2i n= −  

V. ( ) ( )
1

'' ''

1 1i ii i
S x S x

+ + +=  , για 1, 2,......, 2i n= −  

VI. Στα άκρα του υποδιαστήµατος [ ],α β  ισχύει µια από τις παρακάτω 

συνοριακές συνθήκες: 

a. ( ) ( )'' ''

1 0
n

S x S x= =  

b. ( ) ( )' '

1 1S x f x=  και ( ) ( )' '

n n
S x f x= . 

Όταν ισχύει η πρώτη συνοριακή συνθήκη, η spline ονοµάζεται φυσική, 

ενώ όταν ισχύει η δεύτερη, η spline ονοµάζεται κυβική. 

Σε κάθε υποδιάστηµα, η spline δίνεται από την σχέση: 

( ) ( ) ( ) ( )2 3

i i i i i i i i
S x a b x x c x x d x x= + − + − + −  , για 1,2,......, 1i n= −  (6-1) 

 

 

6.1 Παραµετρική spline 

Η παραµετρική spline είναι η σύνθεση δυο διαφορετικών spline, 

όπως περιγράφηκαν παραπάνω. Στην συγκεκριµένη περίπτωση, 

χρησιµοποιείται ως παράµετρος το µήκος της χορδής s  που συνδέει 

δύο σηµεία. Με τον τρόπο αυτό για να προσεγγίσουµε την συνάρτηση 
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( )f x  κατασκευάζουµε δυο διαφορετικές spline, µια που συσχετίζει την 

µεταβλητή x  µε την παράµετρο s , και µια δεύτερη που συσχετίζει την 

µεταβλητή ( )f x  µε την παράµετρο s . Έτσι προκύπτουν δυο 

συναρτήσεις παρεµβολής spline ( )S x , και ( )( )S f x . Με τον τρόπο αυτό, 

δίνοντας την τιµή του µήκους της χορδής s  για κάποιο τυχαίο σηµείο 

στο διάστηµα [ ],α β , βρίσκουµε ξεχωριστά τα x  και ( )f x  που 

αντιστοιχούν στο συγκεκριµένο σηµείο, επιτυγχάνοντας έτσι την 

επιθυµητή παρεµβολή της συνάρτησης ( )f x . 

Η παραµετρική spline συγκρινόµενη µε την απλή που 

περιγράφτηκε παραπάνω έχει το πλεονέκτηµα ότι στην περίπτωση που 

η συνάρτηση ( )f x  παρουσιάζει απότοµες κλίσεις πετυχαίνει καλύτερα 

την παρεµβολή, καθώς η παράµετρος s  «αντιλαµβάνεται» καλύτερα τις 

κλίσεις αυτές αφού εκφράζει την απόσταση δύο σηµείων. Πολύ 

σηµαντικό πλεονέκτηµα της παραµετρικής spline είναι ότι µπορούµε να 

κάνουµε παρεµβολή και σε σηµεία, τα οποία δεν αποτελούν συνάρτηση, 

για παράδειγµα µπορούµε να ανακατασκευάσουµε έναν κύκλο, αν 

γνωρίζουµε σηµεία στην περιφέρειά του κάτι που δε µπορούµε να 

επιτύχουµε µε τις τυπικές spline.  

Θα κατασκευάσουµε τρεις φυσικές spline που θα συσχετίζουν τις 

µεταβλητές x , y  και z  µε την παράµετρο s . Αρχικά υπολογίζεται η τιµή 

της παραµέτρου s  για όλα τα αρχικά σηµεία. Ως γνωστόν, η ευκλείδεια 

απόσταση που χωρίζει δύο σηµεία δίνεται από την σχέση: 
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( ) ( ) ( )2 2 2

1 2 1 2 1 2d x x y y z z= − + − + −  (6-2) 

Η παράµετρος s  υπολογίζεται σε κάθε θέση µέσω της σχέσης 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

1 1 11 i i i i i is i s i x x y y z z− − −= − + − + − + −  (6-3) 

Η κατασκευή της spline ουσιαστικά συνίσταται στον υπολογισµό 

των συντελεστών ia  , ib  , ic  και id  για κάθε µία από τις δύο spline που 

συνιστούν την παραµετρική spline . 

Με την εφαρµογή των ιδιοτήτων ΙΙ, ΙΙΙ, ΙV και V το σύστηµα των 

εξισώσεων των απαραιτήτων για τον υπολογισµό όλων των 

συντελεστών ανάγεται στο υπολογισµό των συντελεστών ic ,από τους 

οποίους στην συνέχεια θα υπολογιστούν οι υπόλοιποι συντελεστές ia , 

ib  και id . Ο υπολογισµός των ic  γίνεται µέσω της επίλυσης των 

συστηµάτων 1 1Ac q= , 2 2Ac q=  και 3 3Ac q= , µε µητρώο συντελεστών A , 

κοινό για τα τρία συστήµατα εξισώσεων, ένα τριδιαγώνιο µητρώο µε 

στοιχεία: 

( )
11

1 1 1 1

1

2 , , , 2, 1

nn

ii i i ii i ii i

a a

a h h a h a h i n− − − +

= =

= + = = = −
 (6-4) 

και µηδενικά όλα τα υπόλοιπα στοιχεία, όπου n  είναι το πλήθος των 

αρχικών σηµείων, τα οποία είναι γνωστά. 

Το δεξί µέλος 1q  του συστήµατος 1 1Ac q=  έχει στοιχεία: 

( ) ( ) ( )( )
11 1

1 1 1 1

0

3/ 3 / , 2, 1

n

i i i i i i i

q q

q h x x h x x i n+ − −

= =

= − − − = −
(6-5) 

Το δεξί µέλος 2q  του συστήµατος 2 2Ac q=  έχει στοιχεία: 
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( )( ) ( )( )
21 2

2 1 1 1

0

3/ 3 / , 2, 1

n

i i i i i i i

q q

q h y y h y y i n+ − −

= =

= − − − = −
 (6-6) 

και το δεξί µέλος 3q  του συστήµατος 3 3Ac q=  έχει στοιχεία: 

( )( ) ( ) ( )
31 3

3 1 1 1

0

3/ 3 / , 2, 1

n

i i i i i i i

q q

q h z z h z z i n+ − −

= =

= − − − = −
(6-7) 

Μετά την επίλυση των συστηµάτων, υπολογίζονται οι συντελεστές ia , ib  

και id  και για τις τρεις spline που συνιστούν την παραµετρική spline 

µέσω των σχέσεων: 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

1 1 1 1

2 2 1 2

3 3 1 3

1 1 1 1 1

2 1 2 2 1

3 1 3 3 1

/ 3 , 1, 1

/ 3 , 1, 1

/ 3 , 1, 1

1/ / 3 2 , 1, 1

1/ / 3 2 , 1, 1

1/ / 3 2 , 1, 1

i i i i

i i i i

i i i i

i i i i i i i

i i i i i i i

i i i i i i i

d c c h i n

d c c h i n

d c c h i n

b h x x h c c i n

b h y y h c c i n

b h z z h c c i n

+

+

+

+ +

+ +

+ +

= − = −

= − = −

= − = −

= − − + = −

= − − + = −

= − − + = −

 (6-8) 

Οι συντελεστές i
a  είναι οι τιµές της συνάρτησης στους κόµβους και δεν 

χρειάζεται υπολογισµός τους. 

Μετά τον υπολογισµό όλων των συντελεστών κάνουµε 

παρεµβολή για να βρούµε τις τιµές στις νέες θέσεις, µε τους 

κατάλληλους συντελεστές µέσω των σχέσεων:  

( ) ( ) ( )2 3

1 1 1i i i i i i i
x x b s s c s s d s s= + − + − + −  (6-9) 

( ) ( ) ( )2 3

2 2 2i i i i i i i
y y b s s c s s d s s= + − + − + −  (6-10) 

( ) ( ) ( )2 3

3 3 3i i i i i i i
z z b s s c s s d s s= + − + − + −  (6-11) 
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7 Κατασκευή κυκλικών διατοµών 

 Μετά την ανακατασκευή της κεντρικής γραµµής  του αγγείου θα 

προσθέσουµε κυκλικές διατοµές σε επιλεγµένες θέσεις της κεντρικής 

γραµµής σε µια προσπάθεια να ανακατασκευάσουµε µερικώς τον 

αγγειακό αυλό. Κάθε µία από τις κυκλικές διατοµές θα έχει κέντρο ένα 

σηµείο της κεντρικής γραµµής και θα πρέπει να σχεδιαστεί σε επίπεδο 

κάθετο στην κεντρική γραµµή στο σηµείο αυτό. Στη συνέχεια 

περιγράφεται η διαδικασία σχεδιασµού των διατοµών. 

 Ένας κύκλος στον χώρο προκύπτει από την τοµή µιας σφαίρας 

και ενός επιπέδου. Ο ζητούµενος κύκλος ακτίνας r , ο οποίος είναι 

κάθετος στην κεντρική γραµµή του αγγείου στο σηµείο ( ), ,A A AA x y z  και 

θα έχει κέντρο αυτό το σηµείο, θα είναι η τοµή του κάθετου επιπέδου Π 

ως προς την κεντρική γραµµή στο σηµείο Α και µιας σφαίρας µε κέντρο 

το Α και ακτίνα r .  

 Για να κατασκευαστεί το επίπεδο Π, το οποίο διέρχεται από το 

σηµείο Α και είναι κάθετο στην κεντρική γραµµή, θα πρέπει αρχικά να 

υπολογιστεί το εφαπτόµενο στην κεντρική γραµµή διάνυσµα n
r
 στο ίδιο 

σηµείο. Εφόσον έχουµε βρει την 3D spline που ανακατασκευάζει την 

κεντρική γραµµή του αγγείου, το εφαπτόµενο διάνυσµα σε οποιοδήποτε 

σηµείο της spline είναι πολύ εύκολο να προσδιορισθεί αριθµητικά µέσω 

πεπερασµένων διαφορών. Συγκεκριµένα, αν µέσω της spline έχει γίνει 

παρεµβολή στα σηµεία , 1, 2,...,i i LΣ = , θα έχουµε ότι: 
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1. αν το σηµείο ( ), ,A A AA x y z  είναι το πρώτο σηµείο της spline, δηλαδή 

1A ≡ Σ , τότε το n
r
 προσεγγίζεται από προς τα εµπρός διαφορές: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

x 1 2 3

y 1 2 3

z 1 2 3

n 3 4 / 2

n 3 4 / 2

n 3 4 / 2

x x x

y y y

z z z

= − + −

= − + −

= − + −

l

l

l

 (7-1) 

2. αν το σηµείο ( ), ,A A AA x y z  είναι το τελευταίο σηµείο της spline, 

δηλαδή LA ≡ Σ , τότε το n
r
 προσεγγίζεται από προς τα πίσω διαφορές: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

x 1 2

y 1 2

z 1 2

n 3 4 / 2

n 3 4 / 2

n 3 4 / 2

L L L

L L L

L L L

x x x

y y y

z z z

− −

− −

− −

= − + −

= − + −

= − + −

l

l

l

 (7-2) 

3. αν το Α είναι το i-οστο σηµείο της spline, όπου 1i ≠  και i L≠ , τότε το 

n
r
 προσεγγίζεται από κεντρικές διαφορές: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

x 1 1

y 1 1

z 1 1

n / 2

n / 2

n / 2

i i

i i

i i

x x

y y

z z

+ −

+ −

+ −

= −

= −

= −

l

l

l

 (7-3) 

Το l  είναι το βήµα της παρεµβολής στη spline, ενώ όλες οι παραπάνω 

διαφορές είναι 2ης τάξης. 

  Έχοντας υπολογίσει το εφαπτόµενο διάνυσµα στο σηµείο Α, το 

κάθετο στην κεντρική γραµµή επίπεδο Π στο σηµείο αυτό ορίζεται από 

τη σχέση: 

( ) ( ) ( ) ( )x y z: n n n 0A A Ax x y y z zΠ − + − + − =   (7-4) 
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Για να σχεδιάσουµε τον ζητούµενο κύκλο στο επίπεδο Π, θα 

µεταφέρουµε το ολικό σύστηµα συντεταγµένων xyz  από το 1S  στο 

σηµείο Α και θα το στρέψουµε έτσι ώστε ο άξονας z  να είναι 

παράλληλος στο εφαπτόµενο διάνυσµα n
r

, οπότε το επίπεδο x y−  θα 

ταυτίζεται µε το Π (Σχήµα 7-1). Έστω, λοιπόν, ότι X̂ , Ŷ  και Ẑ  τα 

µοναδιαία διανύσµατα του νέου – τοπικού συστήµατος συντεταγµένων 

AXYZ . Πρέπει να σηµειωθεί ότι ο προσανατολισµός των διανυσµάτων 

X̂  και Ŷ  στο επίπεδο Π είναι τυχαίος, αρκεί φυσικά το προκύπτον 

σύστηµα συντεταγµένων να είναι ορθογώνιο. 
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Σχήµα 7-1. Ολικό S1xyz και τοπικό AXYZ σύστηµα συντεταγµένων για 

τη σχεδίαση των κυκλικών διατοµών σε επίπεδο κάθετο της spline στο 

σηµείο Α αυτής. 

Τα συστήµατα συντεταγµένων 1S xyz  και AXYZ συνδέονται µέσω 

της σχέσης: 
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i i

A A
i i

i i

X x

Y y

Z z

    
    = −    
        

R t  (7-5) 

όπου A
R  το µητρώο στροφής από το σύστηµα xyz  στο XYZ , και A

t  το 

διάνυσµα µετατόπισης της αρχής των αξόνων από το σηµείο 1S  στο Α. 

Το διάνυσµα µετατόπισης ισούται µε: 

( ), ,A
A A Ax y z=t  (7-6) 

Εποµένως, αρκεί να προσδιορίσουµε τα συνηµίτονα κατεύθυνσης των 

µοναδιαίων διανυσµάτων του τοπικού συστήµατος  XYZ  προς αυτά του 

ολικού xyz , τα οποία αποτελούν τα στοιχεία του µητρώου στροφής A
R , 

ώστε µε χρήση της σχέσης (7-5) να µπορούµε να µεταφερόµαστε από 

το ένα σύστηµα στο άλλο. 

 Τα µοναδιαία διανύσµατα του ολικού συστήµατος συντεταγµένων 

δίνονται από τις σχέσεις: 

( )ˆ 1,0,0x = , ( )ˆ 0,1,0y =  και ( )ˆ 0,1,0z =  (7-7) 

Εφόσον ο άξονας Ζ του τοπικού συστήµατος συντεταγµένων είναι 

παράλληλος στο διάνυσµα n
r
, θα ισχύει: 

( )ˆ ˆ// , ,x y zZ n Z n n n n n n⇒ =
r r r r

 (7-8) 

όπου 2 2 2
x y zn n n n= + +

r
 το µέτρο του εφαπτόµενου διανύσµατος. Όπως 

αναφέρθηκε ο προσανατολισµός του άξονα Χ είναι τυχαίος. Επιλέγεται, 

αυτός να είναι παράλληλος στην ευθεία ε, η οποία αποτελεί την τοµή 

του επιπέδου Π µε το επίπεδο x y−  (Σχήµα 7-1) και περιγράφεται από 

τη σχέση: 
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( ): x z
A A A

y y

n n
y x x z yn nε = − − + +  (7-9) 

Αν ( )ˆ , ,X X XX x y z= , τότε ισχύουν: 

( ) ( )

2 2 2

ˆ ˆ , , 0,0,1 0ˆ ˆ 0

ˆ

ˆ 1 1

X X X

X x

X y

X X X

x y zX z X z
y n

X x n

X x y z

 ⋅ =⊥ ⇒ ⋅ =
 

ε ⇒ = − 
 

=  + + = 

� , 

οπότε 

( )2
1

1
X

x y

x

n n

=
+

  (7-10) 

( )21

x y

X

x y

n n
y

n n

= −
+

  (7-11) 

0Xz =  (7-12) 

Τέλος, το µοναδιαίο διάνυσµα Ŷ  υπολογίζεται ως το εξωτερικό γινόµενο 

των µοναδιαίων διανυσµάτων X̂  και Ẑ . ∆ηλαδή, έχουµε: 

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

0
x y z

X X

x y z

Y Z X n n n n n n

x y

= × = ⇒
r r r

 

( )ˆ , ,X z X z X x X yY y n n x n n y n n x n n= − −
r r r r

 (7-13) 

Εποµένως, τα ζητούµενα συνηµίτονα κατεύθυνσης είναι ίσα προς: 

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ, , 0

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ, ,

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ, ,

X X

X z X z X x X y

x y z

X x x X y y X z

Y x y n n Y y x n n Y z y n n x n n

Z x n n Z y n n Z z n n

⋅ = ⋅ = ⋅ =

⋅ = − ⋅ = ⋅ = −

⋅ = ⋅ = ⋅ =

r r r r

r r r

 (7-14) 

και το σύστηµα (7-5) γράφεται: 
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0i X X i A

i X z X z X x X y i A

i x y z i A

X x y x x

Y y n n x n n y n n x n n y y

Z n n n n n n z z

  −   
    = − − −    
    −    

r r r r

r r r
 (7-15) 

ή ισοδύναµα: 

1

0i X X i A

i X z X z X x X y i A

i x y z i A

x x y X x

y y n n x n n y n n x n n Y y

z n n n n n n Z z

−
      
      = − − +      
            

r r r r

r r r
(7-16) 

Μέσω των σχέσεων (7-15) και (7-16) µπορούµε να πάµε από το ολικό 

στο τοπικό σύστηµα συντεταγµένων και αντίστροφα. 

 Στο τοπικό σύστηµα συντεταγµένων AXYZ  ο ζητούµενος κύκλος 

C  περιγράφεται από την εξίσωση: 

2 2 2:C X Y r+ =  (7-17) 

Εποµένως, κάθε σηµείο του κύκλου θα έχει τοπικές 

συντεταγµένες ( , ,0)C CX Y , όπου τα CX , CY  ικανοποιούν την εξίσωση (7-

17), και για να βρούµε τις συντεταγµένες ( ), ,C C Cx y z  των σηµείων του 

κύκλου µε βάση το ολικό σύστηµα συντεταγµένων 1S xyz , επιλύουµε το 

σύστηµα (7-16). 

 

Σηµείωση: Στην παραπάνω διαδικασία θεωρήσαµε ότι 0yn ≠ . Αν αυτό 

δεν ισχύει, τότε το επίπεδο Π είναι παράλληλο στο επίπεδο x z−  του 

1S xyz . Εποµένως, στην περίπτωση που 0yn =  δεν απαιτείται αλλαγή 

του συστήµατος συντεταγµένων για την εύρεση του ζητούµενου κύκλου, 

επειδή τα σηµεία αυτού ικανοποιούν απευθείας τις σχέσεις 

Ay y=   (7-18) 



 

68 

 

και 

( ) ( )2 2 2
A Ax x z z r− + − =  (7-19) 

 

 

8 Εφαρµογές 

Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται χρήση του λογισµικού που 

αναπτύχθηκε. Πιο συγκεκριµένα, γίνεται ανακατασκευή της κεντρικής 

γραµµής γνωστού γεωµετρικού προτύπου µε χαρακτηριστικά παρόµοια 

του πραγµατικού.  

Ακολουθεί επεξεργασία εικόνων από πραγµατική διεπίπεδη 

αγγειογραφία ενός αντικειµένου σχήµατος Π γνωστής γεωµετρίας και 

ανακατασκευή της κεντρικής γραµµής του αντικειµένου. 

 

8.1 Ανακατασκευή κεντρικής γραµµής γνωστού 

γεωµετρικού προτύπου 

Η γεωµετρία του προτύπου είναι ανάλογη ενός πραγµατικού 

συστήµατος καρωτίδας – µοσχεύµατος αρτηριοφλεβικής αναστόµωσης. 

Θεωρούµε γνωστή τη γεωµετρία του αντικειµένου και λαµβάνουµε τις 

δύο προβολές του. Χρησιµοποιούµε τον κώδικα model.m  ώστε να 

κατασκευάσουµε  το τριδιάστατο µοντέλο και στη συνέχεια 

σχηµατίζουµε τις δύο προβολές, θεωρώντας ότι το c-arm στρέφεται 

κατά  -5ο  και µετατοπίζεται κατά 15mm. 
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Σχήµα 8-1. Σύστηµα καρωτίδας - µοσχεύµατος αρτηριοφλεβικής 

αναστόµωσης στο σύστηµα συντεταγµένων S1xyz. 

 

Σχήµα 8-2. Προβολή του αντικειµένου στο πρώτο επίπεδο προβολής. 
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Σχήµα 8-3. Σύστηµα καρωτίδας - µοσχεύµατος αρτηριοφλεβικής 

αναστόµωσης στο σύστηµα συντεταγµένων S2x΄y΄z΄. 

 

 

Σχήµα 8-4. Προβολή του αντικειµένου στο δεύτερο επίπεδο προβολής. 

0

20

40

60

-20

-10

0

10

100

120

140

160

180

200

220

x'

Model curve in S2x'y'z'

y'

z
'

0 100 200 300 400 500
-80

-60

-40

-20

0

20

40

60

80

u'

v
'

Model's projection with respect to S2x'y'z'



 

71 

 

Αρχικά, επιλέγουµε σηµεία από τη µία προβολή. Στη συνέχεια, µε 

αρχικές εκτιµήσεις για τη γωνία και τη µετατόπιση σχηµατίζουµε τις 

επιπολικές γραµµές στη δεύτερη προβολή. Οι γραµµές αυτές γενικά δεν 

διέρχονται από τα σηµεία της δεύτερης προβολής που αντιστοιχούν στα 

σηµεία της πρώτης προβολής. Εµείς επιλέγουµε τα σηµεία από τα 

οποία θα έπρεπε να περνούν οι επιπολικές γραµµές. Με τις αρχικές 

εκτιµήσεις για τη γωνία και τη µετατόπιση βρίσκουµε τις συντεταγµένες 

των σηµείων που σχηµατίζουν την κεντρική γραµµή του αντικειµένου. 

Στη συνέχεια γίνεται διόρθωση της θέσης των τριδιάστατων σηµείων και 

εύρεση βελτιωµένων µητρώων R και t που συνδέουν τα δύο συστήµατα 

συντεταγµένων S1 και S2. Η διαδικασία επαναλαµβάνεται διαδοχικά και 

στο τέλος λαµβάνονται οι βελτιωµένες θέσεις των σηµείων.  

Με αρχική εκτίµηση θ = -7ο και α = 100mm λαµβάνουµε ως βελτιωµένη 

τιµή             θ = -5.1498ο και α = 16.7392mm . 

Με αρχική εκτίµηση θ = -3ο και α = 70mm λαµβάνουµε ως βελτιωµένη 

τιµή               θ = -3.5391ο και α = 11.9729mm . 

Σηµείωση: Αν υπολογίζουµε το ipr της τριδιάστατης θέσης των σηµείων 

που προκύπτει µετά από κάθε επανάληψη, παρατηρούµε ότι αυτό 

συγκλίνει προς µια τιµή. Για παράδειγµα, βλέπουµε ότι ξεκινάει από µια 

τιµή 115.38 mm2 και συγκλίνει στο 0.495 mm2. 

1) 115.3841 6) 2.284403 11) 0.512729 16) 0.495308 21) 0.495521 

2) 51.66282 7) 1.248737 12) 0.500796 17) 0.495465 22) 0.495426 

3) 22.92758 8) 0.806981 13) 0.496585 18) 0.495569 23) 0.495308 

4) 10.23707 9) 0.620832 14) 0.495356 19) 0.495606 24) 0.495177 

5) 4.690375 10) 0.543766 15) 0.495181 20) 0.495585 25) 0.495035 
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Στο επόµενο σχήµα είναι σχεδιασµένο το πραγµατικό αντικείµενο 

(µε µαύρο χρώµα) και τα αντικείµενα που προκύπτουν µε τις 

βελτιωµένες τιµές (µε πράσινο και µπλε). 

 

Σχήµα 8-5. Πραγµατικό αντικείµενο (µαύρο) και εκτιµήσεις του 

πραγµατικού αντικειµένου (πράσινο και µπλε). 

 

Στην πρώτη περίπτωση το ipr προκύπτει ίσο µε 0.4595 mm2 , 

ενώ στη δεύτερη προκύπτει ίσο µε 0.37659 mm2 .  

Παρατηρούµε ότι τα ανακατασκευασµένα αντικείµενα προβάλλονται 

πολύ καλά στα δύο επίπεδα προβολής. Αυτό σηµαίνει ότι τα 3D σηµεία 
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του αντικειµένου βρίσκονται πάνω (ή τουλάχιστον πολύ κοντά) στις 

γραµµές προβολής. Όµως, οι δύο ανακατασκευές διαφέρουν µεταξύ 

τους αρκετά, καθώς έχουν κατασκευαστεί µε διαφορετικά α, θ.  

Σκεφτόµαστε τη χρήση επιπλέον κριτηρίου για την επιλογή της 

σωστής ανακατασκευής. 

 

 

 

 

8.2 Κριτήριο για την επιλογή κατάλληλης ανακατασκευής 

Παραπάνω είδαµε ότι µε µόνο κριτήριο τα σηµεία του 

αντικειµένου να προβάλλονται σωστά πάνω στα γνωστά σηµεία της 

προβολής δεν µας οδηγεί πάντα σε µια ικανοποιητική ανακατασκευή. 

Τα δύο αντικείµενα (µε πράσινο και µε µπλε) διαφέρουν τόσο ως προς 

τις διαστάσεις τους, όσο και ως προς τη θέση τους σε σχέση µε το 

σηµείο εστίασης S1. Εποµένως, ως επιπλέον κριτήριο µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί ένα εκ των:   

a) Το ανακατασκευασµένο αντικείµενο πρέπει να έχει διαστάσεις 

όσο το δυνατό πιο κοντά στις διαστάσεις του πραγµατικού 

αντικειµένου. 

b) Η θέση του αντικειµένου πρέπει να βρίσκεται όσο το δυνατό πιο 

κοντά στη θέση του πραγµατικού αντικειµένου.  
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Ορίζουµε τον παράγοντα µεγέθυνσης (Magnification Factor – MF) 

ως το λόγο της απόστασης εστιακού σηµείου από επίπεδο προβολής 

(SID) προς την απόσταση του αντικειµένου από το σηµείο εστίασης, 

οπότε  

�x = ������ (8-1) 

Στη δική µας εφαρµογή, από το σχήµα (ανωτέρω) µπορεί να 

εκτιµηθεί η θέση του αντικειµένου, οπότε είναι ���,2� = 165 mm για την 

ανακατασκευή µε πράσινο και ���,2� = 125 mm για την ανακατασκευή µε 

µπλε, ενώ για το πραγµατικό αντικείµενο είναι ��� = 160mm (µε µαύρο). 

Θέλουµε να κάνουµε χρήση του κριτηρίου (b) εποµένως επιθυµούµε το 

αντικείµενο να βρίσκεται στη θέση ��� και όχι στη θέση ���,2�. Για να το 

πετύχουµε αυτό, πολλαπλασιάζουµε τις συντεταγµένες των σηµείων 

του αντικειµένου µε   

������,�� = �9���9  (8-2) 

όπου κατ’ αντιστοιχία το ΜFth ορίζεται ως �x2� = ������,��. Επειδή τα 

σηµεία του αντικειµένου βρίσκονται πάνω στις γραµµές προβολής 

ικανοποιούν τις σχέσεις (2-1)-(2-6), οπότε ο πολλαπλασιασµός µε 
�9���9  

έχει ως αποτέλεσµα τα σηµεία να κινηθούν πάνω στις γραµµές 

προβολής. Για παράδειγµα, από τη σχέση (2-1)  #2� = /  ����� =
/  ��×���������×������ = /  � = # , βλέπουµε ότι το νέο σηµείο που προκύπτει έχει το 

ίδιο σηµείο προβολής. 
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Στη δική µας εφαρµογή είναι 
������,�� = 0.9697 (µε πράσινο) και 

������,�� 

= 1.28 (µε µπλε), οπότε στο επόµενο σχήµα φαίνονται οι βελτιωµένες 

ανακατασκευές. 

 

Σχήµα 8-6. Πραγµατικό αντικείµενο (µαύρο) και βελτιωµένες 

ανακατασκευές (πράσινο και µπλε). 

 

Βλέπουµε ότι το ανακατασκευασµένο αντικείµενο και στις δύο 

περιπτώσεις είναι ικανοποιητικό.   
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8.3 Ανακατασκευή της κεντρικής γραµµής αντικειµένου 

µορφής Π 

Στην εφαρµογή αυτή γίνεται ανακατασκευή της κεντρικής γραµµής 

ενός αντικειµένου το οποίο έχει  τη µορφή ασύµµετρου Π. Το 

αντικείµενο φαίνεται στην επόµενη εικόνα. 

 

Σχήµα 8-7. Αντικείµενο µορφής Π (ασύµµετρο Π). 

 

Στη συνέχεια λαµβάνονται οι προβολές του αντικειµένου και 

επεξεργάζονται ώστε να κατασκευαστούν οι κεντρικές γραµµές των 

προβολών. Μαζί µε το αντικείµενο αυτό, προβάλλονται σφαιρίδια που 

είναι τοποθετηµένα επάνω στο τραπέζι. Οι προβολές αυτών των 

σφαιριδίων χρησιµοποιούνται ως γνωστά αντίστοιχα σηµεία στις δύο 

εικόνες προβολών. 
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Στη συνέχεια φαίνονται οι προβολές που λαµβάνονται καθώς και 

οι επεξεργασµένες µορφές (κεντρικές γραµµές). 

 

 

Σχήµα 8-8. Προβολές του αντικειµένου µορφής Π. 
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Σχήµα 8-9. Κεντρικές γραµµές των προβολών του αντικειµένου µορφής 

Π. 

 

Στις εικόνες των κεντρικών γραµµών προσέχουµε ώστε ο 

προσανατολισµός του συστήµατος συντεταγµένων να είναι µε θετικά u 

προς τα δεξιά και µε θετικά v προς τα πάνω, ώστε να γίνεται ορθή 

ανάγνωση των τετµηµένων και των τεταγµένων των σηµείων στις 

προβολές, και ακολούθως ορθή σχεδίαση των επιπολικών γραµµών. 

Πρέπει να αναφέρουµε ότι στις εικόνες που λαµβάνουµε (πριν 

από την επεξεργασία) τα θετικά u είναι προς τα πάνω και τα θετικά v 

προς τα δεξιά. Αυτό εξηγείται από το γεγονός ότι το c-arm κινείται στο 

επίπεδο x-z, οπότε το y και εποµένως το v είναι κάθετο στο επίπεδο u-w 

και το w έχει κατεύθυνση από το σηµείο εστίασης προς την εικόνα, 

δηλαδή τα θετικά w αποµακρύνονται από εµάς καθώς παρατηρούµε την 
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εικόνα. Η κατεύθυνση του u είναι τέτοια ώστε το uvw να είναι 

δεξιόστροφο σύστηµα. 

Στη συνέχεια ακολουθείται η εξής διαδικασία: 

Γίνεται χρήση του προγράµµατος EnhancementMethod.m κατά το 

οποίο χρησιµοποιούνται τα γνωστά σηµεία πάνω στις δύο προβολές. 

Από αυτή τη διαδικασία προκύπτει εκτίµηση για τη γωνία α και τη 

µετατόπιση θ που συνδέει τα δύο συστήµατα S1, X1′ . Τα α, θ  που 

προκύπτουν χρησιµοποιούνται ως δεδοµένα για την εκτέλεση του 

προγράµµατος CL_RECONLines.m οπότε προκύπτει η ανακατασκευή 

του αντικειµένου. 

Το ���,2�  του ανακατασκευασµένου αντικειµένου (µε µαύρο) είναι 

450 mm, ενώ το ��� του πραγµατικού αντικειµένου είναι περίπου 800 

mm. Εποµένως, ο λόγος  
������,�� είναι 1.78 . Με την τιµή αυτή λαµβάνεται 

η καινούργια ανακατασκευή του αντικειµένου (µε µπλε). 
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Σχήµα 8-10. Αρχική και βελτιωµένη ανακατασκευή του αντικειµένου 

µορφής Π. 

 

Στη συνέχεια θα ακολουθήσει αξιολόγηση της µορφής του 

ανακατασκευασµένου αντικειµένου. 

 

8.3.1 Αξιολόγηση της ανακατασκευής 

Το αντικείµενο που χρησιµοποιήθηκε έχει τη µορφή ασύµµετρου 

Π. Οι διαστάσεις του είναι γνωστές και φαίνονται στο σχήµα 8-7. 

Επίσης, οι πλευρές του είναι ανά δύο µεταξύ τους κάθετες. 

Στη συνέχεια πραγµατοποιείται σύγκριση µεταξύ του θεωρητικού 

και του πραγµατικού µήκους των πλευρών του αντικειµένου. Για τον 

υπολογισµό του µήκους των πλευρών χρησιµοποιείται το lengths.m . 
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 length in mm 

Side theoretical Practical 

AB 84.3 100.8 

BΓ 54.6 66.5 

Γ∆ 34.2 40.8 

 

Το µέγιστο απόλυτο σφάλµα είναι της τάξης των 16mm, ενώ το 

σχετικό ως προς το πραγµατικό µήκος σφάλµα είναι της τάξης του 0.17. 

Πρέπει να σηµειωθεί ότι οι τιµές αυτές εξαρτώνται πολύ από την 

εκτίµηση των ���,2� και ���.  

Στη συνέχεια υπολογίζονται οι γωνίες µεταξύ δύο διαδοχικών 

πλευρών µε τη χρήση του angles.m . 

 angles in 

degrees 

angle theoretical 

(AΒ,ΒΓ) 87.9 

(ΒΓ,Γ∆) 90.9 

 

Οι γωνίες αυτές θέλουµε να είναι γύρω στις 90 µοίρες, εφόσον 

εκτιµούµε ότι οι πλευρές είναι κάθετες µεταξύ τους (χωρίς να υπάρχει 

δεδοµένη ακριβής µέτρηση, παρά µόνο απλή παρατήρηση-εκτίµηση). 

Εποµένως, η τελική ανακατασκευή (µε µπλε) έχει την 

αναµενόµενη µορφή (ασύµµετρο Π), προβάλλεται σωστά πάνω στα δύο 

επίπεδα (χαµηλό image point error) και οι διαστάσεις των πλευρών του 

αντικειµένου είναι αρκετά κοντά στις πραγµατικές. 
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9 Συµπεράσµατα 

  Σε αυτή τη διπλωµατική εργασία παρουσιάστηκε µια µεθοδολογία 

και αναπτύχθηκε ο αντίστοιχος αλγόριθµος για τον προσδιορισµό της 

τριδιάστατης γεωµετρίας της κεντρικής γραµµής αγγείων από τις 

προβολές που λαµβάνονται κατά τη διάρκεια διεπίπεδης αγγειογραφίας 

αυτών. Η µέθοδος αναπτύχθηκε µε βάση την εργασία των K. R. 

Hoffmann, C. E. Metz & Y. Chen (1995). 

Το µητρώο στροφής R και το διάνυσµα µετατόπισης t που 

συνδέουν τα δύο συστήµατα αναφοράς απλοποιούνται λόγω της 

κίνησης του C-arm αποκλειστικά στο επίπεδο x-z. Για τον υπολογισµό 

των γεωµετρικών χαρακτηριστικών του συστήµατος αγγειογραφικής 

απεικόνισης, σύµφωνα µε την µέθοδο που αναπτύχθηκε, χρειάζεται µια 

αρχική εκτίµηση της γωνίας θ και της µετατόπισης α. Μαζί µε το 

αντικείµενο προβάλλονται σφαιρίδια ώστε να υπάρχουν γνωστά 

αντίστοιχα σηµεία στις προβολές. Οι αρχικές τιµές για τα θ, α 

χρησιµοποιούνται ώστε να κατασκευασθεί µια πρώτη εκτίµηση της 

τριδιάστατης θέσης των σφαιριδίων. Στη συνέχεια, τα σηµεία που 

δηµιουργούνται προβάλλονται πάνω στις αντίστοιχες γραµµές 

προβολής, και των δύο συστηµάτων. Οι δύο οµάδες σηµείων 

συνδέονται µεταξύ τους µε τη σχέση που συνδέει τα δύο συστήµατα 

συντεταγµένων. Η επίλυση του προβλήµατος της γραµµικής άλγεβρας 

(πρόβληµα “Procrustes”) δείχνει τη σχέση που συνδέει τις δύο οµάδες 

σηµείων. Μετά από ένα πλήθος επαναλήψεων, η θέση των σηµείων στο 
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χώρο είναι τέτοια ώστε τα σηµεία να προβάλλονται αρκετά καλά στα 

δύο επίπεδα προβολής. Τα τελικά θ, α που λαµβάνονται 

χρησιµοποιούνται για την ανακατασκευή της κεντρικής γραµµής του 

αντικειµένου. Ωστόσο, τα σηµεία παρόλο που βρίσκονται πάνω στις 

γραµµές προβολής, βρίσκονται σε διαφορετική θέση κατά µήκος του 

άξονα z από την πραγµατική θέση. Για το λόγο αυτό έγινε η χρήση δύο 

κριτηρίων που βοηθούν στην επιλογή ικανοποιητικής ανακατασκευής.  

Πιο συγκεκριµένα, τα σηµεία του αντικειµένου κινούνται πάνω 

στις γραµµές προβολής, ώστε η µέση τιµή τους κατά z να βρεθεί στην 

κατά z θέση του πραγµατικού αντικειµένου, ή εναλλακτικά τα σηµεία 

κινούνται πάνω στις γραµµές προβολής ώστε να µεταβληθούν οι 

διαστάσεις της ανακατασκευής και να προσεγγίσουν τις διαστάσεις του 

πραγµατικού αντικειµένου. Η αποµάκρυνση από το σηµείο εστίασης 

(µετακίνηση πάνω στις γραµµές προβολής) οδηγεί σε αύξηση του 

µεγέθους του αντικειµένου, ενώ στην αντίθετη περίπτωση σε µείωση. 

Το πρώτο κριτήριο απαιτεί τη γνώση της θέσης του πραγµατικού 

αντικειµένου κατά τον άξονα z, ενώ το δεύτερο χρειάζεται το µέγεθος 

του αντικειµένου, κατά προσέγγιση. Το δεύτερο κριτήριο µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί και διαφορετικά: µαζί µε το αντικείµενο που µας 

ενδιαφέρει, προβάλλουµε και ένα αντικείµενο γνωστών διαστάσεων. 

Μετά την ανακατασκευή, γίνεται σύγκριση µεταξύ της θεωρητικής και 

της πραγµατικής διάστασης του γνωστού αντικειµένου, ώστε να βρούµε 

κατά πόσο πρέπει να µετακινήσουµε το ανακατασκευασµένο (άγνωστο) 
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αντικείµενο. Στην παρούσα εργασία έγινε χρήση του πρώτου κριτηρίου· 

το δεύτερο κριτήριο µπορεί να εφαρµοστεί σε µελλοντική εργασία. 

Η µεθοδολογία εφαρµόστηκε αρχικά στην περίπτωση 

µαθηµατικού µοντέλου και στη συνέχεια σε αντικείµενο µορφής 

ασύµµετρου Π γνωστών διαστάσεων, αφού έγινε προηγουµένως 

επεξεργασία των εικόνων, και είχε ικανοποιητικά αποτελέσµατα. 



 

- 85 - 

 

10 Παράρτηµα 

 Ακολουθούν τα προγράµµατα (κύριοι κώδικες και υπορουτίνες) 

που αναπτύχθηκαν σε περιβάλλον Matlab 7.5.0 (R2007b). 

10.1 Βελτιωµένη διάρθρωση σηµείων και γεωµετρία 

απεικόνισης 

1) EnhancementMethod.m 

iprvector=[ ]; 
%Give the initial angle and displacement. In addition, give the SID. 
t=-7*pi/180; sh=100; SID=995; R=SID/2; 
%Open the first projection and pick points in order to 
%perform the enhanced method. 
hgload('projection_1');hold on; 
disp('Pick points from the 1st projection') 
disp('Press return when you finish') 
[up1Enh,vp1Enh]=ginput; 
plot(up1Enh,vp1Enh,'ro'); 
M1Enh=length(up1Enh); 
disp(['Number of selected points:     ',num2str(M1Enh)]) 
% Definition of the S1 (coordinates system S1xyz) 
xS1=0;yS1=0;zS1=0; 
% Coordinates of S1 according to S2x'y'z' 
[xtS1,ytS1,ztS1]=coord12(xS1,yS1,zS1,R,t,sh); 
% Projection of P1k to 2nd projection's plane 
utS1=SID*xtS1/ztS1;vtS1=SID*ytS1/ztS1; 
% Open the 2nd projection & find its boundaries 
disp('pick the 2 diagonal boundary points of the 2nd projection') 
hgload('projection_2');hold all; 
[U,V]=ginput(2); 
%PREALLOCATION to memory 
upt1Enh=zeros(M1Enh,1);vpt1Enh=zeros(M1Enh,1); 
up11Enh=zeros(M1Enh,1);vp11Enh=zeros(M1Enh,1); 
Pr=zeros(M1Enh,3);PrT=zeros(M1Enh,3); 
Prp=zeros(M1Enh,3);PrpT=zeros(M1Enh,3); 
x1Enh=zeros(M1Enh,1);y1Enh=zeros(M1Enh,1);z1Enh=zeros(M1Enh,1); 
xt1Enh=zeros(M1Enh,1);yt1Enh=zeros(M1Enh,1);zt1Enh=zeros(M1Enh,1); 
% Calculation of the epipolar lines on the 2nd projection 
for k=1:M1Enh 
    % Definition of the P11 (coordinates system S1xyz) 
    xp=up1Enh(k);yp=vp1Enh(k);zp=SID; 
    % Coordinates of P1k according to S2x'y'z' 
    [xtP1Enh,ytP1Enh,ztP1Enh]=coord12(xp,yp,zp,R,t,sh); 
    % Projection of P1k to 2nd projection's plane 
    utP1Enh=SID*xtP1Enh/ztP1Enh;vtP1Enh=SID*ytP1Enh/ztP1Enh; 
    % Creation of the epipolar line E1E2 
    [ute1Enh,vte1Enh,ute2Enh,vte2Enh]=epipolar(utS1,vtS1,utP1Enh,vtP1Enh,U,V); 
    % Drawing of the epipolar line on the 2nd projection 
    uteEnh(:,1)=[ute1Enh;ute2Enh];vteEnh(:,1)=[vte1Enh;vte2Enh]; 



 

- 86 - 

 

    figure(2) 
    plot(uteEnh(:,1),vteEnh(:,1));axis([min(U) max(U) min(V) max(V)]); 
%    disp('Pick the respective point P2') 
    figure(2) 
    [upt1Enh(k),vpt1Enh(k)]=ginput(1);%local coordinates of the respective point 
    plot(upt1Enh(k),vpt1Enh(k),'kx','MarkerSize',10); 
    % Computation of the 3D coordinates with respect to S1xyz (global) 
[x1Enh(k,1),y1Enh(k,1),z1Enh(k,1)]=coord(up1Enh(k),vp1Enh(k),upt1Enh(k),vpt1Enh(k),SID,
R,t,sh); 
    % Drawing of the calculated point on the 1st projection for validation 
    up11Enh(k)=SID*x1Enh(k)/z1Enh(k);vp11Enh(k)=SID*y1Enh(k)/z1Enh(k); 
    figure(1) 
    plot(up11Enh(k),vp11Enh(k),'kx','MarkerSize',10) 
end 
%we configure the coordinates of the (3D) points according to the S2 system. 
for k=1:M1Enh, 
    [xt1Enh(k,1),yt1Enh(k,1),zt1Enh(k,1)]=coord12(x1Enh(k,1),y1Enh(k,1),z1Enh(k,1),R,t,sh); 
end 
Pmf=[x1Enh,y1Enh,z1Enh]; 
%Computation of the 3D center of mass of the configuration of object points 
%in the S1xyz system 
Pmf_cm=[mean(x1Enh),mean(y1Enh),mean(z1Enh)]; 
%The 2D center of mass of the image points in the S1 system is: 
Pcm=[mean(up1Enh),mean(vp1Enh)]; 
%The 3D position vector for the center of mass of the image points is: 
Pcm_3D=[Pcm,SID]/2; 
%Translation by the vector: 
bcm=Pcm_3D-Pmf_cm; 
%The translated reconstructed points are: 
Pr(:,1)=Pmf(:,1)+bcm(1,1); 
Pr(:,2)=Pmf(:,2)+bcm(1,2); 
Pr(:,3)=Pmf(:,3)+bcm(1,3); 
%We follow the same process for the system S2x'y'z' 
PmfT=[xt1Enh,yt1Enh,zt1Enh]; 
%Computation of the 3D center of mass of the configuration of object points 
%in the S2x'y'z' system 
Pmf_cmT=[mean(xt1Enh),mean(yt1Enh),mean(zt1Enh)]; 
%The 2D center of mass of the image points in the S2 system is: 
PcmT=[mean(upt1Enh),mean(vpt1Enh)]; 
%The 3D position vector for the center of mass of the image points is: 
Pcm_3DT=[PcmT,SID]/2;  
%Translation by the vector: 
bcmT=Pcm_3DT-Pmf_cmT; 
%The translated reconstructed points are: 
PrT(:,1)=PmfT(:,1)+bcmT(1,1); 
PrT(:,2)=PmfT(:,2)+bcmT(1,2); 
PrT(:,3)=PmfT(:,3)+bcmT(1,3); 
%The unit vectors that represent the direction from the focal spot (point 
%S1) to the image points are: 
h=[up1Enh,vp1Enh]; 
h(:,3)=SID; 
for i=1:M1Enh, 
    h(i,:)=h(i,:)/norm(h(i,:)); 
end 
%The unit vectors that represent the direction from the focal spot (point  
%S2) to the image points are: 
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hT=[upt1Enh,vpt1Enh];  
hT(:,3)=SID;           
for i=1:M1Enh, 
    hT(i,:)=hT(i,:)/norm(hT(i,:)); 
end 
%We use the Procrustes algorithm to align the set of points with the 
%projection lines optimally. We perform 'Mit' iterations. 
Mit=10; 
for miter=1:Mit, 
%Prp is the projection of Pr onto its respective projection line. 
    for i=1:M1Enh, 
        Prp(i,:)=dot(Pr(i,:),h(i,:))*h(i,:); 
    end 
    [d,Pr,tr]=procrustes(Prp,Pr); 
end 
%We use the Procrustes algorithm to align the set of points with the 
%projection lines optimally. We perform 'Mit' iterations. 
Mit=10; 
for miter=1:Mit, 
    %PrpT is the projection of PrT onto its respective projection line. 
    for i=1:M1Enh, 
        PrpT(i,:)=dot(PrT(i,:),hT(i,:))*hT(i,:); 
    end 
    [dT,PrT,trT]=procrustes(PrpT,PrT); 
end 
%Now, we have Pr and PrT configurations which are related to each other by 
%a rotation, translation and scaling. These can be determined by means of 
%the Procrustes algorithm. 
[dTN,PrTN,trTN]=procrustes(PrT,Pr); 
%Then we find a rotation R and a translation t. 
Rot=trTN.b*(trTN.T)'; 
D=trTN.c(1,:)'; 
transl=-Rot\D; 
% 
t=asin(transl(1,1)/R);%(rad) 
sh=(transl(3,1)+R*cos(asin(transl(1,1)/R))-R);%(mm) 
close all 
Rot=[cos(t) 0 sin(t);0 1 0;-sin(t) 0 cos(t)]; 
transl=[R*sin(t);0;(sh+R)-R*cos(t)]; 
% 
for itr=1:100,  
     for k=1:M1Enh 
[x1Enh(k,1),y1Enh(k,1),z1Enh(k,1)]=xyz3Dconf(Rot,transl,up1Enh(k),upt1Enh(k), 
vpt1Enh(k),1,SID); 
end 
[xt1Enh yt1Enh zt1Enh]=xyz3DconfT(Rot,transl,M1Enh,x1Enh,y1Enh,z1Enh); 
Pr=[x1Enh y1Enh z1Enh]; 
PrT=[xt1Enh yt1Enh zt1Enh]; 
%Calculation of the ipr (image point error) 
ra=[up1Enh vp1Enh]; 
rb=[upt1Enh vpt1Enh]; 
pa=[SID*x1Enh./z1Enh SID*y1Enh./z1Enh]; 
tx=R*sin(t);tz=sh+R*(1-cos(t)); 
x1TEnh=cos(t)*(x1Enh-tx)+sin(t)*(z1Enh-tz);y1TEnh=y1Enh; 
z1TEnh=-sin(t)*(x1Enh-tx)+cos(t)*(z1Enh-tz); 
u1ProjTEnh=SID*x1TEnh./z1TEnh;v1ProjTEnh=SID*y1TEnh./z1TEnh; 
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pb=[u1ProjTEnh v1ProjTEnh]; 
[ipr]=imagepointerror(pa,pb,ra,rb); %units mm^2 
iprvector=[iprvector;ipr]; 
% 
for miter=1:Mit, 
%Prp is the projection of Pr onto its respective projection line. 
    for i=1:M1Enh, 
        Prp(i,:)=dot(Pr(i,:),h(i,:))*h(i,:); 
    end 
    [d,Pr,tr]=procrustes(Prp,Pr); 
end 
% 
for miter=1:Mit, 
    %PrpT is the projection of PrT onto its respective projection line. 
    for i=1:M1Enh, 
        PrpT(i,:)=dot(PrT(i,:),hT(i,:))*hT(i,:); 
    end 
    [dT,PrT,trT]=procrustes(PrpT,PrT); 
end 
%Now, we have Pr and PrT configurations which are related to each other by 
%a rotation, translation and scaling. These can be determined by means of 
%the Procrustes algorithm. 
[dTN,PrTN,trTN]=procrustes(PrT,Pr); 
%Then we find a rotation R and a translation t. 
Rot=trTN.b*(trTN.T)'; 
D=trTN.c(1,:)'; 
transl=-Rot\D; 
% 
t=asin(transl(1,1)/R);%(rad) 
sh=(transl(3,1)+R*cos(asin(transl(1,1)/R))-R);%(mm) 
close all 
Rot=[cos(t) 0 sin(t);0 1 0;-sin(t) 0 cos(t)]; 
transl=[R*sin(t);0;(sh+R)-R*cos(t)]; 
end 
save SID; save R; save t; save sh; 
%close all;clear all;  
load SID; load R; load t; load sh; 
% 
disp(['The true alpha and theta are:  ',num2str(t*180/pi),' deg']) 
disp(['                         and   ',num2str(sh),' mm']) 
% 
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2) CL_RECONLines.m 

clear all;close all;clc 
global n1 n2 ks1 ks2 nt1 nt2 kst1 kst2 SID R t sh U V 
% Source to Image Distance in mm (SID) 
SID=995;R=SID/2; 
%-------------------------------------------------------------------- 
% GEOMETRY 
% t is the rotation angle and sh the verticalshift of the C-arm 
% initial estimation 
t=-7.947*pi/180;sh=-11.446; 
%-------------------------------------------------------------------- 
% EPIPOLAR LINE - RESPECTIVE PROJECTION POINTS - 3D COORDINATES 
% Open the 1st projection for the selection of the points P11 of the 1st object's section & P12 of 
the 2nd object's section 
hgload('projection_1');hold on; 
% 1st section 
disp('Pick the P11 points from the 1st section of the object''s projection') 
disp('Press return when you finish') 
[up1,vp1]=ginput;plot(up1,vp1,'ro'); 
% 2nd section 
disp('Pick the P12 points from the 2nd section of the object''s projection') 
disp('Press return when you finish') 
[up2,vp2]=ginput; 
plot(up1,vp1,'ro',up2,vp2,'ro'); 
M1=length(up1);M2=length(up2); 
disp(['Number of selected points from 1st section:     ',num2str(M1)]) 
disp(['Number of selected points from 2nd section:     ',num2str(M2)]) 
% Definition of the S1 (coordinates system S1xyz)-Common for both sections 
xS1=0;yS1=0;zS1=0; 
% Coordinates of S1 according to S2x'y'z' 
[xtS1,ytS1,ztS1]=coord12(xS1,yS1,zS1); 
% Projection of P1k to 2nd projection's plane 
utS1=SID*xtS1/ztS1;vtS1=SID*ytS1/ztS1; 
% Open the 2nd projection & find its boundaries 
disp('pick the 2 diagonal boundary points of the 2nd projection') 
hgload('projection_2');hold all; 
[U,V]=ginput(2); 
% Calculation of the epipolar lines on the 2nd projection 
% 1st section 
for k=1:M1 
    % Definition of the P11 (coordinates system S1xyz) 
    xp=up1(k);yp=vp1(k);zp=SID; 
    % Coordinates of P1k according to S2x'y'z' 
    [xtP1,ytP1,ztP1]=coord12(xp,yp,zp); 
    % Projection of P1k to 2nd projection's plane 
    utP1=SID*xtP1/ztP1;vtP1=SID*ytP1/ztP1; 
    % Creation of the epipolar line E1E2 
    [ute1,vte1,ute2,vte2]=epipolar(utS1,vtS1,utP1,vtP1); 
    % Drawing of the epipolar line on the 2nd projection 
    ute(:,1)=[ute1;ute2];vte(:,1)=[vte1;vte2]; 
    figure(2) 
    plot(ute(:,1),vte(:,1));axis([min(U) max(U) min(V) max(V)]); 
    disp('Pick the intersection point P2') 
    figure(2) 
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    [upt1(k),vpt1(k)]=ginput(1);%local coordinates of the respective point 
    plot(upt1(k),vpt1(k),'kx','MarkerSize',10); 
    % Computation of the 3D coordinates with respect to S1xyz (global) 
    [x1(k),y1(k),z1(k)]=coord(up1(k),vp1(k),upt1(k),vpt1(k)); 
    % Drawing of the calculated point on the 1st projection for validation 
    up11(k)=SID*x1(k)/z1(k);vp11(k)=SID*y1(k)/z1(k); 
    figure(1) 
    plot(up11(k),vp11(k),'kx','MarkerSize',10) 
end 
% 2nd section 
for j=1:M2 
    % Definition of the P12 (coordinates system S1xyz) 
    xp=up2(j);yp=vp2(j);zp=SID; 
    % Coordinates of P1k according to S2x'y'z' 
    [xtP1,ytP1,ztP1]=coord12(xp,yp,zp); 
    % Projection of P1k to 2nd projection's plane 
    utP1=SID*xtP1/ztP1;vtP1=SID*ytP1/ztP1; 
    % Creation of the epipolar line E1E2 
    [ute1,vte1,ute2,vte2]=epipolar(utS1,vtS1,utP1,vtP1); 
    % Drawing of the epipolar line on the 2nd projection 
    ute(:,1)=[ute1;ute2];vte(:,1)=[vte1;vte2]; 
    figure(2) 
    plot(ute(:,1),vte(:,1));axis([min(U) max(U) min(V) max(V)]); 
    disp('Pick the intersection point P2') 
    figure(2) 
    [upt2(j),vpt2(j)]=ginput(1);%local coordinates of the respective point 
    plot(upt2(j),vpt2(j),'kx'); 
    % Computation of the 3D coordinates with respect to S1xyz (global) 
    [x2(j),y2(j),z2(j)]=coord(up2(j),vp2(j),upt2(j),vpt2(j)); 
    % Drawing of the calculated point on the 1st projection for validation 
    up22(j)=SID*x2(j)/z2(j);vp22(j)=SID*y2(j)/z2(j); 
    figure(1) 
    plot(up22(j),vp22(j),'kx') 
end 
figure(1);hold off;figure(2);hold off; 
%-------------------------------------------------------------------------- 
%Calculation of the ipr (image point error) 
ra=[up1 vp1;up2 vp2]; 
rb=[upt1' vpt1';upt2' vpt2']; 
pa=[up11' vp11';up22' vp22']; 
tx=R*sin(t);tz=sh+R*(1-cos(t)); 
x1T=cos(t)*(x1-tx)+sin(t)*(z1-tz);y1T=y1; 
z1T=-sin(t)*(x1-tx)+cos(t)*(z1-tz); 
u1ProjT=SID*x1T./z1T;v1ProjT=SID*y1T./z1T; 
x2T=cos(t)*(x2-tx)+sin(t)*(z2-tz);y2T=y2; 
z2T=-sin(t)*(x2-tx)+cos(t)*(z2-tz); 
u2ProjT=SID*x2T./z2T;v2ProjT=SID*y2T./z2T; 
pb=[u1ProjT' v1ProjT';u2ProjT' v2ProjT']; 
[ipr]=imagepointerror(pa,pb,ra,rb); %units mm^2 
disp(['The image point error is  ',num2str(ipr),' mm^2']) 
%-------------------------------------------------------------------------- 
% DRAWING OF THE OBJECT (CENTER LINES) 
save x1.mat x1;save y1.mat y1;save z1.mat z1; 
save x2.mat x2;save y2.mat y2;save z2.mat z2; 
% Drawing of the lines 
figure(3) 
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 hgload('mod_curve'), 
hold 
plot3(x1,y1,z1,'*k','MarkerSize',10);plot3(x1,y1,z1,'k'); 
plot3(xs2,ys2,zs2,'g','LineWidth',1.5);plot3(x2,y2,z2,'*k','MarkerSize',10); 
grid on;axis square;xlabel('x');ylabel('y');zlabel('z'); 
hgsave('recon_clineLines') 
% ------------------------------------------------------------------------- 
  

3)  CL_RECON.m 

 
clear all;close all;clc 
global n1 n2 ks1 ks2 nt1 nt2 kst1 kst2 SID R t sh U V 
% Source to Image Distance in mm (SID) 
SID=995;R=SID/2; 
%-------------------------------------------------------------------- 
% GEOMETRY 
% determination of the geometry. t is the rotation angle and sh the 

vertical shift of the C-arm 
t=-3.5391*pi/180; sh=11.9729; 
%-------------------------------------------------------------------- 
% EPIPOLAR LINE - RESPECTIVE PROJECTION POINTS - 3D COORDINATES 
% Open the 1st projection for the selection of the points P11 of the 

1st object's section & P12 of the 2nd object's section 
hgload('projection_1');hold on; 
% 1st section 
disp('Pick the P11 points from the 1st section of the object''s 

projection') 
disp('Press return when you finish') 
[up1,vp1]=ginput; plot(up1,vp1,'ro'); 
% 2nd section 
disp('Pick the P12 points from the 2nd section of the object''s 

projection') 
disp('Press return when you finish')  
[up2,vp2]=ginput; plot(up1,vp1,'ro',up2,vp2,'ro'); 
M1=length(up1);M2=length(up2); 
disp(['Number of selected points from 1st section:     

',num2str(M1)]) 
disp(['Number of selected points from 2nd section:     

',num2str(M2)]) 
% Definition of the S1 (coordinates system S1xyz)-Common for both 

sections 
xS1=0;yS1=0;zS1=0; 
% Coordinates of S1 according to S2x'y'z' 
[xtS1,ytS1,ztS1]=coord12(xS1,yS1,zS1); 
% Projection of P1k to 2nd projection's plane 
utS1=SID*xtS1/ztS1;vtS1=SID*ytS1/ztS1; 
% Open the 2nd projection & find its boundaries 
disp('pick the 2 diagonal boundary points of the 2nd projection') 
hgload('projection_2');hold all; 
[U,V]=ginput(2); 
% Calculation of the epipolar lines on the 2nd projection 
% 1st section 
for k=1:M1 
    % Definition of the P11 (coordinates system S1xyz) 
    xp=up1(k);yp=vp1(k);zp=SID; 
    % Coordinates of P1k according to S2x'y'z' 
    [xtP1,ytP1,ztP1]=coord12(xp,yp,zp); 
    % Projection of P1k to 2nd projection's plane 
    utP1=SID*xtP1/ztP1;vtP1=SID*ytP1/ztP1; 
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    % Creation of the epipolar line E1E2 
    [ute1,vte1,ute2,vte2]=epipolar(utS1,vtS1,utP1,vtP1); 
    % Drawing of the epipolar line on the 2nd projection 
    ute(:,1)=[ute1;ute2];vte(:,1)=[vte1;vte2]; 
    figure(2) 
    plot(ute(:,1),vte(:,1));axis([min(U) max(U) min(V) max(V)]); 
    disp('Pick the intersection point P2') 
    figure(2) 
    [upt1(k),vpt1(k)]=ginput(1);%local coordinates of the respective              

    point 
    plot(upt1(k),vpt1(k),'kx','MarkerSize',10); 
    % Computation of the 3D coordinates with respect to S1xyz   

    (global) 
    [x1(k),y1(k),z1(k)]=coord(up1(k),vp1(k),upt1(k),vpt1(k)); 
    % Drawing of the calculated point on the 1st projection for  

    validation 
    up11(k)=SID*x1(k)/z1(k);vp11(k)=SID*y1(k)/z1(k); 
    figure(1) 
    plot(up11(k),vp11(k),'kx','MarkerSize',10) 
end 
% 2nd section 
for j=1:M2 
    % Definition of the P12 (coordinates system S1xyz) 
    xp=up2(j);yp=vp2(j);zp=SID; 
    % Coordinates of P1k according to S2x'y'z' 
    [xtP1,ytP1,ztP1]=coord12(xp,yp,zp); 
    % Projection of P1k to 2nd projection's plane 
    utP1=SID*xtP1/ztP1;vtP1=SID*ytP1/ztP1; 
    % Creation of the epipolar line E1E2 
    [ute1,vte1,ute2,vte2]=epipolar(utS1,vtS1,utP1,vtP1); 
    % Drawing of the epipolar line on the 2nd projection 
    ute(:,1)=[ute1;ute2];vte(:,1)=[vte1;vte2]; 
    figure(2) 
    plot(ute(:,1),vte(:,1));axis([min(U) max(U) min(V) max(V)]); 
    disp('Pick the intersection point P2') 
    figure(2) 
    [upt2(j),vpt2(j)]=ginput(1);%local coordinates of the respective  

    point 
    plot(upt2(j),vpt2(j),'kx'); 
    % Computation of the 3D coordinates with respect to S1xyz  

    (global) 
    [x2(j),y2(j),z2(j)]=coord(up2(j),vp2(j),upt2(j),vpt2(j)); 
    % Drawing of the calculated point on the 1st projection for  

    validation 
    up22(j)=SID*x2(j)/z2(j);vp22(j)=SID*y2(j)/z2(j); 
    figure(1) 
    plot(up22(j),vp22(j),'kx') 
end 
figure(1);hold off;figure(2);hold off; 
%-------------------------------------------------------------------- 
%Calculation of the ipr (image point error) 
ra=[up1 vp1;up2 vp2]; 
rb=[upt1' vpt1';upt2' vpt2']; 
pa=[up11' vp11';up22' vp22']; 
tx=R*sin(t);tz=sh+R*(1-cos(t)); 
x1T=cos(t)*(x1-tx)+sin(t)*(z1-tz);y1T=y1; 
z1T=-sin(t)*(x1-tx)+cos(t)*(z1-tz); 
u1ProjT=SID*x1T./z1T;v1ProjT=SID*y1T./z1T; 
x2T=cos(t)*(x2-tx)+sin(t)*(z2-tz);y2T=y2; 
z2T=-sin(t)*(x2-tx)+cos(t)*(z2-tz); 
u2ProjT=SID*x2T./z2T;v2ProjT=SID*y2T./z2T; 
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pb=[u1ProjT' v1ProjT';u2ProjT' v2ProjT']; 
[ipr]=imagepointerror(pa,pb,ra,rb); %units mm^2 
disp(['The image point error is  ',num2str(ipr),' mm^2']) 
%-------------------------------------------------------------------- 
% COMPUTATION OF THE SPLINE 
[xs1,ys1,zs1,nx1,ny1,nz1]=spline3D(x1,y1,z1);%1st section 
[xs2,ys2,zs2,nx2,ny2,nz2]=spline3D(x2,y2,z2);%2nd section 
% Storage the splines & control points 
save xs1_2.mat xs1;save ys1_2.mat ys1;save zs1_2.mat zs1; 
save x1_2.mat x1;save y1_2.mat y1;save z1_2.mat z1; 
save xs2_2.mat xs2;save ys2_2.mat ys2;save zs2_2.mat zs2; 
save x2_2.mat x2;save y2_2.mat y2;save z2_2.mat z2; 
% Drawing of the spline 
figure(3) 
hgload('mod_curve') 
hold on 
plot3(xs1,ys1,zs1,'b','LineWidth',1.5);plot3(x1,y1,z1,'*b', 

'MarkerSize',10); 
plot3(xs2,ys2,zs2,'b','LineWidth',1.5);plot3(x2,y2,z2,'*b', 

'MarkerSize',10); 
grid on;axis square;xlabel('x');ylabel('y');zlabel('z'); 
hgsave('recon_cline') 
% ------------------------------------------------------------------- 
% COMPUTATION OF THE CIRCULAR CROSS SECTION AT THE CONTROL POINTS 
% Computation and drawing of the circles: The coordinates of the 

circle's points are computed initially at a local coordinate system 
PiXYZ [with origin the point Pi and z'-axis//n, x'-axis//the trace 

(beeline (e)) of planes x-y and the one that is perpedicular to n at 

Pi, therefore y'-axis=(z'-axis)x(x'-axis)] and then these points are 
transfered to the global coordinate system S1xyz 
% Circle's radius at every P1 
% 1st section 
disp('give in a vector (1xM) the radii (in mm) of the circles  

at the ') 
disp('control points of the 1st section - ATTENTION! the number  

of radii') 
r1=input('must be equal to the number of the control points:  '); 
for i=1:M1 
    x0=x1(i);y0=y1(i);z0=z1(i);%coordinates of the circle's  

 center = Pi 
    xn=-r1(i):r1(i)/10:r1(i);%discretization of xn 
    if ny1(i)==0%e.g. when the ratios nx/ny,nz/ny become infinite 
        yh=y0*ones(1,21); 
        zhp=z0+sqrt(r1(i)^2-(xn-x0*ones(1,21)).^2); 
        zhm=z0-sqrt(r1(i)^2-(xn-x0*ones(1,21)).^2); 
        % Useful vectors for drawing the circle 
        X1(:,i)=[xn';xn'];Y1(:,i)=[yh';yh'];Z1(:,i)=[zhp';zhm']; 
    else 
        % Local coordinates of the circle (system PiXYZ) - in this    

        system Z   
        % of circle equals zero everywhere 
        ynp=sqrt(r1(i)^2-xn.^2); 
        ynm=-sqrt(r1(i)^2-xn.^2); 
        % Transfer of the coordinates to the global system S1xyz 
        nm1(i)=sqrt(nx1(i)^2+ny1(i)^2+nz1(i)^2);%length of normal  

                                                vector n 
        % Cosines of direction: Elements of the rotational matrix RA 
        a=1/sqrt(1+nx1(i)^2/ny1(i)^2); 
        b=-nx1(i)/(ny1(i)*sqrt(1+nx1(i)^2/ny1(i)^2)); 
        d1=-b*nz1(i)/nm1(i);d2=a*nz1(i)/nm1(i); 
        d3=(b*nx1(i)-a*ny1(i))/nm1(i); 
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        g1=nx1(i)/nm1(i);g2=ny1(i)/nm1(i);g3=nz1(i)/nm1(i); 
        % Global coordinates of the circle 
        xp=a*xn+d1*ynp+x0;xm=a*xn+d1*ynm+x0; 
        yp=b*xn+d2*ynp+y0;ym=b*xn+d2*ynm+y0; 
        zp=d3*ynp+z0;zm=d3*ynm+z0; 
        % Useful vectors for drawing the circle 
        X1(:,i)=[xp';xm'];Y1(:,i)=[yp';ym'];Z1(:,i)=[zp';zm']; 
    end 
    % Drawing the circle on the same plot with the model and the    

    spline 
    figure(3) 
    plot3(X1(:,i),Y1(:,i),Z1(:,i),'b'); 
    grid on;axis square; 
end 
% 2nd section 
disp('give in a vector (1xM) the radii (in mm) of the circles  

at the ') 
disp('control points of the 2nd section - ATTENTION! the number  

of radii') 
r2=input('must be equal to the number of the control points:  ');i=0; 
for i=1:M2 
    x0=x2(i);y0=y2(i);z0=z2(i);%coordinates of the circle's  

                               center = Pi 
    xn=-r2(i):r2(i)/10:r2(i);%discretization of xn 
    if ny2(i)==0%e.g. when the ratios nx/ny,nz/ny become infinite 
        yh=y0*ones(1,21); 
        zhp=z0+sqrt(r2(i)^2-(xn-x0*ones(1,21)).^2); 
        zhm=z0-sqrt(r2(i)^2-(xn-x0*ones(1,21)).^2); 
        % Useful vectors for drawing the circle 
        X2(:,i)=[xn';xn'];Y2(:,i)=[yh';yh'];Z2(:,i)=[zhp';zhm']; 
    else 
        % Local coordinates of the circle (system PiXYZ) - in this  

        system Z   
        % of circle equals zero everywhere 
        ynp=sqrt(r2(i)^2-xn.^2); 
        ynm=-sqrt(r2(i)^2-xn.^2); 
        % Transfer of the coordinates to the global system S1xyz 
        nm2(i)=sqrt(nx2(i)^2+ny2(i)^2+nz2(i)^2);%length of normal  

                                                vector n 
        % Cosines of direction: Elements of the rotational matrix RA 
        a=1/sqrt(1+nx2(i)^2/ny2(i)^2); 
        b=-nx2(i)/(ny2(i)*sqrt(1+nx2(i)^2/ny2(i)^2)); 
        d1=-b*nz2(i)/nm2(i);d2=a*nz2(i)/nm2(i); 
        d3=(b*nx2(i)-a*ny2(i))/nm2(i); 
        g1=nx2(i)/nm2(i);g2=ny2(i)/nm2(i);g3=nz2(i)/nm2(i); 
        % Global coordinates of the circle 
        xp=a*xn+d1*ynp+x0;xm=a*xn+d1*ynm+x0; 
        yp=b*xn+d2*ynp+y0;ym=b*xn+d2*ynm+y0; 
        zp=d3*ynp+z0;zm=d3*ynm+z0; 
        % Useful vectors for drawing the circle 
        X2(:,i)=[xp';xm'];Y2(:,i)=[yp';ym'];Z2(:,i)=[zp';zm']; 
    end 
    % Drawing the circle on the same plot with the model and the  

    spline 
    figure(3) 
    plot3(X2(:,i),Y2(:,i),Z2(:,i),'g');grid on;axis square; 
end 
hgsave('reconstructed_curves') 
% ------------------------------------------------------------------- 
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10.2 Συναρτήσεις 
 

1) coord.m 
 

function [x,y,z]=coord(up,vp,upt,vpt) 
global SID R t sh 
tx=R*sin(t);tz=sh+R*(1-cos(t)); 
ks=up/SID;n=vp/SID;kst=upt/SID;nt=vpt/SID; 
z=(cos(t)*(kst*tz-tx)-sin(t)*(kst*tx+tz))/(cos(t)*(kst-ks)-

sin(t)*(ks*kst+1)); 
x=ks*z;y=n*z; 

 

2) coord12.m 
 

function [xt,yt,zt]=coord12(x,y,z) 
%This function transforms the coordinates of a point from the S1xyz 

system 
%of coordinates to the S2x'y't' 
global R t sh 
xt=cos(t)*(x-R*sin(t))+sin(t)*(z-(sh+R*(1-cos(t)))); 
yt=y; 
zt=-sin(t)*(x-R*sin(t))+cos(t)*(z-(sh+R*(1-cos(t)))); 

 

3) epipolar.m 

 
function [ut1,vt1,ut2,vt2]=epipolar(utS1,vtS1,utp,vtp) 
%This function calculates the epipolar line for the control point P, 

the 
%coordinates of which are (utp,vtp) on the 1st projection 
global U V 
if (utS1==utp) 
    ut1=utS1;ut2=utS1;vt1=V(1);vt2=V(2); 
elseif (vtS1==vtp) 
    ut1=U(1);ut2=U(2);vt1=vtS1;vt2=vtS1; 
else 
    tmin=(U(1)-utS1)/(utp-utS1);tmax=(U(2)-utS1)/(utp-utS1); 
    ut1=utS1+tmin*(utp-utS1);ut2=utS1+tmax*(utp-utS1); 
    vt1=vtS1+tmin*(vtp-vtS1);vt2=vtS1+tmax*(vtp-vtS1); 
end 

 

4) imagepointerror.m 
 

function [ipr]=imagepointerror(pa,pb,ra,rb) 
%ipr is the sum of image point errors in terms of the squares of 

Euclidean 
%distances between the 2D input data and the projections of 

calculated 3D 
%data points onto the two image planes. N denotes the number of pairs 

of 
%corresponding points extracted from the biplane images. 
ipr=0; 
N=length(pa); 
for i=1:N, 
    ipr=ipr+(pa(i,1)-ra(i,1))^2+(pa(i,2)-ra(i,2))^2+... 
           +(pb(i,1)-rb(i,1))^2+(pb(i,2)-rb(i,2))^2; 
end 
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5)  spline2D 
 
function [x1,y1]=spline2D(x,y) 
%this function finds the 2D parametric cubic spline that runs through the   
%set of points p(p1,p2) - the matrix p is nx2, where the columns is the   
%2D coordinates of the points 
n=length(x); 
%h is the distance between two points 
for i=1:n-1 
    h(i)=sqrt((x(i+1)-x(i))^2 +(y(i+1)-y(i))^2); 
end 
%s is the length of arc and the parameter of the spline 
for i=2:n 
    s(i)=sum(h(1:i-1)); 
end 
%the boundary conditions of the natural spline 
q1(1)=0.;q1(n)=0.; 
q2(1)=0.;q2(n)=0.; 
for i=2:n-1 
    q1(i)=(3/h(i))*(x(i+1)-x(i))-(3/h(i-1))*(x(i)-x(i-1)); 
    q2(i)=(3/h(i))*(y(i+1)-y(i))-(3/h(i-1))*(y(i)-y(i-1)); 
end 
a=zeros(n); 
a(1,1)=1.0;a(n,n)=1.0; 
for i=2:n-1 
    a(i,i)=2*(h(i-1)+h(i)); 
    a(i,i-1)=h(i-1); 
    a(i,i+1)=h(i); 
end 
c1=a\q1' ; 
c2=a\q2' ; 
for i=1:n-1 
    d1(i)=(c1(i+1)-c1(i))/(3*h(i)); 
    b1(i)=(1/h(i))*(x(i+1)-x(i))-(h(i)/3.)*(2*c1(i)+c1(i+1)); 
    d2(i)=(c2(i+1)-c2(i))/(3*h(i)); 
    b2(i)=(1/h(i))*(y(i+1)-y(i))-(h(i)/3.)*(2*c2(i)+c2(i+1)); 
end 
f=100;%number of interpolant points 
l=(max(s)-min(s))/(f-1); 
cp=min(s):l:max(s); 
k1=length(cp); 
for j=1:k1 
    for i=1:n-1 
        if(cp(j)==s(i)||cp(j)==s(i+1)) 
            k=i; 
        elseif(cp(j)>s(i)&&cp(j)<s(i+1)) 
            k=i; 
        end 
    end   
    x1(j)=x(k)+b1(k)*(cp(j)-s(k))+c1(k)*(cp(j)-s(k))^2+d1(k)*(cp(j)-s(k))^3; 
    y1(j)=y(k)+b2(k)*(cp(j)-s(k))+c2(k)*(cp(j)-s(k))^2+d2(k)*(cp(j)-s(k))^3; 
end 
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6) spline3D.m 
 

function [x1,y1,z1,nx,ny,nz]=spline3D(x,y,z) 
%This function finds the 3D parametric cubic spline that runs through the   
%set of points P(x,y,z) and returns the interpolant points PS(x1,y1,z1) and 
%the tnagent vector n(nx,ny,nz) of the spline at the control points P 
%-------------------------------------------------------------------------- 
%3D PARAMETRIC SPLINE 
M=length(x);%number of control points P 
for i=1:M-1 
    h(i)=sqrt((x(i+1)-x(i))^2 +(y(i+1)-y(i))^2+(z(i+1)-z(i))^2); 
    %h is the distance between two consecutive points 
end 
for i=2:M 
    s(i)=sum(h(1:i-1));%s is the length of arc - parameter of the spline 
end 
%Boundary conditions of the natural spline 
q1(1)=0.;q1(M)=0.; 
q2(1)=0.;q2(M)=0.; 
q3(1)=0.;q3(M)=0.; 
for i=2:M-1 
    q1(i)=(3/h(i))*(x(i+1)-x(i))-(3/h(i-1))*(x(i)-x(i-1)); 
    q2(i)=(3/h(i))*(y(i+1)-y(i))-(3/h(i-1))*(y(i)-y(i-1)); 
    q3(i)=(3/h(i))*(z(i+1)-z(i))-(3/h(i-1))*(z(i)-z(i-1)); 
end 
%Calculation of the coefficients 
a=zeros(M); 
a(1,1)=1.0;a(M,M)=1.0; 
for i=2:M-1 
    a(i,i)=2*(h(i-1)+h(i)); 
    a(i,i-1)=h(i-1); 
    a(i,i+1)=h(i); 
end 
c1=a\q1' ; 
c2=a\q2' ; 
c3=a\q3' ; 
for i=1:M-1 
    d1(i)=(c1(i+1)-c1(i))/(3*h(i)); 
    b1(i)=(1/h(i))*(x(i+1)-x(i))-(h(i)/3.)*(2*c1(i)+c1(i+1)); 
    d2(i)=(c2(i+1)-c2(i))/(3*h(i)); 
    b2(i)=(1/h(i))*(y(i+1)-y(i))-(h(i)/3.)*(2*c2(i)+c2(i+1)); 
    d3(i)=(c3(i+1)-c3(i))/(3*h(i)); 
    b3(i)=(1/h(i))*(z(i+1)-z(i))-(h(i)/3.)*(2*c3(i)+c3(i+1)); 
end 
%Interpolation 
L=100;%number of interpolant points PS 
l=(max(s)-min(s))/(L-1);%step of interpolation 
cp=min(s):l:max(s); 
k1=length(cp); 
for j=1:k1 
    for i=1:M-1 
        if(cp(j)==s(i)|cp(j)==s(i+1)) 
            k=i; 
        elseif(cp(j)>s(i)&cp(j)<s(i+1)) 
            k=i; 
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        end 
    end   
    x1(j)=x(k)+b1(k)*(cp(j)-s(k))+c1(k)*(cp(j)-s(k))^2+d1(k)*(cp(j)-s(k))^3; 
    y1(j)=y(k)+b2(k)*(cp(j)-s(k))+c2(k)*(cp(j)-s(k))^2+d2(k)*(cp(j)-s(k))^3; 
    z1(j)=z(k)+b3(k)*(cp(j)-s(k))+c3(k)*(cp(j)-s(k))^2+d3(k)*(cp(j)-s(k))^3; 
end 
%-------------------------------------------------------------------------- 
% NUMERICAL COMPUTATION OF THE TANGENT VECTOR n 
for i=1:M 
    for j=1:L-1 
        % Find between which Psj points is Pi 
        if(s(i)==cp(j)|s(i)==cp(j+1)) 
            k=j; 
        elseif(s(i)>cp(j)&s(i)<cp(j+1)) 
            k=j; 
        end 
        % Computation of n's coordinates 
        if(k==1)%e.g. if Pi is the 1st point of the slpine (Pi=Ps1) 
           nx(i)=(-3*x1(i)+ 4*x1(i+1)-x1(i+2))/(2*l); 
           ny(i)=(-3*y1(i)+ 4*y1(i+1)-y1(i+2))/(2*l); 
           nz(i)=(-3*z1(i)+ 4*z1(i+1)-z1(i+2))/(2*l); 
        elseif(k==L)%e.g. if Pi is the last point of the slpine (Pi=PsL) 
           nx(i)=(-3*x1(i)+ 4*x1(i-1)-x1(i-2))/(2*l); 
           ny(i)=(-3*y1(i)+ 4*y1(i-1)-y1(i-2))/(2*l); 
           nz(i)=(-3*z1(i)+ 4*z1(i-1)-z1(i-2))/(2*l); 
        else 
           nx(i)=(x1(k+1)-x1(k-1))/(2*l); 
           ny(i)=(y1(k+1)-y1(k-1))/(2*l); 
           nz(i)=(z1(k+1)-z1(k-1))/(2*l); 
        end 
    end 
end 

 

7) xyz3Dconf.m 
 
function [X Y Z]=xyz3Dconf(r,t,u,ut,vt,NofPoints,SID) 
%%%global SID%sexeis 9-12 twn Metz-Fencil 
u=u/SID;ut=ut/SID;vt=vt/SID; 
X=zeros(NofPoints,1);Y=X;Z=Y; 
for i=1:NofPoints, 
    A=[(r(1,1)-r(3,1)*ut(i)),(r(1,2)-r(3,2)*ut(i)),(r(1,3)-r(3,3)*ut(i)); 
       (r(2,1)-r(3,1)*vt(i)),(r(2,2)-r(3,2)*vt(i)),(r(2,3)-r(3,3)*vt(i)); 
       1,0,-u(i)]; 
    B=[(r(1,1)-r(3,1)*ut(i))*t(1)+(r(1,2)-r(3,2)*ut(i))*t(2)+(r(1,3)-r(3,3)*ut(i))*t(3); 
       (r(2,1)-r(3,1)*vt(i))*t(1)+(r(2,2)-r(3,2)*vt(i))*t(2)+(r(2,3)-r(3,3)*vt(i))*t(3); 
        0]; 
    rootis=A\B; 
    X(i,1)=rootis(1); 
    Y(i,1)=rootis(2); 
    Z(i,1)=rootis(3); 
end 
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8)  xyz3DconfT.m 
 
function [X Y Z]=xyz3DconfT(r,t,NofPoints,x1Enh,y1Enh,z1Enh) 
X=zeros(NofPoints,1);Y=X;Z=Y; 
for i=1:NofPoints, 
    xrootis=r*([x1Enh(i);y1Enh(i);z1Enh(i)]-t); 
X(i,1)=xrootis(1); 
Y(i,1)=xrootis(2); 
Z(i,1)=xrootis(3); 
end 

 

10.3 Επεξεργασία εικόνων διεπίπεδης αγγειογραφίας 

1) proj_creation.m 

 
clear all;close all;clc; 
%-------------------------------------------------------------------------- 
% FIRST PROJECTION 
% Insert 1st projection 
proj1=imread('0Degrees.tif','tif'); 
mtpr1=input('give mm to pixel ratio: '); 
figure(1);image(proj1);colormap(gray);set(gca,'YDir','normal'); 
% Limits of the projection 
hmin=0;vemin=0;hmax=720;vemax=540; 
vmax1=(hmax-hmax/2)*mtpr1;vmin1=(hmin-hmax/2)*mtpr1; 
umax1=(vemax-vemax/2)*mtpr1;umin1=(vemin-vemax/2)*mtpr1; 
% 1st section of the object 
disp('choose points of the 1st section of the object''s projection') 
disp('press return when you finish') 
[hor11,ver11]=ginput; 
% 2nd section of the object 
disp('choose points of the 2nd section of the object''s projection') 
disp('press return when you finish') 
[hor12,ver12]=ginput; 
%points of markers 
disp('choose points of markers') 
disp('press return when you finish') 
[hor1Mark,ver1Mark]=ginput; 
% New coordinates system & transformation from pixels to mm 
% The translation of the origin horizontal th & vertical tv 
% points of the object's projection 
% 1st section of the object 
L11=length(hor11);thh11=ones(1,L11)*hmax/2;tvv11=ones(1,L11)*vemax/2; 
v11=(hor11-hmax/2)*mtpr1;u11=(ver11-vemax/2)*mtpr1; 
% 2nd section of the object 
L12=length(hor12);thh12=ones(1,L12)*hmax/2;tvv12=ones(1,L12)*vemax/2; 
v12=(hor12-hmax/2)*mtpr1;u12=(ver12-vemax/2)*mtpr1; 
% markers 
v1Mark=(hor1Mark-hmax/2)*mtpr1;u1Mark=(ver1Mark-vemax/2)*mtpr1; 
% Reproduction of the projection's centerline with spline 
[vs11,us11]=spline2D(v11,u11);[vs12,us12]=spline2D(v12,u12); 
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% Plot 
figure(2) 
plot(vs11,-us11,'b',vs12,-us12,'b',v1Mark,-u1Mark,'b.');grid on; 
xlabel('u(mm)');ylabel('v(mm)');title('projection 1'); 
axis([vmin1 vmax1 umin1 umax1]);hgsave('projection_1'); 
%-------------------------------------------------------------------------- 
% SECOND PROJECTION 
% Insert 2nd projection 
proj2=imread('90Degrees.tif','tif'); 
mtpr2=input('give mm to pixel ratio: '); 
figure(3);image(proj2);colormap(gray);set(gca,'YDir','normal'); 
% Limits of the projection 
vmax2=(hmax-hmax/2)*mtpr2;vmin2=(hmin-hmax/2)*mtpr2; 
umax2=(vemax-vemax/2)*mtpr2;umin2=(vemin-vemax/2)*mtpr2; 
% 1st section of the object 
disp('choose points of the 2nd section of the object''s projection') 
disp('press return when you finish') 
[hor21,ver21]=ginput; 
% 2nd section of the object 
disp('choose points of the 1st section of the object''s projection') 
disp('press return when you finish') 
[hor22,ver22]=ginput; 
%points of markers 
disp('choose points of markers') 
disp('press return when you finish') 
[hor2Mark,ver2Mark]=ginput; 
% New coordinates system & transformation from pixels to mm 
% The translation of the origin horizontal th & vertical tv 
% points of the object's projection 
% 1st section of the object 
L21=length(hor21);thh21=ones(1,L21)*hmax/2;tvv21=ones(1,L21)*vemax/2; 
v21=(hor21-hmax/2)*mtpr2;u21=(ver21-vemax/2)*mtpr2; 
% 2nd section of the object 
L22=length(hor22);thh22=ones(1,L22)*hmax/2;tvv22=ones(1,L22)*vemax/2; 
v22=(hor22-hmax/2)*mtpr2;u22=(ver22-vemax/2)*mtpr2; 
% markers 
v2Mark=(hor2Mark-hmax/2)*mtpr2;u2Mark=(ver2Mark-vemax/2)*mtpr2; 
% Reproduction of the projection's centerline with spline 
[vs21,us21]=spline2D(v21,u21);[vs22,us22]=spline2D(v22,u22); 
% Plot 
figure(4) 
plot(vs21,-us21,'b',vs22,-us22,'b',v2Mark,-u2Mark,'b.');grid on; 
xlabel('u(mm)');ylabel('v(mm)');title('projection 2'); 
axis([vmin2 vmax2 umin2 umax2]);hgsave('projection_2'); 
%-------------------------------------------------------------------------- 
 
 

2) proj_creationLines.m 
 
 
clear all;close all;clc; 
%------------------------------------------------------------------- % FIRST PROJECTION 
% Insert 1st projection 
proj1=imread('Angle0B.tif','tif'); 
mtpr1=input('give mm to pixel ratio: '); 
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figure(1);image(proj1);colormap(gray);set(gca,'YDir','normal'); 
% Limits of the projection 
hmin=0;vemin=0;hmax=720;vemax=540; 
vmax1=(hmax-hmax/2)*mtpr1;vmin1=(hmin-hmax/2)*mtpr1; 
umax1=(vemax-vemax/2)*mtpr1;umin1=(vemin-vemax/2)*mtpr1; 
% 1st section of the object 
disp('choose points of the 1st section of the object''s projection') 
disp('press return when you finish') 
[hor11,ver11]=ginput; 
% 2nd section of the object 
disp('choose points of the 2nd section of the object''s projection') 
disp('press return when you finish') 
[hor12,ver12]=ginput; 
%points of markers 
disp('choose points of markers') 
disp('press return when you finish') 
[hor1Mark,ver1Mark]=ginput; 
% New coordinates system & transformation from pixels to mm 
% The translation of the origin horizontal th & vertical tv 
% points of the object's projection 
% 1st section of the object 
L11=length(hor11);thh11=ones(1,L11)*hmax/2;tvv11=ones(1,L11)*vemax/2; 
v11=(hor11-hmax/2)*mtpr1;u11=(ver11-vemax/2)*mtpr1; 
% 2nd section of the object 
L12=length(hor12);thh12=ones(1,L12)*hmax/2;tvv12=ones(1,L12)*vemax/2; 
v12=(hor12-hmax/2)*mtpr1;u12=(ver12-vemax/2)*mtpr1; 
% markers 
v1Mark=(hor1Mark-hmax/2)*mtpr1;u1Mark=(ver1Mark-vemax/2)*mtpr1; 
% Plot 
figure(2) 
plot(-u11,v11,'r',-u12,v12,'r',-u1Mark,v1Mark,'r.');grid on; 
xlabel('u(mm)');ylabel('v(mm)');title('projection 1'); 
axis([vmin1 vmax1 umin1 umax1]);hgsave('projection_1'); 
%-------------------------------------------------------------------- 
% SECOND PROJECTION 
% Insert 2nd projection 
proj2=imread('Angle10.tif','tif'); 
mtpr2=input('give mm to pixel ratio: '); 
figure(3);image(proj2);colormap(gray);set(gca,'YDir','normal'); 
% Limits of the projection 
vmax2=(hmax-hmax/2)*mtpr2;vmin2=(hmin-hmax/2)*mtpr2; 
umax2=(vemax-vemax/2)*mtpr2;umin2=(vemin-vemax/2)*mtpr2; 
% 1st section of the object 
disp('choose points of the 2nd section of the object''s projection') 
disp('press return when you finish') 
[hor21,ver21]=ginput; 
% 2nd section of the object 
disp('choose points of the 1st section of the object''s projection') 
disp('press return when you finish') 
[hor22,ver22]=ginput; 
%points of markers 
disp('choose points of markers') 
disp('press return when you finish') 
[hor2Mark,ver2Mark]=ginput; 
% New coordinates system & transformation from pixels to mm 
% The translation of the origin horizontal th & vertical tv 
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% points of the object's projection 
% 1st section of the object 
L21=length(hor21);thh21=ones(1,L21)*hmax/2;tvv21=ones(1,L21)*vemax/2; 
v21=(hor21-hmax/2)*mtpr2;u21=(ver21-vemax/2)*mtpr2; 
% 2nd section of the object 
L22=length(hor22);thh22=ones(1,L22)*hmax/2;tvv22=ones(1,L22)*vemax/2; 
v22=(hor22-hmax/2)*mtpr2;u22=(ver22-vemax/2)*mtpr2; 
% markers 
v2Mark=(hor2Mark-hmax/2)*mtpr2;u2Mark=(ver2Mark-vemax/2)*mtpr2; 
% Plot 
figure(4) 
plot(-u21,v21,'r',-u22,v22,'r',-u2Mark,v2Mark,'r.');grid on; 
% 
xlabel('u(mm)');ylabel('v(mm)');title('projection 2'); 
axis([vmin2 vmax2 umin2 umax2]);hgsave('projection_2'); 
%-------------------------------------------------------------------- 

 

10.4 Κώδικας δηµιουργίας µαθηµατικού µοντέλου 

 

1)  model.m 
 
clear all; 
close all; 
%coordinates of imaginary markers in S1 
x1known=[25 20 5 -8 5 20]'; 
y1known=[2 8 6 -4 -15 -8]'; 
z1known=[450 475 435 460 450 465]'/2.2; 
%distance of the image plane from the focal spot (origin O) 
D=995;R=D/2; 
%projection onto the first plane 

 th=-5*pi/180;a=15; 

u1known=D*x1known./z1known;v1known=D*y1known./z1known; 

%coordinates of markers in S2 

tx=R*sin(th);tz=a+R*(1-cos(th)); 
x2known=cos(th)*(x1known-tx)+sin(th)*(z1known-tz);y2known=y1known; 
z2known=-sin(th)*(x1known-tx)+cos(th)*(z1known-tz); 
u2known=D*x2known./z2known;v2known=D*y2known./z2known; 
 %System of coordinates Oxyz 
%Curve: 
[x1c,y1c,z1c]=viviani(10); 
%Straight line: 
P1=[x1c(1) y1c(1) z1c(1)]; 
P2=[1 1 10]; 
[x1L,y1L,z1L]=stline(P1,P2); 
%distance of the image plane from the focal spot (origin O) 
D=995;R=D/2; 
%1st projection coordinates 
u1c=D*x1c./z1c;v1c=D*y1c./z1c; 
u1L=D*x1L./z1L;v1L=D*y1L./z1L; 
%-------------------------------------------------------------- 
%Coplanar rotation and translation of the Oxyz to the new  
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%coordinates' system O'x'y'z' 
%a is the vertical translation of the C-arm and thita  
%is the angle of the rotation on xz-plane. 
%-------------------------------------------------------------- 
%coordinates transformation 
tx=R*sin(th);tz=a+R*(1-cos(th)); 
x2c=cos(th)*(x1c-tx)+sin(th)*(z1c-tz);y2c=y1c; 
z2c=-sin(th)*(x1c-tx)+cos(th)*(z1c-tz); 
x2L=cos(th)*(x1L-tx)+sin(th)*(z1L-tz);y2L=y1L; 
z2L=-sin(th)*(x1L-tx)+cos(th)*(z1L-tz); 
%2nd projection coordinates 
u2c=D*x2c./z2c;v2c=D*y2c./z2c; 
u2L=D*x2L./z2L;v2L=D*y2L./z2L; 
%-------------------------------------------------------------- 
%save u,v & u',v' for later use 
save u1c.mat u1c;save v1c.mat v1c;save u2c.mat u2c;save v2c.mat v2c; 
save u1L.mat u1L;save v1L.mat v1L;save u2L.mat u2L;save v2L.mat v2L; 
%-------------------------------------------------------------- 
figure(1) 
plot3(x1known,y1known,z1known,'om',x1c,y1c,z1c,'k',x1L,y1L,z1L,'r','LineWidth',1.5); 
xlabel('x');ylabel('y');zlabel('z'); 
title('Model curve in S1xyz');axis square;grid on;hgsave('mod_curve'); 
figure(2) 
plot(u1known,v1known,'om',u1c,v1c,'k',u1L,v1L,'r','LineWidth',1.5); 
xlabel('u');ylabel('v');grid on;axis square; 
title('Model''s projection with respect to S1xyz');hgsave('projection_1'); 
figure(3) 
plot3(x2known,y2known,z2known,'om',x2c,y2c,z2c,'k',x2L,y2L,z2L,'r','LineWidth',1.5); 
xlabel('x''');ylabel('y''');zlabel('z'''); 
title('Model curve in S2x''y''z''');axis square;grid on; 
figure(4) 
plot(u2known,v2known,'om',u2c,v2c,'k',u2L,v2L,'r','LineWidth',1.5); 
xlabel('u''');ylabel('v''');grid on;axis square; 
title('Model''s projection with respect to S2x''y''z''');hgsave('projection_2'); 
%-------------------------------------------------------------- 
 

2)  viviani.m 
 
function [x,y,z]=viviani(a) 
%this function produces the viviani's space curve 
%given the radius of the cylinder a 
t=[0:0.001:1.8*pi]; 
x=a*(1+cos(t)); 
y=a*sin(t); 
z=2*a*sin(t/2)+150; 
 

3)  vivianim.m 
 

function [x,y,z]=vivianim(a) 
%this function produces the viviani's space curve 
%given the radius of the cylinder a 
t=[0:0.001:0.9*pi]; 
x=a*(1+cos(t)); 
y=a*sin(t); 
z=2*a*sin(t/2)+150; 
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