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ΠΕΡΙΛΗΨΗ

Η διπλωµατική αυτή εργασία επικεντρώνεται στην εφαρµογή της µεθόδου GMRES
(Generalized Minimal Residual Method) µε επανεκίνηση και προσταθεροποίηση σε
προβλήµατα ϐελτιστοποίησης και ειδικά σε προβλήµατα αντίστροφου σχεδιασµού
γεωµετριών µε αερο-ϑερµοδυναµικά κριτήρια. Η γραµµική GMRES αποτελεί µέ-
ϑοδο επίλυσης γραµµικών συστηµάτων (επεκτείνεται όµως και σε µη-γραµµικά) και
στην παρούσα εργασία επικεντρώνεται κυρίως στην επίλυση τέτοιων συστηµάτων στα
οποία καταλήγουν οι συζυγείς (adjoint) µέθοδοι ϐελτιστοποίησης (διακριτή και συνε-
χής). Οι επιλεγείσες εφαρµογές καλύπτουν προβλήµατα εσωτερικής και εξωτερικής
αεροδυναµικής (µεµονωµένη αεροτοµή, πτερύγωση συµπιεστή καθώς και εναλλάκτη
ϑερµότητας).

Στόχος είναι ο προσδιορισµός του κέρδους σε υπολογιστικό χρόνο (επιτάχυνση-
speedup) από την εφαρµογή της προσταθεροποιηµένης GMRES συγκριτικά µε ε-
πιλύτες, όπως ο Jacobi, που το λογισµικό επίλυσης χρησιµοποιούσε µέχρι τώρα. Η
σύγκριση γίνεται κυρίως µεταξύ της αποδοτικότερης GMRES και Jacobi. Για αυ-
τό, γίνεται εκτενής διερεύνηση των παραµέτρων που επηρεάζουν τη σύγκλιση της
µεθόδου GMRES. Για µεν τη GMRES, εξετάστηκε η αποδοτικότερη διάστασης της
διανυσµατικής ϐάσης και των επαναλήψεων προσταθεροποίησης για δε τη Jacobi του
αριθµού επαναλήψεων. Επιπλέον εξετάζονται διάφορες µέθοδοι προσταθεροποίησης
της GMRES ώστε να ϐρεθεί η πιο αποδοτική για τα προβλήµατα που εξετάζονται.

Η διερεύνηση των παραµέτρων αυτών γίνεται σε αντίστροφο σχεδιασµό αεροτοµών
και πτερύγωσης µε στόχο συγκεκριµένες κατανοµές πίεσης, που εκφράζονται από
συγκεκριµένο συντελεστή πίεσης, γύρω από ή µεσα σε αυτές. Οι συζυγείς εξισώσεις
επιλύονται σε (µη–δοµηµένα) πλέγµατα διαφόρων αριθµών κόµβων καθώς και σε
ατριβείς, στρωτές και τυρβώδεις ϱοές.

Βάσει των παρατηρήσεων που έγιναν προσδιορίσθηκε η αποδοτικότερη διαµόρφω-
ση της µεθόδου GMRES που χρησιµοποιείται στην επίλυση προβληµάτων αερο-
ϑερµοδυναµικού σχεδιασµού και ϐελτιστοποίησης. Αυτή χρησιµοποιήθηκε για το
προσδιορισµό του υπολογιστικού κέρδους στο σχεδιασµό εναλλάκτη ϑερµότητας, µέ-
σω των συζυγών τεχνικών, µε στόχο την ελαχιστοποίηση των απωλειών ολικής πίεσης
του διερχόµενου ϱεύµατος ϱευστού ενώ µεγιστοποιείται η µεταφορά ϑερµότητας στο
εσωτερικό του.
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Στην περίπτωση αυτή, η GMRES εφαρµόσθηκε, πέρα από την επίλυση του συζυγούς
προβλήµατος, στην επίλυση των εξισώσεων ϱοής (µη-γραµµικές) αλλά και στην εξί-
σωση µεταφοράς ϑερµότητας (γραµµική). Η εφαρµογή στις µη-γραµµικές εξισώσεις
ϱοής (µετά από γραµµικοποίηση) δείχνει ότι µπορεί να επιτευχθεί ακόµη µεγαλύτερο
υπολογιστικό κέρδος από τη χρήση της µη-γραµµικής GMRES σε τέτοια συστήµατα,
αν αυτά προγραµµατισθούν και χρησιµοποιηθούν.

Λέξεις Κλειδιά: Γραµµικά Συστήµατα ,GMRES µε Επανεκίνηση και Προσταθερο-
ποίηση, Αεροδυναµική Βελτιστοποίηση–Σχεδιασµός, Συζυγείς Τεχνικές, Υπολογιστι-
κή Ρευστοδυναµική



ABSTRACT

This Diploma Thesis focuses on the application of the Restarted, Preconditioned
GMRES (Generalised Minimal Residual Method) to optimization problems and
especially to inverse design and to optimization of shapes common in the field
of mechanical engineering. GMRES, as a solution method for linear systems,
is applied to those systems which are produced by the discrete and continuous
adjoint method od optimazation. The shapes to be designed/optimized geometries
are airfoil, cascade and the tubes of a heat exchanger.

Our target is to estimate the speedup when using the GMRES method instead
of the Jacobi method. Comparison takes place between the optimal, in terms of
computing time, GMRES and Jacobi. For that reason we investigate extensively
the convergence parameters of those methods. Concerning GMRES, we locate the
optimal dimension of vector basis and preconditioning sub–iterations. Regarding
the Jacobi method, we locate the optimal value of iterations. In addition, sev-
eral preconditioning methods are tested in order to find the optimal one in the
presented applications.

This investigation is related with inverse design of an airfoil and a cascade aiming
a known pressure distribution, signified by a given pressure coefficient, around
and through them. The adjoint equations are solved on unstructured grids of
different node numbers, for inviscid and viscous (laminar and turbulent) flows.

Taking into account observations made we define the optimal GMRES configu-
ration which is recommended in problems of aero-thermodynamic optimization.
This is used to compute the Speedup achieved in the optimization of a heat ex-
changer. The target in this design is to minimize the major flow losses of total
pressure while we maximize the heat transfer phenomena between the cold and
the hot fluid flows.

In this case, apart from solving the adjoint equations, GMRES is used to solve the
flow equations (which are non linear) and the one of heat exchange (linear) through
the exchanger. By using GMRES to the non linear system of flow equations we
give a first estimation of the Speedup we expect to obtain.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Επαναληπτικές Μέθοδοι Επίλυσης Γραµµικών

Συστηµάτων

Η επίλυση γραµµικών συστηµάτων της µορφής A~x=~b αποτελεί πρόβληµα κοµβικής
σηµασίας σε πολλές επιστηµονικές εφαρµογές αφού σε τέτοιες µορφές συστηµά-
των καταλήγουν οι µαθηµατικές διατυπώσεις πολλών ϕυσικών ϕαινοµένων µετά από
διακριτοποίηση των εξισώσεων τους. Για την αριθµητική επίλυση των συστηµάτων
χρησιµοποιούµε, σχεδόν καθολικά, επαναληπτικές µεθόδους (Iterative Methods)
ϐρίσκοντας διαδοχικές προσεγγίσεις της λύσης, ξεκινώντας από µία τυχαία αρχική
λύση. Οι µέθοδοι αυτές λειτουργούν διαφορετικά από τις µεθόδους που ϐασίζον-
ται στην (ακριβή) αντιστροφή του µητρώου συντελεστών του γραµµικού συστήµατος.
Αυτή η επιλογή αποτελεί µονόδροµο αφού σε πρακτικές εφαρµογές των πλήθος των
άγνωστων ποσοτήτων είναι της τάξης αρκετών ή πολλών χιλιάδων γεγονός που καθι-
στά χρονοβόρα ή και αδύνατη την αντιστροφή µητρώων ακόµη και µε υπολογιστές
µεγάλης υπολογιστικής ισχύος.

• Σταθερές Επαναληπτικές Μέθοδοι (Stationary Iterative Methods): Στις
µεθόδους αυτές η νέα προσεγγιστική λύση, έστω ~xn+1, γράφεται στη µορφή
~xn+1 =B~xn + C όπου τα µητρώα B και C δεν εξαρτώνται από την ~xn+1. Κρι-
τήριο σύγκλισης ϑεωρείται ένα υπολογιζόµενο σφάλµα, συνήθως η τιµή του
υπολοίπου. Αν και είναι η υλοποιηση τους είναι γενικά εύκολη πολλές ϕο-
ϱές δεν συγκλίνουν ή απαιτούν µεγάλους χρόνους σύγκλισης. Παραδείγµατα
τέτοιων µεθόδων αποτελούν οι µέθοδοι Jacobi και Gauss–Seidel.

• Μέθοδοι Υποχώρου Krylov: Οι µέθοδοι του υποχώρου Krylov στηρίζονται
στη δηµιουργία µιας ορθοκανονικής ϐάσης διανυσµάτων ϐάσει των διαδοχι-
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2 1. Εισαγωγή

κών δυνάµεων του υπολοίπου (ακολουθία Krylov). Η νέα προσεγγιστική λύση
υπολογίζεται µε ελαχιστοποίηση του υπολοίπου στον υποχώρο που έχει σχη-
µατισθεί προηγουµένως. Στις µεθόδους του υποχώρου Krylov εντάσσονται η
µέθοδος GMRES (Generalized Minimal Residual Method) και η µέθοδος συ-
Ϲυγών κλίσεων CG (Conjugate Gradient Method).

• Προσταθεροποίηση Συστηµάτων: Στις µεθόδους του υποχώρου Krylov γίνε-
ται σχεδόν πάντα εφαρµογή µιας µεθόδου προσταθεροποίησης που αποσκοπεί
στο να ϕέρει το σύστηµα σε καλύτερη κατάσταση1. Αν επιλεγεί ο κατάλληλος
προσταθεροποιητής για το προς επίλυση πρόβληµα τότε επιτυγχάνεται σηµαν-
τική επιτάχυνση της επίλυσης του συστήµατος. Για την προσταθεροποίηση
του συστήµατος επιλέγεται κατάλληλο µητρώο προσταθεροποίησης M και το
αρχικό σύστηµα A~x =~b γίνεται MA~x = M~b, το σύστηµα αυτό έχει τις ίδιες

λύσεις µε το αρχικό αλλά συγκλίνει πιο γρήγορα. Το M είναι µια προσέγγι-
ση του αντίστροφου του A που είναι εύκολα υπολογίσιµη (ενώ ο υπολογισµός
του πραγµατικού αντιστρόφου στοιχίζει). Ο προσταθεροποιητής που ϑα χα-
ϱακτηριστεί ως κατάλληλος εξαρτάται από το πρόβληµα, για αυτό το λόγο η
κατασκευή αποδοτικού προσταθεροποιητή αποτελεί σηµαντικό πεδίο έρευνας.

1.2 Βελτιστοποιηση στην Αεροδυναµική

΄Εστω µια ϐαθµωτή συνάρτηση F (~x), όπου ~x=(x1, x2, . . . , xN), της οποίας ϑέλουµε
να ϐρούµε το ελάχιστο. Επιθυµούµε, άρα, το min (F (~x)). Σε µια επαναληπτική
διαδικασία εύρεσης του διανύσµατος ~x που ελαχιστοποιεί την τιµή της συνάρτησης
F και χρησιµοποιώντας π.χ. τη µέθοδο της απότοµης καθόδου ϑα είναι ~xn+1 =~xn −
η∇F |n. Εποµένως, για την εύρεση του ~x πρέπει να υπολογισθεί το ∇F , δηλαδή οι
παράγωγοι

(
∂F
∂x1

, ∂F
∂x12

, . . . , ∂F
∂xN

)
. Μια µέθοδος υπολογισµού αυτών των παραγώγων

είναι η συζυγής µέθοδος, που χρησιµοποιείται στην παρούσα εργασία.
Στη αεροδυναµική ϐελτιστοποίηση γεωµετριών, π.χ. αεροτοµών, η συνάρτηση

στόχου F (δηλαδή η συνάρτηση που ϑα της οποίας ψάχνουµε το ελάχιστο ή το µέ-
γιστο) εξαρτάται τόσο από το πεδίο ϱοής που διαµορφώνεται γύρω από την εν λόγω
γεωµετρία όσο και από την γεωµετρία αυτή καθαυτή. Εποµένως, πρόσθετα της προη-

1Ως κατάσταση ενός γραµµικού συστήµατος A~x =~b ορίζουµε την ευαισθησία της λύσης ~x, που
προκύπτει από µία επαναληπτική υπολογιστική µέθοδο, σε µεταβολές των τιµών του µητρώου A και
του διανύσµατος ~b και αποτελεί χαρακτηριστικό του συστήµατος. Για το χαρακτηρισµό της κατάστα-
σης ενός συστήµατος ορίζουµε τον αριθµό κατάστασης αυτού. Μικρή τιµή του αριθµού κατάστασης
αντιστοιχή σε καλή κατάσταση συστήµατος και µικρή ευαισθησία (well-conditioned system) ενώ µε-
γάλη τιµή σε κακή κατάσταση και µεγάλη ευαισθησία (ill-conditioned system)
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γούµενης διατύπωσης όπου η συνάρτηση F είναι συνάρτηση µόνο µιας ποσότητας
(του ~x) έχουµε ότι η F = F

(
~U,~b

)
, όπου το πρώτο όρισµα είναι οι µεταβλητές του

πεδίου ϱοής και το δεύτερο οι µεταβλητές που, µε ϐάση την παραµετροποίηση της
γεωµετρίας, καθορίζουν το σχήµα της.

΄Αρα η ϐελτιστοποίηση στην αεροδυναµική εµπεριέχει και µία επίλυση πεδίου
ανα κύκλο υπολογισµού. Στο σχήµα 1.1 παρουσιάζονται τα ϐασικά στάδια µιας
διαδικασίας ϐελτιστοποίησης. Τα ϐασικά σηµεία αυτής από άποψη υπολογιστικού
χρόνου είναι ο υπολογισµός του πεδίου ϱοής γύρω απο τη γεωµετρία που ϐελτιστο-
ποιούµε καθώς και η επίλυση των συζυγών εξισώσεων (που προκύπτουν από τη ϱοή
και τη συνάρτηση στόχο), που προηγείται του υπολογισµού των παραγώγων, αφού
αυτός γίνεται ϐάση του συζυγούς πεδίου που έχει υπολογισθεί. Γενικά, το πεδίο ϱοής
και οι συζυγείς εξισώσεις έχουν ίδιας τάξης µεγέθους υπολογιστικό χρόνο επίλυσης,
µε τη διαφορά ότι οι εξισώσεις ϱοής είναι µη-γραµµικές ενώ οι συζυγείς εξισώσεις
γραµµικές. Επιπλέον το κόστος επίλυσης των συζυγών εξισώσεων είναι ανεξάρτητο
του διανύσµτος των µεταβλητών σχεδίασης ~b.

Εποµένως αν ϑέλουµε να µειώσουµε το χρόνο της διαδικασίας της ϐελτιστοποίη-
σης µπορούµε, σε πρώτη ϕάση, να εφαρµόσουµε µια µέθοδο επίλυσης γραµµικών
συστηµάτων για την αριθµητική επίλυση των συζυγών εξισώσεων (γραµµικές) η οποία
ϑα συγκλίνει γρηγορότερα από τους ήδη υπάρχοντες επιλύτες γραµµικών συστηµά-
των που διαθέτουµε. Στο σηµείο αυτό, και εξαιτίας της ανάγκης µας για γρήγορους
κύκλους υπολογισµών, µπορεί να υπάρξει σύνδεση της ϐελτιστοποίησης µε τις επα-
ναληπτικές µεθόδους επίλυσης γραµµικών συστηµάτων του υποχώρου Krylov και
ειδικά µε τη µέθοδο GMRES. Επίσης, σε δεύτερο στάδιο, τέτοιες µέθοδοι επαναλη-
πτικής επίλυσης µπορούν να εφαρµοσθούν σε γραµµικοποιηµένα συστήµατα που
προκύπτουν απο τις εξισώσεις ϱοής µετά τη διακριτοποιησή τους. Εναλλακτικά,
µπορούµε να εφαρµόσουµε τον λ.χ. αλγόριθµο GMRES για µη-γραµµικά συστήµα-
τα, εφαρµογή η οποία δεν γίνεται στη παρουσα εργασία.
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Σχήµα 1.1: Αλγόριθµος ϐελτιστοποίησης στην αεροδυναµική
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1.3 Υπολογιστικά Πλέγµατα και ∆ιακριτοποίηση

Η διακριτοποίηση του χώρου επίλυσης µε πλέγµατα δοµηµένου τύπου, όπως αυ-
τό του σχήµατος 1.2, οδηγεί σε µητρώα συγκεκριµένης µορφής (διαγώνια (banded»
τα οποία µπορούµε να τα διαχειριστούµε εύκολα. Η ευκολία αποθήκευσης των
µητρώων από τη διακριτοποίηση των µερικών διαφορικών εξισώσεων σε τέτοια πλέγ-
µατα, όπου απαιτείται η αποθήκευση µόνο των διαγωνίων µε µη-µηδενικά στοιχεία
προσφέροντας πλεονεκτήµατα ως προς την απαιτούµενη µνήµη, καθιστά την προ-
γραµµατιστική υλοποίηση των αλγόριθµων επίλυσης εύκολη. Σε αυτό συµβάλλει
και το γεγονός ότι η αρίθµηση των κόµβων ακολουθεί µια ΄ λογική ΄ σειρά. Η µορφή
των µητρώων που προκύπτουν από τέτοια πλέγµατα παρουσιάζεται στο σχήµα 1.3,
σε αυτό σηµειώνονται τα µη-µηδενικά στοιχεία του µητρώου.

Σχήµα 1.2: Υπολογιστικό πλέγµα δοµηµένου τύπου

Σχήµα 1.3: Μητρώο που προκύπτει από δοµηµένο υπολογιστικό πλέγµα
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Ωστόσο, τα πλέγµατα δοµηµένου τύπου δεν µπορούν εύκολα να διακριτοποιή-
σουν χώρους που εµπεριέχουν σύνθετες γεωµετρίες εκτός αν είναι multiblock. Για
το λόγο αυτό, σήµερα χρησιµοποιούνται πλέγµατα µη-δοµηµένου τύπου. ΄Ενα µη-
δοµηµένο πλέγµα µε τριγωνικά στοιχεία παρουσιάζεται στο σχήµα 1.4. Σε ένα τέτοιο
πλέγµα η αρίθµηση των κόµβων είναι τυχαία, γεγονός που έχει αποτέλεσµα την
ακανόνιστη δοµή του µητρώου που δηµιουργείται. Τα µη-µηδενικά στοιχεία του
µητρώου, όπως του σχήµατος 1.5, αυτού ϐρίσκονται σε τυχαίες ϑέσεις οπότε είναι α-
ναγκαία η αποθήκευση του. Μη-δοµηµένα πλέγµατα εφαρµόσθηκαν στην παρούσα
διπλωµατική εργασία.

Σχήµα 1.4: Μη-δοµηµένο υπολογιστικό πλέγµα

Σχήµα 1.5: Μητρώο που προκύπτει από µη-δοµηµένο υπολογιστικό πλέγµα
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Στο σχήµα 1.6 ϕαίνεται ένας υπολογιστικός κόµβος µη-δοµηµένου πλέγµατος ο
οποίος έχει 5 γειτονικούς. Επιπλέον στο σχήµα 1.6 σηµειώνεται ο πεπερασµένος
όγκος ισολογισµού γύρω από τον κόµβο αυτό, ο οποίος σχηµατίζεται από τα κέν-
τρα ϐάρους των τριγώνων που τον έχουν ως κορυφή και τα µέσα των ακµών που
συντρέχουν στον κεντρικό κόµβο. ∆ιακριτοποιώντας τις εξισώσεις σε κάθε κόµβο, η
εκάστωτε εξίσωση που επιλύουµε, παίρνει τη µορφή

Diui +

neigmax∑
j=1

Zi,juj =bi

όπου D ο συντελεστής της άγνωστης ποσότητας στον κόµβου που κάθε ϕορά επί-
λυεται, Z οι συντελεστές των τιµών των ίδιων ποσοτήτων που αποθηκεύονται στους
άµεσους γείτονες που συνδέονται µε ακµή µε το κεντρικό κόµβο και u η προς προσ-
διορισµό µεταβλητή.

Σχήµα 1.6: Κόµβος υπολογισµού σε µη-δοµηµένο πλέγµα. Σηµειώνονται οι γειτο-
νικοί κόµβοι καθώς και ο πεπερασµένος όγκος ισολογισµού

1.4 Περιεχόµενα και ∆οµή της Εργασίας

Στο Κεφάλαιο 2, παρουσιάζεται η ϑεωρία και οι αλγόριθµοι υλοποίησης της µεθό-
δου GMRES καθώς και ο τρόπος υπολογισµού της νέας προσεγγιστικής λύσης σε ένα
κύκλο επαναλήψεων. Ειδικότερα, διατυπώνεται η ϐασική ιδέα της GMRES, η επα-
ναληπτική χρήση δηλαδή µιας (σχετικά µικρής) ορθοκανονικής ϐάσης διανυσµάτων
και συντελεστών σχετιζόµενων µε το ελαχιστοποιηµένο υπόλοιπο των εξισώσεων για
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τον προσδιορισµό της λύσης αυτής. Για το σχηµατισµό της ορθοκανονικής ϐάσης
γίνεται χρήση του αλγόριθµου Arnoldi. Για τους συντελεστές που προκύπτουν από
το υπόλοιπο παρουσιάζεται ο τρόπος υπολογισµού τους µέσω της µεθόδου ελαχίστων
τετραγώνων, στην πράξη εφαρµόζουµε κατάλληλες στροφές µητρώων που οδηγούν το
πρόβληµα ελαχιστοποίησης στην επίλυση ενός γραµµικού προβλήµατος. Επιπλέον,
παρουσιάζεται η GMRES µε προσταθεροποίηση που αποσκοπεί στην ταχύτερη σύγ-
κλιση της µεθόδου ενώ παρουσιάζονται οι αλγόριθµοι των µεθόδων προσταθεροποί-
ησης που εξετάσθηκαν. Αυτές είναι οι µέθοδοι Jacobi, Runge–Kutta, Gauss–Seidel
και Symmetric Gauss–Seidel.

Στο Κεφάλαιο 3, η µέθοδος GMRES εφαρµόζεται στην επίλυση του γραµµικού
συστήµατος που προκύπτει από τις συζυγείς διακριτές εξισώσεις κατά την αντίστροφο
σχεδιασµό αεροτοµής σε συµπιεστό πεδίο ϱοής µε στόχο δεδοµένη κατανοµη πίε-
σης γύρω από αυτήν. Προηγείται σύντοµη παρουσίαση των εξισώσεων της ϱοής, η
τεχνική των συζυγών διακριτών εξισώσεων και η σύνδεση αυτών µε τη GMRES. Η
εφαρµογή της GMRES αποσκοπεί στον προσδιορισµό των ΄ ϐέλτιστων ΄ τιµών διανυ-
σµατικής ϐάσης, επαναλήψεων προσταθεροποίησης και προσταθεροποιητή. Επίσης
στόχος είναι ο έλεγχος της συµπεριφοράς της µεθόδου έναντι της Jacobi ως προς
τον απαιτούµενο υπολογιστικό χρόνο σύγκλισης. Για όσο το δυνατόν πιο πλήρη
διερεύνηση γίνεται χρήση διαφόρων υπολογιστικών πλεγµάτων, αντίστροφο σχεδια-
σµό µεµονωµένης αεροτοµής και πτερύγωσης συµπιεστή, εφαρµογή της αντίστροφο
σχεδιασµό σε ατριβείς, στρωτές και τυρβώδεις ϱοές.

Στο Κεφάλαιο 4, χρησιµοποιούµε την µέθοδο GMRES στην επίλυση του πεδίου
ϱοής ασυµπίεστου ϱευστού σε εναλλάκτη ϑερµότητας και στην επίλυση των συνεχών
συζυγών εξισώσεων στο πρόβληµα ϐελτιστοίησης αυτού µε στόχο την ελαχιστοποίηση
των απωλειών ολικής πίεσης του ϱευστού που τον διαρρέει ενώ επιθυµούµε τη µε-
γιστοποίηση τηε µεταφοράς ϑερµότητας στο εσωτερικό του. Αρχικά παρουσιάζεται
το πρόβληµα, µε αναφορά στις εξισώσεις ϱοής, την εξίσωση µεταφοράς ϑερµότητας
και διατυπώνονται οι συνεχείς συζυγείς εξισώσεις. Στην παρούσα εφαρµογή γίνε-
ται χρήση της ϐαθµόνόµησης του GMRES του κεφαλαίου 3 και προσδιορίζεται η
επιτάχυνση της επίλυσης όταν εφαρµόζουµε την µέθοδο GMRES σε ένα πρακτικό
πρόβληµα. Σε αντίθεση µε τα συστήµατα που καταλήγουµε από την εφαρµογή δια-
κριτής και συνεχούς συζυγούς µεθόδου η επίλυση του πεδίου ϱοής καταλήγει σε
µη-γραµµικό σύστηµα. Αυτό υπόκειται σε γραµµικοποίηση και εφαρµόζουµε την
GMRES.

Τέλος, στο Κεφάλαιο 5, διατυπώνονται σαφώς τα συµπεράσµατα της παρούσας
διπλωµατικής εργασίας. Αυτά στηρίζονται στα κεφάλαια των αριθµητικών εφαρµο-
γών 3 και 4.



Κεφάλαιο 2

Επίλυση Γραµµικών Συστηµάτων

στον Υποχώρο Krylov - Η Μέθοδος

GMRES

Η µέθοδος GMRES (Generalized Minimal Residual Method), η οποία αναπτύχθηκε
από τον Youcef Saad [1], [2], [4], [6], [7], [8], [9] εφαρµόζεται στην επίλυση γραµ-
µικών συστηµάτων A~x=~b, επεκτείνεται όµως και σε µη-γραµµικά. Η εργασία αυτή
ασχολείται αποκλειστικά µε το λεγόµενο γραµµικό GMRES. Βασικό χαρακτηριστικό
της µεθόδου είναι η δηµιουργία και η χρήση µιας ορθοκανονικής ϐάσης διανυσµά-
των στον υποχώρο Krylov, διάστασης m, για τον υπολογισµό της νέας προσεγγιστικής
λύσης. ∆ηλαδή, για τον υπολογισµό της νέας λύσης γίνεται χρήση µιας αλληλουχίας
m ορθοκανονικών διανυσµάτων τα οποία πρέπει να είναι αποθηκευµένα, γεγονός το
οποίο υποδεικνύει την ανάγκη της GMRES για µεγαλύτερη µνήµη.

΄Οσον αφορά στη σύγκλιση της GMRES σηµειώνουµε τα εξής. Αν ϑεωρήσουµε
ένα γραµµικό πρόβληµα N εξισώσεων µε N αγνώστους, το οποίο οδηγεί σε µητρώ-
ο συντελεστών διαστάσεων N × N η µέθοδος GMRES αναµένεται να συγκλίνει το
πολύ σε N επαναλήψεις. Αν αναλογιστούµε ότι σε πρακτικά προβλήµατα του µη-
χανικού ο αριθµός N είναι αρκετά µεγάλος γίνεται κατανοητό ότι ο υπολογιστικός
χρόνος σύγκλισης είναι πρακτικά απαγορευτικός. Αντίθετα, η GMRES συγκλίνει
σε αξιοσηµείωτα µικρότερο αριθµό επαναλήψεων αλλά και υπολογιστικού χρόνου.
Ακόµη, για πιο σύντοµη και ευσταθή πορεία επίλυσης εφαρµόζεται η GMRES µε
προσταθεροποίηση (Restarted Preconditioned GMRES) [1], [2], [7] στην οποία γί-
νεται χρήση ενός µητρώου προσταθεροποίησης, έστω M , σε κοµβικά σηµεία της
µεθόδου. Παρόλο που η εισαγωγή του µητρώου M οδηγεί στην εµφάνιση πρόσθε-
των γραµµικών συστηµάτων κατά την επίλυση, αποφέρει σηµαντικά γρηγορότερη

9
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σύγκλιση. Η γραµµική µέθοδος GMRES µε επανεκκίνηση και προσταθεροποίηση
αποτελεί αντικείµενο της παρούσας διπλωµατικής εργασίας παρουσιάζεται διεξοδικά
παρακάτω.

2.1 Επίλυση του Γραµµικού Συστήµατος Εξισώσεων

A~x=~b µε τη Μέθοδο GMRES

Για την επίλυση του γραµµικού συστήµατος A~x =~b, η µέθοδος GMRES στηρίζεται
στη δηµιουργία µιας ορθοκανονικής ϐάσης διανυσµάτων ~vj. Αυτή η ορθοκανονική
ϐάση ανήκει στον υποχώρο Krylov ο οποίος ορίζεται ως

Km (A,~r0)=span
{
~r0, A~r0, A

2~r0, . . . , A
m−1~r0

}
(2.1)

όπου το µητρώο A είναι διαστάσεων N×N . Σηµειώνουµε η παραπάνω σχέση ΄δείχνει΄
ότι ο υποχώρος Krylov παράγεται από ένα µητρώο A όταν προβάλλεται ένα διάνυσµα
~r0 (στην περίπτωση του GMRES το διάνυσµα του υπολοίπου της εξίσωσης που πρέ-
πει να επιλυθεί) στις δυνάµεις αυτού. Για τη δηµιουργία της ορθοκανονικής ϐάσης
γίνεται χρήση του αλγορίθµου Arnoldi, ο οποίος παρουσιάζεται διεξοδικά παρακά-
τω.΄Εχοντας δηµιουργήσει την ορθοκανονική ϐάση, οι ανανεωµένες τιµές του πεδίου
λύσης υπολογίζονται από την

~xm =~x0 + β1~v1 + β2~v2 + . . . + βm~vm (2.2)

ή

~xm =~x0 +
m∑

j=1

βj~vj (2.3)

όπου στην παραπάνω συµβολίζουµε µε ~x0 την τρέχουσα λύση, µε ~vj τα διανύσµατα
της ορθοκανονικής ϐάσης ενώ οι συντελεστές βi προκύπτουν επιλύοντας ένα πρό-
ϐληµα ελαχιστοποίησης του υπολοίπου που ϑα δώσει το ανανεωµένο πεδίο λύσης.
Επίσης ~xm είναι η ανενεωµένη λύση. Συµβολίζουµε δηλαδή,

~x0 ≡ ~xold (2.4)
~xm ≡ ~xnew (2.5)
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Στη συνέχεια της εργασίας υιοθετείται ο εξής συµβολισµός, για την τρέχουσα και τη
νέα λύση,

~xn ≡ ~xold (2.6)
~xn+1 ≡ ~xnew (2.7)

2.1.1 Ο Βασικός Αλγόριθµος Arnoldi

Ο αλγόριθµος Arnoldi [1], [2] αποτελεί µια µέθοδο δηµιουργίας ορθοκανονικής
διανυσµατικής ϐάσης διάστασης m {~v1, ~v2, . . . , ~vm} στον υποχώρο Krylov για µη-
Ερµητιανά µητρώα, δηλαδή για µητρώα στα οποία δεν ισχύει ai,j = aj,i (µε παύλα
σηµβολίζουµε τη συζυγή ποσότητα του στοιχείου aj,i), µε δεδοµένο το πρώτο από
αυτά ~v1. Εκ κατασκευής, για τα στοιχεία της ϐάσης ισχύει

(~vi, ~vj)=

{
0 αν i=j

1 αν i 6=j
(2.8)

όπου µε παρένθεση συµβολίζεται το εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων, συµβολι-
σµός που ακολουθείται εφ΄ εξής.Τα ϐήµατα του ϐασικού αλγόριθµου Arnoldi είναι :

1. Επιλογή ~v1 µε ‖~v1‖=1

2. Για j =1, 2, . . . , m

(α΄) Για i=1, 2, . . . , j

Υπολογισµός hi,j =(A~vj, ~vi)

Τέλος

(ϐ΄) Υπολογισµός ~wj =A~vj −
∑j

i=1 hi,j~vi

(γ΄) Υπολογισµός hj+1,i =‖~wj‖2,
αν hj+1,i =0 έξοδος

(δ΄) Υπολογισµός ~vj+1 =
~wj

hj+1,j

Τέλος
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Οι ϐοηθητικές ποσότητες hi,j συνθέτουν το άνω τριγωνικό µητρώο Hm διαστάσεων
m×m

Hm =




h11 h12 h13 . . . h1m

0 h22 h23 . . . h2m

0 0 h33 . . . h3m

... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . hmm




(2.9)

Στον παραπάνω αλγόριθµο παρατηρούµε ότι υπολογίζεται και η ποσότητα hm+1,m,
που µαζί µε τις προηγούµενες συνθέτουν το επίσης άνω τριγωνικό Hessenberg µη-
τρώο Hm διάστασης (m + 1×m). Σηµειώνουµε ότι το, τετραγωνικής µορφής m×m

Hm προκύπτει από το Hm διαγράφοντας την τελευταία γραµµή αυτού.

Αν ϑεωρήσουµε το µητρώο Vm, διαστάσεων N×m, το οποίο έχει για στήλες του
τα m διανύσµατα ~v, διάστασης N , της ορθοκανονικής ϐάσης και αντίστοιχα το Vm+1,
διαστάσεων N×(m + 1), µε m + 1 διανύσµατα ~v, τότε ισχύουν οι σχέσεις

AVm =VmHm + ~wmeT
m (2.10)

=Vm+1Hm

V T
m AVm =Hm (2.11)

όπου em είναι το m-ιοστό διάνυσµα στήλης του ταυτοτικού µητρώου I διάστασης
m×m.

Οι σχέσεις 2.10 είναι σηµαντικές γιατί δείχνουν σε συντοµία και σε µητωϊκή
µορφή την υλοποίηση του αλγόριθµου Arnoldi. Μάλιστα, η σειρά γραφής των δια-
δοχικών σχέσεων στην 2.10 ακολουθεί την ακριβή πορεία του αλγορίθµου. Στην
πρώτη γραφή της 2.10 έχουµε τη δηµιουργία των ϐοηθητικών διανυσµάτων ~wj ενώ
στη δεύτερη συνδέεται η δηµιουργία του διανύσµατος ~vj+1 µε το ~vj και το µητρωο
Hessenberg Hm.

Σχηµατικά η AVm =Vm+1Hm είναι :
← N →

. . . ↑

. . .

. . .

... N

. . .

. . .

. . . ↓

·

← m →
. . . ↑
. . .

. . .

... N

. . .

. . .

. . . ↓

=

← m + 1 →
. . . ↑
. . .

. . .

... N

. . .

. . .

. . . ↓

·

← m →
. . . ↑
... m + 1

. . .

. . . ↓
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Για την απόδειξη των παραπάνω εργαζόµαστε ως ακολούθως. Από τον αλγόριθµο
Arnoldi έχουµε

~wj =A~vj −
∑j

i=1 hi,j~vi

~vj+1 =
~wj

hj+1,j

}
⇒ A~vj =hj+1,j~vj+1 +

m∑
i=1

hi,j~vi

δηλαδή συνοψίζοντας σε µία άθροιση

A~vj =
m+1∑
i=1

hi,j~vi

η οποία αν γραφεί σε µητρωική µορφή γίνεται AVm = Vm+1Hm, η δεύτερη δηλαδή
προς απόδειξη εξίσωση. Αν ληφθεί υπόψη ότι το µητρώο Hm περιέχει στην τελευταία
γραµµή του µόνο το στοιχείο hm+1,m τότε έχουµε

AVm =VmHm + hm+1,m~vm+1 =VmHm + ~wmeT
m (2.12)

η οποία είναι η πρώτη προς απόδειξη εξίσωση. Τέλος, πολλαπλασιάζοντας την 2.12
µε (Vm)T , προκύπτει

(Vm)T AV m =(Vm)T Vm︸ ︷︷ ︸
I

Hm + (Vm)T ~wmeT
m︸ ︷︷ ︸

0

=Hm (2.13)

2.1.2 Ο Αλγόριθµος της Μεθόδου GMRES

Στη µέθοδο GMRES µε επανεκκίνηση (Restarted GMRES) γίνεται χρήση του αλγό-
ϱιθµου Arnoldi για τη δηµιουργία της ορθοκανονικής ϐάσης διανυσµάτων διάστασης
m. Βάσει αυτής, ανανεώνεται η τρέχουσα λύση (σε έναν εξωτερικό κύκλο επαναλή-
ψεων) επιλύοντας ένα πρόβληµα ελαχιστοποίησης του υπολοίπου των εξισώσεων για
την ανανεούµενη λύση. Στη συνέχεια υπολογίζεται µια νέα ϐάση διανυσµάτων µέσω
της νέας λύσης κ.ο.κ. Εξ αυτού προκύπτει ο χαρακτηρισµός της επανεκκίνησης της
µεθόδου. Ειδικότερα, µε δεδοµένη τη διάσταση του υποχώρου Krylov υπολογίζουµε
τη διανυσµατική ϐάση µε τον αλγόριθµο Arnoldi και στη συνέχεια ϐρίσκουµε τη νέα
προσεγγιστική λύση. ΄Ετσι σε ένα ϐρόχο επαναλήψεων, µε µετρητή n τους κύκλους
υπολογισµού, η νέα λύση ϑα είναι ~xn, ενώ στην νέα n+1 επανάληψη ϑέτουµε ~x0 =~xn

και υπολογίζουµε νέα ϐάση διανυσµάτων.
Ακολουθεί ο αλγόριθµος GMRES [1], [2], [10]:
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1. Επιλογή αρχικής λύσης ~x(0) κατά τον πρώτο
κύκλο ή ~x(0) = ~x(n) για κάθε επόµενο, και
υπολογισµός του αρχικού υπολοίπου ~r0 =~b−
A~x0.

Υπολογισµός των ~v1 = ~r0

‖~r0‖

2. Υπολογισµός m−1 (πρακτικά όµως m) ορθο-
κανονικών διανυσµάτων ϐάσης ~v2, ~v3, . . . , ~vm

µέσω του αλγόριθµου Arnoldi

(α΄) Για j =1, 2, . . . , m

Υπολογισµός ~wj =A~vj

(ϐ΄) Για i=1, 2, . . . , j

Υπολογισµός hi,j =(~wj, ~vi)

Τέλος

(γ΄) Υπολογισµός ~vj+1 = ~wj −
∑j

i=1 hi,j~vi

Υπολογισµός hj+1,i =‖~vj+1‖2

Κανονικοποίηση του ~vj+1, ~vj+1 =
~vj+1

hj+1,j

Τέλος

3. Υπολογισµός, µέσω της επίλυσης ενός προ-
ϐλήµατος ελαχιστοποίησης του υπολοίπου,
των m συντελεστών β1, β1, . . . , βm και δη-
µιουργία της νέας λύσης προσέγγισης της
λύσης ως ~xm =~x0 +

∑m
i=1 βi~vi.

Στον παραπάνω αλγόριθµο παρατηρούµε την πραγµατοποίηση πολλαπλασια-
σµών διάνυσµα×διάνυσµα (vector-vector multiplication) και µητρώο×διάνυσµα (matrix-
vector multiplication). Το πλήθος αυτών των πράξεων, σε έναν κύκλο υπολογισµού,
εξαρτάται από τη διάσταση διανυσµατικής ϐάσης που έχουµε επιλέξει. Για παρά-
δειγµα στο ϐήµα 2α πραγµατοποιούνται συνολικά, σε κάθε κύκλο, m πολλαπλασια-
σµοί του µητρώου A και του εκάστοτε διανύσµατος ~vj ενώ αντίστοιχα στο ϐήµα 2β

m
∑m

i=1 i πολλαπλασιασµοί µεταξύ των διανυσµάτων ~wj και ~vi. Επισηµαίνεται ότι
ο πολλαπλασιασµός διανύσµατος µε διάνυσµα έχει αµελητέο υπολογιστικό χρόνο



2.1. Επίλυση του Γραµµικού Συστήµατος Εξισώσεων A~x=~b µε τη Μέθοδο GMRES 15

(πρακτικά µηδενικό) σε αντίθεση µε τον πολλαπλασιασµό µητρώου µε διάνυσµα. Ο
πολλαπλασιασµός µητρώου µε διάνυσµα αποτελεί τη µονάδα υπολογιστικού κόστους
της µεθόδου GMRES.

Αποτέλεσµα της υλοποίησης του αλγόριθµου GMRES είναι η δηµιουργία του
µητρώου Hessenberg Hm, διάστασης (m + 1) ×m [3], [10]. Η µορφή αυτού, έστω
για m=4

H4 =




h1,1 h1,2 h1,3 h1,4

h2,1 h2,2 h2,3 h2,4

0 h3,2 h3,3 h3,4

0 0 h4,3 h4,4

0 0 0 h5,4




Παρακάτω, ϑα αναλύσουµε πιο διεξοδικά τον τρόπο υπολογισµού των συντελεστών
hi,j. Π.χ. ο h1,2 υπολογίζεται ως h1,2 =(~w2, ~v1)=(A~v2, ~v1) εξασφαλίζοντας, µε αυτόν
τον τρόπο, την καθετότητα των ~v1 και ~v3, αφού

(~v3, ~v1)=(A~v2 − h1,2~v1 − h2,2~v2, ~v1)=(A~v2, ~v1)− h1,2 (~v1, ~v1)− h2,2 (~v2, ~v1)

όπου γνωρίζουµε ότι (~v1, ~v1) = 1 και (~v2, ~v1) = 0 και ϑέλουµε (~v3, ~v1) = 0. Ακόµη
σηµειώνεται ότι εξακολουθεί να ισχύει η 2.10, αφού χρησιµοποιήσαµε τον αλγόριθµο
Arnoldi για τη δηµιουργία της ορθοκανονικής ϐάσης.

΄Αστοχία΄ του Αλγόριθµου GMRES

Εξετάζοντας τα ϐήµατα του αλγόριθµου υλοποίησης της µεθόδου GMRES διαπιστώ-
νουµε ότι το µόνο σηµείο στο οποίο υπάρχει περίπτωση να διακοπεί αναπάντεχα αυ-
τός είναι η δηµιουργία της ορθοκανονικής ϐάσης διανυσµάτων µέσω της µεθόδου Ar-
noldi. Ειδικότερα, κατά την κανονικοποίηση του διανύσµατος ~vj+1 αν hj+1,j =0 τότε
ο υπολογιστικός κώδικας καλείται να διαιρέσει µε µηδενική ποσότητα, εποµένως ϑα
υπάρξει διακοπή της εκτέλεσης του προγράµµατος. Σε αυτήν την περίπτωση, όµως,
το υπόλοιπο της µεθόδου έχει µηδενική τιµή, άρα έχει ϐρεθεί η ακριβής λύση του
γραµµικού συστήµατος. ΄Ισχύει άρα ότι hj+1,j =0 ⇐⇒ ~b−A~x=0 ⇐⇒ ~xaprox =~xexact.
Εποµένως η αναπάντεχη αστοχία του αλγόριθµου GMRES αποτελεί ουσιαστι-

κά ευστοχία της µεθόδου υπολογίζοντας την ακριβή λύση.

2.1.3 Υπολογισµός των Συντελεστών βi

Για την ανανέωση της νέας προσεγγιστικής λύσης, µε τη σχέση ~xm =~x0 +
∑m

i=1 βi~vi,
εµπλέκεται ο υπολογισµός των συντελεστών βi και αυτό επιτυγχάνεται µέσω ενός
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προβλήµατος ελαχιστοποίησης [2]. Για το σκοπό αυτό ϑα υπολογίσουµε το υπόλοιπο
~rm του ~xm να έχει ελάχιστη νόρµα-2. Απαιτούµε άρα

min
∥∥∥A~xm −~b

∥∥∥
2
=min

∥∥∥∥∥A~x0 +
m∑

i=1

βiA~vi −~b

∥∥∥∥∥
2

=min

∥∥∥∥∥~r0 −
m∑

i=1

βiA~vi

∥∥∥∥∥
2

(2.14)

Η παραπάνω, προς ελαχιστοποίηση, παράσταση µπορεί να γραφεί σε µητρω-
ϊκή µορφή ως min ‖~r0 − (AVm) Bm‖, όπου Bm το διάνυσµα των συντελεστών βi, i=

1, . . . , m. Αν λάβουµε υπόψη την 2.10 τότε η προς ελαχιστοποίηση παράσταση γρά-
ϕεται ως

min
∥∥~r0 − Vm+1HmBm

∥∥
2

(2.15)

Ακόµη εκφράζουµε το ~r0 ως
~r0 =‖~r0‖2 ~v1 (2.16)

όπου
~v1 =Vm+1e1 (2.17)

άρα
~r0 =‖~r‖2 Vm+1e1 (2.18)

Σηµειώνεται ότι e1 η πρώτη στήλη του ταυτοτικού µητρώου I διάστασης (m + 1) ×
(m + 1). ΄Αρα η 2.15 µπορεί να γραφεί ως

min
∥∥‖~r‖2 Vm+1e1 − Vm+1HmBm

∥∥
2
=min

∥∥Vm+1

{‖~r0‖2 e1 −HmBm

}∥∥
2

(2.19)

΄Οµως τα διανύσµατα ~vi που συνθέτουν το µητρώο Vm+1 είναι ανεξάρτητα των συντε-
λεστών βi όποτε απαιτούµε

min
∥∥‖~r0‖2 e1 −HmBm

∥∥
2

(2.20)

υπολογίζοντας τους συντελεστές β1, β2, . . . , βm.
Σχηµατικά η προς ελαχιστοποίηση παράσταση της 2.20 είναι

‖~r0‖2 ·

← 1 →
↑

... m + 1

↓

-

← m →
. . . ↑
. . .
... m + 1

. . .

. . . ↓

·

← 1 →
↑

... m

↓
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Παρατηρούµε ότι πρόκειται για m + 1 εξισώσεις µε m αγνώστους. Το παραπάνω
πρόβληµα ελαχιστοποίησης ϑα µπορούσε να αντιµετωπιστεί π.χ. µε τη µέθοδο των
ελαχίστων τετραγώνων. Εδώ, εφαρµόζεται η µέθοδος των διαδοχικών στροφών µη-
τρώων γιατί έχει συγκεκριµένα πλεονεκτήµατα που ϑα ϕανούν στη συνέχεια.

Πρακτικά, για τον υπολογισµό των συντελεστών β1, β2, . . . , βm εργαζόµαστε ως
εξής. Θεωρούµε m, έστω F1, F2, . . . , Fm, κατάλληλα µητρώα στροφής διαστάσεων
(m + 1)× (m + 1). Τα µητρώα αυτά ϑεωρείται ότι αποτελούνται (όπως κάθε µητρώο
στροφής) από συνηµίτονα και ηµίτονα της υποτιθέµενης γωνίας στροφής, έστω ϕ,
όπως π.χ. παρακάτω

F1≡




cos ϕ − sin ϕ 0 0 . . .

sin ϕ cos ϕ 0 0 . . .

0 0 1 0 . . .

0 0 0 1 . . .
... ... ... ... . . .




, F2≡




1 0 0 0 . . .

0 cos ϕ − sin ϕ 0 . . .

0 sin ϕ cos ϕ 0 . . .

0 0 0 1 . . .
... ... ... ... . . .




΄Οπου για τα cos ϕ και sin ϕ χρησιµοποιούµε τις έκφράσεις

cos ϕ=
hi,i

h2
i,i + h2

i+1,i

(2.21)

και
sin ϕ=

hi+1,i

h2
i,i + h2

i+1,i

(2.22)

Αν εφαρµόσουµε π.χ. τη στροφή F1 στο µητρώο Hessenberg Hm ϑα απαλειφθεί,
µε κατάλληλη επιλογή των ηµιτόνων και συνηµιτόνων (δηλαδή της αντίστοιχης γωνί-
ας ϕ), το στοιχείο του h2,1 κ.ο.κ. Εφαρµόζοντας διαδοχικά και τα m µητρώα στροφής
στο µητρώο Hm µπορεί να προκύψει ένα άνω τριγωνικό µητρώο H∗

m διαστάσεων
m × m. Για την ακρίβεια, το µητρώο που προκύπτει έχει διαστάσεις (m + 1) × m

αλλά η ΄πρόσθετη΄ γραµµή m + 1 αποτελείται µόνο από µηδενικά στοιχεία. ΄Αρα,
συµβολίζοντας µε Q=FmFm−1 . . . F2F1 τις διαδοχικές στροφές, έχουµε

H∗
m =QHm (2.23)

Για το µητρώο των συνολικών στροφών ισχύει

QHQ=I (2.24)
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όπου
QH =Q

T
=QT (2.25)

Για, έστω, m=2 ϑα έχουµε

F1≡




cos ϕ − sin ϕ 0

sin ϕ cos ϕ 0

0 0 1


 , F2≡




1 0 0

0 cos ϕ − sin ϕ

0 sin ϕ cos ϕ




οπότε

Q=F2F1 =




cos ϕ − sin ϕ 0

cos ϕ sin ϕ cos2 ϕ − sin ϕ

sin2 ϕ cos ϕ sin ϕ cos ϕ




και

QH =




cos ϕ cos ϕ sin ϕ sin2 ϕ

− sin ϕ cos2 ϕ cos2 ϕ sin ϕ

0 − sin ϕ cos ϕ




άρα

QHQ=




q11 q12 0

q21 q22 0

0 0 q33




µε

q11 =cos2 ϕ sin2 ϕ + cos2 ϕ + sin4 ϕ=1

q12 =cos3 ϕ sin ϕ + cos ϕ sin3 ϕ− cos ϕ− sin ϕ=0

q21 =cos3 ϕ sin ϕ + cos ϕ sin3 ϕ− cos ϕ sin ϕ=0

q22 =cos4 ϕ + cos2 ϕ sin2 ϕ + sin2 ϕ=1

q33 =cos2 ϕ + sin2 ϕ=1

(2.26)

αφού cos2 ϕ + sin2 ϕ=1. Συνεπώς, QHQ=I.

Εφαρµόζουµε τώρα την συνολική στροφή Q στην εξίσωση 2.20 τότε απαιτούµε

min
∥∥gm −H∗

mBm

∥∥
2

(2.27)

όπου
gm =Q ‖~r0‖2 e1 =

[
γ1 γ2 . . . γm+1

]T
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Η απαίτηση της σχέσης 2.27 οδηγεί στην επίλυση του γραµµικού συστήµατος gm =

H∗
mBm, διαστάσεων m × m. ΄Οµως το µητρώο των συντελεστών H∗

m, όπως έχει ή-
δη σηµειωθεί παραπάνω, είναι άνω τριγωνικό εποµένως η επίλυση του γραµµικού
συστήµατος γίνεται εύκολα µε µία µόνο πίσω αντικατάσταση. Το µητρώο H∗

m, δια-
στάσεων m ×m, προκύπτει από το H∗

m, διαστάσεων (m + 1) ×m, απαλείφοντας τη
µηδενική, τελευταία γραµµή (γραµµή m + 1).

Στο σηµείο αυτό παραθέτουµε µια σχέση ιδιαίτερα χρήσιµη, ειδικά κατά την
προγραµµατιστική υλοποίηση της GMRES,

γm+1 =
∥∥‖~r0‖2 + H∗

mBm

∥∥
2

(2.28)

Η 2.28 υπολογίζει τα m+1 στοιχεία του µητρώου στήλης gm το οποίο εµπλέκεται
άµεσα στον υπολογισµό των συντελεστών βi που είναι το Ϲητούµενο. Για την απόδειξη
της παραπάνω έχουµε διαδοχικά, ξεκινώντας από τον υπολογισµό της προσεγγιστι-
κής λύσης ~xm και του αντίστοιχου υπολοίπου

~rm =~b− A~xm

=~b− A (~x0 + VmBm)

=~r0 − AVmBm

=~r0 − Vm+1HmBm

=‖~r0‖2 Vm+1e1 − Vm+1HmBm

=Vm+1

{‖~r0‖2 e1 −HmBm

}

Επειδή QT Q=I µπορούµε να γράψουµε

~rm =Vm+1Q
T Q

{‖~r0‖2 e1 −HmBm

}

=Vm+1Q
T

{
gm −H∗

mBm

}

Στο προς επίλυση πρόβληµα ελαχιστοποίησης επιλέγουµε να λύσουµε την

H∗
mBm =gm (2.29)

η οποία ουσιαστικά απαλείφει τις m συνιστώσες του gm εκτός από την m + 1. Επο-
µένως µπορούµε να γράψουµε

~rm =~b− A~xm =Vm+1Q
T (γm+1em+1)
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Επιπλέον το γεγονός ότι η διανυσµατική ϐάση που δηµιουργήθηκε είναι ορθοκανο-
νική επάγεται ότι Vm+1Q

T =I, άρα τελικά η 2.1.3 δίνει

‖~rm‖2 =
∥∥∥~b− A~xm

∥∥∥
2
=γm+1 (2.30)

Η σχέση 2.30 έχει πολύ σηµαντικό ϱόλο κατά την προγραµµατιστική υλοποίηση της
GMRES αφού υπολογίζει τις m + 1 συνιστώσες του διανύσµατος gm. ΄Ετσι, έχοντας
υπολογίσει τα H∗

m και gm, είναι εφικτός ο προσδιορισµός του διανύσµατος Bm (των
συντελεστών βi) µέσω της 2.29 που ήταν το Ϲητούµενο.

2.1.4 Η Μέθοδος GMRES µε Επανεκκίνηση και Προσταθερο-

ποίηση

Στην GMRES µε επανεκκίνηση και προσταθεροποίηση (Preconditioning) γίνεται
χρήση ενός κατάλληλου µητρώου προσταθεροποίησης, έστω M , ώστε να επιτευ-
χθεί ταχύτερα η επίλυση του προβλήµατος. Σηµειώνεται ότι ο προσταθεροποιητής
εξαρτάται από τη ϕύση του προβλήµατος, εποµένως ένα µητρώο προσταθεροποίησης
που αποδίδει σε ένα πρόβληµα δεν είναι σίγουρο ότι ϑα λειτουργεί µε τον ίδιο τρόπο
σε ένα άλλο. Επιπλέον, εισαγωγή του µητρώου αυτού οδηγεί σε πρόσθετα γραµµικά
συστήµατα εντός του ϐασικού αλγορίθµου. Το µητρώο M που επιλέξαµε κρίνεται
λειτουργικό ή όχι ϐάσει του πόσο πιο γρήγορα λύνουµε το πρόβληµα. Επιπλέον,
σηµειώνουµε ότι το µητρώο M επιλέγεται να είναι µια εύκολα (µικρού υπολογιστι-
κού κόστους) αντιστρέψιµη εκδοχή του µητρώου των συντελεστών A, δηλάδη µεταξύ
των M και A ισχύει MA∼=I όπου I το µοναδιαίο µητρώο διαστάσεων N×N .

Με δεδοµένο τον αλγόριθµο της GMRES, ακολουθεί ο τροποποιηµένος αλγόριθ-
µος της µεθόδου µε προσταθεροποιητή.
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1. Επιλογή αρχικής λύσης ~x0 κατά την πρώτη επανάληψη ή ~x(0) = ~x(n)

για κάθε επόµενη, και υπολογισµός του αρχικού προσταθεροποιηµένου
υπολοίπου µέσω της επίλυσης του M~r0 =~b− A~x0.

Υπολογισµός ~v1 = ~r0

‖~r0‖

2. Υπολογισµός m−1, πρακτικά όµως m, διανυσµάτων ϐάσης ~v2, ~v3, . . . , ~vm

(α΄) Για j =1, 2, . . . , m

Υπολογισµός του ~wj από την επίλυση του M ~wj =A~vj

(ϐ΄) Για i=1, 2, . . . , j

Υπολογισµός hi,j =(~wj, ~vi)

Τέλος

(γ΄) Υπολογισµός ~vj+1 = ~wj −
∑j

i=1 hi,j~vi

Υπολογισµός hj+1,i =‖~vj+1‖2

Κανονικοποίηση του ~vj+1, ~vj+1 =
~vj+1

hj+1,j

Τέλος

3. Υπολογισµός, µέσω της επίλυσης ενός προβλήµατος ελαχιστοποίησης του
υπολοίπου, των m συντελεστών β1, β1, . . . , βm και δηµιουργία της νέας
λύσης µε τη σχέση

~xm =~x0 +
∑m

i=1 βi~vi

Στον παραπάνω αλγόριθµο, εντοπίζονται δύο επιπλέον γραµµικά συστήµατα τα
οποία πρέπει να λυθούν. Το πρώτο είναι το M~r0,pre =~b−A~x0 =~r0nopre, και το δεύτερο
το M ~wj =A~vj. Σηµειώνεται, ότι δεν είναι αναγκαία η σύγκλιση αυτών σε υπερβολι-
κό ϐάθος, αφού κάτι τέτοιο επιβαρύνει αισθητά τον συνολικό χρόνο σύγκλισης της
GMRES. Αντίθετα πρέπει να ϐρεθεί ο αριθµός επαναλήψεων που εξασφαλίζει µια
ικανοποιητική σύγκλιση αυτών των ΄ υποσυστηµάτων ΄ σε µικρό υπολογιστικό χρόνο.
Επίσης, πρέπει να επιλεγεί και η αποδοτικότερη µέθοδος που ϑα χρησιµοποιηθεί
για τη σύγκλιση αυτών. Στην παρούσα διπλωµατική εργασία έγινε χρήση και σύγ-
κριση των εξής µεθόδων επίλυσης των γραµµικών συστηµάτων προσταθεροποίησης :
Jacobi, Runge-Kutta, Gauss-Seidel και Symmetric Gauss-Seidel. Ακολουθεί η
συνοπτική παρουσίαση των µεθόδων αυτών, ενώ τα αριθµητικά αποτελέσµατα ϐρί-
σκονται στο επόµενο κεφάλαιο.
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2.1.5 Οι Εξεταζόµενες Μέθοδοι Προσταθεροποίησης

Για την επίλυση των γραµµικών συστηµάτων εξισώσεων που προέκυψαν από τη χρή-
ση του προσταθεροποιητή M

M~r0,pre =~b− A~x0 =~r0nopre (2.31)

και
M ~wj =A~vj (2.32)

όπου ~r0nopre το πραγµατικό, πριν την προσταθεροποίηση, υπόλοιπο και ~r0pre το προ-
σταθεροποιηµένο. Αντίστοιχα, ~wj το προσταθεροποιηµένο διάνυσµα του διανύσµα-
τος A~vj.

Εκφράζουµε τις σχέσεις 2.31 και 2.32 ως ακολούθως

DM~r0pre +
neimax∑
nei=1

ZM,nei~r0pre,nei =~r0nopre (2.33)

DM ~wj +
neimax∑
nei=1

ZM,nei ~wj,nei =A~vj (2.34)

όπου µε DM συµβολίσαµε τα διαγώνια στοχεία και µε ZM τα λοιπά στοιχεία του
µητρώου προσταθεροποίησης M . Η άθροιση των γινοµένων των ZM µε το προς
υπολογισµό µέγεθος γίνεται (στην προσταθεροποίηση το ~r0pre και το ~wj αντίστοιχα)
στον εκάστοτε αριθµό γειτονικών κόµβων neimax ενός κόµβου επίλυσης, σύµφωνα
µε την ορολογία που σηµειώθηκε στο εισαγωγικό κεφάλαιο.

• Μέθοδος Jacobi

Η µέθοδος Jacobi [17] στηρίζεται στον προσδιορισµό της νέας προσεγγιστικής
λύσης, ~rn+1

0pre και ~wn+1
j , σε ένα ϐρόχο επαναλήψεων µε µετρητή n, στηριζόµενη

µόνο στην παλαιά λύση, ~rn
0pre και ~wn

j . Ακολουθούν οι σχέσεις προσδιορισµού
της νέας λύσης.

~rn+1
0pre =D−1

M

[
~r0nopre −

neimax∑
nei=1

ZM,nei~r
n
0pre

]
(2.35)

~wn+1
j =D−1

M

[
A~vj −

neimax∑
nei=1

ZM,nei ~w
n
j

]
(2.36)

• Μέθοδος Runge-Kutta
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Σην επίλυση των συστηµάτων µε τη µέθοδο Runge-Kutta [11] εκτελούνται nrk

ϐήµατα κατά τα οποία σε κάθε ένα από αυτά έχουµε νέο υπολογισµό των όρων(
~r0nopre −M~rn+1,rk

0pre

)
,
(
A~vj −M ~wn+1,rk

0pre

)
και στη συνέχεια προσδιορισµό νέας

λύσης. Συνήθης είναι η επιλογή της Runge-Kutta τέταρτης τάξης µε τους
συντελεστές ark να παίρνουν τις τιµές a1 = 0.11, a2 = 0.2766, a3 = 0.5, a4 = 1.
Ακολουθούν οι σχέσεις προσδιορισµού της νέας λύσης.

~rn+1,0
0pre =~rn

0pre

~rn+1,rk
0pre =~rn

0pre − ark
∆t

Ω

(
~r0nopre −M~rn+1,rk−1

0pre

)
, rk=1, . . . , nrk (2.37)

~rn+1
0pre =~rn+1,nrk

0pre

~wn+1,0
j = ~wn

j

~wn+1,rk
j = ~wn

j − ark
∆t

Ω

(
A~vj −M ~wn+1,rk−1

0pre

)
, rk=1, . . . , nrk (2.38)

~wn+1
j = ~wn+1,nrk

j

• Μέθοδος Gauss-Seidel

Η µέθοδος Gauss-Seidel [17] αποτελεί παραλλαγή της µεθόδου Jacobi. Σε
αντίθεση µε την Jacobi όµως, σε µια επανάληψη της Gauss-Seidel, για τους
γειτονικούς κόµβους του κεντρικού, γίνεται χρήση των νέων τιµών που έχουν
υπολογισθεί προηγουµένως στη σάρωση του πλέγµατος µέχρι τον κόµβο επί-
λυσης. Ακολουθούν οι σχέσεις προσδιορισµού της νέας λύσης.

~rn+1
0pre =D−1

M

[
~r0nopre −

neimax∑
nei=1

ZU
M,nei~r

n
0pre −

neimax∑
nei=1

ZL
M,nei~r

n+1
0pre

]
(2.39)

~wn+1
j =D−1

M

[
A~vj −

neimax∑
nei=1

ZU
M,nei ~w

n
j −

neimax∑
nei=1

ZL
M,nei ~w

n+1
j

]
(2.40)

Στις παραπάνω σχέσεις αναφέρουµε ότι µε ZU
M,nei και ZL

M,nei συµβολίζουµε τα
άνω και κάτω τριγωνικά µητρώα του µητρώου (M−DM), όπου DM το µητρώο
των διαγώνιων στοιχείων του M , δηλαδή τις περιοχές όπου ϐρίσκονται τα µη-
διαγώνια στοιχεία.

• Μέθοδος Συµµετρική Gauss-Seidel
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΄Οµοια µε την Gauss-Seidel, η Συµµετρική Gauss-Seidel [7] χρησιµοποιεί τις
ήδη υπολογισµένες νέες τιµές, αλλά σε δύο ϐήµατα. Εκτελεί δύο σαρώσεις του
πλέγµατος µε διαφορετική όµως κατεύθυνση σάρωσης, µε την πρώτη να υπο-
λογίζει την τιµή στο ϐήµα n+ 1

2
και σάρωση από τον (αριθµηµένα) πρώτο κόµβο

προς τον τελευταίο και τη δεύτερη τη νέα λύση της n + 1 σαρώνοντας από τον
τελευταίο κόµβο στον πρώτο. Ουσιαστικά, πρόκειται για δύο επαναλήψεις της
Gauss-Seidel. Το παραπάνω τονίζεται για λόγους που ϑα γίνουν κατανοητοί
στο επόµενο κεφάλαιο µε τις αριθµητικές εφαρµογές.

~r
n+ 1

2
0pre =D−1

M

[
~r0nopre −

neimax∑
nei=1

ZU
M,nei~r

n
0pre −

neimax∑
nei=1

ZL
M,nei~r

n+1
0pre

]

~rn+1
0pre =D−1

M

[
~r0nopre −

neimax∑
nei=1

ZU
M,nei~r

n+1
0pre −

neimax∑
nei=1

ZL
M,nei~r

n+ 1
2

0pre

]
(2.41)

~w
n+ 1

2
j =D−1

M

[
A~vj −

neimax∑
nei=1

ZU
M,nei ~w

n
j −

neimax∑
nei=1

ZL
M,nei ~w

n+1
j

]

~wn+1
j =D−1

M

[
A~vj −

neimax∑
nei=1

ZU
M,nei ~w

n+1
j −

neimax∑
nei=1

ZL
M,nei ~w

n+ 1
2

j

]
(2.42)



Κεφάλαιο 3

Αριθµητική ∆ιερεύνηση της Χρήσης

της Μεθόδου GMRES στην Επίλυση

των Συζυγών Εξισώσεων

Μετά τη µαθηµατική ϑεµελίωση της µεθόδου GMRES µε προσταθεροποίηση (PGMRES)
ακολουθεί η αριθµητική διερεύνηση αυτής στην επίλυση των συζυγών εξισώσεων κα-
τά τον αντίστροφο σχεδιασµό αεροτοµής (µεµονωµένης αλλά και πτερύγωσης συµ-
πιεστή), µε στόχο δεδοµένη κατανοµή πίεσης γύρω από αυτήν. Στόχος είναι να
εξετάσουµε τη συµπεριφορά της PGMRES έναντι της µεθόδου Jacobi, αλλά και να
επιλέξουµε τις παραµέτρους αυτής ώστε να γίνει ακόµη πιο αποδοτική από άποψη
υπολογιστικού χρόνου, πράγµα που αποτελεί και το Ϲητούµενο σε πρακτικά προβλή-
µατα. Οι ϐασικοί παράγοντες από τους οποίους εξαρτάται ο υπολογιστικός χρόνος
σύγκλισης της µεθόδου ϑεωρούµε ότι είναι η επιλεγείσα ϐάση της PGMRES m και
ο αριθµός των επαναλήψεων npre, της µεθόδου των ύπόσυστηµάτων΄ προσταθεροποί-
ησης. Επιπλέον, άλλος ένας παράγοντας είναι και η µέθοδος προσταθεροποίησης
που ϑα επιλεγεί. Για τη µελέτη των παραπάνω ϑεωρούµε ότι κάθε παράγοντας είναι
ανεξάρτητος από τον άλλον, έτσι η αλλαγή σε έναν παράγοντα επιδρά άµεσα και
µόνο στον υπολογιστικό χρόνο.

Για όσο το δυνατόν πιο αξιόπιστα συµπεράσµατα σχετικά µε τη µέθοδο PGM-
RES, αυτή εφαρµόσθηκε σε ένα πρόβληµα αντίστροφου σχεδιασµού και συγκεκρι-
µένα στην επίλυση των συζυγών εξισώσεων (και µόνο, αφού αυτές είναι ένα block
γραµµικό σύστηµα) για διαφορετικού µεγέθους υπολογιστικά πλέγµατα (πάντα µη
δοµηµένου τύπου), σε διαφορετικούς ϑεωρούµενους τύπους ϱοών αλλά και σε µεµο-
νωµές αεροτοµές και πτερυγώσεις στροβιλοµηχανών, µε στόχο δεδοµένη κατανοµή
πίεσης γύρω από αυτές. Ειδικά για τους τύπους ϱοών αναφέρουµε ότι χρησιµο-

25
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Εξισώσεων

ποιήθηκαν ατριβείς ϱοές (ϱοές που διέπονται από τις εξισώσεις Euler), στρωτές ϱοές
(laminar flows) και τυρβώδεις ϱοές (turbulent flows). Για τη γένεση των µη δοµηµέ-
νων πλεγµάτων και για τον υπολογισµό του πεδίου ϱοής έγινε εφαρµογή λογισµικού
του Εργαστηρίου Θερµικών Στροβιλοµηχανών (ΕΘΣ) του ΕΜΠ. Τέλος, εξετάζεται η
συµπεριφορά της PGMRES µε χρήση προσταθεροποιητών Jacobi, Runge-Kutta,
Gauss–Seidel και Συµµετρική Gauss–Seidel.

Σηµειώνεται ότι οι υπολογιστικοί χρόνοι οι οποίοι παρουσιάζονται στο

παρόν κεφάλαιο αντιστοιχούν σε προσωπικό υπολογιστή µε χαρακτηριστικά

2GB µνήµη RAM, επεξεργαστή Intel Core 2 Duo 1.66GHz και λειτουργικό

σύστηµα 32bit Windows Vista.

3.1 Οι Εξισώσεις της Ροής

Στο παρόν κεφάλαιο ϑεωρούµε διδιάστατη ϱοή συµπιεστού, συνεκτικού ϱευστού γύ-
ϱω από µεµονωµένη αεροτοµή και µέσα σε πτερύγωση συµπιεστή. Η ϱοή αυτή
µοντελοποιείται µέσω των εξισώσεων Navier–Stokes οι οποίες εκφράζουν τη διατήρη-
ση της συνέχειας, της ορµής και της ενέργειας. Οι εξισώσεις αυτές σε συντηρητική
µορφή γράφονται [16]

∂~U

∂t
+

∂ ~F inv

∂x
+

∂ ~Ginv

∂y
− ∂ ~F vis

∂x
− ∂ ~Gvis

∂y
= ~0 (3.1)

όπου ~U =(ρ, ρu, ρv, E)T το διάνυσµα των µεταβλητών της ϱοής. Επιπλέον ρ είναι η
πυκνότητα του ϱευστού, u και v οι καρτεσιανές συνιστώσες της ταχύτητας κατά x και
y, E η ολική ενέργεια του ϱευστού ανά µονάδα όγκου που ισούται µε

E =ρe +
1

2
ρ

(
u2 + v2

)
(3.2)

όπου e η εσωτερική ενέργεια ανά µονάδα µάζας. Στις εφαρµογές που ακολουθούν
ϑεωρούµε µόνιµη ϱοή (άρα µηδενική µεταβολή των µεγεθών στο χρόνο), ωστόσο
στο πλαίσιο επίλυσης των εξισώσεων σε µια επαναληπτική διαδικασία ο όρος ∂~U

∂t

σχετίζεται µε τη µεταβολή των µεγεθών στο ψευδοχρόνο που εισάγει αυτή. Με ~F

και ~G συµβολίζονται τα διανύσµατα της ϱοής στις δύο συνιστώσες, ενώ µε inv οι
µη-συνεκτικοί όροι και µε vis οι συνεκτικοί. Τα παραπάνω διανύσµατα ορίζονται ως
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ακολούθως

~F inv =




ρu

ρu2 + p

ρuv

(E + p) u


 , ~Ginv =




ρv

ρuv

ρv2 + p

(E + p) v


 (3.3)

και

~F vis =




0

σxx

σxy

uσxx + vσxy + qx


 , ~Ginv =




0

σxy

σyy

uσxy + vσyy + qy


 (3.4)

όπου σxx, σxy, σyy είναι οι συνιστώσες του τανυστή των συνεκτικών τάσεων οι οποίες
ορίζονται ως

σxx =2ν
∂u

∂x
, σxy =σyx =ν

(
∂u

∂y
+

∂v

∂x

)
, σyy =2ν

∂v

∂y
(3.5)

όπου ν η κινηµατική συνεκτικότητα του ϱευστού. Τέλος, qx, qy οι συνιστώσες του
διανύσµατος µεταφοράς ϑερµότητας από στοιχειώδη όγκο ϱευστού προς το περιβάλ-
λον.

Ακόµη, στο παρόν κεφάλαιο γίνεται εφαρµογή ατριβών ϱοών οι οποίες διέπον-
ται από τις εξισώσεις Euler. Οι εξισώσεις Euler προκύπτουν από τις εξισώσεις 3.1
µηδενίζοντας τους όρους συνεκτικότητας ~F vis, ~Gvis. Σηµειώνουµε ότι στις εξισώσεις
3.1 έχουν παραλειφθεί οι όροι ϐαρύτητας, ενώ για το κλείσιµο αυτών ϑεωρούµε ι-
σεντροπικό, νευτώνιο ϱευστό για το οποίο ισχύει η καταστατική εξίσωση των τελείων
αερίων.

Για τη µοντελοποίηση του όρου ϱοής ϑερµότητας γίνεται χρήση του νόµου του
Fourier, ενώ για τη µοντελοποίηση της τύρβης (όταν η ϱοή είναι τυρβώδης) έγινε
χρήση του µοντέλου µιας εξίσωσης Spalart–Allmaras [14]. Ετσι µαζί µε τις εξισώσεις
της ϱοής ο κώδικας επιλύει και την εξίσωση µοντελοποίησης της τύρβης.

Οι εξισώσεις που περιγράφονται από τη σχέση 3.1 τονίζεται ότι είναι συζευγµένες
(coupled) δηλαδή λύνονται ταυτόχρονα µε τη λύση µιας µεταβλητής να εξαρτάται
από τις λύσεις των άλλων. Επιπλέον οι εξισώσεις 3.1 αντιστοιχούν σε ένα µη γραµ-
µικό, block σύστηµα. Λέγοντας block αναφερόµαστε στο γεγονός ότι σε κάθε κόµβο
υπολογισµού λύνουµε ένα 4 × 4 ή 3 × 3 (ανάλογα µε το πλήθος των µεταβλητών
για συµπιεστό ή ασυµπίεστο ϱευστό) σύστηµα εξισώσεων ώστε να υπολογίσουµε το
διάνυσµα των µεταβλητών ϱοής σε κάθε ϑέση του πεδίου. Στο παρόν κεφάλαιο ασχο-
λούµαστε µε εφαρµογές συµπιεστού ϱευστού άρα έχουµε 4× 4 block συστήµατα.

Υπογραµµίζεται ότι για τη γένεση πλεγµάτων και για τον υπολογισµό του πεδί-
ου ϱοής γύρω από τις ή µέσα στις επιλεγείσες γεωµετρίες έγινε χρήση του κώδικα
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Navier–Stokes του ΕΣΘ/ΕΜΠ [4], [16] χωρίς κάποια παρέµβαση της παρούσας ερ-
γασίας.

3.2 Αντίστροφος Σχεδιασµός Αεροτοµής µέσω των

∆ιακριτών Συζυγών Εξισώσεων

Στο παρόν κεφάλαιο εφαρµόζουµε αντίστροφο σχεδιασµό (µεµονωµένης) αεροτοµής
(αλλά και πτερύγωσης συµπιεστή) [11], [3] µε στόχο δεδοµένη κατανοµή πίεσης γύρω
από αυτήν. Ο στόχος αυτός εκφράζεται µαθηµατικά µέσω µιας συνάρτησης στόχου
F η οποία είναι ϐαθµωτή, εκφράζει δηλαδή µόνο ένα στόχο, και µπορεί να γραφεί
ως

F =
1

2

∫

s

(p− ptarget)
2 ds (3.6)

Στις ακόλουθες εφαρµογές ο στόχος ϑα παρουσιάζεται µέσω της κατανοµής του συν-
τελεστή πίεσης Cp που αντιστοιχεί στη δεδοµένη κατανοµή πίεσης. Η αεροτοµή που
σχεδιάζεται παραµετροποιείται µε πολυώνυµα Bezier-Bernstein τα οποία ορίζουν
ένα διάνυσµα ~b µεταβλητών σχεδιασµού, που είναι τα σηµεία σχεδιασµού.

Η συνάρτηση στόχου διατυπώνεται στη µορφή

F =F
(

~U,~b
)

(3.7)

όπου ~U είναι το διάνυσµα που εκφράζει τις µεταβλητές ϱοής και προκύπτει από
την επίλυση των εξισώσεων Navier–Stokes ή Euler ανάλογα µε την περίπτωση. Η
εξίσωση 3.7 εκφράζει την εξάρτηση της συνάρτησης στόχου από το διάνυσµα ~b, δη-
λαδή από τη µορφή της αεροτοµής, και το διάνυσµα ~U , δηλαδή από το πεδίο ϱοής
που διαµορφώνεται γύρω από την αεροτοµή. Κάθε αλλαγή δ~b στις µεταβλητές σχε-
διασµού ~b τροποποιεί τη γεωµετρία της αεροτοµής, διαµορφώνει διαφορετικό πεδίο
ϱοής ~U γύρω από αυτήν (µεταβάλλεται κατά δ~U ) και, εποµένως, δίνει µια νέα τιµή
της συνάρτησης στόχου. Μπορούµε δηλαδή να γράψουµε F =F (~U(~b),~b) ενώ ϐάση
της παραπάνω πρότασης ισχύει για τη µεταβολή της συνάρτησης στόχου F

δF =
∂F

∂~U
δ~U +

∂F

∂~b
δ~b (3.8)

που µε δ~b συµβολίζουµε κάθε µεταβολή της µορφής της αεροτοµής και αντίστοιχα
µε δ~U την προκαλούµενη µεταβολή του πεδίου ϱοής.Η εύρεση του ακρότατου της F ,
δηλαδή η ικανοποίηση του στόχου της δεδοµένης κατανοµής πίεσης, ισοδυναµεί µε
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την εύρεση των τιµών των µεταβλητών σχεδιασµού ~b, για τις οποίες έχουµε δF =~0.

Στην εξίσωση 3.8 υπάρχουν δύο συµµετοχές στη µεταβολή της συνάρτησης στό-
χου, µία που οφείλεται στη µεταβολή του ϱοϊκού πεδίου, οφειλόµενη στην αλλαγή
της γεωµετρίας της αεροτοµής, και µία που εκφράζει την απευθείας επίδραση της
αλλαγής της γεωµετρίας στην τιµή της συνάρτησης στόχου. Οι εξισώσεις που διέπουν
το πεδίο ϱοής, δηλαδή οι εξισώσεις Euler ή Navier-Stokes ανάλογα µε το µοντέλο
ϱοής που ϑα επιλεγεί, γράφονται µε τη συµβολική χρήση του τελεστή ϱοής ~R στη
µορφή

~R= ~R
(

~U,~b
)

=~0 (3.9)

Κάθε µεταβολή δ~b της µορφής της αεροτοµής έχει ως αποτέλεσµα τη µεταβολλή του
πεδίου ϱοής γύρω από αυτήν. Συνεχίζουν, όµως, να ικανοποιούνται οι εξισώσεις
ϱοής, άρα πρέπει να ισχύει

δ ~R=
∂ ~R

∂~U
δ~U +

∂ ~R

∂~b
δ~b=~0 (3.10)

όπου

∂ ~R

∂~b
=




∂R1

∂b1

∂R1

∂b2
. . . ∂R1

∂bN
∂R2

∂b1

∂R2

∂b2
. . . ∂R2

∂bN...
∂Rk

∂b1

∂Rk

∂b2
. . . ∂Rk

∂bN




(3.11)

και αντίστοιχα για το µητρώο ∂ ~R

∂~U
. Το διάνυσµα της µεταβολής δ ~R πολλαπλασιάζεται

µε ένα διάνυσµα γραµµής ~ΨT και η ϐαθµωτή ποσότητα που προκύπτει από τον
πολλαπλασιασµό αυτό αφαιρείται από τη µεταβολή της συνάρτησης στόχου, εξίσωση
3.8. Το αν ϑα γίνει αφαίρεση ή πρόσθεση είναι αδιάφορο, αρκεί οι υπόλοιπες
ενέργειες να είναι συµβατές. Η πράξη αυτή δεν αλλοιώνει το στόχο µας ο οποίος
συνεχίζει να είναι η εύρεση εκείνου του διανύσµατος ~b που µηδενίζει τη µεταβολή
δF και ικανοποιεί το στόχο, η οποία αποτελεί αναγκαία συνθήκη για το ακρότατο
της συνάρτησης στόχου F , αφού η µεταβολή δ ~R είναι µηδενική.

∆ηµιουργείται έτσι λεγόµενη επαυξηµένη συνάρτηση στόχου (augmented obje-
ctive function, Faug), της οποίας η µεταβολή είναι

δFaug =
∂F

∂~U
δ~U +

∂F

∂~b
δ~b− ~ΨT

(
∂ ~R

∂~U
δ~U +

∂ ~R

∂~b
δ~b

)
(3.12)
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ή

δFaug =

(
∂F

∂~U
− ~ΨT ∂ ~R

∂~U

)
δ~U +

(
∂F

∂~b
− ~ΨT ∂ ~R

∂~b

)
δ~b (3.13)

Η κεντρική ιδέα της συζυγούς µεθόδου είναι να επιλεγεί εκείνο το διάνυσµα ~Ψ το
οποίο µηδενίζει τον πρώτο όρο του δεξιού µέλους της 3.13, να έχουµε δηλαδή

(
∂F

∂~U
− ~ΨT ∂ ~R

∂~U

)
=0 (3.14)

Με την απαίτηση αυτή, η µεταβολή της συνάρτησης στόχου εξαρτάται µόνο από
την µεταβολή του διανύσµατος των µεταβλητών σχεδιασµού δ~b αλλά όχι από τις
επαγόµενες µεταβολές δ~U του πεδίου ϱοής. Το πεδίο ~Ψ, το οποίο ονοµάζεται πλέον
πεδίο των συζυγών µεταβλητών (adjoint variables) προκύπτει από τη λύση της
συζυγούς εξίσωσης (adjoint equation), ή ακριβέστερα από τη λύση του συστήµατος
εξισώσεων, [

∂ ~R

∂~U

]T

~Ψ=

[
∂F

∂~U

]T

(3.15)

Επίσης, στις περιπτώσεις που ϑεωρούµε τυρβώδη ϱοή (και χρησιµοποιούµε το
µοντέλο Spalart-Allmaras µαζί µε τις εξισώσεις της µέσης ϱοής για τον υπολογισµό
του πεδίου) δεν επιλύουµε τη συζυγή εξίσωση της τυρβώδους συνεκτικότητας αλλά
µόνο τις συζυγείς εξισώσεις της µέσης ϱοής. Θεωρούµε δηλαδή

δ (Spalart− Allmaras)=0 (3.16)

Υπογραµµίζεται ότι η εξίσωση 3.15 είναι γραµµική ως προς ~Ψ, αφού το µητρώο[
∂ ~R

∂~U

]T

δεν συναρτάται του ~Ψ. Τέλος, από την εξίσωση 3.13 αποµένει µόνο η ευθεί-
α συσχέτιση της µεταβολής της τιµής της συνάρτησης στόχου µε τη µεταβολή της
γεωµετρίας του ορίου δ~b. Είναι δηλαδή,

δFaug = ~GT δ~b (3.17)

µε
~GT =

∂F

∂~b
− ~ΨT ∂ ~R

∂~b
(3.18)

Η επίλυση του συστήµατος 3.15 υπολογίζει το πεδίο των συζυγών µεταβλητών ~Ψ, το
οποίο εν συνεχεία χρησιµοποιείται στις σχέσεις 3.17 και 3.18 ώστε να υπολογισθεί η
παράγωγος της συνάρτησης στόχου ως προς τις µεταβλητές ελέγχου της γεωµετρίας
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~b. Οι συζυγείς µεταβλητές ~Ψ, συχνά ονοµάζονται και δυαδικές µεταβλητές (dual
variables), τονίζοντας έτσι τη δυαδικότητα τους ως προς τις µεταβλητές του πεδίου
ϱοής ~U .

Με τη διαδικασία που προηγήθηκε καταλήξαµε στο ότι η µεταβολή της επαυξηµέ-
νης συνάρτησης στόχου είναι ανεξάρτητη από τη µεταβολή κάθε ϱοϊκού µεγέθους και
εξαρτάται µόνο από τις µεταβολές της γεωµετρίας. Επισηµαίνεται ότι η επαυξηµέ-
νη συνάρτηση-στόχος σχηµατίσθηκε από τη διακριτή γραφή της συνάρτησης-στόχου,
τις διακριτοποιηµένες εξισώσεις ϱοής καθώς και από τις κοµβικές τιµές της συζυγούς
µεταβλητής.

Η παραπάνω συζυγής µέθοδος χαρακτηρίζεται ως διακριτή γιατί οι συζυγείς
εξισώσεις δηµιουργούνται επεξεργάζοντας το µητρώο των εξισώσεων ϱοής Navier-
Stokes µετά τη διακριτοποίηση τους. ∆ηλαδή οι εξισώσεις που δηµιουργούνται
είναι συζυγείς των διακριτοποιηµένων Navier-Stokes.

3.2.1 Σύνδεση της Μεθόδου GMRES µε τις Συζυγείς ∆ιακριτές

Εξισώσεις Βελτιστοποίησης

΄Οπως αναλύθηκε στο προηγούµενο κεφάλαιο η µέθοδος GMRES χρησιµοποιείται
για την επίλυση ενός γραµµικού συστήµατος της µορφής A~x=~b ενώ στον αντίστροφο
σχεδιασµό αεροτοµής µε στόχο δεδοµένη κατανοµή πίεσης καταλήξαµε στη επίλυση
του γραµµικού συστήµατος που ακολουθεί

[
∂ ~R

∂~U

]T

~Ψ=

[
∂F

∂~U

]T

(3.19)

Στην 3.19 ~Ψ είναι το συζυγές πεδίο που διαµορφώνεται γύρω από την αεροτοµή,
δηλαδή το συζυγές του ~U . Εποµένως και το ~Ψ είναι ένα διάνυσµα που σε κά-
ϑε κόµβο του διακριτοποιηµένου χώρου έχει τέσσερις µεταβλητές (τις συζυγείς των
(ρ, ρu, ρv, E)T ) που χρειάζεται να υπολογισθούν. Σε αντιστοιχία µε τις παρατηρήσεις
που διατυπώθηκαν για τις εξισώσεις ϱοής σηµειώνουµε ότι οι εξισώσεις των εξισώ-
σεων 3.19 είναι γραµµικές και συζευγµένες (coupled). Επιπλέον το σύστηµα 3.19
είναι επίσης block και µάλιστα 4× 4, αφού προσδιορίζουµε τις συζυγείς µεταβλητές
συµπιεστού ϱευστού.

Στο πλαίσιο µίας επαναληπτικής διαδικασίας επίλυσης, εισάγοντας τον ψευδο-
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χρονικό όρο ∂~Ψ
∂t

, γίνεται

∂ ~Ψn+1

∂t
+

[
∂ ~R

∂~U

]T

~Ψn+1 =

[
∂F

∂~U

]T

(3.20)

Ακολουθώντας τη δέλτα διατύπωση (Delta Formulation) το προς υπολογισµό µέγεθος
~Ψ υπολογίζεται ως

~Ψn+1 = ~Ψn + ∆~Ψ (3.21)

όπου ∆~Ψ η διόρθωση του µεγέθους ~Ψ µεταξύ των κύκλων υπολογισµού. Αντικαθι-
στώντας την 3.21 στην 3.20 προκύπτει

∂
[

~
Ψn + ∆~Ψ

]

∂t
+

[
∂ ~R

∂~U

]T [
~Ψn + ∆~Ψ

]
=

[
∂F

∂~U

]T

(3.22)

ή ισοδύναµα
∂∆~Ψ

∂t
+ A∆~Ψ=

[
∂F

∂~U

]T

−
[
A~Ψn +

∂ ~Ψn

∂t

]
=~c (3.23)

µε το ~Ψold να είναι ΄παγωµένο΄ κατά την επίλυση της 3.23, ενώ συµβολίζουµε A =[
∂F

∂~U

]T

.

Για την επίλυση της 3.23, δηλαδή του γραµµικού συστήµατος που προκύπτει από
την απαίτηση να υπάρχει δεδοµένη κατανοµή πίεσης γύρω από την αεροτοµή κατά
τον αντίστροφο σχεδιασµό αυτής, εφαρµόζεται η µέθοδος GMRES µε το διάνυσµα των
άγνωστων ποσοτήτων ~x να εκφράζει τις συζυγείς µεταβλητές, δηλαδή είναι ~x = ∆~Ψ,
ενώ το διάνυσµα ~b του δεξιού µέλους την ποσότητα

[
∂F

∂~U

]T

−
[
A~Ψn + ∂ ~Ψn

∂t

]
=~c, είναι

δηλαδή ~b=
[

∂F

∂~U

]T

−
[
A~Ψn + ∂ ~Ψn

∂t

]
=~c.

Για την επίλυση του συζυγούς πεδίου, δηλαδή τον προσδιορισµό του ~Ψ, χρεια-
Ϲόµαστε τη διακριτοποίηση του χώρου γύρω από την υπό µελέτη αεροτοµή. Στην
παρούσα διπλωµατική εργασία έγινε χρήση µη-δοµηµένων πλεγµάτων µε τριγωνικά
στοιχεία στα οποία κάθε κόµβος επίλυσης δεν έχει σταθερό αριθµό γειτονικών κόµ-
ϐων. Επιπλέον η γενική αρίθµηση των κόµβων έχει ως αποτέλεσµα την τυχαιότητα
και στους αύξοντες αριθµούς των γειτόνων ενός κόµβου. ΄Ετσι το µητρώο A είναι
αραιό και απέχει πολύ από τη µορφή που έχει σε ένα δοµηµένο πλέγµα όπου πέρα
της κεντρικής διαγωνίου, η οποία αφορά τους κόµβους επίλυσης, οι συνεισφορές των
γειτόνων ϐρίσκονται και αυτές σε µορφή γειτονικών διαγωνίων ως προς την κεντρική.
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Για τον παραπάνω λόγο την 3.23 την γράφουµε ισοδύναµα

D∆~Ψnode +
neimax∑
nei=1

Znei∆~Ψnei =~c (3.24)

Στην παραπάνω εξίσωση το µητρώο D περιέχει τους συντελεστές των διαγωνίων στοι-
χείων µαζί µε αυτούς που προκύπτουν από την εισαγωγή του ψευδοχρονικού όρου
ενώ αντίστοιχα το Z την συνεισφορά κάθε γειτονικού κόµβου στον κόµβο επίλυσης,
για αυτό υπάρχει και η άθροιση σε όλο το πλήθος των γειτόνων. Σηµειώνεται ακόµη,
ότι οι συντελεστές που σχετίζονται µε την ψευδοχρονική εξάρτηση του ~Ψ και οι οποί-
οι δηµιουργήθηκαν από την εισαγωγή του όρου ∂~Ψn+1

∂t
παίζουν σηµαντικό ϱόλο στη

σύγκλιση των αριθµητικών µεθόδων που χρησιµοποιούνται αφού, όπως σηµειώθηκε,
εµπεριέχονται στο µητρώο D. Στο σηµείο αυτό υπογραµµίζεται ότι η µέθοδος

GMRES είχε πιο γρήγορη και σε µικρότερη τιµή υπολοίπου σύγκλιση όταν

δεν λαµβάνεται υπόψη ο ψευδοχρονικός όρος, για αυτό στο σύνολο των ε-

ϕαρµογών που εξετάζονται η χρήση της µεθόδου GMRES ϑα γίνεται χωρίς τον

ψευδοχρονικό όρο. Επιπλέον µε node συµβολίσαµε τον κόµβο επίλυσης και µε
nei τον γείτονα αυτού. ΄Ετσι σε κάθε σηµείο του αλγόριθµου GMRES που παρουσιά-
Ϲεται πράξη µεταξύ διανυσµατικής ποσότητας ή µητρώου µε το µητρώο συντελεστών
A αυτή υλοποιείται µέσω της ανάλυσης αυτού σε D και Z.

3.3 Ρύθµιση των Παραµέτρων της PGMRES

Στις εφαρµογές που ακολουθούν επιλύουµε τις συζυγείς εξισώσεις στον αντίστροφος
σχεδιασµός µεµονωµένης αεροτοµής µε στόχο δεδοµένη κατανοµή πίεσης γύρω α-
πό αυτήν. Ο στόχος της δεδοµένης πίεσης ϑα παρουσιάζεται από την αντίστοιχη
κατανοµή του συντελεστή πίεσης Cp. Για την εφαρµογή εργαζόµαστε ως εξής. Με
δεδοµένη την αεροτοµή του σχήµατος 3.1 παράγουµε τη κατανοµή του συντελεστή
πίεσης 3.2. Αυτή η κατανοµή ϑα είναι ο στόχος του αντίστροφου σχεδιασµού, που
ϕυσιολογικά πρέπει να αναπαράγει τη γεωµετρία αεροτοµής από την οποία παρά-
χθηκε αν ολοκληρώναµε τη διαδικασία του αντίστροφου σχεδιασµού. Με αυτόν τον
τρόπο είναι ξεκάθαρο το γεγονός ότι στην παρούσα εργασία δεν µας απασχολεί το
ϑέµα της αντίστροφου σχεδιασµού αλλά το πόσο γρηγορότερα µπορούµε να επιλύ-
σουµε τις συζυγείς εξισώσεις σε ένα τέτοιο πρόβληµα. Για το λόγο αυτό δεν υπήρξε
καµία παρέµβαση στον κώδικα των συζυγών εξισώσεων [11] πέρα της προσθήκης της
µεθόδου GMRES σαν επιλύτη.

Επιπλέον στις εφαρµογές µεµονωµένης αεροτοµής που ακολουθούν έχουµε τα
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εξής χαρακτηριστικά ϱοής :

• Αριθµός Mach της επ΄ άπειρον ϱοής M =0.2.

• Γωνία πρόσπτωσης της ϱοής α=4o.
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Σχήµα 3.1: Αναµενώµενη µορφή µεµονωµένης αεροτοµής µετά τον αντίστροφο σχε-
διασµό

Στο σχήµα 3.2 ο άξονας x αντιστοιχεί στην αξονική κατεύθυνση. Από τη στιγµή
που η αεροτοµή 3.1 ϐρίσκεται υπό µηδενική κλίση αυτή ταυτίζεται µε τη χορδή της
αεροτοµής.

3.3.1 Επιλογή της ∆ιανυσµατικής Βάσης

Αρχικά παρουσιάζονται τα αριθµητικά αποτελέσµατα εφαρµογής της µεθόδου GM-
RES µε και χωρίς προσταθεροποίηση στην επίλυση των συζυγών εξισώσεων του προ-
ϐλήµατος αντίστροφου σχεδιασµού µεµονωµένης αεροτοµής. Εφαρµόζουµε στην
επίλυση των συζυγών εξισώσεων σε πλέγµα περίπου 5000 κόµβων µε κριτήριο σύγ-
κλισης max (log10 (Residual)) ≤ −12.00. Στο κριτήριο σύγκλισης δεν γίνεται ανα-
γωγή στο αρχικό υπόλοιπο αλλά η επαναληπτική διαδικασία τερµατίζεται όταν το
µέγιστο λογαριθµικό υπόλοιπο των εξισώσεων είναι κάτω από µια ορισµένη τιµή.
Σηµειώνεται ακόµη ότι ϑα συµβολίζουµε log10 (Residuali) ≡ LOGERRi, όπου i το
πλήθος των εξισώσεων που επιλύουµε. Στο σχήµα 3.15 παρουσιάζεται η λογαριθµι-
κή τιµή υπολοίπου των εξισώσεων της GMRES µε προσταθεροποίηση ενώ στο σχήµα
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Σχήµα 3.2: Επιθυµητή κατανοµή (στόχος) του συντελεστή πίεσης Cp στο περίγραµµα
της αεροτοµής

3.3 ϕαίνεται η πορεία του υπολοίπου της GMRES χωρίς προσταθεροποίηση. ΄Οπως
ϕαίνεται η χρήση της µεθόδου GMRES χωρίς προσταθεροποίηση δεν πιάνει την τιµή
υπολοίπου που έχουµε ϑέσει ως κριτήριο σύγκλισης σε χρόνο που να είναι συγκρίσι-
µος µε αυτόν της προσταθεροποιηµένης µεθόδου (η προσταθεροποιηµένη συγκλίνει
πολύ γρηγορότερα). Για αυτόν τον λόγο, στη συνέχεια, εφαρµόζεται µόνο η GMRES
µε προσταθεροποίηση (PGMRES).
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Σχήµα 3.3: Υπολογιζόµενο υπόλοιπο των συζυγών εξισώσεων. Μέθοδος GMRES
χωρίς προσταθεροποίηση, ϐάση m=35
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Σχήµα 3.4: Υπολογιζόµενο υπόλοιπο των συζυγών εξισώσεων. Μέθοδος PGM-
RES(Jacobi), ϐάση m=35, υποεπαναλήψεις προσταθεροποίησης npre =12. Κριτήριο
σύγκλισης max (LOGERR)≤−21.00

Εξετάζουµε τώρα τον απαιτούµενο χρόνο σύγκλισης της PGMRES, στο πρόβληµα
αντίστροφου σχεδιασµού που εξετάζουµε, ως προς την τιµή της διανυσµατικής ορθο-
κανονικής ϐάσης m. Σηµειώνουµε ότι ϐιβλιογραφικά [6], [2], [9] προτείνεται ένα εύ-
ϱος τιµών 5 ≤ m ≤ 40. Σηµειώνουµε ότι για την προσταθεροποίηση χρησιµοποιούµε
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τη µέθοδο Jacobi και σηµβολίζουµε εφεξής PGMRES(Jacobi), όπου στην παρένθε-
ση ϑα σηµειώνεται η εκάστοτε µέθοδος προσταθεροποίησης. Θεωρούµε συµπιεστή,
ατριβή ϱοή γύρω από µεµονωµένη αεροτοµή σε υπολογιστικά πλέγµατα περίπου
5000, 10000 και 15000 κόµβων. Επιλέγουµε ως κριτήριο σύγκλισης των τεσσάρων
συζυγών εξισώσεων, συνέχειας, ορµής κατά x και y, ενέργειας, το µέγιστο δεκαδικό
λογάριθµος υπόλοιπου αυτών που επιβάλλουµε να είναι µικρότερος του −12.00, δη-
λαδή max (LOGERR)≤−12.00. Τα αποτελέσµατα των χρόνου σύγκλισης ως προς
τη ϐάση m ακολουθούν στα διαγράµµατα 3.5, 3.6 και 3.7.
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Σχήµα 3.5: Χρόνος σύγκλισης της PGMRES(Jacobi) ως συνάρτηση της ϐάση m.
Υπολογιστικό πλέγµα 5000 κόµβων, κριτήριο σύγκλισης max (LOGERR)≤−12.00
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Σχήµα 3.6: Χρόνος σύγκλισης της PGMRES(Jacobi) ως συνάρτηση της ϐάση m.
Υπολογιστικό πλέγµα 10000 κόµβων, κριτήριο σύγκλισης max (LOGERR)≤−12.00
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Σχήµα 3.7: Χρόνος σύγκλισης της PGMRES(Jacobi) ως συνάρτηση της ϐάση m.
Υπολογιστικό πλέγµα 15000 κόµβων, κριτήριο σύγκλισης max (LOGERR)≤−12.00

Από τα σχήµατα 3.5, 3.6 και 3.7 µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι η ϐάση που
αποδίδει καλύτερα, απο τη πλευρά του υπολογιστικού χρόνου, ϐρίσκεται κοντά στην
τιµή 35. Για το λόγο αυτό στις εφαρµογές που παρουσιάζονται παρακάτω χρησι-
µοποιούµε την τιµή m = 35. ΄Οµως, για να υπάρχει σύγκριση, χρησιµοποιείται
επιπλέον µία µικρή ϐάση, επιλέγουµε m = 15, και µία κοντά στην ϐέλτιστη περιο-
χή, επιλέγουµε m = 30. Για την περιοχή τιµών ϐάσης µεγαλύτερων του 40 δεν ϑα
επιµείνουµε αφού ή σύγκλιση του κώδικα καθυστερεί χαρακτηριστικά.

Επιπλέον των παραπάνω, σηµειώνουµε (µε ϐάση τις εφαρµογές που πραγµατο-
ποιήθηκαν) ότι όσο µεγαλύτερη είναι η επιλεγείσα τιµή m της διανυσµατικής ϐάσης
τόσο µεγαλύτερη η µεταβολή του υπολοίπου ανάµεσα σε δύο διαδοχικές επαναλή-
ψεις PGMRES. Ωστόσο, καθώς µεγαλώνει η ϐάση µεγαλώνει και ο χρόνος υπολογι-
σµού αυτής άρα και ο συνολικός χρόνος σύγκλισης.
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Εξισώσεων

3.3.2 Επιλογή των Εσωτερικών Επαναλήψεων Προσταθεροποί-

ησης Jacobi

Θεωρούµε ως µέθοδο προσταθεροποίησης, δηλαδή ως µέθοδο επίλυσης των συστη-
µάτων

DM~r0pre +
neimax∑
nei=1

ZmM,nei~r0pre,nei =~r0nopre (3.25)

DM ~wj +
neimax∑
nei=1

ZmM,nei ~wj,nei =A~vj (3.26)

τη µέθοδο Jacobi, δηλαδή ο επιλύτης των συζυγών εξισώσεων είναι η PGMRES(Jacobi),
όπου ~r0nopre το υπόλοιπο πριν την προσταθεροποίηση και ~r0pre το προσταθεροποιη-
µένο υπόλοιπο. Αντίστοιχα, το γινόµενο A~vj είναι πριν την προσταθεροποίηση και
~wj το προσταθεροποιηµένο διάνυσµα. Επιπλέον, τα µητρώα DM και ZM είναι το
µητρώο των διαγωνίων στοιχείων και το µητρώο των γειτόνων που προκύπτουν από
το µητρώο προσταθεροποίησης M . Στόχος µας είναι η επιλογή τόσων επαναλήψεων
προσταθεροποίησης npre που να συγκλίνουν τα 3.25 και 3.26 σε όσο το δυνατόν
µικρότερο υπολογιστικό χρόνο.

΄Οπως πριν, εξετάζουµε τον απαιτούµενο χρόνο σύγκλισης ως προς την τιµή των
επαναλήψεων npre. Θεωρούµε συµπιεστή, ατριβή ϱοή γύρω από µεµονωµένη α-
εροτοµή σε υπολογιστικά πλέγµατα 5000, 10000 και 15000 κόµβων. Επιλέγουµε
ως κριτήριο σύγκλισης των τεσσάρων συζυγών εξισώσεων, συνέχειας, ορµής κατά x

και y, ενέργειας, το µέγιστο υπόλοιπο αυτών να είναι µικρότερο του 10−12, δηλαδή
max (LOGERR)≤−12.00. Τα αποτελέσµατα των χρόνων σύγκλισης ως προς npre

ακολουθούν στα διαγράµµατα 3.8, 3.9 και 3.10.
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Σχήµα 3.8: Χρόνος σύγκλισης της PGMRES(Jacobi) ως συνάρτηση των επαναλήψεις
προσταθεροποίησης npre. Υπολογιστικό πλέγµα 5000 κόµβων, κριτήριο σύγκλισης
max (LOGERR)≤−12.00
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Σχήµα 3.9: Χρόνος σύγκλισης της PGMRES(Jacobi) ως συνάρτηση των επαναλήψε-
ων προσταθεροποίησης npre. Υπολογιστικό πλέγµα 10000 κόµβων, κριτήριο σύγκλι-
σης max (LOGERR)≤−12.00
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Σχήµα 3.10: Χρόνος σύγκλισης της PGMRES(Jacobi) ως συνάρτηση των επανα-
λήψεων προσταθεροποίησης npre. Υπολογιστικό πλέγµα 15000 κόµβων, κριτήριο
σύγκλισης max (LOGERR)≤−12.00

∆ιαπιστώσουµε ότι ο αριθµός επαναλήψεων του προσταθεροποιητή Jacobi που
επιφέρει την ταχύτερη σύγκλιση είναι περίπου 12. Για το λόγο αυτό στις εφαρµογές
που παρουσιάζονται παρακάτω χρησιµοποιούµε την τιµή npre = 12, ενώ για λόγους
πληρότητας, παρουσιάζονται αποτελέσµατα για µια µικρότερη ϐάση, επιλέγουµε
npre =8.

Η µέθοδος PGMRES έδειξε ότι έχει την ίδια συµπεριφορά όσον αφορά τον α-
ϱιθµό των επαναλήψεων προσταθεροποίησης npre µε την εξάρτηση της από τη ϐάση
m. ΄Ετσι µεγάλη τιµή npre είχε ως αποτέλεσµα µεγαλύτερη µεταβολή υπολοίπου
σε δύο διαδοχικές επαναλήψεις ενώ ταυτόχρονα αύξανε το υπολογιστικό κόστος. Η
αποδοτικότερη τιµή είναι στην περιοχή του npre =12.

3.4 Σύγκριση της Μεθόδου PGMRES(Jacobi) µε τη

Μέθοδο Jacobi

Στην παράγραφο αυτή γίνεται σύγκριση του χρόνου σύγκλισης της PGMRES(Jacobi)
και της µεθόδου Jacobi στην επίλυση των συζυγών εξισώσεων µε στόχο τη δεδοµένη
κατανοµή πίεσης στο περίγραµµα µεµονωµένης αεροτοµής. Σκοπός είναι το να
ποσοτικοποιήσουµε το πόσο γρηγορότερη είναι η πρώτη. Οι συγκρίσεις γίνονται
σε µη δοµηµένα πλέγµατα (περίπου) 5000, 10000 και 15000 για ατριβή ϱοή, ενώ
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ακολουθούν συγκρίσεις σε στρωτή ϱοή, τυρβώδη ϱοή και, τέλος, σε µία διδιάστατη
πτερύγωση στροβιλοµηχανής όπου επιπλέον συνθήκη είναι αυτή της περιοδικότητας.

3.4.1 Επιλογή Αριθµού Επαναλήψεων της µεθόδου Jacobi

Στα σχήµατα 3.11, 3.12, 3.13 παρουσιάζεται ο απαιτούµενος χρόνος σύγκλισης,
όταν το αρχικό γραµµικό σύστηµα 3.15 επιλύεται µε τη µέθοδο Jacobi, σε
πλέγµατα περίπου 5000, 10000 και 15000 κόµβων. ΄Οπως ϕαίνεται ο αποδοτικότερος
αριθµός επαναλήψεων της Jacobi είναι n = 12 (όπως και ο αριθµός εσωτερικών
επαναλήψεων όταν η Jacobi χρησιµοποιείται για προσταθεροποίηση της GMRES).
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Σχήµα 3.11: Χρόνος σύγκλισης της µεθόδου Jacobi σε συνάρτηση µε τον αριθµό ε-
παναλήψεων n. Υπολογιστικό πλέγµα 5000, κριτήριο σύγκλισης max (LOGERR)≤
−12.00
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Σχήµα 3.12: Χρόνος σύγκλισης της µεθόδου Jacobi σε συνάρτηση µε τον
αριθµό επαναλήψεων n. Υπολογιστικό πλέγµα 10000, κριτήριο σύγκλισης
max (LOGERR)≤−12.00
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Σχήµα 3.13: Χρόνος σύγκλισης της µεθόδου Jacobi σε συνάρτηση µε τον αριθµό ε-
παναλήψεων n. Υπολογιστικό πλέγµα 5000, κριτήριο σύγκλισης max (LOGERR)≤
−12.00
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3.4.2 Αντίστροφος Σχεδιασµός Μεµονωµένης Αεροτοµής: Α-

τριβής Ροή

Τµήµατα των πλεγµάτων 5000, 10000, 15000 κόµβων ακολουθούν στο σχήµα 3.14.
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Σχήµα 3.14: Υπολογιστικά πλέγµατα 5000, 10000 και 15000 κόµβων γύρω από µε-
µονωµένη αεροτοµή

Σε αυτά τα σχήµατα έγινε σύγκριση της επίλυσης των συζυγών εξισώσεων µε τη
µέθοδο PGMRES(Jacobi) και µε τη µέθοδο Jacobi. Τα αριθµητικά αποτελέσµατα
ακολουθούν στους παρακάτω πίνακες.

m npre Υπ. Χρόνος Jacobi Υπ. Χρόνος GMRES(Jacobi)
Jacobi (sec) max (LOGERR) GMRES(Jacobi) (sec) max (LOGERR)

30 12 28.7 -12.12 18.2 -13.63
35 12 28.7 -12.12 14.9 -12.73
15 12 28.7 -12.12 19.2 -13.57
30 8 28.9 -12.11 19.3 -14.75
35 8 28.9 -12.11 17.1 -13.58
15 8 28.9 -12.11 16.9 -12.03

Πίνακας 3.1: Υπολογιστικό Πλέγµα 5000 κόµβων, Κριτήριο Σύγκλισης
max (LOGERR) ≤ −12.00
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m npre Υπ. Χρόνος Jacobi Υπ. Χρόνος GMRES(Jacobi)
Jacobi (sec) max (LOGERR) GMRES(Jacobi) (sec) max (LOGERR)

30 12 65.2 -21.00 29.8 -22.32
35 12 65.2 -21.00 28.1 -22.32
15 12 65.2 -21.00 35.2 -22.39
30 8 67.2 -21.06 28.9 -21.23
35 8 67.2 -21.06 29.5 -23.44
15 8 67.2 -21.06 34.3 -21.10

Πίνακας 3.2: Υπολογιστικό Πλέγµα 5000 κόµβων, Κριτήριο Σύγκλισης
max (LOGERR) ≤ −21.00

Από τους πίνακες 3.1 και 3.2 συµπεραίνουµε ότι ο αποδοτικότερος συνδυασµός
διανυσµατικής ϐάσης και επαναλήψεων προσταθεροποίησης Jacobi είναι m=35 και
npre =12, όπως αναµέναµε ϐάση της πρώτης ενότητας του παρόντος κεφαλαίου, ενώ
ο χρόνος σύγκλισης της Jacobi παρουσιάζει µικρή µεταβολή ως προς τον αριθµό των
επαναλήψεων n (που στους πίνακες αναφέρεται ως npre). Βέβαια αυτή η παρατή-
ϱηση χάνει την ισχύ της όσο µεγαλώνει το υπολογιστικό πλέγµα. Επιλέον η PGM-
RES(Jacobi), σε σύγκριση µε την Jacobi (όταν αυτή χρησιµοποιείται ως επιλύτης του
προβλήµατος και όχι ως προσταθεροποιητής), παρουσιάζει επιτάχυνση S (Speedup)
της επίλυσης ίση µε S = 1.93, για κριτήριο σύγκλισης max (LOGERR)≤−12.00,
και S =2.32, για κριτήριο σύγκλισης max (LOGERR)≤−21.00. Ως S ορίζουµε τη
ποσότητα

S =
RTJacobi

RTPGMRES

όπου RTJacobi και RTPGMRES οι χρόνοι σύγκλισης των µεθόδων Jacobi και PGMRES
αντίστοιχα. Σε διαφορετική χρήση του S αυτό ϑα ορίζεται σαφώς. Σηµειώνουµε ότι
η επιτάχυνση S παρουσιάζεται για τις πιο γρήγορες επιλύσεις τόσο για την PGMRES
όσο και για τη Jacobi. Ακολουθεί ο σχεδιασµός της σύγκλισης του υπολοίπου για
κάθε µία από τις τέσσερις εξισώσεις του συζυγούς πεδίου για τις ταχύτερες επιλύσεις
µε PGMRES(Jacobi) και Jacobi. Στα σχήµατα 3.15 και 3.16 ϐλέπουµε την πορεία
σύγκλισης για τις δύο µεθόδους επίλυσης. Εύκολα παρατηρούµε ότι η PGMRES
έχει καθολικά πιο σταθερή (χωρίς ταλαντώσεις στο LOGERR) σύγκλιση έναντι της
Jacobi.
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Σχήµα 3.15: Υπόλοιπο των συζυγών εξισώσεων. Μέθοδος PGMRES(Jacobi), ϐά-
ση m = 35, υποεπαναλήψεις προσταθεροποίησης npre = 12. Κριτήριο σύγκλισης
max (LOGERR)≤−21.00
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Σχήµα 3.16: Υπόλοιπο των συζυγών εξισώσεων. Ατριβής ϱοή, πλέγµα 5000 κόµβων.
Μέθοδος Jacobi, επαναλήψεις ανά κύκλο υπολογισµού n=12. Κριτήριο σύγκλισης
max (LOGERR)≤−21.00
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m npre Υπ. Χρόνος Jacobi Υπ. Χρόνος GMRES(Jacobi)
Jacobi (sec) max (LOGERR) GMRES(Jacobi) (sec) max (LOGERR)

30 12 98.6 -12.15 47.9 -12.35
35 12 98.6 -12.15 43.2 -12.44
15 12 98.6 -12.15 55.4 -12.51
30 8 102.3 -12.10 57.8 -13.21
35 8 102.3 -12.10 59.0 -14.16
15 8 102.3 -12.10 54.7 -12.13

Πίνακας 3.3: Υπολογιστικό Πλέγµα 10000 κόµβων, Κριτήριο Σύγκλισης
max (LOGERR) ≤ −12.00

m npre Υπ. Χρόνος Jacobi Υπ. Χρόνος GMRES(Jacobi)
Jacobi (sec) max (LOGERR) GMRES(Jacobi) (sec) max (LOGERR)

30 12 234.0 -21.13 95.9 -21.30
35 12 234.0 -21.13 86.5 -21.43
15 12 234.0 -21.13 99.0 -21.33
30 8 248.5 -21.01 93.8 -21.12
35 8 248.5 -21.01 93.8 -21.12
15 8 248.5 -21.01 122.9 -21.14

Πίνακας 3.4: Υπολογιστικό Πλέγµα 10000 κόµβων, Κριτήριο Σύγκλισης
max (LOGERR) ≤ −21.00

Στους πίνακες 3.3 και 3.4 ο αποδοτικότερος συνδυασµός διανυσµατικής ϐάσης
και επαναλήψεων προσταθεροποίησης είναι m = 35 και npre = 12. Επιπλέον, η
PGMRES(Jacobi), σε σύγκριση µε την Jacobi, παρουσιάζει επιτάχυνση (Speedup)
της επίλυσης ίση µε S =2.28, για κριτήριο σύγκλισης max (LOGERR)≤−12.00, και
S = 2.70, για κριτήριο σύγκλισης max (LOGERR)≤−21.00. Η πορεία σύγκλισης
παρουσιάζεται στα σχήµατα 3.17 και 3.18.
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Σχήµα 3.17: Υπόλοιπο των συζυγών εξισώσεων. Μέθοδος PGMRES(Jacobi), ϐά-
ση m = 35, υποεπαναλήψεις προσταθεροποίησης npre = 12. Κριτήριο σύγκλισης
max (LOGERR)≤−21.00
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Σχήµα 3.18: Υπόλοιπο των συζυγών εξισώσεων. Μέθοδος Jacobi, επαναλήψεις ανά
κύκλο υπολογισµού n=12. Κριτήριο σύγκλισης max (LOGERR)≤−21.00
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΄Οπως και πριν, τα σχήµατα 3.17 και 3.18 επιβεβαιώνουν την υπεροχή της PGM-
RES έναντι της Jacobi.

m npre Υπ. Χρόνος Jacobi Υπ. Χρόνος GMRES(Jacobi)
Jacobi (sec) max (LOGERR) GMRES(Jacobi) (sec) max (LOGERR)

30 12 196.9 -12.02 89.2 -12.59
35 12 196.9 -12.02 86.7 -12.74
15 12 196.9 -12.02 102.7 -12.66
30 8 198.3 -12.01 98.4 -12.92
35 8 198.3 -12.01 103.1 -13.34
15 8 198.3 -12.01 101.7 -12.31

Πίνακας 3.5: Υπολογιστικό Πλέγµα 15000 κόµβων, Κριτήριο Σύγκλισης
max (LOGERR) ≤ −12.00

m npre Υπ. Χρόνος Jacobi Υπ. Χρόνος GMRES(Jacobi)
Jacobi (sec) max (LOGERR) GMRES(Jacobi) (sec) max (LOGERR)

30 12 485.3 -21.00 179.3 -21.62
35 12 485.3 -21.00 170.4 -21.46
15 12 485.3 -21.00 204.6 -21.26
30 8 489.9 -21.00 183.0 -21.44
35 8 489.9 -21.00 190.4 -22.59
15 8 489.9 -21.00 195.7 -21.29

Πίνακας 3.6: Υπολογιστικό Πλέγµα 15000 κόµβων, Κριτήριο Σύγκλισης
max (LOGERR) ≤ −21.00

Οι πίνακες 3.5 και 3.6 δείχνουν ότι και στην περίπτωση πλέγµατος 15000 κόµβων
ο συνδυασµός m = 35, npre = 12 λειτουργεί αποδοτικά. Επίσης, η επιτάχυνση της
επίλυσης είναι ίση µε S =2.27, για κριτήριο σύγκλισης max (LOGERR)≤−12.00,
και S =2.85, για κριτήριο σύγκλισης max (LOGERR)≤−21.00. Επιπλέον η PGM-
RES(Jacobi) συγκλίνει για ακόµη µια ϕορά σε πολύ µικρό αριθµό επαναλήψεων,
όπως ϕαίνεται από το σχήµα 3.19.
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Σχήµα 3.19: Υπόλοιπο των συζυγών εξισώσεων. Μέθοδος PGMRES(Jacobi), ϐά-
ση m = 35, υποεπαναλήψεις προσταθεροποίησης npre = 12. Κριτήριο σύγκλισης
max (LOGERR)≤−21.00
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Σχήµα 3.20: Υπόλοιπο των συζυγών εξισώσεων. Μέθοδος Jacobi, επαναλήψεις ανά
κύκλο υπολογισµού n=12. Κριτήριο σύγκλισης max (LOGERR)≤−21.00
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3.4.3 Αντίστροφος Σχεδιασµός Μεµονωµένης Αεροτοµής: Στρω-

τή και Τυρβώδης Ροή

Στην προηγούµενη ενότητα παρουσιάσθηκαν τα αποτελέσµατα της σύγκρισης α-
νάµεσα στη µέθοδο PGMRES(Jacobi) και τη µέθοδο Jacobi για την επίλυση των
συζυγών εξισώσεων κατά τον αντίστροφο σχεδιασµό για ατριβή ϱοή και για υπολογι-
στικά πλέγµατα 5000, 10000 και 15000. Βάσει αυτών συµπεράναµε την αποδοτική
συµπεριφορά, από άποψη υπολογιστικού χρόνου σύγκλισης, της πρώτης για διανυ-
σµατική ϐάση m=35 και επαναλήψεις προσταθεροποίησης npre =12. Η επιτάχυνση
σύγκλισης που επιτεύχθηκε ήταν περίπου S = 2.5. Στην παρούσα ενότητα γίνεται
έλεγχος για το αν η PGMRES συνεχίζει να υπερτερεί σε στρωτές και τυρβώδεις ϱοές
στην ίδια µε πριν γεωµετρία αεροτοµής.

Για στρωτή ϱοή, πέρα των συνθηκών ϱοής που έχουν σηµειωθεί (M =0.2, α=4o),
έχουµε αριθµό Reynolds Re=3000. Σε υπολογιστικό πλέγµα 26000 κόµβων η εφαρ-
µογή της µεθόδου PGMRES(Jacobi) στην επίλυση των συζυγών εξισώσεων έδωσε τα
παρακάτω αριθµητικά αποτελέσµατα που παρουσιάζονται στον πίνακα 3.7. Στόχος
είναι η κατανοµή του συντελεστή 3.21 Σηµειώνουµε ότι εδώ για κριτήριο σύγκλισης
ορίσθηκε το max (Residual) ≤ −8.00 αφού το πυκνό πλέγµα σε συνδυασµό µε τη
ϕύση της ϱοής δεν επέτρεψαν την περαιτέρω σύγκλιση στο πλαίσιο ΄λογικού΄ υπο-
λογιστικού χρόνου. Επιπλέον υπογραµµίζεται ότι η µέθοδος Jacobi δεν κατάφερε
να ΄πιάσει΄ το κριτήριο αυτό ενώ η σύγκλιση της, ακόµη και για µικρότερο κριτήριο
ήταν χαρακτηριστικά αργή, για αυτό και δεν παρουσιάζονται αποτελέσµατα, πέραν
του διαγράµµατος της πορείας σύγκλισης. Μόνο µετά από προσεκτική επιλογή
του εµπλεκόµενου χρονικού όρου, δηλαδή του ψευδοχρονικού όρου που σχετίζεται
µε τους κύκλους υπολογισµού, η µέθοδος παρουσίασε ΄βελτίωση΄, αλλά όχι ικανο-
ποιητική για σύγκριση σύγκλιση. Συµπεραίνουµε άρα την υπεροχή της µεθόδου
PGMRES(Jacobi), αφού χωρίς να µας απασχολήσει ο χρονικός όρος των εξισώσεων
επιτεύχθηκε σύγκλιση.
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Σχήµα 3.21: Επιθυµητή κατανοµή (στόχος) του συντελεστή πίεσης Cp στο περίγραµ-
µα της αεροτοµής

m npre Υπ. Χρόνος GMRES(Jacobi)
GMRES(Jacobi) (sec) max (LOGERR)

30 12 478.7 -8.02
35 12 419.1 -8.02
15 12 643.3 -8.00
30 8 2371.95 -8.00
35 8 2506.9 -8.08
15 8 Μη σύγκλιση Μη σύγκλιση

Πίνακας 3.7: Υπολογιστικό Πλέγµα 26000 κόµβων, Κριτήριο Σύγκλισης
max (LOGERR) ≤ −8.00

΄Οπως και στην περίπτωση της ατριβούς ϱοής ταχύτερη σύγκλιση της PGM-
RES(Jacobi) κατά την επίλυση των συζυγών εξισώσεων επιτυγχάνεται για διανυσµατι-
κή ϐάση m=35 και npre =12 επαναλήψεις προσταθεροποίησης (περίπου). Η πορεία
σύγκλισης της GMRES(Jacobi), καθώς και αυτή της µεθόδου Jacobi, ϕαίνονται στα
σχήµατα 3.22 και 3.23.
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Σχήµα 3.22: Υπόλοιπο των συζυγών εξισώσεων. Μέθοδος PGMRES(Jacobi), ϐά-
ση m = 35, επαναλήψεις προσταθεροποίησης npre = 12. Κριτήριο σύγκλισης
max (LOGERR)≤−8.00
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Σχήµα 3.23: Υπόλοιπο των συζυγών εξισώσεων. Μέθοδος Jacobi, επαναλήψεις ανά
κύκλο υπολογισµού n=12
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Για τυρβώδη ϱοή αριθµού Reynolds Re=106 (και M =0.2, α=4o) σε υπολογιστι-
κό πλέγµα 27000 κόµβων η εφαρµογή της µεθόδου PGMRES(Jacobi) στην επίλυση
των συζυγών εξισώσεων, κατά τον αντίστροφο σχεδιασµό µε στόχο δεδοµένη κατανο-
µή Cp γύρω από µεµονωµένη αεροτοµή (σχήµα 3.24), έδωσε τους υπολογιστικούς
χρόνους του πίνακα 3.8. Σηµειώνουµε ότι εδώ, όπως και για τη στρωτή ϱοή, για
κριτήριο σύγκλισης ορίσθηκε το max (LOGERR)≤−8.000 αφού το πυκνό πλέγµα
σε συνδυασµό µε τη ϕύση της ϱοής δεν επέτρεψαν σύγκλιση σε µικρότερη τιµή υ-
πολοίπου. Επιπλέον, όπως και στη στρωτή ϱοή, η µέθοδος Jacobi δεν κατάφερε να
΄πιάσει΄ το κριτήριο.

Σηµειώνουµε ότι
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Σχήµα 3.24: Επιθυµητή κατανοµή (στόχος) του συντελεστή πίεσης Cp στο περίγραµ-
µα της αεροτοµής
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m npre Υπ. Χρόνος GMRES(Jacobi)
GMRES(Jacobi) (sec) max (LOGERR)

30 12 222.0 -8.68
35 12 195.2 -8.20
15 12 Μη σύγκλιση Μη σύγκλιση
30 8 540.9 -8.46
35 8 270.8 -9.20
15 8 Μη σύγκλιση Μη σύγκλιση

Πίνακας 3.8: Υπολογιστικό Πλέγµα 27000 κόµβων, Κριτήριο Σύγκλισης
max (LOGERR) ≤ −8.00

Επισηµαίνεται ότι όπου αναφέρεται περίπτωση µη σύγκλισης δεν είχαµε από-
κλιση της µεθόδου αλλά αδυναµία να πιάσουµε την καθορισµένη τιµή LOGERR.
΄Οπως και στις περιπτώσεις που προηγήθηκαν ο συνδυασµός m = 35, npre = 12

συγκλίνει σε συντοµότερο υπολογιστικό χρόνο, ενώ η πορεία σύγκλισης αυτού πα-
ϱουσιάζεται στο σχήµα 3.25.
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Σχήµα 3.25: Υπόλοιπο των συζυγών εξισώσεων. Μέθοδος PGMRES(Jacobi), ϐά-
ση m = 35, επαναλήψεις προσταθεροποίησης npre = 12. Κριτήριο σύγκλισης
max (LOGERR)≤−8.00
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Σχήµα 3.26: Υπόλοιπο των συζυγών εξισώσεων. Μέθοδος Jacobi, επαναλήψεις ανά
κύκλο υπολογισµού n=12. Κριτήριο σύγκλισης max (LOGERR)≤−8.00

3.4.4 Αντίστροφος Σχεδιασµός – Επίλυση Συζυγών Εξισώσεων

µε Στόχο ∆εδοµένη Πίεση σε Πτερύγωση Συµπιεστή

Στην παράγραφο αυτή εξετάζεται η συµπεριφορά της µεθόδου PGMRES(Jacobi) στην
επίλυση των συζυγών εξισώσεων κατά τον αντίστροφο σχεδιασµό µε στόχο δεδοµένη
κατανοµή πίεσης σε πτερύγωση συµπιεστή γωνίας κλίσης 22o. Θεωρούµε τυρβώδη
ϱοή αριθµού Reynolds Re=13×106, αριθµού Mach στην είσοδο M =0.15 και γωνίας
ειδόδου α=41o ενώ το χρησιµοποιούµενο υπολογιστικό πλέγµα 3.27 είναι περίπου
29000 κόµβων. Η δεδοµένη κατανοµή πίεσης παρουσιάζεται µέσω του συντελεστή
πίεσης στο σχήµα 3.28. Σηµειώνουµε ότι στο σχήµα 3.28 ο άξονας του x ϐρίσκεται σε
αντιστοιχία µε αυτόν του σχήµατος 3.27, αντιστοιχεί δηλαδή στην αξονική διεύθυνση
του συµπιεστή (και όχι στην κατεύθυνση της χορδής).
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Σχήµα 3.27: Υπολογιστικό πλέγµα 29000 κόµβων σε διδιάστατη πτερύγωση συµπιε-
στή
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Σχήµα 3.28: Επιθυµητή κατανοµή (στόχος) του συντελεστή πίεσης Cp στο περίγραµ-
µα της αεροτοµής
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Το υπολογιστικό χωρίο του σχήµατος 3.27 έχει την τυπική µορφή χωρίου που
χρησιµοποιείται σε περιοδικές ϱοές όπως αυτές που απαντώνται σε συµπιεστές και
στροβίλους ϑερµικών στροβιλοµηχανών. Η ιδιαιτερότητα τέτοιων χωρίων εντοπίζεται
στους κόµβους του άνω και κάτω περιγράµµατος στους οποίους η ϱοή είναι περιοδι-
κή. Σε αυτούς τους κόµβους η λύση των εξισώσεων πρέπει να είναι ίδια, εκφράζοντας
έτσι την περιοδικότητα. Για αυτό ,κατά την επίλυση σε αυτούς τους κόµβους, πέραν
της συνεισφοράς των γειτονικών τους κόµβων πρέπει να λαµβάνεται υπόψη και αυτή
των γειτονικών κόµβων του αντίστοιχου περιοδικού. Το παραπάνω γίνεται κατανοη-
τό αν παρατηρήσουµε το σχήµα 3.29. ΄Εστω ότι επιλύουµε στον περιοδικό κόµβο
i, πέρα από τους γειτονικούς του κόµβους συνεισφέρουν οι γειτονικοί κόµβοι του
k. Αντίστοιχα όταν επιλύσουµε στον k ϑα ληφθούν υπόψιν οι γειτονικοί κόµβοι του
i. Με αυτόν τον τρόπο σχηµατίζεται ο πεπερασµένος όγκος ισολογισµού, ο οποίος
αποτελείται από τα κέντρα ϐάρους των τριγώνων. Υπογραµµίζεται ότι οι γειτονικοί
κόµβοι του κόµβου επίλυσης που ανήκουν στο περιοδικό σύνορο προσµετρώνται µία
µόνο ϕορά. Για την ακρίβεια προσµετρώνται δύο ϕορές αλλά κάθε ϕορά λαµβάνεται
η µισή συνεισφορά τους.

Σχήµα 3.29: Περιοδικοί κόµβοι υπολογιστικού πλέγµατος

Η σύγκριση των µεθόδων επίλυσης PGMRES και Jacobi δίνει τον πίνακα 3.9.
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m npre Υπ. Χρόνος Jacobi Υπ. Χρόνος GMRES(Jacobi)
Jacobi (sec) max (LOGERR) GMRES(Jacobi) (sec) max (LOGERR)

30 12 588.6 -16.04 282.2 -16.00
35 12 588.6 -16.04 269.2 -16.36
15 12 588.6 -16.04 294.2 -16.08
30 8 627.9 -16.01 289.2 -16.16
35 8 627.9 -16.01 290.4 -16.50
15 8 627.9 -16.01 298.5 -16.12

Πίνακας 3.9: Υπολογιστικό Πλέγµα 29000 κόµβων, Κριτήριο Σύγκλισης
max (LOGERR) ≤ −16.00

΄Οπως και στην περίπτωση της µεµονωµένης αεροτοµής, έτσι και στη πτερύγωση
συµπιεστή ο συνδυασµός m=35, npre =12 είναι ο αποδοτικότερος σε υπολογιστικό
χρόνο. Σηµειώνουµε ότι το κριτήριο τερµατισµού ορίσθηκε στο max (LOGERR) −
16.00. Η επιτάχυνση της επίλυσης µε χρήση της µεθόδου PGMRES(Jacobi) είναι
S =2.19. Στα σχήµατα 3.30 και 3.31 παρουσιάζεται η πορεία σύγκλισης.
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Σχήµα 3.30: Υπόλοιπο των συζυγών εξισώσεων. Μέθοδος PGMRES(Jacobi), ϐά-
ση m = 35, επαναλήψεις προσταθεροποίησης npre = 12. Κριτήριο σύγκλισης
max (LOGERR)≤−16.00
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Σχήµα 3.31: Υπόλοιπο των συζυγών εξισώσεων. Μέθοδος Jacobi, επαναλήψεις ανά
κύκλο υπολογισµού n=12. Κριτήριο σύγκλισης max (LOGERR)≤−16.00

3.5 Συγκριτική Ανάλυση Μεθόδων Προσταθεροποί-

ησης

Στην ενότητα αυτή γίνεται σύγκριση µεθόδων επίλυσης των γραµµικών συστηµά-
των που προκύπτουν από τη χρήση προσταθεροποίησης. Κριτήριο επιλογής της
αποδοτικότερης µεθόδου είναι η ελαχιστοποίηση του απαιτούµενου, υπολογιστικού
χρόνου σύγκλισης της µεθόδου PGMRES. ΄Οπως σηµειώθηκε και στο κεφάλαιο της
ϑεωρητικής παρουσίασης της µεθόδου GMRES οι µέθοδοι που χρησιµοποιήθηκαν
ήταν οι Jacobi, Runge–Kutta, Gauss–Seidel και Symmetric Gauss–Seidel. ΄Εγινε
δηλαδή, επίλυση µε PGMRES(Jacobi), PGMRES(Runge–Kutta), PGMRES(Gauss–
Seidel) και PGMRES(Symmetric Gauss–Seidel). Οι αριθµητικές εφαρµογές που
ακολουθούν αφορούν την επίλυση των συζυγών εξισώσεων στον αντίστροφο σχεδια-
σµό µεµονωµένης αεροτοµής µε στόχο δεδοµένη κατανοµή πίεσης στο περίγραµµά
της. Επιπλέον, ϑεωρήσαµε τυρβώδη ϱοή αριθµού Reynolds Re = 106, µε αριθµό
Mach της επ΄ άπειρον ϱοής M = 0.2 και γωνία της επ΄ άπειρον ϱοής α = 4o. Το
υπολογιστικό πλέγµα που χρησιµοποιήθηκε ήταν 27000 κόµβων.
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3.5.1 Σύγκριση PGMRES(Jacobi) και PGMRES(Runge–Kutta)

Στις εφαρµογές που εξετάστηκαν στο κεφάλαιο αυτό η χρήση της µεθόδου Runge–
Kutta για την επίλυση των συστηµάτων προσταθεροποίησης ήταν δαπανηρή από
πλευράς υπολογιστικού χρόνου για αυτό και δεν παρουσιάζεται διεξοδικά. Χαρα-
κτηριστικά για την επίλυση των συζυγών εξισώσεων, µε στόχο δεδοµένη κατανοµή
πίεσης, σε ατριβή ϱοή γύρω από µεµονωµένη αεροτοµή σε υπολογιστικό , για κρι-
τήριο σύγκλισης max (LOGERR)≤−12.00, ενώ (όπως έχει ήδη σηµειωθεί) η PGM-
RES(Jacobi) συγκλίνει σε 14.9sec ενώ η PGMRES(Runge–Kutta) σε 151.4sec, η οποία
αποτελεί µια σηµαντικά µεγάλη διαφορά. Επιπλέον η εφαρµογή της στις συζυγείς
εξισώσεις σε στρωτές και τυρβώδεις ϱοές είχε την ίδια συµπεριφορά µε την ατριβή ϱο-
ή, δηλαδή καθυστερούσε κατά περίπου µία τάξη µεγέθους τον υπολογιστικό χρόνο
σύγκλισης σε σχέση µε την εφαρµογή άλλων µεθόδων στην προσταθεροποίηση της
PGMRES. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι ενώ η Jacobi κάνει 12 επαναλήψεις στη
Runge–Kutta έχουµε την εκάστοτε τάξη της µεθόδου, έτσι για την επιλεγείσα 4η τάξη
είχαµε 4 ΄ ϐήµατα ΄ επίλυσης.

3.5.2 Σύγκριση PGMRES(Jacobi) και PGMRES(Gauss–Seidel)

Τα αριθµητικά αποτελέσµατα της επίλυσης των συζυγών εξισώσεων µε στόχο δεδο-
µένη κατανοµή πίεσης γύρω απο µεµονωµένη αεροτοµή για τυρβώδη ϱοή µε χρήση
υπολογιστικού πλέγµατος 27000 κόµβων, µε την µέθοδο PGMRES(Jacobi) έχουν πα-
ϱουσιασθεί σε προηγούµενη ενότητα. Τα αποτελέσµατα της µεθόδου PGMRES(Gauss–
Seidel) ακολουθούν στον πίνακα 3.10. Εποµένως αναµένουµε να αποδίδει καλύτερα
στην PGMRES. Επιπλέον η σύγκριση PGMRES(Jacobi) και PGMRES(Gauss–Seidel)
µε Gauss–Seidel γίνεται για τον ίδιο αριθµό επαναλήψεων προσταθεροποίησης, δη-
λαδή για nJ

pre =nGS
pre = 12 και nJ

pre = nGS
pre = 8, ενώ παρουσιάζονται αποτελέσµατα για

τις ίδιες διανυσµατικές ϐάσεις, m=30, 35, 15.

m npre Υπ. Χρόνος GMRES(Gauss–Seidel)
GMRES(Gauss–Seidel) (sec) max (LOGERR)

30 12 180.5 -8.52
35 12 209.8 -9.92
15 12 343.8 -8.69
30 8 185.9 -8.43
35 8 178.0 -8.76
15 8 365.7 -8.16

Πίνακας 3.10: Υπολογιστικό Πλέγµα 27000 κόµβων, Κριτήριο Σύγκλισης
max (LOGERR) ≤ −8.00
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Από τον πίνακα 3.10 ο συνδυασµός m = 35, npre = 12 δείχνει να είναι ο αποδο-
τικότερος χωρίς όµως να είναι απόλυτα σαφές αφού αν και ο υπολογιστικός χρόνος
είναι µεγαλύτερος από αυτόν άλλων συνδυασµών η σύγκλιση που επιτυγχάνεται είναι
επίσης καλύτερη. Για σαφή συµπεράσµατα ϑεωρούµε γραµµική µεταβολή ανάµεσα
στα δύο σηµεία του σχήµατος 3.32, το οποίο δείχνει την πορεία σύγκλισης. Γραµ-
µική παρεµβολή ϑεωρούµε στην τρίτη εξίσωση η οποία παρουσιάζει τη µικρότερη
σύγκλιση στην περιοχή του κριτηρίου σύγκλισης.
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Σχήµα 3.32: Υπόλοιπο των συζυγών εξισώσεων. Μέθοδος PGMRES(Gauss–Seidel),
ϐάση m = 35, επαναλήψεις προσταθεροποίησης npre = 12. Κριτήριο σύγκλισης
max (LOGERR)≤−8.00
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Θεωρώντας γραµµική µεταβολή ο χρόνος σύγκλισης για κριτήριο max (LOGERR)≤
−8.00 είναι 142.5sec. Εποµένως, η χρήση της µεθόδου PGMRES(Gauss–Seidel), αν-
τί για τη µέθοδο PGMRES(Jacobi) επιφέρει επιπλέον επιτάχυνση της επίλυσης µε τη
PGMRES ίση µε S =1.36. Εδώ ορίζουµε ως S τη ποσότητα

S =
RTPGMRES(Jacobi)

RTPGMRES(Gauss−Seidel)

όπου RTPGMRES(Jacobi) και RTPGMRES(Gauss−Seidel) οι χρόνοι σύγκλισης των µεθόδων
PGMRES(Jacobi) και PGMRES(Gauss-Seidel) αντίστοιχα.

3.5.3 Σύγκριση PGMRES(Gauss–Seidel) και PGMRES(Symmetric

Gauss–Seidel)

Στην προηγούµενη παράγραφο είδαµε ότι στη PGMRES η χρήση της Gauss–Seidel
αντί της Jacobi έχει ως αποτέλεσµα την επιτάχυνση της επίλυσης 1.38 ϕορές. Μια
παραλλαγή της Gauss–Seidel αποτελεί η Symmetric Gauss–Seidel, η οποία όπως
σηµειώθηκε κατά τη ϑεωρητική ανάλυση κάνει σε ένα κύκλο επαναλήψεων διπλή
σάρωση του υπολογιστικού πεδίου σε σχέση µε τη συνήθη Gauss–Seidel (άρα και µε
τη Jacobi). Τα αριθµητικά αποτελέσµατα της PGMRES(Symmetric Gauss–Seidel)
ϐρίσκονται στον πίνακα 3.12. Υπογραµµίζεται ότι λόγω της διπλής σάρωσης οι επα-
ναλήψεις προσταθεροποίησης είναι οι µισές των Gauss–Seidel και Jacobi. ∆ηλαδή,
εφαρµόζουµε nSGS

pre =6 και nSGS
pre =4.

m npre Υπ. Χρόνος GMRES(Symmetric GS)
GMRES(Symmetric GS) (sec) max (LOGERR)

30 12 181.0 -8.43
35 12 221.4 -9.24
15 12 248.8 -8.70
30 8 211.4 -8.43
35 8 232.1 -8.98
15 8 463.3 -8.09

Πίνακας 3.11: Υπολογιστικό Πλέγµα 27000 κόµβων, Κριτήριο Σύγκλισης
max (LOGERR) ≤ −8.00

΄Οπως και πριν για σαφή συµπεράσµατα ϑεωρούµε γραµµική µεταβολή ανάµεσα
στα δύο σηµεία του σχήµατος 3.33, το οποίο δείχνει την πορεία σύγκλισης. Ζη-
τούµενος είναι ο χρόνος σύγκλισης σε υπόλοιπο −8.2076. Γραµµική παρεµβολή
ϑεωρούµε στην δεύτερη εξίσωση η οποία παρουσιάζει τη µικρότερη σύγκλιση στην
περιοχή του κριτηρίου σύγκλισης.
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Σχήµα 3.33: Υπόλοιπο των συζυγών εξισώσεων. Μέθοδος PGMRES(Symmetric
Gauss–Seidel), ϐάση m = 35, επαναλήψεις προσταθεροποίησης npre = 6. Κριτή-
ϱιο σύγκλισης max (LOGERR)≤−8.00

Θεωρώντας γραµµική µεταβολή ο χρόνος σύγκλισης για κριτήριο max (LOGERR)≤
−8.00 είναι 150.19sec. Εποµένως, η χρήση της µεθόδου Symmetric Gauss–Seidel,
αντί για τη µέθοδο Gauss–Seidel, για προσταθεροποίηση έχει της ίδιας τάξης υ-
πολογιστικό χρόνο σύγκλισης. Ωστόσο αν διπλασιάσουµε τις επαναλήψεις αυτής η
Symmetric Gauss–Seidel αποδίδει καλύτερα, γεγονός το οποίο δεν ισχύει για τις
Gauss–Seidel και Jacobi. Τα αποτελέσµατα για nSGS

pre =12 και nSGS
pre =8 ακολουθούν

στο πίνακα.

m npre Υπ. Χρόνος GMRES(Jacobi)
GMRES(Jacobi) (sec) max (LOGERR)

30 12 218.2 -9.78
35 12 279.6 -11.53
15 12 220.9 -8.70
30 8 526.9 -8.80
35 8 516.2 -8.71
15 8 Μη σύγκλιση Μη σύγκλιση

Πίνακας 3.12: Υπολογιστικό Πλέγµα 27000 κόµβων, Κριτήριο Σύγκλισης
max (LOGERR) ≤ −8.00

Για γραµµική µεταβολή µεταξύ των επαναλήψεων και κριτήριο σύγκλισης −8.00

από το σχήµα 3.12 ο χρόνος σύγκλισης είναι 160.9sec, δηλαδή λίγο πιο αργός από
αυτόν µε nSGS

pre = 6. Το αξιοσηµείωτο σε αυτήν την πέρίπτωση είναι η σύγκλιση σε
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µεγαλύτερο υπολοίπο που δεν επιτύγχανε ούτε η Jacobi ούτε η Gauss–Seidel. Επο-
µένως, αν και δεν κερδίζουµε σε υπολογιστικό χρόνο για µικρά κριτήρια σύγκλισης,
στην περίπτωση που ϑέλουµε µεγαλύτερη ακρίβεια λύσης προτείνεται η χρήση της
Symmetric Gauss–Seidel για προσταθεροποίηση της PGMRES.
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Σχήµα 3.34: Υπόλοιπο των συζυγών εξισώσεων. Μέθοδος PGMRES(Symmetric
Gauss–Seidel), ϐάση m = 35, επαναλήψεις προσταθεροποίησης npre = 12. Κριτή-
ϱιο σύγκλισης max (LOGERR)≤−8.00



Κεφάλαιο 4

Εφαρµογή της Μεθόδου GMRES στη

Βελτιστοποίηση Μορφής Εναλλάκτη

Θερµότητας

Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται χρήση της µεθόδου PGMRES στη ϐελτιστοποίηση, µέσω
της συζυγούς µεθόδου, της γεωµετρίας των σωληνώσεων ϑερµού ϱευστού εναλλάκτη
ϑερµότητας µε στόχο την εύρεση της διατοµής αυτών που ελαχιστοποιεί τις απώλειες
ολικής πίεσης του ψυχρού ϱευστού (της ϐασικής ϱοής) που διέρχεται στον από αυ-
τόν ενώ µεγιστοποιεί τη µεταφορά ϑερµότητας ανάµεσα στα δύο ϱεύµατα [18]. Η
προς ϐελτιστοποίηση διατοµή των σωληνώσεων παραµετροποιείται µέσω πολυωνύ-
µων Bezier-Bernstein µε τις µεταβλητές σχεδιασµού να είναι οι συντεταγµένες των
σηµείων ελέγχου [12]. Η µέθοδος PGMRES χρησιµοποιήθηκε τόσο στον υπολογι-

σµό του πεδίου ϱοής, στην επίλυση δηλαδή του συστήµατος στο οποίο καταλήγου-
µε µετά την διακριτοποίηση των εξισώσεων Navier–Stokes για αυµπίεστο ϱευστό το
οποίο είναι µη-γραµµικό (και υπόκειται σε γραµµικοποίηση), στην εξίσωση µεταφο-
ϱάς ϑερµότητας που είναι γραµµική, όσο και στην επίλυση του συστήµατος συζυγών
εξισώσεων που προκύπτει µέσω της συνεχούς συζυγούς µεθόδου που χρησιµοποι-
ήθηκε εδώ. Επισηµαίνεται ότι οι εξισώσεις της ορµής και ενέργειας και η εξίσωση
µεταφοράς ϑερµότητας είναι µη-συζευγµένες µε τη λύση των πρώτων να αποτελεί
είσοδο για την εύρεση της λύσης της δεύτερης (decoupled εξισώσεις).

Παρόλο που το σύστηµα που προκύπτει από τις εξισώσεις Navier–Stokes είναι
µη-γραµµικό και ϑα έπρεπε να εφαρµοσθεί η µέθοδος GMRES για µη-γραµµικά
συστήµατα, λόγω έλλειψης χρόνου κατά την παρούσα διπλωµατική εργασία, για
την υλοποίηση αυτής έγινε χρήση της GMRES για γραµµικά συστήµατα ώστε να
εκτιµηθεί η συµπεριφορά της σε τέτοια συστήµατα. Επιπλέον, σε αντίθεση µε τις

67
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εφαρµογές του προηγούµενου κεφαλαίου, εφαρµόζουµε τη συνεχή συζυγή τεχνική,
η οποία όµως όπως και η διακριτή οδηγεί σε γραµµικά συστήµατα [12].

Ακόµη, η εφαρµογή περιορίσθηκε σε σύγκριση της PGMRES και της Jacobi που
χρησιµοποιούσε ο υπάρχων κώδικας στο ΕΣΘ/ΕΜΠ [4], [12]. ∆εν έγινε περαιτέ-
ϱω διερεύνηση σχετικά µε τις παραµέτρους της PGMRES αλλά χρησιµοποιήθηκαν
τα συµπεράσµατα του αντίστροφου σχεδιασµού αεροτοµής µε στόχο συγκεκριµέ-
νη κατανοµή πίεσης, δηλαδή εφαρµόζουµε PGMRES(Gauss–Seidel) µε m = 35 και
npre =12 και Jacobi µε n=12.

Σηµειώνεται ότι οι υπολογιστικοί χρόνοι οι οποίοι παρουσιάζονται στο

παρόν κεφάλαιο αντιστοιχούν σε διαφορετικό υπολογιστή από ότι στις εφαρ-

µογές του κεφαλαίου 3. Ο υπολογιστή που χρησιµοποιήθηκε είχε χαρακτη-

ϱιστικά 8GB µνήµη RAM, επεξεργαστή Intel Xeon 2.66GHz και λειτουργικό

σύστηµα Unix.

4.1 Οι Εξισώσεις της Ροής

Στο παρόν κεφάλαιο ϑεωρούµε διδιάστατη στρωτή ϱοή ασυµπιεστού, συνεκτικού
ϱευστού εντός εναλλάκτη ϑερµότητας. Η ϱοή αυτή µοντελοποιείται µέσω των δι-
διάστατων εξισώσεων Navier–Stokes για ασυµπίεστο ϱευστό οι οποίες εκφράζουν τη
διατήρηση της συνέχειας και της ορµής . Οι εξισώσεις αυτές σε συντηριτική µορφή
γράφονται [13], [15]

∂~U

∂t
+

∂ ~F inv

∂x
+

∂ ~Ginv

∂y
− ∂ ~F vis

∂x
− ∂ ~Gvis

∂y
=~0 (4.1)

όπου ~U =
(

p
ρ
, u, v

)T

το διάνυσµα των µεταβλητών της ϱοής. Επιπλέον ρ είναι η
πυκνότητα του ϱευστού, u και v οι καρτεσιανές συνιστώσες της ταχύτητας κατά x

και y. Με F και G συµβολίζονται τα διανύσµατα της ϱοής στις δύο συνιστώσες, ενώ
µε inv οι µη-συνεκτικοί όροι και µε vis οι συνεκτικοί. Τα παραπάνω διανύσµατα
ορίζονται ως ακολούθως

~F inv =




βu
p
ρ

+ u2

uv


 , ~Ginv =




βv

uv
p
ρ

+ u2


 (4.2)
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και

~F vis =




0

σxx

σxy


 , ~Ginv =




0

σxy

σyy


 (4.3)

όπου µε β συµβολίζουµε το συντελεστή της τεχνητής συµπιεστότητας του ϱευστού,
η οποία συνδέει την εξίσωση της συνέχειας µε τις εξισώσεις ορµής. Η εισαγωγή
του συντελεστή β ορίζει τη µέθοδο της ψευδοσυµπιεστότητας [13], [15], [12]. ΄Εχει
διαστάσεις τετραγώνου ταχύτητας και παριστά τη ψευδοταχύτητα του ήχου. Χωρίς
την εισαγωγή του συντελεστή αυτού οι εξισώσεις είναι µη-συζευγµένες (decoupled),
δηλαδή η επίλυση της κάθε µίας γίνεται ανεξάρτητα από την επίλυση της άλλης.
Σηµειώνεται επίσης, ότι παίζει σηµαντικό ϱόλο στη σύγκλιση και στην ευστάθεια της
επίλυσης των εξισώσεων 4.1. Επίσης όπως το σύστηµα των εξισώσεων του συµπιεστού
ϱευστού, έτσι και αυτό του ασυµπίεστου 4.1 είναι µη-γραµµικό και block. Στην
περίπτωση αυτή, όµως, το σύστηµα που επιλύεται σε κάθε κόµβο είναι 3× 3.

Επιπλέον, σxx, σxy, σyy είναι οι συνιστώσες του τανυστή των συνεκτικών τάσεων
οι οποίες ορίζονται ως

σxx =2ν
∂u

∂x
, σxy =σyx =ν

(
∂u

∂y
+

∂v

∂x

)
, σyy =2ν

∂v

∂y
(4.4)

όπου ν η κινηµατική συνεκτικότητα του ϱευστού και νt η τυρβώδης συνεκτικότητα.
Στην παρούσα εφαρµογή ϑεωρούµε στρωτή ϱοή άρα είναι νt =0.

Εναλλακτικά, χρησιµοποιώντας την τανυστική γραφή, οι εξισώσεις 4.1 µπορούν
να γραφούν στην ακόλουθη µορφή

RU,i =vj
∂vi

∂xj

+
∂p

∂xi

− ∂

∂xj

[
(ν + νt)

(
∂vi

∂xj

+
∂vj

∂xi

)]
=0, i = 1, 2 (4.5)

και
RU,3 =

∂vj

∂xj

(4.6)

όπου v1 =u, v2 =v, x1 =x και x2 =y. Στην περίπτωση εµφάνισης επαναλαµβανόµε-
νων δεικτών ακολουθείται η σύµβαση άθροισης του Einstein.

΄Οπως και στη περίπτωση του συµπιεστού ϱευστού στο προηγούµενο κεφάλαιο,
έτσι και στη παρούσα εφαρµογή στις εξισώσεις 4.1 έχουν παραλειφθεί οι όροι ϐα-
ϱύτητας, ενώ για το κλείσιµο αυτών ϑεωρούµε ισοτροπικό, νευτώνιο ϱευστό. Ακόµη,
ϑεωρούµε στρωτή ϱοή ϱευστού όποτε δεν χρεισιµοποιείται κάποιο µοντέλο τύρβης.
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4.2 Περιγραφή του Προβλήµατος Βελτιστοποίησης

Εναλλάκτη Θερµότητας – ∆ιατύπωση Συζυγών Ε-

ξισώσεων

Θεωρούµε διδιάστατο εναλλάκτη ϑερµότητας όπως αυτόν του σχήµατος 4.1, [12] αυ-
τός απότελείται από δύο ϱεύµατα ϱευστού ένα ψυχρό (κύρια ϱοή) και ένα ϑερµό
(δευτερεύουσα ϱοή). Το ϑερµό ϱευστό ϱέει εντός σωληνώσεων ώστε να µεγιστοποί-
είται η επιφάνεια αλληλεπίδρασης ϑερµού και ψυχρού ϱεύµατος µε αποτέλεσµα τη
µεγαλύτερη εναλλαγή ϑερµότητας µεταξύ αυτών. Με αυτόν τον τρόπο επιτρέπεται
πέραν της αυξηµένης εναλλαγής ϑερµότητας, η ϐελτιστοποίηση του σχήµατος των
σωληνώσεων ώστε να έχουµε τις ελάχιστες απώλειες ολικής πίεσης. Η ϱοή στις σω-
ληνώσεις δεν µας απασχολεί και ϑεωρούµε ότι τα τοιχώµατα αυτών έχουν σταθερή
ϑερµοκρασία ίση µε Twall =353K. Στόχος είναι η εύρεση της γεωµετρίας της διατο-
µής των σωληνώσεων που ελαχιστοποιεί την πτώση ολικής πίεσης ∆Pt του ϱευστού
της κύριας ϱοής ενώ ταυτόχρονα µεγιστοποιεί τη µεταφορά ϑερµότητας εντός του
εναλλάκτη.

Σχήµα 4.1: ∆ιδιάστατος Εναλλάκτης Θερµότητας

Για το ϱεύµα ψυχρού ϱευστού ϑεωρούµε ϑερµοκρασία εισόδου Tinlet =293K, ο-
ϱιζόντια ταχύτητα εισόδου uinlet =0.5m/s και µόνιµη στρωτή ϱοή αριθµού Reynolds
Re = 1000 ενώ ϑεωρούµε έξοδο από τον εναλλάκτη σε ατµοσφαιρική πίεση. Επι-
πλέον η αριθµητική επίλυση του πεδίου και των συζυγών εξισώσεων περιορίζεται στο
χώρο πάχους H =5mm που σηµειώνεται στο σχήµα 4.2, αφού το πεδίο παρουσιάζει
επαναληψιµότητα, και εκτείνεται αρκετα ανάντι και κατάντι των σωληνώσεων ώστε οι
οριακές συνθήκες εισόδου και εξόδου να µην επηρεάζουν τη ϱοή του ψυχρού ϱεύ-
µατος ανάµεσα τους. Η επίλυση σε αυτό το χωρίο δίνει λύση που επαναλαµβλανεται
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συµµετρικά σε όλον τον εναλλάκτη λόγο της συµµετρίας αυτού. Το πλέγµα που
δηµιουργούµε στο χωρίο είναι ένα µη-δοµηµένο πλέγµα τριγωνικών στοιχείων πε-
ϱίπου 40000 κόµβων και παρουσιάζεται στο σχήµα 4.2, ενώ µια λεπτοµέρεια αυτού
παρουσιάζεται στο 4.3.
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Σχήµα 4.2: Υπολογιστικό πλέγµα 40000 κόµβων σε εναλλάκτη ϑερµότητας
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Σχήµα 4.3: Λεπτοµέρεια υπολογιστικού πλέγµατος εναλλάκτη ϑερµότητας

Το πρόβληµα µεταφορά ϑερµότητας µέσω συναγωγής µεταξύ του ψυχρού ϱεύ-
µατος και των τοιχωµάτων των σωλήνων µοντελοποιείται µέσω του νόµου Fourier
[19]

∂

∂xi

(ρcpuiT )=
∂

∂xi

(
k

∂T

∂xi

)
(4.7)

ή
∂

∂xi

(uiT )=
∂

∂xi

(
α

∂T

∂xi

)
(4.8)

ή ισοδύναµα

RT =
∂

∂xi

(uiT )− ∂

∂xi

(
α

∂T

∂xi

)
=0 (4.9)

όπου ρ η πυκνότητα, cp η ϑερµική αγωγιµότητα και k η ειδική ϑερµική αγωγιµότητα
του ϱευστού του ψυχρού ϱεύµατος. Ενώ α είναι η σταθερά ϑερµικής διάχυσης που
ορίζεται µέσω της α = k

ρcp
. Η τιµής της σταθεράς αυτής για νερό (που ϑεωρήσαµε
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ως ϱευστό του ψυχρού ϱεύµατος) είναι αH2O =0.139× 10−7 m2

sec
, [19]. Η επίλυση της

εξίσωσης της µεταφοράς ϑερµότητας ακολουθεί τον υπολογισµό του πεδίου ϱοής κσι
γίνεται ανεξάρτητα από αυτόν. Αφού υπολογίσουµε το πεδίο ϱοής, οι υπολογισµένες
συνιστώσες της ταχύτητας του ϱευστού u1 και u2 χρησιµοποιούνται στην εξίσωση 4.9.

Για την επαυξηµένη συνάρτηση στόχου έχουµε

δFaug

δ~b
=

δF

δ~b
+

∫

Ω

q
∂RU,3

∂~b
dΩ +

∫

Ω

ui
∂RU , i

∂~b
dΩ +

∫

Ω

Ta
∂RT

∂~b
dΩ (4.10)

όπου Ta είναι η συζυγής (adjoint) ϑερµοκρασία. Επιπλέον, η συνάρτηση στόχου F

είναι
F =ω1

∫

s

(
p +

1

2
v2

)
vinids + ω2T (4.11)

Σηµειώνεται ότι ni είναι τα κάθετα διανύσµατα της επιφάνειας εισόδου και εξόδου,
ενώ ω1 και ω2 είναι συντελεστές ϐαρύτητας για τους δύο στόχους της ϐελτιστοποίησης,
της µεγιστοποίησης της µεταφοράς ϑερµότητας προς το ψυχρό ϱεύµα ϱευστού και
της ελαχιστοποίησης των απωλειών ολικής πίεσης του ίδου ϱεύµατος.

Οι συνεχείς συζυγείς εξισώσεις του προβλήµατος που προκύπτουν από τις εξισώ-
σεις τις ϱοής, την εξίσωση µεταφοράς ϑερµότητας και την επαυξηµένη συνάρτηση
στόχου είναι οι ακόλουθες (δεν παρουσιάζεται η διαδικασία παρά µόνο οι τελικές
σχέσεις) [15], [12]. Σηµειώνεται ότι ακολουθείται η τανυστική γραφή.

−β2 ∂q

∂xi

+ vj

(
∂ui

∂xj

)
+

1

Re

∂

∂xj

[
(ν + νt)

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)]
+ T

∂Ta

∂xi

=0 (4.12)

∂uj

∂xj

=0 (4.13)

και
ui

∂Ta

∂xi

+ α
∂2Ta

∂x2
i

=0 (4.14)

όπου q η συζυγής ποσότητα της πίεσης p, ui οι συζυγείς ποσότητες των ταχυτήτων vi

και Ta η συζυγής ϑερµοκρασία.
΄Οσον αφορά τις οριακές συνθήκες του συζυγούς προβλήµατος, στην είσοδο του

εναλλάκτη ϑερµότητας ϑα είναι

uini =−ω1
∂F

∂p
(4.15)

ή ισοδύναµα
ui =

1

β
vi (4.16)
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και
Ta =0 (4.17)

Στην έξοδο αυτού έχουµε

βq~n1 + 2v1u1~n1 + v2u1~n2 + v2u2~n1 + 2 (ν + νt)
∂u1

∂x1

~n1

+

(
∂u1

∂x2

+
∂u2

∂x1

)
(ν + νt)~n2 =−ω1

∂F

∂v1

(4.18)

βq~n2 + 2v2u2~n2 + v1u2~n1 + v1u1~n2 + 2 (ν + νt)
∂u2

∂x2

~n2

+

(
∂u1

∂x2

+
∂u2

∂x1

)
(ν + νt)~n1 =−ω2

∂F

∂v2

(4.19)

ή ισοδύναµα

βqni + ujvjni + uivjnj + (ν + νt)
∂ui

∂xj

nj + ω1
∂F

∂vi

+ TaTnj =0 (4.20)

και
Tauini + α

∂Ta

∂xi

ni + ω2 =0 (4.21)

ενώ στα στερεά τοιχώµατα των σωληνώσεων, για την ταχύτητα ισχύει η συνθήκη µη-
ολίσθησης

~u=0 (4.22)

καθώς και η
Ta =0 (4.23)

Για τις συζυγείς εξισώσεις 4.12, 4.13 και 4.14 σηµειώνουµε ότι οι 4.12, 4.13 είναι
συζευγµένες (coupled) αλλά µη-συζευγµένες µε τη 4.14, δηλαδή η επίλυση των
πρώτων δύο τους γίνεται ταυτόχρονα ενώ η επίλυση της τρίτης (αν και ϐρίσκεται στον
ίδιο κύκλο υπολογισµού) ακολουθεί χρησιµοποιώντας τα αποτελεσµατά τους.
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4.3 Σύγκριση της Μεθόδου PGMRES(Gauss–Seidel)

µε τη Μέθοδο Jacobi στην Επίλυση του Πεδίου

Ροής και της Εξίσωσης Μεταφοράς Θερµότητας

Στην παρούσα ενότητα γίνεται σύγκριση της µεθόδου PGMRES(Gauss–Seidel) και
της µεθόδου Jacobi για την επίλυση των εξισώσεων στρωτής ϱοής ασυµπίεστου ϱευ-
στού εντός του εναλλάκτη ϑερµότητας για τα χαρακτηριστικά της ϱοής που σηµειώ-
ϑηκαν παραπάνω (Tinlet =293K, uinlet =0.5m/s, Re=1000), (υπολογίζεται δηλαδή
το πεδίο ϱοής). Η σύγκριση γίνεται ως προς τον αναγκαίο υπολογιστικό χρό-
νο σύγκλισης του πεδίου ενώ χρησιµοποιούνται τα συµπεράσµατα του αντίστροφου
σχεδιασµού αεροτοµής όσον αφορά τις παραµέτρους της PGMRES, έτσι επιλέγου-
µε για µέθοδο προσταθεροποίησης την Gauss–Seidel µε επαναλήψεις npre =12 και
διανυσµατική ϐάση m=35. Ακόµη οι επαναλήψεις της µεθόδου Jacobi είναι n=12.

Στα σχήµατα 4.4 και 4.5 παρουσιάζεται η πορεία σύγκλισης του συστήµατος των
εξισώσεων ϱοής. Στον πίνακα 4.1 ϕαίνεται η επιτάχυνση της επίλυσης όταν αντί για
τη µέθοσο Jacobi χρησιµοποιήσουµε τη PGMRES(Gauss–Seidel) είναι S =1.71.

m npre Υπ. Χρόνος Jacobi Υπ. Χρόνος GMRES(GS)
Jacobi (sec) max (LOGERR) GMRES(GS) (sec) max (LOGERR)

35 12 2846.9 -12.00 1670.2 -12.27

Πίνακας 4.1: Υπολογιστικό Πλέγµα 40000 κόµβων, Κριτήριο Σύγκλισης
max (LOGERR) ≤ −12.00
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Σχήµα 4.4: Υπόλοιπο των εξισώσεων ϱοής σε εναλλάκτη ϑερµότητας. Μέθοδος
PGMRES(Gauss–Seidel), ϐάση m=35, επαναλήψεις προσταθεροποίησης npre =12.
Κριτήριο σύγκλισης max (LOGERR)≤−12.00
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Σχήµα 4.5: Υπόλοιπο των εξισώσεων ϱοής σε εναλλάκτη ϑερµότητας. Μέθο-
δος Jacobi, επαναλήψεις ανά κύκλο υπολογισµού n = 12. Κριτήριο σύγκλισης
max (LOGERR)≤−12.00
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Ακολουθούν τα πεδία ταχυτήτων και πίεσης που προκύπτουν στα σχήµατα 4.6,
4.7 και 4.8.

Σχήµα 4.6: Πεδίο ϱοής ασυµπίεστου ϱευστού εντός εναλλάκτη ϑερµότητας. Ταχύ-
τητα κατα x.

Σχήµα 4.7: Πεδίο ϱοής ασυµπίεστου ϱευστού εντός εναλλάκτη ϑερµότητας. Ταχύ-
τητα κατα y.
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Σχήµα 4.8: Πεδίο ϱοής ασυµπίεστου ϱευστού εντός εναλλάκτη ϑερµότητας. Ολική
πίεση.

Στην επίλυση της εξίσωσης της µεταφοράς ϑερµότητας 4.8 προκύπτουν τα
αποτελέσµατα σύγκλισης του πίνακα 4.2 ενώ στα σχήµατα 4.9 και 4.10 παρουσιά-
Ϲεται η πορεία σύγκλισης. Η επιτάχυνση της επίλυσης είναι S =1.31.

m npre Υπ. Χρόνος Jacobi Υπ. Χρόνος GMRES(GS)
Jacobi (sec) max (LOGERR) GMRES(GS) (sec) max (LOGERR)

35 12 78.2 -19.05 59.8 -19.21

Πίνακας 4.2: Υπολογιστικό Πλέγµα 40000 κόµβων, Κριτήριο Σύγκλισης
max (LOGERR) ≤ −19.00



4.3. Σύγκριση της Μεθόδου PGMRES(Gauss–Seidel) µε τη Μέθοδο Jacobi στην Επίλυση
του Πεδίου Ροής και της Εξίσωσης Μεταφοράς Θερµότητας 79

Running-Time(sec)

lo
g1

0(
R

es
1)

0 10 20 30 40 50 60
-20

-15

-10

-5

0

Σχήµα 4.9: Υπόλοιπο της εξίσωσης µεταφοράς ϑερµότητας σε εναλλάκτη. Μέθοδος
PGMRES(Gauss–Seidel), ϐάση m=35, επαναλήψεις προσταθεροποίησης npre =12.
Κριτήριο σύγκλισης max (LOGERR)≤−19.00
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Σχήµα 4.10: Υπόλοιπο της εξίσωσης µεταφοράς ϑερµότητας σε εναλλάκτη. Μέ-
ϑοδος Jacobi, επαναλήψεις προσταθεροποίησης npre = 12. Κριτήριο σύγκλισης
max (LOGERR)≤−19.00
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Το πεδίο ϑερµοκρασιών γύρω από τις σωληνώσεις του εναλλάκτη παρουσιάζεται
στο σχήµα 4.11, ενώ στο σχήµα 4.12 σηµειώνονται οι ισοϋψείς της ϑερµοκασίας.
Η ϑερµοκρασιακή αλληλεπίδραση µεταξύ του ψυχρού ϱεύµατος ϱευστού και των
σωληνώσεων εντοπίζεται κοντά πολύ κοντά σε αυτές, το γεγονός αυτό οφείλεται στην
επιλεγείσα τιµή της σταθεράς ϑερµικής αλληλεπίδρασης.

Σχήµα 4.11: Πεδίο ϑερµοκρασιών γύρω από σωλήνωση εναλλάκτη

Σχήµα 4.12: Ισοϋψείς ϑερµοκρασιών κοντά στη σωλήνωση εναλλάκτη
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4.4 Σύγκριση της Μεθόδου PGMRES(Gauss–Seidel)

µε τη Μέθοδο Jacobi στην Επίλυση των Συνεχών

Συζυγών Εξισώσεων

΄Οπως και στην περίπτωση του αντίστροφου σχεδιασµού αεροτοµής, που προηγήθηκε
στο προηγούµενο κεφάλαιο, έτσι και στη ϐελτιστοποίηση του εναλλάκτη ϑερµότητας
εφαρµόζουµε την µέθοδο PGMRES(Gauss–Seidel) µε m=35 και npre =12 (δηλαδή
την αποδοτικότερη PGMRES από όσες εξετάστηκαν) αντί της Jacobi στην επίλυση

των συζυγών εξισώσεων (εδώ µε στόχο την εύρεση της διατοµής των σωληνώσεων
που ελαχιστοποιεί τις απώλειες ολικής πίεσης ενώ µεγιστοποιεί τη µεταφορά ϑερµό-
τητα) µε σκοπό τον προσδιορισµό του υπολογιστικού κέρδους.

Στον πίνακα 4.3 παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα της επίλυσης για κριτήριο
σύγκλισης max (LOGERR) ≤ −10.00. ΄Οπως σηµειώνεται η µέθοδος Jacobi δεν
έπιασε το κριτήριο σύγκλισης σε αντίθεση µε τη PGMRES(Gauss-Seidel)

m npre Υπ. Χρόνος Jacobi Υπ. Χρόνος GMRES(GS)
Jacobi (sec) max (LOGERR) GMRES(GS) (sec) max (LOGERR)

35 12 Μή σύγκλιση -10.00 1390.8 -12.27

Πίνακας 4.3: Υπολογιστικό Πλέγµα 40000 κόµβων, Κριτήριο Σύγκλισης
max (LOGERR) ≤ −10.00

Στα σχήµατα 4.13 και 4.14 παρουσιάζεται η πορεία σύγκλισης των δύο µεθόδων.
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Σχήµα 4.13: Υπόλοιπο των συζυγών εξισώσεων. Μέθοδος PGMRES(Gauss–Seidel),
ϐάση m = 35, υποεπαναλήψεις προσταθεροποίησης npre = 12. Κριτήριο σύγκλισης
max (LOGERR)≤−10.00
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Σχήµα 4.14: Υπόλοιπο των συζυγών εξισώσεων. Μέθοδος Jacobi, ϐάση m = 35,
επαναλήψεις ανά κύκλο npre =12. Κριτήριο σύγκλισης max (LOGERR)≤−10.00



Κεφάλαιο 5

Συµπεράσµατα

Βιβλιογραφικά η γραµµική παραλαγή της µεθόδου PGMRES προτείνεται για την
επιτάχυνση της επίλυσης γραµµικών συστηµάτων A~x=~b που καταλήγουν σε µητρώα
συντελεστών A τα οποία είναι µη-συµµετρικά. Στόχος της παρούσας διπλωµατικής
εργασίας ήταν ο προσδιορισµός του υπολογιστικού κέρδους από την εφαρµογή της
PGMRES καθώς και ο προσδιορισµός των αποδοτικότερων παραµέτρων αυτής, όπως
είναι η ϐέλτιστη διάσταση της διανυσµατικής ϐάσης, η µέθοδος προσταθεροποίησης
καθώς και η τιµή επαναλήψεων προσταθεροποίησης.

Από την εφαρµογή της PGMRES στον αντίστροφο σχεδιασµό µεµονωµένης αε-
ϱοτοµής, αεροτοµής συµπιεστή και στη ϐελτιστοποίηση εναλλάκτη ϑερµότητας (µε
στόχο δεδοµένη κατανοµή πίεσης και πτώση των απωλειών ολικής πίεσης αντίστοιχα)
αλλά και τον υπολογισµό του πεδίου ϱοής στην περίπτωση του εναλλάκτη διαπιστώ-
νουµε τα εξείς :

1. Η τιµή της ορθοκανονικής διανυσµατικής ϐάσης m επιρρεάζει την σύγκλι-
ση µεταξύ δύο διαδοχικών επαναλλήψεων της µεθόδου PGMRES. Ειδικότερα,
καθώς αυξάνει η m µεγαλώνει ο χρόνος υπολογισµού της ϐάσης καθώς και η
σύγκλιση ανάµεσα στις επαναλήψεις. Οι εφαρµογές έδειξαν ότι αποδοτι-

κότερη, από ϑέµα υπολογιστικού χρόνου, είναι η επιλογή τιµής κοντά

στην m = 35. Αυτή είναι εντός των προτεινόµενων ορίων [2], [6], [9] τιµής
διανυσµατικής ϐάσης που προτείνεται 3 ≤ m ≤ 40.

2. Στην εφαρµογή της µεθόδου GMRES µε (προσταθεροποίηση ή όχι), στα προ-
ϐλήµατα που εξετάσθηκαν, είχαµε µικρότερους υπολογιστικούς χρόνους σύγ-
κλισης όταν στα διαγώνια στοιχεία του µητρώου των συντελεστών A (αυτά όπως
έχει σηµειωθεί δηµιουργούν το µητρώο D) δεν λαµβάναµε υπόψη τη συνει-
σφορά του ψευδοχρονικού όρου (που εισάγει η επαναληπτική διαδικασία επί-
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λυσης).

3. Η επιλεγείσα τιµή των επαναλήψεων προσταθεροποίησης npre έχουν το ίδιο
αποτέλεσµα µε την ϐάση m στην PGMRES. ∆ηλαδή αύξηση του αριθµού npre

έχει ως αποτέλεσµα µεγαλύτερη σύγκλιση ανά επανάληψη της µεθόδου αυξά-
νοντας όµως και το χρόνο περάτωσης αυτής. Αποδοτικότερη τιµή επαναλή-

ψεων προσταθεροποίησης είναι γύρω στην npre =12.

4. Σε όλες τις εφαρµογές που εξετάσθηκαν, ανεξάρτητα από τις τιµές m, npre, και
ανεξάρτητα από το πλήθος των υπολογιστικών κόµβων και το είδος της ϱοής
και του στόχου των οποίων οι συζυγείς εξισώσεις επιλύθηκαν η PGMRES ήταν
πάντα πιο γρήγορη της Jacobi.

5. Η επιτάχυνση της επίλυσης των συζυγών εξισώσεων σε υπολογιστικό χρόνο ή-
ταν Smin≥1.92. Το υπολογιστικό κέρδος διέφερε ανάλογα µε το υπολογιστικό
πλέγµα, τη γεωµετρία και το είδος της ϱοής και στόχου κατά την επίλυση των
συζυγών εξισώσεων αντίστροφης σχεδίασης ή ϐελτιστοποίησης αλλά και από
το κριτήριο σύγκλισης. Σηµειώνουµε ότι για µεγαλύτερο πλέγµα, µεγαλύτερο
κριτήριο σύγκλισης και πιο σύνθετη ϱοή το κέρδος S αυξάνει, ενώ σε περι-
πτώσεις αδυναµίας σύγκλισης µε τον υπάρχοντα επιλύτη (Jacobi) η µέθοδος
PGMRES έπιασε το κριτήριο σύγκλισης, έστω και σε µεγάλο χρόνο.

6. Αποδοτικότερος προσταθεροποιητής, στα προβλήµατα που εξετάσθηκαν, είναι
η µέθοδος Gauss–Seidel, έναντι των υπολοίπων που εξετάστηκαν, επιταχύ-
νοντας επιπρόσθετα την PGMRES(Gauss–Seidel) έναντι της PGMRES(Jacobi)
κατά S =1.36.

7. Η PGMRES(Symmetric Gauss–Seidel) είναι λίγο πιο αργή από την PGMRES(Gauss–
Seidel), ωστόσο επιτρέπει την σύγκλιση σε µεγαλύτερη τιµή κριτηρίου σύγκλι-
σης.

8. Η PGMRES(Runge–Kutta) δεν παρουσίασε τόσο αποδοτική συµπεριφορά, ως
προς το χρόνο σύγκλισης, όσο η PGMRES µε τις άλλες µεθόδους προσταθερο-
ποίησης.

9. Η εφαρµογή της PGMRES αποδίδει και στην επίλυση του µη-γραµµικού συ-
στήµατος που προκύπτει από την διακριτοποίηση των εξισώσεων της ϱοής (στις
οποίες ϐέβαια εφαρµόσθηκε γραµµικοποίηση), µε την επιτάχυνση της επίλυ-
σης να είναι S = 1.71. Το γεγονός αυτό κάνει ακόµη πιο ενδιαφέρουσα µια
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µελλοντική εφαρµογή της µεθόδου GMRES για µη-γραµµικά συστήµατα, η
οποία αναµένεται να επιταχύνει περισσότερο την επίλυση τέτοιων συστηµάτων.

Εποµένως καταλήγουµε στο γεγονός ότι αξίζει ,από τη σκοπιά του υπολο-

γιστικού χρόνου, να αντικατασταθούν οι υπάρχοντες επιλύτες µε τη µέθοδο

PGMRES. Για αυτό προτείνεται η περαιτέρω εµβάθυνση σε ϑέµατα που αφορούν την
εφαρµογή της GMRES µε ϐασικά σηµεία :

• Μεταφορά του κώδικα επίλυσης της µεθόδου GMRES σε παράλληλους υπολο-
γιστές για επίλυση προβληµάτων µε αυξηµένες ανάγκες υπολογιστικής ισχύος.

• Υλοποίηση της µη-γραµµικής µεθόδου GMRES σε κώδικα για την επίλυση µη-
γραµµικών συστηµάτων, όπως αυτά που προκύπτουν από την διακριτοποίηση
των εξισώσεων ϱοής.
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