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Περίληψη 
 
Η αδυναµία των συµβατικών πλεγµατικών µεθόδων να υπολογίσουν ροές ελεύθε-

ρης επιφάνειας καθώς και ροές σε πολύπλοκες γεωµετρίες οδήγησε στην ανάπτυξη 
µη-πλεγµατικών µεθόδων. Μια σχετικά καινούργια και πολλά υποσχόµενη µη πλεγ-
µατική µέθοδος είναι η µέθοδος Υδροδυναµικής Ρεόντων Σωµατιδίων (Smoothed 
Particle Hydrodynamics - SPH). Η µέθοδος SPH αντιµετωπίζει τα υδροδυναµικά 
προβλήµατα µε την κατά Lagrange θεώρηση και διακριτοποιεί το ρευστό λαµβάνο-
ντάς το ως ένα πεπερασµένο σύνολο σωµατιδίων που φέρουν όλες τις ιδιότητες του 
ρευστού. 

 
Σκοπός της παρούσας εργασίας είναι αρχικά µια γενική παρουσίαση της µεθόδου 

SPH και της εφαρµογής των σχέσεών της στις εξισώσεις της ρευστοµηχανικής. Κα-
τόπιν αναπτύσσεται υπολογιστικός αλγόριθµος της µεθόδου σε 3 διαστάσεις και γίνε-
ται έλεγχος της εγκυρότητάς του πάνω σε γνωστά προβλήµατα ροών ελεύθερης επι-
φάνειας. Ιδιαίτερη βαρύτητα δίνεται στην προσοµοίωση πρόσκρουσης δέσµης νερού 
πάνω σε επίπεδη πλάκα, ως ένα τµήµα µια γενικότερης µελέτης προσοµοίωσης της 
ροής σε υδροστροβίλους δράσης (Pelton και Turgo). 
Ο κώδικας γράφτηκε σε γλώσσα προγραµµατισµού Fortran και για την οπτικοποί-

ηση των αποτελεσµάτων έγινε χρήση του λογισµικού TecPlot. 
Ειδικότερα η εργασία είναι δοµηµένη ως εξής: 
 
Κεφ. 1  Γίνεται µια σύντοµη αναφορά στις πλεγµατικές και µη-πλεγµατικές µεθό-

δους και παρουσιάζονται τα πλεονεκτήµατα και µειονεκτήµατά τους. 
 
Κεφ. 2  Το κεφάλαιο αυτό χωρίζεται σε δύο µέρη. Στο πρώτο µέρος αναλύεται η 

µέθοδος SPH και γίνεται η εξαγωγή των γενικών σχέσεων. Παρουσιάζεται πώς µετα-
τρέπονται οι µερικές διαφορικές εξισώσεις σε πεπερασµένα αθροίσµατα. Στο δεύτερο 
µέρος γίνεται µετατροπή των εξισώσεων διατήρησης Euler σε SPH µορφή και ανα-
φέρονται τρόποι αντιµετώπισης συνήθων προβληµάτων που συναντώνται κατά την 
εφαρµογή της µεθόδου. Τέλος γίνεται µια βιβλιογραφική αναφορά στις εφαρµογές της 
SPH στη ρευστοµηχανική. 

 
Κεφ. 3  Γίνεται ανάλυση του υπολογιστικού αλγορίθµου της µεθόδου SPH που α-

ναπτύχθηκε και χρησιµοποιήθηκε για την προσοµοίωση των ροών. 
 
Κεφ. 4  Εφαρµόζεται ο αλγόριθµος SPH σε τέσσερα διαφορετικά προβλήµατα για 

τα οποία έχουν γίνει σχετικά εργαστηριακά πειράµατα και έτσι είναι δυνατή η αξιολό-
γηση της µεθόδου. Στην αρχή εξετάζεται σε τρεις διαστάσεις η πρόσπτωση δέσµης 
νερού µε µεγάλη ταχύτητα πάνω σε επίπεδη πλάκα για διάφορες γωνίες πρόσπτω-
σης. Κατόπιν προσοµοιώνεται η κατάρρευση στήλης ύδατος σε δύο και τρεις διαστά-
σεις. Έπειτα µελετάται η περίπτωση κατάρρευσης δεξαµενής νερού και πρόσκρου-
σης σε εµπόδιο, σε δύο και τρεις διαστάσεις. Τέλος προσοµοιώνεται η δηµιουργία και 
µετάδοση κυµάτων από αντικείµενο που ολισθαίνει σε κεκλιµένη επιφάνεια, εξετάζο-
ντας έτσι περιπτώσεις µε κινούµενο όριο. 

 
Κεφ. 5  Αναφέρονται τα συµπεράσµατα που προκύπτουν από την εφαρµογή της 

µεθόδου SPH στις περιπτώσεις του κεφαλαίου 4, αναλύονται τα προβλήµατα και γί-
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νονται προτάσεις για την βελτίωση του αλγορίθµου, ώστε οι προσοµοιώσεις να πλη-
σιάζουν ακόµη περισσότερο στην πραγµατικότητα. 

 
Τέλος στα παραρτήµατα γίνεται µια σύντοµη παρουσίαση της µεθόδου παράλλη-

λης επεξεργασίας OpenMP, αναλύονται κάποια τµήµατα του κώδικα SPH-JET-3D και 
παρατίθεται µια λίστα µεταβλητών που χρησιµοποιήθηκαν στον κώδικα. 
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Abstract  
 
The inability of conventional grid-based methods to calculate free surface flows 

and flows in complex geometries led to the development of meshfree methods. A rel-
atively new and promising meshfree method is the Smoothed Particle Hydrodynam-
ics method - SPH. The SPH method treats hydrodynamic problems in a Lagrange 
form, by discretizing the fluid and taking it as a finite set of particles which carry all 
the properties of the fluid. 

 
The purpose of this work is first a general presentation of the SPH method and the 

application of SPH method to the governing equations of fluid flow. Then we checked 
the validity of the SPH on well known free surface flow problems, giving particular 
weight to simulation of a water jet impingement on a flat plate , as a part of a broader 
study in simulating the flow in water turbines (Pelton and Turgo). 

  
For the simulation of flows a computer code in Fortran programming language was 

developed in Hydraulic Turbomachines Laboratory of NTUA. For the visualization of 
results the software TecPlot was  used. 

More specifically, the work is structured as follows: 
 
Chapter. 1 A brief reference to grid-based and meshfree methods is done, pre-

senting the advantages and disadvantages of each method.  
 
Chapter. 2 This section is divided into two parts. The first part discusses the me-

thod of SPH and the derivation of the general formulation. It is shown how to trans-
form partial differential equations into finite summations. In the second part, after a 
brief reference to implementations of SPH in Fluid Dynamics, the Euler governing 
equations are converted in SPH form and it is explained how to treat usual problems 
encountered in implementing the method.  

 
Chapter 3 The algorithm developed to simulate flows with the SPH method is de-

scribed and analyzed.  
 
Chapter 4 The SPH algorithm is applied to four different problems for which we 

had laboratory experimental results and thus it was possible to evaluate the method. 
In the beginning, the three dimensional impingement of a water jet on a flat plate is 
tested for various angles of incidence. Then a collapse of a water column in two and 
three dimensions is simulated. Next the case of a water tank collapsing and impact-
ing on a barrier in two and three dimensions is examined. Finally the algorithm is ap-
plied to simulate the creation and transmission of waves, caused by a sliding object 
into inclined surface, testing cases including moving barrier.  

 
Chapter 5 Contains the conclusions from the implementation of the SPH method 

and as well as the problems and the suggestions for improving the algorithm so that it 
can provide more accurate results.  

 
Finally the annexes include a brief presentation of the method of parallel 

processing OpenMP, explanation of selected parts of the SPH-JET-3D algorithm and 
a list of variables used in the computer code.  
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Κεφάλαιο 1 
 

Εισαγωγή 
 
Φαινόµενα στη φύση µηχανικά, γεωλογικά, ηλεκτρικά, χηµικά, ηλεκτρονικά, ή βιο-

λογικά, µπορούν συχνά να περιγραφούν µε τη βοήθεια των αλγεβρικών, διαφορικών, 
ή ολοκληρωµατικών εξισώσεων. Το επιθυµητό θα ήταν να υπήρχαν ακριβείς αναλυ-
τικές λύσεις για αυτές τις εξισώσεις. ∆υστυχώς, όµως µπορούµε µόνο να επιτύχουµε 
ακριβείς λύσεις για ένα µικρό µέρος των πρακτικών προβληµάτων, διότι τα περισσό-
τερα από αυτά είναι πολύπλοκα. Έτσι πρέπει να χρησιµοποιήσουµε αριθµητικές δια-
δικασίες για την απόκτηση προσεγγιστικών λύσεων. Σήµερα οι µηχανικοί και οι επι-
στήµονες πρέπει να είναι εξοικειωµένοι µε αριθµητικές τεχνικές για διάφορους τύ-
πους προβληµάτων. 
Λόγω της ταχείας ανάπτυξης της τεχνολογίας των υπολογιστών, οι τεχνικές αριθ-

µητικής προσοµοίωσης που χρησιµοποιούν υπολογιστή (ή υπολογιστική προσοµοί-
ωση) έχουν γίνει µια σηµαντική προσέγγιση για την επίλυση πολύπλοκων και πρα-
κτικών προβληµάτων στην τεχνολογία και την επιστήµη. 
Η κύρια ιδέα της αριθµητικής προσοµοίωσης είναι να µετατρέψει ένα πολύπλοκο  

πρακτικό πρόβληµα σε µια µαθηµατική περιγραφή µε απλή διακριτή µορφή, να επα-
ναδηµιουργήσει και να λύσει το πρόβληµα σε έναν υπολογιστή και, τέλος, να οπτικο-
ποιήσει τα αποτελέσµατα σύµφωνα µε τις απαιτήσεις της ανάλυσης. Έτσι είναι  
συχνά δυνατόν να βρεθεί µια αποτελεσµατική αριθµητική ή προσεγγιστική λύση για 
ένα σύνθετο πρόβληµα, εφόσον χρησιµοποιείται η ορθή αριθµητική µέθοδος. 
Η διακριτοποίηση του χώρου όπου εξελίσσεται ένα φαινόµενο γίνεται µε δύο κατη-

γορίες µεθόδων. Η µια χρησιµοποιεί υπολογιστικά πλέγµατα (πλεγµατικές µέθοδοι) 
ενώ η δεύτερη αντιπροσωπευτικά σηµεία ή στοιχεία του µέσου (µη- πλεγµατικές µέ-
θοδοι). 

 
 
 
 
 
1.1 Πλεγµατικές µέθοδοι 
 
Οι πλεγµατικές µέθοδοι χωρίζονται σε δύο κατηγορίες ανάλογα µε τον τρόπο µε 

τον οποίο περιγράφεται το πρόβληµα, οι πλεγµατικές Euler και οι πλεγµατικές La-
grange. 
Στις πλεγµατικές µεθόδους Euler το πλέγµα είναι προσδεµένο στο χώρο, οι κόµβοι 
είναι σταθεροί και τα κελιά είναι απαραµόρφωτα. Οι µεγάλες παραµορφώσεις του 
µέσου δεν επηρεάζουν το πλέγµα και η µάζα, η ορµή και η ενέργεια ρέουν διαµέσου 
των επιφανειών των κελιών. Οι µέθοδοι αυτοί βρίσκουν µεγάλη εφαρµογή στην υπο-
λογιστική µηχανική των ρευστών µε κυριότερη τη Μέθοδο των Πεπερασµένων ∆ια-
φορών (ΜΠ∆),( Anderson, 1995, Hirsch, 1988, Wilkins,1999).  
Ένα µειονέκτηµα των µεθόδων αυτών είναι ότι δεν µπορεί να καταγραφεί η χρονι-

κή εξέλιξη των µεταβλητών σε ένα υλικό σηµείο του µέσου. Ο χειρισµός πολύπλοκων 
γεωµετριών µε τη δηµιουργία ανοµοιόµορφου πλέγµατος είναι δύσκολη διαδικασία. 
Με τη ροή µάζας, ορµής και ενέργειας διαµέσου των κελιών, είναι δύσκολο να καθο-
ριστεί η θέση των ελεύθερων επιφανειών, παραµορφώσιµων ορίων και διεπιφανειών. 
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Στις πλεγµατικές µεθόδους τύπου Lagrange το πλέγµα είναι προσδεµένο στο υλικό 
µέσο και συνεπώς κινείται µαζί µε αυτό. Έτσι µαζί κινούνται και οι κόµβοι και τα κελιά 
του πλέγµατος, οπότε µε την παραµόρφωση του µέσου παραµορφώνονται και αυτά. 
Η µάζα, η ορµή και η ενέργεια παραµένουν σταθερές σε κάθε κελί. Οι µέθοδοι αυτοί 
βρίσκουν µεγάλη εφαρµογή στην µηχανική στερεού µέσου µε κυριότερη τη Μέθοδο 
των Πεπερασµένων Στοιχείων (ΜΠΣ), (Zienkiewicz και Taylor, 2000, Liu και Quek, 
2003,κτλ). 
Ένα πλεονέκτηµα αυτής της µεθόδου είναι ότι οι κόµβοι µπορούν να τοποθετη-

θούν κατά µήκος ορίων ή διεπιφανειών. Οι οριακές συνθήκες στις ελεύθερες επιφά-
νειες, τα κινούµενα όρια και οι διεπιφάνειες καθορίζονται αυτόµατα µε την κίνηση αυ-
τών των κόµβων. Πολύπλοκες γεωµετρίες µπορούν να αντιµετωπιστούν εύκολα 
χρησιµοποιώντας πλέγµατα µεταβλητής γεωµετρίας ή πύκνωσης. Επίσης καθώς το 
πλέγµα είναι προσδεµένο στο υλικό, είναι διαθέσιµη η χρονική εξέλιξη των µεταβλη-
τών σε ένα συγκεκριµένο υλικό σηµείο. Ένα σηµαντικό µειονέκτηµα της µεθόδου είναι 
ότι στη µελέτη των ρευστών η µεγάλη παραµόρφωση του πλέγµατος εισάγει ανακρί-
βεια στον υπολογισµό λόγο αριθµητικών σφαλµάτων ή οδηγεί σε πλήρη αδυναµία 
εκτέλεσης τους. 

 
 
 
 
 
1.2 Μη πλεγµατικές µέθοδοι 
 
Το ενδιαφέρον πλέον είναι έντονο στη νέα γενιά υπολογιστικών µεθόδων, τις µη 

πλεγµατικές, οι οποίες αναµένεται να καταστούν ανώτερες των συµβατικών πλεγµα-
τικών µεθόδων  (Πεπερασµένων Στοιχείων και Πεπερασµένων ∆ιαφορών) για πολ-
λές εφαρµογές, αφού συνδυάζουν τα πλεονεκτήµατα αυτών. Η βασική ιδέα των µη 
πλεγµατικών  µεθόδων είναι να παρέχουν ακριβείς και σταθερές αριθµητικές λύσεις 
για τις διαφορικές εξισώσεις, µε όλων των ειδών τις πιθανές οριακές συνθήκες, µε µια 
σειρά από αυθαίρετα διανεµηµένους κόµβους (ή σωµατίδια) χωρίς τη χρήση κάποιου 
πλέγµατος που να παρέχει σύνδεση µεταξύ τους.  
Ένας σηµαντικός στόχος της βασικής έρευνας στον τοµέα αυτόν είναι να τροπο-

ποιήσει  την εσωτερική δοµή των πλεγµατικών µεθόδων ΜΠΣ και ΜΠ∆ ώστε να γίνει 
πιο προσαρµοστική  και ισχυρή. Μεγάλη  προσπάθεια επικεντρώθηκε σε προβλήµα-
τα στα οποία οι συµβατικές µέθοδοι είναι δύσκολο να εφαρµοστούν, όπως προβλή-
µατα µε ελεύθερη επιφάνεια, παραµορφώσιµα όρια, κινούµενες διεπαφές (για ΜΠ∆), 
µεγάλες παραµορφώσεις (για ΜΠΣ), δηµιουργία πολύπλοκου πλέγµατος και ανάλυ-
ση πολλαπλών διαστάσεων (για ΜΠ∆ και ΜΠΣ). Πρόσφατα, µια σειρά µη-
πλεγµατικών  µεθόδων έχουν προταθεί για την ανάλυση των στερεών και των κατα-
σκευών καθώς και για  ροές ρευστού. Στον πίνακα 1.1 δίνονται κάποιες τυπικές µη-
πλεγµατικές µέθοδοι µε χρονολογική σειρά. Αυτές οι µη-πλεγµατικές µέθοδοι έχουν 
ορισµένα κοινά χαρακτηριστικά, αλλά είναι διαφορετικές στα µέσα και στη διαδικασία 
υλοποίησης. Μια από τις µη-πλεγµατικές µεθόδους είναι και η µέθοδος SPH 
(Smoothed Particle Hydrodynamics) που αναπτύχθηκε και εφαρµόστηκε στην πα-
ρούσα εργασία. Τονίζεται ότι στη συνέχεια για τον όρο SPH στα ελληνικά θα γίνεται 
χρήση του όρου Υδροδυναµική Ρεόντων Σωµατιδίων.  

 
 



 

11 

 

 
Πίνακας 1.1. Κάποιες τυπικές µη-πλεγµατικές µέθοδοι µε χρονολογική σειρά 
 
 

Μέθοδοι 
 

Αναφορές 

Smoothed Particle Hydrodynamics 
(SPH) 
 

Lucy, 1977; Gingold και Monaghan, 
1977,κτλ. 

Finite point method Liszka και Orkisz.. 1980; Onate κ.α., 
1996. 
 

Diffuse element method (DEM) 
 

Nayroles κ.α., 1992 

Element free Galerkin (EFG) method 
 

Belytschko κ.α, 1994, 1996, 1998,2000. 

Reproduced kernel particle method 
(RKPM) 
 

Liu κ.α., 1995, 1996. 

HP-cloud method 
 

Duarte και Oden, 1996 

Free mesh method Yagawa και Yamada,1996,1998. 
 

Meshless local Petrov-Galerkin 
(MLPG) method 
 

Atluri και Zhu, 1998, 1999, Atluri και 
Shen, 2002. 

Point interpolation method (PIM) Liu και Gu, 1999, 2001a-d; Gu και Liu, 
2001a,c; Liu 2002 
 

Meshfree weak- strong form (MWS) 
 

Liu και Gu, 2002, 2003c. 
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Κεφάλαιο 2 
 

Παρουσίαση του µοντέλου SPH 
 
2.1 Μοντέλο SPH  
 
2.1.1 Γενική περιγραφή 
 
Η µέθοδος Υδροδυναµικής Ρεόντων Σωµατιδίων (Smoothed Particle Hydrodynam-

ics – SPH) είναι µια µη-πλεγµατική Lagrangian µέθοδος στην οποία το εξεταζόµενο 
µέσο διακριτοποιείται από ένα πεπερασµένο αριθµό σωµατιδίων. Αυτά τα σωµατίδια 
αλληλεπιδρούν µεταξύ τους, κινούνται σύµφωνα µε την κίνηση του µέσου και µετα-
φέρουν µαζί τους όλες τις φυσικές πληροφορίες που περιγράφουν το µέσο. Η τεχνική 
είναι σχετικά καινούρια αφού παρουσιάστηκε πρώτη φορά από τους Monaghan και 
Gingold (1977) και Lucy (1977) για µοντελοποίηση αστροφυσικών προβληµάτων. 
Σύντοµα όµως έγινε αντιληπτό ότι η µέθοδος αυτή µπορεί εφαρµοστεί και στα υδρο-
δυναµικά φαινόµενα όπου το ρευστό µπορεί να αντιµετωπιστεί ως ένας πεπερασµέ-
νος αριθµός σωµατιδίων. 
Τα προβλήµατα που αφορούν την υδροδυναµική περιγράφονται κυρίως από µερι-

κές διαφορικές εξισώσεις (Μ∆Ε) µεταβλητών όπως πυκνότητα, ταχύτητα, ενέργεια, 
κτλ. Η αναλυτική λύση αυτών των εξισώσεων είναι εφικτή σε ελάχιστες απλές περι-
πτώσεις και µε αρκετές παραδοχές. Οπότε οι προσπάθειες έχουν στραφεί προς την 
εύρεση των κατάλληλων µεθόδων για αριθµητική επίλυση των εξισώσεων. Για να ε-
πιλυθούν αριθµητικά τέτοιας µορφής προβλήµατα πρέπει πρώτα να διακριτοποιηθεί 
η περιοχή του προβλήµατος όπου ορίζονται οι Μ∆Ε. Κατόπιν πρέπει να εφαρµοστεί 
µια µέθοδος µε την οποία θα είναι δυνατή η προσέγγιση των τιµών των µεταβλητών 
και των παραγώγων αυτών σε κάθε σηµείο δηµιουργώντας µια προσεγγιστική συ-
νάρτηση. Αυτή η συνάρτηση τότε εφαρµόζεται στις Μ∆Ε για να παράγει ένα σύστηµα 
Συνήθων ∆ιαφορικών Εξισώσεων (Σ∆Ε) σε διακριτοποίηµένη µορφή στις οποίες οι 
µεταβλητές παραγωγίζονται µόνο ως προς τον χρόνο. Έτσι το σύστηµα µπορεί να 
επιλυθεί χρησιµοποιώντας κάποιες από τις τυποποιηµένες ρουτίνες αριθµητικής ολο-
κλήρωσης. 

 
 
 
 
 
2.1.2 Ολοκληρωµατική διατύπωση µιας συναρτησης µε τη µεθοδο SPH. 
 
Η διατύπωση του SPH συχνά χωρίζεται σε δύο κύρια µέρη. Το πρώτο µέρος είναι 

η ολοκληρωµατική διατύπωση των συναρτήσεων που περιγράφουν ένα πεδίο ροής. 
Το δεύτερο µέρος είναι η σωµατιδιακή προσέγγιση αυτών. 
Στο πρώτο µέρος, η ολοκλήρωση του γινοµένου µίας τυχαίας συνάρτησης επί µια 

συνάρτηση εξοµάλυνσης πυρήνα δίνει την προσέγγιση της συνάρτησης στην µορφή 
της ολοκληρωµατικής διατύπωσης. Η ολοκληρωµατική διατύπωση  της συνάρτησης 
τότε προσεγγίζεται αθροίζοντας τις τιµές των κοντινότερων γειτονικών σωµατιδίων 
παράγοντας έτσι την σωµατιδιακή προσέγγιση µίας συνάρτησης σε ένα διακριτό ση-
µείο ή σωµατίδιο. 
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Η φιλοσοφία της τεχνικής SPH  ξεκινά από την βασική ιδιότητα της συνάρτησης   
δ-Dirac 

���� � � �������� 	 ���
��
�

                                                     �2.1�  
 
όπου f είναι συνάρτηση του διανύσµατος x και δ(x-x’) είναι η συνάρτηση δ-Dirac 

που δίνεται από τη σχέση 
 ��� 	 ��� � �1, � � ��0, � � ��                                                        �2.2�� 
 
Στη σχέση (2.1), Ω είναι ο όγκος του ολοκληρώµατος που περιέχει το x . Έτσι µε 

τη χρήση της σχέσης (2.1) µπορούµε να αναπαραστήσουµε µία συνάρτηση σε ολο-
κληρωµατική µορφή, αρκεί η συνάρτηση να ορίζεται στον χώρο Ω και να είναι συνε-
χής. 
Αν η συνάρτηση δ αντικατασταθεί µε µία συνάρτηση εξοµάλυνσης W(x-x΄,h) ,τότε 

η ολοκληρωµατική διατύπωση της f(x) δίνεται από την σχέση 
 

���� � � �������� 	 ���
��
�

                                               �2.3� 
 
όπου W είναι η λεγόµενη συνάρτηση εξοµάλυνσης πυρήνα (smoothing function 

kernel)  ή συνάρτηση εξοµάλυνσης (smoothing function). ή απλώς πυρήνας. Στη συ-
νάρτηση εξοµάλυνσης h είναι το µήκος εξοµάλυνσης ή χαρακτηριστικό µήκος, το ο-
ποίο ορίζει την περιοχή επιρροής της συνάρτησης εξοµάλυνσης W. Πρέπει να ση-
µειωθεί ότι από τη στιγµή που η W δεν είναι η συνάρτηση δ-Dirac η ολοκληρωµατική 
διατύπωση της συνάρτησης f όπως δίνεται από τη σχέση 2.3 είναι µια προσέγγιση 
της f. Αυτός είναι και ο ορισµός του όρου προσεγγιστικός πυρήνας.  
Η συνάρτηση εξοµάλυνσης W συνήθως επιλέγεται να είναι άρτια συνάρτηση. Επί-

σης πρέπει να ικανοποιεί κάποιες συνθήκες. Η πρώτη είναι η συνθήκη κανονικοποί-
ησης, σύµφωνα µε την οποία πρέπει να ισχύει 

 

� ��� 	 ��, ��
�� � 1
�

                                                           �2.4� 
 
Η συνθήκη κανονικοποίησης ονοµάζεται και µοναδιαία συνθήκη αφού η ολοκλή-

ρωση της συνάρτησης εξοµάλυνσης δίνει µονάδα. 
Η δεύτερη συνθήκη είναι η δυνατότητα της συνάρτησης W να µετατρέπεται σε συ-

νάρτηση δ-Dirac όταν το µήκος εξοµάλυνσης πλησιάζει το µηδέν 
 lim������ 	 ��, �� � ��� 	 ���                                                      �2.5� 

 
Η W πρέπει να είναι συµπαγής µέσα στην ακτίνα επίδρασης και µηδενική εκτός, 

δηλαδή 
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��� 	 ��, �� � 0    !"#$ |� 	 ��| & '�                                              �2.6� 
  
όπου κ είναι µια σταθερά που σχετίζεται µε την συνάρτηση εξοµάλυνσης και κα-

θορίζει την περιοχή επίδρασής της. 
 
Η συνάρτηση f  στην ολοκληρωτική της µορφή είναι, όπως προαναφέρθηκε, µια 

προσέγγιση της συνάρτησης f. Η ακρίβεια της προσέγγισης είναι δευτέρας τάξης 
όπως φαίνεται παρακάτω. Αν χρησιµοποιήσουµε το ανάπτυγµα Taylor της συνάρτη-
σης f(x΄) γύρω από το x, όπου η f(x) διαφορίσιµη έχουµε 

 ����� � ���� ) �������� 	 �� ) *��� 	 ��+                                          �2.7� 

 

όπου r  είναι το υπόλοιπο του αναπτύγµατος. Αν αντικαταστήσουµε την παραπά-
νω σχέση στην (2.3) έχουµε 

 

���� � �-���� ) �������� 	 �� ) *��� 	 ��+.��� 	 ��, �
�

�
�� 
� ��/� � ��� 	 ��, ��
�� ) ����� ���� 	 ����� 	 ��, ��
�� ) *��+�

��
          �2.8� 

 
Η συνάρτηση W είναι µια άρτια συνάρτηση του x οπότε το γινόµενο (x΄-x)W(x-

x΄,h) είναι µια περιττή συνάρτηση και το ολοκλήρωµα της είναι µηδέν 

���� 	 ����� 	 ��, ��
�� � 0
�

                                               �2.9� 
 
έτσι χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις (2.4) και (2.9) η εξίσωση f στην ολοκληρωµα-

τική της µορφή ισούται µε 
 ���� ) *��+� 
 
οπότε είναι εύκολα αντιληπτό ότι στην µέθοδο SPH η ολοκληρωµατική αναπαρά-

σταση ή ο προσεγγιστικός πυρήνας µια συνάρτησης έχει ακρίβεια δευτέρας τάξης. 
 
 
 
 
 
2.1.3 Ολοκληρωµατική αναπαράσταση της πρώτης παραγώγου µιας συνάρ-

τησης 
 
Η προσέγγιση της χωρικής παραγώγου 2 · ���� δίνεται από την σχέση (2.3) αντι-

καθιστώντας την f(x) µε την 2 · ���� 
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2 · ���� � �-2 · �����.��� 	 ��, ��
��
�

                                  �2.10� 
 
εφαρµόζοντας την παραγώγιση γινοµένου έχουµε 
  -2 · �����.��� 	 ��, �� � 2 · -�������� 	 ��, ��. 	 ����� · 2��� 	 ��, ��    �2.11� 
 
οπότε η σχέση (2.10) γίνεται 
 

2 · ���� � � 2 · -�������� 	 ��, ��.
�� 	
�

� ����� · 2��� 	 ��, ��
��
�

       �2.12� 
 
το πρώτο ολοκλήρωµα στο δεύτερο µέρος της σχέσης (2.12) µπορεί να µετατρα-

πεί, χρησιµοποιώντας το θεώρηµα απόκλισης, σε επιφανειακό ολοκλήρωµα όπου η 
S είναι η επιφάνεια που περικλείει τον χώρο Ω. 

 

2 · ���� � � �������� 	 ��, �� · 4556
7 	
8

� ����� · 2��� 	 ��, ��
��
�

          �2.13� 
 
όπου 956 το µοναδιαίο διάνυσµα κάθετο στην επιφάνεια S. 
Αφού η συνάρτηση εξοµάλυνσης W ορίστηκε να είναι συµπαγής, όταν η περιοχή 

επίδρασης του πυρήνα βρίσκεται µέσα στην ευρύτερη περιοχή του προβλήµατος, το 
επιφανειακό ολοκλήρωµα είναι µηδέν. Σε περίπτωση που η περιοχή επίδρασης δεν 
βρίσκεται ολόκληρη µέσα στην περιοχή του προβλήµατος, η συνάρτηση εξοµάλυν-
σης τέµνεται από το όριο και το επιφανειακό ολοκλήρωµα δεν είναι πλέον µηδέν. Σε 
αυτήν την περίπτωση πρέπει να γίνουν τροποποιήσεις ώστε να διορθωθεί η οριακή 
επίδραση, και το επιφανειακό ολοκλήρωµα να ληφθεί ίσο µε µηδέν στην εξίσωση 
(2.13). 
Έτσι για τα σηµεία των οποίων η ακτίνα επίδρασης βρίσκεται µέσα στα όρια του 

προβλήµατος η σχέση (2.13) απλοποιείται ως εξής 
 

2 · ���� � 	� ����� · 2��� 	 ��, ��
��
�

                                     �2.14� 
 
Στην παραπάνω σχέση είναι αντιληπτό ότι ο διαφορικός τελεστής της συνάρτησης 

f µεταφέρεται στην συνάρτηση εξοµάλυνσης µέσα στο ολοκλήρωµα. Με άλλα λόγια, 
η SPH ολοκληρωµατική αναπαράσταση της παραγώγου µιας συνάρτησης ενός πεδί-
ου παρέχει την δυνατότητα να υπολογίζεται η παράγωγος της συνάρτησης, λαµβά-
νοντας το γινόµενο της συνάρτησης επί την παράγωγο της συνάρτησης εξοµάλυνσης 
W. 
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2.1.4 Σωµατιδιακή Προσέγγιση  
 
Στην µέθοδο SPH, όλο το σύστηµα αντιπροσωπεύεται από ένα πεπερασµένο α-

ριθµό σωµατιδίων καθένα από τα οποία έχει τη δική του µάζα και κατέχει τη δική του 
θέση στον χώρο. Αυτό επιτυγχάνεται µε την σωµατιδιακή προσέγγιση η οποία είναι 
άλλη µία σηµαντική λειτουργία της SPH µεθόδου. 
Η ολοκληρωµατική αναπαράσταση µια συνάρτησης µπορεί να διακριτοποιηθεί µε-

τατρέποντας το ολοκλήρωµα σε ένα άθροισµα όλων των σωµατιδίων που βρίσκονται 
µέσα στην περιοχή επίδρασης του πυρήνα όπως φαίνεται και στο σχήµα 2.1.1. 

 

 
Σχήµα 2.1.1. Σωµατιδιακή προσέγγιση χρησιµοποιώντας τα σωµατίδια που βρίσκονται εντός της 

περιοχής επίδρασης Ω της συνάρτησης εξοµάλυνσης W του σωµατιδίου i. Η περιοχή επίδρασης είναι 
σφαιρική µε ακτίνα κh. 

 
Η διαδικασία διακριτοποίησης του ολοκληρώµατος µετατρέποντάς το σε άθροισµα 

που περιλαµβάνει τα σωµατίδια, ονοµάζεται σωµατιδιακή προσέγγιση. Η διαδικασία 
αυτή φαίνεται παρακάτω. 
Αν ο στοιχειώδης όγκος dx΄ στα προηγούµενα ολοκληρώµατα στη θέση του σω-

µατιδίου j αντικατασταθεί από τον πεπερασµένο όγκο του σωµατιδίου ∆Vj ο οποίος 
συνδέεται µε την µάζα του σωµατιδίου mj  µε τη σχέση 

 :; � <=;>;                                                                       �2.15� 

 
όπου ρj η πυκνότητα του σωµατιδίου j (=1,2,.....,Ν) και Ν ο αριθµός των σωµατιδί-

ων που βρίσκονται µέσα στην περιοχή επιρροής του πυρήνα του σωµατιδίου i. 
Η συνεχής SPH ολοκληρωµατική αναπαράσταση για την συνάρτηση f(x) µπορεί 

να γραφεί στην παρακάτω διακριτοποιηµένη µορφή της σωµατιδιακής προσέγγισης.  
 

���� � � �������� 	 ��, ��
/�
�

  
?@�A�;B�A� 	 �C, �B<=;D

;EF  

� @�A�CB�A� 	 �C, �B 1>; �>;<=;�
D
;EF  
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�@�A�CB�A� 	 �C, �B 1>; :;
D
;EF  

ή 

���� � @:;>; �A�CB�A� 	 �C, �BD
;EF                                         �2.16� 

 
Έτσι η σωµατιδιακή προσέγγιση µίας συνάρτηση για ένα σωµατίδιο i µπορεί τελικά 

να γραφεί  
 

���� � @:;>; � · A�CB�G;
D
;EF                                                    �2.17� 

 
όπου 
 �G; � �A�H 	 �C, �B                                                        �2.18� 
 
Η εξίσωση (2.17) δηλώνει ότι η τιµή µιας συνάρτησης στο σωµατίδιο i προσεγγίζε-

ται χρησιµοποιώντας τον µέσο όρο των τιµών της συνάρτησης για όλα τα σωµατίδια j 
που βρίσκονται στην περιοχή δράσης του πυρήνα του i ,µε διαφορετική όµως βαρύ-
τητα για το κάθε σωµατίδιο, η οποία καθορίζεται από την συνάρτηση εξοµάλυνσης. 
Με την ίδια λογική, η σωµατιδιακή προσέγγιση της πρώτης παραγώγου µιας συ-

νάρτησης είναι 
 

2 · ���� � 	@:;>; �A�CB · 2�A� 	 �C, �BD
;EF                                 �2.19� 

 
όπου η κλίση 2�  στην παραπάνω εξίσωση λαµβάνεται ως προς το σωµατίδιο j. 

Έτσι η σωµατιδιακή προσέγγιση για µια συνάρτηση σε ένα σωµατίδιο i µπορεί γραφεί 
τελικά 

 

2 · ���� � 	@:;>; �A�CB · 2�G;
D
;EF                                        �2.20� 

 
όπου 
 2�G; � I�G;I�; � I�G;I*G; I*G;I�; � 	�G;*G; I�G;I*G;                                  �2.21� 
αφού 
 

*G; � JA/G 	 /;B+ ) AKG 	 K;B+ ) ALG 	 L;B+                            �2.22� 
 
όπου x,y,z οι συντεταγµένες και rij η απόσταση των σωµατίων i,j. 
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Αν η κλίση 2� ληφθεί ως προς το σωµατίδιο i τότε το αρνητικό πρόσηµο παρα-
λείπεται και η σχέση (2.20) γίνεται 

 

2 · ���� �@:;>; �A�CB · 2M�G;
D
;EF                                         �2.23� 

 
Η εξίσωση (2.23) δηλώνει ότι η τιµή της κλίσης µιας συνάρτησης στο σωµατίδιο i 

προσεγγίζεται χρησιµοποιώντας τον µέσο όρο των τιµών της συνάρτησης για όλα τα 
σωµατίδια j που βρίσκονται στην περιοχή δράσης του πυρήνα του i ,µε διαφορετική 
όµως βαρύτητα για το κάθε σωµατίδιο, η οποία καθορίζεται από την κλίση της συ-
νάρτησης εξοµάλυνσης. 
Οµοίως η σωµατιδιακή προσέγγιση της Λαπλασιανής µιας συνάρτησης δίνεται 

από τη σχέση 
 

2+���� � @:;>; �A�CB2+�G;
D
;EF                                                �2.24� 

 
Από τις παραπάνω σχέσεις φαίνεται ότι η σωµατιδιακή προσέγγιση στην πραγµα-

τικότητα µετατρέπει τις συνεχείς ολοκληρωµατικές αναπαραστάσεις µιας συνάρτησης 
και των παραγώγων της σε διακριτοποιηµένα αθροίσµατα που βασίζονται σε τυχαία 
τοποθετηµένα σωµατίδια. Αυτή η χρήση των αθροισµάτων των σωµατιδίων για να 
προσεγγιστούν τα ολοκληρώµατα είναι και ο βασικός λόγος που η µέθοδος SPH είναι 
απλή χωρίς την ανάγκη δηµιουργίας πλέγµατος για αριθµητική ολοκλήρωση. 
Πρέπει να σηµειωθεί ότι αν αντικαταστήσουµε την συνάρτηση f(x) µε την πυκνότη-

τα ρ στην συνάρτηση (2.17) τότε έχουµε την κατά SPH προσέγγιση της πυκνότητας 
 

>G � @:;�G;
D
;EF                                                              �2.25� 

 
Αξίζει να σηµειωθεί ότι η W έχει µονάδες αντίστροφου όγκου. Η σχέση (2.25) δη-

λώνει ότι η πυκνότητα ενός σωµατιδίου είναι ο σταθµισµένος µέσος όλων των σωµα-
τιδίων µέσα στην περιοχής επίδρασης του. 

 
 
 
 
 
2.1.5 Η συνάρτηση εξοµάλυνσης W (kernel)  
 
Σε γενική µορφή µία συνάρτηση εξοµάλυνσης πυρήνα µπορεί να γραφεί σύµφωνα 

µε τη σχέση  
 ��A*G;B � 1�N � O*G;� P                                                          �2.26� 
 



Κεφάλαιο 2: Παρουσίαση του μοντέλου SPH    

20 

 

-2

-1,5

-1

-0,5

0

0,5

1

0 0,5 1 1,5

f

q

W

dW/dq

όπου d είναι ο αριθµός των διαστάσεων του προβλήµατος. ∆ιάφορες µορφές της 
συνάρτησης έχουν δοκιµαστεί κατά καιρούς. Παρακάτω παρατίθενται κάποιες από τις 
πιο πρόσφατες συναρτήσεις πυρήνα που συναντώνται στην SPH βιβλιογραφία. 
Ο Lucy  το 1977 χρησιµοποίησε µια καµπανοειδή συνάρτηση (σχήµα 2.1.2): 
 ��A*G;B � QN ��1 ) 3R��1 	 R�S,   R T 10                          ,        R U 1�                                       �2.27� 
 
όπου q=

VWX�   και αd είναι 5/4h, 5/πh2 και 105/16πh3 για χώρο 1,2 και 3 διαστάσεων 
αντίστοιχα, έτσι ώστε η συνθήκη της µονάδας να ικανοποιείται και για τρεις διαστά-
σεις.  

 

 
 

Σχήµα 2.1.2 Η µορφή της καµπανοειδής συνάρτησης του Lucy. 
 
Ο Monaghan (1992) σηµείωσε ότι για να βρεθεί µια φυσική αναπαράσταση µίας 

SPH εξίσωσης, πρέπει η συνάρτηση εξοµάλυνσης να λαµβάνει τη µορφή της συνάρ-
τησης Gauss. Έτσι οι Gingold και Monaghan (1977) στη αρχική τους δηµοσίευση ε-
πέλεξαν την παρακάτω συνάρτηση Gauss (σχήµα 2.1.3) να προσοµοιώσουν µη 
σφαιρικά αστέρια. 

 ��A*G;B � #NYZ[\                                                       �2.28� 
 
όπου αd είναι 1/π0.5h, 1/πh2 και 1/π1.5h3 για χώρο 1, 2 και 3 διαστάσεων αντί-

στοιχα. 
Η συνάρτηση πυρήνα µε τη µορφή της συνάρτησης Gauss είναι επαρκώς λεία α-

κόµα και για παραγώγους υψηλότερων τάξεων και θεωρείται ως η καλύτερη επιλογή 
επειδή είναι πολύ σταθερή και ακριβής ιδιαίτερα σε σωµατίδια µε ανοµοιογενή δια-
σπορά. Ωστόσο δεν είναι τελείως συµπαγής παρά µόνο αν το q τείνει στο άπειρο, 
πρακτικά όµως θεωρείται συµπαγής.  
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Σχήµα 2.1.3. Η µορφή της συνάρτησης Gauss. 
 
Αξίζει να σηµειωθεί ότι για να ελαχιστοποιηθεί το q µερικές φορές πρέπει ή να αυ-

ξηθεί η περιοχή επίδρασης του πυρήνα ή να αυξηθεί ο αριθµός των σωµατιδίων µε 
αποτέλεσµα την αύξηση του υπολογιστικού κόστους. 
Οι Monaghan και Lattanzio (1985) επινόησαν την παρακάτω συνάρτηση εξοµά-

λυνσης (σχήµα 2.1.4) βασιζόµενοι στις συναρτήσεις κυβικών splines: 
 

��A*G;B � QN
]̂_̂
`23 	 RS ) 12RS,   0 T R a 116 �2 	 R�S,         1 T R a 20 ,                                 R U 2

�                                      �2.29� 
 
όπου αd=1/h, 15/7πh2 και 3/2πh3 για χώρο 1,2 και 3 διαστάσεων αντίστοιχα.  
 

 
 

Σχήµα 2.1.4. Η µορφή της συνάρτησης κυβικής spline. 
 
 
Η κυβική spline συνάρτηση µέχρι τώρα είναι η συνάρτηση που έχει χρησιµοποιη-

θεί περισσότερο αφού προσοµοιάζει την Gauss και ταυτόχρονα έχει µικρότερη περι-
οχή επίδρασης. Ωστόσο η δεύτερη παράγωγος µιας κυβικής spline  συνάρτησης είναι 
γραµµική συνάρτηση και σύµφωνα µε τις ιδιότητες σταθερότητας µπορεί να είναι κα-
τώτερη άλλων πιο οµαλών πυρήνων.  
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Ο Morris (1994,1996) εισήγαγε υψηλότερης τάξης (4ης και 5ης) splines που προ-
σεγγίζουν καλύτερα την συνάρτηση Gauss και είναι σταθερότερες. 
Η τετάρτης τάξης spline (σχήµα 2.1.5) είναι: 
 

��A*G;B � QN ]_
`�2.5 	 R�b 	 5�1.5 	 R�b ) 10�0.5 	 R�b,   0 T R a 0.5�2.5 	 R�b 	 5�1.5 	 R�b,                              0.5 T R a 1.5�2.5 	 R�b,                                                         1.5 T R a 2.50 ,                                                                                   R U 2.5

�           �2.30� 
 
όπου αd είναι 1/24h, 96/1199πh2 και 1/20πh3 για χώρο 1,2 και 3 διαστάσεων α-

ντίστοιχα. 
 

 
 

Σχήµα 2.1.5 Η µορφή της συνάρτησης της τετάρτης τάξης spline. 
 
Η πέµπτης τάξης spline (σχήµα 2.1.6) είναι: 
 

��A*G;B � QN ]_
`�3 	 R�c 	 6�2 	 R�c ) 15�1 	 R�c,   0 T R a 1�3 	 R�c 	 6�2 	 R�c,                             1 T R a 2�3 	 R�c,                                                     2 T R a 30 ,                                                                          R U 3

�                 �2.31� 
 
όπου αd είναι 120/h, 7/478πh2 και 3/359πh3 για χώρο 1,2 και 3 διαστάσεων αντί-

στοιχα. 
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Σχήµα 2.1.6 Η µορφή της συνάρτησης της πέµπτης τάξης spline. 
 

 
 
 
 
 
2.1.6 Τεχνικές εξαγωγής SPH διατυπώσεων.  
 
Χρησιµοποιώντας τις παραπάνω διαδικασίες για την ολοκληρωµατική και σωµατι-

διακή προσέγγιση µια συνάρτησης, µπορούν να εξαχθούν SPH διατυπώσεις για τις 
µερικές διαφορικές εξισώσεις(Μ∆Ε). Στη πραγµατικότητα υπάρχουν διάφοροι τρόποι 
για την παραγωγή SPH διατυπώσεων. Σύµφωνα µε τον Benz(1990) για να δηµιουρ-
γηθούν SPH εξισώσεις για τις (Μ∆Ε), πολλαπλασιάζεται κάθε όρος µε την συνάρτη-
ση εξοµάλυνσης και γίνεται ολοκλήρωση στον όγκο ελέγχου µε τη χρήση ολοκλήρω-
σης κατά µέλη και αναπτυγµάτων Taylor. Ο Monaghan (1992) εφάρµοσε µια πιο α-
πλή προσέγγιση, χρησιµοποιώντας απευθείας τις σχέσεις (2.17) και (2.23). Με αυτή 
την προσέγγιση οι δύο παρακάτω ταυτότητες χρησιµοποιούνται για να τοποθετήσουν 
την πυκνότητα µέσα στον διαφορικό τελεστή 

 2 · ���� � 1> d2 · A>����B 	 ���� · 2>e                                      �2.31� 
 2 · ���� � > f2 · g����> h ) ����>+ · 2>i                                      �2.32� 
 
Οι δύο παραπάνω ταυτότητες µπορούν αντικατασταθούν στο ολοκλήρωµα στην 

εξίσωση (2.10). Αν εφαρµόσουµε την διαδικασία σωµατιδιακής προσέγγισης σε κάθε 
διαφορικό όρο στο δεξί µέρος των εξισώσεων (2.31) και (2.32) έχουµε τις παρακάτω 
σχέσεις για το σωµατίδιο i 

 

2 · ���H� � 1>G j@:;d�A�CB 	 ���H�eD
;EF · 2MWMlm                                 �2.33� 
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2 · ���H� � >G j@:; f�A�CB>;+ ) ���H�>G+ iD
;EF · 2MWMlm                                 �2.34� 

 
Αξίζει να σηµειωθεί ότι κάθε όρος που βρίσκεται έξω από το διαφορικό των σχέ-

σεων (2.31) και (2.32) αναφέρεται στο σωµατίδιο i. Επίσης παρατηρούµε ότι µε τις 
παραπάνω σχέσεις κάθε συνάρτηση του πεδίου f(x) εµφανίζεται ανά ζεύγη σωµατι-
δίων. 
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2.2  Μοντέλο SPH για ρευστά. 
 
Η µέθοδος SPH για µετατροπή των µερικών διαφορικών εξισώσεων σε διακριτο-

ποιηµένες συνήθεις διαφορικές εξισώσεις ως προς τον χρόνο, έχει ουσιαστική εφαρ-
µογή στην αντιµετώπιση προβληµάτων ρευστοµηχανικής. Στη περίπτωση αυτή το 
ρευστό αντιµετωπίζεται ως ένα σύνολο πεπερασµένου αριθµού σωµατιδίων, τα ο-
ποία φέρουν όλες τις ιδιότητες του ρευστού (µάζα, ιξώδες, πυκνότητα) και τα χαρα-
κτηριστικά του πεδίου ροής (πίεση ταχύτητα) και αλληλεπιδρούν µεταξύ τους. Οι εξι-
σώσεις που περιγράφουν ένα πεδίο ροής και αφορούν την παρούσα εργασία είναι η 
εξίσωση διατήρησης της µάζας και η εξίσωση διατήρησης της ορµής. Όπως αναφέρ-
θηκε η µέθοδος SPH εφαρµόζεται στην κατά Lagrange µορφή των εξισώσεων και αυ-
τή η µορφή θα παρουσιαστεί παρακάτω. 

 
 
 
 
2.2.1 Σωµατιδιακή προσέγγιση της εξίσωσης διατήρησης της µαζας. 
 
Η διαφορική διατύπωση της εξίσωσης της συνέχειας κατά την Lagrange θεώρηση 

δίνεται από την παρακάτω σχέση: 
 n>no � 	>2 · p                                                              �2.35� 
 
όπου 

qqr η υλική παράγωγος, ρ η πυκνότητα και p η ταχύτητα. 
Αν εφαρµοστεί η σωµατιδιακή προσέγγιση της σχέσης (2.33) στην σχέση (2.35) 

έχουµε το ρυθµό µεταβολής της πυκνότητας του σωµατιδίου i 
 n>Gno � 	>G 1>G j@:;�p; 	 pG�D

;EF · 2MWMlm 
 

�@:;�pG 	 p;�D
;EF · 2MWMl 

έτσι n>Gno � @:;pG;
D
;EF · 2MWMl                                                  �2.36� 

 
όπου pG; � pG 	 p;. 
Με αυτή την έκφραση ο ρυθµός µεταβολής της πυκνότητας εξαρτάται από τη δια-

φορά των ταχυτήτων του σωµατιδίου i και των γειτονικών σωµατιδίων j, καθώς και 
από τη σχετική τους θέση που υπολογίζεται µέσω της κλίσης της συνάρτησης W. 
Έτσι είναι πιο εύκολος ο υπολογισµός της µεταβολής της πυκνότητας αφού σε κάθε 
χρονικό βήµα γίνεται υπολογισµός της ταχύτητας και της θέσης των σωµατιδίων. 
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2.2.2 Σωµατιδιακή προσέγγιση της εξίσωσης διατήρησης της ορµής. 
 
Η διαφορική διατύπωση της εξίσωσης διατήρησης του ορµής για συνεκτική ροή 

κατά την Lagrange θεώρηση δίνεται από την παρακάτω σχέση 
 >npno � >s 	 2p ) u∆p                                                  �2.37� 
 
όπου µ το ιξώδες, g η επιτάχυνση της βαρύτητας, p η πίεση και ∆ ο τελεστής Lap-

lace 
 

Δ � I+I/+ ) I+IK+ ) I+IL+                                                    �2.38� 
 
Αν θεωρηθεί το ρευστό µη συνεκτικό τότε προκύπτει η εξίσωση Euler για την δια-

τήρηση της ορµής 
 >npno � >s 	 2p                                                         �2.39� 
 npno � s 	 1>2p                                                         �2.40� 
 
Αν εφαρµοστεί η σωµατιδιακή προσέγγιση της σχέσης (2.34) στην σχέση (2.40) 

για την κλίση της πίεσης, έχουµε τον ρυθµό µεταβολής της ταχύτητας του σωµατιδίου 
i 

 npHno � 	 1>G >G j@:; fp;>;+ ) pG>G+i
D
;EF · 2MWMlm ) s                              �2.41� 

 

x npHno � 	@:; fp;>;+ ) pG>G+i
D
;EF · 2MWMl ) s                                    �2.42� 

 
Από την  παραπάνω σχέση φαίνεται ότι η επιτάχυνση ενός σωµατιδίου i εξαρτάται 

από την πίεση και πυκνότητα του σωµατιδίου i και των γύρω του σωµατιδίων j καθώς 
και από την σχετική τους θέση. 

 
 
 
 
 
2.2.3 Τεχνητή συνεκτικότητα. 
 
Στην παραπάνω διατύπωση της εξίσωσης διατήρησης της ορµής το ρευστό θεω-

ρήθηκε µη συνεκτικό. Για ακριβέστερη προσοµοίωση ενός πραγµατικού ρευστού, µε 
ιξώδες καθώς και για την αποφυγή παραγωγής αφύσικων λύσεων οι Monaghan και 
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Gingold (1983) επινόησαν την εισαγωγή ενός όρου τεχνητής συνεκτικότητας στη εξί-
σωση της ορµής (2.42). Έτσι η εξίσωση της ορµής παίρνει την εξής µορφή 

 npHno � 	@:; fgp;>;+ ) pG>G+h2MWMl 	 ΠG;iD
;EF ) s                          �2.43� 

 
 
όπου ΠG;  το τεχνητό ιξώδες. 
Η αναλυτική έκφραση του τεχνητού ιξώδους είναι 
 

zG; � {	Q|}~G;�G; ) �|�G;+>~G; 2MWMl,           pHC · �HC a 0
                 0,                                      pHC · �HC a 0�                       �2.44� 

 
όπου 
 �G; � �G;pG; · �G;��G;�+ ) �+ 

 }~G; � 12 �}G ) };� 
 >~G; � 12 �>G ) >;� 
 �G; � 12 A�G ) �;B 
 pHC � pG 	 p; 
 �HC � �G 	 �; 
 
οι συντελεστές αΠ και βΠ των παραπάνω εξισώσεων είναι σταθερές των οποίων η 

τυπική τιµή είναι η µονάδα (Monaghan, 1988, Evrard, 1988). Ο συντελεστής φ=0.1hij 
εισέρχεται για να εµποδίσει αριθµητικές αποκλίσεις όταν δύο σωµατίδια πλησιάζουν 
πολύ µεταξύ τους. Οι c και p συµβολίζουν την ταχύτητα του ήχου και το διάνυσµα 
ταχύτητας του σωµατιδίου, αντίστοιχα. 
Οι Herquist και Katz (1989) εφάρµοσαν µια διαφορετική έκφραση της τεχνητής συ-

νεκτικότητας η οποία εξαρτάται από την απόκλιση της ταχύτητας: 
 zG; � fRG>G+ ) R;>;+i 2MWMl                                                  �2.45� 
 
όπου 
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RG � �Q|�G>G}G|2 · pG| ) �|�G+>G|2 · pG|+,        2 · pG a 0                                                               0,       2 · pG U 0� 
 
 
∆ύο πιο απλές σχέσεις της τεχνητής συνεκτικότητας προτάθηκαν, µια από τον 

Monaghan (1992) 
 zG; � 8 �G ) �;>G ) >;   pHC�HC/G;+ 2MWMl                                                �2.46� 
 
όπου � � ��  η κινηµατική συνεκτικότητα,και η δευτερη από τον Morris κ.α.(1997) 

 zG; � uG ) u;>G>;   pHC/G;+ �HC2MWMl                                                 �2.47� 
 
Οι σχέσεις 2.46 και 2.47, σε αντίθεση µε τις εκφράσεις της τεχνητής συνεκτικότη-

τας των σχέσεων 2.44 και 2.45, χρησιµοποιούν την τιµή του ιξώδους εισάγοντας έτσι 
στην εξίσωση της ορµής µια φυσική ιδιότητα του ρευστού. 

 
 
 
2.2.4 Τεχνητή συµπιεστότητα. 
 
Για τον υπολογισµό της επιτάχυνσης των σωµατιδίων, όπως φαίνεται από την εξί-

σωση (2.43) χρειάζεται και ο υπολογισµός της πίεσης των σωµατιδίων. Εξάλλου η 
κλίση της πίεσης είναι η αιτία της κίνησης των σωµατιδίων. Όµως υπάρχουν αρκετές 
δυσκολίες στην µοντελοποίηση της πίεσης µε τη µέθοδο SPH. Ο υπολογισµός της 
πίεσης ενός ασυµπίεστου ρευστού από την πραγµατική καταστατική εξίσωση των 
ρευστών οδηγεί σε χρονικά βήµατα ολοκλήρωσης τα οποία είναι εξαιρετικά µικρά. 
Έτσι η πίεση υπολογίζεται µέσω µιας καταστατικής εξίσωσης η οποία την συνδέει µε 
την πυκνότητα. Όπως προκύπτει και από την εξίσωση µεταβολής της πυκνότητας, το 
ρευστό, και για την περίπτωση του νερού, λαµβάνεται ελαφρώς συµπιεστό. Με την 
προϋπόθεση αυτή ο Batchelor (1973) πρότεινε µια καταστατική εξίσωση την οποία 
τροποποίησε ο Monaghan (1994) για ροές µε ελεύθερη επιφάνεια  

 

pG � >�}�+� ��>�>��� 	 1�                                                  �2.48� 
 
όπου ρ0 είναι η πυκνότητα αναφοράς, γ µια σταθερά που για την περίπτωση του 

νερού παίρνει την τιµή γ=7, και c0 η ταχύτητα του ήχου. Η ταχύτητα του ήχου αν λά-
βει την φυσική της τιµή θα προκαλέσει πολύ µικρά χρονικά βήµατα, όπως θα παρου-
σιαστεί παρακάτω. Λαµβάνει τέτοιες τιµές ώστε ο αριθµός Mach να παραµένει κάτω 
του 0.1. Έτσι µια προτεινόµενη τιµή της ταχύτητας του ήχου είναι 10 φορές την τιµή 
της µέγιστης ταχύτητας της ροής (Violeu κ.α,2007), διατηρώντας τις διακυµάνσεις της 
σχετικής πυκνότητας µικρότερες του 1%.  
Μια άλλη πιθανή επιλογή της καταστατικής εξίσωσης είναι: 
 p � }+>                                                                  �2.49� 
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την οποία ο Morris κ.α. (1997) χρησιµοποίησαν για να µοντελοποιήσουν ασυµπίε-

στες ροές χαµηλού αριθµού Reynolds χρησιµοποιώντας SPH. Το βασικότερο πρό-
βληµα στον υπολογισµό της πίεσης  µε τη µέθοδο SPH είναι ότι µικρές µεταβολές της 
πυκνότητας µπορεί να προκαλέσουν µεγάλες διακυµάνσεις στην πίεση µε αποτέλε-
σµα την αστάθεια του αλγορίθµου ή και ανακριβείς τιµές της πίεσης  

 
 
 
 
2.2.5 Χρονικό βήµα ολοκλήρωσης 

 
Κατά την επιλογή του χρονικού βήµατος ολοκλήρωσης των εξισώσεων πρέπει να 

λαµβάνονται υπ’ όψιν οι παρακάτω περιορισµοί (Issa,2004): 
 

• Συνθήκη CFL (Courant-Friedrich-Levy) 
• Το µέγεθος των εξωτερικών και εσωτερικών δυνάµεων που ασκούνται πάνω 

σε κάθε σωµατίδιο 
• Ο όρος κινηµατικής συνεκτικότητας 

 
 
Συνθήκη CFL 

 
Η συνθήκη CFL επιβάλλει ότι το χρονικό βήµα dtCFL πρέπει να είναι µικρότερο ή 

ίσο µε το χρόνο µετακίνησης του χαρακτηριστικού µήκους h ως προς τη χωρική δια-
κριτοποίηση. Στις σχέσεις του SPH και στις υδραυλικές εφαρµογές (όπου M<<1), η 
συνθήκη αυτή εκφράζεται µε τη σχέση: 

 
o��� � 0.4 �}�                                                             �2.50� 
 
όπου ο συντελεστής 0.4 καθορίστηκε από αριθµητικά πειράµατα (Monaghan, 

1992) και c0 η αριθµητική τιµή της ταχύτητας του ήχου. Ο σκοπός αυτής συνθήκης 
είναι να αποφευχθεί η µετάδοση της τεχνητής πίεση µε τη µορφή κυµάτων (κυµάτων 
πίεσης) κατά την επίλυσης της καταστατικής εξίσωσης. 

 
 
Συνθήκη λόγω των εξωτερικών και εσωτερικών δυνάµεων. 
 
Αυτή συνθήκη εξασφαλίζει ότι τα σωµατίδια δεν πλησιάζουν πολύ κοντά µεταξύ 

τους κατά την ολοκλήρωση της κίνησής τους σε ένα χρονικό βήµα (Morris κ.α.,1997).  
 


o��V��� � 0.25:�9����G�                                                 �2.51� 
 
όπου γi είναι η επιτάχυνση των σωµατιδίων i που οφείλεται στις εσωτερικές και 

εξωτερικές δυνάµεις. 
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Συνθήκη λόγω κινηµατικής συνεκτικότητας 
 
Το κριτήριο της κινηµατικής συνεκτικότητας πρέπει να ληφθεί υπ’ όψιν έτσι ώστε 

το χρονικό βήµα να είναι µικρότερο της χρονικής κλίµακας του φαινοµένου συνεκτικό-
τητας. Η χρονική κλίµακα αυτή εξαρτάται από το χαρακτηριστικό µήκος h. Το κριτήριο 
συνεκτικότητας ορίζεται από τη σχέση: 

 


o�G�� � 0.125 �+�                                                            �2.52� 
 
Για µια ικανοποιητικά υψηλή ανάλυση (µικρό h) ή µεγάλη τιµή της συνεκτικότητας, 

η σχέση (2.52) είναι τυπικά ο κυρίαρχος χρονικός περιορισµός. Η συνθήκη αυτή είναι 
γενικά µη απαραίτητη, εκτός από ροές χαµηλού αριθµού Reynolds. 

 
 
Έτσι το τελικό χρονικό βήµα dt καθορίζεται σύµφωνα µε τη σχέση: 
 
o � :�9�
o��� , 
o��V���
o�G���                                            �2.53� 
 
     
 
 
2.2.6 Χειρισµός ορίων 
 
Η µέθοδος SPH είχε σχεδιαστεί αρχικά για προσοµοίωση κίνησης σωµάτων στην 

αστροφυσική χωρίς συγκεκριµένα όρια του υπολογιστικού χώρου. Η αντιµετώπιση, 
λοιπόν, των οριακών συνθηκών σε διάφορους τύπους ροής ρευστών ακόµα παρου-
σιάζει δυσκολίες. 
Παρά τη µεγάλη σηµασία αντιµετώπισης των οριακών συνθηκών για πρακτικές 

εφαρµογές, το κυρίως πρόβληµα που υπάρχει έχει σχέση µε την έλλειψη σωµατιδίων 
και τη διακοπή του χώρου ολοκλήρωσης καθώς και µε την απουσία συνεκτικών δυ-
νάµεων στα σωµατίδια που βρίσκονται κοντά στα όρια. 
Ένα ακόµα σηµαντικό πρόβληµα που παρουσιάζεται είναι η εισχώρηση σωµατι-

δίων του ρευστού στο στερεό τοίχωµα, που δεν έχει φυσικό νόηµα. 
Αυτά τα προβλήµατα µπορούν να αντιµετωπιστούν αν αυξηθεί ο υπολογιστικός 

χώρος και περιλαµβάνει και τα τοιχώµατα, τα οποία αντιπροσωπεύονται επίσης από 
σωµατίδια. 
Μια πρόταση (Libersky, Pertschek κ.α.,1993) είναι να παράγονται σωµατίδια τοι-

χώµατος συµµετρικά ως προς τα σωµατίδια του ρευστού, δηλαδή κατοπτρικά σωµα-
τίδια µε γραµµή συµµετρίας το σταθερό όριο. Τα σωµατίδια αυτά ονοµάζονται φα-
νταστικά σωµατίδια (ghost particles). 
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Σχήµα 2.2.1. Φανταστικά σωµατίδια τοιχώµατος (ghost particles) 
 
Μια εναλλακτική πρόταση (Issa,2005) είναι τα υποθετικά αυτά σωµατίδια του τοι-

χώµατος να έχουν µια σταθερή και προκαθορισµένη θέση, οπότε και ονοµάζονται 
εικονικά σωµατίδια (fictitious particles). 

 

 
 

Σχήµα 2.2.2. Εικονικά σωµατίδια τοιχώµατος (fictitious particles) 
 
 
Και στις δύο περιπτώσεις οι τιµές των ιδιοτήτων των σωµατιδίων αυτών καθορίζο-

νται έτσι ώστε να ισχύουν οι ανάλογες οριακές συνθήκες. 
Οι δύο παραπάνω µέθοδοι δίνουν ικανοποιητικά αποτελέσµατα, αλλά αντιµετωπί-

ζουν πολλά προβλήµατα σε σύνθετες γεωµετρίες, όπως κυρτές επιφάνειες και ακµές.  
Τα προβλήµατα αυτά παρακάµπτονται ως ένα βαθµό µε µια απλούστερη αλλά λι-

γότερο ακριβή µέθοδο που προτείνεται από τον Monaghan (1994). Σωµατίδια τοπο-
θετούνται κατά µήκος του ορίου και ασκούν απωστικές δυνάµεις στα σωµατίδια του 
ρευστού. 
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Σχήµα 2.2.3. Σωµατίδια τοιχώµατος µε απωστικές δυνάµεις. 
 
 
 Οι δυνάµεις έχουν τη λεγόµενη µορφή Lennard-Jones: 
 � � n �O*�* PF+ 	 O*�* P�� �*+                                                 �2.54� 
 
όπου r η κάθετη απόσταση του σωµατιδίου από το τοίχωµα, r0 το µήκος της περι-

οχής επίδρασης των δυνάµεων και D είναι ένας συντελεστής που επιλέγεται σύµφω-
να µε τα δεδοµένα του προβλήµατος και έχει µονάδες m2/s2. Για r>r0 οι δυνάµεις µη-
δενίζονται. Η F έχει µονάδες επιτάχυνσης και δίνει τη δύναµη που ασκείται ανά µο-
νάδα µάζας ρευστού. 
Η τεχνική των απωστικών δυνάµεων, παρόλο που δίνει λύση σε πολύπλοκες γε-

ωµετρίες, υστερεί ως προς την ακρίβεια, κυρίως λόγο της απουσίας συνεκτικών δυ-
νάµεων στα σωµατίδια που βρίσκονται κοντά στα τοιχώµατα. 
Τέλος µια πολύ ικανοποιητική µέθοδος, που φέρει τα πλεονεκτήµατα των παρα-

πάνω µεθόδων, είναι ο συνδυασµός εικονικών σωµατιδίων µε την ταυτόχρονη εφαρ-
µογή των απωστικών δυνάµεων, µε κατάλληλη επιλογή των παραµέτρων. Η µέθοδος 
αυτή εφαρµόστηκε στην παρούσα εργασία. 

  
 
 
 
 
2.2.7 Αναζήτηση γειτονικών σωµατιδίων 
 
Κατά την εφαρµογή της µεθόδου SPH οι µεταβολές των ιδιοτήτων του κάθε σωµα-

τιδίου οφείλονται στην αλληλεπίδρασή του µε τα γειτονικά σωµατίδια, δηλαδή σε αυτά 
που βρίσκονται µέσα στην περιοχή επίδρασης του πυρήνα εξοµάλυνσης. Έτσι προ-
κύπτει το ερώτηµα, πώς θα γίνεται η αναζήτηση των γειτονικών σωµατιδίων. 
Η πιο απλή και προφανής λύση είναι να ελέγχεται η απόσταση όλων των σωµατι-

δίων j από το εξεταζόµενο σωµατίδιο i και όσα βρίσκονται σε απόσταση µικρότερη 
από κh να αλληλεπιδρούν µε το σωµατίδιο i (σχήµα 2.2.7). Αυτή όµως είναι µια εξαι-
ρετικά χρονοβόρα διαδικασία, αφού αν ο συνολικός αριθµός των σωµατιδίων είναι Ν 
πρέπει να γίνουν συνολικά Ν2 έλεγχοι απόστασης σε κάθε χρονικό βήµα. 
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Σχήµα 2.2.4. Έλεγχος όλων των σωµατιδίων για την αναζήτηση των γειτονικών 
 
 
Μια λύση λιγότερο δαπανηρή σε υπολογιστικό κόστος και χρόνο είναι η εφαρµογή 

του αλγορίθµου linked-list (Liu, 2003) και λειτουργεί για σταθερό χαρακτηριστικό µή-
κος αλληλεπίδρασης h. Σε αυτήν την περίπτωση δηµιουργείται ένα σταθερό πλέγµα 
έτσι ώστε να καλύπτει όλο τον υπολογιστικό χώρο. Η κάθε πλευρά των κελιών του 
πλέγµατος έχει µήκος όσο η ακτίνα αλληλεπίδρασης κh , όπου κ παίρνει τις τιµές 2, 
2.5, 3 ανάλογα µε την συνάρτηση εξοµάλυνσης W (§ 2.1.5). Τα σωµατίδια αντιστοιχί-
ζονται στα κελιά του πλέγµατος, έτσι ώστε κατά την αναζήτηση των γειτονικών σω-
µατιδίων ελέγχονται µόνο τα σωµατίδια που βρίσκονται στο ίδιο και στα γειτονικά κε-
λιά. ∆ηλαδή στο δισδιάστατο πρόβληµα γίνεται ο έλεγχος στο κελί του σωµατιδίου και 
στα 8 γειτονικά του (σχήµα 2.2.8), σύνολο 9 κελιά, ενώ στο τρισδιάστατο γίνεται έ-
λεγχος σε συνολικά 27 κελιά. Με αυτόν τον τρόπο ο χρόνος αναζήτησης γειτονικών 
σωµατιδίων µειώνεται σηµαντικά.  

 

 
 

Σχήµα 2.2.5. Αναζήτηση γειτονικών σωµατιδίων στα γειτονικά κελιά µόνο. 
 
 
 
 
 
 

κh 
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2.2.8 Τεχνικές εξοµάλυνσης της ροής 
 
Για την οµαλή κίνηση των σωµατιδίων του ρευστού σε σχέση µε τα γειτονικά τους 

αλλά και την σχετικά οµοιόµορφη κατανοµή της πυκνότητας έχουν προταθεί κάποιες 
διορθωτικές τεχνικές εξοµάλυνσης της ροής. Για τη διόρθωση της ταχύτητας των σω-
µατιδίων υπάρχει η τεχνική XSPH και για τη διόρθωση της πυκνότητας υπάρχει η τε-
χνική κανονικοποίησης της πυκνότητας. 

 
 
Τεχνική XSPH 
 
Η διόρθωση της ταχύτητας των σωµατιδίων µε τη µέθοδο XSPH προτάθηκε από 

τον Monaghan (1992). Σύµφωνα µε τη µέθοδο αυτή ο ρυθµός µεταβολής της θέσης 
ενός σωµατιδίου δίνεται από τη σχέση 

 
/G
o � pH 	 �@:;>; pHC�G;;                                               �2.55� 
 
όπου ε είναι µία σταθερά µεταξύ των αριθµών 0 και 1. Στις περισσότερες περι-

πτώσεις η τιµή ε=0.3 είναι µια καλή επιλογή για την προσοµοίωση ασυµπίεστων 
ροών. Είναι φανερό ότι η τεχνική XSPH περιλαµβάνει τη συνεισφορά των γειτονικών 
σωµατιδίων, γι’ αυτό και κάνει το σωµατίδιο να κινείται µε ταχύτητα πλησιέστερη στη 
µέση ταχύτητα των γειτονικών σωµατιδίων. Η XSPH όταν εφαρµόζεται σε ασυµπίε-
στες ροές µπορεί να διατηρήσει τα σωµατίδια σε τάξη, ενώ όταν εφαρµόζεται σε συ-
µπιεστές ροές µπορεί να µειώσει αποτελεσµατικά αφύσικες εισχωρήσεις µεταξύ σω-
µατιδίων που πλησιάζουν. 
Η τεχνική αυτή µπορεί επίσης να χρησιµοποιηθεί σε προσοµοιώσεις εκρήξεων 

όπου ο συντελεστής ε λαµβάνει τιµές ε>0.5. 
Μια διαφορετική έκφραση της XSPH δίνεται από τους Colagrossi και Landrini 

(2003) όπου δεν λαµβάνεται υπόψη µόνο η τιµή της πυκνότητας του γειτονικού σω-
µατιδίου j, αλλά και η πυκνότητα του εξεταζόµενου σωµατιδίου i : 

 
/G
o � pH ) �@:;>G; pHC�G;;                                                 �2.56� 
 
όπου  ρMl �  ¡¢ £+  
 
Η διορθωµένη ταχύτητα χρησιµοποιείται στις εξισώσεις θέσης και πυκνότητας, αλ-

λά όχι στην εξίσωση της ορµής. 
Για διφασικές ροές η τεχνική XSPH δίνει λάθος αποτελέσµατα. 
 
 
Κανονικοποίηση Πυκνότητας 
 
Μολονότι οι ροές των ρευστών που προκύπτουν από SPH προσοµοιώσεις είναι 

γενικά ρεαλιστικές, το πεδίο πίεσης των σωµατιδίων παρουσιάζει µεγάλες διακυµάν-
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σεις. Οι προσπάθειες για την αντιµετώπιση αυτού του προβλήµατος έχουν επικεν-
τρωθεί σε διάφορες προσεγγίσεις, συµπεριλαµβανόµενης και της διόρθωσης του 
προσεγγιστικού πυρήνα (Bonet & Lok, 1999). Μια, πιο άµεση και λιγότερο δαπανηρή 
σε υπολογιστικό κόστος µέθοδος, είναι η εφαρµογή ενός φίλτρου στην πυκνότητα 
των σωµατιδίων και την εκ νέου αντιστοίχιση µιας πυκνότητας σε κάθε σωµατίδιο 
(Colagrossi και Landrini, 2003). Η µέθοδος κανονικοποίησης της πυκνότητας ονοµά-
ζεται φίλτρο Shepard. 
Το φίλτρο Shepard είναι µια γρήγορη και απλή διόρθωση της πυκνότητας των 

σωµατιδίων , και η ακόλουθη διαδικασία εφαρµόζεται κάθε 30 χρονικά βήµατα. 
 ρM¤¥¦ � @ρlW§ Mlmlρll � @mlW§ Mll                                            �2.57� 
 
όπου ο πυρήνας εξοµάλυνσης έχει επίσης διορθωθεί χρησιµοποιώντας µια διόρ-

θωση γνωστή ως Ζeroth-Οrder: 
 W§ Ml � WMl∑ WMlmlρll                                                            �2.58� 
 
 
 
 
2.2.9 Εφαρµογές στη ρευστοµηχανική 
 
Η µέθοδος SPH έχει µεγάλη εφαρµογή στη ρευστοµηχανική, κυρίως σε προβλή-

µατα ροών που περιλαµβάνουν ελεύθερες επιφάνειες. Οι κύριες κατηγορίες των 
προβληµάτων ελέγχου που συναντώνται στη βιβλιογραφία είναι οι εξής: 

 
• Κατάρρευση στήλης ρευστού 
• ∆ηµιουργία κύµατος 
• Πρόσπτωση δέσµης σε πλάκα 
• Ροή γύρω από αντικείµενο 
• Ροή σε κλειστό αγωγό και σε ανοιχτό κανάλι 
• Συµπεριφορά σταγόνας ρευστού 

 
Στην περίπτωση της κατάρρευσης στήλης ρευστού ο Monaghan (1992) παράγει 

ικανοποιητικά αποτελέσµατα προσοµοιώνοντας την ροή στήλης νερού που συναντά 
ένα εµπόδιο. Για την αντιµετώπιση των τοιχωµάτων εφάρµοσε δυνάµεις Lennard-
Jones και παρατήρησε την συµµετοχή των σωµατιδίων των τοιχωµάτων στη συµπε-
ριφορά του ρευστού.  
Οι Colagrossi και Landrini (2003) στο ίδιο πρόβληµα κατάρρευσης στήλης, χωρίς 

όµως την ύπαρξη εµποδίου, παρατήρησαν ότι το κύµα που δηµιουργείται κατά την 
επιστροφή του νερού από την σύγκρουσή του µε το τοίχωµα (σχήµα 2.2.1) εγκλωβί-
ζει µία ποσότητα αέρα, η οποία αν δεν ληφθεί υπ’ όψιν στους υπολογισµούς προκύ-
πτουν αφύσικα αποτελέσµατα. Έτσι παρουσιάζουν ένα διφασικό µοντέλο για να συ-
µπεριλάβουν και την επίδραση του αέρα. 
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Σχήµα 2.2.6. Κατανοµή των σωµατιδίων (αριστερά) και της πίεσης (δεξιά) στο διφασικό µοντέλο των 

Colagrossi και Landrini µετά τη σύγκρουση του νερού σε κατακόρυφο τοίχο. 
 
Οι Violeau και Issa (2007) προσέγγισαν το ίδιο πρόβληµα εισάγοντας στον κώδικα 

SPH κάποια µοντέλα τύρβης. Για την ακρίβεια χρησιµοποίησαν το µοντέλο k-ε και το 
τρισδιάστατο µοντέλο προσοµοίωσης µεγάλης δίνης (Large Eddy Simulation ,LES). 
Ο Ataie-Ashtiani κ.α.(2008) εφάρµοσαν τον τροποποιηµένο κώδικα ασυµπίεστου 

SPH(Μ- I-SPH) παράγοντας ικανοποιητικά αποτελέσµατα .Στον κώδικα Μ-Ι-SPH το 
νερό αντιµετωπίζεται ως πλήρως ασυµπίεστο και η πίεση υπολογίζεται λύνοντας µια 
εξίσωση Poison, ικανοποιώντας τη συνθήκη ασυµπιεστότητας.   
Ο Lee κ.α.(2008) συγκρίνουν τις µεθόδους Ι-SPH και WCSPH (ελαφρώς συµπιε-

στό SPH) στο πρόβληµα της στήλης. Τέλος ο Crespo κ.α.(2008) προσοµοιώνουν την 
περίπτωση κατάρρευσης στήλης νερού σε µία δεξαµενή που περιέχει νερό και µελε-
τούν την µετάδοση των κυµάτων. 
Στο πρόβληµα δηµιουργίας και εξέλιξης κύµατος ο Dalrymple κ.α. (2006) προσο-

µοίωσαν κύµα σε ακτή εφαρµόζοντας Shepard φίλτρο στην πυκνότητα και ένα νέο 
αλγόριθµο χρονικού βήµατος. Ο Songdong Shao κ.α. (2006) εφάρµοσαν το µοντέλο 
I-SPH στη δηµιουργία κυµάτων που υπερπηδούν έναν κεκλιµένο τοίχο. Το ίδιο πεί-
ραµα επανέλαβε ο Songdong Shao (2006) σε νεώτερη εργασία, χρησιµοποιώντας 
πάλι I-SPH, αλλά εισάγοντας αυτή τη φορά και το µοντέλο τύρβης k-ε. O Ataie-
Ashtiani κ.α. (2008) χρησιµοποίησαν την µέθοδο M-I-SPH στη δηµιουργία και µετά-
δοσης κύµατος. Σε µεταγενέστερη δηµοσίευση οι Ataie-Ashtiani και Shobeyri (2008) 
µελέτησαν τη δηµιουργία κύµατος από ολίσθηση σωµατιδίου σε κεκλιµένη επιφάνεια 
που καλύπτεται από νερό, καθώς και από τη βύθιση σωµατιδίου σε νερό (σχήµα 
2.2.2). 
 

 
 

Σχήµα 2.2.7. ∆ηµιουργία κύµατος από βύθιση αντικειµένου (Ataie-Ashtiani,Shobeyri, 2008) 
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Προσοµοίωση πρόσπτωσης δέσµης ρευστού πάνω σε πλάκα για διάφορες γωνίες 

παρουσίασαν ο Morris κ.α. σε δύο δηµοσιεύσεις το 1998. Στην πρώτη δηµοσίευση η 
πλάκα ήταν οριζόντια και εξέτασαν τις περιπτώσεις να είναι ακίνητη και να κινείται, 
και στη δεύτερη η πλάκα ήταν κατακόρυφη και ακίνητη. 
Ο Marongiu κ.α.(2007) έδειξαν την δυνατότητα προσοµοίωσης πρόσπτωσης δέ-

σµης νερού πάνω σε σκαφίδια υδροστροβίλου Pelton µε SPH. 
Για την περίπτωση ροής ρευστού γύρω από αντικείµενο ο Morris κ.α.(1997) µελέ-

τησαν την ροή και την κατανοµή της πίεσης γύρω από ένα κύλινδρο για διάφορες τι-
µές του Re. Ο Yildiz κ.α. (2008) εξέτασαν την ίδια περίπτωση εφαρµόζοντας την µέ-
θοδο πολλαπλών εφαπτοµένων των ορίων (Multiple Boundary Tangent method, 
MBT), όπου για κάθε σωµατίδιο των στερεών ορίων λαµβάνεται η εφαπτοµένη του 
για την δηµιουργία κατοπτρικών σωµατιδίων συµπαγούς αντικειµένου. Ροή γύρω 
από αντικείµενο τετραγωνικής διατοµής προσοµοίωσαν ο Lee κ.α.(2008) συγκρίνο-
ντας τις µεθόδους Ι-SPH και WCSPH. 
∆ισδιάστατη ροή σε αγωγό µελέτησαν ο Morris κ.α.(1997) προσοµοιώνοντας την 

ροή Couette και τη ροή Poiseuille. Τις ίδιες προσοµοιώσεις παρουσίασαν και ο Jiang 
κ.α. (2005). Την τρισδιάστατη ροή σε ανοιχτό κανάλι (σχήµα 2.2.3), εφαρµόζοντας 
µοντέλα τύρβης, πέτυχαν ο Violeau κ.α. (2007). 
 

 
 

Σχήµα 2.2.8. 3d τυρβώδης ροή ανοιχτού καναλιού µε τη µέθοδο SPH-LES  (Violeau κ.α. ,2007) 
 
Στην προσοµοίωση συµπεριφοράς σταγόνας ρευστού και µετατροπής της µορφής 

της σε έλλειψη αναφέρθηκε ο Monaghan (1992). Ο Guangzheng Zhou κ.α. (2008) 
εφάρµοσαν ένα αποτελεσµατικό µοντέλο επιφανειακής τάσης το οποίο είναι απλό σε 
µορφή και έχει µικρό υπολογιστικό κόστος. Τέλος ο Ataie-Ashtiani κ.α. (2008) χρησι-
µοποίησαν την µέθοδο M-I-SPH στην ελλειπτική σταγόνα. 
Πέρα από τις παραπάνω εφαρµογές, πολλές προσοµοιώσεις ρευστών µε τη βοή-

θεια του SPH έχουν δηµοσιευθεί στα πρακτικά των συνεδριάσεων του SPHERIC 
(Smoothed Particle Hydrodynamics European Research Interest Community). Στα 
παρακάτω σχήµατα παρουσιάζονται κάποιες από τις εφαρµογές αυτές. 
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Σχήµα 2.2.9. Προσοµοίωση ακροφυσίου υδροστροβίλου Pelton (Koukouvinis κ.α. 2009). 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Σχήµα 2.2.10. Προσοµοίωση ροής σε κανάλι υπερχείλισης φράγµατος ( Lee κ.α. 2009).   
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Σχήµα 2.2.11. Προσοµοίωση της συµπεριφοράς ρευστού σε βυτιοφόρο όχηµα µε παραλληλεπίπε-
δη (πάνω) και κυλινδρική (κάτω) δεξαµενή, κατά την αλλαγή λωρίδας κυκλοφορίας (Lehnard κ.α., 

2009). 
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Κεφάλαιο 3 
 

Κώδικας SPH 
 
3.1  Χαρακτηριστικά του αλγορίθµου 
 
Όπως παρουσιάστηκε στο προηγούµενο κεφάλαιο, η διακριτοποίηση των διαφο-

ρικών εξισώσεων µε τη µέθοδο SPH έγινε για την αριθµητική επίλυση των εξισώσεων 
ροής των ρευστών µε την βοήθεια ηλεκτρονικών υπολογιστών. Έτσι στην παρούσα 
εργασία δηµιουργήθηκε ένας αλγόριθµος σε γλώσσα προγραµµατισµού Fortran για 
την εφαρµογή της µεθόδου αυτής. 
Γενικότερος στόχος του αλγορίθµου είναι η προσοµοίωση της ροής του ρευστού, 

για διάφορες συνθήκες. Με τη βοήθεια του κώδικα είναι δυνατή η οπτικοποίηση της 
θέσης των σωµατιδίων του ρευστού σε κάθε επιθυµητό χρονικό σηµείο και η σύγκρι-
σή της µε στιγµιότυπα της πραγµατικής ροής, που έχουν ληφθεί κατά τη διάρκεια 
πειραµάτων. Επίσης µέσω του αλγορίθµου είναι εφικτός ο προσδιορισµός των χαρα-
κτηριστικών της ροής (όπως ταχύτητας και πίεσης) σε διάφορες θέσης της υπολογι-
στικής περιοχής καθώς και των µέσων τιµών αυτών. Έτσι µε την σύγκριση των απο-
τελεσµάτων µε τα πειραµατικά δεδοµένα της βιβλιογραφίας, γίνεται ο έλεγχος της α-
ξιοπιστίας του κώδικα, εντοπίζονται τα τµήµατα που δηµιουργούν αποκλίσεις από 
την πραγµατική ροή και γίνεται η βελτίωση του αλγορίθµου.  
Έχοντας πλέον ένα ολοκληρωµένο αλγόριθµο είναι δυνατή η προσοµοίωση και ο 

υπολογισµός ροών, που είναι δύσκολο ή και αδύνατο µερικές φορές, να υπολογι-
στούν αναλυτικά ή µε τη βοήθεια πλεγµατικών αριθµητικών µεθόδων, όπως η ροή 
του νερού σε ένα υδροστρόβιλο Pelton. 
Στην συγκεκριµένη εργασία ο κώδικας αναπτύχθηκε για δισδιάστατες και για τρισ-

διάστατες ροές. Ο κώδικας δεν διαφοροποιείται σηµαντικά και οι µικρές διαφορές θα 
παρουσιαστούν παρακάτω. 
Ένα σηµαντικό πρόβληµα το οποίο παρουσιάζεται, κατά την εφαρµογή του προ-

γράµµατος, είναι ο συνολικός υπολογιστικός χρόνος «τρεξίµατος» σε CPU. Σε κάθε 
χρονικό βήµα, για την αριθµητική ολοκλήρωση, εφαρµόζεται ένα σχήµα πρόβλεψης-
διόρθωσης, κατά το οποίο γίνονται ο υπολογισµοί για κάθε σωµατίδιο δύο φορές. Αυ-
τό σηµαίνει ότι όσο αυξάνεται η ανάλυση, δηλαδή ο αριθµός σωµατιδίων N , και ειδι-
κά στα τρισδιάστατα προβλήµατα, αυξάνεται ο υπολογιστικός χρόνος. Επίσης όταν 
αυξάνεται η ανάλυση µειώνεται το χαρακτηριστικό µήκος h της συνάρτησης εξοµά-
λυνσης αντιστρόφως ανάλογα, δηλαδή: 

 �~ 1ª                                                                       �3.1� 
 
Όµως είδαµε ότι το µέγιστο χρονικό βήµα DTmax εξαρτάται από το h και ότι όσο 

µειώνεται το h τόσο µειώνεται το DTmax, δηλαδή: 
 n«¬�~�                                                                  �3.2� 
 
Έτσι η σχέση µεταξύ DTmax και αριθµού σωµατιδίων Ν είναι αντιστρόφως ανάλογη: 
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n«¬�~ 1ª                                                                  �3.3� 
 

Μείωση του DTmax συνεπάγεται την αύξηση του υπολογιστικού χρόνου, για µια δε-
δοµένη χρονική διάρκεια του φαινοµένου µου προσοµοιώνεται. Από την άλλη, αύξη-
ση της ανάλυσης δίνει αποτελέσµατα που πλησιάζουν πιο πολύ το πραγµατικό φαι-
νόµενο. Έτσι είναι φανερό ότι ο συνολικός χρόνος που χρειάζεται ένας υπολογιστής 
,και ειδικά ένας οικιακός, για να ολοκληρώσει του υπολογισµούς µπορεί να φτάνει σε 
αρκετές µέρες. 
Για να επιτευχθεί σηµαντική µείωση του υπολογιστικού χρόνου ο κώδικας τροπο-

ποιήθηκε έτσι ώστε να «τρέχει» σε παράλληλους επεξεργαστές. Με την παράλληλη 
επεξεργασία ο χρόνος µπορεί να γίνει περίπου  

 or�r,®�V � or�r,��V9                                                            �3.4�  
 
όπου  ttot,ser ο συνολικός χρόνος υπολογισµού σειριακής επεξεργασίας και n ο α-

ριθµός των παράλληλων επεξεργαστών. Για την παράλληλη επεξεργασία έγινε χρή-
ση της µεθόδου OpenMP. Περισσότερες λεπτοµέρειες για την µέθοδο αυτή βρίσκο-
νται στο παράρτηµα «Α». 
Έτσι, κατόπιν της παρουσίασης ορισµένων βασικών χαρακτηριστικών του αλγο-

ρίθµου ακολουθεί το λογικό διάγραµµα και η αναλυτική περιγραφή του. 
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3.2 Λογικό ∆ιάγραµµα 
 
 

  

Αρχικά 
∆εδοµένα 

Προγράµµατος

Υπολογισµός 
Μάζας

Κατανοµή Σωµατιδίων Στο 
Βοηθητικό Πλέγµα

Καθορισµός ∆ιαστάσεων 
Προβλήµατος

∆ηµιουργία Πλέγµατος 
Εξαγωγής Αποτελεσµάτων

Τοποθέτηση Σωµατιδίων 
Τοιχωµάτων - Οριακές 

Συνθήκες

Τοποθέτηση Σωµατιδίων 
Ρευστού

∆ηµιουργία Βοηθητικού 
Υπολογιστικού Πλέγµατος

Αρχικές Τιµές Ιδιοτήτων 
Σωµατιδίων

A

i) 

ii) 

iii) 

iv) 

v) 

vi) 

vii) 

viii) 
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x) 

ix) 

Μετρητής 
Πυκνότητας>30

Εξοµάλυνση Πυκνότητας

Εναρξη Υπολογισµών για 
Κάθε Σωµατίδιο

Είναι κοντά σε 
Τοίχωµα;

∆υνάµεις Lennard-
Jones

Βήµα Πρόβλεψης

*Συνθήκες Εισαγωγής 
Σωµατιδίων

Ε
π
ό
µ
εν
ο

 Σ
ω
µ
α
τί
δ
ιο

ΟΧΙ

ΟΧΙ

ΝΑΙ

ΝΑΙ

xii) 

xi) 
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∆ιανοµή Σωµατιδίων στο 
Βοηθητικό Πλέγµα

Βήµα ∆ιόρθωσης

Νέα Χαρακτηριστικά 
Σωµατιδίων

XSPH

Νέα Αρίθµηση - Έξοδος - Είσοδος 
Σωµατιδίων

Κατανοµή Σωµατιδίων στο Πλέγµα

∆ηµιουργία Αρχείου - 
Στιγµιότυπο Ροής

∆ηµιουργία Αρχείου 
Μέσων Τιµών

Τερµατισµός Προγράµµατος

Επόµενο Χρονικό Βήµα

xvi) 

xv) 

xiv) 

xiii) 

xvii) 
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3.3 Ανάλυση του λογικού διαγράµµατος 
 
Για την καλύτερη ανάλυση του λογικού διαγράµµατος δίπλα σε κάθε τµήµα του αλ-

γορίθµου υπάρχει ένας αριθµός που αντιστοιχεί στις παρακάτω επεξηγήσεις.  
 

i. Αρχικά δεδοµένα προγράµµατος. 
Καθορίζονται τα µεγέθη αναφοράς όπως η πυκνότητα ρ0 και το κινηµατικό ιξώδες 

v του νερού, η αριθµητική ταχύτητα του ήχου c0 , η αρχική ταχύτητα του νερού U0, το 
χρονικό βήµα ολοκλήρωσης DT και κάποια γεωµετρικά δεδοµένα του προβλήµατος. 
Κατόπιν ζητείται από τον χρήστη να καθορίσει, µε έµµεσο τρόπο, τον αριθµό των 
σωµατιδίων, δηλαδή να ορίσει τον αριθµό τον σωµατιδίων για µία διάσταση, η οποία 
διαφοροποιείται για κάθε περίπτωση προβλήµατος. Π.χ. στην περίπτωση της δέσµης 
νερού, ζητείται ο αριθµός N των σωµατιδίων της ακτίνας της δέσµης νερού. Η ακτίνα 
r έχει καθορισµένο µήκος, οπότε καθορίζεται η αρχική απόσταση των σωµατιδίων D 
η οποία είναι: 
 n � *ª 	 1                                                                         �3.5� 

 
Με αυτήν την απόσταση θα τοποθετηθούν τα σωµατίδια στη δεδοµένη γεωµετρία 

του χώρου, καθορίζοντας έτσι και τον αριθµό των σωµατιδίων. Της το χαρακτηριστικό 
µήκος εξοµάλυνσης της συνάρτησης πυρήνα h καθορίζεται από την απόσταση D. Η 
αρχική τοποθέτηση των σωµατιδίων γίνεται µε τέτοιο τρόπο ώστε να σχηµατίζουν 
πλέγµα, έτσι στον δισδιάστατο κώδικα δηµιουργούν τετράγωνα µε πλευρά D και στον 
τρισδιάστατο κύβους µε ακµή D. Επιλέγουµε το χαρακτηριστικό µήκος h να είναι ίσο 
µε την µεγίστη απόσταση δυο σωµατιδίων στο ίδιο τετράγωνο ή κύβο. Έτσι το h γίνε-
ται 

 � � n√2        για 2 διαστάσεις  
(3.6) � � n√3        για 3 διαστάσεις   

 
όπως φαίνεται και στο σχήµα  
 

 
 

Σχήµα 3.3.1. Επιλογή του χαρακτηριστικού µήκους h για 2 και 3 διαστάσεις 
 
 
Κατόπιν γίνεται έλεγχος αν το χρονικό βήµα βρίσκεται κάτω από το µέγιστο, το 

οποίο δίνεται από τη σχέση 2.50: 
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 n«¬� � 0.4 �}�                                                              �3.7� 
 
και εµφανίζεται σχετικό µήνυµα στην οθόνη για τυχόν διόρθωση. 
Μετά καθορίζεται κάθε πότε θα δηµιουργείται αρχείο εξόδου, το οποίο θα δίνει το 

στιγµιότυπο της ροής, και ο αριθµός αυτών αρχείων. 
Τέλος καθορίζονται οι χαρακτηριστικοί συντελεστές των δυνάµεων Lennard-Jones. 
 
 

ii. Υπολογισµός µάζας 
 
Κάνοντας χρήση της σχέσης (2.25) για τον υπολογισµό της πυκνότητας υπολογί-

ζεται η µάζα των σωµατιδίων.  
 : � >G∑�G;                                                                 �3.8� 
 
 
Γίνεται η παραδοχή ότι η µάζα που προκύπτει είναι η ίδια για τα σωµατίδια του νε-

ρού και για τα σωµατίδια των τοιχωµάτων. 
Η συνάρτηση εξοµάλυνσης που χρησιµοποιείται έχει τη µορφή του ορίζεται από 

τους Violeu και Issa (2007): 
 

��R� � �°�°
]̂̂
_
^̀̂ Oc+	 RPb 	 5OS+	 RPb ) 10 OF+	 RPb     #$  0 T R T 0.5
Oc+	 RPb 	 5OS+ 	 RPb                                  #$  0.5 T R T 1.5
Oc+ 	 RPb                                                           #$  1.5 T R T 2.50                                                             #$  2.5 T R

�         �3.9�  
 

όπου το q ορίζεται ως ο λόγος 
VWX�  µε rij την απόσταση δύο σωµατιδίων, το d είναι η 

διάσταση του προβλήµατος, το #N � ±�FF±±² για δύο διαστάσεις (d=2) και #N � F+�² για 

τρεις διαστάσεις (d=3). 
 

iii. Καθορισµός διαστάσεων προβλήµατος. 
 
Καθορίζονται τα όρια του προβλήµατος, οι θέσεις και οι διαστάσεις των τοιχωµά-

των και των ρευστών. 
 
iv. ∆ηµιουργία πλέγµατος αποτελεσµάτων. 

 
Επειδή χρειάζεται ο υπολογισµός κάποιων µέσων τιµών των χαρακτηριστικών του 

πεδίου ροής σε συγκεκριµένα σηµεία του χώρου του προβλήµατος, δηµιουργούνται 
ένα ή περισσότερα πλέγµατα στα οποία αποθηκεύονται οι τιµές των ροϊκών µεγεθών 
και η επεξεργασία αυτών γίνεται στο τέλος του προγράµµατος. Η θέση και η µορφή 
του πλέγµατος διαφοροποιείται, ανάλογα µε το πρόβληµα. 
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v. Τοποθέτηση σωµατιδίων τοιχωµάτων και ρευστών. 
 
Τοποθετούνται, βάση της αρχικής γεωµετρίας του προβλήµατος, πρώτα τα σωµα-

τίδια των τοιχωµάτων και µετά τα σωµατίδια του ρευστού και δίνεται σε κάθε ένα από 
αυτά ένας καθολικός αριθµός, δηλαδή µια ταυτότητα για την διαχείρισή τους. Αυτό 
γίνεται έτσι ώστε στα πρώτα νούµερα να υπάρχουν τα σωµατίδια των τοιχωµάτων, ο 
αριθµός των οποίων δεν µεταβάλλεται, και στα τελευταία νούµερα να υπάρχουν τα 
σωµατίδια του ρευστού, η θέση των οποίων µεταβάλλεται και σε πολλές περιπτώσεις 
εξέρχονται του υπολογιστικού χώρου. Επίσης επειδή εξετάζουµε την συµπεριφορά 
των σωµατιδίων του ρευστού, η αναζήτησή του καθολικού αριθµού τους ξεκινά από 
εκεί που τελειώνουν οι αριθµοί των σωµατιδίων των τοιχωµάτων. 

 
vi. ∆ηµιουργία υπολογιστικού πλέγµατος 

 
∆ηµιουργείται ένα βοηθητικό πλέγµα δύο ή τριών διαστάσεων, ανάλογα την περί-

πτωση, για την κατανοµή των σωµατιδίων µέσα σε αυτό. Το πλέγµα καταλαµβάνει 
όλον τον υπολογιστικό χώρο και παραµένει σταθερό σε όλη τη διάρκεια των υπολο-
γισµών. Κάθε πλευρά και ακµή, στις δύο και τρεις διαστάσεις αντίστοιχα, έχει µήκος 
ίσο µε την ακτίνα επιρροής του πυρήνα εξοµάλυνσης, δηλαδή 2.5h. Έτσι για ένα σω-
µατίδιο του ρευστού που βρίσκεται σε ένα κελί του πλέγµατος, τα σωµατίδια που το 
επηρεάζουν θα βρίσκονται αναγκαστικά στο κελί του και στα γειτονικά κελιά, δηλαδή 
στο δισδιάστατο πρόβληµα η αναζήτηση γίνεται σε 9 κελιά και στο τρισδιάστατο σε 
27. Γι’ αυτό οι πράξεις που γίνονται είναι ανάλογες του αριθµού των σωµατιδίων Ν.  

 
vii. Κατανοµή σωµατιδίων στο πλέγµα. 

 
Κατανέµονται όλα τα σωµατίδια στο βοηθητικό πλέγµα και για την εύρεση τους 

µέσα σε κάθε κελί, εκτός από τον καθολικό αριθµό, τους δίδεται και ένας τοπικός α-
ριθµός κελιού. Έτσι δηµιουργείται ένας πίνακας που περιέχει την θέση του κελιού, 
τον τοπικό και τον καθολικό αριθµό των σωµατιδίων. Είναι ευνόητο ότι αυτή η κατα-
νοµή των σωµατιδίων αλλάζει κάθε φορά που αλλάζουν θέση τα σωµατίδια. 

 
viii. Αρχικές τιµές ιδιοτήτων των σωµατιδίων. 

 
Μετά την τοποθέτηση και κατανοµή των σωµατιδίων στο υπολογιστικό πλέγµα, δί-

νονται σε αυτά οι αρχικές τιµές των ιδιοτήτων τους, δηλαδή της ταχύτητας για κάθε 
διάσταση, της πυκνότητας, της συνεκτικότητας και της πίεσης. 

 
ix. *Συνθήκες εισαγωγής νέων σωµατιδίων (για τη δέσµη ρευστού µόνο) 

 
Καθορίζεται ο χρόνος εισόδου και η ταχύτητα εισόδου για κάθε νέο σωµατίδιο που 

εισέρχεται στον υπολογιστικό χώρο, για κάθε διάσταση. 
 

x. Εξοµάλυνση πυκνότητας. 
 
Για την οµαλοποίηση της ροής και την αποφυγή µεγάλων διακυµάνσεων της πυ-

κνότητας µε αποτέλεσµα µεγάλες διακυµάνσεις της πίεσης, όπως αναφέρθηκε και 
στο 2ο κεφάλαιο, κάθε 30 χρονικά βήµατα γίνεται εξοµάλυνση της πυκνότητας µε την 
εφαρµογή της σχέσης 2.57: 
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 >G �@:; �G;∑�G;:;>;                                                     �3.10� 
 
και για την παρούσα περίπτωση, όπου όλα τα σωµατίδια του ρευστού έχουν την 

ίδια µάζα η παραπάνω σχέση 3.10 γίνεται 
 >G � ∑>;�G;∑�G;                                                             �3.11� 
 
Πρέπει  να τονιστεί ότι στην εξοµάλυνση της πυκνότητας συνεισφέρουν µόνο τα 

σωµατίδια του ρευστού. 
 
xi. Έναρξη υπολογισµών για κάθε σωµατίδιο 

 
Σε αυτή τη φάση γίνονται οι υπολογισµοί για κάθε σωµατίδιο. Υπολογίζεται ο ρυθ-

µός µεταβολής των συνιστωσών της ταχύτητας και η µεταβολή της πυκνότητας µε 
την χρήση των παρακάτω σχέσεων: 

 
³
o � 	@:; fg´G>G+ ) ´;>;+hI�G;I/; 	 AzG;Bi;  

 
�
o � 	@:; fg´G>G+ ) ´;>;+hI�G;IK; 	 AzG;Bµi;                                  �3.12� 
 
¶
o � 	@:; fg´G>G+ ) ´;>;+hI�G;IL; 	 AzG;B·i;  

 
και  
 
>
o �@:; g³G; I�G;I/ ) �G; I�G;IK ) ¶G; I�G;IL h;                             �3.13� 
 
όπου 
 ³G; � ³G 	 ³; , �G; � �G 	 �; , ¶G; � ¶G 	 ¶; 
 I�G;I/ � I�G;I*G; I*G;I/; , I�G;IK � I�G;I*G; I*G;IK , I�G;IL � I�G;I*G; I*G;IL;  

 
µε την απόσταση των σωµατιδίων να ορίζεται ως  
 *G; � J/G;+ ) KG;+ ) LG;+                                                      �3.14� 
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και την παράγωγο της συνάρτησης εξοµάλυνσης W ως προς την απόσταση rij να 

δίνεται από τη σχέση 
 


��R�
* � 	 QN�N¢F
]̂
_̂
^̂
` 4 �52 	 R�S 	 20 �32 	 R�S ) 40 �12 	 R�S     #$  0 T R T 0.5
4 �52 	 R�S 	 20 �32 	 R�S                                  #$  0.5 T R T 1.5
4 �52 	 R�S                                                           #$  1.5 T R T 2.50                                                             #$  2.5 T R

�    �3.15� 

όπου R � VWX� . 

 
Ο όρος συνεκτικότητας Πij  δίνεται από τη σχέση 2.46 η οποία προτείνεται από τον 

Monaghan (1992) : 
 AzG;B � 8 �G ) �;>G ) >;   ³G;/G;/G;+ I�G;I/;                                             �3.16� 
 
για τον άξονα x και µε τις αντίστοιχες µετατροπές για τις άλλες 2 διαστάσεις. 
 
Στο σηµείο αυτό πρέπει να γίνει η παρουσίαση του σχήµατος πρόβλεψης-

διόρθωσης που αναφέρθηκε παραπάνω. Αφού έχουν υπολογιστεί οι κλίσεις της τα-
χύτητας και της πυκνότητας γίνεται µια πρόβλεψη της νέας ταχύτητας: 

 ³® � ³ ) 
³ 
 �® � � ) 
� 
 ¶ � ¶ ) 
¶ 
 
 της νέας πυκνότητας: 
 >® � > ) 
> 
 
και βάσει αυτής η πρόβλεψη της νέας πίεσης: 
 

p® � >�}�+� ��>®>��� 	 1�                                                   �3.17� 
 
Έτσι γίνεται η πρόβλεψη της νέας θέσης των σωµατιδίων: 
 /® � / ) 12 A³ ) ³®Bn« 

 K® � K ) 12 A� ) �®Bn«                                                    �3.18� 
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 L® � L ) 12 A¶ )¶®Bn« 

 
Με τις νέες θέσεις, ταχύτητες και πυκνότητες γίνεται πρόβλεψη του ρυθµού µετα-

βολής της ταχύτητας dup, dvp, dwp,  και της πυκνότητας dρp µε τη βοήθεια µίας υπο-
ρουτίνας, αφού βέβαια έχει γίνει ανακατανοµή των σωµατιδίων στο πλέγµα βάση την 
προβλεπόµενης θέσης. 
Έτσι η διορθωµένη ταχύτητα δίνεται από τη σχέση: 
 ³� � ³ ) 12 A
³ ) 
³®Bn« 

 �� � � ) 12 A
� ) 
�®Bn«                                                 �3.19� 
 ¶� � ¶ ) 12 A
¶ ) 
¶®Bn« 

η νέα θέση των σωµατιδίων γίνεται:  
 /� � / ) 12 �³ ) ³��n« 

 K� � K ) 12 �� ) ���n«                                                    �3.20� 
 L� � L ) 12 �¶ ) ¶��n« 

 
η νέα πυκνότητα θα είναι: 
 >� � > ) 12 A
> ) 
>®Bn«                                                �3.21� 
 
και νέα πίεση: 
 

p� � >�}�+� ��>�>��� 	 1�                                                  �3.22� 
 
xii. ∆υνάµεις Lennard-Jones  

 
Κατά τη φάση υπολογισµού της επιτάχυνσης των σωµατιδίων γίνεται έλεγχος αν 

το κάθε σωµατίδιο του ρευστού πλησιάζει σε τοίχωµα. Για την αποφυγή εισχώρησης 
σωµατιδίων σε τοίχο, και ιδιαίτερα στο τρισδιάστατο πρόβληµα που η «ανωµαλία» 
αυτή εµφανίζεται πιο συχνά, εφαρµόζονται οι δυνάµεις Lennard-Jones 12-6, οι ο-
ποίες είναι απωστικές. Έχουν τη µορφή (2.54): 

 ��*� � n �O*�* PF+ 	 O*�* P�� �*¸                                              �3.23� 
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όπου r η κάθετη απόσταση από το τοίχωµα και r0 η µέγιστη απόσταση που εφαρ-

µόζονται οι δυνάµεις. Η F(r) έχει µονάδες επιτάχυνσης και προστίθεται µε το ανάλογο 
πρόσηµο στην σχέση της κλίσης της ταχύτητας, ανάλογα βέβαια µε τη γεωµετρία του 
τοιχώµατος και µε τέτοιο τρόπο ώστε η δύναµη να είναι κάθετη της επιφάνειας. Οι 
δυνάµεις αυτές υπολογίζονται και στο βήµα της διόρθωσης. 

 
xiii. Εφαρµογή µεθόδου XSPH. 
 
Αφού έχουν υπολογιστεί οι νέες ταχύτητες και οι νέες θέσεις των σωµατιδίων, γίνε-

ται η διόρθωση των θέσεων µε τη µέθοδο XSPH που αναφέρεται στην παράγραφο 
2.2.8 µε τις σχέσεις: 

 / � /� 	 0.3@:>� ³G;�G;n« 

 K � K� 	 0.3@:>� �G;�G;n«                                              �3.24� 
 L � L� 	 0.3@:>� ¶G;�G;n« 

 
 
Η αναζήτηση των γειτονικών σωµατιδίων γίνεται µε βάση τη θέση που έχουν στη 

αρχή του χρονικού βήµατος και όχι τη θέση που υπολογίστηκε µε τη µέθοδο πρό-
βλεψης-διόρθωσης, δηλαδή στη µέθοδο XSPH συνεισφέρουν τα παλιά γειτονικά σω-
µατίδια και όχι τα νέα. Αυτό συνεπάγεται την ανακατανοµή των σωµατιδίων στο 
πλέγµα, σύµφωνα µε την αρχική τους θέση. 

 
xiv. Έξοδος-Είσοδος σωµατιδίων. Νέα αρίθµηση.  
 
Γίνεται έλεγχος για το ποια σωµατίδια εξέρχονται του υπολογιστικού χώρου και δι-

αγράφονται. Κατόπιν γίνεται νέα αρίθµηση των εναποµεινάντων σωµατιδίων, ώστε 
να µην υπάρχει ενδιάµεσος αριθµός που να µην αντιστοιχεί σε κάποιο σωµατίδιο. 
Τέλος στην περίπτωση της δέσµης ρευστού γίνεται η εισαγωγή των σωµατιδίων, αν 
πληρούνται οι προϋποθέσεις του βήµατος ix. 

 
xv. Ανακατανοµή σωµατιδίων στο πλέγµα 
 
Αφού υπολογίστηκε η νέα θέση των σωµατιδίων και έγινε η νέα αρίθµηση και η ει-

σαγωγή νέων σωµατιδίων, γίνεται η κατανοµή των σωµατιδίων στο βοηθητικό πλέγ-
µα για το επόµενο χρονικό βήµα. 

 
xvi. ∆ηµιουργία αρχείου εξόδου-στιγµιότυπου. 
 
Σε προκαθορισµένα χρονικά διαστήµατα, δηµιουργείται ένα αρχείο στο οποίο κα-

ταγράφονται οι συντεταγµένες, οι ταχύτητες, οι πυκνότητες και οι πιέσεις όλων των 
σωµατιδίων. Έτσι µε τη χρήση του προγράµµατος Tecplot ή άλλου σχεδιαστικού 



Κεφάλαιο 3: Κώδικας SPH    

53 

 

προγράµµατος, είναι δυνατή η απεικόνιση της ροής τη δεδοµένη χρονική στιγµή, αλ-
λά και ολόκληρη η εξέλιξή της µε τη δηµιουργία animation (κινούµενης εικόνας). 

 
 
xvii. ∆ηµιουργία αρχείων τελικών αποτελεσµάτων. 
 
Τα αρχεία αυτά δηµιουργούνται στο τέλος του αλγορίθµου και περιέχουν µέσες τι-

µές (χρονικά) σε διάφορα σηµεία του ροϊκού πεδίου, π.χ. όταν η ροή γίνεται µόνιµη 
στην περίπτωση της δέσµης, η πίεση που δέχεται η πλάκα είναι σταθερή και υπολο-
γίζεται λαµβάνοντας τις µέσες τιµές της πίεσης των σωµατιδίων που βρίσκονται κο-
ντά της, εξοµαλύνοντας έτσι αφύσικες διακυµάνσεις που µπορεί να παρουσιαστούν. 

 
Στο Παράρτηµα «Β» υπάρχουν τµήµατα του κώδικα για την περίπτωση τρισδιά-

στατης προσοµοίωσης δέσµης νερού που προσπίπτει πάνω σε επίπεδη επιφάνεια. 
Στο Παράρτηµα «Γ» βρίσκεται η λίστα των µεταβλητών του κώδικα. 
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Κεφάλαιο 4 
 
Εφαρµογή του αλγορίθµου – Αποτελέσµατα 
 
Η εφαρµογή του αλγορίθµου γίνεται για τέσσερις διαφορετικές περιπτώσεις ελέγ-

χου, µε τις κατάλληλες τροποποιήσεις για κάθε περίπτωση. Τα αποτελέσµατα της 
εφαρµογής του κώδικα, συγκρίνονται µε δεδοµένα που έχουν προκύψει από εκτέλε-
ση πειραµάτων σε πραγµατικές συνθήκες, για τον ποιοτικό και ποσοτικό έλεγχο του 
αλγορίθµου. Με αυτόν τον τρόπο µπορούν να εξαχθούν κάποια συµπεράσµατα για 
την περαιτέρω βελτιστοποίηση του κώδικα. 
Οι τέσσερις περιπτώσεις που θα εξεταστούν είναι οι εξής: 

• Πρόσκρουση δέσµης ρευστού σε πλάκα (3d κώδικας) 
• Κατάρρευση στήλης νερού (2d και 3d κώδικας) 
• Κατάρρευση δεξαµενής νερού και πρόσκρουση σε εµπόδιο (2d και 3d κώ-

δικας) 
• ∆ηµιουργία κυµάτων από ολίσθηση σφήνας σε πλαγιά – κινούµενο όριο (2d 

κώδικας) 
 
Στις περιπτώσεις κατάρρευσης στήλης νερού εφαρµόζεται κώδικας 2 και 3 δια-

στάσεων. Επειδή ο τριών διαστάσεων κώδικας είναι εξαιρετικά χρονοβόρος για µεγά-
λο αριθµό σωµατιδίων, δηµιουργήθηκε και ο δισδιάστατος κώδικας για την σύγκριση 
µε τα πειραµατικά δεδοµένα αλλά και µε τον 3d. 
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4.1 Εφαρµογή 1: Πρόσκρουση δέσµης ρευστού σε πλάκα (Jet).  
 
Σε αυτήν την παράγραφο εξετάζεται η περίπτωση πρόσκρουσης δέσµης νερού 

πάνω σε επίπεδη ακίνητη πλάκα για διάφορες γωνίες πρόσκρουσης. Τα αποτελέ-
σµατα της προσοµοίωσης µε τη µέθοδο SPH θα συγκριθούν µε τα αποτελέσµατα του 
πειράµατος της Kvicinsky (2002) οπότε οι αρχικές συνθήκες και οι διαστάσεις της 
διάταξης του υπολογιστικού χώρου θα είναι οι ίδιες µε τις διαστάσεις του πειράµατος.  

 
 
∆ιαστάσεις της διάταξης και αρχικές συνθήκες. 
 
Η δέσµη του νερού έχει διάµετρο 0.03m και η πλάκα στη οποία προσκρούει είναι 

τετράγωνη µε πλευρά 0.062m όπως φαίνεται στο σχήµα (4.1.1). Γίνεται επιλογή τε-
τραγωνικής πλάκας και όχι δίσκου, για να έχουν τα σωµατίδια της πλάκας σταθερή 
απόσταση µεταξύ τους D. 

 

 
 

 
 

Σχήµα 4.1.1 ∆ιαστάσεις και διάταξη της δέσµης νερού και της πλάκας 
 
 
Η αρχική ταχύτητα της δέσµης και ταχύτητα αναφοράς είναι ίση µε 19.8 m/s. Γίνε-

ται η παραδοχή ότι όλα τα σωµατίδια έχουν την ίδια αρχική ταχύτητα (οµοιόµορφο 
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προφίλ). Η πυκνότητα αναφοράς του νερού είναι ίση µε 1000 kg/m3 και η κινηµατική 
συνεκτικότητα είναι ν=10-6 m2/s. 

 
 
Αρχική θέση σωµατιδίων 
 
Τα σωµατίδια του νερού τοποθετούνται µε τέτοιο τρόπο ώστε η ακτίνα της δέσµης 

να είναι r=0.015m. Έτσι η αρχική απόσταση D των σωµατιδίων εξαρτάται από τον 
αριθµό Ν των σωµατιδίων στην ακτίνα, ο οποίος θα είναι και το σηµείο αναφοράς της 
χωρικής διακριτοποίησης (ανάλυσης) του προβλήµατος. Η απόσταση D δίνεται από 
τη σχέση: 

 n � *ª 	 1 

 
 
Τα σωµατίδια σχηµατίζουν Ν οµόκεντρους δακτυλίους µε ακτινική απόσταση µετα-

ξύ τους D. Στο σχήµα 4.1.2 ο αριθµός σωµατιδίων ακτίνας είναι Ν=12 και η απόστα-
ση των δακτυλίων είναι D=0.00136m. 

 

 
 

Σχήµα 4.1.2. Τοποθέτηση των δακτυλίων του νερού όπου D είναι η ακτινική τους απόσταση. 
 
 
Η κατανοµή των σωµατιδίων κατά µήκος ενός δακτυλίου µε ακτίνα ri γίνεται ως ε-

ξής: βρίσκεται πρώτα ο αριθµός των σωµατιδίων του δακτυλίου m από την ακέραια 
τιµή της σχέσης 

 : � 2²*Gn  

 
και µετά υπολογίζεται η γωνιακή απόσταση των σωµατιδίων  
 �G � 2²*G:  
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Για την αποφυγή αυξηµένων συγκεντρώσεων σωµατιδίων του ρευστού σε συγκε-

κριµένες κατευθύνσεις πάνω στην πλάκα, ο κάθε δακτύλιος περιστρέφεται κατά γω-
νία η οποία ισούται µε το άθροισµα της µισής γωνιακής απόστασης του προηγούµε-
νου εσωτερικού δακτυλίου µε τη γωνία περιστροφής του ίδιου δακτυλίου (σχήµα 
4.1.3). 

 

 
 

Σχήµα 4.1.3. Περιστροφή δακτυλίων του νερού. Κάθε δακτύλιος ξεκινά τη συµπλήρωσή του από 
την διχοτόµο δύο σωµατιδίων του προηγούµενου δακτυλίου. 

 
 
Τέλος περιστροφή γίνεται και ανά δύο διατοµές όπως φαίνεται στο σχήµα 4.1.4 
 

 
 
Σχήµα 4.1.4. Περιστροφή διατοµών. Κάθε διατοµή περιστρέφεται κατά µισή γωνία του εξωτερικού 

δακτυλίου της προηγούµενης διατοµής. 
 
 
Τα σωµατίδια της πλάκας δηµιουργούν πλέγµα µε σωµατιδιακή απόσταση D. Το 

πάχος της πλάκας είναι 4D δηλαδή 5 σωµατίδια. Έτσι αφού η ακτίνα επίδρασης του 
πυρήνα είναι 2.5h και στο τρισδιάστατο πρόβληµα είναι h=n√3 , η ακτίνα επίδρασης 
γίνεται 4.33D . Αν λάβουµε υπ’ όψιν µας την επίδραση των δυνάµεων Lennard-
Jones, η ελάχιστη απόσταση ενός σωµατιδίου από το πέµπτο σωµατίδιο της πλάκας 
(σε βάθος) είναι τουλάχιστον περίπου 4.35D. Συνεπώς είναι περιττό να τοποθετηθεί 
και έκτη σειρά σωµατιδίων στο πάχος της πλάκας. 
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Ανεξαρτησία αριθµού σωµατιδίων  
 
Όπως αναφέρθηκε σε προηγούµενο κεφάλαιο, όσο µεγαλύτερος είναι ο αριθµός 

των σωµατιδίων, τόσο µειώνεται το χαρακτηριστικό µήκος h του προσεγγιστικού πυ-
ρήνα και έτσι όλο και περισσότερο πλησιάζει η συνάρτηση εξοµάλυνσης W την συ-
νάρτηση δ-Dirac. ∆ηλαδή όσο πληθαίνουν τα σωµατίδια τόσο η προσοµοίωση πλη-
σιάζει την πραγµατικότητα. Όµως επειδή αύξηση της ανάλυσης συνεπάγεται αύξηση 
του υπολογιστικού χρόνου, εξετάζεται από ποιο αριθµό σωµατιδίων και µετά τα απο-
τελέσµατα δεν µεταβάλλονται αισθητά. Έτσι γίνεται εκτέλεση του αλγορίθµου για 4, 6, 
8, 10 και 12 σωµατίδια ανά ακτίνα και συγκρίνονται τα αποτελέσµατα της κατανοµής 
της πίεσης στην πλάκα.  
Η συνολική διάρκεια του φαινοµένου είναι 8.9*10-3 s, το χρονικό βήµα είναι 2*10-6 s 

και δηµιουργείται αρχείο εξόδου κάθε 10-4 s.  Το «τρέξιµο» του κώδικα έγινε σε 8 πα-
ράλληλους επεξεργαστές ταχύτητας 2 GHz ο καθένας. Στον πίνακα που ακολουθεί 
υπάρχουν τα χαρακτηριστικά για κάθε ανάλυση, δηλαδή ο αριθµός σωµατιδίων ανά 
ακτίνα, ο αριθµός σωµατιδίων του ρευστού στην µόνιµη ροή, ο αριθµός σωµατιδίων 
της πλάκας, ο συνολικός αριθµός σωµατιδίων, η αρχική απόσταση των σωµατιδίων 
D και ο συνολικός χρόνος εκτέλεσης του κώδικα για την δηµιουργία 89 αρχείων εξό-
δου. 

 
 

Ανάλυση 
(σωµατίδια) 

Σωµατίδια 
Ρευστού 

Σωµατίδια 
Πλάκας 

Συνολικά 
Σωµατίδια 

Aπόσταση 
D (10-3m) 

Χρόνος (min ) 

4 747 2830 3577 5.000 3 
6 2848 7205 10053 3.000 13 
8 8173 16245 24418 2.143 35 

10 16962 26645 43607 1.667 80 
12 30764 39605 70369 1.364 149 

 
Αξίζει να τονιστεί ότι επειδή ο χρόνος υπολογισµού είναι ανάλογος µε τον αριθµό 

των σωµατιδίων Ν, αυξάνεται σηµαντικά µε την αύξηση της ανάλυσης και αν ο κώδι-
κας εκτελεστεί σε σειριακό υπολογιστή, οι χρόνοι πολλαπλασιάζονται µε το 8 περί-
που.  

 
 
Κατανοµή πίεσης πάνω στην πλάκα.  
Η πίεση είναι αδιαστατοποιηµένη µε την µορφή του συντελεστή πίεσης  
 }® � ´ 	 ´�12>�¹�+

 

 
Έχουµε για κάθε περίπτωση τα παρακάτω αποτελέσµατα (σχ.4.1.5): 
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4 σωµατίδια                                                  6 σωµατίδια 

 
 

8 σωµατίδια                                                10 σωµατίδια    

 
 

12 σωµατίδια 

 
 

 
Σχήµα 4.1.5. Κατανοµή του cp στην πλάκα για 4,6,8,10 και 12 σωµατίδια. 
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Παρατηρούµε, ποιοτικά, ότι η κατανοµή του cp στην πλάκα για 10 και 12 σωµατίδια 
είναι παρόµοια, ενώ για λιγότερα σωµατίδια ,και ειδικά για 4, υπάρχει ανοµοιοµορφία. 
Εξετάζοντας ποσοτικά την κατανοµή cp κατά µήκος του άξονα z και για y=0 και x=0 
έχουµε το διάγραµµα του σχήµατος 4.1.6.  

 

 
Σχήµα 4.1.6. Κατανοµή του cp για διαφόρους αριθµούς σωµατιδίων 

 
Παρατηρούµε πάλι ότι για 10 και 12 σωµατίδια οι γραµµές συµπίπτουν, ενώ για λι-

γότερα σωµατίδια έχουµε µεγάλες διακυµάνσεις του cp και µε αφύσικες τιµές. Πρέπει 
να σηµειωθεί ότι παρόλο που αυξάνεται ο αριθµός των σωµατιδίων, η ανώτερη τιµή 
του cp είναι περίπου 1.2 και δεν πλησιάζει τη µονάδα. Αυτό διαπιστώνεται και από 
την σύγκριση µεταξύ των 10 και 12 σωµατιδίων. 

 
 
Σύγκριση µε τα πειραµατικά δεδοµένα. 
 
Για την σύγκριση της προσοµοίωσης µε το πραγµατικό φαινόµενο έχουµε στη διά-

θεσή µας πειραµατικά δεδοµένα από την εργασία της Kvicinsky τα οποία περιλαµβά-
νουν την κατανοµή της πίεσης πάνω στην πλάκα και το προφίλ της δέσµης στη µόνι-
µη ροή για γωνία πρόσπτωσης 00, 300 και 600.  
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Έτσι για γωνία 00: 
 
Η κατανοµή του cp είναι: 

  
 
Σχήµα 4.1.7 Ισοσταθµική παρουσίαση της κατανοµής του cp για γωνία πρόσπτωσης 0ο . Στην αρι-

στερή εικόνα το αποτέλεσµα του SPH και στη δεξιά του πειράµατος. 
 

 
Σχήµα 4.1.8 Σύγκριση της κατανοµής της πίεσης πάνω στην πλάκα. 

 
 
Παρατηρούµε ότι τα αποτελέσµατα του SPH έχουν τη ίδια µορφή µε τα αποτελέ-

σµατα του πειράµατος εκτός από την περιοχή γύρω από το z=0 όπου γίνεται ένα µι-
κρό βύθισµα της καµπύλης. Επίσης η µέγιστη τιµή του cp είναι 1.2. Η διακύµανση της 
καµπύλης εξοµαλύνεται.  
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Το προφίλ της δέσµης δίνεται στο σχήµα 4.1.9. 
 

 
 

Σχήµα 4.1.9 Το προφίλ της δέσµης στην µόνιµη ροή. 
 
 
Η σύγκριση µε το πείραµα δίνεται στο σχήµα 4.1.10. 
 

 
Σχήµα 4.1.10. Σύγκριση του προφίλ της δέσµης. 

 
 
Παρατηρούµε ότι τα δύο προφίλ της δέσµης συµπίπτουν. 
 
Αν γίνει αξονική τοµή της δέσµης µπορούµε να παρατηρήσουµε την κατανοµή της 

ταχύτητας(σχήµα 4.1.11). Βλέπουµε ότι η ταχύτητα των σωµατιδίων µειώνεται κοντά 
στον άξονα της δέσµης και στην περιοχή κοντά στην πλάκα, γεγονός που είναι ανα-
µενόµενο. 
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Σχήµα 4.1.11 Αξονική τοµή της δέσµης στη µόνιµη ροή. 

 
Στο παρακάτω σχήµα 4.1.12 φαίνεται η κατανοµή της ταχύτητας και η θέση των 

σωµατιδίων  της δέσµης από ένα γενικότερο πλάνο. 
 

 
Σχήµα 4.1.12 Θέση και ταχύτητα σωµατιδίων του ρευστού στη µόνιµη ροή. 

 
Για γωνία πρόσπτωσης 300 έχουµε 
Κατανοµή cp: 

 
Σχήµα 4.1.13 Ισοσταθµική παρουσίαση της κατανοµής του cp για γωνία πρόσπτωσης 30ο . Στην 

αριστερή εικόνα το αποτέλεσµα του SPH και στη δεξιά του πειράµατος.   

ΕΧP SPH 
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Από την ποιοτική σύγκριση των δύο εικόνων του σχήµατος 4.1.13 παρατηρούµε 
ότι η κατανοµή της πίεσης που υπολογίστηκε έχει την ίδια µορφή µε την κατανοµή 
του πειράµατος. 

 
 

 
Σχήµα 4.1.14 Σύγκριση της κατανοµής της πίεσης πάνω στην πλάκα 

 
Από την σύγκριση των διαγραµµάτων του σχήµατος 4.1.14 παρατηρούµε ότι τα 

γραφήµατα σχεδόν συµπίπτουν, εκτός από την περιοχή γύρω από το z=-0.03, όπου 
το cp που υπολογίστηκε φτάνει µέχρι το -0.4. Επίσης η µέγιστη τιµή του cp που δίνε-
ται από το SPH, είναι 1.3. Αυτές οι δύο αποκλίσεις από τα πειραµατικά αποτελέσµα-
τα οφείλονται στον σχετικά µικρό αριθµό των σωµατιδίων.  

 
Το προφίλ της δέσµης , όπως δίνεται από το πρόγραµµα Tecplot φαίνεται στο 

σχήµα 4.1.15. 

 
Σχήµα 4.1.15 Το προφίλ της δέσµης στην µόνιµη ροή για γωνία 30ο. 
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Αν συγκρίνουµε το προφίλ της δέσµης µε το προφίλ που προκύπτει από το πείρα-
µα έχουµε το διάγραµµα του σχήµατος 4.1.16. 

 
Σχήµα 4.1.16. Σύγκριση του προφίλ της δέσµης. 

 
Παρατηρούµε ότι το προφίλ της δέσµης της προσοµοίωσης συµπίπτει µε το προ-

φίλ του πειράµατος. Επίσης στο διάγραµµα έχει σχεδιαστεί και ο άξονας της δέσµης. 
Αν γίνει αξονική τοµή της δέσµης στο επίπεδο z έχουµε την κατανοµή της απόλυ-

της ταχύτητας στα σωµατίδια του ρευστού όπως φαίνεται στο σχήµα 4.1.17. Το ση-
µείο ανακοπής δεν βρίσκεται πάνω στον άξονα της δέσµης αλλά µετατοπίζεται προς 
τα αριστερά, όπου η δέσµη συναντά πιο νωρίς την πλάκα, γεγονός αναµενόµενο. 
Ένα γενικότερο πλάνο της δέσµης φαίνεται στο σχήµα 4.1.18.   

 

 
 

Σχήµα 4.1.17. Αξονική τοµή της δέσµης στη µόνιµη ροή. 
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Σχήµα 4.1.18 Θέση και ταχύτητα σωµατιδίων του ρευστού στη µόνιµη ροή. 
 
 
Για γωνία 600 έχουµε 
 
Κατανοµή cp: 

 
 
Σχήµα 4.1.19 Ισοσταθµική παρουσίαση της κατανοµής του cp για γωνία πρόσπτωσης 60ο . Στην 

αριστερή εικόνα το αποτέλεσµα του SPH και στη δεξιά του πειράµατος. 
 
Από την ποιοτική σύγκριση των δύο εικόνων του σχήµατος 4.1.19 παρατηρούµε 

ότι η κατανοµή της πίεσης που υπολογίστηκε έχει την ίδια µορφή µε την κατανοµή 
του πειράµατος. Πρέπει να σηµειωθεί ότι στην περιοχή πριν από το σηµείο ανακοπής 
το cp που υπολογίζεται µε την εφαρµογή του κώδικα λαµβάνει τιµές µέχρι -3.5 γεγο-
νός που δεν ανταποκρίνεται στην πραγµατικότητα. Αυτό οφείλεται στον πολύ µικρό 
αριθµό σωµατιδίων του ρευστού που κινούνται προς τα πάνω, όπως φαίνεται στο 
σχήµα 4.1.22. Έτσι κατά τον υπολογισµό της πίεσης το σφάλµα είναι µεγάλο. Η α-
νωµαλία του cp στην περιοχή αυτή φαίνεται στο γράφηµα του σχήµατος 4.1.20 

 

SPH ΕΧP 
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Σχήµα 4.1.20 Σύγκριση της κατανοµής της πίεσης πάνω στην πλάκα 

 
Μια ακόµη παρατήρηση που πρέπει να γίνει είναι ότι η µέγιστη τιµή του cp που 

εµφανίζεται είναι 1.8 πιθανόν λόγο του µικρού αριθµού σωµατιδίων.  Παρόλα αυτά η 
γραµµή του SPH µε τη γραµµή των πειραµατικών δεδοµένων έχουν παρόµοια µορ-
φή. 

 
Το προφίλ της δέσµης φαίνεται στο σχήµα 4.1.21. 

 
Σχήµα 4.1.21 Το προφίλ της δέσµης στην µόνιµη ροή για γωνία 60ο. 

 
 
Αν γίνει αξονική τοµή της δέσµης στο επίπεδο z έχουµε την κατανοµή της απόλυ-

της ταχύτητας στα σωµατίδια του ρευστού όπως φαίνεται στο σχήµα 4.1.22.  
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Σχήµα 4.1.22. Αξονική τοµή της δέσµης στη µόνιµη ροή για γωνία πρόσπτωσης 60ο. 
 
Το σηµείο ανακοπής µετατοπίζεται ακόµα πιο αριστερά απ’ ότι στην περίπτωση 

γωνίας πρόσπτωσης 300, γεγονός αναµενόµενο. Όµως όπως φαίνεται και στο σχήµα 
ένας µικρός αριθµός σωµατιδίων κινείται προς τα πάνω µε µεγάλο εύρος ταχυτήτων, 
αφού κάποια σωµατίδια έχουν ταχύτητα µέχρι και 28 m/s. Αυτός ο µικρός αριθµός 
των σωµατιδίων µε τη διακύµανση της ταχύτητάς, προκαλούν τα αφύσικα αποτελέ-
σµατα του cp.   

 
Παρατηρούµε λοιπόν ότι η προσοµοίωση της πρόσπτωσης δέσµης νερού πάνω 

σε επίπεδη πλάκα, µε την εφαρµογή της µεθόδου SPH, δίνει ικανοποιητικά αποτελέ-
σµατα. Υπάρχουν βέβαια κάποια σφάλµατα στην κατανοµή του cp, όµως η ποιοτική 
συµφωνία µε τα πειραµατικά αποτελέσµατα είναι πολύ καλή. Τέλος πλήρη ταύτιση 
αποτελεσµάτων έχουµε στο προφίλ του πάχους του ρευστού κατά µήκος της πλάκας.  
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4.2 Εφαρµογή 2: Κατάρρευση στήλης νερού. 
 
Στη συγκεκριµένη παράγραφο εφαρµόζεται η µέθοδος SPH στην προσοµοίωση 

κατάρρευσης στήλης νερού (φράγµατος). Αρχικά εξετάζεται η περίπτωση κατάρρευ-
σης της στήλης σε µια άδεια δεξαµενή και αναπτύχθηκε κώδικας για δυο και τρεις δι-
αστάσεις. Τα γεωµετρικά δεδοµένα ελήφθησαν από την δηµοσίευση των  Violeau και 
Issa (2007). Τέλος εξετάζεται η περίπτωση όπου η δεξαµενή περιέχει νερό και για το 
λόγο αυτό αναπτύχθηκε κώδικας δύο διαστάσεων. Η γεωµετρία του χώρου περιλαµ-
βάνεται στην δηµοσίευση των Violeau και Issa (SPHERIC,2007). 

 
 
 
4.2.1 Κατάρρευση στήλης νερού σε στεγνή δεξαµενή (2d) 
 
 
Στοιχεία προβλήµατος  
 
Η γεωµετρία του προβλήµατος βασίζεται στο πείραµα των Koshizuka and Oka 

(1996). Η στήλη νερού έχει ύψος h=2m και πλάτος w=1m ενώ η δεξαµενή έχει µήκος 
4m. Η διάταξη και οι διαστάσεις του προβλήµατος φαίνονται στο σχήµα 4.2.1 

 
 

 
 

ΣΧΗΜΑ 4.2.1. ∆ιαστάσεις και αρχικές συνθήκες του προβλήµατος. 
 
 
Στοιχεία του κώδικα 
 
Ο κώδικας εκτελείται για δύο διαστάσεις. Η αρχική απόσταση των σωµατιδίων D 

εξαρτάται από τον αριθµό των σωµατιδίων του νερού που σχηµατίζουν το πλάτος της 
στήλης. Έτσι στην συγκεκριµένη περίπτωση τοποθετήθηκαν κατά πλάτος της στήλης 
80 σωµατίδια. Στον πίνακα που ακολουθεί καταγράφονται ο αριθµός σωµατιδίων της 
στήλης νερού, των τοιχωµάτων και ο συνολικός, καθώς και το χρονικό βήµα, ο συνο-
λικός υπολογιστικός χρόνος, η απόσταση D και η µάζα των σωµατιδίων. 
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Σωµατίδια νερού 12720 
Σωµατίδια τοίχου 4785 
Σύνολο σωµατιδίων 17505 
Απόσταση D 0.0127m 
Μάζα m 0.016 kg 
DT 2*10-5 s 
Υπολογιστικός χρόνος 556 min 

 
∆ηµιουργήθηκαν 171 διαδοχικά αρχεία που δίνουν το στιγµιότυπο της ροής για 

κάθε 0.02s του φαινοµένου. ∆ηλαδή ο συνολικός χρόνος του φαινοµένου είναι 3.42s. 
Η τεχνητή ταχύτητα του ήχου ήταν 150 m/s, µιας και η µέγιστη ταχύτητα των σωµατι-
δίων είναι περίπου 12 m/s. Για την µέτρηση του ύψους της ελεύθερης επιφάνειας στο 
αριστερό άκρο της δεξαµενής καθορίστηκε µια περιοχή ελέγχου πλάτους ίση µε την 
αρχική απόσταση των σωµατιδίων D. Τέλος κοντά στη περιοχή των τοιχωµάτων ι-
σχύουν οι δυνάµεις Lennard-Jones. 

 
Σύγκριση αποτελεσµάτων 
 
Η µεταβολή µε το χρόνο της ελεύθερης επιφάνειας του νερού στο αριστερό τοίχω-

µα δίνεται στο γράφηµα του σχήµατος 4.2.2 ενώ στο γράφηµα του σχήµατος 4.2.3 
δίνεται η µεταβολή της µέγιστης απόστασης σωµατιδίων του νερού από το αριστερό 
τοίχωµα. 

 
Σχήµα 4.2.2. Μεταβολή το βάθους του νερού στο αριστερό τοίχωµα. 

 
Τα µεγέθη είναι αδιαστατοποιηµένα. Ο χρόνος και στα δύο γραφήµατα δίνεται από 

τη σχέση : 
 

oº � 10o��2¶» � 

 
όπου w το πλάτος της στήλης και g η επιτάχυνση της βαρύτητας. 
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Για το αριστερό τοίχωµα στο οποίο υπολογίζεται το βάθος του νερού, το ύψος του 
νερού είναι αδιαστατοποιηµένο και δίνεται από τη σχέση: Hº � y/�h� 
όπου y το ύψος της ελεύθερης επιφάνειας του νερού και h το αρχικό ύψος της 

στήλης. 

 
Σχήµα 4.2.3. Μεταβολή της µέγιστης απόστασης σωµατιδίων νερού από το αριστερό τοίχωµα. 

 
 Η αδιαστατοποιηµένη µέγιστη απόσταση των σωµατιδίων του νερού από το αρι-

στερό τοίχωµα δίνεται από τη σχέση: 
 Àº � //�¶� 
 
Η σύγκριση των αποτελεσµάτων του κώδικα SPH µε τα πειραµατικά αποτελέσµα-

τα παρουσιάζει ικανοποιητική συµφωνία. 
Στο σχήµα 4.2.4 δίνεται ενδεικτικά η µορφή των σωµατιδίων του νερού στο µέτω-

πο της στήλης κατά την κατάρρευση της, σε κάποια χρονική στιγµή. 
 

 
 

Σχήµα 4.2.4 Η µορφή των σωµατιδίων του νερού στο µέτωπο της στήλης για t=0.5s. 
 
Αξίζει να παρατηρηθεί ότι η διάταξη των σωµατιδίων του νερού που βρίσκονται 

κοντά στο τοίχωµα έχει διαταραχθεί από την επίδραση των σωµατιδίων του τοιχώµα-
τος.  
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Στιγµιότυπα ροής 
 
Στο σχήµα 4.2.5 δίνονται στιγµιότυπα της ροής σε κάποιες χρονικές στιγµές. Ο 

χρωµατισµός των σωµατιδίων έγινε βάσει της ταχύτητάς τους. Έτσι παρατηρούµε ότι 
για t=0.8s το νερό έχει φτάσει το δεξί τοίχωµα και κινείται προς τα επάνω. Για t=1.4s 
έχει µηδενιστεί η ανοδική του ταχύτητά και στο t=1.8s κινείται προς τα κάτω.  

 

 
 

 

 
Σχήµα 4.2.5α. Στιγµιότυπα 2d ροής κατάρρευσης στήλης νερού. 
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Για t=2.1s η στήλη που επιστρέφει προς τον πυθµένα προκαλεί την αναδίπλωση 
προς το αριστερό τοίχωµα, δηµιουργώντας και µια δίνη που φαίνεται καλύτερα στο 
t=2.1s. Στην επιφάνεια του δεξιού τοιχώµατος δηµιουργείται µία διαταραχή από τα 
σταγονίδια του νερού που είχαν ανέβει ψηλότερα και πέφτουν µε καθυστέρηση 
(t=2.3). Η αναδίπλωση της στήλης  προκαλεί τη δηµιουργία κύµατος το οποίο προσκ-
ρούει στο αριστερό τοίχωµα για t=2.5s και συνεχίζεται µέχρι την νέα αναδίπλωση του 
κύµατος για t=3.3s. 

 
 

 
 
 

 
 

Σχήµα 4.2.5β. Στιγµιότυπα 2d ροής κατάρρευσης στήλης νερού. 
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Σχήµα 4.2.5γ. Στιγµιότυπα 2d ροής κατάρρευσης στήλης νερού. 
 
 
 
 
 
 

  



Κεφάλαιο 4: Εφαρμογή του αλγορίθμου – Αποτελέσματα   

76 

 

4.2.2 Κατάρρευση στήλης νερού σε στεγνή δεξαµενή (3d) 
 
Στοιχεία προβλήµατος  
 
Η γεωµετρία του προβλήµατος βασίζεται στο πείραµα του Issa (2005). Η στήλη 

νερού έχει ύψος 0.3m µήκος 0.3m και πλάτος 0.6m ενώ η δεξαµενή έχει µήκος 0.9m.  
 
Στοιχεία του κώδικα 
 
Ο κώδικας εκτελείται για τρείς διαστάσεις. Η αρχική απόσταση D των σωµατιδίων 

εξαρτάται από τον αριθµό των σωµατιδίων του νερού που σχηµατίζουν το µήκος της 
στήλης. Έτσι στην συγκεκριµένη περίπτωση τοποθετήθηκαν κατά µήκος της στήλης 
20 σωµατίδια. Στον πίνακα που ακολουθεί καταγράφονται ο αριθµός σωµατιδίων της 
στήλης νερού, των τοιχωµάτων και ο συνολικός, καθώς και το χρονικό βήµα, ο συνο-
λικός υπολογιστικός χρόνος, η απόσταση D και η µάζα των σωµατιδίων. 

 
Σωµατίδια νερού 15600 
Σωµατίδια τοίχου 33210 
Σύνολο σωµατιδίων 48810 
Απόσταση D 0.0158 m 
Μάζα m 0.0004 kg 
DT 2*10-5 s 
Υπολογιστικός χρόνος 1121 min 

 
∆ηµιουργήθηκαν 142 διαδοχικά αρχεία που δίνουν το στιγµιότυπο της ροής για 

κάθε 0.02s του φαινοµένου. ∆ηλαδή ο συνολικός χρόνος προσοµοίωσης του φαινο-
µένου είναι 2.84s. Η τεχνητή ταχύτητα του ήχου ήταν 150 m/s. Για την µέτρηση του 
ύψους της ελεύθερης επιφάνειας στο αριστερό άκρο της δεξαµενής, όπως και στο 
δισδιάστατο πρόβληµα καθορίστηκε µια περιοχή ελέγχου πλάτους και µήκους ίση µε 
την αρχική απόσταση των σωµατιδίων D, στο µέσον του αριστερού τοίχου.  

 
Αποτελέσµατα 
 
Στο σχήµα 4.2.6 δίνεται η µεταβολή του βάθους της δεξαµενής συναρτήσει του 

χρόνου.  
 

 
Σχήµα 4.2.6 Χρονική µεταβολή του βάθους της στήλης στο αριστερό τοίχωµα. 
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Ενώ έχουν τοποθετηθεί τοιχώµατα στην αρχή και στο τέλος της δεξαµενής πάχους 
5 σωµατιδίων, στα πλαϊνά µέρη της δεξαµενής δεν τοποθετήθηκαν, για την µείωση 
του υπολογιστικού χρόνου, µε αποτέλεσµα να µην υφίστανται συνεκτικές δυνάµεις 
στα σωµατίδια που βρίσκονται σε επαφή µε αυτά τα τοιχώµατα. Η παραµονή των 
σωµατιδίων εντός της δεξαµενής επιτυγχάνεται µε την εφαρµογή των δυνάµεων Len-
nard-Jones. 
Στο σχήµα 4.2.7 γίνεται σύγκριση των στιγµιότυπων του πειράµατος µε την αριθ-

µητικά υπολογισµένη ροή. Παρατηρούµε ότι για t=0.89s τα αποτελέσµατα ταιριάζουν, 
ενώ για t=0.48s υπάρχει µια µικρή διαφορά στο νερό που ανεβαίνει προς τα επάνω. 
Αυτή διαφορά µπορεί να µειωθεί αν αυξηθεί ο αριθµός των σωµατιδίων. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Σχήµα 4.2.7.Στιγµιότυπα σε δύο χρονικές στιγµές t=0.48s(αριστερά) και t=0.89s(δεξιά). 
 
Στιγµιότυπα ροής 
Στο σχήµα 4.2.8 δίνονται στιγµιότυπα της ροής σε κάποιες χρονικές στιγµές. Ο 

χρωµατισµός των σωµατιδίων έγινε µε βάση την ταχύτητά τους. Το νερό της στήλης 
µετά την κατάρρευση φτάνει στο αριστερό τοίχωµα τη χρονική στιγµή t=0.3s. Για 
t=0.8s γίνεται αναδίπλωση της στήλης που επιστρέφει προς τον πυθµένα και δηµι-
ουργείται  κύµα το οποίο φτάνει στο δεξί τοίχωµα για t=1.2s. Τέλος το κύµα ανακλά-
ται και επιστρέφει στα αριστερό τοίχωµα για t=2.4s. 
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Σχήµα 4.2.8α. Στιγµιότυπα 3d ροής κατάρρευσης στήλης νερού. 
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Σχήµα 4.2.8β. Στιγµιότυπα 3d ροής κατάρρευσης στήλης νερού. 
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4.2.3 Κατάρρευση στήλης νερού σε υγρή δεξαµενή (2d) 
 
Στοιχεία προβλήµατος  
 
Η γεωµετρία του προβλήµατος βασίζεται στο πείραµα του Janosi κ.α.(2004). Η 

στήλη νερού έχει ύψος 0.15m και πλάτος 0.38 m ενώ η δεξαµενή έχει µήκος 1.8m και 
είναι γεµισµένη µε ένα στρώµα νερό βάθους 0.018m. Η διάταξη και οι διαστάσεις του 
προβλήµατος φαίνονται στο σχήµα 4.2.9 

 
 

 
 
 

Σχήµα 4.2.9. ∆ιαστάσεις και αρχικές συνθήκες του προβλήµατος υγρής δεξαµενής. 
 
 
Στοιχεία του κώδικα 
 
Ο κώδικας εκτελείται για δύο διαστάσεις. Η αρχική απόσταση D των σωµατιδίων 

εξαρτάται, όπως και στη περίπτωση της στεγνής δεξαµενής, από τον αριθµό των 
σωµατιδίων του νερού που σχηµατίζουν το πλάτος της στήλης. Έτσι στην συγκεκρι-
µένη περίπτωση τοποθετήθηκαν κατά µήκος της στήλης 200 σωµατίδια. Στον πίνακα 
που ακολουθεί καταγράφονται ο αριθµός σωµατιδίων της στήλης νερού, των τοιχω-
µάτων και ο συνολικός, καθώς και το χρονικό βήµα, ο συνολικός υπολογιστικός χρό-
νος, η απόσταση D και η µάζα των σωµατιδίων. 

 
 

Σωµατίδια νερού 20170 
Σωµατίδια τοίχου 4705 
Σύνολο σωµατιδίων 24875 
Απόσταση D 0.0019m 
Μάζα m 0.00037 kg 
DT 1*10-5 s 
Υπολογιστικός χρόνος 827 min 

 
 
∆ηµιουργήθηκαν 200 διαδοχικά αρχεία που δίνουν το στιγµιότυπο της ροής για 

κάθε 0.01s του φαινοµένου. ∆ηλαδή ο συνολικός χρόνος προσοµοίωσης του φαινο-
µένου είναι 2s. Η τεχνητή ταχύτητα του ήχου ήταν 100 m/s. Για την µέτρηση του ύ-
ψους της ελεύθερης επιφάνειας στο αριστερό άκρο της δεξαµενής, όπως και στο 
πρόβληµα της στεγνής δεξαµενής, καθορίστηκε µια περιοχή ελέγχου πλάτους ίση µε 
την αρχική απόσταση των σωµατιδίων D.  
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Αποτελέσµατα 
 
Στο σχήµα 4.2.10  δίνεται η µεταβολή του βάθους της δεξαµενής συναρτήσει του 

χρόνου. Τα µεγέθη είναι διαστατοποιηµένα. 
 
 

 
Σχήµα 4.2.10 Χρονική µεταβολή του βάθους της στήλης στο αριστερό τοίχωµα. 

 
 
Στο σχήµα 4.2.10 γίνεται µια σύγκριση της ροής του νερού που υπολογίστηκε µε 

τη µέθοδο SPH µε την πραγµατική ροή και ιδιαίτερα της µορφή της ελεύθερης επιφά-
νειας. Ένα χρονικό κενό παρατηρείται (περίπου 110ms) µεταξύ των αποτελεσµάτων 
(για παράδειγµα η πρώτη εικόνα που αντιστοιχεί σε χρόνο 0.156s αριθµητικά υπολο-
γίστηκε για χρόνο 0.05s). Η διαφορά αυτή οφείλεται στο γεγονός ότι στον κώδικα θε-
ωρήθηκε ότι η µπάρα που συγκρατεί την στήλη εξαφανίζεται ακαριαία. Η σύγκριση 
των αποτελεσµάτων είναι ικανοποιητική, αλλά δείχνει ότι ο κώδικας επιδέχεται βελτί-
ωση για την απόλυτη ταύτιση. 
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Σχήµα 4.2.11. Στιγµιότυπα της µορφής της ελεύθερης επιφάνειας. Στα αριστερά εικόνες από την 
εκτέλεση του πειράµατος και δεξιά εικόνες από την εφαρµογή µεθόδου SPH. 

 
 
Στιγµιότυπα ροής 
 
Αξίζει να παρουσιαστούν και άλλα στιγµιότυπα, για να γίνει αντιληπτή η συνολική 

πορεία του νερού. Ο χρωµατισµός των σωµατιδίων γίνεται µε βάση την ταχύτητά 
τους.  
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Σχήµα 4.2.12α. Στιγµιότυπα της µορφής της ελεύθερης επιφάνειας. 
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Σχήµα 4.2.12β. Στιγµιότυπα της µορφής της ελεύθερης επιφάνειας. 
 
Παρατηρούµε ότι την χρονική στιγµή t=0.6s το κύµα φτάνει στο δεξί τοίχωµα, ανα-

κλάται και δηµιουργεί ένα δεύτερο κύµα (t=1÷1.8) και επιστρέφει στο αριστερό τοίχω-
µα για t=2sec. 
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4.3 Εφαρµογή 3: Κατάρρευση δεξαµενής νερού και πρόσκρουση σε εµπόδιο 
 
Σε αυτήν παράγραφο εξετάζεται η περίπτωση εφαρµογής της µεθόδου SPH στην 

προσοµοίωση κατάρρευσης δεξαµενής νερού και πρόσκρουσης σε εµπόδιο. Η προ-
σοµοίωση βασίζεται στο εργαστηριακό πείραµα που εκτελέστηκε από τον Kleefsman 
κ.α. (2005).  Σε αυτό το πείραµα µια δεξαµενή νερού χάνει την µία πλευρά της, το νε-
ρό µε τη επίδραση της βαρύτητας χύνεται εκτός και συναντά ένα εµπόδιο. Η εφαρµο-
γή του κώδικα γίνεται για 2 και για 3 διαστάσεις. 

 
 
Στοιχεία του προβλήµατος. 
 
Η δεξαµενή έχει µήκος 1.228m, πλάτος 1m και ύψος 0.55m. Το εµπόδιο έχει µή-

κος 0.161m, πλάτος 0.403m, ύψος 0.161m και βρίσκεται σε απόσταση 1.1675m από 
τη δεξαµενή. Ο υπολογιστικός χώρος έχει διαστάσεις 3.22x1x1 m. 
Η διάταξη και οι διαστάσεις φαίνονται στο σχήµα 4.3.1.  
 
 
 

 
 

 
 

Σχήµα 4.3.1. Γενική περιγραφή του συστήµατος: κάτοψη (πάνω εικόνα) και πλάγια όψη (κάτω εικό-
να). 

 
Για τον έλεγχο του προβλήµατος και την σύγκριση του SPH µε το πείραµα έχουν 

τοποθετηθεί σηµεία ελέγχου που καταγράφουν την χρονική µεταβολή του ύψους της 
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ανώτερης ελεύθερης επιφάνειας. Αυτά τα σηµεία συµβολίζονται µε το γράµµα Η και 
φαίνονται στο σχήµα 4.3.1. Για την µέτρηση της πίεσης πάνω στο εµπόδιο υπάρχουν 
σηµεία ελέγχου που συµβολίζονται µε το γράµµα Ρ και η θέση τους φαίνεται στο 
σχήµα 4.3.2 

 

 
 

Σχήµα 4.3.2. Περιγραφή του εµποδίου και των σηµείων ελέγχου πίεσης Ρ. 
 
 
Στοιχεία του κώδικα. 
 
Ο κώδικας αναπτύχθηκε για 2 και 3 διαστάσεις. Ο αριθµός των σωµατιδίων του 

προβλήµατος καθορίζεται από των αριθµό των σωµατιδίων του νερού κατά µήκος 
της δεξαµενής. Επειδή στο τρισδιάστατο πρόβληµα ο αριθµός σωµατιδίων είναι πολύ 
µεγαλύτερος από το δισδιάστατο πρόβληµα, µε αποτέλεσµα την σηµαντική αύξηση 
του υπολογιστικού χρόνου, εκτελούµε το πρόγραµµα 2d µε 100 σωµατίδια κατά µή-
κος της δεξαµενής για την σύγκριση µε τα πειραµατικά δεδοµένα και κατόπιν εκτε-
λούµε τον 2d και τον 3d κώδικα µε 40 σωµατίδια για την µεταξύ τους σύγκριση. 
Έτσι στον πίνακα που ακολουθεί δίνεται για κάθε περίπτωση ο αριθµός σωµατιδί-

ων, η απόσταση τοποθέτησης D, η µάζα των σωµατιδίων, το χρονικό βήµα των υπο-
λογισµών DT και ο συνολικός υπολογιστικός χρόνος. Τα αρχεία εξόδου που δηµι-
ουργούνται δίνουν το στιγµιότυπο της ροής για κάθε 0.02s.  

 
 

 2d  100 σωµ. 2d 40 σωµ. 3d 40 σωµ. 
Εµπόδιο 182 p 30 p 420 p 
Νερό 4500 p 720 p 21216 p 
Τοιχώµατα 2555 p 1035 p 31675 p 
Σύνολο σωµατιδίων 7237 p 1785 p 53311 p 
απόσταση D 0.0124 m 0.0315 m 0.0315 m 
µάζα σωµατιδίων 0.0156 kg 0.101 kg 0.003164 kg 
χρονικό βήµα DT 10-5 s 10-5 s 5*10-5 s 
υπολογιστικός χρόνος 504 min 91 min 2769 min 
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∆ηµιουργήθηκαν 250 αρχεία-στιγµιότυπα που αντιστοιχούν σε 5s του φαινοµένου 
και οι κώδικες εκτελέστηκαν 8 παράλληλους επεξεργαστές, ταχύτητας 2 GHz έκα-
στος. 

 
 
Οριακές Συνθήκες 
 
Για την αποφυγή εισχώρησης σωµατιδίων του νερού στα τοιχώµατα και στο εµπό-

διο εφαρµόζονται οι απωστικές δυνάµεις Lennard-Jones µε ακτίνα επίδρασης 
r0=0.45D και µε διεύθυνση την διεύθυνση της απόστασης r. Ενώ η εφαρµογή τους 
στα τοιχώµατα είναι απλή, γιατί αρκεί η εύρεση της κάθετης απόστασης του σωµατι-
δίου από το τοίχωµα, στην περίπτωση του εµποδίου τα πράγµατα γίνονται πιο πο-
λύπλοκα. Στον 2D κώδικα η περιοχή γύρω από το εµπόδιο χωρίζεται σε 5 τµήµατα 
όπως φαίνεται στο σχήµα 4.3.3. Στα τµήµατα 1, 3 και 5 στους υπολογισµούς λαµβά-
νεται η κάθετη απόσταση r από την αντίστοιχη επιφάνεια , ενώ στα τµήµατα 2 και 4 
λαµβάνεται η απόσταση r από την αντίστοιχη γωνία. Στην κάτω πλευρά του εµποδίου 
δεν χρειάζονται οι απωστικές δυνάµεις αφού υπάρχουν οι δυνάµεις του κάτω τοιχώ-
µατος. 

 
 
 
 

 
 

Σχήµα 4.3.3. Περιοχές εφαρµογής των δυνάµεων Lennard-Jones (2d). 
 
 
Στον 3D κώδικα η περιοχή γύρω από το εµπόδιο χωρίζεται σε 17 τµήµατα όπως 

φαίνεται στο σχήµα 4.3.4. Στα τµήµατα 2, 4, 5, 7 και 13 λαµβάνεται η κάθετη από-
σταση r  από τις αντίστοιχες πλευρές, στα τµήµατα 1, 3, 6, 8, 10, 12, 14 και 16 λαµ-
βάνεται η κάθετη απόσταση r από τις αντίστοιχες ακµές και στα τµήµατα 9, 11, 15 και 
17 λαµβάνεται η απόσταση r από τις αντίστοιχες γωνίες. Είναι εύλογο ότι τα 17 αυτά 
τµήµατα απαιτούν τη δηµιουργία 17 συνθηκών ελέγχου θέσης για κάθε σωµατίδιο 
νερού στον κώδικα. Αυτό σηµαίνει µεγάλη αύξηση του υπολογιστικού χρόνου. 
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Σχήµα 4.3.4. Περιοχές εφαρµογής των δυνάµεων Lennard-Jones (3d). 
 
 
 Όπως έχει αναφερθεί και παραπάνω, τα σωµατίδια των τοιχωµάτων δεν µεταβά-

λουν την πυκνότητα και την πίεσή τους. Μία µέθοδος για την αποφυγή των δυνάµεων 
Lennard-Jones θα µπορούσε να είναι η µεταβολή της πυκνότητας και της πίεσης των 
σωµατιδίων του τοίχου και του εµποδίου µε τον ίδιο τρόπο που µεταβάλλονται οι α-
ντίστοιχες ιδιότητες των σωµατιδίων του ρευστού. 

 
 
Σύγκριση αποτελεσµάτων 
 
Για την αξιολόγηση του κώδικα στο συγκεκριµένο πρόβληµα, και επειδή η εκτέλε-

ση του τρισδιάστατου προβλήµατος µε µεγάλο αριθµό σωµατιδίων είναι εξαιρετικά 
χρονοβόρα, γίνεται σύγκριση των πειραµατικών δεδοµένων του Kleefsman κ.α. 
(2005) µε τον δισδιάστατο κώδικα µε ανάλυση 100 σωµατιδίων. Έτσι στο σχήµα 
4.3.5 δίνεται η χρονική µεταβολή του ύψους του νερού στο σηµείο ελέγχου Η4 και στο 
σχήµα 4.3.6 στο σηµείο Η2. 

 
 

 
Σχήµα 4.3.5 Χρονική µεταβολή του ύψους του νερού στο σηµείο ελέγχου Η4 (SPH-2d-100p). 
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Σχήµα 4.3.6 Χρονική µεταβολή του ύψους του νερού στο σηµείο ελέγχου Η2 (SPH-2d-100p). 

 
Παρατηρούµε ότι στο σηµείο ελέγχου Η4 τα αποτελέσµατα είναι αρκετά ικανοποιη-

τικά αφού οι καµπύλες συµπίπτουν, εκτός από τη περιοχή µεταξύ τρίτου και τέταρτου 
δευτερολέπτου όπου η καµπύλη του SPH είναι ελαφρώς µετατοπισµένη προς τα δε-
ξιά, µε την ίδια όµως µορφή. Στο σηµείο ελέγχου Η2 οι καµπύλες δεν συµπίπτουν, 
αλλά η γενικότερη µορφή της καµπύλης SPH πλησιάζει τη µορφή της πειραµατικής, 
οπότε τα αποτελέσµατα του κώδικα είναι αποδεκτά και σε αυτή τη θέση. Στα σχήµατα 
4.3.7 και 4.3.8 δίνεται η αριθµητικά υπολογισµένη µεταβολή της κατακόρυφης θέσης 
του νερού στα υπόλοιπα δύο σηµεία ελέγχου Η1 και Η3. 

 

 
Σχήµα 4.3.7 Χρονική µεταβολή του ύψους του νερού στο σηµείο ελέγχου Η1 (SPH-2d-100p). 
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Σχήµα 4.3.8 Χρονική µεταβολή του ύψους του νερού στο σηµείο ελέγχου Η3 (SPH-2d-100p). 

 
Παρατηρούµε ότι στο σηµείο ελέγχου Η1, η καµπύλη του ύψους της πάνω ελεύθε-

ρης επιφάνειας του νερού από µηδέν που είναι για t=0s (αφού δεν υπάρχει νερό) αυ-
ξάνεται απότοµα και κατόπιν µειώνεται σταδιακά. Η αύξηση αυτή οφείλεται στο άλµα 
που κάνει το νερό µετά την πρόσκρουσή στο εµπόδιο. Στο σηµείο ελέγχου Η3 η δια-
ταραχή που παρουσιάζει η καµπύλη για t=0.8s οφείλεται σε µεµονωµένα σωµατίδια 
που επιστρέφουν στο αριστερό τοίχωµα µετά την  πρόσκρουση, όπως φαίνεται και 
στο σχήµα 4.3.13α.  
Στα σχήµατα 4.3.9 και 4.3.10 δίνεται η χρονική µεταβολή της πίεσης πάνω στα 

σηµεία ελέγχου Ρ1, Ρ2, Ρ3, Ρ4, για τον δισδιάστατο κώδικα SPH. 
 

 
Σχήµα 4.3.9. Χρονική µεταβολή πίεσης στο σηµείο ελέγχου Ρ1. 
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Σχήµα 4.3.10. Χρονική µεταβολή πίεσης στα σηµεία ελέγχου Ρ2, Ρ3 και Ρ4. 

 
 
Παρατηρούµε ότι η τιµή της υπολογιζόµενης πίεσης παρουσιάζει διαταραχές, ιδιαί-

τερα στο σηµείο Ρ3 το οποίο βρίσκεται στο πάνω µέρος του εµποδίου, που οφείλο-
νται στα µεµονωµένα σωµατίδια που διέρχονται από το εµπόδιο. Βλέπουµε όµως ότι 
η µέση καµπύλη χρονικής µεταβολής της πίεσης σε όλα τα διαγράµµατα συµπίπτει 
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µε την αντίστοιχη πειραµατική καµπύλη. Έτσι λαµβάνοντας αυτό το γεγονός υπ’ όψιν 
µπορούµε θα θεωρήσουµε ικανοποιητικά τα αποτελέσµατα. 

 
Καταλήγουµε λοιπόν στο συµπέρασµα ότι ο δισδιάστατος κώδικας προσοµοιώνει 

ικανοποιητικά το πραγµατικό φαινόµενο. Για να ελέγξουµε την αξιοπιστία του τρισ-
διάστατου κώδικα συγκρίνουµε τα αποτελέσµατα του 3d µε αυτά του 2d για ανάλυση 
40 σωµατιδίων. Έτσι στο σχήµα 4.3.11 δίνεται η χρονική µεταβολή του ύψους του 
νερού στα σηµεία ελέγχου Η. 

 

 
 

 
Σχήµα 4.3.11 Χρονική µεταβολή του ύψους του νερού στα τέσσερα σηµεία ελέγχου Η. 

 
Παρατηρούµε ότι αν και σε µερικά σηµεία υπάρχει χρονική υστέρηση του τρισδιά-

στατου κώδικα, οι καµπύλες έχουν γενικά την ίδια µορφή. Οπότε η δισδιάστατη επί-
λυση αναπαράγει αρκετά ικανοποιητικά την εξέλιξη της ροής. 

 
Στο σχήµα 4.3.12 δίνονται τα στιγµιότυπα της ροής για δισδιάστατο και τρισδιά-

στατο SPH και συγκρίνονται µε αντίστοιχες εικόνες (φωτογραφίες) από το πείραµα, 
για τις χρονικές στιγµές 0.4s και 0.56s αντίστοιχα, µε πολύ ικανοποιητική συµφωνία. 
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Σχήµα 4.3.12 Στιγµιότυπα της ροής τις χρονικές στιγµές 0.4s και 0.56s(πείραµα,2d 100p,2d 40p,3d 40p) 
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Συγκεκριµένα παρατηρούµε ότι τα στιγµιότυπα ταιριάζουν µεταξύ τους µε µια µι-
κρή διαφορά στο 0.56 δευτερόλεπτο όπου, στο τρισδιάστατο και στο δισδιάστατο 40 
σωµατιδίων, το νερό δεν εκτινάσσεται τόσο ψηλά όσο στο πείραµα. Αύξηση του α-
ριθµού των σωµατιδίων µπορεί να δώσει ακόµη πιο ρεαλιστικά αποτελέσµατα. 

 
 
Στιγµιότυπα 2d ροής 
 
Στα παρακάτω σχήµατα δίνονται τα στιγµιότυπα της δισδιάστατης ροής (100 σω-

µατιδίων) για διάφορες χρονικές στιγµές παρουσιάζοντας έτσι την πορεία του φαινο-
µένου. Ο χρωµατισµός των σωµατιδίων έγινε µε βάση την απόλυτη ταχύτητα τους.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 4.3.13α Στιγµιότυπα της ροής του δισδιάστατου προβλήµατος (100p). 
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Παρατηρείται ότι την χρονική στιγµή  t=0.5s το νερό προσκρούει στο εµπόδιο, ε-
κτελεί άλµα και επιστρέφει στον πυθµένα µετά το εµπόδιο για t=1.1s.Κατόπιν η περι-
οχή µεταξύ εµποδίου και δεξιού τοιχώµατος γεµίζει µε νερό (t=1.4s) και για t=2s δη-
µιουργείται ένα κύµα το οποίο κατευθύνεται προς το αριστερό τοίχωµα. Για t=3.6s το 
κύµα ανακλάται στο αριστερό τοίχωµα και αποσβαίνει µέχρι το t=5s. 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 4.3.13β Στιγµιότυπα της ροής του δισδιάστατου προβλήµατος (100p). 



Κεφάλαιο 4: Εφαρμογή του αλγορίθμου – Αποτελέσματα   

96 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 4.3.13γ Στιγµιότυπα της ροής του δισδιάστατου προβλήµατος (100p). 
 
Στιγµιότυπα κώδικα 3d 
 
Στα παρακάτω σχήµατα δίνονται τα στιγµιότυπα της τρισδιάστατης ροής (40 σω-

µατιδίων) για διάφορες χρονικές στιγµές σε ολόκληρη προβολή και σε τοµή. Ο χρω-
µατισµός των σωµατιδίων στη πλήρη προβολή έγινε µε βάση την απόλυτη ταχύτητα 
τους. 
Παρατηρούµε ότι για t=0.5s το νερό φτάνει στο εµπόδιο, για t=1.4s γίνεται αναδί-

πλωση και δηµιουργία κύµατος για t=2.2s. Τέλος το κύµα που δηµιουργήθηκε φτάνει 
στο αριστερό τοίχωµα και ανακλάται την χρονική στιγµή t=4s. 

 

 
 

Σχήµα 4.3.14α Στιγµιότυπα της ροής του τρισδιάστατου προβλήµατος (40p). 
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Σχήµα 4.3.14β Στιγµιότυπα της ροής του τρισδιάστατου προβλήµατος (40p). 
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Σχήµα 4.3.14γ Στιγµιότυπα της ροής του τρισδιάστατου προβλήµατος (40p). 
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4.4 Εφαρµογή 4: Κινούµενο Όριο 
 
Σε αυτήν παράγραφο εξετάζεται η περίπτωση εφαρµογής της µεθόδου SPH στην 

προσοµοίωση δηµιουργίας κυµάτων από την ολίσθηση συµπαγούς σφήνας µέσα σε 
νερό κατά µήκος κεκλιµένης επιφάνειας. Η προσοµοίωση βασίζεται στο εργαστηρια-
κό πείραµα που εκτελέστηκε από τον Heinrich (1992). Σε αυτό το πείραµα κύµατα 
νερού παράγονται από την κίνηση µία σφήνας, η οποία αφήνεται να ολισθήσει πάνω 
σε πλαγιά µε κλίση 45ο ως προς το οριζόντιο επίπεδο. Με αυτόν το τρόπο γίνεται α-
ναπαράσταση της δηµιουργίας παράκτιων κυµάτων. Η εφαρµογή του κώδικα γίνεται 
για 2 διαστάσεις. 

 
 
Στοιχεία του προβλήµατος. 
 
Η διατοµή της σφήνας είναι ορθογώνιο ισοσκελές τρίγωνο µε διαστάσεις 0.5m x 

0.5m. Το βάθος του νερού είναι 1m και το πάνω µέρος της σφήνας είναι 1 cm κάτω 
από την ελεύθερη επιφάνεια. Η κεκλιµένη επιφάνεια ξεκινά στα 3m από τον αριστερό 
τοίχο και έχει κλίση 45ο. Η υπολογιστική περιοχή έχει µήκος 4.5m και ύψος 1.5m. Τα 
παραπάνω φαίνονται στο σχήµα 4.4.1 

 

 
Σχήµα 4.4.1. Αρχικές συνθήκες της περίπτωσης ολίσθησης σφήνας κατά µήκος κεκλιµένου επιπέ-

δου 45ο. 
 
 
Η σφήνα την χρονική στιγµή t=0s ξεκινά από την ηρεµία, κάνει επιταχυνόµενη κί-

νηση  η οποία διαρκεί 0.4s και µετά κινείται µε σταθερή ταχύτητα. Η κατακόρυφη τα-
χύτητα, η οποία είναι ίση µε την οριζόντια, δίνεται από την σχέση (Ataie .κ.α, 2007) 

 ��o� Á}F tanh�}+o� , o T 0.4Å0.6                            o & 0.4Å� 
 
όπου c1 και c2 σταθερές τιµές και για τους υπολογισµούς έλαβαν την τιµή 86 και 

0.0175 αντίστοιχα. Έτσι αφού είναι γνωστή η ταχύτητα, µπορεί να υπολογιστεί και η 
θέση της σφήνας για κάθε χρονική στιγµή. Επίσης τα σωµατίδια της σφήνας συνει-
σφέρουν µε την ταχύτητα τους στην µεταβολή των χαρακτηριστικών των σωµατιδίων 
του νερού. 

U 
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Στοιχεία του κώδικα. 
 
Κατά την εφαρµογή του κώδικα, το χρονικό βήµα των υπολογισµών DT είναι 10-5s 

και δηµιουργείται αρχείο εξόδου που δίνει το στιγµιότυπο της ροής κάθε 0.02s. Η αρ-
χική απόσταση των σωµατιδίων καθορίζεται από τον αριθµό των σωµατιδίων µεταξύ 
ελεύθερης επιφάνειας και πυθµένα. Έτσι για 50 σωµατίδια η απόσταση γίνεται 
D=0.02m. Το κάθε τοίχωµα έχει πάχος 5 σωµατίδια. Ο αριθµός σωµατιδίων της σφή-
νας, των τοιχωµάτων και του νερού δίνονται στον παρακάτω πίνακα. 

 
   

Σωµατίδια 
Σφήνα 300 p 
Νερό 8379 p 
Τοιχώµατα 1220 p 
Σύνολο 9899 p 
 
απόσταση D 0.02m 
χρόνος 423min 

 
 
∆ηµιουργήθηκαν 220 αρχεία-στιγµιότυπα που αντιστοιχούν σε 4.4s του φαινοµέ-

νου και ο υπολογιστικός χρόνος ήταν  423min σε 8 παράλληλους επεξεργαστές, τα-
χύτητας 2 GHz ο καθένας. 

 
 
Οριακές Συνθήκες. 
 
Για την αποφυγή εισχώρησης σωµατιδίων του νερού στα σωµατίδια της σφήνας, 

εφαρµόζονται στα όρια αυτής, δυνάµεις Lennard-Jones. Η περιοχή επίδρασης αυτών 
των δυνάµεων φαίνεται στο σχήµα 4.4.2 µε απόσταση r0=0.45D και χωρίζεται σε 5 
τµήµατα. Στα τµήµατα 2 και 4 τα σωµατίδια του νερού δέχονται απωστικές δυνάµεις 
µε διεύθυνση κάθετη στην επιφάνεια. Στα τµήµατα 1, 3 και 5 τα σωµατίδια του νερού 
δέχονται απωστικές δυνάµεις µε διεύθυνση την ευθεία που ενώνει το σωµατίδιο και 
την γωνία της σφήνας.  

 
 

 
Σχήµα 4.4.2 Περιοχή εφαρµογής δυνάµεων Lennard-Jones γύρω από τη σφήνα. 
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Στην κάτω δεξιά επιφάνεια δεν είναι αναγκαίες οι δυνάµεις αυτές γιατί η σφήνα ε-
φάπτεται της πλαγιάς και τα σωµατίδια του νερού απωθούνται από το τοίχωµα της 
κεκλιµένης επιφάνειας. Σηµειώνεται ότι η ύπαρξη του κινούµενου ορίου δεν προκαλεί 
καµία πρόσθετη τροποποίηση ή επιβάρυνση του αλγορίθµου, γεγονός που αποτελεί 
πλεονέκτηµα της µεθόδου SPH σε τέτοιες περιπτώσεις, έναντι των πλεγµατικών µε-
θόδων. 

 
 
Σύγκριση αποτελεσµάτων 
 
Στα σχήµατα 4.4.3 και 4.4.4 γίνεται σύγκριση της µεθόδου SPH και του πειράµα-

τος για τις χρονικές στιγµές t=0.5s και t=1s. Τα αποτελέσµατα είναι ικανοποιητικά, 
ειδικά για t=0.5s όπου οι καµπύλες συµπίπτουν, ενώ για t=1s υπάρχει µια µικρή α-
πόκλιση στην δεξιά περιοχή. 

 

 
Σχήµα 4.4.3 Προφίλ ελεύθερης επιφάνειας τη χρονική στιγµή t=0.5s 

 

 
Σχήµα 4.4.4 Προφίλ ελεύθερης επιφάνειας τη χρονική στιγµή t=1s 

 
 

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1

1,1

1,2

0 1 2 3 4

y
 (

m
)

x(m)

exp

SPH

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1

1,1

1,2

0 1 2 3 4

y
(m

)

x(m)

exp

SPH



Κεφάλαιο 4: Εφαρμογή του αλγορίθμου – Αποτελέσματα   

102 

 

Στιγµιότυπα ροής 
 
Στα σχήµατα 4.4.5 δίνεται η κίνηση της σφήνας στην κεκλιµένη επιφάνεια και η 

δηµιουργία κυµάτων για διάφορες χρονικές στιγµές µέχρι t=4s δείχνοντας την σταθε-
ρότητα της µεθόδου SPH να προσοµοιώνει φαινόµενα για σχετικά µεγάλα χρονικά 
διαστήµατα. Για t=0.3s φαίνεται η δηµιουργία του πρώτου κύµατος και η µετακίνησή 
του προς τα αριστερά. Το πρώτο κύµα φτάνει στο στον αριστερό τοίχο τη χρονική 
στιγµή t=1.5s όπου η ελεύθερη επιφάνεια φτάνει στο 1.09m και ανακλάται.  

 

 

 

 
 

Σχήµα 4.4.5α. Στιγµιότυπα της ροής για t=0, 0.3 και 0.5s. 
 

t=0s 

t=0.3s 

t=0.5s 
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Σχήµα 4.4.5β. Στιγµιότυπα της ροής για t=0.7,1, 1.2 και 1.5s. 
 

t=0.7s 

t=1s 

t=1.2s 

t=1.5s 
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Την ίδια χρονική στιγµή εµφανίζεται στα δεξιά ένα δεύτερο κύµα το οποίο κινείται 

αριστερά και συναντά το ανακλώµενο πρώτο κύµα την χρονική στιγµή 2.5. Τέλος, 
από το 3ο δευτερόλεπτο και µετά, η ελεύθερη επιφάνεια τείνει προς την ηρεµία µε ένα 
µικρό και µειούµενο προοδευτικά κυµατισµό. 

 

 
 

 

 
 

Σχήµα 4.4.5γ. Στιγµιότυπα της ροής για t= 1.7, 2 και  2.5s 
 

t=1.7s 

t=2s 

t=2.5s 
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Σχήµα 4.4.5δ. Στιγµιότυπο της ροής για t=3, 3.5 και 4s 
 

 
 
Άλλα αποτελέσµατα 
 
Στο σχήµα 4.4.6 παρουσιάζεται η ταλάντωση της ελεύθερης επιφάνειας σε από-

σταση 1 και 2 µέτρα από τον αριστερό τοίχο. 
 

t=3s 

t=3.5s 

t=4s 
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Σχήµα 4.4.6 Θέση ελεύθερης επιφάνειας σε απόσταση 1m και 2m από το αριστερό τοίχωµα για 

διάφορες χρονικές στιγµές. 
 
 
 
Τέλος, στα σχήµατα 4.4.7 παρουσιάζεται το διανυσµατικό πεδίο ταχυτήτων. Στο 

0.4s φαίνεται η κίνηση του νερού προς το πάνω µέρος της σφήνας κάνοντας ένα 
«αλµατάκι». Ένα µέρος του νερού κινείται προς την κεκλιµένη επιφάνεια και το υπό-
λοιπο κινείται προς τα αριστερά δηµιουργώντας µία δίνη µέχρι το πρώτο δευτερόλε-
πτο. Το νερό που κινήθηκε προς τα δεξιά επιστρέφει και δηµιουργεί µία δεύτερη δίνη 
αντίθετης κατεύθυνσης από την πρώτη (t=2s). Μετά το τρίτο δευτερόλεπτο οι δίνες 
εξασθενούν και εξαφανίζονται στο t=4s. 

 
 

Σχήµα 4.4.7α. ∆ιανυσµατικό πεδίο ταχυτήτων της ροής για t=0.2 και 0.4s 
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Σχήµα 4.4.7β. ∆ιανυσµατικό πεδίο ταχυτήτων της ροής για t= 0.6, 1, 1.5, 2, 3 και 4s 
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Κεφάλαιο 5 
 

Συµπεράσµατα – Προτάσεις για περαιτέρω µελέτη 
 
Η υπολογιστική µέθοδος SPH που αναπτύχθηκε στην παρούσα εργασία εφαρµό-

στηκε σε προβλήµατα ρευστοµηχανικής που περιλαµβάνουν ελεύθερες επιφάνειες 
και έδειξε ότι η µη-πλεγµατική µέθοδος µπορεί να αντιµετωπίσει τις δυσκολίες που 
συναντούν οι συµβατικές πλεγµατικές µέθοδοι στον υπολογισµό ροών διφασικών ή 
µε ελεύθερη επιφάνεια καθώς και ροών µη-µόνιµων ή µε πολύπλοκες γεωµετρίες . 
Από την σύγκριση των αποτελεσµάτων που παράγονται µε την µέθοδο SPH µε αντί-
στοιχα πειραµατικά δεδοµένα παρατηρήσαµε ότι υπάρχει πάντα πολύ καλή ποιοτική 
συµφωνία και στις περισσότερες περιπτώσεις και καλή ποσοτική συµφωνία.  
Στην περίπτωση της δέσµης που προσκρούει µε µεγάλη ταχύτητα πάνω σε επί-

πεδη πλάκα η προσοµοίωση της ροής δίνει αποδεκτά αποτελέσµατα. Όµως παρου-
σιάστηκε πρόβληµα στον ακριβή ποσοτικό προσδιορισµό της πίεσης, το οποίο εξαρ-
τάται από την γωνία πρόσπτωσης. 
Στις δύο περιπτώσεις κατάρρευσης στήλης νερού τα αποτελέσµατα ήταν επίσης 

πολύ ικανοποιητικά και µε ποσοτική ταύτιση των αποτελεσµάτων στις δισδιάστατες 
εφαρµογές, ενώ στις τρισδιάστατες είχαµε µια µικρή απόκλιση, η οποία οφείλεται στη 
χαµηλή σχετικά ανάλυση σωµατιδίων που χρησιµοποιήθηκε, επειδή η αύξηση των 
σωµατιδίων στον 3d κώδικα, αυξάνει υπερβολικά τον υπολογιστικό χρόνο, ακόµα και 
µε παράλληλη επεξεργασία. Επίσης παρατηρήθηκε διακύµανση της πίεσης στην πε-
ρίπτωση κατάρρευσης δεξαµενής νερού και πρόσκρουσής σε εµπόδιο, η οποία οφεί-
λεται σε µεµονωµένα σωµατίδια. 
Τέλος, στην εφαρµογή που περιλαµβάνει κινούµενο όριο (ολισθαίνουσα σφήνα), η 

συµπεριφορά του νερού στην ελεύθερη επιφάνεια καθώς και στην περιοχή γύρω από 
την σφήνα, ήταν η επιθυµητή. Είναι προφανής, έτσι, η σηµαντική δυνατότητα της µε-
θόδου SPH, έναντι των πλεγµατικών µεθόδων, να προσοµοιώνει περιπτώσεις µε κι-
νούµενα όρια χωρίς να προκαλεί καµία πρόσθετη τροποποίηση ή επιβάρυνση του 
αλγορίθµου. 
Παρά τα θετικά αποτελέσµατα, ο SPH κώδικας επιδέχεται αρκετές βελτιώσεις που 

θα µπορούσαν να αποτελέσουν αντικείµενο περαιτέρω µελέτης. Στην περίπτωση της 
3d δέσµης µπορεί γίνει υπολογισµός συµµετρικών τµηµάτων του jet ώστε να µπορεί 
να αυξηθεί ο αριθµός των σωµατιδίων ή/και να µειωθεί ο υπολογιστικός χρόνος 
(Koukouvinis κ.α.,2009).  
Επίσης, θα πρέπει να εισαχθεί κάποιο µοντέλο τύρβης για να γίνει ακριβέστερη η 

προσοµοίωση τυρβωδών ροών. Ακόµη, για την καλύτερη πρόβλεψη της µορφής των 
ελεύθερων επιφανειών µπορούν να ενσωµατωθούν σχέσεις για τον υπολογισµό των 
επιφανειακών τάσεων.  
Πρέπει να σηµειωθεί ότι στη βιβλιογραφία υπάρχουν διαφορετικές προτάσεις για 

την αντιµετώπιση των οριακών συνθηκών σε στερεά όρια των τοιχωµάτων. Αξίζει να 
µελετηθεί κάποια εναλλακτική µέθοδος για να αποφευχθεί η σχέση Lennard-Jones  
σε πολύπλοκες γεωµετρίες, αφού παρατηρήσαµε ότι η χρήση της επιβαρύνει αρκετά 
το υπολογιστικό κόστος.  
Για την ελαχιστοποίηση του υπολογιστικού χρόνου µπορεί να εφαρµοστεί ένα 

σχήµα ρυθµιζόµενου χρονικού βήµατος ολοκλήρωσης. ∆ηλαδή σε κάθε βήµα να υ-
πολογίζεται το επόµενο χρονικό βήµα σύµφωνα µε τους χρονικούς περιορισµούς της 
σχέσης 2.53.  
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Επειδή ο υπολογιστικός χρόνος και η ακρίβεια των υπολογισµών εξαρτώνται από 
των αριθµό των σωµατιδίων, µπορεί να χρησιµοποιηθεί ρυθµιζόµενη τοπική πύκνω-
ση των σωµατιδίων σε συγκεκριµένες θέσεις του υπολογιστικού χώρου. Αυτό συνε-
πάγεται την δυνατότητα µεταβολής τού χαρακτηριστικού µήκους h, ώστε να υπάρχει 
επαρκής αριθµός γειτονικών σωµατιδίων . Έτσι  βελτιώνεται η ακρίβεια στις επιθυµη-
τές θέσεις χωρίς επιπλέον υπολογιστικό κόστος. 
Σε όλες τις περιπτώσεις που εξετάστηκαν φάνηκε η δυσκολία του ακριβούς προσ-

διορισµού του πεδίου της πίεσης, παρά την εφαρµογή της τεχνητής συµπιεστότητας. 
Είναι αναγκαία, λοιπόν, η ενσωµάτωση κατάλληλων σχέσεων για την βέλτιστη προ-
σοµοίωση της πίεσης.   
Τέλος για την αντιµετώπιση των προβληµάτων που εµφανίζονται όταν δηµιουρ-

γούνται περιοχές µε λίγα µεµονωµένα σωµατίδια µπορεί να εφαρµοστεί κάποια µέ-
θοδος διάσπασης αυτών των σωµατιδίων σε µικρότερα σωµατίδια ώστε ο προσεγγι-
στικός πυρήνας W να λειτουργεί ακριβέστερα. 
Η µέθοδος Υδροδυναµικής Ρεόντων Σωµατιδίων είναι όντως µια πολλά υποσχό-

µενη µέθοδος στην µελέτη φαινοµένων ρευστοµηχανικής και οι δυνατότητές της πι-
στεύεται ότι θα αυξηθούν µε την συνεχιζόµενη ανάπτυξη της τεχνολογίας στους ηλεκ-
τρονικούς υπολογιστές. 

    



 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 
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Παράρτηµα «Α» 
 
Στοιχεία παράλληλης επεξεργασίας µε τη µέθοδο OpenMP. 
 
Το OpenMP είναι µια διεπαφή εφαρµογών προγραµµάτων (Application Program 

Interface - API) το οποίο χρησιµοποιείται για να παραλληλίσουµε προγράµµατα σε 
αρχιτεκτονικές συστηµάτων κοινής µνήµης. Το προγραµµατιστικό µοντέλο του 
OpenMP είναι βασισµένο σε παραλληλισµό µε νήµατα. Μια διεργασία κοινής µνήµης 
αποτελείται από πολλά νήµατα και το OpenMP βασίζεται στο χαρακτηριστικό αυτό. 
Όπως φαίνεται στο Σχήµα Α.1, ένα Master νήµα γεννά οµάδες από νήµατα όταν 
χρειάζεται. Το master νήµα εκτελεί τις εντολές σειριακά µέχρι να φτάσει την πρώτη 
παράλληλη περιοχή. Η οµάδα των νηµάτων που περιλαµβάνεται σε αυτή την παράλ-
ληλη περιοχή εκτελείται παράλληλα. Όταν η οµάδα τελειώσει, τότε τα νήµατα συγ-
χρονίζονται και τερµατίζουν, αφήνοντας µόνο το master νήµα και διαδικασία αυτή 
επαναλαµβάνεται όσες φορές χρειάζεται.  
Τα νήµατα επικοινωνούν µεταξύ τους µε κοινές µεταβλητές.  
 
 

 
 
Σχήµα Α.1. Σχηµατική περιγραφή του Master νήµατος και των παραλλήλων. 
 
 
Για να γίνει αυτή η παραλληλοποίηση, ο προγραµµατιστής θα πρέπει να δώσει 

στον µεταφραστή (compiler) οδηγίες οι οποίες ενσωµατώνονται στον κώδικα της 
Fortran. 
Οι βασικές οδηγίες που χρησιµοποιήθηκαν στον κώδικα SPH παρουσιάζονται πα-

ρακάτω. 
Κάθε γραµµή του κώδικα που αναφέρεται στην παράλληλη επεξεργασία ξεκινάει 

µε την ακόλουθη µορφή 
 
!$OMP 
 
έτσι τα λειτουργικά συστήµατα που δεν υποστηρίζουν παράλληλη επεξεργασία 

λαµβάνουν την γραµµή ως σχόλιο. Επίσης όταν γίνεται αλλαγή γραµµής στις οδηγίες, 
η νέα γραµµή ξεκινά ως εξής 
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!$OMP& 
Μια περιοχή του κώδικα που πρόκειται να εκτελεστεί παράλληλα δηλώνεται µε τις 

παρακάτω εντολές στην αρχή και στο τέλος του: 
 
!$OMP PARALLEL 
  ... 
  ... 
  ... 
  ... 
!$OMP END PARALLEL 
 
Ο χρήστης πρέπει να καθορίζει τον αριθµό των νηµάτων που θα εκτελέσουν τον 

κώδικα. Αυτό γίνεται µε την εντολή: 
 
NUM_THREADS(#) 
 
Αν µέσα στην παράλληλη περιοχή πρέπει να εκτελεστεί µία επανάληψη (loop) αυ-

τή δηλώνεται στην αρχή και τέλος της ως εξής: 
 
!$OMP DO 
 
DO……. 
 ... 
 ... 
 ... 
END DO 
!$OMP END DO 
 
Επειδή η µνήµη που χρησιµοποιείται από τους παράλληλους επεξεργαστές είναι 

κοινή, πρέπει να καθορίζεται ποιες από τις µεταβλητές θα είναι κοινές και ποιες θα 
είναι ιδιωτικές για κάθε νήµα. Για τις κοινές µεταβλητές γίνεται δέσµευση µίας θέσης 
στη µνήµη και έχουν πρόσβαση όλοι οι επεξεργαστές ενώ για τις ιδιωτικές δεσµεύο-
νται τόσες θέσεις όσα και τα νήµατα και ο κάθε επεξεργαστής αναφέρεται στις δικές 
του µεταβλητές.  
Πρέπει να δοθεί ιδιαίτερη προσοχή στην ταξινόµηση των µεταβλητών γιατί µπορεί 

να αλλοιωθούν τα αποτελέσµατα του κώδικα. Για παράδειγµα έστω ότι υπάρχει µία 
µεταβλητή µε το όνοµα TEMP στην οποία αποθηκεύεται το αποτέλεσµα µιας πράξης 
για να χρησιµοποιηθεί κάπου αλλού και έστω ότι όλες αυτές οι πράξεις ανήκουν στο 
τµήµα του κώδικα που εκτελείται παράλληλα. Αν αυτή η µεταβλητή δηλωθεί ως κοινή 
ο επεξεργαστής Α θα αποθηκεύσει στη µεταβλητή µια τιµή, κατόπιν στην ίδια µετα-
βλητή ο επεξεργαστής Β θα αποθηκεύσει στην ίδια µεταβλητή µια άλλη τιµή αποτέ-
λεσµα των δικών του πράξεων. Όταν θα καλέσει ο Α την τιµή της µεταβλητής TEMP 
θα λάβει την τροποποιηµένη από τον Β τιµή, έτσι τα αποτελέσµατα του Α θα είναι 
σφαλµένα. Πρέπει ακόµα να σηµειωθεί ότι οι µεταβλητές που δηλώνονται ως ιδιωτι-
κές διαγράφονται µε την ένωση των νηµάτων στο master νήµα. Τέλος οι πίνακες δη-
λώνονται χωρίς παρένθεση. 
Η δήλωση των µεταβλητών γίνεται µε δύο τρόπους. Ο ένας τρόπος είναι να δηλω-

θούν η καθεµία ξεχωριστά, έτσι  οι κοινές δηλώνονται ως εξής: 
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SHARED(µεταβλητή1, µεταβλητή2, ...) 
 
και οι ιδιωτικές: 
 
PRIVATE(µεταβλητή1, µεταβλητή2, ...) 
 
Ο δεύτερος τρόπος είναι να δηλωθούν όλες µαζί µε την εντολή DEFAULT. Η οδη-

γία αυτή καθορίζει τον αρχικό χαρακτηρισµό όλων των µεταβλητών, δηλαδή είτε όλες 
κοινές 

 
DEFAULT(SHARED) 
 
είτε όλες ιδιωτικές 
 
DEFAULT(PRIVATE) 
 
Έτσι δίνουµε σε όλες τις µεταβλητές τον χαρακτηρισµό των περισσοτέρων µετα-

βλητών µε την εντολή DEFAULT και κατόπιν χαρακτηρίζουµε ξεχωριστά τις υπόλοι-
πες. 
Ένα παράδειγµα µε όλα τα παραπάνω δίνεται στο τµήµα του κώδικα SPH 

 
 
 
!$OMP PARALLEL DEFAULT(PRIVATE) SHARED(NTOT,X,Y,Z,HL1,HL2,HL3, 

!$OMP& XMIN,YMIN,ZMIN,GHX,GHY,GHZ,MIN,MPAR,NWAL,TERM0, 

!$OMP& TINY,H,DEN,DENCOR) NUM_THREADS(8) 

!$OMP DO 

 

 DO 201 i=nwal+1,ntot 

  … 

  … 

  … 

 ENDDO 

!$OMP END DO 

 ... 

 … 

!$OMP DO 

 DO ID=NWAL+1,NTOT 

 

  DEN(ID)=DENCOR(ID) 

 

 END DO 

!$OMP END DO 

!$OMP END PARALLEL 
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Παράρτηµα «Β» 
 
Τµήµατα Κώδικα SPH 
 
Σε αυτό το παράρτηµα δίνονται κάποια τµήµατα του κώδικα εφαρµογής της µεθό-

δου SPH για την περίπτωση της πρόσπτωσης δέσµης νερού πάνω σε επίπεδη πλά-
κα. 
 
 
Αρχική τοποθέτηση σωµατιδίων δέσµης. 

 
Τα σωµατίδια της δέσµης νερού τοποθετούνται σε διαδοχικές στρώσεις δακτυλίων. 

Στην αρχή καθορίζεται πόσες στρώσεις θα αποτελούν το αρχικό µήκος της δέσµης 
στην µεταβλητή NHOR. Κατόπιν τοποθετείται το κεντρικό σωµατίδιο και µετατοπίζε-
ται ανάλογα µε την ακτίνα πρόσπτωσης. Στη συνέχεια τοποθετούνται τα σωµατίδια 
σε κάθε δακτύλιο µε τέτοιο τρόπο ώστε το τόξο µεταξύ δύο σωµατιδίων να είναι ίσο 
µε την απόσταση D (κεφάλαιο 3). Κάθε δακτύλιος απέχει από τούς γειτονικούς του 
κατά D.   
Κάθε σωµατίδιο του δακτυλίου έχει µια γωνιακή θέση ως προς το κέντρο και τον, 

κάθετο στη δέσµη, άξονα y. Η γωνία αυτή µεταβάλλεται από δύο µεταβλητές TUR και 
RANGL. Η TUR περιστρέφει τον δακτύλιο κατά γωνία ίση µε µισή γωνιακή απόσταση 
του αµέσως εσωτερικού δακτυλίου και η µεταβλητή RANGL περιστρέφει τον δακτύλιο 
κατά γωνία ίση µε µισή γωνιακή απόσταση του ίδιου δακτυλίου της προηγούµενης 
στρώσης. Τέλος γίνεται στροφή και µετατόπιση της δέσµης σύµφωνα µε τη γωνία 
πρόσπτωσης. 
 
 
     ΝHOR=INT(XJET/DXY+0.5)+1 

       ICOUN=0 

 I=NWAL 

      DO N1=1,NHOR     

     XFL=XJET-FLOAT(N1-1)*DXY  

 

C************Κεντρικό Σωματίδιο***************** 

 I=I+1 

 X(I)=XFL    

 Y(I)=0.  

 Z(I)=0.  

  

 YFL=Y(I)        

 Y(I)=Y(I)*COS(ANGLE)-(XWAL-X(I))*SIN(ANGLE)        

 X(I)=X(I)-YFL*SIN(ANGLE)+(XWAL-X(I))*(1.-COS(ANGLE))      

        

 TUR=0.0 

 ICOUN=ICOUN+1  

 

C*************Σωματίδια Δακτυλίων*************** 

 DO N2=0,NDIV-1 

  ARCN=2.*PI*(1.+FLOAT(N2)) 

  NARC=INT(ARCN) 

  COUN=FLOAT(1-MOD(ICOUN,2))   
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  RANGL=2.*PI/FLOAT(NARC)*COUN*0.5  

  DO N3=0,NARC-1 

    I=I+1 

    FI=2.*PI/FLOAT(NARC)*FLOAT(N3) 

   

    X(I)=XFL   

    Y(I)=(DXY+FLOAT(N2)*DXY)*SIN(FI+RANGL+TUR) 

    Z(I)=(DXY+FLOAT(N2)*DXY)*COS(FI+RANGL+TUR) 

 

 

 

C************* Στροφή και μετατόπιση************** 

    YFL=Y(I) 

    Y(I)=Y(I)*COS(ANGLE)-(XWAL-X(I))*SIN(ANGLE) 

    X(I)=X(I)-YFL*SIN(ANGLE)+(XWAL-X(I))*(1.-COS(ANGLE)) 

 

  END DO 

      TUR=TUR+PI/FLOAT(NARC) 

   

        END DO 

  END DO 

 
 
 
∆ηµιουργία υπολογιστικού πλέγµατος - Τοποθέτηση σωµατιδίων στο πλέγµα 
 
Καθορίζεται ο αριθµός και το µήκος των κελιών για κάθε διάσταση x,y,z. Μετά µη-

δενίζονται οι πίνακες και αρχίζει η ταξινόµηση των σωµατιδίων στα κελιά τους. Κάθε 
σωµατίδιο εκτός από τον καθολικό αριθµό του (ταυτότητα), αποκτά και ένα τοπικό 
αριθµό στο κελί που ανήκει. Ο αριθµός αυτός αποθηκεύεται στην µεταβλητή ΝΝΡ. 
 
 
      NI=INT((XMAX-XMIN)/H25+0.5)+1   

      NJ=INT((YMAX-YMIN)/H25+0.5)+1 

      NK=INT((ZMAX-ZMIN)/H25+0.5)+1  

      GHZ=(ZMAX-ZMIN)/FLOAT(NK-1)   

      GHX=(XMAX-XMIN)/FLOAT(NI-1)  

      GHY=(YMAX-YMIN)/FLOAT(NJ-1) 

      NI=NI+1 

      WRITE(*,*) 'NI,NJ,NK,GHX,GHY,GHZ ' 

      WRITE(*,*) NI,NJ,NK,GHX,GHY,GHZ 

 

C**** Μηδενισμός Πινάκων MIN,MPAR***** 

      DO I=1,NI+3    

         DO J=1,NJ+3 

            DO K=1,NK+3      

              MIN(I,J,K)=0.     

              DO N=1,NPP 

      MPAR(I,J,K,N)=0.    

              END DO 

            END DO 

         END DO 

      END DO 
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      NNPMX=0 

      NTOTVER=0 

 

C********Ταξινόμηση σωματιδίων***** 

      DO I=1,NTOT 

NNI=INT((X(I)-XMIN)/GHX)+2 

       NNJ=INT((Y(I)-YMIN)/GHY)+2 

 NNK=INT((Z(I)-ZMIN)/GHZ)+2    

 

       MIN(NNI,NNJ,NNK)=MIN(NNI,NNJ,NNK)+1   

      NNP=MIN(NNI,NNJ,NNK)      

      

 IF(NNP.GT.NNPMX) NNPMX=NNP 

       MPAR(NNI,NNJ,NNK,NNP)=I      

       NTOTVER=NTOTVER+1 

      END DO 

 
 
Επιλογή γειτονικών σωµατιδίων - Υπολογισµός πυρήνα (kernel) 
 
Για την επιλογή των γειτονικών σωµατιδίων εντοπίζεται το κελί του βοηθητικού 

πλέγµατος στο οποίο βρίσκεται το σωµατίδιο και επιλέγονται τα γειτονικά κελιά. Κα-
τόπιν ελέγχεται η απόσταση των σωµατιδίων DR και αν είναι µικρότερη η ίση από το 
µήκος 2.5h υπολογίζεται η συνάρτηση εξοµάλυνσης. 
 
 
         NNI=INT((X(I)-XMIN)/GHX)+2 

         NNJ=INT((Y(I)-YMIN)/GHY)+2 

         NNK=INT((Z(I)-ZMIN)/GHZ)+2  

 

     C******Επιλογή γειτονικών κελιών*****    

         ISTA=NNI-1 

         IEND=NNI+1 

         JSTA=NNJ-1 

         JEND=NNJ+1  

         KSTA=NNK-1   

         KEND=NNK+1   

 

         DO II=ISTA,IEND 

          DO JJ=JSTA,JEND 

 DO KK=KSTA,KEND  

          DO N1=1,MIN(II,JJ,KK) 

          J=MPAR(II,JJ,KK,N1)  

 

         DX=X(I)-X(J) 

         DY=Y(I)-Y(J) 

 DZ=Z(I)-Z(J)   

         DR=SQRT(ABS(DX**2+DY**2+DZ**2)+TINY)  

         DP=P(I)-P(J) 

         DU=U(I)-U(J) 

         DV=V(I)-V(J) 

 DW=W(I)-W(J)   
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C*****************KERNEL******************** 

 

      DWDR=0.0 

      DDW=0.0 

      DRH=DR/H 

 

      IF(DR.LT.HL1) THEN 

         IF(DR.LT.HL2) THEN 

            IF(DR.LT.HL3) THEN 

               DWDR=TERM1*(4.*(2.5-DRH)**3-20.*(1.5-DRH)**3 

     #                     +40.*(0.5-DRH)**3) 

               DDW=TERM0*((2.5-DRH)**4-5.*(1.5-DRH)**4+10.*(0.5-DRH)**4) 

            ELSE 

               DWDR=TERM1*(4.*(2.5-DRH)**3-20.*(1.5-DRH)**3) 

               DDW=TERM0*((2.5-DRH)**4-5.*(1.5-DRH)**4) 

            ENDIF 

         ELSE 

            DWDR=TERM1*(4.*(2.5-DRH)**3) 

            DDW=TERM0*((2.5-DRH)**4) 

         ENDIF 

      ENDIF 

 

 

      IF(DR.GT.0.) THEN 

         DWDX=DWDR*DX/DR 

         DWDY=DWDR*DY/DR 

         DWDZ=DWDR*DZ/DR  

      ENDIF 

 

 
 
 
∆υνάµεις Lennard-Jones 
 
Γίνεται έλεγχος αν το σωµατίδιο βρίσκεται στη περιοχή επίδρασης των απωστικών 

δυνάµεων και στην καταφατική περίπτωση υπολογίζεται η δύναµη και προστίθεται ή 
αφαιρείται (ανάλογα µε τη γεωµετρία) στον όρο της επιτάχυνσης. 
 
 
 IF ((X(I).GE.(XWAL-R0)).AND.(X(I).LT.XWAL)) THEN 

    WNFORCE=0.0 

    DISTW=XWAL-X(I) 

    HLP1=R0/(DISTW+TINY) 

    WNFORCE=DLJ*(HLP1**12-HLP1**6)/(DISTW+TINY) 

    SDUDT=SDUDT+WNFORCE       

 ENDIF 
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Έξοδος Σωµατιδίων 
 
Σε αυτό το τµήµα γίνεται επανακαταµέτρηση των σωµατιδίων που υπάρχουν µέσα 

στον υπολογιστικό χώρο. Τους δίνεται νέος αύξων αριθµός και µεταφέρουν τις ιδιότη-
τές τους σε αυτόν. Όσα σωµατίδια βρίσκονται εκτός υπολογιστικού χώρου δεν λαµ-
βάνουν αριθµό και έτσι διαγράφονται από την µνήµη. 
 
 
       II=NWAL 

      DO I=NWAL+1,NTOT 

  

       IF(Y(I).GT.(YMAX-dxy).OR.Y(I).LT.(YMIN+dxy)) CYCLE 

 IF(Z(I).GT.(ZMAX-dxy).OR.Z(I).LT.(ZMIN+dxy)) CYCLE    

       IF(X(I).GT.XEND.OR.X(I).LT.XMIN) CYCLE 

 

        II=II+1 

    X(II)=X(I) 

         Y(II)=Y(I) 

    Z(II)=Z(I)  

         P(II)=P(I) 

         DEN(II)=DEN(I) 

         U(II)=U(I) 

         V(II)=V(I) 

    W(II)=W(I)   

         DEN2(II)=DEN2(I) 

         U2(II)=U2(I) 

         V2(II)=V2(I) 

    W2(II)=W2(I)   

          

      END DO 

      NTOT=II 
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Παράρτηµα «Γ» 
 
Πίνακας µεταβλητών 
 
Πίνακας µεταβλητών που χρησιµοποιήθηκαν στον κώδικα SPH-3d της δέσµης. 
 

NPR Μέγιστος επιτρεπόμενος αριθμός σωματιδίων  (μνήμη) 

NIP Μέγιστος αριθμός κελιών του υπολογιστικού πλέγματος  στον άξονα x (μνήμη) 

NJP Μέγιστος αριθμός κελιών του υπολογιστικού πλέγματος  στον άξονα y (μνήμη) 

NKP Μέγιστος αριθμός κελιών του υπολογιστικού πλέγματος  στον άξονα z (μνήμη) 

NPP Μέγιστος αριθμός σωματιδίων σε ένα κελί του υπολογιστικού πλέγματος (μνήμη) 

NGN Μέγιστος αριθμός κελιών του πλέγματος αποτελεσμάτων στον άξονα y (μνήμη) 

G g=9.81 m/s 

PI π 

TINY Πολύ μικρός αριθμός για αποφυγή διαιρέσεων με το 0 

H Χαρακτηριστικό μήκος πυρήνα W 

AM Μάζα σωματιδίων 

GHX Μήκος στον άξονα x κελίων του υπολογιστικού πλέγματος 

GHY Μήκος στον άξονα y κελίων του υπολογιστικού πλέγματος 

GHZ Μήκος στον άξονα z κελίων του υπολογιστικού πλέγματος 

DXY Αρχική απόσταση σωματιδίων D 

NWAL Αριθμός σωματιδίων τοίχου 

NTOT Συνολικός αριθμός σωματιδίων 

TERM0,1 Όροι πολλαπλασιασμού της συνάρτησης W 

HL1,2,3 Όρια αλλαγής συμπεριφοράς της συνάρτησης W 

XMAX Όριο έναρξης τοίχου στον άξονα x 

YMAX Μέγιστο όριο υπολογιστικού χώρου στον άξονα y 

ZMAX Μέγιστο όριο υπολογιστικού χώρου στον άξονα z 

XMIN Ελάχιστο όριο υπολογιστικού χώρου στον άξονα x 

YMIN Ελάχιστο όριο υπολογιστικού χώρου στον άξονα y 

ZMIN Ελάχιστο όριο υπολογιστικού χώρου στον άξονα z 

XEND Μέγιστο όριο υπολογιστικού χώρου στον άξονα x 

MIN(I,J) Πλήθος σωματιδίων στο κελί I,J 

MPAR(I,J) Αντιστοίχιση στο Ν-οστό σωματίδιο του κελιού I,J τον καθολικό αριθμό του 

U2 Προβλεπόμενη-Νέα ταχύτητα u σωματιδίου μετά το επαναληπτικό βήμα 

V2 Προβλεπόμενη-Νέα ταχύτητα v σωματιδίου μετά το επαναληπτικό βήμα 

W2 Προβλεπόμενη-Νέα ταχύτητα w σωματιδίου μετά το επαναληπτικό βήμα 

P2 Προβλεπόμενη-Νέα πίεση σωματιδίου 

DEN2 Προβλεπόμενη-Νέα πυκνότητα σωματιδίου 

X2 Προβλεπόμενη-Νέα θέση στον άξονα x σωματιδίου 

Y2 Προβλεπόμενη-Νέα θέση στον άξονα y σωματιδίου 

Z2 Προβλεπόμενη-Νέα θέση στον άξονα z σωματιδίου 

UF1 Μεταβολή της ταχύτητας u στο βήμα πρόβλεψης 

VF1 Μεταβολή της ταχύτητας v στο βήμα πρόβλεψης 
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WF1 Μεταβολή της ταχύτητας w στο βήμα πρόβλεψης 

DENF1 Μεταβολή της πυκνότητας στο βήμα πρόβλεψης 

XF1 Μεταβολή της θέσης x στο βήμα πρόβλεψης 

YF1 Μεταβολή της θέσης y στο βήμα πρόβλεψης 

ZF1 Μεταβολή της θέσης z στο βήμα πρόβλεψης 

VISC Κινηματική συνεκτικότητα 

U3 Διορθωμένη-Νέα ταχύτητα u σωματιδίου 

V3 Διορθωμένη-Νέα ταχύτητα v σωματιδίου 

W3 Διορθωμένη-Νέα ταχύτητα w σωματιδίου 

P3 Διορθωμένη-Νέα πίεση σωματιδίου 

DEN3 Διορθωμένη-Νέα πυκνότητα σωματιδίου 

X3 Διορθωμένη-Νέα θέση στον άξονα x σωματιδίου 

Y3 Διορθωμένη-Νέα θέση στον άξονα y σωματιδίου 

Z3 Διορθωμένη-Νέα θέση στον άξονα z σωματιδίου 

X Θέση στον άξονα x σωματιδίου 

Y Θέση στον άξονα y σωματιδίου 

Z Θέση στον άξονα z σωματιδίου 

U Ταχύτητα u σωματιδίου 

V Ταχύτητα v σωματιδίου 

W Ταχύτητα w σωματιδίου 

P Πίεση σωματιδίου 

DEN Πυκνότητα σωματιδίου 

DJET Διάμετρος δέσμης νερού 

R0 Απόσταση επίδρασης δυνάμεων Lennard-Jones 

DJL Συντελεστής σχέσης Lennard-Jones 

ANGLE Γωνία πρόσπτωσης δέσμης σε RAD 

DENCOR Διόρθωση-εξομάλυνση πυκνότητας σωματιδίου 

XSPHX Διόρθωση xsph στον άξονα x 

XSPHY Διόρθωση xsph στον άξονα y 

XSPHZ Διόρθωση xsph στον άξονα z 

UMEAN Μέση ταχύτητα u μεταξύ των θέσεων 1 και2 

VMEAN Μέση ταχύτητα v μεταξύ των θέσεων 1 και2 

WMEAN Μέση ταχύτητα w μεταξύ των θέσεων 1 και2 

COND(J,K) Μέση τιμή πυκνότητας του κελιού (J,K ) του πλέγματος πάνω στην πλάκα 

CONP(J,K) Μέση τιμή πίεσης του κελιού (J,K ) του πλέγματος πάνω στην πλάκα 

CONU(J,K) Μέση τιμή ταχύτητας u του κελιού (J,K ) του πλέγματος πάνω στην πλάκα 

CONV(J,K) Μέση τιμή ταχύτητας v του κελιού (J,K ) του πλέγματος πάνω στην πλάκα 

CONW(J,K) Μέση τιμή ταχύτητας w του κελιού (J,K ) του πλέγματος πάνω στην πλάκα 

CONCP(J,K) Μέση τιμή πυκνότητας του κελιού (J,K ) του πλέγματος πάνω στην πλάκα 

NCONNP(J,K) Αριθμός σωματιδίων στο κελί (J,K) του πλέγματος πάνω την πλάκα 

DTFILE Όνομα αρχείου εξόδου 

DENREF Πυκνότητα αναφοράς 

VISREF Κινηματική συνεκτικότητα αναφοράς 

VELJET Αρχική ταχύτητα δέσμης 
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NDIV Αριθμός σωματιδίων νερού στην ακτίνα της δέσμης 

ANGLEDEG Γωνία πρόσπτωσης δέσμης σε μοίρες 

TIMPLT Ανά πόσο χρόνο φαινομένου τυπώνεται αρχείο εξόδου 

CS Τεχνητή ταχύτητα του ήχου 

DTMX Μέγιστο επιτρεπόμενο χρονικό βήμα 

TNM Πλήθος αρχείων εξόδου που δημιουργεί το πρόγραμμα 

DT Χρονικό βήμα 

KSTAR Σημείο από οποίο και μετά το φαινόμενο είναι μόνιμο 

DDWSUM Άθροισμα τιμής συνάρτησης W 

DX Απόσταση δύο σωματιδίων στον άξονα x 

DY Απόσταση δύο σωματιδίων στον άξονα y 

DZ Απόσταση δύο σωματιδίων στον άξονα z 

DDW Τιμή συνάρτησης W 

YLEN Μήκος υπολογιστικού χώρου στον άξονα y-Χαρακτηριστικό μέγεθος 

XJET Μέγιστη αρχική θέση σωματιδίων δέσμης στον άξονα x 

NGJ Αριθμός κόμβων υπολογιστικού πλέγματος πάνω στην πλάκα (y) 

NGK Αριθμός κόμβων υπολογιστικού πλέγματος πάνω στην πλάκα (z) 

DJD Μήκος κελιού του υπολογιστικού πλέγματος πάνω στην πλάκα (y) 

DKD Μήκος κελιού του υπολογιστικού πλέγματος πάνω στην πλάκα (z) 

NHORW Αριθμός σωματιδίων τοίχου στον άξονα x 

NVERW Αριθμός σωματιδίων τοίχου στον άξονα y,z 

ICOUN Μετρητής για την περιστροφή των σωματιδίων της δέσμης (REAL) 

ARCN Γωνία περιστροφής σωματιδίων δέσμης 

COUN Μετρητής για την περιστροφή των σωματιδίων της δέσμης (INTEGER) 

RANGL Πρόσθετη γωνία περιστροφής σωματιδίων δέσμης 

FI Γωνία περιστροφής σωματιδίων δέσμης 

TUR Πρόσθετη γωνία περιστροφής σωματιδίων δέσμης ανά διατομή 

NI Πλήθος κελιών του υπολογιστικού χώρου στον άξονα x 

NJ Πλήθος κελιών του υπολογιστικού χώρου στον άξονα y 

NK Πλήθος κελιών του υπολογιστικού χώρου στον άξονα z 

NTOTVER Επαλήθευση του συνολικού αριθμού σωματιδίων 

NNPMX Μέγιστος αριθμός σωματιδίων ανά κελί 

NNI Αριθμός κελιού στον άξονα x που βρίσκεται το εξεταζόμενο σωματίδιο 

NNJ Αριθμός κελιού στον άξονα y που βρίσκεται το εξεταζόμενο σωματίδιο 

NNK Αριθμός κελιού στον άξονα z που βρίσκεται το εξεταζόμενο σωματίδιο 

UINLET Ταχύτητα εισόδου u νέων σωματιδίων 

VINLET Ταχύτητα εισόδου v νέων σωματιδίων 

TINLET Χρόνος ελέγχου για την εισαγωγή νέων σωματιδίων στη δέσμη 

SMTTT Χρόνος που πέρασε από την προηγούμενη εισαγωγή σωματιδίων 

TTIME Χρόνος φαινομένου 

NSTEPS Συνολικός αριθμός χρονικών βημάτων 

KS Αριθμός αρχείου εξόδου 

NDENTIMER Μετρητής για την κανονικοποίηση της πυκνότητας 

DWDX ∂W/∂x 
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DWDY ∂W/∂y 

DWDZ ∂W/∂z 

SDEN Μεταβολή της πυκνότητας λόγο αλληλεπίδρασης με γειτονικά σωματίδια 

SDUDT Μεταβολή της ταχύτητας u λόγο αλληλεπίδρασης με γειτονικά σωματίδια 

SDVDT Μεταβολή της ταχύτητας v λόγο αλληλεπίδρασης με γειτονικά σωματίδια 

SDWDT Μεταβολή της ταχύτητας w λόγο αλληλεπίδρασης με γειτονικά σωματίδια 

ISTA Κελί έναρξης αναζήτησης σωματιδίων στον άξονα x 

IEND Κελί τερματισμού αναζήτησης σωματιδίων στον άξονα x 

JSTA Κελί έναρξης αναζήτησης σωματιδίων στον άξονα y 

JEND Κελί τερματισμού αναζήτησης σωματιδίων στον άξονα y 

KSTA Κελί έναρξης αναζήτησης σωματιδίων στον άξονα z 

KEND Κελί τερματισμού αναζήτησης σωματιδίων στον άξονα z 

DR Απόσταση δύο σωματιδίων 

DP Διαφορά πιέσεων δύο σωματιδίων 

DU Διαφορά ταχυτήτων u δύο σωματιδίων 

DV Διαφορά ταχυτήτων v δύο σωματιδίων 

DW Διαφορά ταχυτήτων w δύο σωματιδίων 

DWDR ∂W/∂r 

DRH Απόσταση δύο σωματιδίων προς το χαρακτηριστικό μήκος = q 

WNFORCE Δυνάμεις Lennard-Jones 

HLP1 Λόγος  r0/r (Lennard-Jones) 

DISTW Απόσταση σωματιδίου από τοίχωμα 

TERMX Όρος του XSPH για τον άξονα x 

TERMY Όρος του XSPH για τον άξονα y 

TERMZ Όρος του XSPH για τον άξονα z 

DXADD Αρχική μετατόπιση στον άξονα x νεοεισερχόμενων σωματιδίων 

DYADD Αρχική μετατόπιση στον άξονα y νεοεισερχόμενων σωματιδίων 

YYY Θέση y του κόμβου πλέγματος  πάνω στην πλάκα 

ZZZ Θέση z του κόμβου πλέγματος  πάνω στην πλάκα 

ABSVEL Απόλυτη ταχύτητα σωματιδίου 

 
 

  



Παράρτημα «Δ»: Ορολογία    

127 

 

Παράρτηµα «∆» 
 
Ορολογία 
 
 

artificial compressibility 

 

τεχνητή συμπιεστότητα 

artificial equation of state 

 

τεχνητή καταστατική εξίσωση 

artificial viscosity 

 

τεχνητή συνεκτικότητα 

boundary conditions 

 

οριακές συνθήκες 

compact 

 

συμπαγής 

discretization 

 

διακριτοποίηση 

fictitious particles εικονικά σωματίδια 

ghost particles φανταστικά σωματίδια 

grid-based methods 

 

πλεγματικές μέθοδοι 

integral representation 

 

ολοκληρωματική αναπαράσταση 

kernel approximation 

 

προσέγγιση πυρήνα 

meshfree methods 

 

μη-πλεγματικές μέθοδοι 

normalization 

 

κανονικοποίηση 

particle 

 

σωματίδιο 

particle approximation 

 

σωματιδιακή προσέγγιση 

resolution 

 

ανάλυση 

smoothing kernel function W 

 

 

 

συνάρτηση πυρήνα ή 

συνάρτηση εξομάλυνσης 

smoothing length h 

 

χαρακτηριστικό μήκος εξομάλυνσης 

SPH - Smoothed Particle Hydrodynamics 

 

Υδροδυναμική Ρεόντων Σωματιδίων 

support domain 

 

περιοχή επίδρασης 

time integration 

 

χρονική ολοκλήρωση 

time step 

 

χρονικό βήμα 

unity condition 

 

συνθήκη μονάδας 
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