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ΠΙΝΑΚΑΣ ΣΥΜΒΟΛΩΝ 
 
 

� Λατινικά σύµβολα  
 
 
axis                  συντελεστής των αξονοσυµµετρικών όρων 
CFL                 αδιάστατος συντελεστής για τον υπολογισµό του χρονικού   
                        βήµατος  (Courant – Friedrichs – Lewy) 
Cε1                   σταθερά του µοντέλου τύρβης k – ε : = 1.44 
Cε2                   σταθερά του µοντέλου τύρβης k – ε : = 1.92 
Cµ                    σταθερά του µοντέλου τύρβης k – ε : = 0.09 
E, G, K            µη συνεκτικά διανύσµατα στις εξισώσεις Navier - Stokes  
Ekε, Gkε, Kkε     µη συνεκτικά διανύσµατα στις εξισώσεις k – ε 
f                      χρονικά µέση τιµή βασικών µεγεθών ροής 

'f                         διακύµανση βασικών µεγεθών ροής 
J                       ιακωβιανή µετασχηµατισµού 
k                      τυρβώδη κινητική ενέργεια 
Lref                   χαρακτηριστικό µήκος αναφοράς 
p                      στατική πίεση 
Pkε                    διάνυσµα παραγωγής στις σχέσεις k – ε 
r                       ακτίνα  
R, T, L             συνεκτικά διανύσµατα στις εξισώσεις Navier – Stokes  
Re                    αριθµός Reynolds 
RES(n)              υπόλοιπο για το n-οστό βήµα της µεθόδου χρονικής 
                         ολοκλήρωσης  Runge – Kutta 
Rkε, Tkε, Lkε      συνεκτικά διανύσµατα στις εξισώσεις k – ε  
t                        χρόνος 
U                      διάνυσµα κύριων µεταβλητών στις Navier – Stokes 
U(n)                   διάνυσµα κύριων µεταβλητών για το n-οστό βήµα της 
                         µεθόδου  Runge – Kutta 
Uin                    µέση ταχύτητα εισόδου 
Ukε                    διάνυσµα κύριων µεταβλητών στις εξισώσεις k – ε 
Up2                    ταχύτητα παράλληλη προς το τοίχωµα 
Uref                    ταχύτητα αναφοράς          
u#                      ταχύτητα τριβής 
ur                       συνιστώσα ταχύτητας κατά την ακτινική διεύθυνση 
uz                      συνιστώσα ταχύτητας κατά την αξονική διεύθυνση 
uφ                      συνιστώσα ταχύτητας κατά την περιφερειακή διεύθυνση 
y2                      απόσταση από το τοίχωµα 
y2+                     αδιάστατη απόσταση από το τοίχωµα 
z, φ, r                κυλινδρικές συντεταγµένες 
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� Ελληνικά σύµβολα  

 
 
β                        συντελεστής ψευδοσυµπιεστότητας 
Γk                       συντελεστής του µοντέλου τύρβης k – ε 
Γε                       συντελεστής του µοντέλου τύρβης k – ε 
Ε                        παράµετρος τραχύτητας στις συναρτήσεις τοιχώµατος : 
                           Ε = 9.7 
ε                         ρυθµός καταστροφής της τυρβώδους κινητικής ενέργειας 
Θ                        όρος παραγωγής της τυρβώδους κινητικής ενέργειας 
Θ3                      πρόσθετος όρος παραγωγής για την αξονοσυµµετρική  
                           περίπτωση 
κ                         σταθερά von Karman : = 0.4 
λ0, λ1, λ2             ιδιοτιµές του συστήµατος εξισώσεων Navier – Stokes 
µ                         δυναµική συνεκτικότητα 
µt                        τυρβώδης συνεκτικότητα 
µ
΄                        ιξώδες όγκου 
µeff                       ενεργός συνεκτικότητα 
µref                      δυναµική συνεκτικότητα αναφοράς 
ξ, η, ζ                 ανεξάρτητες συντεταγµένες µετασχηµατισµού 
σε                        σταθερά µοντέλου τύρβης k – ε : = 1.22 
σk                        σταθερά µοντέλου τύρβης k – ε : = 0.90 
τw                        διατµητική τάση στο τοίχωµα 
τ
΄
ij                       συνεκτικές τάσεις στο µετασχηµατισµένο σύστηµα 

                           συντεταγµένων 
τij                        συνεκτικές τάσεις 
τ

turb
ij                    τυρβώδεις συνεκτικές τάσεις   
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1.1  Αριθµητικές µέθοδοι επίλυσης ρευστοµηχανικών εξισώσεων 
 
Η ιστορία είναι γεµάτη από παραδείγµατα εφαρµογών ρευστοµηχανικής  
όπως τα ρωµαϊκά λουτρά και υδραγωγεία, τα διαφόρων τύπων πλοία µε 
κατάλληλη µορφή κύτους και τα συστήµατα παραγωγής ενέργειας από 
τον άνεµο, που κατασκευάστηκαν πολύ πριν η µηχανική των ρευστών 
οριστεί από τους Reynolds, Newton, Euler, Navier, Stokes, Prandtl και 
άλλους. Στον 20ο αιώνα γίναµε µάρτυρες πολλών παραδειγµάτων 
εφαρµογών της ρευστοµηχανικής που επιστρατεύτηκαν  από την 
ανθρωπότητα για να αυξήσουν την ποιότητα ζωής, όλα κατασκευασµένα 
χωρίς την χρήση ηλεκτρονικού υπολογιστή. Τέτοια καθηµερινά  
παραδείγµατα είναι οι µηχανές εσωτερικής καύσης, οι ατµοστρόβιλοι, τα 
αεροπλάνα και η κάθε είδους ιπτάµενη κατασκευή καθώς και συστήµατα 
περιβαλλοντικής προστασίας από την µόλυνση και εξαερισµού. 
 
Η υπολογιστική ρευστοµηχανική (Computational Fluid Dynamics, CFD) 
αντιµετωπίζει την αριθµητική ανάλυση αυτών των φαινοµένων. Παρόλη 
την εντυπωσιακή πρόοδο τα τελευταία χρόνια, αυτή παραµένει ένα 
εργαλείο που απέχει από την τελειότητα συγκρινόµενο µε την φύση και 
τις αρχές  της µηχανικής των ρευστών, εν µέρει επειδή τα υπολογιστικά 
συστήµατα έχουν διαδοθεί και χρησιµοποιούνται ευρέως τα τελευταία 30 
– 40 χρόνια. Οι εξισώσεις Navier – Stokes που περιγράφουν την κίνηση 
ενός νευτώνειου συνεκτικού ρευστού έχουν διατυπωθεί εδώ και έναν 
αιώνα. Η πιο ευθύς µέθοδος προσέγγισης οποιουδήποτε 
ρευστοµηχανικού προβλήµατος είναι να επιλύσουµε τις εξισώσεις για τις 
κατάλληλες οριακές συνθήκες. Οι αναλυτικές λύσεις είναι λίγες και 
τετριµµένες και , ακόµα µε τους σηµερινούς υπερυπολογιστές, η ακριβής 
αριθµητικά λύση των ολοκληρωµένων τρισδιάστατων, χρονικά 
εξαρτώµενων εξισώσεων της τυρβώδους ροής είναι απρόσιτη οικονοµικά 
εκτός από τις µελέτες σε χαµηλούς αριθµούς Reynolds και απλές 
γεωµετρίες. Συµπερασµατικά, η απευθείας επίλυση είναι ακόµα και 
σήµερα πρακτικώς µη πραγµατοποιήσιµη (τουλάχιστον οικονοµοτεχνικά) 
για µηχανολογικούς σκοπούς. 
 
Τα παραπάνω οδήγησαν σε δύο διαφορετικές προσεγγίσεις ώστε να 
κατανοήσουµε τα φαινόµενα ροής των ρευστών. Συγκεκριµένα, η πρώτη 
είναι να επινοήσουµε χρήσιµες συσχετίσεις µέσα από την παρουσίαση 
περιγραφικών πειραµάτων µέχρι αναλυτικών πειραµατικών ερευνών που 
προσφέρουν περαιτέρω κατανόηση αλλά και επιπροσθέτως βελτίωση των 
υπό εξέταση διεργασιών. Η δεύτερη περιλαµβάνει την επίλυση 
απλοποιηµένων µορφών των εξισώσεων ρευστοµηχανικής για την 
διατήρηση της µάζας, της ορµής και της ενέργειας και συγκριτικά απλών 
οριακών συνθηκών. Τα πλεονεκτήµατα είναι µεγάλα όταν συνδυάζουµε 
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και τις δυο µεθόδους για ιδιαιτέρως πολύπλοκα προβλήµατα δυναµικής 
ρευστών αλλά αυτό δεν ήταν δυνατό µέχρι πρόσφατα λόγω του µικρού 
πλήθους λύσεων από αναλυτικές µεθόδους  και απλών υπολογιστικών 
τεχνικών. Τα πρόβληµα αυτό έδωσε τέλος η καθολική επικράτηση των 
ηλεκτρονικών υπολογιστικών συστηµάτων. Ο ρυθµός ανάπτυξης των 
αριθµητικών µεθοδολογιών στην υπολογιστική ρευστοµηχανική 
συνδυάζεται άµεσα από τις υπάρχουσες υπολογιστικές δυνατότητες. Η 
αλµατώδης εξέλιξη της σύγχρονης επιστήµης στο χώρο των 
ηλεκτρονικών υπολογιστών, η κατασκευή συνεχώς νέων µονάδων µε 
µεγαλύτερες δυνατότητες όσον αναφορά την ταχύτητα, την δυνατότητα 
αποθήκευσης και µνήµης, αλλά  παράλληλα και η βελτίωση του λόγου 
του κόστους ως προς την απόδοση, δίνουν νέα ώθηση στους ερευνητές 
να προσεγγίσουν µε τις αριθµητικές µεθοδολογίες τις πραγµατικές 
συνθήκες ροής. Οι αριθµητικές προσεγγίσεις της Υπολογιστικής 
Ρευστοµηχανικής έχουν αποδειχθεί τις περισσότερες φορές πιο ισχυρές 
από τις αναλυτικές λύσεις που έχουν εµφανισθεί στο παρελθόν όπως επί 
παραδείγµατι η επίλυση της τρισδιάστατης ροής γύρω από τα πτερύγια 
των αεριοστροβίλων µε αποτελέσµατα που συµβάλλουν στην καλύτερη 
σχεδίαση τους.  
 
Γίνεται κατανοητό από τα παραπάνω ότι η χρήση πειραµατικής και 
υπολογιστικής ρευστοµηχανικής απαιτεί αρκετούς πόρους. Το κόστος της 
πραγµατοποίησης πειραµάτων πολλές φορές είναι απαγορευτικό, όπως 
π.χ. πτητικά τεστ σε αεροπλάνα, δοκιµές αεριοστροβίλων ή και τεστ 
καταστροφής ακριβών εξαρτηµάτων. Σε τέτοιες περιπτώσεις µπορεί να 
είναι δυνατόν να µειώσουµε τον αριθµό των πειραµάτων που 
χρειαζόµαστε  µε την χρήση CFD µε την προϋπόθεση ότι από την αρχή  
απαιτείται µικρός αριθµός αυτών για να επαληθεύσουµε τα αριθµητικά 
αποτελέσµατα. Από την άλλη, το κόστος απόκτησης ακριβών 
αριθµητικών λύσεων των διαφορικών εξισώσεων µπορεί να είναι υψηλό 
για µια πολύπλοκη ροή αλλά και πάλι είναι σηµαντικά µικρότερο από 
αυτό που απαιτείται για τα περαιτέρω πειράµατα που θα χρειαζόταν να 
διεξάγουµε. Στην πραγµατικότητα, η πιο ελκυστική πρόταση για την 
επίλυση ενός προβλήµατος µηχανικής ρευστών είναι ένας συνδυασµός 
µετρήσεων και υπολογισµών. Παρότι και οι δυο υπάγονται σε 
περιορισµούς, ο συνδυασµός των προσεγγίσεων αυτών έχει ως 
αποτέλεσµα φτηνότερο και πιο αξιόπιστο σχεδιασµό, ο οποίος συνάδει 
µε τις ολοένα αυστηρότερες απαιτήσεις στην αποδοτικότητα, την 
περιβαλλοντική προστασία, την τεχνολογική υπεροχή και την οικονοµία,    
από ότι θα είχαµε αν χρησιµοποιούσαµε µόνο την µία.   
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1.2   Αριθµητικές µεθοδολογίες για την επίλυση ασυµπίεστων ροών 
 
Σχεδόν όλα , αν όχι όλα , τα ρευστά είναι συµπιεστά. Ασυµπίεστη 
χαρακτηρίζεται µια προσέγγιση της ροής όπου η ταχύτητα ροής είναι 
ασήµαντη παντού συγκρινόµενη µε την ταχύτητα του ήχου του µέσου. 
Αν η ασυµπίεστη ροή οριστεί µε αυτό τον τρόπο, η πλειοψηφία των 
ρευστών που συναντάµε καθηµερινά (αέρας, νερό, αίµα κ.λ.π) υπάγονται 
σε αυτή την κατηγορία.  Για την επίλυσή τους τα τελευταία χρόνια έχουν 
αναπτυχθεί πολυάριθµες αριθµητικές µέθοδοι, ρητές και πεπλεγµένες, 
καλύπτοντας ένα ευρύ φάσµα εφαρµογών, συµπληρώνοντας τις 
υπάρχουσες αναλυτικές και πειραµατικές λύσεις. Ένα από τα πρώτα  
µαθηµατικά µοντέλα που αναπτύχθηκαν προτάθηκε από τον Bernoulli το 
1730 ερευνώντας την ροή του αίµατος. Μια ταξινόµηση αυτών των 
µεθοδολογιών µπορεί να γίνει ως προς την επιλογή των αρχικών 
µεταβλητών του ρευστοµηχανικού προβλήµατος, σύµφωνα µε τις οποίες 
καταστρώνεται το σύστηµα των προς επίλυση εξισώσεων, επιβάλλονται 
οι οριακές του συνθήκες στην κατάλληλη µορφή και ύστερα από την 
επίλυση του, από τις εξαγόµενες τιµές των αρχικών µεταβλητών 
προκύπτουν και όλες οι άλλες παράµετροι του πεδίου ροής. 
 
Μαθηµατικά, η διατύπωση της ασυµπίεστης ροής εισάγει ένα µοναδικό 
πρόβληµα σε σχέση µε την συµπιεστή λόγω της ανάγκης ικανοποίησης 
του αντίστοιχου κριτηρίου. Φυσικά, η πληροφορία «ταξιδεύει» µε άπειρη 
ταχύτητα σε ένα ασυµπίεστο µέσο, βάζοντας σκληρές απαιτήσεις στους 
υπολογιστικούς αλγόριθµους για την ικανοποίηση της ασυµπιεστότητας  
και εγείρει δυσκολίες στην εισαγωγή των οριακών συνθηκών. 
Συγκεκριµένα, οι αριθµητικές προσεγγίσεις , ως προς το είδος των 
αρχικών µεταβλητών που χρησιµοποιούνται , διακρίνονται σε : 
 

• Μεθοδολογίες που εισάγουν την συνάρτηση στροβιλότητας  και την 
ροϊκή συνάρτηση (ψ – ω µοντελοποίηση). Η προσέγγιση αυτή είναι 
η πλέον πολυχρησιµοποιούµενη για επίλυση δισδιάστατων ροών, 
λόγω του ότι το πεδίο ταχυτήτων δεν υπολογίζεται άµεσα από τις 
εξισώσεις πεδίου αλλά εξάγεται από το πεδίο στροβιλότητας,    
παρότι δεν µπορεί να µετασχηµατιστεί για να περιγράψει τις 
τρισδιάστατες γιατί κάνουν την εµφάνισή τους 6 µερικές 
διαφορικές (Poisson εξισώσεις στροβιλότητας)  στην θέση των 
τεσσάρων που απαιτούνται στην µοντελοποίηση µε ταχύτητα – 
πίεση. Ένα ακόµα πλεονέκτηµα είναι ότι το πεδίο πιέσεων, που η 
αντιµετώπιση του από τα αριθµητικά µοντέλα είναι δύσκολη, 
εξαλείφεται από την µοντελοποίηση καθώς δεν χρειάζεται να 
λυθεί. Η συγκεκριµένη ιδιότητα είναι χρήσιµη για θερµικά 
συστήµατα ρευστών που η γνώση του πεδίου πίεσης δεν 
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απαιτείται.  Παράλληλα, κληρονοµεί τα προβλήµατα που αφορούν 
τις ιδιότητες του ρευστού, όπως η συµπιεστότητα αλλά και η 
δυσχερής επιβολή των οριακών συνθηκών. 

 
• Μεθοδολογίες που εισάγουν τις συνιστώσες της ταχύτητας και της 
πίεσης του ρευστού και βρίσκουν εφαρµογή στην επίλυση 
δισδιάστατων και τρισδιάστατων πεδίων ροής. Συγκεκριµένα, 
έχουµε άµεση ικανοποίηση του κριτηρίου της ασυµπιεστότητας 
αλλά µε την εισαγωγή µιας σχέσης που συνδέει την πίεση µε τις 
συνιστώσες της ταχύτητας  µαζί µε τις εξισώσεις ορµής ώστε να 
έχουµε πλήρη περιγραφή του πεδίου. Η προσθήκη αυτή εισάγει 
δυσκολίες στην κατάλληλη µοντελοποίηση παρόλα αυτά όµως 
σήµερα χρησιµοποιείται σχεδόν για το σύνολο των εφαρµογών. 

 
Παρακάτω θα µας απασχολήσουν οι µεθοδολογίες που αναπτύχθηκαν µε 
βάση την θεωρία των στοιχειωδών µεταβλητών καθώς και το πώς 
αντιµετωπίζουν τις δυσκολίες που περιγράφηκαν πιο πάνω. 
 
Η πρωταρχική µορφή των εξισώσεων  του πεδίου ροής και πιο 
συγκεκριµένα η εξίσωση συνέχειας περιλαµβάνει την χρονική παράγωγο 
της πυκνότητας, η οποία από την στιγµή που σαν ανεξάρτητη µεταβλητή 
χρησιµοποιείται για τον υπολογισµό της πίεσης, εισάγει µια σύζευξη της 
χρονικής της παραγώγου µε την πίεση και στις εξισώσεις ορµής. Το 
πρόβληµα που προκύπτει από αυτή την µοντελοποίηση βρίσκεται στο ότι 
για ένα ασυµπίεστο ρευστό το πεδίο πιέσεων δεν καθοδηγείται πια από 
οποιαδήποτε ανεξάρτητη µεταβλητή αφού η χρονική παράγωγος της 
πυκνότητας εξαφανίζεται από την εξίσωση της συνέχειας. Παράλληλα, 
έχουµε να αντιµετωπίσουµε και την ολοένα και αυξανόµενη ασυµφωνία 
της ακουστικής και εκ µεταφοράς ταχύτητας των κυµάτων µειουµένου 
του αριθµού Mach  κάνοντας τις εξισώσεις ακόµα πιο δύσκολες στην 
επίλυσή τους. Τρεις µέθοδοι έχουν αναπτυχθεί για την αντιµετώπιση των 
παραπάνω προβληµάτων αλλά εδώ θα ασχοληθούµε µε τις δυο πιο 
ειδικές : πρόβλεψης – διόρθωσης και τεχνητής συµπιεστότητας.  
 
Αρχικά έχουµε τις µεθοδολογίες που είναι ευρέως γνωστές ως πρόβλεψης 
– διόρθωσης στις οποίες οι χρονικές παράγωγοι των ταχυτήτων στις 
εξισώσεις ορµής χρησιµοποιούνται για την µετάβαση στο επόµενο 
«χρονικό επίπεδο» είτε πρόκειται για µόνιµο είτε για µη µόνιµο 
πρόβληµα ροής. Με την βοήθεια αυτής της διάταξης γίνεται «πρόβλεψη» 
µε ρητό ή πεπλεγµένο τρόπο του πεδίου των ταχυτήτων χωρίς όµως να 
λαµβάνουµε υπ’ όψιν την εξίσωση της συνέχειας σαν περιορισµό. Στην 
συνέχεια χρησιµοποιώντας αυτό το πεδίο ταχυτήτων υπολογίζεται το 
πεδίο πιέσεων από µία εξίσωση Poisson έτσι ώστε να πετύχουµε την 
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ικανοποίηση του κριτηρίου της συνέχειας. Η εξίσωση που 
χρησιµοποιούµε, η οποία έχει προκύψει από συνδυασµό των σχέσεων 
«διόρθωσης» των ταχυτήτων µε την εξίσωση της συνέχειας, αποτελεί το 
κλειδί για την αποτελεσµατικότητα της µεθόδου γι αυτό και χρήζει 
ιδιαίτερης προσοχής µαζί µε την σωστή επιλογή του τύπου του 
πλέγµατος. Το τελικό βήµα είναι η «διόρθωση» των ταχυτήτων από το 
προσφάτως υπολογισµένο πεδίο πιέσεων και η µετάβαση στο νέο 
χρονικό επίπεδο. Επαναληπτικές µεθοδολογίες αυτής της κατηγορίας 
έχουν αναπτυχθεί ευρέως για την επίλυση µονίµων ή µη µονίµων 
δισδιάστατων και τρισδιάστατων πεδίων. 
 
Στην µεθοδολογία ψευδοσυµπιεστότητας , η οποία αναπτύχθηκε από τον 
Chorin το 1967, έχουµε την προσθήκη ενός νέου όρου στην εξίσωση 
συνέχειας και πιο συγκεκριµένα της χρονικής παραγώγου της πίεσης 
πολλαπλασιασµένη µε ένα συντελεστή ψευδοσυµπιεστότητας 
σχηµατίζοντας έτσι τον όρο ψευδοσυµπιεστότητας. Προσθέτοντας τον 
όρο αυτό, το σύστηµα των εξισώσεων που προκύπτει είναι υπερβολικού 
– παραβολικού  τύπου και για την επίλυσή του µπορεί να χρησιµοποιηθεί 
η θεωρία των υπερβολικών πεδίων που εφαρµόζεται για την επίλυση των 
συµπιεστών πεδίων ροής. Επίσης, προσθέτοντας την χρονική παραγώγου 
στην εξίσωση της συνέχειας επιτυγχάνεται η συσχέτιση του πεδίου 
ταχυτήτων µε την πίεση και οι εξισώσεις ροής µπορούν να επιλυθούν 
ταυτόχρονα µε αντιστροφή πινάκων. Πρέπει να επισηµανθεί ότι η 
παραπάνω προστιθέµενη παράγωγος στην εξίσωση της συνέχειας νοείται 
στον «ψευδοχρόνο» ως ένα µέσο για την διαµόρφωση υπερβολικού 
συστήµατος εξισώσεων και τη δηµιουργία επαναληπτικής διαδικασίας 
για την τελική σύγκλιση του πεδίου σε µία µόνιµη κατάσταση στην οποία 
ο παραπάνω όρος µηδενίζεται και οι εξισώσεις ροής αποκτούν την 
φυσική τους έννοια. 
 
Φυσικά, η χρήση του ψευδοχρόνου σηµαίνει ότι εισάγουµε κύµατα 
πεπερασµένης ταχύτητας στο ασυµπίεστο πεδίο ροής ως µέσο διανοµής 
της πίεσης. Για µια ασυµπίεστη ροή , η ταχύτητα των κυµάτων είναι 
άπειρη , δεδοµένου του ότι η ταχύτητα διάδοσης αυτών των 
ψευδοκυµάτων  εξαρτάται από την σπουδαιότητα της 
ψευδοσυµπιεστότητας. Επιπροσθέτως, το πεδίο πιέσεων στην 
ασυµπίεστη ροή που εξετάζουµε επηρεάζεται ακαριαία από οποιαδήποτε 
αλλαγή στο πεδίο ροής αλλά µε την τεχνητή συµπιεστότητα υπάρχει µια 
χρονική καθυστέρηση ανάµεσα στην διαταραχή της ροής και της 
επιρροής του στο πεδίο πιέσεων.  Ιδεατά, η τιµή του όρου 
ψευδοσυµπιεστότητας επιλέγεται να είναι τόσο υψηλή όσο µας επιτρέπει 
ο αλγόριθµος και η µοντελοποίηση που χρησιµοποιούµε ούτως ώστε το 
κριτήριο της ασυµπιεστότητας να ανακτηθεί γρήγορα. Αυτό όµως πρέπει 
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να πραγµατοποιηθεί χωρίς να µειωθεί η ακρίβεια και η σταθερότητα της 
αριθµητικής µεθοδολογίας που χρησιµοποιείται. Από την άλλη, αν η 
τεχνητή συµπιεστότητα επιλεχθεί έτσι ώστε αυτά τα ψευδοκύµατα να 
«ταξιδεύουν» πολύ αργά, ώστε η µεταβολή του πεδίου πιέσεων που 
συνοδεύει αυτά τα κύµατα να είναι πολύ αργή παραβιάζοντας την 
χρονική εξέλιξη του συνεκτικού οριακού στρώµατος. Στις συνεκτικές 
ροές, η συµπεριφορά του οριακού στρώµατος είναι πολύ ευαίσθητη στην 
βαθµίδα της πίεσης, ειδικά όταν έχουµε αποκόλληση το οριακού 
στρώµατος. Αν έχουµε αποκόλληση, το κύµα πίεσης ταξιδεύει µε 
πεπερασµένη ταχύτητα προκαλώντας µεταβολές στην βαθµίδα πίεσης, η 
οποία θα επηρεάσει το σηµείο αποκόλλησης της ροής. Αυτή η αλλαγή 
στην αποκολληµένη ροή οδηγεί στην µη σύγκλιση της µεθόδου στην 
µόνιµη κατάσταση.  Ειδικότερα για τις εσωτερικές ροές, η συνεκτικότητα 
είναι σηµαντική για ολόκληρο το πεδίο ροής καθώς και η αλληλεπίδραση 
µεταξύ των ψευδοκυµάτων πίεσης και της συνεκτικής ροής γίνεται 
επίσης σπουδαία.  
 
Τόσο στην περίπτωση των εξισώσεων Navier-Stokes για την περιγραφή 
συµπιεστών πεδίων ροής όσο και για τις εξισώσεις του ασυµπίεστου 
ρευστού µε την προσθήκη του όρου της ψευδοσυµπιεστότητας, στο 
προκύπτον υπερβολικό - παραβολικό σύστηµα εξισώσεων, οι ιακωβιανοί 
πίνακες των συναγωγικών µητρώων λαµβάνουν πραγµατικές ιδιοτιµές. 
Συγκεκριµένα , οι εξισώσεις Navier-Stokes εµφανίζουν υπερβολικό 
χαρακτήρα στην µη συνεκτική περιοχή και παραβολικό στην συνεκτική 
ενώ µε την εισαγωγή της υπόθεσης της µόνιµης κατάστασης προκύπτει 
ένα µικτό σύστηµα υπερβολικού – ελλειπτικού χαρακτήρα. Η κλίση των 
«χαρακτηριστικών» γραµµών του πεδίου, που προσδιορίζεται από το 
πρόσηµο των παραπάνω ιδιοτιµών, δίνει µε την σειρά της την 
κατεύθυνση διάδοσης της «πληροφορίας» µέσα στο πεδίο ροής και έτσι 
επιτυγχάνεται η σύνδεση του προσήµου των ιδιοτιµών του υπερβολικού 
προβλήµατος, µε την κατεύθυνση προεκβολής των ανάντι σχηµάτων 
διαφορών που χρησιµοποιούνται για την διακριτή αντιπροσώπευση των 
συναγωγικών µητρώων της ροής. Η διακριτοποίηση αυτή, που λαµβάνει 
υπ' όψη τις φυσικές πληροφορίες του πεδίου, αποτελεί µια πιο 
ολοκληρωµένη αναπαράσταση του φυσικού προβλήµατος και οι 
µεθοδολογίες αυτές δίνουν πιο ακριβή αποτελέσµατα σε σχέση µε τις 
µεθόδους που χρησιµοποιούν κεντρικές διαφορές και όρους τεχνητής 
συνεκτικότητας. 
 
Συνεχίζοντας, για την διακριτοποίηση των χωρικών παραγώγων έχουν 
αναπτυχθεί δυο µεθοδολογίες που εκµεταλλεύονται το πρόσηµο των 
ιδιοτιµών των εξισώσεων που αρχικά χρησιµοποιήθηκαν για την επίλυση 
της συµπιεστής ροής αλλά µε την είσοδο της ψευδοσυµπιεστότητας 
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µπόρεσαν να βρουν εφαρµογή και στην ασυµπίεστη ροή. Οι µέθοδοι 
αυτοί αναφέρονται στην βιβλιογραφία ως προσέγγιση Boltzmann ή Flux 
Vector Splitting (FVS) και επιλυτής Riemann ή Flux Difference Splitting 
(FDS). 
 
Η πρώτη κατηγορία , η οποία αναπτύχθηκε στις αρχές του ’80 και που 
αναφέρεται ως προσέγγιση Boltzmann, βασίζεται στην θεώρηση  
κάποιων ψευδοσωµατιδίων τα οποία κινούνται µεταξύ των όγκων 
σύµφωνα µε µια δεδοµένη κατανοµή ταχύτητας προκαλώντας την 
αλληλεπίδραση αυτών των στοιχειωδών όγκων. Η αριθµητική µέθοδος 
εδώ διαχωρίζει τις συναγωγικές ροές σε δύο µέρη σύµφωνα µε τον 
πρόσηµο συγκεκριµένων χαρακτηριστικών µεταβλητών, που εν γένει 
είναι παρόµοια αλλά όχι ταυτόσηµα µε τις ιδιοτιµές του ιακωβιανού 
συναγωγικού πίνακα. Στην συνέχεια τα δυο κοµµάτια διακριτοποιούνται 
µε κατάλληλα σενάρια (π.χ. ανάντι διαφορές) λαµβάνοντας υπ’ όψιν   την 
ανάντι ή κατάντι κίνηση των ψευδό – σωµατιδίων για την 
διακριτοποίηση των µη συνεκτικών όρων. 
 
Η δεύτερη κατηγορία, η οποία πρωτοπαρουσιάστηκε το 1959 από τον 
Godunov και αργότερα βελτιώθηκε από τους Roe και Osher, είναι εκείνη 
που λαµβάνει υπ' όψιν τον τρόπο διάδοσης των πληροφοριών σε κάθε 
σηµείο του υπολογιστικού πεδίου επιλύνοντας έτσι µε ακριβή ή 
προσεγγιστικό τρόπο το πρόβληµα αρχικών τιµών Riemann (εµφάνιση 1 
– D εξίσωσης Euler για τις ασυνέχειες στην διεπιφάνεια) για µια 
ασυνέχεια µεταξύ δύο υπολογιστικών όγκων. Η επίλυση αυτή ονοµάζεται 
προσέγγιση Riemann, ενώ η αριθµητική µέθοδος που διακρίνει την 
επίδραση των κυµάτων ανάλογα µε την ανάvτι ή την κατάντι διάδοση 
τους, για την διακριτοποίηση των µη συνεκτικών όρων, ονοµάζεται 
αντίστοιχα Flux Difference Splitting µέθοδος ή επιλυτής Riemann. Σε µια 
προσπάθεια µείωσης του υπολογιστικού φόρτου της µεθόδου για την 
εύρεση ακριβούς λύσης,  τελευταία αναπτύχθηκαν προσεγγιστικές 
εκφράσεις του επιλυτή  Riemann που µπορούν να χρησιµοποιηθούν µε 
ευκολία για κάθε είδος πλέγµατος στηριζόµενα στην εξαιρετική ανάλυση  
του οριακού στρώµατος και στην περιγραφή των κυµάτων. 
 
Στην παρούσα µελέτη η µεθοδολογία που χρησιµοποιείται στηρίζεται σε 
έναν επιλυτή Riemann ενώ για την ανάντι (upwind) αντιπροσώπευση των 
µητρώων της ροής στις πλευρές των υπολογιστικών χωρίων εισάγονται 
και χρησιµοποιούνται εκφράσεις των αρχικών µεταβλητών του πεδίου 
συναρτήσει των τιµών τους πάνω στις χαρακτηριστικές. Με τον τρόπο 
αυτό η κατεύθυνση προεκβολής καθορίζεται από το πρόσηµο των 
ιδιοτιµών του ιακωβιανού πίνακα των συναγωγικών (µεταφορικών) όρων 
σε κάθε υπολογιστικό σηµείο τον πεδίου, δυνατότητα που δίνεται από 
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τον υπερβολικό χαρακτήρα των εξισώσεων µε την προσθήκη του όρου 
της ψευδοσυµπιεστότητας. Η ανάντι αυτή προσέγγιση συσχετιζόµενη µε 
τις χαρακτηριστικές του πεδίου, εισάγει µία πρωτοτυπία ως προς τις 
υπάρχουσες µεθοδολογίες επίλυσης ασυµπίεστων ροών. 
 
Η παραπάνω µέθοδος διακριτοποίησης έχει συγκεκριµένα 
πλεονεκτήµατα αλλά και αδυναµίες συγκρινόµενη µε τα µοντέλα 
κεντρικών διαφορών (central schemes). Γενικά, η χρήση κεντρικών 
διαφορών δεν απαιτεί περίπλοκους αριθµητικούς υπολογισµούς 
δικαιολογώντας  έτσι το µικρότερο υπολογιστικό κόστος ανά υπολογισµό 
σε σχέση µε τα αντίστοιχα ανάντι. Από την άλλη, η ανάντι 
µοντελοποίηση είναι ικανή να εντοπίσει τις ασυνέχειες πολύ πιο εύστοχα 
σε σχέση µε την κεντρική. Επιπροσθέτως, λόγω της χαµηλής αριθµητικής 
διάχυσης που εµφανίζουν και τα δυο σενάρια, η ανάντι µπορεί να 
περιγράψει το οριακό στρώµα χρησιµοποιώντας λιγότερους κόµβους 
πλέγµατος και πιο συγκεκριµένα το µοντέλο του Roe. Οι δυσκολίες για 
την ανάντι µοντελοποίηση κάνουν την εµφάνισή τους για δεύτερης και 
ανώτερης τάξης ακρίβεια. Το πρόβληµα εντοπίζεται στην ανάγκη 
επιβολής περιοριστικών συναρτήσεων (κριτηρίων) έτσι ώστε να 
εµποδίσουµε την δηµιουργία ισχυρών διακυµάνσεων στην περιοχή 
εµφάνισης ασυνεχειών. Οι περιορισµοί αυτοί είναι γνωστό ότι 
καθυστερούν την σύγκλιση της επαναληπτικής διαδικασίας, λόγω της 
δυσχρηστίας σε περιοχές οµαλής ροής κάτι που ξεπεράστηκε από την 
πρόταση του Venkatakrishnan που βρίσκει εφαρµογή στα περισσότερα 
πρακτικά προβλήµατα. Παρόλα αυτά, µικρές παρεκκλίσεις θα υπάρχουν 
στην τελική λύση οι οποίες πρέπει να ληφθούν υπόψη. Τέλος, 
µειονέκτηµα στην χρήση των περιοριστικών συναρτήσεων αποτελεί το 
υψηλό υπολογιστικό κόστος, ιδιαίτερα όταν χρησιµοποιούµε πλέγµατα 
σε καµπυλόγραµµα συστήµατα συντεταγµένων. 
 
H παρούσα µεθοδολογία Riemann είναι µεθοδολογία πεπερασµένων 
όγκων, που κατά την επίλυση τον προβλήµατος χρησιµοποιεί για την 
διακριτή αντιπροσώπευση του υπολογιστικού χωρίου, οµόθετο 
(collocated) πλέγµα µε όλα τα µεγέθη του πεδίου εκφρασµένα στο κέντρο 
κάθε υπολογιστικού χωρίου. Με την µέθοδο υπολογισµού του πλέγµατος 
θα ασχοληθούµε αναλυτικά σε παρακάτω κεφάλαιο. Η χρονική 
ολοκλήρωση των εξισώσεων Navier-Stokes και k- ε είναι ρητή Runge - 
Kutta τέταρτης τάξης. 
 
1.3  Περιγραφή της τυρβώδους ροής   
 
Η µοντελοποίηση της τυρβώδους ροής είναι ένα από τα τρία βασικά 
στοιχεία της Υπολογιστικής Ρευστοµηχανικής  (CFD). Πολύ ακριβείς 
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µαθηµατικές θεωρίες έχουν εξελιχθεί µε την βοήθεια των δύο άλλων 
στοιχείων , την µεθοδολογία δηµιουργίας πλέγµατος και την ανάπτυξη 
αλγορίθµων. Η δηµιουργία ενός µαθηµατικού µοντέλου που προσεγγίζει 
την φυσική συµπεριφορά της τυρβώδους ροής αποδεικνύεται απαιτητική 
και χρονοβόρα µε αποτέλεσµα σήµερα να έχουµε επιτύχει πολύ 
µικρότερη ακρίβεια στην µοντελοποίηση από όση θα επιθυµούσαµε. 
Αυτό όµως δεν προκαλεί έκπληξη γιατί προσπαθούµε να περιγράψουµε 
ένα εξαιρετικά δύσκολο και περίπλοκο φαινόµενο του οποίου η φυσική 
δεν είναι εντελώς κατανοητή. Έτσι ο στόχος παραµένει, µε χρήση των 
προσεγγίσεων που παρουσιάστηκαν από τους  Prandtl, Taylor, von 
Karman και άλλους, η επινόηση ενός ιδεατού µοντέλου που θα εισάγει 
την λιγότερη πολυπλοκότητα ενώ παράλληλα θα αντιλαµβάνεται την 
ουσία της φύσης της τύρβης (φυσική της τύρβης). 
 
Το 1937 οι Taylor και von Karman  πρότειναν το εξής ορισµό : « Η 
τύρβη είναι µια ακανόνιστη κίνηση που γενικά κάνει την εµφάνισή της 
σε ρευστά, αέριας ή υγρής φύσης, όταν η ροή περνά από στερεές 
επιφάνειες ή όταν περνά γειτονικό ρεύµα της ίδιας ροής ή όταν 
διασταυρώνονται». Στο κεφάλαιο 3 θα αναφερθούµε εκτενέστερα στο 
φαινόµενο της τύρβης αλλά έχοντας στο νου τον παραπάνω ορισµό θα 
κάνουµε µια σύντοµη αναφορά στα µαθηµατικά µοντέλα που 
αναπτύχθηκαν για τον υπολογισµό της συνεκτικότητας του ρευστού στις 
τυρβώδεις ροές. 
 
Οι πρώτες προσπάθειες ανάπτυξης µια µαθηµατικής περιγραφής των 
τυρβωδών τάσεων αναζητήθηκαν στην µίµηση της µοριακής διαδικασίας 
βαθµίδας – διάχυσης. Στο ίδιο πνεύµα ο Boussinesq εισήγαγε την έννοια 
της τυρβώδους συνεκτικότητας αλλά ούτε αυτός ούτε ο Reynolds 
κατάφεραν να προτείνουν µια συστηµατική λύση των εξισώσεων Navier 
– Stokes. Η φυσική των συνεκτικών ροών έγινε περισσότερο κατανοητή 
ύστερα από την παρουσίαση της θεωρίας του οριακού στρώµατος από 
τον Prandtl (1904) που οδήγησε τον ίδιο στην εισαγωγή του µήκους 
αναµείξεως και συνάµα στο πρώτο και απλούστερο µοντέλο 
υπολογισµού της τυρβώδους ροής (1925). Σήµερα αναφερόµαστε στην 
υπόθεση µήκους αναµείξεως σαν αλγεβρικό µοντέλο ή µοντέλο µηδενικής 
τάξης. Εξ’ ορισµού ένα µοντέλο n τάξης (εξισώσεων) περιγράφει ένα 
µοντέλο που απαιτεί την επίλυση των n πρόσθετων διαφορικών 
εξισώσεων µεταφοράς µαζί µε αυτές που εκφράζουν την διατήρηση της 
µάζας, της ορµής και της ενέργειας. Στα αλγεβρικά ανήκει και η υπόθεση 
Boussinesq που βασίζεται στο ότι οι τάσεις Reynolds  µηδενίζονται στις 
θέσεις όπου η ταχύτητα παρουσιάζει ακρότατο κάτι που δεν 
επαληθεύεται πάντα πειραµατικά. Η µεθοδολογία αυτή λοιπόν 
χρησιµοποιήθηκε µε επιτυχία για τον υπολογισµό οριακών στρωµάτων 
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ελεύθερων διατµητικών στρωµάτων παρατηρήθηκε όµως ότι η υπόθεση 
δεν προλέγει την ροή πάνω σε καµπύλες επιφάνειες ή σε περιπτώσεις 
όπου στο πεδίο ροής υπάρχουν περισσότερες από µία τάσεις Reynolds 
της ίδιας σπουδαιότητας. 
 
Για να βελτιώσει την ικανότητα πρόβλεψης των ιδιοτήτων των τυρβωδών 
ροών και για να αναπτύξει µια πιο ρεαλιστική µαθηµατική περιγραφή 
των τυρβωδών τάσεων, ο Prandtl (1945) εφηύρε ένα µοντέλο στο οποίο η 
τυρβώδης συνεκτικότητα εξαρτάται από την κινητική ενέργεια των 
τυρβωδών διακυµάνσεων, k. Πρότεινε λοιπόν µια µοντελοποιηµένη 
διαφορική εξίσωση προσεγγίζοντας την ακριβή εξίσωση του k. Αυτή η 
βελτίωση, σε εννοιολογικό επίπεδο, λαµβάνει υπ’ όψιν το γεγονός ότι η 
τυρβώδη συνεκτικότητα επηρεάζεται από το ιστορικό της ροής δηλαδή 
που βρέθηκε η ροή. Έτσι γεννιέται η αλγεβρική µέθοδος του µοντέλου 
µιας εξίσωσης.    
 
Παρότι η εξάρτηση της τυρβώδους συνεκτικότητας από το ιστορικό της 
ροής µας παρέχει ένα πιο ρεαλιστικό µοντέλο, η ανάγκη να ορίσουµε την 
κλίµακα των δινών, που περιέχουν την τυρβώδη κινητική ενέργεια, 
παραµένει. Από τη στιγµή που την θεωρούµε χαρακτηριστικό µέγεθος 
της τύρβης και είναι διαφορετική για κάθε ροή, το µοντέλα που δεν την 
λαµβάνουν υπ΄ όψιν θεωρούνται ηµιτελή. Έτσι πρέπει να γνωρίζουµε 
κάτι περισσότερο για την ροή εκτός από τις αρχικές και οριακές 
συνθήκες για να µπορούµε να πάρουµε λύση. 
 
Ένας επιθυµητός τύπος µοντέλου τύρβης είναι εκείνος ο οποίος µπορεί 
να εφαρµοστεί σε οποιαδήποτε τυρβώδη ροή µε γνώση µόνο των 
οριακών ή / και αρχικών συνθηκών. Ιδεατά , κανένα στοιχείο για τις 
ιδιότητες της τύρβης δεν θα πρέπει να χρειάζεται για να υπολογίσουµε 
την  λύση. Ένα τέτοιο µοντέλο ορίζετε ως ολοκληρωµένο. Ο ορισµός που 
δόθηκε δεν αναφέρει τίποτα για την ακρίβεια και την καθολικότητα του 
µοντέλου παρά µόνο ότι χρησιµοποιείται για να καθορίσουµε την ροή 
χωρίς πρότερη γνώση οποιαδήποτε ιδιότητας της υπό µελέτη ροής. 
 
Ο Kolmogorov (1942) εισήγαγε το πρώτο ολοκληρωµένο µοντέλο 
περιγραφής της τύρβης. Συγκεκριµένα µαζί µε την µοντελοποιηµένη 
εξίσωση του k , πρότεινε µια δεύτερη παράµετρο ε στην οποία 
αναφερόταν ως «ο ρυθµός καταστροφής της ενέργειας στο πεδίο του 
όγκου και του χρόνου» (ρυθµός της καταστροφής της τύρβης). Τα 
αντίστροφο του ε  χρησιµοποιείται ως  κλίµακα του τυρβώδους χρόνου 
ενώ το  1 2k ε  ως το ανάλογο του µήκους αναµίξεως. Σε αυτό το µοντέλο 
που είναι γνωστό ως k – ε , το ε ικανοποιεί µια διαφορική εξίσωση 
παρόµοια µε αυτή του k έτσι καταλήγουµε στο σύστηµα δύο εξισώσεων 
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επίλυσης της τύρβης. Το συγκεκριµένο µοντέλο θεωρείται αξιόπιστο 
(κυρίως των Launder και Spalding) και κατάλληλο για την περιγραφή 
πολύπλοκων ροών παρότι χρησιµοποιεί την υπόθεση Boussinesq  και εν 
γένει είναι δαπανηρότερη από πλευράς υπολογιστικής ισχύος και έτσι 
σήµερα το απαντάµε συχνά στην επίλυση της ροής διαµέσου των 
υδροδυναµικών µηχανών. 
 
Στο µοντέλο k – ε σηµαντικό ρόλο όπως θα δούµε παρακάτω στο 
αντίστοιχο κεφάλαιο παίζουν οι οριακές συνθήκες στο στερεό όριο 
ιδιότητα που οδήγησε στην εµφάνιση δύο διαφορετικών προσεγγίσεων 
των συνθηκών που εφαρµόζονται. Το πρώτο είναι το µοντέλο του µικρού 
αριθµού Reynolds από τους Jones και Launder που δηµιουργήθηκε γιατί 
όταν ολοκληρώνονταν οι εξισώσεις στον τοίχο εµφάνιζαν αριθµητική 
αστάθεια. Οι προσθήκες από διάφορους ερευνητές βασίστηκαν στο ότι 
θα έπρεπε οι εξισώσεις να ολοκληρωθούν απευθείας από τον συνεκτικό 
υπόστρωµα µέχρι το στερεό όριο. Η συγκεκριµένη τεχνική όµως σπάνια 
χρησιµοποιείται σε πολύπλοκες τρισδιάστατες γεωµετρίες γιατί απαιτεί 
πάρα πολύ πυκνά πλέγµατα κοντά στο στερεό όριο αυξάνοντας κατά πού 
την υπολογιστική ισχύ. Τα δεύτερο, που χρησιµοποιείται και στην 
παρούσα εργασία, περιγράφεται από τις συναρτήσεις τοιχώµατος (wall 
functions)  που προσδιορίζουν την ταχύτητα και τις διατµητικές τάσεις 
του ρευστού κοντά στο στερεό όριο ενώ παράλληλα δεν απαιτεί πολύ 
πυκνό πλέγµα κοντά στο τοίχωµα. Η τεχνική αυτή εφαρµόζεται µε 
µεγάλη αποτελεσµατικότητα σε πλήθος πεδίων  αλλά σε περιοχές 
ανακυκλοφορίας ή έντονων φαινοµένων δινών έχει παρατηρηθεί ότι δεν 
περιγράφει ικανοποιητικά το πεδίο κοντά στο στερεό όριο. Για τον λόγο 
αυτό προτάθηκαν διάφορες διορθώσεις τόσο στις συναρτήσεις 
τοιχώµατος όσου και στους συντελεστές των εξισώσεων k – ε µε 
βελτίωση των αποτελεσµάτων σε συγκεκριµένες γεωµετρίες όµως. 
 
 
 
 
 
 
 

Εικόνα 1.1   Περιγραφή της υπολογιστικής διαδικασίας εύρεσης λύσης 

 
 
1.4  Σκοπός – Συνοπτική περιγραφή της παρούσας εργασίας 
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Σκοπός της παρούσας εργασίας είναι η ανάπτυξη µιας αριθµητικής 
µεθοδολογίας για τον υπολογισµό µόνιµης δισδιάστατης  και 
αξονοσυµµετρικής ασυµπίεστης ροής µε τη µέθοδο της 
ψευδοσυµπιεστότητας. Αναλυτικότερα, η µεθοδολογία αυτή πρέπει να 
µπορεί να είναι σε θέση να επιλύει τις εξισώσεις Navier - Stokes µε την 
χρήση γενικευµένων καµπυλόγραµµων πλεγµάτων, σε µόνιµα 
δισδιάστατα τυρβώδη πεδία ροής. 
 

Συγκεκριµένα, στο 2ο κεφάλαιο θα γίνει µια παρουσίαση των 
βασικών εξισώσεων Navier - Stokes περιγραφής της ροής για ασυµπίεστο 
συνεκτικό ρευστό σε δύο διαστάσεις και για γενικευµένο 
καµπυλόγραµµο σύστηµα συντεταγµένων.  Στο 3ο κεφάλαιο θα 
ασχοληθούµε µε την περιγραφή και την αποτελεσµατικότητα του 
µοντέλου τύρβης k-ε δύο εξισώσεων αλλά και µε το σκεπτικό πίσω από 
την επιλογή  του. Στο 4ο κεφάλαιο θα γίνει µια εκτενής ανάλυση της 
µεθοδολογίας που ακολουθείται για την αριθµητική επίλυση του πεδίου 
ροής όσον αναφορά την πορεία επίλυσης, τα πλεονεκτήµατα και 
µειονεκτήµατα της µοντελοποίησης, την διαδικασία επιλογής των 
οριακών συνθηκών καθώς και των κριτηρίων ευστάθειας.  Στο 5ο 
κεφάλαιο πραγµατοποιείται εφαρµογή της αριθµητικής µεθοδολογίας 
στην επίλυση διδιάστατων πεδίων µόνιµης στρωτής ή τυρβώδους ροής 
διαµέσου του υπό εξέταση ακροφυσίου  καθώς και ανάλυση των 
αποτελεσµάτων ώστε να διαπιστωθεί η αξιοπιστία και ακρίβεια της 
παρούσας µεθοδολογίας. Τέλος, στο 6ο κεφάλαιο, γίνεται περιγραφή της 
διαδικασίας µοντελοποίησης και πορείας επίλυσης του προβλήµατος του 
ακροφυσίου, περιγραφή και αντιστοιχία µεταβλητών του κώδικα µε 
αυτές που χρησιµοποιούνται στη θεωρία (Κεφ. 2, 3 και 4), καθώς και 
περιγραφή της µεθόδου δηµιουργίας πλέγµατος. 
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2.1 Οι 2 – D εξισώσεις Navier – Stokes. 
 
Οι εξισώσεις που περιγράφουν την ροή ασυµπίεστου ρευστού 
πυκνότητας ρ, προκύπτουν σε διαφορική µορφή από τις εξισώσεις 
συνέχειας (διατήρησης της µάζας), της διατήρησης της ορµής (δεύτερος 
νόµος του Newton) και της διατήρησης της ενέργειας (πρώτος νόµος 
θερµοδυναµικής). Τα σύστηµα εξισώσεων που προκύπτει αναφέρεται ως 
σύστηµα Navier – Stokes. Οι σχέσεις αυτές σε διαφορική και σε 
κυλινδρικές συντεταγµένες (z , r) είναι : 
 

 
Εικόνα 2.1  Κυλινδρικές συντεταγµένες (z, φ, r) 

 
Εξίσωση συνέχειας :  
 

1 ( )
0 0z ru ru

divu
z r r

∂ ∂
= ⇒ + ⋅ = ⇒

∂ ∂
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                        (2.1.1 α) 

 
Εξίσωση ορµής :  
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( )

u
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ρ
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Αναλύοντας την στις δυο υπό διερεύνηση κατευθύνσεις προκύπτει : 
 
z – αξονική κατεύθυνση : 
 

2 1 ( ) 1 ( )z z z r zz rzu u ru u P r
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(2.1.1 β) 
 

 r– ακτινική κατεύθυνση : 
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(2.1.1 γ) 
 
Η εξίσωση ενέργειας στην παρούσα εργασία δεν θα µας απασχολήσει 
καθώς δεν απαιτείται υπολογισµός του θερµοκρασιακού πεδίου. Για τις 
εφαρµογές όπου η πυκνότητα παραµένει σταθερή σε όλο το υπολογιστικό 
πεδίο, θεωρούµε ότι το κριτήριο της ασυµπίεστης ροής ικανοποιείται. 
Έτσι για µια ασυµπίεστη ροή η πυκνότητα θεωρείται σταθερή 
αφαιρώντας την από την λίστα των αγνώστων µεταβλητών. Επιπλέον, 
µικρό – διακυµάνσεις στο συντελεστή ιξώδους είναι ουσιαστικά 
αµελητέες και έτσι θεωρείται γνωστός επίσης. 
 
Συνδυάζοντας τις παραπάνω τρεις εξισώσεις προκύπτει το σύστηµα σε 
µητρωική µορφή :  
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όπου 
P

p
ρ

=  είναι η ανηγµένη πίεση. 

 
Για περαιτέρω απλοποίηση θεωρούµε τα παρακάτω διανύσµατα  
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Η απλοποιηµένη µορφή των εξισώσεων είναι : 
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(2.1.3) 
 
Θεωρώντας το ρευστό ως νευτώνειο, οι αντίστοιχες εκφράσεις των 
διατµητικών τάσεων είναι : 
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 είναι το διάνυσµα της ταχύτητας και                              

z r ru u u
divu

z r r

∂ ∂
= + +
∂ ∂

�
 . 

 
Ο συντελεστής µ ονοµάζεται δυναµική συνεκτικότητα και αποτελεί 
φυσική ιδιότητα του ρευστού, είναι συνάρτηση της θερµοκρασίας και της 
πίεσης ενώ είναι ανεξάρτητος της εντατικής κατάστασης του ρευστού. Ο 
συντελεστής µ′  λέγεται ιξώδες όγκου και στην περίπτωση που το ρευστό 
βρίσκεται σε θερµοδυναµική ισορροπία ισχύει : 
 

2 2
0

3 3
µ µ µ µ′ ′+ = ⇒ = −  

 
Αντικαθιστώντας την παραπάνω σχέση έχουµε : 
 

2
2

3
z r r

zz

u u u

z r r
τ µ

∂ ∂ = − − ∂ ∂ 
  ,   

2
2

3
r z r

rr

u u u

r z r
τ µ

∂ ∂ = − − ∂ ∂ 
 

2
2

3
r z ru u u

r z rφφτ µ
∂ ∂ = − − ∂ ∂ 
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z r
zr rz

u u

r z
τ τ µ

∂ ∂ = = + ∂ ∂ 
  ,  2 r r

rr

u u

r rφφτ τ µ
∂ − = − ∂ 

 

(2.1.4) 
 

 
2.2  Προσθήκη ψευδοσυµπιεστότητας 
 

Οι εξισώσεις ροής του ρευστού (2.1.2) που προέκυψαν παραπάνω 
αποτελούν τις φυσικές εξισώσεις µη µόνιµης ροής. Όταν 
χρησιµοποιούνται για την επίλυση µόνιµων πεδίων ροής, η χρονική 
παράγωγος χρησιµοποιείται για την δηµιουργία µιας επαναληπτικής 
διαδικασίας επίλυσης για τη µετάβαση σε επόµενο «χρονικό επίπεδο» 
επαναλήψεων, µε σκοπό την τελική σύγκλιση του προβλήµατος σε 
µόνιµη λύση µηδενίζοντας ταυτόχρονα τις χρονικές παραγώγους. Η 
διαφορά στον χαρακτήρα των εξισώσεων ροής συµπιεστού και 
ασυµπίεστου ρευστού εντοπίζεται στην απουσία χρονικής παραγώγου 
στην εξίσωση συνέχειας. Προσπαθούµε λοιπόν να δώσουµε υπερβολικό 
χαρακτήρα  στις εξισώσεις ασυµπίεστου ρευστού εισάγοντας την χρονική 
παράγωγο της πίεσης που αποτελεί την µοναδική λογική επιλογή (µεταξύ 
των ταχυτήτων και της πυκνότητας που παραµένει σταθερή). Η 
προσθήκη αυτή όµως µας οδηγεί σε επίλυση των µη πραγµατικών 
εξισώσεων ασυµπίεστου ρευστού υπονοµεύοντας τα αποτελέσµατα της 
µεθόδου και αµφισβητεί την ικανότητά τους για περιγραφή της µη 
µόνιµης ροής. Από την άλλη, όταν επιτευχθεί σύγκλιση, η χρονική 
παράγωγος µηδενίζεται και ικανοποιείται το κριτήριο της 
ασυµπιεστότητας. 

       
Επιστρέφοντας στις αρχικές εξισώσεις, παρατηρούµε την απουσία της 
πίεσης από το διάνυσµα U1 των αγνώστων µεταβλητών που 
παραγωγίζονται χρονικά καθιστώντας  αδύνατο τον συσχετισµό των µη 
συνεκτικών µητρώων E1, G1 και K1 µε το διάνυσµα των αγνώστων 
µεταβλητών, µε αποτέλεσµα το γενικό πρόβληµα της συµβατότητας 
πίεσης – ταχύτητας για ασυµπίεστες ροές. 
 
Η χρήση της µεθόδου της ψευδοσυµπιεστότητας µας επιτρέπει την 
σύνδεση της πίεσης µε τις συνιστώσες της ταχύτητας και τη δηµιουργία 
πλήρως πεπλεγµένου αριθµητικού σχήµατος για την επίλυση του 
συστήµατος των εξισώσεων που περιγράφουν το ρευστοµηχανικό 
πρόβληµα. 
 
Συγκεκριµένα, προσθέτοντας τον όρο της ψευδοσυµπιεστότητας στην 
εξίσωση συνέχειας προκύπτει : 
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1
0z r rp u u u

t z r rβ
∂ ∂ ∂
⋅ + + + =
∂ ∂ ∂

 

 
Η παράµετρος β είναι ο συντελεστής ψευδοσυµπιεστότητας που 
συνδέει τις εξισώσεις της ορµής µε την εξίσωση της συνέχειας και η τιµή 
που επιλέγεται για αυτήν, είναι τέτοια ώστε να διευκολύνει τη γρήγορη 
σύγκλιση του συστήµατος στη µόνιµη κατάσταση ροής. Η 
αναθεωρηµένη εξίσωση µαζί µε τις εξισώσεις ορµής για µη µόνιµη 
κατάσταση ροής σχηµατίζουν το χρονικά  εξαρτώµενο υπερβολικό – 
παραβολικό σύστηµα εξισώσεων περιγραφής της ροής. Με αυτόν τον 
τρόπο δύναται να γίνει χρησιµοποίηση των πεπλεγµένων σχηµάτων που 
έχουν χρήση στις συµπιεστές ροές. Σηµειώνουµε ότι στην παρούσα φάση 
η µεταβλητή t δεν  αντιπροσωπεύει πια τον φυσικό χρόνο όπως ήδη 
έχουµε εξηγήσει στον 1ο κεφάλαιο. 
 
Παράλληλα, µια από τις βασικές δυσκολίες που έχουµε να 
αντιµετωπίσουµε στην συµπιεστές ροές, δηλαδή η µετάβαση από την 
υποηχητική στην υπερηχητική ροή καθώς και η ύπαρξη των 
«κρουστικών κυµάτων» (shock waves) κατά µήκος του υπολογιστικού 
πεδίου, µε την παραπάνω  µεθοδολογία µπορεί να αποφευχθεί. 
 
Η τιµή της παραµέτρου β είναι σηµαντική και γι αυτό επιλέγεται µε 
τέτοιο τρόπο ώστε να οδηγεί στην γρήγορη σύγκλιση του συστήµατος 
στην µόνιµη κατάσταση ροής εξασφαλίζοντας παράλληλα την 
σταθερότητα της µεθόδου. Το 1986 ο Kwak πρότεινε η τιµή της 
παραµέτρου να παίρνει τιµές από το διάστηµα (0.1...10) αφού 
παρατήρησε ότι επαληθεύονται για τα περισσότερα ρευστοµηχανικά 
προβλήµατα της κατηγορίας. Τα πάνω όριο προκύπτει από την ανάγκη το 
διορθωµένο πεδίο ταχυτήτων να ικανοποιεί την εξίσωση συνέχειας του 
ασυµπίεστου ρευστού (ρυθµός σύγκλισης) ενώ το κάτω όριο από την 
ταχύτητα διάδοσης των κυµάτων πίεσης που πρέπει να είναι τέτοια ούτως 
ώστε να υπερκαλύπτει την διάδοση της στροβιλότητας αλλιώς οι 
επαναλήψεις στον ψευδοχρόνο τείνουν να µη συγκλίνουν. 
 
Με πρόσθεση του όρου της ψευδοσυµπιεστότητας, στις σχέσεις (2.1.3) 
το µητρώο U1 γίνεται : 
 

1 z

r

p

U u

u

β 
 =  
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2.3   Αδιαστατοποίηση του συστήµατος Navier – Stokes. 
 
Το επόµενο βήµα για την ορθή µοντελοποίηση αλλά και τον εύκολο 
χειρισµό του συστήµατος των εξισώσεων είναι η αδιαστατοποίηση τους 
µε κάποια χαρακτηριστικά µεγέθη έτσι ώστε το ρευστοµηχανικό 
πρόβληµα να εξαρτάται από κάποιους χαρακτηριστικούς αριθµούς όπως 
οι αριθµοί Reynolds, Mach, Prandtl, Euler και Strouhal. 
Χρησιµοποιούµε τα παρακάτω αδιαστατοποιήµενα µεγέθη : 
 

* *,z r
z r

ref ref

u u
u u

U U
= =  

* *,
ref ref

z r
z r

L L
= =  

*

ref ref

t
t

L U
=  

*
2 2
ref ref

P p
p

U Uρ
= =  

* *,
refref

ref
ref

U

L

µ τ
µ τ

µ µ
= =  

(2.3.1) 
Σηµειώνουµε ότι τα αδιάστατα µεγέθη συµβολίζονται µε αστερίσκο ενώ 
οι παράµετροι αδιαστατοποίησης από τον δείκτη ref. 
 
 Εισάγοντας τα αδιάστατα µεγέθη προς εξισώσεις Navier – Stokes και 
χρησιµοποιώντας κανόνες παραγώγισης όπως : 
 

* *

* *
,ref ref

ref ref ref

U Uu u u u

t t L U z z L

∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ = ⋅

∂ ∂ ∂ ∂
 

 
προκύπτει το παρακάτω προς επίλυση σύστηµα εξισώσεων Ν – S σε 
αδιάστατη µορφή : 
 
Εξίσωση συνέχειας :  
 

* * *

* * *
0 0ref ref refz r r z r r

ref ref ref

U U Uu u u u u u

z r r z L r L r L

∂ ∂ ∂ ∂
+ + = ⇒ ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⇒

∂ ∂ ∂ ∂
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* * *

* * *
0ref z r r

ref

U u u u

L z r r

 ∂ ∂
⋅ + + = ⇒ ∂ ∂ 

 

* * *

* * *
0z r ru u u

z r r

∂ ∂
+ + =

∂ ∂
 

(2.3.2 α) 
Παρατηρούµε ότι η εξίσωση διατηρεί την αρχική της µορφή. 
 
Εξίσωση ορµής :  
 
z – αξονική κατεύθυνση : 
 

2 2 2 2* *2 *2 * * * *

* * * * *

( )ref ref ref ref refz z z r z r

ref ref ref ref ref ref

U U U U Uu u p u u u u

t L U z L z L r L r L
ρ
 ∂ ∂ ∂ ∂ ⋅ ⋅

⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =  ∂ ∂ ∂ ∂ 

* * *

* * *

ref ref ref
ref ref ref

ref ref refzz rz rz

ref ref ref

U U U

L L L

z L r L r L

µ µ µ
τ τ τ

⋅ ⋅ ⋅
∂ ∂

= ⋅ + ⋅ + ⋅ ⇒
∂ ∂

 

 
2 * *2 * * * * * * * *

* * * * 2 * * *

( ) ( )ref ref refz z z r z r zz rz rz

ref ref

U Uu u p u u u u

L t z r r L z r r

µ τ τ τ
ρ

⋅   ∂ ∂ + ∂ ⋅ ⋅ ∂ ∂
+ + + = + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

 

* *2 * * * * * * * *

* * * * * * *

( ) ( ) refz z z r z r zz rz rz

ref ref

u u p u u u u

t z r r U L z r r

µ τ τ τ
ρ

 ∂ ∂ + ∂ ⋅ ⋅ ∂ ∂
⇒ + + + = ⋅ + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

 
* *2 * * * * * * * *

* * * * * * *

( ) ( ) 1

Re
z z z r z r zz rz rzu u p u u u u

t z r r z r r

τ τ τ ∂ ∂ + ∂ ⋅ ⋅ ∂ ∂
+ + + = ⋅ + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

(2.3.2 β) 
 
r– ακτινική κατεύθυνση (οµοίως) : 
 

* ** * * *2 * *2 * *

* * * * * * *

( ) ( ) 1

Re
rrr z r r r rz rru u u u p u

t z r r z r r
φφτ ττ τ −∂ ∂ ⋅ ∂ + ∂ ∂

+ + + = ⋅ + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 

(2.3.2 γ) 

όπου Re ref ref

ref

U Lρ

µ
=  είναι ο αδιαστατοποιηµένος αριθµός Reynolds. 

Από εδώ και στο εξής θα αµελούνται οι αστερίσκοι και θα εννοείται ότι 
τα µεγέθη είναι αδιαστατοποιηµένα µε βάση την παραπάνω διαδικασία. 
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Πρέπει να τονιστεί ότι µπορεί να χρησιµοποιηθούν και άλλες µεταβλητές 
ως παράµετροι αδιαστατοποίησης, όπως για παράδειγµα για την πίεση 
µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε πέρα από την πίεση περιβάλλοντος την 
ταχύτητα µε περιορισµό στην ταχύτητα του ήχου ελεύθερης ροής (για 
υψηλής ταχύτητας ροή). 
Όσον αναφορά την διαδικασία αδιαστατοποίησης του χρόνου 
ξεχωρίζουµε δύο περιπτώσεις. Πρώτον, για εφαρµογές όπου υπάρχει 
µεγάλος αριθµός Reynolds Re 1≫   , ο χρόνος αδιαστατοποιείται µε τον 
τρόπο που ορίστηκε πριν. Αυτό οφείλεται στο γεγονός του ότι τέτοιου 
είδους προβλήµατα ο όρος µεταφοράς επικρατεί του όρου 
συνεκτικότητας και ο ref refL U  αποτελεί µια φυσική αναπαράσταση του 

χρονικού διαστήµατος του προβλήµατος (για παράδειγµα ένα µόριο που 
κινείται µε ταχύτητα refU  «µεταφέρεται» κατά ένα χαρακτηριστικό 

µήκος L). ∆εύτερον, για ροή χαµηλού αριθµού Reynolds, Re 1≪ , η 
διάχυση επικρατεί του όρου µεταφοράς και ο 2

refL ν  είναι 

καταλληλότερος για παράµετρος αδιαστατοποίησης. Το παρόν πρόβληµα 
ανήκει στην πρώτη κατηγορία όπου έχουµε ροή υψηλού αριθµού 
Reynolds. 
 
Οι αδιαστατοποιηµένες εξισώσεις Navier – Stokes σε µητρωική µορφή 
έχουν ως εξής : 
 

1 1 1 1 1
1 1

1

Re

U E G R T
K L

t z r z r

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + + + = ⋅ + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 

(2.3.3) 
 
2.4   Μετασχηµατισµός συντεταγµένων 
 
Το επόµενο βήµα για την επίλυση των εξισώσεων Navier-Stokes , 
έχοντας υπ’ όψιν το ακανόνιστο σχήµα του φυσικού πεδίου που 
εξετάζουµε, είναι ο µετασχηµατισµός τους  µε την χρήση γενικευµένων 
καµπυλόγραµµων συντεταγµένων αφού είναι από τους πιο απλούς 
τρόπους για την µελέτη της ροής εντός χωρίων τυχαίας µορφής. 
 
Με το µετασχηµατισµό των εξισώσεων σε γενικευµένο καµπυλόγραµµο 
σύστηµα συντεταγµένων επιτυγχάνεται η επίλυση σε ένα οµοιόµορφο πια 
υπολογιστικό πεδίο, όπου οι εκφράσεις πεπερασµένων διαφορών για την 
διακριτή αντιπροσώπευση των διαφορικών εξισώσεων της ροής 
απλοποιούνται, διευκολύνοντας παράλληλα την επιβολή των οριακών 
συνθηκών . 
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Ο µετασχηµατισµός συντεταγµένων γίνεται µε την εισαγωγή νέων 
ανεξάρτητων µεταβλητών: 
 

( , )z rξ ξ=   και  ( , )z rζ ζ=  
 

µε τις  ( , )z r   συντεταγµένες να εκφράζουν το φυσικό πεδίο και τις  
( , )ξ ζ  να εκφράζουν το αντίστοιχο υπολογιστικό. Χαρακτηριστικό της 
µεθόδου αποτελεί το γεγονός ότι η επιλογή των µεταβλητών είναι τέτοια 
ώστε το χωρικό βήµα στο καµπυλόγραµµο σύστηµα (ξ,ζ) να είναι 
οµοιόµορφο και µοναδιαίο ( 1)ξ ζ∆ = ∆ =  όπως φαίνεται και στην εικόνα 
2.1 . 
 

 
Εικόνα 2.1  Μετασχηµατισµός συντεταγµένων (a) Φυσικό πεδίο και (b) Υπολογιστικό πεδίο 

 
Χρησιµοποιούµε τον κανόνα αλυσίδας οπότε προκύπτει : 
 

z zz
ξ ζ

ξ ζ
∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂
  και  r rr

ξ ζ
ξ ζ

∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂
 

(2.4.1) 
 
Στην συνέχεια υπολογίζουµε τις µετρικές ποσότητες  , ,z r zξ ξ ζ  και  rζ  
ακολουθώντας την παρακάτω διαδικασία. Αρχικά εκφράζουµε τα ολικά 
διαφορικά των συντεταγµένων του υπολογιστικού χωρίου σε µητρωική 
µορφή : 
 

z r z r

z r z r

d dz dr d dz

d dz dr d dr

ξ ξ ξ ξ ξξ
ζ ζ ζ ζ ζ ζ

= ⋅ + ⋅      
⇒ = ⋅     = ⋅ + ⋅      
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Οµοίως για τις συντεταγµένες του φυσικού χωρίου έχουµε : 
 

z zdz d

dr r r d

ξ ξ

ζ ζ

ξ
ζ

    
= ⋅    
     

  

 
Συνδυάζοντας τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει : 
 

1

1z r

z r

z z r z

r zr r J

ξ ξ ζ ζ

ξ ξζ ζ

ξ ξ

ζ ζ

−
−    

= = ⋅     −     
 

 
Εποµένως οι µετρικές ποσότητες που αναζητούµε γράφονται : 
 

 
,

,

z r

z r

r z

J J
r z

J J

ζ ζ

ξ ξ

ξ ξ

ζ ζ

= = −

= − =

  (2.4.2) 

 
Ο πίνακας J αποτελεί την ιακωβιανή του µετασχηµατισµού από το 
κυλινδρικό σύστηµα συντεταγµένων στο γενικευµένο καµπυλόγραµµο 
και ισούται µε : 

 
( , )

( , )

z zz r
J z r z r

r r

ξ ζ
ξ ζ ζ ξ

ξ ζξ ζ
∂

= = = ⋅ − ⋅
∂

 (2.4.3) 

 
Οι ποσότητες  , ,z z rξ ζ ξ   και  rζ   υπολογίζονται χρησιµοποιώντας 

κεντρικές διαφορές στο υπολογιστικό πεδίο. 
 
 
 
2.5  Μετασχηµατισµός στο γενικευµένο καµπυλόγραµµο σύστηµα   
συντεταγµένων των εξισώσεων N – S . 
 
Εφαρµόζοντας τις σχέσεις µετασχηµατισµού (2.4.1) στις εξισώσεις N – S 
(2.3.3) προκύπτει το σύστηµα : 
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όπου τα µητρώα R1 , T1  και L1  περιέχουν τις µετασχηµατισµένες 
µερικές παραγώγους των ταχυτήτων. 
Αντίστοιχα οι διατµητικές τάσεις µετασχηµατίζονται παρόµοια : 
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Αντίστοιχα έχουµε : 
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Σε µια προσπάθεια απλοποίησης, αποδεικνύεται ότι διαιρώντας τις 
σχέσεις (2.5.1) µε την ιακωβιανή J και προσθαφαιρώντας µερικούς όρους 
τις αναγάγουµε στην παρακάτω µορφή : 
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Το διάνυσµα U των κύριων µεταβλητών (primitive variables) προκύπτει : 
 

1U J U= ⋅  
 

Τα µη συνεκτικά διανύσµατα ροής E, G και K (inviscid flux vectors) 
προκύπτουν : 
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Τα συνεκτικά διανύσµατα ροής R, T και L (viscous flux vectors) 
προκύπτουν : 
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και αντίστοιχα :  
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3.1 Τύρβη και χαρακτηριστικά τυρβώδους ροής 
 
Στο παρόν κεφάλαιο θα γίνει µια προσπάθεια περιγραφής του 
φαινοµένου της τύρβης καθώς και η περιγραφή του χρησιµοποιούµενου 
µοντέλου επίλυσής της. 
Τα είδη των πεδίων ροής που συναντάµε στην φύση και θα µας 
απασχολήσουν είναι το στρωτό και το τυρβώδες. Ο διαχωρισµός τους 
οφείλεται στο ότι η χρονική συµπεριφορά  µιας διαταραχής ορισµένου 
πλάτους και συχνότητας που δηµιουργείται µέσα στο πεδίο ροής . 
Συγκεκριµένα αν το πλάτος µιας τυχαίας  διαταραχής που δηµιουργείται 
µέσα στο πεδίο ροής ελαττώνεται µε το χρόνο (µηδενικές χρονικές 
παράγωγοι), τότε πρόκειται για στρωτή ροή. Αν όµως το πλάτος της 
διαταραχής αυξάνεται µε το χρόνο  δείχνοντας ότι η αρχική διαταραχή ή 
η αρχική αστάθεια στη ροή , µπορεί να αφαιρέσει από την ροή κινητική 
ενέργεια και στη συνέχεια να δηµιουργήσει και άλλες διαταραχές 
µικρότερου πλάτους και διαφορετικής συχνότητας , τότε η ροή 
χαρακτηρίζεται τυρβώδης.   
Άλλος τρόπος διαχωρισµού των ροών είναι η στροβιλότητα. Οι 
τυρβώδεις ροές είναι ροές υψηλής στροβιλότητας. Αυτό έχει ως 
αποτέλεσµα στις στρωτές ροές να εµφανίζονται εν γένει µεγάλες δίνες 
και στις τυρβώδεις µικροδίνες. Αυτό το χαρακτηριστικό είναι που 
τοποθετεί το όριο ανάµεσα στις ροές µικρής και µεγάλης στροβιλότητας. 
 
Για να αντιληφθούµε τι είναι τύρβη θα πρέπει να δούµε τις ιδιότητες της 
και να τις αποσαφηνίσουµε πριν καταλήξουµε σε έναν επαρκή ορισµό. 

1. Οι τυρβώδεις ροές είναι µη µόνιµες ροές που έχουν ακανόνιστες 
διακυµάνσεις (fluctuations) της ταχύτητας γύρω από µια χρονικά 
µέση τιµή και στις τρεις κατευθύνσεις (z,φ,r). Η ένταση αυτών των 
διακυµάνσεων είναι µεταβλητή, αλλά συνήθως είναι κάτω από το 
10% της µέσης ταχύτητας ενώ η φύσης τους δεν είναι στοχαστική 
(τυχαία) αλλά έχουν δοµή και συνειρµό. 

2. Οι αταξίες στο πεδίο ταχυτήτων δηµιουργούν χωρικές δοµές που 
ονοµάζονται µικροδίνες. Ο όρος µικροδίνη, αν και ασαφής, 
ορίζεται ως η χρονική δοµή που διατηρείται για σύντοµο χρονικό 
διάστηµα ενώ αντίστοιχα οι µεγάλες δίνες είναι αυτές που φέρουν 
µικροδίνες και ακόµα µικρότερες. Ένα από τα κύρια 
χαρακτηριστικά της τύρβης είναι η συνεχής  κατανοµή του 
µεγέθους των µικροδινών. 

3. Η τύρβη είναι αυτοδιατηρούµενη δηλαδή αφού δηµιουργηθεί δεν 
µειώνεται και δεν σταµατά ενώ είναι και συνυφασµένη µε µέση 
διάτµηση (οριακά στρώµατα, δέσµες, οµόρρους).  
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4. Η τύρβη διεισδύει στο µη τυρβώδες ρευστό µε συνέπεια την 
αύξηση της τυρβώδους περιοχής (π.χ. η δέσµη που διεισδύει καθώς 
απλώνει από την έξοδό της). 

5. Οι τυρβώδεις ροές είναι ροές µεγάλης διάχυσης . Οι µικροδίνες 
µπορούν να µεταφέρουν ρευστό από µια περιοχή χαµηλής ορµής 
σε ροή υψηλής ορµής αναµιγνύοντας το µε αυτό τον τρόπο 
τονίζοντας έτσι τον  χαρακτήρα διάχυσης της ροής (διάχυση 
µικροδίνης). 

6. Οι τυρβώδεις ροές είναι καταστροφικές (dissipative). Κάθε 
συνεκτική ροή έχει συνεκτική καταστροφή, όµως οι τυρβώδεις 
ροές έχουν πολύ περισσότερη λόγω της απότοµης κλίσης της 
ταχύτητας. Πιο αναλυτικά η ενέργεια που καταστρέφεται στις 
µικροδίνες είναι σηµαντικά µεγαλύτερη από εκείνη των µεγάλων 
δινών. 

7. Χαρακτηριστική ιδιότητα αποτελεί και η διάλειψη (intermittency). 
Η διάλειψη είναι µια ιδιότητα της τύρβης που εµφανίζεται κατά 
την µετάβαση της ροής από στρωτή σε τυρβώδη. 

 
  
Λαµβάνοντας υπ’ όψιν όλες τις παραπάνω ιδιότητες καταλήγουµε στον 
παρακάτω ορισµό της τύρβης (κατά Bradshaw) : 
«Τύρβη είναι µια τρισδιάστατη χρονικά µεταβαλλόµενη ροή, στην οποία 
η έκταση των δινοσωλήνων προκαλεί διαταραχές ταχύτητας σε όλες τις 
συχνότητες µεταξύ ελάχιστης που καθορίζεται από τις οριακές συνθήκες 
και µέγιστης που καθορίζεται από την συνεκτικότητα του ρευστού». 
 
 
 
3.2 Περιγραφή τυρβώδους ροής κατά Reynolds 
 
Οι δυσκολίες που υπάρχουν στην απευθείας λύση των εξισώσεων 
Navier-Stokes στην µη µόνιµη µορφή τους οδήγησαν αρχικά στην 
εµφάνιση των µοντέλων τύρβης ώστε να µπορέσουµε να υπολογίσουµε 
την τύρβη µεγάλης κλίµακας µέσω της εύρεσης των χρονικά µέσων 
τιµών των βασικών µεγεθών. Η βασική ιδέα που χρησιµοποιείται είναι 
αυτή που προτάθηκε από τον Reynolds (1895). Ο Reynolds διέσπασε την 
ταχύτητα και τα υπόλοιπα βασικά µεγέθη στη χρονικά µέση τιµή και τη 
διακύµανση. 
Η χρονικά µέση τιµή των βασικών µεγεθών f της ροής δίνεται από:   

∫
∆+

∆
=

tt

t

fdt
t

f
0

0

1
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όπου το χρονικό διάστηµα ολοκλήρωσης ∆t πρέπει να είναι αρκετά 
µεγάλο ως προς την χρονική περίοδο των τυρβωδών διακυµάνσεων , 
αλλά και αρκετά µικρό ως προς την χρονική διάρκεια των µη τυρβωδών 
διακυµάνσεων της ροής. 
Βάσει της περιγραφής Reynolds , τα βασικά µεγέθη f της ροής  
διασπώνται στη µέση χρονικά τιµή  f  και την διακύµανση  'f  : 
 

'

'

'

ppp

uuu

uuu

rrr

zzz

+=

+=

+=

 

 
  
Εξ’ ορισµού, η µέση χρονικά τιµή της διακύµανσης είναι : 
 

0
1 0

0

'' =
∆

= ∫
∆+ tt

t

dtf
t

f  

 

οπότε :     0''' === puu rz  
 

 
 Τυρβώδης ροή:   (α) Μόνιµη και (β) Μη µόνιµη ροή 

 
Για το σχηµατισµό των µέσων τιµών των βασικών εξισώσεων της ροής 
(Navier-Stokes) απαιτούνται κανόνες σχηµατισµού µέσων τιµών,  όπως 
παραθέτονται παρακάτω: 
 

0, '' =+= ffff  

gfgf +=+ , ''gffgfg +=  
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∫∫ = dSffdS . 

 
 
3.3  Βασικές εξισώσεις τυρβώδους ροής κατά Reynolds 
 
 (α) Εξίσωση της συνέχειας (διατήρησης της µάζας) 
 
 Σχηµατίζοντας τη µέση τιµή του πρώτου και του δεύτερου µέλους της 
εξίσωσης συνέχειας  προκύπτει: 
 

           0 0z r r z r ru u u u u u

z r r z r r

∂ ∂ ∂ ∂
+ + = ⇒ + + =

∂ ∂ ∂ ∂
 (3.3.1) 

 
 

εποµένως ισχύει η ίδια µορφή της εξίσωσης της συνέχειας και  για τις 
µέσες τιµές των ταχυτήτων της τυρβώδους ροής.  
 
(β) Εξίσωση διατήρησης της ορµής 
 
Για την εξίσωση διατήρησης της ορµής χρησιµοποιούµε την συντηρητική 
µορφή της οποίας η µέση τιµή προκύπτει: 
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και µετά από την εφαρµογή των κανόνων µέσης τιµής έχουµε: 
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Ανακατατάσσοντας τους όρους των παραπάνω σχέσεων έχουµε: 
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Εισάγοντας των τανυστή των τυρβωδών διατµητικών τάσεων ή τάσεων 
Reynolds : 
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ο οποίος είναι συµµετρικός , προκύπτουν οι εκφράσεις για τις παραπάνω 
σχέσεις : 
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2

(3.3.2) και (3.3.3) 
 

Η παραπάνω εξίσωση της ορµής για τα µέσα µεγέθη διαφέρει από την 
µορφή την αρχική εξίσωση ως προς τους όρους των τυρβωδών 

διατµητικών τάσεων  2'2' , rz uu ρρ −−   και  rzuuρ−   (τάσεις Reynolds). 
 
Λόγω της επιβολής της οριακής συνθήκης µηδενισµού της ταχύτητας  οι 
τυρβώδεις διατµητικές τάσεις µηδενίζονται πάνω σε ακίνητα στερεά όρια 
οπότε 0|| '' == wallrwallz uu  και : 
 

0'
,

'
, =−= wallrwallz

turb
wall uuρτ  

 
Λόγω της εισαγωγής µέσων τιµών δηµιουργούνται νέοι άγνωστοι (τάσεις 
Reynolds)  στο σύστηµα εξισώσεων Navier-Stokes έτσι οδηγούµαστε 
στην κατασκευή και προσθήκη των εξισώσεων του µοντέλου τύρβης. 
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3.4 Μοντελοποίηση της τύρβης  
 
Το µοντέλο της τυρβώδους ροής απαιτείται για την συσχέτιση των 

τάσεων Reynolds ''
ji

turb
ij uuρτ −=  µε τα µέσα µεγέθη  zu  και  ru  της 

ροής. Σήµερα υπάρχουν πολλά µοντέλα τύρβης που χρησιµοποιούν 
αλγεβρικές ή διαφορικές εξισώσεις , όπως το αλγεβρικό µοντέλο του 
Prandtl  (βασίζεται στην θεωρία µίξης)  και τα µοντέλα που βασίζονται 
στην εξίσωση της κινητικής ενέργειας. Αυτά χρησιµοποιούν είτε  µόνο 
την εξίσωση για την κινητική ενέργεια k και λέγονται µοντέλα µιας 
εξίσωσης (θεωρία κλίµακας µήκους, µοντέλο Bradshaw) είτε και µια 
πρόσθετη σχέση και λέγονται µοντέλα δυο εξισώσεων (π.χ. µοντέλο k - ε  
όπου εµφανίζεται  η εξίσωση για την τυρβώδη καταστροφή ε της 
κινητικής ενέργειας δίνοντας µε αυτό τον τρόπο την κατανοµή της 
κλίµακας µήκους της τύρβης της ροής). 
Στην παρούσα µεθοδολογία θα χρησιµοποιήσουµε το µοντέλο k – ε  που 
φαίνεται ότι είναι το πιο αξιόπιστο από όλα τα µοντέλα τύρβης που 
υπάρχουν. Η µέση τυρβώδης κινητική ενέργεια ορίζονται ως: 
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=                                         (3.4.1) 

ενώ η τυρβώδης καταστροφή ε της κινητικής ενέργειας ως: 
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Το µοντέλο που χρησιµοποιείται βασίζεται στην υπόθεση του Boussinesq 
(που δεν επαληθεύεται γενικά πειραµατικά) για την τυρβώδη 
συνεκτικότητα : 
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όπου η τυρβώδης συνεκτικότητα µt (eddy viscosity) δίνεται από την 
σχέση Prandtl – Kolmogorov – Taylor : 
 

ε
ρµ

2k
Cmt =                                    (3.4.2 β) 
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Αντικαθιστούµε τις παραπάνω σχέσεις για τις τυρβώδεις διατµητικές 
τάσεις στις σχέσεις (3.4.1) και (3.4.2) και έτσι οι εξισώσεις Navier – 
Stokes για τα µέσα µεγέθη µπορούν να  γραφτούν στη µορφή (2.5.1): 
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Στο εξής θα παραλείπουµε τις επιγραµµές των µέσων µεγεθών για λόγους 
απλότητας ενώ οι διατµητικές τάσεις εκφράζονται από τις σχέσεις  
(2.1.4) συναρτήσει όµως της ενεργούς συνεκτικότητας : 
 

teff µµµ += . 

 
Σύµφωνα µε το µοντέλο k – ε , η εξίσωση για την τυρβώδη κινητική 
ενέργεια k και η εξίσωση για την τυρβώδη καταστροφή ε της κινητικής 
ενέργειας που αντικαθιστά την ακριβή σχέση (3.4.2 α), είναι : 
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όπου:  Θ είναι ο όρος παραγωγής  και 
            ρε  είναι ο όρος  καταστροφής. 
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Ο όρος της παραγωγής Θ υπολογίζεται από : 
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Συνεχίζοντας τις πράξεις στις παραπάνω εξισώσεις καταλήγουµε στο 
εξής σύστηµα : 
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(3.4.4) 

όπου   
k

t
k σ

µ
µ +=Γ    και    

ε
ε σ

µ
µ t+=Γ . 

 
Ακολουθεί ο πίνακας µε τις τιµές των εµπειρικών συντελεστών που 
χρησιµοποιούνται στο µοντέλο k – ε  όπως αυτές έχουν βελτιστοποιηθεί 
έπειτα από δεκάδες ώρες αριθµητικών πειραµάτων στον Η/Υ. 
 

Πίνακας : Τιµές σταθερών µοντέλου k - ε 

Cµ Cε1 Cε2 σk σε 

0.09 1.44 1.92 0.9 1.22 
  
 
Προσπαθώντας να συγχωνεύσουµε τις εξισώσεις  (3.4.3) και (3.4.4) 
σχηµατίζουµε τα εξής διανύσµατα : 
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Προκύπτει λοιπόν  η παρακάτω σχέση: 
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(3.4.5) 
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Αδιαστατοποιούµε τα µεγέθη k και ε : 
 

2
*

refU

k
k = ,  

)()(Re 2*
*

refref LU ρµ
ε

ε =  

 
και τα αντικαθιστούµε στη εξίσωση (3.4.5) οπότε η αδιάστατη µορφή της 
προκύπτει ως εξής : 
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(3.4.6) 
 

Εφαρµόζοντας τις σχέσεις µετασχηµατισµού (2.4.1) στις εξισώσεις 
(3.4.6) και ακολουθώντας την ίδια διαδικασία όπως για τις εξισώσεις  
Navier – Stokes , οι σχέσεις του µοντέλου k – ε  γράφονται στο 
γενικευµένο καµπυλόγραµµο σύστηµα συντεταγµένων ως εξής : 
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(3.4.7) 
 
Στις παραπάνω εξισώσεις ισχύουν  : 
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Αν χρησιµοποιήσουµε τις µετασχηµατισµένες µερικές παραγώγους των k 
και ε : 
 

ζξ ζξ kkk zzz += ,    ζξ ζξ kkk rrr +=  

ζξ εζεξε zzz += ,    ζξ εζεξε rrr +=  

 
τα συνεκτικά διανύσµατα εµφανίζονται στην µορφή : 
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όπου οι συντελεστές d1 , d2 και d3 δίνονται από : 
 

22
1 rzd ξξ += ,   rrzzd ζξζξ +=2 ,   22

3 rzd ζζ +=  
 

Τέλος για το διάνυσµα εkP  έχουµε : 
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µε τον όρο παραγωγής να δίνεται από : 
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Στις παραπάνω εξισώσεις , η ενεργός συνεκτικότητα  µeff είναι 
αδιαστατοποιηµένη µε την δυναµική συνεκτικότητα µ οπότε είναι : 

** 1 t
eff

eff µ
µ

µ
µ +==  

όπου η  '
tµ  υπολογίζεται από την (3.4.2 β) για αδιάστατα k και ε. 
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3.5 Ανακεφαλαίωση εξισώσεων προς επίλυση 
 

Πριν προχωρήσουµε στην περιγραφή και ανάλυση της αριθµητικής 
µεθόδου που θα χρησιµοποιήσουµε, θα επιχειρήσουµε µια 
ανακεφαλαίωση των εξισώσεων που καλούµαστε να επιλύσουµε. 
 

• Εξισώσεις Navier – Stokes 
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(3.5.1) 
 

όπου : 

axis = 




  πρόβληµατρικόαξονοσυµµε    για,1

  πρόβληµαδιδιάστατο    για,0
 

 
Τα µητρώα που χρησιµοποιούνται στις παραπάνω εξισώσεις είναι : 
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(3.5.2) 
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(3.5.3) 
 

• Εξισώσεις µοντέλου τύρβης k – ε 
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όπου : 

axis = 




  πρόβληµατρικόαξονοσυµµε    για,1

  πρόβληµαδιδιάστατο    για,0
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Τα µητρώα που χρησιµοποιούνται στις παραπάνω εξισώσεις είναι : 
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1 rzd ξξ += ,   rrzzd ζξζξ +=2 ,   22

3 rzd ζζ +=  
(3.5.7) 
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(3.5.8) 
όπου ο όρος παραγωγής Θ υπολογίζεται από : 
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 (3.5.9) 
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όπου ο όρος Θ3 εκφράζεται ως εξής : 
 




















=Θ
2

3 2
r

ur
tµ  

(3.5.12) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑΣ 4-1 

 

  4.1 Εισαγωγή 
 
Στο παρόν κεφάλαιο θα πραγµατοποιήσουµε µια αναλυτική περιγραφή 
της αριθµητικής µεθοδολογίας για την επίλυση της ασυµπίεστης µόνιµης 
ροής, προσπαθώντας παράλληλα να εισάγουµε την θεωρία που έχει ήδη 
περιγραφεί στα παραπάνω κεφάλαια. 
 Αρχικά θα ασχοληθούµε µε την µέθοδο των χαρακτηριστικών, µε 
το πως µας διευκολύνει στην σύνδεση των εξισώσεων του υπό επίλυση 
συστήµατος αλλά και τον µοναδικό τρόπο υπολογισµού των κύριων 
µεταβλητών στο υπολογιστικό χωρίο. 
Συνοπτικά, η πορεία επίλυσης περιλαµβάνει τα εξής :  Σε κάθε 
επανάληψη της µεθόδου, οι συνιστώσες της ταχύτητας που προκύπτουν 
από τις εξισώσεις Navier – Stokes µε βάση τα παραπάνω, 
χρησιµοποιούνται για τις εξισώσεις του µοντέλου της τύρβης k-ε που 
επιλύονται ξεχωριστά από τις εξισώσεις του ασυµπίεστου ρευστού. Για 
τον υπολογισµό των µη συνεκτικών όρων των εξισώσεων k-ε 
χρησιµοποιείται ένα ανάντι σχήµα δεύτερης τάξης. 
Στην συνέχεια, πραγµατοποιείται η χρονική ολοκλήρωση των δύο 
συστηµάτων εξισώσεων (N – S και k – ε) χρησιµοποιώντας ένα σχήµα 
Runge – Kutta 4ης τάξης. 
Τέλος, θα ασχοληθούµε µε την θεωρία του οριακού στρώµατος που θα 
χρησιµοποιήσουµε καθώς και µε τις οριακές συνθήκες, όσον αναφορά το 
είδος και τον τρόπο επιβολής τους. 
 
 
4.2 Απαιτούµενες ιδιότητες της αριθµητικής µεθόδου. 
 

Η αριθµητική µέθοδος επίλυσης του ρευστοµηχανικού 
προβλήµατος θα πρέπει να παρουσιάζει συγκεκριµένες ιδιότητες. Στις 
περισσότερες των περιπτώσεων, δεν είναι δυνατό να αναλυθεί στο 
σύνολό της η µέθοδος για αυτό προτιµάµε την ανάλυση σε διακεκριµένα 
µερών. Αν αυτά τα «κοµµάτια» δεν ικανοποιούν τις απαραίτητες 
ιδιότητες τότε ούτε ολόκληρη  η αριθµητική µέθοδος θα τις ικανοποιεί µε 
το αντίστροφο να µην επαληθεύεται πάντα. Παρακάτω θα ασχοληθούµε 
µε αυτά τα κριτήρια που θα πρέπει να ικανοποιούνται. 
 
Συνακολουθία (consistency) : Μια προσέγγιση πεπερασµένων διαφορών 
είναι συνακόλουθη εάν η εξίσωση πεπερασµένων διαφορών προσεγγίζει 
τις µερικές διαφορικές εξισώσεις  το µέγεθος του πλέγµατος τείνει στο 
µηδέν. Με άλλα λόγια, η διακριτοποίηση γίνεται ακριβής όταν το 
µέγεθος του υπολογιστικού πλέγµατος τείνει στο µηδέν. Η διαφορά 
µεταξύ της διακριτοποιηµένης εξίσωσης και της πλήρης αποτελεί το 
σφάλµα αποκοπής (προσέγγισης) που αποτελεί το εργαλείο για την 
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ικανοποίηση του κριτηρίου (τείνει στο µηδέν όταν το χρονικό βήµα είναι 
διαρκώς µειούµενο και το πλέγµα τείνει στο µηδέν). Έτσι ένα σχήµα που 
είναι συνακόλουθο µας εξασφαλίζει το γεγονός ότι λύνουµε τις 
κυριαρχούσες εξισώσεις και τίποτα παραπάνω.  
Ιδεατά, όλοι οι όροι της αριθµητικής µεθόδου θα πρέπει να 
διακριτοποιηθούν µε προσεγγίσεις της ίδιας τάξεως ακρίβειας. Παρόλα 
αυτά  κάποιοι όροι, όπως οι όροι εκ µεταφοράς ή οι όροι διάχυσης οι 
οποίοι είναι κυρίαρχοι σε ροές υψηλού αριθµού Reynolds και σε ροές 
µικρού αριθµού Reynolds αντίστοιχα, είναι λογικό να προσπαθήσουµε η 
διακριτοποίησή τους να είναι υψηλότερης τάξης ακρίβειας από των 
άλλων. 
Όµως ακόµα και αν οι προσεγγίσεις είναι συνακόλουθες, αυτό δεν 
σηµαίνει ότι και η λύση του διακριτοποιηµένου συστήµατος εξισώσεων 
θα είναι η ακριβής λύση των διαφορικών εξισώσεων µόνο µε τον 
περιορισµό του µικρού βήµατος του αλγορίθµου. Για να συµβεί αυτό η 
αριθµητική µέθοδος θα πρέπει να είναι σταθερή όπως θα δούµε στη 
συνέχεια. 
 
Σταθερότητα (stability) :  Ένα αριθµητικό σχήµα λέγεται ότι είναι 
σταθερό αν οποιοδήποτε σφάλµα που εµφανίζεται στην πεπερασµένη 
διαφορική εξίσωση δεν αυξάνεται µε την λύση αυτής. Με άλλα λόγια, η 
αριθµητική µέθοδος επίλυσης χαρακτηρίζεται ως σταθερή όταν δεν 
αυξάνει τα σφάλµατα που κάνουν την εµφάνισή τους κατά την διάρκεια 
της πορείας επίλυσης του συστήµατος. Για πρόσκαιρα προβλήµατα, η 
σταθερότητα εγγυάται ότι η µέθοδος παράγει φραγµένη λύση όποτε η 
λύση της πλήρης εξίσωσης είναι φραγµένη. Για επαναληπτικές µεθόδους, 
µια σταθερή µέθοδος είναι αυτή που δεν αποκλίνει. Το κριτήριο της 
σταθερότητας µπορεί να είναι δύσκολο να ερευνηθεί, ειδικότερα ότι είναι 
παρόν οριακές συνθήκες και µη γραµµικότητες. Για αυτό το λόγο, είναι 
σύνηθες να ερευνάται η σταθερότητα της µεθόδου για γραµµικά 
προβλήµατα µε σταθερούς συντελεστές χωρίς οριακές συνθήκες. Τα 
δεδοµένα που εξάγουµε µε αυτό τον τρόπο µπορούν αρκετές φορές να 
εφαρµοστούν σε πιο περίπλοκα προβλήµατα αλλά µε σηµαντικές 
εξαιρέσεις.  
Η πιο ευρέως χρησιµοποιούµενη προσέγγιση για την διερεύνηση της 
σταθερότητας των αριθµητικών σχηµάτων είναι η ανάλυση von 
Newmann.  
 
Σύγκλιση (convergence) :  Ένα πεπερασµένο διαφορικό σχήµα συγκλίνει 
εάν η λύση της πεπερασµένης διαφορικής εξίσωσης προσεγγίζει εκείνη 
της µερικής διαφορικής εξίσωσης όταν το µέγεθος του υπολογιστικού 
πλέγµατος τείνει στο µηδέν. Για γραµµικά προβλήµατα αρχικών τιµών , 
η θεωρία του Lax καθορίζει ότι δοσµένου του ότι ένα καλά τοποθετηµένο 
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πρόβληµα αρχικών τιµών στο οποίο έχει εφαρµοστεί προσέγγιση 
πεπερασµένων διαφορών που ικανοποιεί το κριτήριο της συνακολουθίας, 
η σταθερότητα αποτελεί το αναγκαίο και επαρκές κριτήριο για την 
επίτευξη της σύγκλισης. Προφανώς, ένα σχήµα που ικανοποιεί µόνο την 
συνακολουθία είναι άχρηστο εκτός και αν η µέθοδος επίλυσης συγκλίνει.    
Για µη γραµµικά προβλήµατα που παρουσιάζουν ισχυρή εξάρτηση από 
τις οριακές συνθήκες, η σταθερότητα και η σύγκλιση της µεθόδου είναι 
δύσκολο να καταδειχθούν.  Για αυτό η σύγκλιση συνήθως ελέγχεται 
χρησιµοποιώντας αριθµητικά πειράµατα, όπως µε την επανάληψη των 
υπολογισµών  σε µια σειρά εξευγενισµένων υπολογιστικών πλεγµάτων. 
Αν η µέθοδος είναι σταθερή και εάν όλες οι προσεγγίσεις που 
χρησιµοποιούνται στην διαδικασία διακριτοποίησης είναι συνακόλουθες, 
συνήθως βρίσκουµε ότι η λύση συγκλίνει και είναι ανεξάρτητη του 
πλέγµατος. Για επαρκώς µικρά µεγέθη πλέγµατος, ο ρυθµός σύγκλισης 
καθορίζεται από το την τάξη του σφάλµατα αποκοπής, επιτρέποντας µας 
να εκτιµήσουµε το λάθος της λύσης. 
 
Συντηρητικότητα (conservation) : Από την στιγµή που οι προς επίλυση 
εξισώσεις είναι νόµοι διατήρησης, το αριθµητικό σχήµα θα πρέπει, σε 
τοπική αλλά και ολική βάση,  να τους ικανοποιεί και εκείνο. Αυτό 
σηµαίνει ότι, για µόνιµη κατάσταση και µε απουσία πηγών, το ποσοστό 
στην συντηρητικής ποσότητας που εξέρχεται από τον όγκο ελέγχου 
ισούται µε το ποσοστό εκείνου που εισέρχεται. Εάν χρησιµοποιείται η 
αυστηρή συντηρητική µορφή των εξισώσεων και η µέθοδος 
πεπερασµένων όγκων, εξασφαλίζεται για κάθε αυτόνοµο όγκο ελέγχου 
και για το πεδίο λύσεων σαν σύνολο. Άλλες µέθοδοι διακριτοποίησης 
µπορούν να γίνουν συντηρητικές µε την κατάλληλη επιλογή των 
προσεγγίσεων.  
 

Αυτή είναι µια σηµαντική ιδιότητα της αριθµητικής µεθόδου, από 
την στιγµή που εισάγει περιορισµό στο σφάλµα της λύσης. Αν η 
διατήρηση της µάζας και της ορµής ικανοποιούνται, το σφάλµα µπορεί 
να διανείµει αυτές τις ποσότητες σε όλο το υπολογιστικό πεδίο. Μη 
συντηρητικά σχήµατα µπορούν να παράγουν τεχνητές πηγές αλλάζοντας 
την ισορροπία τοπικά αλλά και ολικά.  Παρόλα αυτά, µπορούν να είναι 
συνακόλουθα και σταθερά και να οδηγούν σε ορθές λύσεις στο όριο 
αρκετά µεγάλων πλεγµάτων. Τα σφάλµατα λόγω της µη ικανοποίησης 
της συντηρητικότητας στις περισσότερες των περιπτώσεων γίνονται 
αισθητά σε χονδροειδή πλέγµατα  Τα πρόβληµα έγκειται στο ότι είναι 
δύσκολο να εντοπιστούν τα πλέγµατα στα οποία τα σφάλµατα αυτά είναι 
αρκετά µικρά οδηγώντας µας στην χρήση συντηρητικών σχηµάτων. 
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Ακρίβεια (accurancy) :  Οι αριθµητικές λύσεις ρευστοµηχανικών 
προβληµάτων αποτελούν προσεγγιστικές λύσεις. Εκτός από τα σφάλµατα 
που εισάγονται κατά την διάρκεια των επαναλήψεων του υπολογιστικού 
αλγορίθµου, αλλά και από την επιβολή οριακών συνθηκών , οι 
αριθµητικές λύσεις πάντα περικλείουν τρία είδη συστηµατικών 
σφαλµάτων : 

• Σφάλµατα µοντελοποίησης, τα οποία ορίζονται ως η διαφορά 
µεταξύ της πραγµατικής ροής και της ακριβής λύσης του 
µαθηµατικού µοντέλου 

• Σφάλµατα διακριτοποίησης, τα οποία ορίζονται ως η διαφορά 
ανάµεσα στην ακριβή λύση των συντηρητικών εξισώσεων και 
την ακριβή λύση του αλγεβρικού συστήµατος των εξισώσεων που 
έχουν διακριτοποιηθεί από αυτές τις εξισώσεις 

• Σφάλµατα επαναλήψεων, τα οποία ορίζονται ως η διαφορά µεταξύ 
των επαναληπτικών και ορθών λύσεων του συστήµατος 
αλγεβρικών εξισώσεων. 

Τα σφάλµατα επαναλήψεων συχνά καλούνται σφάλµατα σύγκλισης. 
Παρόλα αυτά, ο όρος σύγκλιση χρησιµοποιείται όχι µόνο για το σφάλµα 
αποκοπής των επαναληπτικών µεθόδων, αλλά συχνά και την σύγκλιση 
των αριθµητικών σχηµάτων προς µια λύση ανεξάρτητη πλέγµατος, 
εµφανίζοντας έτσι µια σύνδεση µε το σφάλµα διακριτοποίησης. Είναι 
σηµαντικό να λαµβάνουµε υπ’ όψιν την ύπαρξη τέτοιων σφαλµάτων και 
ακόµα να προσπαθούµε να τα ξεχωρίσουµε. Κάποια σφάλµατα µπορεί να 
αλληλοεξουδετερωθούν µε τέτοιο τρόπο ώστε η λύση που αποκτάται από 
ένα χονδροειδές (coarse) πλέγµα µπορεί να συµπίπτει περισσότερο µε 
την πειραµατική λύση από ότι η λύση από ένα ραφιναρισµένο πλέγµα, το 
οποίο εξ΄ ορισµού είναι πιο ακριβές.  
 Τα σφάλµατα µοντελοποίησης εξαρτώνται από τις υποθέσεις που 
κάνουµε παράγοντας τις εξισώσεις µεταφοράς για τις µεταβλητές. 
Μπορεί να θεωρούνται αµελητέα όταν µελετάµε στρωτές ροές από την 
στιγµή που οι Navier – Stokes αναπαριστούν επαρκώς  ένα ακριβές 
µοντέλο της ροής. Από την άλλη, για τυρβώδεις και διφασικές ροές, τα 
σφάλµατα αυτά µπορεί να είναι πολύ µεγάλα καθιστώντας την ακριβή 
λύση των µοντελοποιηµένων εξισώσεων ποιοτικά λάθος.  Επίσης 
σφάλµατα µοντελοποίησης εισάγονται απλοποιώντας την γεωµετρία του 
υπολογιστικού πεδίου ή τις οριακές συνθήκες. Αυτά δεν είναι απόλυτα 
γνωστά αλλά µπορούν να εκτιµηθούν από την σύγκριση λύσεων στις 
οποίες τα σφάλµατα διακριτοποίησης και σύγκλισης είναι αµελητέα µε 
ακριβή πειραµατικά δεδοµένα ή από δεδοµένα που έχουν παρθεί από πιο 
ακριβή µοντέλα. Είναι απαραίτητο να τα εκτιµάµε και να τα ελέγχουµε 
πριν τα µοντέλα των φυσικών φαινοµένων όπως τα τυρβώδη µοντέλα 
µπορούν να κριθούν. 
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ΣΥΝΑΚΟΛΟΥΘΙΑ + ΣΤΑΘΕΡΟΤΗΤΑ = ΣΥΓΚΛΙΣΗ 
  
 
 
 
 
       Σταθερότητα 
   
 
   
  
 

Σχήµα 4.1 Σχέση µεταξύ συνακολουθίας, σταθερότητας και σύγκλισης 

 
Παραπάνω αναφερθήκαµε στο ότι οι διακριτοποιηµένες 

προσεγγίσεις εισάγουν σφάλµατα τα οποία µειώνονται καθώς το πλέγµα 
ραφινάρεται και η τάξη της προσέγγισης είναι µια µέθοδος µέτρησης της 
ακρίβειας. Από την άλλη, για γνωστό πλέγµα, µέθοδοι της ίδιας τάξης 
ακρίβειας µπορούν να παράγουν σφάλµατα στην λύση που διαφέρουν και 
κατά µία τάξη µεγέθους. Κάτι τέτοιο συµβαίνει γιατί η τάξη ακρίβειας 
µας δίνει το ρυθµό κατά τον οποίο τα σφάλµατα µειώνονται καθώς το 
πλέγµα ραφινάρεται, δίνοντάς µας καµία πληροφορία γι αυτό όταν 
υπάρχει µοναδικό πλέγµα.  
Σφάλµατα επαναλήψεων και στρογγυλοποίησης είναι πιο εύκολο να 
ελεγχθούν. 
 
Τέλος, στις ιδιότητες των αριθµητικών µεθοδολογιών ανήκουν και η 
ανάγκη για τις αριθµητικές λύσεις να περιορίζονται ανάµεσα σε 
κατάλληλα όρια. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι έχουµε να κάνουµε µε 
φυσικές ποσότητες που είναι πάντα θετικές. Η ιδιότητα αυτή είναι 
δύσκολο να διατηρηθεί µε τα σχήµατα µιας τάξης ακρίβειας µόνο να 
εγγυούνται την ικανοποίησή της. Συνήθως µη φραγµένες λύσεις 
προκύπτουν για χονδροειδή κυρίως πλέγµατα  καθιστώντας τα σχήµατα 
αυτά επίφοβα για εµφάνιση προβληµάτων σταθερότητας και σύγκλισης. 
 
Στην συνέχεια θα προχωρήσουµε στην ανάλυση των σχηµάτων που 
χρησιµοποιούνται στην παρούσα µεθοδολογία και θα γίνουν εµφανή τα 
πλεονεκτήµατά τους που µας οδηγούν στην επιλογή των. 
 
 
 
 
 

Κυριαρχούσες 
Μερικές 

∆ιαφορικές 
Εξισώσεις 

∆ΙΑΚΡΙΤΟΠΟΊΗΣΗ 

 ΣΥΝΑΚΟΛΟΥΘΙΑ  

Ακριβής λύση 
Προσεγγιστική 

λύση  ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΚΑΘΏΣ ∆t,∆x→ 0 

Σύστηµα 
Αλγεβρικών 
εξισώσεων 
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4.3 Η µέθοδος των χαρακτηριστικών για την επίλυση των µη 
συνεκτικών όρων των εξισώσεων N – S .  

 
Η µέθοδος των χαρακτηριστικών χρησιµοποιείται από την παρούσα 
µεθοδολογία λόγω της ικανότητά της να εκµεταλλεύεται τις υπερβολικές 
ιδιότητες των µη συνεκτικών, ασυµπίεστων εξισώσεων της ορµής και της 
συνέχειας αφού πρώτα προκύψει η σύνδεση των εξισώσεων µε την 
µέθοδο της ψευδοσυµπιεστότητας. Οι κύριες µεταβλητές που 
περιγράφουν το ρευστοµηχανικό προβληµα (πίεση και συνιστώσες της 
ταχύτητας) υπολογίζονται συναρτήσει των αντίστοιχων τιµών τους πάνω 
στις χαρακτηριστικές, µε τις τιµές να προσδιορίζονται από ένα ανάντι 
σχήµα διαφόρισης του οποίου η λειτουργία βασίζεται στο πρόσηµο της 
ιδιοτιµής της τοπικής ιακωβιανής. 
 

Στην περίπτωση των υπερβολικών διαφορικών εξισώσεων, οι 
χαρακτηριστικές είναι πραγµατικές και ξεχωριστές. Αυτό σηµαίνει ότι η 
πληροφορία διαδίδεται µε πεπερασµένη ταχύτητα σε δύο κατευθύνσεις. 
Γενικά, η διάδοση της είναι σε µια συγκεκριµένη διεύθυνση ώστε ένα 
δεδοµένο απαιτείται να οριστεί σε ένα αρχικό σηµείο σε κάθε 
χαρακτηριστική,  µε την περίπτωσή µας να χρειάζεται δύο τέτοιες 
αρχικές συνθήκες. Εάν υπάρχουν πλευρικά όρια, συνήθως µόνο µια 
συνθήκη απαιτείται σε κάθε σηµείο γιατί µια χαρακτηριστική µεταφέρει 
την πληροφορία έξω από το υπολογιστικό πεδίο και µια την µεταφέρει 
µέσα. Παρόλα αυτά υπάρχουν εξαιρέσεις σε αυτό τον κανόνα. 

Σε παραβολικές εξισώσεις οι χαρακτηριστικές εκφυλίζονται σε ένα 
µοναδικό πραγµατικό σέτ. Εποµένως, µόνο µια αρχική συνθήκη 
απαιτείται κανονικά. Στα πλευρικά όρια µία συνθήκη απαιτείται σε κάθε 
σηµείο. 
Τέλος, για ελλειπτικές εξισώσεις, οι χαρακτηριστικές είναι  φανταστικές 
ή µιγαδικές ώστε δεν υπάρχουν ξεχωριστές διευθύνσεις διάδοσης της 
πληροφορίας. Συγκεκριµένα, η πληροφορία «ταξιδεύει» κατά ισότιµο 
τρόπο προς όλες τις κατευθύνσεις. Γενικά, µία οριακή συνθήκη 
απαιτείται σε κάθε σηµείο πάνω στο όριο και το πεδίο της λύσης είναι 
συνήθως κλειστό παρόλο που µέρος του υπολογιστικού πεδίου µπορεί να 
εκτείνεται στο άπειρο.  
 
Εάν αµελήσουµε τους συνεκτικούς όρους των εξισώσεων  N – S  (2.5.2) 
τότε οι ασυµπίεστες εξισώσεις Euler που προκύπτουν είναι : 
 
 0tU E G Kξ ζ+ + + =    (4.3.1) 
 

Στη συνέχεια προχωρούµε στη διακριτοποίηση των εξισώσεων 
Euler µέσω της χρήσης ενός διδιάστατου πλέγµατος όπου όλες οι κύριες 
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µεταβλητές (πίεση και συνιστώσες της ταχύτητας, primitive variables) 
αποθηκεύονται στο κέντρο κάθε υπολογιστικής κυψέλης. 
Στο παρακάτω σχήµα παρουσιάζεται µια υπολογιστική κυψέλη (i, k) και 
οι πλευρές της (i -1/2 , k) και (i +1/2 , k) κατά την ξ-διεύθυνση και (i, k-
1/2) και (i, k+ 1/2) κατά την ζ-διεύθυνση. 
 
Χρησιµοποιώντας µεθοδολογία πεπερασµένων διαφορών, οι εξισώσεις 
Euler (4.3.1) παίρνουν την εξής µορφή : 

 

 1 1 1 1
, , , ,

2 2 2 2

0t
i k i k i k i k

U E E G G K
+ − + −

   
+ − + − + =   
   

 (4.3.2) 

 
Όπως περιγράψαµε σε παραπάνω κεφάλαιο, ο σκοπός του επιλυτή 
Riemann είναι ο καθορισµός των διανυσµάτων E και G στις πλευρές του 
υπολογιστικού όγκου λαµβάνοντας υπ’ όψιν τις φυσικές πληροφορίες του 
πεδίου µέσω των ανάντι και κατάντι διαδιδόµενων κυµάτων. 
 
    

 
Εικόνα 4.1  Υπολογιστική κυψέλη (i,k) 

 
Η επίλυση του προβλήµατος Riemann στην πλευρά της υπολογιστικής 
κυψέλης µπορεί να επιτευχθεί µε την διάσπαση των εξισώσεων Euler 
στις διευθύνσεις ξ και ζ, παραλείποντας τον αξονοσυµµετρικό όρο Κ : 
 

 
1

0
2 tU Eξ⋅ + =  (4.3.3 α) 

 
1

0
2 tU Gζ⋅ + =  (4.3.3 β) 
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Στη συνέχεια θα περιγράψουµε την πορεία της µεθόδου για την 
ανάλυση της εξίσωσης (4.2.3 α) κατά την ξ-διεύθυνση και της εξίσωσης 
(4.2.3 β) κατά τη ζ-διεύθυνση. Ο συντελεστής 1/2 παραλείπεται αφού 
είναι δυνατό να ενσωµατωθεί στο χρονικό βήµα. Η εξίσωση (4.2.3 α) θα 
χρησιµοποιηθεί για την ανάπτυξη της τοπικής επίλυσης κατά Riemann 
στην ξ-διεύθυνση. Με αντίστοιχο τρόπο αναλύεται και η δεύτερη 
εξίσωση κατά τη ζ-διεύθυνση. 
Οι εξισώσεις (4.3.3 α) µετασχηµατίζονται στην παρακάτω µη 
συντηρητική µορφή : 

 
1

0t z x r zp u uξ ξξ ξ
β

+ ⋅ + ⋅ =  (4.3.4 α) 

 ( ) ( ) 0zt z z x r z z z x r z xu u u u u u u pξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ+ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =  (4.3.4 β) 

 ( ) ( ) 0rt r z x r z r z x r z zu u u u u u u pξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ+ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =  (4.3.4 γ) 

Στο προκύπτον σύστηµα εξισώσεων, σε κάθε χρονικό βήµα από την 
t n n= ⋅ ∆  χρονική βαθµίδα στην ( )1n n+ ∆i , οι χωρικές παράγωγοι 

υπολογίζονται από τις τιµές των µεταβλητών του n χρονικού επιπέδου 
(µέθοδος ρητού σχήµατος). Για τη χρονική ολοκλήρωση των εξισώσεων 
(4.3.4), οι νέες τιµές των κύριων µεταβλητών του διανύσµατος  U στο 
χρονικό επίπεδο n+1, ορίζονται µε µια σειρά Taylor που αναπτύσσεται µε 
βάση τα αποτελέσµατα του προηγούµενου γνωστού επιπέδου n. 

  

 
Εικόνα 4.2  Σχηµατική αναπαράσταση των χαρακτηριστικών 

 
Χρησιµοποιώντας την σειρά Taylor, το διάνυσµα U ορίζεται ως 

συνάρτηση των τιµών Uj τη χρονική στιγµή t, (οι οποίες βρίσκονται εντός 
του διαστήµατος επιρροής ∆ξ) βάσει της σχέσης : 
 

 j
j t t

U U
U U U U t U U

t tξ ξ

ξ
ξ

− ∆
= + ∆ ⋅ + ⋅ ∆ ⇒ = −

∆ ∆
 (4.3.5) 



ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑΣ 4-9 

 

 
Το διάστηµα ∆ξ ορίζεται µε την εισαγωγή της ταχύτητας του κύµατος ξ' : 

tξ ξ ′∆ = ⋅ ∆  
και η γραµµή µε κλίση 1/ξ΄ ονοµάζεται χαρακτηριστική. 
 
Η ταχύτητα ξ' του κύµατος εκφράζεται στο υπολογιστικό πεδίο από µια 
ταχύτητα λ διαιρεµένη µε ένα αδιάστατο µήκος. Το αδιάστατο αυτό 
µήκος µπορεί να είναι το πηλίκο του εµβαδού δια της ποσότητας 

2 2
x zξ ξ+  . Τελικά προκύπτει η σχέση : 

 

 2 2
x zξ λ ξ ξ′ = ⋅ +  (4.3.6) 

 
  
Αντικαθιστώντας την παραπάνω έκφραση στην εξίσωση (4.3.5) έχουµε 
το εξής :  
 

 2 2j
t x z

U U
U U

t ξ λ ξ ξ
−

= − ⋅ ⋅ +
∆

 (4.3.7) 

 
Στη συνέχεια µετασχηµατίζουµε τις εξισώσεις (4.3.4) : 
 

 ( )
2 2

1 1 1
0j z r

x z

p p p u x u z
t

ξ ξ ξλ
β βξ ξ

− − + + =
∆ +

 (4.3.8 α) 

 ( ) ( ) ( )02 2

1
0

jz z z z z r

x z

u u u u u x u z p x
t

ξ ξ ξ ξλ λ
ξ ξ

− + − + + + =
∆ +

(4.3.8β) 

 ( ) ( ) ( )02 2

1
0

jr r r r z r

x z

u u u u u x u z p z
t

ξ ξ ξ ξλ λ
ξ ξ

− + − + + + =
∆ +

(4.3.8γ) 

 
όπου ισχύει : 
 

 

0

2 2

2 2

z r

x

x z

z

x z

u x u z

x

z

λ

ξ

ξ ξ

ξ

ξ ξ

= +

=
+

=
+

 (4.3.8 δ) 

 



ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑΣ 4-10 

 

Με βάση τις παραπάνω εξισώσεις ορίζονται οι χωρικές παράγωγοι των 
συνιστωσών της ταχύτητας uzξ  και  urξ  και της πίεσης pξ 
χρησιµοποιώντας της µεθοδολογία  Riemann. 
 
 Σε κάθε χρονικό βήµα το σύστηµα των εξισώσεων (4.3.8) 
µηδενίζεται και έτσι τις πολλαπλασιάζουµε µε τους συντελεστές a , b και 
c : 
 

( ) ( ) ( )4.3.8 4.3.8 4.3.8 0a a b cβ γ⋅ + ⋅ + ⋅ =  

 
Με αντικατάσταση προκύπτει : 
 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

0 0

1 1

0

j jj z z r r

x z

z z r r r z

a p p b u u c u u p a bx cz
t

u ax b u x cu x u az c u z bu z

ξ

ξ ξ

λ
β βξ ξ

λ λ λ λ

   
− + − + − + − + + +   

∆ +    

   + − + + + + − + + =   
 (4.3.9) 
 
Σύµφωνα µε τον Eberle [1985], για τη διακριτοποίηση µιας συνήθους 
διαφορικής εξίσωσης, πρέπει οι συντελεστές των χωρικών παραγώγων να 
µηδενίζονται. Έτσι από την εξίσωση (4.3.9) προκύπτει το σύστηµα : 
 

 ( ) ( ) ( )1
0

j jj z z r ra p p b u u c u u
β

− + − + − =  (4.3.10 α) 

 0a bx cz
λ
β

− + + =  (4.3.10 β) 

 ( )0 0z rax b u x cu xλ λ+ − + + =  (4.3.10 γ) 

 ( )0 0r zaz c u x bu zλ λ+ − + + =  (4.3.10 δ) 

 
Για τον υπολογισµό των συντελεστών a , b και c επιλύουµε τις εξισώσεις 
(4.3.10 β), (4.3.10 γ) και (4.3.10 δ). Οι ιδιοτιµές του συστήµατος (4.3.10) 
ισούται µε : 
 

 

0

2
1 0 0

2
2 0 0

z ru x u zλ

λ λ λ β

λ λ λ β

= +

= + +

= − +

 (4.3.11) 

 
Για λ=λ0 από την εξίσωση (4.3.10 β) προκύπτει : 
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0

bx cz
a β

λ
+

=  (4.3.12) 

Αντικαθιστούµε την παραπάνω έκφραση του συντελεστή a στην εξίσωση 
(4.3.10 α) και προκύπτει : 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0 00 0 0 0 0z z r rb x p p u u c z p p u uλ λ   − + − + − + − =    (4.3.13) 

 
όπου ο δείκτης ΄0΄ υποδηλώνει ότι η εξίσωση (4.3.13) έχει εκφραστεί για 
την ιδιοτιµή λ0 . Βάση της θεωρίας θα πρέπει η παραπάνω εξίσωση να 
ικανοποιείται ανεξάρτητα από τις τιµές των συντελεστών b και c, οπότε 
µηδενίζονται οι ποσότητες µέσα στις παρενθέσεις  και έτσι θα πρέπει να 
ισχύει : 
 

 ( ) ( )
0 0

0r r z zx u u z u u− − − =  (4.3.14) 

 
Ακολουθώντας παρόµοια πορεία για τις ιδιοτιµές λ1 και λ2 καταλήγουµε 
στις εξής εξισώσεις : 
 

 ( ) ( ) ( )
1 11 1 0z z r rp p x u u z u uλ  − + − + − =   (4.3.15 α) 

 ( ) ( ) ( )
2 22 2 0z z r rp p x u u z u uλ  − + − + − =   (4.3.15 β) 

 

Τα συστήµατα εξισώσεων (4.3.14) και (4.3.15) αποτελούν τις εξισώσεις 
των χαρακτηριστικών  και οι ποσότητες pj, 

jru  και 
jzu  µε j=0,1,2 

αποτελούν τις τιµές των κύριων µεταβλητών πάνω στις τρεις 
χαρακτηριστικές. Καθώς επιλύουµε το σύστηµα των εξισώσεων των 
χαρακτηριστικών προκύπτουν οι κύριες µεταβλητές συναρτήσει των 
τιµών τους πάνω στις χαρακτηριστικές. Η διαδικασία αυτή µας οδηγεί 
στις εξής λύσεις : 
 

 ( )
0 01z z ru xR z zu xu= + −  (4.3.16 α) 

 ( )
0 01r r zu zR x xu zu= + −  (4.3.16 β) 

 1 2 2 1

2
0

k k
p

λ λ

λ β

−
=

+
 (4.3.16 γ) 

όπου : 

 ( ) ( ) ( )
1 2 1 21 1 2 1 2 1 22

0

0.5
z z r rR p p x u u z u uλ λ λ λ

λ β
 = − + − + − +

(4.3.17 α) 
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 ( )
1 11 1 1 z rk p xu zuλ= + +  (4.3.17 β) 

 ( )
2 22 2 2 z rk p xu zuλ= + +  (4.3.17 γ) 

 
Για τον υπολογισµό του µη συνεκτικού διανύσµατος Ε πάνω στην 

πλευρά της υπολογιστικής κυψέλης χρησιµοποιούνται οι τιµές των 
κύριων µεταβλητών από τις εξισώσεις (4.3.16). 
Σκοπός του επιλυτή Riemann, όπως έχει περιγραφεί σε παραπάνω 
κεφάλαιο, είναι η διακριτοποίηση των µητρώων των εξισώσεων, βάσει 
της διεύθυνσης διάδοσης της πληροφορίας. Ο ορισµός των κυρίων 
µεταβλητών pj, 

jru  και 
jzu  µε j=0,1,2, πάνω στις χαρακτηριστικές γίνεται 

από µια µέση τιµή των τιµών τους αριστερά (-) ή δεξιά (+) της πλευράς 
της υπολογιστικής κυψέλης. Η επιλογή της αριστερής ή της δεξιάς τιµής 
για κάθε χαρακτηριστική 0,1 και 2 γίνεται βάσει του προσήµου των 
τοπικών ιδιοτιµών : 
 

 ( )( ) ( )( )1
2

1
1 1

2j

j

j

j
z j j

i

r

p

U u sign U sign U

u

λ λ− +

+

 
 

 = = + + −    
  

 (4.3.18) 

 
Υπενθυµίζουµε σε αυτό το σηµείο ότι όταν  έχουµε θετική ιδιοτιµή 

η πληροφορία µεταφέρεται από τα όρια προς το εσωτερικό της ροής και 
ένα φυσικό όριο πρέπει να τεθεί ενώ όταν είναι αρνητική η πληροφορία 
µεταφέρεται από το εσωτερικό της ροής προς τα όρια επηρεάζοντας έτσι 
τις οριακές συνθήκες στην διεπιφάνεια (αριθµητικές οριακές συνθήκες).  
 
Τα διανύσµατα U- και U+ εκφράζουν τις τιµές των χαρακτηριστικών 
µεταβλητών αριστερά και δεξιά της πλευράς της υπολογιστικής κυψέλης 
αντίστοιχα. Για τον υπολογισµό τους, συναρτήσει των τιµών των κύριων 
µεταβλητών στους γειτονικούς κόµβους, χρησιµοποιείται ένα ανάντι 
σχήµα παρεµβολής 3ης τάξης : 
 

 

( )

( )

1 1 1
2

1 1 2
2

1
5 2

6

1
5 2

6

i i i
i

i i i
i

U U U U

U U U U

−

− +
+

+

+ +
+

 
= − + 

 

 
= − + 

 

 (4.3.19) 

 
Θυµίζουµε σε αυτό το σηµείο ότι ένα ανάντι σχήµα παρεµβολής δεν 
µπορεί να είναι ταυτόχρονα σταθερό για θετικές και αρνητικές ιδιοτιµές. 
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Η διαδικασία που ακολουθείται για την εφαρµογή της µεθόδου των 
χαρακτηριστικών για το µητρώο G είναι ακριβώς η ίδια µε αυτήν που 
περιγράφτηκε παραπάνω για το µητρώο E καταλήγοντας σε παρόµοια 
αποτελέσµατα.  
 
 
4.4 ∆ιακριτοποίηση των συνεκτικών διανυσµάτων των εξισώσεων 

Navier – Stokes 
 

Στην συνέχεια θα γίνει µια σύντοµη περιγραφή της διαδικασίας  
διακριτοποίησης των συνεκτικών µητρώων  R και T του προς επίλυση 
συστήµατος εξισώσεων. Η διακριτοποίηση γίνεται στο κέντρο της 
υπολογιστικής κυψέλης (i, k) χρησιµοποιώντας τις τιµές των µεταβλητών 
στις θέσεις (i+1/2, k) και (i-1/2, k) για το µητρώο R και τις τιµές (i, 
k+1/2) και (i, k-1/2) για το µητρώο Τ : 

 
 1 1

, ,
2 2

i k i k
R R Rξ

+ −
= −  (4.4.1 α) 

 1 1
, ,

2 2
i k i k

T T Tζ
+ −

= −  (4.4.1 β) 

 
Για τον καθορισµό των συνεκτικών διανυσµάτων πάνω στις πλευρές της 
υπολογιστικής κυψέλης (i, k), απαιτείται ο υπολογισµός των παραγώγων 
των συνιστωσών της ταχύτητας zu

ξ
, ru

ξ
, zu

ζ
 και ru

ζ
 πάνω στις πλευρές 

της κυψέλης. Ο υπολογισµός γίνεται µε τη χρήση σχήµατος κεντρικών 
διαφορών τόσο για τη ξ – διεύθυνση  όσο και για τη ζ – διεύθυνση : 
 
 ( ) 1 1

2
i ii

u u uξ ++
= −  (4.4.2 α) 

 ( ) 1

2
f gi

u u uζ +
= −  (4.4.2 β) 

 
µε τους δείκτες f και g να ορίζονται ως εξής : 
 

 
Εικόνα 4.3  Σχηµατική απεικόνιση σχήµατος κεντρικών διαφορών 
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4.5 ∆ιακριτοποίηση των µη συνεκτικών διανυσµάτων των 
εξισώσεων τυρβώδους ροής k – ε. 

 
Με αντίστοιχη διαδικασία θα γίνει ο υπολογισµός των παραγώγων των 
µη συνεκτικών διανυσµάτων kE

ξε
 και  kG

ξε
 των εξισώσεων k-ε 

(κεφάλαιο 3ο) στο κέντρο της υπολογιστικής κυψέλης (i, k) 
χρησιµοποιώντας τις τιµές των µεταβλητών στις θέσεις (i+1/2, k) και (i-
1/2, k) για το µητρώο kE

ξε
 και τις τιµές (i, k+1/2) και (i, k-1/2) για το 

µητρώο kG
ξε
 :  

 
 

1 1
, ,

2 2
i k i k

k k kE E E
ξε ε ε

+ −

= −  (4.5.1 α) 

 
1 1

, ,
2 2

i k i k
k k kG G G

ζε ε ε
+ −

= −  (4.5.1 β) 

 
Για τον καθορισµό των µη συνεκτικών διανυσµάτων E και G πάνω 

στις πλευρές της υπολογιστικής κυψέλης (i, k), απαιτούνται τα µεγέθη k 
και ε της τυρβώδους κινητικής ενέργειας και του όρου απορρόφησης 
καθώς και οι συνιστώσες της ταχύτητας (στις πλευρές της κυψέλης). Οι 
συνιστώσες της ταχύτητας στο κέντρο κάθε κυψέλης είναι γνωστές 
επειδή σε κάθε «χρονική» επανάληψη προηγείται η επίλυση του 
συστήµατος των εξισώσεων Navier-Stokes (§ 4.3 και 4.4). Έτσι, οι 
συνιστώσες της ταχύτητας πάνω στις πλευρές της κυψέλης υπολογίζονται 
ως µέση τιµή των αντίστοιχων µεγεθών στους γειτονικούς κόµβους. Για 
παράδειγµα κατά την ξ-διεύθυνση προκύπτει : 
 

 ( )1 1
2

1

2 i i
i

u u u+
+
= +  (4.5.2) 

όπου ru u⇒  ή zu . 
 
Για τον καθορισµό των k και ε πάνω στην πλευρά της κυψέλης 
χρησιµοποιείται ένα ανάντι σχήµα δεύτερης τάξης. Για παράδειγµα κατά 
την ξ-διεύθυνση είναι : 
 

 ( )( ) ( )( )1 1
2

1
1 1

2 i i
i

sign signβ λ β λ β +
+

 = + + −   (4.5.3) 

µε kβ ⇒  ή ε  
 
 

1 1

2 2
i i

z x r zu uλ ξ ξ
+ +

= +  (4.5.4) 
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4.6 ∆ιαδικασία διακριτοποίησης των συνεκτικών διανυσµάτων 
των εξισώσεων τυρβώδους ροής k – ε. 

 
Για την διαδικασία διακριτοποίησης των συνεκτικών διανυσµάτων 

kR
ξε
και kT

ξε
 των τυρβωδών εξισώσεων k-ε (κεφάλαιο 3ο) δε θα γίνει 

ιδιαίτερη περιγραφή µιας και η µεθοδολογία είναι ακριβώς αντίστοιχη µε 
αυτήν που ακολουθείται για τα συνεκτικά διανύσµατα των εξισώσεων 
Navier-Stokes (§ 4.4). 
 
 
4.7 Χρονική ολοκλήρωση των εξισώσεων ασυµπίεστης ροής και 

των εξισώσεων του µοντέλου k – ε. 
 
Για την χρονική ολοκλήρωση των εξισώσεων Navier – Stokes και των 
εξισώσεων του µοντέλου k - ε, εφαρµόζεται µια ρητή επαναληπτική 
µέθοδος Runge-Kutta 4ης τάξης : 
 
Βήµα 1ο :                                             ( )1 nU U=  
 

Βήµα 2ο :                                   ( ) ( )2 1

2
n t

U U RES
∆

= + ⋅   

 

Βήµα 3ο :                                   ( ) ( )3 2

2
n t

U U RES
∆

= + ⋅  

 
Βήµα 4ο :                                   ( ) ( )4 3nU U t RES= + ∆ ⋅  
 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3 41 2 2
6

n n t
U U RES RES RES RES+ ∆

= + + + +  (4.7.1) 

 
όπου : 
 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

Re
1

Rek k k k k k k k

RES RES U R T L E G K

RES RES U R T L P E G K
ξ ζ ξ ζ

ξ ζ ξ ζ

ε ε ε ε ε ε ε ε

= = + + − − −

= = + + + − − −
(4.7.2) 

 
Τα σχήµατα Runge-Kutta τυπικά εκφράζονται σε ρητή µορφή αφού η 
πεπλεγµένη διατύπωση περιλαµβάνει µεγάλο υπολογιστικό κόστος και 
έτσι σπάνια προτιµώνται. 
Κάποια από τα πλεονεκτήµατα των σχηµάτων Runge-Kutta είναι : 
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1. Επειδή συνήθως χρησιµοποιούµε την ρητή µορφή του σχήµατος, 

γίνεται εµφανής η ευκολία στον προγραµµατισµό της. 
2. Τα σχήµατα Runge-Kutta διατηρούν καλύτερα κριτήρια 

σταθερότητας  από τα συγκρίσιµα πεπλεγµένα σχήµατα. Παρόλα 
αυτά, τονίζεται ότι το σχήµα µπορεί να είναι ασταθές για µη 
γραµµικές υπερβολικές εξισώσεις όταν χρησιµοποιούνται 
κεντρικές διαφορές για τον όρο µεταφοράς. Γι αυτό συνήθως 
εισάγουµε όρους απόσβεσης για να σταθεροποιήσουµε την λύση. 
Για να µειώσουµε το υπολογιστικό κόστος οι όροι απόσβεσης 
µπορούν να εκτιµηθούν µόνο µια φορά σε κάθε χρονικό επίπεδο n 
και αποµακρύνονται από την λύση έπειτα από το τελικό στάδιο. 

 
Από την άλλη τα κύρια µειονεκτήµατά τους είναι : 
 

1. Από την στιγµή όπου αρκετοί υπολογισµοί πραγµατοποιούνται για 
κάθε διάστηµα, το σχήµα απαιτεί σηµαντικά µεγαλύτερο 
υπολογιστικό χρόνο για κάθε βήµα. 

2. Εκτιµήσεις σφαλµάτων είναι συνήθως δύσκολα να υπολογιστούν. 
 

Κάθε ρητό σχήµα παραµένει σταθερό µόνο µέχρι µια 
συγκεκριµένη τιµή του χρονικού βήµατος ∆t. Το απαραίτητο, αλλά όχι 
αρκετό, κριτήριο σταθερότητας για σχήµατα χρονικών βηµάτων 
κατασκευάστηκε από τους Courant, Friedrichs και Lewy. Το 
επονοµαζόµενο κριτήριο CFL  καθορίζει ότι το εξαρτώµενο υπολογιστικό 
πεδίο του αριθµητικού σχήµατος πρέπει να περιλαµβάνει το πεδίο 
εξάρτησης της µερικής διαφορικής εξίσωσης. Συγκεκριµένα, αυτή η 
«αδιάστατη ταχύτητα» είναι στην πραγµατικότητα ένας περιορισµός στο 
µέγεθος του χρονικού βήµατος όταν το µέγεθος του χωρικού βήµατος 
παραµένει σταθερό.  

 
Για να κατανοήσουµε το παραπάνω παρατηρούµε το παρακάτω σχήµα. 
Το πεδίο εξάρτησης του µοντέλου της εξίσωσης µεταφοράς δίνεται από 
την χαρακτηριστική t xΛ = ∆ ∆ . Αυτό σηµαίνει ότι η πληροφορία 
«κινείται» µε αυτή την ταχύτητα µέσα στο υπολογιστικό πεδίο. Συνεπώς, 
η ακριβής λύση την χρονική στιγµή ( )0t t+ ∆  ισούται µε την λύση την 

χρονική στιγµή t0 αλλά στην χωρική συντεταγµένη  *
ix x t= − Λ∆ . Για να 

µπορέσουµε να εξοµοιώσουµε την συµπεριφορά της ακριβούς λύσης 
σωστά, το πεδίο επιρροής της διακριτοποίησης στο χώρο θα πρέπει να 
περιλαµβάνει το σηµείο x*. Γι αυτό τουλάχιστον το xi-1 θα πρέπει να 
συµπεριλαµβάνεται (αν Λ>0). Έτσι σχηµατίζουµε το κριτήριο : 
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t xΛ∆ ≤ ∆   ή  
x

t
∆

∆ ≤
Λ

 

 
Αυτό οδηγεί στην µορφή του κριτηρίου CFL : 
 

1
t

CFL
x

∆
= Λ ⋅ ≤

∆
 

 
Εικόνα 4.4 Πεδίο εξάρτησης του ρητού σχήµατος σε σχέση µε το πεδίο εξάρτησης της εξίσωσης 

µεταφοράς (µαύρη γραµµή) 

 
Γίνεται εύκολα κατανοητό ότι το πεπλεγµένο σχήµα επιτρέπει το 
κριτήριο CFL να είναι µεγαλύτερο της µονάδας από την στιγµή που η 
νέα λύση στο νέο χρονικό επίπεδο ( )0t t+ ∆  καθορίζεται σε περισσότερα 

του ενός βήµατα. 
 
 Για να επιταχύνουµε την σύγκλιση στην µόνιµη κατάσταση, το 
χρονικό βήµα δεν είναι σταθερό αλλά µεταβάλλεται από κόµβο σε 
κόµβο. Το µέγιστο «τοπικό» χρονικό βήµα υπολογίζεται από το κριτήριο 
ευστάθειας υπερβολικών συστηµάτων διαφορικών εξισώσεων βάσει της 
µέγιστης ιδιοτιµής (εξισώσεις 4.2.11) των συνεκτικών µητρώων και του 
σταθερού αριθµού CFL (Courant-Friedrichs-Lewy): 
 

 
( ),

0 1 2 ,
max , ,i k

i k

CFL
t

λ λ λ
∆ =  (4.7.3) 
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Βάσει του παραπάνω ορισµού αλλά και της θεωρίας για το κριτήριο 
σταθερότητας προκύπτει ότι κατά τον υπολογισµό του «τοπικού» 
χρονικού βήµατος λαµβάνονται υπ' όψιν τα χαρακτηριστικά του 
υπολογιστικού πλέγµατος και του πεδίου ροής µέσα από την χρήση των 
ιδιοτιµών. Οι τιµές του CFL για την παρούσα µεθοδολογία και για το 
ρευστοµηχανικό πρόβληµα που θα µας απασχολήσει βρίσκονται στο 
κεφάλαιο 6. 
 
 
4.8 Αρχικές και Οριακές συνθήκες (initial & boundary conditions) 
 

Ανεξαρτήτως της αριθµητικής µεθοδολογίας που επιλέγουµε για 
την επίλυση των κυρίαρχων εξισώσεων περιγραφής της ροής, θα πρέπει 
να ορίσουµε τις κατάλληλες αρχικές και οριακές συνθήκες. Οι αρχικές 
συνθήκες καθορίζονται από την κατάσταση του υγρού την χρονική 
στιγµή t = 0, ή στο πρώτο βήµα του επαναληπτικού σχήµατος. 
Καθίσταται σαφές ότι όσο καλύτερη (κοντύτερη στην λύση) είναι η 
αρχική εκτίµηση τόσο ταχύτερα θα έχουµε σύγκλιση στην τελική λύση. 
Επιπλέον, η πιθανότητα αποτυχίας της αριθµητικής µεθόδου µειώνεται 
αναλογικά. Εποµένως, είναι σηµαντικό η αρχική λύση να ικανοποιεί 
τουλάχιστον το κυρίαρχο σύστηµα εξισώσεων και αν απαιτείται τις 
θερµοδυναµικές σχέσεις.  Μια συνήθης πρακτική που πρωτοεµφανίστηκε 
στην αεροδυναµική συνίσταται από καθορισµένες  τιµές πίεσης, 
πυκνότητας (συµπιεστά προβλήµατα) και ταχύτητας για την ελεύθερη 
ροή (δοσµένου του αριθµού  Mach και  της γωνίας προσβολής) σε 
ολόκληρο το πεδίο ροής. Αντίστοιχα στην  κατασκευή µηχανηµάτων 
είναι σηµαντικό να ορίσουµε τις κατευθύνσεις της ροής αλλά και του 
πεδίου πιέσεων σε ολόκληρο το υπολογιστικό πεδίο όσο καλύτερα 
µπορούµε. Συνεπώς αξίζει τον κόπο να εφαρµόσουµε χαµηλής τάξης 
προσεγγίσεις για να παράγουµε µια φυσικά σηµαντική αρχική εκτίµηση.     
 Οποιαδήποτε αριθµητική προσοµοίωση της ροής λαµβάνει υπ’ 
όψιν µόνο ένα συγκεκριµένο κοµµάτι του φυσικού πεδίου αυτής. Ο 
«ακρωτηριασµός» του υπολογιστικού πεδίου δηµιουργεί τεχνητά όρια 
όπου οι τιµές των φυσικών µεταβλητών πρέπει να οριστούν. 
Παραδείγµατα αποτελούν τα εξωτερικά όρια στην αεροδυναµική, η 
είσοδος, η έξοδος και το περιοδικό όριο στην περίπτωση των εσωτερικών 
ροών και τα συµµετρικά πεδία.  Το κυριότερο πρόβληµα όταν 
κατασκευάζουµε τέτοιες οριακές συνθήκες είναι όπως γίνεται αντιληπτό 
είναι το ότι η λύση του περιορισµένου πεδίου θα πρέπει να µείνει όσο πιο 
κοντά γίνεται σε µια λύση η οποία µπορεί να υπολογιστεί για ολόκληρο 
το φυσικό πεδίο της ροής. Στην περίπτωση των εξωτερικών, εισόδου και 
εξόδου ορίων , χαρακτηριστικές οριακές συνθήκες συχνά 
χρησιµοποιούνται για να καταστείλουν την εµφάνιση αφύσικων 



ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑΣ 4-19 

 

διαταραχών στην ροή. Ιδιαίτερη προσοχή δίνεται ώστε τα όρια αυτά να 
µην βρίσκονται αρκετά στο υπό εξέταση αντικείµενο (π.χ. πτέρυγα) γιατί 
ελλοχεύει ο κίνδυνος να µειωθεί  η ακρίβεια της λύσης.  
  
Ένας διαφορετικός τύπος οριακών συνθηκών προκύπτει όταν η επιφάνεια 
του σώµατος  εκτίθεται στο ρευστό. Στην περίπτωση της ροής χωρίς 
ιξώδες που περιγράφονται από τις εξισώσεις Euler η κατάλληλη οριακή 
συνθήκη είναι να απαιτήσουµε η ροή να είναι εφαπτοµενική στην 
επιφάνεια.  

0u n⋅ =
� �

  στην επιφάνεια 
 

Συγκριτικά, για τις εξισώσεις Navier – Stokes καµία σχετική ταχύτητα 
µεταξύ της επιφάνειας και του ρευστού θεωρείται στην επιφάνεια και 
ονοµάζεται συνθήκη µη ολίσθησης.  
 

0u v= =   στην επιφάνεια 
 

Η συµπεριφορά στα τοιχώµατα αλλάζει και γίνεται πιο περίπλοκη στην 
περίπτωση που πρέπει να απαιτήσουµε συγκεκριµένη θερµοκρασιακή 
διανοµή ή όταν πρέπει να λάβουµε υπ’ όψιν την ακτινοβολία της 
θερµότητας. 
 
Επιπροσθέτως, οριακές συνθήκες πρέπει να οριστούν στις επιφάνειες 
όπου διαφορετικά υγρά (π.χ. αέρας και νερό) έρχονται σε επαφή. Αλλά 
πέρα από τις φυσικές οριακές συνθήκες και αυτές που επιβάλλονται από 
τον «ακρωτηριασµό» του πεδίου ροής µπορούν να υπάρξουν όρια που 
παράγονται από την ίδια την αριθµητική µεθοδολογία. Η σωστή επιβολή 
αυτών των συνθηκών είναι πολύ σηµαντική σε κάθε επιλυτή ροής γιατί 
όχι µόνο η ακρίβεια της µεθόδου παρουσιάζει ισχυρή εξάρτηση από την 
σωστή επιβολή των φυσικών και αριθµητικών ορίων αλλά η σταθερότητα 
και η ταχύτητα  σύγκλισης επηρεάζονται σηµαντικά.   

 
Οι ακόλουθοι τύποι οριακών συνθηκών εµφανίζονται γενικά στις 
αριθµητικές µεθοδολογίες επίλυσης των εξισώσεων Navier – Stokes : 
 

• Τοιχώµατος 
• Εισόδου / εξόδου στις εσωτερικές ροές και ελεύθερης ροής στις 

εξωτερικές  
• Συµµετρίας 
• Περιορισµού συντεταγµένων και περιοδικά όρια 
• Όρια στην διεπιφάνεια κελιών του πλέγµατος 
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Πριν προχωρήσουµε στην αναφορά των οριακών συνθηκών που 
αντιστοιχούν στο υπό εξέταση ρευστοµηχανικό πρόβληµα θα 
ασχοληθούµε µε την τεχνική των ψευδοκυψελών (dummy cells). Αυτή η 
προσέγγιση είναι πολύ δηµοφιλής στα δοµηµένα πλέγµατα αλλά 
προσφέρουν και κάποια πλεονεκτήµατα µε την χρήση τους στα µη 
δοµηµένα. Οι ψευδοκυψέλες αποτελούν ένα πρόσθετο στρώµα από κελιά 
του πλέγµατος έξω από το φυσικό πεδίο ροής όπως γίνεται φαίνεται και 
στο σχήµα 4.6. Όπως βλέπουµε ολόκληρο το υπολογιστικό πεδίο 
περιβάλλεται από ένα στρώµα ψευδοκυψελών (διακεκοµµένες γραµµές). 
Παρότι δεν παράγονται όπως το πλέγµα µέσα στο πεδίο και είναι τεχνητά 
υπάρχουν γεωµετρικά χαρακτηριστικά όπως ο όγκος που σχετίζονται 
µαζί τους.      
Ο σκοπός των ψευδοκυψελών είναι το να απλοποιήσουν τις ροές, τις 
βαθµίδες, την διάχυση στα όρια της ροής. Αυτό επιτυγχάνεται από την 
πιθανότητα να επεκτείνουµε την επιρροή του σχήµατος χωρικής 
διακριτοποίησης  πέρα από τα όρια. Όπως παρατηρούµε στο σχήµα 4.6 
το ίδιο σχήµα διακριτοποίησης µπορεί να εφαρµοστεί στα όρια όπως και 
στο εσωτερικό του φυσικού πεδίου. Έτσι µπορούµε να επιλύσουµε τις 
κυριαρχούσες εξισώσεις µε τον ίδιο τρόπο όπως σε όλα τα «φυσικά» 
σηµεία του πλέγµατος αυξάνοντας την ευκολία µε την οποία µπορούµε 
να εφαρµόσουµε το παραπάνω σχήµα. Επιπλέον, όλα τα σηµεία ενός 
δοµηµένου πλέγµατος µπορούµε να τα προσεγγίσουµε µε έναν µόνο 
βρόγχο το οποίο είναι πολύ σηµαντικό πλεονέκτηµα όταν 
χρησιµοποιούµε διανυσµατική ανάλυση. Το κριτήριο είναι ότι οι 
ψευδοκυψέλες περιέχουν κατάλληλες τιµές των συντηρητικών 
µεταβλητών αλλά και των γεωµετρικών ποσοτήτων. 

 
Εικόνα 4.6 Στρώµα ψευδοκυψελών γύρω από το υπολογιστικό πλέγµα µε σχήµατα 2ης τάξης 
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Όπως γίνεται αντιληπτό τα στρώµατα ψευδοκυψελών πρέπει να είναι 
τέτοια ώστε να καλύπτονται τα σηµεία που βρίσκονται εκτός του 
φυσικού πεδίου. Οι συντηρητικές µεταβλητές στις ψευδοκυψέλες 
(σηµεία) υπολογίζονται από τις οριακές συνθήκες ενώ οι γεωµετρικές 
ποσότητες συνήθως από τον αντίστοιχο όγκο ελέγχου στα όρια. Στην 
περίπτωση των ορίων στην διεπιφάνεια µεταξύ των κελιών, όλες οι 
µεταβλητές της ροής και η γεωµετρία µεταφέρονται από τα γειτονικά 
κελιά.  
 

Οι οριακές συνθήκες, που εφαρµόζονται από την παρούσα µεθοδολογία, 
είναι ρητές έτσι ώστε σε κάθε υπό-επανάληψη της µεθόδου Runge-Kutta, 
οι πέντε κύριες µεταβλητές (p, uz, ur, k και ε) στα όρια του υπολογιστικού 
πεδίου, να προκύπτουν από τις τιµές των µεταβλητών στους γειτονικούς 
κόµβους, χωρίς να απαιτείται η επίλυση ξεχωριστών εξισώσεων 
(πεπλεγµένες οριακές συνθήκες). 
Επειδή οι κύριες µεταβλητές ορίζονται στο κέντρο κάθε υπολογιστικής 
κυψέλης (cell – centered scheme), για τον ορισµό των οριακών συνθηκών 
η παρούσα µεθοδολογία χρησιµοποιεί µια σειρά από ψευδοκυψέλες γύρω 
από τα όρια του αριθµητικού πλέγµατος όπως περιγράφηκε παραπάνω.  
 

 
Εικόνα 4.7 Ψευδοκυψέλες στο όρια του υπολογιστικού πλέγµατος 

 
 Συµπερασµατικά, ο καθορισµός των οριακών συνθηκών συνεπάγεται 
τον προσδιορισµό των κύριων µεταβλητών στις ψευδοκυψέλες. 
 
Πριν προχωρήσουµε µε την ανάλυση, ας αναλογιστούµε πως οι οριακές 
συνθήκες πρέπει να συνάδουν µε την φυσική του προβλήµατος. Γενικά, 
σε κάθε σηµείο µέσα στο πεδίο αλλά και στα όρια, κάποιες από τις 
ιδιοτιµές θα είναι θετικές και κάποιες αρνητικές οδηγώντας στην 
εµφάνιση κυµάτων που κινούνται προς και από το υπολογιστικό πεδίο. 
Υπενθυµίζουµε ότι τα κύµατα που κινούνται από το πεδίο µεταφέρουν 
την πληροφορία από το εσωτερικό ενώ εκείνα που κινούνται προς το 
πεδίο µεταφέρουν την πληροφορία από το περιβάλλων χωρίο στα όρια. 
∆υστυχώς τα δεδοµένα του περιβάλλοντος δεν είναι πάντα γνωστά 
εισάγοντας έτσι δυσκολίες στην εισαγωγή τους. Τέλος παρατηρούµε ότι 
ο αριθµός των οριακών συνθηκών σε ένα σηµείο πάνω στο όριο του 
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χωρίου θα πρέπει να ισούται µε τον αριθµό των διαφορετικών τύπων 
κυµάτων που µπορούν να εισέλθουν στο όριο από εκείνο το σηµείο.  
 
Στη συνέχεια περιγράφονται οι πιο συνηθισµένες περιπτώσεις οριακών 
συνθηκών : 
 
1 .  Είσοδος ροής 
 
 Στην είσοδο επιβάλλονται συγκεκριµένες κατανοµές για τις συνιστώσες 
της ταχύτητας : 

1

1

,

,

z z inlet

r r inlet

u u

u u

=

=
 

Για την πίεση µηδενίζεται η δεύτερη παράγωγος, οπότε στον ψευδοόγκο 
η πίεση 2 ορίζεται ως εξής : 

1 2 32p p p= −  
Για τα µεγέθη k και ε, επειδή σπάνια υπάρχουν πειραµατικές µετρήσεις, 
για την είσοδο χρησιµοποιούνται εµπειρικές σχέσεις όπως : 
 

 
2

,0.03 z inletk u= ⋅  (4.8.1 α) 

 
1.5
1

1 0.005 inlet

C k

D
µε
⋅

=
⋅

 (4.8.1 β) 

 
3 . Έξοδος ροής 
 
Για όλα τα µεγέθη εκτός από την πίεση επιβάλλεται δεύτερη παράγωγος 
ίση µε µηδέν : 
 

1 2 32a a a= −   όπου , ,z ra u u k= ήε  
 

Η τιµή της πίεσης ορίζεται σε όλη την διατοµή της εξόδου µε µια 
σταθερή τιµή (συνήθως την πίεση περιβάλλοντος  outletp p∞= ). 
 
 
4 . Επίπεδο συµµετρίας 
 
Αν η ροή είναι συµµετρική κατά µια κατεύθυνση ή άξονα, το πρώτο 
κριτήριο που πρέπει να ικανοποιείται είναι το ότι δεν υπάρχει ροή κατά 
µήκος του ορίου. Αυτό ισούται µε την απαίτηση η κανονική ταχύτητα 
κατά µήκος του συµµετρικού ορίου είναι µηδέν. 
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Εάν για παράδειγµα το z-επίπεδο είναι επίπεδο συµµετρίας τότε οι 
οριακές συνθήκες είναι : 
 

1 2a a=   όπου , ,z ra u u k= ήε  

,1 ,2r ru u= −  

 
 
4 .  Περιοδικές οριακές συνθήκες 

 
Υπάρχουν συγκεκριµένες πρακτικές εφαρµογές όπου το πεδίο ροής είναι 
περιοδικό κατά µία ή πολλαπλές κατευθύνσεις. Σε µια τέτοια περίπτωση 
είναι αρκετό να εξοµοιώσουµε την ροή µόνο σε µία από τις 
επαναλαµβανόµενες περιοχές. Η σωστή αλληλεπίδραση µε το 
εναποµείναν φυσικό πεδίο εφαρµόζονται µέσω περιοδικών οριακών 
συνθηκών. 
Μπορούµε να ξεχωρίσουµε δύο βασικούς τύπους περιοδικών συνθηκών. 
Η πρώτη περιλαµβάνει την περίπτωση όπου µια περιοδική οριακή 
συνθήκη µπορεί να µετατραπεί στο άλλο όριο µέσα από µεταφορά 
(µετατόπιση) συντεταγµένων (coordinate translation). Ο δεύτερος 
αναπαριστά περιοδικά όρια που παράγονται από την περιστροφή 
συντεταγµένων και είναι γνωστά ως περιστροφική περιοδικότητα 
(rotational periodicity). 
Εδώ έχουµε χρήση του πρώτου τύπου όπου στις περιοδικές οριακές 
συνθήκες θεωρείται ότι η κατάσταση ροής στο ένα όριο του 
υπολογιστικού χωρίου (όριο 1) ταυτίζεται µε την κατάσταση ροής στο 
άλλο όριο (όριο 2), οπότε οι οριακές συνθήκες (όπως φαίνονται και στο 
επόµενο σχήµα) ορίζονται : 
 

1 1IEa a=   και  2IEa a=   όπου , , ,z ra u u p k= ήε  
 

 
Εικόνα 4.8  Περιοδικές οριακές συνθήκες 
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5 .  Ελεύθερο όριο(οριακές συνθήκες για εξωτερική ροή) 
 
 Οι οριακές συνθήκες εδώ παρουσιάζουν οµοιότητες µε αυτές όταν 
έχουµε επίπεδο συµµετρίας µε την διαφορά ότι η σωστή επιβολή τους 
είναι σηµαντική µιας και θα µας δώσουν την ικανότητα µε ορθό τρόπο να 
προβλέψουµε την ελεύθερη επιφάνεια της ροής καθορίζοντας την 
ακρίβεια των αποτελεσµάτων της µεθόδου.  
Στην ελεύθερη επιφάνεια θα πρέπει να ικανοποιούνται τρεις συνθήκες 
ταυτόχρονα : 
 
(I)        Μηδενική κανονική ταχύτητα 
(II)      Μηδενική (ή ορισµένη) διατµητική τάση 
(III)     Μηδενική (ή καθορισµένη) κανονική τάση 
 
Σε στοιχειώσεις περιπτώσεις  (χωρίς την ύπαρξη επιφανειακής τάσης) 
ούτως ώστε η διατµητική και κανονική τάση να είναι µηδενικές, µια 
προσέγγιση είναι το να αγνοήσουµε την συνθήκη  ( I )  και να στήσουµε  
τις ( ΙΙ ) και ( ΙΙΙ )  πάνω σε ένα υποτιθέµενο περίγραµµα και στη 
συνέχεια να υπολογίσουµε τις κανονικές ταχύτητες πάνω σε αυτό. Από 
τις τιµές αυτές των ταχυτήτων µπορεί να κατασκευαστεί µια καινούργια 
γραµµή ροής, η οποία υπηρετεί σαν το καινούργιο υποτιθέµενο 
περίγραµµα και µπορεί να συνεχιστεί έτσι η διαδικασία µέχρι να 
επιτευχθεί ένα ικανοποιητικό επίπεδο σύγκλισης και µε την κανονική 
ταχύτητα να είναι αρκετά µικρή ώστε το τελικό περίγραµµα να µπορεί να 
θεωρηθεί ότι ικανοποιεί όλες τις συνθήκες. 
Για την τυρβώδη κινητική ενέργεια της ροής k και για τον όρο 
απορρόφησης ε, που συνδέεται µε την κλίµακα µήκους και το k, 
γνωρίζουµε ότι στην ελεύθερη επιφάνεια θεωρούνται µηδενικές. 
Στην περίπτωσή µας θεωρούµε άγνωστη την κανονική ταχύτητα και 
επιβάλλουµε περιορισµό στην πίεση έτσι ώστε να ισούται µε την πίεση 
περιβάλλοντος. Συγκεκριµένα έχουµε : 

,1 ,2r ru u=  και  ,1 ,2z zu u=  

p p∞=  

1 2k k= −   και  1 2ε ε= −  
έτσι ώστε η µέση τιµή των k και ε πάνω στην ελεύθερη επιφάνεια να 
µηδενίζονται (π.χ.  ( )1 20.5 0surfacek k k= ⋅ + =  ). 

 
6 .  Στερεό τοίχωµα 
 
Για τις συνιστώσες της ταχύτητας του ρευστού πάνω σε τοίχωµα, ισχύει 
η συνθήκη µη ολίσθησης (no – slip condition) οπότε οι τιµές των uz και ur 
στους ψευδοόγκους γίνονται : 
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,1 ,2z zu u= −   και  ,1 ,2r ru u= −  

έτσι ώστε η µέση τιµή της κάθε συνιστώσας της ταχύτητας πάνω στο 
τοίχωµα να µηδενίζεται (για παράδειγµα  ( ), ,1 ,20.5 0z wall z zu u u= ⋅ + = ). 

 
Αντίστοιχα για την πίεση ισχύει ότι η κάθετη παράγωγος της πάνω στο 
τοίχωµα είναι ίση µε µηδέν οπότε ισχύει : 

1 2p p=  
 

Οι τιµές k και ε της τυρβώδους κινητικής ενέργειας ορίζονται πάνω στο 
τοίχωµα (συγκεκριµένα στον κόµβο 2) χρησιµοποιώντας την µέθοδο των 
συναρτήσεων τοιχώµατος (wall functions) µε τις οποίες προσεγγίζονται 
οι διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα. 
Σε µεγάλους αριθµούς Reynolds, το συνεκτικό υπόστρωµα του οριακού 
στρώµατος είναι τόσο λεπτό που καθίσταται δύσκολο να 
χρησιµοποιήσουµε αρκετά σηµεία πλέγµατος για να το αναλύσουµε. 
Αυτό το πρόβληµα µπορεί να αποφευχθεί χρησιµοποιώντας τις 
συναρτήσεις τοιχώµατος οι οποίες βασίζονται στην ύπαρξη µιας 
λογαριθµικής περιοχής στο προφίλ της ταχύτητα όπως φαίνεται και στο 
παρακάτω σχήµα.  
Σύµφωνα µε την µέθοδο αυτή, όταν ο κόµβος 2 βρίσκεται µέσα στο 
τυρβώδες οριακό υπόστρωµα, η παράλληλη ως προς το τοίχωµα 
ταχύτητα στην θέση αυτή δίνεται από την λογαριθµική σχέση : 

 ( )
#

,2 2lnp

u
U Ey

κ
+= ⋅  (4.8.2 α) 

 

 
Εικόνα 4.9  Τυρβώδες οριακό στρώµα 

όπου το µέγεθος u# ονοµάζεται ταχύτητα τριβής, ενώ το 2y+  
αντιπροσωπεύει την αδιάστατη απόσταση µεταξύ του κόµβου 2 και του 
τοιχώµατος. Ο συντελεστής Ε=9,79 είναι µια παράµετρος τραχύτητας και 
κ=0,419 είναι η σταθερά Von Karman. 
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Στην βιβλιογραφία υπάρχει και η µορφή του παρακάτω σχήµατος όπου 
υπάρχει η προσθήκη του συντελεστή Β, µιας εµπειρικής σταθεράς που 
συνδέεται µε το πάχος του συνεκτικού υποστρώµατος και παίρνει τιµές  

5.5B ≈  σε ένα οριακό στρώµα γύρω από µια λεία επίπεδη πλάκα ενώ 
παίρνει µικρότερες τιµές για πιο τραχιά τοιχώµατα. 

 
Εικόνα 4.10  Τυρβώδες οριακό στρώµα µε διακεκοµµένη γραµµή οι εξισώσεις και µε µαύρη 
γραµµή τα πειραµατικά δεδοµένα (n+ = y+) 

Όταν ο κόµβος 2 βρίσκεται µέσα στο τυρβώδες οριακό υπόστρωµα τότε, 
σύµφωνα µε την θεωρία έχουµε : 

2 11.63y+ >  

Για  2 11.63y+ <  η ροή στον κόµβο 2 είναι στρωτή (στρωτό οριακό 
υπόστρωµα) και αντί για την σχέση (4.8.1α) ισχύει : 
 #

,2 2pU u y+= ⋅  (4.8.2 β) 

 
Τα µεγέθη u# και 2y+  συνδέονται µεταξύ τους και µε τη διατµητική τάση 
τw στο τοίχωµα βάσει των σχέσεων : 
 

 #

Re
wu
τ
ρ

=  (4.8.3) 

 
#

2
2 Re

y u
y

ρ
µ

+ = ⋅  (4.8.4) 

 
όπου y2 είναι η απόσταση του κόµβου 2 από το τοίχωµα όπως φαίνεται 
και στην εικόνα 4.11. 
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Εικόνα 4.11  Συναρτήσεις τοιχώµατος 

 
 

Η υπόθεση που γίνεται από τη µέθοδο των συναρτήσεων τοιχώµατος 
είναι ότι στο οριακό τυρβώδες υπόστρωµα επικρατεί µια τοπική 
ενεργειακή ισορροπία, δηλαδή η παραγωγή του k ισούται µε την 
καταστροφή του ε :  

2

t zu

r

µ
ε

ρ
∂ ⋅ = ∂ 

 

οπότε για 2 wτ τ=  προκύπτουν τα k και ε στον κόµβο 2, αποφεύγοντας µε 
αυτό τον τρόπο την επίλυση του συστήµατος εξισώσεων k – ε  (3.5.7) : 
 

 
( )2#

2

u
k

Cµ

=  (4.8.5 α) 

 
( )3#

2
2

u

y
ε

κ
=  (4.8.5 β) 

 
Υπενθυµίζουµε ότι η χρήση της µεθόδου των συναρτήσεων τοιχώµατος 
στην περιοχή κοντά στο τοίχωµα, αντί της ανάλυσης του συνεκτικού 
υποστρώµατος, µας προσφέρει δύο σηµαντικά πλεονεκτήµατα : 

• Ο υπολογιστικός χρόνος και ο απαιτούµενος χώρος για 
αποθήκευση δεδοµένων µειώνονται σηµαντικά γιατί οι 
παράγωγοι των εξαρτώµενων µεταβλητών κοντά στον τοίχο δεν 
χρειάζεται να αναλυθούν. 

• Κάποιες από τις υποθέσεις στην παραγωγή των µοντέλων των 
εξισώσεων  k – ε χάνουν την ισχύ τους στην περιοχή κοντά στο 



ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑΣ 4-28 

 

τοίχωµα που επηρεάζεται από το ιξώδες του ρευστού, κάτι που 
δεν αντιµετωπίζουµε εδώ.  

 
Οι παραπάνω οριακές συνθήκες έχουν ισχύ όταν ο πρώτος κόµβος 
βρίσκεται µέσα στην λογαριθµική περιοχή (π.χ. όταν  30Py+ > ). 
 

 
Εικόνα 4.12 Προφίλ ταχύτητας όπου δ το πάχος του οριακού στρώµατος, δ1 το πάχος 

µετατόπισης και δ2 το πάχος ορµής 

 
 
4.9 ∆ιαδικασία επίλυσης των µοντελοποιηµένων εξισώσεων 
 
Πριν ξεκινήσει η µεθοδολογία που αναπτύχθηκε παραπάνω απαιτείται η 
επιλογή µιας αρχικής τιµής των κύριων µεταβλητών σε όλους τους 
κόµβους του αριθµητικού πλέγµατος που βασίζεται στην εµπειρία του 
µελετητή και την φυσική διάσταση του ρευστοµηχανικού προβλήµατος. 
Τα βήµατα που ακολουθούνται για την επίλυση των εξισώσεων 
περιγραφής της ροής από την αρχική λύση στην τελική µόνιµη 
κατάσταση είναι τα εξής : 
 
Βήµα 1ο :  Αρχική εκτίµηση των κύριων µεταβλητών ( , , ,z ru u p k και ε ) 
Βήµα 2ο :  Εφαρµογή των συναρτήσεων τοιχώµατος στα στερεά όρια και         
υπολογισµός των k και ε στους κόµβους των στερεών ορίων (§ 4.8). 
Βήµα 3ο :  Καθορισµός των οριακών συνθηκών για τα µεγέθη της πίεσης 
και της ταχύτητας (§ 4.8). 
Βήµα 4ο :  Επίλυση των εξισώσεων Navier-Stokes (§ 4.3 και 4.4). 
Βήµα 5ο :  Καθορισµός των οριακών συνθηκών για τα µεγέθη k και ε (§ 
4.8). 
Βήµα 6ο :  Επίλυση των εξισώσεων του µοντέλου k - ε χρησιµοποιώντας 
τα κύρια µεγέθη ροής που υπολογίζονται στο 4ο βήµα , (§ 4.5 και 4.6). 
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Βήµα 7ο :  Έλεγχος σύγκλισης, αντικατάσταση των κύριων µεταβλητών 
µε τις νέες τιµές και επιστροφή στο βήµα 2ο . 
 
Ο έλεγχος σύγκλισης πραγµατοποιείται εξετάζοντας τα υπόλοιπα των 
κύριων µεταβλητών σε όλους τους κόµβους του αριθµητικού πλέγµατος. 
Το υπόλοιπο µιας κύριας µεταβλητής Α ορίζεται ως : 

1n nRES A A+= −  

Η παραπάνω διαδικασία σταµατά όταν το µέγιστο υπόλοιπο για όλες τις 
κύριες µεταβλητές και για όλους τους κόµβους, γίνει µικρότερο από ένα 
κριτήριο σύγκλισης της επιλογής µας. Το κριτήριο σύγκλισης που 
επιλέγουµε εδώ βρίσκεται στο τέλος της παρούσας εργασίας. 
Αφού επιτευχθεί σύγκλιση καλούµαστε να ελέγξουµε την ορθότητα του 
περιγράµµατος του ελεύθερου ορίου, δηλαδή βλέπουµε εάν ικανοποιείται 
το κριτήριο της µηδενικής ταχύτητας. Αν ικανοποιείται ο αλγόριθµος 
υπολογισµού σταµατά ενώ σε περίπτωση που δεν ικανοποιείται 
εφαρµόζεται καινούργιο πλέγµα µε βάση το πεδίο ταχυτήτων που 
προέκυψε µε την παραπάνω διαδικασία. Συγκεκριµένα, αναλόγως το 
πρόσηµο της ταχύτητας και την απόκλισή της από το µηδενικό κριτήριο 
προσαρµόζεται το πλέγµα µόνο στα σηµεία της ελεύθερης επιφάνειας. Το 
κριτήριο σύγκλισης εδώ είναι της τάξης του 10-2.   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΑΚΡΟΦΥΣΙΟΥ 5-1 

 

5.1   Εισαγωγή 
 
Μετά την περιγραφή της µεθοδολογίας και του τρόπου επίλυσης των 
εξισώσεων του ασυµπίεστου συνεκτικού ρευστού που προηγήθηκαν, 
ακολουθούν αριθµητικές εφαρµογές σε διάφορες περιπτώσεις πεδίων 
µόνιµης στρωτής ή τυρβώδους ροής. 
Στην παρούσα εργασία θα ασχοληθούµε µε την ανάλυση της ροής 
διαµέσου ενός ακροφυσίου κατά Bovet αλλά και την διαµόρφωση της 
δέσµης στην έξοδο αυτού (εύρεση ελεύθερης επιφάνειας). Σκοπός είναι 
για διάφορα ανοίγµατα της βελόνης του ακροφυσίου να αποκτήσουµε 
αποδεκτό πεδίο λύσης ώστε να εποπτεύσουµε την εξέλιξη της ροής, την 
αποτελεσµατικότητα του σχεδιασµού του εξαρτήµατος και την ποιότητα 
της δέσµης στην έξοδο. 
 

 
Εικόνα 5.1 ∆ιάταξη µε τοµή υδροστροβίλου Pelton κατακόρυφου άξονα µε περισσότερες δέσµες 

 
Το υπό εξέταση ακροφύσιο χρησιµοποιείται από έναν υδροστρόβιλο 
Pelton, αποτελώντας µέρος του τµήµατος εισόδου αυτού. Συγκεκριµένα 
το τµήµα εισόδου αρχίζει από την σφαιρική βάννα, στο άκρο του αγωγού 
προσαγωγής, και καταλήγει στο ή στα ακροφύσια τροφοδοσίας. Στην 
εικόνα 5.1 δίνεται τοµή ακροφυσίου Pelton : η ρύθµιση της παροχής 
επιτυγχάνεται µέσω βελόνης, η οποία µετακινείται κατά τον άξονα του 
ακροφυσίου, συνήθως µε υδραυλικό σύστηµα εµβόλου (εικόνα 5.2). Με 
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την µετακίνηση της βελόνης µεταβάλλεται η διατοµή διέλευσης της 
παροχής, η διάµετρος της δέσµης και άρα µεταβάλλεται αντίστοιχα η 
παροχή. 
 

 
Εικόνα 5.2  Ακροφύσιο τροφοδοσίας υδροστροβίλου Pelton 

 
Υπενθυµίζεται ότι η ταχύτητα της δέσµης είναι σταθερή, ανεξάρτητη της 
θέσης της βελόνης δεδοµένου ότι είναι της µορφής : 

2c gH≈  

µε την παραπάνω σχέση να προκύπτει από την εφαρµογή της εξίσωσης 
Bernoullli. Η όλη κατασκευή του ακροφυσίου είναι πολύ στιβαρή λόγω 
της µεγάλης τιµής της στατικής πίεσης και των µεγάλων ταχυτήτων στην 
διατοµή εξόδου του ακροφυσίου.  
   
Για την περίπτωση γρήγορης απόρριψης του φορτίου κατασκευάζεται 
όνυχας εκτροπής της δέσµης , όπως φαίνεται στην εικόνα 5.2, αµέσως 
µετά την διατοµή εξόδου του ακροφυσίου. Με την ενεργοποίησή του ο 
όνυχας εκτρέπει την δέσµη έτσι ώστε να µην προσπίπτει πλέον στον 
δροµέα µηδενίζοντας την αναπτυσσόµενη σε αυτόν ροπή. Στην συνέχεια 
η παροχή της δέσµης µειώνεται, µέσω του κλεισίµατος της βελόνης, µε 
ρυθµό που έχει από πριν υπολογιστεί έτσι ώστε η υπερπίεση που 
δηµιουργείται κατά την διάρκεια του υδραυλικού πλήγµατος να µην 
ξεπερνά τις επιτρεπόµενες τιµές. Στο σηµείο αυτό θυµίζουµε ότι ο 
αγωγός προσαγωγής των υδροστροβίλων Pelton έχει συνήθως µεγάλο 
µήκος ενώ και η υψοµετρική διαφορά των άκρων του είναι και αυτή 
µεγάλη (ο Pelton χειρίζεται µεγάλες υψοµετρικές διαφορές). Για τον λόγο 
αυτό ένας χειρισµός στον αγωγό µπορεί να θεωρηθεί ως ‘στιγµιαίος’ και 
να προκαλέσει υδραυλικό πλήγµα µεγάλης έντασης. Τα αριθµητικά 
δεδοµένα που θα προκύψουν από τον αλγόριθµο θα µας δώσουν µια 
εικόνα για τις δυνάµεις και τις υπερπιέσεις που δηµιουργούνται κατά την 
διάρκεια τέτοιων χειρισµών καθώς και λίγο πριν από το κλείσιµο του 
ακροφυσίου. 
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Το σώµα του ακροφυσίου κατασκευάζεται συνήθως από χυτοχάλυβα ενώ 
το άκρο της βελόνης από ανοξείδωτο χάλυβα και αντικαθίσταται µετά 
από ορισµένες ώρες λειτουργίας λόγω της µηχανικής διάβρωσης που 
υφίσταται από την υψηλή ταχύτητα της ροής και την ύπαρξη σωµατιδίων 
στο νερό, όπως άµµος κ.λ.π.    
 
Αξιόλογη πειραµατική προσπάθεια απαιτείται για επιτύχουµε τον 
βέλτιστο σχεδιασµό του σχήµατος του σώµατος του ακροφυσίου και της 
βελόνης έτσι ώστε να έχουµε παραγωγή µιας συµπαγής παράλληλης 
δέσµης, ιδιαίτερα στην περίπτωση που καλείται να χειριστεί µεγάλα 
διαθέσιµα ύψη. Σηµαντικό κριτήριο για την ορθή σχεδίαση αποτελεί η 
σταδιακή µείωση της περιοχής, όπου διέρχεται το νερό, προς την έξοδο. 
Με βάση το σχήµα 5.3 προκύπτουν οι παρακάτω  εµπειρικές σχέσεις 
(από πειράµατα και εµπειρία σχεδιασµού) : 
 

 
Εικόνα 5.3  Ακροφύσιο : βασικές διαστάσεις σχεδίασης (διάµετροι) 

 
d = µέγιστη διάµετρος δέσµης (µε την βελόνη πλήρως ανοικτή) 

1

2

3

1,2...1,4

3,0...4,0

1,25...1,50

d d

d d

d d

=

=

=

 

µε  60 ...90o oα ≃   και  40 ...60ο οβ ≃  
 
Η διαθέσιµη υδραυλική πτώση H µετατρέπεται εξ ολοκλήρου σε 
κινητική ενέργεια από το ειδικά διαµορφωµένο ακροφύσιο, δηλαδή σε 
δέσµη κυκλικής διατοµής µέσης ταχύτητας ce η οποία θα είναι ίση προς : 

2e ec C gH= ⋅  
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όπου:   Η = υδραυλική πτώση πριν το ακροφύσιο 
     Ce = συντελεστής απωλειών ακροφυσίου = 0,95…0,98 
 
Εποµένως η παροχή από την δέσµη διαµέτρου d θα είναι ίση προς : 
 

( )
2

20,75...0,77 2
4 e

d
Q C d gH

π
= ⋅ = ⋅ ⋅  

 
  
5.1 Τυρβώδης αξονοσυµµετρική ροή διαµέσου ακροφυσίου 

τροφοδοσίας υδροστροβίλου Pelton (Pelton turbine Type I). 
 
Σε αυτήν παράγραφο γίνεται αριθµητική επίλυση και µελέτη της 
τυρβώδους αξονοσυµµετρικής καθώς το νερό διέρχεται µέσα από το 
ακροφύσιο (σχήµα 5.4) µε την χρήση της µεθοδολογίας που περιγράφηκε 
στα προηγούµενα κεφάλαια.  
 
Η είσοδος αλλά και η έξοδος της ροής από το υπολογιστικό χωρίο γίνεται 
καθαρά αξονικά όπως µαρτυρά το παρακάτω σχήµα. Για την επίλυση της 
ροής χρησιµοποιούµε αριθµό Reynolds 6Re 2 10= ⋅  ενώ ως ταχύτητα 
αναφοράς  Uref  για την αδιαστατοποίηση των µεγεθών της ροής (αξονική 
και ακτινική ταχύτητα κ.λ.π.) εκλέγεται η ταχύτητα στην είσοδο του 
ακροφυσίου. Η ροή εκεί θεωρείται στρωτή και οµοιόµορφη µε 

1inlet refu U = . Επίσης, ως µήκος αναφοράς  Lref θα χρησιµοποιηθεί η 

διάµετρος εισόδου Din . 
 
Στην συνέχεια θα παρουσιαστούν αναλυτικά οι οριακές συνθήκες που θα 
εφαρµοστούν από των αλγόριθµο για την µοντελοποίηση και επίλυση του 
συστήµατος εξισώσεων περιγραφής της ροής του ρευστού. Συγκεκριµένα 
έχουµε : 
 

� Στην είσοδο (ΑΒ) θεωρούµε ότι η ταχύτητα παρουσιάζει  
οµοιόµορφη κατανοµή µε αξονική συνιστώσα  1z refu U =  και 

αντίστοιχα ακτινική συνιστώσα  1r refu U =  . Για την πίεση θα 

χρησιµοποιήσουµε µια µέθοδο προεκβολής της τιµής της, κάτι που 
σηµαίνει ότι µηδενίζεται η δεύτερη παράγωγος αυτής κατά την 
αξονική διεύθυνση (κατεύθυνση της ροής)  2 2 0p z∂ ∂ = . Για τα 
µεγέθη k και ε της τυρβώδους κινητικής ενέργειας 
χρησιµοποιούνται οι εµπειρικές σχέσεις που περιγράφηκαν στο 4ο 
κεφάλαιο (σχέσεις 4.8.5α και 4.8.5β). 
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� Στην έξοδο (Γ∆) η κατανοµή της πίεσης θεωρείται γνωστή και 
σταθερή κατά µήκος της διατοµής : ( )0.5 1refp Uρ⋅ ⋅ = . Για όλες 

τις υπόλοιπες κύριες µεταβλητές χρησιµοποιούµε προεκβολή, 
µηδενίζοντας την δεύτερη παράγωγο : 2 2 0a r∂ ∂ =  µε 

, , ,z ra u u k ε=  . 
 

� Για το κάτω όριο προκύπτουν δύο ειδών οριακές συνθήκες αφού 
έχουµε µέχρι ένα σηµείο στερεό τοίχωµα και από εκεί και µέχρι το 
τέλος έχουµε ελεύθερο όριο (συµµετρία). Στο κοµµάτι του 
τοιχώµατος θα πρέπει να ισχύει η συνθήκη µη ολίσθησης (non – 
slip condition) οπότε για τις συνιστώσες της ταχύτητας έχουµε 

0z ref r refu U u U= = . Για την πίεση ισχύει ότι η κάθετη 

παράγωγος πάνω στο τοίχωµα είναι ίση µε µηδέν, 0p r∂ ∂ =  , ενώ 
τα µεγέθη k και ε προσδιορίζονται από την εφαρµογή των 
συναρτήσεων τοιχώµατος.  Στο κοµµάτι όπου έχουµε άξονα 
συµµετρίας την αξονική διεύθυνση, η ακτινική ταχύτητα 
µηδενίζεται, 0ru = , ενώ για τις υπόλοιπες κύριες µεταβλητές 
µηδενίζεται η πρώτη παράγωγος :  0a r∂ ∂ =  µε , , ,za u p k ε= . 

 
� Για το άνω όριο έχουµε πάλι την εµφάνιση δύο διαφορετικών 

καταστάσεων ροής  αφού έχουµε ως ένα σηµείο στερεό τοίχωµα 
και από εκεί µέχρι το τέλος του πεδίου έχουµε ελεύθερο όριο 
(ελεύθερη επιφάνεια). Στην περίπτωση του τοιχώµατος θα πρέπει 
να ισχύει η συνθήκη µη ολίσθησης οπότε για τις συνιστώσες της 
ταχύτητας έχουµε  0z ref r refu U u U= = . Για την πίεση ισχύει ότι 

και για το κάτω όριο, 0p r∂ ∂ = , ενώ και τα µεγέθη k και ε 
προσδιορίζονται από την εφαρµογή των συναρτήσεων τοιχώµατος.  
Για την περιοχή της ελεύθερης επιφάνειας θεωρούµε ότι κατά 
µήκος της διατοµής θεωρείται γνωστή και σταθερή, 

( )0.5 1refp Uρ⋅ ⋅ =  ενώ οι συνιστώσες της ταχύτητας θεωρούνται 

άγνωστες και γι αυτό επιβάλλεται συνθήκες όπως στην περίπτωση 
της συµµετρίας, 0a r∂ ∂ =  µε ,z ra u u= . Από την άλλη, τα µεγέθη 
k και ε θα πρέπει να ικανοποιούν το κριτήριο του µηδενισµού, γι 
αυτό θα ισχύει 0k ε= = . 

 
Ακολουθεί συγκεντρωτικός πίνακας των οριακών συνθηκών που 
εφαρµόζονται στις διατοµές του υπολογιστικού χωρίου του προβλήµατος. 
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Πίνακας 5.2.1  Οριακές συνθήκες 

 
 
 

Είσοδος (ΑΒ) 

∆εδοµένη οµοιόµορφη κατανοµή 
ταχύτητας και γνωστές τιµές για τα 

k – ε : 
2 20, 0, 0r zu u p z= = ∂ ∂ =  

1.5
2

,0.03 ,
0.005z inlet

inlet

C k
k u

D
µε
⋅

= ⋅ =
⋅

  

 
Έξοδος (Γ∆) 

∆εδοµένη κατανοµή πίεσης : 
. 1p σταθ= =  

2 2 0, , , ,z ra r a u u k ε∂ ∂ = =  

 
 
 

Κάτω όριο (ΑΖ)+(Ζ∆) 

(ΑΖ) : στερεό τοίχωµα 
0, 0z ru u p r= = ∂ ∂ =  

k και ε : προσδιορίζονται από την 
εφαρµογή των συναρτήσεων 

τοιχώµατος, 
(Ζ∆) : άξονας συµµετρίας z 

0ru = , 0a r∂ ∂ =  µε , , ,za u p k ε=  

 
 
 
 
 

Άνω όριο (ΒΕ)+(ΕΓ) 

(ΒΕ) : στερεό τοίχωµα 
0, 0z ru u p r= = ∂ ∂ =  

k και ε : προσδιορίζονται από την 
εφαρµογή των συναρτήσεων 

τοιχώµατος, 
(ΕΓ) : ελεύθερη επιφάνεια 
∆εδοµένη κατανοµή πίεσης : 

. 1p σταθ= =  
0a r∂ ∂ =  µε ,z ra u u=  

0k ε= =  
 

 
Στη συνέχεια δίνεται το πλέγµα που χρησιµοποιήθηκε για την 
µοντελοποίηση του καναλιού του ακροφυσίου κατά Bovet και την 
διακριτοποίηση των εξισώσεων στις δυο γενικευµένες κατευθύνσεις ξ και 
ζ. Το µέγεθος του πλέγµατος είναι (90x30) και έχει κατασκευαστεί έτσι 
ώστε να είναι περισσότερο πυκνό κοντά στο άνω και το κάτω όριο του, 
τα οποία αντιπροσωπεύουν στερεά τοιχώµατα, άξονα συµµετρίας και 
ελεύθερη επιφάνεια και επειδή εκεί εµφανίζονται οι πιο έντονες 
µεταβολές της ροής, είναι απαραίτητο να υπάρχει µεγαλύτερη 
διακριτοποίηση του χώρου ώστε να προκύπτουν όσο το δυνατόν 
ακριβέστερα αποτελέσµατα. 
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Εικόνα 5.4  Γεωµετρία του ακροφυσίου 

 

 
Εικόνα 5.5  Υπολογιστικό πλέγµα (90x30) 
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Το κριτήριο σύγκλισης που χρησιµοποιήθηκε για το µέγιστο υπόλοιπο 
ήταν το 9·10-4, ο αριθµός CFL ήταν 0,2 και η τιµή του συντελεστή 
ψευδοσυµπιεστότητας β ήταν 1,3. Οι τιµές αυτές προέκυψαν µετά από 
δοκιµές ούτως ώστε να εξυπηρετούν τις απαιτήσεις για ταχύτερη και 
επιτυχής σύγκλιση του αλγορίθµου. Στο παρακάτω σχήµα (5.6) 
απεικονίζονται τα µέγιστα υπόλοιπα των κύριων µεγεθών p, uz και ur 
συναρτήσει του αριθµού επαναλήψεων και η πορεία των τιµών τους έως 
ότου ικανοποιηθεί το κριτήριο σύγκλισης (9·10-4, οριζόντια ευθεία 
γραµµή) και για τις τρεις µεταβλητές. 
 

 
Εικόνα 5.6  Ιστορία σύγκλισης της ροής (για Re = 3*106) 

 
Στα επόµενα διαγράµµατα δίνονται οι κατανοµές της ταχύτητας όπως 
προκύπτουν από την επίλυση του πεδίου ροής για το συγκεκριµένο 
ακροφύσιο. Οι διατοµές στις οποίες αντιστοιχούν οι κατανοµές που 
απεικονίζονται στα διαγράµµατα, έχουν επιλεχθεί µε τρόπο τέτοιο ώστε 
να δοθεί η συνολική εικόνα για το πεδίο λύσεων στις περιοχές που 
ενδιαφέρουν περισσότερο,  δίνονται αριθµηµένες στο σχήµα 5.7. 
 
Στα δύο πρώτα διαγράµµατα (σχήµα 5.8.1 και 5.8.2) είναι σχεδιασµένες 
οι κατανοµές της αξονικής συνιστώσας uz της ταχύτητας, τα δύο επόµενα 
(σχήµα 5.9.1 και 5.9.2) αφορούν την ακτινική συνιστώσα ur και στα δύο 
τελευταία (σχήµα 5.10.1 και 5.10.2) αναπαριστώνται οι κατανοµές της 

συνισταµένης ταχύτητας 2 2
z rU u u= + . 
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Όλες οι τιµές της ταχύτητας που είναι σχεδιασµένες στα επόµενα 
διαγράµµατα είναι αδιαστατοποιηµένες µε την µέση ταχύτητα εισόδου 
Uin του ρευστού και δίνονται συναρτήσει του µοναδιαίου αδιάστατου 
ύψους  ( ) ( )i o ir r r r r′ = − −  της κάθε διατοµής, όπου ri είναι η εσωτερική 
ακτίνα (προς τον άξονα συµµετρίας) και ro είναι η εξωτερική. 
 

 
Εικόνα 5.7  Υπο εξέταση διατοµές 

 
Όσον αναφορά την δηµιουργία του πλέγµατος, πρέπει να διευκρινιστεί η 
χρησιµότητα του βοηθητικού αρχείου inozzle.dat. Το αρχείο αυτό 
χρησιµοποιείται για την εισαγωγή της γεωµετρίας του κελύφους και της 
βελόνης του ακροφυσίου Pelton. Συγκεκριµένα, καθορίζονται η γωνία 
της βελόνης και του κοίλου (εικόνα 5.3), οι αντίστοιχες γωνίες 
καµπυλότητας, η µέγιστη ακτίνα της βελόνης καθώς και οι ακτίνες του 
εξωτερικού κυλίνδρου (σώµα) και του βάκτρου. Παράλληλα, στο αρχείο 
αυτό επιλέγουµε το ποσοστό ανοίγµατος του ακροφυσίου που στην 
περίπτωση που εξετάζουµε παρακάτω είναι 100%. 
 
Για την επιβεβαίωση της ορθότητας των αποτελεσµάτων στο τέλος του 
τρεξίµατος του αλγορίθµου  υπολογίζεται η παροχή στην είσοδο και την 
έξοδο του υπολογιστικού χωρίου ώστε να µπορούµε να επαληθεύσουµε 
την συνέχεια για το πεδίο της λύσης. Η ακτίνα της ανεπτυγµένης δέσµης 
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εξόδου του ρευστού εκτιµάται µε βάση την παραπάνω διαδικασία  και 
αναθεωρείται µετά από κάθε πλήρη υπολογισµό του πεδίου λύσεων  
βοηθώντας στην ταχύτερη σύγκλιση στην τελική λύση. Παράλληλα, ο 
αλγόριθµος δηµιουργεί το βοηθητικό αρχείο free_stream.dat  στο οποίο 
αποθηκεύονται οι τελικές τιµές της κάθετης στο πλέγµα συνιστάµενης 
ταχύτητας καθώς και οι αντίστοιχες τιµές της γωνίας των υπολογιστικών 
κυψελών που χρησιµοποιούνται στην εύρεση της ελεύθερης επιφάνειας. 
 

∆εδοµένα ακροφυσίου Pelton κατά Bovet 
ΑΡ(µοίρες) – Γωνία βελόνης 45.0 

ΑΕ(µοίρες) – Γωνία κοίλου 61.0 

RE(-) – Ακτίνα καµπυλότητας κοίλου 4.50 
RΡ(-) – Ακτίνα καµπυλότητας βελόνης 1.74 

R3(-) – Μέγιστη ακτίνα βελόνης 1.22 
R4(-) – Ακτίνα εξωτερικού κυλίνδρου 2.80 

R5(-) – Ακτίνα βάκτρου 0.90 
XOP(%) – Άνοιγµα βελόνης 1.00 

  
Όπως παρατηρούµε οι τιµές των ακτινών  r είναι αδιάστατες και πιο 
συγκεκριµένα έχουν αδιαστατοποιηθεί µε βάση την ακτίνα r1 (εικόνα 5.3) 
που στην υπό εξέταση περίπτωση ισούται µε την µονάδα. Ενδεικτικά 
αναφέρουµε ότι το ακροφύσιο που επιλύουµε είναι τύπου I όπως 
φαίνεται στο παρακάτω πίνακα. 
 
Τύπος R4 

[ - ] 
R3 
[ - ] 

R5 
[ - ] 

Rp 
[ - ] 

Re 
[ - ] 

Ap 
[ ο ] 

Ae 
[ ο ] 

I 2.80 1.22 0.90 1.74 4.50 45.0 61.0 
II 2.25 1.30 0.90 1.80 3.20 50.0 75.0 
III 3.00 1.40 0.90 2.40 5.60 55.0 80.0 

 
Στην συνέχεια ακολουθούν τα διαγράµµατα των ταχυτήτων των 
επιλεχθέντων διατοµών του υπολογιστικού πεδίου. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΑΚΡΟΦΥΣΙΟΥ 5-11 

 

 

 
 

 
 

 
Σχήµα 5.8.1 Κατανοµή της αξονικής συνιστώσας της ταχύτητας  

του ρευστού για Re = 3*106 
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Σχήµα 5.8.2 Κατανοµή της αξονικής συνιστώσας της ταχύτητας  

του ρευστού για Re = 3*106 
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Σχήµα 5.9.1 Κατανοµή της ακτινικής συνιστώσας της ταχύτητας  

του ρευστού για Re = 3*106 
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Σχήµα 5.9.2 Κατανοµή της ακτινικής συνιστώσας της ταχύτητας  

του ρευστού για Re = 3*106 
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Σχήµα 5.10.1 Κατανοµή της  συνιστάµενης ταχύτητας  

του ρευστού για Re = 3*106 
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Σχήµα 5.10.2 Κατανοµή της συνιστάµενης ταχύτητας  

του ρευστού για Re = 3*106 
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Τέλος, στα παρακάτω σχήµατα είναι σχεδιασµένες πέντε γραµµές ροής 
σύµφωνα µε τα αποτελέσµατα του προγράµµατος STREAMLINES.FOR   
καθώς και επίσης τα βέλη ροής (ταχύτητας). 
 

 
Εικόνα 5.11  Γραµµές ροής για Re=3*106 

 

 
Εικόνα 5.12  Βέλη ταχυτήτων ροής για Re=3*106 
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5.4  Τυρβώδης αξονοσυµµετρική ροή διαµέσου ακροφυσίου 
τροφοδοσίας υδροστροβίλου Pelton (Pelton turbine Type II). 
 
Στην συνέχεια θα ασχοληθούµε µε το ακροφύσιο τύπου II για το οποίο 
χρησιµοποιούµε πλέγµα (90x30) όπως φαίνεται παρακάτω ενώ το 
κριτήριο σύγκλισης που χρησιµοποιήθηκε για το µέγιστο υπόλοιπο ήταν 
το 5·10-4, ο αριθµός CFL ήταν 0,2 και η τιµή του συντελεστή 
ψευδοσυµπιεστότητας β ήταν 1,3 µε τις  τιµές αυτές να προκύπτουν µετά 
από δοκιµές ούτως ώστε να εξυπηρετούν τις απαιτήσεις για ταχύτερη και 
επιτυχής σύγκλιση του αλγορίθµου. Το ποσοστό ανοίγµατος και για αυτή 
την περίπτωση είναι 100%, δηλαδή το ακροφύσιο είναι πλήρως ανοικτό. 
 

 
Εικόνα 5.13  Υπολογιστικό πλέγµα (90x30) 

 
Στο παρακάτω σχήµα (5.14) απεικονίζονται τα µέγιστα υπόλοιπα των 
κύριων µεγεθών p, uz και ur συναρτήσει του αριθµού επαναλήψεων και η 
πορεία των τιµών τους έως ότου ικανοποιηθεί το κριτήριο σύγκλισης 
(5·10-4, οριζόντια ευθεία γραµµή) και για τις τρεις µεταβλητές. Το 
κριτήριο που ορίστηκε για τον προσδιορισµό της ελεύθερης επιφάνειας 
είναι 10-2. 
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Εικόνα 5.14  Ιστορία της σύγκλισης της ροής (για Re = 3*106) 

Στα επόµενα διαγράµµατα δίνονται οι κατανοµές της ταχύτητας όπως 
προκύπτουν από την επίλυση του πεδίου ροής για το συγκεκριµένο 
ακροφύσιο. Οι διατοµές στις οποίες αντιστοιχούν οι κατανοµές που 
απεικονίζονται στα διαγράµµατα, έχουν επιλεχθεί µε τρόπο τέτοιο ώστε 
να δοθεί η συνολική εικόνα για το πεδίο λύσεων στις περιοχές που 
ενδιαφέρουν περισσότερο,  δίνονται αριθµηµένες στο σχήµα 5.15. 

 

 
Εικόνα 5.15  Υπό εξέταση διατοµές 
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Στα δύο πρώτα διαγράµµατα (σχήµα 5.16.1 και 5.16.2) είναι 
σχεδιασµένες οι κατανοµές της αξονικής συνιστώσας uz της ταχύτητας, 
τα δύο επόµενα (σχήµα 5.17.1 και 5.17.2) αφορούν την ακτινική 
συνιστώσα ur και στα δύο τελευταία (σχήµα 5.18.1 και 5.18.2) 
αναπαριστώνται οι κατανοµές της συνισταµένης ταχύτητας 

2 2
z rU u u= + . 

 
Όλες οι τιµές της ταχύτητας που είναι σχεδιασµένες στα επόµενα 
διαγράµµατα είναι αδιαστατοποιηµένες µε την µέση ταχύτητα εισόδου 
Uin του ρευστού και δίνονται συναρτήσει του µοναδιαίου αδιάστατου 
ύψους  ( ) ( )i o ir r r r r′ = − −  της κάθε διατοµής, όπου ri είναι η εσωτερική 
ακτίνα (προς τον άξονα συµµετρίας) και ro είναι η εξωτερική. 
 

∆εδοµένα ακροφυσίου Pelton κατά Bovet 
ΑΡ(µοίρες) – Γωνία βελόνης 50.0 

ΑΕ(µοίρες) – Γωνία κοίλου 75.0 

RE(-) – Ακτίνα καµπυλότητας κοίλου 3.20 
RΡ(-) – Ακτίνα καµπυλότητας βελόνης 1.80 

R3(-) – Μέγιστη ακτίνα βελόνης 1.30 
R4(-) – Ακτίνα εξωτερικού κυλίνδρου 2.25 

R5(-) – Ακτίνα βάκτρου 0.90 
XOP(%) – Άνοιγµα βελόνης 1.00 

 
Με βάση τον παραπάνω πίνακα τροποποιούµε κατάλληλα το αρχείο 
inozzle.dat ώστε να εισάγουµε την διαφορετική γεωµετρία του 
ακροφυσίου τύπου II. 
 Στην συνέχεια ακολουθούν τα διαγράµµατα των αδιαστατοποιηµένων 
ταχυτήτων των επιλεχθέντων διατοµών του υπολογιστικού πεδίου. 
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Σχήµα 5.16.1 Κατανοµή της αξονικής συνιστώσας της ταχύτητας  

του ρευστού για Re = 3*106 
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Σχήµα 5.16.2 Κατανοµή της αξονικής συνιστώσας της ταχύτητας  

του ρευστού για Re = 3*106 
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Σχήµα 5.17.1 Κατανοµή της ακτινικής συνιστώσας της ταχύτητας  

του ρευστού για Re = 3*106 
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Σχήµα 5.17.2 Κατανοµή της ακτινικής συνιστώσας της ταχύτητας  

του ρευστού για Re = 3*106 
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Σχήµα 5.18.1 Κατανοµή της  συνιστάµενης ταχύτητας  

του ρευστού για Re = 3*106 
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Σχήµα 5.18.2 Κατανοµή της  συνιστάµενης ταχύτητας  

του ρευστού για Re = 3*106 
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Τέλος, στα παρακάτω σχήµατα είναι σχεδιασµένες τέσσερις γραµµές 
ροής σύµφωνα µε τα αποτελέσµατα του προγράµµατος 
STREAMLINES.FOR   καθώς και επίσης τα βέλη ροής (ταχύτητας). 
 

 
Εικόνα 5.19  Γραµµές ροής για Re=3*106 

 

 
Εικόνα 5.20  Βέλη ταχυτήτων για Re=3*106 
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5.5  Τυρβώδης αξονοσυµµετρική ροή διαµέσου ακροφυσίου 
τροφοδοσίας υδροστροβίλου Pelton (Pelton turbine Type III). 
 
Στην συνέχεια θα ασχοληθούµε µε το ακροφύσιο τύπου II για το οποίο 
χρησιµοποιούµε πλέγµα (100x30) όπως φαίνεται παρακάτω ενώ το 
κριτήριο σύγκλισης που χρησιµοποιήθηκε για το µέγιστο υπόλοιπο ήταν 
το 5·10-4, ο αριθµός CFL ήταν 0,2 και η τιµή του συντελεστή 
ψευδοσυµπιεστότητας β ήταν 1,3 µε τις  τιµές αυτές να προκύπτουν µετά 
από δοκιµές ούτως ώστε να εξυπηρετούν τις απαιτήσεις για ταχύτερη και 
επιτυχής σύγκλιση του αλγορίθµου. Το ποσοστό ανοίγµατος και για αυτή 
την περίπτωση είναι 100%, δηλαδή το ακροφύσιο είναι πλήρως ανοικτό.
  

 
Εικόνα 5.21  Υπολογιστικό πλέγµα (100x30) 

Στο παρακάτω σχήµα (5.22) απεικονίζονται τα µέγιστα υπόλοιπα των 
κύριων µεγεθών p, uz και ur συναρτήσει του αριθµού επαναλήψεων και η 
πορεία των τιµών τους έως ότου ικανοποιηθεί το κριτήριο σύγκλισης 
(5·10-4, οριζόντια ευθεία γραµµή) και για τις τρεις µεταβλητές. Το 
κριτήριο που ορίστηκε για τον προσδιορισµό της ελεύθερης επιφάνειας 
είναι 10-2. 
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Εικόνα 522  Ιστορία της σύγκλισης της ροής (για Re = 3*106) 

Στα επόµενα διαγράµµατα δίνονται οι κατανοµές της ταχύτητας όπως 
προκύπτουν από την επίλυση του πεδίου ροής για το συγκεκριµένο 
ακροφύσιο. Οι διατοµές στις οποίες αντιστοιχούν οι κατανοµές που 
απεικονίζονται στα διαγράµµατα, έχουν επιλεχθεί µε τρόπο τέτοιο ώστε 
να δοθεί η συνολική εικόνα για το πεδίο λύσεων στις περιοχές που 
ενδιαφέρουν περισσότερο,  δίνονται αριθµηµένες στο σχήµα 5.23. 
 

 
Εικόνα 5.23  Υπό εξέταση διατοµές 
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Στα δύο πρώτα διαγράµµατα (σχήµα 5.24.1 και 5.24.2) είναι 
σχεδιασµένες οι κατανοµές της αξονικής συνιστώσας uz της ταχύτητας, 
τα δύο επόµενα (σχήµα 5.25.1 και 5.25.2) αφορούν την ακτινική 
συνιστώσα ur και στα δύο τελευταία (σχήµα 5.26.1 και 5.26.2) 
αναπαριστώνται οι κατανοµές της συνισταµένης ταχύτητας 

2 2
z rU u u= + . 

 
Όλες οι τιµές της ταχύτητας που είναι σχεδιασµένες στα επόµενα 
διαγράµµατα είναι αδιαστατοποιηµένες µε την µέση ταχύτητα εισόδου 
Uin του ρευστού και δίνονται συναρτήσει του µοναδιαίου αδιάστατου 
ύψους  ( ) ( )i o ir r r r r′ = − −  της κάθε διατοµής, όπου ri είναι η εσωτερική 
ακτίνα (προς τον άξονα συµµετρίας) και ro είναι η εξωτερική. 
 

∆εδοµένα ακροφυσίου Pelton κατά Bovet 
ΑΡ(µοίρες) – Γωνία βελόνης 55.0 

ΑΕ(µοίρες) – Γωνία κοίλου 80.0 

RE(-) – Ακτίνα καµπυλότητας κοίλου 5.60 
RΡ(-) – Ακτίνα καµπυλότητας βελόνης 2.40 

R3(-) – Μέγιστη ακτίνα βελόνης 1.40 
R4(-) – Ακτίνα εξωτερικού κυλίνδρου 3.00 

R5(-) – Ακτίνα βάκτρου 1.00 
XOP(%) – Άνοιγµα βελόνης 1.00 

 
Με βάση τον παραπάνω πίνακα τροποποιούµε κατάλληλα το αρχείο 
inozzle.dat ώστε να εισάγουµε την διαφορετική γεωµετρία του 
ακροφυσίου τύπου III. 
 Στην συνέχεια ακολουθούν τα διαγράµµατα των αδιαστατοποιηµένων 
ταχυτήτων των επιλεχθέντων διατοµών του υπολογιστικού πεδίου. 
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Σχήµα 5.24.1 Κατανοµή της αξονικής συνιστώσας της ταχύτητας  

του ρευστού για Re = 3*106 
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Σχήµα 5.24.2 Κατανοµή της αξονικής συνιστώσας της ταχύτητας  

του ρευστού για Re = 3*106 
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Σχήµα 5.25.1 Κατανοµή της ακτινικής συνιστώσας της ταχύτητας  

του ρευστού για Re = 3*106 
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Σχήµα 5.25.2 Κατανοµή της ακτινικής συνιστώσας της ταχύτητας  

του ρευστού για Re = 3*106 
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Σχήµα 5.26.1 Κατανοµή της  συνιστάµενης ταχύτητας  

του ρευστού για Re = 3*106 
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Σχήµα 5.26.2 Κατανοµή της  συνιστάµενης ταχύτητας  

του ρευστού για Re = 3*106 
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Τέλος, στα παρακάτω σχήµατα είναι σχεδιασµένες τέσσερις γραµµές 
ροής σύµφωνα µε τα αποτελέσµατα του προγράµµατος 
STREAMLINES.FOR   καθώς και επίσης τα βέλη ροής (ταχύτητας). 
 

 
Εικόνα 5.27  Γραµµές ροής για Re=3*106 

 

 
Εικόνα 5.28 Βέλη ταχυτήτων για Re=3*106 



ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΚΩ∆ΙΚΑ 6-1 

 

6.1 Περιγραφή της διαδικασίας µοντελοποίησης – επίλυσης του 
ακροφυσίου. 
 
Παρακάτω περιγράφεται ολόκληρη η διαδικασία που ακολουθείται για 
την επίλυση του προβλήµατος του ακροφυσίου κατά Bovet. 
Συγκεκριµένα τα βήµατα που ακολουθούνται είναι τα εξής : 
 
Βήµα 1ο : ∆ηµιουργία πλέγµατος 
 
Επιλογή των σηµείων Bezier για την αρχική προσέγγιση της καµπύλης 
της ελεύθερης επιφάνειας της ροής που εξέρχεται του ακροφυσίου στο 
NOZZLG1.f  , το οποίο και τρέχουµε ώστε να υπολογιστούν τα άνω και 
κάτω όρια του υπολογιστικού χωρίου που αποθηκεύονται στα αρχεία 
ONOZZL.dat και ONEEDL.dat µε το πρώτο να αντιστοιχεί στο σώµα 
του ακροφυσίου και το δεύτερο στην βελόνη. Παράλληλα παράγει και το 
αρχείο BEZIER.dat στο οποίο καταγράφονται τα σηµεία Bezier που 
χρησιµοποιήσαµε για την ελεύθερη επιφάνεια.  
Στην συνέχεια καταγράφουµε τις διαστάσεις του πλέγµατος στο αρχείο 
GRID_INPUT.dat  , που στην περίπτωσή µας είναι NXX = 89 και NZZ 
= 29. Η µεταβλητή L_REF αποτελεί ένα παράγοντα κλιµάκωσης, δηλαδή 
αν πάρει την τιµή ‘2.0’ , οι συντεταγµένες του πλέγµατος που θα 
προκύψει είναι υποδιπλάσιες από εκείνες των σηµείων που παρήχθησαν 
από την πιο πάνω διαδικασία. Η µεταβλητή CZ ρυθµίζει την πυκνότητα 
των πλεγµατικών γραµµών (grid clustering) κατά την z – κατεύθυνση. 
Όσο η τιµή της τείνει στην µονάδα, τόσο πιο οµοιόµορφο πλέγµα 
δηµιουργείται κατά την z – κατεύθυνση ενώ αντίστοιχα όσο τείνει προς 
το µηδέν, τόσο πυκνότερο γίνεται στο άνω και κάτω όριο (πυκνότερο 
κοντά στα τοιχώµατα και αραιότερο στο µέσο).  
Για την δηµιουργία του πλέγµατος τρέχουµε το πρόγραµµα 
GRID_BOVET.f   . Το πρόγραµµα ‘διαβάζει’ τα σηµεία που 
περιγράφουν τα όρια του χωρίου από τα αρχεία ONOZZL.dat  και 
ONEEDL.dat και αφού υπολογίσει τις συντεταγµένες των κόµβων του 
πλέγµατος σύµφωνα µε την µέθοδο Coons (§ 6.4) καταγράφει τα 
αποτελέσµατα στο αρχείο GRID.dat . Συγκεκριµένα, στην πρώτη γραµµή 
αποθηκεύονται οι διαστάσεις του πλέγµατος και στην συνέχεια στην 
πρώτη στήλη οι r – συνιστώσες και στην δεύτερη οι z – συνιστώσες των 
κόµβων του πλέγµατος. Σηµειώνεται ότι στο παραπάνω πρόγραµµα δεν 
απαιτείται καµία παρέµβαση παρά µόνο το ‘τρέξιµό’ του. 
 
 
Βήµα 2ο : Εισαγωγή δεδοµένων 
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Όλα τα απαραίτητα δεδοµένα που απαιτούνται για την αριθµητική 
επίλυση, εισάγονται στο αρχείο INPUT.dat . Αρχικά καταγράφονται οι 
συντελεστές CFL και β και ο αριθµός Reynolds της υπό εξέτασης ροής. 
Στη συνέχεια επιλέγονται οι αρχικές εκτιµήσεις της ταχύτητας και της 
πίεσης καθώς και τα κριτήρια σύγκλισης των βασικών µεγεθών uz, ur και 
p. 
 
 
Βήµα 3ο : Καθορισµός είδους ροής και οριακών συνθηκών 
 
Συνεχίζοντας την εισαγωγή δεδοµένων στο αρχείο INPUT.dat, 
καθορίζουµε το είδος της ροής που πρόκειται να επιλυθεί. Για διδιάστατη 
ή αξονοσυµµετρική ροή, η τιµή της µεταβλητής IAXIS  θα είναι 0 ή 1 
αντίστοιχα ενώ για στρωτή ή τυρβώδη ροή, η τιµή της µεταβλητής 
ITURB  θα είναι 0 ή 1 αντίστοιχα. Αν η είσοδος του ρευστού στο χώρο 
που µελετάται γίνεται αξονικά, τότε πρέπει να δοθεί η τιµή 0 στη 
µεταβλητή INFLOW , ενώ αν η είσοδος γίνεται ακτινικά, η τιµή της 
πρέπει να είναι 1. Στη συνέχεια πρέπει να καθορισθεί η κατανοµή της 
ταχύτητας του ρευστού κατά την είσοδό του στο υπολογιστικό χωρίο. Αν 
η είσοδος είναι οµοιόµορφη (Uin =QPER =1), τότε η τιµή της µεταβλητής 
INLET  θα είναι 0, αν είναι παραβολική της µορφής Uin = QPER·(1-r2) 
τότε η τιµή πρέπει να είναι 1 και τέλος, αν είναι της µορφής Uin = 
QPER·(1-r)1/7 η τιµή θα πρέπει να είναι 2. Αν κάποιο από το άνω ή το 
κάτω όριο αποτελεί άξονα συµµετρίας πρέπει να δοθεί η τιµή 1 στην 
µεταβλητή ISYMMETRY_UP  ή στην ISYMMETRY_DOWN  
αντίστοιχα, διαφορετικά αν αντιπροσωπεύουν στερεά τοιχώµατα, θα 
δοθεί η τιµή 0. 
 
 
Βήµα 4ο : Αρχική εκτίµηση οριακών συνθηκών  
 
Στην συνέχεια, καθορίζουµε τις αρχικές τιµές των οριακών συνθηκών 
αλλά και των παραµέτρων  CU, CW, CIU, CIW, CQU και CQW  των 
οποίων ο ρόλος και η λειτουργία περιγράφονται παρακάτω. Ιδιαίτερα σε 
περιπτώσεις πολύπλοκης γεωµετρίας θα πρέπει να δίνονται διαφορετικές 
αρχικές εκτιµήσεις κατά µήκος της ροής ώστε να είναι επιτυχής και 
ταχύτερη η σύγκλιση του αλγορίθµου. Σε αυτή την περίπτωση, θα πρέπει 
οι διαφορετικές αρχικές τιµές των κύριων µεταβλητών, να δίνονται 
προσθέτοντας τις διάφορες αρχικές τιµές, στον κώδικα του κύριου 
προγράµµατος, συναρτήσει των µεταβλητών CIU, CIW, CQU και CQW  
στην οποία αντιστοιχεί το κάθε τµήµα στο οποίο θέλουµε να δώσουµε 
διαφορετική αρχική εκτίµηση (οι δύο πρώτες δίνουν την κάθετη 
πλεγµατική γραµµή και οι υπόλοιπες τις τιµές των ταχυτήτων σε αυτή 
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την θέση). Αυτές οι προσθήκες πρέπει να γίνονται περίπου στις γραµµές 
280-290 του κύριου προγράµµατος επίλυσης της ροής. 
Στην περίπτωση του ακροφυσίου, αν ΙΕ είναι το πλήθος των κάθετων 
πλεγµατικών γραµµών στις οποίες είναι χωρισµένο κατά µήκος του το 
σώµα του ακροφυσίου και η δέσµη στην έξοδο, διαφορετική αρχική 
εκτίµηση υπάρχει για το τµήµα εισόδου του ακροφυσίου (1 ≤ i ≤ CIU·ΙΕ 
= 0,3·IE), διαφορετική για το τµήµα που αντιστοιχεί στην στένωση στην 
περιοχή της βελόνης (0,3·IE < i ≤ { 1-CIU·ΙΕ } = 0,7·IE) και τέλος 
διαφορετική για το τελευταίο τµήµα  (0,7·IE < i ≤ ΙΕ). 
 
 
Βήµα 5ο : Καθορισµός βοηθητικών µεταβλητών 
 
Αρχικά, µε την τιµή της µεταβλητής ITEL  καθορίζεται η κάθετη 
πλεγµατική γραµµή που αντιστοιχεί στο σηµείο του κάτω ορίου από το 
οποίο και πέρα, θέλουµε να λαµβάνεται το όριο αυτό ως στερεό τοίχωµα 
ενώ µε την µεταβλητή ITEU  καθορίζεται η κάθετη πλεγµατική γραµµή 
στην οποία σταµατά η θεώρηση του στερεού τοιχώµατος . ∆ηλαδή, αν 
δοθεί η τιµή 0, τότε ολόκληρο το κάτω όριο λαµβάνεται ως στερεό ενώ 
αν δοθεί κάποια τιµή n1 για το ITEL και n2 για το ITEU , τότε το τµήµα 
µεταξύ του n1 και n2 θα λαµβάνεται ως άξονας συµµετρίας και το τµήµα 
που βρίσκεται εκτός του παραπάνω χωρίου θα λαµβάνεται ως στερεό 
τοίχωµα. 
Επίσης, µε την τιµή της µεταβλητής IFFF  επιλέγουµε την τάξη του 
σχήµατος παρεµβολής (εξ. 4.2.19), µε την µεταβλητή ISTOP 
καθορίζεται ο µέγιστος αριθµός επαναλήψεων ώστε να σταµατήσει ο 
αλγόριθµος σε περίπτωση µη σύγκλισης και µε την µεταβλητή IRESI 
επιλέγουµε µετά από πόσες επαναλήψεις θέλουµε να εµφανίζονται οι 
τιµές των µέγιστων υπολοίπων στην οθόνη.  
 
 
Βήµα 6ο : Αριθµητική επίλυση και αποτελέσµατα 
 
Στην συνέχεια ‘τρέχουµε’  το κύριο πρόγραµµα 2D_AXIS_BOVET.f  
για την αριθµητική επίλυση του προβλήµατος, το οποίο δηµιουργεί δυο 
αρχεία RESULTS.dat και RESIDUALS.dat για την καταγραφή των 
αποτελεσµάτων. Στο πρώτο αποθηκεύονται τα αποτελέσµατα της 
επίλυσης ως εξής : 
Στην πρώτη και δεύτερη στήλη καταγράφονται οι συντεταγµένες των z 
και r  των κόµβων του πλέγµατος, στην τρίτη και τέταρτη στήλη 
καταγράφονται οι z και r  συνιστώσες της αδιαστατοποιηµένης 
ταχύτητας, στην πέµπτη στήλη αποθηκεύονται οι τιµές της συνισταµένης 
αδιάστατης ταχύτητας και στην έκτη οι τιµές της πίεσης. Στην περίπτωση 
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επίλυσης τυρβώδους ροής, καταγράφονται επιπλέον στην έβδοµη και 
όγδοη στήλη οι τιµές της αδιάστατης κινητικής ενέργειας k·10/Uin

2 και 
του ε, αντίστοιχα.  
Στο δεύτερο αρχείο καταγράφονται ο αριθµός της επανάληψης, οι τιµές 
των µέγιστων υπολοίπων των µεγεθών p, uz, ur, k και ε αντίστοιχα καθώς 
και η τιµή του κριτηρίου σύγκλισης. Αυτά τα δεδοµένα 
χρησιµοποιούνται για τη σχεδίαση του διαγράµµατος που απεικονίζει την 
ιστορία σύγκλισης του αλγορίθµου. 

Με την ολοκλήρωση της αριθµητικής επίλυσης στην οθόνη εµφανίζεται 
η υπολογιζόµενη από τα αποτελέσµατα παροχή στην είσοδο και στην 
έξοδο του υπολογιστικού χωρίου ώστε να µπορούµε να ελέγξουµε την 
συνέχεια άρα και την ορθότητα της λύσης.  
 

 
Βήµα 7ο : Χάραξη γραµµών ροής 
 
Τέλος καθορίζουµε το επιθυµητό πλήθος των γραµµών ροής που θέλουµε 
να σχεδιάσουµε δίνοντας την αντίστοιχη τιµή στην µεταβλητή NL στο 
συνοδευτικό πρόγραµµα STREAMLINES.FOR  και επίσης την τιµή 1 
στην µεταβλητή IAXIS  αν πρόκειται για αξονοσυµµετρική ροή ή την 
τιµή 0 για διδιάστατη. 
Τα αποτελέσµατα αποθηκεύονται στο αρχείο STREAMLINES.dat  ως 
εξής: Στην πρώτη και δεύτερη στήλη καταγράφονται οι συντεταγµένες 
των z και r-συντεταγµένων των σηµείων από τα οποία διέρχεται η 
συγκεκριµένη γραµµή ροής, η τρίτη στήλη περιέχει τη τιµή της παροχής 
όγκου που αντιστοιχεί στο συγκεκριµένο σηµείο και κατά συνέπεια είναι 
η τιµή της παροχής στην οποία αντιστοιχεί η συγκεκριµένη γραµµή ροής 
και τέλος στην τέταρτη στήλη καταγράφεται το ποσοστό της µέγιστης 
διερχόµενης παροχής που αντιστοιχεί σε αυτή τη γραµµή. 
Για παράδειγµα, αν υπολογιστεί µια µόνο γραµµή ροής που χωρίζει τη 
διερχόµενη παροχή στο µέσο, θα είναι NL=1, στις δυο πρώτες στήλες του 
αρχείου STREAMLINES.dat θα έχουν καταγραφεί οι συντεταγµένες της 
γραµµής, στην τρίτη στήλη θα υπάρχει η τιµή του 1/(NL+1)=1/2 της 
συνολικής παροχής και στην τέταρτη στήλη θα υπάρχει η τιµή 
1/(NL+1)=0,5. Τα δεδοµένα για κάθε µια γραµµή ροής διαχωρίζονται 
µεταξύ τους µε µια κενή γραµµή. 
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6.2  Πίνακας µεταβλητών κώδικα και αντιστοιχίας του µε θεωρία 
 
 
ΚΥΡΙΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ : 
 
AR                συντελεστές για την σχέση χρονικής ολοκλήρωσης Runge- 
                      Kutta από το χρονικό επίπεδο n στο (n+1) (εξ. 4.6.1). 
B1, …, B5     υπόλοιπα των κύριων µεταβλητών p,u,w,k,ε: =|An+1 – An |. 
BETA            συντελεστής ψευδοσυµπιεστότητας β. 
CE1               σταθερά του µοντέλου τύρβης k-ε : Cε1=1,44. 
CE2               σταθερά του µοντέλου τύρβης k-ε : Cε2=1,92. 
CIU, CIW  µεταβλητές για τον καθορισµό των αρχικών εκτιµήσεων  CU, CW

 της ταχύτητας. Αρχικά εφαρµόζονται οι τιµές CU*QPER      
και CW*QPER για τις συνιστώσες u και w (ή uz και ur) αντίστοιχα 
και στη  συνέχεια, µετά το CIU*IE και το CIW*IE του ολικού 
µήκους του πλέγµατος, οι τιµές CQU*QPER και CQW*QPER 
αντίστοιχα. Εφαρµογή σε περιπτώσεις όπου η είσοδος και η έξοδος 
της ροής βρίσκονται σε διαφορετικές διευθύνσεις (π.χ. πτερωτή 
φυγόκεντρης αντλίας, αξονική είσοδος-ακτινική έξοδος) και θα 
πρέπει µετά τη περιοχή καµπύλωσης του πλέγµατος (CIU*IE, 
CIW*IE) να εκτιµηθούν διαφορετικές τιµές ταχύτητας για 
(ταχύτερη) σύγκλιση. 

CM σταθερά του µοντέλου τύρβης k-ε: Cµ=0,09. 
CON1,2,3 κριτήριο σύγκλισης για p, u, w (ή p, uz, ur) αντίστοιχα.  
CR1, CR2 συντελεστές για τον υπολογισµό της διαµέτρου CR·D_IN 

  στην είσοδο της ροής: 
CR1=1 : χρησιµοποιείται σε περιπτώσεις που η είσοδος δεν είναι 
συµµετρική ως προς τον οριζόντιο άξονα x (ή z) (π.χ. δροµέας 
υδροστροβίλου). 
CR2=2 : χρησιµοποιείται σε περιπτώσεις που η είσοδος είναι 
συµµετρική ως προς τον οριζόντιο άξονα x (ή z) οπότε αν το µισό 
πλέγµα, η πραγµατική διάµετρος εισόδου είναι διπλάσια από αυτή 
που έχει µοντελοποιηθεί και εφαρµόζεται για την επίλυση της ροής 
(π.χ. πτερωτή φυγόκεντρης αντλίας). 

D_IN διάµετρος στην είσοδο της ροής για τον καθορισµό      οριακών 
συνθηκών για το ε (εξ. 4.8.5 β).  

DT «τοπικό» χρονικό βήµα ολοκλήρωσης (εξ. 4.7.3). 
E0 τιµή του µεγέθους ε στο κέντρο της υπολογιστικής  κυψέλης. 
EVAV µέγιστη ιδιοτιµή για τον υπολογισµό του «τοπικού» χρονικού 

βήµατος (εξ. 4.7.3). 
EVV  µέγιστη ταχύτητα ξ' του κύµατος (εξ. 4.3.6). 
EXI, EZE µετασχηµατισµένες µερικές παράγωγοι εξ και εζ του µεγέθους ε. 
FFFA, FFFB,  συντελεστές του σχήµατος παρεµβολής (εξ. 4.3.19). 
FFFC FFFD, 
IAXIS  συντελεστής των αξονοσυµµετρικών όρων (εξ. 3.6.1 & 3.6.2): 
  = 0 ⇒  διδιάστατο πρόβληµα 
 = 1 ⇒  αξονοσυµµετρικό πρόβληµα. 
IE, KE  διαστάσεις πλέγµατος κατά x,z (ή z, r) αντίστοιχα.  
IFF  µεταβλητή επιλογής σχήµατος παρεµβολής (εξ. 4.2.19): 
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 = 1 ⇒  πρώτης τάξης 
 = 2 ⇒  δεύτερης τάξης, ... 
IP1, IP2  µέγιστες επιτρεπτές διαστάσεις πλέγµατος κατά x,z (ή z, r) 
 αντίστοιχα. 
ISTOP  µεταβλητή τερµατισµού των χρονικών επαναλήψεων σε 
 περίπτωση µη σύγκλισης της µεθόδου. 
ISYMMETRY_UP, µεταβλητές για τον καθορισµό του είδους των οριακών 

συνθηκών στο άνω και κάτω όριο του πλέγµατος αντίστοιχα: 
 = 0 ⇒  εφαρµογή συνθηκών στερεού τοιχώµατος 

 = 1 ⇒  εφαρµογή συνθηκών αξονικής συµµετρίας.  
ITURB  συντελεστής της τυρβώδους ροής (εξ. 3.6.2):  
 = 0 ⇒  στρωτή ροή 
 = 1 ⇒  τυρβώδης ροή.  
JACOBIAN  ιακωβιανή του µετασχηµατισµού (εξ. 2.4.3) 
K0  τιµή του µεγέθους k στο κέντρο της υπολογιστικής κυψέλης. 
KAPPA  σταθερά Von Karman: κ = 0,4. 
KH, EH  τιµές των υπολοίπων RES() των κύριων µεταβλητών k και ε 

αντίστοιχα, για κάθε υπό-επανάληψη της µεθόδου Runge-Kutta, (εξ. 
4.7.2). 

KHR, EHR  τιµές των υπολοίπων (∆t/6)·RES() των κύριων µεταβλητών k και ε 
αντίστοιχα, για κάθε υπο-επανάληψη της µεθόδου Runge-Kutta, (εξ. 
4.6.1). Χρησιµοποιούνται για την χρονική ολοκλήρωση των 
εξισώσεων k - ε από το χρονικό επίπεδο n στο (n+1). 

KN, EN  τιµές των κύριων µεταβλητών k και ε αντίστοιχα, στο χρονικό 
επίπεδο (n+1) µετά την χρονική ολοκλήρωση (εξ.4.7.1, διάνυσµα 
U(n+1)). Επίσης, χρησιµοποιούνται και για τον υπολογισµό των 
υπόλοιπων Β4 και Β5 των µεταβλητών (|An+1 – An |). 

KS, ES  τιµές των κύριων µεταβλητών k και ε αντίστοιχα, στο προηγούµενο 
χρονικό επίπεδο n (εξ. 4.7.1, διάνυσµα U(n)). Επίσης, 
χρησιµοποιούνται και για τον υπολογισµό των υπόλοιπων Β4 και Β5 
των µεταβλητών (|An+1 - An |). 

KSR, ESR τιµές των κύριων µεταβλητών k και ε αντίστοιχα, µετά από κάθε 
υπο-επανάληψη της µεθόδου Runge-Kutta (εξ. 4.7.1, διάνυσµα U( )). 

KXI, KZE  µετασχηµατισµένες µερικές παράγωγοι kξ και kζ του 
 µεγέθους k. 
NL  πλήθος γραµµών ροής. 
PE, UE, WE  τιµές των κύριων µεταβλητών p, u, w (ή p, uz, ur) αντίστοιχα, στο 

χρονικό επίπεδο (n+1) µετά την χρονική ολοκλήρωση (εξ. 4.6.1, 
διάνυσµα U(n+1)). Επίσης, χρησιµοποιούνται και για τον υπολογισµό 
των υπόλοιπων Β1, Β2 και Β3 των µεταβλητών (|An+1 - An |). 

PH, UH, WH   τιµές των υπολοίπων RES() των κύριων µεταβλητών p, u, w (ή p, uz, 
ur) αντίστοιχα, για κάθε υπο-επανάληψη της µεθόδου Runge-Kutta, 
(εξ. 4.7.2). 

PHR,UHR,WHR τιµές των υπολοίπων (∆t/6)·RES() των κύριων  µεταβλητών p, u, w 
(ή p, uz, ur) αντίστοιχα, για κάθε υπο-επανάληψη της µεθόδου 
Runge-Kutta, (εξ. 4.7.1). Χρησιµοποιούνται για την χρονική 
ολοκλήρωση των εξισώσεων Navier-Stokes από το χρονικό επίπεδο 
n στο (n+1). 

PPER  αρχική εκτίµηση της τιµής της πίεσης. 
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PS, US, WS  τιµές των κύριων µεταβλητών p, u, w (ή p, uz, ur) αντίστοιχα, στο 
προηγούµενο χρονικό επίπεδο n (εξ. 4.7.1, διάνυσµα U(n)). Επίσης, 
χρησιµοποιούνται και για τον υπολογισµό των υπόλοιπων Β1, Β2 
και Β3 των µεταβλητών (|An+1 - An |). 

PSR, USR, WSR τιµές των κύριων µεταβλητών p, u, w (ή p, uz, ur) αντίστοιχα, µετά 
από κάθε υπο-επανάληψη της µεθόδου Runge-Kutta (εξ. 4.7.1, 
διάνυσµα U( )). 

QPER  αρχική εκτίµηση της τιµής της ταχύτητας. 
R  τιµή της ακτίνας r κατά την εφαρµογή των αξονοσυµµετρικών όρων. 
RES1, …, RES5  µέγιστα υπόλοιπα των κύριων µεταβλητών p, u, w, k και ε σε όλους 

τους κόµβους, για τον έλεγχο σύγκλισης. 
REYNOLDS  τιµή του αριθµού Reynolds. 
SIGMA_E  σταθερά του µοντέλου τύρβης k – ε: σε = 1,22. 
SIGMA_K  σταθερά του µοντέλου τύρβης k – ε: σk = 0,9. 
UXI, UZE  µετασχηµατισµένες µερικές παράγωγοι uξ και uζ (ή uz,ξ και uz,ζ) της 

συνιστώσας u (ή uz). 
 
UZ, UR  αξονική uz και ακτινική ur συνιστώσα της ταχύτητας αντίστοιχα 

(χρησιµοποιούνται µόνο στη περίπτωση αξονοσυµµετρικής ροής). 
UZEW, WZEW  µετασχηµατισµένες µερικές παράγωγοι uζ και wζ (ή uz,ζ και ur,ζ πάνω 

στο τοίχωµα (υπολογίζονται από τις συναρτήσεις τοιχώµατος). 

VISC_TURB  τυρβώδης συνεκτικότητα: ( )2Ret C kµµ ε= ⋅ ⋅  

VISC_TURB1  τυρβώδης συνεκτικότητα στο κέντρο της υπολογιστικής κυψέλης. 
VISCOSITY  ενεργός συνεκτικότητα: t effµ µ µ= +  

WZE, WXI  µετασχηµατισµένες µερικές παράγωγοι wξ και wζ (ή ur,ξ και ur,ζ) της 
συνιστώσας w (ή ur). 

X, Z  συντεταγµένες του πλέγµατος στο γενικευµένο σύστηµα 
συντεταγµένων (στη περίπτωση αξονοσυµµετρικής ροής, το X 
αντιστοιχεί στην αξονική διεύθυνση z και το Z στην ακτινική r). 

XIX, XIZ  µετρικές ποσότητες µετασχηµατισµού ξx και ξz (ή ξz & ξr). 
XXI, XZE  µετρικές ποσότητες µετασχηµατισµού xξ και xζ (ή zξ & zζ). 
ZEX, ZEZ  µετρικές ποσότητες µετασχηµατισµού ζx και ζz (ή ζz και ζr). 
ZXI, ZZE  µετρικές ποσότητες µετασχηµατισµού zξ και zζ (ή rξ και rζ). 
 
ΥΠΟΡΟΥΤΙΝΕΣ : 
 

AXISYMMETRIC 
 

P_AXIS_L, U_AXIS_L   περιέχουν τις τιµές του διανύσµατος Κ (εξ. 3.6.3). 
W_AXIS_L 
P_AXIS_R, U_AXIS_R   περιέχουν τις τιµές του διανύσµατος L (εξ. 3.6.3). 
W_AXIS_R 
T_RR_FF  διατµητική τάση (τrr -τφφ) (εξ. 3.6.4). 
T_RZ  διατµητική τάση τrz=τzr (εξ. 3.6.4). 
U_AXIS_R2,W_AXIS_R2 περιέχουν τους πρόσθετους αξονοσυµµετρικούς όρους (-

2/3)·(ur/r) των διατµητικών τάσεων τzz και τrr των 
διανύσµατων R και Τ (εξ. 3.6.3 και 3.6.4). 

 



ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΚΩ∆ΙΚΑ 6-8 

 

STREAMLINES 
 

MAXQ  περιέχει την συνολικά µέγιστη τιµή της παροχής όγκου 
που διέρχεται από το χωρίο επίλυσης. 

NL  πλήθος γραµµών ροής. 
Q  περιέχει την τιµή της παροχής όγκου. 
QMAX  περιέχει την µέγιστη τιµή της παροχής όγκου που 

διέρχεται από κάθε µια εγκάρσια διατοµή στις οποίες 
είναι διακεκριµένο το χωρίο επίλυσης. 

 
SWEEP 

 
CFL  περιέχει τη τιµή του αδιάστατου συντελεστή CFL για τον 

υπολογισµό του χρονικού βήµατος που χρησιµοποιείται 
για την ταχύτερη σύγκλιση του συστήµατος στη µόνιµη 
κατάσταση. 

L  παίρνει τιµές από 1 – 4 και εφαρµόζει τις 4 υπο-
επαναλήψεις της µεθόδου Runge – Kutta. 

NIT   µεταβλητή για τις χρονικές επαναλήψεις των συστηµάτων 
 των εξισώσεων Navier – Stokes και k - ε. 

 

TURB_AXISYMMETRIC 
 

GAMMA_K  περιέχει τη τιµή του συντελεστή Γk του µοντέλου τύρβης 
k – ε (εξ. 3.6.6). 

GAMMA_Ε  περιέχει τη τιµή του συντελεστή Γε του µοντέλου τύρβης 
k – ε (εξ. 3.6.6). 

K_AXIS_L, E_AXIS_L  περιέχουν τις τιµές του διανύσµατος Κkε (εξ. 3.6.10). 
K_AXIS_R, E_AXIS_R  περιέχουν τις τιµές του διανύσµατος Lkε (εξ. 3.6.10). 
K_AXIS_R2, E_AXIS_R2  περιέχουν τις τιµές του διανύσµατος Pkε 3 (εξ. 3.6.11). 
K0, E0  οι τιµές των µεγεθών k και ε αντίστοιχα, στο κέντρο της 

υπολογιστικής κυψέλης. 
THETA3  περιέχει τη τιµή του πρόσθετου όρου παραγωγής Θ3 

λόγω αξονοσυµµετρίας (εξ. 3.6.12). 
UR  περιέχει τη τιµή της ακτινικής συνιστώσας ur της 

ταχύτητας στο κέντρο της υπολογιστικής κυψέλης. 
 

TURB_PRODUCTION 
 

P_K, P_Ε  περιέχουν τις τιµές του διανύσµατος Pkε (εξ. 3.6.8). 
THETA  περιέχει τη τιµή του όρου παραγωγής 

( )1 2tµΘ = Θ +Θ (εξ. 3.6.9) 

THETA1  περιέχει τη τιµή του συντελεστή παραγωγής Θ1 (εξ. 
3.6.9). 

THETA2  περιέχει τη τιµή του συντελεστή παραγωγής Θ2 (εξ. 
3.6.9). 
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TURB_XIFLUX 
 

EK ,EE  περιέχουν τις τιµές του διανύσµατος Εkε (εξ. 3.6.5). 
HKL, HΕL  περιέχουν τις τιµές των µεγεθών k και ε αριστερά της 

πλευράς της υπολογιστικής κυψέλης. Χρησιµοποιούνται 
για τον υπολογισµό του k και ε πάνω στη πλευρά (εξ. 
4.5.3). 

HKR, HΕR  περιέχουν τις τιµές των µεγεθών k και ε δεξιά της 
πλευράς της υπολογιστικής κυψέλης. Χρησιµοποιούνται 
για τον υπολογισµό του k και ε πάνω στη πλευρά (εξ. 
4.5.3). 

HUL, HWL  περιέχουν τις τιµές των συνιστωσών της ταχύτητας 
αριστερά της πλευράς της υπολογιστικής κυψέλης. 
Χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό του λ (εξ. 4.5.2 
και 4.5.4). 

HUR, HWR  περιέχουν τις τιµές των συνιστωσών της ταχύτητας δεξιά 
της πλευράς της υπολογιστικής κυψέλης. 
Χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό του λ (εξ. 4.5.2 
και 4.5.4). 

KK, E  περιέχουν τις τιµές των µεγεθών k και ε πάνω στη πλευρά 
 της υπολογιστικής κυψέλης (εξ. 4.5.3). 
LAMBDA  περιέχει την τιµή της µεταβλητής λ (εξ. 4.5.4). 
U, W  περιέχουν τις τιµές των συνιστωσών της ταχύτητας πάνω 

στη πλευρά της υπολογιστικής κυψέλης (εξ. 4.5.2). 
 

TURB_XIFLXV 
 

D1, D2  περιέχουν τις τιµές των συντελεστών d1 και d2 (εξ. 3.6.7). 
EK ,EE  περιέχουν τις τιµές του διανύσµατος Rkε (εξ. 3.6.5). 
GAMMA_K  περιέχει τη τιµή του συντελεστή Γk του µοντέλου τύρβης 

k – ε (εξ. 3.6.6). 
GAMMA_Ε  περιέχει τη τιµή του συντελεστή Γε του µοντέλου τύρβης 

k – ε (εξ. 3.6.6). 
HKL, HEL  περιέχουν τις τιµές των µεγεθών k και ε αριστερά της 

πλευράς της υπολογιστικής κυψέλης. Χρησιµοποιούνται 
για τον υπολογισµό του k0 και ε0 πάνω στη πλευρά. 

HKR, HER  περιέχουν τις τιµές των µεγεθών k και ε δεξιά της 
πλευράς της υπολογιστικής κυψέλης. Χρησιµοποιούνται 
για τον υπολογισµό του k0 και ε0 πάνω στη πλευρά. 

K_DOWN, E_DOWN  περιέχουν τις τιµές των µεγεθών k και ε στην κάτω 
πλευρά της υπολογιστικής κυψέλης (δείκτης g στο σχήµα 
§ 4.4). Χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό των 
παραγώγων kζ και εζ πάνω στη πλευρά (εξ. 4.4.2.β και § 
4.6). 

K_UP, E_UP  περιέχουν τις τιµές των µεγεθών k και ε στην άνω πλευρά 
της υπολογιστικής κυψέλης (δείκτης f στο σχήµα § 4.4). 
Χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό των παραγώγων kζ 
και εζ πάνω στη πλευρά (εξ. 4.4.2.β και § 4.6). 

K0, E0  περιέχουν τις τιµές των µεγεθών k και ε πάνω στη πλευρά 
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 της υπολογιστικής κυψέλης. Χρησιµοποιούνται για τον 
 υπολογισµό της τυρβώδους συνεκτικότητας µt . 
VISC_TURB1 περιέχει την τιµή της τυρβώδους συνεκτικότητας µt . 
 

TURB_ZEFLUX 
 

EK ,EE  περιέχουν τις τιµές του διανύσµατος Gkε (εξ. 3.6.5). 
HKD, HΕD  περιέχουν τις τιµές των µεγεθών k και ε κάτω από την 

πλευρά της υπολογιστικής κυψέλης. Χρησιµοποιούνται 
για τον υπολογισµό του k και ε πάνω στη πλευρά (εξ. 
4.5.3). 

HKU, HΕU  περιέχουν τις τιµές των µεγεθών k και ε πάνω από την 
πλευρά της υπολογιστικής κυψέλης. Χρησιµοποιούνται 
για τον υπολογισµό του k και ε πάνω στη πλευρά (εξ. 
4.5.3). 

HUD, HWD  περιέχουν τις τιµές των συνιστωσών της ταχύτητας κάτω 
από την πλευρά της υπολογιστικής κυψέλης. 
Χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό του λ (εξ. 4.5.2 
και 4.5.4). 

HUU, HWU  περιέχουν τις τιµές των συνιστωσών της ταχύτητας πάνω 
από την πλευρά της υπολογιστικής κυψέλης. 
Χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό του λ (εξ. 4.5.2 
και 4.5.4). 

KK, E  περιέχουν τις τιµές των µεγεθών k και ε πάνω στη πλευρά 
 της υπολογιστικής κυψέλης (εξ. 4.5.3). 
LAMBDA  περιέχει την τιµή της µεταβλητής λ (εξ. 4.5.4). 
U, W  περιέχουν τις τιµές των συνιστωσών της ταχύτητας πάνω 

στη πλευρά της υπολογιστικής κυψέλης (εξ. 4.5.2). 
 

TURB_ZEFLXV 
 

D2, D3  περιέχουν τις τιµές των συντελεστών d2 και d3 (εξ. 3.6.7). 
EK ,EE  περιέχουν τις τιµές του διανύσµατος Tkε (εξ. 3.6.5). 
GAMMA_K  περιέχει τη τιµή του συντελεστή Γk του µοντέλου τύρβης 

k – ε (εξ. 3.6.6). 
GAMMA_Ε  περιέχει τη τιµή του συντελεστή Γε του µοντέλου τύρβης 

k – ε (εξ. 3.6.6). 
HKD, HED  περιέχουν τις τιµές των µεγεθών k και ε κάτω από την 

πλευρά της υπολογιστικής κυψέλης. Χρησιµοποιούνται 
για τον υπολογισµό του k0 και ε0 πάνω στη πλευρά. 

HKU, HEU  περιέχουν τις τιµές των µεγεθών k και ε πάνω από την 
πλευρά της υπολογιστικής κυψέλης. Χρησιµοποιούνται 
για τον υπολογισµό του k0 και ε0 πάνω στη πλευρά. 

K_L, E_L  περιέχουν τις τιµές των µεγεθών k και ε στην αριστερή 
πλευρά της υπολογιστικής κυψέλης. Χρησιµοποιούνται 
για τον υπολογισµό των παραγώγων kξ και εξ πάνω στη 
πλευρά (εξ. 4.4.2.α και § 4.6). 

K_R, E_R  περιέχουν τις τιµές των µεγεθών k και ε στη δεξιά πλευρά 
της υπολογιστικής κυψέλης. Χρησιµοποιούνται για τον 
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υπολογισµό των παραγώγων kξ και εξ πάνω στη πλευρά 
(εξ. 4.4.2.α και § 4.6). 

K0, E0  περιέχουν τις τιµές των µεγεθών k και ε πάνω στη πλευρά 
 της υπολογιστικής κυψέλης. Χρησιµοποιούνται για τον 
 υπολογισµό της τυρβώδους συνεκτικότητας µt . 
VISC_TURB1  περιέχει την τιµή της τυρβώδους συνεκτικότητας µt . 
 

WALL_FUNCTIONS 
 

AP12  η απόσταση µεταξύ των κόµβων 1 – 2 που βρίσκονται 
πάνω στο τοίχωµα. 

K0, E0  περιέχουν τις τιµές των µεγεθών k και ε στον κόµβο 2 (εξ. 
 4.8.4α και 4.8.4β) 
KAPPA  περιέχει την τιµή της σταθεράς Von Karman: κ=0,4. 

SD  περιέχει την τιµή της ποσότητας 2 2z rξ ξ+ . 

SRPA  περιέχει τις τιµές της απόστασης y2 κατά µήκος του κάτω 
και άνω στερεού ορίου του πλέγµατος. 

TW, TWU, TWW  η διατµητική τάση τwall πάνω στο τοίχωµα και οι 
συνιστώσες της αντίστοιχα. 

U_ASTR  η ταχύτητα τριβής u# (εξ. 4.8.1α και 4.8.2). 
UUPA  περιέχει τις τιµές της παράλληλης ως προς το τοίχωµα 

ταχύτητας Up2 κατά µήκος του κάτω και άνω στερεού 
ορίου του πλέγµατος. 

UWA  περιέχει τις τιµές της παράλληλης ως προς το τοίχωµα 
 ταχύτητας Up2 (εξ. 4.8.1α και 4.8.1β). 
UZEW, WZEW  µετασχηµατισµένες µερικές παράγωγοι uζ και wζ (ή uz,ζ 

και ur,ζ) πάνω στο τοίχωµα. 
VISC_TURB  η τυρβώδης συνεκτικότητα µt στα τοιχώµατα. 
XA, ZA  συντεταγµένες του κέντρου της υπολογιστικής κυψέλης. 
Y2  απόσταση του κέντρου της υπολογιστικής κυψέλης από 

το τοίχωµα. 
YPLUS  αδιάστατη απόσταση y2+ µεταξύ του κόµβου 2 και του 
 τοιχώµατος (εξ. 4.8.3). 
 

XIFLUX 
 

B  περιέχει την τιµή της ποσότητας 2 2
x zξ ξ+  

EP, EU, EW  περιέχουν τις τιµές του διανύσµατος Ε (εξ. 3.6.3). 
EV0, EV1, EV2 περιέχουν αντίστοιχα τις τιµές των ιδιοτιµών λ0, λ1 και λ2 

(εξ. 4.3.11). 
EVN  περιέχει την τιµή της ιδιοτιµής λ0 (εξ. 4.3.8 δ). 
G1, G2  περιέχουν τις τιµές των συντελεστών k1 και k2 (εξ. 4.3.17 

α και β). 
GN0, GN1, GN2  περιέχουν τις τιµές των προσήµων των ιδιοτιµών λ0, λ1 

και λ2 αντίστοιχα. Χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό 
της εξ. 4.3.18. 

HPL, HUL, HWL      περιέχουν αντίστοιχα τις τιµές των p, u, w (ή p, uz, ur),  
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HPR, HUR, HWR µια  υπολογιστική κυψέλη αριστερά και µια δεξιά, της 
πλευράς της κυψέλης. Χρησιµοποιούνται για τον 
υπολογισµό των κύριων µεταβλητών αριστερά και δεξιά 
της πλευράς (εξ. 4.3.19). 

HPLL, HULL, HWLL   περιέχουν αντίστοιχα τις τιµές των p, u, w (ή p, uz, ur), 
HPRR, HURR, HWRR  δυο υπολογιστικές κυψέλες αριστερά και δυο δεξιά, της  

πλευράς της κυψέλης. Χρησιµοποιούνται για τον 
υπολογισµό των κύριων µεταβλητών αριστερά και δεξιά 
της πλευράς (εξ. 4.3.19). 

P, U, W  περιέχουν τις τιµές των p, u, w (ή p, uz, ur) πάνω στις 
  (εξ. 4.3.16 α, β και γ). 
PPL, UUL, WWL   περιέχουν αντίστοιχα τις τιµές των p, u, w (ή p, uz, ur), 
PPR, UUR, WWR  περιέχουν αντίστοιχα τις τιµές των p, u, w (ή p, uz, ur), 
 αριστερά και δεξιά της πλευράς της κυψέλης (εξ. 4.3.19). 
R1  περιέχει την τιµή του συντελεστή R1 (εξ. 4.3.17 γ) 

S  περιέχει την τιµή της ποσότητας 2
0λ β+  .  

U0, W0    περιέχουν αντίστοιχα τις τιµές των p, u, w (ή p, uz, ur)  
PB1, U1, W1   πάνω στην πλευρά της υπολογιστικής κυψέλης για κάθε 
PB2, U2, W2   ιδιοτιµή λ0, λ1 και λ2 (εξ. 4.3.18). 
UN, WN  περιέχουν τις τιµές των συνιστωσών της ταχύτητας πάνω 
 στην πλευρά της υπολογιστικής κυψέλης. 

XX, ZZ  περιέχουν τις τιµές των xκαι z αντίστοιχα (εξ. 4.3.8 δ). 
 

XIFLXV 
 

EU, EW  περιέχουν τις τιµές του διανύσµατος R (εξ. 3.6.3). 
VISC_TURB1  περιέχει την τιµή της τυρβώδους συνεκτικότητας µt πάνω 

 στην πλευρά της υπολογιστικής κυψέλης. 
VISCOSITY  περιέχει την τιµή της αδιαστατοποιηµένης ενεργούς 
 συνεκτικότητας µeff . 
 

ZEFLUX 
 

B  περιέχει την τιµή της ποσότητας 2 2
x zζ ζ+  

EP, EU, EW  περιέχουν τις τιµές του διανύσµατος G (εξ. 3.6.3). 
EV0, EV1, EV2  περιέχουν αντίστοιχα τις τιµές των ιδιοτιµών λ0, λ1 και λ2 

(εξ. 4.3.11). 
EVN  περιέχει την τιµή της ιδιοτιµής λ0 (εξ. 4.3.8 δ). 
G1, G2 περιέχουν τις τιµές των συντελεστών k1 και k2 (εξ. 4.3.17 

α και β). 
GN0, GN1, GN2  περιέχουν τις τιµές των προσήµων των ιδιοτιµών λ0, λ1 

και λ2 αντίστοιχα. Χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό 
της εξ. 4.3.18. 

HPD, HUD, HWD  περιέχουν αντίστοιχα τις τιµές των p, u, w (ή p, uz, ur), 
HPU, HUU, HWU   µια υπολογιστική κυψέλη κάτω και µια πάνω, της 

πλευράς της κυψέλης. Χρησιµοποιούνται για τον 
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υπολογισµό των κύριων µεταβλητών κάτω και πάνω από 
την πλευρά (εξ. 4.3.19). 

HPDD, HUDD, HWDD   περιέχουν αντίστοιχα τις τιµές των p, u, w (ή p, uz, ur), 
HPUU, HUUU, HWUU  περιέχουν αντίστοιχα τις τιµές των p, u, w (ή p, uz, ur), 

δυο υπολογιστικές κυψέλες κάτω και δυο πάνω, της 
πλευράς της κυψέλης. Χρησιµοποιούνται για τον 
υπολογισµό των κύριων µεταβλητών κάτω και πάνω από 
την πλευρά (εξ. 4.3.19). 

P, U, W  περιέχουν τις τιµές των p, u, w (ή p, uz, ur) πάνω στις 
 χαρακτηριστικές (εξ. 4.3.16 α, β και γ). 
 
PPD, UUD, WWD   περιέχουν αντίστοιχα τις τιµές των p, u, w (ή p, uz, ur), 
PPU, UUU, WWU  κάτω και πάνω από την πλευρά της κυψέλης (εξ. 4.3.19). 
R1  περιέχει την τιµή του συντελεστή R1 (εξ. 4.3.17 γ). 

S  περιέχει την τιµή της ποσότητας 2
0λ β+  

U0, W0   περιέχουν αντίστοιχα τις τιµές των p, u, w (ή p, uz, ur) 
PB1, U1, W1  πάνω στην πλευρά της υπολογιστικής κυψέλης για κάθε 
PB2, U2, W2  ιδιοτιµή λ0, λ1 και λ2 (εξ. 4.3.18). 
UN, WN  περιέχουν τις τιµές των συνιστωσών της ταχύτητας πάνω 
 στην πλευρά της υπολογιστικής κυψέλης. 

XX, ZZ  περιέχουν τις τιµές των xκαι z αντίστοιχα, εκφρασµένα 
 για την διεύθυνση ζ (εξ. 4.3.8 δ). 
 

ZEFLXV 
 

EU, EW  περιέχουν τις τιµές του διανύσµατος T (εξ. 3.6.3). 
VISC_TURB1  περιέχει την τιµή της τυρβώδους συνεκτικότητας µt πάνω 
 στην πλευρά της υπολογιστικής κυψέλης. 
VISCOSITY  περιέχει την τιµή της αδιαστατοποιηµένης ενεργούς 
 συνεκτικότητας µeff . 
UZEW, WZEW  µετασχηµατισµένες µερικές παράγωγοι uζ και wζ (ή uz,ζ 

και ur,ζ) πάνω στο τοίχωµα (υπολογίζονται από τις 
συναρτήσεις τοιχώµατος). Χρησιµοποιούνται µόνο για τις 
υπολογιστικές κυψέλες που βρίσκονται πάνω σε στερεό 
τοίχωµα. 

 
 

Περιγραφή Υπορουτίνων 
 

AXISYMMETRIC  Η υπορουτίνα AXISYMMETRIC εφαρµόζει τους 
πρόσθετους όρους στην περίπτωση επίλυσης 
αξονοσυµµετρικής ροής. Οι όροι αυτοί είναι τα 
διανύσµατα K, L και οι αξονοσυµµετρικοί όροι (-
2/3)·(ur/r) των διατµητικών τάσεων τzz και τrr των 
διανύσµατων R και Τ των εξισώσεων Navier-Stokes (εξ. 
3.6.3 και 3.6.4). 
Καλείται µόνο όταν είναι IAXIS=1 (αξονοσυµµετρική 
ροή). 
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BC  Η υπορουτίνα BC εφαρµόζει τις οριακές συνθήκες 

(boundary conditions) για την επίλυση των εξισώσεων 
Navier-Stokes (§ 4.8). Καλείται πάντα. 

 
JACOBI  Η υπορουτίνα JACOBI χρησιµοποιείται για τον έλεγχο 

της γεωµετρίας του πλέγµατος. Σταµατά την επίλυση σε 
περίπτωση που εµφανίζονται υπολογιστικές κυψέλες µε 
αρνητικό εµβαδό, το οποίο σηµαίνει ότι το πλέγµα δεν 
είναι κατασκευασµένο σωστά. Καλείται πάντα. 

 
SWEEP  Η υπορουτίνα SWEEP καλεί όλες τις υπορουτίνες που 

απαιτούνται για την επίλυση του πεδίου ροής και επίσης 
εφαρµόζει την µέθοδο Runge – Kutta 4ης τάξης για τη 
χρονική ολοκλήρωση των εξισώσεων Navier-Stokes και k 
– ε. Καλείται πάντα. 

 
TURB_AXISYMMETRIC  Η υπορουτίνα TURB_AXISYMMETRIC εφαρµόζει στην 

περίπτωση επίλυσης τυρβώδους ροής, τους πρόσθετους 
όρους λόγω αξονοσυµµετρίας. Οι όροι αυτοί είναι τα 
διανύσµατα Kkε, Lkε και Pkε 3 των εξισώσεων k - ε (εξ. 
3.6.10 και 3.6.11). Καλείται µόνο όταν είναι ITURB=1 
(τυρβώδης ροή) και IAXIS=1 (αξονοσυµµετρική ροή). 

 
TURB_BC  Η υπορουτίνα TURB_BC εφαρµόζει τις οριακές 

συνθήκες για την επίλυση των εξισώσεων k – ε (§ 4.8). 
Καλείται µόνο όταν είναι ITURB=1 (τυρβώδης ροή). 

 
TURB_PRODUCTION  Η υπορουτίνα TURB_PRODUCTION εφαρµόζει στην 

περίπτωση επίλυσης τυρβώδους ροής, τον όρο 
παραγωγής. Ο όρος αυτός είναι το διάνυσµα Pkε των 
εξισώσεων k - ε (εξ. 3.6.8). Καλείται µόνο όταν είναι 
ITURB=1 (τυρβώδης ροή) . 

 
TURB_XIFLUX  Η υπορουτίνα TURB_XIFLUX χρησιµοποιείται για τον 

διαχωρισµό του µη συνεκτικού διανύσµατος Ekε,ξ των 
εξισώσεων k - ε, στις πλευρές (i-1/2, k) και (i+1/2, k) της 
υπολογιστικής κυψέλης κατά τη ξ-διεύθυνση (σχήµα § 
4.3 και εξ. 3.6.5 και 4.5.1α). Καλείται µόνο όταν είναι 
ITURB=1 (τυρβώδης ροή) . 

 
TURB_XIFLXV  Η υπορουτίνα TURB_XIFLXV χρησιµοποιείται για τον 

διαχωρισµό του συνεκτικού διανύσµατος Rkε,ξ των 
εξισώσεων k - ε, στις πλευρές (i-1/2, k) και (i+1/2, k) της 
υπολογιστικής κυψέλης κατά τη ξ-διεύθυνση (σχήµα § 
4.3, § 4.6 και εξ. 3.6.5). Καλείται µόνο όταν είναι 
ITURB=1 (τυρβώδης ροή) . 
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TURB_ZEFLUX  Η υπορουτίνα TURB_ZEFLUX χρησιµοποιείται για τον 
διαχωρισµό του µη συνεκτικού διανύσµατος Gkε,ζ των 
εξισώσεων k - ε, στις πλευρές (i, k-1/2) και (i, k+1/2) της 
υπολογιστικής κυψέλης κατά τη ζ-διεύθυνση (σχήµα § 
4.3 και εξ. 3.6.5 και 4.5.1β). Καλείται µόνο όταν είναι 
ITURB=1 (τυρβώδης ροή) . 

 
TURB_ZEFLXV  Η υπορουτίνα TURB_ ZEFLXV χρησιµοποιείται για τον  

διαχωρισµό του συνεκτικού διανύσµατος Τkε,ζ των 
εξισώσεων k - ε, στις πλευρές (i, k-1/2) και (i, k+1/2) της 
υπολογιστικής κυψέλης κατά τη ζ-διεύθυνση (σχήµα § 
4.3, § 4.6 και εξ. 3.6.5). Καλείται µόνο όταν είναι 
ITURB=1 (τυρβώδης ροή) . 

 
WALL_FUNCTIONS  Η υπορουτίνα WALL_FUNCTIONS εφαρµόζει στη  

περίπτωση επίλυσης τυρβώδους ροής, τη µέθοδο των 
συναρτήσεων τοιχώµατος για τον προσδιορισµό των 
διατµητικών τάσεων πάνω σε στερεά τοιχώµατα. 
Καλείται µόνο όταν είναι ITURB=1 (τυρβώδης ροή) και 
εφαρµόζεται στο άνω ή/και κάτω όριο του πλέγµατος 
µόνο όταν είναι ISYMMETRY_UP ή/και 
ISYMMETRY_DOWN=0 (στερεό τοίχωµα). 

 
XIFLUX  Η υπορουτίνα XIFLUX χρησιµοποιείται για τον 

διαχωρισµό του µη συνεκτικού διανύσµατος Eξ των 
εξισώσεων Navier- Stokes, στις πλευρές (i-1/2, k) και 
(i+1/2, k) της υπολογιστικής κυψέλης κατά τη ξ-
διεύθυνση (σχήµα § 4.3 και εξ. 3.6.3 και 4.3.2). Καλείται 
πάντα. 

 
XIFLXV  Η υπορουτίνα XIFLXV χρησιµοποιείται για τον 

διαχωρισµό του συνεκτικού διανύσµατος Rξ των 
εξισώσεων Navier- Stokes, στις πλευρές (i-1/2, k) και 
(i+1/2, k) της υπολογιστικής κυψέλης κατά τη ξ-
διεύθυνση (σχήµα § 4.3 και εξ. 3.6.3 και 4.4.1.α). 
Καλείται πάντα. 

 
ZEFLUX  Η υπορουτίνα ZEFLUX χρησιµοποιείται για τον 

διαχωρισµό του µη συνεκτικού διανύσµατος Gζ των 
εξισώσεων Navier- Stokes, στις πλευρές (i, k-1/2) και (i, 
k+1/2) της υπολογιστικής κυψέλης κατά τη ζ-διεύθυνση 
(σχήµα § 4.3 και εξ. 3.6.3 και 4.3.2). Καλείται πάντα. 

 
ZEFLXV  Η υπορουτίνα ZEFLXV χρησιµοποιείται για τον 

διαχωρισµό του συνεκτικού διανύσµατος Tζ των 
εξισώσεων Navier- Stokes, στις πλευρές (i, k-1/2) και (i, 
k+1/2) της υπολογιστικής κυψέλης κατά τη ζ-διεύθυνση 
(σχήµα § 4.3 και εξ. 3.6.3 και 4.4.1.β). Καλείται πάντα. 
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6.3   ∆ηµιουργία πλέγµατος – ∆οµηµένα πλέγµατα 
 
Οι πεπερασµένες διαφορικές εξισώσεις επιλύονται αποτελεσµατικότητα 
σε ένα ορθογώνιο πεδίο (για 2 – D εφαρµογές και ένα ισοδύναµο 
εξαεδρικό πεδίο για 3 – D εφαρµογές) µε ίσες αποστάσεις µεταξύ των 
κόµβων. Παρόλα αυτά, η πλειονότητα των φυσικών πεδίων που 
συναντάµε δεν έχουν ορθογώνιο σχήµα. Γι αυτό, ο µετασχηµατισµός του 
µη ορθογώνιου φυσικού πεδίου σε ένα ορθογώνιοι υπολογιστικό πεδίο 
όπου οι κόµβοι ισαπέχουν µεταξύ τους. Είναι σηµαντικό να σηµειώσουµε 
ότι η παραπάνω διαδικασία επιτρέπει την ευθυγράµµιση των 
συντεταγµένων κατά µήκος του σώµατος διευκολύνοντας την εισαγωγή 
των οριακών συνθηκών. Ο στόχος της δηµιουργίας πλέγµατος είναι να 
αναγνωρίσει την τοποθεσία των κόµβων στο υπολογιστικό πεδίο και την 
τοποθεσία των αντίστοιχων κόµβων στο φυσικό πεδίο. Επιπλέον, η 
µετρικότητα και ο ιακωβιανός µετασχηµατισµός οι οποίοι απαιτούνται 
για την επίλυση των εξισώσεων ροής υπολογίζονται µέσα στην ρουτίνα 
δηµιουργίας του πλέγµατος. 
Τυπικά η µεθοδολογίες δηµιουργίας πλεγµάτων µπορούν να 
κατηγοριοποιηθούν σε αλγεβρικές και διαφορικές µεθόδους. Στην 
δεύτερη περίπτωση το σχήµα βασίζεται στην επίλυση ενός συστήµατος 
µερικών διαφορικών εξισώσεων και αναλύονται σε ελλειπτικά, 
παραβολικά ή υπερβολικά. Η αλγεβρική µέθοδος παραγωγής πλέγµατος 
χρησιµοποιεί µια ευθεία συναρτησιακή περιγραφή του µετασχηµατισµού  
των συντεταγµένων µεταξύ του υπολογιστικού και του φυσικού χωρίου. 
Η ευρέως χρησιµοποιούµενη αλγεβρική τεχνική η οποία ονοµάζεται 
υπερπεπερασµένη παρεµβολή. ∆εδοµένης της κατανοµής των κόµβων σε 
όλα τα όρια, παράγει τα σηµεία του πλέγµατος µέσα στο φυσικό πεδίο µε 
παρεµβολή. Συγκεκριµένες διατυπώσεις αυτής της µεθόδου επιτρέπουν 
τον γωνιακό και µη έλεγχο των διαστηµάτων του πλέγµατος στα όρια. 
Για την παρεµβολή χρησιµοποιούνται τεχνικές που περιλαµβάνουν 
πολυώνυµα όπως πολυώνυµα κατά Hermite και splines. Οποιαδήποτε 
κατηγορία θα πρέπει να λαµβάνει υπ’ όψιν τα εξής : 
 

• Μια χαρτογράφηση η οποία εγγυάται ένα προς ένα αντιστοιχία 
εξασφαλίζοντας ότι οι γραµµές του πλέγµατος της ίδιας 
κατεύθυνσης δεν διασταυρώνονται  

• Η οµαλότητα της διανοµής των κόµβων του πλέγµατος 
• Η ορθογωνιότητα των γραµµών του πλέγµατος 
• Η ικανότητα τοπικής πύκνωσης (κυρίως κοντά στα τοιχώµατα) 

 
Στην παρούσα εργασία χρησιµοποιούµε την πρώτη κατηγορία γι αυτό και 
στην συνέχεια θα αναφερθούµε στα πλεονεκτήµατα και µειονεκτήµατα 
της συγκεκριµένης µεθόδου. 
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Πλεονεκτήµατα : 
 

� Είναι πολύ γρήγορα από υπολογιστική σκοπιά. 
� Η µετρικότητα µπορεί να αξιολογηθεί αναλυτικά, αποτρέποντας 

την εµφάνιση αριθµητικών σφαλµάτων. 
� Η ικανότητα για πύκνωση των κόµβων σε διαφορετικές περιοχές 

µπορεί εύκολα να επιβληθεί.  
 
Μειονεκτήµατα : 
 

� Ασυνέχειες στο όριο µπορούν να διαδίδονται στην εσωτερική 
περιοχή κάτι που µπορεί να οδηγήσει σε σφάλµατα λόγω των 
σηµαντικών µεταβολών στην µετρικότητα. 

� Η οµαλότητα και η λοξότητα του πλέγµατος µπορεί να είναι 
δύσκολος ο έλεγχός τους. 

   
Στην παρούσα εργασία έγινε χρήση της µεθοδολογίας Coons για την 
δηµιουργία του πλέγµατος, την οποία θα περιγράψουµε στο επόµενο 
κεφάλαιο. 
 
 
6.4 Περιγραφή της µεθόδου δηµιουργίας πλέγµατος (µέθοδος Coons). 
 

 
Σχήµα 6.1 Επιφάνεια Coons u(ξ,η)  



ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΚΩ∆ΙΚΑ 6-18 

 

Η λογική στην οποία βασίζεται η µεθοδολογία Coons συνίσταται στη 
διαίρεση της συνολικής υπό εξέταση επιφάνειας σε επιµέρους επιφάνειες 
Εi . Συγκεκριµένα από το σχήµα 6.1 απεικονίζονται οι καµπυλόγραµµες 
συντεταγµένες (ξ,η) καθώς και η κεντρική επιµέρους επιφάνεια Ε0 , που 
συµβολίζεται µε u(ξ,η) , η οποία περιβάλλεται από τις επιµέρους 
επιφάνειες Ε1 έως  Ε8 . 
Το σύστηµα καµπυλόγραµµων συντεταγµένων ξ, η που δηµιουργείται 
είναι αδιάστατο και ισχύει η παραδοχή : 

0 1ξ≤ ≤  και 0 1η≤ ≤  
Η επιµέρους επιφάνεια u(ξ,η) έχει τις παρακάτω οριακές καµπύλες στις 
πλευρές ξ = 0 και 1 και η = 0 και 1 που την περιβάλλουν : 
 

0 (0, )

1 (1, )

0 ( ,0)

1 ( ,1)

u

u

u

u

ξ η
ξ η
η ξ
η ξ

= ⇒

= ⇒

= ⇒

= ⇒

 

Υπολογίζοντας τις 4 οριακές καµπύλες u(0,η) , u(1,η) , u(ξ,0) και  u(ξ,1) 
µε βάση την µέθοδο Coons προσδιορίζουµε επαρκώς την ζητούµενη 
επιφάνεια u(ξ, η). Ο συλλογισµός βασίζεται στο ότι στην ξ – κατεύθυνση 
η οριακή καµπύλη u(0,η) δεν έχει καµία επίδραση στο σηµείο ξ =1 και 
οµοίως η καµπύλη u(1,η) δεν έχει καµία επίδραση στο σηµείο η =0 και 
αντιστοίχως η u(ξ,0) στο η =1 και η u(ξ,1) στο ξ =0. 
  
Με βάση λοιπόν την παραπάνω θεώρηση το τµήµα που επηρεάζεται από 
τις οριακές καµπύλες  u(0,η)  και u(1,η) µπορεί να περιγραφεί από µια 
επιφάνεια Αξ (σχήµα 6.2) κατά την ξ – κατεύθυνση  : 
 

(0, ) (1 ) (1, )u uξ η ξ η ξΑ = ⋅ − + ⋅  

 
Επαληθεύοντας την παραπάνω εξίσωση παρατηρούµε ότι για ξ =0 η Αξ 
ταυτίζεται µε την u(0,η) ενώ για ξ =1 µε την u(1,η). 
 
Αντίστοιχα επαναλαµβάνουµε την ίδια διαδικασία για τις καµπύλες 
u(ξ,0) και u(ξ,1) και προκύπτουν αντίστοιχες εξισώσεις. Στην η – 
κατεύθυνση οι δυο καµπύλες συνθέτουν την επιφάνεια Αη (σχήµα 6.2) :  
 

( ,0) (1 ) ( ,1)u uη ξ η ξ ηΑ = ⋅ − + ⋅  

 
Εάν τώρα , προστεθούν οι δυο επιφάνειες προκύπτει : 
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(0, ) (1 ) (1, ) ( ,0) (1 ) ( ,1)u u u uξ η ξ ξ η ξ ξ η ξ ηΑ + Α = ⋅ − + ⋅ + ⋅ − + ⋅  

 
και το άθροισµα τους παίρνει τις εξής τιµές στις 4 πλευρές για ξ = 0,1 και 
η = 0,1 : 
 

0

1

0

1

| (0, ) 1 (0,0) (1 ) (0,1)

| (1, ) 1 (1,0) (1 ) (1,1)

| ( ,0) 1 (0,0) (1 ) (1,0)

| ( ,1) 1 (0,1) (1 ) (1,1)

u u u

u u u

u u u

u u u

ξ η ξ

ξ η ξ

ξ η η

ξ η η

η η η

η η η

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

=

=

=

=

Α + Α = ⋅ + ⋅ − + ⋅

Α + Α = ⋅ + ⋅ − + ⋅

Α + Α = ⋅ + ⋅ − + ⋅

Α + Α = ⋅ + ⋅ − + ⋅

 

 
Το άθροισµα των επιφανειών Aξ + Αη δεν ταυτίζεται εποµένως στα όρια 
ξ , η = 0 και 1 του µοναδιαίου τετραπλεύρου µε τις υπάρχουσες οριακές 
καµπύλες καθώς ότι παρουσιάζονται στην παραπάνω εξίσωση πρόσθετοι 
όροι που εξαρτώνται από τις διακριτές τιµές u(0,0) , u(1,0) , u(0,1) και 
u(1,1) και συνδέονται µε τις συναρτήσεις (1-ξ) , ξ , (1-η) και η.    

 
Σχήµα 6.2 Επιφάνειες Αξ και Αη 

 
Αν τώρα θεωρήσουµε ότι οι πρόσθετοι αυτοί όροι συνθέτουν µια 
καινούργια επιφάνεια Αξη τότε έχουµε : 
 

(0,0) (1 ) (1 ) (0,1) (1 ) (1,0) (1 ) (1,1)u u u uξη ξ η ξ η ξ η ξ ηΑ = ⋅ − ⋅ − + ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅
 

Οµοίως για ξ , η = 0 και 1 : 
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0

1

0

1

| (0,0) (1 ) (0,1)

| (1,0) (1 ) (1,1)

| (0,0) (1 ) (1,0)

| (0,1) (1 ) (1,1)

u u

u u

u u

u u

ξη ξ

ξη ξ

ξη η

ξη η

η η

η η

ξ ξ

ξ ξ

=

=

=

=

Α = ⋅ − + ⋅

Α = ⋅ − + ⋅

Α = ⋅ − + ⋅

Α = ⋅ − + ⋅

 

 
Αφού προσδιορίσαµε την επιφάνεια Αξη προχωρούµε στην δηµιουργία 
της εξίσωσης που θα περιγράφει αποκλειστικά στην ζητούµενη υπό 
περιγραφή επιφάνεια u(ξ, η) : 
 

( , )u ξ η ξηξ η = Α + Α − Α  

 
Η επιφάνεια που προκύπτει από την πάνω σχέση ονοµάζεται επιφάνεια 
Coons. Το πλεονέκτηµα αυτής της µεθόδου παρεµβολής Coons είναι ότι 
η µαθηµατική µορφή των οριακών καµπυλών u(ξ,0) , u(ξ,1) , u(0,η) και 
u(1,η) δεν υφίστατο κανένα περιορισµό και µπορεί να είναι τύπου Bezier 
, S – plines κλπ. 
  
Οι γραµµικές συναρτήσεις 1 – ξ , ξ , η και 1 – η   που εµφανίστηκαν σαν 
συναρτήσεις παρεµβολής των αντίστοιχων οριακών καµπυλών  
ονοµάζονται σύµφωνα µε την µέθοδο Coons «συναρτήσεις επιρροής» 
(blending functions) και συµβολίζονται µε Εi(ξ) και Εj(η) (σχήµα 6.3). 
Συγκεκριµένα έχουµε : 
 

0

1

0

1

( ) 1

( )

( ) 1

( )

ξ ξ

ξ ξ

η η

η η

Ε = −

Ε =

Ε = −

Ε =

 

 
Αντικαθιστώντας τις συναρτήσεις επιρροής στην  έκφραση για την 
επιφάνεια Αξη προκύπτει : 
 

0 0 0 1 1 0 1 1(0,0) ( ) ( ) (0,1) ( ) ( ) (1,0) ( ) ( ) (1,1) ( ) ( )u u u uξη ξ η ξ η ξ η ξ ηΑ = ⋅Ε ⋅Ε + ⋅Ε ⋅Ε + ⋅Ε ⋅Ε + ⋅Ε ⋅Ε

, 0,1

( , ) ( ) ( )i j
i j

u i j E Eξη ξ η
=

⇒Α = ⋅ ⋅∑  
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Σχήµα 6.3 Καµπυλόγραµµη επιφάνεια σε συντεταγµένες ξ, η και x, y. 

Συνοψίζοντας τα παραπάνω είναι έκδηλο ότι η µεθοδολογία Coons 
µπορεί να χρησιµοποιηθεί στην δηµιουργία πλεγµάτων σε καµπύλες 
επιφάνειες όπως απεικονίζεται στο σχήµα 6.3 σε διδιάστατο καρτεσιανό 
σύστηµα καθώς και στο µοναδιαίο τετράπλευρο ξ, η. Έτσι κάθε οριακή 
καµπύλη ξ =0,1 και η =0,1 της υπό εξέταση επιφάνειας  περιγράφεται 
από τις αντίστοιχες καρτεσιανές συντεταγµένες x και z οι οποίες είναι 
συναρτήσεις των αδιάστατων συντεταγµένων ξ, η. Άρα προκύπτει για τις   
x – συντεταγµένες : 
 

(0, ), (1, ), ( ,0), ( ,1)x x x xη η ξ ξ  
 

και τις z – συντεταγµένες : 
 

(0, ), (1, ), ( ,0), ( ,1)z z z zη η ξ ξ  
 
των 4 οριακών καµπυλών. 
 
Με την χρήση της παρεµβολής Coons αλλά και µε την εύρεση των 
οριακών καµπυλών καθίσταται δυνατή  η περιγραφή όλης της καµπύλης 
επιφάνειας µέσω των αντίστοιχων εξισώσεων : 
 

0,1 0,1 , 0,1

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )i j i j
i j i j

x x i x j x i jξ η ξηξ η η ξ ξ η ξ η
= = =

=Α +Α −Α = ⋅Ε + ⋅Ε − ⋅Ε ⋅Ε∑ ∑ ∑
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0,1 0,1 , 0,1

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )i j i j
i j i j

z z i z j z i jξ η ξηξ η η ξ ξ η ξ η
= = =

=Α +Α −Α = ⋅Ε + ⋅Ε − ⋅Ε ⋅Ε∑ ∑ ∑
 

Στο σύστηµα των αδιάστατων συντεταγµένων ξ και η , η καµπύλη 
επιφάνεια µετασχηµατίζεται σε ένα µοναδιαίο τετράπλευρο και οι 
καµπύλες ξ, η =const. σε ευθείες παράλληλες προς τους άξονες ξ και η.      
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6.5 Ο κώδικας σε Fortran 
 
       PROGRAM TWO_D_AXISYMMETRIC_WITH_TURBULENCE 
C 
C  ------------------------------------------------ ----------------- 
C                           N.T.U.A  - L.H.T.      21-8-93 
C                                                  FEBR. 2002 
C     CODE FOR THE NUMERICAL SOLUTION OF INCOMPRESS IBLE EQUATIONS 
C     BY THE INTRODUCTION OF PSEYDO-COMPRESSIBILITY . 
C 
C     NAVIER-STOKES EQUATIONS - EXPLICIT METHOD - 2 D 
C     WITH RUNGE-KUTTA 4 TH ORDER 
C 
C     GOVATSOS P. - DRIKAKIS D. 
C     LIALIOUTIS STEFANOS - SEPT. 2005 
C     KOYTROGIANNIS THEOXARIS - OKT. 2009 
C     PROFESSOR :  PAPANTONIS D. 
C 
C 
C-------------------------------------------------- ------------------ 
C 
      INCLUDE 'COMMON.DAT' 
      INCLUDE 'INPUT.DAT'  
C 
      OPEN (1, FILE= 'GRID.DAT' ) 
      OPEN (2, FILE= 'RESIDUALS.DAT' ) 
      OPEN (3, FILE= 'RESULTS.PLT' ) 
      OPEN (4, FILE= 'PROFIL.DAT' ) 
      OPEN (5, FILE= 'FREE_STREAM.DAT' ) 
C 
      WRITE (*,*) ' IP1 x IP2 :',IP1,IP2 
      ZERO = 1.E-6 
      PI   = 4.*ATAN(1.) 
C 
      CR1=1.      ! D_in = CR1 * R  
      CR2=2.      ! D_in = CR2 * R   : FOR SYMMETRIC PROBLEMS (HALF 
GRID) 
C 
C 
C     ----------------------------------- 
C         TURBULENCE MODEL'S CONSTANTS 
C     ----------------------------------- 
C 
      CM      = 0.09 
      SIGMA_K = 0.9 
      SIGMA_E = 1.22 
      CE1     = 1.44 
      CE2     = 1.92 
      EPSILON = 9.79 
      KAPPA   = 0.419 
C 
C     ----------------------------------- 
C 
C     AR : COEFFICIENTS FOR THE RUNGE KUTTA METHOD 
C 
      AR(1) = 0.0 
      AR(2) = 0.5 
      AR(3) = 0.5 
      AR(4) = 1.0 
C     ----------------------------------- 
C 
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      DO  I=1,IP1 !  initialization 
          EP(I)=0. 
          EU(I)=0. 
          EW(I)=0. 
          EVV(I)=0. 
          DO  K=1,IP2 
              DO L=1,4 
                 EVAV(L,I,K)=0. 
              ENDDO 
              X(I,K)=0. 
              Z(I,K)=0. 
C 
              PS(I,K)=0. 
              US(I,K)=0. 
              WS(I,K)=0. 
              PE(I,K)=0. 
              UE(I,K)=0. 
              WE(I,K)=0. 
              PH(I,K)=0. 
              UH(I,K)=0. 
              WH(I,K)=0. 
C 
              UZEW(I,K)=0. 
              WZEW(I,K)=0. 
C 
              IF (ITURB.EQ.1) THEN 
                 KS(I,K)=0. 
                 ES(I,K)=0. 
                 KN(I,K)=0. 
                 EN(I,K)=0. 
                 KH(I,K)=0. 
                 EH(I,K)=0. 
                 VISC_TURB(I,K)=0. 
              ENDIF 
C 
          ENDDO 
      ENDDO 
C 
      DO I=1,IP3      !  initialization 
         DO J=1,IP1 
            DO K=1,IP2 
               PHR(I,J,K)=0. 
               UHR(I,J,K)=0. 
               WHR(I,J,K)=0. 
C 
               IF (ITURB.EQ.1) THEN 
                  KHR(I,J,K)=0. 
                  EHR(I,J,K)=0. 
               ENDIF 
C 
            ENDDO 
         ENDDO 
      ENDDO 
C 
      RES10=1.E6 
      RES20=1.E6 
      RES30=1.E6 
C 
C     ----------------------------------- 
C                  READ MESH 
C     ----------------------------------- 
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C 
      WRITE(*,*) ' READ AND CONTROL MESH. ' 
C 
      READ(1,*) IE,KE         ! FROM FILE='GRID.DAT'  
      IF (ITEU.EQ.0) ITEU=IE 
C 
      IE=IE+1 
      KE=KE+1 
      ITEU_D=ITEU_D+1 
      ITEL=ITEL+1 
      ITEU=ITEU+1 
C 
      IST=0 
      IF (IE.GT.IP1) THEN 
         WRITE(*,*) ' ' 
         WRITE(*,*) ' INCREASE IP1:  IP1> ',IE 
         IST=1 
      ENDIF 
C 
      IF (KE.GT.IP2) THEN 
         WRITE(*,*) ' ' 
         WRITE(*,*) ' INCREASE IP2:  IP2 >',KE 
         IST=1 
      ENDIF 
C 
      IF (IST.EQ.1) STOP 
C 
      READ (1,*) ((X(I,K),Z(I,K),I=2,IE),K=2,KE)   ! FROM 
FILE='GRID.DAT'  
C 
      WRITE(*,*) ' GRID :',IE,' x',KE 
C 
      CALL JACOBI 
C 
C     ------------------------------------ 
C          A SERIES OF PSEYDO-CELLS 
C         AROUND OF THE INITIAL GRID 
C     ------------------------------------ 
C 
C     =========  INFLOW  ========= 
C 
      DO K=2,KE 
         X(1,K)=2.*X(2,K)-X(3,K) 
         Z(1,K)=2.*Z(2,K)-Z(3,K) 
      ENDDO 
C 
C     =========  LOWER LIMIT  ========= 
C 
      DO I=1,IE 
         X(I,1)=2.*X(I,2)-X(I,3) 
         Z(I,1)=2.*Z(I,2)-Z(I,3) 
      ENDDO 
C 
C     =========  UPPER LIMIT  ========= 
C 
      DO I=1,IE 
         X(I,KE+1)=2.*X(I,KE)-X(I,KE-1) 
         Z(I,KE+1)=2.*Z(I,KE)-Z(I,KE-1) 
      ENDDO 
C 
C     =========  OUTFLOW  ========= 



ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΚΩ∆ΙΚΑ 6-26 

 

C 
      DO KI=1,KE+1 
         X(IE+1,KI)=2.*X(IE,KI)-X(IE-1,KI) 
         Z(IE+1,KI)=2.*Z(IE,KI)-Z(IE-1,KI) 
      ENDDO 
C 
C     ----------------------------------- 
C 
      DO I=1,IE+1 
         DO K=1,KE+1 
            PE(I,K)=PS(I,K) 
            UE(I,K)=US(I,K) 
            WE(I,K)=WS(I,K) 
C 
            IF (ITURB.EQ.1) THEN 
               KN(I,K)=KS(I,K) 
               EN(I,K)=ES(I,K) 
               IF (EN(I,K).EQ.0.) EN(I,K)=ZERO 
               VISC_TURB(I,K)=REYNOLDS*CM*KN(I,K)** 2/EN(I,K) 
            ENDIF 
C 
         ENDDO 
      ENDDO 
C 
C     ----------------------------------- 
C              INITIAL CONDITIONS 
C     ----------------------------------- 
C 
C 
C     ----------------------------------- 
C         THE ORDER OF INTERPOLATION 
C     ----------------------------------- 
C 
      IF (IFFF.EQ.1) THEN 
         FFFA=1. 
         FFFB=0. 
         FFFC=0. 
         FFFD=0. 
      ENDIF 
C 
      IF (IFFF.EQ.2) THEN 
         FFFA=3./2. 
         FFFB=1./2. 
         FFFC=0. 
         FFFD=0. 
      ENDIF 
C 
      IF (IFFF.EQ.3) THEN 
         FFFA=5./6. 
         FFFB=1./6. 
         FFFC=2./6. 
         FFFD=0. 
      ENDIF 
C 
      IF (IFFF.EQ.4) THEN 
         FFFA=7./12. 
         FFFB=1./12. 
         FFFC=7./12. 
         FFFD=-1./12. 
      ENDIF 
C 
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C     ----------------------------------- 
C 
C     ----------------------------------- 
C           STANDARD INITIAL GUESS 
C                    + 
C            BOUNDARY CONDITIONS 
C     ----------------------------------- 
C 
          IA=1 
          IB=IE 
          KA=2                         !  WALL  
          KB=KE-1 
C 
      IF (ISYMMETRY_DOWN.EQ.1) KA=1    !  SYMMETRY DOWN 
      IF (ISYMMETRY_UP.EQ.1)   KB=KE   !  SYMMETRY UP 
C 
      DO I=IA,IB 
         DO K=KA,KB 
C 
            PS(I,K)=0. 
            US(I,K)=0. 
            WS(I,K)=0. 
            PE(I,K)=PPER/BETA 
            UE(I,K)=CU * QPER 
            WE(I,K)=CW * QPER 
C 
            IF (I.LT.ITEL .OR. I.GT.ITEU_D) THEN 
               PS(I,1)=0. 
               US(I,1)=0. 
               WS(I,1)=0. 
               UE(I,1)=1. 
               WE(I,1)=0. 
C               UE(I,KE)=CU * QPER 
C               WE(I,KE)=CW * QPER 
            ENDIF 
       IF (I.LT.ITEL .OR. I.GT.ITEL) THEN 
          PS(I,KE)=0. 
               US(I,KE)=0. 
               WS(I,KE)=0. 
               PE(I,KE)=1. 
       ENDIF 
C 
C            IF (I .GT. CIU*IE) UE(I,K)=CQU*QPER 
C            IF (I .GT. CIW*IE) WE(I,K)=CQW*QPER 
C 
C            IF (I .GT. 35 .AND. I.LE.ITEU_D) UE(I, K)= 2.*CQU*QPER 
C            IF (I .GT. 37 .AND. I.LE.ITEU) WE(I,K) =-0.7*QPER 
C            IF (I .GT. ITEU_D+5) UE(I,K)=2.*CQU*QP ER 
C            IF (I .GT. ITEU_D) WE(I,K)=0. 
C 
            IF (ITURB.EQ.1) THEN 
               C=CR1        ! C=1. 
               IF(ISYMMETRY_UP.EQ.1 .OR. ISYMMETRY_ DOWN.EQ.1) C=CR2     
! C=2. 
               D_IN=C*ABS(Z(2,KE)-Z(2,2)) 
               IF (INFLOW.EQ.1)        
D_IN=C*AMAX1(ABS(Z(2,2)),ABS(Z(2,KE)))    !  RADIAL INFLOW 
C 
               KS(I,K)=0. 
               ES(I,K)=0. 
               KN(I,K)=0.03*QPER**2 
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               EN(I,K)=CM*KN(I,K)**1.5/(0.005*D_IN)  
               IF (EN(I,K).LT.ZERO) EN(I,K)=ZERO 
               VISC_TURB(I,K)=REYNOLDS*CM*KN(I,K)** 2/EN(I,K) 
C 
            ENDIF 
C 
         ENDDO 
      ENDDO 
C 
      DO K=1,IP2 
         DO I=1,IP1 
            PS(I,K)=PE(I,K) 
            US(I,K)=UE(I,K) 
            WS(I,K)=WE(I,K) 
C 
            IF (ITURB.EQ.1) THEN 
               KS(I,K)=KN(I,K) 
               ES(I,K)=EN(I,K) 
            ENDIF 
C 
         ENDDO 
      ENDDO 
C 
C     ----------------------------------- 
C                CHECK MESH 
C     ----------------------------------- 
C 
      CALL JACOBI  
      WRITE(*,*) ' BEGIN TIME STEPS . ' 
      WRITE(*,*) ' ITEL, ITEU = ',ITEL,', ',ITEU 
      WRITE(*,*) ' IE,    KE  = ',IE,', ',KE 
      WRITE(*,*) ' ' 
      WRITE(*,*) ' Re=  ', REYNOLDS 
      WRITE(*,*) ' CFL= ',CFL 
      WRITE(*,*) ' BETA=' ,BETA 
      WRITE(*,*) ' QPER=',QPER 
      WRITE(*,*) ' ' 
C 
      IF (INFLOW.EQ.0) THEN            !  AXIAL INFLOW  
         IF (INLET.EQ.0) WRITE(*,*) ' U_INLET =',QP ER 
         IF (INLET.EQ.1) WRITE(*,*) ' U_INLET =',QP ER,'*(1-R^2)' 
         IF (INLET.EQ.2) WRITE(*,*) ' U_INLET =',QP ER,'*(1-R)^(1/7)' 
      ENDIF 
C 
      IF (INFLOW.EQ.1) THEN            !  RADIAL INFLOW  
         IF (INLET.EQ.0) WRITE(*,*) ' W_INLET =',CW *QPER 
         IF (INLET.EQ.1) WRITE(*,*) ' W_INLET =',CW *QPER,'*(1-R^2)' 
         IF (INLET.EQ.2) WRITE(*,*) ' W_INLET =',CW *QPER,'*(1-
R)^(1/7)' 
      ENDIF 
C 
      WRITE(*,*) ' ' 
      IF (INFLOW.EQ.0)  WRITE(*,*) ' INFLOW = AXIAL ' 
      IF (INFLOW.EQ.1)  WRITE(*,*) ' INFLOW = RADIAL ' 
C 
      WRITE(*,*) ' ' 
      IF (IAXIS.EQ.1)  WRITE(*,*) ' AXISYMMETRIC = YES' 
      IF (IAXIS.NE.1)  WRITE(*,*) ' AXISYMMETRIC = NO' 
      IF (ITURB.EQ.1)  WRITE(*,*) ' TURBULENCE   = YES ' 
      IF (ITURB.NE.1)  WRITE(*,*) ' TURBULENCE   = NO ' 
      WRITE(*,*) ' ' 
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C 
      IF (IAXIS.EQ.0) THEN 
      IF (ITURB.NE.1) WRITE(*,*) '           P           U           
W' 
      IF (ITURB.EQ.1) WRITE(*,*) '           P           U           
W 
     $          K          E ' 
      ENDIF 
C 
      IF (IAXIS.EQ.1) THEN 
      IF (ITURB.NE.1) WRITE(*,*) '           P          Uz          
Ur ' 
      IF (ITURB.EQ.1) WRITE(*,*) '           P          Uz          
Ur  
     $          K          E ' 
      ENDIF 
C 
      WRITE(*,*) ' ' 
      WRITE(*,*) ' ' 
C 
C     ----------------------------------- 
C              BEGIN  TIME-STEPS 
C     ----------------------------------- 
C 
      DO NIT=1,ISTOP             ! END OF CALCULATIONS IF NIT>ISTOP  
C 
         IF (NIT.EQ.ISTOP)  GOTO 22 
C 
         CALL SWEEP 
C 
   22    CONTINUE 
C 
         RES1=0. 
         RES2=0. 
         RES3=0. 
         RES4=0. 
         RES5=0. 
C 
         DO K=2,KE-1 
            DO I=2,IE-1 
               B1=ABS(PS(I,K)-PE(I,K)) 
               B2=ABS(US(I,K)-UE(I,K)) 
               B3=ABS(WS(I,K)-WE(I,K)) 
C 
               IF (B1.GE.RES1) RES1=B1 
               IF (B2.GE.RES2) RES2=B2 
               IF (B3.GE.RES3) RES3=B3 
C 
               PS(I,K)=PE(I,K) 
               US(I,K)=UE(I,K) 
               WS(I,K)=WE(I,K) 
C 
               IF (ITURB.EQ.1) THEN 
                  B4=ABS(KS(I,K)-KN(I,K)) 
                  B5=ABS(ES(I,K)-EN(I,K)) 
C 
                  IF (B4.GE.RES4) RES4=B4 
                  IF (B5.GE.RES5) RES5=B5 
C 
                  KS(I,K)=KN(I,K) 
                  ES(I,K)=EN(I,K) 
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                  IF (ES(I,K).LT.ZERO) ES(I,K)=ZERO  
                  VISC_TURB(I,K)=REYNOLDS*CM*KS(I,K )**2/ES(I,K) 
               ENDIF 
C 
          ENDDO 
         ENDDO 
C 
C     ----------------------------------- 
C                  STORAGE 
C     ----------------------------------- 
C 
         IF (MOD(NIT,IRESI).EQ.0) THEN 
C 
            RES01=RES1 
            RES02=RES2 
            RES03=RES3 
C 
            IF (RES01.GT.RES10.OR.RES02.GT.RES20.OR .RES03.GT.RES30) 
     $       THEN 
C 
                 IF (ITURB.EQ.1) THEN 
                    WRITE (*,103) NIT,RES1,RES2,RES 3,RES4,RES5              
! PRINTING   
                    WRITE (2,102) NIT,RES1,RES2,RES 3,RES4,RES5,CON1   
! TO FILE=RESIDUALS  
                  ELSE 
                     WRITE (*,101) NIT,RES1,RES2,RE S3 
                     WRITE (2,100) NIT,RES1,RES2,RE S3,CON1 
                 ENDIF 
C 
            ELSE 
                IF (ITURB.EQ.1) THEN 
                   WRITE (*,102) NIT,RES1,RES2,RES3 ,RES4,RES5 
                   WRITE (2,102) NIT,RES1,RES2,RES3 ,RES4,RES5,CON1 
                ELSE 
                    WRITE (*,100) NIT,RES1,RES2,RES 3 
                    WRITE (2,100) NIT,RES1,RES2,RES 3,CON1 
                ENDIF 
            ENDIF 
C 
            RES10=RES01 
            RES20=RES02 
            RES30=RES03 
C 
         ENDIF 
C 
 100   FORMAT (1X,I5,2X,E10.4,2X,E10.4,2X,E10.4,2X,E10.4 ,2X,E10.4) 
 101  FORMAT (1X,I5,2X,E10.4,2X,E10.4,2X,E10.4,3X,'!!!')  
 102   FORMAT (1X,I5,2X,E10.4,2X,E10.4,2X,E10.4,2X,E10.4 ,2X,E10.4,2X, 
     $        E10.4) 
 103  FORMAT (1X,I5,2X,E10.4,2X,E10.4,2X,E10.4,2X,E10.4, 2X,E10.4, 
     $        3X,'!!!') 
C 
         IF (RES1.LE.CON1.AND.RES2.LE.CON2.AND.RES3 .LE.CON3)  GOTO 54     
! CHECK FOR  CONVERGENCE 
C 
C 
      ENDDO 
C     ----------------------------------- 
C         END OF TIME-STEPS  --  EXIT 
C     ----------------------------------- 
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C 
      WRITE (*,*) ' ' 
      WRITE (*,*) ' ' 
      WRITE (*,107) NIT,RES1,RES2,RES3 
      WRITE (*,*) ' ' 
C 
      IF (ITURB.EQ.1) THEN 
      WRITE (2,102) NIT,RES1,RES2,RES3,RES4,RES5,CO N1    ! TO 
FILE='RESIDUALS.DAT  
      ELSE 
      WRITE (2,100) NIT,RES1,RES2,RES3,CON1 
      ENDIF 
C 
  107  FORMAT (1X,I5,2X,E10.4,2X,E10.4,2X,E10.4) 
C 
C 
  54  CONTINUE 
C 
C     ----------------------------------- 
C             RESULTS FOR TECPLOT 
C                   2D DATA 
C     ----------------------------------- 
C 
C 
      IF (ITURB.NE.1) THEN 
         WRITE(3,"(A36)") ' VARIABLES = X, Z, U, W,  TAXYTHTA, P'      
! TO FILE=RESULTS.DAT 
      ENDIF 
C 
      IF (ITURB.EQ.1) THEN 
         WRITE(3,"(A42)") ' VARIABLES = X, Z, U, W, TAXYTHTA, P, K, 
E' 
      ENDIF 
C 
      WRITE(3,"(A8)") ' ZONE I= ' 
      WRITE(3,*) IE-1 
      WRITE(3,"(A3)") ' J= ' 
      WRITE(3,*) KE-1 
      WRITE(3,"(A8)") ' F=POINT ' 
C 
      DO K=2,KE 
         DO I=2,IE 
C 
          UC=0.25*(US(I,K)+US(I-1,K)+US(I-1,K-1)+US (I,K-1))/QPER 
     WC=0.25*(WS(I,K)+WS(I-1,K)+WS(I-1,K-1)+WS(I,K- 1))/QPER 
     PC=0.25*(PS(I,K)+PS(I-1,K)+PS(I-1,K-1)+PS(I,K- 1)) 
            TAXYTHTA=SQRT(UC**2+WC**2)/QPER 
         IF(I.GE.65 .AND. K.EQ.KE) THEN 
           WRITE(4,980)UC,WC,PC,US(I,K-1),WS(I,K-1) ,PS(I,K-1) 
              ENDIF 
C 
           IF (ITURB.EQ.1) THEN 
               KC=KS(I,K)*10/QPER**2 
               EC=ES(I,K) 
               WRITE(3,909) X(I,K),Z(I,K),UC,WC,TAX YTHTA,PC,KC,EC   ! 
TO FILE=RESULTS 
            ELSE 
               WRITE(3,908) X(I,K), Z(I,K), UC, WC,  TAXYTHTA, PC 
            ENDIF 
C 
         ENDDO 
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      ENDDO 
 CLOSE (3) 
 WRITE(4,*) ' -------------------------------------- ' 
C 
C 
 
C     ---------------------------------------------  
C             VELOCITY PROFILE - FREE STREAM 
C     ---------------------------------------------   
    
      OPEN (3, FILE='RESULTS.PLT')  
      READ (3,*) 
      READ (3,*) 
      READ (3,*) IE 
      READ (3,*) 
      READ (3,*) KE 
      READ (3,*) 
C 
      IE = IE+1 
      KE = KE+1 
      DO K=2,KE 
         DO I=2,IE 
            READ (3,*) X(I,K), Z(I,K), UM(I,K), WM( I,K) 
         ENDDO 
      ENDDO 
C 
      DO I=ITEU+2,IE 
 X7 = X(I-1,KE) 
 X8 = X(I  ,KE) 
 Z7 = Z(I-1,KE) 
 Z8 = Z(I  ,KE) 
C   
      DX19 = X8-X7 
 DZ19 = ABS(Z7-Z8) 
 DS19 = DZ19/DX19  
 F1  = ATAN(DS19) 
C 
 VELW= (0.5*(UM(I-1,KE)+UM(I,KE)))*SIN(F1) +  
     $ (0.5*(WM(I-1,KE)+WM(I,KE)))*COS(F1) 
 VELW1= UM(I,KE)*SIN(F1) + WM(I,KE)*COS(F1) 
 WRITE(5,910) VELW , F1 , VELW1 
 ENDDO 
C 
      DO II=1,NPOINT 
         I=IPOINT(II) 
         SUMQ=0. 
C         
         DO K=2,KE-1 
C 
C       4 --- B --- 3     ----- 
C       |           |       | 
C       |     o    |       |    DS 
C       |           |       | 
C       1 --- A --- 2     ----- 
C 
            X1 = X(I,K) 
            X2 = X(I+1,K) 
            X3 = X(I+1,K+1) 
            X4 = X(I,K+1) 
            Z1 = Z(I,K) 
            Z2 = Z(I+1,K) 
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            Z3 = Z(I+1,K+1) 
            Z4 = Z(I,K+1) 
            XA = 0.5*(X1+X2) 
            ZA = 0.5*(Z1+Z2) 
            XB = 0.5*(X3+X4) 
            ZB = 0.5*(Z3+Z4) 
            X0 = 0.5*(XA+XB) 
            Z0 = 0.5*(ZA+ZB) 
C 
            DX = XB-XA 
            DZ = ZB-ZA 
            DS = SQRT( DX**2 + DZ**2 ) 
            F  = -ATAN( DZ/DX ) 
            IF ( DX.GT.ZERO) F = F + PI      !  DX>0 ==>  F=F+180 deg 
            IF ( ABS(DX).LE.ZERO ) F = PI/2.    !  DX=0 ==>  F=90 deg 
C 
            VEL = UM(I,K)*SIN(F)+WM(I,K)*COS(F)       
            R   = ZA + 0.5*(ZB-ZA)-Z(I,1) 
C 
            DQ    = VEL*DS*(2.*PI*R)**IAXIS 
            SUMQ  = SUMQ + DQ 
         ENDDO 
         WRITE(*,*) '  PAROXH : ',SUMQ 
      ENDDO 
C 
  361  FORMAT (1X,'X-LOCATION: X=',F10.6) 
C 
  908 FORMAT (6(1X,F12.4)) 
  909  FORMAT (8(1X,F12.4)) 
  910  FORMAT (3(1X,F12.4)) 
  980 FORMAT (6(1X,F12.4)) 
C 
      CLOSE (2)           ! FILE='RESIDUALS.DAT' 
      CLOSE (3)           ! FILE='RESULTS.PLT 
      CLOSE (4)           ! FILE='PROFIL.DAT' 
      CLOSE (5)           ! FILE='FREE_STREAM.DAT' 
C 
      WRITE (*,*) ' ' 
      WRITE (*,*) 'End of Program  ... ' 
C 
      WRITE (*,*) 'STOP => [Y=1 ]' 
 READ (*,*) ITE 
 IF (ITE.EQ.1.) CONTINUE 
 
      STOP 
      END 
C 
C 
C     --------------------------------------------- ---- 
      SUBROUTINE SWEEP 
C     --------------------------------------------- ---- 
C 
      INCLUDE 'COMMON.DAT' 
C 
      DO I=1,IE-1 
         DO K=1,KE-1 
            PSR(I,K)=PS(I,K) 
            USR(I,K)=US(I,K) 
            WSR(I,K)=WS(I,K) 
C 
            IF (ITURB.EQ.1) THEN 
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               KSR(I,K)=KS(I,K) 
               ESR(I,K)=ES(I,K) 
               IF (ABS(ESR(I,K)).LT.ZERO) ESR(I,K)= ZERO 
               VISC_TURB(I,K)=REYNOLDS*CM*KSR(I,K)* *2/ESR(I,K) 
            ENDIF 
    ENDDO 
      ENDDO 
C 
C     --------------------------------------------- ---- 
C             WALL FUNCTIONS FOR TURBULENT FLOW 
C     --------------------------------------------- ---- 
C 
      IF (ITURB.EQ.1)   CALL WALL_FUNCTIONS 
C 
C     --------------------------------------------- ---- 
C 
      DO L=1,4 
C 
         DO I=1,IE+1 
            EVV(I)=-10000000. 
            DO K=1,KE+1 
               EVAV(L,I,K)=-10000000. 
            ENDDO 
         ENDDO 
C 
C     --------------------------------------------- ---- 
C              BOUNDARY CONDITIONS FOR P, U, W 
C     --------------------------------------------- ---- 
C 
         CALL BC 
C 
C     --------------------------------------------- -- 
C 
C     --------------------------------------------- -- 
C         SOLUTION OF NAVIER-STOKES EQUATIONS 
C     --------------------------------------------- -- 
C 
         CALL XIFLUX 
         CALL ZEFLUX 
         CALL XIFLXV 
         CALL ZEFLXV 
C 
C     --------------------------------------------- -- 
C                AXISYMMETRIC PROBLEM 
C     --------------------------------------------- -- 
C 
         IF (IAXIS.EQ.1) CALL AXISYMMETRIC 
C 
C     --------------------------------------------- ---- 
C                  RUNGE-KUTTA 4 TH ORDER 
C                FOR NAVIER-STOKES EQUATIONS 
C     --------------------------------------------- ---- 
C 
         DO K=2,KE-1 
            DO I=2,IE-1 
C 
               IF(ABS(EVAV(L,I,K)).LT.ZERO)THEN 
     WRITE(*,*) 'IEV1= ',I,',', 'KEV1= ',K 
                EVAV(L,I,K)=ZERO 
          ENDIF 
C 
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               DT=CFL/EVAV(L,I,K) 
C 
               PSR(I,K)=PS(I,K)-AR(L+1)*DT*PH(I,K) 
               USR(I,K)=US(I,K)-AR(L+1)*DT*UH(I,K) 
               WSR(I,K)=WS(I,K)-AR(L+1)*DT*WH(I,K) 
C 
               PHR(L,I,K)=-DT*PH(I,K)/6. 
               UHR(L,I,K)=-DT*UH(I,K)/6. 
               WHR(L,I,K)=-DT*WH(I,K)/6. 
            ENDDO 
         ENDDO 
      ENDDO 
C 
      DO K=2,KE-1 
         DO I=2,IE-1 
            PE(I,K)=PS(I,K)+PHR(1,I,K)+2.*PHR(2,I,K )+2.*PHR(3,I,K)+ 
     $              PHR(4,I,K) 
            UE(I,K)=US(I,K)+UHR(1,I,K)+2.*UHR(2,I,K )+2.*UHR(3,I,K)+ 
     $              UHR(4,I,K) 
            WE(I,K)=WS(I,K)+WHR(1,I,K)+2.*WHR(2,I,K )+2.*WHR(3,I,K)+ 
     $              WHR(4,I,K) 
         ENDDO 
      ENDDO 
C 
C 
C     --------------------------------------------- ---- 
C                 TURBULENT FLOW 
C     --------------------------------------------- ---- 
C 
      IF (ITURB.EQ.1) THEN 
C 
         DO L=1,4 
C 
C     --------------------------------------------- ---- 
C            BOUNDARY CONDITIONS FOR k & E 
C     --------------------------------------------- ---- 
C 
            CALL TURB_BC 
C 
C     --------------------------------------------- -- 
C         SOLUTION OF k - E EQUATIONS 
C     --------------------------------------------- --  
C 
            CALL TURB_XIFLUX 
            CALL TURB_ZEFLUX 
            CALL TURB_XIFLXV 
            CALL TURB_ZEFLXV 
            CALL TURB_PRODUCTION 
C 
C     --------------------------------------------- -- 
C          AXISYMMETRIC PROBLEM FOR TURBULENT FLOW 
C     --------------------------------------------- -- 
C 
            IF (IAXIS.EQ.1) CALL TURB_AXISYMMETRIC 
C 
C     --------------------------------------------- ---- 
C                  RUNGE-KUTTA 4 TH ORDER 
C                    FOR k - E EQUATIONS 
C     --------------------------------------------- ---- 
C 
            DO K=2,KE-1 
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               DO I=2,IE-1 
C 
                IF(ABS(EVAV(L,I,K)).LT.ZERO) THEN 
      WRITE(*,*) 'IEV2= ',I, 'KEV2= ',K 
            EVAV(L,I,K)=ZERO 
           ENDIF 
C 
                  DT=CFL/EVAV(L,I,K) 
C 
                  KSR(I,K)=KS(I,K)-AR(L+1)*DT*KH(I, K) 
                  ESR(I,K)=ES(I,K)-AR(L+1)*DT*EH(I, K) 
                  IF (ABS(ESR(I,K)).LT.ZERO) ESR(I, K)=ZERO 
                  VISC_TURB(I,K)=REYNOLDS*CM*KSR(I, K)**2/ESR(I,K) 
C 
                  KHR(L,I,K)=-DT*KH(I,K)/6. 
                  EHR(L,I,K)=-DT*EH(I,K)/6. 
               ENDDO 
            ENDDO 
C 
         ENDDO 
C 
C 
         DO K=2,KE-1 
            DO I=2,IE-1 
               
KN(I,K)=KS(I,K)+KHR(1,I,K)+2.*KHR(2,I,K)+2.*KHR(3,I ,K)+ 
     $                  KHR(4,I,K) 
               EN(I,K)=ES(I,K)+EHR(1,I,K)+2.*EHR(2, I,K)+ 
     $                 2.*EHR(3,I,K)+EHR(4,I,K) 
C 
               IF (ABS(SRPA(I,K)).LT.ZERO)  SRPA(I, K)=ZERO 
C 
                
               IF (ISYMMETRY_DOWN.NE.1 .AND. K.EQ.2 ) THEN             
!  WALL DOWN  
                  IF (I.GE.ITEL. AND. I.LE.ITEU_D) 
     &               EN(I,K)=CM**0.75*KN(I,K)**1.5/SRPA(I ,K)              
!  WALL FUNCTION  
               ENDIF 
C 
               IF (ISYMMETRY_UP.NE.1 .AND. K.EQ.KE- 1) THEN      !  
WALL UP 
             IF (I.GE.ITEL. AND. I.LE.ITEU) 
     &               EN(I,K)=CM**0.75*KN(I,K)**1.5/SRPA(I,K )             
!  WALL FUNCTION  
          ENDIF 
 
            ENDDO 
         ENDDO 
C 
      ENDIF 
C 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C 
C 
C     --------------------------------------------- ----------- 
      SUBROUTINE AXISYMMETRIC 
C     --------------------------------------------- ----------- 
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C 
      INCLUDE ' COMMON.DAT' 
C 
      DO I=2,IE-1 
         DO K=2,KE-1 
C 
            XXI=.5*(X(I+1,K)-X(I,K)+X(I+1,K+1)-X(I, K+1)) 
            ZXI=.5*(Z(I+1,K)-Z(I,K)+Z(I+1,K+1)-Z(I, K+1)) 
            XZE=.5*(X(I,K+1)-X(I,K)+X(I+1,K+1)-X(I+ 1,K)) 
            ZZE=.5*(Z(I,K+1)-Z(I,K)+Z(I+1,K+1)-Z(I+ 1,K)) 
C 
            JACOBIAN=AMAX1(ZERO,XXI*ZZE-XZE*ZXI) 
C 
            XIX=ZZE 
            XIZ=-XZE 
            ZEX=-ZXI 
            ZEZ=XXI 
C 
            UXI=0.5*(USR(I+1,K)-USR(I-1,K)) 
            WXI=0.5*(WSR(I+1,K)-WSR(I-1,K)) 
            UZE=0.5*(USR(I,K+1)-USR(I,K-1)) 
            WZE=0.5*(WSR(I,K+1)-WSR(I,K-1)) 
C 
            UZ = UE(I,K) 
            UR = WE(I,K) 
            R  = 0.25*(Z(I,K)+Z(I+1,K)+Z(I,K+1)+Z(I +1,K+1)) 
C 
            IF (ABS(R).LT.ZERO) R=ZERO 
C 
            VISCOSITY=1.+VISC_TURB(I,K)      ! = M eff = 1 + M t 
C 
            T_RZ=XIZ*UXI+ZEZ*UZE+XIX*WXI+ZEX*WZE     ! STRESSES : Trz  
            T_RR_FF=2.*(XIZ*WXI+ZEZ*WZE-JACOBIAN*UR /R)      !          
: Trr-Tff  
C 
C 
            P_AXIS_L = JACOBIAN *   UR  /R 
            U_AXIS_L = JACOBIAN * UZ*UR /R 
            W_AXIS_L = JACOBIAN * UR**2 /R 
C 
            P_AXIS_R = 0. 
            U_AXIS_R = -(VISCOSITY/REYNOLDS)*T_RZ/R  
            W_AXIS_R = -(VISCOSITY/REYNOLDS)*T_RR_F F/R 
C 
            U_AXIS_R2 = (VISCOSITY/REYNOLDS)*(2./3. )*(XIX+ZEX)* UR/R 
            W_AXIS_R2 = (VISCOSITY/REYNOLDS)*(2./3. )*(XIZ+ZEZ)* UR/R 
C 
C 
            PH(I,K) = PH(I,K) + P_AXIS_L + P_AXIS_R  
            UH(I,K) = UH(I,K) + U_AXIS_L + U_AXIS_R  + U_AXIS_R2 
            WH(I,K) = WH(I,K) + W_AXIS_L + W_AXIS_R  + W_AXIS_R2 
         ENDDO 
      ENDDO 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C 
C 
C     --------------------------------------------- ----------- 
      SUBROUTINE TURB_AXISYMMETRIC 
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C     --------------------------------------------- ----------- 
C 
      INCLUDE 'COMMON.DAT' 
C 
      DO I=2,IE-1 
         DO K=2,KE-1 
C 
            XXI=.5*(X(I+1,K)-X(I,K)+X(I+1,K+1)-X(I, K+1)) 
            ZXI=.5*(Z(I+1,K)-Z(I,K)+Z(I+1,K+1)-Z(I, K+1)) 
            XZE=.5*(X(I,K+1)-X(I,K)+X(I+1,K+1)-X(I+ 1,K)) 
            ZZE=.5*(Z(I,K+1)-Z(I,K)+Z(I+1,K+1)-Z(I+ 1,K)) 
C 
            JACOBIAN=AMAX1(ZERO,XXI*ZZE-ZXI*XZE) 
C 
            XIZ=-XZE 
            ZEZ=XXI 
C 
            KXI=0.5*(KSR(I+1,K)-KSR(I-1,K)) 
            EXI=0.5*(ESR(I+1,K)-ESR(I-1,K)) 
            KZE=0.5*(KSR(I,K+1)-KSR(I,K-1)) 
            EZE=0.5*(ESR(I,K+1)-ESR(I,K-1)) 
C 
            UR=WE(I,K) 
            IF(ABS(UR).LT.ZERO.AND.ABS(UR).NE.0.) U R=ZERO 
C 
            K0=KSR(I,K) 
            E0=ESR(I,K) 
            IF(ABS(E0).LT.ZERO) E0=ZERO 
C 
            R=0.25*(Z(I,K)+Z(I+1,K)+Z(I,K+1)+Z(I+1, K+1)) 
       IF (ABS(R).LT.ZERO) R=ZERO 
C 
            VISC_TURB1=REYNOLDS*CM*K0**2/E0    ! = Mt = Re*Cm*k^2/e 
C 
            GAMMA_K=1.+VISC_TURB1/SIGMA_K      ! = Gk = 1 + Mt/Sk  
            GAMMA_E=1.+VISC_TURB1/SIGMA_E       ! = Ge = 1 + Mt/Se  
C 
            THETA3=VISC_TURB1*2.*(UR/R)**2     ! ADDITIONAL 
PRODUCTION RATE (AXISYMMETRIC) 
C 
            VISCOSITY=1. 
C 
            K_AXIS_L=JACOBIAN * UR*K0/R                       ! K ke  
            E_AXIS_L=JACOBIAN * UR*E0/R 
C 
            K_AXIS_R=-(VISCOSITY/REYNOLDS)*(GAMMA_K /R) 
     $                              *(XIZ*KXI+ZEZ*KZE)        ! L ke 
            E_AXIS_R=-(VISCOSITY/REYNOLDS)*(GAMMA_E /R) 
     $                              *(XIZ*EXI+ZEZ*EZE) 
C 
            IF (ABS(K0).LT.ZERO) K0=ZERO 
            K_AXIS_R2=-(VISCOSITY/REYNOLDS)*JACOBIA N**2* 
     $                              (THETA3-E0*REYNOLDS) 
            E_AXIS_R2=-(VISCOSITY/REYNOLDS)*JACOBIA N**2*      ! 
PRODUCTION RATE 
     $              (CE1*THETA3-CE2*E0*REYNOLDS)*(E0/K0) 
C 
C 
            KH(I,K)=KH(I,K) + K_AXIS_L + K_AXIS_R +  K_AXIS_R2 
            EH(I,K)=EH(I,K) + E_AXIS_L + E_AXIS_R +  E_AXIS_R2 
         ENDDO 
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      ENDDO 
C 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C 
C 
C 
C     --------------------------------------------- ----------- 
      SUBROUTINE BC            !  BOYNDARY CONDITIO NS 
C     --------------------------------------------- ----------- 
C 
      INCLUDE 'COMMON.DAT' 
C 
C 
C     =========  ON THE LOWER LIMIT  ========= 
C 
         DO I=1,IE 
            PSR(I,1)= PSR(I,2) 
            WSR(I,1)=-WSR(I,2) 
            USR(I,1)= USR(I,2)                      !  AXIAL SYMMETRY  
C 
             
            IF (I.GE.ITEL .AND. I.LE.ITEU_D) USR(I, 1)=-USR(I,2) !  
SOLID WALL BETWEEN ITEL & ITEU 
            IF (ISYMMETRY_DOWN.EQ.1) USR(I,1)=USR(I ,2)          !  
AXIAL SYMMETRY ON  LOWER LIMIT 
C 
            IF (ITURB.EQ.1) VISC_TURB(I,1)=VISC_TUR B(I,2) 
         ENDDO 
C 
C     =========  ON THE UPPER LIMIT  ========= 
C 
         DO I=1,IE 
            PSR(I,KE)= PSR(I,KE-1) 
            WSR(I,KE)=-WSR(I,KE-1) 
            USR(I,KE)=-USR(I,KE-1)                       ! SOLID WALL  
C 
            IF (ISYMMETRY_UP.EQ.1) USR(I,KE)=USR(I, KE-1)   ! AXIAL 
SYMMETRY ON UPPER LIMIT 
       IF (I.LT.ITEL .OR. I.GT.ITEU) THEN 
       USR(I,KE)= USR(I,KE-1) 
       WSR(I,KE)= WSR(I,KE-1) 
            PSR(I,KE)=PPER 
       ENDIF 
C 
C 
            IF (ITURB.EQ.1) VISC_TURB(I,KE)=VISC_TU RB(I,KE-1) 
         ENDDO 
C 
C     =========  OUTFLOW  ========= 
C 
         DO K=2,KE-1 
            PSR(IE,K)=PPER 
            USR(IE,K)=2.*USR(IE-1,K)-USR(IE-2,K) 
            WSR(IE,K)=2.*WSR(IE-1,K)-WSR(IE-2,K) 
C 
            IF (ITURB.EQ.1) VISC_TURB(IE,K)= 
     $                      2.*VISC_TURB(IE-1,K)-VISC_TUR B(IE-2,K) 
         ENDDO 
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C 
C     =========  INFLOW  ========= 
C 
         DO K=2,KE-1 
            R=0.25*(Z(1,K)+Z(1,K+1)+Z(2,K)+Z(2,K+1) ) 
C 
            PSR(1,K)=2.*PSR(2,K)-PSR(3,K) 
            USR(1,K)=CU * QPER 
            WSR(1,K)=CW * QPER 
C 
            IF (INFLOW .EQ. 0) THEN       !  AXIAL INFLOW  
               IF (INLET.EQ.1) USR(1,K)=CU * QPER*( 1.-R**2.) 
               IF (INLET.EQ.2) USR(1,K)=CU * QPER*( 1.-R)**(1./7.) 
            ENDIF 
C 
            IF (INFLOW .EQ. 1) THEN       !  RADIAL INFLOW 
               IF (INLET.EQ.1) WSR(1,K)=CW * QPER*( 1.-R**2.) 
               IF (INLET.EQ.2) WSR(1,K)=CW * QPER*( 1.-R)**(1./7.) 
            ENDIF 
C 
            IF (ITURB.EQ.1) THEN 
               C=CR1            !  C=1. 
               IF (ISYMMETRY_UP.EQ.1. OR. ISYMMETRY _DOWN.EQ.1) C=CR2      
!  C=2 . 
               D_IN=C*ABS(Z(2,KE)-Z(2,2)) 
               IF (INFLOW.EQ.1) 
D_IN=C*AMAX1(ABS(Z(2,2)),ABS(Z(2,KE)))    !  RADIAL INFLOW  
C 
               K0=0.03*QPER**2 
               E0=CM*K0**1.5/(0.005*D_IN) 
               IF (E0.LT.ZERO) E0=ZERO 
               VISC_TURB(1,K)=REYNOLDS*CM*K0**2/E0 
           ENDIF 
         ENDDO 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C 
C 
C 
C     --------------------------------------------- ----------- 
      SUBROUTINE TURB_BC            !  BOYNDARY CON DITIONS 
C     --------------------------------------------- ----------- 
C 
      INCLUDE 'COMMON.DAT' 
C 
C 
C     =========  ON THE LOWER LIMIT  ========= 
C 
            DO I=1,IE 
               KSR(I,1)=KSR(I,2) 
               ESR(I,1)=ESR(I,2) 
               WE (I,1)=-WE(I,2) 
               UE (I,1)= UE(I,2)                    !  AXIAL SYMMETRY  
C 
                
               IF (I.GE.ITEL .AND. I.LE.ITEU_D) UE( I,1)=-UE(I,2) !  
SOLID WALL BETWEEN ITEL & ITEU 
               IF (ISYMMETRY_DOWN.EQ.1) UE(I,1)=UE( I,2)          !  
AXIAL SYMMETRY ON  LOWER LIMIT 
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            ENDDO 
C 
C     =========  ON THE UPPER LIMIT  ========= 
C 
            DO I=1,IE 
               KSR(I,KE)=KSR(I,KE-1) 
               ESR(I,KE)=ESR(I,KE-1) 
               WE (I,KE)=-WE(I,KE-1) 
               UE (I,KE)=-UE(I,KE-1)                     ! SOLID WALL 
C 
               IF (I.LT.ITEL .OR. I.GT.ITEU) THEN 
          WE (I,KE)=WE(I,KE-1) 
               UE (I,KE)=UE(I,KE-1) 
               KSR(I,KE)=-KSR(I,KE-1) 
               ESR(I,KE)=-ESR(I,KE-1) 
          ENDIF 
               IF (ISYMMETRY_UP.EQ.1) UE(I,KE)=UE(I ,KE-1)  ! AXIAL 
SYMMETRY ON UPPER LIMIT 
            ENDDO 
C 
C     =========  OUTFLOW  ========= 
C 
            DO K=2,KE-1 
               KSR(IE,K)=2.*KSR(IE-1,K)-KSR(IE-2,K)  
               ESR(IE,K)=2.*ESR(IE-1,K)-ESR(IE-2,K)  
               UE(IE,K)=2.*UE(IE-1,K)-UE(IE-2,K) 
               WE(IE,K)=2.*WE(IE-1,K)-WE(IE-2,K) 
            ENDDO 
C 
C     =========  INFLOW  ========= 
C 
            DO K=2,KE-1 
               R=0.25*(Z(1,K)+Z(1,K+1)+Z(2,K)+Z(2,K +1)) 
C 
               UE (1,K)=CU * QPER 
               WE (1,K)=CW * QPER 
C 
               IF (INFLOW .EQ. 0) THEN       !  AXIAL INFLOW 
                  IF (INLET.EQ.1) UE (1,K)=CU * QPE R*(1.-R**2.) 
                  IF (INLET.EQ.2) UE (1,K)=CU * QPE R*(1.-R)**(1./7.) 
               ENDIF 
C 
               IF (INFLOW .EQ. 1) THEN       !  RADIAL INFLOW  
                  IF (INLET.EQ.1) WE (1,K)=CW * QPE R*(1.-R**2.) 
                  IF (INLET.EQ.2) WE (1,K)=CW * QPE R*(1.-R)**(1./7.) 
               ENDIF 
C 
               C=CR1         !  C=1. 
               IF (ISYMMETRY_UP.EQ.1. OR. ISYMMETRY _DOWN.EQ.1) C=CR2      
!  C=2. 
               D_IN=C*ABS(Z(2,KE)-Z(2,2)) 
               IF (INFLOW.EQ.1) 
D_IN=C*AMAX1(ABS(Z(2,2)),ABS(Z(2,KE)))    !  RADIAL INFLOW 
C 
               KSR(1,K)=0.03*QPER**2 
               ESR(1,K)=CM*KSR(1,K)**1.5/(0.005*D_I N) 
            ENDDO 
C 
      RETURN 
      END 
C 
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C 
C 
C 
C     --------------------------------------------- ----------- 
      SUBROUTINE WALL_FUNCTIONS        !   FOR SOLI D WALLS 
C     --------------------------------------------- ----------- 
C 
      INCLUDE 'COMMON.DAT' 
C 
C       WALL FUNCTIONS 
C 
C 
      IF (ISYMMETRY_DOWN.NE.1) THEN         !  WALL DOWN  
C 
C     =========  LOWER LIMIT  ========= 
C 
C 
C      4 --------- 3 
C      |               | 
C      |      o       | 
C      |               | 
C      1 --------- 2 
C   ////////////////// 
C      |           | 
C      |           | 
C      5 --------- 6 
C 
            
         DO I=ITEL,ITEU_D 
C 
            X1=X(I,2) 
            X2=X(I+1,2) 
            X3=X(I+1,3) 
            X4=X(I,3) 
            X5=X(I,1) 
            X6=X(I+1,1) 
C 
            Z1=Z(I,2) 
            Z2=Z(I+1,2) 
            Z3=Z(I+1,3) 
            Z4=Z(I,3) 
            Z5=Z(I,1) 
            Z6=Z(I+1,1) 
C 
            XXI=X2-X1 
            ZXI=Z2-Z1 
C 
            XX1=0.25*(X1+X2+X5+X6) 
            ZZ1=0.25*(Z1+Z2+Z5+Z6) 
            XX2=0.25*(X1+X2+X3+X4) 
            ZZ2=0.25*(Z1+Z2+Z3+Z4) 
C 
            XZE=XX2-XX1 
            ZZE=ZZ2-ZZ1 
C 
            JACOBIAN=AMAX1(ZERO,XXI*ZZE-XZE*ZXI) 
C 
            XA=0.25*(X1+X2+X3+X4) 
            ZA=0.25*(Z1+Z2+Z3+Z4) 
C 
            EMB  = ABS((X2-X1)*(ZA-Z2)-(Z2-Z1)*(XA- X2)) 
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            AP12 = SQRT((X1-X2)**2+(Z1-Z2)**2) 
 
       IF (AP12.EQ.0.) WRITE(*,*)'I=',I 
            Y2   = EMB/AP12 
C 
            IF (Y2.LT.0.) 
     $      WRITE(*,*)'WALL FUNCTION --> DOWN: ',I,' Y2:' ,Y2 
            IF (Y2.LT.ZERO) THEN 
               WRITE(*,*) 'WALL FUNCTION --> DOWN: ',I,'  Y2 :',Y2 
               Y2=ZERO 
            ENDIF 
C 
            UWA1 = (USR(I,2)*XXI+WSR(I,2)*ZXI) 
            UWA2 = SQRT(XXI**2.+ZXI**2.) 
       IF(UWA2.EQ.0.) WRITE(*,*)'I=',I,'UWA2' 
            UWA  = UWA1/UWA2 
C 
            IF (ABS(UWA).EQ.0.) UWA=ZERO 
            IF (ABS(UWA).LT.0.001) UWA=0.001*UWA/AB S(UWA) 
            UUPA(I,2)=UWA 
            SRPA(I,2)=Y2 
C 
            U_ASTR=ABS(UWA) 
            IYPL=0 
 2152       IYPL=IYPL+1 
            U_ASTR11=U_ASTR 
C 
            U_ASTR12=ABS(EPSILON*Y2*U_ASTR*REYNOLDS ) 
            U_ASTR=KAPPA*ABS(UWA)/LOG(U_ASTR12) 
C 
            IF (IYPL.LT.9) GOTO 2152 
C 
            IF (ABS(U_ASTR-U_ASTR11).GT.0.05) 
     $      WRITE(*,*) I,' U_ASTR , U_ASTR11 = ',U_ASTR,U_ ASTR11 
C 
            YPLUS=REYNOLDS*Y2*U_ASTR 
            IF (YPLUS.LT.11.63) U_ASTR=SQRT(ABS(UWA )/ 
     $                          (REYNOLDS*SRPA(I,2))) 
C 
            K0 = U_ASTR**2 / SQRT(CM) 
            E0 = U_ASTR**3 / (Y2*KAPPA) 
            IF (ABS(E0).LE.ZERO) E0=ZERO 
            VISC_TURB(I,2)=REYNOLDS*CM*K0**2/E0 
C 
            IF (YPLUS.LE.11.63) VISC_TURB(I,2)=0. 
C 
             SD=SQRT(XXI**2+ZXI**2) 
        IF (SD.LT.ZERO) SD=ZERO 
             USRI=XXI*UWA/SD 
             WSRI=ZXI*UWA/SD 
             TWU=-USRI/Y2 
             TWW=-WSRI/Y2 
C 
             IF (YPLUS.GT.11.63) THEN 
           IF(ABS(UWA).EQ.0.) WRITE(*,*)'UWA1=',I 
                TW  = REYNOLDS*(U_ASTR**2) 
                TWU = (-USRI/ABS(UWA))*TW 
                TWW = (-WSRI/ABS(UWA))*TW 
             ENDIF 
C 
             C1 = ((-4./3.)*XXI*ZXI+ZXI*XXI) / (SD* JACOBIAN) 
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             C2 = (-ZXI*ZXI-(2./3.)*XXI*XXI) / (SD* JACOBIAN) 
             C3 = (XXI*XXI+(2./3.)*ZXI*ZXI)  / (SD* JACOBIAN) 
             C4 = (-XXI*ZXI+(4./3.)*ZXI*XXI) / (SD* JACOBIAN) 
C 
        C5=C1*C4-C2*C3 
        IF(C5.EQ.0.) C5=ZERO 
             WZEW(I,2) = (-TWU*C1-TWW*C3)/C5 
             IF (C1.EQ.0.) C1=ZERO 
             UZEW(I,2) = (TWW-C2*WZEW(I,2))/C1 
C 
             IF (ABS(C1).LT.ZERO.OR.ABS(C4).LT.ZERO ) THEN 
                UZEW(I,2) = -TWU/C3 
                WZEW(I,2) = TWW/C2 
             ENDIF 
C 
         ENDDO 
      ENDIF 
C 
C 
C 
      IF (ISYMMETRY_UP.NE.1) THEN           !  WALL UP  
C 
C     =========  UPPER LIMIT  ========= 
C 
C 
C      5 --------- 6 
C      |                | 
C      |                | 
C    ///////////////// 
C      4 --------- 3 
C      |                | 
C      |       o       | 
C      |                | 
C      1 --------- 2 
C 
C 
         DO I=ITEL,ITEU 
C 
            X1=X(I,KE-1) 
            X2=X(I+1,KE-1) 
            X3=X(I+1,KE) 
            X4=X(I,KE) 
            X5=X(I,KE+1) 
            X6=X(I+1,KE+1) 
C 
            Z1=Z(I,KE-1) 
            Z2=Z(I+1,KE-1) 
            Z3=Z(I+1,KE) 
            Z4=Z(I,KE) 
            Z5=Z(I,KE+1) 
            Z6=Z(I+1,KE+1) 
C 
            XXI=X3-X4 
            ZXI=Z3-Z4 
C 
            XX1=0.25*(X1+X2+X3+X4) 
            ZZ1=0.25*(Z1+Z2+Z3+Z4) 
            XX2=0.25*(X3+X4+X5+X6) 
            ZZ2=0.25*(Z3+Z4+Z5+Z6) 
C 
            XZE=XX2-XX1 
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            ZZE=ZZ2-ZZ1 
C 
            JACOBIAN=AMAX1(ZERO,XXI*ZZE-XZE*ZXI) 
C 
            XA=0.25*(X1+X2+X3+X4) 
            ZA=0.25*(Z1+Z2+Z3+Z4) 
C 
            EMB  = ABS((X4-X3)*(ZA-Z4)-(Z4-Z3)*(XA- X4)) 
            AP12 = SQRT((X3-X4)**2+(Z3-Z4)**2) 
 
            IF (AP12.EQ.0.) WRITE(*,*)'I=',I,'AP12_ B' 
            Y2   = EMB/AP12 
C 
            IF (Y2.LT.0.) 
     $      WRITE (*,*) 'WALL FUNCTION --> UP: ',I,' Y2 : ',Y2 
            IF (Y2.LT.ZERO) THEN 
               WRITE(*,*) 'WALL FUNCTION --> UP: ', I,' Y2 :',Y2 
               Y2=ZERO 
            ENDIF  
C 
            UWA1 = (USR(I,KE-1)*XXI+WSR(I,KE-1)*ZXI ) 
            UWA2 = SQRT(XXI**2+ZXI**2) 
C 
            IF(UWA2.EQ.0.) UWA2=ZERO 
C 
            UWA  = UWA1/UWA2   
       IF (ABS(UUPA(I,KE-1)).EQ.0.) UUPA(I,KE-1)=ZE RO 
            IF (ABS(UWA).LT.0.001)  
     $    UWA=0.001*UUPA(I,KE-1)/ABS(UUPA(I,KE-1)) 
            UUPA(I,KE-1)=UWA 
            SRPA(I,KE-1)=Y2 
C 
            U_ASTR=ABS(UWA) 
            IYPL=0 
 3152       IYPL=IYPL+1 
            U_ASTR11=U_ASTR 
C 
            U_ASTR12=ABS(EPSILON*Y2*U_ASTR*REYNOLDS ) 
            U_ASTR=KAPPA*ABS(UWA)/LOG(U_ASTR12) 
C 
            IF (IYPL.LT.9) GOTO 3152 
C 
            IF (ABS(U_ASTR-U_ASTR11).GT.0.05) 
     $      WRITE(*,*) I,' U_ASTR , U_ASTR11 = ',U_ASTR,U_ ASTR11 
C 
            YPLUS=REYNOLDS*Y2*U_ASTR 
            IF (YPLUS.LT.11.63) U_ASTR=SQRT(ABS(UWA )/ 
     $                           (REYNOLDS*SRPA(I,KE-1))) 
C 
            K0 = U_ASTR**2 / SQRT(CM) 
            E0 = U_ASTR**3 / (Y2*KAPPA) 
            IF (ABS(E0).LE.ZERO) E0=ZERO 
            VISC_TURB(I,KE-1)=REYNOLDS*CM*K0**2/E0 
C 
            IF (YPLUS.LE.11.63) VISC_TURB(I,KE-1)=0 . 
C 
            SD=SQRT(XXI**2+ZXI**2) 
       IF(SD.LT.ZERO) SD=ZERO 
            USRI=XXI*UWA/SD 
            WSRI=ZXI*UWA/SD 
            TWU=-USRI/Y2 
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            TWW=-WSRI/Y2 
C 
            IF (YPLUS.GT.11.63) THEN 
               TW  = REYNOLDS*(U_ASTR**2) 
               TWU = (-USRI/ABS(UWA))*TW 
               TWW = (-WSRI/ABS(UWA))*TW 
            ENDIF 
C 
            C1 = ((-4./3.)*XXI*ZXI+ZXI*XXI) / (SD*J ACOBIAN) 
            C2 = (-ZXI*ZXI-(2./3.)*XXI*XXI) / (SD*J ACOBIAN) 
            C3 = (XXI*XXI+(2./3.)*ZXI*ZXI)  / (SD*J ACOBIAN) 
            C4 = (-XXI*ZXI+(4./3.)*ZXI*XXI) / (SD*J ACOBIAN) 
C 
       C5=C1*C4-C2*C3 
       IF(C5.EQ.0.) C5=ZERO 
            WZEW(I,KE-1) = (-TWU*C1-TWW*C3)/(C1*C4- C2*C3) 
       IF(C1.EQ.0.) C1=ZERO 
            UZEW(I,KE-1) = (TWW-C2*WZEW(I,KE-1))/C1  
C 
            IF (ABS(C1).LT.ZERO.OR.ABS(C4).LT.ZERO)  THEN 
               UZEW(I,KE-1) = -TWU/C3 
               WZEW(I,KE-1) = TWW/C2 
            ENDIF 
C 
         ENDDO 
      ENDIF 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C 
C 
C     --------------------------------------------- ----------- 
      SUBROUTINE TURB_PRODUCTION 
C     --------------------------------------------- ----------- 
C 
      INCLUDE 'COMMON.DAT' 
C 
C 
      DO I=2,IE-1 
         DO K=2,KE-1 
C 
C       METRICS 
C 
            XL=0.25*(X(I-1,K)+X(I-1,K+1)+X(I,K)+X(I ,K+1)) 
            ZL=0.25*(Z(I-1,K)+Z(I-1,K+1)+Z(I,K)+Z(I ,K+1)) 
            XR=0.25*(X(I,K)+X(I,K+1)+X(I+1,K)+X(I+1 ,K+1)) 
            ZR=0.25*(Z(I,K)+Z(I,K+1)+Z(I+1,K)+Z(I+1 ,K+1)) 
C 
            XXI=XR-XL 
            ZXI=ZR-ZL 
C 
            XZE=X(I,K+1)-X(I,K) 
            ZZE=Z(I,K+1)-Z(I,K) 
C 
            JACOBIAN=AMAX1(ZERO,XXI*ZZE-ZXI*XZE) 
C 
            XIX=ZZE/JACOBIAN 
            XIZ=-XZE/JACOBIAN 
            ZEX=-ZXI/JACOBIAN 
            ZEZ=XXI/JACOBIAN 
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C 
            UXI=0.5*(USR(I+1,K)-USR(I-1,K)) 
            WXI=0.5*(WSR(I+1,K)-WSR(I-1,K)) 
            UZE=0.5*(USR(I,K+1)-USR(I,K-1)) 
            WZE=0.5*(WSR(I,K+1)-WSR(I,K-1)) 
C 
            K0=KSR(I,K) 
            E0=ESR(I,K) 
            IF(ABS(K0).LT.ZERO) K0=ZERO 
            IF(ABS(E0).LT.ZERO) E0=ZERO 
C 
            VISC_TURB1=REYNOLDS*CM*K0**2/E0 
C 
            THETA1=2.*( (XIX*UXI+ZEX*UZE)**2 + (XIZ *WXI+ZEZ*WZE)**2 ) 
            THETA2=( XIZ*UXI+ZEZ*UZE   +   XIX*WXI+ ZEX*WZE )**2 
            THETA=VISC_TURB1*(THETA1+THETA2) 
C 
            P_K=-(1./REYNOLDS)*JACOBIAN*(THETA-E0*R EYNOLDS) 
            P_E=-(1./REYNOLDS)*JACOBIAN*(CE1*THETA- CE2*E0*REYNOLDS)* 
     $                                                        (E0/K0) 
C 
            KH(I,K)=KH(I,K)+P_K 
            EH(I,K)=EH(I,K)+P_E 
         ENDDO 
      ENDDO 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C 
C 
C     --------------------------------------------- ----------- 
      SUBROUTINE TURB_XIFLUX 
C     --------------------------------------------- ----------- 
C 
      INCLUDE 'COMMON.DAT' 
C 
C 
      DO K=2,KE-1 
         DO I=2,IE 
C 
            XZE=X(I,K+1)-X(I,K) 
            ZZE=Z(I,K+1)-Z(I,K) 
 
            XIX=ZZE 
            XIZ=-XZE 
C 
C     VARIABLES U & W AT LEFT AND AT RIGHT OF THE C ELL SIDE 
C 
            HUR=UE(I,K) 
            HUL=UE(I-1,K) 
            HWR=WE(I,K) 
            HWL=WE(I-1,K) 
C 
C     VARIABLES k & e AT LEFT AND AT RIGHT OF THE C ELL SIDE 
C 
            HKR=KSR(I,K) 
            HKL=KSR(I-1,K) 
            HER=ESR(I,K) 
            HEL=ESR(I-1,K) 
C 
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            U=0.5*(HUR+HUL) 
            W=0.5*(HWR+HWL) 
C 
            LAMBDA=U*XIX+W*XIZ 
C 
            KK=0.5*((1.+SIGN(1.,LAMBDA))*HKL+(1.-
SIGN(1.,LAMBDA))*HKR) 
            E =0.5*((1.+SIGN(1.,LAMBDA))*HEL+(1.-
SIGN(1.,LAMBDA))*HER) 
C 
            EK(I)=(U*XIX+W*XIZ)*KK 
            EE(I)=(U*XIX+W*XIZ)*E 
         ENDDO 
C 
         DO I=2,IE-1 
            KH(I,K)=EK(I+1)-EK(I) 
            EH(I,K)=EE(I+1)-EE(I) 
         ENDDO 
C 
      ENDDO 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C 
C     --------------------------------------------- ----------- 
      SUBROUTINE TURB_ZEFLUX 
C     --------------------------------------------- ----------- 
C 
      INCLUDE 'COMMON.DAT' 
C 
C 
      DO I=2,IE-1 
         DO K=2,KE 
C 
            XXI=X(I+1,K)-X(I,K) 
            ZXI=Z(I+1,K)-Z(I,K) 
C 
            ZEX=-ZXI 
            ZEZ=XXI 
C 
C     VARIABLES U & W UP AND DOWN OF THE CELL SIDE 
C 
            HUU=UE(I,K) 
            HUD=UE(I,K-1) 
            HWU=WE(I,K) 
            HWD=WE(I,K-1) 
C 
C     VARIABLES k & e UP AND DOWN OF THE CELL SIDE 
C 
            HKU=KSR(I,K) 
            HKD=KSR(I,K-1) 
            HEU=ESR(I,K) 
            HED=ESR(I,K-1) 
C 
            U=0.5*(HUU+HUD) 
            W=0.5*(HWU+HWD) 
C 
            LAMBDA=U*ZEX+W*ZEZ 
C 
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            KK=0.5*((1.+SIGN(1.,LAMBDA))*HKD+(1.-
SIGN(1.,LAMBDA))*HKU) 
            E =0.5*((1.+SIGN(1.,LAMBDA))*HED+(1.-
SIGN(1.,LAMBDA))*HEU) 
C 
            EK(K)=(U*ZEX+W*ZEZ)*KK 
            EE(K)=(U*ZEX+W*ZEZ)*E 
         ENDDO 
C 
         DO K=2,KE-1 
            KH(I,K)=KH(I,K)+EK(K+1)-EK(K) 
            EH(I,K)=EH(I,K)+EE(K+1)-EE(K) 
         ENDDO 
C 
      ENDDO 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C 
C 
C     --------------------------------------------- ----------- 
      SUBROUTINE TURB_XIFLXV 
C     --------------------------------------------- ----------- 
C 
      INCLUDE 'COMMON.DAT' 
C 
C 
 
      DO K=2,KE-1 
         DO I=2,IE 
C 
C       METRICS 
C 
            XL=0.25*(X(I-1,K)+X(I-1,K+1)+X(I,K)+X(I ,K+1)) 
            ZL=0.25*(Z(I-1,K)+Z(I-1,K+1)+Z(I,K)+Z(I ,K+1)) 
            XR=0.25*(X(I,K)+X(I,K+1)+X(I+1,K)+X(I+1 ,K+1)) 
            ZR=0.25*(Z(I,K)+Z(I,K+1)+Z(I+1,K)+Z(I+1 ,K+1)) 
C 
            XXI=XR-XL 
            ZXI=ZR-ZL 
C 
            XZE=X(I,K+1)-X(I,K) 
            ZZE=Z(I,K+1)-Z(I,K) 
C 
            JACOBIAN=AMAX1(ZERO,XXI*ZZE-ZXI*XZE) 
C 
            XIX=ZZE/JACOBIAN 
            XIZ=-XZE/JACOBIAN 
            ZEX=-ZXI/JACOBIAN 
            ZEZ=XXI/JACOBIAN 
C 
            D1=XIX**2+XIZ**2 
            D2=XIX*ZEX+XIZ*ZEZ 
C 
C     k & E DEREVATIVES (CROSS DEREVATIVES ARE SPLI TTED) 
C 
            KXI=KSR(I,K)-KSR(I-1,K) 
            EXI=ESR(I,K)-ESR(I-1,K) 
C 
            K_UP  =0.25*(KSR(I-1,K)+KSR(I,K)+KSR(I- 1,K+1)+KSR(I,K+1)) 
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            E_UP  =0.25*(ESR(I-1,K)+ESR(I,K)+ESR(I- 1,K+1)+ESR(I,K+1)) 
            K_DOWN=0.25*(KSR(I-1,K-1)+KSR(I,K-1)+KS R(I-1,K)+KSR(I,K)) 
            E_DOWN=0.25*(ESR(I-1,K-1)+ESR(I,K-1)+ES R(I-1,K)+ESR(I,K)) 
C 
            KZE=K_UP-K_DOWN 
            EZE=E_UP-E_DOWN 
C 
            HKR=KSR(I,K) 
            HKL=KSR(I-1,K) 
            HER=ESR(I,K) 
            HEL=ESR(I-1,K) 
C 
            K0=0.5*(HKR+HKL) 
            E0=0.5*(HER+HEL) 
            IF(ABS(E0).LT.ZERO) E0=ZERO 
C 
            VISC_TURB1=REYNOLDS*CM*K0**2/E0 
C 
            GAMMA_K=1.+VISC_TURB1/SIGMA_K 
            GAMMA_E=1.+VISC_TURB1/SIGMA_E 
C 
C 
            EK(I)=-(1./REYNOLDS)*JACOBIAN*GAMMA_K*( D1*KXI+D2*KZE) 
            EE(I)=-(1./REYNOLDS)*JACOBIAN*GAMMA_E*( D1*EXI+D2*EZE) 
         ENDDO 
C 
         DO I=2,IE-1 
            KH(I,K)=KH(I,K)+EK(I+1)-EK(I) 
            EH(I,K)=EH(I,K)+EE(I+1)-EE(I) 
         ENDDO 
C 
      ENDDO 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C 
C 
C     --------------------------------------------- ----------- 
      SUBROUTINE TURB_ZEFLXV 
C     --------------------------------------------- ----------- 
C 
      INCLUDE 'COMMON.DAT' 
C 
C 
C 
      DO I=2,IE-1 
         DO K=2,KE 
C 
C     METRICS 
C 
            XL=0.25*(X(I,K)+X(I+1,K)+X(I,K-1)+X(I+1 ,K-1)) 
            ZL=0.25*(Z(I,K)+Z(I+1,K)+Z(I,K-1)+Z(I+1 ,K-1)) 
            XR=0.25*(X(I,K)+X(I+1,K)+X(I,K+1)+X(I+1 ,K+1)) 
            ZR=0.25*(Z(I,K)+Z(I+1,K)+Z(I,K+1)+Z(I+1 ,K+1)) 
C 
            XZE=XR-XL 
            ZZE=ZR-ZL 
C 
            XXI=X(I+1,K)-X(I,K) 
            ZXI=Z(I+1,K)-Z(I,K) 
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C 
            JACOBIAN=AMAX1(ZERO,XXI*ZZE-ZXI*XZE) 
C 
            XIX=ZZE/JACOBIAN 
            XIZ=-XZE/JACOBIAN 
            ZEX=-ZXI/JACOBIAN 
            ZEZ=XXI/JACOBIAN 
C 
            D2=XIX*ZEX+XIZ*ZEZ 
            D3=ZEX**2+ZEZ**2 
C 
C     k & E DEREVATIVES (CROSS DEREVATIVES ARE SPLI TTED) 
C 
            KZE=KSR(I,K)-KSR(I,K-1) 
            EZE=ESR(I,K)-ESR(I,K-1) 
C 
            K_R=0.25*(KSR(I,K)+KSR(I+1,K)+KSR(I,K-1 )+KSR(I+1,K-1)) 
            E_R=0.25*(ESR(I,K)+ESR(I+1,K)+ESR(I,K-1 )+ESR(I+1,K-1)) 
            K_L=0.25*(KSR(I-1,K-1)+KSR(I,K-1)+KSR(I -1,K)+KSR(I,K)) 
            E_L=0.25*(ESR(I-1,K-1)+ESR(I,K-1)+ESR(I -1,K)+ESR(I,K)) 
C 
            KXI=K_R-K_L 
            EXI=E_R-E_L 
C 
            HKU=KSR(I,K) 
            HKD=KSR(I,K-1) 
            HEU=ESR(I,K) 
            HED=ESR(I,K-1) 
C 
            K0=0.5*(HKU+HKD) 
            E0=0.5*(HEU+HED) 
            IF(ABS(E0).LT.ZERO) E0=ZERO 
C 
            VISC_TURB1=REYNOLDS*CM*K0**2/E0 
C 
            GAMMA_K=1.+VISC_TURB1/SIGMA_K 
            GAMMA_E=1.+VISC_TURB1/SIGMA_E 
C 
C 
            EK(K)=-(1./REYNOLDS)*JACOBIAN*GAMMA_K*( D2*KXI+D3*KZE) 
            EE(K)=-(1./REYNOLDS)*JACOBIAN*GAMMA_E*( D2*EXI+D3*EZE) 
         ENDDO 
C 
         DO K=2,IE-1 
            KH(I,K)=KH(I,K)+EK(K+1)-EK(K) 
            EH(I,K)=EH(I,K)+EE(K+1)-EE(K) 
C 
         ENDDO 
C 
      ENDDO 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C 
C     --------------------------------------------- -- 
      SUBROUTINE JACOBI 
C     --------------------------------------------- -- 
C 
C     CHECK GEOMETRY : IF VOLUMES ARE POSITIVE : RU N 
C                      ELSE                    : ST OP 
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C                      ---------------------------- -- 
C 
      INCLUDE 'COMMON.DAT' 
C 
C 
      ISTOP=-1 
      DO K=2,KE-1 
         DO I=2,IE-1 
            XXI=.5*(X(I+1,K)-X(I,K)+X(I+1,K+1)-X(I, K+1)) 
            ZXI=.5*(Z(I+1,K)-Z(I,K)+Z(I+1,K+1)-Z(I, K+1)) 
            XZE=.5*(X(I,K+1)-X(I,K)+X(I+1,K+1)-X(I+ 1,K)) 
            ZZE=.5*(Z(I,K+1)-Z(I,K)+Z(I+1,K+1)-Z(I+ 1,K)) 
            JACOBIAN=XXI*ZZE-XZE*ZXI 
            IF (JACOBIAN.LT.-ZERO) THEN 
               WRITE (*,*) ' I= ',I,' K= ',K,' JACO BIAN= ',JACOBIAN 
            ENDIF 
         ENDDO 
      ENDDO 
C 
      IF (JACOBIAN.LT.-ZERO) ISTOP=1 
      IF (ISTOP.GT.0) THEN 
         WRITE(*,*) ' ' 
         WRITE(*,*) '      METRIC ERROR : JACOBIAN IS NEGATIVE' 
         WRITE(*,*) ' ' 
      ENDIF 
C 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C 
C 
C     --------------------------------------------- ----------- 
      SUBROUTINE XIFLUX 
C     --------------------------------------------- ----------- 
C 
      INCLUDE 'COMMON.DAT' 
C 
C 
      DO K=2,KE-1 
         DO IR=2,IE 
            ILL=MAX0(1,IR-2) 
            IRR=MIN0(IE,IR+1) 
C 
            HPL=PSR(IR-1,K) 
            HUL=USR(IR-1,K) 
            HWL=WSR(IR-1,K) 
C 
            HPLL=PSR(ILL,K) 
            HULL=USR(ILL,K) 
            HWLL=WSR(ILL,K) 
C 
            HPR=PSR(IR,K) 
            HUR=USR(IR,K) 
            HWR=WSR(IR,K) 
C 
            HPRR=PSR(IRR,K) 
            HURR=USR(IRR,K) 
            HWRR=WSR(IRR,K) 
C 
C     FOR THE POINT IRR=IR WHEN IR=IE 
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C 
            IF (IRR.EQ.IR) THEN 
C               HPRR=PPER/BETA 
               HPRR=2.*HPR-HPL 
               HURR=2.*HUR-HUL 
               HWRR=2.*HWR-HWL 
            ENDIF 
C 
C     FOR THE POINT ILL=IL WHEN IR=2 
C 
            IF (ILL.EQ.IR-1) THEN 
C               HPLL=PPER/BETA 
C          HULL=QPER 
C          HWLL=0. 
               HPLL=2.*HPL-HPR 
               HULL=2.*HUL-HUR 
               HWLL=2.*HWL-HWR 
            ENDIF          
C 
C     VARIABLES AT LEFT AND AT RIGHT OF THE CELL SI DE 
C 
            PPL=FFFA*HPL-FFFB*HPLL+FFFC*HPR+FFFD*HP RR 
            UUL=FFFA*HUL-FFFB*HULL+FFFC*HUR+FFFD*HU RR 
            WWL=FFFA*HWL-FFFB*HWLL+FFFC*HWR+FFFD*HW RR 
C 
            PPR=FFFA*HPR-FFFB*HPRR+FFFC*HPL+FFFD*HP LL 
            UUR=FFFA*HUR-FFFB*HURR+FFFC*HUL+FFFD*HU LL 
            WWR=FFFA*HWR-FFFB*HWRR+FFFC*HWL+FFFD*HW LL 
C 
            XZE=X(IR,K+1)-X(IR,K) 
            ZZE=Z(IR,K+1)-Z(IR,K) 
            XIX=ZZE 
            XIZ=-XZE 
C 
            B=AMAX1(ZERO,SQRT(XIX**2+XIZ**2)) 
            XX=XIX/B 
            ZZ=XIZ/B 
C 
            UN=(UUL+UUR)/2. 
            WN=(WWL+WWR)/2. 
            EVN=UN*XX+WN*ZZ 
C 
            GN0=SIGN(1.,EVN) 
            U0=0.5*((1.+GN0)*UUL+(1.-GN0)*UUR) 
            W0=0.5*((1.+GN0)*WWL+(1.-GN0)*WWR) 
            EV0=U0*XX+W0*ZZ 
            S=SQRT(EV0*EV0+BETA) 
C 
            EV1=EV0+S 
            EV2=EV0-S 
C 
            GN1=SIGN(1.,EV1) 
            GN2=SIGN(1.,EV2) 
C 
            IF(ABS(GN0).NE.1.) WRITE(*,*)'WE HAVE P ROBLEM TO GN0 
X',GN0 
            IF(ABS(GN1).NE.1.) WRITE(*,*)'WE HAVE P ROBLEM TO GN1 
X',GN1 
            IF(ABS(GN2).NE.1.) WRITE(*,*)'WE HAVE P ROBLEM TO GN2 
X',GN2 
C 
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            PB1=0.5*((1.+GN1)*PPL+(1.-GN1)*PPR) 
            U1=0.5*((1.+GN1)*UUL+(1.-GN1)*UUR) 
            W1=0.5*((1.+GN1)*WWL+(1.-GN1)*WWR) 
C 
            PB2=0.5*((1.+GN2)*PPL+(1.-GN2)*PPR) 
            U2=0.5*((1.+GN2)*UUL+(1.-GN2)*UUR) 
            W2=0.5*((1.+GN2)*WWL+(1.-GN2)*WWR) 
C 
            P1=PB1*BETA 
            P2=PB2*BETA 
C 
            IF (S.LT.ZERO) S=ZERO 
C 
            R1=(0.5/S)*((P1-P2)+XX*(EV1*U1-EV2*U2)+ ZZ*(EV1*W1-
EV2*W2)) 
            G1=P1+EV1*(XX*U1+ZZ*W1) 
            G2=P2+EV2*(XX*U2+ZZ*W2) 
            G3=U0*ZZ-W0*XX 
C 
            U=XX*R1+ZZ*G3 
            W=ZZ*R1-XX*G3 
            P=(EV1*G2-EV2*G1)/(2.*S) 
C 
C     END OF THE FLUX VECTOR SPLITTING 
C 
            EVV(IR)=B*AMAX1(EV1,EV2) 
C 
            EP(IR)=U*XIX+W*XIZ 
            EU(IR)=U*EP(IR)+P*XIX 
            EW(IR)=W*EP(IR)+P*XIZ 
         ENDDO 
C 
         DO I=2,IE-1 
            EVAV(L,I,K)=AMAX1(EVV(I+1),EVV(I)) 
C 
            PH(I,K)=EP(I+1)-EP(I) 
            UH(I,K)=EU(I+1)-EU(I) 
            WH(I,K)=EW(I+1)-EW(I) 
         ENDDO 
      ENDDO 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C 
C 
C     --------------------------------------------- ------------ 
      SUBROUTINE ZEFLUX 
C     --------------------------------------------- ------------ 
C 
C 
      INCLUDE 'COMMON.DAT' 
C 
C 
      DO I=2,IE-1 
         DO KR=2,KE 
            KLL=MAX0(1,KR-2) 
            KRR=MIN0(KE,KR+1) 
C 
            HPL=PSR(I,KR-1) 
            HUL=USR(I,KR-1) 



ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΚΩ∆ΙΚΑ 6-55 

 

            HWL=WSR(I,KR-1) 
C 
            HPLL=PSR(I,KLL) 
            HULL=USR(I,KLL) 
            HWLL=WSR(I,KLL) 
C 
            HPR=PSR(I,KR) 
            HUR=USR(I,KR) 
            HWR=WSR(I,KR) 
C 
            HPRR=PSR(I,KRR) 
            HURR=USR(I,KRR) 
            HWRR=WSR(I,KRR) 
C 
            IF (KR.EQ.2) THEN 
               HPLL=2.*HPL-HPR 
               HULL=2.*HUL-HUR 
               HWLL=2.*HWL-HWR 
            ENDIF 
C 
            IF (KR.EQ.KE) THEN 
               HPRR=2.*HPR-HPL 
               HURR=2.*HUR-HUL 
               HWRR=2.*HWR-HWL 
            ENDIF 
C 
C 
C     VARIABLES AT LEFT AND AT RIGHT OF THE CELL SI DE 
C 
            PPL=FFFA*HPL-FFFB*HPLL+FFFC*HPR+FFFD*HP RR 
            UUL=FFFA*HUL-FFFB*HULL+FFFC*HUR+FFFD*HU RR 
            WWL=FFFA*HWL-FFFB*HWLL+FFFC*HWR+FFFD*HW RR 
C 
            PPR=FFFA*HPR-FFFB*HPRR+FFFC*HPL+FFFD*HP LL 
            UUR=FFFA*HUR-FFFB*HURR+FFFC*HUL+FFFD*HU LL 
            WWR=FFFA*HWR-FFFB*HWRR+FFFC*HWL+FFFD*HW LL 
C 
            XXI=X(I+1,KR)-X(I,KR) 
            ZXI=Z(I+1,KR)-Z(I,KR) 
            ZEX=-ZXI 
            ZEZ=XXI 
C 
            B=AMAX1(ZERO,SQRT(ZEX**2+ZEZ**2)) 
            XX=ZEX/B 
            ZZ=ZEZ/B 
C 
            UN=(UUL+UUR)/2. 
            WN=(WWL+WWR)/2. 
            EVN=UN*XX+WN*ZZ 
C 
            GN0=SIGN(1.,EVN) 
            U0=0.5*((1.+GN0)*UUL+(1.-GN0)*UUR) 
            W0=0.5*((1.+GN0)*WWL+(1.-GN0)*WWR) 
            EV0=U0*XX+W0*ZZ 
C 
                 
            IF (ISYMMETRY_DOWN .NE. 1) THEN           ! WALL DOWN 
               IF (I.GE.ITEL. AND. I.LE.ITEU_D) THE N  ! SOLID WALL 
BETWEEN ITEL & ITEU  
                  IF (KR.EQ.2) EV0=0.                   ! LOWER SOLID 
LIMIT  BETWEEN ITEL & ITEU 
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               ENDIF 
            ENDIF 
C 
            IF (ISYMMETRY_UP .NE. 1) THEN             ! WALL UP  
          IF (I.GE.ITEL. AND. I.LE.ITEU) THEN    ! SOLID WALL 
BETWEEN ITEL & ITEU  
                  IF (KR.EQ.KE) EV0=0.                ! UPPER SOLID 
LIMIT  
          ENDIF 
            ENDIF 
C 
            S=SQRT(EV0*EV0+BETA) 
            EV1=EV0+S 
            EV2=EV0-S 
C 
            GN1=SIGN(1.,EV1) 
            GN2=SIGN(1.,EV2) 
C 
            IF(ABS(GN0).NE.1.) WRITE(*,*) 'WE HAVE PROBLEM TO GN0 
',GN0 
            IF(ABS(GN1).NE.1.) WRITE(*,*) 'WE HAVE PROBLEM TO GN1 
',GN1 
            IF(ABS(GN2).NE.1.) WRITE(*,*) 'WE HAVE PROBLEM TO GN2 
',GN2 
C 
            PB1=0.5*((1.+GN1)*PPL+(1.-GN1)*PPR) 
            U1=0.5*((1.+GN1)*UUL+(1.-GN1)*UUR) 
            W1=0.5*((1.+GN1)*WWL+(1.-GN1)*WWR) 
C 
            PB2=0.5*((1.+GN2)*PPL+(1.-GN2)*PPR) 
            U2=0.5*((1.+GN2)*UUL+(1.-GN2)*UUR) 
            W2=0.5*((1.+GN2)*WWL+(1.-GN2)*WWR) 
C 
            P1=PB1*BETA 
            P2=PB2*BETA 
C 
            IF (S.LT.ZERO) S=ZERO 
C 
            R1=(0.5/S)*((P1-P2)+XX*(EV1*U1-EV2*U2)+ ZZ*(EV1*W1-
EV2*W2)) 
            G1=P1+EV1*(XX*U1+ZZ*W1) 
            G2=P2+EV2*(XX*U2+ZZ*W2) 
            G3=U0*ZZ-W0*XX 
C 
            U=XX*R1+ZZ*G3 
            W=ZZ*R1-XX*G3 
            P=(EV1*G2-EV2*G1)/(2.*S) 
C 
C     END OF THE FLUX VECTOR SPLITTING 
C 
            EVV(KR)=B*AMAX1(EV1,EV2) 
C 
            EP(KR)=U*ZEX+W*ZEZ 
            IF(ABS(EV0).LE.ZERO) EP(KR)=0. 
C 
            EU(KR)=U*EP(KR)+P*ZEX 
            EW(KR)=W*EP(KR)+P*ZEZ 
         ENDDO 
C 
         DO K=2,KE-1 
C 
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            EVAV(L,I,K)=AMAX1(EVAV(L,I,K),EVV(K+1), EVV(K))            
C 
            PH(I,K)=PH(I,K)+EP(K+1)-EP(K) 
            UH(I,K)=UH(I,K)+EU(K+1)-EU(K) 
            WH(I,K)=WH(I,K)+EW(K+1)-EW(K) 
         ENDDO 
      ENDDO 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C 
C     --------------------------------------------- ------ 
      SUBROUTINE XIFLXV 
C     --------------------------------------------- ------ 
C 
C 
      INCLUDE 'COMMON.DAT' 
C 
C 
C     VISCOUS FLUXES 
C 
      C1O3=1./3. 
      C2O3=2./3. 
      C4O3=4./3. 
C 
      DO K=2,KE-1 
         DO IR=2,IE 
            IRR=IR+1 
C 
            VISC_TURB1=0.5*(VISC_TURB(IR,K)+VISC_TU RB(IR-1,K)) ! = Mt  
            VISCOSITY=1.+VISC_TURB1                         ! = M eff 
C 
C     METRICS 
            XZE=X(IR,K+1)-X(IR,K) 
            ZZE=Z(IR,K+1)-Z(IR,K) 
C 
            XL=0.25*(X(IR-1,K)+X(IR-1,K+1)+X(IR,K)+ X(IR,K+1)) 
            ZL=0.25*(Z(IR-1,K)+Z(IR-1,K+1)+Z(IR,K)+ Z(IR,K+1)) 
            XR=0.25*(X(IR,K)+X(IR,K+1)+X(IRR,K)+X(I RR,K+1)) 
            ZR=0.25*(Z(IR,K)+Z(IR,K+1)+Z(IRR,K)+Z(I RR,K+1)) 
C 
            XXI=XR-XL 
            ZXI=ZR-ZL 
C 
            JACOBIAN=AMAX1(ZERO,XXI*ZZE-ZXI*XZE) 
C 
            XIX=ZZE/JACOBIAN 
            XIZ=-XZE/JACOBIAN 
            ZEX=-ZXI/JACOBIAN 
            ZEZ=XXI/JACOBIAN 
C 
C     VELOCITY DEREVATIVES (CROSS DEREVATIVES ARE S PLITTED) 
C 
            UR=USR(IR,K) 
            WR=WSR(IR,K) 
            UL=USR(IR-1,K) 
            WL=WSR(IR-1,K) 
C 
            UXI=UR-UL 
            WXI=WR-WL 
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C 
            UZEP=.5*(USR(IR,K+1)-USR(IR,K-1)) 
            UZEM=.5*(USR(IR-1,K+1)-USR(IR-1,K-1)) 
            WZEP=.5*(WSR(IR,K+1)-WSR(IR,K-1)) 
            WZEM=.5*(WSR(IR-1,K+1)-WSR(IR-1,K-1)) 
C 
C     FLUXES 
C 
            EU(IR)=-(VISCOSITY/REYNOLDS)*JACOBIAN*(  
     $               UXI*(C4O3*XIX**2+XIZ**2)+WXI*(C1O3*XIX *XIZ)+ 
     $               UZEM*AMAX1(0.,C4O3*XIX*ZEX+XIZ*ZEZ)+ 
     $               UZEP*AMIN1(0.,C4O3*XIX*ZEX+XIZ*ZEZ)+  
     $               WZEM*AMAX1(0.,XIZ*ZEX-C2O3*XIX*ZEZ)+  
     $               WZEP*AMIN1(0.,XIZ*ZEX-C2O3*XIX*ZEZ)) 
C 
C 
            EW(IR)=-(VISCOSITY/REYNOLDS)*JACOBIAN*(  
     $                UXI*C1O3*XIX*XIZ+WXI*(XIX**2+C4O3*XI Z**2)+ 
     $               UZEM*AMAX1(0.,XIX*ZEZ-C2O3*XIZ*ZEX)+  
     $               UZEP*AMIN1(0.,XIX*ZEZ-C2O3*XIZ*ZEX)+ 
     $               WZEM*AMAX1(0.,C4O3*XIZ*ZEZ+XIX*ZEX)+ 
     $               WZEP*AMIN1(0.,C4O3*XIZ*ZEZ+XIX*ZEX)) 
C 
         ENDDO 
C 
C     FLUX DIFFERENCING 
C 
         DO I=2,IE-1 
            UH(I,K)=UH(I,K)+EU(I+1)-EU(I) 
            WH(I,K)=WH(I,K)+EW(I+1)-EW(I) 
         ENDDO 
      ENDDO 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C 
C     --------------------------------------------- ---- 
      SUBROUTINE ZEFLXV 
C     --------------------------------------------- ---- 
C 
C 
      INCLUDE 'COMMON.DAT' 
C 
C     VISCOUS FLUXES 
C 
      C1O3=1./3. 
      C2O3=2./3. 
      C4O3=4./3. 
C 
      DO I=2,IE-1 
         DO KR=2,KE 
            KRR=KR+1 
C 
            VISC_TURB1=0.5*(VISC_TURB(I,KR)+VISC_TU RB(I,KR-1)) ! = Mt  
            VISCOSITY=1.+VISC_TURB1                         ! = M eff 
C 
C     METRICS 
            XXI=X(I+1,KR)-X(I,KR) 
            ZXI=Z(I+1,KR)-Z(I,KR) 
C 
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            XL=0.25*(X(I,KR)+X(I+1,KR)+X(I,KR-1)+X( I+1,KR-1)) 
            ZL=0.25*(Z(I,KR)+Z(I+1,KR)+Z(I,KR-1)+Z( I+1,KR-1)) 
            XO=0.25*(X(I,KR)+X(I+1,KR)+X(I,KRR)+X(I +1,KRR)) 
            ZO=0.25*(Z(I,KR)+Z(I+1,KR)+Z(I,KRR)+Z(I +1,KRR)) 
C 
            XZE=XO-XL 
            ZZE=ZO-ZL 
C 
            JACOBIAN=AMAX1(ZERO,XXI*ZZE-ZXI*XZE) 
C 
            XIX=ZZE/JACOBIAN 
            XIZ=-XZE/JACOBIAN 
            ZEX=-ZXI/JACOBIAN 
            ZEZ=XXI/JACOBIAN 
 
C     VELOCITY DEREVATIVES (CROSS DEREVATIVES ARE S PLITTED) 
C 
            UO=USR(I,KR) 
            WO=WSR(I,KR) 
            UL=USR(I,KR-1) 
            WL=WSR(I,KR-1) 
C 
            UZE=UO-UL 
            WZE=WO-WL 
C 
C     WALL FUNCTIONS 
C 
           IF (ITURB.EQ.1) THEN 
C 
                     
              IF (ISYMMETRY_DOWN.NE.1) THEN             !  WALL DOWN  
                 IF (I.GE.ITEL. AND. I.LE.ITEU_D) T HEN  !  SOLID WALL 
BETWEEN ITEL & ITEU  
                    IF (KR.EQ.2) THEN                   !  LOWER 
SOLID LIMIT  BETWEEN ITEL & ITEU 
                       UZE=UZEW(I,2) 
                       WZE=WZEW(I,2) 
                    ENDIF 
                 ENDIF 
              ENDIF 
C 
              IF (ISYMMETRY_UP.NE.1) THEN               !  WALL UP  
            IF (I.GE.ITEL. AND. I.LE.ITEU) THEN    !  SOLID WALL 
BETWEEN ITEL & ITEU 
                    IF (KR.EQ.KE) THEN                  !  UPPER 
SOLID LIMIT  
                       UZE=-UZEW(I,KR-1) 
                       WZE=-WZEW(I,KR-1) 
                    ENDIF 
                 ENDIF 
              ENDIF 
C 
           ENDIF 
C 
C     THIN-LAYER NS 
C 
            UXIP=0.5*(USR(I+1,KR)-USR(I-1,KR)) 
            UXIM=0.5*(USR(I+1,KR-1)-USR(I-1,KR-1)) 
            WXIP=0.5*(WSR(I+1,KR)-WSR(I-1,KR)) 
            WXIM=0.5*(WSR(I+1,KR-1)-WSR(I-1,KR-1)) 
C 
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C     FLUXES (THIN-LAYER) 
C 
            EU(KR)=-(VISCOSITY/REYNOLDS)*JACOBIAN*( UZE*(C4O3*ZEX**2+ 
     $              ZEZ**2)+WZE*(C1O3*ZEX*ZEZ)) 
            EW(KR)=-(VISCOSITY/REYNOLDS)*JACOBIAN*( UZE*C1O3*ZEZ*ZEX+ 
     $              WZE*(ZEX**2+C4O3*ZEZ**2)) 
C 
C     ADDITIONAL FLUXES 
C 
            EU(KR)=EU(KR)-(VISCOSITY/REYNOLDS)*JACO BIAN*( 
     $                      UXIM*AMAX1(0.,C4O3*XIX*ZEX+XIZ *ZEZ)+ 
     $                     UXIP*AMIN1(0.,C4O3*XIX*ZEX+XIZ *ZEZ)+ 
     $                     WXIM*AMAX1(0.,XIX*ZEZ-C2O3*XIZ* ZEX)+ 
     $                     WXIP*AMIN1(0.,XIX*ZEZ-C2O3*XIZ*ZE X) ) 
C 
C 
            EW(KR)=EW(KR)-(VISCOSITY/REYNOLDS)*JACO BIAN*( 
     $                     UXIM*AMAX1(0.,XIZ*ZEX-C2O3*XIX *ZEZ)+ 
     $                     UXIP*AMIN1(0.,XIZ*ZEX-C2O3*XIX* ZEZ)+ 
     $                     WXIM*AMAX1(0.,C4O3*XIZ*ZEZ+XIX *ZEX)+ 
     $                     WXIP*AMIN1(0.,C4O3*XIZ*ZEZ+XIX *ZEX) ) 
C 
         ENDDO 
C 
C     FLUX DIFFERENCING 
C 
         DO K=2,KE-1 
            UH(I,K)=UH(I,K)+EU(K+1)-EU(K) 
            WH(I,K)=WH(I,K)+EW(K+1)-EW(K) 
         ENDDO 
      ENDDO 
C 
      RETURN 
      END 
C 
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      PROGRAM STREAMLINES 
C 
      PARAMETER (IP1=400,IP2=200) 
      DIMENSION 
X(IP1,IP2),Z(IP1,IP2),U(IP1,IP2),W(IP1,IP2),Q(IP1,I P2), 
     $          XQ(IP1,IP2),ZQ(IP1,IP2), QMAX(IP1) 
      REAL*4 MAXQ 
C 
      OPEN (1,FILE= 'RESULTS.PLT ') 
      OPEN (2,FILE= 'STREAMLINES.DAT' ) 
C 
      READ (1,*) 
      READ (1,*) 
      READ (1,*) IE 
      READ (1,*) 
      READ (1,*) KE 
      READ (1,*) 
C 
      NL   = 5           !  NUMBER OF STREAMLINES  
      IAXIS= 1 
C 
      IE = IE+1 
      KE = KE+1 
      ZERO = 1.E-6 
      PI   = 4.*ATAN(1.) 
C 
      IF (NL.LT.1) STOP ' CHANGE NL ( NUMBER OF STREAMLINES) :NL > 0 ' 
C 
      DO I=1,IE 
         DO K=1,KE 
            Q(I,K)  = 0.      !  FLOW RATE  
            QMAX(I) = 0.      !  MAXIMUM FLOW RATE FOR EACH I 
            XQ(I,K) = 0. 
            ZQ(I,K) = 0. 
         ENDDO 
      ENDDO 
      MAXQ = 0. 
      DO K=2,KE 
         DO I=2,IE 
            READ (1,*) X(I,K), Z(I,K), U(I,K), W(I, K) 
         ENDDO 
      ENDDO 
      DO K=2,KE-1 
         DO I=2,IE-1 
C 
C       4 --- B --- 3   ------- 
C       |           |         | 
C       |     o     |         |  DS 
C       |           |         | 
C       1 --- A --- 2    ------- 
C 
            X1 = X(I,K) 
            X2 = X(I+1,K) 
            X3 = X(I+1,K+1) 
            X4 = X(I,K+1) 
            Z1 = Z(I,K) 
            Z2 = Z(I+1,K) 
            Z3 = Z(I+1,K+1) 
            Z4 = Z(I,K+1) 
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            XA = 0.5*(X1+X2) 
            ZA = 0.5*(Z1+Z2) 
            XB = 0.5*(X3+X4) 
            ZB = 0.5*(Z3+Z4) 
            X0 = 0.5*(XA+XB) 
            Z0 = 0.5*(ZA+ZB) 
C 
            DX = XB-XA 
            DZ = ZB-ZA 
            DS = SQRT( DX**2 + DZ**2 ) 
            F  = -ATAN( DZ/DX ) 
            IF ( DX.GE.0. ) F = F + PI       !  DX>0 ==>  F=F+180 deg  
            IF ( ABS(DX).LE.ZERO ) F = PI/2.    !  DX=0 ==>  F=90 deg  
C 
            VEL = U(I,K)*SIN(F) + W(I,K)*COS(F)      !   VELOCITY  
            R   = ZA + 0.5*(ZB-ZA) 
C 
            DQ      = VEL*DS*(2.*PI*R)**IAXIS 
            Q(I,K)  = Q(I,K-1) + DQ 
            QMAX(I) = AMAX1( QMAX(I),Q(I,K) )        !  MAXIMUM FLOW  
RATE FOR I 
C 
            XQ(I,K) = X0 
            ZQ(I,K) = Z0 
            MAXQ = AMAX1 ( QMAX(I), MAXQ )       !  MAXIMUM FLOW RATE  
         ENDDO 
      ENDDO 
C 
      DO II=1,NL         !  NUMBER OF STREAMLINES 
         DO I=2,IE-1 
            IMAX = 0 
            DO K=2,KE-1 
               Q0 = II/FLOAT(NL+1) * QMAX(I)             !  Q FOR THE 
NL th STREAMLINE 
               IF ( Q(I,K).GE.Q0.AND.IMAX.EQ.0 ) TH EN  ! FIRST Q > Q0  
C 
C              ----------------------------------- 
C                     LINEAR INTERPOLATION 
C              ----------------------------------- 
                  A = XQ(I,K-1) 
                  B = ZQ(I,K-1) 
                  C = XQ(I,K) 
                  D = ZQ(I,K) 
C 
                  X_LI = ( C-A)*(Q0-Q(I,K-1) )/( Q( I,K)-Q(I,K-1) )+A     
!  X  WHERE Q = Q0  
                  Z_LI = ( D-B)*(Q0-Q(I,K-1) )/( Q( I,K)-Q(I,K-1) )+B     
!  Z  WHERE Q = Q0 
C              ----------------------------------- 
                  WRITE (2,908) X_LI, Z_LI, Q0, II/ FLOAT(NL+1) 
                  IMAX = 1 
               ENDIF 
            ENDDO 
         ENDDO 
         WRITE (2,*) ' ' 
      ENDDO 
  908  FORMAT (4(1X,F12.4)) 
      WRITE  (*,*) ' ' 
C 
      IF (NL.EQ.1) 
     $ WRITE  (*,*) '         ',NL,' STREAMLINE XAS BEEN COMPUTED.' 
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C 
      IF (NL.NE.1) 
     $ WRITE  (*,*) '         ',NL,' STREAMLINES HAVE BEEN COMPUTED.' 
C 
      CLOSE (1) 
      CLOSE (2) 
      STOP 
      END 
C 
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C  ------------------------------------------------ ---- 
      PROGRAM GRID_GENERATION 
C  ------------------------------------------------ ---- 
C 
      PARAMETER (IP3=10,IP1=400,IP2=200) 
      COMMON /CO03/ 
     $       XC(IP3),ZC(IP3),AKSI(IP3),NX(IP3),AH(IP3),NZ (IP3), 
     $       X00,Z00,X01,Z01,X10,Z10,X11,Z11 
      REAL*4 KSI, H, L_REF 
      DIMENSION XKSI1_U(IP1),XKSI0_D(IP1),ZKSI1_U(I P1),ZKSI0_D(IP1) 
      DIMENSION Z1(IP1,IP2), Z2(IP1,IP2), X1 (IP1,I P2), X2 (IP1,IP2), 
     $          Z3(IP1,IP2),Z4 (IP1,IP2), X3 (IP1,IP2), X4  (IP1,IP2), 
     $          X5 (IP1,IP2), Z5 (IP1,IP2), X (IP1,IP2), Z (IP1,IP2) 
      CHARACTER*50 FILENAME(IP3) 
C 
      INCLUDE 'GRID_INPUT.DAT'  
C 
C     ----------  GRID DATA  ------------- 
      NX(1)=NXX 
      NZ(1)=NZZ 
      NXC=1 
      NZC=1 
 ITEL=0 
C 
      X00=0.       ! INLET  DOWN 
      Z00=0. 
C 
      X01=X00      ! INLET  UP  
      Z01=1. 
C 
      X10=1.      ! OUTLET  DOWN 
      Z10=3. 
C 
      X11=X10      ! OUTLET  UP 
      Z11=Z10 
C 
      XC(1)=X10-X00 
      ZC(1)=Z01-Z00 
C 
      ALX=X10-X00 
      ALZ=Z01-Z00 
C     ------------------------------------ 
C 
      IF (MOD(NZZ,2).NE.1) THEN 
         WRITE(*,*) ' ' 
         WRITE(*,*) ' ' 
         WRITE(*,*) ' CHANGE NZZ: NZZ=',NZZ-1.,' OR ',NZZ+1. 
         STOP 
      ENDIF 
C 
      FILENAME(5)= 'GRID.DAT'  
C 
      CALL NOZZLG1 
 
      OPEN (30, FILE=' ONOZZL') 
      OPEN (31, FILE=' ONEEDL') 
C 
      DO I1=1,NXX+1 
         READ (30,*)  XKSI1_U(I1), ZKSI1_U(I1)       
         READ (31,*)  XKSI0_D(I1), ZKSI0_D(I1)        
C 
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         XKSI1_U(I1)=XKSI1_U(I1)/L_REF 
         ZKSI1_U(I1)=ZKSI1_U(I1)/L_REF 
         XKSI0_D(I1)=XKSI0_D(I1)/L_REF 
         ZKSI0_D(I1)=ZKSI0_D(I1)/L_REF 
      ENDDO 
C 
      CLOSE (30) 
      CLOSE (31) 
C 
C 
      NXX=0 
      DO L=1,NXC 
         NXX=NXX+NX(L) 
         AKSI(L)=XC(L)/ALX 
      ENDDO 
      AKSI(L)=XC(L)/ALX 
C 
      NZZ=0 
      DO N=1,NZC 
         NZZ=NZZ+NZ(N) 
         AH(N)=ZC(N)/ALZ 
      ENDDO 
      AH(N)=ZC(N)/ALZ 
C 
      IE=NXX 
      KE=NZZ 
C 
      J=1 
      DO KKK=1,2        
C 
      DO N=1,NZC 
         DO K=0,NZ(N) 
C 
            IF (KKK.EQ.1) THEN 
               H1=(CZ*NZZ+(1.-CZ)*FLOAT(K))/NZZ /2.      
            ENDIF 
C 
            IF (KKK.EQ.2) THEN 
               H1=(CZ*NZZ+(1.-CZ)*FLOAT(NZZ-K))/NZZ      
            ENDIF 
C 
            IF (KKK.EQ.1) THEN 
               H=((FLOAT(NZZ-K)*(AH(N+1)-AH(N))/NZ( N)+AH(N))*H1)   
            ENDIF 
C 
            IF (KKK.EQ.2) THEN 
               H=(FLOAT(NZZ-K)*(AH(N+1)-AH(N))/NZ(N )+AH(N))*      
     $         (H1+(1.-CZ)*NZZ/NZZ) *.5 +.5 
            ENDIF 
C 
            J=J+1 
            I=1 
C 
            DO L=1,NXC 
               DO M=0,NX(L) 
C 
                  KSI=FLOAT(M)*(AKSI(L+1)-AKSI(L))/ NX(L)+AKSI(L) 
                  I=I+1 
           CALL CALCXZ(I,KSI,H,FX,FZ,XKSI1_U,XKSI0_ D,ZKSI1_U,ZKSI0_D) 
C 
                  IF (KKK.EQ.1) THEN 
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                     X1(I,J)=FX      !   FOR FIRST HALF IN Z DIRECTION  
                     Z1(I,J)=FZ 
                  ENDIF 
C 
                  IF (KKK.EQ.2) THEN 
                     X2(I,J)=FX      !  FOR LAST HALF IN Z DIRECTION  
                     Z2(I,J)=FZ 
                  ENDIF 
               ENDDO 
               I=I-1 
            ENDDO 
C 
            I=I+1 
         ENDDO 
         J=J-1 
      ENDDO 
C 
      ENDDO 
      J=J+1 
C 
      DO II=2,I 
         J1=1 
         J2=1 
         DO JJ=2,J/2+1 
C 
            IF (MOD(JJ,2).EQ.0) THEN 
               J1=J1+1 
               X3(II,J1)=X1(II,JJ)           ! EVEN LINES 
               Z3(II,J1)=Z1(II,JJ) 
            ENDIF 
C 
            IF (MOD(JJ,2).EQ.1) THEN 
               J2=J2+1 
               X4(II,J2)=X2(II,JJ+J/2-1)     ! ODD LINES 
               Z4(II,J2)=Z2(II,JJ+J/2-1) 
            ENDIF 
C 
         ENDDO 
      ENDDO 
C 
      DO II=2,I 
         DO JJ=2,J1 
C 
            X5(II,JJ)=X3(II,JJ) 
            Z5(II,JJ)=Z3(II,JJ) 
C 
            X5(II,JJ+J1-1)=X4(II,JJ) 
            Z5(II,JJ+J1-1)=Z4(II,JJ) 
C                     !  ALL X, Z COORDINATES IN FI NAL VARIABLES X, Z 
            X(II,JJ)=X5(II,JJ) 
            Z(II,JJ)=Z5(II,JJ) 
C 
            X(II,JJ+J1-1)=X5(II,JJ+J1-1) 
            Z(II,JJ+J1-1)=Z5(II,JJ+J1-1) 
         ENDDO 
      ENDDO 
C 
      IF (ITEL.EQ.1) THEN 
 CALL SMOOTH (X,Z,X5,Z5,I,JJ+J1-2)     ! SMOOTHER GRID 
 ENDIF 
C 
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      DO II=2,I 
         DO K=2,JJ+J1-2 
            X(II,K)=X(II,K)/L_REF 
            Z(II,K)=Z(II,K)/L_REF 
         ENDDO 
      ENDDO 
C 
C 
      OPEN  (1,FILE=FILENAME(5)) 
      WRITE (1,*) IE+1,KE+1 
C 
      DO K=2,KE+2 
         DO I=2,IE+2 
            WRITE(1,901) X(I,K),Z(I,K) 
         ENDDO 
      ENDDO 
      CLOSE(1) 
  901 FORMAT (100E20.10) 
C 
      WRITE (*,*) ' ' 
      WRITE (*,*) ' GRID : ',IE+1,' x ',KE+1 
      WRITE (*,*) ' INPUT  --> FILE :  ','GRID_INPUT.DAT' 
      WRITE (*,*) ' OUTPUT --> FILE :  ',FILENAME(5) 
C 
      END 
C 
C 
C 
C  ------------------------------------------------ ---- 
      SUBROUTINE CALCXZ(I,KSI,H,X,Z,XKSI1_U,XKSI0_D,ZKSI1_U,ZKSI0_D ) 
C  ------------------------------------------------ ---- 
C 
      PARAMETER (IP3=10,IP1=400) 
      COMMON /CO03/ 
     $       XC(IP3),ZC(IP3),AKSI(IP3),NX(IP3),AH(IP3),NZ (IP3), 
     $       X00,Z00,X01,Z01,X10,Z10,X11,Z11 
 
      REAL*4 KSI, H 
      DIMENSION XKSI1_U(IP1),XKSI0_D(IP1),ZKSI1_U(I P1),ZKSI0_D(IP1) 
C 
C 
      X0H=X00                    ! INFLOW  
      Z0H=Z01*H 
C 
      X1H=X11*KSI + X10*(1-KSI)  ! OUTFLOW 
      Z1H=Z11 
C 
      XKSI0=XKSI0_D(I-1)         ! LOWER LIMIT 
      ZKSI0=ZKSI0_D(I-1) 
C 
      XKSI1=XKSI1_U(I-1)         ! UPPER LIMIT 
      ZKSI1=ZKSI1_U(I-1) 
C 
      KSI=KSI-1. 
C 
      !============================================ 
      E0KSI=1-KSI 
      E1KSI=KSI 
      E0H=1-H 
      E1H=H 
      !============================================ 
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C 
      X=X0H*E0KSI+X1H*E1KSI+XKSI0*E0H+XKSI1*E1H- 
     
$((X00*E0KSI*E0H)+(X01*E0KSI*E1H)+(X10*E1KSI*E0H)+(X 11*E1KSI*E1H)) 
      Z=Z0H*E0KSI+Z1H*E1KSI+ZKSI0*E0H+ZKSI1*E1H- 
     
$((Z00*E0KSI*E0H)+(Z01*E0KSI*E1H)+(Z10*E1KSI*E0H)+(Z 11*E1KSI*E1H)) 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C  ------------------------------------------------ ---- 
      SUBROUTINE SMOOTH (X1,Z1,X2,Z2,IE,JE) 
C  ------------------------------------------------ ---- 
C 
      DIMENSION  X2 (400,200), Z2 (400,200) ,X1(400 ,200), Z1(400,200) 
C 
      DO I=1,IE 
         DO J=1,JE 
            X1(I,J)=X2(I,J) 
            Z1(I,J)=Z2(I,J) 
         ENDDO 
      ENDDO 
C 
      DO K=1,3 
         DO I=3,IE-1 
            DO J=3,JE-1 
               X1(I,J)=(1/8.)*(X1(I-1,J-1)+X1(I-1,J )+X1(I-1,J+1)+ 
     $           X1(I,J-1)+X1(I,J+1)+X1(I+1,J-
1)+X1(I+1,J)+X1(I+1,J+1)) 
               Z1(I,J)=(1/8.)*(Z1(I-1,J-1)+Z1(I-1,J )+Z1(I-1,J+1)+ 
     $          Z1(I,J-1)+Z1(I,J+1)+Z1(I+1,J-
1)+Z1(I+1,J)+Z1(I+1,J+1)) 
            ENDDO 
         ENDDO 
      ENDDO 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C  ------------------------------------------------ ------ 
      SUBROUTINE NOZZLG1 
C  ------------------------------------------------ ------ 
C   PROGRAMMA GIA TON KATHORISMO THS GEOMETRIAS AKROFYSIOY 
C   KATA BOVET 
C 
      COMMON/A/ INBEZ,XB(40),YB(40),NBEZ,XBO(100),Y BO(100) 
      DIMENSION XE(300),YE(300),XN(300),YN(300),XL( 300),YL(300) 
C 
      OPEN(7,FILE=' INOZZLE') 
      OPEN(8,FILE=' ONOZZL') 
      OPEN(9,FILE=' ONEEDL') 
 OPEN(10,FILE= 'FREE_STREAM_UP') 
 OPEN(11,FILE= 'SYMMETRY_DOWN') 
 OPEN(16,FILE=' BEZIER') 
C 
      READ(7,*) 
      READ(7,110)AP 
      READ(7,110)AE 
      READ(7,110)RE 
      READ(7,110)RP 
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      READ(7,110)R3 
      READ(7,110)R4 
      READ(7,110)R5 
      READ(7,110)XOP 
C 
      PI=4.*ATAN(1.) 
      AP=AP*PI/180. 
      AE=AE*PI/180. 
C 
      XEP=RE*SIN(AE/2.) 
      XA=.0 
      YA=R4 
      XAB=XEP 
      YBP=R4-RE*(1.-COS(AE/2.)) 
      DYBC=YBP-1. 
      DXBC=DYBC/TAN(AE/2.) 
      YC=1. 
      XC=XAB+DXBC 
      XREF=XC 
C 
      NAB=15 
      NSA=3*NAB 
      DX=XAB/FLOAT(NAB) 
      XS=-DX*FLOAT(NSA) 
      YS=R4 
      NBC=DXBC/DX 
      NBC=NBC+1 
      DXB=DXBC/FLOAT(NBC) 
      DYB=DYBC/FLOAT(NBC) 
C     --- DIAKRITOPOIHSH AKROFYSIOY   
      DO 10 I=1,NSA+1 
      XE(I)=XS+FLOAT(I-1)*DX 
      YE(I)=YS 
  10  CONTINUE 
      DO 11 IE=1,NAB 
      I=NSA+IE+1 
      DXE=DX*FLOAT(IE) 
      XE(I)=XE(I-1)+DX 
      AG=ASIN(DXE/RE) 
      DYE=RE*(1.-COS(AG)) 
      YE(I)=R4-DYE 
  11  CONTINUE 
      IB=I 
      DO 12 IE=1,NBC 
      I=IB+IE 
      XE(I)=XE(I-1)+DXB 
      YE(I)=YE(I-1)-DYB 
  12  CONTINUE 
      NI=I 
      DO 13 I=1,NI 
      XE(I)=XE(I)-XREF 
      WRITE(8,*)XE(I),YE(I) 
  13  CONTINUE 
      XS=XE(1) 
      WRITE(*,*)NBC,NI,XS 
C     -----   DIAKRITOPOIHSH BELONHS 
      AD=ACOS((R5+RP-R3)/RP) 
      XD=-RP*SIN(AD) 
      YD=R5 
      AF=AP/2. 
      XF=RP*SIN(AF) 
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      YF=RP*COS(AF)-(RP-R3) 
      XG=XF+YF/TAN(AF) 
      YG=.0 
C     ----  T SHMEIO EPAFHS BELONHS ME AKRO AKROFYS IOY 
      XT=XF-(YF-1.)*(XF-XG)/(YF-YG) 
      YT=1. 
      XNREF=XT 
      XD=XD-XNREF-XOP 
      XF=XF-XNREF-XOP 
      XG=XG-XNREF-XOP 
C 
      XS=XE(1) 
      NSD=(XD-XS)/DX 
      DXSD=(XD-XS)/FLOAT(NSD) 
      DO 20 I=1,NSD+1 
      XN(I)=XS+DXSD*FLOAT(I-1) 
      YN(I)=R5 
  20  CONTINUE 
      ID=NSD+1 
 NDI=NI+9 
      NDG=NDI-NSD 
      DXDG=(XG-XD)/FLOAT(NDG) 
      NDF=NDG*(XF-XD)/(XG-XD) 
      DXDF=(XF-XD)/FLOAT(NDF) 
      DO 21 IF=1,NDF 
      I=ID+IF 
      XN(I)=XN(I-1)+DXDF 
      DXN=XN(I)+XNREF+XOP 
      AG=ASIN(DXN/RP) 
      DYN=RP*COS(AG) 
      YN(I)=RP*COS(AG)-(RP-R3) 
  21  CONTINUE 
      IF=I 
      NFG=NDI-IF 
      DXFG=(XG-XF)/FLOAT(NFG) 
      DYFG=(YF-YG)/FLOAT(NFG) 
      DO 22 IG=1,NFG 
      I=IF+IG 
      XN(I)=XN(I-1)+DXFG 
      YN(I)=YN(I-1)-DYFG 
  22   CONTINUE 
      DO 23 I=1,NDI 
      WRITE(9,*)XN(I),YN(I) 
  23  CONTINUE 
C     ------  KAMPYLH BEZIER OS PROEKTASH TOY AKROF YSIOY 
      INBEZ=7 
      XB(1)=XE(NI) 
      YB(1)=YE(NI) 
      DXB12=4.50*DX 
 DXB13=2.00*DX 
      XB(2)=XB(1)+DXB12 
      YB(2)=YB(1)-DXB13*TAN(AE/2.) 
      XB(3)=XB(2)+5.*DX 
      RJET =0.92 
 RJET1=0.88 
      YB(3)=RJET 
      XB(4)=XB(3)+15.*DX 
      YB(4)=0.87 
 XB(5)=XB(4)+15.*DX 
 YB(5)=0.88 
      XB(6)=XB(5)+15.*DX 
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 YB(6)=0.88 
      XB(7)=XB(6)+20.*DX 
 YB(7)=RJET1 
      DO 31 I=1,INBEZ 
      WRITE(*,*)I,XB(I),YB(I) 
 WRITE(16,*)XB(I),YB(I) 
  31  CONTINUE 
      PAUSE 
C 
      NBEZ=40 
      CALL BEZIER 
      DO 32 I=1,NBEZ 
      WRITE(*,*)I,XBO(I),YBO(I) 
      PAUSE 
  32  CONTINUE 
      DO 50 I=1,NBEZ 
 WRITE(10,*)XBO(I),YBO(I) 
  50  CONTINUE 
      AXL=XBO(NBEZ)-XN(NDI) 
 DXL=NBEZ-(NDI-NI) 
 DX1=AXL/(DXL-1) 
 DO 51 I=2,DXL 
      XL(I)=XN(NDI)+FLOAT(I-1)*DX1 
 YL(I)=YN(NDI) 
 WRITE(11,*)XL(I),YL(I) 
  51  CONTINUE 
C 
      DO 30 IB=2,NBEZ 
      I=NI+IB-1 
      XE(I)=XBO(IB) 
      YE(I)=YBO(IB) 
      WRITE(8,*)XE(I),YE(I) 
  30  CONTINUE 
      I=0 
      DO 40 IB=2,DXL 
 I=NDI+IB-1 
      XN(I)=XL(IB) 
 YN(I)=YL(IB) 
      WRITE(9,*)XN(I),YN(I) 
  40  CONTINUE 
C     ---------------------- 
  100  FORMAT(I3,6(1X,F12.3)) 
  110  FORMAT(40X,F12.4) 
C 
      CLOSE(8) 
 CLOSE(9) 
 CLOSE(10) 
 CLOSE(11) 
 CLOSE(16) 
C     ----------------------------------- 
C     -----------------------------------   
      RETURN 
      END 
C     ----------------------------------- 
      SUBROUTINE BEZIER 
C     ----------------------------------- 
      dimension xbe(100),ybe(100) 
      COMMON/A/ INBEZ,XB(40),YB(40),NBEZ,XBO(100),Y BO(100) 
      common /bez1/ bezm(40,40) 
c 
      NB=INBEZ 
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      call inibezier(nb) 
c 
      IDEG=NBEZ 
      call usebezier(xb,yb,nb,xbe,ybe,ideg-1) 
c 
      do i=1,ideg 
      XBO(I)=XBE(I) 
      YBO(I)=YBE(I) 
      enddo 
c 
      RETURN 
      END 
c     -------------------------- 
      subroutine  inibezier(nco) 
C     ------------------------- 
c     NCO control points  
c 
      common /bez1/ bezm(40,40) 
c 
      do 1 mi=0,nco-1      !  for the control points  
C       b=0.d0 
C       c=0.d0 
          do 1 i=0,nco-1 
            call paragon (nco-1,i ,kres1) 
            call paragon (i    ,mi,kres2) 
            kres3=(-1)**(i-mi) 
            coeffi = dfloat(kres1*kres2*kres3) 
            if(mi.gt.i) coeffi=0.d0 
            bezm(mi+1,i+1) = coeffi 
  1   continue 
c 
      return 
      end 
c     --------------------------------------------- ------ 
      subroutine paragon (n,i,k)  ! n=UP, i=LOW, k=RESULT 
c     ----------------------------------- 
c 
      ks=max(i,n-i)+1 
      kp=min(i,n-i) 
      k=1 
      do iii=ks,n 
        k=k*iii 
      enddo 
      do iii=1,kp 
        k=k/iii 
      enddo 
      return 
      end 
c     ---------------------------------------------  
      subroutine  usebezier   (xco,yco,nco,xbe,ybe,ideg) 
c     ----------------------------- 
c     NCO control points (xco,yco) 
c     IDEG+1 final points with coordinates (XBE,YBE ) 
c 
      common /bez1/ bezm(40,40) 
      dimension xbe(1),ybe(1),xco(1),yco(1) 
c 
      aa1  =  0.5d0 
      dd   =  0.1 
      do k=1,ideg+1 
      ybe(k)=dfloat(k-1)/dfloat(ideg) 
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      enddo 
c 
      do 10 kpoi=0,ideg 
      kpoi1 = kpoi+1 
      tlocal = ybe(kpoi1) 
      xbe  (kpoi1) = 0.d0 
      ybe  (kpoi1) = 0.d0 
        do mi=0,nco-1 
        b=0.d0 
          do  i=0,nco-1 
            if(tlocal.eq..0.and.i.eq.0)go to 15 
            b = b + bezm(mi+1,i+1) * tlocal**i 
            go to 16 
  15        continue 
            b=b+bezm(mi+1,i+1) 
  16        continue 
          enddo  ! i 
        xbe(kpoi1)   = xbe  (kpoi1) + b*xco(mi+1) 
        ybe(kpoi1)   = ybe  (kpoi1) + b*yco(mi+1) 
      enddo  !  mi 
  10  continue 
c 
      RETURN 
      END 
c     --------------------------- 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 7.1 Τιµές των παραµέτρων που χρησιµοποιήθηκαν για την επίλυση της 
ροής στους τύπους των ακροφυσίων που εξετάστηκαν στη παρούσα εργασία. 
 
 
 

 Type I Type II Type III 
CFL 0.2 0.2 0.2 
β 1.3 1.3 1.3 

Re 3x106 3x106 3x106 
QPER / PPER 1.0 / 1.0 1.0 / 1.0 1.0 / 1.0 

CON 5x10-4 9x10-4 5x10-4 
IAXIS / ITURB 1 / 1 1 / 1 1 / 1 

INFLOW  0 0 0 
INLET 0 0 0 

ISYMMETRY_UP 
/ DOWN 

0 / 0 0 / 0 0 / 0 

CU / CW 1.0 / 0.0 1.0 / 0.0 1.0 / 0.0 
CIU / CIW  0.3 / 0.3 0.3 / 0.3 0.3 / 0.3 

CQU / CQW 1.0 / 1.0 1.0 / 1.0 1.0 / 1.0 
ITEL / ITEU 0 / 46 0 / 46 0 / 65 
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