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ΠΡΟΛΟΓΟ 

 

Από τθν παιδικι μου θλικία ζτρεφα μια ιδιαίτερθ αγάπθ προσ τα Μακθματικά.Τα κεωροφςα (και τα 

κεωρϊ) μια παγκόςμια γλϊςςα,δυνατι,αυςτθρι αλλά και πολφ ευζλικτθ,όςο ευζλικτθ είναι και θ 

φανταςία του ανκρϊπου. 

Ράντα όμωσ είχα ζναν ανεξιγθτο διςταγμό προσ τθ Γεωμετρία.Τθν κεωροφςα ςτο παιδικό μυαλό 

μου ςαν τον αδικθμζνο ξάδελφο τθσ Άλγεβρασ.Ομολογϊ πωσ,θ αποτελεςματικότθτα,θ αμεςότθτα 

και θ ευχαρίςτθςθ που δίνει ο τελευταίοσ αρικμθτικόσ υπολογιςμόσ ςε ζνα πρόβλθμα με ζκαναν να 

κεωρϊ τθ Γεωμετρία μια διαδικαςία πολφπλοκθ ,χωρίσ ιδιαίτερο νόθμα.Άλλωςτε, «θ ουςία είναι το 

αποτζλεςμα» . 

Ακόμα και ςτισ πανεπιςτθμιακζσ ςπουδζσ μου,θ αρικμολαγνεία ςυνεχίςτθκε.Ρεριοριςμζνοσ ςε 

δαιδαλϊδεισ αλγορίκμουσ ζβλεπα τον κόςμο χαμθλά,από τθ ςκοπιά ενόσ τίμιου λφτθ και  

αναγνϊςτθ. 

Μζχρι που κάποια μζρα,όντασ ςτθν Ρολυτεχνειοφπολθ,ςικωςα το κεφάλι μου ψθλά.Για πρϊτθ 

φορά καφμαςα τθν αρτιότθτα διαφόρων γεωμετρικϊν καταςκευϊν,αςυνικιςτων και ςίγουρα 

πρωτότυπων.Το μάκθμα τθσ Γεωμετρίασ,από τισ πρϊτεσ παραδόςεισ ςτον Ρολυτεχνειακό χϊρο μου 

προκάλεςε το ενδιαφζρον και το καυμαςμό και άρχιςα να εμβακφνω ςτα ςχιματα που αρχικά με 

ζιχαν εντυπωςιάςει. 

Μετά από αυτό,ενδιαφζρκθκα να εμβακφνω λίγο περιςςότερο ςτισ αρχζσ και τισ διδαχζσ τθσ 

Γεωμετρίασ.Θ εργαςία που κρατάτε ςτα χζρια ςασ αποτελεί το αποτζλεςμα τθσ αναηιτθςισ μου ςε 

διαφόρουσ κλάδουσ τθσ Γεωμετρίασ,οι οποίοι βρίςκουν εφαρμογι ςτα ζργα του Μθχανικοφ .Σε αυτι 

μου τθν ζρευνα βρικα πράγματα ξεχωριςτά και μθ διαδεδομζνα,ανακάλυψα όμωσ και μια 

διαφορετικι πτυχι και ερμθνεία ςε πράγματα ιδθ διδαγμζνα. 

Κλείνοντασ αυτό το μικρό πρόλογο,κα ικελα να ευχαριςτιςω τθν επιβλζπουςα κα Νίκθ Ράλλα,θ 

οποία με ςτιριξε και με βοικθςε ζμπρακτα ςε όλα τα ςτάδια τθσ εκπόνθςθσ αυτισ τθσ 

εργαςίασ,μεταδίδοντάσ μου παράλλθλα και τθν αγάπθ τθσ για τθν επιςτιμθ τθσ Γεωμετρίασ. 

Για τθν υποςτιριξθ αυτισ τθσ εργαςίασ οφείλω επίςθσ κερμζσ ευχαριςτίεσ, ςτθν τριμελι 

επιτροπι,αποτελουμζνθ από τουσ κκ.Κακθγθτζσ : 

Σπ.Βουτςινά,Κακθγθτι Ε.Μ.Ρ,Σχολισ Μθχανολόγων Μθχανικϊν 

Στ.Μαρκάτθ,Επίκουρο Κακθγθτι Ε.Μ.Ρ,Σχολισ ΕΜΦΕ 

Ν.Ράλλα,Λζκτορα Ε.Μ.Ρ,Σχολισ ΕΜΦΕ 

                                                                                                                                         Ακινα 2009, 

                                                                                                                                       Τςαπατϊρθσ Ι.Ραναγιϊτθσ 

                        

 

                              «Αεί ο Θεόσ ο Μζγασ γεωμετρεί»-Πλάτων 



ΕΙΑΓΩΓΗ 

 

Σε αυτι τθ διπλωματικι εργαςία καταγράφεται θ χρθςιμότθτα τθσ Γεωμετρίασ (και μάλιςτα 

διαφορετικοί κλάδοι Γεωμετρίασ)  ςε ζργα Μθχανικοφ.Υπάρχουν πολλά παραδείγματα 

Γεωμετρικϊν εφαρμογϊν ςε ζργα Μθχανικοφ.Εμείσ κα αρκεςτοφμε να παρουςιάςουμε 3 

από αυτά,με τθν αντίςτοιχθ κεωρία. 

 

  1θ εφαρμογι:  

Αναφζρεται ςτθν n-διάςτατη Γεωμετρία (ℝn). 

Ζνα παράδειγμα n-διάςτατθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ είναι ο Γραμμικόσ 

Προγραμματιςμόσ,ο οποίοσ αποτελεί μζροσ τθσ Επιχειρθςιακισ Ζρευνασ τθν οποία 

διδάςκονται όλοι οι μθχανικοί. 

 

 2θ εφαρμογι:  

Αναφζρεται ςτθν  τριδιάςτατη Γεωμετρία(ℝ3).Ζνα παράδειγμα τριδιάςτατθσ 

Γεωμετρίασ είναι θ Ραραςτατικι Γεωμετρία που απεικονίηει το χϊρο(ℝ3)  ςτο χαρτί 

ςχεδίαςθσ (ℝ2). 

 

 

 3θ εφαρμογι: 

 Αναφζρεται ςτθν διδιάςτατη Γεωμετρία (ℝ2). 

Ζνα παράδειγμα διδιάςτατθσ Γεωμετρίασ χριςιμθσ ςτουσ Μθχανικοφσ είναι τα 

Ρλζγματα. 

 

Σε κάκε μια από τισ παραπάνω εφαρμογζσ κα αναφζρονται ςφντομα ιςτορικά 

ςτοιχεία,βαςικζσ ζννοιεσ και οριςμοί,αντίςτοιχθ κεωρία και εφαρμογι ςτο 

παράδειγμα. 

 

 

 

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

1θ εφαρμογι 

 

ΓΑΜΜΙΚΟΣ ΡΟΓΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ 

 

1. Ιςτορική Αναδρομή 

Για πρϊτθ φορά ςτο Τρίτο και Τζταρτο βιβλίο Στοιχείων του Ευκλείδθ 

αναφζρονται οι ζννοιεσ μεγίςτου και ελαχίςτου. 

Συγκεκριμζνα,αναφζρεται θ εφρεςθ μεγίςτου και ελαχίςτου ευκυγράμμου 

τμιματοσ που μποροφμε να φζρουμε από ςθμείο ςε κφκλο,και θ εφρεςθ 

παραλλθλογράμμου με μζγιςτθ επιφάνεια όταν δίδεται θ περίμετρόσ του. 

Ραρά τθν ανάπτυξθ των Μακθματικϊν και τθσ Γεωμετρίασ ςτθν Ελλάδα δεν 

υπιρξε ςθμαντικι ανάπτυξθ τθσ Βελτιςτοποίθςθσ.Ρολφ αργότερα,ςτα τζλθ του 

18ου αιϊνα γίνεται λόγοσ για τθν εφρεςθ βελτίςτου ςυνάρτθςθσ από τουσ 

Kepler,Fermat,Euler,Lagrange,που βαςίηεται ςτο Διαφορικό Λογιςμό.Λίγα χρόνια 

αργότερα το ενδιαφζρον ςτρζφεται ςτθ λφςθ ςυςτθμάτων γραμμικϊν 

εξιςϊςεων (μζκοδοσ Gauss) και ανιςοτικϊν ςυςτθμάτων (Fourier).Ο Fourier 

πρότεινε τθ «λφςθ μετάβαςθσ από κορυφι ςε κορυφι του πολυζδρου» όπου 

αργότερα βαςίςτθκε θ μζκοδοσ Simplex. 

Και άλλοι μακθματικοί ζδειξαν ενδιαφζρον για τα ανιςωτικά ςυςτιματα ςτισ 

αρχζσ του 20ου αιϊνα όπωσ οι Jordan,Motzkin και Minkowski.Ο Minkowski το 

1936 παρουςίαςε αλγόρικμο γνωςτό ωσ «Μζκοδοσ Απαλοιφισ Fourier-

Motzkin».Ιδιαίτερα ςθμαντικι υπιρξε θ προςφορά του Minkowski για τα 

ανιςοτικά ςυςτιματα,όπου αναφζρεται ότι: 

«Θ γενικι λφςθ μπορεί να μορφωκεί ωσ γραμμικόσ ςυνδυαςμόσ πεπεραςμζνου 

αρικμοφ ςτοιχειωδϊν λφςεων,τισ οποίεσ ονομάηει ακραίεσ λφςεισ,βαςικζσ 



λφςεισ ι λυςεισ κορυφισ». Θ ορολογία αυτι διατθρικθκε και ςτθ μετζπειτα 

κεωρία του Γραμμικοφ Ρρογραμματιςμοφ. 

 

2. Ειςαγωγή ςτο πρόβλημα του Γραμμικοφ Προγραμματιςμοφ 

 

Μια περιοχι των Μακθματικϊν ιδιαίτερα χριςιμθ ςτουσ Μθχανικοφσ είναι ο 

Γραμμικόσ Ρρογραμματιςμόσ.Ο Γραμμικόσ Ρρογραμματιςμόσ είναι μια ςχετικά νζα 

περιοχι των Μακθματικϊν,που αναπτφχκθκε τθν εποχι του Δευτζρου Ραγκοςμίου 

Ρολζμου.Με το πρόβλθμα αυτό αςχολικθκαν πολλοί και διακεκριμζνοι 

μακθματικοί,όπωσ οι F.Hitchook,L.Kantorovich,T.Koopmans, G.Dantzig και είχαν 

κίνθτρα τισ οικονομικζσ κεωρίεσ των J.V Neumann και W.Leontief. Τελικά το 1947 ο 

Dantzig κεμελίωςε το γενικό πρόβλθμα του Γραμμικοφ Ρρογραμματιςμοφ και 

ζδωςε μία απλοποιθμζνθ μζκοδο επίλυςθσ του προβλιματοσ γνωςτι με το όνομα 

μζκοδοσ Simplex.Ο γραμμικόσ Ρρογραμματιςμόσ ζχει εφαρμογζσ ςτθ 

Βιομθχανία,ςτισ Τθλεπικοινωνίεσ,ςτισ μεταφορζσ κ.α. 

 

Στο πρόβλθμα του Γραμμικοφ Ρρογραμματιςμοφ ηθτάμε τθν βελτιςτοποίθςθ 

(μεγιςτοποίθςθ ι ελαχιςτοποίθςθ) μιασ γραμμικισ ςυνάρτθςθσ 1( , , )nf x x ,όπου 

οι μεταβλθτζσ 1, , nx x   πλθροφν κάποιουσ περιοριςμοφσ που εκφράηονται με 

ανιςϊςεισ και εξιςϊςεισ.Χαρακτθριςτικό αυτϊν των προβλθμάτων είναι ο μεγάλοσ 

αρικμόσ των λφςεων που ικανοποιοφν τουσ περιοριςμοφσ κάκε προβλιματοσ,από 

τισ οποίεσ λφςεισ εκλζγεται θ καταλλθλότερθ που βελτιςτοποιεί τθν γραμμικι 

ςυνάρτθςθ 1( , , )nf x x
. 

 

 

 

 



3. Μορφή του προβλήματοσ 

 

Θα αναφζρω δφο γενικά παραδείγματα I,II, προβλθμάτων Γραμμικοφ Ρρογραμματιςμοφ 

και τθν μορφι τουσ αντίςτοιχα,που ζχουν ςχζςθ με τισ βιομθχανίεσ. 

I. m-μθχανζσ παράγουν n-προιόντα. 

Κάκε προιόν επεξεργάηεται ςτθ ςειρά ςτισ m-μθχανζσ και ο χρόνοσ επεξεργαςίασ κάκε 

προιόντοσ είναι διαφορετικόσ.Ζςτω αij  ο χρόνοσ επεξεργαςίασ του j προιόντοσ ςτθν μθχανι 

i ,τότε κα ζχουμε τον πίνακα Α: 

ΠΡΟΙΟΝ  1 2 3 ... n 

ΜΗΧΑΝΗ 1 α11 α12 α13 ... α1n 

ΜΗΧΑΝΗ 2 α21 α22 α23 ... α2n 

ΜΗΧΑΝΗ 3 α31 α32 α33 ... α3n 

... ... ... ... ... ...  ... ... ... ... ... 

ΜΗΧΑΝΗ m αm1 αm2 αm3 ... αmn 

 

Οι απαιτιςεισ που πρζπει να ικανοποιοφνται είναι: 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

...

...

.

.

.

.

...

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

    
 

    
 
 
 
 
 
 
     

     

∀ 0ix  και 1,2,3...i n  

Ππου κεωροφμε ότι: 

 bi  είναι ο διακζςιμοσ χρόνοσ τθσ i μθχανισ 

 xj είναι ο απαιτοφμενοσ αρικμόσ μονάδων του j προιόντοσ που πρζπει να παράγεται 

κάκε μζρα για να μεγιςτοποιιςουμε το τελικό όφελοσ 



 cj το όφελοσ που ζχουμε από τθ μονάδα του j προιόντοσ. 

Επομζνωσ ηθτάμε τθ μεγιςτοποίθςθ τθσ γραμμικισ ςυνάρτθςθσ f: 

1 1 2 2 ... n nf c x c x c x   
   

 

II. n-διαφορετικά εργοςτάςια προμθκεφουν m διαφορετικά προιόντα.Άν αij είναι ο 

αρικμόσ των μονάδων του i προιόντοσ που προμθκεφει το j εργοςτάςιο ςε μία 

θμζρα τότε κα ζχουμε τον παρακάτω πίνακα Α: 

 

  

ΕΡΓΟΣΑΙΟ 1 2 3 ... n 

ΠΡΟΙΟΝ 1 α11 α12 α13 ... α1n 

ΠΡΟΙΟΝ 2 α21 α22 α23 ... α2n 

ΠΡΟΙΟΝ 3 α31 α32 α33 ... α3n 

... ... ... ... ... ...  ... ... ... ... ... 

ΠΡΟΙΟΝ m αm1 αm2 αm3 ... αmn 

 

Άν bi είναι ο ελάχιςτοσ αρικμόσ μονάδων του i προιόντοσ που πρζπει να προμθκευτεί,Cj το 

κόςτοσ τθσ προμικειασ από το j εργοςτάςιο και xj ο αρικμόσ των θμερϊν που πρζπει να 

εργάηεται το κάκε εργοςτάςιο για να ζχουμε το ελάχιςτο κόςτοσ προμικειασ,τότε κα 

πρζπει να ικανοποιοφνται οι περιοριςμοί: 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

...

...

.

.

.

.

...

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b







   
 

   
 
 
 
 
 
 
    

 

∀ 0ix  και 1,2,3...i n . 



Επομζνωσ ηθτάμε τθν ελαχιςτοποίθςθ τθσ ςυνάρτθςθσ 1 1 2 2 ... n nf c x c x c x    .  

Τελικά τα προβλιματα Ι και II γράφονται: 

 

I. Μεγιστοποίηση 

max 1 1 2 2 ... n nf c x c x c x      

με περιοριςμοφσ: 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

...

...

.

.

.

.

...

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

    
 

    
 
 
 
 
 
 
     

     

∀ 0ix  και 1,2,3...i n .              

Υπό μορφι πινάκων το πρόβλθμα γράφεται: 

max
Tf 





c x

Ax b

x 0 ,όπου 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

A

, 

1

2

...

n

b

b

b

 
 
 
 
 
 

b

,

1

2

...

n

c

c

c

 
 
 
 
 
 

c

,

1

2

...

n

x

x

x

 
 
 
 
 
 

x

 



II. Ελαχιστοποίηση 

min 1 1 2 2 ... n nf c x c x c x    , με περιοριςμοφσ: 

 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

...

...

.

.

.

.

...

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b







   
 

   
 
 
 
 
 
 
    

 

∀ 0ix  και 1,2,3...i n . 

 

Υπό μορφι πινάκων το πρόβλθμα γράφεται: 

min
Tf 





c x

Ax b

x 0 ,όπου 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

A

,

1

2

...

n

b

b

b

 
 
 
 
 
 

b

, 

1

2

...

n

c

c

c

 
 
 
 
 
 

c

,

1

2

...

n

x

x

x

 
 
 
 
 
 

x

. 

Το πρόβλθμα τθσ ελαχιςτοποίθςθσ μετατρζπεται ςε πρόβλθμα μεγιςτοποίθςθσ  που 

ονομάηεται δφικό του αρχικοφ προβλιματοσ ελαχιςτοποίθςθσ. 

Το πρόβλθμα τελικά παίρνει τθν μορφι για κάκε περίπτωςθ: 

 

 



  Μεγιστοποίηση  

max 1 1 2 2 ... n nf c x c x c x     ,με εξιςϊςεισ περιοριςμϊν : 

11 1 12 2 1 1 1

21 1 22 2 2 2

2

1 2

1 1 2

0 '

....................

... '

... '

.

.

...........

.

... '..

n n

n n

m m mn n m m

a x a x a x x b

a x a x a x x b

a x a x

X

a x x b

     
 

     
 
 
 
 
       

 

 

, ∀ 0ix  και 1,2,3...,i n m  . 

 

 Ελαχιστοποίηση 

min 1 1 2 2 ... n nf c x c x c x   
 

με περιοριςμοφσ: 

11 1 12 2 1 1 1

21 1 22 2 2 2 2

1 1 2

1

2

0 '

... '

... '

.

.

.

.. ................................ '..

n n n

n n n

m m mn n n m m

a x a x a x x b

a Xx a x a x x b

a x a x a x x b







     
 

     
 
 
 
 
       

 

 

, ∀ 0ix  και 1,2,3...,i n . 

 

Αντίςτοιχα το πρόβλθμα τθσ ελαχιςτοποίθςθσ μετατρζπεται ςε πρόβλθμα μεγιςτοποίθςθσ 

και λφνεται με Simplex. 



Θεϊρημα 

Το ςθμείο 0x είναι εφικτι λφςθ του προβλιματοσ ελαχιςτοποίθςθσ τθσ ςυνάρτθςθσ 

Tf  c x με περιοριςμοφσ Ax b , 0x αν και μόνο αν το ςθμείο 0z  είναι μία εφικτι λφςθ 

του προβλιματοσ μεγιςτοποίθςθσ με περιοριςμοφσ: 

0

T

T

g 





b z

A z c

z

 

 

 

Οριςμοί 

I. Θ ςυνάρτθςθ f είναι θ αντικειμενική ςυνάρτηςη που μεγιςτοποιείται ι 

ελαχιςτοποιείται (I,II) αντίςτοιχα. 

 

II. Το διάνυςμα ξ∈ ℝn  που ικανοποιεί τουσ περιοριςμοφσ είναι θ εφικτή λφςη του 

προβλιματοσ,δθλαδι είναι θ λφςθ που ικανοποιεί τισ ανιςοεξιςϊςεισ του 

προβλιματοσ του Γραμμικοφ Ρρογραμματιςμοφ. 

III. Το ςφνολο των εφικτϊν λφςεων είναι απειροςφνολο. 

IV. Θ εφικτι λφςθ που μεγιςτοποιεί ι ελαχιςτοποιεί τθν αντικειμενικι ςυνάρτθςθ f 

ονομάηεται βζλτιςτη λφςη. (maximal-minimal). 

 

 

 

 

 

 

 



4. Βαςικζσ Ζννοιεσ-Οριςμοί Ν-Διάςτατησ Γεωμετρίασ 

 

Από τθ μορφι του προβλιματοσ προκφπτει ότι ο χϊροσ των λφςεων του προβλιματοσ 

Γραμμικοφ Ρρογραμματιςμοφ είναι κυρτόσ.Στθ ςυνζχεια δίνουμε τουσ εξισ οριςμοφσ: 

 

Οριςμοί 

1) Ζνα ςφνολο του ℝn λζγεται κυρτό,αν για οποιαδιποτε δφο ςθμεία του 1 2,x x που 

ανικουν ςτο ςφνολο,το ευκφγραμμο τμιμα 1 2,x x  ανικει ςτο ςφνολο. 

2) Ευκφγραμμο τμιμα Χ1Χ2 είναι το ςφνολο των ςθμείων x  για τα οποία ιςχφει: 

               21 (1 )x tx t x    ,  με 0≤t≤1. 

 

Σθμείωςθ:  Ζνα ςφνολο κεωρείται κυρτό αν περιζχει περιςςότερα από 2 ςθμεία. 

Μερικά παραδείγματα ςυνόλων φαίνονται παρακάτω: 

 

 

3) Το ςφνολο των ςθμείων 1 2( , ,... )nx x x x ∈ ℝn  που οι ςυντεταγμζνεσ του ικανοποιοφν 

τθν γραμμικι εξίςωςθ: 



              1 1 2 2 ... n na x a x a x b                                              (1) 

     με         1 2 ... 0na a a        λζγεται  υπερεπίπεδο   .      

Ρροφανϊσ ςτον ℝ2 θ  (1)  παριςτάνει ευκεία και ςτον ℝ3 θ  (1) παριςτάνει επίπεδο. 

Το υπερεπίπεδο χωρίηει τον ℝn ςε 3 ςφνολα S1,S2,S3  ξζνα μεταξφ τουσ. 

Τα ςφνολα αυτά είναι: 

 1 1 1 2 2: ... n nS x a x a x a x b             

 2 1 1 2 2: ... n nS x a x a x a x b      

 3 1 1 2 2: ... n nS x a x a x a x b      

Τα 1S , 3S είναι ανοικτοί ημίχωροι και τα 1S ∪ 2S , 2S ∪ 3S είναι κλειςτοί ημίχωροι. 

 

4) Ζνα ςφνολο S λζγεται φραγμζνο αν ∃ κετικόσ αρικμόσ r τζτοιοσ ϊςτε   ∀

1 2( , ,... )nx x x x ∈  ℝn  να ιςχφει: 

        
2 2 2

1 2 ... nx x x x r      

 

5) Ζνα ςθμείο P ∈  ℝn λζγεται ακραίο όταν είναι ςθμείο τομισ n υπερεπιπζδων από εκείνα 

που ορίηουν το ςφνολο. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



5. Βελτιςτοποίηςη Γραμμικήσ υνάρτηςησ 

 

Εδϊ κα αναφζρουμε μζγιςτα και ελάχιςτα (ακρότατα) μιασ γραμμικισ ςυνάρτθςθσ,που 

είναι οριςμζνθ ςε ζνα κυρτό ςφνολο με ακραία ςθμεία. 

Ιςχφουν οι εξισ προτάςεισ: 

1) Θ τομι κυρτϊν ςυνόλων είναι κυρτό ςφνολο. 

Απόδειξθ: 

Άν ,B κυρτά ςφνολα κα δείξουμε ότι κυρτό ςφνολο.Από τον οριςμό κυρτοφ 

ςυνόλου ιςχφουν: 

Ζςτω 𝛼,𝛽 ∈ 



 


 



 
 

  
    

  
  

 

2) Αν μια γραμμικι ςυνάρτθςθ 1 2( , ,..., )nf x x x είναι οριςμζνθ ςτο ευκφγραμμο 

τμιμα   του ℝn τότε οι τιμζσ τθσ βρίςκονται μεταξφ του ( )f  και ( )f  . 

Απόδειξθ: 

Ζςτω ότι   

1 2

1 2

1 2

( , ,..., )

( , ,..., )

( , ,..., )

n

n

n

  

  

  

 

 

 

  και 1 2 1 1 2 2( , ,..., ) ...n n nf x x x c x c x c x     . 

Αν  ςθμείο μεταξφ των ,  ,τότε από τον οριςμό του ευκυγράμμου τμιματοσ υπάρχει

 0,1t  τζτοιο ϊςτε: (1 ) (1 )i i it t t t          ,με 1,2,..i n .Τότε ιςχφει: 

    

     1 2 1 1 1

1 1 1 1

... (1 ) ... (1 )

( .. ) ... (1 )( ... )

( ) (1 ) ( ).

n n n n n n

n n n n

f c c c c t t t t

t c c t c c

tf t f

      

   

            

        

    

 

Η παραπάνω ςχζςθ γράφεται ( ) ( ) (1 ) ( )f tf t f      . 

Επειδι 0 1 ( ) ( ) ( )t f f f        . 



3) Αν θ γραμμικι ςυνάρτθςθ 1 2 3( , , )f x x x είναι οριςμζνθ ςε ζνα κυρτό και φραγμζνο 

χωρίο του ℝ3 τότε παίρνει τθ μζγιςτθ και τθν ελάχιςτθ τιμι ςε ακραίο ςθμείο του 

χωρίου.  

Απόδειξθ: 

Δεν βλάπτεται θ γενικότθτα αν αποδείξουμε το κεϊρθμα ςε κυρτό πολφγωνο. 

 

Ζςτω ( ), ( )f f  θ μικρότερθ και θ μεγαλφτερθ τιμι αντίςτοιχα.Από τθν προθγοφμενθ 

πρόταςθ ιςχφει: 

( ) ( ) ( )f f f     και ( ) ( ) ( )f f f     άρα ( ) ( ) ( )f f f     . 

 

 

 

 

 

 



6. Εφικτζσ και Βζλτιςτεσ λφςεισ 

 

Οριςμοί 

I. Οι λφςεισ που ικανοποιοφν τουσ περιοριςμοφσ του προβλιματοσ ονομάηονται 

εφικτζσ λφςεισ. 

II. Θ εφικτι λφςθ που μεγιςτοποιεί ι ελαχιςτοποιεί τθν αντικειμενικι ςυνάρτθςθ 

λζγεται βζλτιςτη λφςθ. 

III. Μία εφικτι λφςθ που δεν μπορεί να γραφτεί ςαν κυρτόσ ςυνδυαςμόσ δφο εφικτϊν 

λφςεων είναι ακραία λφςθ.Θ ακραία λφςθ ςυμπίπτει με ακραίο ςθμείο. 

 

Στθ ςυνζχεια κα αναφζρουμε μια ςειρά κεωρθμάτων που αφοροφν αυτζσ τισ λφςεισ. 

Θεωριματα    

I. Άν 1 2,  εφικτζσ λφςεισ τότε ο κυρτόσ ςυνδυαςμόσ  1 2(1 )     ,  

με 0≤ ≤1 είναι εφικτή λύση. 

 

Απόδειξθ: 

 

Αφοφ 1 2,  εφικτζσ λφςεισ: 

     

 
1

1 2

2

1 2 2

(1 )

.

b

b

b b b b


  



      

  
    

  

          

Άρα και ο κυρτόσ ςυνδυαςμόσ 1 2(1 )     είναι εφικτι λφςθ. 

Ραρατιρθςθ: Το εφικτό ςφνολο είναι κυρτό ςφνολο. 

  

II. Αν υπάρχουν περιςςότερεσ από μία βζλτιςτεσ  λφςεισ,τότε υπάρχουν άπειρεσ  

βζλτιςτεσ λφςεισ. 

 

 



Απόδειξθ: 

Αφοφ 1 2,  βζλτιςτεσ  λφςεισ 1 2,   εφικτζσ λφςεισ άρα και θ 1 2(1 )   

εφικτι,με 0 1  . 

Τότε  1 2 1 2 max max max(1 ) (1 ) (1 )T T Tc c c f f f                 , 

Διότι 1 2 max
T Tc c f   . 

 

Μια εφικτι λφςθ με όχι περιςςότερα από m κετικά ix  ονομάηεται βαςική εφικτή λφςη. 

Μία εφικτι λφςθ που δεν μπορεί να γραφεί ςαν κυρτόσ ςυνδυαςμόσ δφο εφικτϊν λφςεων 

ονομάηεται ακραία λφςη. 

Θ ακραία λφςθ αντιςτοιχεί ςε ακραίο ςημείο του εφικτοφ ςυνόλου (κορυφι πολφτοπου). 

Κακεμία από τισ εξιςϊςεισ του προβλιματοσ του Γραμμικοφ Ρρογραμματιςμοφ (ςτθ γενικι 

περίπτωςθ) παρουςιάηει υπερεπίπεδο και το ςφςτθμα παρουςιάηει τομι υπερεπιπζδων.Οι 

βζλτιςτεσ λφςεισ (ςφμφωνα με τθ κεωρία του Γραμμικοφ Ρρογραμματιςμοφ) αναηθτϊνται 

ςτισ κορυφζσ του πολφτοπου που είναι τομζσ n-υπερεπιπζδων. 

 

Ενϊ οι λφςεισ του ανιςωτικοφ ςυςτιματοσ είναι απειροςφνολο,οι βζλτιςτεσ λφςεισ είναι 

πεπεραςμζνου πλικουσ.Πςο μάλιςτα αυξάνει ο αρικμόσ των ανιςο-εξιςϊςεων (δθλαδι ο 

αρικμόσ των μεταβλθτϊν), τόςο το πρόβλθμα γίνεται δυςκολότερο και αντιμετωπίηεται με 

τθ χριςθ Θλεκτρονικοφ Υπολογιςτι. 

 

 Μολονότι βζβαια θ μακθματικι διατφπωςθ δεν μασ περιορίηει όςον αφορά ςτον αρικμό 

των μεταβλθτϊν,θ γεωμετρικι απεικόνιςθ των λφςεων είναι δυνατό να γίνει ςτον  ℝ2,οπότε 

ο χϊροσ λφςεων παριςτάνεται από  ζνα κυρτό πολφγωνο και ςτον ℝ3 ,όπου ο χϊροσ λφςεων 

περιγράφεται από ζνα κυρτό πολφεδρο.Στον ℝn με n>3 ο χϊροσ των λφςεων είναι πολφτοπο 

και κάκε ζδρα του είναι πολφγωνο (ςτθ γενικι περίπτωςθ υπερεπίπεδο). 

 

Ο χϊροσ των εφικτϊν λφςεων είναι απειροςφνολο.Το ςφνολο των ακραίων λφςεων (ακραία 

ςθμεία) είναι πεπεραςμζνο. Μια ακραία λφςθ είναι θ βζλτιςτθ. 



Αυτά προκφπτουν από τα εξισ κεωριματα: 

Θεϊρθμα 3: Υπάρχει πεπεραςμζνοσ αρικμόσ ακραίων λφςεων. 

Απόδειξθ: 

Κάκε υποςφνολο k -διανυςμάτων (όπου k = βακμόσ ,k mA ) δεν αποτελείται κατ’ανάγκθ 

από γραμμικϊσ ανεξάρτθτα διανφςματα.Ο αρικμόσ των βαςικϊν εφικτϊν λφςεων ιςοφται 

το πολφ με  
 

!

! !

n n

k k n k

 
 

 
. 

Άρα υπάρχει πεπεραςμζνοσ αρικμόσ ακραίων λφςεων. 

Θεϊρθμα 4: Αν το ςφνολο των εφικτϊν λφςεων είναι φραγμζνο τότε μια ακραία λφςθ είναι 

θ βζλτιςτθ. 

Απόδειξθ: 

 

Άν 1 2, .. p   ακραίεσ λφςεισ τότε οι τιμζσ τθσ αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ είναι 

1 1, 2 2, ..., .T T T
p pf c f c f c     Θζτουμε max , 1,2,...,T

m m if c f i p   . 

Ζςτω  εφικτι λφςθ.Αυτι γράφεται ςαν κυρτόσ ςυνδυαςμόσ των ακραίων λφςεων i : 

1 1 2 2 ... p p          ,όπου 1 2 ... 1p      και 0, 1,2,...,i i p   . 

Τότε ιςχφει: 

 
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 2

( ... ) ...

... ...

T T T T T
p p p p

p p m m p m m

f c c c c c

f f f f f f f f

            

     

         

         
 

διότι i mf f  και 0, 1,2,...,i i p    . 

 

 

 

 



7. Βζλτιςτη Λφςη-Μζθοδοσ Simplex 

 

Θ μζκοδοσ Simplex βαςίηεται ςτα εξισ κεωριματα: 

Θεϊρθμα 5: Αν υπάρχουν ( )k k m γραμμικζσ ανεξάρτθτεσ ςτιλεσ του A (πίνακασ 

προβλιματοσ Γραμμικοφ Ρρογραμματιςμοφ) ζτςι ϊςτε το b να είναι γραμμικόσ 

ςυνδυαςμόσ αυτϊν με μθ αρνθτικοφσ ςυντελεςτζσ,τότε το διάνυςμα   που οι k

ςυντεταγμζνεσ του είναι αυτοί οι ςυντελεςτζσ και οι υπόλοιπεσ ςυντεταγμζνεσ μθδζν,είναι 

μια ακραία λφςθ. 

Το προθγοφμενο κεϊρθμα είναι βαςικό για τθ μζκοδο Simplex και ςυνοδεφεται από το 

εξισ κεϊρθμα: 

Θεϊρθμα 6:  Αν  είναι μια ακραία λφςθ,τότε k διανφςματα-ςτιλεσ που ςυνδζονται με τισ 

κετικζσ ςυντεταγμζνεσ ix του   είναι είναι γραμμικά ανεξάρτθτα.Ζτςι το πολφ m από τα

ix  είναι κετικά. 

 

 

8. Λφςη με τη μζθοδο Simplex-Γεωμετρική Ερμηνεία 

 

Μία από τισ πιο διαδεδομζνεσ μεκόδουσ λφςεων ενόσ προβλιματοσ Γραμμικοφ 

Ρρογραμματιςμοφ είναι θ μζκοδοσ Simplex. 

Με αυτιν κάκε ανίςωςθ που επιβάλλεται από τουσ περιοριςμοφσ μετατρζπεται ςε 

εξίςωςθ,με τθν προςκικθ μίασ βοθκθτικισ μεταβλθτισ ςε κάκε μία από αυτζσ. 

Κάκε λφςθ του ςυςτιματοσ των περιοριςμϊν είναι εφικτι λφςθ.Με τθ βοικεια τθσ 

γραμμικισ ανεξαρτθςίασ που εκφράηεται με τισ μοναδιαίεσ ςτιλεσ του πίνακα Α 

προκφπτουν με τον αλγόρικμο Simplex τα ακραία ςθμεία (δθλαδι ακραίεσ λφςεισ) και μία 

από αυτζσ είναι θ βζλτιςτθ ςφμφωνα με τθ κεωρία. 

 

 



Ο αλγόρικμοσ  Simplex εφαρμόηεται ςτον πίνακα: 

   

     A  I  b  

Tc  
0 0 

 

 

Θ γραμμικι ανεξαρτθςία των διανυςμάτων(ςτθλϊν) του I  με κατάλλθλουσ γραμμικοφσ 

μεταςχθματιςμοφσ περνά ςτα διανφςματα ςτιλεσ του πίνακα A .Τα ςτοιχεία τθσ 

τελευταίασ γραμμισ του πίνακα γίνονται μθ αρνθτικά και τελειϊνει θ μζκοδοσ Simplex.Θ 

λφςθ προκφπτει από το βαςικό κεϊρθμα 7i (ςελ.16). 

Για λόγουσ βιβλιογραφικισ  πλθρότθτασ αξίηει να αναφζρουμε τθν διπλωματικι του 

κ.Ράλλα Μθνά,όπου το πρόβλθμα του Γραμμικοφ Ρρογραμματιςμοφ και τθσ γεωμετρικισ 

του αναπαράςταςθσ και ερμθνείασ αναλφεται λεπτομερϊσ. 

 

 

 

 

 

                             

 

 

 

  

 

 

 



9. Σελικά ςυμπεράςματα-Παραδείγματα 

 

Το πολφπλοκο πρόβλθμα τθσ γεωμετρίασ (βελτιςτοποίθςθ ςτον ℝn) ζγινε αλγεβρικό 

πρόβλθμα,εκτελζςτθκε θ μζκοδοσ Simplex (αλγόρικμοσ) και ζπειτα ο αλγόρικμοσ 

μεταφζρκθκε ςε πρόγραμμα Θλεκτρονικοφ Υπολογιςτι,όπου θ λφςθ του προβλιματοσ 

προζκυψε ταχφτατα. 

Για να δοφμε πωσ λειτουργεί θ λφςθ του προβλιματοσ Γραμμικοφ Ρρογραμματιςμοφ με τθ 

μζκοδο Simplex κα εξετάςουμε ζνα παράδειγμα μεγιςτοποίθςθσ. 

 

Ζςτω το παράδειγμα Γραμμικοφ Ρρογραμματιςμοφ: 

 

1 2max 6 8f x x   , με περιοριςμοφσ : 

1 2

1 2

1 2

1 2

100

2 180

3 210

, 0

x x

x x

x x

x x

 

 

 



 

Το πρόβλθμα ετζκθ ςε Η/Υ και με τθ μζκοδο Simplex προζκυψαν οι παρακάτω πίνακεσ-

βιματα τθσ λφςθσ. 

 

 

 

 

Πίνακασ 1 

Χ1 Χ2    b 

1 1 1 0 0 100 

2 1 0 1 0 180 

1 3 0 0 1 210 

-6 -8 0 0 0 0 

 

 

 



Πίνακασ 2 

Χ1 Χ2    b 

2/3 0 1 0 -1/3 30 

5/3 0 0 1 -1/3 110 

1/3 1 0 0 1/3 70 

-10/3 0 0 0 8/3 560 

 

Πίνακασ 3 

Χ1 Χ2    b 

1 0 3/2 0 -1/2 45 

0 0 -5/2 1 1/2 55 

0 1 -1/2 0 1/2 35 

0 0 0 0 1 710 

 

 

Τελικά θ λφςθ είναι Χ1=45 , X2=55, fmax=710 . 

 

Για περιςςότερεσ πλθροφορίεσ και πρόγραμμα υπολογιςτι ςασ παραπζμπουμε ςτθν 

Διπλωματικι Εργαςία του κ .Πάλλα Μθνά,με τίτλο «Σχζςθ Ν-διάςτατθσ Γεωμετρίασ-

Γραμμικοφ Προγραμματιςμοφ-Γραφοκεωρίασ-Πλθροφορικισ»,όπου ςε αυτιν γίνεται 

εκτενισ ανάπτυξθ του κζματοσ με τθ ςχετικι κεωρία και προγράμματα υπολογιςτι. 

 

  



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

2θ εφαρμογι 

 

ΡΑΑΣΤΑΤΙΚΘ ΓΕΩΜΕΤΙΑ 

 

1. Ιςτορική Αναδρομή 

 

Αρχικά,ορίηουμε το χϊρο όπου εργαηόμαςτε και ςχεδιάηουμε τα ςχιματά μασ.Με   

ςυμβολίηουμε τον ευκλείδειο χϊρο και τον ταυτίηουμε με τον περιβάλλοντα χϊρο. 

Κάκε καταςκευι ςτο χϊρο  ζχει αντίςτοιχο γεωμετρικό μοντζλο (κατά 

προςζγγιςθ).Ραραδείγματοσ χάριν θ καπνοδόχοσ πλοίου είναι τομι λοξοφ κϊνου με 

πρόςκιο επίπεδο,μια ςιραγγα τοποκετθμζνθ ςε υψόμετρο υπό κλίςθ είναι αλλθλοτομία 

κϊνου-κυλίνδρου κλπ. 

Στθν παροφςα εργαςία κα αςχολθκοφμε ειδικά με τον κϊνο και τισ τομζσ του με ζνα ι 

περιςςότερα επίπεδα. 

Ρρζπει αυτά τα ςχιματα του χϊρου (ℝ3) να τα παρουςιάςουμε ςτο χαρτί ςχεδίαςθσ (ℝ2).Θ 

γεωμετρία που επιτυγχάνει αυτό με τισ μεκόδουσ που χρθςιμοποιεί είναι θ Ραραςτατικι 

Γεωμετρία.Οι μζκοδοι παράςταςθσ είναι: 

i. Ρροβολι ςε 2 επίπεδα 

ii. Ρροβολι ςε ζνα επίπεδο 

iii. Αξονομετρία 

iv. Ρροοπτικι 

Εμείσ κα αςχολθκοφμε με τθν μζκοδο τθσ προβολήσ ςε δφο επίπεδα. 

 



Ο πρϊτοσ που εγραψε Ραραςτατικι Γεωμετρία είναι ο Γερμανόσ μθχανικόσ,ηωγράφοσ και 

φυςιοδίφθσ Albrecht Dürer (1471-1528).Ακολοφκθςαν οι Ιταλοί επιςτιμονεσ που κζλθςαν 

να κάνουν τελειότερεσ τισ μεκόδουσ προοπτικισ. 

Οι πρϊτεσ κεμελιωμζνεσ ιδζεσ για τισ ορκζσ προβολζσ ςε ηεφγοσ επιπζδων ςχετίηονται με 

προβλιματα οχυρωματικϊν ζργων που οι λφςεισ του απαιτοφςαν πολφπλοκουσ και 

μακροςκελείσ υπολογιςμοφσ .Ο Gaspard Monge (1746-1818) αντιμετϊπιςε τα προβλιματα 

αυτά με εξαιρετικά εμπνευςμζνο τρόπο,όταν ζγινε μακθτισ ςτθ Στρατιωτικι Σχολι 

Mezieres και ανζπτυξε εκεί τισ βαςικζσ αρχζσ μελετϊντασ τθν ορκι προβολι ςε δφο 

επίπεδα προβολισ.Ζτςι ιδρφκθκε θ μζκοδοσ Monge,ζχοντασ ωσ αφορμι ζνα πρακτικό 

πρόβλθμα,όπωσ ςυχνά ςυμβαίνει ςτισ επιςτιμεσ. 

Το 1794-1798 ο Monge αναπτφςςει τθν ομϊνυμθ μζκοδό του,τθν οποία παρουςίαςε το 

1794 κατά τθ διδαςκαλία του ςτθν École Normale ςτο Ραρίςι. 

 

Σπουδι του Dürer ςε κωνικι τομι με τθ χριςθ τθσ Παραςτατικισ Γεωμετρίασ. 



 

Επίπεδα προβολισ,ςχεδιαςμζνα από τον Monge. 

 

 

 

 



2. Ειςαγωγή 

 

Ραραςτατικι Γεωμετρία είναι θ Γεωμετρία που περιγράφει τα γεωμετρικά ςχιματα 

( ) του χϊρου με ηεφγοσ προβολϊν ( ', '')   και απεικονίηει τον τριδιάςτατο χϊρο 

(ℝ3)  ςτο επίπεδο που ονομάηεται χαρτί ςχεδίαςθσ (ℝ2). 

Υπάρχει αμφιμονοςιμαντθ αντιςτοιχία μεταξφ των ςχθμάτων του χϊρου (ℝ3) και των 

προβολϊν τουσ ςτο χαρτί ςχεδίαςθσ (ℝ2),ζτςι ϊςτε: 

                                           ℝ3  ∋  ( ', '')    2. 

Ρρόκειται για τθ μζκοδο Monge. 

Οι προβολζσ του  γίνονται ςε ηεφγοσ κακζτων επιπζδων 1 2,  που ονομάηονται επίπεδα 

προβολισ. 

Το 1 λζγεται 1ο επίπεδο προβολισ ι οριηόντιο επίπεδο προβολισ. 

Το 2  λζγεται 2ο επίπεδο προβολισ ι κατακόρυφο επίπεδο προβολισ. 

Το '  λζγεται 1θ προβολι του ςχιματοσ   . 

Το ''  λζγεται 2θ προβολι του ςχιματοσ   . 

 

 



Για να ζχουμε τα δφο ςχιματα ', ''  ςτο ίδιο επίπεδο κεωροφμε ότι το 2 ςτρζφεται 

περί τον άξονα 12y κατά 
2

 
 
 

 μζχρισ ότου 2 1   .Σε αυτι τθν περίπτωςθ ονομάηουμε το 

οριηόντιο επίπεδο προβολισ χαρτί ςχεδίαςησ. Ζτςι παίρνουμε τισ 2 προβολζσ του

, ( ', '')    ςτο επίπεδο.Αυτι θ μζκοδοσ ονομάηεται κατάκλιςη. 

Αυτι τθ γεωμετρία κα χρθςιμοποιιςουμε ςτισ επόμενεσ δφο καταςκευζσ που ζχουν το ίδιο 

γεωμετρικό μοντζλο. 

 

3. Σεχνικζσ Καταςκευζσ 

 

 1θ καταςκευι 

Καπνοςυλλζκτθσ πλοίου ζχει ςχιμα κυκλικοφ (ι ελλειπτικοφ) λοξοφ κϊνου που ζχει βάςθ 

κφκλο του 1 κζντρου  ,ακτίνα R και φψοσ h ,που τζμνεται από πρόςκιο επίπεδο που 

διζρχεται από το μζςον του φψουσ και εφάπτεται ςτθν βάςθ του κϊνου.Ηθτάμε να 

παραςτιςουμε αυτό το ςχιμα του χϊρου (ℝ3) ςτο χαρτί ςχεδίαςθσ (ℝ2) και να 

υπολογίςουμε τα αλθκι του μεγζκθ,διότι ωσ  γνωςτόν οι προβολζσ δεν δίνουν αλθκι 

μεγζκθ γενικά. 

 

 2θ καταςκευι 

Φωταγωγόσ οροφισ εργαςτθρίου από οπλιςμζνο ςκυρόδεμα ζχει ςχιμα λοξοφ κόλουρου 

κϊνου.Θ καμπφλθ τθσ βάςθσ είναι κφκλοσ κζντρου  και ακτίνασ R .Θ κωνικι τθσ επάνω 

επιφάνειασ,όπου βρίςκεται και το υαλοςτάςιο,ορίηεται από τθν τομι του λοξοφ κϊνου με 

πρόςκιο επίπεδο  ,το οποίο ζχει κλίςθ 45ο ωσ προσ το οριηόντιο επίπεδο και διζρχεται 

από γνωςτό ςθμείο Σ(Σ’,Σ’’) του Ρ1   .Ηθτοφνται να ςχεδιαςτοφν : 

 Θ τομι του λοξοφ κϊνου με το επίπεδο   ωσ πρϊτθ και δεφτερθ προβολι. 

 Το ανάπτυγμα τθσ παράπλευρθσ επιφάνειασ του κϊνου κατά τθν μεγαλφτερθ 

γενζτειρα. 

 Το αλθκζσ μζγεκοσ τθσ κωνικισ τομισ. 



Κακζνα από τα δφο παραδείγματα λφνονται με τθν ίδια μζκοδο με εγγραφι κανονικισ (ςτο 

παράδειγμά μασ 12-γωνικισ) πυραμίδασ ςτον κϊνο.Θ ίδια μζκοδοσ χρθςιμοποιείται  και 

όταν ο κϊνοσ είναι ελλειπτικόσ, ι είναι λοξόσ  χωρίσ θ ( ' ', '' '')      να είναι 

12 1 2y   . 

 

Στθ ςελίδα 33 παρατίκενται τα ςχιματα που οδθγοφν ςτθ λφςθ των προβλθμάτων. 

 

 

 

4. Γενικά περί 

κϊνου/Παράςταςη  

ορθοφ κϊνου 

 

1) Οριςμοί 

 

Κωνική επιφάνεια ι απλϊσ 

κϊνοσ λζγεται θ επιφάνεια 

που δθμιουργείται από τθν 

προβολι τυχαίασ καμπφλθσ 

(c) του χϊρου από ςτακερό 

ςθμείο Κ. 

                                                 (Σχ.2) 

 

Θ τυχαία καμπφλθ (c) λζγεται οδηγόσ και το ςθμείο Κ λζγεται κορυφή τθσ επιφάνειασ του 

κϊνου. 

 

Οι ευκείεσ που ενϊνουν τθν κορυφι (Κ) με τα ςθμεία τθσ οδθγοφ καμπφλθσ (c) λζγονται 

γενζτειρεσ τησ επιφάνειασ. Θ κωνικι επιφάνεια κεωρείται ότι εκτείνεται και πάνω από τθν 

κορυφι(Κ).  

 

 



 

 

2) Οριηόντιο και κατακόρυφο περίγραμμα κϊνου  

Το οριηόντιο περίγραμμα του κϊνου 

(1θπροβολι), περιλαμβάνει τθν 1θ 

προβολι Κ’ τθσ κορυφισ Κ, τθν 1θ 

προβολι τθσ οδθγοφ καμπφλθσ και τισ 

1εσ προβολζσ των ακραίων γενετειρϊν 

που είναι οι εφαπτόμενεσ από το Κ΄ 

προσ τθν προβολι τθσ οδθγοφ 

καμπφλθσ. 

Το κατακόρυφο περίγραμμα του κϊνου 

(2θ  προβολι) ,περιλαμβάνει αντίςτοιχα 

τθν 2θ προβολι Κ¨ τθσ κορυφισ, τθν 2θ  

προβολι τθσ οδθγοφ καμπφλθσ και τισ 

2εσ  προβολζσ των ακραίων γενετειρϊν. 

                                      (Σχ.3) 

 

Πταν θ οδθγόσ καμπφλθ είναι κφκλοσ 

και θ προβολι τθσ κορυφισ ςτο 

επίπεδο αυτοφ του κφκλου ςυμπίπτει 

με το κζντρο του, ο κϊνοσ ονομάηεται 

ορθόσ ή εκ περιςτροφήσ. 

 

Ο ορκόσ κϊνοσ είναι δυνατόν να 

κεωρθκεί ότι προκφπτει από τθν 

περιςτροφι τθσ γενζτειρασ ΚΑ περί 

άξονα τθν ευκεία ΚΟ. 

 

                                       (Σχ.4) 



 

3) Προβολι ςθμείων τθσ επιφάνειασ ορκοφ κϊνου 

 

 

 

Κάκε ςθμείο τθσ 

επιφάνειασ του κϊνου 

κεωρείται ότι ανικει ςε 

μία γενζτειρα του.  

Το τυχόν ςθμείο 

Ε1(Ε1’,Ε1¨) π.χ. τθσ 

επιφάνειασ ανικει ςτθν 

γενζτειρα ΚΕ (Κ’Ε’,Κ¨Ε¨) 

και προςδιορίηεται 

μζςω των προβολϊν 

των γενετειρϊν. 

 

 

 

 

(Σχ.5) 

 

4) Ειδικι περίπτωςθ 

ορκοφ κϊνου 

 

 

Τα ίδια ιςχφουν όταν ο κϊνοσ 

είναι εκ περιςτροφισ.  

 

 

(Σχ.6) 



Με αυτά τα 2 γεωμετρικά ςχιματα κα αςχολθκοφμε ςτισ παρακάτω εφαρμογζσ: 

 

1η εφαρμογή: Καπνοδόχοσ Πλοίου 

2η εφαρμογή: Καταςκευζσ  ςτεγάςτρων κλειςτϊν αθλητικϊν χϊρων 

 

 

 

 

 

 

 

5. Σομή Κϊνου με πρόςθιο επίπεδο-τομή κατά ζλλειψη 

                                                                                                                                                                                                                

 Πταν το τζμνον 

επίπεδο είναι 

πρόςκιο και το 2ο   

ίχνοσ του ς2¨τζμνει 

όλεσ τισ γενζτειρεσ 

του κϊνου,  

θ τομι είναι 

ζλλειψθ.     

Θ ζλλειψθ αυτι 

προβάλλεται ςτθν 2θ  

προβολι κατά  

το ευκφγραμμο 

τμιμα Α1¨Β1¨.  

                                                       (Σχ.7) 

Θ Α1Β1 είναι διάμετροσ τθσ ζλλειψθσ επειδι οι εφαπτόμενεσ ε1 και ε2 ςτα άκρα τθσ, είναι 

μεταξφ τουσ παράλλθλεσ.     

 



Θ ςυηυγισ διάμετροσ τθσ  Α1Β1 είναι 

θ Ε1Ζ1 θ οποία είναι επίςθσ 

παράλλθλοσ προσ τισ εφαπτόμενεσ 

ε1,ε2. Στθν 2θ  προβολι θ Ε1Ζ1 

προβάλλεται ςτο ςθμείο Ε1¨=Ζ1¨, 

μζςον τθσ Α1¨Β1¨.  

Στθν 1θ  προβολι τα Ε1’ και Ζ1’ 

προκφπτουν μζςω των γενετειρϊν 

του κϊνου.  

                                           (Σχ.8) 

6. Απεικόνιςη τομήσ λοξοφ κϊνου με πρόςθιο επίπεδο 

 

Στο προθγοφμενο ςχιμα ζχουμε απεικονίςει τθν 1θ και τθν 2θ προβολι λοξοφ κϊνου με 

οδθγό καμπφλθ κφκλο (Ο,R) και κορυφι Κ(Κ’,Κ’’).Ο λοξόσ κϊνοσ τζμνεται από το πρόςκιο 

επίπεδο ς(ς1 ‘,ς2 ‘’) και θ τομι του ζχει αντίςτοιχα προβολζσ τθσ ζλλειψεισ με άξονεσ 

(ςυηυγείσ διαμζτρουσ) Α1’Β1’,Ε1’Ζ1’ και Α1’’Β1’’,Ε1’’Ξ Ζ1’’. 

 

7. Αληθζσ μζγεθοσ τομήσ-Ανάπτυγμα μεταςχηματιςμζνησ τομήσ 

 

Για να ςχεδιαςκεί το ανάπτυγμα μιασ κωνικισ επιφάνειασ  χρειάηεται να γνωρίηουμε τα 

μικθ (ΚΑ), (ΚΒ), (ΚΓ)... κλπ  των γενετειρϊν τθσ κωνικισ επιφάνειασ και τισ αποςτάςεισ των 

άκρων των γενετειρϊν μεταξφ τουσ. Τα πραγματικά μικθ των γενετειρϊν προςδιορίηονται 

με τθν μζκοδο τθσ περιςτροφισ τουσ περί κατακόρυφο άξονα  διερχόμενο από τθν κορυφι 

Κ τθσ επιφάνειασ, ϊςτε να γίνουν μετωπικζσ. 

Θ γενζτειρα ΚΑ(Κ’Α’, Κ¨Α¨) π.χ. περιςτρεφόμενθ περί τον κατακόρυφο άξονα παίρνει τθν 

κζςθ ΚΑο (Κ’Αο’, Κ¨Αο¨) οπότε το μζγεκοσ (Κ¨Αο¨) είναι το πραγματικό τθσ μικοσ. Τα μικθ 

των αποςτάςεων των άκρων των γενετειρϊν μετρϊνται ςε πραγματικό μζγεκοσ επί τθσ 



οδθγοφ καμπφλθσ. Από τα μικθ των γενετειρϊν και από τα μικθ των αποςτάςεων των 

άκρων τουσ καταςκευάηεται το ανάπτυγμα. 

Ο κφκλοσ τθσ βάςθσ μεταςχθματίηεται ςε καμπφλθ θ οποία παρουςιάηει το πολφ δφο 

ςθμεία καμπισ. Σθμεία καμπισ τθσ μεταςχθματιςμζνθσ τθσ βάςθσ  είναι τα ςθμεία επαφισ 

Γ και Δ των γενετειρϊν του περιγράμματοσ τθσ 1θσ προβολισ με τον κφκλο . 

Για τθν μεταςχθματιςμζνθ τθσ τομισ απαιτοφνται οι αποςτάςεισ των ςθμείων τομισ από 

τθν κορυφι του κϊνου, οι οποίεσ κακορίηονται επίςθσ μζςω τθσ περιςτροφισ. Θ 

μεταςχθματιςμζνθ τθσ τομισ παρουςιάηει επίςθσ δφο το πολφ ςθμεία καμπισ τα οποία 

προκφπτουν ωσ εξισ: Από τθν προβολι τθσ κορυφισ ςτο τζμνον επίπεδο φζρνουμε τισ 

εφαπτόμενεσ ςτθν τομι (ςτθν ζλλειψθ). Τα ςθμεία επαφισ (εάν υπάρχουν) γίνονται ςθμεία 

καμπισ τθσ μεταςχθματιςμζνθσ τθσ τομισ. 

 Κατ’αυτόν τον τρόπο προκφπτουν τα παρακάτω ςχιματα αναπτφγματοσ κϊνου και 

μεταςχθματιςμζνθσ τθσ τομισ,τα οποία βρίςκουν αυτοφςια εφαρμογι ςτθν καταςκευι 

μιασ καπνοδόχου πλοίου,όπωσ αναφζραμε πρωτφτερα. 

Ραρακάτω παρατίκεται επιπροςκζτωσ και εικόνα μιασ καπνοδόχου,για λόγουσ 

πλιρζςτερθσ εποπτείασ (Σχ.11). 

 

                                                                       (Σχ.9) 



 

                                                                   (Σχ.10) 



Σχ.11 



 

                                                              (Σχ.12) 

 



Στο 1 ζχουμε τθν 1θ προβολι του κϊνου που ςυνίςταται από τθν πρϊτθ προβολι τθσ 

βάςθσ ( ', )R τθν πρϊτθ προβολι τθσ κορυφισ ' και από τθν πρϊτθ προβολι του 

ηεφγουσ μετωπικϊν γενετειρϊν ( '1', '2 ')   του κϊνου. 

Στο 2 ζχουμε τθ δεφτερθ προβολι του κϊνου που ςυνίςταται από τθν δεφτερθ προβολι 

τθσ βάςθσ ( , )R που είναι το ευκφγραμμο τμιμα 121''7 '' y από τθν 2θ προβολι τθσ 

κορυφισ '' και από τθ δεφτερθ προβολι (1'' '',7 '' '')  του ηεφγουσ των μετωπικϊν 

γενετειρϊν. 

Θ τομι με το πρόςκιο επίπεδο είναι ζλλειψθ που ζχει 2θ προβολι το ευκφγραμμο τμιμα 

1 2'' ''  και πρϊτθ προβολι ζλλειψθ με άξονεσ 1 2 1 2( ' ', ' ')    . 

Οι προβολζσ τθσ ζλλειψθσ που είναι θ τομι του κϊνου με το επίπεδο τομισ 1 2( ', '')   δεν 

είναι αλθκι μεγζκθ.Το αλθκζσ μζγεκοσ τθσ τομισ υπολογίηεται με κατάκλιςθ του επιπζδου 

1 2( ', '')   ςτο επίπεδο 1 . 

Αν 0 0 0 0,    θ κατάκλιςθ των αξόνων ζλλειψθσ (τομισ) τότε θ κατάκλιςθ τθσ ζλλειψθσ 

τθσ τομισ καταςκευάηεται και υπολογίηεται το εμβαδόν τθσ. 

Το αλθκζσ μζγεκοσ τθσ παράπλευρθσ επιφάνειασ τθσ καταςκευισ υπολογίηεται από το 

ανάπτυγμα τθσ παράπλευρθσ επιφάνειασ και θ μεταςχθματιςμζνθ τθσ τομισ του 

κϊνου.Αυτό ανάγεται ςτο ανάπτυγμα τθσ εγγεγραμμζνθσ πυραμίδασ ςτον κϊνο και τθσ 

μεταςχθματιςμζνθσ τθσ. 

 

Ειδική περίπτωςη  

Πταν ο κϊνοσ είναι ορκόσ κυκλικόσ,θ καταςκευι γίνεται απλοφςτερθ.Θ δεφτερθ προβολι 

τθσ τομισ είναι το ευκφγραμμο τμιμα 1 1 2'' ''    ενϊ θ πρϊτθ προβολι τθσ είναι 

ζλλειψθ με άξονεσ 1 1' '  και 1 1' '  . 

Με τθν κατάκλιςθ του επιπζδου τομισ άρα και τθσ ζλλειψθσ προκφπτει το αλθκζσ μζγεκοσ 

τθσ τομισ.Το ανάπτυγμα τθσ παράπλευρθσ επιφάνειασ του κϊνου είναι κυκλικόσ τομζασ 

κζντρου  και ακτίνασ '' ''  και θ παράπλευρθ επιφάνεια τθσ καταςκευισ ορίηεται 

από το τμιμα τθσ που περιζχεται μεταξφ τθσ βάςθσ του κυκλικοφ τομζα και τθσ 

μεταςχθματιςμζνθσ τθσ τομισ. 

 



Ραρατθριςεισ 

A. Ο καπνοςυλλζκτθσ του πλοίου είναι λοξόσ κϊνοσ πάντοτε,διότι κατά τθν κίνθςθ του 

πλοίου ο καπνόσ ακολουκεί αντίκετθ πορεία τθσ πορείασ του πλοίου,άρα κινείται 

κατά τθ διαγϊνιο,όπωσ φαίνεται ςτο ςχιμα: 

 

                                                     (Σχ.13) 

 

B. Τζτοιεσ καταςκευζσ εργαςτθρίων ζχουμε εντόσ τθσ Ρολυτεχνειοφπολθσ ςτθ Σχολι  

Ρολιτικϊν Μθχανικϊν,όπωσ φαίνεται ςτθν παρακάτω φωτογραφία: 



              

                           

                                            

                                                                        (Σχ.14) 

   



Ειδικζσ Καταςκευζσ 

Σε αυτι τθν παράγραφο κα χρθςιμοποιιςουμε το ίδιο γεωμετρικό μοντζλο ςε 2 πιο 

ςφνκετεσ γεωμετρικζσ καταςκευζσ . 

i. Θ πρϊτθ αναφζρεται ςτθν τομι ορκοφ κυκλικοφ κϊνου με δφο πρόςκια επίπεδα.  

ii. Θ δεφτερθ ςε αλλθλοτομία ορκοφ κυκλικοφ κϊνου και ορκισ τετραγωνικισ 

πυραμίδασ. 

i. Εδϊ ζχουμε το ςχιμα 15,το οποίο ακολουκεί παρακάτω.Ρροςεγγιςτικά το ςτάδιο 

Ειρινθσ και Φιλίασ κεωρείται ορκόσ κϊνοσ με τομι 2 προςκίων επιπζδων (Σχ.15). 

Ουςιαςτικά θ γεωμετρικι αυτι καταςκευι είναι τομι ελλειπτικοφ κϊνου με υπερβολικό 

παραβολοειδζσ.Από τθν αναλυτικι γεωμετρία είναι γνωςτζσ οι εξθσ εξιςϊςεισ: 

a) Θ εξίςωςθ ελλειπτικοφ κϊνου:                
2 2 2

2 2 2
0

x y z

a  
      (2) 

b) Το υπερβολικό παραβολοειδζσ είναι ευκειογενισ επιφάνεια που παράγεται από τισ 2 

οικογζνειεσ των ευκειϊν:  

I. 
2 2

2 , 0, 0
x y

z a
a




       (3)  

                                 

 

           

Σχ.15. 



 

Για το υπερβολικό παραβολοειδζσ ιςχφουν: 

1) Οι αρικμοί α,β ονομάηονται παράμετροι του υπερβολικοφ 

παραβολοειδοφσ. 

2) Επίπεδθ τομι κάκετθ ςτον άξονα Η (Η=λ,λ≠0) είναι υπερβολι και για λ=0 

είναι ηεφγοσ ευκειϊν 
x y

a 
  . 

3) Κάκετθ τομι του υπερβολικοφ παραβολοειδοφσ με επίπεδο ςτουσ άξονεσ 

x,y είναι παραβολι (εξοφ και το όνομα τθσ επιφάνειασ). 

4) Είναι ευκειογενισ επιφάνεια και αποτελείται από 2 διακεκριμζνεσ ομάδεσ 

ευκειϊν,που λζγονται γενζτειρεσ.Οι εξιςϊςεισ των γενετειρϊν είναι: 

1θ ομάδα:{ ( ) 2 , ( ) }
x y x y

z
a a

   
 

     

2θ ομάδα: { ( ) 2 , ( ) }
x y x y

z
a a

   
 

     

5) Οι γενζτειρεσ τθσ ίδιασ ομάδασ δεν βρίςκονται ςτο ίδιο επίπεδο. 

6) Δφο γενζτειρεσ διαφορετικϊν ομάδων βρίςκονται ςτο ίδιο επίπεδο. 

7) Από κάκε ςθμείο του υπερβολικοφ παραβολοειδοφσ δίερχεται μία και μόνο 

γενζτειρα  κάκε ομάδασ.Οι γενζτειρεσ αυτζσ ορίηουν το εφαπτόμενο 

επίπεδο ςτο υπερβολικό παραβολοειδζσ. 

8) Είναι ευκειογενισ επιφάνεια που παράγεται από τθν κίνθςθ ευκείασ d,που 

παραμζνει παράλλθλθ ςε ζνα επίπεδο ρ και ςυναντά 2 ςτακερζσ 

αςφμβατεσ ευκείεσ δ1,δ2 και δεν είναι παράλλθλθ ςτο ρ. 

9) Το επίπεδο ρ και οποιοδιποτε άλλο παράλλθλο ςτο ρ λζγεται διευκφνων 

επίπεδο του υπερβολικοφ παραβολοειδοφσ. 

10) Θεωρείται ιδανικι επιφάνεια για ςτζγαςθ μεγάλων ανοικτϊν χϊρων ,διότι 

τα φορτία κατανζμονται ςτθν περιφζρεια,όπου υπάρχουν υποςτθλϊματα . 

ii. Θ αλλθλοτομία ορκοφ κϊνου και τετραγωνικισ πυραμίδασ με πλευρά βάςθσ 

κάκετθ ςτον άξονα y12 και βάςθ του κϊνου εντόσ του τετραγϊνου και φψοσ 

πυραμίδασ μικρότερο του φψουσ του κϊνου.Θ αλλθλοτομία ανάγεται ςε τομι 

κϊνου με πρόςκιο επίπεδο που περιορίηεται από τισ ακμζσ τθσ ζδρασ τθσ 

πυραμίδασ.Με τθ βοικεια τθσ ςυμμετρίασ ωσ προσ το κζντρο τθσ βάςθσ  (κϊνου και 



πυραμίδασ) βρίςκουμε πρϊτθ,δεφτερθ προβολι τθσ τομισ,αλθκζσ 

μζγεκοσ,ανάπτυγμα και μεταςχθματιςμζνθ(Σχ.16). 

 

Παρατιρθςθ:Μια άλλθ εφαρμογι τθσ Ραραςτατικισ Γεωμετρίασ,χριςιμθσ ςτουσ 

Μθχανικοφσ είναι προβολι ςε ζνα επίπεδο (μζκοδοσ υψομζτρων) που χρθςιμοποιοφν οι 

Ρολιτικοί Μθχανικοί ςε χωματουργικά ζργα (οδοποιία) ι ςε καταςκευζσ ςτεγϊν κλπ. 

 

  



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

3θ εφαρμογι 

 

ΡΛΕΓΜΑΤΑ-ΕΝΕΛΙΞΘ 

 

10. Ειςαγωγή 

Τα πλζγματα είναι ςχιμα του διδιάςτατου χϊρου (ℝ2 ) και αποτελοφνται από 

πεπεραςμζνο ςφνολο ςημείων n και από πεπεραςμζνο ςφνολο m υποςυνόλων του 

n που ονομάηουμε γραμμζσ.Άρα τα πλζγματα είναι μια πεπεραςμζνθ γεωμετρία 

για τθν οποία ιςχφουν τα παρακάτω:  

Με 1 2( , ,..., )nP A A A ςυμβολίηουμε το ςφνολο των n ςθμείων . 

Με 1 2( , ,..., )mL      ςυμβολίηουμε το ςφνολο των m  γραμμϊν. 

Αν A ςθμείο του ςυνόλου P  που ανικει ςτθ γραμμι  του ςυνόλου L λζμε ότι το A

ανήκει ςτο  υποςφνολο του L  ι το  διζρχεται από το A . 

Τα ςθμεία του P  που ανικουν ςτθν ίδια γραμμι  του L ονομάηονται ςυγγραμικά. 

Δφο γραμμζσ ,k s   του L που διζρχονται από το ίδιο ςθμείο A P  λζγονται 

τεμνόμενεσ. Δφο γραμμζσ ,k s   του L που που είναι ςφνολα ξζνα μεταξφ τουσ 

δθλαδι δεν ζχουν κοινό ςθμείο τότε ,k s   λζγονται παράλληλεσ. 

 

Το ηεφγοσ των ςυνόλων ( , )P L ονομάηεται πεπεραςμζνο ομοπαραλληλικό επίπεδο 

(a fine plane). 

 

 



2. Αξιϊματα 

Ιςχφουν τα παρακάτω αξιϊματα: 

1) Υπάρχει ακριβϊσ μία γραμμι που διζρχεται από 2 οποιαδιποτε ςθμεία. 

2) Αν δοκοφν δφο γραμμζσ υπάρχει το πολφ ζνα ςθμείο που ανικει και ςτισ 

δφο γραμμζσ. 

3) Υπάρχουν 4 ςθμεία τζτοια ϊςτε ανά τρία να μθν είναι ςυγγραμικά. 

4) Αν P τυχαίο ςθμείο και  μια γραμμι που δεν διζρχεται από το P ,τότε 

υπάρχει ακριβϊσ μία γραμμι που διζρχεται από το P  και είναι παράλλθλθ 

με τθν  . 

 

Παράδειγμα:   

Αν { , , , , , , , , }P            ςφνολο 9 ςθμείων του επιπζδου και  

{ , , , , , , , , , , , }L                

είναι 12 υποςφνολα (γραμμζσ) του P τότε το ( , )P L είναι πεπεραςμζνθ γεωμετρία 

που ικανοποιεί τα παραπάνω αξιϊματα και ζχουμε το εξισ ςχιμα (Σχιμα 17): 

 



3. Θεωρήματα: 

Για το πεπεραςμζνο ομοπαραλλθλικό επίπεδο ιςχφουν: 

i. Ο αρικμόσ των ςθμείων του είναι 2n . 

ii. Ο αρικμόσ των γραμμϊν του είναι 2n m . 

iii. Κάκε γραμμι περιζχει ακριβϊσ n ςθμεία. 

iv. Κάκε ςθμείο ανικει ακριβϊσ ςε 1n γραμμζσ. 

v. Κάκε γραμμι του είναι παράλλθλθ ςε n γραμμζσ. 

vi. Κάκε γραμμι του ςυναντά (ζχει κοινό ςθμείο δθλαδι) 2n άλλεσ γραμμζσ. 

vii. Υπάρχουν 1n παράλλθλεσ κλάςεισ γραμμϊν 

viii. Το ςφνολο όλων των γραμμϊν τθσ ίδιασ κλάςθσ ςχθματίηει μία παράλλθλθ 

κλάςθ [ ]  ςτο ομοπαραλλθλικό επίπεδο. 

 

Σθμείωςθ: Το n  ονομάηεται τάξη του επιπζδου. 

Από το προθγοφμενο παράδειγμα ζχουμε: 

                                                            Σχιμα (18) 



 2n =9 ςθμεία. 

 Τάξθ n =3. 

 2n m =32+3=12 γραμμζσ. 

 4 κλάςεισ παράλλθλων ευκειϊν: 

A. Κάκετθ κλάςθ: 0, 1, 2x x x   . 

B. Οριηόντια κλάςθ: 0, 1, 2y y y   . 

C. Ραράλλθλθ κλίςθ με κλίςθ 1 (κόκκινο χρϊμα): , 1, 2y x y x y x     . 

D. Ραράλλθλθ κλίςθ με κλίςθ 2 (πράςινο χρϊμα): 2 , 2 1, 2 2y x y x y x      

 

Αντίςτοιχα για το ομοπαραλλθλικό επίπεδο τάξθσ 2 ζχουμε: 

 

                                   (Σχιμα 19) 

 

 

 2n =4. 

 2 2n  =6. 

 4 κλάςεισ παράλλθλων ευκειϊν. 

 

 

 

 



4. Πλζγματα 

Εφαρμογι αυτισ τθσ Γεωμετρίασ είναι τα ορκογϊνια πλζγματα.Αυτά ζχουν ςαν 

ςφνολο κορυφϊν το καρτεςιανό γινόμενο S S ενόσ ςυνόλου S με m ςθμεία. 

Δφο κορυφζσ ενϊνονται με πλευρά αν και μόνο αν ζχουν μια τουλάχιςτον κοινι 

ςυντεταγμζνθ και κα βρίςκονται ςτθν ίδια γραμμι ι ςτιλθ του πλζγματοσ. 

Στθ κεωρία γραφθμάτων τα ορκογϊνια πλζγματα μελετικθκαν απο τον Ινδό 

μακθματικό Bose (1894-1974) και ωσ ιςχυρά κανονικά γραφιματα από τουσ 

Erdős,Renyi και Sos το 1965. 

Μια εργαςία τθσ επιβλζπουςασ αναφζρεται ςτα ελάχιςτα άκαμπτα ατςάλινα 

πλζγματα1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                             
1 Ν.Ράλλα «Συνεκτικότθτα γραφιματοσ από τουσ 0-1 πίνακεσ γειτνίαςθσ πρόςπτωςθσ»,2003. 



5. Ενζλιξη 

Το Γεωμετρικό Σχιμα δεν είναι ςτατικό.Με τθν κίνθςθ αλλάηει και θ διάςταςθ του 

χϊρου.Ζτςι ςτο κεφάλαιο 2 από τον (ℝ3) χϊρο πιγαμε με κατάκλιςη ςτον (ℝ2) και 

αντίςτοιχα από τον (ℝ2) με ανάκλιςη πιγαμε ςτον (ℝ3) χϊρο. 

 

 

 

 

Ζτςι,αν ςτο πλζγμα ΑΒΓΔ κεωριςουμε ότι θ πλευρά ΑΒ≡ΓΔ προκφπτει κφλινδροσ. 



 

                                  

 

 

Θ διαγϊνιοσ ςτθν περίπτωςθ αυτι μετατρζπεται ςε ενζλιξθ. 



                        

 

Θ πλευρά ΑΒ≡ΓΔ είναι το βιμα τθσ ενζλιξθσ.Τζτοια ςχιματα είναι τα κυλινδρικά 

κλιμακοςτάςια,ο κοχλίασ κ.λ.π.  Θ μεταξφ 2 ενελίξεων επιφάνεια είναι θ ενελικτικι 

επιφάνεια που ςτα ςχιματά μασ φαίνεται ωσ βάςθ τθσ κλίμακασ ι ωσ παράπλευρθ 

επιφάνεια (κλιμακοςταςίου βιβλιοκικθσ ΕΜΡ). 

 



Τζτοια ςχιματα που ανζφερα υπάρχουν ςτο χϊρο του Ρολυτεχνείου και 

ακολουκοφν φωτογραφίεσ τουσ . 

 

 

 

 

 

 



 

 

                                                 Ο κοχλίασ του Αρχιμιδουσ 

 

 

Το κλιμακοςτάςτιο τθσ Βιβλιοκικθσ του Ε.Μ.Π.Φαίνεται κακαρά θ ενελικτικι επιφάνεια. 



 

                                 Κλιμακοςτάςιο του Υπουργείου Μεταφορϊν. 

  



ΕΠΙΛΟΓΟ 

 

Ππωσ είδαμε,θ Γεωμετρία δζν είναι μόνο μία επιςτιμθ του απτοφ και ιδθ γνωςτοφ 

φυςικοφ κόςμου.Ρολλζσ από τισ εφαρμογζσ τθσ εφάπτονται ςε τομείσ που είναι 

υπερβατικοί και τουσ αγγίηει μόνο θ ανκρϊπινθ φανταςία. 

Ρζρα από αυτό,που ςίγουρα εξάπτει το ενδιαφζρον,εντυπωςιάηει θ ςαφισ 

διαχρονικότθτα τθσ Γεωμετρίασ,θ οποία μπορεί πλζον να υποςτθρίξει τόςο τθν 

λφςθ πολφπλοκων αλγορίκμων,όςο και τθν εφαρμοςμζνθ καταςκευι μζγαλων και 

μικρϊν ζργων,με ακρίβεια και καλαιςκθςία. 

Το πιο ευχάριςτο όμωσ,είναι ότι θ Γεωμετρία ςυνεχίηει να δίνει ερεκίςματα ςτον 

Άνκρωπο να υπερβεί τα φυςικά του όρια και να δϊςει υφι και υπόςταςθ ςτουσ 

ςυλλογιςμοφσ,χωρίσ να είναι αποκομμζνθ από το φυςικό περιβάλλον ,από όπου 

ξεκίνθςε. 

Είναι ςίγουρο ότι κα ςυνεχίςει να εμπνζει το ανκρϊπινο γζνοσ,όπωσ κάνει εδϊ και 

πάνω από 2000 χρόνια.  
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