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Euqarist�e
H paroÔsa diplwmatik  ergas�a ekpon jhke sto ergast rio tou Tomèa Teqnolog�a
twn Katergasi¸n tou EjnikoÔ Metsìbiou Poluteqne�ou upì thn ep�bleyh tou Kajhght E.M.P. k. Dhmhtr�ou Manwl�kou. Sto shme�o autì ja  jela na ekfr�sw ti
 eilikrine�
euqarist�e
 mou pro
 to prìswpo tou kajhght  E.M.P. k. Dhm trio Manwl�ko gia thnaperiìristh sumpar�stash tou kat� th di�rkeia ektèlesh
 tou peir�mato
. Oi upode�xei
tou opo�ou me kajod ghsan per� th sunèqish ektÔlixh
 tou m�tou th
 Ari�dnh
   tom 
tou gìrdiou desmoÔ. Ep�sh
 ja  jela na ekfr�sw ti
 euqarist�e
 mou pro
 ton upoy fioDid�ktora tou tm mato
 Mhqanolìgwn Mhqanik¸n k. KoÔzilo Ge¸rgio gia to qrìno kaiti
 gn¸sei
 pou mou prosèfere s� ìlh th di�rkeia pragm�twsh
 th
 diplwmatik 
 mou er-gas�a
, qwr�
 th suneq  kajod ghsh tou opoiou ja  tan adÔnath h ekpìnhsh th
. Ofe�lwna euqarist sw tou
 sun�delfou
 kai f�lou
 apì to Ergast rio tou Tomèa Teqnolog�a
twn Katergasi¸n tou Tm mato
 Mhqanolìgwn Mhqanik¸n tou E.M.P., kaj¸
 kai tou
proswpikoÔ
 mou f�lou
, gia th bo jeia kai sunergas�a tou
 kat� thn pore�a th
 diplw-matik 
 mou ergas�a
. Tèlo
 ja  jela na ekfr�sw ti
 euqarist�e
 mou pro
 tou
 gone�
kai ta adèrfia mou gia thn anoq  pou upèdeixan ìlo autì to di�sthma.



� PERIEQ�OMENA 2'EpoyhMia sÔntomh all� periektik  anadrom  sth qhmik  sÔstash kai th qr sh twnPolumer¸n (Kef�laio 1) e�nai arket  gia na katano soume thn almat¸dh exèlixh th
biomaqan�a
 twn Plastik¸n kai thn ep�drash th
 se ìlou
 tou
 tome�
 th
 anjr¸pinh
drasthriìthta
, ìpw
 p.q. thn kataskeu  ktir�wn, mhqanhm�twn, th suskeuas�a trof�mwnk.lp.Wstìso, h sÔgqronh biomhqan�a apaite� th qr sh upologistik¸n mejìdwn gia th mon-telopo�hsh th
 polumeroÔ
 ro 
. Exait�a
 th
 exèqousa
 shmas�a
 twn exis¸sewn twn mh-Neut¸neiwn Reust¸n sthn polumer  epexergas�a, e�nai shmantik  h katanìhsh th
 jew-rhtik 
 jemel�wsh
 aut¸n twn exis¸sewn (Kef�laio 2). Met� th sÔntomh perigraf  twnbasik¸n exis¸sewn th
 mhqanik 
 twn mh-Neut¸neiwn Reust¸n epiqeir jhke h kathgori-opo�hsh twn anelastik¸n reust¸n me b�sh th qronik  ex�rthsh tou
. H shmantikìterhkathgor�a twn anelastik¸n reust¸n pou xert¸ntai apì to qrìno e�nai ta ixwdoelastik�reust�, ìpou dìjhkan oi exis¸sei
 tou
 se diaforik  kai oloklhrwtik  morf .Sto tr�to Kef�laio pragmatopoi jhke mia genik  prosèggish th
 mejìdou twn Sta-jmismènwn Upolo�pwn twn Peperasmènwn Stoiqe�wn pou apotele� thn apotelesmatikìterhkai pio sÔgqronh mèjodo Arijmhtik 
 Prosèggish
 gia ti
 polumere�
 roè
. Anafer-j kame sti
 mejìdou
 Parembol 
 gia koinìtupa Peperasmèna Stoiqe�a. En suneqe�aanaferj kame se �mh kanonik�� peperasmèna stoiqe�a ìpw
 ta stoiqe�a Taylor-Hood kai
Crouzeix-Raviart ta opo�a qrhsimopoioÔntai eurèw
 gia na montelopo�hsoun perioqè
 pol-umeroÔ
 ro 
. O periorismì
 tou sf�lmato
, th
 mejìdou prosèggish
 th
 ro 
 mèsw twnStajmismènwn Upolo�pwn twn Peperasmènwn Stoiqe�wn, pragmatopoi jhke mèsw th
 e-farmog 
 th
 mejìdou Streamline Upwind.To tètarto Kef�laio perilamb�nei ti
 mejìdou
 montelopo�hsh
 problhm�twn asump�-esth
 ro 
 kai sugkekrimèna, th mèjodo UVP, th suneq  kai th diakritopoihmènh mèjodo
Penalty, th mèjodo V.O.F. se sust mata Euler kai Lagrange kaj¸
 kai th mèjodo twnelaq�stwn tetrag¸nwn oi opoie
 montelopoioÔn th ro  me th qr sh Peperasmènwn S-toiqe�wn.Sto Peiramatikì mèro
 th
 paroÔsa
 Diplwmatik 
 (Kef�laio 5) anaptÔqjhke miatrisdi�stath arijmhtik  mèjodo
 gia na exet�sei th mh-isìjermh, mh-Neut¸neia polumer ro  diamèsou m�a
 m tra
 ex¸jhsh
, h opo�a qrhsimopoie�tai gia thn paragwg  uyhl -
 puknìthta
 poluaijulenik¸n (High-Density Polyethylene) swl nwn. To arijmhtikìmontèlo bas�sthke ston k¸dik� CFD tou COMSOL 3.4 (FEM) kai qrhsimopoi jhke gi-a na upolog�sei thn p�esh th
 ro 
 kai thn katanom  th
 jermokras�a
 se m�a m tra



� PERIEQ�OMENA 3tÔpou �ar�qnhs�. H ekt�mhsh twn mègistwn pièsewn pou anaptÔqjhkan sth m tra kat� thdi�rkeia th
 diadikas�a
 ex¸jhsh
 pistopoie� ìti, akìma kai ta pìdia th
 ar�qnh
, ta opo�-a e�nai ta adÔnata mèrh th
 m tra
, mporoÔn na antistajoÔn sti
 pièsei
 kat� th di�rkeialeitourg�a
 th
. To arijmhtikì montèlo ep�sh
 upolìgise to posì th
 ix¸dou
 jermìth-ta
. Ep�sh
 ta dedomèna th
 p�esh
 kai th
 jermokras�a
 proèkuyan qrhsimopoi¸nta
 kaim�a analutik  prosèggish. H arijmhtik  prosèggish sumfwne� arket� me ta peiramatik�dedomèna pou proèkuyan kat� th di�rkeia ex¸jhsh
 tou ulikoÔ.
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Kef�laio 1
QHMEIA POLUMERWN.
1.1 PLASTIKA KAI POLUMERH.Orismène
 epoqè
 onom�sjhkan apì ta ulik� pou èferan epan�stash sthn kajhmerin zw  twn anjr¸pwn. 'Etsi p.q. èqoume thn epoq  tou sid rou , thn epoq  tou ore�qalkouk.l.p. An kane�
 s mera  jele na d¸sei ìnoma sthn epoq  ma
 ja thn èlege anamfisb th-ta {epoq  twn plastik¸n}. Pragmatik� , h an�ptuxh th
 epist mh
 twn polumer¸n  tanekjetik  sun�rthsh tou qrìnou , me kataplhktik  èntash sta teleuta�a e�kosi qrìnia. Ja tan skìpimh m�a sÔntomh anadrom  apì ta pr¸ta abèbaia b mata th
 {mh sthrizìmenh
 ep�episthmonik 
 b�sew
 biomhqan�a
 plastik¸n} w
 thn montèrna {makromoriak  mhqanik }h opo�a pètuqe na paraskeu�sei polumer  me entel¸
 prokajorismène
 idiìthte
. Prinapì ekatì per�pou qrìnia , oi qhmiko� anagn¸risan ìti oi idi�zouse
 idiìthte
 twn pol-umer¸n , ìpw
 p.q. h elastikìthta tou kaoutsoÔk kai h plastikìthta tou kelloulo�th tan apotèlesma tou meg�lou megèjou
 tou mor�ou tou
. Sthn arq  p�steyan ìti tapolumer  e�nai susswmat¸mata mikr¸n mor�wn kai ta onìmasan {kolloeid } gia na tadiakr�noun apì ta krustallik� s¸mata. Gia to kaoutsoÔk p.q. p�steuan ìti apotele�taiapì susswmat¸mata dimejulokuklooktadien�ou.

1



� Kef�laio 1. QHMEIA POLUMERWN. 2

En¸ gia thn kuttar�nh p�steuan ìti apotele�tai apì susswmat¸mata th
 parak�twkuklik 
 ènwsh
:

Thn upìjesh twn {kolloeid¸n} apèkrouse pr¸to
 o H.Straudinger to 1920 me thneisagwg  th
 ènnoia
 twn makromor�wn. H ènnoia tou makromor�ou den ègine amèsw
paradekt  kur�w
 giat� den mporoÔse na g�nei antilhptì
 o trìpo
 koresmoÔ twn akra�wnatìmwn tou �njraka tou makromor�ou. O �dio
 o H.Straudinger , sthn per�ptwsh toukaoutsoÔk , p�steue ìti oi dÔo akra�oi �njrake
 tou makromor�ou (a) kai (w) e�qan mìno3 sjènh ant� twn tess�rwn. Thn exasjènish tou 4ou sjènou
 thn apèdide sto meg�lomègejo
 tou mor�ou.
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Argìtera o H.Straudinger , gia na exhg sei ton trìpo koresmoÔ twn akra�wn atìmwntou �njraka , eis gage thn ènnoia twn makrokÔklwn . Sthn per�ptwsh aut  oi akra�oi�njrake
 en¸nontai metaxÔ tou
 kai ètsi sumplhr¸netai to tètarto sjèno
 tou
.

H apor�a tou trìpou koresmoÔ twn akra�wn anjr�kwn up rqe mèqri to 1937 pou o
Flory apèdeixe , ìti oi akra�oi �njrake
 èqoun kanonik� tèssera sjènh , me thn exakr�bwshtou mhqanismoÔ tou polumerismoÔ prosj kh
. O Flory apèdeixe ìti to tètarto sjèno
twn akra�wn anjr�kwn sumplhr¸netai me om�de
 -R. Sthn per�ptwsh p.q. tou kaoutsoÔkto makromìrio tou èqei thn ex 
 dom :
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Oi Straudinger kai Flory jewroÔntai oi patère
 th
 epist mh
 twn polumer¸n kai giathn ìlh tou
 sumbol  sta polumer  tim jhkan me to brabe�o Nobel Qhme�a
 ,o pr¸to
to 1954 kai o deÔtero
 to 1974. An kai h qhmik  fÔsh twn polumer¸n �rqise na g�netaiantilhpt  apì to 1920 h biomhqan�a twn plastik¸n �rqise polÔ nwr�tera , to 1829 , meth qrhsimopo�hsh tou kaoutsoÔk sthn paraskeu  elastik¸n sbust rwn. To 1839 , o
Charles Goodyear sto Akron tou Ohio anakalÔptei tele�w
 tuqa�a tou boulkanismì toukaoutsoÔk kai to 1851 arq�zei h biomhqan�a tou sklhroÔ kaoutsoÔk , tou ebon�th gia thnParaskeu  diafìrwn sumpag¸n , kai ìqi mìno elastik¸n proðìntwn. To 1920 par�getaio polÔ (oxikì
 binulestèra
) , to 1927 to polÔ (binuloqlwr�dio) , to 1931 ta poluakru-lik� polumer  , to 1937 to polusturènio kai to 1938 to Nylon -6,6 apì ton Carothers.Apì tìte h exèlixh th
 biomhqan�a
 twn plastik¸n e�nai kataplhktik  kai ta plastik�te�noun na antikatast soun ìla sqedìn ta sumbatik� ulik� p.q. gual� (poluakrilik�polumer ) , mètalla (poluaijulènio, polupropènio, Tefflon k.l.p.) xÔlo (polubinuloql-wr�dio) k.l.p. se ìlou
 tou
 tome�
 th
 anjr¸pinh
 drasthriìthta
 , ìpw
 p.q. kataskeu kthr�wn , mhqanhm�twn , suskeuas�a trof�mwn k.l.p. Autì ofe�letai sto ìti ta plastik�parousi�zoun poll� pleonekt mata ìpw
 p.q. antoq  , mikrì b�ro
 , qamhlì kìsto
 ,antoq  sthn jraÔsh k.l.p. Bèbaia ektì
 apì ta pleonekt mata ta plastik� èqoun kai



� Kef�laio 1. QHMEIA POLUMERWN. 5orismèna meionekt mata:(A) Anaflègontai eÔkola me sÔgqronh paragwg  aer�wn ìpw
 p.q. HCN (poluoure-j�ne
), HCl (polubinuloqlwr�dio), SO2 ( boulkanismèno kaoutsoÔk ).O lìgo
 autì
èkane merik� kr�th na b�loun ìria sth qrhsimopo�hsh plastik¸n sti
 kataskeuè
 k-thr�wn.(B) Par�gontai apì ous�e
 toxikè
 p.q. to polubinuloqlwr�dio par�getai apì tokarkinogìno aèrio binuloqlwr�dio . An met� thn paraskeu  tou polumeroÔ
 den g�neiepimel 
 apom�krunsh tou egklwbismènou karkinogìnou binuloqlwrid�ou , autì mpore� nametaferje� sti
 suskeuas�e
 ( p.q. plastik� mpouk�lia ladioÔ ) kai apì eke� sto trìfimo.O lìgo
 autì
 ¸jhse orismèna kr�th na apagoreÔsoun th qrhsimopo�hsh tou polubinu-loqlwrid�ou gia thn kataskeu  doqe�wn suskeuas�a
 trof�mwn.(G) E�nai problhmatik  h di�jes  tou
 giat� den katastrèfontai eÔkola (rÔpansh perib�l-lonto
).Ta di�fora plastik� pou kukloforoÔn sto empìrio , e�nai polÔploka m�gmata polumer¸nkai �llwn ulik¸n , pou skopì èqoun na belti¸soun ti
 basikè
 idiìthte
 kai na mei¸sounto kìsto
 twn polumer¸n. H tupik  sÔnjesh p.q. enì
 plastikoÔ me basikì ulikì totuqa�o sumpolumerè
 polÔ ( binuloqlwr�dio -co- oxikì
 binulestèra
 ) , pou qrhsimopoie�-tai gia epik�luyh patwm�twn , e�nai h parak�tw:SUMPOLUMERES (BASIKO ULIKO) : 100 MERH BARFJALIKOS DIOJULESTERAS (PLASTIKOPOIHTES) : 30 MERH BARQLWRIWMENOS HC (DEUTER. PLAST.) : 15 MERH BARANJRAKIKO ASBESTIO (PLHRWTIKO ULIKO) : 150 MERH BARTALKHS (PLHRWTIKO ULIKO) : 150 MERH BARORGANIKA ALATA Cd/Ba (STAJEROPOIHTHS) : 3 MERH BARSTEATIKO ASBESTIO (LIPANTIKO - STAJER) : 1 MERH BARQRWMA : ANALOGA ME TIS APAITHSEIS(1.1)



� Kef�laio 1. QHMEIA POLUMERWN. 6Oi plastikopoihtè
 aux�noun thn eukamy�a kai thn antoq  se kroÔsh tou polumeroÔ
Ta ulik� plhr¸sew
 elatt¸noun to kìsto
 tou sumpolumeroÔ
. Oi stajeropoihtè
prostateÔoun to makromìrio apì thn apoikodìmhsh (sthn proke�menh per�ptwsh thnapìspash HCl kai to sp�simo twn dhmiourgoumènwn dipl¸n desm¸n). To lipantikì bo-hj�ei sthn el�ttwsh th
 trib 
 metaxÔ sumpolumeroÔ
 kai mhqan¸n katergas�a
. Tèlo
to qr¸ma qrhsimopoie�tai gia na d¸sei ton kat�llhlo qrwmatismì sto �qrwmo polumerè
.Epomènw
 to polumerè
 (pollè
 forè
 sthn biomhqan�a onom�zetai kai rht�nh-resin) e�nai mia kajar  qhmik  ènwsh (makromìrio) , en¸ to plastikì e�naisun jw
 m�gma polumeroÔ
 (  sumpolumeroÔ
) kai �llwn ulik¸n.1.2 BASIKES ENNOIES.'Ena polumerè
 (polymer)   èna makromìrio (mac molecule) e�nai èna meg�lo mìriokataskeuasmèno apì thn epan�lhyh mikr¸n domik¸n mon�dwn oi opo�e
 sundèontai metaxÔtou
 me omoiopolikoÔ
 desmoÔ
. Sun jw
 o ìro
 {makromìrio}   {polumerè
} d�netai semìria me perissìtere
 apì dèka domikè
 mon�de
. Ta mìria me ligìtere
 apì dèka domikè
mon�de
 onom�zontai oligomer  (oligomers). Oi en¸sei
 apì ti
 opo�e
 proèrqontai tapolumer  lègontai monomer  (monomers). Ta monomer  kai oi domikè
 mon�de
 (repecting

units)   monomerik� stoiqe�a (monomeric units) diafèroun e�te ston trìpo sundèsew
 ,e�te ston arijmì twn atìmwn tou
 p.q.
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O arijmì
 twn monomerik¸n stoiqe�wn tou makromor�ou onom�zetai bajmì
 polumeris-moÔ kai d�netai apì thn ex�swsh:
X =

moriako baro
 polumerou
moriako baro
 monomerikou soiqeiou =
M

M0Sun jw
 o bajmì
 polumerismoÔ twn sunjetik¸n polumer¸n br�sketai metaxÔ 100 kai10.000.1.2.1 ONOMATOLOGIA POLUMERWN.Up�rqoun tr�a sust mata onomatolog�a
 twn polumer¸n.(A) To pr¸to sÔsthma bas�zetai sta emporik� onìmata (trade names) twn polumer¸n
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 pou par�getai apì terefjalikì oxÔ kai aijulenoglukìlh onom�ze-tai terylene, to polumerè
 pou proèrqetai apì to polumerismì tou sturen�ou onom�zetaidylene, dilete, fostarene kai to polumerè
 pou proèrqetai apì to polumerismì tou me-jakrulikoÔ mejulestèra onom�zetai plexiglass, diacon klp. To sÔsthma autì den e�naieukolìqrhsto giat� den èqei kam�a episthmonik  b�sh. Se orismène
 peript¸sei
 m�a empo-rik  onomas�a ègine gennesiourgì
 ìro
 gia thn onomas�a mia
 olìklhrh
 t�xh
 polumer¸npq. to nylon, gia ta aleifatik� poluam�dia. 'Etsi ta aleifatik� poluam�dia onom�zontai
nylon-m,n ìpou m kai n o arijmì
 twn atìmwn �njraka th
 diam�nh
 kai tou dioxèo
 an-t�stoiqa pq. to poluam�dio pou proèrqetai apì thn examejulenodiam�nh kai to adipikì oxÔ,onom�zetai nylon-6.6. Sta �lla duo sust mata to ìnoma tou polumeroÔ
 sqhmat�zetaiapì to polu- kai to ìnoma tou polumeroÔ
.(B) To deÔtero sÔsthma, pou bas�zetai se empeirikoÔ
 kanìne
 qhmik  onomatolog�a
e�nai kai to pio diadedomèno

Ta polumer  pou proèrqontai apì monomer  me drastikè
 om�de
 (pq. -COOH, -NH2

, -OH , -NCO klp ) onom�zontai me ton �dio trìpo pq. to polumerè
 pou proèrqetai apì to
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 to polumerè
autì mpore� na proèljei kai apì ton polumerismì th
 w-laurolaktình
 , onom�zetai kaipolÔ (w-laurolaktình).

O poluestèra
 pou proèrqetai apì terefjalikì oxÔ kai aijulenoglukìlh onom�zetaipolÔ (terefjalikì
 aijulenestèra
).
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To polumerè
 pou proèrqetai apì aijulenoglukìlh kai fainulenodiisokuanikì estèraonom�zetai polÔ (aijuleno-fainuleno-ourej�nh).

(G) To tr�to sÔsthma bas�zetai se austhroÔ
 kanìne
 qhmik 
 onomatolog�a
 kat�
IUPAC. SÔmfwna me to sÔsthma autì o polÔ (mejakrulikì
 mejulestèra
) onom�zetaipolÔ (1-oxumejulokarbonulo-1-mejulenoaijulènio) kai to polÔ (binuloqlwr�dio) onom�ze-tai polÔ (1- qlwroaijulènio).1.2.2 TAXINOMHSH POLUMERWN.Genik� ta polumer  taxinomoÔntai se dÔo meg�le
 kathgor�e
.1)Sta fusik� polumer  kai ta par�gwg� tou
 pq. prwte�ne
, kuttar�nh, oxik  kainitrik  kuttar�nh klp kai2)Sta sunjetik� polumer  pq. poluaijulènio, polusturènio, poluam�dia, poluestère
 klpTa sunjetik� polumer  mporoÔn na diairejoÔn me th seir� tou
:A) An�loga me th qhmik  tou
 dom 



� Kef�laio 1. QHMEIA POLUMERWN. 11B) An�loga me th sumperifor� tou
 sth jèrmansh kaiG) An�loga me thn idiìthta pou kuriarqe� sth qrhsimopo�hs  tou
A) Dia�resh twn sunjetik¸n polumer¸n an�loga me th qhmik  tou
 dom SÔmfwna me aut  th dia�resh ta polumer  diairoÔntai se dÔo meg�le
 kathgor�e
:1)Sta omopolumer    apl¸
 polumer 2)Sta sumpolumer Omopolumer  e�nai ta polumer  pou proèrqontai apì m�a domik  mon�da (A). Tasumpolumer  proèrqontai apì thn epan�lhyh duo (A,B)   perissotèrwn domik¸n mon�dwn.Ta omopolumer  upodiairoÔntai:
i) Sta grammik� omopolumer  (linear homopolymers)
ii) Sta diakladismèna omopolumer  (branched homopolymers)
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iii) Kuklik� omopolumer 
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Ta sumpolumer  pou proèrqontai apì dÔo monomer  pq. sturènio (A) kai isoprènio(B) upodiairoÔntai:
i) Sta tuqa�a (random)   statistik� sumpolumer , ìtan h epan�lhyh twn domik¸nmon�dwn A kai B e�nai tuqa�a
ii) Sta enallassìmena sumpolumer  ìtan ta A kai B enall�ssontai diadoqik�
iii) Sta kat� sust�de
 sumpolumer  , ìtan apoteloÔntai apì dÔo, trei
   kai peris-sìtere
 sust�de
 domik¸n mon�dwn
iv) Sta emboliasmèna sumpolumer  , ìtan h kÔria alus�da apotele�tai apì th m�adomik  mon�da kai oi kl�doi apì thn �llh domik  mon�da.
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Oi om�de
 twn polumer¸n pou proup�rqoun sta ant�stoiqa monomer  den jewroÔntaidiaklad¸sei
 all� pleurikè
 om�de
. Pq. h om�da pentÔlio sto polÔ (1- eptulènio) e�naipleurik  om�da kai ìqi diakl�dwsh. Ant�jeta oi om�de
 -CH3 kai boutÔlio pou up�rqounsta makromìria tou poluaijulen�ou qamhl 
 puknìthta
   uyhl 
 pièsew
, jewroÔntaidiaklad¸sei
, giat� den br�skontai sto monomerè
 aijulènio.



� Kef�laio 1. QHMEIA POLUMERWN. 15
(B) Dia�resh twn sunjetik¸n polumer¸n an�loga me th sumperifor� tou
sth jèrmanshSÔmfwna me aut  th dia�resh ta sunjetik� polumer  diairoÔntai se jermoplastik�se jermosklhrunìmena polumer  kai se elastomer . Jermoplastik� e�nai ta polumer pou malak¸noun (kai epomènw
 mporoÔn na morfopoihjoÔn) me jèrmansh p�nw apì m�aorismènh, gia k�je polumerè
, jermokras�a, th jermokras�a ual¸dou
 metapt¸sew
 TG

(glass transition temperature). 'Otan yuqjoÔn ta jermoplastik� anaktoÔn ti
 arqikè
tou
 idiìthte
. Jewrhtik� ta jermoplastik� mporoÔn na morfopoihjoÔn, me jèrmansh,�peire
 forè
 giat� den metab�lletai (me jèrmansh) h qhmik  tou
 dom . Ta jermoplastik�polumer  apoteloÔntai kur�w
 apì grammik� makromìria pq. polusturènio, polubunilo-qlwr�dio, poluaijulènio klp

'Opw
 fa�netai sto sq ma, kat� th jèrmansh metab�lletai mìno h sqetik  jèsh twnmakromor�wn kai ìqi h qhmik  dom  tou
. Jermosklhrunìmena e�nai ta polumer  poumetab�lloun, ìqi antistrept�, ti
 arqikè
 tou
 idiìthte
 me jèrmansh p�nw apì m�a oris-mènh jermokras�a, parous�a sun jw
 orismènwn qhmik¸n en¸sewn. Ta makromìria twnpolumer¸n aut¸n me jèrmansh en¸nontai metaxÔ tou
 kai sqhmat�zoun makromoriak� plèg-mata. 'Etsi den anaktoÔn potè pia ti
 arqikè
 tou
 idiìthte
 kai den xanamorfopoioÔntaime jèrmansh.
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'Opw
 fa�netai apì to prohgoÔmeno sq ma, kat� thn arqik  jèrmansh den metab�l-letai mìno h sqetik  jèsh twn makromor�wn all� kai h qhmik  tou
 dom . Jer-mosklhrunìmena polumer  e�nai pq. o bakel�th
, to boulkanisèno kaoutsoÔk, oi epox-udikè
 rht�ne
 klp.(G) Dia�resh twn sunjetik¸n polumer¸n an�loga me thn idiìthta pou kuri-arqe� sth qrhsimopo�hs  tou
.Qwr�
 na up�rqei saf 
 di�krish, ta polumer  pou kukloforoÔn sto empìrio diakr�-nontai se sunjetikè
 �ne
, se elastomer  kai se plastik�. Sth kathgor�a twn sunjetik¸nin¸n an koun ta polumer  pou èqoun thn ikanìthta na sqhmat�zoun �ne
 meg�lh
 antoq 
pq. poluam�dia, poluestère
, polupropulènio klp. Elastomer  e�nai ta polumer  pou ìtanupostoÔn boulkanismì mporoÔn na aux soun ti
 diast�sei
 tou
, toul�qiston 100/100,me thn ep�drash exwterik 
 dÔnamh
 kai na epanèljoun sti
 arqikè
 tou
 diast�sei
 met�thn apom�krunsh th
 exwterik 
 dÔnamh
. Sth kathgor�a twn elastomer¸n an koun topoluisopropènio, to poluisoboutulènio, to poluboutadiènio klp. Plastik� polumer  e�naieke�na pou qrhsimopoioÔntai gia th paraskeu  film, epiqrism�twn klp. Oi di�fore
 kath-gor�e
 polumer¸n èqoun diaforetikè
 mhqanikè
 idiìthte
. Ta sklhr� plastik� kai oisunjetikè
 �ne
 qarakthr�zontai apì meg�lo mètro elastikìthta
 kai mikrè
 epimhkÔnsei
,en¸ ta elastomer  qarakthr�zontai apì mikrì mètro elastikìthta
 kai meg�le
 epimhkÔn-



� Kef�laio 1. QHMEIA POLUMERWN. 17sei
. Ta eÔkampta plastik� qarakthr�zontai apì endi�mese
 timè
 mètrou elastikìthta
kai epim kunsh
. Ep�sh
 oi di�fore
 kathgor�e
 sunjetik¸n polumer¸n parousi�zoun di-aforè
 sth jermokras�a t xew
 (Tm) kai sth jermokras�a ual¸dou
 metapt¸sew
 (Tg).Oi sunjetikè
 �ne
 kai ta sklhr� plastik� èqoun meg�lo Tm kai sqetik� meg�lo TG pq.
nylon 6 (Tm: 223oC kai TG: 50oC) , nylon 6,6 (Tm: 265oC kai TG: 57oC) , isotaktikìpolusturènio (Tm: 240oC kai TG: 100oC). Ta elastomer  èqoun polÔ mikrì Tm kai TGpq polÔ (cis-1,4-boutadiènio) (Tm: 6oC kai TG: -108oC) , polÔ (cis-1,4-isoprènio)(fusikìkaoutsoÔk)(TG:-73oC). Oi timè
 Tm kai TG gia ta eÔkampta plastik� poik�loun pq.poluaijulènio uyhl 
 puknìthta
 grammikì (Tm: 135oC kai TG: -125oC) , polubuniloql-wr�dio (Tm: 273oC kai TG: 81oC) , polÔ (mejakrulikì
 mejulestèra
) (Tm: 200oC kai
TG: 100oC)1.3 DESMIKES DUNAMEIS.Oi desmikè
 dun�mei
 metaxÔ twn atìmwn kai twn mor�wn diairoÔntai se prwtotage�
(enèrgeia diasp�sew
 megalÔterh apì 50 Kcal/mol) kai se deuterotage�
 (enèrgeia di-asp�sew
 mikrìterh apì 10 Kcal/mol). Sti
 prwtotage�
 desmikè
 dun�mei
 an koun oiiontiko�, metalliko�, hmipoliko� kai omoiopoliko� desmo�, me desmikì m ko
 pou kuma�netaimetaxÔ 0.9 kai 2 A per�pou. Oi deuterotage�
 desmikè
 dun�mei
, pou sun jw
 onom�zon-tai dun�mei
 Van der Waals giat� s� autè
 ofe�letai h diìrjwsh pou g�netai sthn ex�swshtwn tele�wn aer�wn, èqoun desmikì m ko
 metaxÔ 2.5 kai 5 A per�pou. Sth kathgor�aaut  an koun oi desmo� udrogìnou kai oi desmikè
 dun�mei
 pou anaptÔssontai metaxÔ:a) dipìlwn, b)dipìlwn- mh dipìlwn ex� epagwg 
 kai g) mh dipìlwn lìgw diakum�nsewnth
 puknìthta
 tou hlektroniakoÔ nèfou
 (dun�mei
  lLondon   dun�mei
 diaspor�
) Ta�toma enì
 makromor�ou sugkrat¸ntai sun jw
 me omoiopolikoÔ
 desmoÔ
, en¸ metaxÔtwn makromor�wn   metaxÔ tmhm�twn enì
 makromor�wn anaptÔssontai dun�mei
 Van der

Waals. Sti
 dun�mei
 autè
 ofe�lontai kat� kÔrio lìgo, oi idi�zouse
 idiìthte
 twn pol-umer¸n. Pollè
 idiìthte
 polumer¸n (pq. jermokras�a t xew
 Tm, dialutìthta, akamy�aklp) exart¸ntai apì to {paket�risma} twn makromor�wn tou
, epomènw
 isqurè
 endo-moriakè
 dun�mei
 ja epidroÔn eunoðk� sti
 idiìthte
 autè
. To uyhlì Tm tou nylon

6,6 ofe�letai sti
 isqurè
 dun�mei
 Van der Waals (desmo� udrogìnou, desmo� dipìlwn,
London). Ep�sh
 to megalÔtero Tm kai h megalÔterh akamy�a tou polÔ (terefjalikoÔaijulestèra) ofe�letai sti
 isqurìtere
 dun�mei
 pou anaptÔssontai metaxÔ twn arw-matik¸n daktul�wn ap� ìti metaxÔ twn -CH2-. Omo�w
 to megalÔtero Tm kai TG tou
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 isqurìtere
 dun�mei
 metaxÔtwn makromor�wn tou PVC ap� ìti metaxÔ twn makromor�wn tou poluaijulen�ou.

1.4 MIKRODOMH POLUMERWN.Oi idiìthte
 twn polumer¸n den exart¸ntai mìno apì th qhmik  tou
 dom  all� kai apìth mikrodom  tou
. Oi diaforè
 sth mikrodom  twn polumer¸n ofe�lontai:A) sth diaforetik  arqitektonik B) sto diaforetikì prosanatolismìG) sth diaforetik  diamìrfwsh
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 makromoriak 
 alus�-da
.A) Arqitektonik  domik¸n mon�dwnSthn per�ptwsh aut  an koun polumer  pou oi domikè
 tou
 mon�de
 èqoun thn �diaqhmik  sÔstash all� diaforetik  moriak  arqitektonik , me apotèlesma na parousi�zounshmantikè
 diaforè
 sti
 fusikè
 tou
 idiìthte
.

B) Prosanatolismì
 domik¸n mon�dwnEn¸ sth per�ptwsh tou poluaijulen�ou up�rqei m�a mìno pijanìthta prosanatolis-moÔ twn domik¸n mon�dwn, sth per�ptwsh tou polupropulen�ou kai �llwn polumer¸n measÔmmetrh domik  mon�da pq.
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o prosanatolismì
 twn domik¸n mon�dwn mpore� na g�nei me dÔo trìpou
:

ta sunjetik� polumer  parousi�zoun kur�w
 ton trìpo sundèsew
 twn domik¸n mon�d-wn kefal  - our�. Autì ofe�letai sto ìti to monomerè
 pou prost�jetai sthn anap-tussìmenh pq. makrìriza protim� ton trìpo kefal  - our� (1) gia lìgou
 mikrìterh
stereoqhmik  parempìdish
 kai megalÔterh
 stajerìthta
 th
 makrìriza
, lìgw th
parous�a
 tou upokatast�th Q.
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Sth per�ptwsh tou polÔ (binulofjorid�ou) to posostì twn dÔo dom¸n br�sketai meth bo jeia tou magnhtikoÔ purhnikoÔ suntonismoÔ (NMR). To -H th
 om�da
 -CHF- sun-ton�zetai se diaforetik  suqnìthta sti
 dÔo domè
, epeid  h gewmetr�a tou kai epomènw
oi magnhtikè
 tou idiìthte
 e�nai diaforetikè
. 'Etsi emfan�zontai dÔo korufè
, m�a giak�je dom , embadomètrhsh twn opo�wn d�nei to posostì twn dÔo dom¸n. Sth per�ptwshtou polubinuloqlwrid�ou ektì
 apì NMR to posostì twn dÔo dom¸n prosdior�zetai meth parak�tw diadikas�a.Di�luma polubinuloqlwrid�ou se diox�nio jerma�netai me Zn. An up�rqoun kai oi dÔodomè
 sta makromìria tou PVC ja g�noun oi parak�tw antidr�sei
:



� Kef�laio 1. QHMEIA POLUMERWN. 22

Apì statistik  an�lush apodeiknÔetai ìti sÔmfwna me thn (1) mìno to 86,4/100 touqlwr�ou antidr� giat� h ant�drash e�nai tuqa�a. To 13,6/100 tou qlwr�ou apomon¸netai,den antidr� me to Zn kai ètsi paramènei sto makromìrio. SÔmfwna me th (2) to ql¸rioapomakrÔnetai pl rw
. Epeid  h paratetamènh jèrmansh tou PVC se di�luma dioxan�ou me
Zn apomakrÔnei 84/100•86/100 tou qlwr�ou sumpera�netai ìti sto PVC èqoume 100/100th dom  kefal  - our� .G) Diamìrfwsh domik¸n mon�dwn An h domik  mon�da enì
 polumeroÔ
 èqei
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 parak�tw diamorf¸sei


To stereoisomerè
 (1) den mpore� na per�sei sto stereoisomerè
 (2) par� mìno mesp�simo omoiopolikoÔ desmoÔ th
 kÔria
 alus�da
. 'Ena makromìrio loipìn mpore� naemfaniste� me trei
 diaforetikè
 diamorf¸sei
:



� Kef�laio 1. QHMEIA POLUMERWN. 24Sth pr�xh e�nai adÔnaton na paraskeuastoÔn polumer  100/100 isotaktik�   100/100sundiotaktik�. Ta sunjetik� polumer  qarakthr�zontai apì mia katanom  isotaktik¸n,sundiotaktik¸n kai ataktik¸n diamorf¸sewn. H taktikìthta twn polumer¸n sun jw
d�netai se tri�de
 100H taktikìthta ephre�zei shmantik� ti
 idiìthte
 twn polumer¸npq. to polupropulènio tou empor�ou pou èqei meg�lo posostì isotaktik¸n tri�dwn è-qei meg�lo bajmì krustallikìthta
 , meg�lo shme�o t xew
 (Tm = 160oC), kai kalè
mhqanikè
 idiìthte
, en¸ to ataktikì polupropulènio e�nai �morfo, èqei mikrì shme�o t x-ew
 (Tm = 75oC) kai kakè
 mhqanikè
 idiìthte
 (biomhqanik� �qrhsto ulikì).D) Gewmetrik  isomèreia domik¸n mon�dwn'Otan h domik  mon�da enì
 polumeroÔ
 èqei diplì desmì, ìpw
 pq. sth per�ptwshtou poluisopren�ou, tìte aut  mpore� na p�rei ti
 parak�tw duo isomere�
 morfè
:

To cis poluisoprènio (kaoutsoÔk) e�nai elastomerè
, en¸ to trans e�nai hmikrustal-likì plastikì (goutapèrka). Ta sunjetik� polumer  pou emfan�zoun to fainìmeno th
gewmetrik  isomèreia
 qarakthr�zontai apì mia katanom  
i
 kai tran
 domik¸n mon�dwn.H katanom  aut  mpore� na prosdioriste� me upèrujrh fasmatoskop�a (IR)   kalÔterh me
NMR.1.5 MORIAKA BARH KAI IDIOTHTES.H spoudaiìterh �sw
 diafor� metaxÔ twn apl¸n en¸sewn kai twn polumer¸n e�nai ìtita polumer  apoteloÔntai apì makromìria diaforetikoÔ moriakoÔ b�rou
 en¸ oi aplè
en¸sei
 apì mìria me to autì moriakì b�ro
. Epomènw
 sth per�ptwsh twn polumer¸n
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 enì
polumeroÔ
 me mèjodo pou bas�zetai ston arijmì twn makromor�wn pq. wsmwmetr�a, tìteto moriakì b�ro
 pou prokÔptei onom�zetai mesomoriakì b�ro
 kat� arijmìn kai d�netaiapì thn ex�swsh :
〈M〉n =

{
∑

i

Ni

}−1
∑

i

NiMi'Opou Ni e�nai o arijmì
 twn moles twn makromor�wn i me moriakì b�ro
 MiApì metr sei
 sked�sew
 fwtì
, mèjodo
 h opo�a bas�zetai sto b�ro
 twn makro-mor�wn, lamb�netai to mèso moriakì b�ro
 kat� b�ro
 pou d�netai apì thn ex�swsh:
〈M〉w =

{
∑

i

wi

}−1
∑

i

wiMi'Opou wi to b�ro
 twn makromor�wn i. 'Ena mètro th
 katanom 
 moriak¸n bar¸nenì
 polumeroÔ
 e�nai o suntelest 
 polumoriakìthta
   katanom 
 moriak¸n bar¸n I oopo�o
 d�netai apì thn ex�swsh
I =

〈M〉w
〈M〉nìso I→1 tìso to polumerè
 èqei mikrìterh moriak  diaspor�. 'Ole
 oi endiafèrouse
idiìthte
 twn polumer¸n pq. antoq  ston efelkusmì kai sthn k�myh, elastikìthta, TGklp exart¸ntai apì to moriakì b�ro
 tou
. K�tw apì èna kr�simo moriakì b�ro
   bajmìpolumerismoÔ Xc , ta polumer  den parousi�zoun kami� mhqanik  antoq . P�nw apìèna orismèno bajmì polumerismoÔ 600 , h mhqanik  antoq  twn polumer¸n mènei sqedìnamet�blhth. Akìma kai an èqoume èna mikrì kèrdo
 sthn antoq  ìtan to Q pern�ei thntim  600, entoÔtoi
 to ix¸de
 g�netai tìso meg�lo, ¸ste h katergas�a twn polumer¸n sti
di�fore
 mhqanè
 morfopo�hsh
 e�nai sqedìn adÔnath. Ta sun jh polumer  tou empor�ouèqoun bajmì polumerismoÔ 200 èw
 600.



Kef�laio 2
BASIKES EXISWSEIS.
H epexergas�a upologistik¸n montèlwn me th bo jeia hlektronikoÔ upologist  apotele�èna �krw
 apotelesmatikì kai eÔqrhsto ergale�o gia thn posotik  an�lush tìso th
mhqanik 
 twn reust¸n ìso kai th
 metafor�
 jermìthta
 se mh-neut¸neia polumer sust mata ro 
. Sunep¸
, autoÔ tou e�dou
 oi upologistikè
 mèjodoi, qrhsimopoioÔn-tai kat� kìron sth sÔgqronh biomhqan�a gia to sqediasmì kai thn an�ptuxh apoteles-matikìterwn kai pio exeligmènwn polumer¸n ulik¸n ta opo�a ja qrhsimopoihjoÔn gia thnpar�gwgh biomhqanikoÔ exoplismoÔ.Ta kÔria b mata gia thn an�ptuxh enì
 upologistikoÔ sust mato
 gia mia apl  di-adikas�a ro 
, ìpw
 h paramìrfwsh enì
 polumeroÔ
 ulikoÔ, sunoy�zontai sta ex 
:

• DiatÔpwsh mia
 seir�
 basik¸n exis¸sewn oi opo�e
, se sunduasmì me ti
 oriakè
sunj ke
, parèqoun èna majhmatikì montèlo pro
 ep�lush.
• Arijmhtik  ep�lush twn diatupwmènwn exis¸sewn apì èna upologistikì sÔsthma.Oi biomhqanikè
 efarmogè
 twn morfopoihmènwn polumer¸n ulik¸n bas�zontaisun jw
 sto sunduasmì diafìrwn tÔpwn atomik¸n diadikasi¸n. Sunep¸
, gia to sqedi-asmì aut¸n twn efarmog¸n, me th bo jeia hlektronikoÔ upologist , mpore� na uiojethje�mia kat� tomèa prosèggish, sthn opo�a k�je tomèa
 th
 eurÔterh
 diadikas�a
, dÔnataina exetaste� qwrist�. Mia shmantik  pro�pìjesh, aut 
 th
 prosèggish
, e�nai h epibol 26



� Kef�laio 2. BASIKES EXISWSEIS. 27oriak¸n sunjhk¸n sta ìria enì
 upotomèa th
 polÔplokh
 diadikas�a
. Sunep¸
, h di-amèlish th
 polÔplokh
 efarmog 
 se aploÔsterou
 tome�
 ja prèpei na basiste� se miasusthmatik  diadikas�a h opo�a ja mpore� or�sei ti
 apara�thte
 oriakè
 sunj ke
 sta ì-ria twn upo-diadikasi¸n. H logik  mèjodo
 gia ton prosdiorismì twn upo-diadikasi¸n twnmorfopoihmènwn polumer¸n ulik¸n perigr�fetai apì tou
 Taylor kai Gogos (1979). H ro twn mh-Neut¸neiwn reust¸n pa�zei polÔ shmantikì rìlo se pollè
 efarmogè
 twn pol-umer¸n ulik¸n sth biomhqan�a. Apì dw kai sto ex 
, h diatÔpwsh majhmatik¸n montèlwngi� autè
 ti
 diadikas�e
 mpore� na basiste� sth mhqanik  twn mh-Neut¸neiwn reust¸n. Oibasikè
 exis¸sei
 th
 mhqanik 
 twn mh-Neut¸neiwn reust¸n, gia èna kajorismèno ped�oro 
 parèqoun ekfr�sei
 ìson afor� thn taqÔthta, thn p�esh, thn t�sh, to rujmì kat-apìnhsh
 kai th jermokras�a. Autè
 oi exis¸sei
 aporrèoun apì tou
 basikoÔ
 fusikoÔ
nìmou
 kaj¸
 kai apì th dienèrgeia peiram�twn.Lìgo th
 exèqousa
 shmas�a
 twn exis¸sewn twn mh-Neut¸neiwn reust¸n sthn epex-ergas�a polumer¸n ulik¸n e�nai shmantikì na katano soume th jewrhtik  jemel�wshaut¸n twn exis¸sewn. EntoÔtoi
, leptomer 
, jewrhtik  jemel�wsh th
 mhqanik 
 twnmh-Neut¸neiwn reust¸n e�nai ektì
 tou skopoÔ aut 
 th
 diplwmatik 
. To antike�menokalÔptetai apì meg�lh bibliograf�a afierwmènh sto jèma. Gia par�deigma o endiafer-ìmeno
 mpore� na brei leptomere�
 anaforè
 sti
 basikè
 exis¸sei
 th
 mhqanik 
 twnmh-Neut¸neiwn reust¸n Bird et al. (1960) kai Aris (1989) kai eidikìtera gia polumer reust� Middleman (1977) kai Bird et al. (1977).S� aut n thn enìthta, parousi�zontai oi genikè
 exis¸sei
 th
 elasmatik 
, mh-isìjermh
, asump�esth
 ro 
 twn mh-Neut¸neiwn reust¸n, oi opo�e
 qrhsimopoioÔntai giana montelopoi soun ti
 diadikas�e
 th
 polumeroÔ
 epexergas�a
. Kaj� ìlh th di�rkeiath
 enìthta
, gia thn aplopo�hsh th
 parous�ash
, qrhsimopoioÔntai dianusmatik� sÔm-bola kai ìle
 oi exis¸sei
 d�nontai s� èna domhmèno (stajerì   Euler) sÔsthma suntetag-mènwn.2.1 DIEPOUSES EXISWSEIS.2.1.1 EXISWSH SUNEQEIAS.H ex�swsh sunèqeia
 e�nai mia èkfrash tou nìmou diat rhsh
 m�za
 kai d�netai w

divv = 0 (2.1)



� Kef�laio 2. BASIKES EXISWSEIS. 28'Opou to sÔmbolo1 div:= ∇ e�nai to an�delta (de�kth
 kl�sh
) kai v e�nai to di�nusmath
 taqÔthta
. H ex�swsh e�nai gnwst  kai w
 periorismènh asumpiestìthta. H apous�atou par�gonta th
 p�esh
 sthn pio p�nw ex�swsh duskoleÔei thn arijmhtik  prosomo�wshtwn asump�estwn reust¸n.2.1.2 EXISWSH KINHSHS.H ex�swsh th
 k�nhsh
 bas�zetai sto nìmo th
 diat rhsh
 orm 
 (2o
 nìmo
 th
 k�nhsh
tou NeÔtwna) kai d�netai w

ρ
∂v

∂t
+ ρvdivv = divσ + ρg (2.2)ìpou ρ : puknìthta ro 
 tou reustoÔ

v : taqÔthta reustoÔ
σ : de�kth
 p�esh
 Caushy

g : epit�qunsh th
 barÔthta
 ana mon�da ìgkou
Se polumer  sust mata ro 
, h shmas�a tou sumbìlou an�delta sthn ex�swsh (1.2)e�nai sun jw
 mikr  kai mpore� na paralhfje�. Autì, e�nai èna qarakthristikì, gia roè
me polÔ mikrì arijmì Reynolds kai gia reust� me polÔ uyhlì ix¸de
. Sthn pleionìthtatwn polumer¸n susthm�twn ro 
, h epit�qunsh th
 barÔthta
, se sÔgkrish me thn p�eshe�nai polÔ mikr  kai sunep¸
, mpore� na paralhfje� apì thn ex�swsh th
 k�nhsh
.

σ = −δp + τ : de�kth
 p�esh
 Caushy (2.3)'Opou p e�nai h udrostatik  p�esh, δ o deuterob�jmio
 de�kth
 (to dèlta tou Kronecker)kai τ e�nai h diatmhtik  t�sh. Sunep¸
, h ex�swsh th
 k�nhsh
 mpore� na grafte� w
1To sÔmbolo ∇ ìtan dr� se èna dianusmatikì mègejo
, ìpw
 h taqÔthta sthn paroÔsa per�ptwsh (∇·

v), lègetai kai apìklish (divergence) tou dianusmatikoÔ ped�ou v, gia autì kai eme�
 gr�yame enallaktik�
divv. To �dio sÔmbolo ìtan dr� se èna bajmwtì mègejo
 mpore� enallaktik� na grafte� kai ¸
 grad kaishma�nei bajm�da (gradient), dhlad  par�gwgo
 mia
 sun�rthsh
 poll¸n metablht¸n.
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ρ
∂v

∂t
+ vdivv = −δgradp + divτ + ρg (2.4)2.1.3 JERMIKH ENERGEIAKH EXISWSH.Aut  h ex�swsh apotele� thn èkfrash th
 diat rhsh
 th
 jermik 
 enèrgeia
 (1o jermod-unamikì ax�wma) kai d�netai w

ρcṪ = k△T + τdivv + Ṡ (2.5)ìpou · := d/dt olik  qronik  par�gwgo


△ := divgrad := ∇2 : o bajmwtì
 telest 
 Laplace

c : eidik  jermìthta
k : jermik  agwgimìthta
T : jermokras�a

'Oson afor� to dex� mèro
 th
 ex�swsh
 (1.5) ekfr�zei th diafor� jermokras�a
 lìgwagwgimìthta
, thn ap¸leia jermìthta
 tou ix¸dou
 kai mia phg  jermìthta
 (p.q h jer-mìthta par�getai apì qhmikè
 antidr�sei
 k.lp), antisto�qw
. Oi metabolè
 th
 jermik 
enèrgeia
 pou sqet�zontai me ti
 parallagè
 th
 puknìthta
 tou reustoÔ parale�pontais� aut n thn ex�swsh. Se diadikas�e
 pou perilamb�noun stereopo�hsh   reustopo�hshpolumer¸n, h eidik  jermìthta diafèrei ousiastik� me th jermokras�a kai ja mporoÔse naparame�nei amet�blhth sthn ex�swsh (1.5). H jermik  agwgimìthta twn polumer¸n e�naipijanì na exart�tai apì th jermokras�a kai thn anisotrop�a kai, idanik�, ja mporoÔsena qrhsimopoihje� san metablht  th
 energeiak 
 ex�swsh
. Praktik�, wstìso h èlleiyhpeiramatik¸n dedomènwn empod�zei th qrhsimìthta th
 stajer�
 k se prìtupa polumeroÔ
ro 
.



� Kef�laio 2. BASIKES EXISWSEIS. 302.1.4 DOMIKES EXISWSEIS SUNEQEIAS.Mia ex�swsh diat rhsh
 ekfr�zei th sqèsh metaxÔ th
 diatmhtik 
 t�sh
 (t) kai tou ba-jmoÔ paramìrfwsh
 tou reustoÔ kaj¸
 rèei. Wstìso, h ex�swsh diat rhsh
 tou reustoÔqarakthr�zetai apì th makroskopik  tou paramorfwtik  sumperifor� k�tw apì diafore-tikè
 sunj ke
 ro 
. E�nai logikì na sumper�noume ìti h makroskopik  sumperifor�enì
 reustoÔ kat� kÔrio lìgo exart�tai apì th mikroskopik  tou dom . Wstìso, e�naiexairetik� dÔskolo, an ìqi adÔnato, na jemeli¸soume akribe�
 posotikè
 sqèsei
 metaxÔth
 mikroskopik 
 dom 
 enì
 mh-Neut¸neiou reustoÔ kai twn makroskopik¸n tou id-iot twn. Wstìso, h jemel�wsh kai h kajolik  efarmog  twn protÔpwn diat rhsh
 stamh-Neut¸neia reust� e�nai, genik�, mh apodekt . Ant� autoÔ, ja mporoÔsan na qrhsi-mopoihjoÔn hmi-empeirikè
 sqèsei
 oi opo�e
 na d�noun mia aitiologhmènh prìbleyh gia thsumperifor� kajorismènwn kathgori¸n mh-Neut¸neiwn reust¸n, k�tw apì kajorismène
sunj ke
. Ta polumer  reust� mporoÔn na kathgoriopoihjoÔn se: :
• Anelastik� anex�rthta apì to qrìno
• Anelastik� exart¸mena apì to qrìno
• Ixwdoelastik�mh-Neut¸neia reust� .2.2 KATHGORIOPOIHSHTWN QRONOANEXARTHTWN ANELASTIK-WN REUSTWN.S� èna anelastikì, anex�rthto apì to qrìno (Stokesian) reustì h diatmhtik  t�sh jamporoÔse na jewrhje� san mia sun�rthsh tou stigmia�ou bajmoÔ paramìrfwsh
. S� aut nthn per�ptwsh to reustì de sugkrate� sth "mn mh"� tou thn paramìrfwsh thn opo�a upèsthsta prohgoÔmena st�dia th
 ro 
 tou.



� Kef�laio 2. BASIKES EXISWSEIS. 312.2.1 NEUTWNEIA REUSTA.Sthn aploÔsterh per�ptwsh twn Neut¸neiwn reust¸n (grammik� Stokesian reust�) o sun-telest 
 th
 diatmhtik 
 t�sh
 ekfr�zetai, me th bo jeia th
 kinhmatik 
 sunektikìthta
twn reust¸n µ, w

τ = 2µD (2.6)'Opou D e�nai o de�kth
 pou d�nei to mègejo
 th
 paramìrfwsh
 (rujmì th
 p�esh
)kai parist�nei to summetrikì komm�ti tou de�kth metabol 
 th
 taqÔthta
. Oi sunist¸se
tou bajmoÔ th
 paramìrfwsh
 ja apì �dw kai sto ex 
, ìson afor� th bajmwt  metabol th
 taqÔthta
 w


Dij =
1

2
(vij + vji) (2.7)Oi exis¸sei
 (1.6) kai (1.7) qrhsimopoioÔntai gia na diatup¸soun th rht  sqèsh metaxÔth
 diatmhtik 
 t�sh
 kai th
 metabol 
 th
 taqÔthta
. Qrhsimopoi¸nta
 autè
 ti
 sqè-sei
, h diatmhtik  t�sh τ mpore� na paralhfje� apì ti
 dièpouse
 exis¸sei
. Aut  e�nai hjewrhtik  jemel�wsh twn polÔ gnwst¸n exis¸sewn Navier-Stokes oi opo�e
 perigr�founta Neut¸neia reust�.(Aris, 1989).2.2.2 GENIKEUMENH MORFH NEUTWNEIWN REUSTWN.Peiramatik� dedomèna èdeixan ìti to ix¸de
 twn polumer¸n reust¸n metab�lletai kaj¸
to reustì rèei. Wstìso, k�tw apì kanonikè
 sunj ke
, oi metabolè
 sthn elastikìthtatou reustoÔ mporoÔn na amelhjoÔn. S� autè
 ti
 peript¸sei
, h diatmhtik  t�sh mpore�na ekfraste�, rht�, ìson afor� to bajmì th
 paramìrfwsh
 w


τ = 2ηD (2.8)'Opou η e�nai to fainìmeno ix¸de
, to opo�o e�nai mia sun�rthsh tou bajmoÔ paramìr-fwsh
 kai th
 jermokras�a
. H ex�swsh (1.8) parist�nei mia genikeumènh perigraf  th
sumperifor�
 twn Neut¸neiwn Reust¸n. An�loga me to stajerì ix¸de
 twn Neut¸neiwnreust¸n, h ex�swsh aut  qrhsimopoi jhke gia na apofèrei ti
 genikeumène
 exis¸sei
 twn
Navier-Stokes mèsw th
 antikat�stash
 th
 diatmhtik 
 t�sh
 sthn ex�swsh th
 k�nhsh-
. Apì �dw kai sto ex 
, h monadik  apa�thsh gia thn ep�lush aut¸n twn exis¸sewn e�naio kajorismì
 tou fainìmenou ix¸dou
 tou reustoÔ. Jewrhtik�, to fainìmeno ix¸de
 twn



� Kef�laio 2. BASIKES EXISWSEIS. 32genikeumènwn Neut¸neiwn reust¸n mpore� na upologisje� qrhsimopoi¸nta
 mia apokom-mènh ro  (dhl. stajer  kat�stash, monodi�stath, suneq 
 diatmhtik  t�sh). O bajmì
th
 paramìrfwsh
 se mia apokommènh ro  d�netai apì
D =

γ

2







0 1 0

1 0 0

0 0 0







(2.9)Opou γ̇ e�nai bajmwtì mègejo
 kai onom�zetai bajmì
 di�tmhsh
. Sunep¸
, s�ut nthn per�ptwsh mia peiramatik  kampÔlh ro 
 h opo�a susqet�zei th diatmhtik  t�sh kai tobajmì
 di�tmhsh
 (onom�zetai reìgramma) kai mpore� na qrhsimopoihje� gia na upolog�seito ix¸de
 tou reustoÔ w

η =

τ12

γ̇
(2.10)Opou τ12 e�nai h diatmhtik  t�sh. Praktik�, e�nai polÔ dÔskolo na uiojet soumethn ènnoia th
 apokommènh
 ro 
 kai ant� autoÔ qrhsimopoioÔmai �perioqè
 prosdiorismoÔix¸dous� gia ton kajorismì paramètrwn ìpw
 to ix¸de
. Se mia ro  mèsw th
 opo�a
 japrosdior�soume to ix¸de
, mia parathroÔmenh paramìrfwsh enì
 stoiqe�ou reustoÔ, s�èna pla�sio anafor�
, to opo�o metasqhmat�zetai kai peristrèfetai maz� me to stoiqe�otou reustoÔ, ja e�nai panomoiìtuph ìpw
 s� èna aplì diatmhtikì sÔsthma. Epiplèon meto fainìmeno ix¸de
, dÔo �lle
 par�metroi mporoÔn na upologisjoÔn qrhsimopoi¸nta
mia apl  mèjodo mètrhsh
 ix¸dou
 mèsw apokommènh
 ro 
. E�nai oi prwteÔonte
 kaideutereÔonte
 suntelestè
 fusik 
 p�esh
 oi opoioi ekfr�zontai ant�stoiqa w


Ψ12 =
τ11 − τ22

γ̇2
(2.11)

Ψ23 =
τ22 − τ33

γ̇2
(2.12)Oi fusiko� suntelestè
 pou or�zontai apì ti
 exis¸sei
 (1.11) kai (1.12) dhmiourgoÔn-tai apì thn anisotrop�a (dhl. thn ex�rthsh th
 kateÔjunsh
) th
 mikrodom 
 mia
 makr�
polumeroÔ
 alus�da
 h opo�a upob�lletai se meg�le
 diatmhtikè
 paramorf¸sei
. Oi ex-is¸sei
 diat rhsh
 twn genikeumènwn Neut¸neiwn reust¸n den mporoÔn na problèyounfusikè
 t�sei
 se ìlo to m ko
 th
 k�jeth
 dieÔjunsh
 sth diatmhtik  epif�neia mia
ro  mèsw th
 opo�a
 ja upologisje� to ix¸de
. 'Etsi oi prwteÔonte
 kai deutereÔonte
suntelestè
 fusik 
 t�sh
 e�nai oi monadiko� pou qrhsimopoioÔntai se sunduasmì me taixwdoelastik� montèla diat rhsh
.
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 ro 
 pou bas�zontai sth sumperifor�twn genikeumènwn Neut¸neiwn reust¸n apant¸ntai sth bibliograf�a twn mh-Neut¸neiwnreust¸n. Qrhsimopoi¸nta
 peiramatik� dedomèna, ta genikeumèna Neut¸neia reust� pouden exart¸ntai apì to qrìno, diaqwr�zontai se trei
 kathgor�e
. Ta Bingham plasticsreust�, ta yeudoplastik� reust� kai ta diastaltik� reust�.
Bingham plastics reust�.Ta plastik� Bingham e�nai reust� ta opo�a paramènoun �kampta k�tw apì th e-farmog  diatmhtik¸n t�sewn mikrìterwn apì m�a kamptik  t�sh, Ty, all� h ro  ìpw
s�èna aplì Neut¸neio reustì, �ma th emfan�sei th
 diatmhtik 
 t�sh
, uperba�nei thntim  aut . Di�foretikè
 exis¸sei
 diat rhrh
 pou diapragmateÔontai autoÔ tou e�dou
 tareust� anaptÔqjhkan apì tou
 Herschel kai Bulkley (1926), Oldroyd (1947) kai Casson(1959).Yeudoplastik� reust�.Ta yeudoplastik� reust� den upìkeintai se kamptik  t�sh sthn arq  kai s� aut� tareust� h analog�a th
 diatmhtikh
 t�sh
 pro
 to bajmì th
 di�tmhsh
 pèftei suneq¸
 kairagda�a me par�llhlh aÔxhsh tou bajmoÔ di�tmhsh
. Exairèsei
 apoteloÔn, polÔ qamhlè
kai polÔ uyhlè
 perioqè
 di�tmhsh
, ìpou h kampÔlh tou reustoÔ e�nai sqedìn orizìntia(Sq ma 1.1). Mia koin¸
 qrhsimopoioÔmenh sunarthsiak  sqèsh metaxÔ tou diatmhtikoÔix¸dou
 kai tou bajmoÔ di�tmhsh
 pou sun jw
 d�nei mia kal  prìbleyh gia thn perioq pou den upìkeitai se di�tmhsh sta yeudoplastika reust� e�nai to prìtupo, proteinìmenoapì tou
 de Waele (1923) kai Ostwald (1925). To prìtupo autì perigr�fetai apì thnk�twji ex�swsh

η = η0γ̇
n−1 (2.13)Opou oi par�metroi η0 kai n onom�zontai suntelest 
 eust�jeia
 kai de�kth
dunamikoÔ nìmou ant�stoiqa. E�nai xek�jaro ìti èna reustì pou èqei de�kth dunamikoÔnìmou mon�da ja mporoÔse na e�nai èna kajar� Neut¸neio reustì. E�nai ep�sh
 koin�apodektì ìti h sumperifor� twn mh Neut¸neiwn reust¸n g�netai perissìtero saf 
 ka-j¸
 o de�kth tou dunamikoÔ nìmou èqei megalÔterh apìklish apì th mon�da.
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O suntelest 
 eust�jeia
 exart�tai apì to ix¸de
 tou reustoÔ gia thn perioq  th
mhdenik 
 di�tmhsh
 kai lamb�nei megalÔterh tim  gia reust� me megalÔtero ix¸de
. Mi-a tropopoihmènh morf  tou montèlou dunamikoÔ nìmou pou ja mporoÔse na ekfr�seipolÔ mikrìtere
 diatmhtikè
 perioqè
 prot�jhke apì ton Middleman (1977). Se merikè
peript¸sei
, ja mporoÔse na  tan pio realistikì, na efarmozìtan mia tmhmatik  morf autoÔ tou montèlou, sthn opo�a ja mporoÔsan na qrhsimopoihjoÔn diaforetikè
 timè
twn paramètrwn se sun�rthsh diaforetik¸n tim¸n di�tmhsh
. H akìloujh morf  th
ex�swsh
 tou montèlou power law, h opo�a exart�tai apì th jermokras�a, Arrheniusgia ti
 jermikè
 epidr�sei
, e�nai h pio suqn� qrhsimopoioÔmenh se montèla polumeroÔ
ro 
.(Pittman kai Nakazawa, 1984)
η = η0γ̇

n−1 exp
{

− b(T − Tref)
} (2.14)Opou b e�nai o suntelest 
 jermokrasiak 
 ex�rthsh
 kai Tref e�nai h jermokras�aanafor�
. Epiplèon me to montèlo tou dunamikoÔ nìmou, mia plhj¸ra �llwn sqèsewn,pou meletoÔn th sumperifor� twn yeudoplastik¸n reust¸n, mpore� na apanthje� sthbibliograf�a. Gia par�deigma, h akìloujh ex�swsh pou prot�jhke apì ton Carreau (1968)ègine eurèw
 apodekt  sthn an�lush twn polumer¸n efarmog¸n
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η − η∞
η0 − η∞

=

[

1 + (λ|γ̇|)2
](n−1)/2 (2.15)'Opou η0 kai η∞ e�nai mhdenik  kai ape�rw
 meg�lh diatmhtik  t�sh, suneqoÔ
 ix¸dou
,

λ e�nai h stajer� tou ulikoÔ kai n e�nai de�kth
 tou dunamikoÔ nìmou.

Diastaltik� Reust�.Ta diastaltik� reust� (gnwst� kai w
 reust� me puknwmènh
 di�tmhsh
) de�qnounmia aÔxhsh sto ix¸de
 sunodeuìmenh apì mia aÔxhsh tou bajmoÔ di�tmhsh
. Mia tètoiaaÔxhsh tou ix¸dou
 ja mporoÔse, �sw
 kai ìqi, na sunodeute� apì mia metr simh aÔxhshtou ìgkou tou reustoÔ (Metzener kai Whitlock, 1958). O tÔpo
 twn reologik¸n ex-is¸sewn, tou power law, me n > 1 qrhsimopoie�tai sun jw
 gia na perigr�yei autoÔ toue�dou
 ta reust�. Ta tupik� reogr�mmata de�qnoun th sumperifor� diaforetik¸n tÔpwngenikeumènwn Neut¸neiwn reust¸n ìpw
 fa�netai kai sto prohgoÔmeno sq ma.
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 di�tmhsh
, to ix¸de
 merik¸n tÔpwn mh-Neut¸neiwn reust¸nmetab�lletai se sun�rthsh me to qrìno. Ta reust� pou exart¸ntai apì to qrìno kaiparousi�zoun aÔxhsh sto ix¸de
 tou
 me thn p�rodo tou qrìnou, onom�zontai �reopek-tik��. Ta reust� ta opo�a èqoun akrib¸
 ant�jeth sumperifor� dhlad  parousi�zounme�wsh tou ix¸dou
 tou
 onom�zontai �jixotropik��. H reophx�a kai h jixotrop�a e�-nai per�ploka fainìmena pou prokÔptoun apì parodikè
 allagè
 th
 moriak 
 dom 
 twnexart¸menwn apì to qrìno reust¸n k�tw apì thn efarmog  diatmhtik 
 t�sh
. Genik�, e�-nai exairetik� dÔskolo na eis�goume ti
 moriakè
 epidr�sei
, autoÔ tou e�dou
, sti
 exis¸-sei
 diat rhsh
 twn mh Neut¸neiwn reust¸n. 'Etsi, ta proteinìmena montèla diat rhsh
gi� aut� ta reust� bas�zontai se pollè
 aplopoihmène
 upojèsei
 (Slibar kai Paslay,1959).Se per�ptwsh pou, oi elastikè
 epidr�sei
, apì èna qronik� exart¸meno reustì e�-nai mhdaminè
, tìte, èna majhmatikì montèlo, parìmoio me to montèlo twn genikeumènwnNeut¸neiwn reust¸n, mpore� na qrhsimopoihje� gia na perigr�yei th ro  tou
. H ex�swshdit rhsh
 s� èna tètoio montèlo prèpei wstìso, na antikatoptr�zei thn ex�rthsh apì toqrìno tou ix¸dou
 tou reustoÔ. H <<kataskeu >> ro¸n gia ta exart¸mena apì to qrìnoreust� suqn� apaite� th qr sh kinhtik¸n sqèsewn. Autè
 oi sqèsei
 parousi�zoun to mo-riakì fainìmeno, ìpw
 mia polumer  di�spash, san sun�rthsh tou qrìnou.(Kemblowskikai Pereta, 1981).2.4 IXWDOELASTIKA REUSTA.Ektì
 apì thn prìbleyh tou ix¸dou
, ta genikeumèna Neut¸neia montèla diat rhsh
 denmporoÔn ne exhg soun fainìmena, ìpw
 h anap dhsh, h qal�rwsh, h p�esh diarro 
 kaith diìgkwsh tou polumeroÔ
 kat� thn ekbol  ta opo�a suqn� parathroÔntai se montèlapolumeroÔ
 ro 
. Aut� ta fainìmena èqoun mia shmantik  ep�drash sthn poiìthta touproðìnto
 th
 polumeroÔ
 epexergas�a
 kai gi� autì den ja prèpei na agnohjoÔn. Jew-rhtik�, ìla aut� ta fainìmena mpore� na jewrhjoÔn w
 to apotèlesma tou ulikoÔ, èqonta
uposte� èna sunduasmì twn idiot twn tou elastikoÔ stereoÔ kai tou ix¸dou
 tou reustoÔ.Wstìso, majhmatik  montelopo�hsh th
 polumeroÔ
 ro 
 ja mporoÔse na basiste� sthqr sh exis¸sewn diat rhsh
 gia ta ixwdoelastik� reust�. H diatÔpwsh twn exis¸sewndiat rhsh
 gia ta ixwdoelastik� reust� e�nai antike�meno meg�lou ìgkou jewrhtik 
 ère-
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 poll¸n dekaeti¸n. Leptomèreie
 gia th diatÔpwsh twn exis¸sewn diat rhsh
 giata ixwdoelastik� reust� kai thn kathgoriopo�hsh tou
 kalÔptetai se poll� egqeir�diakai anajewrhmène
 dhmosieÔsei
 (bl. Tanner, 1985; Bird et al. 1977; Mistoulis, 1990).Par� ìle
 ti
 prosp�jeie
 kai thn ex�plwsh twn proteinìmenwn exis¸sewn diat rhsh
 tateleuta�a qrìnia, to prìblhma th
 epilog 
 m�a
 ex�swsh
 pou ja mporoÔse na apod¸seita epalhjeÔsima apotelèsmata gia èna reustì, upì ìle
 autè
 ti
 sunj ke
, e�nai akìma�luto (Pearson, 1994). Praktik�, wstìso, h enapome�nasa epilog  e�nai na epilèxoumeèna domhmèno montèlo gia ta ixwdoelastik� reust� to opo�o ja mpore� na problèyei tabasik� qarakthristik� th
 sumperifor�
 tou reustoÔ gia mia kajorismènh kat�stash.Ja prèpei wstìso na anaferje�, ìti h qr sh per�plokwn upologistik¸n montèlwn giaaut� ta reust�, se peript¸sei
 pou e�nai diaforetik�, apì aut� pou jewr jhkan sthnarqik  diatÔpwsh tou montèlou, ja apofèroun anaxiìpiste
 problèyei
, kai ja prèpei naapofeuqjoÔn.2.4.1 METABLHTES EXISWSEWN DIATHRHSHS TWNIXWDOELASTIKWN REUSTWN.Idiìthte
 twn ulik¸n, ìpw
 h qal�rwsh, h epim kunsh tou ix¸dou
 kai oi fusiko� sun-telestè
 p�esh
, ousiastik� qrhsimopoioÔntai w
 kat�llhle
 ènnoie
 gia thn epex ghshth
 diaforetik 
 sumperifor�
 enì
 ixwdoelastikoÔ reustoÔ se m�a ex�swsh diat rhsh
.Upì kanonikè
 sunj ke
 o akrib 
 kajorismì
 aut¸n twn paramètrwn e�nai dÔskolo napragmatopoihje� kai gi� autì to lìgo ja jewroÔntai w
 empeiriko� par�metroi sta montèlatwn elastik¸n reust¸n. Autè
 oi idiìthte
 mporoÔn, wstìso, na jewrhjoÔn sumbatè
me kal� kajorismène
 fusikè
 sunart sei
 k�tw apì aplè
 sunj ke
 ro 
. Sunep¸
,s� èna ixwdoelastikì montèlo Neut¸neiwn reust¸n, oi idiìthte
 autè
, an�loga me toix¸de
, upolog�zontai mèsw diexagwg 
 reometrik¸n peiram�twn qrhsimopoi¸nta
 apl�sust mata ro 
.O qrìno
 qal�rwsh
 th
 èntash
, pou proèkuye apì ta reogr�mmata, basizìmenh sthmètrhsh tou ix¸dou
 tou reustoÔ qrhsimopoi jhke gia na or�sei mia adi�stath par�metropou onom�zetai �arijmì
 Deborah�, h opo�a posotikopoie� thn elastikìthta enì
 reustoÔ
De =

λ

θ
= λγ̇ (2.16)pou λ e�nai o qrìno
 qal�rwsh
 (qarakthristikì th
 qal�rwsh
 th
 polumeroÔ
alus�da
) kai θ e�nai h di�rkeia tou qrìnou paramìrfwsh
. To mègejo
 tou arijmoÔ
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Deborah qrhsimopoie�tai w
 mètro gia na apofas�soume pìte oi elastikè
 kai koll¸dei
epidr�sei
 s� èna kÔrio prìblhma ro 
 e�nai shmantikè
   ìqi . Qrhsimopoie�tai ep�sh
,èna
 enallaktikì
 kajorismì
, basismèno
 ston adi�stato arijmì Weisseberg, gia napar�sqei èna posotikopoihmèno mètro th
 ixwdoelastikìthta
 sta Neut¸neia reust�. Oarijmì
 Weisseberg or�zetai w


Ws = λ
V

H
(2.17)Opou V kai H e�nai oi qarakthristik  taqÔthta kai h qarakthristik  epim kunshantisto�qw
. O de�kth
 tou bajmoÔ paramìrfwsh
 se mia kajar  ro  epim kunsh
 èqeithn akìloujh morf 

D = − ǫ̇

2







−2 0 0

0 1 0

0 0 1







(2.18)Opou ǫ̇ e�nai èna kajar� bajmwtì mègejo
 kai onom�zetai kÔrio
 bajmì
 dieÔrunsh
.Basismèno se m�a ro  epim kunsh
, h ix¸de
 epim kunsh enì
 reustoÔ or�zetai w

ηe =

τ11 − τ22

ǫ̇
(2.19)Opou τ11 kai τ22 e�nai oi kanonikè
 sunist¸se
 th
 p�esh
. Praktik�, e�nai polÔ dÔsko-lo na dhmiourg soume m�a elegqìmenh ro  epim kunsh
 an kai h mètrhsh th
 epim kunsh
tou ix¸dou
 apotele� èna shmantikì gegonì
. Gia èna Neut¸neio reustì h epim kunshtou ix¸dou
 e�nai tripl�sia th
 tim 
 tou µ (Stevenson 1972). Sta elastik� kai kol-l¸dh reust� h analog�a th
 ep�mhke
 ix¸de
 w
 pro
 to diatmhtikì ix¸de
 mpore� nag�nei polÔ megalÔterh apì tr�a. H epim kunsh tou ix¸dou
 ìpw
 or�sthke sthn ex�swsh(1.19) parist�nei mia monos manth dieÔrunsh. Oi roè
 epim kunsh
 mpore� na jewrhje�ìti bas�zontai se diaxonikè
 dieurÔnsei
. Se k�je isoaxonik  dieÔrunsh o de�kth
 th
paramìrfwsh
 or�zetai w


D = ǫ̇B







1 0 0

0 1 0

0 0 −2







(2.20)Opou ǫ̇B e�nai èna jetikì bajmwtì mègejo
 kai onom�zetai diaxonikì
 bajmì
epim kunsh
. To diaxonikì ix¸de
 diaxonikì ix¸de
 or�zetai w
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ηB =

τ11 − τ33

ǫ̇B
=

τ22 − τ33

ǫ̇B
(2.21)2.4.2 DIAFORIKES EXISWSEIS DIATHRHSHS IXWDOE-LASTIKWN REUSTWN.Basismèna sth mèjodo th
 majhmatik 
 an�lush
, ta montèla diat rhsh
 twn ixwdoe-lastik¸n reust¸n mpore� na diatupwjoÔn w
 diaforikè
   oloklhrwtikè
 exis¸sei
. Stadiaforik� montèla oi sunist¸se
 th
 p�esh
, kai ta par�gwga th
, e�nai sunaf  me ti
sunist¸se
 tou bajmoÔ katapìnhsh
 kai twn par�gwgwn th
. O tÔpo
 tou Oldroyddiaforik¸n domik¸n exis¸sewn gia ta asump�esta elastik� kai koll¸dh reust� mpore�genik� na grafte� w
 (Oldroyd, 1950)

λ
∆abc

∆t
τ + τ = 2η

(

D + Λ
∆abc

∆t
D

) (2.22)Opou λ, η kai Λ e�nai material (kÔrioi) par�metroi kai qronik  par�gwgo
 tou de�kth
U or�zetai w


∆abc

∆t
Y :=

∂Y

∂t
+ vdivY + [ω,Y]− + [D,Y]+ + bITr{DY} + cDTr{Y} (2.23)Opou [A, B]± := A ± B e�nai o metajèth
 (-) kai o antimetajèth
 (+) dÔo telest¸n,

I e�nai to monadiaio dianusma kai
D =

1

2

{

divv + [divv]T
} kai ω =

1

2

{

divv − [divv]T
}e�nai ta summetrik� kai antisummetrik� mèrh tou de�kth metabol 
 th
 taqÔthta
 (ve-

locity gradient). H ex�swsh (1.23) parèqei ènan genikì kajorismì tou qronikoÔ parag¸-gou gia k�je deuterob�jmio par�gonta kai emperièqei thn topik  met�dosh jermìthta
,peristrofikè
 kai sunaf  katapon sei
, se apìluth armon�a, anaforik� me to suntelest tou qrìnou. Praktik�, mporoÔn na jewrhjoÔn eidikè
 peript¸sei
. O Jaumann   sus-trefìmena qronik� par�gwga kajor�zontai san mia per�ptwsh ìpou oi par�metroi a, b, ce�nai mhdèn. Sthn an¸terh met�dosh jermìthta
, (  co-paramorfwmèno) apodiamìrfw-sh
 sto par�gwgo tou Oldroyd, h par�metro
 a e�nai mon�da en¸ oi par�metroi b kai
c e�nai mhdeniko�. H kathgoriopo�hsh kat� Maxwell twn exis¸sewn diat rhsh
 twn ixw-doelastik¸n reust¸n perigr�fetai apì mia aploÔsterh morf  th
 ex�swsh
 (1.22) sthn
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 L e�nai mhdenik . Gia par�deigma, h an¸terh met�dosh jermìthta
,sto montèlo tou Maxwell (UCM) ekfr�zetai w

λ

∆−100

∆t
τ + τ = 2ηD (2.24)'Alloi sunduasmo� qronik¸n parag¸gwn an¸terh
   kat¸terh
 met�dosh
 jermìthta
tou de�kth th
 p�esh
 qrhsimopoioÔntai ep�sh
 gia thn jèspish twn exis¸sewn diat rhsh
twn ixwdoelastik¸n reust¸n. Gia par�deigma, oi Johnson kai Segalman (1977) prìteinanthn akìloujh ex�swsh

λ

{
(

1 − ζ

2

)∆−100

∆t
τ +

ζ

2

∆100

∆t
τ

}

= 2ηD (2.25)opou ζ e�nai h par�metroi metaxÔ mhdèn kai dÔo.'Ena suqn� qrhsimopoioÔmenoo par�deigma tou tÔpou tou Oldroyd gia ti
 exis¸sei
diat rhsh
 e�nai tou to montèlo-B tou Oldroyd.To montèlo-B tou Oldroyd mpore� na jew-rhje� san mia perigraf  th
 sumperifor�
 enì
 reustoÔ proerqìmenou apì th di�lush enì

(UCM) reustoÔ se èna Neut¸neio dialÔth. Ed¸, h par�metro
 L, onom�zetai �epibr�dunshqrìnou� kai or�zetai w


Λ = λ
ηs

η + ηs, ìpou hs e�nai to ix¸de
 tou dialÔth. Apì �dw kai sto ex 
, o de�kth
 th
 diatmhtik 
t�sh
 s� èna montèlo-B tou Oldroyd dhmiourge�tai apì ton Maxwell me th sumbol  toudialÔth. H ex�swsh diat rhsh
 tou montèlou-B tou Oldroyd gr�fetai w

τ − λ

∆−100

∆t
τ = 2(η + ηs)

(

D +
ληs

η + ηs

∆−100

∆t
D

) (2.26)Genik�, ta prìtupa tou Maxwell   tou Oldroyd de d�noun realistikè
 problèyei
 giath ro  kai thn paramorfwtik  sumperifor� twn polumer¸n reust¸n. Eidik�, se peript¸-sei
 pou oi perioqè
 tou reustoÔ qarakthr�zontai apì paramorf¸sei
 epim kunsh
 aut�ta prìtupa apode�qjhke ìti d�noun polÔ ftwqè
 problèyei
. 'Eginan pollè
 prosp�jeie
gia th dhmiourg�a protÔpwn pou na enswmat¸noun kai th diatmhtik  kai thn sumperifor�sta elastik� kai koll¸dh reust�. Phan-Thien kai Tanner (1977) diatÔpwsan èna ixwdoe-lastikìthta prìtupo basismèno sth jewr�a diktÔwn twn makromor�wn. Autì to prìtupo
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 roè
 epim kunsh
 (Tanner, 1985). Hex�swsh Phan-Thien/Tanner ekfr�zetai w

exp

(

ǫ
λ

η
Trτ

)

λ

{
(

1 − ζ

2

)∆−100

∆t
τ +

ζ

2

∆100

∆t
τ

}

= 2ηD (2.27)Opou ǫ or�zetai w
 h qarakthristik  par�metro
 epim kunsh
. Sthn ex�swsh (1.27)oi par�metroi ǫ kai s ∈ [0, 2] e�nai antiproswpeutiko� tou dim kh
 kai th
 diatmhtik 
sumperifor�
 tou reustoÔ antisto�qw
. 'Opw
, mpore� na deiqje�, h kataq¸rhsh ǫ = 0upobib�zei thn ex�swsh Phan-Thien/Tanner s� èna montèlo Johnson/Segalman. 'Ole
autè
 oi perigrafìmene
 diaforikè
 exis¸sei
 twn elastik¸n kai koll¸dh reust¸n e�naianamf�bola sqèsei
 metaxÔ twn deikt¸n th
 diatmhtik 
 t�sh
 kai tou rujmoÔ paramìr-fwsh
. Sunep¸
, en antijèsei me ti
 genikeumène
 Neut¸neie
 roè
, autè
 oi exis¸sei
 denmporoÔn na qrhsimopoihjoÔn gia na elaqistopoi soun th diatmhtik  t�sh sthn ex�swshth
 k�nhsh
 kai ja prèpei na lujoÔn tautìqrona me ti
 dièpouse
 exis¸sei
 ro¸n.2.4.3 OLOKLHRWTIKH MORFH EXISWSEWNDIATHRHSHS IXWDOELASTIKWN REUSTWN.Sta oloklhrwtik� montèla, oi sunist¸se
 th
 p�esh
 pou proèkuyan apì thn olokl rwshkat�llhlwn exis¸sewn, parist�noun to mègejo
 th
 paramìrfwsh
, mèsa apì th di�tmhshtou reustoÔ. To aploÔstero oloklhrwtikì prìtupo gia ta reust� pou moi�zoun me l�s-tiqo prot�jhke apì ton Lodge (1964). 'Alle
 exis¸sei
, oi opo�e
 an koun s� aut  thnkathgor�a, dhmiourg jhkan apì tou
 Johnson kai Segalman (1977) kai Doi kai Edwards(1978, 1979). Wstìso, ta pio suqn� qrhsimopoioÔmena apl 
 olokl rwsh
 gia ta ixw-doelastik� reust� e�nai h KBKZ ex�swsh anex�rthta proteinìmenh apì tou
 Kaye (1962)
Bernstein, Kearsley kai Zapas (1963). H genik  morf  twn oloklhrwmènwn exis¸sewndiat rhsh
 gia ta isìtropa reust� gr�fetai w

τ(t) =

t∫

−∞

M(t − t′)

{

Φ1(I1, I2)
(

Ft(t − t′) − I
)

+ Φ2(I1, I2)
(

Ct(t − t′) − I
)
}

dt′ (2.28)Ed¸ τ(t) e�nai h p�esh s� èna mìrio tou reustoÔ pou prokÔptei apì thn olokl rwshkat� m ko
 th
 troqi�
 enì
 mor�ou tou paramorfwmènou sqhmatismoÔ metaxÔ tou qrìno
tffl kai tou trèqonto
 qrìnou t. Sthn ex�swsh (1.28) h sun�rthsh M(t − tffl) e�nai h
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 th
 grammik 
 ixwdoelastikìthta
, adi�s-tatwn posot twn Φ1 kai Φ2 ìpou e�nai oi sunart sei
 th
 pr¸th
 stajer�
 twn kai ,oi opo�e
 e�nai, ant�stoiqa, oi dexio� de�kte
 Cauchy-Green kai ta ant�strofa tou
. Hsun�rthsh mn mh
 sun jw
 ekfr�zetai w

M(t − t′) =

∑

k

nk

λ2
k

exp
{

− t − t′

λk

}

, k = 1, 2, ..., n (2.29)'Opou ηk e�nai oi suntelestè
 tou ix¸dou
 kai λk e�nai oi forè
 qal�rwsh
. H genik ex�swsh (1.27) mpore� na qrhsimopoihje� gia na prokÔyoun di�fora olokl rwtik� montèladiat rhsh
 ixwdoelastik¸n reust¸n gia ta asump�esta reust�. Gia par�deigma, b�zonta
timè
 Φ1 = 1 kai Φ2 = 0 prokÔptei to montèlo pou prot�jhke apì ton Lodge (1964).Autì to montèlo mpore� na deiqje� ìti e�nai is�xio me thn ex�swsh an¸terh
 met�dosh
jermìthta
 tou Maxwell pou perigr�fhke sthn prohgoÔmenh enìthta. Gia na prokÔyei tomontèlo KBKZ oi bajmwtè
 sunart sei
 th
 katapìnhsh
 Kernel th
 olokl rwsh
 sthnex�swsh (1.27) epilègontai w

Φν = − ∂

∂Iν
W (I1, I2) , ν = 1, 2 (2.30)Opou I1 kai Tr{F} kai I2 = Tr{C} kai W (I1, I2) èna endeqìmeno gia ti
 sunart sei


Φν . 'Opw
 mpore� na deiqje� to montèlo tou Lodge e�nai mia eidik  per�ptwsh tou mon-tèlou KBKZ sto opo�o. Mia aplopoihmènh morf  tou montèlou KBKZ prot�jhke apìton Wagner (1979) kai br ke eure�a efarmog  sthn montelopo�hsh twn elastik¸n kai kol-l¸dh reust¸n (bl. Olley kai Coates, 1997).Ta oloklhrwtik� montèla èqoun to profanè
pleonèkthma na upolog�zoun to de�kth th
 diatmhtik 
 t�sh
 me akr�beia kai sunep¸
mporoÔn na qrhsimopoihjoÔn gia ton upologismì th
 di�tmhsh
 anex�rthta apì �llou
�gnwstou
 suntelestè
. Wstìso, ta oloklhrwtik� montèla e�nai dÔskolo na epilujoÔnme majhmatikì trìpo, kai genik� prèpei na epilujoÔn me trìpo ep�lush
 kat� Lagrange.To meg�lo upologistikì sf�lma twn problhm�twn pou prokÔptoun sta sust mata La-

grange kai twn problhm�twn pou prokÔptoun apì ton upologismì twn sunart sewn, oiopo�e
 exart¸ntai apì thn katapìnhsh, jewroÔntai w
 ta opisjia sÔnola aut¸n twn mon-tèlwn. Merikè
 apì ti
 oloklhrwtikè
   diaforikè
 exis¸sei
 pou parousi�sthkan s�aut n   thn prohgoÔmenh enìthta èqoun pl rh omoiìthta me to �llo sÔnolo. Up�rqoun,wstìso, exis¸sei
 kai sta dÔo sÔnola pou den èqoun kam�a sqèsh me thn �llh kathgor�a.
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 kai oi upologistikè
 epiplokè
 pou antimetwp�sthkan gia thn ep�lush twnperigrafìmenwn diaforik¸n   oloklhrwtik¸n exis¸sewn gia ta elastik� kai koll¸dhreust�, merikè
 forè
, dikaiologoÔn th qr sh mia
 eurhmatik 
 prosèggish
 basismènh
sthn ex�swsh pou prot�jhke apì ton Criminale, Ericksen kai Fibley (1958) gia na mon-telopoi sei ti
 polumere�
 roè
. Parìmoia me th genikeumènh Neut¸nik  prosèggish,k�tw apì ti
 stajerè
 sunj ke
 th
 ixwdometrik 
 ro 
, oi sunist¸se
 th
 diatmhtik 
t�sh
 sto prìtupo (CEF) d�noun safe�
 sqèsei
 anaforik� me ti
 sunist¸se
 tou bajmoÔparamìrfwsh
. Wstìso, sto prìtupo (CEF) oi sunist¸se
 twn t�sewn lamb�noun up�ìyin kai thn ep�drash twn fusik¸n pièsewn sth mh-Neut¸neia ro . Gia par�deigma, s� ènadisdi�stato sÔsthma suntetagmènwn, oi sunist¸se
 th
 diatmhtik 
 t�sh
 sto prìtupo
(CEF) gr�fontai w


τxx = ηDxx + (Ψ12 + Ψ23)D2
xy

τyy = ηDyy + Ψ23Dxy

τxy = ηDxy (2.31)
'Opou Dij e�nai sunist¸se
 tou bajmoÔ paramìrfwsh
 (katapon sei
) kai Ψ12 kai

Ψ23 e�nai oi prwteÔon kai deutereÔon sunist¸sa fusik 
 t�sh
, ant�stoiqa.'Ena an�logosÔnolo sqèsewn to opo�o antanakl� pl rw
 thn sumperifor� epim kunsh
 twn polumer¸nreust¸n èqei ep�sh
 protaje� apì ton (Mitsoulis, 1990) w

τxx = ηeDxx + (Ψ12 + Ψ23)D2

xy

τyy = ηcDyy + Ψ23Dxy

τxy = ηsDxy (2.32)



� Kef�laio 2. BASIKES EXISWSEIS. 44Opou ηe kai ηs e�nai to ix¸de
 epim kunsh kai to diatmhtikì ix¸de
 ant�stoiqa. Ex-ait�a
 tou mikroÔ upologistikoÔ sf�lmato
 tou protÔpou (CEF), aut  h prosèggish,jewr jhke, san mia kal  enallaktik  gia ti
 perissìtere
 exis¸sei
 twn elastik¸n kaikoll¸dh reust¸n sth montelopo�hsh susthm�twn polumeroÔ
 ro 
 ta opo�a den apokl�-noun shmantik� apì ti
 ixwdometrike
 sunj ke
 (Mitsoulis, 1986).



Kef�laio 3
STAJMISMENAUPOLOIPOMENAPEPERASMENASTOIQEIA.'Opw
 perigr�fhke sto prohgoÔmeno kef�laio, ta majhmatik� montèla pou perigr�founta sust mata polumeroÔ
 ro 
 e�nai basismèna se mh-grammikè
 merikè
 diaforikè
 exis¸-sei
 kai den mporoÔn na lujoÔn apì analutikè
 mejìdou
. Sunep¸
, autè
 oi exis¸sei
lÔnontai qrhsimopoi¸nta
 arijmhtikè
 mejìdou
. Oi arijmhtikè
 epilÔsei
 twn diaforik¸nexis¸sewn pou emfan�zontai sta probl mata mhqanikoÔ, sun jw
 bas�zontai se diaforè
peperasmènwn stoiqe�wn pou èqoun ìria   peperasmèna diagr�mmata èntash
. 'Alle
 ar-ijmhtikè
 mèjodoi ìpw
 oi fasmatikè
 epekt�sei
   �lle
 mèjodoi pou emfan�zontai stoprosk nio, anex�rthte
 apì ti
 diktuakè
 mejìdou
 ja mporoÔsan na qrhsimopoihjoÔngia na lÔsoun ti
 dièpouse
 exis¸sei
 twn idia�terwn problhm�twn mhqanikoÔ. Polu�ri-jma parade�gmata epituqoÔ
 efarmog 
 aut¸n twn mejìdwn gia thn ep�lush realistik¸nproblhm�twn me th bo jeia hlektronikoÔ upologist  mporoÔn na apanthjoÔn sth bibli-ograf�a. 'Ole
 autè
 oi mèjodoi èqoun pleonekt mata kai meionekt mata kai èna
 man-tikì
 arijmì
 paragìntwn ja prèpei na lhfje� up� ìyin prin apofasiste� h efarmog th
 mejìdou twn peperasmènwn stoiqe�wn sth montelopo�hsh mia
 diadikas�a
. Oi pio45
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 aut 
 th
 mejìdou e�nai: tÔpo
 twn diepous¸n exis¸sewn th
 di-adikas�a
, gewmetr�a th
 perioq 
 pou ja pragmatopoihje� h diadikas�a, jèspish oriak¸nsunjhk¸n, apaitoÔmenh akr�beia twn upologism¸n kai upologistikì sf�lma.Genik�, h mèjodo
 twn peperasmènwn stoiqe�wn èqei megalÔterh gewmetrik  euelix�aapì �lle
 sÔgqrone
 arijmhtikè
 mejìdou
. Mpore� ep�sh
 na efarmoste� polÔ apoteles-matik�, me di�forou
 tÔpou
 oriak¸n sunjhk¸n. To pio shmantikì meionèkthma aut 
 th
mejìdou e�nai to meg�lo upologistikì sf�lma twn trisdi�statwn peperasmènwn stoiqe�wn.Praktik�, suqn� qrhsimopoioÔntai logikè
 prosegg�sei
 gia na prokÔyoun qr sime
 pro-somoi¸sei
 gia ta realistik� probl mata mhqanikoÔ qwr�
 thn pl rh an�lush twn tri¸ndiast�sewn. Sth montelopo�hsh twn polumer¸n ro¸n mèsw th
 mejìdou twn peperas-mènwn stoiqe�wn, prèpei na g�noun proseggistikè
 paradoqè
 gia thn elaqistopo�hsh tousf�lmato
.
• Ta disdi�stata montèla mporoÔn na qrhsimopoihjoÔn gia na par�sqoun apoteles-matikè
 prosegg�sei
 sth montelopo�hsh polumer¸n diadikasi¸n e�n oi suntelestè
 touped�ou ro 
 sthn enapome�nasa (tr�th) di�stash e�nai mikro�. Eidikìtera, sta axonosum-metrik�, gia th met�bash tou arijmhtikoÔ montèlou se èna disdi�stato, e�nai dunatìn naagnohjoÔn oi perifereiako� suntelestè
 twn �gnwstwn ped�wn kai na enswmatwjoÔn sti
exis¸sei
 ro 
.
• Ta qarakthristik� th
 diadikas�a
 �sw
 dikaiologoÔn thn aplopo�hsh twn upojè-sewn ìpw
 o kat� ekt�mhsh �upologismì
 th
 l�panshs� h opo�a ja mporoÔse na efarmoste�gia na parast sei ton erpusmì se stenè
 opè
.
• Ta qarakthristik� th
 diadikas�a
 �sw
 dikaiologoÔn thn aplopo�hsh twn upojè-sewn ìpw
 o kat� ekt�mhsh �upologismì
 th
 l�panshs� h opo�a ja mporoÔse na efarmoste�gia na parast sei ton erpusmì se stenè
 opè
.H montelopo�hsh th
 ro 
 mèsw th
 mejìdou twn peperasmènwn stoiqe�wn gia thnep�lush problhm�twn mhqanikoÔ mpore� na basiste� se diaforetikè
 mejodolog�e
. Giapar�deigma, h proteinìmenh mèjodo
 gia ti
 kataskeuastikè
 analÔsei
 e�nai h �mèjodo
th
 antikat�stashs� h opo�a bas�zetai sthn elaqistopo�hsh th
 apokl�nousa
 kat�stash
h opo�a antiproswpeÔei thn kat�stash th
 isorrop�a
 se mia kataskeu  (Zienkiewicz kai

Taylor, 1994). H mhqanik  twn reust¸n, ap� thn �llh pleur�, den mpore� na ekfraste� meb�sh ti
 arqè
 th
 fusik 
. Wstìso, to majhmatikì montèlo twn dunamik¸n problhm�twnro 
 kur�w
 exart�tai apì thn ep�lush twn merik¸n diaforik¸n exis¸sewn pou aporrèoun
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 nìmou
 th
 diat rhsh
 m�za
, orm 
, enèrgeia
 kai ti
 exis¸sei
 diat rhsh
. Oimèjodoi twn stajmismènwn upolo�pwn, ìpw
 tou Galerkin, oi mèjodoi elaq�stwn tetrag¸n-wn kai sugkritik 
 par�jesh
 parèqoun th jewrhtik  b�sh gia thn arijmhtik  ep�lushtwn merik¸n diaforik¸n exis¸sewn. Wstìso, h akrib 
 efarmog  aut¸n twn mejìdwn staprobl mata mhqanikoÔ sun jw
 den e�nai praktik  kai qrei�zetai na sunduastoÔn me di-adikas�e
 prosegg�sei
 mèsw th
 mejìdou twn peperasmènwn stoiqe�wn gia thn an�ptuxhsjenar¸n praktik¸n diat�xewn. Apì �dw kai sto ex 
, h koin¸
 apodekt  prosèggishsth montelopo�hsh th
 polumeroÔ
 ro 
, me th bo jeia upologist , e�nai h efarmog th
 mejìdou twn stajmismènwn upolo�pwn twn peperasmènwn stoiqe�wn. H kÔria ènnoiath
 prosèggish
 mèsw peperasmènwn stoiqe�wn kai to genikì sumpèrasma twn mejìdwntwn stajmismènwn upolo�pwn epexhge�tai en suntom�a s� autì to kef�laio. Autè
 oi èn-noie
 parèqoun to apara�thto upìbajro gia thn ep�lush twn exis¸sewn pou proèkuyanapì ti
 arijmhtikè
 mejìdou
 pou qrhsimopoi jhkan gia na prosomoi¸soun ti
 polumere�
roè
. Mia bajÔterh an�lush twn majhmatik¸n jewrhm�twn, jemèlio twn prosegg�sewnmèsw peperasmènwn stoiqe�wn kai twn mejìdwn upoloipìmenou barou
, e�nai ektì
 touskopoÔ th
 diplwmatik 
 ergas�a
. Wstìso, s� autì to kef�laio, apodìjhkan ta kÔriashme�a aut¸n twn majhmatik¸n jewrhm�twn. Leptomere�
 epexhg sei
 th
 jewrhtik 
b�sh
 gia thn ep�lush twn merik¸n diaforik¸n exis¸sewn apì ti
 mejìdou
 upoloipìme-nou b�rou
 twn peperasmènwn stoiqe�wn mpore� na brejoÔn se poll� bibl�a afierwmènas� aut� ta antike�mena. Gia par�deigma, bl. Mitchell kai Wait (1977), Johnson (1987),

Brenner kai Scott (1994) kai eidikìtera, gia thn ep�lush twn exis¸sewn twn asump�est-wn reust¸n Navier • Stokes bl. Girault kai Raviart (1986) kai Pironneau (1989). Oimajhmatikè
 derivations phgè
 pou parousi�sthkan sta akìlouja kef�laia e�nai, peris-tasiak�, dosmène
 se perib�llon monodi�statou h disdi�statou kartesianoÔ sust mato
suntetagmènwn. Wstìso, autè
 oi phgè
, èqoun  dh genikeute� h uiojethmènh praktik e�nai h aplopo�hsh twn majhmatik¸n jewrhm�twn.3.1 PROSEGGISH MESW PEPERASMENWN S-TOIQEIWN.To pr¸to b ma, gia th diatÔpwsh th
 prosèggish
 mèsw peperasmènwn stoiqe�wn, seèna pediakì prìblhma e�nai na diairèsoume thn perioq  s� èna arijmì mikrìterwn upì-perioq¸n qwr�
 thn Ôparxh ken¸n metaxÔ tou
 kai qwr�
 na uperphd soume metaxÔ aut¸n.Aut  h diadikas�a onom�zetai diakritopo�hsh perioq 
. Mia atomik  upì-perioq  s� è-



� Kef�laio 3. STAJMISMENA UPOLOIPOMENAPEPERASMENA STOIQEIA.48na diakritì prìblhma onom�zetai �peperasmèno stoiqe�o� kai sullogik�, ta peperasmènastoiqe�a parèqoun �to plègma twn peperasmènwn stoiqe�wn� gia ta diakritè
 perioqè
.Genik�, ta stoiqe�a plègmato
 twn peperasmènwn stoiqe�wn �sw
 èqoun diaforetik� megè-jh all� ìla aut� sun jw
 èqoun èna koinì basikì sq ma (p.q. e�nai ìla trigwnik�  tetr�pleura) kai èna �so arijmì desm¸n . Oi desmo� e�nai epilegmèna shme�a s� èna s-toiqeiì ìpou prèpei na upologistoÔn oi arijmhtikè
 timè
 twn agn¸stwn. 'Oloi oi tÔpoi twnpeperasmènwn stoiqe�wn ja prèpei na èqoun merikoÔ
 desmoÔ
 egkatesthmènou
 sti
 suno-riakè
 tou
 grammè
. Merik� apì ta peperasmèna stoiqe�a pou qrhsimopoioÔntai suqn�ep�sh
 èqoun eswterikoÔ
 desmoÔ
. Oi sunoriako� desmo� twn atomik¸n peperasmènwnstoiqe�wn emfan�zontai w
 shme�a tom 
 twn stoiqe�wn s� èna plègma peperasmènwn s-toiqe�wn. Se mia diadikas�a
 prosèggish
 ro 
, mèsw peperasmènwn stoiqe�wn, ta stoiqe�atou upologistikoÔ plègmato
 e�nai upì-perioqè
 th
 ro 
 kai den parist�noun mèrh tous¸mato
 tou reustoÔ. Sta perissìtera probl mata mhqanikoÔ, ta sÔnora tou pediakoÔprobl mato
 apoteloÔntai apì kampulwt� tm mata. H diakritopo�hsh twn perioq¸n meta kampulwt� sÔnora, qrhsimopoi¸nta
 plègmata ta opo�a apoteloÔntai apì stoiqe�ame euje�e
 pleurè
, anapìfeukta emperièqei k�poio sf�lma. Autì to e�do
 sf�lmato
,pou afor� th diakritopo�hsh, mpore� profan¸
 na meiwje� me rafin�risma twn diktuwt¸nplegm�twn. Wstìso, den mpore� ex olìklhrou na elaqistopoihje� ektì
 an qrhsimopoi-hjoÔn peperasmèna stoiqei� ta opo�a èqoun kampulwtè
 pleurè
. H diakritopo�hsh enì
pediakoÔ probl mato
 s� èna plègma peperasmènwn stoiqe�wn apoteloÔmeno apì tuqa�-a, trigwnikoÔ megèjou
, stoiqe�a pou fa�nontai sto sq ma. Se èna diktuwtì plègma memeg�la komm�tia fa�netai ìti up�rqoun sqetik� meg�la ken� metaxÔ tou pragmatikoÔsunìrou th
 perioq 
 kai tou sunìrou tou plègmato
 kai sunep¸
 to sunolikì sf�l-ma anamènetai na e�nai meg�lo. To kÔrio sumpèrasma th
 diakritopo�hsh
 enì
 pediakoÔprobl mato
 mèsw peperasmènwn stoiqe�wn e�nai ìti, entì
 k�je stoiqe�ou, mporoÔn naproseggistoÔn �gnwste
 sunart sei
 qrhsimopoi¸nta
 diadikas�e
 parembol 
.
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3.1.1 MEJODOI PAREMBOLHS.JewroÔme ìti to Ωe na e�nai èna kal� kajorismèno peperasmèno stoiqe�o, dhlad , e�naikajorismèno to sq ma tou kaj¸
 kai o arijmì
 kai h topojes�a twn kìmbwn tou.. Japrospaj soume na kajor�soume ti
 parallagè
 mia
 suneq 
 sun�rthsh
, ìpw
 h F, pèraapì autì to stoiqe�o, ìson afor� kat�llhle
 gewmetrikè
 sunart sei
. An mpore� naupoteje� ìti oi timè
 th
 F, stou
 kombou
 th
 Ωe, e�nai gnwstè
, tìte se k�je �lloshme�o entì
 autoÔ tou stoiqe�ou mporoÔme na prosdioriste� h kat�llhlh tim  gia thn
F, qrhsimopoi¸nta
 mejìdou
 parembol 
. Gia par�deigma, jewr¸nta
 mia monodi�stathgramm  enì
 stoiqe�ou, me duo kombou
, m kou
 l kai tou
 kombou
 topojethmènou
 stashme�a A(QA = O) kai B (QB = L) ìpw
 fa�netai sto parak�tw sq ma
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Qrhsimopoi¸nta
 mia apl  diadikas�a parembol 
, h parallag  mia
 suneq 
sun�rthsh
, ìpw
 h F kat� m ko
 tou stoiqe�ou mpore� na deiqte�, proseggistik�, w

f̄(x) =

l − x

l
︸ ︷︷ ︸

NA

fA +
x

l
︸︷︷︸

NB

fB (3.1)H ex�swsh (2.1) d�nei mia proseggistik  tim  gia thn F sth jèsh x ìson afor� ti
timè
 twn kombwn th
 kai dÔo gewmetrikè
 sunart sei
. Oi gewmetrikè
 sunart sei
 sthnex�swsh (2.1) onom�zontai �sqhmatikès� sunart sei
. Mia apl  upìjesh de�qnei ìti : (a)k�je sun�rthsh e�nai �sh me th mon�da ston ant�stoiqo kìmbo th
 kai mhdèn ston �llodesmì (b) to sÔnolo twn sqhmatik¸n sunart sewn e�nai �so me th mon�da. Autè
 oisunart sei
, pou fa�nontai sto sq ma pou akolouje� e�nai grammène
 sÔmfwna me tou
ant�stoiqou
 kombou
 tou
 ìpw
 NA kai NB.
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An�loge
 diadikas�e
 parembol 
, pou perilamb�noun megalÔtero arijmì shme�wn, sesqèsh me ta dÔo akra�a shme�a tou parap�nw parade�gmato
, d�noun megalÔterh akr�beiagia �gnwste
 monodi�state
 sunart sei
 stoiqe�wn. H mèjodo
 mpore� ep�sh
 na epek-taje� se disdi�stata kai trisdi�stata stoiqe�a. Genik�, mia sun�rthsh parembol 
 enì
poludi�statou stoiqe�ou Ωe ekfr�zetai w


f̄(x̄) ≃ f̄(x̄) =
∑

i

Nj(x̄i)fi , i = 1, 2, ..., p (3.2)'Opou x̄ antistoiqe� sto zeÔgo
 suntetagmènwn tou shme�ou sto Ωe, gia to opo�ojèloume na broÔme mia kat�llhlh tim  parembol 
 gia thn sun�rthsh F, i e�nai de�kth
tou kìmbou, p e�nai o mègisto
 arijmì
 twn kìmbwn sto Ωe kai e�nai h sun�rthsh sq -mato
 ant�stoiqh me to brìqo i. Parìmoia me to monodi�stato par�deigma, oi sunart sei
sq mato
 poludi�statwn stoiqe�wn prèpei akìma na ikanopoioÔn ti
 akìlouje
 sunj ke

Ni(x̄j) = δij ⇒

∑

i

Ni(x̄j) = 1 , i = 1, 2, ..., p (3.3)Opou Fi, e�nai oi timè
 twn desm¸n th
 sun�rthsh
 F (onom�zontai kombiko� bajmo�eleujer�a
). Oi kombiko� bajmo� eleujer�a
 pou emfan�zontai sti
 prosegg�sei
 tou s-toiqe�ou e�nai ta �gnwsta ped�a pou ja brejoÔn kat� th di�rkeia th
 prosèggish
 mèswpeperasmènw stoiqe�wn. O genikì
 tÔpo
 twn sunart sewn sq mato
, ant�stoiqwn me tapeperasmèna stoiqe�a, exart�tai apì to sq ma kai ton arijmì twn brìqwn tou. Stou
perissìterou
 tÔpou
 peperasmènwn stoiqe�wn e�nai poluwnumikè
 mikroÔ bajmoÔ. Genik�,an oi bajmo� eleujer�a
, s� èna peperasmèno stoiqe�o, d�nontai san timè
 desm¸n agn¸-stwn sunart sewn (p.q. ta par�gwga twn sunart sewn den sumperilamb�nontai) tìteto stoiqe�o lègetai ìti an kei sth oikogèneia stoiqe�wn Lagrange. Wstìso, meriko� sug-grafe�
 qrhsimopoioÔn ton ìro �stoiqe�o Lagrange� apokleistik� gia eke�na ta stoiqe�a twnopo�wn oi ant�stoiqe
 sqhmatikè
 sunart sei
 e�nai eidik� basismène
 sti
 poluwnumikè
parembolè
 Lagrange   sta par�gwga tou
 (Gerald kai Wheatley, 1984). Ta montèlaparembol 
 Hermite sumperilambanomènwn twn suntelest¸n twn parag¸gwn tou ped�ou
field (Ciarlet, 1978; Lapidus kai Pinder, 1982) mporoÔn ep�sh
 na qrhsimopoihjoÔn giathn kataskeu  proseggistik¸n sunart sewn mèsw peperasmènwn stoiqe�wn. Jewr¸nta
èna monodi�stato stoiqe�o, dÔo brìqwn, ìpw
 fa�netai sto sq ma 2.4, sto opo�o oi bajmo�eleujer�a
 e�nai kombikè
 timè
 kl�sei
 agn¸stwn sunart sewn. Epomènw
, h kajoris-
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 proseggistik 
 tim 
 mia
 sun�rthsh
 F, s� èna eswterikì shme�o toustoiqe�ou prèpei na perilamb�nei kai ti
 desmikè
 timè
 kai ti
 kl�sei
. Autì, mpore� nagrafte� w


f̄ =

2∑

I=1

N0I(x)fI + N1I(x)∂xfI (3.4)Opou N0I kai N1I e�nai poluwnumikè
 sunart sei
 �diou bajmoÔ. 'Opw
 mpore� andeiqte� s� aut n thn per�ptwsh, k�je kìmbo
 antistoiqe� se dÔo sqhmatikè
 sunart -sei
. Sti
 �kre
 th
 gramm 
 tou stoiqe�ou h ex�swsh (2.4) prèpei na d�nei ti
 timè
 th
sun�rthsh
 kai ti
 kl�sei
 pou fa�nontai sto prohgoÔmeno sq ma, sunep¸
:
• N0I(x) prèpei na e�nai mon�da sto desmì me arijmì I kai mhdèn ston �llo desmì,

N ′
0I(x) prèpei na e�nai mhdèn kai stou
 dÔo desmoÔ
, kai
• N1I(x) prèpei na e�nai mhdèn kai stou
 dÔo desmoÔ
 kai N ′

1I(x) prèpei na e�nai mon�dasto desmì I kai mhdèn ston �llo desmì.'Ena
 aplì
 èlegqo
 de�qnei ìti oi tritob�jmie
 sunart sei
 (splines) pou parist�non-tai grafik� sto sq ma 2.5 ikanopoioÔn ti
 �nw sunj ke
.
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Par�llhla me thn an�ptuxh twn prosegg�sewn apì ta perigrafìmena montèla parem-bol 
 e�nai kai o prosdiorismì
 poluwnumik¸n parallag¸n gia sunart sei
 peperasmènwnstoiqe�wn. Epomènw
, oi sqhmatikè
 sunart sei
 s� èna dosmèno peperasmèno stoiqe�oantistoiqoÔn s� èna eidikì proseggistikì polu¸numo. Wstìso, oi prosegg�sei
 mèswpeperasmènwn stoiqe�wn, �sw
 den parist�noun pl rh polu¸numa k�je dosmènou bajmoÔ.3.1.2 SQHMATIKES SUNARTHSEIS KOINOTUPWN PA-PERASMENWN STOIQEIWN.Prìtupe
 diadikas�e
 gia th dhmiourg�a twn sqhmatik¸n sunart sewn koinìtupwnpeperasmènwn stoiqe�wn mporoÔn na epexhghjoÔn s� èna pla�sio disdi�statwn trigwnik¸nkai tetragwnik¸n stoiqe�wn. JewroÔme pr¸ta, èna trigwnikì stoiqe�o to opo�o èqei trei
desmoÔ
 topojethmènou
 sti
 korufè
 tou, ìpw
 fa�netai sto epìmeno sq ma
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Parallagè
 twn suneq¸n sunart sewn gi� autì to stoiqe�o mporoÔn na ekfrastoÔnmèsw enì
 grammikoÔ poluwnÔmou pr¸tou bajmoÔ
f(x, y) ≃ f̄(x, y) = a1 + a2x + a3y (3.5)Apì thn eisagwg  twn suntetagmènwn twn kìmbwn sthn ex�swsh (2.5) mpore� nabrejoÔn oi timè
 twn kìmbwn th
 sun�rthsh
. Autì parist�netai w
Opou Xi, Yi, i = 1, 2, 3 e�nai oi suntetagmène
 twn kìmbwn kai F , i = 1, 2, 3 e�nai oibajmo� eleujer�a
 twn kìmbwn (p.q. timè
 sun�rthsh
). Qrhsimopoi¸nta
 sumbolismoÔ
pin�kwn h ex�swsh (2.6) gr�fetai w


fe = Ca (3.6)kai sunep¸

a = C−1fe (3.7)H ex�swsh (2.5) mpore� na grafte� w


f̄ = Pa = PC−1fe (3.8)opou P = (1, x, y). Sugkr�nonta
 ti
 exis¸sei
 (2.2) kai (2.9) èqoume
f̄ = Nf

e (3.9)



� Kef�laio 3. STAJMISMENA UPOLOIPOMENAPEPERASMENA STOIQEIA.55opou N e�nai èna sÔnolo sqhmatik¸n sunart sewn grammène
 w

N = PC−1 (3.10)San exagwgikì sumpèrasma th
 diadikas�a
, h paragwg  twn sqhmatik¸n sunart -sewn s� èna (grammikì) trigwnikì stoiqe�o, me trei
 kìmbou
, apaite� thn ep�lush enì
sunìlou algebrik¸n exis¸sewn, ìpw
 fa�netai sthn ex�swsh (2.11) w


N1 =
1

A

[

(y2 − y3)x + (x3 − x2)y + (x2y3 − x3y2)

] (3.11)
N2 =

1

A

[

(y3 − y1)x + (x1 − x3)y + (x3y1 − x1y3)

] (3.12)
N3 =

1

A

[

(y1 − y2)x + (x2 − x1)y + (x1y2 − x2y1)

] (3.13)opou èqoume or�sei gia eukol�a thn posìthta A := x1y2 + x2y3 + x3y1 − x1y3 −
x2y1 − x3y2 . Mpore� t�qista na deiqte� ìti autè
 oi gewmetrikè
 exis¸sei
 ikanopoioÔnti
 sunj ke
 pou perigr�fhsan apì thn ex�swsh (2.3) Oi sqhmatikè
 sunart sei
 enì
trigwnikoÔ stoiqe�ou, deutèrou bajmoÔ, me èxi sundeìmenou
 kìmbou
, topojethmènou
sti
 korufè
 kai sta mèsa twn pleur¸n tou, mporoÔn na proèljoun apì mia parìmoia di-adikas�a qrhsimopoi¸nta
 èna pl re
 polu¸numo deutèrou bajmoÔ. Paromo�w
, mpore� nadeiqte� ìti èna pl re
 polu¸numo tr�tou bajmoÔ antistoiqe� s� èna trigwnikì stoiqe�o medèka kìmbou
 kai oÔtw kajex 
. H di�taxh pou fa�netai sto parakatw sq ma (onom�zetaikai tr�gwno tou Pascal) parist�nei tou
 ìrou
 pou apaitoÔntai gia thn kataskeu  enì
pl rou
 poluwnÔmou k�je dosmènou bajmoÔ, p, se dÔo metablhtè
 x kai y. O arijmì
twn ìrwn enì
 pl rou
 poluwnÔmou, k�je dosmènou bajmoÔ, apì �dw kai sto ex 
 jaantistoiqe� ston arijmì twn kìmbwn s� èna trigwnikì stoiqe�o, to opo�o an kei s� aut nthn oikogèneia. Mia an�logh tetraedrik  oikogèneia peperasmènwn stoiqe�wn, ta opo�aantistoiqoÔn se pl rh polu¸numa, anaforik� me trei
 metablhtè
 tou q¸rou, mporoÔnep�sh
 na kataskeuastoÔn gia trisdi�stath an�lush.
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H perigrafìmenh �mesh proèleush twn sqhmatik¸n sunart sewn apì th diatÔpwshkai ep�lush twn algebrik¸n exis¸sewn anaforik� me ti
 kombikè
 suntetagmène
 kai tou
bajmoÔ
 eleujer�a
 e�nai anèfikth gia stoiqe�a megalÔterou bajmoÔ. Epiprosjètw
, hÔparxh lÔsh
 gi� autè
 ti
 exis¸sei
 (dhl. Ôparxh enì
 antistrìfou p�naka) up�rqei mìnoan oi parembolè
 bas�zontai se poluwnumik� anaptÔgmata. Shmantikè
 oikogèneie
, qr -simwn peperasmènwn stoiqe�wn, den parèqoun montèla parembol 
 ta opo�a antistoiqoÔnse pl rh poluwnumik� anaptÔgmata. Sunep¸
, praktik�, efarmìzontai èmmese
 mèjodoigia thn dhmiourg�a sqhmatik¸n sunart sewn susqetizìmene
 me stoiqe�a ta opo�a an k-oun s� autè
 ti
 oikogèneie
. Mia polÔ bolik  �èmmesh� diadikas�a gia thn paragwg sqhmatik¸n sunart sewn se tetragwnik� stoiqe�a e�nai h qrhsimopo�hsh twn �tanustik¸nginomènwn� mia
 monodi�stath
 sun�rthsh
 parembol 
. Autì mpore� �mesa na exhgh-je� jewr¸nta
 èna tetragwnikì stoiqe�o tess�rwn kìmbwn ìpw
 fa�netai sto sq ma pouakolouje�
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To montèlo parembol 
 s� autì to stoiqe�o ekfr�zetai w

f̄(x, y) = a1 + a2x + a3y + a4xy (3.14)To poluwnumikì an�ptugma pou qrhsimopoi jhke s� aut n thn ex�swsh den peril-amb�nei ìlou
 tou
 ìrou
 enì
 pl rou
 anaptÔgmato
 deutèrou bajmoÔ (dhl. èxi ìroiantistoiqoÔn se p = 2 sto tr�gwno tou Pascal) kai, sunep¸
, to orjog¸nio stoiqe�o twntess�rwn kìmbwn pou fa�netai sto sq ma 2.8 den e�nai èna tetragwnikì stoiqe�o. To dex�mèro
 th
 ex�swsh
 (2.15) mpore�, wstìso, na grafte� w
 to par�gwgo dÔo pr¸tob�jmiwnpoluwnÔmwn ìson afor� ti
 metablhtè
 x kai y w

f̄(x, y) = (b1x + b2)(b3y + b4) (3.15)Sunep¸
, mia profan 
 diadikas�a gia th dhmiourg�a twn sqhmatik¸n sunart sewntou stoiqe�ou pou fa�netai sto sq ma 2.8 e�nai h eÔresh twn stoiqe�wn th
 grammik 
sun�rthsh
 parembol 
 sti
 x kai y diast�sei
. To orjogwnikì stoiqe�o twn tess�rwnkìmbwn pou kataskeu�sthke m� autìn ton trìpo onom�zetai di-grammikì stoiqe�o. TamegalÔterou bajmoÔ mèlh aut 
 th
 oikogèneia
 proèrqontai �mesa apì th qrhsimopo�hshtelest¸n pou aporrèoun apì megalÔterou bajmoÔ sunart sei
 parembol 
 monodi�stath
an�lush
. Gia par�deigma, to deÔtero mèlo
 aut 
 th
 oikogèneia
 e�nai to di-tetr�gwnoorjog¸niko stoiqe�o ennèa kìmbwn pou fa�netai sto sq ma 2.9, tou opo�ou oi sqhmatikè
sunart sei
 diatup¸nontai ìpw
 ta mèlh enì
 deuterob�jmiou poluwnÔmou Lagrange sti
diast�sei
 x kai y. Mia parìmoia diadikas�a qrhsimopoi jhke gia th dhmiourg�a tou
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 èna tri-tetr�gwno stoiqe�o e�kosiept� kìmbwn. Oi sqhmatikè
 sunart sei
 se èna disdi�stato   trisdi�stato tanustikìginìmeno e�nai p�nta hmitel  polu¸numa.

An�loga me ton tanustikì ginìmeno twn stoiqe�wn Lagrange, mpore� ep�sh
 nadhmiourghje� kai o tanustikì ginìmeno twn stoiqe�wn Hermite. To tetragwnikì stoiqe�opou anaptÔqjhke apì ton Bogner et al. (1965) e�nai èna par�deigma autoÔ tou sunìlou.Autì to stoiqe�o fa�netai sto sq maparak�tw kai perilamb�nei mègisto arijmì 16 ba-jm¸n eleujer�a
 gia k�je metablht . Oi ant�stoiqe
 sqhmatikè
 sunart sei
 autoÔ toustoiqe�ou br�skontai ìpw
 o tanustikì ginìmeno twn tritob�jmiwn poluwnÔmwn sti
 di-ast�sei
 x kai y. 'Ena �llo shmantikì sÔnolo peperasmènwn stoiqe�wn twn opo�wnoi sqhmatikè
 sunart sei
 den e�nai pl rh polu¸numa e�nai h oikogèneia twn tuqa�wnpeperasmènwn stoiqe�wn. 'Ena orjogwnikì stoiqe�o, to opo�o èqei tèsseri
 kìmbou
 sti
gwn�e
 kai tèsseri
 sta �kra tou e�nai èna par�deigma aut 
 th
 oikogèneia
. Oi sqh-matikè
 sunart sei
 aut¸n twn stoiqe�wn den mporoÔn na prokÔyoun apì ton tanustikìginìmeno mia
 monodi�stath
 sun�rthsh
 parembol 
 (exairoumènou gia tou
 tèsseri
 kìm-bou
 orjogwnikì stoiqe�o to opo�o e�nai �dio kai gia ti
 dÔo oikogèneie
). Apì dw kai stoex 
, autè
 oi sunart sei
 prosdior�zontai apì mia enallaktik  mèjodo basismènh sthqrhsimopo�hsh stoiqe�wn twn epilegmènwn poluwnÔmwn ta opo�a d�noun ti
 epijumhtè
sunart sei
 sta �kra tou stoiqe�ou (Reddy, 1993).
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3.1.3 MH KANONOIKA STOIQEIA.Oi oikogèneie
 twn peperasmènwn stoiqe�wn pou perigr�fhsan sthn prohgoÔmenh enìthtaqrhsimopoioÔntai gia th dhmiourg�a tou montèlou diakritopo�hsh
 s� èna meg�lo eÔro
problhm�twn mhqanikoÔ. Epiplèon me autè
 ti
 oikogèneie
, èqoun ep�sh
 anaptuqje� kai�lla sÔnola stoiqe�wn ta opo�a parèqoun eidikoÔ
 tÔpou
 prosegg�sewn. S� aut n thnenìthta perigr�fhsan èna
 arijmì
 �mh-kanonik¸n� stoiqe�wn ta opo�a qrhsimopoioÔntaieurèw
 gia th montelopo�hsh perioq¸n polumeroÔ
 ro 
. Ta stoiqe�a Taylor • Hoode�nai metaxÔ twn pio prìsfatwn paradeigm�twn autoÔ tou sunìlou ta opo�a èqoun ei-dik� sqediaste� gia thn ep�lush problhm�twn asump�esth
 ro 
. Sta stoiqe�a Taylor •
Hood h parembol  th
 p�esh
 bas�zetai p�nta se mikroÔ bajmoÔ polu¸numa se sqèsh meta polu¸numa pou qrhsimopoi jhkan gia na paremb�loume ti
 sunist¸se
 th
 taqÔth-ta
.(Taylor - Hood, 1973). To orjogwnikì stoiqe�o pou fa�netai sto sq ma pou akolou-je�, e�nai èna par�deigma aut 
 th
 oikogèneia
.
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S� autì to stoiqe�o, ta ped�a th
 p�esh
 kai th
 taqÔthta
 prosegg�zontai qrhsi-mopoi¸nta
 di-tetr�gwne
 kai di-grammikè
 sqhmatikè
 sunart sei
 antisto�qw
. Autìantistoiqe� s� èna mègisto arijmì 22 bajm¸n eleujer�a
 apoteloÔmenou apì 18 desmoÔ
 gi-a ti
 sunist¸se
 th
 taqÔthta
 (gwniakoÔ
, mèsou
 kai kentrikoÔ
 kìmbou
) kai tèsseri
kìmbou
 p�esh
 (gwniako� kìmboi). Ta stoiqe�a Crouzeix - Raviart e�nai èna �llo sÔnolopeperasmènwn stoiqe�wn ta opo�a parèqoun diaforetikè
 parembolè
 gia thn p�esh kai thntaqÔthta se m�a perioq  ro 
 (Crouzeix - Raviart, 1973). To kÔrio qarakthristikì aut¸ntwn stoiqe�wn e�nai ìti k�noun thn p�esh sta ìria tou stoiqe�ou asuneq . Gia par�deigma,mpore� na jewrhje� o sunduasmì
 twn sqhmatik¸n deuterob�jmiwn sunart sewn gia thnprosèggish th
 taqÔthta
 (pou antistoiqe� se èna tr�gwno èxi kìmbwn) me suneq  p�esh,(dosmènh s� èna kìmbo mèsa sto tr�gwno). 'Ena �llo mèlo
 aut 
 th
 oikogèneia
 e�-nai to orjogwnikì stoiqe�o pou fa�netai sto sq ma 2.12, sto opo�o h prosèggish th
taqÔthta
 bas�zetai se di-tetr�gwne
 sqhmatikè
 sunart sei
, en¸ h p�esh prosegg�zetaigrammik� qrhsimopoi¸nta
 trei
 eswterikoÔ
 kìmbou
. Autì to stoiqe�o sun jw
 parèqeimegalÔterh euelix�a apì to stoiqe�o Taylor - Hood, pou fa�netai sto prohgoumeno sq ma,sth diamìrfwsh problhm�twn asump�esth
 ro 
.
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3.1.4 MEJODOS STREAMLINE UPWIND PETROV -

GALERKINH mèjodo
 Galerkin apotele� m�a apotelesmatik  mèjodo gia thn ep�lush problhm�twnse tome�
 ìpw
 h mhqanik  twn stere¸n kai h met�dosh jermìthta
 ìpou to montèlo twnexis¸sewn e�nai elleiptikoÔ   paraboloeidoÔ
 tÔpou. Mpore� ep�sh
 na qrhsimopoihje�gia thn an�ptuxh stajer¸n pin�kwn gia thn ep�lush twn diepoÔswn exis¸sewn sunèqeia
mh turb¸dou
 (polÔ mikr¸n arijm¸n Reynolds) asump�esth
 ro 
 pou antimetwp�zontaise poll� sust mata polumeroÔ
 ro 
. Wstìso, oi merikè
 diaforikè
 exis¸sei
 pou peri-gr�foun fainìmena met�dosh
 jermìthta
 ìpw
 o meg�lo
 arijmì
 Peclet   h sumperifor�twn ixwdoelastik¸n reust¸n e�nai uperbolikoÔ tÔpou kai den mporoÔn na lujoÔn me aut th mèjodo. H efarmog  th
 mejìdou Galerkin se autoÔ tou e�dou
 ta probl mata d�neiastaj  kai eumet�blhta apotelèsmata ektì
 kai an efarmostoÔn kat�llhle
 diadikas�e
gia thn stajeropo�hsh twn apotelesm�twn. H an�ptuxh twn stajmismènwn upolo�pwntwn peperasmènwn stoiqe�wn pou mpore� na apofèrei stajerè
 lÔsei
 gia ti
 uperbolikoÔtÔpou merikè
 diaforikè
 exis¸sei
 apotele� episthmonikì antike�meno endeleqoÔ
 kai ax-ioshme�wtou ìgkou èreuna
. To pio epituqè
 sumpèrasma aut¸n twn prospajei¸n e�nai han�ptuxh th
 beltistopo�hsh
 th
 ro 
 apì tou
 Brooks kai Hughes (1982). H basik  ar-q  th
 streamline upwinding e�nai h tropopo�hsh th
 stajmik 
 ex�swsh
 sth mèjodo
Galerkin w
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WI = NI + αNIi

v̄i

|v|2 (3.16)ìpou NI kai NIi e�nai oi sqhmatikè
 sunart sei
 kai ta par�gwga tou
, antisto�qw
,
v e�nai to di�nusma th
 taqÔthta
 kai α e�nai suntelest 
 pou onom�zetai par�metro
 up-

winding (sthn ex�swsh (2.79) jewre�tai w
 sunolikì
 suntelest 
 tou epanalambanìme-nou de�kth i). O prosdiorismì
 th
 katall lh
 paramètrou upwinding se poludi�stataprobl mata den e�nai akrib 
. Genik�, h an�lush pou perigr�fhke apì tou
 Brooks kai
Hughes (1982) qrhsimopoie�tai gia thn exagwg  twn bèltistwn paramètrwn aerodunamik 
beltistopo�hsh
 se monodi�stata probl mata kai gia ton kajorismì twn paramètrwn aero-dunamik 
 beltistopo�hsh
 se poludi�stata probl mata (Pittman kai Nakazawa, 1984).Praktik�, oi arijmhtikè
 mèjodoi oi opo�e
 bas�zontai se dokimastikè
 timè
 �sw
 qreias-toÔn gia ton prosdiorismì th
 kat�llhl 
 tim 
 th
 paramètrou streamline upwind s�èna prìblhma. Se neìtere
 melète
 th
 èreuna
 th
 streamline upwind h tropopoihmènhsun�rthsh b�rou
 efarmìsthke mìno sto ped�o th
 met�dosh
 jermìthta
 (dhl. pr¸toubajmoÔ par�gwga twn uperbolik¸n exis¸sewn) en¸ ìloi oi �lloi ìroi me to sunhjismènotrìpo. Autì kale�tai �epilektik �   �eumet�blhth � mèjodo
 streamline upwind. Hepilektik  mèjodo
 streamline upwind mpore� na ermhneute� w
 h eisagwg  mia
 �teqn-ht 
 di�qushs� th
 kat�stash
 stajmismènou upolo�pou th
 kat�stash
 th
 diaforik 
ex�swsh
. Autì belti¸nei th stajerìthta tou pl�nou all� h akr�beia th
 lÔsh
 apok-l�nei. Ta pl�na streamline upwind mpore� ep�sh
 na sugkrijoÔn me ti
 mejìdou
 Petro-

v•Galerkin. Oi mèjodoi Petrov • Galerkin e�nai apìrroia th
 mejìdou twn upoloipìmenwnbar¸n tou Galerkin sti
 opo�e
 oi sunart sei
 b�rou
 den e�nai tautìshme
 me ti
 basikè
sunart sei
 (dhl. sqhmatikè
 sunart sei
 s� èna pla�sio peperasmènwn stoiqe�wn). Aut�ta pl�na parèqoun megalÔterh euelix�a apì ti
 sun jei
 mejìdou
 Galerkin ìson afor�thn antimet¸pish problhm�twn ìpw
 h ep�lush twn uperbolik¸n merik¸n diaforik¸n ex-is¸sewn. Sunep¸
, e�nai logikì na jewroÔme ìti ta pl�na streamline upwind Galerkinw
 èna e�do
 th
 mejìdou Petrov • Galerkin. Wstìso, en antijèsei me thn epilektik  mèjo-do streamline upwind, sth mèjodo Petrov • Galerkin h tropopoihmènh sun�rthsh (ed¸fa�netai w
 h ex�swsh (2.79} efarmìzetai me sunèpeia se ìlou
 tou
 ìrou
 th
 kat�stash
stajmismènou upolo�pou. Gia na epexhg soume ti
 basikè
 ènnoie
 pou perigr�fhsan s�aut n thn enìthta a
 jewr soume to akìloujo par�deigma.



� Kef�laio 3. STAJMISMENA UPOLOIPOMENAPEPERASMENA STOIQEIA.633.2 EFARMOGH THS UPWINDING(PARADEIGMA).JewroÔme th lÔsh tou peperasmènou stoiqe�ou th
 akìloujh
 diaforik 
 ex�swsh
 sthnperioq  Ω, ìpw
 fa�netai sto sq ma (qrhsimopoie�tai èna panomoiìtupo prìblhma perioq 
ìpw
 tou parade�gmato
 2.2.2)

{

d2

dx2
+ α

d

dx
+ 1

}

T (x) = 0 , me T (xA) = 0, T (xB) = 1 (3.17)A
 jewr soume pr¸ta, thn prìtuph ep�lush Galerkin th
 ex�swsh
 (2.80) pouproèkuye apì thn perigraf  twn prohgoÔmenwn bhm�twn. Akolouj¸nta
 th diakri-topo�hsh th
 epilÔousa
 perioq 
 Ω (dhl. gramm  AB) se dÔo kìmbou
 stoiqe�wn
Lagrange, kai thn anapar�stash tou TA w
 ìson afor� ti
 sqhmatikè
 sunart sei

Ni(x), i = 1, 2 entì
 tou diast mato
 tou peperasmènou stoiqe�ou Ωe th
 kat�stash

Galerkin, th
 diaforik 
 ex�swsh
, d�netai w
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∫

Ωe

Nj

{

d2

dx2

∑

i

Ni(x)Ti +
d

dx

∑

i

Ni(x)Ti +
∑

i

Ni(x)Ti

}

dx = 0 (3.18)Met� thn efarmog  tou jewr mato
 Green sth deuterob�jmia ex�swsh (2.81) lam-b�noume ton adÔnamo tÔpo th
 kat�stash
 upolo�pou w

−
∫

Ωe

{

d

dx

∑

i

Ni(x)Ti·
dNj

dx
+αNj

d

dx

∑

i

Ni(x)Ti+Nj

∑

i

Ni(x)Ti

}

dx+Nj
d

dx

∑

i

Ni(x)Ti

∣
∣
∣
∣
∣
Γe

= 0(3.19)Opou Γe parist�nei to ìrio tou stoiqe�ou. Basismènh sthn ex�swsh (2.82) h ex�swshsklhrìthta
 (stiffness) tou stoiqe�ou diatup¸netai w

∫

Ωe

−
{

d

dx
(NITI+NHTH)

dNI

dx
+α

d

dx
(NITI+NHTH)NI+(NITI+NHTH)NI

}

dx+NIΦ

∣
∣
∣
∣
∣
Γe

= 0

∫

Ωe

{

− d

dx
(NITI+NHTH)

dNH

dx
+α

d

dx
(NITI+NHTH)NH+(NITI+NHTH)NH

}

dx+NHΦ

∣
∣
∣
∣
∣
Γe

= 0(3.20)



� Kef�laio 3. STAJMISMENA UPOLOIPOMENAPEPERASMENA STOIQEIA.65'Opou Φ parist�nei thn oriak  gramm . Qrhsimopoi¸nta
 sumbolismì pin�kwn oi duoteleutaie
 exiswsei
 mporoun na grafoÔn w
 sÔsthma se pinakopoihmènh morf 



AII AIH

AHI AHH








TI

TH



 =




−NIΦ(Γe)

NHΦ(Γe)



 (3.21)ìpou jèsame gia oikonom�a q¸rou
Aµν := −

∫

Ωe

{

dNµ

dx

dNν

dx
− α

dNµ

dx
Nν + NµNν

}

dx , µ, ν = I, HNa shmeiwje� ìti en antijèsei me to par�deigma th
 prohgoÔmenh
 enìthta
 h ex�swshsklhrìthta
 tou stoiqe�ou pou proèkuye apì autì to prìblhma den e�nai summetrik .Met� twn sqhmatik¸n sunart sewn kai thn efarmog  algebrik¸n mejìdwn



ΛII ΛIH

ΛHI ΛHH








TI

TH



 =




qI

−qH



 (3.22)ìpou
ΛII := − 1

l2p

lp∫

0

{

1 + α(le − x) − (le − x)2
}

dx =
le
3
− α

2
− 1

le

ΛIH := − 1

l2p

lp∫

0

{

1 − α(le − x) − x(le − x)
}

dx =
le
6

+
α

2
+

1

le

ΛHI := − 1

l2p

lp∫

0

{

− 1 + αx − x(le − x)
}

dx =
le
6
− α

2
+

1

le

ΛHH := − 1

l2p

lp∫

0

{

1 − αx − x2
}

dx =
le
3

+
α

2
− 1

leEpilègonta
 mia diakritopo�hsh th
 perioq 
 basismènh se 10 stoiqe�a �sou megèjou

le = 0.2 èqoume




−4.934 − α/2 5.033 + α/2

5.033 − α/2 −4.934 + α/2








TI

TH



 =




qI

−qH



 (3.23)



� Kef�laio 3. STAJMISMENA UPOLOIPOMENAPEPERASMENA STOIQEIA.66Met� thn eisagwg  twn oriak¸n sunjhk¸n to akìloujo sÔnolo twn genik¸n ex-is¸sewn sklhrìthta
 prokÔptei























d c

s d c

s d c

s d c

s d c

s d c

s d c

s d c

s d















































T2

T3

T4

T5

T6

T7

T8

T9

T10
























=
























−c
























(3.24)
sti
 jèsei
 opou den up�rqoun stoiqe�a jewroÔntai mhdenik�, en¸ d = −9.868, c =

5.033 + a/2 kai s = 5.033 − a/2. MporoÔme t¸ra na upolog�soume th lÔsh gi� autìto prìblhma kai na th sugkr�noume me to analutikì apotèlesma. H analutik  lÔsh th
ex�swsh
 (2.17) me dosmène
 ti
 oriakè
 sunj ke
 gia a = 1 e�nai
T (x) =

2.754√
cx

sin
(

x

√
3

2

) (3.25)H sÔgkrish metaxÔ th
 lÔsh
 mèsw peperasmènwn stoiqe�wn kai th
 analutik 
prosèggish
 gia èna sqetik� mikrì arijmì tou suntelest  a = 1 fa�netai sto sq mapou akolouje�. Mpore� ep�sh
 na deiqte� ìti h prìtuph mèjodo
 Galerkin ma
 apèfere miaakrib  kai stajer  lÔsh gia th diaforik  ex�swsh (2.17). H akr�beia aut 
 th
 lÔsh-
 anamènetai na beltiwje� akìma perissìtero me to rafin�risma tou plègmato
. 'Opw
parist�nei kai to sq ma parak�tw gia a = 1 mpore� na prokÔyei èna stajerì apotèlesma,wstìso qrhsimopoi¸nta
 to parìn plègma twn 10 stoiqe�wn, gia megalÔtere
 timè
 au-toÔ tou suntelest , h arijmhtik  lÔsh pou prokÔptei apì thn prìtuph mèjodo Galerking�netai anakrib 
. Autè
 oi talant¸sei
 g�nontai perissìtero èntone
 kaj¸
 o a g�netaimegalÔtero
 (na shmeiwje� ìti o par�gwn pou ephre�zei th stajerìthta e�nai to mègejo
tou a kai oi lÔsei
 twn talant¸sewn ja apofèroun ep�sh
 arnhtikoÔ
 suntelestè
).
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O pr¸to
 ìro
 th
 ex�swsh
 (2.17) antistoiqe� sth met�dosh jermìthta
 s� ènaprìblhma ped�ou kai ta parade�gmata pou fa�nontai sto parak�tw sq ma parist�nounthn anikanìthta th
 prìtuph
 mejìdou Galerkin na epifèrei epoikodomhtik� apotelèsma-ta gia twn exis¸sewn. 'Opw
 perigr�fhke sthn prohgoÔmenh enìthta gia na parak�my-oume aut  th duskol�a, sthn ep�lush twn uperbolik¸n exis¸sewn, efarmìzoume mia ektwn mejìdwn stremline upwind Petrov - Galerkin. Gia thn apìdeixh th
 efarmog 
 th
mejìdou streamline upwind, jewroÔme thn per�ptwsh ìpou mìno h stajmik  sun�rthshefarmìzetai sto prwtob�jmio par�gwgo tou adÔnamou tÔpou th
 kat�stash
 tou prob-l mato
, kai autì parist�netai apì thn tropopoihmènh ex�swsh (2.19). H kat�stash pouantistoiqe� sthn ex�swsh (2.17) apì �dw kai sto ex 
 gr�fetai w

∫

Ωe

{

Nj

[

d2

dx2

∑

i

Ni(x)Ti +
∑

i

Ni(x)Ti

]

+ αN∗

j

d

dx

∑

i

Ni(x)Ti

}

dx = 0 (3.26)
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Olokl rwsh kata par�gonte
 (Je¸rhma Green) tou deÔterou ìrou th
 ex�swsh (2.26)d�nei ton adÔnamo tÔpo tou probl mato
 w

−
∫

Ωe

{

d

dx

∑

i

Ni(x)Ti·
dNj

dx
+αNj

d

dx

∑

i

Ni(x)Ti+Nj

∑

i

Ni(x)Ti

}

dx+Nj
d

dx

∑

i

Ni(x)Ti

∣
∣
∣
∣
∣
Γe

= 0(3.27)Qrhsimopoi¸nta
 stoiqe�a Lagrange dÔo kìmbwn oi sqhmatikè
 sunart sei
 d�nontaiw

NI = 1 − x

le
, NH =

x

le
⇒

dNI

dx
= − x

le
,
dNH

dx
=

x

leSto aplì monodi�stato par�deigma jewr jhke ìti h sun�rthsh pou brèjhke apì thnex�swsh (2.25) mei¸netai se W = N + βdN/dx. Sunep¸
, oi tropopoihmène
 sunart sei
b�rou
 pou efarmìsthkan sto pr¸to par�gwgo th
 ex�swsh
 (2.27) gr�fontai w
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N∗

I = NI + β
dNI

dx
=

le − x − β

le

N∗

H = NH + β
dNH

dx
=

x + β

le
(3.28)H genik  ex�swsh sklhrìthta
 mpore� na grafte� w





AII AIH

AHI AHH








TI

TH



 =




−NIΦ(Γe)

−NHΦ(Γe)



 (3.29)ìpou jèsame gia oikonom�a q¸rou
Aµν := −

∫

Ωe

{

dNµ

dx

dNν

dx
− α

dNµ

dx
N∗

ν + NµNν

}

dx , µ, ν = I, H'Ustera apì thn antikat�stash twn sqhmatik¸n sunart sewn, prokÔptei



ΛII ΛIH

ΛHI ΛHH








TI

TH



 =




qI

−qH



 (3.30)ìpou
ΛII := − 1

l2p

lp∫

0

{

1 + α(le − x − β) − (le − x)2
}

dx =
le
3
− α

2
− 1

le
+

αβ

le

ΛIH := − 1

l2p

lp∫

0

{

− 1 − α(le − x − β) − x(le − x)
}

dx =
le
6

+
α

2
+

1

le
− αβ

le

ΛHI := − 1

l2p

lp∫

0

{

− 1 + α(x + β) − x(le − x)
}

dx =
le
6
− α

2
+

1

le
− αβ

le

ΛHH := − 1

l2p

lp∫

0

{

1 − α(x + β) − x2
}

dx =
le
3

+
α

2
− 1

le
− αβ

leEpilègonta
 mia dikritopo�hsh th
 perioq 
 basismènh se 10 stoiqe�a �sou megèjou

le = 0.2 èqoume
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


−4.934 − α/2 + 5αβ 5.033 + α/2 − 5αβ

5.033 − α/2 − 5αβ −4.934 + α/2 + 5αβ








TI

TH



 =




qI

−qH



 (3.31)W
 par�deigma jewroÔme thn ep�lush th
 ex�swsh
 (2.17) me tim  gia to a = 50, s�aut  thn per�ptwsh o genikì
 tÔpo
 th
 ex�swsh
 pou perigr�fei thn sklhrìthta toustoiqe�ou gr�fetai w




−29.933 + 25β 30.033 − 25β

−19.967− 25β 20.067 + 25β








TI

TH



 =




qI

−qH



 (3.32)Met� th sugkèntrwsh twn exis¸sewn twn stoiqe�wn s� èna genikì sÔnolo kai thnepibol  twn oriak¸n sunjhk¸n, mpore� na upologiste� h telik  lÔsh th
 aujentik 
 di-aforik 
 ex�swsh
, me sunupologismì di�forwn tim¸n th
 upwinding β. H analutik lÔsh th
 ex�swsh
 (2.17) gia a = 50 br�sketai w

T (x) = 1.0408

(

e−0.02x − e−49.98
) (3.33)Ta apotelèsmata th
 mejìdou twn peperasmènwn stoiqe�wn gia ti
 di�fore
 timè
tou β sugkr�nontai me thn analutik  lÔsh. 'Opw
 mpore� na deiqte� qrhsimopoi¸nta
gia tim  th
 paramètrou β = 0.5 prokÔptei mia stajer  arijmhtik  lÔsh. Wstìso toapotèlesma aut 
 th
 lÔsh
 e�nai anakribè
. Wstìso, to kÔrio prìblhma e�nai h eÔreshmia
 tim 
 th
 paramètrou th
 streamline upwind pou na elaqistopoie� ti
 talant¸sei
qwr�
 th dhmiourg�a �stoqwn apotelesm�twn. Gia na epexhg soume aut n thn ènnoia a
jewr soume thn akìloujh ex�swsh met�dosh
 jermìthtas-di�qush


{

α
d2

dx2
− ν

d

dx

}

T (x) = 0 , me T (0) = T0, T (L) = TL (3.34)Opou oi stajerè
 α kai ν parist�noun diaqutikìthta kai taqÔthta, ant�stoiqa. Nashmeiwje� ìti h epilog  mia
 �sklhr s� pro
 ta k�tw oriak 
 sunj kh
 e�nai ennoiologik ,gia na k�nei thn arijmhtik  lÔsh epirrep  sti
 talant¸sei
, me th qrhsimopo�hsh mia
� pias� oriak 
 sunj kh
, ìpw
 x = L, dT/dx = 0 ta stajer� apotelèsmata th
 opo�a
�sw
 prokÔyoun qwr�
 duskol�a. Sti
 perissìtere
 basikè
 peript¸sei
 th
 mejìdou
streamline upwind mpore� na antimetwpiste� me thn eisagwg  mia
 kÔria
 posìthta
teqnht 
 di�qush
 sto prìblhma, ètsi ¸ste, ant� th
 ex�swsh
 (2.99), na luje� h akìloujhex�swsh
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{

(α + γ)
d2

dx2
− ν

d

dx

}

T (x) = 0 , me T (0) = T0, T (L) = TL (3.35)Jewrhtik  an�lush apì tou
 Hughes kai Brooks (1979) èdeixe ìti gia tim  th
paramètrou
γ =

hν

2

(

coth
Pe

2
− 2

Pe

) (3.36)

'Opou Pe = hµ/α e�nai to m ko
 tou atomikoÔ grammikoÔ stoiqe�ou sto upologistikìplègma kai e�nai o arijmì
 plègmato
 Peclet (èna
 adi�stato
 arijmì
 antiproswpeutikì
th
 sqetik 
 epikr�thsh
 th
 met�dosh
 jermìthta
 ep� th
 di�qush
 sthn energeiak sunallag ), h prìtuph lÔsh th
 ex�swsh
 (2.35) ja e�nai akrib¸
 �dia ìpw
 th
 analutik 
lÔsh
 th
 ex�swsh
 (2.34). Epekte�nonta
 aut n thn prosèggish sth lÔsh th
 proseggis-tik 
 lÔsh
 ex�swsh
 (2.17), me ton suntelest  tou pr¸tou ìrou a = 50, upolog�zetai oarijmì
 plègmato
 Peclet pou antistoiqe� se m�a discretization enì
 probl mato
 perioq 
dèka grammik¸n stoiqe�wn �sou megèjou
. H eisagwg  autoÔ tou arijmoÔ sthn ex�swsh(2.36) apofèrei thn teqnht  di�qush, γ = 4.0. Met� thn prosj kh aut 
 th
 tim 
 stosuntelest  tou deÔterou ìrou mpore� na breje� h lÔsh th
 ex�swsh
 (2.17) th
 prìtuph
mejìdou Galerkin. Wstìso, h mèjodo
 streamline upwind h upologisje�sa tim  tou γ,
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 par�metro
 th
 streamline upwind. Autì d�nei thn �kat�llhlh tim � tousuntelest  streamline upwind sthn tropopoihmènh sun�rthsh W = N + βdN/dx w

β = −0.08. Epanalamb�nonta
 ta sumper�smata th
 diadikas�a
 th
 ex�swsh
 (2.27) sthnex�swsh (2.32) mpore� na breje� h lÔsh th
 streamline upwind th
 ex�swsh
 (2.80). SansÔgkrish aut 
 th
 lÔsh
 me to analutikì apotèlesma, dosmènou apì to sq ma parak�twde�qnei ìti h arijmhtik  lÔsh den ephre�zetai apì opoiad pote di�qush kai apì �dw kaisto ex 
 h streamline upwind èqei dhmiourg sei mia �ekplhktik�� sugkl�nousa lÔsh hopo�a sump�ptei me to analutikì apotèlesma. Oi Hughes kai Brooks (1979) epèkteinanthn prosèggish se poludi�stata probl mata kai anèptuxan thn teqnik  streamline up-

wind sthn opo�a oi tropopoihmène
 sunart sei
 prosarmìzontai gia na par�sqoun thnapara�thth èklush jermìthta
 mìno kat� m ko
 twn gramm¸n ro 
 s� èna ped�o ro 
 kaina apofeuqje� uperbolik  apìsbesh apì thn egk�rsia di�qush. Se poludi�stata prob-l mata, wstìso, e�nai adÔnato na anaptÔxoume mia jewrhtik  an�lush h opo�a mpore� naapofèrei mia akrib  tim  gia thn apaitoÔmenh teqnht  diaqutikìthta an�loga me to γ pouprokÔptei apì thn ex�swsh (2.36) gia èna monodi�stato prìblhma. Basismèno sthn ènnoiatou streamline upwind tropopoihmène
 sunart sei
 b�rou
 ìpw

N∗ = N + γc

|h1u1 + h2v2|
2|v̄|2

(

v1
∂N

∂x1
+ v2

∂N

∂x2

) (3.37)Opou 0 < γc ≥ 1 e�nai mia stajer�, v1 kai v2 e�nai suntelestè
 taqÔthta
 kai h1 kai h2qarakthristik� m kh twn stoiqe�wn, mpore� na qrhsimopoihje� gia thn apìkthsh stajer¸nlÔsewn gia disdi�stata probl mata. Genik�, wstìso, exait�a
 th
 adunam�a
 epilog 
 mia
bèltisth
 tim 
 gia th stajer� γc h opo�a ja mporoÔse na egguhje� thn elaqistopo�hshth
 yeudoÔ
 egk�rsia
 di�qush
 kai pr�gmati h abebaiìthta tou kajorismoÔ tou m kou
tou stoiqe�ou se m�a disdi�stath perioq  h arijmhtik  lÔsh anamènetai na perikle�ei k�poiosf�lma.3.2.1 MEJODOS ELAQISTWN TETRAGWNWN PEPERAS-MENWN STOIQEIWN.H prìtuph prosèggish mèsw elaq�stwn tetrag¸nwn apotele� mia enallaktik  th
 mejìdou
Galerkin sthn ep�lush diaforik¸n exis¸sewn mèsw peperasmènwn stoiqe�wn. Wstìso,mpore� ep�sh
 na deiqte� ìti an kei sthn t�xh twn upoloipìmenwn bar¸n teqnik¸n(Zienkiewicz kai Morgan, 1983). Sth mèjodo twn elaq�stwn tetrag¸nwn twn peperas-mènwn stoiqe�wn to sÔnolo twn tetrag¸nwn twn upoloipwn, dhmiourg jhke mèsw th
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 twn �gnwstwn sunart sewn apì prosegg�sei
 peperasmènwn stoiqe�wn,sqhmat�zetai kai akoloÔjw
 elaqistopoie�tai gia th lÔsh twn exis¸sewn tou pl�nou. Hdiadikas�a mpore� na epexhghje� apì to akìloujo par�deigma, jewroÔme
Ju − g = 0 , sto Ω (3.38)Gia aplopo�hsh, jewroÔme ìti J := d2/dx + αd/dx , ìpou α e�nai m�a stajer�. Tabasik� b mata gia thn ep�lush me th mèjodo twn elaq�stwn tetrag¸nwn e�nai:(a) DiatÔpwsh mia
 sun�rthsh
 qrhsimopoi¸nta
 ta tetr�gwna tou upolo�pou pouprokÔptoun apì tou
 agn¸stou
 w


u ≃ ū =
∑

i

Niuisthn aujentik  original ex�swsh, sunep¸

I =

∫

Ωe

{

J
∑

i

Niui − g

}2

dΩe =

∫

Ωe

{(

d2

dx
+ α

d

dx

)
∑

i

Niui − g

}2

dΩe (3.39)Kai (b) elaqistopoi¸nta
 thn prokÔptousa sun�rthsh w

∂I

∂u1
= 2

∫

Ωe

{

J
∑

i

Niui − g

}(

d2Ni

dx
+ α

dNi

dx

)

dΩe = 0 i = 1, 2, ..., m (3.40)opou m e�nai o mègisto
 arijmì
 twn agn¸stwn sto prìblhma. H ex�swsh (2.40)mpore� na jewrhje� w
 h kat�stash sthn opo�a h sun�rthsh b�rou
 e�nai, ìson afor�ta par�gwga twn sqhmatik¸n sunart sewn, se mia fìrma, h opo�a anakla thn aujentik diaforik  ex�swsh. Sunduasmì
 aut 
 th
 ex�swsh
 me thn kat�stash prokÔptei miadiatÔpwsh Petrov - Galerkin gia thn aujentik  ex�swsh.3.3 EPILUSH QRONOEXARTHMENWN PROB-LHMATWN.Shmantikè
 t�xei
 polumeroÔ
 ro 
 perigr�fontai apì ti
 diaforikè
 exis¸sei
 mepar�metro to qrìno. H pio bolik  mèjodo
 gia thn ep�lush twn diaforik¸n exis¸sewn pou
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 �merik -
 diakritopoihshs�. S� aut n thn mèjodo, to di�sthma tou qrìnou den diakritopoie�taiolìklhro kai antijètw
, ta par�gwga tou qrìnou jewroÔntai qwrist�. Epiplèon, h di-akritopoihsh twn peperasmènwn stoiqe�wn twn qronik¸n parag¸gwn sun jw
 apofeÔge-tai kai antijètw
 qrhsimopoioÔntai pio akribe�
 mèjodoi. H teqnik  tou qronikoÔ b mato

θ kai h mèjodo
 Taylor-Galerkin e�nai oi pio suqn� qrhsimopoioÔmene
 diadikas�e
 merik 
diakritopoihsh
 gia thn ep�lush twn proswrin¸n problhm�twn peperasmènwn stoiqe�wn.Mèjodo
 QronikoÔ B mato
 θ.S� aut n th mèjodo, arqik�, ta par�gwga tou qrìnou se m�a diaforik  ex�swshdiathroÔntai apar�llakta kai h merik  diakritopoihsh efarmìzetai gia th morfopo�hshth
 kat�stash
 me to sunhjismèno trìpo. Sunep¸
, met� th merik  diakritopoihsh, enantijèsei apì èna sÔnolo algebrik¸n exis¸sewn pou prokÔptoun fusiologik� apì prob-l mata stajer 
 kat�stash
, dhmiourge�tai èna sÔnolo sun jwn diaforik¸n exis¸sewnìson afor� ti
 qronikè
 parag¸gou
. Genik�, gia thn t�xh twn mejìdwn monoÔ b mato

θ autì to sÔsthma parist�netai me sumbolismoÔ
 pin�kwn w


[M ]θ{Ẋ}θ + [K]θ{X}θ = [F ]θ (3.41)pou o de�kth
 θ dhl¸nei ìti h kat�stash twn stajmismènwn upolo�pwn prokÔptei apìto qronikì di�sthma θ ∈ [0, 1] ,ìpw
 fa�netai apì to sq ma. To qronik� par�gwga sthnex�swsh (2.41) prosegg�zontai apì m�a proporeuìmenh diafor�
{Ẋ}θ :=

{X}n+θ∆t − {X}n

θ∆t
=

{X}n+1 − {X}n

∆t
(3.42)Oi enapome�nante
 ìroi sthn ex�swsh (2.41) prosegg�zontai qrhsimopoi¸nta
 grammik parembol  w


{A}θ = (1 − θ){A}n + θ{A}n+1 (3.43)Sunep¸

[K]θ{X}θ = (1 − θ)[K]n{X}n + θ[K]n+1{X}n+1 (3.44)

θ{F}θ = (1 − θ)[F ]n + θ[F ]n+1 (3.45)Antikat�stash kai met� thn ektèlesh algebrik¸n pr�xewn d�nei
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([M ]θ + θ∆t[K]n+1){X}n+1 = ([M ]θ − (1− θ)∆t[K]n){X}n + ((1− θ)[F ]n + θ[F ]n+1)∆t(3.46)

To algebrikì sÔsthma dosmèno ìpw
 sthn ex�swsh (3.46) parist�nei thn epexergas-mènh ex�swsh th
 mejìdou j. H ex�swsh (3.46) apofèrei èna sÔnolo exis¸sewn me thlÔsh twn opo�wn ja prokÔyoun oi �gnwste
 timè
 tou epipèdou n + 1 qrhsimopoi¸nta
ti
 gnwstè
 timè
 tou qronikoÔ epipèdou n.H perigrafìmenh mèjodo
 mpore� na ex�gei m�a prwtob�jmia prohgoÔmenh   m�a prw-tob�jmia epìmenh ex�swsh exart¸menh e�te apì θ = 0 e�te apì θ = 1. Gia θ = 0.5, hmèjodo
 apofèrei m�a deuterob�jmia ex�swsh. Wstìso ja prèpei na lhfjoÔn up� ìyin kai�lle
 melète
 ìpw
 h stajerìthta twn arijmhtik¸n upologism¸n. H stajerìthta th
an�lush
 th
 mejìdou tou qronikoÔ b mato
 mpore� mìno na diexaqje� gia aplè
 perip-t¸sei
 ìpou o p�naka
 th
 ex�swsh
 (2.41) e�nai summetrikì
 kai jetik� orismèno
 (dhl.mhtrwik� probl mata; Zienkiewicz kai Taylor, 1994). Profan¸
, den ja e�nai aut  hper�ptwsh stou
 perissìterou
 tÔpou
 problhm�twn ro 
 pou antimetwp�zei o mhqanikì
.Praktik�, wstìso, h epilog  twn kat�llhlwn tim¸n tou θ kai tou qronikoÔ de�kth Dtbas�zetai sun jw
 sth dokim  kai sto l�jo
 (dokimastikè
 timè
). Par�gonte
 ìpw
 h mh-grammikìthta twn fusik¸n paramètrwn kai o tÔpo
 twn stoiqe�wn pou qrhsimopoi jhkansth merik  diakritopo�hsh sun jw
 ephre�zei thn epilog  twn tim¸n tou j kai Dt s�èna prìblhma. H ex�swsh (2.41) aux�nei to bajmì mia
 peplegmènh
 sun�rthsh
 ek-tì
 apì θ = 0. H efarmog  twn plaisiwn gia ta proswrin� probl mata apofèrei ènasÔnolo tautìshmwn exis¸sewn gia to �gnwsto ped�o sth nèa tim  tou qronikoÔ epipèdou
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n+ 1. 'Opw
 mpore� na deiqje� apì thn ex�swsh (2.46) meriko� ìroi tou suntelest  p�nakamporoÔn ep�sh
 na upologisjoÔn sto nèo qronikì ep�pedo. Wstìso, h efarmog  tou peri-grafìmenou pl�nou apaite� th qr sh epanalhptik¸n algor�jmwn. Di�fore
 teqnikè
 giathn aÔxhsh th
 taqÔthta
 th
 sÔgklish
 s� autoÔ
 tou
 algor�jmou
 mpore� na apanthje�sth bibliograf�a (Pittman, 1989).Mèjodo
 Taylor-Galerkin.Jewr¸nta
 m�a merik  diaforik  ex�swsh, pou parist�nei èna prìblhma ro 
 pouexart�tai apì to qrìno dosmènh
 w


∂

∂t
u(x, t) + Ju(x, t) − g = 0 (3.47)Opou J e�nai èna
 grammikì
 diaforikì
 telesth
 me enarmìnish w
 pro
 ti
 qwrikè
metablhtè
 x. To an�ptugma th
 seir�
 Taylor tou �gnwstou ped�ou, u(x, t), sthn ex�swsh(2.47) me enarmìnish sth qronik  aÔxhsh, d�nei

un+1 = un + ∆t
∂u

∂t

∣
∣
∣
∣
∣

n

+
1

2
(∆t)2

∂2u

∂t2

∣
∣
∣
∣
∣

n

+ ... (3.48)Ta qronik� par�gwga sto an�ptugma (2.48) mporoÔn t¸ra na antikatastajoÔn qrhsi-mopoi¸nta
 th diaforik  ex�swsh (2.48) (Donea, 1984). H qronikh par�gwgo
 sto an�p-tugma (2.48) antikaj�statai qrhsimopoi¸nta
 thn ex�swsh (2.47) w

∂

∂t
u(x, t) = g − Ju(x, t) (3.49)Epanalambanìmenh parag¸gish th
 ex�swsh
 (2.49) me enarmìnish sth qronik metablht  d�nei uyhlìterh
 t�xh
 �gnwstou
 qronikoÔ
 parag¸gou
, gia par�deigma

∂2

∂t2
u(x, t) =

∂

∂t

[

g − Ju(x, t)

] (3.50)K�je qronikì par�gwgo th
 u(x, t) pou emfan�zetai sto dex� mèro
 th
 ex�swsh
 (2.50)mpore� xan� na antikatastaje� apì thn ex�swsh (2.49). 'Ola ta qronik� par�gwga sthnepèktash (2.48) mporoÔn se genikè
 grammè
 na brejoÔn qrhsimopoi¸nta
 thn aujentik diaforik  ex�swsh. Autì parèqei mia diaforik  ex�swsh h opo�a e�nai apokleistik  ìsonafor� ti
 qwrikè
 metablhtè
. Aut  h ex�swsh mpore� na diakritopoihsei kai na luje�apì th mèjodo Galerkin me to sÔnhje
 trìpo. Praktik�, h seir� Taylor th
 metablht -
 tou ped�ou e�nai �koutsouremènh� tou anaptÔgmato
 kai sun jw
 mìno oi l�goi pr¸toi
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 h akr�beia tou qronikoÔ b mato
 sth mèjodo Taylor-Galerkinexart�tai apì to par�gwgou tou megalÔterou bajmoÔ pou mènei met� to �koutsoÔrema�sto an�ptugma. Gia par�deigma, m�a ex�swsh deutèrou bajmoÔ ja prèpei na perilam-b�nei th deÔterh qronikh par�gwgo tou �gnwstou ped�ou. Wstìso, h epanalambanìmenhparag¸gish kai antikat�stash twn qronik¸n parag¸gwn, qrhsimopoi¸nta
 ti
 diepouse
diaforikè
 exis¸sei
 per�plok¸n problhm�twn ped�ou, �sw
 apodeiqte� dÔskolh. 'Ena
 pioapotelesmatikì
 upologistikì
 tÔpo
 th
 deuterh
 t�xh
, basismèno
 se qronik� qwris-mènh diadikas�a, anaptÔqjhke apì tou
 Townsend kai Webster (1987) h opo�a mpore� naantapexèljei aut  th duskol�a.



Kef�laio 4
MONTELOPOIHSHPOLUMEROUS ROHS.Oi mèjodoi stajmismènwn upolo�pwn twn peperasmènwn stoiqe�wn pou perigr�fhsan s-to kef�laio 3 pare�qan apotelesmatikè
 exis¸sei
 gia ta probl mata asump�esth
 ro 
.Ta kÔria qarakthristik� aut¸n twn exis¸sewn kaj¸
 kai h efarmog  tou
 se montèlapolumeroÔ
 ro 
 ja perigrafoÔn sto parìn kef�laio. 'Opw
 èqei  dh sqoliaste�, tamontèla polumeroÔ
 ro 
 perigr�fontai apì ti
 exis¸sei
 sunèqeia
, k�nhsh
, diat rhsh
kai enèrgeia
. H ex�swsh diat rhsh
 sta genikeumèna Neut¸neia montèla enswmat¸ne-tai sthn ex�swsh th
 k�nhsh
 kai mìno to montèlo twn ixwdoelastik¸n reust¸n apotele�m�a xeqwrist  ex�swsh pou apaite�tai h lÔsh tou. Oi exis¸sei
 sunèqeia
 kai k�nhsh
 s�èna montèlo ro 
 e�nai allhlèndeta sundedemène
 metaxÔ tou
 kai apaite�tai h tautìqron-h ep�lush tou
. H lÔsh twn exis¸sewn enèrgeia
 kai diat rhsh
 twn ixwdoelastik¸nreust¸n mpore� na pragmatopoihje� anex�rthta.4.1 EPILUSH TWN EXISWSEWN SUNEQEIASKAI KINHSHS.H mèjodo
 twn stajmismènwn upolo�pwn sthn ep�lush twn exis¸sewn twn mh-Neut¸neiwnasump�estwn reust¸n mpore� na efarmoste� se diaforetikè
 exis¸sei
. Ja pragmatopoih-je� h pl rh
 diatÔpwsh twn epexergasmènwn exis¸sewn kai ja epexhghjoÔn ta shme�a pouakoloujoÔn ti
 genikè
 kateujÔnsei
. S� autè
 ti
 diatup¸sei
 th
 ex�swsh
 th
 k�nhsh
78
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Cauchy, h opo�a perilamb�nei ta par�gwga th
 diatmhtik 
 t�sh
, qrhsimopoie�tai giana diathr sei th gen�keush twn parag¸gwn. Wstìso, h taqÔthta kai h p�esh e�nai tamìna �gnwsta ped�a ta opo�a prokÔptoun apì thn ep�lush twn exis¸sewn sunèqeia
 kaik�nhsh
. H diatmhtik  t�sh sthn ex�swsh th
 k�nhsh
 Cauchy e�te antikaj�statai apì ti
metabolè
 th
 taqÔthta
 e�te upolog�zetai mèsw thsex�swsh
 suneqeia
 twn elastik¸nkai koll¸dh reust¸n san xeqwrist  per�ptwsh. O ìro
 th
 met�dosh
 jermìthta
 sthnex�swsh th
 k�nhsh
 diathre�tai gia thn plhrìthta twn parag¸gwn. Sthn pleionìthtatwn polumer¸n reust¸n me mikrì arijmì Reynolds autì
 o ìro
 mpore� na paralhfje�.4.1.1 MEJODOS UVP.H mèjodo
 UVP an kei sth genik  kathgor�a twn mejìdwn twn meikt¸n peperasmènwnstoiqe�wn (Zienkiewicz kai Taylor, 1994). S� autè
 ti
 mejìdou
 kai h taqÔthta kai hp�esh sti
 exis¸sei
 twn asump�estwn reust¸n jewroÔntai w
 arqègone
 metablhtè
 kaidiakritopoihsh san �gnwste
. To arqikì U th
 mejìdou prokÔptei met� th qrhsimopo�hshtou se disdi�state
 kartesianè
 ekdoqè
, to V prokÔptei apì to taqÔthta, kai to P apìthn p�esh, ant�stoiqa. Gia thn perigraf  aut 
 jewroÔme ti
 exis¸sei
 twn asump�estwnmh- Neut¸neiwn reust¸n (Exis¸sei
 (1.1) kai (1.4), kefala�ou 1) ekfrazìmene
 w


divv = 0

ρ
∂v

∂t
+ ρvdivv = divσ + ρg (4.1)'Opou v, ρ, τ,g parist�noun thn taqÔthta, thn puknìthta tou reustoÔ, thn p�esh,th diatmhtik  t�sh kai thn barÔthta, ant�stoiqa, kai δ to dèlta tou Kronecker. Sthmèjodo UVP, ta stajmismèna upìloipa twn parap�nw exis¸sewn enì
 stoiqe�ou Ωe, sthdiakritopoihsh perioq  diatup¸nontai w


∫

Ωe

MLdivv̄dΩe = 0

∫

Ωe

ρNj

(

∂v̄

∂t
+ v̄0divv

)

dΩe =

∫

Ωe

Nj(ρg − δgradp̄)dΩe (4.2)'Opou èna
 epiplèon periorismì
 dhl¸nei ìti oi kat� prosèggish metablhtè
ML kai Nj(dhl. autè
 pou upest san mia mikr  parembol ) e�nai kat�llhle
 sunart sei
 v̄0, jewre�-



� Kef�laio 4. MONTELOPOIHSH POLUMEROUS ROHS. 80tai ìti parist�nei thn taqÔthta upologismènh se prohgoÔmeno epanalhptikì b ma gia nagrammikopoi sei ton ìro th
 metafor�
 tou reustoÔ sthn discretized ex�swsh th
 k�nhsh-
. To sÔnolo twn exis¸sewn (3.2) bas�zetai sth genik  ex�swsh (2.46) parist�nonta
mia kat�stash peperasmenwn stoiqeiwn peperasmènou stoiqe�ou. H pio �mesh apa�thshsthn efarmog  th
 UVP sth montelopo�hsh twn perioq¸n th
 asump�esth
 ro 
 e�naih ikanopo�hsh th
 stajer 
 kat�stash
 gnwst 
 kai w
 Babuska-Brezzi   krit rio BB(Babuska, 1971; Brezzi, 1974). Qrhsimopoi¸nta
 mia apl  (kai majhmatik� mh-akrib 
)ex ghsh, mpore� na leqje� ìti, aut  h apa�thsh aux�nei apì thn apous�a tou ìrou th
p�esh
 sthn ex�swsh sunèqeia
 th
 asump�esth
 ro 
. Sthn efarmog  th
 teqnik 
 twnpeperasmènwn stoiqe�wn brèjhke ìti h mèjodo
 UVP se sunduasmì me ta stoiqe�a pouprokÔptoun apì panomoiìtupe
 parembolè
 gia thn taqÔthta kai thn p�esh apofèrounanakrib  kai talantwtik� apotelèsmata. Autè
 oi talant¸sei
 fa�netai na exafan�zon-tai ìtan ta stoiqe�a an koun e�te sthn oikogèneia tou Taylor- Hood e�te tou Crouzeix -

Raviart, qrhsimopoioÔntai gia na par�sqoun anìmoie
 parembolè
 gia ti
 taqÔthte
 kaithn p�esh (Zienkiewicz et al., 1986). Sunep¸
 h diakritopoihmenh taqÔthta kai p�esh th
ex�swsh
 (3.2) ekfr�zontai w

v̄ =

∑

I

NI(x)vI

v̄ =
∑

L

ML(x)pL (4.3)Perissìtere
 leptomèreie
 gia to krit rio BB, merikè
 forè
 anafèretai kai w
 sun-j kh Ladyzhenskaya • Babuska • Brezi (LBB), kai th shmas�a tou sthn arijmhtik ep�lush twn exis¸sewn th
 asump�esth
 ro 
 mpore� na breje� sth bibliograf�a basis-mènh sth jewr�a th
 mejìdou twn peperasmènwn stoiqe�wn (bl. Reddy, 1986). Praktik�,h ast�jeia th
 p�esh
 sth mèjodo UVP mpore� na apofeuqje� qrhsimopoi¸nta
 k�poie
teqnikè
.Oi basikè
 mèjodoi gia thn apìkthsh stajer¸n apotelesm�twn apì th mèjodo UVPgia ta asump�esta e�nai oi akìlouje
:
• H qrhsimopo�hsh mh kajorismènwn stoiqe�wn pou an koun e�te sthn oikogèneia twn

Taylor • Hood e�te sthn oikogèneia Crouzeix • Raviart pou ikanopoioÔn ti
 sunj ke
tou krithr�ou BB. Parade�gmata qr simwn stoiqe�wn s� aut n thn kathgor�a d�nontai apìton p�naka, gia perissìtere
 exhg sei
 sqetik� me thn kuriìthta aut¸n twn stoiqe�wn bl.
Pittman (1986)
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• H qrhsimopo�hsh enì
 stoiqe�ou to opo�o par� ìlo pou den ikanopoie� ti
 sunj ke
tou krithr�ou BB, e�nai ikanì na diwxei ti
 parasitikè
 talant¸sei
 (Lee et al.,1979)
• H qrhsimopo�hsh mia
 teqnik 
 h opo�a ja katastrathge� thn anagkaiìthta th
ikanopo�hsh
 th
 sunj kh
 BB.

Oi algìrijmoi pou bas�zontai sthn teleuta�a prosèggish parèqoun pio euèlikte
 sqe-diasei
 apì ti
 �lle
 dÔo mejìdou
 kai ed¸ ja g�nei mia sÔntomh anafor�. O Hughes et

al. kai o de Sampaio (1991) anèptuxan ta plana twn Petrov - Galerkin pou bas�zontaise �sou bajmoÔ parembolè
, twn metablht¸n tou ped�ou , kai ja qrhsimopoihjoÔn, giana tropopoi soun ti
 sunart sei
 b�rou
, kai na dhmiourg soun stajeroÔ
 upologis-moÔ
 mèsw peperasmènwn stoiqe�wn, se asump�esth ro . Autè
 dhmiourg jhkan apì tou

Zienkiwicz kai Wu (1991) kai e�nai eidikè
 peript¸sei
 th
 mejìdou pou perigr�fhke.
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 èqei  dh analuje�, h anagkaiìthta th
 ikanopo�hsh
 th
 sunj kh
 stajerìthta
BB perior�zei tou
 tÔpou
 twn diajèsimwn stoiqe�wn sth montelopo�hsh twn problhm�twnasump�esth
 ro 
 me th mèjodo UVP. Gia na elaqistopoi soume autìn ton periorismì, hex�swsh sunèqeia
 pou parist�nei thn asump�esth ro  antikaj�statai apì mia ex�swsh pouantistoiqe� se elafr¸
 sumpiest� reust�, dosmènh
 w

1

ρc2

∂p̄

∂t
+ divv = 0 (4.4)'Opou c e�nai h taqÔthta tou  qou tou reustoÔ. S� aut n thn per�ptwsh h diakrithmorf  twn exis¸sewn ro 
 diatup¸nontai w


∫

Ωe

MLdivv̄dΩe = 0

∫

Ωe

ρNj

(

∂v̄

∂t
+ v̄0divv

)

dΩe =

∫

Ωe

Nj(ρg − δgradp̄)dΩe (4.5)Qrhsimopoi¸nta
 diaforetikoÔ
 tÔpou
 qronikoÔ b mato
, oi mèjodoi twn Zienkiewiczkai Wu (1991) èdeixan ìti to sÔnolo twn exis¸sewn (3.5) dhmiourge� stajerè
 diamor-fwsei
 gia ta asump�esta reust�. Autì lÔnei to prìblhma twn meikt¸n parembol¸n sti
diatup¸sei
 UVP kai mpore� na anaptÔxei ti
 diamorfwsei
 pou axiopoioÔn �diou bajmoÔsqhmatikè
 sunart sei
 gia ti
 sunist¸se
 th
 p�esh
 kai th
 taqÔthta
. Mpore� ep�sh
na prokÔyoun stajerè
 lÔsei
 apì aut n thn ex�swsh qrhsimopoi¸nta
 epanalhptikè
mejìdou
. Autì, wstìso, aux�nei to upologistikì sf�lma twn lÔsewn se sÔgkrish meton apeuje�a
 upologismì twn problhm�twn stajer 
 kat�stash
.4.2.1 MEJODOS PENALTY.H mèjodo
 tou penalty bas�zetai sthn èkfrash th
 p�esh
 ìson afor� ti
 sunj ke
asumpiestìthta
 (dhl. thn ex�swsh sunèqeia
) w
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p = −λdivv (4.6)'Opou λ e�nai èna
 polÔ meg�lo
 arijmì
 pou onom�zetai par�metro
 penalty. Hex�swsh (3.6), h opo�a parist�nei mia diaforetik  morf  th
 ex�swsh
 sunèqeia
, qrhsi-mopoie�tai gia na antikatast sei thn p�esh me th metabol  th
 taqÔthta
 sthn ex�swshth
 k�nhsh
. H antikat�stash aut  pragmatopoi jhke gia thn eukol�a upologismoÔ th
periorismènh
 asumpiestìthta
 sthn elafr¸
 sumpiesmènh perioq  tou reustoÔ. An�logame to pìte diex�getai h antikat�stash th
 p�esh
, dhlad  prin   met� th diakritopo�hshtwn diepous¸n exis¸sewn, anaptÔssontai dÔo diaforetiko� tÔpoi th
 mejìdou penalty.Anex�rthta apì to poia diatÔpwsh qrhsimopoi jhke gia thn elaqistopo�hsh th
 p�esh
,w
 èna
 pr¸to
 �gnwsto
 apèfere èna pio sumpagè
 sÔnolo exis¸sewn kai apì toÔdeto mègisto upologistikì sf�lma th
 mejìdou penalty e�nai mikrìtero
 se sÔgkrish twn

UVP . To kÔrio meionèkthma th
 mejìdou penalty e�nai h dhmiourg�a twn kakokajorismèn-wn exis¸sewn pou proèkuyan apì thn poluplokìthta merik¸n apì tou
 ìrwn tou p�nakaapì ènan meg�lo arijmì. 'Isw
 qreiastoÔn epanalhptikè
 mèjodoi pou qrhsimopoioÔntaigia na lÔsoun ti
 kakokajorismène
 exis¸sei
 gia th belt�wsh th
 qr sh
 twn penalty

(Zienkiewicz et al., 1985). Genik�, sthn efarmog  twn mejodwn penalty sta probl matapolumeroÔ
 ro 
 prèpei na akoloujoÔntai ta akìlouja shme�a :
• To ep�pedo th
 epibol 
 twn sunjhk¸n asumpiestìthta
 exart�tai apì to mègejo
th
 paramètrou penalty. An aut  h par�metro
 epilege� na e�nai uperbolik� meg�lh, �sw
fane� asun jisto, all� tìte oi exis¸sei
 th
 mejìdou ja kuriarq soun lìgw th
 perior-ismènh
 asumpiestìthta
. Ap� thn �llh pleur�, an h epilegmènh par�metro
 tou penaltye�nai arket� mikr  tìte h diat rhsh m�za
 den mpore� na diasfaliste�. Sta probl matamh-Neut¸neia
 ro 
, ìpou h di�tmhsh tou ix¸dou
 diafèrei topik�, gia na diathr soumethn ex�swsh sunèqeia
 sto swstì ep�pedo, e�nai apara�thto na diathr soume mia isorrop�ametaxÔ tou ix¸dou
 kai th
 paramètrou penalty. Gia na to katorj¸soume, h par�metro


penalty ja prèpei na sqet�zetai me to ix¸de
 w
 λ = λ0η (Nakazawa et al., 1982) ìpou λ0e�nai m�a meg�lh adi�stath par�metro
 kai η e�nai to topikì ix¸de
. H sunist¸menh tim gia thn par�metro λ0 se sun jh probl mata ro 
 e�nai per�pou .
• Qrhsimopoi¸nta
 mia metablht  gia thn par�metro tou penalty ant�stoiqh me mège-jo
 tou stoiqe�ou, mpore� na meiwje� h stroggulopo�hsh tou sf�lmato
 sthn ep�lush toukakokajorismènou peperasmènou stoiqe�ou pou proèkuye apì th mèjodo penalty (Kheshgikai Scriven, 1985).
• Elaqistopo�hsh tou ìrou th
 p�esh
, sthn ex�swsh th
 k�nhsh
, den apofèrei autì-



� Kef�laio 4. MONTELOPOIHSH POLUMEROUS ROHS. 84mata mia stajer  ex�swsh gia thn asump�esth ro  kai e�nai akìma apara�thto, na ikanopoi-hje� h sunj kh stajerìthta
 BB, mèsw th
 kat�llhlh
, apì ti
 dÔo ekfr�sei
, mejìdou
penalty.Suneq 
 Mèjodo
 penalty.Sth suneq  mèjodo penalty, prin apì th diakritopo�hsh twn diepous¸n exis¸sewn, hp�esh, sthn ex�swsh th
 k�nhsh
, antikaj�statai apì thn ex�swsh (3.6) gia na prokÔyei

ρ

(

∂v

∂t
+ vdivv

)

= −grad(−λdivv)δ + divτ + ρg (4.7)H diakritopo�hsh th
 ex�swsh
 (3.7) d�nei
∫

Ωe

Njρ

(

∂v

∂t
+ vdivv

)

dΩe =

∫

Ωe

Nj

{

grad(λdivv)δ + divτ̄ + ρg

}

dΩe (4.8)H ex�swsh (3.8) e�nai h basik  ex�swsh th
 suneqoÔ
 mejìdou penalty. 'Opw
 èqei  dhexhghje�, gia na enisqÔsoume thn asumpiestìthta meriko� ìroi sthn ex�swsh th
 sklhrìth-ta
 , th
 mejìdou penalty, pollaplasi�zontai apì mia polÔ meg�lh par�metro. Genik�,autì apofèrei mia ex�swsh h opo�a e�nai apì tou
 ìrou
 tou penalty tou kai mpore� mìnona dhmiourg sei mia tetrimmènh lÔsh. Gia na lÔsoume autì to prìblhma, o upo-p�naka
tou penalty ston suntelest  tou p�naka tou stoiqe�ou anagk�zetai na e�nai monadikì
.Praktik�, oi ìroi tou penalty sto suntelest  tou p�naka tou stoiqe�ou upolog�zontaiqrhsimopoi¸nta
 �mikr  olokl rwsh� gia thn ep�teuxh th
 apaitoÔmenh
 monadikìthta
(Zienkiewicz kai Taylor, 1994). Gia par�deigma, s� èna disdi�stato prìblhma ìloi oiìroi tou p�naka sklhrìthta
 tou stoiqe�ou mpore� na upologistoÔn qrhsimopoi¸nta
 è-nan tetragwnismèno sÔsthma 3 × 3 Gauss-Legendre. Oi ìroi tou penalty mporoÔn naupologistoÔn apì èna sÔsthma 2 × 2. Mpore� na eipwje�, ìti e�nai an�logh per�ptwsh,me th qrhsimopo�hsh mia
 mikr 
 parembol 
 gia thn eÔresh th
 p�esh, apì aut  pouqrhsimopoi jhke gia thn eÔresh th
 taqÔthta
.Diakritopoihmènh Mèjodo
 penalty.H qr sh twn epilegmènwn mikr¸n parembol¸n gia na prokÔyoun akribe�
 kai mh-tetrimmène
 lÔsei
 gia ta probl mata asump�esth
 ro 
 apì th suneq  mèjodo penalty dene�nai stajer  kai �sw
 prokÔyei k�poio sf�lma. Epomènw
 anaptÔqjhke mia enallaktik mèjodo
 pou onom�zetai diakritopoihmènh mèjodo
 penalty. S� aut n th mèjodo, pr¸taprokÔptoun xeqwristè
 diakritopoi sei
 gia thn ex�swsh th
 k�nhsh
 kai th
 ex�swsh
 tou
penalty (3.6) kai met� antikaj�statai h p�esh sthn ex�swsh th
 k�nhsh
, qrhsimopoi¸nta
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 ti
 diakritopoihmène
 exis¸sei
. H qr sh twn peperasmènwn stoiqe�wn se sunduas-mì me thn diakritopoihmènh ex�swsh penalty prèpei na parèqoun kat�llhle
 parembolè
gia thn taqÔthta kai thn p�esh gia thn ikanopo�hsh th
 sunj kh
 BB. Autì èrqetai seant�jesh me th suneq  mèjodo penalty sthn opo�a h ikanopo�hsh th
 stajer 
 sunj kh
BB epitugq�netai èmmesa, mèsw th
 �mikr 
 olokl rwshs� twn ìrwn th
 mejìdou penal-

ty. H diakritopoihmènh mèjodo
 penalty sundu�zei ta pleonekt mata th
 elaqistopo�hsh
tou upologistikoÔ sf�lmato
 me th stajerìthta th
 arijmhtik 
 mejìdou sthn ìpoiaikanopoie�tai pl rw
 h sunj kh BB.4.2.2 MEJODOS TWN ELAQISTWN TETRAGWNWN.Oi exis¸sei
 twn elaq�stwn tetrag¸nwn twn peperasmènwn stoiqe�wn gia mia asump�esthro  prokÔptoun w
 akoloÔjw
:Ta �gnwsta ped�a, sti
 dièpouse
 exis¸sei
 ro 
, antikaj�stantai, qrhsimopoi¸nta
prosegg�sei
 mèsw peperasmènwn stoiqe�wn me to sÔnhje
 trìpo. Autè
 oi antikatast�-sei
 apèferan th diatÔpwsh mia
 sun�rthsh w

[F (v̄, p̄)] =

∫

Ωe

{[

ρ
∂v

∂t
+ ρv0divv + δgradp̄ − divτ − ρg

]2

+ k(divv)2

}

dΩe (4.9)Opou ta megèjh pou shmei¸nontai me �nw paÔla parist�noun ti
 prosegg�sei
 enì
stoiqe�ou Ωe. H stajer� qrhsimopoie�tai gia na k�nei th sun�rthsh diastatik� sta-jer . H elaqistopo�hsh th
 sun�rthsh
 (3.16), me enarmìnish sti
 metablhtè
 tou ped�ou(dhl. sunist¸se
 taqÔthta
 klp) odhge� sth dhmiourg�a twn exis¸sewn th
 mejìdoutwn elaq�stwn tetrag¸nwn. Mpore� na diapistwje� apì th sun�rthsh (3.16) an oi ex-is¸sei
 aut 
 th
 mejìdou anapìfeukta ja perilamb�noun par�gwga deutèrou bajmoÔ.Sunep¸
 mìno ta peperasmèna stoiqe�a ta opo�a mporoÔn na dhmiourg soun mia epark diakritopo�hsh gia na antapexèljei me ta par�gwga deutèrou bajmoÔ, mporoÔn na qrhsi-mopoihjoÔn se sunduasmì me aut  th mèjodo. Aut  e�nai mia austhr  b�sh aut 
 th
mejìdou kai mpore� na uiojethje� h genik  efarmosimìthta th
 sth montelopo�hsh mia
ro 
. Wstìso, h mèjodo
 twn elaq�stwn tetrag¸nwn èqei jewrhje� san mia dunamik teqnik  h opo�a parèqei kalÔterh arijmhtik  stajerìthta kai apì thn UVP kai apì thnmejodo penalty s� èna meg�lo eÔro
 dunamik¸n problhm�twn reust¸n (Bell kai Surana,1994).



� Kef�laio 4. MONTELOPOIHSH POLUMEROUS ROHS. 864.2.3 H MEJODOS VOF SE SUSTHMATA EULER.S� èna disdi�stato kartesianì sÔsthma suntetagmènwn, h ex�swsh sunèqeia
 gia ènaeleÔjero ìrio ekfr�zetai w

{

∂

∂t
+ vx

∂

∂x
+ vy

∂

∂y

}

F (x, t) = 0 (4.10)Opou vx kai vy e�nai oi sunist¸se
 ti
 taqÔthta
 th
 ro 
 kai h F or�zetai w
 ulikhsun�rthsh th
 puknìthta
. Aut  h sun�rthsh èqei thn tim  th
 mon�da
 se èna plhre
tmhma th
 perioq 
 tou reustoÔ kai mhdenik  tim  èxw apì ta eleÔjera ìria. Entì
 th
perioq 
 twn eleÔjerwn or�wn pa�rnei timè
 metaxÔ mhdèn kai mon�da
, (sun jw
 0.4-0.5;
Petera kai Nassehi, 1996). H merik  diaforik  ex�swsh (3.10) perigr�fei th metafor� toureustoÔ enì
 ped�ou ro 
 me eleÔjera ìria. Se montèla stajer¸n katast�sewn Euler,h lÔsh th
 ex�swsh
 sun jw
 apaite� streamline upwinding.H apeuje�a
 efarmog th
 mejìdou VOF se perioqè
 pou perilamb�noun akanìnista kai kampulwt� sÔnora e�naipio per�plokh. Gia thn ep�lush autoÔ tou probl mato
 anaptÔqjhke apì tou
 Thompson(1986) mia pio euèlikth èkdosh th
 aujentik 
 mejìdou. S� aut n thn teqnik , ta eleÔjeraìria th
 perioq 
 tou reustoÔ antimetwp�zetai s� èna sÔsthma dÔo f�sewn. JewroÔme ìtioi f�sei
 apoteloÔntai apì to gem�te
 kai ti
 kenè
 perioqè
, antisto�qw
. JewroÔme ìtita eleÔjera ìria allhlepidroÔn xeqwrist� s� autè
 ti
 f�sei
. Gia na montelopoi soumeto ped�o ro 
 kat� autìn ton trìpo dr�sh
, jewroÔme ìti oi kenè
 perioqè
 perièqounèna eikonikì reustì apoteloÔmeno apì èna sÔnolo eikonik¸n fusik¸n idiot twn. Epomèn-w
, h teqnik  anafèretai kai w
 mèjodo
 th
 yeudì-puknìthta
. Praktik�, oi fusiko�suntelestè
 twn exis¸sewn th
 ro 
 ekfr�zontai w


χ = χfF + χν(1 − F ) (4.11)Opou χ e�nai mia dosmènh fusik  par�metro
 (p.q. puknìthta) kai χf kai χν e�nai oitimè
 aut 
 th
 paramètrou sti
 gem�te
 kai ti
 �deie
 perioqè
 tou reustoÔ, antisto�qw
.H eleÔjerh perioq  th
 sun�rthsh
 th
 puknìthta
 e�nai mon�da sti
 gem�te
 perioqè
 toureustoÔ mhdèn sti
 kenè
 perioqè
. Apì �dw kai sto ex 
 qrhsimopoi¸nta
 thn ex�swsh(3.70), autìmata eis�gontai kat�llhloi suntelestè
 sti
 exis¸sei
 kai èqei  dh upolo-gisje� h lÔsh olìklhrh
 th
 perioq 
. H ex�swsh (3.70) apofèrei ti
 timè
 parembol 
twn fusik¸n suntelest¸n sta eleÔjera ìria. H lÔsh xekin�ei apì mia gnwst  katanom twn tim¸n twn epifaneiak¸n sunart sewn. Sto tèlo
 k�je qronikoÔ b mato
 br�skontainèe
 timè
 th
 F kai prosdior�zetai h jèsh th
 allhlep�drash
 metaxÔ twn f�sewn (dhl.
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, h apotelesmatikìthta th
 mejìdouth
 �yeudopuknìthtas� perior�zetai apì thn an�gkh qr sh
 twn fusik¸n paramètrwn sekomm�tia th
 perioq 
 th
 ro 
.4.2.4 MEJODOS VOF SE SUSTHMATA AUJAIRETA EU-

LER KAI LAGRANGE.H euelix�a th
 VOF mpore� na anaptuqje� shmantik� e�n h diatÔpwsh th
, ant� na qrhsi-mopoie� stajer�sust mata, uiojete� mia prosèggish apì èna sunduasmì susthm�twn Eulerkai Lagrange. H pio sun jh
 prosèggish gia thn an�ptuxh enì
 sunduasmènou sust -mato
 sthn efarmog  twn auja�retwn mejìdwn Lagrange-Euler (ALE). Sthn teqnik  ALEto plègma twn peperasmènwn stoiqe�wn pou qrhsimopoi jhke sthn prosomo�wsh metakine�-tai se k�je b ma, sÔmfwna me to proapofasismèno sq ma. S� aut  th diadikas�a tastoiqe�a, o arijmì
 twn kìmbwn kai h sundetikìthta tou
 paramènoun stajer� all� tosq ma kai/  h jèsh twn stoiqe�wn all�zei apì to èna qronikì b ma sto epìmeno. Sunep¸
to plègma th
 lÔsh
 de�qnei na metakine�tai me thn taqÔthta h opo�a e�nai diaforetik  apìthn taqÔthta tou reustoÔ. Oi sunist¸se
 th
 plegmatik 
 taqÔthta
 kai ta qronik�par�gwga twn metatopismènwn suntetagmènwn twn kìmbwn ekfr�zontai s� èna disdi�sta-to kartesianì sÔsthma suntetagmènwn w

∂x

∂t
= vmx ,

∂y

∂t
= vmy (4.12)Oi diepouse
 exis¸sei
 th
 ro 
, grammène
 se èna sÔsthma Euler, ja prèpei apì�dw kai sto ex 
 na tropopoihjoÔn kai na lamb�noun up� ìyin tou kai th metak�nhsh touplègmato
. To qronikì par�gwgo th
 metablht 
 th
 f s� èna metakinoÔmeno sÔsthmabr�sketai w


∂f

∂t

∣
∣
∣
∣
∣
M

= vmx
∂f

∂x

∣
∣
∣
∣
∣
M

+ vmy
∂f

∂y

∣
∣
∣
∣
∣
M

+
∂f

∂t

∣
∣
∣
∣
∣
M

(4.13)'Opou oi de�kte
 M kai E anafèrontai sthn k�nhsh kai thn akinhs�a
 twn susthm�twn,antisto�qw
. H antikat�stash twn qronik¸n parag¸gwn tou Euler mèsw twn sqèsewn poubas�zontai sthn ex�swsh (3.72) d�nei thn tropopoihmènh morf  twn diepouswn exis¸sewnpou apaitoÔntai sto ALE. Sunep¸
, h ex�swsh twn eleÔjerwn or�wn ekfr�zetai w

∂F

∂t
+ (vx − vmx)

∂F

∂x
+ (vy − vmy)

∂F

∂y
= 0 (4.14)
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 streamline upwinding sun jw
 qrhsimopoie�tai gia th apìkthsh toudiakrith
 morf 
 th
 ex�swsh
 (3.14). H algìrijmo
 th
 lÔsh
 sthn ALE teqnik  e�-nai parìmoio
 me th diadikas�a pou qrhsimopoi jhke gia th mèjodo VOF. S� aut n thnteqnik , wstìso, h lÔsh pou brèjhke sto tèlo
 tou n-iostoÔ qronikoÔ b mato
, basismènhston plegmatikì arijmì n, qrhsimopoie�tai w
 h arqik  sunj kh s� èna kainoÔrio plègma(dhl. arijmì
 plègmato
 n + 1). Gia na mei¸soume to sf�lma pou eis qjhke apì aut nthn prosèggish h diafor� metaxÔ twn sqhmatism¸n tou plègmato
 stou
 akribe�
 upolo-gismoÔ
 prèpei na e�nai ìso to dunatìn mikrìter . Sunep¸
 h aÔxhsh tou qrìnou prèpeina e�nai mikr . Genik�, prosarmosmènoi   epana-plegmatiko� algìrijmoi qrhsimopoioÔntaigia na kataskeu�soun to apaitoÔmeno plègma tou peperasmènou stoiqe�ou me kajoris-mèna b mata th
 mejìdou ALE (Donea, 1992). Se orismène
 peript¸sei
 e�nai dunatìnna dhmiourghje� ek twn protèrwn to apaitoÔmeno plègma tou peperasmènou stoiqe�ou sek�je upologistikì b ma kai en suneqe�a h apoj keush tou s� èna prosb�simo arqe�o sthmn mh tou upologist . Autì mpore� na mei¸sei shmantik� to qrìno pou apaite� h kentrik mon�da epexergas�a
 gia thn prosomo�wsh (Nassehi kai Ghoreishy, 1998).4.2.5 MEJODOS VOF SE SUSTHMATA LAGRANGE.S� èna sÔsthma Lagrange, to sÔsthma twn suntetagmènwn, sto opo�o èqoun diatupwje� oidièpouse
 exis¸sei
 tou reustoÔ, kine�tai me th ro  tou ped�ou. Sunep¸
 oi exis¸sei
 th
ro 
 s� èna tètoio sÔsthma den sumperilamb�noun kajìlou ìrou
 metafor�
 tou reustoÔ.Eidikìtera, h ex�swsh sunèqeia
 th
 eleÔjerh
 epif�neia
 (ex�swsh (3.69} mei¸netai seèna aplì qronikì par�gwgo ekfrazìmeno w
∂F/∂t = 0. Wstìso, h olokl rwsh autoÔtou parag¸gou den e�nai sunhjismènh epeid  s� èna eleÔjero sÔnoro perioq 
 prèpei naupolog�zetai metaxÔ twn metablht¸n (dhl. Twn qronik� exarthmènwn) or�wn. Epomèn-w
, ja prèpei na uiojethje� m�a mèjodo
 gia na mei¸sei to upologistikì sf�lma twndiastrebl¸sewn tou plègmato
 pou ja sumboÔn se èna sÔsthma Lagrange. Di�fore
 mè-jodoi basismène
 se prosarmosmèna plègmata qrhsimopoi jhkan gia na epitÔqoun autìnton skopì (p.q. bl. Morton, 1996).Wstìso, merikè
 apì autè
 ti
 teqnikè
 usteroÔngewmetrik 
 euelix�a
 (p.q. e�nai kat�llhle
 mìno gia perioqè
 pou den perilamb�nounkampulwt� ìria)   apaitoÔn meg�lo qrìno epexergas�a
 apì thn kentrik  mon�da. Mi-a sjenar  kai gewmetrik� euèlikth mèjodo me ulopo�hsh pou apaite� sqetik� logikoÔ
qrìnou
 epexergas�a
 apì thn kentrik  mon�da perigr�fetai s� aut n thn enìthta. Aut h mèjodo
 bas�zetai sthn eÔresh twn troqi¸n twn mor�wn tou reustoÔ pou diapernoÔnk�je kìmbo sthn perioq  upologismoÔ kai parèqei m�a apotelesmatik  teqnik  gia thn
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 sto tèlo
 k�je qronikoÔ b mato
 (Petera kai Nassehi, 1996).Oi eleÔjere
 epif�neie
 th
 ex�swsh
 th
 sunèqeia
 mporoÔn plèon na oloklhrwjoÔnqrhsimopoi¸nta
 aut n thn prosèggish. Jewr¸nta
 th jèsh enì
 ulikoÔ shme�ou s� ènaped�o ro 
 perigrafìmenh apì ton akìloujo di�nusma jèsh

X = f (p, t) (4.15)'Opou p e�nai h jèsh ston trèqon qrìno t. S� èna dosmèno qrìno anafor�
 tr, tomìrio katalamb�nei m�a eidik  jèsh orizìmenh w

x = f(p, tr) (4.16)K�je dosmèno ulikì shme�o mpore� mìno na katal�bei m�a monadik  jèsh s� èna qrìnokai apì �dw kai sto ex 
 h ex�swsh (3.16) mpore� na qrhsimopoihje� gia thn eÔresh th
jèsh
 tou shme�ou w


p = f−1(x, tr) (4.17)Antikat�stash tou p apì thn ex�swsh (3.17) sthn ex�swsh (3.15) d�nei
x = f [f−1(p, t), t] = X(x, tr; t) (4.18)An o anaferìmeno
 qrìno
 kai o trèqwn qrìno
 sump�ptoun tìte oi anaferìmene
 kaioi trèqouse
 jèsei
 ja sump�ptoun ep�sh
 kai to dex� mèro
 th
 ex�swsh
 (3.18) mpore� naantikatastaje� apì thn anaferìmenh jèsh sthn ex�swsh (3.17). S� èna ped�o taqÔthta
dosmèno w
 h k�nhsh enì
 ulikoÔ shme�ou mpore� na perigrafe� w

Ẋ(x, tr; t) = u[X(x, tr ; t), t] (4.19)H apìstash pou kalÔptetai apì èna mìrio tou reustoÔ sto ped�o th
 ro 
 s� ènadi�sthma tou qrìnou ∆tn = tn+1 − tn mpore� na breje� oloklhr¸nonta
 thn ex�swsh(3.19) w

x − Xn =

tn+1∫

tn

u[X(t), t]dt (4.20)Qrhsimopoi¸nta
 to je¸rhma mèsh
 tim 
 gia ta orismèna oloklhr¸mata
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x− Xn = u[X(tθ), tθ]∆tn (4.21)'Opou θ e�nai m�a par�metro
 metaxÔ mhdèn kai tou èna. Qrhsimopoi¸nta
 ti
 seirè


Taylor h sun�rthsh th
 taqÔthta
 sthn perioq  tou shme�ou (x, tn) d�netai w

u[X(tθ), tθ] = u(x, tn) + (tθ − tn)∂tu(x, tn) + X(tθ − x)divu(x, tn) (4.22)O deÔtero
 kai tr�to
 ìro
 sto dex� mèro
 th
 ex�swsh
 (3.22) prosegg�zontai qrhsi-mopoi¸nta
 gnwstè
 timè
 apì prohgoÔmena qronik� b mata w


∂tu(x, tn) =
u(x, tn) − u(x, tn−1)

∆tn−1
(4.23)

tθ − tn ≃ 1

2
∆tn (4.24)

X(tθ) − x ≃ 1

2
X(tn) − x (4.25)Met� thn antikat�stash twn exis¸sewn (3.23), (3.24) kai (3.25) sthn ex�swsh (3.22)kai sth sunèqeia antikat�stash apì thn prokÔptousa sqèsh sthn ex�swsh (3.23) kaiepanakajor�zonta
 thn akìloujh ex�swsh pou perigr�fei thn troqi� twn mor�wn br�sketai

x− X =
∆tn

2δ + ∆tndivun

[

un +
1

2

∆tn
∆tn−1

(un − un−1)

] (4.26)'Opou δ e�nai to dèlta tou Kronecker. O algìrijmo
 lÔsh
 basismèno
 sthn ex�swsh(3.26) apotele�tai apì ta akìlouja b mata:BHMA 1: Epilèqthke mia perioq  pou ja mporoÔse me asf�leia na jewrhje� ìtiparist�nei olìklhro to ped�o ro 
 kai diakritopoi jhke s� èna stajerì plègma peperas-mènwn stoiqe�wn. To komm�ti aut 
 th
 perioq 
 {gem�zei} apì èna reustì pou onom�ze-tai �trèqwn� plègma. Oi kìmboi, entì
 tou trèqonto
 plègmato
, jewroÔntai w
 �energo��kìmboi. Stou
 energoÔ
 kìmbou
 pou topojetoÔntai entì
 tou trèqonto
 plègmato
, hepifaneiak  sun�rthsh puknìthta
 e�nai F = 1. Aut  h sun�rthsh gia tou
 kìmbou
 stoeleÔjero ìrio d�nontai w
 F = 0.5.BHMA 2: Prosdior�zontai oi p�nake
 pou d�noun tou
 arijmoÔ
 twn stoiqe�wn kaiperièqoun k�je dosmèno kìmbo sto stajerì plègma. Ta sÔnora tou kai apojhkeÔontais� èna arqe�o.
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 arqikè
 sunj ke
 ìlwn twn kìmbwn.BHMA 4: Aux�netai h metablht  tou qrìnou.BHMA 5: LÔnontai oi diepouse
 exis¸sei
 me enarmìnish sthn trèqousa perioq .BHMA 6: Qrhsimopoi¸nta
:- Suntetagmène
 twn kìmbwn sthn trèqousa perioq  (dhl. x),- To ped�o th
 taqÔthta
 br�sketai sto b ma 5 (dhl. un), kai- Timè
 taqÔthta
 prohgoÔmenwn qronik¸n bhm�twn (dhl. un−1).Br�skontai, mèsw th
 ex�swsh
 (3.85), oi suntetagmène
 twn podi¸n th
 troqi�
 twnmor�wn twn reust¸n (dhl. X), pou diapern� ta shme�a twn kìmbwn.BHMA 7: Gia k�je energì kìmbo, sto trèqwn plègma, o ant�stoiqo
 p�naka
 ereun�entì
 poiou stoiqe�ou, h troqi� pern�ei mèsa apì ton topojethmèno kìmbo th dedomèn-h qronik  stigm . Aut  h èreuna bas�zetai sthn ep�lush tou akìloujou sunìlou mhgrammik¸n algebrik¸n exis¸sewn
X =

∑

I

NI(ξ, η)xI (4.27)Oi �gnwstoi ìpoi aut 
 th
 ex�swsh
 oi topikè
 suntetagmène
 tou podioÔ (dhl. ξ kai
η). Met� thn eisagwg  twn polik¸n suntetagmènwn tou ped�ou pou brèjhkan sto b ma6, sto aristerì mèro
, kai twn polik¸n suntetagmènwn twn kombik¸n shme�wn gia ènadosmèno stoiqe�o, sto dex� mèro
, h ex�swsh epilÔetai qrhsimopoi¸nta
 th mèjodo Newton-

Raphson. E�n to pìdi e�nai ìntw
 tou epilegmènou stoiqe�ou, tìte gia èna tetr�pleurostoiqe�o, oi topikè
 tou suntetagmène
 prèpei na e�nai metaxÔ tou -1 kai tou +1 (prèpei naqrhsimopoihje� èna kat�llhlo krit rio kai gia �llou
 tÔpou
 stoiqe�wn). An h anaz thshden e�nai epituq 
 tìte èna �llo stoiqe�o epilègetai kai h diadikas�a epanalamb�netai.Sto par�deigma pou fa�netai sto sq ma 3.6, h troqi� pou pern�ei apì to shme�o Athn trèqousa stigm  proèrqetai apì to eswterikì tou stoiqe�ou (e) tou prohgoÔmenouqronikoÔ b mato
.
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BHMA 8: Met� thn tautopo�hsh twn stoiqe�wn pou perièqoun ti
 troqiè
 twnmor�wn, oi timè
 twn pali¸n bhm�twn th
 F prokÔptoun, paremb�llonta
 (  parektènonta
gia tou
 sunoriakoÔ
 kìmbou
) ti
 kombikè
 timè
 twn pali¸n bhm�twn. Sto par�deigmapou fa�netai sto sq ma parak�tw h pali� tim  th
 F , th
 troqi�
 pou pern�ei mèsa apìto A, prokÔptei paremb�lonta
 ti
 paliè
 timè
 twn kìmbwn entì
 tou stoiqe�ou (e).BHMA 9: Oi sunart sei
 th
 eleÔjerh
 epif�neia
 puknìthta
 pou upolog�sthkansto b ma 8 qrhsimopoie�tai san arqikè
 sunj ke
 gia thn anaprosarmog  th
 trèqousa
jèsh
 th
 epif�neia
 qrhsimopoi¸nta
 thn akìloujh olokl rwsh
I =

d

dt

∫

Ωt

NIFdΩ (4.28)'Opou Ωt e�nai h lÔsh th
 metakinoÔmenh perioq 
. Qrhsimopoi¸nta
 to je¸rhmametafor�
 Reynolds h ex�swsh (3.28) ekfr�zetai w
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I =

∫

Ωt

[

DNI

Dt
F + NI

DF

Dt
+ NIFdivu

]

dΩ = 0 (4.29)To dex� mèro
 th
 ex�swsh
 (3.29) t�jetai sto mhdèn jewr¸nta
 ìti DNI/Dt kai
DF/Dt h apìklish tou ped�ou taqÔthta
 se asump�esta reust�, e�nai mhdèn. Sunep¸
,met� thn olokl rwsh th
 ex�swsh
 (3.87) prokÔptei

∫

Ωn+1

(NIF )n−1dΩn+1 =

∫

Ωn

(NIF )ndΩn (4.30)Ta b mata 4 kai 9 epanalamb�nontai w
 to tèlo
 tou apaitoÔmenou qrìnou prosomo�-wsh
.



Kef�laio 5
TRISDIASTATHDIAMORFWSH ROHS.
5.1 PERILHYH.AnaptÔqjhke mia trisdi�stath arijmhtik  mèjodo
 gia na exet�sei th mh-isìjermh, mh-Neut¸neia polumer  ro  diamèsou m�a
 kwnik 
 kulindrik 
 m tra
 ex¸jhsh
, h opo�-a qrhsimopoie�tai gia thn paragwg  uyhl 
 puknìthta
 poluaijulenik¸n (High-Density

Polyethylene) r�bdwn. To arijmhtikì montèlo bas�sthke ston k¸dik� CFD tou COMSOL3.4 (FEM) kai qrhsimopoi jhke gia na upolog�sei thn p�esh th
 ro 
 kai thn katanom th
 jermokras�a
 se m�a kwnik  kulindrik  m tra. H ekt�mhsh twn mègist¸n pièsewn pouanaptÔqjhkan sth m tra kat� th di�rkeia th diadikas�a ex¸jhsh
 pistopoie� ìti, akìmakai ta pìdia th
 ar�qnh
, ta opo�a e�nai ta adÔnata mèrh th
 m tra
, mporoÔn na antista-joÔn sti
 pièsei
 kat� th di�rkeia leitourg�a
 th
 m tra
. To arijmhtikì montèlo ep�sh
upolìgise th jèrmansh tou ix¸dou
. Ep�sh
 ta dedomèna th
 p�esh
 kai th
 jermokras�a
proèkuyan qrhsimopoi¸nta
 kai m�a analutik  prosèggish. H arijmhtik  prosèggish sum-fwne� arket� me ta peiramatik� dedomèna pou proèkuyan kat� th di�rkeia ex¸jhsh
 touulikoÔ.
94



� Kef�laio 5. TRISDIASTATH DIAMORFWSH ROHS. 955.2 EISAGWGH.H paragwg  twn poluaijulenik¸n membran¸n, r�bdwn, swl nwn kai agwg¸n e�nai mia sun-hjismènh diadikas�a meg�lh
 ereunhtik 
 melèth
 poll¸n et¸n. H pleionìthta twn plas-tik¸n agwg¸n kai twn sustatik¸n gia th metafor� twn reust¸n kai �llwn biomhqanik¸nefarmog¸n kataskeu�zontai apì th diadikas�a polumeroÔ
 ex¸jhsh
 qrhsimopoi¸nta
mia daktulioeid  eswterik    eujÔgrammh m tra. To pio shmantikì, sto sqediasmì mia
tètoia
 m tra
 e�nai to na exasfal�soume akèraio to exwterikì per�blhma tou eswterikoÔ�xona th
 m tra
 me th bo jeia twn desm¸n (pìdia th
 ar�qnh
).H epexergas�a pou perigr�fetai ed¸, prospaje� na anaptÔxei èna bèltisto sqediasmìgia th m tra th
 ar�qnh
 qrhsimopoi¸nta
 gia thn ex¸jhsh uyhl 
 puknìthta
 swl ne
poluaijulen�ou (HDPE). Gia autìn to skopì autì, uiojet jhke èna upologistikì montèloth
 mhqanik 
 twn mh-Neut¸neiwn reust¸n (CFD), gia th diereÔnhsh th
 pt¸sh
 p�esh
,thn omoiomorf�a th
 ro 
 kai th
 jermokras�a
 sth m tra. Oi basikè
 prosegg�sei
 tou(CFD) anaptÔqjhkan prohgoumènw
 apì �llou
 ereunhtè
 pou meletoÔsan di�fore
 p-tuqè
 th
 ex¸jhsh
 th
 m tra
 qrhsimopoi¸nta
 mejìdou
 ìpw
 diaforè
 peperasmènwnstoiqe�wn (FDM), th mèjodo twn peperasmènwn stoiqe�wn (FEM), th mèjodo peperasmè-nou ìgkou ([FVM) kai th mèjodo oriak¸n stoiqe�wn (BEM). An�mesa se autè
 h mèjodo
twn peperasmènwn stoiqe�wn (FEM) e�nai h pio diadedomènh gia th diereÔnhsh per�plok-wn problhm�twn ro 
 exait�a
 th
 ekplhktik 
 th
 prosarmostikìthta
 se per�plokagewmetrik� sÔnora. E�nai ep�sh
 gnwstì ìti mia akrib 
 kai stajer  mèjodo
 peperas-mènwn stoiqe�wn (FEM) gia ton upologismì mh-Neut¸neiwn ro¸n me diaforikè
 exis¸sei
diat rhsh
 apaite� proseggistikè
 mejìdou
 pou arijmhtik� diathroÔn thn elleiptikìth-ta tou prob mato
 pou tropopoie�tai apì ti
 exis¸sei
 k�nhsh
 kai sunèqeia
 kai d�deistajerè
 kai akribe�
 lÔsei
 gia thn uperbolik  ex�swsh diat rhsh
.H diexagwg  tou peir�mato
 katìrjwse na anaptÔxei kai na qrhsimopoi sei to mon-tèlo th
 Mhqanik 
 twn mh-Neut¸neiwn reust¸n (CFD) qrhsimopoi¸nta
 ta genikeumènaNeut¸neia reust� kai na upolog�sei thn pt¸sh th
 p�esh
, thn omoiomorf�a th
 ro 
 kaith
 jermokras�a
 sth m tra gia thn ex¸jhsh th
 r�bdou uyhl 
 puknìthta
 (HDPE).Ep� prosjètw
, pragmatopoi jhke mia arijmhtik  an�lush twn pièsewn poudhmiourg jhkan sta pìdia th
 ar�qnh
 th
 m tra
, qrhsimopoi¸nta
 thn teqnik  Arbi-

trary Lagrangian-Eulerian (ALE), gia ton kajorismì th
 sumperifor�
 th
 m tra
 k�twapì thn p�esh twn dun�mewn ix¸dou
 pou efarmìsthkan sta pìdia th
 m tra
 apì thnpolumer  ro .
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5.3 PEIRAMATIKH PROSEGGISH.H m tra th
 ar�qnh
 kataskeu�sthke qrhsimopoi¸nta
 ergale�a IMPAX. Oi pioshmantikè
 mhqanikè
 kai fusikè
 idiìthte
 autoÔ tou ulikoÔ ìpw
 dìjhkan apì tonkataskeuast  parat�jentai ston parak�tw p�naka:

Apì th stigm  pou skopì
 e�nai h qrhsimopo�hsh th
 m tra
 ar�qnh
 gia thn paragwg 
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M ko
/di�metro
 analog�a 24.1, di�metro
 b�da
 38 mm kai analog�a p�esh
 2.75.Swl ne
 Poluaijulen�ou uyhl 
 puknìthta
 me exwterik  di�metro 32 mm kai p�qo
to�qou 24 mm dhmiourg jhke qrhsimopoi¸nta
 ton anwtèrw exoplismì. To polumerè
 u-likì pou qrhsimopoi jhke  tan SABIC B 5823 kai ta qarakthristik� tou ulikoÔ parousi�-zontai stou
 p�nake
 pou akoloujoun:
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5.3.1 QARAKTHRISTIKA TOU ULIKOU.To ulikì pou qrhsimopoi jhke kat� th di�rkeia tou peir�mato
 ex¸jhsh
, e�nai èna uyhl 
puknìthta
 poluaijulenikì ulikì SABIC B 5823. Apì th stigm  pou oi idiìthte
 touulikoÔ ephre�zoun shmantik� olìklhrh thn an�lush th
 diadikas�a
, h qr sh realistik¸nprotÔpwn e�nai anagka�a. Wstìso se pollè
 polumere�
 diadikas�e
, oi epidr�sei
 th
elastik 
 mn mh
 den e�nai tìso shmantikè
 apì th stigm  pou ta t gmata upìkeintai semeg�lou
 bajmoÔ
 paramìrfwsh
 gia m�a sqetik� meg�lh per�odo. Apì th stigm  pouaut  h doulei� epikentr¸netai se mia poiotik  an�lush twn perioq¸n th
 ro 
, epilèqthketo anelastikì montèlo. Ta polumer  t gmata den e�nai Neut¸neia reust�. H ex�rthshtou rujmoÔ di�tmhsh
 tou ix¸dou
 twn mh- Neut¸neiwn reust¸n parousi�zetai w
 ènaapì ta arket� prìtupa tou ix¸dou
 kai anafèretai w
 ix¸de
.Up�rqoun di�fora prìtupa gia thn perigraf  th
 ex�rthsh
 tou ix¸dou
 apì thdiatmhtik  t�sh kai th jermokras�a. Mia arket� kal  prosèggish prote�netai apì toprìtupo Carreau • Yasuda kai apì to prìtupì tou Power Law.
n = aT n0(TR)

[

1 + (aT γ̇λ̇(TR))α

](n−1)/a : Carreau-Yasuda prìtupo (5.1)
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aT = exp

{

E0

R

(

1

TR
− 1

T

)} : par�gonta
 metatìpish
 (5.2)
n = n0γ̇

n−1 E0

R

(

1

TR
− 1

T

) : power law (5.3)'Opou sto prìtupo Carreau • Yasuda oi n0, λ, α kai n e�nai par�metroi. Sugkekrimè-na, to n0 parist�nei to mhdenikì rujmì di�tmhsh
 tou ix¸dou
, λ e�nai h qronik  stajer�h opo�a amoiba�a parist�nei to rujmì di�tmhsh
 kat� th metafor� apì th Neut¸neia sthnel�ttwsh tou ix¸dou
, èna
 kajorismì
 tou eÔrou
 th
 perioq 
 metafor�
, kai n e�naio de�kth
 tou power-law pou perigr�fei thn kl�sh th
 kampÔlh
 tou ix¸dou
 me enar-mìnish tou rujmoÔ di�tmhsh
 sthn perioq  th
 el�ttwsh
 th
 di�tmhsh
. H ex�rthshth
 jermokras�a
 sto prìtupo Carreau • Yasuda eis�getai sthn ex�swsh (2) mèsw toupar�gonta metatìpish
, aT , ìpou E0 e�nai h energopo�hsh th
 enèrgeia
, R e�nai h pagkìs-mia stajer� twn aer�wn, n0 e�nai to mhdenikì fainìmeno ix¸de
 sto prìtupo tou power

law, n e�nai o de�kth
 tou power law kai T e�nai h apìluth jermokras�a. H kalÔterhefarmog  twn protÔpwn Carreau • Yasuda kai Power • Law, epitugq�netai apì ton ka-jorismì twn tim¸n twn paramètrwn me tètoio trìpo ¸ste na elaqistopoioÔn thn tupik mèsh tetragwnik  tim  (rms) pou kajor�zetai w

rms deviation =

√
√
√
√ 1

N

N∑

i=1

(

1 −
ni

f

ni
m

)2 (5.4)'Opou nm kai nf e�nai oi katagegramène
 parak�tw kai to efarmosmèno ix¸de
 ant�s-toiqa, kai N e�nai o arijmì
 twn peiramatik¸n dedomènwn. H elaqistopo�hsh th
 ex�swsh
(4) pragmatopoi jhke qrhsimopoi¸nta
 ton algìrijmo anaz thsh
 Newton kai th rout�nalÔsh
 tou Microsoft Excel. To diatmhtikì ix¸de
 (shear viscosity) kai h ex�rthsh tourujmoÔ di�tmhsh
 (shear rate) tou polumeroÔ
 parousi�zontai sto sq ma
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Oi par�metroi pou qrhsimopoi jhkan sta prìtupa Carreau - Yasuda and Power d�-nontai ston p�naka
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 jermokras�a
 twn fusik¸n idiot twn tou HDPE d�nontai ston p�-naka 5 w
 polu¸numa th
 morf 
 A + BT + CT2 ìpou T e�nai h jermokras�a se m�aekatontab�jmia kl�maka

H ex�rthsh th
 jermokras�a
 twn fusik¸n idiot twn tou HDPE d�nontai stonparak�tw p�naka w
 polu¸numa th
 morf 
 A + BT + CT 2 ìpou T e�nai h jermokras�ase m�a ekatontab�jmia kl�maka.
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5.4 ANALUTIKH PROSEGGISH.5.4.1 MONTELOPOIHSH THS EXWJERMHS MHTRAS GI-A BELTISTO SQEDIASMO.'Opw
 fa�netai parak�tw, h m tra ar�qnh
 apotele�tai apì 5 z¸ne
:

ZWNH I,II: H z¸nh eisìdou tou t gmato
 sth m tra kai z¸nh ektrop 
 tou apìton �xona ekbol 
 kai dianom  mèsw tou k¸nou tou pur na (arsenikoÔ kefal 
) se miadaktulioeid  diatom .ZWNH III: H z¸nh th
 ar�qnh
, sthn opo�a to arsenikì th
 m tra
 sugkrate�taiapì ta pìdia th
 ar�qnh
.ZWNH IV: H z¸nh qal�rwsh
, ìpou ta shm�dia ro 
 pou dhmiourg jhkan apì tapìdia th
 ar�qnh
 mporoÔn na exaleifjoÔn kai h ro  g�netai omoiìmorfh kat� m ko
 toukanalioÔ ro 
ZWNH V: H par�llhlh z¸nh th
 m tra
, ìpou to ekballìmeno proðìn diamorf¸netaisti
 epijumhtè
 diast�sei
.



� Kef�laio 5. TRISDIASTATH DIAMORFWSH ROHS. 103H ekjetik  sun�rthsh tou dunamikou nomou qrhsimopoi jhke gia na kajor�sei thnpt¸sh p�esh
 sthn exwjhmènh m tra. SÔmfwna me autì to prìtupo, h ogkometrik  paroq apì mia diatom  enì
 mh-Neut¸neiou reustoÔ upolog�zetai apì ton genikì tÔpo:
V̇ = Kφ∆Pm (5.5)'Opou, K e�nai h stajer� th
 gewmetr�a
 tou agwgoÔ gia to ekjetikì montèlo, ∆Pe�nai h metabol  th
 p�esh
,φ = 1/κm e�nai h reustìthta kai m = 1/n e�nai o ekjèth
tou reustoÔ kai ìpou κ e�nai o de�kth
 sunoq 
 kai n o de�kth
 reologik 
 sumperifor�
tou ekjetikoÔ nìmou. Apì aut n thn ex�swsh h mègisth ogkometrik  paroq  tou Johnson

Plastics prokÔptei w

max V̇ = (8.0)10−6m3s−1 (5.6)H pt¸sh p�esh
 gia ti
 di�forou
 diatomè
 th
 m tra
 upolog�zetai qrhsimopoi¸nta
ti
 exis¸sei
 pou parat�jentai ston p�naka pou akolouje�.

Antikajist¸nta
, h mègisth pt¸sh p�esh
 entì
 twn zwn¸n th
 m tra
 e�nai
∆Ptot =

∑

i

∆Pi = 9.3MPa , i = I, II, III, IV, V (5.7)H analutik  prosèggish gia ton kajorismì th
 aÔxhsh
 th
 jermokras�a
 sthn èxodoth
 m tra
 bas�zetai sthn upìjesh ìti oi adiabatikè
 sunj ke
 up�rqoun entì
 ìlh
 th




� Kef�laio 5. TRISDIASTATH DIAMORFWSH ROHS. 104diadikas�a
. Autì shma�nei ìti den up�rqei sunallag  jermìthta
 metaxÔ twn toiqwm�twnth
 m tra
 kai tou ulikoÔ kai, sunep¸
, h olik  mhqanik  enèrgeia metatrèpetai se jer-mìthta. H mègisth th
 aÔxhsh
 th
 jermokras�a
 upolog�zetai analutik� apì th sqèsh
∆Tanal = 4.72K (5.8)'Opou ∆P e�nai h mègisth pt¸sh p�esh
 sth m tra, ρ e�nai h puknìthta kai CP e�nai heidik  jermoqwrhtikìthta upì stajer  p�esh.5.5 ARIJMHTIKH PROSOMOIWSH.5.5.1 KATANOMH JERMOKRASIAS THS MHTRAS MEARIJMHTIKH PROSOMOIWSH.'Ena trisdi�stato suzeugmèno prìtupo metafor�
 jermìthta
 anaptÔqjhke gia ta mh-Neut¸neia reust� pou upob�llontai se epexergas�a sthn exwjhmènh m tra. H arijmhtik lÔsh upojètei ìti, èna omogenopoihmèno kai isìtropo HDPE liwmèno mètallo me mia o-moiìmorfh jermokras�a twn T = 496K rèei entì
 th
 m tra
 ar�qnh
. H jermokras�a statoiq¸mata th
 m tra
 diathre�tai se stajer  tim  Tw = 479K kai h tim  th
 ogkometrik 
ro 
 tou polumeroÔ
 liwmènou met�llou metr�tai se max V̇ = (8.0)10−6m3s−1. Apì thstigm  pou oi idiìthte
 tou ulikoÔ ephre�zoun thn an�lush olìklhrh
 th
 diadikas�a
,tìte e�nai apara�thta axiìpista posotik� montèla. Wstìso, se pollè
 polumere�
 di-adikas�e
, oi elastikè
 epidr�sei
 den e�nai polÔ shmantikè
, epeid  ta liwmèna mètal-la upob�llontai se stajer� meg�lou
 bajmoÔ
 paramìrfwsh
 gia èna sqetik� meg�loqronikì di�sthma. Dedomènou ìti h ergas�a epikentr¸netai se mia poiotik  an�lush, toanelastikì prìtupo, epilèqthke w
 to pio kat�llhlo mèso perigraf 
 th
 ro 
 enì
 li-wmènou met�llou. Ta polumer  liwmèna mètalla den e�nai Neut¸neia reust� kai di�foraprìtupa anaptÔqjhkan gia na perigr�youn thn ex�rthsh tou ix¸dou
 apì th diatmhtik t�sh kai th jermokras�a. H euelix�a parèqetai apì to prìtupo Carreau•Yasuda peri-grafìmeno w


n = aT n0TR

[

1 + (aT γ̇λ̇(TR))α

](n−1)/α (5.9)'Opou n0, λ, α, n e�nai par�metroi sunarmolìghsh
 tou protÔpou kai e�nai par�gonta
metatìpish
 kai d�netai w
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aT = exp

{

E0

R

(

1

TR
− 1

T

)} (5.10)H ex�rthsh th
 jermokras�a
 eis�getai sthn teleuta�a ex�swsh mèsw tou par�gontametatìpish
, aT en¸ E0 e�nai h enèrgeia kai R e�nai h pagkìsmia stajer� twn aer�wn. Oidi�fore
 par�metroi pou qrhsimopoi jhkan sto prìtupo Carreau•Yasuda parat�jentaiston p�naka stajerwn twn ulik¸n sto prìtupo Carreau - Yasuda.

SÔmfwna me th jewr�a th
 upologistik 
 reustomhqanik 
, oi dièpouse
 exis¸sei
 giana lÔsoun ta probl mata twn leiwmènwn met�llwn mporoÔn ne lhfjoÔn apì ti
 exis¸-sei
 sunèqeia
, k�nhsh
 kai diat rhsh
 m�za
 basismène
 sth diat rhsh m�za
, orm 
 kaienèrgeia
 ant�stoiqa. Exet�zonta
 ta qarakthristik� th
 polumeroÔ
 ro 
 twn liwmènwnmet�llwn sto kan�li th
 m tra
 ìtan epitugq�netai h stajer  kat�stash th
 ex¸jhsh
,oi akìlouje
 upojèsei
 g�nontai:
• H asump�esth stajer  elastik  gramm  epikrate� dhl. h parallag  twn fusik¸nmetablht¸n tou sust mato
 pou enanti¸nontai sto qrìno mporoÔn na amelhjoÔn.
• Den anafèretai kanèna
 ìro
 ol�sjhsh
 sthn epif�neia twn toiqwm�twn, dhl. htaqÔthta ro 
 tou liwmènou met�llou sth diepaf  reustoÔ-m tra
 e�nai �sh me taqÔth-ta twn toiqwm�twn th
 m tra
. Oi adraneiakè
 kai oi barutikè
 dun�mei
 ameloÔntai,dedomènou arijmì
 Reynolds twn polumer¸n liwmènwn met�llwn e�nai sqetik� mikrì
.
• Basismènoi sti
 pio p�nw upojèsei
, t�jentai oi oriakè
 sunj ke
. Oi dièpouse
exis¸sei
 mporoÔn na graftoÔn w
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ex�swsh sunèqeia
 : Pu = 0 (5.11)ex�swsh k�nhsh
 : Pσ = 0 (5.12)ex�swsh enèrgeia
 : ρCP uPT = −Pq + Q (5.13)'Opou P e�nai o diaforikì
 telest 
 Hamilton, u e�nai h taqÔthta kai σ e�nai o de�kth
p�esh
 Cauchy, o opo�o
 ekfr�zetai w


σ = −pI + S (5.14)
p e�nai h udrostatik  p�esh, S e�nai o suntelest 
 diatmhtik 
 t�sh
, I e�nai todèlta tou Kronecker, CP e�nai h eidik  jermoqwrhtikìthta upì stajer  p�esh, T e�-nai h jermokras�a kai Q h sunolik  enèrgeia, enswmat¸nonta
 th mèjodo streamline

upwind Petrov-Galerkin (SUPG) gia th belt�wsh th
 stajerìthta
 tou upologismoÔ.Oi dièpouse
 exis¸sei
 epilÔjhkan arijmhtik� qrhsimopoi¸nta
 twn k¸dika CFD twnpeperasmènwn stoiqe�wn COMSOL 3.4 kai to prìtupo Carreau-Yasuda gia to ix¸de
.Autì to arijmhtikì prìtupo, ereÔna thn ep�drash th
 ap¸leia
 tou ix¸dou
, h opo�aprokale� mia aÔxhsh sth jermokras�a tou reustoÔ. H jermìthta pa�zei èna shmantikìrìlo sthn ex¸jhsh twn polumer¸n ulik¸n kai, sunep¸
, ja prèpei na lhfje� up� ìyinprokeimènou na beltistopoihje� h epexergas�a polumer¸n ulik¸n.

O arijmì
 twn peperasmènwn stoiqe�wn pou qrhsimopoi jhkan gia thn arijmhtik lÔsh  tan 37019 tetraedrik� stoiqe�a (DOF 254596). 'Ena
 shmantikì
 lìgo
 gia thnkatanìhsh th
 protupopo�hsh
 e�nai h ikanìthta th
 akriboÔ
 prìbleyh
 th
 pt¸sh
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 sth m tra. To sq ma 4(a) de�qnei thn katanom  th
 p�esh
 se olìklhrh thnperioq  th
 m tra
. Mpore� na epishmanje� ìti h p�esh mei¸netai suneq¸
 apì thn e�sodow
 thn èxodo th
 m tra
. H katanom  th
 p�esh
 se ìlh th m tra ìpw
 upolog�sthke apì
FE prosomo�wsh de�qnei mia sunolik  pt¸sh p�esh
 9.1 MPa.

H katanom  th
 jermokras�a
 proèkuye epilÔonta
 ti
 exis¸sei
 pou perigr�founthn energeiak  isorrop�a sthn perioq  th
 m tra
. To sq ma 4(b) epexhge� thn katanom th
 jermokras�a
 tou polumeroÔ
 kat� th di�rkeia th
 ex¸jhsh
. To polumerè
 eis�ge-tai sthn m tra me mia jermokras�a 469K kai ta toiq¸mata jewre�tai ìti èqoun thn �diastajer  jermokras�a. H jermokras�a tou polumeroÔ
 reustoÔ aux�netai bajmia�a sekateÔjunsh k�jeth sth ro  apì ta toiq¸mata th
 m tra
 pro
 ton kentrikì �xona th
,kaj¸
 to reustì proodeutik� metakine�tai pro
 thn èxodo th
 m tra
. To mègejo
 th
jermokras�a
 tou polumeroÔ
 liwmènou t gmato
, ìpw
 perigr�fhke apì to arijmhtikìmontèlo, prokÔptei apì thn ex�swsh
T =

TuX

uX
(5.15)ìpou, u e�nai h taqÔthta sthn kateÔjunsh th
 ro 
. H aÔxhsh th
 jermokras�a
 e�nai

∆T = Tout − Tin = 1.2K (5.16)ìpou, Tout kai Tin e�nai ta megèjh eswterik 
 kai exwterik 
 jermokras�a
 tou li-wmènou polumeroÔ
.
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 m tra
 ex¸jhsh
, e�nai ousi¸de
 na ereunhje� o �xona
 up-ost rixh
 ìson afor� thn ikanìthta tou na aporrof sei ta fort�a pou ja dhmiourghjoÔn,kai na elaqistopoi sei thn pijanìthta apotuq�a
 kat� th di�rkeia leitourg�a
 th
 m -tra
. Mia arijmhtik  lÔsh uiojet jhke gia èna apì ta pìdia th
 ar�qnh
, to opo�oe�nai to pio adÔnato mèlo
 tou �xona ex¸jhsh
 kai ìqi sthn pl rh upost rixh tou �xon-a Qrhsimopoi jhkan lÔsei
 allhlep�drash
 th
 dom 
 twn reust¸n, oi opo�e
 sundèounti
 exis¸sei
 sunèqeia
 th
 mhqanik 
 twn stere¸n me ti
 exis¸sei
 Navier- Stokes th
mhqanik 
 twn reust¸n. O k¸dika
 COMSOL Multiphysics uiojet jhke gia na lÔseiautè
 ti
 exis¸sei
 tautìqrona p�nw sthn �dia upologistik  perioq  qrhsimopoi¸nta
 miaAuja�reth diatÔpwsh twn Lagrange-Euler (ALE).

Oi ikanìthte
 tou kinoÔmenou plègmato
 sti
 diatup¸sei
 ALE th
 COSMOL epitrè-poun mia stajer  lÔsh en¸ aux�netai h paramìrfwsh kai h metak�nhsh. Ta apotelèsmatath
 an�lush
 parousi�zontai sta epìmena sq mata. 'Opw
 eip¸jhke parap�nw, h m trakataskeu�sthke qrhsimopoi¸nta
 to q�luba IMPAX, me p�esh 8.108 Pa. Basismènh sth-n an�lush, h mègisth p�esh pou anaptÔqjhke sta pìdia th
 ar�qnh
 kat� th di�rkeiath
 ex¸jhsh
, h opo�a antistoiqe� sth mègisth posìthta ro 
 tou liwmènou polumeroÔ
ulikoÔ e�nai (9.93)104 Pa. Oi ant�stoiqè
 pièsei
 pou prokÔptoun apì to krit rio Von Mis-

es, e�nai shmantik� mikrìtere
 apì ti
 pièsei
 tou ulikoÔ kai, sunep¸
, prèpei na sunaqje�
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 e�nai kat�llhlo
 gia thn kataskeu  twnpodi¸n th
 ar�qnh
 gia efarmogè
 polumeroÔ
 ex¸jhsh
. Ap� thn �llh pleur�, h mègisthantikat�stash ìpw
 kajor�sthke apì to prìtupo ALE e�nai (2.1)10−6mm.5.7 SUNOYH KAI SUMPERASMATA.Sunoy�zonta
 ta kÔria qarakthristik� gnwr�smata twn anaferìmenwn apotelesm�twn,mpore� na sunaqje� to sumpèrasma ìti, up�rqei mia shmantik  diafor� sugkr�nonta
 taarijmhtik� kai analutik� prìtupa ìson afor� th jermokras�a pou anaptÔssetai storeustì kat� th di�rkeia th
 diadikas�a
 ex¸jhsh
. Pio sugkekrimèna,s�xia katanom  th
 p�esh
 sto pìdi th
 ar�qnh
. To analutikì montèlo uperektim�th jermokras�a tou reustoÔ, èktote, gia aplopo�hsh, h an�lush bas�zetai sthn upìjeshìti up�rqoun adiabatikè
 sunj ke
, pou shma�nei ìti den up�rqei metafor� jermìthta
metaxÔ twn toiqwm�twn kai tou polumeroÔ
 t gmato
 ìpw
 perigr�fhke parap�nw. Ap�thn �llh pleur� h arijmhtik  an�lush upojètei stajer  th jermokras�a twn toiqwm�twnth
 m tra
, to opo�o e�nai mia oriak  sunj kh polÔ kont� sto ìti sumba�nei kat� thdi�rkeia th
 pragmatik 
 diadikas�a
 ex¸jhsh
. Autì exhge� thn apìklish metaxÔ twnapotelesm�twn th
 arijmhtik 
 kai analutik 
 mejìdou pou anafèrjhkan parap�nw






. Analytic Arithmetic Experimental

∆P (MPa) 9.21 9.1 9.0

T (K) 4.72 1.2 1.3





Telik�, apode�qjhke apì thn an�lush th
 p�esh
, ìti h kataskeu  th
 m tra
 e�nai ar-ket� stajer  gia na antistaje� sthn p�esh pou anaptÔssetai kat� th di�rkeia leitourg�a
th
 kai ìti oi pièsei
 se k�je per�ptwsh den uperba�noun thn antoq  tou ulikoÔ.
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