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Περίληψη: 

 

Η παρούσα διπλωµατική εργασία εντάσσεται στην περιοχή της πολυκριτηριακής 

αεροδυναµικής βελτιστοποίησης µορφών, µέσω του υβριδισµού των εξελικτικών 

αλγορίθµων µε αιτιοκρατικές µεθόδους τοπικής βελτίωσης των «καλύτερων» 

µελών του τρέχοντος πληθυσµού. Έτσι, µια ιδέα- ένας αλγόριθµος 

βελτιστοποίησης που ήδη εφαρµόζεται επιτυχηµένα σε µονοκριτηριακά 

προβλήµατα επεκτείνεται και σε πολυκριτηριακά. Οι αιτιοκρατικές µέθοδοι 

βελτιστοποίησης απαιτούν τον υπολογισµό παραγώγων των συναρτήσεων-στόχων 

και αυτό υλοποιείται µέσω των συζυγών (adjoint) τεχνικών. Ιδιαίτερος στόχος της 

εργασίας είναι να επιτευχθεί η µέγιστη δυνατή οικονοµία σε υπολογιστικό κόστος, 

ειδικά σε προβλήµατα πολλών στόχων, µέσω «έξυπνης» διαχείρισης των κλήσεων 

προς το λογισµικό των συζυγών µεθόδων. 

 

Για την πραγµατοποίηση των παραπάνω προτείνεται, προγραµµατίζεται και 

αξιολογείται µια υβριδική µέθοδος διεπίπεδης πολυκριτηριακής βελτιστοποίησης. 

Ως αιτιοκρατική  µέθοδος ανίχνευσης χρησιµοποιείται, χωρίς βλάβη της 

γενικότητας, ο ακολουθιακός τετραγωνικός προγραµµατισµός (SQP). Η 

πρωτοτυπία της εργασίας αυτής είναι ότι, για λόγους οικονοµίας σε υπολογιστικό 

χρόνο, αντί να υπολογιστούν ξεχωριστά οι παράγωγοι όλων των συναρτήσεων- 

στόχων (
1F∇ ,

2F∇ , κλπ.) υπολογίζεται απευθείας η παράγωγος της συνάρτησης 

κόστους Φ η οποία ποσοτικοποιεί την κυριαρχία και γειτνίαση των µελών του 

τρέχοντος πληθυσµού, στη λογική του µετώπου Pareto στην οποία βασίζεται ο 

εξελικτικός αλγόριθµος. Συγκεκριµένα, υπολογίζεται το Φ∇  παραγωγίζοντας τη 

συνάρτηση κόστους της γνωστής µεθόδου SPEA2, αφού πρώτα η βηµατική αυτή 

συνάρτηση προσεγγισθεί µε µια συνεχή. Χρησιµοποιώντας «παγωµένη 

πληροφορία» για το Φ, απαιτείται τελικά µόνο µια κλήση της συζυγούς µεθόδου 
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(αντί των Κ, για Κ στόχους), γεγονός που επαυξάνει την οικονοµία (που ήδη 

προσφέρει η χρήση υβριδικής µεθόδου).  

 

Αρχικά, η προτεινόµενη υβριδική µέθοδος εφαρµόστηκε σε µία αριθµητική 

εφαρµογή και σε µια απλοποιηµένη εφαρµογή βελτιστοποίησης αεροσκάφους, για 

να διαπιστωθεί η αποτελεσµατικότητά της και να προσδιοριστούν κάποιες 

παράµετροι που οδηγούν στην καλύτερη λειτουργία της. Τέλος, εφαρµόστηκε σε 

δύο «πραγµατικά» αεροδυναµικά προβλήµατα. Το πρώτο αφορά στη 

βελτιστοποίηση της µορφής µιας µεµονωµένης αεροτοµής και το δεύτερο στη 

βελτιστοποίηση της αεροτοµής µιας σταθερής πτερύγωσης συµπιεστή. 
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Abstract: 

 

This diploma thesis belongs to the area of multi-objective optimization 

aerodynamic problems, through hybridization of evolutionary algorithms with 

deterministic methods in order to improve locally the “best” members of the 

current population. Thus, an idea- an optimization algorithm, which is already 

applied in single-objective problems, is also extended to multi-objective problems. 

The deterministic optimization methods require the calculation of the derivatives 

of the objective functions, which is materialized by adjoint methods. This thesis is 

particularly focused on achieving maximum economy in computational cost, 

especially to problems with many objectives, through managing “smartly” the 

calls to the software of adjoint methods. 

 

To achieve the above goals, a hybrid two-level multi-objective optimization 

method is proposed, planned and evaluated. As a deterministic method is used the 

sequential quadratic programming (SQP), without harming the generality. The 

originality of this work is that instead of being calculating separately the 

derivatives of each objective ( 1F∇ , 2F∇ , etc.), for low computational cost reasons, 

the derivative of the utility function Φ is directly calculated, which quantifies the 

dominance and proximity of the members of the current population. This is the 

logic of Pareto front on which the evolutionary algorithm is based. Specifically, 

the Heaviside function is approached by a constant and then the Φ∇  is estimated 

by computing the derivative of the SPEA2 utility function. Using “frozen 

information” on function Φ, there is the need of only one call of the adjoint 

method (instead of K for K objectives), which increases the economy further (as 

hybrid methods is characterized by that). 
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Firstly, the proposed hybrid method is applied to a numerical problem and a 

simple optimization problem of an aircraft in order to determine its effectiveness 

and to define certain parameters that lead to better functioning of the method. 

Finally, the new method is applied to two aerodynamic problems. The first one is 

to optimize the form of a single airfoil and the second one concerns the 

optimization of a fixed airfoil in a compressor. 
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Κεφάλαιο 1 

 

Εισαγωγή 

 

 
Με την πάροδο του χρόνου, η απαίτηση για µεγαλύτερη υπολογιστική ισχύ στους  

ηλεκτρονικούς υπολογιστές, αλλά ταυτόχρονα και τη µείωση του υπολογιστικού 

κόστους σε προβλήµατα ρευστοδυναµικής (ερευνητική περιοχή που 

συµπεριλαµβάνει και προβλήµατα σχεδιασµού στις στροβιλοµηχανές), ολοένα και 

αυξάνεται.  

 

Η παρούσα διπλωµατική εργασία ασχολείται µε τον «έξυπνο» υβριδισµό των 

εξελικτικών αλγορίθµων µε αιτιοκρατικές µεθόδους τοπικής βελτίωσης των 

«καλύτερων» µελών του τρέχοντος πληθυσµού, προτείνοντας µια αποδοτική 

µέθοδο αεροδυναµικής βελτιστοποίησης για πολυκριτηριακά προβλήµατα. Ο 

προτεινόµενος διεπίπεδος αλγόριθµος βελτιστοποίησης, ως ιδέα (concept) δεν θα 

ήταν ασφαλώς νέος αν εφαρµόζονταν στη µονοκριτηριακή βελτιστοποίηση [2, 17, 

22, 23, 24]. Η νέα ιδέα αφορά στο πως ένας αλγόριθµος βελτιστοποίησης που ήδη 

εφαρµόζεται επιτυχηµένα σε µονοκριτηριακά προβλήµατα µπορεί να εφαρµοστεί 

εξίσου αποδοτικά και σε πολυκριτηριακά. Με την οπτική αυτή αντιµετωπίζεται η 

ανάγκη να γίνει η µέγιστη δυνατή οικονοµία στον αριθµό κλήσεων στο λογισµικό 

που υπολογίζει παραγώγους των συναρτήσεων στόχων. Υπενθυµίζεται ότι οι 

αιτιοκρατικές µέθοδοι βελτιστοποίησης απαιτούν τον υπολογισµό παραγώγων των 

συναρτήσεων-στόχων και αυτό υλοποιείται µέσω των συζυγών (adjoint) τεχνικών.   

 

Για να επιτευχθεί το ελάχιστο δυνατό υπολογιστικό κόστος προτείνεται, 

προγραµµατίζεται και αξιολογείται µια υβριδική µέθοδος διεπίπεδης 

πολυκριτηριακής βελτιστοποίησης. Σε συνδυασµό µε τους εξελικτικούς 

αλγορίθµους λειτουργεί και µία αιτιοκρατική µέθοδος ανίχνευσης. Χωρίς βλάβη 

της γενικότητας, έχει επιλεγεί ο ακολουθιακός τετραγωνικός προγραµµατισµός 

(SQP).  

  

Η πρωτοτυπία της εργασίας αυτής είναι ότι, για λόγους οικονοµίας σε 

υπολογιστικό χρόνο, αντί να υπολογιστούν ξεχωριστά οι παράγωγοι όλων των 

συναρτήσεων-στόχων (
1F∇ ,

2F∇ , κλπ.) υπολογίζεται απευθείας η παράγωγος της 

συνάρτησης κόστους Φ, η οποία ποσοτικοποιεί την κυριαρχία και τη γειτνίαση 

των µελών του τρέχοντος πληθυσµού, στη λογική του µετώπου Pareto στην οποία 

βασίζεται ο εξελικτικός αλγόριθµος. Πιο συγκεκριµένα, υπολογίζεται το Φ∇  

παραγωγίζοντας τη συνάρτηση κυριαρχίας και γειτνίασης της γνωστής µεθόδου 

SPEA2, αφού πρώτα η βηµατική αυτή συνάρτηση προσεγγισθεί µε µια συνεχή. Η 
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ιδέα της παραγώγισης της συνάρτησης κόστους της µεθόδου SPEA2 περιγράφεται 

από τον Ι. Καµπόλη [2] και έτσι δίνεται η δυνατότητα σύνθεσης µιας ενιαίας 

συνάρτησης-στόχου. Χρησιµοποιώντας «παγωµένη πληροφορία» για το Φ, 

απαιτείται τελικά µόνο µια κλήση της συζυγούς µεθόδου. Αντί, να απαιτούνται Κ 

κλήσεις της συζυγούς µεθόδου για τους Κ στόχους του προβλήµατος, τελικώς 

χρειάζεται µόνο µία ανεξάρτητα από το πλήθος των στόχων, γεγονός που 

επαυξάνει την οικονοµία, που ήδη προσφέρει η χρήση υβριδικών µεθόδων.  

 

Στη συνέχεια, η διαδικασία αυτή εφαρµόζεται σε τέσσερα προβλήµατα για να 

πιστοποιήσουµε την αποτελεσµατικότητά της. Η πρώτη εφαρµογή γίνεται στο 

αριθµητικό πρόβληµα της ZDT3, η οποία είναι µαθηµατικό πρόβληµα 

ελαχιστοποίησης δύο συναρτήσεων-στόχων. Η δεύτερη εφαρµογή αφορά σε ένα 

πολύ απλό µοντέλο πτήσης υποηχητικού αεροσκάφους (εξίσωση Breguet) µε 

στόχους την αύξηση του βεληνεκούς πτήσεως και την ελαχιστοποίηση του βάρους 

απογείωσης του αεροσκάφους. Το πρόβληµα υπολογίζει τις παραγώγους 

αναλυτικά και όχι µε τη συζυγή µέθοδο, αλλά το υπολογιστικό κόστος 

καταλογίζεται ως να πραγµατοποιείται η διαδικασία της συζυγούς µεθόδου. Ο 

σκοπός της εφαρµογής αυτής ήταν περισσότερο διερευνητικός κατά το πόσο 

επηρεάζονται οι λύσεις των προβληµάτων από τη διαφορά στην τάξη µεγέθους 

των τιµών των δύο συναρτήσεων-στόχων. Επίσης, διερευνήθηκε η επιρροή του 

συνυπολογισµού της µεταξύ τους απόστασης των λύσεων για τον υπολογισµό της 

παραγώγου της SPEA2. Ο λόγος είναι ότι η συνάρτηση κυριαρχίας της µεθόδου 

SPEA2 περιέχει και ένα όρο για την πύκνωση των ατόµων του πληθυσµού, που 

τροποποιεί την τιµή της συνάρτησης κυριαρχίας που λαµβάνουν τα άτοµα και 

κατ’ επέκταση επηρεάζει και τις παραγώγους της. Ως τρίτη εφαρµογή, 

βελτιστοποιούµε τη µορφή µιας µεµονωµένης αεροτοµής µε στόχους την 

ελαχιστοποίηση του συντελεστή οπισθέλκουσας cD και τη διατήρηση του 

συντελεστή άνωση σε συγκεκριµένη τιµή cL,tar = 0.5. Τέλος, η τέταρτη εφαρµογή 

αφορά αεροτοµή σταθερής 2∆ πτερύγωσης συµπιεστή που βελτιστοποιείται ως 

προς την πτώση της ολικής πίεσης και µε περιορισµούς ως προς την ελάχιστη 

επιτρεπόµενη στροφή της ροής. 

 

Όλες οι εφαρµογές επιλύονται µε χρήση της προτεινόµενης υβριδικής µεθόδου 

που θα περιγραφεί στα επόµενα κεφάλαια και χρησιµοποιεί δύο επίπεδα 

βελτιστοποίησης. Το χαµηλό επίπεδο χειρίζεται έναν εξελικτικό αλγόριθµο, ενώ 

στο υψηλό επίπεδο λειτουργεί η αιτιοκρατική µέθοδος SQP, που βασική της 

λειτουργία είναι η επίσπευση της σύγκλισης των ατόµων του πληθυσµού του 

εξελικτικού αλγορίθµου.  
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Κεφάλαιο 2 

 

Εξελικτικοί Αλγόριθµοι και Πολυκριτηριακή 

Βελτιστοποίηση 

 

 
Τα προβλήµατα που αντιµετωπίζουµε στη ρευστοµηχανική, και ειδικότερα στις 

στροβιλοµηχανές, είναι συχνά προβλήµατα πολλών στόχων. Για την επίλυση 

αυτών των εφαρµογών θα χρησιµοποιήσουµε και τη µέθοδο των εξελικτικών 

αλγορίθµων, την οποία θα αναλύσουµε ακολούθως. Στη συνέχεια, λόγω της 

πολυκριτηριακής βελτιστοποίησης δεν υπάρχει µία βέλτιστη λύση για το κάθε 

πρόβληµα, αλλά µία σειρά από µη-κυριαρχούµενες λύσεις. Οι λύσεις αυτές δεν 

µπορούν να συγκριθούν µεταξύ τους, διότι η µία υπερτερεί της άλλης ως προς 

κάποιο στόχο ή στόχους και όχι ως προς το σύνολο των στόχων του προβλήµατος. 

Εποµένως, δηµιουργείται το πρόβληµα κατάταξης των λύσεων που λύνεται µε τη 

χρήση µεθόδων όπως είναι η SPEA και η NSGA. 

  

 

2. 1 Εξελικτικοί Αλγόριθµοι 

Από τις δεκαετίες του 1950 και του 1960, αρκετοί επιστήµονες µελέτησαν 

διάφορα συστήµατα εξέλιξης, καθώς θα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί ως εργαλείο 

βελτιστοποίησης σε µηχανολογικά προβλήµατα. Η κοινή ιδέα όλων αυτών των 

συστηµάτων είναι η εξέλιξη ενός πληθυσµού υποψήφιων λύσεων ενός 

προβλήµατος, χρησιµοποιώντας εργαλεία εµπνευσµένα από τη φυσική γενετική 

ποικιλοµορφία και τη φυσική επιλογή. 

 

Οι εξελικτικοί αλγόριθµοι (evolutionary algorithms, ΕΑ) [3,4] εφευρέθηκαν τη 

δεκαετία του 1960 από τον John Holland και τους συνεργάτες του. Σε αντίθεση µε 

τις µέχρι τότε µεθόδους βελτιστοποίησης, ο στόχος τους δεν ήταν η δηµιουργία 

αλγορίθµων που λύνουν συγκεκριµένα προβλήµατα, αλλά να µελετήσουν το 

φαινόµενο της εξέλιξης όπως αυτό συµβαίνει στη φύση και να αναπτύξουν 

µηχανισµούς που θα το προσοµοιώνουν και θα µπορούσαν να εισαχθούν σε 

υπολογιστικά συστήµατα. Κυρίως από τη δεκαετία του 1990, η χρήση τέτοιων 

στοχαστικών µεθόδων βελτιστοποίησης ολοένα αυξανόταν. Αυτό οφειλόταν στο 

γεγονός ότι αυξήθηκε η υπολογιστική ισχύς των ηλεκτρονικών υπολογιστών και 

µειώθηκε παράλληλα το κόστος τους. 

 

Σύµφωνα µε τη θεωρία του ∆αρβίνου, τα άτοµα ενός πληθυσµού ανταγωνίζονται 

για την απόκτηση πόρων όπως στέγη, τροφή καθώς και για την προσέλκυση 
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συντρόφου. Τα επιτυχηµένα άτοµα έχουν µεγαλύτερη πιθανότητα να οδηγηθούν 

σε αναπαραγωγή και να διαιωνισθούν. Αυτή η φυσική επιλογή έχει ως 

επακόλουθο τα γονίδια των επιτυχηµένων ατόµων ή των ατόµων που έχουν 

προσαρµοστεί καλύτερα στο περιβάλλον να επιβιώνουν, και µε την πάροδο των 

γενεών τα χαρακτηριστικά τους να µεταφέρονται σε µεγαλύτερο αριθµό 

απογόνων. Ο συνδυασµός καλών χαρακτηριστικών από επιτυχηµένους γονείς 

µπορεί να παράγει, ενδεχοµένως, απογόνους µε χαρακτηριστικά καλύτερα από 

αυτά των γονέων. Με τον τρόπο αυτό, οι φυσικοί πληθυσµοί εξελίσσονται και 

προσαρµόζονται στο εκάστοτε περιβάλλον. 

 

Για παράδειγµα, οι γενετικοί αλγόριθµοι εξελίσσουν πληθυσµούς υποψηφίων 

λύσεων και όχι µια µεµονωµένη λύση σε κάθε επανάληψη, όπως συµβαίνει σε 

άλλες στοχαστικές µεθόδους βελτιστοποίησης (εξελικτικές στρατηγικές). Επίσης, 

η εξέλιξη του πληθυσµού από γενιά σε γενιά θα πρέπει να καθορίζεται από την 

τιµή καταλληλότητας (προβλήµατα µεγιστοποίησης) ή την τιµή κόστους των 

ατόµων (προβλήµατα ελαχιστοποίησης) µε βάση τη συνάρτηση-στόχο. Ένα 

ακόµα χαρακτηριστικό είναι ότι πρέπει να υπάρχει δυναµική διαδοχή πληθυσµών, 

µε τη δηµιουργία νέων ατόµων και εξαφάνιση άλλων µε βάση την τιµή 

καταλληλότητάς τους. Τέλος, κατά την εξέλιξη από γενιά σε γενιά, πρέπει να 

υπάρχει κληρονοµικότητα χαρακτηριστικών από τους γονείς στους απογόνους, 

αλλά και στοχαστική εµφάνιση νέων χαρακτηριστικών. 

 

Τα πλεονεκτήµατα των εξελικτικών αλγορίθµων είναι η δυνατότητά τους να µην 

εγκλωβίζονται σε τοπικά ακρότατα και η προσαρµοστικότητά τους σε κάθε νέο 

πρόβληµα, µε την προϋπόθεση ότι υπάρχει λογισµικό αξιολόγησης για κάθε 

υποψήφια λύση. Επίσης, η εφαρµογή τους σε ένα νέο πρόβληµα είναι άµεση, 

χωρίς να απαιτούνται παρεµβάσεις στην διαδικασία βελτιστοποίησης, όπως 

συµβαίνει στις αιτιοκρατικές µεθόδους. Παρόλα αυτά, για τον εντοπισµό της 

βέλτιστης λύσης χρειάζεται µεγάλος αριθµός αξιολογήσεων, που είναι και το 

βασικό τους µειονέκτηµα. 

 

Οι γενετικοί αλγόριθµοι (genetic algorithms, ΓΑ) [1,3,4] αποτελούν µάλλον την 

πιο διαδεδοµένη κατηγορία εξελικτικών αλγορίθµων, όπου διερευνάται η λύση 

του προβλήµατος σε µορφή συµβολοσειράς αριθµών. Ως δεύτερη κατηγορία, 

αρκετά διαφορετική από την προηγούµενη είναι ο γενετικός προγραµµατισµός 

(genetic programming) [1,3], όπου οι λύσεις είναι στην µορφή προγραµµάτων 

υπολογιστή και η καταλληλότητά τους αποφασίζεται από την ικανότητα τους να 

επιλύουν ή να προσεγγίζουν ένα υπολογιστικό πρόβληµα. Μία ακόµα παραλλαγή 

είναι ο εξελικτικός προγραµµατισµός (evolutionary programming) [1,3]. Όπως 

στον γενετικό προγραµµατισµό γίνεται χρήση προγραµµάτων που φτιάχνεται 

µόνο η δοµή τους και µπορούν να εξελιχθούν οι αριθµητικές τους παράµετροι. Οι 

εξελικτικές στρατηγικές (evolutionary strategies, ΣΕ) [1,3] είναι µια λιγότερο 

χρησιµοποιούµενη τεχνική και λειτουργεί µε διανύσµατα πραγµατικών αριθµών 
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σαν αναπαραστάσεις λύσεων και τυπικά χρησιµοποιεί αυτό-προσαρµοζόµενα 

ποσοστά µετάλλαξης. 

 

Η κάθε κατηγορία των εξελικτικών αλγορίθµων έχει τα δικά της ξεχωριστά 

γνωρίσµατα, αλλά η αυστηρή διαφοροποίησή τους δεν είναι εφικτή γιατί η 

σύγχρονοι εξελικτικοί αλγόριθµοι αλληλοδανείζονται στοιχεία όπως τρόπο 

κωδικοποίησης ή τελεστές εξέλιξης, ανάλογα µε την καταλληλότητά τους στην 

κάθε εφαρµογή. Η χρήση τους αρχικά έγινε σε προβλήµατα ενός στόχου, αλλά 

µπορούν να εφαρµοστούν και σε προβλήµατα πολλών στόχων, που σ’ αυτή την 

περίπτωση υπερτερούν λόγω διαχειρισµού του συνόλου των λύσεων της κάθε 

γενιάς. 

 

Παρ’ όλο που οι γενετικοί αλγόριθµοι είναι απλοί στην περιγραφή και στον 

προγραµµατισµό, η συµπεριφορά τους µπορεί να είναι αρκετά περίπλοκη. Η 

παραδοσιακή θεωρία των γενετικών αλγορίθµων αναφέρει, σε µία πολύ γενική 

περιγραφή, ότι η αρχή λειτουργίας τους βασίζεται στην αναζήτηση, πριµοδότηση 

και ανασυνδυασµό καλών πακέτων λύσεων ή αλλιώς χρωµοσωµάτων 

χρησιµοποιώντας την αντίστοιχη ορολογία της βιολογίας. Ως χρωµόσωµα 

ορίζουµε µια αλληλουχία δυαδικών αριθµών που προκύπτει από την συνένωση 

των δυαδικών συστοιχιών όλων των µεταβλητών που περιγράφουν µία υποψήφια 

λύση. Για παράδειγµα, σε ένα πρόβληµα µε τρείς µεταβλητές x1, x2 και x3 το 

χρωµόσωµα θα είχε την µορφή: 

 

1001011011010011  

                                                     x1          x2            x3 

 

Αν x
r

 είναι το διάνυσµα των ελεύθερων µεταβλητών µε Ν συνιστώσες, η δυαδική 

κωδικοποίηση, µε τον τρόπο που χρησιµοποιείται στου γενετικούς αλγόριθµους 

απαιτεί τον καθορισµό ενός κατώτατου xi,L, ενός ανώτατου ορίου xi,U και του 

πλήθους ni δυαδικών ψηφίων ανά µεταβλητή. Το πλήθος ni καθορίζει την 

ακρίβεια διακριτοποίησης της i-ιοστής µεταβλητής, που δίνεται από τη σχέση: 

 

12

,,

−

−
=

in

LiUi

i

xx
xδ                                                (2.1) 

 

Κατά την εξέλιξη που είναι η κύρια διαδικασία αναζήτησης της βέλτιστης λύσης, 

ένας πληθυσµός µ υποψηφίων λύσεων (γονείς) εξελίσσεται στον πληθυσµό των λ 

απογόνων. Αυτοί οι απόγονοι είναι οι νέες λύσεις, που προκύπτουν από τους µ 

γονείς, έχοντας ενδεχοµένως καλύτερα χαρακτηριστικά, το οποίο θα διαπιστωθεί 

αξιολογώντας τον νέο πληθυσµό. Για την επόµενη γενιά οι γονείς επιλέγονται 

βάσει την καταλληλότητά τους από τους απογόνους της προηγούµενης γενιάς. 

Αυτή η επαναληπτική ουσιαστικά διαδικασία συνεχίζεται µέχρι να ικανοποιηθεί 
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κάποιο κριτήριο σύγκλισης. Τέτοιου είδους κριτήρια είναι να µην υπάρχει 

βελτίωση της λύσης για κάποιον αριθµό γενιών, να έχει οµογενοποιηθεί ο 

πληθυσµός ή να επιτευχθεί ο µέγιστος αριθµός αξιολογήσεων που έχει ορισθεί 

από τον χρήστη. 

 

Αναλυτικότερα, η διαδικασία εξέλιξης σε έναν εξελικτικό αλγόριθµο θα 

περιγραφθεί παρακάτω και θα συµπεριλαµβάνει τρία διακριτά σύνολα ατόµων: 

τον πληθυσµό των γονέων µε µ µέλη, τον πληθυσµό των απογόνων µε λ µέλη και 

τον πληθυσµό των επιλέκτων ή ελίτ ατόµων. Το σύνολο των επιλέκτων 

αποθηκεύει τα καλύτερα άτοµα που εµφανίζονται στον πληθυσµό κατά τη 

διάρκεια της εξέλιξης στην κάθε γενιά. Με αυτό τον τρόπο, επιτυγχάνεται η 

διατήρηση των βέλτιστων λύσεων οποτεδήποτε και αν σταµατήσει η διαδικασία 

της εξέλιξης και επιπλέον χρησιµοποιείται αυτή η πληροφορία για την ενίσχυση 

των καλών χαρακτηριστικών των ατόµων της νέας γενιάς.  

 

Σε προβλήµατα ενός στόχου το σύνολο των επιλέκτων θα µπορούσε να 

αποτελείται από ένα µόνο άτοµο καθώς ψάχνουµε µία βέλτιστη λύση. Αντίθετα σε 

προβλήµατα πολλών στόχων η διατήρηση ενός µόνο ατόµου δεν επαρκεί καθώς οι 

βέλτιστες λύσεις είναι περισσότερες. 

 

Πριν την έναρξη του αλγόριθµου επιλέγονται βασικές παράµετροι της µεθόδου, 

όπως είναι το µέγεθος των πληθυσµών των γονέων και των απογόνων. Στη 

µηδενική γενιά επιλέγονται τυχαία οι τιµές των µεταβλητών του κάθε ατόµου 

µέσα στο πεδίο ορισµού τους, για να αποτελέσουν τα µέλη του αρχικού 

πληθυσµού. Στη συνέχεια, αξιολογούνται τα λ άτοµα του συνόλου των απογόνων 

καλώντας τον αντίστοιχο λογισµικό και ανανεώνεται το σύνολο των επιλέκτων µε 

όσα µέλη είναι κατάλληλα, µε κριτήριο την τιµή της συνάρτησης-στόχου τους. 

Στην περίπτωση που κάποιο άτοµο κριθεί καλύτερο από κάποιο που ήδη υπάρχει 

στο σύνολο των ελίτ, εισάγεται αυτό στο σύνολο και διαγράφεται το χειρότερο 

στην κατάταξη. Η διαδικασία αυτή επιτυγχάνεται µε τη χρήση του τελεστή 

εντοπισµού των επιλέκτων µελών. Στα προβλήµατα ενός στόχου εµφανίζεται η 

πιο απλή εκδοχή του τελεστή καθώς εντοπίζει το ένα καλύτερο άτοµο από τα δύο 

σύνολα που επεξεργάζεται. Όταν τα προβλήµατα έχουν παραπάνω από ένα 

στόχους χρησιµοποιούνται τεχνικές για την ταξινόµηση των ατόµων της κάθε 

γενιάς προσδίδοντάς τους ένα επιπλέον χαρακτηριστικό (µία τιµή) ανάλογα µε τη 

θέση στην οποία βρίσκονται µέσα στο πληθυσµό. Τέτοιου είδους µέθοδοι είναι η 

SPEA και η SPEA2 που θα αναλυθούν σε επόµενο κεφάλαιο. 

 

Ακολούθως, εφαρµόζεται προαιρετικά ο τελεστής επιλεκτικότητας ή ελιτισµού, 

µε τον οποίο τυχαία συνήθως επιλεγόµενα άτοµα από το σύνολο των επιλέκτων 

αντικαθιστούν άτοµα του συνόλου των απογόνων της τρέχουσας γενιάς. Η τιµή 

της συνάρτησης-στόχου είναι το κριτήριο µε το οποίο διαλέγονται τα άτοµα τα 

οποία θα αντικατασταθούν, δηλαδή τα χειρότερα αν και µέρος αυτών µπορεί να 
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επιλεγεί τυχαία. Έτσι, αποφεύγεται µια νέα γενιά να δώσει βέλτιστη λύση 

χειρότερη από την προηγούµενη. Έπειτα, γίνεται η επιλογή του πληθυσµού των 

γονέων µε τη βοήθεια του αντίστοιχου τελεστή και για το σχηµατισµό του 

χρησιµοποιούνται οι τρέχοντες πληθυσµοί γονέων και απογόνων. Ο τελεστής 

αυτός ουσιαστικά πριµοδοτεί τις καλύτερες λύσεις να έχουν µεγαλύτερες 

πιθανότητες συµµετοχής στο νέο πληθυσµό. Τέλος, για τη δηµιουργία του 

πληθυσµού απογόνων της νέας γενιάς εφαρµόζονται διάφοροι τελεστές, όπως 

είναι ο τελεστής διασταύρωσης ή ανασυνδυασµού και ο τελεστής µετάλλαξης. 

 

Για τη δυαδική κωδικοποίηση, ο τελεστής διασταύρωσης συνδυάζει δύο τυχαία 

επιλεγµένους γονείς για να δηµιουργήσει ισόποσους απογόνους. Γενικότερα, 

µπορούν να χρησιµοποιηθούν και παραπάνω από δύο γονείς στη διασταύρωση.  

 

Στη δυαδική κωδικοποίηση, η λεγόµενη διασταύρωση απλού σηµείου αρχικά 

επιλέγει τυχαία µια θέση µεταξύ δύο διαδοχικών ψηφίων του χρωµοσώµατος. Στη 

συνέχεια, επιλέγει τυχαία δύο γονείς και τους διασταυρώνει, δηλαδή εναλλάσσει 

τα δύο µέρη εκατέρωθεν της θέσης διασταύρωσης, παράγοντας έτσι δύο 

απογόνους. 

 

 

101100110000     10110011  |  0000        101100110111 

000110110111        00011011  |  0111      000110110000 

 

 

Επίσης, άλλα είδη διασταύρωσης είναι η διασταύρωση δύο σηµείων και η 

διασταύρωση ενός σηµείου ανά µεταβλητή. 

 

Έπειτα από τον τελεστή διασταύρωσης, εφαρµόζεται ο τελεστής µετάλλαξης σε 

κάθε νέο απόγονο που προέκυψε. Η µετάλλαξη στοχεύει στην εισαγωγή νέου 

γενετικού υλικού στον πληθυσµό των απογόνων, µε µία πιθανότητα Pm πολύ 

µικρή (ενδεικτικά Pm=0.01). Στη δυαδική κωδικοποίηση, η µετάλλαξη επιτρέπει 

να αντιστραφεί το δυαδικό ψηφίο που θα επιλεγεί από 0 να γίνει 1 και 

αντιστρόφως. Πρακτικά, για όλα τα δυαδικά ψηφία κάθε απογόνου, γεννάται ένας 

τυχαίος αριθµός που αν είναι µικρότερος του Pm ενεργοποιείται το κριτήριο για τη 

µετάλλαξη.  

 

Τέλος, ολοκληρώνοντας την εξελικτική διαδικασία µιας γενιάς, για να 

εξακριβωθεί αν η µέθοδος έχει συγκλίνει, ελέγχεται µε το κριτήριο σύγκλισης. 

Στην περίπτωση που δεν ικανοποιείται ξεκινάει µια ίδια διαδικασία για τη νέα 

γενιά. 
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Η διαδικασία που περιγράφηκε, απεικονίζεται στο ακόλουθο σχήµα: 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Επιλογή παραµέτρων 

και αρχικοποίηση 

Αξιολόγηση 

πληθυσµού 

Ανανέωση συνόλου 

επιλέκτων 
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2. 2 Πολυκριτηριακή Βελτιστοποίηση 

Στην περίπτωση της πολυκριτηριακής βελτιστοποίησης (multi-objective 

optimization), τα προβλήµατα στοχεύουν στην ταυτόχρονη ελαχιστοποίηση των 

συνιστωσών της διανυσµατικής συνάρτησης-στόχου ( )xF
rr

, NRx ∈
r

, MN
RRF →:

r
, 

όπου Μ είναι το πλήθος των στόχων. Έτσι, δηµιουργείται το πρόβληµα 

ιεράρχησης των λύσεων βάσει των διαφορετικών στόχων που υπάρχουν. Σ’ αυτές 

τις περιπτώσεις εισάγεται η έννοια του µετώπου Pareto ή αλλιώς του µετώπου των 

µη κυριαρχούµενων λύσεων. Η έννοια του µετώπου Pareto οφείλεται στο Γάλλο-

Ιταλό οικονοµολόγο και κοινωνιολόγο Vilfredo Pareto [1,7] που, κατά κάποιο 

τρόπο, ολοκλήρωσε και έθεσε σε πρακτική χρήση αντίστοιχης σηµασίας όρους 

που είχαν προταθεί από άλλους επιστήµονες. 

 

Η κατά Pareto βέλτιστη λύση του προβλήµατος ελαχιστοποίησης της 
MN RRF →:

r
είναι το διάνυσµα Ω∈x

r
 αν και µόνο αν δεν υπάρχει άλλη λύση 

Ω∈y
r

 τέτοια ώστε ( ) ( )xFyF mm

rr
≤  για όλους τους στόχους (m = 1,…, M)  και για 

έναν τουλάχιστον από αυτούς (έστω k) να ισχύει ( ) ( )xFyF kk

rr
< . Με αυτό τον 

τρόπο µπορούµε να ορίσουµε ως µέτωπο Pareto, το υποσύνολο των λύσεων 

εκείνων στις οποίες δεν κυριαρχεί καµία άλλη, όπως φαίνεται στο σχήµα 2.1. 

 

Το επόµενο βήµα, είναι η ιεράρχηση των λύσεων του µετώπου Pareto, αλλά και 

γενικότερα η βαθµονόµηση του συνόλου των λύσεων. Αυτό πραγµατοποιείται µε 

τη χρήση µεθόδων όπως είναι η SPEA και η SPEA2 [7]. Γενικός στόχος όλων των 

µεθόδων αυτών είναι ο υπολογισµός µιας ενιαίας τιµής της συνάρτησης-στόχου 

σε προβλήµατα πολλών στόχων. Για παράδειγµα, η τιµή κόστους κάθε µέλους του 

µετώπου Pareto είναι ανάλογη του αριθµού των λύσεων της τρέχουσας γενιάς στα 

οποία κυριαρχεί η υπόψη λύση. Οι ακραίες λύσεις πριµοδοτούνται σε αντίθεση µε 

τις λύσεις που βρίσκονται στο κέντρο του µετώπου, µε αποτέλεσµα να ενισχύεται 

η τάση της εξάπλωσης του µετώπου. 
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Σχήµα 2.1: Παράδειγµα κυριαρχίας λύσεων σε ένα πληθυσµό εξελικτικού 

αλγορίθµου ενός προβλήµατος δύο στόχων, που οι λύσεις απεικονίζονται στο χώρο 

των συναρτήσεων-στόχων. Η λύση Α κυριαρχεί ως προς τις λύσεις που βρίσκονται 

στο γραµµοσκιασµένο χώρο, ενώ αδυνατεί να συγκριθεί, για παράδειγµα, µε τη λύση 

Β. 

 

 

2. 2. 1 Η µέθοδος SPEA 

 

Η µέθοδος SPEA, ακρωνύµιο των λέξεων Strength Pareto Evolutionary Algorithm 

προτάθηκε από τους E. Zitzler και L. Thiele, το 1999 [7]. Στόχος αυτής της 

ελιτιστικής τεχνικής είναι η απόδοση ενιαίας τιµής κόστους σε προβλήµατα 

πολλών στόχων και αποτέλεσε τη βάση για την ανάπτυξη της µεθόδου SPEA2. 

 

Η SPEA χρησιµοποιεί έναν κανονικό πληθυσµό και επίσης διαθέτει και µνήµη. 

Ξεκινώντας µε ένα αρχικό πληθυσµό και το σύνολο των µη κυριαρχούµενων 

λύσεων ακολουθεί τα παρακάτω βήµατα σε κάθε επανάληψη. Αρχικά, όλες οι µη 

κυριαρχούµενες λύσεις αντιγράφονται στο σύνολο των µη κυριαρχούµενων 

λύσεων. Οποιαδήποτε λύση κυριαρχείται από κάποια άλλη ή επαναλαµβάνεται, 

διαγράφεται κατά τη διάρκεια αυτής της ενηµέρωσης του συνόλου. Στην 

περίπτωση που το µέγεθος του συνόλου ξεπερνά κάποιο προκαθορισµένο όριο, οι 

επιπλέον λύσεις διαγράφονται βάσει µιας τεχνικής οµαδοποίησης, η οποία 

διατηρεί τα χαρακτηριστικά του µετώπου των µη κυριαρχούµενων λύσεων. 

Έπειτα, µέσω της συνάρτησης κόστους, τα µέλη του πληθυσµού και του συνόλου 

των µη κυριαρχούµενων λύσεων λαµβάνουν τιµές κόστους. 

 

Κάθε ξεχωριστό άτοµο i στο σύνολο αυτό χαρακτηρίζεται από µία τιµή ισχύος 

(strength value) S(i) [ )1,0∈  και η οποία ταυτόχρονα αντιπροσωπεύει την τιµή της 

συνάρτησης κόστους Φ(i). S(i) είναι το πλήθος j των µελών του πληθυσµού που 
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κυριαρχούνται ή είναι ίσα µε το i-οστό, όσον αφορά τις τιµές των συναρτήσεων-

στόχων, διαιρούµενο από το µέγεθος του πληθυσµού προσθέτοντας ένα. Η τιµή 

της συνάρτησης κόστους Φ(j) για ένα άτοµο j του πληθυσµού, υπολογίζεται 

προσθέτοντας τις τιµές S(i) όλων των µελών που υπάρχουν µέσα στο σύνολο των 

µη κυριαρχούµενων λύσεων και κυριαρχούνται ή είναι ίσα µε αυτό και επιπλέον 

προσθέτουµε 1 στο τέλος. Η µονάδα προστίθεται, ώστε να εξασφαλίζεται ότι µόνο 

τα κυρίαρχα άτοµα έχουν τιµή κόστους µικρότερη της µονάδας και να ευνοούνται 

στη συνέχεια, κατά την επιλογή των γονέων, κατά την αναπαραγωγή. 

 

 
Σχήµα 2.2: Στο διάγραµµα των δύο στόχων F1 και F2 του προβλήµατος 

ελαχιστοποίησης, παρουσιάζονται οι υποψήφιες λύσεις και τα άτοµα που 

κυριαρχούν όπως είναι το Ρ. Επειδή δεν κυριαρχείται από άλλα άτοµα η τιµή 

κόστους του υπολογίζεται από το πλήθος των ατόµων που κυριαρχεί, δηλαδή αυτά 

που βρίσκονται µέσα στο γραµµοσκιασµένο, που εδώ λόγου χάρη είναι 8.  

 

 

Ο αλγόριθµος SPEA καλύπτει αρκετές από τις απαιτήσεις για τη βελτίωση του 

µετώπου των µη κυριαρχούµενων λύσεων, αλλά εµφανίζει κάποια σηµαντικά 

ελαττώµατα. Πρώτον, τα κυριαρχούµενα άτοµα που τυχαίνει να κυριαρχούνται 

από τους ίδιους επίλεκτους, βαθµολογούνται µε την ίδια τιµή συνάρτησης 

κόστους. Επίσης µε τον εφαρµοζόµενο τελεστή αραίωσης δεν εξασφαλίζεται η 

διατήρηση των ακραίων ατόµων του Pareto και η ρύθµιση της πυκνότητας µεταξύ 

των ατόµων περιορίζεται στα επίλεκτα άτοµα. Για τους λόγους αυτούς 

οδηγήθηκαν οι δηµιουργοί του στη βελτιωµένη του έκδοση, δηλαδή στον 

αλγόριθµο SPEA2 [7]. 
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2. 2. 2 Η µέθοδος SPEA2 

 

Σε αντίθεση µε τη SPEA, η SPEA2 [7,8] στην αξιολόγηση ενός ατόµου, λαµβάνει 

υπόψη τα κυριαρχούµενα από αυτό άτοµα και όσα το κυριαρχούν. Για τη χρήση 

τέτοιων µεθόδων κατάταξης των ατόµων, βασικοί βελτιστοποιητές είναι οι 

εξελικτικοί αλγόριθµοι που δηµιουργούν πληθυσµούς πιθανών λύσεων. Επίσης, 

στην ενιαία τιµή της συνάρτησης κόστους προσµετρείται η επίδραση της 

απόστασης µεταξύ των πιο γειτονικών ατόµων στο χώρο των λύσεων. Το µέγεθος 

του συνόλου που διατηρεί τη µνήµη της µεθόδου έχει συγκεκριµένο µέγεθος, µε 

αποτέλεσµα όταν ο αριθµός των µη κυριαρχούµενων λύσεων του πληθυσµού του 

εξελικτικού αλγορίθµου είναι µικρότερος από τον προκαθορισµένο, τότε το 

αρχείο γεµίζει µε κυριαρχούµενες λύσεις, ενώ µε τη SPEA το µέγεθος του 

συνόλου αυτού µπορεί να ήταν διαφορετικό κάθε φορά. Επιπλέον, η νέα µέθοδος 

εγγυάται τη διατήρηση των λύσεων που βρίσκονται στα άκρα του µετώπου του 

Pareto [1]. 

 

Η αξιολόγηση των λύσεων µε τη µέθοδο SPEA2 και για να αποφευχθεί η 

κατάσταση στην οποία άτοµα που κυριαρχούν στα ίδια άτοµα, έχουν ακριβώς την 

ίδια τιµή στην συνάρτηση κόστους, συνυπολογίζονται για κάθε λύση τα άτοµα 

στα οποία κυριαρχεί και τα άτοµα που την κυριαρχούν. Πιο συγκεκριµένα, σε 

κάθε άτοµο i αντιστοιχίζεται µία τιµή καταλληλότητας που συνίσταται από δύο 

παράγοντες 
)(2

1
)()(

iD
iRi

+
+=Φ .   

 

Αρχικά, σε όλα τα άτοµα  που ανήκουν στο υπερσύνολο γονέων µ, απογόνων λ 

και επιλέκτων e (S
g,N

) προσδίδεται ένας αριθµός S(i) (Strength) που εκφράζει το 

πλήθος των κυριαρχούµενων λύσεων και ερµηνεύεται ως δυναµικότητα του 

ατόµου λόγω της θέσης του µέσα στον πληθυσµό της τρέχουσας γενιάς, όπως 

ακριβώς συµβαίνει και στη µέθοδο SPEA. Έπειτα, αποδίδεται τιµή στον 

παράγοντα R(i) ίση µε το άθροισµα των ισχύων S(k) όλων των λύσεων k  που 

κυριαρχούν στο άτοµο i, όπως φαίνεται στο σχήµα 2.3. 

 

 

( ) ( )∑
∈

=
Ng

Sj

jSiR
.

                                            (2.2) 
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Σχήµα 2.3: Απεικόνιση στο χώρο του στόχων F1 και F2 συνόλου λύσεων της 

παραδείγµατος και προσδιορισµός της τιµής του R(P), λαµβάνοντας τιµή ίση µε το 

άθροισµα των τιµών δυναµικότητας των ατόµων που κυριαρχούν σ’ αυτό. 

 

Για τον προσδιορισµό του παράγοντα D(i), που έχει φυσική σηµασία πυκνότητας 

των λύσεων σε ένα πεδίο τιµών των στόχων, χρησιµοποιείται η αντίστροφος της 

απόστασης σk(i) µεταξύ του ατόµου i και του k πιο κοντινού ατόµου σ’ αυτό 

(σχήµα 2.4). ∆ηλαδή, υπολογίζονται οι αποστάσεις µεταξύ των ατόµων στο χώρο 

των στόχων της συνάρτησης-στόχου, διατάσσονται σε αύξουσα για παράδειγµα 

σειρά και επιλέγεται η µικρότερη. 

 

( ) { }),(min ijdistiD k= ,  Kk =                                 (2.3) 

 

όπου: Κ = µ + λ + e 

 

Το πεδίο ορισµού του 
)(2

1

iD+
 είναι το (0,1) και επειδή το D(i) δεν αποκλείεται 

να µηδενίζεται, για να εξασφαλιστεί ότι η πυκνότητα θα είναι πάντα µικρότερη 

της µονάδας, προστίθεται στον παρονοµαστή ο αριθµός 2. 
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Σχήµα 2.4: Στο άτοµο P η συνάρτηση κόστους επιβαρύνεται µε µια ποινή ίση µε το 

αντίστροφο της απόστασης του από το κοντινότερό του άτοµο k. 

 

 

Στα προβλήµατα ελαχιστοποίησης, ως τα άτοµα που υπερτερούν θεωρούνται 

εκείνα τα οποία έχουν τη µικρότερη τιµή του Φ(i). Οι λύσεις µε Φ(i) < 1, δεν 

κυριαρχούνται από άλλα άτοµα και ανήκουν σε περιοχή του µετώπου Pareto όπου 

δεν απαιτείται αραίωση. 
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Κεφάλαιο 3 

 

Sequential Quadratic Programming 

 
 

Ο Ακολουθιακός Τετραγωνικός Προγραµµατισµός όπως αναφέρεται στα 

ελληνικά η µέθοδος Sequential Quadratic Programming (SQP) αποτελεί µία από 

τις πιο επιτυχηµένες µεθόδους επίλυσης µη γραµµικών προβληµάτων 

βελτιστοποίησης µε περιορισµούς. Μπορεί να χρησιµοποιηθεί σε περιπτώσεις 

ανίχνευσης κατά γραµµή, αλλά και ανίχνευσης κατά περιοχές. Στη παρούσα 

διπλωµατική εργασία αποτελεί την αιτιοκρατική µέθοδο βελτιστοποίησης, που 

λειτουργεί ως πρόσθετο στους εξελικτικούς αλγόριθµους για τη περαιτέρω 

βελτίωση κάποιων ατόµων του τρέχοντος πληθυσµού, µε αποτέλεσµα να 

επιταχύνεται η σύγκλιση προς το µέτωπο των βέλτιστων λύσεων.  

 

3.1 Η µέθοδος SQP 

 

Η µέθοδος SQP [5,6,9] επιχειρεί να επιλύσει ένα µη-γραµµικό πρόβληµα 

απευθείας, παρά να το µετατρέψει σε µία ακολουθία από προβλήµατα 

ελαχιστοποίησης χωρίς περιορισµούς. Βασική αρχή της µεθόδου είναι η 

επαναληπτική διαδικασία που ακολουθείται. Σε κάθε βήµα δηµιουργείται ένα 

τοπικό µοντέλο του προβλήµατος βελτιστοποίησης και λύνεται. Στην 

ελαχιστοποίηση χωρίς περιορισµούς, µόνο η συνάρτηση-στόχος πρέπει να 

προσεγγιστεί και το τοπικό µοντέλο είναι τετραγωνικής µορφής. 

 

Για την παρουσίαση της µεθόδου θα χρησιµοποιήσουµε το µη-γραµµικό 

πρόβληµα ελαχιστοποίησης µιας συνάρτησης f(x) µε περιορισµούς: 

 

ci(x) = 0                                                     (3.1) 

 

όπου f : R
n
 → R και ci: R

n
 → R

m
.  

 

Η συνάρτηση-στόχος και οι συναρτήσεις των περιορισµών θα πρέπει να 

µοντελοποιηθούν. Η βασική ιδέα της SQP είναι να µοντελοποιεί στη τρέχουσα 

επανάληψη τη λύση xk από ένα υποπρόγραµµα τετραγωνικής µορφής, το οποίο το 

ελαχιστοποιεί για να προσδιορίσει στην καινούρια επανάληψη το xk+1. Η 

πρόκληση της µεθόδου είναι να δηµιουργηθεί το κατάλληλο τετραγωνικό 

υποπρόβληµα, ώστε να αποδίδει ένα καλό βήµα για το πρωταρχικό πρόβληµα 

βελτιστοποίησης µε περιορισµούς και ο συνολικός αλγόριθµος του SQP να 

συγκλίνει.  
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Είναι γνωστό ότι η συνάρτηση Lagrange αυτού του προβλήµατος [9] είναι 

( ) )()(, xcxfxL Τ−= λλ , όπου λ είναι η σταθερά µε την οποία επαληθεύεται η 

εξίσωση )()( xcxf ∇=∇ λ . Χρησιµοποιούµε το Α(x) για να ορίσουµε τον 

Ιακωβιανό πίνακα των περιορισµών: 

 

[ ])(),...,(),()( 21 xcxcxcxA m

T ∇∇∇=                                  (3.2) 

 

Εποµένως, στην ισοδύναµη περίπτωση µε περιορισµούς έχουµε ένα σύστηµα µε 

n+m εξισώσεις και n+m αγνώστους x και λ. 

 

0
)(

)()(
),( =







 −∇
=

xc

xAxf
xF

i

T λ
λ                                    (3.3) 

 

Εάν Α* είναι ένα πλήρες µητρώο, τότε κάθε λύση (x
*
,λ

*
) του ισοδύναµου 

προβλήµατος µε περιορισµούς 3.1 ικανοποιεί την εξίσωση 3.3. Η SQP βασίζεται 

στη λειτουργία της µεθόδου Newton. Άρα η Ιακωβιανή της 3.3 είναι: 

 








 −

0)(

)(),(

xA

xAxW
Tλ

                                            (3.4) 

 

Όπου, W είναι η δεύτερη παράγωγος (Hessian) της συνάρτησης Lagrange: 

 

),(),( 2 λλ xLxW xx∇=                                            (3.5) 

 

Έτσι, ένα βήµα µε τη µέθοδο Newton ξεκινώντας από την επανάληψη (xk, λk) 

 









+








=









+

+

λλλ p

pxx k

k

k

k

k

1

1
                                           (3.6) 

 

Όπου τα pk και pλ λύνουν το ακόλουθο σύστηµα: 

 










−

+∇−
=















 −

k

k

T

kkk

k

T

kk

c

Af

p

p

A

AW λ

λ0
                               (3.7) 

 

Το σύστηµα είναι καλά ορισµένο όταν η διακρίνουσά του είναι µη-µηδενική. 
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Εναλλακτικά, οι εξισώσεις 3.6 και 3.7 λύνονται µε τη µέθοδο SQP, 

δηµιουργώντας ένα τετραγωνικό πρόβληµα:    

 

pfpWp
T

kk

T

p
∇+

2

1
min                                             (3.8) 

µε περιορισµό: 

0=+ kk cpA                                                    (3.9) 

 

Εποµένως, αυτό το πρόβληµα έχει µοναδική λύση (pk, µk) που ικανοποιεί: 

 

0=−∇+ k

T

kkkk AfpW µ                                         (3.10) 

0=+ kkk cpA                                                 (3.11) 

 

Αν απαλειφεί ο όρος 
k

T

kA λ  και από τα δύο µέρη της εξίσωσης 3.7, τότε προκύπτει: 

 










−

∇−
=















 −

+ k

k

k

k

k

T

kk

c

fp

A

AW

10 λ
                                     (3.12) 

 

και αντιστοιχεί το p=pk και λk+1=µk. Με αυτό τον τρόπο η µέθοδος SQP έχει µία 

συσχέτιση µε τη µέθοδο Newton. Η λύση των εξισώσεων 3.8 και 3.9 δίνει τις 

τιµές των pk και µk και έτσι υπολογίζονται οι νέες τιµές: 

 

xk+1 = xk + pk                                                (3.13) 

λk+1 = µk                                                   (3.14) 

 

Με αυτό τον τρόπο, στην προτεινόµενη υβριδική µέθοδο επαναπροσδιορίζονται 

και εξελίσσονται κάποια άτοµα από τον πληθυσµό του εξελικτικού αλγορίθµου, 

ενισχύοντας έτσι τη σύγκλιση. Η ακριβής διαδικασία θα περιγραφεί σε ακόλουθο 

κεφάλαιο.  
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Κεφάλαιο 4 

 

Η Συζυγής Μέθοδος 

 

 
Στην αεροδυναµική, για τον υπολογισµό των παραγώγων των συναρτήσεων-

στόχων, χρησιµοποιούµε µεθόδους που βασίζονται στην κλίση (gradient-based 

optimization methods) [18,19] και πιο συγκεκριµένα θα περιγράψουµε τη 

διακριτή συζυγή µέθοδο (discrete adjoint) που χρησιµοποιήθηκε στο υβριδικό 

αλγόριθµο που αναπτύσσουµε. Οι µέθοδοι αυτές, επειδή χειρίζονται κάθε φορά 

µία συνάρτηση για την εύρεση της παραγώγου της, είναι ικανές να υποστηρίξουν 

πολυκριτηριακές µεθόδους βελτιστοποίησης για τον υπολογισµό των παραγώγων 

των συναρτήσεων-στόχων (ξεχωριστή επίλυση της κάθε συνάρτησης-στόχου). Με 

τον υπολογισµό της παραγώγου εξασφαλίζεται επίσης και η ικανοποίηση των 

βασικών εξισώσεων του προβλήµατος, που εδώ είναι οι εξισώσεις ροής Navier-

Stokes. Στην παρούσα όµως διπλωµατική εργασία προτείνεται η επίλυση µιας 

µόνο συνάρτησης µε τη συζυγή µέθοδο, που περιέχει όλες τις συναρτήσεις-

στόχους, επιτυγχάνοντας µικρότερο υπολογιστικό κόστος.  

 

 

 4.1 Γενική Περιγραφή Συζυγών Εξισώσεων 

 

Αρχικά, θεωρούµε ότι επιλύουµε ένα πρόβληµα βελτιστοποίησης µορφής, για 

παράδειγµα σχεδιασµός µιας αεροτοµής µε στόχο τη βελτιστοποίηση κάποιου 

κριτηρίου. Η συνάρτηση- στόχος είναι της µορφής: ),( bUFF
rr

= , όπου U
r

 είναι το 

διάνυσµα των µεταβλητών ροής και b
r

 οι µεταβλητές σχεδιασµού. Κάθε αλλαγή 

της γεωµετρίας της αεροτοµής, δηλαδή µεταβολή του b
r

 κατά b
r

δ , προκαλεί 

µεταβολή δF στην τιµή της συνάρτησης-στόχο: 
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Ο πρώτος όρος εκφράζει τη µεταβολή που οφείλεται στην αλλαγή του ροϊκού 

πεδίου που προκάλεσε η αλλαγή της γεωµετρίας της αεροτοµής και ο δεύτερος 

όρος εκφράζει την απευθείας επίδραση της αλλαγής της γεωµετρίας στην 

συνάρτηση-στόχο. 
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Συµβολικά οι εξισώσεις που διέπουν το πεδίο ροής, όπως για παράδειγµα είναι οι 

εξισώσεις Navier-Stokes, γράφονται ως ( ) 0, == bURR
rrrr

 και µε µεταβολή της 

γεωµετρίας της αεροτοµής έχουµε: 
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Αυτό το διάνυσµα R
r

δ  πολλαπλασιάζεται µε ένα διάνυσµα γραµµής ΤΨ
r

, ίσης 

διάστασης και η βαθµωτή ποσότητα που προκύπτει αφαιρείται από τη µεταβολή 

της συνάρτησης-στόχου. Η διαδικασία αυτή δεν αλλοιώνει το στόχο µας, ο οποίος 

είναι η εύρεση του διανύσµατος b
r

 που µηδενίζει την κλίση δF. Με αυτό τον 

τρόπο δηµιουργείται η επαυξηµένη συνάρτηση-στόχος: 
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Η βασική ιδέα της συζυγούς µεθόδου είναι να προσδιοριστεί το διάνυσµα ΤΨ
r

, 

ώστε να µηδενιστεί ο όρος: 
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Έτσι, η µεταβολή της συνάρτησης κόστους συναρτάται µόνο από τη µεταβολή 

του διανύσµατος των µεταβλητών σχεδιασµού b
r

δ  και όχι των επικείµενων 

µεταβολών του πεδίου ροής U
r

δ . 

 

Τέλος, το πεδίο των συζυγών µεταβλητών ΤΨ
r

 προκύπτει από τη λύση της 

συζυγούς εξίσωσης: 
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4.2 Η ∆ιακριτή Συζυγής Μέθοδος 

 

Για την περιγραφή της διακριτής συζυγούς µεθόδου (discrete adjoint method) 

επαναδιατυπώνουµε την εξίσωση 4.1: 
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Η νέα γραφή της εξίσωσης πλεονεκτεί έναντι της προηγουµένης διότι εµφανίζει 

στην παράστασή της την παράγωγο 
bd

Ud
r

r

, η οποία εκφράζει τη διακριτή επίδραση 

των µεταβολών της γεωµετρίας b
r

 στις τιµές των µεγεθών της ροής στους 

κόµβους του πλέγµατος. 

 

Η παράγωγος που αντιστοιχεί στην απευθείας εξάρτηση της συνάρτησης-στόχου 

από τις µεταβλητές σχεδιασµού. ∆ηλαδή, η παράγωγος της F υπολογίζεται άµεσα 

όταν είναι γνωστή η παραµετροποίηση του προβλήµατος. Έτσι, αθροίζονται όλα 

τα ευθύγραµµα τµήµατα, που ορίζονται από τους διαδοχικούς κόµβους του 

πλέγµατος που χρησιµοποιείται στο περίγραµµα της αεροτοµής, αρκεί να βρεθούν 

οι παράγωγοι γεωµετρικών ποσοτήτων ως προς  b
r

. Με αντίστοιχο τρόπο γίνεται 

και ο υπολογισµός της παραγώγου της συνάρτησης-στόχου ως προς τις εξισώσεις 

της ροής 
U

F
r

∂

∂
. 

 

Επίσης, ο υπολογισµός 
bd

Ud
r

r

 µπορεί να επιτευχθεί µε χρήση της εξίσωσης 4.2, η 

οποία εκφράζει ότι η διαµορφούµενη ροή µετά τη διακύµανση b
r

δ  εξακολουθεί να 

ικανοποιεί τις εξισώσεις ροής. Η εξίσωση 4.2 ξαναγράφεται: 

 

 

00 =
∂

∂
+⇒=

∂

∂
+

∂

∂

b

R

bd

Ud
A

b

R

bd

Ud

U

R
r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

                               (4.7) 

 

Εποµένως, συνδυάζοντας τις σχέσεις 4.6 και 4.7 υπολογίζεται η δF είτε µε την 

ευθεία µέθοδο είτε µε τη συζυγή. Η παραλλαγή µε το συζυγή τρόπο είναι ότι 

αρχικά απαλείφεται ο όρος 
bd

Ud
r

r

 από την εξίσωση 4.6 και η παράσταση 1−

∂

∂
− A

U

F
r  

ορίζεται ως το συζυγές πεδίο Ψ
r

, που υπολογίζεται από την επίλυση της διακριτής 

συζυγούς εξίσωσης: 
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Οπότε το δF προκύπτει: 
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Η χρήση αυτής της µεθόδου γίνεται µέσω του κώδικα αξιολόγησης που 

χρησιµοποιείται από την παρούσα εργασία για την επίλυση της ροής σε µια 

µεµονωµένη αεροτοµή. Πιο συγκεκριµένα, ο κώδικας αυτός έχει αναπτυχθεί από 

το Εργαστήριο Θερµικών Στροβιλοµηχανών ΕΜΠ [20, 21] και περιλαµβάνεται 

και στη διδακτορική εργασία της Β. Ασούτη, 2009 µε τίτλο: «Μέθοδοι 

αεροδυναµικής ανάλυσης και σχεδιασµού για ροές υψηλών και χαµηλών 

ταχυτήτων, σε πολύ-επεξεργαστικό περιβάλλον». Επιπλέον, ο κώδικας λύνει τη 

ροή γύρω από µία µεµονωµένη αεροτοµή µε τις εξισώσεις Navier-Stokes, 

χρησιµοποιώντας µη-δοµηµένο πλέγµα τριγωνικών στοιχείων, υπολογίζει την 

παράγωγο των συναρτήσεων-στόχων µε τη συζυγή µέθοδο και έχει τη δυνατότητα 

αντιµετώπισης των συναρτήσεων των στόχων ως µία ενιαία συνάρτηση, 

χρησιµοποιώντας συντελεστές βαρύτητας wi. 
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Κεφάλαιο 5 

 

Περιγραφή της Πολυκριτηριακής Μεθόδου 

Βελτιστοποίησης που Χρησιµοποιεί την Παράγωγο 

της SPEA2 

 

 
Η χρήση κοινών εξελικτικών αλγορίθµων για την επίλυση προβληµάτων 

αεροδυναµικής έχει µεγάλο υπολογιστικό κόστος και απαιτείται µεγάλο χρονικό 

διάστηµα για να αξιολογηθούν όλα τα άτοµα ενός πληθυσµού, χρησιµοποιώντας 

τις εξισώσεις της υπολογιστικής ρευστοµηχανικής. Για το λόγο αυτό, σ’ αυτό το 

κεφάλαιο θα περιγραφεί µία µέθοδος πολυκριτηριακής βελτιστοποίησης που 

λειτουργεί σε δύο επίπεδα και µπορεί να λύνει προβλήµατα πολλών στόχων µε 

γρήγορο και αποτελεσµατικό τρόπο.  Τα δύο επίπεδα βελτιστοποίησης δίνουν τη 

δυνατότητα χρήσης δύο διαφορετικών µεθόδων που όµως επικοινωνούν µεταξύ 

τους ανταλλάσσοντας πληροφορίες ανά τακτά χρονικά διαστήµατα, τα οποία 

καθορίζονται από το χρήστη. Αρχικά, αναφέρονται οι γενικές αρχές της 

πολυεπίπεδης βελτιστοποίησης και στη συνέχεια αναλύεται η διαδικασία εύρεσης 

της παραγώγου της SPEA2 και ο τρόπος χρήσης της στην εξελικτική διαδικασία, 

που αποτελεί την παραλλαγή που οδηγεί σε καλύτερα αποτελέσµατα. 

 

 

5.1 Πολυεπίπεδη Βελτιστοποίηση 

 

Η βελτιστοποίηση είναι εφικτό να γίνει σε περισσότερα από ένα επίπεδα, 

χρησιµοποιώντας είτε τις ίδιες, είτε διαφορετικές µεθόδους βελτιστοποίησης. 

Υπάρχει η δυνατότητα να χρησιµοποιηθεί µεγάλος αριθµός επιπέδων, αλλά το 

σύνηθες είναι η βελτιστοποίηση σε δύο επίπεδα.  

 

Τα τρία βασικά είδη της πολυεπίπεδης βελτιστοποίησης περιγράφονται 

παρακάτω: 

 

(α) Πολυεπίπεδη αξιολόγηση  

 

Σ' αυτή την περίπτωση χρησιµοποιείται διαφορετικό λογισµικό για την  

αξιολόγηση των ατόµων σε κάθε επίπεδο ξεχωριστά. Στο χαµηλό επίπεδο που 

επιθυµούµε οι αξιολογήσεις να είναι περισσότερες σε µεγαλύτερο εύρος 

χρησιµοποιούµε το λογισµικό µε το µικρότερο υπολογιστικό κόστος. Έτσι, στο 

υψηλό επίπεδο µεταναστεύουν τα καλύτερα άτοµα από το χαµηλό επίπεδο και, 
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εφόσον είναι από τις καλύτερες µέχρι στιγµής λύσεις, επιβάλλουµε µία πιο ακριβή 

ή διαφορετικά µία πιο διεξοδική έρευνα στην περιοχή της λύσης αυτής. Για 

παράδειγµα, στην αεροδυναµική βελτιστοποίηση, θα µπορούσε το χαµηλό 

επίπεδο να χρησιµοποιούσε Navier-Stokes µε ένα µοντέλο τύρβης low-Reynolds 

και το υψηλό επίπεδο Navier-Stokes µε συναρτήσεις τοίχου. 

 

(β) Πολυεπίπεδη παραµετροποίηση 

 

Κάθε επίπεδο είναι εφοδιασµένο µε διαφορετικό πακέτο µεταβλητών. Στο χαµηλό 

επίπεδο λύνεται ένα πρόβληµα µε λιγότερες µεταβλητές σχεδίασης, ενώ στο 

υψηλό επίπεδο οι διαστάσεις του προβλήµατος αυξάνονται. Ιδιαίτερα στην 

περίπτωση που λύνουµε ένα πρόβληµα µε περιορισµούς, διαφορετική 

παραµετροποίηση θα µπορούσε να σηµαίνει και διαφορετικός χειρισµός των 

περιορισµών αυτών. Για παράδειγµα  στο χαµηλό επίπεδο θα µπορούσε να γίνεται 

ολοκληρωτική παράβλεψη των περιορισµών. Σε τέτοιες περιπτώσεις τα άτοµα που 

µεταναστεύουν από το ένα επίπεδο στο άλλο πρέπει να τροποποιούνται 

καταλλήλως ώστε να είναι συµβατά µε την παραµετροποίηση του επιπέδου που 

θα τα δεχθεί. 

 

 

(γ) Πολυεπίπεδη ανίχνευση 
 

Κάθε επίπεδο είναι εφοδιασµένο µε διαφορετική µέθοδο βελτιστοποίησης. 

Τέτοιου είδους µέθοδοι είναι οι εξελικτικοί αλγόριθµοι, η µέθοδος της απότοµης  

καθόδου και ο ακολουθιακός τετραγωνικός προγραµµατισµός (SQP). Οι 

στοχαστικές µέθοδοι είναι προτιµότερο να χρησιµοποιούνται στα χαµηλά επίπεδα 

για να µπορούν να ελέγξουν µεγάλο εύρος από το πεδίο των λύσεων, αφήνοντας 

την περαιτέρω βελτίωση των ατόµων που παρουσιάζουν καλές λύσεις στις 

αιτιοκρατικές µεθόδους στο υψηλό επίπεδο. Τα επίπεδα επικοινωνούν µεταξύ 

τους µετά το τέλος της κάθε γενιάς. Αυτό θα µπορούσε  να συµβαίνει και µε 

διαφορετική συχνότητα αλλά είναι κάτι που ορίζεται από το χρήστη. Για 

παράδειγµα, αν υπήρχαν δύο επίπεδα βελτιστοποίησης, κάποιος αριθµός από τα 

καλύτερα άτοµα του εξελικτικού αλγορίθµου µεταναστεύει στο υψηλό επίπεδο 

και αντίστοιχα ένας αριθµός από τα καλύτερα άτοµα του υψηλού επιπέδου 

τροφοδοτεί το χαµηλό επίπεδο. Όταν ο εξελικτικός αλγόριθµος λαµβάνει 

καλύτερα άτοµα από το υψηλό επίπεδο αντικαθιστά τα χειρότερα του πληθυσµού 

του µε αυτά. Με αποτέλεσµα να βελτιώνονται οι λύσεις και να έχει ακόµα 

καλύτερα αποτελέσµατα στην επόµενη γενιά. Η ταξινόµηση των ατόµων γίνεται 

µε µεθόδους όπως είναι η SPEA και η SPEA2, που δίνουν µία τιµή σε κάθε άτοµο 

ανάλογα µε τη θέση του µέσα στον πληθυσµό, όπως έχει ήδη περιγραφεί. 
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Η προτεινόµενη υβριδική µέθοδος που παρουσιάζεται, χρησιµοποιεί την 

πολυεπίπεδη ανίχνευση ως βασικό στοιχείο λειτουργίας, µε δύο επίπεδα 

βελτιστοποίησης. Στο χαµηλό επίπεδο λειτουργεί ένας εξελικτικός αλγόριθµος και 

ως πρόσθετο σ’ αυτό, στο υψηλό επίπεδο λειτουργεί η αιτιοκρατική µέθοδος SQP. 

 

 

5.2 Εύρεση της παραγώγου των συναρτήσεων-στόχων και παραγώγιση της 

SPEA2 

 
Όταν αντιµετωπίζουµε προβλήµατα πολλών στόχων µέσω της πολυεπίπεδης 

ανίχνευσης, µπορούν να χρησιµοποιηθούν οι εξελικτικοί αλγόριθµοι για το 

χαµηλό επίπεδο και κάποια αιτιοκρατική µέθοδο που βασίζεται στον υπολογισµό 

της παραγώγου της συνάρτησης-στόχου. Ο ρόλος της αιτιοκρατικής µεθόδου είναι 

να βελτιώσει κυρίως τα άτοµα που βρίσκονται στο µέτωπο των µη 

κυριαρχούµενων λύσεων της τρέχουσας γενιάς. Αυτό γίνεται εφικτό 

παραγωγίζοντας τη βαθµωτή συνάρτηση κόστους της µεθόδου SPEA2 [8]. 

Προτείνεται µία προσέγγιση για  να υπολογίζει τη µη-διαφορίσιµη βηµατική 

συνάρτηση Heaviside [2].  
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Σχήµα 5.1: Απεικόνιση της βηµατικής συνάρτησης Heaviside Η(x)  
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Έχοντας Μ στόχους στο πρόβληµα, η συνάρτηση-στόχος µπορεί  να γραφεί: 

 

Φ = Φ(F1, F2,…, FM)                                           (5.1) 

 

και η αντίστοιχη παράγωγος ως προς τις µεταβλητές σχεδιασµού 
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Στη SPEA2, η συνάρτηση Φ εξαρτάται από τη λεγόµενη τιµή ισχύος S (strength) 

και από την πυκνότητα D (density) των λύσεων του τρέχοντος πληθυσµού. Η τιµή 

ισχύος Sj το j-οστού προσδιορίζεται από τον αδιάστατο αριθµό των λύσεων στις 

οποίες κυριαρχεί. Γι’ αυτό το λόγο, σε ένα πρόβληµα ελαχιστοποίησης η τιµή 

ισχύος δίνεται από τον ακόλουθο τύπο: 
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όπου Κ είναι το µέγεθος του πληθυσµού, Κj σύνολο των µελών του πληθυσµού 

χωρίς το j και η βηµατική συνάρτηση Η(x) =  0 για x ≤ 0 και Η(x) = 1 για x > 0. Η 

συνάρτηση για την πυκνότητα των ατόµων εξαρτάται από τα κοντινά άτοµα του 

πληθυσµού στο επίπεδο των στόχων και είναι: 
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rr
                                   (5.4) 

 

Εποµένως, η συνάρτηση κόστους Φj είναι το άθροισµα των τιµών πύκνωσης και 

ισχύος όλων των ατόµων του πληθυσµού που κυριαρχούν σ’ αυτό το άτοµο. 
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Οι παραπάνω εξισώσεις (5.3-5.5) µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την έκφραση 

της παραγώγου της συνάρτησης κόστους Φ της µεθόδου SPEA2 ως προς τις 

µεταβλητές σχεδιασµού. Το πρόβληµα που δηµιουργείται είναι ότι η ακριβής 

παράγωγος της βηµατικής συνάρτησης είναι η συνάρτηση δ(x), που λαµβάνει 

τιµές ∞ για x=0 και 0 για x≠0 και δε µπορεί να χρησιµοποιηθεί για προφανείς 

λόγους. Γενικότερα, υπάρχουν πολλές προσεγγίσεις της συνάρτησης δ(x) και 

µπορεί να χρησιµοποιηθεί οποιαδήποτε από αυτές αρκεί να µη δίνουν αρνητικές 

λύσεις.  
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Η προσέγγιση που χρησιµοποιήθηκε [2] για την προσέγγιση της παραγώγου της 

Heaviside είναι: 

( ) ( ) 10,
~

22
<<<

+
= ε

επ
ε

δ
x

x                                      (5.6) 

 

Στη συνέχεια, είναι θέµα µαθηµατικών πράξεων για να υπολογιστούν οι 

παράγωγοι της συνάρτησης 5.5 και έπειτα η παράγωγος της συνάρτησης κόστους 

Φ. Είναι φανερό ότι απαιτείται ο υπολογισµός όλων των παραγώγων των 

συναρτήσεων-στόχων προς όλες τις ελεύθερες µεταβλητές σχεδιασµού του 

προβλήµατος. Έτσι, το υπολογιστικό κόστος αυξάνεται δραµατικά. Για 

παράδειγµα, σε ένα πρόβληµα αεροδυναµικής θα έπρεπε να επιλυθούν Μ 

εξισώσεις της συζυγούς µεθόδου (adjoint equations), επιπλέον από την επίλυση 

της εξίσωσης της ροής. Ευτυχώς σε τέτοιου είδους προβλήµατα το πλήθος των 

στόχων είναι πολύ µικρό και πρακτικά δεν αυξάνει τόσο πολύ το υπολογιστικό 

κόστος. 

 

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

 1.6

-10 -5  0  5  10

δ(x)

 
Σχήµα 5.2: Προσέγγιση της παραγώγου της συνάρτησης Heaviside από τη 

συνάρτηση δ(x), όπου ε=0.1. 

 

Η µέθοδος SPEA2, που χρησιµοποιείται, επιτρέπει τον υπολογισµό της 

συνάρτησης κόστους, λαµβάνοντας υπόψη τη δυναµικότητα του ατόµου µέσα 

στον πληθυσµό και την ποσοτικοποίηση της πυκνότητας των λύσεων. Εποµένως, 

η µέθοδος που βασίζεται στον υπολογισµό της παραγώγου είναι ικανή να 

βελτιώσει το µέτωπο των µη κυριαρχούµενων λύσεων κατευθύνοντάς το προς 

βέλτιστο µέτωπο Pareto, διατηρώντας την ποικιλοµορφία του. 
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5.3 Σύνθεση µίας ενιαίας συνάρτησης κόστους 

 

Σκοπός του αλγορίθµου που θα περιγραφθεί είναι η µείωση του υπολογιστικού 

κόστους που απαιτείται για την επίλυση ενός προβλήµατος πολλών στόχων στην 

πολυεπίπεδη ανίχνευση. Αυτό επιτυγχάνεται µε τη σύνθεση µιας ενιαίας 

συνάρτησης κόστους χρησιµοποιώντας κάποιους συντελεστές βαρύτητας wi για 

τις επί µέρους συναρτήσεις-στόχους. Οι συντελεστές αυτοί, είναι διαφορετικοί 

από γενιά σε γενιά και από άτοµο σε άτοµο, καθώς αποτελούν τις παραγώγους της 

συνάρτησης κόστους της µεθόδου της SPEA2. Εποµένως από Ν συναρτήσεις-

στόχους οδηγείται το πρόβληµα σε µία µόνο συνάρτηση κόστους. 

 

Γενικότερα, όταν υπάρχει η απαίτηση να λειτουργούν και οι εξελικτικοί 

αλγόριθµοι και κάποια µέθοδος που βασίζεται στην κλίση, θα πρέπει να 

υπολογιστεί η παράγωγος κάποιας συνάρτησης F. Όµως είναι σηµαντικό σε ποια 

συνάρτηση F γίνεται η παραγώγιση. Υπό κανονικές συνθήκες, όπως αναφέρθηκε 

και παραπάνω, πρέπει να επιλυθούν Μ εξισώσεις και στη συνέχεια εφαρµόζοντας 

τη µέθοδο SPEA2 βρίσκονται τα wi και δηµιουργείται η κλίση της συνάρτησης 

κόστους Φ που δείχνει την κατεύθυνση κίνησης του συγκεκριµένου ατόµου του 

πληθυσµού. 

 

 

 

 

 

 
 

Σχήµα 5.3: Απεικόνιση της διαδικασίας εξέλιξης σε µία αιτιοκρατική µέθοδο 

βελτιστοποίησης και για να είναι πιο απλό στην παρουσίαση το πρόβληµα έχει δύο 

στόχους και χρησιµοποιείται η µέθοδος της απότοµης καθόδου. 

 

 

Αντίθετα στην παρούσα διπλωµατική εργασία προτείνεται η χρήση των 

συντελεστών βαρύτητας wi που υπάρχουν από την προηγούµενη γενιά του 

εξελικτικού αλγορίθµου. Έτσι, ουσιαστικά χρησιµοποιούµε τις παραγώγους της 

συνάρτησης κόστους της SPEA2 από την προηγούµενη γενιά και δίνεται η 

δυνατότητα σύνθεσης µίας ενιαίας συνάρτησης-στόχου πριν την απαιτούµενη 

παραγώγιση: 
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                                               (5.7) 
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2 συζυγείς μέθοδοι 
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Με αυτό τον τρόπο, πλέον δεν χρειάζονται να επιλυθούν Μ εξισώσεις, για 

παράδειγµα της συζυγούς µεθόδου, για τον υπολογισµό των παραγώγων της αλλά 

µόνο µία. Εποµένως, το υπολογιστικό κόστος µειώνεται σε σχέση µε πριν και 

καθιστά αυτή τη µέθοδο αρκετά ανταγωνιστική ως προς τη µονοεπίπεδη 

βελτιστοποίηση µε εξελικτικούς αλγόριθµους. Τελικός, προκύπτει απευθείας από 

την παραγώγιση της συνάρτησης Φ, το 
b∂
Φ∂

 που είναι και το ζητούµενο για τη 

λειτουργία µίας αιτιοκρατικής µεθόδου βελτιστοποίησης. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 5.4: Απεικόνιση της διαδικασίας εξέλιξης σε µια αιτιοκρατική µέθοδο 

βελτιστοποίησης, µε τη µέθοδο που προτείνεται. Είναι προφανές ότι απαιτείται η 

επίλυση µόνο µίας συζυγής µεθόδου, ανεξάρτητα από το πλήθος των στόχων του 

προβλήµατος. 

 

 

Στη διαδικασία που γίνεται οι συντελεστές βαρύτητας µπορεί να είναι από την 

προηγούµενη γενιά και να µην αντιστοιχούν στην ακριβή απεικόνιση του 

τρέχοντος πληθυσµού, αλλά αποτελούν ενδεικτικές τιµές για την κατεύθυνση 

στην οποία πρέπει να κινηθεί η κάθε λύση για να επιτύχει το βέλτιστο µέτωπο 

Pareto του εκάστοτε προβλήµατος. 

 

Η παράγωγος της σύνθετης συνάρτησης που δηµιουργήσαµε ως προς τις 

ελεύθερες µεταβλητές σχεδιασµού του προβλήµατος θα λαµβάνει την ακόλουθη 

µορφή: 
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                                             (5.8) 

 

Σε ένα πρόβληµα µε δύο στόχους η παραπάνω παράσταση γίνεται: 
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Οι όροι 
iF∂

Φ∂
 της συνάρτησης είναι δύο σταθερές ποσότητες, οι οποίες 

υπολογίζονται από την παραγώγιση της SPEA2. Για λόγους αδιαστατοποίησης οι 

συντελεστές wi που χρησιµοποιούνται είναι: 

 

21

1
1

FF

F
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+
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Φ∂
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Φ∂

=                                             (5.10) 
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Στο πρόβληµα αυτό, το κέρδος είναι σχεδόν ο χρόνος που απαιτείται για την 

πραγµατοποίηση µίας αξιολόγησης. Ο λόγος που δεν αναφέρουµε ότι κερδίζουµε 

πλήρως το χρόνο µιας αξιολόγησης είναι ότι καταναλώνεται επιπλέον χρόνος 

στην επικοινωνία των δύο επιπέδων και στο υπολογισµό των επί µέρους 

παραγώγων. 

 

 

5.4 Περιγραφή αλγορίθµου της προτεινόµενης υβριδικής µεθόδου 

 
Για την εφαρµογή της µεθόδου, χρησιµοποιήθηκε το λογισµικό εξελικτικών 

αλγορίθµων EASY, ως βελτιστοποιητής και ο αξιολογητής διαφοροποιείται στα 

διάφορα παραδείγµατα. Όπως έχουµε ήδη αναφέρει η βελτιστοποίηση 

πραγµατοποιείται σε δύο επίπεδα. Στο χαµηλό επίπεδο (low level) έχουµε ένα 

εξελικτικό αλγόριθµο και στο υψηλό επίπεδο (high level) µια αιτιοκρατική µέθοδο 

βελτιστοποίησης βασισµένη στην παράγωγο της συνάρτησης-στόχου. Πιο 

συγκεκριµένα, χρησιµοποιείται η µέθοδος SQP. Τα δύο αυτά επίπεδα 

επικοινωνούν µεταξύ τους µε την ολοκλήρωση της κάθε γενιάς ανταλλάσσοντας 

κάποιων προκαθορισµένο αριθµό ατόµων. Έτσι, οι πληθυσµοί του ΕΑ και του 

SQP εµπλουτίζονται αντίστοιχα, µε αποτέλεσµα να παρουσιάζουν καλύτερα 

αποτελέσµατα σε λιγότερες αξιολογήσεις από την περίπτωση της µεµονωµένης 

εφαρµογής του EA ή του SQP. 
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Ακολούθως παρουσιάζεται ο αλγόριθµος σαν να έτρεχε σειριακά: 

 

Βήµα 1:  

Αρχικοποίηση. Στη γενιά g = 0, αναπτύσσεται ένας αρχικός πληθυσµός του 

χαµηλού επιπέδου του εξελικτικού αλγορίθµου, δίνοντας στις µεταβλητές 

σχεδιασµού τυχαίες τιµές εντός του πεδίου ορισµού τους. 

 

Βήµα 2:  

Αξιολογούνται τα λ2 άτοµα του συνόλου, καλώντας εξωτερικά τον κώδικα 

αξιολόγησης. Η αξιολόγηση γίνεται ως προς όλους τους στόχους του 

προβλήµατος, µε αποτέλεσµα ένα διάνυσµα τιµών. 

 

Βήµα 3:  

Ταξινοµούνται τα άτοµα της τρέχουσας γενιάς µε µία λογική όπως η µέθοδος 

SPEA2. ∆ηλαδή, για κάθε άτοµο ξεκινά ένας γύρος σύγκρισης τους διανύσµατος 

της συνάρτησης κόστους του, µε τα αντίστοιχα διανύσµατα των υπολοίπων µελών 

του υπερσυνόλου (γονείς, απόγονοι και επίλεκτα άτοµα) και ταυτόχρονα 

υπολογίζονται οι αποστάσεις µεταξύ των ατόµων στο χώρο των στόχων. 

 

Βήµα 4:  

Ανανεώνεται το σύνολο των επιλέκτων και γράφεται ένα αρχείο που περιέχει τις 

τιµές της συνάρτησης κόστους, όπως και τις τιµές της παραγώγου της ως προς 

όλους τους στόχους, για όλα τα άτοµα της γενιάς. 

 

Βήµα 5: 
Μετανάστευση κάποιου προκαθορισµένου αριθµού ατόµων από το χαµηλό 

επίπεδο στο υψηλό και επαναξιολόγησή τους για να ενταχθούν στο πληθυσµό του 

άλλου επιπέδου. 

 

Βήµα 6: 
Ταξινόµηση όλων των ατόµων µε τη λογική της SPEA2 και ανανέωση του 

συνόλου των επιλέκτων. 

 

Βήµα 7:  
Επιλογή ατόµων που θα περάσουν µέσα από τη διαδικασία βελτιστοποίησης SQP 

και εξέλιξή τους. 

 

Βήµα 8:  

Προσδιορισµός των ατόµων που θα αξιολογηθούν µέσα στο αρχείο που 

αναφέρθηκε στο βήµα 4 και µε χρήση των παραγώγων της συνάρτησης 

κυριαρχίας «παγωµένες» από την προηγούµενη γενιά, συντίθεται η ενιαία 

συνάρτηση κόστους. 

 



41 

 

Βήµα 9:  

Αξιολόγηση των ατόµων και υπολογισµός της παραγώγου της συνάρτησης 

κόστους µε µία µόνο επίλυση µε τη συζυγή µέθοδο. 

 

Βήµα 10:  

Ταξινόµηση του νέου πληθυσµού µε τη µέθοδο SPEA2 και ανανέωση του 

συνόλου των επιλέκτων του υψηλού επιπέδου. 

 

Βήµα 11:  
Μετανάστευση κάποιου προκαθορισµένου αριθµού ατόµων από το υψηλό στο 

χαµηλό επίπεδο. 

 

Βήµα 12:  

Εισαγωγή τους στο σύνολο των επιλέκτων, εφόσον καλύπτουν τις προϋποθέσεις, 

δηλαδή παρουσιάζουν καλύτερη τιµή στη συνάρτηση κόστους όταν ταξινοµηθούν 

εκ νέου από τη SPEA2. 

 

Βήµα 13:  

Επιλογή γονέων στο χαµηλό επίπεδο και εφαρµογή τελεστών διασταύρωσης και 

µετάλλαξης. 

 

Στη συνέχεια, η διαδικασία συνεχίζεται επαναληπτικά από το βήµα 2, µέχρι τη 

στιγµή που θα ενεργοποιηθεί κάποιο κριτήριο τερµατισµού, όπως είναι ο µέγιστος 

αριθµός γενεών, αξιολογήσεων ή σύγκλισης στο βέλτιστο µέτωπο Pareto. 

 

Αναλυτικότερα, περιγράφεται η διαδικασία της διεπίπεδης βελτιστοποίησης  που 

ακολουθείται ξεχωριστά στο υψηλό και στο χαµηλό επίπεδο µε διαγράµµατα ροής 

στο Παράρτηµα Π1. 
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Σχήµα 5.5: Σχηµατική παρουσίαση της λειτουργίας των δύο επιπέδων 

βελτιστοποίησης και της µεταξύ τους ανταλλαγής πληροφοριών.   

 

Άτοµα που µετανάστευσαν από SQP 

 

F1 

F2 

Μετανάστευση 

από το χαµηλό 

στο υψηλό 

επίπεδο 

Μετανάστευση 

από το υψηλό 

στο χαµηλό 

επίπεδο 

Πληθυσµός γενιάς 

Πληθυσµός επιλέκτων 

Άτοµα που θα µεταναστεύσουν 

 

F1 

F2 

F1 

F2 Άτοµα που µετανάστευσαν από ΕΑ 

Βελτιωµένα από SQP 
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5.5 Συνδυασµός κώδικα αξιολόγησης και του λογισµικού βελτιστοποίησης 

EASY 

 

Προκειµένου να ελέγξουµε την αποτελεσµατικότητα του προτεινόµενου 

αλγορίθµου, συνδυάζουµε το λογισµικό βελτιστοποίησης EASY, 

(http://velos0.ltt.mech.ntua.gr/research/easy.html) που αναπτύχθηκε από το 

Εργαστήριο Θερµικών Στροβιλοµηχανών ΕΜΠ µε διάφορους αξιολογητές, 

ανάλογα µε το πρόβληµα που θέλουµε να επιλύσουµε. Αρχικά, η µέθοδος 

εφαρµόζεται σε ένα αριθµητικό πρόβληµα και στη συνέχεια σε αεροδυναµικά 

προβλήµατα. Έτσι, οι υπολογισµοί της υπολογιστικής ρευστοµηχανικής ανήκουν 

στον αξιολογητή και τα υπόλοιπα τα αναλαµβάνει το EASY. Για τη µεταξύ τους 

επικοινωνία, απαιτείται να τροποποιηθεί η µορφή των αρχείων εξόδου του ενός 

ώστε να µετατραπούν σε οικεία αρχεία εισόδου για το άλλο. Εποµένως, 

δηµιουργήθηκαν προγράµµατα επεξεργασίας πριν και µετά τη λειτουργίας του 

αξιολογητή για το σκοπό αυτό. 

 

Υψηλό επίπεδο: 

 

- Η λειτουργία του προγράµµατος προ-επεξεργασίας είναι να αναγνωρίσει 

ποιο άτοµο του πληθυσµού πρόκειται να βελτιωθεί και να ταυτίσει µε αυτό 

τις αντίστοιχες παραγώγους από το αντίστοιχο αρχείο. Το αρχείο αυτό 

περιέχει τις παραγώγους της συνάρτησης κόστους Φ, που αντιστοιχούν 

στην προηγούµενη γενιά του εξελικτικού αλγορίθµου. Στη συνέχεια, 

υπολογίζει τους συντελεστές βαρύτητας και δηµιουργεί το αρχείο εισόδου 

για το κάθε πρόγραµµα αξιολόγησης.   

 

- Το πρόγραµµα επεξεργασίας µετά τον αξιολογητή έχει την αρµοδιότητα να 

υπολογίσει τις επί µέρους παραγώγους των δύο στόχων, από την ολική 

παράγωγο της σύνθετης συνάρτησης-στόχου. Επίσης, υπολογίζει τις τιµές 

των περιορισµών και τις αντίστοιχες παραγώγους τους. 
 

Χαµηλό επίπεδο: 

 

Στο χαµηλό επίπεδο δεν υπάρχει αναγκαιότητα χρήσης προγράµµατος προ-

επεξεργασίας καθώς ο κώδικας αξιολόγησης είναι συµβατός µε το αρχείο των 

τιµών των µεταβλητών του προβλήµατος που εξάγει το EASY. Αντίθετα, 

χρησιµοποιείται κώδικας επεξεργασίας των αποτελεσµάτων του αξιολογητή για 

τον υπολογισµό των περιορισµών του προβλήµατος.  
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Σχήµα 5.6: Σχηµατική απεικόνιση της υπολογιστικής διαδικασίας. 

EASY  

(Μέθοδος 

Ανίχνευσης) 

Μεταβλητές σχεδιασμού 

και παράγωγοι της 

συνάρτησης κόστους Φ 

Μεταβλητές 

σχεδιασμού  

Επεξεργασία 
(∆ηµιουργία αρχείων 

εισόδου αξιολογητή) 

Αρχεία εισόδου 

αξιολογητή 

 

Αξιολογητής 
Αρχεία εξόδου 

αξιολογητή 

Επεξεργασία 
(∆ηµιουργία αρχείων 

εισόδου EASY) 

Στόχοι, περιορισμοί και 

οι αντίστοιχες 

παράγωγοί τους   

Στόχοι και 

περιορισμοί  

 

Αξιολογητής 

Επεξεργασία 
(∆ηµιουργία αρχείων 

εισόδου EASY) 

Αρχεία εισόδου 

αξιολογητή 

Αρχεία εξόδου 

αξιολογητή 

Υψηλό Επίπεδο 
 

Χαµηλό Επίπεδο 
 



45 

 

Κεφάλαιο 6 

 

Εφαρµογές – Πιστοποίηση της Μεθόδου 

 

 
Για να εξακριβώσουµε την αποτελεσµατικότητα της µεθόδου που περιγράφηκε 

παραπάνω, την εφαρµόσαµε σε τέσσερα παραδείγµατα. Το πρώτο ήταν µία απλή 

αριθµητική εφαρµογή, χρησιµοποιώντας το πρόβληµα της ZDT3. Έπειτα, 

εφαρµόστηκε σε ένα πρόβληµα που βελτιστοποιεί ένα αεροσκάφος έχοντας ως 

στόχους το βάρος απογείωσης και το βεληνεκές. Στην τρίτη περίπτωση, η µέθοδος 

χρησιµοποιήθηκε σε µια αεροτοµή µε στόχους τους συντελεστές άνωσης και 

οπισθέλκουσας και τέλος, εφαρµόστηκε σε ένα πτερύγιο συµπιεστή µε στόχους 

την πτώση της ολικής πίεσης και τη γωνία εισόδου της ροής. 

 

 

6.1 Αριθµητική εφαρµογή στη ZDT3 

 

 Ως πρώτη εφαρµογή χρησιµοποιήθηκε η περίπτωση της ZDT3 που παρουσιάζει 

αρκετά ακρότατα και θα ήταν εύκολο να εγκλωβιστούν οι λύσεις. Αυτό θα είχε ως 

αποτέλεσµα τη γενικότερη καθυστέρηση του αλγορίθµου για να καταλήξει στα 

ίδια αποτελέσµατα µε διαφορετικές µεθόδους. Η λύση της ZDT3 παρουσιάζεται 

στο διάγραµµα 6.1, µαζί µε το βέλτιστο µέτωπο Pareto που επιθυµούµε να 

προσεγγίσουµε ταχύτερα (σε λιγότερες αξιολογήσεις)  µε τη νέα µέθοδο.  

 

Η περίπτωση της ZDT3 αποτελεί ένα πρόβληµα ελαχιστοποίησης δύο στόχων, µε 

τις ακόλουθες εξισώσεις: 
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0 ≤ xi ≤ 1,   i = 1,…, n 
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Το πλήθος των µεταβλητών που χρησιµοποιήθηκαν είναι n = 30 και το βέλτιστο 

Pareto που αντιστοιχεί στις τιµές των µεταβλητών x2 = x3 = … = xn = 0, είναι 

ασυνεχές, όπως φαίνεται και στο διάγραµµα 6.1. 
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∆ιάγραµµα 6.1: Γραφική παράσταση της ZDT3 στο χώρο των στόχων της (F1,F2) 

και του αντίστοιχου ασυνεχούς βέλτιστου µετώπου Pareto. 

 

 

Όπως αναφέρθηκε και προηγουµένως η διαδικασία βελτιστοποίησης που 

ακολουθείται ανήκει στην κατηγορία της πολυεπίπεδη ανίχνευσης, µε δύο 

επίπεδα. Το υψηλό επίπεδο χρησιµοποιεί τη µέθοδο ανίχνευσης κατά περιοχές 

SQP και το χαµηλό επίπεδο βασίστηκε στους εξελικτικούς αλγορίθµους.  

 

Για τη λύση του προβλήµατος χρησιµοποιήθηκαν και περιορισµοί που ήταν τα 

όρια των ελεύθερων µεταβλητών σχεδιασµού. Η επικοινωνία των δύο επιπέδων 

γινόταν ανά µία γενιά και µετανάστευαν δέκα άτοµα από και προς κάθε επίπεδο. 

Το σύνολο των γονέων περιείχε τριάντα (30) άτοµα από τα οποία προέκυπταν σε 

κάθε γενιά εξελικτικού αλγορίθµου ογδόντα (80) απόγονοι. Επίσης, το σύνολο 

των επιλέκτων διατηρούσε τα πενήντα (50) καλύτερα άτοµα. Τέλος, η βαθµωτή 

ποσότητα η, η οποία ρυθµίζει το µήκος του βήµατος που κάνει το SQP ορίστηκε 

µε η = 0.01. 

 

Η προσοµοίωση της σύνθεσης µιας ενιαίας συνάρτησης-στόχου για την εύρεση 

της ενιαίας παραγώγου της αρχικά και έπειτα τον επιµερισµό της βάσει της 

διαδικασίας που παρουσιάστηκε στο κεφάλαιο 4, έγινε παραγωγίζοντας τον ενιαίο 
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πλέον τύπο της εξίσωσης και αντικαθιστώντας τις αντίστοιχες τιµές των 

µεταβλητών κάθε φορά. Παρ’ όλα αυτά, όπως θα γινόταν αν έπρεπε να 

χρησιµοποιηθεί η συζυγής µέθοδος για την εύρεση της παραγώγου, το 

υπολογιστικό κόστος θεωρήθηκε ως το κόστος που απαιτείται για να γίνει µία 

αξιολόγηση.  Εποµένως, κάθε αξιολόγηση του υψηλού επιπέδου αντιστοιχεί σε 

δύο αξιολογήσεις του χαµηλού επιπέδου, καθώς είναι µία µονάδα υπολογιστικού 

κόστους η αξιολόγηση των συναρτήσεων-στόχων και άλλη µία η εύρεση της 

παραγώγου της ενιαίας συνάρτησης. Υπό διαφορετικές συνθήκες θα απαιτείτο ο 

υπολογισµός και των δύο παραγώγων των συναρτήσεων-στόχων του 

προβλήµατος µε αποτέλεσµα το υπολογιστικό κόστος του υψηλού επιπέδου να 

αντιστοιχεί σε τρεις αξιολογήσεις του χαµηλού επιπέδου. 

 

Ακολούθως, απεικονίζονται ενδεικτικά οι µετακινήσεις των ατόµων του 

πληθυσµού του SQP σε διάφορες γενιές κατά την πορεία εξέλιξης του 

αλγορίθµου. 
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∆ιάγραµµα 6.2: Απεικόνιση του πληθυσµού του υψηλού επιπέδου πριν και µετά την 

εφαρµογή της µεθόδου βελτιστοποίησης SQP στη 2
η
 γενιά. Τα άτοµα που είναι 

σηµειωµένα µε πλήρη κύκλο ● αποτελούν τον πληθυσµό πριν την λειτουργία της 

µεθόδου, ενώ τα υπόλοιπα είναι τα άτοµα της νέας γενιάς. Η µη µετακίνηση του 

ατόµου Α προς το βέλτιστο µέτωπο Pareto, οφείλεται είτε στην παράγωγο της 

SPEA2 είτε κάποια µεταβλητή σχεδιασµού ξεπέρασε τα όρια και το άτοµο 

τιµωρήθηκε µε κάποια προσαύξηση των τιµών των συναρτήσεων-στόχων της.   

 

 

Α Β 
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∆ιάγραµµα 6.3: Απεικόνιση του πληθυσµού του υψηλού επιπέδου πριν και µετά την 

εφαρµογή της µεθόδου βελτιστοποίησης στην 5
η
 γενιά. Η λύση Α, όπως και οι 

γειτονικές της βρίσκονται στο όριο της µεταβλητής x1 καθώς είναι ο ένας στόχος του 

προβλήµατος της ZDT3(F1=x1) και µπορεί να λάβει τιµές από 0 έως 1. Οι 

µετακινήσεις που φαίνονται από το σηµείο Α στο Β δεν αποτελούν τη µετακίνηση 

των ατόµων αυτών λόγω της µεθόδου SQP και των παραγώγων της. Πιθανότατα τα 

άτοµα αυτά ξέφυγαν από τα όρια των µεταβλητών σχεδιασµού και τιµωρήθηκαν. 

Όµως επειδή οι µετακινήσεις είναι όλες προς την ίδια κατεύθυνση οδηγούµαστε στο 

συµπέρασµα ότι όλα τα άτοµα παρουσίασαν την ίδια συµπεριφορά και ίσως ξέφυγαν 

από τα όρια οι ίδιες µεταβλητές σχεδιασµού. Στα διαγράµµατα απεικονίζεται η 

κατάσταση πριν και µετά την εφαρµογή της αιτιοκρατικής µεθόδου και έτσι δεν 

αποτελούν όλες οι µετακινήσεις των ατόµων την πραγµατική κατεύθυνση της 

παραγώγου της  συνάρτησης-στόχου του προβλήµατος Φ∇ . 

 

 

Α 

Β 
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∆ιάγραµµα 6.4: Απεικόνιση του πληθυσµού του υψηλού επιπέδου πριν και µετά την 

εφαρµογή της µεθόδου βελτιστοποίησης στην 11
η
 γενιά. Τα άτοµα από την περιοχή 

Α που τιµωρούνται και καταλήγουν στην περιοχή Β, έχουν ελαττωθεί σε σχέση µε το 

διάγραµµα 6.3 στην 5
η
 γενιά. 
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∆ιάγραµµα 6.5: Απεικόνιση του πληθυσµού του υψηλού επιπέδου πριν και µετά την 

εφαρµογή της µεθόδου βελτιστοποίησης στην 14
η
 γενιά. 

 

Α 
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Όπως παρατηρούµε, η πλειοψηφία των ατόµων βελτιώνεται. Οι έντονες κινήσεις 

των ατόµων που βρίσκονται στο αριστερό τµήµα του πληθυσµού, οφείλονται στο 

γεγονός ότι είναι στα όρια των µεταβλητών (ο στόχος F1 είναι η  µεταβλητή 

σχεδιασµού x1 που παίρνει τιµές από 0 έως 1) και ξεπερνώντας τα, τιµωρούνται µε 

κάποια ποινή που χειροτερεύει τις τιµές των συναρτήσεων-στόχων τους. Με αυτό 

τον τρόπο δε θα έχουν µεγάλες πιθανότητες να συµπεριληφθούν στο σύνολο των 

γονέων της νέας γενιάς του ΕΑ ή στο σύνολο των ατόµων που επιλέγονται για το 

SQP. Επίσης, είναι φανερό ότι όσο προχωράει η διαδικασία της βελτιστοποίησης, 

στις µεγαλύτερες γενιές το πλήθος των ατόµων που έχουν τέτοια συµπεριφορά 

µειώνεται. 

 

Στη συνέχεια, παρουσιάζεται η σύγκριση των µετώπων των µη κυριαρχούµενων 

λύσεων µεταξύ της διεπίπεδης µεθόδου που χρησιµοποιήσαµε και ενός 

µονοεπίπεδου εξελικτικού αλγορίθµου. Οι συγκρίσεις αυτές γίνονται για τον ίδιο 

αριθµό αξιολογήσεων (ίδιο δηλαδή υπολογιστικό χρόνο) και καταµετρώνται όπως 

έχει ήδη αναφερθεί. ∆ηλαδή, θεωρούµε ότι οι αξιολογήσεις του υψηλού επιπέδου 

κοστίζουν δύο υπολογιστικές µονάδες και οι αξιολογήσεις του χαµηλού επιπέδου 

(εξελικτικός αλγόριθµος), µία υπολογιστική µονάδα. Επίσης, αυτές οι δύο 

περιπτώσεις συγκρίνονται και µε το βέλτιστο µέτωπο Pareto της ZDT3. 
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∆ιάγραµµα 6.6: Σύγκριση των µετώπων µη κυριαρχούµενων λύσεων των δύο 

µεθόδων στις 400 αξιολογήσεις. 
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∆ιάγραµµα 6.7: Σύγκριση των δύο µετώπων της πολυεπίπεδης έρευνας και του ΕΑ 

στις 1250 αξιολογήσεις. 

 

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6  0.7  0.8  0.9

F
2

F1

Πολυεπίπεδη Βελτιστοποίηση

Μονοεπίπεδο ΕΑ

Βέλτιστο Μέτωπο Pareto

 
∆ιάγραµµα 6.8: Σύγκριση των δύο µετώπων στις 2100 αξιολογήσεις µαζί µε το 

βέλτιστο µέτωπο Pareto της ZDT3. 
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∆ιάγραµµα 6.9: Σύγκριση του µετώπου της πολυεπίπεδης έρευνας, του µετώπου του 

ΕΑ και του βέλτιστου της ZDT3, στις 10000 αξιολογήσεις. 

 

Από τα παραπάνω διαγράµµατα φαίνεται ότι µε τη µέθοδο της πολυεπίπεδης 

έρευνας και πιο συγκεκριµένα µε τη χρήση της σύνθετης συνάρτησης για τον 

υπολογισµό της παραγώγου, επιτυγχάνεται η πιο αποτελεσµατική σύγκλιση του 

προβλήµατος, σε λιγότερες αξιολογήσεις και άρα απαιτείται λιγότερος χρόνος για 

την επίλυσή του.  

 

Στις πρώτες γενιές, όπως φαίνεται και στο διάγραµµα 6.6, οι λύσεις που δίνει ο 

εξελικτικός αλγόριθµος όταν χρησιµοποιείται σε µονοεπίπεδο, είναι αρκετά 

συγκρίσιµες µε τις λύσεις του πολυεπιπέδου και µάλιστα σε κάποια σηµεία του 

µετώπου των µη κυριαρχούµενων λύσεων υπερτερεί. Στη συνέχεια όµως, οι 

διαφορές µεγαλώνουν και το πολυεπίπεδο µε τη βοήθεια του SQP επιταχύνεται 

προς τις αναλυτικά γνωστές βέλτιστες λύσεις. Το γεγονός ότι στην αρχή, ο 

εξελικτικός αλγόριθµος έχει καλά αποτελέσµατα σε σχέση µε την άλλη µέθοδο, 

µπορεί να οφείλεται στο ότι καταναλώνονται αρχικά αξιολογήσεις στο υψηλό 

επίπεδο, χρησιµοποιώντας λύσεις του χαµηλού επιπέδου λόγω µετανάστευσης, 

που όµως στις πρώτες γενιές δεν είναι και τόσο αξιόπιστες. Εποµένως, ίσως είναι 

προτιµότερο στην αρχή να λειτουργεί µόνο το χαµηλό επίπεδο για δύο ή τρεις 

γενιές και έπειτα να ενεργοποιείται και το υψηλό επίπεδο που είναι πιο ακριβό 

από θέµα υπολογιστικού κόστους. 
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Τέλος, στο διάγραµµα 6.9 παρατηρούµε ότι η µέθοδος που εφαρµόστηκε µε τα 

δύο επίπεδα βελτιστοποίησης προσέγγισε το βέλτιστο µέτωπο Pareto της ZDT3 

επιτυχώς. Στα περισσότερα σηµεία τα δύο µέτωπα ταυτίζονται, ενώ στις ίδιες 

αξιολογήσεις η χρήση µόνο εξελικτικού αλγορίθµου υστερεί αισθητά. 

 

 

 

6.2 Απλό πρόβληµα βελτιστοποίησης πτήσης αεροσκάφους 

 
Στο δεύτερο παράδειγµα, βελτιστοποιείται ένα αεροσκάφος που έχει δύο στόχους. 

Πρώτον το βεληνεκές (µέγιστο) και το βάρος καυσίµου που επιδιώκεται να γίνει 

ελάχιστο.  

 

Έτσι, οι στόχοι του προβλήµατος ελαχιστοποίησης που επιλύεται είναι: 

 

R
F

1
1 =                                                      (6.5) 

 

και 

 

R

w
F

fuel=2                                                   (6.6) 

 

Το βεληνεκές R σε m υπολογίζεται από τον τύπο του Breguet: 

 








 +
=
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fuelac

w

ww
kVR ln                                        (6.7) 

 

Όπου η τιµή της σταθεράς k είναι: 

 

D

L

c

c

SFCg
k

⋅
=

1
                                            (6.8) 

 

SFC είναι η ειδική κατανάλωση καυσίµου (Specific Fuel Consumption), την οποία 

ορίσαµε SFC = 2.5 · 10
-5

 kg/N/s. O λόγος των συντελεστών άνωσης και 

οπισθέλκουσας είναι 30=
D

L

c

c
, το βάρος της ατράκτου του αεροσκάφους είναι 

wac=50000 kg και g=9.81 m/s η επιτάχυνση της βαρύτητας. 
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Το πρόβληµα αφορά υποηχητικό αεροσκάφος και οι δυο ελεύθερες µεταβλητές 

που υπάρχουν είναι η ταχύτητα πτήσεως που κυµαίνεται από 280m/s µέχρι 

320m/s και το βάρος καυσίµου κατά την απογείωση που κυµαίνεται από 15 tn 

µέχρι 25 tn. Η εφαρµογή αποτελεί ένα πολύ απλοϊκό πρόβληµα, διότι 

χρησιµοποιήθηκε για τον έλεγχο της µεθόδου πολυκριτηριακής βελτιστοποίησης 

σε συγκεκριµένες παραλλαγές, οπότε χρειαζόταν η γρήγορη σύγκλιση του 

προβλήµατος και η µικρή διάρκεια της κάθε αξιολόγησης. 

 

Ο σκοπός αυτής της εφαρµογής είναι να ελεγχθεί κατά πόσο επηρεάζονται οι 

λύσεις, που προκύπτουν από τη µέθοδο που εφαρµόζουµε, στην περίπτωση που 

υπάρχει µεγάλη διαφορά στην τάξη µεγέθους µεταξύ των δύο στόχων. Επιπλέον, 

ελέγχεται και η επιρροή που έχει στην παράγωγο της συνάρτησης κόστους της 

SPEA2, ο συνυπολογισµός της πύκνωσης των ατόµων µέσα στον πληθυσµό 

(niching), δηλαδή του παράγοντα D(i) όπως αναφέρθηκε στο αντίστοιχο 

κεφάλαιο. 

 

Το πεδίο που σαρώνεται και το αντίστοιχο βέλτιστο µέτωπο Pareto 

παρουσιάζονται στο διάγραµµα 6.10 στο επίπεδο των δύο στόχων. 

 

Όπως και στην προηγούµενη περίπτωση χρησιµοποιούνται δύο επίπεδα 

βελτιστοποίησης, το υψηλό είναι το SQP και το χαµηλό είναι εξελικτικός 

αλγόριθµος µε δέκα (10) γονείς και δέκα (10) παιδιά. Το υψηλό επίπεδο εξελίσσει 

5 άτοµα σε κάθε γενιά και µεταναστεύουν 2 άτοµα στο τέλος της κάθε γενιάς. Ο 

λόγος που επιλέχθηκαν τόσοι µικροί πληθυσµοί είναι για να είναι ευδιάκριτες οι 

επιδράσεις των παρεµβάσεών µας στον αλγόριθµο, καθώς το πρόβληµα συγκλίνει 

πολύ γρήγορα. 
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∆ιάγραµµα 6.10: Απεικόνιση του πεδίου σάρωσης του προβλήµατος στο επίπεδο 

των στόχων και του βέλτιστου µετώπου Pareto. 

 

 

Αρχικά, συγκρίνουµε το κανονικό πρόβληµα µαζί µε δύο παραλλαγές, που στη 

µία ο ένας στόχος είναι πολλαπλασιασµένος µε ένα συντελεστή 10
4
 και στη 

δεύτερη ο συντελεστής αυτός λαµβάνει την τιµή 10
8
. Με αντίστοιχους σταθερούς 

συντελεστές είναι πολλαπλασιασµένες και οι παράγωγοι των συναρτήσεων-

στόχων. Όλες οι υπόλοιπες παράµετροι του προβλήµατος ελαχιστοποίησης 

παραµένουν αµετάβλητες, ώστε να διαπιστωθούν οι αλλαγές που επιφέρει στη 

συµπεριφορά του αλγορίθµου, η συγκεκριµένη τροποποίηση στην τάξη µεγέθους 

των τιµών των συναρτήσεων-στόχων. 

 

Τα διαγράµµατα 6.11, 6.12 και 6.13 ανήκουν στην περίπτωση που ο δεύτερος 

στόχος υπολογίζεται από τον τύπο F2 = wfuel/R. Τα επόµενα τρία διαγράµµατα 

αφορούν την περίπτωση που ο στόχος αυτός είναι πολλαπλασιασµένος µε 10
4
 και 

τέλος στα διαγράµµατα 6.17, 6.18 και 6.19, ο στόχος πολλαπλασιάζεται µε 10
8
. 

 

Μεγάλο 

σταθερό wfuel 

Μικρό 

σταθερό wfuel 
Μεγάλη σταθερή 

ταχύτητα V 

Μικρή σταθερή 

ταχύτητα V 
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∆ιάγραµµα 6.11: Απεικόνιση του πληθυσµού της 2

ης
 γενιάς στο επίπεδο των στόχων, 

µε F2 = wfuel/R. Η µετακίνηση του ατόµου Α στη θέση Β είναι πολύ µεγάλη για να 

είναι µετακίνηση λόγω της παραγώγου της συνάρτησης-στόχου, καθώς υπάρχει 

περιορισµός στο µήκος του διανύσµατος πάνω στο οποίο µετακινείται µια λύση. Το 

άτοµο βρέθηκε εκεί διότι τιµωρήθηκε αν κάποια µεταβλητή ξεπέρασε τα όρια. 

Επίσης στην περίπτωση που η µεταβλητές σχεδιασµού ξεπεράσουν κατά πολύ τα 

όρια (το οποίο καθορίζεται από το χρήστη) µπορεί να αντικατασταθούν τυχαία από 

κάποιο άλλο άτοµο της γενιάς για να µην εγκλωβιστεί η εξελικτική διαδικασία. 

 

 

 

Α 

Β 
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∆ιάγραµµα 6.12: Απεικόνιση του πληθυσµού της 4

ης
 γενιάς στο επίπεδο των στόχων, 

µε F2 = wfuel/R. Η µετακίνηση του ατόµου Ρ σ’ αυτή τη γενιά µπορεί να οφείλεται σε 

κάποια τιµωρία του ατόµου, όπως αναφέρθηκε πριν, αλλά επειδή η µετακίνησή του 

δεν είναι πολύ µεγάλη µπορεί να φταίνε η παράγωγοι της συνάρτησης της SPEA2, 

καθώς υπάρχει γειτονικό άτοµο κοντά και επηρεάζει τη συνάρτηση κόστους της 

SPEA2 λόγω πύκνωσης. 

 

 

Ρ 
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∆ιάγραµµα 6.13: Απεικόνιση του πληθυσµού της 10

ης
 γενιάς στο επίπεδο των 

στόχων, µε F2 = wfuel/R. Η εξελικτική διαδικασία έχει οµαλοποιηθεί και δεν 

υπάρχουν πλέον άτοµα που εξελίσσονται αρνητικά, δηλαδή δεν µετακινούνται σε 

καλύτερες λύσεις. 
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∆ιάγραµµα 6.14: Απεικόνιση του πληθυσµού της 2

ης
 γενιάς στο επίπεδο των δύο 

στόχων, µε F2 = wfuel·10
4
/R. 
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∆ιάγραµµα 6.15: Απεικόνιση του πληθυσµού της 4

ης 
γενιάς στο επίπεδο των δύο 

στόχων, µε F2 = wfuel·10
4
/R. 
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∆ιάγραµµα 6.16: Απεικόνιση του πληθυσµού της 10

ης
 γενιάς στο επίπεδο των δύο 

στόχων µε F2 = wfuel·10
4
/R. 



60 

 

 150000

 152000

 154000

 156000

 158000

 160000

 162000

 164000

 6.4e-08  6.6e-08  6.8e-08  7e-08  7.2e-08  7.4e-08  7.6e-08  7.8e-08

F
2

F1

SQP πριν

SQP µετά

 
∆ιάγραµµα 6.17: Απεικόνιση του πληθυσµού της 2

ης
 γενιάς στο επίπεδο των δύο 

στόχων, µε F2 = wfuel·10
8
/R. 
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∆ιάγραµµα 6.18: Απεικόνιση του πληθυσµού της 4

ης
 γενιάς στο επίπεδο των δύο 

στόχων, µε F2 = wfuel·10
8
/R. 
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∆ιάγραµµα 6.19: Απεικόνιση του πληθυσµού της 10

ης
 γενιάς στο επίπεδο των δύο 

στόχων, µε F2 = wfuel·10
8
/R. 

 

 

Όπως παρατηρούµε, η διαφορά στις τάξεις µεγέθους των συναρτήσεων-στόχων 

επηρεάζει και τη συµπεριφορά του αλγορίθµου από ένα σηµείο και πέρα. Για 

παράδειγµα, όταν οι διαφορά των τάξεων µεγέθους είναι 5 και 9, στις αρχικές 

γενιές η εξέλιξη  του αλγορίθµου είναι πανοµοιότυπη (διαγράµµατα 6.11 και 

6.14). Ενώ όσο προχωρούν οι γενιές διαφοροποιείται. Πολλαπλασιάζοντας µε ένα 

σταθερό όρο τον ένα στόχο, δηλαδή αυξάνοντας τη διαφορά στην τάξη µεγέθους 

τους, οι µετακινήσεις των ατόµων του πληθυσµού είναι πιο έντονες, µε 

αποτέλεσµα να µην είναι και τόσο αξιόπιστες οι λύσεις, καθώς υπάρχει 

µεγαλύτερος κίνδυνος να βρίσκονται εκτός ορίων των µεταβλητών ή των 

περιορισµών. Επιπρόσθετα, όταν η διαφορά δεν είναι πολύ µεγάλη, που αυτό 

µπορεί να ποικίλει από πρόβληµα σε πρόβληµα, η συµπεριφορά του αλγορίθµου 

παρουσιάζει µία σταθερότητα, δηλαδή ίδιες µετακινήσεις ατόµων. 

 

Στη συνέχεια, συγκρίνουµε τα µέτωπα µη κυριαρχούµενων λύσεων σε διάφορες 

γενιές µε και χωρίς τον συνυπολογισµό της γειτνίασης (πύκνωσης) των ατόµων 

στη συνάρτηση κόστους της SPEA2. Οι έλεγχοι γίνονται στο αρχικό πρόβληµα 

που διατυπώθηκε. 
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∆ιάγραµµα 6.20: Απεικόνιση των µετώπων των µη κυριαρχούµενων λύσεων µε και 

χωρίς  τον υπολογισµό του παράγοντα πύκνωσης στην παράγωγο της SPEA2, στις 

70 αξιολογήσεις. 
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∆ιάγραµµα 6.21: Απεικόνιση των µετώπων των µη κυριαρχούµενων λύσεων µε και 

χωρίς  τον υπολογισµό του παράγοντα πύκνωσης στην παράγωγο της SPEA2, στις 

190 αξιολογήσεις. 
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∆ιάγραµµα 6.22: Απεικόνιση των µετώπων των µη κυριαρχούµενων λύσεων µε και 

χωρίς  τον υπολογισµό του παράγοντα πύκνωσης στην παράγωγο της SPEA2, στις 

350 αξιολογήσεις. 

 

 

Είναι φανερό ότι στην περίπτωση που δεν συνυπολογίζεται ο παράγοντας 

πύκνωσης για την εύρεση της παραγώγου της συναρτήσεως κόστους της SPEA2, 

ο αλγόριθµος επιτυγχάνει καλύτερες λύσεις σε λιγότερες αξιολογήσεις. Επιπλέον, 

χωρίς αυτόν τον επιπλέον υπολογισµό επιταχύνεται η διαδικασία. Από την αρχή 

της εξελικτικής διαδικασίας η παραλλαγή που δεν συµπεριλαµβάνει τον 

παράγοντα πύκνωσης κατευθύνεται πιο επιθετικά προς το βέλτιστο µέτωπο 

Pareto, ενώ η άλλη περίπτωση σπαταλά αξιολογήσεις για να απλώσει το µέτωπο 

των µη κυριαρχούµενων λύσεών της. Αυτή τη δουλειά µπορεί να την κάνει µε 

επιτυχία σε ικανοποιητικό βαθµό το χαµηλό επίπεδο, γιατί είναι ακριβό για το 

υψηλό επίπεδο. Όπως φαίνεται και στο διάγραµµα 6.22 οι περισσότερες λύσεις 

χωρίς τον συνυπολογισµό των αποστάσεων από τα γειτονικά τους άτοµα, έχουν 

ταυτιστεί µε το βέλτιστο µέτωπο Pareto του προβλήµατος, ενώ οι λύσεις της 

άλλης περίπτωσης διαφοροποιούνται αισθητά σε κάποια σηµεία. 
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6.3 Βελτιστοποίηση µορφής µεµονωµένης αεροτοµής 

 

Σ’ αυτή την τρίτη περίπτωση εφαρµόζεται η µέθοδος σε µία αεροτοµή και 

µάλιστα χωρίς να συνυπολογίζεται ο παράγοντας πύκνωσης στον υπολογισµό της 

παραγώγου της συνάρτησης κόστους της SPEA2, εφόσον έτσι παρουσιάζει 

καλύτερα αποτελέσµατα όπως προέκυψε στην εφαρµογή 6.2. Βελτιστοποιείται η 

αεροτοµή µε στόχους την ελαχιστοποίηση των: 

 

( )2

,1 tarLL ccF −=                                              (6.9) 

 

και 

 
2

2 DcF =                                                   (6.10) 

 

όπου ο στόχος του συντελεστή άνωσης έχει οριστεί cL,tar = 0.5. Ουσιαστικά 

θέλουµε να επιτύχουµε τη µείωση των απωλειών, δηλαδή του συντελεστή 

οπισθέλκουσας cD, µε ταυτόχρονη διατήρηση του συντελεστή άνωσης στη τιµή 

0.5. 

 

Οι συνθήκες της ροής στο άπειρο για τις οποίες γίνεται η βελτιστοποίηση έχουν 

τις ακόλουθες τιµές:  

 

- ο αριθµός Mach είναι 0.4 

- η γωνία της επ’ άπειρο ταχύτητας είναι 3
ο
 

- και ο αριθµός Reynolds είναι 3·10
6
 

 

Το ρευστό θεωρείται συνεκτικό και το µοντέλο τύρβης µε το οποίο έγιναν οι 

υπολογισµοί είναι το µοντέλο των Spalart–Allmaras. Το µοντέλο τύρβης Spalart–

Allmaras [10, 11] είναι µοντέλο µιας διαφορικής εξίσωσης. Η υπολογιστική του 

σταθερότητα είναι πολύ ικανοποιητική και αρκετά ανταγωνιστική µε µοντέλα που 

χρησιµοποιούν δύο ή και τέσσερις διαφορικές εξισώσεις στο υπολογισµό της 

τύρβης. 

  

Ο αξιολογητής που χρησιµοποιήθηκε έχει δηµιουργηθεί από κώδικα του 

Εργαστηρίου Θερµικών Στροβιλοµηχανών του ΕΜΠ και για την αριθµητική 

επίλυση της ροής γύρω από την αεροτοµή χρησιµοποιεί µη δοµηµένο πλέγµα. 

Επίσης, ο υπολογισµός της παραγώγου της σύνθετης πλέον συνάρτησης των 

συναρτήσεων-στόχων που δηµιουργείται χρησιµοποιώντας τους συντελεστές 

βαρύτητας από την παραγώγιση της SPEA2, γίνεται µε τη συζυγή µέθοδο. 
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Η επίλυση του προβλήµατος, όπως και στα προηγούµενα παραδείγµατα, 

χρησιµοποιεί στο χαµηλό επίπεδο ένα εξελικτικό αλγόριθµο και στο υψηλό την 

αιτιοκρατική µέθοδο SQP. Τα δύο επίπεδα επικοινωνούν σε κάθε γενιά. Το υψηλό 

επίπεδο λαµβάνει 10 άτοµα ενώ το χαµηλό επίπεδο δέχεται 8 άτοµα. 

Επιπρόσθετα, σε κάθε γενιά ο εξελικτικός αλγόριθµος από 15 γονείς δηµιουργεί 

24 απογόνους και το υψηλό επίπεδο εξελίσσει 8 άτοµα. 

 

Υπό κανονικές συνθήκες θα χρειαζόταν να βρεθεί η παράγωγος για τον κάθε 

στόχο ξεχωριστά, για τη λειτουργία του υψηλού επιπέδου. Όµως µε τη χρήση των 

συντελεστών βαρύτητας, που προαναφέρθηκαν συνθέτουµε µία συνάρτηση και 

τελικώς επιλύουµε µία φορά τη συζυγή µέθοδο για την εύρεση των απαιτούµενων 

παραγώγων. Η µορφή της σύνθετης συνάρτησης που χρησιµοποιείται είναι: 

 

( ) 2
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22

,
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∂
Φ∂

=Φ                     (6.11) 

 

Για την επίλυση του προβλήµατος χρησιµοποιήθηκαν επίσης περιορισµοί, τα όρια 

των ελεύθερων µεταβλητών σχεδιασµού. Οι µεταβλητές σχεδιασµού είναι οι 

συντεταγµένες των σηµείων ελέγχου (control points) για τη δηµιουργία του 

σχήµατος της αεροτοµής και κάποιες άλλες παράµετροι. Το πρόβληµα έχει 46 

µεταβλητές σχεδιασµού εκ των οποίων οι 42 είναι οι συντεταγµένες των σηµείων 

ελέγχου για τη δηµιουργία του περιγράµµατος της αεροτοµής, που αποτελείται 

από 321 σηµεία. Παρ’ όλα αυτά οι ελεύθερες µεταβλητές σχεδιασµού είναι 24 και 

κατ’ επέκταση οι περιορισµοί 48. 

 

Ακολούθως, θα παρουσιαστούν τα αποτελέσµατα της εφαρµογής αυτής, σε 

διαγράµµατα |cL-cL,tar| – cD και όχι στο επίπεδο των στόχων, καθώς είναι πιο 

εύκολη η εποπτεία τους. Εκτός από την παρουσίαση των αποτελεσµάτων 

ενδεικτικά σε κάποιες γενιές, θα συγκριθούν επίσης και µε τα αντίστοιχα 

αποτελέσµατα που λαµβάνονται από τη χρήση µόνο εξελικτικού αλγορίθµου. 

Τέλος, απεικονίζονται τρεις λύσεις από το µέτωπο των µη κυριαρχούµενων 

λύσεων και συγκρίνονται µεταξύ τους. 
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∆ιάγραµµα 6.23: Απεικόνιση του πληθυσµού της 17
ης

 γενιάς του υψηλού επιπέδου 

πριν και µετά την εφαρµογή της ντετερµινιστικής µεθόδου βελτιστοποίησης (SQP). 

Το άτοµο Ρ αποτελεί λύση (βελτίωση) κάποιου ατόµου της γενιάς που βρίσκεται στο 

άπειρο, ενώ το άτοµο Q  τιµωρήθηκε και µετακινήθηκε στο άπειρο. Οι µετακινήσεις 

δεν είναι εµφανής διότι δε θα ήταν ευδιάκριτα τα υπόλοιπα άτοµα της γενιάς. Τα 

υπόλοιπα άτοµα της γενιάς που βελτιώθηκαν ανήκουν στο µέτωπο των  µη-

κυριαρχούµενων λύσεων ή τουλάχιστον πολύ κοντά σε αυτό και συνδράµουν στην 

επιτάχυνση της σύγκλισης του προβλήµατος προς το βέλτιστο µέτωπο Pareto. 

 

 

 

P 
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∆ιάγραµµα 6.24: Απεικόνιση του πληθυσµού της 25

ης
 γενιάς του υψηλού επιπέδου 

πριν και µετά την εφαρµογή του SQP. 
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∆ιάγραµµα 6.25: Απεικόνιση του πληθυσµού της 34
ης

 γενιάς του υψηλού επιπέδου 

(περίπου 1000 αξιολογήσεις) πριν και µετά την εφαρµογή της ντετερµινιστικής 

µεθόδου βελτιστοποίησης. 
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Παρατηρώντας τους πληθυσµούς του υψηλού επιπέδου πριν και µετά την 

λειτουργία του SQP, διαπιστώνουµε ότι αρκετές λύσεις βρίσκονται πολύ κοντά 

στο cL = 0.5 που είναι και ο στόχος, για διάφορες τιµές του cD. Αυτό οφείλεται, 

στο γεγονός ότι προς τα εκεί θέλουµε να κατευθύνουµε τον αλγόριθµο. Επίσης, 

κάποια άτοµα που εµφανίζονται στον πληθυσµό χωρίς να φαίνεται ότι έχουν 

κάποια άµεση σχέση µε άλλα άτοµα είναι διότι το σηµείο από το οποίο ξεκίνησαν 

εντοπίζεται στο θεωρητικό άπειρο, το οποίο δεν µπορούσε να απεικονιστεί στα 

διαγράµµατα. 

 

Στην περίπτωση που συνυπολογιζόταν και ο παράγοντας πύκνωσης για την 

εύρεση της παραγώγου της συνάρτησης κόστους της SPEA2, πιθανότατα ο 

πληθυσµός θα ήταν πιο οµοιόµορφος και δεν θα παρουσίαζε πυκνώµατα και 

αραιώµατα όπως συµβαίνει εδώ. Παρ’ όλα αυτά, όπως αποδείχθηκε στην 

προηγούµενη εφαρµογή, µε αυτό τον τρόπο επιτυγχάνονται καλύτερες λύσεις 

ταχύτερα. 

 

Στη συνέχεια, συγκρίνουµε τα µέτωπα των µη κυριαρχούµενων λύσεων του 

διεπιπέδου και του µονοεπιπέδου και συνθέτουµε ένα ολικό µέτωπο Pareto από 

αυτά τα δύο. 
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∆ιάγραµµα 6.26: Σύγκριση των µετώπων µη κυριαρχούµενων λύσεων της 

µονοεπίπεδης βελτιστοποίησης µε ΕΑ και της πολυεπίπεδης βελτιστοποίησης µε ΕΑ 

και SQP στις 1000 περίπου αξιολογήσεις και τα δύο. 
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∆ιάγραµµα 6.27: Τα δύο µέτωπα Pareto και η σύνθεση ενός ολικού µετώπου µη 

κυριαρχούµενων λύσεων από τα άλλα δύο. 
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∆ιάγραµµα 6.28: Το µέτωπο Pareto που προκύπτει από το συνδυασµό των µετώπων 

του ΕΑ µε συµµετοχή 3 ατόµων και του πολυεπιπέδου  µε συµµετοχή  26 ατόµων. 
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Εποµένως, γίνεται φανερό από τα παραπάνω διαγράµµατα ότι στις 1000 περίπου 

αξιολογήσεις, η πολυεπίπεδη έρευνα υπερτερεί σε σχέση µε την περίπτωση λύσης 

του προβλήµατος µε εξελικτικούς αλγορίθµους. Στο διάγραµµα 6.26, το µέτωπο 

των µη κυριαρχούµενων λύσεων του διεπιπέδου έχει µεγαλύτερο εύρος τιµών. 

Έχει επιτύχει πολύ καλές τιµές για το συντελεστή οπισθέλκουσας, σε βάρος 

βέβαια του συντελεστή άνωσης που αποκλίνει αρκετά από το επιθυµητό, δηλαδή 

cL,tar = 0.5. Όµως, σε ένα πρόβληµα πολλών στόχων η βέλτιστη λύση επιλέγεται 

µέσα από το τελικό µέτωπο Pareto, γι’ αυτό και είναι επιθυµητή η όσο το δυνατόν 

µεγαλύτερη ποικιλία επιλογών. Αντίθετα, το µονοεπίπεδο πιθανότατα 

εγκλωβίστηκε σε λύσεις που πλησιάζουν περισσότερο τον cL,tar. Έτσι, µε 

περιορισµένο το πεδίο στο οποίο έψαχνε λύσεις (µε πιο συγκεντρωµένο 

πληθυσµό), είχε τη δυνατότητα να εξελίξει κάποιες καλύτερα από το διεπίπεδο, οι 

οποίες όµως ήταν µόνο τρεις που κατάφεραν να συµπεριληφθούν στο 

συνδυασµένο Pareto. Γενικότερα, το νέο Pareto αποτελείται κατά 89.66% από το 

µέτωπο Pareto του διεπιπέδου και κατά 10.34% από το µέτωπο του EA. 

 

Έπειτα, επιλέγουµε τρεις λύσεις από το συνδυασµένο µέτωπο Pareto και τις 

συγκρίνουµε ως προς το σχήµα της αεροτοµής και την κατανοµή του συντελεστή 

πίεσης cP πάνω στην αεροτοµή. 

 

 

 
∆ιάγραµµα 6.29: Επιλογή τριών ενδεικτικών ατόµων για την απεικόνιση του 

σχήµατος της αεροτοµής. 
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∆ιάγραµµα 6.30: Απεικόνιση του σχήµατος της πρώτης αεροτοµής. 
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∆ιάγραµµα 6.31: Η κατανοµή του cp κατά µήκος της πρώτης αεροτοµής. 
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∆ιάγραµµα 6.32: Απεικόνιση του σχήµατος της 17
ης

 λύσης που ανήκει στο µέτωπο 

Pareto. 
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∆ιάγραµµα 6.33: Η κατανοµή του cp κατά µήκος της 17
ης

 λύσης του µετώπου 

Pareto. 
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∆ιάγραµµα 6.34: Απεικόνιση του σχήµατος της 28
ης

 λύσης που ανήκει στο µέτωπο 

Pareto. 
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∆ιάγραµµα 6.35: Η κατανοµή του cp κατά µήκος της 28
ης

 λύσης του µετώπου 

Pareto. 

 



74 

 

-0.06

-0.04

-0.02

 0

 0.02

 0.04

 0.06

 0.08

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

1η Αεροτοµή

2η Αεροτοµή

3η Αεροτοµή

 
∆ιάγραµµα 6.36: Σύγκριση της µορφής των τριών αεροτοµών χωρίς κλίµακα. 

 

 

Συγκρίνοντας τα παραπάνω διαγράµµατα, παρατηρούµε ότι η µορφή της πρώτης 

αεροτοµής που έχει και το µεγαλύτερο συντελεστή οπισθέλκουσας είναι η πιο 

ογκώδης από τις τρεις. Αντίθετα, η αεροτοµή µε το µικρότερο συντελεστή 

οπισθέλκουσας cD, αλλά και τη µεγαλύτερη απόκλιση από το επιθυµητή τιµή για 

το συντελεστή άνωσης cL,tar = 0.5, είναι πιο µικρή στην πλευρά υποπίεσης της 

αεροτοµής. Απ’ ότι φαίνεται για να µειωθεί ο συντελεστής οπισθέλκουσας πρέπει 

να λεπτύνει η αεροτοµή από την πλευρά της υποπίεσης. 

 

Επίσης, η πρώτη αεροτοµή έχει τις µεγαλύτερες διαφορές πιέσεων µεταξύ 

πλευράς υπερπίεσης και υποπίεσης. Το γεγονός αυτό είναι λογικό, καθώς έχουν 

και το µεγαλύτερο συντελεστή άνωσης που πλησιάζει πολύ το cL,tar. Ενώ η τρίτη 

αεροτοµή, παρουσιάζει τη µικρότερη διαφορά πίεσης, ειδικά λίγο πριν την εκφυγή 

της ροής από τη γεωµετρία της, που είναι ακόµα και µηδενική. Αυτό δικαιολογεί 

και το ότι έχει το µικρότερο συντελεστή άνωσης. 

 

Έτσι, η δεύτερη αεροτοµή που αναλύθηκε, παρουσιάζει χαρακτηριστικά και από 

τις δύο άλλες αεροτοµές, αφού βρίσκεται στο µέσο του µετώπου Pareto των 

λύσεων του προβλήµατος. Η πλευρά της υποπίεσης πλησιάζει τη µορφή της 

τρίτης αεροτοµής καθώς έχουν και κοντινότερους συντελεστές οπισθέλκουσας, 

ενώ για να παρουσιάζει µεγαλύτερο συντελεστή άνωσης η πλευρά υπερπίεσής της 

προσεγγίζει τη µορφή της πρώτης αεροτοµής που έχει πιο οµαλή καµπύλη απ’ ότι 

στην τρίτη αεροτοµή. 
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6.4 Βελτιστοποίηση αεροτοµής σταθερής πτερύγωσης συµπιεστή 

 

Στο  τελευταίο αυτό παράδειγµα, βελτιστοποιείται η µορφή µιας αεροτοµής 

σταθερής 2∆ πτερύγωσης συµπιεστή. Οι στόχοι αυτού  του προβλήµατος είναι η 

ελαχιστοποίηση των: 

 

outtint ppF ,,1 −=                                             (6.12) 

 

και 

 

( )2

22
2

1
taaF −=                                             (6.13) 

 

Οι υπολογισµοί αφορούν ουσιαστικά τη µέση ολική πίεση και τη µέση γωνία 

εξόδου της ροής. ∆ηλαδή, επιδιώκεται η ελαχιστοποίηση της πτώσης της ολικής 

πίεσης και η επίτευξη γωνίας εξόδου της ροής αt = 26.2
o
. Επιπλέον, οι συνθήκες 

της ροής στο άπειρο παίρνουν τις τιµές: η γωνία εισόδου της ροής είναι 47
ο
, ο 

αριθµός Reynolds είναι 10
6
 και ο αριθµός Mach στην έξοδο είναι 0.4557. 

 

Η επίλυση του προβλήµατος, όπως και στις προηγούµενες εφαρµογές γίνεται µε 

χρήση της πολυεπίπεδης έρευνας, µε δύο επίπεδα βελτιστοποίησης. Στο υψηλό 

επίπεδο έχουµε την αιτιοκρατική µέθοδο SQP και στο χαµηλό επίπεδο ένα 

εξελικτικό αλγόριθµο. Τα δύο επίπεδα επικοινωνούν µεταξύ τους ανά µία γενιά, 

λαµβάνοντας 10 και 7 άτοµα αντιστοίχως το υψηλό και το χαµηλό επίπεδο. 

 

Το πρόβληµα έχει 32 µεταβλητές σχεδιασµού, εκ των οποίων έξι είναι ελεύθερες 

και ακόµα έχει ως περιορισµούς  τα όρια των  µεταβλητών αυτών. Ο εξελικτικός 

αλγόριθµος από 20 γονείς σε κάθε γενιά δηµιουργεί 60 απογόνους και το υψηλό 

επίπεδο εξελίσσει 10 άτοµα. 

 

Ο αξιολογητής που αναπτύχθηκε από το Εργαστήριο Θερµικών Στροβιλοµηχανών 

του ΕΜΠ, δηµιουργεί και λύνει τη ροή σε ένα µη δοµηµένο πλέγµα τριγωνικών 

στοιχείων και χρησιµοποιεί το µοντέλο τύρβης Spalart-Allmaras. Επίσης, 

ακολουθείται η ίδια διαδικασία για τον υπολογισµό των παραγώγων των 

συναρτήσεων-στόχων, συνθέτοντας τις δύο αυτές συναρτήσεις σε µία, µε τη 

βοήθεια των συντελεστών βαρύτητας που προκύπτουν από την παραγώγιση της 

συνάρτησης κόστους της µεθόδου SPEA2. 
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Η µορφή της σύνθετης συνάρτησης Φ που προκύπτει από την ένωση των δύο 

συναρτήσεων-στόχων του προβλήµατος µε τη βοήθεια των συντελεστών 

βαρύτητας της προηγούµενης γενιάς του ΕΑ είναι: 
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Στην παρούσα εφαρµογή, θα ελεγχθούν οι µετακινήσεις των ατόµων που 

εξελίσσονται στο υψηλό επίπεδο και πόσα από αυτά επηρεάζουν την πορεία του 

χαµηλού επιπέδου µετά τη µετανάστευσή τους. ∆εν γίνονται όλα τα άτοµα 

αποδεκτά από το χαµηλό επίπεδο καθ’ ότι επαναξιολογούνται πριν ενταχθούν 

στον πληθυσµό του. 

 

Αρχικά, παρουσιάζεται η εξέλιξη των ατόµων του υψηλού επιπέδου σε διάφορες 

γενιές που όµως είναι οριοθετηµένος ο άξονας των x να παίρνει τιµές από το 

0.004 έως το 0.005. Γίνονται και εξελίξεις ατόµων εκτός των ορίων αυτών, αλλά 

επειδή είναι σε πολύ µεγάλη απόσταση από τα υπόλοιπα άτοµα της γενιάς  δεν 

δίνουν τη δυνατότητα να είναι ευδιάκριτες οι µετακινήσεις των πιο καλών 

λύσεων. Ενδεικτικά παρουσιάζουµε τον πληθυσµό της 4
ης

 γενιάς και µε τις 

παραλλαγές του διαγράµµατος. 
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∆ιάγραµµα 6.37: Απεικόνιση της 4

ης 
γενιάς του υψηλού επιπέδου πριν και µετά την 

εφαρµογή του SQP. 
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∆ιάγραµµα 6.38: Κοντινότερη απεικόνιση του διαγράµµατος 6.37. 
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∆ιάγραµµα 6.39: Απεικόνιση της 8

ης
 γενιάς του SQP, πριν και µετά την εφαρµογή 

του. 
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∆ιάγραµµα 6.40: Απεικόνιση της 10

ης
 γενιάς του υψηλού επιπέδου. 
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∆ιάγραµµα 6.41: Απεικόνιση της 20

ης
 γενιάς του SQP. 

 

 

Όπως παρατηρούµε το πρόβληµα έχει επιτύχει αρκετά γρήγορα καλές λύσεις και 

όσο εξελίσσονται οι γενιές επεκτείνει κυρίως το εύρος του µετώπου των µη 

κυριαρχούµενων λύσεων. Κάποιες λύσεις φαίνεται να χειροτερεύουν είτε ως προς 

τον ένα στόχο είτε και ως προς τους δύο. Το γεγονός αυτό µπορεί να οφείλεται 

στις παραγώγους των συναρτήσεων-στόχων ή µπορεί να ξεπερνούν τα όρια των 

µεταβλητών και να τιµωρούνται. Στα διαγράµµατα αυτά απεικονίζονται οι αρχικές 

και οι τελικές θέσεις των ατόµων σε κάθε γενιά. 

 

Στη συνέχεια, παρουσιάζουµε τα άτοµα που συµπεριλαµβάνονται στον πληθυσµό 

του εξελικτικού αλγορίθµου σε κάθε γενιά και προέρχονται από τη µετανάστευση 

από το υψηλό επίπεδο. 
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∆ιάγραµµα 6.42: Απεικόνιση του πληθυσµού του ΕΑ και των ατόµων που έλαβε από 

το υψηλό επίπεδο µετά το πέρας της 7
ης

 γενιάς. 
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∆ιάγραµµα 6.43: Απεικόνιση του πληθυσµού του ΕΑ και των ατόµων που έλαβε από 

το υψηλό επίπεδο µετά το πέρας της 10
ης

 γενιάς. 
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∆ιάγραµµα 6.44: Απεικόνιση του πληθυσµού του ΕΑ και των ατόµων που έλαβε από 

το υψηλό επίπεδο µετά το πέρας της 13
ης

 γενιάς. 

 

 

Το χαµηλό επίπεδο υπάρχει περίπτωση να µην αποδεχτεί όλα τα άτοµα που 

στέλνονται από το υψηλό επίπεδο και αυτό γίνεται φανερό στα παραπάνω 

διαγράµµατα, όπου είναι διπλά στιγµατισµένα τα άτοµα που έχουν ενσωµατωθεί 

στον πληθυσµό του εξελικτικού αλγορίθµου. Αντιθέτως, τα άτοµα που είναι 

µαρκαρισµένα µόνο µε ένα σταυρό, είναι αυτά τα οποία στάλθηκαν από το υψηλό 

επίπεδο (SQP), αλλά µετά την επαναξιολόγησή τους από το χαµηλό επίπεδο δεν 

έγιναν αποδεκτά. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι για να διαδραµατίσουν ρόλο 

στο πληθυσµό του γενετικού αλγορίθµου, θα πρέπει να αντικαταστήσουν άτοµα 

που βρίσκονται στο σύνολο των επιλέκτων του Se,2, διαφορετικά φαίνεται ότι 

απορρίπτονται από τον ΕΑ. 
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Κεφάλαιο 7 

 

Συµπεράσµατα 

 

 
Στην παρούσα διπλωµατική εργασία, προτείνεται, προγραµµατίζεται και 

αξιολογείται µια υβριδική µέθοδος διεπίπεδης πολυκριτηριακής βελτιστοποίησης, 

που βασίζεται στους εξελικτικούς αλγορίθµους και ως αιτιοκρατική µέθοδο 

ανίχνευσης χρησιµοποιείται, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ο ακολουθιακός 

τετραγωνικός προγραµµατισµός (SQP). Η λειτουργία του εξελικτικού αλγορίθµου 

ενισχύεται από τη χρήση της τεχνικής που βασίζεται στην κλίση, βελτιώνοντας 

µέλη του τρέχοντος πληθυσµού και έτσι ενισχύεται η σύγκλιση. Η πρωτοτυπία της 

εργασίας είναι ότι, για λόγους οικονοµίας σε υπολογιστικό κόστος, αντί να 

υπολογιστούν ξεχωριστά οι παράγωγοι των συναρτήσεων στόχων, υπολογίζεται 

απευθείας η παράγωγος της συνάρτησης κόστους Φ, η οποία ποσοτικοποιεί την 

κυριαρχία και τη γειτνίαση των µελών του τρέχοντος πληθυσµού. Για να γίνει 

αυτό εφικτό, παραγωγίζεται η συνάρτηση κόστους της µεθόδου SPEA2, αφού 

πρώτα προσεγγιστεί η παράγωγος της βηµατικής συνάρτησης. Έτσι, τελικά 

επιτυγχάνεται, χρησιµοποιώντας «παγωµένη πληροφορία» για το Φ, η κλήση της 

συζυγούς µεθόδου µόνο µία φορά ανεξαρτήτως του πλήθους των συναρτήσεων-

στόχων του προβλήµατος βελτιστοποίησης.  

 

Όπως φάνηκε από τα αποτελέσµατα, η προτεινόµενη υβριδική µέθοδος που 

χρησιµοποιήθηκε παρουσιάζει πολύ καλά αποτελέσµατα στις εφαρµογές που 

έγιναν. Παρ’ όλο που λαµβάνει ως συντελεστές βαρύτητας τις «παγωµένες» 

παραγώγους της SPEA2, δηλαδή αυτές που αντιστοιχούν στον προηγούµενο 

πληθυσµό, το τελικό αποτέλεσµα είναι βελτιωµένο αρκετά σε σχέση µε τη 

λειτουργία µόνο του εξελικτικού αλγορίθµου. 

 

Επιπρόσθετα, αυτό που διαπιστώθηκε από τη µελέτη αυτής της υβριδικής µεθόδου 

είναι ότι παρουσιάζει καλύτερη συµπεριφορά, δηλαδή πιο γρήγορη µετακίνηση 

των ατόµων προς το βέλτιστο Pareto του προβλήµατος, όταν για τον υπολογισµό 

της παραγώγου της SPEA2 δεν συµπεριλαµβάνεται στη συνάρτηση κόστους και ο 

όρος για την πύκνωση των ατόµων. Ο λόγος είναι ότι δίνεται περισσότερη 

βαρύτητα στο να αποµακρυνθούν τα άτοµα µεταξύ τους και χάνεται ο απώτερός 

µας στόχος που είναι να εµφανίσουν γρηγορότερα καλύτερες λύσεις. Ο όρος της 

πύκνωσης συµπεριλαµβάνεται στη συνάρτηση κόστους της SPEA2, που 

λειτουργεί ικανοποιητικά στο επίπεδο του εξελικτικού αλγορίθµου και 

ταυτόχρονα δεν επηρεάζει άµεσα την εξελικτική διαδικασία του SQP. 
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Επιπλέον, στα προβλήµατα πολλών στόχων, είναι προτιµότερο, όπως 

διαπιστώθηκε, οι συναρτήσεις-στόχοι να λαµβάνουν τιµές που να είναι περίπου 

στην ίδια τάξη µεγέθους ή τουλάχιστον να µην έχουν πολλές τάξεις µεγέθους 

διαφορά. Αυτό κυρίως εξαρτάται και από το πρόβληµα το οποίο επιλύεται. Σε 

διαφορετική περίπτωση πρέπει να πολλαπλασιαστεί ο ένας από τους δύο στόχους 

µε κατάλληλο συντελεστή, ώστε να µειωθεί η µεγάλη διαφορά στην τάξη 

µεγέθους των τιµών των στόχων. Η διπλωµατική αυτή εργασία περιορίστηκε στον 

έλεγχο αυτού του ενδεχοµένου, σε περίπτωση που δηµιουργεί επιπλοκές στη 

εύρυθµη λειτουργία του αλγορίθµου και όχι στη βέλτιστη ρύθµιση αυτού του 

παράγοντα. 

 

Χρησιµοποιώντας την αποκτηθείσα γνώση από τις παραπάνω εφαρµογές, 

εφαρµόστηκε η υβριδική αυτή µέθοδος και σε δύο προβλήµατα αεροδυναµικής, 

όπως αναλύθηκαν σε προηγούµενο κεφάλαιο.  

 

Επειδή, σκοπός µας ήταν ο έλεγχος της µεθόδου και καθώς τα προβλήµατα αυτά 

είναι πολύ απαιτητικά σε υπολογιστικό κόστος, τέθηκε ως όριο της 

βελτιστοποίησης οι 1000 αξιολογήσεις για την κάθε εφαρµογή, που παρέχουν µια 

πολύ καλή εποπτεία για την πορεία της προτεινόµενης υβριδικής µεθόδου που 

χρησιµοποιήθηκε. Το όριο των 1000 αξιολογήσεων ταυτόχρονα γίνεται και σε 

αποδεκτό χρονικό διάστηµα, χρησιµοποιώντας κατάλληλη συστοιχία υπολογιστών 

(cluster), που διαθέτει το Εργαστήριο Θερµικών Στροβιλοµηχανών του ΕΜΠ. 

 

Παρόλα αυτά, ως µειονέκτηµα της προτεινόµενης υβριδικής µεθόδου µπορεί να 

θεωρηθεί ότι δε µπορεί να λειτουργήσει όταν δεν µπορούν να συνδυαστούν οι 

στόχοι του προβλήµατος βελτιστοποίησης. Για παράδειγµα, αν η βελτιστοποίηση 

γίνεται σε διαφορετικές αρχικές συνθήκες της ροής, αναγκαστικά θα πρέπει να 

επιλυθούν οι συναρτήσεις-στόχοι και να βρεθεί η παράγωγός τους µε 

διαφορετικές κλήσεις της συζυγούς µεθόδου. Επιπλέον, στην περίπτωση που δεν 

υπάρχει δυνατότητα χρήσης της συζυγούς µεθόδου, η υβριδική µέθοδος αυτή 

είναι δύσκολο να εφαρµοστεί και ιδιαίτερα στις περιπτώσεις που αφορούν 

εµπορικό κώδικα, καθώς απαιτούνται παρεµβάσεις στον κώδικα αξιολόγησης για 

να µπορεί να λειτουργήσει.  

 

Τέλος, µε βάση τα παραπάνω, αναδεικνύεται ότι οι υβριδικές µέθοδοι 

βελτιστοποίησης µπορούν να υιοθετήσουν τα πλεονεκτήµατα των επί µέρους 

µεθόδων και να αποδίδουν καλύτερα στις διάφορες εφαρµογές τους. Πιο 

συγκεκριµένα, η µέθοδος που περιγράφηκε δίνει τη δυνατότητα µείωσης του 

υπολογιστικού κόστους σε προβλήµατα πολυκριτηριακής βελτιστοποίησης µε 

πολύ ικανοποιητικά αποτελέσµατα. 
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Παράρτηµα 1 

 

∆ιάγραµµα Ροής της Προτεινόµενης Μεθόδου 

 
Στο παράρτηµα αυτό παρουσιάζεται αναλυτικά ο αλγόριθµος βελτιστοποίησης 

που προτάθηκε, προγραµµατίσθηκε και δοκιµάσθηκε. ∆ίνονται διαγράµµατα ροής 

και για τα δύο επίπεδα βελτιστοποίησης που χρησιµοποιεί η προτεινόµενη 

υβριδική µέθοδος, µε έµφαση στην επικοινωνία τους.  

 

Αρχικά, παρουσιάζεται ένα γενικό διάγραµµα ροής το οποίο ισχύει για κάθε 

επίπεδο βελτιστοποίησης. Σηµειώνεται ότι, οποιαδήποτε παρέκκλιση από το 

διάγραµµα αυτό δεν θα ήταν τεχνικά εφικτή, λόγω της απόφασης να 

χρησιµοποιηθεί το λογισµικό EASY (http://147.102.55.162/EASY/) του 

ΕΘΣ/ΕΜΠ ως το πλαίσιο ανάπτυξης της διπλωµατικής αυτής. Άρα, το διάγραµµα  

ροής που προαναφέρθηκε είναι, πρακτικά, το διάγραµµα ροής του EASY όταν 

αυτός χρησιµοποιείται µε πολυεπίπεδο τρόπο (multilevel mode). Αυτό δεν 

σηµαίνει κατ’ ανάγκη ότι αυτός είναι ο καλύτερος τρόπος να υλοποιηθεί η 

προτεινόµενη µέθοδος, σηµαίνει όµως ότι η υλοποίησή της θα χρησιµοποιούσε 

στο µέγιστο βαθµό «έτοιµες» και δοκιµασµένες υποδοµές που εµπεριέχονται στον 

EASY. Εξάλλου, το να υλοποιηθεί η µέθοδος µε τον ίδιο τρόπο που θα 

χρησιµοποιούσε ένας µηχανικός της βιοµηχανίας και χρήστης του EASY ήταν 

απόφαση που ελήφθη ξεκινώντας τη διπλωµατική αυτή εργασία. 

 

Στη συνέχεια, αναλύονται τα βήµατα λειτουργίας του υψηλού (βασισµένου στην 

αιτιοκρατική µέθοδο – θα συµβολίζεται µε 1) και του χαµηλού (βασισµένου στον 

ΕΑ – θα συµβολίζεται µε 2) επιπέδου, σύµφωνα µε το «σπάταλο» τρόπο 

διαχείρισης πολυκριτηριακών προβληµάτων βελτιστοποίησης (µε υβριδική-

πολυεπίπεδη µεν µέθοδο,  αλλά µε Μ κλήσεις της συζυγούς µεθόδου για την 

εύρεση των παραγώγων των Μ συναρτήσεων-στόχων, ως προς τις µεταβλητές 

σχεδιασµού του προβλήµατος).  

 

Το παράρτηµα ολοκληρώνεται παρουσιάζοντας (στη βάση των προηγούµενων, αν 

µη τι άλλο µε σκοπό την ευκολία στη σύγκριση των αλγορίθµων και την εύκολη 

κατανόηση των διαφορών τους) τον οικονοµικό αλγόριθµο που προτείνεται και 

υλοποιείται στην παρούσα διπλωµατική εργασία. 

 

Το σύνολο του περιεχοµένου αυτού του παραρτήµατος αναφέρεται στην 

πολυκριτηριακή βελτιστοποίηση, µε Μ συναρτήσεις στόχους Fi. Προφανώς, 

µπορεί «προσεκτικά» να καλύψει και µονοκριτηριακά προβλήµατα, αλλά το θέµα 

δεν αφορά την παρούσα διπλωµατική εργασία. Επίσης, υποθέτουµε ότι για τον 

υπολογισµό των Μ συναρτήσεων Fi χρειάζεται µια κλήση στο λογισµικό λ.χ. 
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επίλυσης ενός πεδίου ροής. Για παράδειγµα, µια κλήση στο λογισµικό επίλυσης 

των εξισώσεων Navier-Stokes, για συγκεκριµένες συνθήκες ροής, θα δώσει όλα 

τα Fi (άνωση, οπισθέλκουσα και κάθε άλλο µέγεθος που λ.χ. αποτελεί τους 

στόχους στην εξωτερική αεροδυναµική – ή τη στροφή της ροής και τις απώλειες 

ολικής πίεσης αν αναφερόµαστε σε πτερυγώσεις στροβιλοµηχανών). 

 

Με άλλα λόγια, η προτεινόµενη µέθοδος, στην τρέχουσα µορφή της, δεν καλύπτει 

λ.χ. το πρόβληµα αεροδυναµικού σχεδιασµού σε πολλά σηµεία λειτουργίας, όπου 

για κάθε σηµείο λειτουργίας (για κάθε σύνολο συνθηκών ροής) θα έπρεπε να 

καλείται εκ νέου ο επιλύτης της ροής. 

 

Όπως συνηθίζεται, το υπολογιστικό κόστος µετράται σε ισοδύναµες αξιολογήσεις, 

δηλαδή σε αριθµό κλήσεων του λογισµικού επίλυσης των εξισώσεων ροής ή των 

συζυγών τους. Και τα δύο αυτά θεωρούνται ότι έχουν το ίδιο κόστος.  

 

 

Π.1.1 Γενικό διάγραµµα ροής για κάθε επίπεδο (i) 

 

Στη γενική µορφή του διαγράµµατος ροής για κάθε επίπεδο (δείκτης i) 

χρησιµοποιούνται οι συµβολισµοί Sµ,i
 
για το σύνολο των γονέων (του επιπέδου), 

Sλ,i για το σύνολο των απογόνων (του επιπέδου) και Se,i το σύνολο των επιλέκτων 

(του επιπέδου – υπενθυµίζεται ότι το πόσους επίλεκτους συγκρατεί και 

αρχειοθετεί κάθε επίπεδο καθορίζεται από το χρήστη). Αν το επίπεδο 

χρησιµοποιεί ΕΑ, η έννοια και η χρήση των παραπάνω είναι προφανής. Αν το 

επίπεδο χρησιµοποιεί µια αιτιοκρατική µέθοδο βελτιστοποίησης (εδώ SQP, γενικά 

όµως οποιαδήποτε µέθοδο της κατηγορίας αυτής), ως απογόνους χαρακτηρίζουµε 

τα άτοµα που βελτιώνονται τοπικά για να υπάρχει παραλληλισµός µε την 

ορολογία των εξελικτικών αλγορίθµων. 

 

Μηδενικό βήµα της βελτιστοποίησης είναι η αρχικοποίηση του πληθυσµού. 

∆ίνονται τυχαίες τιµές στις µεταβλητές σχεδιασµού των λi απογόνων από το πεδίο 

ορισµού τους και αυτές αντιστοιχούν στη λεγόµενη µηδενική γενιά του 

αλγορίθµου (δείκτης g=0).  

 

Στο πρώτο βήµα, αξιολογούνται τα λi άτοµα, επιλύοντας λ.χ. αριθµητικά τις 

εξισώσεις Navier-Stokes σε ένα αεροδυναµικό πρόβληµα και υπολογίζοντας για 

καθένα τις Μ τιµές των συναρτήσεων στόχων του πολυκριτηριακού προβλήµατος. 

Αν το επίπεδο χρησιµοποιεί αιτιοκρατική µέθοδο βελτιστοποίησης, στην 

αξιολόγηση περιλαµβάνεται και η διαδικασία υπολογισµού των παραγώγων των 

συναρτήσεων-στόχων µε κλήση του λογισµικού της συζυγούς µεθόδου. Αν 

υποτεθεί ότι τα λi άτοµα είναι διαφορετικά µεταξύ τους και κανένα από αυτά δεν 

µπορεί να βρεθεί στην πάντα συντηρούµενη βάση δεδοµένων (Β∆ µε τις 
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προηγουµένως αξιολογηθέντα άτοµα), τότε αυτό το βήµα στοιχίζει λi 

αξιολογήσεις (για EA) ή 2λi ισοδύναµες αξιολογήσεις (για αιτιοκρατική µέθοδο). 

 

Στο δεύτερο βήµα, τα λi αξιολογηµένα άτοµα µαζί µε τα άτοµα του συνόλου των 

επιλέκτων Se,i  και µε τα άτοµα του συνόλου των γονέων Sµ,i κατατάσσονται µε τη 

µέθοδο SPEA2 και ανανεώνεται το Se,i . Με την ολοκλήρωση του βήµατος αυτού, 

σε κάθε άτοµο που συµµετείχε στη διαδικασία της SPEA2 έχει ανατεθεί µια τιµή 

της βαθµωτής συνάρτησης κόστους Φi. 

 

Στο τρίτο βήµα, πραγµατοποιείται αµφίδροµη µετανάστευση µεταξύ των 

επιπέδων. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, ας υποτεθεί ότι υπάρχουν µόνο δύο 

επίπεδα, όπως εξάλλου γίνεται πάντα στην παρούσα εργασία. Η επιλογή των 

ατόµων ρi που αποστέλλονται στο άλλο επίπεδο γίνεται από το τρέχον σύνολο των 

επιλέκτων Se,i. Την ίδια στιγµή, όσα άτοµα φτάνουν στο τρέχον επίπεδο i,  

επαναξιολογούνται (συµπεριλαµβάνοντας και την εύρεση της παραγώγου για τις 

αιτιοκρατικές µεθόδους βελτιστοποίησης, µε κλήση της συζυγούς µεθόδου). Η 

επαναξιολόγηση δεν είναι απαραίτητη στο επίπεδο του εξελικτικού αλγορίθµου 

αφού ο αλγόριθµος του υψηλού επιπέδου, µαζί µε τις τιµές των µεταβλητών 

σχεδιασµού, στέλνει και τις αντίστοιχες τιµές των συναρτήσεων-στόχων.  

 

Στο τέταρτο βήµα, µε τη µέθοδο SPEA2, κατατάσσονται όλα τα αξιολογηµένα 

άτοµα (δηλαδή Sλ,i, Sµ,i, Se,i και τα ρi που µόλις ήρθαν και αξιολογήθηκαν) στη 

λογική του µετώπου Pareto, ανανεώνεται για δεύτερη φορά το Se,i και 

υπολογίζονται νέες τιµές της συνάρτησης κόστους Φ.  

 

Στο πέµπτο και τελευταίο βήµα, αν στο επίπεδο χρησιµοποιείται ΕΑ, επιλέγονται 

τα άτοµα που θα αποτελέσουν το σύνολο των γονέων Sµ,i για την επόµενη γενιά. 

Αυτά µπορούν να προέρχονται από τα σύνολα των απογόνων Sλ,i, των επιλέκτων 

Se,i και το σύνολο των προηγούµενων γονέων Sµ,i. Με διαθέσιµο το σύνολο 

γονέων, ενεργοποιείται η διαδικασία δηµιουργίας νέων απογόνων. Αυτό 

µεταφράζεται, για τον ΕΑ, ως η διαδικασία αναπαραγωγής (διασταύρωση, 

µετάλλαξη, κτλ.), ενώ για την αιτιοκρατική µέθοδο βελτιστοποίησης αντιστοιχεί 

στην εφαρµογή της µεθόδου της καθόδου (SQP, steepest descent κλπ, που θα 

επιλέξει ο χρήστης – ο ίδιος ο χρήστης θα επιλέξει πόσα βήµατα της µεθόδου 

καθόδου, ανά άτοµο, πρέπει να γίνουν). Για την αιτιοκρατική µέθοδο 

βελτιστοποίησης, βελτιώνονται τοπικά λi άτοµα. Το βήµα αυτό δεν χρειάζεται 

επιλύσεις ροής ή κλήσεις της συζυγούς µεθόδου γιατί, µε βάση τα προηγούµενα, 

για κάθε άτοµο έχουν αποθηκευτεί και οι τιµές Fi και οι παράγωγοι grad(Fi).  

 

Ο αλγόριθµος εξέλιξης που περιγράφηκε συνεχίζει επαναληπτικά τη διαδικασία 

από το πρώτο βήµα της αξιολόγησης των ατόµων  του συνόλου Sλ,i, µέχρι να 

ικανοποιηθεί κάποιο κριτήριο σύγκλισης, όπως να επιτευχθεί ο µέγιστος αριθµός 

αξιολογήσεων που έχει οριστεί από το χρήστη. 
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Π.1.2 ∆ιάγραµµα ροής για το υψηλό επίπεδο (1) – «Σπάταλη» παραγώγιση 

 

Η µόνη διαφορά µε τη γενική περιγραφή που έγινε παραπάνω είναι ότι στην 

αξιολόγηση των ατόµων περιλαµβάνεται και ο υπολογισµός των παραγώγων των 

συναρτήσεων στόχων. ∆ηλαδή για Μ στόχους καλείται Μ φορές το λογισµικό της 

συζυγούς µεθόδου (adjoint method). Επίσης κατά τη διάρκεια της µετανάστευσης 

αποστέλλονται ρ1 άτοµα και λαµβάνονται ρ2 (το πλήθος τους ορίζεται από το 

χρήστη), τα οποία επαναξιολογούνται. 
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Π.1.3 ∆ιάγραµµα ροής για το χαµηλό επίπεδο (2) – Σπάταλη παραγώγιση 

 

Στο χαµηλό επίπεδο υλοποιείται ένας ΕΑ. Λαµβάνει ρ1  άτοµα από το υψηλό 

επίπεδο και αποστέλλει ρ2. Στην περίπτωση που ο αλγόριθµος διατηρεί µνήµη των 

τιµών των συναρτήσεων-στόχων και τα αποστέλλει µαζί µε τις µεταβλητές 

σχεδιασµού του συνόλου Sρ,1, τότε δεν απαιτείται η επαναξιολόγηση των ατόµων 

αυτών. Ο µόνος τρόπος για να διαδραµατίσουν ρόλο στην δηµιουργία του νέου 

πληθυσµού τα άτοµα που λήφθηκαν από το υψηλό επίπεδο είναι να 

αντικαταστήσουν άτοµα από το σύνολο των επιλέκτων Se,2 του τρέχοντος 

πληθυσµού του ΕΑ. 
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Π.1.4 ∆ιάγραµµα ροής για το υψηλό επίπεδο (1) – Οικονοµική παράγωγος 

 

Στον προτεινόµενο αλγόριθµο, αντί για Μ κλήσεις της συζυγούς µεθόδου, 

πραγµατοποιείται µόνο µία κλήση για κάθε άτοµα που αξιολογείται, 

χρησιµοποιώντας «παγωµένους συντελεστές» της παραγώγου της συνάρτησης 

κόστους του SPEA2, που αφορά όµως τον πληθυσµό του ΕΑ. Οι συντελεστές 

αυτοί προκύπτουν από τον πληθυσµό του χαµηλού επιπέδου και 

χρησιµοποιούνται για τη σύνθεση µία συνάρτησης κόστους, η οποία 

παραγωγίζεται στη συνέχεια µε µία κλήση της συζυγούς µεθόδου. Μπορεί οι 

συντελεστές να µην αντιπροσωπεύουν πλήρως τον τρέχοντα πληθυσµό του 

υψηλού επιπέδου αλλά αποτελούν µια πολύ καλή προσέγγιση.  
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Π.1.5 ∆ιάγραµµα ροής για το χαµηλό επίπεδο (2) – Οικονοµική παράγωγος 

 

Η διαφοροποίηση που παρουσιάζει το χαµηλό επίπεδο σ’ αυτόν το νέο υβριδικό 

αλγόριθµο είναι ότι καταγράφονται σε ένα αρχείο (για παράδειγµα “DSPEA”) οι 

τιµές των µεταβλητών σχεδιασµού µαζί µε τις αντίστοιχες τιµές της παραγώγου 

της SPEA2 αφού πρώτα υπολογιστούν, όλων των ατόµων του τρέχοντος 

πληθυσµού του ΕΑ (Sλ,2 και Se,2). 
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