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1. ΔΗ΢ΑΓΩΓΖ 

1.1 Σν πηεδνειεθηξηθό θαηλόκελν θαη νη εθαξκνγέο ηνπ ζηε ζύγρξνλε 

ηερλνινγία  

Οξηζκέλα θξπζηαιιηθά θαη θεξακηθά πιηθά, όηαλ ππόθεηληαη ζε κεραληθή θόξηηζε, 

αλαπηύζζνπλ ειεθηξηθό δπλακηθό. Σν θαηλόκελν απηό είλαη γλσζηό σο πηεδνειεθηξηθό 

θαηλόκελν θαη ε ηδηόηεηα ησλ πιηθώλ απηώλ θαιείηαη πηεδνειεθηξηθόηεηα. Σν 

πηεδνειεθηξηθό θαηλόκελν είλαη έλα θαηλόκελν αληηζηξεπηό. Εάλ, δειαδή, εθαξκνζηεί 

ειεθηξηθό πεδίν ζε έλα πηεδνειεθηξηθό πιηθό παξαηεξείηαη κεραληθή παξακόξθσζε ζε 

απηό. Σν θαηλόκελν ηνπ πηεδνειεθηξηζκνύ αλαθαιύθζεθε από ηνπο αδειθνύο Jacques 

θαη Pierre Curie ην 1880. Σν πείξακα ηνπο πεξηειάκβαλε ηε κέηξεζε ηνπ ειεθηξηθνύ 

θνξηίνπ πνπ δεκηνπξγνύληαλ ζε θξπζηάιινπο έπεηηα από εθαξκνγή κεραληθήο θόξηηζεο 

πάλσ ηνπο. Σν 1881 ν Gabriel Lippmann πξνέβιεςε ηελ αληηζηξνθή ηνπ θαηλνκέλνπ κε 

καζεκαηηθέο ζρέζεηο. Σελ ππόζεζε ηνπ  Lippmann επηβεβαίσζαλ  πεηξακαηηθά νη 

αδειθνί Curie. Όπσο ζπρλά ζπκβαίλεη κε επηζηεκνληθέο αλαθαιύςεηο, ε πξώηε πξαθηηθή 

εθαξκνγή ηνπ θαηλνκέλνπ ήηαλ ζηξαηησηηθή. Ο ερεηηθόο πνκπόο ηνπ Langevin, 

απνηεινύκελνο από πηεδνειεθηξηθέο πιάθεο, ρξεζηκνπνηήζεθε απνηειεζκαηηθά θαηά ηνλ 

πξώην παγθόζκην πόιεκν γηα ηελ αλίρλεπζε γεξκαληθώλ ππνβξπρίσλ. ΢ήκεξα νη ρξήζεηο 

ηεο πηεδνειεθηξηθόηεηαο ζηελ έξεπλα θαη ζηε βηνκεραλία είλαη επξέσο δηαδεδνκέλεο θαη 

απμάλνληαη ζπλέρεηα κε κεγάινπο ξπζκνύο. Ιδηαίηεξνπ ελδηαθέξνληνο είλαη ε αμηνπνίεζε 

ησλ πηεδνειεθηξηθώλ ηδηνηήησλ ζε ζπζθεπέο αθνπζηηθήο θαη ζηνπο εκηαγσγνύο. 

Πνιιά είλαη ηα πιηθά (θπζηθά θαη ηερλεηά) πνπ παξνπζηάδνπλ πηεδνειεθηξηθέο ηδηόηεηεο. 

Οη πην δηαδνκέλνη πηεδνειεθηξηθνί θξύζηαιινη είλαη ν ραιαδίαο, ην ηνπάδην, ην άιαο 

Rochelle θαη ν ηνπξκαιίλεο. Σν 1954 αλαθαιύθζεθε ην θεξακηθό PZT, ην νπνίν 

απνηειεί κέρξη θαη ζήκεξα ην πην δηαδεδνκέλν ηερλεηό θεξακηθό κε πηεδνειεθηξηθέο 

ηδηόηεηεο. Άιια γλσζηά πηεδνθεξακηθά είλαη ν ηηηαληθόο κόιπβδνο, ην ηηηαληθό βάξην  

θαη ην ηαληαιηθό ιίζην. 
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Λόγσ ηεο εγγελνύο ζύδεπμεο κεραληθώλ θαη ειεθηξηθώλ πεδίσλ ζηα πηεδνειεθηξηθά 

πιηθά, ηδηαίηεξα ζηα πηεδνειεθηξηθά θεξακηθά, ηα πιηθά απηά έρνπλ πξόζθαηα 

ρξεζηκνπνηεζεί επξέσο ζαλ ελεξγνπνηεηέο (actuators) θαη ζαλ αηζζεηήξεο (sensors) ζε 

“έμππλα” πιηθά. Έλα επξέσο ρξεζηκνπνηνύκελν πηεδνειεθηξηθό πιηθό είλαη ην θεξακηθό  

PZT, ην νπνίν παξαζθεπάδεηαη κε ηε ζπκβαηηθή δηαδηθαζία ησλ θεξακηθώλ. Σν θεξακηθό 

απηό, αθνύ παξαζθεπαζζεί, ππνβάιιεηαη ζε κηα δηαδηθαζία πόισζεο κε ηελ εθαξκνγή 

ελόο ειεθηξηθνύ πεδίνπ, ην νπνίν εηζάγεη πηεδνειεθηξηθόηεηα θαη αληζνηξνπία. Η 

εηζαγόκελε αληζνηξνπία κπνξεί λα ραξαθηεξηζζεί σο εγθάξζηα ηζνηξνπία κε δηεύζπλζε 

πόισζεο θάζεηε ζην ηζόηξνπν επίπεδν. Ο Blenstein (1968) αλέιπζε ην αληηεπίπεδν 

πηεδνειεθηξηθό δπλακηθό πξόβιεκα θαη αλαθάιπςε ηελ ύπαξμε ησλ θπκάησλ πνπ πήξαλ 

ην όλνκά ηνπ. Ο εξεπλεηήο απηόο έδεημε όηη, αλ θάπνηνο πάξεη ην επίπεδν πνπ είλαη 

θάζεην ζηε δηεύζπλζε πόισζεο σο επίπεδν ελδηαθέξνληνο, ηόηε κόλν ε αληηεπίπεδε 

παξακόξθσζε είλαη ζπδεπγκέλε κε ην ζπλεπίπεδν ειεθηξηθό πεδίν. Απηό αλάγεη ην 

πξόβιεκα ζε έλα απιό αξκνληθό πξόβιεκα γηα ηηο ειαζηηθέο παξακνξθώζεηο θαη γηα ην 

ειεθηξηθό πεδίν. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, ηα ειαζηηθά θαη ειεθηξηθά πεδία είλαη 

ζπδεπγκέλα κόλν κέζσ ησλ θαηαζηαηηθώλ εμηζώζεσλ. Μία ελδειερήο δηεξεύλεζε ηνπ 

δηδηάζηαηνπ πξνβιήκαηνο ηνπ πηεδνειεθηξηθνύ θεξακηθνύ PZT γίλεηαη ζην θεθάιαην 2 

ηεο παξνύζαο εξγαζίαο.  

1.2 Σν αληηθείκελν ηεο δηπιωκαηηθήο εξγαζίαο 

 Όπσο πξναλαθέξζεθε, ε ειεθηξνκεραληθή ζύδεπμε ησλ πηεδνειεθηξηθώλ πιηθώλ παίδεη 

έλαλ νπζηαζηηθό ξόινο ζε πνιιέο ζύγρξνλεο ζπζθεπέο θαη ζύλζεηα πιηθά. Σέηνηεο 

ζπζθεπέο είλαη νη θβαληηθνί εκηαγσγνί, νη νπνίνη ρξεζηκνπνηνύληαη επξέσο ζηε 

ζύγρξνλε ηερλνινγία. Έλα ζνβαξό πξόβιεκα πνπ είρε αλαθύςεη ζηηο ζπζθεπέο απηέο 

είλαη ηα παξακέλνληα ειεθηξν-ειαζηηθά πεδία πνπ εηζάγνληαη ζηηο ζπζθεπέο απηέο, ιόγσ 

κηαο δηαδηθαζίαο πνπ ζρεηίδεηαη κε ην ππξνειεθηξηθό θαηλόκελν. Σα ειεθηξν-ειαζηηθά 

απηά πεδία επεξεάδνπλ δξαζηηθά ηελ ειεθηξνληθή ιεηηνπξγία ησλ ζπζθεπώλ απηώλ θαη 

κεξηθέο θνξέο νδεγνύλ ζε αζηνρία θαη ππνβάζκηζε ηνπο. ΢πγθεθξηκέλα, κε ην επηρείξεκα 

όηη ε δηαθνξά ζηηο ζηαζεξέο ησλ πιηθώλ ησλ δηαθνξεηηθώλ θάζεσλ ζε απηέο ηηο 

ζπζθεπέο είλαη κηθξή, έρεη πηνζεηεζεί από πνιινύο εξεπλεηέο κηα ζρεηηθή απινπνίεζε 

ζηε κειέηε ησλ ζρεηηθώλ πηεδνειεθηξηθώλ πξνβιεκάησλ ησλ ζπζθεπώλ απηώλ, 

ππνζέηνληαο όηη νη κεραληθέο θαη ειεθηξηθέο ζηαζεξέο ησλ πιηθώλ από ηα νπνία 
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ζπλίζηαληαη νη ζπζθεπέο απηέο (Ru, 2000;  Ru, 2001; Pan, 2002; Downes and Faux, 

1995; Davies, 1998; Downes et all, 1999; Dunn, 1994; Faux et all, 1996; Faux et all, 

1997; Felten et all, 2004; Freunnd and Gossling, 1995; Gossling and Willey, 1995; 

Grundmann, 1995; Grundmann et all, 1995). Μηα ηέηνηα ππόζεζε, βέβαηα, κπνξεί λα 

απινπνηεί ηε ζρεηηθή καζεκαηηθή αλάιπζε, αιιά κηα αμηόπηζηε κειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο 

ησλ ζπζθεπώλ απηώλ απαηηεί λα παξζνύλ ππόςε νη πξαγκαηηθέο ζπλζήθεο ηνπ 

πξνβιήκαηνο. 

΢ηελ παξνύζα εξγαζία, ην πξόβιεκα ησλ εκηαγσγώλ απηώλ αληηκεησπίδεηαη  “θαηά 

κέησπν”, ζεσξώληαο ηηο πξαγκαηηθέο ζπλζήθεο ηνπ πξνβιήκαηνο, αλαθνξηθά κε ηηο 

ειαζηηθέο θαη κεραληθέο ηδηόηεηεο ησλ πιηθώλ. Απηό επηηπγράλεηαη κε ηελ επέθηαζε ηεο 

κεζόδνπ ησλ δηθαζηθώλ δπλακηθώλ ζηελ πηεδνειεθηξηθόηεηα, γηα ηελ πεξίπησζε πνπ ε 

αηηία παξακόξθσζεο είλαη εζσηεξηθέο ηάζεηο θαη εζσηεξηθά ειεθηξηθά πεδία. Η κέζνδνο 

ησλ δηθαζηθώλ δπλακηθώλ αλαπηύρζεθε αξρηθά, γηα λα αληηκεησπίζεη πξνβιήκαηα 

εζσηεξηθώλ ηάζεσλ ζε δηθαζηθά πιηθά (Kattis and Meguid 1995), αιιά απνδείρζεθε 

εμίζνπ δπλακηθή ζηελ επίιπζε θαη ησλ “θιαζζηθώλ” πξνβιεκάησλ ηεο ηζόηξνπεο θαη 

αληζόηξνπεο ειαζηηθόηεηαο.  

Γηα λα κπνξέζεη λα αλαπηπρζεί ε κέζνδνο ησλ δηθαζηθώλ  ζηελ πηεδνειεθηξηθόηεηα, 

απαξαίηεηε πξνϋπόζεζε είλαη λα επεθηαζεί πξώηα ε έλλνηα ηεο εμάξκσζεο ηύπνπ 

Somigliana, πνπ αλαθέξεηαη ζηηο κεηαηνπίζεηο, ζηνλ πηεδνειεθηξηζκό (Eshelby 1951). 

Απηό γίλεηαη ζε έλα ππό δεκνζίεπζε άξζξν ησλ Kattis and Karalis (2010) πάλσ ζηελ 

αληηεπίπεδε πηεδνειεθηξηθόηεηα. ΢ην άξζξν απηό εηζάγεηαη ε έλλνηα ηεο γεληθεπκέλεο 

επηθαλεηαθήο ειεθηξνκεραληθήο εμάξκσζεο ηύπνπ Somigliana, όπνπ καδί ηε γλσζηή 

δηαλεκεκέλε αζπλέρεηα ησλ κεηαηνπίζεσλ ζε κηα επηθάλεηα ηνπ πηεδνειεθηξηθνύ κέζνπ, 

είλαη γλσζηή θαη κηα αζπλέρεηα ηνπ ειεθηξηθνύ δπλακηθνύ. ΢ηε ζπλέρεηα, ζηελ εξγαζία 

απηή, ε κέζνδνο ησλ δηθαζηθώλ δπλακηθώλ επεθηείλεηαη ζηελ αληηεπίπεδε 

πηεδνειεθηξηθόηεηα όηαλ ε πεγή παξακόξθσζεο είλαη εζσηεξηθέο ηάζεηο θαη εζσηεξηθά 

ειεθηξηθά πεδία. ΢ηελ παξνύζα εξγαζία ηα πξνεγνύκελα απνηειέζκαηα πνπ 

αλαπηύρζεθαλ γηα ηελ αληηεπίπεδε πηεδνειεθηξηθόηεηα επεθηείλνληαη ζηε γεληθή 

πεξίπησζε ηεο δηδηάζηαηεο πηεδνειεθηξηθόηεηαο. Η εξγαζία απνηειεί ζπλέρεηα ηεο 

εξεπλεηηθήο δνπιεηάο πνπ έρεη αλαπηπρζεί ηα ηειεπηαία ρξόληα από κέιε ηεο εξεπλεηηθήο 

νκάδαο ηνπ Εξγαζηεξίνπ Δνκηθήο Μεραληθήο πάλσ ζην ζέκα απηό. Μηα πξώηε εξγαζία 

πάλσ ζην ζέκα απηό είλαη απηή ηνπ Kattis et all,(1997) όπνπ ε κέζνδνο ησλ δηθαζηθώλ 
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δπλακηθώλ επεθηείλεηαη ζηελ αληηεπίπεδε πηεδνειεθηξηθόηεηα όηαλ ε πεγή 

παξακόξθσζεο είλαη κεραληθέο ηάζεηο θαη εμσηεξηθέο ειεθηξηθέο θνξηίζεηο. Θα πξέπεη 

λα ζεκεησζεί εδώ όηη, ηα ηειεπηαία ρξόληα έρεη ππάξμεη έλα έληνλν ελδηαθέξνλ ζε 

πηεδνειεθηξηθέο αλαιύζεηο πξνβιεκάησλ πνπ ελδηαθέξνπλ ηελ ηερλνινγία. 

Πηεδνειεθηξηθά πξνβιήκαηα ζηα πιαίζηα ηεο κηθξνκεραληθήο θαη ηεο ζξαπζηνκεραληθήο 

έρνπλ κειεηεζεί από πνιινύο εξεπλεηέο ηα ηειεπηαία ρξόληα (βιέπε γηα παξάδεηγκα Suo 

Z., Kuo C., Barnett D.M., Willis J.R., 1992; Benveniste Y., 1993;, Wang X., Shen Y.P., 

2001; Lu P., Williams F.W., 1998; Zhang Z., Meguid S.A., 1997). 

1.3 Ζ δνκή ηεο εξγαζίαο 

Η δνκή ηεο εξγαζίαο είλαη ε αθόινπζε: ΢ην δεύηεξν θεθάιαην γίλεηαη κηα παξνπζίαζε 

ησλ γεληθώλ εμηζώζεσλ ηεο ηξηδηάζηαηεο πηεδνειεθηξηθόηεηαο θαη κηα ελδειερήο 

δηεξεύλεζε ηνπ δηδηάζηαηνπ πηεδνειεθηξηθνύ πξνβιήκαηνο γηα ηελ πεξίπησζε 

θεξακηθώλ κε θιάζε ζπκκεηξίαο 6mm. ΢ην ηξίην θεθάιαην παξνπζηάδεηαη ε κηγαδηθή 

δηαηύπσζε ηνπ δηδηάζηαηνπ πηεδνειεθηξηθνύ πξνβιήκαηνο. ΢ην ηέηαξην θεθάιαην 

παξνπζηάδεηαη ην πξόβιεκα ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ θάζεο γηα ειαζηηθά πξνβιήκαηα θαη 

επεθηείλεηαη γηα ηελ πεξίπησζε πηεδνειεθηξηθώλ πιηθώλ. ΢ην πέκπην θεθάιαην, 

αλαπηύζζνληαη νη γεληθέο εμηζώζεηο ηεο ιύζεο ηνπ δηδηάζηαηνπ πηεδνειεθηξηθνύ 

πξνβιήκαηνο ζε όξνπο ησλ δηθαζηθώλ δπλακηθώλ. ΢ην έθην θεθάιαην, νη εμηζώζεηο 

απηέο ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηελ απόθηεζε ησλ ειεθηξηθώλ θαη ειαζηηθώλ πεδίσλ ζε δύν 

πξνβιήκαηα κηαο ειιεηπηηθήο αλνκνηνγέλεηαο πνπ ππόθεηηαη ζε έλαλ νκνηόκνξθν πεδίν 

παξακόξθσζεο θαη ειεθηξηθήο έληαζεο, θαη ζην πξόβιεκα ειιεηπηηθήο αλνκνηνγέλεηαο 

κε δηεπηθαλεηαθή ξσγκή, πνπ δηαηαξάζζεη έλα γεληθό πεδίν ειαζηηθώλ ηάζεσλ θαη 

ειεθηξηθήο έληαζεο. Σέινο, ζην έβδνκν θεθάιαην παξνπζηάδνληαη ηα ζπκπεξάζκαηα.   
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2. ΟΗ ΓΔΝΗΚΔ΢ ΔΞΗ΢Ω΢ΔΗ΢ ΣΟΤ 

ΠΗΔΕΟΖΛΔΚΣΡΗ΢ΜΟΤ 

2.1 Οη θηλεκαηηθέο εμηζώζεηο, νη εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο θαη νη εμηζώζεηο ηνπ 

Maxwell 

Θεσξνύκε έλα  πηεδνειεθηξηθό πιηθό ην νπνίν, ζηελ απαξακόξθσηε θαηάζηαζε, 

θαηαιακβάλεη ηνλ ρώξν V  ζε ζρέζε κε ην Καξηεζηαλό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ   

1 2 3( , , ).x x x  Τπνζέηνπκε όηη ην πιηθό είλαη έλα ζπλερέο πιηθό  κέζν πνπ ζπκπεξηθέξεηαη 

γξακκηθώο ειαζηηθά, όηαλ θαηαπνλείηαη κε κεραληθέο ή άιιεο δξάζεηο, θαη όηη νη 

παξακνξθώζεηο πνπ αλαπηύζζνληαη ζε απηό είλαη απεηξνζηέο. Σν πηεδνειεθηξηθό πιηθό 

παξακνξθώλεηαη από  εμσηεξηθέο ή εζσηεξηθέο  δξάζεηο. Τπνζέηνπκε  όηη  ζην πιηθό, 

καδί κε ηελ παξακόξθσζε  πνπ αλαπηύζζεηαη, ε νπνία  πεξηγξάθεηαη κε ηελ ειαζηηθή 

κεηαηόπηζε iu , αλαπηύζζεηαη θαη έλα  ειεθηξηθό πεδίν, ην νπνίν πεξηγξάθεηαη  κε ηελ 

ειεθηξηθή έληαζε iE . ΢ηε ζπλέρεηα, όπνπ εκθαλίδνληαη ιαηηληθνί δείθηεο ζα παίξλνπλ 

ηηο ηηκέο 1, 2 θαη 3. ΢ην πιηθό, ε εληαηηθή θαηάζηαζε ηεο παξακόξθσζεο πεξηγξάθεηαη 

κε ηνλ ηαλπζηή ησλ ηάζεσλ ij , ε δε ειεθηξηθή θαηάζηαζε κε ηελ ειεθηξηθή 

κεηαηόπηζε iD . Όπσο ζηελ γξακκηθή ειαζηηθόηεηα, ε παξακνξθσζηαθή θαηάζηαζε  ζε 

θάζε ζεκείν ηνπ  πιηθνύ πεξηγξάθεηαη κε ηνλ ηαλπζηή παξακόξθσζεο ij , πνπ ζπλδέεηαη 

κε ηελ κεηαηόπηζε iu  κε ηηο ζρέζεηο 

, ,2 ij i j j iu u    (2.1) 

Επίζεο, από ηελ εμίζσζε θίλεζεο ελόο απεηξνζηνύ ζηνηρείνπ ηνπ ζπλερνύο κέζνπ, 

πξνθύπηνπλ νη παξαθάησ δηαθνξηθέο εμηζώζεηο 

,  ,ij i u    (2.2) 
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όπνπ   είλαη ε ππθλόηεηα ηνπ ζπλερνύο κέζνπ ζηε ζέζε πνπ ζεσξείηαη ην απεηξνζηό 

δηαθνξηθό ζηνηρείν. ΢ηελ παξνύζα εξγαζία ν δηπιόο ιαηηληθόο δείθηεο όπνπ εκθαλίδεηαη 

ζα δειώλεη άζξνηζκα, θαη ε δε ηειεία πάλσ από ζπλάξηεζε ζα δειώλεη δηαθόξηζε σο 

πξνο  ρξόλν. 

΢ην ζπλερέο κέζν ε ειεθηξνδπλακηθή θαηάζηαζε ζα πεξηγξάθεηαη κε ηηο εμηζώζεηο ηνπ 

Maxwell. Οη εμηζώζεηο απηέο, όηαλ δελ ππάξρνπλ ξεύκαηα εμ επαγσγήο θαη ειεύζεξα 

ειεθηξηθά θνξηία, έρνπλ ηελ κνξθή 

, 0,ijk j k iE B    (2.3α) 

, 0,ijk j k iH D    (2.3β) 

, 0,i iD   (2.3γ) 

, 0,i iB   (2.3δ) 

΢ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο, ην ijk  είλαη ν κνλαδηαίνο αληηζπκκεηξηθόο ηαλπζηήο, ηνπ νπνίνπ 

ηα ζηνηρεία είλαη ,1321231123    1213321132    θαη κεδέλ όια ηα ππόινηπα. 

Σν j  είλαη ην καγλεηηθό πεδίν, ην 0i i    ε ππθλόηεηα ηεο καγλεηηθήο ξνήο θαη 0  

ε καγλεηηθή δηαπεξαηόηεηα. 

Υξεζηκνπνηώληαο ηηο παξαπάλσ εμηζώζεηο, κε απαινηθή ηνπ 0i i   , πξνθύπηεη ε 

παξαθάησ εμίζσζε πνπ ζπζρεηίδεη ηηο κεηαβιεηέο i  θαη iD  : 

, , 0k ki i kk iE E D    . (2.4) 

΢ηα πεξηζζόηεξα πξαθηηθά πξνβιήκαηα ζεσξνύκε όηη 

0iB  . (2.5) 

΢ηελ πεξίπησζε απηή, από ηελ (2.3α) έρνπκε 

, 0 .ijk j kE   (2.6) 
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Η ζρέζε απηή δείρλεη όηη ην ειεθηξηθό πεδίν i  κπνξεί λα εθθξαζζεί ζε όξνπο ελόο 

βαζκσηνύ δπλακηθνύ   κε ηε ζρέζε 

,  .i i    (2.7) 

Έηζη, γηα έλα ζηαηηθό πηεδνειεθηξηθό πξόβιεκα ( 0)u  , νη εμηζώζεηο (2.2) θαη (2.3α), 

πνπ πεξηγξάθνπλ ηε ζπδεπγκέλε ειαζηηθή θαη ειεθηξηθή θαηάζηαζε, γίλνληαη 

,

,

0,

0 .

ij j

i iD

 


 (2.8) 

΢ηε ζπλέρεηα ζα πεξηγξάςνπκε ηελ εμαγσγή ησλ θαηαζηαηηθώλ εμηζώζεσλ ηνπ 

πηεδνειεθηξηθνύ πιηθνύ κε ελεξγεηαθέο θαη ζεξκνδπλακηθέο ζεσξήζεηο. 

2.2 Οη θαηαζηαηηθέο εμηζώζεηο ηνπ πηεδνειεθηξηθνύ κέζνπ 

΢ηελ αλάπηπμε ησλ θαηαζηαηηθώλ εμηζώζεσλ ηεο πηεδνειεθηξηθόηεηαο, ζα ζεσξεζεί όηη 

ε παξακόξθσζε ηνπ πιηθνύ εμαξηάηαη κόλν από ηηο κεηαβιεηέο πεδίνπ ij  θαη iD . Θα 

ππνηεζεί όηη απηέο είλαη αληηζηξέςηκεο, ώζηε λα ππάξρεη κία ζπλάξηεζε ελέξγεηαο 

( , )ij iD  , γηα ηελ νπνία 

ij ij i id d dD    . (2.9) 

΢ηελ πεξίπησζε ησλ πιηθώλ κε επζηαζή ζπκπεξηθνξά, ε ζπλάξηεζε   είλαη κηα θπξηή 

ζπλάξηεζε ζηνλ ηξηδηάζηαην  ρώξν ( ,ij iD ,τ). Μηα βνιηθή ζπλάξηεζε ελέξγεηαο 

τ( ,ij iD ) είλαη ε w( ,ij i  ), πνπ εηζάγεηαη κε ηε ζρέζε 

i iw E D  . (2.10) 

Είλαη πξνθαλέο όηη ε ζπλάξηεζε w  δελ είλαη θπξηή ζπλάξηεζε ζην ρώξν ( , , )ij iE w  

επεηδή  έρεη έλα «ζακαξνεηδέο» (saddle) ζεκείν ζην ( , ) (0,0)i ijE   . Από ηε ζρέζε 

(2.10) παίξλνληαο ππόςε ηελ (2.9) πξνθύπηεη 
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ij ji i idw d D d    , (2.11) 

όπνπ, γηα λα απνηειεί ε (2.11) ηέιεην δηαθνξηθό, ζα πξέπεη 

,       ij i
ij i

w w
D



 
  
 

 (2.12) 

όπνπ ην ij  νξίδεηαη σο ηάζε θαη ην iD  σο ειεθηξηθή κεηαηόπηζε. 

΢ηε γξακκηθή πηεδνειεθηξηθόηεηα, ε ζπλάξηεζε w  νξίδεηαη κε ηε ζρέζε  

1 1

2 2
ijrs ji rs ij i s irs i rsw C e          (2.13) 

όπνπ ijrsC  είλαη νη ζηαζεξέο ηεο ειαζηηθήο αθακςίαο, ij  νη ζηαζεξέο  ηεο ειεθηξηθήο 

δηαπεξαηόηεηαο θαη irse  νη ζηαζεξέο ηεο πηεδνειεθηξηθόηεηαο. Γηα ηηο παξαπάλσ 

ζηαζεξέο ηζρύνπλ νη παξαθάησ ζπκκεηξίεο: 

,  ,     γ . ijrs srji is irssi isrC eC e    (2.14) 

Από ηηο ζρέζεηο (2.11) θαη (2.12) πξνθύπηνπλ νη 

ij ijrs rs sij sC e     (2.15) 

i rs sirs isD e    (2.16) 

πνπ είλαη νη θαηαζηαηηθέο εμηζώζεηο ηνπ πηεδνειεθηξηθνύ κέζνπ. Οη αληίζηξνθεο ζρέζεηο 

ησλ (2.15) θαη (2.16) είλαη 

ij ijrs rs sji sS d    , (2.17) 

i irs rs is sD d    , (2.18) 

όπνπ ijrsS  είλαη νη ζηαζεξέο ειαζηηθήο  επθακςίαο, irsd  ν ηαλπζηήο πηεδνειεθηξηθώλ 

παξακνξθώζεσλ θαη is
  νη ζηαζεξέο δηειεθηξηθήο δηαπεξαηόηεηαο. 
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2.3 Οη θαηαζηαηηθέο εμηζώζεηο ζε έλα πηεδνειεθηξηθό κέζν κε επίπεδα 

ζπκκεηξίαο  

΢ε πξαθηηθά πξνβιήκαηα πηεδνειεθηξηθόηεηαο, ζπλήζσο, εηζάγεηαη κηα ζύκπηπμε 

δεηθηώλ γηα ηηο ειαζηηθέο θαη ειεθηξηθέο παξακέηξνπο ησλ πιηθώλ. Επεηδή ν ηαλπζηήο 

ηάζεο θαη ν ηαλπζηήο  παξακόξθσζεο είλαη ζπκκεηξηθνί ηαλπζηέο, ε θάζε ζπληζηώζα 

ηνπο  κπνξεί λα ζπγθεθξηκελνπνηεζεί κε έλα δείθηε, αληί γηα δύν. Απηό κπνξεί λα γίλεη  

ζύκθσλα κε ην παξαθάησ ζρήκα: 

1 11 2 22 3 33

4 23 5 13 6 12

,    ,   

,    ,   ,

     

     

  

  
 (2.19) 

1 11 2 22 3 33

4 23 5 13 6 12

,      ,     

2 ,   2 ,   2 .

     

     

  

  
 (2.20) 

Με ηελ ίδηα ινγηθή, ν ηαλπζηήο ijklC  κπνξεί λα αληηπξνζσπεπζεί κε έλαλ πίλαθα 6 6 σο 

εμήο 

     ( , , , 1,2,3  ,  , =1,2,...,6)ijklc c i j k l    . (2.21) 

΢ηελ επηινγή ησλ παξαπάλσ ζπκβνιηζκώλ έρεη ρξεζηκνπνηεζεί ε ζπκκεηξία ζην πξώην 

θαη δεύηεξν δεπγάξη ησλ δεηθηώλ γηα ην ijklC . ΢ηνλ ηαλπζηή mije , ε ζπκκεηξία ζηνπο δύν 

ηειεπηαίνπο δείθηεο επηηξέπεη λα νξηζζεί, γηα ηηο πηεδνειεθηξηθέο ζηαζεξέο, έλαο πίλαθαο 

3 6  κε ηε ζρέζε: 

     ( 1,2,3  ,  =1,2,...,6)mij me e m   . (2.22) 

Με βάζε ηνλ λέν απηό ηξόπν  ζπκβνιηζκνύ, νη θαηαζηαηηθέο εμηζώζεηο γίλνληαη  

1 11 12 13 14 15 16 1 11 12

2 21 22 23 24 25 26 2

3 31 32 33 34 35 36 3

4 41 42 43 44 45 46 4

5 51 52 53 54 55 56 5

6 61 62 63 64 65 66 6

c c c c c c e e

c c c c c c

c c c c c c

c c c c c c

c c c c c c

c c c c c c

 

 

 

 

 

 

     
     
     
     

      
     
     
     
          

13

21 22 23
1

31 32 33
2

41 42 43
3

51 52 53

61 62 63

e

e e e
E

e e e
E

e e e
E

e e e

e e e

 
 
   
   
   
     
 
  

 (2.23) 
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θαη  

1

2
1 11 12 13 1 11 12 13 14 15 16

3
2 21 22 23 2 21 22 23 24 25 26

4
3 31 32 33 3 31 32 33 34 35 36

5

6

E

E
D E e e e e e e

E
D E e e e e e e

E
D E e e e e e e

E

E

  

  

  

 
 
        
        

          
                 
 
  

. (2.24) 

Θα πξέπεη λα ζεκεησζεί όηη ν αξηζκόο ησλ αλεμάξηεησλ ζηαζεξώλ ζηηο (2.23) θαη (2.24)  

εμαξηάηαη από ηε ζπκκεηξία ησλ θξπζηάιισλ. ΢ηε γεληθή πεξίπησζε, νη εμηζώζεηο 

πεξηέρνπλ 21 ειαζηηθέο ζηαζεξέο, 18 πηεδνειεθηξηθέο ζηαζεξέο θαη 6 δηειεθηξηθέο 

ζηαζεξέο. Μεξηθέο από ηηο ζηαζεξέο απηέο εμαθαλίδνληαη, όηαλ έρνπκε θξπζηάιινπο κε 

πεξηζζόηεξα επίπεδα ζπκκεηξίαο.  

2.4 Γηεξεύλεζε ηνπ δηδηάζηαηνπ πηεδνειεθηξηθνύ πξνβιήκαηνο 

΢ε έλα πηεδνειεθηξηθό κέζν νη άγλσζηεο ζπλαξηήζεηο είλαη νη ζπληζηώζεο κεηαηόπηζεο  

iu  θαη ην ειεθηξηθό δπλακηθό  . Όηαλ πξνζδηνξηζζνύλ νη ζπλαξηήζεηο απηέο, ηόηε νη 

ηάζεηο,  νη ειεθηξηθέο κεηαηνπίζεηο θαη ε έληαζε ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ πξνζδηνξίδνληαη 

από ηηο ζρέζεηο (2.7), (2.15) θαη (2.16). Από ηηο (2.7), (2.8), (2.15), θαη  (2.16) πξνθύπηεη 

ην παξαθάησ ζύλνιν δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ, κε άγλσζηεο ζπλαξηήζεηο ηηο  iu  θαη  : 

, , 0,ijkl k lj kij kjC u e    (2.25) 

, , 0.ikl k li ik kie u     (2.26) 

΢ηε ζπλέρεηα, νη παξαπάλσ εμηζώζεηο ζα γξαθνύλ γηα ηελ εηδηθή πεξίπησζε ελόο 

πηεδνειεθηξηθνύ πιηθνύ κε ηάμεο ζπκκεηξίαο 6mm. Γηα ηελ πεξίπησζε απηή, νη 

εμηζώζεηο (2.25) θαη (2.26) παίξλνπλ ηελ παξαθάησ κνξθή 

 

22 2 2 2
31 1 1 2

11 44 13 44 11 12 11 122 2 2
1 3 1 21 3 2

2

31 15
1 3

1 1
( ) ( ) ( )

2 2

( ) 0,

uu u u u
c c c c c c c c

x x x xx x x

e e
x x



   
       

     


  

 

 (2.27α) 
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22 2 2 2
31 2 2 2

11 12 11 12 11 44 13 442 2 2
1 2 2 31 2 3

2

31 15
2 3

1 1
( ) ( ) ( )

2 2

( ) 0,

uu u u u
c c c c c c c c

x x x xx x x

e e
x x



   
       

     


  

 

 (2.27β) 

2 2 22 2
3 3 31 2

13 44 44 33 44 132 2 2
1 3 2 31 2 3

2 2 2

15 332 2 2
1 2 3

( ) ( ) ( )

( ) 0,

u u uu u
c c c c c c

x x x xx x x

e e
x x x

  

   
      

     

  
   

  

 (2.27γ) 

2 2 22 2
3 3 31 2

15 31 15 33 31 152 2 2
1 3 2 31 2 3

2 2 2

11 11 332 2 2
1 2 3

( ) ( ) ( )

0.

u u uu u
e e e e e e

x x x xx x x

x x x

  
  

   
      

     

  
   

  

 (2.27δ) 

Οη παξαπάλσ εμηζώζεηο ζα εμεηδηθεπηνύλ ηώξα γηα ην δηδηάζηαην πηεδνειεθηξηθό 

πξόβιεκα. Τπνζέηνλαο όηη καμία μεηαβληηή πεδίος δεν μεηαβάλλεηαι ζηη διεύθςνζη ηος 

άξονα 2x , νη εμηζώζεηο (2.27) γίλνληαη 

22 2 2
31 1

11 44 13 44 31 152 2
1 3 1 31 3

( ) ( ) 0,
uu u

c c c c e e
x x x xx x

  
     

    
 (2.28α) 

2 2
2 2

11 12 442 2
1 3

1
( ) 0,

2

u u
c c c

x x

 
  

 
 (2.28β) 

2 22 2 2
3 31

13 44 44 33 15 332 2 2 2
1 3 1 3 1 3

( ) 0,
u uu

c c c c e e
x x x x x x

    
     

     
 (2.28γ) 

2 22 2 2
3 31

15 31 15 33 11 332 2 2 2
1 3 1 3 1 3

( ) 0.
u uu

e e e e
x x x x x x

 
 

   
     

     
 (2.28δ) 

Οη εμηζώζεηο απηέο δείρλνπλ όηη, ην δηδηάζηαην πηεδνειεθηξηθό πξόβιεκα ζηελ 

πεξίπησζε ησλ πηεδνειεθηξηθώλ θξπζηάιισλ κε ηάμε ζπκκεηξίαο 6mm, δηαζπάηαη ζε 

δύν απνζπδεπγκέλα πξνβιήκαηα. Σν έλα πξόβιεκα είλαη έλα θαζαξά ειαζηηθό 
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αληηεπίπεδν πξόβιεκα, πνπ έρεη άγλσζηε ζπλάξηεζε ηε 2 2 1 3( , )u u x x . Σν άιιν 

πξόβιεκα είλαη έλα ζπλεπίπεδν πηεδνειεθηξηθό πξόβιεκα κε άγλσζηεο ζπλαξηήζεηο ηηο 

κεηαηνπίζεηο 1 1 1 3( , )u u x x , 3 3 1 3( , )u u x x  θαη 1 3( , )x x  . Οη παξαπάλσ εμηζώζεηο 

δείρλνπλ όηη ζε ένα πιεζοηλεκηπικό ςλικό με ηάξη ζςμμεηπίαρ 6mm είναι δςναηόν να 

αναπηςσθεί μια ζςνεπίπεδη ελαζηική καηάζηαζη με ηην παποςζία ηλεκηπικήρ ένηαζηρ ζηη 

διεύθςνζη ηυν αξόνυν 1x  και 3x . 

Θα ππνζέζνπκε ηώξα όηη καμία μεηαβληηή  πεδίος δεν μεηαβάλλεηαι ζηη διεύθςνζη ηος 

άξονα 3x . ΢ηελ πεξίπησζε απηή νη εμηζώζεηο (2.27) παίξλνπλ ηε κνξθή 

2 2 2
1 1 2

11 11 12 11 122 2
1 21 2

1 1
( ) ( ) 0,

2 2

u u u
c c c c c

x xx x

  
    

  
 (2.29α) 

2 2 2
1 2 2

11 12 11 12 112 2
1 2 1 2

1 1
( ) ( ) 0,

2 2

u u u
c c c c c

x x x x

  
    

   
 (2.29β) 

2 2 2 2
3 3

44 152 2 2 2
1 2 1 2

( ) ( ) 0,
u u

c e
x x x x

    
   

   
 (2.29γ) 

2 2 2 2
3 3

15 112 2 2 2
1 2 1 2

0.
u u

e
x x x x

 


      
      

       

 (2.29δ) 

Οη παξαπάλσ εμηζώζεηο δείρλνπλ όηη, ζηελ πεξίπησζε απηή, ην δηδηάζηαην 

πηεδνειεθηξηθό πξόβιεκα δηαζπάηαη ζε δύν απνζπδεπγκέλα πξνβιήκαηα. Σν έλα 

πξόβιεκα είλαη θαζαξά ειαζηηθό επίπεδν πξόβιεκα κε άγλσζηεο ζπλαξηήζεηο ηηο 

1 1 1 2( , )u u x x θαη 2 2 1 2( , )u u x x . Σν άιιν πξόβιεκα είλαη έλα πηεδνειεθηξηθό 

πξόβιεκα κε άγλσζηεο ζπλαξηήζεηο ηηο 3 3 1 2( , )u u x x  θαη 1 2( , )x x  . Οη παξαπάλσ 

εμηζώζεηο δείρλνπλ όηη ζε ένα πιεζοηλεκηπικό ςλικό με ηάξη ζςμμεηπίαρ 6mm είναι 

δςναηόν να αναπηςσθεί ένα ανηιεπίπεδο ελαζηικό ππόβλημα με ηην παποςζία ηλεκηπικήρ 

ένηαζηρ ζηιρ διεςθύνζειρ ηυν αξόνυν 1x  και 2x . 

Σέινο, ζα ππνζέζνπκε όηη θακία κεηαβιεηή  πεδίνπ δελ κεηαβάιιεηαη ζηε δηεύζπλζε ηνπ 

άμνλα 1x . ΢ηελ πεξίπησζε απηή νη εμηζώζεηο παίξλνπλ ηε κνξθή 
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2 2
1 1

44 11 122 2
3 2

1
( ) 0,

2

u u
c c c

x x

 
  

 
 (2.30α) 

22 2 2
32 2

11 44 13 44 31 152 2
2 3 2 32 3

( ) ( ) 0,
uu u

c c c c e e
x x x xx x

  
     

    
 (2.30β) 

2 2 2 2 2
3 3 2

44 33 44 13 15 332 2 2 2
2 32 3 2 3

( ) 0,
u u u

c c c c e e
x xx x x x

     
     

    
 (2.30γ) 

2 2 2 2 2
3 3 2

15 33 31 15 11 332 2 2 2
2 32 3 2 3

( ) 0.
u u u

e e e e
x xx x x x

 
 

    
     

    
 (2.30δ) 

Η πεξίπησζε απηή είλαη ε αληίζηνηρε ηεο πξώηεο πεξίπησζεο πνπ ζπδεηήζακε. 
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Πίλαθαο 2-1.  Πίνακας ζηαθερών για πιεζοηλεκηρικά σλικά με επίπεδα ζσμμεηρίας 

Κξύζηαιινη ηξηγωληθήο ζπκκεηξίαο (ηάμεωλ 32, 3m) 

Ειαζηηθέο ζηαζεξέο C  
Πηεδνειεθηξηθέο ζηαζεξέο aie  Δηειεθηξηθέο

ζηαζεξέο ik    ηάμε 32 ηάμε 3 

11c  12c  13c  14c  0 0 11e  0 0 0 22e  13e  11  0 0 

12c  11c  13c  14c  0 0 11e  0 0 0 22e  13e  0 11  0 

13c  13c  33c  0 0 0 0 0 0 0 0 33e  0 0 33  

14c  14c  0 44c  0 0 41e  0 0 0 51e  0    

0 0 0 0 44c  14c  0 41e  0 51e  0 0    

0 0 0 0 14c  66c  0 41e  0 22e  0 0    

66 11 12
1

( )
2

c c c   

 

Κξύζηαιινη εμαγωληθήο ζπκκεηξίαο (ηάμε 6mm) 

Ειαζηηθέο ζηαζεξέο C  
Πηεδνειεθηξηθέο 

ζηαζεξέο  aie  

Δηειεθηξηθέο 

ζηαζεξέο  ik    

11c  12c  13c  0 0 0 0 0 13e  11  0 0 

12c  11c  13c  0 0 0 0 0 13e  0 11  0 

13c  13c  33c  0 0 0 0 0 33e  0 0 33  

0 0 0 44c  0 0 0 51e  0    

0 0 0 0 44c  0 51e  0 0    

0 0 0 0 0 66c  0 0 0    

66 11 12
1

( )
2

c c c   

 

Κξύζηαιινη θπβηθήο ζπκκεηξίαο (ηάμε 43m) 

Ειαζηηθέο ζηαζεξέο C  
Πηεδνειεθηξηθέο 

ζηαζεξέο  aie  

Δηειεθηξηθέο 

ζηαζεξέο  ik    

11c  12c  12c  0 0 0 0 0 0 11  0 0 

12c  11c  12c  0 0 0 0 0 0 0 11  0 

12c  12c  11c  0 0 0 0 0 0 0 0 11  

0 0 0 44c  0 0 44e  0 0    

0 0 0 0 44c  0 0 41e  0    

0 0 0 0 0 44c  0 0 41e     
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Πίλαθαο 2-2. Σηαθερές πιεζοκεραμικών σλικών 

Πηεδνθεξακηθό PZT 65/35 

11
11 1.594 10  Pac    2

31 6.127  C/me    9
11 5.66 10   F/m    

10
12 7.385 10  Pac    2

33 10.71  C/me   9
33 2.243 10   F/m    

11
33 1.261 10  Pac    2

15 8.387  C/me    

10
44 3.89 10  Pac      

10
66 4.276 10  Pac      

 

Πηεδνθεξακηθό PZT 19 

10
11 11.22 10  Pac    2

31 3.4  C/me    9
11 7.257 10   F/m    

10
13 6.22 10  Pac    2

33 15.1  C/me   9
33 8.274 10   F/m    

10
33 10.6 10  Pac    2

15 9.45 C/me    

10
44 2.49 10  Pac      

 

Πηεδνθεξακηθό PZT 4 

10
11 13.9 10  Pac    2

31 5.2  C/me    9
11 6.45 10   F/m    

10
12 6.78 10  Pac    2

33 15.1  C/me   9
33 5.62 10   F/m    

10
13 7.43 10  Pac    

2
15 12.7  C/me    

10
33 11.5 10  Pac      

10
44 2.56 10  Pac      

10
66 3.06 10  Pac      
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3. Ζ ΜΗΓΑΓΗΚΖ ΓΗΑΣΤΠΩ΢Ζ ΣΟΤ ΓΗΓΗΑ΢ΣΑΣΟΤ 

ΠΗΔΕΟΖΛΔΚΣΡΗΚΟΤ ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΟ΢ 

3.1 Μηγαδηθή δηαηύπωζε 

Όπσο αλαθέξζεθε πξνεγνπκέλσο, νη θαηαζηαηηθέο εμηζώζεηο γηα έλα πηεδνειεθηξηθό 

κέζν έρνπλ ηε κνξθή: 

ij ijrs rs sji sC e    , (3.1) 

i irs rs is sD e    . (3.2) 

Οη ζπληειεζηέο παξακόξθσζεο rs  θαη νη ζπληζηώζεο ειεθηξηθήο έληαζεο sE  

παξέρνληαη από ηηο ζρέζεηο  

, ,2 r s rr ss u u   ,     ,  .s s    (3.3) 

Αληηθαζηζηώληαο ηηο ζρέζεηο απηέο ζηηο παξαπάλσ θαηαζηαηηθέο εμηζώζεηο πξνθύπηεη όηη 

, , ,ij ijrs r s sji suC e   (3.4) 

, , .i irs r s is se uD    (3.5) 

Αλ νη ζρέζεηο απηέο εηζαρζνύλ ζηηο ζρέζεηο  

, 0,ij i  , 0i iD   (3.6) 

πξνθύπηνπλ νη δηαθνξηθέο εμηζώζεηο 

, ,( ) 0ijrs r s sj jiC eu    (3.7) 
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,) 0.( irs r i sjse u    (3.8) 

΢ηελ αλάιπζε πνπ αθνινπζεί, ζα ζεσξήζνπκε ηε δηδηάζηαηε πεξίπησζε, όηαλ δειαδή νη 

ζπλαξηήζεηο  θαη ru   δελ εμαξηώληαη από ηε κεηαβιεηή 3x . Θέηνληαο ζηηο παξαπάλσ 

εμηζώζεηο   , =sa i   ,όπνπ, νη ειιεληθνί δείθηεο παίξλνπλ ηηο ηηκέο 1 θαη 2, απνθηάκε 

ηηο εμηζώζεηο 

,) 0,( ajr ar jaC eu     (3.9) 

,( ) 0.ar aare u     (3.10) 

Οη παξαπάλσ εμηζώζεηο ζε αλεπηπγκέλε κνξθή γξάθνληαη  

1 1 ,11 1 2 2

,11

1

,12

,12 2 2 ,22

1 1 1 2 2 2 ,22

( )

               ( 1) 0,

jr r jr jr r jr r

j j j

C C C C

e e e e

u u u

  

   

    
 (3.11) 

,

11 ,11

1 1 ,11 1 2 2

12 21 ,12 22

1 ,12 2 2 ,22

,22

( )

                       ( ) 0.

r r r ra r ra re e e u ueu  





   

   

   
 (3.12) 

Θα αλαδεηήζνπκε ηώξα ιύζεηο ησλ παξαπάλσ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ ζηε κνξθή 

1 2 4 1 2a ( ),     a ( ),r ru f x px f x px     (3.13) 

όπνπ p  είλαη έλαο κηγαδηθόο αξηζκόο, θαη 4a ,  ar  θαηάιιειεο κηγαδηθέο ζηαζεξέο. Οη 

παξαπάλσ κνξθέο απνηεινύλ ιύζεηο ησλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ (3.9) θαη (3.10), όηαλ ε 

άγλσζηε παξάκεηξνο p  θαη ν πίλαθαο  

1 2 3 4=[a ,a ,a ,a ]Ta  (3.14) 

ηθαλνπνηνύλ ηε ζπλζήθε  

2( ) 0p p     
T

Q R R T a , (3.15) 

όπνπ νη πίλαθεο ,   θαη Q R T , νξίδνληαη κε ηηο ζρέζεηο 
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11-

 
 
  

E
11

T
11

Q e
Q = ,

e
    

12-

 
 
  

E
21

T
12

R e
R = ,

e
     

22-

 
 
  

E
22

T
22

T e
T = ,

e
  (3.16) 

όπνπ  

1 1) ,ir i rCE
(Q   1 2) ,ir i rCE

(R    2 2) ,ir i rCE
(T   ( ) .ij s ijse e   (3.17) 

Η (3.15) γηα λα έρεη ιύζε ζα πξέπεη  

2det ( ) 0.p p     
T

Q R R T  (3.18) 

Δείρλεηαη όηη ε εμίζσζε απηή έρεη νθηώ ξίδεο πνπ είλαη όιεο κηγαδηθήο κνξθήο θαη αλά 

δύν ζπδπγείο. Οξίδνπκε σο  ( 1,2,3,4)lp l   ηε ξίδα εθείλε γηα ηελ νπνία  Im 0lp  . Γηα 

ηε ξίδα απηή ε ηηκή ηνπ a  πνπ ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε (3.15) ζα νξίδεηαη κε la . Όηαλ 

έρνπκε ηέζζεξηο ξίδεο lp  πνπ είλαη δηαθξηηέο κεηαμύ ηνπο, ηόηε ε γεληθή ιύζε ησλ 

παξαπάλσ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ ζα είλαη 

4

1

2Re ( ) ,l l l

l

f z


 
  

 
u a   1 2 3, , ,

T
u u u u . (3.19) 

Η ζρέζε απηή κπνξεί λα γξαθεί ζηελ παξαθάησ  κνξθή 

( ) ( ),z z u Af Af  (3.20) 

 όπνπ  

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2[ , , , ] ,    ( ) [ ( ), ( ), ( ), ( )] ,     zT T

l lz f z f z f z f z x p x   A a a a a f . (3.21) 

 ΢ηε κεηαηόπηζε απηή αληηζηνηρεί κηα πνζόηεηα  1 2 3 4, , ,
T

T T T TT  γηα ηελ νπνία  

1 ,2 ,i iT    2 ,1,i iT   1 4,2 ,D T   γηα 1,2,3i  . (3.22) 

Η πνζόηεηα απηή πξνθύπηεη από ηε ζρέζε 
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( ) ( ),z z T Bf Bf  (3.23) 

όπνπ 

 1 2 3 4, , ,
T

B b b b b  ,  κε  
1

( ) ( )p p
p


   T

b R T a Q R a . (3.24) 

 

Η παξαπάλσ κηγαδηθή δηαηύπσζε είλαη ε επέθηαζε ηεο δηαηύπσζεο ηνπ Eshelby et all 

(1973), πνπ έρεη αλαπηπρζεί γηα ηε δηδηάζηαηε αληζόηξνπε ειαζηηθόηεηα, ζηε δηδηάζηαηε 

πηεδνειεθηξηθόηεηα (Lothe and Barnett, 1976). 
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4. Ο ΜΔΣΑ΢ΥΖΜΑΣΗ΢ΜΟ΢ ΦΑ΢Ζ΢ ΢Δ 

ΚΡΤ΢ΣΑΛΛΗΚΑ ΤΛΗΚΑ ΚΑΗ Ζ ΔΞΑΡΜΩ΢Ζ 

SOMIGLIANA 

4.1 Οξηζκόο ηνπ πξνβιήκαηνο κεηαζρεκαηηζκνύ θάζεο ζε έλα ειαζηηθό 

κέζν 

Θα ζεσξήζνπκε έλα ζπλερέο ειαζηηθό πιηθό κέζν πνπ θαηαιακβάλεη έλαλ νξηζκέλν 

όγθν V ζην ρώξν θαη πεξηνξίδεηαη εμσηεξηθά από κία επηθάλεηα S . Θα ππνζέζνπκε όηη 

ζε κία νξηζκέλε πεξηνρή V   ηνπ ρώξνπ απηνύ, πνπ πεξηνξίδεηαη εμσηεξηθά από κηα 

επηθάλεηα S  ιόγσ θάπνηαο αηηίαο, ζπκβαίλεη κηα αιιαγή θάζεο  πνπ πξνμελεί  κηα 

κεηαβνιή ζηνλ όγθν θαη ζην ζρήκα ηεο πεξηνρήο απηήο. Η κεηαβνιή απηή κπνξεί λα 

πεξηγξαθεί ζε όξνπο ηεο παξακόξθσζεο ηνπ πιηθνύ πνπ θαηαιακβάλεη ηνλ όγθν V  , 

ππνζέηνληαο  όηη ην πιηθό πνπ πεξηβάιιεη ηνλ όγθν V   είλαη απόλ. Η θαηάζηαζε απηή 

απνηειεί κηα πιαζκαηηθή θαηάζηαζε, πνπ εηζάγεηαη απζηεξά γηα ηελ πεξηγξαθή ηνπ 

πξνβιήκαηνο. Η παξακόξθσζε ηεο πεξηνρήο V   ζα ζεσξεζεί όηη πεξηγξάθεηαη κε ηε 

δηαλπζκαηηθή κεηαηόπηζε ηνπ θάζε πιηθνύ ζσκαηηδίνπ x  ηεο πεξηνρήο πνπ 

θαηαιακβάλεη ηνλ όγθν V   πνπ νξίδεηαη από ηε ζρέζε  

1 2( , )x x0 0
u u . (4.1) 

Η κεηαηόπηζε απηή ζα κπνξνύζε λα πεξηγξαθεί κε έλαλ ηαλπζηή παξακόξθσζεο 0
γ  ηνπ 

νπνίνπ ηα ζηνηρεία είλαη νη ζπληζηώζεο ( ) 0 0

ij ij x . ΢ην ζεκείν απηό ζα ππνζέζνπκε όηη, 

ηόζν ε κεηαηόπηζε 0
u , όζν θαη νη ζπληζηώζεο ηνπ ηαλπζηή παξακόξθσζεο  0

ij , είλαη ηεο 

ίδηαο ηάμεο κεγέζνπο κε ηηο ειαζηηθέο παξακνξθώζεηο πνπ πθίζηαηαη ην ειαζηηθό κέζν 

πνπ ζεσξήζακε. Επίζεο, ζα ππνζέζνπκε όηη νη ειαζηηθέο παξακνξθώζεηο ηεο πεξηνρήο 

V   βξίζθνληαη ζηελ ηάμε ησλ απεηξνζηώλ παξακνξθώζεσλ. 
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΢ηε βηβιηνγξαθία (Eshelby 1957; Eshelby 1973), νη παξακνξθώζεηο απηέο, πνπ 

πεξηγξάθνπλ ην κεηαζρεκαηηζκό θάζεο πνπ πεξηγξάςακε ραξαθηεξίδνληαη σο ηδην-

παξακνξθώζεηο (eigen-strains, eigen-deformations, θηι). Μηα βαζηθή παξαδνρή πνπ 

γίλεηαη γηα ηηο παξακνξθώζεηο απηέο είλαη όηη αλαπηύζζνληαη ρσξίο ηάζεηο. Όκσο, ν 

κεηαζρεκαηηζκόο θάζεο πνπ ζπκβαίλεη ζηελ πεξηνρή V  , γίλεηαη κε ηελ παξνπζία ηνπ 

πιηθνύ πνπ πεξηβάιιεη ηνλ όγθν απηό. Η παξνπζία ηνπ πεξηβάιινληνο πιηθνύ εκπνδίδεη 

ηελ ειεύζεξε αλάπηπμε ηεο ηδην-παξακόξθσζεο. Σν γεγνλόο απηό έρεη σο ζπλέπεηα ηελ 

αλάπηπμε ειαζηηθώλ παξακνξθώζεσλ ζην πιηθό πνπ θαηαιακβάλεη ηνπο όγθνπο  V V   

θαη V  . 

4.2 Ο κεηαζρεκαηηζκόο θάζεο ωο πξόβιεκα εμάξκωζεο  

Γηα ηελ αλάπηπμε ησλ ειαζηηθώλ απηώλ παξακνξθώζεσλ ζε έλα πιηθό ιόγσ 

κεηαζρεκαηηζκνύ θάζεο, ηδηαίηεξε ζεκαζία έρνπλ νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο πνπ 

επηθξαηνύλ ζηε δηεπηθάλεηα ησλ δύν πιηθώλ. Αλ δελ έρεη ππάξμεη αζηνρία ζηε 

δηεπηθάλεηα, ή αλ δελ έρεη ζπκβεί θάπνηα αιινίσζε ησλ κεραληθώλ ηδηνηήησλ ηεο 

ζύλδεζεο ησλ δύν πεξηνρώλ, ηόηε έρνπκε ηηο ζπλζήθεο ηεο ηέιεηαο δηεπηθάλεηαο. Όηαλ ε 

δηεπηθάλεηα έρεη ππνζηεί βιάβεο, ηόηε έρνπκε ηελ πεξίπησζε ηεο αηεινύο δηεπηθάλεηαο. 

΢ηελ ηέιεηα δηεπηθάλεηα έρνπκε ζπλέρεηα ησλ αλαπηπζζόκελσλ κεηαηνπίζεσλ θαη ησλ 

βειώλ ηάζεο . 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ εμεηάδνπκε, νη κεηαηνπίζεηο ζε θάζε ζεκείν ηεο πεξηνρήο V   ζα 

είλαη ην άζξνηζκα ησλ ειαζηηθώλ κεηαηνπίζεσλ Mu  θαη ησλ ηδην-κεηαηνπίζεσλ 0
u , 

δειαδή  0

M
u u . ΢ηελ πεξηνρή V V  , δειαδή εμσηεξηθά ηνπ V  , νη κεηαηνπίζεηο ζα 

είλαη κόλν νη ειαζηηθέο κεηαηνπίζεηο Mu . ΢ηηο δύν απηέο πεξηνρέο ηνπ ζπλερνύο κέζνπ, 

νη ηάζεηο, ζε θάζε ζεκείν, ζα πεξηγξάθνληαη κε ηηο ζπληζηώζεο ( )ij M  θαη ( )ij I . Γεληθά, 

ζηελ παξνύζα εξγαζία, νη δείθηεο M θαη I , όπνπ εκθαλίδνληαη από εδώ θαη ζην εμήο ζα 

δειώλνπλ πνζόηεηεο πνπ ζπλδένληαη κε ηηο πεξηνρέο V V   θαη V  , αληίζηνηρα. Αλ ε 

πεξηνρή V   έρεη ηηο ίδηεο ειαζηηθέο ζηαζεξέο κε ηελ πεξηνρή V V  , ηόηε ε πεξηνρή V   

ζα ιέκε όηη απνηειεί έλα εγθιώβηζκα (inclusion), ελώ ζηελ αληίζεηε πεξίπησζε ζα ιέκε 

όηη απνηειεί κηα αλνκνηνγέλεηα (inhomogeneity). Σν πιηθό πνπ θαηαιακβάλεη ηελ 

πεξηνρή V V   ζα ιέκε όηη απνηειεί κηα κήηξα. ΢πλήζσο, ε κήηξα ζεσξείηαη όηη 
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εθηείλεηαη γύξσ από ηελ πεξηνρή V ζην άπεηξν ζε όιεο ηηο δηεπζύλζεηο. Η νξνινγία απηή 

έρεη εηζαρζεί από ηνλ Eshelby (1957). 

΢ε έλα πιηθό ζσκαηίδην x  ηνπ κέζνπ θαη ζε ζρέζε κε κία απεηξνζηή επηθάλεηα dS  πνπ 

πεξηέρεη, ην βέινο ηάζεο t   είλαη  

1 2 3[ , , ]   ,  T

i ij it t t t n t , (4.2) 

όπνπ 
in  είλαη νη ζπληζηώζεο ηνπ κνλαδηαίνπ δηαλύζκαηνο πνπ είλαη θάζεηεο ζην dS , 

it  

είλαη νη Καξηεζηαλέο ζπληζηώζεο ηνπ βέινπο ηάζεο θαη 
ij  είλαη νη Καξηεζηαλέο 

ζπληζηώζεο ηνπ ηαλπζηή ησλ ηάζεσλ. ΢ηε ζρέζε απηή, αιιά θαη νπνπδήπνηε παξαθάησ, 

o επαλαιακβαλόκελνο ιαηηληθόο δείθηεο ζα δειώλεη άζξνηζκα. 

Με βάζε ηα παξαπάλσ, νη ζπλζήθεο ζπλέρεηαο ησλ κεηαηνπίζεσλ θαη ηνπ βέινπο ηάζεο 

ζηε δηεπηθάλεηα ησλ δύν πεξηνρώλ, πνπ ζεσξείηαη ηέιεηα, πεξηγξάθνληαη κε ηηο ζρέζεηο 

 0 ,     M I M I  u u u t t . (4.3) 

Από ηηο ζρέζεηο απηέο πξνθύπηνπλ νη παξαθάησ ζπλζήθεο, πνπ επηθξαηνύλ ζηελ 

δηεπηθάλεηα ησλ δύν πεξηνρώλ, 

0 ,      (ζ ) ( )M I ij M i ij I in n  u u u . (4.4) 

Η πξώηε από απηέο δειώλεη όηη νη ειαζηηθέο κεηαηνπίζεηο ζηε δηεπηθάλεηα έρνπλ κηα 

γλσζηή αζπλέρεηα 0
u , ελώ ε δεύηεξε όηη, ην βέινο ηάζεο είλαη ζπλερέο. Ο ηύπνο απηώλ 

ησλ δηεπηθαλεηαθώλ ζπλζεθώλ πεξηγξάθεη έλα ζπγθεθξηκέλν ηύπν εμάξκσζεο 

(dislocation) ζηα πιηθά, πνπ είλαη γλσζηόο σο εμάξκσζε ηύπνπ Somigliana (Eshelby, 

1951; Eshelby, 1973). Ο ηύπνο απηόο εμάξκσζεο εκθαλίδεηαη αξθεηά ζπρλά ζηα 

θξπζηαιιηθά πιηθά, αιιά θαη ζηε γεσθπζηθή ζηα ζεηζκηθά ξήγκαηα. 

Από ηελ παξαπάλσ αλάιπζε δείρζεθε όηη ην ειαζηηθό πξόβιεκα ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ 

θάζεο ζε έλα πιηθό, αλάγεηαη εύθνια ζε έλα ειαζηηθό πξόβιεκα εμάξκσζεο ηύπνπ 

Somigliana, κε ηηο δηεπηθαλεηαθέο ζπλζήθεο (4.4). 
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4.3 Σν δηδηάζηαην πξόβιεκα ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ θάζεο 

Θα ππνζέζνπκε ηώξα όηη ε ηδην-κεηαηόπηζε 0
u , πνπ πεξηγξάθεη ην κεηαζρεκαηηζκό 

θάζεο ζην όγθν V   ηνπ ζπλερνύο ειαζηηθνύ κέζνπ πνπ θαηαιακβάλεη ηνλ όγθν V  , είλαη 

αλεμάξηεηε ηεο ζπληεηαγκέλεο 3x , δειαδή, όηη είλαη ζπλάξηεζε κόλν ησλ 

ζπληεηαγκέλσλ 
1x θαη 

2x . Γηα λα κπνξεί λα αλαπηπρζεί κηα ηέηνηα θαηάζηαζε, ζα πξέπεη 

ν όγθνο V   λα είλαη έλαο θύιηλδξνο ηνπ νπνίνπ νη γελέηεηξεο είλαη παξάιιειεο ζηνλ 

άμνλα 3x . ΢ηελ πεξίπησζε απηή νη ζπληζηώζεο ηνπ δηαλύζκαηνο κεηαηόπηζεο είλαη 

ζπλαξηήζεηο κόλν ησλ 1x , 2x , δειαδή  

0 0

1 1 1 2( , ) , u u x x    0

2u  0

2 1 2( , ),u x x      0 0

3 3 1 2( , ) .u u x x  (4.5) 

Έλα ηέηνην πεδίν κεηαηνπίζεσλ αληηζηνηρεί ζηηο παξαθάησ κε-κεδεληθέο ζπληζηώζεο ηνπ 

ηαλπζηή παξακόξθσζεο 

0
0 1
11

1

u

x






,  
0

0 2
22

2

u

x






,  
0 0

0 1 2
12

2 1

1
,

2

u u

x x


  
  

   

  
0

0 3
13

1

1
,

2

u

x


 
  

 
 

  
0

0 3
23

2

1
.

2

u

x


 
  

 
 

 (4.6) 

΢ηα πεξηζζόηεξα πξαθηηθά πξνβιήκαηα κεηαζρεκαηηζκνύ θάζεο γίλεηαη ε παξαδνρή γηα 

κία νκνηόκνξθε δηαλνκή ησλ παξακνξθώζεσλ κέζα ζηνλ όγθν V  . Θεσξνύκε όηη, νη 

ζπληζηώζεο ηνπ ηαλπζηή ηδην-παξακόξθσζεο κέζα ζηνλ όγθν V    είλαη ζηαζεξέο, 

δειαδή είλαη γλσζηέο νη πνζόηεηεο 0 0 0 0 0
11 22 12 13 23,  ,  ,  ,       . 

Αλ έρνπκε γλσζηέο ηηο ζπληζηώζεο απηέο, ην δηδηάζηαην πεδίν ησλ ηδην-κεηαηνπίζεσλ 

πξνθύπηεη κε νινθιήξσζε ησλ ζρέζεσλ (4.6). Από ηελ νινθιήξσζε απηή απνθηώληαη νη 

παξαθάησ ζρέζεηο 

0 0 0 0
1 1 2 11 1 12 12 2( , ) ( )u x x x x     , (4.7α) 

0 0 0 0
2 1 2 22 2 12 12 1( , ) ( )u x x x x     , (4.7β) 

0 0 0
3 1 2 13 1 23 2( , ) 2 2u x x x x   . (4.7γ) 
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΢ηηο ζρέζεηο απηέο ππεηζέξρνληαη νη πνζόηεηεο )( 0

21

0

12   , νη νπνίεο πεξηγξάθνπλ ηε 

ζηξνθή πνπ πθίζηαηαη έλα πιηθό ζσκαηίδην. ΢ηελ πεξίπησζε πνπ εμεηάδνπκε, εθηόο από 

ηηο ηδην-παξακνξθώζεηο, πνπ δίλνληαη από ηηο ζρέζεηο (4.6), είλαη γλσζηέο θαη νη ζηξνθέο 

)( 0

21

0

12   . Η ζηξνθή ζε έλα ζεκείν ηνπ ζπλερνύο κέζνπ παξέρεηαη από ηε ζρέζε  

0 0
0 1 2
12

2 1

1

2

u u

x x


  
  

   

. (4.8) 

4.4 Σν γεληθεπκέλν πξόβιεκα ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ θάζεο ζηνλ 

πηεδνειεθηξηζκό 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ ην ζπλερέο κέζν πνπ ζεσξήζακε πξνεγνύκελα είλαη έλα 

πηεδνειεθηξηθό πιηθό, ηόηε κπνξνύκε λα γεληθεύζνπκε ηνπο παξαπάλσ ηαλπζηέο 

ζπκπεξηιακβάλνληαο ζηηο εμηζώζεηο ηηο πνζόηεηεο πνπ πεξηγξάθνπλ ην ειεθηξηθό πεδίν. 

Αληίζηνηρν ηεο ειαζηηθήο κεηαηόπηζεο είλαη ην ειεθηξηθό δπλακηθό  , από ην νπνίν 

παξάγνληαη νη ζπληζηώζεο  έληαζεο ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ. Γηα ηε δηδηάζηαηε 

πεξίπησζε, νη ζρέζεηο απηέο έρνπλ ηε κνξθή 

,
1

1
x

E






     .

2

2
x

E






  (4.9) 

Οη ζπληζηώζεο 1E  θαη 2E  είλαη ζπλαξηήζεηο κόλν ησλ 1x θαη 2x , όπσο επίζεο θαη ην 

δπλακηθό  , δειαδή 

),,( 2111 xxEE       ),,( 2122 xxEE      ).,( 21 xx   (4.10) 

΢ηνλ πηεδνειεθηξηζκό ζα ζεσξήζνπκε όηη ε δηαλπζκαηηθή κεηαηόπηζε u ζε έλα ζεκείν 

ζπκπεξηιακβάλεη σο ηέηαξηε ζπληζηώζα, ην ειεθηξηθό δπλακηθό   ζην ζεκείν απηό, 

δειαδή,  

 1 2 3, , ,
T

u u u u . (4.11) 
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Σν πηεδνειεθηξηθό πιηθό, πνπ θαηαιακβάλεη ηνλ όγθν V   πθίζηαηαη κηα ηδην-

παξακόξθσζε πνπ πεξηγξάθεηαη κε ηηο ζπληζηώζεο 0 0 0 0 0
11 22 12 13 23,  ,  ,  ,       . Σελ 

θαηάζηαζε απηή ζπλνδεύεη θαη έλα ηδην-ειεθηξηθό πεδίν 0

1E  θαη 0

2E . Με νινθιήξσζε 

ηεο (4.9) πξνθύπηεη ην ειεθηξηθό δπλακηθό πνπ παξάγεη ην πεδίν απηό ζηε κνξθή 

2

0

21

0

121

0 ),( xExExx  . (4.12) 

Γηα ηελ πεξίπησζε απηή, ην ηδην-δηάλπζκα 0
u  ζε θάζε ζεκείν ηνπ όγθνπ V είλαη  

0 0 0 0
1 1 2 11 1 12 12 2

0 0 0 0
2 1 2 22 2 12 12 10

0 0 0
3 1 2 13 1 23 2

0 0 0
1 2 1 1 2 2

( , ) ( )

( , ) ( )

( , ) 2 2

( , )

u x x x x

u x x x x

u x x x x

x x E x E x

  

  

 



    
   
    

    
   
   

       

u . (4.13) 

Από ηελ παξαπάλσ ζρέζε εύθνια εμάγεηαη όηη 

0 0 0
1 1 2 2x x u γ γ , (4.14) 

όπνπ 

0 0 0
11 12 12

0 0 0
12 12 220 0

1 20 0
13 23

0 0
1 2

( )

( )
    θαη     

2 2

E E

  

  

 

   
   
   

    
   
   

       

γ γ . (4.15) 

Θα γξάςνπκε ηώξα ηε ζρέζε (4.14) ζε όξνπο ηεο κηγαδηθήο κεηαβιεηήο 21 ixxz   

,1( 2 i  )21 ixxz  , ρξεζηκνπνηώληαο ηηο ζρέζεηο  

,
2

1

zz
x


   .

2
2

i

zz
x


  (4.16) 

Με βάζε ηηο ζρέζεηο (4.16) θαη (4.17), ε ζρέζε (4.15) παίξλεη ηε κνξθή 

0 0 0z z u γ γ  (4.17) 
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όπνπ 

 0 0 0
1 2

1
( )

2
i γ γ γ .  

΢ηε ζρέζε (4.17), ιεηηνπξγώληαο θάπσο «αλνξζόδνμα» αθήζακε ηε ζπλάξηεζε 

),(00 zzuu   κε ην ίδην ζύκβνιν, εθόζνλ θάηη ηέηνην δελ δεκηνπξγεί ζύγρπζε ζηελ 

αλάιπζε.  
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5. ΣΑ ΓΗΦΑ΢ΗΚΑ ΓΤΝΑΜΗΚΑ ΣΟΤ 2D 

ΠΗΔΕΟΖΛΔΚΣΡΗΚΟΤ ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΟ΢ 

5.1 Ο ζύκκνξθνο κεηαζρεκαηηζκόο ζηελ αληζόηξνπε ειαζηηθόηεηα 

Η παξαθάησ αλάιπζε ζα γίλεη κε ηε βνήζεηα ησλ κηγαδηθώλ κεηαβιεηώλ, αμηνπνηώληαο 

ηηο ηδηόηεηεο ησλ νιόκνξθσλ κηγαδηθώλ ζπλαξηήζεσλ, θαη ηε δηεπθόιπλζε πνπ καο 

παξέρεη ν ζύκκνξθνο κεηαζρεκαηηζκόο ζηελ πεξίπησζε ησλ θακππιόγξακκσλ ζπλόξσλ 

(Muskhelisvili, 1953). Σν πξαγκαηηθό θαη ην θαληαζηηθό κέξνο ησλ νιόκνξθσλ 

κηγαδηθώλ ζπλαξηήζεσλ έρνπλ ηελ ηδηόηεηα λα ηθαλνπνηνύλ ηηο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο ηεο 

ηζόηξνπεο θαη αληζόηξνπεο ειαζηηθόηεηαο θαζώο θαη ηεο  πηεδνειεθηξηθόηεηαο. Με ηνλ 

ζύκκνξθν κεηαζρεκαηηζκό, πνπ είλαη κηα νιόκνξθε ζπλάξηεζε, έλα ζύλζεην πεδίν κε 

θακππιόγξακκν ζύλνξν κπνξεί λα κεηαζρεκαηηζηεί κε ηέηνην ηξόπν έηζη ώζηε ην 

πνιύπινθν ζύλνξν λα αληηζηνηρεί ζε έλα απιό ζύλνξν, όπσο γηα παξάδεηγκα, ζηελ 

πεξηθέξεηα ελόο θύθινπ, ή ζε κηα επζεία γξακκή. ΢ηε κειέηε ηεο ζπκπεξηθνξάο ησλ 

ζύλζεησλ πιηθώλ ζηα πιαίζηα ηεο κηθξνκεραληθήο θαη λαλνκεραληθήο, ρξεζηκνπνηείηαη 

ην κνληέιν ηνπ άπεηξνπ ειαζηηθνύ κέζνπ, πνπ ζα θαιείηαη κήηξα, κέζα ζην νπνίν 

ελππάξρεη έλα άιιν εηεξνγελέο κέζν πεπεξαζκέλσλ δηαζηάζεσλ, πνπ ζα θαιείηαη 

αλνκνηνγέλεηα. ΢ηε δηδηάζηαηε πεξίπησζε, ην κνληέιν απηό κπνξεί λα πεξηγξαθεί 

αλαθνξηθά κε ην κηγαδηθό επίπεδν 1 2z x ix  . ΢ην επίπεδν απηό ε θιεηζηή θακπύιε C  

ζα αληηπξνζσπεύεη ηε δηεπηθάλεηα ηεο αλνκνηνγέλεηαο-κήηξαο, ην εμσηεξηθό πεδίν ηε 

κήηξα θαη ην εζσηεξηθό πεδίν ηελ αλνκνηνγέλεηα. Θα ππνζέζνπκε ηώξα όηη ε θιεηζηή 

απηή θακπύιε κεηαζρεκαηίδεηαη ζην κνλαδηαίν θύθιν 1   ελόο κηγαδηθνύ επηπέδνπ   

κε ην ζύκκνξθν κεηαζρεκαηηζκό  

( ),    δ=ξeiz m  . (5.1) 
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Γηα παξάδεηγκα, όηαλ ε θακπύιε είλαη κηα έιιεηςε κε κεγάιν θαη κηθξό εκηάμνλα ,  b  

αληίζηνηρα, ν ζύκκνξθνο  κεηαζρεκαηηζκόο έρεη ηε κνξθή 

m
z mR 



 
  

 
 (5.2) 

 κε 

,     .
2

b a b
R m

a b

  
 


 (5.3) 

΢ηελ αληζόηξνπε ειαζηηθόηεηα, εθηόο ησλ κηγαδηθώλ επηπέδσλ   θαη z  , ζα 

ζεσξήζνπκε θαη άιια ηξία δεύγε επηπέδσλ, πνπ ζπλδένληαη κε ηνπο κηγαδηθνύο αξηζκνύο 

1 2zl lx p x   θαη l . Η δηεπηθάλεηα C  ηεο αλνκνηνγέλεηαο, πνπ βξίζθεηαη ζην κηγαδηθό 

επίπεδν 1 2( )z x ix   κεηαζρεκαηίδεηαη κέζσ ηεο ζρέζεο 1zl lx p z   ζην κηγαδηθό 

επίπεδν lz  ζηελ θιεηζηή θακπύιε lC . Γηα λα κπνξέζνπκε λα αμηνπνηήζνπκε ηηο ηδηόηεηεο 

πνπ πξνζθέξεη ν νιόκνξθνο κεηαζρεκαηηζκόο κε νιόκνξθσλ ζπλαξηήζεσλ ζηελ 

επίιπζε δηεπηθαλεηαθώλ πξνβιεκάησλ, εηζάγνπκε έλα λέν κεηαζρεκαηηζκό ( )l l lz m   

κε ηε ζρέζε 

1 1 1
( ) ( ) (1 ) ( ) (1 )

2 2
l l l l l

l

z m ip m ip m  


 
      

 
, 

όπνπ l αληηπξνζσπεύεη έλα ζεκείν ηνπ l  επηπέδνπ. (5.4) 

Γηα ηελ έιιεηςε ν κεηαζρεκαηηζκόο απηόο έρεη ηε κνξθή   

1

2 2

l l
l l

l

a ibp a ibp
z 



 
  . (5.5) 

Θα πξέπεη λα παξαηεξήζνπκε όηη γηα όιεο ηηο πεξηθέξεηεο 1l   ηζρύεη όηη, 

exp( )l i      . Απηό ζεκαίλεη όηη, θάζε ζεκείν ηεο πεξηθέξεηαο ηνπ  αληηζηνηρεί 

ζε έλα θαη κόλν ζεκείν ησλ ηξηώλ επηπέδσλ l , θαη ζε έλα θαη κόλν ζεκείν ησλ 

επηπέδσλ z  θαη lz . 
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5.2 Σα δηθαζηθά δπλακηθά γηα κηα πηεδνειεθηξηθή αλνκνηνγέλεηα ζε κηα 

πηεδνειεθηξηθή κήηξα 

΢ηελ ελόηεηα απηή ζα εμάγνπκε ηα δηθαζηθά δπλακηθά γηα κηα πηεδνειεθηξηθή 

αλνκνηνγέλεηα πνπ βξίζθεηαη έλζεηε ζε κηα πηεδνειεθηξηθή κήηξα, όηαλ ζηε δηεπηθάλεηα 

εθαξκόδεηαη κηα γεληθεπκέλε εμάξκσζε 0
u  ηύπνπ Somigliana. Θα ππνζέζνπκε όηη ε 

δηεπηθάλεηα κεηαζρεκαηίδεηαη κέζσ ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ ( ),z m   ζηε κνλαδηαία 

πεξηθέξεηα 1   ελόο  -επηπέδνπ. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, ε γεληθεπκέλε κεηαηόπηζεu  

θαη ε γεληθεπκέλε δύλακε Σ ζηα δύν πεδία παξέρνληαη από ηηο ζρέζεηο (3.20) θαη (3.23). 

Γηα πξόβιεκα απηό νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο πνπ επηθξαηνύλ ζηε δηεπηθάλεηα είλαη : 

0,     = ,M I M I u u u T T   z C  (5.6) 

Ακέζσο παξαθάησ ζα εμάγνπκε δύν γεληθέο αληηπξνζσπεύζεηο ησλ ειαζηηθώλ θαη 

ειεθηξηθώλ πεδίσλ ησλ δύν κέζσλ ζε όξνπο ησλ δηθαζηθώλ δπλακηθώλ. Η θαζεκία από 

απηέο είλαη θαηάιιειε γηα έλα ζπγθεθξηκέλν ηύπν πξνβιεκάησλ. 

Πρώηη ανηιπροζώπεσζη πιεζοηλεκηρικών πεδίων  

Με αληηθαηάζηαζε ησλ (3.20) θαη (3.23) ζηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο (5.6 ) πξνθύπηεη 

0( ) (1/ ) ( ,1/ ) ( ) (1/ )M M I I I I M M        A f A f u A f A f  (5.7) 

θαη 

( ) (1/ ) ( ) (1/ )M M I I I I M M     B f B f B f B f  (5.8) 

όπνπ ie   , έλα ζεκείν ηεο δηεπηθάλεηαο ζην  -επηπέδν. Η πξώηε ζπλζήθε 

ηθαλνπνηείηαη απηόκαηα εάλ νξίζνπκε, 

0( ) (1/ ) ( ,1/ )       1
( )

( ) (1/ )                             1

M M I I
o

I I M M

i i i

i i

    


  

   
 

 

A f A f u
f

A f A f
 (5.9) 
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όπνπ 0( )f  κηα δηαλπζκαηηθή ζπλάξηεζε, νη ζπληζηώζεο ηεο νπνίαο είλαη νιόκνξθεο 

ζπλαξηήζεηο. 

Αληίζηνηρα, ε δεύηεξε δηεπηθαλεηαθή ζπλζήθε ηθαλνπνηείηαη εάλ ηα κηγαδηθά δπλακηθά 

εθθξαζζνύλ σο 

( ) (1/ )             1
( )

( ) (1/ )             1

M M I I
o

I I M M

  


  

  
 

 

B f B f
q

B f B f
 (5.10) 

όπνπ 0( )q  κηα δηαλπζκαηηθή ζπλάξηεζε όπσο θαη ε 0( )f .  

Από ηηο (5.9) θαη (5.10) πξνθύπηνπλ νη παξαθάησ γεληθέο αληηπξνζσπεύζεηο  

1 1 0
0 0

1
( ) ( ) ( ) ,M M I i   



   
    

  
B f H f Μ q u , (5.11) 

1 1 0
0 0

1
(1/ ) (1/ ) (1/ ) ,M M I i   



   
    

  
B f H f Μ q u , (5.12) 

γηα ηε κήηξα ( 1  ), 

1 1
0 0( ) [ ( ) ( )]I I M    B f H f Μ q , (5.13) 

1 1
0 0(1/ ) [ (1/ ) (1/ )]I I M    B f H f Μ q , (5.14) 

θαη γηα ηελ αλνκνηνγέλεηα ( 1  ).΢ηηο ζρέζεηο απηέο, ην H  είλαη έλαο ζεηηθά νξηζκέλνο 

εξκηηηαλόο πίλαθαο, πνπ πεξηέρεη ειαζηηθέο ζηαζεξέο ησλ δηπιηθώλ, θαη νξίδεηαη κε ηε 

ζρέζε 

1 1
M I
  H M M  (5.15) 

όπνπ   ( =  ή  )aM M I  είλαη έλαο πίλαθαο πνπ νξίδεηαη κε ηε ζρέζε 
1

a a aM iB A   

(Lothe θαη Barnett, 1976). 
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Οη ζρέζεηο (5.11)-(5.14) δείρλνπλ όηη ην ειαζηηθό θαη ην ειεθηξηθό πεδίν ζηελ 

αλνκνηνγέλεηα θαη ζηε κήηξα εθθξάδεηαη  ζε όξνπο ησλ κεηξσηθώλ  ζπλαξηήζεσλ 0( )f  

θαη 0( )q , πνπ απνηεινύλ ηα διθαζικά δσναμικά ηνπ δηθαζηθνύ ζπζηήκαηνο. Οη 

κεηξσηθέο ζπλαξηήζεηο ησλ ηάζεσλ, ζε όξνπο ησλ δηθαζηθώλ δπλακηθώλ γξάθνληαη 

1 1 0
0 0

1 1 0
0 0

1
( ) ( ) ( ) ,

1
              (1/ ) (1/ ) , ,

M I

I

i

i

   


  


 

 

  
     

  

  
    

  

T H f Μ q u

H f Μ q u

 (5.16) 

1 1 1 1
0 0 0 0( ) [ ( ) ( )] [ (1/ ) (1/ )]I M M          T H f Μ q H f Μ q . (5.17) 

Γηα έλα ζπγθεθξηκέλν πξόβιεκα, ηα δηθαζηθά δπλακηθά πξνζδηνξίδνληαη ώζηε λα 

ηθαλνπνηνύληαη νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο  θαη νη ηδηόκνξθεο  ζπλζήθεο ηνπ πξνβιήκαηνο.  

Γηα ηελ εηδηθή πεξίπησζε κηαο άθακπηεο θαη κνλσκέλεο αλνκνηνγέλεηαο 1( 0)IM   , ηα 

κηγαδηθά δπλακηθά ηεο κήηξαο, πνπ δίλνληαη από ηηο ζρέζεηο (5.11) θαη (5.12), παίξλνπλ 

ηε κνξθή 

0
0

1
( ) ( ) ,i  



  
   

  
Bf M f u , (5.18) 

0
0

1
(1/ ) (1/ ) ,i  



  
   

  
Bf M f u , (5.19) 

όπνπ ράξηλ απιόηεηαο, νη ζρεηηθνί δείθηεο έρνπλ παξαιεθζεί. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, ε 

ζπλάξηεζε ηεο ηάζεο θαη ε ζπλάξηεζε ηεο κεηαηόπηζεο εθθξάδνληαη ζε όξνπο ηεο 

δηαλπζκαηηθήο ζπλάξηεζεο 0( )f  σο αθνινύζσο 

0 0
0 0

1 1
( ) ( ) , (1/ ) ,i i    

 

      
         

      
T M f u M f u , (5.20) 

0 0( ) ( ) (1/ )i    u f f . (5.21) 



ΓΙΑΦΑ΢ΙΚΑ ΓΤΝΑΜΙΚΑ 

32 

Δεύηερη ανηιπροζώπεσζη ηων πιεζοηλεκηρικών πεδίων 

Γηα ηε δηεπηθάλεηα αληηθαζηζηώληαο ηηο (3.20) θαη (3.23) ζηηο (5.6) πξνθύπηνπλ νη 

ζρέζεηο 

0( ) (1/ ) ( ) (1/ ) ( ,1/ )M M M M I I I I        A f A f A f A f u , (5.22) 

( ) (1/ ) ( ) (1/ )M M M M I I I I     B f B f B f B f . (5.23) 

Οη δύν παξαπάλσ ζρέζεηο εθθξάδνληαη ηζνδύλακα κε κία θαη κόλν ζρέζε: 

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 0

( ) [ ] [ ] ( )

               [ ] [ ] ( ) [ ] ( , ).

M M M M I M I I

M M M I I I M Mi

 

  

    

      

   

    

B f M M M M B f

M M M M B f M M u
 (5.24) 

Από ηε ζρέζε απηή γίλεηαη θαλεξό όηη, πάλσ ζηε δηεπηθάλεηα ην κηγαδηθό δπλακηθό ηεο 

κήηξαο εθθξάδεηαη ζε όξνπο ησλ κηγαδηθώλ δπλακηθώλ ηεο αλνκνηνγέλεηαο. Έηζη, αλ 

νξίζνπκε ηα κηγαδηθά δπλακηθά ηεο αλνκνηνγέλεηαο κε ηε ζρέζε  

0( ) ( )I I z zB f fY  (5.25)  

όπνπ  

1 1 1 1 1[ ] [ ]I M M M
      M M M MY    

θαη 0( )zf είλαη κία κηγαδηθή νιόκνξθε κεηξσηθή ζπλάξηεζε, ηόηε παίξλνληαο ππόςε ηηο 

(5.24), ηα κηγαδηθά δπλακηθά ηεο κήηξαο κπνξνύλ λα νξηζζνύλ κε ηε ζρέζε 

0
0 0

1 1
( ) ( ) ,M M i  

 

   
     

   
B f f f uXY Z , (5.26) 

όπνπ  

1 1 1 1 1[ ] [ ]M M M I
      M M M MX  

1 1[ ]M M
  M MZ  
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΢ην ζεκείν απηό πξέπεη λα δηεπθξηληζζεί ην εμήο όηη, ε 0f  νξίδεηαη ζην πεδίν πνπ 

θαηαιακβάλεη ε αλνκνηνγέλεηα  ζε ζρέζε κε ηα επίπεδα 
lz  κε ηε ζρέζε 

0 01 1 02 2 03 3 04 4( ) [ ( ), ( ), ( ), ( )] ,Tz f z f z f z f zf  (5.27) 

ελώ ζην πεδίν ηεο κήηξαο νξίδεηαη ζε ζρέζε κε ηα επίπεδα κεηαζρεκαηηζκνύ 
l . 
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6. ΣΑ ΓΗΦΑ΢ΗΚΑ ΓΤΝΑΜΗΚΑ ΓΗΑ ΜΗΑ 

ΔΛΛΔΗΠΣΗΚΖ ΑΝΟΜΟΗΟΓΔΝΔΗΑ 

Σηο ζρέζεηο πνπ απνθηήζεθαλ πξνεγνύκελα ζα ηηο εθαξκόζνπκε ζε δύν ζπγθεθξηκέλεο 

πεξηπηώζεηο πνπ ελδηαθέξνπλ ηελ εθαξκνγή. ΢ηελ πξώηε πεξίπησζε ζα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο ζρέζεηο ηεο δεύηεξεο αληηπξνζώπεπζεο γηα λα απνθηήζνπκε ηα 

ειαζηηθά θαη ειεθηξηθά πεδία γηα κηα ειιεηπηηθή αλνκνηνγέλεηα, πνπ πθίζηαηαη έλαλ 

νκνηόκνξθν κεηαζρεκαηηζκό θάζεο. Σν πξόβιεκα απηό ελδηαθέξεη ηελ ηξέρνπζα 

ηερλνινγία ησλ θβαληηθώλ εκηαγσγώλ θαη παξακέλεη κέρξη ηώξα άιπην. Η δεύηεξε 

πεξίπησζε αθνξά κηα ειιεηπηηθή πηεδνειεθηξηθή αλνκνηνγέλεηαο πνπ έρεη κηα ξσγκή ζηε 

δηεπηθάλεηα. Σν πξόβιεκα απηό ελδηαθέξεη ην ζρεδηαζκό πηεδνειεθηξηθώλ ζπζθεπώλ 

έλαληη ζξαύζεο. 

6.1 Σν πξόβιεκα ηνπ νκνηόκνξθνπ κεηαζρεκαηηζκνύ θάζεο ζε κηα 

ειιεηπηηθή αλνκνηνγέλεηα 

Θα ζεσξήζνπκε ηελ πεξίπησζε κηαο ειιεηπηηθήο αλνκνηνγέλεηαο, ε νπνία πθίζηαηαη έλαλ 

νκνηόκνξθν κεηαζρεκαηηζκό θάζεο, πνπ πεξηγξάθεηαη κε ηα κεηξώα παξακόξθσζεο 

 

0 0 0
11 12 12

0 0 0
12 12 220 0

1 20 0
13 23

0 0
1 2

( )

( )
    θαη     

2 2

E E

  

  

 

   
   
   

    
   
   

       

γ γ . (6.1) 

Όπσο δείρηεθε ζην θεθάιαην 3, ε νκνηόκνξθε απηή παξακόξθσζε αληηζηνηρεί ζηελ 

αθόινπζε δηεπηθαλεηαθή εμάξκσζε Somigliana ηύπνπ 

0 0 0z z u γ γ , (6.2) 
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όπνπ 

 0 0 0
1 2

1
( )

2
i γ γ γ .  

Γηα ηελ πεξίπησζε ηεο έιιεηςεο, ν ζύκκνξθνο κεηαζρεκαηηζκόο έρεη ηε κνξθή 

( )
m

z m R 


 
   

 
,  ,     .

2

b a b
R m

a b

  
 


 (6.3) 

όπνπ a θαη b  είλαη ν κεγάινο θαη κηθξόο εκηάμνλαο ηεο έιιεηςεο, αληίζηνηρα. Η 

ζπλάξηεζε  0 1
,u 


 
 
 

 ηεο ζρέζεο  (6.2) έρεη ηε κνξθή 

0 0 0 0 01 1
, ( ) ( )u R m R m 
 

 
    

 
γ γ γ γ .     (6.4) 

Θα αλαδεηήζνπκε ηώξα ην δηθαζηθό δπλακηθό 0f ζηε κνξθή  

0( )z zf ι  (6.5) 

όπνπ ι  έλα άγλσζην ζηαζεξό κεηξών ζηήιε πνπ ζα πξνζδηνξηζζεί παξαθάησ. 

Εηζάγνληαο ηηο (6.4) θαη (6.5) ζηε ζρέζε (5.26) πξνθύπηεη  

0 0

0 0

( ) ( )

1
                   ( ) .

M M R m i m

R m i m

 



     
 

    
 

B f ι ι γ γ

ι ι γ γ

XY Z

XY Z
 (6.6) 

΢ην άπεηξν ζεκείν ηεο κήηξαο, νη ηάζεηο ζα πξέπεη λα κεδελίδνληαη. Από ηε ζρέζε (6.6) 

πξνθύπηεη όηη απηό ζπκβαίλεη όηαλ 

0 0( )m i m   ι ι γ γ 0XY Z . (6.7) 

Από ηε ζρέζε απηή, πξνθύπηεη 

2 1 0 0 0 0[ ] [ ( ) ( )]i m m m m    ι Η γ γ γ γXYXY XYZ Z . (6.8) 
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΢πλεπώο, ηα κηγαδηθά δπλακηθά ηεο κήηξαο θαη ηεο αλνκνηνγέλεηαο παίξλνπλ ηε κνξθή 

( )I I z zB f ιY , (6.9) 

0 0 1
( ) ( )M M R m i m


    
 

B f ι ι γ γXY Z . (6.10) 

όπνπ ι  νξίδεηαη κε ηε ζρέζε (6.8). 

Γηα ηελ εηδηθή πεξίπησζε ηνπ θύθινπ, όπνπ 0m  , ε ζύκκνξθε απεηθόληζε γίλεηαη 

z R ,  
2R R

z
z

  . (6.11) 

΢ηελ πεξίπησζε απηή, ην δηθαζηθό δπλακηθό είλαη 

0
0( )z i z f γZ , (6.12) 

θαη ηα κηγαδηθά δπλακηθά ην δηθαζηθνύ ζπζηήκαηνο  παίξλνπλ ηε κνξθή 

0( )I I z i z B f γYZ , (6.13) 

2
0( )M M

R
z i

z
   B f γXYZ Z . (6.14) 

6.2 Σν πξόβιεκα ηεο δηεπηθαλεηαθήο ξωγκήο ζε κία ειιεηπηηθή 

αλνκνηνγέλεηα 

΢αλ δεύηεξε εθαξκνγή ζα ζεσξήζνπκε ηελ πεξίπησζε κηαο ειιεηπηηθήο αλνκνηνγέλεηαο, 

πνπ βξίζθεηαη ζε κία ειαζηηθή κήηξα θαη έρεη κηα ξσγκή ζηε δηεπηθάλεηα. ΢ηελ 

πεξίπησζε απηή, ην κεηξών ηεο γεληθεπκέλεο δύλακεο ζηα δύν ρείιε ηεο ξσγκήο ζα 

πξέπεη λα είλαη κεδεληθό, δειαδή  

 0,  T T  πάλσ ζηε ξσγκή. (6.15) 
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Υξεζηκνπνηώληαο ηε ζρέζε (6.15), νδεγνύκαζηε ζηηο παξαθάησ ζρέζεηο 

1 1 1 1
0 0 0 0( ) ( ) + ( ) ( ) 0,I I               

   
H f Μ q H f Μ q  (6.16) 

1 1 1 1
0 0 0 0[ ( ) ( )] [ ( ) ( )] 0M M             H f Μ q H f Μ q . (6.17) 

Με αθαίξεζε, νη ζρέζεηο παξέρνπλ 

0 0 0  q q , πάλσ ζηε ξσγκή.  (6.18) 

Η ζρέζε απηή δειώλεη όηη ε ζπλάξηεζε 0( )q είλαη κία νιόκνξθε ζε όιν ην επίπεδν 

εθηόο ίζσο από νξηζκέλα ζεκεία. Παίξλνληαο ππόςε ηελ (6.18), ε (6.16) παξέρεη 

1 1 1 1 1 1
0 0 0( ) ( ) [ ] ( )I I           H f H f H Μ H Μ q . (6.19) 

Θέηνληαο  

0 0 0( ) ( ) ( ),   f Kq h  (6.20) 

κε 

1 1 1 1 1 1 1[ ] [ ]I I
        Κ H H H Μ H Μ ,  (6.21) 

ε (6.19) δίλεη  

1
0 0( ) ( ) 0.    h HH h  (6.22) 

Έηζη, ην ζπλνξηαθό πξόβιεκα πνπ νξίδεηαη κε ηε ζρέζε (6.19) έρεη αλαρζεί ζηνλ 

πξνζδηνξηζκό ησλ νιόκνξθσλ ζπλαξηήζεσλ 0 ( )f  θαη 0( )h , όπνπ ε ηειεπηαία πξέπεη 

λα ηθαλνπνηεί ηε ζπλζήθε (6.22) πάλσ ζηε ξσγκή. 

Μηα εηδηθή  ιύζε κπνξεί λα απνθηεζεί, όηαλ ε δηθαζηθή παξάκεηξνο  H ,  πνπ δίλεηαη 

από ηελ (5.15), είλαη πξαγκαηηθή, δειαδή όηαλ  
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.H H  

΢ηελ πεξίπησζε απηή, από ηε  (6.22) πξνθύπηεη όηη 

0 0( ) ( ) 0.   h h  (6.23) 

Η ζρέζε απηή ζε αλαιπηηθή κνξθή, γξάθεηαη 

01 01 02 02

03 03 04 04

( ) ( ) 0,    ( ) ( ) 0,    

( ) ( ) 0,    ( ) ( ) 0

h h h h

h h h h

   

   

   

   

   

   
. (6.24) 

Οη παξαπάλσ εμηζώζεηο ζπληζηνύλ ηξία πξνβιήκαηα Hilbert, νη ιύζεηο ησλ νπνίσλ είλαη: 

01 0 1 02 0 2

03 0 3 04 0 4

( ) ( ) ( ),   ( ) ( ) ( ),   

( ) ( ) ( ),   ( ) ( ) ( ),

h P h P

h P h P

     

     

   

   
 (6.25) 

όπνπ 1 2 3 4( ),  ( ),  ( ) θαη  ( ),P P P P    είλαη ηξεηο νιόκνξθεο ζπλαξηήζεηο, νη νπνίεο 

πξνζδηνξίδνληαη από ηηο ζπλζήθεο θόξηηζεο  ηνπ πξνβιήκαηνο. Η 0( )X  είλαη κηα 

πιεηόηηκε ζπλάξηεζε ηεο κνξθήο 

1/2 1/2
0 1 2( ) ( ) ( )X        , (6.26) 

πνπ νξίδεηαη πάλσ ζην ηόμν 1 2( , )c     ηεο ξσγκήο ζην νπνίν πξέπεη λα ηζρύεη 

0 0( ) ( )X X    . ΢ηε ζπλέρεηα, ζεσξνύκε ηνλ θιάδν εθείλν ηεο 0( )X   γηα ην νπνίν  

0lim ( ( ) / ) 1X    . ΢ηελ πεξίπησζε απηή, ζε κνξθή πηλάθσλ ε ζρέζε (6.25) 

γξάθεηαη  

0 0( ) ( ) ( ),  h Υ P  (6.27) 

όπνπ  

 1 2 3 4( ) [ ( ), ( ), ( ), ( )] P P P P    P  (6.28) 
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Η εμίζσζε (6.27) δείρλεη όηη, όηαλ ,H H  ην ειαζηηθό πεδίν είλαη ρσξίο δηαθπκάλζεηο. 

΢ηε ζπλέρεηα, ζα εμαρζεί ε ιύζε γηα ηελ γεληθή πεξίπησζε όπνπ ην H  δελ είλαη 

πξαγκαηηθόο πίλαθαο. ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε, ε εμίζσζε (6.22) νδεγεί ζε ηξία 

πξνβιήκαηα  Hilbert,  πνπ πξνθύπηνπλ σο εμήο. Θεσξνύκε ηε δηαγσλνπνίεζε ηνπ πίλαθα 

1
HH  κε ηε ζρέζε 

1 1 HH RLR ,  (6.29) 

όπνπ  

1 2 3 4 1 2 3 4[ , , , ],    =[ , , , ]diag    L   R R R R R . (6.30) 

όπνπ ( , )k k R είλαη ηα ηέζζεξα ηδην-δεύγε πνπ ηθαλνπνηνύλ ηηο ηδην-ζρέζεηο  

1 1 1 1
1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4,     ,     ,              HH R R HH R R HH R R HH R R  (6.31) 

Υξεζηκνπνηώληαο  ηελ (6.31), ε εμίζσζε (6.22) γξάθεηαη 

0 0
ˆ ˆ( ) ( ) 0,   h Lh    (6.32) 

όπνπ  

1
0 0

ˆ ( ) ( ). h R h  (6.33) 

Αλαιύνληαο ηελ (6.32) ζηηο ζπληζηώζεο ηεο, πξνθύπηεη 

01 1 01 02 2 02

03 3 03 04 4 04

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) 0,     ( ) ( ) 0,     

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) 0,     ( ) ( ) 0.

h h h h

h h h h

     

     

   

   

   

   
 (6.34) 

Οη παξαπάλσ εμηζώζεηο είλαη απνζπδεπγκέλεο θαη ζπληζηνύλ ηξία νκνγελή πξνβιήκαηα 

ηύπνπ Hilbert. Οη ιύζεηο ησλ πξνβιεκάησλ απηώλ είλαη  

01 1 1 02 2 2

03 3 3 04 4 4

ˆ ˆ( ) ( ) ( ),    ( ) ( ) ( ),    

ˆ ˆ( ) ( ) ( ),    ( ) ( ) ( ),   

h P h P

h P h P

     

     

   

   
 (6.35) 
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όπνπ ( )kP   είλαη  νιόκνξθεο ζπλάξηεζεηο, όπσο θαη ζηελ πξώηε πεξίπησζε. Η 

ζπλάξηεζε  ( )kX   είλαη κηα πιεηόηηκε  ζπλάξηεζε ηεο κνξθήο 

1/2 1/2
1 2( ) ( ) ( )

il ilk k
kX         , (6.36) 

κε 

1
ln

2
k kl 


 . (6.37) 

Η ζπλάξηεζε απηή  νξίδεηαη ζην ηόμν c  ηεο ξσγκήο θαη ζεσξείηαη εθείλνο ν θιάδνο γηα 

ηνλ νπνίν ηζρύεη lim ( ( ) / ) 1kX    . Από ηηο (6.33) θαη (6.35), πξνθύπηεη  

0( ) ( ) ( ),  h RΥ P  (6.38) 

όπνπ  

1 2 3 4( ) [ ( ), ( ), ( ), ( )] diag X X X X    X , (6.39) 

1 2 3 4( ) [ ( ), ( ), ( ), ( )]TP P P P    P . (6.40) 

Η ζπλάξηεζε ( )P  ζπγθεθξηκελνπνηείηαη θάζε θνξά από ηελ θόξηηζε πνπ επηβάιιεηαη 

ζην ζύζηεκα. 
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7. ΢ΤΜΠΔΡΑ΢ΜΑΣΑ 

΢ηελ παξνύζα δηπισκαηηθή εξγαζία, αθνύ παξνπζηάζηεθε ην ηξηδηάζηαην 

πηεδνειεθηξηθό πξόβιεκα ζηε γεληθή ηνπ κνξθή, δηεξεπλήζεθε δηεμνδηθά ε δηδηάζηαηε 

παξακνξθσζηαθή θαηάζηαζε, γηα ηελ πεξίπησζε ησλ πηεδνειεθηξηθώλ θεξακηθώλ, κε 

ζπκκεηξία θιάζεο 6mm, πνπ είλαη πνισκέλα ζηε 3x  δηεύζπλζε. ΢ηελ ηζόηξνπε 

ειαζηηθόηεηα είλαη γλσζηό όηη, κηα δηδηάζηαηε παξακνξθσζηαθή θαηάζηαζε δηαζπάηαη 

ζε δύν αζύδεπθηεο δηδηάζηαηεο παξακνξθσζηαθέο θαηαζηάζεηο. Οη θαηαζηάζεηο απηέο  

είλαη γλσζηέο, ε κία ζαλ ζπλεπίπεδε παξακνξθσζηαθή θαηάζηαζε (επίπεδε 

παξακόξθσζε), ε δε άιιε ζαλ αληηεπίπεδε παξακνξθσζηαθή θαηάζηαζε. Δελ  ζπκβαίλεη 

όκσο ην ίδην ζηελ αληζόηξνπε ειαζηηθόηεηα, άξα θαη ζηελ πηεδνειεθηξηθόηεηα, όπνπ νη 

δύν απηέο θαηαζηάζεηο είλαη ζπδεπγκέλεο. ΢ηελ παξνύζα εξγαζία δείρλεηαη όηη, γηα ηελ 

εηδηθή θαηεγνξία ησλ πηεδνειεθηξηθώλ θεξακηθώλ κε ζπκκεηξία ηάμεο 6mm, πνπ είλαη 

πνισκέλα ζηε 3x  δηεύζπλζε, όηαλ νη αηηίεο πνπ πξνθαινύλ ηελ παξακόξθσζε δελ 

κεηαβάιινληαη ζηε δηεύζπλζε ηνπ άμνλα 2x , ηόηε, όπσο ζηελ πεξίπησζε ηεο ηζόηξνπεο 

ειαζηηθόηεηαο, γίλεηαη απνζύδεπμε ηεο ζπλεπίπεδεο θαη ηεο αληηεπίπεδεο 

παξακόξθσζεο. Αμίδεη λα ζεκεησζεί όηη, ε αληηεπίπεδε παξακόξθσζε ζπκβαίλεη 

παξάιιεια ζηνλ άμνλα 2x , δειαδή ε αλαπηπζζόκελε παξακόξθσζε 2u δελ εμαξηάηαη 

νύηε από ηηο άιιεο κεηαηνπίζεηο, νύηε από ην ειεθηξηθό δπλακηθό. Επίζεο, ε αληηεπίπεδε 

θαηάζηαζε ζπκβαίλεη ζην επίπεδν 1 3( , )x x  θαη ζπλππάξρεη κε έλα ειεθηξηθό πεδίν πνπ 

βξίζθεηαη πάλσ ζην ίδην επίπεδν. Αληίζηνηρα ζπκπεξάζκαηα πξνθύπηνπλ γηα ηελ 

πεξίπησζε πνπ νη δξάζεηο δελ κεηαβάιινληαη ζηε δηεύζπλζε 1x . ΢ηελ πεξίπησζε πνπ νη 

αηηίεο παξακόξθσζεο δελ κεηαβάιινληαη ζηε δηεύζπλζε 3x , πνπ ζπκπίπηεη κε ηε 

δηεύζπλζε πόισζεο ηόηε, ε δηδηάζηαηε παξακόξθσζε δηαζπάηαη πάιη ζε κία αληηεπηπέδε 

θαη ζε κία ζπλεπίπεδε παξακνξθσζηαθή θαηάζηαζε. Θα πξέπεη λα ζεκεησζεί όηη, ε 

αληηεπίπεδε παξακνξθσζηαθή θαηάζηαζε ζπκβαίλεη παξάιιεια ζηνλ άμνλα 3x  θαη 

εκθαλίδεηαη καδί κε έλα ειεθηξηθό πεδίν πνπ βξίζθεηαη πάλσ ζην επίπεδν 1 2( , )x x . Η 
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θαηάζηαζε απηή είλαη γλσζηή ζηε βηβιηνγξαθία θαη έρεη δηεξεπλεζεί δηεμνδηθά από 

αξθεηνύο εξεπλεηέο. 

΢ηε ζπλέρεηα ηεο εξγαζίαο παξνπζηάδεηαη ε κηγαδηθή δηαηύπσζε ηνπ δηδηάζηαηνπ 

πηεδνειεθηξηθνύ πξνβιήκαηνο, πνπ απνηειεί ηελ επέθηαζε ηεο γεληθήο ιύζεο πνπ έδσζε 

ν Eshelby θαη νη ζπλεξγάηεο ηνπ γηα ηε δηδηάζηαηε αληζόηξνπε ειαζηηθόηεηα, ζηελ 

πηεδνειεθηξηθόηεηα. Η δηαηύπσζε απηή ηεο γεληθήο ιύζεο ηεο δηδηάζηαηεο 

πηεδνειεθηξηθόηεηαο ρξεζηκνπνηείηαη ζηε ζπλέρεηα γηα ηελ αλάπηπμε δύν λέσλ γεληθώλ 

αληηπξνζσπεύζεσλ ηεο ιύζεο ηνπ πηεδνειεθηξηθνύ πξνβιήκαηνο ζε δηθαζηθά 

πηεδνειεθηξηθά πιηθά, πνπ ζηεξίδνληαη ζηελ έλλνηα ησλ δηθαζηθώλ δπλακηθώλ. Η 

αλάπηπμε ησλ γεληθώλ ζρέζεσλ ηεο ιύζεο ζπκπεξηιακβάλεη κία γλσζηή επηθαλεηαθή 

εμάξκσζε ηύπνπ Somigliana, πνπ εθαξκόδεηαη θαηά κήθνο ηεο δηεπηθάλεηαο. Η 

ζπγθεθξηκέλε απηή κνξθή ησλ γεληθώλ αληηπξνζσπεύζεσλ ηεο ιύζεο κπνξεί λα δώζεη 

ιύζεηο ζε πξνβιήκαηα κεηαζρεκαηηζκνύ θάζεσλ πνπ εκθαλίδνληαη ζε πηεδνειεθηξηθέο 

ζπζθεπέο ζύγρξνλεο ηερλνινγίαο θαη δεκηνπξγνύλ πξνβιήκαηα ζηε ιεηηνπξγία ηνπο. 

΢ηε ζπλέρεηα, κε εθαξκνγή ηεο πξώηεο αληηπξνζώπεπζεο ηεο ιύζεο εμάγνληαη, γηα 

πξώηε θνξά, ηα ειαζηηθά θαη ειεθηξηθά πεδία ζε θιεηζηή κνξθή γηα κηα πηεδνειεθηξηθή 

αλνκνηνγέλεηα ειιεηπηηθήο κνξθήο, πνπ είλαη έλζεηε ζε κηα πηεδνειεθηξηθή κήηξα. Η 

αηηία παξακόξθσζεο ηνπ δηαθαζηθνύ ζπζηήκαηνο κήηξαο-αλνκνηνγέλεηαο είλαη έλαο 

νκνηόκνξθνο κεηαζρεκαηηζκόο θάζεο, πνπ ζπκβαίλεη ζηελ πηεδνειεθηξηθή 

αλνκνηνγέλεηα. Επίζεο, κε εθαξκνγή ηεο δεύηεξεο αληηπξνζώπεπζεο ηεο ιύζεο 

εμάγνληαη ηα ειεθηξηθά θαη ειαζηηθά πεδία γηα κηα ειιεηπηηθή αλνκνηνγέλεηα, πνπ είλαη 

έλζεηε ζε κηα πηεδνειεθηξηθή κήηξα, όηαλ ππάξρεη κηα ξσγκή θαηά κήθνο ηεο 

δηεπηθάλεηαο. Η αηηία παξακόξθσζεο ηνπ δηαθαζηθνύ ζπζηήκαηνο κπνξεί λα είλαη κηα 

νπνηαδήπνηε εμσηεξηθή κεραληθή ή ειεθηξηθή θόξηηζε.  
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