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Θ παροφςα εργαςία πραγματεφεται από διαφορετικζσ όψεισ τθ μελζτθ περιοδικϊν πεδίων 

ςτροβιλότθτασ. Το πρϊτο βιμα είναι να ςυνοψίςουμε γενικά ςτοιχεία για τισ δίνεσ και τθ 

μοντελοποίθςθ τουσ μζςω του πεδίου ςτροβιλότθτασ, αναπτφςςοντασ τθ ςχετικι φιλολογία 

που ακολουκείται ςτθ δυναμικι των ρευςτϊν και τα απαραίτθτα μακθματικά. Αφοφ 

αναφερκοφμε ςε πολφ απλά φαινόμενα ςτα οποία παρατθροφνται δίνεσ, κα ςυνεχίςουμε με 

φαινόμενα δυναμικισ με δίνεσ των οποίων θ εξζλιξθ ενεργοποιείται από μικρζσ διαταραχζσ. 

Τα φαινόμενα αυτά μοντελοποιοφνται ωσ περιοδικά. Συγκεκριμζνα, κα αςχολθκοφμε με τθν 

εξζλιξθ φαινομζνων τα οποία ενεργοποιοφνται από μία μικρι διαταραχι του πεδίου 

ςτροβιλότθτασ. Για το ςκοπό αυτό κα χρθςιμοποιιςουμε τθν μζκοδο ςτοιχείων 

ςτροβιλότθτασ(Vortex Particle Method). Ακολουκεί μία ςφντομθ περιγραφι τθσ μεκόδου 

ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ θ οποία ταυτόχρονα προςπακοφμε να είναι όςο το δυνατόν πιο 

ςφγχρονθ. Θ μζκοδοσ πρζπει να επεκτακεί ϊςτε να μποροφμε να βγάλουμε ςυμπεράςματα 

για περιοδικά πεδία ςτροβιλότθτασ. Επεκτείνουμε τθ μζκοδο, χρθςιμοποιϊντασ τον τφπο 

Euler-Maclaurin, για τθν αντιμετϊπιςθ των περιοδικϊν επαγωγϊν. Ο τφποσ Euler-Maclaurin 

είναι μία από τισ μεκόδουσ που χρθςιμοποιοφνται για τθν μετατροπι ςειρϊν ςε αςυμπτωτικά 

αναπτφγματα. Τόςο τα μακθματικά εργαλεία όςο και θ επζκταςθ τθσ μεκόδου αποτελοφν 

ςθμαντικό κομμάτι αυτισ τθσ εργαςίασ. Συνεχίηουμε με τθν παρουςίαςθ του κϊδικα. Ο 

κϊδικασ ζχει ςχεδιαςτεί εξολοκλιρου από τθν αρχι και ζτςι ιταν δυνατόν κάκε κομμάτι του 

να ςχεδιαςτεί χρθςιμοποιϊντασ ιδζεσ του αντικειμενοςτραφι προγραμματιςμοφ. Θ εργαςία 

τελειϊνει με αρικμθτικζσ επιδείξεισ και ςυςχζτιςθ αυτϊν με τθν υπάρχουςα κεωρία και 

πραγματικά πειράματα. Κατά τθν διάρκεια τθσ τοποκζτθςθσ μασ, προςπακοφμε να δϊςουμε 

μία εκπαιδευτικι προςζγγιςθ. Με αυτό τον τρόπο, ελπίηουμε θ εργαςία αυτι πζρα από το 

όποιο επιςτθμονικό ενδιαφζρον ζχει να αποκτιςει και ζνα πιο ανκρϊπινο χαρακτιρα ωσ προσ 

τθν πραγμάτωςι τθσ. 
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1. ΔΟΜΕ΢ ΢ΣΡΟΒΙΛΟΣΗΣΑ΢ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Θ δυναμικι των ρευςτϊν αςχολείται με τθν ανάλυςθ ροϊν οι οποίεσ μεταβάλλονται με τον 

χρόνο. Θ περιπλοκότθτα των φαινομζνων είναι τζτοια που κακιςτά πολφ δφςκολθ τθν 

ταυτόχρονθ κατανόθςθ όλων των μθχανιςμϊν που κακορίηουν τθν εξζλιξθ τουσ. Επιπλζον, θ 

ποικιλία των φαινομζνων είναι τεράςτια και κακιςτά τθν ολοκλθρωμζνθ παρουςίαςθ τουσ 

αδφνατθ. Για τουσ παραπάνω λόγουσ μελετάμε μόνο φαινόμενα ςτα οποία θ ροι 

χαρακτθρίηεται αςυμπίεςτθ, ςτακερισ πυκνότθτασ, δεν υπάρχουν πεδία δυνάμεων πζραν τθσ 

βαρφτθτασ και θ ςτροβιλότθτα είναι κυρίαρχα ςυγκεντρωμζνθ ςε ςυγκεκριμζνεσ περιοχζσ τθσ 

ροισ που ονομάηονται δίνεσ. Οι περιοχζσ αυτζσ είναι ευδιάκριτεσ και εξελίςςονται δυναμικά 

ενϊ ταυτόχρονα και ζμμεςα κακορίηουν τθν εξζλιξθ κάκε ςτοιχείου του ρευςτοφ. Θα 

αςχολθκοφμε εξ’ ολοκλιρου με τθν δυναμικι εξζλιξθ των δινϊν όταν αυτζσ βρίςκονται μακριά 

από ςτερεά τοιχϊματα. Πςο αφορά τθν ανάπτυξθ του κεφαλαίου, γίνεται ςε τρία ςτάδια. 

Αρχικά, κα παρακζςουμε φαινόμενα ςτα οποία δθμιουργοφνται δίνεσ. Ζπειτα, κα 

ςυνοψίςουμε τθν βαςικι μακθματικι κεωρία αναπαράςταςθσ του πεδίου ταχφτθτασ από το 

πεδίο ςτροβιλότθτασ. Τζλοσ, κα αναφερκοφμε ςτισ βαςικότερεσ μοντελοποιιςεισ των δινϊν. 
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1.1 Υαινόμενα με Δίνεσ 

 

Σε αυτι τθν παράγραφο περιγράφονται φαινόμενα τα οποία είναι αντικείμενα τθσ 

παροφςασ μελζτθσ.  Ριο ςυγκεκριμζνα, φαινόμενα τθσ δυναμικισ των ρευςτϊν ςτα οποία 

εμφανίηονται δομζσ, τισ οποίεσ ονομάηουμε δίνεσ. Θ παρατιρθςθ των φαινομζνων με τα 

οποία κα αςχολθκοφμε είναι αρκετά απλι. Αυτό εκφράηεται και από το γεγονόσ ότι οι δίνεσ 

γίνονται αντιλθπτζσ ακόμα και από άτομα τα οποία δεν είναι κατ’ ανάγκθ ςχετικοί με τθν 

δυναμικι των ρευςτϊν. Ραραδείγματα τζτοιων περιπτϊςεων είναι το νερό που ςτροβιλίηεται 

(ςχιμα 1, ςτο ςκίτςο φαίνεται θ άποψθ του Olaus Magnus ςτθν Carta Marina, 1539) ι ο αζρασ 

που περιςτρζφεται βίαια, ξεχωρίηοντασ από το υπόλοιπο ςυνεχζσ (ςχιμα 1, ςτθν φωτογραφία 

ο κυκλϊνασ Κατρίνα, 2005). Το ιδιαίτερο χαρακτθριςτικό αυτϊν των φαινομζνων είναι θ 

χαρακτθριςτικι δομι που δθμιουργείται κακϊσ το ρευςτό περιςτρζφεται.  

 

     
Σχιμα 1. Ιςτορικι καταγραφι δινϊν. 

     

Στα φαινόμενα αυτά θ φπαρξθ τθσ δίνθσ προςδιορίηεται με τθν όραςθ υπό μορφι 

ςυγκεκριμζνου ςχθματιςμοφ(pattern), ςχιμα 1. Ενϊ από τθν μία, λοιπόν, ζχουμε πειςτεί για 

τθν φπαρξθ τθσ «δίνθσ» ωσ φαινόμενο , από τθν άλλθ αναηθτάμε ζνα ςφνολο μετρίςιμων 

μεγεκϊν τθσ ροισ με το οποία κα αναπαραςτιςουμε το φαινόμενο. Με αυτό το ςκεπτικό κα 

αναλφςουμε δφο κλαςςικά φαινόμενα ςτα οποία εμφανίηονται δίνεσ, ςε δφο διαφορετικά 

επίπεδα. Το πρϊτο επίπεδο ανάλυςθσ είναι αυτό τθσ παρατιρθςθσ. Για το ςκοπό αυτό, κα 

χρθςιμοποιιςουμε αποτελζςματα πειραμάτων οπτικοποίθςθσ τθσ ροισ. Σε δεφτερο επίπεδο, 

κα προςπακιςουμε να δϊςουμε μία εικόνα τθσ ροισ γφρω από μία δίνθ χρθςιμοποιϊντασ 

πειραματικά αποτελζςματα προθγοφμενων ερευνθτϊν. Θα παρατθριςουμε ότι πράγματι θ 

δίνθ ςυνδζεται με τθν περιςτροφι των ςτοιχείων του ρευςτοφ. Για να είμαςτε ακριβείσ, οι 

δομζσ που παρατθροφμε ςυνδζονται με τθν περιςτροφι των ςτοιχείων του ρευςτοφ γφρω από 

τον εαυτό τουσ και ταυτόχρονα γφρω από άξονεσ μεγαλφτερθσ κλίμακασ. 
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1.1.1 Ένθετο Υυςικήσ – Μια ςύντομη αναφορά ςτα ελάχιςτα προαπαιτούμενα 

για την ςυζήτηςη των φαινομένων 

 

Γενικά, θ περιςτροφι ενόσ ςτοιχείου ςυνδζεται με τισ ροπζσ του αςκοφνται ςε αυτό βάςει 

του γνωςτοφ νόμου δυναμικισ M I . Σε ζνα ςυνεχζσ οι δυνάμεισ που αςκοφνται είναι 

κατανεμθμζνεσ, άρα οι ροπζσ μποροφν να προκφψουν μόνο από τθν χωρικι ανομοιομορφία 

των κατανεμθμζνων δυνάμεων1, δθλαδι τθν ανομοιομορφία των τάςεων ςε κάποια κζςθ του 

ρευςτοφ ι και των δυνάμεων εξ’ αποςτάςεωσ όπωσ δυνάμεισ από το πεδίο βαρφτθτασ ι από 

κάποιο θλεκτρομαγνθτικό πεδίο. Θα αςχολθκοφμε με ροζσ ςτισ οποίεσ θ πυκνότθτα του 

ρευςτοφ δεν μεταβάλλεται2 χωρικά θ χρονικά.  

Πςο αφορά τισ δυνάμεισ πεδίου, κα αςχολθκοφμε μόνο με το πεδίο βαρφτθτασ και 

ςυγκεκριμζνα κα αςχολθκοφμε με ροζσ ςτισ οποίεσ θ κλίμακα που εξελίςςονται είναι τζτοια 

ϊςτε το πεδίο βαρφτθτασ να είναι παντοφ παράλλθλο και ςτακερό3. Οπότε δεν δθμιουργεί 

ροπι ςε κάποιο ςτοιχείο του ρευςτοφ και άρα δθμιουργοφνται ροπζσ μόνο από το πεδίο 

τάςεων.  

Γενικά, το πεδίο τάςεων μοντελοποιείται ωσ τανυςτικό πεδίο, ϊςτε να είναι ανεξάρτθτο 

του ςυςτιματοσ ςυντεταγμζνων το οποίο κα επιλεγεί για τθν αναπαράςταςθ του. Το 

τανυςτικό πεδίο τάςεων γράφεται ωσ το άκροιςμα δφο τανυςτικϊν πεδίων, του τανυςτικοφ 

πεδίου πίεςθσ και του τανυςτικοφ πεδίου ςυνεκτικϊν τάςεων (shear stresses) κατά τισ ςχζςεισ:

1 1
( )

3 3
ij ii ij ij ii ij        , 

1 1
, ( )

3 3

def def

ii ij ij ii ij ij ij ijp p             , όπου p  το βακμωτό 

πεδίο τθσ πίεςθσ και ij  ο τανυςτισ των τάςεων διάτμθςθσ (shear stress tensor). Το πεδίο 

πίεςθσ p  εξαρτάται αποκλειςτικά από κερμοδυναμικζσ ιδιότθτεσ του ρευςτοφ. Το τανυςτικό 

πεδίο ςυνεκτικϊν τάςεων ij  υποκζτουμε ότι ςυςχετίηεται γραμμικά με το τανυςτικό πεδίο 

του ρυκμοφ μεταβολισ των τροπϊν και ςτθν γενικι περίπτωςθ απαιτοφνται 81 ςτοιχεία για 

τον κακοριςμό του τανυςτι τετάρτθσ τάξθσ ijkl  ο οποίοσ ςυνδζει τα δφο πεδία. Σε αυτό το 

ςθμείο αν κάποιοσ κζλει να καταλιξει ςτθν κλαςςικι ςχζςθ (τάςεισ Newton): 

 ij ij j i i jp u u         πρζπει να υποκζςει ο τανυςτισ των τάςεων είναι ςυμμετρικόσ4. 

Θ ςυμμετρικότθτα του τανυςτι των τάςεων είναι αποτζλεςμα τθσ υπόκεςθσ ότι για κάκε 

ςτοιχείο του ρευςτοφ ιςχφει θ αρχι διατιρθςθσ τθσ ςτροφορμισ του ςτοιχείου (Panton, 2005) 

                                                      
1
 Εξαίρεςθ αποτελεί θ περίπτωςθ τθσ μάγνθτο-υδροδυναμικισ όπου υπάρχουν κατανεμθμζνεσ ροπζσ. 

2
 Θ ανομοιομορφία του πεδίου πυκνότθτασ ςχετικά με το πεδίο πίεςθσ είναι δυνατόν να προκαλζςει περιςτροφι 

των ςτοιχείων του ρευςτοφ. 
3
 Γενικά, αναπαριςτάτε από το δυναμικό του πεδίου βαρφτθτασ. 

4
 Απαιτοφνται και οι επιπλζον υποκζςεισ «ιςοτροπικόσ» και «αςυμπίεςτθ ροθ» για να παραχκεί θ παραπάνω 

ςχζςθ. 
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κακϊσ και ότι δεν υπάρχει πεδίο ροπϊν. Υπό τθν προχπόκεςθ ςυμμετρικότθτασ του τανυςτι 

των τάςεων, δεν αναπτφςςεται ροπι εςωτερικά του ςτοιχείου του ρευςτοφ (Kundu, 1990), 

δθλαδι από το ρευςτό ωσ ζχει. Για να αςκθκεί ροπι, λοιπόν, ςε ζνα ςτοιχείο του ρευςτοφ 

πρζπει με κάποιο τρόπο να αλλθλεπιδράςει με ζνα ςτζρεο ςϊμα. Ζνα ςτζρεο ςϊμα ζχει τθν 

τάςθ να παραςφρει το ρευςτό γειτονικά τθσ επιφάνεια του ανεξάρτθτα από τθν κατάςταςθ 

του ρευςτοφ. Τθν πρϊτθ ςτιγμι που κα αρχίςει το ςτερεό να κινείται κα παραςφρει μαηί του 

ςτοιχεία κοντά ςτθν επιφάνεια που καλφπτει (ςυνκικθ μθ ολίςκθςθσ). Με αυτόν τον τρόπο 

δθμιουργείται ανομοιομορφία του πεδίου τάςεων και τα ςτοιχεία αρχίηουν να περιςτρζφονται 

(Panton, 2005). Ο ρυκμόσ περιςτροφισ των ςτοιχείων γφρω από τον εαυτό τουσ εκφράηεται 

από τθν ςτροβιλότθτα.  Συνεπϊσ, ςτισ περιοχζσ του ρευςτοφ κοντά ςτα ςτερεά ςφνορα, ςτισ 

οποίεσ θ ςυνεκτικότθτα δεν μπορεί να αμελθκεί, δθμιουργείται ςτροβιλότθτα. Στθ ςυνζχεια θ 

ςτροβιλότθτα που δθμιουργικθκε ακολουκεί τθν δικι τθσ εξζλιξθ κακϊσ εξαπλϊνεται και 

αναδιανζμεται ςτο πεδίο ροισ, με τθν ταχφτθτα του ρευςτοφ5.  

  

1.1.2 Δίνεσ Ακροπτερυγίων – Wingtip Vortices 

 

Θ πιο «δθμοφιλισ» μορφι τριςδιάςτατθσ δίνθσ είναι θ δίνθ ακροπτερυγίου, δθλαδι θ δίνθ 

θ οποία δθμιουργείται ςτο άκρο μίασ πτζρυγασ. Στο ςχιμα 2 βλζπουμε ζνα πείραμα 

οπτικοποίθςθσ με καπνό. Στο ςυγκεκριμζνο πείραμα οπτικοποίθςθσ τθσ ροισ, το οποίο ζγινε 

από τθ NASA (Vortex Research Facility), χρθςιμοποιικθκε καπνόσ ϊςτε να γίνει ορατό ζνα 

επίπεδο του αζρα κάκετο ςτθν επιφάνεια του εδάφουσ (smoke screen). Σε αυτό το πείραμα 

χρθςιμοποιείται ζνα μοντζλο του αεροςκάφουσ Boeing 747, το οποίο φαίνεται ςτο πρϊτο από 

τα παρακάτω ςτιγμιότυπα. Ραρατθρείςτε το μζγεκοσ των δινϊν ςυγκριτικά με το μοντζλο, τθ 

φορά περιςτροφισ των δινϊν και τζλοσ, μία περιοχι ςτθν οποία ςτροβιλίηεται με ιδιαίτερθ 

ζνταςθ ο καπνόσ θ οποία ονομάηεται πυρινασ τθσ δίνθσ. 

Ζνα αεροπλάνο κατά τθν πτιςθ, διαταράςςει το ςυνεχζσ με τζτοιο τρόπο ϊςτε να 

ςχθματίηονται οι δομζσ που παρατθροφμε, ςχιμα 2, και ονομάηονται δίνεσ. Το κζντρο τθσ 

δίνθσ βρίςκεται κοντά ςτα διαδοχικά ςθμεία (ίχνθ) που ορίηουν οι άκρεσ των πτερυγίων κακϊσ 

διαςχίηουν το ςυνεχζσ. Θ δίνθ κακορίηεται από μία γραμμι γφρω από τθν οποία 

περιςτρζφονται ςτοιχεία του ρευςτοφ. Επίςθσ, οι δίνεσ αφοφ ςχθματιςτοφν, παρατθροφνται 

ςτο ςυνεχζσ ακόμα και μετά τθν απομάκρυνςθ του αεροςκάφουσ. Ασ κάνουμε ζνα νοθτικό 

πείραμα με βάςθ το ςχιμα 2.  Ασ υποκζςουμε ότι είχαμε τοποκετιςει πολλζσ επιφάνειεσ με 

καπνό και ηθτάμε το αποτζλεςμα που κα βλζπαμε κακϊσ περνοφςε το αεροπλάνο από τισ 

επιφάνειεσ. Κακϊσ μετακινοφμαςτε από το επίπεδο του καπνοφ προσ το μοντζλο, θ δίνθ κα 

                                                      
5
 Σφμφωνα με τθν εξίςωςθ ορμισ υπό τθν διατφπωςθ ςτροβιλότθτασ-ταχφτθτασ και τουσ νόμουσ του 

Helmholtz. 
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ζχει αναπτυχκεί λιγότερο, αφοφ τθ ςτιγμι που το μοντζλο βρίςκεται κοντά ςτον καπνό θ δίνθ 

μόλισ αρχίηει να ςχθματίηεται, όπωσ είδαμε ςτο προθγοφμενο πείραμα. Το αποτζλεςμα του 

νοθτικοφ πειράματοσ φαίνεται ςτο ςχιμα 3.  

 

 
Σχιμα 2. Ρείραμα οπτικοποίθςθσ δινϊν ακροπτερυγίου με καπνό. 

 

 

 
Σχιμα 3. Εξζλιξθ τθσ δίνθσ ακροπτερυγίου και ανάπτυξθ του ακολουκοφντοσ φφλλου 

ςτροβιλότθτασ ςτον ομόρου πτερυγίου ςε μόνιμθ ροι. 

 

Στο ςχιμα 3, θ κόκκινθ γραμμι αντιπροςωπεφει τθ κζςθ του αεροπλάνου ενϊ οι 

υπόλοιπεσ αντιπροςωπεφουν τισ επιφάνειεσ καπνοφ. Γφρω από το αεροςκάφοσ αναπτφςςεται 

Πυρινεσ 

Δινϊν 

Φορά 

Περιςτροφισ 
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οριακό ςτρϊμα και ςτο οριακό ςτρϊμα ςτροβιλότθτα. Κακϊσ περνάει θ πτζρυγα από το 

ςυνεχζσ, τα επόμενα ςθμεία του ςυνεχοφσ αποκτοφν ςτροβιλότθτα. Θ ςτροβιλότθτα 

παραμζνει ςτθν ροι ζωσ ότου καταςτραφεί από τθ ςυνεκτικότθτα (ςυνεκτικι διάχυςθ). Οι 

περιοχζσ του καπνοφ παραςφρονται από το ςτρϊμα τθσ ροισ που περιζχει ςτροβιλότθτα και 

ςχθματίηεται το αποτζλεςμα που βλζπουμε, ςχιματα 2,3. Με το πζραςμα του χρόνου θ 

ςτροβιλότθτα ςυγκεντρϊνεται ςτο πυρινα τθσ δίνθσ και κεωρθτικά μακριά του αεροςκάφουσ 

θ ςτροβιλότθτα κα είναι όλθ ςυγκεντρωμζνθ ςτον πυρινα τθσ δίνθσ. Ασ ςυνοψίςουμε τα 

βαςικά ςθμεία των παρατθριςεων. Ρρϊτον, θ ςτροβιλότθτα αναπτφςςεται ςτα ςθμεία 

γειτονικά ςτθν επιφάνεια τθσ πτζρυγασ και ειδικότερα ςτο οριακό ςτρϊμα. Δεφτερον, με το 

πζραςμα του χρόνου θ ςτροβιλότθτα ανακατανζμεται ςτον ομόρου τθσ πτζρυγασ και τελικά 

ςυγκεντρϊνεται ςε δφο περιοχζσ, μία κοντά ςε κάκε άκρθ του πτερυγίου, που ονομάηουμε 

πυρινεσ τθσ δίνθσ. Από τθν άλλθ, οριακό ςτρϊμα δθμιουργείται γφρω από όλα τα υπόλοιπα 

μζρθ του αεροπλάνου και ζμμεςα επθρεάηει τθν ροι. Με δεδομζνο ότι, από τισ παραπάνω 

οπτικζσ παρατθριςεισ, φαίνεται θ ςχζςθ του γεωμετρικοφ ίχνουσ του ακροπτερυγίου με τον 

πυρινα τθσ δίνθσ, ζχει ιδιαίτερο ενδιαφζρον να εξετάςουμε με μεγαλφτερθ λεπτομζρεια τα 

φαινόμενα ροισ που εξελίςςονται ςτο ακροπτερφγιο.   

 Στο ςχιμα 4 βλζπουμε πωσ θ ροι παραςφρει μελάνι το οποίο παρζχεται από μικρζσ οπζσ 

πάνω ςτθν ορκογϊνιασ διατομισ πτζρυγα NACA 64-309, τοποκετθμζνθ ςε γωνία πρόςπτωςθσ 

7ο (Green, 1995). Με τθν υπόκεςθ ότι το οριακό ςτρϊμα είναι λεπτό μποροφμε να ποφμε ότι 

το μελάνι ακολουκεί το πεδίο ταχυτιτων. Στο ίδιο ςχιμα(ςχιμα 4, κάτω μζροσ του ςχιματοσ) 

βλζπουμε τισ πλευρζσ υπερπίεςθσ και υποπίεςθσ του πτερυγίου με τθν κακιερωμζνθ 

ονοματολογία. Στο κζντρο του πτερυγίου, το μελάνι είναι παράλλθλο με τθν ακμι του 

ακροπτερυγίου και ςτισ δφο πλευρζσ. Κακϊσ μετακινοφμαςτε προσ τθν άκρθ του πτερυγίου οι 

διευκφνςεισ αλλάηουν. Ειδικότερα, ςτθν πλευρά υπερπίεςθσ και κοντά ςτο ακροπτερφγιο το 

πεδίο κατευκφνεται προσ το ακροπτερφγιο. Τθν περιοχι αυτι τθν ονομάηουμε περιοχι 1. Στθν 

πλευρά υποπίεςθσ κοντά ςτο ακροπτερφγιο και κοντά ςτθν ακμι πρόςπτωςθσ, το πεδίο 

κατευκφνεται προσ τα μζςα του πτερυγίου, περιοχι 2, και κοντά ςτθν ακμι εκφυγισ 

κατευκφνεται προσ το ακροπτερφγιο, περιοχι 3. Ασ ςχεδιάςουμε ζνα νοθτικό πείραμα για τθν 

καλφτερθ κατανόθςθ των παραπάνω, χρθςιμοποιϊντασ τθν κλαςςικι μοντελοποίθςθ του 

πεδίου ταχφτθτασ και πίεςθσ. Ζνα ςτοιχείο του ρευςτοφ κινείται ςε μία γραμμι ροισ θ οποία 

ξεκινάει από κάποιο ςθμείο μπροςτά από το πτερφγιο και κοντά ςτθν ακμι πρόςπτωςθσ. Το 

ςτοιχείο μπορεί να κινθκεί είτε πάνω από τθν ακμι πρόπτωςθσ είτε κάτω από τθν γραμμι 

πρόςπτωςθσ, ανάλογα τθσ αρχικισ του κζςθσ. Με βάςθ τισ παραπάνω παρατθριςεισ, αν το 

ςτοιχείο περάςει πάνω από τθν ακμι πρόςπτωςθσ κα βρεκεί ςτθν πλευρά υποπίεςθσ. Στθν 

πλευρά υποπίεςθσ κα κινθκεί προσ τα μζςα του πτερφγιου. Αν τϊρα το ςτοιχείο περάςει κάτω 

από τθ γραμμι πρόςπτωςθσ, ςχιμα 5, δθλαδι βρεκεί ςτθν πλευρά υπερπίεςθσ, κα 

μετακινθκεί περιςτροφικά από τθν πλευρά υπερπίεςθσ ςτθν πλευρά υποπίεςθσ. Τα τελευταία 

είναι τα αναμενόμενα με βάςθ τθν κλαςςικι μοντελοποίθςθ πίεςθσ-ταχφτθτασ κακϊσ και τθν 
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παρατιρθςθ ότι θ ροι οδθγείται από τθν κλίςθ πίεςθσ. Τζλοσ, κάποια ςτοιχεία κα βρεκοφν 

ςτθν περιοχι 3. Εκεί θ ροι είναι αποκολλθμζνθ και ςυνεπϊσ θ ακριβισ κίνθςθ του ρευςτοφ 

δεν είναι εφκολο να ςυηθτθκεί ποιοτικά. Θ περιοχι κοντά ςτθν άκρθ του πτερυγίου, που θ ροι 

είναι αποκολλθμζνθ, εξαρτάται από τθ γεωμετρία του πτερυγίου και από τθ γωνία 

πρόςπτωςθσ.  

 

 

 

                                          
`

 
 

Σχιμα 4. ΢οι ςτο ακροπτερφγιο και θ ςχζςθ-τθσ με το μθχανιςμό δθμιουργίασ τθσ δίνθσ 

ακροπτερυγίου. 

 

 

 

Φορά 

Ρεριςτροφισ 

U  

Ακμι 

Ρρόςπτωςθσ 

Ακμι 

Εκφυγισ 

Διαδοχικά Κζντρα 

Δινϊν 

Ακροπτερυγίων 

Αποκολλθμζνθ 

Ροι 

Περιοχι 3 

Πλευρά 

Τποπίεςθσ 

Περιοχι 2 

Πλευρά Τπερπίεςθσ 

Περιοχι 1 
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Σχιμα 5. Διαδρομι υλικοφ ςθμείου που διζρχεται από τθν περιοχι του ακροπτερυγίου και ο 

ςχθματιςμόσ τθσ δίνθσ ακροπτερυγίου. 

 

Συνοψίηοντασ, θ ροι κοντά ςτο ακροπτερφγιο κατευκφνεται από τθν πλευρά υπερπίεςθσ 

ςτθν πλευρά υποπίεςθσ και ςε μία μικρι περιοχι κοντά ςτο ακροπτερφγιο και τθν ακμι 

εκφυγισ θ ροισ ζχει αποκολλθκεί. Θ περιοχι αυτι είναι, επίςθσ, μία περιοχι από τθν οποία 

παράγεται ςτροβιλότθτα. Κακϊσ αυξάνεται θ γωνία πρόςπτωςθσ θ περιοχι αυτι απλϊνεται 

προσ τθν ακμι πρόςπτωςθσ. Σε αυτι τθν περίπτωςθ χαρακτθρίηουμε τθν αποκόλλθςθ ωσ 

αποκόλλθςθ ακμισ πρόςπτωςθσ και ςε αυτιν οφείλεται θ απϊλεια ςτιριξθσ του πτερυγίου.  

Συμπεραςματικά, οι δίνεσ ακροπτερυγίου προκαλοφνται από τθν αναςυγκρότθςθ του 

ελευκζρου φφλλου ςτροβιλότθτασ που δθμιουργείται μετά το χείλοσ εκφυγισ και ςτα 

ακροπτερφγια, λόγω τθσ αςυμμετρίασ τθσ ςυνεκτικισ ροισ ςτισ δφο όψεισ τθσ πτζρυγασ. Θ 

φορά περιςτροφισ τθσ δίνθσ ακροπτερυγίου είναι από τθν πλευρά υπερπίεςθσ ςτθν πλευρά 

υποπίεςθσ.  

Κλείνοντασ τθν παράγραφο για τισ δίνεσ ακροπτερυγίων, παρακζτουμε, ςχιμα 6, 

μετρθμζνα πεδία ταχυτιτων κοντά ςτον άξονα τθσ δίνθσ και κοντά ςτθν πτζρυγα (Green, 

1995). Το πεδίο ταχφτθτασ προζκυψε με τθν τεχνικι Holographic Particle Velocimetry (HPV). Το 

πιο ςθμαντικό αποτζλεςμα που προκφπτει από το πείραμα είναι θ απλι μορφι του πεδίου 

ταχφτθτασ. Το πείραμα αποδεικνφει ότι είναι αμελθτζα θ ακτινικι ςυνιςτϊςα όταν το πεδίο 

ταχφτθτασ προβλθκεί ςτο κυλινδρικό ςφςτθμα ςυντεταγμζνων με κζντρο το κζντρο τθσ δίνθσ. 

Θ περιφερειακι ςυνιςτϊςα U  του πεδίου είναι αντιςτρόφωσ ανάλογθ τθσ απόςταςθσ από το 

κζντρο τθσ δίνθσ R . Θ αξονικι ςυνιςτϊςα xU  του πεδίου είναι ίςθ με τθν ταχφτθτα ςτο 

άπειρο εκτόσ από μία μικρι περιοχι. Σε αυτι τθν μικρι περιοχι θ αξονικι ταχφτθτα είναι 

1.62U
. Στα διαγράμματα, ςχιμα 6, παρουςιάηονται οι μετριςεισ, δφο χορδζσ πίςω από τθν 

πτζρυγα.   

U  
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Σχιμα 6. Μετρθμζνα πεδία ταχυτιτων κοντά ςτον άξονα τθσ δίνθσ και κοντά ςτθν πτζρυγα 
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1.1.3 Δακτυλιοειδείσ Δίνεσ – Vortex Rings 

 

Μια διαφορετικι γεωμετρικι δομι δίνθσ, από αυτι που παρατθριςαμε ςτα ακροπτερφγια 

ενόσ αεροςκάφουσ, είναι θ δακτυλιοειδισ δίνθ. Θ ςυγκεκριμζνθ δομι είναι δυνατόν να 

αναπαραχκεί εφκολα ςτα εργαςτιριο και οι ιδιότθτεσ τθσ είναι ελεγχόμενεσ (Green, 1995), 

(Krueger, Dabiri, & Gharib, 2003). Στο ςχιμα 7 βλζπουμε το ςχθματιςμό μίασ δακτυλιοειδοφσ 

δίνθσ ςτο εργαςτιριο, όπωσ παρουςιάηεται ςτο (Green, 1995). Μετά τον ςχθματιςμό θ δίνθ 

μεταφζρεται με ςτακερι ταχφτθτα ενϊ το ρευςτό περιςτρζφεται γφρω από τθν δίνθ.  

 

 

 
Σχιμα 7. Δακτυλιοειδισ δίνθ 

 

 

Ο μθχανιςμόσ που χρθςιμοποιείται για το παραπάνω πείραμα αποτελείται από ζνα 

κυλινδρικό ζμβολο και ζνα ακροφφςιο, ςχιμα 8. Κακϊσ μετακινείται το ζμβολο εγχζεται 

μελάνι ςτθν άκρθ του ακροφφςιου. Το μελάνι παγιδεφεται από τθν δίνθ και το αποτζλεςμα 

είναι το παραπάνω. Σε ζνα άλλο πείραμα, μαρκάρουμε αρχικά μία γραμμι με μελάνι ςτθν 

άκρθ του ακροφφςιου, όπωσ ςτο παρακάτω ςχιμα 8. Το αποτζλεςμα που ζχουμε είναι αυτό 

τθσ επόμενθσ εικόνασ, ςχιμα 9. 

 

 

 
Σχιμα 8. Ρειραματικι διάταξθ δθμιουργίασ  δακτυλιοειδοφσ δίνθσ. 

Μαρκαριςμζνθ 

Γραμμι 

Ζμβολο Ακροφφςιο 
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Σχιμα 9. Οπτικοποίθςθ δακτυλιοειδοφσ δίνθσ. 

 

Αν ςυγκρίνουμε τισ εικόνεσ αυτζσ με τα πειράματα οπτικοποίθςθσ με καπνό ςτισ δίνεσ 

ακροπτερυγίων, παρατθροφμε ότι τα ςχιματα είναι όμοια. Θ βαςικι διαφορά είναι ότι εδϊ, θ 

κεντρικι γραμμι τθσ δίνθσ είναι ςχεδόν κυκλικι. Αρχικά, θ ροι οδθγείται από τθν διαφορά 

πίεςθσ. Θ ςτροβιλότθτα δθμιουργείται κακϊσ διαμορφϊνεται το οριακό ςτρϊμα ςτο 

εςωτερικό του κυλίνδρου, ςχιμα 10, αρχικά κοντά ςτα τοιχϊματα του ακροφφςιου και όταν θ 

ροι είναι πλιρωσ αναπτυγμζνθ ςε όλθ τθν εςωτερικι περιοχι του ακροφφςιου. Οι φωτεινζσ 

περιοχζσ δθλϊνουν μικρότερθ ςτροβιλότθτα.  

 

 

 
Σχιμα 10. Οριακό ςτρϊμα ςτο εςωτερικό του κυλίνδρου 

 

 

Το αποτζλεςμα είναι θ δθμιουργία τθσ δακτυλιοειδοφσ δίνθσ μζςα ςτθ οποία βρίςκεται  

ςυγκεντρωμζνθ ςτροβιλότθτα. Ο δακτφλιοσ μεταφζρεται με ςτακερι ταχφτθτα θ οποία 

εξαρτάται από τα τθν διάμετρο του δακτυλίου και το πάχοσ του (Saffman, 1992). Επιπλζον, τα 

ςτοιχεία του ρευςτοφ περιςτρζφονται γφρω από το δακτφλιο εκτελϊντασ ςχεδόν περιςτροφι 

ςτερεοφ ςϊματοσ. Στο τελευταίο διάγραμμα, ςχιμα 11, βλζπουμε το πεδίο ταχφτθτασ ςε ζνα 

επίπεδο που τζμνει τον δακτφλιο κάκετα ςτθν κεντρικι γραμμι τθσ δίνθσ. Το πεδίο προζκυψε 

με τθν τεχνικι HPV (Dazin, Dupont, & Stanislas, 2006). Ραρατθριςτε τθν περιςτροφι των 

ςτοιχείων του ρευςτοφ γφρω από τθν κεντρικι γραμμι τθσ δίνθσ και τθν μεταφορά τθσ δίνθσ. 

 

Περιοχι με ςτροβιλότθτα 
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Σχιμα 11. Το πεδίο ταχφτθτασ ςε ζνα επίπεδο που τζμνει τον δακτφλιο κάκετα ςτθν κεντρικι γραμμι 

τθσ δίνθσ. 

 

 

Εξαιτίασ τθσ απλισ δομισ τθσ δακτυλιοειδοφσ δίνθσ και τθσ απλισ αναπαράςταςθσ τθσ ςτο 

εργαςτιριο, χρθςιμοποιείται ωσ μοντζλο με ςκοπό να γίνουν κατανοθτοί οι μθχανιςμοί με 

τουσ οποίουσ λειτουργοφν πιο περίπλοκα φαινόμενα, όπωσ περιπτϊςεισ που οι 

αλλθλεπιδράςεισ δινϊν καταλιγουν ςε αλλθλεπιδράςεισ δακτυλιοειδϊν δινϊν (Crow, 1970), ι 

για τθν ανάλυςθ των μθχανιςμϊν αποδόμθςθσ περιοχϊν με ςτροβιλότθτα (Dazin, Dupont, & 

Stanislas, 2006) ι τθν αλλθλεπίδραςθ τθσ ςτροβιλότθτασ με ςτζρεο τοίχωμα (Green, 1995). 

Στθν τελευταία εικόνα, ςχιμα 12, παρουςιάηονται ςτιγμιότυπα από ζνα πείραμα ςτο οποίο 

μελετάται θ δυναμικι εξζλιξθ μίασ δακτυλιοειδοφσ δίνθσ. Θ δίνθ κινείται κάκετα προσ το 

επίπεδο του χαρτιοφ.  

Φορά 

Περιςτροφισ 

Κζντρο 

Δακτυλίου 

Κεντρικι 

Γραμμι Δίνθσ 

Μεταφορά 

Δίνθσ 
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Σχιμα 12. Στιγμιότυπα δυναμικισ εξζλιξθσ μίασ δακτυλιοειδοφσ δίνθσ. 
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1.2 Πεδίο ΢τροβιλότητασ 

 

Θ μοντελοποίθςθ που κα ακολουκιςουμε χρθςιμοποιεί το πεδίο ςτροβιλότθτασ για τθν 

αναπαράςταςθ και εξζλιξθ του πεδίου ταχφτθτασ, και άρα ζμμεςα του πεδίου πίεςθσ. Στισ 

παρακάτω παραγράφουσ κα αναπτφξουμε δφο ιδζεσ. Ρρϊτον, κα παράγουμε τον νόμο Biot-

Savart με τον οποίο αναπαριςτάμε το πεδίο ταχφτθτασ από το πεδίο ςτροβιλότθτασ. Δεφτερον, 

κα παράγουμε τθ δυναμικι εξίςωςθ για τθ ςτροβιλότθτασ. Το ενδιαφζρον ςε αυτι τθν 

εξίςωςθ είναι θ απουςία τθσ πίεςθσ από τθν εξίςωςθ. Σθμειϊνουμε ότι γενικά είναι δφςκολο 

να μετριςουμε ι να προβλζψουμε το πεδίο ςτροβιλότθτασ. Βαςικι αιτία τθσ δυςκολίασ αυτισ 

είναι και θ αδυναμία μοντελοποίθςθσ των τριςδιάςτατων οριακϊν ςτρωμάτων αλλά και των 

περιοχϊν αποκόλλθςθσ πζρα από τθν επίλυςθ των πλιρων εξιςϊςεων Navier-Stokes. 

 

1.2.1 Η Αναπαράςταςη του Πεδίου Σαχύτητασ από το Πεδίο ΢τροβιλότητασ 

 

Θ ςτροβιλότθτα ορίηεται ωσ ο ςτροβιλιςμόσ του πεδίου τθσ ταχφτθτασ, δθλαδι: 

 

 curl     ή    i ijk j ku u u       (1) 

 

Ασ υποκζςουμε ότι το πεδίο ςτροβιλότθτασ ορίηεται ςε μία περιοχι τθσ ροισ V  με ςφνορο 

V S  , εκτόσ τθσ περιοχισ αυτισ κα υποκζςουμε ότι είναι μθδζν. Σε μία τυχαία κζςθ ςτον 

χϊρο κα αναφερόμαςτε ωσ r  ενϊ ςε κάκε κζςθ μζςα ςτον V ωσ R . Στθν ανάπτυξθ που 

ακολουκεί υποκζτουμε ότι ςε κάκε ςθμείο τθσ S  ορίηεται ζνα εφαπτόμενο επίπεδο. Επιπλζον, 

από ζνα ςθμείο τθσ S  κακϊσ μεταβαίνουμε ςε οποιοδιποτε γειτονικό ςθμείο επί τθσ 

επιφάνειασ S , το εφαπτόμενο επίπεδο μεταβάλλεται με ομαλό τρόπο. Δθλαδι θ επιφάνεια S  

είναι τφπου Lyapunov (Gχnter, 1967). 

Ασ ςκιαγραφιςουμε τθν κλαςςικι παρουςίαςθ του νόμου Biot-Savart, θ οποία 

παρουςιάηεται αναλυτικά αμζςωσ μετά. Αρχικά, αποδεικνφουμε τθν φπαρξθ ενόσ 

διανυςματικοφ δυναμικοφ. Ζπειτα, με τθν προχπόκεςθ ότι θ απόκλιςθ του δυναμικοφ είναι 

μθδζν οδθγοφμαςτε ςε μια εξίςωςθ Poisson με άγνωςτο το διανυςματικό δυναμικό. Λφνοντασ 

τθ ςυγκεκριμζνθ, καταλιγουμε ςτο διανυςματικό δυναμικό και από εκεί ςτο νόμο Biot-Savart.  

Θα αναπτφξουμε τθν πρόταςθ ότι το πεδίο ταχφτθτασ μπορεί να αναπαραςτακεί από το 

πεδίο ςτροβιλότθτασ, με τον κλαςςικό τρόπο παρουςίαςθσ τθσ (Batchelor, 1967), (Marchioro & 

Pulvirenti, 1994). Ηθτάμε ζνα διανυςματικό δυναμικό   του πεδίου ταχφτθτασ, δθλαδι ζνα 

διανυςματικό πεδίο το οποίο ικανοποιεί τθν: 

 

 u    (2) 
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Σχιμα 13. Σχθματικι αναπαράςταςθ των r (control point), R (integration point). 

 

Το διανυςματικό δυναμικό υπάρχει αφοφ θ απόκλιςθ τθσ διανυςματικισ ςυνάρτθςθσ 

(ταχφτθτα) τθσ οποία ηθτείται το δυναμικό είναι μθδζν (θ ροι προςεγγίηεται ωσ αςυμπίεςτθ). 

Ο ςτροβιλιςμόσ του πεδίου ταχφτθτασ είναι: 

 

 ( ) ( )u         (3) 

 

Ππου  είναι ο τελεςτισ τθσ εξίςωςθσ Laplace. Θα βροφμε ζνα διανυςματικό δυναμικό για 

το οποίο θ απόκλιςθ είναι μθδζν 0  . Άρα, θ ςχζςθ (3) γίνεται: 

 

     (4) 

 

Καταλιξαμε ςτθν εξίςωςθ Poisson γραμμζνθ για κάκε ςυνιςτϊςα του διανυςματικοφ 

δυναμικοφ. Θ λφςθ αυτισ, από το κεϊρθμα αντιςτροφισ τθσ Poisson (Rogers H. J., 1999), είναι: 

 

 
1 ( )

( ) ( ) ( )
4

V

R
r dV R h r

r R




   


  (5) 

 

Το ( )h r  είναι ζνα αρμονικό (ςωλθνοειδζσ και αςτρόβιλο) διανυςματικό πεδίο, δθλαδι 

κάκε ςυνιςτϊςα ( ), 1,2,3ih r i   ικανοποιεί τθν 0ih  . Κάκε ςυνιςτϊςα του διανυςματικοφ 

πεδίου ( )r  αποτελεί ζνα δυναμικό Newton (Gχnter, 1967). Ασ ελζγξουμε τθν απόκλιςθ του 

δυναμικοφ, εφαρμόηοντασ τον κανόνα του Leibnitz για ολοκλθρϊματα (Rogers H. J., 1999): 

 

Σθμείο 

Αναφοράσ Ο 

Στακερόσ 

Ραρατθρθτισ 

r

 

R  

V  
S  
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1 ( )

( ) ( ) ( )
4

V

R
r dV R h r

r R




    


  (6) 

 

Σθμειϊνουμε ότι μποροφμε να εφαρμόςουμε τον κανόνα του Leibnitz, αφοφ o τελεςτισ   

εφαρμόηεται ςτο ςθμείο ελζγχου r  και ςυνεπϊσ δεν αφορά το ςθμείο ολοκλιρωςθσ R . Ο 

δεφτεροσ όροσ είναι μθδζν αφοφ το ( )h r  είναι αρμονικό. Με χριςθ του κεωριματοσ Gauss κα 

μετατρζψουμε το ολοκλιρωμα όγκου ςε επιφανειακό. Οι παραγωγίςεισ γίνονται ωσ προσ τθν 

παράμετρο του ολοκλθρϊματοσ r . Για να εφαρμόςουμε το κεϊρθμα Gauss (απόκλιςθσ), οι 

παραγωγίςεισ πρζπει να γίνουν ωσ προσ τθν μεταβλθτι ολοκλιρωςθσ R . Χρθςιμοποιϊντασ 

τθν ταυτότθτα ( )f F f F F f      και ότι το πεδίο ςτροβιλότθτασ ζχει απόκλιςθ μθδζν: 

 

 

3

( ) 1 1
( ) ( ) ( )

1 1 ( )
( ( )) ( ( ))

r r R

R R R

R r R
R R R

r R r R r Rr R

R
R R

r R r R r R


  


 


          

  

         
  

 (7) 

 

Καταλιξαμε ςτθν επόμενθ ςχζςθ (θ οποία εμφανίηεται και ςτο (Batchelor, 1967)) και 

ιςχφει μόνο αν το  είναι ςωλθνοειδζσ: 

 

 
( ) ( )

r R

R R

r R r R

 
    

 
 (8) 

 

Αντικακιςτϊντασ και εφαρμόηοντασ το κεϊρθμα Gauss (απόκλιςθσ), ζχουμε: 

 

 
1 ( )

( ) ( )
4

S

R
r dS R

r R




 


  (9) 

 

Αν, λοιπόν, θ κάκετθ ςυνιςτϊςα τθσ ςτροβιλότθτασ ςτο ςφνορο είναι μθδζν (το εςωτερικό 

γινόμενο ( ) ( )R dS R   είναι μθδζν), δθλαδι θ επιφάνεια είναι επιφάνεια ροισ τθσ 

ςτροβιλότθτασ ι αλλιϊσ ζνασ ςωλινα ςτροβιλότθτασ (Vortex Tube), τότε το διανυςματικό 

δυναμικό είναι ςωλθνοειδζσ πεδίο: 

 

 ( ) 0r   (10) 
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Θ ταχφτθτα, θ οποία λζμε ότι «επάγεται» από το πεδίο ςτροβιλότθτασ, είναι: 

 

 

3

1 ( )
( ) ( ) ( ) ( )

4

1 1
( ) ( )

4

1 ( ) ( )
( ) ( )

4

V

V

V

R
u r r dV R h u r

r R

R dV R
r R

r R R
u r dV R

r R












       


 


 










 (11) 

 

Θ τελευταία ςχζςθ είναι ο Νόμοσ Biot-Savart (Marchioro & Pulvirenti, 1994), (Batchelor, 1967). 

Θ ςχζςθ αυτι ιςχφει μόνο αν ικανοποιοφνται οι δφο ςυνκικεσ που προαναφζραμε. Αφοφ το 

διανυςματικό πεδίο ( )h r  δεν εμφανίηεται ςτον υπολογιςμό τθσ ταχφτθτασ, μποροφμε να 

επιλζξουμε για αυτό οποιαδιποτε κεμελιϊδθ λφςθ τθσ Laplace και θ επαγωγι ταχυτιτων που 

ορίηει ο Biot-Savart κα ςυνεχίςει να ιςχφει. Σθμειϊνουμε ότι ςυνθκίηονται και οι παρακάτω 

τρόποι γραφισ: 

 

-Με χριςθ του ολοκλθρωτικοφ τελεςτι K (Marchioro & Pulvirenti, 1994) ο οποίοσ ορίηεται 

ωσ ( )u r K : 

 

 
3

1 ( ) _
_ ( )

4
V

r R
K dV R

r R

 



  (12) 

-Με χριςθ του πυρινα-πίνακα 
3

1

4
ij j ikj k jx

x
  


  , ijk  ο εναλλαςςόμενοσ τανυςτισ 

(alternating tensor) : 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )i ij j

V

u r r R R dV R    (13) 

 

1.2.2 Πρόςθετεσ παρατηρήςεισ για το Νόμο Biot-Savart 

 

Στθν αρχι τθσ παρουςίαςθσ ζγινε μία υπόκεςθ θ οποία ιταν βωβι ζωσ τϊρα. Το ςθμείο 

του χϊρου r  βρίςκεται εκτόσ του πεδίου ςτροβιλότθτασ. Αν το ςθμείο βρίςκεται εντόσ, 

εμφανίηονται διάφορα προβλιματα. Ο πυρινασ του ολοκλθρϊματοσ για το διανυςματικό 

δυναμικό δεν είναι πλζον φραγμζνοσ και το ολοκλιρωμα ορίηεται μόνο ωσ γενικευμζνο. Για 
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τον οριςμό του ολοκλθρϊματοσ κα χρθςιμοποιιςουμε ζνα μικρό ςφαιρικό χωρίο ( , )V r  , 

κζντρου r , ακτίνασ  ,  και ςυνόρου ( , )V S r    το όποιο φαίνεται ςτο παρακάτω ςχιμα 14. 

Το διανυςματικό δυναμικό ςε αυτι τθν περίπτωςθ ορίηεται από το γενικευμζνο ολοκλιρωμα 

(Gχnter, 1967): 

 

 
0

( , )

1 ( )
( ) lim ( )

4
V V r

R
r dV R

r R




 


  


  (14) 

 

Στθν τελευταία ςχζςθ κζλουμε να τονίςουμε ότι το ολοκλιρωμα είναι γενικευμζνο και για 

αυτό το λόγο αφιςαμε εκτόσ το αρμονικό πεδίο ( )h r , το οποίο κατά τα άλλα απαιτείται. Το 

ολοκλιρωμα ωσ όριο γνωρίηουμε ότι υπάρχει αν ο πυρινασ του ολοκλθρϊματοσ είναι 

ομοιόμορφα ςυνεχισ εκτόσ από ζνα ςθμείο εςωτερικά του χωρίου (Rogers H. J., 1999). 

 

 

Σχιμα 14. Το ςθμείο r (control point) βρίςκεται εντόσ του χωρίου ( , )V r   

 

Στθν προθγοφμενθ παράγραφο, το διανυςματικό δυναμικό βρζκθκε ςωλθνοειδζσ με τθν 

προχπόκεςθ ότι εφαρμόηεται ο κανόνασ του Leibnitz και θ επιφάνεια είναι επιφάνεια ροισ τθσ 

ςτροβιλότθτασ (θ ςτροβιλότθτα είναι παντοφ εφαπτομενικι ςτθν επιφάνεια). Στθν περίπτωςθ 

που το ςθμείο ελζγχου r  είναι εςωτερικό του V θ προθγοφμενθ διαδικαςία μπορεί να 

εφαρμοςτεί αν κεωριςουμε τθν επιφάνεια τθσ ςφαίρασ ( , )V r   ςαν ζνα επιπλζον εξωτερικό 

ςφνορο, όποτε και το ςθμείο ελζγχου ζγινε εξωτερικό του όγκου ολοκλιρωςθσ. Με τθν 

παρατιρθςθ αυτι ζχουμε:  

 

 
0

( , )

1 ( ) 1 ( )
( ) ( ) lim ( )

4 4
S S r

R R
r dS R dS R

r R r R


 

 
  

 
   (15) 

r

 
R  

V  
S  

Μικρι 

Σφαίρα 

( , )V r   

( , )S r   
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Αν, όπωσ προθγουμζνωσ, θ επιφάνεια S  είναι ςωλινασ ςτροβιλότθτασ τότε ο πρϊτοσ όροσ 

του δευτζρου μζλουσ τθσ ςχζςθσ (15) απαλείφεται και ζχουμε: 

 

 
0

( , )

1 ( )
( ) lim ( )

4
S r

R
r dS R

r R





 


  (16) 

 

Στθ γενικι περίπτωςθ, θ επιφάνεια ( , )S r   δεν είναι ςωλινασ ςτροβιλότθτασ. Αφοφ όμωσ, θ 

επιφάνεια είναι ςφαιρικι και το κζντρο τθσ είναι το ςθμείο r , ιςχφει r R  
 

, 

2( )dS R n d   . Με τθν υπόκεςθ ότι το διανυςματικό πεδίο ( )R  είναι αναλυτικό (υπάρχει 

το ανάπτυγμα Taylor6) ζχουμε: 

 

 
2

2

0
( , )

( ) ( )( ) ( )1
( ) lim 0

4

i j j j i

i

S r

r R r O
r n d




  


 

   
     (17) 

 

Άρα και ςε αυτι τθν περίπτωςθ το διανυςματικό δυναμικό είναι ςωλθνοειδζσ πεδίο 

(απόκλιςθ παντοφ μθδζν). Τζλοσ, αν το ςθμείο ςτο οποίο ηθτάμε το διανυςματικό δυναμικό 

επιλεγεί επί του ςυνόρου, τότε θ ςφαίρα βρίςκεται και εκτόσ και εντόσ του ςυνόρου. Στθν 

περίπτωςθ αυτι μπορεί πάλι να εφαρμοςτεί θ ανωτζρω διαδικαςία, διαφοροποιθμζνθ, ϊςτε 

να περιλαμβάνει ο όγκοσ  ( , )V r   μόνο τθν εςωτερικι ςφαίρα. Και πάλι καταλιγουμε ςε 

διανυςματικό δυναμικό που είναι ςωλθνοειδζσ πεδίο. Οι ίδιεσ δυςκολίεσ εμφανίηονται και για 

τθν ταχφτθτα ςτθν περίπτωςθ R V . Από τθν άλλθ, υπό ςυγκεκριμζνεσ προχποκζςεισ 

λειότθτασ τθσ ςτροβιλότθτασ   (Holder continuity,  (Gχnter, 1967)), αποδικνυεται θ ιςχφσ του 

νόμου BS, ςχζςθ (11), και ςε αυτι τθν περίπτωςθ. Ζνασ διαφορετικόσ τρόποσ υπολογιςμοφ 

είναι και αυτόσ που προτείνει θ αρικμθτικι μζκοδοσ ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ(Vortex Particle 

Method). Θ μζκοδοσ ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ(κεφάλαιο 2), ποιοτικά αναφζρουμε ότι, χωρίηει 

το πεδίο ςτροβιλότθτασ ςε πολλά, μικρότερα πεδία ςτροβιλότθτασ ϊςτε τελικά δεν τίκεται 

κζμα υπολογιςμοφ ολοκλθρωμάτων μζςα ςτο κάκε ζνα από τα μικρά αυτά πεδία. 

Σθμειϊνουμε ότι θ ίδια διαδικαςία με τθν παραπάνω μπορεί να χρθςιμοποιθκεί ςτθν 

περίπτωςθ που το πεδίο ςτροβιλότθτασ εκτίνεται ζωσ το άπειρο αλλά οριακά γίνεται μθδζν με 

ικανοποιθτικό ρυκμό7. 

 

                                                      
6
 Στθν πραγματικότθτα αρκεί θ λιγότερο ιςχυρι ςυνκικθ, δθλαδι θ  ( )R  να είναι ςυνεχισ κατά Holder για να 

ιςχφει θ ςχζςθ 17,  (Gχnter, 1967). 
7
 Στθν βιβλιογραφία ςθμειϊνεται ωσ “of exponential decay” 
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Ραρουςιάηουμε ακολοφκωσ ζνα διαφορετικό τρόπο για να καταλιξουμε ςτον νόμο Biot-

Savart. Θ βαςικι διαφορά με τθν προθγοφμενθ ανάπτυξθ είναι ότι δεν κα χρθςιμοποιιςουμε 

το διανυςματικό δυναμικό αλλά κα παράγουμε τθν ςχζςθ για τθν ταχφτθτα με άμεςο τρόπο. Ο 

ςτροβιλιςμόσ του πεδίου ςτροβιλότθτασ δίνει: 

 

 ( ) ( )u u u       (18) 

 

Οι ροζσ προςεγγίηονται ωσ αςυμπίεςτεσ ( 0u  ), οπότε: 

 

 ( )u      (19) 

 

Ππωσ ςτθν προθγοφμενθ παρουςίαςθ, ζτςι και εδϊ, φτάςαμε ςτθν εξίςωςθ Poisson 

γραμμζνθ για κάκε ςυνιςτϊςα του πεδίου ταχφτθτασ, χωρίσ όμωσ να απαιτείται το 

διανυςματικό δυναμικό, για το οποίο πρζπει να αποδείξουμε ότι είναι ςωλθνοειδζσ8 ϊςτε να 

ςυνεχίςουμε με τθν αντιςτροφι Poisson. Αντίςτοιχα με τθν προθγοφμενθ παρουςίαςθ, 

χρθςιμοποιϊντασ το κεϊρθμα αντιςτροφισ τθσ Poisson καταλιγουμε ςτθν ακόλουκθ λφςθ τθσ 

εξίςωςθσ Poisson ( ( )h r  αρμονικό διανυςματικό πεδίο): 

 

 
1

( ) ( ) ( )
4

V

u r dV R h r
r R






  


  (20) 

Με βάςθ τθν ταυτότθτα: 

 

 
3

( ) 1 ( )r R

r R r R r R r R r R

   


   
           

          

 (21) 

 

Θ ςχζςθ (20) γίνεται: 

 
3

1 1 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

4 4
V V

r R R
u r dV R dV R h r

r R r R

 

 

 
      

   
   (22) 

Χρθςιμοποιϊντασ ζνα κεϊρθμα τφπου Gauss (Rogers H. J., 1999): 

 

 
3

1 ( ) 1 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

4 4
S V

R r R R
u r dS R dV R h r

r R r R

 

 

 
   

 
   (23) 

                                                      
8
 Δθλαδι να αποδείξουμε ότι θ απόκλιςθ του διανυςματικοφ δυναμικοφ είναι μθδζν 
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Θ τελευταία εξίςωςθ περιζχει ζνα επιφανειακό ολοκλιρωμα (πάνω ςτο ςφνορο του όγκου 

υπολογιςμοφ), ζνα ολοκλιρωμα όγκου και τζλοσ ζνα διανυςματικό πεδίο. Τα ολοκλθρϊματα 

μποροφμε να τα υπολογίςουμε αν το ( )R  είναι γνωςτό, αλλά δεν μποροφμε μζχρι ςτιγμισ να 

προςδιορίςουμε το πεδίο ( )h r , για το οποίο απαιτοφνται οριακζσ ςυνκικεσ. Για μία πιο πλιρθ 

παρουςίαςθ παραπζμπουμε ςτα (Gχnter, 1967), (Cottet & Koumoutsakos, 2000). 

 

1.2.3 Εξίςωςη Δυναμικήσ Εξέλιξησ τησ ΢τροβιλότητασ 

 

Θ εξίςωςθ τθσ ορμισ, για ροι θ οποία προςεγγίηεται ωσ αςυμπίεςτθ, είναι (βλ. (Panton, 

2005)) (ο δείκτθσ 0  ςυμβολίηει παραγϊγιςθ ωσ προσ τον χρόνο): 

 

 0
i

i j j i j j i

p
u u u v u




         (24) 

 

Ππου v  θ κινθματικι ςυνεκτικότθτα του ρευςτοφ. Υπολογίηοντασ το   ςτα δφο μζλθ τθσ 

εξίςωςθσ (24), καταλιγουμε ςτθν εξίςωςθ δυναμικισ τθσ ςτροβιλότθτασ (Panton, 2005): 

 

 0 i j j i j j i j j iu u v            (25) 

 

Θ απόδειξθ τθσ ςχζςθσ (25) ζχει ωσ εξισ. Γράφουμε τθν εξίςωςθ (24) ςτθν διανυςματικι 

μορφι: 

 

 
2

21
( )

2

du p
u u u v u

dt 


          (26) 

 

Εφαρμόηουμε τον τελεςτι    ςτα δφο μζλθ τθσ παραπάνω ιςότθτασ και ζχουμε: 
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              

   

    

           

      
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 2( )
D

u v
Dt


      (27) 

 

Ραρατθροφμε ότι θ πίεςθ δεν εμφανίηεται ςτθν εξίςωςθ, αφοφ θ κλίςθ τθσ πίεςθσ, εκ 

ταυτότθτασ, είναι αςτρόβιλο πεδίο9. Οπότε θ ςτροβιλότθτα ςτισ ροζσ που μελετάμε είναι 

αδφνατον να δθμιουργθκεί από κλίςθ πίεςθσ. Ο τελευταίοσ όροσ εκφράηει τθν καταςτροφι ι 

δθμιουργία τθσ ςτροβιλότθτασ λόγω ςυνεκτικότθτασ και θ ςθμαντικότθτα-του εξαρτάται τόςο 

από τθν τιμι του ςυντελεςτι κινθματικισ ςυνεκτικότθτασ   όςο και από το μζγεκοσ του όρου 
2 . Οι ροζσ που μελετάμε χαρακτθρίηονται ωσ μθ-ςυνεκτικζσ10 εκτόσ των περιοχϊν που 

δθμιουργείται ςτροβιλότθτα με αποτζλεςμα θ επίδραςθ του όρου 2   να είναι αμελθτζα. 

Εξαίρεςθ αποτελεί το οριακό ςτρϊμα όπου θ κλίςθ τθσ ταχφτθτασ είναι μεγάλθ, ϊςτε τελικά ο 

όροσ 2   δεν είναι αμελθτζοσ και για τθν ακρίβεια αν δεν υπιρχε δεν κα ιταν δυνατι θ 

περιςτροφι των ςτοιχείων του ρευςτοφ. Ενδιαφερόμαςτε, λοιπόν, για τον πρϊτο όρο ςτο 

δεφτερο μζλοσ τθσ εξίςωςθσ, ο οποίοσ περιγράφει τθν αναδιάταξθ τθσ ςτροβιλότθτασ εξαιτίασ 

τθσ επιμικυνςθσ και τθσ περιςτροφισ των γραμμϊν ροισ του πεδίου ςτροβιλότθτασ.  

Ο πρϊτοσ όροσ του δεφτερου μζλουσ τθσ εξίςωςθσ (27) γράφεται: 

 

 ( ) i i j
j

u u     (28) 

 

Κάκε τανυςτισ δεφτερθσ τάξθσ μπορεί να γραφτεί ωσ το άκροιςμα ενόσ ςυμμετρικοφ και 

ενόσ αντιςυμμετρικοφ τανυςτι. Για τον τανυςτι i ju , ζχουμε: 

 

 
1 1

( ) ( )
2 2

i j i j j i i j j iu u u u u        (29) 

 

Ο πρϊτοσ προςκετζοσ είναι ςυμμετρικόσ τανυςτισ και το δεφτεροσ προςκετζοσ είναι 

αντιςυμμετρικόσ τανυςτισ. Ο ςυμμετρικόσ τανυςτισ ονομάηεται τανυςτισ ρυκμοφ μεταβολισ 

τροπϊν (strain rate tensor) και εδϊ ςυμβολίηεται με ijS : 

 

 
1

( )
2

def

ij i j j iS u u     (30) 

 

                                                      
9
 Σθμειϊνουμε ότι ςε βαροκλινισ(baroclinic) ροι ο όροσ  p   δεν αμελείται 

10
 Ακριβζςτερα, οι δυνάμεισ ςυνεκτικότθτασ είναι μικρζσ ςε ςχζςθ με τισ αδρανειακζσ δυνάμεισ που εκφράηονται 

από τουσ υπόλοιπουσ όρουσ τθσ ςχζςθσ (27)
6Re 2 10    δθλαδι πάνω από τθν κρίςιμθ περιοχι 
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 Ο δεφτεροσ προςκετζοσ τθσ ςχζςθσ (29), χρθςιμοποιϊντασ τθν ταυτότθτα 

il jm im jl ijk klm        κακϊσ και τον οριςμό 
def

k klm l mu   ,  μπορεί να γραφτεί ωσ: 

 

 
1 1 1 1

( ) ( ) ( )
2 2 2 2

i j j i il jm im jl l m ijk klm l m ijk ku u u u                (31) 

 

Οπότε θ ςχζςθ (29) γίνεται: 

 

 
1

2
i j ij ijk ku S      (32) 

 

Αντικακιςτϊντασ τθν ςχζςθ (32) ςτθ ςχζςθ (28), ζχουμε για τον όρο που ενδιαφερόμαςτε: 

 

 
1 1

( )
2 2

i ij ijk k i ij jik i k
j

u S S            (33) 

 

Με δεδομζνο ότι ο τανυςτισ i k  είναι ςυμμετρικόσ, ο δεφτεροσ όροσ του τρίτου μζλουσ 

τθσ ςχζςθσ (33) είναι μθδζν. Καταλιξαμε, λοιπόν, ςτο αποτζλεςμα ότι ο όροσ που μελετάμε 

αποτελεί τον ρυκμό μεταβολισ των τροπϊν κατά τθν κατεφκυνςθ του : 

 

 ( ) i
ij

j
u S


 



 
   
 
 

 (34) 

 

Ο όροσ αυτόσ είναι υπεφκυνοσ για τθν ςτροφι και τθν επιμικυνςθ των γραμμϊν 

ςτροβιλότθτασ. Αν θ ταχφτθτα αναπαριςτάται αποκλειςτικά από το πεδίο ςτροβιλότθτασ τότε 

με χριςθ τθσ ςχζςθσ (23) ζχουμε, κζτοντασ r R   : 
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  

         

 
     
 
 
 

 
    
 
 
 

 





 (35) 
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Να ςθμειωκεί ότι ο τελεςτισ i  εφαρμόηεται ςτο ςθμείο ελζγχου r (control point) και όχι ςτο 

ςθμείο ολοκλιρωςθσ R  του  . Αντικακιςτϊντασ τθν ςχζςθ (35) ςτθν ςχζςθ (28), το διάνυςμα 

που ηθτάμε γίνεται11: 

 

 
3 5

1
( ) 3

4

jki k i jkl k l

i
j

V

u dV
     

 
  

 
    
 
 
 

  (36) 

 

Αντικακιςτϊντασ τθν ςχζςθ (36) ςτθν εξίςωςθ δυναμικισ εξζλιξθσ τθσ ςτροβιλότθτασ, ςχζςθ 

(27), καταλιγουμε τελικά ςτθ ςχζςθ: 

 

 
3 5

( ) ( ) ( ) ( )( ) 1 ( ) ( )
3 ( )

4
V

r R r r R RD r r R
dV R

Dt r R r R

   



             
 
  
 

  (37) 

 

Θ εξίςωςθ αποτελεί τθν εξίςωςθ δυναμικισ τθσ ςτροβιλότθτασ ςτθν περίπτωςθ που ζχουμε 

μόνο επαγόμενεσ ταχφτθτεσ από πεδίο ςτροβιλότθτασ. 

 

1.2.4 Ο νόμοσ του Kelvin και τα θεωρήματα του Helmholtz 

 

Ζνα ιδιαίτερα χριςιμο μζτρο του πεδίου ςτροβιλότθτασ είναι θ κυκλοφορία. Θ κυκλοφορία 

απαιτεί για τον οριςμό-τθσ μία κλειςτι γραμμι C  του ςυνεχοφσ και δίνεται από τθσ ςχζςθ: 

 

 i i

C

u dr    (38) 

 

Το κεϊρθμα του Stokes ςυνδζει τθν κυκλοφορία κλειςτισ γραμμισ C με τθν ςτροβιλότθτα που 

διζρχεται από τθν επιφάνεια S  που ορίηεται από τθν κλειςτι γραμμι C , κατά τθν ςχζςθ: 

 

 i i ijk j k i i i

C S S S

u dr u dA dA 


        (39) 

 

Θ κυκλοφορία είναι βακμωτό μζγεκοσ και κατά τθν ςχζςθ (39) χαρακτθρίηει τθν «παροχι» 

ςτροβιλότθτασ   διαμζςου τθσ επιφάνειασ S . Θ κυκλοφορία εμπλζκεται ςτθν διατφπωςθ του 

                                                      
11

 Τονίηουμε ότι το i  - εκτόσ ολοκλιρωςθσ - αναφζρεται ςτο ςθμείο ελζγχου r  
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«Νόμου του Kelvin». Σφμφωνα με τον νόμο του Kelvin: «Θ κυκλοφορία κλειςτισ υλικισ 

καμπφλθσ εντόσ αςυμπίεςτου μθ ςυνεκτικοφ ρευςτοφ παραμζνει ςτακερι», (Panton, 2005), 

(Kundu, 1990)), (Batchelor, 1967). Αν με ( )C t  ςυμβολίςουμε κλειςτι καμπφλθ θ οποία 

απαρτίηεται κάκε χρονικι ςτιγμι από τα ίδια ςθμεία του ρευςτοφ12 και   θ κυκλοφορία 

διαμζςου τθσ ( )C t , τότε ο νόμοσ του Kelvin εκφράηεται από τθν εξίςωςθ: 

 

 0
D

Dt


  (40) 

 

Μπορεί να αποδειχκεί ότι θ εξίςωςθ (40) είναι ιςοδφναμθ με τισ εξιςϊςεισ Euler για 

αςυμπίεςτο ρευςτό. Θ ςχζςθ (40) μασ πλθροφορεί για τθν δυναμικι τθσ κυκλοφορίασ ςε 

κλειςτζσ υλικζσ γραμμζσ. Μια ενδιαφζρουςα εναλλακτικι διατφπωςθ για τθν ςχζςθ (40) 

δόκθκε από τον Helmholtz ςτουσ τρείσ γνωςτοφσ νόμουσ που φζρουν το όνομα του. Οι νόμοι 

του Helmholtz κακορίηουν τθν δυναμικι εξζλιξθ των κατανομϊν ςτροβιλότθτασ και αποτελοφν 

μία εναλλακτικι διατφπωςθ του νόμου του Kelvin που βαςίηεται ςε διαφορικζσ επιφάνειεσ. Οι 

νόμοι του Helmholtz για μθ ςυνεκτικι ροι διατυπϊνονται ωσ εξισ: 

 

1οσ. Οι γραμμζσ ςτροβιλότθτασ είναι υλικζσ γραμμζσ, 

2οσ. Θ ζνταςθ ενόσ ςωλινα ςτροβιλότθτασ είναι ςτακερι και ίςθ με τθν κυκλοφορία ςε μία 

κλειςτι γραμμι πάνω ςτο ςωλινα κάκε χρονικι ςτιγμι κατά τθν κίνθςθ του ςωλινα, 

3οσ. Ζνασ ςωλινασ ςτροβιλότθτασ ξεκινάει από ςτερεό ςφνορο, είτε αρχίηει και τελειϊνει 

ςτο άπειρο ι ςχθματίηει κλειςτζσ γραμμζσ. 

 

Οι δφο πρϊτοι νόμοι είναι αποτελζςματα τθσ διατιρθςθσ τθσ ορμισ, όποτε χαρακτθρίηονται 

ωσ δυναμικοί νόμοι, ενϊ ο τρίτοσ νόμοσ είναι αποτζλεςμα τθσ γνωςτισ διανυςματικισ 

ταυτότθτασ ( ) 0div rotv  , δθλαδι ζχει ςχζςθ με τθν κινθματικι τθσ ςτροβιλότθτασ.  

Τζλοσ αναφζρουμε ότι ο αρικμόσ Reynolds των ροϊν με δίνεσ, ςυνικωσ, υπολογίηονται με 

βάςθ τθν κυκλοφορία: 

 

 Re
v




  (41) 

 

 

 

                                                      
12

 Συνικωσ χρθςιμοποιοφμε τον χαρακτθριςμό «υλικι», υλικι καμπφλθ 
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1.3 Δίνεσ και ΢τροβιλότητα 

 

Ενϊ, λοιπόν, γνωρίηουμε ότι το οριακό ςτρϊμα13 λειτουργεί ωσ πθγι ςτροβιλότθτασ δεν 

γνωρίηουμε πωσ τελικά θ ςτροβιλότθτα κα δομθκεί για να δθμιουργιςει το αποτζλεςμα ςτο 

οποίο αναφερόμαςτε ωσ δίνθ. Για τον ςκοπό αυτό πρζπει να κακορίςουμε τι είναι τελικά θ 

δίνθ και πωσ ςυςχετίηεται πρακτικά με το πεδίο ςτροβιλότθτασ.    

 

1.3.1 Οριςμοί Δινών 

 

Από τθν ςυλλογι κειμζνων «Fluid Vortices» του S.I. Green (Green, 1995) βρίςκουμε μεταξφ 

άλλων οριςμϊν: «Κάποιοσ κα μποροφςε να ορίςει τθ δίνθ ωσ μοτίβο του πεδίου ροισ που θ 

πλειοψθφία των επιςτθμόνων που αςχολοφνται με τθν δυναμικι των ρευςτϊν κα αναγνϊριηε 

ωσ δίνθ». Ο οριςμόσ αυτόσ ζχει ενδιαφζρον διότι αντανακλά τθ δυςκολία οριςμοφ τθσ δίνθσ. 

Ραρατθροφμε, λοιπόν μία αντίφαςθ, πωσ ζνα φυςικό φαινόμενο το οποίο οι περιςςότεροι 

ςχετικοί ι όχι με τθ δυναμικι των ρευςτϊν αντιλαμβάνονται, είναι τόςο δφςκολο να οριςτεί. Θ 

αιτία κα μποροφςε να αποδοκεί ςτο ότι ο μθχανιςμόσ ςχθματιςμοφ τθσ δίνθσ είναι περίπλοκοσ 

και εξαρτάται από το φαινόμενο προσ μελζτθ.  

 Στθν βιβλιογραφία εμφανίηονται διάφοροι οριςμοί για τθ δίνθ. Μερικοί από αυτοφσ είναι 

οι παρακάτω οι οποίοι ςχολιάηονται επαρκϊσ ςτο (Jinhee & Fazle, 1995). Σθμειϊνουμε ότι κα 

χρθςιμοποιιςουμε τον οριςμό 2 ςτο κεφάλαιο 5. 

 

1. Οριςμόσ βάςθ τισ Γραμμζσ ΢οισ, Lugt (1979): Μια δίνθ εντοπίηεται από περιοχζσ 

του ρευςτοφ ςτισ οποίεσ οι γραμμζσ ροισ είναι ςπειροειδισ. 

 

2. Οριςμόσ βάςθ ενόσ προκακοριςμζνου μζτρου ςτροβιλότθτασ, Metcalf (1985): Μια 

δίνθ εντοπίηεται από τθν επιφάνεια ςτθν οποία το μζτρο τθσ ςτροβιλότθτασ ζχει 

μία προκακοριςμζνθ τιμι. 

 

3. Οριςμόσ με βάςθ τισ Μιγαδικεσ Ιδιοτιμεσ τθσ κλίςθσ ταχφτθτασ14, Chong(1990): Μια 

δίνθ εντοπίηεται γφρω από μία περιοχι θ οποία ονομάηεται πυρινασ και ςτθν 

περιοχι αυτι οι ιδιοτιμζσ του τανυςτι i ju  είναι μιγαδικζσ. 

 

4. Οριςμόσ με βάςθ τθν δεφτερθ αναλλοίωτθ τθσ κλίςθσ ταχφτθτασ, Hunt(1988): Μια 

δίνθ εντοπίηεται γφρω από μία περιοχι θ οποία ονομάηεται πυρινασ και ςτθν 

                                                      
13

 Αποκλειςτικά όςο αφορά τισ περιπτϊςεισ που μελετάμε 
14

 Χρθςιμοποιείται από το Tecplot για τον εντοπιςμό του πυρινα τθσ δίνθσ 
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περιοχι αυτι θ δεφτερθ αναλλοίωτθ  
1

2
i j j iQ u u    του τανυςτι i ju  είναι 

κετικι και θ πίεςθ είναι μικρότερθ από τθν πίεςθ μακριά από τθν περιοχι 

 

5. Οριςμόσ με βάςθ τισ ιδιοτιμζσ του τανυςτι 2 2S  , Jinhee και Fazle(1994): Μια 

δίνθ εντοπίηεται γφρω από μία περιοχι θ οποία ονομάηεται πυρινασ και ςτθν 

περιοχι αυτι ο τανυςτισ 2 2S  , όπου S  το ςυμμετρικό μζροσ του i ju  και Q  το 

αντιςυμμετρικό μζροσ του i ju , ζχει αρνθτικζσ ιδιοτιμζσ. 

 

1.3.2 Προκαθοριςμένεσ Μορφέσ του Πεδίου ΢τροβιλότητασ – Προβλήματα 

αναφοράσ 

 

Στθν παροφςα εργαςία λζγοντασ δίνθ κα αναφερόμαςτε απλά ςε περιοχζσ με 

προκακοριςμζνθ από εμάσ δομι ςτροβιλότθτασ, δθλαδι περιοχζσ ςτισ οποίεσ το πεδίο 

ςτροβιλότθτασ αναπαρίςταται με κάποια ςυγκεκριμζνθ προκακοριςμζνθ μορφι.  

Στθ γενικι περίπτωςθ ενόσ τυχαίου πεδίου ςτροβιλότθτασ, ο υπολογιςμόσ του επαγόμενου 

πεδίου ταχφτθτασ μζςω του Biot-Savart, μπορεί να γίνει μόνο με προςφυγι ςε αρικμθτικζσ 

μεκόδουσ. Ραρά τοφτο υπάρχουν περιπτϊςεισ, όπωσ αυτζσ που αναφζρουμε παρακάτω, ςτισ 

οποίεσ θ μορφι του πεδίου ςτροβιλότθτασ είναι τζτοια ϊςτε ο υπολογιςμόσ να εκτελείται 

αναλυτικά και να οδθγεί ςε κλειςτι ζκφραςθ για τθν ταχφτθτα με βάςθ ςυνθκιςμζνεσ 

μακθματικζσ ςυναρτιςεισ. Οι περιπτϊςεισ αυτζσ παρουςιάηουν ιδιαίτερο ενδιαφζρον γιατί 

μπορεί να χρθςιμοποιθκοφν ωσ «προβλιματα αναφοράσ» (toy problems) για τθν αποτίμθςθ 

τθσ αρικμθτικισ μεκοδολογίασ θ οποία κα αναπτυχκεί για τθν γενικι περίπτωςθ ςτο κεφάλαιο 

3. Οι ςυγκρίςεισ κα γίνουν ςτο κεφάλαιο 5. Στθ διεκνι βιβλιογραφία ςυναντάμε διάφορεσ 

περιπτϊςεισ μοντζλων δινϊν οι οποίεσ φζρουν το όνομα ερευνθτϊν που τισ χρθςιμοποίθςαν 

για πρϊτθ φορά. Ραρακάτω ςυνοψίηουμε τισ πιο γνωςτζσ. Σθμειϊνουμε ότι κα 

χρθςιμοποιιςουμε κυλινδρικζσ ςυντεταγμζνεσ και το πεδίο ςτροβιλότθτασ είναι παράλλθλο 

πεδίο ςτον άξονα z των κυλινδρικϊν ςυντεταγμζνων.  

Για τθν ανάλυςθ που κα ακολουκιςει κα χρθςιμοποιθκοφν οι ακόλουκοι ςυμβολιςμοί 

(κυλινδρικζσ ςυντεταγμζνεσ):  

 

- για τισ ςυνιςτϊςεσ των διανυςμάτων κζςθσ: ςθμείο ελζγχου  , , zr r r r   και ςθμείο 

ολοκλιρωςθσ  , , zR R R R   . 

- θ βάςθ του χϊρου είναι , , ze e e   και το πεδίο ςτροβιλότθτασ ( ) ( ) zr r e   το οποίο 

ορίηεται ςτο  ( , , ) : ,0 2 ,V r z r R z R        , R θ ακτίνα του κυλίνδρου 
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Το διανυςματικό δυναμικό για τισ μακρινζσ επαγωγζσ ( r R  ) είναι: 
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    
      

  



  

 (42) 

 

Ραρατθριςτε ότι το διανυςματικό δυναμικό είναι παράλλθλο διανυςματικό πεδίο ςτον άξονα 

z. Το πεδίο ταχφτθτασ είναι εφκολο να προκφψει αφοφ το διανυςματικό δυναμικό ζχει μόνο 

μία ςυνιςτϊςα, κατά τον άξονα z15. Θ ταχφτθτα, υπολογίηοντασ τον ςτροβιλιςμό ( curl ) του 

διανυςματικοφ δυναμικοφ, είναι (κατά τθ ςειρά , , ze e e  , επίςθσ: ( , , )zr r r   οι κυλινδρικζσ 

ςυντεταγμζνεσ ( , , )z   του ςθμείου ελζγχου και ( , , )zR R R   οι κυλινδρικζσ ςυντεταγμζνεσ 

( , , )z   του ςθμείου ολοκλιρωςθσ): 
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1

( ) , ,0z zu r
r r r  

  
     

 (43) 

 

Τα αποτελζςματα για τισ ταχφτθτεσ είναι: 

 Ακτινικι Συνιςτϊςα: 
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 ( ) 0u r   (44) 

                                                      
15

 Θ ροϊκι ςυνάρτθςθ ταυτίηεται με τθν z-ςυνίςτωςα του διανυςματικοφ δυναμικοφ 
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 Εφαπτομενικι Συνιςτϊςα: 
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Σθμειϊςτε ότι θ ςχζςθ (45) χρθςιμοποιείται μόνο για τισ επαγόμενεσ ταχφτθτεσ εκτόσ τθσ 

περιοχισ που βρίςκεται το πεδίο ςτροβιλότθτασ και απαιτοφνται τροποποιιςεισ  (υπολογιςμόσ 

γενικευμζνων ολοκλθρωμάτων) για τισ κζςεισ εντόσ του πεδίου ςτροβιλότθτασ. Τελικά, 

καταλιγουμε ςτισ: 
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u r d r R
r

        (46) 
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r

    


   (47) 

 

Υπενκυμίηουμε ότι με R  ςυμβολίηουμε τθν ακτίνα του πυρινα τθσ δίνθσ ενϊ με r  τθν 

απόςταςθ από κζντρο τθσ δίνθσ (ςθμείο ελζγχου). Οι ςυνιςτϊςεσ που δεν αναφζρονται είναι 

μθδζν.  

 

 

1. Περιςτροφι ΢τερεοφ ςϊματοσ 

Οι γραμμζσ ςτροβιλότθτασ είναι ευκείεσ ςε όλθ τθν ζκταςθ του πεδίου. Σε κυλινδρικζσ 

ςυντεταγμζνεσ το πεδίο ςτροβιλότθτασ εκφράηεται ωσ: 

 

 
0( )z r const    (48) 
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Και το πεδίο ταχφτθτασ: 

 

 0

1
( )

2
u r r   (49) 

 

Θ κυκλοφορία είναι: 

 

   2

0r r    (50) 

 

2. Μοντζλο Αςτρόβιλθσ Δίνθσ 

Ενϊ ςε όλεσ τισ προθγοφμενεσ περιπτϊςεισ είχαμε ζνα ςαφϊσ οριςμζνο πεδίο ςτροβιλότθτασ 

εδϊ το πεδίο ςτροβιλότθτασ είναι μία Dirac-δ16. Το πεδίο ταχφτθτασ εκφραςμζνο ςε 

κυλινδρικζσ ςυντεταγμζνεσ είναι: 

 

 ( )
2

u r
r





  (51) 

 

Και θ κυκλοφορία τθσ δίνθσ είναι   
 

3. Μοντζλο Δίνθσ Rankine  

Οι γραμμζσ ςτροβιλότθτασ είναι ευκείεσ ςε όλθ τθν ζκταςθ του πεδίου. Σε κυλινδρικζσ 

ςυντεταγμζνεσ το πεδίο ςτροβιλότθτασ εκφράηεται ωσ: 
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Και το πεδίο ταχφτθτασ: 
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16

 Δεν υπονοοφμε ότι θ ςυνάρτθςθ Dirac-δ δεν είναι καλϊσ οριςμζνθ αλλά κζλουμε να τονίςουμε ότι ορίηεται 
από τισ ιδιότθτεσ τθσ και μόνο ωσ γενικευμζνθ ςυνάρτθςθ 
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Θ κυκλοφορία είναι: 
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 
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Ραρατθριςτε ότι ςτο πυρινα τθσ δίνθσ ζχουμε περιςτροφι ςτερεοφ ςϊματοσ. Αναφερόμαςτε 

ςτθν κυκλοφορία τθσ δίνθσ, υπονοϊντασ το  2

0 0R    

 

4. Μοντζλο Δίνθσ Lamb-Oseen 

Οι γραμμζσ ςτροβιλότθτασ είναι ευκείεσ ςε όλθ τθν ζκταςθ του πεδίου. Θ δίνθ Lamb-Oseen 

προκφπτει ωσ λφςθ των εξιςϊςεων Navier-Stokes και μοντελοποιεί τθ ςταδιακι απόςβεςθ 

μίασ αςτρόβιλθσ δίνθσ. Σε κυλινδρικζσ ςυντεταγμζνεσ το πεδίο ςτροβιλότθτασ εκφράηεται ωσ: 
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Και το πεδίο ταχφτθτασ: 
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Θ κυκλοφορία είναι: 
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Αναφερόμαςτε ςτθν κυκλοφορία τθσ δίνθσ υπονοϊντασ το  0 lim ( , )
r

r t


   . Πταν 

αναφερόμαςτε ςε μθ ςυνεκτικι δίνθ Lamb-Oseen, κα εννοοφμε ότι ( )R t R const   .  
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Οι περιπτϊςεισ 1 και 2 είναι ακραίεσ περιπτϊςεισ οι οποίεσ εμφανίηονται και οι δφο ςτθ 

φφςθ και μποροφν να αναπαραχκοφν ςτο εργαςτιριο (Kundu, 1990). Σθμειϊνουμε ότι ο 

Truesdell (1953), όπωσ αναφζρεται ςτο (Jinhee & Fazle, 1995), χρθςιμοποίθςε τον λόγο: 

 

 

1
2 2

2
k

ij ijS S

 
  
 
 
 

 (58) 

 

ωσ μζτρο ποςοτικοποίθςθσ τθσ «ποιότθτασ περιςτροφισ». Ο λόγοσ ονομάηεται αρικμόσ 

κινθματικισ ςτροβιλότθτασ. Στθν περίπτωςθ τθσ περιςτροφισ ςτερεοφ ςϊματοσ τείνει ςτο 

άπειρο και ςτθν περίπτωςθ αςτρόβιλθσ δίνθσ είναι μθδζν. Πλεσ οι υπόλοιπεσ τιμζσ δίνουν μία 

αίςκθςθ του κατά πόςο θ ροι ςε μία κζςθ προςεγγίηει μία από τισ δφο καταςτάςεισ.   

Θ πιο ςυνθκιςμζνθ μοντελοποίθςθ τθσ δίνθσ ακροπτερυγίου χρθςιμοποιεί το μοντζλο 

δίνθσ Lamb-Oseen για το πεδίο ςτροβιλότθτάσ τθσ. Επίςθσ, ςυνικθσ μοντελοποίθςθ ϊςτε να 

περιλαμβάνεται και θ αξονικι ταχφτθτα τθσ δίνθσ που παρατθρείται ςτα πειραματικά 

αποτελζςματα είναι το μοντζλο δίνθσ Burger (Panton, 2005), (Kundu, 1990). Για περιςςότερα 

παραπζμπουμε ςτο (Rossi, 2000) όπου υπάρχει μία εκτεταμζνθ ανάλυςθ των παραπάνω 

περιπτϊςεων. Στο παρακάτω ςχιμα, βλζπουμε το πεδίο ςτροβιλότθτασ μίασ δίνθσ Lamb-

Oseen όπωσ προζκυψε από μετριςεισ του πεδίου ταχφτθτασ.   
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2. Α΢ΣΑΘΕΙΕ΢ ΔΙΝΩΝ ΑΚΡΟΠΣΕΡΤΓΙΩΝ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Υπάρχουν φαινόμενα ςτα οποία οι δίνεσ παρουςιάηουν μία επαναλαμβανόμενθ τοπολογία 

και για αυτό είναι λογικό θ μοντελοποίθςθ τουσ να γίνει χρθςιμοποιϊντασ περιοδικά πεδία 

ςτροβιλότθτασ. Επίςθσ, οι δομζσ αυτζσ δθμιουργοφνται από ευςτακείσ δομζσ οι οποίεσ 

διαταράςςονται ελαφρϊσ από τθ κζςθ ιςορροπίασ και ενεργοποιοφν τθν εξζλιξθ του 

φαινομζνου. Για αυτό τον λόγο χαρακτθρίηονται ωσ φαινόμενα με αςτάκειεσ. Ενδιαφερόμαςτε 

για τθν εξζλιξθ αυτϊν των φαινομζνων. Το πιο γνωςτό περιοδικό διςδιάςτατο φαινόμενο είναι 

θ αςτάκεια Kelvin-Helmholtz, θ οποία είναι γνωςτι και ωσ αςτάκεια φφλλου διάτμθςθσ. 

Συγκεκριμζνα, ενδιαφερόμαςτε για μίασ μεγάλθσ κλίμακασ αςτάκεια θ οποία 

παρατθρείται ςτισ δίνεσ ακροπτερυγίων μακριά από το αεροςκάφοσ. Κανονικά οι δίνεσ 

ακροπτερυγίων πρζπει να κινοφνται προσ τα κάτω βάςει τθσ ταχφτθτασ που επάγει θ μία ςτθν 

άλλθ. Εξαιτίασ μίασ μικρισ διαταραχισ, θ τοπολογία των δινϊν αλλάηει και ςχθματίηονται 

διαφορετικζσ δομζσ. Θ μοντελοποίθςθ του φαινομζνου ωσ περιοδικό δεν είναι προφανισ. Θα 

υπεραςπιςτοφμε τθν επιλογι αυτι ςτο τζλοσ του κεφαλαίου αφοφ πρϊτα ςυηθτιςουμε 

μερικά πειραματικά αποτελζςματα. Άλλεσ ενδιαφζρουςεσ περιπτϊςεισ αςτάκειασ με τισ 

οποίεσ δεν κα αςχολθκοφμε αλλά κα αναφερκοφμε ςε αυτζσ ςτο τζλοσ του κεφαλαίου 5 είναι 

οι μικροδομζσ δινϊν που ονομάηονται δίνεσ-φουρκζτεσ (hairpin vortices) και θ τριςδιάςτατθ 

αςτάκεια Kelvin-Helmholtz.  
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2.1  Πρακτικά Ζητήματα Περί των Αςταθειών των Δινών Ακροπτερυγίων 

 

Θ αςτάκεια ςτισ δίνεσ ακροπτερυγίων παρουςιάηει ιδιαίτερο ενδιαφζρον για δφο λόγουσ. 

Ρρϊτον, είναι μία μεγάλθσ κλίμακασ αςτάκεια θ οποία παρατθρείται οπτικά και ο μθχανιςμόσ 

με τον οποίο λειτουργεί μπορεί να αποτελζςει εργαλείο μελζτθσ τθσ αποδόμθςθσ τθσ 

ςτροβιλότθτασ ςε μικρότερεσ κλίμακεσ. Δεφτερον, παρουςιάηει πρακτικό ενδιαφζρον ωσ 

μθχανιςμόσ καταςτροφισ τθσ ςτροβιλότθτασ. Οι δίνεσ ακροπτερυγίων μπορεί να αποτελζςουν  

κίνδυνο για ζνα μικρότερο αεροπλάνο (Nelson, 2004), (Crouch, 2005) το οποίο κα βρεκεί 

κοντά ςε αυτζσ και αυτό είναι δυνατόν αφοφ οι δομζσ καταςτρζφονται πολφ αργά. 

Χαρακτθριςτικά αναφζρουμε ότι οι κανονιςμοί αςφαλείασ επιβάλουν ζνα αεροςκάφοσ 

μεγζκουσ 737 να πετάει τουλάχιςτον 5 ναυτικά μίλια πίςω από ζνα αεροςκάφοσ μεγζκουσ 

747. Το αποτζλεςμα ςυνάντθςθσ ενόσ αεροςκάφουσ με τον ομόρου ενόσ άλλου ςτθ χειρότερθ 

περίπτωςθ μπορεί να είναι θ απϊλεια ςτιριξθσ ι απϊλεια ελζγχου και ςτθν γενικι περίπτωςθ 

κάποιεσ διαταραχζσ (Crouch, 2005). Ρικανζσ ςυνζπειεσ ςυνάντθςθσ ενόσ αεροςκάφουσ με τον 

ομόρου ενόσ άλλου βλζπουμε ςτο παρακάτω ςχιμα 15 (Nelson, 2004).  

 

 

 
Σχιμα 15. Συνζπειεσ ςυνάντθςθσ ενόσ αεροςκάφουσ με τον ομόρου ενόσ άλλου. 

 

 

Στθν περίπτωςθ που το αεροςκάφοσ βρίςκεται κοντά ςτο ζδαφοσ θ ςυνάντθςι του με τισ 

δίνεσ ακροπτερυγίου μπορεί να είναι μοιραία (Nelson, 2004). Για τθν αποφυγι ατυχθμάτων οι 

κανονιςμοί αςφαλείασ ορίηουν χρονικζσ διάρκειεσ αςφαλείασ μετά τισ οποίεσ μπορεί να 

βρεκεί ζνα αεροςκάφοσ ςτο διάδρομο προςγείωςθσ όπου βριςκόταν ζνα μεγαλφτερο 

αεροςκάφοσ. Το αποτζλεςμα είναι χρονικζσ κακυςτεριςεισ, τρία λεπτά μεταξφ διαδοχικϊν 

απογειϊςεων και προςγειϊςεων (Edwards, 2005), οι οποίεσ είναι ηθμιογόνεσ για το 

αεροδρόμιο και ςυμβάλουν ςτθν κίνθςθ του αεροδρομίου. Επίςθσ, θ αλλθλεπίδραςθ των 
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δινϊν με τα ςυμπυκνϊματα των ατμϊν ςτουσ κινθτιρεσ του αεροςκάφουσ (contrails) μπορεί 

να ςυμβάλλει ςτθν εξζλιξθ τουσ ι τθν καταςτροφι τουσ και ζτςι ςτθν αποφυγι τθσ τεχνίτθσ 

νζφωςθσ. Τζλοσ, θ αλλθλεπίδραςθ των δινϊν με τα καυςαζρια και τθν παγίδευςθ τουσ ςε 

αυτά μπορεί να ςυμβάλλει ςτθ μεταφορά τουσ ςε κατϊτερα επίπεδα τθσ ατμόςφαιρασ.  

 

2.2 Οι υπάρχουςεσ Θεωρίεσ Ευςτάθειασ για Γραμμικέσ Δίνεσ 

 

Θ μελζτθ του φαινομζνου αλλθλεπίδραςθσ αεροςκάφουσ με τισ δίνεσ ακροπτερυγίων 

εμφανίηει αρκετζσ δυςκολίεσ (Nelson, 2004). Για αυτόν τον λόγο οι αςτάκειεσ των δινϊν 

ακροπτερυγίων και θ εξζλιξθ τουσ μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν ϊςτε να αναπαραςτακεί ο 

ομόρουσ ενόσ αεροςκάφουσ που βρίςκεται μακριά από το αεροςκάφοσ που κα 

αλλθλεπιδράςει με αυτζσ. Θ πρϊτθ μακθματικι ανάλυςθ του φαινομζνου ζγινε από το Crow 

(Crow, 1970). O Crow μοντελοποιεί το φαινόμενο χρθςιμοποιϊντασ ζνα ηεφγοσ δινϊν οι οποίεσ 

ζχουν υποςτεί μία θμιτονοειδι διαταραχι μικροφ πλάτουσ, αλλά μεγάλου μικουσ κφματοσ, 

και περιςτρζφονται αντίρροπα. Ο Crow απζδειξε ότι οι πιο αςτακείσ διαταραχζσ είναι 

ςυμμετρικζσ θμιτονοειδισ διαταραχζσ ςε ςχζςθ με το μζςο επίπεδο των δινϊν με μικοσ 

κφματοσ 8.6b , όπου b  θ απόςταςθ μεταξφ των δινϊν και εξελίςςονται ςτο επίπεδο των 45ο 

(κ=45ο), όπωσ φαίνεται ςτο παρακάτω ςχιμα 16 (βλ. (Crow, 1970)).  

 

 
Σχιμα 16. Αςτακείσ διαταραχζσ Crow. 

 

Ακολοφκθςε μία πιο γενικι ανάλυςθ θ οποία γίνεται από τον Saffman και παράλλθλα τθν 

Widnall (Saffman, 1992). Στισ εργαςίεσ αυτϊν, παρουςιάηονται αποτελζςματα για μια δίνθ ι 

ηεφγοσ δινϊν με διάφορεσ διαταραχζσ και, όπωσ αποδεικνφεται, ο κφριοσ μθχανιςμόσ εξζλιξθσ 
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των αςτακειϊν ςχετίηεται με το ρυκμό περιςτροφισ που επάγει κάκε δίνθ ςτον εαυτό τθσ και 

το πεδίο ρυκμοφ μεταβολισ των τροπϊν πάνω ςτθ δίνθ. Επιπλζον, εμφανίηεται και θ αςτάκεια 

που οφείλεται ςε μικρά μικθ κφματοσ πάνω ςτθ δίνθ και είναι ςθμαντικι ςτθν εξζλιξθ του 

φαινομζνου πζρα από τθν αςτάκεια μεγάλου μικουσ κφματοσ όπωσ επιβεβαιϊνεται από 

πειραματικά δεδομζνα.   

 

2.3  Αποτελέςματα Πειραμάτων Οπτικοποίηςησ  

 

Ρρακτικά εμφανίηονται δυςκολίεσ αναπαράςταςθσ των φαινομζνων αυτϊν ςτο 

εργαςτιριο. Ρρϊτον, είναι δφςκολο να απομονωκεί μια ςχεδόν ευκφγραμμθ δίνθ ϊςτε να 

ςυγκρικοφν πειραματικά αποτελζςματα με τα κεωρθτικά. Επίςθσ, θ αςτάκεια Crow 

εμφανίηεται μετά από μεγάλθ απομάκρυνςθ του αεροςκάφουσ και άρα απαιτείται πολφ 

μεγάλθ ςιραγγα δοκίμων για τθν αναπαράςταςθ του φαινομζνου. Τζλοσ, τα επίπεδα τφρβθσ 

τθσ ροισ όταν οι δίνεσ ζλκουν ςε επαφι γίνονται πολφ μεγάλα οπότε και θ παρατιρθςθ τουσ 

είναι ιδιαίτερα δφςκολι.  

 

 
Σχιμα 17. Αλλαγι τοπολογίασ δινϊν ακροπτερυγίου και ςχθματιςμόσ δακτυλιοειδϊν δινϊν 
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Από το 1970 είχε παρατθρθκεί ότι θ τοπολογία των δινϊν ακροπτερυγίων αλλάηει και κα 

ςχθματιςτοφν δακτυλιοειδείσ δίνεσ όπωσ βλζπουμε ςτο ςχιμα 17 (εικόνα) που πιραμε από 

τθν εργαςία του Crow (Crow, Stability Theory for a Pair of Trailing Vortices, 1970). Σε αυτό 

παρουςιάηεται θ αςτάκεια των δινϊν ακροπτερυγίων οι οποίεσ δθμιουργοφνται ςτον ομόρου 

ενόσ βομβαρδιςτικοφ Β47. Αυτό το πείραμα ωσ κακαρά πείραμα οπτικοποίθςθσ, δεν 

επαλθκεφει τθν κεωρία του Crow, αλλά αποτζλεςε το κίνθτρο για τθν μοντελοποίθςθ του 

φαινομζνου.  

 

Τα πρϊτα πειράματα ςτο εργαςτιριο ζγιναν πολφ αργότερα από τουσ Thomas και 

Auerbach το 1994 (Thomas & Auerbach, 1994). Σε αυτά επαλθκεφεται θ κεωρία του Crow και 

παρατθρείται ότι τα μικθ κφματοσ τθσ πιο αςτακοφσ διαταραχισ μεγάλου μικουσ κφματοσ 

όπωσ προκφπτουν από τθ κεωρία του Crow είναι λίγο μεγαλφτερα από αυτά που 

καταγράφθκαν ςτο πείραμα. Επίςθσ, ταυτόχρονα παρατθροφνται και μικρά μικθ κφματοσ 

πάνω ςτθν κάκε δίνθ. Βζβαια, δεν παρατθρικθκε θ αλλαγι ςτθν τοπολογία των δινϊν. Τα 

πειράματα οπτικοποίθςθσ των Leweke και Williamson το 1998 (Leweke & Willianson, 1998) 

ιταν τα πρϊτα που παρατθρείται ο ςχθματιςμόσ των δακτυλιοειδϊν δινϊν από τισ 

ευκφγραμμεσ δίνεσ ςτο εργαςτιριο εξαιτίασ διαταραχϊν μεγάλου μικουσ κφματοσ που 

επιβάλλονται ςε αυτζσ. Στο ςχιμα 18 (εικόνα) βλζπουμε άνω όψθ και πλάγια όψθ του 

αποτελζςματοσ, Re 1450  . 

 

 
Σχιμα 18. Σχθματιςμόσ δακτυλιοειδϊν δινϊν από τισ ευκφγραμμεσ δίνεσ. 

 

 

Στο ίδιο πείραμα, μετά από τον αρικμό Reynolds Re 2750   εμφανίηονται διαταραχζσ με 

μικρά μικθ κφματοσ (μικρότερα του b ) μαηί με τισ διαταραχζσ μεγάλου μικουσ κφματοσ 6b . 

Ππωσ φαίνεται ςτα παρακάτω ςτιγμιότυπα, ςχιμα 19, το αποτζλεςμα αυτϊν είναι θ 

δθμιουργία μικρότερων δακτυλιοειδϊν δινϊν.  

 



44  

 

     
Σχιμα 19. Δθμιουργία μικρότερων δακτυλιοειδϊν δινϊν. 

 

Ραρ’ ολ’ αυτά, και ςτισ δφο προθγοφμενεσ περιπτϊςεισ δεν χρθςιμοποιικθκε πτζρυγα για 

τθ δθμιουργία των δινϊν. Οι δίνεσ αυτζσ απλά προςομοιάηουν τισ δίνεσ ακροπτερυγίων. Το 

πρϊτο πλιρεσ πείραμα ζγινε από τον Ortega το 2001 (Ortega, 2001). Στα πειράματα του 

Ortega, παρακολουκοφνται οι αςτάκειεσ που οφείλονται ςτισ αλλθλεπιδράςεισ των δινϊν που 

δθμιουργοφνται πίςω από μία πτζρυγα με τριγωνικά flaps με τθν ζγχυςθ μπογιάσ ςτα ςθμεία 

τθσ πτζρυγασ όπου ξεκινοφν οι δίνεσ. 

 

 
Σχιμα 20. Ρειραματικι διάταξθ Ortega, 2001. 

 

Στθν περίπτωςθ αυτι παράγονται τζςςερεισ δίνεσ και ζχουμε δφο ηεφγθ δινϊν να 

αλλθλεπιδροφν μεταξφ τουσ. Ζνα ηεφγοσ ξεκινά από το ακροπτερφγιο, ενϊ το δεφτερο ηεφγοσ 

εςωτερικά τθσ πτζρυγασ. Οι δίνεσ ακροπτερυγίων είναι ιςχυρότερεσ από αυτζσ που ξεκινοφν 

  

0.5c Or 0.75c 
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εςωτερικά τθσ πτζρυγασ. Με αυτόν τον τρόπο προςομοιάηεται θ επίδραςθ των δινϊν των flaps 

ςτισ δίνεσ ακροπτερυγίου, για αυτό και κα αναφερόμαςτε ςτισ δίνεσ που ξεκινοφν εςωτερικά 

τθσ πτζρυγασ ωσ δίνεσ flap. Στο ςχιμα 21 βλζπουμε διαδοχικά ςτιγμιότυπα του πειράματοσ. Σε 

αυτά θ πτζρυγα κινείται με ταχφτθτα 500cm
s

 και θ γωνία πρόςπτωςθσ είναι 2ο. Στθν πρϊτθ 

εικόνα φαίνονται κακαρά οι δίνεσ ακροπτερυγίων και flap που ςθμειϊνονται με κόκκινο και 

μπλε αντίςτοιχα. Αρχικά, οι δίνεσ flap περιςτρζφονται γφρω από τισ δίνεσ ακροπτερυγίων (tip) 

όπωσ είναι αναμενόμενο από τθν κεωρία. Μετά από 10 s παρατθροφμε ότι αναπτφςςεται μία 

διαταραχι ςτθ δίνθ flap όπωσ φαίνεται ςτθ πλάγια όψθ, ςχιμα 21β. Ενϊ 20 s αφοφ ξεκίνθςε θ 

πτζρυγα παρατθροφμε ότι το πλάτοσ τθσ διαταραχισ είναι εμφανζσ. Σταδιακά, θ δίνθ flap 

αρχίηει να τυλίγεται γφρω από τθ δίνθ ακροπτερυγίου και δθμιουργοφνται οι 

επαναλαμβανόμενεσ δομζσ που μοιάηουν με δακτυλιοειδισ δίνεσ (Ω-hoops). Οι δομζσ αυτζσ 

τελικά ςυγκροφονται και το αποτζλεςμα είναι ζνα ςφννεφο μπογιάσ.  

Θ γραμμικι κεωρία ευςτάκειασ προβλζπει αν είναι αςτακισ θ διαταραχι τθσ δίνθσ αλλά 

δεν προβλζπει τα μικθ κφματοσ των διαταραχϊν που κα αναπτυχκοφν. Ραρατθροφμε ότι 

κοντά ςτο αεροςκάφουσ δεν αναπτφςςεται καμία διαταραχι. Πςο απομακρυνόμαςτε από το 

αεροςκάφοσ ςταδιακά αναπτφςςεται μία μικρι διαταραχι. Τελικά όταν απομακρυνκοφμε 

αρκετά (περίπου 23 πλάτθ) θ διαταραχι αυτι εξελίςςεται ςτθν αςτάκεια που παρατθροφμε 

μζςα ςε 5 περίπου δευτερόλεπτα. Με βάςθ τισ παραπάνω πειραματικζσ παρατθριςεισ 

οδθγοφμαςτε ςτθν επιλογι τθσ κατάλλθλθσ μοντελοποίθςθσ του φαινομζνου. 
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Σχιμα 21α. Διαδοχικά ςτιγμιότυπα του πειράματοσ του Ortega. 

 

 

TIP 

TIP 

TIP 

TIP 

TIP 

TIP 

TIP TIP 

FLAP 

FLAP 

FLAP 

FLAP 

FLAP 

FLAP 

FLAP FLAP 
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Σχιμα 21β. Διαδοχικά ςτιγμιότυπα του πειράματοσ του Ortega. 

 

 

 

Μικρι 

Διαταραχι 

Αφξθςθ 

Πλάτουσ  
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2.4 Μοντελοποίηςη του Υαινομένου 

 

Με βάςθ τα πειράματα του Ortega παρατθριςαμε ότι δθμιουργείται ςταδιακά μία  

διαταραχι ςτισ δίνεσ flap κακϊσ απομακρυνόμαςτε από το πτερφγιο με επαναλαμβανόμενο 

μοτίβο (δθλαδι περιοδικότθτα). Αρχικά, θ διαταραχι είναι μικρι και το μοτίβο δεν είναι 

ευδιάκριτο. Κακϊσ όμωσ απομακρφνεται θ πτζρυγα, θ διαταραχι μεγαλϊνει και το 

επαναλαμβανόμενο μοτίβο φαίνεται καλφτερα. Για παράδειγμα, όπωσ παρουςιάηεται από τον 

Ortega, ςε απόςταςθ 22b φαίνεται να αναδφεται επαναλαμβανόμενο μοτίβο διαταραχισ 

μικουσ κφματοσ 1.2b. Θ Eulerian παρατιρθςθ του φαινομζνου μασ δίνει το ακόλουκο 

αποτζλεςμα για το μοτίβο, ςχιμα 22, όπωσ παρατθρείται ςτα ςτιγμιότυπα για τθν δίνθ flap 

από το πείραμα του Ortega (ςτο ςχιμα δεν φαίνεται θ περιςτροφι τθσ δίνθσ γφρω από τθ δίνθ 

ακροπτερυγίου, μόνο θ μορφι τθσ).  

 

 

 
Σχιμα 22. Σχθματικι (Artistic view) παράςταςθ τμιματοσ περιόδου διαταραχισ δίνθσ flap. 

 

 

Σε κάκε εικόνα φαίνεται θ μορφι τθσ δίνθσ ςτθν περιοχι που παρακολουκοφμε κακϊσ 

απομακρφνεται θ πτζρυγα από τθν περιοχι. Θεωροφμε ότι οι περιοχζσ με μπογιά είναι 

περιοχζσ παγιδευμζνθσ ςτροβιλότθτασ17. Με βάςθ το ςχιμα 21 θ υπόκεςθ ότι θ αςτάκεια 

εξελίςςεται με κάποιο περιοδικό μοτίβο ςτροβιλότθτασ, που θ μορφι του εξαρτάται μόνο από 

τθν απόςταςθ του από τθν πτζρυγα, φαίνεται λογικι. Θ τελευταία παρατιρθςθ αναπαρίςταται 

ςχθματικά ςτο ςχιμα 23. Να ςθμειωκεί ότι το φαινόμενο μοντελοποιείται ωσ περιοδικό μόνο 

ςε περιοχζσ μακριά από το πτερφγιο αλλά και μακριά από τθν δίνθ εκκίνθςθσ, όπου τα 

μεταβατικά φαινόμενα δεν είναι πλζον κυρίαρχα. Στο ςχιμα 23 φαίνεται ςχθματικά θ 

αναμενόμενθ εξζλιξθ τθσ δίνθσ ςτθν περιοχι κοντά ςτθν πτζρυγα ζωσ το ςχθματιςμό των 

πρϊτων διαταραχϊν.   

                                                      
17

 Άρα και υλικά ςθμεία βάςθ τον 1
o
 νόμο του Helmholtz 

Απομάκρυνςθ                  2b                           13b                            19b                          22b   

Πτζρυγασ 
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Σχιμα 23. Σταδιακι ανάπτυξθ τθσ περιοδικισ διαταραχισ/αςτάκειασ δίνθσ flap. 

 

 

Ειδικότερα ςτο ςχιμα 23, από τα επάνω προσ τα κάτω, παρακολουκοφμε τθν χρονικι 

εξζλιξθ τμιματοσ δίνθσ (χρϊμα μπλε), με μικοσ κφματοσ όςο τθσ διαταραχισ, κακϊσ 

απομακρφνεται από το ακροπτερφγιο. Υποτίκεται ότι το χρονικό διάςτθμα παραγωγισ του 

μπλε τμιματοσ δίνθσ ςυμπίπτει με τθν περίοδο τθσ αναμενόμενθσ αςτάκειασ. Στο ίδιο ςχιμα 

τα τμιματα τθσ δίνθσ με χρϊματα πράςινο, πορτοκαλί κ.λ.π.  αφοροφν μεταγενζςτερα χρονικά 

τμιματα τθσ ίδιασ δίνθσ. Ραρατθροφμε ότι τα γειτονικά τμιματα δινϊν από κάποια απόςταςθ 

Ραρακολοφκθςθ 

Ortega 

Νζο τμιμα 

δίνθσ κοντά 

ςτθν πτζρυγα 
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από τθν πτζρυγα και μετά κα ζχουν περίπου τθν ίδια μορφι. Αφοφ τα μικθ κφματοσ που 

παρατθροφνται είναι πολφ μικρότερα από τθν απόςταςθ τουσ από το πτερφγιο μποροφμε, 

επιπλζον, να υποκζςουμε ότι το πτερφγιο δεν επθρεάηει το αποτζλεςμα αλλά μόνο οι 

γειτονικζσ ςε αυτό δίνεσ. Σθμειϊνουμε, ότι δεν μποροφμε να καταλιξουμε ςτο ίδιο 

ςυμπζραςμα για τθν επιρροι που ζχει θ δίνθ εκκίνθςθσ αφοφ δεν γνωρίηουμε τθν απόλυτθ 

χρονικι ςτιγμι που ξεκίνθςε θ πτζρυγα τθν κίνθςθ τθσ. Ο Ortega διαβεβαιϊνει ότι τα 

πειραματικά αποτελζςματα του προζκυψαν αρκετό χρόνο αργότερα ϊςτε θ δίνθ εκκίνθςθσ να 

βρίςκεται μακριά των δινϊν.  

Ρράγματι, λοιπόν, θ υπόκεςθ ότι το πεδίο ςτροβιλότθτασ είναι περιοδικό αποτελεί μία 

εφλογθ προςζγγιςθ. Οι επιπτϊςεισ τθσ περιοδικισ προςζγγιςθσ γίνονται ιδιαίτερα αιςκθτζσ 

ςτο αρικμθτικό ςχιμα που κα αναπτυχκεί, αφοφ θ μελζτθ του φαινομζνου αρκεί να γίνει ςε 

μία περίοδο. Σθμειϊνουμε, ότι ςτθν αρικμθτικι προςομοίωςθ του φαινομζνου από τθν ομάδα 

του Ρ. Κουμουτςάκου θ παραπάνω υπόκεςθ ελζγχκθκε ζμμεςα χρθςιμοποιϊντασ 

διςεκατομμυρία ςτοιχείων, όπωσ άλλωςτε αναφζρει και ο τίτλοσ τθσ εργαςίασ (Chatelain, 

Curioni, Bergdorf, Rossinelli, Adreon, & Koumoutsakos, 2008), ςε μικθ αρκετά μεγαλφτερα τθσ 

αναμενόμενθσ κλίμακασ περιοδικότθτασ. Στο ςχιμα 24, βλζπουμε μερικά αποτελζςματα του 

Ρ. Κουμουτςάκου τα οποία ενιςχφουν τθν υπόκεςθ περιοδικότθτασ του πεδίου 

ςτροβιλότθτασ. Με βάςθ τα ανωτζρω, το πρόβλθμα, ανάγεται ςτθν επιλογι κατάλλθλθσ 

αρικμθτικισ μεκόδου θ οποία πρζπει να διαχειρίηεται περιοδικά πεδία.        
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Σχιμα 24. Μοντελοποίθςθ τθσ αςτάκειασ τθσ δίνθσ ακροπτερυγίου από τθν ομάδα του Ρ. 

Κουμουτςάκου 
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3. Η ΜΕΘΟΔΟ΢ ΣΩΝ ΢ΣΟΙΦΕΙΩΝ ΢ΣΡΟΒΙΛΟΣΗΣΑ΢ ΚΑΙ Η 

ΕΠΕΚΣΑ΢Η ΣΗ΢ ΓΙΑ ΣΗΝ ΜΕΛΕΣΗ ΠΕΡΙΟΔΙΚΩΝ 

ΥΑΙΝΟΜΕΝΩΝ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Θ μζκοδοσ Στοιχείων Στροβιλότθτασ (Vortex Particle Method) είναι μία αρικμθτικι 

μζκοδοσ θ οποία δθμιουργικθκε για τθν ανάλυςθ προβλθμάτων δυναμικισ πεδίων 

ςτροβιλότθτασ. Θ μζκοδοσ μπορεί να αντιμετωπίςει οποιοδιποτε πρόβλθμα δυναμικισ τθσ 

ςτροβιλότθτασ περιγράφοντασ με απλό τρόπο το πεδίο ςτροβιλότθτασ και τισ επαγόμενεσ 

ταχφτθτεσ. Χρθςιμοποιϊντασ τθ μζκοδο μποροφμε να αναλφςουμε περίπλοκεσ γεωμετρίεσ, 

προβλιματα διαχωριςμοφ και επανζνωςθσ δινϊν αλλά και άλλεσ περιπτϊςεισ που για άλλεσ 

μεκόδουσ είναι δυςκολότερθ ι αδφνατθ. Το βαςικό χαρακτθριςτικό τθσ μεκόδου είναι ότι δεν 

απαιτείται κάποιο πλζγμα για αυτό και χαρακτθρίηεται ωσ ελεφκερθ πλζγματοσ (grid-free 

method).  Από τθν άλλθ, δεν είναι θ μζκοδοσ επιλογισ των περιςςότερων επιςτθμόνων που 

αςχολοφνται με προβλιματα δυναμικισ των ρευςτϊν (Voutsinas, 2006). Θ βαςικι δυςκολία 

είναι ότι κατά τθ λφςθ τθσ εξίςωςθσ δυναμικισ τθσ ςτροβιλότθτασ πρζπει ςε τακτά χρονικά 

διαςτιματα να γίνεται ζλεγχοσ του πεδίου ςτροβιλότθτασ και να αναπροςαρμόηεται. Στο 

κεφάλαιο αυτό κα παρουςιάςουμε τθν μζκοδο των ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ. Θ μζκοδοσ 

χρειάηεται τροποποιιςεισ ϊςτε να δφναται να αντιμετωπίςει περιοδικά πεδία ςτροβιλότθτασ. 

Χρθςιμοποιϊντασ το ανάπτυγμα ακροίςματοσ Euler-Maclaurin κα παρουςιάςουμε τον τρόπο 

με τον οποίο επεκτάκθκε θ μζκοδοσ ϊςτε να ςυμπεριλαμβάνεται και θ αντιμετϊπιςθ 

περιοδικϊν πεδίων ςτροβιλότθτασ. 
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3.1 ΢ύντομη Ιςτορική Αναδρομή τησ Μεθόδου ΢τοιχείων ΢τροβιλότητασ 

 

Θ πρϊτθ δθμοςιευμζνθ εργαςία ςτθν οποία εμφανίςτθκε και χρθςιμοποιικθκε θ Μζκοδοσ 

Στοιχείων Στροβιλότθτασ είναι αυτι του Rosenhead (Rosenhead L. , 1932). Ο Rosenhead ιταν ο 

πρϊτοσ που αντικατζςτθςε ζνα διςδιάςτατο πεδίο ςτροβιλότθτασ με μία κατανομι 

ςτροβιλότθτασ18:  

 

 
12

1

( ) ( ) ( )i

i

r r r R 


    (59) 

 

Με αυτό τον τρόπο ςτα ςθμεία iR  βρίςκεται το διάνυςμα το οποίο παίρνουμε 

αποτιμϊντασ το διανυςματικό πεδίο ςτροβιλότθτασ ςε αυτό το ςθμείο δθλαδι το διάνυςμα 

( )iR . Χρθςιμοποιϊντασ τθ μζκοδο ο Rosenhead ιταν ο πρϊτοσ που ζδωςε αποτελζςματα 

για τθν αςτάκεια Kelvin-Helmholtz χρθςιμοποιϊντασ 12 ςτοιχεία( 12n  ). Το παρακάτω ςχιμα 

25 είναι από τθ ςυγκεκριμζνθ εργαςία. Βζβαια, θ ιδζα τθσ αντικατάςταςθσ ενόσ ςυνεχοφσ 

πεδίου από μία ςθμειακι κατανομι δεν ιταν καινοφργια. Για τθν ακρίβεια, ο Newton 

αντικατζςτθςε το πεδίο πυκνότθτασ των πλανθτϊν με ςθμειακζσ μάηεσ και απζδειξε ότι οι 

ςθμειακζσ μάηεσ κα ζχουν τισ ίδιεσ μακρινζσ αλλθλεπιδράςεισ με αυτζσ που κα είχε το πεδίο 

πυκνότθτασ. 

 

 
Σχιμα 25. Αρικμθτικι προςομοίωςθ αςτάκειασ Kelvin-Helmholtz. 

                                                      
18

 Διακρίνουμε το πεδίο(field) ςτροβιλότθτασ από τθν κατανομι(distribution) ςτροβιλότθτασ 
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Οι πρϊτεσ εξομοιϊςεισ με θλεκτρονικό υπολογιςτι, χρθςιμοποιϊντασ τθ μζκοδο 

ςυγκεντρωμζνων ιδιοτιτων (ςτθν οποία γενικά αναφερόμαςτε ωσ μζκοδο ν-ςτοιχείων) 

ξεκίνθςε από το 1960 για προβλιματα ουράνιασ δυναμικισ και δυναμικισ πλάςματοσ (για 

παραδείγματα απευκυνκείτε ςτο (Hockney & Eastwood, 1981)), ενϊ για δυναμικι ρευςτϊν 

από το 1970.  

Οι Chorin και Bernard (Chorin & Bernard, Discretization of a vortex sheet with an example 

of roll-up, 1973), ακολουκϊντασ τον Rosenhead, αναγκάςτθκαν να ειςάγουν μία εξομάλυνςθ 

του πεδίου ϊςτε να αντιμετωπίςουν τουσ απειριςμοφσ που εμφανίηονται ςτισ επαγόμενεσ 

ταχφτθτεσ. Τα αποτελζςματα που ζδωςαν για τθν εξζλιξθ μίασ γραμμισ ςτροβιλότθτασ που 

προκφπτει από τθν τομι ενόσ επιπζδου, κάκετου ςτο φφλλο διάτμθςθσ μίασ ελλειπτικά 

φορτιςμζνθσ πτζρυγασ (ςχιμα 26, ςυγκρίνετε αυτά με τα πειράματα καπνοφ ςτο κεφ. 2) 

αποδεικνφουν ότι θ μζκοδοσ του Rosenhead είναι χριςιμθ (όπωσ οι ίδιοι αναφζρουν) για τθν 

περίπτωςθ ενόσ ομαλοφ πεδίου ςτροβιλότθτασ. Θ μζκοδοσ ςυνεχίηει να εφαρμόηεται μόνο 

ςτισ δφο διαςτάςεισ για περίπου δζκα χρόνια. 

 

 
Σχιμα 26. Συςτροφι ομόρου πτζρυγασ με τθ μζκοδο ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ. 

 

Σχεδόν όλοι οι επιςτιμονεσ που αςχολικθκαν με τθ ςυγκεκριμζνθ μζκοδο ξεκίνθςαν να 

αναπτφςςουν παρόμοιεσ τριςδιάςτατεσ μεκόδουσ. Συγκεκριμζνα, ο Leonard (Leonard, 1980) 

αναπτφςςει τθ μζκοδο των νθμάτων ςτροβιλότθτασ (vortex filament) και ο Couet 1981 (Couet, 

Buneman, & Leonard, 1981) παρουςίαςε τθν πρϊτθ υβριδικι τριςδιάςτατθ μζκοδο με 

ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ. Ταυτόχρονα, οι Beale, Majda (Beale & Majda, Vortex Methods I: 

Convergence in three dimensions, 1982), (Beale & Majda, Vortex Methods II: Higher order 

accuracy in two and three dimensions, 1982) και Chorin παρουςίαςαν τθν πρϊτθ τριςδιάςτατθ 

μζκοδο ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ και απζδειξαν τθν ςφγκλιςθ τθσ μεκόδου. Θ πρϊτθ τυπικι 
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ςφγχρονθ μορφι τθσ μεκόδου παρουςιάςτθκε από τουσ Anderson και Greengard (Anderson & 

Greengard, 1985) το 1985. Τθν ίδια περίοδο θ μζκοδοσ χρθςιμοποιείται με επιτυχία για τθν 

μελζτθ φαινομζνων αεροδυναμικισ από τον Σ. Βουτςινά. Mία από τισ πιο πλιρθσ περιγραφζσ 

παρουςιάηεται από τουσ Winckelmans και Leonard (Winckelmans & Leonard, 1993). Στο 

(Winckelmans & Leonard, 1993) παρουςιάηεται και μία εκτεταμζνθ βιβλιογραφικι επιςκόπθςθ 

μαηί με τθν ανάλυςθ που παρατίκεται για διαφορετικζσ μορφζσ τθν μεκόδου, όπωσ επίςθσ και 

πλιρθ επεξιγθςθ για ςυγκεκριμζνα πρακτικά τμιματα τθσ μεκόδου.  

Γενικά, θ μζκοδοσ χρθςιμοποιείται ςιμερα για τθν αντιμετϊπιςθ τριςδιάςτατων 

προβλθμάτων μθ μόνιμων ροϊν ςε κεωρθτικό επίπεδο (πολλά παραδείγματα υπάρχουν ςτα 

(Couet, Buneman, & Leonard, 1981), (Cottet & Koumoutsakos, 2000)) αλλά και για τθν μελζτθ 

προβλθμάτων αεροδυναμικισ (πολλά παραδείγματα υπάρχουν ςτο (Voutsinas, 2006)). 
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3.2 Η Μέθοδοσ ΢τοιχείων ΢τροβιλότητασ 

 

Θ Μζκοδοσ Στοιχείων Στροβιλότθτασ αποτελεί ζνα αρικμθτικό ςχιμα επίλυςθσ του 

προβλιματοσ δυναμικισ τθσ ςτροβιλότθτασ μετατρζποντασ το ςυνεχζσ πεδίο ςτροβιλότθτασ 

ςε κατανομι ςτροβιλότθτασ. Θ παρουςίαςθ αρχίηει με το πρόβλθμα που αντιμετωπίηει το 

αρικμθτικό ςχιμα. Ζπειτα, περιγράφουμε τθν πιο απλι μορφι τθσ μεκόδου. Τζλοσ, κα 

αναφερκοφμε ςε βαςικζσ δυςκολίεσ οι οποίεσ παρουςιάηονται κατά τθν εφαρμογι τθσ 

μεκόδου. 

 

3.2.1 Σο Πρόβλημα Εξέλιξησ τησ ΢τροβιλότητασ 

 

Τα παρακάτω ςθμεία ςυνοψίηουν το πρόβλθμα εξζλιξθσ τθσ ςτροβιλότθτασ: 

 

- Για κάκε χρονικι ςτιγμι ορίηεται το διανυςματικό δυναμικό τθσ ταχφτθτασ και είναι 

ςωλθνοειδζσ: 

 

 u    (60) 

 

Βάςει τθσ παραπάνω ικανοποιείται εκ ταυτότθτασ θ εξίςωςθ τθσ ςυνζχειασ για ροζσ οι 

οποίεσ μοντελοποιοφνται ωσ αςυμπίεςτεσ.  

 

- Για κάκε χρονικι ςτιγμι το ςωλθνοειδζσ διανυςματικό πεδίο ςτροβιλότθτασ προκφπτει 

από το διανυςματικό πεδίο ταχφτθτασ βάςει τθσ ςχζςθσ οριςμοφ τθσ ςτροβιλότθτασ: 

 

 u   (61) 

 

- Το διανυςματικό πεδίο κζςεων των υλικϊν ςτοιχείων τθσ ροισ pR  εξελίςςεται όπωσ ορίηει 

θ εξίςωςθ γραμμισ ροισ του πεδίου ταχφτθτασ, το οποίο επάγεται από το πεδίο 

ςτροβιλότθτασ: 

 

 
3

1 ( ) ( )
( ) ( )

4

p p p
p

p
V

DR DR R R R
u R dV R

Dt Dt
R R





 
  


  (62) 

 

Θ παραπάνω εξίςωςθ ορίηει τισ νζεσ κζςεισ του πεδίου ςτροβιλότθτασ αφοφ το πεδίο 

ςτροβιλότθτασ αποτελείται από υλικά ςτοιχεία βάςθ τον 1ο νόμο του Helmholtz.   
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- Το διανυςματικό πεδίο ςτροβιλότθτασ εξελίςςεται όπωσ ορίηει θ εξίςωςθ δυναμικισ 

εξζλιξθσ τθσ ςτροβιλότθτασ για ροζσ που μοντελοποιοφνται ωσ μθ ςυνεκτικζσ και 

αςυμπίεςτεσ: 

 

 

3 5
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) 1 ( ) ( )
3 ( )

4

p
p p

p p p
p p

p p
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D R
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Dt
R R R R




   



  

              
  

 



 (63) 

 

 

- Τζλοσ, οι αρχικζσ ςυνκικεσ του προβλιματοσ είναι: 

 

Αρχικό Διανυςματικό Ρεδίο Θζςθσ Υλικϊν Σθμείων: 0( 0)p pR t R    

Αρχικό Διανυςματικό Ρεδίο Στροβιλότθτασ: 0 0( , 0)pR t    
 

Να ςθμειωκεί ότι ςτθν ανωτζρω παράκεςθ των εξιςϊςεων ζχει γίνει θ κρυφι υπόκεςθ ότι 

το πεδίο ταχφτθτασ οφείλεται εξ’ ολοκλιρου ςτθν κατανομι ςτροβιλότθτασ με πεδίο οριςμοφ 

τον όγκο V .  

 

3.2.2 Μέθοδοι ΢τοιχείων ΢τροβιλότητασ 

   

Θ Μζκοδοσ Στοιχείων Στροβιλότθτασ αποτελείται από τρία βιματα. Το πρϊτο βιμα είναι 

να χωρίςουμε το χωρίο ςτο οποίο υποκζτουμε ότι βρίςκεται ςτροβιλότθτα ςε μικρότερα 

χωρία, δθλαδι διακριτοποιοφμε το πεδίο οριςμοφ τθσ ςτροβιλότθτασ ι ζνα τμιμα αυτοφ. Το 

δεφτερο είναι να μετατρζψουμε το πεδίο ςτροβιλότθτασ ςε κατανομι ςτροβιλότθτασ ,δθλαδι 

κατά μία ζννοια «διακριτοποιοφμε» τθν ίδια τθν ςυνάρτθςθ ςτροβιλότθτασ. Το τρίτο βιμα 

είναι να γράψουμε το νόμο Biot-Savart και τθν εξίςωςθ δυναμικισ εξζλιξθσ για τθν κατανομι 

τθσ  ςτροβιλότθτασ και να λφςουμε τισ διαφορικζσ εξιςϊςεισ που προκφπτουν, οπότε να 

εκφράςουμε τισ εξιςϊςεισ του προβλιματοσ ςε διακριτοποιθμζνθ μορφι.  

Ασ ξεκινιςουμε με τθν παρουςίαςθ των δφο πρϊτων βθμάτων. Το πεδίο οριςμοφ τθσ 

ςτροβιλότθτασ D  (support,  supp  ), χωρίηεται ςε n  διαμερίςεισ iV . Θα αναφερόμαςτε ςτο 

D  και ςτο  supp    ωσ V , ανάλογα με τθν περίπτωςθ προσ αντιμετϊπιςθ. Γενικά, το V  είναι 
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ζνα υποςφνολο του 3R , 3V R  και για τα iV
 ιςχφει 

1

n

i

i

V V


 . Για παράδειγμα, αν το πεδίο 

ςτροβιλότθτασ προκφπτει από μία δίνθ περιςτροφισ ςτερεοφ ςϊματοσ το πεδίο οριςμοφ είναι 
3D R  και 3 supp R  . Ενϊ αν το πεδίο ςτροβιλότθτασ προκφπτει από μία δίνθ Lamb-

Oseen, ζχουμε 3D R  και για το support πρζπει ςε αυτι τθν περίπτωςθ να αποφαςίςουμε 

κάποια ιδιότθτα θ οποία κα το περιορίςει ϊςτε να μθν ζχει άπειρο μζτρο, αποφαςίηουμε για 

παράδειγμα να βρίςκεται εντόσ του V  ζνα ςθμαντικό ποςοςτό τθσ ςτροβιλότθτασ οπότε:  

 

  ( , , ) : 0 0.23 ,0 2 ,supp r z r R z R          ϊςτε να βρίςκεται το 
00.95  

 

Αντίςτοιχα, για τθν δίνθ Rankine ζχουμε 3D R  και 

 

  ( , , ) : 0 ,0 2 ,supp r z r R z R          

 

Στισ παραπάνω περιπτϊςεισ τα χωρία V  εκτείνονται ωσ το άπειρο. Θ μορφι τθσ μεκόδου 

όπωσ παρουςιάηεται εδϊ δεν εφαρμόηεται ςε τζτοιεσ περιπτϊςεισ και ςε αυτι τθν ενότθτα τα 

χωριά υποκζτουμε ότι είναι κλειςτά. Στθν περίπτωςθ πεδίων ςτροβιλότθτασ που εκτείνονται 

ωσ το άπειρο πρζπει να τοποκετιςουμε άπειρα ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ. Σε τζτοιεσ 

περιπτϊςεισ, για να εφαρμόςουμε τα όςα ακολουκοφν ςε αυτι τθν παράγραφο, πρζπει να 

επιλζξουμε κατά βοφλθςθ ζνα κλειςτό και αρκετά μεγάλο support. Ππωσ κα δοφμε ςτθν 

επόμενθ ενότθτα, θ μζκοδοσ μπορεί να επεκτακεί και για τθν μελζτθ πεδίων που εκτείνονται 

ωσ το άπειρο και είναι περιοδικά. Τα όςα, λοιπόν, ακολουκοφν ςε αυτι τθν ενότθτα 

αναφζρονται μόνο ςε πεδία ςτροβιλότθτασ με πεδία οριςμοφ τα οποία είναι κλειςτά χωρία. 

Ασ υποκζςουμε, λοιπόν, ότι ζχουμε αποφαςίςει ποιο κα είναι το χωρίο V  το οποίο κα 

χωρίςουμε ςε διαμερίςεισ. Επιπλζον ασ υποκζςουμε ότι ζχουμε χωρίςει το V  ςε διαμερίςεισ 

, 1,2,...,iV i n . Σθμειϊνουμε, θ διαδικαςία καταςκευισ των διαμερίςεων iV  του χωρίου V  δεν 

είναι απλι. Θα ςχολιάςουμε τθν τελευταία πρόταςθ ςτθν επόμενθ παράγραφο. Σε κάκε 

διαμζριςθ iV  αντιςτοιχοφμε το διάνυςμα 
i  το οποίο προκφπτει ωσ: 

 

 ( ) ( )

i

i

V

R dV R    (64) 

 

Ραρατθροφμε ότι θ μονάδα μζτρθςθσ του διάνυςματοσ i  είναι 3m s . Το παραπάνω δεν 

εκφράηει ζνα διάνυςμα ςτροβιλότθτασ αλλά ζνα «ολοκλθρωτικό μζτρο» του πεδίου 
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ςτροβιλότθτασ πάνω ςτο  iV  όπου υπολογίηουμε. Στθν ςυνζχεια αποφαςίηουμε το ςθμείο ip  

που κα τοποκετιςουμε το i , ςυνθκιςμζνεσ επιλογζσ είναι: 

  

 το κζντρο μάηασ: 

 

 

( ) ( )

( ) ( )

i

i

V

i

V

R RdV R

p
R dV R









 (65) 

 το κζντρο ςτροβιλότθτασ: 

 

 ( ) ( )

i

i i

V

p R RdV R     (66) 

 

             όπου ( )r  το πεδίο πυκνότθτασ του ςυνεχοφσ.  

 

 

Τα ip  και i  εξαρτϊνται άμεςα από τθν επιλογι των  iV . Με αυτό τον τρόπο φτιάξαμε τθν 

κατανομι ςτροβιλότθτασ   θ οποία γράφεται ωσ: 

 

  
1

( )
n

i i

i

r r p


     (67) 

 

Θ ςχζςθ (67) αποτελεί τθν διακριτοποιθμζνθ μορφι του πεδίου ςτροβιλότθτασ με 

ςυναρτιςεισ παρεμβολισ τισ Dirac  , ζκαςτθ με ςτιριξθ το ςθμείο ip . Ζτςι το διανυςματικό 

πεδίο ςτροβιλότθτασ   προςεγγίηεται από τθν κατανομι ςτροβιλότθτασ   (Voutsinas, 2006): 

 

  
1

( ) ( )
n

i i

i

r r r p 


     (68) 

 

Από τθν παραπάνω διακριτοποιθμζνθ μορφι καταλιγουμε ςε μία απλι ςχζςθ για τθν 

επαγόμενθ ταχφτθτα.  
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Ξεκινάμε από το διανυςματικό δυναμικό, αντικακιςτοφμε το πεδίο ςτροβιλότθτασ από τθ 

ςχζςθ (68) και χρθςιμοποιοφμε τον οριςμό τθσ Dirac 0 0( ) ( ) ( )f r r r f r   : 
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 (69) 

 

Από το διανυςματικό δυναμικό άμεςα προκφπτει θ ταχφτθτα : 
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r p
u r
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Στο ίδιο αποτζλεςμα καταλιγουμε εφαρμόηοντασ ςτθ ςχζςθ (11) για τθν ταχφτθτα, το 

κεϊρθμα μζςθσ τιμισ για ολοκλθρϊματα, με τθν υπόκεςθ ότι για κάκε ολοκλιρωμα το ςθμείο 

ip  είναι το πιο αντιπροςωπευτικό. Δθλαδι ζχουμε: 
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Αν ηθτάμε τθν ταχφτθτα ςε μία κζςθ εντόσ του V  ςε κάποιο ςθμείο από τα αντιπροςωπευτικά 

ςθμεία των ολοκλθρωμάτων, για παράδειγμα το jp , απλά αυτό εξαιρείται από τουσ 

υπολογιςμοφσ:  
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Το διανυςματικό πεδίο κζςεων των υλικϊν ςτοιχείων τθσ ροισ, το οποίο πλζον αποτελείται 

από τα ςθμεία ip  εξελίςςεται βάςθ τθσ (βλ. (Voutsinas, 2006)): 
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Αντίςτοιχα θ εξίςωςθ δυναμικισ εξζλιξθσ τθσ κατανομισ ςτροβιλότθτασ είναι (κατ’ αντιςτοιχία 

με τθν εξίςωςθ (37)): 
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u

Dt Dt p p p p

                     
 
  
 

  (74) 

 

Οι εξιςϊςεισ (73), (74) αποτελοφν ζνα μθ γραμμικό αυτόνομο19 ςφςτθμα 2n  διαφορικϊν 

εξιςϊςεων με 2n  αγνϊςτουσ, τα διανφςματα κζςεωσ , 1, 2,...,ip i n  και τα διανφςματα 

, 1,2,...,3i i  οι οποίεσ μποροφν να λυκοφν ςχετικά απλά.  

Συνοψίηοντασ, θ μζκοδοσ των ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ αποτελείται από τρία βιματα, που 

διαγραμματικά φαίνονται ςτο ςχιμα 27. Το πρϊτο βιμα είναι να χωρίςουμε το χωρίο V ςε 

διαμερίςεισ. Υπενκυμίηουμε ότι πεδία ςτροβιλότθτασ τα οποία εκτείνονται ωσ το άπειρο δεν 

είναι δυνατόν να αντιμετωπιςτοφν από τθν μζκοδο με τθν μορφι που παρουςιάηεται 

παραπάνω. Το δεφτερο βιμα είναι να προςδιορίςουμε τα ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ. Θ ςχζςθ 

(64) δίνει το διάνυςμα i  του i  ςτοιχείου ςτροβιλότθτασ, ενϊ οι ςχζςεισ (65),(66) είναι δφο 

πικανζσ επιλογζσ για τθν κζςθ  ip  του i  ςτοιχείου ςτροβιλότθτασ. Το τελευταίο βιμα είναι να 

λφςουμε τισ διαφορικζσ εξιςϊςεισ του προβλιματοσ. Σε κάκε χρονικό βιμα, προςδιορίηουμε 

μία νζα κζςθ και ζνα νζο διάνυςμα i  και επαναλαμβάνουμε τθν λφςθ των διαφορικϊν. Στθν 

ςυγκεκριμζνθ μορφι τθσ μεκόδου αναφερόμαςτε και ωσ μζκοδο ςθμειακϊν ςτοιχείων 

ςτροβιλότθτασ. 

Ειςάγοντασ το μοναδιαίο διάνυςμα ije  από το ip  ςτο jp
 
οι διαφορικζσ εξιςϊςεισ (73), 

(74) γράφονται ωσ εξισ: 
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Ραρατθροφμε ότι όταν ο αρικμόσ των ςτοιχείων γίνει μεγάλοσ ι τα ςτοιχεία βρεκοφν κοντά, οι 

παρονομαςτζσ των κλαςμάτων κα είναι μικροί. Σαν αποτζλεςμα κα εμφανιςτοφν απειριςμοί 

(πολφ μεγάλοι όροι) οι οποίοι κα καταςτρζψουν ξαφνικά τθ λφςθ. Το αποτζλεςμα αυτό είναι 

                                                      
19

 Δεν είναι άμεςα εξαρτθμζνο από τον χρόνο 
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λογικό αφοφ θ κατανομι ςτροβιλότθτασ ανακαταςκευάςτθκε από Dirac-δ ςυναρτιςεισ, οι 

οποίεσ δεν ικανοποιοφν επαρκείσ ςυνκικεσ λειότθτασ για να υπολογίηεται καλά το 

γενικευμζνο ολοκλιρωμα του νόμου Biot Savart. 

 
Σχιμα 27. Διαγραμματικι παρουςίαςθ τθσ μεκόδου ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ. 

 

Για τθν αντιμετϊπιςθ του παραπάνω προβλιματοσ χρθςιμοποιοφμε ςυναρτιςεισ 

παρεμβολισ(ι δοκιμϊν, test functions) για τθν ςτροβιλότθτα οι οποίεσ είναι ομαλζσ. Θ 

ςυνάρτθςθ 3: R R   ορίηει μία ακολουκία από C  ςυναρτιςεισ θ οποία οριακά τείνει ςτθν 

Dirac-δ. Ζτςι διατθροφμε τα πλεονεκτιματα τθσ αρχικισ κατανομισ με ςυναρτιςεισ Dirac-δ 

ενϊ ομαλοποιείται το αποτζλεςμα. Οι ςυναρτιςεισ 3: R R   ονομάηονται ςυναρτιςεισ 

αποκοπισ (cutoff functions) και πρζπει να τθροφν οριςμζνεσ προχποκζςεισ ϊςτε να είναι 

προςεγγίςεισ τθσ Dirac-δ (Winckelmans & Leonard, 1993), (Cottet & Koumoutsakos, 2000). 

Υπάρχουν πολλά παραδείγματα τζτοιων ςυναρτιςεων. Για περιςςότερεσ πλθροφορίεσ και 

παραδείγματα παραπζμπουμε ςτα (Winckelmans & Leonard, 1993) (Beale & Majda, Vortex 

Methods I: Convergence in three dimensions, 1982), (Beale & Majda, Vortex Methods II: Higher 

order accuracy in two and three dimensions, 1982), (Anderson & Greengard, 1985) και (Cottet 
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& Koumoutsakos, 2000). Συγκεκριμζνα, κα χρθςιμοποιιςουμε τθν ςυνάρτθςθ αποκοπισ με 

ςφαιρικι ςυμμετρία: 

  
33

( ) exp
4

r r


   (77) 

Το πεδίο ςτροβιλότθτασ   προςεγγίηεται ζτςι από τθν κατανομι ςτροβιλότθτασ  : 
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Ππου θ παράμετροσ   κακορίηει το όριο τθσ αποκοπισ.  

Στο ςχιμα 28 φαίνεται θ ςυνάρτθςθ αποκοπισ, ςχζςθ (77), για διάφορεσ τιμζσ τθσ 

παραμζτρου  . Ραρατθροφμε ότι θ ςυνάρτθςθ αποκοπισ επιδρά με τζτοιο τρόπο ϊςτε το i  

να μθν είναι πλζον ςυγκεντρωμζνο ςε ζνα ςθμείο αλλά κατανεμθμζνο ςτθν ςφαίρα ακτίνασ 

περίπου ίςθ με   και κζντρο ip . Για αυτό τον λόγο θ μζκοδοσ με τθν ειςαγωγι τθσ 

ςυνάρτθςθσ αποκοπισ ονομάηεται και μζκοδοσ ςταγόνων ςτροβιλότθτασ (vortex blob). 

 

 

Σχιμα 28. Συνάρτθςθ αποκοπισ 0ip  , ςχζςθ (77), για διάφορεσ τιμζσ τθσ παραμζτρου  . 

 

Με αντικατάςταςθ τθσ ςχζςθσ (78) ςτθ ςχζςθ (62) προκφπτει θ ακόλουκθ ςχζςθ για τθν 

επαγόμενθ ταχφτθτα:   
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και να εξζλκει του ολοκλθρϊματοσ όγκου. Αν επιπλζον κεωριςουμε ότι θ αρχι των αξόνων 

ςυμπίπτει με το ςθμείο jp , τότε το ολοκλιρωμα ςτον όγκο jV  μπορεί να υπολογιςτεί 

αναλυτικά από τθ ςχζςθ: 
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Τελικά θ ςχζςθ για τθν ταχφτθτα γίνεται: 
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Αντίςτοιχα θ ςχζςθ (63) γίνεται: 
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Στο ςχιμα 29 φαίνεται θ μεταβολι του όρου 
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παράμετρο το  . Ππωσ φαίνεται, ο όροσ αυτόσ τείνει ςτθ μονάδα κακϊσ απομακρυνόμαςτε 
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από το ςθμείο jp . Το αποτζλεςμα αυτό δθλϊνει ότι κάκε όροσ που εμφανίηεται ςτο δεφτερο 

μζλοσ των ςχζςεων (81), (82) όταν υπολογίηεται ςε μακρινζσ επαγωγζσ κα ταυτίηεται με το 

αποτζλεςμα που κα ζδινε θ μζκοδοσ ςθμειακϊν ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ.  

 

 

Σχιμα 29. Μεταβολι του όρου 
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Στο ςχιμα 30 φαίνεται θ επίδραςθ τθσ ςυνάρτθςθσ αποκοπισ ςτθν κατανομι ταχφτθτασ 

ςτθ γειτονιά ςταγόνασ ςτροβιλότθτασ ςυναρτιςει τθσ ακτίνασ τθσ ςταγόνασ  . 

 

Σχιμα 30. Επίδραςθ τθσ ςυνάρτθςθσ αποκοπισ ςτθν κατανομι ταχφτθτασ ςτθ γειτονιά ςταγόνασ 

ςτροβιλότθτασ. 
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Τζλοσ, αν επιλζξουμε τθν παράμετρο αποκοπισ   να μεταβάλλεται ανάλογα με το 

ςτοιχείο που βριςκόμαςτε, τότε θ μοναδικι αλλαγι ςτισ παραπάνω ςχζςεισ είναι να 

αντικαταςτιςουμε όπου   το i . Καταλιγουμε ζτςι ςτθ μζκοδο μεταβλθτισ ςταγόνασ. Για μία 

πλιρθ παρουςίαςθ και διαφοροποιιςεισ τθσ μεκόδου παραπζμπουμε ςτο (Winckelmans & 

Leonard, 1993).  

Κλείνουμε τθν παράγραφο με δφο τελευταία ςχόλια. Ρρϊτον, θ εμφάνιςθ του 

γενικευμζνου ολοκλθρϊματοσ ςτθ ςχζςθ (79) κα πρζπει να οδθγεί κανονικά ςε αρικμθτικό 

υπολογιςμό τζτοιων ολοκλθρωμάτων όταν το ςθμείο ελζγχου βρεκεί ςτθν περιοχι ςτιριξθσ 

τθσ ςυνάρτθςθσ αποκοπισ. Κάτι τζτοιο δεν γίνεται κατά τθν πρακτικι εφαρμογι τθσ μεκόδου. 

Δεφτερον, ςτθν περίπτωςθ τθσ ακριβισ ςχζςθσ (79), αν υπολογίςουμε τθν επαγόμενθ 

ταχφτθτα ςτο κζντρο του όγκου αποκοπισ (self induced velocity) το αποτζλεςμα βγαίνει μθδζν. 

Αυτό δικαιολογεί τθν εξαίρεςθ του ςθμείου j  από το άκροιςμα που εμφανίηεται ςτθ ςχζςθ 

(81). Επιπλζον ικανοποιείται και από τθν μορφι τθσ ταχφτθτασ ςτθ γειτονία ςθμείου με τθν 

ειςαγωγι τθσ ςυνάρτθςθσ αποκοπισ, ςχιμα 30. 

 

3.2.3 Η Μέθοδοσ ςτην Πράξη 

 

Θ μζκοδοσ ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ μπορεί να δϊςει πολφ καλά αποτελζςματα για το 

πρόβλθμα που αντιμετωπίηει. Ππωσ ςε κάκε μζκοδο, υπάρχουν ςυγκεκριμζνα ςθμεία τα 

οποία απαιτοφν ιδιαίτερθ προςοχι για τθν επιτυχία τθσ μεκόδου. Διευκρινίηουμε ότι όταν 

αναφερόμαςτε ςε μζκοδο ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ αναφερόμαςτε κατά βάςθ ςτθν ομαλι 

εκδοχι τθσ. Ο Rosenhead, όπωσ είπαμε χρθςιμοποίθςε τθν ςθμειακι εκδοχι τθσ μεκόδου για 

υπολογιςμοφσ με 12 ςτοιχεία. Πταν τα ςτοιχεία είναι τόςο αραιά δεν απαιτείται θ εξομάλυνςθ 

των δεφτερων μελϊν των διαφορικϊν εξιςϊςεων του προβλιματοσ. Θ ίδια παρατιρθςθ ιςχφει 

και ςτθν περίπτωςθ μακρινϊν επαγωγϊν. Στα ςφγχρονα προβλιματα δυναμικισ κατά κφριο 

λόγο οι αλλθλεπιδράςεισ που μασ ενδιαφζρουν είναι κοντινζσ και ο αρικμόσ των ςτοιχείων 

πολφ μεγάλοσ, οπότε απαιτείται οπωςδιποτε εξομάλυνςθ. Ασ δοφμε κάκε βιμα ξεχωριςτά. 

Το πεδία ςτροβιλότθτασ μπορεί είτε να δθμιουργοφνται μζςα ςτθ ροι από κάποιο ςτερεό 

ςϊμα (όπωσ αναφζραμε ςτο κεφάλαιο 1) είτε να ζχουμε ζνα προκακοριςμζνο πεδίο 

ςτροβιλότθτασ προσ μελζτθ. Για τθν πρϊτθ περίπτωςθ παραπζμπουμε ςτο (Voutsinas, 2006). 

Αςχολοφμαςτε εξ’ ολοκλιρου με τθν δεφτερθ περίπτωςθ.  

Ασ υποκζςουμε, λοιπόν, ότι δίνεται ζνα πεδίο ςτροβιλότθτασ το οποίο βρίςκεται ςε ζνα 

χωρίο V . Το πρϊτο βιμα είναι να δθμιουργιςουμε ζνα παρεμβολικό ςχιμα για τθν ςυνεχι 

κατανομι ςτροβιλότθτασ. Για το ςκοπό αυτό απαραίτθτο είναι να ορίςουμε ζνα πλζγμα πάνω 

ςτο V  ϊςτε να γίνει θ διακριτοποίθςθ του πεδίου οριςμοφ(ι του support). Στο πλζγμα κα 

γίνουν οι απαραίτθτεσ ολοκλθρϊςεισ για να ορίςουμε τισ εντάςεισ των ςτοιχείων 

ςτροβιλότθτασ που κα χρθςιμοποιθκοφν ςαν βάςθ για τθν δθμιουργία παρεμβολικοφ 
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ςχιματοσ πεπεραςμζνων βακμϊν ελευκερίασ. Οπότε ο αρικμόσ των ςτοιχείων κα είναι 

ςυγκεκριμζνοσ. Θ παράμετροσ   ςε ςχζςθ με τισ αποςτάςεισ των ςτοιχείων είναι ιδιαίτερα 

ςθμαντικι. Για τθν ακρίβεια ζχει αποδειχκεί (Cottet & Koumoutsakos, 2000) ότι για τθν 

ςφγκλιςθ τθσ μεκόδου πρζπει το παρεμβολικό ςχιμα για τθν ςτροβιλότθτα να είναι τζτοιο, 

ϊςτε θ ςτροβιλότθτα κάκε ςτοιχείου να ανακατανζμεται, μζςω των παρεμβολικϊν 

ςυναρτιςεων, με ςτιριξθ τζτοια ϊςτε να καλφπτει γειτονικά του ςτοιχεία. Δθλαδι ο λόγοσ 

/ h , όπου h  θ απόςταςθ μεταξφ των ςτοιχείων να είναι μεγαλφτεροσ τθσ μονάδασ. Επίςθσ, 

πρζπει 1   ϊςτε να προςεγγίηει θ ςυνάρτθςθ αποκοπισ όςο το δυνατόν καλφτερα τθν Dirac-

δ. Για το ςκοπό αυτό προτείνουμε θ πρϊτθ απόφαςθ να είναι αυτι του επικυμθτοφ αρικμοφ 

επικάλυψθσ των ςτοιχείων με τα γειτονικά του, δθλαδι ζνα ςτοιχείο πόςα γειτονικά του κα 

επικαλφπτει. Ο αρικμόσ αυτόσ δεν χρειάηεται να είναι ςτακερόσ. Ρρακτικά όμωσ φαίνεται ότι 

όςο μεγαλφτεροσ είναι τόςο καλφτερα είναι τα αποτελζςματα που ζχουμε.  

Στο παρακάτω ςχιμα 31 βλζπουμε τα χωρία iV  ςε μία τομι ςτον πυρινα μίασ δίνθσ όπωσ 

προτείνεται ςτο (Winckelmans & Leonard, 1993). Θ βαςικι ιδιότθτα με τθν οποία ζχει 

καταςκευαςτεί είναι οι όγκοι όλων των ςτοιχείων να είναι ίςοι. Ραρακάτω περιγράφουμε μία 

γενικι μεκοδολογία για τθν δθμιουργία παρόμοιων πλεγμάτων τθν οποία χρθςιμοποιοφμε. Θ 

απόφαςθ περί του ποιοσ κα είναι ο διαμεριςμόσ που κα χρθςιμοποιιςουμε δεν είναι 

τετριμμζνθ. Για περιςςότερεσ πλθροφορίεσ για τον διαμεριςμό του πεδίου και λφςεισ 

προβλθμάτων που εμφανίηονται παραπζμπουμε ςτο (Cottet & Koumoutsakos, 2000).  

  

 
Σχιμα 31. Ρροτεινόμενθ διακριτοποίθςθ πυρινα δίνθσ (Winckelmans & Leonard, 1993). 

 

Αφοφ, λοιπόν, υπολογίςουμε τα ip  και i  πρζπει να λφςουμε το ςφςτθμα διαφορικϊν 

εξιςϊςεων. Ρροτείνουμε τθ λφςθ του ςυςτιματοσ με ζνα αρικμθτικό ςχιμα Runge-Kutta 
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τετάρτθσ τάξθσ και χαμθλϊν απαιτιςεων ςε μνιμθ, όπωσ παρουςιάηεται ςτο (Hockney & 

Eastwood, 1981). Κακϊσ μετακινοφνται τα ςτοιχεία, το αποτζλεςμα είναι θ επικάλυψθ που 

επιβάλλαμε όταν καταςκευάςαμε το πεδίο, να μεταβάλεται. Στα πλαίςια τθσ μεταβολισ αυτισ 

πικανό ςενάριο είναι και θ καταςτροφι τθσ επικάλυψθσ. Με αυτόν τον τρόπο δθμιουργοφνται 

«κενά» ςτθ κατανομι ςτροβιλότθτασ και το αρικμθτικό ςχιμα χάνει τισ ιδιότθτεσ ςφγκλιςθσ 

που είχε. Για τθν αντιμετϊπιςθ του κζματοσ αυτοφ απαιτείται ςε τακτά χρονικά βιματα θ 

αναδιανομι των ςτοιχείων ϊςτε να διατθρείται θ επικάλυψθ τουσ. Για τθν επίλυςθ του 

προβλιματοσ αυτοφ αναπτφξαμε ζνα ςχιμα επανατοποκζτθςθσ των ςτοιχείων με βάςθ τισ 

γραμμζσ ςτροβιλότθτασ. Θ ανάπτυξθ του ςχιματοσ κα γίνει ςε επόμενθ παράγραφο. Για 

μεκοδολογίεσ λφςεων του προβλιματοσ αναδιανομισ των ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ που 

χρθςιμοποιοφνται επιτυχϊσ παραπζμπουμε ςτα (Voutsinas, 2006), (Cottet & Koumoutsakos, 

2000). 
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3.3 Η Μέθοδοσ ΢τοιχείων ΢τροβιλότητασ για Περιοδικά Πεδία 

΢τροβιλότητασ 

 

Σε αυτι τθν ενότθτα παρουςιάηουμε τισ απαραίτθτεσ προςκικεσ που κάναμε ςτθ μζκοδο 

ϊςτε να είναι δυνατι θ επίλυςθ προβλιματων δυναμικισ περιοδικϊν πεδίων ςτροβιλότθτασ. 

Ο λόγοσ για τον οποίο απαιτείται θ ςυγκεκριμζνθ επζκταςθ για τθν μζκοδο είναι ότι τα πεδία 

οριςμοφ περιοδικϊν πεδίων ςτροβιλότθτασ εκτείνονται ζωσ το άπειρο. Ππωσ αναφζρουμε 

ςτθν προθγοφμενθ ενότθτα, αν το πεδίο οριςμοφ είναι ανοικτό τότε απαιτοφνται άπειρα 

ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ για τθν εφαρμογι τθσ μεκόδου ι θ επιλογι ενόσ αρκετά μεγάλου 

support. Θ επιλογι του πεπεραςμζνου support ζχει ωσ αποτζλεςμα τθν εμφάνιςθ 

προβλθμάτων ςτα ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ που βρίςκονται ςτα άκρα του support. Τα 

προβλιματα αυτά ζχουν να κάνουν με τθν λανκαςμζνθ επιλογι μοντελοποίθςθσ 

αναπαράςταςθσ ενόσ κατά τα άλλα άπειρου πεδίου με ζνα πεπεραςμζνο. Θ επζκταςθ τθσ 

μεκόδου αρχίηει χωρίηοντασ το ανοικτό πεδίο ςε δφο ανοικτά και ζνα κλειςτό πεδίο. Θ 

επζκταςθ προτείνει το κλειςτό πεδίο να το διαχειριηόμαςτε όπωσ ςτθν προθγοφμενθ ενότθτα, 

ενϊ οι επαγωγζσ ςτα δφο ανοικτά πεδία να γίνονται προςεγγιςτικά. Ππωσ κα δοφμε 

παρακάτω, γράφοντασ τθ ςχζςθ για τθν επαγόμενθ ταχφτθτα και το διάνυςμα ρυκμοφ 

μεταβολισ των τροπϊν, προκφπτουν ακροίςματα άπειρων όρων, δθλαδι ςειρζσ, τα οποία 

μποροφμε να διαχειριςτοφμε προςεγγίηοντασ τα αςυμπτωτικά.  

 

3.3.1 Περιοδικά Πεδία ΢τροβιλότητασ 

 

Ασ υποκζςουμε ότι δίνεται ζνα πεδίο ςτροβιλότθτασ το οποίο είναι περιοδικό κατά μία 

ςυγκεκριμζνθ κατεφκυνςθ, θ οποία ορίηεται από το μοναδιαίο διάνυςμα e  , δθλαδι το πεδίο 

επαναλαμβάνεται κατά τθ φορά που ορίηει το διάνυςμα e . Το πεδίο οριςμοφ(ι το support) 

ενόσ τζτοιου πεδίου ςτροβιλότθτασ είναι ανοικτό. Θ διαδικαςία αρχίηει χωρίηοντασ το πεδίο 

οριςμοφ ςε χωρία τα οποία ονομάηουμε περιόδουσ. Τα χωρία αυτά επαναλαμβάνονται κατά 

τθν κατεφκυνςθ e . Κάκε ζνα από αυτά τα χωρία αποτελεί ζνα χωρίο V , ςτο οποίο γίνεται ο 

διαμεριςμόσ. Σε όλεσ τισ περιόδουσ κάνουμε τον ίδιο διαμεριςμό. Αφοφ οι περίοδοι 

επαναλαμβάνονται τα ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ κα είναι τα ίδια αλλά μετατοπιςμζνα 

παράλλθλα κατά τθν διεφκυνςθ e  και απόςταςθ ίςθ με το μικοσ κφματοσ ι μικοσ περιοδικοφ 

κουτιοφ l . Σε κάκε περίοδο, και άρα ςε κάκε χωρίο V , βρίςκουμε τα ip , i  και 

προςδιορίηουμε τα n  ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ για κάποια περίοδο. Αντιςτοιχοφμε ςε μία 

περίοδο τον αρικμό μθδζν. Θ περίοδοσ αυτι κα είναι θ βαςικι περιοχι τθν οποία και κα 

παρατθροφμε κατά τθν εξζλιξθ του φαινομζνου και τθν ονομάηουμε περιοδικό χωρίο ι κουτί 

με μικοσ κφματοσ ι μικοσ περιοδικοφ κουτιοφ l . Σε κάκε άλλθ περίοδο αντιςτοιχοφμε τον 
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αρικμό I  όπωσ ςτο ςχιμα 32. Αναφερόμαςτε ςτα ςτοιχεία τθσ περιόδου μθδζν ωσ 0

ip , 

0

i , δθλαδι ο κάτω δείκτθσ αρικμεί τα ςτοιχεία ςε κάκε περίοδο I (εδϊ ςτθ μθδζν) και ο 

πάνω δείκτθσ τθν περίοδο.  

 
Σχιμα 32. Ρεριοδικό πεδίο ςτροβιλότθτασ και το περιοδικό χωρίο-κουτί 

 

Επειδι ςε κάκε περίοδο ζχουμε κάνει τον ίδιο διαμεριςμό και το μικοσ του περιοδικοφ 

κουτιοφ είναι l  θ περιοδικότθτα του πεδίου ςτροβιλότθτασ για τθν κατανομι ςτροβιλότθτασ 

μπορεί να εκφραςτεί από τισ δφο παρακάτω ςχζςεισ.  

 

 0I

i ip p elI   (83) 

 0I

i i    (84) 

 

δθλαδι, οι κζςεισ I

ip και τα διανφςματα κατανομισ I

i  αλλάηουν όπωσ τα 0

ip και 0

i . Αυτό 

ιςχφει ςτθν περίπτωςθ που το μικοσ του περιοδικοφ κουτιοφ παραμζνει ςτακερό κατά τθν 

e
 

Ρερίοδοσ 
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l


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 
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εξζλιξθ του φαινομζνου. Το μικοσ του περιοδικοφ κουτιοφ ορίηει μια χαρακτθριςτικι κλίμακα 

μικουσ για το πεδίο ςτροβιλότθτασ, θ υπόκεςθ ότι αυτό παραμζνει ςτακερό αφορά 

αποκλειςτικά τθν μοντελοποίθςθ του φαινομζνου. Εμείσ, δεχόμαςτε ότι το μικοσ του 

περιοδικοφ κουτιοφ παραμζνει ςτακερό. Το ίδιο ιςχφει και για το μοναδιαίο διάνυςμα e .  

Ασ υποκζςουμε ότι ζχουμε   περιόδουσ οπότε ο Biot-Savart γίνεται (θ εξομάλυνςθ του 

πεδίου κα ςυμπεριλθφκεί αργότερα): 
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 (85) 

 

Στθν πρϊτθ γραμμι είναι ζνα επαναλαμβανόμενο άκροιςμα για όλεσ τισ περιόδουσ ενϊ ςτθν 

δεφτερθ γραμμι αντικαταςτιςαμε βάςει των ςχζςεων (83), (84) που επιβάλει θ περιοδικότθτα 

του πεδίου. Αλλάηοντασ τθ μεταβλθτι ςτο πρϊτο άκροιςμα I I , ζχουμε: 
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Ραρατθριςτε ότι οι ακροίςεισ δεν εξαρτϊνται του I , οπότε μποροφμε να αλλάξουμε τθ ςειρά 

των ακροιςμάτων ςτον πρϊτο και τελευταίο όρο: 
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Ενδιαφερόμαςτε για τθν επαγόμενθ ταχφτθτα ςε ζνα ςθμείο του χωρίου V , δθλαδι ςτθν 

περίοδο μθδζν: 
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Μποροφμε να χωρίςουμε τισ επαγωγζσ ωσ εξισ (πλζον ο εκκζτθσ μθδζν εννοείται): 

 

- Επαγωγζσ από τισ περιόδουσ πίςω από τθν περίοδο μθδζν, δθλαδι επαγωγζσ από το 

ανοικτό πεδίο ςτροβιλότθτασ «πίςω» από το περιοδικό κουτί(χωρίο παρατιρθςθσ) ςτα 

ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ ςτο περιοδικό κουτί(χωρίο παρατιρθςθσ): 

 

 
3

1 1

( )1
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4

n
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j

i I
j i

p p elI
u p

p p elI





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

 
  (89) 

 

- Επαγωγζσ από τθν περίοδο μθδζν, δθλαδι επαγωγζσ από το ανοικτό πεδίο ςτροβιλότθτασ 

«πίςω» από το περιοδικό κουτί(χωρίο παρατιρθςθσ) ςτα ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ ςτο 

περιοδικό κουτί(χωρίο παρατιρθςθσ): 
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- Επαγωγζσ από τισ περιόδουσ μπροςτά από τθν περίοδο μθδζν, δθλαδι επαγωγζσ από το 

ανοικτό πεδίο ςτροβιλότθτασ «μπροςτά» από το περιοδικό κουτί(χωρίο παρατιρθςθσ) ςτα 

ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ ςτο περιοδικό κουτί(χωρίο παρατιρθςθσ): 
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Αδιαςτατοποιοφμε τισ ςχζςεισ (89), (91) βάςθ των: 

 

 , , , rij

p pe p p
p p p c e
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       (92) 

 

Οπότε ζχουμε για τα ακροίςματα μπροςτά και πίςω από τθν περίοδο αντίςτοιχα: 
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   
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Τελικά θ πρϊτθ διαφορικι εξίςωςθ (88) γράφεται: 
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Αντίςτοιχα, δουλεφουμε και για τθν εξίςωςθ τθσ ςτροβιλότθτασ και βρίςκουμε: 
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Ασ δοφμε τθν επίδραςθ που ζχει ςτο αποτζλεςμα θ ςυνάρτθςθ αποκοπισ.  Θ ςυνάρτθςθ 

αποκοπισ για τθν επαγόμενθ ταχφτθτα κα ζπρεπε να ζχει ςυμπεριλθφκεί ςε κάκε όρο οπότε 

γενικά είναι τθσ μορφισ:  
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Στθν περίπτωςθ που το μικοσ κφματοσ είναι πολφ μεγαλφτερο τθσ απόςταςθσ  , το οποίο 

γενικά ιςχφει, ζχουμε: 
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Οπότε θ ςυνάρτθςθ αποκοπισ πρζπει να ςυμπεριλθφκεί μόνο ςτισ επαγωγζσ από ςτοιχεία 

ςτθν ίδια τθν περίοδο και οριακά από ςτοιχεία των περιόδων -1 και 1. 

Θ ειδικι περίπτωςθ κατά τθν οποία ζχουμε 0c     για κάποια i , ςτα οποία 

αναφερόμαςτε ωσ 1, 2,...,i spc spc spcn , πρζπει να εξεταςτεί διαφορετικά. Σε αυτι τθν 

περίπτωςθ ζχουμε  cos ,p p e p   άρα , 0  ή  ,p e p e    οπότε p le . Άρα: 
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I I I

r elI I el e

lI l Ir elI

  

   

       
  

 
    (100) 

 

Τελικά, θ διαφορικι εξίςωςθ (95) γράφεται: 

 

 
 

3 22 2 2
1 1 1

( )1 1

4

spcn spcn
j i j i i

i spc i spc I
j i

D p p p e I

Dt l Ip p



    

    
 


    (101) 

 

Αντίςτοιχα, για τθν εξίςωςθ τθσ ςτροβιλότθτασ βρίςκουμε: 
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 

3 3
1

2 2
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



 



 

            
  

 

        
        



 

 (102) 

 

Τζλοσ ςτθν περίπτωςθ όπου 0c   , δθλαδι i j  ζχουμε: 

 

 0
jD p

Dt
  (103) 

 

 
3 3

1

( )3 1

2

j j j

I

D e e

Dt l I



 

     
   

 
  (104) 

 

Καταλιξαμε ζτςι: 

 

(α) Στα τζςςερα ακροίςματα που πρζπει να υπολογίςουμε για τθν επαγόμενθ ταχφτθτα (το 

άκροιςμα ξεκινάει από τον δεφτερο όρο, αφοφ ςτισ δφο πρϊτεσ περιόδουσ οι επαγωγζσ 

κεωροφνται κοντινζσ και χρθςιμοποιοφμε ςυνάρτθςθ εξομάλυνςθσ):  

 

 
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2 2 22

1

2I c I I



  
                                 
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3
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

  
  

  

 
3

2 2 22

1

2I c I I



  
                                  

 
3

2 2 22 2I

I

c I I



  


 
 

(β) Σε ζξι επιπλζον ακροίςματα, που πρζπει να υπολογίςουμε για το ρυκμό μεταβολισ τθσ 

ςτροβιλότθτασ: 
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 
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1

2I c I I



  
            

 
5

2 2 22 2I

I

c I I



  
            

 

2

5
2 2 22 2I

I

c I I



  
  

 

(γ) Σε ζνα άκροιςμα για τθν εξίςωςθ τθσ ταχφτθτασ και ζνα για τθ ςτροβιλότθτα, για τθν 

περίπτωςθ c   : 

 

 
2

2 2
2I

I

I



 
                    

 

2 2

3
2 2

2
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I
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 






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(δ) Σε μία ςειρά, ανεξάρτθτθ των παραμζτρων του προβλιματοσ, για τθν περίπτωςθ 0c   : 

 

3
2

1

I I





 
 
 

  

 

Τα παραπάνω ακροίςματα ςυγκλίνουν όταν v  τείνει ςτο άπειρο. Για τθν απόδειξθ 

χρθςιμοποιοφμε το κριτιριο ολοκλθρϊματοσ (βλ. (Bartle, 1975)). Θ παρουςίαςθ κα γίνει για 

μία από τισ ςειρζσ που εμφανίηονται  ςτθν επαγόμενθ ταχφτθτα. Θ ςφγκλιςθ των υπολοίπων 

ςειρϊν τθσ επαγόμενθσ ταχφτθτασ προκφπτει από το κριτιριο ςφγκριςθσ. Θα αποδείξουμε ότι 

υπάρχει S  τζτοιο ϊςτε: 

 

 

 
3

2 2 22 2I

I
S

c I I







 
  (105) 

 

Ζχουμε: 

 

 

 
3

2 2 2

( ) 0,   0

2

x
f x x

c x x
   

 

 (106) 

 

Θ παράγωγοσ είναι: 

 

 

 

2 2

3
2 2 2

2
'( )

2

c x x
f x

c x x





 


 

 (107) 

 

Ο παρονομαςτισ είναι πάντα κετικόσ, οπότε ελζγχουμε το πρόςθμο του αρικμθτι.  
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Ο αρικμθτισ ζχει ρίηεσ: 

 

 
2 2

1,2

2 2

2

c
x

  
  (108) 

 

Άρα θ ςυνάρτθςθ είναι φκίνουςα για 2x x . Εφαρμόηοντασ το κριτιριο του γενικευμζνου 

ολοκλθρϊματοσ βλζπουμε ότι θ ςειρά ςυγκλίνει αφοφ:  
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2
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x

x c
f x dx
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

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
 

   
  (109) 

 

Ιςχφει ότι: 
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 
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   
3 3

2 2 2 22 22 2

1

2 2I I

I

c I I c I I

 

  



   
   (111) 

 

Χρθςιμοποιϊντασ, το κριτιριο ςφγκριςθσ αποδεικνφεται θ ςφγκλιςθ όλων των ςειρϊν για τισ 

επαγόμενεσ ταχφτθτεσ. Για τθν απόδειξθ ςφγκλιςθσ των ςειρϊν για τθν μεταβολι τθσ 

ςτροβιλότθτασ επαναλαμβάνουμε τα ίδια βιματα.  

Επειδι όλεσ οι ςυναρτιςεισ που ορίηονται από το ν-οςτο όρο των ακροιςμάτων είναι 

φκίνουςεσ μετά από κάποιο 0x , όπωσ αποδεικνφεται με απλι παραγϊγιςθ, το κριτιριο 

ολοκλθρϊματοσ μπορεί να εφαρμοςτεί για όλεσ τισ ςειρζσ. Επίςθσ, αποδεικνφεται 

επαναλαμβάνοντασ τα ίδια βιματα ότι τα ολοκλθρϊματα είναι πεπεραςμζνα.  Θ παρατιρθςθ 

αυτι είναι ςθμαντικι, επειδι το κριτιριο ορίηει άνω και κάτω φράγμα για τθν ουρά των 

ακροιςμάτων το οποίο κα χρειαςτοφμε ςτθν επόμενθ ενότθτα.  

Τζλοσ, τονίηουμε, ότι οι παραπάνω ςειρζσ παρουςιάηουν ιδιαίτερα αργι ςφγκλιςθ. 

Χαρακτθριςτικά παρακζτουμε τουσ παρακάτω πίνακεσ, ςτουσ οποίουσ οι υπολογιςμοί ζγιναν 

με το Matlab. Στον πρϊτο πίνακα 1 βλζπουμε τθν ςυμπεριφορά του ακροίςματοσ: 

 

 
 

2
2 2

1I

I

I



 
  (112) 

για διάφορεσ τιμζσ του   ( )k   .  
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Ραρατθριςτε ότι το ςυγκεκριμζνο άκροιςμα ςυγκλίνει ςε ζξι ςθμαντικά ψθφία μετά από 104 

όρουσ και είναι το πιο «γριγορο» ωσ προσ τθν ςφγκλιςθ άκροιςμα.  

 

 

Ρίνακασ 1. Συμπεριφορά του ακροίςματοσ 

 
2

2 2
1I

I

I



 
  για διάφορεσ τιμζσ του   ( )k   . 

 

Ασ δοφμε και τα αντίςτοιχα αποτελζςματα για το άκροιςμα 

 

 

 
3

2 2 21 2I

I

c I I



  
  (113) 

 

με 0.5c  . Θ ςυγκεκριμζνθ περίπτωςθ παρουςίαςε πολφ αργι ςφγκλιςθ θ οποία ςίγουρα 

υπόκειται ςε ςφάλματα αποκοπισ αφοφ παρατθροφμε ότι ακόμα και μετά από 107 όρουσ το 

άκροιςμα δεν ςυγκλίνει ςε ζξι δεκαδικά ψθφία, πίνακασ 2. Είναι αδφνατον ςε κάκε χρονικό 

βιμα να γίνονται τόςοι υπολογιςμοί για κάκε παράμετρο c  και   με ςκοπό να ζχουμε 

ςφγκλιςθ με ζξθ δεκαδικά ψθφία. Ακόμα και αν κάποιοσ αποφάςιηε να εκτελζςει τόςουσ 

υπολογιςμοφσ, οι υπορουτίνεσ πρζπει να είναι ειδικά ςχεδιαςμζνεσ ϊςτε να αντιμετωπίηουν 

πολφ μικροφσ όρουσ οι οποίοι όμωσ κακϊσ ςυςςωρεφονται επιδροφν ςθμαντικά ςτο 

αποτζλεςμα, όπωσ ζγινε φανερό από τα παραπάνω αποτελζςματα. 
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Ρίνακασ 2. Συμπεριφορά του ακροίςματοσ 

 
3

2 2 21 2I

I

c I I



  
  

 

Για αυτό το λόγο απαιτείται μία διαφορετικι αντιμετϊπιςθ. Το πρόβλθμα αντιμετωπίηεται 

χρθςιμοποιϊντασ αςυμπτωτικά αναπτφγματα για τθν προςζγγιςθ του ακροίςματοσ κάκε 

ςειράσ. Με αυτό τον τρόπο επιτυγχάνεται γριγορθ ςφγκλιςθ πραγματοποιϊντασ πολφ 

λιγότερεσ πράξεισ. Άρα οι υπολογιςμοί είναι δυνατόν να ςυμπεριλθφκοφν ςχετικά εφκολα ςε 

ζνα πρόγραμμα που χρθςιμοποιεί τθ μζκοδο των ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ για περιοδικά 

πεδία ςτροβιλότθτασ.    

 

3.3.2 Αςυμπτωτικό Ανάπτυγμα Αθροιςμάτων για ΢υγκλίνουςεσ ΢ειρέσ   

 

Τα ακροίςματα που πρζπει να υπολογίςουμε είναι τθσ μορφισ 
2

lim ( ; , )
i

f i c








 . Ππου 

( ; , )f i c   κάποια από τισ ςυναρτιςεισ που ορίηονται από το ν-οςτό όρο των ακροιςμάτων τθσ 

προθγοφμενθσ ενότθτασ, οι παράμετροι δεν κα ςυμπεριλαμβάνονται πλζον ςτα παρακάτω 

αλλά κα υπονοοφνται. Ο τφποσ ακροίςματοσ Euler-Maclaurin προςεγγίηει αςυμπτωτικά το 

άκροιςμα που προκφπτει από τουσ v  πρϊτουσ (Hildebrand, 1974), (Olver, 1974):    

 

 
1

(2 1) (2 1)2

1

1
( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( )

2 (2 )!

m
s ss

m

i a sa

B
f i f x dx f f a f f a R

s



  


 

 

          (114) 

 

Ππου με 
2sB  ςυμβολίηουμε τον 2s αρικμό Bernoulli.  

 



81 

 

Ο όροσ υπολοίπου ι ςφάλματοσ είναι: 

 

 (2 )2 2 ( [ ])
( ) ( )

(2 )!

v

mm m
m

a

B B x x
R v f x dx

m

 
   (115) 

 

Ππου με 2 ( )sB x  ςυμβολίηουμε παρακάτω το 2s πολυϊνυμο Bernoulli και με [ ]x  το ακζραιο 

μζροσ του αρικμοφ. Το άνω φράγμα του υπολοίπου είναι (Olver, 1974): 

 

 21 2 (2 2)( ) (2 2 ) ( )
(2 )!

v

mm m

m

a

B
R v f x dx

m

     (116) 

 

Για τον υπολογιςμό, αποφαςίηουμε τον αρικμό των όρων v  του ακροίςματοσ που κα 

υπολογίςουμε. Ζπειτα αποφαςίηουμε τον αρικμό των παραγϊγων που κα κρατιςουμε m  και 

εκτελοφμε τισ πράξεισ. Ο τφποσ (114), όμωσ, ορίηει μία αςυμπτωτικι προςζγγιςθ του 

ακροίςματοσ που προκφπτει από τουσ v  πρϊτουσ όρουσ. Ππωσ ςε κάκε αςυμπτωτικι 

προςζγγιςθ πρζπει να είμαςτε ιδιαίτερα προςεκτικοί με τθν επίδραςθ που ζχει ο όροσ του 

υπολοίπου (βλ. (Olver, 1974)). Οπότε το τελικό βιμα είναι να δϊςουμε μία εκτίμθςθ του 

φράγματοσ του υπολοίπου. Στθν περίπτωςθ που δεν εκτιμθκεί το ςφάλμα – υπόλοιπο υπάρχει 

περίπτωςθ ο παραπάνω τφποσ να δϊςει λάκοσ αποτζλεςμα (Olver, 1974). Στθν περίπτωςθ 

μασ, ο υπολογιςμόσ ςτο άπειρο δίνει για το φράγμα του ςφάλματοσ: 

 

 21 2 (2 2)

2

lim ( ) (2 2 ) ( )
(2 )!

mm m

m
v

B
R v f x dx

m



 


    (117) 

 

Οπότε πρζπει να υπολογίςουμε το ολοκλιρωμα που εμφανίηεται. Ραρατθροφμε ότι ο πυρινασ 

εξαρτάται από το πόςεσ παραγϊγουσ κα κρατιςουμε. Για να αποφφγουμε τον τελευταίο 

υπολογιςμό μποροφμε να κάνουμε μετατροπζσ με τισ οποίεσ το υπόλοιπό κα ζχει πιο ςαφι 

όρια κακϊσ το v  τείνει ςτο άπειρο. Εδϊ δεν μποροφμε να υποκζςουμε ότι το άνω όριο κα 

είναι φραγμζνο. Θ βαςικι ιδζα είναι να εφαρμόςουμε το ανάπτυγμα Euler-Maclaurin ςτθν 

ουρά του ακροίςματοσ παρά ςτο ίδιο το άκροιςμα. Αφοφ κάκε ςειρά είναι φκίνουςα από το 

κριτιριο γενικευμζνου ολοκλθρϊματοσ ζχουμε τθν ακόλουκθ εκτίμθςθ για τθν ουρά του 

ακροίςματοσ (Bartle, 1975): 

 

 
1

( ) ( ) ( )
i v

f x dx f i f x dx
 

 

 

    (118) 
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Θ μζκοδοσ υπολογιςμοφ, λοιπόν, γνωρίηουμε ότι κα ςυγκλίνει αν εφαρμοςτεί ςτθν ουρά 

του ακροίςματοσ αφοφ το κριτιριο γενικευμζνου ολοκλθρϊματοσ επιβάλει τα παραπάνω 

φράγματα ςτθν ουρά. 

Εφαρμόηοντασ βαςικζσ ιδιότθτεσ των ςυγκλινουςϊν ςειρϊν, ιςχφει: 

 

 
2 2

( ) ( ) ( ) ( )
v

i i i v

f i f i f i f v
 
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      (119) 

 

Εφαρμόηοντασ τον τφπο Euler-Maclaurin για τθ δεφτερθ ςειρά ςτο δεφτερο μζλοσ ζχουμε: 
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Θ ςειρά είναι ςυγκλίνουςα οπότε: 
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Και παίρνουμε τθν παρακάτω εκτίμθςθ για το υπόλοιπο βάςθ το κριτιριο ολοκλθρϊματοσ: 
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
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Ραρατθροφμε λοιπόν ότι το ςφάλμα αποκλειςτικά εξαρτάται από τα v  και m και μάλιςτα το 

παραπάνω αποτζλεςμα ςυνεπάγεται τθν ςφγκλιςθ του ςφάλματοσ ςτο μθδζν για μεγάλα v . 

Για να το δοφμε αυτό, εφαρμόηουμε το κεϊρθμα μζςθσ τιμισ για ολοκλθρϊματα: 
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Ρράγματι, λοιπόν, για μεγάλα v  το ςφάλμα ςυγκλίνει ςτο μθδζν. Αντικακιςτϊντασ ςτθν αρχικι 

ςχζςθ (121) ζχουμε: 
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Το οποίο αποτελεί το αςυμπτωτικό ανάπτυγμα Euler-Maclaurin μιασ ςυγκλίνουςασ ςειράσ. Για 

τον ζλεγχο του, ζγιναν αρικμθτικζσ δοκιμζσ με το Matlab. Αρχικά, κεωριςαμε ότι θ τιμι που 

ςυγκλίνει κάκε άκροιςμα υπολογίηεται από 910  όρουσ. Ζπειτα, χρθςιμοποιιςαμε διάφορεσ 

τιμζσ για τα v  και m  και εφαρμόςαμε τθν αςυμπτωτικι προςζγγιςθ που αναπτφξαμε. 

Βρικαμε το «ολικό» ςφάλμα του ςχιματοσ ανά περίπτωςθ ςειράσ, υπολογίηοντασ τθν 

ευκλείδεια νόρμα των ςφαλμάτων για διάφορεσ τιμζσ των παραμζτρων , 1,2,...,ic c i nc   και 

, 1,2,...,i i n    : 

 2

,_ ( ) Re _ _ _( , ) _m nTot Err f lative Error of c k case  (125) 

 

Ο παρακάτω πίνακασ 3 ςυγκεντρϊνει τα αποτελζςματα για το άκροιςμα : 

 

 

 
3

2 2 22 2I

I

c I I



  
  (126) 

 

Ραρατθροφμε ότι τα ςφάλματα είναι πολφ μικρά ακόμα και για μικρά   και ςίγουρα 

απαιτοφνται πολφ λιγότερεσ πράξεισ από τον ευκφ υπολογιςμό. Εμείσ χρθςιμοποιιςαμε ςε 

όλουσ τουσ υπολογιςμοφσ 4, 5m   αφοφ παρατθριςαμε ότι ςτα περιςςότερα ακροίςματα 

το ςφάλμα γίνεται ελάχιςτο για αυτζσ τισ τιμζσ. 

 

 

 

Ρίνακασ 3. Συγκεντρωτικόσ Ρίνακασ Σφαλμάτων για το άκροιςμα 

 
3

2 2 22 2I

I

c I I



  
   
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Σθμειϊνουμε ότι θ παραπάνω μζκοδοσ με κάποιεσ αλλαγζσ χρθςιμοποιείται γενικά για τθν 

καταςκευι αςυμπτωτικϊν αναπτυγμάτων ςειρϊν, ςυγκλινουςϊν ι μθ (βλ. (Olver, 1974)). 

Επίςθσ, θ ςειρά είναι αςυμπτωτικι αν οι παράγωγοι τθσ ςυνάρτθςθσ ορίηουν αςυμπτωτικι 

κλίμακα. Συνεχίηουμε με τουσ απαραίτθτουσ υπολογιςμοφσ για κάκε ςειρά που εμφανίηεται 

ςτο πρόβλθμα.  

 

3.3.3 Εφαρμογή ςτισ ΢ειρέσ του Προβλήματοσ 

 

Χρθςιμοποιοφμε το αςυμπτωτικό ανάπτυγμα και κάνουμε τουσ απαραίτθτουσ υπολογιςμοφσ. 

  

1. Επαγόμενθ Σαχφτθτα 

Ρροαποφαςίηουμε κάποια τιμι του m , δθλαδι πόςεσ παραγϊγουσ κα κρατιςουμε και 

υπολογίηουμε τισ ςτακερζσ i

qM  , οι οποίεσ προκφπτουν από τον αναγωγικό τφπο: 
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 (127) 

 

Τα αςυμπωτικά αναπτφγματα των ςειρϊν για τθν επαγόμενθ ταχφτθτα είναι:  
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 (129) 

 

Σθμειϊνουμε ότι οι όροι που ςυμπεριλαμβάνονται ςτθν ίδια γραμμι προκφπτουν από το ίδιο 

τμιμα του αςυμπτωτικοφ αναπτφγματοσ. 

 

2. Ρυκμόσ Μεταβολισ ΢τροβιλότθτασ 

 

Οι ςτακερζσ i

qN  προκφπτουν από τον αναγωγικό τφπο: 
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 (130) 

 

Τα αςυμπωτικά αναπτφγματα των ςειρϊν για τθν εξίςωςθ δυναμικισ εξζλιξθσ τθσ 

ςτροβιλότθτασ είναι:  
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Σθμειϊνουμε ότι οι όροι που ςυμπεριλαμβάνονται ςτθν ίδια γραμμι προκφπτουν από το ίδιο 

τμιμα του αςυμπτωτικοφ αναπτφγματοσ. 

 

3. Η ειδικι περίπτωςθ 
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3.3.4 Διορθώςεισ Κοντά ςτισ Ειδικέσ Περιπτώςεισ 

 

Ραρατθρείςτε ότι ςε όλεσ τισ παραπάνω ςειρζσ, πζραν αυτϊν, τθσ ειδικισ περίπτωςθσ 

εμφανίηεται ο όροσ: 

 
2 2

1

c 
 (136) 

 

Επειδι αυτόσ ο όροσ τείνει ςτο άπειρο κακϊσ ο παρονομαςτισ πλθςιάηει ςτο μθδζν, δθλαδι 

κακϊσ πλθςιάηουμε ςτθν ειδικι περίπτωςθ, εμφανίςτθκαν λάκοσ αποτελζςματα αρικμθτικισ 

φφςθσ ςε τζτοιεσ περιπτϊςεισ υπολογιςμϊν. Για τθν αντιμετϊπιςθ αυτοφ το προβλιματοσ, 

ζγιναν οι υπολογιςμοί ςτο Matlab και ταυτόχρονα θ ςφγκριςθ τουσ με το αποτζλεςμα που 

ζδινε το πρόγραμμα. Ξεχωρίηουμε με αυτόν τον τρόπο περιπτϊςεισ ςτισ οποίεσ απαιτοφνται 

διορκϊςεισ ςτισ ςχζςεισ. Υπιρχαν περιπτϊςεισ που τα αποτελζςματα εμφάνιηαν πολφ άςχθμθ 

ςυμπεριφορά και με αυτό τον τρόπο διορκϊκθκε. Για παράδειγμα, ςτα πρϊτα τρεξίματα 

ελζγχου του προγράμματοσ, ελζγχαμε τα πεδία ταχυτιτων δφο αςτρόβιλων δινϊν. Ενϊ αυτζσ 

κα ζπρεπε να περιςτρζφονται θ μία γφρω από τθν άλλθ μετά από κάποιο χρόνο 

αναπτφςςονταν αςτάκειεσ οι οποίεσ κατζςτρεφαν τθν λφςθ. Με τισ παρακάτω διορκϊςεισ 

αυτζσ εξαφανίςτθκαν. Σθμειϊνουμε ότι θ αντιμετϊπιςθ του προβλιματοσ δεν είναι ιδιαίτερα 

κομψι και ελκυςτικι για χριςθ αλλά από τα αποτελζςματα που κα δοφμε και ςτο κεφάλαιο 5 

φαίνεται ότι λειτουργεί αρκετά καλά. 

 

 

1. Επαγόμενθ ταχφτθτα: 

 

 Για τθν περίπτωςθ που υπολογιςτεί 810c     χρθςιμοποιοφμε τθν ειδικι περίπτωςθ 

όπωσ παραπάνω. 

 

 Για τθν περίπτωςθ που υπολογιςτεί 53 10c    τότε θ ςυνειςφορά ςτο άκροιςμα των 

επαγόμενων ταχυτιτων είναι: 
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0.2020569031572758

2

i e
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

 
  (137) 

 

αντί αυτισ που κα υπολογιηόταν από τα παραπάνω. 
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2. Ρυκμόσ Μεταβολισ ΢τροβιλότθτασ 

 

 Για τθν περίπτωςθ που υπολογιςτεί 810c     χρθςιμοποιοφμε τθν ειδικι περίπτωςθ 

όπωσ παραπάνω. 

 

 Ανάλογα με το c  που κα υπολογίςουμε διακρίνουμε δφο περιπτϊςεισ, 34 10c    και 
34 10 c  . Για τθν πρϊτθ περίπτωςθ διακρίνουμε περιπτϊςεισ διόρκωςθσ ανάλογα το c , 

ενϊ για τθν δεφτερθ περίπτωςθ ανάλογα το  c  προκφπτουν τα όρια 1e  και 2e  για το 

c   τα οποία κακορίηουν τισ διορκϊςεισ. Βάςθ των ορίων αυτϊν, γίνεται θ επιλογι τθσ 

ςυνειςφοράσ ςτο άκροιςμα για τον ρυκμό μεταβολισ τθσ ςτροβιλότθτασ. Θ ςυνειςφορά 

γράφεται και για τισ δφο περιπτϊςεισ: 
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Και επιλζγουμε τα κατάλλθλα , 1, 2, 3ss ss ss ss .  

 

Περίπτωςθ 1θ  

 

c  
1ss  2ss  3ss  

και από ζωσ 
54 10  44 10  2 0.3692775514336792  0 2 0.2020569031572758  
44 10  33 10  2 0.3692775514336792  0 Κανονικά 
33 10  34 10  2 0.3692775514336792  κανονικά Κανονικά 

Ρίνακασ 4. 

 

Σε κάκε περίπτωςθ 2 0.2020569031572758ss    
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Περίπτωςθ 2θ  

 

c  
2e  1e  

και από ζωσ 
34 10  0.3  610  510  

0.3  0.75  610  55 10  

0.75  1  75 10  62 10  

Ρίνακασ 5. 

  Αν 1e c    οι υπολογιςμοί γίνονται κανονικά χρθςιμοποιϊντασ τα αποτελζςματα τθσ 

προθγοφμενθσ παραγράφου. 

 

  Αν 2 1e c e    ο υπολογιςμόσ των ss και 3ss  γίνεται κανονικά και για τα 1ss  και 2ss  

χρθςιμοποιοφμε τισ διορκϊςεισ: 

 

 
   

5 5
2

1 1
1

I

ss
I I 





 
 

  (139) 

 

 
   

5 5
2

2
I

I I
ss

I I 





 
 

  (140) 

 

με αςυμπτωτικά αναπτφγματα: 

 

 

 
       

5 5 4 5
2 2

1
2

2 4
1

1 1 1 1

4 2

(2 1)(2 2)(2 3) 1

2 3 4 ( )

v

I I

m
s

s
s

I I v v

B s s s

v

   





 






  
   

  


  

 



 (141) 

 

 

 
     

5 5 54
2 2

1
2

2 3 2 4
1

4

12( ) 2

(2 1)(2 2) 1 1
(2 1) (2 3)

2 3 4 ( ) ( )

v

I I

m
s

s s
s

I I v v

vI I v

B s s
s v s

v v



  

 



 



 



  

  

  
    

    

 



 (142) 
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  Αν 810 2c e     ο υπολογιςμόσ του ss  γίνεται κανονικά, για τα 1ss  και 2ss  

χρθςιμοποιοφμε τισ διορκϊςεισ τθσ περίπτωςθσ 2 1e c e    και για το 3ss  προτείνουμε 

τθν: 

 

 
   

2 2

5 5
2

3
I

I I
ss

I I 





 
 

  (143) 

 

με αςυμπτωτικό ανάπτυγμα:  

 

 
       

2 2 3 2

5 5 4 52 2
1 2

1
2

2 3 2 3 2 4
1

1 ( 4 )

12 12 2

(2 1)(2 2) 1 1 1
(2 1) (2 3)

2 3 4 ( ) ( ) ( )

v

I I

m
s

s s s
s

I I v v v

I I v v

B s s
s v s

v v v



    

  



 



  



    

   

  
   

     

 



 (144) 

 

 

3.3.5 Περιοδικέσ Οριακέσ ΢υνθήκεσ 

 

Κατά τθν μετακίνθςθ των δινϊν υπάρχει περίπτωςθ κάποια δίνθ να βγει εκτόσ περιόδου. 

Αυτό ςθμαίνει ότι θ δίνθ κα διαςχίςει το κάκετο επίπεδο ςτθν κατεφκυνςθ e  ςτθν αρχι θ ςτο 

τζλοσ τθσ περιόδου. Τα ςφνορα που ορίηουν τα δφο κάκετα επίπεδα αποτελοφν το περιοδικό 

χωρίο (περιοδικό «κουτί» - periodic box). Οπότε τθν ίδια χρονικι ςτιγμι που ςυμβαίνει αυτό 

υποχρεϊνουμε μία δίνθ να ειςζλκει από τθν άλλθ μεριά. Με αυτό τον τρόπο επιβάλουμε 

περιοδικζσ οριακζσ ςυνκικεσ ςτθν περίοδο.   
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3.4 Σο ΢χήμα Ανακατανομήσ των ΢τοιχείων 

 

Αναφζραμε προθγουμζνωσ ότι απαιτείται ςυχνι αναδιανομι των ςτοιχείων ϊςτε να 

εξαςφαλίηεται κάκε χρονικι ςτιγμι θ επικάλυψθ των ςτοιχείων με τα γειτονικά τουσ. Οι 

τεχνικζσ με τισ οποίεσ επιτυγχάνεται αυτό ονομάηονται τεχνικζσ επεξεργαςίασ κζςθσ (Location 

Processing Schemes) και πολλζσ από αυτζσ παρουςιάηονται ςτο (Cottet & Koumoutsakos, 

2000). Σχεδιάςαμε μία ανακατανομι ανεξάρτθτθ πλζγματοσ θ οποία όμωσ απαιτεί να 

τοποκετοφνται αρχικά τα ςτοιχεία πάνω ςε μία γραμμι ςτροβιλότθτασ. Θ μζκοδοσ δεν μπορεί 

να χαρακτθριςτεί αμιγϊσ μζκοδοσ ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ αλλά κα μποροφςε να 

χαρακτθριςτεί ωσ υβριδικι μζκοδοσ ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ και νθμάτων ςτροβιλότθτασ. 

Από τθν μία υπάρχουν τα ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ αλλά από τθν άλλθ αρχικοποιοφνται ωσ 

νιματα ςτροβιλότθτασ και όταν απαιτείται θ αναδιανομι των ςτοιχείων ςυμπεριφζρονται ωσ 

νιματα ςτροβιλότθτασ. 

Αναφερόμαςτε ςε μία γραμμι ςτροβιλότθτασ ωσ ( ; )r s r , όπου s  θ παράμετροσ μικοσ 

τόξου τθσ καμπφλθσ και r  θ κζςθ από τθν οποία ξεκινάει. Για μασ οι γραμμζσ ςτροβιλότθτασ 

είναι είτε κλειςτζσ γραμμζσ, είτε περιοδικζσ όπωσ ςτο ςχιμα 33. Στθ περίπτωςθ κατά τθν 

οποία είναι περιοδικό το πεδίο ςτροβιλότθτασ μπορεί να είναι κλειςτζσ ι ανοικτζσ οι γραμμζσ 

ςτροβιλότθτασ. Σε περίπτωςθ που είναι ανοικτζσ εκτείνονται ζωσ το άπειρο. 

 

 
 

Σχιμα 33. Οι γραμμζσ ςτροβιλότθτασ είναι είτε κλειςτζσ γραμμζσ, είτε περιοδικζσ. 

l  

Περιοδικι Γραμμι 

΢τροβιλότθτασ 

ςε μία περίοδο 

μικουσ l  

s
 

O
 

( ; )r s r  

r
 

O
 

s
 

( ; )r s r  

r
 

Κλειςτι Γραμμι 

΢τροβιλότθτασ 
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 H καταςκευι του διαμεριςμοφ του V  αρχίηει από μία εςωτερικι επιφάνεια 
0A  του V . 

Στθν επιφάνεια βρίςκονται τα ςθμεία 0r r . Θ επιφάνεια πρζπει να μθν είναι τμιμα ενόσ 

ςωλινα ςτροβιλότθτασ, δθλαδι αν το κάκετο διάνυςμα ςτθν επιφάνεια είναι 0( )n r , να ιςχφει 

για κάκε ςθμείο τθσ επιφάνειασ 0 0( ) ( ) 0n r r  . Θ επιφάνεια 
0A  διαμερίηεται ςτισ επιφάνειεσ 

0, jA  με 1,2,..., 1j  , ςχιμα 34. Για τα ςθμεία 0

jr  που ανικουν ςτο ςφνορο τθσ 0, jA , 

βρίςκουμε τισ γραμμζσ ςτροβιλότθτασ. Οι γραμμζσ ςτροβιλότθτασ ξεκινάνε από τα 0

jr  και άρα 

ςε αυτζσ αναφερόμαςτε ωσ 0( ; )jr s r . 

 
Σχιμα 34.  

 

 Αποφαςίηω κάποια γειτονικι, αλλά αρκετά μακρινι, επιφάνεια 1A  ςτθν οποία βρίςκονται 

τα ςθμεία 1r r  με 1 1( ) ( ) 0n r r  . Βρίςκουμε τθν τομι των καμπυλϊν 0( ; )jr s r  με τθν 

επιφάνεια 1A . Τα ςθμεία τομισ που προκφπτουν ορίηουν ζνα διαμεριςμό τθσ 1A  που 

ονομάηουμε 1, jA , ςχιμα 35. Αντίςτοιχα επαναλαμβάνουμε για επόμενεσ γειτονικζσ επιφάνειεσ 

, 1, 2,..., 2kA k   και βρίςκουμε τουσ διαμεριςμοφσ για κάκε μία από αυτζσ ,k jA . Κάκε 

, 1,2,..., 1 2iV i n     ορίηεται με τισ επιφάνειεσ ( 1),k jA  , ,k jA  ωσ βάςεισ και παράπλευρθ 

επιφάνεια αυτι που αποτελείται από τισ γραμμζσ ςτροβιλότθτασ 0( ; )jr s r . Οπότε κάκε iV  

είναι τμιμα του ςωλινα ςτροβιλότθτασ με κυκλοφορία: 

 

 
0, j

j

A

d A    (145) 

 

Οι γραμμζσ ςτροβιλότθτασ 

0( ; )jr s r  ςε κάποια από τισ 

επιφάνειεσ 0, jA  

Θ επιφάνεια 
0A  

με τον 

διαμεριςμό τθσ

0, jA  
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Σχιμα 35. 

 

Επιλζγουμε ζνα εςωτερικό ςθμείο cjr  ςε κάκε μία επιφάνεια 0, jA ,  από το οποίο περνάει θ 

γραμμι ςτροβιλότθτασ ( ; )cjr s r . Θ καμπφλθ ( ; ) ( )cj jr s r r s   ςυναντάει τισ επιφάνειεσ ,k jA  

όταν το μικοσ τόξου γίνεται ,k js . Τα ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ τοποκετοφνται πάνω ςε κάκε μία 

από τισ γραμμζσ ςτροβιλότθτασ ( )jr s  ςτο ςθμείο *

,( )j k jr s  και ακολουκοφν τθν κλίςθ τθσ 

γραμμισ ςτροβιλότθτασ ςτο ςθμείο που τοποκετοφνται. Για το μικοσ τόξου *

, , 1k js k   ιςχφει: 

 

 

*
, ,

1, 1,

( ) ( )1

2

k j k j

k j k j

s s

j j

s s

dr s dr s
ds ds

ds ds

 

 

   (146) 

 

και θ ςτροβιλότθτα που τοποκετείται ςε κάκε ςθμείο *

,( )j k jr s  είναι: 

 

 
,

1,

*

,

,

( ) ( )k j

i k j

s

j k j j

k j j

V s

dr s dr s
dV ds

ds ds

 




     (147) 

 

 
Σχιμα 36. 

,k j  

*

,( )j k jr s

   

Ζνα ςτοιχείο ςτροβιλότθτασ τοποκετείται 

πάνω ςε μία από τισ γραμμζσ ςτροβιλότθτασ 

( )jr s  ςτο ςθμείο *

,( )j k jr s  και ακολουκεί 

τθν κλίςθ τθσ γραμμισ ςτροβιλότθτασ ςτο 

ςθμείο που τοποκετείται. 

Θ νζα επιφάνεια 1A  με τον 

διαμεριςμό τθσ 1, jA  που 

ορίηεται από τισ γραμμζσ 

ςτροβιλότθτασ 0( ; )jr s r  
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Θ ςφνδεςθ των ςτοιχείων ορίηεται από τισ γραμμζσ ςτροβιλότθτασ όπου ανικουν, δθλαδι 

τον αρικμό k . Οπότε ςε κάκε μία από τισ 1  γραμμζσ ςτροβιλότθτασ ( )jr s  ζχουμε 2  

ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ. Αφοφ κακορίςαμε πωσ αρχικοποιοφνται τα ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ 

κα ςυνεχίςουμε αναπτφςςοντασ τθν μζκοδο για τθν j  γραμμι ςτροβιλότθτασ.  

Θ παράμετροσ αποκοπισ j  για τθν j  γραμμι ςτροβιλότθτασ κακορίηεται αφοφ 

αποφαςίςουμε τον αρικμό επικάλυψθσ, δθλαδι ζνα ςτοιχείο πόςα γειτονικά κα καλφπτει. Αν 

το ςυνολικό μικοσ τθσ γραμμισ είναι jL  τότε για να καλφπτονται ep  ςτοιχεία από κάκε ζνα 

από τα n  ςτοιχεία επιβάλλουμε: 

 

 
,

1,

1,...,

( )
max( )

k j

k j

s

j

kj
k

s

dr s
ep ds

ds







    (148) 

 

Γενικά, τα ςτοιχεία τοποκετοφνται κάκε χρονικι ςτιγμι ςε διαδοχικά ίςα τόξα οπότε ςε αυτι 

τθν περίπτωςθ ζχουμε: 

 

 
2

j

j

L
ep


   (149) 

 

Και 

 

 
*

,

,

( )

2

j k j j

k j j

dr s L

ds




    (150) 

 

Κακϊσ μετακινοφνται τα ςτοιχεία το μικοσ τθσ καμπφλθσ μεταβάλλεται. Στθν περίπτωςθ 

που μικραίνει το μικοσ τθσ γραμμισ για να διατθριςουμε τον αρικμό επικάλυψθσ των 

ςτοιχείων πρζπει να μικραίνει ο αρικμόσ των ςτοιχείων. Αντίςτοιχα, ςτθν περίπτωςθ που 

μεγαλϊνει το μικοσ τθσ καμπφλθσ για να διατθρείται ο αρικμόσ επικάλυψθσ των ςτοιχείων 

πρζπει να προςκζτουμε ςτοιχεία. Ενδιαφερόμαςτε για τθν δεφτερθ περίπτωςθ, αφοφ ςε αυτι 

ςταδιακά κα επικαλφπτονται ςταδιακά όλο και λιγότερα ςτοιχεία οπότε θ λφςθ ςταδιακά κα 

καταςτρζφεται. Ασ υποκζςουμε, λοιπόν, ότι το μικοσ τθσ καμπφλθσ από jL  ζγινε jL , 

αντίςτοιχα, ο αρικμόσ των ςτοιχείων πρζπει να γίνει 2'v  και να ζχουμε τον ίδιο αρικμό 

επικάλυψθσ. Ραρατθροφμε ότι όςο αλλάηει το μικοσ τθσ γραμμισ ςτροβιλότθτασ ο όγκοσ που 

αντιπροςωπεφει πρζπει να παραμζνει ςτακερόσ, ϊςτε να διατθρείται θ κυκλοφορία τθσ 

γραμμισ.  
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Για να ζχουμε τθν ίδια επικάλυψθ πρζπει να ιςχφει: 

 

 
2 2

2 2
j j j

j

j j j

L
ep

L L L

   
 

   
           

 (151) 

 

με τισ αγκφλεσ ςυμβολίηουμε τον πιο κοντινό ακζραιο του αποτελζςματοσ μζςα ςτθν αγκφλθ.  

Ο υπολογιςμόσ του μικουσ τθσ γραμμισ ςτροβιλότθτασ δεν είναι προφανισ. Αν 

υποκζςουμε ότι υπολογίηεται καλά από το άκροιςμα των αποςτάςεων των ςτοιχείων τότε θ 

καμπυλότθτα τθσ γραμμισ δεν κα ςυνζβαλε ςτο μικοσ τθσ γραμμισ, ενϊ θ καμπυλότθτα τθσ 

γραμμισ υπάρχει ζμμεςα από τισ κλίςεισ των διανυςμάτων ,k j
 
και τθν παράμετρο μικουσ 

τόξου. Με ςκοπό θ πλθροφορία αυτι να διατθρείται και να ςυμβάλει ςτο μικοσ τθσ γραμμισ, 

αναπαραςτιςαμε κάκε γραμμι ςτροβιλότθτασ με παραμετρικζσ καμπφλεσ Hermite τρίτου 

βακμοφ. Υποκζτουμε ότι θ καμπφλθ αυτι ταυτίηεται με τθν γραμμι ςτροβιλότθτασ που κα 

υπιρχε αν δεν είχε γίνει θ διακριτοποίθςθ του πεδίου ςτροβιλότθτασ από ςτοιχεία 

ςτροβιλότθτασ. Για τθν καμπφλθ χρθςιμοποιοφμε: 

 

 το μικοσ τόξου των ςτοιχείων πάνω ςτθν καμπφλθ που φτιάξαμε κατά τθν αρχικι 

τοποκζτθςθ τουσ ι κάποιου προθγοφμενου χρονικοφ βιματοσ αφοφ ζγινε θ 

ανακατανομι 

 τισ κζςεισ των ςτοιχείων ςτο χρονικό βιμα που ηθτάμε το μικοσ jL   

 το διάνυςμα ,

2

k j j

j

L






 ωσ διάνυςμα κλίςθσ ςτθν κάκε κζςθ.  

 

Για κάκε χρονικι ςτιγμι καταςκευάηουμε τθν καμπφλθ Hermite και υπολογίηουμε το μικοσ 

τόξου από το αρχικό ζωσ το τελικό ςθμείο τθσ. Υποκζτουμε ότι θ καμπφλθ αυτι αναπαριςτά 

καλά τθν γραμμι ςτροβιλότθτασ ςτθν νζα χρονικι ςτιγμι κακϊσ αυτι μετατοπίηεται. 

Σθμειϊνουμε, ότι οι γραμμζσ ςτροβιλότθτασ κα είναι είτε κλειςτζσ γραμμζσ ι περιοδικά 

επαναλαμβανόμενεσ ανοικτζσ γραμμζσ οπότε ςυμπεριλαμβάνουμε ζνα επιπλζον ςθμείο ϊςτε 

θ γραμμι να είναι κλειςτι ι περιοδικι αντίςτοιχα. Το ςθμείο αυτό κα είναι και ςτισ δφο 

περιπτϊςεισ το πρϊτο ςθμείο τθσ γραμμισ, κυριολεκτικά αν είμαςτε ςτθν πρϊτθ περίπτωςθ 

και το περιοδικά επαναλαμβανόμενο του πρϊτου ςθμείου αν είμαςτε ςτθν δεφτερθ 

περίπτωςθ.  

Θ αναπαράςταςθ τθσ καμπφλθσ από  Hermite πολυϊνυμα χρθςιμοποιείται επίςθσ, ςτθ 

περίπτωςθ όπου απαιτείται να προςκζςουμε ςτοιχεία. Για τθν αναδιανομι των ςτοιχείων, τα 

ςθμεία τοποκετοφνται ςτισ κζςεισ πάνω ςτθν καμπφλθ Hermite, οι οποίεσ χωρίηουν αυτι ςε 
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2 j   ίςα μεταξφ τουσ ςε μικοσ ςτοιχεία, και βρίςκουμε τισ νζεσ τιμζσ τθσ παραμζτρου μικοσ 

τόξου  *

,k js   πάνω ςτθν νζα καμπφλθ jr . Οπότε λφνουμε τθν εξίςωςθ: 

 

 

*
,

1,

( )

2

k j

k j

s

j

s

dr s L
ds

ds









  (152) 

 

και το νζο διάνυςμα κατανομισ τθσ ςτροβιλότθτασ είναι: 

 

 
*

,

,

( )

2

j k j

k j j

dr s L

ds





 
  


 (153) 

 

Σε κάκε χρονικό βιμα επαναλαμβάνουμε τθν διαδικαςία. Με αυτό τον τρόπο τα ςτοιχεία κα 

βρίςκονται πάντα ςτθν ίδια γραμμι ςτροβιλότθτασ τθσ οποίασ το μικοσ κα είναι αυτό που 

ορίηεται από το επόμενο χρονικό βιμα και θ κυκλοφορία κα είναι ίδια κάκε χρονικι ςτιγμι. 

Επιπλζον, ο βακμόσ επικάλυψθσ κα είναι πάντα ο ίδιοσ. Κλείνουμε τθν παράγραφο 

ςυνοψίηοντασ τα ςθμαντικότερα ςθμεία τθσ διαδικαςίασ. 

 

1. Ο διαμεριςμόσ του V  γίνεται με τζτοιο τρόπο ϊςτε τα iV  να αποτελοφν ςωλινεσ 

ςτροβιλότθτασ. Ράντα μποροφμε τθν χρονικι ςτιγμι μθδζν να καταςκευάςουμε τον 

διαμεριςμό ϊςτε να ιςχφει θ παραπάνω πρόταςθ. Ζνασ ςωλινασ ςτροβιλότθτασ όμωσ, 

υπάρχει περίπτωςθ κακϊσ μετακινείται να ςχθματίηει κλειςτζσ γραμμζσ, οπότε 

απαιτείται να «ςπάςει» ςε μικρότερουσ ςωλινεσ. Κάτι τζτοιο δεν ςυμπεριλαμβάνεται 

ςτθν διαδικαςία.  

2. Θ προςζγγιςθ τθσ γραμμισ ςτροβιλότθτασ από μία καμπφλθ Hermite είναι 

αντιπροςωπευτικι τθσ γραμμισ ςτροβιλότθτασ ςε κάκε χρονικι ςτιγμι. Τα ςτοιχεία 

ςτροβιλότθτασ κατά τθν αναδιανομι τοποκετοφνται πάνω ςτθν γραμμι ςτροβιλότθτασ 

χωρίηοντασ τθν γραμμι ςε ίςα τμιματα.        
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3.5 Καταςκευή Διαμεριςμών ςε Επίπεδη Κυκλική Επιφάνεια με ΢ταθερό 

Εμβαδό 

 

Επειδι θ πιο ςυχνι μοντελοποίθςθ των δινϊν που ςυναντιςαμε γίνεται με ζνα κυλινδρικό 

πεδίο ςτροβιλότθτασ είναι ςθμαντικό να ζχουμε τθν δυνατότθτα να ελζγχουμε τισ διαμερίςεισ 

ϊςτε να ζχουν επικυμθτζσ ιδιότθτεσ. Διαςφαλίηουμε ζτςι τθν ομαλι λειτουργία του ςχιματοσ. 

Θ πιο ςθμαντικι ιδιότθτα είναι θ επικάλυψθ των ςτοιχείων. Άλλθ ςθμαντικι ιδιότθτα που 

παρατθριςαμε  είναι ότι το πεδίο ςτροβιλότθτα πρζπει να αντιπροςωπεφεται από μία παντοφ 

αρκετά πυκνι κατανομι. Για αυτοφσ τουσ λόγουσ προτείνουμε θ επιλογι του αρχικοφ 

διαμεριςμοφ 0, jA  τθσ επιφάνειασ 
0A  να γίνεται ϊςτε κάκε επιφάνεια 0, jA  να αναπαριςτά το 

ίδιο εμβαδό πάνω ςτθν 
0A . Ραρουςιάηουμε πωσ επιτυγχάνεται αυτό ςτθν περίπτωςθ που θ 

επιφάνεια 
0A  είναι κυκλικι επιφάνεια. 

Χωρίηουμε τθν επιφάνεια 
0A , ακτίνασ R  ςε 1  διαμερίςεισ, οπότε κάκε μία από τισ 

διαμερίςεισ κα ζχει εμβαδόν: 

 
2

0
0,

( )
( )

1 1
j

E A R
E A



 
   (154) 

 

Θα ξεκινιςουμε χωρίηοντασ ζνα κυκλικό δίςκο ακτίνασ 
0r  με κζντρο το κζντρο του 

0A  ςε 

0n  διαμερίςεισ. Οπότε πρζπει να ιςχφει: 

 

 
2 2

0 0
0

0 1 1

r nR
r R

n

 

 
    (155) 

 

Ρρζπει να ςυμπλθρϊςουμε τθν επιφάνεια 
0A  με 01 n   ακόμα επιφάνειεσ. Επιλζγουμε να 

χωρίςουμε τθν υπόλοιπθ επιφάνεια ςε Q  ομόκεντρεσ κυκλικζσ λωρίδεσ qCS  και κάκε λωρίδα 

κα χωριςτεί ςε , 1,2,...,qn q Q  τμιματα. Οπότε πρζπει να ιςχφει: 

 
0

1
Q

q

q

v n


  (156) 

 

Θ εςωτερικι ακτίνα κάκε λωρίδασ, ,in qr  είναι ίςθ με τθν εξωτερικι ακτίνα τθσ προθγοφμενθσ: 

 

, , 1, 1,2,...,in q out qr r q Q    με 0, 0outr r  
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Για τθν εξωτερικι ακτίνα κάκε λωρίδασ, ,out qr  πρζπει να ιςχφει: 

  
2 2

2 2 20
, , 1 , , 1

( )
( )

1 1 1
q q out q out q q out q q out q

E A R R
E CS n r r n r n r




  
         (157) 

 

Εφαρμόηοντασ διαδοχικά, ζχουμε: 

 

1 0
,1

2 1 0
,2

,

0

,

0

1:
1

2 :
1

.

.

.

:
1

.

.

.

:
1

out

out

q

out q

Q

out q q

q

n n
q r R

n n n
q r R

q

R
q r n

q

R
q Q r n R

















 

 
 







  





 (158) 

 

Μζχρι ςτιγμισ ζχουμε καταςκευάςει το παρακάτω, ςχιμα 37: 

 

 
Σχιμα 37. Κυκλικζσ λωρίδεσ, οι οποίεσ κα χωριςτοφν ϊςτε να ζχουν ίδιο εμβαδόν 

 

Κυκλικι Λωρίδα q 

,out qr  
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Οι γωνίεσ που πρζπει να ςχθματίηει κάκε ζνα από τα qn  τμιματα ορίηονται ϊςτε κάκε τμιμα 

να ζχει ίδιο εμβαδόν με κάκε άλλο τμιμα: 

 

 

1
2

2 2 0
, , 1 2 20 0

0 0

( )
( ) 2

2 2

q q

q
q out q out q

q

q

r n n
r r

r r
n

 
 


 

  



  




    
 

 (159) 

 

Ο διαμεριςμόσ όπωσ τον ζχουμε καταςκευάςει μζχρι ςτιγμισ φαίνεται ςτο παρακάτω ςχιμα 

38: 

 

 
Σχιμα 38. Ο διαμεριςμόσ του κυκλικοφ δίςκου 

 

Θ γωνία τοποκζτθςθσ q  των διαμεριςμϊν δεν ζχει προςδιοριςτεί ακόμα. Θα 

προςδιορίςουμε πρϊτα τισ κζςεισ cjr  από τισ οποίεσ κα περνάνε οι γραμμζσ ςτροβιλότθτασ 

( )jr s . Υπενκυμίηουμε ότι τα ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ τοποκετοφνται πάνω ςτισ γραμμζσ 

ςτροβιλότθτασ ( )jr s  όπωσ περιγράψαμε ςτθν προθγοφμενθ παράγραφο. Επιλζγουμε το 

ςθμείο από το οποίο κα περνάνε οι γραμμζσ ςτροβιλότθτασ να είναι το κεντροείδεσ κάκε 

διατομισ. Οι ευκείεσ πάνω ςτισ οποίεσ βρίςκονται τα κεντροειδι για κάκε λωρίδα q περνάν 

από το κζντρο το δίςκου και ςχθματίηουν ανά δφο γωνία q  ενϊ οι απόςταςθ των 

κεντροειδϊν από το κζντρο το κφκλου είναι: 

 

 
2 2

, , , 1 , 10 0
0

0 , , 1

sin( 2)sin( 2)4 4
,

3 1 3

out q out q out q out q q

q

out q out q q

r r r rn
r R r

r r



  

 



 
 


 (160) 

q  
q  

qr  

Επιφάνεια ςε κάκε 

λωρίδα 
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Θ γωνία q  είναι θ γωνία με τθν οποία τοποκετοφνται οι διαμεριςμοί. Κάκε ζνα από τα qn  

ςτοιχεία τθσ ίδιασ λουρίδασ κα τοποκετείται ςε γωνία: 

 

 , , 2 ,..., ( 1)q q q q q q q qa a a a n       (161) 

 

Ο πιο άμεςοσ τρόποσ προςδιοριςμοφ τθσ γωνίασ είναι, να είναι ίςθ με μθδζν ι 2q  ι q .  

Άλλοσ τρόποσ είναι να προςδιοριςτεί θ q  ϊςτε θ απόςταςθ δφο διαδοχικϊν κεντροειδϊν 

πάνω ςτθν ίδια κυκλικι λουρίδα να είναι ίςθ με τθν απόςταςθ των δφο πιο κοντινϊν 

κεντροειδϊν ςε διαφορετικζσ λωρίδεσ. Αν θ απόςταςθ δφο διαδοχικϊν κεντροειδϊν 

προςδιοριςτεί πάνω ςτθν λουρίδα 1q   τότε ζχουμε:  

 

 
1

1
1 1

2
arccos 1 cos

2 2

q q

q q
q q q

r r

nr r


 




 

   
         

   

 (162) 

 

Θ ςχζςθ αυτι δίνει αποτζλεςμα μόνο τθν περίπτωςθ όπου θ απόςταςθ δφο διαδοχικϊν 

λωρίδων είναι μικρότερθ από τθν απόςταςθ δφο διαδοχικϊν ςθμείων ςτθν ίδια λωρίδα, 

δθλαδι μόνο ςτθν περίπτωςθ που ιςχφει: 

 

1 1 12(1 cos( )q q q qr r r       

 

Θ αντίςτοιχθ ςχζςθ που μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε αν δεν ιςχφει θ ςυνκικθ αυτι, αλλά 

ιςχφει θ: 

 

1 2(1 cos( )q q q qr r r     

 

Είναι θ: 

 
1

1
1

2
arccos 1 cos

2 2

q q

q q
q q q

r r

nr r


 






   
         

   

 (163) 

 

Σε περίπτωςθ που δεν ιςχφει καμία από τισ δφο παραπάνω ςυνκικεσ τότε απλά κζτουμε 

0q  . Ορίηοντασ με τον παραπάνω τρόπο τα q  διαςφαλίηουμε τθν επικάλυψθ των 

ςτοιχείων ςε περίπτωςθ που επιλζξουμε τθν παράμετρο αποκοπισ   ωσ τθν απόςταςθ των 
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γειτονικϊν ςτοιχείων πάνω ςε διαφορετικζσ κυκλικζσ λουρίδεσ. Ακολουκοφν μερικά 

παραδείγματα εφαρμογισ τθσ παραπάνω διαδικαςία.  

Θ πιο απλι περίπτωςθ είναι να χρθςιμοποιιςουμε μία λωρίδα. Σε αυτι τθν περίπτωςθ 

μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε το παρακάτω διάγραμμα, ςχιμα 39, το οποίο μασ δίνει τον 

λόγο απόςταςθ διαδοχικϊν ςθμείων ανά ακτίνα πυρινα(ςτο ςχιμα CR ) με τον αρικμό των 

ςθμείων. 

 
Σχιμα 39. 

 

Για να ζχουμε επικάλυψθ ενόσ ςθμείου με ep  γειτονικά του, πρζπει θ παράμετροσ 

αποκοπισ   να είναι ep d   . Οπότε αν είναι 3cR   και αποφαςίςουμε 1ep   τότε πρζπει 

να επιλζξουμε 
0 12n   ϊςτε να ζχουμε οριακά 1 . Το αποτζλεςμα φαίνεται ςτο ςχιμα 40. 

 
Σχιμα 40. 
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Αν χρθςιμοποιιςουμε δφο λουρίδεσ τότε θ αντίςτοιχθ οριακι περίπτωςθ είναι για 

0 18, 14n n  , ςχιμα 41. 

 
Σχιμα 41. 

 

Αν χρθςιμοποιιςουμε τρείσ λουρίδεσ θ οριακι περίπτωςθ είναι 
0 1 23, 6, 9n n n   , ςχιμα 

42. 

 
Σχιμα 42. 
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4. ΤΛΟΠΟΙΗ΢Η - ΚΩΔΙΚΑ΢ FORTRAN 95/03 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Κάκε αρικμθτικι μζκοδοσ για τθν υλοποίθςθ τθσ, απαιτεί ζνα πρόγραμμα θλεκτρονικοφ 

υπολογιςτι. Θεωροφμε το κεφάλαιο αυτό απαραίτθτο ϊςτε να είναι πλιρθσ θ παρουςίαςθ 

τθσ μεκόδου ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ, αφοφ θ κεωρθτικι ανάπτυξθ τθσ είναι απαραίτθτα 

ςυνδεδεμζνθ με τον προγραμματιςμό τθσ χρθςιμοποιϊντασ τισ ιδιαίτερεσ δυνατότθτεσ μιασ 

ςφγχρονθσ γλϊςςασ προγραμματιςμοφ. Ζνα πρόγραμμα Fortran 95/03, γενικά, αποτελείται 

από αρκρϊματα (modules) και το βαςικό πρόγραμμα (main) το οποίο καλεί τα module. Θα 

παρουςιάςουμε πρϊτα τα module του κϊδικα που αναπτφξαμε μαηί με ςυνοπτικζσ 

επεξθγιςεισ για το κακζνα και οδθγίεσ για τθν χριςθ τουσ. Οπότε ςυναντάμε κάποια βαςικι 

λεπτομζρεια ςε ςχζςθ με τθν αρικμθτικι μζκοδο κα κάνουμε ςφντομθ ςυηιτθςθ. Τελευταίο, 

παρουςιάηουμε το κφριο μζροσ του προγράμματοσ. Σθμειϊνουμε, ότι ςε όλο τον κϊδικα 

προςπακιςαμε να χρθςιμοποιιςουμε όςο το δυνατόν περιςςότερεσ δυνατότθτεσ τθσ Fortran 

95/2003 για αντικειμενοςτραφι προγραμματιςμό αλλά και τισ δυνατότθτεσ διαχείριςθσ 

εξαιρζςεων (floating-point exception handling). 
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4.1 Βαςικά MODULES του Προγράμματοσ 

 

Σε ζνα module αποκθκεφονται τοπικά είτε μεταβλθτζσ που χρθςιμοποιοφνται από το κφριο 

πρόγραμμα ι άλλα module, είτε υπορουτίνεσ και ςυναρτιςεισ με τισ οποίεσ προςφζρουμε 

παραπάνω δυνατότθτεσ ςτθν Fortran (π.χ. πράξεισ με διανφςματα). Επίςθσ, οι ςυναρτιςεισ και 

υπορουτινζσ του module είναι δυνατόν να χρθςιμοποιοφν τισ μεταβλθτζσ που ορίηονται ςτο 

module χωρίσ να απαιτείται να τισ ορίςουμε ςε κάκε ςυνάρτθςθ ι υπορουτίνα που τισ 

χρθςιμοποιεί. Κατά μία ζννοια οι μεταβλθτζσ που δθλϊνονται ςτο module είναι διακζςιμεσ 

για όλα τα επιμζρουσ τμιματα του module, αλλά και ςε όςα τμιματα το χρθςιμοποιοφν. Στθν 

ενότθτα κα παρουςιάςουμε τα module του προγράμματοσ. Σθμειϊνουμε, ότι όπου 

αναφερόμαςτε ςε πραγματικό αρικμό εννοοφμε πραγματικό αρικμό διπλισ ακρίβειασ και με 

τονιςμζνα γράμματα αναφερόμαςτε ςε μεταβλθτζσ που υπάρχουν ςτον κϊδικα.  

 

4.1.1 SPACE3D 

 

Το module ςυμπλθρϊνει τθν πθγαία γλϊςςα FORTRAN 95 με νζα αντικείμενα (objects) που 

διευκολφνουν τον προγραμματιςμό τθσ μεκόδου των ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ. Δεδομζνου ότι 

οι ςχζςεισ που χρθςιμοποιοφνται ζχουν διανυςματικι γραφι, τα διανφςματα και οι τελεςτζσ 

τουσ είναι αυτά που ορίηονται ςτα πλαίςια αυτοφ του module. Να ςθμειωκεί επίςθσ ότι θ 

βαςικι γραφι των unary και binary τελεςτϊν τθσ διανυςματικισ άλγεβρασ γίνεται με 

υπερφόρτιςθ (overloading) των αντίςτοιχων τελεςτϊν των πραγματικϊν αρικμϊν, πράγμα που 

επιτρζπει θ FORTRAN 95, μζςω τθσ εντολισ INTERFACE OPERATOR.  Ορίηουμε δθλαδι τα 

παρακάτω: 

 

1. Οριςμοί Αντικειμζνων : 

 Τφποσ Σθμείο, ςτο πρόγραμμα αναφζρεται ωσ point και αποτελείται από τρείσ 

πραγματικοφσ αρικμοφσ, x, y, z 

 Τφποσ Διάνυςμα, ςτο πρόγραμμα αναφζρεται ωσ vector και αποτελείται από τρείσ 

πραγματικοφσ αρικμοφσ, vx, vy, vz  

2. Σχζςεισ ιςότθτασ (=) : 

 ςθμείο με ςθμείο  

 διάνυςμα με διάνυςμα 

3. Ρράξεισ ςθμείου με ςθμείο :  

 Ρρόςκεςθ (+) με αποτζλεςμα ςθμείο 

  Αφαίρεςθ (-) με αποτζλεςμα διάνυςμα 

4. Ρράξεισ διανφςματοσ με διάνυςμα :   

 Ρρόςκεςθ (+) με αποτζλεςμα διάνυςμα 

 Αφαίρεςθ (-) με αποτζλεςμα διάνυςμα  
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 Εςωτερικόσ πολλαπλαςιαςμόσ (*) με αποτζλεςμα πραγματικό αρικμό  

 Εξωτερικόσ πολλαπλαςιαςμόσ (.x.) με αποτζλεςμα διάνυςμα 

5. Ρράξεισ διανφςματοσ με πραγματικό αρικμό :  

 Ρολλαπλαςιαςμόσ (*) με αποτζλεςμα διάνυςμα 

 Διαίρεςθ (/) με αποτζλεςμα διάνυςμα 

6. Ρράξθ πραγματικοφ αρικμοφ με διάνυςμα : 

 Ρολλαπλαςιαςμόσ (*) με αποτζλεςμα διάνυςμα 

7. Ρράξεισ ςθμείο με διάνυςμα :  

 Ρρόςκεςθ (+) με αποτζλεςμα ςθμείο 

8. Συναρτιςεισ με όριςμα διάνυςμα και αποτζλεςμα πραγματικό αρικμό : 

 Μζτρο(norm) και Μζτρο ςτο τετράγωνο(norm2) 

9. Συνάρτθςθ με όριςμα διάνυςμα και αποτζλεςμα διάνυςμα : 

 Μοναδιαίο διάνυςμα (unit) 

 

Το module ςχεδιάςτθκε με τζτοιο τρόπο που μασ δίνει τθν δυνατότθτα να ορίηουμε μία 

μεταβλθτι τφπου «ςθμείο» ι «διανφςματοσ» και να εκτελοφμε όλα τα παραπάνω με τον 

κλαςςικό μακθματικό ςυμβολιςμό, χωρίσ να απαιτοφνται διαφορετικζσ ςυναρτιςεισ για τθν 

κάκε περίπτωςθ (πζρα από το μζτρο και το μοναδιαίο) αφοφ θ Fortran ζχει πλζον τθν 

δυνατότθτα να αναγνωρίςει τθν κάκε περίπτωςθ (operator overloading).  

 

4.1.2 IMPLIED_DEFS 

 

Εδϊ ςυμπεριλαμβάνονται όλοι οι μακθματικοί ςυμβολιςμοί που υπονοοφνται για μασ, 

αλλά όχι για τον υπολογιςτι. Επειδι χρθςιμοποιοφνται ςυχνά είναι χριςιμο να αναφερόμαςτε 

ςυμβολικά ςε αυτά. Ζχουμε τον οριςμό του  , των μοναδιαίων διανυςμάτων και του ςθμείου 

«Αρχι των αξόνων». Αντίςτοιχα ςυμβολίηονται ωσ pi, τα μοναδιαία ii, jj, kk και τζλοσ θ αρχι 

των αξόνων Ο. 

 

4.1.3 PERIODIC_PARAMETERS  

 

Στο module PERIODIC_PARAMETERS ορίηονται οι απαραίτθτεσ παράμετροι οι οποίεσ 

απαιτοφνται για τουσ περιοδικοφσ υπολογιςμοφσ. Συγκεκριμζνα, όςο αφορά τα αςυμπτωτικά 

αναπτφγματα, ορίηονται οι αρικμοί Bernoulli, ο αρικμόσ των περιόδων (ακζραιοσ, ns) που κα 

γίνονται κανονικά οι επαγωγζσ, ο αρικμόσ των όρων (ακζραιοσ, n) που υπολογίηονται κανονικά 

ςτισ ςειρζσ, o αρικμόσ των παραγϊγων (ακζραιοσ, m) που κα ςυμμετζχουν ςτουσ 

υπολογιςμοφσ των ςειρϊν και οι ςτακερζσ που εμφανίηονται από τισ παραγϊγουσ (δθλαδι τα 
i

qM  και i

qN ). Πςο αφορά το περιοδικό πεδίο ορίηονται, θ κατεφκυνςθ e  κατά τθν οποία θ 
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κατανομι είναι περιοδικι (διάνυςμα le), το μικοσ (πραγματικόσ ll) του περιοδικοφ «κουτιοφ» 

και το «κζντρο» του(ςθμείο Rp). Το ςθμείο αυτό είναι απαραίτθτο ϊςτε να κακορίηεται το 

περιοδικό κουτί. Αν ζνα ςτοιχείο μετακινθκεί εκτόσ του «κουτιοφ» τότε πρζπει ταυτόχρονα να 

μετακινθκεί και ζνα ςτοιχείο εντόσ του κουτιοφ από τθν άλλθ μεριά. Δθλαδι αν θ προβολι τθσ 

ςχετικισ κζςθσ του ςτοιχείου από το ςθμείο Rp είναι μεγαλφτερθ από το μιςό τθσ περιόδου, 

τότε αναγκάηουμε τθν τοποκζτθςθ ενόσ ίδιου ςτοιχείου ςτθν άλλθ μεριά, ακριβϊσ όπωσ 

ςυηθτιςαμε ςτο προθγοφμενο κεφάλαιο. Ο χριςτθσ του module μπορεί να ορίηει όλα τα 

παραπάνω ανάλογα με το πρόβλθμα προσ μελζτθ.  Στο module ςυμπεριλαμβάνεται και θ 

υπορουτίνα αρχικοποίθςθσ των i

qM  και i

qN , find_M_N, θ οποία πρζπει να καλείται πάντα 

όταν χρθςιμοποιοφμε των κϊδικα για περιοδικά πεδία ςτροβιλότθτασ. 

 

4.1.4 SING_ELEM 

 

Το module SING_ELEM ςυμπεριλαμβάναμε όλεσ τισ απαραίτθτεσ ςυναρτιςεισ για τον 

υπολογιςμό των επαγόμενων ταχυτιτων και του διανφςματοσ ρυκμοφ μεταβολισ των τροπϊν. 

To module χρθςιμοποιεί (use association) τα module SPACE3D και IMPLIED_DEFS. Ο κϊδικασ 

πρζπει να «γνωρίηει» δεδομζνα για το κάκε ςτοιχείο. Κάκε ςτοιχείο ςτροβιλότθτασ, όπωσ 

αναφζρουμε ςτο προθγοφμενο κεφάλαιο, είναι ζνα ςφνολο το οποίο αποτελείται από ζνα 

κινοφμενο ςθμείο, ζνα διάνυςμα και ζνα πραγματικό αρικμό. Το ςθμείο κινείται, οπότε είναι 

νοθματικά διαφορετικό από ζνα ςθμείο το οποίο είναι ςτατικό. Μπορεί να ζχουμε κινοφμενα 

ςθμεία ανεξάρτθτα από τα ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ. Στο module, λοιπόν, ορίηεται ωσ 

μεταβλθτι το κινοφμενο ςθμείο και το ςτοιχείο ςτροβιλότθτασ. Επιπλζον, είναι χριςιμο να 

ζχουμε τθν δυνατότθτα να περνάμε πλθροφορίεσ μεταξφ διαφορετικϊν κινοφμενων ςθμείων 

και ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ οπότε ορίηουμε και ςχζςθ ιςότθτασ για αυτά. Τα πιο βαςικά 

ςτοιχεία που περιζχονται ςτο module είναι τα παρακάτω: 

 

1. Οριςμοί Αντικειμζνων: 

 Τφποσ Κινοφμενο Σθμείο, ςτο πρόγραμμα αναφζρεται ωσ mp (moving point) και 

αποτελείται από τθν κζςθ και τθν ταχφτθτα αντίςτοιχα. Στθν κζςθ αναφερόμαςτε 

με το ςθμείο p και ςτθν ταχφτθτα με το διάνυςμα v 

 Τφποs Στοιχείο Στροβιλότθτασ, ςτο πρόγραμμα αναφζρεται ωσ pvortex (point 

vortex) και αποτελείται από ζνα κινοφμενο ςθμείο, το διάνυςμα  , το διάνυςμα 

ρυκμοφ μεταβολισ των τροπϊν, το μικοσ τόξου του ςτοιχείου πάνω ςτθν καμπφλθ, 

τθν παράμετρο ομαλοποίθςθσ και μία βοθκθτικι μεταβλθτι για τθν ανακαταςκευι 

τθσ καμπφλθσ ςτθν περίπτωςθ περιοδικϊν επαγωγϊν για τθν περίπτωςθ που οι 

γραμμζσ ςτροβιλότθτασ δεν είναι κλειςτζσ. Σε αυτά αναφερόμαςτε ωσ, mp, G, dG, 

u, e_mol και pmove 
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2. Σχζςεισ Ιςότθτασ (=):  

 Κινοφμενο Σθμείο με Κινοφμενο Σθμείο  

 Στοιχείο Στροβιλότθτασ με Στοιχείο Στροβιλότθτασ 

3. Διμερισ ςχζςθ απόςταςθσ (.dist.): 

 Κινοφμενο Σθμείο με Κινοφμενο Σθμείο 

 Κινοφμενο Σθμείο με Στοιχείο Στροβιλότθτασ 

 Στοιχείο Στροβιλότθτασ με Στοιχείο Στροβιλότθτασ 

 Στοιχείο Στροβιλότθτασ με Κινοφμενο Σθμείο 

4. Υπορουτίνεσ Υπολογιςμοφ Ταχφτθτασ (indvel και periodic_indvel): 

 Από Στοιχείο Στροβιλότθτασ ςε Κινοφμενο Σθμείο 

 Από Στοιχείο Στροβιλότθτασ ςε Στοιχείο Στροβιλότθτασ 

5. Υπορουτίνεσ Υπολογιςμοφ ΢υκμοφ Μεταβολισ Τροπϊν (ind_G και periodic_ind_G): 

 Από Στοιχείο Στροβιλότθτασ ςε Στοιχείο Στροβιλότθτασ  

 

Θ περίπτωςθ ςτθν οποία ζχουμε πθγζσ ι και δίπολα ι και επιφανειακά ςτοιχεία που φζρουν 

μία κατανεμθμζνθ ιδιότθτα, είναι εφκολο να ςυμπεριλθφκεί ςτο module. Απλά πρζπει να 

προςκζςουμε υπορουτίνεσ υπολογιςμοφ τθσ επαγόμενθσ ταχφτθτασ και του ρυκμοφ 

μεταβολισ των τροπϊν για κακζνα από τα αντικείμενα που κα ςυμπεριλάβουμε. Για 

παράδειγμα, αν προςκζςουμε πθγζσ πρζπει να προςκζςουμε μία υπορουτίνα υπολογιςμοφ 

τθσ ταχφτθτασ από πθγι ςε δίνθ και μία υπορουτίνα υπολογιςμοφ του ρυκμοφ μεταβολισ των 

τροπϊν από τθν επίδραςθ τθσ πθγισ. Σθμειϊνουμε ότι οι ςχζςεισ για τθν επαγωγι ταχυτιτων 

από πθγζσ ζχουν ιδθ ςυμπεριλθφκεί ςτο κϊδικα με ςκοπό τθν μελλοντικι επζκταςθ του, αλλά 

δεν ζχουν ςυμπεριλθφκεί οι ςχζςεισ υπολογιςμοφ ρυκμοφ μεταβολισ των τροπϊν.  

Οι υπορουτίνεσ που εκτελοφν τουσ περιοδικοφσ υπολογιςμοφσ χρθςιμοποιοφν τισ ςχζςεισ 

οι οποίεσ αναπτφχκθκαν ςτο προθγοφμενο κεφάλαιο και το module PERIODIC_PARAMETERS. 

Τζλοσ, ςτο module ζχουμε ςυμπεριλάβει και τθν ςυνάρτθςθ make_vps_help θ οποία 

χρθςιμοποιείται για τον ζλεγχο του περιοδικοφ κουτιοφ. 

 

4.1.5 VP_INIT 

 

Εδϊ περιζχονται όλεσ οι απαραίτθτεσ ςυναρτιςεισ για τθν αρχικοποίθςθ των ςτοιχείων 

ςτροβιλότθτασ. Το module VP_INIT χρθςιμοποιεί τα module SPACE3D, IMPLIED_DEFS και 

SING_ELEM. Ραρουςιάηουμε τισ πιο βαςικζσ ςυναρτιςεισ που περιζχονται ςτο module.  

 

1. Συνάρτθςθ simple_vpline 

Θ ςυνάρτθςθ τοποκετεί ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ ςε μία ευκεία γραμμι ϊςτε αυτά να 

ιςαπζχουν. Θ ζξοδοσ είναι ζνασ πίνακασ-ςτιλθ 1n  τφπου pvortex. Κάκε γραμμι του πίνακα 

αποτελεί και ζνα ςτοιχείο ςτροβιλότθτασ. Οπότε ζχουμε τα pvortex(1),pvortex(2),…,pvortex(n). 
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Μία τζτοια κατανομι προκφπτει από ζνα κυλινδρικό ςωλινα ςτροβιλότθτασ. Ο ςωλινασ 

ςτροβιλότθτασ χωρίηεται ςε n μικρότερουσ κυλίνδρουσ. Κάκε ζνασ από τουσ μικρότερου 

κυλίνδρουσ ορίηει και ζνα ςτοιχείο ςτροβιλότθτασ. Ωσ δεδομζνα ειςόδου απαιτοφνται (με τθν 

παρακάτω ςειρά): 

 Θζςθ από τθν οποία αρχίηει θ γραμμι(Σθμείο): r0 

 Κατεφκυνςθ-μοναδιαίο διάνυςμα ςτθν οποία εκτίνεται ο κφλινδροσ(διάνυςμα): lel 

 Μικοσ του κυλίνδρου(πραγματικόσ αρικμόσ): lll 

 Αρικμόσ ςτοιχείων (κετικόσ ακζραιοσ): n 

 Κυκλοφορία γφρω από τον κφλινδρο (πραγματικόσ αρικμόσ): GG 

 Αρικμόσ ςτοιχείων που επικαλφπτει κάκε ςτοιχείο (πραγματικόσ αρικμόσ): ovrlp 

 

Ο αρικμόσ επικάλυψθσ κακορίηει τθν παράμετρο εξομάλυνςθσ  , οπότε απαιτείται 

προςοχι ϊςτε να ζχουμε 1  . Ο αρικμόσ επικάλυψθσ, επειδι κακορίηει τον αρικμό  , δεν 

είναι φυςικόσ αρικμόσ. Μποροφμε, για παράδειγμα, να ζχουμε ovrlp=2.5 και υπονοοφμε πάλι 

ότι επικαλφπτονται δφο γειτονικά και ο αρικμόσ   είναι μιςι φορά μεγαλφτεροσ από τθν 

περίπτωςθ που ζχουμε ovrlp=2. 

 

2. Συνάρτθςθ set_sin_vp 

Θ ςυνάρτθςθ τοποκετεί ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ ςε μία θμιτονοειδι καμπφλθ ϊςτε αυτά 

να ιςαπζχουν. Μία τζτοια κατανομι κεωροφμε ότι προκφπτει από ζνα κυλινδρικό ςωλινα 

ςτροβιλότθτασ ο οποίοσ ζχει παραμορφωκεί χρθςιμοποιϊντασ μία περιοδικι θμιτονοειδι 

διαταραχι. Αντίςτοιχα με τθν προθγοφμενθ περίπτωςθ, ο κφλινδροσ χωρίηεται ςε μικρότερουσ 

κυλίνδρουσ ίδιασ ακτίνασ με τον αρχικό και τοποκετείται ζνα ςτοιχείο ςτο κάκε κυλινδρικό 

τμιμα. Θ ςυνάρτθςθ χρθςιμοποιεί το module sin_length_n_stuff με το οποίο γίνονται οι 

απαραίτθτοι υπολογιςμοί μικουσ ςε μία θμιτονοειδισ γραμμι. Θ ζξοδοσ είναι ζνασ πίνακασ 

τφπου “pvortex”, όπωσ ακριβϊσ περιγράψαμε παραπάνω. Ωσ δεδομζνα ειςόδου απαιτοφνται 

(με τθν παρακάτω ςειρά): 

 Θζςθ από τθν οποία αρχίηει θ γραμμι (Σθμείο): r0 

 Κατεφκυνςθ-μοναδιαίο διάνυςμα ςτθν οποία εκτίνεται ο κφλινδροσ (διάνυςμα): lel 

 Κατεφκυνςθ-μοναδιαίο διάνυςμα ςτθν οποία βρίςκεται θ διαταραχι (διάνυςμα): 

ne 

 Ρλάτοσ διαταραχισ (πραγματικόσ αρικμόσ): amp 

 Μικοσ  κυλίνδρου (πραγματικόσ αρικμόσ): lll 

 Αρικμόσ ςτοιχείων (κετικόσ ακζραιοσ): n 

 Κυκλοφορία γφρω από τον κφλινδρο (πραγματικόσ αρικμόσ): GG 

 Αρικμόσ επικάλυψθσ (πραγματικόσ αρικμόσ): ovrlp 
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3. Συνάρτθςθ eq_areq_circ_dstr 

Θ ςυγκεκριμζνθ ςυνάρτθςθ τοποκετεί κινοφμενα ςθμεία “mpoints” ςε ζνα κυκλικό δίςκο 

με τον τόπο που περιγράψαμε ςτο προθγοφμενο κεφάλαιο. Θ ςυνάρτθςθ χρθςιμοποιείται από 

άλλεσ ςυναρτιςεισ που ορίηουν τα ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ ςε ζνα κφλινδρο. Επίςθσ, μπορεί να 

χρθςιμοποιθκεί και από μόνθ τθσ ςε περίπτωςθ που για κάποιο λόγο κζλουμε να 

τοποκετιςουμε ςε ζνα επίπεδο κάποια κινοφμενα ςθμεία. Θ ζξοδοσ τθσ ςυνάρτθςθσ είναι 

ζνασ πίνακασ 1n  τφπου “mpoint”. Ωσ δεδομζνα ειςόδου απαιτοφνται (με τθν παρακάτω 

ςειρά): 

 Κζντρο δίςκου (Σθμείο): r0 

 Κάκετο διάνυςμα επιπζδου που βρίςκεται ο δίςκοσ (διάνυςμα): en 

 Διάνυςμα πάνω ςτο επίπεδο του δίςκου (διάνυςμα): er 

 Ακτίνα του δίςκου (πραγματικόσ): R 

 Ρίνακασ ςτοιχείων ανά λουρίδα, βλ. κεφ. 3 (πίνακασ - ςτιλθ ακζραιων): nq  

 

4. Συνάρτθςθ vp_cyl_rankine και vp_cyl_lamb 

Με τθν βοικεια των προθγοφμενων ςυναρτιςεων, οι ςυναρτιςεισ vp_cyl_rankine και 

vp_cyl_lamb ορίηουν τα ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ για ζνα κφλινδρο ςτροβιλότθτασ του οποίου 

το πεδίο ςτροβιλότθτασ είναι αυτό μίασ δίνθσ Rankine και Lamb αντίςτοιχα. Θ ζξοδοσ τθσ 

ςυνάρτθςθσ είναι ζνασ πίνακασ ( ) 1nslices nq   τφπου “pvortex”. Ωσ δεδομζνα ειςόδου 

απαιτοφνται (με τθν παρακάτω ςειρά): 

 Θζςθ από τθν οποία αρχίηει ο κφλινδροσ (Σθμείο): r0 

 Κατεφκυνςθ ςτθν οποία εκτίνεται ο κφλινδροσ (διάνυςμα): lel 

 Μικοσ του κυλίνδρου (πραγματικόσ αρικμόσ): lll 

 Αρικμόσ κυκλικϊν δίςκων (ακζραιοσ): nslices 

 Ακτίνα κυλίνδρου (πραγματικόσ): R 

 Διάνυςμα πάνω ςτο επίπεδο του δίςκου (διάνυςμα): er 

 Ρίνακασ ςτοιχείων ανά λουρίδα, βλ. κεφ. 3 (πίνακασ - γραμμι ακζραιων): nq 

 Κυκλοφορία (πραγματικόσ): GG 

 Αρικμόσ επικάλυψθσ (πραγματικόσ αρικμόσ): ovrlp 

 

Πλεσ οι παραπάνω ςυναρτιςεισ είναι φτιαγμζνεσ ϊςτε να είναι πιο εφκολθ θ χριςθ τουσ με το 

ςχιμα ανακατανομισ των ςτοιχείων. Ρζρα από αυτζσ υπάρχουν και άλλεσ ςυναρτιςεισ οι 

οποίεσ χρθςιμοποιικθκαν πριν τθν ανακατανομι των ςτοιχείων. Αυτζσ εκτελοφν κανονικά τισ 

ολοκλθρϊςεισ για να ορίηουν τα ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ. Οι ολοκλθρϊςεισ γίνονται ςε απλά 

πλζγματα ϊςτε να μποροφν να γίνουν αναλυτικά.  
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4.1.6 VORTWALK 

 

Οι ςυναρτιςεισ που ορίηουν τα ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ ζχουν ωσ ζξοδο πάντα πίνακεσ οι 

οποίοι περιζχουν τα ςτοιχεία. Tο module VORTWALK περιζχει όλεσ τισ απαραίτθτεσ 

υπορουτίνεσ, ϊςτε να εκτελοφνται διαδοχικά οι επαγωγζσ ταχυτιτων και οι υπολογιςμοί του 

ρυκμοφ μεταβολισ των τροπϊν ςε κάκε ςτοιχείο από κάκε ςτοιχείο. Επιπλζον, ςτο module 

ςυμπεριλαμβάνεται και θ υπορουτίνα με τθν οποία λφνεται το ςφςτθμα διαφορικϊν 

εξιςϊςεων. Ππωσ αναφζραμε και ςτο προθγοφμενο κεφάλαιο το αρικμθτικό ςχιμα επίλυςθσ 

είναι μία μζκοδοσ Runge-Kutta τζταρτθσ τάξθσ θ οποία περιγράφεται αναλυτικά ςτο (Hockney 

& Eastwood, 1981). Ο τρόποσ με τον οποίο δομείται θ μζκοδοσ δίνει τθν δυνατότθτα να γίνεται 

οικονομία μνιμθσ για αυτό και θ ςυγκεκριμζνθ χαρακτθρίηεται ωσ χαμθλϊν απαιτιςεων ςε 

μνιμθ (low storage method). 

Θ υπορουτίνα που λφνει το ςφςτθμα εξιςϊςεων ονομάηεται vp_walk και θ αντίςτοιχθ 

περιοδικι periodic_vp_walk. Οι δφο υπορουτίνεσ χρθςιμοποιοφν δφο μεταβλθτζσ. Ωσ είςοδο 

χρθςιμοποιείται ο πίνακα ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ και το χρονικό βιμα. Ο καινοφργιοσ 

πίνακασ ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ γράφεται πάνω ςτον παλιό πίνακα, δθλαδι ο πίνακασ 

χρθςιμοποιείται και ωσ μεταβλθτι ειςόδου και ωσ μεταβλθτι εξόδου20. Οι υπορουτίνεσ 

χρθςιμοποιοφν τισ υπορουτίνεσ vo2vo_velo και vo2vo_G για τον υπολογιςμό των επαγόμενων 

ταχυτιτων από κάκε ςτοιχείο ςτροβιλότθτασ ςε κάκε ςτοιχείο ςτροβιλότθτασ και αντίςτοιχα 

του ρυκμοφ μεταβολισ των τροπϊν. Θ υπορουτίνα για τα περιοδικά πεδία χρθςιμοποιεί και τισ 

αντίςτοιχεσ περιοδικζσ υπορουτίνεσ  periodic_vo2vo_velo και periodic_vo2vo_G.  

Εκτόσ των παραπάνω υπορουτινϊν ςυμπεριλαμβάνονται και οι υπορουτίνεσ vo2mp_velo 

και periodic_vo2mp_velo. Με τισ υπορουτίνεσ μποροφμε να υπολογίςουμε ταχφτθτεσ που 

επάγονται από ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ ςε κινοφμενα ςθμεία. Οι ςυγκεκριμζνεσ υπορουτίνεσ 

γράφτθκαν με ςκοπό τθν μελλοντικι επζκταςθ του κϊδικα και επιπλζον χρθςιμοποιοφνται 

από ζνα πρόγραμμα post-processing των αποτελεςμάτων του κϊδικα για τον υπολογιςμό 

ταχυτιτων ςε ζνα πλζγμα. Οι ταχφτθτεσ πάνω ςτο πλζγμα χρθςιμοποιοφνται από το Tecplot 

για τουσ υπολογιςμοφσ του πεδίου ςτροβιλότθτασ. Με αυτό τον τρόπο βρίςκουμε το πεδίο 

ςτροβιλότθτασ που ορίηεται από τα ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ.   

 

4.1.7 ΗΕRΜΙΣΙΑΝ_Ν_STUFF 

 

Στο Κεφάλαιο 3 αναπτφξαμε το ςχιμα αναδιανομισ που χρθςιμοποιιςαμε. Για τον 

υπολογιςμό του μικουσ και τθν επανατοποκζτθςθ των ςτοιχείων τονίςαμε ότι πρζπει μεταξφ 

διαδοχικϊν ςθμείων να παρεμβάλουμε μία καμπφλθ Hermite. Το module φτιάχτθκε ϊςτε να 

εκτελοφνται βαςικζσ διαδικαςίεσ τθσ αναδιανομισ των ςτοιχείων, όχι όμωσ θ ίδια θ 

                                                      
20

 Θ περίπτωςθ αυτι δίνεται με το χαρακτθριςμό μεταβλθτισ intent(inout) 
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αναδιανομι. Στο module αρχικά ορίηονται τρεισ πίνακεσ-ςτιλεσ point_set, vector_set και 

u_set οι οποίοι αντίςτοιχα είναι τφπου ςθμείο (point), διάνυςμα (vector) και πραγματικόσ 

αρικμόσ (real). Στον πίνακα point_set αποκθκεφονται τα τθσ καμπφλθσ, τα οποία 

ανανεϊνονται ςε κάκε χρονικό βιμα. Στον πίνακα vector_set αποκθκεφονται τα εφαπτόμενα 

διανφςματα τθσ καμπφλθσ, τα οποία επίςθσ ανανεϊνονται ςε κάκε χρονικό βιμα 

χρθςιμοποιϊντασ τα διανφςματα ςτροβιλότθτασ ςε κάκε ςθμείο. Τζλοσ, ςτον πίνακα u_set 

αποκθκεφονται οι τιμζσ τθσ παραμζτρου για τθν αναπαράςταςθ τθσ καμπφλθσ. Οι τρείσ 

πίνακεσ χρθςιμοποιοφνται από τισ ςυναρτιςεισ που ορίηονται ςτο module.  

 

1. Συναρτιςεισ Hermitian και tanHermitian 

Θ ςυνάρτθςθ Hermitian ςυνκζτει τθν καμπφλθ Hermite μεταξφ των δοςμζνων ςθμείων του 

πίνακα point_set με τθν ςειρά που δίνονται ςτο πίνακα. Τα εφαπτόμενα διανφςματα τθσ 

καμπφλθσ ςτα δοςμζνα ςθμεία είναι αυτά που ορίηονται ςτον πίνακα vector_set. Για τθν 

αναπαράςταςθ τθσ καμπφλθσ χρθςιμοποιοφνται οι τιμζσ του πίνακα u_set. Θ ςυνάρτθςθ ζχει 

ωσ είςοδο τθν τιμι τθσ παραμζτρου u και ωσ ζξοδο τθν κζςθ πάνω ςτθν καμπφλθ για τθν τιμι 

τθσ παραμζτρου που χρθςιμοποιιςαμε ωσ είςοδο. Αντίςτοιχα, θ ςυνάρτθςθ tanHermitian ζχει 

ωσ ζξοδο το εφαπτόμενο διάνυςμα ςτθν κζςθ όπου θ παράμετροσ παίρνει τθν τιμι που 

δίνουμε ςτθν είςοδο. 

 

2. Συνάρτθςθ Hermitian_length 

Θ ςυνάρτθςθ υπολογίηει το μικοσ τθσ καμπφλθσ μεταξφ δφο ςθμείων. Για τθν αρικμθτικι 

προςζγγιςθ του ολοκλθρϊματοσ χρθςιμοποιιςαμε τθν μζκοδο Simpson-1 3 . Ωσ είςοδο θ 

ςυνάρτθςθ δζχεται τισ παραμζτρουσ των δφο κζςεων που κζλουμε να υπολογίςουμε και των 

αρικμό των  υποδιαςτθμάτων για τθν ολοκλιρωςθ. 

 

3. Συνάρτθςθ adpt_Hermitian_length 

Θ ςυνάρτθςθ χρθςιμοποιεί διαδοχικά τθν ςυνάρτθςθ Hermitian_length, για να υπολογίςει 

το μικοσ τθσ καμπφλθσ μεταξφ δφο ςθμείων, πυκνϊνοντασ τον αρικμό των υποδιαςτθμάτων 

(μζκοδοσ Romberg). H προςαρμόςιμθ (adaptive) μζκοδοσ ςταματάει όταν το ςφάλμα γίνει 

μικρότερο από μία δοςμζνθ τιμι. 

 

4. Υπορουτίνα Herm_find_u 

Θ υπορουτίνα υπολογίηει τθν κζςθ-παράμετρο πάνω ςτθν καμπφλθ θ οποία απζχει 

ςυγκεκριμζνθ απόςταςθ μικοσ τόξου από μια δεδομζνθ κζςθ-παράμετρο πάνω ςτθν 

καμπφλθ. Για τθν επίλυςθ τθσ εξίςωςθσ που προκφπτει χρθςιμοποιείται θ μζκοδοσ τθσ 

διχοτόμθςθσ. Αποφαςίςαμε να χρθςιμοποιιςουμε τθν μζκοδο τθσ διχοτόμθςθσ επειδι τα 

διαδοχικά αποτελζςματα άλλων μεκόδων υπιρχε περίπτωςθ να βρίςκονται εκτόσ του πεδίου 

οριςμοφ τθσ παραμζτρου τθσ καμπφλθσ. Με τθν μζκοδο τθσ διχοτόμθςθσ είμαςτε ςίγουροι ότι 
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τα διαδοχικά αποτελζςματα κα βρίςκονται πάντα ςτο πεδίο οριςμοφ τθσ καμπφλθσ. Θ 

υπορουτίνα δζχεται τρείσ μεταβλθτζσ. Θ πρϊτθ μεταβλθτι είναι θ παράμετροσ του ςθμείου 

πάνω ςτθν καμπφλθ από το οποίο ηθτάμε το ςθμείο που κα ζχουμε ωσ απάντθςθ να απζχει 

ςυγκεκριμζνθ απόςταςθ. Θ δεφτερθ μεταβλθτι είναι το δεδομζνο μικοσ τόξου πάνω ςτθν 

καμπφλθ. Τζλοσ, θ τρίτθ μεταβλθτι είναι θ παράμετροσ, αρχικι υπόκεςθ, για τθν εκκίνθςθ των 

υπολογιςμϊν και ζχει τον χαρακτθριςμό είςοδοσ-ζξοδοσ, αφοφ ςε αυτι αποκθκεφονται και τα 

αποτελζςματα ζωσ τθ ςφγκλιςθ.  

 

4.1.8 REDISTRIBUTΙΟΝ 

 

Στο module REDISTRIBUTΙΟΝ αποκθκεφονται οι απαραίτθτεσ πλθροφορίεσ και ορίηονται οι 

υπορουτίνεσ για τθν αναδιανομι των ςτοιχείων. Αρχικά, ορίηονται ζξι πίνακεσ-ςτιλεσ 

μεταβλθτϊν ςτοιχείων (allocatable arrays) circulation, overlapping, particles_at_line, totL, 

particles_at_line_new, vpshelp. Οι τρείσ πρϊτοι πίνακεσ λαμβάνουν τισ αρχικζσ τουσ τιμζσ ςτο 

κφριο πρόγραμμα. Σε κάκε γραμμι των πινάκων αποκθκεφεται θ απαραίτθτθ πλθροφορία 

κάκε ςυνόλου από ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ. Κάκε γραμμι, λοιπόν, αντιπροςωπεφει και ζνα 

ςφνολο ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ. Κάκε ςφνολο ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ ορίηεται με τθν 

ζννοια ότι τα ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ αντιπροςωπεφουν ζνα λεπτό ςωλινα ςτροβιλότθτασ, 

όπωσ περιγράψαμε ςτο προθγοφμενο κεφάλαιο, και χαρακτθρίηεται από τθν κυκλοφορία του 

και το ςυνολικό μικοσ τθσ γραμμισ των ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ. Αντίςτοιχα αποκθκεφονται 

ςε μια γραμμι του πίνακα circulation και του πίνακα totL. Σε κάκε γραμμι ο αρικμόσ των 

ςτοιχείων αποκθκεφεται ςτον πίνακα particles_at_line και ςε περίπτωςθ που απαιτείται 

αναδιανομι των ςτοιχείων αποκθκεφεται ςτο πίνακα particles_at_line_new. Στον πίνακα 

vpshelp αποκθκεφονται τα νζα ςτοιχεία που προκφπτουν από τθν αναδιανομι. Τζλοσ, ςε κάκε 

γραμμι του πίνακα overlapping είναι αποκθκευμζνθ θ επικυμθτι επικάλυψθ των ςτοιχείων θ 

οποία διατθρείται για κάκε γραμμι. Θ υπορουτίνα rdstr_check_n_do, θ οποία δζχεται ωσ 

είςοδο τον πίνακα των ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ, εκτελεί τθν αναδιανομι των ςτοιχείων για 

τθν περίπτωςθ κατά τθν οποία το πεδίο ςτροβιλότθτασ δεν είναι περιοδικό. Αντίςτοιχα, 

χρθςιμοποιοφμε τθν υπορουτίνα periodic_rdstr_check_n_do για τθν περίπτωςθ που το πεδίο 

ςτροβιλότθτασ είναι περιοδικό. Θ αναδιανομι των ςτοιχείων γίνεται όπωσ περιγράψαμε ςτθν 

αντίςτοιχθ ενότθτα του κεφαλαίου 3. 
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4.2 Σο Κύριο Πρόγραμμα – Παραδείγματα Φρήςησ των MODULE 

 

Σε αυτι τθν ενότθτα κα παρουςιάςουμε το κφριο πρόγραμμα ςτο οποίο χρθςιμοποιοφμε 

τα module με τζτοιο τρόπο ϊςτε να ζχουμε το επικυμθτό αποτζλεςμα. Για το ςκοπό αυτό κα 

χρθςιμοποιιςουμε δφο παραδείγματα. Στο πρϊτο παράδειγμα κα χρθςιμοποιιςουμε μόνο το 

module SPACE3D για να εκτελζςουμε πράξεισ με διανφςματα. Με αυτό το απλό παράδειγμα 

υποδεικνφεται θ βαςικι χριςθ του module και θ γενικι μορφι του προγράμματοσ. Αφοφ 

δθλϊςουμε τθν χριςθ των module ςτο κϊδικα, υπονοείται για τον κϊδικα οτιδιποτε ζχει 

ςυμπεριλθφκεί ςτο module. Στο δεφτερο παράδειγμα, χρθςιμοποιοφμε ςταδιακά τα module 

για να φτιάξουμε ζνα πρόγραμμα με το οποίο κα λφνουμε το πρόβλθμα δυναμικισ πεδίων 

ςτροβιλότθτασ, που άλλωςτε είναι και ο ςκοπόσ μασ.      

 

4.2.1 Παράδειγμα Πρώτο – Φρήςη του module SPACE3D 

 

Ασ δοφμε ζνα παράδειγμα για το module SPACE3D. Θα φτιάξουμε ζνα πρόγραμμα που να 

εκτελεί απλοφσ υπολογιςμοφσ διανυςμάτων για να βρίςκει τo διάνυςμα τθσ προβολισ ενόσ 

διανφςματοσ, το οποίο ορίηεται από τα ςθμεία p1 και p2, κατά τθν κατεφκυνςθ που ορίηει ζνα 

διάνυςμα v1, ςτθν οποία κα αποκθκεφεται το αποτζλεςμα, και τζλοσ κα εμφανίηεται ςτθν 

οκόνθ. Ρρϊτο βιμα είναι να δθλϊςουμε ότι το πρόγραμμα κα χρθςιμοποιεί τουσ τφπουσ 

(αντικείμενα ςε γλϊςςα αντικειμενοςτραφι προγραμματιςμοφ), τισ ςχζςεισ ιςότθτασ, τισ 

πράξεισ και τισ ςυναρτιςεισ που ορίηονται ςτο module. Με αυτό τον τρόπο μποροφμε 

ορίςουμε τθν μεταβλθτι v1 ωσ διάνυςμα και τισ μεταβλθτζσ p1, p2 ωσ ςθμεία. Μετά 

κακορίηουμε τα απαραίτθτα δεδομζνα και τζλοσ, εκτελοφμε τισ πράξεισ και τυπϊνεται το 

αποτζλεςμα. 

 

program simple_calcs                                               !Αρχι 

use space3d                                                               !χρθςιμοποιϊ ό,τι ζχω ορίςει ςτο module 

implicit none                                                             ! καμία μεταβλθτι δεν υπονοείται 

type(vector) :: v1                                                       ! κακορίηω ότι τo v1 είναι διάνυςμα 

type(point) :: p1, p2                                                   ! κακορίηω ότι τα p1,p2 είναι ςθμεία 

v1=vector(1d0,2d0,0d0)                                            ! δίνω ςυνιςτϊςεσ του διανφςματοσ 

p1=point(1d0,1d0,1d0)                                             ! αντίςτοιχα τισ ςυντεταγμζνεσ των  

p2=point(1.5d1,0d0,2d-1)                                         !  ςθμείων 

v1=unit(v1)*(unit(v1)*(p2-p1))                                 ! πράξεισ 

print *, v1                                                                 ! Αποτζλεςμα ςτθν οκόνθ 

end program simple_calcs                                      ! Σζλοσ 

 

Καταλαβαίνουμε ότι θ ευκολία που προςφζρει το παραπάνω module ζχει ςθμαντικι πρακτικι 

αξία. Πταν ζχουμε να κάνουμε με πολλζσ διανυςματικζσ πράξεισ, αν γίνουν ανά ςυνιςτϊςα, 
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απαιτείται ιδιαίτερθ προςοχι ϊςτε να αποφευχκοφν λάκθ εξαιτίασ των πολλϊν γραμμϊν 

κϊδικα. Χρθςιμοποιϊντασ το module, χρειάηονται μόνο τόςεσ γραμμζσ όςεσ και για να 

γράψουμε τθν ςχζςθ ςτο χαρτί, οπότε και θ πικανότθτα να γίνει λάκοσ μειϊνεται. 

Ραρατθριςτε ότι ο κϊδικασ επιμελείται μόνοσ του των πράξεων ςαν να ιταν ενςωματωμζνεσ 

ςτθν γλϊςςα προγραμματιςμοφ.  

 

4.2.2 Παράδειγμα Δεύτερο – Ένασ Κώδικασ Επίλυςησ του Προβλήματοσ 

Δυναμικήσ Εξέλιξησ Περιοδικών Πεδίων ΢τροβιλότητασ με Ανακατανομή 

των ΢τοιχείων 

 

Στο δεφτερο παράδειγμα κα χρθςιμοποιιςουμε το module VP_INIT για να φτιάξουμε ζνα 

τετράγωνο με μοναδιαίο μικοσ πλευράσ πάνω ςτο xy επίπεδο, από ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ, 

χρθςιμοποιϊντασ τζςςερεισ γραμμζσ από ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ. Το κζντρο του τετραγϊνου 

κα είναι το ςθμείο pc και θ κυκλοφορία γφρω από τθν γραμμι Gs, και τα δφο κα ορίηονται ςτο 

κϊδικα. Για το ςκοπό αυτό κα χρθςιμοποιιςουμε τθν ςυνάρτθςθ simple_vpline. Με παρόμοιο 

τρόπο μποροφμε να φτιάξουμε διαφορετικζσ αρχικζσ τοπολογίεσ ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ.  

 

program rec_vortex                                                  !Αρχι 

use space3d                                                               !χρθςιμοποιϊ ό,τι ζχω ορίςει ςτα module 

use implied_defs  

use sing_elem 

use vp_init                                                                              

implicit none                                                             ! καμία μεταβλθτι δεν υπονοείται 

integer, parameter :: nvort=200                           ! αρικμόσ ςτοιχείων ανά γραμμι 

type(point) :: pc                                                        ! κζντρο τετραγϊνου 

real(kind(0.d0)) :: Gs                                               ! κυκλοφορία τετραγϊνου 

type(pvortex), dimension(4*nvort) :: vps            ! πίνακασ-ςτιλθ ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ 

pc=O                                                                          ! το pc ταυτίηεται με τθν αρχι των αξόνων 

Gs=10d0                                                                   ! τιμι τθσ κυκλοφορίασ                                                

! ---------------------------------------Δθμιουργία πίνακα vps------------------------------------------------- 

vps(1:nvort)=simple_vpline(pc+0.5d0*ii+0.5d0*jj,(-1d0)*jj,1,nvort,Gs,3d0) 

vps(nvort+1:2*nvort)=simple_vpline(pc+0.5d0*ii-0.5d0*jj,(-1d0)*jj,1,nvort,Gs,3d0) 

vps(2*nvort+1:3*nvort)=simple_vpline(pc-0.5d0*ii-0.5d0*jj,(-1d0)*jj,1,nvort,Gs,3d0) 

vps(3*nvort+1:4*nvort)=simple_vpline(pc-0.5d0*ii+0.5d0*jj,(-1d0)*jj,1,nvort,Gs,3d0) 

!-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------  

end program rec_vortex                                          ! Σζλοσ 

 

Για να γίνει θ μετακίνθςθ των ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ αρκεί να χρθςιμοποιιςουμε ςτον 

κϊδικα το module VORTWALK, να δϊςουμε το χρονικό βιμα και τον αρικμό των βθμάτων και 
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τζλοσ, να προςκζςουμε ζνα τμιμα επαναλιψεων για τθν μετακίνθςθ των ςτοιχείων 

ςτροβιλότθτασ. Οπότε ο κϊδικασ κα είναι: 

program rec_vortex                                                  !Αρχι 

use space3d                                                               !χρθςιμοποιϊ ό,τι ζχω ορίςει ςτα module 

use implied_defs  

use sing_elem 

use vp_init                                     

use vortwalk                                                              ! χριςθ module για λφςθ διαφορικϊν 

implicit none                                                             ! καμία μεταβλθτι δεν υπονοείται 

integer,parameter :: nvort=200, tsteps=1000    ! αρικμόσ ςτοιχείων ανά γραμμι και βιματα 

integer :: i 

type(point) :: pc                                                         ! κζντρο τετραγϊνου 

real(kind(0.d0)) :: Gs                                                ! κυκλοφορία τετραγϊνου 

real(kind(0.d0)), parameter :: dt = 1d-3               ! χρονικό βιμα 

type(pvortex), dimension(4*nvort) :: vps            ! πίνακασ-ςτιλθ ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ 

pc=O                                                                          !το pc ταυτίηεται με τθν αρχι των αξόνων 

Gs=10d0                                                                 

! ---------------------------------------Δθμιουργία πίνακα vps------------------------------------------------- 

vps(1:nvort)=simple_vpline(pc+0.5d0*ii+0.5d0*jj,(-1d0)*jj,1,nvort,Gs,3d0) 

vps(nvort+1:2*nvort)=simple_vpline(pc+0.5d0*ii-0.5d0*jj,(-1d0)*jj,1,nvort,Gs,3d0) 

vps(2*nvort+1:3*nvort)=simple_vpline(pc-0.5d0*ii-0.5d0*jj,(-1d0)*jj,1,nvort,Gs,3d0) 

vps(3*nvort+1:4*nvort)=simple_vpline(pc-0.5d0*ii+0.5d0*jj,(-1d0)*jj,1,nvort,Gs,3d0) 

!-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------  

time_iterations: do i=1, tsteps                                 ! επαναλιψεισ για τα χρονικά βιματα 

call vpwalk(vps,dt) 

end do time_terations 

end program rec_vortex                                          ! Σζλοσ 

 

Σε περίπτωςθ που κζλουμε να χρθςιμοποιιςουμε και ανακατανομι των δινϊν τότε αρκεί 

να χρθςιμοποιιςουμε το module REDISTRIBUTION  και να δϊςουμε αρχικζσ τιμζσ ςτουσ τρείσ 

πίνακεσ-ςτιλεσ, όπωσ αναφζραμε ςτθν προθγοφμενθ παράγραφο. Επιπλζον, επειδι θ 

ςυνάρτθςθ simple_vpline αρχικοποιεί τθν παράμετρο μικοσ τόξου πάνω ςτθν ευκεία ςαν να 

μθν υπιρχαν οι άλλεσ ευκείεσ πρζπει να προςκζςουμε το μικοσ τθσ προθγοφμενθσ ευκείασ ςε 

αυτι. Επίςθσ, πρζπει ςτο τμιμα επαναλιψεων να προςκζςουμε και τθν υπορουτίνα 

αναδιανομισ των ςτοιχείων. Ακολουκεί ο κϊδικασ. 

 

program rec_vortex                                                  !Αρχι 

use space3d                                                               !χρθςιμοποιϊ ό,τι ζχω ορίςει ςτα module 

use implied_defs  

use sing_elem 

use vp_init                                     

use vortwalk                                                              ! χριςθ module για λφςθ διαφορικϊν 

use redistribution                                                     ! χριςθ module για ανακατανομι 



118  

 

implicit none                                                             ! καμία μεταβλθτι δεν υπονοείται 

integer,parameter :: nvort=200, tsteps=1000    ! αρικμόσ ςτοιχείων ανά γραμμι και βιματα 

integer :: i 

type(point) :: pc                                                         ! κζντρο τετραγϊνου 

real(kind(0.d0)) :: Gs                                                ! κυκλοφορία τετραγϊνου 

real(kind(0.d0)), parameter :: dt = 1d-3               ! χρονικό βιμα 

type(pvortex), dimension(:),allocatable :: vps    ! πίνακασ-ςτιλθ ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ 

                                                                                    ! παρατθριςτε ότι τϊρα είναι μεταβλθτόσ 

pc=O                                                                           !το pc ταυτίηεται με τθν αρχι των αξόνων 

Gs=10d0          

allocate(vps(4*nvort),circulation(4),particles_at_line(4),particles_at_line_new(4),totL(4), & 

             Overlapping(4))                                            ! κακορίηουμε τισ γραμμζσ των πινάκων  

circulation=Gs                                                           ! κακορίηουμε τισ αρχικζσ τιμζσ των 

particles_at_line=nvort                                           ! απαραίτθτων για τθν ανακατανομι 

overlapping=3d0                                                      ! πινάκων 

! ---------------------------------------Δθμιουργία πίνακα vps------------------------------------------------- 

vps(1:nvort)=simple_vpline(pc+0.5d0*ii+0.5d0*jj,(-1d0)*jj,1,nvort,Gs,3d0) 

vps(nvort+1:2*nvort)=simple_vpline(pc+0.5d0*ii-0.5d0*jj,(-1d0)*jj,1,nvort,Gs,3d0) 

vps(nvort+1:2*nvort)%u= vps(nvort+1:2*nvort)%u+1       ! προςκζτουμε το μικοσ τθσ προθγοφμενθσ καμπφλθσ 

vps(2*nvort+1:3*nvort)=simple_vpline(pc-0.5d0*ii-0.5d0*jj,(-1d0)*jj,1,nvort,Gs,3d0) 

vps(2*nvort+1:3*nvort)%u= vps(2*nvort+1:3*nvort)%u+2  

vps(3*nvort+1:4*nvort)=simple_vpline(pc-0.5d0*ii+0.5d0*jj,(-1d0)*jj,1,nvort,Gs,3d0) 

vps(3*nvort+1:4*nvort)%u= vps(3*nvort+1:4*nvort)%u+3 

!-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------  

time_iterations: do i=1, tsteps                                 ! επαναλιψεισ για τα χρονικά βιματα 

call vpwalk(vps,dt) 

call periodic_rdstr_check_n_do(vps) 

end do time_terations 

end program rec_vortex                                          ! Σζλοσ 

 

Για τθν περίπτωςθ περιοδικϊν πεδίων ςτροβιλότθτασ αρκεί να χρθςιμοποιιςουμε το module 

PERIODIC_PARAMETERS, να καλζςουμε τθν υπορουτίνα find_M_N και να αλλάξουμε τισ 

υπορουτίνεσ με τισ αντίςτοιχεσ περιοδικζσ. Σθμειϊςτε ότι το μικοσ του περιοδικοφ κουτιοφ 

κακορίηεται από τον χριςτθ ςτο module. O κϊδικασ ςε αυτι τθν περίπτωςθ γίνεται:  

 

program rec_vortex                                                  !Αρχι 

use space3d                                                               !χρθςιμοποιϊ ό,τι ζχω ορίςει ςτα module 

use implied_defs  

use sing_elem 

use vp_init                                     

use vortwalk                                                              ! χριςθ module για λφςθ διαφορικϊν 

use redistribution                                                      ! χριςθ module για ανακατανομι 

use periodic_parameters                                        ! χριςθ module για περιοδικά πεδία                                           

implicit none                                                             ! καμία μεταβλθτι δεν υπονοείται 
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integer,parameter :: nvort=200, tsteps=1000    ! αρικμόσ ςτοιχείων ανά γραμμι και βιματα 

integer :: i 

type(point) :: pc                                                         ! κζντρο τετραγϊνου 

real(kind(0.d0)) :: Gs                                                ! κυκλοφορία τετραγϊνου 

real(kind(0.d0)), parameter :: dt = 1d-3               ! χρονικό βιμα 

type(pvortex), dimension(:),allocatable :: vps     ! πίνακασ-ςτιλθ ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ 

                                                                                     ! παρατθριςτε ότι ο πίνακασ είναι μεταβλθτόσ 

call find_M_N                                                       ! υπολογιςμόσ των ςτακερϊν που εμφανίηονται ςτισ παραγϊγουσ 

 pc=O                                                                          !το pc ταυτίηεται με τθν αρχι των αξόνων 

Gs=10d0          

allocate(vps(4*nvort),circulation(4),particles_at_line(4),particles_at_line_new(4),totL(4), & 

             Overlapping(4))                                           ! κακορίηουμε τισ γραμμζσ των πινάκων  

circulation=Gs                                                          ! κακορίηουμε τισ αρχικζσ τιμζσ των 

particles_at_line=nvort                                           ! απαραίτθτων για τθν ανακατανομι 

overlapping=3d0                                                      ! πινάκων 

! ---------------------------------------Δθμιουργία πίνακα vps------------------------------------------------- 

vps(1:nvort)=simple_vpline(pc+0.5d0*ii+0.5d0*jj,(-1d0)*jj,1,nvort,Gs,3d0) 

vps(nvort+1:2*nvort)=simple_vpline(pc+0.5d0*ii-0.5d0*jj,(-1d0)*jj,1,nvort,Gs,3d0) 

vps(nvort+1:2*nvort)%u= vps(nvort+1:2*nvort)%u+1       ! προςκζτουμε το μικοσ τθσ προθγοφμενθσ καμπφλθσ 

vps(2*nvort+1:3*nvort)=simple_vpline(pc-0.5d0*ii-0.5d0*jj,(-1d0)*jj,1,nvort,Gs,3d0) 

vps(2*nvort+1:3*nvort)%u= vps(2*nvort+1:3*nvort)%u+2  

vps(3*nvort+1:4*nvort)=simple_vpline(pc-0.5d0*ii+0.5d0*jj,(-1d0)*jj,1,nvort,Gs,3d0) 

vps(3*nvort+1:4*nvort)%u= vps(3*nvort+1:4*nvort)%u+3 

!-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------  

time_iterations: do i=1, tsteps                                 ! επαναλιψεισ για τα χρονικά βιματα 

call periodic_vpwalk(vps,dt) 

call periodic_rdstr_check_n_do(vps) 

end do time_terations 

end program rec_vortex                                          ! Σζλοσ 

 

Στα παραπάνω δεν ζχουμε ςυμπεριλάβει εντολζσ εγγραφισ των αποτελεςμάτων ςε αρχεία. 

Είναι απαραίτθτο να ςυμπεριλάβουμε εντολζσ εγγραφισ ϊςτε να είναι δυνατι θ περεταίρω 

επεξεργαςία των αποτελεςμάτων, για παράδειγμα με το Matlab και θ οπτικοποίθςθ των 

αποτελεςμάτων με το Tecplot. Για να γίνει αυτό αρκεί να προςκζςουμε τα κατάλλθλα τμιματα 

κϊδικα, όπωσ παρακάτω. 

 

program rec_vortex                                                  !Αρχι 

use space3d                                                               !χρθςιμοποιϊ ό,τι ζχω ορίςει ςτα module 

use implied_defs  

use sing_elem 

use vp_init                                     

use vortwalk                                                              ! χριςθ module για λφςθ διαφορικϊν 

use redistribution                                                      ! χριςθ module για ανακατανομι 

use periodic_parameters                                        ! χριςθ module για περιοδικά πεδία                                           
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implicit none                                                             ! καμία μεταβλθτι δεν υπονοείται 

character(len=*),parameter :: fileext='rec_line' ! βαςικό τμιμα ονόματοσ αρχείου 

integer,parameter :: nvort=200, tsteps=1000     ! αρικμόσ ςτοιχείων ανά γραμμι και βιματα 

integer :: i, j, q, npart 

type(point) :: pc                                                         ! κζντρο τετραγϊνου 

real(kind(0.d0)) :: Gs                                                ! κυκλοφορία τετραγϊνου 

real(kind(0.d0)), parameter :: dt = 1d-3               ! χρονικό βιμα 

type(pvortex), dimension(:),allocatable :: vps    ! πίνακασ-ςτιλθ ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ 

                                                                                    ! παρατθριςτε ότι ο πίνακασ είναι μεταβλθτόσ 

call find_M_N                                                       ! υπολογιςμόσ των ςτακερϊν που εμφανίηονται ςτισ παραγϊγουσ 

 pc=O                                                                          !το pc ταυτίηεται με τθν αρχι των αξόνων 

Gs=10d0          

allocate(vps(4*nvort),circulation(4),particles_at_line(4),particles_at_line_new(4),totL(4), & 

             Overlapping(4))                                           ! κακορίηουμε τισ γραμμζσ των πινάκων  

circulation=Gs                                                          ! κακορίηουμε τισ αρχικζσ τιμζσ των 

particles_at_line=nvort                                          ! απαραίτθτων για τθν ανακατανομι 

overlapping=3d0                                                     ! πινάκων 

! ---------------------------------------Δθμιουργία πίνακα vps------------------------------------------------- 

vps(1:nvort)=simple_vpline(pc+0.5d0*ii+0.5d0*jj,(-1d0)*jj,1,nvort,Gs,3d0) 

vps(nvort+1:2*nvort)=simple_vpline(pc+0.5d0*ii-0.5d0*jj,(-1d0)*jj,1,nvort,Gs,3d0) 

vps(nvort+1:2*nvort)%u= vps(nvort+1:2*nvort)%u+1       ! προςκζτουμε το μικοσ τθσ προθγοφμενθσ καμπφλθσ 

vps(2*nvort+1:3*nvort)=simple_vpline(pc-0.5d0*ii-0.5d0*jj,(-1d0)*jj,1,nvort,Gs,3d0) 

vps(2*nvort+1:3*nvort)%u= vps(2*nvort+1:3*nvort)%u+2  

vps(3*nvort+1:4*nvort)=simple_vpline(pc-0.5d0*ii+0.5d0*jj,(-1d0)*jj,1,nvort,Gs,3d0) 

vps(3*nvort+1:4*nvort)%u= vps(3*nvort+1:4*nvort)%u+3 

!------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

open(9,file=('velo'//fileext//'.txt')) 

open(10,file=('pos'//fileext//'.txt')) 

open(11,file=('G'//fileext//'.txt')) 

open(12,file=('n'//fileext//'.txt')) 

open(13,file=('nperline'//fileext//'.txt')) 

open(14,file=('totLperline'//fileext//'.txt')) 

open(15,file=('tcplot'//fileext//'.txt')) 

 

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!MATLAB INPUT!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 

write(9,'(3f30.15)') vps%mp%v 

write(10,'(3f30.15)') vps%mp%p 

write(11,'(3f30.15)') vps%G 

write(12,'(i20)') size(vps) 

write(13,'(i20)') particles_at_line 

write(14,'(f30.15)') totL 

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 

 

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!TECPLOT INPUT!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 

write(15,*) 'TITLE ='//fileext 

write(15,'(a53)') 'VARIABLES = "x","y","z","vx","vy","vz","wx","wy","wz"' 
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npart=0 

do i=1,4 

write(15,'(a14,i5,a5,i10,a24,f10.5)') 'ZONE T = "line',i,'", I=',particles_at_line(i),', F=POINT, & 

SOLUTIONTIME=',0d0 

do j=1+npart,particles_at_line(i)+npart                                                                 

write(15,'(9f30.15)') vps(j)%mp%p,vps(j)%mp%v,vps(j)%G 

!write(15,'(9f30.15)') vps(1+npart:particles_at_line(i)+npart)%mp%p 

end do 

npart=particles_at_line(i)+npart 

end do 

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 

 

time_iterations: do i=1, tsteps                                 ! επαναλιψεισ για τα χρονικά βιματα 

 

call periodic_vpwalk(vps,dt) 

   write(9,'(3f30.15)') vps%mp%v 

   write(10,'(3f30.15)') vps%mp%p 

   write(11,'(3f30.15)') vps%G 

   write(12,'(i20)')        size(vps) 

   write(13,'(i20)')        particles_at_line 

   write(14,'(f30.15)')   totL 

 

call periodic_rdstr_check_n_do(vps) 

 

npart=0 

   do q=1,no_of_lines 

   write(15,'(a14,i5,a5,i10,a24,f10.5)') 'ZONE T = "line',q,'", I=',particles_at_line(q),', F=POINT, 

SOLUTIONTIME=',dt*i 

   do j=1+npart,particles_at_line(q)+npart 

      write(15,'(9f30.15)') vps(j)%mp%p,vps(j)%mp%v,vps(j)%G 

   end do 

   npart=particles_at_line(q)+npart 

   end do 

  

end do time_terations 

end program rec_vortex                                          ! Σζλοσ 
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5. ΑΠΟΣΕΛΕ΢ΜΑΣΑ ΚΑΙ ΢ΤΖΗΣΗ΢Η 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Θ εξζλιξθ του κεφαλαίου γίνεται ςε τρία ςτάδια. Στο πρϊτο ςτάδιο κα παρουςιάςουμε 

απλζσ περιπτϊςεισ ελζγχου του κϊδικα οι οποίεσ αφοροφν περιοδικά πεδία ςτροβιλότθτασ. 

Σκοπόσ μασ, είναι να αποδείξουμε ότι θ μζκοδοσ που αναπτφξαμε ςτο κεφάλαιο 3 λειτουργεί 

όπωσ αναμζνεται να λειτουργιςει ςε απλζσ περιπτϊςεισ. Στο δεφτερο ςτάδιο κα 

παρουςιάςουμε αποτελζςματα τα οποία προζκυψαν με τον κϊδικα και κα τα ςυγκρίνουμε με 

τα πειραματικά αποτελζςματα του Ortega. Υπενκυμίηουμε ότι ςτο κεφάλαιο 2 παρακζςαμε 

μερικά αποτελζςματα από τα πειράματα οπτικοποίθςθσ του Ortega. Στο κεφάλαιο αυτό, κα 

ςυγκρίνουμε τα αποτελζςματα του κϊδικα με τα αποτελζςματα των πειραμάτων 

οπτικοποίθςθσ αλλά και με όςα αρικμθτικά αποτελζςματα παρατίκενται ςτο (Ortega, 2001). 

Στο τελευταίο ςτάδιο κα ελζγξουμε τθν επίδραςθ του λόγου κυκλοφοριϊν του ηεφγουσ δινϊν 

και κα παρατθριςουμε τισ αλλαγζσ που ςυντελοφνται.   
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5.1 Έλεγχοσ Προγράμματοσ ςε Απλά Περιοδικά Πεδία 

 

Σε αυτι τθν ενότθτα κα παρουςιάςουμε τα αποτελζςματα που προκφπτουν από τον 

κϊδικα ςε απλά περιοδικά πεδία ςτροβιλότθτασ. Συγκεκριμζνα, κα παρουςιάςουμε 

υπολογιςμοφσ ταχυτιτων με τθ μζκοδο, τθν οποία παρουςιάςαμε ςτο κεφάλαιο 3, ςε μία δίνθ 

Rankine και μία δίνθ Lamb-Oseen. Αρχικά παρουςιάηουμε τα αποτελζςματα για μία δίνθ 

Lamb-Oseen θ οποία μπορεί να προςεγγιςτεί από μία γραμμι από ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ. Το 

ενδιαφζρον που παρουςιάηει το ςυγκεκριμζνο πρόβλθμα είναι ότι μποροφμε να παράγουμε 

μία αρκετά καλι αλλά «βεβιαςμζνθ» αναπαράςταςθ μίασ δίνθσ Lamb-Oseen με πολφ λίγα 

ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ. Για να πετφχουμε το ςκοπό μασ, ςυςχετίηουμε τθν παράμετρο 

αποκοπισ   με τον πυρινα τθσ δίνθσ R . Ζπειτα, κα ελζγχουμε τθν περίπτωςθ μία δίνθσ 

Lamb-Oseen με περιοδικι διαταραχι μικροφ πλάτουσ και μεγάλου μικουσ κφματοσ. Θ 

περίπτωςθ αυτι είναι μία από τισ ελάχιςτεσ που υπάρχει αναλυτικι λφςθ για τθν ταχφτθτα 

περιςτροφισ του επιπζδου όπου εξελίςςεται θ διαταραχι τθσ δίνθσ, εξαιτίασ των ταχυτιτων 

που επάγονται ςε αυτι λόγω τθσ διαταραχισ. Τζλοσ, παρουςιάηουμε αποτελζςματα 

χρθςιμοποιϊντασ το πλζγμα που περιγράψαμε ςτο κεφάλαιο 3 για δίνθ Rankine και Lamb-

Oseen. Υπενκυμίηουμε ότι το πλζγμα αναφζρεται ςτο εγκάρςιο επίπεδο τθσ δίνθσ. Εξαιτίασ 

αυτοφ θ επικάλυψθ των ςτοιχείων ζχει δφο διαφορετικζσ ζννοιεσ οριςμοφ. Μία κατά μικοσ 

των γραμμϊν που τοποκετοφνται τα ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ και μία κατά το εγκάρςιο 

επίπεδο. Σε αυτζσ τισ περιπτϊςεισ ελζγχουμε τθν επίδραςθ του βακμοφ επικάλυψθσ 

καταςκευάηονται διάφορουσ διαμεριςμοφσ. Σθμειϊνουμε ότι ενϊ αναφερόμαςτε ςτα μεγζκθ 

ςε εκατοςτά μποροφν να αντικαταςτακοφν γενικά ςε μονάδεσ μικουσ, θ επιλογι των 

εκατοςτϊν ζγινε για τθν άμεςθ ςφγκριςθ με αποτελζςματα του Ortega.  

 

5.1.1 Αναπαράςταςη Πεδίων ΢τροβιλότητασ από μία Γραμμή ΢τοιχείων 

΢τροβιλότητασ 

 

Θ πιο απλι περίπτωςθ ενόσ περιοδικοφ πεδίου ςτροβιλότθτασ είναι αυτό μία κυλινδρικισ 

δίνθσ. Εδϊ κα αςχολθκοφμε μόνο με τθ δίνθ Lamb-Oseen. Σε αυτζσ τισ απλζσ περιπτϊςεισ το 

πεδίο εκτείνεται από το μείον άπειρο ζωσ το ςυν άπειρο και δεν ζχουμε κάποια διαταραχι ςε 

αυτό. Θ κατεφκυνςθ e  κατά τθν οποία εκτείνεται το πεδίο ταυτίηεται με τον άξονα του 

κυλινδρικοφ πεδίου. Θ πιο απλι κατανομι ςτροβιλότθτασ που μπορεί να προκφψει για τζτοια 

πεδία ςτροβιλότθτασ είναι μία γραμμι από ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ. Αποφαςίηουμε το 

περιοδικό κουτί και άρα γνωρίηουμε το μικοσ l  του κουτιοφ. Το χωρίο V  ςτο οποίο κα γίνει ο 

διαμεριςμόσ iV  προςδιορίηεται όταν προςδιορίςουμε το περιοδικό κουτί. Χωρίηουμε το 

κφλινδρο ςε μικρότερα κυλινδρικά χωρία, ςτα οποία κα αναφερόμαςτε ωσ κυλινδρικζσ φζτεσ. 

Θ ακτίνα του κάκε κυλίνδρου εκτείνεται ζωσ το άπειρο. Οι διαδοχικζσ κυλινδρικζσ φζτεσ 
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αποτελοφν τον διαμεριςμό iV . Ζπειτα, εκτελοφμε τισ ολοκλθρϊςεισ (64), (65) για τον 

προςδιοριςμό των ςτοιχείων, δθλαδι τον προςδιοριςμό τθσ κζςθ 
ip  και του διανφςματοσ i  

κάκε ςτοιχείου. Τα αποτελζςματα είναι: 
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Για παράδειγμα, ςτο παρακάτω ςχιμα ζχουμε χωρίςει το τμιμα του κυλίνδρου που 

βρίςκεται μζςα ςτο περιοδικό κουτί ςε 22 κυλινδρικζσ φζτεσ(μικρότερουσ κυλίνδρουσ) και 

εκτελζςαμε τισ ολοκλθρϊςεισ οπότε προζκυψαν 22 ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ. Στο ςχιμα 

φαίνονται μόνο τα ςθμεία τθσ κατανομισ και δεν είναι ςχεδιαςμζνα τα διανφςματα i  τθσ 

κατανομισ.  

 

 
Σχιμα 43. Σχθματικι αναπαράςταςθ τθσ διαδικαςίασ καταςκευισ των ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ 

 

Καταςκευάηοντασ τα ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ, χρθςιμοποιϊντασ τον παραπάνω 

διαμεριςμό, χάνεται θ ζννοια του πυρινα τθσ δίνθσ, επειδι κάκε τμιμα που ολοκλθρϊνουμε 

περιζχει όλο τον πυρινα τθσ δίνθσ. Οπότε, ενϊ ςτισ μακρινζσ επαγωγζσ δεν κα ζχουμε 

l  Ρεδίο Οριςμοφ Ρεδίου 

Στροβιλότθτασ 

Τμιμα του πεδίου οριςμοφ μζςα ςτο 

περιοδικό κουτί, V , ςτο οποίο κα γίνουν οι 

διαμερίςεισ iV  

Το τμιμα του κυλίνδρου μζςα ςτο περιοδικό 

κουτί χωρίηεται ςε 22 κυλινδρικζσ φζτεσ, οι 

οποίεσ αποτελοφν τα iV ,
 

1,2,..., 22i   

Εκτελοφμε τισ ολοκλθρϊςεισ και 

προκφπτει θ κατανομι ςτροβιλότθτασ, 

δθλαδι 22 ςθμεία και 22 διανφςματα 

Μία από τισ 

διαμερίςεισ iV  του 

πεδίου 

Επιλογι Ρεριοδικοφ Κουτιοφ 
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πρόβλθμα, οι κοντινζσ επαγωγζσ κα είναι λανκαςμζνεσ. Οι κοντινζσ επαγωγζσ, όμωσ, 

εξαρτϊνται μόνο από τθν παράμετρο αποκοπισ  . Με βάςθ τθν τελευταία παρατιρθςθ, 

μποροφμε να ςυςχετίςουμε τθν παράμετρο αποκοπισ με τθν ακτίνα του πυρινα τθσ δίνθσ. 

Θ ςυγκεκριμζνθ υπόκεςθ μοντελοποίθςθσ είναι ςωςτι για δίνεσ με πυρινεσ ακτίνασ 

μικρότερεσ τθσ μονάδασ αν κεωριςουμε ότι θ οριακι, αρκετά μικρι, τιμι τθσ παραμζτρου 

αποκοπισ είναι θ μονάδα. Αρχικά, κα κάνουμε τουσ υπολογιςμοφσ για μία δίνθ Lamb-Oseen 

με 
2

2
cm1234 

s
   και μικοσ περιοδικοφ κουτιοφ 50 cml  . 

Στο παρακάτω διάγραμμα ζχουμε κάνει υπολογιςμοφσ για τθν περιφερειακι ταχφτθτα 

χρθςιμοποιϊντασ 400 ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ και διαφορετικζσ τιμζσ τθσ παραμζτρου 

επικάλυψθσ, ςτα διαγράμματα ςθμειϊνεται ωσ e_mol. Θ παράμετροσ επικάλυψθσ ep  μπορεί 

να οριςτεί ζμμεςα από τθν ςχζςθ: 

  

 
l

ep
n

    (166) 

 

Δθλαδι, για κάκε τιμι τθσ παραμζτρου αποκοπισ   μποροφμε να υπολογίςουμε τθν 

επικάλυψθ. 

 

 
Σχιμα 44. Αποτελζςματα Κϊδικα για τθν Ρεριφερειακι Ταχφτθτα 
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Με επιτυχία υπολογίηεται θ ακτινικι ταχφτθτα και θ αξονικι μθδζν. Στα παρακάτω 

διαγράμματα φαίνεται το διανυςματικό πεδίο ταχφτθτασ μαηί με τισ ιςοχψείσ ςτροβιλότθτασ 

όπωσ υπολογίςτθκαν ςτο ίδιο πλζγμα για όλεσ τισ περιπτϊςεισ. Ραρατθριςτε τθν επίδραςθ 

διαφορετικϊν παραμζτρων αποκοπισ ςτον πυρινα τθσ δίνθσ. Εςωτερικά του πυρινα τθσ δίνθσ 

θ ταχφτθτα αυξάνεται ενϊ εξωτερικά μειϊνεται. Οι υπολογιςμοί ταχυτιτων ζγιναν ςε ζνα 

ομοιόμορφο ορκογωνικό πλζγμα 20 20 20   εντόσ του περιοδικοφ κουτιοφ. Το πεδίο 

ςτροβιλότθτασ υπολογίςτθκε από το Tecplot.   

 

 

   
0.137   0.274   

 

   
0.548   0.821   

 
Σχιμα 45α. Ρεδία ταχυτιτων και πεδία Στροβιλότθτασ δίνθσ Lamb-Oseen το οποίο αντιπροςωπεφεται 

από μία γραμμι ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ 
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1.094   1.231   

 
Σχιμα 45β. Ρεδία ταχυτιτων και πεδία ςτροβιλότθτασ δίνθσ Lamb-Oseen το οποίο αντιπροςωπεφεται 

από μία γραμμι ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ 
 

 

Συγκρίνοντασ τα αποτελζςματα του κϊδικα για τθν περιφερειακι ταχφτθτα με τα αντίςτοιχα 

κεωρθτικά αποτελζςματα που δίνει μία δίνθ Lamb-Oseen, βρικαμε τθν αντιςτοιχία τθσ 

παραμζτρου αποκοπισ   με τθν ακτίνα του πυρινα μίασ δίνθσ Lamb-Oseen. Θ διανομι 

ταχφτθτασ που προζκυψε από τον κϊδικα ( ; )u f r   ςυγκρίκθκε με τθν διανομι ταχφτθτασ 

μία δίνθσ Lamb-Oseen 
, ( ; )Lambu f r R  . Θ τιμι που ελαχιςτοποιεί το τετράγωνο του 

ςφάλματοσ μεταξφ των δφο ςυναρτιςεων βρζκθκε από το Matlab και είναι 0.8038R   . 

Στον πίνακα που ακολουκεί ςυγκεντρϊνουμε τα μεγζκθ που χρθςιμοποιικθκαν και άλλα 

αρικμθτικά ςτοιχεία που προζκυψαν. 

 

 

ep    R  
0(calculated)  

0( )theoretical  

1 0,137 0,105 16872,461 35763,723 

2 0,274 0,215 6231,299 8418,947 

4 0,547 0,435 1711,738 2095,026 

6 0,821 0,655 771,555 904,471 

8 1,094 0,874 436,773 516,574 

9 1,231 0,985 345,439 404,849 

Ρίνακασ 6. Συγκεντρωτικόσ Ρίνακασ Ρεριπτϊςεων και Υπολογιςμζνων Μεγεκϊν  
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Θ μζγιςτθ τιμι τθσ ςτροβιλότθτασ προζκυψε από τα αποτελζςματα του Tecplot, ενϊ θ 

κεωρθτικι από τθν ςχζςθ:  

 

 0
0 2
( )

( )
t

R t


 


  (167) 

 

Ραρατθροφμε ότι θ μζγιςτθ τιμι τθσ ςτροβιλότθτασ είναι διαφορετικι από τθν υπολογιηόμενθ. 

Θ διαφορά οφείλεται ςτο ότι θ ςυςχζτιςθ μεταξφ των δφο ςυναρτιςεων γίνεται μόνο μεταξφ 

των παραμζτρων   και R . Επιπλζον, το πλζγμα δεν είναι αρκετά πυκνό ςτο κζντρο τθσ δίνθσ 

όπου εμφανίηονται και οι μεγαλφτερεσ κλίςεισ ςτροβιλότθτασ. Για τον ίδιο λόγο, οι 

υπολογιςμοί τθσ μζγιςτθσ τιμισ τθσ ςτροβιλότθτασ, είναι καλφτεροι όταν αυξάνεται θ ακτίνα 

του πυρινα τθσ δίνθσ, αφοφ ςε αυτι τθν περίπτωςθ το πλζγμα είναι πιο πυκνό ςτον πυρινα 

τθσ δίνθσ.  

Το πλζγμα μαηί με τισ ταχφτθτεσ που υπολογίςτθκαν από τον κϊδικα για τθν περίπτωςθ 

2ep   φαίνονται ςτο παρακάτω διάγραμμα. Αντίςτοιχα, διαγράμματα είχαμε και για τισ 

υπόλοιπεσ περιπτϊςεισ. 

 

 
Σχιμα 46. Πρια Ρλζγματοσ και το Ρεδίο Ταχφτθτασ για 2ep   
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Στα επόμενα αποτελζςματα ζλεγχου κα δοφμε πωσ μεταβάλλεται το ςφάλμα τθσ 

ταχφτθτασ όταν αλλάηουμε τον αρικμό των ςτοιχείων. Θα αςχολθκοφμε με τθν ίδια περίπτωςθ 

όπωσ παραπάνω. Χρθςιμοποιϊντασ ςυγκεκριμζνο αρικμό επικάλυψθσ, τζτοιο ϊςτε θ 

παράμετροσ αποκοπισ να είναι πάντα ίςθ με 0.547, κα μεταβάλουμε τον αρικμό των 

ςτοιχείων. Με αυτό τον τρόπο, ελζγχουμε τθν εξάρτθςθ τθσ περιφερειακισ ταχφτθτασ με τθν 

απόςταςθ από το κζντρο τθσ δίνθσ και ταυτόχρονα τθν μεταβολι του ςφάλματοσ κακϊσ 

αλλάηουμε τον αρικμό των ςτοιχείων. Στο επόμενο διάγραμμα παρουςιάηονται τα ςφάλματα 

που προζκυψαν. Πςο αφορά τισ μακρινζσ επαγωγζσ, το ςφάλμα παρατθροφμε ότι είναι πολφ 

μικρό. Θ ςυμπεριφορά αυτι είναι αναμενόμενθ, όπωσ ςχολιάςαμε ςτο κεφάλαιο 3 όπου 

παρουςιάςαμε τθν επίδραςθ τθσ παραμζτρου αποκοπισ. Επιπλζον, το αποτζλεςμα δθλϊνει 

ότι οι μακρινζσ επαγωγζσ ταυτίηονται με αυτζσ που ζχουμε από μία δίνθ Lamb-Oseen. Από τθν 

άλλθ, για τισ κοντινζσ επαγωγζσ, παρατθροφμε ότι το ςφάλμα γίνεται μεγαλφτερο ςτα ςθμεία 

πολφ κοντά ςτο κζντρο τθσ δίνθσ. Ο λόγοσ που ςυμβαίνει αυτό ζχει να κάνει με το ότι 

διατθροφμαι τθν προςζγγιςθ των μακρινϊν επαγωγϊν και για τισ κοντινζσ επαγωγζσ. Σε 

περίπτωςθ που το γενικευμζνο ολοκλιρωμα υπολογίηονταν αναλυτικά κεωροφμε ότι τα 

αποτελζςματα κα βελτιωκοφν. Τζλοσ, παρατθριςτε ότι ο αρικμόσ των ςτοιχείων δεν 

επθρεάηει ιδιαίτερα το ςφάλμα αλλά ο αρικμόσ επικάλυψθσ. Από τθν ςτιγμι που ο αρικμόσ 

επικάλυψθσ γίνει μεγαλφτεροσ τθσ μονάδασ τα ςφάλματα είναι ςχεδόν ςτακερά. Το 

αποτζλεςμα αυτό ζχει να κάνει με τθν ςυςχζτιςθ τθσ ταχφτθτασ που προζκυψε από τον 

κϊδικα με τθν αντίςτοιχθ κεωρθτικι τθσ δίνθσ Lamb-Oseen. Θ ςυγκεκριμζνθ ςυςχζτιςθ μεταξφ 

τθσ κεωρθτικισ ταχφτθτασ και αυτισ που υπολογίςτθκε από το πρόγραμμα ζχει ωσ 

αποτζλεςμα το ςφάλμα τθσ ταχφτθτασ να ζχει τθν μορφι που παρατθροφμε παρακάτω.  

  

 
Σχιμα 47. Σφάλμα Ταχφτθτασ ςε Σχζςθ με τθν Απόςταςθ από το Κζντρο τθσ Δίνθσ 
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Ππωσ αναφζρουμε και παραπάνω, χρθςιμοποιϊντασ τον ςυγκεκριμζνο διαμεριςμό 

χάνουμε τθν ζννοια του πυρινα τθσ δίνθσ και για τθν μοντελοποίθςθ του πυρινα 

χρθςιμοποιιςαμε τθν παράμετρο αποκοπισ. Ενϊ ςτα παραπάνω αποτελζςματα θ επίδραςθ 

τθσ επικάλυψθσ των ςτοιχείων ςτθν δυναμικι του προβλιματοσ εμφανίηεται ζμμεςα, ςτο 

επόμενο παράδειγμα, κα προςπακιςουμε να δϊςουμε μία εικόνα για τθν επίδραςθ τόςο ςε 

βαςικζσ παραμζτρουσ που κα χρθςιμοποιιςουμε ςτον κϊδικα όςο και ςτο τελικό αποτζλεςμα. 

Μελετάμε τθν περίπτωςθ μίασ δίνθσ Lamb-Oseen θ οποία φζρει μία περιοδικι διαταραχι 

που εξελίςςεται πάνω ςε ζνα επίπεδο. Το πλάτοσ τθσ διαταραχισ και θ ακτίνα του πυρινα τθσ 

δίνθσ είναι μικρά ςε ςχζςθ με το μικοσ κφματοσ τθσ διαταραχισ. Τζτοιεσ διαταραχζσ 

ονομάηονται διαταραχζσ μεγάλου μικουσ κφματοσ και ςθμειϊνουμε ότι τζτοιεσ είναι και οι 

διαταραχζσ που εμφανίηονται ςτα πειράματα του Ortega. Θ δίνθ αποκτά μία ταχφτθτα 

περιςτροφισ εξαιτίασ των επαγόμενων κοντινϊν ταχυτιτων. Θ Widnall απζδειξε ότι θ 

επίδραςθ των επαγόμενων ταχυτιτων ζχει ωσ αποτζλεςμα το επίπεδο τθσ διαταραχισ να 

περιςτρζφεται με ςτακερι γωνιακι ταχφτθτα ενϊ το πλάτοσ τθσ διαταραχισ παραμζνει 

ςτακερό. Δθλαδι θ διαταραχι διατθρεί τθν γεωμετρικι μορφι τθσ κατά τθν εξζλιξθ του 

φαινομζνου και δεν ζχει ωσ αποτζλεςμα τθν εξζλιξθ κάποιασ αςτάκειασ. Συγκεκριμζνα, θ 

ταχφτθτα περιςτροφισ   του επιπζδου είναι: 

 

 
2 1

ln 0.058 ln 2
4

e
R


 

  

  
    

 
 (168) 

 

Ππου 
2

l


   ο κυματάρικμοσ και 0.57721e   θ ςτακερά Euler 

 

Συνεχίηουμε με τθν ίδια απλι αναπαράςταςθ τθσ δίνθσ Lamb-Oseen, ςτθν οποία 

χρθςιμοποιοφμε μία γραμμι από ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ. Στο ςυγκεκριμζνο παράδειγμα 

όμωσ, το πεδίο ςτροβιλότθτασ δεν ταυτίηεται με αυτό μιασ δίνθσ Lamb-Oseen, εξαιτίασ τθσ 

διαταραχισ. Το αποτζλεςμα που ζχει θ διαταραχι ςτο πεδίο ςτροβιλότθτασ πρζπει να 

ςυμπεριλθφκεί ςτθν διαδικαςία των υπολογιςμϊν. Θ επίδραςθ τθσ διαταραχισ ζχει ςαν 

αποτζλεςμα τθν αλλαγι του πεδίου ςτροβιλότθτασ. Ενϊ λοιπόν το αρχικό πεδίο 

ςτροβιλότθτασ είναι αυτό μίασ δίνθσ Lamb-Oseen, το πεδίο ςτροβιλότθτασ που προκφπτει 

επιβάλλοντασ τθν διαταραχι είναι διαφορετικό. Το αποτζλεςμα είναι μία διαφορετικι 

κατανομι ςτροβιλότθτασ θ οποία προκφπτει από το νζο πεδίο ςτροβιλότθτασ, δθλαδι το 

πεδίο ςτροβιλότθτασ τθσ δίνθσ Lamb-Oseen με τθν διαταραχι. Το πρόβλθμα που εμφανίηεται 

εδϊ εχει να κάνει με τον τρόπο που κα ορίςουμε το νζο πεδίο ςτροβιλότθτασ. Το νζο πεδίο κα 

πρζπει να είναι ςωλθνοειδζσ και να ακολουκεί τθν διαταραχι που επιβάλλουμε. Ραρ’ ολ’ 

αυτά, οι δφο τελευταίεσ ςυνκικεσ δεν είναι ικανζσ για να οριςτεί καλά το νζο πεδίο 

ςτροβιλότθτασ. 
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Για τθν αντιμετϊπιςθ του προβλιματοσ υποκζτουμε ότι θ κατανομι ςτροβιλότθτασ που 

προκφπτει για μία δίνθ Lamb-Oseen, όπωσ ςυηθτιςαμε παραπάνω, κα ακολουκεί τθν 

διαταραχι που ζχουμε επιβάλλει, χωρίσ να χρειάηεται να περάςουμε από το πεδίο 

ςτροβιλότθτασ. Θ διαταραχι που επιβάλλαμε ζχει τθν μορφι τθσ καμπφλθσ: 

 

 ( ) sin( )r z A z j zk    (169) 

 

Οπότε θ διαταραχι εξελίςςεται ςτο επίπεδο yz. Αφοφ βροφμε τισ κζςεισ 
ip  των ςτοιχεία 

ςτροβιλότθτασ, όπωσ παρουςιάςαμε παραπάνω για τθν δίνθ Lamb-Oseen, τοποκετοφμε κάκε 

ςτοιχείο ςτθ νζα κζςθ: 

  sin ( )
i i i

p p A p k k     (170) 

 

Το διάνυςμα i  ορίηεται ζτςι ϊςτε να ακολουκεί τθν κλίςθ τθσ καμπφλθσ, ςχζςθ 169: 

 

 i

L dr dr

dz dzn

     (171) 

Ππου L  το μικοσ τθσ καμπφλθσ και n  ο αρικμόσ των ςτοιχείων. 

Σε αυτι τθν περίπτωςθ θ κατάλλθλθ επιλογι τθσ παραμζτρου επικάλυψθσ και χρονικοφ 

βιματοσ είναι βαςικι για να πάρουμε ςωςτά αποτελζςματα. Επιπλζον, θ επιλογι τθσ 

παραμζτρου αποκοπισ γίνεται ϊςτε θ δίνθ να ζχει ςυγκεκριμζνθ ακτίνα πυρινα, όπωσ 

ςυηθτιςαμε ςτο προθγοφμενο παράδειγμα. Συγκρίναμε τα αποτελζςματα του κϊδικα με τα 

αποτελζςματα που δίνει θ ςχζςθ τθσ Widnall, ςχζςθ 168, για τθν επαγόμενθ ταχφτθτα 

περιςτροφισ του επιπζδου τθσ διαταραχισ μιασ δίνθσ Lamb-Oseen μικροφ πυρινα και 

κυματάρικμου k . Συγκεκριμζνα, επαναλάβαμε τουσ υπολογιςμοφσ με τον κϊδικα για τον 

ζλεγχο διαφορετικϊν αρικμϊν ςτοιχείων και διαφορετικϊν παραμζτρων αποκοπισ, οπότε 

διαφορετικϊν επικαλφψεων. Στον παρακάτω πίνακα ςυνοψίηονται οι παράμετροι επικάλυψθσ 

για τισ διάφορεσ περιπτϊςεισ που ζγιναν υπολογιςμοί. 

 

ep  Αριθμός Στοιχείων 

100 200 300 400 500 600 

  

1,0988 2,000 4,000 6,000 8,000 10,000 12,000 

0,5494 1,000 2,000 3,000 4,000 5,000 6,000 

0,3660 0,667 1,333 2,000 2,667 3,333 4,000 

0,2747 0,500 1,000 1,500 2,000 2,500 3,000 

0,2198 0,400 0,800 1,200 1,600 2,000 2,400 

0,1832 0,333 0,667 1,000 1,333 1,667 2,000 

Ρίνακασ 6. Ραράμετροι επικάλυψθσ που χρθςιμοποιικθκαν για διάφορεσ τιμζσ τθσ 

παραμζτρου αποκοπισ και αρικμϊν ςτοιχείων  
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Επειδι ςτο ςυγκεκριμζνο πρόβλθμα περιμζνουμε θ μορφι τθσ διαταραχισ να μθν αλλάηει με 

τθν πάροδο του χρόνου, θ επιλογι του χρονικοφ βιματοσ είναι ιδιαίτερα ςθμαντικι. Για τθν 

ακρίβεια χρθςιμοποιϊντασ χρονικό βιμα μεγαλφτερο από αυτό που παρουςιάηεται ςτον 

παρακάτω πίνακα παρατθριςαμε ότι θ μορφι τθσ διαταραχισ άλλαηε πολφ γριγορα και είχε 

ςαν αποτζλεςμα τθν καταςτροφι τθσ λφςθσ.  Σε πρϊτθ φάςθ, λοιπόν, βρζκθκε το οριακό 

χρονικό βιμα για το οποίο ο κϊδικασ δίνει αναμενόμενα αποτελζςματα ςε κάκε περίπτωςθ. 

Μεγαλφτερο χρονικό βιμα από αυτό που δίνεται ςτον παρακάτω πίνακα ζχει ωσ αποτζλεςμα 

τθν καταςτροφι τθσ αρχικισ γεωμετρίασ. Ραρατθριςτε ότι κακϊσ αυξάνεται ο αρικμόσ των 

ςτοιχείων και μειϊνεται θ παράμετροσ αποκοπισ το χρονικό βιμα πρζπει να γίνει μικρότερο. 

Το αποτζλεςμα αυτό είναι αναμενόμενο αφοφ όςο μικρότερθ είναι θ παράμετροσ αποκοπισ 

τόςο μεγαλφτερθ είναι θ ταχφτθτα ςτθν γειτονία του κάκε ςτοιχείου και άρα απαιτείται 

μικρότερο χρονικό βιμα για να πετφχουμε ςωςτζσ μετακινιςεισ των ςτοιχείων. 

 

Χρονικό Βήμα 
Αριθμός Στοιχείων 

100 200 300 400 500 600 

  

1,0988 0,008000 0,008000 0,008000 0,008000 0,008000 0,008000 

0,5494 0,002000 0,002000 0,002000 0,005000 0,005000 0,005000 

0,3660 0,000900 0,000900 0,000900 0,000900 0,000900 0,000900 

0,2747 0,000700 0,000500 0,000500 0,000500 0,000500 0,000500 

0,2198 0,000700 0,000300 0,000300 0,000300 0,000300 0,000300 

0,1832 0,000700 0,000200 0,000200 0,000200 0,000200 0,000200 

Ρίνακασ 7. Οριακό χρονικό βιμα ανά περίπτωςθ 

  

Ο ζλεγχοσ του κατά πόςο θ διαταραχι διατθρεί τθν γεωμετρικι τθσ μορφι ζγινε με 

επεξεργαςία των αποτελεςμάτων με το Matlab. Κάκε χρονικι ςτιγμι υπολογίςτθκε θ 

απόςταςθ του κάκε ςτοιχείου από τον z-άξονα θ οποία βρζκθκε ςτακερι για κάκε ςτοιχείο. 

Για τον ζλεγχο τθσ επιπεδότθτασ τθσ διαταραχισ και τον υπολογιςμό τθσ ταχφτθτασ 

περιςτροφισ του επιπζδου ςτο οποίο εξελιςςόταν θ διαταραχι ακολουκιςαμε τθν παρακάτω 

διαδικαςία. Αρχικά, βρικαμε τθν ςτρζψθ τθσ καμπφλθσ θ οποία ορίηεται από τα ςτοιχεία 

ςτροβιλότθτασ. Θ ςτρζψθ είχε τιμζσ κοντά ςτο μθδζν. Ζπειτα, υπολογίςτθκε το μοναδιαίο 

διάνυςμα που προκφπτει από το εξωτερικό γινόμενο τθσ κζςθσ ip  κάκε ςτοιχείου με το 

αντίςτοιχο διάνυςμα i . Σε κάκε χρονικι ςτιγμι και για κάκε κζςθ υπολογίςαμε τθν ταχφτθτα 

περιςτροφισ αυτοφ του διανφςματοσ. Για όλα τα ςτοιχεία είχε περίπου τθν ίδια τιμι, όπωσ 

φάνθκε από τθν τυπικι απόκλιςθ του μεγζκουσ. Θ ταχφτθτα περιςτροφισ   τθσ δίνθσ 

βρζκθκε από τθν μζςθ τιμι των ταχυτιτων περιςτροφισ που προζκυψαν. Σθμειϊνουμε ότι 

ακολουκϊντασ τθν παραπάνω διαδικαςία διαςφαλίηουμε ότι θ διαταραχι διατθρεί τθν 

γεωμετρικι τθσ μορφι με δφο τρόπουσ. Ρρϊτον, ανεξάρτθτα τθσ κατανομισ ςτροβιλότθτασ με 

τον ζλεγχο τθσ ςτρζψθσ τθσ καμπφλθσ όπωσ αναπαριςτάτε από τισ κζςεισ των ςτοιχείων 

ςτροβιλότθτασ και  δεφτερον από τον υπολογιςμό του κάκετου διανφςματοσ ςτο επίπεδο τθσ 
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διαταραχισ με βάςθ τα διανφςματα i  τθσ κατανομισ ςτροβιλότθτασ. Θ δεφτερθ παρατιρθςθ 

είναι ιδιαίτερα ςθμαντικι, αφοφ αν τα διανφςματα τθσ κατανομισ ςτροβιλότθτασ, για κάποιο 

λόγο βρίςκονταν, εκτόσ του επιπζδου τθσ διαταραχισ θ αναπαράςταςθ του πεδίου 

ςτροβιλότθτασ κα γινόταν ςταδιακά λιγότερο ακριβισ και κα είχε ωσ αποτζλεςμα τθν 

καταςτροφι τθσ λφςθσ. Βζβαια, είναι αναμενόμενο να μθν ςυμβαίνει κάτι τζτοιο αφοφ αυτό 

ακριβϊσ προςπακιςαμε να πετφχουμε με τθν επιλογι ενόσ αρκετά μικροφ χρονικοφ βιματοσ. 

Στο παρακάτω πίνακα παρακζτουμε τα αποτελζςματα για τθν ταχφτθτα περιςτροφισ του 

επιπζδου κακϊσ και τισ αντίςτοιχεσ τιμζσ που υπολογίςτθκαν από τθν ςχζςθ τθσ Widnall. 

 

  
Αριθμός Στοιχείων 

Widnall 
100 200 300 400 500 600 

  

1,0988 4,36839 4,36796 4,36794 4,36792 4,36792 4,36792 4,61009 

0,5494 5,82035 5,80632 5,80456 5,80550 5,80549 5,80549 6,05286 

0,3660 6,74245 6,65134 6,64823 6,64978 6,64858 6,64882 6,90001 

0,2747 6,79392 7,26083 7,22859 7,24481 7,24339 7,24537 7,49894 

0,2198 6,79936 7,76713 7,71520 7,71260 7,70946 7,71019 7,96488 

0,1832 6,79789 8,07510 8,10316 8,09134 8,08697 8,08674 8,34549 

Ρίνακασ 8. Υπολογιςμζνεσ ταχφτθτεσ περιςτροφισ επιπζδου διαταραχισ 

 

Θ γραμμι εςωτερικά του πίνακα διακρίνει τισ περιπτϊςεισ όπου ο βακμόσ επικάλυψθσ είναι 

μικρότεροσ τθσ μονάδασ. Από τα παραπάνω αποτελζςματα παρατθροφμε ότι αυξάνοντασ τον 

αρικμό των ςτοιχείων, για κάκε τιμι τθσ παραμζτρου αποκοπισ, τα αποτελζςματα για τθν 

ταχφτθτα περιςτροφισ του επιπζδου φαίνονται να ςυγκλίνουν. Σθμειϊνουμε ότι  

αναφερόμαςτε ςε ςφγκλιςθ ςχετικά με τθν αφξθςθ των ςτοιχείων. Επιπλζον, για κάκε ςτιλθ 

πζρα από αυτι όπου ζχουμε 100 ςτοιχεία τα αποτελζςματα ςυγκλίνουν κακϊσ μικραίνει θ 

παράμετροσ αποκοπισ, δθλαδι κακϊσ πλθςιάηουμε ςτθν κεωρθτικι περίπτωςθ χωρίσ 

αποκοπι. Θεωρϊντασ ωσ πιο αντιπροςωπευτικι τιμι τθσ ταχφτθτασ περιςτροφισ για 600 

ςτοιχεία, ςτον παρακάτω πίνακα ςυνοψίηεται το ςχετικό ςφάλμα μαηί με διάφορεσ τιμζσ των 

παραμζτρων.  

 

  R   (calculated)  (Widnall) Σχετικό Σφάλμα 

3,6600 2,94191 1,90876 2,12470 0,1016 

2,7470 2,20804 2,48630 2,71386 0,0839 

2,1980 1,76675 2,94028 3,17352 0,0735 

1,0988 0,88322 4,36792 4,61009 0,0525 

0,5494 0,44161 5,80549 6,05286 0,0409 

0,3660 0,29419 6,64882 6,90001 0,0364 

0,2747 0,22080 7,24537 7,49894 0,0338 

0,2198 0,17664 7,71019 7,96488 0,0320 

0,1832 0,14722 8,08674 8,34549 0,0310 

Ρίνακασ 9. Συνοπτικόσ πίνακασ παραμζτρων και αποτελεςμάτων  
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Πλα τα παραπάνω αποτελζςματα προζκυψαν για δίνθ Lamb-Oseen με 
2

2
cm1664 

s
  , μικοσ 

κφματοσ(ι περιοδικοφ κουτιοφ) 50 cml  και πλάτοσ διαταραχισ 1 cmA . Με βάςει τισ 

ςυγκεκριμζνεσ επιλογζσ παραμζτρων φαίνεται ότι ο κϊδικασ προςομοιάηει ικανοποιθτικά το 

πρόβλθμα που παρουςιάςαμε. 

 

5.1.2 Αναπαράςταςη Δίνησ Rankine και Lamb-Oseen από ΢τοιχεία 

΢τροβιλότητασ  

 

Στθν επόμενθ περίπτωςθ προςπακοφμε να αναπαραςτιςουμε μια δίνθ Rankine και μία 

δίνθ Lamb-Oseen χρθςιμοποιϊντασ τα πλζγματα που περιγράφουμε ςτο κεφάλαιο 3 για τθν 

καταςκευι του διαμεριςμοφ. Στθν ςυγκεκριμζνθ περίπτωςθ, από κάκε ςθμείο του πλζγματοσ 

ξεκινάει μία γραμμι ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ. Θ δίνθ ζχει ακτίνα πυρινα 3 cmR   και 

κυκλοφορία 
2

2
cm1234 

s
  .  

Σε αυτό το ςθμείο ειςάγουμε μία καινοφργια ζννοια θ οποία δεν είναι προφανισ ςε ςχζςθ 

με αυτά που ςυηθτιςαμε ςτο κεφάλαιο 3. Θ επικάλυψθ των ςτοιχείων δεν κα είναι παντοφ 

ίδια. Θα αναφερόμαςτε ςτθν επικάλυψθ των ςτοιχείων κατά μικοσ των γραμμϊν τθσ 

κατανομισ και κατά το εγκάρςιο επίπεδο. Το ενδιαφζρον είναι ότι θ τελευταία πρόταςθ 

ςυςχετίηεται άμεςα με τα αρικμθτικά αποτελζςματα που κα ζχουμε. Για αυτό τον λόγο κα 

μελετιςουμε δφο διαφορετικζσ περιπτϊςεισ. Στθν πρϊτθ περίπτωςθ ςτοιχεία κα είναι 

επαρκϊσ πυκνά κατά μικοσ των γραμμϊν τθσ κατανομισ ςτροβιλότθτασ αλλά οριακά πυκνό 

κατά το εγκάρςιο επίπεδο τθσ δίνθσ. Στθν δεφτερθ περίπτωςθ κα είναι αρκετά πυκνό και με τισ 

δφο ζννοιεσ. Σθμειϊνουμε ότι οριακά πυκνό ςθμαίνει 1ep   και αρκετά πυκνό 1ep  .     

Αρχικά κα καταςκευάςουμε ζνα αραιό πλζγμα χρθςιμοποιϊντασ τρεισ κυκλικζσ λουρίδεσ 

και ςτθν κάκε μία κα τοποκετιςουμε 
0 1 23, 6, 9n n n    ςτοιχεία, όπωσ παρουςιάςαμε ςτο 

κεφάλαιο 3. Κατά μικοσ τθσ κάκε γραμμισ ζχουμε 200 ςτοιχεία, οπότε χρθςιμοποιϊντασ τθν 

οριακι τιμι τθσ παραμζτρου αποκοπισ 1  , ζχουμε 4ep  . Από τθν άλλθ άποψθ, το πλζγμα 

που καταςκευάςαμε για τθν τοποκζτθςθ των γραμμϊν δεν είναι αρκετά πυκνό ϊςτε κάκε 

ςτοιχείο να επικαλφπτει τζςςερα και για τθν ακρίβεια δεν καλφπτει οφτε ζνα γειτονικό. Αυτό 

ζχει ωσ αποτζλεςμα θ κατανομι ςτροβιλότθτασ να μθν ζχει τθν ίδια μορφι κάκε χρονικι 

ςτιγμι οπότε και το πεδίο ταχφτθτασ ςταδιακά αλλάηει. Ενϊ, λοιπόν, τθν πρϊτθ χρονικι 

ςτιγμι ζχουμε τθν καλφτερθ εκπροςϊπθςθ τθσ δίνθσ από τα ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ τισ 

επόμενεσ χρονικζσ ςτιγμζσ το πεδίο καταςτρζφεται. Στα επόμενα ςχιματα βλζπουμε διάφορεσ 

απόψεισ των ςτοιχείων ςτισ αρχικζσ τουσ κζςεισ. Ραρατθριςτε ότι τα ςτοιχεία πάνω ςε κάκε 

γραμμι είναι πολφ πιο πυκνά ςε ςχζςθ με τθν εγκάρςια διατομι.  
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Σχιμα 48. Τοποκζτθςθ των ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ ςτθν πρϊτθ περίπτωςθ  
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Στα παρακάτω διαγράμματα ςχεδιάςαμε τα πεδία ταχφτθτασ πάνω ςτα ςτοιχεία 

ςτροβιλότθτασ για μία δίνθ Rankine για διάφορεσ χρονικζσ ςτιγμζσ. Βλζπουμε τισ αλλαγζσ τθσ 

κατανομισ ςτροβιλότθτασ κατά τθν χρονικι διάρκεια μίασ πλιρθσ περιςτροφισ τθσ δίνθσ, 

δθλαδι για 0.8637 s. Θ ςχετικι μετακίνθςθ των ςτοιχείων ζχει ωσ αποτζλεςμα τθν ςταδιακι 

αναδιαμόρφωςθ του πεδίου ςτροβιλότθτασ. Ππωσ παρατθροφμε, ςταδιακά δθμιουργοφνται 

περιοχζσ που ςυγκεντρϊνονται τα ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ. Σε εκείνεσ τισ κζςεισ περιμζνουμε 

το πεδίο ςτροβιλότθτασ να ζχει μεγαλφτερεσ τιμζσ.  Τα αποτελζςματα ςτα τζςςερα επόμενα 

διαγράμματα αναφζρονται ςε δίνθ Rankine αλλά, θ ίδια παρατιρθςθ γίνεται και για τθν 

περίπτωςθ μίασ δίνθσ Lamb-Oseen. 

 

Σχιμα 49. Ταχφτθτεσ πάνω ςτα ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ και οι ςχετικζσ μετακινιςεισ των δινϊν  

 
       t=0.002 s t=0.2 s 

 

 
       t=0.4 s t=0.8 s 
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Τα πεδία ςτροβιλότθτασ για δίνθ Rankine και Lamb-Oseen φαίνονται ςτα παρακάτω 

διαγράμματα. Ραρατθριςτε ότι ακόμα και για τθν χρονικι ςτιγμι μθδζν, το πεδίο 

ςτροβιλότθτασ δεν είναι το αναμενόμενο για μία δίνθ Rankine και Lamb-Oseen αντίςτοιχα. Το 

αποτζλεςμα είναι λογικό λόγου του πλζγματοσ που χρθςιμοποιιςαμε κατά το εγκάρςιο 

επίπεδο για τθν τοποκζτθςθ των ςτοιχείων. Τα πεδία ςτροβιλότθτασ προζκυψαν από 

επεξεργαςία του πεδίου ταχφτθτασ από το Tecplot. Το πεδίο ταχφτθτασ υπολογίςτθκε από τον 

κϊδικα ςε ζνα ομοιόμορφο ορκογϊνιο πλζγμα 20 20 20  . 

 

Σχιμα 50. Ρεδίο ςτροβιλότθτασ για Δίνθ Rankine και θ εξζλιξθ του λόγω τθσ ςχετικισ μετακίνθςθσ των 
ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ 

  
       t=0.002 s t=0.2 s 

 

  
       t=0.4 s t=0.8 s 
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Στα παραπάνω πεδία ςτροβιλότθτασ βλζπουμε ότι το μζγιςτο τθσ ςτροβιλότθτασ είναι κοντά 

ςτθν κεωρθτικι μζγιςτθ τιμι ςτροβιλότθτασ 20
143,64

s
  . Τιμζσ ςτροβιλότθτασ 

μεγαλφτερεσ από τθν παραπάνω είναι ςυγκεντρωμζνεσ κοντά ςτισ περιοχζσ που 

ςυγκεντρϊνονται δίνεσ. Το τελευταίο από τα παραπάνω διαγράμματα ενιςχφει τθν τελευταία 

πρόταςθ. Αν ςυγκρίνουμε το τελευταίο διάγραμμα με τα ςχιματα όπου φαίνονται οι ςχετικζσ 

μετακινιςεισ των ςτοιχείων, βλζπουμε ότι οι πιο υψθλζσ τιμζσ ςτροβιλότθτασ βρίςκονται 

κοντά ςτισ κζςεισ όπου είναι ςυγκεντρωμζνα τα ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ. Ακολουκοφν τα 

αντίςτοιχα διαγράμματα για δίνθ Lamb. 

 

Σχιμα 51. Ρεδίο ςτροβιλότθτασ για Δίνθ Lamb-Oseen και θ εξζλιξθ του λόγω τθσ ςχετικισ μετακίνθςθσ 
των ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ 

   
       t=0.002 s t=0.2 s 

 

  
       t=0.4 s t=0.8 s 
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Ραρατθριςτε και εδϊ τισ αλλαγζσ του πεδίου ςτροβιλότθτασ κατά τθν μετακίνθςθ των 

ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ. Ενϊ το πεδίο ςτροβιλότθτασ απζχει αρκετά από το αναμενόμενο για 

μία δίνθ Rankine και μία δίνθ Lamb-Oseen αντίςτοιχα, το επαγόμενο πεδίο ταχυτιτων είναι 

αρκετά καλό όπωσ φαίνεται και ςτα παρακάτω διαγράμματα. Σε αυτά, φαίνεται το μζτρο τθσ  

ταχφτθτασ και οι αντίςτοιχεσ κεωρθτικζσ τιμζσ για τισ δφο περιπτϊςεισ αντίςτοιχα τθν χρονικι 

ςτιγμι t=0 s κακϊσ απομακρυνόμαςτε από το κζντρο τθσ δίνθσ.   

 
Σχιμα 52. Κατανομι περιφερειακισ ταχφτθτασ για δίνθ Rankine 

 

 
Σχιμα 53. Κατανομι περιφερειακισ Ταχφτθτασ για δίνθ Lamb-Oseen 
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Τα διαγράμματα ταχυτιτων ςε ςχζςθ με τθν απόςταςθ από τον πυρινα τθσ δίνθσ προζκυψαν 

από αποτελζςματα του κϊδικα ςε είκοςι διαφορετικά xz επίπεδα, τα οποία βλζπουμε ςτο 

παρακάτω ςχιμα. Για αυτό τον λόγο ςτα διαγράμματα ταχυτιτων για κάκε απόςταςθ από το 

κζντρο τθσ δίνθσ προκφπτουν τόςα ςθμεία υπολογιςμοφ όςα είναι xz επίπεδα τα οποία 

βλζπουμε με κόκκινο χρϊμα ςτα ςχιματα 52, 53. Με αυτό τον τρόπο μποροφμε να 

παρατθριςουμε τθν διαςπορά των τιμϊν τθσ ταχφτθτασ ςε διάφορεσ αποςτάςεισ κατά μικοσ 

του περιοδικοφ κουτιοφ.   

 

 
Σχιμα 54. Επίπεδα Υπολογιςμοφ Ταχυτιτων 

 

Μποροφμε να κάνουμε τισ ακόλουκεσ παρατθριςεισ. Ρρϊτον, βλζπουμε ότι το πεδίο 

ταχφτθτασ που ορίηει θ δίνθ Rankine αναπαράγεται από τα ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ επιτυχϊσ, 

τουλάχιςτον για τθν πρϊτθ χρονικι ςτιγμι. Για τισ επόμενεσ χρονικζσ ςτιγμζσ, κα δοφμε 

παρακάτω πωσ επθρεάηουν οι ςχετικζσ μετακινιςεισ των ςτοιχείων το μζτρο τθσ ταχφτθτασ. Το 

αποτζλεςμα επιβεβαιϊνεται και από τα ςχετικά ςφάλματα των ταχυτιτων, τα οποία 

ςυνοψίηονται ςτα παρακάτω διαγράμματα. Επιπλζον, παρατθροφμε τθν απόκλιςθ των 

αποτελεςμάτων από τα κεωρθτικά για τθν δίνθ Lamb-Oseen εκτόσ του πυρινα τθσ δίνθσ, 

δθλαδι για απόςταςθ από τον πυρινα μεγαλφτερθ από 3 cm. Θ ςυμπεριφορά αυτι δεν είναι 

τυχαία. Το πεδίο ςτροβιλότθτασ τθσ δίνθσ Lamb-Oseen φκίνει ζωσ τθν τιμι μθδζν ςτο άπειρο. 

Τα ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ καταςκευάςτθκαν από τον διαμεριςμό του support του πεδίου 

ςτροβιλότθτασ, το οποίο αποφαςίςαμε να είναι ίδιο με το support τθσ δίνθσ Rankine για 

λόγουσ ςφγκριςθσ. Το αποτζλεςμα δείχνουν ότι εκτόσ του support αποκλίνουν από τθν 
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κεωρθτικι τιμι. Για να παραχκοφν καλφτερα αποτελζςματα πρζπει να αυξιςουμε το support 

με το οποίο κα φτιάξουμε τον διαμεριςμό του πεδίου ςτροβιλότθτασ.  

 

  
      Δίνθ Rankine Δίνθ Lamb-Oseen 

Σχιμα 55. Σχετικά ςφάλματα ταχυτιτων ςε ςχζςθ με τθν απόςταςθ από το κζντρο τθσ δίνθσ για δίνθ 
Rankine και δίνθ Lamb-Oseen  

 

Μία δεφτερθ παρατιρθςθ αφορά τθν δίνθ Rankine, όπου φαίνεται ζνα «άλμα» του 

ςφάλματοσ ακριβϊσ ςτθν ακτίνα τθσ δίνθσ. Αυτό οφείλεται ςτο ότι θ δίνθ Rankine, 

παρουςιάηει αςυνζχεια ςτο πεδίο ταχφτθτασ ςε απόςταςθ ίςθ με τθν ακτίνα του πυρινα τθσ 

δίνθσ. Για να προςεγγίςουμε καλφτερα τθν αςυνζχεια πρζπει ςε αυτζσ τισ κζςεισ τα ςτοιχεία 

να τοποκετθκοφν πυκνότερα. Επίςθσ, παρατθροφμε ότι και ςτισ δυο περιπτϊςεισ δεν ζχουμε 

μεγάλθ βελτίωςθ του ςφάλματοσ ςε ςχζςθ με τθν προςζγγιςθ του πεδίου από ςτοιχεία πάνω 

ςε μια γραμμι. Για τθν βελτίωςθ των αποτελεςμάτων μποροφμε είτε να φτιάξουμε πιο πυκνό 

πλζγμα, όπωσ κα δοφμε και παρακάτω είτε να εκτελοφνται οι ολοκλθρϊςεισ για τισ κοντινζσ 

επαγωγζσ ταχφτθτασ υπολογίηονται το τριπλό ολοκλιρωμα όγκου. Θ δεφτερθ περίπτωςθ δεν 

προβλζπεται από τον κϊδικα αλλά κεωροφμε ότι τα αποτελζςματα κα βελτιωκοφν 

χρθςιμοποιϊντασ τον κανονικό υπολογιςμό του ολοκλθρϊματοσ. Ραρ’ όλ ‘αυτά, κεωροφμε ότι 

τα αποτελζςματα των επαγόμενων ταχυτιτων είναι ικανοποιθτικά. 

Ππωσ αναφζραμε, θ επίδραςθ των ςχετικϊν μετακινιςεων των ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ 

ζχει ςθμαντικι επίδραςθ ςτθν ταχφτθτα που κα υπολογίςουμε. Θ επίδραςθ αυτι φαίνεται ςτα 

διαγράμματα ταχυτιτων για διαφορετικζσ χρονικζσ ςτιγμζσ. Ραρακάτω βλζπουμε τα 

αντίςτοιχα διαγράμματα για τισ δφο περιπτϊςεισ. Οι ςχετικζσ μετακινιςεισ των ςτοιχείων 

ζχουν ωσ αποτζλεςμα το πεδίο ταχφτθτασ να αποκλίνει από το αναμενόμενο και ιδιαίτερα για 

τθν δίνθ Lamb-Oseen  βλζπουμε ότι οι τιμζσ τθσ ταχφτθτασ διαςκορπίηονται περιςςότερο γφρω 

από τθν κεωρθτικι τιμι.  
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       t=0.2 s t=0.4 s 

 

 

 

  
       t=0.6 s t=0.8 s 

 

 

Σχιμα 56. Ρεριφερειακι ταχφτθτα για διαφορετικζσ χρονικζσ ςτιγμζσ ςε δίνθ Rankine 
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       t=0.2 s t=0.4 s 

 

 

  
       t=0.6 s t=0.8 s 

 

 
Σχιμα 57. Ρεριφερειακι ταχφτθτα για διαφορετικζσ χρονικζσ ςτιγμζσ ςε δίνθ Lamb-Oseen 

Δίνθ Lamb-Oseen 
 

 

Στο δεφτερο πλζγμα που καταςκευάςαμε, κατά μικοσ των γραμμϊν των ςτοιχείων 

ςτροβιλότθτασ ζχουμε τθν ίδια πυκνότθτα ςτοιχείων με τα ςτοιχεία ςτο κάκετο επίπεδο ςτον 

άξονα τθσ δίνθσ. Θ περίπτωςθ αυτι είναι διαφορετικι από τθν προθγοφμενθ, αφοφ ςτθν 

προθγοφμενθ τα ςτοιχεία ιταν πυκνότερα κατά μικοσ των γραμμϊν που όριηαν και δεν ιταν 

αρκετά πυκνά ςτο εγκάρςιο επίπεδο(κάκετο επίπεδο ςτον άξονα τθσ δίνθσ). Στο πλζγμα αυτό 

ζχουμε χρθςιμοποιιςει 2.2ep   κατά μικοσ των γραμμϊν των ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ, 

οπότε ζχουμε 16 ςτοιχεία. Θ παράμετροσ αποκοπισ είναι 0.757. Ραρατθριςτε ότι το μικοσ 

του περιοδικοφ κουτιοφ είναι 5 cml  . Θ επιλογι του μικουσ ζγινε για τθν επίδειξθ των 

αποτελεςμάτων για διαφορετικό μικοσ περιοδικοφ κουτιοφ. Το μικοσ 50 cml   είναι 
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χαρακτθριςτικό των αποτελεςμάτων του Ortega για τα μικθ κφματοσ των διαταραχϊν, για 

αυτό και επιλζχκθκε για τισ προθγοφμενεσ περιπτϊςεισ. Χρθςιμοποιϊντασ μικρότερο μικοσ 

περιοδικοφ κουτιοφ μποροφμε να ελζγξουμε τα αποτελζςματα του κϊδικα για πολφ πιο πυκνά 

πλζγματα κατά το εγκάρςιο επίπεδο. Αυτό ςυμβαίνει επειδι ςε ζνα μικρότερο περιοδικό κουτί 

οι πράξεισ που πρζπει να εκτελζςει ο κϊδικασ είναι πολφ λιγότερεσ, οπότε τα αποτελζςματα 

είναι δυνατόν να παραχκοφν ςε λογικοφσ χρόνουσ.  

 

  
 

 
Σχιμα 58. Τοποκζτθςθ των ςτοιχείων ςτροβιλότθτα ςτθν δεφτερθ περίπτωςθ 



146  

 

Ππωσ και ςτθν προθγοφμενθ περίπτωςθ, ζτςι και εδϊ, παρουςιάηουμε τθν εξζλιξθ τθσ 

κατανομισ ςτροβιλότθτασ μζςα ςε μία περίοδο περιςτροφισ για μία δίνθ Rankine. Στα 

ςχιματα βλζπουμε τα ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ και τισ επαγόμενεσ ταχφτθτεσ ςε αυτά για 

διάφορεσ χρονικζσ ςτιγμζσ. 

 

  
       t=0.002 s t=0.2 s 

 

 

  
       t=0.4 s t=0.8 s 

 

 

Σχιμα 59. Ταχφτθτεσ ςτα ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ και ςχετικζσ μετακινιςεισ των δινϊν 

 

Από τα παραπάνω διαγράμματα είναι φανερό ότι τα ςτοιχεία διατθροφν τισ ςχετικζσ τουσ 

κζςεισ. Αυτό οφείλεται ςτθν επίδραςθ τθσ επικάλυψθσ των ςτοιχείων. Αν ςυγκρίνουμε τισ 

κατανομζσ ςτροβιλότθτασ τθν τελευταία χρονικι ςτιγμι ςτα δφο πλζγματα, βλζπουμε ότι ςτο 

πλζγμα χωρίσ επικάλυψθ οι ςχετικζσ κζςεισ των ςτοιχείων απζχουν αρκετά από τισ αρχικζσ και 
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αυτό γίνεται φανερό και ςτο πεδίο ςτροβιλότθτασ, όπωσ παρατθριςαμε παραπάνω. Στο 

πλζγμα με μεγαλφτερθ επικάλυψθ οι ςχετικζσ κζςεισ διατθροφνται άρα περιμζνουμε το πεδίο 

ςτροβιλότθτασ να αναπαριςτάται καλφτερα. 

 

    
       Χωρίσ Επικάλυψθ εμφανίηονται 

ςυγκεντρϊςεισ ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ 
Με επικάλυψθ, τα ςτοιχεία διατθροφν τισ 

ςχετικζσ τουσ κζςεισ  
 

 
Σχιμα 60. Σφγκριςθ ςχετικϊν μετατοπίςεων ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ για δίνθ Rankine ςτισ δφο 

περιπτϊςεισ 

 

 

Ακολουκοφν τα πεδία ςτροβιλότθτασ για τισ δφο δίνεσ. 

 
Δίνθ Rankine Δίνθ Lamb-Oseen 

 
t=0.002 s t=0.002 s 

Σχιμα 61α. Ρεδία ςτροβιλότθτασ Δίνθσ Rankine και Lamb-Oseen για τθν δεφτερθ περίπτωςθ 
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t=0.8 s t=0.8 s 

Σχιμα 61β. Ρεδία ςτροβιλότθτασ Δίνθσ Rankine και Lamb-Oseen για τθν δεφτερθ περίπτωςθ 
  
 

  
Σχιμα 62. Επιφάνειεσ ίςθσ ςτροβιλότθτασ για Δίνθ Rankine και Lamb-Oseen  

 

Από τα παραπάνω διαγράμματα παρατθροφμε ότι το πεδίο ςτροβιλότθτασ όςο αφορά τθν 

μορφι του αλλά και τθν μζγιςτθ τιμι του προςεγγίηεται καλφτερα ςε ςχζςθ με τθν περίπτωςθ 

όπου ζχουμε μικρότερθ επικάλυψθ κατά το εγκάρςιο επίπεδο. Ραρατθριςτε επίςθσ, ότι τα 

αποτελζςματα είναι τα ίδια παρόλο που αλλάξαμε το μικοσ του περιοδικοφ κουτιοφ. Το 

αποτζλεςμα αυτό είναι επίςθσ κατανοθτό αφοφ το αρικμθτικό ςχιμα, όπωσ αναλφςαμε ςτο 

κεφάλαιο 3, είναι τζτοιο ϊςτε τα αποτελζςματα των ακροιςμάτων υπολογιηόμενα αναλυτικά 

και θ αςυμπτωτικι προςζγγιςι τουσ να ςυμφωνεί ςε 6 δεκαδικά ψθφία ανεξάρτθτα από το 

μικοσ του περιοδικοφ κουτιοφ. Στα τελευταίο διαγράμματα είναι φανερι και θ επίδραςθ των 

ορίων του περιοδικοφ κουτιοφ ςτο πεδίο ςτροβιλότθτασ. Σθμειϊνουμε ότι αυτζσ οι μικρζσ 
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διαταραχζσ εμφανίηονται επειδι το Tecplot δεν γνωρίηει με κάποιο τρόπο ότι το πεδίο είναι 

περιοδικό, με αποτζλεςμα κατά τθν προςζγγιςθ του πεδίου ςτροβιλότθτασ να εμφανίηονται οι 

μικρζσ απότομεσ αλλαγζσ ςτθν κλίςθ των επιφανειϊν. Ραρακάτω βλζπουμε τα αντίςτοιχα 

διαγράμματα για τθν περιφερειακι ταχφτθτα για τθν χρονικι ςτιγμι t=0.8 s. Σχετικά με τα 

προθγοφμενα αποτελζςματα βλζπουμε ότι οι τιμζσ διαςκορπίηονται πολφ λιγότερο γφρω από 

τισ κεωρθτικζσ τιμζσ τθσ ταχφτθτασ. 

 
Δίνθ Rankine Δίνθ Lamb-Oseen 

  
 

Σχιμα 63. Κατανομι Ρεριφερειακισ Ταχφτθτασ για δίνθ Rankine και Lamb-Oseen αντίςτοιχα 

 

Τα αποτελζςματα για τθν ταχφτθτα είναι πολφ καλφτερα ςε ςχζςθ με τθν προθγοφμενθ 

περίπτωςθ. Το ςυμπζραςμα είναι ότι θ ςωςτι επιλογι του βακμοφ επικάλυψθσ είναι 

κακοριςτικι για να ζχουμε καλφτερα αποτελζςματα, όπωσ φαίνεται και από τισ παραπάνω 

περιπτϊςεισ. Επίςθσ, οι απλζσ αυτζσ περιπτϊςεισ ελζγχου αποδεικνφουν ότι ο κϊδικασ και θ 

επζκταςθ τθσ μεκόδου ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ για περιοδικά πεδία ςτροβιλότθτασ 

λειτουργοφν όπωσ αναμζναμε. Τα αποτελζςματα χαρακτθρίηονται από ςφάλματα τα οποία, 

κατά μζςθ τιμι, είναι μικρότερα από 5%. Είδαμε δφο περιπτϊςεισ που τα ςφάλματα γίνονται 

πολφ μεγαλφτερα. Θ πρϊτθ περίπτωςθ εμφανίηεται ςε περιοχζσ που θ απϊλεια λειότθτασ του 

πεδίου είναι ιδιαίτερα ςθμαντικι, όπωσ ςτθν δίνθ Rankine. Θ δεφτερθ περίπτωςθ ζχει να κάνει 

με τθν επιλογι μικρότερου support, οπότε ζχουμε περιοχζσ που δεν ζχουμε αρκετά ςτοιχεία 

ςτροβιλότθτασ, όπωσ ςτθν δίνθ lamb-Oseen, ενϊ κα ζπρεπε. Ραρακάτω ςυνοψίηουμε για τα 

δφο πλζγματα τα ςφάλματα τθσ ταχφτθτασ για τισ δφο περιπτϊςεισ. Ραρατθριςτε τθν 

ςυμπεριφορά του ςφάλματοσ για τισ δφο περιπτϊςεισ που αναφζραμε παραπάνω αλλά και 

τθν μείωςθ των ςφαλμάτων. Τα αποτελζςματα δεν είναι απλά βελτιωμζνα όςο αφορά τθν 

αρχικι ςτιγμι αλλά και γενικότερα κάκε χρονικι ςτιγμι. Αφοφ ςτθ δεφτερθ περίπτωςθ τα 

ςτοιχεία διατθροφν τισ ςχετικζσ τουσ κζςεισ, το πεδίο ςτροβιλότθτασ δεν υφίςταται 
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αλλοιϊςεισ οπότε το ςφάλμα που υπολογίηουμε ςτθν αρχικι ςτιγμι παραμζνει ίδιο για κάκε 

χρονικι ςτιγμι. Αν βζβαια είχαμε ςυνεχίςει του υπολογιςμοφσ για παραπάνω χρονικά βιματα 

τα αρικμθτικά ςφάλματα τελικά κα αλλοιϊςουν τισ ςχετικζσ κζςεισ των ςτοιχείων και το 

ςφάλμα διαρκϊσ κα μεγαλϊνει. Για αυτό τον λόγο πρζπει να γίνεται τακτικι αναδιανομι των 

ςτοιχείων.     

 
 

      Δίνθ Rankine Δίνθ Lamb-Oseen 

  
Διακριτοποίθςθ χωρίσ επικάλυψθ των ςτοιχείων κατά το εγκάρςιο επίπεδο 

Ρερίπτωςθ 1  

 

  
Διακριτοποίθςθ με επικάλυψθ των ςτοιχειων κατά το εγκάρςιο επίπεδο 

Ρερίπτωςθ 2 
Σχιμα 64. Σχετικά Σφάλματα ταχυτιτων ςε ςχζςθ με τθν απόςταςθ από το κζντρο τθσ δίνθσ για δίνθ 

Rankine και δίνθ Lamb-Oseen για τισ δφο περιπτϊςεισ 
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5.2 Αςτάθειεσ Δινών Ακροπτερυγίων – Αριθμητική Προςομοίωςη και 

΢ύγκριςη Πειραματικών Αποτελεςμάτων 

 

Σε αυτι τθν ενότθτα κα χρθςιμοποιιςουμε τον κϊδικα για τθ μελζτθ φαινομζνων όπου 

εμφανίηονται αςτάκειεσ ςτισ δίνεσ ακροπτερυγίων, με ςκοπό τθν ςφγκριςθ με πειραματικά 

αποτελζςματα. Ο Ortega παρουςιάηει μία κεωρία ευςτάκειασ του φαινομζνου θ οποία 

αναπτφςςεται για τισ γραμμικοποιθμζνεσ εξιςϊςεισ επαγωγισ ταχυτιτων και ρυκμοφ 

μεταβολισ των τροπϊν. Επειδι οι εξιςϊςεισ είναι γραμμικοποιθμζνεσ, δεν είναι δυνατόν να 

διεξάγουμε ςυμπεράςματα ςχετικά με τθν εξζλιξθ των μθ γραμμικϊν φαινόμενων, τα οποία 

είναι κυρίαρχα κατά τθν εξζλιξθ τθσ αςτάκειασ. Σε πρϊτο ςτάδιο, τα πειραματικά 

αποτελζςματα χρθςιμοποιοφνται για να λθφκοφν αποφάςεισ για τον προςδιοριςμό των 

αρχικϊν τιμϊν των παραμζτρων των προςομοιϊςεων. Σε δεφτερο ςτάδιο, κα παρουςιάςουμε 

τα αποτελζςματα των προςομοιϊςεων και κα ςυγκρίνουμε με τα αποτελζςματα των 

πειραμάτων, όπωσ αυτά παρουςιάηονται ςτθν εργαςία του Ortega. Θα αςχολθκοφμε με δφο 

περιπτϊςεισ από τα πειράματα του Ortega. Επειδι τα φαινόμενα, που κα παρατθριςουμε, 

είναι παρόμοια κα ςχολιάςουμε διεξοδικά τθν εξζλιξθ του φαινομζνου για τθν πρϊτθ 

περίπτωςθ. Για τθ δεφτερθ περίπτωςθ κα ςχολιάςουμε διαφορζσ που παρατθρικθκαν ςε 

ςχζςθ με τθν πρϊτθ.   

 

5.2.1 Περιπτώςεισ προσ μελέτη - Πειραματικά Δεδομένα και Βαςικέσ Τποθέςεισ 

Μοντελοποίηςησ   

 

Σκοπόσ μασ, είναι να ςυγκρίνουμε τα πειραματικά αποτελζςματα με αντίςτοιχα 

αποτελζςματα τα οποία παράγονται από τον κϊδικα που αναπτφξαμε. Θ ενότθτα 

αναπτφςςεται ςε δφο μζρθ.  Στο πρϊτο μζροσ κα ςυνοψίςουμε τα αποτελζςματα των 

μετριςεων του Ortega και κα επιλζξουμε οριςμζνεσ περιπτϊςεισ προσ μελζτθ. Τα δεδομζνα 

ειςόδου ςτον κϊδικα για κάκε περίπτωςθ προκφπτουν από τα αποτελζςματα των μετριςεων 

του Ortega. Ρζρα από αυτά απαιτοφνται και επιπλζον υποκζςεισ για τθ μοντελοποίθςθ του 

φαινομζνου για όςα δεδομζνα δεν είχαμε αρκετζσ πλθροφορίεσ. Στο δεφτερο μζροσ, λοιπόν, 

παρουςιάηονται οι υποκζςεισ που χρθςιμοποιικθκαν και προςπακοφμε να αιτιολογιςουμε τισ 

αποφάςεισ μασ.  

Οι μετρθμζνεσ από τον Ortega παράμετροι είναι οι παρακάτω: 

 

f  και t , μζςθ αρχικι κυκλοφορία δίνθσ flap και δίνθσ tip αντίςτοιχα, για το ηεφγοσ δινϊν ςτθν 

αριςτερι πλευρά τθσ πτζρυγασ 
*

0b  , μζςθ αρχικι απόςταςθ μεταξφ των κεντροειδϊν ςτροβιλότθτασ 

ta  και 
fa ,μζςθ ακτίνα πυρινα δίνθσ tip και δίνθσ flap αντίςτοιχα 
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od , μζςθ αρχικι απόςταςθ δινϊν tip και flap 

psl και ssl , μικοσ κφματοσ αςτακειϊν οι οποίεσ πρωτοεμφανίηονται ςτθ δίνθ flap θ οποία αρχίηει από 

τθν αριςτερι πλευρά τθσ πτζρυγασ(port side) και τθ δεξιά πλευρά (starboard side) αντίςτοιχα.  

 

Το πεδίο ταχφτθτασ μετρικθκε με τθν τεχνικι PIV για τρεισ επαναλιψεισ του κάκε πειράματοσ. 

Μετά τθν επεξεργαςία των μετριςεων προζκυψε ο παρακάτω πίνακασ, όπωσ δίνεται από τον  

Ortega. Σε αυτόν ςυνοψίηονται τα αποτελζςματα ςε αδιάςτατθ μορφι. 

 

/f t    *

0b (cm) *

0/ta b  *

0/ta b  *

0/od b  /psl b  /ssl b  

-0,37 48,9 0,068 0,036 0,198 0,9 1,3 

-0,49 58,3 0,053 0,037 0,154 0,9 1,2 

-0,55 58,7 0,051 0,041 0,147 1,1 1,5 

-0,40 65 0,053 0,033 0,144 0,7 0,9 

-0,57 63,9 0,051 0,038 0,146 1,5 1,3 

-0,67 71,4 0,047 0,038 0,127 2,3 1,8 

-0,37 48,9 0,068 0,036 0,198 1,1 1,2 

-0,40 65 0,053 0,033 0,144 0,6 0,8 

-0,49 58,3 0,053 0,037 0,154 1 1,4 

-0,57 63,9 0,051 0,038 0,146 1 1 

-0,41 48,5 0,069 0,038 0,198 1 1,4 

-0,45 54,7 0,063 0,040 0,152 1 1,2 

-0,50 54,7 0,055 0,036 0,161 1,2 1 

-0,57 65,6 0,050 0,037 0,145 1,1 - 

-0,58 58,3 0,054 0,042 0,148 - 1,5 

-0,41 48,5 0,069 0,038 0,198 0,9 1 

-0,45 54,7 0,063 0,040 0,152 1,1 1 

-0,50 54,7 0,055 0,036 0,161 1,2 1,3 

-0,57 65,6 0,050 0,037 0,145 1,3 1,3 

Ρίνακασ 10. Συνοπτικόσ πίνακασ μετρθμζνων μεγεκϊν ςτα πειράματα του Ortega 

 

Υπενκυμίηουμε ότι το πλάτοσ τθσ πτζρυγασ είναι 40 cmb  . Οι λόγοι κυκλοφορίασ 

κυμαίνονται από 0.37 ζωσ 0.67 και αναφζρονται ςτο ηεφγοσ δινϊν ςτθν αριςτερι πλευρά τθσ 
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πτζρυγασ. Τα περιςςότερα αποτελζςματα ζχουν προκφψει για λόγουσ κυκλοφορίασ κοντά ςτο 

0.5. Πςο αφορά το μικοσ κφματοσ τθσ διαταραχισ τθσ δίνθσ flap, ο Ortega αναφζρει ότι, 

υπολογίςτθκε από τα πειράματα οπτικοποίθςθσ. Από τα παραπάνω, παρατθροφμε ότι τα μικθ 

κφματοσ είναι διαφορετικά για τισ δίνεσ flap ςτθν αριςτερι πλευρά και δεξιά πλευρά, 

αντίςτοιχα, για το ίδιο πείραμα. Ο Ortega ςχολιάηει ότι θ ςυμπεριφορά αυτι οφείλεται ςε μία 

μικρι αςυμμετρία ςτθν καταςκευι τθσ πτζρυγασ. 

Επιλζξαμε να αναπαράγουμε τθν πρϊτθ και τρίτθ περίπτωςθ από τον παραπάνω πίνακα. Θ 

επιλογι αυτι ζγινε με βάςθ τα ςτοιχεία που διακζτουμε για ςφγκριςθ. Συγκεκριμζνα, για τθν 

πρϊτθ και τρίτθ περίπτωςθ παρατίκενται εικόνεσ από το πείραμα οπτικοποίθςθσ. Επιπλζον, 

για τθν πρϊτθ περίπτωςθ παρακζτονται ιςοςτακμικζσ του πεδίου ςτροβιλότθτασ (για τθν 

ακρίβεια του πεδίου «μζτρο ςτροβιλότθτασ»).  Οι κυκλοφορίεσ που μετρικθκαν, οι ακτίνεσ 

των πυρινων των δινϊν, κακϊσ και τα μικθ κφματοσ τθσ αςτάκειασ ςτθν δίνθ flap για τισ 

περιπτϊςεισ που κα μελετιςουμε, ςυνοψίηονται ςτο επόμενο πίνακα. Σθμειϊνουμε ότι για 

αυτζσ τισ περιπτϊςεισ θ ταχφτθτα του πτερυγίου είναι 500 cm/s.  

 

 

t (cm2/s) f (cm2/s) 
*

0b (cm) ta (cm) fa (cm) 
od (cm) psl (cm) 

ssl (cm) 

1644 -612 48,9 3,325 1,760 9,682 36 52 

1073 -597 58,7 2,994 2,407 8,629 44 60 

Ρίνακασ 11. Μετρθμζνα μεγζκθ για τισ περιπτϊςεισ προςομοίωςθσ 

 

 

Γνωρίηουμε, λοιπόν, κάποια από τα απαραίτθτα δεδομζνα ειςόδου για τον κϊδικα. Από 

τθν άλλθ, δεν γνωρίηουμε απαραίτθτα γεωμετρικά ςτοιχεία για τθν αρχικι τοποκζτθςθ των 

δινϊν. Ρρϊτον, δεν γνωρίηουμε ακριβϊσ τισ κζςεισ των δινϊν τθ ςτιγμι που κα αρχίςει θ 

διαταραχι να αναπτφςςεται, δθλαδι τθ ςτιγμι που ο ρυκμόσ αφξθςθσ του πλάτουσ γίνει 

διάφοροσ του μθδζν. Δεφτερον, δεν δίνονται αποτελζςματα για τα πλάτθ τθσ διαταραχισ. 

Οπότε, κάνουμε οριςμζνεσ παραδοχζσ για τθν αρχικι τοποκζτθςθ των δινϊν και τον πλιρθ 

προςδιοριςμό τθσ διαταραχισ που επιβάλουμε ςτθν δίνθ flap. Από τα πειράματα 

οπτικοποίθςθσ του Ortega, παρατθροφμε ότι ςτθ δίνθ flap ζχει αρχίςει να αναπτφςςεται μία 

μικρι διαταραχι, για πρϊτθ φορά όταν περιςτραφεί περίπου 180ο γφρω από τθ δίνθ tip, όςο 

αφορά τθν πρϊτθ από τισ δφο παραπάνω περιπτϊςεισ. Αντίςτοιχα, για τθ δεφτερθ περίπτωςθ 

από τα αποτελζςματα που πειράματοσ οπτικοποίθςθσ κάνουμε τθν ίδια παρατιρθςθ για 

περιςτροφι τθσ δίνθσ flap κατά 90ο.  Στισ παρακάτω εικόνεσ βλζπουμε τθ διαταραχι τθσ δίνθσ 

flap ςε δφο κοντινά ςτιγμιότυπα για τθν πρϊτθ περίπτωςθ και για τθν δεφτερθ περίπτωςθ 

αντίςτοιχα. Ραρατθριςτε ότι το μικοσ κφματοσ τθσ δίνθσ flap δεξιά και αριςτερά είναι 

διαφορετικό, όπωσ ςυηθτιςαμε παραπάνω. Επιπλζον, όπωσ ςχολιάηεται από τον Ortega, οι 
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δίνεσ ςτο δεφτερο πείραμα οπτικοποίθςθσ είναι λιγότερο ορατζσ, αφοφ ςτουσ πυρινεσ των 

δινϊν παγιδεφεται λιγότερθ ποςότθτα βαφισ. Θ παρατιρθςθ αυτι είναι ςθμαντικι, αφοφ τα 

πειράματα οπτικοποίθςθσ χρθςιμοποιοφνται από εμάσ τόςο ωσ αποτελζςματα για τον ζλεγχο 

τθσ μορφισ που κα ζχουμε, όςο και για τθν αρχικι τοποκζτθςθ των δινϊν.  

 

             
 

Σχιμα 65. Στιγμιότυπο από πείραμα οπτικοποίθςθσ κατά το οποίο θ διαταραχι αναπτφςςεται 

 

Χρθςιμοποιϊντασ τισ παραπάνω εικόνεσ ωσ αναφορά, ορίηουμε το ςφςτθμα ςυντεταγμζνων 

του επόμενου ςχιματοσ. Το ςφςτθμα ςυντεταγμζνων χρθςιμοποιείται και για τισ δφο 

περιπτϊςεισ. 

 
Σχιμα 66. Οριςμόσ ςυςτιματοσ ςυντεταγμζνων 

 

Υποκζτουμε ότι θ διαταραχι τθσ δίνθ tip κάκε ηεφγουσ είναι αμελθτζα. Αυτό ςθμαίνει ότι ο 

άξονασ τθσ δίνθσ tip κάκε ηεφγουσ είναι ευκεία γραμμι. Επιπλζον, υποκζτουμε ότι οι δίνεσ tip 

κάκε ηεφγουσ είναι παράλλθλεσ μεταξφ τουσ. Οι ευκείεσ αυτζσ ορίηουν το επίπεδο xy. Θ 

χρονικι ςτιγμι για τθν οποία αρχίηει θ προςομοίωςθ (t=0 s) ταυτίηεται με τθ ςτιγμι που θ δίνθ 

flap βρίςκεται ςτισ κζςεισ που βλζπουμε ςτο ςχιμα 66, για κάκε περίπτωςθ αντίςτοιχα. Εκείνθ 

z  

y

 

x  

z  

y

 

x  
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τθ χρονικι ςτιγμι, μόνο θ δίνθ flap κάκε ηεφγουσ ζχει διαταραχκεί. Θ διαταραχι είναι 

θμιτονοειδισ με μικοσ κφματοσ ίςο με αυτό που υπολογίςτθκε από τον Ortega (παραπάνω 

πίνακασ) και υποκζτουμε ότι το πλάτοσ τθσ διαταραχισ είναι ίςο με μία μονάδα μικουσ, 

δθλαδι 1 cm. Θ επιλογι του 1 cm για το πλάτοσ τθσ δίνθσ ζγινε ϊςτε θ διαταραχι να μπορεί 

να χαρακτθριςτεί μεγάλου μικουσ κφματοσ. Ππωσ αναφζραμε και ςτθν προθγοφμενθ 

περίπτωςθ ελζγχου, που ςυγκρίναμε αποτελζςματα του κϊδικα με τθν ςχζςθ τθσ Widnall, μία 

τζτοια διαταραχι διατθρεί τθ γεωμετρικι τθσ μορφι όταν ςε αυτι επιδρά μόνο το πεδίο 

ταχφτθτασ και ρυκμοφ μεταβολισ των τροπϊν που ορίηει θ ίδια θ δίνθ. Θ καμπφλθ τθσ 

διαταραχισ τθσ δίνθσ flap βρίςκεται ςε επίπεδο παράλλθλο του yz-επιπζδου, για τθν πρϊτθ 

περίπτωςθ και παράλλθλο του xy-επιπζδου, για τθν δεφτερθ περίπτωςθ.   

Για τθν τοποκζτθςθ των δινϊν ςχετικά με το ςφςτθμα ςυντεταγμζνων, κάνουμε τισ δφο 

παρακάτω υποκζςεισ. Θ απόςταςθ μεταξφ των δινϊν του ίδιου ηεφγουσ είναι ίδια με τθν 

αρχικι τουσ απόςταςθ, δθλαδι od , και θ απόςταςθ των κεντροειδϊν ςτροβιλότθτασ είναι ίδια 

με τθν αρχικι, δθλαδι *

0b . Θ επιλογι αυτι μπορεί να δικαιολογθκεί κεωρϊντασ ότι μζςα ςτθ 

χρονικι διάρκεια θ οποία ορίηεται από τθν ςτιγμι που αρχίηει θ ανάπτυξθ τθσ διαταραχισ ζωσ 

τθ ςτιγμι που το πλάτοσ τθσ διαταραχισ γίνει 1 cm, δεν κα ζχει ςθμαντικι ςυνειςφορά ςτθν 

ςχετικι μετατόπιςθ των δινϊν γφρω από το κζντρο ςτροβιλότθτασ. Δθλαδι, θ αρχικι 

απόςταςθ των δινϊν και θ απόςταςθ των κεντροειδϊν κα είναι περίπου ίδιεσ με τισ 

αντίςτοιχεσ αποςτάςεισ τθν χρονικι ςτιγμι που το πλάτοσ τθσ διαταραχισ τθσ δίνθσ flap είναι 

1 cm. Βζβαια, όςο το πλάτοσ τθσ διαταραχισ αυξάνει θ υπόκεςθ παφει να ιςχφει. Οι αρχικζσ 

κζςεισ των δινϊν ςτθ δεξιά πλευρά τθσ πτζρυγασ ςχετικά με το ςφςτθμα ςυντεταγμζνων για 

τθν πρϊτθ περίπτωςθ με βάςθ τα παραπάνω είναι: 
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0

( )

( ) sin
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flap
flap

r y r y j
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 

  
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Ππου 
2

l


   και θ ανεξάρτθτθ μεταβλθτι y  παίρνει τιμζσ από και ζωσ τα όρια του 

περιοδικοφ κουτιοφ, ,
2 2

l l
y

 
  
 

. Τζλοσ τα ςθμεία 0 tip
r και  0 flap
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*
0 0

0

*
0 0

0

,0,0
2

,0,0
2

flap

tip

tip flap

tip
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tip flap
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     

 
     

 (173) 
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Αντίςτοιχα, για τθν δεφτερθ περίπτωςθ, ζχουμε: 

 

 
 

0

0
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( ) sin

tip
tip

flap
flap

r y r y j

r y r y j y i

 
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με: 
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0

*
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0
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2

flap

tip

tip flap

tip

flap

tip flap

db
r
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r

 
     

 
     

 (175) 

 

Οι παραπάνω υποκζςεισ αφοροφν τθν αρχικι τοποκζτθςθ των δινϊν και ενιςχφονται από 

τισ τροχιζσ των κεντροειδϊν ςτροβιλότθτασ που υπολόγιςε ο Ortega ςτα πειράματα του. Αυτζσ  

παρακζτονται ςτο επόμενο ςχιμα. Σε αυτά τα ςχιματα, παρατθροφμε ότι οι κζςεισ 

κεντροειδϊν τθ χρονικι ςτιγμι t=0 s για τον Ortega είναι διαφορετικζσ από τισ κζςεισ που 

ζχουμε ορίςει ςτθν παραπάνω ανάλυςθ. Τονίηουμε ότι εμείσ εξετάηουμε το φαινόμενο από 

τθν χρονικι ςτιγμι που ζχουν αναπτυχκεί μικρζσ διαταραχζσ ςτισ δίνεσ flap. Εξαιτίασ αυτοφ 

ζχουμε μία χρονικι διαφορά μεταξφ των αποτελεςμάτων του κϊδικα και των πειραματικϊν 

περίπου ίςθ με t=1,52 s. Θ χρονικι ςτιγμι t=0 s για τον κϊδικα είναι θ χρονικι ςτιγμι t=1,52 s 

για τα αποτελζςματα του Ortega. Θ τελευταία παρατιρθςθ ιςχφει και για τισ δφο περιπτϊςεισ. 

  

 
Σχιμα 67. Τροχιζσ κεντροειδϊν για τθν πρϊτθ και δεφτερθ περίπτωςθ αντίςτοιχα και θ χρονικι ςτιγμι 

t=0 s για τθν προςομοίωςθ 

t=0 s 

t=0 s 
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Για τθν πρϊτθ περίπτωςθ, το φαινόμενο μοντελοποιείται ωσ ςυμμετρικό ωσ προσ το 

επίπεδο yz. Κατά τθ διάρκεια τθσ εξζλιξθσ του φαινομζνου χάνεται θ ςυμμετρία ςτα ηεφγθ 

δινϊν δεξιά και αριςτερά τθσ πτζρυγασ, όπωσ παρατθροφμε ςτα πειράματα οπτικοποίθςθσ και 

ςτα μετρθμζνα μικθ κφματοσ. Στα αποτελζςματα του κϊδικα θ ςυμμετρία, που ζχουμε 

επιβάλει τθν χρονικι ςτιγμι μθδζν, διατθρείται ςε όλθ τθ διάρκεια τθσ εξζλιξθσ του 

φαινομζνου. Άρα οι χρονικζσ ςτιγμζσ ςτισ οποίεσ τα αποτελζςματα ζχουν παρόμοιεσ 

γεωμετρικζσ δομζσ είναι διαφορετικζσ. Πςο αφορά τθ δεφτερθ περίπτωςθ, για να 

ςυμπεριλάβουμε τθν επίδραςθ του διαφορετικοφ μικουσ κφματοσ θ διαταραχι των δινϊν flap 

δεν είναι ςυμμετρικι ωσ το επίπεδο yz αλλά είναι ακριβϊσ θ ίδια. Οι τοποκετιςεισ των δινϊν 

για τθ χρονικι ςτιγμι t=0 s τθσ προςομοίωςθσ για τισ δφο περιπτϊςεισ φαίνονται ςτο 

παρακάτω ςχιμα. 

 

 

    
 

Σχιμα 68. Αρχικι Τοποκζτθςθ Δινϊν Tip(κόκκινο) και flap(μπλε) για τθν πρϊτθ και δεφτερθ περίπτωςθ 

 

 

Επιλζγουμε το μικοσ κφματοσ τθσ διαταραχισ για τισ δίνεσ flap να είναι το ίδιο με αυτό 

που υπολόγιςε ο Ortega για τθν δεξιά δίνθ flap, οπότε ssl l . Σθμειϊνουμε ότι τα 

αποτελζςματα των προςομοιϊςεων προζκυψαν με χρονικό βιμα 0.002 s και με αναδιανομι 

των ςτοιχείων. Στο επόμενο ςχιμα παρατθροφμε τισ τροχιζσ των κεντροειδϊν των δινϊν, όπωσ 

υπολογίςτθκαν  ςτθν πρϊτθ περίπτωςθ για το δεξιά ηεφγοσ δινϊν κατά τθν προςομοίωςθ. Με 

ςκοπό τθν άμεςθ ςφγκριςθ, παρακζτουμε ςτο ςχιμα το αντίςτοιχο αποτζλεςμα του Ortega 

που είδαμε και ςτο ςχιμα 67. Το αποτζλεςμα ιταν παρόμοιο και για τθ δεφτερθ περίπτωςθ. 
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Σχιμα 68. Τροχιά κεντροειδϊν δινϊν tip(κόκκινο) και flap(μπλε) για τθν πρϊτθ περίπτωςθ 

 

 

 

5.2.2 Περίπτωςη Πρώτη – ΢ύγκριςη με τα Πειράματα Οπτικοποίηςησ 

 

Σε αυτι τθν παράγραφο ςυγκρίνουμε τα αποτελζςματα του πειράματοσ οπτικοποίθςθσ 

του Ortega για τθν πρϊτθ περίπτωςθ και με το αποτζλεςμα τθσ προςομοίωςθσ που πιραμε 

από τον κϊδικα. Θεωροφμε ότι θ χρονικι ςτιγμι t=0 s του κϊδικα ταυτίηεται με τθ χρονικι 

ςτιγμι για τθν οποία ζχουμε 19x b   ι t=1,52 s ςτα πειράματα του Ortega, όπωσ αναφζραμε 

ςτθν προθγοφμενθ παράγραφο. Στα παρακάτω ςχιματα, παρουςιάηουμε ςτθν πρϊτθ ςτιλθ 

ςτιγμιότυπα των πειραμάτων οπτικοποίθςθσ του Ortega και ςτθ δεφτερθ ςτιλθ ςτιγμιότυπα 

που προζκυψαν από τον κϊδικα. Κάτω από κάκε εικόνα φαίνεται ο χρόνοσ που αναφζρεται το 

ςτιγμιότυπο του Ortega και το ςτιγμιότυπο του κϊδικα αντίςτοιχα μετατοπιςμζνο χρονικά 

κατά 1,52 s. 
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t=1,52 s t=1,52 s 

  

 

 
t=1,84 s t=1,84 s 

 
Σχιμα 69. Σφγκριςθ πειραμάτοσ οπτικοποίθςθσ με αποτζλεςματα του κϊδικα 

 

 

Στα πρϊτα ςτάδια εξζλιξθσ, θ αςτάκεια δεν ζχει εξελιχκεί πλιρωσ. Τα αρχικά ςτάδια 

εξζλιξθσ των δινϊν που παρατθροφμε ςτα πειραματικά αποτελζςματα ςυμβαδίηουν με τθν 

εξζλιξθ που παρατθροφμε ςτα αποτελζςματα του κϊδικα. Στα μετζπειτα ςτιγμιότυπα όμωσ, θ 

αρχικι διαφορά φάςθσ 1,52 s, που προκφπτει από τθν χρονικι ςτιγμι όπου ζχουμε αρχίςει να 

παρακολουκοφμε το φαινόμενο, δεν διατθρείται για τισ μετζπειτα χρονικζσ ςτιγμζσ. Για αυτό 

τον λόγο, επιλζξαμε να παρουςιάςουμε διαφορετικζσ χρονικζσ ςτιγμζσ ςτισ οποίεσ θ μορφι 

του πειραματικοφ αποτελζςματοσ είναι παρόμοια με τθ μορφι του αποτελζςματοσ τθσ 

προςομοίωςθσ. 
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t=2 s t=2,36 s 

  

 

 
t=2,48 s t=2,92 s 

 
Σχιμα 70. Σφγκριςθ πειραμάτοσ οπτικοποίθςθσ με αποτζλεςματα του κϊδικα 
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t=3,68 s t=3,52 s 

  
Σχιμα 71. Σφγκριςθ πειραμάτοσ οπτικοποίθςθσ με αποτζλεςματα του κϊδικα 

 

Το αποτζλεςμα αυτό οφείλεται κατά κφριο λόγο ςτθ ςυμμετρία που επιβάλλουμε ςτισ 

διαταραχζσ των δφο δινϊν και ζπειτα ςε όποια ςφάλματα ειςάγαμε ςτουσ υπολογιςμοφσ, 

εξαιτίασ των υποκζςεων για τθν αρχικι γεωμετρικι μορφι των δινϊν. H επιλογι ίδιου μικουσ 

κφματοσ για τισ δίνεσ flap είναι αναγκαςτικι, αφοφ το μικοσ του περιοδικοφ κουτιοφ πρζπει να 

ταυτίηεται με το μικοσ κφματοσ τθσ διαταραχισ. Θ επιλογι αυτι μπορεί να αμφιςβθτθκεί  από 

τθν παρατιρθςθ ότι ςε μία ςυμμετρικι πτζρυγα θ ςυνεκτικότθτα ςε υψθλοφσ αρικμοφσ 

Reynolds (τυρβϊδθσ ροι), κα μποροφςε να οδθγιςει ςε αςφμμετρεσ διαταραχζσ που κα 

εμφανιςτοφν ςτισ δίνεσ ακροπτερυγίων. Θ παρατιρθςθ αυτι ενιςχφεται από τα πειραματικά 

αποτελζςματα ςτα οποία και άλλοι αςτάκμθτοι παράγοντεσ, επιπλζον τθσ ςυνεκτικότθτασ, 

επθρεάηουν τα αποτελζςματα. Συγκρίνοντασ τισ γεωμετρικζσ μορφζσ που παρατθροφμε για 

τθν πρϊτθ περίπτωςθ, καταλιγουμε ςτο ςυμπζραςμα ότι είναι παρόμοιεσ αλλά εμφανίηονται 

ςε διαφορετικζσ χρονικζσ ςτιγμζσ. 

 

5.2.3 Περίπτωςη Πρώτη – ΢τάδια εξέλιξησ του Υαινομένου 

 

Στα αρχικά ςτάδια τθσ εξζλιξθσ του φαινομζνου, με βάςθ τα αποτελζςματα του κϊδικα, 

παρατθροφμε τισ ίδιεσ αλλαγζσ ςτθ γεωμετρικι μορφι των δινϊν και ςτισ δφο περιπτϊςεισ. 

Αρχικά, δθμιουργείται μία διαταραχι μικροφ πλάτουσ ςτθ δίνθ tip και ίδιου μικουσ κφματοσ 

με το μικοσ κφματοσ τθσ δίνθσ flap. Σταδιακά αυξάνεται το πλάτοσ τθσ διαταραχισ τθσ δίνθσ 

flap κακϊσ αυτι περιςτρζφεται γφρω από τθν δίνθ tip. Το πλάτοσ τθσ διαταραχισ τθσ δίνθσ tip 

αυξάνεται με πιο αργό ρυκμό απ’ ότι αυξάνεται το πλάτοσ τθσ διαταραχισ τθσ δίνθσ flap. Θ 

ςυγκεκριμζνθ ςυμπεριφορά είναι αναμενόμενθ. Θ δίνθ tip είναι ιςχυρότερθ από τθ δίνθ flap 
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και άρα θ ζνταςθ τθσ δίνθσ tip είναι μεγαλφτερθ με αποτζλεςμα το πεδίο μεταβολισ των 

τροπϊν τθσ δίνθσ tip να επιβάλλει πιο ραγδαίεσ μεταβολζσ ςτθ γεωμετρικι μορφι τθσ δίνθσ 

flap. Θ ρυκμόσ  αφξθςθσ του πλάτουσ των διαταραχϊν είναι ιδιαίτερα ςθμαντικόσ και δθλϊνει 

ότι αναπτφςςεται κάποια αςτάκεια. Τελικά παρατθροφμε δφο περιοχζσ που εξελίςςονται 

διαφορετικά ςτθν δίνθ flap.  

 

  
t=0 s t=0,332 s 

  

  
t=0,666 s t=1,0 s 

  
Σχιμα 72. Σταδιακι αφξθςθ πλάτουσ τθσ διαταραχισ ςτισ δίνεσ tip και flap  

 

Το ζνα τμιμα τθσ δίνθσ flap βρίςκεται πιο κοντά ςτθ δίνθ tip και αρχίηει να τυλίγεται γφρω 

από τθ δίνθ tip. Το άλλο τμιμα βρίςκεται πιο μακριά από τθ δίνθ tip και φαίνεται να μθν 

επθρεάηεται από τθ δίνθ tip. Στα μετζπειτα ςτάδια εξζλιξθσ τθσ αςτάκειασ το απομακρυςμζνο 
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τμιμα τθσ διαταραχισ δθμιουργεί μία κθλιά, τθν οποία ο Ortega ονομάηει κθλιά-Ω από τθ 

χαρακτθριςτικι τθσ μορφι. Το μζροσ τθσ δίνθσ tip που βρίςκεται κοντά ςτο «πόδι» τθσ κθλιάσ-

Ω ξεκινάει να τυλίγεται γφρω από τθ κθλιά-Ω, ενϊ ταυτόχρονα θ κθλιά-Ω τυλίγεται γφρω από 

τθ δίνθ tip. Θ διαδικαςία αυτι ζχει ωσ αποτζλεςμα θ δίνθ tip να αποκτιςει μία ελικοειδι 

μορφι. Θ κθλιά-Ω τθσ δίνθσ flap και θ ελικοειδισ δομι τθσ δίνθσ tip λειτουργοφν ωσ  

μθχανιςμοί ςυγκζντρωςθσ των ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ ςτο εςωτερικό τθσ κθλιάσ-Ω.  

 

  
t=1,466 s t=1,566 s 

  

  
t=1,666 s t=1,766 s 

 
Σχιμα 73. Θ κθλία-Ω και θ ςυγκζντρωςθ ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ κοντά ςτο εςωτερικό τθσ 

 

Θ λειτουργία του μθχανιςμοφ, ο οποίοσ προκαλεί τθ ςυγκζντρωςθ των ςτοιχείων 

ςτροβιλότθτασ ςτο εςωτερικό τθσ δίνθσ, είναι ιδιαίτερα απλι. Θα προςπακιςουμε να 

Ελικοειδισ Μορφι Δίνθσ tip 

Θθλιζσ-Ω 
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κατανοιςουμε τθ λειτουργία του βάςει τθσ ελικοειδισ δομισ που δθμιουργείται ςτθ δίνθ tip. 

Θ κυκλοφορία τθσ δίνθσ tip είναι πάντα ίδια ςε όλθ τθν εξζλιξθ του φαινομζνου και κακορίηει 

τθ φορά περιςτροφισ των ςτοιχείων του ρευςτοφ κοντά ςτθ γειτονιά τθσ δίνθσ. Θ φορά 

περιςτροφισ των ςτοιχείων του ρευςτοφ κοντά ςτθ δίνθ φαίνεται ςτο παρακάτω ςχιμα. Θ 

ελικοειδισ μορφι τθσ δίνθσ ακροπτερυγίου αναγκάηει τα ςτοιχεία του ρευςτοφ, και άρα τα 

ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ να κινθκοφν προσ το κζντρο τθσ κθλιάσ-Ω. Αποτζλεςμα του πεδίου 

ταχφτθτασ που επάγει θ δίνθ tip λόγω τθσ ελικοειδισ μορφισ τθσ, είναι τo τμιμα τθσ δίνθσ tip 

εξωτερικά τθσ κθλιάσ-Ω ςταδιακά να επιμθκφνεται και το τμιμα τθσ δίνθσ tip εςωτερικά τθσ 

κθλιάσ να ςυγκεντρϊνεται κοντά ςτο κζντρο τθσ κθλιάσ-Ω. 

  

 
 

     
 

Σχιμα 74. Θ ελικοειδισ μορφι τθσ δίνθσ tip και θ γεωμετρικι τθσ μορφι ςε μετζπειται χρονικά βιματα 

 

Θ γεωμετρικι μορφι τθσ δίνθσ tip, που παρατθρείται κατά τθν ςυγκζντρωςθ των ςτοιχείων 

ςτο εςωτερικό τθσ κθλιάσ-Ω, ζχει ιδιαίτερο ενδιαφζρον. Αν κοιτάξουμε τθν τελευταία από τισ 
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εικόνεσ του ςχιματοσ 74 από διάφορεσ οπτικζσ γωνίεσ, όπωσ ςτο ςχιμα 75, παρατθροφμε ότι 

υπάρχουν τμιματα τθσ δίνθσ tip τα οποία εφάπτονται μεταξφ και είναι ςχεδόν παράλλθλα.  

 

     
Σχιμα 75. Θ δομι τθσ δίνθσ tip κοντά ςτθν περίοχθ  τθσ κθλιάσ-Ω 

 

Υπολογίηοντασ τθν κυκλοφορία ςε μία κλειςτι γραμμι, θ οποία περιζχει τα δφο τμιμα και 

βρίςκεται κοντά ςε αυτά, το αποτζλεςμα κα είναι μθδζν. Το πεδίο ταχφτθτασ που επάγεται 

από το κάκε τμιμα αναιρεί το πεδίο ταχφτθτασ του διπλανοφ τμιματοσ που ακουμπάει. Τα 

τμιματα αυτά κα μποροφςαν να αφαιρεκοφν χωρίσ να αλλάξει κάτι ςτο αποτζλεςμα, αν 

ταυτόχρονα ενϊςουμε τισ δφο άκρεσ τουσ με άλλα τμιματα δίνθσ. Τα τμιματα των νζων δινϊν 

κα είναι και αυτά γειτονικά ϊςτε να αλλθλοαναιροφνται. Με αυτό τον τρόπο κα 

ςχθματίηονταν τελικά δφο δίνεσ οι οποίεσ προζρχονται από τθ δίνθ tip. Μία τζτοια διαδικαςία 

δεν ζχει ςυμπεριλθφκεί ςτον κϊδικα για αυτό οι περιοχζσ αυτζσ εξελίςςονται τελικά όπωσ οι 

υπόλοιπεσ αλλά παραμζνουν ςυνεχϊσ ενωμζνεσ. 

  

 

 
Σχιμα 76. Ζνα ςχιμα αναδιάταξθσ των δινϊν 

 

Σμιμα δίνθσ που 

προςκζτουμε 

Σμιμα δίνθσ που 

αφαιροφμε 

Αρχικι 

Σοπολογία 

Σελικι 

Σοπολογία 
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Χρθςιμοποιϊντασ νοθτικά μία τζτοια διαδικαςία μποροφμε να καταλιξουμε ςτο 

ςυμπζραςμα ότι θ τοπολογία τθσ δίνθσ tip κα αλλάξει. Τελικά, κα ζχουμε μία ςχεδόν 

ευκφγραμμθ δίνθ και μία δίνθ με δομι που μοιάηει με δακτυλιοειδι δίνθ, όπωσ απλοϊκά 

αναπαραςτιςαμε ςτο ςχιμα 76. Οι δομζσ αυτζσ κα ςχθματιςτοφν και ςτισ δφο δίνεσ tip. Οι 

δακτυλιοειδείσ δίνεσ κα ζχουν αντίκετεσ κυκλοφορίεσ. Με αυτό τον τρόπο εξθγείται θ τάςθ,  

που ζχουν οι δφο περιοχζσ ςυγκεντρωμζνθσ ςτροβιλότθτασ, να προςελκφει θ μία τθν άλλθ ωσ 

αποτζλεςμα τθσ αλλθλεπίδραςθσ των δφο δακτυλιοειδϊν δινϊν.    

 

      
 

      
 

Σχιμα 77. Θ δομι εςωτερικά τθσ κθλιάσ-Ω τθν ςτιγμι που τμιματα τθσ δίνθσ flap βρίςκονται κοντά 

 

Μία παρόμοια παρατιρθςθ μπορεί να γίνει και για τθ δίνθ flap. Κακϊσ ςυγκεντρϊνεται θ 

δίνθ tip εςωτερικά τθσ κθλιάσ-Ω, τα πόδια τθσ κθλιάσ ζρχονται κοντά. Για τθν περίπτωςθ τθσ 
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δίνθσ flap, παρατθροφμε ςτο ςχιμα 78, ότι βρίςκονται κοντά περιςςότερα ηεφγθ τμθμάτων. 

Είναι δυνατόν να ςχθματίςουμε διαφορετικζσ δίνεσ από τθ δίνθ flap αν κόψουμε τα τμιματα 

των δινϊν που εφάπτονται και κολλιςουμε τα άκρα τουσ, με τθν ζννοια που ςυηθτιςαμε 

παραπάνω. Σθμειϊνουμε ότι ςτο παρακάτω ςχιμα, το τμιμα τθσ κθλιάσ-Ω που δεν φαίνεται 

βρίςκεται εκτόσ του περιοδικοφ κουτιοφ και ζχει περάςει ςτθν άλλθ πλευρά.  

Θ κθλιά-Ω παρατθρείται από τον Ortega και προβλζπεται από τθν αρικμθτικι 

προςομοίωςθ, όπωσ φαίνεται και από το ςχιμα 72. Στα πειράματα του Ortega παρατθροφμε 

αντίςτοιχθ ςυμπεριφορά για τθ δθμιουργία τθσ κθλιάσ-Ω όπωσ επίςθσ τισ ςυγκεντρϊςεισ 

μπογιάσ ςτο εςωτερικό τθσ κθλιάσ-Ω.   

 

  
  

 

 

 
 

  
Σχιμα 78. Ραρατθριςεισ από τα πειράματα οπτικοποίθςθσ του Ortega για τθ κθλία-Ω και τθ 

ςυγκζντρωςθ ςτροβιλότθτασ κοντά ςτο εςωτερικό τθσ 

 

Το αποτζλεςμα τθσ αλλθλεπίδραςθσ των ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ, που βρίςκονται 

ςυγκεντρωμζνα ςτο εςωτερικό τθσ κθλιάσ-Ω, παράγει μία ακόμα πιο βίαιθ και γριγορθ 

αλλθλεπίδραςθ από τθν προθγοφμενθ. Ο κϊδικασ δεν είναι εξοπλιςμζνοσ ϊςτε να 

μοντελοποιείται με κάποιον τρόπο θ επίδραςθ τθσ ςυνεκτικότθτασ. Θ μθ ςυνεκτικι ροι, που 

εξελίςςεται κατά τθν προςομοίωςθ, ςε ςυνδυαςμό με το ςχιμα αναδιανομισ των ςτοιχείων 

ζχει ωσ αποτζλεςμα, ςε κζςεισ όπου ζχουμε ιδιαίτερα απότομεσ κλίςεισ του πεδίου ρυκμοφ 

μεταβολισ των τροπϊν, να προςκζτονται ςυνζχεια καινοφργια ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ. Θ 
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περιοχι όπου ςυγκεντρϊνονται ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ, αποτελεί μία περιοχι όπου ζχουμε 

απότομεσ κλίςεισ του πεδίου ρυκμοφ μεταβολισ των τροπϊν. Τελικά, ςχθματίηονται πολφ 

μικρότερεσ γεωμετρικζσ μορφζσ από αυτζσ που είναι δυνατόν να παρατθρθκοφν ςτο πείραμα 

οπτικοποίθςθσ του Ortega. Οι δομζσ αυτζσ δεν γνωρίηουμε προσ το παρόν αν ζχουν ςχζςθ με 

το φυςικό φαινόμενο. Επιπλζον, θ μπογιά κοντά ςτο εςωτερικό τθσ κθλιάσ είναι τόςο 

ςυγκεντρωμζνθ που ενϊ από τθ μία δεν παρατθροφμε ςυγκεκριμζνεσ δομζσ, από τθν άλλθ θ 

μπογιά βρίςκεται ςε αυτά τα ςθμεία για αρκετά μεγάλο χρονικό διάςτθμα και είναι λογικό να 

υποκζςουμε ότι ςε αυτά τα ςθμεία υπάρχει ςυγκεντρωμζνθ ςτροβιλότθτα. Θ αρικμθτικι 

προςομοίωςθ προβλζπει μία δομι τθσ περιοχισ αυτισ αλλά απαιτοφνται πιο λεπτομερι 

πειράματα κοντά ςε αυτζσ τισ περιοχζσ για τθν ςφγκριςθ με το αρικμθτικό αποτζλεςμα. Με 

αβεβαιότθτα, λοιπόν, όςο αφορά τθν αξιοπιςτία τθσ μεκόδου μασ παρουςιάηουμε τα 

αποτελζςματα για τθν εξζλιξθ τθσ ςυγκζντρωςθσ του νζφουσ μπογιάσ που παρατθροφμε ςτα 

πειράματα οπτικοποίθςθσ του Ortega. Σθμειϊνουμε ότι τα τμιματα δινϊν που φαίνονται τθ 

χρονικι ςτιγμι t=1,8 s να απουςιάηουν από τθ κθλιά-Ω βρίςκονται εκτόσ του περιοδικοφ 

κουτιοφ και ζχουν περάςει ςτο άλλο ςφνορο του κουτιοφ, όπωσ φαίνεται και ςτθν αντίςτοιχθ 

εικόνα.   

 

 

  
t=1,766 s t=1,8 s 

 
Σχιμα 80. Θ εξζλιξθ των δινϊν ςτα τελευταία ςτάδια του φαινομζνου 
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t=1,84 s t=1,88 s 

 

  
t=1,92 s t=1,94 s 

 
Σχιμα 80. Θ εξζλιξθ των δινϊν ςτα τελευταία ςτάδια του φαινομζνου(ςυνζχεια) 

 

5.2.4 Επιβεβαίωςη των Παρατηρήςεων με βάςη το Πεδίο ΢τροβιλότητασ 

 

Το βαςικό προτζρθμα που ζχει το πεδίο ςτροβιλότθτασ είναι ότι, οι αλλθλεπιδράςεισ των 

κοντινϊν τμθμάτων των δινϊν που παρατθρικθκαν παραπάνω, ςυμπεριλαμβάνονται ςτουσ 

υπολογιςμοφσ ταχυτιτων. Οπότε, θ πλθροφορία που παρζχει το πεδίο ςτροβιλότθτασ είναι, με 

αυτι τθν ζννοια, πιο ςυνοπτικι αφοφ δεν κα εμφανιςτοφν οι μικρότερεσ δομζσ που 

παρατθρικθκαν παραπάνω. Θ τελευταία παρατιρθςθ δεν ςυνεπάγεται ότι οι δομζσ αυτζσ 

εξαφανίηονται, αλλά για να εμφανιςτοφν ςτο πεδίο ςτροβιλότθτασ απαιτείται ζνα πολφ πυκνό 

πλζγμα υπολογιςμοφ ταχυτιτων. Για τον υπολογιςμό του πεδίου ςτροβιλότθτασ πρϊτα 
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υπολογίςτθκε το πεδίο ταχφτθτασ ςε ζνα ομοιόμορφο ορκογωνικό πλζγμα 20 20 20  . Το 

πλζγμα καλφπτει πλιρωσ τθν τελικι περιοχι όπου ορίηεται από τισ δίνεσ. Ζπειτα, ο 

υπολογιςμόσ του πεδίου ςτροβιλότθτασ ζγινε από το Tecplot. Οι ιςοςτακμικζσ επιφάνειεσ που 

είναι ςχεδιαςμζνεσ ςτα επόμενα ςχιματα αποτελοφν ιςοςτακμικζσ επιφάνειεσ του πεδίου  

«μζτρο ςτροβιλότθτασ». Οι ιςοςτακμικζσ που παρατθροφμε αναφζρονται ςε μία ςυγκεκριμζνθ 

τιμι του μζτρου τθσ ςτροβιλότθτασ τθν οποία κα αναφζρουμε ανά περίπτωςθ. Για λόγουσ 

ςφγκριςθσ, αναφζρουμε ότι θ μζγιςτθ τιμι ςτροβιλότθτασ τθσ δίνθσ tip είναι 
0

158
tip s

  . 

 

  
t=0 s t=0,5 s 

  

  
t=1 s t=1,5 s 

 
Σχιμα 81. Ιςοςτακμικι του πεδίου ςτροβιλότθτασ ςτα πρϊτα ςτάδια εξζλιξθσ του φαινομζνου 
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Ασ δοφμε, λοιπόν, τθν εξζλιξθ του πεδίου ςτροβιλότθτασ ςτα πρϊτα ςτάδια όπωσ ακριβϊσ 

κάναμε και με τισ δίνεσ. Στo ςχιμα 81, βλζπουμε τισ ιςοςτακμικζσ επιφάνειεσ για 123
s

  . 

Αρχικά, βλζπουμε μόνο τθ δίνθ tip επειδι θ δίνθ flap βρίςκεται εκτόσ του πεδίου όπου ζγιναν 

οι υπολογιςμοί ταχυτιτων. Αργότερα, θ δίνθ flap ειςζρχεται ςτο πεδίο υπολογιςμοφ 

ταχυτιτων. Ραρατθροφμε ότι τα δφο πεδία ςτροβιλότθτασ ζρχονται ςε επαφι και τελικά 

ενϊνονται για να δθμιουργιςουν μία δίνθ, τθσ οποίασ θ μζγιςτθ τιμι του μζτρου τθσ 

ςτροβιλότθτασ υπολογίςτθκε από το Tecplot περίπου ίςθ με 
0

1100
tot s

  .  Στο ίδιο ςχιμα 

βλζπουμε και το πεδίο ςτροβιλότθτασ γφρω από τθν κθλιά-Ω. 

Στο επόμενο ςχιμα βλζπουμε τθ μορφι των ιςοςτακμικϊν για τθ χρονικι ςτιγμι t=1,8 s 

που αντιςτοιχοφν ςε 150
s

  . Για τθ ςυγκεκριμζνθ χρονικι ςτιγμι όπωσ αναφζραμε και 

προθγουμζνωσ παρατθροφμε τισ ςυγκεντρϊςεισ των δινϊν ςτο εςωτερικό τθσ κθλιάσ-Ω. Θ 

κθλιά-Ω δεν φαίνεται ςτο ςχιμα επειδι θ ιςοςτακμικι που χρθςιμοποιοφμε αντιπροςωπεφει 

μεγαλφτερθ τιμι του μζτρου τθσ ςτροβιλότθτασ. Θ μορφι τθσ ιςοςτακμικισ που παρατθροφμε 

προβλζπει ότι ςτισ κζςεισ αυτζσ υπάρχει μία δομι που μοιάηει με δακτυλιοειδι δίνθ, όπωσ 

αναφζραμε και παραπάνω. Θ εμφάνιςθ τθσ δακτυλιοειδοφσ δίνθσ παρατθρείται και από τον 

Ortega ςτα αντίςτοιχα πειραματικά αποτελζςματα, όπου παρουςιάηονται τα πεδία 

ςτροβιλότθτασ που υπολογίςτθκαν από τα μετρθμζνα πεδία ταχφτθτασ. Τα ςυγκεκριμζνα 

πειραματικά αποτελζςματα παρουςιάηονται ςτο ςχιμα 86. 

     

      
Σχιμα 82. Ιςοςτακμικζσ Στροβιλότθτασ ςε όλο το πεδίο και μεγζκυνςθ ςτο εςωτερικό τθσ κθλιάσ-Ω 

όπου παρατθροφμε τθ δθμιουργία μίασ δακτυλιοειδοφσ δίνθσ   

 

Τθν ίδια χρονικι ςτιγμι το πεδίο ςτροβιλότθτασ τθσ κθλιάσ-Ω μπορεί να γίνει ορατό 

χρθςιμοποιϊντασ μικρότερθ τιμι του μζτρου ςτροβιλότθτασ για τθν ιςοςτακμικι 119
s

  . 
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Στο παρακάτω ςχιμα, φαίνεται ότι εκείνθ τθ χρονικι ςτιγμι οι κθλιζσ-Ω βρίςκονται κοντά και 

εξαιτίασ αυτοφ παρατθροφμε τθν ςυγκεκριμζνθ μορφι τθσ ιςοςτακμικισ επιφάνειασ. 

 

  
Σχιμα 83. Ιςοςτακμικζσ Στροβιλότθτασ κθλιϊν-Ω και ο δακτφλιοσ ςτροβιλότθτασ 

 

Οι δακτυλιοειδείσ δίνεσ που ςχθματίηονται, όπωσ και οι κθλιζσ-Ω, ςυγκροφονται και θ τελικι 

εικόνα που ζχουμε για το πεδίο ςτροβιλότθτασ δείχνει το αποτζλεςμα τθσ ςφγκρουςθσ τουσ.   

 

  
Σχιμα 84. Ιςοςτακμικζσ Στροβιλότθτασ t=1,94 s 

 

Θ εξζλιξθ μίασ τομισ του πεδίου ςτροβιλότθτασ ςτθν περιοχι εςωτερικά τθσ κθλιάσ-Ω δείχνει 

το ςχθματιςμό τθσ δακτυλιοειδοφσ δίνθσ που παρατθριςαμε και τελικά τθ ςφγκρουςθ τουσ. 

Αποτζλεςμα τθσ ςφγκρουςθσ είναι θ ςυγκζντρωςθ του πεδίου ςτροβιλότθτασ ςε περιοχζσ 

κάκετεσ με το επίπεδο yx, οι οποίεσ απομακρφνονται κατευκυνόμενεσ κατά τον άξονα z. Στθν 

πρϊτθ εικόνα του επόμενου ςχιματοσ βλζπουμε ζνα τμιμα τθσ ιςοςτακμικισ ακριβϊσ πριν το 
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ςχθματιςμό τθσ δακτυλιοειδοφσ δίνθσ. Μερικά δευτερόλεπτα αργότερα θ δακτυλιοειδισ δίνθ 

ζχει ςχθματιςτεί. Κατά τθ διάρκεια τθσ ςφγκρουςθσ το κάτω μζροσ των δινϊν φαίνεται να 

χωρίηεται ςε δφο μζρθ και λίγο αργότερα το ίδιο ςυμβαίνει και για το πάνω μζροσ. Θ 

ςυμπεριφορά αυτι είναι παρόμοια με τθν ςυμπεριφορά μθ μετωπικισ ςφγκρουςθσ 

δακτυλιοειδϊν δινϊν (Green, 1995). 

 

  
t=1,664 s t=1,8 s 

  

  
t=1,85 s t=1,9 s 

  
Σχιμα 85. Εξζλιξθ τομισ ςτο πεδίο ςτροβιλότθτασ κοντά ςτθν περιοχι εςωτερικά τθσ κθλιάσ-Ω 

 

Τα πεδία ςτροβιλότθτασ που υπολογίςτθκαν από τα μετρθμζνα πεδία ταχφτθτασ των 

πειραμάτων του Ortega πάνω ςε μία τομι κοντά ςτθν κθλιά-Ω για το δεξί ηεφγοσ δινϊν 

δίνονται ςτο επόμενο ςχιμα. 
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Σχιμα 86. Ρεδία ςτροβιλότθτασ από τα πειραματικά αποτελζςματα του Ortega για τθν πρϊτθ 

περίπτωςθ 

 

 

Τζλοσ, παρακζτουμε τισ γραμμζσ των κατανομϊν ςτροβιλότθτασ και τα αντίςτοιχα πεδία 

ςτροβιλότθτασ για τισ χρονικζσ ςτιγμζσ t=1,8 s και t=1,942 s. Από τα ςχιματα αυτά 

παρατθροφμε ότι οι γραμμζσ κατανομϊν ςτροβιλότθτασ τθσ ίδιασ δίνθσ, όταν αυτζσ 

εφάπτονται, δεν εμφανίηονται ςτο πεδίο ςτροβιλότθτασ, όπωσ αναφζραμε και παραπάνω. 

Επιπλζον, παρατθροφμε ότι θ ςτροβιλότθτα ςυγκεντρϊνεται γφρω από τισ γραμμζσ των 

κατανομϊν των ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ, όπωσ είναι αναμενόμενο. Για να γίνει πιο 

λεπτομερισ ζλεγχοσ του πεδίου ςτροβιλότθτασ απαιτείται ο υπολογιςμόσ του πεδίου 

ταχφτθτασ ςε πιο πυκνό πλζγμα από αυτό που χρθςιμοποιιςαμε. Τα αποτελζςματα μασ 

δίνουν μία αίςκθςθ τθσ μορφι του πεδίου ςτροβιλότθτασ εξαιτίασ τθσ αλλθλεπίδραςθσ των 

ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ και ςε καμία περίπτωςθ δεν αποτελοφν μία λεπτομερι 

αναπαράςταςθ του πεδίου ςτροβιλότθτασ. 
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Σχιμα 87. Σφγκριςθ κατανομϊν ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ και πεδίου ςτροβιλότθτασ για δφο χρονικζσ 
ςτιγμζσ  

 

5.2.5 Περίπτωςη Δεύτερη – ΢ύγκριςη με τα Πειράματα Οπτικοποίηςησ  

 

Ραρακζτουμε τα αποτελζςματα του πειράματοσ οπτικοποίθςθσ του Ortega για τθ δεφτερθ 

περίπτωςθ και ζπειτα τα αντίςτοιχα αποτελζςματα τθσ προςομοίωςθσ, όπωσ ςτθν αντίςτοιχθ 

ενότθτα για τθν πρϊτθ περίπτωςθ. Ραρατθριςτε ότι θ κθλιά-Ω εμφανίηεται και ςε αυτι τθν 

περίπτωςθ αλλά εξελίςςεται διαφορετικά ςε ςχζςθ με τθν πρϊτθ περίπτωςθ. Επιπλζον, 

παρατθροφμε ότι θ εξζλιξθ του φαινομζνου όπωσ προβλζπεται από τθν προςομοίωςθ 

ςυμβαδίηει χρονικά με το πειραματικό αποτζλεςμα και δεν κακυςτερεί τόςο όπωσ ςτθν 

προθγοφμενθ περίπτωςθ. Το αποτζλεςμα αυτό είναι πικανό να οφείλεται ςτθν άρςθ τθσ 

ςυμμετρίασ των κατανομϊν ςτο yz επίπεδο που επιβάλλαμε ςτθν προθγοφμενθ περίπτωςθ. 
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Κάτω από κάκε ςχιμα ςθμειϊνεται ο χρόνοσ των πειραματικϊν παρατθριςεων και ο 

αντίςτοιχοσ χρόνοσ του κϊδικα όπου παρατθρικθκε παρόμοια γεωμετρικι μορφι. Οι χρόνοι 

κάτω από κάκε ςτιγμιότυπο τθσ προςομοίωςθσ είναι μετατοπιςμζνοι κατά 1,52 s ςε ςχζςθ με 

τουσ πραγματικοφσ χρόνουσ τθσ προςομοίωςθσ. Σθμειϊνουμε ότι, θ τελευταία παρατιρθςθ 

υπάρχει πικανότθτα να είναι λανκαςμζνθ, αφοφ ςτα πειραματικά αποτελζςματα θ μπογιά 

αραιϊνει πολφ πιο γριγορα ςχετικά με τθν πρϊτθ περίπτωςθ. 

 

 

 

 
t=1,68 s t=1,68 s 

  

 
 

t=2,64 s t=2,60 s 
 

Σχιμα 88. Σφγκριςθ πειραμάτοσ οπτικοποίθςθσ με αποτζλεςματα του κϊδικα 
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t=2,8 s t=2,7 s 

  

 
 

t=2,48 s t=2,46 s 
 

Σχιμα 89. Σφγκριςθ πειραμάτοσ οπτικοποίθςθσ με αποτζλεςματα του κϊδικα 

 

 

 

 

 

 



178  

 

5.2.6 Περίπτωςη Δεύτερη – ΢τάδια Εξέλιξησ του Υαινομένου 

 

Το αρχικό ςτάδιο εξζλιξθσ του φαινομζνου για τθ δεφτερθ περίπτωςθ είναι ακριβϊσ το ίδιο 

με τθν πρϊτθ περίπτωςθ. Το πλάτοσ των διαταραχϊν των δινϊν flap αυξάνει ςταδιακά. Στθ 

δίνθ tip παρατθρείται θ δθμιουργία μίασ διαταραχισ ίδιου μικουσ κφματοσ με τθ διαταραχι 

τθσ δίνθσ flap με πλάτοσ το οποίο ςταδιακά αυξάνει. Τελικά ζνα τμιμα τθσ δίνθ flap  κα βρεκεί 

κοντά ςτθ δίνθ tip και ζνα άλλο κα μείνει μακριά όπωσ ακριβϊσ παρατθρικθκε ότι ςυμβαίνει 

ςτθν προθγοφμενθ περίπτωςθ. 

 

  
t=0 s t=0.5 s 

  

  
t=1 s t=1,5 s 

  
Σχιμα 90. Αρχικό Στάδιο εξζλιξθσ του φαινομζνου 
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Το τμιμα τθσ δίνθσ flap που βρίςκεται μακριά από τθ δίνθ tip κα δθμιουργιςει τθ κθλιά-Ω. 

Αντίςτοιχα, τα τμιματα των δινϊν που βρίςκονται κοντά ςτα δφο ηεφγθ δθμιουργοφν μία 

παρόμοια ελικοειδι δομι με αυτι τθσ προθγοφμενθσ περίπτωςθσ. Το αποτζλεςμα αυτισ είναι 

θ ςταδιακι ςυγκζντρωςθ ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ ςτθ κθλιά-Ω. Το υπόλοιπο τμιμα κα 

δθμιουργιςει τθ κθλιά-Ω. Σε αυτι τθ περίπτωςθ θ ζκταςθ τθσ κθλιάσ-Ω τθσ δίνθσ flap και θ 

ελικοειδισ δομι τθσ δίνθσ tip είναι πολφ μικρότερθ. Οι παραπάνω παρατθριςεισ 

ςυνοψίηονται ςτο παρακάτω ςχιμα. 

 

 

  
t=1,9 s t=2 s 

  

  
t=2,1 s t=2,2 s 

  
Σχιμα 91. Θ κθλιά-Ω και θ ελικοειδισ δομι τθσ δίνθσ tip 

 

Θθλιζσ-Ω 

Ελικοειδισ Δομι 
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Ακριβϊσ με τον ίδιο τρόπο που παρατθρικθκε ςτθν πρϊτθ περίπτωςθ, ςυγκεντρϊνεται 

ςτροβιλότθτα εςωτερικά τθσ κθλιάσ-Ω με μία πιο γριγορθ διαδικαςία από αυτι τθσ 

δθμιουργίασ τθσ κθλιάσ-Ω και τθσ ελικοειδοφσ δομισ. Σε αυτι τθν περίπτωςθ παρατθροφμε 

ότι ςχθματίηεται μία δακτυλιοειδισ δίνθ από τθ κθλιά-Ω, θ οποία φαίνεται ςτο επόμενο 

ςχιμα. Οι περιοχζσ ςυγκεντρωμζνθσ ςτροβιλότθτασ είναι πολφ μικρότερεσ ςε ςχζςθ με τθν 

πρϊτθ περίπτωςθ. Ακόμα μία ενδιαφζρουςα δομι που δθμιουργείται αλλά δευτερεφουςασ 

ςθμαςίασ είναι μία μικρότερθ κθλιά-Ω ςτθ δίνθ tip, θ οποία φαίνεται ςτθν τελευταία από τισ 

παρακάτω εικόνεσ. 

 

  
t=2,3 s t=2,35 s 

  

  
t=2,4 s t=2,45 s 

  
Σχιμα 91. Το τελικό ςτάδιο εξζλιξθσ τθσ δεφτερθσ περίπτωςθσ 
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5.3 Η επίδραςη του λόγου κυκλοφοριών του ζεύγουσ δινών ςτην εξέλιξη 

του φαινομένου 
 

Με βάςθ τα αποτελζςματα των προςομοιϊςεων παρατθριςαμε ότι θ εξζλιξθ του 

φαινομζνου ακολουκεί τα ίδια ακριβϊσ ςτάδια και ςτισ δφο περιπτϊςεισ.  Τα ςτάδια που 

παρατθριςαμε ζχουν ωσ εξισ: 

 

Στάδιο 1ο: Αφξθςθ πλάτουσ διαταραχϊν και ταυτόχρονθ μείωςθ τθσ απόςταςθσ των δινϊν 

κάκε ηεφγουσ 

Στάδιο 2ο: Δθμιουργία τθσ κθλιάσ-Ω ςτθν δίνθ tip κάκε ηεφγουσ και τθσ ελικοειδοφσ δομισ 

τθσ δίνθσ tip κάκε ηεφγουσ 

Στάδιο 3ο: Συγκζντρωςθ ςτροβιλότθτασ ςτθν περιοχι κοντά ςτθν κθλιά-Ω και δθμιουργία 

μικρότερων δομϊν ςτισ δίνεσ 

 

Οι αλλαγζσ ςτθ μορφι των δινϊν οφείλονται ςτισ ταυτόχρονεσ αλλθλεπιδράςεισ του πεδίου 

ταχφτθτασ με το πεδίο ρυκμοφ μεταβολισ των τροπϊν. Θ «ζνταςθ» των δφο πεδίων εξαρτάται 

από τθν κυκλοφορία των δινϊν. Μία λογικι παρατιρθςθ με βάςθ τθν τελευταία πρόταςθ 

είναι ότι θ εξζλιξθ του φαινομζνου κα εξαρτάται από το λόγο κυκλοφοριϊν των δινϊν του 

ηεφγουσ, δθλαδι το λόγο: 

 

flap

tip







 

 

Θ κεωρία ευςτάκειασ τζτοιων ςυςτθμάτων δινϊν όπωσ αναπτφςςεται ςτθν εργαςία του 

Ortega (Ortega, 2001) για δφο ηεφγθ δινϊν, αλλά και από τον Saffman (Saffman, 1992) για ζνα 

ηεφγοσ δινϊν εξαρτάται και από άλλεσ παραμζτρουσ, όπωσ, τον λόγο των αποςτάςεων των 

δινϊν του ηεφγουσ ωσ προσ τθν απόςταςθ των κεντροειδϊν μεταξφ των ηευγϊν, τον λόγο των 

πυρινων των δινϊν και άλλεσ παραμζτρουσ. Από διάφορεσ περιπτϊςεισ ελζγχου που 

εκτελζςαμε για δοκιμζσ των παραμζτρων, με βάςθ τθν τοποκζτθςθ των δινϊν τθσ πρϊτθσ 

περίπτωςθσ, βρικαμε ότι οι μεταβολζσ ςτθν παράμετρο   επθρεάηουν περιςςότερο το 

φαινόμενο. Στιγμιότυπα από μία από αυτζσ τισ περιπτϊςεισ βλζπουμε ςτισ εικόνεσ ςτο δεξί 

μζροσ του επόμενου ςχιματοσ. Σε αυτι τθν περίπτωςθ, θ απόςταςθ των κεντροειδϊν *

0b  είναι 

μεγαλφτερθ ςε ςχζςθ με τθν πρϊτθ περίπτωςθ. Στισ αριςτερζσ εικόνεσ βλζπουμε ςτιγμιότυπα 

από τθν πρϊτθ περίπτωςθ για ταυτόχρονεσ χρονικζσ ςτιγμζσ. Θ κθλιά-Ω δθμιουργείται 

κανονικά όπωσ και θ ελικοειδισ δομι, αλλά ςε αυτι τθν περίπτωςθ οι δίνεσ βρίςκονται πιο 

μακριά. Οι περιοχζσ ςυγκεντρωμζνθσ ςτροβιλότθτασ ςτθν ίδια χρονικι ςτιγμι δεν είναι αρκετά 

κοντά για να αλλθλεπιδράςουν. Ρζρα από αυτό δεν παρατθριςαμε κάποια άλλθ διαφορά 
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ςτθν εξζλιξθ του φαινομζνου.     

  
  

  
  

Σχιμα 92. Επίδραςθ τθσ απόςταςθσ των κεντροειδϊν ςτθν εξζλιξθ τθσ αςτάκειασ. Αριςτερά, 
ςτιγμιότυπα από τθν πρϊτθ περίπτωςθ. Δεξια, ςτιγμιότυπα με μεγαλφτερθ απόςταςθ μεταξφ των 

κεντροειδϊν  

 
 

Επαναλαμβάνοντασ το ίδιο τρζξιμο με τθν πρϊτθ περίπτωςθ, ςτο οποίο ο λόγοσ 

κυκλοφοριϊν είναι 0,35  , για λόγο κυκλοφοριϊν 0,4  , παρατθροφμε μία επιτάχυνςθ 

του φαινομζνου. Τα ςτάδια εξζλιξθσ του φαινομζνου είναι τα ίδια αλλά είναι διαφορετικι θ 

αλλθλεπίδραςθ μεταξφ των δινϊν, με τζτοιο τρόπο ϊςτε να παρατθροφνται διαφορζσ ςτο 

τελικό αποτζλεςμα.  Ρρϊτον, οι δομζσ που παρατθροφμε είναι μικρότερεσ ςε ζκταςθ ςε ςχζςθ 

με τθν πρϊτθ περίπτωςθ. Αποτζλεςμα αυτοφ είναι οι περιοχζσ που ςυγκεντρϊνεται 

ςτροβιλότθτα να είναι μικρότερεσ. Επιπλζον, οι περιοχζσ όπου τμιματα τθσ ίδιασ δίνθσ είναι 
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κοντά είναι περιςςότερεσ από ότι ςτθν πρϊτθ περίπτωςθ.  Στο ςχιμα 93, βλζπουμε τισ 

αλλαγζσ ςτθν τελικι κατάςταςθ ςε ςχζςθ με τθν πρϊτθ περίπτωςθ, τθν οποία παρακζτουμε 

ςτο αριςτερό ςχιμα.  

 

  
Σχιμα 93. Θ εξζλιξθ τθσ αςτάκειασ για 0,4   

 

Επαναλαμβάνουμε τισ προςομοιϊςεισ για διαφορετικζσ τιμζσ του λόγου κυκλοφορίασ. Τα 

αποτελζςματα που πιραμε φαίνονται ςτα παρακάτω ςχιματα. Το βαςικό χαρακτθριςτικό που 

παρατθρείται ςτθ μορφι των αποτελεςμάτων, με τθν αλλαγι του λόγου κυκλοφορίασ, είναι θ 

αλλαγι τθσ ζκταςθσ τθσ κθλιάσ-Ω τθσ δίνθσ flap και τθσ ελικοειδοφσ δομισ τθσ δίνθσ tip. 

Συγκεκριμζνα, όςο μεγαλφτερθ είναι θ τιμι του λόγου   παρατθροφμε ότι θ ελικοειδισ δομι 

τθσ δίνθσ tip αλλά και θ κθλιά τθσ δίνθσ flap είναι μικρότερεσ ςε ζκταςθ. Αυτό γίνεται 

ιδιαίτερα ορατό ςτισ περιπτϊςεισ 0,2   και 0,8  . Στθν περίπτωςθ 0,2  , παρατθροφμε 

αμζςωσ τα μεγάλα μεγζκθ των δφο διαμορφϊςεων ενϊ ςτθν περίπτωςθ 0,8  , δεν 

παρατθρείται καμία από τισ δφο διαμορφϊςεισ. Συγκεκριμζνα, για τθν περίπτωςθ 0,8   τα 

ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ ςυγκεντρϊνονται ςε δφο περιοχζσ κοντά ςε μία δομι που κα 

μποροφςαμε να ποφμε ότι μοιάηει με κθλιά-Ω αλλά δθμιουργείται ςτθ δίνθ tip αντί τθσ δίνθσ 

flap. Μία ακόμα γενικι παρατιρθςθ ζχει να κάνει με τθν ταχφτθτα εξζλιξθσ τθσ αςτάκειασ. 

Κάκε προςομοίωςθ είχε ρυκμιςτεί να ςταματιςει τθ χρονικι ςτιγμι που ο ςυνολικόσ αρικμόσ 

των ςτοιχείων κα είναι μεγαλφτεροσ ι ίςοσ με 15 φορζσ του αρχικοφ αρικμοφ ςτοιχείων. Ο 

χρόνοσ που δίνεται ςτθν μεγαλφτερθ εικόνα κάκε ςχιματοσ αναφζρεται ςτθν τελικι χρονικι 

ςτιγμι. Με αυτό τον τρόπο, ζχουμε μία εικόνα τθσ ταχφτθτασ που εξελίςςεται θ αςτάκεια. 

Ραρατθρικθκε ότι, για μικρότερεσ τιμζσ του   θ αςτάκεια εξελίςςεται πιο αργά. 

Συγκεκριμζνα, για 0,2   ο αρικμόσ των ςτοιχείων 15πλαςιάηεται μζςα ςε 2,14 s ενϊ για 

0,8   ςε 1,1 s. Σθμειϊνουμε ότι αποτελζςματα για διαφορετικζσ παρόμοιεσ τιμζσ του   για 

τθν περίπτωςθ ενόσ ηεφγουσ δινϊν υπάρχουν ςτο (Marshall, Bransher, & Giovannini, 2001).   
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t=1,8 s                                                                                 t=1,9 s 

 

 
t=2,14 s 

Σχιμα 93. Θ εξζλιξθ τθσ αςτάκειασ για 0,2   
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t=1,4 s t=1,5 s 

 

 
t=1,65 s 

Σχιμα 94. Θ εξζλιξθ τθσ αςτάκειασ για 0,4   
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t=1,0 s 

 
t=1,1 s 

 
t=1,27 s 

Σχιμα 95. Θ εξζλιξθ τθσ αςτάκειασ για 0,6   
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t=1,0 s 

 

 
 t=1,05 s  
 

 
t=1,1 s 

Σχιμα 96. Θ εξζλιξθ τθσ αςτάκειασ για 0,8   
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5.4 Προτάςεισ Βελτίωςησ και Περεταίρω Ερευνητικήσ Εργαςίασ 

 

Από τθ ςφγκριςθ των αποτελεςμάτων του κϊδικα προςομοίωςθσ, χρθςιμοποιϊντασ τθν 

μζκοδο ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ, με απλζσ αναλυτικζσ λφςεισ αλλά και με πραγματικά 

πειράματα αςτακειϊν φαίνεται ότι θ μεκοδολογία μπορεί να οδθγιςει ςε επιτυχείσ 

προβλζψεισ. Βζβαια, κα πρζπει να τονιςτεί, ότι θ ςχετικι διερεφνθςθ που περιζχεται ςτθν 

παροφςα εργαςία κα πρζπει να χαρακτθριςτεί ωσ προκαταρκτικι. Από τθν άλλθ κεωροφμε 

ςθμαντικό θ προςπάκεια αυτι να αποτελζςει τθν αρχι μίασ μελζτθσ που κα αφορά τθν 

ανάπτυξθ ενόσ αξιόπιςτου εργαλείου για τθ μελζτθ φαινομζνων τθσ Δυναμικισ των ΢ευςτϊν 

με ιδιαίτερο ενδιαφζρον, όπωσ αυτά ςτα οποία θ ροι εμφανίηει αςτάκειεσ και τισ 

περιςςότερεσ φορζσ δεν ζχουν γίνει αρκετά πειράματα για τον μθχανιςμϊν εξζλιξθσ τουσ.  

Σκοπόσ αυτισ τθσ ενότθτασ είναι να τονίςουμε τα αδφναμα ςθμεία τθσ μεκόδου και του 

κϊδικα που αναπτφχκθκε, προτείνοντασ ταυτόχρονα λφςεισ μζςω πικανϊν ερευνθτικϊν 

εργαςιϊν. Οι προτεινόμενεσ βελτιϊςεισ κινοφνται ςε δφο επίπεδα. Αρχικά, όςο αφορά το 

αρικμθτικό ςχιμα και τον κϊδικα που αναπτφχκθκε, και φςτερα προτάςεισ μελζτθσ άλλων 

φαινόμενων που ο κϊδικασ ζχει τθν ιδιότθτα να αναπαράγει. 

 

5.4.1 Προτάςεισ Βελτίωςησ 

 

Ζνα από τα πιο ςθμαντικά ςθμεία για τθν επιτυχθμζνθ αναπαράςταςθ πεδίων 

ςτροβιλότθτασ από ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ είναι το πρϊτο ςτάδιο τθσ διαδικαςίασ, δθλαδι 

κατάλλθλθ αρχικοποίθςθ των ςτοιχείων. Ωσ «κατάλλθλθ» νοοφμε τθν αρχικοποίθςθ των 

ςτοιχείων ϊςτε αυτά να ζχουν προσ όλεσ τισ κατευκφνςεισ τθν ίδια παράμετρο επικάλυψθσ. 

Αυτό είναι ζνα ιδιαίτερα δφςκολο πρόβλθμα και δεν υπάρχει κάποια εργαςία υπόψθ μασ θ 

οποία να προτείνει κάποια ςυςτθματικι μζκοδο για τθν επίτευξθ του ςκοποφ αυτοφ ςτθ 

γενικι περίπτωςθ, δθλαδι ενόσ τριςδιάςτατου πεδίου ςτροβιλότθτασ με τυχαίο πεδίο 

οριςμοφ. Θ λφςθ του ςυγκεκριμζνου προβλιματοσ κα δϊςει ςθμαντικι ϊκθςθ ςτθν χριςθ 

υβριδικϊν μεκόδων. Για παράδειγμα, ζνασ κϊδικασ επίλυςθσ των Navier-Stokes δίνει ωσ 

αποτζλεςμα το πεδίο ςτροβιλότθτασ και μετά από κάποια χρονικι ςτιγμι το πεδίο 

ςτροβιλότθτασ αναπαριςτάται από ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ. Εναλλακτικά, θ μεκοδολογία των 

ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ κα μποροφςε να χρθςιμοποιθκεί παράλλθλα με μία μζκοδο 

ςυνοριακϊν ςτοιχείων (Willis, 2006), από τθν οποία κα προζκυπταν οι αρχικζσ τιμζσ του 

πεδίου ςτροβιλότθτασ, ςε ςυνδυαςμό με μια κατάλλθλθ ςυνκικθ Kutta ςτο χείλοσ εκφυγισ 

τθσ πτζρυγασ. Σαν αποτζλεςμα κα μποροφςαμε να μελετιςουμε τισ αςτάκειεσ των δινϊν 

ακροπτερυγίου για διάφορεσ γεωμετρίεσ πτζρυγασ. 

Επιπλζον, κεωροφμε ότι είναι δυνατόν να βελτιωκοφν τα αποτελζςματα που ζχουμε για τισ 

κοντινζσ επαγωγζσ αν είχαμε τθ δυνατότθτα να εκτελζςουμε τριςδιάςτατεσ ολοκλθρϊςεισ 

αναλυτικά. Δθλαδι, όταν ζνα ςτοιχείο είναι γειτονικό (επικαλφπτεται) ενόσ άλλου ςτοιχείου 
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τότε ο κϊδικασ κα υπολογίηει αρικμθτικά τα ολοκλθρϊματα για τισ επαγωγζσ από το ςτοιχείο 

αυτό. Μία τζτοια διαδικαςία, είναι ενδιαφζρον να διερευνθκεί αν κα προκαλζςει ουςιαςτικζσ 

αλλαγζσ ςτθν επίδοςθ του κϊδικα, ενϊ είναι αναμενόμενο ότι κα επιβαρφνει το χρόνο 

εκτζλεςθσ του κϊδικα. 

Γενικά θ μζκοδοσ ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ είναι ιδιαίτερα χρονοβόρα. Με τθν ανάπτυξθ 

παράλλθλων ςυςτθμάτων και ταυτόχρονα κατάλλθλων βιβλιοκθκϊν, όπωσ το MPI, είναι 

δυνατόν να ςχεδιαςτοφν παράλλθλεσ υπορουτίνεσ του κϊδικα. Συγκεκριμζνα, είναι δυνατόν 

να γραφτοφν παράλλθλεσ υπορουτίνεσ για τον υπολογιςμό των επαγόμενων ταχυτιτων και 

του ρυκμοφ μεταβολισ ςτροβιλότθτασ με αποτζλεςμα τθν ραγδαία μείωςθ του χρόνου 

εκτζλεςθσ του κϊδικα. Εξοπλίηοντασ τον κϊδικα με παράλλθλεσ υπορουτίνεσ είναι ταυτόχρονα 

δυνατόν να μελετάμε πεδία ςτροβιλότθτασ με κατανομζσ ςτροβιλότθτασ οι οποίεσ 

αποτελοφνται από  πολφ περιςςότερα ςτοιχεία. Ωσ αποτζλεςμα οι υπολογιςμοί κα είναι πολφ 

καλφτεροι αφοφ κα ζχουμε τθν δυνατότθτα να χρθςιμοποιιςουμε μικρότερεσ τιμζσ τθσ 

παραμζτρου αποκοπισ και άρα να πετφχουμε καλφτερεσ αναπαραςτάςεισ ςε ςυνδυαςμό με 

τθν εκτζλεςθ τθσ ολοκλιρωςθσ για τισ κοντινζσ επαγωγζσ όπωσ ςυηθτιςαμε παραπάνω. Στισ 

μεκοδολογίεσ παράλλθλθσ επεξεργαςίασ να ςθμειωκεί ότι ζχει προςτεκεί πρόςφατα ςτο 

ςφγχρονο οπλοςτάςιο και θ χριςθ καρτϊν γραφικϊν βαςιςμζνθ ςε πανίςχυρουσ επεξεργαςτζσ 

γραφικϊν (GPGPU - General Purpose Graphics Processing Units). Θ διαδικαςία 

παραλλθλοποίθςθσ του κϊδικα αποτελεί ζνα φυςικό ςτάδιο εξζλιξθσ θ οποία ζχει ιδθ 

ςυμπεριλθφκεί ςτον κϊδικα GENUVP που χρθςιμοποιείται με επιτυχία από το εργαςτιριο 

Αεροδυναμικισ τθσ Σχολισ Μθχανολόγων Μθχανικϊν του ΕΜΡ.   

Μία διαφορετικι όψθ τθσ μεκοδολογίασ με τθν οποία αςχολθκικαμε ςτο κεφάλαιο 3 αλλά 

μετά αποςιωπιςαμε είναι αυτι τθσ αναδιανομισ των ςτοιχείων. Επειδι το ςυγκεκριμζνο 

ςχιμα αναδιανομισ των ςτοιχείων δεν ζχουμε υπόψθ μασ αν ζχει χρθςιμοποιθκεί ςε κάποια 

παρόμοια εργαςία δεν γνωρίηουμε τισ επιδόςεισ του ςε γενικζσ περιπτϊςεισ προςομοίωςθσ. Θ 

ςυγκεκριμζνθ παρατιρθςθ οδθγεί ςτθν ανάγκθ μελλοντικισ περαιτζρω διερεφνθςθσ τθσ 

ςυγκεκριμζνθσ επιλογισ-μασ ζωσ ότου κακιερωκεί ωσ αξιόπιςτθ. Μία πρόταςθ για μελζτθ 

κινείται ςε αυτό τον άξονα με τθν μελζτθ επιδόςεων του ςχιματοσ αναδιανομισ των ςτοιχείων 

που αναπτφξαμε. Θ εργαςία αυτι αποτελεί ιδιαίτερθ με τθν ζννοια ότι το ςχιμα αναδιανομισ 

που προτείνουμε ζχει δφο δυνατά ςθμεία.  

Ρρϊτον, λειτουργεί με παρεμβολζσ καμπυλϊν από τα ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ 

ακολουκϊντασ τθν κλίςθ που ορίηει το διάνυςμα ςτροβιλότθτασ του ςτοιχείου και είναι 

ανεξάρτθτο πλζγματοσ. Τα περιςςότερα ςχιματα αναδιανομισ που χρθςιμοποιοφνται 

επαναπροςδιορίηουν το πεδίο ςτροβιλότθτασ και επαναλαμβάνουν τθν διαδικαςία 

αρχικοποίθςθσ των ςτοιχείων βάςθ του νζου πεδίου ςτροβιλότθτασ. Αποτζλεςμα αυτοφ είναι 

να χρθςιμοποιείται, ςε μία κατά τα άλλα μζκοδο που χαρακτθρίηεται ωσ ελεφκερθ πλζγματοσ, 

το πλζγμα για τουσ υπολογιςμοφσ του πεδίου ςτροβιλότθτασ. Ακόμα και ςε άλλα παρόμοια 

ςχιματα δεν γίνεται θ αναδιανομι των ςτοιχείων πάνω ςτθν καινοφργια γραμμι που αυτά 
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ορίηουν αλλά ςε μία ευκεία γραμμι μεταξφ διαδοχικϊν ςτοιχείων. Για περιςςότερεσ 

πλθροφορίεσ ςε ςχιματα αναδιανομισ παραπζμπουμε ςτα (Cottet & Koumoutsakos, 2000) και  

(Knio & Ghoniem, 1991).  Δεφτερον, ςε περίπτωςθ που οι επιδόςεισ του είναι καλζσ μποροφμε 

να το εξοπλίςουμε εφκολα με ζνα ςχιμα επαναπροςδιοριςμοφ τθσ τοπολογίασ των δινϊν. 

Ππωσ ςυηθτιςαμε ςε προθγοφμενθ παράγραφο, τα τμιματα τθσ ίδια δίνθ που βρίςκονται 

κοντά ζχουν μθδενικι ςυνιςταμζνθ ςυνειςφορά ςτο πεδίο ςτροβιλότθτασ και όπωσ φαίνεται 

αυτά παραμζνουν ενωμζνα. Σθμειϊνουμε ότι το αποτζλεςμα αυτό ζρχεται ςε απόλυτθ 

ςυμφωνία με τα πορίςματα τθσ κεωρθτικισ μελζτθσ για τον επαναπροςδιοριςμό τθσ 

τοπολογίασ των δινϊν (Nazarenko & West, 2003) και τθσ αρικμθτικισ προςομοίωςθσ 

(Marshall, Bransher, & Giovannini, 2001).  Αντικακιςτϊντασ τα τμιματα αυτά με κατάλλθλο 

τρόπο μποροφμε να φτιάξουμε νζεσ δίνεσ. Οπότε το κζμα που τίκεται είναι να βρεκοφν τα 

κατάλλθλα κριτιρια με τα οποία κα προςδιορίηεται πότε κα αλλάηει θ τοπολογία των δινϊν 

και με ποιο τρόπο. 

Ζνα ενδιαφζρον πρόβλθμα που κα μποροφςε να μελετθκεί, ταυτόχρονα ωσ πρόβλθμα 

αναφοράσ για το ςχιμα αναδιανομισ και επαναπροςδιοριςμοφ τθσ τοπολογίασ των δινϊν, 

είναι θ ςφγκρουςθ και θ αλλθλεπίδραςθ δακτυλιοειδϊν δινϊν, όπωσ παρουςιάηεται για ζνα 

ςχιμα επαναπροςδιοριςμοφ τθσ τοπολογίασ των δινϊν ςτο (Kivotides & Leonard, 2003). Γενικά 

ςτα προβλιματα δακτυλιοειδϊν δινϊν, ζχουμε μία προβλζψιμθ ςυμπεριφορά των 

επιμθκφνςεων των δινϊν ενϊ ταυτόχρονα κατά τθν ςφγκρουςθ παρατθρείται θ ανάπτυξθ 

μικρϊν διαταραχϊν, από τισ οποίεσ δθμιουργοφνται μικρότερεσ δακτυλιοειδείσ δίνεσ. 

Ρειραματικά αποτελζςματα μποροφν να βρεκοφν ςτο (Green, 1995). Για αυτοφσ τουσ λόγουσ 

αποτελεί ιδανικι περίπτωςθ για τθν ςφγκριςθ αποτελεςμάτων τόςο του ςχιματοσ 

αναδιανομισ όςο και του ςχιματοσ επαναπροςδιοριςμοφ τθσ τοπολογίασ των δινϊν με 

αντίςτοιχα πειραματικά.  

Τζλοσ, τα πεδία ςτροβιλότθτασ που χρθςιμοποιιςαμε ςτθν προςομοίωςθ φζρουν κάποια 

διαταραχι. Είναι δφςκολο ςτθν γενικι περίπτωςθ να καταςκευάςουμε πεδία ςτροβιλότθτασ 

τα οποία κα φζρουν κάποια διαταραχι. Το νζο πεδίο ςτροβιλότθτασ που κα προκφψει με τθν 

επιβολι τθσ διαταραχισ κα πρζπει με κάποια ζννοια να ςυςχετίηεται με το πεδίο 

ςτροβιλότθτασ χωρίσ τθ διαταραχι. Ασ ποφμε ότι θ κυκλοφορία των πεδίων ςτροβιλότθτασ 

πρζπει να είναι ίδια. Ρζρα από αυτό το νζο πεδίο πρζπει να είναι ςωλθνοειδζσ. Απαιτείται 

περεταίρω μελζτθ του αν είναι πάντα δυνατόν να φτιάξουμε πεδία με διαταραχζσ τα οποία 

είναι ςυμβατά με αυτζσ τισ ςυνκικεσ και αν δεν είναι πάντα δυνατόν ποιεσ είναι οι ςυνκικεσ 

καταςκευισ του πεδίου με τθν διαταραχι. Θ δυνατότθτα καταςκευισ ςυμβατϊν, με τισ 

παραπάνω ζννοιεσ, πεδίων ςτροβιλότθτασ με διαταραχζσ είναι δυνατόν να χρθςιμοποιθκεί 

ϊςτε να μελετθκεί θ επίδραςθ και άλλων διαταραχϊν πζρα τθσ θμιτονοειδοφσ. 
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5.4.2 Προτάςεισ για Μελέτη Περιοδικών Υαινομένων 

 

Θ ανάλυςθ που ζγινε ςτθν προθγοφμενθ ενότθτα, χρθςιμοποιϊντασ τισ προςομοιϊςεισ του 

κϊδικα, ζδωςε μία ποιοτικι εικόνα των μθχανιςμϊν με τουσ οποίουσ λειτουργεί το φαινόμενο. 

Το ηιτθμα όμωσ που παραμζνει αναπάντθτο αναφζρεται ςτθν πικανι αξία των 

αποτελεςμάτων αυτϊν ςτθν αεροναυπθγικι. Θ αναπαραγωγι των αποτελεςμάτων ςε 

καταςτάςεισ πραγματικισ πτιςθσ ενόσ αεροςκάφουσ μπορεί να χρθςιμοποιθκεί για να 

μελετθκεί ο ρυκμόσ με τον οποίο αναπτφςςονται περιοχζσ οι οποίεσ πικανόν να είναι 

επικίνδυνεσ για ζνα αεροςκάφοσ που ειςζρχεται ςε αυτζσ. Επιπλζον, είναι δυνατι θ χριςθ του 

κϊδικα για τθν μοντελοποίθςθ του μακρινοφ ομόρου ενόσ αεροςκάφουσ και τθσ 

αλλθλεπίδραςθσ του με ζνα αεροςκάφοσ το οποίο κα βρεκεί ςε διάφορεσ γειτονικζσ κζςεισ 

προκαλϊντασ διαφορετικζσ αλλαγζσ ανάλογα με τθν κατεφκυνςθ ςυνάντθςθσ τουσ. Τζλοσ, 

είναι δυνατόν να προκφψουν προτάςεισ για ςχεδίαςθ πτζρυγασ και βοθκθτικϊν επιφανειϊν. 

Ζνα κριτιριο ςχεδίαςθσ, για παράδειγμα, είναι θ αλλθλεπίδραςθ των δινϊν να είναι τζτοια 

ϊςτε να υποβακμίηονται γριγορα οι περιοχζσ που θ ςτροβιλότθτα είναι ςυγκεντρωμζνθ. 

Δθλαδι να επινοθκεί και να προτακεί κάποια παραλλαγι τθσ γεωμετρίασ τθσ πτζρυγασ, με τθν 

οποία κα υποβακμίηεται θ ςτροβιλότθτα χωρίσ παράπλευρα αποτελζςματα, όπωσ για 

παράδειγμα μείωςθ ςτο βακμό απόδοςθσ τθσ πτζρυγασ. Ζνασ απλόσ μθχανιςμόσ υποβάκμιςθσ 

τθσ ςτροβιλότθτασ προτείνεται ιδθ από τα αποτελζςματα που παρουςιάςαμε. Εξαιτίασ τθσ 

επιμικυνςθσ των δινϊν ο πυρινασ ςταδιακά μικραίνει και θ ςτροβιλότθτα ςυγκεντρϊνεται 

όλο και περιςςότερο ςτο κζντρο τθσ δίνθσ. Τελικά, τα φαινόμενα ςυνεκτικότθτασ κα 

προκαλζςουν πιο γριγορα τθν  καταςτροφι τθσ. 

Σε κεωρθτικό επίπεδο, θ κεωρία ευςτάκειασ, κατά τθν εφαρμογι τθσ ςε ςυςτιματα δινϊν, 

προβλζπει αν θ διαταραχι που επιβάλλουμε ςτισ δίνεσ είναι ευςτακισ ι αςτακισ. Δεν υπάρχει 

κάποια κεωρία που να προβλζπει τα μικθ κφματοσ των διαταραχϊν που αναπτφςςονται. Θ 

αντιμετϊπιςθ του προβλιματοσ αυτοφ δεν είναι κακόλου προφανισ. Από τθν άλλθ μία κεωρία 

με τθν οποία να προβλζπεται το μικοσ κφματοσ των διαταραχϊν κα ζδινε ςθμαντικι ϊκθςθ 

ςτθν πρόβλεψθ των φαινομζνων που κα αναπτυχκοφν. Μζχρι ςτιγμισ, πειραματικά 

αποτελζςματα είναι θ καλφτερθ πθγι για τθν πρόβλεψθ του μικουσ κφματοσ των διαταραχϊν. 

Ρζρα από τισ αςτάκειεσ που εμφανίηονται ςτισ δίνεσ ακροπτερυγίων υπάρχουν και άλλεσ 

περιπτϊςεισ ςτισ οποίεσ τα φαινόμενα μποροφν να μοντελοποιθκοφν χρθςιμοποιϊντασ 

περιοδικά πεδία ςτροβιλότθτασ. Δφο παραδείγματα που ζχουμε υπόψθ μασ είναι θ 

τριςδιάςτατθ αςτάκεια Kelvin-Helmholtz και το πεδίο ςτροβιλότθτασ οριακοφ ςτρϊματοσ. 

Χρθςιμοποιϊντασ τον κϊδικα που αναπτφξαμε και ςυμπεριλαμβάνοντασ τισ απαραίτθτεσ, ανά 

περίπτωςθ, υπορουτίνεσ είναι δυνατόν να γίνουν προςομοιϊςεισ τζτοιον φαινομζνων. 

Θ αςτάκεια που παρατθρείται κοντά ςτθν διεπιφάνεια που ορίηεται από τθν παράλλθλθ 

ροι ρευςτϊν διαφορετικϊν πυκνοτιτων και ταχυτιτων ονομάηεται αςτάκεια Kelvin-Helmholtz 

(Kundu, 1990). Τα ρευςτά κινοφνται με διαφορετικζσ ταχφτθτεσ γειτονικά τθσ διεπιφάνειασ, 
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άρα κοντά ςτθν επιφάνεια υπάρχει μία περιοχι μικροφ πάχουσ ςτθν οποία ζχουμε 

κατανεμθμζνθ ςτροβιλότθτα και μοντελοποιείται ωσ ζνα φφλλο διάτμθςθσ άπειρθσ ζκταςθσ. 

Μία μικρι διαταραχι προκαλεί τθν αναδίπλωςθ τθσ περιοχισ κοντά ςτο φφλλο διάτμθςθσ και 

τθν ανάπτυξθ ςπειροειδϊν δομϊν οι οποίεσ παρατθροφνται περιοδικά. Θ ςπειροειδισ δομι 

είναι θ πλζον χαρακτθριςτικι δομι τθσ αςτάκειασ. Στο παρακάτω ςχιμα βλζπουμε τισ δομζσ 

αυτζσ όπωσ παρατθροφνται πειραματικά. Στισ τρείσ διαςτάςεισ παρατθροφνται και άλλεσ 

δευτερεφουςεσ δομζσ οι οποίεσ προκαλοφνται από αναδιπλϊςεισ του φφλλου διάτμθςθσ, 

όπωσ φαίνεται και ςτο παρακάτω ςχιμα από τθν αρικμθτικι προςομοίωςθ με ςτοιχεία 

ςτροβιλότθτασ που γίνεται ςτο (Knio & Ghoniem, 1991). Αντίςτοιχα αποτελζςματα δίνονται 

ςτο (Rogers & Moser, 1992).  

 

 
Σχιμα 97. Θ αςτάκεια Kelvin-Helmholtz ςτισ τρεισ διαςτάςεισ 
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Για τθν πλιρθ αναπαράςταςθ του φαινομζνου πρζπει να ςυμπεριλάβουμε και τισ αλλαγζσ 

του πεδίου πυκνότθτασ. Ρροτάςεισ για τθν αντιμετϊπιςθ του τελευταίου προβλιματοσ 

βρίςκουμε ςτα (Knio & Ghoniem, 1991) και (Rogers & Moser, 1992). Για παραπάνω 

πλθροφορίεσ παραπζμπουμε ςτα, (Kundu, 1990) όςο αφορά τθν κεωρθτικι προςζγγιςθ του 

προβλιματοσ ςε δφο διαςτάςεισ, (Zhdanov, 1995) αντίςτοιχα για τθν κεωρθτικι προςζγγιςθ 

του προβλιματοσ για τρεισ διαςτάςεισ και (Funada & Joseph, 2001) για τθν επίδραςθ τθσ 

επιφανειακισ τάςθσ ςτο φαινόμενο. 

Μζςα ςτο οριακό ςτρϊμα αναπτφςςεται κατανομι ςτροβιλότθτασ. Αποτζλεςμα είναι θ 

ςυνεχόμενθ δθμιουργία και αλλθλεπίδραςθ δινϊν με ςχιμα φουρκζτασ(hairpin vortices). Οι 

δίνεσ φουρκζτεσ παρατθροφνται ότι εξελίςςονται περιοδικά. Οι δίνεσ φουρκζτεσ κεωροφνται 

ωσ το αρχικό ςτάδιο δθμιουργίασ τφρβθσ (Head & Bandyopandyay, 1981), (Green, 1995). Θ 

εξζλιξθ, λοιπόν, των δινϊν με δομι φουρκζτασ μπορεί να δϊςει πλθροφορίεσ για τθν εξζλιξθ 

τθσ τφρβθσ. Για τθν αναπαράςταςθ του φαινομζνου πρζπει να επεκτακεί θ αρικμθτικι 

μζκοδοσ αλλά και ο κϊδικασ με κατάλλθλο τρόπο ϊςτε ςυμπεριλαμβάνονται οι επιδράςεισ 

των τοιχωμάτων ςτθν ροισ, όπωσ περιγράφεται ςτο (Cottet & Koumoutsakos, 2000). Μία 

τζτοια επζκταςθ του κϊδικα, ϊςτε να ςυμπεριλαμβάνει τισ επιδράςεισ των ςτερεϊν 

τοιχωμάτων, αποτελεί από μόνθ τθσ μία ξεχωριςτι εργαςία.  

 

 
Σχιμα 98. Δίνεσ Φουρκζτεσ – Μετριςεισ HPV 
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Για πειραματικά αποτελζςματα ςχετικά με τισ δομζσ που αναπτφςςονται ςτο οριακό 

ςτρϊμα, ςτα οποία παρατθροφνται και οι δίνεσ φουρκζτεσ, παραπζμπουμε ςτα (Svizher & 

Cohenb, 2006), (Green, 1995), (Head & Bandyopandyay, 1981). Για ανάλυςθ ευςτάκειασ των 

ςχετικϊν δομϊν και υπολογιςτικζσ προςομοιϊςεισ παραπζμπουμε ςτα (Suponitsky & Cohen, 

2005), (Schoppa & Hussain, 2002) και (Ducros, Compte, & Lesieur, 1996). Στο παρακάτω ςχιμα, 

βλζπουμε ςτιγμιότυπο προςομοίωςθσ, το οποίο πιραμε από τθν εργαςία (Ducros, Compte, & 

Lesieur, 1996). 

 

 
Σχιμα 99. Αρικμθτικι προςομοίωςθ οριακοφ ςτρϊματοσ και δίνεσ φουρκζτεσ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Δίνεσ Φουρκζτεσ 
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6. ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ – ΢ΤΝΣΟΜΗ ΕΠΙΔΕΙΞΗ ΠΕΡΙΠΣΩ΢ΕΩΝ ΦΩΡΙ΢ 

ΑΝΑΔΙΑΝΟΜΗ ΣΩΝ ΢ΣΟΙΦΕΙΩΝ  

 

Πλα τα αποτελζςματα που παρουςιάηουμε βρίςκονται ακόμα ςε πρϊιμο ςτάδιο και 

απαιτείται περεταίρω ανάλυςθ για τθν διεξαγωγι ςυμπεραςμάτων. Επιπλζον, τα 

αποτελζςματα ζχουν προκφψει χωρίσ αναδιανομι των ςτοιχείων θ οποία είναι απαραίτθτθ.  

  

6.1 Αςτάθεια Kelvin-Helmholtz 

 

Ραρουςιάηουμε αποτελζςματα για τθν αςτάκεια Kelvin-Helmholtz ςτισ δφο διαςτάςεισ. Τα 

ακροίςματα που εμφανίηονται ςτισ περιοδικζσ επαγωγζσ ζχουν παρόμοια μορφι και για τισ 

δφο διαςτάςεισ. Θ ανάλυςθ για τθν καταςκευι των αςυμπτωτικϊν προςεγγίςεων είναι 

παρόμοια. Σε αυτι τθν περίπτωςθ, θ κατανομι ςτροβιλότθτασ εκφυλίηεται ςε κατανομι 

κυκλοφορίασ. Στο παρακάτω ςχιμα βλζπουμε τθν εξζλιξθ τθσ αςτάκειασ Kelvin-Helmholtz.  
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6.2 Δίνεσ με διαταραχέσ και κατανομή ςτοιχείων ςτροβιλότητασ ςτο 

πυρήνα τησ δίνησ 

 

Ραρουςιάηουμε τθν εξζλιξθ μίασ δίνθσ Rankine με θμιτονοειδι διαταραχι, χωρίσ 

αναδιανομι των ςτοιχείων. Θ διαταραχι δεν είναι μεγάλου μικουσ κφματοσ και μετά από 

οριςμζνεσ περιςτροφζσ καταςτρζφεται. Ραρατθριςαμε ότι δθμιουργοφνται δφο περιοχζσ 

όπου βρίςκονται ςυγκεντρωμζνα τα ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ.  Θ καταςτροφι τθσ δίνθσ δεν 

είναι ζνδειξθ ότι το φαινόμενο είναι αςτακζσ. Ρικανόν το αποτζλεςμα να οφείλεται ςτθν 

ςυγκζντρωςθ αρικμθτικϊν ςφαλμάτων και ςτο ότι δεν ζχουμε αναδιανομι των ςτοιχείων. 
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Αντίςτοιχα παρουςιάηουμε και μία περίπτωςθ ενόσ ηεφγουσ δινϊν με 0,5  . Τα 

αποτελζςματα προζκυψαν χωρίσ αναδιανομι των ςτοιχείων.  
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