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Επιτρέπεται η ανατύπωση και αναπαραγωγή των αποτελεσµάτων και των 
διαγραµµάτων της µελέτης αυτής, µε µόνες προϋποθέσεις τη µη 
εµπορευµατικοποίησή τους και την αναφορά της προέλευσής τους. Ο συγγραφέας 
επιφυλλάσσεται για τη συµφωνία µε τα συµπεράσµατα και τις θέσεις που θα 
προκύψουν από τη χρήση τους. 
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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 
 
 
 
 
Εξετάζοντας το θέµα, αυτής της εργασίας, από την πλευρά της κλασικής 
ρευστοµηχανικής, δεν αποτελεί παρά τη µελέτη στρωτής ασυµπίεστης ροής σε 
συγκλίνον – αποκλίνον ακροφύσιο. Όµως, η µελέτη των ροϊκών φαινοµένων σε 
στενωµένους αγωγούς, έλκει το ενδιαφέρον της από τη στένωση των αρτηριών του 
ανθρώπινου οργανισµού και τις σοβαρότατες επιπτώσεις που έχει στην καλή 
λειτουργία του.  
 
Αντιλαµβανόµενος τον βιοϊατρικό χαρακτήρα του θέµατος, υπήρξα δύσπιστος για το 
κατά πόσο ένας µηχανικός, είναι δυνατόν να διαπραγµατευτεί ένα καθαρά ιατρικό 
θέµα, περιγραφόµενο από ιατρικούς όρους και δοµηµένο πάνω στην ιατρική 
αντίληψη, µε τρόπο τέτοιο, ώστε να γίνεται ταυτόχρονα κατανοητός από φορείς των 
δύο διαφορετικών τρόπων σκέψης· των γιατρών και των µηχανικών.    
 
Θα µπορούσαµε να φανταστούµε τη σχέση τους σαν δύο διαφορετικές γλώσσες, για 
τις οποίες δεν υπάρχει απευθείας αντιστοίχιση λέξεων και καθένας θα πρέπει να 
αντιληφθεί τις έννοιες µε βάση τις γνώσεις που έχει σε καθεµία γλώσσα. Αυτό, 
βέβαια, δεν απέχει κατά πολύ από την πραγµατικότητα, και αντικατοπτρίζεται στη 
διεθνή βιβλιογραφία, όπου οι εργασίες από την ρευστοµηχανική οπτική γωνία 
δυσκολεύονται να εισάγουν τα µετρούµενα µεγέθη στην επεξήγηση των βιοϊατρικών 
µηχανισµών, ενώ οι βιοϊατρικές εργασίες αδέξια, πολλές φορές, προσπαθούν να 
γενικεύσουν ρευστοµηχανικές παρατηρήσεις.     
 
Το στοιχείο, που φέρνει κοντά τους δύο τρόπους σκέψης, είναι ένας κοινός 
ακρογωνιαίος λίθος τους· και οι δύο είναι καταδικασµένοι να απαιτούν αποτέλεσµα, 
πρακτικό και άµεσα εφαρµόσιµο…  
 
Μέσα από αυτό το πρίσµα, τα βιοϊατρικά ερωτήµατα θα παράγουν ρευστοµηχανικές 
µελέτες, που θα προσπαθούν να τα απαντήσουν µε τις µεθόδους τους, ενώ οι 
ρευστοµηχανικές παρατηρήσεις θα ανατροφοδοτούν τις βιοϊατρικές θεωρήσεις και 
απορίες.   
 
Για το λόγο αυτό, δε θα προσπαθήσουµε να µιλήσουµε στην «ιατρική γλώσσα», που 
δε γνωρίζουµε, αλλά θα διαπιστώσουµε κάποια ερωτήµατα της βιοϊατρικής και 
έπειτα θα χρησιµοποιήσουµε τα εργαλεία της ρευστοµηχανικής για να µελετήσουµε 
και να προτυποποιήσουµε το πρόβληµα. 
 
Στο πρώτο κεφάλαιο, θα κάνουµε µία εισαγωγή στον τρόπο σύνδεσης των 
ρευστοµηχανικών µεγεθών µε τη φυσιολογία και την παθολογία του κυκλοφορικού 
συστήµατος. Θα αναφέρουµε τις νέες αντιλήψεις για την έναρξη του σχηµατισµού 
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στενώσεων και θα διαπιστώσουµε λόγους που κάνουν τις στενωµένες περιοχές άξιες 
µελέτης από βιοϊατρική σκοπιά. Συνοψίζοντάς τους θα λέγαµε ότι είναι περιοχές: 

• υψηλού κινδύνου για αποκόλληση της αθηρωµατικής πλάκας και δηµιουργία 
θρόµβων 

• υψηλής πιθανότητας αύξησης του βαθµού στένωσης 
• υψηλού ενδιαφέροντος, καθώς νέες µελέτες δίνουν ενδείξεις για 

ενεργοποίηση βιοχηµικών µηχανισµών µέσω των ροϊκών φαινοµένων που 
λαµβάνουν χώρα σε αυτές 

Θα εξηγήσουµε τη σηµασία των διατµητικών τάσεων στο αγγειακό τοίχωµα και τη 
µεγάλη επίδραση που έχει στις τιµές τους, το ιξώδες του αίµατος, καθιστώντας τα µη 
νευτώνεια µοντέλα ρευστών επιβεβληµένα σε πολλές περιπτώσεις µελέτης της ροής 
του.  
 
Στο δεύτερο κεφάλαιο, θα αναλύσουµε τις παραµέτρους που υπεισέρχονται στην 
προτυποποίηση της ροής του αίµατος µέσα στα αγγεία. Μέσα από αναφορές σε 
διάφορες, πειραµατικές και υπολογιστικές, µελέτες προτυποποίησης αντίστοιχων 
προβληµάτων, θα δούµε την ισχύ, σε σχέση µε την πραγµατικότητα, των δικών µας 
θεωρήσεων για το µοντέλο αγωγού και αίµατος.  
 
Το τρίτο κεφάλαιο, περιλαµβάνει την παρουσίαση της µαθηµατικής θεµελίωσης του 
προβλήµατος. 
 
Στο τέταρτο κεφάλαιο, θα αναφέρουµε τη διαδικασία που ακολουθήσαµε για την 
αριθµητική προσέγγιση της λύσης του προβλήµατος, εξηγώντας τον τρόπο µε τον 
οποίο το πακέτο υπολογιστικής ρευστοµηχανικής, που χρησιµοποιήσαµε, επέλυσε τις 
εξισώσεις ροής, στις οποίες είχαµε καταλήξει στο τρίτο κεφάλαιο. 
 
Tο πέµπτο κεφάλαιο είναι αφιερωµένο στην παρουσίαση των αποτελεσµάτων µας, τη 
σύγκρισή τους µε αυτά άλλων, αριθµητικών και πειραµατικών, µελέτών, ενώ 
παράλληλα θα σχολιάζουµε τα ευρήµατά µας. 
 
Τέλος, παραθέτουµε τα γενικά συµπεράσµατα της µελέτης µας στο έκτο κεφάλαιο, 
τις βιβλιογραφικές αναφορές µε τη σειρά εµφάνισής τους στο κείµενο, περίληψη της 
µελέτης στην ελληνική και αγγλική γλώσσα, ενώ στο παράτηµα παραθέτουµε τα 
προγράµµατα η/υ που αναπτύξαµε για τους σκοπούς της µελέτης αυτής. 
 
 
 
 
 
 
 
 
_____________________________________________________________________ 
Από το εργαστήριο Αεροδυναµικής, θα ήθελα να ευχαριστήσω θερµά τον επιβλέποντα 
καθηγητή της εργασίας αυτής, ∆.Σ. Μαθιουλάκη, για όλες τις φορές που βρήκα την 
πόρτα του εργαστηρίου ανοιχτή, ακόµα και για τις πιο ανούσιες απορίες µου, αλλά και 
για το πολύτιµο υπόβαθρο γνώσεων ρευστοµηχανικής, που αποκόµισα από τις 
συζητήσεις µας. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  Ι 
 
 

από τα βιοϊατρικά φαινόµενα στα  
ρευστοµηχανικά µεγέθη 

 
 
 

Η θεµελιώδης θεώρηση, πάνω στην οποία οικοδοµείται η βιορρευστοµηχανική 
µελέτη του κυκλοφορικού συστήµατος των θηλαστικών, είναι ότι µπορούµε να το 
εκλάβουµε ως ένα δίκτυο σωληνώσεων, µέσα στο οποίο ρέει το αίµα, µε την καρδιά 
να παίζει το ρόλο της αντλίας. [1] 
 
Το κυκλοφορικό σύστηµα είναι το κλειστό σύστηµα µεταφοράς του αίµατος µέσα από 
ελαστικούς αγωγούς, µε το οποίο οξυγόνο, διοξείδιο του άνθρακα και θρεπτικές 
ουσίες µεταφέρονται από και προς τα διάφορα όργανα και µύες. Εκτός από την 
καρδιά, περιλαµβάνει τους πνεύµονες και τα αγγεία, που χωρίζονται σε δύο οµάδες:  

• αρτηρίες, αρτηρίδια (µικρές αρτηρίες) και τριχοειδή αγγεία (µικροσκοπικοί 
αγωγοί αίµατος), µεταφέρουν αίµα οξυγονοµένο και πλούσιο σε θρεπτικά 
συστατικά ενώ 

•  φλέβες και φλεβίδια (µικρές φλέβες) επιστρέφουν το αίµα στην καρδιά  
[1,2,3,4,5] 

 
Η καρδιά είναι όργανο, ικανό να συστέλλεται και να διαστέλλεται, προσφέροντας την 
απαραίτητη πίεση εξώθησης του αίµατος, τέτοια ώστε όχι µόνο να εκπληρώνεται η 
υδραυλική απαίτηση για υπερνίκηση των απωλειών πίεσης του δαιδαλώδους δικτύου 
αρτηριών και φλεβών, αλλά επιπλέον, να παρέχεται αίµα στα υπόλοιπα όργανα και να 
εξασφαλίζεται η διέλευση των θρεπτικών συστατικών, από το αίµα, έξω από τις 
αρτηρίες, στους ιστούς. [4,5] 
Η πίεση προσδίδεται υπό µορφή παλµού που διαδίδεται λόγω της ελαστικότητας των 
αγγείων. Αν τα τοιχώµατα ήταν πλήρως ανελαστικά, τότε η απαιτούµενη πίεση θα 
ήταν κατά πολύ µεγαλύτερη. 
 
Αναγνωρίζοντας, τις δύο βασικότερες ροϊκές λειτουργίες, που επιτελούν οι αρτηρίες, 
παίζοντας το ρόλο του µέσου στο οποίο ρέει το αίµα, αλλά και του µέσου διατήρησης 
της πίεσής του [6], αντιλαµβανόµαστε τη µεγάλη σηµασία που έχει η οµαλή ροή του 
αίµατος σε αυτές, για τη σωστή λειτουγία του κυκλοφορικού συστήµατος. Η µελέτη 
της ροής του αίµατος µέσα στα αγγεία, ονοµάζεται αιµοδυναµική. 
Κατά την παθολογική λειτουργία των αρτηριών, όπου η γεωµετρία τους 
µεταβάλλεται, προκαλούνται προβλήµατα στην αιµάτωση οργάνων και µυών του 
οργανισµού. Αυτές είναι η στένωση και το ανεύρυσµα.  
Η µεν στένωση, αφορά στη µείωση της διατοµής ενός αγγείου, ενώ η δεύτερη στη 
δηµιουργία µίας τοπικής αύξησης της διατοµή ενός αγγείου.  
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Οι παθολογικές καταστάσεις αυτές, προκαλούν το έµφραγµα του µυοκαρδίου, τα 
ισχαιµικά επεισόδεια, το εγκεφαλικό και τα διάφορα ανευρύσµατα (κοιλιακής αορτής 
κλπ), που ως γνωστό αποτελούν πολύ συχνές αιτίες θανάτου ή δηµιουργούν χρόνια 
προβλήµατα, σαν την περιφερειακή αγγειοπάθεια και τη στηθάγχη. [3] 
 
Όµοια µε οποιοδήποτε δίκτυο αγωγών, όπου τα τοπικά χαρακτηριστικά των αγωγών 
επηρεάζουν άµεσα τα επικρατόντα ρευστοµηχανικά µεγέθη, η γεωµετρία των 
αρτηριών – αγωγών του κυκλοφορικού συστήµατος – αποτελεί καίριο παράγοντα 
διαµόρφωσης της ροής του αίµατος· πολύ περισσότερο όταν γνωρίζουµε, ότι το 
συγκεκριµένο σύστηµα διαθέτει πλήθος µηχανισµών ανάδρασης και αυτορρύθµισης, 
βασιζόµενους σε µεταβολές αυτών των µεγεθών. [1] 
 
Συνεπώς, παρότι η στένωση και τα ανεύρυσµατα των αρτηριών, αποτελούν τα 
γνωστά και µελετηµένα, τυπικά ρευστοµηχανικά προβλήµατα, ροής σε συγκλίνον-
αποκλίνον ακροφύσιο και σε απότοµα διευρυνόµενο αγωγό, αντίστοιχα, ανάγονται σε 
κοµβικό πεδίο πολυπαραµετρικής µελέτης, για την αποκάλυψη των µηχανισµών 
έναρξης και εξέλιξης σηµαντικότατων ιατρικών περιστατικών. 
 
Η κατάρρευση της οµαλής δοµής των αρτηριών και η δηµιουργία στενώσεων, 
οφείλεται σε µία διαδικασία που αναφέρεται ως αρτηριοσκλήρυνση.  
 
Η αρτηριοσκλήρυνση είναι µία ασθένεια, κατά την οποία στο εσωτερικό του 
τοιχώµατος των αρτηριών εναποτίθενται λιπαρές ουσίες, χοληστερόλη, κυτταρικά 
προϊόντα, ασβέστιο και άλλες ουσίες, δηµιουργώντας ένα σχηµατισµό που 
ονοµάζεται αθηρωµατική πλάκα. Είναι µια χρόνια εξελισσόµενη ασθένεια, που ξεκινά 
από την παιδική ηλικία και δεν εκφράζεται παρά στη µέση ηλικία ή και αργότερα. 
Συνδέεται µε διάφορους παράγοντες, όπως τα υψηλά επίπεδα χοληστερόλης και 
τριγλυκεριδίων στον οργανισµό, την υψηλή αρτηριακή πίεση και το κάπνισµα, 
συνδυασµένους µε το κατάλληλο γενετικό υπόβαθρο. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον έχει ότι 
αναφέρεται και ως µία διαδικασία, που ίσως είναι φυσιολογική συνέπεια της αύξησης 
της ηλικίας όπως άλλες σωµατικές µεταβολές που συµβαίνουν σε άλλα όργανα του 
σώµατος. [6,3,2,4,5] 
 
Όλες οι θεωρίες ανάπτυξης της αρτηριοσκλήρυνσης, ήδη από το 1852, µε την 
incrustation theory – θεωρία εσχαροποίησης, του Rokitansky και έξι χρόνια αργότερα, 
µε την πρόταση, του πρωτοπόρου φυσιολόγου Virchow, για την εισχώρηση λιπιδίων 
στο αρτηριακό τοίχωµα, σαν το αρχικό γεγονός της αρτηριοσκλήρυνσης [7], 
βασίζονται στην αδυναµία του αγγειακού τοιχώµατος να εκτελέσει σωστά µία από τις 
φυσιολογικές λειτουργίες του. 
Το 1973, οι Ross και Glomset αναλύοντας διάφορες παρατηρήσεις, καταλήγουυν να 
πρότεινουν ότι, το πρώτο βήµα της αθηρογένεσης είναι ο τραυµατισµός του ενδοθηλίου 
(το εσωτερικό στρώµα του αγγείακού τοιχώµατος, που έρχεται σε επαφή µε το αίµα) 
και η ανταπόκρισή του σε αυτόν, που µεταβάλλει τις κανονικές αιµοστατικές ιδιότητες 
του αγγείου. Αυτή η πρόταση, λίγα χρόνια αργότερα, γενικεύτητκε, έγινε γνωστή ως 
response to injury hypothesis – υπόθεση ανταπόκρισης στον τραυµατισµό και η βασική 
θεωρία  µελέτης [6,7]. 
 
Ζητούµενο, πλέον, είναι να αποκαλυφθούν τα αίτια που το αρτηριακό τοίχωµα 
αντιλαµβάνεται τον τραυµατισµό και οι βιολογικοί µηχανισµοί τα εκκινούν. 
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Έτσι, άλλοι θεωρούν τα αίτια αυτά ως καθαρά ρευστοµηχανικά [6], άλλοι καθαρά 
βιοχηµικά [7] και τέλος άλλοι κατευθύνονται προς µία σύνδεση και των δύο 
παραγόντων [8] . 
 
Πάντως, όλες οι παραπάνω θεωρίες συγκλίνουν στο ότι, µία ήδη στενωµένη περιοχή, 
είναι περιοχή υψηλής πιθανότητας περαιτέρω µείωσης της διατοµής του αγγείου. 
 
Όσον αφορά στη σχέση αρτηριοσκλήρυνσης και ρευστοµηχανικών µεγεθών, ιατρικά 
δεδοµένα αποδεικνύουν την επιλεκτική επικάθιση λιπιδίων και κυτταρικών 
συσωµατώσεων σε περιοχές διακλαδώσεων του αρτηριακού δικτύου και σε καµπύλα 
τµήµατα αρτηριών [6,9,10].  
Αυτό αποτέλεσε πρώτη ένδειξη για τη σχέση αρτηριακής γεωµετρίας και έναρξης της 
αρτηριοσκλήρυνσης, ήδη από τα µέσα του 20ου αιώνα [11,12,13].  
Από ρευστοµηχανική άποψη, αυτές οι περιοχές παρουσιάζουν ενδιαφέρον γιατί εκεί 
εντοπίζονται σηµαντικές διαφορές της στατικής πίεσης και των διατµητικών τάσεων 
στο τοίχωµα (WSS), σε σχέση µε τα αντίστοιχα µεγέθη στα ευθύγραµµα τµήµατα. 
Επέρχεται έτσι, µηχανική κόπωση του αγγείου, που µε τα χρόνια επηρεάζει τη δοµή 
του αρτηριακού τοιχώµατος, οδηγώντας ορισµένους µελετητές να τη θεωρούν ως την 
αποκλειστική αιτία έναρξης των βιοχηµικών µηχανισµών της αθηρογένεσης. [6] 
 
Συγκεκριµένα, για τις τάσεις που φορτίζουν το αρτηριακό τοίχωµα παρατηρούνται τα 
παρακάτω. 
 
Από τη στατική πίεση (PS – Static Pressure) του ρέοντος αίµατος, το τοίχωµα 
φορτίζεται µε ορθές τάσεις P (δηλαδή κατά την ακτινική διεύθυνσή του), οι οποίες 
µεταφέρονται στην περιφέρεια σαν εφαπτοµενικές T της κυκλικής διατοµής και 

προσεγγίζονται από το νόµο του Laplace ως: P
w

T
r

= , συναρτήσει της ακτίνας του 

αγγείου r και του πάχους του w. 
Αυτή η αντιστρόφως ανάλογη εξάρτηση της πίεσης από την ακτίνα r, αποτελεί 
ένδειξη, γιατί µία αύξηση στη διατοµή ενός αγγείου, όταν εκδηλωθεί, είναι εύκολο να 
εξελιχθεί σε ανεύρυσµα. Ένα πρακτικό ανάλογο περιγράφεται από το µπαλόνι, που 
γίνεται ευκολότερο να φουσκώνουµε καθώς αυξάνεται το µεγεθός του (Σχ1.1) [2]. 

 
Τυπικές τιµές PS, ανθρώπου σε ηρεµία, είναι: 120mmHg για τη µέγιστη 
εµφανιζόµενη στον καρδιακό παλµό – συστολική πίεση – και 80mmHg για την 
ελάχιστη εµφανιζόµενη – διαστολική πίεση. [4,5] 
 

 
 

Σχ. 1.1 – η ορθή και διατµητική φόρτιση του αγγειακού τοιχώµατος [23] 
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Η αντίσταση στη ροή του αίµατος, παράγει διατµητικές τάσεις πάνω στο τοίχωµα 
(Wall Shear Stresses – WSS) wτ , µε διεύθυνση αυτή του διαµήκους άξονα του 

αγγείου. Αυτές είναι ανάλογες του ρυθµού παραµόρφωσης γ του τοιχώµατος 
(σχετίζεται µε τις χωρικές µεταβολές της ταχύτητας του ρευστού κοντά στο τοίχωµα) 
και του ιξώδους µ  του αίµατος. Σε πρώτη προσσέγγιση της διδιάστατης ροής, µε τη 
θεωρία του Newton, σχετίζονται γραµµικά µε το ρυθµό παραµόρφωσης ως:  










∂
∂

+
∂
∂

µ=µγ==τ
x

v

y

u
w  .  

Η επίδρασή της κυρίως εµφανίζεται πάνω στα κύτταρα του ενδοθηλίου, αφού αυτά 
έρχονται σε άµεση επαφή µε το ρέον αίµα.  
 
Μέχρι πρόσφατα, η χρονικά µέση τιµή των WSS για τις ανθρώπινες αρτηρίες 
θεωρούνταν ότι παραµένει σταθερή σε όλα τα αγγεία µε αυτορρύθµιση της διαµέτρου 
τους, ανεξαρτήτως θέσης και λειτουργίας τους [14]. 
 Όµως νεότερες in vivo πειραµατικές µελέτες, δίνουν τις παρακάτω τιµές wτ  για 

διάφορες αρτηρίες: καρωτιδική – 1.1-1.3Pa, βραχιόνειος – 0.4-0.5Pa, µηριαία – 0.3-
0.5Pa. [15] 
Χαµηλές και περιοδικές τιµές τους συνδέονται µε την έναρξη της 
αρτηριοσκλήρυνσης και την αύξηση της στένωσης, στα σηµεία που έχει ήδη 
εµφανιστεί. Οι θεωρίες που σχετίζουν την έναρξη της αρτηριοσκλήρυνσης µε τη 
συνδυασµένη επίδραση βιοχηµικών µηχανισµών και ρευστοµηχανικών µεγεθών, 
βασίζονται ακριβώς στις µεταβολές των τιµών των WSS. [8,16]  
 
Οι WSS θεωρούνται θεµελιώδους σηµασίας για τη αγγειακή λειτουργία, λόγω της 
µέγιστης επίδρασης που έχουν στο τοίχωµα, επειδή ρυθµίζουν τη διάµετρο του 
αγγείου, µεταβάλλοντας την παραγωγή αγγειοσυσταλτικών και αγγειοδιασταλτικών 
ουσιών, ενώ µαζί µε την περιφερειακή και ακτινική ένταση του αγγείου καθορίζουν 
την έκρφαση των ενδοθηλιακών γονιδίων, ελέγχουν, δηλαδή, τα τοπικά 
χαρακτηριστικά των κυττάρων του και τον πολλαπλασιασµό τους. [16] 
 
Αυτό µας οδηγεί να µελετήσουµε τις WSS, που φορτίζουν το αρτηριακό τοίχωµα, 
παραµετρικά ως προς όλους τους παράγοντες που καθορίζουν την τιµή τους, δηλαδή 
την αρτηριακή γεωµετρία (µέσω των χωρικών κλίσεων της ταχύτητας) και το ιξώδες 
του αίµατος.  
 
Το αίµα είναι ένα διάλυµα κυτταρικών ελαστικών σωµατιδίων µέσα σε ένα υγρό, 
γνωστό ως πλάσµα, που αποτελεί το συνεχές µέσο, το οποίο δίνει το χαρακτήρα του 
ρευστού στο αίµα. Το µεγαλύτερο ποσοστό διαλυµένων σωµατιδίων, µέσα στο 
πλάσµα, κατέχουν τα ερυθρά αιµοσφαίρια, τα οποία έχουν δισκοειδή µορφή, µεγάλη 
ικανότητα παραµόρφωσης και όταν βρίσκονται σε ηρεµία τείνουν να σχηµατίσουν 
συσσωµατώµατα µεταξύ τους. Μέσα στο διάλυµα υπάρχουν ακόµα, τα λευκά 
αιµοσφαίρια και τα αιµοπετάλια. [17,18] 
 
 
Η δυνατότητα των ερυθρών αιµοφαιρίων να παράγουν συσωµατώµατα ή αλυσίδες 
(rouleaux forming) κυττάρων, παίζει µεγάλο ρόλο στη συµπεριφορά του αίµατος και 
η συστηµατική µελέτη της άρχισε ήδη από τις αρχές του 20ου [19]. Αποδεικνύεται ότι 
µεταβάλλεται από διάφορους παράγοντες:  
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• αυξάνεται µε την αύξηση της ποσοστιαίας συγκέντρωσης των ερυθρών 
αιµοσφαιρίων σε ένα δείγµα αίµατος (αιµατοκρίτης) 

 
• µειώνεται µε την αύξηση της θερµοκρασίας 

 
• αυξάνεται κατακόρυφα, καθώς µειώνεται ο ρυθµός µε τον οποίο 

παραµορφώνονται. [18,20,21] 
 
[ Κατά το φαινοµενο Fahraus– Lindqvist, παρουσιάζεται µείωση στο µετρούµενο 
ιξώδες του αίµατος και όταν αυτό ρεέι σε αγγεία διαµέτρου 10-300µm [22], αλλά 
αυτό δε θα µας απασχολήσει ακόµα] 
 
Σύµφωνα µε την τελευταία παρατήρηση, κατά τη ροή τους µέσα στα αγγεία, ο 
ρυθµός παραµόρφωσής τους, εξαρτάται άµεσα από τις συνθήκες ροής, τις 
επικρατούσες ταχύτητες και τάσεις. [17,18] 
 
Υπό αυτό το πρίσµα, όταν το αίµα βρίσκεται σε σηµεία χαµηλών ρυθµών 
παραµόφωσης ένός πεδίου ροής, θα εµφανίζεται µεγάλη δυσκολία για να 
αποκολληθούν τα,  προσκολληµένα µεταξύ τους, ερυθρά αιµοσφαίρια. Συνεπώς θα 
παρουσιάζεται υψηλότατος λόγος διατµητικών τάσεων προς το ρυθµό 
παραµόρφωσης που τις προκαλεί, δηλαδή θα παρατηρούνται διαφορές στο ιξωδες του 
αίµατος κατά τη ροή του. 
Η µεταβολή του ιξώδους µε το ρυθµό παραµόρφωσης των στοιχείων του ρευστού, 
προτυποποιείται µε τα µη νευτώνεια µοντέλα ρευστων. 
 
Αυτός είναι ο τελευταίος συνδετικός κρίκος της προηγούµενης συζήτησης µε το 
σκοπό της εργασίας· να µελετηθούν τα διαφορετικά ροϊκά χαρακτηριστικά, που 
παρουσιάζουν ορισµένα από τα πλέον χρησιµοποιούµενα, για την προτυποποίηση του 
ιξώδους του αίµατος, µοντέλα ρευστών. 
 
Επειδή η συµπεριφορά τους, ακόµα και για απλές περιπτώσεις ροών είναι πρακτικά 
άγνωστη, διεξάγουµε µία ενδελεχή µελέτη της ροής τους σε αξονικά συµµετρικούς, 
στενωµένους και ευθύγραµµους αγωγούς. 
Μελετούµε ορισµένες περιπτώσεις φυσιολογικών µόνιµων ροών, αλλά η έρευνά µας 
στις µη µόνιµες περιπτώσεις ροών δεν περιορίζεται εκεί. 
Θα παρακολουθήσουµε τη συµπεριφορά των µοντέλων αυτών και σε άλλες 
περισσότερο ενδιαφέρουσες περιπτώσεις ροών, µεταβάλλοντας τις παραµέτρους που 
ελέγχουν το πρόβληµα και κάνοντας συγκρίσεις µε τη νευτώνεια συµπεριφορά. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  ΙΙ 
 
 

φυσική προτυποποίηση 
 
 
 

i} θεωρήσεις για τη ροή 
 
µονιµότητα 
 
Η επιλογή της µόνιµης ρόης (steady flow) του αίµατος, δηλαδή µίας ροής µε σταθερά, 
αµετάβλητα χαρακτηριστικά, όπως διευκρινίζεται ήδη από τις πρώτες µελέτες του 
θέµατος [24], γίνεται για να έχουµε τη δυνατότητα να µελετήσουµε µία περίπτωση 
ροής αρκετά απλούστερη από τη φυσιολογική του αίµατος.  
Στην περίπτωση αυτή, το πεδίο ροής καθορίζεται από ένα βαθµό ελευθερίας, τον 
αριθµό Reynolds (Re). 
Με τον τρόπο αυτό, θα έχουµε τη δυνατότητα να εστιάσουµε την – περισσότερο 
δύσκολη στην επίλυσή της και µε δύο βαθµούς ελευθερίας – περίπτωση µη µόνιµης 
ροής (unsteady flow), σε χαρακτηριστικά που παρουσίασαν ενδιαφέρον στη µόνιµη 
ροή. 
Έτσι, µε τη θεώρηση της µόνιµης ροής, είναι δυνατόν να λάβουµε ορισµένα 
αντιπροσωπευτικά µεγέθη για τη ροή του αίµατος. 
 
Σηµείο τοµής για την προτυποποίηση των µη µόνιµων φαινοµένων στη ροή του 
αίµατος, αποτέλεσαν δύο εργασίες του J.R.Womersley το 1955, στις οποίες 
µελετήθηκε in vivo η διαµόρφωση της ταχύτητας σε µηριαία αρτηρία σκύλου [25] 
και οικοδοµήθηκε µία ηµιαναλυτική µαθηµατική προσέγγιση του φαινοµένου [26]. 
 
Η µαθηµατική επίλυση αφορούσε πλήρως ηµιτονοειδή µεταβολή της ταχύτητας στο 
χρόνο και άκαµπτο, ευθύγραµµο αγωγό. Παρά τις πολλές και «χονδροειδείς» 
παραδοχές που γίνονταν, πολλά µη µόνιµα φαινόµενα του πειράµατος επεξηγήθηκαν.  
Η µεταβλητότητα των κατανοµών της ταχύτητας σε ευθύ αγωγό, σχετίστηκε µε ένα 

αδιάστατο αριθµό νπ= /2 fRa , όπου R: ακτίνα αγωγού, ν: κινηµατικό ιξώδες,          
f: συχνότητα περιοδικής συνάρτησης. 
 
Πάντως, η θεώρηση της µόνιµης ροής, δεν είναι αβάσιµη. 
 
Στο Σχ2.1, βλέπουµε ότι η µεταβολή της παροχής του αίµατος, καθώς 
αποµακρυνόµαστε από την καρδιά µειώνεται και οριακά σε µικρά αγγεία πολύ 
µακριά από αυτή, θα εµφανίζεται σχεδόν στθερή παροχή.  
 
Σταθερή παροχή, µεταφράζεται σε µόνιµο πεδίο ροής. 
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Σχ2.1 – η κυµατοµορφή της στατικής πίεσης  p σε αντιδιαστολή µε αυτή της 
ταχύτητας του αίµατος V σε αγγεία, καθώς αποµακρυνόµαστε από την καρδιά (τρία 
τµήµατα της αορτής – aorta, µηριαία – femoral, σαφήνη φλέβα – saphenous) [6] και η 

κυµατοµορφή της ταχύτητας που θα µελετήσουµε στη µη µόνιµη ροή 
 
 
 
Από ρευστοµηχανική σκοπιά, θα λέγαµε ότι τα φαινόµενα µη µονιµότητας της ροής 
στις φυσιολογικές περιπτώσεις ροών σε µικρές αρτηρίες και αρτηρίδια, έχουν µικρή 
επίδραση σε σχέση µε την αδράνεια της ροής του αίµατος.  
Παρατηρούνται δηλαδή ροές χαµηλών αριθµών Strouhal, Str = O(10-2), όπου  

mTU

d
Str=  και d: διάµετρος αγωγού, Um: µέση ταχύτητα ροής, T: περίοδος 

καρδιακού κύκλου.  
Αποτέλεσµα αυτού είναι να µπορούµε να παραλείψουµε τους µη µόνιµους όρους των 
εξισώσεων ροής και να µελετήσουµε µόνιµα πεδία ροής. Το έλλειµα πληροφορίας, 
που θα έχουµε για τα πεδία ροής στην περίπτωση αποκοπής των µη µόνιµων όρων, 
είναι µεγάλο και κρίνουµε ότι έχει ενδιαφέρον να παρατηρήσουµε τα φαινόµενα που 
λαµβάνουν χώρα σε τέτοιες ροές. 
 
Θέλοντας, λοιπόν, να προτυποποιήσουµε τη µεταβολή της παροχής κατά τον 
καρδιακό κύκλο, µε όσο το δυνατόν απλούστερο τρόπο, επιλέγουµε µία συνάρτηση 
ταχύτητας µε περίοδο Τ, η οποία για τ = [0,Τ/2] παρουσιάζει σταθερή παροχή και για 
τ = [Τ/2, Τ] εµφανίζει παροχή ηµιτονοειδούς µεταβολής.  
 
Παράλληλα, σε δύο τουλάχιστον εργασίες όπου µελετούνται µη νευτώνεια ρευστά 
[27,28], στη µη µόνιµη ροή εφαρµόζεται παρόµοια κυµατοµορφή ταχύτητας, 
δίνοντάς µας ευκαιρία για άµεσες συγκρίσεις.  
 
Η ροή θα µελετηθεί, τόσο για µόνιµα πεδία ροής, όσο και για µη µόνιµα. 
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δοµή 
 
∆ιαταραχές στη ροή, δηµιουργούµενες από τη γεωµετρία του αγωγού, υπό 
κατάλληλες συνθήκες υψηλών Re, µπορούν να προκαλέσουν µετάβαση από στρωτή 
ροή σε τυρβώδη. Τα πεδία ροής αλλάζουν χαρακτήρα και οι χαοτικές δοµές που 
δηµιουργούνται, θα µας ανάγκαζαν να χρησιµοποιήσουµε άλλες µεθόδους για τη 
µελέτη τους. 
Ακόµα η τύρβη, παίζει ρόλο στη φυσιολογική λειτουργία του αγγείου, αφού είναι 
δυνατόν να του προκαλεί δονήσεις, ενώ αυξάνονται οι τάσεις πάνω στο αγγειακό 
τοίχωµα. [29] 
 
Η γνώση των οριακών Re, πάνω από τους οποίους σχηµατίζονται τυρβώδεις δοµές, 
σε στενωµένους αγωγούς, είναι κυρίαρχης σηµασίας στη µελέτη µας. 
 
Στη βιβλιογραφία, πλήθος είναι τα στοιχεία που µπορούν να βρεθούν για το θέµα 
αυτό, στην περίπτωση του νευτώνειου ρευστού, δε βρέθηκαν όµως στοιχεία για τα µη 
νευτώνεια ρευστά. 
Πειραµατικές εργασίες [29,30] δείχνουν ότι ακόµα και σε περιπτώσεις µε έντονη 
γεωµετρία στένωσης (αναβαθµός) και µείωση διαµέτρου 50%, φαινόµενα τύρβης δεν 
εµφανίζονται για ροές Re < 800 (βασισµένοι στη µέση ταχύτητα ροής).  
Τα αποτελέσµατα αυτά αποτυπώνονται και σε υπολογιστικές µελέτες [31,32], για 
οµαλότερες γεωµετρίες στένωσης.  
Σε αυτές υιοθετούνται µοντέλα τύρβης για την επίλυση των πεδίων ροής, τα 
αποτελέσµατά τους συγκρίνονται µε αυτά για στρωτές ροές και από την ύπαρξη ή όχι 
διαφορών διαπιστώνεται η παρουσία τύρβης.  
Σύµφωνα µε τα αποτελέσµατά τους, αποκλείεται η εµφάνιση τύρβης για Re < 500 σε 
στένωση µε 50% µείωση διαµέτρου. 
 
Μπορούµε, µε ασφάλεια, να θεωρήσουµε τη ροή σε στενωµένο αγωγό µε µέγιστη 
µείωση 50% της διαµέτρου του, στρωτή, για Re < 500. 
 
 
θερµότητα 
 
Η κυκλοφορία του αίµατος, εκτός από τη µεταφορά οξυγόνου και θρεπτικών 
συστατικών, διατηρεί και σταθερή θερµοκρασία του οργανισµού. Η διαπίστωση 
αυτή, συνεπάγεται µεταφορά θερµότητας κατά τη ροή του αίµατος στα αγγεία. 
Παραταύτα, σε αγγεία όπως οι αρτηρίες και τα αρτηρίδια, που βρίσκονται σε αρκετή 
απόσταση από το δέρµα, η θεώρηση της ισόθερµης ροής είναι λογική συνεπαγωγή. 
 
Σηµαντική όµως, γίνεται η επίδραση της θερµότητας για την κατανοµή των 
θερµοκρασιών στο τοίχωµα του αγγείου, αν θεωρήσουµε ότι η στενωµένη περιοχή, 
παρουσιάζει αυξηµένη θερµοκρασία σε σχέση µε το ρέον αίµα, λόγω των αυξηµένων 
µηχανικών φορτίων.  
Το φαινόµενο αυτό, δε σχετίζεται µε το σκοπό της µελέτης µας και δεν θα 
συµπεριληφθεί στην προτυποποίηση του προβλήµατος, θεωρώντας τη ροή του 
αίµατος ισόθερµη. 
 

 



 16 

ii} θεωρήσεις για το µέσο ροης 
 
γεωµετρία 
 
Η κυκλική διαµόρφωση της διατοµής των αγγείων, αποτελεί εξαιρετική ευκαιρία για 
τη µετάβαση από τριδιάστατη (3-D) περιγραφή του πεδίου ροής σε διδιάστατη (2-D).  
 
Τα πλεονεκτήµατα για µία υπολογιστική µελέτη είναι προφανή.  
Το υπολογιστικό πλέγµα αποτελείται από λιγότερους υπολογιστικούς κόµβους και οι 
εξισώσεις προς επίλυση είναι κατά µία λιγότερες, οδηγώντας σε κατακόρυφη µείωση 
του υπολογιστικού χρόνου. 
Από την άλλη πλευρά, όµως, η χρήση των µη νευτώνειων µοντέλων, για τη 
συµπεριφορά των οποίων δε γνωρίζουµε αρκετά, προκαλεί ερωτήµατα για πιθανές 
ασυµµετρίες ή δευτερεύουσες ροές, που θα εµφανιστούν µόνο σε 3-D περιγραφή. 
 
Στο ερώτηµα αυτό, απαντούν αρνητικά τα αποτελέσµατα της [33], εξασφαλίζοντάς 
µας το δικαίωµα να µεταβούµε σε 2-D περιγραφή των πεδίων ροής. 
Έτσι, έχουµε την ευκαιρία να αυξήσουµε την πυκνότητα του υπολογιστικού 
πλέγµατος σε περιοχές που θεωρούµε σηµαντικές για τη µελέτη ορισµένων µεγεθών, 
ενώ παρατηρούµε απλούστερες εκδοχές των ροϊκών φαινοµένων, κάτι που µας βοηθά 
στην αποκάλυψη των άγνωστων µηχανισµών παραγωγής τους.  
 
Βελτιστοποίηση της διάταξης των υπολογιστικών κόµβων επιτυγχάνεται, θεωρώντας 
και αξονική συµµετρία στον αγωγό, οδηγώντας µας σε µελέτη µόνο του µισού 
αγωγού µε τον ίδιο αριθµό υπολογιστικών κόµβων.  
Τα αγγειακά τοιχώµατα, σίγουρα δεν είναι τέλειοι κυλινδροι και προφανώς οι 
αναπτυσσόµενες στενώσεις δεν είναι αξονικά συµµετρικές. Η προτυποποίηση αυτή, 
όµως, µας δείνει µία καλή αναπαράσταση της απλής εκδοχής των ροϊκών φαινοµένων 
που λαµβάνουν χώρα σε ένα αγγείο. 
 
Μελέτες που υιοθετούν 3-D περιγραφή των πεδίων ροής [34-37], συνήθως έχουν ως 
στόχο την προσπάθεια ανάπτυξης µεθόδων µοντελοποίησης της συγκεκριµένης 
γεωµετρίας µίας αγγειακής ανωµαλίας που εµφανίζεται σε ένα ασθενη. 
Η δική µας µελέτη, µη έχοντας τέτοιο σκοπό, εµπνεόµενη από τα ροϊκά φαινόµενα 
στις στενωµένες περιοχές και τις επιδράσεις που έχει το µεταβλητό ιξώδες του 
αίµατος, προσπαθεί να διαπιστώσει σχέσεις και να υποδείξει ενδιαφέρουσες περιοχές 
προς µελέτη, από την καθαρά ρευστοµηχανική πλευυρά. 
 
Για το λόγο αυτό θεωρούµε τους αγωγούς αξονικά συµµετρικούς. 
 
 
παραµόρφωση 
 
Τα κύτταρα των αγγείων, για να υπάρχει η δυνατότητα αγγειοσυστολής και 
αγγειοδιαστολής, που απαιτείται στη µετάδοση του καρδιακού παλµού, σε όλο το 
κυκλοφορικό σύστηµα, έχουν ελαστικές ιδιότητες, που τους επιτρέπουν να 
παραµορφώνονται κατά την ακτινική και την αξονική κατεύθυνση. 
 
Συνεπώς, µία προσέγγιση κατά την οποία το τοίχωµα θεωρείται απαραµόρφωτο, 
ακίνητο και άκαµπτο, δεν αντιστοιχεί στην πραγµατικότητα. 
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Οι ελαστικές ιδιότητες των αγγείων µελετούνται σε συνδυασµό µε τη ροή του 
αίµατος σε αυτά, υπολογιστικά [39-41], από µαθηµατική σκοπιά [42], είτε και 
πειραµατικά [43], κάνοντας την αλληλεπίδραση ρευστού και µέσου (fluid-structure 
interaction) πεδίο αιχµής. 
Αποδεικνύεται ότι η αληλεπίδραση αυτή είναι σηµαντική, προκαλώντας αύξηση της 
µέσης χρονικά πτώσης πίεσης στον αγωγό και µείωση της µέγιστης τάσης στο 
τοίχωµα. 
 
Στη δική µας µελέτη, καθώς θεωρούµε ότι δεν έχουν αποσαφηνιστεί πλήρως οι 
σωστές µέθοδοι επίλυσης του συνδυασµένου συστήµατος εξισώσεων ρευστού και 
παραµόρφούµενου τοιχώµατος, ιδιαίτερα στα εµπορικά πακέτα επιλυτών, αλλά 
κυριότερα επειδή θέλουµε να παρακολουθήσουµε καθαρά την επίδραση των µη 
νευτώνειων χαρακτηριστικών του αίµατος, στη ροή του µέσα στα αγγεία, υιοθετούµε 
τη στοιχειώδη θεώρηση του απαραµόρφωτου, άκαµπτου και ακίνητου τοιχώµατος. 
 
 
διαπερατότητα 
 
Τα αγγειακά τοιχώµατα είναι διαπερατά, έτσι ώστε να γίνεται η ανταλλαγή οξυγόνου 
– διοξειδίου του άνθρακα και η πρόσδοση θρεπτικών συστατικών στους µυς. Μελέτες 
συσχέτισης των ρευστοµηχανικών µεγεθών µε τη διαπερατότητα του τοιχώµατος 
έχουν γίνει, όπως η [44]. 
Θεωρώντας όµως, την κλίµακα µελέτης του φαινοµένου πολύ µεγαλύτερη από τη 
µοριακή, καθώς ασχολούµαστε µε κύτταρα διαλυµµένα στο πλάσµα, 
αντιλαµβανόµαστε ότι η διαπερατότητα του τοιχώµατος δεν τίθεται υπό συζήτηση.  
Το αγγειακό τοίχωµα θεωρείται αδιαπέρατο. 
 
 
 
 

iii} θεωρήσεις για το ρευστό 
 
 
Στο προηγούµενο κεφάλαιο, είδαµε ότι το αίµα, για σταθερή τιµή αιµατοκρίτη και 
θερµοκρασία, παρουσιάζει µεταβλητό ιξώδες. Η συµπεριφορά αυτή, σε πρώτη 
προσέγγιση, ορίζεται ως µη νευτώνεια συµπεριφορά ρευστού, δηλαδή ξεφεύγει από τη 
γραµµική σχέση διατµητικών τάσεων και ρυθµού παραµόρφωσης, του νευτώνειου 
ρευστού. 
 
Ας δούµε την έννοια των δύο κατηγοριών σε επίπεδο φυσικής. 
 
Η ροή των ρευστών, καθορίζεται κυρίως από τη δράση δύο κατηγοριών δυνάµεων. 
τις δυνάµεις που οφείλονται στην εξωτερικά ασκούµενη πίεση στο ρευστό (δυνάµεις 
πίεσης – ορθές τάσεις) και αυτές που ασκούνται σε ένα στρώµα του ρευστού, λόγω 
επαφής µε άλλα επίπεδα του ρευστού (δυνάµεις συνεκτικότητας – διατµητικές τάσεις).  
Είναι φυσικό λοιπόν, λόγω αυτών των δύο ειδών δυνάµεων να κατηγοριοποιούµε τα 
ρευστά ανάλογα µε το αποτέλεσµα που έχουν οι δυνάµεις πάνω σε αυτά. 
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Για τις δυνάµεις πίεσης, όταν αυτές έχουν τη δυνατότητα να µεταβάλλουν την 
πυκνότητα ενός στοιχείου του ρευστού, µιλάµε για συµπιεστό ρευστό και όταν αυτό 
είναι πρακτικά αµελητέο, για ασυµπίεστο ρευστό.  
Ρευστά που µπορούµε να πούµε ότι πρακτικά δε µεταβάλλουν την πυκνότητά τους 
είναι το νερό και τα λάδια, ενώ ο αέρας είναι συµπιεστό ρευστό. 
 
Από τα παραπάνω προκύπτουν τελικά δύο βασικές οµάδες των ρευστών σε σχέση µε 
το πως παραµορφώνονται τα στοιχεία τους. Όταν οι παραµορφώσεις αυτές είναι 
πρακτικά αµελητέες, σε σχέση πάντα µε τις παραµορφώσεις εξαιτίας των δυνάµεων 
πίεσης, έχουµε το µη συνεκτικό ρευστό. Σε κάθε άλλη περίπτωση ασχολούµαστε µε το 
συνεκτικό ρευστό. Στην κατηγορία του συνεκτικού ρευστού, αν οι παραµορφώσεις 
είναι γραµµική σχέση των δυνάµεων συνεκτικότητας, τότε προκύπτει η µεγάλη 
οµάδοποίηση νευτώνειο ρευστό, ενώ αν η σχέση είναι µη γραµµική, λαµβάνουµε το 
µη νευτώνειο ρευστό. 
Στο συνεκτικό ρευστό, ο λόγος των διατµητικών τάσεων προς το µέτρο του ρυθµού 
παραµόρφωσης που τους επιβάλλεται, είναι η δυναµική συνεκτικότητα ή ιξώδες. 
 
Ας παρατηρήσουµε τις διαφορές στη συµπεριφορά µεταξύ νευτώνειου και κάποιων 
µη νευτώνειων ρευστών, µέσα από κλασικά πειραµατα. 
  
αναρρίχιση σε ράβδο (Weissenberg effect): 
Σε κατκόρυφο, µακρόστενο δοχείο γεµάτο µε υγρό, µια κυλινδρική ράβδος 
τοποθετείται αξονοσυµµετρικά στο εσωτερικό του δοχείου και περιστρέφεται µε 
σταθερή γωνιακή ταχύτητα Ω. Για τη συγκεκριµένη κατάσταση ισορροπίας, στην 
περίπτωση που το υγρό είναι νευτώνειο (πχ νερό), το υγρό θα εισχωρήσει πιο βαθιά 
στο δοχείο, ενώ αν το υγρό έχει ορισµένα µη νευτώνεια χαρακτηριστικά (πχ υγρό 
σαπούνι), θα αναρριχιθεί πάνω ση ράβδο (Σχ2.2). Επίσης, µε την αύξηση της Ω στο 
µη νευτώνειο υγρό, θα αρχίσει µια ταλάντωση της ελεύθερης επιφάνειας. 
Χαρακτηριστικό τέτοιο παράδειγµα, είναι η ανάδευση των πλαστικών χρώµάτων. 
[45,46] 

    
Σχ2.2 – νευτώνεια (αριστερή εικόνα) και µη νευτώνεια (δεξιά εικόνα) συµπεριφορά 

κατά το πείραµα αναρρίχισης σε ράβδο [46] 
 
καθίζηση συµµετρικών απαραµόρφωτων σωµατιδίων: 
Στερεά κυλινδρικά σωµατίδια αφήνονται να πέσουν µέσα σε κατακόρυφο, 
µακρόστενο δοχείο, που περιέχει υγρό. Σε κάθε περίπτωση, θα λάβουν ένα σταθερο 
προσανατολισµό, ανεξαρτήτως του πως έπεσαν (θεωρώντας ότι ο χαρακτηριστικός 
αριθµός Reynolds της ροής δεν είναι πολύ µεγάλος). Για ένα νευτώνειο υγρό, ο 
προσανατολισµός των σωµατιδίων θα είναι µε τον άξονα συµµετρίας τους κάθετο 
στην κατεύθυνση της βαρυτικής επιτάχυνσης, ενώ σε ορισµένα µη νευτώνεια υγρά, 
θα είναι παράλληλος µε αυτή (Σχ2.3). [46] 
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Σχ2.3 – νευτώνεια (αριστερή εικόνα) και µη νευτώνεια (δεξιά εικόνα) συµπεριφορά 

κατά το πείραµα καθίζησης συµµετρικών απαραµόρφωτων σωµατιδίων [46] 
 
                 

καθίζηση οµογενών σφαιριδίων, στην περιοχή απαραµόρφωτων τοιχωµάτων: 
Μια σφαίρα αφήνεται να πέσει µέσα σε κατακόρυφο, µακρόστενο δοχείο, που 
περιέχει υγρό, σε «αρκετά κοντινή» απόσταση από το ένα τοίχωµα, έτσι ώστε η 
επίδραση του του τοιχώµατος (wall-effect) στις κλίσεις της ταχύτητας να είναι 
ικανoποιητική. Αν το υγρό είναι νευτώνειο, τότε οι σφαίρες θα µετακινηθούν προς 
τον άξονα του δοχείου καθώς κατέρχονται, ενώ για ορισµένα µη νευτώνεια, θα 
παρατηρηθεί µείωση της απόστασης he µεταξύ τοιχώµατος και σφαίρας. Τελικά, η 
απόσταση  he , που θα παρατηρηθεί στην κατάσταση ισορροπίας, εξαρτάται τόσο από 
τα φυσικά χαρακτηριστικά της σφαίρας, όσο και του υγρού (Σχ2.4). [46] 
 
 

        
 

Σχ2.4 – νευτώνεια (αριστερή εικόνα) και µη νευτώνεια (δεξιά εικόνα) συµπεριφορά 
κατά το πείραµα καθίζησης συµµετρικών απαραµόρφωτων σωµατιδίων [46] 

 
 
 
 
Τα µη νευτώνεια, είναι κατηγορία των συνεκτικών ρευστών, και περιλαµβάνουν κάθε 
ρευστό, που το ιξώδες του εξαρτάται από το ρυθµό παραµόρφωσής του. [45] 
 
Σηµειώνουµε ότι για διδιάστατη ροή, αρκετά µακρία από την είσοδο (πλήρως 
διαµορφωµένη ροή) ευθύγραµµου αγωγού, ο ρυθµός παραµόρφωσης (strain rate) 
συµπίπτει µε το ρυθµό διάτµησης (shear rate), που εµφανίζεται σε πολλά από τα 
παρακάτω διαγράµµατα. 
 

• συµπεριφοράς ανεξάρτητης χρόνου (time-independent) 
Το ιξώδες τους καθορίζεται αποκλειστικά από το ρυθµό παραµόρφωσης που τους 
επιβάλλεται τη στιγµή που µελετούµε και κατηγοριοποιούνται ανάλογα µε την 
καµπύλη ρυθµού παραµόρφωσης – διατµητικής τάσης (Σχ2.5) ως εξής. 
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Σχ2.5– καµπύλες ρυθµού διάτµησης (shear rate) και διατµητικής τάσης (shear stress) 

στα ρευστά συµπεριφοράς ανεξάρτητης χρόνου [45] 
 
 
shear-thinning (pseudoplastic/ψευδοπλαστικά) 
Είναι η περισσότερο απαντούµενη µη νευτώνεια συµπεριφορά, κατά την οποία σε 
χαµηλούς ρυθµούς παραµόρφωσης εµφανίζονται µεγάλες τιµές ιξώδους 
Η έννοια ψευδοπλαστικότητας γίνεται αντιληπτή από το γεγονός ότι για ρυθµούς 
παραµόρφωσης που προσεγγίζουν το µηδέν εµφανίζεται «άπειρη» συνεκτικότητα και 
συνεπώς είναι σαν να εµφανίζουν την πλαστική συµπεριφορά των στερεών.  
Ρευστά που έχουν αυτή τη συµπεριφορά είναι το γιαούρτι, η µαγιονέζα, η σοκολάτα, 
οι υψηλής συµπύκνωσης χυµοί φρούτων. [45] 
 
viscoplastic (ιξωδοπλαστικά) 
Στα ρευστά αυτά, πρέπει να ασκηθεί διατµητική τάση µεγαλύτερη από µία ελάχιστη 
τιµή, ώστε να ξεκινήσει η ροή τους. Ξεπρνώντας αυτό το όριο συνήθως 
συµπεριφέρονται όπως τα shear-thinning (ψευδοπλαστικά) ρευστά (yield-
pseudoplastic) ή το νευτώνειο (Bingham plastic).  
Η ιξωδοπλαστικότητα, δείχνει την αντιστοίχιση µε το όριο των στερεών, τα οποία 
πάνω από µία τιµή έντασης περνούν από την ελαστική στην πλαστική συµπεριφορά. 
[47]. 
Στην κατηγορία αυτή περιλαµβάνονται η οδοντόπαστα, ορισµένα γαλακτώµατα και τα 
υψηλής συγκέντρωσης διαλύµατα σωµατιδίων. [45] 
 
 
shear-thickening/dialatant (διασταλτά) 
Έχουν ακριβώς την αντίστροφη συµπεριφορά από τα shear-thinning (ψευδοπλαστικά) 
ρευστά, µε το ιξώδες τους να αυξάνει καθώς αυξάνει ο ρυθµός παραµόρφωσής τους 
Χαρακτηριστικά ρευστά µε την ιδιόητα αυτή είναι τα συµπυκνωµένα υδατικά 
διαλύµατα αλευριού ή διοξειδίου του τιτανίου. [45] 
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• συµπεριφοράς χρονικά εξαρτηµένης (time-dependent) 
Είναι περισσότερο πολύπλοκα ρευστά, που εµφανίζουν εξάρτηση από την ιστορία 
έντασής τους, δηλαδή το ιξώδες τους σε µία στιγµή εξαρτάται και από το ρυθµό 
παραµόρφωσής τους σε προηγούµενες χρονικές στιγµές.  
 
thixotropic 
Το ιξώδες που εµφανίζουν κάθε στιγµή, µειώνεται µε το χρόνο κατά τον οποίο 
υποβάλλονται στην παραµόρφωση. Αν αυτή η παραµόρφωση παύσει, τότε 
παρουσιάζεται µία χρονική υστέρηση για την επαναφορά των διατµητικών τάσεων 
µεταξύ των επιπέδων του ρευστού στο µηδέν (Σχ2.6) 
Χαρακτηριστικό παράδειγµα είναι το τσιµέντο και διάφορα χωµάτινα διαλύµατα. [45] 
 
 
rheopectic 
Αντίστροφα από τα προηγούµενα, το ιξώδες που εµφανίζουν, αυξάνεται µε το χρόνο 
κατά τον οποίο βρίσκονται υπό παραµόρφωση. Η καµπύλη υστέρησής τους είναι 
διαφορετική από αυτή των thixotropic, κατά το Σχ2.6 
Αυτή η συµπεριφορά είναι αρκετά σπάνια στη φύση, αλλά παραδείγµατα είναι το 
υδατικό διάλυµα γύψου και διάφορα κολλώδη διαλύµατα. [45] 
 

 
 
Σχ2.6 – η µείωση του ιξώδους στα thixotropic ρευστά και η καµπύλη υστέρησης στα 

thixotropic και rheopectic ρευστά [45] 
 
 
 

• ιξωδοελαστικά ρευστά (viscoelastic) 
Είναι ουσίες που παρουσιάζουν χαρακτηριστικά ρευστών συνοδευόµενα από 
ελαστικές ιδιότητες, εµφανίζοντας επαναφορά στην κατάσταση ισορροπίας τους µετά 
από κάποια παραµόρφωσή τους. Αποθηκεύουν την ενέργεια που τους προσφέρεται 
µέσω της παραµόρφωσης, δεν την απελευθερώνουν ως θερµότητα κατά τη ροή τους, 
όπως τα προηγούµενα ρευστά και µπορούν ένα ποσοστό της να το ανακτήσουν µέσω 
ακριβώς της ελαστικής τους συµπεριφοράς. 
Σε αυτά τα ρευστά, είναι δυνατόν να εµφανιστούν ορθές τάσεις, πέρα από αυτές που 
παράγονται από τη στατική πίεση. [45] 
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Η ελαστικότητα κάθε τέτοιου ρευστού καθορίζεται από ένα συντελεστή χαλάρωσης λ, 
ο οποίος αυξανόµενος αυξάνει την ελαστική συµπεριφορά του ρευστού, ενώ µειώσή 
του σηµαίνει τάση του ρευστού για καθαρά συνεκτική συµπεριφορά (Σχ2.7). 
Ρευστά µε ιξωδοελαστική συµπεριφορά είναι κυρίως τα τήγµατα πολυµερών και τα 
υδατικά διαλύµατά τους, αλλά και απλούστερα ρευστά, όπως το σαπουνόνερο. [45] 
 

 
Σχ2.7 – διαφορετικές συµπεριφορές στα ιξωδοπλαστικά ρευστά παραµετρικά του λ 
συντελεστή χαλάρωσης, για τις τιµές διατµητικής τάσης που εµφανίζονται κατά τη 

διάρκεια του χρόνου προς τη µέγιστη τm που του ασκήθηκε  [45] 
 

 
 
Πολλά από τα µη νευτώνεια χαρακτηριστικά απαντώνται ταυτόχρονα στα ρευστά 
κάνοντας την επίδραση της κάθε ιδιότητας δυσδιάκριτη. Συνήθως, όµως, υπάρχει µία 
κυρίαρχη µη νευτώνεια ιδιότητα που εκφράζεται στη συµπεριφορά του ρευστού. [45] 
 
Σε όλα τα προηγούµενα παραδείγµατα ρευστών, δεν αναφεραµε πουθενά το αίµα. 
Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι τα µη νευτώνεια χαρακτηριστικά που αποδίδονται 
στο αίµα, σχετίζονται µε πολλές από τις κατηγορίες ρευστών που αναφέραµε. 
 
Τέσσερις είναι οι µη νευτώνειες ιδιότητες που αποδίδονται στο αίµα, κάνοντας τη 
µελέτη των ροών του αίµατος πολυσύνθετο πρόβληµα. Όλες, σχετίζονται µε τη 
δυνατότητα των ερυθρών αιµοφαιρίων να παράγουν συσωµατώµατα ή αλυσίδες 
(rouleaux forming) κυττάρων. 
 
 
ψευδοπλαστικότητα: 
Κατά τη ροή των ερυθρών αιµοσφαιρίων µέσα στα αγγεία, ο ρυθµός παραµόρφωσής 
τους, εξαρτάται άµεσα από τις συνθήκες ροής, δηλαδή τις επικρατούσες ταχύτητες 
του αίµατος.  
Υπό αυτό το πρίσµα, όταν το αίµα βρίσκεται σε σηµεία χαµηλών ρυθµών 
παραµόφωσης ένός πεδίου ροής, θα εµφανίζεται µεγάλη δυσκολία για να 
αποκολληθούν τα,  προσκολληµένα µεταξύ τους, ερυθρά αιµοσφαίρια και συνεπώς 
υψηλότατος λόγος διατµητικών τάσεων προς το ρυθµό παραµόρφωσης που τις 
προκαλεί. [18,48]. 
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Η ιδιότητα αυτή, αναµένεται να είναι περισσότερο εµφανής στην περιοχή γύρω από 
τον άξονα συµµετρίας του αγγείου, όπου λόγω των µικρών κλίσεων ταχύτητας ο 
ρυθµός παραµόρφωσης παραµένει σε χαµηλές τιµές και το ιξώδες των µη νευτώνειων 
shear-thinning ρευστών θα λαµβάνει µεγάλες τιµές. 
 
ιξωδοπλαστικότητα: 
Η δυνατότητα των ερυθρών αιµοφαιρίων να παράγουν συσωµατώµατα ή αλυσίδες 
(rouleaux forming) κυττάρων, αυξάνεται κατακόρυφα, καθώς µειώνεται ο ρυθµός µε 
τον οποίο παραµορφώνονται. Το φαινόµενο αυτό, µας αναγκάζει από θεωρητική 
πλευρά να θεωρήσουµε ότι υπάρχει κάποια αρχική τάση – µικρή µεν, αλλά υπαρκτή – 
που απαιτείται να ξεπεραστεί, ώστε το αίµα να αρχίσει να ρέει. Το θέµα αυτό 
συζητείται εκτενώς στις [18,48] 
 
ιξωδοελαστικότητα:  
Σύµφωνα µε τις µελέτες του Thurston [49,50], σε ρυθµούς παραµόρφωσης τάξης 
µεγέθους Ο(1s-1), οι ελαστικές ιδιότητες του αίµατος είναι ιδιαίτερα σηµαντικές και 
οι παραγόµενες δυνάµεις, συγκρίσιµες µε τις οφειλόµενες στα συνεκτικά φαινόµενα. 
Η συµπεριφορά αυτή, άµεσα εξαρτηµένη από τα µεταβλητά στο χρόνο φαινόµενα, 
εµφανίζεται στη µη µόνιµη φυσιολογική ροή του αίµατος και οφείλεται στη µεγάλη 
ικανότητα ελαστικής παραµόρφωσης των ερυθρών αιµοσφαιρίων, µε την οποία 
αποθηκεύουν ποσά ενέργειας. 
 
 
Σύµφωνα µε το φαινοµενο Fahraus– Lindqvist, παρουσιάζεται µείωση στο 
µετρούµενο ιξώδες του αίµατος, όταν αυτό ρεέι σε αγγεία διαµέτρου 10-300µm, αφού 
τα ερυθρά αιµοσφαίρια τείνουν να λάβουν θέσεις γύρω από τον άξονα συµµετρίας 
του αγγείου, ενώ το πλάσµα καλύπτει τα στρώµατα του ρευστού κοντά στο τοίχωµα 
[22]. 
 
Το γεγονός αυτό οδηγεί πολλούς µελετητές να δηµιουργήσουν µοντέλα ρευστού δύο 
φάσεων για να προσοµοιώσουν τη συµπεριφορά του αίµατος και για λίγο µεγαλύτερα 
αγγεία. 
Υπολογιστικές µελέτες, που προσοµοιώνουν το αίµα ως ρευστό δύο φάσεων, µε την 
εξωτερική να είναι νευτώνειο ρευστό και την εσωτερική να προτυποποιείται µε µη 
νευτώνειο ρευστό, έδειξαν διαφορές στην κατανοµή του ιξώδους και τα shear-
thinning φαινόµενα να είναι σηµαντικότερα. [51,52] 
 
 
Στη µελέτη αυτή, θα επιλέξουµε µονοφασικά µοντέλα ρευστών µη νευτώνειας 
συµπεριφοράς ανεξάρτητης χρόνου, αφού αυτή δείχνει να είναι η κυρίαρχη µη 
νευτώνεια ιδιότητά του στο κυριότερο µέρος της ροής του. 
 
Πολλά είναι τα µη νευτώνεια µοντέλα, συµπεριφοράς ανεξάρτητης χρόνου, οι 
παράµετροι των οποίων προσαρµόζονται πάνω σε πειραµατικά in vitro δεδοµένα για 
το ιξώδες του αίµατος. Αναφέρουµε ονοµαστικά: 
 
- Εκθετικού Νόµου   
- Bingham  
- Herschel-Bulkley 
- Carreau και Carreau-Yasuda 
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- Cross 
- Ellis 
- Walburn-Schneck (βασισµένο στο µοντέλο Εκθετικού Νόµου) 
- Casson 
- Quemada 
 
 [ Πολλές πληροφορίες, υποδείξεις για την καταλληλότητα χρήσης τους και τιµές 
παραµέτρων, για τα παραπάνω µοντέλα, περιέχονται στην πολύ καλή και εκτενή, επί 
του θέµατος, βιβλιογραφική επισκόπιση των F.Yilmaz και M.Y.Gundogdu, A critical 
review on blood flow in large arteries; relevance to blood rheology, viscosity models, 
and physiologic conditions, του 2008 ([17]). ] 
 
Παράλληλα, επειδή το ιξώδες του αίµατος είναι και συνάρτηση του αιµατοκρίτη, 
φροντίζουµε, για λόγους άµεσων συγκρίσεων µεταξύ των µοντέλων, οι παράµετροι 
όλων των µοντέλων µας να αφορούν τιµές αιµατοκρίτη µεταξύ των τιµών 40% και 
45%. 
 
Οι διατµητικές τάσεις τ που παράγονται στα υιοθετούµενα µοντέλα, συναρτήσει του 
ρυθµού παραµόρφωσης γ είναι: 
 
Walburn-Schneck:    ( ){ } HCHTPMACHCC 3)(/exp 2

421
−+= γµ &    shear-thinning 

   
Η: αιµατοκρίτης 
TPMA: άθροισµα συγκεντρώσεων κάποιων συστατικών του αίµατος 
C1, C2, C3, C4: σταθερές εξαρτώµενες από Η και TPMA           

Tο µοντέλο αυτό αποτελεί εξειδίκευση του µοντέλου εκθετικού νόµου nkγ=τ , 
συγκεκριµένα για το αίµα από τους Walburn-Schneck και στα επόµενα θα το 
χρησιµοποιούµε στη γενικότερη έκφρασή του, µε υπολογισµένα τα k, γ για 
αιµατοκρίτη 45%. [27,17,45] 
 

Herschel-Bulkley:   
00

0
0

=γ⇒τ<τ

γ+
γ
τ

=τ⇒τ>τ nk
  viscoplastic, shear-thinning  

 
Είναι ένα από τα δύο ιξωδοπλαστικά µοντέλα που θα χρησιµοποιήσουµε και 
συνδυάζει την ύπαρξη αρχικής τάσης µε τον εκθετικό νόµο. [17,45] 
 

Quemada:                

2

0

/1

/

2

1
1

−

∞














φ

γγ+

γγ+
−µ=τ

c

c
F

kk
shear-thinning 

k0, k∞: συντελεστές προσαρµογής σε πειραµατικά δεδοµένα για το αίµα 
γc: κρίσιµη τιµή ρυθµού παραµόρφωσης 
φ: αιµατοκρίτης 
 
Αυτό το µοντέλο αναπτύχθηκε από τον Quemada µε λεπτοµέρειες αναφερόµενες στη 
[53] και στη συνέχεια χρησιµοποιούµε τις τιµές παραµέτρων για αιµατοκρίτη 45% 
[27,54,17]. 
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Casson:                   

00

2

0
0

=γ⇒τ<τ

γ









µ+

γ
τ

=τ⇒τ>τ ∞
   viscoplastic, shear-thinning   

µ∞: ασύµπτωτη τιµή συνεκτικότητας σε µεγάλους ρυθµούς παραµόρφωσης 
 
Ένα ακόµα ευρέως χρησιµοποιούµενο ιξωδοπλαστικό µοντέλο, µε τους συντελεστές 
του οποίου έχουν γίνει διάφορες προσαρµογές πειραµατικών δεδοµένων για το ιξώδες 
του αίµατος. [17,45] 
 
όπου n: συντελεστής µη νευτώνειας συµπεριφοράς, k: φαινόµενη συνεκτικότητα,  
τ0: απαιτούµενη αρχική τάση για ροή του ρευστού 
 
 
Τα πεδία ροής που θα επιλέξουµε για τη µελέτη των µοντέλων αυτών, θέλουµε να 
είναι τέτοια ώστε οι ψευδοπλαστικές τους ιδιότητες να γίνονται σηµαντικές.  
 
Τα µοντέλα αυτά εµφανίζουν µεγάλες διαφορές µε το νευτώνειο στους χαµηλούς 
ρυθµούς παραµόρφωσης, δηλαδή ροές µε µικρές χωρικές κλίσεις της ταχύτητας. 
 
Το στοιχείο αυτό µας οδηγεί στη θεώρηση ροών χαµηλών ταχυτήτων και µικρό 
βαθµό στένωσης. 
 
 Επιλέξαµε τελικά, τη µελέτη ροών σε την περιοχή 25 ≤ Re ≤  150, σε στένωση 50% 
κατά ακτίνα (75% απόφραξη διατοµής), σύµφωνα µε το παρακάτω σκεπτικό.  
 

• διάµετρος στεφανιαίας αρτηρίας: d = 0.004m [4] 
• µέση ταχύτητα του αίµατος σε αυτή: U0 ≈ 0.1m/s [4] 
• πυκνότητα αίµατος: ρ = 1050kg/m3 
• ιξώδες αίµατος (νευτώνεια προσέγγιση): µ = 0.0035 Pa·s 

 

Και τελικά λαµβάνουµε:  
µ

0dU
Re

ρ
=  = O(102). 

 
Aν ακόµα θεωρήσουµε µία φυσιολογική κυκλοφορία, συχνότητας  καρδιακού κύκλου 

f=1/T = 80 παλµοί/min, λαµβάνουµε 
0TU

d
Str =  = O(5·10-2). 

Η ροή Re = 100 – Str = 0.05, που θα µελετήσουµε αποτελεί φυσιολογική περίπτωση 
ροής αίµατος σε στεφανιαία αρτηρία. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  ΙII  
 
 

        µαθηµατική προτυποποίηση 
 
 
 

i} γενική τοποθέτηση του προβλήµατος 
 
Η κατάστρωση των εξισώσεων κίνησης των  ρευστών εκκινεί από την έννοια του 
συνεχούς µέσου, δηλαδή τη µακροσκοπική θεώρηση ότι µεγέθη όπως η µάζα, η ορµή 
κλπ, είναι συνεχώς κατανεµηµένα στον όγκο του ρευστού και όχι συγκεντρωµένα σε 
µικρά τµήµατά του (πχ µόρια ή άτοµα). [55] 
 
Για να παρατηρήσουµε την κίνηση του ρευστού, αναγκαίο είναι να θεωρήσουµε ότι, 
το συνεχές αυτό µέσο, αποτελείται από ένα σύνολο σωµατιδίων, δηλαδή µικρά 
τµήµατα του ρευστού που περικλείονται, κάποια χρονική στιγµή, σε απειροστή 
περιοχή ενός σηµείου του χώρου, που καταλαµβάνει το ρευστό. [55] 
 
Ας θεωρήσουµε το χώρο κίνησης των ρευστοστοιχείων ένα κλειστό χωρίο Ω του 
ευκλείδειου  χώρου 3ℜ .  
Θα περιγράψουµε την κίνηση των σωµατιδίων, από τη θέση του παρατηρητή, που 
κινείται µαζί µε αυτά. Αυτή είναι µία υλική περιγραφή (περιγραφή κατά Lagrange) 
του πεδίου ροής, η οποία έχει το πλεονέκτηµα της άµεσης αποτύπωσης των µεγεθών 
του πεδίου ροής και όχι της έµµεσης σχετικά µε ένα άλλο ακίνητο παρατηρητή.  
 
Θεωρώντας ροή χωρίς µεταφορά θερµότητας (ισόθερµη ροή) και την επίδραση του 
πεδίου βαρύτητας αµελητέα, οι εξισώσεις κίνησης, προκύπτουν από δύο βασικές αρχές 
της φυσικής και για τη γενικότερη έκφρασή τους και σε διανυσµατική µορφή, 
γράφονται: 
 

αρχή διατήρησης µάζας:                        0
Dt

D
=⋅∇+ u

r
ρ

ρ
                                        (2.1) 

αρχή διατήρησης ορµής:                        Τ
u tr

⋅∇=
Dt

D
ρ                                             (2.2) 

ρ: πυκνότητα 

u
r

: διανυσµατικό πεδίο ταχυτήτων 

Τ
t

: τανυστής των τάσεων 

Dt

][D
: υλική παράγωγος 

∇ : απόκλιση διανυσµατικού πεδίου 

Η µεν (2.1) εκφράζει το γεγονός ότι η µάζα σε κάθε τµήµα του ρευστού παραµένει 
σταθερή, δηλαδή δεν παράγεται, ούτε καταναλώνεται, ενώ η (2.2) είναι η ισορροπία 
των δυνάµεων σε ένα ρευστοστοιχείο, που εκφράζει ο 2ος Νόµος του Newton. [46,56] 
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Θεωρώντας το ρευστό ισότροπο, δηλαδή να παρουσιάζει τις ίδιες ιδιότητες έντασης 
και παραµόρφωσης προς όλες τις κατευθύνσεις του 3ℜ , προκύπτει συµµετρικός 
τανυστής τάσεων Τ

t
. [45,56] 

 
Με την υπόθεση συµπεριφοράς του ως υλικό Stokes, ακολουθεί τη συγκεκριµένη 
έκφραση του τανυστή τάσεων Cauchy:  

                                                          )(DσIΤ
tt&

t
+−= p                                               (2.3) 

 
p: η ασκούµενη στατική πίεση 

 
όπου ο τανυστής σ

t
 είναι συµµετρικός και συνάρτηση του τανυστή παραµορφώσεων  

                                                         ( )( )T

2

1
uuD
rrt

∇+∇=                                          (2.4) 

 
 
 

ii} κατηγοριοποίηση των ρευστών 
 
Στο σηµείο αυτό, ας δούµε πως οι εκφράσεις αυτές αντιστοιχούν σε ορισµένες 
γνωστές κατηγορίες ρευστών: 
 

• µη συνεκτικό ρευστό (inviscid):   0)( =Dσ
tt

 
σε αυτό, εφαρµόζονται µόνο τάσεις προερχόµενες από τη σταστική πίεση  
 

• συνεκτικό ρευστό (viscous) :   0)( ≠Dσ
tt

  
 

- συµπεριφοράς ανεξάρτητης χρόνου (time independent): )(:)( DσDσ
tttt

=  
 

Σε αυτή την κατηγορία µη νευτώνειων ρευστών, οι παραγόµενες τάσεις είναι 
συνάρτηση αποκλειστικά του ρυθµού παραµόρφωσης D

t
 τη στιγµή που τα 

εξετάζουµε.  
Η γενικότερη φυσικώς αποδεκτή σχέση, γράφεται: 
 

                                                     2     )( DDIDσ
tt

&
tt

210 hhh ++=                                       (2.5)  

όπου )(D
t

ii hh = ,   i=0,1,2  

Πολλά είναι τα µοντέλα ρευστών, τα οποία µπορούν να δηµιουργηθούν µε µεταβολή 
των συναρτήσεων ih , i = 0,1,2 , αλλά και πάλι µόνο µερικά από αυτά 

ανταποκρίνονται σε αυτά που συναντούµε στη φύση.  
 
Μία παραδοχή στην παραπάνω εξίσωση, µε την οποία εξασφαλίζεται η αρχή της 
υλικής ανεξαρτησίας, δηλαδή οι ιδιότητες του υλικού να είναι ανεξάρτητες της θέσης 
του παρατηρητή, είναι η εξάρτηση των ih , i=0,1,2 από τις βασικές αναλλοίωτες του 

τανυστή παραµορφώσεων D
t

. [46] 
Αυτές, για σύστηµα κυλινδρικών συντεταγµένων ( )φrx eee

rrr
,, , γράφονται: 
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φφrrxxtr DDDI D ++== D
t
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και το µέτρο του:   ( )DII
2

1
=D

t
 

όπου ijD το στοιχείο του τανυστή D
t
για i,j  = x,r,φ 

 
Μετά την παραδοχή αυτή, εµφανίζεται η σηµαντικότερη κατηγορια ρευστών, το 
νευτώνειο ρευστό (newtonian):  

                    ⇔+= DDDσ
tttt

tr2)( µ'µ  Dµ'Ih =0 ,  µh 21 = , 02 =h                   (2.6) 

 
όπου µ είναι το γνωστό και σταθερό ιξώδες και µ’  το ιξώδες όγκου, εµφανιζόµενο 

µόνο στις συµπιεστές ροές, όπου 0tr ≠⋅∇= uD
rt

. 
Χαρακτηριστικό, αυτού του ρευστού, είναι η γραµµική σχέση των Τ

t
και D

t
. 

 
Όσα ρευστά δεν εµπίπτουν στην παραπάνω κατηγορία, ονοµάζονται µη νευτώνεια, 
ανεξαρτήτως της µαθηµατικής κατηγοριοποίησης.  
 
Οι υποκατηγορίες των µη νευτώνειων συµπεριφοράς ανεξάρτητης χρόνου είναι οι 
εξής. 
 

Το σύνολο των ασυµπίεστων ρευστών ( 0tr =⋅∇= uD
rt

), στα οποία h0 = 0, 
ονοµάζονται ρευστά Reiner–Rivlin  και οι ih , i = 1,2 είναι συναρτήσεις µόνο των 

D
t

det=DIII  και ( )22 tr
2

1
D
t

−= DD III . [46] 

Αν εισάγουµε τη συνθήκη h0 = 0 στη (2.5), βλέπουµε τη σηµασία της: δεν 
εµφανίζονται ορθές τάσεις, εκτός από αυτές που δηµιουργεί η στατική πίεση.  
 
Οδηγούµαστε πιο κοντά στην υποκατηγορία µη νευτώνειων που αντιστοιχεί στα µη 
νευτώνεια χαρακτηριστικά του αίµατος.  
Οι επιπρόσθετες παραδοχές που πρέπει να γίνουν για το σκοπό αυτό στα ρευστά 
Reiner-Rilvin είναι οι παρακάτω: 
 

0=2h , πειραµατικά στοιχεία έχουν δείξει ότι η υπόθεση 0≠= σταθεράh2  έρχεται 
σε αντίθεση µε το 2ο Θερµοδυναµικό Αξίωµα 

)(11 DIIhh =  
 
Και τελικά:  

                                                 DDσ
ttt

)()( 1 DIIh=                                                      (2.7) 
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∆ηµιουργείται έτσι, µία νέα υποκατηγορία µη νευτώνειων ρευστών, τα γενικευµένα 
νευτώνεια, που είναι και η περισσότερο διαδεδοµένη για µοντελοποίηση µη 
νευτώνειας συµπεριφοράς, για λόγους που θα εξετάσουµε παρακάτω. 
∆ύο εκπρόσωποι της υποκατηγορίας αυτής είναι τα: 

Εκθετικού Νόµου ή Ostwald de Waelle: ( ) 2
11 2 −µ= q

DIIh , µ1 > 0, q > 1 και  

Carreau:   ( )( ) 2

2
2

2101

−

+µµ+µ=
q

DIIh   µi > 0, i= 1,2,3 .  [46] 

 
 

- συµπεριφοράς χρονικά εξάρτηµένης (time dependent)  
 

Η συµπεριφορά των ρευστών αυτών, εξαρτάται και από την «ιστορία» έντασής τους, 

ως ,...),,()( DDDσDσ
t
&&

t
&

tttt
= . ∆ηλαδή όχι µόνο από τις µεταβολές που δέχονται κάθε 

στιγµή, αλλά και τις µεταβολές που δέχεται ο ρυθµός παραµόρφωσής τους.  
 
Ένα σύνηθες µοντέλο της κατηγορίας αυτής είναι το ρευστό δεύτερης τάξης, µε           
ai = σταθερές, i = 0,1,2 

2
122110)( AAADσ

ttttt
aaa ++=  

όπου DA
tt

21 =  ,   1
T

11
1

2 )( AuuAAu
A

A
trrttr

t
t

⋅∇+∇⋅+∇⋅+
∂
∂

=
t

 και προφανώς 0a = µ το 

µετρούµενο ιξώδες σε µόνιµη κατάσταση. 
 
 

- ιξωδοελαστικά ρευστά (viscoelastic) 
 
Τα µοντέλα αυτά βασίζονται στις ελαστικές ιδιότητες που παρουσιάζουν ορισµένα 
ρευστά και εντέλει η διαφορική εξίσωση που υπεισέρχεται σε αυτά πρέπει να λυθεί 
µαζί, ως σύστηµα, µε τις εξισώσεις διατήρησης (2.1) και (2.2). 
 
Ένα γνωστό τέτοιο µοντέλο είναι το ρευστό Olroyd-B (το οποίο αποτελεί και βάση 
για τα γενικότερης διατύπωσης ιξωδοελαστικά µοντέλα Maxwell): 

τDDσ
tttt

+= ∞µ2)(  
µε τον τανυστή τ

t
 να ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση 

( )Dττuuττu
τ tttrrttr
t

∞−=+






 ⋅∇−∇⋅−∇⋅+
∂
∂

λ µµ
t 02)( T

1  

 
τα λ1, µ0 και µ∞ είναι θετικές σταθερές του περιγραφόµενου υλικού, µε µ∞ < µ0.  
Η σταθερά λ1, είναι συντελεστής χαλάρωσης του υλικού και ας παρατηρήσουµε ότι αν  
λ1 = 0, τότε επιστρέφουµε στο νευτώνειο µοντέλο µε µ ≡ µ0. [46] 
 
Με τα ιξωδοελαστικά µοντέλα, είναι δυνατόν να προτυποποιηθούν οι ορθές τάσεις, 
που εµφανίζονται σε ορισµένα µη νευτώνεια, πέρα από τις οφειλόµενες στη στατική 
πίεση. [45] 
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iii} επιλυσιµότητα του συστήµατος εξισώσεων 
 
Είδαµε ότι στην κατηγορία ρευστών που θα µας απασχολήσει, τα γενικευµένα 
νευτώνεια, ο τανυστής των τάσεών τους γράφεται: 
 

                                                        DIΤ
t

&
t

)(1 DIIhp +−=                                          (2.8) 
 
Ο ορισµός τους, ως γενικευµένα νευτώνεια, γίνεται άµεσα αντιληπτός, συγκρίνοντας 
µε τον τανυστή των τάσεων για το νευτώνειο, ασυµπίεστο, ρευστό h1 = 2µ .                                  
 
Με τις σχέσεις αυτές για τον τανυστή παραµορφώσεων Τ

t
ενός υλικού Stokes, 

καθορίζεται πλήρως το σύστηµα εξισώσεων (2.1) και (2.2), που περιγράφει τη ροή 
ενός ρευστού, επιτρέποντάς µας πλέον να τις αναφέρουµε ως εξισώσεις Navier-Stokes 
(Ν-S): 
 
Ας τις γράψουµε, συγκεκριµένα πλέον, για το ασυµπίεστο ρευστό: 
 
 
διατήρηση µάζας:                                      0=⋅∇ u

r
                                                (2.9) 

διατήρηση ορµής:                                     Τ
u tr

⋅∇=
Dt

D
ρ                                         (2.10) 

 
 
Το σύστηµα αυτών των µερικών διαφορικών εξισώσεων δεν έχει λύση σε κάθε 
περίπτωση και αν η λύση υπάρχει δεν είναι σίγουρα και η µόναδική, κάνοντας τη 
µελέτη της παγκόσµιας ύπαρξής της (global existence – ύπαρξη και µοναδικότητα), 
της ευστάθειας και της οµαλότητας (smoothness) αυτής, πεδίο αιχµής για τη 
µαθηµατική σκοπιά του ζητήµατος. 
 
Λύση (solution) του προβλήµατος, αποτελεί κάθε σύστηµα συναρτήσεων που 
επαληθεύουν τις εξισώσεις του προβλήµατος. 
Μοναδικότητα (uniqueness) µιας λύσης, σηµαίνει ότι δεδοµένης µιας κατάστασης του 
συστήµατος σε κάποια χρονική στιγµή, το σύστηµα είναι µονοσήµαντα ορισµένο για 
τις επόµενες χρονικές στιγµές . 
Ευστάθεια (stability), µπορούµε να πούµε ότι έχουµε σε κάποιες λύσεις, όταν υπάρχει 
συνεχής εξάρτηση από τις οριακές τιµές και συνεπώς, µικρές διαταραχές στα αρχικά 
δεδοµένα οδηγούν και σε προβλέψιµες µικρές µετατοπίσεις της αντίστοιχης λύσης . 
Οµαλή ή λεία (smooth) συνάρτηση, ονοµάζεται αυτή που οι παράγωγοί της, κάθε 
τάξης, υπάρχουν και είναι συνεχείς. [57] 
 
 
Εδώ, απλώς, θα καταγράψουµε ορισµένα συµπεράσµατα της µαθηµατικής θεωρίας 
για το θέµα αυτό. 
 
Επίλυση του συστήµατος αυτού, συνεπάγεται την εύρεση του πεδίου ταχυτήτων 

),,( 321 uuu=u
r

, ),0[3 ∞×ℜ∈iu , i=1,2,3 και της συνάρτησης πίεσης ),0[3 ∞×ℜ∈p , 

σε κάθε χρονική στιγµή ),0[ ∞∈t  σε χωρίο Ω, µε κλειστό ή ανοιχτό όριο το Ω∂ , του 

ευκλείδειου τριδιάστατου χώρου 3ℜ .  
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Το σύστηµα των (2.9) και (2.10), συνοδευόµενο από κατάλληλες οριακές συνθήκες 
και την προϋπόθεση για τις συνοριακές συνθήκες, ότι το άθροισµα των ταχυτήτων που 
είναι κάθετες στο κάθετο διάνυσµα του ορίου Ω∂ , σε κάθε θέση, είναι µηδενικό, 
επιδέχεται λύση, µοναδική και οµαλή: 
 
(στην περίπτωσή µας ισχύει, αφού η εισερχόµενη παροχή µάζας ισούται µε την 
εξερχόµενη και στο τοίχωµα η ταχύτητα είναι µηδενική) 
 
νευτώνειο ρευστό 
 

• υπάρχει κάποιου είδους συµµετρία στο χώρο και τελικά από µελέτη στον 3ℜ  
καταλήγουµε σε µελέτη στον 2ℜ , δηλαδή  αξονικά συµµετρικές ή διδιάστατες 
(2-D) ροές  

• η αρχική λύση ταχυτήτων είναι αρκετά µικρή 
• η αρχική λύση παρουσιάζει πολύ ταλαντωτική συµπεριφορά [46,58-60] 

 
 
γενικευµένα νευτώνεια ρευστά 
 

• υπάρχει κάποιου είδους συµµετρία στο χώρο και τελικά από µελέτη στον 3ℜ  
καταλήγουµε σε µελέτη στον 2ℜ , δηλαδή  αξονικά συµµετρικές ή διδιάστατες 
(2-D) ροές  

• σε κάθε κλειστό χωρίο Ω, για  ( ) 2
101

−µ+µ= q
DIIh  , q > 2   [46] 

• µόνο το πρόβληµα συνοριακών τιµών για ( )DIIhh +κ=1 , υπό προϋποθέσεις 
που τίθενται στην [46] 

 
 
Οι περισσότερες από τις αποδείξεις αυτές, οφείλονται στην O.A.Ladyzhenskaya τη 
δεκαετία του 1960 και σήµερα η µαθηµατική κοινότητα κινείται σε τροχιά γενίκευσης 
των αποτελεσµάτων αυτών. 
 
Αξιοσηµείωτο είναι πως παρότι κάποια ζητήµατα αποδείξεων είναι ακόµα ανοιχτά 
για το νευτώνειο, στα γενικευµένα νευτώνεια είναι ήδη λυµένα. [46] 
 
 
 

iv} εξισώσεις ροής των µελετούµενων ρευστών 
 
Στο προηγούµενο κεφάλαιο, καταλήξαµε σε ένα µοντέλο αγωγού, διδιάστατο, 
αξονικά συµµετρικό, άκαµπτο και αδιαπέραστο. 
 
Επίσης, θεωρήσαµε ότι δεν υπάρχουν διαφορές στη θερµοκρασία τοιχωµάτων 
αγωγού και ρευστού, ούτε διαφορές θερµοκρασίας στο ρευστό, κάτι που µας οδηγεί 
σε ισόθερµη ροή. Ενώ η επίδραση της βαρύτητας θεωρείται αµελητέα. 
 
Τέλος, το µελετούµενο ρευστό διατηρεί την πυκνότητά του σταθερή, ανεξάρτητη της 
πίεσης, οδηγώντας µας σε ροή ασυµπίεστου ρευστού.  
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Με τις παραδοχές αυτές, το πεδίο ταχυτήτων και πιέσεων ρευστού, που ρέει µέσα σε 
έναν τέτοιο αγωγό, περιγράφεται από τις εξισώσεις Navier – Stokes, εκφρασµένες σε 
δύο διαστάσεων, κυλινδρικό σύστηµα συντεταγµένων. 
 
Για τέτοιας µορφής πεδίο ροής, µόνιµο ή µη, όπως είδαµε πιο πάνω, η ύπαρξη, 
µοναδικότητα και οµαλότητα των πεδίων ταχύτητας, που το επαληθεύουν, είναι 
αποδεδειγµένη και αδιαµφισβήτητη. 
 
Ο µόνος λόγος για τον οποίο υπάρχει πιθανότητα να λαµβάνουµε διαφορετικές λύσεις 
από τις πραγµατικές, για τα συγκεκριµένα πεδία ροής, είναι η ακολουθούµενη 
διαδικασία προσέγγισης της λύσης, µε την οποία θα ασχοληθούµε στο επόµενο 
κεφάλαιο. 
 
Στα γενικευµένα νευτώνεια ρευστά, ρευστά δηλαδή, όπου οι τάσεις τους σχετίζονται 
µε την παρµόρφωσή τους µε µία σχέση της µορφής:   
 

                                                            DD
ttt

)()( 1 DIIh=σ                                         (2.11) 
 
σε σύστηµα δύο διαστάσεων ( )rx ee

rr
,  ο τανυστής των παρορφώσεών τους γράφεται: 
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και το µέτρο του ρυθµού παραµόρφωσης, (για δύο διαστάσεις DII=D
t

det ): 
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Η µορφή της )(1 D
t

h  συνάρτησης των ρευστών που θα χρησιµοποιήσουµε είναι: 

 

νευτώνειο:                  Dσ
tt

µ= 2               (σταθερή: 0µh =1 ) 

 

Walburn-Schneck:    ( )Dσ
tt nkγ=         (εκθετικού νόµου:   
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Quemada:                   
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Casson:                   
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Γράφουµε τις εξισώσεις (2.9) και (2.10) σε βαθµωτή µορφή, συµβολίζοντας: 
 

xu : αξονική συνιστώσα της ταχύτητας 

ru : ακτινική συνιστώσα της ταχύτητας 

ijσ : το στοιχείο ij  του τανυστή σ
t

 όπου  i και j =  x, r 
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Αντικαθιστώντας τις διατµητικές τάσεις, ως ijij D)µ(γ=σ , για κάθε στοιχείο των 

τανυστών σ
t

 και D
t

,  i και j= x, r : 
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Αξίζει να αναφέρουµε ότι η τελευταία µορφή είναι αυτή την οποία ο επιλυτής 
FLUENT ολοκληρώνει και τελικά επιλύει.  
Μάλιστα, η συγκεκριµένη τοποθέτηση του ιξώδους µ(γ) ανταποκρίνεται και στη 
µέθοδο επίλυσης, όπως θα δούµε στο επόµενο κεφάλαιο, αφού πρώτα υπολογίζεται 
το ιξώδες από κάποια πρόβλεψη του πεδίου ταχυτήτων, εισάγεται στις εξισώσεις και 
στο τέλος επιλύεται το σύστηµα των εξισώσεων. 
 
Προχωρούµε στην αδιαστατοποίηση του παραπάνω συστήµατος, µε σκοπό να 
αποκαλυφθούν οι παράµετροι που καθορίζουν το πρόβληµα. 
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Στη γενικότητά του, µπορούµε να γράψουµε ( )*)µ( γ=γ fµeff , όπου effµ µία σταθερή 

χαρακτηριστική τιµή ιξώδους για κάθε µοντέλο και ( )*γf  µία αδιάστατη συνάρτηση 
του αδιάστατου µέτρου του ρυθµού παραµόρφωσης, γ*= γd/U0 , όπως θα προκύψει 
από τις πιο κάτω αδιαστατοποιήσεις. 
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τα αδιάστατα µεγέθη θα παρουσιαστούν µε αστερίσκο (*) και αδιαστατοποιούµε ως :  

αξονική απόσταση: 
d

x
x * =  , ακτινική απόσταση: 

d

r
r* =  , ταχύτητα:  

m

i
i U

u
u =* ,    

χρόνος: 
T

t
=τ ,  στατική πίεση: 2

*

mU

p
p

ρ
= , όπου d: διάµετρος αγωγού, T : περίοδος 

περιοδικής συνάρτησης ταχύτητας, 2

0
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== ∫ : µέση 

ταχύτητα διατοµής, βασισµένη στην παροχή εισόδου του αγωγού, όπου εισέρχεται 
ελεύθερο ρεύµα ρευστού ταχύτητας U0 . 
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και εµφανίζονται οι αδιάστατοι παράµετροι της ροής:   
 

αριθµός Reynolds: 
eff

dU
Re

µ
0ρ

=  

εκφράζει τη σηµαντικότητα των συνεκτικών φαινοµένων σχετικά µε την αδράνεια που 
παρουσιάζει η ροή 
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αριθµός Strouhal: 
0TU

d
Str =  

εκφράζει τη σηµαντικότητα των µη µόνιµων φαινοµένων σχετικά µε την αδράνεια που 
παρουσιάζει η ροή 
 
Σε πολλές περιπτώσεις, χρησιµοποιείται ως αριθµός οµοιότητας της ροής, ο αριθµός 

Womersley [26]: 
v

f
Ra

π
=

2
, για v = µ/ρ, R = d/2, f = 1/T προκύπτει StrRea ⋅

π
=

2
. 

Θεωρούµε ότι ο αριθµός αυτός, δεν προκύπτει άµεσα από αδιαστατοποίηση των 
τριών εξισώσεων, παρά εµφανίζεται υπό συγκεκριµένες προϋποθέσεις στις εξισώσεις 
κίνησης ρευστού σε ευθύγραµµο αγωγό και πλήρως διαµορφωµένη κατάσταση. Για 
το λόγο αυτό, θεωρούµε περισσότερο ακριβές, µαθηµατικά, να διατυπωθούν οι 
εξισώσεις µε τους αδιάστατους αριθµούς που προκύπτουν άµεσα από την 
αδιαστατοποίηση. 
 
Στα δύο ιξωδοπλαστικά ρευστά, H-B και Casson, από τη διαδικασία 
αδιαστατοποίησης, προκύπτει ακόµα ένας αδιάστατος αριθµός, για την περιγραφή της 
ροής τους. 
αριθµός Bingham (Bi): εκφράζει τη σηµαντικότητα της αρχικής τάσης, που απαιτείται 
για την έναρξη της ροής του ρευστού, σχετικά µε την επίδραση των συνεκτικών τάσεων. 
 

Παραθέτουµε τις συναρτήσεις ( )*)µ( γ=γ fµeff  για κάθε µοντέλο: 

 

νευτώνειο: 0)µ( µ=γ , 2)( * =γf , Pa·s0032.00 =µ=µeff  

 

Walburn-Schneck : 
1)µ( −γ=γ nk  , * * 1( ) −γ = γ nf , 

n

eff U

d
k

−









=µ

1

0
   

 n = 0.7755 ,  k  = 0.01467 Pa·s0.7755   

[ Η χρήση του W-S στο FLUENT, λόγω της υπερβολικής συνάρτησης ορισµού του, 
απαιτεί τον καθορισµό ενός κατώτατου ορίου ιξώδους µmin και ενός ανώτατου µmax. 
Τα όρια αυτά, αν τοποθετηθούν «αρκετά µακριά» από τις τιµές ιξώδους που εντέλει 
θα προκύψουν, δε θα έχουν επηρεάσει τη λύση µας. 

Για να διατηρήσουµε τα αποτελέσµατά µας ανεξάρτητα αυτών των ορίων, µετά από 
συστηµατικές δοκιµές στο FLUENT, βρήκαµε πως η βέλτιστη θέσπισή τους ήταν: 

µmin = 0.0001 Pa·s  και µmax = 0.1 Pa·s ] 

 

Herschel-Bulkley : 
10)µ( −γ+

γ

τ
=γ nk ,

1*
*

* )(
−

γ+
γ

=γ
nBi

f , 

n

eff U

d
k

−









=µ

1

0
 

n = 0.8601 , k  = 0.0089721 Pa·s0.8601, τ0= 0.0175 Pa , ( )
n

U

d
kBi 








τ=

0
0 /   
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Για να καλυφθεί η ασυνέχεια του Η-Β, το οποίο για τ0 < 0, ουσιαστικά παρουσιάζει 
άπειρη συνεκτικότητα, η συνάρτηση ορισµού του στο FLUENT είναι: 

( )[ ]
γ

µτ−γ+τ
=γ

nnk 000 /
)µ( , όπου µ0 είναι η τιµή τις συνεκτικότητας, όταν ασκηθεί 

η τάση αυτή. 

Για να είµαστε συνεπείς µε την αδιαστατοποίηση που κάναµε, θα πρέπει ο όρος         
η = ( )00 /µτ  να εξαλειφθεί. Έτσι, έχοντας ως δεδοµένη την τιµή τ0 = 0.0175 Pa, από 
πειραµατικές µετρήσεις, θα πρέπει να επιλέξουµε µία τιµή για το µ0 > 1, τέτοια ώστε 
πρακτικά ο όρος η να µηδενίζεται. 

Θεωρώντας ότι αν η = Ο(10-3), τότε πρακτικά είναι αµελητέος εισάγουµε:  µ0=10 Pa·s 

Με την τιµή αυτή, εξασφαλίζεται η οµοιότητα των αποτελεσµάτων µας, ως προς τους 
αδιάστατους αριθµούς Bi και Re, κάτι που άλλωστε φαίνεται από δοκιµές που έγιναν 
και παρουσιάζονται στο επόµενο κεφάλαιο. 

  

Quemada : 

2

0

/1

/

2

1
1)µ(

−

∞
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γγ+
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c

ckk
f , Fµ=µeff  

sPa0012.0F ⋅=µ=µ plasma , 1s88.1 −=γc , k0 = 4.33 , k∞ = 2.07,  φ = 0.45 η τιµή του 

αιµατοκρίτη  

  

 

Casson : 

2

0)µ( 









µ+

γ

τ
=γ ∞ , 

2

*
* 1)(














+

γ
=γ

Bi
f , sPa0031.0 ⋅=µ=µ ∞eff ,  

τ0 = 0.01082 Pa, ( ) 







µτ= ∞

0
0 /

U

d
Bi   

Η ασυνέχεια που υπάρχει στη συνάρτηση ορισµού του ιξώδους στο ρευστό Casson, 
το οποίο για τ0 < 0 ουσιαστικά παρουσιάζει άπειρη συνεκτικότητα, παρακάµπτεται, 
αν γραφεί στη συνεχή µορφή κατά Papanastasiou, η οποία υιοθετείται και από 
άλλους µελετητές [27]: 

2

0 1)µ( 














 −

γ
τ

+µ=γ γ−
∞

me  και θεωρείται ότι αντιπροσωπεύει µε επιτυχία 

την εξίσωση Casson, για    m > 100 . 

Σε αδιάστατη µορφή γράφεται:  
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Στη συνάρτηση ορισµού του µοντέλου Casson, θεωρήσαµε m = 500. 
 
Ένα ακόµα στοιχείο µας προβληµάτισε στην εισαγωγή της συνάρτησης ορισµού του 
µοντέλου Casson στο FLUENT. 
Ακριβώς λόγω της ανυπαρξίας ορίου στις τιµές του λόγου η = ( )00 /µτ , όπως 
αντίστοιχα συµβαίνει µε τη θέσπιση ορίου στο Η-Β µοντέλο, παρουσιαιζόταν σφάλµα 
υπερχείλισης (εµφανίζονταν αριθµοί πολύ µεγαλύτεροι από αυτούς που µπορεί να 
διαχειριστεί το πρόγραµµα και γενικότερα ο υπολογιστής). Για να ξεπαράσουµε τη 
δυσκολία αυτή, προσθέσαµε µία πολύ µικρή ποσότητα (10-9) στο µέτρο του ρυθµού 
παραµόρφωσης: γ = γ + 10-9 

 
Στα ∆3.1 και ∆3.2 παρουσιάζεται η καµπύλη ιξώδους µ(γ) σε δύο διαφορετικές 
κλιµακες του µέτρου του ρυθµού παραµόρφωσης (strain rate magnitude) γ , σε 
διαστατά µεγέθη SI, για όλα τα µοντέλα. 
∆ιαπιστώνουµε τις µεγάλες τιµές ιξώδους για ρυθµούς παραµόρφωσης γ < 100 s-1 , 
µακριά από τη νευτώνεια σταθερή τιµή, ενώ η αύξηση του ρυθµού παραµόρφωσης 
δείχνει την ασυµπτωτική τάση κάθε µοντέλου να φτάσει σε κάποια σταθερή τιµή 
ιξώδους και άρα να προσεγγίσει τα νευτώνεια χαρακτηριστικά. 
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∆3.1 – το ιξώδες (viscosity) κάθε µοντέλου, συναρτήσει του µέτρου του ρυθµού 
παραµόρφωσης (strain rate) στην κλίµακα 0 < γ < 100 s-1 (µονάδες SI) 
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strain rate magnitude
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∆3.2 – το ιξώδες (viscosity) κάθε µοντέλου, συναρτήσει του µέτρου του ρυθµού 

παραµόρφωσης (strain rate) στην κλίµακα 0 < γ < 1000 s-1 (µονάδες SI) 
 
 
 
 

v} οριακές συνθήκες 
 
Το σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων, που καταστρώσαµε για την επίλυση των 
πεδίων ροής, χρειάζεται ορισµένες οριακές συνθήκες, για να µπορεί να µας δώσει το 
πεδίο ταχυτήτων και πιέσεων της ροής. 
 
[ Η καµπύλη της στένωσης, των αγωγών που αναπτύχθηκαν στο πρόγραµµα 
GAMBIT, δεν έχει εµφανή µαθηµατική έκφραση, αφού δηµιουργείται ως 
προσαρµογή µίας καµπύλης µε δεδοµένο βαθµό καµπυλότητας σε τρία σηµεία που 
υποδεικνείει ο χρήστης. 
Για το λόγο αυτό, θεωρούµε ότι το τοίχωµα, στην περιοχή της στένωσης 
προσεγγίζεται από την αρµονική καµπύλη που θα παρουσιάσουµε πιο κάτω. ] 
 
Οι οριακές συνθήκες αφορούν το σύνορο Ω∂  του χωρίου Ω του 2ℜ  ευκλείδειου 
χώρου, όπου ρέει το ρευστό. Το σύνορο αυτό, αποτελείται από τοίχωµα, άξονα 
συµµετρίας, είσοδο και έξοδο: 
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outinaxw Ω∂+Ω∂+Ω∂+Ω∂=Ω∂  

 
Για τους τρείς αγωγούς που µελετούµε, γράφουµε :  
 
ευθύγραµµος:   wΩ∂ :  ]20,0[5.0r ** ∈∀= x  

                         axΩ∂ :  ]20,0[0r ** ∈∀= x  

                         inΩ∂ :  0* =x  

                         outΩ∂ : 20* =x  

 
στενωµένος:      wΩ∂ : ]5.12,5.2[]5.0,0[5.0r ** ∪∈∀= x ,  

( )( ) ]5.2,5.0[)5.1(cos1125.05.0r *** ∈∀−π+−= xx  

                          axΩ∂ : ]5.12,0[0r ** ∈∀= x  

                          inΩ∂ :  0* =x  

                         outΩ∂ : 5.12* =x  

 
συνδυασµένος:  wΩ∂ : ]24,12[]10,0[5.0r ** ∪∈∀= x ,  

( )( ) ]12,10[)11(cos1125.05.0r *** ∈∀−π+−= xx  

                          axΩ∂ : ]24,0[0r ** ∈∀= x  

                          inΩ∂ :  0* =x  

                         outΩ∂ : 24* =x  

 
και επιβάλλουµε τις συνοριακές συνθήκες:  
 
 

wΩ∂ :  µη ολίσθησης 0=⇔
Ω∂ w

u    (τύπου Dirichlet) 

axΩ∂ : µηδενισµός παραγώγων στην ακτινική κατεύθυνση 0=
∂
∂

⇔
Ω∂ axr

u
 

                                                                                                             (τύπου Neumann) 

inΩ∂ : δεδοµένη κατανοµή ταχυητήτων )(ruu
in
=⇔

Ω∂
    (τύπου Dirichlet) 

 
Στην έξοδο των αγωγών, έχει ιδιαίτερη σηµασία η επιλογή της συνοριακής συνθήκης, 
καθώς στη διατοµή αυτή δεν είµαστε απόλυτα βέβαιοι για τις ταχύτητες και τις 
πιέσεις, παρά τις γνωρίζουµε µόνο αφού επιλυθεί το πεδίο. 
 
Ένας τρόπος να βγούµε από το αδιέξοδο, θα ήταν να θεωρήσουµε συνθήκη τύπου 

Neuwmann µε µηδενισµό παραγώγων στην ακτινική κατεύθυνση 0=
∂
∂

⇔
Ω∂ outx

u
 .  

Κάτι τέτοιο θα ήταν εσφαλµένο ιδιώς για την περίπτωση της µη µόνιµης ροής, όπου 
αναµένονται µετατοπιζόµενες δίνες. 
 
Συνθήκη, που αποδεικνύεται ενδεδειγµένη για την περίπτωση αυτή είναι η συνθήκη 
απρόσκοπτης εξόδου, γνωστή ως free outstream ή do-nothing [61,62].  
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Σύµφωνα µε τις µελέτες αυτές, η συνθήκη αυτή δεν επηρεάζει το πεδίο ανάντι της 

εξόδου, εφαρµοζόµενη ως:  0
r

=





 −

∂
∂

Ω∂ out

pv re
u r
r

. 

 
Παράλληλα, όπως αποδεικνύουν µαθηµατικά, σε πολλές περιπτώσεις εµπεριέχει τη 
συνθήκη τύπου Neumann για το όριο αυτό, δηλαδή εκφράζει απόλυτα τη συνθήκη 
πλήρως ανεπτυγµένης ροής. 
 
Η σύµπτωση αυτή, αυξάνει όσο περισσότερο κατάντι των διαταραχών της ροής 
τοποθετείται η συνθήκη αυτή (Σχ2.1). 
 

 
 

Σχ3.1 – ισοσταθµικές της στατικής πίεσης, κατά τη ροή γύρω από σώµα, µε την 
εφαρµογή της συνθήκης free outstream σε δύο διαφορετικές θέσεις [61] 

 
 
Τέλος, αναφέρεται ότι είναι συµβατή µε την καλή τοποθέτηση του προβλήµατος που 
µελετούµε. [61,62] 
 
Mία διαφοροποίηση προκύπτει στον επιλυτή FLUENT, όπου δε χρησιµοποιείται η 
συνθήκη αυτή, ακριβώς µε τον περιγραφόµενο τρόπο, αλλά θεωρείται µηδενική η 
ροή των όρων διάχυσης (zero diffusion flux condition). Έτσι, καταλήγουµε για την 
έξοδο των αγωγών. 
 

outΩ∂ : µηδενισµός ροής όρων διάχυσης στην αξονική κατεύθυνση 
( )

0
x

=
∂

∂
⇔

Ω∂ out

DT
 

 
 
Στη µη µόνιµη ροή, απαραίτητη είναι και µία αρχική συνθήκη σε ένα από τα όρια του 
Ω∂ , την οποία προσφέρουµε στην είσοδο, συνδυασµένη µε τη συνοριακή συνθήκη. 

 

inΩ∂ : δεδοµένη κατανοµή ταχυητήτων κάθε χρονική στιγµή )(r,)( tutu
in
=⇔

Ω∂  
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vi} εξισώσεις της πλήρως διαµορφωµένης ροής 
 
Ας δούµε πως µετασχηµατίζονται στην περίπτωση της µόνιµης, πλήρως 
διαµορφωµένης ροής, σε ευθύγραµµο αγωγό. 
 
Στην περίπτωση αυτή µπορούν να γίνουν οι παρακάτω παραδοχές [55]: 
  

- οι παράγωγοι ταχύτητας κατά την αξονική κατεύθυνση µηδενίζονται: 0
x*

*
x =

∂
∂u

  

- δεν υφίσταται ακτινική ταχύτητα: 0*
r =u  

 

Έτσι, από την εξίσωση συνέχειας: 0
rx *

*
r

*

*
x =

∂
∂

=
∂
∂ uu

 

και από την ακτινική κατεύθυνση για την ορµή: )(x0 ***
*

*

pp
r

p
=⇒=

∂

∂
 

 
Εντέλει το σύστηµα µεταπίπτει στην παρακάτω µορφή: 

( )
*

*
x

*

*

dr

d1

dx

d
0

u
f

Re

p
γ+−=  

 
Είναι ροή σε µία κατεύθυνση, µε αποτέλεσµα να έχουµε παραµορφώσεις του ρευστού 
σε µία µοναδική κατεύθυνση (uniaxial flow). [45] 

( )( )
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 και το µέτρο του *

*
x

dr

d

2

1
det

2

1 u
==γ D

t
 

 
Οι απλοποιήσεις αυτές, κάνουν δυνατή την αναλυτική επίλυση του συστήµατος, για 
το νευτώνειο και τα W-S, H-B µη νευτώνεια ρευστά. [45] 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  ΙV  
 
 

αριθµητική επίλυση 
 
 
 

i} µέθοδος επίλυσης 
 
 
Για την επίλυση των εξισώσεων ροής επιλέχθηκε ένα από τα ευρέως 
χρησιµοποιούµενα υπολογιστικά πακέτα ρευστοµηχανικών προβληµάτων, το 
FLUENT, το οποίο διαθέτει πλήθος επιλογών για την επίλυση πεδίων ροής. 
 
Το FLUENT υιοθετεί τη µέθοδο των πεπερασµένων όγκων (finite volume method - 
FVM) για να επιλυσει τα πεδία ροής [63]. 
 
Σύµφωνα µε αυτή τη µέθοδο, οι εξισώσεις που περιγράφουν τη ροή, ολοκληρώνονται 
στους όγκους ελέγχου (control volumes - CV). Στους στοιχειώδεις όγκους 
(υπολογιστικά κελιά) δηλαδή, στους οποίους έχουµε χωρίσει το υπό µελέτη πεδίο 
ροής. 
∆ιακριτοποιώντας τις εξισώσσεις αυτές, θα προκύψει ένα σύστηµα αλγεβρικών 
εξισώσεων, το οποίο εντέλει θα επιλυθεί αριθµητικά. [64,65] 
 
Οι επιλογές στις µεθόδους διακριτοποίησης και επίλυσης είναι πολλές, εξαρτώµενες 
από το είδος του πεδίου ροής, το ρευστό, την τάξη ακρίβειας που απαιτείται και 
άλλες παραµέτρους. Το FLUENT, δίνει την ευκαιρία στο χρήστη να επιλέξει 
ορισµένες από αυτές.  
  
Εδώ, θα δώσουµε µερικά στοιχεία για τη διαδικασία διακριτοποίησης στις επιλογές 
που κάναµε για να επιλύσουµε τα πεδία ροής που µελετήσαµε. 
 
Η µη µόνιµη εξίσωση µεταφοράς του βαθµωτού µεγέθους Φ, µε το µη µόνιµο όρο και 
τους όρους συναγωγής (convection), διάχυσης (diffusion) και πηγής (source) 
αντίστοιχα:  
 

                                 
{∫ ∫ ∫ ∫

ςπηγ

φ

χυσηδι

φ

συναγωγ
ρος−νιµοςµ−µη

+⋅φ∇Γ=⋅ρφ+
∂
ρφ∂

dVSAdAdudV
t V έάή

όό

43421

r

43421

rr

43421
                  (4.1)        

ρ: πυκνότητα 
u
r

: διάνυσµα της ταχύτητας 

A
r

: διάνυσµα επιφάνειας 
ΓΦ : συντελεστής διάχυσης του µεγέθους Φ 

φ∇ : παράγωγος κατά κατεύθυνση του Φ 

SΦ: πηγές του µεγέθους Φ µέσα στο CV 
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µετασχηµατίζεται στην παρακάτω διακριτοποιηµένη εξίσωση, για κάθε ένα από τα 
κελιά του αριθµητικού πλέγµατος [63]: 

 

                              ∑ ∑ φΦ +⋅φ∇Γ=⋅φρ+
∂
ρφ∂ Nfaces

f

Nfaces

f
fffff VSAAufV

t

rrr
                   (4.2) 

φ: τιµή του µεγέθους στο κέντρο του CV 
Νf : αριθµός πλευρών που περικλείουν το CV 

φf : ποσότητα του Φ που περνά από την επιφάνεια f 

fff Au
rr

⋅ρ : παροχή µάζας διαµέσου της επιφάνειας f 

fA
r

: προσηµασµένο έµβαδό της επιφάνειας f 

fφ∇ : παράγωγος κατά κατεύθυνση του Φ στην επιφάνεια f 

V: όγκος CV 
(οι όροι επιφάνεια, εµβαδό και όγκος είναι σχετικοί και αφορούν τριδιάστατες γεωµετρίες, σε 

γεωµετρία διδιάστατη µεταπίπτουν σε ακµή, µήκος και εµβαδό αντίστοιχα) 
 

 
 

 
Σχ.4.1 – δύο γειτονικά κελιά ενός διδιάστατου αριθµητικού πλέγµατος και τα κέντρα 

τους c0 και c1 [63] 
 
 

Μετά τη γραµµικοποίησή των εξισώσεων που προκύπτουν σε κάθε CV, σε µια µορφή 
όπως η παρακάτω,  
 
                                                           baa

nb
nbnbP +φ=φ ∑                                        (4.3) 

Pa , nba : γραµµικοποιηµένοι συνελεστές  

 
 
το γραµµικό, πλέον, σύστηµα επιλύεται µε χρήση του αλγορίθµου Gauss-Seidel [63]. 

 
 
 

Το ζητούµενο για να περάσουµε από την (4.2) στη γραµµική (4.3), όµως είναι, πώς 
θα σχετιστούν οι τιµές του µεγέθους φ στα κέντρα των CV, που χρειάζονται στην 
αριθµητική προσέγγιση και αποθηκεύει το FLUENT, µε τις τιµές του µεγέθους στις 
επιφάνειες του όγκου αναφοράς φf, που απαιτούνται από τις εξισώσεις. [62,63] 
Αυτό µπορεί να πραγµατοποιηθεί µε διάφορα σχήµατα υπολογισµού, έτσι ώστε οι 
τιµές στις επιφάνειες του CV να εξάγονται: 
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- από τιµές στα κέντρα κελιών που βρίσκονται πίσω από το εξεταζόµενο 
σχετικά µε την ταχύτητα του ρευστού  –  πίσω σχήµα, ανάντι υπολογισµός 
(Upwind Differencing Scheme - UDS) 

 
1ης τάξης ακρίβειας :                                 UPf φ=φ                                                  (4.4) 

2ης τάξης ακρίβειας:                              r
r
⋅φ∇+φ=φ f                                            (4.5) 

  UPφ : τιµή του µεγέθους στο κέντρο του κελιού ανάντι του εξεταζόµενου 

Το σχήµα αυτό επιδέχεται πολλές εκφράσεις, δίνοντάς µας τη δυνατότητα να 
επιλέξουµε την τάξη ακρίβειας των υπολογισµών που θέλουµε να κάνουµε. Έτσι, 
έχουµε το πρώτης τάξης ακρίβειας 1st Order UDS και το δεύτερης τάξης ακρίβειας  
2nd Order UDS. Το µεγάλο πλεονέκτηµα του σχήµατος αυτού είναι ότι δε θα 
παρουσιάσει ταλαντωτική συµπεριφορά κατά την προσέγγιση της λύσης. 
 

- από τιµές στα κέντρα κελιών που βρίσκονται πιο πίσω και άλλα εµπρός από 
το εξεταζόµενο, σχετικά µε την ταχύτητα του ρευστού –  κεντρικό σχήµα 
(Central Differencing Scheme - CDS) 

                                            ( ) ( )110010 rr
2

1

2

1 rr
⋅φ∇+⋅φ∇+φ+φ=φ f                          (4.6) 

Το σχήµα αυτό, οδηγεί πάντα σε δεύτερης τάξης ακρίβεια, αλλά µπορεί εύκολα να 
δώσει ταλαντωση γύρω από τη λύση [63,64]. Για το λόγο αυτό, χρησιµοποιείται µία 
άλλη προσέγγισή του ως: 
                                                  ( )UPfCDfUPff ,,, φ−φ+φ=φ                                  (4.7) 

UPf ,φ : η τιµή του µεγέθους που προκύπτει από ανάντι σχήµα υπολογισµού 

CDf ,φ : η τιµή του µεγέθους που προκύπτει από κεντρικό σχήµα υπολογισµού 

 
Τέλος, ας αναφέρουµε ότι βελτιώσεις ή ανάµιξη των πιο πάνω µεθόδων, µπορεί να 
οδηγήσει σε υψηλότερης τάξης ακρίβειας σχήµατα ή σχήµατα που δε θα έχουν τα 
µειονεκτήµατα αυτών από τα οποία προέρχονται. Ενδεικτικά, τα QUICK και MUSCL, 
δεύτερης και τρίτης τάξης ακρίβειας αντίστοιχα, που βρίσκονται στις προσφερόµενες 
επιλογές του FLUENT. 
 
Για τους όρους διάχυσης, το FLUENT χρησιµοποιεί πάντα κεντρικό σχήµα 
υπολογισµού (CDS) και συνεπώς δεύτερης τάξης ακρίβεια, ενώ για τους όρους 
συναγωγής υπάρχει δυνατότητα επιλογής. [63] 
 
Με σκοπό την ευστάθεια του αλγόριθµου και την απαίτηση για µεγαλύτερη ακρίβεια, 
λόγω της καµπυλότητας του αγωγού, αλλά και τις ιδιαιτερότητες των υιοθετούµενων 
µοντέλων ρευστού, διατηρήσαµε τη δεύτερη τάξη ακρίβειας και στους συναγωγικούς 
όρους, επιλέγοντας 2ης  τάξης πίσω σχήµα υπολογισµού (2nd Order UDS). 
 
Η χρήση µεγαλύτερης τάξης ακρίβειας, κρίθηκε περιττή, απόφαση που ευνοείται και 
από τις ταλαντωτικές συµπεριφορές γύρω από τη λύση, στις οποίες µπορεί να 
οδηγήσει επιλύοντας τις ροές των, µη συµβατικών, µη νευτώνεων ρευστών. 
 
Ο υπολογισµός των παραγώγων και των παραγώγων κατά κατεύθυνση στο κέντρο 
του CV, γίνεται µε βάση το θεώρηµα Green-Gauss, ως: 
 

 



 45 

                                                           ∑φ=φ∇
f

ffc A
r

0)(                                           (4.8) 

0)( cφ∇ : τιµή της παραγώγου κατά κατεύθυνση του Φ στο κέντρο c0 του CV 

fφ : τιµή  του Φ στην επιφάνεια f 

fA
r

:προσηµασµένο έµβαδό της επιφάνειας f 

Θεωρώντας το fφ ως ένα µέσο όρο των τιµών που λαµβάνει το µέγεθος Φ στα κέντρα 

των γειτονικών CV, 
2

10 cc
f

φ+φ
=φ  (βλ. Σχ3.1), προκύπτει η διακριτοποίηση της 

παραγώγου κατά κατεύθυνση.  [63] 
 
Στο FLUENT, αναφέρεται ως Green-Gauss theorem – cell based και την επιλέγουµε 
σε κάθε περίπτωση πεδίων που επιλύσαµε. 

 
∆ιαθέσιµες είναι και άλλες µέθοδοι, που προδίδουν πιο αντιπροσωπευτικές τιµές στο 

fφ , θεωρείται, όµως, επαρκής για το είδος του πλέγµατος που χρησιµοπιήσαµε 

(δοµηµένο, όπως θα το περιγράψουµε πιο κάτω). 
 
 
Από το σηµείο αυτό και µετά, το FLUENT µας δίνει τη δυνατότητα να 
ακολουθήσουµε δύο διαφορετικές διαδικασίες για την επίλυση των εξισώσεων, δύο 
διαφορετικούς επιλυτές. 
 
Τον Pressure-Based Solver, αναπτυγµένο για ασυµπίεστες και ελαφρώς συµπιεστές 
ροές και τον Density-Based Solver, που ενδείκνειται σε ροές έντονης συµπιεστότητας. 
 
Στον Density-Based Solver, οι βασικές εξισώσεις που περιγράφουν τη ροή 
(συνέχειας, ορµής και ενέργειας), επιλύονται ταυτόχρονα ως σύστηµα και µόνο οι 
πρόσθετες εξισώσεις (πχ µοντέλο τύρβης) επιλύονται διαδοχικά µετά τα 
αποτελέσµατα των πρώτων. 
 
Αντίθετη, αντιµετώπιση έχουν οι βασικές εξισώσεις στην κύρια επιλογή (Segregated) 
του Pressure-Based Solver, όπου επιλύονται διαδοχικά και οι τιµές των µεγεθών από 
τη µία εισάγονται στην επόµενη. 
Σε µία άλλη εκδοχή αυτού του επιλύτη (επιλογή Coupled), δίνεται η δυνατότητα 
διαδοχικής επίλυσης. 
 
Είναι φανερό ότι στις περιπτώσεις ροών που µελετούµε, ενδείκνειται η χρήση του 
Pressure-Based Solver, του οποίου τη διαδικασία επίλυσης σκιαγραφούµε µε τη 
βοήθεια του Σχ4.2. 
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1} υπολογισµός/ανανέωση ιδιοτήτων ρευστού, 
σύµφωνα µε τις τιµές ταχυτήτων και πιέσεων του 
προηγούµενου κύκλου υπολογισµών 
(στο βήµα αυτό υπολογίζεται το µεταβλητό ιξώδες 
των µη νευτώνειων ρευστών) 
 
2} διαδοχική επίλυση των εξισώσεων ορµής για 
κάθε κατεύθυνση 

 
 
 

3} επίλυση της εξίσωσης συνέχειας, για διόρθωση 
του πεδίου πιέσεων 

 
 
 

 
4} ανανέωση της ροής µάζας, του πεδίου πιέσεων 
και του πεδίου ταχυτήτων 

 
 

 
5} επίλυση των εξισώσεσων για τα βαθµωτά 
µεγέθη, µε τις τιµές πιέσεων και ταχυτήτων που 
υπολογίσµε 

 
6} αν έχει επέλθη σύγκλιση, σύµφωνα µε 
τα κριτήρια που έχουµε θέσει, 
λαµβάνουµε αποτελέσµατα, αν όχι 
επιστροφή στο βήµα {1} 

 
 

Σχ4.2 – το λογικό διάγραµµα του Pressure-Based Solver στην κύρια επιλογή του, 
διαδοχικής επίλυσης των εξισώσεων [63] 

 
 
 

Αν στην (4.1), στη θέση του βαθµωτού µεγέθους Φ, θεωρήσουµε µία συνιστώσα της 
ταχύτητας, έστω την αξονική ux, τότε προκύπτει η εξίσωση διατήρησης της ορµής 
κατά τη x κατεύθυνση.  
Μετά τη γραµµικοποίησή της, θα έρθει στη µορφή της (4.4) ως: 
 
                                           SApuaua

f
f

nb
nbxnbxP ++= ∑∑ ,                                    (4.9) 

ux: ταχύτητα στο κέντρο του CV 
ux,nb: ταχύτητα στα γειτονικά CV 

pf: πίεση στο κέντρο της επιφάνειας 
Α: εµβαδό της επιφάνειας 
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απαιτώντας τη γνώση της πίεσης σε κάθε επιφάνεια του CV για την επίλυση του 
συστήµατος 
Ο υπολογισµός της πίεσης, γίνεται µε προσέγγισή της από τις τιµές που λαµβάνει στα 
κέντρα των γειτονικών CV, µε διάφορες µεθόδους. 
 
Η απλούστερη, που αναφέρεται ως Standard στο FLUENT, τη σχετίζει µε τις 
σταθµισµένες τιµές πίεσης στο εξεταζόµενο CV και ακόµα ένα γειτονικό του. 
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Ακόµα µία συσχέτιση, Linear στο FLUENT, προκύπτει αν θεωρήσουµε την pf σαν το 
µέσο όρο των πιέσεων στα κέντρα των συνολικά N γειτονικών CV. 
 

                                                   ∑=
nb

nbCf p
N

p
1

                                                  (4.11) 

 
Σφάλµατα παρουσιάζονται για ροές µε µεγάλες µεταβολές πίεσης και συσχετίσεις 
µεγαλύτερης τάξης ακρίβειας είναι απαραίτητες. 
 
Έτσι, κατά τα πρότυπα του χρησιµοποιούµενου κεντρικού σχήµατος – CDS στους 
όρους διάχυσης, δηµιουργείται και το δεύτερης τάξης ακρίβειας σχήµα υπολογισµού 
της πίεσης (Second Order Scheme), του οποίου την ακρίβεια χρειαζόµαστε και 
υιοθετούµε στην επίλυση των µη µόνιµων πεδίων ροής. 
 
Εκτός από τις εξισώσεις ορµής κατά κατεύθυνση, στις εξισώσεις της ροής υπάρχει 
και η εξίσωση συνέχειας, η οποία εκφρασµένη σε ένα CV διακριτοποιείται ως: 
 
                                                       0=∑ f

f
f AJ                                                     (4.12) 

 
µε nf uJ ρ=  τη ροή µάζας από την επιφάνεια Α, λόγω της un κάθετης σε αυτή 

ταχύτητας. 
H ταχύτητα un νοείται στην επιφάνεια και σχήµα συσχέτισης µε τιµές στο κέντρο του 
εξεταζόµενου και των γειτονικών του CV πρέπει να χρησιµοποιηθεί. 
 

           ( ) ( )( )111000
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1,10,0 )()( rpprppd
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J ccccf

PcPc

cnPccnPc
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0cp , 1cp και 0,cnu , 1,cnu  είναι οι πιέσεις και οι κάθετες ταχύτητες αντίστοιχα, στα 

κέντρα των δύο CV σε κάθε πλευρά της επιφάνειας f και 0r
r

, 1r
r

 οι προσηµασµένες 
αποστάσεις (για αυτό το λόγο και η διανυσµατική µορφή) της επιφάνειας από το 
κέντρο των κελιών (Σχ4.1). Ο συντελεστής df είναι συνάρτηση του µέσου όρου των 

0Pca , 1Pca . [63] 

 
Πλέον, µένει το τελευταίο βήµα για την αριθµητική διαδικασία. 
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Στον επιλυτή Pressure-Based Solver, που χρησιµοποιήσαµε, αναφέραµε ότι οι 
εξισώσεις επιλύονται διαδοχικά. 
Με κάποιο τρόπο, πρέπει η πρόβλεψη της ταχύτητας, που προκύπτει από τις 
εξισώσεις ορµής, κατάλληλα διορθωµένη µε συντελεστές χαλάρωσης (Under-
Relaxation Factors), να εισαχθεί στο σύστηµα εξισώσεων, να δώσει µία νέα 
πρόβλεψη για την ταχύτητα και έτσι να συνεχιστεί ο κύκλος επαναλήψεων που θα 
προσεγγίσει τη λύση του πεδίου ταχυτήτων και πιέσεων. 
 
Το ρόλο αυτό αναλαµβάνει ο αλγόριθµος που θα συνδέει την πρόβλεψη της 
ταχύτητας µε την πίεση (Pressure-Velocity Coupling). 
 
Και πάλι το FLUENT παρέχει πληθώρα επιλογών, προσφέροντας διάφορους 
γνωστούς αλγορίθµους, τους SIMPLE, SIMPLEC, PISO και Fractional-Step Method 
(FSM). 
 
Ο ευρύτατα χρησιµοποιούµενος σε προβλήµατα της µορφής που θέλουµε να 
επιλύσουµε είναι ο SIMPLE, τον οποίο και υιοθετήσαµε. 
 
Για τις λεπτοµέρειες, που αφορούν στις ακολουθούµενες διαδικασίες στον αλγόριθµο 
αυτό, υπάρχει πληθώρα αναφορών στη βιβλιογραφία [64,65] και δε θα προσθέσουµε, 
παρά την κεντρική ιδέα πίσω από αυτόν.  
Χρησιµοποιεί, λοιπόν, µία σχέση µεταξύ των διορθωµένων τιµών ταχύτητας και 
πίεσης για να επιβάλλει τη διατήρηση της µάζας και να λάβει το πεδίο πιέσεων. [63] 
 
 
Στην περίπτωση της µη µόνιµης ροής που εξετάσαµε, είναι απαραίτητη και η 
διακριτοποίηση στο χρόνο.   
 
 
Επιλέγουµε 1ης τάξης ακρίβεια στο χρόνο (1st Order in Time) , αφού έτσι, όχι µόνο θα 
περιοριστεί ο απαιτούµενος υπολογιστικός χρόνος, αλλά κυρίως γιατί µία τέτοια 
διακριτοποίηση δίνει περισσότερο ευσταθή σχήµατα υπολογισµών. 
Η µέθοδος που ακολουθείται είναι η άρρητη (implicit), δηλαδή οι χωρική 
διακριτοποίηση αναφέρεται στη χρονική στιγµή που θέλουµε να υπολογίσουµε, 1+φn . 
[στον Pressure-Based Solver το FLUENT δε δίνει επιλογή (ρητής – explicit) µεθόδου] 
 
Καταλήγουµε στο παρακάτω, όπου )( 1+φnF είναι το σύνολο των όρων της χωρικής 
διακριτοποίησης. 

                                                        )( 1
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+
+
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φ−φ n
nn
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t

                                        (4.14) 

 
 
Επίσης, πρέπει να γίνει επιλογή του σχήµατος µετάβασης στο επόµενο χρονικό βήµα. 
 
Επιλέξαµε επαναληπτικό σχήµα χρονικής µετάβασης (Iterative Time-Advancement 
Scheme), σύµφωνα µε το οποίο πρώτα λαµβάνουµε συγκεκλιµένη λύση του πεδίου 
ταχυτήτων και του πεδίου πιέσεων για κάθε χρονικό βήµα, όπως περιγράφεται στο 
Σχ4.3, και έπειτα προχωρούµε στο επόµενο. 
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1} µετάβαση στο επόµενο χρονικό 
σηµείο 

 
 
 
 
 
 
 

2} εύρεση του πεδίου ταχυτήτων 
και του πεδίου πιέσεων, κατά τα 
πρότυπα του Σχ4.2 

 
 
 

 
 
 
 
3} αν έχει επέλθη σύγκλιση, 
σύµφωνα µε τα κριτήρια που 
έχουµε θέσει, λαµβάνουµε 
αποτελέσµατα για τη συγκεκριµένη 
χρονική στιγµή, και προχωρούµε 
στην επόµενη, αν όχι επιστροφή 
στο βήµα {2} 
 

 
Σχ4.3 – το λογικό διάγραµµα του Pressure-Based Solver στην κύρια επιλογή του, 

διαδοχικής επίλυσης των εξισώσεων, για  [63] 
 
 
 
 
 
 
Συνοψίζοντας, καταγράφουµε τις επιλογές που έγιναν στον επιλύτη FLUENT για την 
επίλυση των πεδίων ροής στον Π4.1. 
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 µόνιµη ροή µη µόνιµη ροή 
Solver  

Solver Pressure Based 
Formulation Implicit  

Space Axisymmetric 
Time Steady Unsteady 

Gradient Option Green-Gauss theorem – Cell Based 
  

Solution Controls  
  
Discretarization  

Pressure Standard Second Order Upwind 
Momentum Second Order Upwind 

  
Velocity-Pressure Coupling SIMPLE 

  
Under-Relaxation Factors  

Pressure 0.3 
Density 1 

Body Forces 1 
Momentum 0.7 

 
Π4.1 – οι επιλογές στον επιλύτη FLUENT για τα επιλυόµενα πεδία ροής 

 
 
 

ii} εισαγωή των οριακών συνθηκών 
 

• τοίχωµα: wall – συνθήκη µη ολίσθησης, µηδενισµός ταχύτητας 
 

• άξονας συµµετρίας: axis – µηδενισµός παραγώγων στην ακτινική κατεύθυνση 
 

• είσοδος αγωγού: velocity inlet – κατανοµή ταχύτητας εισάγεται από το χρήστη 
  

ευθύγραµµος αγωγός:  
εισάγουµε το µέτρο της ταχύτητας του ελεύθερου ρεύµατος U0, µε 
κατεύθυνση κάθετη στη διατοµή εισόδου  
 
στενωµένος αγωγός:  
εισάγουµε τις κατανοµές ταχύτητας (Read � Profiles), που προέκυψαν από 
στην έξοδο του ευθύγραµµου αγωγού στον αντίστοιχο Re, δηλαδή τις 
κατανοµές κάθε µοντέλου στην πλήρως διαµορφωµένη ροή 
 
συνδυασµένος αγωγός:  
εισάγουµε το µέτρο της ταχύτητας του ελεύθερου ρεύµατος U0, µε 
κατεύθυνση κάθετη στη διατοµή εισόδου 

 
• έξοδος αγωγού: outflow – µηδενισµός ροής όρων διάχυσης στην αξονική 

κατεύθυνση 
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iii} υπολογιστικό πλέγµα 
 
Για την επίλυση των πεδίων ροής µε τη µέθοδο που χρησιµοποιήσαµε, απαραίτητα 
ήταν ορισµένα υπολογιστικά πλέγµατα, που θα µοντελοποιούν τους διδιάστατους, 
αξονικά συµµετρικούς αγωγούς. 
Σύγχρονα δεδοµένα για την πυκνότητα πλέγµατος (2D και 3D), ικανού να 
ανταπεξέλθει στις απαιτήσεις των υπολογισµών µας, αντλήσαµε απο τις [27,66-68]. 
 
Αναπτύξαµε τρία είδη διδιάστατων (x-y συντεταγµένες) υπολογιστικών πλεγµάτων µε 
το υπολογιστικό πακέτο GAMBIT  2.3.16.  
 
Όλα αποτελούνταν από τέσσερις πλευρές, που αντιστοιχούν στις τέσσερις οριακές 
συνθήκες: τοίχωµα και άξονας συµµετρίας παράλληλες στο x άξονα και είσοδος, 
έξοδος παράλληλες στον y άξονα.  
 
Προσοχή δόθηκε ώστε οι γραµµές που θα προέκυπταν από τη διαµέριση, να 
ακολουθούν τις γραµµές ροής σε µία ιδεατή, χωρίς αποκόλληση, ροή του ρευστού, 
διαµέσου του αντίστοιχου αγωγού. 
 
Θέλοντας να έχουµε µεγαλύτερη υπολογιστική λεπτοµέρεια στην περιοχή της 
στένωσης κάθε αγωγού, θεωρήσαµε τρία διαφορετικά τµήµατα στον αγωγό και 
διαµερίσαµε τις κατά x πλευρές µε διαφορετικό αριθµό σηµείων. Έτσι, 
δηµιουργήθηκε πλέγµα µεγαλύτερης πυκνότητας σε υπολογιστικά κελιά στη 
στένωση. 
Επίσης, επειδή τα µεγέθη στο τοίχωµα του αγωγού ήταν υψηλού ενδιαφέροντος (πχ 
τάσεις στο τοίχωµα), το πλέγµα, από τον άξονα συµµετρίας προς το τοίχωµα ήταν 
προοδευτικά πυκνότερο. 
 
Οι πλευρές παράλληλες στη x κατεύθυνση χωρίστηκαν σε Nx1, Nx2, Nx3 τµήµατα και 
οι παράλληλες στην y από Ny, δίνοντας τµήµατα σταθερού µήκους δx1, δx2, δx3 κατά x 
και µεταβλητού µήκους δy(y) κατά y. 
Ο λόγος πυκνότητας λ, εκφράζει το πόσο πυκνότερη η διαµέριση κοντά στο τοίχωµα 
απότι κοντά στον άξονα. 
Σε κάθε υπολογιστικό κελί, διατηρούνταν η αναλογία:  5 < δx/ δy  < 15, µε τους 
µέγιστους λόγους να εµφανίζονται στα κελιά των ευθύγραµµων κοµµατιών, κοντά 
στο τοίχωµα, ακριβώς λόγω της πυκνότερης διµάερισης κοντά στο τοίχωµα (λόγος λ). 
 
Το συνολικό πλήθος υπολογιστικών κελιών:     ΝCV  = (Nx1 + Nx2 + Nx3 )·Ny  
 
Τα πλέγµατα που προέκυψαν, µετά την επεξεργασία της διαµέρισης που καθορίσαµε, 
από το GAMBIT ήταν διδιάστατα, δοµηµένα, µεταβλητής διαµέρισης (2D,  structured, 
variable allocation), αποτελούµενα από τετράπλευρα (quadrilateral) υπολογιστικά 
χωρία. 
 
(δοµηµένα, δηλαδή σε καµία περίπτωση οι κατά τη x κατεύθυνση γραµµές κάθε 
τµήµατος, δεν τέµνονταν µεταξύ τους και έτεµναν αυτές κατά την y κατεύθυνση µόνο 
µία φορά [64].) 
 
Η γεωµετρία κάθε αγωγού εµφανίζεται στο Σχ.4.4. 
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• ευθύγραµµος αγωγός (straight) 
Χρησιµοποιήθηκε για τους υπολογισµούς µόνιµων πεδίων και τη µελέτη της 
συµπεριφοράς των µη νευτώνειων στην πλήρως διαµορφωµένη ροή. 
Nx = 400  
Ny  = 40  ,  λ = 1.02 
ΝCV = 16·103 
 

• στενωµένος αγωγός (stenosed) 
Οι κατανοµές των ταχυτήτων που προέκυψαν από τον ευθύγραµµο αγωγό, 
εισάχθηκαν ως οριακή συνθήκη εισόδου σε αυτό το πλέγµα, για τον υπολογισµό 
µόνιµων πεδίων ταχύτητας σε ένα στενωµένο αγωγό. Με το πλέγµα αυτό, γίνεται η 
προτυποποίηση της αµετάβλητης παροχής αίµατος, σε ένα στενωµένο αγγείο.  
Nx1 = 10 ,  Nx2 = 120,  Nx3 = 380 ,   
Ny  =  80,  λ = 1.02 
ΝCV = 48,8·103 
 

• συνδυασµένος αγωγός (combined) 
Για τη µη µόνιµη παροχή, θα έπρεπε να αναπτύξουµε µία συνάρτηση για κάθε 
ρευστό, που να περιγράφει τη µεταβολή των κατανοµών ταχύτητας στην είσοδο του 
αγωγού, σε κάθε χρονική στιγµή. Το πρόβληµα αυτό, ξεπεράστηκε, λαµβάνοντας 
µήκος αγωγού αρκετά µεγάλο, ώστε να έχει δοθεί στο ρευστό µήκος αρκετό για να 
διαµορφώσει τη ροή του.  
Άλλωστε, λόγω του παραβολικού πεδίου ροής, η ροή χρειάζεται µικρότερο µήκος για 
να διαµορφωθεί, αφού αυξανοµένης της σηµαντικότητας των µη µόνιµων 
φαινοµένων (αυξηση Str), η πληροφορία της µεταβολής της ταχύτητας στην είσοδο 
του αγωγού, ταξιδεύει γρηγορότερα.   
Nx1 = 250 ,  Nx2 = 60,  Nx3 = 300 ,   
Ny  =  60,  λ = 1.02 
ΝCV  = 36,6·103 

 
Ο έλεγχος των πλεγµάτων δεν έδειξε ασυνέχειες ή ξεπέρασµα (overlapping [64]) του 
αγωγού, από τις γραµµές του πλέγµατος, στην καµπύλη περιοχή της στένωσης. 
Σε διάφορες εκδοχές του καθενός, χωρίστηκαν σε διαφορετικό αριθµό υπολογιστικών 
κελιών, µε αλλαγή της εκάστοτε διαµέρισης κατά τις δύο κατευθύνσεις.  
 
Πλέγµατα που χρησιµοποιήθηκαν για τη µελέτη ανεξαρτησίας πλέγµατος: 
ευθύγραµµος αγωγός: ΝCV = 2.5·103 

στενωµένος αγωγός: ΝCV = 122·103 
συνδυασµένος:  ΝCV = 25·103 , ΝCV = 79·103 
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Σχ4.4– η γεωµετρία των τριών αγωγών, στις διαστάσεις που χρησιµοποιήθηκαν 
(µονάδες µέτρησης SI – m) 

 
 
 

iv} ακρίβεια σύγλισης υπολογισµών  
 
Το απόλυτο κριτήριο σύγκλισης για τις εξισώσεις ορµής mR , προκύπτει από την 
(4.15), όπου υπονοείται άθροισµα για όλα τα κελιά P του πλέγµατος. 
 

                          ∑ ∑
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P
c qR                       (4.15) 

 
Για την εξίσωση συνέχειας εξαρτάται από τον qP ρυθµό παραγωγής µάζας στο κελί P. 
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Η ακρίβεια σύγκλισης υπολογισµών τέθηκε στα δr = 10-6 κατά απόλυτες τιµές 
(residuals – absolute criteria). 
 
Αυτό σηµαίνει ότι τα µεγέθη του πεδίου ροής θεωρούνταν υπολογισµένα, αν σε δύο 
διαδοχικές επαναλήψεις στις εξισώσεις ορµής κατά κατεύθυνση και στην εξίσωση 
συνέχειας εµφανιζόταν διαφορά δr < 10-6. 
 
Μετά από δοκίµες στα αρχικά στάδια της µελέτης της µόνιµης ροής στο στενωµένο 
αγωγό, παρατρήθηκε ότι η ακρίβεια δr = 10-4 δεν έδινε ικανοποιητικά αποτελέσµατα 
στις γραµµές ροής του πεδίου, µε αυτές να εµφανίζουν προσκολληµένη ροή µέσα σε 
περιοχές ανακυκλοφορίας.  
Αντίθετα, στον ευθύγραµµο αγωγό τα αποτελέσµατα ήταν ικανοποιητικά και µε 
ακρίβεια δr = 10-3. 
Κρίθηκε αναγκαίο να αυξηθεί η ακρίβεια και συνεπώς να µειωθεί το απιτούµενο όριο 
σύγκλισης σε δr = 10-6, για όλους τους υπολογισµούς. 
 
Μία καλή πρακτική είναι να θεωρήσουµε συγκεκλιµένες τις λύσεις, όταν τα µεγέθη 
µας έχουν προσεγγιστεί µε ακρίβεια χιλιοστού, δηλαδή έχουν φτάσει 3 τάξεις 
µεγέθους πιο κάτω από το µικρότερο µήκος που εισάγεται. Αναλογιζόµενοι ότι στο 
FLUENT επιλύονται διαστατές εξισώσεις σε µονάδες SI, στις οποίες εισάγεται ένα 
πλέγµα µε µεγέθη Ο(10-3m), αυτό εξασφαλίζεται µε ακρίβεια δr = 10-6 κατά απόλυτες 
τιµές. 
 
Ας αναφέρουµε τέλος, µία απόκλιση. Στη µη µόνιµη ροή, το Η-Β µοντέλο 
παρουσίασε µεγαλύτερη δυσκολία σύγκλισης σχετικά µε το νευτώνειο, αλλά και το 
W-S, απαιτώντας περισσότερες επαναλήψεις ανά χρονικό βήµα για να φτάσει το 
κριτήριο σύγκλισης δr = 10-6. Σε κάποια, µάλιστα χρονικά βήµατα, ορισµένω ροών, 
οι 200 επαναλήψεις ανά χρονικό βήµα δεν ήταν αρκετές και κατάφερε να φτάσει 
µόνο στο 5·10-6 > δr > 10-6. Στα αποτελέσµατα, πάντως, δεν φάνηκαν λάθη, οπότε 
χρησιµοποιήθηκαν στη µελέτη. 
 
 
 

v} ανεξαρτησία αποτελεσµάτων από τη διαδικασία επίλυσης 
 
Η ανάδειξη της ανεξαρτησίας των αποτελεσµάτων µας από τη διαδικασία επίλυσης, 
θα γίνει µε ένα από τα µεγέθη υψηλού ενδιαφέροντος της µελέτης αυτή, τις διαστατές 
διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα τw, όπως προέκυψαν στα δοκιµαστικά δεδοµένα. 
Το µέγεθος αυτό, δεν προκύπετει ως µέγεθος απευθείας από την επίλυση του πεδίου 
ροής, αλλά υπολογίζεται έµεσα από παραγώγους της ταχύτητας και το µεταβλητό 
ιξώδες στα µη νευτώνεια.  
Αυτό σηµαίνει ότι τα όποια σφάλµατα ή διαταραχές της διαδικασίας επίλυσης θα 
εµφανιστούν ενισχυµένα και οι προκύπτουσες αποκλίσεις των συγκρινοµένων 
µεγεθών θα είναι περισσότερο ευδιάκριτες. 
 
χωρική διαµέριση 
 
Επειδή η ανάπτυξη του πλέγµατος βασίστηκε σε πυκνότητες πλεγµάτων που 
υπάρχουν στη βιβλιογραφία [27,66-68], δεν τέθηκε θέµα σύγκρισης µε πολλά 
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πλέγµατα διαφορετικών πυκνοτήτων. Ο αριθµός των υπολογιστικών κελιών που 
αναγράφεται, αναφέρεται σε k = 103 υπολογιστικά κελιά.  
Η µελέτη ανεξαρτησίας πλέγµατος εµφανίζεται στο Σχ4.5. 
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Σχ4.5 – µελέτη ανεξαρτησίας πλέγµατος 
 
 

χρονική διαµέριση 
 
Η διαµέριση του χώρου έγινε µε το υπολογιστικό πλέγµα, στη µη µόνιµη ροή 
υποχρεούµαστε να διαµερίσουµε την περίοδο σε Νβ βήµατα υπολογισµού. 
 
Η συνθήκη, που υιοθετήσαµε, για µία πρώτη πρόβλεψη του κατάλληλου χρονικού 
βήµατος δt, ήταν ότι στο µικρότερης αξονικής διάστασης κελί, η ροή µάζας J που 
περνά από αυτό, δε θα πρέπει να εξέρχεται πριν το πέρασµα του χρόνου δt.  
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Όµως, το κελί στο οποίο βρίσκεται το minxδ , είναι στην περιοχή του λαιµού (αφού 
εκει είναι πυκνότερο το πλέγµα), όπου οι αξονικές ταχύτητες αυξάνονται ραγδαία. 
Επίσης, είναι άγνωστο τι συµβαίνει κατά την επιβράδυνση του ρευστού. 

Για το λόγο αυτό, χρησιµοποιούσαµε πάντα: 
3
maxt

t
δ

<δ  

Στο σηµείο αυτό, ας κάνουµε µία παρένθεση για να δούµε µία σχέση γενικότερη της 
(4.15), που ποιοτικά θα αποδειχθεί παρακάτω. Αδιαστατοποιώντας την (3.15): 
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Από την (3.16), προκύπτει ότι: 
 

• ο απαιτούµενος αριθµός βηµάτων, για δεδοµένο υπολογιστικό πλέγµα, 
σύµφωνα µε τη συνθήκη που θέσαµε, είναι αποκλειστικά συνάρτηση του Str 
και µάλιστα αντιστρόφως ανάλογος προς αυτόν. 

 
Αφού υπολογίσαµε το min

*xδ  στο πλέγµα του συνδυασµένου αγωγού, ο έλεγχος της 
επάρκειας του βN , γίνεται αυτόµατα στο πρόγραµµα υπολογισµού των παραµέτρων 

της ροής, που παρουσιάζεται στο ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ. 
 
Παράλληλα, διενεργήσαµε και µελέτη ανεξαρτησίας αποτελεσµάτων από το χρονικό 
βήµα, την οποία παρουσιάζουµε στο Σχ4.6. 
 
Συγκρίναµε σε κάποιο στιγµιότυπο τ του πρώτου κύκλου επαναλήψης της περιόδου, 
τα αποτελέσµατα που προέκυψαν για την ίδια ροή, µε διαφορες τιµές Νβ . 
Λόγω της σταθερής παροχής στο πρώτο µισό της περιόδου, θεωρήθηκε αναγκαίο η 
σύγκριση να γίνει σε κάποια στιγµή του δεύτερου µισού, ιδίως στις ροές υψηλών Str. 
 
Από το Σχ4.6 επαληθεύεται το προηγούµενό µας, θεωρητικό συµπέρασµα της 
αντιστρόφης σχέσης του απαιτούµενου αριθµού βηµάτων για σύγκλιση και του Str, 
αφού: 
 

• ο απαιτούµενος αριθµός βηµάτων για σωστή σύγκλιση, είναι συνάρτηση 
αποκλειστικά του Str και µάλιστα αυξανοµένου του Str, ο αριθµός βηµάτων 
µειώνεται 

 
 

Τελικά, χρησιµοποιήσαµε τους παρακάτω αριθµούς βηµάτων για τη χρονική 
διακριτοποίηση της περιόδου κάθε ροής χαρακτηριζόµενης από αριθµό Str: 

 
Str = 0.05 →  Νβ = 1600,    Str = 0.5 →  Νβ = 280,    Str = 1 →  Νβ = 140 
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Σχ4.6 – µελέτη ανεξαρτησίας χρονικού βήµατος 
 
 
 
Πλήθος υποδείξεων και στοιχείων για τον αριθµό των απαιτούµενων επαναλήψεων 
της περιόδου για την επίτευξη ανεξαρτησίας αποτελεσµάτων ως προς την περίδο, και 
τα χρονικά βήµατα, βρήκαµε σε αντίστοιχη µελέτη του Rosenfeld [28], για το 
νευτώνειο ρευστό. 
 
Η µελέτη ανεξαρτησίας αποτελεσµάτων από τον κύκλο επανάληψης της περιόδου, 
έγινε σε κάποια στιγµή του δεύτερου µισού της περιόδου, όπου το πεδίο ροής 
µεταβάλλεται εντονότερα. 
 
ΝΡ: αριθµός επανάληψης περιοδικής µελέτης του φαινοµένου, ώστε για Ν > ΝΡ να 
λαµβάνουµε ταυτόσηµα αποτελέσµατα. 
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Σχ4.5 – αριθµός περιόδων ΝΡ για αποτελέσµατα ανεξάρτητα κύκλου υπολογισµών 

 
 

• όπως φαίνεται από το διάγραµµα, η ανεξαρτησία αποτελεσµάτων, ως προς τον 
ΝΡ, είναι συνάρτηση αποκλειστικά του Str, επιβεβαιώνοντας απόλυτα τον 
ισχυρισµό του Rosenfeld στην [28] 

Παραταύτα, οι διαφορές µεταξύ των επαναλήψεων, είναι µικρότερες καθώς µειώνεται 
ο Re.  
 

• ο ΝΡ είναι ανεξάρτητος του χρησιµοποιούµενου µοντέλου ρευστού, 
επιβεβαιώνοντας µε τη χρήση υπολογιστικού πακέτου, το αποτέλεσµα που 
προκύπτει µε χρήση κώδικα,  αλλά δεν αναφέρεται ρητά στην [27] 

 
Τα παρουσιαζόµενα διαγράµµατα και µεγέθη της µη µόνιµης ροής στο αποτελέσµατά 
µας, για το Str στον οποίο αναφέρονται, αφορούν αριθµό περιόδων: 
 

Str = 0.05 →  ΝΡ = 2,    Str = 0.5 →  ΝΡ = 3,    Str = 1 →  ΝΡ = 5 
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Στο σηµείο αυτό, ας αναφέρουµε και ορισµένες προσπάθειες υπολογισµών, στις 
οποίες, αν και µειώσαµε το χρονικό βήµα δt σε πολύ µικρές τιµές, δεν επιτύχαµε 
σύγκλιση. 
 
Σηµαντική περίπτωση, που µας απασχόλησε, ήταν ο υπολογισµός των κατανοµών 
ταχύτητας περιοδικής ροής µη νευτώνειων ρευστών σε ευθύγραµµο αγωγό, για  
διάφορες στιγµές της περιόδου.  
 
Θεωρώντας πλήρως ηµιτονοειδή καµπύλη παροχής και µηδενική µέση τιµή αυτής, το 
εγχείρηµα αυτό, θα αντιστοιχούσε στις κατανοµές ταχυτήτων που παρουσιάστηκαν 
από τον Womersley [26], για το νευτώνειο ρευστό. 
 
Το πρόβληµα που προέκυπτε ήταν η µη σύγκλιση της αριθµητικής µεθόδου τη στιγµή 
της ολοκλήρωσης της περιόδου τ = 1.0, όταν δηλαδή τα φαινόµενα οπισθορροής 
(backflow) µεγιστοποιούνταν.  
Οι υπολογισµοί, στην περίπτωση ροής Str = 0.05 – Re = 100 δεν έφταναν σε δr < 10-4, 
κριτήριο που ίσως µπορούασµε να θεωρήσουµε επαρκές για καλά αποτελέσµατα. 
Οι µελέτες έγιναν για Νβ ≤ 2000, µε το υπολογιστικό πλέγµα του ευθύγραµµου 
αγωγού που παρουσιάσαµε πιο πάνω. 
 
Μετά από διάφορες προσπάθειες, µε διαφορετικό πλήθος βηµάτων ανά περίοδο κάθε 
φορά, καταλήξαµε ότι η αδυναµία σύγκλισης οφειλόταν στις αρνητικές ταχύτητες 
που εµφανίζονταν σε όλα κελιά της εξόδου του αγωγού.  
 
Είναι πολύ πιθανόν, η οριακή συνθήκη outflow, να µην είναι συµβατή µε το 
πρόβληµα και να προκύπτει κακώς τοποθετηµένο πρόβληµα οριακών συνθηκών. 
 
Ένα άλλο χαρακτηριστικό είναι η αύξηση της αδυναµίας σύγκλισης µε τη µείωση του 
Str. 
 
 
διαστατές συνθήκες ροής και οµοιότητα αποτελεσµάτων 
 
Ένα ζήτηµα που µας απασχόλησε, ήδη από τα πρώτα στάδια της µελέτης, ήταν η 
ικανότητα του FLUENT να παρέχει ταυτόσηµες τιµές µεγεθών, όταν µεταβάλλεται 
ένα από τα διαστατά µεγέθη που εισάγουµε, αλλά οι αριθµοί οµοιότητας της ροής, 
παρέµενουν σταθεροί. 
 
Η ικανότητα αυτή του FLUENT θεωρείται αδιαµφισβήτητη για υπολογισµούς πεδίων 
ροής νευτώνειων ρευστών, µπορούµε όµως, να είµαστε βέβαιοι για το τι συµβαίνει, 
όταν υπεισέρχονται πολύπλοκα µη νευτώνεια ρευστά; 
 
Εκτελέσθηκαν δοκιµές για ροή, όλων των µη νευτώνειων µοντέλων στον ευθύγραµµο 

αγωγό, για δύο περιπτώσεις, όπου ο 
eff

dU
Re

µ
ρ 0=  παρέµενε σταθερός, αλλά άλλαζε η 

αποτελεσµατική συνεκτικότητα 
n

eff U

d
k

−









=µ

1

0

, (µέσω µεταβολής της φαινόµενης 

συνεκτικότητας k) και η ταχύτητα εισόδου στον αγωγό 0U .  
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Στο Σχ4.5, παρουσιάζουµε τις αδιάστατες τάσεις στο τοίχωµα 
2/2

0U
T w

w ρ
τ

=  για ροή 

των µη νευτώνειων ρευστών στον ευθύγραµµο αγωγό, µε αριθµό οµοιότητας           
Re = 100 και δύο τιµές της φαινόµενης συνεκτικότητας k, εκ των οποίων µία 
φυσιολογική και χρησιµοποιούµενη σε όλους τους υπολογισµούς. 
 
Παρατηρούµε την άριστη σύµπτωση για όλα τα µοντέλα, εκτός από το Carreau-
Yasuda (C-Y), το οποίο και τελικά δεν επιλέχθηκε για το υπόλοιπο των µελετών. 
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Σχ4.5 – η ανεξαρτησία των αδιάστατων µεγεθών, από τα εισαγόµενα στο FLUENT 
διαστατά µεγέθη: οι Tw για Re = 100 και δύο τιµές της φαινόµενης συνεκτικότητας k 

 
 
 



 61 

παράµετροι υπολογισµού των µη νευτώνειων µοντέλων στο FLUENT  
 

W-S  

Consistency Index:  k  = 0.01467 Pa·s0.7755    

Power-Law Index: n = 0.7755 

Reference Temperature:   T0 = 0 (η εξίσωση ενέργειας αµελείται) 

Minimum Viscosity Limit: µmin = 0.0001 Pa·s   

MaximumViscosity Limit  µmax = 0.1 Pa·s 

H-B  

Consistency Index: k  = 0.0089721 Pa·s0.8601 

Power-Law Index: n = 0.8601 , , ,  

Yield Stress Threshold: τ0= 0.0175 Pa 

Yielding Viscosity: µ0=10 Pa·s 

Quemada 

Η χρήση του ρευστού Quemada στο FLUENT, απαιτεί να εισάγουµε τη συνάρτηση 
ορισµού του µέσω header file γλώσσας προγραµµατισµού C. Αυτό παρουσιάζεται 
στο ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ. 

k0 →  k0=4.33 
k∞ →  koo=2.07 

Fµ → mf=0.0012 

cγ → g=1.88 
 φ → h=0.45 
Casson : 

Η συνάρτηση ορισµού του µοντέλου Casson, εισάγεται µε header file γλώσσας 
προγραµµατισµού C (βλέπε ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ). 

∞µ → m0=0.0031 
τ0 → double t0=0.01082 
m  → k=500 
 
 
 

vi} ταυτότητα υπολογισµών 
 
 

• υπολογιστικό σύστηµα: INTEL Pentium 4 CPU 3.00GHz, 1.50GB of  RAM 
 

• λειτουργικό σύστηµα:   Microsoft WINDOWS XP Professional 2002 Version  
 

• υπολογιστικό πακέτο:   FLUENT 6.1.22, Fluent Inc. 
 

• υπολογιστικοί χρόνοι:   
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Θα αναφέρουµε την τάξη µεγέθους ορισµένων, χαρακτηριστικών υπολογιστικών 
χρόνων, που απαιτήθηκαν για την επίλυση των πεδίων ροής.  
 
Κατά τους υπολογισµούς κάθε πεδίου, το λειτουργικό σύστηµα, δεν επέτρεπε τη 
χρήση υπολογιστικής ισχύος µεγαλύτερης του 50% της ονοµαστικής, για κάθε ενεργή 
εφαρµογή του FLUENT. Οι απαιτήσεις µνήµης RAM έφταναν το 30% της 
ονοµαστικής, ανά ενεργή εφαρµογή του FLUENT. 
 
Προφανώς, ο υπολογιστικός χρόνος που απαιτούσε η επίλυση κάθε πεδίου ήταν 
αύξουσα συνάρτηση του µεγέθους του χρησιµοποιούµενου υπολογιστικού πλέγµατος. 
Εκτός από το πλέγµα, καταγράφουµε την επίδραση που είχαν διάφορες άλλες 
παράµετροι στον υπολογιστικό χρόνο. 
 
∆ιάφορες µεταβολές των συντελεστών χαλάρωσης, δεν έδειξαν να προσφέρουν 
σηµαντική µείωση του υπολογιστικού χρόνου. 
 
Σηµαντικότατη ήταν η επίδραση των µη νευτώνειων µοντέλων, των οποίων η χρήση, 
αύξανε τον υπολογιστικό χρόνο. Στα µοντέλα αυτά, οι δυσκολίες σύγκλισης ήταν 
µεγαλύτερες, ιδιαίτερα σε αυτά για τα οποία εµείς εισάγαµε την εξίσωση ιξώδους, 
µέσω κώδικα γλώσσας προγραµµατισµού C (µοντέλα Quemada και Casson). 
 
Παραθέτουµε µερικούς χαρακτηριστικούς υπολογιστικούς χρόνους. 
 
 
 
 
µόνιµα πεδία ροής 
 
ευθύγραµµος αγωγός – 16·103 CV, όλα τα ρευστά :  Ο(100 min) 
 
στενωµένος αγωγός – 49·103 CV, νευτώνειο ρευστό:  Ο(101min) 
 
στενωµένος αγωγός– 49·103 CV, ρευστό Casson:  Ο (2·101 min) 
 
 
 
 
 
µη µόνιµα πεδία ροής 
 
Απαιτούµενος υπολογιστικός χρόνος για την επίλυση του πεδίου σε µία πλήρη 
περίοδο, αποτελούµενη από Νβ  χρονικά βήµατα (time steps/period – ts/p). 
 
Str = 0.05  
 
συνδυασµένος αγωγός – 37·103 CV, νευτώνειο ρευστό, 1600 ts/p:  Ο(1.5·102min) 
 
συνδυασµένος αγωγός– 37·103 CV, W-S ρευστό, 1600 ts/p:  Ο (2.5·102 min) 
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Str = 0.5 
 
συνδυασµένος αγωγός – 37·103 CV, νευτώνειο ρευστό, 140 ts/p:  Ο(3·101min) 
 
συνδυασµένος αγωγός – 37·103 CV, νευτώνειο ρευστό, 500 ts/p:  Ο(1·102min) 
 
συνδυασµένος αγωγός – 37·103 CV, W-S ρευστό, 500 ts/p:  Ο(1.5·102min) 
 
συνδυασµένος αγωγός – 79·103 CV, W-S ρευστό, 280 ts/p:  Ο(1.8·102min) 
 
 
 
Str = 1 
 
συνδυασµένος αγωγός – 37·103 CV, νευτώνειο ρευστό, 240 ts/p:  Ο( 7·101min) 
 
συνδυασµένος αγωγός – 37·103 CV, Η-Β ρευστό, 240 ts/p:  Ο( 1·102min) 
 
συνδυασµένος αγωγός – 25·103 CV, H-B ρευστό, 140 ts/p:  Ο(4·101min) 
 
συνδυασµένος αγωγός – 25·103 CV, W-S ρευστό, 140 ts/p:  Ο(3·101min) 
 
συνδυασµένος αγωγός – 37·103 CV, H-B ρευστό, 70 ts/p:  Ο( 2·101min) 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  V  
 
 

αποτελέσµατα & συζήτηση 
 
 
 

§1.  µόνιµα πεδία ροής 
 

Mελτήθηκαν οι ροές των µη νευτώνειων ρευστών Walburn-Schneck, Herschel-
Bulkley, Quemada, Casson και του νευτώνειου, για Re = 25, 50, 75, 100, 125, 150. 

 

Οι διαφορετικοί, ανά µοντέλο, ορισµοί του αποτελεσµατικού ιξώδους µeff , που 
υπεισέρχεται στον αδιάστατο αριθµό οµοιότητας της ροής Re, οδηγούν στην 
εισαγωγή διαφορετικής ταχύτητας αναφοράς Uref = U0  για τους υπολογισµούς σε 
κάθε µοντέλο. 

eff

dU
Re

µ
ρ 0=  

Έτσι, οι υπολογισµοί έγιναν για τα παρακάτω διαστατά µεγέθη σε µονάδες SI. 

διάµετρος αγωγού: d = 0.004 m 

πυκνότητα:   ρ = 1050 kg/m3 

αποτελεσµατική συνεκτικότητα: 

      νευτώνειο: µeff = µblood = 0.0032 Pa·s 

      W-S : 
n

eff U

d
k

−









=

1

0

µ  ( n = 0.7755 ,  k  = 0.01467 Pa·s0.7755 ) 

      H-B :  
n

eff U

d
k

−









=

1

0

µ ( n = 0.8601 ,  k  = 0.0089721 Pa·s0.8601 ) 

      Quemada : µeff = µplasma = 0.0012 Pa·s 

      Casson : µeff = µ0 = 0.0031 Pa·s 

όπου n : συντελεστής µη νευτώνειας συµπεριφοράς και  

k : φαινόµενη συνεκτικότητα 

 

Στο διάγραµµα ∆5.1 παρουσιάζουµε αυτή τη σχέση Uref – Re, που είναι γραµµική για 
το νευτώνειο και τα µοντέλα Quemada και Casson, όχι όµως για τα W-S και H-B. 
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∆5.1 – η ταχύτητα αναφοράς Uref, ως συνάρτηση του Re σε κάθε µοντέλο 
 
 

 
Μεγάλη διαφορά παρουσιάζει το ρευστό Quemada, αλλά δε θα πρέπει να ξεχνάµε τη 
µικρή τιµή του µeff, που προκαλεί µείωση της Uref για τη διατήρηση του Re. 

 
 

Στα δύο ιξωδοπλαστικά µοντέλα, H-B και Casson, απαραίτητος είναι και ο 
προσδιορισµός ενός ακόµα αδιάστατου αριθµού, του αριθµού Bi, που υποδεικνυεί τη 
σηµαντικότητα της αρχικής τάσης για ροή του ρευστού, σχετικά µε τις συνεκτικές 
δυνάµεις. 
Η εµπειρική σχέση ορισµού που δώσαµε, αναλύοντας διαστατικά, είναι:  

( )
n

U

d
kBi 








=

0
0 /τ  

(αργότερα, βρήκαµε να χρησιµοποιείται και από άλλους µελετητές [27,69,70]), αλλά 
αυτό που µας ενδιαφέρει ακόµα περισσότερο, είναι η σχέση του µε τον αριθµό Re της 
ροής, που παρουσιάζεται στο ∆5.2. 
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∆5.2 –  σχεση των αδιάστατων αριθµών Re και Bi στα ιξωδοπλαστικά µοντέλα 
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§1α. ευθύγραµµος αγωγός 
 

Στον ευθύγραµµο αξονικά συµµετρικό αγωγό, ελεύθερο ρεύµα ρευστού, ταχύτητας 
U0, παράλληλης στον άξονα συµµετρίας, εισέρχεται στο σηµείο Lin = 0 και εξέρχεται 
στο Lout = 20d  

Πρόκειται για ροή Poisseille και οι τάσεις που ασκούνται στον αγωγό, µειώνονται 
µέχρι µία ελάχιστη τιµή finalw,τ , η οποία διατηρείται από το σηµείο εκείνο και 

κατάντι, µαζί µε την ακτινική κατανοµή της ταχύτητας. 

 
Σηµαντικά χαρακτηριστικά, που µας δίνουν αρκετά καλή πληροφορία για τη 
συµπεριφορά κάθε µοντέλου, είναι το απαιτούµενο µήκος αγωγού για να επέλθει 
πλήρως αναπτυγµένη ροή, η ακτινική κατανοµή των ταχυτήτων στην κατάσταση 
αυτή και οι τάσεις που ασκεί στον αγωγό.  
 
Επίσης, αποτελούν µεγέθη µε τα οποία, µπορούµε να κάνουµε άµεση σύγκριση µε 
άλλες πειραµατικές ή αριθµητικές µελέτες, διαπιστώνοντας την αξιοπιστία των 
αποτελεσµάτων µας. 
 
Για τους υπολογισµούς των µη νευτώνειων ρευστών, λίγα είναι τα πειραµατικά 
αποτελέσµατα, που έχουµε στη διάθεσή µας για σύγκριση, ιδιαίτερα για τις ροές 
χαµηλών Re, που µελετούµε. Συγκεκριµένα, µόνο για τα µοντέλα Εκθετικού Νόµου 
(W-S) και Η-Β, βρήκαµε στοιχεία. 
 
Για την µελέτη και κατανόηση της ροής στον ευθύγραµµο αγωγό επικεντρώθήκαµε 
στα παρακάτω µεγέθη: 
 
i} µήκος διαµόρφωσης 
ii} λόγος ταχύτητας στον άξονα και µέσης ταχύτητας διατοµής 
iii} κατανοµές ταχυτήτων  
iv} διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα 
v} πτώση στατικής πίεσης 

 

 
i} µήκος διαµόρφωσης  
 
Το µήκος διαµόρφωσης (entrance length) είναι το απαιτούµενο µήκος αγωγού από 
την είσοδο, που πρέπει να καλύψει το εισερχόµενο ρευστό, για να καταστεί πλήρως 
διαµορφωµένη η ροή του. Θεωρούµε ότι το ρευστό φτάνει σε κατάσταση πλήρως 
διαµορφωµένης ροής, στην αξονική θέση DL στην οποία, η τιµή των τάσεων, που 

ασκεί στον αγωγό )( Dw Lτ , φτάνει το 101% της τελικής τους τιµής finalw,τ : 

finalwDw L ,01.1)( ττ =  

 

Το µήκος αυτό 
d

L
x D

f =  παρουσιάζουµε, αδιαστατοποιηµένο µε τη διάµετρο του 

αγωγού d, στο ∆5.3. 
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∆5.3 – απαιτούµενο αδιάστατο µήκος διαµόρφωσης fx   

  
 
Για το νευτώνειο ρευστό, η σχέση Rex f 06.0= , φαίνεται να ανταποκρίνεται στην 

πραγµατικότητα, για ροές µακριά από συνθήκες ερπυσµού (Re>20 αναφέρεται στις 
[71,72]), ενώ πολυπλοκότερες σχέσεις αναπτύχθηκαν για να συµπεριλάβουν και 
αυτές τις περιπτώσεις [71]. 
 
Τα πειραµατικά αποτελέσµατα, για το µοντέλο Εκθετικού Νόµου, σπανίζουν και 
µόνο αριθµητικές µελέτες (ή αναλυτικές προσεγγίσεις, όπως η [73]) έχουµε στη 
διάθεσή µας, για σύγκριση [74–77]. 
Στην [78] παρουσιάζεται όλο αυτό το πλήθος σχέσεων )(Refx f = για το µοντέλο 

Εκθετικού Νόµου και µε βάση το Re που έχουµε ορίσει: RexRe f 09.005.0 << . 

 
Οι τιµές που προκύπτουν στη µελέτη µας για το νευτώνειο ρευστό, επαληθεύονται 
από την προαναφερθείσα σχέση στους χαµηλούς Re, αλλά  καθώς αυτός αυξάνεται, 
αποκλίνουν, εµφανίζοντας µικρότερα fx  από τα αναµενόµενα, µε µέγιστο σφάλµα 

κάτω από 10%. 
Στο W-S, µοντέλο Εκθετικού Νόµου, οι τιµές µας βρίσκονται στα πλαίσια που 
αναφέρουν οι άλλες αριθµητικές µελέτες. 
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Χαρακτηριστικό του διαγράµµατος, που αποτελεί και ένδειξη συµφωνίας µε τα 
παραπάνω µοντέλα, είναι ότι στην περιοχή των αριθµών Re, που µελετούµε, 
µπορούµε να εφαρµόσουµε απλή γραµµική σχέση µεταξύ Re και fx , µε καλή 

ακρίβεια σε κάθε µοντέλο. 
Η κλίση της ευθείας που θα προκύψει (ρυθµός αύξησης του fx µε το Re) είναι και 

πάλι, πολύ διαφορετική για κάθε µοντέλο. 
 
Μεγάλες είναι οι αποκλίσεις µεταξύ των µοντέλων, µε τα W-S και Η-Β να 
χρειάζονται ακόµα και 10 µήκη αγωγού, περισσότερο από τα Quemada και Casson, 
για να διαµορφώσουν πλήρως τη ροή τους 
Το νευτώνειο βρίσκεται σε ενδιάµεση κατάσταση, ακολουθώντας την τάση των W-S 
και H-B, να αυξήσουν τη διαφορά τους από τα Quemada και Casson, αυξανοµένου 
του Re. 
 
Συνοψίζοντας, θα λέγαµε ότι τα W-S και Η-Β συµπεριφέρονται ως λεπτόρρευστα, 
σχετικά µε το νευτώνειο, σε αντίθεση µε τα παχύρρευστα Quemada και Casson. 
 
Ποιά είναι, όµως, η έννοια του παχύρρευστου και λεπτόρρευστου σε ρευστά µε 
µεταβλητό ιξώδες; 
 
Για τις παρατηρούµενες διαφορές, θα προσπαθήσουµε να δώσουµε εξήγηση, 
λαµβάνοντας ως παράδειγµα την περίπτωση ροής Re = 100. 
  
Παρουσιάζουµε στο ∆5.4 τις ισοσταθµικές του ρυθµού διάτµησης (shear rate) 

x r
xr

u u

r x

∂ ∂
γ = +

∂ ∂
& , ο οποίος θα µας δώσει πληροφορία για τα αναπτυσσόµενα οριακά 

στρώµατα κατά την είσοδο του ρευστού στον αγωγό, που εντέλει η ανάπτυξή τους 
καθορίζει τη διαµόρφωση της ροής. Η αξονική παράγωγος της ταχύτητας, δεν έχει 
µηδενιστεί κατά τα πρώτα βήµατα του ρευστού στον αγωγό, κάτι που θα συµβεί όταν 
επέλθει πλήρως διαµορφωµένη ροή. 

Αδιαστατοποιούµε ως xr xr
0

d
*

U
γ = γ& & . 
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∆5.4 – ισοσταθµικές του ρυθµού διάτµησης *xrγ&  στην είσοδο του αγωγού, Re=100 

 
 
 
Συγκρίνοντας στο ∆5.4 τα αναπτυσσόµενα οριακά στρώµατα στην είσοδο του 
αγωγού, έχουν της ίδιας τάξης µεγέθους πάχος σε όλα τα µοντέλα.  
 
∆ύο νευτώνεια ρευστά, ρέοντας µε ίδιο Re, αναµένουµε να εµφανίσουν ίδιου πάχους 
οριακά στρώµατα, που οδηγούν σε πλήρη διαµόρφωση της ροής στο ίδιο fx . 

  
Γιατί τότε, υπάρχει τόση µεγάλη διαφορά στο απαιτούµενο µήκος για πλήρως 
διαµορφωµένη ροή, µεταξύ των µοντέλων; 
 
 
Η απάντηση µπορεί να δοθεί, µέσω των διατµητικών τάσεων (shear stresses) 

xr)(xr γµ=τ γ , που εµφανίζονται στο ρευστό και εξαρτώνται από το µέτρο του ρυθµού 

παραµόρφωσης 

2
xrrx
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Στο ∆5.5, εµφανίζονται οι ισοσταθµικές των διατµητικών τάσεων xr *τ , 

αδιαστατοποιηµένες µε τη δυναµική πίεση 2/2
0Upd ρ=  στην είσοδο του αγωγού. 
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∆5.5 – ισοσταθµικές των διατµητικών τάσεων *xrτ  στην είσοδο του αγωγού, Re=100 
 
 
Οι διαφορές της κατανοµής των xrτ , ανάµεσα στα µοντέλα είναι τεράστιες, δίνοντάς 
µας το στοιχείο που χρειαζόµαστε, για να εξηγήσουµε τη µεγάλη διαφορά στα µήκη 

fx . 

 
Έτσι, τα µοντέλα στα οποία αναπτύσσονται οι παχύτερες περιοχές αυξηµένων 
τάσεων, απαιτούν πολύ µικρότερο µήκος αγωγού, για να φτάσουν σε πλήρως 
διαµορφωµένη ροή. 
 
Κατά συνέπεια, το Quemada, που απαιτεί το µικρότερο µήκος fx , έχει δηµιουργήσει 

µία περιοχή εµφάνισης ισχυρότατων διατµητικών τάσεων, κατά πολύ µεγαλύτερη σε 
πάχος απο αυτή του νευτώνειου. 
 
Αντίθετα, τα W-S και H-B, σχηµατίζουν πολύ λεπτότερες περιοχές, οδηγώντας σε 
µεγαλύτερα fx . 

 
Η παρατήρηση αυτή, θα µπορούσε να αποτελέσει έναυσµα, για ένα διαφορετικό 
ορισµό των οριακών στρωµάτων στα µη νευτώνεια ρευστά, θεωρώντας το οριακό 
στρώµα, σαν περιοχή ανάπτυξης µεγάλων τιµών στις διατµητικές τάσεις. 
 
Ας δούµε και τη συµπεριφορά του ιξώδους, στην ίδια περιοχή, αδιαστατοποιώντας 
ως µ* = )(γµ  /µeff , στο ∆5.6. 
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Η βασικότερη παρατήρηση σε αυτό, είναι η δυνατότητα του Quemada να αυξάνει 
κατά πολλές φορές το ιξώδες του, περισσότερο από κάθε άλλο µοντέλο. 
 

 
 

∆5.6 – ισοσταθµικές του ιξώδους µ*  στην είσοδο του αγωγού, Re=100 
 
 
Η αλληλεπίδραση µεταξύ ιξώδους και πεδίου ταχυτήτων, αποτυπώνεται στις 
εξισώσεις Navier – Stokes για τα µη νευτώνεια ρευστά. 
 
Ποιο από τα δύο µεγέθη, όµως, τροφοδοτεί τη µεταβολή του άλλου; 
 
Ή καλύτερα, επειδή η επίδραση είναι συνεχής και αµφίδροµη, ποιός από τους δύο 
παράγοντες επιδρά πάνω στον άλλο ισχυρότερα; 
 
Αναλύοντας τα δεδοµένα του ∆5.4, θα λέγαµε ότι το µεταβλητό ιξώδες, µικρή 
επίδραση έχει στις κατανοµές των ταχυτήτων, ακόµα και στην αδιαµόρφωτη ροή. 
 
Ένα τέτοιο συµπέρασµα, θα ήταν εσφαλµένο και βιαστικό, αν θεωρούσαµε ότι 
εφόσον οι παρατηρούµενες κλίσεις ταχύτητας είναι παρόµοιες σε όλα τα ρευστά, 
ισχυρότερο ρόλο παίζει το πεδίο ταχυτήτων στον καθορισµό του ιξώδους. 
 
Θα ξεχνούσαµε να λάβουµε υπόψη µας αυτό που συµβαίνει στις διαφορετικές 
κατανοµές ταχυτήτων, που παράγει η µεταβολή των συντελεστών µη νευτώνειας 
συµπεριφοράς ή του Bi (θέµα µε το οποίο θα ασχοληθούµε αµέσως πιο κάτω). 
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Έτσι, η απάντηση στο ερώτηµα που θέσαµε, είναι σχετική µε τις συνθήκες ροής, 
απαιτώντας ενδελεχή µελέτη των οριακών στρωµάτων στα µη νευτώνεια, για 
διάφορους συντελεστές και συνθήκες ροής.  
 
Οι συλλογισµοί αυτοί, δεν είναι απλά φιλοσοφική συζήτηση περί ρευστοµηχανικής, 
αλλά έχουν άµεσο αντίκτυπο στη στρατηγική που ακολουθείται για την ανάπτυξη 
µεθόδων αριθµητικής προσέγγισης των πεδίων ροής των µη νευτώνειων. 
 
 
 

ii} λόγος ταχύτητας στον άξονα και µέσης ταχύτητας διατοµής 
στην πλήρως διαµορφωµένη ροή 
 

Συνεχίζουµε µε το λόγο 







=

m

a

U

U
w  ταχύτητας στον άξονα του αγωγού στην πλήρως 

διαµορφωµένη ροή και µέσης ταχύτητας στη διατοµή, που προέκυψε στα 
αποτελέσµατά µας για κάθε Re και µοντέλο εµφανίζεται στο ∆5.7. 
 
Για το νευτώνειο και το W-S, αναµένονται οι θεωρητικές τιµές, σταθερές σε κάθε 

ροή, w = 2 και 874.1
1

13
=

+
+

=
n

n
w , αντίστοιχα [45]. 

Ο θεωρητικός w = 








m

a

U

U







=
U

U c  για το Η-Β, δίνεται σε µορφή διαγράµµατος στο 

Σχ5.1 από τη [2], ως συνάρτηση του αριθµού Β = Bi.  
 
 
Στο βιβλίο Non-Newtonian Flow and Applied Rheology [45] και σε πρόσφατη µελέτη 
[69], παρουσιάζονται αποτελέσµατα για το λόγο ταχυτήτων άξονα συµµετρίας και 

µέσης ταχύτητας στη διατοµή, 







=

m

a

U

U
w , καθώς και για το συντελεστή τριβής f, στα 

µοντέλα Εκθετικού Νόµου (W-S) και Η-Β.  
 
Ας επισηµάνουµε ότι στις ροές που µελετήσαµε, U0 = Um, επειδή 0

2URQ π= στην 

είσοδο του αγωγού και 
2R

Q
Um π

=  η µέση ταχύτητα σε κάθε διατοµή, µε βάση την 

παροχή ρευστού Q = ∫
R

rudr
0

2π  που περνά τη διατοµή. 

Επίσης, στην [70] υπάρχουν στοιχεία για τις ταχύτητες και τα οριακά στρώµατα που 
αναπτύσσονται στη ροή Η-Β ρευστού, αλλά αφορούν πολύ διαφορετικές συνθήκες 
από τις δικές µας, κάνοντας τη σύγκριση αδύνατη. 
 
Στο ∆5.7 θα πρέπει να παρατηρήσουµε την καλή σύµπτωση των αριθµητικών 
αποτελεσµάτων, µε αυτά που αναµένονται από τη θεωρία και έχουν επαληθευτεί 
πειραµατικά. 
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Για το µεν νευτώνειο σε κάθε περίπτωση wnum = 1.998, δηλαδή απόκλιση 0.1%, ενώ 
για το W-S η απόκλιση κυµαίνεται στο 0.2 – 0.4% . 
 
Τέλος, για το Η-Β, αφού συσχετίσουµε τον Re µε τον Bi από το ∆5.2, µπορούµε να 
διακρίνουµε στο Σχ5.1 την πολύ καλή συµφωνία των αποτελεσµάτων µας, µε τα 
υπολογισµένα στη [69]. 
Πχ για Re = 100, συνεπώς Bi = 0.1, αριθµητικά υπολογίζουµε w = 1.907, ενώ 
θεωρητικά από το Σχ1.1 αναµένεται τιµή οριακά µεγαλύτερη. 
 
 

 
Σχ5.1 – ο λόγος w ως συνάρτση του Bi στο Η-Β [69], οι παραµετρικές καµπύλες 
αφορούν, τον αντίστροφο συντελεστή µη νευτώνειας συµπεριφοράς m = 1/n , όπου  
m = 1.16 στην περίπτωσή µας, και η προσηµασµένη καµπύλη, αφορά την τιµή m = 1, 
µε τις καµπύλες για m = [2, 3, 4, 5] να ακολουθούν. 

 
 
 
Αριθµητικά δεδοµένα για την ταχύτητα στον άξονα της ροής του µοντέλου Casson, 
παρουσιάζονται στην [79], όµως οι διαφορετικοί συντελεστές και ο διαφορετικός 
ορισµός του Re που υιοθετείται εκεί, για το ρευστό αυτό, κάνουν αδύνατη τη 
σύγκριση. 
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∆5.7 – ο λόγος w στα αριθµητικά µας αποτελέσµατα 
 
 

iii} κατανοµές ταχυτήτων στην πλήρως διαµορφωµένη ροή  
 
Λόγω της πλήρως διαµορφωµένης ροής, στις διατοµές κατάντι της διατοµής που 
αυτή επιτυγχάνεται, έχουµε µόνο αξονική ταχύτητα και αδιαστατοποιώντας µε την 
ταχύτητα στον άξονα Uα, κάθε µοντέλου, στον εκάστοτε Re, προκύπτουν οι 

κατανοµές (velocity profiles) 
a

r

U

u
a )(= , για διάφορους Re, στα ∆5.8 και ∆5.9. 

Στα ∆5.8 και ∆5.9, το πρώτο που µπορούµε να διακρίνουµε είναι οι περισσότερο 
πεπλατυσµένες κατανοµές στην περιοχή του άξονα, στα µη νευτώνεια σε σχέση µε 
αυτή του νευτώνειου.  
 
Το φαινόµενο δείχνει περισσότερο έντονο στους χαµηλότερους Re, καταδεικνύοντας 
την αυξανόµενη αναγκαιότητα χρήσης µη νευτώνειων µοντέλων στις  µελέτες ροών 
αίµατος µειωµένου Re. 
 
Οι διαφορές είναι έντονες στον άξονα συµµετρίας και για µεγαλύτερους Re. Στην 
περιοχή του άξονα, οι χαµηλοί ρυθµοί παραµόρφωσης, οφειλόµενοι στη µικρή 
ακτινική κλίση ταχύτητας, προκαλούν αύξηση του ιξώδους. Έτσι, προκαλείται 
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πλάτυνση της κατανοµής ταχυτήτων µη νευτώνειων ρευστών, στο κέντρο του 
αγωγού. 
 
Ακόµα µία φορά, παρατηρούµε ότι η συµπεριφορά των Quemada και Casson 
µοντέλων, τείνει να προσεγγίσει αυτή των άλλων µοντέλων σε µεγαλύτερους Re, 
ενισχύοντας την πεποίθησή µας, πως είναι κατάλληλα για περιγραφή ροών αίµατος 
υψηλότερων Re. 
 
∆ιαφορές παρατηρούνται και στη ροή των δύο ιξωδοπλαστικών µοντέλων, Η-Β και 
Casson. 
Και στα δύο, η αρχική τάση που απαιτείται για ροή τους, προκαλεί µεγάλη αντίσταση 
στην περιοχή του άξονα, µε αποτέλεσµα τη µείωση της ταχύτητας επί του άξονα.  
Ο πολύ µεγαλύτερος αριθµός Bi, που συναντάµε στις ροές χαµηλών Re του Casson, 
δεν επιτρέπει στα διάφορα ακτινικά επίπεδα να αναπτύξουν εύκολα ταχύτητες 
διαφορετικές των γειτονικών τους. Αυτό, σηµαίνει, διατήρηση της ακτνικής κλίσης 

ταχύτητας 







∂
∂

r

ux  σε χαµηλές τιµές.  

Η ακτινική κλίση ταχύτητας, όµως, στη ροή στον ευθύγραµµο αξονικά συµµετρικό 
αγωγό, καθορίζει τον ρυθµό παραµόρφωσης. 
Ο τελευταίος, µε τις µικρές τιµές του, εξακοντίζει το ιξώδες, δίνοντας την αίσθηση 
ενός περισσότερο παχύρρευστου υλικού στο κέντρο του αγωγού.  
 
Καταλήγουµε, λοιπόν, σε αυξανόµενες διαφορές στις κατανοµές ταχυτήτων των δύο 
υλικών, αφού ο Re ελλαττώνεται και αντίστροφα, ο Bi αυξάνεται. 
 
Στο Σχ5.2, εµφανίζονται οι κατανοµές ταχυτήτων για ρευστό Εκθετικού Νόµου, 
διαφόρων συντελεστών n µη νευτώνειας συµπεριφοράς, όπως έχουν προκύψει στα 
αριθµητικά αποτελέσµατα της [79].  
Ο αναφερόµενος RePL ταυτίζεται µε το γενικευµένο Re, που εµείς έχουµε ορίσει.   
RePL = Re =100.  
Η συµφωνία των αποτελεσµάτων διαπιστώνεται για n = 0.75, τιµή πολύ κοντά στην  
n = 0.7755 του δικού µας µοντέλου W-S. 
 

 
Σχ5.2 – κατανοµές ταχυτήτων για το µοντέλο Εκθετικού Νόµου, από τα αριθµητικά 

αποτελέσµατα της [79] 
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∆5.8 – κατανοµές ταχυτήτων στην πλήρως διαµορφωµένη ροή 
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∆5.9 – κατανοµές ταχυτήτων στην πλήρως διαµορφωµένη ροή 
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iv} διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα  
 
 
Στο διάγραµµα των τάσεων ∆5.10, αδιαστατοποιούµε τις διατµητικές τάσεις (Wall 
Shear Stresses) µε τη δυναµική πίεση στην είσοδο του αγωγού, ως: 

2/2
0U

T w
w ρ

τ
=  

 
Ουσιαστικά, το µέγεθος Tw, δεν είναι κάτι διαφορετικό από το συντελεστή τριβής f. 

Στο νευτώνειο ρευστό, είναι γνωστό πως
Re

f
16

= . 

Στην ανάλυση που γίνεται, στην [45], υποστηρίζεται ότι 
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 ένας γενικευµένος αριθµός Re, υπολογιζόµενος για τα ρευστά 

Εκθετικού Νόµου και Η-Β. 
 
Κάνοντας τους υπολογισµούς αυτούς, προκύπτουν τα διαγράµµατα ftheory - Re, τα 
οποία και παρουσιάζουµε στο ∆5.11, µαζί µε τις δικές µας, αριθµητικά 
υπολογισµένες, Tw. 
 
Στο ∆5.11 παρατηρείται µεγάλη απόκλιση του W-S από τις θεωρητικές προβλέψεις, 
η οποία µειώνεται µε την αύξηση του Re και προσεγγίζει παραπάνω από 
ικανοποιητικά τις θεωρητικές τιµές. 
 
Η σύµπτωση θεωρίας – αριθµητικών υπολογισµών είναι καλύτερη για το H-B, ακόµα 
και στους χαµηλούς Re, ενώ για το νευτώνειο ρευστό η σύµπτωση είναι άριστη. 
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∆5.10 – τάσεις Tw που ασκούν τα ρευστά στον αγωγό σε πλήρως διαµορφωµένη ροή, 
όπως υπολογίστηκαν αριθµητικά 
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∆5.11 – σύγκριση θεωρητικών και αριθµητικά υπολογισµένων τάσεων Tw που 
ασκούν τα ρευστά στον αγωγό σε πλήρως διαµορφωµένη ροή 

 
 

 

v} πτώση στατικής πίεσης 
 
 
Ακολουθεί η πτώση στατικής πίεσης, στα ∆5.12 και ∆5.13, όπου παρουσιάζουµε τις 
τιµές της διαφοράς στατικής πίεσης (pstatic) σε κάθε θέση από την είσοδο, 
αδιαστατοποιηµένες (Dp) µε τη δυναµική πίεση του ελέυθερου ρεύµατος ρευστού, 
στη µόνιµη ροή, δηλαδή: 

2/2
0U

p
Dp static

ρ
=  

Το ιξώδες υπεισέρχεται έµµεσα στην dp , µέσω της ταχύτητας U0, που έχει προκύψει 
για δεδοµένο Re και άρα εξαρτάται από το µeff που παρουσιάζει κάθε µοντέλο στον 
εκάστοτε Re. 
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Στο ∆5.12, εµφανίζουµε την πτώση πίεσης Dpf = inout pp − , από την είσοδο στην 

έξόδο του αγωγού, όταν το ρευστό έχει προχωρήσει κατά µήκος Ltotal = 20d. 
 
Το ρευστό Quemada, µε τη δυνατότητά του να πολλαπλασιάζει κατά πολύ το ιξώδες 
του, µας δίνει την εντύπωση ενός παχύρρευστου υλικού (ρευστό µε υψηλό ιξώδες). 
 
Αυτή η ιδιότητά του, αποτυπώνεται και στο διάγραµµα της πίεσης, αφού απαιτεί 
πολύ µεγαλύτερη διαφορά πίεσης για να ρεύσει στον αγωγό µας. 
 
Η καµπύλη πτώσης πίεσης Dpf – Re,  για όλα τα µοντέλα, διατηρεί τη µορφή 
υπερβολής που έχει για το νευτώνειο. 
 
Η σειρά µε την οποία τα µοντέλα τοποθετούνται κατά σειρά αυξανόµενης Dp, είναι 
ίδια µε αυτή των αδιάστατων τάσεων στο τοίχωµα του ευθύγραµµου αγωγού, Τw.  
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∆5.12 – αδιάστατη πτώση πίεσης Dpf στην έξοδο του αγωγού, σε απόσταση L = 20d 
κατάντι της εισόδου 
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∆5.13 – αδιάστατη πτώση πίεσης σε όλο το µήκος Lout = 20d του αγωγού 
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∆5.14 – αδιάστατη πτώση πίεσης σε όλο το µήκος Lout = 20d του αγωγού 
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§1β. στενωµένος αγωγός 
 
Ας υπενθυµίσουµε τις λεπτοµέρειες της στενωτικής γεωµετρίας που δηµιουργήσαµε, 
καθώς θα µας χρειαστεί για τη σύγκριση των αποτελεσµάτων µας µε αυτά άλλων 
µελετητών.  
Η στένωση ξεκινά στη θέση Lstart = 0.5d, όπου d η διάµετρος του αγωγού. 
Ο λαιµός της βρίσκεται στη θέση Lthroat = 1.5d. 
Και το ευθύγραµµο κοµµάτι του αγωγού ξεκινά για Lend = 2.5d. 
Συνεπώς ∆L = startthroat LL −  = throatend LL − = 1d. 

Η διάµετρος της διατοµής στη θέση του λαιµού είναι: dthroat = 0.5d. 
Προκύπτει βαθµός µείωσης διαµέτρου, β = 0.5, και κατά εµβαδόν διατοµής, βαθµός 
στένωσης Ε = 75% . 
Από την είσοδο του αγωγού Lin = 0, εισέρχεται το ρευστό µε την πλήρως 
διαµορφωµένη κατανοµή, που υπολογίσαµε στον ευθύγραµµο αγωγό και εξέρχεται 
για Lout = 12.5d. 
Το µήκος ∆L = endout LL −  = 10d, κρίνεται επαρκές για την επίτευξη πλήρως 
διαµορφωµένης ροής και στην έξοδο του αγωγού σύµφωνα µε τα αποτελέσµατά µας 
στον ευθύγραµµο αγωγό (∆.1.3), που εξασφαλίζεται και από την οριακή συνθήκη 
στην έξοδο, µηδενισµού της ρόης των όρων διάχυσης (outflow condition). 
 
Για τη µελέτη της ροής, θα χρησιµοποιήσουµε τα πιο κάτω χαρακτηριστικά και 
µεγέθη: 

 
i} γραµµές ροής & ιξώδες 
ii} περιοχή ανακυκλοφορίας 
iii} κατανοµές αξονικών ταχυτήτων στο λαιµό και µεταβολή της ταχύτητας στον  
       άξονα συµµετρίας 
iv} διατµητιικές τάσεις στο τοίχωµα  
v} στατική πίεση 

 
 
i} γραµµές ροής & ιξώδες 
 
Οι γραµµές ροής, αποτελούν άριστο εποπτικό εργαλείο για διδιάστατες (αξονικά 
συµµετρικές και µη) ροές ασυµπίεστου ρευστού και θέλοντας να διαπιστώσουµε τη 
σχέση του µεταβλητού ιξώδους των µη νευτώνειων ρευστών µε τη µορφή της ροής, 
τις παρουσιάζουµε µαζί µε τις ισοσταθµικές του ιξώδους. 
 
Για να διατηρήσουµε τη γενικότητα της µεθόδου και θέλοντας να επικεντρώσουµε 
την προσοχή µας στη µορφή της καµπύλης ιξώδους – ρυθµού παραµόρφωσης και όχι 
στις τιµές που λαµβάνει το ιξώδες, αδιαστατοποιούµε το ιξώδες σε όλο το πεδίο ροής 
µε ένα ιξώδες αναφοράς µref σε κάθε µοντέλο. 
 
Ιξώδες αναφοράς θεωρούµε την αποτελεσµατική συνεκτικότητα κάθε µοντέλου,    
µref = µeff , µέσω της οποίας υπολογίστηκε ο Re στο καθένα.  
 
Στα ∆5.15 – ∆5.20, παρατηρούµε τις µεταβολές του ιξώδους µέσα στο στενωµένο 
αγωγό.  
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∆5.15 –  Re = 25, γραµµές ροής και ισοσταθµικές ιξώδους: 

νευτώνειο, W-S, H-B, Quemada, Casson 
 
 

   
∆5.16 – Re = 50, γραµµές ροής και ισοσταθµικές ιξώδους: 

νευτώνειο, W-S, H-B, Quemada, Casson 
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∆5.17 – Re = 75, γραµµές ροής και ισοσταθµικές ιξώδους: 

νευτώνειο, W-S, H-B, Quemada, Casson 
 
 

 

 
∆5.18 – Re = 100, γραµµές ροής και ισοσταθµικές ιξώδους: 

νευτώνειο, W-S, H-B, Quemada, Casson 
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∆5.19 – Re = 125, γραµµές ροής και ισοσταθµικές ιξώδους: 

νευτώνειο, W-S, H-B, Quemada, Casson 
 

 

 
∆5.20 – Re = 150, γραµµές ροής και ισοσταθµικές ιξώδους: 

νευτώνειο, W-S, H-B, Quemada, Casson 
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Σχετικά µε την πρόβλεψη της κατανοµής του ιξώδους, µία παράµετρος της µη 
νευτώνειας συµπεριφοράς του αίµατος είναι η ύπαρξη ενός στρώµατος πλάσµατος 
κοντά στο όριο του αγγείου και εσωτερικά αυτού το µίγµα πλάσµατος – έµµορφων 
συστατικών. 
Για την αντιπαραβολή µε τη νευτώνεια συµπεριφορά, ορισµένες φορές, στη 
βιβλιογραφία [37,80,81], χρησιµοποιούνται οι λόγοι (ή αντίστοιχοι αυτών):  

∞µ
µ

=LI   και 
[ ]

100
)(

N

1
I

2/12

G ×
µ

µ−µ
=

∞

Ν ∞∑
,  

όπου Ν το σύνολο των κόµβων του αριθµητικού σχήµατος της επιφάνειας του 
αγωγού, µ το τοπικό ιξώδες και µ∞ τυπική τιµή ιξώδους του αίµατος. 
 
Αυτοί είναι ιδιαίτερα χρήσιµοι για την ανάδειξη των περιοχών που τα µη νευτώνεια 
χαρακτηριστικά γίνονται σηµαντικά, όταν τα αποτελέσµατα παρουσιάζονται σε 
διαστατή µορφή. Θεωρούµε ότι είναι µία προσέγγιση βιοϊατρική και ξεφεύγει από τη 
γενικότητα που προσφέρουν οι µέθοδοι της ρευστοµηχανικής. 
 
Για το λόγο αυτό, πρώτα αδιαστατοποιούµε µε το ιξώδες αναφοράς µref = µeff και 
έπειτα, µέσω των ισοσταθµικών κάνουµε τις οποιεσδήποτε συγκρίσεις. 
 
Σε ότι αφορά την πρόβλεψη κάθε µοντέλου για την κατνοµή του ιξώδους του 

αίµατος, ας ορίσουµε το λόγο 
flow

axisJ
µ
µ

= , ως το λόγο της τιµής που λαµβάνει το 

ιξώδες στην περιοχή γύρω από τον άξονα, προς αυτή που λαµβάνει στα εξωτερικά, 
κοντά στο τοίχωµα, στρώµατα. 
 
Ας ξεκινήσουµε µε µερικές γενικές παρατηρήσεις. 
 

• µείωση του Re, οδηγεί σε αυξηµένους λόγους J, υποδηλώνοντας την 
αυξανόµενη σηµαντικότητα της µη νευτώνειας συµπεριφοράς στους χαµηλούς 
Re 

Αντίθετα, αύξηση του Re, κάνει εµφανή την τάση προσέγγισης ορισµένων µη 
νευτώνειων στη νευτώνεια συµπεριφορά του ενιαίου ιξώδους. Χαρακτηριστικά είναι 
το Η-Β και το Casson. 
 

• εµφανίζεται µία περιοχή χαµηλού ιξώδους, αµέσως µετά τη στένωση 
Αυτή έχει τη µορφή ροής µιας δέσµης (jet flow) και ακολουθεί τους µεγάλους 
ρυθµούς παραµόρφωσης, που αναπτύσσονται στην περιοχή της στένωσης 
 

• σε κάθε περίπτωση, που παρατηρείται µικρή δίνη (προοίµιο περιοχής 
ανακυκλοφορίας σε µεγαλύτερους Re), το κέντρο της είναι σηµείο αυξηµένου 
ιξώδους 

Το φαινόµενο αυτό, γίνεται άµεσα αντιληπτό στις ροές του Η-Β για Re = 25, του 
Casson για Re = 50 και του Quemada για Re = 150. Χαρακτηριστικό είναι ότι, για 
κάθε µοντέλο, οι ροές αυτές αφορούν οριακά Re > Recritical (αναλύεται αµέσως 
παρακάτω και ορίζεται ως ο ελάχιστος και κρίσιµος Re, για τον οποίο εµφανίζεται 
αποκόλληση της ροής, σε κάθε µοντέλο). 
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Παρατηρώντας και τις περιπτώσεις ροής του Quemada για Re = 125, θα αναφέραµε, 
ότι για ροές κοντά στον Recritical, στις θέσεις εµφάνισης δινών, παρατηρείται 
αυξηµένο ιξώδες. 
 

• οι περιοχές ανακυκλοφορίας δεν ταυτίζονται µε περιοχές διαφορετικού 
ιξώδους από την κύρια ροή 

Η προηγούµενη παρατήρηση, που σχετίζει τις µικρές δίνες µε σηµεία αυξηµένου 
ιξώδους, δε γενικεύεται για τις αναπτυγµένες µεγάλες περιοχές ανακυκλοφορίας. 
Οφείλουµε να παρατηρήσουµε, όµως, ότι στην περιοχή ανακυκλοφορίας, κοντά στο 
τοίχωµα, σε πολλές ροές, υπάρχουν επίπεδα ρευστού µε υψηλό ιξώδες, ενώ κάτω από 
αυτές βρίσκεται η δέσµη χαµηλού ιξώδους που προαναφέραµε. 
 
Σχετικά µε αυτό, θα παρατηρήσουµε τα παρακάτω. 
 
Το W-S, δείχνει να διατηρεί το λόγο J ≈ 3 για όλους τους αριθµούς Re, µε µόνη 
διαφορά το πάχος των περιοχών που λαµβάνουν τις τιµές αυτές. 
 
Το Η-Β, παρουσιάζει παρόµοια συµπεριφορά µε το W-S στους µεσσαίους Re, 
προσεγγίζοντας τη νευτώνεια συµπεριφορά καθώς αυτός αυξάνεται. 
Για Re = 25, στο Η-Β παρατηρείται J > 10. 
 
Στο Quemada, ο λόγος J λαµβάνει πολύ µεγάλες τιµές, για όλη τη µελετούµενη 
περιοχή 25 ≤ R e≤ 150. 
 
Κοινή συµπεριφορά έχει και το Casson, το οποίο για Re < 100, παρουσιάζει µεγάλους 
λόγους J. Για ροές Re > 125, όµως, παρουσιάζει την τάση να προσεγγίσει τη 
νευτώνεια συµπεριφορά. 
  
Ας εξετάσουµε τους λόγους J, που προβλέπει κάθε µοντέλο, από τη βιοϊατρική 
οπτική γωνία.  
 
Η συνεκτικότητα του αίµατος, µεταβάλλεται µε την αύξηση της συγκέντρωσης των 
έµµορφων συστατικών (αύξηση του αιµατοκρίτη) σε αυτό [18,20,21]. 
 
Η αυξηµένη συγκέντρωση έµµορφων συστατικών στο κέντρο ενός, µικρής διατοµής, 
αγγείου, όπως εκφράζεται στο φαινόµενο Farehaus-Linqvist [22], είναι πιθανό να 
µπορεί να προκαλέσει τους µεγάλους λόγους J, που παρατηρούνται στις ροές 
χαµηλών Re των Quemada και Casson, κάνοντας τις κατανοµές ιξώδους τους 
πραγµατική κατάσταση. 
 
Από µία άλλη οπτική, όµως, τα δεδοµένα στα οποία βασίζονται όλα τα µοντέλα αυτά, 
αφορούν in vitro µελέτες του αίµατος, και υπό την αδυναµία λήψης in vivo 
πειραµατικών δεδοµένων, δε µπορούµε να γνωρίζουµε µε ακρίβεια τι συµβαίνει στις 
φυσιολογικές αιµατικές ροές.  
 
Έτσι, ίσως η πραγµατική συµπεριφορά του αίµατος να αντιπροσωπεύεται καλύτερα 
από τα W-S και Η-Β, που δείχνουν να προσεγγίζουν σε πολύ µικρότερους Re 
οµογενείς κατανοµές ιξώδους. 
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iii) περιοχή ανακυκλοφορίας 
 
Είναι γνωστό ότι για αγωγό, που παρουσιάζει στένωση, µετά από ένα συγκεκριµένο 
Re εµφανίζεται µία περιοχή ανακυκλοφορίας ακριβώς κατάντι της στένωσης, που 
αυξανοµένου του Re επιµηκύνεται. 
 
Μελετήθηκε ο ελάχιστος και κρίσιµος Recritical, για τον οποίο εµφανίζεται 
αποκόλληση της ροής, σε κάθε µοντέλο. 
 
Η διαδικασία προσδιορισµού ήταν η εξής: 
 
- µε τα αποτελέσµατα για τις ροές Re = [25, 50, 75, 100, 125, 150], µελετούµε σε 
ποιά από αυτές εµφανίζει κάθε µοντέλο αποκόλληση. 
 
- κάθε ένα εµφάνιζει αποκόλληση σε έναν ελάχιστο Re από αυτούς, Remin 
 
- µε βήµα  δ(Re)  = 5 , υπολογίζουµε το πεδίο ροής, διαδοχικά, για ελλαττούµενο  
Re = Remin – δ(Re) < Remin και σχηµατίζοντας τις γραµµές ροής ερευνούµε αν υπάρχει 
αποκόλληση της ροής 
 
- µειώνοντας τον Re διαδοχικά, εµφανίζεται µη αποκολληµένη ροή για κάποιον Re* 
 
- εντέλει γράφουµε, Recritical = Re* + δ(Re) 
 
Προέκυψε τελικά ο παρακάτω πίνακας Π5.1: 
 
 newtonian W-S H-B Quemada Casson 
Recritical 25 15 20 125 40 
 
Π5.1 – ο κρίσιµος αριθµός Recritical πάνω από τον οποίο εµφανίζεται ανακυκλοφορία 

 

 
Σχ5.3 – θεωρητικό µοντέλο πρόβλεψης Recritical, νευτώνειου ρευστού, για διάφορες 

γεωµετρίες στένωσης [82] 
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Σύµφωνα µε τη θεωρία των Forrester & Young [82], αποκόλληση της ροής 
νευτώνειου ρευστού, σε στενωµένο αγωγό µε τη δική µας γεωµετρία  αναµένεται για 
Recritical ≈ 35 από το Σχ5.3. 
 
Οι αντιστοιχίσεις συµβολισµών, για τη δική µας γεωµετρία, έχουν ως εξής: 
 

2/throatd=δ ,  2/0 DR =  και lZ ∆=0 , όποτε προκύπτουν: 

25.0/ 0 =Zδ , 5.0/ 0 =Rδ , 2/ 00 =RZ  

 
∆ε θα πρέπει να ξεχνάµε, ότι αυτή η προσεγγιστική θεωρία προκύπτει µετά από 
πολλές παραδοχές, µε κυριότερη αυτή της µέτριας στένωσης, δηλαδή 1/ 0 <<Zδ  και 

1/ 0 <<Rδ , προϋποθέσεις ανίσχυρες στη γεωµετρία µας. 
Συνεπώς, οποιαδήποτε σύγκριση µε τα αποτελέσµατά µας έχει ποιοτική σηµασία. 
 
 

 
Σχ5.4 – πειραµατικά αποτελέσµατα των Young & Tsai [24] 

 
 
Η πειραµατική µελέτη των Young & Tsai [24], αφορά γεωµετρίες διαφορετικές από 
τη δική µας, καταδεικύει, όµως, τον κυρίαρχο ρόλο στον καθορισµό των σηµείων 
αποκόλλησης – επανακόλλησης της ροής, που παίζει ο βαθµός στένωσης Ε. 
 
Συγκεκριµένα, ας δουµε τη γεωµετρία Μ-3 µε 25.0/ 0 =Zδ , όπως και η δική µας, 
αλλά µε βαθµό στένωσης Ε = 89%.  
Η αποκόλληση της ροής ξεκινά για Re = 15 και σε κάθε περίπτωση ροής, προκύπτει 
πολλαπλάσιο µήκος ανακυκλοφορίας, 2.5 – 3 φορές µεγαλύτερο, από αυτό που 
έχουµε υπολογίσει εµείς για το νευτώνειο ρευστό. 
Το αποτέλεσµα είναι αναµενόµενο, αφού αυξανόµενη απόφραξη του αγωγού, 
προκαλεί µεγένθυνση του µήκους της περιοχής ανακυκλοφορίας. 
 
Επίσης στην [82], παρουσιάζονται πειραµατικά αποτελέσµατα αποκόλλησης της 
ροής σε στενωτική γεωµετρία, νερού και δύο βιορρευστών (αίµα ανθρώπινο και 



 93 

βοοειδούς) αλλά, η σύγκριση µε τα αποτελέσµατά µας είναι αδύνατη, καθώς 
αφορούν γεωµετρία 125.0/ 0 =Zδ  και Ε = 56%. 

Χαρακτηριστικά, θα αναφέρουµε ότι παρατηρήθηκε αποκόλληση της ροής για        
Re > 200 και τα αποτελέσµατα για τα τρία ρευστά συµπίπτουν στο διάστηµα         
200 < Re < 400. 
 
Σε µία άλλη, πιο πρόσφατη, πειραµατική και υπολογιστική µελέτη [83], που 
γνωρίζουµε, γίνεται µελέτη στένωσης βαθµού Ε = 84%, αλλά περισσότερο οµαλής 
γεωµετρίας, ∆l = 2d και µάλιστα για Re = 300. Προβλέπεται περιοχή 
ανακυκλοφορίας µήκους Lr ≈ 3d. 
Ακόµα, στα αριθµητικά αποτελέσµατα των Tu & Deville [84], για ροή ρευστών σε 
συνθήκες παροχής και πτώσης πίεσης, που αντιστοιχούν σε Re = 67, ορισµένο για το 
νευτώνειο, των µοντέλων Bingham, Η-Β (n = 0.9, τ0 = 0.2) και W-S (n = 0.8). 
Η στένωση είναι βαθµού E = 75%, επαληθεύοντας την τάξη µεγέθους των 
αποτελεσµάτων µας, στην περιοχή Re = [50, ,75].  
Για το νευτώνειο βρίσκουν Lr > 1d, αλλά για τα µη νευτώνεια οι συγκρίσεις για το 
διαφορετικά ορισµένο Re*<Re, µόνο εποπτικές µπορεί να είναι, παρά την ύπαρξη 
ίδιας τάξης µεγέθους συντελεστων. Έτσι, όπως αναµένεται, παρουσιάζονται 
µικρότερες περιοχές ανακυκλοφορίας, λόγω του µειωµένου Re. 
 
Τέλος, για τα αποτελέσµατα στο νευτώνειο ρευστό, σύγκριση δεν µπορεί να γίνει µε 
τα πειραµατικά αποτελέσµατα της [38], αφού µελετάται µεν στένωση ίδιου Ε = 75%, 
αλλά µε πολύ πιο απότοµη στενωτική γεωµετρία (αναβαθµός – step – αντί για οµαλά 
συγκλίνουσα και αποκλίνουσα στένωσης). 
Έτσι, τόσο η µορφή των περιοχών ανακυκλοφορίας, αλλά και των µηκών τους είναι 
πολύ διαφορετικά. 
 
Το µοναδικό πρόσφατο, στοιχείο επαλήθευσης που γνωρίζουµε για ρευστό εκτός του 
νευτώνειου στους µελετούµενους Re, προέρχεται από τα αριθµητικά αποτελέσµατα 
των Neofytou & Tsangaris [33], για το µοντέλο Casson. 
Αφορά τη ροή για Re = 100 και το µήκος της περιοχής ανακυκλοφορίας που 
σχηµατίζεται σε στενωτική γεωµετρία βαθµού β = 0.5. 
 
Στα αποτελέσµατά τους, µε παραµέτρους µοντέλου, ίδιους µε τους δικούς µας, αλλά 
για τρισδιάστατη ροή, προκύπτει µήκος ανακυκλοφορίας Lr = 1.3D.  
Κατά τη δική µας προσοµοίωση, βρέθηκε Lr = 1.6D, µία διαφορά που προσεγγίζει το 
20% και µπορεί να οφείλεται στην τρισδιάστατη επίλυση του πεδίου. 
 
Για τις ροές που µελετήσαµε, παρουσιάζουµε στο ∆5.21 την αξονική θέση 
αποκόλλησης (κόκκινο χρώµα) και επανακόλλησης (πράσινο χρώµα) της ροής. 
Το µήκος της περιοχής ανακυκλοφορίας είναι αύξουσα συνάρτηση του Re για όλα τα 
µοντέλα. 

• η θέση του σηµείου αποκόλλησης της ροής, δε µεταβάλλεται έντονα για 
κανένα µοντέλο, όταν έχουµε περάσει σε Re > Recritical. 

• η θέση του σηµείου επανακόλλησης της ροής, είναι, µε καλή ακρίβεια, 
γραµµική συνάρτηση του Re για κάθε µοντέλο, στην περιοχή των Re που 
µελετήσαµε 

• τα µήκη ανακυκλοφορίας σχετίζονται µε τη δυνατότητα, κάθε µοντέλου, να 
αναπτύσσει διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα και όσο µικρότερες αυτές είναι, 
τόσο µεγαλύτερες είναι οι περιοχές ανακυκλοφορίας. 
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∆2.21 – σηµεία αποκόλλησης και επανακόλλησης της ροής στο στενωµένο αγωγό 
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iii) κατανοµές αξονικών ταχυτήτων στο λαιµό και µεταβολή της 
ταχύτητας στον άξονα συµµετρίας  
 

Στο ∆5.22, είναι σχεδιασµένες οι κατανοµές 
5.1

)(

=

=
xa

x
throat U

ru
a , των αξονικών 

ταχυτήτων στη διατοµή του λαιµού της στένωσης. 
 

• καθώς ο Re αυξάνεται, οι διαφορές που παρατηρούνται στην ταχύτητα επί του 
άξονα, στο λαιµό της στένωσης, µειώνονται 

Έτσι, για να παραµείνει αµετάβλητη η παροχή ρευστού από τη διατοµή του λαιµού, 
αυξανοµένου του Re, οι κατανοµές της αξονικής ταχύτητας στη στένωση, λαµβάνουν 
όλο και περισσότερο πεπλατυσµένες κατανοµές (plug profiles). 
Αυτό, έχει σαν αποτέλεσµα τη δηµιουργία µεγάλων κλίσεων ταχύτητας κοντά στο 
τοίχωµα, που τελικά µεταφράζονται σε αυξηµένες τιµές Τw στην περιοχή του λαιµού. 
 

• το φαινόµενο αυτό, δείχνει να έχει ένα όριο, δηλαδή, αυξανοµένου του Re, 
όπως βλέπουµε και στο ∆5.22, καταλήγουµε σε παρόµοιες κατανοµές 
ταχυτήτων στο λαιµό της στένωσης 

 
 

Στο ∆5.23, εµφανίζεται η µεταβολή της ταχύτητας στον άξονα 
00

)(
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=
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U

xU
w  κατά 

µήκος του αγωγού, αδιαστατοποιηµένη µε την ταχύτητα ελεύθερου ρεύµατος U0, που 
προκύπτει για τον εκάστοτε Re. 
 
 

• το σηµείο εµφάνισης της µέγιστης αξονικής ταχύτητας, βρίσκεται ελαφρώς 
κατάντι της διατοµής του λαιµού, περίπου 0.1d 

 
Τη µετατόπιση του σηµείου αυτού, καταγράφουµε για κάθε µοντέλο σχετικά µε το 
Re, στο ∆5.24. 
Το συµπέρασµα αυτό, προκύπτει και από τα αντίστοιχα διαγράµµατα στην [84], 
Σχ5.5. Οι ποσοτικές συγκρίσεις είναι αδύνατες, αλλά το σηµαντικότερο είναι η 
παρατήρηση του φαινοµένου.  
 
 

• η µετακίνηση αυτή, δείχνει να σχετίζεται µε τις συνεκτικές δυνάµεις, αφού 
όχι µόνο µεταβάλλεται µε το Re, αλλά και µε το υιοθετούµενο µοντέλο 

 
Πολύ πιθανόν, να υπάρχει συσχέτιση µε το φαινόµενο vena contracta, όπου οι 
δηµιουγούµενες δίνες κατάντι της στένωσης ενισχύουν την επιτάχυνση του ρευστού, 
ακόµα και µετά τη θέση του λαιµού. Έτσι, η εµφάνιση της µέγιστης ταχύτητας δε 
συµπίπτει µε αυτή που θα προβλεπόταν από απλή εφαρµογή της εξίσωσης συνέχειας 
µεταξύ διατοµής του αγωγού και λαιµού.   
Όµως, η µετατόπιση παρατηρείται και σε περιπτώσεις όπου δεν υπάρχει 
ανακυκλοφορία (πχ Re < 125 για το ρευστό Quemada), αναγκάζοντάς µας να 
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υποπτευθούµε ότι η αυξηµένη στροβιλότητα της περιοχής είναι η γεννεσιουργός 
αιτία.  

 

 
Σχ5.5 – η µεταβολή της ταχύτητας στον άξονα, στη στενωτική γεωµετρία της [84], 

case 1,2,3,4: νευτώνειο, Bingham, H-B, Εκθετικού Νόµου 
 
 
 
 
 

• παρατηρούµε, στο ∆5.24,  ότι το σηµείο εµφάνισης της µέγιστης αξονικής 
ταχύτητας τείνει να σταθεροποιηθεί, αυξανοµένου του Re, αλλά για το 
περιορισµένο εύρος Re που µελετούµε δε µπορούµε να εξάγουµε ασφαλές 
συµπέρασµα 
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∆5.22 – οι κατανοµές αξονικών  ταχυτήτων στη διατοµή του λαιµού 
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∆5.23 – η ταχύτητα Ua(x) στον άξονα του αγωγού, µε την ευθεία να βρίσκεται στην 

αξονική θέση του λαιµού Lthroat = 1.5d 
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∆5.24 – η κατάντι αδιάστατη µετακίνηση x του σηµείου εµφάνισης της µέγιστης 
αξονικής ταχύτητας Ua,max (ο λαιµός βρίσκεται στο x = 0) 
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iv) διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα 
 
Στα ∆5.25 και ∆5.26, παρουσιάζονται οι διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα (Wall Shear 
Stresses) Tw, αδιαστατοποιηµένες και πάλι µε µε την εκάστοτε δυναµική πίεση του 
ελεύθερου ρεύµατος ταχύτητας U0. 
 

• οι τάσεις Τw,nax, µέγιστες παρατηρούµενες Τw, στην περιοχή του λαιµού της 
στένωσης είναι κατά πολύ µεγαλύτερες στο Quemada, σχετικά µε τα άλλα 
ρευστά, η διαφορά, όµως, δείχνει να µειώνεται καθώς ο Re ελλαττώνεται 

• µε την αύξηση του Re, οι Τw,throat, κάθε µοντέλου, δείχνουν να µειώνονται µε 
µικρότερο ρυθµό, ωθώντας µας να σκεφτούµε ότι τείνουν ασυµπτωτικά σε 
µία οριακή τιµή, αντίστοιχα µε τη συµπεριφορά της ταχύτητας στον άξονα 
στη θέση του λαιµού και των κατανοµών της αξονικής ταχύτητας εκεί. 

• οι Τw,nax, δεν εµφανίζονται στη θέση του λαιµού της στένωσης, αλλά περίπου 
δl = 0.1d ανάντι αυτής 

Το φαινόµενο αυτό αναφέρουν και στην [84], από τα αποτελέσµατα του 
διαγράµµατός Σχ5.6, χωρίς να το σχολιάζουν περισσότερο. Η παράθεσή του έχει 
εποπτικό ρόλο, καθώς χρησηµοποιούν διαφορετικό από το δικό µας ορισµό του Re 
στα µη νευτώνεια ρευστά. 
 
Κατά την ανάλυση των δεδοµένων, φάνηκαν διαφορές στη θέση του σηµείου 
εµφάνισης των Τw,max, σε κάθε µοντέλο και Re. 
  
Παρατηρούµε το αντίθετο φαινόµενο από αυτό που είδαµε στην αξονική ταχύτητα, 
όπου το σηµείο εµφάνισης της µέγιστης αξονικής ταχύτητας, βρίσκόταν κατάντι της 
διατοµής του λαιµού. 
 
Μία τέτοια µετατόπιση, θα µπορούσε να εξηγηθεί θεωρητικά, αφού λόγω της 
διαφοράς του ιξώδους και του ρυθµού διάτµησης στο τοίχωµα wxr,γ  που παρουσιάζει 
το κάθε µοντέλο, είναι πιθανό η µεγιστοποίηση των τw να εµφανίζεται σε 
διαφορετικό σηµείο.  
 
Πάντως, οι µετατοπίσεις είναι πολύ µικρότερες από τις αντίστοιχες στην αξονική 
ταχύτητα και η τάξη µεγέθους τους είναι δx < 0.01d, κάνοντάς τις δυσδιάκριτες. 
 

 
Σχ5.6 – οι τάσεις στο τοίχωµα, στη στενωτική γεωµετρία της [84], 

case 1,2,3,4: νευτώνειο, Bingham, H-B, Εκθετικού Νόµου 
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∆5.25 – διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα του στενωµένου αγωγού, WSS 
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∆2.26 – διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα του στενωµένου αγωγού, WSS 
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v} στατική πίεση 
 

Ακολουθούν τα διαγράµµατα πτώσης στατικής πίεσης στο τοίχωµα του αγωγού 
(∆5.27 και ∆5.28), αφού είναι το πιο άµεσα µετρούµενο µέγεθος σε µία πειραµατική 
διάταξη, και έτσι κρίνεται σκόπιµο να µελετήσουµε την πίεση σε αυτό το όριο. 
Εµφανίζονται αδιαστατοποιηµένα, µε την εκάστοτε δυναµική πίεση του ελεύθερου 
ρεύµατος ταχύτητας U0, που υιοθετήσαµε και στον ευθύγραµµο αγωγό.  
 
Σχολιάζοντας το µέγεθος της πίεσης (στο ασυµπίεστο ρευστό) και την πληροφορία 
για τη ροή, που µπορούµε να λάβουµε από αυτό, θα λέγαµε ότι είναι ένα 
«χονδροειδές» µέγεθος, το οποίο δε µας δίνει δεδοµένα για τη µικροκλίµακα του 
ρευστού, όπως πχ οι WSS ή το ιξώδες, που έχει να κάνει µε τις αναπτυσσόµενες 
δυνάµεις σε µοριακή κλίµακα, αλλά αποτελεί άριστο εργαλείο για µία πρώτη 
αντίληψη της συµπεριφοράς του ρευστού. 
 
Η ανάκτηση της στατικής πίεσης, µετά τη στένωση, είναι καλύτερη για το W-S, µε τη 
σειρά βέλτιστης ανάκτησης πίεσης να ταυτίζεται µε αυτή της µικρότερης πτώσης 
πίεσης στον ευθύγραµµο αγωγό. 
Χαρακτηριστικό είναι ότι η ύπαρξη περιοχών ανακυκλοφορίας, µειώνει τις απώλειες 
στατικής πίεσης, που δηµιουργούνται λόγω της στένωσης. 
 
Ας δώσουµε µία εξήγηση για αυτό. 
Οι περιοχές ανακυκλοφορίας, είναι περιοχές, όπου οι ταχύτητες του ρευστού 
λαµβάνουν µικρές τιµές. Εκεί λοιπόν, η στατική πίεση δε µετατρέπεται σε δυναµική 
πίεση, στον ίδιο βαθµό που θα µετατρεπόταν χωρίς την ύπαρξη της ανακυκλοφορίας, 
δηλαδή µε το ρευστό να επιταχύνεται απρόσκοπτα. 
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∆5.27 – στατική πίεση στο στενωµένο αγωγό 
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∆5.28 – στατική πίεση στο στενωµένο αγωγό 
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§2. µη µόνιµα πεδία ροής 
 

Το νευτώνειο και µη νευτώνεια ρευστά W-S και Η-Β ήταν τα µόνα ρευστά, για τα 
οποία είχαµε τη δυνατότητα να επαληθεύσουµε την αξιοπιστία ορισµένων βασικών 
µας αποτελεσµάτων στη µόνιµη ροή, µε πειραµατικά ή θεωρητικά δεδοµένα,. 

Οι διαφορετικοί, ανά µοντέλο, ορισµοί του αποτελεσµατικού ιξώδους µeff , που 
υπεισέρχεται στον αδιάστατο αριθµό οµοιότητας της ροής Re, οδηγούν στην 
εισαγωγή διαφορετικής ταχύτητας αναφοράς Uref για τους υπολογισµούς σε κάθε 
µοντέλο. 

eff

ref dU
Re

µ

ρ
=  

Με την ταχύτητα σταθερή, στη µισή διάρκεια της περιόδου και µεταβαλλόµενη στην 
υπόλοιπη, ανακύπτει ζήτηµα για την καταλληλότερη ταχύτητα Uref.  

Θεωρήσαµε την ταχύτητα στη φάση µόνιµης παροχής U0, ως την πιο χαρακτηριστική 
ταχύτητα της ροής και µε βάση αυτή καθορίζονται οι αριθµοί οµοιότητας της ροής 
και γίνονται οι αδιαστατοποιήσεις στα παρακάτω. 

Έχοντας αποδείξει την ικανότητα του FLUENT να εξάγει ταυτόσηµα αποτελέσµατα 
για ροές χαρακτηριζόµενες από τον ίδιο Re, δεν κρίθηκε σκόπιµο να παραµείνουν 
ίδια τα διαστατά µεγέθη που εισάγουµε σε αυτό. Τα µη νευτώνεια µοντέλα, 
διατηρήθηκαν αµετάβλητα, αφού στην αντίθετη περίπτωση τα όρια ιξώδους που 
απαιτούν οι συναρτήσεις ορισµού τους στο FLUENT (βλ. ΚεφΙΙΙ), θα µεταβάλλονταν 
και νέα µελέτη θα έπρεπε να διεξαχθεί για το σωστό καθορισµό τους. 

Οι υπολογισµοί έγιναν για τα παρακάτω διαστατά µεγέθη σε µονάδες SI. 

διάµετρος αγωγού: d = 0.004 m 

πυκνότητα:   ρ = 10000 kg/m3 

αποτελεσµατική συνεκτικότητα: 

      νευτώνειο: µeff = 0.001 Pa·s 

      W-S : 
n

eff U

d
k

−









=

1

0

µ  ( n = 0.7755 ,  k  = 0.01467 Pa·s0.7755 ) 

      H-B :  
n

eff U

d
k

−









=

1

0

µ ( n = 0.8601 ,  k  = 0.0089721 Pa·s0.8601 ) 

όπου n : συντελεστής µη νευτώνειας συµπεριφοράς και  

k : φαινόµενη συνεκτικότητα 

 

Στο διάγραµµα ∆5.29 παρουσιάζουµε αυτή τη σχέση Uref – Re. 



 107 

Re

U
re

f(
m

/s
)

0 25 50 75 100 125 150
-0.005

0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

0.04

 
 

∆5.29 – η ταχύτητα αναφοράς Uref, ως συνάρτηση του Re υπολογισµένου στη φάση 
σταθερής παροχής 

 
 
Για το νευτώνειο, η σχέση Uref – Re είναι γραµµική, όχι όµως για τα W-S και H-B. 
 
Στο ιξωδοπλαστικό µοντέλο H-B, απαραίτητος είναι και ο προσδιορισµός του 
αριθµού Bingham (Bi), που υποδεικνυεί τη σηµαντικότητα της αρχικής τάσης για ροή 
του ρευστού, σχετικά µε τις συνεκτικές δυνάµεις. 

( )
n

U

d
kBi 








=

0
0 /τ  

Ο αριθµός Bi, του Η-Β, δεν κρίθηκε σκόπιµο να µείνει αµετάβλητος σχετικά µε τη 
µόνιµη ροή, αφού πλέον η ανάλυσή µας δεν έχει σκοπό τη σύγκριση ιξωδοπλαστικών 
µοντέλων και έχει περισσότερο το χαρακτήρα ανάλυσης των παρατηρούµενων 
φιανοµένων. Η ένα προς ένα αντιστοιχία για τις ροές που µελετήσαµε είναι:   

Re = [25, 100, 150] → Βi = [1.512, 0.531, 0.391]. 

 

Η περιοδική συνάρτηση της ταχύτητας εισόδου του ρευστού στον αγωγό είναι 
παλµικής µορφής και για χρόνο µίας περιόδου γράφεται: 
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              0)( Utu =                              )2/,0[ Tt =  

                                           ( ))2sin(1)( 0 tfUtu ⋅−= π      ],2/[ TTt =  

 

και αδιαστατοποιηµένη µε βάση την ταχύτητα Uref = U0, κάθε µοντέλου στον 
εκάστοτε Re, παρουσιάζεται στο ∆5.30. 

 

Μελετήθηκαν περιπτώσεις ροών του νευτώνειου ρευστού και των µη νευτώνειων   
W-S και Η-Β, χαρακτηριζόµενες από τους αριθµούς οµοιότητας ροής, Str και Re. 

 

Και οι δύο αριθµοί είναι υπολογισµένοι µε βάση την ταχύτητα U0 στη φάση σταθερής 
παροχής της ροής. 

 

Σε παρένθεση, για λόγους σύγκρισης, αναφέρεται ο αριθµός Womersley, a, που 

προκύπτει ως συνάρτηση των παραπάνω: StrRea ⋅=
2

π
. 

 

µεταβλητός Str, σταθερός Re                                             σταθερός Str, µεταβλητός Re 

Str = 0.05 – Re = 100 (α = 2.80)                                      Str = 0.5 – Re = 25  (α = 4.43) 

Str = 0.5 – Re = 100 (α = 7.07) 

Str = 1 – Re = 100 (α = 12.53)                                      Str = 0.5 – Re = 150 (α = 10.85) 

 

∆ύο από τις περιπτώσεις των ροών, επιτελούν συγκεκριµένο ρολό : 

φυσιολογική περίπτωση ροής αίµατος σε αγγείο d = 0.004m:  Str = 0.05 – Re = 100  

βασική περίπτωση ροής, µέτρο σύγκρισης για τις υπόλοιπες, έχοντας κοινό ένα από 
τους δύο αριθµούς µε οποιαδήποτε άλλη περίπτωση: Str = 0.5 – Re = 100 

 

Ας υπενθυµίσουµε κάποια στοιχεία για τον αγωγό, στον οποίο έγινε η επίλυση των 
πεδίων ροής. 

Ελεύθερο ρεύµα ρευστού στιγµιαίας ταχύτητας )(tu , εισέρχεται στον αγωγό. 

Η στένωση ξεκινά σε απόσταση  Ls = 10d, από την είσοδο του αγωγού, δίνοντας 
αρκετό µήκος για τη διαµόρφωσή των κατανοµών της ταχύτητας. 

Ο λαιµός της στένωσης βρίσκεται στο Lthroat = 11d και το τέλος του αποκλίνοντος 
τµήµατός της, στο Le = 12d.  

Το µήκος του αγωγού κατάντι αυτού του σηµείου και µέχρι τη έξοδο, είναι:            
∆Le-out = Le - Lthroat =  12, δίνοντάς και πάλι αρκετό µήκος για διαµόρφωση της ροής  

Συνολικό µήκος αγωγού Ltotal = 24d. 
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∆5.30 – η αδιάστατη ταχύτητα στην είσοδο του αγωγού  ( )Ttu /  

 

 

Μελετούµε τη µη µόνιµη ροή, µε τα παρακάτω χαρακτηριστικά και µεγέθη: 

 

i} γραµµές ροής 

ii} διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα 

iii} στατική πίεση 

iv} κατανοµές ταχυτήτων στο ανάντι της στένωσης ευθύγραµµο τµήµα του αγωγού 

v} ροϊκά φαινόµενα και µεταβολες των µεγεθών 

vi} µήκη περιοχών ανακυκλοφορίας 

vii} ταχύτητες δινών 
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i} γραµµές ροής 
Κατά τη µελέτη των γραµµών ροής, θα πρέπει να υπενθυµίσουµε ότι, λόγω του 
αξονικά συµµετρικού µοντέλου µας, οι παρατηρούµενες δίνες σε πραγµατικές 
συνθήκες τριδιάστατου (3-D) αγωγού, αποτελούν τοµές αυτών. 
 
Επίσης, βασιζόµενοι στα αριθµητικά αποτελέσµατα των Neofytou & Tsangaris [33], 
σύµφωνα µε τα οποία, σε 3-D κυκλικής διατοµής αγωγό δεν αποκαλύφθηκαν 
ασυµµετρίες ή δευτερεύουσες ροές, θεωρούµε ότι οι δίνες και οι περιοχές 
ανακυκλοφορίας, που συζητούµε εδώ, σχηµατίζουν τις πραγµατικές µε µία απλή 
κυκλική περιστροφή περί τον άξονα συµµετρίας. 
 
Παρουσιάζουµε τις γραµµές ροής, επικεντρώνοντας το ενδιαφέρον µας στα 
φαινόµενα µετά τη στένωση, αφού µάλιστα, δεν παρατηρήθηκαν διαταρεχές στη ροή 
ανάντι αυτής, 
 

• Str=0.05 – Re=100 
 

 
 

∆5.31 – γραµµές ροής: νευτώνειο Str = 0.05 – Re =100, τ = [0.1,0.5] 
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∆5.32 – γραµµές ροής: νευτώνειο Str = 0.05 – Re =100, τ = [0.6,1] 

 
 

 
∆5.33 – γραµµές ροής: W-S, Str = 0.05 – Re =100, τ = [0.1,0.5] 
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∆5.34– γραµµές ροής: W-S, Str = 0.05 – Re =100, τ = [0.6,1] 

 

 
∆5.35 – γραµµές ροής: H-B, Str = 0.05 – Re =100, τ = [0.1,0.5] 
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∆5.36– γραµµές ροής: H-B, Str = 0.05 – Re =100, τ = [0.6,1] 

 
Η µορφή των γραµµών ροής, σε κάθε στιγµιότυπο της ροής Str = 0.05 – Re =100, 
παρουσιάζει κοινά χαρακτηριστικά για τα τρία µοντέλα ρευστού.  
 
Η σχηµατισµένη περιοχή ανακυκλοφορίας δεν αποσβέννεται ποτέ κατά τη διάρκεια 
της περιόδου, κάτι που προφανώς οφείλεται στον υψηλό αριθµό Re = 100 της ροής, ο 
οποίος είναι τουλάχιστον τέσσερις φορές µεγαλύτερος από τον απαιτούµενο κάθε 
µοντέλου, για δηµιουργία ανακυκλοφορίας στη µόνιµη ροή (ελάχιστος Recritical =25 
στο νευτώνειο). 
Στη φάση σταθερής παροχής, το µήκος της περιοχής ανακυκλοφορίας παραµένει 
αµετάβλητο για το διάστηµα τ = 0.1 – 0.4 και είναι ίσο µε το µετρούµενο στην µόνιµη 
ροή Re = 100 (στην περίπτωση του Η-Β υπάρχει µείωση 20%, οφειλόµενη προφανώς 
στον αυξηµένο Bi). 
Κατά τη φάση σταθερής παροχής λοιπόν, εµφανίζεται η τάση επαναφοράς στις ίδιες 
συνθήκες που είδαµε για Re = 100.  
 
Καθώς εισερχόµαστε στο τµήµα επιτάχυνσης της ροής, τ = 0.5 – 0.75, παρατηρούµε 
επιµήκυνση της περιοχής ανακυκλοφορίας. Ο χαµηλός Str = 0.05, δεν επιτρέπει στα 
µη µόνιµα φαινόµενα να επιδράσουν και να µεταβάλλουν τη µορφή αυτής της 
περιοχής. Έτσι, δεν θα έχουµε επανακόλληση της ροής (κάτι που θα διαπιστώσουµε 
παρακάτω για Str = 0.5 και  Str = 1) την τ = 0.6. 
 
Κατά την επιβράδυνση της ροής, τ = 0.75 – 1.0, η περιοχή ανακυκλοφορίας συνεχίζει 
να αυξάνει, µέχρι το µέγιστο µήκος της να εµφανιστεί για τ =1.0, σε όλα τα µοντέλα. 
Με την είσοδο στη νέα περίοδο τ = 0.1, η µείωση του µήκους της περιοχής 
ανακυκλοφορίας είναι απότοµη, καθώς επανέρχεται στο αρχικό µέγεθος µέσα σε 
χρόνο πέντε φορές µικρότερο απο αυτόν που απαιτήθηκε για την αύξησή της (τ = 0.5 
– 1.0). 
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• Str=0.5 – Re=25 
 

 
∆5.37– γραµµές ροής: νευτώνειο, Str = 0.5 – Re =25, τ = [0.1,0.5] 

 
 

 
∆5.38– γραµµές ροής: νευτώνειο, Str = 0.5 – Re =25, τ = [0.6,1] 
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∆5.39– γραµµές ροής: W-S, Str = 0.5 – Re =25, τ = [0.1,0.5] 

 

 
∆5.40– γραµµές ροής: W-S, Str = 0.5 – Re =25, τ = [0.6,1] 
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∆5.41– γραµµές ροής: Η-Β, Str = 0.5 – Re =25, τ = [0.1,0.5] 

 

 
∆5.42– γραµµές ροής: Η-Β, Str = 0.5 – Re =25, τ = [0.6,1] 
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Μικρές διαφορές παρατηρούνται στη ροϊκή συµπεριφορά των τριών µοντέλων για   
Str = 0.5 – Re =25. 
Στην  αρχή της νέας περιόδου (τ = 0.1), µόνο στο W-S µοντέλο εµφανίζεται να 
παραµένει µια µεγάλη περιοχή ανακυκλοφορίας από την προηγούµενη περίοδο.  
 
Παρατηρώντας µε µεγαλύτερη προσοχή, στο ίδιο µοντέλο, την ίδια χρονική στιγµή, η 
µεγάλη περιοχή ανακυκλοφορίας εγκολπώνει µία ακόµα δίνη, µεταξύ του 
αποκλίνοντος τµήµατος της στένωσης και της µεγάλης δίνης (Σχ5.7). 
 

 
Σχ.5.7 – περιοχή ανακυκλοφορίας µε δύο δίνες στο W-S, το στιγµιότυπο τ=0.1 

 
Η µικρή αυτή δίνη, στο αµέσως επόµενο στιγµιότυπο, τ =0.2, είναι το κυρίαρχο ροϊκό 
χαρακτηριστικό, µετά την απόσβεση της µεγάλης περιοχής ανακυκλοφορίας, λόγω 
της εισόδου στη φάση σταθερής παροχής και το µηδενισµό στην είσοδο του αγωγού, 
των χρονικών παραγώγων πίεσης και ταχύτητας. 
Η δίνη αυτή, αµετάβλητη σε µέγεθος, θα παραµείνει στη θέση αυτή µέχρι την 
επιτάχυνση της ροής. 
 
Στα άλλα µοντέλα, µε την έναρξη της νέας περιόδου, κάθε ίχνος ανακυκλοφορίας, 
προερχόµενης από την προηγούµενη περίοδο, έχει εξαλειφθεί. 
Για το νευτώνειο, στο επόµενο στιγµιότυπο (τ = 0.2), δηµιουργείται µία οριακά 
ανιχνεύσιµη δίνη, στην ένωση αποκλίνοντος τµήµατος και ευθύγραµµου αγωγού, 
ακριβώς όπως υπαγορεύεται από την περίπτωση πλήρως µόνιµης ροής, όπου έχουµε 
εµφάνιση ανακυκλοφορίας για Re ≥ 25. 
Η δίνη αυτή, αµετάβλητη σε µέγεθος, θα παραµείνει στη θέση αυτή µέχρι την 
επιτάχυνση της ροής, όπως και στο W-S µοντέλο. 
Αντίθετα, για το H-B µοντέλο, παρότι στην περίπτωση της µόνιµης ροής εµφανίζει 
ανακυκλοφορία για Re ≥ 20, δεν παρουσιάζει καµία περιοχή ανακυκλοφορίας µέχρι 
την επιτάχυνση της ροής (και πάλι βλέπουµε την επίδραση του 3 φορές µεγαλύτερου 
Bi ≈ 1.5, σχετικά µε αυτόν στη µόνιµη ροή Bi = 0.5, δίνοντάς µας το στοιχείο της 
αύξησης του ορίακού Recritical, πάνω από τον οποίο έχουµε αποκόλληση της ροής µε 
την αύξηση του Bi).  
 
Στη φάση επιτάχυνσης, η µικρή δίνη στο νευτώνειο και το W-S αποσβένται και καµία 
δίνη δεν παρατηρείται για τ = 0.6. 
Νέες δίνες σχηµατίζονται για τ = 0.7 σε όλα τα µοντέλα, αυξανόµενες σε µήκος έως 
και την ολοκλήρωση της περιόδου (τ = 1.0).  
 
Η συµπεριφορά των ρευστών είναι διαφορετική από αυτή στην περίπτωση                
Str = 0.05 – Re = 100, καθώς οι περιοχές ανακυκλοφορίας είναι σηµαντικά 
µικρότερες, λόγω του µειωµένου Re, ενώ ο αυξηµένος Str φαίνεται να ευννοεί τα µη 
µόνιµα φαινόµενα και τη «γρηγορότερη» ανταπόκριση του ρευστού στις µεταβολές 
της ταχύτητας.  
Αξίζει να σηµειώσουµε ότι, παρά την κοινη τάξη µεγέθους του αριθµού Womersley  
α = 2.80 και α = 4.43 αντίστοιχα στις δύο περιπτώσεις ροής Str = 0.05 – Re = 100 και 
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Str = 0.5 – Re = 25, τα ροϊκά φαινόµενα είναι διαφορετικά και σχετιζόµενα µε τον 
αριθµούς Re και Str. 
 
Στην πρώτη περίπτωση, ο χαµηλός Str = 0.05 υπογραµµίζει τη σηµαντικότητα των 
φαινοµένων αδράνειας, εκφραζόµενη µε τη µη απόσβεση των περιοχών 
ανακυκλοφορίας, ενώ στη δεύτερη, ο υψηλότερος Str = 0.5 µε ενίσχυση των 
φαινοµένων µη µονιµότητας, αυξάνει τη µεταβλητότητα του µήκους ανακυκλοφορίας 
(το αναγκάζει να αυξηθεί έως και 10 φορές από αυτό της µόνιµης ροής στο 
νευτώνειο, όπως θα δούµε και σε άλλη παράγραφο). 
 
 
 

• Str=0.5 – Re=100 

 
∆5.43– γραµµές ροής: νευτώνειο, Str = 0.5 – Re =100, τ = [0.1,0.5] 
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∆5.44– γραµµές ροής: νευτώνειο, Str = 0.5 – Re =100, τ = [0.6,1] 

 

 
∆5.45– γραµµές ροής: W-S, Str = 0.5 – Re =100, τ = [0.1,0.5] 
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∆5.46– γραµµές ροής: W-S, Str = 0.5 – Re =100, τ = [0.6,1] 

 

 
∆5.47– γραµµές ροής: H-B, Str = 0.5 – Re =100, τ = [0.1,0.5] 
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∆5.48– γραµµές ροής: H-B, Str = 0.5 – Re =100, τ = [0.6,1] 

 
[ Στην περίπτωση αυτή, Str = 0.5 – Re =100, και στις επόµενες ροές, έχουµε την 
έκλυση αρκετών δινών, διαφορετικού αριθµού σε κάθε µοντέλο, και µε δυσκολία 
µπορούµε να διατήρησουµε κοινή σειρά ονοµασίας των δινών µεταξύ των µοντέλων. 
 
Για το λόγο αυτό, το γράµµα των δινών θα εµφανίζεται µαζί µε το όνοµα του 
µοντέλου. 
Η ονοµασία των δινών σχετίζεται τόσο µε τον τόπο εµφάνισής τους, όσο και µε το 
χρόνο εµφάνισής τους. 
Γενικά, για δύο δίνες του ίδιου µοντέλου, η απόσταση τους από τη στένωση είναι 
αύξουσα συνάρτηση του αύξοντα αριθµού του γράµµατος ονοµασίας τους (Α, Β κλπ), 
αν αυτές εµφανίζονται ταυτόχρονα. 
 
Έτσι, πχ µία δίνη Α ενός µοντέλου, βρίσκεται ανάντι της δίνης Β του µοντέλου αυτού, 
όταν αυτές εµφανίζονται ταυτόχρονα. Και αυτό συµβαίνει, γιατί µπορεί η Β να 
ξεκίησε από τη θέση που βρίσκεται η Α στη στιγµή που εξετάζουµε, αλλά να 
ταξίδεψε µέχρι τη µελετούµενη θέση, όσο η Α δεν είχε σχηµατιστεί.  
 
Όσες δίνες δε µετατοπίζονται, δεν ονοµάζονται, απλώς αναφέρονται. ] 
 
Η νέα περίοδος ξεκινά (τ = 0.1) µε την παρουσία, σε όλα τα µοντέλα, µίας µεγάλης 
περιοχής ανακυκλοφορίας (Β-n , C-ws και B-hb) κατάντι της στένωσης.  
Παρατηρώντας σε µεγαλύτερη λεπτοµέρεια, διαπιστώνουµε µερικες διαφορές στα 
τρία µοντέλα. 
Στα δύο µη νευτώνεια ρευστά, ακριβώς στο αποκλίνον τµήµα της στένωσης, έχει ήδη 
δηµιουργηθεί µία µικρή δίνη (A-ws και A-hb), η οποία στα επόµενα χρονικά βήµατα 
θα µεγενθυνθεί.  
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Ακόµα µία δίνη (D-ws και C-hb), που προφανώς έχει αποµείνει από την προηγούµενη 
περίοδο, µετακινείται κατά την κατεύθυνση της ροής, περίπου 10 διαµέτρους κατάντι 
της στένωσης. Αυτή στο W-S είναι σηµαντικά µεγαλύτερη (περίπου 4 φορές) από την 
αντίστοιχη στο H-B µοντέλο. 
 
Στο W-S επίσης, χαρακτηριστική είναι και µία ακόµα δίνη, αντίστορφης φοράς από 
τις υπόλοιπες (στρέφεται αντιωρολογιακά), στο χώρο µεταξύ της πρόσφατα 
σχηµατισµένης µικρής δίνης και της µεγάλης περιοχής ανακυκλοφορίας.  
Η αντίστροφη αυτή δίνη αποσβέννεται στο αµέσως επόµενο στιγµιότυπο, τ = 0.2.  
Κάτι τέτοιο δεν παρατηρείται στο νευτώνειο ή το H-B µη νευτώνειο ρευστό για αυτές 
τις συνθήκες ροής, αλλά θα το συναντήσουµε σε επόµενες περιπτώσεις ροής και για 
αυτά τα µοντέλα. 
 
Προχωρώντας στο επόµενο χρονικό βήµα, τ = 0.2, η συµπεριφορά των µη νευτώνειων 
ρευστών γίνεται παρόµοια, καθώς η µικρή δίνη στη στένωση (A-ws και A-hb) 
µεγενθύνεται και πλέον εκτός από το αποκλίνον τµήµα της στένωσης φτάνει και στο 
ευθύγραµµο τµήµα του αγωγού.  
Η δε µεγάλη περιοχή ανακυκλοφορίας (Β-n , C-ws και B-hb) συνεχίζει ελλαττούµενη 
το ταξίδι της κατά την κατεύθυνση της ροής. Το ίδιο συµβαίνει και µε τη δίνη µακρια 
από τη στένωση (D-ws), στο W-S, ενώ στο H-B η C-hb προλαβαίνει και 
αποσβέννεται πριν φτάσει στην έξοδο του αγωγού, προφανώς υπό την επίδραση της 
σταθερής παροχής. 
Στο νευτώνειο, έχουµε τη δηµιουργία δύο δινών (Α-n & Β-n), που προκύπτουν στο 
εσωτερικό της προηγουµένως ενιαίας B-n µεγάλης περιοχής ανακυκλοφορίας του 
στιγµιότυπου τ = 0.1. 
 
Για τη στιγµή τ = 0.3, τα ροϊκά χαρακατηριστικά φαίνονται ίδια σε όλα τα µοντέλα, 
αλλά δε θα πρέπει να ξεχνάµε ότι τα αίτια δηµιουργίας τους είναι διαφορετικά.  
Έτσι, έχουµε την προέλαση, κατά την κατεύθυνση της ροής, των B-n , C-ws και B-hb, 
σε όλα τα µοντέλα, αφού πλέον και στο νευτώνειο υπάρχει πλήρης διαχωρισµός των 
δύο δινών. Τέλος, στο W-S, η D-ws συνεχίζει να κατευθύνεται εκτός του αγωγού, 
σµικρυνόµενη. 
Η D-ws, οριακά εµφανίζεται και στο χρόνο τ = 0.4, ενώ τα υπόλοιπα ροϊκά 
χαρακτηριστικά παραµένουν ίδια, µε τις Α δίνες να αυξάνουν το µήκος τους και τις  
Β-n, C-ws, B-hb  να κινούνται ελλαττούµενες στην κατεύθυνση ροής. 
 
Στο τέλος της φάσης µόνιµης ροής (τ = 0.5) και πριν τα φαινόµενα µη µονιµότητας 
αρχίσουν να επιδρούν σηµαντικά στη ροή, στο νευτώνειο ρευστό η Β-n έχει σχεδόν 
αποσβεστεί, ενώ στα µη νευτώνεια οι αντίστοιχες C-ws και B-hb, συνεχίζουν να 
υπάρχουν. Η περιοχή ανακυκλοφορίας που περιλαµβάνει την A-ws, αποκτά και 
δεύτερο κέντρο την B-ws.   
Στο W-S, το µέγεθός της C-ws είναι αρκετά σηµαντικό και παρόµοιο µε αυτό της 
δίνης Α, την ίδια στιγµή. 
 
Αµέσως µετά την αλλαγή της παροχής, αξίζει να αναλύσουµε τι συµβαίνει σε χρόνο  
τ = 0.55, αφού τα φαινόµενα µεταβάλλονται γρήγορα. 
Με την επιτάχυνση της ροής, υπάρχει η τάση απόσβεσης κάθε ροϊκού 
χαρακτηριστικού των προηγούµενων στιγµών. Έτσι, σε όλα τα µοντέλα, εξαλείφονται 
όλες οι Α δίνες στην περιοχή της στένωσης. 
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Στα µη νευτώνεια µοντέλα, η στροβιλότητα της ροής στην περιοχή των C-ws και Β-
hb δινών εξακολουθεί να είναι σηµαντική, µε αποτέλεσµα η µεν C-ws δίνη να 
υφίσταται ακόµη, η δε Β-hb οριακά να έχει αποσβεστεί. 
 
Τη στιγµή τ = 0.6, σε όλα τα µοντέλα επαναδηµιουγούνται οι δίνες στο αποκλίνον 
τµήµα της στένωσης (Α δίνες).  
Στα µη νευτώνεια η στροβιλότητα στο ευθύγραµµο τµήµα µειώνεται, µε αποτέλεσµα 
την περαιτέρω µείωση του µεγέθους της C-ws. 
 
Κατά την τελευταία φάση επιτάχυνσης της ροής, την τ = 0.7, κάθε δίνη στο 
ευθύγραµµο κοµµάτι του αγωγού έχει εξαλειφθεί και οι A δίνες, σε όλα τα µοντέλα, 
µεγενθύνονται σχηµατίζοντας µεγάλες περιοχές ανακυκλοφορίας.  
Η έναρξη της επιβράδυνσης της ροής (τ = 0.75), δε φαίνεται να επηρεάζει την τάση 
αύξησης των περιοχών ανακλυκλοφορίας, ούτε προκαλεί την εµφάνιση άλλων δινών 
την τ = 0.8. 
Όσον αφορά τις περιοχές ανακυκλοφορίας, η µεγένθυνσή τους συνεχίζεται και στην  
τ = 0.9 χρονική στιγµή, όµως στα µη νευτώνεια µοντέλα, επανεµφανίζονται οι D-ws 
και C-hb  δίνες, περίπου 10 διαµέτρους κατάντι της στένωσης. 
 
Στη λήξη της περιόδου (τ = 1.0), οι Α δίνες των µη νευτώνειων και οι D-ws , C-hb  
επιµηκυνόµενες υπό την επίδραση της αναρρόφησης, που επιβάλλει η επιβράδυνση 
της ροής, τείνουν να ενωθούν. Ακριβώς για τον ίδιο λόγο, σε όλα τα µοντέλα 
εµφανίζεται µία δίνη κοντά στην έξοδο, χωρίς να επανέρχεται στο πεδίο ροής, σε 
κανένα άλλο στιγµιότυπο της περιόδου. 
 
Με την αρχή της επόµενης περιόδου, είµαστε αναγκασµένοι να µετονοµάσουµε την 
Α-ws  σε C-ws και τις Α-n και A-hb σε B-n και B-hb, αφού αυτές θα παραµείνουν 
µετατοπιζόµενες στον αγωγό, ενώ οι αντικαθιστούµενες εξαφανίζονται. 
 
Σε αυτή την περίπτωση της ροής, βλέπουµε ότι τα µεγέθη των δινών είναι πολύ 
µεγαλύτερα σχετικά µε αυτά που παρατηρούνταν στη ροή για Str = 0.5 – Re = 25, 
αλλά διατηρείται η έντονη µεταβλητότητα των ροϊκών χαρακτηριστικών, ιδίως στη 
µη µόνιµη φάση της ροής. 
Στον αντίποδα, βρίσκεται η περίπτωση ροής Str = 0.05 – Re = 100, όπου η µορφή της 
ροής είναι αµετάβλητη (µοναδική περιοχή ανακυκλοφορίας κατάντι της στένωσης, 
καθόλη τη διάρκεια της περιόδου), αλλά τα µήκη της περιοχής ανακυκλοφορίας είναι 
συγκρίσιµα µε τη ροή που εξετάζουµε. 
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Str = 0.5 – Re = 100 
τ A-n B-n  A-ws B-ws C-ws D-ws  A-hb B-hb C-hb 

            
0.10 0 √  √ 0 √ √  √ √ √ 
0.20 √ √  √ 0 √ √  √ √ 0 
0.30 √ √  √ 0 √ √  √ √ 0 
0.40 √ √  √ 0 √ √  √ √ 0 
0.50 √ √  √ √ √ 0  √ √ 0 
0.60 √ 0  √ 0 √ 0  √ 0 0 
0.70 √ 0  √ 0 0 0  √ 0 0 
0.80 √ 0  √ 0 0 0  √ 0 0 
0.90 √ 0  √ 0 √ 0  √ 0 √ 
1.00 √ √  √ 0 √ 0  √ 0 √ 

 

Π5.2 – συγκετρωτικός πίνακας εµφάνισης δινών στη ροή Str = 0.5 – Re = 100 

 

 

 

• Str=0.5 – Re=150 

 

 

 

∆5.49– γραµµές ροής: νευτώνειο, Str = 0.5 – Re =150, τ = [0.1,0.5] 
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∆5.50– γραµµές ροής: νευτώνειο, Str = 0.5 – Re =150, τ = [0.6,1] 

 

 

 

∆5.51– γραµµές ροής: W-S, Str = 0.5 – Re =150, τ = [0.1,0.5] 
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∆5.52– γραµµές ροής: W-S, Str = 0.5 – Re =150, τ = [0.6,1] 

 

 

∆5.53– γραµµές ροής: Η-Β, Str = 0.5 – Re =150, τ = [0.1,0.5] 
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∆5.54– γραµµές ροής: Η-Β, Str = 0.5 – Re =150, τ = [0.6,1] 

 

Με την εκκίνηση της νέας περιόδου παρατηρούµε την τάση του W-S µοντέλου να 
δηµιουργεί περισσότερες δίνες σχετικά µε τα άλλα. 

Για τ = 0.1, όλα τα ρευστά εµφανίζουν τη δοµή που πρωτοπαρουσιάστηκε στην 
προηγούµενη ροή, την ίδια στιγµή, µόνο στο W-S.  

Αυτή αποτελείται από µία µικρή σχηµατιζόµενη δίνη στο αποκλίνον τµήµα της 
στένωσης (Α-n, Β-ws και Β-hb), µία µεγάλη περιοχή ανακυκλοφορίας και µία 
αντίστροφα στρεφόµενη περιοχή ανακυκλοφορίας (στρέφεται ωρολογιακά και 
ανίθετα από τις άλλες). Χαρακτηριστικά στο W-S, η περιοχή αυτή εσωκλείει δύο 
δίνες (Σχ5.8). 

 

 

 

Σχ.5.8 – περιοχές ανακυκλοφορίας µε αντίστροφα στρεφόµενες δίνες, στο νευτώνειο 
και στο W-S, το στιγµιότυπο τ=0.1 

 



 128 

Η µεγάλη περιοχή ανακυκλοφορίας στo W-S, περιέχει δύο κέντρα δινών (D-ws &  E-
ws, σε αντίθεση µε τα άλλα, στα οποία εµφανίζεται µε µοναδικό κέντρο (Β-n και C-
hb). 
Σε όλα τα µοντέλα, δίνες υπάρχουν και στον ευθύγραµµο αγωγό κατάντι της 
στένωσης, οι C-n, D-hb, F-ws, G-ws. 
 
Στο επόµενο βήµα, τ = 0.2, στα δύο µη νευτώνεια ρευστά οι αντίστροφα στρεφόµενες 
περιοχες έχουν αποσβεστεί, µε ταυτόχρονη µετατόπιση των µεγάλων περιοχών 
ανακυκλοφορίας C-ws & D-ws και C-hb και αύξηση του µεγέθους των B-ws και      
B-hb.  
Στο νευτώνειο ρευστό, όµως, η αντίθετα στρεφόµενη περιοχή ανακυκλοφορίας 
αυτονοµείται µετακινούµενη στο τοίχωµα του αγωγού και οι δύο δίνες Α-n και B-n 
τείνουν να ενωθούν. 
Οι δίνες E-hb και F-ws µετακινούνται κατά την κατεύθυνση της ροής, ενώ η C-n στο 
νευτώνειο ρευστό αποσβέννεται. 
 
Για τ = 0.3, τα ροϊκά χαρακτιριστικά των τριών ρευστών διαφέρουν σηµαντικά.  
Στο νευτώνειο πλέον υπάρχουν µόνο οι Α-n και Β-n. 
Στο Η-Β, η µεγάλη περιοχή ανακυκλοφορίας µακριά από τη στένωση διαθέτει 
µοναδική δίνη την C-hb, αλλά και η E-hb, σµικρυνόµενη, ταξιδεύει προς την έξοδο 
του αγωγού. 
Στο W-S, τέλος, όλες οι δίνες που υπήρχαν την προηγούµενη στιγµή εξακολουθούν 
να υπάρχουν. 
 
Την τ = 0.4, τα χαρακτηριστικά κάθε µοντέλου συνεχίζουν µε την ίδια συµπεριφορά 
όπως προηγουµένως. 
Στο µισό της περιόδου, τ = 0.5, το νευτώνειο δεν παρουσιάζει καµία µεταβολή.  
Στα µη νευτώνεια, όµως, έχουµε την παραγωγή νέας δίνης.  
Παράγονται οι Α-ws και Α-hb, µετά από διάσπαση του κέντρου των Β-ws και Β-hb, 
που συνεχίζουν να υπάρχουν . 
Η E-ws, µετατοπίζεται προς την έξοδο του αγωγού, ενώ η E-hb αποσβέννεται. 
Η επίδραση της επιτάχυνσης της ροής γίνεται φανερή στο στιγµιότυπο τ = 0.55, όπου 
κάθε δίνη στην περιοχη της στένωσης αποσβέννεται και µόνο οι D-ws και C-hb, 
ευρισκόµενες ήδη αρκετά µακριά από τη στένωση «επιβιώνουν». 
 
Για τ = 0.6, επανεµφανίζεται η δίνη στο αποκλίνον τµήµα της στένωσης σε όλα τα 
µοντέλα (Α δίνες), ενώ στα µη νευτώνεια η αυξανόµενη παροχή ελλαττώνει το 
µέγεθος των D-ws και C-hb. 
 
Στο επόµενο χρονικό βήµα, τ = 0.7, οι Α δίνες µεγενθύνονται, ενώ οι διαταραχές των 
γραµµών ροής στο ευθύγραµµο τµήµα κατάντι της στένωσης οµαλοποιούναι, λόγω 
της συνεχιζόµενης επιτάχυνσης, µε αποτέλεσµα την απόσβεση της C-hb και τη 
σηµαντική µείωση του µεγέθους της D-ws. 
 
Στην πρώτη φάση επιβράδυνσης της ροής, τα σχετιζόµενα µε αυτή φαινόµενα δεν 
εµφανίζονται για τ = 0.8, και η µορφή της ροής είναι ίδια µε αυτή της προηγούµενης 
στιγµής, για όλα τα µοντέλα. 
Η αυξηµένη στροβιλότητα, αρκετά µακριά της στένωσης, µε τη βοήθεια της 
επιβράδυνσης της ροής, δηµιουργεί, τη στιγµή τ = 0.9, τις C-n, B-ws και C-ws, D-hb. 
Πέρα από αυτές, οι  A δίνες µεγενθύνονται.  
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Με την ολοκλήρωση της περιόδου, τ = 1.0, η οξεία µείωση της ταχύτητας, δηµιουργεί 
τις B-n και C-n στο νευτώνειο και τις E-hb και E-ws. Στο W-S, η B-ws 
συσωµατώνεται µε την C-ws.  
 
Για την ενιαιότητα της ονοµατολογίας, µετονοµάζουµε τις παρακάτω δίνες και  
προχωρούµε στην επόµενη περίοδο.  
A-n και Β-n σε Β-n και C-n αντίστοιχα. 
A-ws, C-ws, D-ws και E-ws σε D-ws, E-ws, F-ws και G-ws. 
A-hb σε C-hb. 
 
Υπό τις συνθήκες αυτές και συγκρίνοντας µε τη βασική περίπτωση ροής, για Str = 0.5 
– Re = 100, παρατηρούµε τη µεγαλύτερη ευκολία στη δηµιουργία δινών, που και 
θεωρητικά ευννοείται από τη µεγαλύτερη αδράνεια που παρουσιάζουν οι ροές 
υψηλότερων Re.  
Αντίθετα, στη βασική περίπτωση είναι πολύ πιο εύκολη η απόσβεση των δινών, όπως 
αναµένεται πχ σε ροές υψηλού ιξώδους. 
 

 

Str = 0.5 – Re =150 

τ A-n B-n C-n 
A-
ws 

B-
ws 

C-
ws 

D-
ws 

E-
ws 

F-
ws 

G-
ws 

A-
hb 

B-
hb 

C-
hb 

D-
hb 

E-
hb 

                
0.10 √ √ √ 0 √ 0 √ √ √ 0 0 √ √ √ 0 
0.20 √ √ 0 0 √ 0 √ √ √ 0 0 √ √ √ 0 
0.30 √ √ 0 0 √ 0 √ √ √ 0 0 √ √ √ 0 
0.40 √ √ 0 0 √ 0 √ √ √ 0 0 √ √ √ 0 
0.50 √ √ 0 √ √ 0 √ 0 √ 0 √ √ √ 0 0 
0.60 0 √ 0 √ 0 0 √ 0 0 0 √ 0 √ 0 0 
0.70 0 √ 0 √ 0 0 √ 0 0 0 √ 0 0 0 0 
0.80 0 √ 0 √ 0 0 √ 0 0 0 √ 0 0 0 0 
0.90 0 √ √ √ √ √ √ 0 0 0 √ 0 0 √ 0 
1.00 0 √ √ √ 0 √ √ √ 0 0 √ 0 0 √ √ 

 

Π5.3 – συγκεντρωτκός πίνακας εµφάνισης δινών στη ροή Str = 0.5 – Re = 150 
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• Str=1 – Re=100 
 

 

∆5.55– γραµµές ροής: νευτώνειο, Str = 1 – Re =100, τ = [0.1,0.5] 

 

 

∆5.56– γραµµές ροής: νευτώνειο, Str = 1 – Re =100, τ = [0.6,1] 
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∆5.57– γραµµές ροής: W-S, Str = 1 – Re =100, τ = [0.1,0.5] 

 

 

∆5.58– γραµµές ροής: W-S, Str = 1 – Re =100, τ = [0.6,1] 
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∆5.59– γραµµές ροής: H-B, Str = 1 – Re =100, τ = [0.1,0.5] 

 

 

∆5.60– γραµµές ροής: H-B, Str = 1 – Re =100, τ = [0.6,1] 
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Στην αρχή της περιόδου, τ = 0.1, παρατηρείται παρόµοια δοµή µε την αντίστοιχη για     
Str = 0.5 – Re = 150, δηλαδή εµφανίζεται µία µεγάλη περιοχή ανακυκλοφορίας (Β 
περιοχές ανακυκλοφορίας, για όλα τα µοντέλα) και µία αντίστροφα στρεφόµενη δίνη 
(στρέφεται ωρολογιακά).  
Η βασική διαφορά είναι, ότι δεν υπάρχει ακόµα δίνη στο αποκλίνον τµήµα της 
στένωσης.  
Αυτή θα εµφανιστεί στο αµέσως επόµενο βήµα, τ = 0.2, στο νευτώνειο (Α-n) και ενώ 
η αντίστροφη δίνη στιγµιαία αποσβένεται. Ενδιαφέρον είναι ότι, η αντίστροφη δίνη 
επανεµφανίζεται τη χρονική στιγµή τ = 0.3.  
Σε κανένα από τα µη νευτώνεια ρευστά, δεν αναπτύσσεται την τ = 0.2 η δίνη στο 
αποκλίνον τµήµα της στένωσης, ενώ η αντίστροφη δίνη αποσβένεται στο Η-Β, όχι 
όµως και στο W-S. 
Κατά το χρονικό αυτό διάστηµα, κατάντι των Β περιοχών ανακυκλοφορίας, που 
µετατοπίζονται κατά την κατεύθυνση της ροής, αναπτύσσεται ενας αριθµός δινών, 
διαφορετικός σε κάθε µοντέλο. 
Οι C σε όλα τα µοντέλα και στα µη νευτώνεια οι D-ws και οι D-hb, Ε-ws που 
αποσβέννονται την τ = 0.2. 
 
Φτάνοντας στην τ = 0.3, το W-S παρουσιάζει ίδια ροϊκά χαρακτηριστικά στην 
περιοχή της στένωσης µε το νευτώνειο, αφού εµφανίζεται και σε αυτό η Α δίνη. 
Κατάντι αυτών, οι δίνες που εµφανίζονταν την προηγούµενη χρονική στιγµή 
µετατοπίζονται και µικραίνουν. 
 
Την τ = 0.4, η αντίστροφη δίνη οριακά υπάρχει ακόµα µόνο στο νευτώνειο, ενώ στο 
W-S αποσβέννεται. 
Στο νευτώνειο, όµως, αποσβέννεται η C-n, σε αντίθεση µε τις C δίνες των άλλων 
µοντέλων και την D-ws. 
Στην αρχή της µη µόνιµης ροής, τ = 0.5, σε όλα τα µοντέλα, στην περιοχή κατάντι της 
στένωσης, τα χαρακτηριστικά της ροής είναι ίδια.  
Αυτό που αλλάζει είναι ο αριθµός των δινών κατάντι της Β δίνης. Έτσι, στο W-S 
έχουµε δύο ακόµα δίνες (C-ws και D-ws), στο H-B µία (C-hb) και στο νευτώνειο 
καµία. 
Η εικόνα των γραµµών ροής µεταξύ των στιγµών τ = 0.55 και τ = 0.6 δε 
µεταβάλλεται στα µη νευτώνεια, αφού όλες οι δίνες πλην των Β αποσβέννονται 
άµεσα, υπό την αύξηση της παροχής.  
Στο νευτώνειο, η Β-n παραµένει µετά την τ = 0.55, αλλά την τ = 0.6 έχει αποσβεστεί. 
 
Στην τελευταία φάση επιτάχυνσης, τ = 0.7, έχουν ήδη δηµιουργηθεί σε όλα τα 
µοντέλα οι Α δίνες κατάντι του λαιµού και στο Η-Β η Β-hb αποσβέννεται. 
Με την επιβράδυνση της ροής και τη στροβιλότητα να παραµένει αυξηµένη στον 
ευθύγραµµο αγωγό, η Β-hb επανεµφανίζεται την τ = 0.8, ενώ στα άλλα µοντέλα οι 
ήδη υπάρχουσες δίνες µεγενθύνονται. 
 
Την τ = 0.9 έχουµε την εµφάνιση και πάλι των C-ws και B-n, χωρίς καµία άλλη 
µεταβολή στη µορφή της ροής. 
Στην ολοκλήρωση της περιόδου, τ = 1.0, οι δίνες αυξάνονται και εντέλει έχουµε τις 
Α,Β,C σε όλα τα µοντέλα καθώς και τις D στα µη νευτώνεια. 
 
Με τη νέα περίοδο, είµαστε αναγκασένοι να µετονοµάσουµε τις υφιστάµενες Α, Β, C, 
D σε Β, C, D, Ε αντίστοιχα, ώστε να συνεχιστεί η ενιαιότητα των ονοµασιών. 
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Η κύρια παρατήρηση, για την περίπτωση αυτής της ροής σε σχέση µε τη βασική των 
Str = 0.5 – Re = 100, είναι η αυξηµένη έκλυση δινών σε όλα τα µοντέλα, οφειλόµενη 
προφανώς στον αυξηµένο Str. 
 
Ο αυξηµένος Str = 1, επηρεάζει και το µέγεθος των δινών, µειώνοντάς το, αφού 
πλέον οι δίνες µετατοπίζονται γρηγορότερα και δεν έχουν τον απαιτούµενο χρόνο να 
σχηµατισθούν πλήρως, δηµιουργώντας. 
 

Str = 1 – Re  =100 

τ 
A-
n 

B-
n 

C-
n 

D-
n  

A-
ws 

B-
ws 

C-
ws 

D-
ws 

E-
ws  

A-
hb 

B-
hb 

C-
hb 

D-
hb 

E-
hb 

                 
0.10 0 √ √ √  0 √ √ √ √  0 √ √ √ 0 
0.20 √ √ √ 0  √ √ √ √ 0  0 √ √ 0 0 
0.30 √ √ √ 0  √ √ √ √ 0  √ √ √ 0 0 
0.40 √ √ 0 0  √ √ √ √ 0  √ √ √ 0 0 
0.50 √ √ 0 0  √ √ √ √ 0  √ √ √ 0 0 
0.60 0 0 0 0  0 √ 0 0 0  0 √ 0 0 0 
0.70 0 √ 0 0  √ √ 0 0 0  √ 0 0 0 0 
0.80 0 √ 0 0  √ √ 0 0 0  √ √ 0 0 0 
0.90 0 √ √ 0  √ √ √ 0 0  √ √ 0 0 0 
1.00 0 √ √ √  √ √ √ √ 0  √ √ √ √ 0 

 

Π5.4 – συγκεντρωτικός πίνακας εµφάνισης δινών στη ροή Str = 1 – Re = 100 

 

συµπεράσµατα 
  

• οι µεταβολές στη µορφή του πεδίου ροής, σχετίζονται άµεσα µε τον αριθµό 
Str και η ευκολία µεταβολής του πεδίου αυξάνει µε την αύξηση του Str 

Στο ίδιο συµπέρασµα, κατέληξε και η υπολογιστική µελέτη του Rosenfeld [28] για το 
νευτώνειο ρευστό, όπου χαρακτηριστικά δηλώνεται ότι «το πεδίο ροής βρέθηκε να 
είναι πιο ευαίσθητο στον Str, από ότι στον Re». 
Προσπαθώντας να δώσουµε και µία ποσοτική χροιά στο προηγούµενο συµπέρασµα, 
φαίνεται ότι για όλα τα µοντέλα, αύξηση του αριθµού Str µεταφράζεται σε αύξηση 
των παρατηρούµενων δινών σε κάθε χρονική στιγµή, ενώ αύξηση του Re σε αύξηση 
των µηκών των περιοχών ανακυκλοφορίας και του µεγέθους των δινών. 
Παράλληλα και όπως πάλι παρατηρείται από τον Rosenfeld [28], ο Str αυξανόµενος 
µειώνει το µέγεθος των δινών. 
 

• η µείωση του Re επιδρά ευεργετικά στη διαδικασία απόσβεσης των δινών, 
κάνοντάς τη ευκολότερη, όπως χαρακτηριστικά φαίνεται για όλα τα µοντέλα 
στη βασική περίπτωση ροής Str = 0.5 – Re = 100και σε αυτή για Str = 0.5 – 
Re = 150 

Αυτό είναι αναµενόµενο, αναλογιζόµενοι ότι ροές χαµηλότερων Re, είναι ροές µε 
µεγαλύτερη επίδραση των συνεκτικών δυνάµεων. 
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• εξετάζοντας τις διάφορες περιπτώσεις ροών ενός µοντέλου, τα 
χαρακτηριστικά του πεδίου κατάντι της στένωσης, εξαρτώνται από δύο 
παραµέτρους, τους αριθµούς Re και Str 

Καθώς διαφαίνεται, αυτά έχουν δύο βαθµούς ελευθερίας, τους δύο αδιάστατους 
αριθµούς Str και Re, που υπεισέρχονται και στις εξισώσεις Navier – Stokes. 
Εξαρτώνται, δηλαδη, από την τιµή και των δύο και όχι από κάποια µεταξύ τους 

σχέση, όπως ο αριθµός StrRea ⋅=
2

π
. 

 
• βασιζόµενοι στη σύγκριση των πεδίων ροής νευτώνειου και µη νευτώνειων 

µοντέλων, από τα αποτελέσµατά µας, θα λέγαµε ότι ο µη νευτώνειος 
χαρακτήρας του ρευστού, στην περίπτωση των µοντέλων όπου το ιξώδες 
µειώνεται αυξανοµένου του ρυθµού διάτµησης (shear-thinning), αυξάνει 
χαρακτηριστικά την ευκολία µεταβολής της µορφής του πεδίου ροής 

Πιο συγκεκριµένα, το W-S παρουσιάζει µεγαλύτερη ευαισθησία στις µεταβολές 
αυτές σε σχέση µε το H-B µοντέλο (τουλάχιστον για τους αριθµούς Bi που 
προέκυψαν στις εξεταζόµενες ροές). 
Η διαφορά αυτή, πολύ πιθανόν να οφείλεται στη δυνατότητα του W-S να αναπτύσσει 
µικρότερες τάσεις στο τοίχωµα, όπως παρατηρήθηκε και στην περίπτωση της µόνιµης 
ροής. 
 

• όσον αφορά στην ευαισθησία κάθε µοντέλου στις µεταβολές της παροχής, 
µπορούµε να δούµε ότι το νευτώνειο ρευστό ανταποκρίνεται καλύτερα στην 
απόσβεση των δινών, ενώ επίσης, στο πεδίο του εκλύονται λιγότερες δίνες 

Από τα δύο τελευταία συµπεράσµατα, αποδεικνείεται ότι το πεδίο ροής εξαρτάται 
άµεσα και από το υιοθετούµενο µοντέλο ρευστού, υπό την έννοια του διαφορετικού 
αριθµού δινών που αναπτύσσει κάθε µοντέλο για τις ίδιες συνθήκες ροής. 
 

• από την περιγραφή των ροϊκών χαρακτηριστικών, παρατηρούµε την 
παρακάτω γενική µορφή της ροής κατά τη διάρκεια της περιόδου, σε όλα τα 
µοντέλα, για τις ροές Str = 0.5 – Re = 100, Str = 0.5 – Re = 150 και Str = 1 – 
Re = 100:  

Με την έναρξη της φάσης επιτάχυνσης, η ροή στην περιοχή της στένωσης 
επανακολλάται και οι κατάντι δίνες αποσβέννονται, προφανώς υπό την ισχυρή 
επίδραση της θετικής κλίσης της ηµιτονοειδούς µορφής συνάρτησης ταχύτητας 
εισόδου. 
Η επιτάχυνση αυτή επίσης, εξοµαλύνει τις διαταραχές της ροής (µείωση 
στροβιλότητας της ροής) στο ευθύγραµµο τµήµα του αγωγού, µε αποτέλεσµα να 
«επιβιώνουν» µόνο δίνες που βρίσκονται αρκετά µακριά και η «πληροφορία», στο 
παραβολικό πεδίο που µελετούµε, δε φτάνει αρκετά ισχυρή. Αυτές, συνεχίζουν το 
ταξίδι τους προς την έξοδο του αγωγού σµικρυνόµενες. 
Η συνεχιζόµενη, µε µικρότερο ρυθµό, µεταβολή της ταχύτητας, δηµιουργεί δίνες 
πάνω στο τοίχωµα, κατάντι του λαιµού, ενώ η αρνητική κλίση ταχύτητας, που 
αντιστοιχεί σε συνθήκες αναρρόφησης, δηµιουργεί οπισθορροή (backflow) στην 
περιοχή κοντά στο τοίχωµα µε άµεση συνέπεια την αύξηση των ήδη σχηµατισµένων 
µηκών ανακυκλοφορίας και τη µεγένθυνση των δινών. 
Εισερχόµενοι στη φάση συνεχούς παροχής, παρατηρούµε µία τάση επαναφοράς στη 
ροϊκή κατάσταση που παρατηρήθηκε στη µόνιµη ροή. 



 136 

Έτσι, δίνες που σχηµατίσθηκαν, τώρα αποσβέννονται, άλλες ενώνονται µεταξύ τους 
ή τέλος µεγάλες περιοχές ανακυκλοφορίας, αυξανόµενες σε µήκος αποκτούν δύο 
κέντρα. 
 
Όλες αυτές είναι κοινές παρατηρήσεις σε αντίστοιχες µελέτες του νευτώνειου[28], 
αλλά και µη νευτώνειων ρευστών [27]. 

 
 

 

ii} διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα του αγωγού 
 

Οι διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα του αγωγού (Wall Shear Stresses) είναι το πιο 
ενδιαφέρον µέγεθος, από τη βιοϊατρική σκοπιά του θέµατος, καθώς, όπως έχουµε 
παρατηρήσει και στα προηγούµενα, µεταβολή αυτών, επηρεάζει τη φυσιολογική 
λειτουργία του αγγειακού τοιχώµατος. Από ρευστοµηχανική άποψη, αποτελούν 
εργαλείο µελέτης των εκλυοµένων δινών και των περιοχών ανακυκλοφορίας. 

Στα διαγράµµατα, παρουσιάζουµε τις τιµές των WSS, που προέκυψαν κατά την 
προσοµοίωση διαφόρων περιπτώσεων ροής ( wτ ) , αδιαστατοποιηµένες ( wT ) µε τη 

δυναµική πίεση του ελέυθερου ρεύµατος ρευστού, στη µόνιµη ροή, δηλαδή: 

γγµτ && ⋅−= )(w    και   
2/2

0U
T w

w ρ
τ

=  

Η παρουσίαση των διαγραµµάτων γίνεται µε τρόπο τέτοιο, ώστε να είναι άµεση η 
σύγκριση σε κάθε χρονική στιγµή τ = t/T, των διαφόρων περιπτώσεων ροής. 

Έτσι, στο αριστερό µέρος, τοποθετούνται τα διαγράµµατα για σταθερό Re = 100 και 
µεταβλητό Str = [0.05 , 0.5 , 1] και στο δεξί µέρος τα διαγράµµατα µε Str = 0.5 
αµετάβλητο και Re = [25 , 100 , 150].  

Στο κάτω µέρος βρίσκεται η βασική περίπτωση ροής Str = 0.5 – Re = 100. 

Προσπάθεια έγινε, ώστε το εύρος τιµών στα διαγράµµατα να παραµένει σταθερή για 
όλες τις περιπτώσεις, σε κάθε χρονική στιγµή. Στη µοναδική περίπτωση, Str = 0.5 – 
Re = 25, που αυτό δεν ήταν δυνατό, αυξήθηκε κατά 10 µονάδες, για τις χρονικές 
στιγµές τ = [0.6 , 0.7 ,0.8 , 0.9] . 
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∆5.61 – διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα: WSS, τ = 0.1 
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∆5.62 – διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα: WSS, τ = 0.2 
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∆5.63 – διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα: WSS, τ = 0.3 

 

X

Y

0 0.02 0.04 0.06 0.08
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

L/d

T
w

0 5 10 15 20 25

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

8 Str=0.05
Re=100

L/d

T
w

0 5 10 15 20 25

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

8 Str=0.5
Re=150

L/d

T
w

0 5 10 15 20 25

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

8 Str=0.5
Re=25

L/d

T
w

0 5 10 15 20 25

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

8

newtonian
W-S
H-B

t/T=0.3 Str=1
Re=100

L/d

T
w

0 5 10 15 20 25

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

8 Str=0.5
Re=100



 140 

 

 

∆5.64 – διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα: WSS, τ = 0.4 
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∆5.65 – διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα: WSS, τ = 0.5 
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∆5.66 – διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα: WSS, τ = 0.6 
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∆5.67 – διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα: WSS, τ = 0.7 
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∆5.68 – διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα: WSS, τ = 0.8 
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∆5.69 – διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα: WSS, τ = 0.9 
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∆5.70 – διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα: WSS, τ = 1 
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συµπεράσµατα 
 

Από τη µελέτη των διαγραµµάτων προκύπτουν ορισµένες παρατηρήσεις, οδηγώντας 
µας σε συµπεράσµατα για τη σχέση των WSS, µε τους αδιάστατους αριθµούς Re και 
Str, αλλά και σχετικά µε τα εξεταζόµενα ρευστά. 
Θα ξεκινήσουµε µε τις περισσότερο προφανείς και προχωρώντας θα δοκιµάσουµε να 
αιτιολογήσουµε κάποιες παρατηρούµενες µεταβολές, συνδέοντάς τις µε τα 
παρατηρούµενα ροϊκά φαινόµενα, όπως αποτυπώνονται στις γραµµές ροής. 
 

• η WSS στο λαιµό του αγωγού είναι ανεξάρτητη του αριθµού Str, αφού οι 
τιµές των WSS στα διαγράµµατα κάθε χρονικής στιγµής, δεν αλλάζουν µε 
µεταβολή αυτού. 

Το ίδιο συµπέρασµα εξάγεται και από τα διαγράµµατα WSS των Neofytou & 
Drikakis [27], σε δύο περιπτώσεις ροής για ίδιο Re = 360 και Str = [0.05 , 0.368], 
όπου η τιµή των αδιάστατων WSS στο λαιµό είναι σταθερή.  
 

• η µέγιστη WSS σε κάθε χρονική στιγµή, που πάντα εµφανίζεται στο λαιµό 
του αγωγού,  αυξάνεται, καθώς ο Re µειώνεται, για όλα τα µοντέλα 

Θα λέγαµε, ότι ενισχύεται η δράση της συνεκτικότητας και το ρευστό προβάλει 
µεγαλύτερη αντίσταση στη µεταβολή της ροής του, που προκαλεί η στένωση.  

 
• η µέγιστη WSS στην περιοχή του λαιµού ( max,wT ), κάθε χρονική στιγµή, 

εµφανίζεται στο νευτώνειο ρευστό και κατά φθίνουσα σειρά στα Η-Β και    
W-S. 

wsThbTnewtonianT www ,,, max,max,max, >>  

Η παρατήρηση αυτή, είναι συνεπής και µε τα αποτελέσµατα του πεδίου µόνιµης 
ροής. 

• το αντίθετο συµβαίνει στις περιοχές των δινών, όπου τα µη νευτώνεια 
µοντέλα, εµφανίζουν υψηλότερες, κατά απόλυτη τιµή, WSS και µάλιστα µε 
τη σειρά που αναφέραµε για τις max,wT  ανεστραµµένη. 

Καθώς αναµένεται, τα µη νευτώνεια ρευστά έχουν τη δυνατότητα να αυξήσουν το 
ιξώδες τους πάνω από τη σταθερή τιµή του νευτώνειου.  
Στο λαιµό του αγωγού κάτι τέτοιο δε φαίνεται να συµβαίνει, ακριβώς γιατί στην 
περιοχή αυτή εµφανίζονται υψηλότεροι ρυθµοί παραµόρφωσης και συνεπώς το 
µεταβλητό ιξώδες των µη νευτώνειων δε λαµβάνει υψηλές τιµές που θα αυξήσουν τις 
WSS. Οι χαµηλότερες τιµές WSS στη στένωση των W-S και Η-Β, σε σχέση µε αυτές 
του νευτώνειου, εµφανίστηκαν και στη µόνιµη ροή. 
Αντίθετα, στην περιοχή των δινών, λόγω των µικρών χωρικών κλίσεων της 
ταχύτητας και άρα και του ρυθµού παραµόρφωσης, το ιξώδες των µη νευτώνειων 
αυξάνεται, παράγοντας WSS υψηλότερες του νευτώνειου, κατά απόλυτη τιµή. 
 

• οι WSS στο λαιµό «ανταποκρίνονται» αυξανόµενες στην αύξηση της 
παροχής, κατά την επιτάχυνση του ρευστού και µειούµενες στην επιβράδυνσή 
του. 

• οι µέγιστες WSS στην περιοχή του λαιµού ( max,wT ), δεν εµφανίζονται στη 

διατοµή του λαιµού, αλλά είναι µετατοπισµένες ανάντι της διατοµής αυτής 
κατά  0.1d < δl < 0.2d σε όλες τις χρονικές στιγµές. 

Ας θυµίσουµε, ότι η αντίστοιχη µετατόπιση στη µόνιµη ροή ήταν δl = 0.01d. 



 148 

• δεν υπάρχει κάποια άµεση σχέση των ροϊκών φαινοµένων στην περιοχή της 
στένωσης, µε τις τιµές που λαµβάνουν οι WSS στο λαιµό του αγωγού.  

Το πεδίο ροής διατηρεί τον παραβολικό του χαρακτήρα και παρά την ύπαρξη δινών 
κατάντι της στένωσης, που θα µπορούσαν να µεταδώσουν «πληροφορία» ανάντι, δεν 
έχουµε µεταφορά «πληροφορίας» αντίθετα στην κατεύθυνση της ροής. 

 
 

 

iii} στατική πίεση 
Η στατική πίεση στο τοίχωµα του αγωγού είναι το πιο άµεσα µετρούµενο µέγεθος σε 
µία πειραµατική µελέτη, για το λόγο αυτό κρίνεται σκόπιµο να παρουσιάσουµε τα 
διαγράµµατα που προέκυψαν κατά την προσοµοίωση των ροών. 
Παρουσιάζουµε τις τιµές της διαφοράς στατικής πίεσης σε κάθε θέση από την 
είσοδο, που προέκυψαν κατά την προσοµοίωση διαφόρων περιπτώσεων ροής (pstatic), 
αδιαστατοποιηµένες (Dp) µε τη δυναµική πίεση του ελέυθερου ρεύµατος ρευστού, 
στη µόνιµη ροή, δηλαδή: 

2/2
0U

p
Dp static

ρ
=  

Η παρουσίαση των διαγραµµάτων γίνεται µε τρόπο τέτοιο, ώστε να είναι άµεση η 
σύγκριση σε κάθε χρονική στιγµή τ = t/T, των διαφόρων περιπτώσεων ροής. 
Έτσι, στο αριστερό µέρος, τοποθετούνται τα διαγράµµατα για σταθερό Re = 100 και 
µεταβλητό Str = [0.05 , 0.5 , 1] και στο δεξί µέρος τα διαγράµµατα µε Str = 0.5 
αµετάβλητο και Re = [25 , 100 , 150].  
Στο κάτω µέρος βρίσκεται η βασική περίπτωση ροής Str = 0.5 – Re = 100. 
∆υστυχώς, οι µεγάλες διαφορές στο εύρος τιµών κάθε περίπτωσης, δεν καθιστούν 
δυνατή την εφαρµογή σταθερού εύρους, που θα διευκόλυνε τη σύγκριση των τιµών.  
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∆5.71 – στατική πίεση στο τοίχωµα: pstatic, τ = 0.1 
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∆5.72 – στατική πίεση στο τοίχωµα: pstatic, τ = 0.2 
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∆5.73 – στατική πίεση στο τοίχωµα: pstatic, τ = 0.3 
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∆5.74 – στατική πίεση στο τοίχωµα: pstatic, τ = 0.4 
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∆5.75 – στατική πίεση στο τοίχωµα: pstatic, τ = 0.5 
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∆5.76 – στατική πίεση στο τοίχωµα: pstatic, τ = 0.6 
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∆5.77 – στατική πίεση στο τοίχωµα: pstatic, τ = 0.7 
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∆5.78 – στατική πίεση στο τοίχωµα: pstatic, τ = 0.8 
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∆5.79 – στατική πίεση στο τοίχωµα: pstatic, τ = 0.9 

L/d

D
p

0 5 10 15 20 25
-50

0

50

100

150

200

250

300

newtonian
W-S
H-B

Str=1
Re=100

t/T=0.9

L/d

D
p

0 5 10 15 20 25
-80

-60

-40

-20

0

20 Str=0.05
Re=100

L/d

D
p

0 5 10 15 20 25
-20

0

20

40

60

80

100

120 Str=0.5
Re=150

L/d

D
p

0 5 10 15 20 25
-80

-60

-40

-20

0

20

40

60

80
Str=0.5
Re=25

L/d

D
p

0 5 10 15 20 25
-20

0

20

40

60

80

100

120
Str=0.5
Re=100



 158 

 

 

 

∆5.80 – στατική πίεση στο τοίχωµα: pstatic, τ = 1 
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συµπεράσµατα 
 
• η πτώση πίεσης στη φάση µόνιµης ροής (τ = 0.1 – 0.5) επηρεάζεται ισχυρά από 

το Re, καθώς αύξησή του, µεταφράζεται σε µείωση των τιµών πίεσης σε κάθε 
θέση στον αγωγό. 

• µικρότερη επίδραση δείχνει να έχει ο Str στην επικρατούσα πίεση σε κάθε θέση 
του αγωγού, όµως στη µη µόνιµη φάση ροής, χαµηλός Str ευννοεί την οµαλότερη 
ανάκτηση πίεσης. 

• οι δύο παραπάνω παρατηρήσεις, µας οδηγούν να υποθέσουµε ότι πολύ πιθανόν 
υπάρχει σχέση της κλίσης πίεσης στο χρόνο, µε τον αριθµό Womersley 

StrRea ⋅=
2

π
, αν µάλιστα παρατηρήσουµε στα διαγράµµατα, ότι αυξανοµένου 

του α, το ρευστό «αντιλαµβάνεται» λιγότερο τη στένωση, ο συλλογισµός µας 
ισχυροποιείται. 

• χαρακτηριστικό των ροών υψηλού α είναι ότι η στένωση, σε πολλά στιγµιότυπα, 
επηρεάζει λιγότερο τη διαφορά πίεσης, σε σχέση µε τις εκλυόµενες δίνες του 
πεδίου. 

• αυξανοµένου του α, ο µη νευτώνειος χαρακτήρας των ρευστών φαίνεται να 
επηρεάζει όλο και λιγότερο τα διαγράµµατα πίεσης και οι µόνες διαφοροποιήσεις 
στους µεγάλους α οφείλονται στις διαφορετικές δίνες που εκλύονται σε κάθε 
µοντέλο. 

Άλλωστε, η φθίνουσα σειρά της διαφοράς της στατικής πίεσης σε κάθε θέση από την 
είσοδο, που συναντήσαµε στην αυστηρά µόνιµη ροή των τριών µοντέλων, 
εµφανίζεται και εδώ: 

newtonianhbws DpDpDp >>  

 
 
 
 

iv} κατανοµές ταχυτήτων στο ανάντι της στένωσης ευθύγραµµο 
τµήµα του αγωγού 

Παρουσιάζουµε τις κατανοµές ταχυτήτων 
0

)(

ττ =

=
a

x

U

ru
a  των τριών ρευστών σε 

διατοµή του ευθύγραµµου τµήµατος του αγωγού, ανάντι της στένωσης, για όλες τις 
στιγµές τ = t/T = τ0. 
Στο τµήµα αυτό του αγωγού, δεν παρατηρήθηκαν δίνες ή φαινόµενα που να µη µας 
επιτρέπουν να θεωρήσουµε ότι οι κατανοµές αυτές δεν είναι καλά διαµορφωµένες. 
Η απόσταση της διατοµής  από την είσοδο του αγωγού είναι L0 = 5d και µας 
εξασφαλίζει την καλή διαµόρφωση της ροής, τόσο σχετικά µε την είσοδο του 
αγωγού, όσο και µε τα φαινόµενα που λαµβάνουν χώρα στη στένωση, η οποία ξεκινά 
σε απόσταση Ls = 10d και συνεπώς, από το σηµείο µετρήσεων απέχει 

dLLLs 500 ==− . 

Σηµειώνουµε, ότι το µήκος αυτό είναι µικρότερο του απαιτούµενου για πλήρη 
διαµόρφωση της ροής στη µόνιµη κατάσταση, όπως το υπολογίσαµε, αλλά σύµφωνα 

µε µετρήσεις της ακτινικής ταχύτητας στην περιοχή: 
( )

%1
5/

0

0 <
=

U

dLur  σε κάθε 

στιγµή της περιόδου, για κάθε µοντέλο. 
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∆5.81 – κατανοµές ταχυτήτων του νευτώνειου, σε απόσταση dL 50 = από την είσοδο 

του αγωγού 
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∆5.82 – κατανοµές ταχυτήτων του W-S, σε απόσταση dL 50 = από την είσοδο του αγωγού 
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∆5.83 – κατανοµές ταχυτήτων του Η-Β, σε απόσταση dL 50 = από την είσοδο του αγωγού 
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συµπεράσµατα 
 

• οι κατανοµές των ταχυτήτων δείχνουν να επηρεάζονται από µία σχέση των Re 
και Str, καθώς, αύξηση και των δύο παράγει αύξηση της οπισθορροής αλλά 
και της διαφοράς των κατανοµών µιάς περιόδου 

Σε όλα τα µοντέλα, παρουσιάζεται τάση προς δηµιουργία περισσότερο 
πεπλατυσµένων κατανοµών (plug profiles) στην περιοχή του άξονα, αυξανοµένου 
του Re. Θα λέγαµε, λοιπόν, ότι η µορφή της κατανοµής στην περιοχή του άξονα, 
σχετίζεται µε το Re (εξαίρεση, προφανώς, αποτελεί η ροή του Η-Β για                      
Re = 25 – Str = 0.5, αφού ο χαµηλός Re εξακοντίζει το Bi). 
Καθώς ο Str αυξάνεται και τα µη µόνιµα φαινόµενα γίνονται ολοένα και πιο 
σηµαντικά, δε δίνεται ο «απαιτούµενος χρόνος» στις συνεκτικές δυνάµεις να 
δράσουν και να µην επιτρέψουν τη µεταβολή της κατανοµής, κατά τη διάρκεια της 
περιόδου.  
Αντίστοιχα, αυξανοµένου του Re, οι συνεκτικές δυνάµεις εξασθενούν, αφήνοντας το 
ρευστό «έρµαιο στις προσταγές των µεταβολών της ταχύτητας».  
Στην [26], ο αριθµός α (Womersley), αντιστοιχώντας στις δικές µας παραµέτρους 

γράφεται StrRea ⋅=
2

π
 , εισάγεται ως µοναδική παράµετρος της µορφής των 

κατανοµών ταχύτητας σε ευθύγραµµο αγωγό, υπό πλήρως ηµιτονοειδή συνάρτηση 
ταχύτητας εισόδου. Εκεί, αναφέρεται ότι η επίδραση της αύξησης του α είναι η 
πλάτυνση των κατανοµών στην περιοχή του άξονα και η αύξηση της οπισθορροής 
(backflow). 
Αυτό, αποτελεί ένδειξη της ισχύος του αριθµού α, ως µοναδικού δείκτη της 
συµπεριφοράς των κατανοµών ταχύτητας µέσα σε µία περίοδο, ακόµα και στη δική 
µας παλµική συνάρτηση της ταχύτητας εισόδου. Απόδειξη της σχέσης αυτής, 
δυστυχώς, δεν είµαστε να δώσουµε µέσα από τα αποτελέσµατά µας. 
 

• οι διαφορές στις κατανοµές νευτώνειου και µη νευτώνειων, αυξάνουν µε τον 
ίδιο µηχανισµό που περιγράψαµε παραπάνω 

Ένα τέτοιο στοιχείο, µπορεί θεωρηθεί επιβεβαίωση για τον ισχυρισµό που 
περιγράφεται στην [85] και θέλει το µειωµένο α, δείκτη της σηµαντικότητας των µη 
νευτώνειων χαρακτηριστικών. 
 

• το W-S παρουσιάζει µεγαλύτερη ταχύτητα οπισθορροής και σε αυτή 
εµπλέκονται περισσότερα στώµατα ρευστού. 

Αυτή η συµπεριφορά σχετίζεται άµεσα µε τα µεγάλα µήκη ανακυκλοφορίας και µήκη 
αγωγού για επίτευξη πλήρως αναπτυγµένης ροής, που παρατηρήσαµε και 
σχολιάσαµε, στη µόνιµη ροή. 
 

• η ροή του Η-Β έχει την περισσότερο πεπλατυσµένη µορφή, υπό την επίδραση 
του υψηλότατου Bi = 1.512 

Αν, µάλιστα, συγκρίνουµε τις κατανοµές της σταθερής φάσης, µε την κατανοµή που 
προέκυψε στον ευθύγραµµο σωλήνα για Re = 25, αλλά Bi = 0.276, θα διαπιστώσουµε 
ότι είναι περισσότερο απότοµες, δίνοντάς µας αντίληψη της ισχυρότατης επίδρασης 
του αριθµού αυτού στη ροή του Η-Β. Πάντως, όπως και στη µόνιµη ροή, στους 
αυξηµένους Re, δηλαδή όταν έχει µειωθεί η επίδραση του Bi, τείνει να προσεγγίσει 
καλύτερα τη νευτώνεια συµπεριφορά σε σχέση µε το W-S. 
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v} ροϊκά φαινόµενα και µεταβολές των µεγεθών 
 
Κατά τη µελέτη αυτών των ροών, έγινε σαφές ότι νέα εργαλεία πρέπει να 
χρησιµοποιηθούν, για την αποκάλυψη της σχέσης των ροϊκών χαρακτηριστικών µε 
τα διάφορα µεγέθη. 
Παρακάτω, λοιπόν, προσπαθούµε να κάνουµε µία τέτοια συσχέτιση, απεικονίζοντας 
τη µεταβολή τεσσάρων µεγέθών, κατάλληλα αδιαστατοποιηµένων, σε θέσεις του 
αγωγού και χρονικές στιγµές, που κρίθηκαν ενδιαφέρουσες. 
ιξώδες  (viscosity)  
Μελετώνται οι ισοσταθµικές καµπύλες, που σχηµατίζει στον αγωγό και η 
αδιαστατοποίηση γίνεται µε ένα ιξώδες αναφοράς µref = µeff, το αποτελεσµατικό 
ιξώδες για κάθε µοντέλο. 

effµ
µ

µ =*  

Με τον τρόπο αυτό, µπορεί να αποκαλυφθεί µία πιθανή σχέση µεταβολών στο ιξώδες 
και τα σηµεία εµφάνισης των δινών. 
 
µέτρο ρυθµού παραµόρφωσης στον άξονα ( strain rate on axis) 
Παρουσιάζεται σε κάθε αξονική θέση του αγωγού, αφού πάνω στον άξονα 
αναµένεται να λαµβάνει τις χαµηλότερες τιµές, εφόσον εκεί έχουµε µικρή ακτινική 
µεταβολή των ταχυτήτων. Έτσι, ο άξονας συµµετρίας, υποδεικνύονται ως περιοχή 
έντονων µεταβολών στο ιξώδες των µη νευτώνειων ρευστών και άρα άξια µελέτης. 
Αδιαστατοποίησή του γίνεται µε τη διάµετρο d του αγωγού και την ταχύτητα του 
ελεύθερου ρεύµατος κάθε ρευστού U0. 
Για τη ροή στον αξονικά συµµετρικό, στενωµένο αγωγό, δηλαδή µία ροή που 
εµφανίζει γωνιακή παραµόρφωση σε δύο κατευθύνσεις (bidirectional flow), όπως 
έχουµε δείξει, το µέτρο του ρυθµού παραµόρφωσης γ είναι µία σύνθετη συνάρτηση 
των παραγώγων των ταχυτήτων προς κάθε κατεύθυνση: 
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µέτρο στροβιλότητας στο τοίχωµα (vorticity at wall) 
Το µέτρο της στροβιλότητας είναι το µέγεθος, που αναδεικνύει τις διαταραχές που 
υπάρχουν στη ροή, αποκαλύπτοντας εκλυόµενες δίνες.  
Οι δίνες στις αξονικά συµµετρικές ροές µας, βρίσκονται αποκλειστικά στην περιοχή 
του τοιχώµατος. Αυτό, κάνει ιδιαίτερα ελκυστική µία παρουσίαση της µεταβολής της 
στην περιοχή αυτή, µε απώτερο στόχο την εύρεση της συνθήκης που θα µας 
υποδείκνύει τη θέση των δινών. 
Η αδιαστατοποίησή της γίνεται και πάλι µε χρήση της διαµέτρου d του αγωγού και 
της ταχύτητας του ελεύθερου ρεύµατος κάθε ρευστού U0. 
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διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα (WSS) 
Στις WSS, έχουµε ήδη αναφερθεί εκτενώς, θα τις δούµε εδώ, όµως, υπό νέο πρίσµα, 
καθώς θα χρησιµοποιήσουµε διαφορετική αδιαστατοποίηση.  



 165 

Οι WSS είναι το γινόµενο του ιξώδους και του ρυθµού παραµόρφωσης, µετρηµένων 
στο τοίχωµα και µε αυτό το σκεπτικό, αδιαστατοποιούµε ξεχωριστά το ιξώδες και 
τον ρυθµό παραµόρφωσης. 

γ⋅γµ−=τ )(w   και τελικά 
0U
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• Str=0.05 – Re=100, τ = 0.5 

 
 

 

 

∆5.84– νευτώνειο, Str = 0.05 – Re =100, τ = 0.5 
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∆5.85– W-S, Str = 0.05 – Re =100, τ = 0.5 

 

 

∆5.86– Η-Β, Str = 0.05 – Re =100, τ = 0.5 
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Σε όλα τα διαγράµµατα ∆5.84-∆5.86, η περιοχή ανακυκλοφορίας εκτείνεται µεταξύ 
των δύο σηµείων τοµής των καµπυλών ω και WSS. 
Παρατηρώντας, στα διαγράµµατα φαίνεται µε πολύ καλή ακρίβεια, τα σηµεία 
µηδενισµού των τάσεων, να είναι τα σηµεία µηδενισµού του µέτρου της 
στροβιλότητας ω. 
Ο ρυθµός παραµόρφωσης στον άξονα παρουσιάζει µικρές µεταβολές, σχηµατίζοντας 
συνθήκες σταθερού ιξώδους 
Το ιξώδες των µη νευτώνειων ρευστών, µεταβάλλεται έντονα στο περίγραµµα των 
δινών, ενώ στην περιοχή του άξονα, όπως και στην περίπτωση µόνιµης ροής, 
σχηµατίζεται µία ζώνη µε σταθερό ιξώδες  
Οι διαφορές στα δύο µη νευτώνεια µοντέλα είναι σηµαντικές, καθώς στο Η-Β το 
ιξώδες τιµές µεγαλύτερες ή ίσες του µref, ενώ στο W-S το ιξώδες είναι µικρότερο και 
µόνο οριακά στην περιοχή του άξονα φτάνει την τιµή του αντίστοιχου µref. 
 

 

 

 

• Str=0.5 – Re=25, τ = 1 

 

 

∆5.87– νευτώνειο, Str = 0.5 – Re =25, τ = 1 
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∆5.88– W-S, Str = 0.5 – Re =25, τ = 1 

 

∆5.89– H-B, Str = 0.5 – Re =25, τ = 1 
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Το σηµείο µηδενισµού των τάσεων, συµπίπτει µε το σηµείο µηδενισµού του µέτρου 
της στροβιλότητας ω, µε την περιοχή ανακυκλοφορίας να εκτείνεται ανάµεσα στα 
δύο κοινά σηµεία µηδενισµού. Παρατήρηση κοινή και στην προηγούµενη ροή Str = 
0.05 – Re =100 την τ = 0.5. 

Ο ρυθµός παραµόρφωσης στον άξονα παρουσιάζει αύξηση στην περιοχή του σηµείου 
επανακόλλησης της ροής. 

Το ιξώδες στο Η-Β εξακοντίζεται, φτάνοντας τιµές δεκαπλάσιες του µeff στην περιοχή 
γύρω από τον άξονα, ενώ στο W-S στα ίδια σηµεία εξισώνεται µε το µeff. 

Το φαινόµενο αυτό, προφανώς σχετίζεται µε το µειωµένο Re, σύµφωνα και µε τα 
αποτελέσµατα της µόνιµης ροής. 

 

• Str=0.5 – Re=100 και Str=0.5 – Re=150, τ = 0.5 

 

 

∆5.90– νευτώνειο, Str = 0.5 – Re =100, τ = 0.5 
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∆5.91– W-S, Str = 0.5 – Re =100, τ = 0.5 

 

 

∆5.92– H-B, Str = 0.5 – Re =100, τ = 0.5 
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∆5.93– νευτώνειο, Str = 0.5 – Re =150, τ = 0.5 

 

∆5.94– W-S, Str = 0.5 – Re =150, τ = 0.5 
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∆5.95– H-B, Str = 0.5 – Re =150, τ = 0.5 

 

Στην περιοχή εµφάνισης του κέντρου της δίνης, έχουµε την εµφάνιση τοπικού 
µεγίστου στο διάγραµµα της στροβιλότητας και στην περιοχή επανακόλλησης της 
ροής, κατάντι του κέντρου της εµφανιζόµενης δίνης, ο ρυθµός παραµόρφωσης στον 
άξονα αυξάνεται. 

Κάτω από τις περιοχές ανακυκλοφορίας, το ιξώδες εµφανίζεται να δηµιουργεί 
περιοχές µε µικρότερες τιµές. 

Τέλος, ιδιαίτερα χαρακτηριστική είναι η πληροφορία για το κέντρο της δίνης, που 
λαµβάνουµε από το ρυθµό παραµόρφωσης στον άξονα.  

Η αξονική θέση του κέντρου της δίνης, συµπίπτει µε τη µείωση του ρυθµού 
παραµόρφωσης και την αύξηση του ιξώδους στη θέση αυτή. 

Όπως φαίνεται από τις ισοσταθµικές του ιξώδους, στην ίδια αξονική θέση µε το 
κέντρο της δίνης, αλλά πάνω στον άξονα συµµετρίας, δηµιουργείται µία πολύ µικρή 
κυκλική περιοχή µε αυξηµένο ιξώδες και στα δύο µη νευτώνεια. Η περιοχή αυτή 
οφείλει τις υψηλές τιµές ιξώδους, ακριβώς στο µειωµένο ρυθµό παραµόρφωσης που 
εµφανίζεται εκεί. 

Και στη δεύτερη δίνη, το σηµείο τοµής των καµπυλών µέτρου στροβιλότητας και 
WSS υποδεικνύει τα ακραία σηµεία της δίνης. 
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• Str=1 – Re=100 

 

 

 

∆5.96– νευτώνειο, Str = 1 – Re =100, τ = 1 
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∆5.97– W-S, Str = 1 – Re =100, τ = 1 

 

 

∆5.98– H-B, Str = 1 – Re =100, τ = 1 
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Η υπόθεσή µας, για εµφάνιση των ακραίων σηµείων µιας δίνης, στα σηµεία τοµής 
των καµπυλών µέτρου στροβιλότητας και WSS, καταρρέει και δεν µπορούµε παρά να 
θεωρήσουµε ότι αυτό οφείλεται στην αύξηση του Str και την ισχυρή επίδραση της µη 
µονιµότητας. 
Οι δύο άλλες παρατηρήσεις, όµως, εξακολουθούν να έχουν ισχύ:  
Έτσι, και πάλι επί του άξονα, σε αξονική θέση, ίδια µε αυτή του κέντρου δινών, 
µακριά από τη στένωση, εµφανίζονται τόποι µε αυξηµένο ιξώδες. Αυτό, είναι 
εµφανές κυρίως στο Η-Β ρευστό, αλλά παρατηρώντας προσεκτικά φαίνεται και για 
το W-S. Η συµπεριφορά αυτή, προκαλείται από τις παρατηρούµενες πτώσεις στην 
τιµή του ρυθµού παραµόρφωσης επί του άξονα, στις αντίστοιχες θέσεις, οι οποίες 
είναι κοινές και για το νευτώνειο. 
Τα κέντρα των δινών είναι περιοχές εµφάνισης τοπικού µεγίστου στο µέτρο της 
στροβιλότητας στο τοίχωµα.   
 
συµπεράσµατα 
 

• πληροφορία για το κέντρο µιας δίνης είναι δυνατόν να λάβουµε από 
ρευστοµηχανικά µεγέθη στον άξονα 

Συγκεκριµένα, είδαµε την αξονική θέση µίας δίνης να συµπίπτει µε σηµείο καµπής 
του ρυθµού παραµόρφωσης στον άξονα, κάτι που στα µη νευτώνεια ρευστά 
µεταφράστηκε σε µικρή περιοχή αύξησης του ιξώδους.  
Η µικρή περιοχή αυξηµένου ιξώδους, µας θυµίζει το αυξηµένο ιξώδες στο κέντρο της 
δίνης, που είχαµε παρατηρήσει στη µόνιµη ροή, για Re κοντά στον Recritical (για 
Re≥Recritical έχουµε  αποκόλληση της ροής). 
Στο τέλος της περιοχής ανακυκλοφορίας, ο ρυθµός παραµόρφωσης παρουσιάζει 
αυξητική τάση. 

• η περιοχή που συναντούµε το κέντρο κάποιας δίνης είναι περιοχή εµφάνισης 
τοπικού µεγίστου του µέτρου της στροβιλότητας στο τοίχωµα  

• το ιξώδες των µη νευτώνειων ρευστών εµφανίζει αρκετές µεταβολές, µε 
κυριότερες τη ζώνη σταθερού, και υψηλότερου από την υπόλοιπη ροή, 
ιξώδους επί του άξονα συµµετρίας 

• οι καµπύλες µέτρου στροβιλότητας και WSS στο νευτώνειο ρευστό, είτε 
ταυτίζονται, είτε είναι συµµετρικές ως προς τον οριζόντιο άξονα 

Συµµετρικές είναι στις περιοχές ανακυκλοφορίας, ενώ στη ροή στον ευθύγραµµο 
αγωγό ταυτίζονται. Κάτι τέτοιο, δεν παρατηρείται στα µη νευτώνειο ρευστά, 
προφανώς λόγω του µεταβλητού ιξώδους. 
 

 
vi} µήκη περιοχών ανακυκλοφορίας 
 
Για τις δύο περιπτώσεις ροών, που δεν παρατηρήθηκαν δίνες, παρά µόνο περιοχές 
ανακυκλοφορίας ακριβώς κατάντι της στένωσης, παρουσιάζουµε τα σηµεία 
αποκόλλησης (κόκκινο χρώµα) και επανακόλλησης (πράσινο χρώµα) της ροής, κατά 
τη διάρκεια της περιόδου. Αδιαστατοποιούµε µε τη διάµετρο του αγωγού d. Τα 
σηµεία συµπίπτουν όταν οι περιοχές ανακυκλοφορίας αποσβέννονται.  
Επίσης, σχεδιάζουµε και τα διαγράµµατα Lr(t)/Lrs – τ , θέλοντας να σιγκρίνουµε τα 
µήκη ανακυκλοφορίας κάθε στιγµή της µη µόνιµης ροής Lr(t), µε το παρατηρούµενο 
στη µόνιµη ροή Lrs, για τον ίδιο Re. (∆5.99 και ∆5.100) 
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∆5.99– οι ανακυκλοφορίες στη ροή Str = 0.05 – Re =100 
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∆5.100– οι ανακυκλοφορίες στη ροή Str = 0.5 – Re =25 
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συµπεράσµατα 
 

• το σηµείο αποκόλλησης της ροής δεν επηρεάζεται ιδιαίτερα από την 
επιτάχυνση ή την επιβράδυνση της ροής σε κανένα µοντέλο, όπως στη µελέτη 
της µόνιµης ροή δε µετατοπιζόταν ιδιαίτερα για µεταβολή του Re 

 
• το σηµείο επανακόλλησης, αυξάνεται προοδευτικά µε την επιτάχυνση της 

ροής, αλλά απότοµα µε την επιβράδυνσή της, δίνοντάς µας την εντύπωση ότι 
η δηµιουργούµενη αναρρόφηση επιδρά πολύ ισχυρότερα στο ρευστό, από την 
εξώθησή του στη φάση επιτάχυνσης 

 
• τα µήκη ανακυκλοφορίας στη φάση µόνιµης παροχής είναι ίδια µε αυτά στο 

µόνιµο πεδίο ροής, ενώ στη φάση µη µόνιµης παροχής πολλαπλασιάζονται 
αρκετές φορές, ανάλογα µε το µοντέλο και τις συνθήκες ροής 

Το Η-Β, που εµφανίζει κατά 10% µικρότερες περιοχές ανακυκλοφορίας, δεν 
αποτελεί εξαίρεση στον κανόνα, αφού ο Bi, για τον οποίο έγιναν οι υπολογισµοί 
του µη µόνιµου πεδίου ήταν 5 φορές µεγαλύτερος. Έµµεσα, λοιπόν, βλέπουµε τη 
σηµαντικότητα του Bi στη συµπεριφορά του Η-Β. 
 
• το W-S, όχι µονο σχηµατίζει µεγαλύτερα µήκη ανακυκλοφορίας, αλλά τα 

αυξάνει και πολύ ευκολότερα, σε σχέση µε τα άλλα µοντέλα 
 
• οι εντονότερες µεταβολές που επιβάλλει ο υψηλότερος Str, αναγκάζουν τα 

ρευστά να πολλαπλασιάσουν κατά πολύ το µήκος ανακυκλοφορίας που έχουν 
στη µόνιµη ροή, ενώ οι υψηλές συνεκτικές δυνάµεις για αυτή τη ροή χαµηλού 
Re, δεν επιτρέπουν την ανάπτυξη ανακυκλοφορίας στη µόνιµη φάση 

Προφανώς, τα µη νευτώνεια αντισταθµίζουν τα ισχυρά µη µόνιµα στοιχεία της ροής, 
µε αύξηση του ιξώδους τους, που τελικά οδηγεί σε µεγαλύτερες συνεκτικές δυνάµεις, 
µη επιτρέποντας την αύξηση της ανακυκλοφορίας. 
 
 
 

vii} ταχύτητες δινών 
 
Η κατά Lagrange, υλική, περιγραφή του πεδίου ροής, που υιοθετήσαµε, µας δίνει τη 
δυνατότητα να παρατηρήσουµε την κίνηση των δινών, σαν να κινούµαστε µαζί µε 
αυτές.  
Μετρώντας τη µετακίνησή τους σε σχέση µε κάποιο ακίνητο όριο του αγωγού, 
µπορούµε να υπολογίσουµε, άµεσα, τη σχετική ταχύτητά τους µε αυτό και τελικά µε 
εµάς, τον ακίνητο παρατηρητή. 
Αυτό είναι και ένα βασικότατο πλεονέκτηµα µίας υπολογιστικής µελέτης, σε σχέση 
µε µία πειραµατική, αφού στη δεύτερη περίπτωση πρέπει να γίνει έµµεσος 
υπολογισµός της ταχύτητάς τους. 
Ο υπολόγισµός γίνεται µε κεντρικό σχήµα πεπερασµένων διαφορών της µετατόπισής 
τους στο χρόνο, που αναπτύχθηκε σε πρόγραµµα υπολογιστή και παρατίθεται στο 
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ. 
 
Παρουσιάζουµε (∆5.101-∆5.103) την αξονική ταχύτητα του κέντρου µίας δίνης τη 
στιγµή nt ,   
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ως τη µετατόπιση της αξονικής θέσης του κέντρου µίας δίνης µεταξύ δύο στιγµών, 

1−nτ  και τττ ∆+= −+ 11 nn , προς το χρόνο αυτό. 05.0=∆τ   σταθερό. 

Οι θέσεις µετρήθηκαν από τα δεδοµένα µας, µε αρχή µετρήσεων την είσοδο του 
αγωγού, αλλά λόγω του υπολογισµού µετατοπίσεων και όχι απόλυτων τιµών, µικρή 
σηµασία έχει. 
Επειδή οι δίνες αποσβέννονται και επαναδηµιουργούνται, θεωρούµε ότι αν µία δίνη 
δεν εµφανίζεται σε µία στιγµή nt , τότε η µετατόπισή της λαµβάνει την τιµή 

0)( =ntx . 

Επίσης, για να αποφύγουµε το φαινόµενο να υπολογίζουµε την ταχύτητα µίας δίνης 
ως µετατόπισή της από ή προς την αρχή των µετρήσεων x = 0, που θα προέκυπτε από 
την προηγούµενη συνθήκη, θεωρούµε την ταχύτητα της δίνης 0)( =ntu , αν σε 

κάποια στιγµή από τις 1+nt  ή 1−nt  έχουµε 0)( 1 =+ntx ή 0)( 1 =−ntx . Αυτό σηµαίνει ότι η 

ταχύτητα µετατόπισής της υπολογίζεται µετά την πρώτη στιγµή εµφάνισής της και 
προφανώς δίνες που εµφανίζονται µόνο για µία χρονική στιγµή, δεν έχουν ταχύτητα 
µετακίνησης. 
Αδιαστατοποίησή της, γίνεται µε την ταχύτητα του ρευστού στην είσοδο του αγωγού, 
την ίδια στιγµή, ως  
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Με την αδιαστατοποίηση αυτή, έχουµε τη δυνατότητα να µελετήσουµε τη σχετική 
κίνηση των δινών, ως προς την κύρια ροή. Έτσι, πιθανές αρνητικές ταχύτητες 

)(*
nvu τ , σηµαίνουν κίνηση της δίνης αντίθετα από την επιβαλλόµενη ροή στην 

είσοδο του αγωγού την nτ . 

 
συµπεράσµατα 
 

• οι δίνες εµφανίζουν ταχύτητες µεγαλύτερες από αυτή της ροής 1.5 µε 3.5 
φορές κατά µέσο όρο και όχι πάνω από 5 φορές 

 
• οι ταχύτητες των δινών και η µεταβολή τους, εξαρτώνται από το υιοθετούµενο 

µοντέλο ρευστού 
 

• επηρεάζονται από την ταχύτητα της κύριας ροής άµεσα, αφού επιταχύνονται 
και επιβραδύνονται µαζί της 

 
• ελάχιστες αρνητικές τιµές παρατηρούνται, δηλαδή κίνηση των δινών αντίθετα 

από τη στιγµιαία ροή στη είσοδο, και µόνο σε χαµηλούς Str 
 

• ίσως υπάρχει σχέση µεταξύ του αριθµού των δινών που εµφανίζονται στον 
αγωγό δεδοµένη χρονική στιγµή («πυκνότητα» δινών θα λέγαµε) και της 
ταχύτητας που αυτές λαµβάνουν, αφού στο W-S οι πολλές ταυτόχρονα 
µετακινούµενες δίνες, δείχνουν να µη φτάνουν τις ταχύτητες των δινών στα 
άλλα µοντέλα 
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∆5.101– οι ταχύτητες των δινών στο νευτώνειο ρευστό 
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∆5.102– οι ταχύτητες των δινών στο W-S ρευστό 
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∆5.103– οι ταχύτητες των δινών στο H-B ρευστό 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  VΙ 
 
 

συµπεράσµατα 
 
 

Με τις συνθήκες και περιορισµούς που διεξάχθηκε η µελέτη, προκύπτουν τα 
ακόλουθα αυµπεράσµατα. 
 

 
i} διαδικασία επίλυσης 
 

• στην επίλυση των µη µόνιµων πεδίων ροής, ο αριθµός βηµάτων που 
απαιτείται για τη διαµέριση της περιόδου του φαινοµένου, σε δεδοµένο 
υπολογιστικό πλέγµα, είναι συνάρτηση του Str και µάλιστα µεταβάλλεται 
αντίστροφα προς αυτόν. Αυτό ισχύει τόσο για το νευτώνειο, όσο και για τα µη 
νευτώνεια ρευστά. 

 
• ο αριθµός επαναλήψεων της περιόδου του φαινοµένου, που απαιτείται για να 

λάβουµε αποτελέσµατα περιοδικώς ανεξάρτητα, είναι συνάρτηση 
αποκλειστικά του Str. Παραταύτα, οι διαφορές µεταξύ των επαναλήψεων, 
είναι µικρότερες καθώς µειώνεται ο Re. Επίσης, ο αριθµός αυτός είναι 
ανεξάρτητος του χρησιµοποιούµενου µοντέλου ρευστού. 

 

•  ο αδιάστατος αριθµός Re της ροής, στη γενικευµένη µορφή 
eff

dU
Re

µ
ρ 0= , 

όπου µeff  διαφορετική συνάρτηση για κάθε µοντέλο ρευστού, είναι δυνατόν 
να αποτελέσει αριθµό οµοιότητας της ροής για τα µοντέλα ρευστών 
Εκθετικού Νόµου – Walburn-Schneck (W-S) στη µελέτη µας – , Herschel-
Bulkley (H-B), Quemada (Q) και Casson (C), καθιστώντας τον πολύτιµο 
εργαλείο για τις συγκρίσεις αδιάστατων µεγεθών µεταξύ διαφορετικών 
µοντέλων. 

 

 
ii} µόνιµη ροή – ευθύγραµµος αγωγός 
 

• µεγάλες αποκλίσεις διαπιστώθηκαν στο µήκος διαµόρφωσης των µοντέλων, 
µε τα W-S και Η-Β να χρειάζονται περισσότερο µήκος αγωγού για να 
αναπτυχθούν πλήρως, σχετικά µε τα Q και C ρευστά 

• οι διαφορές που παρουσιάζονται στο µήκος διαµόρφωσης των µοντέλων, δε 

µπορούν να σχετισθούν µε τους ρυθµούς διάτµησης x r
xr

u u

r x

∂ ∂
γ = +

∂ ∂
&  στην 

είσοδο του αγωγού, αφού είναι ίδιας τάξης για όλα τα µοντέλα, αλλά 
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οφείλονται στο διαφορετικό πεδίο διατµητικών τάσεων που αναπτύσσει κάθε 
µοντέλο στην περιοχή της εισόδου του αγωγού. Έτσι, µπορεί το πάχος των 
οριακών στρωµάτων όλων των µοντέλων να είναι ίδιο, αλλά το διαφορετικό 
ιξώδες αναγκάζει κάποια να διαµορφωθούν πλήρως πολύ «νωριτερα» µέσα 
στοναγωγό. 

• τα ρευστά που αναπτύσσουν τις µεγαλύτερες τάσεις κατά την είσοδό τους 
στον αγωγό, αναπτύσσουν και τις µεγαλύτερες διατµητικές τάσεις κατά τη 
διάρκεια της πλήρως ανατπτυγµένης ροής τους 

 
 

iii} µόνιµη ροή – στενωµένος αγωγός 
 

• κατάντι της στένωσης, δηµιουργείται µία περιοχή χαµηλού ιξώδους σε όλα τα 
µη νευτώνεια µοντέλα (έχει τη µορφή ροής δέσµης), λόγω των µεγάλων 
παραµορφώσεων στα στοιχεία του ρευστού που προκαλέι η καµπύλη 
γεωµετρία της περιοχής 

• µεγάλες διαφορές παρατηρήθηκαν στον ελάχιστο απαιτούµενο Re για 
αποκόλληση της ροής κατάντι της στένωσης. Στο Q η αποκόλληση ξεκινα για 
Re ≥ 125, στο C για Re ≥ 40 ενώ για το νευτώνειο, Η-Β, W-S για Re στην 
περιοχή του 25. 

• οι περιοχές ανακυκλοφορίας επιµηκύνονται γραµµικά µε την αύξηση του Re, 
σε όλα τα µοντέλα, ενώ επίσης σε κανένα το σηµείο αποκόλλησης της ροής 
δε µετακινείται ιδιαίτερα µε την αύξηση του Re. 

• οι περιοχές ανακυκλοφορίας των W-S και H-B είναι περίπου 1.5 φορές 
µεγαλύτερες από αυτές του νευτώνειου ρευστού. 

• η διατοµή όπου εµφανίζεται η µέγιστη αξονική ταχύτητα, βρίσκεται περίπου 
10% της διαµέτρου φορές κατάντι του λαιµού και η θέση της µεταβάλλεται 
µε το Re και το µοντέλο 

• η αξονική θέση µεγιστοποίησης των διατµητικών τάσεων στο τοίχωµα, 
βρίσκεται 1% της διαµέτρου ανάντι της θέσης του λαιµού 

• η σηµαντικότητα των µη νευτώνειων ρευστών αυξάνει κατακόρυφα µε τη 
µείωση του Re 

• το νευτώνειο ρευστό, δεν έχει τη δυνατότητα να µας περιγράψει ακριβώς την 
κατανοµή του ιξώδους κατά τη ροή του αίµατος µέσα στα αγγεία, άλλα 
µπορεί να µας δώσει καλές αντιπροσωπευτικές τιµές, ιδιαίτερα σε τιµές       
Re > 100, όπου παρατηρούµε τάση σύµπτωσης των Η-Β και C µε τη νετώνεια 
συµπεριφορά 

 

iv} µη µόνιµη ροή 
 

• η µορφή του πεδίου ροής είναι συνάρτηση των αδιάτατων χαρακτηριστικών 
αριθµών της ροής Re και Str, αλλά επηρεάζεται και από το υιοθετούµενο 
µοντέλο ρευστού 

• αύξηση του Str, αυξάνει τον αριθµό των παρατηρούµενων δινών σε κάθε 
χρονική στιγµή, ενώ αυξηµένος Re παράγει µεγαλύτερες περιοχές 
ανακυκλοφορίας και µεγαλύτερες δίνες. 

• η µη νευτώνεια συµπεριφορά, λόγω του ψευδοπλαστικού (shear-thinning) 
χαρακτήρα των µοντέλων που χρησιµοποιήσαµε, δείχνει να ευνοεί την 
εύκολη µεταβολή του πεδίου ροής 
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• η παρακάτω γενική µορφή της ροής κατά τη διάρκεια της περιόδου 
παρατηρήθηκε, σε όλα τα µοντέλα, για τις ροές Str = 0.5 – Re = 100, Str = 0.5 
– Re = 150 και Str = 1 – Re = 100:  

Με την έναρξη της φάσης επιτάχυνσης, η ροή στην περιοχή της στένωσης 
επανακολλάται και οι κατάντι δίνες αποσβέννονται, προφανώς υπό την ισχυρή 
επίδραση της θετικής κλίσης της ηµιτονοειδούς µορφής συνάρτησης ταχύτητας 
εισόδου. 
Η επιτάχυνση αυτή επίσης, εξοµαλύνει τις διαταραχές της ροής (µείωση 
στροβιλότητας της ροής) στο ευθύγραµµο τµήµα του αγωγού, µε αποτέλεσµα να 
«επιβιώνουν» µόνο δίνες που βρίσκονται αρκετά µακριά και η «πληροφορία», στο 
παραβολικό πεδίο που µελετούµε, δε φτάνει αρκετά ισχυρή. Αυτές, συνεχίζουν το 
ταξίδι τους προς την έξοδο του αγωγού σµικρυνόµενες. 
Η συνεχιζόµενη, µε µικρότερο ρυθµό, µεταβολή της ταχύτητας, δηµιουργεί δίνες 
πάνω στο τοίχωµα, κατάντι του λαιµού, ενώ η αρνητική κλίση ταχύτητας, που 
αντιστοιχεί σε συνθήκες αναρρόφησης, δηµιουργεί οπισθορροή (backflow) στην 
περιοχή κοντά στο τοίχωµα µε άµεση συνέπεια την αύξηση των ήδη σχηµατισµένων 
µηκών ανακυκλοφορίας και τη µεγένθυνση των δινών. 
Εισερχόµενοι στη φάση συνεχούς παροχής, παρατηρούµε µία τάση επαναφοράς στη 
ροϊκή κατάσταση που παρατηρήθηκε στη µόνιµη ροή. 
Έτσι, δίνες που σχηµατίσθηκαν, τώρα αποσβέννονται, άλλες ενώνονται µεταξύ τους 
ή τέλος µεγάλες περιοχές ανακυκλοφορίας, αυξανόµενες σε µήκος αποκτούν δύο 
κέντρα.  

• σε κάθε ρευστό, οι τιµές των WSS στο λαιµό αυξάνουν µε την αύξηση της 
παροχής, ενώ είναι ανεξάρτητες του Str και αυξάνονται καθώς ο Re µειώνεται 

• για τις ίδιες συνθήκες ροής, το νευτώνειο ρευστό παρουσιάζει τις µεγαλύτερες 
τιµές WSS στη στένωση και το W-S τις µικρότερες, ενώ το αντίθετο 
παρατηρείται στην περιοχή εµφάνισης δινών. 

• οι αξονικές θέσεις των δίνών, συµπίπτουν µε ένα τοπικό µέγιστο της 
στροβιλότητας στο τοίχωµα, ενώ οι εµφανιζόµενες δίνες κινούνται µαζί µε 
την κύρια ροή και µε ταχύτητες 1.5 – 3.5 φορές µεγαλύτερες της στιγµιαίας 
στην είσοδο του αγωγού   

 
 

v} γενικό συµπέρασµα 
 
Το γενικό συµπέρασµα, που συνάγεται από τα αποτελέσµατα της παρούσας µελέτης, 
είναι ότι, οι παρατηρούµενες µεγάλες διαφορές στη συµπεριφορά των µη νευτώνειων 
ρευστών, σε ευθείς και στενωµένους αγωγούς, καθιστά επιβεβληµένη την 
πιστοποίησή τους και από πειραµατικές µελέτες.  
Αυτές, θα βοηθήσουν στην πληρέστερη κατανόηση των ροϊκών χαρακτηριστικών των 
µη νευτώνειων ρευστών στη µικρή κλίµακα που απαιτούν οι βιοϊατρικές εφαρµογές. 
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
 
 

Υπολογιστική Μελέτη Πεδίων Ροής Μη Νευτώνειων Ρευστών  
σε Αξονικά Συµµετρική Στένωση 

 
∆ιπλωµατική Εργασία  

του 

Ιάσονα Ζήση 
 
Πολλά µοντέλα ρευστών έχουν αναπτύχθεί για να προσεγγίσουν δεδοµένα που 
φανερώνουν τη µη νευτώνεια ψευδοπλαστική (shear thinning) συµπεριφορά του 
αίµατος και έχουν χρησιµοποιηθεί σε πλήθος αριθµητικών προσοµοιώσεων της ροής 
του αίµατος. Εκτός από κάποιες εργασίες προσανατολιζόµενες στη µαθηµατική 
πλευρά του θέµατος, δεν έχει δοθεί µεγάλη προσοχή σε στοιχειώδεις ροές αυτών των 
µοντέλων. Για να αποκαλύψουµε µερικές από τις βασικές ροϊκές τους ιδιότητες, 
διεξάγαµε µία υπολογιστική µελέτη, για τέσσερα από τα µοντέλα που συνήθως 
χρησιµοποιούνται στην περιγραφή των ψευδοπλαστικών χαρακτηριστικών του 
αίµατος και συγκεκριµένα τα: Walburn-Schneck (W-S), Herschel-Bulkley (H-B), 
Quemada (Q) and Casson (C). 
Επικεντρώνοντας το ενδιαφέρον µας σε πρωτόλειες ροϊκές τους ιδιότητες, 
µελετήθηκαν οι µόνιµες και µη µόνιµες ροές τους σε 2-D αξονικά συµµετρικούς 
αγωγούς, χρησιµοποιώντας ένα πακέτο υπολογιστικής ρευστοµηχανικής του 
εµπορίου, µαζί µε τις αντίστοιχες ροές του νευτώνειου ρευστού. 
Επειδή οι ψευδοπλαστικές ιδιότητες του αίµατος, αναµένεται να εµφανίζονται σε 
χαµηλούς αριθµούς Reynolds (Re), εξετάσαµε το εύρος 25 ως 150. Όσον αφορά στη 
µη µόνιµη ροή, θελήσαµε να µελετήσουµε την ψευδοπλαστική συµπεριφορά και σε 
άλλες περιπτώσεις ροών, πέρα από τη φυσιολογική. 
Τα αποτελέσµατά µας, στις περιπτώσεις µόνιµων ροών, κατέδειξαν κατακόρυφη 
αύξηση της σηµαντικότητας της µη νευτώνειας ψευδοπλαστικής συµπεριφοράς, 
καθώς ο αριθµός Re µειώνεται. Το µήκος διαµόρφωσης των W-S και H-B βρέθηκε 
να είναι πολύ µεγαλύτερο από αυτό των Q και C µοντέλων. Το µέγιστο της αξονικής 
ταχύτητας, επί του άξονα του στενωµένου αγωγού, εµφανίζεται κατάντι του λαιµού 
για όλα τα µοντέλα, σε αντίθεση µε την ανάντι µεγιστοποίηση των διατµητικών 
τάσεων στο τοίχωµα (WSS). Μεγάλες διαφορές µεταξύ των µοντέλων 
παρατηρήθηκαν στην κατανοµή του ιξώδους, τόσο στον ευθύ, όσο και στο 
στενωµένο αγωγό. 
Η µορφή του πεδίου ροής στις µη µόνιµες ροές σχετίζεται µε τους δύο αριθµούς, Re 
και Strouhal (Str), αλλά και το υιοθετούµενο µοντέλο. Οι τιµές των WSS 
µεταβάλλονται στο χρόνο, ακολουθώντας την κλίση της παροχής και είναι 
ανεξάρτηες του Str. Αντίθετα, αυξάνονται µε τη µείωση του Re. Σχετικά µε την 
επίδραση του µοντέλου στις WSS, το W-S φαίνεται να παράγει τις µικρότερες τιµές 
στην περιοχή, ενώ το νευτώνειο τις µεγαλύτερες. Αντίθετες συνθήκες δείχνουν να 
επικρατούν στις περιοχές εµφάνισης των δινών.  
 
 
λέξεις κλειδιά: µη νευτώνειο, αξονοσυµµετρική, στένωση, CFD, ροή αίµατος 
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Summary  
 
Numerical Study of Non Newtonian Fluid Flow Through Axisymmetric Stenosis 

 
Diploma Thesis  

by 

Jason Zissis 
 
Several fluid models have been developed to fit experimental data showing blood’s 
non-newtonian shear-thinning fluid behaviour and were incorporated in many 
numerical simulations of blood flow. Apart from some mathematic-oriented works, 
little attention has been given to arbitrary flows of these models. In order to unveil 
some of their basic fluid properties, we conducted a numerical study, involving four 
of the most commonly used models to describe blood’s shear-thinning characteristics, 
namely: Walburn-Schneck (W-S), Herschel-Bulkley (H-B), Quemada (Q) and Casson 
(C). 
Focusing on elemental fluid properties, their steady and unsteady flows through 2-D 
axisymmetric, straight and stenosed ducts, were studied using a commercial CFD 
package, along with the corresponding flows of the newtonian fluid. 
Shear-thinning properties of blood are expected to appear in low Reynolds (Re) 
numbers, therefore the range studied was 25 to 150. As far as the unsteady case is 
concerned, not only were we interested in physiologic flow conditions, but we were 
eager to study shear-thinning behavior in other flow regimes, too. 
Our results in steady flow cases, showed rapidly increasing significance of non 
newtonian shear-thinning behaviour, as Reynolds number decreases. The entrance 
length for W-S and H-B was found much greater than those of Q and C models. The 
peak of the axial velocity on the axis of the stenosed tube located downstream of the 
neck for all models, in contrast to the upstream peaking of wall shear stresses (WSS) 
values. Great differences among models were observed for the viscosity distribution 
in the straight and the stenosed tube. 
The pattern of the flow field in unsteady flows is related to both Re and Strouhal (Str) 
numbers, as well as the employed model. The WSS in the neck region vary in time 
according to the flow rate, being independent of Str. On the contrary, they increase as 
Re is reduced. With regard to the influence of the fluid model on WSS, it appears that 
W-S generates the smallest WSS in this area, while the newtonian the highest. Αn 
inverse tendency appears in the regions were vortices are located.  
 
 
keywords: non newtonian, axisymmetric, stenosis, CFD, blood flow 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 
 
 

• C header files 
 
συνάρτηση ορισµού του µοντέλου ρευστού Quemada 
 
/************************************************** ****************** 

UDF for specifying quemada blood model viscosity 
*************************************************** *****************/ 
 
#include "udf.h" 
 
  double k0=4.33; 
  double koo=2.07; 
  double g=1.88; 
  double h=0.45; 
  double mf=0.0012; 
 
DEFINE_PROPERTY(quemada_viscosity, cell, thread) 
{ 
   
  double x = C_STRAIN_RATE_MAG(cell,thread); 
   
  double strain = fabs(x); 
    
  double a = sqrt(strain/g); 
  double b = 0.5*(k0 + koo*a)*h/(1+a); 
   
  double mu_lam = mf*pow( 1.-b , -2. ); 
   
  return mu_lam; 
} 
 
 
συνάρτηση ορισµού του µοντέλου ρευστού Casson 
 
/************************************************** ****************** 

UDF for specifying casson blood model viscosity 
*************************************************** *****************/ 
 
#include "udf.h" 
 
   
DEFINE_PROPERTY(casson_viscosity, cell, thread) 
{ 
   
  double m0=0.0031; 
  double t0=0.01082; 
  int k=500; 
   
  double x = C_STRAIN_RATE_MAG(cell,thread); 
   
  double strain = fabs(x) + 0.000000001; 
    
  double a= pow( (t0/strain) , 0.5 ); 
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  double b= 1. - exp(-pow((k*strain),0.5));   
 
  double c = pow(m0, 0.5) + (b*a);  
   
  double mu_lam = pow( c , 2.); 
   
  return mu_lam; 
} 
 
συνάρτηση περιοδικής ταχύτητας u(t) στην είσοδο του αγωγού 
 
 
/************************************************** ****************** 

UDF for specifying unsteady velocity 
*************************************************** *****************/ 
 
DEFINE_PROFILE(unsteady_velocity, thread, position)  
{ 
  face_t f; 
  double uo=0.077694; 
  double t = CURRENT_TIME; 
  double pi = 4.*atan(1.); 
  double hz = 1.; 
  double w = 2.*pi*hz;   
  begin_f_loop(f, thread) 
    {    
      F_PROFILE(f, thread, position) = uo*( 0.95 + sin(w*t)); 
    } 
  end_f_loop(f, thread) 
} 
 
 

• FORTRAN 77 computer programms 
 
 
αδιαστατοποιήσεις 
 
Με το πρόγραµµα αυτό, υπολογίζονταν τα διαστατά µεγέθη που ήταν απαραίτητο να 
εισαχθούν, για να προκύψουν ροές µε τους αριθµούς οµοιότητας Reynolds και 
Strouhal, που εµείς επιλέγαµε. 
Επίσης, πραγµατοποιεί έλεγχο επάρκειας του αριθµού χρονικών βηµάτων, µε τα 
οποία χωρίζαµε την περίοδο, σχετικά µε το µικρότερο υπολογιστικό χωρίο του 
πέγµατος που χρησιµοποιούσµε. 
 
program nondimensionalization 
c 
       implicit double precision (a-h,o-z) 
c 
c   parameter input, d = diameter of tube,  
c      xmin: length of the smallest computational cell  
c       
       parameter(d=0.004 , xmin=0.00012) 
c 
c 
  1    write(*,*) 'Reynolds number ?' 
       read(*,*) re 
c 
       write(*,*) 'density ?' 
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       read(*,*) dens 
c 
       write(*,*) 'effective viscosity ?' 
       read(*,*) hm 
c 
       write(*,*) 'non-newtonian model parameter ?'  
       read(*,*) an 
c 
       um=  ((re*hm/dens)/(d**an))**(1./(2.-an)) 
c 
       write(*,*) 'yielding stress ?' 
       read(*,*) t0 
c 
       bi= ((d/um)**an)*t0/hm 
c 
       write(*,*) 'Strouhal number ?' 
       read(*,*) st 
c 
       t=d/(um*st) 
c 
       write(*,*) 'number of periods ? ' 
       read(*,*) w 
       write(*,*) 'time steps for the discretarisat ion of a period ?' 
       read(*,*) k 
       dt=t/k 
       write(*,*) ' ' 
c 
       u0= um 
c 
       dtmax=xmin/u0 
c 
 
       write(*,*) '###############################'  
       write(*,*) '        flow conditions        '  
       write(*,*) '==============================='  
       write(*,*) '    Reynolds =', re 
       write(*,*) '    Bingham  =', bi 
       write(*,*) '    Strouhal =', st 
       write(*,*) '###############################'  
       write(*,*) ' ' 
       write(*,*) ' ' 
       write(*,*) ' ' 
       write(*,*) '################################ ###########' 
       write(*,*) '               solver inputs               ' 
       write(*,*) '================================ ===========' 
       write(*,*) '       velocity factor =', u0 
       write(*,*) '       frequency =', 1./t 
       write(*,*) '       time step duration =', dt  
       write(*,*) '       number of time steps =', w*k 
       write(*,*) '################################ ###########' 
c 
       write(*,*) ' ' 
c 
       if (dt .gt. dtmax) then 
        write(*,*) '??????????????????????????????? ?????????? ' 
        write(*,*) '           dtmax=',dtmax 
        write(*,*) ' CHECK TIME STEP SIZE --> decre ase it !!! ' 
        write(*,*) '??????????????????????????????? ?????????? ' 
       else 
        write(*,*) '??????????????????????????????? ?????????? ' 
        write(*,*) '           dtmax=',dtmax 
        write(*,*) '        SUFFICIENT TIME STEP SI ZE         ' 
        write(*,*) '??????????????????????????????? ?????????? ' 
        goto 2 
       endif 
c 
 2     write(*,*) ' ' 
       write(*,*) ' ' 
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c 
       write(*,*) 'for another calculation press -- > 0' 
       read(*,*) m 
       if (m .eq. 0) goto 1 
c 
       stop 
       end 
 

Με το παρακάτω πρόγραµµα, υπολογίζονταν οι ταχύτητες και το µεταβλητό ιξώδες 
αναφοράς των µη νευτώνειων µοντέλων ρευστών W-S και Η-Β. 
 
program v_calculation 
c 
       implicit double precision (a-h,o-z) 
c 
       parameter(d=0.004) 
c 
  1    write(*,*) 'Reynolds number ?' 
       read(*,*) re 
c 
       write(*,*) 'density ?' 
       read(*,*) dens 
c 
       write(*,*) 'effective viscosity ?' 
       read(*,*) hm 
c 
       write(*,*) 'non-newtonian model parameter ?'  
       read(*,*) an 
c 
       um=  ((re*hm/dens)/(d**an))**(1./(2.-an)) 
c 
       hmref=hm*((um/d)**(an-1.)) 
c 
       write(*,*) '################################ ###########' 
       write(*,*) '               reference values            ' 
       write(*,*) '================================ ===========' 
       write(*,*) '       viscosity reference =', h mref 
       write(*,*) '       velocity reference =', um  
       write(*,*) '################################ ###########' 
c 
       write(*,*) ' ' 
c 
       write(*,*) 'for another calculation press -- > 0' 
       read(*,*) m 
       if (m .eq. 0) goto 1 
c 
       stop 
       end 

 
 
ταχύτητες δινών 
 
Στο πρόγραµµα αυτό, εισάγεται ένα αρχείο i γραµµών και  j στηλών, όπου i = 20 
χρονικές στιγµές µέτρησης της αξονικής θέσης του κέντρου κάθε δίνης σε µία 
περίοδο και j : αριθµός δινών που εµφανίζονται κατά τη διάρκεια µίας περιόδου στη 
ροή ενός ρευστού. 
Εξάγονται δύο αρχεία, ένα µε τις απόλυτες ταχύτητες του κέντρου κάθε δίνης και ένα 
µε τις αδιάστατες, όπως περιγράφεται στη µελέτη των ταχυτήτων των δινών. 
Να σηµειώσουµε ότι ο αριθµός των µεταβλητών του προγράµµατος, εξαρτάται από 
τον αριθµό των δινών στην εκάστοτε ροή κάθε ρευστού. 
Εδώ, παρουσιάζεται στη µορφή που πήρε για τους υπολογισµούς στη ροή Str = 0.5 – 
Re = 150, του W-S. 
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program vortex 
c 
       implicit double precision (a-h,o-z) 
c 
       open(1,file='vortex position.dat') 
       open(2,file='vortex velocity.dat') 
       open(3,file='vortex velocity dedim.dat') 
c 
       pi=4.*atan(1.) 
       read(1,*) nts 
       read(1,*) dt 
       read(1,*) uo 
c 
       read(1,*) t1,xa1,xb1,xc1,xd1,xe1,xf1,xg1 
c 
       do 100 i=1,20 
c 
       read(1,*) t2,xa2,xb2,xc2,xd2,xe2,xf2,xg2 
       t=(t2+t1)/2. 
       dxa=xa2-xa1 
       dxb=xb2-xb1 
       dxc=xc2-xc1 
       dxd=xd2-xd1 
       dxe=xe2-xe1 
       dxf=xf2-xf1 
       dxg=xg2-xg1 
c 
       if ((xa1 .eq. 0.) .or. (xa2 .eq. 0.)) then 
        ua=0. 
       else 
        ua= dxa/((nts/2.)*dt) 
       endif 
       if ((xb1 .eq. 0.) .or. (xb2 .eq. 0.)) then 
        ub=0. 
       else 
        ub= dxb/((nts/2.)*dt) 
       endif 
       if ((xc1 .eq. 0.) .or. (xc2 .eq. 0.)) then 
        uc=0. 
       else 
        uc= dxc/((nts/2.)*dt) 
       endif 
       if ((xd1 .eq. 0.) .or. (xd2 .eq. 0.)) then 
        ud=0. 
       else 
        ud= dxd/((nts/2.)*dt) 
       endif 
       if ((xe1 .eq. 0.) .or. (xe2 .eq. 0.)) then 
        ue=0. 
       else 
        ue= dxe/((nts/2.)*dt) 
       endif 
       if ((xf1 .eq. 0.) .or. (xf2 .eq. 0.)) then 
        uf=0. 
       else 
        uf= dxf/((nts/2.)*dt) 
       endif 
       if ((xg1 .eq. 0.) .or. (xg2 .eq. 0.)) then 
        ug=0. 
       else 
        ug= dxg/((nts/2.)*dt) 
       endif 
c 
       if (t .le. 0.5) then 
        ut=uo 
       else 
        ut=uo*(1.-sin(2.*pi*t)) 
       endif 
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c 
       t1=t2 
       xa1=xa2 
       xb1=xb2 
       xc1=xc2 
       xd1=xd2 
       xe1=xe2 
       xf1=xf2 
       xg1=xg2 
       write(2,*)t,ua,ub,uc,ud,ue,uf,ug 
       write(3,*) t,ua/ut,ub/ut,uc/ut,ud/ut,ue/ut,u f/ut,ug/ut 
c         
 100   continue 
c 
       stop 
       end 
 

 
 
 
 
 

______________________ . ______________________ 
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