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ΠΕΡΙΛΗΨΗ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 

 

Στην παρούσα εργασία, µε την βοήθεια της διεθνούς βιβλιογραφίας, µελετάται η διάδοση 

κυµάτων σε αγγεία του κυκλοφορικού συστήµατος του εγκεφάλου µε βάση τον λεγόµενο κύκλο 

του Willis. 

Συγκεκριµένα στο 1
ο
 κεφάλαιο γίνεται αναφορά στην θεωρία διάδοσης κυµάτων στις αρτηρίες 

και αναφέρονται βιβλιογραφικές πηγές για περεταίρω µελέτη του αντικειµένου. Παρουσιάζονται 

οι εξισώσεις ασυµπίεστου ρευστού µε σταθερό ιξώδες που χρησιµοποιήθηκαν στην συνέχεια της 

εργασίας και ο τρόπος υπολογισµού των ανακλάσεων για το γραµµικοποιηµένο σύστηµα. 

Στο 2
ο
 κεφάλαιο παρουσιάζονται εκτενώς χαρακτηριστικά παραδείγµατα υπολογιστικών 

µοντέλων του κυκλοφορικού συστήµατος του εγκεφάλου. 

Στο 3
ο
 κεφάλαιο παρουσιάζονται όλα τα επιµέρους βήµατα που προηγήθηκαν της σύνταξης του 

υπολογιστικού κώδικα, σύµφωνα µε αυτά που επιτάσσει η επιστήµη-τέχνη της υπολογιστικής 

ρευστοµηχανικής. Για την εξαγωγή συµπερασµάτων και την απαραίτητη σύγκριση µε τις 

βιβλιογραφικές πηγές αναπτύχθηκε υπολογιστικός κώδικας βασιζόµενος στην ρητή έκφραση της 

αριθµητικής µεθόδου Mac-Cormack, χρησιµοποιώντας τεχνητή απόσβεση για την µείωση των 

ταλαντώσεων στα αποτελέσµατα. Οι οριακές συνθήκες διατυπώθηκαν κάνοντας χρήση της 

µεθόδου των χαρακτηριστικών. Τα αιµοφόρα αγγεία µοντελοποιήθηκαν ως παραµορφωτοί 

σωλήνες και σε όλες τις περιπτώσεις που µελετήθηκαν η ροή θεωρήθηκε ως παλλόµενη, µε 

διάφορους παλµούς πίεσης. 

Τέλος, στο 4
ο
 κεφάλαιο γίνεται η παρουσίαση των αποτελεσµάτων για τις υπολογιστικές 

περιπτώσεις που µελετήθηκαν. Eπιλύθηκε το κυκλοφορικό σύστηµα του εγκεφάλου. Η µελέτη 

έγινε για φυσιολογικές συνθήκες και σαν µία παθολογική κατάσταση εξετάστηκε η περίπτωση 

ασυµµετρίας της γεωµετρίας (βεβαίως είναι εύκολη η µελέτη και άλλων παθολογικών 

καταστάσεων). Έτσι συνάχθηκαν συµπεράσµατα σχετικά µε την χρησιµότητα των αγγείων στην 

αιµάτωση της περιφέρειας και αναδείχτηκε η κατασκευαστική αρτιότητα του κυκλοφορικού 

συστήµατος του εγκεφάλου. 

 



ABSTRACT 

 

In this master thesis, taking advantage of the universal bibliography, the propagation of waves in 

the cerebral circulatory system according to the circle of Willis is studied.  

To be more specific the 1
st
 chapter explains the theory of wave propagation in the blood vessels 

and refers to bibliographic sources for extra study in this subject. The equations of 

incompressible flow with steady viscosity are presented. These equations were used in this study. 

The theory of the wave reflection for the linearized system was also presented. 

The 2
nd

 chapter deals with some characteristic examples found in the universal bibliography of 

models of the cerebral circulatory system (circle of Willis). 

The 3
rd

 chapter writes about all the steps that preceded the syntax of the computational code, in 

relevance to what computational fluid dynamics (CFD) methodology demands. This code was 

based on the explicit finite difference technique Mac-Cormack, using artificial dissipation to 

damp the oscillations observed on the results. The boundary conditions were set using the 

method of characteristics. The blood vessels were modeled as elastic tubes and the flow as 

pulsatile, for different pressure pulses. 

Finally, in the 4
th

 chapter the results of the studied cases are discussed. Τhe cerebral circulatory 

system (circle of Willis) was solved in 6 steps. The study of the circle of Willis was done for 

physiological circumstances and for a pathological situation of an asymmetry of the geometry of 

the circle of Willis (it is relatively easy for further pathological circumstances to be studied using 

the same code). Using these results, conclusions were conducted about the usage of each blood 

vessel in the spread of the blood in the brain mass. 

 

 

 

 

 



ΚΙΝΗΤΡΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ, ΧΡΗΣΙΜΟΤΗΤΑ ΕΡΓΑΣΙΑΣ, ΣΥΝΕΙΣΦΟΡΑ ΕΡΓΑΣΙΑΣ, 

ΠΑΡΑΠΕΡΑ ΕΡΕΥΝΑ  

 

Η επιστηµονική ενασχόληση µε το αντικείµενο της βιοϊατρικής τεχνολογίας αποτέλεσε 

σηµαντικό κίνητρο δεδοµένης της σπουδαιότητάς της. Η διάγνωση, η πρόληψη και η 

αντιµετώπιση σηµαντικών ασθενειών µε αποτέλεσµα ένα υψηλότερο επίπεδο ζωής για τον 

άνθρωπο, αποτελούν βασικό σκοπό της βιοϊατρικής τεχνολογίας.  

Τα τελευταία χρόνια η συνεργασία γιατρών και µηχανικών έχει δώσει µεγάλη ώθηση στην 

ιατρική επιστήµη, καθώς τώρα πια αποκτά περισσότερο τεκµηριωµένη υπόσταση. Η ιατρική από 

αρχαιοτάτων χρόνων αποτελούσε εµπειρική κυρίως επιστήµη, τουλάχιστον όσον αφορά την 

διάγνωση ασθενειών. Ωστόσο τώρα πια δίνεται η δυνατότητα στον µηχανικό να εφαρµόσει τον 

συστηµατικό και επαναστατικό τρόπο σκέψης του, κάνοντας χρήση των τεχνολογικών µέσων. Η 

ηλεκτρονική πληροφόρηση, µέσω έγκυρων διεθνώς ηλεκτρονικών περιοδικών, ο πειραµατικός 

εξοπλισµός και οι πολλαπλές δυνατότητες που προσφέρει ο ηλεκτρονικός υπολογιστής, 

αποτελούν σηµαντικά εργαλεία για τον µηχανικό. 

Μέσω αυτής της εργασίας υπήρξε σηµαντική ενασχόληση µε την βιορευστοµηχανική, κλάδο της 

βιοϊατρικής τεχνολογίας. Μελετήθηκε η ροή ασυµπίεστων ρευστών σε σωλήνες (στην 

προκειµένη περίπτωση η ροή αίµατος σε αγγεία)  για παραµορφωτά τοιχώµατα και παλλόµενη 

ροή. Εφαρµόστηκαν τα παραπάνω για την µελέτη του κυκλοφορικού συστήµατος του 

εγκεφάλου, λαµβάνοντας υπ’ όψιν την σπουδαιότητα του στην λειτουργία ζωτικών λειτουργιών 

του ανθρώπινου οργανισµού. Η εµπειρία και η σηµαντική υπολογιστική βάση δεδοµένων που 

αποκτήθηκε θα µπορούσε στο µέλλον να χρησιµοποιηθεί για την επίλυση αντίστοιχων µερών 

του κυκλοφορικού συστήµατος, ή ακόµα και για την επίλυση ολόκληρου του κυκλοφορικού 

συστήµατος του ανθρώπινου οργανισµού. Επίσης, σε συνδυασµό µε σύγχρονα τεχνολογικά 

µέσα, όπως για παράδειγµα ο µαγνητικός ή ο αξονικός τοµογράφος θα µπορούσε να αποτελέσει 

σηµαντικό εργαλείο για την ιατρική επιστήµη διεθνώς, αλλά και στην χώρα µας. 

Όπως αναφέρθηκε παραπάνω η εργασία, σε µεγάλο βαθµό, βασίστηκε σε είδη δηµοσιευµένα 

αποτελέσµατα της διεθνούς βιβλιογραφίας και έγινε προσπάθεια αναπαραγωγής αυτών των 

αποτελεσµάτων. Ωστόσο, η ενασχόληση µε ένα τέτοιο υπολογιστικό πρόβληµα, έφερε την 



απαραίτητη εξοικείωση µε το προγραµµατιστικό περιβάλλον της fortran αλλά και την 

αντιµετώπιση παρόµοιων υπολογιστικών προβληµάτων. Επίσης, χρησιµοποιήθηκε µια 

καινοτόµος υπολογιστική µέθοδος, αφού είχαµε ταυτόχρονη εφαρµογή δύο αριθµητικών 

µεθόδων. Ο υπολογισµός των οριακών συνθηκών έγινε µε την µέθοδο των χαρακτηριστικών και 

η επίλυση του προβλήµατος µε την ρητή έκφραση της µεθόδου Mac-Cormack. Ένα άλλο 

σηµαντικό στοιχείο είναι ότι η επίλυση των εξισώσεων έγινε µετά από την αδιαστατοποίηση 

τους, γεγονός που επιτρέπει την χρησιµοποίηση του ίδιου κώδικα ή µέρους αυτού για την 

επίλυση παρόµοιων εξισώσεων. 

Η παραπέρα έρευνα, θα µπορούσε να στοχεύει στην βελτίωση και επέκταση του υπάρχοντος 

κώδικα. Η µελέτη περισσότερων παθολογικών καταστάσεων, όπως για παράδειγµα η ύπαρξη 

αρτηριοσκληρωτικών στενώσεων, θα αποτελούσε το πρώτο βήµα. Στην συνέχεια, θα µπορούσε 

να γίνει επίλυση άλλων µερών του κυκλοφορικού συστήµατος, όπως το µυοκάρδιο, αλλά και 

επέκταση του κώδικα σε όλο το κυκλοφορικό σύστηµα. 

Σε αυτό το σηµείο θα ήθελα να ευχαριστήσω τον κ. Σωκράτη Τσαγγάρη για την αµέριστη 

συµπαράστασή του και καθοδήγηση καθ’ όλη την διάρκεια των σπουδών µου στο ∆ΠΜΣ της 

Υπολογιστικής Μηχανικής, αλλά και όλους τους άλλους, φίλους και συγγενείς, για την στήριξή 

τους. 
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∆ΙΑ∆ΟΣΗ ΚΥΜΑΤΩΝ ΣΤΙΣ ΑΡΤΗΡΙΕΣ 

 

1.1 Μορφές σφυγµικών κυµάτων στο κυκλοφορικό σύστηµα [Τσαγγάρης, 2004] 

Το αίµα εκρέει από την αριστερή κοιλία στο κυκλοφορικό σύστηµα µε ρυθµικές συσπάσεις της 

καρδιάς. Το προστιθέµενο αίµα στην αορτή προκαλεί αύξηση της πίεσης και εποµένως προκαλεί 

ροή του αίµατος κατά µήκος της αορτής και του κυκλοφορικού συστήµατος. ∆ηµιουργείται έτσι 

η ανάπτυξη σφυγµικών κυµάτων (κύµατα πίεσης) και η ροή είναι παλλόµενη (pulsating flow), 

δηλαδή σε κάθε σηµείο του κυκλοφορικού συστήµατος η ταχύτητα και η πίεση είναι περιοδική 

συνάρτηση του χρόνου. Ο όγκος που εκβάλλεται από την καρδιά δεν είναι σταθερός αλλά 

µπορεί να µεταβάλλεται από περίοδο σε περίοδο. 

Σε όλη την έκταση του αρτηριακού συστήµατος η πίεση φθάνει σε µια µέγιστη τιµή που 

ονοµάζεται συστολική πίεση. Η φυσιολογική συστολική πίεση στην αορτή είναι της τάξεως των 

120 mm Hg στο νεαρό ενήλικο. Η ελάχιστη πίεση ονοµάζεται διαστολική πίεση και στην 

βραχιώνιο αρτηρία είναι της τάξεως των 70-80 mm Hg. 

Το κύµα πίεσης αλλάζει µορφή και µέγεθος κατά τη µεταφορά του µέσα στο αρτηριακό 

σύστηµα. Οι αιτίες της µεταβολής του είναι πολλές και δεν µπορούν να διαχωριστούν εύκολα 

διότι είναι αλληλοεξαρτώµενες. Υπάρχουν καταρχήν δύο µορφές λέπτυνσης (tapering): η 

γεωµετρική λέπτυνση που είναι µείωση της διατοµής και η ελαστική λέπτυνση που είναι αύξηση 

της δυσκαµψίας του τοιχώµατος (wall stiffness). Σε µέσου µεγέθους αρτηρίες η ελαστική 

λέπτυνση είναι µικρή και η πίεση πέφτει προοδευτικά. Όµως σε µικρού µεγέθους αρτηρίες η 

λέπτυνση είναι σηµαντική και η πίεση πέφτει γρήγορα σε µέση τιµή 30-38 mm Hg στα 

αρτηρίδια και πίεση σφυγµού στα 5 mm Hg. Αυτές οι τιµές αναφέρονται σε κανονικές συνθήκες 

και αλλάζουν δραστικά στην περίπτωση συστολής ή διαστολής. Φθάνοντας στα τριχοειδή το 

κύµα πίεσης αποσβεννύεται τελείως. Η απόσβεση αυτή οφείλεται στο ιξώδες του αίµατος και 

στην ιξώδη συνιστώσα του ιξωδοελαστικού τοιχώµατος των αγγείων. Πρόσθετα, σηµαντικά 

δρουν στον παλµό πίεσης οι αρτηριακές διακλαδώσεις και η ασυνέχεια στις ελαστικές ιδιότητες. 



Όταν το κύµα πίεσης φθάσει σε διακλάδωση ή ασυνέχεια τότε ένα τµήµα του κύµατος 

διαδίδεται και ένα τµήµα ανακλάται. Το ανακλώµενο κύµα προστίθεται στο αρχικό και 

δηµιουργεί αύξηση της συστολικής πίεσης (peaking), που εξαρτάται από τη στενότητα των 

αρτηριδίων και την δραστηριότητα των προτριχοειδικών σφιγκτήρων. Το ανακλώµενο κύµα, 

επανακλάται µέχρι ότου αποσβεσθεί. Η επαλληλία των διαδιδοµένων και ανακλωµένων 

κυµάτων προκαλεί εκτός από την ενίσχυση και διασπορά (dispersion) του κύµατος. Το αορτικό 

κύµα πίεσης, που είναι περίπου τριγωνικής µορφής εξοµαλύνεται και εκτείνεται φθάνοντας στα 

αρτηρίδια. Η µικρή αύξηση πίεσης που ακολουθεί την εντοµή (η εντοµή παρατηρείται αµέσως µετά 

την σύγκλιση της αορτικής βαλβίδας και οφείλεται στο εξής: όταν η κοιλία χαλαρώνει η ενδοκοιλιακή 

πίεση αρχίζει να ελαττώνεται γρήγορα και η προς τα πίσω ροή αίµατος από την αορτή προς την κοιλία 

έχει ως αποτέλεσµα να αρχίζει να πέφτει και η αορτική πίεση. Η προς τα πίσω ροή κλείνει απότοµα την 

αορτική βαλβίδα.) του παλµού πίεσης, που οφείλεται στην ανάκλαση του κύµατος, 

στρογγυλεύεται και βαθµιαία αντικαθίσταται από αργό αλλά διακεκριµένο βαθούλωµα. Ο 

µηχανισµός της απόσβεσης και της ενίσχυσης των κυµάτων πίεσης είναι διαφορετικός για τις 

διάφορες συνιστώσες του κύµατος. Αυτό συµβαίνει διότι κάθε συνιστώσα οδεύει µε διαφορετική 

ταχύτητα. 

Η ταχύτητα διάδοσης του παλµού είναι περί τα 3 m/sec στη θωρακική αορτή και πάνω από        

5 m/sec στις µικρότερες αρτηρίες όπου υπερέχει το κολλαγόνο. ∆οµικές αλλαγές του 

τοιχώµατος επηρεάζουν την ταχύτητα διάδοσης. Επίσης, παθολογικές αλλαγές όπως σκλήρυνση 

ή υπέρταση ή µυϊκή συστολή του αρτηριακού τοιχώµατος προκαλούν µείωση της εκτασιµότητας 

του τοιχώµατος και εποµένως αύξηση της ταχύτητας διάδοσης (για το απολύτως στερεό τοίχωµα 

τείνει στο άπειρο). 

Υπάρχουν τέλος και πρόσθετες αλλοιώσεις του παλµού πίεσης οφειλόµενες σε κεντροµόλους 

µεταβολές πίεσης, σε θέση καµπυλότητας αγγείων, σε ταλαντώσεις ορισµένων τµηµάτων του 

αρτηριακού συστήµατος, κυρίως σε περιοχές στενώσεων. Επίσης, υπάρχει δευτερεύουσα 

πάλµωση οφειλόµενη στην αναπνοή καθώς και σε µεταβολές της ενδοθωρακικής ή ενδοϊστικής 

πίεσης ή της πίεσης του περιβάλλοντος. 

 

 



1.2 Σχέση πίεσης παροχής στο κυκλοφορικό σύστηµα [Τσαγγάρης, 2004] 

Η µέτρηση της κυµατοµορφής της παροχής χωρίς να διαταράξουµε αυτή ήταν ανέφικτη. Με την 

εισαγωγή της τεχνικής µέτρησης µε παλλόµενους υπερήχους Doppler έγινε δυνατή η µέτρηση 

της κυµατοµορφής παροχής κατά µήκος του αρτηριακού συστήµατος και του προφίλ ταχύτητας. 

Σηµαντική πληροφορία δίδει επίσης η µέτρηση της παροχής µε τον ηλεκτροµαγνητικό µετρητή 

παροχής. 

Αναλυτικός συσχετισµός πίεσης – ταχύτητας είναι αρκετά σύνθετος και απαιτεί την κατασκευή 

πολύπλοκων µοντέλων που πρέπει να λαµβάνουν υπ’ όψη τις ιδιοµορφές των διαφόρων 

τµηµάτων και περιοχών του κυκλοφορικού συστήµατος. Αυτό που περιπλέκει την κατάσταση 

είναι οι ανακλάσεις.  

Στην αορτή τα µέγιστα της ταχύτητας µπορούν να φθάσουν σε 1 m/sec ή και 1,5 m/sec σε 

φυσιολογικές συνθήκες, ενώ η µέση τιµή της είναι περί τα 0,4 m/sec. 

Αν και η ταχύτητα είναι µη παλλόµενη στα τριχοειδή, εντούτοις υπάρχουν παλµώσεις στο 

φλεβικό σύστηµα. Αυτό οφείλεται κυρίως στην αντλητική επενέργεια του δεξιού κόλπου της 

καρδιάς. 

 

1.3 Εξισώσεις ασυµπίεστου ρευστού µε σταθερό ιξώδες [Μανόπουλος, 2009] 

Οι θεµελιώδεις νόµοι της ρευστοµηχανικής βασίζονται σε δύο αξιωµατικούς νόµους διατήρησης 

(για το ασυµπίεστο ρευστό). Το νόµο διατήρησης της µάζας και το νόµο διατήρησης της ορµής. 

Από την εφαρµογή του νόµου διατήρησης της µάζας προκύπτει η εξίσωση συνέχειας. Ο νόµος 

διατήρησης της ορµής εκφράζει το δεύτερο νόµο του Νεύτωνα. 

Το ρευστοµηχανικό µαθηµατικό µοντέλο που αναπτύσσεται και επιλύεται, βασίζεται στις 

εξισώσεις διατήρησης της µάζας και της ορµής µε σταθερές την πυκνότητα, τη θερµοκρασία και 

το ιξώδες του ρευστού. Επίσης, θεωρείται ότι όλα τα σηµεία της διάταξης του µοντέλου 

βρίσκονται στο ίδιο υψόµετρο µε αποτέλεσµα οι βαρυτικές δυνάµεις να εξαλείφονται, ενώ 

υποτίθεται αξονοσυµµετρική ροή. Μέσω ενός συστήµατος κυλινδρικών συντεταγµένων (r, φ, x) 

η εξίσωση Navier Stokes κατά την φ κατεύθυνση απλοποιείται όταν η ροή του ρευστού είναι 



αξονικά συµµετρική χωρίς περιδίνηση (swirl), οπότε για την ταχύτητα κατά την περιφερειακή 

κατεύθυνση ισχύει w=0. ∆ηλαδή, κανένα µέγεθος δεν εξαρτάται από τη φ και όλες οι µεταβολές 

των µεγεθών ως προς φ είναι µηδενικές. Κατά τις δύο άλλες κατευθύνσεις, λαµβάνοντας υπόψη 

τις παραπάνω παραδοχές, οι εξισώσεις Navier Stokes έχουν τη µορφή: 

Ακτινική κατεύθυνση r: 

2 2

2 2 2

v v v 1 P v 1 v v v
v u ( )

t r x r r r r x r

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = − + ν + + −

∂ ∂ ∂ ρ ∂ ∂ ∂ ∂
                                   (1-1) 

Αξονική κατεύθυνση x: 

2 2

2 2

u u u 1 P u 1 u u
v u ( )

t r x x r r r x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = − + ν + +

∂ ∂ ∂ ρ ∂ ∂ ∂ ∂
           (1-2) 

,όπου:  v, u είναι οι ταχύτητες του ρευστού αντίστοιχα κατά την ακτινική r και αξονική x 

κατεύθυνση µε v=v(r, x, t) και u=u(r, x, t). 

 p είναι η πίεση του ρευστού µε p=p(r, x, t). 

 ρ και ν είναι η πυκνότητα και το κινηµατικό ιξώδες του ρευστού, αντίστοιχα. 

 

Για λεπτά σώµατα µε σχέση πάχους προς µήκος µικρή ή αντίστοιχα για στενόµακρους 

κυλινδρικούς αγωγούς µε σχέση ακτίνας προς µήκος µικρή, αν αδιαστατοποιηθούν οι εξισώσεις 

Navier-Stokes παραπάνω, τότε αναδεικνύεται ότι οι όροι ιξώδους δευτέρας τάξης κατά x είναι 

αµελητέοι σε σχέση µε τους υπολοίπους όρους ιξώδους της εξίσωσης, οπότε οι εξισώσεις 

Navier-Stokes λαµβάνουν τη µορφή: 

Ακτινική κατεύθυνση r: 

2

2 2

v v v 1 P v 1 v v
v u ( )

t r x r r r r r

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = − +ν + −

∂ ∂ ∂ ρ ∂ ∂ ∂
              (1-3) 

 

 



Αξονική κατεύθυνση x: 

2

2

u u u 1 P u 1 u
v u ( )

t r x x r r r

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = − + ν +

∂ ∂ ∂ ρ ∂ ∂ ∂
                      (1-4) 

Πολλαπλασιάζουµε την εξίσωση Navier-Stokes κατά τη x κατεύθυνση µε την πυκνότητα ρ, 

οπότε η (1-4) παίρνει τη µορφή: 

2

2

u u u P 1 u u
(v u ) (r )

t r x x r r r

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
ρ +ρ + = − +ρν +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
           (1-5) 

Εφαρµόζοντας αντίστροφα τον κανόνα παραγώγισης γινοµένου στο τελευταίο άθροισµα της 

παραπάνω σχέσης προκύπτει: 

u u u P 1 u
(v u ) (r )

t r x x r r r

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
ρ +ρ + = − +µ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
                       (1-6) 

Η εξίσωση διατήρησης της µάζας, θεωρώντας ασυµπίεστο ρευστό και αξονική συµµετρία, 

παίρνει τη µορφή: 

1 (rv) u
0

r r x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
              (1-7) 

Ολοκληρώνοντας τις εξισώσεις συνέχειας και ορµής ασυµπίεστου ρευστού µε σταθερό ιξώδες 

και για στενόµακρες κυλινδρικές δοµές µικρής καµπυλότητας µε αξονική συµµετρία, όπως 

φαίνεται αναλυτικά στο [Μανόπουλος, 2009], καταλήγουµε: 

Εξίσωση συνέχειας:                           

A (Au)
0

t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
               (1-8) 

, όπου:  Α είναι η διατοµή του κυλινδρικού αγωγού (
2A R= π ) 

 R είναι η ακτίνα του κυλινδρικού αγωγού 

 u� είναι η µέση ταχύτητα στην διατοµή (
R

0

1 Q
u u2 rdr

A A
= π =∫ ) 

            και Q είναι η παροχή όγκου στην διατοµή Α 



Εξίσωση ορµής κατά την x κατεύθυνση: 

R

u u 1 P 2
u 0

t x x R

∂ ∂ ∂
+ + − τ =

∂ ∂ ρ ∂ ρ
            (1-9) 

, όπου τ� είναι η διατµητική τάση του ρευστού στο τοίχωµα.  

Στην εξίσωση ορµής (1-9), η διατµητική τάση του ρευστού στο τοίχωµα τR είναι ένα άγνωστο 

µέγεθος, όπως η διατοµή του κυλινδρικού αγωγού, η πίεση και η ταχύτητα του ρευστού. Όµως, 

µέσω κατάλληλων θεωριών η διατµητική αυτή τάση σε κυλινδρικούς αγωγούς µπορεί να 

εκφραστεί συναρτήσει των µεγεθών της ταχύτητας του ρευστού και της διατοµής του αγωγού. 

Για παλλόµενη ροή σε ευθύγραµµο αγωγό προκύπτει: 

R v u

R 8 u
( C u (C 1) )

2 t

ρ πν ∂
τ = − + −

Α ∂
            (1-10) 

, όπου οι συντελεστές ιξώδους C� και αδράνειας C� προκύπτουν από τον αδιάστατο αριθµό 

Womersley W, όπως φαίνεται στο κάτω σχήµα: 

 

 

Σχήµα 1-1. Συντελεστής ιξώδους C� και αδράνειας C� συναρτήσει του αδιάστατου αριθµού Womersley W, 

[Manopoulos et al, 2006]. 



,όπου: W R
ω

=
ν

            (1-11) 

,όπου: ω είναι η κυκλική συχνότητα της πάλµωσης  

R η ακτίνα του αγωγού 

Για  W=0,67 – 2,68 ,  όπου κυµαίνεται στην περίπτωση του κύκλου του Willis που υπολογίζεται 

στο 4
ο
 κεφάλαιο (Υπολογισµός του Κυκλοφορικού του Εγκεφάλου), θεωρούµε ότι  C�= C�=1. 

Εποµένως η διατµητική τάση είναι:  R

R 8 u

2

ρ πν
τ = −

Α
       (1-12) 

 

1.3.1 Σύνοψη υποκεφαλαίου εξισώσεων 

Συµπερασµατικά, µπορεί να αναφερθεί ότι η προσέγγιση της διατµητικής τάσης στο τοίχωµα 

µέσω της θεώρησης παλλόµενης ροής σε ευθύγραµµο αγωγό απλά βελτιώνει σε ικανοποιητικό 

βαθµό την πρόβλεψη της ροής σε σχέση µε τον αν αυτή γινόταν µέσω της θεώρησης µόνιµης 

στρωτής ροής Poiseuille. Μαθηµατικώς, καταλήγει αυτό να επιτυγχάνεται απλά µε την εισαγωγή 

των δύο συντελεστών, ιξώδους Cv και αδράνειας Cu σε ήδη γνωστούς όρους που υπάρχουν στην 

εξίσωση ορµής για µόνιµη στρωτή ροή Poiseuille. Η θεώρηση αυτή της διατµητικής τάσης για 

έναν εύκαµπτο αγωγό είναι κοντά στην πραγµατικότητα µόνο όταν οι εγκάρσιες παραµορφώσεις 

του αγωγού είναι σχετικά µικρές, δηλαδή µέχρι 10%. Όταν όµως οι παραµορφώσεις γίνουν 

έντονες, είτε λόγω εξωτερικής διέγερσης του εύκαµπτου αγωγού, είτε λόγω συρρίκνωσης 

εξαιτίας κάποιας διαµορφούµενης υποπίεσης, κάποιος επιπλέον όρος πρέπει να εισαχθεί που να 

ερµηνεύει τα φαινόµενα τύρβης και αποκόλλησης της ροής γύρω από τα έντονα συρρικνούµενα 

τµήµατα του αγωγού. 

Οι προκύπτουσες άγνωστες συναρτήσεις από την κατάστρωση του µοντέλου είναι η ταχύτητα 

του ρευστού, η πίεση του ρευστού και η εγκάρσια διατοµή του εύκαµπτου αγωγού. Για την 

εύρεση των τριών αυτών αγνώστων συναρτήσεων χρησιµοποιείται µια επιπλέον αλγεβρική 

καταστατική εξίσωση, πέραν αυτών της συνέχειας και της ορµής, η οποία συνδέει τη µεταβλητή 

διατοµή του εύκαµπτου αγωγού µε την εσωτερική διαµορφούµενη πίεση του ρευστού. 



Και οι τρεις µαζί ανωτέρω εξισώσεις του µοντέλου αποτελούν ένα υπερβολικό σύστηµα (3x3), 

του οποίου η επίλυση καθορίζει τα ρευστοµηχανικά µεγέθη µιας µη µόνιµης µονοδιάστατης 

ροής ρευστού εντός εύκαµπτου κυλινδρικού αγωγού µε τις προαναφερθείσες παραδοχές. 

Συνήθως, η ροή που προκύπτει από τέτοιου είδους µοντέλα δεν καλείται µονοδιάστατη αλλά 

ψευδο-µονοδιάστατη. 

 

1.4 Ανακλάσεις για το γραµµικοποιηµένο σύστηµα (1-8), (1-9) 

Κάτω από φυσιολογικές συνθήκες το σύστηµα των εξισώσεων (1-8), (1-9) παρουσιάζει σχετικά 

χαµηλή γραµµικότητα. 

Στο σηµείο ανάκλασης από το προσπίπτον κύµα (incident) έντασης 1P  δηµιουργείται ένα 

ανακλώµενο κύµα 2P  και ένα διερχόµενο κύµα 
'

1P . 

Ορίζεται ως συντελεστής ανάκλασης R (reflection coefficient) το πηλίκο: 

2

1

P
R

P
=              (1-13) 

και ως συντελεστής διέλευσης Τ (transmission coefficient) το πηλίκο: 

'

1

1

P
T

P
=                            (1-14) 

Ισχύει ότι: 
'

1 2 1P P P= +            (1-15) 

 

 

 

 

 



1.4.1 Στένωση – διεύρυνση [Τσαγγάρης, 2004] 

 

 

 

 

 

Σχήµα 1-2. Σχηµατική παράσταση στένωσης – διεύρυνσης 

 

Το προσπίπτον κύµα P
(x,t) φθάνοντας στην ασυνέχεια της διατοµής (στη θέση x=0) υφίστανται 

εν µέρει ανάκλαση, προκύπτει δε έτσι το ανακλώµενο κύµα P�(x,t) που οδεύει προς τα αριστερά 

και το διερχόµενο κύµα P
�(x,t) που οδεύει προς τα δεξιά. Υποτίθεται ότι το διερχόµενο κύµα 

P
�(x,t) λόγω του µεγάλου µήκους του αγωγού δεν υφίστανται νέα ανάκλαση. 

Στην διεπιφάνεια (x=0) ισχύει συνέχεια των µεγεθών της πίεσης και της παροχής, εποµένως: 

'

1 2 1P P P= +                (1-16) 

 

Ο λόγος συνεκτικότητας είναι: 
'

1/ 2 5/ 2

' '

1 R E h A
( ) ( )

1 R E h A

−
λ = =

+
           (1-17) 

 

Γενικά: 

• Υπάρχει ανάκλαση στην περίπτωση µεταβολής της διατοµής Α του αγγείου, λ ≠ 1. 

• Υπάρχει ανάκλαση στην περίπτωση µεταβολής του πάχους h του αγγείου, λ ≠ 1. 

• Υπάρχει ανάκλαση στην περίπτωση µεταβολής του µέτρου ελαστικότητας E του αγγείου, 

λ ≠ 1. 



• Στην περίπτωση όπου 
'A 0, 0,R 1→ λ → =  έχουµε πλήρη ανάκλαση, χωρίς αλλαγή 

φάσης. Η περίπτωση αυτή είναι η περίπτωση κλειστού άκρου. 

• Στην περίπτωση όπου 
'A , ,R 1→∞ λ →∞ = −  έχουµε ανάκλαση χωρίς µεταβολή 

πλάτους αλλά µε αλλαγή φάσης. Η περίπτωση αυτή είναι η περίπτωση ανοικτού άκρου. 

• Για λ=1 έχουµε την περίπτωση προσαρµοσµένων συνθηκών και δεν έχουµε ανάκλαση. 

 

Η ασυνέχεια ανάλογα µε την τιµή του λ χαρακτηρίζεται ως: 

• λ<1: Αλλαγή από λιγότερο στερεή σε περισσότερο στερεή (κλειστό άκρο). 

• λ>1: Προσαρµοσµένες συνθήκες (µη ανάκλαση). 

• λ>1: Αλλαγή από περισσότερο στερεή σε λιγότερο στερεή (ανοικτό άκρο) 

 

1.4.2 ∆ιακλάδωση 

 

Σχήµα 1-3. Σχηµατική παράσταση διακλάδωσης 

 

Ο συντελεστής ανάκλασης για την διακλάδωση δίνεται από την σχέση [Sherwin et al, 2003]: 
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, όπου: A�
� είναι η αρχική διατοµή του i αγγείου 

και c�
� είναι η αρχική ταχύτητα του i αγγείου oc

2 ο

β
=

ρ Α
                              (1-19) 

, όπου: 
2

hE

1

π
β =

−ξ
            (1-20) 

, όπου: ξ ο λόγος Poisson 

 

1.5 Αύξηση πλάτους πίεσης σε στενωµένες αρτηριακές περιοχές 

Στένωση των αιµοφόρων αγγείων είναι µία σχετικά συνήθης κατάσταση στο κυκλοφορικό 

σύστηµα. Η στένωση δηµιουργείται µε διάφορους µηχανισµούς, όπως π.χ. µε απόθεση ινώδους 

ή δηµιουργία ενδοαρτηριακής πλάκας. Υπάρχει καθολική συµφωνία µεταξύ των ερευνητών ότι 

µετά την απόθεση του ινώδους ή άλλου υλικού, το εσωτερικό τοίχωµα της αρτηρίας καλύπτεται 

από ενδοθηλιακό στρώµα και ενσωµατώνεται στο αρτηριακό τοίχωµα. Εποµένως η στενωµένη 

περιοχή µπορεί να θεωρηθεί ως ένα τµήµα της αρτηρίας µε διαφορετική ακτίνα και πάχος 

τοιχώµατος και άλλες ελαστικές ιδιότητες. 

Το προηγούµενο φαινόµενο είναι µια διαδεδοµένη νόσος των ηλικιωµένων κυρίως και οδηγεί σε 

καρδιακό έµφραγµα, εγκεφαλική θρόµβωση και άλλες σοβαρές ασθένειες. Εν µέρει αυτές οι 

επιπλοκές οφείλονται στην αυξηµένη συστολική πίεση που παρατηρείται όταν υπάρχει στένωση 

που προκαλεί περαιτέρω εξέλιξη της αρτηριοσκλήρωσης. Οι προκαλούµενες µεταβολές στην 

µορφή  και την µέγιστη τιµή της πίεσης και παροχής µπορούν να υπολογισθούν αναλυτικά µε 

την χρήση της µονοδιάστατης θεωρίας και µε την βοήθεια των χαρακτηριστικών. 

Οι µεταβολές δεν είναι µόνο γεωµετρικές (απότοµη στένωση και διεύρυνση) αλλά και 

µεταβολές στις ελαστικές ιδιότητες του σωλήνα. Αντίστοιχη είναι η µεταβολή του πάχους του 

τοιχώµατος και εποµένως µεταβάλλεται και η ταχύτητα διάδοσης του κύµατος. Η ταχύτητα 

διάδοσης του κύµατος µεταβάλλεται και λόγω της κατάλληλης αλλαγής του µέτρου 

ελαστικότητας του τοιχώµατος του σωλήνα. 



Το προσπίπτον κύµα φθάνοντας στην στένωση, µόνο ένα τµήµα του διέρχεται δια της στένωσης 

και το άλλο τµήµα ανακλάται στο εγγύς τµήµα της στένωσης. Το ανακλώµενο τµήµα οδεύει 

προς τα πίσω και ανακλάται εκ νέου. Το τµήµα που διέρχεται από την στένωση διαχωρίζεται εκ 

νέου σε ανακλώµενο  και διερχόµενο τµήµα φθάνοντας στην έξοδο του αγγείου. Η πίεση και η 

παροχή σε κάθε σηµείο λαµβάνονται προσθέτοντας την συνεισφορά από όλα τα διερχόµενα 

κύµατα. 

 

1.6 Η µορφή του οδεύοντος παλµικού κύµατος πίεσης 

Όπως φάνηκε από τα προηγούµενα οι διακλαδώσεις και η ασυνέχεια στην αντίσταση του 

αρτηριακού συστήµατος προκαλούν διασπορά στον κυµατικό παλµό. Αυτή η διασπορά 

οφείλεται και στην επιλεκτική απόσβεση του παλµού. Είναι γεγονός ότι οι υψηλότερες 

αρµονικές του κύµατος πίεσης υφίστανται µεγαλύτερη απόσβεση, προκαλώντας αλλοίωση της 

µορφής του κύµατος πίεσης όπως οδεύει προς την περιφέρεια. 

Οι διακλαδώσεις και η ανοµοιογένεια του αρτηριακού συστήµατος προκαλούν ανακλάσεις 

κύµατος. Οι ανακλάσεις συµβάλλουν σε αύξηση της µέγιστης (συστολικής) αρτηριακής πίεσης 

και ελαφρά µείωση της διαστολικής πίεσης προς την περιφέρεια. 

Συγχρόνως, χάνονται διάφορα χαρακτηριστικά του παλµού, όπως το δικροτικό κύµα (εντοµή). 

Τόσο η πίεση, όσο και η παροχή έχουν προς την περιφέρεια πιο απότοµη αύξηση κατά τη 

συστολή και αργότερα πτώση. Εµφανίζεται επίσης οπίσθια ταχύτητα κατά την λήξη της 

συστολής και σε ορισµένες περιπτώσεις ένα σύντοµο πλάτωµα µετά το µέγιστο. Λόγω 

απόσβεσης δεν είναι δυνατό να υπάρξει στάσιµο κύµα στο αρτηριακό σύστηµα. 

 

 

 

 

 

 



2
Ο
 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 

ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ  

ΤΟΥ ΚΥΚΛΟΦΟΡΙΚΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΤΟΥ ΕΓΚΕΦΑΛΟΥ 

 

2.1 Εισαγωγή 

Η επίλυση της ροής στο αγγείο, όπως αναλυτικά περιγράφεται στο 3
ο
 κεφάλαιο (∆ιαµόρφωση 

του Προβλήµατος), αποτελεί την βάση για την επίλυση δικτύων µε αγγεία, τόσο πολύπλοκων 

που µπορούν να συµπεριλάβουν το κυκλοφορικό του εγκεφάλου ακόµα και ολόκληρο το 

κυκλοφορικό σύστηµα του ανθρώπου. Πολλές εργασίες έχουν παρουσιαστεί τα τελευταία 

χρόνια και αποδεικνύουν το συνεχώς αυξανόµενο ενδιαφέρον για µαθηµατική και υπολογιστική 

προσοµοίωση του κυκλοφορικού συστήµατος του ανθρώπου. Ανάµεσα σε αυτές τις εργασίες, 

µεγάλη ερευνητική δραστηριότητα παρουσιάζεται για πολύπλοκα τρισδιάστατα µοντέλα ικανά 

να παρέχουν αρκετές λεπτοµέρειες του πεδίου ροής, όπως για παράδειγµα ο υπολογισµός των 

τάσεων τοιχώµατος. Ωστόσο, αυτοί οι υπολογισµοί είναι περισσότερο απαιτητικοί, ως προς την 

κατασκευή της γεωµετρίας, του υπολογιστικού µοντέλου και του υπολογιστικού χρόνου. Εκτός 

αυτού, οι µηχανικοί και οι ιατρικοί ερευνητές συνήθως δεν χρειάζεται να γνωρίζουν 

λεπτοµέρειες της ροής σε τέτοιο βαθµό και έτσι η εφαρµογή  απλοποιηµένων µοντέλων, που 

αποδεικνύεται ικανή να παρέχει χρήσιµες πληροφορίες και µε χαµηλό υπολογιστικό κόστος, 

κερδίζει συνεχώς έδαφος. 

Πολλές µελέτες µε επεµβατικό τρόπο (in vivo) έχουν γίνει για την µελέτη του κυκλοφορικού 

συστήµατος. Το βασικό µειονέκτηµα αυτών των µελετών είναι ότι είναι δύσκολες και ακριβές 

για να γίνουν καθώς επίσης και το γεγονός ότι περιορίζονται σε εύκολα προσβάσιµες αρτηρίες. 

Σαν αποτέλεσµα, η χρήση ενός υπολογιστικού µοντέλου µε την χρήση υπολογιστή για την 

µελέτη του κυκλοφορικού συστήµατος αποτελεί µία καλή εναλλακτική. Τα περισσότερα 

υπολογιστικά µοντέλα τέτοιου είδους βασίζονται στις ίδιες εξισώσεις, την µονοδιάστατη 

διαφορική εξίσωση ορµής κατά x και την εξίσωση συνέχειας. ∆ιαφορές υπάρχουν µεταξύ των 

µοντέλων κυρίως (α) στον τύπο των οριακών συνθηκών, (β) στην εξίσωση ελαστικότητας 

πίεσης – διατοµής που χρησιµοποιείται και (γ) στην µέθοδο επίλυσης. 



Στην βιβλιογραφία βρέθηκαν τα παρακάτω υπολογιστικά µοντέλα (µαθηµατικό µοντέλο, 

οριακές συνθήκες, µέθοδος επίλυσης και µοντέλο αρτηριακού συστήµατος). 

 

2.2 Υπολογιστικά µοντέλα του κυκλοφορικού συστήµατος του εγκεφάλου (κύκλος του 

Willis) 

Ο ανθρώπινος εγκέφαλος απαιτεί αρκετό οξυγόνο και είναι ιδιαίτερα ευαίσθητος σε περίπτωση 

υποξίας. Ο κύκλος του Willis είναι ένα δίκτυο αρτηριών, που µοιάζει µε δαχτυλίδι και είναι 

υπεύθυνο για την κατανοµή του οξυγονωµένου αίµατος σε όλο τον εγκέφαλο. 

 

 

Σχήµα 2-1. Αρτηριακό σύστηµα του εγκεφάλου (κύκλος του Willis) 



 Οι έσω καρωτίδες και οι σπονδυλικές αρτηρίες τροφοδοτούν µε αίµα τον κύκλο του Willis και 

ονοµάζονται προσαγωγά αγγεία. Οι πρόσθιες, µέσες και οπίσθιες εγκεφαλικές αρτηρίες 

µεταφέρουν το αίµα από τον κύκλο στον υπόλοιπο εγκέφαλο και ονοµάζονται απαγωγά αγγεία. 

Η πρόσθια και οι δύο οπίσθιες αναστοµωτικές αρτηρίες συνδέουν τα απαγωγά αγγεία, ώστε να 

επιτρέπουν το αίµα να κατανεµηθεί για να διατηρηθεί η τροφοδοσία οξυγόνου σε όλη την µάζα 

του εγκεφάλου, σε περίπτωση µείωσης την παροχής αίµατος σε κάποιο από τα προσαγωγά 

αγγεία. 

Περίπου 50% του ανθρώπινου πληθυσµού έχει ολοκληρωµένο-τέλειο κύκλο Willis. Το 

υπόλοιπο 50% παρουσιάζει υποανάπτυκτες αρτηρίες και σε ορισµένες περιπτώσεις λείπουν 

αρτηρίες. Ωστόσο, κάποιος που παρουσιάζει µία από τις πάνω παθολογικές καταστάσεις µπορεί 

να µην παρουσιάζει κανένα σύµπτωµα υπό φυσιολογικές συνθήκες. Αν όµως σχηµατιστεί 

κάποια στένωση στα προσαγωγά αγγεία, έχει αυξηµένες πιθανότητες να παρουσιάσει 

εγκεφαλικό επεισόδιο. Η βαρύτητα που παρουσιάζει η µελέτη του κύκλου του Willis ως όργανο 

κατανοµής του αίµατος στον εγκέφαλο, προκύπτει αν αναφέρουµε ότι στον δυτικό κόσµο το 

εγκεφαλικό επεισόδιο είναι η τρίτη κυριότερη αιτία θανάτου, µετά το καρδιακό επεισόδιο και 

τον καρκίνο και ότι είναι αιτία χρόνιων προβληµάτων. 

Η συστηµατική µελέτη του κύκλου του Willis ξεκίνησε την δεκαετία του 1940. Το 1947 ο 

Rogers πειραµατίστηκε µε ένα µοντέλο σταθερής ροής, ακολουθούµενος από τους Avman και 

Bering (1961) που σχεδίασαν ένα µοντέλο σωληνώσεων χρησιµοποιώντας παλλόµενη ροή. Ο 

Murray (1964) σχεδίασε ένα ηλεκτρικό ανάλογο για συνθήκες σταθερής ροής, όπως έκανε και ο 

Fasano (1969) χρησιµοποιώντας υδραυλικό ανάλογο. Σηµαντικές προσπάθειες µοντελοποίησης 

του κύκλου έχουν γίνει από την οµάδα των Clark και Himwich (Clark 1965, 1967, 1968, 1978, 

Himwich 1965, 1968, 1974). Ξεκινώντας µε µοντέλα σταθερής ροής και άκαµπτων τοιχωµάτων, 

έχουν ερευνηθεί διάφοροι τύποι µοντέλων, καταλήγοντας σε τρισδιάστατα µοντέλα, παλλόµενης 

ροής µε εύκαµπτα τοιχώµατα. Σήµερα επιλύεται ολόκληρο το κυκλοφορικό σύστηµα του 

ανθρώπου συµπεριλαµβανοµένου και του κυκλοφορικού του εγκεφάλου. Στην συνέχεια 

παρατίθενται ορισµένα χαρακτηριστικά παραδείγµατα µονοδιάστατων µοντέλων του κύκλου του 

Willis. 

 



2.2.1 1
ο
 Υπολογιστικό µοντέλο  [Himwich et al, 1971] 

Μαθηµατικό µοντέλο 

Η ενεργειακή εξίσωση ροής ρευστών σε αγγείο, θεωρώντας σταθερή διατοµή, ίδιο υψόµετρο για 

όλα τα αγγεία και στρωτή ροή είναι: 

P RQ∆ =                    (2-1) 

, όπου: ∆P είναι η διαφορά πίεσης µεταξύ δύο σηµείων του αγγείου 

 Q είναι η παροχή όγκου στο αγγείο 

 και 
4R 128 LQ /( D )= µ π                      (2-2) 

, όπου: µ είναι η συνεκτικότητα 

 L είναι το µήκος µεταξύ των δύο σηµείων του αγγείου 

 D είναι η διατοµή του αγγείου 

 

Οριακές συνθήκες 

1) Στο εγγύς άκρο του δικτύου, ορίζεται η πίεση. 

2) Στις διακλαδώσεις θεωρείται συνέχεια της παροχής. 

3) Στο άπω άκρο του δικτύου, ορίζεται η πίεση. 

 

Κυκλοφορικό σύστηµα εγκεφάλου 

Η σχηµατική αναπαράσταση του µοντέλου του κύκλου του Willis δίνεται παρακάτω: 



 

Σχήµα 2-2. Σχηµατική παράσταση του µοντέλου του κύκλου του Willis 

 

2.2.2 2
ο
 Υπολογιστικό µοντέλο [Hillen et al, 1982] 

Μαθηµατικό µοντέλο 

Το µαθηµατικό µοντέλο βασίζεται στις µονοδιάστατες εξισώσεις ροής που προκύπτουν από την 

ολοκλήρωση της εξίσωσης συνέχειας και της εξίσωσης ορµής. Οι εξισώσεις παίρνουν την 

µορφή: 

A
(Au) 0

t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
              (2-3)          

και     



u u P 8 u
( u )

t x x A

∂ ∂ ∂ πµ
ρ + = − −

∂ ∂ ∂
                      (2-4) 

, όπου: Α είναι η διατοµή του κυλινδρικού αγωγού (
2A R= π ) 

 u είναι η ταχύτητα κατά τον x άξονα 

 P είναι η πίεση 

 µ είναι η συνεκτικότητα του ρευστού 

 

Το σύστηµα των εξισώσεων συµπληρώνεται µε την παρακάτω γραµµική εξίσωση ελαστικότητας 

πίεσης – διατοµής: 

o dA(x) A (x)[1 (P P )]= +β −               (2-5) 

, όπου: oA (x)  είναι η αρχική διατοµή σε κάθε θέση x 

            dP  είναι η διαστολική πίεση 

Η τιµή του συντελεστή ελαστικότητας β προκύπτει αν θεωρήσουµε ότι s oA(P ) / A 1,10=  

, όπου: sP  είναι η συστολική πίεση. 

 

Οριακές συνθήκες 

1) Στο εγγύς άκρο του δικτύου, ορίζεται ο παλµός πίεσης. 

2) Στις διακλαδώσεις θεωρείται σταθερή στατική πίεση και συνέχεια της παροχής. 

3) Στα άπω άκρα του δικτύου θεωρούµε ότι ισχύει: 
 

ven perP P R Q− =                (2-6) 

 



, δηλαδή η διαφορά πίεσης του άπω άκρου του αγγείου P µε την πίεση στην φλέβα venP  ισούται 

µε το γινόµενο της περιφερειακής αντίστασης perR  επί την αντίστοιχη παροχή όγκου Q. 

 

Μοντέλο αρτηριακού συστήµατος εγκεφάλου 

Το αρτηριακό µοντέλο είναι αρκετά απλοποιηµένο και περιλαµβάνει ένα χαρακτηριστικό τµήµα 

του κύκλου του Willis. 

Σχήµα 2-3. Σχηµατική παράσταση του κύκλου του Willis (πάνω) και του τµήµατος που επιλύεται (κάτω) 

 

2.2.3 3
ο
 Υπολογιστικό µοντέλο [Alastruey et al, 2007] 

Μαθηµατικό µοντέλο 

Το µαθηµατικό µοντέλο βασίζεται στις µονοδιάστατες εξισώσεις ροής που προκύπτουν από την 

ολοκλήρωση της εξίσωσης συνέχειας και της εξίσωσης ορµής. Οι εξισώσεις παίρνουν την 

µορφή: 



A
(Au) 0

t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
               (2-7)          

και     

u u P 22 u
( u )

t x x A

∂ ∂ ∂ πµ
ρ + = − −
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                   (2-8) 

, όπου: Α είναι η διατοµή του κυλινδρικού αγωγού (
2A R= π ) 

 u είναι η ταχύτητα κατά τον x άξονα 

 P είναι η πίεση 

 µ είναι η συνεκτικότητα του ρευστού 

 

Το σύστηµα των εξισώσεων συµπληρώνεται µε την παρακάτω µη-γραµµική εξίσωση 

ελαστικότητας πίεσης – διατοµής: 

oP P ( )ο
ο

β
= + Α − Α

Α
             (2-9) 

, όπου: 
2

hE

(1 )

π
β =

−σ
 

, όπου: h είναι το αρχικό πάχος του τοιχώµατος του αγγείου 

 Ε είναι το µέτρο ελαστικότητας του αγγείου 

 σ είναι ο λόγος Poisson 

 

Οριακές συνθήκες 

1) Στο εγγύς άκρο του δικτύου, ορίζεται η χρονική µεταβολή της παροχής όγκου. 

2) Στις διακλαδώσεις θεωρείται σταθερή ολική πίεση και συνέχεια της παροχής όγκου. 



3) Στα άπω άκρα του δικτύου εισάγονται δύο αντιστάσεις για να προσοµοιώσει το 

επισωρευτικό αποτέλεσµα που επιφέρουν τα περιφερειακά αγγεία, στα οποία 

διακλαδίζεται το αρχικό αγγείο, και τα τριχοειδή αγγεία και ένας πυκνωτής 

(προσοµοιώνει τη ποσότητα αίµατος που µπορεί να διατηρηθεί σε ορισµένο τµήµα της 

κυκλοφορίας για κάθε αύξηση της πίεσης).  

Με βάση τα παραπάνω η οριακή συνθήκη στο δεξιό άκρο του αγγείου δίνεται από τη 

σχέση: 

 

 1d 1d
1d 2 v 1 2 1d 1 2

dP dQ
P R C P (R R )Q R R C

dt dt
+ = + + +          (2-10) 

 

, όπου P1d και Q1d είναι η πίεση και η παροχή όγκου στο άπω άκρο της τερµατικής 

αρτηρίας και Pv είναι η πίεση στην είσοδο του φλεβικού συστήµατος. 

 

Μοντέλο αρτηριακού συστήµατος 

Αυτό το υπολογιστικό µοντέλο περιλαµβάνει τις µεγαλύτερες αρτηρίες του κυκλοφορικού 

συστήµατος και ενσωµατώνει σε αυτό το κυκλοφορικό σύστηµα του εγκεφάλου, όπως φαίνεται 

στο παρακάτω σχήµα. 

 



 

Σχήµα 2-4. Σχηµατική παράσταση του κύκλου του Willis (αριστερά) και του αρτηριακού συστήµατος (δεξιά) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3
Ο
 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 

∆ΙΑΜΟΡΦΩΣΗ ΤΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 

 

3.1 Εισαγωγή [Τσαγγάρης, 2004] 

Αρτηρίες ονοµάζονται τα αγγεία του οργανισµού που µεταφέρουν οξυγονωµένο αίµα από την 

καρδιά προς τα υπόλοιπα όργανα. Όσο αποµακρύνονται από την καρδιά διακλαδίζονται και 

σχηµατίζουν όλο και µικρότερα αγγεία, µικρότερες αρτηρίες και αρτηρίδια τα οποία τελικά 

καταλήγουν στα τριχοειδή αγγεία. 

Οι αρτηρίες εκτός από την κατάταξή τους κατά µέγεθος, κατατάσσονται συχνά και µε τη δοµή 

τους. Οι µεγάλες αρτηρίες που εκβάλλουν από την καρδιά και οι πρώτοι κλάδοι τους είναι 

ελαστικές αρτηρίες διότι περιέχουν µεγάλο ποσοστό ελαστίνης. Αποµακρυνόµενοι από την 

καρδιά, το ποσοστό των µυϊκών κυττάρων που βρίσκεται υπό µορφή δακτυλίων γύρω από τον 

αυλό της αρτηρίας αυξάνει και η αρτηριακή δοµή πλησιάζει εκείνης των µυϊκών αρτηριών. 

Πέντε συντελεστές αποτελούν το τοίχωµα του αγγείου: Ενδοθηλιακός ιστός, ίνες κολλαγόνου, 

ίνες ελαστίνης, λείοι µύες και βασική ουσία. Η επί της εκατό περιεκτικότητα κάθε αγγείου στις 

διάφορες συνιστώσες ποικίλει ανάλογα µε το µέγεθος του αγγείου. Οι µεγαλύτερες µεταβολές 

στα ποσοστά εµφανίζονται στις αναλογίες ινών κολλαγόνου και ελαστίνης, που είναι τα 

ελαστικά συστατικά του τοιχώµατος αφενός και των λείων µυών αφετέρου.  

Εποµένως, είναι επιτακτική η ανάγκη µοντελοποίησης των αρτηριών ως παραµορφωτοί 

σωλήνες. Η σχέση που δίνει την εξάρτηση της διατοµής της αρτηρίας µε την πίεση, λέγεται 

σχέση ελαστικότητας και παρουσιάζεται παρακάτω (3-3). 

Η ροή που διαρρέει το αρτηριακό σύστηµα είναι παλλόµενη, καθώς σε κάθε σηµείο του 

κυκλοφορικού συστήµατος η ταχύτητα και η πίεση είναι περιοδική συνάρτηση του χρόνου. 

Παλαιότερα λόγω των µειωµένων υπολογιστικών δυνατοτήτων των ηλεκτρονικών υπολογιστών 

ο υπολογισµός της ροής σε πολύπλοκα δίκτυα, ήταν δυνατός µονάχα θεωρώντας σταθερή ροή. 

Σε αυτή την εργασία η ροή θεωρείται παλλόµενη, προσοµοιάζοντας καλύτερα την 



πραγµατικότητα. Οι παλµοί πίεσης ποικίλουν αναλόγως µε την εφαρµογή που επιλύεται κάθε 

φορά. 

Παρακάτω παρατίθεται όλη η διαδικασία διαµόρφωσης του προβλήµατος που προηγήθηκε της 

σύνταξης του κώδικα υπολογισµού της ροής. 

 

3.2 Μαθηµατική θεµελίωση του προβλήµατος 

Το αίµα θεωρείται ως ασυµπίεστο και συνεκτικό ρευστό. Η ροή θεωρείται ως στρωτή και 

µονοδιάστατη (οι λόγοι θεώρησης µονοδιάστατης ροής παρατίθενται στο 2
ο
 Κεφάλαιο 

(Μοντέλα κυκλοφορικού συστήµατος και κύκλου Willis)), δηλαδή η ταχύτητα και η πίεση 

θεωρούνται σταθερές σε κάθε διατοµή και λαµβάνουν µια µέση τιµή.  

Για κάθε αρτηρία επιλύουµε τις µονοδιάστατες εξισώσεις κίνησης για την ροή. Οι εξισώσεις 

περιέχουν 3 άγνωστες παραµέτρους: την ταχύτητα, την πίεση και την διατοµή και όλες είναι 

συναρτήσεις της θέσης x και του χρόνου t. Οι µονοδιάστατες εξισώσεις διατήρησης της µάζας 

και της ορµής που επιλύθηκαν είναι οι παρακάτω: 

A
(Au) 0

t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
                                   (3-1) 

και  

u u P 8 u
( u ) ( )

t x x A

∂ ∂ ∂ πµ
ρ + = − −

∂ ∂ ∂
                       (3-2) 

 

Στην εξίσωση (3-2) η πυκνότητα παρίσταται µε το σύµβολο ρ και η δυναµική συνεκτικότητα µε 

το σύµβολο µ. Στην ίδια εξίσωση ο τελευταίος όρος αποτελεί τον όρο συνεκτικών απωλειών για 

στρωτή ροή. Μια αυστηρή διατύπωση της µονοδιάστατης εξίσωσης της ορµής δεν θα επέτρεπε 

την χρήση αυτού του όρου, καθώς αναφέρεται σε µόνιµη ροή, ωστόσο πολλές φορές 

χρησιµοποιείται και σε δυναµικές µελέτες, χωρίς την δηµιουργία σηµαντικού σφάλµατος. 



Οι ελαστικές ιδιότητες του τοιχώµατος των αρτηριών µοντελοποιούνται εισάγοντας την σχέση 

ελαστικότητας. Έτσι το σύστηµα των εξισώσεων συµπληρώνεται µε την παρακάτω σχέση 

ελαστικότητας πίεσης – διατοµής: 

o
ext

o

A A
P P

A

−
= +

β
              (3-3) 

, όπου oA (x) είναι η αρχική διατοµή στην θέση x του αγγείου 

           extP  είναι η εξωτερική του αγγείου πίεση 

  β είναι ο συντελεστής ελαστηκότητας (
6 21.887 10 cm / dyne−β = ⋅ ) 

 

3.3 Αδιαστατοποίηση 

Η αδιαστατοποίηση του µαθηµατικού προβλήµατος οδηγεί στην εµφάνιση αδιάστατων αριθµών 

που ελέγχουν το πρόβληµα και µειώνουν την πολύ-παραµετρικότητα του. Τέτοιοι αριθµοί είναι 

οι γνωστοί αδιαστατοποιηµένοι αριθµοί της ρευστοµηχανικής, όπως ο αριθµός Reynolds. 

Εισάγονται οι παρακάτω αδιάστατες παράµετροι: 

'
' tC t L

t t
L C

δ δ

δ δ

= ⇒ =                  (3-4) 

' 'x
x x x L

L
δ

δ

= ⇒ =                  (3-5) 

' '

δ
δ

Α
Α = ⇒ Α = ΑΑ

Α
                  (3-6) 

' ' 2

2
P P C

C
δ

δ

Ρ
Ρ = ⇒ = ρ

ρ
                 (3-7) 

' 'u
u u u C

C
δ

δ

= ⇒ =                   (3-8) 



C R
Re δ δ=

ν
               (3-9) 

R

L

δ

δ

δ =              (3-10) 

, όπου: Cδ  είναι η ταχύτητα αδιαστατοποίησης 

 Lδ  είναι το µήκος αδιαστατοποίησης  

 δΑ  είναι η διατοµή αδιαστατοποίησης 

 2Cδρ  είναι η πίεση αδιαστατοποίησης 

R δ  είναι η ακτίνα αδιαστατοποίησης 

Re  είναι ο αριθµός Reynolds 

 ν η κινηµατική συνεκτικότητα 

 

Αντικαθιστώντας η εξίσωση (3-1) παίρνει την µορφή: 

' ' '

' '

(Α ) ( u C )
0

(t L / C ) (x L )

δ δ δ

δ δ δ

∂ Α ∂ ΑΑ
+ =

∂ ∂
 

Εφαρµόζοντας τον κανόνα παραγώγισης γινοµένου και διαιρώντας τα δύο µέλη της εξίσωσης µε 

C

L

δ δ

δ

Α
καταλήγουµε: 

' ' '

' '

(A u )
0

t x

∂Α ∂
+ =

∂ ∂
                  (3-11) 

Κάνοντας ανακατανοµή των όρων και διαιρώντας τα δύο µέλη µε την πυκνότητα ρ η (3-2)       

είναι: 



2' ' 2 '
' 2

' ' '

(u C ) u C 8 u C
( P C )

(t L / C ) (x L ) 2

δ δ δ
δ

δ δ δ δ

∂ πµ∂
+ + = −

∂ ∂ ρΑΑ
   

Εφαρµόζοντας τον κανόνα παραγώγισης γινοµένου: 

22 2 '' '
'

' ' '

C C 8 u Cu u
( P )

L t L x 2

δ δ δ

δ δ δ

πν∂ ∂
+ + = −

∂ ∂ ΑΑ
 

∆ιαιρώντας και τα δύο µέλη µε 
2C

L

δ

δ

: 

2' ' '
'

' ' '

Lu u 8 u 1
( P )

t x 2 A C

δ

δ δ

ν∂ ∂ π
+ + = −

∂ ∂ Α
 

Εισάγοντας τους αδιάστατους αριθµούς Re και δ: 

2' ' '
'

' ' '

u u 8u 1 1
( P )

t x 2 A Re

∂ ∂
+ + = −

∂ ∂ δ
 

ή 

2' ' '
'

' ' '

u u 8 u
( P )

t x 2 Re A

∂ ∂
= − + −

∂ ∂ δ
, συντηρητική µορφή της εξίσωσης ορµής 

Εισάγοντας την παράµετρο UPT, όπου 
'2 'u 2P

UPT
2

+
= : 

' '

' ' '

u 8 u
(UPT)

t x Re A

∂ ∂
= − −

∂ ∂ δ
           (3-12) 

Η (3-3) παίρνει την µορφή: 

'
' 2

ext

A A
P C P δ ο

δ
ο

−Α
ρ = +

βΑ
 

∆ιαιρώντας µε ρ ∙ Cδ� και τα δύο µέλη και αναδιατάσσοντας τα υπόλοιπα: 



'
' ext

2

P A A
P

C

δ ο

δ ο

−Α
= +

ρ βΑ
                                                                             (3-13) 

Εναλλακτικά, λύνοντας την παραπάνω εξίσωση ως προς την αδιαστατοποιηµένη διατοµή 

προκύπτει: 

' '

2

P
(P )

C

ο δ
ο

δ δ

βΑ
Α = − + Α

Α ρ
                                                                      (3-14) 

 

3.4 ∆ιακριτοποίηση του χώρου 

Ο µονοδιάστατος χώρος µήκους L / Lδ , όπου L το µήκος του αγγείου και Lδ το µήκος 

αδιαστατοποίησης, διακριτοποιείται µε πλήθος Ν αριθµητικών κόµβων που ισαπέχουν µεταξύ 

τους µε αδιάστατη απόσταση:  
L

x
L ( 1)δ

∆ =
Ν −

. Η θέση κάθε κόµβου ορίζεται από την 

συντεταγµένη ix : ix (i 1) x= − ∆  , i=1,2,…,N         (3-15) 

 

Το χρονικό βήµα προκύπτει από την σχέση ευστάθειας (3-22). Κάθε χρονικός κόµβος ορίζεται 

από την συντεταγµένη kt : kt (k 1) t= − ∆ , k=1,2,…                     (3-16) 

 

3.5 ∆ιακριτοποίηση των διαφορικών εξισώσεων 

Αντικαθιστώντας την πρώτη χρονική παράγωγο µε πρόσω έκφραση διαφορών και τις χωρικές 

παραγώγους µε πρόσω και πίσω έκφραση διαφορών (όπως επιτάσσει η µέθοδος Mac-Cormack) 

προκύπτουν οι παρακάτω διακριτοποιηµένες αλγεβρικές σχέσεις: 

Η (3-11) είναι: 

k 1 k k k k k

i i i 1 i 1 i iA A A u A u
0

t x

+
+ +− −

+ =
∆ ∆

 



Λύνοντας ως προς A�
��
 µε πρόσω έκφραση διαφορών για τις χωρικές παραγώγους: 

k 1 k k k k k

i i i 1 i 1 i i

t
A A (A u A u )

x

+
+ +

∆
= − −

∆
                (3-17) 

, ή µε πίσω έκφραση διαφορών για τις χωρικές παραγώγους: 

k 1 k k k k k

i i i i i 1 i 1

t
A A (A u A u )

x

+
− −

∆
= − −

∆
             (3-18) 

Η (3-12) παίρνει την µορφή: 

k 1 k k k k

i i i 1 i i

k

i

u u UPT UPT 8 u

t x Re A

+
+− −

= − −
∆ ∆ δ

 

Με πρόσω έκφραση διαφορών για τις χωρικές παραγώγους: 

k k k
k 1 k i 1 i i
i i k

i

UPT UPT 8 u
u u t( )

x Re A

+ + −
= −∆ +

∆ δ
           (3-19) 

, ή µε πίσω έκφραση διαφορών για τις χωρικές παραγώγους: 

k k k
k 1 k i i 1 i
i i k

i

UPT UPT 8 u
u u t( )

x Re A

+ −−
= −∆ +

∆ δ
                      (3-20) 

Το κριτήριο ευστάθειας είναι [Zagzoule et al, 1986]: 

t
( u C ) 1

x
δ

∆
+ ≤

∆
  

Κάνοντας αλγεβρικές πράξεις: 

t 1

x Cδ

∆
≤

∆
, γιατί u ≪ C�                        (3-21) 

Αδιαστατοποιώντας το κριτήριο ευστάθειας σύµφωνα µε τις σχέσεις (3-4) και (3-5) η (3-21) 

παίρνει την µορφή: 



'

'

Lt 1

x C L C

δ

δ δ δ

∆
≤

∆
 

Κάνοντας αλγεβρικές πράξεις: 

'

'

t
1

x

∆
≤

∆
               (3-22) 

 

3.6 Οριακές συνθήκες 

Ο υπολογισµός των οριακών συνθηκών γίνεται µε την µέθοδο των χαρακτηριστικών [Sherwin et 

al, 2003, Formaggia et al, 2003], όπως φαίνεται παρακάτω: 

Θεωρώντας µη-συνεκτικό ρευστό οι προς επίλυση µερικές διαφορικές εξισώσεις είναι: 

(Au) 0
t x

∂Α ∂
+ =

∂ ∂
                  (3-1) 

Εφαρµόζοντας τον κανόνα παραγώγισης γινοµένου συναρτήσεων είναι: 

A u
u A 0

t x x

∂Α ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
             (3-23) 

και                        

u u 1 P
u

t x x

∂ ∂ ∂
+ = −

∂ ∂ ρ ∂
              (3-24) 

Εφαρµόζοντας τον κανόνα αλυσίδας: 

u u 1 P A
u 0

t x A x

∂ ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ρ ∂ ∂
             (3-25) 

Οι εξισώσεις (3-23) και (3-25) µπορούν να γραφούν στην µορφή: 

U U
H(U) 0

t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
                          (3-26) 



, όπου 
A

U
u

 
=  

 
και 

u A

H 1 P
u

A

 
 = ∂ 
ρ ∂  

 

 

Η διατοµή είναι µεγαλύτερη του µηδενός (Α>0), εποµένως οι δύο ιδιοτιµές του πίνακα H 

προκύπτουν από : 

det( I H) 0λ − =  

Κάνοντας αλγεβρικές πράξεις: 

1,2

A P
u u c

A

∂
λ = ± = ±

ρ ∂
             (3-27) 

, όπου 1/ 4A P
C C

A 2 ο

∂ β
= ⇒ = Α

ρ ∂ ρΑ
           (3-28) 

είναι ποσότητα µε µονάδες ταχύτητας και είναι η ταχύτητα διάδοσης κυµάτων σε σωλήνα. Για 

φυσιολογικές συνθήκες ισχύει ότι: u ≪ C. 

Άρα 1λ > 0 και 2λ < 0. 

 

Κάνοντας χρήση βασικών ιδιοτήτων των πινάκων [Sherwin et al, 2003, Formaggia et al, 2003] η 

σχέση (3-26) µπορεί να γραφεί στην µορφή: 

W W
0

t x

∂ ∂
+ Λ =

∂ ∂
              (3-29) 

, όπου W = [W
, W�]" είναι το διάνυσµα των χαρακτηριστικών µεταβλητών. 

Η (3-29) παίρνει την µορφή: 

1 1
1

W W
0

t x

∂ ∂
+ λ =

∂ ∂
              (3-30) 



και       

2 2
2

W W
0

t x

∂ ∂
+λ =

∂ ∂
            (3-31) 

Είναι:               

o o

u A

1,2
u A

c
W du dA

A
= ±∫ ∫            (3-32) 

, όπου θεωρούµε ως συνθήκες αναφοράς: ( oA , ou 0= ) 

Τότε:      

1,2 oW u 2(c c )= ± −              (3-33) 

Εµπλέκοντας και την εξίσωση ελαστικότητας και κάνοντας απλές αλγεβρικές πράξεις 

προκύπτει: 

ext
1,2

o

2(P P )
W u

(c c )

−
= ±

ρ +
                                                                                                               (3-34) 

, ή λύνοντας ως προς Α, u: 

21 2 1 2
o

W W W W
A ( )( c ) ,u

4 2
ο

− +
= ρβΑ + =              (3-35) 

Για τον υπολογισµό της διατοµής χρησιµοποιήθηκαν δύο επιπλέον σχέσεις που προκύπτουν ως 

φαίνεται παρακάτω: 

Από τις σχέσεις (3-33) προκύπτει:  

21 1
o

W 2u W
A ( )( c )

4
ο

− +
= ρβΑ +  

Κάνοντας αλγεβρικές πράξεις: 

21
o

W u
A ( )( c )

2
ο

−
= ρβΑ +               (3-36) 



και     

22 2
o

2u W W
A ( )( c )

4
ο

− −
= ρβΑ +  

κάνοντας αλγεβρικές πράξεις: 

22
o

u W
A ( )( c )

2
ο

−
= ρβΑ +             (3-37) 

Θεωρούµε γνωστό το πεδίο ροής σε όλο το µήκος του αγγείου την χρονική στιγµή t και θέλουµε 

να το υπολογίσουµε την χρονική στιγµή t+∆t: 

 

 

Σχήµα 3.1 Σχηµατική παράσταση του χωροχρονικού πεδίου 

 

 

 

 

 

 

 



3.6.1 Εγγύς άκρο αγγείου 

Θεωρώντας ότι οι χαρακτηριστικές µεταβλητές πάνω στις χαρακτηριστικές γραµµές είναι 

σταθερές µεταξύ των χρονικών στιγµών t και t+∆t και κάνοντας προσέγγιση πρώτης τάξης ως 

προς τον χρόνο είναι: 

k 1 k k k k

2 2 2 2 1W (0) W ( (0) t) W ( x )+ = −λ ∆ = ∆          (3-38) 

Με γραµµική παρεµβολή υπολογίζεται ότι: 

k 1 1
1 1 2

x x x
u ( x ) u u

x x

∆ −∆ ∆
∆ = +

∆ ∆
          (3-39) 

και     

k 1 1
1 1 2

x x x
c ( x ) c c

x x

∆ −∆ ∆
∆ = +

∆ ∆
          (3-40) 

, όµως         

k k k

2 1 1(0) u ( x ) c ( x ) u cλ = ∆ − ∆ = −                                                               (3-41) 

Όµως 
k 1
2

x
(0)

t

∆
λ = −

∆
. Άρα: 

1x
u c

t

∆
− = −

∆
             (3-42) 

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (3-39) και (3-40) στην (3-42): 

1 1 1 1
1 1 2 1 2

x x x x x x
x t(u u c c )

x x x x

∆ −∆ ∆ ∆ −∆ ∆
∆ = −∆ + − −

∆ ∆ ∆ ∆
 

Κάνοντας αλγεβρικές πράξεις καταλήγουµε ότι: 

1 1
1

1 1 2 2

t(u c )
x

1 t / x( u c u c )

∆ −
∆ = −

+ ∆ ∆ − + + −
          (3-43) 

 



Άρα:    

k 1 k k1 1
2 2 2

x x
W (0) W (0)(1 ) W ( x)

x x

+ ∆ ∆
= − + ∆

∆ ∆
           (3-44) 

 

Στο εγγύς άκρο, συνήθως θέτουµε ένα παλµό πίεσης ή παροχής, ή κάποια χρονική µεταβολή της 

χαρακτηριστικής µεταβλητής W1. Θέτοντας την χαρακτηριστική µεταβλητή W1, µπορούµε από 

τις σχέσεις (3-34) και (3-35) να υπολογίσουµε τα A, u, P. Θέτοντας κάποια χρονική µεταβολή 

παλµό πίεσης ή παροχής, πρέπει να βγάλουµε κάποια σχέση W1=W1(P,W2) ή W1=W1(Q,W2) 

αντίστοιχα. 

Παρακάτω υπολογίζεται η σχέση W1=W1(P,W2), αφού στην εργασία θεωρήσαµε παλµούς 

πίεσης. 

Από τις σχέσεις (3-33) προκύπτει:  

1 2 oW W 4(c c )− = −  

Αντικαθιστώντας την (3-30) σχέση της ταχύτητας διάδοσης: 

1/ 2 1/ 2

1 2

16
W W ( )ο

ο

− = Α −Α
βρΑ

            (3-45) 

Όµως: o
ext

A A
P P

ο

−
− =

βΑ
                 (3-3) 

Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη µε οβΑ : 

ext(P P ) ο ο− βΑ = Α−Α  

Λύνοντας ως προς Α και υψώνοντας τα δύο µέλη στην ½: 

1/ 2

ext(P P ) ο οΑ = − βΑ + Α                         (3-46) 

 



Αντικαθιστώντας την (3-46): 

1/ 2

1 2 ext

16
W W ( (P P ) )ο ο ο

ο

− = − βΑ + Α −Α
βρΑ

 

ή 

1/ 2

1 2 ext

16
W W ( (P P ) )ο ο ο

ο

= + − βΑ + Α −Α
βρΑ

          (3-47) 

 

3.6.2 Άπω άκρο αγγείου 

Οµοίως ισχύει ότι: 

k 1 k k k k

1 1 1 1 2W (L) W (L (L) t) W (L x )+ = −λ ∆ = −∆           (3-48) 

Είναι:      

k 2
1

x
u c

t

∆
λ = = +

∆
            (3-49) 

,όπου 

2 2
N N 1

x x x
u u u

x x
−

∆ −∆ ∆
= +

∆ ∆
           (3-50) 

και      

2 2
N N 1

x x x
c c c

x x
−

∆ −∆ ∆
= +

∆ ∆
           (3-51) 

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία καταλήγουµε ότι: 

N N
2

N 1 N 1 N N

t(u c )
x

1 t / x(u c u c )− −

∆ +
∆ =

− ∆ ∆ + − −
           (3-52) 

 



Άρα              

k 1 k k2 2
1 1 1

x x
W (L) W (L)(1 ) W (L x)

x x

+ ∆ ∆
= − + −∆

∆ ∆
                   (3-53) 

 

Το κυκλοφορικό σύστηµα, όπως έχουµε αναφέρει, είναι ένα δίκτυο µε µεγάλες αρτηρίες που 

διακλαδίζονται συνεχώς σε µικρότερες µέχρι τα τριχοειδή αγγεία. Αν ενδιαφερόµαστε µόνο για 

τις µεγαλύτερες αρτηρίες του δικτύου, το πρόβληµα µπορεί να απλουστευτεί αρκετά, 

µοντελοποιώντας ένα µέρος του δικτύου. Ωστόσο, το δίκτυο των αγγείων που αµελούµε επίσης 

αντανακλά πίσω οδεύοντα κύµατα. Έτσι πρέπει να προσεγγιστούν αυτές οι ανακλάσεις στο 

τέλος του µοντελοποιηµένου δικτύου. Έτσι εισάγεται η έννοια της τερµατικής αντίστασης 

(terminal resistance). 

Στην εργασία αυτή θεωρήθηκε η τερµατική αντίσταση, ως ο λόγος των χαρακτηριστικών: 

2
t

1

W
R

W
= −              (3-54) 

Για Rt=1 έχουµε πλήρη ανάκλαση. 

Για Rt=0 έχουµε µηδενική ανάκλαση. 

Για Rt > 0 το πίσω οδεύον κύµα συνεισφέρει µε αρνητική ταχύτητα. 

Για Rt < 0 το πίσω οδεύον κύµα συνεισφέρει µε θετική ταχύτητα. 

Εποµένως, έχοντας υπολογίσει µε γραµµική παρεµβολή, όπως αναλυτικά παρουσιάστηκε 

παραπάνω, την χαρακτηριστική µεταβλητή W1, µπορώ να υπολογίσω και την χαρακτηριστική 

µεταβλητή W2 από την σχέση: 

2 t 1W R W= −               (3-55) 

 

 



Στην συνέχεια υπολογίζουµε από τις σχέσεις (3-34) και (3-35) τα µεγέθη A, u, P. 

Εναλλακτικά, κάνοντας χρήση της γραµµικής σχέσης παροχής όγκου και διαφοράς πίεσης, 

µεταξύ του άπω άκρου του δικτύου και της αρχής του φλεβικού συστήµατος, για µια σταθερή 

περιφερειακή αντίσταση έχουµε (Αυτή η οριακή συνθήκη χρησιµοποιήθηκε στο 6
ο
 βήµα του 

κύκλου του Willis, τα αποτελέσµατα του οποίου δίνονται στο 4
ο
 Κεφάλαιο (Υπολογιστικές 

περιπτώσεις και αποτελέσµατα)): 

ven
per

per

P P
P R Q u

R A

−
∆ = ⇒ =                (3-56) 

Κάνοντας χρήση της σχέσης (3-56) υπολογίζεται η ταχύτητα στο άπω άκρο του δικτύου. Η 

διατοµή και η πίεση στο ίδιο σηµείο υπολογίζονται κάνοντας χρήση των εξισώσεων συνέχειας 

και ελαστικότητας αντίστοιχα. 

 

3.6.3 ∆ιακλάδωση 

 

Σχήµα 3.2 Σχηµατική παράσταση της διακλάδωσης 

 

Αρχικά ισχύει η συνέχεια των παροχών µάζας, δηλαδή: 

1 2 3 1 1 2 2 3 3Q Q Q A u A u A u= + ⇒ = +             (3-57) 

Επίσης, θεωρούµε συνέχεια στατικής πίεσης. Τότε: 

1 2P P=                   (3-58) 

 



και        

1 3P P=                     (3-59) 

 

3.6.4 Επίλυση των Οριακών Συνθηκών 

Εφαρµόζοντας τα παραπάνω δηµιουργούνται 78 εξισώσεις για την εύρεση 78 αγνώστων. Οι 

άγνωστοι είναι η πίεση, η διατοµή και η ταχύτητα σε κάθε άκρο των αγγείων. Οι εξισώσεις 

αυτές πρέπει να λυθούν σαν σύστηµα, καθώς είναι εξαρτηµένες µεταξύ τους. Για την επίλυση 

του συστήµατος εφαρµόζεται η µέθοδος σηµείο προς σηµείο. Η µέθοδος επίλυσης σηµείο προς 

σηµείο είναι από τις απλούστερες επαναληπτικές µεθόδους επίλυσης συστηµάτων γραµµικών 

αλγεβρικών εξισώσεων. Το αρχικό προς επίλυση σύστηµα [ ] '(x) x b (x)Α =
�

� � �

 αναδιατάσσεται 

κατά τέτοιο τρόπο ώστε στο αριστερό σκέλος της κάθε εξίσωσης να εµφανίζεται ένας µόνο 

άγνωστος, δηλαδή είναι: [ ]I x b(x)=
�

� �

 Με τον τρόπο αυτό η επίλυση των εξισώσεων σε κάθε 

επανάληψη γίνεται εύκολα µε αντικατάσταση. [Μαρκάτος, 1995] 

 

Ο επαναληπτικός αλγόριθµος που χρησιµοποιείται σύµφωνα µε την ∆έλτα ∆ιατύπωση έχει ως 

εξής: 

1. Θέτουµε µια αρχική τιµή για το διάνυσµα x$%. 

2. Τότε το υπόλοιπο είναι R b(x) [I]x= −
��

� �

. 

3. ∆ηµιουργείται το προς επίλυση σύστηµα [ ]I x R∆ =
�

�

. 

4. Υπολογίζεται το διάνυσµα x R∆ =
�

�

. 

5. Αν x R∆ = < ε
�

�

 τότε έχουµε σύγκλιση του συστήµατος, αλλιώς υπολογίζουµε το 

διάνυσµα new oldx x x= + ∆
� � �

 και επιστρέφουµε στο βήµα 2. 

 

Για τον έλεγχο σύγκλισης της επαναληπτικής διαδικασίας το σφάλµα υπολογίζεται ως άθροισµα 

των συνιστωσών του διανύσµατος του υπολοίπου ως εξής: e = '∑ R�
�

�  , όπου R� είναι τα 



στοιχεία του διανύσµατος R. Το σύστηµα θεωρείται ότι έχει συγκλίνει όταν e ≤ ε, όπου 

επιλέχθηκε 
1010−ε = .  

 

3.7 Μέθοδος επίλυσης Mac-Cormack [Anderson, 1995] 

Η µέθοδος Mac-Cormack αποτελεί ένα ρητό σχήµα πεπερασµένων διαφορών, που έχει δεύτερης 

τάξης ακρίβεια στον χώρο και τον χρόνο. Εισάχθηκε το 1969 και έγινε η ποιο φηµισµένη ρητή 

µέθοδος πεπερασµένων διαφορών για την επίλυση πεδίων ροής για τα επόµενα 15 χρόνια. 

Σήµερα έχει εµπλουτιστεί µε περισσότερο περίπλοκες προσεγγίσεις. 

Θεωρούµε ότι το πεδίο ροής σε κάθε θέση του όγκου ελέγχου είναι γνωστό την χρονική στιγµή t 

και θέλουµε να υπολογιστεί την χρονική στιγµή t+∆t, δηλαδή πρόκειται για µία µέθοδο 

χρονοπροέλασης. Στην συνέχεια παρατίθεται ο τρόπος υπολογισµού της διατοµής Α µε την 

βοήθεια της εξίσωσης διατήρησης της µάζας, κάνοντας χρήση της µεθόδου Mac-Cormack. 

Οµοίως υπολογίζεται και η ταχύτητα µε την εξίσωση διατήρησης της ορµής. Η πίεση 

υπολογίζεται από την σχέση ελαστικότητας, αφού είναι γνωστή η διατοµή. 

Η διατοµή στην θέση i για την χρονική στιγµή t+∆t είναι: 

k 1 k

i i av

A
A A ( ) t

t

+ ∂
= + ∆

∂
 

, όπου av

A
( )

t

∂
∂

 είναι µια αντιπροσωπευτική µέση τιµή της χρονικής παραγώγου 
A

( )
t

∂
∂

 ανάµεσα 

στις χρονικές τιµές t και ∆t. Αυτή η µέση τιµή υπολογίζεται σε δύο βήµατα, πρόβλεψης και 

διόρθωσης. 

 

 

 

 

 



3.7.1 Βήµα πρόβλεψης (predictor step) 

Αντικαθιστούµε µε πρόσω διαφορές το δεξί άκρο της εξίσωσης διατήρησης της µάζας: 

k k k k k

i 1 i 1 i i

i

A A u A u
( )

t x

+ +∂ −
= −

∂ ∆
 

Όλες οι µεταβλητές είναι γνωστές την χρονική στιγµή t, άρα το δεξί µέλος είναι γνωστό. Έτσι 

υπολογίζεται η διατοµή Α την χρονική στιγµή t+∆t, µε τους δύο πρώτους όρους σειράς Taylor: 

k
k 1 k

i i

A
A A t

t

+ ∂
= + ∆

∂
 

Η διατοµή Α�
��
 υπολογιζόµενη από αυτό το βήµα πρόβλεψης είναι πρώτης τάξης ακρίβεια, 

αφού περιέχει όρους πρώτης τάξης της σειράς Taylor. 

 

3.7.2 Βήµα διόρθωσης (Corrector step) 

Στο βήµα διόρθωσης, αρχικά υπολογίζεται η χρονική παράγωγος µε τα δεδοµένα του βήµατος 

πρόβλεψης για την χρονική στιγµή t+∆t: 

k 1 k 1 k 1 k 1 k 1

i i i 1 i 1

i

A A u A u
( )

t x

+ + + + +
− −∂ −

= −
∂ ∆

 

Η µέση τιµή της χρονικής παραγώγου της διατοµής υπολογίζεται από τον αριθµητικό µέσο των 

χρονικών παραγώγων: 

k k 1

av i i

A 1 A A
( ) [( ) ( ) ]

t 2 t t

+∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
            (3-60) 

Έτσι υπολογίζεται η διορθωµένη τιµή της διατοµής την χρονική στιγµή t+∆t από την γνωστή 

σχέση: 

k 1 k

i i av

A
A A ( ) t

t

+ ∂
= + ∆

∂
              (3-61) 



Αυτά τα δύο βήµατα πρόβλεψης και διόρθωσης επαναλαµβάνονται για όλα τα σηµεία του 

αγγείου και έτσι υπολογίζεται το πεδίο ροής σε όλα τα σηµεία την χρονική στιγµή t+∆t. Για να 

υπολογιστεί η ταχύτητα u κατά µήκος του αγγείου επαναλαµβάνεται η ίδια διαδικασία κάνοντας 

χρήση της εξίσωσης διατήρησης της ορµής. 

Όπως περιγράφηκε παραπάνω στο βήµα πρόβλεψης χρησιµοποιούµε πρόσω διαφορές και στο 

βήµα διόρθωσης πίσω διαφορές, γεγονός που καθιστά την µέθοδο Mac-Cormack διπλής 

ακρίβειας µέθοδο.  

Τέλος, για την συγκεκριµένη υπολογιστική µέθοδο δεν είναι απαραίτητο να χρησιµοποιούνται 

πρόσω και πίσω διαφορές για τα βήµατα πρόβλεψης και διόρθωσης αντίστοιχα. Η µέθοδος θα 

είχε την ίδια ακρίβεια αν χρησιµοποιούνταν µε τον αντίθετο τρόπο. Θα µπορούσε θεωρητικά να 

υπάρχει εναλλαγή του τρόπου διαφόρισης σε κάθε βήµα. 

 

3.8 Εισαγωγή Τεχνητής Απόσβεσης [Hirsch, 2007] 

Τα σχήµατα δεύτερης τάξης, τριών σηµείων της οικογένειας των σχηµάτων Lax-Wendroff, 

συνήθως παράγουν ταλαντώσεις υψηλείς συχνότητας στα αποτελέσµατα. Ένας επιπλέον λόγος 

δηµιουργίας ταλαντώσεων είναι και ο παλµός πίεσης που χρησιµοποιήθηκε καθώς προήλθε από 

ψηφιοποίηση µιας κακής σε ποιότητα γραφικής παράστασης. Για να αποµακρυνθούν αυτές οι 

υψήσυχνες ταλαντώσεις οι Von Neumann και Richtmyer εισήγαγαν το 1950 την έννοια της 

τεχνητής απόσβεσης ή τεχντητής διάχυσης (artificial viscosity or artificial dissipation). Αυτοί οι 

επιπλέον όροι θα πρέπει να προσοµοιώνουν την επίδραση της φυσικής συνεκτικότητας στην 

περιοχή, που εµφανίζονται οι υψήσυχνες ταλαντώσεις. 

Αν η τεχνητή απόσβεση είναι D τότε τα βήµατα που ακολουθούνται κατά την µέθοδο Mac-

Cormack είναι τα παρακάτω τροποποιούνται ως εξής: 

 

Βήµα πρόβλεψης (Predictor Step) 

t t t t t

i i i i

U
U U ( ) t S

t

+∆ ∂
= + ∆ +

∂
 



, όπου 

t t t t t

i i 1/ 2 i 1 i i 1/ 2 i i 1S [D (U U ) D (U U ) ]+ + − −= τ − − −
 

Βήµα διόρθωσης (Corrector Step) 

t t t t t

i i av i

U
U U ( ) t S

t

+∆ +∆∂
= + ∆ +

∂
 

, όπου 

t t t t t t t t t t

i i 1/ 2 i 1 i i 1/ 2 i i 1S [D (U U ) D (U U ) ]+∆ +∆ +∆ +∆ +∆
+ + − −= τ − − −  

, όπου στην περίπτωσή µας η µεταβλητή U εκφράζει την ταχύτητα στην εξίσωση ορµής. Με S 

παρίσταται ο επιπλέον όρος που προκύπτει µε την εφαρµογή της τεχνητής απόσβεσης. 

Στην βιβλιογραφία βρέθηκαν διάφορα σχήµατα τεχντητής απόσβεσης. Αυτά που εισάχθηκαν 

στον κώδικα για να µελετηθεί η επίδρασή τους  στα αποτελέσµατα είναι τα παρακάτω: 

 

Von Neumann – Richtmayer dissipation 

Η τεχνητή απόσβεση θεωρείται ότι είναι: 

x

U
D C x

x

∂
= ∆

∂
 

, όπου xC  είναι ένας µικρός αριθµός. 

 

Τεχνητή απόσβεση 3
ης

 τάξης 

Η τεχνητή απόσβεση θεωρείται ότι είναι: 

2
2

x 2

u c P
D C x

P x

+ ∂
= ∆

∂
 



Τεχνητή απόσβεση χαµηλότερης τάξης 

Η τεχνητή απόσβεση θεωρείται ότι είναι: 

xD C x( u c)= ∆ +  

Εφαρµόζοντας και τους τρεις τύπους τεχντητής απόσβεσης βρήκαµε ότι οι δύο πρώτοι δεν 

επηρεάζουν σχεδόν καθόλου τις ταλαντώσεις των αποτελεσµάτων. Μονάχα η χαµηλότερης 

τάξης απόσβεση δίνει καλά αποτελέσµατα και για αυτό τον λόγο είναι η µοναδική που 

χρησιµοποιήθηκε. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι τα αποτελέσµατα παρουσιάζουν σχετικά 

χαµηλής συχνότητας ταλαντώσεις, περίπτωση στην οποία ενδείκνυται η χρήση αυτής της 

τεχνητής απόσβεσης. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4
Ο
 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 

ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΟΥ  

ΚΥΚΛΟΦΟΡΙΚΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΤΟΥ ΕΓΚΕΦΑΛΟΥ 

 

4.1 Εισαγωγή 

Επειδή ο υπολογιστικός κώδικας που συντάχτηκε δεν είχε ελεγχθεί ως προς την εγκυρότητά του 

κρίθηκε σκόπιµο να συγκριθούν τα αποτελέσµατά του µε αυτά αντίστοιχων δηµοσιευµένων 

άρθρων [Formaggia et al, 2003, Sherwin et al, 2003], όπου επιλύονταν απλές περιπτώσεις. 

Υλοποιώντας τις εφαρµογές των συγκεκριµένων άρθρων διαπιστώθηκε πολύ καλή σύγκλιση των 

αποτελεσµάτων [Στόκος, 2009]. 

 

4.2 Κυκλοφορικό σύστηµα του εγκεφάλου 

Ακολουθεί το σχηµατικό διάγραµµα του κύκλου του Willis, και των κυριοτέρων κλάδων αυτού 

[Hillen et al, 1986]. 

 

Σχήµα 4.1 Σχηµατική παράσταση του κύκλου του Willis 



Στους κάτω πίνακες φαίνονται τα γεωµετρικά και ελαστικά χαρακτηριστικά των αρτηριών αλλά 

και οι τιµές των περιφερειακών αντιστάσεων για τα απαγωγά αγγεία [Hillen et al, 1986, 

Alastruey et al, 2007]. 

 

ΟΝΟΜΑΣΙΑ ΑΓΓΕΙΟΥ (Α.Α.) 

 

ΔΙΑΜΕΤΡΟΣ 

(cm) 

ΜΗΚΟΣ 

L(cm) 

ΠΑΧΟΣ 

h(cm) 

Μ. ΕΛΑΣΤΙΚΟΤΗΤΑΣ E  

(dyne/cm�) ∙ 101 

Έσω Καρωτιδική Αρτηρία/Internal Carotid Artery (10) 0,40 25 0,05 8 

Έσω Καρωτιδική Αρτηρία/Internal Carotid Artery (11) 0,40 25 0,05 8 

Σπονδυλική Αρτηρία/Vertebral Artery (1) 0,30 20 0,034 8 

Σπονδυλική Αρτηρία/Vertebral Artery (2) 0,30 20 0,034 8 

Πρόσθια Εγκεφαλική Αρτηρία Ι/Anterior Cerebral artery I (14) 0,25 2 0,029 16 

Πρόσθια Εγκεφαλική Αρτηρία Ι/Anterior Cerebral artery I (16) 0,25 2 0,029 16 

Πρόσθια Εγκεφαλική Αρτηρία ΙΙ/Anterior Cerebral artery II (17) 0,25 5 0,03 16 

Πρόσθια Εγκεφαλική Αρτηρία ΙΙ/Anterior Cerebral artery II (18) 0,25 5 0,03 16 

Μέση Εγκεφαλική Αρτηρία/Middle cerebral artery (12) 0,35 7 0,036 16 

Μέση Εγκεφαλική Αρτηρία/Middle cerebral artery (13) 0,35 7 0,036 16 

Οπίσθια Αναστομωτική Αρτηρία/Posterior communicating artery (8) 0,10 2 0,018 16 

Οπίσθια Αναστομωτική Αρτηρία/Posterior communicating artery (9) 0,10 2 0,018 16 

Οπίσθια Εγκεφαλική Αρτηρία Ι/Posterior cerebral artery I (4) 0,30 2 0,027 16 

Οπίσθια Εγκεφαλική Αρτηρία Ι/Posterior cerebral artery I (5) 0,30 2 0,027 16 

Οπίσθια Εγκεφαλική Αρτηρία ΙΙ/Posterior cerebral artery II (6) 0,30 7 0,026 16 

Οπίσθια Εγκεφαλική Αρτηρία ΙΙ/Posterior cerebral artery II (7) 0,30 7 0,026 16 

Βασική Αρτηρία/Basilar artery (3) 0,40 3 0,04 16 

Πρόσθια Αναστομωτική Αρτηρία/Anterior communicating artery (15) 0,20 0,5 0,019 16 

 

Πίνακας 4.1 Γεωµετρικά και ελαστικά χαρακτηριστικά κυριοτέρων αρτηριών του κύκλου του Willis 

 

ΟΝΟΜΑΣΙΑ 

 

ΑΝΤΙΣΤΑΣΗ  

(dyne/cm2) 

Peripheral resistance of Posterior Cerebral Artery 39000 

Peripheral resistance of Posterior Cerebral Artery 39000 

Peripheral resistance of Middle Cerebral Artery 52000 

Peripheral resistance of Middle Cerebral Artery 52000 

Peripheral resistance of Anterior Cerebral Artery 78000 

Peripheral resistance of Anterior Cerebral Artery 78000 

 

Πίνακας 4.2 Περιφερειακές αντιστάσεις των απαγωγών αγγείων 



4.3 ∆ηµιουργία παλµού πίεσης 

Στην βιβλιογραφία πολλές εργασίες δίνουν κάποιο παλµό πίεσης για την είσοδο των 

προσαγωγών αγγείων [Hillen et al, 1982, Hillen et al, 1986, Zagzoule et al, 1986]. Έτσι κρίθηκε 

σκόπιµο να δοθεί παλµός πίεσης [Hillen et al, 1986].  

Αρχικά σαρώθηκε η συγκεκριµένη γραφική παράσταση του παλµού πίεσης και διαβάστηκε από 

το πρόγραµµα engauge, ένα πρόγραµµα ψηφιοποίησης γραφικών παραστάσεων. Ωστόσο, τα 

δεδοµένα που προέκυψαν δεν είχαν σταθερό χρονικό βήµα, δηµιουργώντας πρόβληµα για την 

συνέχεια της διαδικασίας. Με την βοήθεια του grapher, ενός προγράµµατος γραφικών έγινε 

παρεµβολή smoothing splines ώστε να αποκτηθούν περισσότερα σηµεία για την συγκεκριµένη 

γραφική παράσταση. Στην συνέχεια µε την βοήθεια του matlab έγινε γραµµική παρεµβολή και 

προέκυψαν σηµεία µε σταθερό χρονικό βήµα ∆t. Ακολούθως, µε έναν υπολογιστικό κώδικα 

προσέγγισης Fourier και κάνοντας χρήση των σηµείων, υπολογίζεται η προσεγγιστική καµπύλη, 

βάσει της σχέσης: 

N
o

0

A
P(t) (A(n)sin(2n t) B(n) cos(2n t))

2
= + π + π∑  

 

Σχήµα 4.2 Πατρικός [Hillen et al 1986] και προσεγγιστικός παλµός πίεσης 

 



4.4 Παρουσίαση αποτελεσµάτων 

4.4.1 Σύγκριση αποτελεσµάτων των περιπτώσεων χωρίς τεχνητή απόσβεση και µε τεχνητή 

απόσβεση 

Η επίλυση του κυκλοφορικού του εγκεφάλου έγινε σταδιακά σε 6 βήµατα. Σε κάθε βήµα 

προσθέτονταν ένα επιπλέον µέρος (αριθµός αγγείων) του κύκλου µέχρι να καταλήξουµε στο 

τελικό µοντέλο. Αυτό έγινε για να ελέγχεται η εγκυρότητα κάθε βήµατος, φτάνοντας µε αυτό 

τον τρόπο οµαλά στο τελικό µοντέλο. Στην συνέχεια δίνονται τα αποτελέσµατα για το 6
ο
 βήµα, 

όπου επιλύεται ολόκληρο το κυκλοφορικό του εγκεφάλου, για την περίπτωση χωρίς τεχνητή 

απόσβεση (καµπύλη µε κόκκινο χρώµα) και µε τεχνητή απόσβεση (καµπύλη µε µαύρο χρώµα). 

Καθώς τα αποτελέσµατα είναι ίδια για τα συµµετρικά αγγεία, δίνονται τα αποτελέσµατα µονάχα 

για το αριστερό συµµετρικό τµήµα του κυκλοφορικού. 

Για την σύγκλιση των αποτελεσµάτων συγκρίθηκαν τα αποτελέσµατα µεταξύ των περιόδων (µία 

περίοδος έχει διάρκεια ενός δευτερολέπτου) που έτρεχε ο κώδικας. Η σύγκλιση του κώδικα 

επηρεάζεται από τις αρχικές συνθήκες. ∆ιαπιστώθηκε ότι µετά από 5 περιόδους τα 

αποτελέσµατα συγκλίνουν. Συγκεκριµένα µεταξύ της 4
ης

 περιόδου (3-4 sec) και της 5
ης

 περιόδου 

(4-5 sec) οι διαφορές για την ταχύτητα, την πίεση και την διατοµή ήταν µικρότερες από 1032. 

4.4.1.1 ∆ιαγράµµατα πίεσης 

 

Σχήµα 4.3 Η πίεση στο µέσο του αγγείου 1 



 

Σχήµα 4.4 Η πίεση στο µέσο του αγγείου 3 

 

Σχήµα 4.5 Η πίεση στο µέσο του αγγείου 4 



 

Σχήµα 4.6 Η πίεση στο µέσο του αγγείου 6 

 

Σχήµα 4.7 Η πίεση στο µέσο του αγγείου 8 



 

Σχήµα 4.8 Η πίεση στο µέσο του αγγείου 10 

 

Σχήµα 4.9 Η πίεση στο µέσο του αγγείου 12 



 

Σχήµα 4.10 Η πίεση στο µέσο του αγγείου 14 

 

Σχήµα 4.11 Η πίεση στο µέσο του αγγείου 15 



 

Σχήµα 4.12 Η πίεση στο µέσο του αγγείου 17 

4.4.1.2 ∆ιαγράµµατα ταχύτητας 

 

Σχήµα 4.13 Η ταχύτητα στο µέσο του αγγείου 1 



 

Σχήµα 4.14 Η ταχύτητα στο µέσο του αγγείου 3 

 

Σχήµα 4.15 Η ταχύτητα στο µέσο του αγγείου 4 



 

Σχήµα 4.16 Η ταχύτητα στο µέσο του αγγείου 6 

 

Σχήµα 4.17 Η ταχύτητα στο µέσο του αγγείου 8 



 

Σχήµα 4.18 Η ταχύτητα στο µέσο του αγγείου 10 

 

Σχήµα 4.19 Η ταχύτητα στο µέσο του αγγείου 12 



 

Σχήµα 4.20 Η ταχύτητα στο µέσο του αγγείου 14 

 

Σχήµα 4.21 Η ταχύτητα στο µέσο του αγγείου 15 



 

Σχήµα 4.22 Η ταχύτητα στο µέσο του αγγείου 17 

4.4.1.3 ∆ιαγράµµατα διατοµής 

 

Σχήµα 4.23 Η διατοµή στο µέσο του αγγείου 1 



 

Σχήµα 4.24 Η διατοµή στο µέσο του αγγείου 3 

 

 

Σχήµα 4.25 Η διατοµή στο µέσο του αγγείου 4 



 

Σχήµα 4.26 Η διατοµή στο µέσο του αγγείου 6 

 

Σχήµα 4.27 Η διατοµή στο µέσο του αγγείου 8 

 



 

Σχήµα 4.28 Η διατοµή στο µέσο του αγγείου 10 

 

Σχήµα 4.29 Η διατοµή στο µέσο του αγγείου 12 

 



 

Σχήµα 4.30 Η διατοµή στο µέσο του αγγείου 14 

 

Σχήµα 4.31 Η διατοµή στο µέσο του αγγείου 15 

 



 

Σχήµα 4.32 Η διατοµή στο µέσο του αγγείου 17 

4.4.1.4 ∆ιαγράµµατα παροχής όγκου 

 

Σχήµα 4.33 Η παροχή όγκου στο µέσο του αγγείου 1 



 

Σχήµα 4.34 Η παροχή όγκου στο µέσο του αγγείου 3 

 

Σχήµα 4.35 Η παροχή όγκου στο µέσο του αγγείου 4 



 

Σχήµα 4.36 Η παροχή όγκου στο µέσο του αγγείου 6 

 

Σχήµα 4.37 Η παροχή όγκου στο µέσο του αγγείου 8 



 

Σχήµα 4.38 Η παροχή όγκου στο µέσο του αγγείου 10 

 

Σχήµα 4.39 Η παροχή όγκου στο µέσο του αγγείου 12 



 

Σχήµα 4.40 Η παροχή όγκου στο µέσο του αγγείου 14 

 

Σχήµα 4.41 Η παροχή όγκου στο µέσο του αγγείου 15 



 

Σχήµα 4.42 Η παροχή όγκου στο µέσο του αγγείου 17 

 

4.4.2 Σύγκριση αποτελεσµάτων µε αυτά του άρθρου [Hillen et al, 1986] 

Στο συγκεκριµένο άρθρο δίνονται τα αποτελέσµατα για την πίεση και την ταχύτητα στο µέσο 

των αγγείων. Καθώς ο παλµός πίεσης, οι προς επίλυση εξισώσεις, η σχέση ελαστικότητας και οι 

οριακές συνθήκες που χρησιµοποιήθηκαν είναι αυτές που δίνονται στο άρθρο, κρίθηκε σκόπηµο 

να συγκριθούν τα αποτελέσµατα για να ελεγχθεί η αξιοπιστία του κώδικα που συντάχθηκε. Οι 

καµπύλες µε κόκκινο χρώµα είναι οι ψηφιοποιηµένες καµπύλες του άρθρου [Hillen et al, 1986] 

και µε µαύρο χρώµα των δικών µου αποτελεσµάτων. Και αυτή την φορά δίνονται τα 

αποτελέσµατα µονάχα για το αριστερό συµµετρικό τµήµα του κυκλοφορικού. 



4.4.2.1 ∆ιαγράµµατα πίεσης 

 

Σχήµα 4.43 Η πίεση στο µέσο του αγγείου 1 

 

Σχήµα 4.44 Η πίεση στο µέσο του αγγείου 3 



 

Σχήµα 4.45 Η πίεση στο µέσο του αγγείου 6 

 

Σχήµα 4.46 Η πίεση στο µέσο του αγγείου 8 



 

Σχήµα 4.47 Η πίεση στο µέσο του αγγείου 10 

 

Σχήµα 4.48 Η πίεση στο µέσο του αγγείου 12 



 

Σχήµα 4.49 Η πίεση στο µέσο του αγγείου 14 

 

Σχήµα 4.50 Η πίεση στο µέσο του αγγείου 15 



 

Σχήµα 4.51 Η πίεση στο µέσο του αγγείου 17 

4.4.2.2 ∆ιαγράµµατα ταχύτητας 

 

Σχήµα 4.52 Η ταχύτητα στο µέσο του αγγείου 1 



 

Σχήµα 4.53 Η ταχύτητα στο µέσο του αγγείου 3 

 

Σχήµα 4.54 Η ταχύτητα στο µέσο του αγγείου 6 



 

Σχήµα 4.55 Η ταχύτητα στο µέσο του αγγείου 8 

 

Σχήµα 4.56 Η ταχύτητα στο µέσο του αγγείου 10 



 

Σχήµα 4.57 Η ταχύτητα στο µέσο του αγγείου 12 

 

Σχήµα 4.58 Η ταχύτητα στο µέσο του αγγείου 14 



 

Σχήµα 4.59 Η ταχύτητα στο µέσο του αγγείου 15 

 

Σχήµα 4.60 Η ταχύτητα στο µέσο του αγγείου 17 



4.4.3 Περίπτωση ασυµµετρίας στο µοντέλο 

Στην συνέχεια µελετήθηκε η περίπτωση ασυµµετρίας του µοντέλου, για να αναδειχθεί η αξία 

των αναστοµοτικών αγγείων. Συγκεκριµένα, θεωρούµε ότι η διατοµή στο αγγείο 8 είναι d=0,1 

cm και στο αγγείο 9 είναι d=0,2 cm. Τα αποτελέσµατα για τα αγγεία του αριστερού τµήµατος 

του κυκλοφρικού συστήµατος δίνονται µε κόκκινο χρώµα, ενώ του δεξιού τµήµατος µε µαύρο 

χρώµα. 

 

4.4.3.1 ∆ιαγράµµατα πίεσης 

 

Σχήµα 4.61 Η πίεση στο µέσο των αγγείων 1,2 



 

Σχήµα 4.62 Η πίεση στο µέσο του αγγείου 3 

 

Σχήµα 4.63 Η πίεση στο µέσο των αγγείων 4,5 



 

Σχήµα 4.64 Η πίεση στο µέσο των αγγείων 6,7 

 

Σχήµα 4.65 Η πίεση στο µέσο των αγγείων 8,9 



 

Σχήµα 4.66 Η πίεση στο µέσο των αγγείων 10,11 

 

Σχήµα 4.67 Η πίεση στο µέσο των αγγείων 12,13 



 

Σχήµα 4.68 Η πίεση στο µέσο των αγγείων 14,16 

 

Σχήµα 4.69 Η πίεση στο µέσο του αγγείου 15 



 

Σχήµα 4.70 Η πίεση στο µέσο των αγγείων 17,18 

4.4.3.2 ∆ιαγράµµατα ταχύτητας 

 

Σχήµα 4.71 Η ταχύτητα στο µέσο των αγγείων 1,2 



 

Σχήµα 4.72 Η ταχύτητα στο µέσο του αγγείου 3 

 

Σχήµα 4.73 Η ταχύτητα στο µέσο των αγγείων 4,5 



 

Σχήµα 4.74 Η ταχύτητα στο µέσο των αγγείων 6,7 

 

Σχήµα 4.75 Η ταχύτητα στο µέσο των αγγείων 8,9 



 

Σχήµα 4.76 Η ταχύτητα στο µέσο των αγγείων 10,11 

 

Σχήµα 4.77 Η ταχύτητα στο µέσο των αγγείων 12,13 



 

Σχήµα 4.78 Η ταχύτητα στο µέσο των αγγείων 14,16 

 

Σχήµα 4.79 Η ταχύτητα στο µέσο του αγγείου 15 



 

Σχήµα 4.80 Η ταχύτητα στο µέσο των αγγείων 17,18 

 

4.4.4 Επίλυση του µόνιµου προβλήµατος και σύγκριση αποτελεσµάτων µε το µη-µόνιµο 

πρόβληµα. 

Ένας άλλος τρόπος για να συγκρίνουµε τα αποτελέσµατά είναι να λύσουµε το ίδιο κύκλωµα 

αγγείων κάνοντας χρήση της σχέσης Hagen-Poiseuille. Συγκεκριµένα, αµελήθηκαν όλα τα µη- 

µόνιµα φαινόµενα  και η ελαστικότητα των αγγείων και εφαρµόσαµε την σχέση Hagen-

Poiseuille για όλα τα αγγεία του κυκλώµατος. Με αυτό τον τρόπο η χρονική εξάρτηση 

εξαλείφεται, κάνοντας πολύ απλούστερο το πρόβληµα. ∆ηµιουργείται ένα σύστηµα γραµµικών 

εξισώσεων που περιγράφει την παροχή στα αγγεία µε όρους διαφορών πίεσης και αντίστασης. 

Αυτές οι παροχές µπορούν να συγκριθούν µε τις µέσες παροχές που υπολογίστηκαν από το µη-

µόνιµο µοντέλο που επιλύθηκε προηγουµένως και συµπεριελάµβανε ελαστικότητα στα 

τοιχώµατα των αγγείων, παλλόµενη ροή και µη γραµµική διάδοση κυµάτων. 



Έγιναν οι εξής απλοποιήσεις: 

• Όλα τα αγγεία θεωρήθηκαν ως άκαµπτα µε κυκλική διατοµή που δεν µεταβάλλεται κατά 

το µήκος τους. 

• Το αίµα θεωρήθηκε ως οµογενές Νευτώνειο ρευστό. 

• Η ροή θεωρήθηκε ως πλήρως ανεπτυγµένη, στρωτή και µόνιµη. 

Αυτές οι απλοποιήσεις βεβαίως δεν συµφωνούν µε την πραγµατικότητα. Ωστόσο, συγκρίνοντας 

τις παροχές από αυτό το µοντέλο µε τις παροχές που υπολογίστηκαν µε το προηγούµενο 

µοντέλο, η επίδραση της παλλόµενης ροής και την ελαστικότητας των αγγείων µπορεί να 

εκτιµηθεί. 

Με αυτές τις απλοποιήσεις η πτώση πίεσης στα αγγεία είναι ανάλογη της παροχής. Έτσι για 

κάθε ένα από τα 18 αγγεία, µπορούµε να κάνουµε χρήση της σχέσης Hagen-Poiseuille: 

i
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, όπου ΔP5 εκφράζει την πτώση πίεσης στο αγγείο i, Q� είναι η παροχή στο αγγείο i, l� και r� το 

µήκος και η ακτίνα του αγγείου αντίστοιχα. µ είναι η δυναµική συνεκτικότητα του ρευστού, 

στην προκυµένη περίπτωση του αίµατος. Για ευκολία ο συντελεστής αντίστασης εκφράζεται ως: 
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, ο οποίος περιλαµβάνει όλες τις µορφολογικές παραµέτρους. 

Για κάθε έναν από τους οκτώ κόµβους, η συνέχεια της µάζας απαιτεί η παροχή που οδηγείται σε 

έναν κόµβο να εξέρχεται εξ’ ολοκλήρου από αυτόν µέσω των άλλων αγγείων. Επίσης, υπάρχει 

συνέχεια της πίεσης σε κάθε κόµβο. Έτσι δίνοντας τη µέση πίεση στην είσοδο των προσαγωγών 

αγγείων (122656,6 cm/s², προκύπτει από το µη-µόνιµο πρόβληµα) και την µέση πίεση στην 

έξοδο (13332,240 cm/s²) και εφαρµόζοντας αυτές τις σχέσεις καταλήγουµε σε ένα σύστηµα 26 

εξισώσεων µε 26 αγνώστους, το οποίο επιλύθηκε στην Matlab. Τα αποτελέσµατα για τις 

παροχές στα αγγεία δίνονται παρακάτω. 

 



  un-steady CoW steady CoW steady-unsteady  (unsteady-steady)/steady %  

QM1 2.527 1.857 -0.670 26.5 

QM2 2.527 1.857 -0.670 26.5 

QM3 5.057 3.714 -1.343 26.6 

QM4 2.528 1.857 -0.671 26.6 

QM5 2.528 1.857 -0.671 26.6 

QM6 2.729 1.934 -0.795 29.1 

QM7 2.729 1.934 -0.795 29.1 

QM8 0.199 0.078 -0.122 61.1 

QM9 0.199 0.078 -0.122 61.1 

QM10 3.783 4.022 0.239 -6.3 

QM11 3.783 4.022 0.239 -6.3 

QM12 2.164 2.642 0.478 -22.1 

QM13 2.164 2.642 0.478 -22.1 

QM14 1.419 1.303 -0.116 8.1 

QM15 0.000 0.000 0.000 0.0 

QM16 1.419 1.303 -0.116 8.1 

QM17 1.419 1.303 -0.116 8.1 

QM18 1.419 1.303 -0.116 8.1 

 

Η µεγαλύτερη % διαφορά παρουσιάζεται στα αγγεία 8 και 9, αλλά δικαιολογείται εν’ µέρη λόγω 

των χαµηλών τιµών των παροχών σε αυτά τα αγγεία. Εποµένως, µπορούµε να πούµε ότι τα 

αποτελέσµατα των δύο µοντέλων συµφωνούν σε µεγάλο βαθµό, λαµβάνοντας υπ’ όψη ότι 

πρόκειται για δύο µοντέλα µε εντελώς διαφορετικές παραδοχές που λύνουν την ίδια γεωµετρία. 

 

4.4.5 Σχολιασµός των αποτελεσµάτων 

Στην συνέχεια ακολουθεί ο σχολιασµός των αποτελεσµάτων. Η οξυγόνωση του εγκεφάλου θα 

πρέπει να είναι ικανή να συντηρήσει τις λειτουργίες του. Εποµένως, θα πρέπει η παροχή αίµατος 

προς τον εγκέφαλο να είναι σταθερή αλλά και η αιµάτωση να είναι οµοιόµορφη, ώστε όλες οι 

λειτουργίες που αναφέρονται σε συγκεκριµένα κέντρα του εγκεφάλου να επιτελούνται 

ικανοποιητικά και να µην προκαλείται υποξία. 

 



• Η µορφή των καµπυλών διατοµής είναι ίδια µε αυτών της πίεσης για το ίδιο αγγείο 

καθώς διατοµή και πίεση σχετίζονται µέσω αλγεβρικής σχέσης. 

• Οι µεγαλύτερες ταχύτητες παρατηρούνται στα αγγεία 1, 2 Σπονδυλικές  Αρτηρίες 

(Vertebral Arteries) και 10, 11 Εσωτερικές Καρωτιδικές Αρτηρίες (Internal Carotid 

Arteries). 

• Η ταχύτητα στο αγγείο 15 Πρόσθια Αναστοµωτική Αρτηρία (Anterior Communicating 

Artery) είναι µηδενική στην περίπτωση συµµετρίας. 

• Οµοίως δεν υπάρχει παροχή όγκου στην Πρόσθια Αναστοµωτική Αρτηρία, όπως ήταν 

αναµενόµενο, στην συµµετρική περίπτωση. 

• Η µεγαλύτερη µέση παροχή εµφανίζεται στις Οπίσθιες Εγκεφαλικές Αρτηρίες ΙΙ 

(Posterior Cerebral Arteries ΙΙ), ακολουθούν οι Μέσες Εγκεφαλικές Αρτηρίες (Middle 

Cerebral Arteries) και τέλος η µικρότερη παροχή παρουσιάζεται στις Πρόσθιες 

Εγκεφαλικές Αρτηρίες ΙΙ (Anterior Cerebral Arteries ΙΙ). 

• Η µέση παροχή στις Αναστοµωτικές Αρτηρίες είναι αρκετά µικρότερη από την παροχή 

στα απαγωγά αγγεία που συνδέουν, πράγµα που δείχνει πως ο ρόλος τους είναι 

περιορισµένος σε υγιείς και χωρίς ελλείψεις σε αγγεία κύκλους του Willis.  

• Σε περίπτωση έλλειψης ή δυσπλασίας µίας από τις αρτηρίες Πρόσθια Εγκεφαλική Ι και 

Οπίσθια Εγκεφαλική Ι, οι Αναστοµωτικές Αρτηρίες είναι οι µόνοι δυνατοί δρόµοι προς 

τα απαγωγά αγγεία. Σε τέτοιες περιπτώσεις παρουσιάζουν αυξηµένη παροχή. 

• Συγκρίνοντας τα αποτελέσµατα για την περίπτωση µε τεχνητή απόσβεση και χωρίς 

τεχνητή απόσβεση δεν διακρίνουµε ιδιαίτερα σηµαντικές διαφορές. Ωστόσο, 

παρακολουθώντας µε προσοχή παρατηρούµε ότι υπάρχει αισθητή µείωση των 

ταλαντώσεων που εµφανίζονται χωρίς να υπάρχει αλλοίωση του αποτελέσµατος. 

• Στην παράγραφο 4.4.2, όπου γίνεται σύγκριση των αποτελεσµάτων µε αυτά του άρθρου 

του [Hillen et al, 1986], παρατηρούµε σηµαντικές διαφορές ειδικά στις ταχύτητες. Αυτό 

οφείλεται σε µεγάλο βαθµό στην πολύ κακή ποιότητα της γραφικής παράστασης του 

παλµού πίεσης που δίνεται σε αυτό. Συγκεκριµένα, υπάρχει κάποια σύγχυση στον 

οριζόντιο άξονα του χρόνου, προκαλώντας διαφορά φάσης στα συγκρινόµενα 

αποτελέσµατα για την πίεση και στην συνέχεια µεγάλες διαφορές στα αποτελέσµατα για 

την ταχύτητα. 



• Στην περίπτωση της ασυµµετρίας που φαίνεται στην παράγραφο 4.4.3, διακρίνουµε την 

χρησιµότητα των αναστοµωτικών αγγείων. Για τις πιέσεις δεν παρατηρείται σηµαντική 

διαφορά µεταξύ των αγγείων στα δύο συµµετρικά τµήµατα του κυκλοφορικού. Ωστόσο, 

αυτές οι µικρές διαφορές στις πιέσεις οδηγούν σε µεγάλες διαφορές στις ταχύτητες. 

Συγκεκριµένα, παρατηρείται µεγάλη αύξηση της ταχύτητας στο αγγείο 4 έναντι του 

αγγείου 5 (Οπίσθιες Εγκεφαλικές Αρτηρίες Ι), µείωση της ταχύτητας στο αγγείο 8 έναντι 

του αγγείου 9 (Οπίσθιες Αναστοµωτικές Αρτηρίες), αύξηση της ταχύτητας στο αγγείο 14 

έναντι του αγγείου 16 (Πρόσθιες Εγκεφαλικές Αρτηρίες Ι). Επίσης, παρατηρείται παροχή 

στο αγγείο 15 (Πρόσθια Αναστοµωτική Αρτηρία), κάνοντας φανερό τον ρόλο του 

συγκεκριµένου αγγείου στην περίπτωση παθολογικών καταστάσεων. 

• Στην περίπτωση της ασυµµετρίας παρατηρούµε ότι δεν υπάρχει σηµαντική διαφορά στις 

ταχύτητες των προσαγωγών και των απαγωγών αγγείων για τα συµµετρικά αγγεία. 

• Τέλος, για την περίπτωση της ασυµµετρίας µπορούµε να κάνουµε ποιοτική σύγκριση των 

αποτελεσµάτων µε αυτά του Hillen, όπου επιλύεται η ίδια περίπτωση. Καταλήγουµε ότι 

ποιοτικά τα αποτελέσµατα συµφωνούν σε µεγάλο βαθµό. 
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