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ΕΤΥΑΡΙΣΙΕ 
 
 
  Η εθπόλεζε θαη ζπγγξαθή ηεο κεηαπηπρηαθήο εξγαζίαο δελ ζα ήηαλ 
δπλαηή ρσξίο ηε βνήζεηα θαη ζπλδξνκή πιήζνπο αηόκσλ. Σνπο εθθξάδσ 

ηηο επραξηζηίεο κνπ γηα ηε βνήζεηα πνπ κνπ πξνζέθεξαλ. Δηδηθόηεξα ζα 
ήζεια λα επραξηζηήζσ ηνπο: 

 
  Σελ ππνςήθηα δηδάθηνξα ΔΜΠ Μσρηώ Μανωλά γηα ηελ πνιύηηκε 
βνήζεηα θαη ζπκπαξάζηαζή ηεο θαζ’ όιε ηελ πνξεία ηεο εξγαζίαο, ζε 

δηάθνξα ζέκαηα πνπ απαζρόιεζαλ, είηε ζεσξεηηθνύ, είηε 
πξνγξακκαηηζηηθνύ ραξαθηήξα. Οη ζπκβνπιέο θαη νη παξεκβάζεηο ηεο 

έπαημαλ θαηαιπηηθό ξόιν γηα ηελ επίιπζε δηαθόξσλ ζεκάησλ. 
 
  Σνλ ππνςήθην δηδάθηνξα ΔΜΠ άββα Σριανηαθύλλοσ γηα ηε ζεκαληηθή 

ηνπ ζπλεηζθνξά ζε ζέκαηα πξνγξακκαηηζηηθνύ ραξαθηήξα, πνπ βνήζεζαλ 
ζε κεγάιν βαζκό ζηελ νινθιήξσζε ηεο εξγαζίαο.  

 
  Σνλ Αλαπι. Καζεγεηή ΔΜΠ Κων/νο πηλιόποσλο ηνπ εξγαζηεξίνπ 
ηαηηθήο & Αληηζεηζκηθώλ Δξεπλώλ ηνπ Σνκέα Γνκνζηαηηθήο ηεο ρνιήο 

Πνιηηηθώλ Μεραληθώλ, ν νπνίνο κέζσ ησλ δηαιέμεώλ ηνπ ζε δεηήκαηα 
πιαζηηθήο αλάιπζεο, ζε πξνπηπρηαθό θαη ζε κεηαπηπρηαθό επίπεδν, αιιά 

θαη ησλ ζεκεηώζεσλ θαη δεκνζηεύζεώλ ηνπ, βνήζεζε ηδηαίηεξα ζηελ 
αλάπηπμε ηεο επηζηεκνληθήο κνπ ζθέςεο θαη ηελ απνπεξάησζε ηεο 
ζπγγξαθήο ηεο κεηαπηπρηαθήο εξγαζίαο. 

 
  Θα ήζεια λα εσταριζηήζω ιδιαίηερα ηνλ Καζεγεηή ΔΜΠ Βλάζη 

Κοσμούζη ηνπ Δξγαζηεξίνπ ηαηηθήο & Αληηζεηζκηθώλ Δξεπλώλ ηνπ 
Σνκέα Γνκνζηαηηθήο ηεο ρνιήο Πνιηηηθώλ Μεραληθώλ, επηβιέπνληα ηεο 
Μεηαπηπρηαθήο Δξγαζίαο, γηα ηε ζπλερή θαζνδήγεζή ηνπ ζε έλα πιήζνο 

επηζηεκνληθώλ ζεκάησλ, γηα ηηο ζπκβνπιέο ηνπ θαηά ηε θάζε ζπγγξαθήο 
ηεο εξγαζίαο, γηα ηελ ππνκνλή πνπ επέδεημε θαηά ηε δηάξθεηά ηεο, θαη ηε 

βνήζεηα πνπ κνπ πξνζέθεξε ζηελ αλάπηπμε ηεο επηζηεκνληθήο κνπ 
ζθέςεο. 
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ΠΕΡΙΛΗΦΗ 

 
  Η παξνύζα κεηαπηπρηαθή εξγαζία πξαγκαηεύεηαη ηελ ειαζηνπιαζηηθή αλάιπζε 

ξαβδσηώλ θνξέσλ κε ραιάξσζε πιηθνύ θαη ηε κειέηε ηεο ζπκπεξηθνξάο ηνπο.  

  πγθεθξηκέλα, θαη’ αξρήλ εμεηάδνληαη ζε ζεσξεηηθό επίπεδν, νη βαζηθέο αξρέο 

ηεο πιαζηηθήο αλάιπζεο θαη εηδηθόηεξα, ν ηξόπνο κε ηνλ νπνίν ν γξακκηθόο 

πξνγξακκαηηζκόο κπνξεί λα εθαξκνζηεί ζε ζέκαηα νξηαθήο αλάιπζεο θαη λα 

απνηειέζεη έλα ρξήζηκν εξγαιείν γηα ηελ εμαγσγή απνηειεζκάησλ κε κεγάιε 

αθξίβεηα. Η ζεσξεηηθή αλάιπζε ππνζηεξίδεηαη από αξηζκεηηθέο εθαξκνγέο, κε 

ρξήζε ινγηζηηθώλ θύιισλ Excel αιιά θαη αλάπηπμε θώδηθα ζηε γιώζζα 

πξνγξακκαηηζκνύ Matlab. ε όια ηα παξαδείγκαηα απηήο ηεο ελόηεηαο, 

πηνζεηείηαη ειαζηηθή – απόιπηα πιαζηηθή ζπκπεξηθνξά πιηθνύ θαη εμεηάδνληαη 

πιαηζησηνί θνξείο. Μειεηάηαη ε θαζαξά θακπηηθή ζπκπεξηθνξά ησλ θνξέσλ θαη 

επίζεο, ε επηξξνή ηεο αιιειεπίδξαζεο ησλ αμνληθώλ δπλάκεσλ, είηε κέζσ ηεο 

αθξηβνύο κε γξακκηθήο ζρέζεο ηεο επηθάλεηαο δηαξξνήο ησλ Masonet & Save 

(θαηάιιειε γηα κεηαιιηθέο θαηαζθεπέο), είηε κε πξνζεγγηζηηθά γξακκηθνπνηεκέλα 

κνληέια. 

  ηελ επόκελε ελόηεηα ηεο εξγαζίαο, αλαιύεηαη, θαηαξρήλ ζε ζεσξεηηθό επίπεδν, 

ε έλλνηα ηεο γξακκηθήο ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο (Linear Complementarity Problem). 

Δηδηθόηεξα, επεμεγείηαη ε δνκή ηνπ πξνβιήκαηνο, εμεηάδεηαη ε κεγάιε ζεκαζία 

ηνπ ζε ζέκαηα καζεκαηηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ θαη παξνπζηάδνληαη νξηζκέλεο από 

ηηο ζεκαληηθόηεξεο εθαξκνγέο ηνπ ζηνλ ηνκέα ηνπ Πνιηηηθνύ Μεραληθνύ αιιά θαη 

ησλ νηθνλνκηθώλ επηζηεκώλ. Καηόπηλ αλαπηύζζεηαη ε ζεσξεηηθή έλλνηα ηεο 

ραιάξσζεο ηνπ πιηθνύ (softening) θαη ην πώο κπνξεί λα επηιπζεί έλα πξόβιεκα 

ειαζηνπιαζηηθήο αλάιπζεο ζε ξαβδσηνύο θνξείο πνπ ραξαθηεξίδνληαη από κηα 

ηέηνηα ζπκπεξηθνξά, κε ηε ρξήζε ηνπ καζεκαηηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ θαη θπξίσο 

κέζσ ηεο γξακκηθήο ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο.  

  Με βάζε ηα αλσηέξσ, αλαπηύρζεθε θώδηθαο ζηε γιώζζα πξνγξακκαηηζκνύ 

Matlab, o νπνίνο κπνξεί λα δηεμάγεη κηα ειαζηνπιαζηηθή αλάιπζε ζε ξαβδσηνύο 

θνξείο κε ραιάξσζε πιηθνύ. Αθνινπζνύλ αξηζκεηηθά παξαδείγκαηα, ηα νπνία 

παξνπζηάδνπλ θιηκαθνύκελε δπζθνιία (από ην απιό ζεσξεηηθό παξάδεηγκα κηαο 

ακθίπαθηεο δνθνύ, ζε έλα πιαίζην ηξηώλ αλνηγκάησλ θαη πέληε νξόθσλ κε 

παξνπζία έθθεληξσλ ζπλδέζκσλ δπζθακςίαο). Ο ζηόρνο είλαη λα εμαρζνύλ 

δηαγξάκκαηα δύλακεο – κεηαηόπηζεο θαη λα γίλεη ζύγθξηζε ζηηο παξαθάησ 

ζπκπεξηθνξέο ηεο θαηαζθεπήο: 

Α) Διαζηηθή – απόιπηα πιαζηηθή ζπκπεξηθνξά (elastic – perfectly plastic) 

Β) Καζαξά θακπηηθή ζπκπεξηθνξά κε ραιάξσζε πιηθνύ (pure bending and 

softening) 

Γ) Αιιειεπίδξαζε αμνληθήο δύλακεο θαη ραιάξσζε πιηθνύ (interaction and 

softening) 

  ηελ ηειεπηαία ελόηεηα ηεο εξγαζίαο, εμεηάδνληαη, αξρηθά ζε ζεσξεηηθό επίπεδν, 

νη δηαθνξνπνηήζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο εάλ πξέπεη λα ιεθζεί ππόςε θαη ε 

γεσκεηξηθή κε γξακκηθόηεηα θαη ηα θαηλόκελα 2αο ηάμεο. Αλαπηύρζεθε θαη πάιη 

έλαο ηξνπνπνηεκέλνο θώδηθαο ζηε γιώζζα πξνγξακκαηηζκνύ Matlab, ν νπνίνο 

πξνβιέπεη θαη ηελ παξνπζία γεσκεηξηθώλ κε γξακκηθνηήησλ. Σα αξηζκεηηθά 

παξαδείγκαηα πνπ αθνινπζνύλ είλαη ηα ίδηα κε απηά ηεο πξνεγνύκελεο ελόηεηαο, 

ώζηε λα επηηεπρζεί ε ζύγθξηζε ησλ απνηειεζκάησλ θαη λα δηεξεπλεζεί ην κέγεζνο 

ηεο επίδξαζεο ησλ θαηλνκέλσλ δεπηέξαο ηάμεο ζηε ζπλνιηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ 

θνξέα. Η ζύγθξηζε ησλ αλαιύζεσλ γίλεηαη ζηε γεληθή πεξίπησζε ηεο 

αιιειεπίδξαζεο αμνληθήο δύλακεο κε ραιάξσζε πιηθνύ. 

  Από ηα απνηειέζκαηα ησλ εθαξκνγώλ ζε όιεο ηηο ελόηεηεο ηηο εξγαζίαο, 

πξνέθπςαλ ζπκπεξάζκαηα ηα νπνία αλαιύνληαη ζην θείκελν πνπ αθνινπζεί, 

θαζώο θαη ζθέςεηο γηα κειινληηθή έξεπλα πνπ κπνξεί λα γίλεη ζην πεδίν απηήο ηεο 

κεηαπηπρηαθήο εξγαζίαο. 
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ABSTRACT 
 
  The current master thesis explores the elastoplastic analysis of frame structures 

with softening and the characteristics of their behavior. 

  Firstly, the basic principles of plastic analysis are examined and especially the 

applications of linear programming at limit analysis and how it can become a 

useful tool for the extraction of highly accurate results. The theoretical 

presentation is supported through some numeric applications, with the use of 

EXCEL spreadsheets and also the development of a program code at the 

programming language MATLAB. In all the examples of that part, an elastic – 

perfectly plastic behavior is adopted and exclusively frame structures are 

analyzed. The pure bending behavior and the interaction of axial forces through 

the exact non – linear relationship of Massonet & Save (suitable for steel 

structures) or through approximate linearized yield surfaces is examined.  

  At the next part of this thesis, the theoretical background of linear 

complementarity problem is explained. More specifically, the thesis focus on the 

problem’s structure (LCP) and its great importance in the field of mathematical 

programming. In addition, some of the applications of that problem to the science 

of civil engineer and also to the area of economics are discussed. Finally, the 

concept of softening is developed and special attention is paid to the formulation 

of a problem of elastoplastic analysis at softening structures using mathematical 

programming and the principles of the linear complementarity problem.   

  Based on the above theoretical analysis, a program code at MATLAB was 

developed in order to analyze such softening frames. Some numeric applications 

follow which are categorized by their complexity (beginning from the simple 

example of a simple double clamped beam and concluding to the more complex 

application of a three bay and five storey eccentrically braced frame). The target 

is to extract force – displacement diagrams and to make a comparison to the 

following structural behaviors: 

A) Elastic – perfectly plastic behavior 

B) Pure bending and softening 

C) Interaction of axial forces and softening 

  At the last part of the thesis the differentiations of the above problem including 

second order effects are traced. A verified program code using MATLAB was 

developed, whose main characteristic is to embody the influence of such 

geometric non-linearity during the structural analysis. The numeric examples that 

follow are exactly the same with those of the previous chapter, because it was 

considered important to compare the results and explore the influence of such 

phenomena to the overall response of the frames. The comparison of the results 

takes place at the general case of interaction and softening.  

  The results of the applications in this thesis lead to some important conclusions 

that are referred to the last chapter. Finally, some thoughts for future research in 

the field of this thesis are expressed.  
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  Η πξώηε θνξά πνπ κειεηήζεθαλ θαη αλαπηύρζεθαλ πξνβιήκαηα πιαζηηθόηεηαο 

κε κία γεληθή πξνζέγγηζε πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ, ήηαλ από ηνπο Marcal & King, 

Yamada & Yoshimura θαη Zienkewicz. Απηή ε πξνζέγγηζε πηνζεηήζεθε επίζεο θαη 

από ηνλ Ueda γηα πιαηζησηέο θαηαζθεπέο. Η πξνζέγγηζε βαζίδεηαη ζηε ζεσξία 

πιαζηηθήο ξνήο κε εηδηθή κέξηκλα γηα ηηο ζπλζήθεο πιαζηηθνπνίεζεο ησλ 

ζηνηρείσλ. Μηα παξόκνηα ινγηθή πηνζεηήζεθε θαη από ηνλ Nigam γηα δπλακηθέο 

αλαιύζεηο. ε αληίζεζε κε ηηο ειαζηηθέο πξνζεγγίζεηο, ζην ζπγθεθξηκέλν 

πξόβιεκα ε δνκή ηνπ βαζίδεηαη ζε κόξθσζε κεηξώσλ, ρξεζηκνπνηώληαο γηα ηηο 

αλαιύζεηο κεζόδνπο δπζθακςίαο, νη νπνίεο έρνπλ επεθηαζεί θαη ζε αλειαζηηθό 

επίπεδν. Η ζπλνιηθή πεξηγξαθή ηεο ζπκπεξηθνξάο ηεο θαηαζθεπήο, από ηελ 

ειαζηηθή σο ηελ πιαζηηθή θαηάζηαζε, απνθαιείηαη ειαζηνπιαζηηθή αλάιπζε. 

Άιιεο κέζνδνη πνπ ρξεζηκνπνηνύλ κηα πξνζέγγηζε δπζθακςίαο γηα ηελ επίιπζε 

πξνβιεκάησλ πιαζηηθόηεηαο, είλαη απηέο ησλ Livesley, Davies θαη Majid, ησλ 

νπνίσλ ε εξγαζία επηθέληξσλε ζηε δηαξξνή απνθιεηζηηθά εμαηηίαο θάκςεο.  

  Σα ηειεπηαία ρξόληα νη κέζνδνη καζεκαηηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ έρνπλ γίλεη κία 

ζεκαληηθή πεξηνρή έξεπλαο ζηνλ ηνκέα ηεο πιαζηηθόηεηαο. Οη γεληθνί κέζνδνη 

κόξθσζεο θαη επίιπζεο πνπ ρξεζηκνπνηνύλ απηήλ ηελ πξνζέγγηζε, έρνπλ 

δηεξεπλεζεί από ηνπο Franchi & Cohn, Maier & Munro, Tin Loi & Pang.  

 

1.2 Ελαζηοπλαζηική ζσμπεριθορά τάλσβα 

 
  Αξρηθά ζα πεξηγξαθεί ε δνκηθή ζπκπεξηθνξά κηαο δηαηνκήο από ηελ ειαζηηθή 

θαηάζηαζε ζε κία πιήξσο πιαζηηθή θαηάζηαζε, ππό απμαλόκελν θνξηίν. Έπεηηα 

ζα αλαιπζεί ε γεληθή ειαζηνπιαζηηθή ζπκπεξηθνξά κηαο θαηαζθεπήο θαη ε 

εθαξκνγή ηεο ζε κηα πιαζηηθή κέζνδν ζρεδηαζκνύ, ππό νξηζκέλνπο πεξηνξηζκνύο, 

ζπγθξηλόκελε κε ηελ ειαζηηθή κέζνδν ζρεδηαζκνύ.  

  Σα πεξηζζόηεξα δνκηθά πιηθά βξίζθνληαη ζε κηα ειαζηηθή θαηάζηαζε πξηλ 

θζάζνπλ ζηελ πιαζηηθνπνίεζε. Απηό ζπκβαίλεη θαη ζε επίπεδν δηαηνκήο, αιιά θαη 

ζε επίπεδν θαηαζθεπήο. Γηα κηα ακθηέξεηζηε κεηαιιηθή δνθό κε κία δηαηνκή 

ζπκκεηξηθή σο πξνο ηνλ νξηδόληην άμνλα ππό απμαλόκελν θνξηίν ζην κέζνλ ηεο, 

νη γεληθέο κεηαβνιέο ησλ ηάζεσλ θαη ησλ παξακνξθώζεσλ από κηα πιήξσο 

ειαζηηθή θαηάζηαζε σο ηε ζξαύζε, θαίλνληαη ζην ζρήκα 1.1. 

 
ΣΧΗΜΑ 1.1 πκπεξηθνξά ηάζεσλ – παξακνξθώζεσλ δηαηνκήο 
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  Η δνθόο θνξηίδεηαη αξρηθά παξάγνληαο κηα ειαζηηθή ηάζε eff  , ε νπνία 

αληηζηνηρεί ζε κηα ειαζηηθή παξακόξθσζε eεε  , γηα θόξηηζε κεηαμύ ησλ 

ζεκείσλ Α θαη Β. Όηαλ ε δηαηνκή θζάλεη ζην επίπεδν Β, νη κέγηζηεο ηάζεηο ζην 
άλσ θαη θάησ άθξν ηεο θηάλνπλ ζην όξην ηεο δηαξξνήο, δειαδή yff  , πνπ 

αληηζηνηρεί ζε παξακόξθσζε δηαξξνήο yεε  . Με ηελ πεξεηαίξσ αύμεζε ηνπ 

θνξηίνπ, ε δηαηνκή ππόθεηηαη ζε κηα δηαδηθαζία πιαζηηθνπνίεζεο, ζηελ νπνία ε 

επηθάλεηα δηαξξνήο κεγαιώλεη ζπλερώο θαη εθηείλεηαη εζσηεξηθά πξνο ην θέληξν 
ηεο δηαηνκήο. Απηή ε πιαζηηθνπνίεζε, κε κηα ζρεηηθά ζηαζεξή ηάζε δηαξξνήο yf , 

ζπκβαίλεη κεηαμύ ηνπ B θαη ηνπ C, εθεί όπνπ ε ηάζε πνπ αληηζηνηρεί ζηελ 
παξακόξθσζε sε  μεθηλάεη λα κεγαιώλεη μαλά. Από ην ζεκείν C, ε δηαηνκή κπαίλεη 

εληόο κηαο πεξηνρήο θξάηπλζεο, κέρξη ηελ νξηαθή ηάζε uf  ζην ζεκείν D. Από ην 

ζεκείν D, ε ηάζε μεθηλάεη λα κεηώλεηαη κέρξη ην πιηθό λα ζπάζεη ζην ζεκείν E. Η 

δηαδηθαζία πιαζηηθνπνίεζεο είλαη ζεκαληηθή γηα ην ράιπβα ζην πιαζηηθό 

ζρεδηαζκό, αθνύ εμαζθαιίδεη όηη ην πιηθό έρεη αξθεηή πιαζηηθόηεηα ώζηε ε 

δηαηνκή λα αληέμεη ηε θόξηηζε πέξαλ ηνπ νξίνπ ηεο ειαζηηθήο πεξηνρήο ζην B. Γηα 

ζρεδηαζηηθνύο ζθνπνύο, ζπλήζσο αγλνείηαη ε επηπιένλ δύλακε πνπ παξέρεηαη 

εμαηηίαο ηεο θξάηπλζεο, ε νπνία κάιηζηα γίλεηαη κηθξόηεξε ζε κέγεζνο όζν ε 

νλνκαζηηθή αληνρή ηνπ ράιπβα είλαη κεγαιύηεξε. Γη’ απηό, γηα ιόγνπο απιόηεηαο, 

πνιιέο θνξέο κπνξεί λα ζπλαληεζεί ζην ράιπβα κηα ηδεαηή πξνζνκνίσζή ηνπ σο 

έλα πιηθό ειαζηηθό – απνιύησο πιαζηηθό, όπσο παξνπζηάδεηαη κε κηα ζρέζε 

ηάζεσλ – παξακνξθώζεσλ ζην ζρήκα 1.2. 

 
ΣΧΗΜΑ 1.2 Διαζηηθή – απόιπηα πιαζηηθή ζπκπεξηθνξά ράιπβα 

 

  Η αληίζηνηρε δηαδηθαζία πιαζηηθνπνίεζεο κηαο ζπκκεηξηθήο δηαηνκήο, θαίλεηαη 

ζην ζρήκα 1.3.  

 

 
ΣΧΗΜΑ 1.3 Πιαζηηθνπνίεζε δηαηνκήο 
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  ην ζρήκα 1.2 ε ζρέζε ηάζεσλ – παξακνξθώζεσλ είλαη γξακκηθή γηα ην 

ειαζηηθό ηκήκα ΑΒ θαη ε θιίζε ηεο είλαη ίζε κε ην κέηξν ειαζηηθόηεηαο.  

  ύκθσλα κε ηελ ηδεαηή ζρέζε ηάζεσλ – παξακνξθώζεσλ, ε ζπλερήο 

πιαζηηθνπνίεζε κηαο δηαηνκήο όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα 1.3 ππό απμαλόκελε 

θόξηηζε, ζπλεπάγεηαη θαη ζπλερόκελε αύμεζε ηεο θακπηηθήο ξνπήο ζηε δηαηνκή. 
Όηαλ νη αθξαίεο ίλεο ηεο δηαηνκήο, θηάζνπλ ζηελ παξακόξθσζε δηαξξνήο yε , ζε 

έλα επίπεδν ηάζεο δηαξξνήο yf ,  ππάξρεη ζηε δηαηνκή κηα ξνπή δηαξξνήο yM πνπ 

αληηζηνηρεί ζε κηα θακππιόηεηα δηαξξνήο yθ , όπσο θαίλεηαη θαη ζην ζρήκα 1.4.  

 

 
ΣΧΗΜΑ 1.4 ρέζε ξνπήο – θακππιόηεηαο ζε κηα δηαηνκή 

 

  Μηα πεξαηηέξσ αύμεζε ηεο θόξηηζεο, πξνθαιεί κεξηθή πιαζηηθνπνίεζε ζηε 

δηαηνκή, θάηη πνπ ζεκαηνδνηεί ην μεθίλεκα ηεο ειαζηνπιαζηηθήο ηεο θαηάζηαζεο. 

Η ειαζηνπιαζηηθή θαηάζηαζε αληηζηνηρεί ζε κηα αύμεζε ηεο θακπηηθήο ξνπήο από 

ην B ζην D, όπσο θαίλεηαη θαη ζην ζρήκα 1.4. Όηαλ ε δηαηνκή πιαζηηθνπνηείηαη 

πιήξσο ζην ζεκείν D,  θηάλεη ζηε κέγηζηε θακπηηθή ηεο ηθαλόηεηα, ε νπνία 

ζπκβνιίδεηαη σο pM . Μηα πεξεηαίξσ αύμεζε ζηε θόξηηζε απμάλεη ηηο 

παξακνξθώζεηο θαη ζπλεπώο, ηελ θακππιόηεηα ζηε δηαηνκή, ελώ ε πιαζηηθή 

ξνπή παξακέλεη ακεηάβιεηε. Πξέπεη λα ζεκεησζεί, όηη ε γξακκή DE, ζην ζρήκα 

1.4, δελ είλαη απνιύησο νξηδόληηα, θαη ην ζεκείν D είλαη δύζθνιν λα νξηζηεί γηα ηα 

πεξηζζόηεξα ζρήκαηα δηαηνκώλ. Δάλ ε κεηαηόπηζε δελ είλαη κηα θύξηα ζεώξεζε, 

γηα ζρεδηαζηηθνύο ζθνπνύο, ην θακπύιν ηκήκα BD ηεο ζρέζεο ξνπήο-

θακππιόηεηαο, ζπλήζσο αγλνείηαη θαη ε θακπηηθή ξνπή ζεσξείηαη όηη απμάλεηαη κε 

γξακκηθό ηξόπν από ην A σο ην C, όπνπ θαη θηάλεη ε κέγηζηε πιαζηηθή ξνπή. Σν 

πνζνζηό ηεο πιαζηηθήο ξνπήο, σο πξνο ηε ξνπή δηαξξνήο, νλνκάδεηαη 

πιαζηηκόηεηα. Η πιαζηηκόηεηα δηαθέξεη γηα θάζε ζρήκα θαη ηύπν δηαηνκήο. 

 

  Θεσξείηαη επίζεο, όηη ε απνθόξηηζε από έλα πιαζηηθό ζηάδην ζε έλα ειαζηηθό, 

αθνινπζεί έλα δξόκν παξάιιειν ζηελ ειαζηηθή θακπύιε. Πξέπεη λα γίλεη 

θαηαλνεηό, όηη εμαηηίαο απηήο ηεο ζεώξεζεο γηα ηελ απνθόξηηζε, ε ειαζηηθή 

ζρέζε κεηαμύ ηάζεσλ θαη παξακνξθώζεσλ, δελ είλαη πιένλ κνλνζήκαληε, κε ηελ 

έλλνηα όηη ε ζπκπεξηθνξά ηνπ πιηθνύ κπνξεί λα αθνινπζήζεη νπνηαδήπνηε 

ειαζηηθή θακπύιε αλ ην πιηθό απνθνξηίδεηαη από κηα πιαζηηθή ζε κηα ειαζηηθή 

θαηάζηαζε. Σν θαηλόκελν ηεο απνθόξηηζεο απεηθνλίδεηαη ζην ζρήκα 1.4, ζην 

νπνίν ε δηαηνκή ππόθεηηαη απνθόξηηζε ζην F θαη αθνινπζεί έλα κνλνπάηη FG 

παξάιιειν ζηνλ ειαζηηθό θιάδν AB. Όηαλ ε δηαηνκή απνθνξηίδεηαη πιήξσο, 

ππάξρεη απνκέλνπζα παξακόξθσζε ε νπνία αληηζηνηρεί ζε θάπνηα θακππιόηεηα, 

ζην ζεκείν G. Γη’ απηό, κηα ειαζηνπιαζηηθή αλάιπζε ζπλήζσο εθηειείηαη κε έλαλ 

επαπμεηηθό ηξόπν γηα κηα δεδνκέλε ηζηνξία θόξηηζεο, ώζηε λα αληρλεπζνύλ νη 

κνλαδηθνί ζπλδπαζκνί ξνπήο θαη θακππιόηεηαο ζηε δηαηνκή. 
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1.3 Η έννοια ηης πλαζηικής άρθρωζης 
 
  ύκθσλα κε ηελ ηδεαηή δηγξακκηθή ζρέζε ξνπήο – ζηξνθήο, όπσο θαίλεηαη ζην 

ζρήκα 1.4, κηα δηαηνκή πνπ δηαηεξεί ηελ πιαζηηθή ηεο ηθαλόηεηα αληνρήο, 

ππόθεηηαη ζε πιαζηηθή ζηξνθή ρσξίο πεξεηαίξσ αύμεζε ηεο θακπηηθήο ξνπήο. Με 

άιια ιόγηα, ε δηαηνκή ζπκπεξηθέξεηαη ζαλ κηα πξαγκαηηθή άξζξσζε ελώ θαηέρεη 

κηα πιήξε πιαζηηθή ξνπή. Απηή ε ζπκπεξηθνξά άξζξσζεο, πνπ νλνκάδεηαη 

πιαζηηθή άξζξσζε, θαζηζηά εθηθηό ζε κηα θαηαζθεπή λα αλαιπζεί κε ζπλερή 

ηξόπν κε ην λα εηζαρζεί κηα πιαζηηθή άξζξσζε ζε νπνηαδήπνηε δηαηνκή έρεη 

θηάζεη ζηελ πιαζηηθή ξνπή. Απηό είλαη θαη ην βαζηθό ζέκα ηεο ειαζηνπιαζηηθήο 

αλάιπζεο πνπ δηεμάγνληαη ζε θαηαζθεπέο κε ηε κέζνδν βήκα πξνο βήκα. ηελ 

αλίρλεπζε ηνπ ζρεκαηηζκνύ πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ, ε θαηαζθεπή γίλεηαη ζηαδηαθά 

πην εύθακπηε κέρξη ε δπζθακςία ηεο λα κεησζεί ζε κηα ηόζν κηθξή ηηκή όπνπ ζα 

ππάξμεη πιένλ θαηάξξεπζε. 

  Γηα κηα θαηαζθεπή ππό απμαλόκελε θόξηηζε, ην κέγεζνο ηεο αύμεζεο ησλ 

θνξηίσλ κπνξεί λα ππνινγηζηεί ζεσξώληαο όηη νη δηαηνκέο ζπγθξαηνύλ ηελ 

πιαζηηθή ηνπο ξνπή. Έζησ γηα παξάδεηγκα κηα ακθίπαθηε δνθόο, όπσο απηή ηνπ 

ζρήκαηνο 1.5. Ο κεραληζκόο θαηάξξεπζεο ηεο δνθνύ απαηηεί ην ζρεκαηηζκό ηξηώλ 

πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ, ζην A, B θαη C.  

 
  ΣΧΗΜΑ 1.5 Μεραληζκόο θαηάξξεπζεο ζε κία ακθίπαθηε δνθό 

 

  Γηεμάγνληαο ηελ ειαζηνπιαζηηθή αλάιπζε γηα απηήλ ηε δνθό, ή γηα νπνηαδήπνηε 

δνθό γεληθά, ε κείσζε ηεο δπζθακςίαο ηεο θαηαζθεπήο, κπνξεί λα απεηθνληζζεί κε 

ην λα ραξαρηεί ζε γξάθεκα ε κεηαβνιή ηνπ θνξηίνπ, ζε ζρέζε κε ηε κεηαβνιή 

ηεο κεηαηόπηζεο ζε θάπνην ζεκείν ηνπ θνξέα. Γηα ηελ ακθίπαθηε δνθό, ε 

κεηαβνιή ηνπ θνξηίνπ P ζε ζρέζε κε ηελ θαηαθόξπθε κεηαηόπηζε ζην ζεκείν B, 

θαίλεηαη ζην ζρήκα 1.6.  

 
ΣΧΗΜΑ 1.6 Κακπύιε θνξηίνπ – κεηαηόπηζεο ζε ακθίπαθηε δνθό 
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  Με ην λα ραξαρζεί ε ζρέζε θνξηίνπ – κεηαηόπηζεο, εμάγνληαη θαη ηα εμήο 

ζπκπεξάζκαηα: 

 

 Κάζε «καύξε ηειεία», αληηπξνζσπεύεη κηα πιαζηηθή άξζξσζε ζε θάπνηα 

δηαηνκή πνπ έρεη θηάζεη ζε πιήξε πιαζηηθνπνίεζε. Η πιαζηηθή άξζξσζε 

δηαηεξεί κηα ηηκή θακπηηθήο ξνπήο, ίζε κε ηελ πιαζηηθή ξνπή ηεο δηαηνκήο. 

 Η ειαζηηθή θαηάζηαζε κηαο θαηαζθεπήο αληηζηνηρεί ζε έλα επίπεδν 

θόξηηζεο πνπ βξίζθεηαη πην θάησ από ηελ πξώηε πιαζηηθή άξζξσζε. Η 

αλάιπζε ζε απηό ην επίπεδν, νλνκάδεηαη ειαζηηθή αλάιπζε. 

 Η ειαζηνπιαζηηθή θαηάζηαζε κηαο θαηαζθεπήο αληηζηνηρεί ζε έλα επίπεδν 

θόξηηζεο κεηαμύ ηεο πξώηεο θαη ηεο ηειεπηαίαο πιαζηηθήο άξζξσζεο. Η 

αλάιπζε ζε απηό ην επίπεδν θόξηηζεο νλνκάδεηαη ειαζηνπιαζηηθή. 

 Η ζπκπεξηθνξά κηαο θαηαζθεπήο κεηαμύ ηνπ ζρεκαηηζκνύ δηαδνρηθώλ 

πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ είλαη ειαζηηθή θαη κπνξεί λα αλαιπζεί ειαζηηθά. 

 Μηα πιήξεο πιαζηηθνπνίεζε ηεο θαηαζθεπήο αληηζηνηρεί ζε έλα επίπεδν 

θόξηηζεο όπνπ ε θαηαζθεπή θαηαξξέεη. ε απηό ην επίπεδν θόξηηζεο ε 

αλάιπζε δηαθόπηεηαη.  

 Η θιίζε ηεο θακπύιεο δείρλεη πόζε είλαη ε ζρεηηθή δπζθακςία ηεο 

θαηαζθεπήο ζε θάζε ζηάδην. Η δπζθακςία κεηώλεηαη όζν πεξηζζόηεξεο 

δηαηνκέο γίλνληαη πιαζηηθέο αξζξώζεηο. ηελ θαηάξξεπζε, ε δπζθακςία 

ηεο θαηαζθεπήο είλαη κεδεληθή. 

 

1.4 Η έννοια ηοσ πλαζηικού ζτεδιαζμού 
 
  Ο πιαζηηθόο ζρεδηαζκόο ρξεζηκνπνηεί ηελ απνκέλνπζα δύλακε πνπ απνκέλεη 

ζηελ θαηαζθεπή κεηά ην ειαζηηθό ζηάδην. Η απνκέλνπζα δύλακε ηεο θαηαζθεπήο, 

ε νπνία επηηξέπεη ζηα δνκηθά κέιε λα θνξηίδνληαη ρσξίο αζηνρία όηαλ θζάλνπλ 

ζηε κέγηζηε θακπηηθή ηνπο ηθαλόηεηα, ρξεζηκνπνηείηαη θαηά ηε δηάξθεηα ηεο 

ειαζηνπιαζηηθήο θάζεο, όζν ην θνξηίν απμάλεηαη. πλεπώο, πξνθύπηεη έλαο πην 

νηθνλνκηθόο ζρεδηαζκόο ράξε ζε εμνηθνλόκεζε πιηθνύ, αλ δηεμαρζεί κηα πιαζηηθή 

αλάιπζε ζρεδηαζκνύ. Ο πιαζηηθόο ζρεδηαζκόο κπνξεί λα ζεσξεζεί σο έλα κέζνλ, 

ζην νπνίν ε ηθαλόηεηα αλαδηαλνκήο ηεο ξνπήο ζηηο κεηαιιηθέο θαηαζθεπέο 

ρξεζηκνπνηείηαη όηαλ νη θαηαζθεπέο θνξηίδνληαη πέξαλ ηεο ειαζηηθήο ηνπο 

θαηάζηαζεο. Μπνξεί λα ζεκεησζεί όηη κε ην λα γίλεη ρξήζε κηαο δηγξακκηθήο 

θακπύιεο ξνπήο- θακππιόηεηαο γηα ην ράιπβα, αγλνείηαη ην επλντθό θαηλόκελν 

ηεο θξάηπλζεο ηνπ πιηθνύ. Γη’ απηό, όζνλ αθνξά ηελ πιαζηηθή αλάιπζε, ην 

ζεσξεηηθό θνξηίν θαηάξξεπζεο είλαη πάληα κηθξόηεξν από ην πξαγκαηηθό θνξηίν 

θαη γη’ απηό ν ζρεδηαζκόο πνπ πξνθύπηεη, είλαη πάληα ιίγν ζπληεξεηηθόο.  

 

1.5 Σύγκριζη ελαζηικού και πλαζηικού ζτεδιαζμού 
 
  Γηα ηνλ ειαζηηθό ζρεδηαζκό, θαζέλα από ηα κέιε ηεο θαηαζθεπήο πξέπεη λα 
έρνπλ κηα θακπηηθή ηθαλόηεηα ζρεδηαζκνύ ( sΜθ ), κεγαιύηεξε από ηε ξνπή 

ζρεδηαζκνύ ηεο ειαζηηθήο αλάιπζεο  *M . Η θακπηηθή ξνπή αληνρήο, πνπ 

βξίζθεηαη ζπλππνινγίδνληαο ην θαηάιιειν ζπληειεζηή ηθαλόηεηαο θ θαη άιιεο 

ζρεδηαζηηθέο παξακέηξνπο, πνιύ ζπρλά απνθαιείηαη ζηελ πιαζηηθή αλάιπζε σο 

.Mp  Τπό ην θνξηίν ζρεδηαζκνύ, αλ έλα από ηα κέιε ζπλαληά ηε ζρεδηαζηηθή 

απαίηεζε: *
s MΜθ  , ε πξώηε πιαζηηθή άξζξσζε ζπκβαίλεη αθξηβώο ζην επίπεδν 

θόξηηζεο ζρεδηαζκνύ θαηά κήθνο ηεο ειαζηηθήο θακπύιεο πνπ θαίλεηαη ζην ζρήκα 

1.7. ηηο πεξηζζόηεξεο πεξηπηώζεηο, ε επηινγή ηεο δηαηνκήο ζε έλαλ ειαζηηθό 

ζρεδηαζκό νδεγεί ζε: *
s MΜθ  , έηζη ώζηε ε πξώηε πιαζηηθή άξζξσζε ζε κηα 

θαηαζθεπή πάληα ζπκβαίλεη ζε έλα επίπεδν θόξηηζεο πάλσ από ην θνξηίν 

ζρεδηαζκνύ. 
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ΣΧΗΜΑ 1.7 ύγθξηζε ειαζηηθνύ θαη πιαζηηθνύ ζρεδηαζκνύ 

 

 Αληίζεηα, ν πιαζηηθόο ζρεδηαζκόο απαηηεί όηη ε ηειεπηαία πιαζηηθή άξζξσζε ζα 

ζπκβεί αθξηβώο ή πάλσ από ην επίπεδν θόξηηζεο ζρεδηαζκνύ. Δίλαη μεθάζαξν από 

ην ζρήκα 1.7 όηη, αλ θαη ε ειαζηηθή θαη ε πιαζηηθή αλάιπζε ηθαλνπνηνύλ ην ίδην 

θνξηίν ζρεδηαζκνύ, ε κέζνδνο πιαζηηθνύ ζρεδηαζκνύ απαηηεί κηα πην εύθακπηε 

θαηαζθεπή κε κηθξόηεξν αξηζκό κειώλ, ρξεζηκνπνηώληαο ηελ απνκέλνπζα αληνρή 

ηεο θαηαζθεπήο. εκεηώλεηαη όηη, γηα κηα θαηαζθεπή κε πςειό αξηζκό ζηαηηθήο 

ανξηζηίαο, ε απνκέλνπζα αληνρή είλαη κεγάιε. Γη’ απηό, ην θέξδνο από ηε ρξήζε 

πιαζηηθνύ ζρεδηαζκνύ είλαη κεγαιύηεξν γηα θαηαζθεπέο πςεινύ βαζκνύ ζηαηηθήο 

ανξηζηίαο. Παξόι’ απηά, γηα ηζνζηαηηθνύο θνξείο, πνπ απαηηνύλ κόλν κία πιαζηηθή 

άξζξσζε ώζηε λα επέιζεη ε θαηάξξεπζε, δελ ππάξρεη θακία δηαθνξά κεηαμύ 

ειαζηηθνύ θαη πιαζηηθνύ ζρεδηαζκνύ. 
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2.1 Γενικά 

 
  Η νξηαθή αλάιπζε επηπέδσλ πιαηζίσλ κε επηθόκβηα θόξηηζε ζεσξώληαο ην 

ζηαηηθό ζεώξεκα παξέρεη έλα αζθαιέο θάησ όξην ηνπ νξηαθνύ θνξηίνπ ηνπ 

πιαηζίνπ. Σν ζηαηηθό ζεώξεκα απαηηεί ηελ ηθαλνπνίεζε ησλ εμηζώζεσλ ηζνξξνπίαο 

θαη ησλ ζπλζεθώλ δηαξξνήο, αδηαθνξώληαο γηα ηελ ηθαλνπνίεζε ηνπ ζπκβηβαζηνύ 

ησλ παξακνξθώζεσλ. 

  Γνθηκάδνληαη δηάθνξεο ζηαηηθά απνδεθηέο θαηαλνκέο ηεο έληαζεο, δειαδή 

θαηαλνκέο πνπ εμ νξηζκνύ ηθαλνπνηνύλ ηηο απαηηήζεηο ηζνξξνπίαο θαη ε θαιύηεξε 

από απηέο είλαη απηή πνπ κεγηζηνπνηεί ην ζπληειεζηή ηεο θόξηηζεο. 

 Η γεληθή δηαηύπσζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο εύξεζεο ηνπ νξηαθνύ θνξηίνπ κε βάζε 

ην ζηαηηθό ζεώξεκα πεξηγξάθεηαη από έλα πξόβιεκα γξακκηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ 

ην νπνίν βαζίδεηαη ζην κεηξών ηζνξξνπίαο ηνπ πιαηζίνπ. ηόρνο απηνύ ηνπ 

θεθαιαίνπ είλαη λα απεηθνλίζεη ηε ζεσξεηηθή πνξεία επίιπζεο ηνπ πξνβιήκαηνο 

θαη λα παξνπζηάζεη ελδεηθηηθά παξαδείγκαηα, ρξεζηκνπνηώληαο ινγηζηηθά θύιια 

Excel θαζώο θαη αλάπηπμε θώδηθα ζε πεξηβάιινλ Matlab. 

  Γηα απινύο θνξείο, κε κηθξό αξηζκό κειώλ θαη θόκβσλ, είλαη εθηθηή ε ρξήζε 

ινγηζηηθώλ θύιισλ Excel θαη ε εθκεηάιιεπζε ηεο αθνινπζίαο εληνιώλ ηνπ 

πξνγξάκκαηνο πνπ αθνξνύλ πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο. ηα πιαίζηα ηεο 

παξνύζαο εξγαζίαο, ζα αλαιπζνύλ ηξία παξαδείγκαηα, ζρεηηθά απιώλ θνξέσλ. Οη 

αλαιύζεηο ζα αθνξνύλ πιαίζηα κε θαζαξά θακπηηθή ζπκπεξηθνξά, ή πιαίζηα κε 

πεξηνξηζκνύο αιιειεπίδξαζεο. ε θάζε πεξίπησζε ζα πηνζεηεζεί απνιύησο 

πιαζηηθή ζπκπεξηθνξά. Η επηθάλεηα αιιειεπίδξαζεο ζα πξνζνκνησζεί κε ην 

γξακκηθνπνηεκέλν νθηάγσλν, ησλ νπνίσλ νη εμηζώζεηο πξνέθπςαλ ζην 

πξνεγνύκελν θεθάιαην. Σαπηόρξνλα ζα επηρεηξεζεί λα δνζνύλ ζην πξόγξακκα θαη 

κε γξακκηθνί πεξηνξηζκνί, όπσο απηνί εθθξάδνληαη από ηελ αθξηβή ζρέζε ηεο 

επηθάλεηαο αιιειεπίδξαζεο (ζρέζε Massonet θαη Save). 

  Γηα θάζε αξρή θαη πέξαο θάζε δνθνύ ελόο πιαηζίνπ ζα πξέπεη λα δηαηππσζνύλ 

δεθαέμη (8+8=16) πεξηνξηζκνί, κε ζπλέπεηα π.ρ. γηα έλα απιό πιαίζην κε επηά 

κέιε, λα δηαηππσζνύλ ζπλνιηθά 16*7=112 πεξηνξηζκνί. Αο ζεκεησζεί όηη αλ ην 

πνιύγσλν έρεη ηξεηο επζείεο αλά ηεηαξηεκόξην απαηηνύληαη 24 πεξηνξηζκνί αλά 

δνθό. πλεπώο, ν αξηζκόο ησλ πεξηνξηζκώλ απμάλεηαη ξαγδαία, αλ ζειήζνπκε λα 

πξνζνκνηώζνπκε πην ξεαιηζηηθέο θαηαζθεπέο, όπνπ ππάξρεη κεγάινο αξηζκόο 

κειώλ. Tν Excel δελ κπνξεί λα επηιύζεη πξνβιήκαηα ηέηνησλ δηαζηάζεσλ, εθόζνλ 

δελ κπνξεί λα ιάβεη ππόςε πέξα από έλαλ κέγηζην αξηζκό πεξηνξηζκώλ. Άξα, 

θξίζεθε ζθόπηκν λα γίλεη θαη πξνγξακκαηηζκόο ηνπ πξνβιήκαηνο θαη αλάπηπμε 

θώδηθα κε ρξήζε ηνπ πεξηβάιινληνο ηεο Matlab. Θα αλαιπζνύλ επίζεο ηξία 

παξαδείγκαηα κε ρξήζε ηνπ αιγνξίζκνπ απηνύ. 

 

 

2.2 Γενική περιγραθή ηοσ προβλήμαηος 

 
2.2.1 Προζομοίωμα ηοσ θορέα 

 
  Γίλνληαη νη αθόινπζεο βαζηθέο παξαδνρέο: 

 

1. Η θαηαζθεπή είλαη επίπεδε θαη απνηειείηαη από επζεία πξηζκαηηθά 

πεπεξαζκέλα ζηνηρεία πνπ ζπλδένληαη ζε θόκβνπο. 

 

2. Οη πιαζηηθέο παξακνξθώζεηο ζεσξνύληαη όηη ζπγθεληξώλνληαη ζηα άθξα 

θάζε ζηνηρείνπ ελώ ην ζηνηρείν από κόλν ηνπ ζεσξείηαη πσο είλαη άθακπην. 

 

3. Θεσξείηαη έλα γεληθεπκέλν κνληέιν κε πιαζηηθέο αξζξώζεηο, ην νπνίν 

επεθηείλεηαη ώζηε λα πεξηιάβεη θαη ηηο επηξξνέο ησλ αμνληθώλ δπλάκεσλ. 
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4. Οη θιαζζηθέο ζπλζήθεο ζπκπεξηθνξάο ειαζηηθή – απόιπηα πιαζηηθή, 

εμαζθαιίδνπλ ηηο πιαζηηθέο παξακνξθώζεηο λα αθνινπζνύλ ην λόκν ηεο 

θαλνληθόηεηαο. 

 

5. Οη κεηαθηλήζεηο είλαη κηθξέο, άξα νη εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο αλαθέξνληαη ζηελ 

αξρηθή απαξακόξθσηε γεσκεηξία. 

 

 
ΣΧΗΜΑ 2.1 Πξνζνκνίσκα ελόο επηπέδνπ πιαηζίνπ 

 

  Σν ηδεαηό κνληέιν είλαη έλα ζύλνιν ζηνηρείσλ πνπ ζπλδένληαη εζσηεξηθά ζε έλαλ 

ζπγθεθξηκέλν αξηζκό θόκβσλ. Η δηαθξηηνπνίεζε γίλεηαη κε βάζε ηηο πηζαλέο 

ηνπνζεζίεο όπνπ κπνξνύλ λα ζρεκαηηζηνύλ πιαζηηθέο αξζξώζεηο. Σα κέιε ησλ 

πιαηζίσλ θνξηίδνληαη κε θαηαλεκεκέλεο θνξηίζεηο π.ρ. ίδην βάξνο, θηλεηά θνξηία 

θιπ. Η κεηαβνιή ησλ θαηαλεκεκέλσλ θνξηίσλ θαηά κήθνο ηνπ άμνλα ησλ κειώλ 

δεκηνπξγεί αβεβαηόηεηα σο πξνο ηελ ζέζε αλάπηπμεο αθξαίσλ ηηκώλ ησλ 

εληαηηθώλ κεγεζώλ θαη εηδηθόηεξα ησλ θακπηηθώλ ξνπώλ. Έλαο ηξόπνο γηα ηνλ 

έιεγρν απηήο ηεο θαηάζηαζεο είλαη ε ζεώξεζε κόλν επηθόκβησλ θνξηίζεσλ κε 

αλαγθαζηηθή ηε πύθλσζε ησλ θόκβσλ ηνπ πιαηζίνπ. Έηζη ε θόξηηζε εηζάγεηαη 

ζηνλ θνξέα σο επηθόκβηα κε αθξίβεηα πνπ εμαξηάηαη από ηελ πύθλσζε, 

αθνινπζώληαο επί ηεο αξρήο ηελ ίδηα αληηκεηώπηζε όπσο θαη ζηα πεπεξαζκέλα 

ζηνηρεία.   
  Γηα παξάδεηγκα, ην επίπεδν πιαίζην ηνπ ζρήκαηνο (2.1) έρεη κνληεινπνηεζεί 

ρξεζηκνπνηώληαο ηέζζεξα ζηνηρεία θαη πέληε θόκβνπο. Όιεο νη εμσηεξηθέο 

δπλάκεηο έρνπλ κεησζεί ώζηε λα δξνπλ πάλσ ζε απηνύο ηνπο θόκβνπο ζαλ 

ζπγθεληξσκέλα θνξηία. Άξα, γηα ην παξαπάλσ κνληέιν, ην ηζνδύλακν δηάλπζκα 

θόξηηζεο af έρεη δηαζηάζεηο (9x1), ην νπνίν αληηζηνηρεί ζε 9 βαζκνύο ειεπζεξίαο. 

Ωο ζπλήζσο, ην a, είλαη ν θνξηηζηηθόο πνιιαπιαζηαζηήο, θαη ην f είλαη γλσζηό. Γηα 

λα απινπνηήζνπκε ην ζπκβνιηζκό, νξίδνπκε p=af. Δπίζεο ζην θάζε ζρήκα 

θαίλνληαη νη ηνπηθνί άμνλεο θάζε ζηνηρείνπ. Γηα παξάδεηγκα, ην ζηνηρείν 1 έρεη 

θαηεύζπλζε από ηνλ θόκβν 1 πξνο ηνλ θόκβν 2. 

  Κάζε πεπεξαζκέλν ζηνηρείν πεξηγξάθεηαη ζε όξνπο ηξηώλ αλεμάξηεησλ (ή αιιηώο 

θπζηθώλ) ηάζεσλ. Η ζπγθεθξηκέλε επηινγή γηα έλα ακθίπαθην ζηνηρείν θαίλεηαη 

ζην ζρήκα (1.2). Απνηειείηαη από ηξεηο γεληθεπκέλεο ηάζεηο: ηελ αμνληθή δύλακε, 

ηελ θακπηηθή ξνπή ζηνλ θόκβν αξρήο j ηνπ γεληθνύ i ζηνηρείνπ θαη ηελ θακπηηθή 

ξνπή ηνπ θόκβνπ ηέινπο k ηνπ ζηνηρείνπ. Απηέο νη αδηάζηαηεο γεληθεπκέλεο 

δπλάκεηο, ζπιιέγνληαη ζε έλα δηάλπζκα is  θαη ζπκβνιίδνληαη αληίζηνηρα σο 
321 s,s,s . 
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ΣΧΗΜΑ 2.2 Ακθίπαθην ζηνηρείν – αθξαίεο δξάζεηο 

 

  πγθεθξηκέλα: 

 

 

i
p

k
3

i
p

ji
2

i
p

ji
1

M

m
s

M

m
s

N

n
s







                                                                                                 (2.1) 

 

  Όπνπ n είλαη ε αμνληθή δύλακε, m ε θακπηηθή ξνπή, pN  ε θαζαξά αμνληθή 

πιαζηηθή αληνρή ηνπ ζηνηρείνπ θαη pM , είλαη ε θαζαξά θακπηηθή πιαζηηθή ηνπ 

αληνρή. 

 

 2.2.2 Ιζορροπία 

 

  Δίκαζηε απηή ηε ζηηγκή ζε ζέζε λα κνξθώζνπκε ηηο ζπλζήθεο ηζνξξνπίαο γηα ηελ 

θαηαζθεπή. Γηα απηό ην ζθνπό, ζεσξνύκε ην γεληθό ζηνηρείν i κε κήθνο iL  κε 

γσλία θαηεύζπλζεο ζ σο πξνο ηελ νξηδόληην, όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα (2.2). Οη 

ηξεηο επηιεγκέλεο γεληθεπκέλεο ηάζεηο is  θαίλνληαη καδί κε ηηο ππόινηπεο ηξεηο 

ηάζεηο πνπ απαηηνύληαη γηα ηελ ηζνξξνπία ηνπ ζηνηρείνπ. Δπίζεο θαίλνληαη θαη νη 

απαηηνύκελεο αλαινγίεο ησλ αζθνύκελσλ θνξηίσλ ζηνπο θόκβνπο αξρήο θαη 

ηέινπο ηνπ ζηνηρείνπ j θαη k, νη νπνίεο ζπιιέγνληαη ζε έλα δηάλπζκα  ip  (6x1). Πην 

ζπγθεθξηκέλα: 

 

 3k2k1k3j2j1j
iT p,p,p,p,p,pp                                                                       (2.2) 
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  Η ηζνξξνπία ζε επίπεδν ζηνηρείνπ κπνξεί λα εμαζθαιηζηεί κε ην λα δηαηππσζνύλ 

νη έμη επηθόκβηεο ζρέζεηο ηζνξξνπίαο. Γηα ηνλ θόκβν j, νη ζπλζήθεο γηα νξηδόληηα, 

θαηαθόξπθε θαη θακπηηθή ηζνξξνπία, κπνξνύλ λα γξαθηνύλ αληίζηνηρα: 
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1ji
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                                                        (2.3) 

 

Αληίζηνηρα γηα ηνλ θόκβν k έρσ: 
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                                                        (2.4) 

 
 

ΣΧΗΜΑ 2.3 Μέινο i ζε ηζνξξνπία θαη αληίζηνηρα επηθόκβηα θνξηία 

 

  Απηέο νη ζρέζεηο κπνξνύλ ζπκππθλσκέλα λα γξαθνύλ σο εμήο: 

 
iii psB                                                                                                    (2.5) 

 

  Όπνπ iB  είλαη ην δηαζηάζεσλ (6x3) κεηξών ηζνξξνπίαο ζηνηρείνπ: 
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i                                                                   (2.6) 
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  ε απηό ην ζεκείν είλαη εθηθηό λα εμαρζνύλ νη ζρέζεηο ηζνξξνπίαο ζε επίπεδν 

θαηαζθεπήο. Η γεληθή ζρέζε ινηπόλ είλαη: 

 

psΒ                                                                                                       (2.7) 

 

  Όπνπ, γηα κηα θαηαζθεπή πνπ δηαθξηηνπνηείηαη ζε n ζηνηρεία θαη d βαζκνύο 

ειεπζεξίαο, B είλαη ην κεηξών ηζνξξνπίαο ηεο θαηαζθεπήο δηαζηάζεσλ (dx3n), s 

είλαη ην δηάλπζκα δηαζηάζεσλ (3nx1) όισλ ησλ γεληθεπκέλσλ ηάζεσλ ζε κηα 

ηππηθή κνξθή:  nTT1T s...ss   θαη  d1
T p...pp  . 

  Παξαηεξείηαη όηη ην κεηξών [Β] κεζνιαβεί ζηηο εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο θαη σο εθ 

ηνύηνπ εκπιέθεη κόλν γεσκεηξηθά ζηνηρεία ηνπ κέινπο, δει. ηνλ πξνζαλαηνιηζκό 

θαη ην κήθνο ηνπ. Γελ πεξηιακβάλεη δειαδή ηελ δπζθακςία ησλ κειώλ ε νπνία 

ππεηζέξρεηαη ζηελ ηζνξξνπία ησλ ππεξζηαηηθώλ θνξέσλ κέζσ ησλ εμηζώζεσλ 

ζπκβηβαζηνύ ησλ παξακνξθώζεσλ. 

  Σν κεηξών Β κπνξεί λα εμαρζεί από ηα κεηξώα iB  ησλ ζηνηρείσλ κε κηα 

δηαδηθαζία παξόκνηα κε ηε ζπγθέληξσζε ησλ ζηνηρείσλ ζηα κεηξώα δπζθακςίαο. 

Υξεζηκνπνηεί δηαλύζκαηα ηνπνζεζίαο θαη ειεπζεξίαο πνπ πεξηέρνπλ πιεξνθνξίεο 

ζρεηηθέο κε ην πνύ ηα ζηνηρεία iB  ρξεηάδνληαη λα εηζέιζνπλ ζην κεγάιν κεηξών Β 

ηνπ θνξέα. Παξαζηαηηθά, ζα πεξηγξαθεί ε δηαδηθαζία κόξθσζεο ηνπ κεηξώνπ Β 

κε ηε ρξήζε ελόο απινύ παξαδείγκαηνο. 

 

2.2.3 Παράδειγμα μόρθωζης μηηρώοσ ιζορροπίας Β 

 Με βάζε ηελ ηζνξξνπία θάζε κέινπο εμεηάδεηαη ε ηζνξξνπία όισλ ησλ θόκβσλ 

ηνπ πιαηζίνπ θαηά ηε δηεύζπλζε όισλ ησλ δπλαηώλ εμσηεξηθώλ δξάζεσλ πνπ 

ζπκπίπηνπλ κε ηνπο βαζκνύο ειεπζεξίαο ηνπ πιαηζίνπ. 

  Γηα έλα νιόζσκν επίπεδν πιαίζην όπσο απηό ηνπ ζρήκαηνο (1.4) δηαθξίλνληαη νη 

θόκβνη, ηα πξνζαλαηνιηζκέλα κέιε κε αξρή θαη πέξαο θαη όιεο νη δπλαηόηεηεο 

επηβνιήο θαζνιηθώλ δξάζεσλ ζηνπο θόκβνπο. 

 

 
 

ΣΧΗΜΑ 2.4 Οιόζσκν πιαίζην κε επηθόκβηα θόξηηζε 

 

  Με βάζε ηα ζηνηρεία απηά κπνξνύλ λα δηαηππσζνύλ αλαιπηηθά νη εμηζώζεηο 

ηζνξξνπίαο ζηνπο πιήξσο ειεύζεξνπο θόκβνπο 2, 3, 4, 5 θαη 6 θαη ζηνπο κεξηθώο 

ειεύζεξνπο θόκβνπο 7 θαη 8 σο εμήο: 

 

3 80 ΚΝ 
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100ΚΝ 
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Ιζορροπία κόμβου 2. 

       

   

2

x
2 1 1 5 2

y 2 2
2

m

P 80

P 50 B s B s

0P

   
   

             
   

                                                 (2.8) 

 

 

Ιζορροπία κόμβου 3. 

 

     

3

x
3 5 5 2 2 4 4

y 3 3 3
3

m

P 80

P 0 B s B s B s

0P

   
   

                 
   

                                                      

(2.9) 

 

 

Ιζορροπία κόμβου 4. 

 

   

4

x
4 4 4 6 6

y 4 4
4

m

P 0

P 0 B s B s

0P

   
   

            
   

                                                                           

(2.10) 

 

 

Ιζορροπία κόμβου 5. 

 

   

5

x
5 6 6 7 7

y 5 5
5

m

P 0

P 100 B s B s

0P

   
   

             
   

                                                                    

(2.11) 

 

 

Ιζορροπία κόμβου 6. 

 

   

6

x
6 7 7 3 3

y 6 6
6

m

P 80

P 0 B s B s

120P

   
   

            
   

                                                                    

(2.12) 

 

 

Ιζορροπία κόμβου 7. 
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  Γηα ηελ ηζνξξνπία ηνπ θόκβνπ 7 ελδηαθέξεη κόλν ην άζξνηζκα ησλ ξνπώλ πεξί 

ηνλ θόκβν ηεο αξρήο. Έηζη από ηελ αληίζηνηρε γξακκή ηνπ κεηξώνπ 
3

7
B 
 

 

ελδηαθέξεη κόλν ε ηξίηε γξακκή, νπόηε: 

 

     7 3

m
P 0 0 1 0 s  

                                                                                        
(2.13) 
 

Ιζορροπία κόμβου 8. 

 

  Σέινο, γηα ηελ ηζνξξνπία ηνπ θόκβνπ 8 ελδηαθέξνπλ κόλν ε ηζνξξνπία θαηά ηνλ 

άμνλα x θαη νη ξνπέο.  Έηζη από ηηο αληίζηνηρεο γξακκέο ηνπ κεηξώνπ 
2

8
B 
 

 

επηιέγνληαη κόλν ε πξώηε θαη ε ηξίηε γξακκή, νπόηε: 

 

 
8

x 2
8 2 2
m

sin(270) sin(270)
P 0 cos(270)

L L s
0P

0 0 1

 
         

      
       

                                            

(2.14) 

   

  Παξαηήξεζε: Οη εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο πεξί ηνπο δεζκεπκέλνπο βαζκνύο 

ειεπζεξίαο δελ πξνζθέξνληαη θαζόζνλ είλαη άγλσζηεο νη ηηκέο ησλ αληηδξάζεσλ 

πνπ αλαπηύζζνληαη. 

  Αθνινπζεί ε αξίζκεζε ησλ εμηζώζεσλ ηζνξξνπίαο θαηά ηελ δηεύζπλζε ησλ 

ειεύζεξσλ βαζκώλ ειεπζεξίαο, (ζπλήζσο θαηά αύμνπζα ζεηξά θόκβνπ θαη θπθιηθή 

πεξηγξαθή θαηά x, y, ζ), δειαδή γηα ην πιαίζην ηνπ ζρήκαηνο (2.4), δεθανθηώ 

(18) εμηζώζεηο (ζρήκα 2.5).  

 

ΣΧΗΜΑ 2.5  Αξίζκεζε βαζκώλ ειεπζεξίαο πιαηζίνπ 
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  Έηζη ην δηάλπζκα ηεο εμσηεξηθήο θόξηηζεο  P  έρεη δηαζηάζεηο  dx1 , όπνπ d  

ην πιήζνο ησλ βαζκώλ ειεπζεξίαο ηνπ νιόζσκνπ πιαηζίνπ. ηε ζπλέρεηα νξίδεηαη 

ην δηάλπζκα ησλ βαζηθώλ δξάζεσλ ησλ κειώλ  s , ην νπνίν έρεη δηαζηάζεηο 

 3M x 1 , όπνπ M  ην πιήζνο ησλ κειώλ ηνπ πιαηζίνπ. Έηζη ην νξζνγσληθό 

κεηξών B 
   ηνπ πιαηζίνπ ρξεηάδεηαη λα έρεη δηαζηάζεηο  d x 3M . Η κεηξστθή 

ζρέζε ησλ εμηζώζεσλ ηζνξξνπίαο θαζνξίδεηαη ηόηε σο εμήο: 

   i ij j
P B s   

, όπνπ i 1,2,...,d j 1,2,...,3M 
                                  (2.15)

 

  ηνλ θαζνξηζκό ησλ ζπληειεζηώλ 
ij
B ζπκβάιινπλ όια ηα ζπληξέρνληα κέιε ζε 

θάζε θόκβν, γεγνλόο πνπ απαηηεί ηελ δηαζύλδεζε ησλ βαζκώλ ειεπζεξίαο i  ηνπ 

πιαηζίνπ κε ηηο βαζηθέο δξάζεηο ησλ κειώλ j όπσο παξαθάησ: 

 

 Μέλος #1      Μέλος #2   

 1 2 3    4 5 6 

X -0,279 -0,192 -0,192  1 0 0,25 0,25 

X 0,96 -0,056 -0,056  2 -1 0 0 

X 0 1 0  3 0 1 0 

1 0,279 0,192 0,192  17 0 -0,25 -0,25 

2 -0,96 0,056 0,056  X 1 0 0 

3 0 0 1  18 0 0 1 

 

 

 Μέλος #3      Μέλος #4   

 7 8 9    10 11 12 

X 0 -0,167 -0,167   7 0 0,5 0,5 

X 1 0 0   8 -1 0 0 

16 0 1 0   9 0 1 0 

13 0 0,167 0,167   4 0 -0,5 -0,5 

14 -1 0 0   5 1 0 0 

15 0 0 1   6 0 0 1 

 

 

  Μέλος #5       Μέλος #6   

  13 14 15     16 17 18 

1 1 0 0   7 1 0 0 

2 0 0,333 0,333   8 0 0,333 0,333 

3 0 1 0   9 0 1 0 

4 -1 0 0   10 -1 0 0 

5 0 -0,333 -0,333   11 0 -0,333 -0,333 

6 0 0 1   12 0 0 1 

 

 

 Μέλος #7   

 19 20 21 
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13 -1 0 0 

14 0 -0,333 -0,333 

15 0 1 0 

10 1 0 0 

11 0 0,333 0,333 

12 0 0 1 

 

 

  Με ηνλ ηξόπν απηό ηα ζπκβάιινληα ζηνηρεία ησλ κεηξώσλ 
m

ij
B 
 

, όισλ ησλ 

κειώλ απνθηνύλ αθξηβή δηεύζπλζε απνζηνιήο ζην κεηξών 
ij
B 
 

 ηεο θαηαζθεπήο 

θαη ηζρύεη: 

M
m

ij ij
m 1

B B


 
                                                                                           (2.16)

 

  Όπνπ βεβαίσο ζεσξείηαη όηη αλ ν ζπληειεζηήο 
m

ij
B  δελ έρεη νξηζηεί είλαη 

κεδεληθόο. 

2.2.4 Μόρθωζη περιοριζμών αλληλεπίδραζης 

 

 Όπσο επηζεκάλζεθε πξνεγνπκέλσο, κηα πιαζηηθή άξζξσζε κπνξεί λα 

ζρεκαηηζηεί ζε νπνηνδήπνηε από ηα άθξα ησλ κειώλ. Γηα ην γεληθό κέινο i  (ζρήκα 

2.2) κηα πιαζηηθή άξζξσζε κπνξεί λα ζρεκαηηζηεί ζηνλ θόκβν j κέζσ ηεο 

αιιειεπίδξαζεο αμνληθήο θαη ξνπήο ζηηο γεληθεπκέλεο ηάζεηο )s,s( i
2

i
1  θαη κηα άιιε 

πιαζηηθή άξζξσζε ζρεκαηίδεηαη ζηνλ θόκβν k κέζσ ηεο επίδξαζεο ησλ )s,s( i
3

i
1 . 

Φπζηθά, ε πεξηγξαθή πνπ παξνπζηάδεηαη εδώ πεξηιακβάλεη επίζεο, ζαλ εηδηθή 

πεξίπησζε, ηελ πην γλσζηή θαη απινύζηεξε πεξίπησζε θαζαξά θακπηηθήο 

ζπκπεξηθνξάο.  

  H ζπλζήθε ησλ πεξηνξηζκώλ αιιειεπίδξαζεο είλαη γεληθά κε γξακκηθή. Παξόι’ 

απηά, γηα ηνπο ζθνπνύο ηεο εξγαζίαο, ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε κηα θαηάιιεια 

γξακκηθνπνηεκέλε απεηθόληζε ηέηνησλ επηθαλεηώλ δηαξξνήο. Απηό έρεη 

ππνινγηζηηθά πιενλεθηήκαηα, θαζώο ην πξόβιεκα ηεο νξηαθήο αλάιπζεο κπνξεί 

λα ζεσξεζεί πξόβιεκα γξακκηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ. 

  Γηα παξάδεηγκα, ζεσξνύκε ηελ πεξίπησζε κηαο ζηεξεήο νξζνγσληθήο δηαηνκήο 

ππό ζπλδπαζκό αμνληθήο δύλακεο θαη θακπηηθήο ξνπήο. Γηα ηνλ θόκβν j ηνπ 

ζηνηρείνπ i, θαίλεηαη ζηα αθόινπζα ζρήκαηα, κηα απιή νθηάγσλε επηθάλεηα πνπ 

πιεζηάδεη πξνζεγγηζηηθά ηε γλσζηή κε γξακκηθή ζπλζήθε ησλ Massonet θαη Save. 

 

  1ss i
2

2
i 

                                                                                           (2.17) 
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ΣΧΗΜΑ 2.6  Αιιειεπίδξαζε ξνπήο, αμνληθήο (Massonet θαη Save)

 

 Πξνζέγγηζε ηεο παξαπάλσ κε γξακκηθήο θακπύιεο κπνξεί λα γίλεη θαηά γξακκηθό 

ηξόπν κε έλα εγγεγξακκέλν πνιύγσλν, όπσο π.ρ ην παξαθάησ νθηάγσλν κε 

ελδηάκεζα ζεκεία  75.0,5.0  , ή κε αλώηεξεο ηάμεο πνιύγσλν ώζηε λα 

επηηεπρζεί ε επηζπκεηή αθξίβεηα. 

 

  Μεξηθά ηππηθά γξακκηθνπνηεκέλα κνληέια ηεο επηθάλεηαο δηαξξνήο γηα ηνλ θόκβν 

α ηνπ ζηνηρείνπ i θαίλνληαη ζην παξαθάησ ζρήκα. Οη αδηάζηαηνη άμνλεο 

απεηθνλίδνπλ ηελ θακπηηθή ξνπή u2
i
2 s/s  θαη ηελ αμνληθή δύλακε u1

i
1 s/s , όπνπ 

u2u1 s,s  είλαη νη αληίζηνηρεο ηθαλόηεηεο δηαξξνήο. Οη αθόινπζεο παξαηεξήζεηο 

δηεπθξηλίδνπλ θαζέλα από ηα δηαγξάκκαηα ηνπ ζρήκαηνο 2.7. 
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ΣΧΗΜΑ 2.7 Παξαδείγκαηα γξακκηθνπνηεκέλσλ επηθαλεηώλ δηαξξνήο (α) θαζαξά 

θακπηηθή ζπκπεξηθνξά (b) θαζαξά αμνληθή ζπκπεξηθνξά (c) Ρόκβνο (d) Δμάγσλν 

(e),(f) Οθηάγσλν 

 

Γηα δηαξξνή πνπ εμαξηάηαη από κόλν έλα είδνο έληαζεο, ε επηθάλεηα δηαξξνήο 

νξίδεηαη από δύν επζείεο παξάιιειεο γξακκέο κε νξηδόληηα ή θαηαθόξπθε 

δηεύζπλζε. Πην πεξίπινθα κνληέια θαίλνληαη ζην ζρήκα 2.7 γηα ζπλδπαζκό 

γεληθεπκέλσλ ηάζεσλ θαη ην πώο επεξεάδνπλ ηελ θαηάζηαζε δηαξξνήο. Σν ζρήκα 

ηεο επηθάλεηαο δηαξξνήο εμαξηάηαη από ηελ επηθάλεηα ηεο δηαηνκήο ηνπ ζηνηρείνπ. 

Σν πην απιό κνληέινπ είλαη απηό ηνπ ξόκβνπ (2.7.c). Έλα κνληέιν επξέσο 

απνδεθηό γηα δηαηνκέο δηπινύ ηαπ είλαη ην εμάγσλν ηνπ ζρήκαηνο (2.7.d). Σν 

κνληέιν ηνπ ζρήκαηνο (2.7.e) ππνδειώλεη ηε δηαξξνή κηαο νξζνγσληθήο δηαηνκήο, 

όπσο επίζεο θαη ην κνληέιν (2.7.f). ηηο επηιύζεηο ησλ επόκελσλ ελνηήησλ 

ρξεζηκνπνηνύληαη νη επηθάλεηεο (2.7.e), (2.7.d) ή ε θαζαξά θακπηηθή ζπκπεξηθνξά 

(2.7.α).  

 

 

 

 

 

 

 
(λ,κ) 

κ=-1.5λ-1.5 

κ=-1.5λ+1.5 

κ=-0.5λ+1 

κ=1.5λ-1.5 

κ=1.5λ+1.5 

κ=0.5λ+1 
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ΣΧΗΜΑ 2.8 Πνιπγσληθή πξνζέγγηζε ρσξίνπ αιιειεπίδξαζεο 

 

  Γηα λα εμαζθαιηζηεί όηη έλα ζεκείν γηα θάζε άθξν δνθνύ  βξίζθεηαη εληόο ηνπ 

αληηζηνίρνπ πνιπγώλνπ, ζα πξέπεη λα ηθαλνπνηνύληαη νη εμήο νθηώ πεξηνξηζκνί: 
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                                                                                   (2.18) 

 

  Όπνπ: 














5

2
m,

5

1
l 11  είλαη ηα ζπλεκίηνλα θαηεύζπλζεο  ηνπ θάζεηνπ 

δηαλύζκαηνο ζην επίπεδν 1, 














13

2
m,

13

3
l 12  είλαη ηα ζπλεκίηνλα 

θαηεύζπλζεο ηνπ θάζεηνπ δηαλύζκαηνο ζην επίπεδν 2, i
1jr  είλαη ε απόζηαζε ηνπ 

επηπέδνπ 1 από ην θέληξν θαη i
2jr  είλαη ε απόζηαζε ηνπ επηπέδνπ 2 από ην θέληξν. 

  Πξηλ παξνπζηαζηνύλ νη παξαπάλσ ζρέζεηο ζε ζπκππθλσκέλε κεηξσηθή κνξθή, 

ζα ήηαλ αμηόινγν λα δνζεί κηα γεσκεηξηθή επεμήγεζε απηώλ ησλ ζπλζεθώλ 

δηαξξνήο. Αο ζεσξεζεί έλα επίπεδν έληαζεο OS κε ζπληεηαγκέλεο (a,b) θαη έλα 

απιό επίπεδν όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα (2.9). 
  Γεσκεηξηθά, ε ζπλζήθε δηαξξνήο εθθξάδεηαη σο OHOB  . Άξα, όηαλ ην ΟΒ, ε 

πξνβνιή ηνπ OS ζην OH, είλαη κηθξόηεξε από ΟΗ, ην ζεκείν ηεο έληαζεο κέζα ζηε 

επηθάλεηα δηαξξνήο. Όηαλ OB=OH, ην ζεκείν ηεο έληαζεο βξίζθεηαη πάλσ ζην 

όξην ηεο επηθάλεηαο. Δπεηδή ΟΒ=ΟΑ+ΑΒ θαη επεηδή ΟΑ=αcosβ, ΑΒ=bsinβ, θαη 

OH=r, ηόηε ε ζπλζήθε OHOB  κπνξεί λα γξαθηεί σο rβsinbβcosa  , ε νπνία 

είλαη αθξηβώο ε γεληθή ζπλζήθε δηαξξνήο γηα νπνηνδήπνηε επίπεδν.  

  Δπίζεο νη ηηκέο (cosβ, sinβ) είλαη μεθάζαξα ηα ζπλεκίηνλα θαηεύζπλζεο ηνπ 

θάζεηνπ δηαλύζκαηνο ζην επίπεδν. 
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ΣΧΗΜΑ 2.9 Γεσκεηξηθή αλαπαξάζηαζε ηεο ζπλζήθεο δηαξξνήο ελόο επηπέδνπ 

 

  Γεληθά, νη ζπλζήθεο δηαξξνήο γηα ηνλ θόκβν j ηνπ ζηνηρείνπ i κπνξνύλ λα 

γξαθηνύλ σο: 

 
i
j

i
j

iT
j rsN                                                                                                  (2.19) 

 

  Όπνπ, γηα ηελ πεξίπησζε πνπ θαίλεηαη ζην ζρήκα (2.7): 
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i
1i

j
s

s
s                                                     (2.20) 

 

  Σώξα κπνξνύλ λα ζπγθεληξσζνύλ νη ζρέζεηο πνπ αληηζηνηρνύλ ζηνπο θόκβνπο j 

θαη k ώζηε λα ζρεκαηηζηνύλ νη ζπλζήθεο δηαξξνήο γηα έλα ζηνηρείν i: 

 
iiiT rsN                                                                                                 (2.21) 

 

  Μηα ζρέζε πνπ έρεη ηελ ίδηα κνξθή όπσο θαη ε (2.19). Σειηθά, γηα ην ζηνηρείν i, 

ζην νπνίν κπνξνύλ λα ζρεκαηηζηνύλ πιαζηηθέο αξζξώζεηο ζηα άθξα j θαη k 

πξνθύπηνπλ νη παξαθάησ ζρέζεηο. 
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s                                           (2.22) 

 

 Σειηθά κπνξνύκε λα ζπγθεληξώζνπκε ηηο ζπλζήθεο δηαξξνήο γηα νιόθιεξε ηελ 

θαηαζθεπή, ζύκθσλα κε ηε ζρέζε: 

 

rsNT                                                                                                    (2.23) 

 

  Όπνπ, όπσο ζπλεζίδεηαη ζε κηα κεζνινγία πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ, νη 

πνζόηεηεο ζηα δηαλύζκαηα θαη ζηα κεηξώα αληηπξνζσπεύνπλ ηηο αζύδεπθηεο 

ζπκκεηνρέο ησλ εθάζηνηε ζηνηρείσλ, σο ζπκπιεξσκαηηθά δηαλύζκαηα θαη σο 

κπινθ δηαγσλίσλ κεηξώσλ. πγθεθξηκέλα:  nTT1T s...ss  ,  nTT1T r...rr   θαη 

 ni N...NdiagN  . Γεληθά, αλ ε επηθάλεηα δηαξξνήο ζε έλα θόκβν, έρεη 

γξακκηθνπνηεζεί ζε y επίπεδα, ηόηε ην κεηξών Ν είλαη δηαζηάζεσλ (3n x 2yn) θαη 

ην r είλαη έλα δηάλπζκα (2yn x 1). 

 

 

2.3 Γιαηύπωζη ηοσ αρτικού και ηοσ δσικού προβλήμαηος ζηην 

οριακή ανάλσζη 
 
  Δθόζνλ έρεη ήδε γίλεη ε ζηαηηθή πεξηγξαθή ηνπ θνξέα κε βάζε ηνπο θόκβνπο, 

κπνξνύκε ηώξα λα ζρεκαηίζνπκε ηε ζπγθεθξηκέλε κνξθή ηεο ζηαηηθήο 

πξνζέγγηζεο ζηελ νξηαθή αλάιπζε, ζαλ πξόβιεκα γξακκηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ 

όπνπ νη κεηαβιεηέο ζα είλαη ην α θαη ην s: 

 
Maximize          a  

Τπνθείκελν ζε   0afBs                                                                      (2.24) 

                       rsNT   

 

  Όπνπ 0 είλαη έλα δηάλπζκα θαηάιιεισλ δηαζηάζεσλ, δειαδή (d x 1). 

  Δίλαη ελδηαθέξνλ λα ζεκεησζεί όηη, ζε απηό ην ζηάδην, νπνηνζδήπνηε γλώζηεο 

ηνπ γξακκηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ, ρσξίο λα ρξεηάδεηαη λα γλσξίδεη ην θπζηθό 

λόεκα ησλ πνζνηήησλ, ζα κπνξνύζε ακέζσο λα ζρεκαηίζεη ην δπηθό πξόβιεκα 

από γλσζηέο δπηθέο ηδηόηεηεο ηνπ γξακκηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ. Σν δπηθό 

πξόβιεκα κπνξεί λα θσδηθνπνηεζεί σο: 
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Minimize          zr T  

Τπνθείκελν ζε  0NzuBT                                                                       

                      
0z

1uf T




                                                                            (2.25) 

 

  Όπνπ z θαη u είλαη νη δπηθέο κεηαβιεηέο. 

  Από θπζηθήο άπνςεο, ην z κπνξεί λα αλαγλσξηζηεί σο έλα δηάλπζκα κε 

αξλεηηθώλ πιαζηηθώλ πνιιαπιαζηαζηώλ θαη ην u ζαλ έλα δηάλπζκα επηθόκβησλ 

κεηαθηλήζεσλ. Σν πξώην ζεη πεξηνξηζκώλ αληηπξνζσπεύεη ηε ζπκβηβαζηόηεηα, θαη 

ην δεύηεξν έλαλ θαλνληθνπνηεκέλν όξν εμσηεξηθνύ έξγνπ. Να πξνζερζεί όηη ε 

έθθξαζε ηεο εμίζσζεο ηνπ έξγνπ (εμηζώλνληαο ην εμσηεξηθό έξγν θαη ηηο 

εζσηεξηθέο δπλάκεηο) δίλεη: 

 

zruaf TT                                                                                                (2.26) 

 

  Καη επεηδή 1uf T  , ηόηε ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ηνπ πξνβιήκαηνο γξακκηθνύ 

πξνγξακκαηηζκνύ (εμίζσζε 2.25), γηα νπνηαδήπνηε απνδεθηή ιύζε (πηζαλό 

κεραληζκό) είλαη ζηελ πξαγκαηηθόηεηα ν θηλεκαηηθά απνδεθηόο θνξηηζηηθόο 
ζπληειεζηήο ka . 

  Η γλώζε ηνπ γξακκηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ πξνζθέξεη αθόκα κηα εμαηξεηηθά 

ρξήζηκε ηδηόηεηα ζρεηηθή κε ηα παξαπάλσ πξνβιήκαηα, δειαδή όηη νη 

πνιιαπιαζηαζηέο Lagrange ηεο βέιηηζηεο ιύζεο ζην ζηαηηθό (θηλεκαηηθό) 

πξόβιεκα, καο παξέρνπλ άκεζα έλα ζεη βέιηηζησλ θηλεκαηηθώλ (ζηαηηθώλ) 

κεηαβιεηώλ. Οη πεξηζζόηεξνη ιύηεο πξνβιεκάησλ γξακκηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ, 

ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ απηνύ ηνπ Matlab, ζα αλαθέξνπλ απηνύο ηνπο 

πνιιαπιαζηαζηέο ζαλ έλα απνηέιεζκα ηεο δηαδηθαζίαο ηεο βειηηζηνπνίεζεο. 

Δηδηθόηεξα, θάζε πεξηνξηζκόο ηεο εμίζσζεο (2.24) ζρεηίδεηαη κε έλαλ 

πνιιαπιαζηαζηή Lagrange, θαη ζην βέιηηζην ηα ζηνηρεία ηνπ δηαλύζκαηνο ησλ 

πνιιαπιαζηαζηώλ Lagrange, κήθνπο (d+2yn), ηαμηλνκνύληαη κε ηε ζεηξά ηνπ ζεη 

πεξηνξηζκώλ ηνπ ζηαηηθνύ πξνβιήκαηνο. Γηα παξάδεηγκα, νη πξώηνη d 

πνιιαπιαζηαζηέο απεηθνλίδνπλ ηηο βέιηηζηεο ηηκέο γηα ηηο κεηαθηλήζεηο u (ζε 

αληηζηνηρία κε ηηο ζηαηηθέο κεηαβιεηέο af), θαη νη επόκελνη 2yn πνιιαπιαζηαζηέο 

ζρεκαηίδνπλ ηνπο βέιηηζηνπο  πιαζηηθνύο πνιιαπιαζηαζηέο z πνπ ζρεηίδνληαη κε 

θαζέλα από ηα επίπεδα ηεο επηθάλεηαο δηαξξνήο. Απηή ε ρξήζηκε ηδηόηεηα κπνξεί 

λα ρξεζηκνπνηεζεί ώζηε λα πξνθύςνπλ βέιηηζηεο θηλεκαηηθά ιύζεηο ρσξίο ζηελ 

πξαγκαηηθόηεηα λα ρξεηαζηεί λα ιπζεί ην θηλεκαηηθό πξόβιεκα. 

 

 

2.4 Φσζικό νόημα δσικού προβλήμαηος 
 
  Δμεηάδνληαο ηελ θηλεκαηηθή πιεπξά ηεο ζπκπεξηθνξάο ακθίπαθηεο δνθνύ 

επηδηώθνπκε λα ηθαλνπνηήζνπκε ην ζπκβηβαζηό ησλ παξακνξθώζεσλ πνπ 

θαζνξίδνπλ ηελ έληαζε ηεο δνθνύ κε βάζε ηηο αθξαίεο κεηαθηλήζεηο ζηα άθξα ηεο 

δνθνύ, εθθξαδόκελεο ζην ηνπηθό θαη ζηε ζπλέρεηα ζην θαζνιηθό ζύζηεκα. Έηζη 

ζηελ νπζία αθαηξνύκε ηελ θίλεζε ζηεξενύ ζώκαηνο πνπ δελ παξάγεη έληαζε. 

 
 Γηα θάζε ακθίπαθην κέινο από ηελ αξρηθή παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε 

δηαθξίλνπκε ηηο αθξαίεο κεηαθηλήζεηο ζην ηνπηθό ή θαζνιηθό ζύζηεκα αλαθνξάο. 
Ωο κεηαθηλήζεηο ηεο δνθνύ ζεσξνύληαη εδώ νη kjj θ,θ,δ , δειαδή απηέο πνπ 

παξάγνπλ ηελ αμνληθή έληαζε θαη ηηο ξνπέο ζηα άθξα θαη πξνθύπηνπλ όηαλ 
βξεζνύλ νη κεηαθηλήζεηο ειεπζέξνπ ζώκαηνο, ελώ ε jδ  ζεσξείηαη ζεηηθή σο 

βξάρπλζε θαζόζνλ ζηηο βαζηθέο αθξαίεο δξάζεηο ε ζιηπηηθή αμνληθή δύλακε ζηελ 

αξρή ηεο δνθνύ ζεσξήζεθε σο ζεηηθή. 
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ΣΧΗΜΑ 2.10 Αθξαίεο κεηαθηλήζεηο ακθίπαθηεο δνθνύ – παξακόξθσζε 
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                                                      (2.27) 

Ή 

 

     uΔδ
Σ

                                                                                              (2.28) 

 

  Από ηε ζπκπεξηθνξά ηεο δνθνύ νξίδεηαη ε εμήο ειαζηηθή ζπκπεξηθνξά-

θαηαζηαηηθή ζρέζε κεηαμύ ησλ βαζηθώλ εληάζεσλ θαη ελεξγώλ κεηαθηλήζεσλ. 
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                                                             (2.29) 

Ή 

 
    δDs                                                                                                (2.30) 

  ην θαζνιηθό ζύζηεκα νη αθξαίεο κεηαθηλήζεηο πξνβαιιόκελεο κπνξνύλ λα 

κεηαζρεκαηηζηνύλ κε ηελ παξαθάησ ζρέζε: 
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                      (2.31) 

 

  Οπόηε: 

 

              uTEDETsETA
TTi                                                              (2.32) 

 

Ή 

 

          ukuBDBA
Ti                                                                      (2.33) 

 

Όπνπ [k] ην κεηξών δπζθακςίαο ηεο δνθνύ ζην θαζνιηθό ζύζηεκα αμόλσλ. 
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              (2.34) 

 

 Η παξαπάλσ δηαηύπσζε ηνπ κεηξώνπ δπζθακςίαο ηνπ ακθίπαθηνπ ζηνηρείνπ 

δνθνύ ζην επίπεδν, όπσο παξνπζηάδεηαη ζηε ζρέζε (2.33), έρεη ηελ ίδηα δνκή κε 

απηή ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ. 

  πλδπάδνληαο ηηο ζρέζεηο (2.28) θαη (2.31) είλαη δπλαηόλ λα ζπλδεζνύλ νη ηξεηο 

βαζηθέο κεηαθηλήζεηο ηνπ ζηνηρείνπ κε ηηο αθξαίεο κεηαθηλήζεηο ζηνπο θόκβνπο ζην 

θαζνιηθό ζύζηεκα αμόλσλ κε ηε ζρέζε: 

 

           uBuΣΔδ
TΣΣ

                                                                           (2.35) 

 

  Η νπνία απνηειεί ηε ζρέζε ζπκβηβαζηνύ ησλ παξακνξθώζεσλ γηα ην ζηνηρείν. 

Με βάζε ην ζπκβηβαζηό ησλ παξακνξθώζεσλ ζε θάζε ζηνηρείν, κπνξεί λα 

κνξθσζεί ην κεηξών ζπκβηβαζηνύ γηα νιόθιεξν ην θνξέα αθνινπζώληαο 

παξόκνηα δηαδηθαζία όπσο θαη γηα ην κεηξών ηζνξξνπίαο ηνπ θνξέα. Μπνξεί λα 

πξνθύςεη όκσο θαη’ επζείαλ σο ην αλάζηξνθν ηνπ κεηξώνπ ηζνξξνπίαο ηνπ θνξέα 

κε δηαζηάζεηο (3Μxd). 

 

 

 
 
 

 
 

2.5 Παραδείγμαηα με τρήζη EXCEL 
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  Η Δπίιπζε ζην Microsoft Excel είλαη κέξνο κηαο αθνινπζίαο εληνιώλ πνπ 

νξηζκέλεο θνξέο νλνκάδνληαη εξγαιεία ππνζεηηθήο αλάιπζεο. Με ηελ Δπίιπζε, 

κπνξεί λα βξεζεί ε βέιηηζηε ηηκή γηα ηνλ ηύπν ελόο θειηνύ — ην νπνίν νλνκάδεηαη 

θειί πξννξηζκνύ  — ζε έλα θύιιν εξγαζίαο. Η Δπίιπζε ιεηηνπξγεί κε κηα νκάδα 

θειηώλ, ηα νπνία ζρεηίδνληαη είηε άκεζα είηε έκκεζα κε ηνλ ηύπν ηνπ θειηνύ 

πξννξηζκνύ. Η Δπίιπζε κεηαβάιιεη ηηο ηηκέο ζηα θειηά πνπ θαζνξίδεηαη όηη 

αιιάδνπλ — ηα νπνία ιέγνληαη ξπζκηδόκελα θειηά — γηα λα θαηαιήμεη κε ηνλ ηύπν 

ηνπ θειηνύ πξννξηζκνύ, ζην απνηέιεζκα πνπ θαζνξίδεηαη. Δίλαη εθηθηό λα 

εθαξκνζηνύλ πεξηνξηζκνί γηα λα κεησζνύλ νη ηηκέο πνπ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηήζεη 

ε Δπίιπζε ζην κνληέιν θαη νη πεξηνξηζκνί κπνξνύλ λα αλαθέξνληαη ζε άιια θειηά, 

ηα νπνία επεξεάδνπλ ηνλ ηύπν ηνπ θειηνύ πξννξηζκνύ.  

 
 

ΣΧΗΜΑ 2.11  Παξάζπξν παξακέηξσλ πξνβιήκαηνο βειηηζηνπνίεζεο ζην Excel 

 

Παράδειγμα 1 
 
  Σν πξώην παξάδεηγκα, γηα ράξε απιόηεηαο, ζα είλαη έλα πιαίζην, κε δηαζηάζεηο 

θαη αξίζκεζε κειώλ θαη θόκβσλ, όπσο θαίλεηαη ζην επόκελν ζρήκα, ζην νπνίν 

αξρηθά ζα γίλεη επίιπζε γηα θαζαξά θακπηηθή ζπκπεξηθνξά. ε απηήλ ηελ 

πεξίπησζε, όια ηα κέιε ζα έρνπλ ξνπή ίζε κε Mp=150kNm. Σν κήθνο ηεο δνθνύ 

ζα είλαη 6m, ην ύςνο ησλ ππνζηπισκάησλ 4m θαη ηα θνξηία ζα είλαη έλα 

νξηδόληην ίζν κε 50kN θαη έλα θαηαθόξπθν ζην κέζνλ ηεο δνθνύ ίζν κε 40kN. 

 

 
ΣΧΗΜΑ 2.12 Φνξέαο παξαδείγκαηνο 1 

 

  Υξεζηκνπνηώληαο ελεξγεηαθά ζεσξήκαηα ζην ζπγθεθξηκέλν θνξέα, πξνθύπηεη όηη 

ν θξίζηκνο κεραληζκόο θαηάξξεπζεο είλαη έλαο ζύλζεηνο, ζπλδπαζκόο ηνπ 
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κεραληζκνύ δνθνύ θαη ηνπ πιάγηνπ. ε απηόλ ηνλ κεραληζκό ζρεκαηίδνληαη 

πιαζηηθέο αξζξώζεηο ζηηο δηαηνκέο 1,3,4 θαη 5. Ο ζπληειεζηήο θαηάξξεπζεο ι 

Πξνθύπηεη ίζνο κε ι=2.8125. πγθεθξηκέλα: 

 
Μεραληζκόο δνθνύ:   5ιι*ζ3*40)ζ(Mp2)ζ(pΜ)ζ(Mp 1342   

 
Πιάγηνο κεραληζκόο: 3ιι*ζ4*50)ζ(pΜ)ζ(Mp)ζ(pΜ)ζ(Mp 24321   

 

ύλζεηνο κεραληζκόο: 8125,2ιι320MpMp2Mp2pΜ crit5431   

  

  

  Γηα ηε κόξθσζε ηνπ ινγηζηηθνύ θύιινπ Excel, θαηαξρήλ δίλνληαη ηα κήθε θαη νη 

δηεπζύλζεηο ησλ κειώλ ώζηε λα κνξθσζνύλ ηα κεηξώα iB . 

 

Member #1     #2     
Li(m) 4    3    

φi (degrees) 90    0    

Bi= 6,13E-17 -0,25 -0,25 1 0 0 

 1 1,53E-17 1,53E-17 0 0,33333333 0,333333 

 0 1 0 0 1 0 

 -6,1E-17 0,25 0,25 -1 0 0 

 -1 -1,5E-17 -1,5E-17 0 -0,3333333 -0,33333 

 0 0 1 0 0 1 
 

 

#3     #4     
3    4   

0    270   

1 0 0 -1,8E-16 0,25 0,25 

0 0,333333 0,333333 -1 -4,6E-17 -4,6E-17 

0 1 0 0 1 0 

-1 0 0 1,84E-16 -0,25 -0,25 

0 -0,33333 -0,33333 1 4,59E-17 4,59E-17 

0 0 1 0 0 1 
 

  ηε ζπλέρεηα νξίδνληαη ηα θειηά ησλ κεηαβιεηώλ, δειαδή νη δξάζεηο s θαη o 

θνξηηζηηθόο ζπληειεζηήο ι. Οη παξαθάησ ηηκέο είλαη απηέο πνπ πξνέθπςαλ κεηά 

ηελ επίιπζε. 

                

 ΜΕΛΟΣ 1 ΜΕΛΟΣ 2 

Si 
-12,50 -150,00 -112,50 -75,00 112,50 -150,00 

ΜΕΛΟΣ 3 ΜΕΛΟΣ 4 

 -75,00 150,00 150,00 -100,00 -150,00 -150,00 

 
     

 

Όκνηα νξίδνληαη ηα θειηά ησλ εληαηηθώλ κεγεζώλ ζηα άθξα ηνπ θάζε κέινπο. 

 Μέλος 1 Μέλος 2 Μέλος 3 Μέλος 4 
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  Σέινο, νξίδνληαη νη ζέζεηο ησλ θειηώλ όπνπ ζα δηαηππσζνύλ νη ζρέζεηο 

ηζνξξνπίαο εζσηεξηθήο θαη εμσηεξηθήο θόξηηζεο. Γηα ην παξάδεηγκά καο ν πίλαθαο 

ηζνξξνπίαο θαίλεηαη παξαθάησ: 

 

  Loads (KN)   

Nodes Internal External *λ Equilibrium 

#2 -140,625 50,000 140,625 0,0000 

 0,000 0,000 0,000 0,0000 

 0,000 0,000 0,000 0,0000 

#3 0,000 0,000 0,000 0,0000 

 112,500 -40,000 -112,500 0,0000 

 0,000 0,000 0,000 0,0000 

#4 0,000 0,000 0,000 0,0000 

 0,000 0,000 0,000 0,0000 

 0,000 0,000 0,000 0,0000 
 

  Γηα ηε δηαηύπσζε ηνπ πξνβιήκαηνο έρσ πεξηνξηζκνύο ηζόηεηαο, δειαδή ηηο 

εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο θαη πεξηνξηζκνύο αληζόηεηαο, δειαδή θακία από ηηο ηηκέο ηεο 

θακπηηθήο έληαζεο ζηα κέιε λα κελ μεπεξάζεη ηηο αθξαίεο ηηκέο (  150kNm). Ο 

θνξηηζηηθόο ζπληειεζηήο πνπ πξνθύπηεη από ηελ επίιπζε είλαη: λ=2.8125 ν 

νπνίνο ζσζηά ηαπηίδεηαη κε ηα απνηειέζκαηα από ηα ελεξγεηαθά ζεσξήκαηα.  

 

  ην επόκελν βήκα, ζα επηρεηξεζεί λα δηαηππσζεί θαη ε αιιειεπίδξαζε αμνληθήο 

θαη ξνπήο. ην ίδην παξάδεηγκα ζα ζεσξεζεί όηη νη δνθνί έρνπλ ξνπή δηαξξνήο 

Μp=150kNm θαη ησλ ππνζηπισκάησλ: Mp=200kNm. Αληίζηνηρα, ε αμνληθή 

δηαξξνήο ησλ δνθώλ ζα είλαη: Νp=200kN θαη ησλ ππνζηπισκάησλ Np=300kN.  

  Η κόλε δηαθνξά κε ην αξρείν επίιπζεο γηα θαζαξά θακπηηθή ζπκπεξηθνξά είλαη 

όηη ζα κνξθσζνύλ θειηά όπνπ ζα πεξηέρνπλ ηηο εμηζώζεηο ησλ επζεηώλ ηνπ 

πνιπγώλνπ ηεο αιιειεπίδξαζεο θαη ζα απνηεινύλ ηνπο αληζνηηθνύο πεξηνξηζκνύο 

ηνπ πξνβιήκαηνο. Οη ηζνηηθνί πεξηνξηζκνί ηζνξξνπίαο παξακέλνπλ σο έρνπλ.  

 

  Interaction   

Member 1 2 3 4 

j-1 -2,5839 -1,7412 -1,2379 -2,5194 

j-2 -0,6678 -2,3656 -2,8689 -1,2961 

j-3 -2,0000 -0,8722 -0,3689 -1,7476 

j-4 -0,0839 -1,4967 -2,0000 -0,5243 

j-5 -2,3322 -0,6344 -0,1311 -1,7039 

j-6 -0,4161 -1,2588 -1,7621 -0,4806 

j-7 -1,9161 -0,5033 0,0000 -1,4757 

j-8 0,0000 -1,1278 -1,6311 -0,2524 

Nj= 65,625 -75,00 -75 -75 

Qj= -12,5 -12,50 100 100 

Mj= -150 112,50 150 -150 

Nk= -65,625 75,00 75 75 

Qk= 12,5 12,50 -100 -100 

Mk= -112,5 -150,00 150 -150 
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k-1 -1,6083 -1,7621 -0,1311 -1,9563 

k-2 -1,1400 -0,1311 -1,7621 -0,2282 

k-3 -1,1922 -1,6311 0,0000 -1,7282 

k-4 -0,7239 0,0000 -1,6311 0,0000 

k-5 -1,8600 -2,8689 -1,2379 -2,7718 

k-6 -1,3917 -1,2379 -2,8689 -1,0437 

k-7 -1,2761 -2,0000 -0,3689 -2,0000 

k-8 -0,8078 -0,3689 -2,0000 -0,2718 
   

Ο παξαπάλσ πίλαθαο πξνέθπςε κεηά ηελ επίιπζε. Με έγρξσκν έληνλν ρξώκα 

απεηθνλίδνληαη νη επζείεο ηνπ εθάζηνηε πνιπγώλνπ ηεο αιιειεπίδξαζεο νη νπνίεο 

έρνπλ θηάζεη ζην όξην δηαξξνήο δειαδή έρνπλ θηάζεη ηελ νξηαθή ηηκή 0. Φαίλεηαη 

πσο έρνπλ ζρεκαηηζηεί πιαζηηθέο αξζξώζεηο ζηελ αξρή ηνπ κέινπο 1, ζην ηέινο 

ηνπ κέινπο 2 θαη 3 θαη ζην ηέινο ηνπ κέινπο 4, θάηη πνπ νδεγεί πάιη ζηε 

δεκηνπξγία ελόο ζύλζεηνπ κεραληζκνύ θαηάξξεπζεο. Ο θνξηηζηηθόο ζπληειεζηήο 

θαηάξξεπζεο πνπ πξνθύπηεη είλαη ίζνο κε: λ=2,668. 

  Δλδεηθηηθά ζα παξνπζηαζηνύλ νη ζπλζήθεο δηαξξνήο ζηε θάζε θαηάξξεπζεο γηα 

δύν δηαηνκέο, απηήλ ζηελ αξρή ηνπ κέινπο 1 θαη απηήλ ζην ηέινο ηνπ κέινπο 2. 
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  Παξαηεξείηαη κε θόθθηλν ρξώκα ε ζπγθεθξηκέλε ζπλζήθε ε νπνία έρεη θηάζεη 

ζην όξην από ην εθάζηνηε πνιύγσλν. Γηα ηελ πξώηε δηαηνκή αθνξά ηελ 8ε επζεία 

θαη γηα ηε δεύηεξε δηαηνκή, αθνξά ηελ 4ε επζεία. 

 

  Σέινο, γηα ην ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα ζα επηρεηξεζεί ε δηαηύπσζε κε 

γξακκηθώλ πεξηνξηζκώλ κε βάζε ηελ αθξηβή εμίζσζε ησλ Massonet θαη Save, 

δειαδή: 1ss 21

2

 . Με ηα ίδηα δεδνκέλα, ηα θειηά ησλ πεξηνξηζκώλ, παίξλνπλ 

ηελ εμήο κνξθή: 

 

  Interaction non-linear 

Member 1 2 3 4 

j 1,0000 0,4682 1,0000 0,7165 

k 0,2455 1,0000 1,0000 1,0000 
 

  Όπνπ κε έληνλν ρξώκα θαίλνληαη νη δηαηνκέο πνπ έρνπλ δηαξξεύζεη. Ο 

θνξηηζηηθόο ζπληειεζηήο ζηελ πεξίπησζε κε γξακκηθώλ πεξηνξηζκώλ έρεη 

πξνθύςεη: λ=2,786, δειαδή ειαθξώο κεγαιύηεξνο από ηελ πεξίπησζε ηεο 

γξακκηθνπνίεζεο ηνπ πνιπγώλνπ δηαξξνήο (4% κεγαιύηεξν). Απηό ζπκβαίλεη 

επεηδή πιένλ έρνπκε ηελ αθξηβή επηθάλεηα αιιειεπίδξαζεο θαη όρη κηα 

πξνζεγγηζηηθή, γξακκηθνπνηεκέλε. Παξόι’ απηά, ε δηαθνξά είλαη πνιύ κηθξή, άξα 

κπνξεί λα ζεσξεζεί γεληθά όηη ε πξνζέγγηζε κε έλα νθηάγσλν είλαη ηθαλνπνηεηηθή.  

 

 

Παράδειγμα 2 
 

  Θα επηιπζεί ν θνξέαο κε ηα θνξηία πνπ απεηθνλίζζεθε ζηε ζεσξεηηθή πεξηγξαθή 

ηνπ πξνβιήκαηνο. 

 

 
 

  ΣΧΗΜΑ 2.14 Φνξέαο παξαδείγκαηνο 2 

 

  Όια ηα κέιε έρνπλ ξνπή δηαξξνήο ίζε κε Mp=100kNm θαη αμνληθή δηαξξνήο ίζε 

κε Np=150kN. Όκνηα κε πξηλ, ηίζεληαη ηα δεδνκέλα εηζαγσγήο ζηα αληίζηνηρα 

θειηά θαη αθνινπζεί ε επίιπζε κε ην Solver ηνπ Excel ε νπνία δίλεη θνξηηζηηθό 

ζπληειεζηή ίζν κε: λ=0,22. Από ηνλ πίλαθα ησλ εζσηεξηθώλ πεξηνξηζκώλ, κπνξεί 

λα δηεπθξηληζηεί κάιηζηα θαη πνηεο είλαη απηέο νη δηαηνκέο πνπ έρνπλ δηαξξεύζεη. 
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  Interaction      

Member 1 2 3 4 5 6 7 

j-1 -2,6244 -1,3267 -1,9288 -2,2221 -0,3446 -0,5126 -0,4621 

j-2 -0,7489 -1,3267 -1,9288 -0,3611 -2,1892 -2,3737 -2,4242 

j-3 -2,0000 -0,9422 -1,1429 -1,8611 0,0000 -0,0505 0,0000 

j-4 -0,1244 -0,9422 -1,1429 0,0000 -1,8446 -1,9116 -1,9621 

j-5 -2,2511 -1,6733 -1,0712 -2,6389 -0,8108 -0,6263 -0,5758 

j-6 -0,3756 -1,6733 -1,0712 -0,7779 -2,6554 -2,4874 -2,5379 

j-7 -1,8756 -1,0578 -0,8571 -2,0000 -0,1554 -0,0884 -0,0379 

j-8 0,0000 -1,0578 -0,8571 -0,1389 -2,0000 -1,9495 -2,0000 

k-1 -2,2356 -1,6733 -1,7879 -0,8916 -2,5500 -1,8621 -1,2516 

k-2 -0,3911 -1,6733 -0,3546 -2,5253 -0,9163 -1,2516 -1,8621 

k-3 -1,8601 -1,0578 -1,5737 -0,2526 -1,8946 -1,3242 -0,7137 

k-4 -0,0155 -1,0578 -0,1404 -1,8863 -0,2609 -0,7137 -1,3242 

k-5 -2,6089 -1,3267 -2,6454 -0,4747 -2,0837 -1,7484 -1,1379 

k-6 -0,7644 -1,3267 -1,2121 -2,1084 -0,4500 -1,1379 -1,7484 

k-7 -1,9845 -0,9422 -1,8596 -0,1137 -1,7391 -1,2863 -0,6758 

k-8 -0,1399 -0,9422 -0,4263 -1,7474 -0,1054 -0,6758 -1,2863 
 

  Φαίλεηαη πσο ζην όξην δηαξξνήο έρνπλ θηάζεη: ε αξρή ηνπ κέινπο 1, 4, 5 θαη 7. 

Απηό δίλεη έλαλ θνξέα σο εμήο: 

 
 

ΣΧΗΜΑ 2.15  Φνξέαο ζηε θάζε θαηάξξεπζεο. 

 

  Γηα κε γξακκηθνύο πεξηνξηζκνύο, πξνθύπηεη: 

 

  Interaction non-linear    

Member 1 2 3 4 5 6 7 

j 1,0000 0,0137 0,0877 1,0000 1,0000 0,9812 1,0000 

k 0,9895 0,0137 0,8109 0,8744 0,8808 0,3361 0,3361 
 

  Γειαδή παξαηεξνύληαη πάιη ζηηο ίδηεο ζέζεηο νη πιαζηηθέο αξζξώζεηο. Ο 

θνξηηζηηθόο ζπληειεζηήο είλαη ίζνο κε: λ=0.229 (πεξίπνπ 4% κεγαιύηεξνο).  
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2.6 Προγραμμαηιζμός ζε MATLAB 

 
  ηε ζπγθεθξηκέλε ελόηεηα, αλαπηύρζεθε θώδηθαο κε ρξήζε ηεο γιώζζαο Matlab 

γηα ηελ νξηαθή αλάιπζε πιαηζίσλ κε βάζε ην γξακκηθό πξνγξακκαηηζκό. Η 

γιώζζα Matlab πιενλεθηεί ζηνλ πξνγξακκαηηζκό κε κεηξώα θαη πξνζθέξεη 

δπλαηόηεηεο αλαπαξάζηαζεο, κεηώλνληαο δξαζηηθά ηνπο ρξόλνπο αλάπηπμεο θαη 

δηόξζσζεο ελόο θώδηθα, κεηνλεθηώληαο όκσο ζεκαληηθά ζην ρξόλν εθηέιεζεο 

κεγάισλ πξνγξακκάησλ. Έηζη σο βέιηηζηε ιύζε θαιό είλαη λα αλαπηύζζεηαη ν 

θώδηθάο ζε Matlab θαη κεηά ηελ σξίκαλζή ηνπ λα κεηαθξάδεηαη ζε Fortran, ή C. 

Δλδεηθηηθά κόλν, ζα αλαθεξζεί θαη έλα αθόκα ινγηζκηθό κνληεινπνίεζεο θαη 

επίιπζεο ηέηνησλ πξνβιεκάησλ ην νπνίν είλαη επξέσο δηαδεδνκέλν ζε 

επηζηεκνληθέο εξγαζίεο απηήο ηεο κνξθήο θαη απηό είλαη ην GAMS (General 

Algebraic Modeling System). To ινγηζκηθό απηό είλαη εηδηθά ζρεδηαζκέλν γηα ην 

ζηήζηκν θαη ηελ επίιπζε κεγάισλ θαη πεξίπινθσλ κνληέισλ καζεκαηηθνύ 

πξνγξακκαηηζκνύ θαη είλαη εύρξεζην γηα άηνκα πνπ δελ είλαη εμνηθεησκέλα κε 

καζεκαηηθέο έλλνηεο. Δθηελέζηεξε αλαθνξά ζε απηό ην ινγηζκηθό ζα γίλεη ζε 

επόκελε ελόηεηα.   

  Σα θύξηα ραξαθηεξηζηηθά ελόο θώδηθα γηα νξηαθή αλάιπζε πιαηζίσλ αλαιύνληαη 

παξαθάησ. ηελ θαηεύζπλζε απηή ελδηαθέξεη ε δηαηύπσζε ησλ εμηζώζεσλ 

ηζνξξνπίαο θαη ησλ πεξηνξηζκώλ ζε κεηξστθή κνξθή κε βάζε ηα κεηξώα  iB  ησλ 

ζηνηρείσλ. Η δηαδηθαζία απηή είλαη όκνηα κε ηελ δηαδηθαζία κόξθσζεο ηνπ 

κεηξώνπ δπζθακςίαο ηνπ θνξέα κε βάζε ηα κεηξώα δπζθακςίαο ησλ κειώλ 

εθθξαζκέλα ζην θαζνιηθό ζύζηεκα κε ηε κέζνδν άκεζεο δπζθακςίαο. 

  Υξεζηκνπνηείηαη έλα αξρείν θεηκέλνπ γηα ηελ εηζαγσγή ησλ δεδνκέλσλ πνπ 

δηεπθνιύλεη ζηελ επίιπζε δηαθνξεηηθώλ θνξέσλ. Δμάγεηαη έλα ζύληνκν αξρείν 

θεηκέλνπ απνηειεζκάησλ πνπ βνεζάεη ζηελ απνζήθεπζε θαη εθηύπσζε ησλ 

βαζηθώλ απνηειεζκάησλ. Γίλεηαη ρξήζε κηαο ηζρπξήο ξνπηίλαο γξακκηθνύ 

πξνγξακκαηηζκνύ, ηεο LINPROG, ε νπνία είλαη δηαζέζηκε ζαλ έλα κέξνο ηνπ 

ινγηζκηθνύ ζηα εξγαιεία ηεο βειηηζηνπνίεζεο πνπ πεξηέρεη ε Matlab, θαη κπνξεί λα 

ρεηξηζηεί πνιύ κεγάια πξνβιήκαηα γξακκηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ.  

 

(1) Καηαγραθή ηων δεδομένων  Έλα αξρείν θεηκέλνπ  ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ 

εγγξαθή ησλ δεδνκέλσλ. Δπεηδή είλαη μερσξηζηό από ηνλ θύξην θώδηθα 

αιιά ζα πξέπεη ζηελ αξρή ηνπ πξνγξάκκαηνο λα θαιείηαη, ζα νλνκαζηεί κε 

ηε ζπλεζηζκέλε επέθηαζε «.m». ηε ζπγθεθξηκέλε εξγαζία νλνκάζηεθε 

LA_in.m.To αξρείν ησλ δεδνκέλσλ πξέπεη λα παξακείλεη όζν ην δπλαηόλ 

πην απιό γίλεηαη. Πεξηιακβάλεη έλαλ ηίηιν, νξηζκό ηνπ αξηζκνύ ησλ κειώλ 

θαη ησλ βαζκώλ ειεπζεξίαο, δεδνκέλα γηα ηα κέιε (πρ ηθαλόηεηεο 

θακπηηθήο αληνρήο ηνπ θάζε κέινπο), ζπληεηαγκέλεο ησλ θόκβσλ, 

ζπλδεζκνινγία θαη ην δηάλπζκα ηεο θόξηηζεο ηνπ θνξέα. αλ απιό 

παξάδεηγκα νξηζκνύ ησλ δεδνκέλσλ, ρξεζηκνπνηείηαη ν αθόινπζνο κηθξόο 

θνξέαο, όπνπ γίλεηαη ν νξηζκόο ησλ κειώλ, ησλ θόκβσλ θαη ησλ βαζκώλ 

ειεπζεξίαο ζε έλα αξρείν θεηκέλνπ.  

 
ΣΧΗΜΑ 2.16 Παξάδεηγκα απινύ θνξέα γηα ηελ εηζαγσγή δεδνκέλσλ ζε Matlab 
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ΣΧΗΜΑ 2.17 Αξρείν δεδνκέλσλ LA_in.m 

 

(2) Ανάγνωζη δεδομένων και έλεγτος  Ο θύξηνο θώδηθαο ζε Matlab μεθηλάεη κε 

ηελ εθθαζάξηζε όισλ ησλ κεηαβιεηώλ, αλάγλσζε ηνπ αξρείνπ δεδνκέλσλ 

LA_in.m θαη ηελ εθηέιεζε νξηζκέλσλ ειέγρσλ πνπ αθνξνύλ θπξίσο ην 

κέγεζνο ηνπ πξνβιήκαηνο. Γηα ηε κόξθσζε δηαγξακκάησλ ζα πξέπεη λα 

γίλνπλ επηπιένλ έιεγρνη. 

 

(3) Μόρθωζη μηηρώοσ Β  Η επόκελε θάζε πεξηιακβάλεη ηνλ ππνινγηζκό ησλ 

κεηξώσλ ηζνξξνπίαο Β ζε θάζε ζηνηρείν θαη ε κόξθσζε ηνπ ζπλνιηθνύ 

κεηξώνπ Β ηεο θαηαζθεπήο. Ο θώδηθαο αθνινπζεί αθξηβώο ηε δηαδηθαζία, 

όπσο πεξηγξάθεθε ζην πξώην θεθάιαην ηεο εξγαζίαο. Σα δηαλύζκαηα 

ηνπνζεζίαο ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηε ζπιινγή ησλ δεδνκέλσλ από ηα 

κεηξώα Β θάζε ζηνηρείνπ θαη, επεηδή ε Matlab δελ επηηξέπεη κεδεληθέο 

ηηκέο ζε κηα ιίζηα πεξηερνκέλσλ, ρξεζηκνπνηείηαη έλαο απιόο κεραληζκόο 

γηα λα ζπιιερζνύλ ζηνηρεία πνπ αληηζηνηρνύλ ζε κεδεληθά δηαλύζκαηα 

ηνπνζεζίαο. Δηζάγεηαη θαη έλαο επηπιένλ βαζκόο ειεπζεξίαο όπνπ ζα 

ζπιιερζνύλ εθεί νη δεζκεύζεηο (δηάλπζκα ηνπνζεζίαο ίζν κε κεδέλ) θαη 

ηέινο ε γξακκή απηή δηαγξάθεηαη από ην ζπλνιηθό κεηξών ηζνξξνπίαο Β.  

 

(4) Μόρθωζη ηοσ LP και επίλσζη με LINPROG  Αλάινγα κε ηνλ solver πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη ζα πξέπεη λα δηαηαρζνύλ θαη ηα δεδνκέλα. ηελ πεξίπησζή 

καο ρξεζηκνπνηνύκε ηελ LINPROG, έλαο επηιύηεο πξνβιεκάησλ κεγάιεο 

θιίκαθαο, κε ρξήζε ηεο κεζόδνπ ηνπ εζσηεξηθνύ ζεκείνπ. Σα 

απνηειέζκαηα πνπ εμάγνληαη απνηεινύληαη από ηηο πνζόηεηεο alpha 

(βέιηηζηνο θνξηηζηηθόο ζπληειεζηήο) s alpha (δηάλπζκα πνπ πεξηιακβάλεη 

όιεο ηηο κεηαβιεηέο ζηε ζέζε βειηίζηνπ) θαη lambda (ην δπηθό βέιηηζην ή 

νη ηηκέο πνιιαπιαζηαζηώλ Lagrange). 

 

(5) Σσλλογή αποηελεζμάηων  ε απηήλ ηε θάζε ν θώδηθαο ζπιιέγεη ην θνξηίν 

θαηάξξεπζεο θαη ηηο ηηκέο έληαζεο πνπ πξνέθπςαλ ζην ζεκείν ηνπ 

βειηίζηνπ από ην δηάλπζκα s alpha, ηηο ηηκέο κεηαηνπίζεσλ u από ηνπο 

πνιιαπιαζηαζηέο Lagrange θαη επίζεο ηηο ελδείμεηο θαη ηηο ηνπνζεζίεο ησλ 

ελεξγνπνηεκέλσλ πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ. Με βάζε ηα απνηειέζκαηα, 

αλαπηύρζεθε θαη θώδηθαο ν νπνίνο δίλεη ηνλ παξακνξθσκέλν θνξέα ζηελ 

ηειηθή θαηάζηαζε.  

 

  Αθνινύζσο ζα παξνπζηαζηνύλ 3 παξαδείγκαηα, θιηκαθνύκελεο δπζθνιίαο, 

επίιπζεο ηνπ πξνβιήκαηνο νξηαθήο αλάιπζεο κε ρξήζε Matlab. Οη πεξηνξηζκνί 

ζα πεξηιακβάλνπλ θαη ηελ αιιειεπίδξαζε ξνπήο αμνληθήο. Σν πξώην 

παξάδεηγκα ζα είλαη ίδην κε ην Παξάδεηγκα 1 ηνπ Excel, ώζηε λα γίλεη 

ηαπηνπνίεζε ησλ απνηειεζκάησλ. Σα άιια δύν παξαδείγκαηα είλαη πιαίζηα κε 

πην πνιιά κέιε θαη πην ζύλζεηε γεσκεηξία.  
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Παράδειγμα 1 
 
  To πξώην παξάδεηγκα, είλαη ην ίδην κε ηελ πξώηε εθαξκνγή πνπ έγηλε ζην Excel, 

θαη ζθνπόο είλαη λα γίλεη κηα ζύγθξηζε ησλ απνηειεζκάησλ πξνθεηκέλνπ λα 

επηβεβαησζεί ε νξζόηεηα ηνπ πξνγξάκκαηνο. Ο θνξέαο έρεη ξνπέο 

πιαζηηθνπνίεζεο Μp=200kNm γηα ην ππνζηπιώκαηα θαη Mp=150kNm γηα ηηο 

δνθνύο θαη αμνληθέο δηαξξνήο Νp=300kN γηα ηα ππνζηπιώκαηα θαη Np=200kN γηα 

ηηο δνθνύο. Η γεσκεηξία ηνπ θνξέα θαίλεηαη γηα άιιε κηα θνξά ζην παξαθάησ 

ζρήκα. 

 

 
ΣΧΗΜΑ 2.17  Φνξέαο παξαδείγκαηνο 1 κε ρξήζε Μatlab 

 

  Υξήζηκν είλαη θαηαξρήλ, εληόο ηνπ πξνγξάκκαηνο λα δηεξεπλώληαη νη δηαζηάζεηο 

θαη ηα κε κεδεληθά ζηνηρεία ηνπ κεηξώνπ ηζνξξνπίαο Β ηνπ θνξέα θαη ηνπ 

κεηξώνπ Ν, πνπ απεηθνλίδεη ηνπο πεξηνξηζκνύο ηεο αιιειεπίδξαζεο γηα ην ζύλνιν 

ηνπ θνξέα. Αμίδεη λα ζεκεησζεί όηη ζην κεηξών Ν ηνπ θνξέα, γίλεηαη δηαγώληα 

παξάζεζε ησλ πεξηνξηζκώλ αιιειεπίδξαζεο θάζε κέινπο, άξα ζα πξέπεη λα 

πξνθύςεη έλα δηαγώλην κεηξών. ηα επόκελα ζρήκαηα θαίλνληαη ηα κεηξώα B θαη 

Ν γηα ηνλ παξαπάλσ θνξέα θαη κε θνπθθίδεο ζεκεηώλνληαη νη κε κεδεληθέο ζέζεηο 

ηνπο. Οη εηθόλεο απηέο πξνθύπηνπλ από ηε ρξήζηκε εληνιή ειέγρνπ spy ηεο 

Matlab.  

 

 
ΣΧΗΜΑ 2.18  Έιεγρνο κόξθσζεο κεηξώνπ πεξηνξηζκώλ αιιειεπίδξαζεο Ν 
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ΣΧΗΜΑ 2.19 Έιεγρνο κόξθσζεο κεηξώνπ ηζνξξνπίαο Β 

 

  Από ηε κνξθή ησλ παξαπάλσ κεηξώσλ παξαηεξείηαη όηη πξάγκαηη έρνπλ ηηο 

ζσζηέο δηαζηάζεηο, όπσο αλακελόηαλ θαη επηπιένλ ην κεηξών Ν πξνθύπηεη 

δηαγώλην. Αθνινπζεί ην αξρείν output θαηά ην ηέινο ηεο επίιπζεο ηνπ θνξέα. 

 
Title : Example 1 

 

alpha :   2.667961 

 

Stress resultants s: 

 El 1    +2.5165e+001 +1.9161e+002 +4.6835e+001 

 El 2    +7.3786e+001 -4.6835e+001 +1.2233e+002 

 El 3    +7.3786e+001 -1.2233e+002 -1.2233e+002 

 El 4    +8.1553e+001 +1.2233e+002 +1.7282e+002 

 

Displacements u: 

 dof 1    +1.2000e-002 

 dof 2    -1.0000e-003 

 dof 3    -3.0000e-003 

 dof 4    +1.0853e-002 

 dof 5    -1.0000e-002 

 dof 6    +5.8252e-005 

 dof 7    +7.8058e-003 

 dof 8    -6.5049e-004 

 dof 9    -1.9515e-003 

 

Positive hinges (element, s1&s2): 

 El 1    25.1650485    191.6116505 

Positive hinges (element, s1&s3): 

 El 2    73.7864078    122.3300971 

 El 4    81.5533981    172.8155340 

Negative hinges (element, s1&s2): 

 El 3    73.7864078    -122.3300971 

Negative hinges (element, s1&s3): 

 El 3    73.7864078    -122.3300971 
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  Η πξώηε παξαηήξεζε είλαη όηη ν θνξηηζηηθόο ζπληειεζηήο (alpha) πξνθύπηεη ίζνο 

κε: λ=2.668. Απηό ζεκαίλεη όηη έρνπκε πιήξε ηαύηηζε ησλ απνηειεζκάησλ ηνπ 

πξνγξακκαηηζκνύ ηνπ πξνβιήκαηνο ζε Excel θαη Matlab. Άξα ν θώδηθαο πνπ 

αλαπηύρζεθε δίλεη αθξηβή απνηειέζκαηα θαη κπνξεί λα επεθηαζεί θαη γηα πην 

ζύλζεηνπο θνξείο, όπσο ζα θαλεί θαη ζηα επόκελα παξαδείγκαηα. 

  Από ηα απνηειέζκαηα ησλ κεηαηνπίζεσλ ζε θάζε θόκβν (displacements u) θαη ηηο 

ηηκέο ησλ εληάζεσλ ζηηο πιαζηηθέο αξζξώζεηο (Positive & negative hinges) κπνξεί 

λα παξαρζεί ην παξακνξθσκέλν ζρήκα ηνπ θνξέα ζηε θάζε ηεο θαηάξξεπζεο 

θαζώο θαη νη αληίζηνηρεο πιαζηηθέο αξζξώζεηο.  

 

 
 

ΣΧΗΜΑ 2.20 Παξακνξθσκέλνο θνξέαο ζηε θάζε θαηάξξεπζεο. 

 

  Παξαηεξείηαη πάιη ν ζύλζεηνο κεραληζκόο θαηάξξεπζεο, αθξηβώο όπσο 

ππνινγίζηεθε κε ηα ελεξγεηαθά ζεσξήκαηα αιιά θαη κε ηελ επίιπζε από ην Excel. 

εκεηώλεηαη όηη κε θόθθηλν ρξώκα ππνδειώλνληαη νη δηαηνκέο νη νπνίεο έρνπλ 

θηάζεη ζηε δηαξξνή θαη αλαθέξνληαη ζε ζεηηθή ξνπή ελώ κε κπιε είλαη νη δηαηνκέο 

πνπ έρνπλ θηάζεη ζηε δηαξξνή θαη αλαθέξνληαη ζε αξλεηηθή ξνπή.  
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Παράδειγμα 2 
 
  ε απηό ην δεύηεξν παξάδεηγκα, παξνπζηάδεηαη έλα ηξηόξνθν πιαίζην ελόο 

αλνίγκαηνο, κε έθθεληξνπο ζπλδέζκνπο δπζθακςίαο κνξθήο ιάκδα, όπσο θαίλεηαη 

ζην αθόινπζν ζρήκα. πγθεθξηκέλα, ππόθεηηαη ζε απμαλόκελα θνξηία (kN) ηα 

νπνία έρνπλ ζαλ θνξηηζηηθό ζπληειεζηή ην a θαη γηα ηελ νξηδόληηα θαη γηα ηελ 

θαηαθόξπθε δηεύζπλζε. To v ζπκβνιίδεη ηελ νξηδόληηα κεηαθίλεζε ηνπ δεμηνύ 

θόκβνπ ηνπ ηειεπηαίνπ νξόθνπ.  

 

 
ΣΧΗΜΑ 2.21 Φνξέαο εθαξκνγήο 2 

 

  Ο θνξέαο ηνπ παξαδείγκαηνο πξνζνκνηώλεηαη κε 21 κέιε, 14 θόκβνπο θαη 36 

βαζκνύο ειεπζεξίαο. Σν κέηξν ειαζηηθόηεηαο ηνπ πιηθνύ είλαη 28kNm10*2E   

θαη έρνπλ ζεσξεζεί ηξεηο δηαθνξεηηθέο θαηεγνξίεο δηαηνκώλ. Οη πξόηππεο δηαηνκέο 

είλαη θαηά ηνπο ακεξηθάληθνπο θαλνληζκνύο, επεηδή απηέο ρξεζηκνπνηήζεθαλ θαηά 

ηελ επίιπζε ζην κνληέιν ηνπ Tin Loi & Tangaramvong. 

 

1) Γηαηνκή ππνζηπισκάησλ          310UC118          Mp=548.8kNm   Np=4200kN 

2) Γηαηνκή δνθώλ                        200UB18.2         Mp=57.6kNm     Np=742.4kN 

3) Γηαηνκή δηαγσλίσλ ζπλδέζκσλ  SHS125/125/9   Mp=57.75kNm   Np=1365kN 

 
 Από ηελ επίιπζε ζε Matlab παξαηεξείηαη όηη ν θνξηηζηηθόο ζπληειεζηήο ζηε ζέζε 

ηεο θαηάξξεπζεο είλαη ίζνο κε: a=116.35. Αθνινπζεί ην αξρείν output θαηά ην 

ηέινο ηεο επίιπζεο ηνπ θνξέα. 

 
Title : Example 2 

 

alpha : 116.349451 

 

Stress resultants s: 

 El 1    +4.6183e+002 +5.6486e+002 -3.6551e+002 

 El 2    +3.1200e+002 +4.0515e+002 -2.0918e+002 

 El 3    +1.2501e+002 +2.1372e+002 +3.3793e+000 

 El 4    +1.0611e+002 +2.2596e+000 +2.0757e+002 

 El 5    +3.8441e+002 -2.0283e+002 +3.9814e+002 

 El 6    +6.3226e+002 -4.4828e+002 +5.5113e+002 

 El 7    -2.6521e+001 -5.0813e+001 +3.4122e+000 

 El 8    +1.8437e-010 -5.1840e+001 -5.1840e+001 
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 El 9    -1.5849e+002 +4.5702e+001 +4.5702e+001 

 El 10   -2.5392e+001 -1.0177e+001 +2.4837e+001 

 El 11   +2.0367e-009 -5.1840e+001 -5.1840e+001 

 El 12   -1.2767e+002 +2.7685e+001 -9.6554e+000 

 El 13   +1.6033e+002 -3.3793e+000 +2.0700e+001 

 El 14   +1.9277e+002 -4.4374e+001 -4.4374e+001 

 El 15   +6.9944e+001 +2.2744e+001 -2.2596e+000 

 El 16   +8.8106e+001 +4.8428e+001 +4.8428e+001 

 El 17   +6.1661e+001 +1.1179e+001 +2.7003e+001 

 El 18   +7.0674e+001 +5.6428e+000 +2.3675e+001 

 El 19   +2.1038e+002 +2.1630e+001 +4.9172e+000 

 El 20   +2.1826e+002 +2.4155e+001 +4.4410e+000 

 El 21   +2.6588e+002 +6.1380e+000 +4.1543e+001 

 

Displacements u: 

 dof 1    +1.5754e-001 

 dof 2    -4.2308e-003 

 dof 3    -5.2513e-002 

 dof 4    +3.1508e-001 

 dof 5    -4.2308e-003 

 dof 6    -5.2513e-002 

 dof 7    +4.7262e-001 

 dof 8    -4.2308e-003 

 dof 9    -5.2513e-002 

 dof 10   +4.6057e-001 

 dof 11   -4.1229e-003 

 dof 12   -5.1174e-002 

 dof 13   +3.0705e-001 

 dof 14   -4.1229e-003 

 dof 15   -5.1174e-002 

 dof 16   +1.5352e-001 

 dof 17   -4.1229e-003 

 dof 18   -5.1174e-002 

 dof 19   +1.5757e-001 

 dof 20   -1.0757e-001 

 dof 21   -5.1669e-002 

 dof 22   +1.5344e-001 

 dof 23   +9.9931e-002 

 dof 24   -5.0783e-002 

 dof 25   +3.1508e-001 

 dof 26   -1.0926e-001 

 dof 27   -5.2513e-002 

 dof 28   +3.0705e-001 

 dof 29   +9.8225e-002 

 dof 30   -5.1174e-002 

 dof 31   +4.7262e-001 

 dof 32   -1.0926e-001 

 dof 33   -5.2513e-002 

 dof 34   +4.6057e-001 

 dof 35   +9.8225e-002 

 dof 36   -5.1174e-002 

 

Positive hinges (element, s1&s2): 

 El 1    461.8325656    564.8619801 

 El 9   -158.4879442    45.7020495 

 El 16    88.1063663    48.4278003 

Positive hinges (element, s1&s3): 

 El 6    632.2595558    551.1313528 

 El 9   -158.4879442    45.7020495 

 El 16    88.1063663    48.4278003 

 El 21   265.8817796    41.5428811 
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Negative hinges (element, s1&s2): 

 El 7   -26.5213263     3.4121997  

 El 8    0.0000000     -51.8400000 

 El 8    0.0000000     -51.8400000 

 El 11   0.0000000     -51.8400000 

 El 11   0.0000000     -51.8400000 

 El 14   192.7704435   -44.3743505 

 

Negative hinges (element, s1&s3): 

 El 8    0.0000000     -51.8400000 

 El 8    0.0000000     -51.8400000 

 El 11   0.0000000     -51.8400000 

 El 11   0.0000000     -51.8400000 

 El 14   192.7704435   -44.3743505 

 

 Από ηα απνηειέζκαηα ησλ κεηαηνπίζεσλ ζε θάζε θόκβν (displacements u) θαη ηηο 

ηηκέο ησλ εληάζεσλ ζηηο πιαζηηθέο αξζξώζεηο (Positive & negative hinges) κπνξεί 

λα παξαρζεί ην παξακνξθσκέλν ζρήκα ηνπ θνξέα ζηε θάζε ηεο θαηάξξεπζεο 

θαζώο θαη νη αληίζηνηρεο πιαζηηθέο αξζξώζεηο. 

 

 

ΣΧΗΜΑ 2.22 Παξακνξθσκέλνο θνξέαο παξαδείγκαηνο 2 ζηε θάζε θαηάξξεπζεο 

 

  Ο ζύλζεηνο κεραληζκόο θαηάξξεπζεο πεξηιακβάλεη ζρεκαηηζκό πιαζηηθώλ 

αξζξώζεσλ ζε όια ηα άθξα ησλ δνθώλ ζύδεπμεο (9-10, 11-12, 13-14), ζε 

νξηζκέλεο δηαηνκέο δνθώλ θαη ππνζηπισκάησλ ζηνλ πξώην όξνθν θαη ηέινο ζηε 

βάζε ησλ έθθεληξσλ ζπλδέζκσλ δπζθακςίαο ηνπ πξώηνπ νξόθνπ. 
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Παράδειγμα 3 
 
  αλ ηειεπηαίν παξάδεηγκα απηήο ηεο ελόηεηαο, ζα παξνπζηαζηεί έλα πιαίζην κε 

πην ζύλζεηε γεσκεηξία θαη πεξηζζόηεξεο θαηεγνξίεο δηαηνκώλ. Πξόθεηηαη γηα έλα 

πιαίζην κε έθθεληξνπο ζπλδέζκνπο δπζθακςίαο ζρήκαηνο ιάκδα. Σν παξάδεηγκα 

απηό έρεη επηιπζεί θαη από ηνπο Καξαθώζηα θαη Μπζηαθίδε νη νπνίνη όκσο 

ζεώξεζαλ θαζαξά θακπηηθή ζπκπεξηθνξά. ηελ επίιπζε πνπ έγηλε, ζεσξήζεθαλ 

πάιη ζρέζεηο αιιειεπίδξαζεο. Σν πιαίζην απνηειείηαη από 5 αλνίγκαηα θαη 5 

νξόθνπο θαη ε γεσκεηξία ηνπ θαίλεηαη ζην αθόινπζν ζρήκα.  

 
ΣΧΗΜΑ 2.23  Φνξέαο παξαδείγκαηνο 3 

 

  Όιεο νη ζηεξίμεηο ζεσξνύληαη όηη είλαη παθηώζεηο. Η θαηαζθεπή ππόθεηηαη ζε 

ζηαζεξά θαηαθόξπθα θνξηία ηα νπνία ζε θάζε άλνηγκα είλαη ίζα κε 100kN θαη 

πάλσ από ηνπο έθθεληξνπο ζπλδέζκνπο είλαη ίζα κε 50kN. Δπίζεο ππόθεηηαη ζε 

ζεηζκηθά νξηδόληηα θνξηία, ηξηγσληθήο θαηαλνκήο, όπσο αθξηβώο θαίλεηαη ζην 

πξνεγνύκελν ζρήκα. Σν κνληέιν απνηειείηαη από 75 κέιε, 46 θόκβνπο θαη 120 

βαζκνύο ειεπζεξίαο. Σν κέηξν ειαζηηθόηεηαο ηνπ πιηθνύ είλαη 28kNm10*1,2E   

θαη έρνπλ ζεσξεζεί ηέζζεξηο δηαθνξεηηθέο θαηεγνξίεο δηαηνκώλ. Οη πξόηππεο 

δηαηνκέο είλαη θαηά ηνπο ακεξηθάληθνπο θαλνληζκνύο, επεηδή απηέο 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ θαηά ηελ επίιπζε ζην κνληέιν ηνπ Καξαθώζηα θαη Μπζηαθίδε. 

 

 

1) Γηαηνκή ππνζηπισκάησλ          250UC89.5   Mp=344.4kNm    Np=3192kN 

2) Γηαηνκή δνθώλ αλνίγκαηνο 3     400WC144   Mp=777kNm      Np=5520kN 

3) Γηαηνκή δηαγσλίσλ ζπλδέζκσλ  200UC59.5   Mp=196.8kNm   Np=2286kN 

4) Γηαηνκή δνθώλ                         310UB40.4   Mp=202.56kNm  Np=1667.2kN 

 

 

 

 

3m 

3m 

3m 

3m 

3m 

6m 6m 6m 6m 6m 

2m 2m 2m 

a 

2a 

3a 

4a 

5a 

100ΚΝ 100ΚΝ 100ΚΝ 100ΚΝ 100ΚΝ 100ΚΝ 50ΚΝ 50ΚΝ 
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 Από ηελ επίιπζε ζε Matlab παξαηεξείηαη όηη ν θνξηηζηηθόο ζπληειεζηήο ζηε ζέζε 

ηεο θαηάξξεπζεο είλαη ίζνο κε: a=177.948. Γειαδή, αληίζηνηρα, ηα νξηδόληηα 

θνξηία θαηά ηελ θαηάξξεπζε, ζα έρνπλ ηηο εμήο ηηκέο: 

 

1νο όξνθνο: F=177.948kN 

2νο όξνθνο: F=355.896kN 

3νο όξνθνο: F=533.844kN 

4νο όξνθνο: F=711.792kN 

5νο όξνθνο: F=889.74kN 

 

  Αθνινπζεί ην αξρείν output θαηά ην ηέινο ηεο επίιπζεο ηνπ θνξέα. 

 
Title : Example 3 

 

alpha : 177.948466 

 

Stress resultants s: 

 El 1    -2.8523e+002 +3.2901e+002 +3.2901e+002 

 El 2    -6.7134e+000 +3.4404e+002 +2.4194e+002 

 El 3    -1.5960e+003 +2.5830e+002 +1.4202e+002 

 El 4    -1.4381e+003 +1.0949e+002 +5.8879e+001 

 El 5    -1.3723e+003 -1.1799e+002 +5.4604e+001 

 El 6    +1.5960e+003 +2.5830e+002 +2.5830e+002 

 El 7    +4.3323e+000 +3.4417e+002 +2.3541e+002 

 El 8    +3.2624e+002 +3.2680e+002 +1.0310e+002 

 El 9    -2.1826e+002 -1.2808e+002 +3.3263e+002 

 El 10   -6.1710e+000 +1.6155e+002 +3.4407e+002 

 El 11   -7.5531e+002 +1.2410e+001 +2.3446e+002 

 El 12   -1.5757e+003 -2.1136e+001 +8.0526e+001 

 El 13   -1.5072e+003 -1.0057e+002 +3.6010e+001 

 El 14   +7.7400e+002 +5.5728e+001 +3.0264e+002 

 El 15   +4.7850e+000 +1.6835e+002 +3.4414e+002 

 El 16   +2.5872e+002 +9.9459e+001 +3.3044e+002 

 El 17   -1.5781e+002 -1.5128e+002 +3.3589e+002 

 El 18   -5.2257e+000 +2.1456e+001 +3.4412e+002 

 El 19   -9.7889e+001 -3.3912e+002 +3.3912e+002 

 El 20   -1.5091e+003 -1.0032e+002 +1.0032e+002 

 El 21   -1.5675e+003 -9.2784e+001 +3.2732e+001 

 El 22   +2.3262e+001 -2.4344e+002 +3.4315e+002 

 El 23   +5.5888e+000 +4.9317e+001 +3.4410e+002 

 El 24   +1.9274e+002 -1.3251e+002 +3.3400e+002 

 El 25   -1.0102e+002 -1.6553e+002 +3.3895e+002 

 El 26   -5.0613e+000 -2.9125e+000 +3.4413e+002 

 El 27   +1.3815e+002 -3.3695e+002 +3.3695e+002 

 El 28   -9.4509e+002 -1.5612e+002 +1.5612e+002 

 El 29   -1.1430e+003 -1.4760e+002 -1.4760e+002 

 El 30   -2.8224e+002 -3.2917e+002 +3.2917e+002 

 El 31   +5.6650e+000 +6.0606e+001 +3.4409e+002 

 El 32   +1.2525e+002 -1.3154e+002 +3.3764e+002 

 El 33   -4.6503e+001 -1.7539e+002 +1.3951e+002 

 El 34   -4.6291e+000 -1.5715e+001 +2.9290e+002 

 El 35   +3.6199e+002 +8.6542e+001 +1.0126e+002 

 El 36   -5.3052e+002 +1.3984e+001 +9.2623e+001 

 El 37   -9.3720e-009 -1.9680e+002 -1.9680e+002 

 El 38   +1.1031e+002 +2.4295e+002 +3.0551e+002 

 El 39   +5.7019e+000 +5.5131e+001 +3.4409e+002 

 El 40   +5.8696e+001 -1.3797e+002 +2.0128e+002 

 El 41   +2.6789e+001 -2.0093e+002 -2.0093e+002 

 El 42   +7.7023e-008 -2.0256e+002 -2.0256e+002 

 El 43   +8.3659e+002 +6.9268e+001 +7.1812e+002 
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 El 44   +3.7217e-008 -7.7700e+002 -7.7700e+002 

 El 45   -7.7584e+002 +7.2240e+002 -1.2257e+001 

 El 46   +2.2359e+001 -2.0120e+002 -2.0120e+002 

 El 47   +8.6094e-008 -2.0256e+002 -2.0256e+002 

 El 48   +3.4925e+002 -1.8134e+002 -1.8134e+002 

 El 49   +3.0257e+002 -1.8418e+002 -1.8418e+002 

 El 50   +1.0574e+003 +3.8916e+002 +6.8453e+002 

 El 51   +1.6965e+002 -7.6506e+002 -7.6506e+002 

 El 52   -6.8129e+002 +7.2905e+002 +2.2910e+002 

 El 53   +1.1583e+002 -1.9552e+002 -1.9552e+002 

 El 54   +7.6136e+001 -1.9793e+002 -1.9793e+002 

 El 55   +5.3012e+002 -1.7036e+002 -1.7036e+002 

 El 56   +5.2200e+002 -1.7085e+002 -1.7085e+002 

 El 57   +1.0462e+003 +3.2480e+002 +6.6196e+002 

 El 58   +2.0914e+002 -7.6228e+002 -7.6228e+002 

 El 59   -6.7421e+002 +7.2955e+002 +3.3587e+002 

 El 60   -5.2996e+000 -2.0224e+002 -2.0224e+002 

 El 61   -1.5377e+000 -2.0247e+002 -2.0247e+002 

 El 62   +6.4203e+002 -1.6356e+002 -1.6356e+002 

 El 63   +6.2068e+002 -1.6485e+002 -1.6485e+002 

 El 64   +1.0022e+003 -2.7262e+002 +5.6506e+002 

 El 65   +4.7792e+002 -7.2118e+002 -5.5911e+002 

 El 66   -2.2422e+002 +7.0671e+002 -1.7577e+002 

 El 67   +4.9427e+001 -1.9956e+002 -1.9956e+002 

 El 68   +4.7601e+001 -1.9967e+002 -1.9967e+002 

 El 69   +9.0170e+002 -1.3951e+002 -1.3951e+002 

 El 70   +8.0931e+002 -1.5340e+002 -1.5340e+002 

 El 71   +7.4671e+002 +5.2132e+001 +5.6959e+002 

 El 72   +4.2783e+002 -6.6222e+002 +4.3391e+002 

 El 73   +3.3699e+002 -2.3711e+002 -1.1231e+002 

 El 74   +1.5418e+002 -1.9319e+002 -1.9319e+002 

 El 75   +2.1101e+001 -1.5090e+002 -2.0128e+002 

 

Displacements u: 

 dof 1    +2.6850e-002 

 dof 2    +5.0665e-004 

 dof 3    -8.5088e-003 

 dof 4    +2.5812e-002 

 dof 5    +4.6416e-004 

 dof 6    -8.6039e-003 

 dof 7    +2.5356e-002 

 dof 8    +1.2899e-003 

 dof 9    -8.4519e-003 

 dof 10   +2.5342e-002 

 dof 11   -1.5614e-002 

 dof 12   -8.2502e-003 

 dof 13   +2.4296e-002 

 dof 14   +1.4970e-002 

 dof 15   +7.9099e-003 

 dof 16   +2.5422e-002 

 dof 17   -1.2047e-003 

 dof 18   -8.0873e-003 

 dof 19   +2.4421e-002 

 dof 20   -4.3915e-004 

 dof 21   -8.1403e-003 

 dof 22   +2.3985e-002 

 dof 23   -4.3131e-004 

 dof 24   -7.9950e-003 

 dof 25   +5.2377e-002 

 dof 26   +6.3692e-004 

 dof 27   -6.0941e-003 
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 dof 28   +5.1623e-002 

 dof 29   +5.8719e-004 

 dof 30   -6.3233e-003 

 dof 31   +5.0712e-002 

 dof 32   +1.2899e-003 

 dof 33   -8.4519e-003 

 dof 34   +5.0712e-002 

 dof 35   -1.5614e-002 

 dof 36   -8.4519e-003 

 dof 37   +4.8700e-002 

 dof 38   +1.1912e-002 

 dof 39   +7.3896e-003 

 dof 40   +4.9684e-002 

 dof 41   -1.2851e-003 

 dof 42   -6.5983e-003 

 dof 43   +4.8842e-002 

 dof 44   -5.0028e-004 

 dof 45   -7.0070e-003 

 dof 46   +4.7970e-002 

 dof 47   -4.6732e-004 

 dof 48   -7.3275e-003 

 dof 49   +7.0659e-002 

 dof 50   +9.3640e-004 

 dof 51   -5.4255e-004 

 dof 52   +7.0593e-002 

 dof 53   +8.9867e-004 

 dof 54   -5.4949e-004 

 dof 55   +7.0162e-002 

 dof 56   +1.4017e-003 

 dof 57   -6.3786e-003 

 dof 58   +7.0162e-002 

 dof 59   -1.1355e-002 

 dof 60   -6.3786e-003 

 dof 61   +6.8676e-002 

 dof 62   +9.4163e-003 

 dof 63   +6.0291e-003 

 dof 64   +6.9479e-002 

 dof 65   -1.3506e-003 

 dof 66   -5.3835e-003 

 dof 67   +6.9863e-002 

 dof 68   -8.3723e-004 

 dof 69   -7.6116e-004 

 dof 70   +6.9953e-002 

 dof 71   -8.2399e-004 

 dof 72   -7.1603e-004 

 dof 73   +7.2287e-002 

 dof 74   +9.4467e-004 

 dof 75   -3.8927e-004 

 dof 76   +7.2242e-002 

 dof 77   +9.0893e-004 

 dof 78   -3.5943e-004 

 dof 79   +7.2195e-002 

 dof 80   +1.0770e-003 

 dof 81   -3.5943e-004 

 dof 82   +7.2195e-002 

 dof 83   +3.5817e-004 

 dof 84   -3.5943e-004 

 dof 85   +7.2195e-002 

 dof 86   -3.6070e-004 

 dof 87   -3.5943e-004 

 dof 88   +7.2195e-002 
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 dof 89   -1.0796e-003 

 dof 90   -3.5943e-004 

 dof 91   +7.2146e-002 

 dof 92   -8.5849e-004 

 dof 93   -3.6712e-004 

 dof 94   +7.2101e-002 

 dof 95   -8.4242e-004 

 dof 96   -3.7454e-004 

 dof 97   +7.3454e-002 

 dof 98   +9.4467e-004 

 dof 99   -3.8927e-004 

 dof 100  +7.3320e-002 

 dof 101  +9.0893e-004 

 dof 102  -3.5943e-004 

 dof 103  +7.3273e-002 

 dof 104  +1.0770e-003 

 dof 105  -3.5943e-004 

 dof 106  +7.3273e-002 

 dof 107  +3.5817e-004 

 dof 108  -3.5943e-004 

 dof 109  +7.3273e-002 

 dof 110  -3.6070e-004 

 dof 111  -3.5943e-004 

 dof 112  +7.3273e-002 

 dof 113  -1.0796e-003 

 dof 114  -3.5943e-004 

 dof 115  +7.3248e-002 

 dof 116  -8.7862e-004 

 dof 117  +6.0337e-006 

 dof 118  +7.3224e-002 

 dof 119  -8.4242e-004 

 dof 120  -3.7454e-004 

 

Positive hinges (element, s1&s2): 

 El 1    -285.2328657    329.0124375 

 El 2    -6.7134158      344.0378289 

 El 3    -1596.0000004   258.2999999 

 El 3    -1596.0000004   258.2999999 

 El 4    -1438.1310328   109.4885910 

 El 6     1596.0000001   258.3000000 

 El 6     1596.0000001   258.3000000 

 El 7     4.3322501      344.1662865 

 El 8     326.2393261    326.8002469 

 El 45   -775.8414725    722.3959398 

 El 52   -681.2928071    729.0503160 

 El 59   -674.2084088    729.5489191 

 

Positive hinges (element, s1&s3): 

 El 1    -285.2328657    329.0124374 

 El 6    1596.0000001    258.2999998 

 El 6    1596.0000001    258.2999998 

 El 9    -218.2553261    332.6256995 

 El 10     -6.1709555    344.0670932 

 El 14    774.0021071    302.6446231 

 El 15      4.7850107    344.1418612 

 El 16    258.7193261    330.4427731 

 El 17   -157.8074676    335.8867024 

 El 18     -5.2256967    344.1180874 

 El 19    -97.8892749    339.1191309 

 El 20  -1509.1136902    100.3223259 

 El 22     23.2620880    343.1450715 
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 El 23     5.5887904    344.0984995 

 El 24   192.7410388    334.0021282 

 El 25  -101.0220837    338.9501242 

 El 26    -5.0612741    344.1269572 

 El 27   138.1486093    336.9472460 

 El 28  -945.0933449    156.1188165 

 El 30  -282.2353006    329.1741482 

 El 31     5.6649658    344.0943898 

 El 32   125.2521773    337.6429745 

 El 39     5.7019337    344.0923955 

 El 43   836.5856866    718.1207355 

 

Negative hinges (element, s1&s2): 

 El 5    -1372.2980177    54.6040601 

 El 13   -1507.2006046    36.0096387 

 El 19     -97.8892749    339.1191309 

 El 20   -1509.1136902    100.3223259 

 El 21   -1567.4867726    32.7320660 

 El 27     138.1486093    336.9472460 

 El 28    -945.0933449    156.1188165 

 El 29   -1143.0000001   -147.5999999 

 El 29   -1143.0000001   -147.5999999 

 El 30    -282.2353006    329.1741482 

 El 37      -0.0000000   -196.7999999 

 El 37      -0.0000000   -196.7999999 

 El 41      26.7888010   -200.9326189 

 El 42       0.0000001   -202.5600000 

 El 42       0.0000001   -202.5600000 

 El 44       0.0000000   -777.0000000 

 El 44       0.0000000   -777.0000000 

 El 46      22.3590773   -201.2017182 

 El 47       0.0000001   -202.5600000 

 El 47       0.0000001   -202.5600000 

 El 48     349.2498305   -181.3435755 

 El 49     302.5692813   -184.1793517 

 El 51     169.6500637   -765.0599548 

 El 53     115.8295290   -195.5235228 

 El 54      76.1357643   -197.9348619 

 El 55     530.1170620   -170.3561515 

 El 56     521.9972351   -170.8494194 

 El 58     209.1350391   -762.2809850 

 El 60      -5.2995748   -202.2380584 

 El 61      -1.5377380   -202.4665846 

 El 62     642.0260473   -163.5578417 

 El 63     620.6843562   -164.8543188 

 El 67      49.4269460   -199.5573841 

 El 68      47.6013274   -199.6682878 

 El 69    901.7036194    -139.5084094 

 El 70    809.3071636    -153.3957547 

 El 74    154.1757087    -193.1940427 

 

Negative hinges (element, s1&s3): 

 El 29   -1143.0000001    -147.5999999 

 El 29   -1143.0000001    -147.5999999 

 El 37      -0.0000000    -196.7999999 

 El 37      -0.0000000    -196.7999999 

 El 41      26.7888010    -200.9326189 

 El 42       0.0000001    -202.5600000 

 El 42       0.0000001    -202.5600000 

 El 44       0.0000000    -777.0000000 

 El 44       0.0000000    -777.0000000 
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 El 46   22.3590773    -201.2017182 

 El 47    0.0000001    -202.5600000 

 El 47    0.0000001    -202.5600000 

 El 48  349.2498305    -181.3435755 

 El 49  302.5692813    -184.1793517 

 El 51  169.6500637    -765.0599548 

 El 53  115.8295290    -195.5235228 

 El 54   76.1357643    -197.9348619 

 El 55  530.1170620    -170.3561515 

 El 56  521.9972351    -170.8494194 

 El 58  209.1350391    -762.2809850 

 El 60   -5.2995748    -202.2380584 

 El 61   -1.5377380    -202.4665846 

 El 62  642.0260473    -163.5578417 

 El 63  620.6843562    -164.8543188 

 El 67   49.4269460    -199.5573841 

 El 68   47.6013274    -199.6682878 

 El 69  901.7036194    -139.5084094 

 El 70  809.3071636    -153.3957547 

 El 74  154.1757087    -193.1940427 

 El 75   21.1011496    -201.2781354 

 

  Από ηα απνηειέζκαηα ησλ κεηαηνπίζεσλ ζε θάζε θόκβν (displacements u) θαη ηηο 

ηηκέο ησλ εληάζεσλ ζηηο πιαζηηθέο αξζξώζεηο (Positive & negative hinges) κπνξεί 

λα παξαρζεί ην παξακνξθσκέλν ζρήκα ηνπ θνξέα ζηε θάζε ηεο θαηάξξεπζεο 

θαζώο θαη νη αληίζηνηρεο πιαζηηθέο αξζξώζεηο.  

 

 
 

ΣΧΗΜΑ 2.24 Παξακνξθσκέλνο θνξέαο παξαδείγκαηνο 3 ζηε θάζε θαηάξξεπζεο 
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  Παξαηεξείηαη ν ζρεκαηηζκόο πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ ζηηο πεξηζζόηεξεο δνθνύο 

αιιά θαη ζηηο δηαηνκέο ησλ ππνζηπισκάησλ ηνπ πξώηνπ νξόθνπ. Δπίζεο θάπνηα 

από ηα ππνζηπιώκαηα ησλ άιισλ νξόθσλ έρνπλ δηαξξεύζεη θαη κεξηθέο δηαηνκέο 

από ηνπο έθθεληξνπο ζπλδέζκνπο δπζθακςίαο. Απηό νδεγεί ζε έλαλ ζύλζεην 

κεραληζκό θαηάξξεπζεο, όπσο θαίλεηαη άιισζηε θαη ζην ζρήκα 2.24. 

Δπηζεκαίλεηαη θαη πάιη όηη κε θόθθηλν ρξώκα ππνδειώλνληαη νη δηαηνκέο νη νπνίεο 

έρνπλ θηάζεη ζηε δηαξξνή θαη αλαθέξνληαη ζε ζεηηθή ξνπή ελώ κε κπιε είλαη νη 

δηαηνκέο πνπ έρνπλ θηάζεη ζηε δηαξξνή θαη αλαθέξνληαη ζε αξλεηηθή ξνπή. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 3 

 

 

 
ΣΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΣΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ 

ΤΜΠΛΗΡΩΜΑΣΙΚΟΣΗΣΑ 

 (Linear Complementarity Problem) 
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3.1 Γενικά 
 
  Σν πξόβιεκα γξακκηθήο ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο (Linear Complementarity 

Problem - LCP) είλαη έλα γεληθό πξόβιεκα ην νπνίν ζπλδπάδεη ηα γξακκηθά θαη ηα 

ηεηξαγσληθά πξνγξάκκαηα (linear and quadratic programs), θαζώο θαη ηα παίγληα 

δύν παηθηώλ (bimatrix games). Η κειέηε ηνπ LCP νδήγεζε ζε ζεκαληηθά 

ζπκπεξάζκαηα. Γηα παξάδεηγκα, έλαο αιγόξηζκνο κε νλνκαζία: Αιγόξηζκνο 

πκπιεξσκαηηθόηεηαο Κεληξηθνύ εκείνπ (complimentarity pivot algorithm), ν 

νπνίνο αλαπηύρζεθε αξρηθά γηα ηελ επίιπζε LCP, γεληθεύηεθε κε άκεζν ηξόπν 

ώζηε λα ζρεκαηηζηνύλ επαξθείο αιγόξηζκνη, γηα ηνλ ππνινγηζκό ησλ ζηαζεξώλ 

ζεκείσλ Brouwer θαη Kakutani, γηα ππνινγηζκό νηθνλνκηθώλ ζέζεσλ ηζνξξνπίαο, 

θαη γηα επίιπζε κε γξακκηθώλ εμηζώζεσλ θαη πξνβιεκάησλ κε γξακκηθνύ 

πξνγξακκαηηζκνύ. Δπίζεο, νη επαλαιεπηηθέο κέζνδνη πνπ αλαπηύρζεθαλ γηα ηελ 

επίιπζε ηνπ LCP, είλαη ηθαλέο γηα ην ρεηξηζκό γξακκηθώλ πξνγξακκάησλ κεγάιεο 

θιίκαθαο, πνπ δελ κπνξνύλ λα επηιπζνύλ κε ηελ απιή κέζνδν Simplex ιόγσ ηνπ 

κεγάινπ κεγέζνπο ηνπο θαη ησλ αξηζκεηηθώλ δπζθνιηώλ. Γηα απηνύο ηνπο ιόγνπο 

ε κειέηε ηνπ LCP παξνπζηάδεη θαη ζήκεξα ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ γηα εξεπλεηέο πνπ 

αζρνινύληαη κε δεηήκαηα βειηηζηνπνίεζεο (optimization). 

  Η ελόηεηα απηή έρεη δύν ζηόρνπο. Καηαξρήλ, ζα παξνπζηαζηεί ην ζεσξεηηθό 

ππόβαζξν ηνπ γεληθνύ πξνβιήκαηνο ηεο γξακκηθήο ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο. ην 

δεύηεξν ζθέινο ηνπ θεθαιαίνπ, ζα πεξηγξαθνύλ πην εμεηδηθεπκέλα, ηα καζεκαηηθά 

κνληέια πνπ κπνξνύλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ γηα ηελ πεξηγξαθή ηεο ζπκπεξηθνξάο 

ραιάξσζεο ηνπ πιηθνύ, ηα νπνία ζηεξίδνληαη ζε κεγάιν βαζκό, ζηηο αξρέο ηνπ 

πξνβιήκαηνο ηεο γξακκηθήο ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο.  

 

3.2 Γεωμεηρική θεώρηζη 

   

  Έζησ Μ, έλα γλσζηό ηεηξαγσληθό κεηξών, δηαζηάζεσλ n, θαη q έλα δηάλπζκα 

ζην n . Θα ρξεζηκνπνηεζνύλ ηα ζύκβνια: n1 w...w , n1 z...z , σο νη κεηαβιεηέο ηνπ 

πξνβιήκαηνο. ε έλα LCP δελ ππάξρεη αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ε νπνία λα πξέπεη 

λα βειηηζηνπνηεζεί. Σν πξόβιεκα έρεη ηελ παξαθάησ κνξθή. 

  

  Να βξεζεί T
n1 )w...w(w   θαη T

n1 )z...z(z   πνπ λα ηθαλνπνηνύλ: 

 
qMzw   

0w  , 0z   θαη 0zw ii  γηα θάζε i                                                           (3.1) 

 

  Γειαδή, αθελόο ζρεηίδνληαη κέζσ ηνπ γξακκηθνύ κεηαζρεκαηηζκνύ θαη αθεηέξνπ 

είλαη νξζνγώληα κεηαμύ ηνπο. Με άιια ιόγηα, γηα θάζε i, είηε ην w είηε ην z ζα 

πξέπεη λα είλαη κεδέλ. To κόλν δεδνκέλν ζην πξόβιεκα είλαη ην ηεηξαγσληθό 

κεηξών Μ θαη ην δηάλπζκα q. Γη’ απηό ζα ζπκβνιίζνπκε ην LCP σο ηελ εύξεζε 
nw  , nz   ηθαλνπνηώληαο ηελ (3.1), κε δεδνκέλα ηα (q,M). ε έλα LCP ηάμεο 

n, ππάξρνπλ 2n κεηαβιεηέο.  

  Γηα ηελ θαηαλόεζε ηεο θύζεο θαη ηεο ιύζεο ηνπ πξνβιήκαηνο, ρξήζηκν είλαη λα 

παξνπζηαζηεί έλα παξάδεηγκα  ηάμεσο n=2 ην νπνίν λα επηδέρεηαη θαη άκεζεο 

γεσκεηξηθήο εξκελείαο. 

  Αο ζεσξήζνπκε όηη: 









21

12
M  θαη 










6

5
q . Απηό νδεγεί ζην εμήο LCP: 

 

1w       5zz2 21   

     6z2zw 212   

0z,z,w,w 2121   θαη 0zwzw 2211                                                         (3.2) 
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Σν πξόβιεκα (3.2) κπνξεί λα εθθξαζηεί κε δηαλύζκαηα σο εμήο: 

 


























































6

5

2

1
z

1

2
z

1

0
w

0

1
w 2121                                                     (3.3) 

0z,z,w,w 2121   θαη 0zwzw 2211                                                         (3.4) 

 

  Γηα θάζε ιύζε πνπ ηθαλνπνηεί ηελ (3.4), ηνπιάρηζηνλ κία από ηηο κεηαβιεηέο ηνπ 

θάζε δεύγνπο )z,w( jj  είλαη ίζε κε κεδέλ. Μία πξνζέγγηζε γηα λα ιπζεί ην 

πξόβιεκα είλαη λα ιάβνπκε ηπραία κία κεηαβιεηή από θάζε δεύγνο 

 2211 z,w),z,w(  θαη λα ηε ζέζνπκε ίζε κε 0, ζηε ζρέζε (3.3). Οη ππόινηπεο 

κεηαβιεηέο ηνπ πξνβιήκαηνο απνθαινύληαη ρξεζηκνπνηνύκελεο κεηαβιεηέο. Αθνύ 

απαιεηθζνύλ νη κεδεληθέο κεηαβιεηέο από ηε ζρέζε (3.3), εάλ ην ελαπνκέλνλ 

ζύζηεκα έρεη ιύζε ζηελ νπνία νη ρξεζηκνπνηνύκελεο κεηαβιεηέο είλαη κε 

αξλεηηθέο, απηό ζα απνηειεί θαη κία ιύζε γηα ηηο ζρέζεηο (3.3) θαη (3.4).  
  Έζησ όηη 21 w,w  είλαη κεδέλ. Σν ζύζηεκα γίλεηαη: 

 

q
q

q

6

5

2

1
z

1

2
z

2

1

21 



















































                                                             

0z1  , 0z2                                                                                           (3.5) 

 

  Παξαηεξνύκε όηη ηόηε κπνξνύκε λα βξνύκε κε αξλεηηθέο ηηκέο ηνπ 21 z,z νη 

νπνίεο λα ζπλζέζνπλ ηηο ζπληζηώζεο ηνπ δηαλύζκαηνο q. Άξα εθόζνλ ην δηάλπζκα 

q βξίζθεηαη κέζα ζηνλ θώλν ησλ δύν δηαλπζκάησλ ηόηε ππάξρεη ιύζε. 

Παξαηεξνύκε επίζεο όηη ε ιύζε είλαη κνλαδηθή θαζόζνλ ην δηάλπζκα q δελ κπνξεί 

λα βξεζεί ζε άιιν θώλν γηαηί ηα άιια δπν δηαλύζκαηα είλαη ζεηηθά, νπόηε, 

πνιιαπιαζηαδόκελα κε κε αξλεηηθνύο αξηζκνύο, δελ κπνξνύλ λα απνηειέζνπλ ηηο 

ζπληζηώζεο ηνπ δηαλύζκαηνο q.  

  Από ηε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο πξνθύπηεη: 
3

4
z1   θαη 

3

7
z2   νπόηε ε ιύζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο είλαη:  0,0wT   θαη 









3

7
,
3

4
zT  

 
   
ΣΧΗΜΑ 3.1 Κώλνο πξνβιήκαηνο ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο (complimentarity cone) 
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 Γηα έλα πξόβιεκα γξακκηθήο ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο ηάμεσο n ν πεξηνξηζκόο ηεο 
ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο ππνρξεώλεη γηα θάζε n,...2,1j   όηη ζα πξέπεη λα 

εμεηαζηνύλ όινη νη ζπλδπαζκνί γηα 0w j  ή 0z j   νπόηε πξνθύπηνπλ ζπλνιηθά 

n2  ζπλδπαζκνί. Γηα θάζε επηινγή n δηαλπζκάησλ, πξνθύπηνπλ πξνβιήκαηα ηεο 

κνξθήο: 

 

0y

qyB

r

r
r




                                                                                                  (3.6) 

 

 Όπνπ    jj
r
n

r
2

r
1

r z,wy,...y,yy   κε j=1,2…,n θαη rB  ην αληίζηνηρν ηεηξαγσληθό 

κεηξών.  

  Σν πξόβιεκα απηό είλαη εηδηθή πεξίπησζε πξνβιήκαηνο γξακκηθνύ 

πξνγξακκαηηζκνύ (LP) θαη κπνξεί λα ιπζεί κε ηε κέζνδν Simplex γηα λα 

απνθεπρζνύλ ιύζεηο κε αξλεηηθνύο όξνπο πνπ δελ είλαη απνδεθηέο. Αλ θάπνην ή 

θάπνηα από ηα κεηξώα ζπληειεζηώλ έρνπλ κεδεληθή νξίδνπζα ηόηε ην ζύζηεκα 

ελδέρεηαη λα κελ έρεη ιύζε, ή λα έρεη κία ή άπεηξεο απνδεθηέο ιύζεηο. Όιεο νη 

ιύζεηο γηα όια ηα n2...2,1r   απνηεινύλ ηηο ιύζεηο ηνπ γξακκηθνύ πξνβιήκαηνο 

ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο (LCP). Γηα πξνβιήκαηα κεγάιεο ηάμεο n ην πξόβιεκα 

γίλεηαη απαγνξεπηηθά δύζθνιν θαη γη’ απηό ππάξρνπλ άιινη απνηειεζκαηηθόηεξνη 

αιγόξηζκνη γηα ηελ επίιπζή ηνπ. 

 

3.3 Κώνοι προβλήμαηος ζσμπληρωμαηικόηηηας 
 

  ην LCP (q,M), νη θώλνη ηεο ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο εμαξηώληαη από ην κεηξών Μ. 

Σν δηάλπζκα q δελ παίδεη θαλέλα ξόιν ζηνλ νξηζκό ησλ θώλσλ απηώλ.  

  Έζησ  Μ, έλα ηεηξαγσληθό κεηξών δηάζηαζεο n. Γηα λα εμαρζεί ην C(M), δειαδή 

ε ηάμε ηνπ ζπκπιεξσκαηηθνύ θώλνπ πνπ αληηζηνηρεί ζην Μ, ην δεύγνο ησλ 

δηαλπζκάησλ (Ι.j-M.j), είλαη γλσζηό σο ην j ζπκπιεξσκαηηθό δεύγνο δηαλπζκάησλ, 
nj1  . Λακβάλεηαη έλα από ηα δηαλύζκαηα ηνπ δεύγνπο (Ι.j-M.j) θαη νξίδεηαη σο 

Α.j. To αξηζκεκέλν ζεη δηαλπζκάησλ (A.1,…,A.n) νλνκάδεηαη ζπκπιεξσκαηηθό ζεη 
δηαλπζκάησλ. Ο θώλνο  0a,...,0.Aa....Aay:y).A.....,.A(Pos nnn11n1   

είλαη γλσζηόο σο ζπκπιεξσκαηηθόο θώλνο ζηελ ηάμε ηνπ C(M). Πξνθαλώο 

ππάξρνπλ n2  ζπκπιεξσκαηηθνί θώλνη. 

  Έζησ όηη n=2 θαη Μ=Ι. ε απηή ηελ πεξίπησζε, ε ηάμε C(I) είλαη απιά ε ηάμε 

ησλ νξζώλ γσληώλ ηνπ 2 . Γεληθά, γηα νπνηνδήπνηε n,C(I), είλαη ε ηάμε νξζώλ 

γσληώλ ηνπ n . Γη’ απηό, ε ηάμε ησλ ζπκπιεξσκαηηθώλ θώλσλ είλαη ε γελίθεπζε 

ηεο ηάμεο ησλ νξζώλ γσληώλ.  

   
ΣΧΗΜΑ 3.2 Παξαδείγκαηα θώλσλ ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο 
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  ην ζρήκα (3.2.α) είλαη ε πεξίπησζε πνπ ην κεηξών Μ είλαη ην κνλαδηαίν ελώ 

ζην ζρήκα (3.2.β) είλαη ε πεξίπησζε πνπ ην κεηξών Μ είλαη ην 






 


31

12
M . 

  ην επόκελν ζρήκα, εθόζνλ ην  21 .M.I   είλαη έλα γξακκηθώο εμαξηεκέλν ζεη, ν 

θώλνο Pos 21 .M.I   έρεη κεδεληθή εζσηεξηθή επηθάλεηα. Πεξηιακβάλεη όια ηα 

ζεκεία ηνπ νξηδόληηνπ άμνλα. Οη ππόινηπνη ηξεηο ζπκπιεξσκαηηθνί θώλνη δελ 

έρνπλ κεδεληθή εζσηεξηθή επηθάλεηα.  

 

 
 

ΣΧΗΜΑ 3.3 Κώλνη ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο  

 
  Έζησ όηη ην  n1 .A....APos  είλαη ν ζπκπιεξσκαηηθόο θώλνο ζην C(M). Απηόο ν 

θώλνο ιέγεηαη όηη είλαη κε εθθπιηζκέλνο ζπκπιεξσκαηηθόο θώλνο εάλ δελ έρεη 

κεδεληθή εζσηεξηθή επηθάλεηα, δειαδή εάλ ην  n1 .A,...,.A  είλαη έλα κε γξακκηθώο 

εμαξηεκέλν ζεη. Γηα παξάδεηγκα, νη θώλνη ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο ζην ζρήκα 4.2 

θαη ζην ζρήκα 4.3.α είλαη κε εθθπιηζκέλνη. ην ζρήκα 4.3.β ν θώλνο 

ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο  21 .M.I   είλαη εθθπιηζκέλνο θαη νη άιινη όρη. Σν ζρήκα 

4.3.α αλαθέξεηαη ζηελ πεξίπησζε πνπ ην κεηξών 













21

12
M  ελώ ην κεηξών Μ 

γηα ην ζρήκα 4.3.β είλαη 
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11
M . 
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3.4 Σο πρόβλημα ηης γραμμικής ζσμπληρωμαηικόηηηας (LCP) 
 
  Έρνληαο σο δεδνκέλν ην ηεηξαγσληθό κεηξών Μ κεγέζνπο n θαη ην δηάλπζκα 

nq  , ην LCP (q,M) είλαη ηζνδύλακν κε ην πξόβιεκα ηεο εύξεζεο ελόο 

ζπκπιεξσκαηηθνύ θώλνπ ζην C(M), πνπ λα ζπκπεξηιακβάλεη ην ζεκείν q, δειαδή 

λα βξεζεί έλα ζεη κε ζπκπιεξσκαηηθά δηαλύζκαηα  n1 .A,...,.A  ηέηνηα ώζηε: 

 
(1)  jjj .M.I.A   γηα nj1   

(2) ην q κπνξεί λα εθθξαζηεί σο έλαο κε αξλεηηθόο γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ηνπ      
 n1 .A,...,.A  

  Όπνπ Ι είλαη ην κνλαδηαίν κεηξών κεγέζνπο n θαη j.I  είλαη ην j ζηνηρείν ηνπ 

δηαλύζκαηνο. Απηό είλαη ηζνδύλακν κε ηελ εύξεζε nn z,w   πνπ λα 

ηθαλνπνηεί  
 


n

1j

n

1j
jjjjjj 0z,0w,qz.Mw.I γηα θάζε j. ε κεηξσηθή κνξθή απηό 

γξάθεηαη: 

 
qMzw                                                                                                (3.7) 

 
0w  , 0z                    (3.8) 

 
0zw ii  γηα θάζε i                  (3.9) 

 

  Λόγσ ηεο (3.8) ε ζπλζήθε (3.9) ηζνδπλακεί κε 



n

1j

T
jj 0zwzw . Απηή ε 

ζπλζήθε είλαη γλσζηή σο ν πεξηνξηζκόο ηεο ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο. Γηα θάζε ιύζε 
ηνπ LCP (q, M) εάλ κία ηηκή από ην δεύγνο ησλ κεηαβιεηώλ  jj z,w  είλαη ζεηηθή, ε 

άιιε είλαη κεδεληθή. Άξα ην δεύγνο  jj z,w  είλαη γλσζηό σο ην j δεύγνο 

κεηαβιεηώλ πεξηνξηζκώλ ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο θαη θάζε κεηαβιεηή ηνπ δεύγνπο 

είλαη ζπκπιεξσκαηηθή ζηελ άιιε. ηε ζρέζε (3.7) ην δηάλπζκα πνπ αληηζηνηρεί 
ζην jw  είλαη ην j.I  θαη ην δηάλπζκα πνπ αληηζηνηρεί ζην j.z  είλαη ην j.M . Γηα j=1 

σο n ην δεύγνο  jj .M.I   είλαη ην j ζπκπιεξσκαηηθό δεύγνο δηαλπζκάησλ ζην LCP 

(q,M). Γηα j=1 σο n έζησ όηη  jjj z,wy   θα έζησ όηη ην j.A  είλαη ην δηάλπζκα πνπ 

αληηζηνηρεί ζην jy  ζηελ (3.7). Άξα  jjj z,wA  . Σόηε ην  n1 y...yy   είλαη έλα 

ζπκπιεξσκαηηθό δηάλπζκα κεηαβιεηώλ ζε απηό ην LCP. Σν δηαηεηαγκέλν ζεη 
 n1 .A,...,.A  είλαη ην ζπκπιεξσκαηηθό ζεη δηαλπζκάησλ πνπ αληηζηνηρνύλ ζε απηό 

θαη ην κεηξών Α πνπ ηα δηαλύζκαηά ηνπ είλαη ζηε ζεηξά n1 .A....A , είλαη γλσζηό σο 

ε ζπκπιεξσκαηηθή βάζε ηεο (3.7) πνπ αληηζηνηρεί ζην ζπκπιεξσκαηηθό βαζηθό 

δηάλπζκα y. Δάλ ηα  n1 .A,...,.A  είλαη γξακκηθώο αλεμάξηεηα , ην y είλαη έλα 

ζπκπιεξσκαηηθό βαζηθό δηάλπζκα κεηαβιεηώλ ζε απηό ην LCP θαη ην 
ζπκπιεξσκαηηθό κεηξών Α ηνπ νπνίνπ ηα δηαλύζκαηα είλαη δηαδνρηθά ηα n1 .A....A , 

είλαη γλσζηό ζαλ ε ζπκπιεξσκαηηθή βάζε ηεο (3.7) πνπ αληηζηνηρεί ζην βαζηθό 

ζπκπιεξσκαηηθό δηάλπζκα y. 
 Ο θώλνο    0a...0a.Aa....Aax:x.A....APos n1,nn11n1   είλαη ν 

ζπκπιεξσκαηηθόο θώλνο ηάμεο C(M) πνπ αληηζηνηρεί ζην ζπκπιεξσκαηηθό ζεη 
δηαλπζκάησλ  n1 .A,...,.A , ή ην ζρεηηδόκελν ζπκπιεξσκαηηθό ζεη δηαλπζκάησλ 

κεηαβιεηώλ y. Μηα ιύζε ηνπ LCP (q,M) πάληα ζεκαίλεη έλα (w,z) πνπ λα 

ηθαλνπνηεί ηνπο πεξηνξηζκνύο (3.7),(3.8),(3.9). 

  Έλα εθηθηό ζπκπιεξσκαηηθό δηάλπζκα γηα απηό ην LCP είλαη έλα 

ζπκπιεξσκαηηθό βαζηθό δηάλπζκα πνπ λα ηθαλνπνηεί ηελ ηδηόηεηα όηη ην q κπνξεί 

λα εθθξαζηεί ζαλ έλαο κε αξλεηηθόο ζπλδπαζκόο ησλ δηαλπζκάησλ ηεο 
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αληίζηνηρεο ζπκπιεξσκαηηθήο βάζεο. Γη’ απηό θάζε εθηθηό βαζηθό δηάλπζκα νδεγεί 

ζε κηα ιύζε ηνπ LCP.  

  Η έλσζε όισλ ησλ ζπκπιεξσκαηηθώλ θώλσλ πνπ ζρεηίδνληαη κε ην ηεηξαγσληθό 

κεηξών Μ νξίδεηαη κε ην ζπκβνιηζκό Κ(Μ). Κ(Μ) είλαη μεθάζαξα ην ζεη όισλ ησλ 

δηαλπζκάησλ q γηα ηα νπνία ην LCP (q,M) έρεη ηνπιάρηζηνλ κία ιύζε.  

  Θα πνύκε όηη ην δηάλπζκα z  νδεγεί ζε κηα ιύζε ηνπ LCP (q,M) εάλ 

)z,qzMw(   είλαη κηα ιύζε ηνπ LCP. 

  Γηα λα παξνπζηαζηνύλ ηα παξαπάλσ, ζηνλ επόκελν πίλαθα θαίλνληαη όια ηα 

ζπκπιεξσκαηηθά δηαλύζκαηα κεηαβιεηώλ θαη ηα αληίζηνηρα ζπκπιεξσκαηηθά 

κεηξώα γηα έλα LCP κεγέζνπο n=2. 

 

 
ΠΙΝΑΚΑΣ 3.1 Γηαλύζκαηα θαη κεηξώα ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο γηα πξόβιεκα ηάμεο 2 

 

  Δθόζνλ θαζέλα από ηα ζπκπιεξσκαηηθά κεηξώα είλαη κε κνλαδηαίν, όια ηα 

δηαλύζκαηα ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο είλαη ζπκπιεξσκαηηθέο βάζεηο ζε απηό ην LCP. 

Αθνύ ην T)6,5(q   ζην αξρηθό πξόβιεκα ηνπ θεθαιαίνπ κπνξεί λα εθθξαζηεί 

ζαλ έλα κε αξλεηηθόο ζπλδπαζκόο ηνπ ζπκπιεξσκαηηθνύ κεηξώνπ πνπ 
αληηζηνηρεί ζην  21 z,z , ην  21 z,z  είλαη έλα εθηθηό ζπκπιεξσκαηηθό δηάλπζκα γηα 

απηό ην LCP.  

 

3.5 H γενική αριθμηηική μέθοδος ηοσ LCP 

 
  Θεσξνύκε ην LCP (q, M) κεγέζνπο n. Η ζπλζήθε ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο (3.9) 

δείρλεη όηη ζε θάζε ιύζε (w,z) απηνύ ηνπ LCP, γηα θάζε j=1 σο n πξέπεη λα 

έρνπκε είηε 0w j  ή 0z j  . Απηό δίλεη ζην LCP έλα ζπλδπαζηηθό παξά κε 

γξακκηθό ραξαθηήξα. Οδεγεί απηόκαηα ζε κηα αξηζκεηηθή κέζνδν γηα ην LCP.  

  Τπάξρνπλ αθξηβώο n2  ζπκπιεξσκαηηθά δηαλύζκαηα κεηαβιεηώλ. Έζησ όηη: 

 

 rnr
1

r y,...,yy   γηα r=1 σο n2  

 

  Όπνπ  jj
r
j z,wy   γηα θάζε j=1 σο n είλαη όια ηα ζπκπιεξσκαηηθά δηαλύζκαηα 

κεηαβιεηώλ. Έζησ rA  όηη είλαη ην ζπκπιεξσκαηηθό κεηξών πνπ αληηζηνηρεί ζην 

ry  γηα r=1 σο n2 . Δπηιύεηαη ην αθόινπζν ζύζηεκα  rP . 
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0y

qyA

r

T
r




                                rP  

 

  Απηό ην ζύζηεκα κπνξεί λα ιπζεί από ηε θάζε 1 ηεο κεζόδνπ Simplex γηα ην 

γξακκηθό πξνγξακκαηηζκό, ή κε άιιεο κεζόδνπο επίιπζεο ζπζηεκάησλ ηζόηεηαο ή 

αληζόηεηαο. Αλ ην ζύζηεκα έρεη εθηθηή ιύζε, έζησ ry , ηόηε rr yy   θαη όιεο νη 

κεηαβιεηέο πνπ δελ είλαη ry  ηζνύληαη κε 0. Η παξαπάλσ είλαη κηα ιύζε ηνπ LCP 

(q, M). Δάλ ην κεηξών ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο rA  είλαη αληηζηξέςηκν, ην ζύζηεκα 

 rP  κπνξεί λα κελ έρεη εθηθηή ιύζε. Κάζε εθηθηή ιύζε ηνπ  rP  νδεγεί ζε ιύζε 

ηνπ LCP (q,M). Όηαλ απηό επαλαιακβάλεηαη γηα r=1 σο n2 , όιεο νη ιύζεηο ηνπ 

LCP (q, M) κπνξνύλ λα βξεζνύλ. Η κέζνδνο πνπ αθνινπζήζεθε ζην πξώην 

παξάδεηγκα ηνπ θεθαιαίνπ γηα ην πξόβιεκα ηάμεο 2, είλαη αθξηβώο ε αξηζκεηηθή 

κέζνδνο.  

  Απηή ε αξηζκεηηθή κέζνδνο είλαη ηθαλνπνηεηηθή γηα ρξήζε κόλν αλ n=2, επεηδή 
22  είλαη κηθξόο αξηζκόο. Καη γηα λα ειεγρζεί αλ ην ζύζηεκα  rP  έρεη ιύζεη γηα 

νπνηνδήπνηε r, κπνξνύκε λα δσγξαθίζνπκε ηνλ αληίζηνηρν θώλν 

ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο ζην θαξηεζηαλό επίπεδν θαη λα ειέγμνπκε αλ πεξηέρεη ην 

δηάλπζκα q. Όηαλ n>2, θαη εηδηθόηεξα γηα κεγάια n, ε αξηζκεηηθή κέζνδνο δελ 

είλαη πνιύ πξαθηηθή, επεηδή ην n2 , απμάλεη πνιύ γξήγνξα. 

 

3.6 Δθαρμογή ζηο γραμμικό προγραμμαηιζμό 

 
  ε έλα γεληθό πξόβιεκα γξακκηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ (LP), κπνξεί λα ππάξρνπλ 

κεξηθέο ζπλζήθεο αληζόηεηαο, κεηαβιεηέο κε πεξηνξηζκό πξνζήκνπ θαη κεηαβιεηέο 

ρσξίο πεξηνξηζκνύο. Μεηαζρεκαηίδνπκε θάζε κεηαβιεηή κε θάησ όξην, αο πνύκε 

jj lx  , ζε κηα κε αξλεηηθή κεηαβιεηή αληηθαζηζηώληαο jjj ylx   όπνπ 0y j  . 

Μεηαζρεκαηίδνπκε θάζε κεηαβιεηή κε πεξηνξηζκό πξνζήκνπ ηεο κνξθήο 0x j   

ζε κηα κε αξλεηηθή κεηαβιεηή  αληηθαζηζηώληαο jj yx   όπνπ 0y j  . 

Απαιείθνπκε ηηο κεηαβιεηέο ρσξίο πεξηνξηζκό, ηε κία κεηά ηελ άιιε, 

ρξεζηκνπνηώληαο ηνπο πεξηνξηζκνύο ηζόηεηαο. Αλ παξακείλνπλ αθόκε πεξηνξηζκνί 

ηζόηεηαο απηνί επηιύνληαη σο πξνο κία κε αξλεηηθή κεηαβιεηή θαη ν πεξηνξηζκόο 

ηζόηεηαο αληηθαζίζηαηαη από ηνλ πεξηνξηζκό αληζόηεηαο πνπ πξνθύπηεη. Η 

δηαδηθαζία απηή επαλαιακβάλεηαη κέρξη εμάιεηςεο όισλ ησλ πεξηνξηζκώλ 

ηζόηεηαο. ηε ζπλέρεηα, όινη νη πεξηνξηζκνί ηεο κνξθήο   πνιιαπιαζηάδνληαη κε 

1  θαη κεηαηξέπνληαη ζε αληζνηηθνύο ηεο κνξθήο  . Σν ίδην γίλεηαη κε ηελ 

αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ε νπνία αλ αθνξά κεγηζηνπνίεζε, πνιιαπιαζηαδόκελε κε 

-1 πξέπεη λα ειαρηζηνπνηεζεί.  

  Έηζη ζηε γεληθή πεξίπησζε, έλα πξόβιεκα γξακκηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ γηα έλα 

δηάλπζκα κεηαβιεηώλ x δηαζηάζεσλ Ν, ρσξίο λα βιάπηεηαη ε γεληθόηεηα, κπνξεί 

λα δηαηππσζεί ζηελ παξαθάησ κνξθή: 

 

Min    xcT  

Τπνθείκελν ζε:  
0x

bAx




                                                                   (3.10) 

 

  Όπνπ Α κεηξών δηαζηάζεσλ mxN. Δηζάγνληαο m κε αξλεηηθά πιενλάζκαηα v 

ζηνπο m πεξηνξηζκνύο ην πξόβιεκα ηίζεηαη ζηελ ηππηθή ηνπ κνξθή σο: 

 

Min    xcT  

Τπνθείκελν ζε:  
0v,x

bvAx




                                                             (3.11) 
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  Γηα ην παξαπάλσ επζύ πξόβιεκα γξακκηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ νξίδεηαη ην δπηθό 

ηνπ πξόβιεκα σο πξνο ηηο m ην πιήζνο δπηθέο κεηαβιεηέο y θαη Ν ην πιήζνο κε 

αξλεηηθά ειιείκκαηα σο εμήο: 

 

Max   ybT  

Τπνθείκελν ζε:  
0u,y

cuyA T




                                                          (3.12) 

 

  Σα δύν απηά πξνβιήκαηα δηαηππώλνληαη από θνηλνύ ζε κεηξσηθή κνξθή σο: 

 

 


























 










b

c

y

x

0A

A0

v

u T

                                                                      (3.13) 

 

  Όπνπ επηπιένλ: 

 

0
y

x
,

v

u


















 θαη 0
y

x

v

u
T


















                                                                   (3.14)  

 

  Η δεύηεξε ζπλζήθε ζηηο ζρέζεηο (3.14) εθθξάδεη ηε ζπκπιεξσκαηηθόηεηα ησλ 

ηερλεηώλ κεηαβιεηώλ κε ηηο κεηαβιεηέο ζρεδηαζκνύ ησλ εηεξώλπκσλ 

πξνβιεκάησλ, δειαδή ηα ειιείκκαηα ηνπ δπηθνύ κε ηηο κεηαβιεηέο ηνπ επζέσο θαη 

ηα πιενλάζκαηα ηνπ επζέσο κε ηηο κεηαβιεηέο ηνπ δπηθνύ. 

  Σελ παξαπάλσ δηαρσξηζκέλε κεηξσηθή κνξθή κπνξνύκε λα εθθξάζνπκε εληαία  

εηζάγνληαο ηα παξαπάλσ δηαλύζκαηα θαη κεηξώα: 

 


















 




















b

c
q,

0A

A0
M,

y

x
z,

v

u
w

T

                                                   (3.15) 

 

Οπόηε νη ζρέζεηο (3.13) θαη (3.14) δηαηππώλνληαη σο εμήο: 

 

0zw/0z,w

qMzw
T 


                                                                                   (3.16) 

 

  Πνπ νξίδνπλ έλα πξόβιεκα γξακκηθήο ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο ηάμεσο n=m+N. 

Πξνθύπηεη έηζη όηη ην επζύ θαη δπηθό πξόβιεκα ζηε βάζε ηεο 

ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο δηαηππώλνληαη εληαία ζε έλα πξόβιεκα γξακκηθήο 

ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο (LCP).  

 

3.7 Γεσηεροβάθμιος προγραμμαηιζμός 

 
  Έλα πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ηνπ νπνίνπ είλαη κηα 

δεπηεξνβάζκηα ζπλάξηεζε ησλ κεηαβιεηώλ ζρεδηαζκνύ, ελώ νη πεξηνξηζκνί 

παξακέλνπλ γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο ησλ κεηαβιεηώλ ζρεδηαζκνύ νξίδεηαη σο 

πξόβιεκα δεπηεξνβάζκηνπ πξνγξακκαηηζκνύ (quadratic programming). ε 

κεηξσηθή κνξθή δηαηππώλεηαη σο εμήο: 

 

Mηn   Dxx
2

1
xc)x(Q TT   

Τπνθείκελν ζε:  
0x

bAx




                                                                   (3.17) 
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  Όπνπ ην κεηξών Α, δηαζηάζεσλ mxN θαη ην κεηξών D ζπκκεηξηθό κεηξών 

δηαζηάζεσλ nxn, c ην δηάλπζκα θόζηνπο όπσο ζην πξόβιεκα γξακκηθνύ 

πξνγξακκαηηζκνύ δηαηππώλνπλ ην γεληθό πξόβιεκα δεπηεξνβάζκηνπ 

πξνγξακκαηηζκνύ. ε πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία ην κεηξών D δελ είλαη 

ζπκκεηξηθό  ηόηε κπνξεί λα αληηθαηαζηαζεί από ην κεηξών   2/DD T  

αλαδηαηππώλνληαο ην πξόβιεκα. Σν κεηξών D κπνξεί λα είλαη ζεηηθά (positive 

definite) ή εκη ζεηηθά νξηζκέλν (semi positive definite) κεηξών.  

  Ο νξηζκόο ηνπ ζεηηθά ή εκη ζεηηθά νξηζκέλνπ κεηξώνπ απαηηεί ε πνζόηεηα 

0DyyT   λα είλαη ζεηηθή ή κεδέλ γηα θάζε δηάλπζκα 0y  . Όηαλ είλαη απζηεξά 

ζεηηθή έρνπκε έλα νξηζκέλν κεηξών ελώ όηαλ ιακβάλεη θαη ηελ ηηκή κεδέλ 

νξίδεηαη σο εκη ζεηηθά νξηζκέλν. Γηα ζεηηθά νξηζκέλα κεηξώα ηζρύεη όηη όιεο νη 

θύξηεο ππό νξίδνπζεο  1εο, 2εο…, εοn ηάμεο είλαη απζηεξά ζεηηθέο. 

  Ο ζπλήζεο ηξόπνο λα απνδεηρζεί ε ηδηόηεηα απηή είλαη κε απαινηθή, λα αλαρζεί 

ην κεηξών ζε άλσ ηξηγσληθή κνξθή θαη όηαλ ηα ζηνηρεία ηεο δηαγσλίνπ είλαη όια 

ζεηηθά ηόηε ην κεηξών είλαη ζεηηθά νξηζκέλν, ελώ αλ θάπνην ή θάπνηα από ηα 

ζηνηρεία ηεο δηαγσλίνπ ηεο άλσ ηξηγσληθήο κνξθήο είλαη κεδέλ θαη ηα ππόινηπα 

ζεηηθνί αξηζκνί, ηόηε ην κεηξών είλαη εκη ζεηηθά νξηζκέλν. Η ηδηόηεηα απηή είλαη 

ζεκαληηθή εθόζνλ απνδεηθλύεηαη όηη όηαλ έλα κεηξών είλαη ζεηηθά ή εκη ζεηηθά 

νξηζκέλν ηόηε ε ζπλάξηεζε Q(x) πνπ πεξηγξάθεη είλαη θπξηή (convex). Γηα θπξηέο 

ζπλαξηήζεηο απνδεηθλύεηαη όηη νη ζπλζήθεο Karush – Kuhn – Tucker απνηεινύλ ηηο 

αλαγθαίεο αιιά θαη ηθαλέο ζπλζήθεο αλάδεημεο ηεο θαζνιηθήο βέιηηζηεο ιύζεο. 

 

3.8 Αναγκαίες και ικανές ζσνθήκες βεληίζηοσ για ηο πρόβλημα ηοσ 

δεσηεροβάθμιοσ προγραμμαηιζμού 
 
  Σν πξόβιεκα, όπσο πεξηγξάθεηαη από ηηο ζρέζεηο (4.17) θαιείηαη θπξηό 

πξόβιεκα ηεηξαγσληθνύ πξνγξακκαηηζκνύ όηαλ ε ζπλάξηεζε Q(x) είλαη θπξηή, 
πξάγκα ην νπνίν ζπκβαίλεη όηαλ ην κεηξών D είλαη εκη-ζεηηθά νξηζκέλν. Αλ iy  

ζεσξεζεί ν πνιιαπιαζηαζηήο Lagrange γηα ηνλ αληζνηηθό πεξηνξηζκό ηεο γξακκήο 
i, δειαδή ijij bxA   γηα όια ηα i=1,2,…,m θαη ju  ν πνιιαπιαζηαζηήο Lagrange γηα 

θάζε πεξηνξηζκό κε αξλεηηθόηεηαο N,...,2,1j,0x j  , ε ζπλάξηεζε Lagrange 

πνπ αληηζηνηρεί ζην πξόβιεκα ηεηξαγσληθνύ πξνγξακκαηηζκνύ πνπ πεξηγξάθεηαη 

ζηηο ζρέζεηο (4.17) γξάθεηαη: 

 

xu)bAx(y)x(Q)u,y,x(L TT                                                              (3.18) 

 

  Δθαξκόδνληαο ηηο ζπλζήθεο ΚΚΣ ζηελ παξαπάλσ ζρέζε γηα θάζε επηηξεπηή ιύζε 

x, ιακβάλνπκε: 

 

0x0bAx

0xu0)bAx(y

0u0y

0uyADxc
x

)u,y,x(L

TT

T












                                                               (3.19) 

 

  Όπνπ ε πξώηε γξακκή αλαθέξεηαη ζηελ ηξίηε απαίηεζε ησλ ζπλζεθώλ ΚΚΣ ελώ 

ε ηξίηε γξακκή ζηε δεύηεξε απαίηεζή ηνπο. Δηζάγνληαο ηα Ν ην πιήζνο κε 

αξλεηηθά πιενλάζκαηα u ζηελ ηειεπηαία αληζόηεηα έρνπκε: 

 

0buAx   ή bAxu   

0u                                                                                                      (3.20) 
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  Αλ νξίζνπκε ηα παξαθάησ δηαλύζκαηα w,z,q θαζώο θαη ην κεηξών Μ σο εμήο: 

 

,
v

u
w









  ,
y

x
z









  ,
0A

AD
M

T








 
  












b

c
q                                               (3.21) 

 

  Σόηε νη ζρέζεηο (3.19) θαη (3.20) γξάθνληαη κε ηελ παξαθάησ κνξθή: 

 

0zw/0z,w

qMzw
T 


                                                                                   (3.22) 

 

  Καη νξίδνπλ έλα πξόβιεκα γξακκηθήο ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο ηάμεσο n=m+N. 

Πξνθύπηεη έηζη όηη γηα κεηξών D εκη-ζεηηθά νξηζκέλν ην πξόβιεκα ηεο εύξεζεο 

ηνπ θαζνιηθνύ βειηίζηνπ x ηνπ ηεηξαγσληθνύ πξνγξακκαηηζκνύ πνπ πεξηγξάθεηαη 

από ηηο ζρέζεηο (3.17) ζπκπίπηεη κε ηε ιύζε ηνπ γξακκηθνύ πξνβιήκαηνο 

ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο όπσο νξίζηεθε από ηηο ζρέζεηο (3.22). ε πεξίπησζε πνπ 

ην κεηξών D δελ είλαη ζεηηθά ή εκη ζεηηθά νξηζκέλν ηόηε ε ιύζε ηνπ γξακκηθνύ 

πξνβιήκαηνο ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο, ελδέρεηαη λα κελ απνηειεί ιύζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο ηεηξαγσληθνύ πξνγξακκαηηζκνύ. 

 

  Η ζπζρέηηζε απηή ηνπ επζέσο θαη δπηθνύ πξνβιήκαηνο ηνπ γξακκηθνύ 

πξνγξακκαηηζκνύ θαη ηνπ θπξηνύ δεπηεξνβάζκηνπ ή ηεηξαγσληθνύ 

πξνγξακκαηηζκνύ κέζσ ηνπ γξακκηθνύ πξνβιήκαηνο ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο είλαη 

ηδηαηηέξσο απνθαιππηηθή. Απηή δελ νδεγεί θαη’ αλάγθε θαη ζηνπο απνδνηηθόηεξνπο 

αιγόξηζκνπο γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηνπ ηεηξαγσληθνύ 

πξνγξακκαηηζκνύ ν νπνίνο κπνξεί λα αληηκεησπηζηεί θαη σο εηδηθή πεξίπησζε 

πξνβιήκαηνο κε γξακκηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ ρξεζηκνπνηώληαο γεληθνύο θαη 

γξήγνξνπο αξηζκεηηθά αιγνξίζκνπο. 

 

3.9 Πρόβλημα δεσηεροβάθμιοσ προγραμμαηιζμού (Γεωμεηρική Θεώρηζη) 

 
  Πξνθεηκέλνπ, ζηα πιαίζηα ηεο παξνύζεο εξγαζίαο, λα θαλεί πόζν ζπρλό είλαη 

έλα πξόβιεκα λα αλαρζεί ζε πξόβιεκα ηεηξαγσληθνύ πξνγξακκαηηζκνύ, ζα 

παξνπζηαζηεί ζπλνπηηθά έλα γεσκεηξηθό παξάδεηγκα ην νπνίν νλνκάδεηαη «ην 

πξόβιεκα ηεο ειάρηζηεο απόζηαζεο» (minimum distance problem). 

 
   

ΣΧΗΜΑ 3.4 Πξόβιεκα ειάρηζηεο απόζηαζεο 
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Έζησ όηη Κ είλαη ε γξακκνζθηαζκέλε ιεία πνιπεδξηθή επηθάλεηα όπσο θαίλεηαη 
ζην αθόινπζν ζρήκα. Έζησ 0P  όηη είλαη ην ζεκείν (-2,-1). Σν πξόβιεκα δεηάεη λα 

βξεζεί ην ζεκείν εληόο ηνπ Κ ην νπνίν είλαη πην θνληά ζην 0P  (ζε όξνπο ηεο 

ζπλήζνπο επθιείδεηαο απόζηαζεο). Σέηνηα πξνβιήκαηα παξνπζηάδνληαη πνιύ 

ζπρλά ζε εξεπλεηηθέο εξγαζίεο. 

 

 

  Κάζε ζεκείν ζην Κ κπνξεί λα εθθξαζηεί σο έλαο ιείνο ζπλδπαζκόο ησλ αθξαίσλ 

ζεκείσλ ηνπ (ή γσληαθώλ ζεκείσλ ηνπ). Γειαδή, νη ζπληεηαγκέλεο ελόο γεληθνύ 

ζεκείνπ εληόο ηνπ Κ είλαη:  43214321 ι4ι2ι0ι3,ι5ι5ι4ι   όπνπ ην iι  

ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε 1ιιιι 4321   θαη 0ιi   γηα όια ηα i. Άξα, ην 

πξόβιεκα ηεο εύξεζεο ηνπ ζεκείνπ ζην Κ θνληύηεξα ζην ζεκείν 0P  είλαη 

ηζνδύλακν κε ην λα ιπζεί ην εμήο: 

 

Minimize 2
431

2
4321 ))1(ι4ι2ι3())2(ι5ι5ι4ι(   

Subject to      1ιιιι 4321   

                     0ιi   γηα θάζε i 

 
To 4ι  κπνξεί λα απαιεηθζεί από ην πξόβιεκα κε ηελ αληηθαηάζηαζε ηεο 

έθθξαζεο 3214 ιιι1ι   αληί γη’ απηό. Κάλνληαο απηό θαη απινπνηώληαο, 

νδεγεί ζην αθόινπζν πξόγξακκα ηεηξαγσληθνύ πξνγξακκαηηζκνύ: 

 

Minimize ι

8164

163416

41634

ι
2

1
ι)20,54,66( Σ

























  

Subject to      
0ι

1ιιι 321




 

 

  Όπνπ  Σ321 ι,ι,ιι  . Σν λα ιπζεί απηό ην πξόβιεκα ηεηξαγσληθνύ 

πξνγξακκαηηζκνύ είλαη ηζνδύλακν κε ην λα ιπζεί ην αθόινπζν LCP: 

 





























































































1
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66

y

ι

ι

ι

0111

18164

1163416

141634

v

u

u
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1

3

2

1

1
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2

1

 

 
Όιεο νη κεηαβιεηέο 0y,ι,ι,ι,v,u,u,u 13211321   

Καη: 0yvιuιuιu 11332211   

 

  Έζησ όηη )y,ι,ι,ι,v,u,u,u( 13211321  είλαη κηα ιύζε ηνπ LCP. Έζησ επίζεο όηη: 

3214 ιιι1ι  . Σόηε  43214321 ι4ι2ι0ι3,ι5ι5ι4ιx   είλαη 

ην ζεκείν εληόο ηνπ Κ πνπ είλαη πην θνληά ζην 0P . 
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3.10 Η έννοια ηης ταλάρωζης σλικού (softening) 

 
  Έλα ζεκειηώδεο πξόβιεκα ζηνλ ηνκέα ηνπ πνιηηηθνύ κεραληθνύ είλαη ε αλάιπζε 

θαηαζθεπώλ κε ηαπηόρξνλε παξνπζία γεσκεηξηθήο γξακκηθόηεηαο θαη κε 

γξακκηθόηεηαο πιηθνύ. Η κε νιόλνκε ζπκπεξηθνξά ηνπ πιηθνύ θαη ε εμάξηεζε 

από ηε δηαδξνκή ηεο θόξηηζεο, ζπλήζσο επηβάιινπλ νινθιήξσζε ζην ρώξν θαη 

ζην ρξόλν ελόο ζπζηήκαηνο κεξηθώλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ ώζηε λα πξνθύςεη ε 

επηζπκεηή απόθξηζε. Η δηαθξηηνπνίεζε ζην ρξόλν κπνξεί λα γίλεη εύθνια θαη 

ζπλήζσο πξαγκαηνπνηείηαη κε ηππηθό ηξόπν κέζσ ηεο κεζόδνπ ησλ πεπεξαζκέλσλ 

ζηνηρείσλ. Ωζηόζν, αθξηβήο νινθιήξσζε ζην ρξόλν ησλ θαηαζηαηηθώλ λόκσλ, 

αθόκα θαη κε ηελ παξαδνρή κηθξώλ παξακνξθώζεσλ, είλαη επίπνλε από 

ππνινγηζηηθήο άπνςεο. Απηόο ζπκβαίλεη εηδηθά αλ ε απόθξηζε πξέπεη λα εμαρζεί 

κε αθξίβεηα, όπσο γίλεηαη ζηελ πεξίπησζε όπνπ ππάξρεη κεγάινο αξηζκόο 

πιαζηηθνπνηήζεσλ θαη ειαζηηθώλ απνθνξηίζεσλ. Μηα απνδεθηή πξνζέγγηζε ώζηε 

λα κεησζεί ν ππνινγηζηηθόο θόξηνο είλαη λα δηεμαρζεί κηα κε νιόλνκε αλάιπζε 

ζαλ κηα ζεηξά από νιόλνκεο αλαιύζεηο (κε εμαξηεκέλεο από ηελ πνξεία ηεο 

θόξηηζεο). ε απηήλ ηελ βήκα πξνο βήκα νιόλνκε πξνζέγγηζε, νη παξεθηξνπέο 

ζηε ζπκπεξηθνξά ηεο θαηαζθεπήο ιόγσ ηεο κε νιόλνκεο ζπκπεξηθνξάο, πνπ 

πξνθαινύληαη από ειαζηηθή απνθόξηηζε από θάπνηα πιαζηηθή θαηάζηαζε, 

ππνινγίδνληαη κέζα ζε θάζε βήκα ηεο κεζόδνπ. Παξόι’ απηά, νπνηνδήπνηε 

νιόλνκν βήκα απηήο ηεο θιηκαθσηήο αλάιπζεο δελ κπνξεί λα εθηειεζηεί κε 

επθνιία αλ ζπκπεξηιακβάλνληαη ζην πιηθό θαη λόκνη ραιάξσζεο, επεηδή είλαη 

πηζαλόλ λα εκθαληζηνύλ πνιιέο ιύζεηο πνπ πξνθαινύληαη από θαηλόκελα 

δηρνηόκεζεο (bifurcation phenomena). 

  Η ζύγθξηζε ησλ λόκσλ ραιάξσζεο ηνπ πιηθνύ ζε ζρέζε κε άιινπο ζπλήζεηο 

θαηαζηαηηθνύο λόκνπο, θαίλεηαη ζην ζρήκα 3.1.  
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ΣΧΗΜΑ 3.5: ύγθξηζε ζπκπεξηθνξάο πιηθνύ κε ραιάξσζε ζε ζρέζε κε απόιπηα 

πιαζηηθή ζπκπεξηθνξά θαη κε θξάηπλζε 

 

  Η ελόηεηα απηή ηνπ θεθαιαίνπ, επηθεληξώλεηαη ζην πώο κπνξνύλ λα 

πεξηγξαθνύλ κε καζεκαηηθό ηξόπν κνληέια ζπκπεξηθνξάο πιηθνύ πνπ 

ζπκπεξηιακβάλνπλ θιάδν ραιάξσζεο. Απηή ε κνληεινπνίεζε γίλεηαη κέζσ ελόο 

πξνβιήκαηνο ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο θαη πεξηιακβάλεη ηελ νξζνγσληθόηεηα δύν 

δηαλπζκάησλ πνπ έρνπλ πεξηνξηζκό πξόζεκνπ. 

 

 

3.11 Γενικό ολόνομο μονηέλο 

 
  Θεσξνύκε έλα δνκηθό ζύζηεκα ην νπνίν έρεη δηαθξηηνπνίεζεί σο έλα ζύλνιν 

ζηνηρείσλ (ξάβδνη, ζηνηρεία δηθηπώκαηνο θιπ). Η απόθξηζε ελόο ηέηνηνπ 

ζπζηήκαηνο ππνβαιιόκελν ζε έλα δεδνκέλν δηάλπζκα θόξηηζεο Ρ, εμαξηάηαη από 

έλα αξηζκό παξακέηξσλ κεηαηόπηζεο πνπ ζπιιέγεηαη ζε έλα δηάλπζκα u. Γηα ράξε 

απιόηεηαο, ε θόξηηζε ζεσξείηαη όηη είλαη πεξίπνπ ζηαηηθή θαη όηη νη κεηαηνπίζεηο 

είλαη κηθξέο.  

  Οη εμηζώζεηο ζπκβηβαζηνύ γεσκεηξίαο θαη γξακκηθήο ηζνξξνπίαο δίλνληαη 

αληηζηνίρσο από ηηο παξαθάησ ζρέζεηο: 

 
BsP                                                                                                     (3.23) 

 

uBq T                                                                                                  (3.24)   

 

  Όπνπ Β είλαη, όπσο πεξηγξάθεθε ζην θεθάιαην 1, ην κεηξών ηζνξξνπίαο ηνπ 

ζηνηρείνπ, ην νπνίν εθθξάδεη ηηο αθξαίεο δξάζεηο ζηα δύν άθξα ηνπ ζηνηρείνπ ζην 

θαζνιηθό ζύζηεκα, σο ζπλάξηεζε ησλ βαζηθώλ δξάζεσλ ηνπ ζηνηρείνπ ζην ηνπηθό 

ζύζηεκα, s είλαη έλα δηάλπζκα γεληθεπκέλσλ ηάζεσλ θαη q έλα δηάλπζκα 

γεληθεπκέλσλ παξακνξθώζεσλ.  

  Η ζπκπεξηθνξά θάζε κεκνλσκέλνπ ζηνηρείνπ εμαξηάηαη ινηπόλ από γεληθεπκέλεο 

κεηαβιεηέο πνπ επίζεο αληηθαηνπηξίδνπλ άκεζα ην λόκν ηνπ πιηθνύ. Οη ηζόηεηεο 

πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη γηα απηνύο ηνπο θαηαζηαηηθνύο λόκνπο, κπνξνύλ λα 

γξαθηνύλ ζπκππθλσκέλα σο εμήο: 

 

peq                                                                                                  (3.25) 

    
Ses                                                    (3.26) 

 



To πξόβιεκα ηεο γξακκηθήο ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο (LCP)                                           Κεθάιαην 3 

 

 

 
Ρνπζήο Μηράιεο                       Διαζηνπιαζηηθή Αλάιπζε Ραβδσηώλ Φνξέσλ κε Υαιάξσζε Τιηθνύ 

 

64 

Nzp  ,  
s

w
N

T




                                                                                    (3.27) 

 

0)z,s(ww  ,  0z  ,  0zFT                                                                (3.28) 

 

  ην πλεύκα ηεο θιαζζηθήο ζεσξίαο παξακνξθώζεσλ ηεο πιαζηηθόηεηαο, νη 

ζρέζεηο (3.25)-(3.28) εθθξάδνπλ, ζε κηα γεληθή κνξθή, ηνπ νιόλνκνπο λόκνπο 

πνπ δηέπνπλ ηε ζπκπεξηθνξά ηνπ ζπζηήκαηνο. πγθεθξηκέλα, ε (3.25) πεξηγξάθεη 

ηε ζύλζεζε ηνπ δηαλύζκαηνο ησλ παξακνξθώζεσλ, σο άζξνηζκα ειαζηηθώλ e θαη 

πιαζηηθώλ p παξακνξθώζεσλ. Η γξακκηθή ειαζηηθόηεηα δίλεηαη από ηε ζρέζε 

(3.26) όπνπ ην S, όπσο αλαθέξζεθε ζηελ ελόηεηα 1, είλαη έλα ζπκκεηξηθό, 

ειαζηηθό κεηξών, αζύδεπθησλ δπζθακςηώλ ζηνηρείσλ. Οη πιαζηηθέο 

παξακνξθώζεηο p νξίδνληαη κε ηε ζεηξά ηνπο από έλα λόκν ξνήο, πνπ ζρεηίδεηαη κε 

ην κεηξών Ν, θαζέησλ δηαλπζκάησλ σο πξνο ηηο επηθάλεηεο δηαξξνήο, θαη έλα 

δηάλπζκα πιαζηηθώλ πνιιαπιαζηαζηώλ z. Οη κε αξλεηηθέο πιαζηηθνπνηήζεηο w, 

ζεσξνύληαη πσο εμαξηώληαη από ηηο γεληθεπκέλεο ηάζεηο s θαη ηνπο κε αξλεηηθνύο 

πιαζηηθνύο ζπληειεζηέο z. Σέινο, κηα ζρέζε ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο πνπ εθθξάδεη 

ηελ νξζνγσληθόηεηα ηνπ w θαη ηνπ z, νινθιεξώλεη ηελ πεξηγξαθή θαη ελεξγνπνηεί 
κηα ζπκπεξηθνξά ε νπνία είλαη πιήξσο αληηζηξέςηκε (ε απόιπηε ηηκή ηνπ iz  είλαη 

κεδέλ αλ 0wi   γηα νπνηνδήπνηε πιαζηηθνπνίεζε i). 

  ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο, νη πνζόηεηεο αλαθέξνληαη ζε νιόθιεξε ηελ θαηαζθεπή, 

ζε κηα ηππηθή δηάηαμε πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ. Απηό ζεκαίλεη, όηη ηα δηαλύζκαηα 

πεξηέρνπλ κέζα ηνπο, ζαλ ππνδηαλύζκαηα, ηελ αιιεινπρία ηεο αζύδεπθηεο 

ζπκκεηνρήο θάζε ζηνηρείνπ. Αληίζηνηρα, ηα κεηξώα ζπιιέγνπλ ζε κηα δηαγώληα 

κνξθή, ηα ππνκεηξώα πνπ αλαθέξνληαη ην θαζέλα ζε έλα ζηνηρείν. Γηα 

παξάδεηγκα: ]s....s[s nTT1T  , ]S....S[diagS n1  θιπ, όπνπ n είλαη ν αξηζκόο ησλ 

ζηνηρείσλ. 

  Ο ζπλδπαζκόο ησλ παξαπάλσ ζρέζεσλ νδεγεί ζηε κόξθσζε ελόο γεληθνύ 

πξνβιήκαηνο ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο κε γξακκηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ (non linear 

complimentarity problem – NCP). Σν πξόβιεκα απηό, ζηε γεληθή κνξθή ηνπ 

γξάθεηαη σο εμήο: 

 

0SNzuSBs T                                                                                   (3.29) 

 

  Η δηαηύπσζε ηνπ παξαπάλσ πξνβιήκαηνο ζα αλαπηπρζεί ιεπηνκεξέζηεξα ζε 

επόκελε ελόηεηα. 

 

3.12 Ολόνομα μονηέλα ταλάρωζης 
 
  Έλα απαξαίηεην ζηνηρείν ηεο NCP κνξθήο ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο νιόλνκεο 

αλάιπζεο είλαη ε αθξηβήο καζεκαηηθή πεξηγξαθή ηνπ λόκνπ ραιάξσζεο. Γηα ράξε 

απιόηεηαο, ζεσξείηαη πσο ε ζρέζε ηάζεσλ παξακνξθώζεσλ (s-q) είλαη 1-1 γηα 

θάζε πεπεξαζκέλν ζηνηρείν i, όπσο ζα ζπλέβαηλε ζε έλα κνληέιν δηθηπώκαηνο. Η 

επέθηαζε ζε ζηνηρεία κε πνιιέο δηαζηάζεηο ζα είλαη έπεηηα εύθνιν λα εμαρζεί. 

  Γηα κνληέια κε γξακκηθνπνηεκέλε επηθάλεηα δηαξξνήο, ε πιαζηηθνπνίεζε γηα ην 

ζηνηρείν i, κπνξεί λα εθθξαζηεί ζηελ αθόινπζε κνξθή (όπσο εμήρζε από ηνλ 

Maier): 

 

,0rzHsNw iiiiTi    ,0zi    0zF iiT                                                 (3.30) 

 

  Όπνπ νη πιαζηηθέο παξακνξθώζεηο ip  εηζέξρνληαη ζηε ζρέζε (3.30) κέζσ ησλ 

πιαζηηθώλ πνιιαπιαζηαζηώλ iz  (ζρέζε (3.27)). Παξόι’ απηά, αληίζεηα κε ηνπο 

λόκνπο θξάηπλζεο γηα ηνπο νπνίνπο πξνηάζεθε ε ζρέζε (3.30), δελ είλαη απιή 

δηαδηθαζία λα νξηζηνύλ ηα δηαλύζκαηα θαη ηα κεηξώα γηα ζπκπεξηθνξά 
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ραιάξσζεο. Βαζηδόκελνη ζε ζπκπεξάζκαηα κεραληθήο ζρεηηθά κε ζπζηήκαηα 

ειαηεξίσλ θαη επαθήο, νη κειεηεηέο εμήγαγαλ ζρεηηθά πξόζθαηα επηηπρώο ην 

κνληέιν γηα κηα γξακκηθνπνηεκέλε ζρέζε ραιάξσζεο γηα δύν θιάδνπο.  

  ην ζρήκα (3.6) παξνπζηάδεηαη κηα επέθηαζε ηνπ παξαπάλσ, ώζηε λα 

ζπκπεξηιάβεη θαη θιάδν θξάηπλζεο (όπσο ζπλήζσο ζπκβαίλεη ζηελ 

πξαγκαηηθόηεηα). ε απηό ην ζρήκα νξίδνληαη δηάθνξεο πνζόηεηεο, όπσο ηα 

ζεκεία αιιαγήο θιίζεο (breakpoints) θαη νη πιαζηηθνί πνιιαπιαζηαζηέο. Φαίλεηαη 

γηα ιόγνπο απιόηεηαο κόλν ην ζεηηθό ηκήκα ηνπ δηαγξάκκαηνο. Πξνθαλώο, νη 

πεξηγξαθέο γηα αξλεηηθέο ηάζεηο s κπνξνύλ εύθνια λα ζπκπιεξσζνύλ δίπια ζε 

ζηηο ζεηηθέο ηάζεηο s, εθόζνλ δελ ππάξρεη θακία αιιειεπίδξαζε κεηαμύ ηνπο. 

 

 
ΣΧΗΜΑ 3.6 Γξακκηθνπνηεκέλν κνληέιν ραιάξσζεο 

 

  ηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε ζην ζρήκα (3.6) νη πιαζηηθνπνηήζεηο κπνξνύλ λα 

πεξηγξαθνύλ κε ρξήζε ησλ παξαθάησ πνζνηήησλ. 
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  Όπνπ )0(h1   είλαη ε θιίζε ηνπ θιάδνπ ηεο θξάηπλζεο θαη 432 ĥ,ĥ,ĥ  (όια<0) 

νξίδνπλ ηνπο δηαδνρηθνύο θιάδνπο ραιάξσζεο. Πην ζπγθεθξηκέλα, αλ νη 
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αληίζηνηρεο πξαγκαηηθέο (αξλεηηθέο) θιίζεηο ραιάξσζεο ζην ρώξν ii ps  , 

ζπκβνιηζηνύλ κε ηηο κε επηγξακκηζκέλεο πνζόηεηεο ,h,h,h 432  ηόηε: 

 

4,3,2j,
hh

hh
ĥ

j1j

j1j

j 






                                                                            (3.32) 

 

  Όπνπ 11 hĥ  . Δίλαη ηππηθό γηα ηελ θιίζε 4h , λα ηίζεηαη ίζε κε κεδέλ, αθνύ απηό 

αληηπξνζσπεύεη κηα θπζηθή θαηάζηαζε. Δπίζεο, ζηελ νιόλνκε αλάιπζε, ηδηαίηεξε 

πξνζνρή ζα πξέπεη λα ιεθζεί εάλ ν θιάδνο ηεο ραιάξσζεο επηηξέπεηαη λα ηκήζεη 

ηνλ άμνλα ησλ ηάζεσλ s θαζώο, εθόζνλ πξόθεηηαη γηα αλαιύζεηο ελόο βήκαηνο 

πνπ δελ αθνινπζνύλ ηελ ηζηνξία ησλ πιαζηηθνπνηήζεσλ, ε πιαζηηθνπνίεζε πνπ 

ζρεηίδεηαη κε ην ζπγθεθξηκέλν θιάδν κπνξεί παξαδόμσο λα ελεξγνπνηεζεί γηα 

αξλεηηθό s. 

 

  Γύν ζεκαληηθέο παξαηεξήζεηο πξέπεη λα γίλνπλ ζε απηό ην ζεκείν. 

  Πξώηα, κπνξεί εύθνια λα ειεγρζεί (κέζσ θάπνηαο αξηζκεηηθήο δηαδηθαζίαο ή 

απιά κε ην ρέξη) όηη γηα νπνηνδήπνηε δεδνκέλν επίπεδν έληαζεο s, νη ζπλζήθεο 

ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο από ηηο ζρέζεηο (3.30)-(3.32) πεξηιακβάλνπλ όιεο ηηο 

ιύζεηο. Απηό είλαη απαξαίηεην, εθόζνλ ππάξρεη ε απαίηεζε λα εμαρζεί ν πην 

θξίζηκνο δξόκνο ηζνξξνπίαο κέζα από ηα πνιιά πνπ αλακέλνληαη λα ππάξρνπλ. Γηα 

λα δηεπθξηλίζνπκε απηό ην ζρόιην, ζεσξνύκε κηα νιόλνκε αλάιπζε (path-

independent) πνπ απνηειείηαη από κηα απιή ξάβδν κε ηε ζρέζε ηάζεσλ 

παξακνξθώζεσλ πνπ αθνινπζεί ην ζρήκα (3.6). Γηα έλα δεδνκέλν επίπεδν 

γεληθεπκέλεο έληαζεο 0sr i
2  , ππάξρνπλ δύν ιύζεηο γηα ην ip . Μία γηα ηνλ 

αλνδηθό ειαζηηθό θιάδν ή ηνλ θιάδν ηεο θξάηπλζεο θαη κία γηα ηνλ θιάδν ηεο 

ραιάξσζεο. Δπίζεο, αλ 0si  , δελ ππάξρεη θακία ιύζε. Απηό κπνξεί λα 

εμαθξηβσζεί από ηηο ζρέζεηο (3.30)-(3.32), όηη ηα παξαπάλσ είλαη αιεζή. Σειηθά, 

ην γεγνλόο όηη ην κεηξών iH  είλαη κε ζπκκεηξηθό, νδεγεί όρη κόλν ζε κηα πηζαλή 

πνιιαπιόηεηα ιύζεσλ αιιά θαη ζε κηα έιιεηςε εμαγσγήο θάπνηνπ γεληθνύ θαλόλα. 

  Γεύηεξνλ, έλαο ζεκαληηθό κεηνλέθηεκα ησλ ζρέζεσλ (3.31), (3.32) είλαη όηη ε 

ζπκπεξηθνξά ραιάξσζεο ζα πξέπεη λα ζρεκαηίδεη κηα ιεία επηθάλεηα, δειαδή:  

 

432 hhh                                                                                          (3.33) 

 

  Γηα λα μεπεξαζηεί απηόο ν πεξηνξηζκόο, πξνηείλεηαη έλα λέν ζεη νξηζκώλ, όπσο 

θαίλεηαη ζην ρήκα 3.7, όπνπ ην κέξνο ηεο ραιάξσζεο ηώξα απνηειείηαη από ιείεο 

θαη θπξηέο επηθάλεηεο. Δλώ αξρηθά κεηξνύζακε ηνπο πιαζηηθνύο πνιιαπιαζηαζηέο 

θάζε θιάδνπ, ηώξα ηνπο κεηξάκε από ηα ζεκεία αιιαγήο θιίζεο ηεο 

γξακκηθνπνηεκέλεο επηθάλεηαο. Σν απνηέιεζκα πνπ πξνθύπηεη γεληθεύεηαη κε 

εμαηξεηηθό ηξόπν θαη δίλεηαη κηα ηζρπξή πεξηγξαθή γξακκηθνπνηεκέλσλ 

ζπζηεκάησλ θξάηπλζεο – ραιάξσζεο. Γελ είλαη δύζθνιν λα ειεγρζεί όηη νη 

ζρέζεηο ιείσλ – θπξηώλ επηθαλεηώλ, κπνξνύλ άκεζα λα ηξνπνπνηεζνύλ. Δπηπιένλ, 

ην κεηξών θξάηπλζεο Η δίλεηαη ζε όξνπο πξαγκαηηθήο θιίζεο θξάηπλζεο, 

νδεγώληαο ζε κηα πην εύθνιε θαη κε πεξηζζόηεξν λόεκα απεηθόληζε. Υσξίο λα 

κπνύκε ζε ιεπηνκέξεηεο γηα ηηο γεσκεηξηθέο πξάμεηο πνπ έρνπλ εηζέιζεη ζηηο 

ζρέζεηο ώζηε λα εμαρζεί ν λόκνο ηεο ραιάξσζεο, δίλνληαη ηα αθόινπζα ζηνηρεία 

πνπ νξίδνπλ ηελ θαηάζηαζε ζην ρήκα (3.7). 
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ΣΧΗΜΑ 3.7 Σξνπνπνηεκέλν γξακκηθνπνηεκέλν κνληέιν ραιάξσζεο  
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  Σέινο, δεδνκέλσλ ησλ ζεκαληηθώλ βειηηώζεσλ ζε ππνινγηζηηθό επίπεδν ζηε κε 

γξακκηθή ζεσξία ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο ηελ ηειεπηαία δεθαεηία, ζα είρε λόεκα, ζε 

πνιιέο πεξηπηώζεηο, λα ρξεζηκνπνηεζεί κηα κε γξακκηθή πεξηγξαθή ησλ λόκσλ 

ραιάξσζεο αληί γηα κηα γξακκηθνπνηεκέλε ζρέζε. Απηό θαίλεηαη αξθεηά 

ζεκαληηθό, θαζώο κηα έλαο κε γξακκηθόο λόκνο θξάηπλζεο – ραιάξσζεο, όπσο 

θαίλεηαη ζην επόκελν ζρήκα, κπνξεί άκεζα λα πεξηγξαθεί θαη λα επηιπζεί από ηε 

ζρέζε (3.28) όπνπ: )z,s(F ii =0 είλαη ε εμίζσζε ηεο θακπύιεο θξάηπλζεο – 

ραιάξσζεο πνπ θαίλεηαη ζην ζρήκα.  

 

 

 

 
ΣΧΗΜΑ 3.8 Με γξακκηθή ραιάξσζε  
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ΔΛΑΣΟΠΛΑΣΙΚΗ ΑΝΑΛΤΗ ΠΛΑΙΙΩΝ ΜΔ 

ΥΑΛΑΡΩΗ ΤΛΙΚΟΤ (softening) 
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4.1 Δησαγωγή 
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  Από πνιύ παιηά έρνπλ αλαγλσξηζζεί νη επηδξάζεηο ηεο ζπκπεξηθνξάο ραιάξσζεο 

ζε επίπεδν πιηθνύ ζηε ζπλνιηθή απόθξηζε κηαο θαηαζθεπήο. Σέηνηα θαηλόκελα 

«θπζηθήο αζηάζεηαο», όπσο αλαθέξνληαη, έρνπλ παξαηεξεζεί γηα παξάδεηγκα ζε 

δηαηνκέο ζθπξνδέκαηνο πνπ έρνπλ ππεξνπιηζζεί ή ζε εκη άθακπηνπο-κεηαιιηθνύο 

θόκβνπο θαη ήηαλ ην θύξην αληηθείκελν κειέηεο ζε κεξηθέο ζεσξεηηθέο 

δεκνζηεύζεηο ζηηο δεθαεηίεο 1960 θαη 1970 από ηνλ Maier θαη ηελ νκάδα ηνπ. 

Παξνπζηάζηεθαλ απινί ξαβδσηνί θνξείο νη νπνίνη επηδείθλπαλ θξίζηκα κεραληθά 

θαηλόκελα, όπσο κηα δηρνηόκεζε ησλ απνθξίζεσλ (πνιιαπιόηεηα δξόκσλ 

ηζνξξνπίαο) θαη απώιεηα ηεο ζπλνιηθήο επζηάζεηαο ηεο θαηαζθεπήο. Αληίζεηα, ζε 

πην ξεαιηζηηθά πξνβιήκαηα κεγαιύηεξσλ δηαζηάζεσλ πνπ αθνξνύλ θαηαζθεπέο 

ππό ραιάξσζε, ηα απνηειέζκαηα έδηλαλ έλαλ κόλν δξόκν ηζνξξνπίαο.  

  Από ππνινγηζηηθήο πιεπξάο, δελ είλαη εύθνιν λα ππνινγηζζνύλ όινη νη δξόκνη 

ηζνξξνπίαο πνπ παξνπζηάδνπλ ηέηνηεο θαηαζθεπέο. Οη κέζνδνη πνπ έρνπλ ηε 

κεγαιύηεξε αθξίβεηα γηα λα ππνινγηζηνύλ όινη νη δξόκνη ηζνξξνπίαο, (ή λα 

βξεζνύλ νη θξίζηκνη δξόκνη ηζνξξνπίαο) βαζίδνληαη ζε κηα πξνζέγγηζε καζεκαηηθνύ 

πξνγξακκαηηζκνύ. Μέζα ζε απηό ην πιαίζην, εδώ θαη δεθαεηίεο έρνπλ γίλεη 

αλαιύζεηο θαη κε νιόλνκε (holonomic/ path independent) θαη κε κε νιόλνκε 

πξνζέγγηζε (non holonomic/ path dependent). Οη ππνινγηζηηθέο πξνζεγγίζεηο πνπ 

έρνπλ γίλεη όζνλ αθνξά ηελ θιαζηθή επζηαζή πιαζηηθόηεηα (απνιύησο πιαζηηθή 

ζπκπεξηθνξά ή θξάηπλζε) έρνπλ πιένλ κεγάιε αθξίβεηα. Μία δηαδεδνκέλε 

καζεκαηηθή δνκή πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε ζε ηέηνηα πξνβιήκαηα επζηαζνύο 

πιαζηηθόηεηαο είλαη απηή ηεο ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο. Μαζεκαηηθά, κηα ζρέζε 

ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο κεηαμύ ησλ κε αξλεηηθώλ δηαλπζκάησλ w θαη z νδεγεί ζηε 

ζρέζε: 0zw ii   γηα θάζε i θαη γξάθεηαη ζπλήζσο σο 0zwT  . Από θπζηθήο 

άπνςεο, ε παξαπάλσ ζρέζε, κπνξεί λα απεηθνλίζεη ην γεγνλόο όηη, γηα 

παξάδεηγκα, ε πιαζηηθνπνίεζε θαη ε απνθόξηηζε ζε κία δηαηνκή δελ κπνξνύλ λα 

γίλνπλ ηαπηόρξνλα. Τπό ηελ παξνπζία ηεο ραιάξσζεο, νη ζρέζεηο ηεο 

ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο παξακέλνπλ ίδηεο θαζώο ην κεηξών θξάηπλζεο (hardening 

matrix) απιώο αληηθαζίζηαηαη από έλα κεηξών ραιάξσζεο (softening matrix). 

Παξόι’ απηά, ην πξόβιεκα ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο πνπ πξνθύπηεη, δελ επηιύεηαη 

εύθνια κε ππάξρνληεο αιγνξίζκνπο όπσο γηα παξάδεηγκα ν αιγόξηζκνο θεληξηθνύ 

ζεκείνπ ηνπ Lemke (Lemke’s pivoting scheme algorithm). ηελ πξαγκαηηθόηεηα, 

έρεη δεηρζεί ζηε βηβιηνγξαθία ηνπ καζεκαηηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ, όηη δελ ππάξρεη 

θαλέλαο αιγόξηζκνο πνπ λα εγγπάηαη λα βξίζθεη όιεο ηηο ιύζεηο απηήο ηεο ηάμεο 

ησλ πξνβιεκάησλ ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο. Ωζηόζν, όπσο θαίλεηαη ζε αξθεηέο 

δεκνζηεύζεηο, είλαη εθηθηό λα ιπζνύλ εμ νινθιήξνπ πνιιά πξνβιήκαηα 

ραιάξσζεο αμηνπνηώληαο ηελ αλακελόκελε θπζηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ ζπζηήκαηνο 

ή επεηδή ην πξόβιεκα είλαη κηθξό ζε κέγεζνο, ή κε ηε ρξήζε ζρέζεσλ πνπ είλαη 

άκεζα ζπλδεδεκέλεο κε ηε ζπκπιεξσκαηηθόηεηα.  

  Μηα ζπλήζεο θαη ζεκαληηθή θαηεγνξία πξνβιεκάησλ γηα ηελ νπνία είλαη 

απαξαίηεην λα κειεηεζεί ε ραιάξσζε, είλαη απηά ησλ ξεαιηζηηθώλ 

ειαζηνπιαζηηθώλ πιαηζίσλ ζηα νπνία ε αζηάζεηα ηνπ πιηθνύ δίλεη κηα 

ζπκπεξηθνξά όπνπ ε θακπηηθή ξνπή κεηώλεηαη ελώ νη παξακνξθώζεηο απμάλνληαη. 

Απηό είλαη έλα παιηό πξόβιεκα ην νπνίν όκσο αθόκα ρξίδεη πξνζνρήο, θαζώο 

ππάξρνπλ πάληα νξηζκέλα δεηήκαηα πνπ πξέπεη λα δηαιεπθαλζνύλ.  

  Ζ ζπγθεθξηκέλε ελόηεηα επηθεληξώλεη ζε ηξία δεηήκαηα. Πξώηα, πεξηγξάθεη κηα 

γεληθή θαη επαξθή κέζνδν λα επηιύεη ην κε νιόλνκν πξόβιεκα αζηάζεηαο πιηθνύ 

κε έιεγρν θνξηίνπ (load control). Γηα ην ζθνπό απηό αλαπηύρζεθε θώδηθαο ζε 

Matlab θαη έγηλαλ νξηζκέλεο αξηζκεηηθέο εθαξκνγέο ζε δπζδηάζηαηα πιαίζηα. 

Γεύηεξνλ, πξνθεηκέλνπ λα γίλεη κηα επαιήζεπζε ησλ απνηειεζκάησλ, έγηλε 

ζύγθξηζε ηεο απόθξηζεο ησλ θαηαζθεπώλ ζηηο αξηζκεηηθέο εθαξκνγέο κε ηα 

απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ από ηηο δεκνζηεύζεηο ηνπ Tin Loi, ν νπνίνο επίιπζε 

ην ζπγθεθξηκέλν πξόβιεκα κε ην ινγηζκηθό GAMS. Σέινο, γίλεηαη θαη κηα επέθηαζε 

ηνπ θαηαζηαηηθνύ λόκνπ ξνπώλ-ζηξνθώλ, πξνθεηκέλνπ λα πεξηιεθζεί θαη ε 

αμνληθή δύλακε, άξα λα αλαπηπρζνύλ νη πην αθξηβείο ζρέζεηο αιιειεπίδξαζεο. 
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Απηό ζα βνεζήζεη ζην λα αληρλεπζεί ε επίδξαζε ηεο αμνληθήο δύλακεο ζηελ 

απόθξηζε κηαο ηέηνηαο θαηαζθεπήο.  

  ηα αξηζκεηηθά παξαδείγκαηα ηα νπνία αλαιύνληαη, ην πξώην είλαη έλα απιό 

ζεσξεηηθό κνληέιν κηαο ακθίπαθηεο δνθνύ θαη έρεη ζαλ ζηόρν λα απεηθνλίζεη ηελ 

πνιππινθόηεηα ηνπ πξνβιήκαηνο. Σα άιια παξαδείγκαηα αθνξνύλ ξεαιηζηηθέο 

κεηαιιηθέο θαηαζθεπέο θαη ηα πεξηζζόηεξα είλαη ίδηα κε ηα παξαδείγκαηα πνπ 

αλέιπζε ν Tin Loi ζηηο δεκνζηεύζεηο ηνπ κε ην ινγηζκηθό GAMS, ώζηε λα 

επηηεπρζεί θαη ζύγθξηζε ησλ απνηειεζκάησλ. Υξεζηκνπνηήζεθε ε ζεώξεζε κηθξώλ 

κεηαηνπίζεσλ, αιιά ν αιγόξηζκνο κπνξεί εύθνια λα επεθηαζεί ώζηε λα 

ζπκπεξηιάβεη θαη θαηλόκελα δεπηέξαο ηάμεο.  

  Ζ νξγάλσζε ηεο ελόηεηαο απηήο έρεη σο εμήο. Αξρηθά ζα πεξηγξαθνύλ νη 

θαηαζηαηηθνί λόκνη αζηάζεηαο ηνπ πιηθνύ. Ζ επηθάλεηα δηαξξνήο ζα είλαη έλα 

εμάγσλν ζην νπνίν παξαηεξείηαη ηζνηξνπηθή ραιάξσζε. Αθνινύζσο, 

παξνπζηάδεηαη ε κόξθσζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο κε νιόλνκεο ειαζηνπιαζηηθήο 

ζπκπεξηθνξάο κε αζηάζεηα πιηθνύ θαζώο θαη ηα βήκαηα γηα ηελ αξηζκεηηθή 

κέζνδν πνπ αθνινπζήζεθε. ηε ζπλέρεηα γίλεηαη ε παξνπζίαζε ησλ 

παξαδεηγκάησλ θαη ηέινο εμάγνληαη νξηζκέλα ζπκπεξάζκαηα.  

  Αθνινπζνύλ ηέινο κεξηθέο ζύληνκεο επεμεγήζεηο γηα ηνπο ζπκβνιηζκνύο. Έλα 

δηάλπζκα x κεγέζνπο m ζα αλαγξάθεηαη σο mx   θαη έλα πξαγκαηηθό κεηξών Α 

δηαζηάζεσλ mxn ζα αλαθέξεηαη σο mxnA  . Έλα δηάλπζκα  ζπλαξηήζεσλ 
nm:)x(f   ζα αλαθέξεηαη γηα ζπληνκία nf  . 

 

4.2 Γεληθό κολτέιο ταιάρωσες σιηθού 
 
  Αξρηθά γίλεηαη ε ζεώξεζε, όπσο έγηλε θαη ζηελ πξώηε ελόηεηα ηεο εξγαζίαο, όηη 

ε θαηαζθεπή έρεη δηαθξηηνπνηεζεί ζε έλα ζύλνιν πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ. ηε 

ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε, ε ζπκπεξηθνξά ηνπ πιηθνύ έρεη άκεζε ζρέζε κε ηε 

ζπκπεξηθνξά ηνπ κέινπο. Γηα ην γεληθό απηόηζνξξνπνύκελν ζηνηρείν πιαηζίνπ δύν 

δηαζηάζεσλ i, ην γεληθεπκέλν δηάλπζκα ηάζεο 3is   πεξηιακβάλεη ηηο δύν 

αθξαίεο ξνπέο  i3i
2 s,s  θαη ηελ αμνληθή δύλακε  i1s . Δπίζεο θάλνπκε ζεώξεζε 

ζρεκαηηζκνύ πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ ζηα άθξα θάζε κέινπο. 

 

 
ΣΧΗΜΑ 4.1 Γεληθεπκέλν ζηνηρείν πιαηζίνπ δύν δηαζηάζεσλ 

 

  Όηαλ είλαη αθξηβέο λα απεηθνληζζνύλ νη πιαζηηθέο αξζξώζεηο κόλν από κηα 

ζρέζε ξνπήο πιαζηηθήο ζηξνθήο (όπσο ζπκβαίλεη ζηηο δνθνύο), ηόηε νη 

θαηαζηαηηθνί λόκνη ραιάξσζεο πιηθνύ, όπσο παξνπζηάζηεθαλ ζε πξνεγνύκελε 

ελόηεηα (Tin Loi & Xia) κπνξνύλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ. Όκσο, όηαλ ηα κέιε, όπσο 

ππνζηπιώκαηα ππό κεγάιε θαηαθόξπθε θόξηηζε, εθηίζεληαη ζε ζεκαληηθέο 

αμνληθέο δπλάκεηο, είλαη απαξαίηεην λα ιεθζνύλ ππόςε νη επηδξάζεηο ησλ 

αμνληθώλ δπλάκεσλ θαηά ηελ θαηάζηαζε ηεο αζηάζεηαο ηνπ πιηθνύ. ηε ζπλέρεηα 

επηρεηξείηαη λα δνζεί κηα πεξηγξαθή γηα ην παξαπάλσ θαηλόκελν. 

  Υσξίο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο, ζεσξνύκε ην γλσζηό εμάγσλν ησλ ζπλζεθώλ 

δηαξξνήο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη πνιύ ζπρλά γηα λα ραξαθηεξίζεη κηα κεηαιιηθή 

δηαηνκή δηπινύ ηαπ ππό ηαπηόρξνλε θακπηηθή θαη αμνληθή έληαζε. Δπίζεο 

ζεσξείηαη όηη νη ζεηηθέο θαη νη αξλεηηθέο αμνληθέο ηδηόηεηεο είλαη παλνκνηόηππεο, 
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θαη όηη ε θαζαξή θακπηηθή ηθαλόηεηα μεθηλάεη λα κεηώλεηαη όηαλ ε αμνληθή δύλακε 

θηάλεη ην 15% ηεο θαζαξήο αμνληθήο ηθαλόηεηαο. 

  Αθνινπζνύκε ηηο δεκνζηεύζεηο ηνπ Cocchetti θαη ζεσξνύκε όηη ε ραιάξσζε ηνπ 

πιηθνύ είλαη ηζνηξνπηθή από ηε θύζε ηεο, δειαδή κνληεινπνηείηαη ζαλ κηα 

νκνηόκνξθα ζπξξηθλσκέλε πεξηνρή ρσξίο αιιαγέο ζην ζρήκα. Απηό δηαπηζηώλεηαη 

θαη ζην παξαθάησ ζρήκα. 

 

 
ΣΧΗΜΑ 4.2 Αιιειεπίδξαζε (κε ηζνηξνπηθή ραιάξσζε) κεηαμύ θακπηηθώλ ξνπώλ 

θαη αμνληθώλ δπλάκεσλ 

 

  ε απηό ην ζηάδην, δύν ζεκεία πξέπεη λα αλαθεξζνύλ. Πξώηα, είλαη ρξήζηκν λα 

παξαηεξήζνπκε όηη ε ηζνηξνπηθή ζεώξεζε ηεο ραιάξσζεο, πηζαλόλ λα κελ είλαη 

ζεκαληηθή γηα ξεαιηζηηθέο θαηαζθεπέο πνπ δελ ππόθεηληαη ζε αλαθπθιηδόκελε 

θόξηηζε, εθόζνλ είλαη δπλαηόλ λα έρνπκε πξννδεπηηθή ραιάξσζε ρσξίο λα 

ελεξγνπνηεζεί ην αληηθξηλό επίπεδν ηεο επηθάλεηαο δηαξξνήο. Γεύηεξνλ, ε 

ζεώξεζε κηαο γξακκηθνπνηεκέλεο επηθάλεηαο δηαξξνήο πξνζδίδεη κεγάια 

ππνινγηζηηθά πιενλεθηήκαηα ζην όηη ε πξνθύπηνπζα κόξθσζε ηνπ πξνβιήκαηνο 

νδεγεί ζε έλα πην εύθνιν θαη πεξηζζόηεξν κειεηεκέλν γξακκηθό (θαη όρη κε 

γξακκηθό) πξόβιεκα κεηθηήο ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο (MCP /mixed complimentarity 

problem). Γηα παξάδεηγκα, ην γεγνλόο όηη ηα θάζεηα δηαλύζκαηα σο πξνο ηηο 

επηθάλεηεο δηαξξνήο είλαη εμ νξηζκνύ γλσζηά, είλαη ήδε κεγάιν πιενλέθηεκα. 

 

  ην ζρήκα (4.2) ην αδηαζηαηνπνηεκέλν δηάγξακκα u2
i
2u1

i
1 ss,ss , ρξεζηκνπνηείηαη 

γηα λα απεηθνλίζεη ηελ αιιειεπίδξαζε θαηά ηελ ηζνηξνπηθή ραιάξσζε, κεηαμύ ηεο 

αμνληθήο δύλακεο i
1s  θαη ηεο θακπηηθήο ξνπήο i

2s  ηεο πιαζηηθήο άξζξσζεο ηνπ 

θόκβνπ αξρήο ηνπ κέινπο i, όπνπ u2u1 sθαηs  είλαη αληίζηνηρα ε αμνληθή θαη ε 

θακπηηθή ηθαλόηεηα. Θεσξνύκε όηη ε νκνηόζεηε ζπξξίθλσζε ηεο ειαζηηθήο 
πεξηνρήο ζηακαηάεη ακέζσο ζην επίπεδν έληαζεο rr . Γηα λα θαλεί μεθάζαξν, ε 

ζπκπεξηθνξά ραιάξσζεο ησλ επηθαλεηώλ δηαξξνήο  6,...,1j  (πνπ αληηζηνηρνύλ 

ζηα επίπεδα δηαξξνήο 61 wσοw ) απεηθνλίδεηαη ζε έλα δηάγξακκα γεληθεπκέλσλ 

εληάζεσλ  i2T
j2

i
1

T
j1 sNsN   θαη θιηκαθνύκελεο πιαζηηθήο παξακόξθσζεο i

2j pa , ώζηε 

λα θαλεί ν δξόκνο ηάζεο-παξακόξθσζεο ελόο κεκνλσκέλνπ επηπέδνπ. Απηό 

θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα (4.3). 
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ΣΧΗΜΑ 4.3  Σππηθή ζπκπεξηθνξά ραιάξσζεο ζηα επίπεδα δηαξξνήο j 

 
  πγθεθξηκέλα, ja  ππνδειώλεη έλα κέγεζνο θιίκαθαο πνπ εηζάγεηαη ζηνλ πιαζηηθό 

πνιιαπιαζηαζηή jz . Σα j2j1 N,N  είλαη ηα θάζεηα δηαλύζκαηα ζηελ επηθάλεηα 

δηαξξνήο, πξνβαιιόκελα ζηνπο άμνλεο i
2

i
1 sθαηs . Δίλαη πξνθαλέο όηη ηα κεγέζε 

  η6,5,3,2jη j   (κία ζηαζεξά πνπ δίλεηαη παξαθάησ) ελώ   14,1jη j  . ην 

ζρήκα (5.3) γηα θάζε επίπεδν j, ην θξίζηκν ζεκείν κεηαμύ ηνπ θιάδνπ ραιάξσζεο 

θαη ηνπ νξηδόληηνπ θιάδνπ θαζνξίδεηαη γηα επθνιία, από θάπνηα πιαζηηθή 
παξακόξθσζε cp  πνπ ηε ζεσξνύκε εκείο, ελώ cjp  (j=1,…,6) είλαη νη πξαγκαηηθέο 

ηηκέο ησλ πιαζηηθώλ παξακνξθώζεσλ. Πην ζπγθεθξηκέλα, ε νηθνγέλεηα ησλ 

εμηζώζεσλ δηαξξνήο ππό ραιάξσζε πιηθνύ (πεξηιακβάλεηαη ην δηάλπζκα ησλ 

εληάζεσλ s θαη νη πιαζηηθνί πνιιαπιαζηαζηέο z) ζπιιέγεηαη ζε έλα δηάλπζκα w σο 

εμήο: 

 

0rHzsNw T                                                                                 (4.1) 

 

 Όπνπ (ζε επίπεδν δηαηνκήο): 

 

 7654321
T wwwwwwww                                                                      (4.2) 

 

 i3i
2

i
1

T ssss                                                                                            (4.3) 

 















0111111

0n
~

n
~
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n
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0
N                                                                 (4.4) 

 

















































u2u2u2u2u2u2u2
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654321

654321

654321

654321

654321

654321

sssssss

1aaaaaa

ηaηaηaηaηaηaη

ηaηaηaηaηaηaη

1aaaaaa

ηaηaηaηaηaηaη

ηaηaηaηaηaηaη

1aaaaaa

hΖ                                                    (4.5) 
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r

u2

u2

u2

u2

u2

u2

r1

sη

sη

s

sη

sη

s

r                                                                                                (4.6) 

 

  Όπνπ, ηα κεγέζε πνπ παξνπζηάδνληαη ζηνπο παξαπάλσ πίλαθεο θαη κεηξώα, 

νξίδνληαη σο εμήο: 

 

 

cj

c
j

c

ru2

u1

u2

p

p
a,γtan15.01η,

p

r1s
h,γtan

s

s
n
~




                               (4.7) 

 

  εκεηώλνπκε όηη ην κεηξών N πεξηιακβάλεη όια ηα θάζεηα δηαλύζκαηα ζηα 

επίπεδα δηαξξνήο, ην H είλαη έλα κε ζπκκεηξηθό κεηξών ραιάξσζεο, ην r είλαη έλα 

δηάλπζκα κε ηα όξηα δηαξξνήο θαη ην γ είλαη κηα θαζνξηζκέλε εζσηεξηθή γσλία, 
όπσο νξίδεηαη ζην ζρήκα (5.2). Δπίζεο, ηα νξίζκαηα 61 wσοw  πεξηγξάθνπλ ηελ 

εμέιημε ησλ επηπέδσλ δηαξξνήο όπσο θαίλεηαη κε ηηο δηαθεθνκκέλεο γξακκέο ζην 

ζρήκα (5.2). Έλα επηπιένλ όξηζκα εηζάγεηαη, ην 7w , ώζηε λα πεξηγξαθεί ε θίλεζε 

ελόο ζεκείνπ δηαξξνήο θαηά ην νξηδόληην θιάδν ηνπ ζρήκαηνο (5.3). Ζ εμέιημε 

απηή παξνπζηάδεηαη από ην ζεκείν έληαζεο, ην νπνίν θηλείηαη θαηά κήθνο ηνπ ΑΒ. 

Ζ θπζηθή ζεκαζία είλαη όηη, ην πιηθό ραιαξώλεη ηζνηξνπηθά (ΑΒ) θαη κεηά θηάλεη 

ζε έλα νξηδόληην, απνιύησο πιαζηηθό ζηάδην ζην ζεκείν Β. Δίλαη θαλεξό απηή ε 
απνιύησο πιαζηηθή ζπκπεξηθνξά κπνξεί λα γξαθεί απιά κε ηε δηαγξαθή ηνπ 7w  

θαη κε ην κεδεληζκό ηνπ παξάγνληα ραιάξσζεο (h=0) θάηη πνπ νδεγεί ζην 0H  . 

  Οη θαηαζηαηηθέο ζρέζεηο γηα έλα ηππηθό ζηνηρείν i, εμάγνληαη κε ην λα ζπιιερζνύλ 

ηα αληίζηνηρα κεηξώα γηα ηνπο δύν θόκβνπο ηνπ ζηνηρείνπ, αξρήο θαη ηέινπο 

(έζησ a θαη b). Γηα απιόηεηα, ζεσξείηαη όηη νη αλειαζηηθέο ηδηόηεηεο ησλ δύν 

απηώλ δηαηνκώλ είλαη παλνκνηόηππεο. Άξα νη ζρέζεηο ραιάξσζεο ζε επίπεδν 

κέινπο είλαη νη αθόινπζεο: 

 

0rzHsNw iiiiiTi                                                                            (4.8) 

 

 bTaTiT www                                                                                          (4.9) 

 

 bTaTiT zzz                                                                                            (4.10) 

 

 i3i
2

i
1

iT ssss                                                                                          (4.11) 
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a
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4.3 Μόρυωσε στέσεωλ γηα ειαστοπιαστηθή αλάισσε 
 
  Γύν θιαζζηθέο πξνζεγγίζεηο αλαιύνληαη ζε απηή ηελ ελόηεηα, νη νπνίεο αθνξνύλ 

ηελ ειαζηνπιαζηηθή αλάιπζε. Με θαηάιιειεο ηξνπνπνηήζεηο ζα κνξθσζνύλ νη 

θαηάιιειεο ζρέζεηο αλ εηζέξρεηαη θαη έλα κεηξών θξάηπλζεο ή ραιάξσζεο ζηηο 

ζεσξήζεηο απηέο.  

  Ζ πξώηε πξνζέγγηζε πεξηγξάθεη ηε κε νιόλνκε ζπκπεξηθνξά ζην πλεύκα ηεο 

ζεσξίαο ξνήο ηεο πιαζηηθόηεηαο. Απηή ε ζεώξεζε έρεη λα θάλεη κε ηελ εμάξηεζε 

από ην δξόκν θόξηηζεο (path dependence) θαη κνληεινπνηεί κε αθξίβεηα ηα 

θαηλόκελα ειαζηηθήο απνθόξηηζεο θαη επαλαθόξηηζεο. Απηό θαίλεηαη ζην ζρήκα 

(4.4.α) όπνπ νπνηαδήπνηε απνθόξηηζε από ην νξηδόληην ή ηνλ θαζνδηθό θιάδν ηνπ 

λόκνπ ξνπήο – ζηξνθήο, είλαη ειαζηηθή, δειαδή δηαηεξείηαη ε ηηκή ηεο 

πξνεγνύκελεο πιαζηηθήο ζηξνθήο.  Σα κεγέζε j
i
2r2 h,p,s  είλαη αληίζηνηρα, ε 

απνκέλνπζα ξνπή, ε πιαζηηθή ζηξνθή θαη ε θιίζε ηνπ δηαγξάκκαηνο θαηά ηε 

ραιάξσζε. Παξόι’ απηά, όηαλ ν νξηδόληηνο θιάδνο αληηπξνζσπεύεη ηελ πεξίπησζε 

όπνπ ε θακπηηθή ηθαλόηεηα έρεη εμαληιεζεί, όπσο ζην ζρήκα (4.4.β) ζεσξνύκε όηη 

ζε απηό ηνλ θιάδν ε απνθόξηηζε είλαη αληηζηξέςηκε. Φπζηθά, ε απνθόξηηζε θαηά 

ηνλ θαζνδηθό θιάδν εμαθνινπζεί λα είλαη κε αληηζηξέςηκε. 

 

 
ΣΧΗΜΑ 4.4 Γεληθεπκέλνο λόκνο ξνπήο – ζηξνθήο (a) κε κε νιόλνκε ζπκπεξηθνξά 

(b) κηθηή νιόλνκε θαη κε νιόλνκε ζπκπεξηθνξά (c) νιόλνκε ζπκπεξηθνξά 

 

 Ζ δεύηεξε ζεώξεζε έρεη λα θάλεη κε ηελ νιόλνκε ζπκπεξηθνξά (path 

independent) ζε ζρέζε κε ηελ ζεσξία παξακόξθσζεο ηεο πιαζηηθόηεηαο. Γη’ απηό, 

ζε ζρέζε κε ηελ εηθόλα (4.4.c), θάζε απνθόξηηζε από ηνλ θιάδν ραιάξσζεο είλαη 

πιένλ αληηζηξέςηκε. 

 

4.3.1 Με οιόλοκε αλάισσε 

 

  Σν κε νιόλνκν πξόβιεκα κπνξεί απιά λα κνξθσζεί κε ηε ζπιινγή θαη ηελ 

θαηάιιειε ηξνπνπνίεζε ησλ ζρέζεσλ πνπ πεξηγξάθνπλ ηα ηξία ζηνηρεία ηεο 

ζπκπεξηθνξάο κηαο θαηαζθεπήο: ηε ζηαηηθή, ηελ θηλεκαηηθή θαη ηε ζύλζεζε απηώλ 

ησλ δύν. Οη ηζρύνπζεο ηζόηεηεο πνπ αθνξνύλ νιόθιεξε ηελ θαηαζθεπή κπνξνύλ 

λα γξαθνύλ σο αθνινύζσο: 

 

Bsfaf d                                                                                              (4.15) 

 

uBq T                                                                                                   (4.16) 

 
peq                                                                                                  (4.17) 

 
Ses                                                                                                     (4.18) 
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zNp                                                                                                      (4.19) 

 

0zw,0z,0rHzsNw TT                                                         (4.20) 

 

  Θεσξνύκε όηη ε θαηαζθεπή έρεη δηαθξηηνπνηεζεί ζε d βαζκνύο ειεπζεξίαο, m 

γεληθεπκέλεο εμηζώζεηο (ηάζεηο ή παξακνξθώζεηο) θαη y εμηζώζεηο δηαξξνήο. Ζ 

ζρέζε (4.15) εθθξάδεη ηζνξξνπία, κέζσ ηνπ κεηξώνπ ηζνξξνπίαο ηεο θαηαζθεπήο 
mxdB  , (ε κόξθσζε ηνπ νπνίνπ αθνινπζεί ηε δηαδηθαζία πνπ πεξηγξάθεθε ζηελ 

πξώηε ελόηεηα), κεηαμύ ησλ κεηαβιεηώλ επηθόκβησλ θνξηίσλ daf   (ην a είλαη 

έλαο πνιιαπιαζηαζηήο ηνπ θνξηίνπ), ησλ ζηαζεξώλ επηθόκβησλ θνξηίσλ df (fixed 

loads) θαη ησλ γεληθεπκέλσλ ηάζεσλ ms  . Ζ ζρέζε (4.16) πεξηγξάθεη ηε 

γξακκηθή εμάξηεζε ησλ παξακνξθώζεσλ mq  θαη ησλ επηθόκβησλ κεηαθηλήζεσλ 

du  .   

  Οη ζρέζεηο (4.17)-(4.20) ελζσκαηώλνπλ ηνπο κε νιόλνκνπο θαηαζηαηηθνύο 

λόκνπο. Σν άζξνηζκα ησλ ειαζηηθώλ de   θαη πιαζηηθώλ dp   

παξακνξθώζεσλ, δίλεηαη από ηελ (4.17). Ζ γξακκηθή ειαζηηθόηεηα παξνπζηάδεηαη 

ζηε ζρέζε (4.18) όπνπ ην mxmS  όιεο ηηο κε ζπδεπγκέλεο δπζθακςίεο ησλ 

ζηνηρείσλ. πγθεθξηκέλα, όπσο αλαθέξζεθε ζην θεθάιαην 1, ην κεηξών 

δπζθακςίαο ηνπ ζηνηρείνπ έρνληαο σο κεγέζε αλαθνξάο ηηο ξνπέο ζηα άθξα ηνπ 

θαη ηελ αμνληθή δύλακε είλαη ην εμήο: 

 























ii

ii

i

i

L
EI4

L
EI20

L
EI2

L
EI40

00
L

EA

S                                                                         (4.21) 

 

  πλεπώο, γηα ηελ θαηαζθεπή, ην ζπλνιηθό κεηξών δπζθακςίαο είλαη κηα δηαγώληα 

παξάζεζε ησλ κεηξώσλ δπζθακςίαο ηνπ θάζε ζηνηρείνπ. 

 























i

1

S

.

.

S

S                                                                                    (4.22) 

 

  Οη κεηαβνιέο ησλ πιαζηηθώλ παξακνξθώζεσλ p  νξίδνληαη από έλαλ λόκν ξνήο 

όπσο θαίλεηαη ζηε ζρέζε (4.19) θαη εθθξάδνληαη σο ζπλαξηήζεηο ηνπ ξπζκνύ 

κεηαβνιήο ησλ πιαζηηθώλ πνιιαπιαζηαζηώλ yz   θαη εμαξηώληαη επίζεο από ην 

ζηαζεξό κεηξών ησλ θάζεησλ ζηελ επηθάλεηα δηαξξνήο δηαλπζκάησλ yxmN  . Σν 

δηάλπζκα yw   (κε πεξηνξηζκό πξνζήκνπ) ησλ γξακκηθνπνηεκέλσλ εμηζώζεσλ 

δηαξξνήο, ηξνπνπνηείηαη κέζσ ηνπ κεηξώνπ yxyH  , δειαδή έλα γεληθό κεηξών 

ραιάξσζεο ή θξάηπλζεο, ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ απηνύ πνπ παξνπζηάζηεθε ζηελ 

πξνεγνύκελε ελόηεηα. Σν δηάλπζκα yr  πεξηιακβάλεη ηα όξηα δηαξξνήο. Σέινο, 

ππάξρεη ε ζρέζε ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο (4.20), κεηαμύ ησλ εμηζώζεσλ δηαξξνήο w 

ζε ζρέζε κε ηνπο ξπζκνύο κεηαβνιήο ησλ πιαζηηθώλ πνιιαπιαζηαζηώλ z . Ζ 

παξαπάλσ ζρέζε επηηξέπεη κηα ειαζηηθή απνθόξηηζε αιιά απνθιείεη ην 

ελδερόκελν ηαπηόρξνλε ελεξγνπνίεζε θαη ειαζηηθήο απνθόξηηζεο ηεο ίδηαο 

πιαζηηθήο άξζξσζεο.  
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4.3.2 Οιόλοκε αλάισσε 

 

  Αθνινπζώληαο αληίζηνηρε πνξεία όπσο ζηε κε νιόλνκε αλάιπζε κπνξνύλ λα 

εμαρζνύλ ζρέζεηο πνπ δελ εμαξηώληαη από ηε δηαδξνκή ηεο θόξηηζεο (path 

independent). Όιεο νη ζρέζεηο πιένλ είλαη ζε απόιπηεο πνζόηεηεο. πγθεθξηκέλα, 

από ην πξνεγνύκελν ζεη εμηζώζεσλ απηέο νη νπνίεο κεηαβάιινληαη είλαη νη (4.19), 

(4.20). 

 

Nzp                                                                                                     (4.23) 

 

0zw,0z,0rHzsNw TT                                                       (4.24) 

 

  Ζ ζρέζε (4.23) αληηπξνζσπεύεη ην αληίζηνηρν λόκν ξνήο ζηελ νιόλνκε 

ζπκπεξηθνξά θαη ε αλεμαξηεζία ηεο δηαδξνκήο θόξηηζεο απεηθνλίδεηαη από ηε 

ζρέζε ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο (4.25) κεηαμύ ησλ απνιύησλ πνζνηήησλ w θαη z.  

  Αμίδεη λα ζεκεησζεί όηη κηα νιόλνκε αλάιπζε γίλεηαη ζε έλα βήκα. Απηό ζεκαίλεη 

πσο, γηα έλα ζπγθεθξηκέλν επίπεδν θόξηηζεο af επηρεηξνύκε λα ππνινγίζνπκε ηε 

ζπλνιηθή απόθξηζε ηεο θαηαζθεπήο. Γηα θαηαζθεπέο κε αζηάζεηα πιηθνύ, είλαη 

δπλαηόλ αλ ππάξρεη κηα πνιιαπιόηεηα ιύζεσλ θαη γη’ απηό ε αλάιπζε απαηηεί ηε 

ρξήζε εηδηθώλ αιγνξίζκσλ όπσο απηώλ πνπ πξνηείλνληαη από ηνλ Tin Loi & Tseng, 

ώζηε λα αληρλεπζνύλ όιεο νη ιύζεηο. Μηα κε νιόλνκε αλάιπζε, αληίζεηα, απαηηεί 

κηα βήκα πξνο βήκα πξνζέγγηζε ώζηε λα αληρλεπζνύλ όινη νη δξόκνη ηζνξξνπίαο. 

ηελ επόκελε ελόηεηα ζα πεξηγξαθεί ν αιγόξηζκνο ν νπνίνο αλαπηύρζεθε ζηε 

γιώζζα πξνγξακκαηηζκνύ Matlab ώζηε λα αληηκεησπηζζεί ην ζπγθεθξηκέλν 

πξόβιεκα. 

 

4.4 Αιγόρηζκος γηα αθρηβή κε οιόλοκε αλάισσε 

 
  Δθόζνλ νη θαηαζηαηηθέο ζρέζεηο (4.15)-(4.20) είλαη κε γξακκηθέο, νκνίσο κε 

γξακκηθό είλαη θαη ην κε νιόλνκν ειαζηνπιαζηηθό πξόβιεκα. Παξόι’ απηά, ράξε 

ζηε δηαθξηηνπνηεκέλε πεξηγξαθή ηνπ θνξέα πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε θαη ζηε 

γξακκηθνπνίεζε ησλ επηθαλεηώλ δηαξξνήο, ην πξόβιεκα πνπ πεξηιακβάλεη ηηο 

κεηαβνιέο ησλ κεγεζώλ θαη όρη ηα απόιπηα κεγέζε, κπνξεί λα επηιπζεί κε 

αθξίβεηα. Αξρηθά ζα πξέπεη λα κνξθσζεί κε έλαλ ηξόπν επαλαιεπηηθήο δηαδηθαζίαο 

ζε πεπεξαζκέλα βήκαηα. Ζ πξνζέγγηζε πνπ πξνηείλνπκε είλαη ε αθόινπζε.  

  Αζρνινύκαζηε επηθεληξώλνληαο ηελ πξνζνρή καο ζηα επηβαιιόκελα θνξηία θαη 

όρη ζηηο κεηαθηλήζεηο. Δπηπιένλ, κπνξνύκε λα αθνινπζήζνπκε νπνηνδήπνηε 

αλνδηθό ή θαζνδηθό δξόκν ηζνξξνπίαο κέζσ ηελ αύμεζε ή ηε κείσζε ησλ εθάζηνηε 

κεηαβνιώλ ζηε θόξηηζε, όπσο ζα εμεγεζεί ιεπηνκεξέζηεξα ζηε ζπλέρεηα. 

Θεσξνύκε πσο έλα γλσζηό επίπεδν έληαζεο ζπκβνιίδεηαη κε  , θαη όηη νη 
ζρεηηδόκελεο πνζόηεηεο  z,u,s  έρνπλ αλαπηπρζεί κόλν ζε απηό ην ζηάδην θαηά 

ηελ εμέιημε ηεο ειαζηνπιαζηηθήο ηζηνξίαο. πλεπώο, κηα αλάιπζε πνπ κπνξεί λα 

βξίζθεη ηέηνηεο κεηαβνιέο ζηηο κεηαβιεηέο απόθξηζεο (Γs, Γu, Γz), ώζηε λα 

θηλνύκαζηε από έλα γλσζηό επίπεδν έληαζεο   ζε έλα άγλσζην Γ  , 

κπνξεί απιά λα γξαθεί σο: 

 

sΓBfafΓ d                                                                                          (4.25) 

 

uBqΓ T                                                                                                 (4.26) 

 
pΓeΓqΓ                                                                                            (4.27) 

 
eΓSsΓ                                                                                                 (4.28) 
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zΓNpΓ                                                                                                (4.29) 

 

    0zΓw,0zΓ,0rzΓzHsΓsNw TT                                  (4.30) 

 

 Οη παξαπάλσ ζρέζεηο (4.25)-(4.30) κπνξνύλ εύθνια λα απινπνηεζνύλ θξαηώληαο 

κόλν ηηο κεηαβιεηέο Γz ώζηε λα ζρεκαηηζηεί έλα πξόβιεκα γξακκηθήο 

ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο (LCP). Απηό ην LCP έρεη ηελ εμήο κνξθή: 

 

0zΓw,0zΓ,0wabΓzΓAw T                                                  (4.31) 

 

  Όπνπ: 

 

0rbazAw                                                                                   (4.32) 

 

fKSBNb 1TT                                                                                          (4.33) 

 

ZNNHA T                                                                                           (4.34) 

 

SBSKSBZ 1T                                                                                       (4.35) 

 
TBSBK                                                                                                 (4.36) 

 

  Παξόιν πνπ ην πξόβιεκα (4.31) είλαη ζε κνξθή επαπμεηηθώλ βεκάησλ, κπνξεί 

λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα ιπζεί ην αθξηβέο πξόβιεκα. Υξεζηκνπνηνύληαη αξθεηέο 

δηαδηθαζίεο πνπ πξνηάζεθαλ από ηνλ Franchi & Cohn γηα απνιύησο πιαζηηθή 

ζπκπεξηθνξά ζηελ ειαζηνπιαζηηθή αλάιπζε θαη αξγόηεξα επεθηάζεθαλ γηα 

θαηαζθεπέο κε αζηάζεηα πιηθνύ από ηνλ Bolzon. Δπίζεο, έρνπλ αλαπηπρζεί 

δηάθνξεο λέεο ηερληθέο γηα ην ζθνπό ηνπ πξνβιήκαηνο απηνύ. 

  Κάπνηεο ηδέεο θιεηδηά γηα ηελ αλάπηπμε ηνπ αιγνξίζκνπ πεξηγξάθνληαη ζπλνπηηθά 

παξαθάησ:  

 

a) Απαηηνύληαη εηδηθέο ηξνπνπνηήζεηο ζην πξόβιεκα όηαλ ε αζηάζεηα ηνπ 

πιηθνύ, όπσο παξνπζηάδεηαη ζην ζρήκα (4.4.b), απνηειείηαη όρη κόλν από 

έλα κε νιόλνκν θιάδν ραιάξσζεο ζηνλ νπνίν ε απνθόξηηζε είλαη 

ειαζηηθή, αιιά επίζεο θαη από έλαλ νξηδόληην θιάδν ζηνλ νπνίν ε 

αληηζηξνθή ηνπ ζεκείνπ έληαζεο κεηώλεη πιένλ ηνλ πιαζηηθό 

πνιιαπιαζηαζηή κε νιόλνκν ηξόπν. Γη’ απηό, ε κε νιόλνκε ζπλζήθε 

ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο (4.30) ρξεηάδεηαη λα ηξνπνπνηεζεί γηα λα ιεθζεί 

ππόςε θαη ν νιόλνκνο θιάδνο. Ο αιγόξηζκόο καο κπνξεί λα ιάβεη ππόςε 

θαη ηα αλαζηξέςηκα θαη ηα κε αλαζηξέςηκα θαηλόκελα κέζα ζηηο αλαιύζεηο 

ηνπ, κε ην λα ρξεζηκνπνηεζεί ν θαηάιιεινο δηαρσξηζκόο ζηνπο ηύπνπο ησλ 

ζεκείσλ δηαξξνήο (δειαδή αλ ην ζεκείν έληαζεο βξίζθεηαη ζην νιόλνκν 

θιάδν ή ζην κε νιόλνκν). Πην ζπγθεθξηκέλα, δηαρσξίδνπκε ηηο εμηζώζεηο 

δηαξξνήο, ηεο γλσζηήο θαηάζηαζεο   ζε έλα ελεξγό ζεη (δειαδή νη 
εμηζώζεηο ζηηο νπνίεο 0w  ) θαη ζε έλα κε ελεξγό ζεη  p  (δειαδή νη 

εμηζώζεηο δηαξξνήο ζηηο νπνίεο 0w  ). Απηό ην ελεξγό ζεη ρσξίδεηαη εθ 

λένπ ζε δύν ππνθαηεγνξίεο νη νπνίεο είλαη, ε κε αλαζηξέςηκε  a  (όηαλ 

δειαδή αλαθεξόκαζηε ζηνλ κε νιόλνκν θαζνδηθό θιάδν) θαη ε 
αλαζηξέςηκε  b  (ε νπνία αλαθέξεηαη ζην νιόλνκν νξηδόληην θιάδν). Σν 

LCP ηεο ζρέζεο (4.31) κπνξεί ηόηε λα κνξθσζεί κόλν γηα ην ελεξγό ζεη, 

ώζηε ηειηθά λα θαηαιήμνπκε ζην αθόινπζν πξόβιεκα 

ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο: 
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0zΓwΓ,0zΓ

0abΓzΓAzΓΑwΓ

0abΓzΓAzΓAwΓ

a
T
aa

aaaababα

bababbbb

                                                           (4.37) 

 

Σν πξόβιεκα (4.37) είλαη έλα κηθηό πξόβιεκα ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο 

(MCP), ην νπνίν ραξαθηεξίδεηαη από ηελ παξνπζία εμηζώζεσλ. Δπίζεο, ζηε 
ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε, ηα bzΓ  πιένλ δελ έρνπλ δέζκεπζε πξνζήκνπ. 

Απηό επηηξέπεη ζηηο εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο ηεο ππνθαηεγνξίαο  b  λα 

παξακέλνπλ ελεξγέο (δειαδή ζε θαηάζηαζε δηαξξνήο) αιιά ηαπηόρξνλα, νη 

ζρεηηδόκελνη πιαζηηθνί πνιιαπιαζηαζηέο bz  λα κεηώλνληαη κε νιόλνκν 

ηξόπν. 

 

(b) Οη κεηαβιεηέο aΓ θαη Γz ζρεηίδνληαη κε ην επαπμεηηθό ρξνληθό βήκα tΓ  

κέζσ ησλ ζρέζεσλ: tΓaaΓ   θαη tΓzzΓ  . Υξεζηκνπνηώληαο ηελ 

πξνζέγγηζε ηεο ελεξγήο θαηεγνξίαο εμηζώζεσλ δηαξξνήο, ην MCP (4.37) 

επηιύεηαη γηα θνηλό θνξηηζηηθό πνιιαπιαζηαζηή a  ώζηε λα γίλεη αλαδήηεζε 

γηα λέα ζεκεία δηαξξνήο πνπ απνθνξηίδνληαη θαη γηα λα ππνινγηζηνύλ νη 

αληίζηνηρνη ξπζκνί ησλ κεηαβνιώλ ησλ πιαζηηθώλ πνιιαπιαζηαζηώλ z . 

Όζν ε ελεξγή θαηεγνξία δηαξξνήο παξακέλεη ζηαζεξή εληόο ελόο βήκαηνο, 

κπνξεί λα ππνινγηζηεί ν ειάρηζηνο ρξόλνο Γt, ώζηε λα ζπκβεί είηε ε 

ελεξγνπνίεζε λέσλ πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ ή λα ππάξμεη κείσζε 

νπνηνπδήπνηε αληηζηξέςηκνπ πιαζηηθνύ πνιιαπιαζηαζηή (ζηνπο 

νξηδόληηνπο θιάδνπο). 

 

(c) Με ηελ ύπαξμε ραιάξσζεο, ε ζηαζεξόηεηα, ε κνλαδηθόηεηα ή ε ύπαξμε 

ιύζεσλ δελ εμαζθαιίδεηαη. Οπνηνδήπνηε από ηα παξαπάλσ γεγνλόηα 

κπνξνύλ λα ζπκβνύλ εληόο θάπνηνπ βήκαηνο θόξηηζεο.  

 

  Ο ππνινγηζηηθόο αιγόξηζκνο, όπσο θσδηθνπνηήζεθε ζηε γιώζζα 

πξνγξακκαηηζκνύ Matlab, κπνξεί λα πεξηγξαθεί σο αθνινύζσο, γηα ηε γεληθή 

πεξίπησζε, όπνπ ελεξγνπνηνύληαη ηαπηόρξνλα νιόλνκεο θαη κε νιόλνκεο 

ζπκπεξηθνξέο. 

 

ΒΗΜΑ 1: Οξηζκόο δεδνκέλσλ πιηθνύ, γεσκεηξίαο θνξέα, θόξηηζεο.  

 

  ε απηό ην βήκα αθνινπζνύληαη νη ίδηεο δηαδηθαζίεο όπσο πεξηγξάθεθαλ ζην 

θεθάιαην 2 θαηά ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο γξακκηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ. ε 

θάπνην αξρείν input αλαγξάθνληαη ηα απαξαίηεηα δεδνκέλα ηα νπνία θαινύληαη 

από ην πξόγξακκα θαηά ηελ έλαξμε ηεο αλάιπζεο. 

 

ΒΗΜΑ 2: Δύξεζε ησλ κεηξώσλ πνπ είλαη απαξαίηεηα γηα ηε κόξθσζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο 

 

  Όπσο θαη ζην θεθάιαην 2, αθνινπζεί ε δηαδηθαζία εύξεζεο ηνπ κεηξώνπ 

ηζνξξνπίαο B. ηε ζπλέρεηα ππνινγίδνληαη ηα κεηξώα δπζθακςίαο ηνπ θνξέα (S), 

ην ζπλνιηθό κεηξών ραιάξσζεο ηνπ θνξέα (H – ην νπνίν είλαη θη απηό κηα 

δηαγώληα παξάζεζε ησλ κεηξώσλ ραιάξσζεο ηνπ θάζε ζηνηρείνπ), ην κεηξών ησλ 

ζπληειεζηώλ ησλ θαζέησλ δηαλπζκάησλ ζηηο επηθάλεηεο δηαξξνήο (N), ηα κεηξώα 

b,Ε, Κ,r θηι. 
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ΒΗΜΑ 3:  Οξηζκόο αξρηθώλ ζπλζεθώλ (Initialization) 

 

  Σίζεηαη αξρηθά ην θξηηήξην ηεξκαηηζκνύ ηνπ αιγνξίζκνπ. Απηό κπνξεί λα είλαη ην 

επίπεδν ηνπ θνξηίνπ ή ηεο κεηαηόπηζεο, ή ν κέγηζηνο αξηζκόο δξόκσλ ηζνξξνπίαο 

θηι. ηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε, ζηνλ θώδηθα πνπ αλαπηύρζεθε, ζπλζήθε 

ηεξκαηηζκνύ ηέζεθε απηή ηεο κεγάιεο κεηαηόπηζεο.  

  Από εθεί θη έπεηηα, νη αξρηθέο ζπλζήθεο νξίδνληαη αλάινγα κε ηελ ύπαξμε ή όρη 
ζηαζεξώλ θνξηίσλ ηα νπνία δελ κεηαβάιινληαη κε ην ρξόλν (ην κεηξών )fd . Δάλ 

απηά ηα θνξηία είλαη κεδεληθά, ηόηε ε αξρηθή γλσζηή θαηάζηαζε   είλαη ε εμήο: 

 

a=0, s=0, z=0, w=r                                                                                (4.38) 

 
  ηελ πεξίπησζε πνπ ππάξρνπλ ζηαζεξά θνξηία df ηόηε γίλεηαη επίιπζε ηνπ LCP 

κόλν κε απηά. πγθεθξηκέλα, νξίδεηαη έλα κεηξών c κόλν γηα ζηαζεξά θνξηία: 

 

d
1TT fKSBNc                                                                                        (4.39) 

 

  Καη ην πξόβιεκα LCP πνπ ιύλεηαη είλαη ην αθόινπζν: 

 

0zΓw,0zΓ,0rczΓAw T                                                          (4.40) 

 

  πλεπώο, από ηελ επίιπζε ηνπ παξαπάλσ LCP πξνθύπηνπλ ηα αξρηθά 
rczΓAws,zΓ 0,00  . ηηο πεξηζζόηεξεο πεξηπηώζεηο πάλησο, επεηδή ηα 

ζηαζεξά θνξηία αθνξνύλ θπξίσο κόληκα θνξηία, ίδηα βάξε θιπ, κηα θαηαζθεπή 

είλαη ζρεδηαζκέλε κε ηξόπν ώζηε λα κε ζρεκαηίδνληαη πιαζηηθέο αξζξώζεηο κε ηελ 

επηβνιή θαη κόλν απηώλ. Άξα νη πιαζηηθνί ζπληειεζηέο (πνπ δείρλνπλ πόζν έρεη 

εηζρσξήζεη κηα δηαηνκή ζηελ πιαζηηθή πεξηνρή) ζα παξακέλνπλ κεδέλ θαη ηόηε, νη 

αξρηθέο ζπλζήθεο ζα αθνινπζνύλ ηε ζρέζε (4.38). 

  Με ηνλ θαζνξηζκό ησλ αξρηθώλ απηώλ πνζνηήησλ, νινθιεξώλεηαη ε κόξθσζε 

ηεο αξρηθήο γλσζηήο θαηάζηαζεο 0   γηα t=0. 

  Όζν ε θαηαζθεπή ζπκπεξηθέξεηαη ειαζηηθά ππνινγίδεηαη ην πξώην επαπμεηηθό 

θνξηίν πνπ απαηηείηαη γηα ηελ πξώηε πιαζηηθνπνίεζε. 

 

 y,...,1iζεάθγηα,0
b

r
minaΓ

i

i 








                                                     (4.41) 

 

ΒΗΜΑ 4:  Έιεγρνο απνθόξηηζεο 

 

  Καηά ην γλσζηό επίπεδν έληαζεο  , ππνινγίδνληαη ηα κεηξώα θαη ηα 
δηαλύζκαηα: ppapbpababbabaa w,b,b,A,A,A,A,A,A . Σα παξαπάλσ είλαη ππνκεηξώα ή 

ππνδηαλύζκαηα ησλ Α,b ή w ηα νπνία πξνθύπηνπλ κεηά από θαηάιιειε 
αλαδηάηαμε. Δάλ όιεο νη εμηζώζεηο δηαξξνήο είλαη ζεηηθέο )0w(  , θάηη ην νπνίν 

είλαη πνιύ πηζαλόλ λα ζπκβαίλεη θαηά ην πξώην βήκα, ηόηε επηιύεηαη ην απιό LCP 

όπσο θαίλεηαη ζηε ζρέζε (4.31). Αλ όκσο δελ είλαη όιεο νη εμηζώζεηο δηαξξνήο 

ζεηηθέο, ηόηε ζα πξέπεη λα ιπζεί ην αθόινπζν MCP. 

 















0zw,0z

0abzAzΑw

0abzAzAw

a
T
aa

aaaababα

bababbbb







                                                                    (4.42) 

 

  Σν παξαπάλσ πξόβιεκα επηιύεηαη γηα δύν πεξηπηώζεηο. Γηα θνξηίν κε βήκα 

1aθαη1a   . Δάλ βξεζεί ιύζε γηα ηε δεύηεξε πεξίπησζε, απηό ζεκαίλεη όηη ν 
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θνξέαο έρεη πεξηέιζεη πιένλ ζε αζηαζή θαηάζηαζε, όπνπ νη παξακνξθώζεηο 

απμάλνληαη κε κείσζε ηνπ θνξηίνπ.  

 

  ην ηέινο ηνπ βήκαηνο απηνύ, ζπιιέγνληαη νη ιύζεηο πνπ πξνέθπςαλ. Δπηιέγεηαη 

θάπνηα από απηέο θαη ν αιγόξηζκνο ζπλερίδεηαη ζην βήκα 5. 

 

 

ΒΗΜΑ 5:  Δύξεζε ελεξγνπνίεζεο λέσλ επηπέδσλ δηαξξνήο 

 

  Σν ειάρηζην ρξνληθό βήκα Γt πνπ πξνέξρεηαη είηε από ηελ ελεξγνπνίεζε λέσλ 

επηπέδσλ δηαξξνήο (κεηά από ρξόλν )tΓ 1  ή γηα απνθόξηηζε ηεο αληηζηξέςηκεο 

ππνθαηεγνξίαο (κεηά από ρξόλν )tΓ 2  όηαλ ην θνξηίν έρεη γίλεη tΓaa  , κπνξεί λα 

ππνινγηζηεί από ηελ αθόινπζεο γξακκηθέο εμηζώζεηο: 

 

 
 pjζεάθγηα0

)zAzAba(

w
mintΓ

jbpbapap

jp

1 
















                                  (4.43) 

 

 
 

 bkζεάθγηα,0
z

z
mintΓ

kb

kb
2 

















                                                    (4.44) 

 

 21 tΓ,tΓmintΓ                                                                                      (4.45) 

 
  Όπνπ πξνθαλώο, νη πνζόηεηεο az  θαη bz  έρνπλ πξνέιζεη από ην βήκα 4. 

Μνξθώλεηαη ζηε ζπλέρεηα ε λέα εληαηηθή θαηάζηαζε   θαη αλαλεώλνληαη νη 

αθόινπζεο πνζόηεηεο: 
rabAzw,zΓzz,aΓaa        

 

ΒΗΜΑ 6:  Σεξκαηηζκόο 

 

  Δάλ έρνπκε θηάζεη ην θξηηήξην ηεξκαηηζκνύ, ή όιεο νη ιύζεηο πνπ βξέζεθαλ ζην 

βήκα 4 έρνπλ εμαληιεζεί, ζηακαηάεη ν αιγόξηζκόο. Αιιηώο, επηζηξέθνπκε ζην 

βήκα 4 θαη ζπλερίδνπκε κε ηελ εληαηηθή θαηάζηαζε  . 

 

  Γηα πεξεηαίξσ δηεπθξίληζε, είλαη ρξήζηκν λα θάλνπκε ηηο αθόινπζεο δηεπθξηλίζεηο: 

 

(a) Αξρηθά ζα γίλεη έλα ζρόιην ζρεηηθά κε ηε κνλαδηθόηεηα ηεο ιύζεο θαη ηηο 

ηδηόηεηεο ζηαζεξόηεηαο ηεο θαηαζθεπήο. Όηαλ ην bbA είλαη αληηζηξέςηκν 

(δελ ζα ήηαλ, γηα παξάδεηγκα, αλ θάπνηεο από ηηο γξακκέο απηνύ ηνπ 

κεηξώνπ ήηαλ γξακκηθώο εμαξηεκέλεο) κπνξνύκε λα κεηαβάιινπκε ην 

MCP ζηελ αθόινπζε κνξθή LCP: 

 

0zw,0z,bazAw a
T
aaaaaaa                                                                (4.46) 

 

Όπνπ: 

 

   b1
bbabaaba

1
bbabaaaa bAAbb,AAAAA                                                    (4.47) 

 

  To κεηξών aaA  θαηά ηελ θαηάζηαζε  , παίδεη έλα ζεκαληηθό ξόιν ζην λα 

θαζνξηζηεί ε κνλαδηθόηεηα ηεο ιύζεο θαη νη ηδηόηεηεο ζηαζεξόηεηαο ηεο 
θαηαζθεπήο ζε απηό ην βήκα. Όπσο είλαη πνιύ γλσζηό, αλ ην κεηξών aaA  

είλαη ζεηηθά νξηζκέλν, απηό ζεκαίλεη ηελ ύπαξμε θαη ηε κνλαδηθόηεηα κηαο 
ιύζεο. Παξόι’ απηά, αλ ην κεηξών aaA  είλαη ζεηηθά εκηνξηζκέλν, απηό 
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ζεκαίλεη όηη ππάξρεη ιύζε, αιιά δελ είλαη απαξαίηεηα ε κνλαδηθή. ε 

ηέηνηα πεξίπησζε, ην επίπεδν έληαζεο   ζα βξίζθεηαη ζε κηα θαηάζηαζε 

νπδέηεξεο (όρη αζηαζνύο) ηζνξξνπίαο.  

 

(b) Όζν ππάξρνπλ δηρνηνκήζεηο ησλ ιύζεσλ ζε νπνηνδήπνηε βήκα θόξηηζεο, 

πνπ νδεγνύλ ζε πνιιαπιά κνλνπάηηα ηζνξξνπίαο, ρξεηαδόκαζηε λα ηα 

εληνπίζνπκε όια ιύλνληαο ην MCP θαη γηα 1aθαη1a   .  

(c) Έλα νξηαθό ζεκείν είλαη απηό ζην νπνίν γηα 1a  δελ ππάξρεη ιύζε. Απηό 

καο επηηξέπεη λα αληρλεύζνπκε, γηα παξάδεηγκα, πόηε έλαο κεραληζκόο 

θαηάξξεπζεο ζρεκαηίδεηαη γηα ηελ πεξίπησζε ηεο πιήξνπο πιαζηηθόηεηαο. 

(d) Αληί λα ζπλερηζηεί ε αλάιπζε γηα όινπο ηνπο δξόκνπο ηζνξξνπίαο πνπ 

βξίζθνληαη ζην αληίζηνηρν βήκα, κπνξνύκε λα επηιέμνπκε λα 

αθνινπζήζνπκε κόλν ηνλ θξίζηκν δξόκν ηζνξξνπίαο. Έλα απιό θαη 

θαηάιιειν ελεξγεηαθό θξηηήξην, βαζηδόκελν ζην έξγν δεπηέξαο ηάμεο, 

ρξεζηκνπνηείηαη γηα απηή ηε δηαδηθαζία. Θα κπνξνύζε δειαδή, γηα 

παξάδεηγκα, γηα λα επηιερζεί ν θξίζηκνο θαζνδηθόο θιάδνο ηζνξξνπίαο ζα 

εξεπλνύζακε πνηνο παξάγεη ην κέγηζην έξγν δεπηέξαο ηάμεο. 

(e) Δίλαη απαξαίηεην θαη λα ειεγρζεί αλ γηα 0a   ππάξρεη ιύζε ζην MCP. 

Απηό είλαη αλαγθαίν επεηδή πξέπεη λα ειεγρζεί αλ ππάξρεη θάπνηνο 

«ςεπδν-κεραληζκόο». Σέηνηνη ςεπδν-κεραληζκνί είλαη αιιαγέο 

ζπκπεξηθνξάο ηεο θαηαζθεπήο εληόο ηνπ ίδηνπ βήκαηνο θόξηηζεο. 

Πξνθαινύληαη όηαλ θαηλνύξηεο πιαζηηθέο αξζξώζεηο ελεξγνπνηνύληαη κε 

απμαλόκελνπο πιαζηηθνύο πνιιαπιαζηαζηέο, ελώ ηαπηόρξνλα θάπνηνη 

άιινη πιαζηηθνί πνιιαπιαζηαζηέο κεηώλνληαη.  

 

 
4.5 Ο αιγόρηζκος τοσ Lemke 

 
  ηνλ θώδηθα πνπ αλαπηύρζεθε ζην Matlab πξνθεηκέλνπ λα επηιπζνύλ ζε θάζε 

βήκα ηα πξνβιήκαηα γξακκηθήο ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο (LCP) πνπ παξνπζηάδνληαη, 

ρξεζηκνπνηήζεθε ν έηνηκνο αιγόξηζκνο ηνπ Lemke, ηθαλόο λα εληνπίζεη ηε ιύζε ζε 

ηέηνηα πξνβιήκαηα, ν νπνίνο είλαη δηαζέζηκνο ζην δηαδίθηπν. Σν πιενλέθηεκά ηνπ 

είλαη όηη πξόθεηηαη γηα έλαλ αιγόξηζκν εύρξεζην θαη εύθνιν ζηελ θαηαλόεζε, 

αξθεηά όκσο επαίζζεην ζε αξηζκεηηθέο αζηάζεηεο. πλεπώο, ήηαλ απαξαίηεην, 

θαηά ηελ επίιπζε ησλ παξαδεηγκάησλ, λα ειεγρζνύλ πνηνηηθά ηα απνηειέζκαηα 

γηα ην αλ ππάξρεη θπζηθό λόεκα ζε απηά ή λα γίλεη ζύγθξηζε ησλ επηιύζεσλ ησλ 

πξνβιεκάησλ κε άιιεο επηιύζεηο πνπ έρνπλ γίλεη θαηά θαηξνύο κε άιιεο 

κεζόδνπο. Σα απνηειέζκαηα, ζηα πιαίζηα ηεο παξνύζαο εξγαζίαο, είλαη 

ηθαλνπνηεηηθά. Θα κπνξνύζε επίζεο, ζαλ ελαιιαθηηθή ιύζε γηα ηελ αληηκεηώπηζε 

ησλ πξνβιεκάησλ LCP, λα πξνγξακκαηηζηεί ε κέζνδνο ηνπ θεληξηθνύ ζεκείνπ 

(pivoting scheme algorithm) θαη απηή λα ρξεζηκνπνηεζεί εληόο ηνπ θώδηθα ν 

νπνίνο αλαπηύρζεθε. 

  Ο αιγόξηζκνο Lemke ιύλεη ζπγθεθξηκέλα ην αθόινπζν πξόβιεκα γξακκηθήο 

ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο: 

 
  0qMz'z,0z,0qMz                                                                   (4.48) 

 

  Απαξαίηεηε γηα ηνλ αιγόξηζκν είλαη ε εηζαγσγή ηνπ κεηξώνπ M, ην νπνίν, 

ζύκθσλα κε ηε ζρέζε (5.46) γηα ην πξόβιεκά καο, είλαη ην:  

 

 ba1
bbabaaaa AAAAAM                                                                          (4.49) 

  

  Οκνίσο, πξέπεη λα εηζαρζεί ην δηάλπζκα q, ην νπνίν ζα είλαη: 

 

  b1
bbabaa bAAbabaq                                                                       (4.50) 
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 Σέινο, απαξαίηεηνο είλαη θαη ν νξηζκόο ελόο δηαλύζκαηνο 0z , πνπ ζα απνηειεί κηα 

πξώηε εθηίκεζε ηεο ιύζεο γηα ηα z. Απηό ην δηάλπζκα κπνξεί λα ηεζεί σο κεδεληθό 

ή κε ηπραία λνύκεξα σο νξίζκαηα. Ό,ηη θη αλ επηιερζεί ζαλ αξρηθή βάζε ιύζεσλ 

δελ επεξεάδεη ηνλ αιγόξηζκν θαηά ηελ εύξεζε ηεο ηειηθήο ιύζεο.  

  Ο αιγόξηζκνο ηνπ Lemke, έηζη όπσο βξίζθεηαη ζε θσδηθνπνηεκέλε κνξθή ζην 

δηαδίθηπν, είλαη ν αθόινπζνο: 

 
% LEMKE Solves standard linear complementarity problems (LCPs). 

% An LCP solves 

%   Mz+q >=0, z>=0, z'(Mz+q)=0. 

% USAGE 

%   [z,err]=lemke(M,q,z0); 

% The input z0 defines a starting basis; it can be either 

% an initial guess of the solution or a vector of zeros and ones 

% with ones representing those z(i) thought to be non-zero in the 

% solution.  For example, passing z=[1.5;0;2.2] has the same 

% effect as passing z=[1;0;1]. 

% If z0 is omitted the origin is used as a starting basis. 

% ERR returns an error condition: 

%   0: Solution found 

%   1: Maximum iterations exceeded 

%   2: Unbounded ray termination 

%   3: Initial basis cannot be computed - try new value of z0 

% If NARGOUT==1, a warning message is displayed instead. 

% 

% ALGORITHM 

%   Uses a modified Lemke's algorithm (complementary pivoting) 

%   The algorithm is modified to allow a user defined initial basis. 

%   If no initial solution vector is supplied, a covering ray of ones 

%   is used. 

 

% Copyright (c) 1997-2002, Paul L. Fackler & Mario J. Miranda 

% paul_fackler@ncsu.edu, miranda.4@osu.edu 

 

function [z,err] = lemke(M,q,z0) 

 

n = length(q); 

 

if nargin<4, ineqind=ones(n,1); end 

if nargin<3, z0=[]; end 

 

if size(M)~=[n n] 

error('Matrices are not compatible'); 

end 

 

zer_tol = 1e-5; 

piv_tol = 1e-8; 

maxiter = min(1000,50*n); 

err=0; 

 

% Trivial solution exists 

if all(q>=0) 

z=zeros(n,1); return; 

end 

 

% Initializations 

% (note: all variables are initialized to their appropriate sizes) 

z = zeros(2*n,1); 

j=zeros(n,1); 
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iter=0; 

theta=0; 

ratio=0; 

leaving=0; 

Be=ones(n,1); 

x=q; 

bas=zeros(n,1); 

nonbas=zeros(n,1); 

 

t = 2*n+1;      % Artificial variable 

entering=t;     % is the first entering variable 

 

% Determine initial basis 

if isempty(z0) 

bas=[]; 

nonbas=(1:n)'; 

else 

bas=find(z0>0); 

nonbas=find(z0<=0); 

end 

 

B=spalloc(n,n,nnz(M));       % allocate memory for B 

B=-speye(n); 

 

% Determine initial values 

if ~isempty(bas) 

B=[M(:,bas) B(:,nonbas)]; 

if condest(B)>1e16        z=[]; err=3; return 

end 

x=-(B\q); 

end 

 

% Check if initial basis provides solution 

if all(x>=0) 

z(bas)=x(1:length(bas)); 

z=z(1:n); 

return 

end 

 

% Determine initial leaving variable 

[tval,lvindex]=max(-x); 

bas=[bas;(n+nonbas)]; 

leaving=bas(lvindex); 

 

bas(lvindex)=t;       % pivot in the artificial variable 

 

U=x<0; 

%U=ones(n,1);         % Alternative artificial vector 

Be=-(B*U); 

x=x+tval*U; 

x(lvindex)=tval; 

B(:,lvindex)=Be; 

 

% Main iterations begin here 

for iter=1:maxiter 

% Check if done; if not, get new entering variable 

if (leaving == t) break 

elseif (leaving <= n) 

  entering = n+leaving; 

  Be=zeros(n,1); Be(leaving)=-1; 

else 
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  entering = leaving - n; 

  Be = M(:,entering); 

end 

d = B\Be; 

 

% Find new leaving variable 

j=find(d>piv_tol);                  % indices of d>0 

if isempty(j)                       % no new pivots - ray termination    

err=2; 

  break 

end 

theta=min((x(j)+zer_tol)./d(j));    % minimal ratios, d>0 

j=j(find((x(j)./d(j))<=theta));     % indices of minimal ratios, d>0 

lvindex=find(bas(j)==t);            % check if artificial among these 

if ~isempty(lvindex)                % Always use artificial if 

possible 

  lvindex=j(lvindex); 

else                                % otherwise pick among set of max 

d 

  [theta,lvindex]=max(d(j));          lvindex=find(d(j)==theta); 

  lvindex=ceil(length(lvindex)*rand(1,1));  % if multiple choose 

randomly 

  lvindex=j(lvindex); 

end 

leaving=bas(lvindex); 

 

% Perform pivot 

ratio=x(lvindex)./d(lvindex); 

x = x - ratio*d; 

x(lvindex) = ratio; 

B(:,lvindex) = Be; 

bas(lvindex) = entering; 

end                                   % end of iterations 

if iter>=maxiter & leaving~=t err=1; end 

 

z(bas) = x; z = z(1:n); 

 

% Display warning messages if no error code is returned 

if nargout<2 & err~=0 

s='Warning: solution not found - '; 

if err==1 

  disp([s 'Iterations exceeded limit']); 

elseif err==2 

  disp([s 'Unbounded ray']); 

elseif err==3 

  disp([s 'Initial basis infeasible']); 

end 

end 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Διαζηνπιαζηηθή αλάιπζε πιαηζίσλ κε ραιάξσζε πιηθνύ (softening)                            Κεθάιαην 4 

 
 

 
Ρνπζήο Μηράιεο                       Διαζηνπιαζηηθή Αλάιπζε Ραβδσηώλ Φνξέσλ κε Υαιάξσζε Τιηθνύ 

  

87 

4.6 Δυαρκογές 
 
  Όπσο αλαθέξζεθε θαη πξνεγνπκέλσο, ζε δεκνζηεύζεηο ηνπ ν Tin Loi έρεη 

επηρεηξήζεη λα ιύζεη ην πξόβιεκα απηό, ρξεζηκνπνηώληαο ην πξόγξακκα GAMS 

(General Algebraic Modeling System) ην νπνίν εμεηδηθεύεηαη ζην καζεκαηηθό 

πξνγξακκαηηζκό θαη κνληεινπνίεζε. Γηα ηελ επίιπζε ηνπ MCP ρξεζηκνπνίεζε ηελ 

επέθηαζε ηνπ πξνγξάκκαηνο πνπ νλνκάδεηαη GAMS/PATH. ηελ παξνύζα εξγαζία, 

γηα ηελ αλάπηπμε ηνπ θώδηθα ρξεζηκνπνηήζεθε κόλν ε γιώζζα πξνγξακκαηηζκνύ 

Matlab. 

  Θα παξνπζηαζηνύλ ηέζζεξα παξαδείγκαηα, ηα πεξηζζόηεξα εθ ησλ νπνίσλ έρνπλ 

επηιπζεί θαη από ηνλ Tin Loi θαη ηελ νκάδα ηνπ κε ην ινγηζκηθό GAMS, ώζηε λα 

ππάξρεη θαη ζύγθξηζε ησλ απνηειεζκάησλ. Σα παξαδείγκαηα απηά εμαθξηβώλνπλ 

ηε κέζνδν πνπ παξνπζηάζηεθε πξνεγνπκέλσο, αιιά ηαπηόρξνλα θαηαδεηθλύνπλ 

ηελ πνιππινθόηεηα ηεο απόθξηζεο αθόκα θαη γηα απιέο θαηαζθεπέο θαη ηελ 

επίδξαζε ησλ αμνληθώλ δπλάκεσλ αλ απηέο ζπκπεξηιεθζνύλ κέζσ ηεο 

αιιειεπίδξαζεο ζηηο αλαιύζεηο.  

  ε όιεο ηηο πεξηπηώζεηο, νη ζεηηθέο θαη νη αξλεηηθέο ηδηόηεηεο δηαξξνήο 

ζεσξήζεθαλ όηη είλαη παλνκνηόηππεο. Γηα ηελ πεξίπησζε ζπλδπαζκέλσλ ηάζεσλ 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ νη εμήο ηηκέο: 

 

1ccj pp),Jζεάθγηα(,1a,85,01γtan   

 

  Δπίζεο, γηα όια ηα παξαδείγκαηα, ζεσξήζεθε όηη ηα επίπεδα απνκέλνπζαο 
έληαζεο rr  ήηαλ ζεκαληηθά, γη’ απηό θαη πηνζεηήζεθε κηα θαζαξά κε νιόλνκε 

ζπκπεξηθνξά. ην παξάδεηγκα 1, όπνπ παξνπζηαδόηαλ θαζαξά θακπηηθή 

ζπκπεξηθνξά, ρξεζηκνπνηήζεθαλ νη αθόινπζεο (ρσξίο αιιειεπίδξαζε) ζπλζήθεο 

δηαξξνήο: 
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                    (4.51) 

 

 Όπνπ νη εμηζώζεηο δηαξξνήο 31 w,w αλαθέξνληαη αληίζηνηρα, ζε ραιάξσζε πνπ 

πξνθαιείηαη από ζεηηθέο ή αξλεηηθέο ξνπέο θαη νη εμηζώζεηο δηαξξνήο 42 w,w  

εθθξάδνπλ ηελ ελεξγνπνίεζε ηεο δηαξξνήο, αλ βξηζθόκαζηε ζηνπο ζεηηθνύο ή 

αξλεηηθνύο αληίζηνηρα, θιάδνπο ηνπ δηαγξάκκαηνο. ε απηήλ ηελ πεξίπησζε, 

ρξεζηκνπνηήζεθε ν λόκνο κεηθηνύ νιόλνκνπ, κε νιόλνκνπ πξνβιήκαηνο (mixed 

reversible – irreversible) θαζώο ζεσξήζεθε εμάληιεζε ηεο θακπηηθήο ηθαλόηεηαο 

ζηνλ νξηδόληην θιάδν  r2s . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Διαζηνπιαζηηθή αλάιπζε πιαηζίσλ κε ραιάξσζε πιηθνύ (softening)                            Κεθάιαην 4 

 
 

 
Ρνπζήο Μηράιεο                       Διαζηνπιαζηηθή Αλάιπζε Ραβδσηώλ Φνξέσλ κε Υαιάξσζε Τιηθνύ 

  

88 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 1 
 

  ε απηό ην πξώην παξάδεηγκα, ην νπνίν είρε παιηόηεξα ρξεζηκνπνηεζεί από ηνλ 

Bolzon θαη ηνλ Tin Loi ζηελ έξεπλά ηνπο γηα ηελ επηξξνή ησλ γεσκεηξηθώλ 

θαηλνκέλσλ δεπηέξαο ηάμεο ζε πιαίζηα, παξνπζηάδεηαη ε πνιππινθόηεηα ηνπ 

πξνβιήκαηνο, θαζώο δελ απνηειεί κηα ξεαιηζηηθή θαηαζθεπή, αιιά πεξηζζόηεξν 

κηα αθαδεκατθή ζεσξεηηθή εθαξκνγή. Παξέρεη έλα επξύ θάζκα απνθξίζεσλ γηα 
δηαθνξεηηθέο ηηκέο ησλ θιίζεσλ ηνπ θαζνδηθνύ θιάδνπ jh . Ο θνξέαο είλαη κηα 

απιή ακθίπαθηε δνθόο, όπσο θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα, πνπ ππόθεηηαη ζε έλα 

ζεκεηαθό θνξηίν aF, όπνπ F=10kN. To ζύκβνιν u απνηειεί ηε βύζηζε ηεο δνθνύ 

ζην κέζνλ ηεο.  

 

 
 

ΣΧΗΜΑ 4.5 Φνξέαο παξαδείγκαηνο 1 

 

  Σν κνληέιν έρεη ηξεηο βαζκνύο ειεπζεξίαο απνηειείηαη από δύν ζηνηρεία, κε ηε 

δηαξξνή λα πξνθαιείηαη κόλν από θάκςε. Οη ειαζηηθέο δπζθακςίεο θαη ησλ δύν 

δνθώλ, ζεσξήζεθαλ όηη είλαη ίζεο κε 2kNm3060  θαη νη θακπηηθέο ηθαλόηεηεο 

δηαξξνήο ίζεο κε: kNm72,54Mp  , ρσξίο απνκέλνπζα θακπηηθή ηθαλόηεηα  r2s .  

Έγηλαλ αλαιύζεηο γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο θιίζεο ηνπ θαζνδηθνύ θιάδνπ 

ραιάξσζεο.  

 

  πγθεθξηκέλα:  
  kNm8160,5610,3060,2040,0hj   

 

  Οη απνθξίζεηο ηεο θαηαζθεπήο γηα ηηο δηάθνξεο θιίζεηο, παξνπζηάδνληαη ζε 

δηαγξάκκαηα a-u. Δπίζεο ζεκεηώλεηαη αλ ε πιαζηηθή άξζξσζε ζε θάζε θαηάζηαζε 

βξίζθεηαη ζηνλ θαζνδηθό θιάδν ή ζηνλ νξηδόληην. Αλακέλεηαη πνιιαπιόηεηα 

ιύζεσλ ζε κεξηθέο πεξηπηώζεηο θαη γη’ απηό είλαη αλαγθαίν λα ιπζεί ην γεληθό κε 

νιόλνκν πξόβιεκα. 

 

  ηα ζρόιηα θάησ από θάζε δηάγξακκα, ζεκεηώλεηαη γηα θάζε ζεκείν ε θαηάζηαζε 

ζηελ νπνία βξίζθεηαη ν θνξέαο. Υσξίο θύθιν, αλαθέξνληαη νη θόκβνη νη νπνίνη δελ 

έρνπλ αθόκα δηαξξεύζεη, κε ζθνύξν θύθιν αλαθέξνληαη νη θόκβνη νη νπνίνη 

βξίζθνληαη ζηνλ θαζνδηθό θιάδν ηνπ δηαγξάκκαηνο θαη κε ιεπθό θύθιν νη θόκβνη 

νη νπνίνη έρνπλ πεξάζεη ζηνλ επζύγξακκν (νιόλνκν) θιάδν ηνπ δηαγξάκκαηνο 

ξνπώλ ζηξνθώλ.  
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ΣΧΗΜΑ 4.6 πκπεξηθνξά θαηαζθεπήο γηα h=0kNm 

Α  

 

    Γηα h=0, νη ηξεηο θξίζηκεο δηαηνκέο παξνπζηάδνπλ ηειείσο πιαζηηθή 

ζπκπεξηθνξά. ην ζεκείν Α ηνπ δηαγξάκκαηνο, ζρεκαηίδνληαη ηαπηόρξνλα ηξεηο 

πιαζηηθέο αξζξώζεηο, νη νπνίεο δεκηνπξγνύλ έλαλ κεραληζκό θαηάξξεπζεο. Ζ 

θαηαζθεπή ζε απηό ην ζεκείν θαηαξξέεη. Φπζηθά, ζε απηήλ ηελ απιή πεξίπησζε, 

ην νξηαθό θνξηίν κπνξεί λα ππνινγηζηεί κε θιαζζηθέο κεζόδνπο ελεξγεηαθώλ 

ζεσξεκάησλ. ηελ πεξίπησζή καο, ν θνξηηζηηθόο ζπληειεζηήο πξνθύπηεη ίζνο κε 

a=14,592 θαη ην θνξηίν θαηάξξεπζεο aF=145,92kN.  

 

h=-3060 kNm

0

2

4

6

8

10

12

14

16

0 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03

Βύζησε v (m)

Φ
ο

ρ
τ
ησ

τ
ηθ

ό
ς
 σ

σ
λ
τ
ε
ι
ε
σ

τ
ή

ς
 a

 

Α  Β  C  D  

 

 

ΣΧΗΜΑ 4.7 πκπεξηθνξά θαηαζθεπήο γηα h=-3060kNm 

A

A

B

C

D
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ΣΧΗΜΑ 4.8  πκπεξηθνξά θαηαζθεπήο γηα h=-2040kNm 

A  B    C  

 

  Όηαλ ε θιίζε ηνπ θαζνδηθνύ θιάδνπ είλαη h=-2040kNm ή h=-3060kNm, ε 

αξρηθή ειαζηηθή ζπκπεξηθνξά είλαη παλνκνηόηππε κε ηελ πεξίπησζε h=0 (θαζαξά 

πιαζηηθή ζπκπεξηθνξά). Καη ζηηο δύν πεξηπηώζεηο αζηάζεηαο, ην ζεκείν Α 

αληηπξνζσπεύεη έλα νξηαθό ζεκείν. ηελ πεξίπησζε πνπ h=-2040kNm, ε ξνπή 

ζηε κεζαία πιαζηηθή άξζξσζε έγηλε 0 ζην ζεκείν B θαη ν θόκβνο θηλήζεθε πηα 

θαηά ηνλ νξηδόληην θιάδν ηνπ δηαγξάκκαηνο όπνπ ε ζηξνθή είλαη ειεύζεξε. 

Σειηθά, νη άιιεο δύν δηαηνκέο αθνινύζεζαλ κέρξη ην ζεκείν C, όπνπ θακία ηνπο 

δελ κπνξνύζε λα αλαιάβεη ξνπή άξα είρακε θαη ηελ θαηάξξεπζε. Γηα h=-3060kNm 

ε απόθξηζε ήηαλ παξόκνηα, εθηόο απ’ ην γεγνλόο όηη νη θόκβνη ζηηο ζηεξίμεηο 

πξώηα απνθνξηίζηεθαλ (ζεκείν Β δηάγξακκα 4.7) κεηά επαλαθνξηίζηεθαλ (ζεκείν 

C δηάγξακκα 4.7) κέρξη λα θηάζνπκε ζηελ θαηάξξεπζε ζην ζεκείν D.    

  Πην αλαιπηηθά ζα κειεηεζεί ε πεξίπησζε πνπ h=-5610kNm γηαηί γηα πξώηε θνξά 

εκθαλίδνληαη δηρνηνκήζεηο ησλ ιύζεσλ ζηνπο δξόκνπο ηζνξξνπίαο (bifurcations). 
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ΣΧΗΜΑ 4.9 πκπεξηθνξά θαηαζθεπήο γηα h=-5610kNm 
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Δπεμήγεζε ζεκείσλ δηαγξάκκαηνο (4.9) 

 

Α  Β  C  D  Δ    

F  G  Η  

 

  Παξνπζηάδνληαη νη εμήο δξόκνη ηζνξξνπίαο: 

 

HGFA

HEDA

CBA







 

 

  ην αξηζκεηηθό κνληέιν ζεσξήζεθαλ ηξεηο θξίζηκεο δηαηνκέο νη νπνίεο 

αξηζκήζεθαλ σο εμήο: ε 1 ζην αξηζηεξό άθξν ηνπ πξώηνπ ζηνηρείνπ, ε 2 θαη ε 3 ην 

αξηζηεξό θαη δεμηό άθξν αληίζηνηρα ηνπ δεπηέξνπ ζηνηρείνπ. Σν δεμί άθξν ηνπ 

πξώηνπ ζηνηρείνπ ζεσξήζεθε ειαζηηθό. Αθνινπζώληαο ηε ζρέζε (4.51), ηέζζεξηο 

εμηζώζεηο δηαξξνήο είλαη αλαγθαίεο γηα λα πεξηγξάςνπλ ηελ πιαζηηθνπνίεζε 

θαζεκηάο από απηέο ηηο δηαηνκέο. Οη 12 εμηζώζεηο δηαξξνήο αξηζκήζεθαλ δηαδνρηθά 

σο εμήο: 1-4 γηα ηε δηαηνκή 1, 5-8 γηα ηε δηαηνκή 2, 9-12 γηα ηε δηαηνκή 3.  

  Σν πξώην θαηλόκελν δηαξξνήο από ηε ζρέζε (4.41), πξνέθπςε από ηαπηόρξνλε 

δηαξξνή όισλ ησλ θξίζηκσλ δηαηνκώλ νη νπνίεο πεξηήιζαλ ζηνλ θαζνδηθό θιάδν. 

Σν ζεη εμηζώζεσλ δηαξξνήο πνπ ελεξγνπνηήζεθαλ ήηαλ:  11,7,1  γηα Γα=14.592. 

Σν λέν επίπεδν έληαζεο 2  κπνξεί ηόηε λα ππνινγηζηεί (ζεκείν Α) κε ην κε 

αλαζηξέςηκν ζεη    11,7,1a   θαη ην αλαζηξέςηκν ζεη    b . Σν MCP επηιύζεθε 

γηα 1a   θαη γηα 1a  . Σν πξώην δελ έδσζε θακία ιύζε. Σν δεύηεξν όκσο, πνπ 

απνηειεί δειαδή κηα κείσζε ζην θνξηίν, έδσζε ηέζζεξηο ιύζεηο: 

 

 
 
 
 

 
 
 
 

  

ba
3

a z

75.3,75.3,75.3

92.2,0,92.2

0,61.1,0

0,0,0

w10x

0,0,0

0,08.0,0

05.1,0,05.1

95.0,40.0,94.0

z   

 
 Δθόζνλ ε 4ε ιύζε πεξηείρε όια ηα az  κεδεληθά ( ηαπηόρξνλε απνθόξηηζε όισλ 

ησλ δηαηνκώλ), απνκαθξύλζεθε από ην ζεη ησλ ιύζεσλ. Δπηιέρζεθε αξρηθά ε 
ιύζε 1 γηα λα ππνινγηζηεί όηη Γt=10.423 από ηηο ζρέζεηο (4.43)-(4.45) κε ην 1tΓ  

λα είλαη ην θξίζηκν θαη λα πξνθαιεί ελεξγνπνίεζε θαη λέσλ εμηζώζεσλ δηαξξνήο, 

ησλ 2 θαη 12. 

  ηελ θαηάζηαζε 2  ( a=4,169 ζην ζεκείν Β), νη πιαζηηθέο ζηξνθέο 62 p,p  ζηηο 

δηαηνκέο δίπια ζηηο ζηεξίμεηο έρνπλ θηάζεη ζηηο θξίζηκεο ηηκέο ηνπο. Απηό 

αληηζηνηρεί ζηελ εμάληιεζε ηεο θακπηηθήο ηνπο ηθαλόηεηαο θαη νδεγεί ζην 

ζρεκαηηζκό αληηζηξέςηκσλ πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ. ε απηό ην ζηάδην έρνπκε όηη: 

       12,11,2,1b,7a  . Σν MCP επηιύζεθε γηα 1a   αιιά δελ έδσζε θάπνηα 

ιύζε. Παξόι’ απηά, γηα 1a   ππήξμαλ δύν ιύζεηο: 

 

 
 

 
 

 
 

3
ba

3
a 10x

84.1,84.1,84.1,84.1

17.1,17.1,17.1,17.1
z

5.7

0
w10x

0

34.1
z 












   

 

  Δμαηηίαο ηεο απνθόξηηζεο όισλ ησλ ελεξγώλ πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ, ε δεύηεξε 

ιύζε απνξξίθζεθε. Αληίζεηα, ε πξώηε ιύζε ρξεζηκνπνηήζεθε ώζηε λα 
ππνινγηζηεί ην Γt=4.169 (ην ειάρηζην κεηαμύ ηνπ 169.4tΓ 1  πνπ ελεξγνπνηεί 
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ηελ εμίζσζε δηαξξνήο 8 θαη ηνπ 338.8tΓ 2  πνπ απνθνξηίδεη όιεο ηηο εμηζώζεηο 

ηνπ ζεη {b}). 

  Πξνέθπςε ηόηε ε εληαηηθή θαηάζηαζε 3  κε 0a  (ζεκείν C), ζηελ νπνία ε 

πιαζηηθή ζηξνθή 5p  ηεο κεζαίαο δηαηνκήο, κεηαθηλήζεθε ζην αληηζηξέςηκν 

νξηδόληην θιάδν κε {a}={}, {b}={1,2,7,8,11,12}. Απηόο ν πξώηνο δξόκνο 

ηζνξξνπίαο έιεμε ζην ζεκείν C, θαζώο δελ ππήξρε θακία ιύζε γηα ην MCP είηε γηα 

1a   είηε γηα 1a  . 

 

  Δξεπλήζεθε ηόηε ε δεύηεξε ιύζε πνπ είρε βξεζεί ζηελ θαηάζηαζε 1 , ε νπνία 

πεξηιάκβαλε ηελ απνθόξηηζε ηεο πιαζηηθήο άξζξσζεο (ηελ εμίζσζε δηαξξνήο 7). 

Με παξόκνην ηξόπν, πάληα αγλνώληαο όζεο ιύζεηο έδηλαλ πιήξε απνθόξηηζε, 

κνξθώζεθε ε θαηάζηαζε 4  γηα 306.5a  (ζεκείν D), κε ηελ ελεξγνπνίεζε δύν 

πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ αληηζηξέςηκσλ, δίπια ζηηο ζηεξίμεηο: {α}={}, 

{b}={1,2,11,12}. Σόηε επαλαθνξηίζηεθε ε πιαζηηθή άξζξσζε ζην κέζνλ ηεο 

δνθνύ, θηάλνληαο ζηελ εληαηηθή θαηάζηαζε 5  γηα 296.7a  (ζεκείν E): 

{a}={7}, {b}={1,2,11,12}. Απηόο ν δεύηεξνο δξόκνο ηζνξξνπίαο νινθιεξώζεθε 

ζηελ θαηάζηαζε 6  (ζεκείν C) όηαλ ε ηάζε ζηε κεζαία δηαηνκή κεηαθηλήζεθε 

ζηνλ νξηδόληην θιάδν: {a}={}, {b}={1,2,7,8,11,12}.  

 

  Ο ηειεπηαίνο δξόκνο ηζνξξνπίαο εξεπλήζεθε δηαιέγνληαο ηελ ηξίηε ιύζε πνπ 

είρε βξεζεί ζηελ θαηάζηαζε 1  (απνθόξηηζε ησλ πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ ζηηο 

ζηεξίμεηο, γηα ηηο εμηζώζεηο δηαξξνήο 1,11). Φηάζακε ζηελ θαηάζηαζε 7  γηα 

653.2a   (ζεκείν F), θάηη πνπ νδήγεζε ζε κηα πιαζηηθή άξζξσζε ζην κέζνλ 

όπνπ ε ζηξνθή ήηαλ ειεύζεξε: {a}={}. {b}={7,8}. Καη νη δύν πιαζηηθέο 

αξζξώζεηο επαλαθνξηίζηεθαλ ζηελ θαηάζηαζε 8  (ζεκείν G) κε 296.7a  όπνπ 

{a}={1,11}. {b}={7,8}. Σέινο, ν δξόκνο ηζνξξνπίαο νινθιεξώζεθε όηαλ 

ζρεκαηίζηεθαλ νη αληηζηξέςηκεο πιαζηηθέο αξζξώζεηο θαη ζηηο δύν ζηεξίμεηο ζηελ 

θαηάζηαζε 9 (ζεκείν Ζ): {a}={}, {b}=1,2,7,8,11,12}. Δθόζνλ θαη νη ηξεηο 

ιύζεηο κειεηήζεθαλ, ε αλάιπζε ζεσξήζεθε νινθιεξσκέλε. 

 

  πλνπηηθά, γηα απηήλ ηελ ηηκή ηεο θιίζεο ηνπ δηαγξάκκαηνο ραιάξσζεο 

(h=5610kNm) θάζε θξίζηκν θαηλόκελν αλαπαξίζηαηαη κε έλα από ηα γξάκκαηα Α 

σο Ζ. Οη ζέζεηο θαη ε θαηεγνξία ησλ πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ πνπ εκθαλίδνληαη ζην 

θνξέα, αλαπαξίζηαληαη ζην ζρήκα (4.9) θαη ζην ππόκλεκά ηνπ. ην ζρήκα απηό 

θαίλνληαη θαη νη ηξεηο δξόκνη ηζνξξνπίαο (ΟΑΒC, OADEC, OAFGH). Γηα παξάδεηγκα, 

γηα ην δξόκν ηζνξξνπίαο OABC, ην δνθάξη, μεθηλώληαο από ην Ο, ζρεκαηίδεη ηξεηο 

πιαζηηθέο αξζξώζεηο ζηηο ζηεξίμεηο θαη ζην κέζνλ (ζεκείν Α), κεηά ραιαξώλεη ζην 

Β (όπνπ νη δύν πιαζηηθέο αξζξώζεηο ζηηο ζηεξίμεηο εμαληινύλ ηελ θακπηηθή ηνπο 

ηθαλόηεηα θαη θηάλνπλ ζηνλ νξηδόληην θιάδν) θαη ηέινο εκθαλίδεηαη έλα 

θαηλόκελν snapback ζην C, όπνπ θαη ε δηαηνκή ζην κέζνλ ράλεη ηελ θακπηηθή ηεο 

ηθαλόηεηα. Πξέπεη λα ζεκεηώζνπκε όηη θαηλόκελα snapback ήηαλ εκθαλή ζηνπο 

θιάδνπο AF, BC, EC. 

 

  Γηα ηελ ηηκή h=-5610kNm, παξαηεξήζεθαλ ηξεηο δξόκνη ηζνξξνπίαο, ν θαζέλαο 

κε ηα δηθά ηνπ μερσξηζηά ραξαθηεξηζηηθά, θάηη πνπ θαηαδεηθλύεη θαη ηελ 

πνιππινθόηεηα ηνπ θαηλνκέλνπ. Αλ επηρεηξήζνπκε λα ζέζνπκε ζην πξόβιεκα, κηα 

ηηκή θιίζεο ηνπ θαζνδηθνύ θιάδνπ ίζε κε h=-8160kNm, ηα απνηειέζκαηα πνπ 

πξνθύπηνπλ δείρλνπλ θαλεξά πόζν πεξίπινθν κπνξεί λα γίλεη ην πξόβιεκα, όζν 

πην έληνλε γίλεηαη ε αζηάζεηα ηνπ πιηθνύ κε ηελ αύμεζε ηεο θιίζεο h ηνπ 

δηαγξάκκαηνο. 
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h=-8160 kNm
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h=-8160 kNm

Γρόκος ησορροπίας Ο-Α-F-E-L-M-N
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h=-8160 kNm

Γρόκος ησορροπίας Ο-Α-H-I-D-E-C
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h=-8160 kNm

Γρόκος ησορροπίας Ο-Α-B-C
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h=-8160 kNm

Γρόκος ησορροπίας Ο-Α-D-E-C
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h=-8160 kNm

Γρόκος ησορροπίας Ο-Α-J-K-M-N
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ΣΧΗΜΑ 4.10.1-4.10.6  πκπεξηθνξά θαηαζθεπήο γηα h=-8160kNm 
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Δπεμήγεζε ζεκείσλ δηαγξακκάησλ (4.10.1-4.10.6) 

 

Α  Β  C  D  Δ    

 

F  G  Η  Ι   J  

                                                          
 

K   L  M  N  

            
 
  Γηα θιίζε kNm8160hj  ε θαηαζθεπή έθηαζε ζε έλα ζεκείν δηρνηόκεζεο ησλ 

ιύζεσλ ζην Α (bifurcation point). Από εθεί, βξέζεθαλ 3 ζπκκεηξηθνί δξόκνη 

ηζνξξνπίαο (ΑBC, ADEC, AFGN) θαη 6 κε ζπκκεηξηθνί δξόκνη ηζνξξνπίαο (AFGLMN, 

AHIDEC, AJKMN, κε πιαζηηθέο αξζξώζεηο λα ζρεκαηίδνληαη είηε ζην δεμί είηε ζην 

αξηζηεξό άθξν). ηα δηαγξάκκαηα (4.10.1) σο θαη (4.10.6) θαίλνληαη κε 

ιεπηνκέξεηα όινη νη δξόκνη ηζνξξνπίαο p-δ. Δίλαη ελδηαθέξνλ λα παξαηεξήζνπκε 

όηη εθηόο από αζηάζεηα πνπ νδεγεί ζε θαηλόκελα snapback θαη ειαζηηθή ηνπηθή 

απνθόξηηζε, ππάξρεη θαη έλα δεύηεξν ζεκείν δηρνηόκεζεο ησλ ιύζεσλ ζην G (πνπ 

νδεγεί είηε ζην ζπκκεηξηθό θιάδν GN είηε ζηνπο κε ζπκκεηξηθνύο θιάδνπο GLMN). 

  Γηα ηε ζπγθεθξηκέλε θαηαζθεπή, νη κέγηζηνη θνξηηζηηθνί ζπληειεζηέο γηα όιεο ηηο 

πεξηπηώζεηο αζηάζεηαο ηνπ πιηθνύ βξέζεθαλ λα είλαη ίδηνη (a=14.592), θαη ην 

νξηαθό ζεκείν απηό αληηζηνηρνύζε ζην όξην ηεο ειαζηηθήο πεξηνρήο ηεο 

θαηαζθεπήο. Όινη νη δξόκνη ηζνξξνπίαο θαίλνληαη ζην παξαθάησ ζρήκα. 

 

h=-8160 kNm
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ΣΧΗΜΑ 4.11 ύλνιν δξόκσλ ηζνξξνπίαο γηα h=-8160 
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ 2 
 
  ε απηό ην δεύηεξν παξάδεηγκα, παξνπζηάδεηαη έλα ηξηόξνθν πιαίζην ελόο 

αλνίγκαηνο, κε έθθεληξνπο ζπλδέζκνπο δπζθακςίαο κνξθήο ιάκδα, όπσο θαίλεηαη 

ζην αθόινπζν ζρήκα. πγθεθξηκέλα, ππόθεηηαη ζε απμαλόκελα θνξηία (kN) ηα 

νπνία έρνπλ ζαλ θνξηηζηηθό ζπληειεζηή ην a θαη γηα ηελ νξηδόληηα θαη γηα ηελ 

θαηαθόξπθε δηεύζπλζε. To v ζπκβνιίδεη ηελ νξηδόληηα κεηαθίλεζε ηνπ δεμηνύ 

θόκβνπ ηνπ ηειεπηαίνπ νξόθνπ.  

 

 
ΣΧΗΜΑ 4.12 Φνξέαο εθαξκνγήο 2 

 

  Ο θνξέαο ηνπ παξαδείγκαηνο πξνζνκνηώλεηαη κε 21 κέιε, 14 θόκβνπο θαη 36 

βαζκνύο ειεπζεξίαο. Σν κέηξν ειαζηηθόηεηαο ηνπ πιηθνύ είλαη 28kNm10*2E   

θαη έρνπλ ζεσξεζεί ηξεηο δηαθνξεηηθέο θαηεγνξίεο δηαηνκώλ. Οη πξόηππεο δηαηνκέο 

είλαη θαηά ηνπο ακεξηθάληθνπο θαλνληζκνύο, επεηδή απηέο ρξεζηκνπνηήζεθαλ θαηά 

ηελ επίιπζε ζην κνληέιν ηνπ Tin Loi & Tangaramvong. 

 

1) Γηαηνκή ππνζηπισκάησλ          310UC118          Mp=548.8kNm    Np=4200kN 

2) Γηαηνκή δνθώλ                        200UB18.2         Mp=57.6kNm     Np=742.4kN 

3) Γηαηνκή δηαγσλίσλ ζπλδέζκσλ  SHS125/125/9   Mp=57.75kNm   Np=1365kN 

 

  ε όιεο ηηο αλαιύζεηο, ηα κέιε ησλ δηαγσλίσλ ζπλδέζκσλ ζεσξήζεθαλ όηη 

πηνζεηνύλ κηα απνιύησο πιαζηηθή ζπκπεξηθνξά. Δπίζεο, γηα ηηο αλαιύζεηο πνπ 

πεξηιάκβαλαλ θαη αζηάζεηα πιηθνύ, ζεσξήζεθε όηη γηα όια ηα ππνζηπιώκαηα: 

  
h=-202.79kNm, 7.0rr   

 

  Καη γηα ηηο δνθνύο: 

 
h=-41.04kNm, 7.0rr   

 

  ε θάζε θνξέα έγηλαλ νη εμήο αλαιύζεηο: 

1) Με νιόλνκε αλάιπζε (path dependent) γηα αιιειεπίδξαζε θαη θαζαξά 

πιαζηηθή ζπκπεξηθνξά 

2) Με νιόλνκε αλάιπζε γηα θαζαξή θακπηηθή ζπκπεξηθνξά (pure bending) 

θαη αζηάζεηα πιηθνύ (softening).  

3) Με νιόλνκε αλάιπζε γηα αιιειεπίδξαζε αμνληθήο θαη αζηάζεηα πιηθνύ 
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  Σα απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ αλαιπηηθά ζπλνςίδνληαη ζηα παξαθάησ 

δηαγξάκκαηα: 
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ΣΧΗΜΑ 4.13 Αιιειεπίδξαζε αμνληθήο – απόιπηα πιαζηηθή ζπκπεξηθνξά 

 

  Καηαξρήλ παξαηεξείηαη κηα ηαύηηζε ησλ απνηειεζκάησλ όζνλ αθνξά ηηο δηθέο 

καο επηιύζεηο κε ηνλ θώδηθα πνπ αλαπηύρζεθε ζε Matlab θαη ηα δεδνκέλα ησλ 

επηιύζεσλ ηνπ Tin Loi ν νπνίνο αλέιπζε ηνλ ίδην θνξέα, κε ηα ίδηα γεσκεηξηθά 

ζηνηρεία θαη ηδηόηεηεο πιηθνύ, κε ηε βνήζεηα ηνπ ινγηζκηθνύ GAMS. Απηό είλαη κηα 

έλδεημε όηη ν αιγόξηζκνο πνπ παξάρζεθε έρεη κηα ηθαλνπνηεηηθή αθξίβεηα.  

  Ζ ειαζηηθή απόθξηζε έδσζε θνξηηζηηθό ζπληειεζηή a=57.853 πξηλ ηε δεκηνπξγία 

νξηζκέλσλ πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ ζηηο δνθνύο. Αμίδεη λα ζεκεησζεί όηη ε ειαζηηθή 

ζπκπεξηθνξά ηνπ πιαηζίνπ ήηαλ παλνκνηόηππε θαη γηα ηα ηξία είδε αλαιύζεσλ πνπ 

έγηλαλ. Ζ πνξεία ηνπ θνξέα ζηε κεηειαζηηθή πεξηνρή ήηαλ ε αθόινπζε: 

  ρεκαηηζκόο πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ ζε δηάθνξα δνθάξηα. Έπεηηα, όηαλ ν 

θνξηηζηηθόο ζπληειεζηήο έγηλε: a=118.85 θαη a=120.02 ζρεκαηίζηεθαλ δηαδνρηθά 

δύν πιαζηηθέο αξζξώζεηο ζηηο δηαηνκέο ησλ ππνζηπισκάησλ. Αξγόηεξα, δηέξξεπζε 

έλαο από ηνπο ζπλδέζκνπο δπζθακςίαο γηα a=122.76 θαη ηνλ αθνινύζεζε άιινο 

έλαο γηα a=122.94. Ζ αλάιπζε νινθιεξώζεθε γηα a=123.2, αθνύ πιένλ ε 

αληίζηνηρε νξηδόληηα κεηαθίλεζε είρε θηάζεη v=0.75m, θαη πιένλ παξαβηάδεη ηε 

ζεώξεζε κηθξώλ κεηαθηλήζεσλ. εκεηώλεηαη όηη ην θνξηίν θαηάξξεπζεο πνπ 

πξνθύπηεη από κηα θιαζζηθή νξηαθή αλάιπζε ήηαλ a=124.148. Οη ζέζεηο ησλ 

πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ ζην κέγηζην θνξηίν, θαίλνληαη ζην επόκελν ζρήκα. 

 
ΣΧΗΜΑ 4.14 Πιαζηηθέο αξζξώζεηο γηα κέγηζην θνξηίν (perfectly plastic case) 
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Combined action softening
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ΣΧΗΜΑ 4.15 Αιιειεπίδξαζε αμνληθήο – ραιάξσζε πιηθνύ 

Pure Bending softening
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ΣΧΗΜΑ 4.16 Καζαξά θακπηηθή ζπκπεξηθνξά – ραιάξσζε πιηθνύ 

ύγθρησε αλαιύσεωλ
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ΣΧΗΜΑ 4.17 ύγθξηζε αλαιύζεσλ A,B,C 
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  Γηα ηηο πεξηπηώζεηο Β (combined stress) θαη C (pure bending) νη πιαζηηθέο 

αξζξώζεηο πνπ πεξλνύζαλ ζηνλ θιάδν αζηάζεηαο, ζρεκαηίδνληαλ πξώηα ζε 

δηαηνκέο δνθώλ. Οη απνθξίζεηο άξρηζαλ λα δηαθέξνπλ όηαλ ν θνξηηζηηθόο 

ζπληειεζηήο έγηλε a=65.31 όηαλ θαη νη πςειέο αμνληθέο δπλάκεηο μεθίλεζαλ λα 

επεξεάδνπλ θαη δνθνύο θαη ππνζηπιώκαηα.  

  Γηα a=114.37 θαη a=115.12 δύν δηαηνκέο ππνζηπισκάησλ έγηλαλ πιαζηηθέο 

αξζξώζεηο ζηελ πεξίπησζε B. Σν κέγηζην θνξηίν έθηαζε ην a=116.54 όηαλ θαη νη 

θάησ ζύλδεζκνη δπζθακςίαο άξρηζαλ λα ζρεκαηίδνπλ πιαζηηθή άξζξσζε κε 

απνιύησο πιαζηηθή ζπκπεξηθνξά (όπσο έρεη ζεσξεζεί γηα απηήλ ηελ θαηεγνξία 

δηαηνκώλ ζε όιεο ηηο πεξηπηώζεηο αλαιύζεσλ). Δίλαη μεθάζαξν, πσο ε παξνπζία 

ηνπηθήο ζπκπεξηθνξάο αζηάζεηαο νδεγεί ζε θάπνηα κείσζε (πεξίπνπ 4-5%) ηεο 

θέξνπζαο ηθαλόηεηαο ηεο θαηαζθεπήο ζε ζρέζε κε ηε ζεώξεζε θαζαξά πιαζηηθήο 

ζπκπεξηθνξάο, όπσο έγηλε ζηελ πεξίπησζε Α. 

  Γηα ηελ πεξίπησζε Γ, ε ζπλνιηθή απόθξηζε ηεο θαηαζθεπήο αθνινύζεζε ζρεδόλ 

ηνλ ίδην δξόκν κε απηήλ ησλ ζπλδπαζκέλσλ εληάζεσλ αιιειεπίδξαζεο ζηελ 

πεξίπησζε B. Παξόι’ απηά, ηα θνξηία ζηα νπνία ζρεκαηίζηεθαλ νη αληίζηνηρεο 

πιαζηηθέο αξζξώζεηο, ήηαλ πςειόηεξα, όπσο ήηαλ θαη αλακελόκελν. Οη δύν 

δηαηνκέο ζηε βάζε ησλ ππνζηπισκάησλ δηέξξεπζαλ γηα θνξηία a=118.13 θαη 

a=118.78 αληίζηνηρα. Ζ θαηαζθεπή έθηαζε ζην κέγηζηό ηεο θνξηίν όηαλ a=119.54 

κε ηελ ελεξγνπνίεζε ηεο απνιύησο πιαζηηθήο δηαηνκήο ζηνπο ζπλδέζκνπο 

δπζθακςίαο. Δίλαη θαλεξό, πσο ε εηζαγσγή ησλ αμνληθώλ δπλάκεσλ ζηηο 

αλαιύζεηο, νδεγεί ζε κηα κείσζε (ηεο ηάμεο ηνπ 2%) ζηε κέγηζηε θέξνπζα 

ηθαλόηεηα ηεο θαηαζθεπήο πνπ ππόθεηηαη ζε αζηάζεηα πιηθνύ. Οη πιαζηηθέο 

αξζξώζεηο ζηε ζέζε ηνπ κέγηζηνπ θνξηίνπ, γηα ηηο αλαιύζεηο B θαη C, βξίζθνληαλ 

ζηηο ίδηεο ζέζεηο, όπσο θαη ζηελ αλάιπζε A θαη παξνπζηάδνληαη ζην αθόινπζν 

ζρήκα.  

 

 
ΣΧΗΜΑ 4.18 Πιαζηηθέο αξζξώζεηο γηα κέγηζην θνξηίν αλαιύζεσλ B θαη C 

(combined action softening & pure bending softening) 
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ 3 
 
  Σν ηξίην παξάδεηγκα αθνξά νπζηαζηηθά ην πξνζνκνίσκα ηνπ Μπζηαθίδε (ν 

νπνίνο όκσο ζηηο αλαιύζεηο ηνπ είρε ζεσξήζεη θαζαξά θακπηηθή ζπκπεξηθνξά), ην 

νπνίν παξνπζηάζηεθε θαη ζηελ ελόηεηα 2, ζηηο εθαξκνγέο ηνπ γξακκηθνύ 

πξνγξακκαηηζκνύ.  

  Σν πιαίζην είλαη ηξηώλ αλνηγκάησλ θαη ηξηώλ νξόθσλ θαη έρεη έθθεληξνπο 

ζπλδέζκνπο δπζθακςίαο κνξθήο ιάκδα. Τπόθεηηαη ζε ζηαζεξά θαηαθόξπθα θνξηία 

(kN) θαη ζε απμαλόκελα νξηδόληηα θνξηία (kN) πνπ ραξαθηεξίδνληαη από ην 

θνξηηζηηθό ζπληειεζηή a, όπσο θαίλεηαη θαη ζην αθόινπζν ζρήκα. To v ζπκβνιίδεη 

ηελ νξηδόληηα κεηαθίλεζε ηνπ ηειεπηαίνπ νξόθνπ (m). Σν πξνζνκνίσκα 

απνηειείηαη από 45 κέιε, 34 θόκβνπο θαη 90 βαζκνύο ειεπζεξίαο. 

 

 
ΣΧΗΜΑ 4.19 Φνξέαο παξαδείγκαηνο 3 

 

Σν κέηξν ειαζηηθόηεηαο ηνπ πιηθνύ είλαη 28kNm10*2E   θαη έρνπλ ζεσξεζεί 

ηξεηο δηαθνξεηηθέο θαηεγνξίεο δηαηνκώλ. Οη πξόηππεο δηαηνκέο είλαη θαηά ηνπο 

ακεξηθάληθνπο θαλνληζκνύο, επεηδή απηέο ρξεζηκνπνηήζεθαλ θαηά ηελ επίιπζε ζην 

κνληέιν ηνπ Tin Loi & Tangaramvong. 

 

1) Γηαηνκή ππνζηπισκάησλ          310UC118       Mp=548.8kNm    Np=4200kN 

2) Γηαηνκή δνθώλ                        250UB18.2      Mp=102.08kNm  Np=1046.4kN 

3) Γηαηνκή δηαγσλίσλ ζπλδέζκσλ  150UC30        Mp=80kNm         Np=1235.2kN 

 

  ε όιεο ηηο αλαιύζεηο, ηα κέιε ησλ δηαγσλίσλ ζπλδέζκσλ ζεσξήζεθαλ όηη 

πηνζεηνύλ κηα απνιύησο πιαζηηθή ζπκπεξηθνξά. Δπίζεο, γηα ηηο αλαιύζεηο πνπ 

πεξηιάκβαλαλ θαη αζηάζεηα πιηθνύ, ζεσξήζεθε όηη γηα όια ηα ππνζηπιώκαηα: 

  

h=-202.79kNm, 7.0rr   

 

Γηα ηηο δνθνύο ηνπ αλνίγκαηνο 2: 

 
h=-69.1kNm, 7.0rr   

 

Γηα ηηο δνθνύο ηνπ αλνίγκαηνο 1 θαη 3: 

 
h=-69.1kNm, 7.0rr   ζηα άθξα ησλ δνθώλ 

h=-34.55kNm, 7.0rr   ζηηο ζέζεηο επηβνιήο ησλ θαηαθνξύθσλ θνξηίσλ 
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  Όπσο θαη ζην παξάδεηγκα 2, ππάξρεη κόλν έλαο δξόκνο ηζνξξνπίαο γηα θαζέλα 

από ηα ηξία είδε αλαιύζεσλ. Σα απνηειέζκαηα από επίιπζε ζην Matlab, αιιά θαη 

ε ζύγθξηζή ηνπο κε ηελ επίιπζε ηνπ Tin Loi ζην GAMS, θαίλνληαη ζηα αθόινπζα 

δηαγξάκκαηα.  

 

 

 

Combined action perfectly plastic   (h=0)
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ΣΧΗΜΑ 4.20 Αιιειεπίδξαζε αμνληθήο – απόιπηα πιαζηηθή ζπκπεξηθνξά 

 

 

 

Combined action softening
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ΣΧΗΜΑ 4.21 Αιιειεπίδξαζε αμνληθήο – ραιάξσζε πιηθνύ 
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Pure Bending softening

0

20

40

60

80

100

120

140

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

Ορηδόλτηα κεταθίλεσε v (m)

Φ
ο

ρ
τ
ησ

τ
ηθ

ό
ς
 σ

σ
λ
τ
ε
ι
ε
σ

τ
ή

ς
 a

Επίλυση με GAMS Επίλυση με Matlab
 

 

ΣΧΗΜΑ 4.22 Καζαξά θακπηηθή ζπκπεξηθνξά – ραιάξσζε πιηθνύ 

 

ύγθρησε αλαιύσεωλ

0

20

40

60

80

100

120

140

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

Ορηδόλτηα κεταθίλεσε v (m)

Φ
ο

ρ
τ
ησ

τ
ηθ

ό
ς
 σ

σ
λ
τ
ε
ι
ε
σ

τ
ή

ς
 a

Combined Action (perfectly plastic) Combined action( softening) Pure bending (softening)
 

 

ΣΧΗΜΑ 4.23 ύγθξηζε αλαιύζεσλ A,B,C 

 

  ε όιεο ηηο αλαιύζεηο, νη πξώηε θαη ε δεύηεξε πιαζηηθή άξζξσζε αλαπηύρζεθε 

ζηηο δνθνύο ζηα ίδηα επίπεδα θόξηηζεο a=59.059 θαη a=60.010 αληίζηνηρα. Όηαλ ε 

θαηαζθεπή θνξηίζηεθε παξαπάλσ από a=60.010 νη ζπλνιηθέο απνθξίζεηο ζε όιεο 

ηηο αλαιύζεηο, άξρηζαλ λα παξνπζηάδνπλ θάπνηεο δηαθνξνπνηήζεηο. Γηα παξάδεηγκα, 

ε επίδξαζε ηεο αζηάζεηαο πιηθνύ, κπνξεί λα γίλεη θαλεξή ζην δηάγξακκα (5.16), 

αλ ζπγθξηζεί ε αλάιπζε Α όπνπ είρακε πιήξε πιαζηηθή ζπκπεξηθνξά, κε ηελ 

αλάιπζε αζηάζεηαο πιηθνύ B. Δπίζεο, ε επηξξνή ησλ αιιειεπίδξαζεο  αύμεζε ηελ 

απόθξηζε γηα αζηάζεηα πιηθνύ, όπσο θαίλεηαη αλ ζπγθξηζεί ην κέγηζην ησλ 

πεξηπηώζεσλ Β θαη C.  

  ηελ αλάιπζε A, νη πιαζηηθέο αξζξώζεηο, κε πιήξε πιαζηηθή ζπκπεξηθνξά, 

ζπλέρηδαλ λα ζρεκαηίδνληαη ζε δηαηνκέο δνθώλ, κέρξη ην θνξηίν a=114.863 όπνπ 

κηα πιαζηηθή άξζξσζε εκθαλίζηεθε ζε θάπνην ππνζηύισκα ζηε βάζε ηνπ 

πιαηζίνπ. Γηα a=119.392 αλαπηύρζεθε πιαζηηθή άξζξσζε ζε έλαλ από ηνπο θάησ 

έθθεληξνπο ζπλδέζκνπο δπζθακςίαο. Ζ αλάιπζε νινθιεξώζεθε γηα a=120.436 

θαη v=0.75m θαζώο κηα πεξεηαίξσ αύμεζε ηνπ θνξηίνπ ζα παξαβίαδε ζνβαξά ηελ 
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παξαδνρή ησλ κηθξώλ παξακνξθώζεσλ. Μηα θιαζζηθή νξηαθή αλάιπζε έδηλε 

θνξηίν θαηάξξεπζεο a=120.644. 

  ηελ αλάιπζε B, δεκηνπξγήζεθε κία πιαζηηθή άξζξσζε πνπ πέξαζε ζηνλ θιάδν 

ηεο ραιάξσζεο, ζε θάπνην ππνζηύισκα ζηε βάζε ηνπ πιαηζίνπ, γηα a=113.170. Ζ 

ζηαδηαθή αύμεζε ηνπ θνξηίνπ νδήγεζε ζε δηαξξνή κεξηθώλ δνθώλ θαη 

ππνζηπισκάησλ. Όηαλ ν θνξηηζηηθόο ζπληειεζηήο έθηαζε a=116.688, κία 

πιαζηηθή άξζξσζε μεθίλεζε λα ζρεκαηίδεηαη ζηνλ θάησ έθθεληξν ζύλδεζκν 

δπζθακςίαο. Σειηθά, ν θνξηηζηηθόο ζπληειεζηήο πξνζέγγηζε  ην a=116.785. Ζ 

αζηάζεηα ηνπ πιηθνύ πξνθάιεζε κηα κείσζε ζην νξηαθό θνξηίν, ηεο ηάμεο ηνπ 3% 

θαη πάιη, ζε ζύγθξηζε κε ηελ αλάιπζε Α όπνπ είρακε απόιπηα πιαζηηθή 

ζπκπεξηθνξά.  

  ηελ πεξίπησζε C, είρακε δηαξξνή ζηε βάζε ησλ ππνζηπισκάησλ θαη ησλ θάησ 

ζπλδέζκσλ δπζθακςίαο γηα θνξηηζηηθνύο ζπληειεζηέο a=114.979 θαη a=118.889 

αληηζηνίρσο. Όπσο ήηαλ αλακελόκελν, ην νξηαθό θνξηίν a=118.982 έθηαζε ζε 

πςειόηεξν επίπεδν (ηεο ηάμεο πεξίπνπ ηνπ 2%) ζπγθξηλόκελν κε ηελ αλάιπζε 

αιιειεπίδξαζεο Β.  

  Οη ζέζεηο ησλ πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ ζην κέγηζην ησλ θνξηίσλ πνπ 

παξνπζηάζηεθαλ θαίλνληαη ζηα παξαθάησ ζρήκαηα. 

 

 
ΣΧΗΜΑ 4.24 Θέζεηο πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ γηα αλάιπζε Α (perfectly plastic) 

 

                                                

 
ΣΧΗΜΑ 4.25 Θέζεηο πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ αλάιπζεο Β (combined stress/softening) 
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ 4 
 
  To ηειεπηαίν παξάδεηγκα απηήο ηεο ελόηεηαο αθνξά ην ξεαιηζηηθό πιαίζην ηεο 

ελληαόξνθεο θαηαζθεπήο πνπ θαίλεηαη ζην ζρήκα (5.23). Τπόθεηηαη ζε απμαλόκελα 

θαηαθόξπθα ζεκεηαθά θνξηία ηεο ηάμεο ησλ 6a (kN) θαη ζε απμαλόκελα νξηδόληηα 

θνξηία (kN) πνπ ραξαθηεξίδνληαη από έλα θνξηηζηηθό πνιιαπιαζηαζηή a. Σν u 

αληηζηνηρεί ζηελ νξηδόληηα κεηαθίλεζε ηνπ ηειεπηαίνπ νξόθνπ (m).  

 

 
ΣΧΗΜΑ 4.26 Φνξέαο παξαδείγκαηνο 4 

 

  Ζ θαηαζθεπή έρεη δηαθξηηνπνηεζεί ζε 126 ζηνηρεία, 93 θόκβνπο, 261 βαζκνύο 

ειεπζεξίαο θαη 213 θξίζηκεο δηαηνκέο (ζηα άθξα ησλ ππνζηπισκάησλ, ζηα άθξα 

θαη ζην κέζνλ ησλ δνθώλ). Σν κέηξν ειαζηηθόηεηαο ηνπ πιηθνύ είλαη 
28kNm10*2E   θαη έρνπλ ζεσξεζεί δύν δηαθνξεηηθέο θαηεγνξίεο δηαηνκώλ. Οη 

πξόηππεο δηαηνκέο είλαη θαηά ηνπο ακεξηθάληθνπο θαλνληζκνύο, επεηδή απηέο 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ θαηά ηελ επίιπζε ζην κνληέιν ηνπ Tin Loi & Tangaramvong. 

 

1) Γηαηνκή ππνζηπισκάησλ          400WC328         Mp=1988kNm    Np=11704kN 

2) Γηαηνκή δνθώλ                        460UB82.1        Mp=552kNm      Np=3150kN 

 

 Δπίζεο, γηα ηηο αλαιύζεηο πνπ πεξηιάκβαλαλ θαη αζηάζεηα πιηθνύ, ζεσξήζεθε όηη 

γηα όια ηα ππνζηπιώκαηα: 

  
h=-18418.78kNm, 7.0rr   

 

Γηα ηηο δνθνύο ζηα άθξα: 

 
h=-4852.04 kNm, 7.0rr   

 

Γηα ηηο δνθνύο ζην κέζνλ: 

 

h=-2462.02kNm, 7.0rr    

 

  Αθνινπζνύλ θαη πάιη νη απνθξίζεηο θνξηίνπ – κεηαηόπηζεο γηα ηηο ηξεηο 

δηαθνξεηηθέο αλαιύζεηο όπσο ζηα πξνεγνύκελα παξαδείγκαηα. Καη πάιη ππάξρεη 

έλαο κνλαδηθόο δξόκνο ηζνξξνπίαο γηα θάζε πεξίπησζε. Οη ζέζεηο ησλ πιαζηηθώλ 
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αξζξώζεσλ όκσο ζην ζεκείν ηεο κέγηζηεο έληαζεο, είλαη δηαθνξεηηθέο γηα θάζε 

πεξίπησζε αλάιπζεο. 

 

Combined action perfectly plastic   (h=0)
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ΣΧΗΜΑ 4.27 Αιιειεπίδξαζε αμνληθήο – απόιπηα πιαζηηθή ζπκπεξηθνξά 

 

Combined action softening
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ΣΧΗΜΑ 4.28  Αιιειεπίδξαζε αμνληθήο – ραιάξσζε πιηθνύ 
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Pure Bending softening
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ΣΧΗΜΑ 4.29 Καζαξά θακπηηθή ζπκπεξηθνξά –ραιάξσζε πιηθνύ 

 

ύγθρησε αλαιύσεωλ
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ΣΧΗΜΑ 4.30 ύγθξηζε αλαιύζεσλ A,B,C 

 

  Καη ζηηο ηξεηο αλαιύζεηο, ε αξρηθή ειαζηηθή ζπκπεξηθνξά ήηαλ παλνκνηόηππε. Οη 

πξώηεο πιαζηηθέο αξζξώζεηο ζρεκαηίζηεθαλ ζε δηαηνκέο δνθώλ γηα θνξηία 

a=55.359 θαη a=55.374. 

  Γηα ηελ αλάιπζε Α, ε πξώηε δηαηνκή ππνζηπιώκαηνο, άξρηζε λα δηαξξέεη ζε 

θνξηίν a=69.981. Ζ αλάιπζε νινθιεξώζεθε γηα έλα κέγηζην θνξηίν a=91.754, 

u=0.75m. Σν θνξηίν θαηάξξεπζεο πνπ ππνινγίζηεθε από ηηο θιαζζηθέο κεζόδνπο 

νξηαθήο αλάιπζεο, ήηαλ a=93.724.  

  ηελ αλάιπζε B, ε πξώηε πιαζηηθή άξζξσζε ζε ππνζηύισκα ζρεκαηίζηεθε γηα 

a=69.531. Σν κέγηζην επίπεδν θόξηηζεο ήηαλ a=79.709 πεξίπνπ 15% κηθξόηεξν 

από ηελ αλάιπζε Α όπνπ είρακε απόιπηα πιαζηηθή ζπκπεξηθνξά.  

  ηελ αλάιπζε C νη πιαζηηθέο αξζξώζεηο κε ραιάξσζε, ζρεκαηίζηεθαλ κόλν ζε 

δηαηνκέο δνθώλ, εθόζνλ νη θακπηηθέο ξνπέο ζε όια ηα ππνζηπιώκαηα, δελ ήηαλ 

αξθεηά πςειέο ώζηε λα θηάζνπλ ηα όξηα δηαξξνήο. Σν νξηαθό θνξηίν έθηαζε ην 

a=88.622. Ζ επηξξνή ησλ αμνληθώλ δπλάκεσλ νδήγεζε ζε κηα κείσζε ηνπ 

κέγηζηνπ θνξηίνπ θαηά 11%. 
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  Οη ζέζεηο ησλ πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ γηα ηηο αλαιύζεηο A,B,C ζηελ θαηάζηαζε 

κέγηζηεο έληαζεο, θαίλνληαη ζηα παξαθάησ ζρήκαηα. 

 

 
 

ΣΧΗΜΑ 4.31 Θέζεηο πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ ζηε κέγηζηε εληαηηθή θαηάζηαζε γηα 

αλαιύζεηο Α, Β, C 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

 

 

 
Η ΕΠΙΡΡΟΗ ΓΕΩΜΕΣΡΙΚΗ ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΟΣΗΣΑ  

ΣΗ ΥΑΛΑΡΩΗ ΤΛΙΚΟΤ 
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5.1 Εησαγωγή 
 
  Ζ νινέλα απμαλόκελε αλάγθε γηα πην νηθνλνκηθέο θαη αλζεθηηθέο θαηαζθεπέο, 

θαζώο θαη νη ζπλερώο πην απζηεξέο δηαηάμεηο ησλ θαλνληζκώλ, έρνπλ επηβάιιεη λα 

ιακβάλνληαη ππόςηλ νη κε γξακκηθόηεηεο γεσκεηξίαο θαη πιηθνύ, όηαλ έρνπκε λα 

θάλνπκε κε ην ζρεδηαζκό κηαο θαηαζθεπήο. Ζ απαηηνύκελε ειαζηνπιαζηηθή 

αλάιπζε κπνξεί λα παξέρεη ην πιήξεο θάζκα ηεο απόθξηζεο ηεο θαηαζθεπήο γηα 

κηα δεδνκέλε ηζηνξία θόξηηζεο. Παξόι’ απηά, από ππνινγηζηηθήο άπνςεο, απηό 

δελ είλαη θαζόινπ εύθνιν, εηδηθά αλ πξέπεη λα ζπκπεξηιεθζνύλ θπζηθά 

θαηλόκελα, όπσο ε αζηάζεηα ηνπ πιηθνύ, ή νη επηδξάζεηο ηεο γεσκεηξίαο.  

  Απηή ε ελόηεηα ηεο εξγαζίαο θάλεη κηα επέθηαζε ζηηο πξνεγνύκελεο ζεσξήζεηο, 

ζπκπεξηιακβάλνληαο θαη γεσκεηξηθέο κε γξακκηθόηεηεο. Ζ δπζθνιία θαη πάιη είλαη 

ε επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο. Οη ππνινγηζηηθέο ηερληθέο 

βαζίδνληαη ζε επαπμεηηθνύο επαλαιεπηηθνύο αιγνξίζκνπο. πγθεθξηκέλα, ζε θάζε 

επαπμεηηθό βήκα, επηιύεηαη κηα ζεηξά από ηζνδύλακα γξακκηθά πξνβιήκαηα κε 

επαλαιεπηηθέο κεζόδνπο ώζηε, όηαλ πξνθύςεη ηειηθά ε ζύγθιηζε, λα έρνπκε 

πξνζεγγίζεη ην πξαγκαηηθό κε γξακκηθό πξόβιεκα.  

  πγθεθξηκέλα, ζε απηήλ ηελ ελόηεηα, επηδηώθνπκε ηελ αλάιπζε ηεο 

ζπκπεξηθνξάο ειαζηνπιαζηηθώλ πιαηζίσλ ππό αζηάζεηα πιηθνύ, 

ζπκπεξηιακβαλνκέλεο θαη ηεο γεσκεηξηθήο κε γξακκηθόηεηαο. Πξόθεηηαη δειαδή 

γηα κηα επέθηαζε ηεο ελόηεηαο 4, όπνπ είρακε δηεμάγεη κε νιόλνκεο αλαιύζεηο 

πιαηζίσλ ππό αζηάζεηα πιηθνύ ππνβαιιόκελα ζε ζπλδπαζκό θακπηηθώλ ξνπώλ θαη 

αμνληθώλ δπλάκεσλ.  

  θνπόο απηήο ηεο ελόηεηαο είλαη λα θαλεί πνηα είλαη ε επίδξαζε θαηλνκέλσλ 2αο 

ηάμεο ζηελ απόθξηζε ηεο θαηαζθεπήο θαηά ηελ ειαζηνπιαζηηθή αλάιπζε. Απηό ζα 

επηηεπρζεί κέζσ θάπνησλ πξαθηηθώλ παξαδεηγκάησλ πιαηζίσλ, ζηα νπνία ζα 

έρνπκε εθαξκόζεη ηνλ ηξνπνπνηεκέλν θώδηθα ν νπνίνο ζα ζπκπεξηιακβάλεη ηηο 

γεσκεηξηθέο κε γξακκηθόηεηεο. Όπσο θαη ζηηο πξνεγνύκελεο ελόηεηεο, ε αλάπηπμε 

ηνπ αιγνξίζκνπ έγηλε κε ρξήζε ηεο γιώζζαο πξνγξακκαηηζκνύ Matlab. 

 

 

5.2 τατηθή θαη θηλεκατηθή περηγραυή τοσ προβιήκατος 
 
  Θεσξνύκε ην γεληθό απηνηζνξξνπνύκελν ζηνηρείν i όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα 5.1, 

όπνπ l θαη ζ, νξίδνπλ αληίζηνηρα ην κήθνο ηνπ απαξακόξθσηνπ ζηνηρείνπ θαη ηε 

γσλία δηεύζπλζεο, κεηξνύκελε αληησξνινγηαθά  ζε ζρέζε κε ηνλ νξηδόληην άμνλα. 

ε απηό ην ζρήκα, ηα δηαλύζκαηα 6iu   θαη 6iF  ζπκβνιίδνπλ αληίζηνηρα, ηηο 

επηθόκβηεο κεηαθηλήζεηο θαη δπλάκεηο, κεηξεκέλεο ζην θαζνιηθό ζύζηεκα 

αλαθνξάο. 

  Κηα απινπνηεκέλε θαη ηθαλνπνηεηηθή πξνζέγγηζε γηα λα ζπκπεξηιεθζνύλ νη 

γεσκεηξηθέο κε γξακκηθόηεηεο, βαζίδεηαη ζηε γλσζηή ζεσξία 2αο ηάμεο, όπνπ νη 

πνζόηεηεο ηεο αθξηβνύο γεσκεηξηθήο κε γξακκηθόηεηαο πνπ ιακβάλνληαη ππόςηλ 

είλαη κόλν απηέο πνπ βξίζθνληαη ζηελ 1ε δύλακε (1st power quantities). Άξα 

θάλνπκε ηε ζεώξεζε όηη νη κεηαθηλήζεηο ζε ζρέζε κε ηελ απαξακόξθσηε 

θαηάζηαζε είλαη γεσκεηξηθά κηθξέο. Πην ζπγθεθξηκέλα, ε ζπλζήθε ηζνξξνπίαο γηα 

θάζε ειαζηηθό κέινο i ζηελ απαξακόξθσηε θαηάζηαζε, κνξθώλεηαη κέζσ ηνπ 

γεσκεηξηθνύ κεηξώνπ δπζθακςίαο 6x6i
gK  , ην νπνίν κεηαβάιιεηαη ζε ζρέζε κε 

ηε θόξηηζε. Γηα ην γεληθεπκέλν κέινο i, απηή ε κε γξακκηθόηεηα 2αο ηάμεο κπνξεί 

εύθνια λα πεξηγξαθεί κε ηελ εηζαγσγή κηαο πξόζζεηεο (πιαζκαηηθήο) δύλακεο i
fπ  

πνπ αληηζηνηρεί ζε κηα κεηαθίλεζε i
fδ , όπσο θαίλεηαη θαη ζην ζρήκα 5.1. Δίλαη 

μεθάζαξν, όηη ε δύλακε i
fπ  θαη ε κεηαθίλεζε i

fδ , αληηπξνζσπεύνπλ ηε κεηαβνιή 

ηνπ ζηνηρείνπ.  
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ΣΧΗΜΑ 5.1 Γεληθεπκέλν 2-D ζηνηρείν κε γεσκεηξηθή κε γξακκηθόηεηα 2αο ηάμεο  

 

  Ζ ηζνξξνπία κεηαμύ ησλ επηθόκβησλ δπλάκεσλ iF  θαη ηηο ζπληζηώζεο ησλ ηάζεσλ 

(δειαδή ηηο i
f

i πθαηs ) ηνπ ζηνηρείνπ i κπνξνύλ ηώξα λα εθθξαζηνύλ κε ηνλ 

αθόινπζν ηξόπν: 

 
i
f

i
f

ii
0

i πBsBF                                                                                           (5.1) 

 

  Ή αιιηώο: 

 

i
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i
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i
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i
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i
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i
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i
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i
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i
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i
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π
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                                       (5.2) 

 

  Όπνπ 6x3i
0B   είλαη ην κεηξών ηζνξξνπίαο θαη 6x1i

fB   είλαη ην αληίζηνηρν 

ζπκπιεξσκαηηθό κεηξών ηζνξξνπίαο.  

  Όπσο αλαθέξζεθε πξνεγνπκέλσο, ε θαηαζθεπή πνπ κειεηάηαη, ειέγρεηαη κόλν 

από έλα κνλνηνληθά απμαλόκελν (ή κεηνύκελν) θνξηηζηηθό ζπληειεζηή a. Άξα, νη 

εμσηεξηθέο επηθόκβηεο δπλάκεηο iF  νξίδνληαη σο εμήο: 

 
i
d

ii fafF                                                                                                (5.3) 

 

  Όπνπ 6if   θαη 6i
df   είλαη ηα βαζηθά επηθόκβηα θνξηία, όπνπ ην πξώην 

ειέγρεηαη από ηνλ θνξηηζηηθό ζπληειεζηή a θαη ην δεύηεξν είλαη ηα ζηαζεξά 

επηθόκβηα θνξηία.  
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  Δθόζνλ ε ζεσξία 2αο ηάμεο πξνϋπνζέηεη κηθξέο κεηαθηλήζεηο, κηα γξακκηθή 

ζρέζε κνξθώλεηαη σο εμήο: 

 
iiT

0
i uBq                                                                                                   (5.4) 

 

  Δπίζεο, κνξθώλεηαη θαη ε αθόινπζε γξακκηθή ζρέζε κεηαμύ ησλ πξνζζέησλ 

κεηαθηλήζεσλ i
fδ  θαη ησλ επηθόκβησλ κεηαθηλήζεσλ iu : 

 
iiT

f
i
f uBδ                                                                                                   (5.5) 

 

  πιιέγνληαο ηηο ζρέζεηο (6.1)-(6.5), ε ηζρύνπζα Ιαγθξαλδηαλή ζηαηηθή-

θηλεκαηηθή πεξηγξαθή ηνπ πξνβιήκαηνο ζε επίπεδν ζηνηρείνπ, γίλεηαη: 
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i
f
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δ

q

faf

π

s

u

..B

..B

BB.

                                                                      (5.6) 

 

  Όπνπ ην ζύκβνιν (.) ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα απεηθνλίζεη θάπνην κεδεληθό 

δηάλπζκα ή έλα κεδεληθό κεηξών θαηάιιεισλ δηαζηάζεσλ.  

  Γηα ηε ζπλνιηθή θαηαζθεπή κε n γεληθεπκέλα ζηνηρεία, d βαζκνύο ειεπζεξίαο θαη 

m γεληθεπκέλεο ηάζεηο ή παξακνξθώζεηο, νη ζπλζήθεο ηζνξξνπίαο θαη 

ζπκβηβαζηόηεηαο είλαη νη εμήο: 

 

 















 



































f
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ff
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f0
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q
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                                                                      (5.7) 

 

  Σα κεηξώα nxd
f

mxd
0 B,B   θαη ηα δηαλύζκαηα dd

d
d u,f,f   

κνξθώλνληαη κε ηε δηαδηθαζία πνπ πεξηγξάθεθε ζηελ ελόηεηα 1. Σα ζπλνιηθά 

δηαλύζκαηα mm qθαηs   είλαη κηα θαηαθόξπθε παξάζεζε ησλ δηαλπζκάησλ 

ηνπ θάζε ζηνηρείνπ, δειαδή:    nTT1TnTT1T q...qq,s...ss  . Σέινο, ηα δηαλύζκαηα 

n
fπ   θαη n

fδ   ζπιιέγνπλ αληίζηνηρα, ηηο n κεηαβιεηέο πνπ ηνπο αλαινγνύλ, 

δειαδή:    nf1
f

T
f

n
f

1
f

T
f δ...δδ,π...ππ  . 

 

 

5.3 Ειαστηθό κολτέιο 

 
  Όηαλ κηα ζεώξεζε 2αο ηάμεο ζεσξείηαη ηθαλνπνηεηηθή, όπσο ζπκβαίλεη ζηε 

ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε, ε ειαζηηθή δπζθακςία κπνξεί λα γξαθεί ζε δύν κέξε, 

δειαδή, κέζσ κηαο ζρέζεο πνπ ζπλδέεη ηηο ηάζεηο is  θαη ηηο ειαζηηθέο 

παξακνξθώζεηο ie  θαη κίαο ζρέζεο πνπ ζπλδέεη ηηο πξόζζεηεο δπλάκεηο i
fπ  θαη ηηο 

αληίζηνηρεο παξακνξθώζεηο i
fδ . 

  Ζ ζρέζε δπζθακςίαο κεηαμύ is  θαη ie  γίλεηαη: 

 

  ii
g

i
0

i eSSs                                                                                            (5.8) 
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Ή αιιηώο: 
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                            (5.9)  

 Όπνπ 3x3i
0S   είλαη ην γλσζηό (ζπκκεηξηθό θαη ζεηηθά νξηζκέλν) ειαζηηθό 

κεηξών δπζθακςίαο ζηε κνξθή πνπ έρεη γηα ηηο κηθξέο παξακνξθώζεηο θαη 
3x3i

gS  είλαη έλα γεσκεηξηθό κεηξών δπζθακςίαο ηνπ ζηνηρείνπ, ην νπνίν 

ιακβάλεη ππόςε ηηο επηδξάζεηο ησλ θαηλνκέλσλ 2αο ηάμεο (ζπκκεηξηθό, αιιά όρη 

απαξαίηεηα ζεηηθά εκη – νξηζκέλν). Δίλαη θαλεξό, πσο ην ζπλνιηθό κεηξών 

δπζθακςίαο i
g

i
0

i SSS  , ππόθεηηαη ζηελ εμήο ζρέζε: 

 
iii eSs                                                                                                    (5.10) 

 

  Ζ ζρέζε κεηαμύ i
f

i
f δθαηπ  είλαη: 

 
i
f

i
f

i
f δSπ                                                                                                  (5.11) 

 

  Ή αιιηώο: 

 

i
f

i
1i

f δ
l

s
π 












 
                                                                                           (5.12) 

 

  Πξέπεη λα ζεκεησζεί όηη θαη ην i
gS  θαη ην i

fS  εμαξηώληαη από κηα απιή αμνληθή 

δύλακε i
1s . Γη’ απηό, κηα κεδεληθή αμνληθή δύλακε ( 0si1  ), ζεκαίλεη όηη έρνπκε 

γεσκεηξηθή γξακκηθόηεηα θαη νδεγεί, όπσο αλακέλεηαη ζην ζπκπέξαζκα όηη 
i
0

i SS  . 

  Γηα ηε ζπλνιηθή θαηαζθεπή, νη ζρέζεηο ειαζηηθήο δπζθακςίαο πνπ θαιύπηνπλ θαη 

ηα n ζηνηρεία είλαη: 

 
Ses                                                                                                     (5.13) 

 

fff δSπ                                                                                                  (5.14) 

 

  Όπνπ: 

 

g0 SSS                                                                                       (5.15) 

 
nxn

f
mxm

0
mxm SθαηS,S   
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5.4 ύλζεσε τωλ παρακορυώσεωλ 
 
  Όπσο θαίλεηαη ζην αθόινπζν ζρήκα, νη ειαζηηθέο θαη πιαζηηθέο παξακνξθώζεηο 

κπνξνύλ λα πξνζηεζνύλ σο εμήο: 

 
iii peq                                                                                                (5.16) 

 

  Θαη γηα νιόθιεξε ηελ θαηαζθεπή, είλαη: 

 

q=e + p                                                         

                                                                                                             (5.17) 

 

  Όπνπ:  nTT1mT e...ee  θαη  nTT1mT p...pp   

 

 
ΣΧΗΜΑ 5.2 Γεληθεπκέλε πεξηγξαθή παξακνξθώζεσλ  

 

5.5 Μόρυωσε σποιογηστηθού αιγορίζκοσ προβιήκατος 

 
  Γηα λα ζρεκαηηζηεί ην πξόβιεκα κε κηα νιόλνκε πξνζαπμεηηθή ζεώξεζε, όπσο 

έγηλε θαη ζην θεθάιαην 4, ρξεζηκνπνηνύληαη νη εμήο ζρέζεηο: (5.7), (5.13), (5.14), 

(5.17), (4.20), (4.23) θαη επίζεο νη εμήο ζεσξήζεηο: 

 
zΓzzuΓuusΓssaΓaa                                                 (5.18) 

 

tΓaaΓ   , tΓzzΓ                                                                                   (5.19) 

 

  Σειηθά, ζε κεηξσηθή κνξθή πξνθύπηεη ην αθόινπζν πξόβιεκα: 

 

 















































r

ffaΓa

w

.

zΓz

uΓu

SNNHSBN

SNBK d

TTT

0  

 

0zΓw,0zΓ,0w T                                                                              (5.20) 

 
  Όπνπ g0 KKK   είλαη ε ζπκκεηξηθή ειαζηηθή δπζθακςία ηεο ζπλνιηθήο 

θαηαζθεπήο, ιακβάλνληαο ππόςε θαη ηηο επηξξνέο θαηλνκέλσλ 2αο ηάμεο. Ηζρύεη 

όηη: 

 
T
fff

T
0g0g BSBBSBK                                                                                  (5.21) 

 

  Σν νπνίν είλαη ην γεσκεηξηθό κεηξών δπζθακςίαο ηεο ζπλνιηθήο θαηαζθεπήο. 
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  Ο ππνινγηζηηθόο αιγόξηζκνο, όπσο θσδηθνπνηήζεθε ζηε γιώζζα 

πξνγξακκαηηζκνύ Matlab, κπνξεί λα πεξηγξαθεί σο αθνινύζσο, γηα ηε γεληθή 

πεξίπησζε, όπνπ ελεξγνπνηνύληαη ηαπηόρξνλα νιόλνκεο θαη κε νιόλνκεο 

ζπκπεξηθνξέο. 

 

ΒΗΜΑ 1: Οξηζκόο δεδνκέλσλ πιηθνύ, γεσκεηξίαο θνξέα, θόξηηζεο.  

 

  ε απηό ην βήκα αθνινπζνύληαη νη ίδηεο δηαδηθαζίεο όπσο πεξηγξάθεθαλ ζην 

θεθάιαην 2 θαηά ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο γξακκηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ. ε 

θάπνην αξρείν input αλαγξάθνληαη ηα απαξαίηεηα δεδνκέλα ηα νπνία θαινύληαη 

από ην πξόγξακκα θαηά ηελ έλαξμε ηεο αλάιπζεο. 

 

ΒΗΜΑ 2: Δύξεζε ησλ κεηξώσλ πνπ είλαη απαξαίηεηα γηα ηε κόξθσζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο 

 

  Όπσο θαη ζην θεθάιαην 2, αθνινπζεί ε δηαδηθαζία εύξεζεο ηνπ κεηξώνπ 

ηζνξξνπίαο B. ηε ζπλέρεηα ππνινγίδνληαη ηα κεηξώα δπζθακςίαο ηνπ θνξέα 
(S 0 ), ην ζπλνιηθό κεηξών ραιάξσζεο ηνπ θνξέα (H), ην κεηξών ησλ 

ζπληειεζηώλ ησλ θαζέησλ δηαλπζκάησλ ζηηο επηθάλεηεο δηαξξνήο (N) 

 

ΒΗΜΑ 3:  Οξηζκόο αξρηθώλ ζπλζεθώλ (Initialization) 

 

  Σίζεηαη αξρηθά ην θξηηήξην ηεξκαηηζκνύ ηνπ αιγνξίζκνπ. Απηό κπνξεί λα είλαη ην 

επίπεδν ηνπ θνξηίνπ ή ηεο κεηαηόπηζεο, ή ν κέγηζηνο αξηζκόο δξόκσλ ηζνξξνπίαο 

θηι. ηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε, ζηνλ θώδηθα πνπ αλαπηύρζεθε, ζπλζήθε 

ηεξκαηηζκνύ ηέζεθε απηή ηεο κεγάιεο κεηαηόπηζεο.  

  Από εθεί θη έπεηηα, νη αξρηθέο ζπλζήθεο νξίδνληαη αλάινγα κε ηελ ύπαξμε ή όρη 
ζηαζεξώλ θνξηίσλ ηα νπνία δελ κεηαβάιινληαη κε ην ρξόλν (ην κεηξών )fd . Δάλ 

απηά ηα θνξηία είλαη κεδεληθά, ηόηε ε αξρηθή γλσζηή θαηάζηαζε   είλαη ε εμήο: 

 

a=0, s=0, z=0, w=r                                                                                (5.22) 

 

  Τπνινγίδνληαη ηα κεηξώα θαη δηαλύζκαηα: Α,Θ,b,z ιακβάλνληαο ππόςε όηη ζηελ 
αξρή ηεο θόξηηζεο, ην γεσκεηξηθό κεηξών δπζθακςίαο είλαη: 0Sg   

 
  ηελ πεξίπησζε πνπ ππάξρνπλ ζηαζεξά θνξηία df ηόηε γίλεηαη επίιπζε ηνπ LCP 

κόλν κε απηά. πγθεθξηκέλα, νξίδεηαη έλα κεηξών c κόλν γηα ζηαζεξά θνξηία: 

 

d
1T

0
T fKBSNc                                                                                       (5.23) 

 

  Θαη ην πξόβιεκα LCP πνπ ιύλεηαη είλαη ην αθόινπζν: 

 

0zΓw,0zΓ,0rczΓAw T                                                          (5.24) 

 

  πλεπώο, από ηελ επίιπζε ηνπ παξαπάλσ LCP πξνθύπηνπλ ηα αξρηθά 
rczΓAws,zΓ 0,00  . 

  Τπνινγίδεηαη ην γεσκεηξηθό κεηξών δπζθακςίαο ηνπ θάζε ζηνηρείνπ θαη ηεο 

θαηαζθεπήο.  
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n
g

1
g

g

S..
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..S

S                                                                                       (5.26) 

 

  Τπνινγίδεηαη ην λέν ζπλνιηθό κεηξών δπζθακςίαο: g0 SSS   θαη ππνινγίδνληαη 

εθ λένπ νη ηάζεηο is  θαη ηα κεηξώα θαη δηαλύζκαηα Θ, Ε, Α, b, c. Ζ δηαδηθαζία 

ζπλερίδεηαη κέρξη λα πξνθύςεη ζύγθιηζε ζηηο ηηκέο ησλ ηάζεσλ, έηζη ώζηε: 

 
5

1ii 10ss 

                                                                                          (5.27) 

 

  Κε ηνλ θαζνξηζκό ησλ αξρηθώλ απηώλ πνζνηήησλ, νινθιεξώλεηαη ε κόξθσζε 

ηεο αξρηθήο γλσζηήο θαηάζηαζεο   γηα t=0. 

  Όζν ε θαηαζθεπή ζπκπεξηθέξεηαη ειαζηηθά ππνινγίδεηαη ην πξώην επαπμεηηθό 

θνξηίν πνπ απαηηείηαη γηα ηελ πξώηε πιαζηηθνπνίεζε. 

 

 y,...,1iζεάθγηα,0
b

r
minaΓ

i
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                                                     (5.28) 

 

ΒΗΜΑ 4:  Έιεγρνο απνθόξηηζεο 

 

  Θαηά ην γλσζηό επίπεδν έληαζεο  , ππνινγίδνληαη ηα κεηξώα θαη ηα 
δηαλύζκαηα: ppapbpababbabaa w,b,b,A,A,A,A,A,A . Σα παξαπάλσ είλαη ππνκεηξώα ή 

ππνδηαλύζκαηα ησλ Α,b ή w ηα νπνία πξνθύπηνπλ κεηά από θαηάιιειε 
αλαδηάηαμε. Δάλ όιεο νη εμηζώζεηο δηαξξνήο είλαη ζεηηθέο )0w(  , θάηη ην νπνίν 

είλαη πνιύ πηζαλόλ λα ζπκβαίλεη θαηά ην πξώην βήκα, ηόηε επηιύεηαη ην απιό LCP 

όπσο θαίλεηαη ζηε ζρέζε (4.31). Αλ όκσο δελ είλαη όιεο νη εμηζώζεηο δηαξξνήο 

ζεηηθέο, ηόηε ζα πξέπεη λα ιπζεί ην αθόινπζν MCP. 

 















0zw,0z

0abzAzΑw

0abzAzAw

a
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                                                                    (5.29) 

 

  Σν παξαπάλσ πξόβιεκα επηιύεηαη γηα δύν πεξηπηώζεηο. Γηα θνξηίν κε βήκα 

1aθαη1a   . Δάλ βξεζεί ιύζε γηα ηε δεύηεξε πεξίπησζε, απηό ζεκαίλεη όηη ν 

θνξέαο έρεη πεξηέιζεη πιένλ ζε αζηαζή θαηάζηαζε, όπνπ νη παξακνξθώζεηο 

απμάλνληαη κε κείσζε ηνπ θνξηίνπ.  

  Αθνινύζσο γίλεηαη ε ίδηα επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία πνπ αθνξά ηε ζύγθιηζε ζηηο 

ηηκέο ησλ ηάζεσλ. Σν πξόβιεκα ΚCP ιύλεηαη όζεο θνξέο ρξεηάδεηαη κέρξη λα 

επηηεπρζεί ε ζύγθιηζε ζηα απνηειέζκαηα. 

 

  ην ηέινο ηνπ βήκαηνο απηνύ, ζπιιέγνληαη νη ιύζεηο πνπ πξνέθπςαλ. Δπηιέγεηαη 

θάπνηα από απηέο θαη ν αιγόξηζκνο ζπλερίδεηαη ζην βήκα 5. 

 

 

ΒΗΜΑ 5:  Δύξεζε ελεξγνπνίεζεο λέσλ επηπέδσλ δηαξξνήο 

 

  Σν ειάρηζην ρξνληθό βήκα Γt πνπ πξνέξρεηαη είηε από ηελ ελεξγνπνίεζε λέσλ 
επηπέδσλ δηαξξνήο (κεηά από ρξόλν )tΓ 1  ή γηα απνθόξηηζε ηεο αληηζηξέςηκεο 

ππνθαηεγνξίαο (κεηά από ρξόλν )tΓ 2  όηαλ ην θνξηίν έρεη γίλεη tΓaa  , κπνξεί λα 

ππνινγηζηεί από ηελ αθόινπζεο γξακκηθέο εμηζώζεηο: 
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                                                    (5.31) 

 

 21 tΓ,tΓmintΓ                                                                                      (5.32) 

 
  Όπνπ πξνθαλώο, νη πνζόηεηεο az  θαη bz  έρνπλ πξνέιζεη από ην βήκα 4. 

Κνξθώλεηαη ζηε ζπλέρεηα ε λέα εληαηηθή θαηάζηαζε   θαη αλαλεώλνληαη νη 

αθόινπζεο πνζόηεηεο: 

rabAzw,zΓzz,aΓaa        

 

ΒΗΜΑ 6:  Σεξκαηηζκόο 

 

  Δάλ έρνπκε θηάζεη ην θξηηήξην ηεξκαηηζκνύ, ή όιεο νη ιύζεηο πνπ βξέζεθαλ ζην 

βήκα 4 έρνπλ εμαληιεζεί, ζηακαηάεη ν αιγόξηζκόο. Αιιηώο, επηζηξέθνπκε ζην 

βήκα 4 θαη ζπλερίδνπκε κε ηελ εληαηηθή θαηάζηαζε  . 

 

  Ζ δηαθνξά πνπ ππάξρεη ζε ζρέζε κε ηνλ αιγόξηζκν ηνπ θεθαιαίνπ 5, είλαη όηη 

κέζα ζηνλ θώδηθα έρεη εηζαρζεί κηα επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία κέζσ ηεο νπνίαο 

ππνινγίδνληαη ζηε ζύγθιηζε νη ηειηθέο ηηκέο ησλ ηάζεσλ, ησλ κεηξώσλ θαη ησλ 

δηαλπζκάησλ, έρνληαο πιένλ ιάβεη ππόςε ηελ επηξξνή πνπ έρνπλ ζε απηά ηα 

θαηλόκελα 2αο ηάμεο. 

 

5.4 Ευαρκογές 
  

  Σα ηξία παξαδείγκαηα πνπ ζα παξαηεζνύλ ζηε ζπλέρεηα, είλαη ίδηα κε ηηο 

εθαξκνγέο 2,3 θαη 4 ηνπ θεθαιαίνπ 4. Κε απηόλ ηνλ ηξόπν, ζα θαηαδεηρζεί ε 

δηαθνξά ζηελ απόθξηζε ηεο θαηαζθεπήο αλ ιεθζνύλ ππόςε ηα θαηλόκελα 

δεπηέξαο ηάμεο. Ζ ζύγθξηζε ζα γίλεη γηα ηε γεληθή πεξίπησζε όπνπ έρνπκε 

αιιειεπίδξαζε αμνληθώλ δπλάκεσλ θαη θακπηηθώλ ξνπώλ, θαζώο θαη ύπαξμε 

αζηάζεηαο πιηθνύ.  

    ε όιεο ηηο πεξηπηώζεηο, νη ζεηηθέο θαη νη αξλεηηθέο ηδηόηεηεο δηαξξνήο 

ζεσξήζεθαλ όηη είλαη παλνκνηόηππεο. Γηα ηελ πεξίπησζε ζπλδπαζκέλσλ ηάζεσλ 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ νη εμήο ηηκέο: 

 

1ccj pp),Jζεάθγηα(,1a,85,01γtan   

 

  Δπίζεο, γηα όια ηα παξαδείγκαηα, ζεσξήζεθε όηη ηα επίπεδα απνκέλνπζαο 
έληαζεο rr  ήηαλ ζεκαληηθά, γη’ απηό θαη πηνζεηήζεθε κηα θαζαξά κε νιόλνκε 

ζπκπεξηθνξά. 

  Σα γεσκεηξηθά ζηνηρεία ησλ δηαηνκώλ θαζώο θαη νη ηδηόηεηεο ησλ πιηθώλ, είλαη 

παλνκνηόηππεο κε απηέο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζηα παξαδείγκαηα 2, 3 θαη 4 ηνπ 

θεθαιαίνπ 5. εκεηώλεηαη όηη ζε δεκνζηεύζεηο ηνπ Tin Loi έρεη επηρεηξεζεί λα γίλεη 

επίιπζε ιακβάλνληαο ππόςε γεσκεηξηθέο κε γξακκηθόηεηεο, όπνπ θαη 

ρξεζηκνπνηήζεθε πάιη ην ινγηζκηθό GAMS/PATH.  

 

 

 

 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 1 
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  ε απηό ην πξώην παξάδεηγκα, παξνπζηάδεηαη έλα ηξηόξνθν πιαίζην ελόο 

αλνίγκαηνο, κε έθθεληξνπο ζπλδέζκνπο δπζθακςίαο κνξθήο ιάκδα, όπσο θαίλεηαη 

ζην αθόινπζν ζρήκα. πγθεθξηκέλα, ππόθεηηαη ζε απμαλόκελα θνξηία (kN) ηα 

νπνία έρνπλ ζαλ θνξηηζηηθό ζπληειεζηή ην a θαη γηα ηελ νξηδόληηα θαη γηα ηελ 

θαηαθόξπθε δηεύζπλζε. To v ζπκβνιίδεη ηελ νξηδόληηα κεηαθίλεζε ηνπ δεμηνύ 

θόκβνπ ηνπ ηειεπηαίνπ νξόθνπ.  

 

 
ΣΧΗΜΑ 5.3  Φνξέαο εθαξκνγήο 1 
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ΣΧΗΜΑ 5.4 ύγθξηζε αλαιύζεσλ κε γεσκεηξηθή γξακκηθόηεηα θαη κε θαηλόκελα 

δεπηέξαο ηάμεο γηα θνξέα εθαξκνγήο 1 
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  Απηό πνπ παξαηεξείηαη ζην παξαπάλσ ζρήκα είλαη θαηαξρήλ όηη ε απόθξηζε, 

όπσο αλακελόηαλ, όζν ν θνξέαο βξίζθεηαη ζηελ ειαζηηθή πεξηνρή, είλαη 

παλνκνηόηππε θαη γηα γεσκεηξηθή γξακκηθόηεηα θαη γηα ζεώξεζε θαηλνκέλσλ 2αο 

ηάμεο. ηε ζπλέρεηα, θαζώο ηα επηβαιιόκελα θνξηία απμάλνπλ, ζηαδηαθά 

παξνπζηάδνληαη θάπνηεο απνθιίζεηο ζηηο απνθξίζεηο. Ζ επηξξνή ηεο γεσκεηξηθήο κε 

γξακκηθόηεηαο είλαη πξνθαλήο όηαλ αξρίζνπλ λα δηαξξένπλ νη πξώηεο δηαηνκέο 

θάπνησλ ππνζηπισκάησλ ηνπ θνξέα, νπόηε θαη ην θνξηίν a θηάλεη ζηηο κέγηζηεο 

ηηκέο ηνπ. Βιέπνπκε πσο ε ζπλνιηθή θέξνπζα ηθαλόηεηα ηεο θαηαζθεπήο αλ 

ζπλππνινγίζνπκε ηε γεσκεηξηθή κε γξακκηθόηεηα, είλαη θαηά 11% κηθξόηεξε 

πεξίπνπ από ηε ζεώξεζε γξακκηθόηεηαο γεσκεηξίαο.  πγθεθξηκέλα, ην κέγηζην 

θνξηίν ζηελ αλάιπζε Α είλαη ίζν κε a=117.617 θαη ζηελ αλάιπζε b=104.351. 

Σέινο, δηαθέξεη θαη ε εηθόλα ησλ ζέζεσλ ησλ πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ, όπσο 

θαίλεηαη θαη ζην αθόινπζν ζρήκα. ηελ θαηάζηαζε όπνπ αλαπηύζζεηαη ην κέγηζην 

θνξηίν, ζηε κε γξακκηθόηεηα, δελ αλαπηύζζνληαη θάπνηεο πιαζηηθέο αξζξώζεηο 

ζηνπο έθθεληξνπο ζπλδέζκνπο δπζθακςίαο, όπσο ζπκβαίλεη ζηελ πεξίπησζε 

γξακκηθόηεηαο γεσκεηξίαο. 

 

 
ΣΧΗΜΑ 5.5 Θέζεηο πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ γηα κέγηζην θνξηίν (geometric linearity) 

 

 
ΣΧΗΜΑ 5.6 Θέζεηο πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ γηα γεσκεηξηθή κε γξακκηθόηεηα  
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ 2 
 
  Σν δεύηεξν παξάδεηγκα αθνξά νπζηαζηηθά ην πξνζνκνίσκα ηνπ Κπζηαθίδε (ν 

νπνίνο όκσο ζηηο αλαιύζεηο ηνπ είρε ζεσξήζεη θαζαξά θακπηηθή ζπκπεξηθνξά), ην 

νπνίν παξνπζηάζηεθε θαη ζηελ ελόηεηα 2 θαη 5. 

  Σν πιαίζην είλαη ηξηώλ αλνηγκάησλ θαη ηξηώλ νξόθσλ θαη έρεη έθθεληξνπο 

ζπλδέζκνπο δπζθακςίαο κνξθήο ιάκδα. Τπόθεηηαη ζε ζηαζεξά θαηαθόξπθα θνξηία 

(kN) θαη ζε απμαλόκελα νξηδόληηα θνξηία (kN) πνπ ραξαθηεξίδνληαη από ην 

θνξηηζηηθό ζπληειεζηή a, όπσο θαίλεηαη θαη ζην αθόινπζν ζρήκα. To v ζπκβνιίδεη 

ηελ νξηδόληηα κεηαθίλεζε ηνπ ηειεπηαίνπ νξόθνπ (m). Σν πξνζνκνίσκα 

απνηειείηαη από 45 κέιε, 34 θόκβνπο θαη 90 βαζκνύο ειεπζεξίαο. 

 

 
ΣΧΗΜΑ 5.7 Φνξέαο παξαδείγκαηνο 2 

 

ύγθρησε αλαιύσεωλ

0

20

40

60

80

100

120

140

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

Ορηδόλτηα κεταθίλεσε v (m)

Φ
ο

ρ
τ
ησ

τ
ηθ

ό
ς
 σ

σ
λ
τ
ε
ι
ε
σ

τ
ή

ς
 a

2nd order geometry Geometric Linearity Combined Action (softening)
 

ΣΧΗΜΑ 5.8 ύγθξηζε αλαιύζεσλ κε γεσκεηξηθή γξακκηθόηεηα θαη κε θαηλόκελα 

δεπηέξαο ηάμεο γηα θνξέα εθαξκνγήο 2 

 

  Όκνηα κε ην θνξέα ηνπ πξώηνπ παξαδείγκαηνο, παξαηεξείηαη κηα δηαθνξά ζηηο 

απνθξίζεηο ηνπ θνξέα όηαλ ππεξβνύκε ηελ ειαζηηθή πεξηνρή, ε νπνία εληείλεηαη 

όηαλ πιεζηάδνπκε ην κέγηζην θνξηίν θαη θπξίσο όηαλ εηζέξζνπκε ζε έλα θαζνδηθό 

θιάδν. πγθεθξηκέλα παξνπζηάδεηαη κηα απόθιηζε ηεο ηάμεο ηνπ 8% ζηηο 
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απνθξίζεηο. Γηα γεσκεηξηθή γξακκηθόηεηα, όπσο θάλεθε θαη ζην παξάδεηγκα 3 ηνπ 

θεθαιαίνπ 5, ην κέγηζην θνξηίν ήηαλ a=116.785, ελώ γηα γεσκεηξηθή κε 

γξακκηθόηεηα ην κέγηζην πνπ εκθαλίζηεθε ήηαλ a=107.965. Όπσο θαη πξηλ, ζηε 

ζέζε ηνπ κέγηζηνπ θνξηίνπ, νη ζέζεηο ησλ πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ δηαθέξνπλ. Γηα 

ηελ αλάιπζε κε ηα θαηλόκελα δεπηέξαο ηάμεο, δελ εκθαλίδνληαη θάπνηεο πιαζηηθέο 

αξζξώζεηο ζε δνθνύο θαη ζηνπο έθθεληξνπο ζπλδέζκνπο δπζθακςίαο. Απηό 

θαίλεηαη θαη ζηα αθόινπζα ζρήκαηα. 

 

 
ΣΧΗΜΑ 5.9  Θέζεηο πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ γηα γεσκεηξηθή γξακκηθόηεηα 

 

 
ΣΧΗΜΑ 5.10  Θέζεηο πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ γηα γεσκεηξηθή κε γξακκηθόηεηα 
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ 3 
 
  To ηειεπηαίν παξάδεηγκα απηήο ηεο ελόηεηαο αθνξά ην ξεαιηζηηθό πιαίζην ηεο 

ελληαόξνθεο θαηαζθεπήο πνπ θαίλεηαη ζην ζρήκα (6.11). Τπόθεηηαη ζε απμαλόκελα 

θαηαθόξπθα ζεκεηαθά θνξηία ηεο ηάμεο ησλ 6a (kN) θαη ζε απμαλόκελα νξηδόληηα 

θνξηία (kN) πνπ ραξαθηεξίδνληαη από έλα θνξηηζηηθό πνιιαπιαζηαζηή a. Σν u 

αληηζηνηρεί ζηελ νξηδόληηα κεηαθίλεζε ηνπ ηειεπηαίνπ νξόθνπ (m).  

 

 
ΣΧΗΜΑ 5.11 Φνξέαο παξαδείγκαηνο 4 

 

  Ζ θαηαζθεπή έρεη δηαθξηηνπνηεζεί ζε 126 ζηνηρεία, 93 θόκβνπο, 261 βαζκνύο 

ειεπζεξίαο θαη 213 θξίζηκεο δηαηνκέο (ζηα άθξα ησλ ππνζηπισκάησλ, ζηα άθξα 

θαη ζην κέζνλ ησλ δνθώλ). 
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ΣΧΗΜΑ 5.12 ύγθξηζε αλαιύζεσλ κε γεσκεηξηθή γξακκηθόηεηα θαη κε θαηλόκελα 

δεπηέξαο ηάμεο γηα θνξέα εθαξκνγήο 3 
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  Όκνηα κε ην θνξέα ηνπ δεπηέξνπ παξαδείγκαηνο, παξαηεξείηαη κηα δηαθνξά ζηηο 

απνθξίζεηο ηνπ θνξέα όηαλ ππεξβνύκε ηελ ειαζηηθή πεξηνρή, ε νπνία εληείλεηαη 

όηαλ πιεζηάδνπκε ην κέγηζην θνξηίν θαη θπξίσο όηαλ εηζέξζνπκε ζε έλα θαζνδηθό 

θιάδν. πγθεθξηκέλα παξνπζηάδεηαη κηα απόθιηζε ηεο ηάμεο ηνπ 13% ζηηο 

απνθξίζεηο. Δκθαλίδεηαη πην έληνλε δηαθνξά ζην ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα. Απηό 

κάιινλ ζπκβαίλεη γηαηί ππάξρνπλ πεξηζζόηεξα κέιε ζην θνξέα, θαζώο θαη πην 

πεξίπινθε γεσκεηξία, θάηη πνπ νδεγεί ζε κεγαιύηεξε επαηζζεζία ζηελ απόθξηζε 

ηνπ θνξέα αλ κεηαβιεζεί θάπνην ραξαθηεξηζηηθό ηεο αλάιπζεο (εδώ, ε ζεώξεζε 

γεσκεηξηθώλ κε γξακκηθνηήησλ). Γηα γεσκεηξηθή γξακκηθόηεηα, όπσο θάλεθε θαη 

ζην παξάδεηγκα 4 ηνπ θεθαιαίνπ 5, ην κέγηζην θνξηίν ήηαλ a=79.709, ελώ γηα 

γεσκεηξηθή κε γξακκηθόηεηα ην κέγηζην πνπ εκθαλίζηεθε ήηαλ a=69.655. Όπσο 

θαη πξηλ, ζηε ζέζε ηνπ κέγηζηνπ θνξηίνπ, νη ζέζεηο ησλ πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ 

δηαθέξνπλ. Γηα ηελ αλάιπζε κε ηα θαηλόκελα δεπηέξαο ηάμεο, δελ εκθαλίδνληαη 

θάπνηεο πιαζηηθέο αξζξώζεηο ζε δνθνύο αιιά θαη ζε θάπνηα ππνζηπιώκαηα. Απηό 

θαίλεηαη θαη ζηα αθόινπζα ζρήκαηα. 

 

 
ΣΧΗΜΑ 5.13 Θέζεηο πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ ζηελ θαηάζηαζε κέγηζηεο έληαζεο γηα 

αλάιπζε (a) κε γξακκηθόηεηα γεσκεηξίαο θαη (b) ζπλππνινγηζκό θαηλνκέλσλ 2αο 

ηάμεο 
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6.1 Αποτελέσματα εργασίας 
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  ηελ παξνύζα εξγαζία κειεηήζεθαλ κεξηθά από ηα πξνβιήκαηα πνπ αθνξνύλ ην 

επξύ πεδίν κειέηεο ηεο ειαζηνπιαζηηθήο αλάιπζεο θαη ηεο ζεσξίαο 

πιαζηηθόηεηαο. Σν θύξην ζεκείν ζην νπνίν επηθεληξώζεθε ε εξγαζία είλαη ε 

θαηάδεημε ηεο επθνιίαο κε ηελ νπνία κπνξνύλ λα δηαηππσζνύλ αιιά θαη λα 

επηιπζνύλ αξθεηά από απηά ηα πξνβιήκαηα κε ηε ρξήζε ηεο ζεσξίαο ηεο 

ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο. 

  Καηαξρήλ, έγηλε αληηιεπηό, όζνλ αθνξά ηελ νξηαθή αλάιπζε θαη ηελ εύξεζε ηνπ 

νξηαθνύ θνξηίνπ, όηη κε ηε ρξήζε ηνπ απινύ γξακκηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ (Linear 

Programming), κπνξεί πνιύ απιά λα αλαιπζεί έλαο θνξέαο θαη λα εμαρζνύλ 

αξθεηά αθξηβή απνηειέζκαηα. Απηό γίλεηαη, ζε πξνβιήκαηα κηθξνύ κεγέζνπο, 

αθόκα θαη ζε απιά ινγηζηηθά θύιια Excel. Όκσο, πην ζεκαληηθό, είλαη ε εύθνιε 

αλάπηπμε θώδηθα ζε θάπνηα γιώζζα πξνγξακκαηηζκνύ, όπσο είλαη ε Matlab, ε 

νπνία παξέρεη πνιύ πεξηζζόηεξεο δπλαηόηεηεο, αιιά θαη ηελ επρέξεηα γηα ηελ 

επίιπζε πνιύ κεγάισλ πξνβιεκάησλ. Παξαηεξήζεθε όηη ηα απνηειέζκαηα ησλ 

πξνβιεκάησλ ζε Excel αιιά θαη ζηε Matlab (πξνθαλώο γηα κηθξά πξνβιήκαηα 

ώζηε λα κπνξνύλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ ινγηζηηθά θύιια Excel), ηαπηίδνληαη, όπσο 

επίζεο θαη αλ γίλεη επίιπζε ηνπ θνξέα κε θιαζζηθέο ελεξγεηαθέο κεζόδνπο ηεο 

ζηαηηθήο.  

  Πνιύ ζεκαληηθή ηέινο, ζε απηήλ ηελ ελόηεηα, ήηαλ ε επηξξνή ζηε ζπκπεξηθνξά 

ησλ πιαηζίσλ, ηεο αιιειεπίδξαζεο αμνληθήο δύλακεο θαη θακπηηθήο ξνπήο. Όπσο 

θάλεθε από ηα παξαδείγκαηα ηνπ θεθαιαίνπ 2, νη δηαθνξέο ζηελ εύξεζε ηνπ 

νξηαθνύ θνξηίνπ θαη ηελ θαηάζηαζε ηνπ θνξέα ζηε ζέζε ηεο θαηάξξεπζεο, ήηαλ 

αξθεηά ζεκαληηθέο κεηαμύ ηεο θαζαξά θακπηηθήο ζπκπεξηθνξάο θαη ηεο ζεώξεζεο 

αιιειεπίδξαζεο, εηδηθά ζε πεξηπηώζεηο όπνπ ν θνξέαο ήηαλ κεγάινπ κεγέζνπο θαη 

πην πεξίπινθεο γεσκεηξίαο, νπόηε θαη πξνθαλώο ππεηζέξρνληαη πεξηζζόηεξεο 

κεηαβιεηέο ζην εθάζηνηε πξόβιεκα. Όπσο παξνπζηάζηεθε, κηα πξνζέγγηζε κε 

γξακκηθνπνηεκέλε επηθάλεηα δηαξξνήο (εμαγσληθή ή νθηαγσληθή, όπσο 

ζπλεζίδεηαη γηα κεηαιιηθέο δηαηνκέο δηπινύ ηαπ)  είλαη άθξσο ηθαλνπνηεηηθή. Η 

απόθιηζε ζην ηειηθό απνηέιεζκα είλαη πάξα πνιύ κηθξή, ζε ζρέζε κε κηα αθξηβή, 

κε γξακκηθή επηθάλεηα δηαξξνήο (πρ πξνζνκνίσκα Massonet & Save). Απηό καο 

νδήγεζε ζην ζπκπέξαζκα όηη θαη γηα ηα ππόινηπα πξνβιήκαηα ηα νπνία επξόθεηην 

λα επηιπζνύλ ζηε ζπλέρεηα ηεο εξγαζίαο, ήηαλ θαηάιιειν λα ρξεζηκνπνηεζεί θαη 

πάιη κηα γξακκηθνπνηεκέλε επηθάλεηα δηαξξνήο. 

 

  ηα επόκελα θεθάιαηα, όπνπ εξεπλήζεθε ε ζπκπεξηθνξά ελόο θνξέα κε 

αζηάζεηα πιηθνύ, ην πην βαζηθό ζπκπέξαζκα ήηαλ, ε επθνιία κε ηελ νπνία κπνξεί 

λα μεπεξαζηεί ε πνιππινθόηεηα ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο ζπκπεξηθνξάο ραιάξσζεο, 

αλ ρξεζηκνπνηεζεί ε ζεσξία ηεο ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο, ε νπνία έρεη έλα επξύηαην 

πεδίν εθαξκνγώλ. Με ηε κόξθσζε ηνπ πξνβιήκαηνο σο έλα ζεη κεηθηνύ 

πξνβιήκαηνο ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο MCP, είλαη εθηθηή ε αλάιπζε θαη ε παξαγσγή 

θώδηθα ζε γιώζζα πξνγξακκαηηζκνύ Matlab, γηα κε νιόλνκε αλάιπζε – εμάξηεζε 

από ηε δηαδξνκή ηεο θόξηηζεο (path dependent). 

 

  Σν πξώην ζπκπέξαζκα πνπ βγαίλεη από ηηο επηιύζεηο γηα αζηάζεηα πιηθνύ, είλαη 

όηη ην πξόβιεκα είλαη εμαηξεηηθά πεξίπινθν θαη έρεη κεγάιε επαηζζεζία. Αληίζεηα 

κε ηηο πεξηπηώζεηο θξάηπλζεο ή απόιπηα πιαζηηθήο ζπκπεξηθνξάο, έλα πξόβιεκα 

ραιάξσζεο, είλαη δπλαηό λα νδεγήζεη ζε κηα πνιιαπιόηεηα δξόκσλ ηζνξξνπίαο 

(bifurcations) από ηνπο νπνίνπο, γηα λα αληρλεπζεί ν πην θξίζηκνο, ζα έπξεπε λα 

ρξεζηκνπνηεζνύλ ελεξγεηαθά ζεσξήκαηα. Εθηόο από ηελ πνιιαπιόηεηα ιύζεσλ, 

είλαη εθηθηή θαη ε κε εύξεζε ιύζεο, ε δεκηνπξγία ςεπδνκεραληζκώλ ή, ηέινο, ε 

εκθάληζεο θαηλνκέλσλ snapback. Όια απηά ηα θαηλόκελα, ζπλνςίδνληαη κε ηελ 

παξνπζίαζε ηνπ ζεσξεηηθνύ παξαδείγκαηνο 1 ηεο ελόηεηαο 5, όπνπ, αλάινγα κε 

ηελ θιίζε ηνπ θαζνδηθνύ θιάδνπ, ην πξόβιεκα απνθηά νινέλα κεγαιύηεξε 

πνιππινθόηεηα. 
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  Πάλησο, αμίδεη λα ζεκεησζεί, όηη γηα πξνζνκνηώκαηα θαηαζθεπώλ, ξεαιηζηηθνύ 

κεγέζνπο (παξαδείγκαηα 2,3,4) ν δξόκνο ηζνξξνπίαο πνπ εκθαλίδεηαη θαηά ηε 

ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο, είλαη κόλν έλαο. Η δηαθνξά κεηαμύ ηεο απνιύησο 

πιαζηηθήο ζπκπεξηθνξάο θαη ηεο ζπκπεξηθνξάο ραιάξσζεο είλαη πξνθαλήο. ηηο 

πεξηζζόηεξεο πεξηπηώζεηο νδεγεί ζε κηα δηαθνξά ζην κέγηζην νξηαθό θνξηίν ηεο 

ηάμεο ηνπ 10-20%, δειαδή ν θνξέαο γίλεηαη αξθεηά πην «καιαθόο», άξα, ν κε 

ζπλππνινγηζκόο ηέηνησλ θαηλνκέλσλ αζηάζεηαο πιηθνύ, κπνξεί λα είλαη ζεκαληηθό 

ζθάικα θαηά ην ζρεδηαζκό ελόο θνξέα ζε κεξηθέο πεξηπηώζεηο. Παξαηεξείηαη 

επίζεο κηθξή δηαθνξά ζηηο αλαιύζεηο κηθξώλ θνξέσλ, αλ έρνπκε θαζαξά θακπηηθή 

ζπκπεξηθνξά θαη ραιάξσζε (pure bending softening) ή αλ έρνπκε αιιειεπίδξαζε 

θαη ραιάξσζε (combined action softening). Βιέπνπκε εδώ πσο ε επίδξαζε ησλ 

αμνληθώλ δπλάκεσλ, αλ θαη ππαξθηή, δελ είλαη ηόζν ζεκαληηθή αλ ην πξόβιεκα 

είλαη κηθξνύ κεγέζνπο. Όζν όκσο ην κέγεζνο ηνπ πξνβιήκαηνο θαη ε γεσκεηξία 

ηνπ γίλεηαη πην πεξίπινθε, ε επίδξαζε ηεο αμνληθήο δύλακεο γίλεηαη όιν θαη πην 

ζεκαληηθή. Σέινο, παξαηεξνύληαη ζε κεξηθνύο θνξείο, αξθεηέο δηαθνξέο ζηηο 

ζέζεηο ησλ πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ, αλ πηνζεηήζνπκε απνιύησο πιαζηηθή 

ζπκπεξηθνξά, ή ζπκπεξηθνξά πιηθνύ κε ραιάξσζε. Απηή ε δηαθνξνπνίεζε ζηηο 

ζέζεηο ησλ πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ, κπνξεί λα νδεγήζεη ζε εζθαικέλα 

ζπκπεξάζκαηα, όζνλ αθνξά ην κεραληζκό θαηάξξεπζεο, αλ δελ ρξεζηκνπνηεζεί ην 

αθξηβέο κνληέιν ηεο ζπκπεξηθνξάο κε ραιάξσζε. Οη δηαθνξέο ζηηο ζέζεηο ησλ 

πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ είλαη θαη πάιη πην έληνλεο όζν ν θνξέαο γίλεηαη πην 

πεξίπινθνο. 

   

  ηελ ηειεπηαία ελόηεηα, ιάβακε ππόςε θαη ηα θαηλόκελα 2αο ηάμεο, δειαδή κηα 

κε γξακκηθόηεηα ζηε γεσκεηξία ηνπ θνξέα, ε νπνία κπνξεί λα εκθαληζηεί όζν 

απμάλνληαη νη παξακνξθώζεηο θαηά ηε δηάξθεηα ηεο θόξηηζεο. Σν ζπκπέξαζκα 

είλαη, όηη παίδνπλ πνιύ ζεκαληηθό ξόιν ζηελ αθξίβεηα ηεο αλάιπζεο, θαζώο ηα 

απνηειέζκαηα ζηηο απνθξίζεηο δηαθέξνπλ, ζε κεξηθέο πεξηπηώζεηο, αξθεηά. Σν 

νξηαθό θνξηίν, ζε αξθεηά παξαδείγκαηα, πξνέθπςε αξθεηά κηθξόηεξν γηα 

γεσκεηξηθή κε γξακκηθόηεηα (ηεο ηάμεο ηνπ 8-15%) άξα είλαη έλα θαηλόκελν ην 

νπνίν πξέπεη ζίγνπξα λα ιακβάλεηαη ππόςε θαηά ηε δηεμαγσγή αλαιύζεσλ.  

 

 

6.2 Προτάσεις για περαιτέρω έρεσνα 
 
  Οη πξνηάζεηο γηα κειινληηθή έξεπλα, κε βάζε απηήλ ηελ εξγαζία, έρνπλ λα 

θάλνπλ αξρηθά κε ηνλ ππνινγηζηηθό ρξόλν γηα ηελ εθηέιεζε ησλ θσδίθσλ πνπ 

παξήρζεζαλ. Η γιώζζα Matlab πιενλεθηεί ζηνλ πξνγξακκαηηζκό κε κεηξώα θαη 

πξνζθέξεη δπλαηόηεηεο αλαπαξάζηαζεο, κεηώλνληαο δξαζηηθά ηνπο ρξόλνπο 

αλάπηπμεο θαη δηόξζσζεο ελόο θώδηθα, κεηνλεθηώληαο όκσο ζεκαληηθά ζην ρξόλν 

εθηέιεζεο κεγάισλ πξνγξακκάησλ. Έηζη σο βέιηηζηε ιύζε θαιό είλαη λα 

αλαπηύζζεηαη ν θώδηθάο ζε Matlab θαη κεηά ηελ σξίκαλζή ηνπ λα κεηαθξάδεηαη ζε 

Fortran, ή C. Απηό είλαη ζεκαληηθό, εθόζνλ ζέινπκε λα επεθηείλνπκε ηνλ θώδηθα 

ζε κεγαιύηεξα πξνβιήκαηα, πνπ αθνξνύλ πιαίζηα 3 δηαζηάζεσλ (3d Frames), ηα 

νπνία είλαη πην ξεαιηζηηθά θαη πην πεξίπινθα. 

  Μηα πεξεηαίξσ επέθηαζε ηεο εξγαζίαο, είλαη ε κειέηε ηνπ ίδηνπ πξνβιήκαηνο, 

αιιά κε κηα γεληθεπκέλε ζπκπεξηθνξά, δειαδή θξάηπλζε-ραιάξσζε-απνκέλνπζα 

αληνρή, θαη αλ είλαη δπλαηόλ θαη ιακβάλνληαο ππόςε ην κε γξακκηθό κνληέιν, 

όπσο παξνπζηάζηεθε ζηελ ελόηεηα 3. Αλ θαη απηό, από πιεπξάο 

πξνγξακκαηηζκνύ, παξνπζηάδεη πνιιέο δπζθνιίεο, είλαη αξθεηά ζεκαληηθό γηα ηελ 

πην αθξηβή εξκελεία ηεο ζπκπεξηθνξάο ησλ θαηαζθεπώλ ζηελ πιαζηηθή πεξηνρή. 

  εκαληηθή επίζεο ζα ήηαλ θαη ε αλάπηπμε ελόο θώδηθα ν νπνίνο ζα επίιπε ην ίδην 

πξόβιεκα αιιά κε νιόλνκε ζεώξεζε. Απηό ζα θαηαδείθλπε πνηεο είλαη νη 

απνθιίζεηο πνπ παξνπζηάδνληαη κεηαμύ ηεο πην αθξηβνύο αλάιπζεο (non 

holonomic-path dependent) ζε ζρέζε κε κηα, θάπσο πξνζεγγηζηηθή (holonomic-

path independent). Οη δηαθνξέο κεηαμύ ησλ δύν απηώλ ηύπσλ αλαιύζεσλ ζα 

βνεζνύζαλ ζηελ εμαγσγή ζπκπεξαζκάησλ, αιιά ίζσο θαη ζηελ αλάπηπμε κεζόδσλ 
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γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο, νη νπνίεο ζα απαηηνύζαλ ιηγόηεξν ππνινγηζηηθό 

ρξόλν.  

  Σέινο, όζνλ αθνξά ηε γεσκεηξηθή κε γξακκηθόηεηα ηεο ελόηεηαο 6, κηα 

ελδηαθέξνπζα πξόηαζε, ζα ήηαλ λα κειεηεζεί θαη ε ζεώξεζε κεγάισλ 

παξακνξθώζεσλ ζηελ απόθξηζε ελόο θνξέα (Arbitrarily large deformation), ε 

νπνία είλαη ε πην αθξηβήο πξνζέγγηζε ηνπ πξνβιήκαηνο θαη ιακβάλεη ππόςηλ, όρη 

κόλν θαηλόκελα 2αο ηάμεο, αιιά όινπο ηνπο όξνπο ηνπ πνιπσλύκνπ ηεο 

δηαθνξηθήο εμίζσζεο ηνπ παξακνξθσκέλνπ κέινπο. Απηό ζα θαηαδείθλπε θαηά 

πόζνλ, κόλν ε ζεώξεζε 2αο ηάμεο, είλαη ηθαλνπνηεηηθή ζηελ πξνζέγγηζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο. 
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Π1.1 Γενικά 
 
  ην 3ν θεθάιαην έγηλε κηα ιεπηνκεξήο πεξηγξαθή ηνπ πξνβιήκαηνο γξακκηθήο 

ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο (LCP). Η εθαξκνγή απηνύ ηνπ πξνβιήκαηνο θαη νη κέζνδνη 

επίιπζήο ηνπ, ρξεζίκεςαλ ζην λα αληηκεησπηζηεί ην θπζηθό πξόβιεκα ηεο 

αλάιπζεο ξαβδσηώλ θνξέσλ κε ραιάξσζε πιηθνύ. Ωζηόζν, ηα πξνβιήκαηα ηεο 

ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο εκθαλίδνληαη ζε δηάθνξεο κνξθέο. Υαξαθηεξηζηηθό είλαη όηη 

ζην θεθάιαην 4, ε αθξηβήο αλαιπηηθή κνξθή ηνπ πξνβιήκαηνο, είλαη έλα κεηθηό 

πξόβιεκα ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο (MCP) ην νπνίν ραξαθηεξίδεηαη από ηελ ύπαξμε 

ηζνηηθώλ ζρέζεσλ. Απηό ην MCP κε θαηάιιειεο ηξνπνπνηήζεηο θαη πεξηνξηζκνύο 

κεηαηξάπεθε αθνινύζσο ζε έλα LCP πξνθεηκέλνπ λα εθαξκνζηεί ν αιγόξηζκνο ηνπ 

Lemke θαη λα εμαρζνύλ νη ιύζεηο.  

  Εθηόο από ηηο ηππηθέο νλνκαζίεο ησλ πξνβιεκάησλ ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο, όπσο 

«γξακκηθό», «κε γξακκηθό», «γεληθεπκέλν», ρξεζηκνπνηνύληαη θαη επίζεηα όπσο, 

«κεηθηό», «νξηδόληην», «θάζεην», «εθηεηακέλν» κε ηα νπνία πεξηγξάθεηαη έλα 

πξόβιεκα ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο ελόο ζπγθεθξηκέλνπ ηύπνπ. ε απηήλ ηελ 

ελόηεηα παξνπζηάδεηαη κία πεξίιεςε από ηα δηάθνξα πξνβιήκαηα πνπ ζεσξνύληαη 

σο πξνβιήκαηα ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο. Πνιιέο από ηηο εθαξκνγέο νη νπνίεο 

αλαθέξνληαη ζε απηήλ ηελ ελόηεηα έρνπλ ελ γέλεη κνξθή ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο 

θαη ζηελ πεξηγξαθή ησλ πξνβιεκάησλ ζα δηαηεξεζεί ε θπζηθή κνξθή. 

 

Π1.2 Προβλήματα μη γραμμικής σσμπληρωματικότητας (Non Linear 
Complementarity Problems) 
 
  Απηό ην θιαζζηθό πξόβιεκα, ην νπνίν νξίδεηαη από κηα κε γξακκηθή ζπλάξηεζε 

nn:F  , είλαη ε αλαδήηεζε ελόο nx  ηέηνηνπ ώζηε: 

 
0)x(Fx0•)F(NCP                                                                 (Π1.1) 

 

  Όπνπ ρξεζηκνπνηείηαη ην ζύκβνιν   γηα λα επηζεκαλζεί όηη εθηόο από ηηο 

αληζόηεηεο ηεο ζρέζεο (Π1.1), ηζρύεη θαη ε εμίζσζε   0xFxT  . Να ζεκεησζεί όηη 

εθόζνλ ηζρύεη όηη: 



n

1i
ii

T )x(Fx)x(Fx , απηό κπνξεί ηζνδύλακα λα γξαθεί σο: 

 

n,...,2,1i,0)x(Fx,0)x(F,0x ii                                                (Π1.2) 

 
  ηελ πξαγκαηηθόηεηα, ε ζπκπιεξσκαηηθόηεηα δειώλεη όηη είηε ην ix  είηε ην )x(Fi  

πξέπεη λα είλαη 0 γηα θάζε i=1,2,…,n. Είλαη εύθνιν λα θαλεί όηη ην NCP(F) είλαη 

ηζνδύλακν κε ην αθόινπζν πξόβιεκα επίιπζεο ηεο κε ιείαο εμίζσζεο: 

 

   0xF,xmin                                                                                         (Π1.3) 

 

  Όπνπ ε πξάμε min γίλεηαη ζηα επηκέξνπο ηκήκαηα. Σα πξνβιήκαηα 

ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο απηήο ηεο κνξθήο πξνέξρνληαη από ηηο ζπλζήθεο Karush-

Kuhn-Tucker (ΚΚΣ) ελόο κε γξακκηθνύ πξνγξάκκαηνο κε πεξηνξηζκνύο: 

 

0x,0)x(gtosubject

)x(ζimizemin


                                                                       (Π1.4) 

 

  Όπνπ n:ζ  είλαη κηα ζπλερήο, δηαθνξίζηκε ζπλάξηεζε κε πξαγκαηηθέο 

ηηκέο θαη mn:g   είλαη κηα ζπλερήο, δηαθνξίζηκε ζπλάξηεζε κε δηαλπζκαηηθέο 

ηηκέο. 
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Π1.3 Παραμετρικές ανισότητες (Variational Inequalities) 
 
  ηελ πξαγκαηηθόηεηα, πνιιά πξνβιήκαηα έρνπλ άλσ θαη θάησ όξην ζηηο 

κεηαβιεηέο, αληί γηα ηελ ηππηθή κε αξλεηηθόηεηα όπσο θάλεθε παξαπάλσ. Πην 

γεληθά, έλα πξόβιεκα κπνξεί λα έρεη θαη άλσ θαη θάησ όξηα ζε κεξηθέο 

κεηαβιεηέο, κόλν θάησ ή κόλν άλσ όξηα ζε άιιεο κεηαβιεηέο, θαη θαζόινπ όξηα 

ζε όιεο ηηο ππόινηπεο κεηαβιεηέο. Γηα λα κνξθσζεί έλα ηέηνην γεληθό πξόβιεκα, 

ρξεζηκνπνηείηαη ε αθόινπζε κνξθή παξακεηξηθώλ αληζνηήησλ, όπσο κάιηζηα 

παξνπζηάδεηαη πνιύ ζπρλά θαη ζηε βηβιηνγξαθία: 

 

         u,ly,0xFxyζηεώηνηνέηu,lxίβξεζελα)u,l,F(VI
T

        (Π1.5) 

 
 Όπνπ l θαη u είλαη n δηαζηάζεσλ δηαλύζκαηα κε   ,li  θαη   ,lu ii , θαη: 

 

   uxl:xu,l n                                                                            (Π1.6) 

 
  Εάλ 0u,0l ii  γηα θάζε i=1,2,…,n, είλαη εύθνιν λα εμαρζεί ην ζπκπέξαζκα όηη 

ην   ,0,FVI  είλαη αθξηβώο έλα NCP(F). ε αξθεηέο δεκνζηεύζεηο ην VI(F,[l,u]) 

νξίδεηαη ζαλ κηα ηεηξαγσληθή παξακεηξηθή αληζόηεηα ή ζαλ έλα θνπηί 

πεξηνξηζκώλ, όπνπ ην θνπηί αλαθέξεηαη ζην ζεη [l,u].  

  ε πνιιέο εθαξκνγέο, κεξηθέο από ηηο ζπλζήθεο νξίδνληαη από έλα ζύζηεκα κε 

γξακκηθώλ εμηζώζεσλ, ελώ νη ζπλζήθεο ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο εηζέξρνληαη κόλν 

ζε κεξηθέο από ηηο κεηαβιεηέο θαη ζπλαξηήζεηο. Απηό νδεγεί ζε έλαλ ηύπν 

πξνβιήκαηνο ην νπνίν γεληθά νξίδεηαη ζαλ έλα κεηθηό πξόβιεκα 

ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο (ΜCP), θαη κπνξεί λα γξαθεί ζηελ αθόινπζε κνξθή: 

 

0)x(Fx0

ζεξνύειεx,0)x(F

JJ

II




                                                                         (Π1.7) 

 

  Όπνπ I θαη J είλαη ν δηαρσξηζκόο ησλ {1,2,…,n}. ην πξόβιεκα ραιάξσζεο 

πιηθνύ, απηά νξίζηεθαλ σο ελεξγό θαη κε ελεξγό ζεη εμηζώζεσλ δηαξξνήο 

(passive θαη active). To κεηθηό κε γξακκηθό πξόβιεκα ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο 

κπνξεί λα ζεσξεζεί σο κηα εηδηθή πεξίπησζε ηνπ VI(F,[l,u]) ζέηνληαο 
 ii u,l  γηα όιεο ηηο ειεύζεξεο κεηαβιεηέο, Ii,xi   θαη  ii u,0l γηα θάζε 

Ji  . Εμαηηίαο απηνύ ηνπ γεγνλόηνο, ε παξακεηξηθή αληζόηεηα κε άλσ θαη θάησ 

όξην, νξίδεηαη ηππηθά σο έλα κεηθηό πξόβιεκα ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο. Να 

ζεκεησζεί όηη ην όξηα l, u ζηηο κεηαβιεηέο νξίδνπλ ηνπο πεξηνξηζκνύο πνπ 

ζρεηίδνληαη κε ηε ζπλάξηεζε F.  

  Μηα γεληθή πεξίπησζε πξνβιήκαηνο κεηθηήο ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο είλαη όηαλ 

n,...,2,1{I  }, πνπ νδεγεί ζε έλα ζύζηεκα κε γξακκηθώλ εμηζώζεσλ: 

 

ΝΕ:                                   F(x)=0                                                          (Π1.8) 

 

  Η   Xu,l,FVI  , όπνπ  bxΑ:xX   θαη A είλαη έλα mxn κεηξών, κπνξεί 

εύθνια λα κεηαηξαπεί ζε κηα άλσ θαη θάησ θξαγκέλε αληζόηεηα, κε ηελ εηζαγσγή 

πνιιαπιαζηαζηώλ γηα ηνπο γξακκηθνύο πεξηνξηζκνύο ηζόηεηαο. Είλαη εύθνιν λα 

θαλεί όηη ην   Xu,l,FVI   είλαη ηζνδύλακν κε   mxu,l,HVI   όπνπ: 

 















bxΑ

ιA)x(F
)ι,x(H

T

                                                                              (Π1.9) 
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  Πην γεληθά, εάλ   0xh,0)x(g:xX  , όπνπ mn:g  θαη h: sn  είλαη 

ζπλερώο δηαθνξίζηκεο ζπλαξηήζεηο, ηόηε, ππό κηα θαηάιιειε ηξνπνπνίεζε ησλ 

πεξηνξηζκώλ, γηα θάζε ιύζε x ηνπ   Xu,l,FVI  , ζα πξέπεη λα ππάξρνπλ 

πνιιαπιαζηαζηέο sι   ηέηνηνη ώζηε ην (x,l,ε) είλαη ιύζε ηνπ     )x,0xu,l,H(VI s  

όπνπ: 

 

 


















)x(h

)x(g

)κ,ι,x(L

κ,ι,xH                                                                             (Π1.10) 

 

  Με: 

 

   
 


m

1i

s

1j
jjii )x(hκ)x(gι)x(Fκ,ι,xL                                                 (Π1.11) 

 

Είλαη ε Λαγθξαλδηαλή ζπλάξηεζε κε δηαλπζκαηηθέο ηηκέο γηα ην VI(F,[l,u]x X). 

 

Π1.4 Προβλήματα κάθετης σσμπληρωματικότητας (VCP)  

 
  Τπάξρεη κηα ζπγθεθξηκέλε έιιεηςε ζπκκεηξίαο ζην κε γξακκηθό πξόβιεκα 

ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο, όπσο κπνξεί λα θαλεί από ηε ζρέζε min(x,F(x))=0. Μηα 

από ηηο ζπλαξηήζεηο ζε απηήλ ηε ζρέζε είλαη εληειώο απζαίξεηε ελώ ε άιιε είλαη 

ε ηαπηόηεηα. Πνιιά πξνβιήκαηα πνπ πξνθύπηνπλ ζπρλά έρνπλ ζηελ 

πξαγκαηηθόηεηα κηα πην γεληθή κνξθή: 

 

  0x(F),...,x(F),x(Fmin:)F(VCP m21                                        (Π1.12) 

 

  Ξεθάζαξα, απηό ζεκαίλεη όηη 0)x(F ji  , γηα θάζε i=1,2,…,n θαη j=1,2,…,m θαη γηα 

θάζε επηκέξνπο ζηνηρείν 0)x(F,i j
i  , γηα ηνπιάρηζηνλ έλα j. Η θαζαξή κνξθή 

απηνύ ηνπ πξνβιήκαηνο (δειαδή όηαλ όιεο νη ζπλαξηήζεηο iF  είλαη θαζαξέο) 

παξνπζηάζηεθε από ηνλ Cottle θαη Dantzig θαη εξεπλήζεθε ζε αξθεηέο κειέηεο. 

  Σν VCP κπνξεί ηζνδύλακα λα πξνζεγγηζηεί ζαλ κηα παξακεηξηθή αληζόηεηα κε 

άλσ θαη θάησ θξάγκα πεξηνξηζκώλ (πην ζσζηά, σο έλα κεηθηό πξόβιεκα 

ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο), κε ηελ πξνζζήθε επηπιένλ κεηαβιεηώλ 

m,...,3,2j,z nj  . Η ηζνδύλακε κνξθή είλαη: 

 

 )x(F,zmin0

1m,...,2j,z)x(F,zmin0

)x(Fz

mm

m

1jk

kjj

m

2k

1k





























                                               (Π1.13) 

  

 Όπσο θαίλεηαη, αλ ην x επηιύεη ην VCP(F), ηόηε νη παξαπάλσ εμηζώζεηο 

ηθαλνπνηνύληαη κε: 

 

 

 )x(F),...,x(Fminz

1m,...,2j,z)x(F),...,x(Fminz

1m1m

m

1jk

k1j1j









 
                                     (Π1.14) 
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 Αληίζηξνθα, αλ ε (Π1.13) ηζρύεη, ηόηε ην z επηιύεη ην VCP(F). Πξέπεη λα 

ζεκεησζεί όηη ν αξηζκόο ησλ κεηαβιεηώλ ηνπ πξνβιήκαηνο (Π1.13) είλαη mn, ζε 

ζύγθξηζε κε κόλν n Μεηαβιεηέο πνπ έρεη ε αξρηθή κνξθή ηνπ VCP(F). Μεξηθνί 

αιγόξηζκνη επίιπζεο ηνπ VCP (γηα παξάδεηγκα ε κέζνδνο Gauss-Newton γηα κε 

ιείεο εμηζώζεηο) κπνξνύλ λα εθκεηαιιεπηνύλ ηε ζπγθεθξηκέλε δνκή ηεο min 

κνξθήο ηνπ πξνβιήκαηνο πνιύ πην απνηειεζκαηηθά από ην λα αληηκεησπηζηεί 

άκεζα ε παξακεηξηθή αληζόηεηα. Παξόι’ απηά, πνιιέο από ηηο κεηαβιεηέο πνπ 

εηζάγνληαη ζηε ζρέζε (Π1.13) πξνθύπηνπλ ζε κία θαζαξά γξακκηθή κνξθή, έηζη 

ώζηε έλαο γεληθόο επηιύηεο ηνπ VI λα κπνξεί λα εθκεηαιιεπηεί απηό ην γεγνλόο. 

 

Π1.5 Προβλήματα σημείοσ σέλας (Saddle-Point Problems) 

 
  Απηά ηα πξνβιήκαηα είλαη κηα γελίθεπζε κε γξακκηθώλ πξνγξακκάησλ θαη 

παξέρνπλ κηα πινύζηα πεγή πξνβιεκάησλ ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο θαη 

παξακεηξηθώλ αληζνηήησλ. Γεληθά, δεδνκέλσλ δύν κε κεδεληθώλ ζεη nX   θαη 
nY   θαη κίαο ζπλάξηεζεο  mnx:L , ην πξόβιεκα ηνπ ζεκείνπ ζέιαο ην 

νπνίν ζρεηίδεηαη κε ηα (Υ,Τ,L) είλαη ε εύξεζε ελόο δεύγνπο δηαλπζκάησλ 

  XxYy,x **  , ην νπνίν απνθαιείηαη ζεκείν ζέιαο, ηέηνην ώζηε: 

 

    XxY)y,x(ζεάθγηαy,xLy,xL)y,x(L ****                                  (Π1.15) 

 

Έζησ όηη ην L είλαη κηα ζπλερήο θαη δηαθνξίζηκε, θπξηή – θνίιε ζπλάξηεζε, 

(θνίινο θαη θπξηόο ζεκαίλεη όηη ε L(x,y) είλαη κηα θνίιε ζπλάξηεζε ζην x γηα θάζε 

ζηαζεξό y θαη κηα θπξηή ζπλάξηεζε ζην y γηα θάζε ζηαζεξό x) θαη επίζεο όηη ηα X 

θαη Y είλαη θπξηά ζεη, ηόηε ην  ** y,x  είλαη έλα ζεκείν ζέιαο αλ θαη κόλν αλ 

επηιύεη ην VI(F,K) όπνπ: 

 

 



















)y,x(L

)y,x(L
y,xFθαηXxYK

y

x
                                                   (Π1.16) 

 

  Η απόδεημε απηήο ηεο ηζνδπλακίαο είλαη εύθνιε. ε κηα ζεηξά από πξόζθαηεο 

δεκνζηεύζεηο, κηα ζεκαληηθή θαη εηδηθή πεξίπησζε ηνπ παξαπάλσ πξνβιήκαηνο 

ζεκείνπ ζέιαο, παξνπζηάζηεθε ζαλ έλα εξγαιείν κνληεινπνίεζεο γηα δηάθνξα 

ζηνραζηηθά πξνγξάκκαηα, βειηηζηνπνίεζε ζε πνιιέο θάζεηο, θαη πξνβιήκαηα 

βέιηηζηνη ειέγρνπ. ε απηήλ ηελ πεξίπησζε, ηα X θαη Y είλαη θαη ηα δύν 

πνιπεδξηθά ζεη θαη ην L είλαη κηα γξακκηθή ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε: 

 

Qyy
2

1
yqRyxPxx

2

1
xp)y,x(L TTTTT                                             (Π1.17) 

 

  Γηα κεξηθά κεηξώα P, Q θαη R θαη δηαλύζκαηα p θαη q θαηάιιεισλ δηαζηάζεσλ. 

Απηό ην εηδηθό πξόβιεκα ζεκείνπ ζέιαο νδεγεί ζε έλα θαζαξό VI(F,K) ζην νπνίν 

ην θαζνξηζηηθό ζεη Κ είλαη έλα πνιύεδξν θαη ε ζπλάξηεζε F είλαη θαζαξή. Σν 

όλνκα «εθηεηακέλν γξακκηθό, ηεηξαγσληθό πξόγξακκα» (ELQP) ρξεζηκνπνηήζεθε 

από ηνπο ζπγγξαθείο δηαθόξσλ δεκνζηεύζεσλ γηα λα νξίζνπλ ηε ζύλδεζε απηνύ 

ηνπ πξνβιήκαηνο κε ηνλ ηππηθό γξακκηθό θαη ηεηξαγσληθό πξνγξακκαηηζκό ζηελ 

θιαζζηθή ζεσξία βειηηζηνπνίεζεο.  
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Π1.6 Μαθηματικός προγραμματισμός με σσνθήκες ισορροπίας 
 

  Πξνβιήκαηα ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο θαη, πην γεληθά, νη παξακεηξηθέο αληζόηεηεο, 

ζπρλά εκθαλίδνληαη ζαλ πεξηνξηζκνί ελόο πξνβιήκαηνο βειηηζηνπνίεζεο. Ο όξνο 

«καζεκαηηθόο πξνγξακκαηηζκόο κε ζπλζήθεο ηζνξξνπίαο», ή απιά MPEC, ηέζεθε 

γηα απηήλ ηελ ηάμε πξνβιεκάησλ βειηηζηνπνίεζεο κε πεξηνξηζκνύο. ε απηό πνπ 

αθνινπζεί, ζα δηαηππσζνύλ νη γεληθέο κνξθέο ηνπ MPEC. 

  Γεληθά, έλα MPEC απνηειείηαη από δπν ζεη κεηαβιεηώλ: ην πξώην επίπεδν 

κεηαβιεηήο nx   θαη ην δεύηεξν επίπεδν κεηαβιεηήο my  . ε κηα ηππηθή 

κεηαβιεηή, ην x πεξηιακβάλεη ηηο κεηαβιεηέο ζρεδηαζκνύ ελώ ην y πεξηιακβάλεη 

ηηο πξσηεύνπζεο κεηαβιεηέο κηαο παξακεηξηθήο αληζόηεηαο πνπ έρεη σο παξάκεηξν 

ην x. Δίλνληαη ηα αθόινπζα: ε ζπλάξηεζε πξώηνπ επηπέδνπ  mn:f θαη έλαο 

ράξηεο κε ζεη ηηκώλ mmn:C   , όπνπ γηα θάζε mn )x(C,x   είλαη ην 

(πηζαλόλ άδεην) ζεη πεξηνξηζκώλ ηνπ δεπηέξνπ επηπέδνπ VI. Σν MPEC είλαη: 

 

))x(C,.),x(F(VIsolvesyand

Z)y,x(tosubject

)y,x(fimizemin

                                                  (Π1.18) 

 

  ηε ζεκαληηθή πεξίπησζε όπνπ ην VI(F(x,.),C(x)) είλαη ηζνδύλακν κε έλα 

ζύζηεκα ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο, ην παξαπάλσ MPEC κπνξεί λα κνξθσζεί 

ηζνδύλακα ζαλ έλα πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο κε κεηθηνύο πεξηνξηζκνύο 

ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο: 

 

0vu0and

0)w,v,u,x(H

Z)w,v,u,x(tosubject

)w,v,u,x(fimizemin






                                                              (Π1.19) 

 

  Όπνπ ηα (u,v,w) είλαη ε αιιεινπρία ησλ κεηαβιεηώλ δεπηέξνπ επηπέδνπ, 

ζπγθεθξηκέλα ησλ y, ηα ειιείκκαηα θαη νη πνιιαπιαζηαζηέο ησλ πεξηνξηζκώλ πνπ 

νξίδνπλ ην ζεη Ζθαηf),x(C  είλαη αληίζηνηρα, ε ζπλάξηεζε f θαη ην ζεη Z νξηζκέλν 

εθ λένπ ζε όξνπο ησλ κεηαβιεηώλ (x,u,v,w), θαη ην H είλαη έλα κηα ζπλάξηεζε κε 

δηαλπζκαηηθέο ηηκέο ηνπ δεπηέξνπ επηπέδνπ ηνπ VI. 

  To MPEC έρεη πνιιέο ζεκαληηθέο εθαξκνγέο ζηηο πεξηνρέο ηνπ ζρεδηαζκνύ ηνπ 

κεραληθνύ θαη ζηνλ νηθνλνκηθό ζρεδηαζκό. Πξάγκαηη, πνιιά από ηα πξνβιήκαηα 

πνπ πεξηγξάθνληαη ζην επόκελν παξάξηεκα πεξηέρνπλ δεδνκέλα πνπ είλαη νη 

κεηαβιεηέο ζρεδηαζκνύ ελόο MPEC. Απηέο νη εθαξκνγέο είλαη ινηπόλ ηα 

πξνβιήκαηα δεύηεξνπ επηπέδνπ ηνπ MPEC. Έλα παξάδεηγκα είλαη ην πξόβιεκα ηνπ 

παίγληνπ ηνπ Stackelberg ην νπνίν κπνξεί λα κνξθσζεί σο έλα MPEC, κε ην 

δεπηέξνπ επηπέδνπ VI λα είλαη έλα παίγλην θαηά Nash. 
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Π2.1 Εθαρμογές ζηο πεδίο ηοσ πολιηικού μητανικού 
 
  Οη γεληθέο θαηεγνξίεο πξνβιεκάησλ ζηηο νπνίεο ππάξρεη άκεζε εθαξκνγή ησλ 

δεηεκάησλ ηεο ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο είλαη: 

 

- Πξνβιήκαηα κεραληθήο κε ηξηβή θαη επαθή 

- Πξνβιήκαηα ειαζηνπιαζηηθήο ζπκπεξηθνξάο θαηαζθεπψλ (γηα ηα νπνία ζα 

γίλεη εθηελέζηεξε πεξηγξαθή ζε επφκελα θεθάιαηα ηεο εξγαζίαο) 

- Πξνβιήκαηα κε γξακκηθψλ εκπνδίσλ (non linear obstacle problems) 

- Πξνβιήκαηα ειαζηνυδξνδπλακηθήο ιίπαλζεο 

- Πξνβιήκαηα ηζνξξνπίαο θπθινθνξίαο (traffic equilibrium problems) 

 

  Γηα θάζε κία απφ ηηο παξαπάλσ γεληθέο θαηεγνξίεο εθαξκνγψλ ζε δεηήκαηα 

κεραληθνχ, ππάξρεη εθηεηακέλε βηβιηνγξαθία θαη έρνπλ θαηά θαηξνχο πξνηαζεί θαη 

άιιεο πξνζεγγίζεηο θαηά ηελ επίιπζή ηνπο. Σν ελδηαθέξνλ ζηε ζπγθεθξηκέλε 

ελφηεηα, ζα επηθεληξσζεί ζηελ πξνζέγγηζε ησλ πξνβιεκάησλ κέζσ ηεο 

ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο, ψζηε λα αλαδεηρζεί ε πνιχπιεπξε θχζε ηνπ πξνβιήκαηνο, 

θαζψο θαη ην εχξνο ηνπ πεδίνπ ησλ εθαξκνγψλ ηνπ. ε θάζε πεξίπησζε, ζα δνζεί 

ην βαζηθφ ππφβαζξν ηνπ πξνβιήκαηνο θαη κηα ζχληνκε πεξηγξαθή ηνπ θπζηθνχ 

λνήκαηνο, ζα εμεγεζνχλ νη βαζηθέο εμηζψζεηο θαη ζα παξνπζηαζζνχλ νη 

ηξνπνπνηήζεηο ψζηε λα θηάζεη ζηε γεληθή κνξθή ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο 

ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο.  

  Γηα ηελ πεξηγξαθή ησλ πξνβιεκάησλ, εθφζνλ δελ είλαη ην επίθεληξν ηεο 

παξνχζεο εξγαζίαο, ρξεζηκνπνηήζεθαλ αλαθνξέο απφ επηζηεκνληθά άξζξα πνπ 

αζρνινχληαη κε ην εθάζηνηε αληηθείκελν. 

 

Π2.1.1 Προβλήμαηα μητανικής με επαθή 

 

  Η επαθή κεηαμχ δχν ή πεξηζζνηέξσλ ζηεξεψλ ζσκάησλ, είλαη έλα απφ ηα πην 

δχζθνια, ζηε καζεκαηηθή ηνπο αληηκεηψπηζε, θαηλφκελα ζην ρψξν ηεο κεραληθήο. 

Οη κέζνδνη επίιπζεο γηα ηέηνηα πξνβιήκαηα βαζίδνληαη ζηηο ινγηθέο ηνπ 

δεπηεξνβάζκηνπ πξνγξακκαηηζκνχ. Πξνβιήκαηα επαθήο κε ηξηβή θαηά  Coulomb 

έρνπλ αλαιπζεί ζε κεγάιν βαζκφ απφ ηνλ Klarbring θαη ηελ νκάδα ηνπ. Οη 

ηερληθέο ηνπ καζεκαηηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηελ 

επίιπζε ησλ αλσηέξσ πξνβιεκάησλ, πεξηιακβάλνπλ κεζφδνπο γξακκηθήο 

ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο, αιγνξίζκνπο δεπηεξνβάζκηνπ πξνγξακκαηηζκνχ, κεζφδνπο 

Newton γηα γεληθεπκέλεο εμηζψζεηο θαη B-δηαθνξίζηκεο εμηζψζεηο. Μηα πξφζθαηε 

ζεηξά εξεπλψλ πάλσ ζε πξνβιήκαηα ηξηβήο θαη επαθήο, έρεη γίλεη ζην 

επηζηεκνληθφ πεδίν ηεο ξνκπνηηθήο.  

  ηε γεληθή ηνπο κνξθή, ηα πξνβιήκαηα ηξηβήο – επαθήο κνληεινπνηνχληαη ζε 

φξνπο κεξηθψλ αζαθψλ απεηθνλίζεσλ πνπ πεξηγξάθνπλ ηηο επηθάλεηεο επαθήο θαη 

ηηο θηλήζεηο ησλ ζσκάησλ. Σα καζεκαηηθά πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη βαζίδνληαη ζε 

αξρέο ηεο κεραληθήο ζπλερνχο κέζνπ. Γηα ππνινγηζηηθνχο ζθνπνχο, απηέο νη 

ζπλερείο θφξκνπιεο ζπρλά δηαθξηηνπνηνχληαη απφ κεζφδνπο πεπεξαζκέλσλ 

ζηνηρείσλ θαη ζε πεξίπησζε πξνβιεκάησλ κε ρξνληθή εμάξηεζε, απφ κηα 

επαπμεηηθή δηαδηθαζία κε βήκαηα, πνπ δηαηξεί ηε ρξνληθή δηάξθεηα ηνπ θαηλνκέλνπ 

ζε αξθεηά δηαζηήκαηα. Απηέο νη δηαθξηηνπνηήζεηο νδεγνχλ  ζε θάπνηα πξνβιήκαηα 

πεπεξαζκέλνπ κήθνπο, επηιχζηκα κε αξηζκεηηθέο κεζφδνπο.  

  Αθνινχζσο, ζα πεξηγξαθνχλ δχν ραξαθηεξηζηηθά πξνβιήκαηα επαθήο πνπ είλαη 

αληηπξνζσπεπηηθά απηνχ ηνπ ηνκέα έξεπλαο. 
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Π2.1.1.1 Σο προζομοίωμα ενός ζηερεού ζώμαηος σπό δσναμική θόρηιζη 

 

  ην ηξηζδηάζηαην κνληέιν ελφο ζηεξενχ ζψκαηνο ππφ ηξηβή θαη επαθή, ην ζψκα 

έξρεηαη ζε επαθή κε έλαλ αξηζκφ ζπλδέζκσλ, ζε έλα πεπεξαζκέλν αξηζκφ 

ζεκείσλ θαη απηή ε επαθή ην αλαγθάδεη λα αθνινπζήζεη έλαλ λφκν ηξηβήο 
Coulomb. Σν κνληέιν κνξθψλεηαη σο εμήο: ππάξρνπλ cn  ζεκεία επαθήο πνπ 

δηαρσξίδνληαη σο ζύνδεζμοι ολίζθηζης ή ζύνδεζμοι κύλιζης. Δμ νξηζκνχ, νη 

ζπληζηψζεο ηεο ζρεηηθήο ηαρχηεηαο ζε φια ηα ζεκεία επαθήο είλαη κεδέλ. Έλα 

ζεκείν επαθήο i θπιάεη αλ ε εθαπηνκεληθή θαη θαηαθφξπθε ζπληζηψζα ηεο 

ηαρχηεηαο ζε απηφ ην ζεκείν είλαη επίζεο κεδέλ. Έλα ζεκείν επαθήο I νιηζζαίλεη 

εάλ είηε ε εθαπηνκεληθή ζπληζηψζα itu  ή ε θαηαθφξπθε ζπληζηψζα iou ηεο 

ηαρχηεηαο (πνπ δίλνληαη) δελ είλαη κεδεληθέο.  

 

 Έζησ φηη R θαη S είλαη δχν ζεη πνπ δηαηξνχλ ην δηάλπζκα  cn,...,1  θαη δειψλνπλ 

αληίζηνηρα ηνπο ζπλδέζκνπο θχιηζεο θαη νιίζζεζεο.  Έρνληαο σο δεδνκέλν έλα 

ζχλνιν απφ εμσηεξηθέο δπλάκεηο, ην κνληέιν απαηηεί ηνλ θαζνξηζκφ ησλ 

γξακκηθψλ επηηαρχλζεσλ  ioitin a,a,a  θαη ησλ δπλάκεσλ επαθήο  ioitin c,c,c  ζε φια 

ηα ζεκεία επαθήο cn,...,1i  , φπνπ νη δείθηεο, n,t,ν αληηζηνηρνχλ ζηηο ηξεηο 

ζπληζηψζεο (νξηδφληηα, εθαπηνκεληθή, θαηαθφξπθε) ησλ επηηαρχλζεσλ θαη ησλ 

δπλάκεσλ. πγθεθξηκέλνη θηλεκαηηθνί πεξηνξηζκνί πξέπεη λα ηθαλνπνηνχληαη φπσο 

ε ζπλζήθε ηεο κε δηείζδπζεο ηνπ Singorini θαη λφκνο ηξηβήο ηνπ Coulomb.  

 

  Δηδηθφηεξα, κπνξνχκε λα νξίζνπκε ηα εμήο: 

 

      ccc n

1iioo

n

1iitt

n
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      ccc n

1iioo

n

1iitt

n
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                                                         (Π2.1) 

 

  Καη κε απηφλ ηνλ ηξφπν είλαη δπλαηφλ λα νξηζζνχλ νη θηλεκαηηθνί πεξηνξηζκνί 

ηνπ ζπζηήκαηνο ζαλ έλα ζεη γξακκηθψλ εμηζψζεσλ: 

 





















































o

t

n

0

t

n

o

t

n

b

b

b

c

c

c

A

a

a

a

                                                                            (Π2.2) 

 

  Όπνπ, ην κεηξψν Α θαη ην δηάλπζκα b, πεξηιακβάλνπλ δεδνκέλα, ηα νπνία 

νξίδνληαη σο εμήο: 
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                      (Π2.4)   

 
  Η θπζηθή εξκελεία ησλ ζπκβφισλ ηνπ κεηξψνπ Α θαη ηνπ δηαλχζκαηνο b 

αλαθέξνληαη ιεπηνκεξψο ζε εξγαζίεο ηνπ Trinkle θαη Pang. ηα πιαίζηα ηεο 

παξνχζεο εξγαζίαο απιψο ζα δεηρζεί πσο ην θπζηθφ πξφβιεκα κπνξεί λα πάξεη ηε 

κνξθή ελφο πξνβιήκαηνο γξακκηθήο ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο. Πξέπεη φκσο λα 



 Δθαξκνγέο ηνπ πξνβιήκαηνο ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο                                               Παξάξηεκα 2 

 
 

 

 
Ρνπζήο Μηράιεο                       Διαζηνπιαζηηθή Αλάιπζε Ραβδσηψλ Φνξέσλ κε Υαιάξσζε Τιηθνχ 

 

143 

ηνληζηεί φηη ηα κεηξψα objman M,M  είλαη ζπκκεηξηθά θαη ζεηηθά νξηζκέλα. πλεπψο, 

ην Α είλαη ζεηηθά εκη–νξηζκέλν θαη ζπκκεηξηθφ. 

  Η ζπλζήθε κε δηείζδπζεο ηνπ Singorini απαηηεί φηη νη νξηδφληηεο επηηαρχλζεηο 

είλαη κε αξλεηηθέο θαη νη δπλάκεηο ζπκπιεξσκαηηθέο θαηά ηνλ αθφινπζν ηξφπν: 

 

0ca0 nn                                                                                   (Π2.5) 

 

  Γελ ππάξρνπλ αληίζηνηρεο απαηηήζεηο ζηηο κε νξηδφληηεο επηηαρχλζεηο θαη 

δπλάκεηο. Αληίζεηα, απηέο νη κεηαβιεηέο ζα πξέπεη λα ππαθνχνπλ ζην λφκν ηξηβήο 

ηνπ Coulomb ν νπνίνο δειψλεη φηη γηα δεδνκέλνπο ζεηηθνχο ζπληειεζηέο ηξηβήο 

ci n,...,1i,κ  , πξέπεη: 
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                                                (Π2.7) 

 

  Οη εμηζψζεηο  (Π2.1)-(Π2.7) νξίδνπλ ην δπλακηθφ πξφβιεκα επαθήο ηνπ ζηεξενχ 

ζψκαηνο κε ηξηβή θαηά Coulomb. Απηφ ην πξφβιεκα κπνξεί ηζνδχλακα λα 

κεηαζρεκαηηζηεί ζε έλα κηθηφ κε γξακκηθφ πξφβιεκα ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο αλ:        
- απαιεηθζνχλ νη κεηαβιεηέο δχλακεο νιίζζεζεο   Si,c,c ioit   ρξεζηκνπνηψληαο 

ηελ (Π2.6)  

- απαιεηθζνχλ νη πεξηνξηζκνί πνπ νξίδνπλ ηηο κεηαβιεηέο επηηάρπλζεο νιίζζεζεο 
  Si,a,a ioit    

- εθθξαζηεί θαζεκηά απφ ηηο κεηαβιεηέο θχιηζεο   Ri,c,c,a,a ioitioit   ζαλ ε 

δηαθνξά δχν κε αξλεηηθψλ κεηαβιεηψλ.  

  Η ζπκπιεξσκαηηθφηεηα νξίδεηαη απφ ηηο κεηαβιεηέο:  

RoRtnRoRtn a,a,c,a,a,a  θαη 

έρεη ηελ αθφινπζε κνξθή ηζφηεηαο: 
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                    (Π2.8) 

 

  Όπνπ, ζηελ ηειεπηαία εμίζσζε, ν θχθινο  ζπκβνιίδεη ην Hadamard γηλφκελν 

δχν δηαλπζκάησλ. Δπίζεο, ζηελ ηειεπηαία εμίζσζε φηαλ ρξεζηκνπνηείηαη ην 

ζχκβνιν R ελλνείηαη πσο γίλεηαη αλαθνξά γηα θάζε Ri . Σν κεηξψν Β πξνθχπηεη 

απφ ην κεηξψν Α ζηελ (Π2.3) κεηά απφ ηα απινπνηεηηθά βήκαηα πνπ έρνπλ ήδε 
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αλαθεξζεί. Πξέπεη λα ηνληζηεί φηη, αληίζεηα κε ην Α, ην Β δελ είλαη νχηε 

ζπκκεηξηθφ νχηε ζεηηθά εκη-νξηζκέλν.  

  Μηα ηξνπνπνίεζε ηνπ παξαπάλσ κνληέινπ νδεγεί ζε έλα ηππηθφ πξφβιεκα 

γξακκηθήο ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο. Σν ηξνπνπνηεκέλν κνληέιν, αληηθαζηζηά ην (κε 

γξακκηθφ) θψλν ηξηβήο ηνπ πεξηνξηζκνχ ηεο (Π.8) ζηα ζεκεία επαθήο κε θχιηζε, 

κε ηνπο αθφινπζνπο πεξηνξηζκνχο: 
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                                                    (Π2.9)  

 

  Σν πξφβιεκα γξακκηθήο ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο πνπ πξνθχπηεη είλαη ην εμήο: 

 







































































































0

0

b

b

b

b

a

a

s

s

c

c

M

s

s

a

a

a

a

Ro

Rt

Rn

sn

Ro

Rt

Ro

Rt

Rn

Sn

Ro

Rt

Ro

Rt

Rn

Sn

                                                                               

   
 
 

   
    0s,amins,amin

0s,amins,amin

0c,amin

0c,amin

RoRoRtRt

RoRoRtRt

snsn

RnRn












                                                               (Π2.10) 

 

  Όπνπ: 
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                                             (Π2.11) 

 
  Με ην RU  λα είλαη ην δηαγψλην κεηξψν κε ζηνηρεία θαηά ηε δηαγψλην ηνπο .ζεηηθά 

νξηζκέλν θαη φινη νη ζπληειεζηέο ηξηβήο iκ  είλαη αξθεηά κηθξνί, ην Μ αλήθεη ζηελ 

ηάμε ησλ κεηξψσλ 0P . Δπηπιένλ, ην παξαπάλσ LCP κπνξεί λα ιπζεί κε ηελ 

θιαζζηθή κέζνδν ηνπ Lemke ή κε θάπνηα απιή κέζνδν εζσηεξηθνχ ζεκείνπ.  

 

Π2.1.1.2 Σο πρόβλημα ζτεδιαζμού θορέων με κριηήρια ελατίζηοσ βάροσς  

 

  Μηα κεγάιε θαηεγνξία πξνβιεκάησλ ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο νδεγεί ζε 

καζεκαηηθά πξνγξάκκαηα κε πεξηνξηζκνχο ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο (Mathematical 

Programms with Equilibrium Constraints –MPEC). Έλαο ηνκέαο ζηνλ νπνίν 

εκθαλίδνληαη ηέηνηα πξνβιήκαηα είλαη ε βειηηζηνπνίεζε θαηαζθεπψλ κε βάζε 

θξηηήξηα ειαρίζηνπ βάξνπο θαη πεξηνξηζκνχο κνλνδηάζηαηεο επαθήο. Απηφ ζα 

θαλεί πην μεθάζαξα κε ην αθφινπζν ζρήκα, απφ έλα ηππηθφ παξάδεηγκα ηέηνηνπ 

πξνβιήκαηνο. 
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ΣΧΗΜΑ Π2.1 Παξάδεηγκα πξνβιήκαηνο βέιηηζηνπ ζρεδηαζκνχ δηθηπψκαηνο κε 

κνλνδηάζηαηε επαθή 

 

  Σν παξαπάλσ παξάδεηγκα είλαη έλα δηθηχσκα κε 25 ξάβδνπο ησλ νπνίσλ δεηείηαη 

ε βέιηηζηε δηαηνκή κε θξηηήξηα ειαρίζηνπ βάξνπο. Η δηαθνξά είλαη φηη ππάξρνπλ 

θαη πεξηνξηζκνί επαθήο, δειαδή νη ξάβδνη ηνπ δηθηπψκαηνο δελ πξέπεη λα 
ππεξβνχλ ηα φξηα 21 g,g , ηα νπνία απνηεινχλ ηελ απφζηαζε ηεο θαηαζθεπήο απφ 

ην έδαθνο. Αλ ζπκβεί απηφ, ηφηε ζα αλαπηπρζνχλ δπλάκεηο ζηήξημεο απφ ην 

έδαθνο, εθηφο ηεο δεδνκέλεο εμσηεξηθήο θφξηηζεο, νη νπνίεο ζα κεηαβάιινπλ 

ξηδηθά ηε ζηαηηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ θνξέα, ζπλεπψο ζα απαηηνχληαη δηαθνξεηηθέο 

ζρέζεηο γηα ηελ εχξεζε ησλ βέιηηζησλ δηαηνκψλ. 

  Οη βαζηθέο εμηζψζεηο πνπ πεξηγξάθνπλ ην θπζηθφ πξφβιεκα, πξνέξρνληαη απφ 

ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο κεγάισλ κεηαηνπίζεσλ κε επαθή, κε ηελ 

ηξνπνπνίεζε ηελ απνπζία ηξηβήο (ζπληειεζηέο ηξηβήο κ=0). Οξίδεηαη ην κεηξψν 

δπζθακςίαο Κ ην νπνίν είλαη κηα ζπλάξηεζε ηνπ παξάγνληα ζρεδηαζκνχ mt  , ν 

νπνίνο είλαη ην δηάλπζκα ηνπ φγθνπ ησλ ξάβδσλ. Σν ζπκπέξαζκα πνπ βγαίλεη απφ 

απηή ηε ζεψξεζε είλαη ην εμήο: 

 

  



m

1i
iiKttK                                                                                          (Π2.12) 

 

  Όπνπ θάζε iK  είλαη ην κεηξψν δπζθακςίαο ηνπ ζηνηρείνπ θαη απνηειεί έλα 

κεηξψν ζπκκεηξηθφ θαη ζεηηθά νξηζκέλν. Άξα ην πξφβιεκα ηνπ ζρεδηαζκνχ 

ειαρίζηνπ βάξνπο κπνξεί λα κνξθσζεί σο εμήο: 
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                                                              (Π2.13) 

 

  Οη ζρέζεηο (Π2.14) είλαη μεθάζαξν φηη πεξηγξάθνπλ έλα καζεκαηηθφ πξφγξακκα 

κε εμηζψζεηο γξακκηθήο ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο. 

 

  w είλαη κηα γεληθεπκέλε ζπλάξηεζε βάξνπο, T είλαη ην ζεη πεξηνξηζκψλ ηεο 

κεηαβιεηήο t  ηνπ φγθνπ ησλ ξάβδσλ. Έλα παξάδεηγκα ησλ πεξηνξηζκψλ T ζα 

πεξηιάκβαλε: 








 




m

1i
i

m Vt:t  φπνπ V>0 είλαη ν ζπλνιηθφο φγθνο ησλ ξάβδσλ 

θαη    ttt:t m .  

 Σα ζχκβνια  t,t  είλαη αληίζηνηρα ηα πάλσ θαη θάησ φξηα ηνπ φγθνπ ησλ ξάβδσλ. 

Ο φξνο np  ζπκβνιίδεη ηηο δπλάκεηο επαθήο πνπ ζα αλαπηπρζνχλε αλ νη ξάβδνη 
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έξζνπλ ζε επαθή κε ην έδαθνο ελψ ν φξνο ηνπ T
nC  πεξηγξάθεη κε θάπνηα 

ζπλάξηεζε, ηε κνξθή ηεο επηθάλεηαο ηνπ εδάθνπο. Με ηνλ φξν u ελλννχληαη νη 

ζπλνιηθέο κεηαηνπίζεηο ηνπ θνξέα νη νπνίεο πξνθαινχληαη απφ ηα εμσηεξηθά 

θνξηία αιιά θαη απφ ηηο δπλάκεηο επαθήο. Oη ζπλαξηήζεηο πεξηνξηζκψλ h κπνξνχλ 

λα είλαη είηε πεξηνξηζκνί ζηηο κεηαθηλήζεηο θαη ζηηο ηάζεηο, είηε πεξηνξηζκνί ζηηο 

δπλάκεηο επαθήο. 

 

Π2.1.2 Προβλήμαηα κσκλοθοριακής ιζορροπίας 

 
  ε φια ηα κνληέια πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηελ αλάιπζε ηνπ θπθινθνξηαθνχ 

θφξηνπ, ππάξρεη έλα δεδνκέλν θπθινθνξηαθφ δίθηπν πνπ νξίδεηαη απφ έλαλ 

αξηζκφ θφκβσλ Ν θαη έλα ζεη ζπλδέζκσλ Α. Σα κνληέια ρξεζηκνπνηνχληαη γηα λα 

πξνβιέςνπλ ηελ ηθαλφηεηα θπθινθνξηαθνχ φγθνπ ζε απηφ ην δίθηπν. πλήζσο 

ζεσξείηαη φηη νη νδεγνί θπθινθνξνχλ κε επηβαξπληηθφ ηξφπν σο πξνο ηηο αληνρέο 

ηνπ δηθηχνπ, ζε κηα πξνζπάζεηά ηνπο λα κεηψζνπλ ην θφζηνο κεηαθίλεζήο ηνπο, 
φπνπ ην θφζηνο ηεο κεηαθίλεζεο θαηά κήθνο ελφο δεδνκέλνπ ζπλδέζκνπ Aa  

είλαη κηα κε γξακκηθή ζπλάξηεζε )f(ca  σο πξνο ην δηάλπζκα ηεο ζπλνιηθήο ξνήο f 

κε ζπληζηψζεο Ab,fb  . Έζησ φηη ην c(f) ππνδειψλεη ην δηάλπζκα κε ζπληζηψζεο 

)f(ca  Aa . Τπάξρνπλ δχν ππνθαηεγνξίεο ηνπ Ν πνπ αληηπξνζσπεχνπλ ηνπο 

θφκβνπο πξνέιεπζεο Ο θαη ηνπο θφκβνπο πξννξηζκνχ D αληίζηνηρα. Σν ζεη ησλ 

δεπγαξηψλ (Ο-D) είλαη κηα δεδνκέλε ππνθαηεγνξία W πνπ νξίδεηαη σο ΟxD. 

ρεηηδφκελν κε θάζε δεπγάξη είλαη κηα ηαμηδησηηθή δήηεζε ε νπνία αληηπξνζσπεχεη 

ηελ απαηηνχκελε ξνή απφ ην θφκβν πξνέιεπζεο σο ηνλ θφκβν πξννξηζκνχ. 

  ε πνιιέο δεκνζηεχζεηο έρεη ζπδεηεζεί ε κφξθσζε θαη ε επίιπζε πξνβιεκάησλ 

θπθινθνξηαθήο ηζνξξνπίαο κε ηηο κεζφδνπο ηεο ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο θαζψο θαη 

νη εθαξκνγέο απηψλ ησλ πξνβιεκάησλ ζην πνιενδνκηθφ ζρεδηαζκφ. Αθνινπζεί 

έλα παξάδεηγκα κφξθσζεο ηέηνησλ πξνβιεκάησλ. Καηαξρήλ ζην αθφινπζν 

ζρήκα, παξνπζηάδεηαη έλα ηππηθφ δείγκα θπθινθνξηαθνχ δηθηχνπ, κε Ν=5 θφκβνπο 

θαη Α=16 ζπλδέζκνπο. 

 
 

ΣΧΗΜΑ Π2.2 Παξάδεηγκα θπθινθνξηαθνχ δηθηχνπ 
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  Γηα θάζε Ww , έζησ φηη wp  αληηπξνζσπεχεη ην ζεη ησλ δηαδξνκψλ πνπ 

ζπλδένπλ ηα O-D δεχγε w θαη P αληηπξνζσπεχεη φιεο ηηο δηαδξνκέο πνπ ζπλδένπλ 
φια ηα O-D δεχγε ηνπ δηθηχνπ. Έζησ φηη κε ξμ  αληηπξνζσπεχεηαη ε ξνή ησλ 

δξφκσλ Pp θαη )μ(γξ είλαη ην θφζηνο ηεο ξνήο ζηε δηαδξνκή απηή, ην νπνίν είλαη 

κηα ζπλάξηεζε ηνπ δηαλχζκαηνο ξνήο ηεο δηαδξνκήο μ. Έζησ φηη Γ είλαη ην 

κεηξψν ζπλδέζκνπ-δηαδξνκήο κε ζηνηρεία πνπ έρνπλ ηελ αθφινπζε κνξθή: 

 



 


πησζείπεξιιεάζε0

ΑαλδεζκνχζδεηίδηαζρΡξήδηαδξνκεαλ1
δap                                  (Π2.14) 

 

  Δίλαη μεθάζαξν φηη ηα f θαη μ ζπλδένληαη: 

 

μΓf                                                                                                   (Π2.15) 

 
  Όπνπ ην θφζηνο )μ(γp  ζε θάζε δηαδξνκή p ζεσξείηαη πσο είλαη ην άζξνηζκα απφ 

ηα θφζηε ζπλδέζκσλ γηα φινπο ηνπο ζπλδέζκνπο πνπ δηαζρίδνληαη απφ ηε 

δηαδξνκή p, δειαδή: 

 

)f(cΓ)μ(γ Σ                                                                                          (Π2.16) 

 
  Σν κνληέιν θαιείηαη πξνζζεηηθφ. Σέινο, εηζάγνπκε κεηαβιεηέο wη  νη νπνίεο 

αληηπξνζσπεχνπλ ην ειάρηζην θφζηνο κεηαθνξάο (ή ρξφλνπ) κεηαμχ ησλ 

δεπγαξηψλ O-D Ww . Η δήηεζε ηαμηδηνχ κεηαμχ ησλ δεπγψλ Ο-D w ζεσξείηαη φηη 
είλαη κηα ζπλάξηεζε )η(dw  ηνπ δηαλχζκαηνο η, φπσο έρεη νξηζηεί ζην πξφβιεκά 

καο. Σν κνληέιν θαιείηαη σο πξνζνκνίσκα ζηαζεξήο δήηεζεο εάλ θάζε )η(dw  είλαη 

κηα ζηαζεξή ζπλάξηεζε. Σν γεληθφ κνληέιν ζπρλά θαηνλνκάδεηαη σο ην κνληέιν 

ειαζηηθφηεηαο δήηεζεο.  

  Η αξρή ηζνξξνπίαο ηνπ Wardrop νξίδεη πσο θάζε νδεγφο ζα επηιέμεη ηε δηαδξνκή 

κε ην ειάρηζην θφζηνο κεηαμχ θάζε δεχγνπο πξνέιεπζεο – πξννξηζκνχ θαη κέζσ 

απηήο ηεο δηαδηθαζίαο, νη δηαδξνκέο πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζνχλ ζα έρνπλ ηζνδχλακν 

θφζηνο. Οη δηαδξνκέο κε θφζηε πςειφηεξα απφ ην ειάρηζην δελ ζα έρνπλ θαζφινπ 

ξνή. Μαζεκαηηθά, απηή ε αξρή κπνξεί λα εθθξαζηεί σο: 

 

wξwξ Pp,Ww,0μη)μ(γ0                                                       (Π2.17)      

 

  Η ζπλζήθε ηθαλνπνηείηαη αλ: 

 





wPp

wp Ww),η(d)μ(γ                                                                        (Π2.18) 

 

   Καη ε ζπλζήθε ηζνξξνπίαο κεδεληθήο ππέξβαζεο δήηεζεο νξίδεηαη αθνινχζσο: 

 





wPp

wwξ Ww,0η)η(d)μ(γ0                                                       (Π2.19) 

 

  Οη ζπλζήθεο (Π2.18) θαη (Π2.19) κνξθψλνπλ έλα κε γξακκηθφ πξφβιεκα 

ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο κε κεηαβιεηέο ηηο )p,μ( . 

 

  Γηα δίθηπα ινγηθνχ κεγέζνπο, ε αξίζκεζε φισλ ησλ δηαδξνκψλ πνπ ζπλδένπλ 

ηνπο ζπλδέζκνπο ηνπ W είλαη πνιχ δχζθνιε αλ ππάξρνπλ πνιιά δεχγε O-D. Γη’ 

απηφ ην ιφγν ε παξαπάλσ κφξθσζε πξνβιήκαηνο δελ είλαη θαηάιιειε γηα άκεζε 

ρξήζε ππνινγηζηηθά. Ωζηφζν, ππάξρνπλ δεκνζηεχζεηο νη νπνίεο ρξεζηκνπνηνχλ 
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απηή ηε δηαηχπσζε. Η ελαιιαθηηθή πνιπθξηηεξηαθή ζεψξεζε ηνπ πξνβιήκαηνο 

θαηαξγεί ηελ αλάγθε αξίζκεζεο ησλ δηαδξνκψλ θαη βαζίδεηαη θαη απηή ζηελ αξρή 

ηεο ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο. 

 

 

Π2.2  Οικονομικές εθαρμογές 
 
  ε πνιιέο νηθνλνκηθέο εθαξκνγέο παξάγεηαη έλα κνληέιν ψζηε λα εξκελεπζνχλ 

νη πεξίπινθνη κεραληζκνί ελφο νηθνλνκηθνχ ζπζηήκαηνο ή γηα λα νξηζηνχλ νη 

επηπηψζεηο κηαο ζπγθεθξηκέλεο ελέξγεηαο, φπσο γηα παξάδεηγκα ε θνξνινγία. 

Γηαθνξεηηθά ζπκπεξάζκαηα σο πξνο ηε ζπκπεξηθνξά ησλ παξαγψγσλ ζηελ 

νηθνλνκία θαζνξίδνπλ δηαθνξεηηθέο κνξθέο ηζνξξνπίαο. 

  Μία νηθνλνκία κπνξεί λα κνληεινπνηεζεί σο εμήο. Θεσξείηαη φηη ε νηθνλνκία 

αζρνιείηαη κε έλα πεπεξαζκέλν αξηζκφ l αμηψλ, νη νπνίεο θαζνξίδνληαη φρη κφλν 

απφ ηνλ ηχπν ηνπ αγαζνχ πνπ ζρεηίδεηαη κε απηέο, αιιά επίζεο θαη απφ ηελ 

εκεξνκελία θαη ηελ ηνπνζεζία. πλδεδεκέλε κε θάζε αμία είλαη κία ηηκή, δειαδή ε 

πνζφηεηα πιεξσκήο γηα θάζε κνλάδα ηεο δεδνκέλεο αμίαο. Τπάξρνπλ δχν ζεη 

παξαγφλησλ πνπ αζρνινχληαη κε απηέο ηηο αμίεο, νη παξαγσγνί θαη νη 

θαηαλαισηέο. Η επξσζηία ηνπ πξνυπνινγηζκνχ ελφο θαηαλαισηή ηππηθά 

θαζνξίδεηαη απφ ηελ αξρηθή πνζφηεηα αγαζψλ πνπ έρεη ζηελ θαηνρή ηνπ. ε απηήλ 

ηελ πεξηγξαθή ε νηθνλνκία ζεσξείηαη φηη έρεη n παξαγσγνχο θαη m θαηαλαισηέο. 

Οη δείθηεο ζα ρξεζηκνπνηνχληαη γηα λα ππνδεισζνχλ ηα ζηνηρεία ησλ δηαλπζκάησλ 

θαη νη εθζέηεο γηα λα ππνδεισζνχλ νη πνζφηεηεο ησλ δηαλπζκάησλ πνπ 

ζρεηίδνληαη είηε κε ηνλ παξαγσγφ, είηε κε ηνλ θαηαλαισηή. 

  ηα πιαίζηα ηεο παξνχζεο εξγαζίαο, ζα αλαιπζεί ζπλνπηηθά ην πξφβιεκα ηεο 

ζεσξίαο παηγλίσλ ην νπνίν είλαη κηα πνιχ κεγάιε εθαξκνγή ζε νηθνλνκηθά 

δεηήκαηα, γηα ην πξφβιεκα ηεο ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο. 

 

 

Π2.2.1 Θεωρία Παιγνίων 

 

  Έλαο κεγάινο αξηζκφο νηθνλνκηθψλ κνληέισλ κνξθψλνληαη ζε φξνπο ελφο 

αληαγσληζηηθνχ παηγλίνπ κε n παίθηεο. ην γεληθφ πεξίγξακκα, έλα ηέηνην παίγλην 

απνηειείηαη απφ n παίθηεο ν θαζέλαο απφ ηνπο νπνίνπο έρεη έλα νξηζκέλν ζεη 

ζηξαηεγηθήο iniX  θαη κίαο ζπλάξηεζεο ρξεζηκφηεηαο ii X:u .Η ρξεζηκφηεηα 

γηα θάζε δεδνκέλν παίθηε εμαξηάηαη απφ ηηο ζηξαηεγηθέο jx  φισλ ησλ παηθηψλ. 

 

 χκθσλα κε ηε ζεψξεζε ηνπ Nash, θάζε παίθηεο κεγηζηνπνηεί ηε ρξεζηκφηεηά 

ηνπ ζεσξψληαο ηηο ζηξαηεγηθέο φισλ ησλ άιισλ παηθηψλ γλσζηέο. Άξα γηα 

ζπγθεθξηκέλεο ζηξαηεγηθέο ij,zj  , ν παίθηεο i ιχλεη ην αθφινπζν πξφβιεκα 

βειηηζηνπνίεζεο: 

 

  iin1ii1i1
i Xx:z,...,z,x,z,...,zumax                                                         (Π2.20) 

 

  Σν δηάλπζκα   



n

1i

ii XXx,zz  απνηειεί έλα ζεκείν ηζνξξνπίαο θαηά Nash γηα 

ην παίγλην, αλ γηα θάζε i=1,…,n: 

 

    ii
i

n!ii1i1
i Xxηαιαφγηαzuz,...,z,x,z,...,zu                                          (Π2.21) 

 

  Δίλαη πνιχ γλσζηφ φηη ην πξφβιεκα ηνπ ππνινγηζκνχ ελφο ζεκείνπ ηζνξξνπίαο 

θαηά Nash κπνξεί λα κνξθσζεί ζαλ κηα αληζφηεηα κε κεηαβιεηέο αλ θάζε iX  είλαη 

έλα θιεηζηφ θπξηφ ζεη θαη θάζε ζπλάξηεζε: 
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 n1i1i1
i x,...,x,,x,...,xu                                                                            (Π2.22) 

 

  είλαη ιεία θαη δηαθνξίζηκε ζηνλ i φξν γηα θάζε ζηαζεξφ: 

 

 n1i1i1 x,...,x,,x,...,x                                                                              (Π2.23) 

 

  Τπφ απηέο ηηο ζεσξήζεηο, νξίδνληαο: 

 

  ,Xxxγηα,

)x(u

.

.

.

)x(u

)x(F i

nx

1x

n

1































                                                           (Π2.24) 

 

  Έλα δηάλπζκα z είλαη έλα ζεκείν ηζνξξνπίαο θαηά Nash αλ θαη κφλν αλ ην z είλαη 

κηα ιχζε ηνπ παξαθάησ πξνβιήκαηνο ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο: 

 

       Xx,0)z(FzxζηεψηνηνέηXzίβξεζελα:X,FVI
T

                  (Π2.25) 

 

  Δάλ επηπξνζζέησο θάζε iX  νξίδεηαη απφ έλαλ πεπεξαζκέλν αξηζκφ δηαθνξίζηκσλ 

αληζνηήησλ θαη εμηζψζεσλ πνπ ηθαλνπνηνχλ ηνπο θαηάιιεινπο πεξηνξηζκνχο, ηφηε 

ην παξαπάλσ πξφβιεκα ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο ηεο ζρέζεο(Π2.25) είλαη ηζνδχλακν 

κε έλα ζχζηεκα ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο κέζσ ησλ ζπλζεθψλ Karush Kuhn Tucker. 

  Γεληθά, ην κνληέιν ηνπ Nash γηα ηα ζεκεία ηζνξξνπίαο δελ είλαη πιήξσο επαξθέο. 

Έλα κεηνλέθηεκα είλαη επεηδή ππάξρεη ε πηζαλφηεηα πνιιαπιψλ ζεκείσλ 

ηζνξξνπίαο. Η αλεχξεζε πνηνχ απφ ηα ζεκεία ηζνξξνπίαο απνηειεί ηελ επηζπκεηή 

ιχζε ηνπ παηγλίνπ, γεληθά δελ είλαη εθηθηφ. 

  Σν κνληέιν  παξαγσγήο ηνπ Nash-Cournot είλαη κηα εθαξκνγή ηεο ηδέαο ηνπ 

ζεκείνπ ηζνξξνπίαο ηνπ Nash. Απηφ ην κνληέιν αθνξά έλαλ αξηζκφ εηαηξηψλ, θάζε 

κία απφ ηηο νπνίεο παξάγεη έλα θνηλφ αγαζφ ζηελ αγνξά. Κάζε εηαηξία ζέηεη ην 

επίπεδν παξαγσγήο ηεο έηζη ψζηε λα κεγηζηνπνηήζεη ην θέξδνο ηεο, ππφ ηελ 

πξνυπφζεζε φηη ε παξαγσγή ησλ άιισλ εηαηξηψλ παξακέλεη ζηαζεξή. Γηαηζζεηηθά, 

έλα ζεκείν ηζνξξνπίαο Nash είλαη έλα παξαγσγηθφ κφξθσκα ζην νπνίν θακία 

εηαηξία δελ κπνξεί λα απμήζεη ην θέξδνο ηεο αιιάδνληαο κε κνλνδηάζηαην ηξφπν 

ην επίπεδν παξαγσγήο ηεο. Καη εθφζνλ θακία εηαηξία δελ επηιέγεη λα αιιάμεη ηελ 

παξαγσγή ηεο, έλα ζεκείν ηζνξξνπίαο είλαη ην επαθφινπζν.  ηε ζπγθεθξηκέλε 

πεξίπησζε, έλα ζεκείν ηζνξξνπίαο ζεκαίλεη φηη θάζε εηαηξία βξίζθεη ηε βέιηηζηε 

απφθξηζε έρνληαο σο δεδνκέλεο ηηο επηινγέο ησλ άιισλ. 
  Αλ νξίζνπκε σο n ηνλ αξηζκφ ησλ εηαηξηψλ,  ii xC  ηελ πνζφηεηα ηνπ αγαζνχ πνπ 

παξάγεη ε εηαηξία i, 



n

1i
ixμ  ηε ζπλνιηθή πνζφηεηα ε νπνία παξάγεηαη, ηφηε ην 

πξφβιεκα αθνξά ηηο δχν ζπλαξηήζεηο απηψλ ησλ κεηαβιεηψλ. Η πξψηε, ε 

αλάζηξνθε ζπλάξηεζε ηεο δήηεζεο, p(μ), δίλεη ηελ ηηκή ηεο κνλάδαο ζηελ νπνία 

νη θαηαλαισηέο ζα δεηήζνπλ θαη ζα αγνξάζνπλ κηα πνζφηεηα μ. Η δεχηεξε,  ii xC , 

είλαη ην θφζηνο παξαγσγήο γηα ηελ εηαηξία i. ε κηα ζπλήζε νηθνλνκηθή 

ζπκπεξηθνξά, ε αληίζηξνθε ζπλάξηεζε δήηεζεο p ζεσξείηαη πσο είλαη απμεηηθή, ε 

ζπλάξηεζε θφζηνπο  ii xC , είλαη θπξηή θαη ε θακπχιε μp(μ) είλαη θπξηή γηα 0μ  .  

Τπφ απηέο ηηο πξνυπνζέζεηο, ε ζπλάξηεζε ρξεζηκφηεηαο θάζε εηαηξίαο είλαη: 

 

 ii
ij

*
jii xCxxpx 

















                                                                             (Π2.26) 
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 Καη είλαη θνίιε γηα ηα ix  θαη ην ζεη ζηξαηεγηθήο iX . Πξνθχπηεη ην αθφινπζν 

πξφβιεκα ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο. 

 
  0xFx0                                                                                       (Π2.27) 

 
  Όπνπ     xFxF i  κε: 

 

    n,...,1iθαηxγηα,x'pxxpxCxF n
n

1i
ii

n

1i
ii

'
ii 

















 



                            (Π2.28) 

 

  Οη πξαγκαηηθέο ζπλαξηήζεηο p θαη C νξίδνληαη παξαθάησ γηα παξακέηξνπο 
γλσζηέο, ηηο 1γθαη0β,L,c iii  : 

 

 

  i

i

η β

1β

i
β

1

i

i

i
iiii

γ

1

γ

1

xL
β1

β
xcxC

μ5000μp








                                                                     (Π2.29) 

 

  Μηα εθαξκνγή ηνπ ζεκείνπ ηζνξξνπίαο ηνπ Nash ζην marketing, βξίζθεηαη ζηελ 

εξγαζία ησλ S.C.Choi, W.S.DeSarbo & P.T.Harker, κε ηίηιν «Παξαγσγηθέο ζέζεηο 

ππφ αληαγσληζηηθφηεηα ηηκψλ». Οη κεηαβιεηέο απηνχ ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη νη 

ηηκέο. Θεσξείηαη φηη ε ζπλάξηεζε δήηεζεο ηνπ θαηαλαισηή νξίδεη ηηο πνζφηεηεο 

πνπ ζα θαηαλαισζνχλ ζε δεδνκέλε ηηκή. Αληίζεηα κε ην γεληθφ ζεκείν ηζνξξνπίαο, 

φπνπ νη εηαηξίεο δηαιέγνπλ κηα πνζφηεηα λα παξάγνπλ, εδψ δηαιέγνπλ ηελ ηηκή 

εμαγσγήο, ψζηε λα κεγηζηνπνηήζνπλ ην θέξδνο ηνπο ρξεζηκνπνηψληαο ηηο αξρέο 

ηνπ Nash. ηε βηβιηνγξαθία απηφ νλνκάδεηαη πξνζνκνίσκα ηνπ Bertrand. 

Τπάξρνπλ θπζηθά θαη κεγαιχηεξα πξνζνκνηψκαηα. Μηα επέθηαζε ηνπ 

πξνεγνπκέλνπ δίλεηαη απφ ηνλ Von Stackelberg. Δδψ ζεσξείηαη φηη κηα εηαηξία 

είλαη «αξρεγφο» θαη ζπλεπψο γλσξίδεη κε πνηνλ ηξφπν ζα ελεξγήζνπλ φιεο νη 

άιιεο εηαηξίεο, ζην πλεχκα ηνπ Bertrand. Ο αξρεγφο κπνξεί λα βειηηζηνπνηήζεη ηηο 

πνζφηεηέο ηνπ, ρξεζηκνπνηψληαο απηήλ ηελ πιεξνθνξία νχησο ψζηε λα πεηχρεη 

κηα δηαθνξεηηθή ιχζε. Απηή ε ελαιιαθηηθή αλάιπζε δελ είλαη γλσζηή σο έλα 

πξφβιεκα ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο, αιιά είλαη έλα παξάδεηγκα MPEC.  

  ηε βηβιηνγξαθία ηεο ζεσξίαο παηγλίσλ, είλαη πνιχ γλσζηνί αιγφξηζκνη γηα ηελ 

εχξεζε ζεκείσλ ηζνξξνπίαο ζε αληαγσληζηηθά παίγληα δχν παηθηψλ. Σψξα ζα 

πεξηγξαθεί κηα επέθηαζε n παηθηψλ ζηα παίγληα 2 παηθηψλ. Έζησ φηη νη παίθηεο 
ηαμηλνκνχληαη σο  n,...,2,1Nj  . Γηα ιφγνπο απιφηεηαο, ζα ζεσξεζεί φηη θάζε 

παίθηεο έρεη κηα επηινγή θαζαξήο ζηξαηεγηθήο απφ έλα ζεη  m,...,2,1P  . Έλα 

«πξνθίι ζηξαηεγηθήο» s είλαη έλα δηάλπζκα n ηνπ νπνίνπ ην j ζηνηρείν είλαη έλα 

ζηνηρείν P ην νπνίν αληηζηνηρεί ζε κηα θαζαξή ζηξαηεγηθή πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ 

παίθηε j. Σν αληάιιαγκα ηνπ παίθηε j πνπ πξνθχπηεη απφ απηφ ην ζηξαηεγηθφ 

πξνθίι s είλαη jsA . ην παηρλίδη, ν παίθηεο j, επηιέγεη έλα δηάλπζκα πηζαλφηεηαο 

j
ip , πνπ αληηπξνζσπεχεη ηελ πηζαλφηεηα λα παίμεη ηελ θαζαξή ζηξαηεγηθή i ζην 

ζεκείν ηζνξξνπίαο. Ξεθάζαξα: 

 





Pi

j
i

j
i Nj1p,Nj,Pi0p                                                   (Π2.30) 

 

  Σψξα ζα εηζαρζνχλ επηπιένλ ζπκβνιηζκνί. Έζησ φηη ην jp   αληηπξνζσπεχεη ην 

δηάλπζκα (n-1) x m  n1j1j1 p,...,p,p,...,p   θαη ην i (j,s) ζπκβνιίδεη ηελ θαζαξή 

ζηξαηεγηθή πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ παίθηε j ζην ζηξαηεγηθφ πξνθίι s. To 

αλακελφκελν αληάιιαγκα γηα ηνλ παίθηε j δίλεηαη απφ: 
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Pi

jsj )s(pA)p(u                                                                                   (Π2.31) 

 

  Όπνπ p(s) είλαη ε πηζαλφηεηα λα επηιερζεί ην ζηξαηεγηθφ πξνθίι s  θαη κπνξεί λα 

ππνινγηζηεί ρξεζηκνπνηψληαο: 

 

  



Nk

k
i )s,k(psp                                                                                    (Π2.32) 

 

  Δθφζνλ ην παίγλην έρεη πεπεξαζκέλν κέγεζνο, ε ζχλνςε ζην αλακελφκελν 

αληάιιαγκα κπνξεί λα αλαδηαηαρζεί: 

 

 



Pi

jj
i

j
ij pxp)p(u                                                                                 (Π2.33) 

 

  Όπνπ: 

 

 
 

 
 

 
i)s,j(i:s j\Nk

k
ijs

jj
i )s,k(pApx                                                                  (Π2.34) 

 
  Η κε γξακκηθή ζπλάξηεζε ix  αληηπξνζσπεχεη ην αλακελφκελν αληάιιαγκα ηνπ 

παίθηε j ρξεζηκνπνηψληαο ηελ θαζαξή ζηξαηεγηθή I, ππφ ηελ πξνυπφζεζε φηη θαη 

νη άιινη παίθηεο επηιέγνπλ ζηξαηεγηθέο πνπ δίλνληαη απφ jp  . Σα ζηξαηεγηθά ζεη 

είλαη απινπνηεκέλεο κνλάδεο    1p,0p:pX ii
mj . Σν ζεκείν ηζνξξνπίαο 

θαηά Nash πνπ πξνθχπηεη είλαη ην πξφβιεκα εχξεζεο ηέηνηνπ  n1 p,...,pp   

ψζηε γηα θάζε Nj  : 

 

 


 
Pi

jjjj
i

j
i

jj Xppxp,Xp                                                                (Π2.35) 

 

  Δίλαη μεθάζαξν φηη απηφ είλαη κηα παξακεηξηθή αληζφηεηα (VI:  

j
Nj X,F ), κε: 

 

   jj
i

j
i pxpF                                                                                       (Π2.36)   

                          

 Η ηζνδπλακία πνπ δίλεηαη ζην παξάξηεκα 1, επηηξέπεη ζε απηφ ην πξφβιεκα λα 

μαλαδηαηππσζεί σο έλα πξφβιεκα ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο, φπνπ ηα κεηξψα Α θαη b 

έρνπλ επηιερζεί γηα λα αληηπξνζσπεχνπλ ηνπο πεξηνξηζκνχο   1p jiPi . 

 

Π2.2.2 Υωρική ιζορροπία ηιμών 

 

  Μεξηθά κνληέια βαζίδνληαη ζε κηα ρσξηθή δνκή θαζψο θαη ζηελ αληαγσληζηηθή 

δνκή ηεο αγνξάο, θαη ζπλήζσο νξίδνληαη σο ρσξηθά ζεκεία ηζνξξνπίαο ηηκψλ. 

Μεξηθά απφ απηά ηα κνληέια βαζίδνληαη ζην πιαίζην ησλ γεληθψλ ζεκείσλ 

ηζνξξνπίαο. Άιια αθνινπζνχλ ην πιαίζην ησλ ζεκείσλ ηζνξξνπίαο ηνπ Nash.  

  ε κία δεκνζίεπζή ηνπ ν Harker δίλεη έλαλ αξηζκφ απφ κνληέια πνπ πεξηγξάθνπλ 

ηε ρσξηθή θαη αληαγσληζηηθή δνκή ησλ αγνξψλ πνπ είλαη κέιε ελφο δηθηχνπ (φπσο 

απηά πνπ πεξηγξάθνληαη ζηελ ελφηεηα κε ην θπθινθνξηαθφ πξφβιεκα). Κάζε 

θφκβνο αληηπξνζσπεχεη έλα ζεκείν ή κέινο, πνπ δηαρσξίδεηαη ρσξηθά απφ ηα 

ππφινηπα. Μία αληαγσληζηηθή δνκή πνπ κνληεινπνηείηαη είλαη έλα νιηγνπψιην, κηα 

θαηάζηαζε αγνξάο ζηελ νπνία ιίγνη παξαγσγνί (ή εηαηξίεο) ειέγρνπλ ηηο δηαλνκέο 

θαη ηε δήηεζε ελφο κεγάινπ αξηζκνχ αγνξαζηψλ. ην αθφινπζν παξάδεηγκα, θάζε 
εηαηξία Qq πξνζπαζεί λα κεγηζηνπνηήζεη ην θέξδνο πνπ ζρεηίδεηαη κε ηελ 
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παξαγσγή κηαο κεκνλσκέλεο ππεξεζίαο ζε φιεο ηηο εηαηξίεο. Καζνξίδνληαη νη 

αθφινπζεο πνζφηεηεο (ζρήκα Π2.3): 

 

L:                ζεη ζπγθεθξηκέλσλ παξαγσγηθψλ κνλάδσλ ή ζεκείσλ 

LxLW  :     ζεη ηφμσλ κεηαθνξάο κεηαμχ ησλ ζεκείσλ ηνπ L 

LIq  :      ζεη ζεκείσλ πνπ ειέγρνληαη απφ κηα εηαηξία Qq . To ζεη ησλ 

ζεκείσλ L δηαρσξίδεηαη απφ ηα ζεη Qq,Iq    

Ll,sl  :       πνζφηεηα κηαο ππεξεζίαο πνπ παξάγεηαη ζην ζεκείν l 

 ll sC :          ζπλνιηθφ θφζηνο παξαγσγήο ls  κνλάδσλ ζην ζεκείν l 

Wa,fa  :     θφζηνο κεηαθνξάο κνλάδαο ζην επίπεδν af  

lqd :           πνζφηεηα ππεξεζίαο πνπ παξάγεηαη απφ κηα εηαηξία q θαη δηαλέκεηαη 

ζην ζεκείν l 

   q1Qql dζ :  ηηκή αγνξάο πνπ νξίδεηαη απφ ηε ζπλνιηθή δηαλνκή ζην ζεκείν L 

(αλάζηξνθε ζπλάξηεζε δήηεζεο) 

 

 
  

ΣΧΗΜΑ Π2.3 Οθηψ ζεκεία πνπ δηαρσξίδνληαη κεηαμχ 3 παξαγσγψλ 

 

  Θα ζεσξεζεί φηη θάζε εηαηξία q δξα θαηά ηνλ ηξφπν ηνπ Nash φηαλ ιακβάλεη 

απνθάζεηο πνπ αθνξνχλ ηα s,d θαη f. Η ζπλάζξνηζε απηψλ ησλ κεηαβιεηψλ είλαη 

ην δηάλπζκα ζηξαηεγηθήο ηεο εηαηξίαο q: qx . Οη πεξηνξηζκνί ηνπ qx  είλαη απηνί πνπ 

ζα εμαζθαιίδνπλ ηε δηαηήξεζε ηεο ξνήο ζε θάζε ζεκείν. Οη πεξηνξηζκνί γηα ηα 

ζεκεία ηα νπνία ειέγρεη ε εηαηξία q, είλαη πην πεξίπινθνη απφ απηνχο γηα ηα ζεκεία 

εθηφο ηνπ ειέγρνπ ηεο εηαηξίαο q. Οη κεηαβιεηέο ηξνθνδνζίαο, δηαλνκήο θαη 

κεηαθνξάο ππφθεηληαη ζε άλσ θαη θάησ φξηα, ηα νπνία είλαη 0 θαη  αληίζηνηρα. 

Γη’ απηφ, ην ζεη ησλ qx  εθηθηψλ ζηξαηεγηθψλ γηα ηελ εηαηξία q είλαη: 

 

 


























 





qilIilq

qillilijLjlq

qijlql
q

qq

I\Llfd

Ilfsfd

Lj.Il0f,d,sx

:xX

q

q
                                     (Π2.37) 

 

  Έζησ φηη   q
Qq XX  ηέηνην ψζηε Xx   είλαη κηα εθηθηή ζηξαηεγηθή γηα φιεο 

ηηο εηαηξίεο. Σν θέξδνο ηεο εηαηξίαο q δίλεηαη απφ ηε ζπλάξηεζε qπ : 

 

     
  

 















q qIi Ii Lj
ijijijiilq

Lj
jl1Llq ffcsCdfζ)x(π                                      (Π2.38)      

 

  Γη’ απηφ, κηα εηαηξία q επηζπκεί λα βξεη κηα ζηξαηεγηθή qx  ε νπνία λα 
κεγηζηνπνηεί ηελ qπ (x) ππφ ηελ πξνυπφζεζε φηη φιεο νη άιιεο εηαηξίεο θξαηνχλ ηηο 

ζηξαηεγηθέο ηνπο ζηαζεξέο ζην px . Δάλ ην lζ  απμάλεη, ην lC  είλαη θνίιν. Όπσο θαη 
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ζην κνληέιν ηνπ Nash, κηα ρσξηθή ηζνξξνπία ηηκψλ είλαη έλα δηάλπζκα Xx   πνπ 

ηθαλνπνηεί: 

 

   



Qq

qqT

q Xx0xxxπ                                                             (Π2.39) 

 

  Απηή ε παξακεηξηθή αληζφηεηα κεηαηξέπεηαη εχθνια ζε έλα πξφβιεκα 

ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο ρξεζηκνπνηψληαο ηηο ζρέζεηο ηνπ παξαξηήκαηνο 1. Γηα απηφ 

ην πξφβιεκα ππάξρεη δηαζέζηκν θαη έλα πξνζνκνίσκα ζην ινγηζκηθφ GAMS. 

  ε κία δεκνζίεπζή ηνπ ν Tobin πεξηγξάθεη ηε ρσξηθή ηζνξξνπία ηηκψλ ζε κηα 

αγνξά κε πνιιά πξντφληα σο έλα πξνζνκνίσκα δηθηχνπ. ε απηφ ην παξάδεηγκα, 

νη κεηαβιεηέο είλαη νη ηηκέο ζηνπο δηάθνξνπο θφκβνπο ηνπ δηθηχνπ. Απηέο νη ηηκέο 

θαζνξίδνπλ ηελ ηξνθνδνζία θαη ηε δήηεζε, θαη φρη αληίζηξνθα, φπσο ζην κνληέιν 

ηνπ Harker. Δπηπιένλ, ζεσξείηαη φηη ππάξρεη απφιπηνο αληαγσληζκφο, θαη φρη κηα 

ζπκπεξηθνξά θαηά Nash. 
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Πίνακας συμβόλων 1ου κεφαλαίου 
 

ύμβολο Επεξήγηση 

f Σάζε ράιπβα 

ef  Διαζηηθή ηάζε ράιπβα 

ε  Παξακόξθσζε ράιπβα 

eε  Διαζηηθή παξακόξθσζε ράιπβα 

yε  Παξακόξθσζε δηαξξνήο ράιπβα 

uf  Οξηαθή ηάζε ράιπβα 

yM  Ρνπή δηαξξνήο 

yθ  Κακππιόηεηα δηαξξνήο 

pM  Πιαζηηθή ξνπή αληνρήο 

θ πληειεζηήο ηθαλόηεηαο 

 *M  Ρνπή ζρεδηαζκνύ ειαζηηθήο αλάιπζεο 

sΜθ  Κακπηηθή ηθαλόηεηα ζρεδηαζκνύ 

 
Πίνακας συμβόλων 2ου κεφαλαίου 

 
ύμβολο Επεξήγηση 

a Φνξηηζηηθόο ζπληειεζηήο 

f Γηάλπζκα αζθνύκελσλ ζην θνξέα θνξηίσλ  

p=af Ιζνδύλακν δηάλπζκα θόξηηζεο 

j Κόκβνο αξρήο ζηνηρείνπ 

k Κόκβνο ηέινπο ζηνηρείνπ 

i Αξηζκόο ζηνηρείνπ 
is  Γηάλπζκα αδηάζηαησλ γεληθεπκέλσλ δπλάκεσλ 

321 s,s,s  Γεληθεπκέλεο δπλάκεηο (αμνληθή, ξνπή αξρήο, 
ηέινπο) 

jn  Αμνληθή δύλακε κέινπο 

pN  Καζαξά αμνληθή πιαζηηθή αληνρή κέινπο 

jm  Κακπηηθή ξνπή αξρήο κέινπο 

km  Κακπηηθή ξνπή ηέινπο κέινπο 
iL  Μήθνο ζηνηρείνπ 

ζ Γσλία θαηεύζπλζεο ζηνηρείνπ 
ip  Γηάλπζκα αλαινγηώλ αζθνύκελσλ θνξηίσλ 

iB  Μεηξών ηζνξξνπίαο ζηνηρείνπ  

B Μεηξών ηζνξξνπίαο θαηαζθεπήο 

s Γηάλπζκα γεληθεπκέλσλ ηάζεσλ θαηαζθεπήο 

d Πιήζνο βαζκώλ ειεπζεξίαο 

Μ Πιήζνο κειώλ θνξέα 
m

ij
B 
 

 πληειεζηέο ζηνηρείνπ πνπ ζπκβάιινπλ ζην 
ζπλνιηθό κεηξών ηζνξξνπίαο 

M
m

ij ij
m 1

B B


 
 

Μεηξών ηζνξξνπίαο θαηαζθεπήο (ζπκβνιηζκόο κε 
δείθηεο) 

u2u1 s,s
 

Ιθαλόηεηεο δηαξξνήο αμνληθήο θαη ξνπήο 
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5

2
m,

5

1
l 11

 

πλεκίηνλα θαηεύζπλζεο ηνπ θάζεηνπ δηαλύζκαηνο 
ζην επίπεδν 1 ηεο επηθάλεηαο δηαξξνήο 















13

2
m,

13

3
l 12

 

πλεκίηνλα θαηεύζπλζεο ηνπ θάζεηνπ δηαλύζκαηνο 
ζην επίπεδν 2 ηεο επηθάλεηαο δηαξξνήο 

i
1jr
 

Απόζηαζε επηπέδνπ 1 από ην θέληξν ηεο επηθάλεηαο 
δηαξξνήο 

i
2jr
 

Απόζηαζε επηπέδνπ 2 από ην θέληξν ηεο επηθάλεηαο 
δηαξξνήο 

OS Δπίπεδν έληαζεο 

(a,b) πληεηαγκέλεο επηπέδνπ έληαζεο 

ΟΒ Πξνβνιή ηνπ επηπέδνπ έληαζεο OS ζην OH 

OH Απόζηαζε ηνπ θέληξνπ από ηελ επζεία ηνπ ζπλόξνπ 
ηεο επηθάλεηαο δηαξξνήο 

(cosβ, sinβ)
 

πλεκίηνλα θαηεύζπλζεο ηνπ θάζεηνπ δηαλύζκαηνο 
ζην επίπεδν 

i
jN
 

Γηάλπζκα ζπλζεθώλ δηαξξνήο ζηελ αξρή j ηνπ 
ζηνηρείνπ i 

N Γηάλπζκα ζπλζεθώλ δηαξξνήο θνξέα 

y Αξηζκόο επηπέδσλ γξακκηθνπνηεκέλεο επηθάλεηαο 

δηαξξνήο 

diag Γηαγώληα παξάζεζε κεηξώσλ 

z Γηάλπζκα πιαζηηθώλ πνιιαπιαζηαζηώλ 

u Γηάλπζκα επηθόκβησλ κεηαθηλήζεσλ 

ka
 

Κηλεκαηηθά απνδεθηόο θνξηηζηηθόο ζπληειεζηήο 

kjj θ,θ,δ  
 

Κύξηεο κεηαθηλήζεηο κέινπο: αμνληθή παξακόξθσζε, 

ζηξνθή αξρήο θαη ηέινπο κέινπο  

 ΣΔ  Γηάλπζκα αδηάζηαησλ ζπληειεζηώλ παξακόξθσζεο 

Δ Μέηξν ειαζηηθόηεηαο πιηθνύ 

Ι Ρνπή αδξαλείαο κέινπο 

Α Δκβαδό δηαηνκήο κέινπο 
 D  Αζύδεπθην κεηξών δπζθακςίαο ζηνηρείνπ (3x3) 
 δ  Γηάλπζκα κεηαηνπίζεσλ 

jjj ζ,v,u  Μεηαθηλήζεηο θόκβνπ αξρήο κέινπο ζην ηνπηθό 

ζύζηεκα αμόλσλ 
u  Γηάλπζκα επηθόκβησλ κεηαθηλήζεσλ ζην θαζνιηθό 

ζύζηεκα αμόλσλ 

jjj ζ,v,u  Μεηαθηλήζεηο θόκβνπ αξρήο κέινπο ζην θαζνιηθό 

ζύζηεκα αμόλσλ 
 T  Μεηξών δηεύζπλζεο ζηνηρείνπ 

 k  Μεηξών δπζθακςίαο ζηνηρείνπ ζην θαζνιηθό 
ζύζηεκα αμόλσλ 

ι πληειεζηήο θαηάξξεπζεο 

LINPROG Ρνπηίλα γξακκηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ ζηε Μatlab 

«.m» πκβνιηζκόο αξρείνπ δεδνκέλσλ 

LP Γξακκηθόο πξνγξακκαηηζκόο (linear programming) 

alpha Βέιηηζηνο θνξηηζηηθόο ζπληειεζηήο 

s alpha Γηάλπζκα όισλ ησλ κεηαβιεηώλ ζηε ζέζε βειηίζηνπ 

lambda Γπηθό βέιηηζην ή νη ηηκέο πνιιαπιαζηαζηώλLagrange 
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spy Δληνιή ειέγρνπ κεηξώσλ ζηε Matlab 

El Αξηζκόο ζηνηρείνπ ζηε Matlab 

dof Αξηζκόο βαζκνύ ειεπζεξίαο (degree of freedom) 

λ Οξηδόληηα κεηαθίλεζε θόκβνπ ηειεπηαίνπ νξόθνπ 

(ζε αξηζκεηηθά παξαδείγκαηα) 

UC,UB,WC,SHS Καηεγνξίεο δηαηνκώλ ακεξηθάληθσλ θαλνληζκώλ 

input Αξρείν δεδνκέλσλ 

output Αξρείν απνηειεζκάησλ 

 

Πίνακας συμβόλων 3ου κεφαλαίου 
 

ύμβολο Επεξήγηση 

LCP Γξακκηθό πξόβιεκα ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο 

(linear complementarity problem) 

QP Γεπηεξνβάζκηνο ή ηεηξαγσληθόο 

πξνγξακκαηηζκόο (quadratic programming) 

bimatrix games Παίγληα δύν παηθηώλ 

optimization  Βειηηζηνπνίεζε 

Μ Σεηξαγσληθό κεηξών ζε έλα LCP 

n Γηαζηάζεηο Μ  

q Γηάλπζκα ζε έλα LCP 

n1 w...w , n1 z...z  Μεηαβιεηέο πξνβιήκαηνο LCP 
n  Υώξνο n δηαζηάζεσλ 

   jj
r
n

r
2

r
1

r z,wy,...y,yy   Γηαλύζκαηα q ελόο LCP n δηαζηάζεσλ 

rB  Σεηξαγσληθό κεηξών πνπ ζπιιέγεη ηα κεηξώα Μ 

ζε έλα LCP δηαζηάζεσλ n 

Simplex Μέζνδνο γξακκηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ 

C(M) Σάμε ζπκπιεξσκαηηθνύ θώλνπ 

Ι.j-M.j j ζπκπιεξσκαηηθό δεύγνο δηαλπζκάησλ 

Α.j Γηάλπζκα δεύγνπο Ι.j-M.j 

(A.1,…,A.n) πκπιεξσκαηηθό ζεη δηαλπζκάησλ 

Pos Κώλνο ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο 
ry  Δθηθηή ιύζε γξακκηθνύ ζπζηήκαηνο 

jj lx   Μεηαβιεηή κε θάησ όξην  

0y j   πκπιήξσκα κεηαβιεηήο 

Α Μεηξών δηαζηάζεσλ mxN 

λ Με αξλεηηθά πιενλάζκαηα 

m Αξηζκόο v πιενλαζκάησλ θαη πιήζνο δπηθώλ 
κεηαβιεηώλ 

y Γπηθέο κεηαβιεηέο 

Ν Πιήζνο κε αξλεηηθώλ ειιεηκκάησλ 

Q(x) Αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ηνπ δεπηεξνβάζκηνπ 
πξνγξακκαηηζκνύ 

D πκκεηξηθό κεηξών δηαζηάζεσλ nxn ζηνλ 
δεπηεξνβάζκην πξνγξακκαηηζκό 

c Γηάλπζκα θόζηνπο 

L(x,y,u) πλάξηεζε Lagrange 

KKT πλζήθεο Karush Kuhn Tucker 
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softening Υαιάξσζε πιηθνύ 

bifurcation Γηρνηόκεζε ιύζεο 

P Γηάλπζκα θόξηηζεο 

u Γηάλπζκα παξακέηξσλ κεηαηόπηζεο 

q Γηάλπζκα γεληθεπκέλσλ παξακνξθώζεσλ 

e Διαζηηθέο παξακνξθώζεηο 

p Πιαζηηθέο παξακνξθώζεηο 

S Αζύδεπθην κεηξών δπζθακςίαο ζηνηρείνπ (ζην 
θεθάιαην 1 νξίδεηαη σο D) 

w Δμηζώζεηο δηαξξνήο 

NCP Με γξακκηθό πξόβιεκα ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο 

(Non linear complementarity problem) 

H Μεηξών ραιάξσζεο ή θξάηπλζεο 

(hardening/softening matrix) 
)0(h1   Κιίζε θιάδνπ θξάηπλζεο 

432 ĥ,ĥ,ĥ  Κιίζεηο δηαδνρηθώλ θιάδσλ ραιάξσζεο 

,h,h,h 432  Πξαγκαηηθέο θιίζεηο θιάδσλ ραιάξσζεο 

0sr i
2   Δπίπεδν γεληθεπκέλεο έληαζεο 

)z,s(F ii  Δμίζσζε θακπύιεο θξάηπλζεο - ραιάξσζεο 

 
Πίνακας συμβόλων 4ου κεφαλαίου 

 
ύμβολο Επεξήγηση 

holonomic Οιόλνκε ζπκπεξηθνξά 

Non holonomic Με νιόλνκε ζπκπεξηθνξά 

Lemke Αιγόξηζκνο θεληξηθνύ ζεκείνπ γηα επίιπζε LCP 

GAMS/PATH Λνγηζκηθό επίιπζεο πξνβιεκάησλ καζεκαηηθνύ 
πξνγξακκαηηζκνύ 

MCP Μεηθηό πξόβιεκα ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο (mixed 
complementarity problem) 

rr  Δπίπεδν έληαζεο 

j2j1 N,N  Κάζεηα δηαλύζκαηα ζηελ επηθάλεηα δηαξξνήο 

ja  Μέγεζνο θιίκαθαο πιαζηηθνύ πνιιαπιαζηαζηή 

cp  Κξίζηκε πιαζηηθή παξακόξθσζε 

cjp  Πξαγκαηηθέο ηηκέο πιαζηηθώλ παξακνξθώζεσλ 

γ Δζσηεξηθή γσλία επηθάλεηαο δηαξξνήο 

h Βνεζεηηθή κεηαβιεηή ζην κεηξών ραιάξσζεο 

n
~  Βνεζεηηθή κεηαβιεηή κεηξώνπ πεξηνξηζκώλ N 

r2s  Απνκέλνπζα ξνπή ραιάξσζεο 
i
2p  Πιαζηηθή ζηξνθή ραιάξσζεο 

jh  Κιίζε δηαγξάκκαηνο ραιάξσζεο 

df  ηαζεξά επηθόκβηα θνξηία (fixed loads) 

p  Μεηαβνιή πιαζηηθώλ παξακνξθώζεσλ 
yz   Ρπζκόο κεηαβνιήο πιαζηηθώλ πνιιαπιαζηαζηώλ 
yr   Γηάλπζκα νξίσλ δηαξξνήο 

  Γλσζηό επίπεδν έληαζεο 
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 a,w,z,u,s  Πνζόηεηεο ζην γλσζηό επίπεδν έληαζεο  

Γs, Γu, Γz Μεηαβνιέο ζηηο κεηαβιεηέο απόθξηζεο 

 Άγλσζην επίπεδν έληαζεο 

Γa,Γq, Γe, Γp Σηκέο επαπμεηηθνύ βήκαηνο i 

K Διαζηηθό κεηξών δπζθακςίαο θνξέα 

b Βνεζεηηθό δηάλπζκα πξνβιήκαηνο MCP 

A, Z, c Βνεζεηηθά κεηξώα πξνβιήκαηνο MCP 
 p  Με ελεξγό ζεη εμηζώζεσλ δηαξξνήο 

 a  Με αληηζηξέςηκε θαηεγνξία ελεξγνύ ζεη 
εμηζώζεσλ δηαξξνήο 

 b  Αληηζηξέςηκε θαηεγνξία ελεξγνύ ζεη εμηζώζεσλ 

δηαξξνήο 
Γt Υξνληθό βήκα 

aaa b,wΓ,zΓ  Πνζόηεηεο πνπ αλαθέξνληαη ζηε κε 
αληηζηξέςηκε θαηεγνξία ηνπ ελεξγνύ ζεη  

εμηζώζεσλ δηαξξνήο 

bbb b,wΓ,zΓ  Πνζόηεηεο πνπ αλαθέξνληαη ζηελ αληηζηξέςηκε 

θαηεγνξία ηνπ ελεξγνύ ζεη  εμηζώζεσλ δηαξξνήο 

pbpababbabaa A,A,A,A,A,A  Τπνκεηξώα ηνπ Α  

pp b,w  Πνζόηεηεο πνπ αλαθέξνληαη ζην κε ελεξγό ζεη 
εμηζώζεσλ δηαξξνήο 

pw  Παζεηηθό ζεη εμηζώζεσλ δηαξξνήο γλσζηνύ 
επαπμεηηθνύ βήκαηνο 

1aθαη1a    Ρπζκόο κεηαβνιήο θνξηηζηηθνύ ζπληειεζηή 

21 tΓ,tΓ  Καηεγνξίεο ρξνληθώλ βεκάησλ 

aaa b,A   Μεηαζρεκαηηζκνί κεηξώσλ θαη δηαλπζκάησλ γηα 
κεηαηξνπή MCP ζε LCP 

0z  Αξρηθή εθηίκεζε ιύζεσλ z 

 
Πίνακας συμβόλων 5ου κεφαλαίου 

 
ύμβολο Επεξήγηση 

6x6i
gK   Γεσκεηξηθό κεηξών δπζθακςίαο ζηνηρείνπ 

i
fπ  Πξόζζεηε (πιαζκαηηθή) δύλακε 

i
fδ  Πξόζζεηε (πιαζκαηηθή) κεηαηόπηζε 

i
0B  Μεηξών ηζνξξνπίαο κέινπο 

i
fB  Πξόζζεην κεηξών ηζνξξνπίαο κέινπο 

i
gS  Γεσκεηξηθό αζύδεπθην κεηξών δπζθακςίαο 

ζηνηρείνπ 
3x3i

0S   Αζύδεπθην κεηξών δπζθακςίαο ζηνηρείνπ 
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