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ΔΤΥΑΡΙ΢ΣΙΔ΢ 

 

Από ηε ζέζε απηή ζα ήζεια λα εθθξάζσ ηηο ζεξκέο κνπ επραξηζηίεο ζηνλ 

επηβιέπνληα θαζεγεηή ηεο κεηαπηπρηαθήο κνπ εξγαζίαο θ. Κ.Β ΢πειηόπνπιν, γηα ηελ 

αλάζεζε ηνπ παξόληνο ζέκαηνο θαη ηελ επθαηξία πνπ κνπ έδσζε λα αζρνιεζώ κε έλα 

ηδηαίηεξα ελδηαθέξνλ ζέκα, θαζώο θαη γηα ηελ θαζνδήγεζε ηνπ θαη ηελ πνιύ θαιή 

ζπλεξγαζία πνπ είρακε θαζ‟ όιε ηε δηάξθεηα ηεο ζπλεξγαζίαο καο ηόζν ζην 

πξνπηπρηαθό όζν θαη ζην κεηαπηπρηαθό πξόγξακκα ζπνπδώλ. 

΢ηε ζπλέρεηα ζα ήζεια λα επραξηζηήζσ ηνλ δηδάθησξ Δ.Μ.Π Αξηζηείδε 

Παπαρξεζηίδε θαη ην ζπλεξγάηε ηνπ Γηώξγν Μαξνπιή, γηα ηνλ πνιύηηκν ρξόλν ηνπο 

θαη ηε βνήζεηά ηνπο ζε ζέκαηα ζρεηηθά κε ηελ Visual Basic θαη ηηο εθαξκνγέο ηεο 

OpenGL. Ζ θαζνδήγεζε ηνπο θαη νη ζπκβνπιέο ηνπο ήηαλ απαξαίηεηεο γηα ηελ 

δεκηνπξγία ηνπ γξαθηθνύ πεξηβάιινληνο γηα ηελ γξαθηθή απεηθόληζε ησλ θνξέσλ θαη 

ηνλ ζρεδηαζκό ησλ εληαηηθώλ κεγεζώλ.   

Δπίζεο ζα ήζεια λα επραξηζηήζσ ηελ νηθνγέλεηα κνπ γηα ηελ ζηήξημή ηνπο 

θαη ηελ εζηθή ηνπο ζπκπαξάζηαζε θαζ‟ όιε ηε δηάξθεηα ησλ ζπνπδώλ κνπ θαη ηεο 

δσήο κνπ γεληθόηεξα θαη ηέινο όινπο ηνπο θαζεγεηέο ηεο ΢ρνιήο Πνιηηηθώλ 

Μεραληθώλ γηα ηε δεκηνπξγηθή ζπκβνιή ηνπο θαζ‟ όιε ηε δηάξθεηα ηεο αθαδεκατθήο 

κνπ ζεηείαο.     
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ΔΙ΢ΑΓΧΓΗ 

 

Αληηθείκελν ηεο παξνύζεο κεηαπηπρηαθήο εξγαζίαο είλαη ε νξηαθή αλάιπζε 

ηξηζδηάζηαησλ θνξέσλ, ν ππνινγηζκόο ηνπ νξηαθνύ θνξηίνπ θαζώο θαη ε εύξεζε ηνπ 

κεραληζκνύ θαηάξξεπζεο. Γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ηνπ θνξηίνπ θαηάξξεπζεο ησλ 

θαηαζθεπώλ, δελ ρξεζηκνπνηήζεθε ε ζπκβαηηθή ειαζηνπιαζηηθή αλάιπζε βήκα 

πξνο βήκα αιιά ε κέζνδνο ηεο άκεζεο νξηαθήο αλάιπζεο βαζηδόκελε ζην 

καζεκαηηθό πξνγξακκαηηζκό. ΢ηελ νξηαθή αλάιπζε ησλ ηξηζδηάζηαησλ θνξέσλ 

ρξεζηκνπνηήζεθε ε κέζνδνο ησλ δπλάκεσλ. Ζ κέζνδνο απηή βαζίδεηαη ζηελ 

ηζνξξνπία ηνπ θνξέα θαη ε εθαξκνγή ηεο πξνζθέξεηαη πεξηζζόηεξν έλαληη ηεο 

κεζόδνπ ησλ κεηαηνπίζεσλ παξόιν πνπ ε δεύηεξε ελδείθλπηαη γηα απηόκαηε 

πινπνίεζε. Ζ κέζνδνο ησλ δπλάκεσλ εκθαλίδεη κεγαιύηεξε δπζθνιία ζηνλ 

απηνκαηηζκό θαζώο ππάξρεη δπζθνιία ζηελ εύξεζε ηεο ππεξαζηαηηθόηεηαο ηεο 

θαηαζθεπήο, ε δπζθνιία όκσο απηή μεπεξληέηαη κε ηελ απεηθόληζε ηεο θαηαζθεπήο 

κέζσ γξάθσλ.  

Γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ηνπ νξηαθνύ θνξηίνπ θαηάξξεπζεο ζπληάρζεθε 

θώδηθαο ζε πεξηβάιινλ FORTRAN 77 κε ηελ νλνκαζία UNSAFE 3D. ΢ηελ ζπλέρεηα 

ηεο κεηαπηπρηαθήο εξγαζίαο, δηαηππώλεηαη ην πξόβιεκα ηεο νξηαθήο αλάιπζεο, 

αλαιύνληαη ηα δηάθνξα θξηηήξηα δηαξξνήο θαζώο θαη νη ζπλζήθεο ζρεκαηηζκνύ 

πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ νξηαθνύ 

θνξηίνπ θαη ηελ εύξεζε ηνπ κεραληζκνύ θαηάξξεπζεο. Σέινο παξνπζηάδεηαη ε 

εθαξκνγή ηνπ γξαθηθνύ πεξηβάιινληνο πνπ αλαπηύρζεθε θαη πιαηζηώλεη ηνλ θώδηθα 

κέζα από ην νπνίν κπνξεί λα απνηππσζεί γξαθηθά ν θνξέαο θαζώο θαη λα 

ζρεδηαζηνύλ ηα δηαγξάκκαηα ησλ εληαηηθώλ κεγεζώλ. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 1
Ο

  

 

 

 

ΓΙΑΣΤΠΧ΢Η ΠΡΟΒΛΗΜΑΣΟ΢ ΟΡΙΑΚΗ΢ ΑΝΑΛΤ΢Η΢ 

 
  

 

ΔΙ΢ΑΓΧΓΗ 

 

 Γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ηνπ νξηαθνύ θνξηίνπ ρξεζηκνπνηείηαη ε κέζνδνο ηεο 

άκεζεο νξηαθήο αλάιπζεο, ε νπνία βαζίδεηαη ζηνλ γξακκηθό πξνγξακκαηηζκό. Γύν 

κέζνδνη κπνξνύλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ ζηελ νξηαθή αλάιπζε: ε κέζνδνο ησλ 

δπλάκεσλ θαη ε κέζνδνο ησλ κεηαηνπίζεσλ. Αλαιόγσο ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ άλσ ή 

θάησ νξίνπ πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί ζηελ πιαζηηθή αλάιπζε ησλ θαηαζθεπώλ, 4 

πξνβιήκαηα γξακκηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ κπνξνύλ λα δηαηππσζνύλ. Από ηα ηέζζεξα 

πξνβιήκαηα γξακκηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ ρξεζηκνπνηείηαη ην ζεώξεκα ηνπ άλσ 

νξίνπ ηεο κεζόδνπ ησλ δπλάκεσλ (απεηθόληζε κέζσ βξόγρσλ) θαζώο απαηηεί ηνλ 

ιηγόηεξν ππνινγηζηηθό ρξόλν επίιπζεο από όηη ε κέζνδνο  κέζσ θόκβσλ, παξόιν πνπ 

ε δεύηεξε πξνζθέξεηαη πεξηζζόηεξν γηα απηνκαηνπνίεζε. 
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 1.1 ΓΔΝΙΚΗ ΔΠΙ΢ΚΟΠΗ΢Η 
 

Μηα ηππηθή πιαηζησηή θαηαζθεπή εκθαλίδεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα. Σν 

έδαθνο πξνζνκνηάδεηε κε έλα θόκβν κε ηνλ νπνίν ζπλδένληαη νη θόκβνη δεζκεύζεσο 

ηνπ θνξέα θαη δεκηνπξγνύληαη ηα πξόζζεηα κέιε εδάθνπο. Έηζη ζρεδηάδνληαο όιε ηε 

δνκή ζε έλα επίπεδν πξνθύπηεη ε δηαγξακκαηηθή κνξθή ηνπ θνξέα. Γηα ηελ επίιπζε 

κηαο πιαηζησηήο θαηαζθεπήο κε ηε κέζνδν ηνπ γξακκηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ, είλαη 

αλαγθαίν λα πξνζδηνξηζζεί ν βαζκόο ππεξζηαηηθόηεηάο ηεο. Ο βαζκόο απηόο 

πξνθύπηεη από ηελ εύξεζε ησλ αλεμάξηεησλ βξόγρσλ κηαο θαηαζθεπήο (βάζεο). 

 

 

 

      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
΢ρήκα 1.1. Σππηθή πιαηζησηή θαηαζθεπή κε θόκβν εδάθνπο. 

  

 ΢ην παξαπάλσ ζρήκα θαίλνληαη αξηζκεκέλνη νη θόκβνη ηνπ θνξέα, νη νπνίνη 

νξίδνπλ ηελ αξρή θαη ην πέξαο ησλ κειώλ ηνπ. Οη ηνπνινγηθέο ηδηόηεηεο ηνπ πιαηζίνπ 

κπνξνύλ λα αληηπξνζσπεπζνύλ από έλαλ πξνζαλαηνιηζκέλν γξάθν όπσο θαίλεηαη 

ζην ζρήκα 1.2. Σα κέιε ηνπ θνξέα ζπλδένληαη κε ηνπο θόκβνπο θαη είλαη πιήξσο 

πξνζαλαηνιηζκέλα. Σνπνινγηθόο θύθινο (mesh) κηαο πιαηζησηήο θαηαζθεπήο 

νλνκάδεηαη κηα θιεηζηή δηαδξνκή ηνπ δηθηύνπ, κε θαζνξηζκέλε θνξά δηαγξαθήο, ηεο 

νπνίαο ν θόκβνο αξρήο ζπκπίπηεη κε ηνλ θόκβν ηέινπο. 
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5 
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΢ρήκα 1.2. Γξαθηθή αλαπαξάζηαζε θνξέα κέζσ γξάθσλ. 

 

Ζ δηαδηθαζία εύξεζεο ησλ ηνπνινγηθώλ θύθισλ πξαγκαηνπνηείηαη κε ηε 

βνήζεηα ελόο αιγνξίζκνπ ν νπνίνο πξνζδηνξίδεη ηνπο βξόγρνπο ηνπ θνξέα μεθηλώληαο 

από θάπνην κέινο. Ζ παξνπζία ησλ θιεηζηώλ βξόγρσλ ελόο θνξέα είλαη απηή πνπ 

δεκηνπξγεί ηε ζηαηηθή ανξηζηία. Έηζη ινηπόλ, έζησ Μ ν αξηζκόο ησλ κειώλ θαη Ν ν 

αξηζκόο ησλ θόκβσλ νιόθιεξνπ ηνπ θνξέα (ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ θαη ηνπ θόκβνπ 

εδάθνπο) ηόηε ν αξηζκόο ησλ αλεμάξηεησλ βξόγρσλ C, πνπ νλνκάδεηαη θαη αξηζκόο 

Betti, δίλεηαη από ηε ζρέζε : 

 

C = M – N + 1 = M – Nf    (1) 

 

όπνπ Νf ν αξηζκόο ησλ θόκβσλ κε ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ ησλ θόκβσλ ηνπ εδάθνπο. 

  

Ο αξηζκόο ησλ αλεμάξηεησλ δπλάκεσλ ζε θάζε βξόγρν εμαξηάηαη από ην 

είδνο ηνπ θνξέα. Γηα επίπεδα πιαίζηα θη εζράξεο είλαη 3 ελώ γηα ρσξηθά πιαίζηα είλαη 

6. Δπνκέλσο ν βαζκόο ππεξζηαηηθόηεηαο n ελόο θνξέα δίλεηαη από ηηο εμήο ζρέζεηο: 

 

Γηα εζράξεο θη επίπεδα πιαίζηα ηζρύεη: 

  

n = 3*C + J – R  (2) 

 

Γηα ρσξηθά πιαίζηα ηζρύεη: 

  

n = 6*C + J – R   (3) 

 

όπνπ J ν αξηζκόο ησλ αλεμάξηεησλ δεζκεύζεσλ εμσηεξηθώλ δπλάκεσλ θαη R ν 

αξηζκόο ησλ ππαξρνπζώλ ειεπζεξώζεσλ ηνπ θνξέα. 
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1.2. ΔΤΡΔ΢Η ΑΝΔΞΑΡΣΗΣΧΝ ΒΡΟΓΥΧΝ 

 

 Οη αλεμάξηεηνη βξόγρνη θάπνηνπ θνξέα πξνζδηνξίδνληαη κε ηε βνήζεηα ελόο 

αιγνξίζκνπ μεθηλώληαο από θάπνην κέινο ηνπ. Σν κέινο απηό δελ επηιέγεηαη ηπραία 

αιιά ε αλαδήηεζε ησλ βξόγρσλ μεθηλάεη από ηα κέιε ηνπ θόκβνπ πνπ έρνπλ ηε 

κεγαιύηεξε ζπλδεζηκόηεηα. Σα κέιε ηνπ θνξέα έρνπλ πιήξε πξνζαλαηνιηζκό θαζώο 

δειώλεηαη γηα απηά ν θόκβνο αξρήο θαη ηέινπο. Με κηα απιή δηαδηθαζία 

πξνζδηνξίδεηαη ν θόκβνο ζηνλ νπνίν ζπληξέρνπλ ηα πεξηζζόηεξα κέιε θαη έλα από 

απηά ζα απνηειέζεη ηε βάζε γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ηνπ πξώηνπ βξόγρνπ. 

 Αξρηθά όια ηα κέιε έρνπλ κήθνο ίζν κε ηε κνλάδα. Έπεηηα αλαδεηείηαη ε 

ζπληνκόηεξε δηαδξνκή αλάκεζα ζηνπο θόκβνπο αξρήο θαη πέξαηνο ηνπ πξώηνπ 

κέινπο πνπ έρεη επηιερζεί, ρξεζηκνπνηώληαο ηε κέζνδν ηνπ Nicholson. Γηα λα κελ 

ππάξμεη ην ελδερόκελν λα επηιεγεί ην ίδην ην κέινο δίλεηαη ζε απηό πξνζσξηλά κήθνο 

άπεηξν. Ζ ζπληνκόηεξε δηαδξνκή πνπ ζα πξνζδηνξηζζεί καδί κε ην αξρηθό κέινο, 

απαξηίδνπλ έλαλ ηνπνινγηθό θύθιν. Έλαο ηνπνινγηθόο θύθινο είλαη απνδεθηόο κόλν 

αλ είλαη αλεμάξηεηνο από ηνπο ππόινηπνπο. 

 Ζ εμαζθάιηζε ηεο αλεμαξηεζίαο ησλ βξόγρσλ επηηπγράλεηαη κε ηνπο εμήο δύν 

θαλόλεο: 

1) Σν κήθνο S ηεο ζπληνκόηεξεο δηαδξνκήο, πνπ πξνθύπηεη από ην 

άζξνηζκα ησλ κειώλ πνπ ηελ απνηεινύλ, πξέπεη λα είλαη κηθξόηεξν 

από: 2 * ( Ns - 1)  όπνπ Ns ν αξηζκόο ησλ θόκβσλ ηεο δηαδξνκήο. 

S < 2 * ( Ns - 1 ). 

 

2) Πξνθεηκέλνπ λα κελ δηαγξαθεί δεύηεξε θνξά ν ίδηνο θύθινο 

ζέηνπκε ζηα κέιε ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ θύθινπ κήθνο ίζν κε ηελ 

ηηκή 2. 

 

΢ην παξαθάησ ζρήκα  θαίλεηαη ε εηθόλα ελόο δπζδηάζηαηνπ γξάθνπ θαη ζα 

εμεγεζεί κε βάζε απηό ην παξάδεηγκα ε εθαξκνγή ησλ δύν παξαπάλσ θαλόλσλ. 

 
΢ρήκα 1.3. Παξάδεηγκα δπζδηάζηαηνπ γξάθνπ. 
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Από ην παξαπάλσ ζρήκα θαίλεηαη όηη όια ηα κέιε έρνπλ κήθνο ίζν κε ηε 

κνλάδα. Ο κέγηζηνο αξηζκόο ησλ αλεμάξηεησλ ηνπνινγηθώλ θύθισλ πνπ κπνξεί λα 

πξνζδηνξηζζνύλ είλαη ζύκθσλα κε ηνλ αξηζκό  Betti: C =M – N +1 = 8 – 7 – 1 = 2. 

Γηα ηελ εύξεζε ησλ βξόγρσλ επηιέγεηαη σο αξρηθό κέινο ην κέινο kl. Ζ ζπληνκόηεξε 

δηαδξνκή αλάκεζα ζηα άθξα ηνπ είλαη ε lmk κε κήθνο ίζν κε 2. Ο θύθινο απηόο είλαη 

απνδεθηόο θαζώο νη θόκβνη ηεο δηαδξνκήο είλαη 3 θαη ηζρύεη S= 2 < 2 * ( 3 – 1 ) = 4. 

Δπνκέλσο  θύθινο απηόο επηιέγεηαη σο αλεμάξηεηνο θαη ηα κέιε ηνπ έρνπλ πιένλ 

κήθνο ίζν κε 2 ώζηε λα κελ κπνξνύλ λα επηιεγνύλ μαλά, γηαηί πιένλ ην ζπλνιηθό 

κήθνο ηεο δηαδξνκήο ζα είλαη 4 θαη δελ ζα ηθαλνπνηείηαη ν πξώηνο θαλόλαο. 

 

 

΢ρήκα 1.4. Δπηινγή 1
νπ

 βξόγρνπ θαη αιιαγή ηνπ κήθνπο ησλ κειώλ. 

 

΢ηελ ζπλέρεηα αλ ζεσξήζνπκε νπνηνδήπνηε άιιν κέινο ηνπ γξάθνπ σο 

αξρηθό κέινο, έζησ ην mn, ε ζπληνκόηεξε δηαδξνκή nopqkm πνπ νξίδεηαη από 6 

θόκβνπο έρεη κήθνο ίζν κε S=1 + 1 + 1 + 1 + 2 = 6 < 2*(6 – 1) = 10 θαη είλαη 

απνδεθηή. Οη δπν ηνπνινγηθνί θύθινη έρνπλ επηιεγεί θαη πξέπεη λα εμαζθαιηζζεί όηη 

δελ ζα επηιεγεί άιινο θύθινο σο αλεμάξηεηνο. Έηζη ινηπόλ αλ επηιεγεί λα μεθηλήζεη 

ε δηαδηθαζία κε αξρηθό κέινο ην pq, κπνξνύλ λα πξνζδηνξηζζνύλ δύν δηαδξνκέο είηε 

ε qkmnopq είηε ε δηαδξνκή qklmnopq. Όκσο θακία από απηέο δελ είλαη απνδεθηή 

θαζώο Sqkmnopq = 2*6 = 12 > 10 θαη Sqklmnopq = 2*7 =14 > 12. 
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΢ρήκα 1.5. Απεηθόληζε ησλ δύν αλεμάξηεησλ βξόγρσλ.  

  

΢ηε πεξίπησζε πνπ είρε βξεζεί κόλν έλαο αλεμάξηεηνο θύθινο, γηα 

παξάδεηγκα ν qkmnopq θαη επηιεγεί σο δεύηεξνο ν qklmnopq είλαη θαλεξό όηη ν 

θύθινο απηόο είλαη απνδεθηόο θαζώο S < 2 * (7 – 1) = 12. ΢ηε ζπλέρεηα αλ επηιεγεί 

θάπνην άιιν αξρηθό κέινο γηα παξάδεηγκα ην kl, ε δηαδξνκή ζα απνξξηθζεί δηόηη δελ 

ηθαλνπνηείηαη ν πξώηνο θαλόλαο. Δπνκέλσο αλάινγα κε ηελ αθνινπζία ησλ αξρηθώλ 

κειώλ πνπ ζα επηιεγνύλ πξνθύπηεη δηαθνξεηηθή βάζε ηνπνινγηθώλ θύθισλ θάζε κία 

από ηνπο νπνίνπο είλαη απνδεθηνύο. Ζ παξαπάλσ πεξίπησζε θαίλεηαη ζηα ζρήκαηα 

1.6 θαη 1.7. 

 

΢ρήκα 1.6. Δπηινγή σο πξώηνπ αλεμάξηεηνπ βξόγρνπ qkmnopq. 

 

 
΢ρήκα 1.7. Γηαθνξεηηθή επηινγή αλεμάξηεησλ βξόγρσλ.  



 15 

1.3 ΓΙΑΣΤΠΧ΢Η ΠΡΟΒΛΗΜΑΣΟ΢ 

 

 Μεηαηξνπή ελόο θνξέα ζε κεραληζκό ζπκβαίλεη όηαλ ζρεκαηηζζεί ηθαλόο 

αξηζκόο πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ. Πιαζηηθέο αξζξώζεηο κπνξνύλ λα ζρεκαηηζζνύλ 

κόλν ζηα άθξα ησλ κειώλ. Ζ ζπκπεξηθνξά ηνπ πιηθνύ ησλ κειώλ ηεο θαηαζθεπήο 

ζεσξείηαη ηειείσο πιαζηηθή ελώ αγλνείηαη θαη ε θξάηπλζε. Καηάξξεπζε πξνθαιείηαη 

όηαλ κηα αιιαγή ηνπ ζρήκαηνο ηεο θαηαζθεπήο ζπληειείηαη ρσξίο ηελ πεξεηαίξσ 

αύμεζε ηνπ θνξηίνπ κε απνηέιεζκα ηελ αλάπηπμε ηνπ κεραληζκνύ θαηάξξεπζεο. Ο 

κεραληζκόο πινπνηείηαη κε ηελ κεηαηξνπή ησλ κειώλ ηεο θαηαζθεπήο, ιόγσ ηεο 

πιαζηηθνπνίεζεο, ζε απνιύησο ζηεξεά ζώκαηα. 

Ζ θεληξηθή ηδέα ηνπ πξνγξάκκαηνο είλαη ην ζεώξεκα ηνπ άλσ νξίνπ ηεο 

πιαζηηθήο αλάιπζεο ησλ ξαβδσηώλ θνξέσλ. Ο ζπληειεζηήο θαηάξξεπζεο πξνθύπηεη 

από ηνλ πξνζδηνξηζκό ηνπ κηθξόηεξνπ ζπληειεζηή θόξηηζεο πνπ αληηζηνηρεί ζε 

θάπνην κεραληζκό. 

 Κάζε θόκβνο ελόο κέινπο κηαο ηξηζδηάζηαηεο θαηαζθεπήο έρεη 6 βαζκνύο 

ειεπζεξίαο θαη αλαπηύζζεη 6 εληαηηθά κεγέζε ζην ρώξν. Σν δηάλπζκα ησλ εληαηηθώλ 

κεγεζώλ ζηνλ έλα θόκβν ηνπ ζηνηρείνπ ζην ηνπηθό ζύζηεκα αμόλσλ δηαηππώλεηαη σο 

εμήο:  ( )

1 2 3 1 2 3{ , , , , , ,}k

N k k k k k kQ F F F M M M  όπνπ θ ν θάζε θόκβνο. Έλα ηππηθό κέινο 

κηαο ηξηζδηάζηαηεο πιαηζησηήο θαηαζθεπήο παξνπζηάδεηαη ζην ζρήκα 1.8 ζην νπνίν 

εκθαλίδνληαη ηα εληαηηθά κεγέζε θαζώο θαη νη αθξαίεο κεηαηνπίζεηο ζηνπο θόκβνπο 

ηνπ κέινπο. 

 
΢ρήκα 1.8. Σππηθό κέινο πιαηζησηήο θαηαζθεπήο 

 

Οη ζεηηθέο θνξέο ησλ δπλάκεσλ θαη ην ξνπώλ ζηα άθξα ησλ κειώλ πνπ 

ηθαλνπνηνύλ ηηο εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο ζην ηνπηθό ζύζηεκα αμόλσλ εκθαλίδνληαη ζην 

παξαθάησ ζρήκα. 
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 ΢ρήκα 1.9. Θεηηθέο θνξέο δπλάκεσλ θαη ξνπώλ. 

 

  Σν νξζνγώλην ζύζηεκα ησλ ηνπηθώλ αμόλσλ νξίδεηαη από ηνλ ηνπηθό άμνλα 1, 

ν νπνίνο ζπκπίπηεη κε ηελ δηεύζπλζε ηνπ εθάζηνηε κέινπο. Δπεηδή όκσο ππάξρνπλ 

άπεηξα ζπζηήκαηα θάζεησλ αμόλσλ πνπ πεξηέρνπλ ηνλ άμνλα 1, απαηηείηαη ν 

πξνζδηνξηζκόο ηνπ 2
νπ

 άμνλα ηεο δηαηνκήο κε ηε βνήζεηα ελόο ζεκείνπ 

( , , )p p pP x y z πάλσ ζε έλα θύξην επίπεδν. ΢πλήζσο ην ζεκείν P επηιέγεηαη ζηνλ θύξην 

άμνλα ηεο δηαηνκήο θαη ν άμνλαο 2 κνξθώλεηαη πάλσ ζην επίπεδν πνπ νξίδεηαη από 

ηνλ άμνλα 1 θαη ην ζεκείν P. Πιένλ ν άμνλαο 3 κπνξεί λα νξηζζεί θαηά κνλαδηθό 

ηξόπν σο θάζεην δηάλπζκα ζην επίπεδν πνπ νξίδνπλ νη άιινη δύν. Έλα ηππηθό 

ζύζηεκα θάζεησλ αμόλσλ θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα. 

 

 

   

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
΢ρήκα 1.10. Σππηθό ζύζηεκα αμόλσλ. 

 

Ζ κεηαθνξά ησλ δπλάκεσλ θαη ησλ ξνπώλ από ην θαζνιηθό ζύζηεκα ζην 

ηνπηθό ζύζηεκα αμόλσλ πξνθύπηεη από ηνλ αθόινπζν κεηαζρεκαηηζκό: 

(4)N NQ Q    

όπνπ ην κεηξών Λ είλαη ίζν κε : 

2F  

2F  

3F  

2M

 

3F  

2M

 

3M

 

3M

 

1F

 

1M

 

1M

 

1F

 
3 

2 

2 

3 
3 

2 

1 1 1 

3 

z 

y 

x 

P 

2 

y  

z  

j 

k 

1 

x  

i 
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( )

( )

i

i

x y z

L L L

B z C y A z C x A y B x

R L R L R L R L R L R L

A B C

R R R

   
 
 

                 
 
 
 
  

Λ

 

 

θαη επίζεο ηζρύνπλ: 

 

2 2 2

,

,

 
   

 
    

 
   

  

P P

P P

P P

y z
A z y  

L L

x z
 B z x  

L L

x y
 C y x , 

L L

 R A B C  
 

 

όπνπ νη πνζόηεηεο, 

   

        

        

P P j P P j P P j

k j k j k j

x x x    ,   y y y    ,   z z z  

x x x    ,   y y y    ,   z z z  

 

πξνθύπηνπλ από ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ P. 

 

Γηα νιόθιεξε ηε θαηαζθεπή ηζρύεη 0 (5)NQ B p B s      όπνπ Β θαη Βν ηα 

κεηξώα ησλ εληαηηθώλ κεγεζώλ πνπ πεξηγξάθνληαη ζηελ παξαθάησ ελόηεηα, p ην 

δηάλπζκα ησλ άγλσζησλ ππεξζηαηηθώλ κεγεζώλ θαη s ν ζπληειεζηήο θαηάξξεπζεο. 

Δηζάγνληαο ζηελ ζρέζε (5) ηελ εμίζσζε (4) πξνθύπηεη ε αθόινπζε ζρέζε γηα 

νιόθιεξε ηελ θαηαζθεπή:  

 0 (6)NQ G p g s      

όπνπ G B   θαη 0 0g    

 

Ζ πιαζηηκόηεηα ζεσξείηαη όηη εκθαλίδεηαη ζηα άθξα ησλ κειώλ. Μηα 

πιαζηηθή άξζξσζε „κεδεληθνύ κήθνπο‟ ζρεκαηίδεηαη όηαλ ν ζπλδπαζκόο ησλ 

εληαηηθώλ κεγεζώλ ηνπ δηαλύζκαηνο NQ  «αθνπκπήζεη» ηελ επηθάλεηα δηαξξνήο.    

Οπνηαδήπνηε επηθάλεηα δηαξξνήο ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ αλάιπζε ελόο θνξέα ζα 

πξέπεη λα γξακκηθνπνηεζεί  από επίπεδα όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα 1.11. Σν δηάλπζκα 
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ηεο πιαζηηθήο παξακόξθσζεο pq είλαη θάζεην ζε θάζε έλα επίπεδν. Σν κέηξν ηνπ 

δηαλύζκαηνο απηνύ πάλσ ζε θάζε επίπεδν k νλνκάδεηαη 
k . Οη ζπλζήθεο 

πιαζηηθνπνίεζεο απαηηνύλ ην κέηξν ηνπ  δηάλπζκαηνο NQ  λα είλαη κηθξόηεξν από ην 

δηάλπζκα ηεο πιαζηηθήο αληνρήο 
kS . Δίλαη ζαθέο ινηπόλ όηη θάζε θξηηήξην δηαξξνήο 

κπνξεί λα γξαθεί ππό ηελ αθόινπζε κνξθή: 

 

T

k k kn Q S    , 0k     (7) 

 

όπνπ ε kn ε κνλαδηαία θάζεηε ζην επίπεδν k κε ζπλεκίηνλα θαηεύζπλζεο 1kn  θαη 2kn , 

kS  ε απόζηαζε ηεο θνξπθήο από ην επίπεδν απηό, πνπ κεηξάεη ηελ πιαζηηθή 

ηθαλόηεηα ηεο δηαηνκήο, ελώ k  ην πιαζηηθό δπλακηθό (ζρήκα 1.11).  

 
΢ρήκα 1.11. Απεηθόληζε γξακκηθνύ ηκήκαηνο k ηεο επηθάλεηαο δηαξξνήο. 

 

Σν πξόβιεκα ηεο νξηαθήο αλάιπζεο δηαηππώλεηαη σο εμήο: 

 

min *Ts S         (8) 

            

 

Τπό ηνπο πεξηνξηζκνύο : 

 

             
1

0

og

G

   
   

   
                                (9) 

 

όπνπ Ν ην κεηξών ηεο εθάζηνηε επηθάλεηαο δηαξξνήο θαη ην δηάλπζκα ησλ 

κεηαηνπίζεσλ. Σν παξαπάλσ πξόβιεκα επηιύεηαη κε ηε κέζνδν ηνπ γξακκηθνύ 

πξνγξακκαηηζκνύ θαη ηελ αλαζεσξεκέλε κέζνδν ηεο Simplex. 
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1.4 ΜΗΣΡΧΟ Βν 

 

 Σν κεηξών
0B είλαη έλα δηάλπζκα ζηήιε ην νπνίν ιακβάλεη ππόςε ηνπ ηελ 

επηξξνή ηεο εμσηεξηθήο θόξηηζεο ηνπ θνξέα θαη έρεη δηαζηάζεηο (6*ncr,1), όπνπ ncr 

ν αξηζκόο ησλ θξίζηκσλ δηαηνκώλ ηνπ θνξέα. ΢ην κεηξών 0B  απνζεθεύνληαη ηα 

εληαηηθά κεγέζε θάζε θξίζηκεο δηαηνκήο (Fxi, Fyi, Fzi, Mxi, Myi, Mzi) ζην ηνπηθό 

ζύζηεκα θάζε κέινπο ηεο θαηαζθεπήο. 

Γηα ηε κόξθσζε ηνπ κεηξώνπ 0B  δελ ππνινγίδνληαη ηα εληαηηθά κεγέζε πνπ 

αλαπηύζζνληαη ζηηο θξίζηκεο δηαηνκέο ηνπ ππεξζηαηηθνύ θνξέα, αιιά ηα εληαηηθά 

κεγέζε πνπ αλαπηύζζνληαη ζε έλαλ ηζνδύλακν ζεκειηώδε ηζνζηαηηθό θνξέα. Ο 

ζεκειηώδεο απηόο θνξέαο πξνθύπηεη από ηνλ αξρηθό κε θαηάιιειεο απειεπζεξώζεηο 

ησλ θόκβσλ δέζκεπζεο. Γηα θάζε θνξηίν πνπ αζθείηαη ζηνλ θνξέα ππνινγίδεηαη ε 

ζπληνκόηεξε δηαδξνκή (ζπληνκόηεξν κνλνπάηη) από ην ζεκείν εθαξκνγήο ηεο 

δύλακεο κέρξη θαη ηνλ «πιεζηέζηεξν» θόκβν δέζκεπζεο. Σα κέιε ηνπ θνξέα πνπ 

ζπκπεξηιακβάλνληαη κέζα ζηε ζπληνκόηεξε δηαδξνκή απνηεινύλ ηνλ ζεκειηώδε 

ηζνζηαηηθό θνξέα. 

Ο ππνινγηζκόο ηνπ κεηξώνπ 0B γίλεηαη αθνύ πξώηα πξνζδηνξηζζεί ε 

ζπληνκόηεξε δηαδξνκή από ην ζεκείν εθαξκνγήο ηεο δύλακεο κέρξη θαη ην θόκβν 

δέζκεπζεο θη έπεηηα ππνινγίδνληαη ηα εληαηηθά κεγέζε ζην θαζνιηθό ζύζηεκα 

αμόλσλ. Οη ξνπέο ζε θάζε θξίζηκε δηαηνκή (νη νπνίεο αλαθέξνληαη ζε 

ηξηζδηάζηαηνπο θνξείο) ππνινγίδνληαη κε ηε βνήζεηα ηνπ εμσηεξηθνύ γηλνκέλνπ  

M F r  . Καηόπηλ όια ηα εληαηηθά κεγέζε κεηαθέξνληαη ζην ηνπηθό ζύζηεκα 

αμόλσλ θάζε κέινπο. Ζ κεηαθνξά απηή γίλεηαη κε ηε βνήζεηα κεηαζρεκαηηζκώλ πνπ 

αλαθέξζεθαλ ζε πξνεγνύκελε ελόηεηα. Οη ζπκβάζεηο ησλ πξόζεκσλ ησλ εληαηηθώλ 

κεγεζώλ πνπ ιακβάλνληαη ππόςε ζηε κόξθσζε ηνπ κεηξώνπ 0B  θαζώο θαη ηνπ 

κεηξώνπ Β είλαη ζύκθσλεο κε ηε ζύκβαζε πνπ θαίλεηαη ζην ζρήκα 1.9. 
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1.5. ΜΗΣΡΧΟ Β 

 

Σν κεηξών Β εθθξάδεη ηελ ππεξζηαηηθόηεηα ηεο θαηαζθεπήο ζε επίπεδν 

βξόγρσλ. Σν κεηξών Β είλαη αλεμάξηεην από ηηο δηαζηάζεηο ηεο θαηαζθεπήο, αιιά 

εμαξηάηαη από ην ζρήκα ηεο θαη από ηνλ ηξόπν πνπ είλαη ζπλδεδεκέλα ηα κέιε ηεο. 

Οη ηηκέο ζην κεηξών Β αληηζηνηρνύλ, όπσο θαη ζην κεηξών Βν, ζηηο ηηκέο ησλ 

εληαηηθώλ κεγεζώλ ζηηο θξίζηκεο δηαηνκέο θάζε βξόγρνπ, ιόγσ ησλ έμη άγλσζησλ 

ππεξζηαηηθώλ εζσηεξηθώλ κεγεζώλ πνπ ηνπ αλαινγνύλ. 

Αξρηθά πξνζδηνξίδνληαη νη αλεμάξηεηνη ηνπνινγηθνί θύθινη θαζώο θη ν 

αξηζκόο απηώλ. Δάλ ν αξηζκόο απηόο είλαη ίζνο κε ηνλ αξηζκό BETTI, ηόηε όινη νη 

ηνπνινγηθνί θύθινη έρνπλ πξνζδηνξηζηεί. Δάλ δελ είλαη ίζνο, ηόηε νη ηνπνινγηθνί 

θύθινη πξέπεη λα επαλαπξνζδηνξηζηνύλ.  Γηα θάζε έλα θιεηζηό ηνπνινγηθό θύθιν 

(mesh) απνζεθεύνληαη ηα κέιε ηα νπνία ηνλ απνηεινύλ. 

΢ε θάζε έλαλ από απηνύο γίλεηαη κηα ηνκή ζην πξώην κέινο ηνπ όπσο 

θαίλεηαη ζην ζρήκα 1.12 θαη ζηε ζπλέρεηα από ην απηνηζνξξνπνύκελν ζύζηεκα (γηα 

θάζε έλα ππεξζηαηηθό κέγεζνο μερσξηζηά) ππνινγίδνληαη ηα εληαηηθά κεγέζε ηνπ 

βξόγρνπ, ζέηνληαο θάζε έλα από ηα ππεξζηαηηθά κεγέζε ίζα κε ηε κνλάδα. 

 
΢ρήκα 1.12. Τπεξζηαηηθά κεγέζε βξόγρνπ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 21 

ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2
Ο

  

 

 

 

ΠΛΑ΢ΣΙΚΔ΢ ΑΡΘΡΧ΢ΔΙ΢ ΤΠΟ ΣΗΝ ΣΑΤΣΟΥΡΟΝΗ 

ΔΠΙΓΡΑ΢Η ΚΑΜΠΣΙΚΗ΢ ΚΑΙ ΢ΣΡΔΠΣΙΚΗ΢ ΡΟΠΗ΢ 

 

 

 

ΔΙ΢ΑΓΧΓΗ 

  

΢ην θεθάιαην απηό αλαιύεηαη ε επηθάλεηα δηαξξνήο ζηελ νπνία ζπκκεηέρνπλ 

ε θακπηηθή θαη ε ζηξεπηηθή ξνπή θαη ππνινγίδεηαη ην θνξηίν θαηάξξεπζεο δηαθόξσλ 

ηύπσλ εζράξαο. Δμεγείηαη ν ηξόπνο κε ηνλ νπνίν γξακκηθνπνηείηαη ε ζπγθεθξηκέλε 

επηθάλεηα ώζηε λα μεπεξαζηεί ην πξόβιεκα ηεο θπξηόηεηαο θαη ζηε ζπλέρεηα λα 

γίλεηαη ε επίιπζε ησλ θνξέσλ κε ηε κέζνδν ηνπ γξακκηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ. Σέινο 

παξαηίζεληαη ηα αξηζκεηηθά παξαδείγκαηα πνπ επηιύζεθαλ κε ηε βνήζεηα ηνπ θώδηθα 

πνπ ζπληάρζεθε ζηα πιαίζηα ηεο παξνύζεο κεηαπηπρηαθήο εξγαζίαο θαη ηα 

απνηειέζκαηα ζπγθξίλνληαη κε ηηο ηηκέο ησλ θνξηίσλ πνπ πξνθύπηνπλ από ηηο 

αληίζηνηρεο αλαιπηηθέο ιύζεηο.      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 22 

2.1. ΔΤΡΔ΢Η ΣΟΤ ΦΟΡΣΙΟΤ ΚΑΣΑΡΡΔΤ΢Η΢ –ΑΠΛΗ Δ΢ΥΑΡΑ 

 

Μηα εζράξα απνηειείηαη από κέιε πνπ βξίζθνληαη ζην ίδην επίπεδν θαη ηα 

θνξηία πνπ ελεξγνύλ πάλσ ζε απηή, είλαη θάζεηα ζην επίπεδν πνπ νξίδνπλ ηα κέιε 

ηεο. Σν ζηνηρείν κηαο εζράξαο εκθαλίδεη όπσο θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα, ηξεηο 

αθξαίεο κεηαηνπίζεηο ζε θάζε θόκβν θαη ηξία εληαηηθά κεγέζε αληίζηνηρα, κία 

θαηαθόξπθε δύλακε, κία θακπηηθή ξνπή (ζην επίπεδν ζηεο εζράξαο) θαζώο θαη κία 

ζηξεπηηθή. Σν δηάλπζκα ησλ εληαηηθώλ κεγεζώλ είλαη ην εμήο: 

( )

2 1 3{ , , ,}k

N k k kQ F M M  όπνπ k ν θάζε θόκβνο. 

 

 
΢ρήκα 2.1. Αθξαίεο κεηαηνπίζεηο κέινπο εζράξαο. 

 

Μηα απιή εζράξα θαίλεηαη ζην ζρήκα 2.2 ε νπνία ζηεξίδεηαη ζηα άθξα ηεο 

κέζσ παθηώζεσλ. Ζ εζράξα θνξηίδεηαη κε κία θαηαθόξπθε δύλακε ζην κεζαίν 

θόκβν ηεο. Οη αληηδξάζεηο ζηηο ζηεξίμεηο είλαη κηα θαηαθόξπθε αληίδξαζε W θαζώο 

θαη κία θακπηηθή (M) θαη ζηξεπηηθή ξνπή (T), 3M  θαη 1M  αληίζηνηρα. 

 
΢ρήκα 2.2. Αληηδξάζεηο ζηήξημεο εζράξαο πνπ θνξηίδεηαη κε θαηαθόξπθε δύλακε ζην κεζαίν 

θόκβν ηεο. 

 

Καηάξξεπζε κηαο εζράξαο πξαγκαηνπνηείηαη όηαλ ζρεκαηηζζεί ηθαλόο 

αξηζκόο πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ κε απνηέιεζκα ηε δεκηνπξγία κεραληζκνύ. 

Πιαζηηθέο αξζξώζεηο κπνξνύλ λα αλαπηπρζνύλ κόλν ζηηο θξίζηκεο δηαηνκέο ηεο 
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εζράξαο ππό ηνλ ζπλδπαζκό θακπηηθήο θαη ζηξεπηηθήο ξνπήο. Δάλ ε ηηκή ηεο 

πιήξνπο πιαζηηθήο ξνπήο αληνρήο ζε θάκςε, απνπζία ζηξεπηηθήο ξνπήο, είλαη Μp 

θαη ε ηηκή ηεο πιήξνπο πιαζηηθήο ζηξεπηηθήο ξνπήο αληνρήο, απνπζία ηεο θακπηηθήο 

ξνπήο είλαη Σp, έρνπκε ζρεκαηηζκό  πιαζηηθήο άξζξσζεο όηαλ ν ζπλδπαζκόο ησλ 

δύν απηώλ εληαηηθώλ κεγεζώλ απνθηήζεη κηα ζπγθεθξηκέλε ηηκή. ΢πγθεθξηκέλα ε 

ζπλζήθε ζρεκαηηζκνύ πιαζηηθήο άξζξσζεο δηαηππώλεηαη κε ηελ εμήο ζρέζε: 

 

31

1, 3,

( , )
p p

MM
f const

M M
 . 

 

Ζ επηθάλεηα δηαξξνήο είλαη ζπκκεηξηθή θαη πξνζεγγίδεηαη από έλαλ θύθιν κε αθηίλα 

ίζε κε ηε κνλάδα, ε εμίζσζε ηνπ νπνίνπ δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

2 2

31

1, 3,

1
p p

MM

M M

   
       

   

   (1) . ΢ε γεληθεπκέλεο πεξηπηώζεηο ε πιαζηηθή ξνπή αληνρήο 

ζε θάκςε θαη ζηξέςε, 3M  θαη 1M αληίζηνηρα ζεσξνύληαη όηη είλαη ίζεο κε ηε 

κνλάδα. Ζ επηθάλεηα δηαξξνήο παξνπζηάδεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα όπνπ ζηνλ έλα 

άμνλα ζεκεηώλεηαη ε ηηκή   1

1, p

M

M
 ελώ ζηνλ άιιν ε ηηκή 3

3, p

M

M
.  

 

 

΢ρήκα 2.3. Δπηθάλεηα δηαξξνήο κε ζπλδπαζκό ζηξέςεο θαη θάκςεο. 

 

Γηα ηελ επίιπζε νπνηαζδήπνηε εζράξαο κε ηελ κέζνδν ηνπ γξακκηθνύ 

πξνγξακκαηηζκνύ απαηηείηαη ε γξακκηθνπνίεζε ηεο επηθάλεηαο δηαξξνήο ώζηε λα 

ιπζεί ην πξόβιεκα ηεο θπξηόηεηαο. Ζ ζπγθεθξηκέλε επηθάλεηα δηαξξνήο 

3

3, p

M

M
 

1

1, p

M

M
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γξακκηθνπνηείηαη από 16 επίπεδα δηαηεξώληαο παξάιιεια ηε δηπιή ζπκκεηξία ηεο. Ζ 

γξακκηθνπνηεκέλε επηθάλεηα παξνπζηάδεηαη γξαθηθά ζην παξαθάησ ζρήκα. 

 

΢ρήκα 2.4. Γξακκηθνπνηεκέλε επηθάλεηα δηαξξνήο κε 16 επίπεδα. 

 

 Ζ γσλία πνπ ζρεκαηίδεη ην δηάλπζκα θαηεύζπλζεο πνπ είλαη θάζεην ζε θάζε 

επίπεδν δίλεηαη από ηε ζρέζε: /16 ( 1)* / 8, 1,2,....,16         . Δπνκέλσο γηα 

θάζε θξίζηκε δηαηνκή ππάξρνπλ 16 επίπεδα θαη δεκηνπξγείηαη έλα δηάλπζκα πνπ 

πεξηέρεη ηα 16 ζπλεκίηνλα θαηεύζπλζεο. Σν δηάλπζκα ζηήιε έρεη ηελ αθόινπζε 

κνξθή: (1) (1) (2) (2) ( ) ( )

1 16 1 16 1 16{ ,....., | ,....., | ,....., }ncr ncr        

Σα ζπλεκίηνλα θαηεύζπλζεο θαίλνληαη γξαθηθά ζην ζρήκα 2.5.  

 

 

΢ρήκα 2.5. ΢πλεκίηνλα θαηεύζπλζεο. 

  

2  

2

 

3  

4  
3  

1

 

3

3, p

M

M
 

1

1, p

M

M
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Σν κεηξών Ν ηεο ζπγθεθξηκέλεο επηθάλεηαο δηαξξνήο, πεξηέρεη ηα εκίηνλα 

θαη ηα ζπλεκίηνλα θαηεύζπλζεο ησλ 16 επηπέδσλ. Μόιηο ζρεκαηηζζεί ην κεηξών Ν 

ζα πνιιαπιαζηαζζεί κε ηα κεηξώα [Β]
Σ
 θαη [Βν]

Σ
. Σν κεηξών Ν ζπκπιεξώλεηαη 

θαηάιιεια ώζηε κεηά ηνλ πνιιαπιαζηαζκό ηνπ κε ηα κεηξώα [Β]
Σ
 θαη [Βν]

Σ
 λα 

έρνπλ πνιιαπιαζηαζηεί ηα αληίζηνηρα εληαηηθά κεγέζε πνπ ζπκκεηέρνπλ ζηελ 

ζπγθεθξηκέλε επηθάλεηα δηαξξνήο, δειαδή ηε θακπηηθή θαη ζηξεπηηθή ξνπή. Σν 

κεηξών Ν πξνθύπηεη σο εμήο: 

 

 

1 2 16

1 2 16

0 0 ... 0

0 0 ... 0

0 0 ... 0

cos cos ... cos

0 0 ... 0

sin sin ... sin

i
  

  

 
 
 
 

   
 
 
 
  

, όπνπ i=1,…,ncr 

 

΢ηε ζπλέρεηα επηιύνληαη ηέζζεξηο εζράξεο κε δηάθνξα θνξηία θαη  

παξαηίζεληαη ηα αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα απηώλ, όπσο αθξηβώο πξνθύπηνπλ από 

ηελ επίιπζε ηνπο από ηνλ θώδηθα πνπ ζπληάρζεθε ζηα πιαίζηα ηεο παξνύζεο 

κεηαπηπρηαθήο εξγαζίαο. Σα απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ έρνπλ ζπγθξηζεί κε ηηο 

αληίζηνηρεο αλαιπηηθέο ιύζεηο. Πξώην παξάδεηγκα απνηειεί κηα εζράξα νξζήο 

γσλίαο πνπ θνξηίδεηαη ζπκκεηξηθά ζην κεζαίν θόκβν ηεο (ηύπνο 1). Γεύηεξν 

παξάδεηγκα απνηειεί ε ίδηα εζράξα ε νπνία όκσο θνξηίδεηαη ζε ελδηάκεζν θόκβν. 

Σξίην παξάδεηγκα απνηειεί ε εζράξα ηύπνπ πξνβόινπ, ελώ ηέηαξην παξάδεηγκα 

απνηειεί ε εζράξα κνξθήο θαλάβνπ.          
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3 m 

5 m 

Py = 1.00 
3 

2 

1 

1 

 

2 

 

2.2. ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΑ ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑΣΑ 

 

==================================== 

INPUT FILE‟S NAME: PATA2 

==================================== 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
΢ρήκα 2.6. Δζράξα νξζήο γσλίαο (ηύπνπ 1). 

 

 Ζ εζράξα ηνπ παξαπάλσ ζρήκαηνο απνηειείηαη από δύν κέιε ηα νπνία 

ζηεξίδνληαη ζηηο άθξεο ηνπο κε πάθησζε. ΢ην κεζαίν θόκβν ηεο εζράξαο αζθείηαη 

έλα θαηαθόξπθν θνξηίν κε ηηκή ίζν κε ηε κνλάδα. Ζ ηηκή ηεο πιήξνπο πιαζηηθήο 

ξνπήο αληνρήο ζε θάκςε ΜP θαη ε ηηκή ηεο πιήξνπο πιαζηηθήο ξνπήο αληνρήο ζε 

ζηξέςε ΣP είλαη ίζεο κε ηε κνλάδα. Ο ζπληειεζηήο θαηάξξεπζεο πξνθύπηεη ίζνο κε 

0.40 kN. ΢ηα παξαθάησ ζρήκαηα πνπ αθνινπζνύλ εκθαλίδεηαη ν κεραληζκόο 

θαηάξξεπζεο θαζώο θαη ηα δηαγξάκκαηα ησλ εληαηηθώλ κεγεζώλ πνπ έρνπλ 

ζρεδηαζζεί από ην γξαθηθό πεξηβάιινλ ηεο εθαξκνγήο πνπ αλαπηύρζεθε ζηα πιαίζηα 

ηεο κεηαπηπρηαθήο εξγαζίαο.    

 

 

 
΢ρήκα 2.7. Μεραληζκόο θαηάξξεπζεο. 
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ΔΝΣΑΣΙΚΑ ΜΔΓΔΘΗ Δ΢ΥΑΡΑ΢ 

 

 
 

[F2] 

 

 

 
 

[M1] 

 

 

 
 

[M3] 
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3 

 

5 m 

5 m 

Py = 1.00 
4 

 

2 

1 
1 

 
2 

 

3 

 

==================================== 

INPUT FILE‟S NAME: PATA2 

==================================== 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
                                    ΢ρήκα 2.8. Δζράξα νξζήο γσλίαο (ηύπνπ 2). 

 

  Ζ εζράξα ηνπ παξαπάλσ ζρήκαηνο απνηειείηαη από ηξία κέιε θαη θνξηίδεηαη 

από έλα θαηαθόξπθν θνξηίν ζην θόκβν 3 πνπ έρεη ηηκή ίζε κε ηε κνλάδα. Καη ζε 

απηό ην παξάδεηγκα νη πιαζηηθέο ξνπέο αληνρήο ζε θάκςε θαη ζε ζηξέςε είλαη ίζεο 

κε κνλάδα. Ο ζπληειεζηήο θαηάξξεπζεο πξνθύπηεη ίζνο κε 0,71 ελώ ε αλαιπηηθή 

ιύζε πνπ έρεη πξνθύςεη από ηνλ Heyman είλαη ίζε κε 
1,16

0.7155
10

pc

y

M
P kN    .

 

Ο κεραληζκόο θαηάξξεπζεο παξνπζηάδεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα θη εκθαλίδεη ηξείο 

πιαζηηθέο αξζξώζεηο. Δπίζεο παξαηίζεληαη ηα δηαγξάκκαηα ησλ εληαηηθώλ κεγεζώλ 

όπσο απηά πξνθύπηνπλ από ηελ εθαξκνγή ηνπ γξαθηθνύ πεξηβάιινληνο.  

 

 

 

 
΢ρήκα 2.9. Μεραληζκόο θαηάξξεζπζεο. 
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ΔΝΣΑΣΙΚΑ ΜΔΓΔΘΗ Δ΢ΥΑΡΑ΢ 

 

 
 

[F2] 

 

 

 
[M1] 

 

 

 

 
[M3] 
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==================================== 

INPUT FILE‟S NAME: PATA4 

==================================== 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
΢ρήκα 2.10.  Δζράξα κνξθήο πξνβόινπ.  

 

 

 Ζ εζράξα ηνπ παξαπάλσ ζρήκαηνο απνηειείηαη από 5 κέιε θαη θνξηίδεηαη 

από έλα θαηαθόξπθν θνξηίν ζην θόκβν 3 πνπ έρεη ηηκή ίζε κε ηε κνλάδα. Οη 

πιαζηηθέο ξνπέο αληνρέο ησλ κειώλ ζε θάκςε θαη ζηξέςε είλαη ίζεο κε κνλάδα θη ν 

ζπληειεζηήο θαηάξξεπζεο πξνθύπηεη ίζνο κε 0.70 kN. Ο κεραληζκόο θαηάξξεπζεο 

παξνπζηάδεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα θη εκθαλίδεη ηξείο πιαζηηθέο αξζξώζεηο ζηηο 

ζέζεηο όπνπ ζηεξίδεηαη ν θνξέαο. Όπσο θαίλεηαη θη από ηα δηαγξάκκαηα ησλ 

εληαηηθώλ κεγεζώλ ιόγσ ηεο ζπκκεηξίαο ηνπ θνξέα θαη ηεο θόξηηζεο, ε εζράξα 

εκθαλίδεη κεδεληθό δηάγξακκα ζηξεπηηθώλ ξνπώλ 

 

 

 
΢ρήκα 2.11. Μεραληζκόο θαηάξξεπζεο. 

 

 

 

 

5 m 

 

5 m 

 

Py = 1.00 

6 

5 

4 

3 2 

1 

1 

2 

 

3 
 

4 

 

5 
 

5m 
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ΔΝΣΑΣΙΚΑ ΜΔΓΔΘΗ Δ΢ΥΑΡΑ΢ 

 

 
 

 

[F2] 

 

 
 

[M1] 

 

 

 

 

 
 

[M3] 
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==================================== 

INPUT FILE‟S NAME: KANAVOS 

==================================== 

 

 
΢ρήκα 2.12. Δζράξα κνξθήο θαλάβνπ. 

 

 Ζ εζράξα ηνπ παξαπάλσ ζρήκαηνο έρεη ηε κνξθή ελόο θάλαβνπ. Απνηειείηαη 

από 24 κέιε θαη θάζε θόκβνο απέρεη από ηνλ δηπιαλό ηνπ θαηά ηνλ X θαη Z άμνλα 

αλίηζηνηρα απόζηαζε ίζε κε ηε κνλάδα. Όινη νη ελδηάκεζνη θόκβνη ηεο εζράξαο 

θνξηίδνληαη κε κνλαδηαία θαηαθόξπθα θνξηία. Οη αληνρέο ησλ κειώλ είλαη επίζεο 

ίζεο κε ηε κνλάδα. Ο ζπληειεζηήο θαηάξξεπζεο πξνθύπηεη ίζνο κε 2.30 kN ελώ ε 

αλαιπηηθή ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο πξνθύπηεη ίζε κε 1,2.33 / 2.33c

y pP M kN   . Ο 

κεραληζκόο θαηάξξεπζεο ηνπ παξαθάησ ζρήκαηνο εκθαλίδεη 36 πιαζηηθέο 

αξζξώζεηο θαη εμαηηίαο ηεο ζπκκεηξίαο ηνπ θνξέα θαη ηεο θόξηηζεο ν κεραληζκόο 

πξνθύπηεη απόιπηα ζπκκεηξηθόο. 

 

 

 

 
΢ρήκα 2.13. Μεραληζκόο θαηάξξεπζεο.  
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ΔΝΣΑΣΙΚΑ ΜΔΓΔΘΗ Δ΢ΥΑΡΑ΢ 

 
 

[F2] 

 

 
[M1] 

 

 
[M3] 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 3
Ο

  

 

 

 

ΠΛΑ΢ΣΙΚΔ΢ ΑΡΘΡΧ΢ΔΙ΢ ΤΠΟ ΣΗΝ ΔΠΙΓΡΑ΢Η ΑΞΟΝΙΚΗ΢ 

ΓΤΝΑΜΗ΢ ΚΑΙ ΓΙΑΞΟΝΙΚΗ΢ ΚΑΜΦΗ΢. 

 

 

 

ΔΙ΢ΑΓΧΓΗ 

  

Ο ππνινγηζκόο ηνπ ζπληειεζηή θόξηηζεο ζε ηξηζδηάζηαηα πιαίζηα απνηειεί 

κία δύζθνιε δηαδηθαζία κε πάξα πνιιέο αλαθνξέο ζηε δηεζλή βηβιηνγξαθία όπνπ 

πξνηείλνληαη δηάθνξνη ηύπνη επηθαλεηώλ δηαξξνήο. ΢ην θεθάιαην απηό αλαιύεηαη ε 

επηθάλεηα δηαξξνήο πνπ έρεη πξνηαζεί από ηνλ Orbison όπνπ νη πιαζηηθέο αξζξώζεηο 

ζρεκαηίδνληαη ππό ηελ επίδξαζε αμνληθήο δύλακεο θαη δηαμνληθήο θάκςεο. Σέηνηνπ 

είδνπο επηθάλεηεο δηαξξνήο απνηεινύλ θακπύιεο ζην ρώξν θαη επνκέλσο θαη ζε απηή 

ηελ πεξίπησζε εμεγείηαη ν ηξόπνο κε ηνλ νπνίν ε επηθάλεηα δηαξξνήο 

γξακκηθνπνηείηαη θαη πξνζεγγίδεηαη από επίπεδα ώζηε λα μεπεξαζηεί ην πξόβιεκα 

ηεο κε – γξακκηθόηεηαο. Σέινο παξνπζηάδνληαη δηάθνξεο επηιύζεηο θνξέσλ κε ηα 

απνηειέζκαηα ηνπο, όπσο απηά πξνέθπςαλ από ηελ νξηαθή αλάιπζε. 
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3.1. ΔΤΡΔ΢Η ΣΟΤ ΦΟΡΣΙΟΤ ΚΑΣΑΡΡΔΤ΢Η΢ – ΣΡΙ΢ΓΙΑ΢ΣΑΣΟ ΠΛΑΙ΢ΙΟ 

 

 Σν θνξηίν θαηάξξεπζεο ηεο θαηαζθεπήο πξνζδηνξίδεηαη όηαλ ζην πιαίζην 

ζρεκαηηζζεί ηθαλόο αξηζκόο πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ ώζηε ν θνξέαο  λα κεηαηξαπεί ζε 

κεραληζκό θαη λα θαηαξξεύζεη. 

 Οη παξαδνρέο πνπ ιήθζεθαλ ππόςε γηα ηελ εύξεζε ηνπ ζπληειεζηή θόξηηζεο  

είλαη όηη ε ζηξεπηηθή δπζθακςία θαη ε επηξξνή ηεο ηέκλνπζαο δύλακεο αγλννύληαη. 

Δπίζεο πηνζεηείηαη ην γεγνλόο όηη ηα κέιε ηεο θαηαζθεπήο ζπκπεξηθέξλνληαη σο 

ηειείσο πιαζηηθά πιηθά αγλνώληαο θπζηθά ηελ θξάηπλζε ηνπ πιηθνύ θαη ηέινο όηη  

πιαζηηθέο αξζξώζεηο κπνξνύλ λα ζρεκαηηζηνύλ κόλν ζηηο θξίζηκεο δηαηνκέο ησλ 

κειώλ ηνπ πιαηζίνπ. 

 Οη πιαζηηθέο αξζξώζεηο δεκηνπξγνύληαη όηαλ ν ζπλδπαζκόο ησλ εζσηεξηθώλ 

εληαηηθώλ κεγεζώλ ζηηο θξίζηκεο δηαηνκέο ησλ κειώλ ππεξβεί θάπνηα 

ραξαθηεξηζηηθή ηηκή. Ζ επηθάλεηα δηαξξνήο πνπ ζπλδέεη ηε δηαμνληθή θάκςε κε ηελ 

αμνληθή δύλακε θαη πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ παξνύζα εξγαζία έρεη πξνηαζεί από 

ηνλ Orbison. Ζ εμίζσζε απηή γηα δηαηνκέο δηπινύ ηαπ δηαηππώλεηαη σο εμήο: 

 

2 2 2 2 2 6 2 2 4

2 3 2 3 3 21.15 3.67 3 4.65 1 0n m m n m n m m m             (1) 

 

όπνπ:     2

2,

3

3,

p

y

p

z

p

N
n

N

M
m

M

M
m

M










 


  

 

 Αγλνώληαο ινηπόλ ηελ επηξξνή ησλ ηεκλνπζώλ δπλάκεσλ θαζώο θαη ηε 

ζηξεπηηθή ξνπή, ε ζπλζήθε ζρεκαηηζκνύ πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ δηαηππώλεηαη σο 

εμήο: 2 3( , , ) 0M    , όπνπ Ν είλαη ε δξώζα αμνληθή δύλακε θαη M2, M3 είλαη νη 

δξώζεο θακπηηθέο ξνπέο θαηά ηνπο ηνπηθνύο άμνλεο 2 (αζζελήο άμνλαο) θαη 3 

(ηζρπξόο άμνλαο) αληίζηνηρα ησλ κειώλ ηεο πιαηζησηήο θαηαζθεπήο. Οη ζπληειεζηέο 

Νp, M2,p, M3,p, πνπ εκθαλίδνληαη ζηνπο παξαλνκαζηέο  ησλ πειίθσλ n, m2, m3 

αληηζηνηρνύλ θαηά ζεηξά ζηε πιαζηηθή αμνληθή αληνρή ηνπ κέινπο θαζώο θαη ζηηο 

πιαζηηθέο ξνπέο αληνρήο ησλ κειώλ θαηά ηνπο άμνλεο 2 θαη 3 αληίζηνηρα. Ζ 

παξαπάλσ επηθάλεηα δηαξξνήο ηνπ Orbison απνηειεί κηα θακπύιε ζην ρώξν ε νπνία 

παξνπζηάδεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα. 



 37 

 

΢ρήκα 3.1.  Κακπύιε πιήξνπο πιαζηηθνπνίεζεο θαηά Orbison.   

 

 Γηα ηελ εθαξκνγή ηνπ γξακκηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ κε ηε βνήζεηα ηεο 

Simplex απαηηείηαη ε γξακκηθνπνίεζε ηεο θακπύιεο επηθάλεηαο δηαξξνήο. Κάζε 

ηεηαξηεκόξην γξακκηθνπνηείηαη από δύν επίπεδα, έηζη ινηπόλ ε επηθάλεηα πνπ 

απνηειεί κία θακπύιε ζην ρώξν, γξακκηθνπνηείηαη ηειηθά ζε έλα 16-εδξηθό 

πνιύεδξν. Ζ πξνζέγγηζε ηεο θακπύιεο από ηα δύν επίπεδα ζην πξώην ηεηαξηεκόξην 

παξνπζηάδεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα. 

 

΢ρήκα 3.2. Δπίπεδα πξνζέγγηζεο θακπύιεο επηθάλεηαο.  

 

 

,

1

1 p

F

F
 

1.0 

 
1.0 

 

,

3

3 p

M

M
 

1.0 

 

,

2

2 p

M

M
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Οη ζρέζεηο πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηε γξακκηθνπνίεζε ηεο επηθάλεηαο 

δηαξξνήο έρνπλ πηνζεηεζεί από ηελ AISC θαη δηαηππώλνληαη σο εμήο: 

 

2 3

1 2 3 0

2, 3,

2 3

4 5 6 0

2, 3,

1,

1,

p p p p

p p p p

N M M N

N M M N

N M M N

N M M N

    

    

     

     

   (2) 

όπνπ νη κεηαβιεηέο  α1…….. α6 είλαη αδηάζηαηνη ζπληειεζηέο, ελώ ηζρύεη 0 ≤ α0<1. 

Οη παξαπάλσ εμηζώζεηο κπνξνύλ λα γξαθνύλ θαη κε ηελ αθόινπζε κνξθή: 

1 2 2 3 3 0 0

4 5 2 6 3 0 0

,

,

p

p

N
a N a M a M S

N

N
a N a M a M S

N

 

 

     

     

             (3) 

Ζ παξαπάλσ εμίζσζε απνηειεί ηελ Δζζηαλή κνξθή ηεο εμίζσζεο ελόο επηπέδνπ θαη 

νη κε κεδεληθνί ζπληειεζηέο α1…….. α6 απνηεινύλ ηα κνλαδηαία ζπλεκίηνλα 

θαηεύζπλζεο ηνπ εθάζηνηε επηπέδνπ, ελώ So είλαη ε ηάζε δηαξξνήο ησλ κειώλ ηεο 

θαηαζθεπήο. Ο ζρεκαηηζκόο πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ πεξηγξάθεηαη γηα θάζε θξίζηκε 

δηαηνκή από ηηο παξαπάλσ εμηζώζεηο νη νπνίεο ζπλνπηηθά κπνξνύλ λα γξαθνύλ ππό 

ηε κνξθή κεηξώσλ σο εμήο:  

 

   [ ]i i i

c oN s s     (4) 

Σν κεηξών  [Ν
i
c ] πεξηέρεη ηνπο ζπληειεζηέο α1…….. α6, ην δηάλπζκα   is ηα 

εζσηεξηθά εληαηηθά κεγέζε ηεο i - θξίζηκεο δηαηνκήο, ελώ ην κεηξών  ios πεξηέρεη ηε 

ηάζε δηαξξνήο θάζε κέινπο 0

iS .  Ζ ζρέζε (4) γξάθεηαη ζε αλεπηπγκέλε κνξθή: 

 

 

 

 

 

  

 

    (5) 

 

 

 

 

 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 5 6

4 5 6

4 5 6

4 5

1

2

3

4

5

6

7

8

9
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14

15

16

i i i

i i i

i i i

i i i

i i i

i i i

i i i

i i i

i i i

i i i

i i i

i

a a a

a a a

a a a

a a a

a a a

a a a

a a a

a a a

a a a

a a a

a a a

a a

   
 

 
 
 

 
   
 

   
 


 
   

 
  

  
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0
6

04 5 6

04 5 6

4 5 6 0

4 5 6 0

i

i

i

i

i

i

ii

i i

y

i i
z

i

i
i i

ii i i

ii i i

i i i i

i i i i

S

S

S

S

S

S

SN

M S

M S

S

Sa

Sa a a

Sa a a

a a a S

a a a S

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
   
    

    
   
   

 
 
 
 

   
   
 
 
 

   

















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Από ηηο παξαπάλσ 16 αληζόηεηεο πξνθύπηεη θαη ε γξακκηθνπνίεζε ηεο 

θακπύιεο επηθάλεηαο δηαξξνήο ζε 16-εδξηθό πνιύεδξν. Κάζε αληζόηεηα αληηζηνηρεί 

ζε κηα από ηηο 16 πξνβνιέο ηεο επηθάλεηαο δηαξξνήο. Ζ πνζόηεηα 
0

iS  αληηζηνηρεί ζηε 

ηάζε δηαξξνήο ησλ κειώλ ελώ νη ππόινηπνη ζπληειεζηέο ππνινγίδνληαη σο εμήο:  

 

 

1 2 3

2, 3,

4 5 6

2, 3,

8 8
, ,

9 9

, ,
2

p p p

p p p

So So So

N M M

So So So

N M M





    

    

 

 

 

Οη  πξνβνιέο ησλ 16 επηπέδσλ ηεο επηθάλεηαο δηαξξνήο πάλσ ζην επίπεδν 

Μy0Mz θαη ε δηάθξηζε κεηαμύ εθειθπζηηθήο θαη ζιηπηηθήο αμνληθήο δύλακεο 

παξνπζηάδνληαη ζηα παξαθάησ ζρήκαηα. 

 

 

 

 

΢ρήκα 3.3. Πξνβνιή γξακκηθνπνηεκέλεο επηθάλεηαο δηαξξνήο ζην επίπεδν Μ20M3 γηα 

εθειθπζηηθή αμνληθή δύλακε. 

 

 

M3 

M2 
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΢ρήκα 3.4. Πξνβνιή γξακκηθνπνηεκέλεο επηθάλεηαο δηαξξνήο ζην επίπεδν Μ20M3 γηα ζιηπηηθή 

αμνληθή δύλακε. 

 

Σν κεηξών Νc ηεο επηθάλεηαο δηαξξνήο πνπ δεκηνπξγείηαη ζηνλ θώδηθα έρεη 

ηελ νλνκαζία ANC θαη είλαη έλα κεηξών [6,16] πνπ κνξθώλεηαη γηα θάζε θξίζηκε 

δηαηνκή ηνπ θνξέα. ΢ην κεηξών απηό πεξηέρνληαη νη δηάθνξνη ζπληειεζηέο 
 
α1…….. α6 

πνπ πεξηγξάθνληαη πην πάλσ. Οη ζπληειεζηέο ηνπνζεηνύληαη θαηάιιεια ζην κεηξών 

Νc θαη θαηαιακβάλνπλ ηελ πξώηε, ηελ πέκπηε θαη ηελ έθηε γξακκή ηνπ κεηξώνπ, 

πνπ αληηζηνηρνύλ ζηα εληαηηθά κεγέζε F1, Μ2, Μ3 θάζε θξίζηκεο δηαηνκήο. Σν 

κεηξών Νc κνξθώλεηαη σο εμήο: 

 

N
i
c  =  

3 3 3 3 3 3 3 3

1 1 1 1 1 1 1 1 4 4 4 4 4 4 4 4

2 2 2 2 2 2 2 2 5 5 5 5 5 5 5 5

6 6 6 6 6 6 6 6

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

i i i i i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i i i i i i i

               

               

               



















 
 

 

 

Μεηά ηελ κόξθσζε ηνπ κεηξώνπ Νc  θαη ηνλ πνιιαπιαζηαζκό ησλ εληαηηθώλ 

κεγεζώλ ηνπ θνξέα κε ην κεηξών απηό, αθνινπζεί ν γξακκηθόο πξνγξακκαηηζκόο κε 

ηε βνήζεηα ηεο αλαζεσξεκέλεο κεζόδνπ Simplex (βηβιηνζήθε IMSL) από όπνπ 

πξνθύπηεη ην θνξηίν θαηάξξεπζεο ηεο θαηαζθεπήο.     

 

M2 

M3 



 41 

3.2. ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΑ ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑΣΑ 

 

==================================== 

INPUT FILE‟S NAME: 6STOREY 

==================================== 

 

 
΢ρήκα 3.5.  6όξνθνο θνξέαο. 

 

Ο 6όξνθνο θνξέαο πνπ παξνπζηάδεηαη ζην παξαπάλσ ζρήκα απνηειεί ην 

πξώην παξάδεηγκα πνπ επηιύζεθε κε ηε ζπγθεθξηκέλε επηθάλεηα δηαξξνήο. Οη 

δηαηνκέο πνπ ζπλζέηνπλ ην θνξέα είλαη ζεκεησκέλεο επάλσ ζην θνξέα θαη ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ηνπο παξνπζηάδνληαη ζηνλ πίλαθα 1 πνπ αθνινπζεί παξαθάησ. Ζ 

ηάζε δηαξξνήο ησλ κειώλ είλαη ίζε κε 250 MPa. Ο θνξέαο ππόθεηληαη ηόζν ζε 

νξηδόληηα όζν θαη ζε θαηαθόξπθε θόξηηζε. Ζ αλεκνπίεζε, πνπ αληηπξνζσπεύεη 

ηελ νξηδόληηα θόξηηζε, πξνζνκνηώλεηαη κε νξηδόληηα ζπγθεληξσκέλα θνξηία 

θαηά ηνλ Ε άμνλα ζηνπο θόκβνπο ζπκβνιήο δνθώλ - ππνζηπισκάησλ θαη έρνπλ 

ηηκή ίζε κε 26.70 kN. Σα θνξηία βαξύηεηαο αληηζηνηρνύλ ζε νκνηόκνξθε 

θαηαθόξπθε πίεζε ίζε κε 4.8 kN/m
2
. Κάζε δνθόο ηνπ θνξέα αλαιακβάλεη 

ζπλνιηθά θαηαθόξπθν θνξηίν ίζν κε 64.21 kN. Σν θνξηίν απηό ηζνκνηξάδεηαη 

ζηα δύν άθξα θάζε δνθνύ θαη έρεη θνξά πξνο ηα αξλεηηθά ηνπ άμνλα Τ. ΢ην 

παξαθάησ ζρήκα παξνπζηάδεηαη ε θάηνςε ηνπ θνξέα θαζώο θαη νη δηαηνκέο ησλ 

δνθώλ.   



 42 

 

  
7

.3
1
5

 m
 

W
 1

2
x

8
7
 

   W
 1

2
x

5
3
 

  W
 1

2
x

5
3
 

  

W 12x26 

W 12x26 W 12x26 X 

┬

┴ 
┬

┴ 

┬

┴ 

┬

┴ 
┬

┴ 

┬

┴ 

Z 

 

W 12x26 

7.315 m 7.315 m 

 
΢ρήκα 3.6. Κάηνςε 6όξνθνπ θνξέα. 

 

 

 

Πίλαθαο1  Πιαζηηθέο αληνρέο δηαηνκώλ. 

Γηαηνκέο F1,p 

(KN) 

M2,p     

(KNm) 

M3,p 

(KNm) 

W12x87 4125.00 247.45 540.75 

W12x120 5700.00 349.75 762.00 

W12x53 2525.00 119.25 319.25 

W12x26 1235.00 33.48 152.40 

W10x60 2850.00 143.38 305.50 

 

 

Από ηελ επίιπζε ηνπ θνξέα πξνθύπηεη ν ζπληειεζηήο θόξηηζεο ίζνο κε 2.75 

kN. Σν θνξηίν θαηάξξεπζεο πνπ έρεη ππνινγηζζεί κε δηαθνξεηηθή κέζνδν κέζσ ηνπ 

πξνγξάκκαηνο  CEPAO  είλαη ίζν κε 2.36 kN θαη ε δηαθνξά ηνπο είλαη κηθξόηεξε 

από 10%. Ο κεραληζκόο θαηάξξεπζεο πνπ εκθαλίδεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα έρεη 28 

πιαζηηθέο αξζξώζεηο θαη όπσο εύθνια δηαθξίλεηαη, πξόθεηηαη γηα έλαλ θαζαξά 

πιάγην κεραληζκό θαηάξξεπζεο. 
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΢ρήκα 3.7. Μεραληζκόο θαηάξξεπζεο 6-όξνθνπ θνξέα. 

 

 

ΔΝΣΑΣΙΚΑ ΜΔΓΔΘΗ ΦΟΡΔΑ 

 

 
         [F1]           [F2] 
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                                [F3]                                                               [M1] 

 

 
                                [M2]                                                              [M3] 
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==================================== 

INPUT FILE‟S NAME: 20STOREY 

     ==================================== 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Δηθόλα 3.8.   20 όξνθνο θνξέαο. 

 

Γεύηεξν παξάδεηγκα επίιπζεο απνηειεί ν 20-όξνθνο θνξέαο ηνπ παξαπάλσ 

ζρήκαηνο. Ζ θάηνςε ηνπ θνξέα θαζώο θαη νη δηαηνκέο ησλ κειώλ ηνπ, παξνπζηάδεηαη 

ζην ζρήκα 3.9. Ζ ηάζε δηαξξνήο ησλ κειώλ είλαη ίζε κε 344.8 MPa ελώ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ δηαηνκώλ ησλ κειώλ παξαηίζεληαη ζηνλ πίλαθα 2. Ο θνξέαο 

θαηαπνλείηαη από νκνηόκνξθε θαηαθόξπθε πίεζε 4.8 KN/m
2
 ε νπνία 

πξνζνκνηώλεηαη κε ζπγθεληξσκέλα θαηαθόξπθα θνξηία ζηα άθξα ησλ δνθώλ όπσο 

θαη ζηνλ 6-όξνθν θνξέα ηνπ πξνεγνύκελνπ παξαδείγκαηνο. ΢ην θνξέα αζθείηαη 

επίζεο αλεκνπίεζε ίζε κε 0.96 KN/m
2
 ε νπνία δξα ζηελ πίζσ όςε ηνπ θνξέα θη έρεη 

θνξά ηελ ζεηηθή θνξά ηνπ άμνλα z. Ζ αλεκνπίεζε πξνζνκνηώλεηαη κε επηθόκβηα 

νξηδόληηα θνξηία ζηνπο θόκβνπο ζπκβνιήο δνθώλ - ππνζηπισκάησλ. Ο ζπληειεζηήο 

θαηάξξεπζεο πξνθύπηεη 1.9953 kN θαη απνθιίλεη ιηγόηεξν από 15% από ηνλ 

αληίζηνηρν πνπ πξνθύπηεη από ην πξόγξακκα CEPAO θαη είλαη ίζνο κε 1.698 kN. Ο 

κεραληζκόο θαηάξξεπζεο πνπ παξνπζηάδεηαη ζην ζρήκα 3.10, εκθαλίδεη 138 

πιαζηηθέο αξζξώζεηο θαη εύθνια δηαθξίλεηαη πσο θαη ζε απηή ηελ πεξίπησζε 

πξόθεηηαη γηα έλαλ θαζαξά πιάγην κεραληζκό θαηάξξεπζεο.  
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΢ρήκα 3.9. Κάηνςε 20-όξνθνπ θνξέα θαη δηαηνκέο δνθώλ. 

 

 

 

 

Πίλαθαο 3. Πιαζηηθέο αληνρέο δηαηνκώλ. 

Γηαηνκέο F1,p 

(KN) 

M2,p 

(KNm) 

M3,p 

(KNm) 

W12x26 1701.59 46.17 210.19 

W14x176 11516.32 920.96 1808.13 

W16x36 2377.02 61.03 361.70 

W21x57 3723.84 83.61 728.91 

W14x159 10378.48 825.11 1621.59 

W14x145 9482.00 751.32 1469.19 

W14x132 8620.00 638.57 1322.31 

W12x106 6930.48 424.45 926.48 

W12x87 5689.20 341.28 745.80 

W10x60 3930.72 197.74 421.35 

W8x31 2030.87 79.68 171.78 
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΢ρήκα 3.10. Μεραληζκόο θαηάξξεπζεο 20-νξόθνπ θνξέα. 
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ΔΝΣΑΣΙΚΑ ΜΔΓΔΘΗ ΦΟΡΔΑ 

  

 

                 
                                [F1]            [F2] 

 

 

 



 49 

             
                                  [F3]       [M1] 
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     [M2]                     [M3]  
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 4
Ο

  
 

 

 

 

ΑΝΑΛΤ΢Η ΠΛΑΙ΢ΙΧΝ ΓΙΑΣΟΜΧΝ ΓΙΠΛΟΤ ΣΑΤ ΚΑΣΧ 

ΑΠΟ ΢ΣΡΔΠΣΙΚΟΜΠΣΙΚΗ ΔΝΣΑ΢Η  

 

 

 

 

ΔΙ΢ΑΓΧΓΗ 
 

 

΢ην παξόλ θεθάιαην αλαιύεηαη ε επηξξνή ηεο θαζαξήο ζηξέςεο ζηνλ 

ζρεκαηηζκό πιαζηηθώλ αξζξώζεσλ κε ηελ ηαπηόρξνλε επίδξαζε ηεο ζηξέςεο θαη ηεο 

θάκςεο ζε ζπκκεηξηθέο δηαηνκέο δηπινύ ηαπ, ην πιηθό ησλ νπνίσλ ζεσξείηαη 

ειαζηηθό – ηειείσο πιαζηηθό. Ζ επηξξνή ηεο ζηξέβισζεο αγλνείηαη ιόγσ ηεο 

αζάθεηαο εκθάληζεο ησλ ηάζεσλ, όζν σο πξνο ηνλ ηξόπν, όζν θη σο πξνο ηνλ ρξόλν 

εκθάληζεο ηνπο θαηά ηε δηάξθεηα πιαζηηθνπνηήζεσο ηεο δηαηνκήο. Ζ ζεσξία ηνπ 

Prandtl πνπ είλαη γλσζηή θη σο κεκβξαληθή ζεσξία ηνπ Prandtl εθαξκόζηεθε γηα ηνλ 

ππνινγηζκό ησλ εληαηηθώλ κεγεζώλ πνπ αλαπηύζζνληαη ιόγσ ηεο θαζαξήο ζηξέςεο 

(ζηξέςε S.Venant).     
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4.1. ΔΙ΢ΑΓΧΓΙΚΔ΢ ΔΝΝΟΙΔ΢ 

 

Έζησ έλα ζηνηρεηώδεο ηκήκα dx κηαο δνθνύ ην νπνίν θαηαπνλείηαη από 

αμνληθή δύλακε 
xN  θαη ξνπή θάκςεο yM . Ζ δνθόο ππόθεηληαη ζην σξνινγηαθό 

ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ όπσο θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα.  

 
΢ρήκα 4.1. ΢ηνηρεηώδεο ηκήκα δνθνύ κήθνπο dx. 

 

Μεηά ηελ παξακόξθσζε, ε ίλα πνπ βξίζθεηαη ζε απόζηαζε z από ηνλ 

θεληξνβαξηθό άμνλα  ζα έρεη κήθνο dx + Γdx, ελώ ππάξρεη ίλα ζε απόζηαζε α από 

ηνλ θεληξνβαξηθό άμνλα πνπ παξακέλεη απαξακόξθσηε (νπδέηεξνο άμνλαο), ε ζέζε 

ηεο νπνία πξνζδηνξίδεηαη σο εμήο: 

 

Από ηα όκνηα ηξίγσλα ηνπ παξαπάλσ ζρήκαηνο πξνθύπηεη: 

 

' ' ' '

2

x

dx z a

dx a




     
    

  
 

Κη επεηδή α<<ξ ηόηε: 

 

x

z a





    (1) 

όπνπ ειήθζε ππόςε όηη: cos 1
2

d
 . 

 

Θεσξώληαο ηελ παξαθάησ δηαηνκή ηνπ ζρήκαηνο 4.2, ε νπνία είλαη 

ζπκκεηξηθή σο πξνο ηνλ άμνλα Οz, είλαη γλσζηό όηη όηαλ ηκήκαηα ηεο δηαηνκήο 

εηζέξρνληαη ζηελ πιαζηηθή πεξηνρή, ν νπδέηεξνο άμνλαο κεηαηνπίδεηαη ζε ζεκείν 

νπνύ νη εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο δπλάκεσλ θαη ξνπώλ ηθαλνπνηνύληαη.   
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΢ρήκα 4.2. ΢πκκεηξηθή δηαηνκή σο πξνο ηνλ άμνλα Οz. 

 

Από ην παξαπάλσ ζρήκα εύθνια πξνθύπηεη όηη:  x

F

z a

a c









   (2) 

Δάλ Αν θαη Αu είλαη ε άλσ θαη ε θάησ πιαζηηθή πεξηνρή αληίζηνηρα ηεο δηαηνκήο Α 

θαη Αe ε πεξηνρή πνπ παξακέλεη ζηελ ειαζηηθή πεξηνρή, ηόηε από ηελ ηζνξξνπία ησλ 

δπλάκεσλ πξνθύπηεη: 

 

( )x x F u o x

A A

dA dA A A N        

 

Καη ηειηθά:  

 

 ( )( )e u o x ea A A A n A a c S          (3)   

 

Δπίζεο ε ηζνξξνπία ησλ ξνπώλ δίλεη:  

 

p p

x F F y

A A A

z a
zdA zdA zdA M

a c
  


   

    

 

Καη ηειηθά:  

 

 ( )( )e o u yp y ea S S S W m a c I           (4) 

 

όπνπ  
2

, , ,

, , ,

o

u e

yx
x y po

xp yp A

pu e e

A Ae A

MN
n m S zdA

N M

S zdA S zdA I z dA

  

  



  
  (5) 

 

Από ηε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ εμηζώζεσλ (3) θαη (4) πξνθύπηνπλ νη άγλσζηεο 

πνζόηεηεο a θαη c. 
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 4.2 ΘΔΧΡΙΑ ΚΑΘΑΡΗ΢ ΢ΣΡΔΦΗ΢  

 

΢ηε θαζαξή ζηξέςε, νη δηαηκεηηθέο ηάζεηο 
xy θαη 

xz  είλαη αλεμάξηεηεο από 

ηηο δηακήθεηο ηάζεηο ( , )x y z .  

΢ε απηή ηελ πεξίπησζε ζέηνπκε :  
'

( , , , )

tanx

u u x y z D

D cons t

 


  
  

(6 )

(6 )




 

όπνπ θ΄ ε  παξάγσγνο ηεο γσλίαο θ θαηά ηνλ άμνλα Οx. Υξεζηκνπνηώληαο ην 

θξηηήξην V.Misses έρνπκε: 

 
2 2 2 23 ( )x xy xz F       .  (7) 

Δίλαη γλσζηό επίζεο όηη : ,xy xz
z y

 
 

  
 

   
(8 )

(8 )




 

όπνπ Φ είλαη ε ηαζηθή ζπλάξηεζε. 

Δηζάγνληαο ηηο εμηζώζεηο (8) ζηε εμίζσζε (7) ιακβάλνπκε ηελ παξαθάησ εμίζσζε: 

 
22

2 2 21
( , ) ( , )

3
F x y z F y z

z y
 

   
            

   

 

όπνπ Φ=0 ζην (Δ) θαη ε νπνία δείρλεη όηη ε Φ επεξεάδεηαη από ηελ x . 

Δπνκέλσο ε θιίζε ηεο επηθάλεηαο ηεο ηαζηθήο ζπλάξηεζεο γηα ηε ζηξέςε δίλεηαη από 

ηελ εμήο ζρέζε:  

 

( , ), 0grad F y z             (9α)  

θαη  
1/2

2 21
( , ) ( , )

3
F xF y z y z     .     (9β) 

Γηα ηελ επίιπζε ηνπ παξαπάλσ πξνβιήκαηνο ζπλνξηαθώλ ηηκώλ ζέηνπκε: 

 

( , ) cos ( , )

( , ) sin ( , )

xy

xz

F y z y z
z

F y z y z
y

 

 

 
    




   
 

   
(10 )

(10 )




 

 

Οη παξαπάλσ εμηζώζεηο ηθαλνπνηνύλ ηηο ζρέζεηο (9). Δπίζεο είλαη γλσζηό όηη:  

 

0
yx zx

y z

  
 

 
 

 

 θαη ζύκθσλα κε ηon Cauchy: 

 

0
xy xz

y z

  
 

 
     (11) 

 

από ηηο εμηζώζεηο (10) θαη (11) πξνθύπηεη : 
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cos sin sin cos 0
F F

F F
y y z z

 
   

   
        

   
  (12) 

 

Ζ δηαθόξηζε σο πξνο (n) θη αληίζηνηρα σο πξνο ηνλ θνξέα ηνπ ηαλπζηή ηεο 

δηαηκεηηθήο ηάζεσο (t) είλαη: 

 

sin cos

cos sin

y z z

n y n z n y z

F F y F z F F

t y t z t y z

   
 

 

       
                


              

       

  

(13 )

(13 )





 

 

Δηζάγνληαο ηελ εμίζσζε (13) ζηε (12) πξνθύπηεη: 

 

1
0

F

n F t

 
  

 
   (14) 

 

όπνπ t θαη n είλαη ε εθαπηνκεληθή θαη ε θάζεηε δηεύζπλζε ηνπ ζεκείνπ ( , )R RR y z  

όπσο θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα. 
 

 

΢ρήκα 4.3. ΢εκείν ( , )R RR y z  πάλσ ζην ζύλνξν. 

 

΢ην ζύλνξν όκσο ηζρύεη ε εμίζσζε:  

 

( ) cotR R R Rf z y    .   (15) 

 

Ζ ζπλάξηεζε F θαη νη ηάζεηο ,xy xy   κπνξνύλ λα πξνζδηνξηζζνύλ από ηελ εμίζσζε 

(10). Σειηθά πξνθύπηεη ε έθθξαζε ηεο ζηξεπηηθήο ξνπήο: 

 

2 ( )x xy xz

A

M GD z y dA       (16) 
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Ο πξνζδηνξηζκόο ηεο αλαγθαίαο ξνπήο 
xM  πνπ απαηηείηαη γηα ηελ πιήξε 

πιαζηηθνπνίεζε κηαο δηαηνκήο εμαξηάηαη από ην αλ νη νξζέο ηάζεηο είλαη ζηαζεξέο ή 

κεηαβάιινληαη γξακκηθά ζηνλ θύξην άμνλα. ΢ηε ζπλέρεηα αλαιύνληαη νη δπν απηέο 

πεξηπηώζεηο.    

 

4.3. ΢ΣΑΘΔΡΗ ΚΑΣΑΝΟΜΗ ΟΡΘΧΝ ΣΑ΢ΔΧΝ ζρ. 
 

΢ηελ πεξίπησζε απηή πξνζδηνξίδεηαη ε ξνπή xM  όηαλ ζε κηα δηαηνκή 

αζθείηαη κηα αμνληθή δύλακε 
xN . ΢πκβνιίδεηαη κε p  ε ηαζηθή ζπλάξηεζε ηεο 

πιήξνπο πιαζηηθνπνηήζεσο ηεο δηαηνκήο Α, ππό ηελ δξάζε κόλν ηεο xpM , δειαδή 

ηεο πιήξνπο πιαζηηθνπνηήζεσο ηεο δηαηνκήο Α θαη Φ, ε ηαζηθή ζπλάξηεζε πιήξνπο 

πιαζηηθνπνηήζεσο ηεο Α ππό ηελ ζύγρξνλε επίδξαζε ησλ xM  θαη 
xN . 

Σέινο κε xpN  ζπκβνιίδεηαη ε νξηαθή αμνληθή δύλακε πνπ πιαζηηθνπνηεί ηελ Α. 

Δίλαη δειαδή  xp FN A   

 

΢ύκθσλα κε ηελ αλάιπζε πνπ πξνεγήζεθε παξαπάλσ κπνξεί λα γξαθεί: 

Γηα ηελ Μxp:                  
3

F
pgrad


                          (17α) 

Γηα ηελ Νx θαη Mx:        
1

2 2 2
1

3
F xgrad               (17β) 

Όκσο ππνζέζακε όηη ε xN είλαη ζηαζεξή επνκέλσο ζα είλαη: 

 

 
2 2 2

x
x

F x Y

const
A

const



  


 

  

 

  

΢ύκθσλα κε ηε κεκβξαληθή ζεσξία ηνπ Prandtl, νη κεκβξάλεο ησλ ζρέζεσλ, έρνληαο 

ζηαζεξή θιίζε εθθπιίδνληαη ζε απιέο επίπεδεο „ζηέγεο‟ κε θιίζεηο grad  θαη 

Pgrad  αληίζηνηρα. Δπνκέλσο ε ξνπή xM  ζύκθσλα κε ηελ παξαπάλσ αλάιπζε, 

είλαη ίζε πξνο ην δηπιάζην ηνπ όγθνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηε „ζηέγε-κεκβξάλε‟ Φ 

ηνπ ζρήκαηνο θαη άξα κπνξεί λα γξαθεί: 

 
22

tan | |
1 1

tan | |

x x x

xp p p p F xp

M NY grad

M Y grad N



 

  
              

   (18α) 

ή ζέηνληαο ,x x
x x

xp xp

N M
n m

N M
   ε παξαπάλσ εμίζσζε γξάθεηαη: 

 
2 2 1x xn m  . (18β)   
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΢ρήκα 4.4. Δπίπεδεο ζηέγεο. 

 

4.4. ΓΡΑΜΜΙΚΧ΢ ΜΔΣΑΒΑΛΛΟΜΔΝΔ΢ ΟΡΘΔ΢ ΣΑ΢ΔΙ΢ ζρ. 

 

 Έζησ όηη είλαη γλσζηή ε θαηαλνκή x  θαηά κήθνο ηνπ θύξηνπ άμνλα z κηαο 

νξζνγσληθήο δηαηνκήο δηαζηάζεσλ b*h θαη απαηηείηαη ν πξνζδηνξηζκόο ηεο 

ζηξεπηηθήο ξνπήο xM , ε νπνία καδί κε ηηο ζηαζεξέο xN  θαη yM  (ή xN  θαη zM ) 

επηθέξεη ηελ πιήξε πιαζηηθνπνίεζε ηεο δηαηνκήο. Σόηε ε x  ζα κεηαβάιιεηαη 

γξακκηθώο, ζύκθσλα κε ηε ζρέζε: 

 

2

yx
x

y

M z

hA W



       (19) 

Καη επνκέλσο ζα ηζρύεη: 

      

//

/ / / 2 / 2

y yx x
x y y

F xp yp yp

M WA z z
n k m

A M W h h






      


   (20) 

 

όπνπ: , ,
y ypx

x y y

xp yp y

M WN
n m k

N M W
    

 

Ζ εμίζσζε (20) κπνξεί λα γξαθεί: 

 

 ,
2

x
x

F y y

z h
n

k m




 
  

 
  (21) 

 

Οη εμηζώζεηο (9α) θαη (9β) δίλνπλ: 

 

 

22 2

21 ( )
3

F
x

z
n F z

z y





      
         

        

     (22) 

 

Με Φ=0  ζην (Δ) 
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Πξνθεηκέλνπ λα θαηαζηεί δπλαηόλ λα ππνινγηζζεί ε ζηξεπηηθή ξνπή 

2xM V  κέζσ ηνπ όγθνπ V
, πνπ πεξηθιείεηαη θάησζη ηεο κεκβξάλεο ( , )y z , 

πξέπεη πξώηα λα επηιπζεί ην πξόβιεκα ησλ ζπλνξηαθώλ ηηκώλ όπσο απηό 

πεξηγξάθεηαη από ηελ εμίζσζε (22). Γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο απηνύ ε 

ζρέζε (13β) κεηαζρεκαηίδεηαη: 

 
2

2
cos sin sin

3

xF
n zF F F

t y z F


  



   
       

   
  

 

θαη ε εμίζσζε (13α) γξάθεηαη σο: 

 

2 2

22 2

2

1 1
sin sin

3
1

x

xF

x

n z

n zF

n F t F F n z


  
 



 
   

         
      

  
 

 

Κη επεηδή cosdz dn    ε παξαπάλσ εμίζσζε κπνξεί λα πάξεη ηελ αθόινπζε κνξθή:  

 

 
22

cos sinx

x

n z

z n z


 

 

 
 

   
  

 

ή 

 

 

 

22

2 22 2
cot

2

x
x

x x

d n zn z
d dz

n z n z

 
 

   

          
      
 

   

ή 

 

 

 

22

22

1
cot

2

x

x

d n z
d

n z

 
 

 

   
    

  
   

 

Καη άξα :  

 

 
22

(sin )

x

c
n n

n z


 


  
  

 

ή ηειηθώο: 

 

 

 
22

sin

x

c

n z


 


  
.    (23) 

 

Γηα έλα ηπραίν ζεκείν R ζην ζύλνξν αβ (βιέπε ζρήκα 4.5), κία ηηκή ηνπ 

sin R  αληηζηνηρεί ζε θάζε ηηκή ηνπ Rz  θη έηζη ε εμίζσζε (23) δίλεη:  

 
22sin R x Rc n z        
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΢ρήκα 4.5. Γηαγξάκκαηα ηάζεσλ. 

 

 

Ζ εμίζσζε (23) κεηαηξέπεηαη σο:  

 

 

 

22

22
sin sin

x R

R

x

n z

n z

 
 

 

  
 

  
   (24) 

 

Καηά κήθνο ηνπ ζπλόξνπ αβ όπσο θαίλεηαη από ην ζρήκα είλαη sin 1R   θαη από 

ηελ εμίζσζε (10) πξνθύπηεη : 

 

 

 

22 2

22
( ) sin 1

3

x RxF
xz

x

n zn z
F z

n z

 
 

  

    
      

    
  

θαη 

 
2

1
3

x RF
xz

n z




  
    

 
  (25) 

 

 όπνπ πιένλ ε Rz είλαη ηώξα ίζε πξνο z, θαζόζνλ εθθξάδεη ηελ ηεηκεκέλε ηνπ 

ζπλόξνπ αβ. Δπνκέλσο γηα  Rz z  ε εμίζσζε (25) δίλεη ην δηάγξακκα ηνπ ζρήκαηνο 

4.5 θαη έηζη ινηπόλ ε πξόζζεηε ζηξεπηηθή ξνπή ππνινγίδεηαη σο εμήο: 

 
22/2 /22

/2 /2

2/22

/2

/2
22

/2

1
2 4 3

1
4 3

1 arcsin
24 3

h h

xF
x xz

h h

h

x xF

h

h

x x xF

h

n zbb
M dz dz

n z n zb
d

n z n z n zb






 


 

   

  

 





    
        

   

       
       

    

          
        

     
 

 

  
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ή ηειηθώο : 

2 2

2 1 1
2 2 2 2

8 3
arcsin arcsin

2 2

x x x x

F
x

x x

h h h h
n n n n

b
M

h h
n n

     

 

 
       
                        
                 

 26α 

 

Δηζάγνληαο ηελ έθθξαζε ι από ηελ εμίζσζε (21β) ζηελ παξαπάλσ ζρέζε πξνθύπηεη: 

       

   

2 2
2 1 1

/ 16 3 arcsin arcsin

x y y x y y x y y x y yx x

F xp dp y y
x y y x y y

n k m n k m n k m n k mM M b h

M J k m n k m n k m





 
        

 
     

   

θαη ηειηθώο: 

       

   

2 2
2 1 11

16 3 arcsin arcsin

x y y x y y x y y x y y

x

dp y y
x y y x y y

n k m n k m n k m n k mb h
m

J k m n k m n k m


 

        
 
     

 (26β) 

όπνπ γηα κηα νξζνγσληθή δηαηνκή ηζρύεη: 
2

4 3
dp

hb
J  . 

 

          

 

4.5. ΣΑΤΣΟΥΡΟΝΗ ΔΠΙΓΡΑ΢Η ΡΟΠΧΝ Μx – Μy (Μ1 - Μ3). 

 

Ζ δηαηνκή θαηά ηελ πνξεία πιαζηηθνπνίεζεο  ππό ηελ δξάζε ηεο Μy, 

δηέξρεηαη από ηα αθόινπζα ζηάδηα ηα νπνία παξνπζηάδνληαη ζην ζρήκα 4.6: 

 

 

Βήκα 1
νλ

: Αξρίδεη από ηελ ηηκή 0yM   θαη δηαξθεί έσο ηελ πιήξε πιαζηηθνπνίεζε 

ηεο πξώηεο εμώηαηεο ίλαο ηεο δηαηνκήο, ππό ην θνξηίν 1yM . 

1y F yM W    

 

ή ηειηθώο: 

 

1

1

y y

y

yp yp

M W
m

M W
     

 

Βήκα 2
νλ

: Αξρίδεη από ηελ ηηκή 1yM  έσο ηελ πιήξε πιαζηηθνπνίεζε θαη ησλ δύν 

πεικάησλ ππό ηε ξνπή 2yM . 

Δίλαη: 
2

2

1
2

2 3

o
y p F w

h
M M t   ή ηειηθώο: 

2

2 1
6

y o w
y

yp yp

M h A
m

W W
   . 
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Βήκα 3
νλ

: Αξρίδεη από ηελ ηηκή από 
2yM  έσο ηελ πιήξε πιαζηηθνπνίεζε ηεο 

δηαηνκήο ππό ηελ ξνπή ypM . 

 
΢ρήκα 4.6. Πνξεία πιαζηηθνπνηήζεσο δηαηνκήο. 

 

 

Τηνζεηνύκε ηελ παξαδνρή όηη ε ζηξέςε δξα ζην ζύλνιν ηεο δηαηνκήο: 

 

Σκήκα πεικάησλ: 

 Δπεηδή ft h θη ε δηεύζπλζε ησλ ηάζεσλ η είλαη παξάιιειε πξνο ηελ 

κέγηζηε δηάζηαζε ησλ πεικάησλ, κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ε κέζε ηάζε θάζε 

πέικαηνο. Έηζη: 

 

y

y

y y
ypF

yp

M

W
k m

M

W




     

 

όπνπ 
yp

y

y

W
k

W
  θη επνκέλσο ε εμίζσζε (20) γξάθεηαη σο: 

 

 
2

2

m o
y y

F

h h
k m

h






    (30) 

 

Δπίζεο από ηελ εμίζσζε (18α) πξνθύπηεη: 

 

2 2
2

1

3
1

/ 3

F m

xI m

xIp Fp F

gradM

M grad

 





  

    
  

   

 

ή 
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2

21
2

y y

xI F dpI y

k
M J m




 
  

 
  (31) 

όπνπ 

2

2 3

f

dpI

bt
J   θαη γηα ηα δύν πέικαηα. 

 

Σκήκα θνξκνύ: 

Όπσο θαίλεηαη από ην ζρήκα : 

/ 2

x o

F F

z z

h

 

  
     

 

όπνπ 
2 y y

h

k m
    

 

Γηα 0xn   θαη αληηθαζηζηώληαο ηελ πνζόηεηα ι, ε ζρέζε (26α) δίλεη: 

 

2
2 2 2

1 arcsin
24 3

o y o yF w
xII o y y

y y

h k h kt h
M h m m

h k m h


 

   
      
    
 

  (33) 

 

Ζ ζπλνιηθή ζηξεπηηθή ξνπή δίλεηαη από ην άζξνηζκα ησλ δύν ηκεκάησλ xI xIIM M : 

   
2

2
2

21 1 arcsin
2 24 3

y y F w
x F dpI y o y y y y

y y

k t h
M J m h m m

k m

 
  

  
      

    

 

θαη ηειηθώο:  

 

   

2

2

2
2

1
21

1 arcsin
24 3

y y

dpI y

x

dp
w

o y y y y

y y

k
J m

m
J t h

h m m
k m



 

  
   
   

  
  

   
    

   (34) 

 

όπνπ / , 2 /y yp y y o yk W W h k h  . 

 

Ζ παξαπάλσ εμίζσζε παξνπζηάδεηαη ζην δηάγξακκα ηνπ ζρήκαηνο 4.7 γηα δηάθνξεο 

δηαηνκέο. 
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΢ρήκα 4.7.  Δπηθάλεηα δηαξξνήο. 

 

Ζ παξαπάλσ επηθάλεηα δηαξξνήο είλαη κε γξακκηθή θη επνκέλσο γηα λα γίλεη 

ε επίιπζε νπνηνπδήπνηε θνξέα κε ηε κέζνδν ηνπ γξακκηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ ζα 

πξέπεη πξώηα λα γξακκηθνπνηεζεί ε επηθάλεηα δηαξξνήο από επίπεδα, γηα λα 

μεπεξαζζεί ην πξόβιεκα ηεο θπξηόηεηαο. Ζ επηθάλεηα δηαξξνήο είλαη ζπκκεηξηθή θαη 

σο πξνο ηα άιια ηεηαξηεκόξηα θαη γξακκηθνπνηείηαη από ζπλνιηθά 8 επίπεδα, 2 ζε 

θάζε ηεηαξηεκόξην. 

Δπνκέλσο γηα θάζε θξίζηκε δηαηνκή ππάξρνπλ 8 επίπεδα θαη δεκηνπξγείηαη 

έλα δηάλπζκα πνπ πεξηέρεη ηα ζπλεκίηνλα θαηεύζπλζεο ησλ επηπέδσλ απηώλ. Σν 

δηάλπζκα ζηήιε πνπ πεξηέρεη ηα ζπλεκίηνλα θαηεύζπλζεο εκθαλίδεηαη παξαθάησ: 
(1) (1) (2) (2) ( ) ( )

1 8 1 8 1 8{ ,....., | ,....., | ,....., }ncr ncr       . 

Δπεηδή ζηε ζπγθεθξηκέλε επηθάλεηα ζπκκεηέρνπλ ηα εληαηηθά κεγέζε Μ1 - Μ3, νη 

ζέζεηο ησλ ζπλεκίηνλσλ θαηεύζπλζεο θαηαιακβάλνπλ ηελ 4
ε
 θαη ηελ 6

ε
 ζεηξά 

αληίζηνηρα ηνπ κεηξώνπ Ν. Σν κεηξών Ν πξνθύπηεη σο εμήο: 

 

 

 
1 2 8

1 2 8

0 0 ... 0

0 0 ... 0

0 0 ... 0

cos cos ... cos

0 0 ... 0

sin sin ... sin

i
  

  

 
 
 
 

   
 
 
 
  

,  όπνπ i=1,…,ncr          

 

 

 

 

 

 

 



 64 

4.6. ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΑ ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑΣΑ 

 

==================================== 

INPUT FILE‟S NAME: FRAME1 

==================================== 

 
΢ρήκα 4.8. Μνλώξνθν πιαίζην. 

 

 ΢ην παξάδεηγκα απηό αλαιύεηαη ην κνλώξνθν πιαίζην ηνπ παξαπάλσ 

ζρήκαηνο. Σν πιαίζην απηό θαηαπνλείηαη από κία ζπγθεληξσκέλε δύλακε 1.00 kN 

ζην θόκβν 4 πξνθαιώληαο ζηξέςε θαη θάκςε θαηά ηνλ ηζρπξό άμνλα ησλ 

ππνζηπισκάησλ. Οη δηαηνκέο ησλ κειώλ είλαη IPE 300. Ο ζπληειεζηήο θόξηηζεο 

πξνθύπηεη 418.60 kN θαη ν κεραληζκόο παξνπζηάδεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα. 

 

 
 

΢ρήκα 4.9. Μεραληζκόο θαηάξξεπζεο. 

 

 

   

΢ηα επόκελα ζρήκαηα παξνπζηάδνληαη ηα δηαγξάκκαηα εληαηηθώλ κεγεζώλ Μ1 - Μ2 
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[Μ1] 

 

 
[Μ3] 
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==================================== 

INPUT FILE‟S NAME: 6STOREY_TORSION 

==================================== 

 

 Με ηε ζπγθεθξηκέλε επηθάλεηα δηαξξνήο επηιύζεθε επίζεο ν 6όξνθνο θνξέαο  

ηνπ θεθαιαίνπ 3 κε ηε δηαθνξά όηη ηα νξηδόληηα θνξηία δελ αζθνύληαη ζε όιεο ηηο 

ζεηξέο ησλ ππνζηπισκάησλ αιιά κόλν ζηε πξώηε ζεηξά θαζ‟ ύςνο γηα ηε δεκηνπξγία 

ηζρπξόηεξεο ζηξεπηηθήο έληαζεο. Ζ ηηκή ησλ νξηδόληησλ θνξηίσλ παξακέλεη 26.7 kN.  

Ο ζπληειεζηήο θαηάξξεπζεο πξνθύπηεη 3.67 kN. Ο κεραληζκόο θαηάξξεπζεο 

εκθαλίδεη 31 πιαζηηθέο αξζξώζεηο θαη εκθαλίδεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα. 

 
΢ρήκα 4.10. Μεραληζκόο θαηάξξεπζεο. 

 

΢ηα επόκελα ζρήκαηα εκθαλίδνληαη ελδεηθηηθά ηα δηαγξάκκαηα εληαηηθώλ 

κεγεζώλ Μ1 θαη Μ3. 
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ΔΝΣΑΣΙΚΑ ΜΔΓΔΘΗ 

 

 
[Μ1] 

 

 

 
[Μ2] 
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4.7. ΣΑΤΣΟΥΡΟΝΗ ΔΠΙΓΡΑ΢Η ΡΟΠΧΝ Μx – Μz (M1 – M2). 

 

Τηνζεηνύκε θη εδώ ηελ παξαδνρή όηη ε ζηξέςε δξα ζην ζύλνιν ηεο δηαηνκήο. 

Αγλνώληαο ην πνιύ κηθξό πνζνζηό ηεο ξνπήο πνπ παξαιακβάλεη ν θνξκόο θαη 

ππνζέηνληαο έηζη όηη ηα πέικαηα παξαιακβάλνπλ ην ζύλνιν ηεο θακπηηθήο ξνπήο yM   

 
΢ρήκα 4.11. πνξεία πιαζηηθνπνηήζεσο δηαηνκήο. 

ηζρύεη: 

 

/

/

R z z
z z

F zp zp

M W
k m

M W




   

θαη:  

/ 2

x

R

y

b




  

 

θαη άξα: 

 

2 / 2 /x R F z zy b k m y b       

 

θαη ηειηθώο: 

 

x

F

y

 
     (35)  

 

όπνπ: 
2 z z

b

k m
   

 

Γηα ηα πέικαηα είλαη γλσζηό όηη: 

 

  

2 2 2

1
3

F y

y z





      
        

        

 

θη επνκέλσο: 
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 

/2
2 22 2/2

/2
/2

2
2

2 1 2 1 arcsin
24 3 4 3

2 1 arcsin( ) (36)
2 24 3

b
b

F f F f

xI

b
b

F f

z z z z

z z

t ty y y y
M dy

t b b
k m k m

k m

  

   






 
   

              
    
 

 
       

 


 

 

Ζ ζηξέςε πνπ παξαιακβάλεη ν θνξκόο είλαη ίζε κε: 

 

xII F dpIIM J  

Ζ ζπλνιηθή ζηξεπηηθή ξνπή πνπ κπνξεί λα παξαιάβεη ε δηαηνκή είλαη ην άζξνηζκα 

ησλ δύν αλσηέξσ πνζνηήησλ. 

 

   
2

21
1 arcsin

2 22 3

f

x dpII z z z z

dp z z

t b b
m J k m k m

J k m

   
       

   

  (37) 

 

όπνπ: 
2

2 3

o w
dpII

h t
J  . 

 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
mz

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

m
x

 
΢ρήκα 4.12. Δπηθάλεηα δηαξξνήο. 

 

΢ην παξαπάλσ ζρήκα εκθαλίδεηαη γξαθηθά ε παξαπάλσ επηθάλεηα δηαξξνήο. 

Καη ζε απηή ηε πεξίπησζε, ε επηθάλεηα είλαη κε γξακκηθή επνκέλσο απαηηείηαη λα 

γξακκηθνπνηεζεί από επίπεδα. Σν κεηξών Ν ζα πεξηιακβάλεη ηα ζπλεκίηνλα 

θαηεύζπλζεο θάζε επηπέδνπ γηα θάζε θξίζηκε δηαηνκή. ΢ηελ επηθάλεηα απηή 

ππεηζέξρνληαη ηα εληαηηθά κεγέζε Μ1 – Μ2 επνκέλσο ηα ζπλεκίηνλα θαηεύζπλζεο 

ζα θαηαιακβάλνπλ ηελ 4
ε
 θαη 5

ε
 γξακκή. Έηζη ινηπόλ ην κεηξών Ν πξνθύπηεη σο 

εμήο:   
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1 2 8

1 2 8

0 0 ... 0

0 0 ... 0

0 0 ... 0

cos cos ... cos

sin sin ... sin

0 0 ... 0

i
  

  

 
 
 
 

   
 
 
 
 

,  όπνπ i=1,…,ncr 
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4.8. ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΑ ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑΣΑ 

 

==================================== 

INPUT FILE‟S NAME: FRAME2 

==================================== 

 

  

 
΢ρήκα 4.13. Μνλώξνθν πιαίζην. 

 

 ΢ην παξάδεηγκα απηό αλαιύεηαη θαη πάιη ην κνλώξνθν πιαίζην ηνπ παξαπάλσ 

ζρήκαηνο όπνπ θόκβν 8 δέρεηαη κηα ζπγθεληξσκέλε δύλακε 1.00 kN ε νπνία 

πξνθαιεί ζηξέςε θαη θάκςε θαηά ηνλ αζζελή άμνλα. Σν θνξηίν θαηάξξεπζεο 

πξνθύπηεη ίζνο κε 66.72 kN θαη ν κεραληζκόο θαηάξξεπζεο παξνπζηάδεηαη ζην 

παξαθάησ ζρήκα.    

 

 
΢ρήκα 4.14. Μεραληζκόο θαηάξξεπζεο. 
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[M1] 

 

 

 

 
[M3] 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 5
Ο

  

 
 

 

 

ΓΡΑΦΙΚΟ ΠΔΡΙΒΑΛΛΟΝ - ΓΡΑΦΙΚΗ ΑΠΔΙΚΟΝΙ΢Η ΦΟΡΔΧΝ – 

ΔΙ΢ΑΓΧΓΗ ΓΔΓΟΜΔΝΧΝ 

 

 

 

 

 

ΔΙ΢ΑΓΧΓΗ 

 

 

 

 Ζ αλάιπζε νπνηνπδήπνηε θνξέα κε ηνλ επηιύηε UNSAFE3D πνπ ζπληάρζεθε 

ζηα πιαίζηα ηεο κεηαπηπρηαθήο εξγαζίαο απαηηεί εηζαγσγή πιεζώξαο δεδνκέλσλ, 

γεγνλόο πνπ απμάλεη ηηο πηζαλόηεηεο ιάζνπο θαηά ηελ εηζαγσγή ηνπο. Γηα ηελ 

απνθπγή ησλ ιαζώλ δεκηνπξγήζεθαλ ινγηζηηθά θύιια Excel ηα νπνία δεκηνπξγνύλ 

πνιύ εύθνια θη απηνκαηνπνηεκέλα ηα αξρεία δεδνκέλσλ ησλ θνξέσλ ηα νπνία 

δηαβάδνληαη από ηνλ θώδηθα. Δπίζεο δεκηνπξγήζεθε γξαθηθό πεξηβάιινλ ζε Visual 

Basic 6.0 από ην νπνίν δίλεηαη ε δπλαηόηεηα λα ππάξρεη γξαθηθή απεηθόληζε ησλ 

θνξέσλ πνπ αλαιύνληαη θαζώο θαη λα ζρεδηάδνληαη ηα εληαηηθά κεγέζε απηώλ. Όιεο 

νη παξαπάλσ δηαδηθαζίεο αλαιύνληαη ζηηο επόκελεο ελόηεηεο.              
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5.1 ΓΡΑΦΙΚΟ ΠΔΡΙΒΑΛΛΟΝ 

 
΢ην γξαθηθό πεξηβάιινλ πνπ δεκηνπξγήζεθε ππάξρεη ε δπλαηόηεηα λα 

απνηππώλεηαη γξαθηθά ν θνξέαο. Απηή ε δηαδηθαζία είλαη ηδηαηηέξσο ρξήζηκε ζε 

πεξηπηώζεηο όπνπ ν θνξέαο είλαη αξθεηά κεγάινο θαη απνηειείηαη από κεγάιν πιήζνο 

κειώλ. Με ηε βνήζεηα ηεο γξαθηθήο απεηθόληζεο δίλεηαη ε δπλαηόηεηα ζην ρξήζηε λα 

έρεη θαιύηεξε επνπηεία ηνπ θνξέα ελώ απνθεύγνληαη πηζαλά ιάζε ζηελ εηζαγσγή 

ησλ θόκβσλ θαη ησλ κειώλ. Ζ θόξκα έγηλε ζε πξνγξακκαηηζηηθό πεξηβάιινλ Visual 

Basic 6.0 θαη γηα ηε ζρεδίαζε ρξεζηκνπνηήζεθαλ νη βηβιηνζήθεο γξαθηθώλ ηεο 

OpenGL. ΢ην γξαθηθό πεξηβάιινλ επίζεο, είλαη δπλαηή ε απεηθόληζε ηνπ 

κεραληζκνύ θαηάξξεπζεο, ησλ θνξηίσλ πνπ αζθνύληαη ζην θνξέα θαζώο θαη ησλ 

δηαγξακκάησλ ησλ εληαηηθώλ κεγεζώλ. Σέινο ππάξρεη ε δπλαηόηεηα κεγέζπλζεο θαη 

ζκίθξπλζεο ηνπ θνξέα θαζώο θαη ηεο πεξηζηξνθήο ηνπ ππό δηάθνξνπο άμνλεο θαη 

γσλίεο. Σν γξαθηθό πεξηβάιινλ ηεο θόξκαο εκθαλίδεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα. 

 

 
 

΢ρήκα 5.1. Απεηθόληζε θόξκαο γξαθηθνύ πεξηβάιινληνο 

 

 

Όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα 5.1 ζην πάλσ δεμηά ηκήκα ηεο θόξκαο 

ζπκπιεξώλεηαη ε νλνκαζία ηνπ αξρείνπ δεδνκέλσλ θαη απνηειεζκάησλ από ην νπνίν 

εηζάγνληαη ηα δεδνκέλα γηα ηελ απεηθόληζε ηνπ θνξέα θαη ην ζρεδηαζκό ησλ 

δηαγξακκάησλ ησλ εληαηηθώλ κεγεζώλ. Πην θάησ εκθαλίδνληαη δηάθνξεο επηινγέο γηα 

ηελ αξίζκεζε ησλ θόκβσλ θαη ησλ κειώλ ηνπ θνξέα, γηα ηελ απνηύπσζε ηνπ 

κεραληζκνύ θαηάξξεπζεο θαζώο θαη ησλ θνξηίσλ πνπ αζθνύληαη ζε απηόλ. Δπίζεο 

Δηζαγσγή νλόκαηνο 

αξρείνπ δεδνκέλσλ 

θη απνηειεζκάησλ. 

Δπηινγή δηαγξακκάησλ 

εληαηηθώλ κεγεζώλ. 

΢πληειεζηήο κεγέζπλζεο 

δηαγξακκάησλ. 

Πξνβνιή θαζνιηθώλ θαη 

ηνπηθώλ αμόλσλ. 

Απνηύπσζε θνξέα. 
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δίλεηαη ε δπλαηόηεηα επηινγήο ηνπ εληαηηθνύ κεγέζνπο πνπ ν ρξήζηεο επηζπκεί λα 

ζρεδηαζζεί θαζώο θαη ε θιίκαθα ησλ δηαγξακκάησλ απηώλ, ελώ κπνξνύλ αθόκα λα 

απεηθνλίδνληαη νη θαζνιηθνί θαη ηνπηθνί άμνλεο ησλ κειώλ. ΢ηηο παξαθάησ εηθόλεο 

παξνπζηάδεηαη ε θόξκα ηνπ γξαθηθνύ πεξηβάιινληνο όπνπ ζηε πξώηε εκθαλίδεηαη ν 

κεραληζκόο θαηάξξεπζεο ηνπ παξαδείγκαηνο 6storey θαη ζηελ επόκελε ηα 

δηαγξάκκαηα ησλ εληαηηθώλ κεγεζώλ ηεο ξνπήο θάκςεσο Μ3.    

 

 

΢ρήκα 5.2. Απεηθόληζε κεραληζκνύ 6-νξόθνπ θνξέα κέζσ ηνπ γξαθηθνύ πεξηβάιινληνο. 
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΢ρήκα 5.3. Απεηθόληζε δηαγξακκάησλ ξνπήο θάκςεσο Μ3. 

 

 

5.2. ΣΡΙ΢ΓΙΑ΢ΣΑΣΗ ΑΠΔΙΚΟΝΙ΢Η ΦΟΡΔΑ 

 

Ζ απεηθόληζε θάπνηνπ θνξέα ζηηο ηξεηο δηαζηάζεηο γίλεηαη κε ηε βνήζεηα 

δηαλύζκαηνο ζηήιεο όπνπ πεξηιακβάλεη ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ θόκβσλ θαη ησλ 

κειώλ. Σν δηάλπζκα ζηήιε έρεη ηελ αθόινπζε κνξθή [S*x,S*y,S*z,S] όπνπ S ν 

ζπληειεζηήο κεγέζπλζεο. Γηα παξάδεηγκα έλα ζεκείν κε ζπληεηαγκέλεο (1,4,2) 

κπνξεί λα απνηππσζεί κε δηάθνξνπο ηξόπνπο όπσο [10,40,20,10] ή [0.5,2,1,0.5]. 

΢πλήζσο όκσο ηόζν ζηελ δπζδηάζηαηε όζν θαη ζηελ ηξηζδηάζηαηε απεηθόληζε, ηα 

δηαλύζκαηα ζηήιεο «θαλνληθνπνηνύληαη» θαη ν ζπληειεζηήο κεγέζπλζεο είλαη ίζνο κε 

ηε κνλάδα. Μηα θαλνληθή απνηύπσζε ηνπ ζεκείνπ (1,4,2) είλαη [1,4,2,1]. 

΢ηελ ηξηζδηάζηαηε απεηθόληζε ππάξρνπλ δύν ηύπνη ζπζηήκαηνο 

ζπληεηαγκέλσλ, ην δεμηόζηξνθν ζύζηεκα θαη ην αξηζηεξόζηξνθν. Δάλ νη Υ θαη Τ 

άμνλεο έρνπλ ηελ ηππηθή δηάηαμε όπσο ζηελ πεξίπησζε ησλ δύν δηαζηάζεσλ ν 

άμνλαο Ε κπνξεί λα πάξεη δύν ζέζεηο. Δάλ ην επίπεδν ΥΤ ππνηεζεί όηη είλαη 

ηνπνζεηεκέλν ζηελ επηθάλεηα κηαο ζειίδαο ηόηε ν άμνλαο Ε είλαη θάζεηνο ζηε ζειίδα, 

πξνθαλώο θαη ζην επίπεδν ΥΤ, θαη κπνξεί λα έρεη θαηεύζπλζε είηε πξνο ηε ζειίδα 

είηε πξνο ην εμσηεξηθό ηεο. Οη δύν απηέο πεξηπηώζεηο αληηζηνηρνύλ ζην 

αξηζηεξόζηξνθν θαη δεμηόζηξνθν ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ αληίζηνηρα, ν 

πξνζαλαηνιηζκόο ησλ νπνίσλ ππνινγίδεηαη κε ην θαλόλα ηνπ δεμηνύ ρεξηνύ όπσο 
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θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα. Γηα δηάθνξεο δηαδηθαζίεο πνπ γίλνληαη θαηά ηελ 

απνηύπσζε θάπνηνπ θνξέα όπσο ε πεξηζηξνθή ηνπ γύξσ από θάπνην άμνλα, ε 

κεγέζπλζε ηνπ θαη ε πξνβνιή ηνπ ζε θάπνην ζπγθεθξηκέλν επίπεδν, πξέπεη λα είλαη 

γλσζηό ην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ πνπ ζα πηνζεηεζεί. ΢ην ζπγθεθξηκέλν γξαθηθό 

πεξηβάιινλ ρξεζηκνπνηείηαη ην δεμηόζηξνθν ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ.   

 
΢ρήκα 5.4. Γεμηόζηξνθν – αξηζηεξόζηξνθν ζύζηεκα αμόλσλ. 

 

Ζ απεηθόληζε ηνπ θνξέα γίλεηαη κε ηε βνήζεηα δηάθνξσλ ξνπηηλώλ νη νπνίεο 

«κεηαθέξνπλ» θαη «κεηαζρεκαηίδνπλ» ηνπο πίλαθεο ζπληεηαγκέλσλ ησλ ζεκείσλ ζε 

έλα ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ κε ειάρηζηε θαη κέγηζηε ηηκή [-1,1]. Αξρηθά 

ππνινγίδνληαη νη κέγηζηεο δηαζηάζεηο ηνπ θνξέα θαηά ηνπο ηξεηο άμνλεο απεηθόληζεο. 

΢ηε ζπλέρεηα κεηαθέξνληαη νη ζπληεηαγκέλεο x,y,z ζε έλα ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ        

κε εύξνο ηηκώλ [-1,1] κε ηελ ππνξνπηίλα glTranslated(offsx,offsy,offsz) όπνπ offsx, 

offsy, offsz ηα ζεκεία ζηα νπνία κεηαθέξεηαη ν θνξέαο. ΢πγθεθξηκέλα κε ηε ξνπηίλα 

glTranslated ζρεκαηίδεηαη έλα κεηξών 4x4 κε ην νπνίν κεηαθέξνληαη νη 

ζπληεηαγκέλεο. Σν κεηξών πνπ ζρεκαηίδεηαη είλαη ην εμήο: 

 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0 1

offsx

offsy

offsz

 
 
 
 
 
 

        

  

Δπίζεο ην κεηξών ησλ ζπληεηαγκέλσλ κεηαζρεκαηίδεηαη θαη πξνζαξκόδεηαη 

ζε θαηάιιειε θιίκαθα ώζηε λα πξνζαξκόδεηαη ε απνηύπσζε ηνπ θνξέα ζην 

παξάζπξν ζρεδίαζεο. Οη ζπληεηαγκέλεο πνιιαπιαζηάδνληαη κε θαηάιιειν 

ζπληειεζηή κε ηε βνήζεηα ηεο ππνξνπηίλαο glScaled(glScale, glScale, glScale) ζηελ 

νπνία δεκηνπξγείηαη ην κεηξών πνιιαπιαζηαζκνύ: 

 

       

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 1

glScale

glScale

glScale

 
 
 
 
 
 
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5.3 ΠΔΡΙ΢ΣΡΟΦΗ ΦΟΡΔΑ 

 

 Ζ πεξηζηξνθή ελόο αληηθεηκέλνπ γύξσ από έλαλ άμνλα απνηειεί κία ζπλήζε 

θη απιή δηαδηθαζία. Ζ πεξηζηξνθή ελόο ζεκείνπ γύξσ από θάπνην άμνλα 

πξαγκαηνπνηείηαη κε ηελ ππνξνπηίλα glRotatef (angle,1,0,0) όπνπ ε κεηαβιεηή angle 

αληηπξνζσπεύεη ηε δεμηόζηξνθε γσλία πεξηζηξνθήο ελώ νη ππόινηπνη δείθηεο 

ζπκβνιίδνπλ ηνπο άμνλεο (x,y,z) ζηνπο νπνίνπο γίλεηαη ε πεξηζηξνθή.  

 
΢ρήκα 5.5.  Γεμηόζηξνθεο γσλίεο πεξηζηξνθήο γύξσ από θάζε άμνλα. 

 

Ωο αξρηθή γσλία πξνβνιήο ησλ αληηθεηκέλσλ επηιέγεηαη γσλία ίζε κε 20
ν
 

ώζηε λα θαίλνληαη πξννπηηθά θαη λα δηαηεξείηαη θαιύηεξα ε αλαινγία ηνπο θαηά 

ηνπο άμνλεο X θαη Y αληίζηνηρα. ΢ηε ζπλέρεηα ν ρξήζηεο κπνξεί λα πεξηζηξέθεη ην 

θνξέα ππό όπνηα γσλία ζέιεη κε ην δείθηε ηνπ πνληηθηνύ. Με ην πάηεκα ηνπ 

θνπκπηνύ ηνπ πνληηθνύ, ν θέξζνξαο δηαβάδεη κηα ηηκή ζπληεηαγκέλεο θαη κε 

θαηάιιειεο ππνξνπηίλεο ν θνξέαο πεξηζηξέθεηαη. Οη ξνπηίλεο πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη 

ζηελ εθαξκνγή παξαηίζεληαη παξαθάησ:   

 

 Private Sub Picture1_MouseDown(Button As Integer, Shift As Integer, X As Single, Y As Single) 

If Button = 1 Then 

    DragStartX = X 

    DragStartY = Y 

End If 

End Sub 

 

 Ζ παξαπάλσ ππνξνπηίλα ελεξγνπνηείηαη κόιηο παηεζεί ην αξηζηεξό θνπκπί 

ηνπ πνληηθηνύ. Ακέζσο δηαβάδνληαη νη ζπληεηαγκέλο πνπ έρεη ν θέξζνξαο θη 

απνζεθεύνληαη ζε θαηάιιειεο κεηαβιεηέο. 

 

Private Sub Picture1_MouseMove(Button As Integer, Shift As Integer, X As Single, Y As Single) 

If Button = 1 Then 

    Ax = Ax + Y / 5 - DragStartY / 5 

    Ay = Ay + X / 5 - DragStartX / 5 

    DragStartX = X 

    DragStartY = Y 
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End If 

End Sub   

 

΢ηε ζπλέρεηα κε ηελ παξαπάλσ ππνξνπηίλα θάζε θίλεζε ηνπ πνληηθηνύ 

αληηζηνηρεί ζε κηα κεηαβνιή ηεο γσλίαο πξνβνιήο. Έηζη ινηπόλ, αθνύ θάζε θίλεζε 

ηνπ πνληηθνύ αληηζηνηρεί ζε κία γσλία Αx θαη Ay,  ρξεζηκνπνηνύληαη νη ζπλαξηήζεηο 

glRotatef (Ax,1,0,0) θαη glRotatef(Αy,0,1,0) κε ηηο νπνίεο πξαγκαηνπνηνύληαη 

ζηξνθέο θαηά ηνπο άμνλεο X θαη Y αληίζηνηρα. 

 

5.4 ΜΔΣΑΚΙΝΗ΢Η ΦΟΡΔΑ 

   

 ΢ηελ θόξκα ηνπ γξαθηθνύ πεξηβάιινληνο είλαη δπλαηή επίζεο ε κεηαθνξά ηνπ 

θνξέα ζε δηάθνξεο ζέζεηο ζηελ πεξηνρή ζρεδίαζεο. Με ηελ δηαδηθαζία απηή κπνξεί 

λα επηηεπρζεί θαιύηεξε εζηίαζε ηνπ θνξέα θαη ζε ζπλδπαζκό κε ηελ δπλαηόηεηα 

κεγέζπλζεο, κπνξνύλ λα απεηθνληζζνύλ ηκήκαηα ηνπ θνξέα πνπ δελ είλαη επδηάθξηηα, 

ελώ επίζεο κπνξνύλ λα απνηππώλνληαη θαιύηεξα ηα δηαγξάκκαηα ησλ εληαηηθώλ 

κεγεζώλ θη νη ηηκέο ηνπο. Ζ κεηαθνξά γίλεηαη κε ηε βνήζεηα ηνπ θέξζνξα θη έρνληαο 

παηεκέλν ηαπηόρξνλα ην θνπκπί «Shift». Κάζε θίλεζε ηνπ θέξζνξα αληηζηνηρεί ζε 

κία «κεηαβνιή» ησλ ζπληεηαγκέλσλ ηεο ζρεηηθήο ζέζεο ηνπ θνξέα θη έηζη ν θνξέαο 

κεηαθέξεηαη θαη ζρεδηάδεηαη κεηαηνπηζκέλνο σο πξνο έλα λέν αξρηθό ζεκείν 

αλαθνξάο. Σκήκα ηνπ θώδηθα πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ δηαδηθαζία απηή 

παξαηίζεηαη παξαθάησ: 

 

Private Sub Picture1_MouseDown(Button As Integer, Shift As Integer, X As Single, Y As Single) 

    DragStartX = X 

    DragStartY = Y 

End Sub 

 

Με ηε βνήζεηα ηεο παξαπάλσ ππνξνπηίλαο θάζε πάηεκα ηνπ πνληηθηνύ 

αληηζηνηρεί ζε κία αξρηθή ηηκή ζπληεηαγκέλσλ Υ θαη Τ. 

   

Private Sub Picture1_MouseMove(Button As Integer, Shift As Integer, X As Single, Y As Single) 

If Button = 1 And Shift = 1 Then 

      PanX = PanX + (X - DragStartX) * 2 

      PanY = PanY + (Y - DragStartY) * 2 

      DragStartX = X 

      DragStartY = Y 

      Render 

End If     
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΢ηελ παξαπάλσ ππνξνπηίλα θάζε θίλεζε ηνπ θέξζνξα αληηζηνηρεί ζε κία 

«κεηαβνιή» ησλ ζπληεηγκάλσλ. Με ηνλ κεηαζρεκαηηζκό ησλ ζπληεηαγκέλσλ γίλεηαη 

ε κεηαθνξά ηνπ θνξέα θαη πξνβάιιεηαη ζην λέν ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ. 

 

 

 5.5 ΡΟΤΣΙΝΔ΢ OpenGL 

  

΢ηελ ελόηεηα απηή πεξηγξάθνληαη νη ξνπηίλεο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα ηελ 

γξαθηθή απεηθόληζε ηνπ θνξέα θαη νη νπνίεο βξίζθνληαη ζηελ βηβιηνζήθε ηεο 

OpenGL.   

 

 ΢ρεδίαζε ζεκείσλ: 

glEnable (GL_POINT_SMOOTH) 

glPointSize(3) 

glBegin GL_POINTS 

glVertex3f X, Y, Z 

glEnd 

 

Με ηηο 2 πξώηεο εληνιέο νξίδεηαη ην ζρήκα θαη ην κέγεζνο ηνπ ζεκείνπ ην 

νπνίν πξόθεηηαη λα απνηππσζεί, ελώ κε ηελ εληνιή glVertex3f X,Y, Z νξίδνληαη νη 

ζπληεηαγκέλεο ηνπ. 

 

 ΢ρεδίαζε γξακκώλ 

glBegin GL_LINES 

glVertex3f X1, Y1, Z1 

glVertex3f X2, Y2, Z2 

glEnd 

 

Με ηηο παξαπάλσ εληνιέο ζρεδηάδνληαη γξακκέο. ΢πγθεθξηκέλα κε ηηο εληνιέο 

glVertex3f X1, Y1, Z1 θαη glVertex3f X2, Y2, Z2 νξίδνληαη ηα ζεκεία αξρήο θαη 

ηέινπο αληίζηνηρα ηεο γξακκήο πνπ πξόθεηηαη λα ζρεδηαζζεί. 

 

 Δπηινγή ρξώκαηνο 

glColour3f(1,0,0) 

  

Με ηελ παξαπάλσ εληνιή επηιέγεηαη ην ρξώκα ησλ ζηνηρείσλ πνπ 

απεηθνλίδνληαη ζηε ζρεδίαζε. ΢πγθεθξηκέλα νη ηξεηο παξάκεηξνη πνπ 
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ρξεζηκνπνηνύληαη αληηπξνζσπεύνπλ ηα πνζνζηά γηα θάζε έλα από ηα ρξώκαηα 

θόθθηλν, πξάζηλν θαη κπιε  αληίζηνηρα.  

 

 Δπηινγή ρξώκαηνο θόληνπ 

glClearColor 1,1,1,0 

 

Με ηελ εληνιή απηή επηιέγεηαη ην ρξώκα ηνπ θόληνπ ηνπ παξαζύξνπ 

ζρεδίαζεο. Δπεηδή ην ρξώκα πνπ επηιέρζεθε είλαη ην ιεπθό νη παξάκεηξνη ησλ 

ρξσκάησλ έρνπλ ηελ ηηκή κνλάδα θαζώο όια καδί ζπλζέηνπλ ην ιεπθό ρξώκα. Γηα 

επηινγή καύξνπ θόληνπ νη παξάκεηξνη ζα είραλ ηηκή ίζε κε 0.  

      

 gluOrtho2D 0,Picture1.width,0,Picture1.height  

 

Ζ εληνιή απηή νξίδεη κία δηαζδηάζηαηε πεξηνρή πξνβνιήο θαη νξίδνληαη ηα 

όξηα ζρεδίαζεο ησλ αληηθεηκέλσλ ζηε θόξκα ηεο εθαξκνγήο 

 

 glShademodel GL_SMOOTH 

 

Ζ εληνιή απηή νξίδεη ηε κνξθή ζθίαζεο ζηε ζρεδίαζε ησλ ζηνηρείσλ.  

 

 

5.6. ΔΙ΢ΑΓΧΓΗ ΓΔΓΟΜΔΝΧΝ ΜΔ ΣΗ ΒΟΗΘΔΙΑ ΛΟΓΙ΢ΣΙΚΟΤ ΦΤΛΛΟΤ 

EXCEL. 

 

Ο όγθνο ησλ δεδνκέλσλ πνπ πξέπεη λα δνζνύλ από ην ρξήζηε είλαη αξθεηά 

κεγάινο θαζώο απαηηνύληαη νη ζπληεηαγκέλεο ησλ θόκβσλ, ε ζπλδεζκνινγία ησλ 

κειώλ, νη θόκβνη δεζκεύζεσο, ηα θνξηία ησλ θόκβσλ θαζώο θαη ηα ραξαθηεξηζηηθά 

ησλ δηαηνκώλ πνπ ζπλζέηνπλ ηνλ εθάζηνηε θνξέα. ΢ε πεξηπηώζεηο πνιπώξνθσλ 

πιαηζίσλ ν όγθνο ησλ δεδνκέλσλ γίλεηαη αθόκα κεγαιύηεξνο θαη ν θίλδπλνο λα 

εηζαρζνύλ ιαλζαζκέλα δεδνκέλα ή δεδνκέλα κε ιάζνο κνξθή είλαη πνιύ κεγάινο. 

Γηα ην ιόγσ απηό δεκηνπξγήζεθε κηα θόξκα ζε ινγηζηηθό θύιιν Excel κε ηελ νπνία 

ν ρξήζηεο κπνξεί εύθνια λα εηζάγεη ηα δεδνκέλα ζε έλα απιό θύιιν Excel θαη 

πζηέξα κε απηόκαηε δηαδηθαζία λα δεκηνπξγεζεί θαηάιιεια ην αξρείν δεδνκέλσλ ην 

νπνίν ζα κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί από ηνλ θώδηθα ηεο Fortran. Με ηε θόξκα απηή 

επίζεο δηεπθνιύλεηαη ν ρξήζηεο θαζώο αλάινγα κε ην θξηηήξην δηαξξνήο πνπ ζα 

επηιέμεη γηα ηελ επίιπζε ηνπ θνξέα, ηα θειηά ηεο θόξκαο κνξθνπνηνύληαη θαηάιιεια 

ώζηε λα εηζάγνληαη αθξηβώο κόλν ηα δεδνκέλα πνπ ρξεηάδνληαη ζε θάζε πεξίπησζε. 
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Ζ παξαθάησ εηθόλα παξνπζηάδεη ηελ πξώηε ζειίδα ηεο θόξκαο ζηελ νπνία 

εηζάγνληαη νη   θόκβνη, ε ζπλδεζκνινγία ησλ κειώλ, ην ζεκείν ( , , )p p pP x y z  γηα ηνλ 

πξνζδηνξηζκό ηνπ 2
νπ

  άμνλα θάζε κέινπο θαζώο θαη ην θξηηήξην δηαξξνήο κε ην 

νπνίν ζα γίλεη ε αλάιπζε ηνπ θνξέα. 

 

 

Δηθόλα 5.6. Πξώηε ζειίδα ηεο θόξκαο ζηελ νπνία εηζάγνληαη νη θόκβνη, ε ζπλδεζκνινγία ησλ 

κειώλ θαη ην θξηηήξην δηαξξνήο. 

 

΢ηελ παξαθάησ εηθόλα 5.7 παξνπζηάδεηαη ε δεύηεξε ζειίδα ηεο θόξκαο ζηελ 

νπνία εηζάγεηαη ν αξηζκόο ησλ θόκβσλ δεζκεύζεσο, νη θόκβνη δεζκεύζεσο, ν 

αξηζκόο ησλ θόκβσλ πνπ θνξηίδνληαη θαζώο θαη νη ηηκέο ησλ θνξηίσλ Fx,Fy,Fz πνπ 

αζθνύληαη ζηνλ θνξέα. Αλάινγα κε ηνλ αξηζκό ησλ θόκβσλ δεζκεύζεσο θαη ηνλ 

αξηζκό ησλ θνξηηδόκελσλ θόκβσλ πνπ δίλεη ν ρξήζηεο, ελεξγνπνηνύληαη κόλν ηόζα 

θειηά, όζα αθξηβώο ν ρξήζηεο ρξεηάδεηαη λα ζπκπιεξώζεη. Σα θειηά πνπ 

ελεξγνπνηνύληαη έρνπλ θίηξηλν ρξώκα ελώ ηα ππόινηπα παξακέλνπλ «θιεηζηά». ΢ε 

απηή ηε ζειίδα ηεο θόξκαο θαίλνληαη ραξαθηεξηζηηθά ηα θίηξηλα «αλνηθηά» θειηά 

θαζώο θαη ηα «θιεηζηά» γθξη θειηά. 
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Δηθόλα 5.7. Γεύηεξε ζειίδα ηεο θόξκαο.  

 

΢ηελ εηθόλα 5.8 παξνπζηάδεηαη ε ηειεπηαία ζειίδα ηεο θόξκαο. ΢ην θύιιν 

απηό εηζάγεηαη ν αξηζκόο ησλ δηαθνξεηηθώλ νκάδσλ ησλ δηαηνκώλ πνπ ζπλζέηνπλ ην 

θνξέα, ηα ραξαθηεξηζηηθά θάζε δηαηνκήο (αλάινγα κε ην θξηηήξην δηαξξνήο), ηελ 

νκάδα ζηελ νπνία αλήθεη θάζε κέινο θαζώο θαη ηελ ηάζε δηαξξνήο ησλ ζηνηρείσλ. 

 

 
Δηθόλα 5.8. Σξίηε ζειίδα ηεο θόξκαο. 

 

 



 84 

Μόιηο νινθιεξσζεί ε ζπκπιήξσζε όισλ ησλ δεδνκέλσλ πνπ απαηηνύληαη γηα 

ηελ επίιπζε θάπνηνπ θνξέα κε ηνλ θώδηθα UNSAFE3D, κπνξεί πιένλ από ην 

ινγηζηηθό θύιιν Excel θαη κε ηελ βνήζεηα εληνιώλ ηεο Visual Basic λα δεκηνπξγεζεί 

απεπζείαο ην αξρείν δεδνκέλσλ ζε κνξθή “.txt” κε ην νπνίν ζα γίλεη ε αλάιπζε ηνπ 

θνξέα.      
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΢ΤΜΠΔΡΑ΢ΜΑΣΑ 

 
Ζ κέζνδνο απηή πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ νξηαθή αλάιπζε ηξηζδηάζηαησλ 

πιαηζίσλ όπσο αλαθέξζεθε θαη ζε παξαπάλσ εδάθην, βαζίδεηαη ζην γξακκηθό 

πξνγξακκαηηζκό θαη εθαξκόδεηαη ε κέζνδνο ησλ δπλάκεσλ.  Απηή ε κέζνδνο 

εκθαλίδεη πνιιά πιενλεθηήκαηα ηα θπξηόηεξα από ηα νπνία είλαη ηα αθόινπζα: 

 

 Υξεζηκνπνηείηαη κηθξόηεξνο αξηζκόο παξακέηξσλ θαη κεηαβιεηώλ 

γεγνλόο πνπ νδεγεί ζε ιηγόηεξν ππνινγηζηηθό ρξόλν γηα ηελ αλάιπζε 

θάπνηνπ θνξέα. 

 Γελ απαηηείηαη θάπνηα αξρηθή ιύζε γηα ηελ έλαξμε ησλ επαλαιήςεσλ 

θαη ηελ εύξεζε ηεο βέιηηζηεο ιύζεο. Καηά ζπλέπεηα ινηπόλ ε κέζνδνο 

κπνξεί λα γίλεη έλα ρξήζηκν εξγαιείν γηα ηνλ ελ ελεξγεία κεραληθό γηα 

ηελ εθηίκεζε ηεο αληνρήο κηα ηξηζδηάζηαηεο πιαηζησηήο θαηαζθεπήο. 

 Ζ κέζνδνο επίζεο κπνξεί λα επεθηαζεί θαη γηα αλαθπθιηδόκελε 

θόξηηζε θαη λα απνηειέζεη έλα επίζεο πνιύ δπλαηό εξγαιείν.       
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