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-ΕΙΣΑΓΩΓΗ- 

 

Το ξέσπασµα της βιοµηχανικής επανάστασης (19ο αιώνα) σηµατοδότησε µια 

νέα εποχή συνεχούς και ταχείας ανάπτυξης των επιχειρήσεων, οδηγώντας έτσι µικρές 

επιχειρήσεις σε εταιρείες συγκέντρωσης µεγάλων κεφαλαίων που τις διέκρινε η 

πολυπλοκότητα και το τεράστιο µέγεθος. Μέσα σε αυτά τα πλαίσια αυξήθηκε 

σηµαντικά ο καταµερισµός και η κατανοµή της εργασίας στις διάφορες λειτουργίες 

των επιχειρήσεων µε σκοπό την βελτίωση της ανταγωνιστικότητας και της 

οικονοµικής αποτελεσµατικότητας. Παρόλη αυτή την επαναστατικοποίηση στην 

παραγωγή, νέα προβλήµατα αναδύθηκαν όπως η έλλειψη συνολικής πληροφόρησης 

της λειτουργίας της επιχείρησης, η διαφοροποίηση στόχων και αξιακών συστηµάτων 

ανάµεσα στα επιµέρους τµήµατα της και σε σχέση µε τους αντικειµενικούς σκοπούς 

της επιχείρησης συνολικά. Για παράδειγµα, σε µια εταιρεία που πουλάει προϊόντα, το 

τµήµα πωλήσεων επιδιώκει να βρει ποια προϊόντα θα αυξήσουν τις πωλήσεις, το 

τµήµα παραγωγής ενδιαφέρεται για την καλύτερη αξιοποίηση των πόρων, τη 

µεγιστοποίηση της παραγωγικότητας και την καλύτερη απασχόληση του εργατικού 

δυναµικού. Η ανάγκη για την επίλυση αυτών των προβληµάτων οδήγησε στην 

εµφάνιση της Επιχειρησιακής Έρευνας (OR). 

Οι ρίζες της OR µπορούν να ανιχνευθούν πίσω πολλές δεκαετίες όπου έγιναν 

προσπάθειες να προσεγγισθεί επιστηµονικά η διοίκηση οργανισµών. Το πρώτο βήµα 

έγινε από τον γνωστό µαθηµατικό CharlesBabbage(1791-1871), ο οποίος 

χαρακτηρίστηκε πατέρας της επιχειρησιακής έρευνας, επειδή ερεύνησε το κόστος 

µεταφοράς και το κόστος ταξινόµησης της αλληλογραφίας. Το 1917 ο 

AgnerErlang(1878-1929) µελετούσε προβλήµατα σχετικά µε τον χρόνο απασχόλησης 

στα τηλεφωνικά δίκτυα.  

Η γέννηση όµως της ORσαν νέου επιστηµονικού κλάδου εντοπίζεται χρονικά 

το 1940 µέσα στη δίνη του Β΄ Παγκοσµίου Πολέµου. Κατά τη διάρκεια αυτού του 

πολέµου ανέκυψαν διάφορα προβλήµατα όσον αφορά αποφάσεις για τον επισιτισµό 

των στρατιωτικών µονάδων ή γενικότερα για προγράµµατα διοικητικής έρευνας. 

Ειδικότερα, η διοίκηση των ένοπλων δυνάµεων της Μεγάλης Βρετανίας χρειάζονταν 

βοήθεια για τη µελέτη της νέας τεχνολογίας των ραντάρ και την εξεύρεση των πιο 

αποτελεσµατικών µεθόδων για τον εντοπισµό εχθρικών αεροσκαφών. Επίσης, από 
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την άλλη πλευρά του Ατλαντικού έψαχναν λύσεις στο πρόβληµα του πρόβληµα του 

προσδιορισµού του βέλτιστου µεγέθους των νηοποµπών (πλήθος φορτηγών πλοίων 

συνοδευόµενων από πολεµικά) ή ακόµα προσπάθησαν να κάνουν 

αποτελεσµατικότερη την ρίψη βοµβών µελετώντας πρότυπα ρίψης. Είναι γενικά 

αποδεκτό ότι η επιχειρησιακή έρευνα έπαιξε καταλυτικό ρόλο στην έκβαση 

σηµαντικών γεγονότων του Β΄ Παγκοσµίου Πολέµου.  

Με το τέλος του πολέµου η ανάγκη για την καλύτερη δυνατή αξιοποίηση των 

περιορισµένων διαθέσιµων πόρων ήταν φανερή. Το µεταπολεµικό οικονοµικό µπουµ 

συντέλεσε στη δηµιουργία οργανισµών και επιχειρήσεων αυξηµένης πολυπλοκότητας 

και ειδίκευσης συγκεντρώνοντας την προσοχή ερευνητών επιχειρησιακής έρευνας 

που εργάστηκαν στο Β΄ Παγκόσµιο, οι οποίοι έβλεπαν οµοιότητες στα προβλήµατα 

που υπήρχαν στον πόλεµο, µε νεοεµφανιζόµενα προβλήµατα της βιοµηχανίας.  

Η βιοµηχανία µε τη σειρά της παρακινήθηκε στο να ενσωµατώσει τον κλάδο 

της ORβλέποντας τις επιτυχίες αυτού στον πόλεµο. Έτσι άρχισαν να ιδρύονται 

σταδιακά, από τη Μεγάλη Βρετανία µέχρι την Αµερική, οµάδες και εταιρίες OR. 

Στην αναπτυξιακή αυτή έκρηξη της OR έπαιξαν καθοριστικό ρόλο η βελτίωση 

τεχνικών της επιχειρησιακής έρευνας, όπως η ανάπτυξη του αλγόριθµου Simplexαπό 

τον G. Dantzig το 1947, ο οποίος βοήθησε στην επιτυχή επίλυση προβληµάτων 

γραµµικού προγραµµατισµού.  

Πέρα από αυτή την εξέλιξη και άλλα εργαλεία της επιχειρησιακής έρευνας 

αναπτύχθηκαν εκείνη την περίοδο, όπως ο δυναµικός προγραµµατισµός και η θεωρία 

ουρών αναµονής. Παράλληλα όµως, η πρόοδος που σηµειώθηκε στην τεχνολογία 

ηλεκτρονικών υπολογιστών έκανε εφικτή την παροχή πληθώρας ενηµερωµένων 

πληροφοριών στα στελέχη της διοίκησης, τα οποία απαιτούσαν επεξεργασία.  

Η ανάγκη λοιπόν για ταχεία και αποτελεσµατική αντιµετώπιση των περίπλοκων 

επιχειρησιακών προβληµάτων και η πρόοδος της τεχνολογίας οδήγησαν σε µια 

σταδιακή εµφάνιση και αξιοποίηση της επιχειρησιακής έρευνας στον χώρο της 

βιοµηχανίας καθώς και στους χώρους παροχής υπηρεσιών, προγραµµατισµού κ.τ.λ. 

 

ΤΙ ΕΙΝΑΙ Η ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΗ ΕΡΕΥΝΑ 

Η επιχειρησιακή έρευνα είναι ένα βασικό εργαλείο, που χρησιµοποιείται για 

την εφαρµογή της διοίκησης και ειδικότερα για την λήψη αποφάσεων µε τη βοήθεια 

ηλεκτρονικών υπολογιστών. Η απόδοση του όρου επιχειρησιακή έρευνα στην 

αγγλική είναι OperationalResearch. Εναλλακτικές ονοµασίες του όρου επιχειρησιακή 
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έρευνα τα τελευταία χρόνια είναι ∆ιοικητική Επιστήµη (ManagementScience), 

Επιστήµη Αποφάσεων (DecisionScience) και Ανάλυση Συστηµάτων 

(SystemsAnalysis). Επίσης, χρησιµοποιείται η συνδυαστική ονοµασία 

OperationsResearchκαι ManagementScience. 

Κατά καιρούς έχουν δοθεί διάφοροι ορισµοί του όρου Επιχειρησιακή Έρευνα. 

Ενδεικτικά θα παραθέσουµε µερικούς από τους σηµαντικότερους. Ο R. Watson-

Wattο οποίος ήταν από τους πρωτεργάτες της εισαγωγής και ανάπτυξης του θέµατος 

στη βρετανική αεροπορία, µαζί µε τον A.P. Rowe, έδωσε τον εξής ορισµό: 

« Η Επιχειρησιακή Έρευνα αποσκοπεί στο να ερευνήσει ποσοτικά αν ένας 

οργανισµός παίρνει από τη λειτουργία του εξοπλισµού του, τη βέλτιστη δυνατή 

συνεισφορά σε σχέση µε τον ολικό αντικειµενικό σκοπό του, ποιες αλλαγές 

εξοπλισµού και µεθόδους απαιτούνται για την βελτίωση των αποτελεσµάτων µε το 

µικρότερο δυνατό κόστος σε προσπάθεια και χρόνο και τέλος σε ποιο βαθµό 

µεταβολές στους επιµέρους αντικειµενικούς σκοπούς θα συνεισέφεραν στην πιο 

οικονοµική και έγκαιρη εκτέλεση του ολικού στρατηγικού αντικειµενικού σκοπού ».   

Από την εταιρεία Επιχειρησιακής Έρευνας της Μεγάλης Βρετανίας έχει 

προταθεί ο παρακάτω ορισµός: «Επιχειρησιακή Έρευνα είναι η εφαρµογή της 

σύγχρονης επιστήµης πάνω σε πολύπλοκα προβλήµατα, τα οποία ανακύπτουν στη 

διεύθυνση και στη διοίκηση µεγάλων συστηµάτων, αποτελούµενων από ανθρώπους, 

µηχανές, υλικά και κεφάλαια, στη βιοµηχανία, τις επιχειρήσεις, τις κυβερνητικές 

υπηρεσίες και την άµυνα. Η χαρακτηριστική της µεθοδολογίας συνίσταται στη 

ανάπτυξη επιστηµονικού µοντέλου του υπό µελέτη συστήµατος που περιλαµβάνει 

µετρήσεις τυχαίων παραγόντων και µε το οποίο προβλέπει και συγκρίνει τα 

αποτελέσµατα εναλλακτικών αποφάσεων, στρατηγικών και ελέγχων. Ο σκοπός της 

είναι να βοηθήσει τη διοίκηση και να καθορίσει την πολιτική και τις ενέργειες της 

επιστηµονικά (κατά τον καλύτερο τρόπο). 

Τέλος, ο ορισµός της Ελληνικής Εταιρείας Επιχειρησιακών Ερευνών είναι : 

«η συστηµατική εφαρµογή ποσοτικών µεγεθών, τεχνικών και εργαλείων στη 

ανάλυση προβληµάτων που εµπεριέχουν τη λειτουργία συστηµάτων». 

 

ΒΑΣΙΚΑ ΣΤΑ∆ΙΑ ΤΗΣ ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΗΣ ΕΡΕΥΝΑΣ 

Κατά βάση η επιστηµονική µεθοδολογία που ακολουθείται στην Επιχειρησιακή 

Έρευνα είναι ίδια ανεξαρτήτως του πεδίου εφαρµογής και του µοντέλου που 

χρησιµοποιούµε. Παραθέτουµε εν συντοµία τα διάφορα στάδια.  



6 

 

 

 

Ανάλυση του Συστήµατος 

Στόχος αυτού του σταδίου είναι η κατανόηση του υπό µελέτη συστήµατος και 

για τον λόγο αυτό προσδιορίζουµε τη δοµή και τον τρόπο λειτουργίας του. Έπειτα το 

αναλύουµε στα επιµέρους υποσυστήµατα του και προσπαθούµε να βρούµε τα σηµεία 

στα οποία µπορούµε να επηρεάσουµε τη λειτουργία του. Έτσι εντοπίζουµε τις 

διάφορες µεταβλητές-παραµέτρους του συστήµατος, καθώς επίσης και τους 

περιορισµούς που επιβάλλονται από την ίδια τη δοµή του συστήµατος, το περιβάλλον 

και τη λειτουργία.  

 

∆ιατύπωση Στόχων 

Το στάδιο αυτό ακολουθεί µετά την ανάλυση του συστήµατος και αποσκοπεί 

στον προσδιορισµό του αντικειµενικού στόχου που θέλουµε να επιτύχουµε όπως 

µεγιστοποίηση του κέρδους, ελαχιστοποίηση του κόστους, βελτίωση της 

παραγωγικότητας κ.τ.λ. 

 

∆ιατύπωση Μοντέλου 

Στο στάδιο αυτό προσπαθούµε να αναπαραστήσουµε µαθηµατικά το σύστηµα 

κάνοντας τις απαραίτητες απλουστεύσεις και αναλύουµε την επίδραση διάφορων 

παραγόντων στους στόχους που τέθηκαν και επιλέγουµε την καλύτερη στρατηγική. 

 

Επίλυση Μοντέλου 

Στην επίλυση του µαθηµατικού µοντέλου χρησιµοποιούνται διάφορες τεχνικές 

για τον εντοπισµό της βέλτιστης στρατηγικής. Οι µέθοδοι που χρησιµοποιούνται 

θεµελιώνονται στα Ανώτερα Μαθηµατικά  (∆ιαφορικό και Ολοκληρωτικό Λογισµό, 

Αριθµητική Ανάλυση, Γραµµική Άλγεβρα, Κλασσικές Μεθόδους Βελτιστοποίησης, 

Λογισµό Μεταβολών), στη Θεωρία Πιθανοτήτων (Κατανοµές Πιθανοτήτων, 

Στοχαστικές Ανελίξεις τύπου Markov) ή σε µεθόδους Επιχειρησιακής Έρευνας. Η πιο 

χαρακτηριστική τεχνική της Επιχειρησιακής Έρευνας είναι ο γραµµικός 

προγραµµατισµός (LinearProgramming). Ο γραµµικός προγραµµατισµός 

εφαρµόζεται σε προβλήµατα βελτιστοποίησης στα οποία τόσο η αντικειµενική 

συνάρτηση όσο και οι περιορισµοί είναι γραµµικές συναρτήσεις. Ο δυναµικός 

προγραµµατισµός ο οποίος συνίσταται στη διαίρεση του προβλήµατος σε υπο-
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προβλήµατα για τα οποία ξέρουµε τη λύση, ο ακέραιος προγραµµατισµός και φυσικά 

ο µη γραµµικός προγραµµατισµός, στον οποίο οι συναρτήσεις των µοντέλων είναι µη 

γραµµικές. Επιπλέον, ο προγραµµατισµός δικτύων, τα δέντρα αποφάσεων, η 

διαχείρηση αποθεµάτων, η θεωρία ουρών αναµονής και η θεωρία παιγνίων είναι 

αρκετά χρήσιµες µέθοδοι της επιχειρησιακής έρευνας. Η επιλογή της κατάλληλης 

µεθόδου εξαρτάται από τον τύπο και την πολυπλοκότητα του µαθηµατικού µοντέλου. 

Ορισµένες φορές η φύση του προβλήµατος απαιτεί υβριδικές µεθόδους. 

 

Ανάλυση Ευαισθησίας 

Η λύση η οποία µας υπεδείχθη από το µοντέλο στο παραπάνω στάδιο ισχύει για 

τις παραµέτρους του περιβάλλοντος (τιµές, δυναµικότητα, κ.τ.λ.) που ορίσαµε 

αρχικά, όταν µοντελοποιούσαµε το πρόβληµα. Εντούτοις πριν υλοποιήσουµε τη 

στρατηγική που υποδεικνύει το µοντέλο χρειάζεται να διερευνήσουµε την επίπτωση 

που θα είχε στην άριστη στρατηγική µια τυχόν αλλαγή στο περιβάλλον. Αυτή η 

ανάλυση της λύσης ονοµάζεται Ανάλυση Ευαισθησίας.  

 

Υλοποίηση της Λύσης  

Σε αυτό το στάδιο που είναι και το τελικό, έχοντας επιλέξει τη στρατηγική που 

θα ακολουθήσουµε, πρέπει να τη θέσουµε σε εφαρµογή. Το στάδιο αυτό είναι συχνά 

το δυσκολότερο. Η υλοποίηση και η διατήρηση της λύσης ενός µοντέλου, 

περιλαµβάνει την µετατροπή των αποτελεσµάτων σε λειτουργικές οδηγίες, 

παρουσιαζόµενες µε κατανοητό τρόπο στα άτοµα που θα διαχειριστούν το 

προτεινόµενο σύστηµα. Το βάρος αυτού του σταδίου το επωµίζεται κυρίως η οµάδα 

της Επιχειρησιακής Έρευνας, γιατί είναι πιθανόν να προκύψουν προβλήµατα τα 

οποία δεν είχαν προβλεφθεί εξαρχής.  

 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΗΣ ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΗΣ ΕΡΕΥΝΑΣ 

Ο κατεξοχήν χώρος εφαρµογής της Επιχειρησιακής Έρευνας είναι ο χώρος της 

οικονοµίας. Έτσι στη βιοµηχανία-παραγωγή απαιτείται λύση προβληµάτων που 

έχουν να κάνουν µε τη χωροθέτηση εργοστασίου, προγραµµατισµός παραγωγής ή 

προµηθειών, έλεγχος αποθεµάτων πρώτων υλών ή προϊόντων, έλεγχος ποιότητας, 

ανανέωση µηχανολογικού εξοπλισµού, εξισορρόπηση γραµµής παραγωγής. Στο 

εµπόριο : καθορισµός βέλτιστης σύνθεσης παραγωγής, βέλτιστη στρατηγική 

διαφηµίσεως και τιµολόγησης προϊόντων, προγραµµατισµός πωλήσεων, 
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προγραµµατισµός µεταφοράς και διανοµής προϊόντων, προσδιορισµός θέσεως και 

αριθµού αποθηκών, σύνθεση µεταφορικού στόλου. Στα οικονοµικά : 

χρηµατοοικονοµικός προγραµµατισµός, καθορισµός πιστωτικής πολιτικής, 

προϋπολογισµός, βελτιστοποίηση χρηµατοροών. Επίσης η Επιχειρησιακή Έρευνα 

χρησιµοποιείται για ανάλυση και αξιολόγηση προσωπικού, ανάλυση αιτιών 

απουσίας, πρόληψη ατυχηµάτων. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

 

1. ΑΝΑΛΥΣΗ ΑΠΟΦΑΣΕΩΝ ΥΠΟ ΑΒΕΒΑΙΟΤΗΤΑ 

Η Ανάλυση Αποφάσεων χωρίζεται σε δύο µεγάλες κατηγορίες. Η πρώτη 

κατηγορία επικεντρώνεται στη λήψη αποφάσεων των οποίων οι συνέπειες της 

εναλλαγής τους είναι γνωστές µε ένα σηµαντικό βαθµό βεβαιότητας. Αυτό το 

περιβάλλον λήψης αποφάσεων τυποποιείται ικανοποιητικά από µαθηµατικά µοντέλα  

(γραµµικός προγραµµατισµός, ακέραιος προγραµµατισµός, µη γραµµικός 

προγραµµατισµός) µε αντικειµενικές συναρτήσεις που εξειδικεύουν τις εκτιµούµενες 

συνέπειες οποιουδήποτε συνδυασµού αποφάσεων. 

Ωστόσο, συχνά πρέπει να ληφθούν αποφάσεις σε περιβάλλοντα που είναι 

γεµάτα αβεβαιότητα. Παραθέτουµε κάποια παραδείγµατα : 

1. Μια επιχείρηση εισάγει ένα νέο προϊόν στην αγορά. Ποια θα είναι η 

αντίδραση των πιθανών πελατών; Πόσο θα έπρεπε να παραχθεί; Θα έπρεπε 

το προϊόν να δοκιµαστεί σε µικρότερη κλίµακα πριν κατανεµηθεί πλήρως 

στις αγορά;  

2. Μια οικονοµική φίρµα επενδύει στις ασφάλειες. Ποιοι είναι οι τοµείς της 

αγοράς και οι ατοµικές ασφάλειες µε τις καλύτερες προοπτικές; Προς τα 

πού κινείται η οικονοµία; Τι συµβαίνει µε τα επιτόκια; Πως θα έπρεπε αυτοί 

οι παράγοντες να επηρεάσουν τις αποφάσεις για επενδύσεις;  

3. Σε περίπτωση που εταιρία φυσικού αερίου αποφασίσει αν πρέπει να γίνει  

γεώτρηση για φυσικό αέριο σε συγκεκριµένη τοποθεσία, θα πρέπει να 

διερευνηθεί, πόσο πιθανόν είναι να βρίσκεται φυσικό αέριο εκεί; Σε τι 

ποσότητα υπάρχει; Πόσο βαθιά µπορεί να βρίσκεται; Θα έπρεπε οι 

γεωλόγοι να ερευνήσουν το µέρος πριν τη γεώτρηση;  

Αυτά είναι τα είδη λήψης αποφάσεων που αντιµετωπίζουν µεγάλη αβεβαιότητα 

και που η Ανάλυση Αποφάσεων καλείται να απαντήσει. Η Ανάλυση Αποφάσεων 

παρέχει ένα πλαίσιο και µια µεθοδολογία για ορθολογική λήψη αποφάσεων όταν τα 

αποτελέσµατα είναι αβέβαια.  

Υπάρχουν κάποιες οµοιότητες στις προσεγγίσεις που χρησιµοποιούνται από την 

Θεωρία Παιγνίων και αυτών της Ανάλυσης Αποφάσεων. Εντούτοις υπάρχουν επίσης 

και διαφορές εξαιτίας των διαφορετικών εφαρµογών για τις οποίες έχουν σχεδιαστεί.  
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Συχνά, µια ερώτηση που πρέπει να απαντηθεί µε την Ανάλυση Αποφάσεων 

είναι εάν πρέπει να πάρουµε την απαιτούµενη απόφαση άµεσα ή αν πρώτα θα 

κάνουµε µερικά τέστ για να µειώσουµε το επίπεδο αβεβαιότητας σχετικά µε το 

αποτέλεσµα της απόφασης. Για παράδειγµα θα έπρεπε να ελέγξουµε πρώτα την 

αντίδραση του καταναλωτή σε ένα νέο προϊόν πριν πάρουµε την απόφαση ή θα 

έπρεπε να προχωρήσουµε κατευθείαν σε µεγάλη κλίµακα παραγωγής και προώθηση 

του προϊόντος. Ως εκ τούτου, η Ανάλυση Αποφάσεων διαιρεί την λήψη αποφάσεων 

µεταξύ των περιπτώσεων χωρίς πειραµατισµό και σε αυτές µε πειραµατισµό.  

 

1.1 ΈΝΑ ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ  

Η εταιρία GasHellenicέχει στην κατοχή της ένα κοµµάτι γης στο οποίο 

ενδέχεται να υπάρχει φυσικό αέριο. Ένας σύµβουλος της εταιρίας µε την ιδιότητα του 

γεωλόγου αναφέρει στο τµήµα µάνατζµεντ, ότι πιστεύει ότι η πιθανότητα ύπαρξης 

φυσικού αερίου είναι 1 προς 4. 

Εξαιτίας αυτής της προοπτικής, µια άλλη εταιρία φυσικού αερίου προσφέρει 

90.000€ για την αγορά αυτής της γης. Ωστόσο, η GasHellenicείναι σε δίληµµα εάν 

πρέπει να κρατήσει τη γη µε σκοπό να προβεί σε εξόρυξη ή να την πουλήσει. Το 

κόστος της εξόρυξης είναι 100.000 €. Αν βρεθεί φυσικό αέριο, τα αναµενόµενα 

έσοδα θα είναι 800.000 €. Έτσι η εταιρία θα πρέπει να αναµένει κέρδος 700.000 €, 

ενώ θα υποστεί ζηµία 100.000 € αν δεν υπάρχουν αποθέµατα φυσικού αερίου. Ο 

κάτωθι πίνακας συνοψίζει τα δεδοµένα.  

 

Πίνακας 1.  Αναµενόµενα κέρδη της εταιρίας GasHellenic 

 

                            Κατάσταση Γης    Απόδοση 

Εναλλακτικές    Φυσικό αέριο                ΈλλειψηΦυσικού αερίου 

Εξόρυξη Φυσικού αερίου € 700,000                    -  € 100,000  

Πώληση Γης €   90,000                        €   90,000 

Πιθανότητα κατάστασης 1 προς 4           3 προς 4 

 

Ωστόσο, πριν αποφασίσει αν προβεί στην εξόρυξη ή όχι, µιαν άλλη οπτική είναι 

να διεξάγει σεισµική έρευνα της γης για να αποκτήσει µια καλύτερη εκτίµηση της 

πιθανότητας της ύπαρξης φυσικού αερίου. Αυτή είναι η περίπτωση της απόφασης µε 
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πειραµατισµό. Η εταιρία λειτουργεί χωρίς µεγάλο κεφάλαιο, που σηµαίνει ότι η 

απώλεια 100.000 € θα ήταν αρκετά σοβαρή.  

1.2 ΛΗΨΗ ΑΠΟΦΑΣΕΩΝ ΧΩΡΙΣ ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΣΜΟ 

Πριν αναζητήσουµε µια λύση στο αρχικό πρόβληµα της GasHellenicCo. θα 

σχηµατοποιήσουµε ένα γενικό πλαίσιο για την λήψη αποφάσεων.  

Με γενικούς όρους, ο λήπτης αποφάσεων πρέπει να επιλέξει µια δράση από ένα 

σύνολο πιθανών δράσεων. Το σύνολο περιέχει όλες τις εφικτές εναλλακτικές υπό 

θεώρηση για το πως θα προχωρήσουµε µε το πρόβληµα που µας αφορά.  

Αυτή η επιλογή της δράσης πρέπει να γίνει αντιµέτωπη µε την αβεβαιότητα, 

επειδή το αποτέλεσµα θα επηρεαστεί από τυχαίους παράγοντες που βρίσκονται έξω 

από τον έλεγχο του λήπτη αποφάσεων. Αυτοί οι τυχαίοι παράγοντες προσδιορίζουν 

ποια κατάσταση θα προκύψει κατά τη διάρκεια που αναλαµβάνουµε δράση. Κάθε µια 

από αυτές τις καταστάσεις αναφέρεται σαν πιθανή κατάσταση της φύσης.  

Σε αυτό το σηµείο θα πρέπει να σηµειώσουµε µια ενδιαφέρουσα αναλογία 

µεταξύ του πλαισίου της ανάλυσης αποφάσεων και Παιγνίων δυο παικτών µηδενικού 

αθροίσµατος που θα περιγράψουµε στο επόµενο κεφάλαιο. Ο λήπτης αποφάσεων και 

η Φύση µπορούν να ιδωθούν ως δυο παίκτες ενός παιγνίου. Οι εναλλακτικές δράσεις 

και οι πιθανές καταστάσεις της φύσης µπορούν τότε να ιδωθούν σαν οι διαθέσιµες 

στρατηγικές για αυτούς τους παίκτες, όπου κάθε συνδυασµός στρατηγικών επιφέρει 

κάποια απόδοση στον παίκτη (τον λήπτη αποφάσεων). Από αυτή την οπτική γωνία το 

πλαίσιο της ανάλυσης αποφάσεων µπορεί να συνοψισθεί ως ακολούθως : 

1. Ο λήπτης αποφάσεων χρειάζεται να επιλέξει µια από τις εναλλακτικές 

δράσεις. 

2. Η Φύση τότε θα “επιλέξει” µια από τις πιθανές καταστάσεις της φύσης. 

3. Κάθε συνδυασµός δράσης και κατάστασης της φύσης θα έχει αποτέλεσµα 

µια απόδοση, η οποία δίνεται σαν µια από τις εισόδους στον πίνακα 

αποδόσεων.  

4. Αυτός ο πίνακας αποδόσεων θα πρέπει να χρησιµοποιηθεί για να βρεθεί µια 

βέλτιστη δράση από τον λήπτη αποφάσεων σύµφωνα µε το κατάλληλο 

κριτήριο. 

Ωστόσο, αυτή η αναλογία µε τα παίγνια µηδενικού αθροίσµατος δύο παικτών 

διαρρηγνύεται σε ένα σηµαντικό ζήτηµα. Στην Θεωρία Παιγνίων, οι δυο παίκτες 

υποτίθεται ότι είναι ορθολογικοί και επιλέγουν τις στρατηγικές τους για να 

προωθήσουν την προσωπική τους ευηµερία. Αυτή η περιγραφή σίγουρα ταιριάζει για 
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τον λήπτη αποφάσεων αλλά σίγουρα όχι για την Φύση. Εν αντιθέσει, η Φύση τώρα 

είναι ένας παθητικός παίκτης που “επιλέγει” τις στρατηγικές τις µε ένα τυχαίο τρόπο.  

Ένα επιπλέον στοιχείο χρειάζεται να προστεθεί στο πλαίσιο της Ανάλυσης 

Αποφάσεων. Ο λήπτης αποφάσεων γενικά θα έχει κάποια πληροφορία που θα έπρεπε 

να λάβει υπόψη όσον αφορά τη σχετική πιθανότητα των δυνατών καταστάσεων της 

Φύσης. Μια τέτοια πληροφορία δύναται συχνά να µεταφραστεί σε µια κατανοµή 

πιθανότητας, ενεργώντας σαν η κατάσταση της Φύσης να είναι µια τυχαία 

µεταβλητή, στην οποία περίπτωση η κατανοµή αναφέρεται σαν priorκατανοµή. Οι 

priorκατανοµές είναι συχνά υποκείµενες της εµπειρίας ή της διαίσθησης ενός ατόµου. 

Οι πιθανότητες για τις αντίστοιχες καταστάσεις της Φύσης που παρέχονται από την 

priorκατανοµή, καλούνται prior πιθανότητες.  

Τυποποίηση του παραδείγµατος σε αυτό το πλαίσιο όπως υποδηλώνεται στον 

Πίνακα 1, η GasHellenic έχει δυο πιθανές εναλλακτικές υπό θεώρηση : να προβεί 

στην εξόρυξη φυσικού αερίου ή να πουλήσει τη γη. Οι πιθανές καταστάσεις της 

Φύσης είναι αυτές όπου η γη περιέχει κοιτάσµατα φυσικού αερίου ή αυτές που όχι.  

Από τη στιγµή που ο γεωλόγος µας, έχει εκτιµήσει ότι υπάρχει 1 στις 4 

πιθανότητες για φυσικό αέριο (άρα 3 στις 4 πιθανότητες να µην υπάρχει) οι 

priorπιθανότητες για τις δύο καταστάσεις της Φύσης είναι 0,25 και 0,75 αντίστοιχα. 

Ως εκ τούτου, µε την απόδοση σε µονάδες χιλιάδων ευρώ σε κέρδος ο πίνακας 

αποδόσεων µπορεί να αποκτηθεί άµεσα από τον πίνακα 1.  

Εµείς θα χρησιµοποιήσουµε τον πίνακα αποδόσεων για να βρούµε την βέλτιστη 

δράση σύµφωνα µε τα τρία κριτήρια που θα περιγραφούν παρακάτω. 

  

Το MaximinΚριτήριο Απόδοσης 

Αν πρόβληµα απόφασης του λήπτη αποφάσεων ειδωθεί σαν παίγνιο ενάντια 

στη Φύση, τότε η Θεωρία Παιγνίων θα µας καθοδηγούσε να επιλέξουµε την δράση 

σύµφωνα µε το κριτήριο minimax.  

 

MaximinΚριτήριο Απόδοσης: Για κάθε πιθανή δράση, βρες την ελάχιστη 

απόδοση πάνω σε όλες τις πιθανές καταστάσεις της Φύσης. Έπειτα, βρες την µέγιστη 

από αυτές τις ελάχιστες αποδόσεις. Επέλεξε την δράση τη οποίας η ελάχιστη 

απόδοση δίνει αυτό το µέγιστο.  

Ο πίνακας του Excelόπως περιγράφεται στο Σχεδιάγραµµα 1, δείχνει την 

εφαρµογή αυτού του κριτηρίου στο παράδειγµα µας. Έτσι, από τη στιγµή που η 
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ελάχιστη απόδοση για πώληση (90) είναι µεγαλύτερη από αυτή την εξαγωγή (-100), 

θα επιλεγεί η πρώτη εναλλακτική (πώληση της γης). 

Το ορθολογικό για αυτό το κριτήριο είναι ότι παρέχει την καλύτερη εγγύηση 

της απόδοσης που θα αποκτηθεί. Αδιαφορώντας για το ποια πραγµατική κατάσταση 

της Φύσης προκύπτει, η απόδοση για την πώληση της γης δεν µπορεί να είναι 

λιγότερη από 90, κάτι το οποίο παρέχει την καλύτερη διαθέσιµη εγγύηση.  

 

Πίνακας 2. Πίνακας Απόδοσης για την Ανάλυση Αποφάσεων 

 

 
Κατάσταση Φύσης 

Εναλλακτικές     Φυσικό αέριο                ΈλλειψηΦυσικού αερίου 

Εξόρυξη Φυσικού αερίου               700                                       -  100 

Πώληση Γης                 90                                             90 

Prior Πιθανότητα              0,25                                         0,75 

 

 

 

Σχεδιάγραµµα 1. Εφαρµογή του Maximin Κριτηρίου Απόδοσηςστον Πίνακα 

του Excel 

 

  A B C F G H I 

1 Κριτήριο Maximin Απόδοσης για την Gas Hellenic 

2 

       

3     

Κατάσταση της 

Φύσης   

Ελάχιστο 

σε   

4 

 

Εναλλακτικές 

Φυσικό 

αέριο 

Έλλειψη Φυσικού 

αερίου   

κάθε 

Σειρά   

5 

 

Εξόρυξη 700 -100 

 

-100   

6 

 

Πώληση 90 90 

 

90 Maximin 

7 

 

  

   

    

8 

 

  

   

    

9 

 

            

 

Έτσι, το κριτήριο παίρνει την πεσιµιστική οπτική, ότι ανεξάρτητα το ποια 

δράση επιλέγεται, η χειρότερη κατάσταση της Φύσης για αυτή τη δράση είναι 

πιθανόν να εµφανιστεί, εποµένως, θα πρέπει να επιλέξουµε εκείνη την δράση η οποία 

παρέχει την καλύτερη απόδοση σε σχέση µε την χειρότερη κατάσταση της Φύσης.  
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Αυτή η λογική είναι αρκετά έγκυρη, όταν κάποιος αγωνίζεται εναντίον ενός 

ορθολογικού και εχθρικού αντιπάλου. Ωστόσο, αυτό το κριτήριο δεν χρησιµοποιείται 

συχνά σε παίγνια ενάντια στη Φύση, επειδή είναι ένα εξαιρετικά συντηρητικό 

κριτήριο σε αυτό το πλαίσιο. Ουσιαστικά, αυτό υποθέτει ότι η Φύση είναι ένας 

συνειδητός αντίπαλος που θέλει να επιφέρει όση µεγαλύτερη ζηµία είναι δυνατόν 

στον λήπτη αποφάσεων. Η Φύση δεν είναι ένας κακόβουλος αντίπαλος και ο λήπτης 

αποφάσεων δεν χρειάζεται επικεντρωθεί αποκλειστικά στην χειρότερη δυνατή 

απόδοση κάθε δράσης. Αυτό είναι ειδικά αληθινό, όταν η χείριστη δυνατή απόδοση 

µιας δράσης προέρχεται από µια σχετικά απίθανη κατάσταση της Φύσης. Έτσι, αυτό 

το κριτήριο κανονικά έχει ενδιαφέρον µόνο για έναν ιδιαίτερα επιφυλακτικό λήπτη 

αποφάσεων. 

 

 

Το Κριτήριο Μέγιστης Πιθανότητας 

Το επόµενο κριτήριο επικεντρώνεται στην πιο πιθανή κατάσταση της Φύσης, 

όπως συνοψίζεται παρακάτω.  

 

Κριτήριο Μέγιστης Πιθανότητας: Ταυτοποίησε την πιο πιθανή κατάσταση 

της Φύσης (αυτή µε την µέγιστη priorπιθανότητα). Για αυτή την κατάσταση, βρες την 

δράση µε την µέγιστη απόδοση και επέλεξε αυτή τη δράση.  

 

Εφαρµόζοντας αυτό το κριτήριο στο παράδειγµα, ο πίνακας 2 δείχνει ότι, η 

κατάσταση έλλειψης φυσικού αερίου έχει την µεγαλύτερη priorπιθανότητα. Στην 

στήλη “Έλλειψη Φυσικού αερίου”, η εναλλακτική της πώλησης έχει την µέγιστη 

απόδοση, που σηµαίνει ότι η επιλογή είναι η πώληση της γης.  

Η γοητεία αυτού του κριτηρίου είναι ότι η πιο σηµαντική κατάσταση της Φύσης 

είναι αυτή που είναι η πιο πιθανή. Εποµένως, η επιλεχθείσα δράση είναι η καλύτερη 

για αυτήν την ιδιαίτερα σηµαντική κατάσταση της Φύσης. Βασίζοντας την απόφαση 

στην υπόθεση ότι αυτή η κατάσταση της Φύσης θα εµφανιστεί, τείνει να δώσει µια 

καλύτερη ευκαιρία ενός επιθυµητού αποτελέσµατος. Επιπλέον αυτό το κριτήριο δεν 

άπτεται αµφισβητήσιµων υποκειµενικών εκτιµήσεων των πιθανοτήτων των 

αντίστοιχων καταστάσεων της Φύσης. 
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Σχεδιάγραµµα 2. Εφαρµογή του Κριτηρίου Μέγιστης Πιθανότητας στον Πίνακα 

του Excel 

 

  A B C D E F G 

1 Κριτήριο Μέγιστης Πιθανότητας  για το Πρόβλημα της Gas Hellenic 

2 

       

3     

Κατάσταση της 

Φύσης     

 

4 

 

Εναλλακτικές 

Φυσικό 

αέριο 

Έλλειψη Φυσικού 

αερίου     

 5 

 

Εξόρυξη 700 -100 

 

  

 6 

 

Πώληση 90 90 

 

Maximum 

 7 

 

  

   

  

 8 

 

  

   

  

 9 

 

  

   

  

 

10 

 

Prior 

Πιθανότητα 0,25 0,75     

 11 

 

    Maximum     

  

Το κύριο µειονέκτηµα αυτού του κριτηρίου είναι ότι αγνοεί ολοκληρωτικά 

πολλές σχετικές πληροφορίες. Η µοναδική κατάσταση της Φύσης που βρίσκεται υπό 

θεώρηση είναι η πιο πιθανή. Σε ένα πρόβληµα µε πολλές πιθανές καταστάσεις της 

Φύσης, η πιθανότητα, της πιο πιθανής κατάστασης µπορεί να είναι πολύ µικρή, έτσι 

ώστε η επικέντρωση σε αυτήν την κατάσταση να είναι αδικαιολόγητη. Ακόµα και στο 

παράδειγµα όπου η priorπιθανότητα της κατάστασης “Έλλειψη Φυσικού αερίου” 

είναι 0,75, αυτό το κριτήριο αγνοεί την εξαιρετική ελκυστική απόδοση των 700 αν η 

εταιρία εξορύξει και βρει φυσικό αέριο. Σαν αποτέλεσµα το κριτήριο δεν επιτρέπει 

τον τζόγο, ανεξάρτητα το πόσο ελκυστικός µπορεί να είναι ο τζόγος.  

 

Ο Κανόνας Απόφασης του Bayes 

Το τρίτο µας κριτήριο, και το πιο συχνά επιλεγόµενο είναι “Ο Κανόνας 

Απόφασης του Bayes”, που περιγράφεται κάτωθι. 

 

Κριτήριο του Bayes: Χρησιµοποιώντας τις καλύτερες διαθέσιµες εκτιµήσεις 

των πιθανοτήτων των αντίστοιχων καταστάσεων της Φύσης, υπολόγισε την 
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αναµενόµενη αξία της απόδοσης για καθεµιά από τις πιθανές δράσεις και επέλεξε την 

δράση µε την µέγιστη αναµενόµενη απόδοση.  

 

Για το παράδειγµα µας, αυτές οι αναµενόµενες αποδόσεις υπολογίζονται 

απευθείας από τον Πίνακα 2 ως ακολούθως:  

Ε [ απόδοση (εξόρυξης) ] = 0,25 · (700) + 0,75 · (-100) = 100 

Ε [ απόδοση (πώλησης) ] = 0,25 · ( 90 ) + 0,75 · ( 90 )  =  90 

Αφού το 100 είναι µεγαλύτερο από το 90, η εναλλακτική λύση που επιλέγεται 

είναι η εξόρυξη για φυσικό αέριο.  

Σηµειώνουµε ότι αυτή η επιλογή αντιτίθεται µε την επιλογή της πώλησης που 

παίρνεται υπό την εφαρµογή των προαναφερθέντων κριτηρίων.  

 

Σχεδιάγραµµα 3. Εφαρµογή του Κανόνα Απόφασης του Bayes στον Πίνακα του 

Excel 

  A B C D E G H 

1 Ο Κανόνας Απόφασης του Bayes στο πρόβλημα της Gas Hellenic 

2 

       

3     

Κατάσταση της 

Φύσης   Αναμενόμενη   

4 

 

Εναλλακτικές 

Φυσικό 

αέριο 

Έλλειψη Φυσικού 

αερίου   Απόδοση   

5 

 

Εξόρυξη 700 -100 

 

100 Maximum 

6 

 

Πώληση 90 90 

 

90   

7 

 

  

   

    

8 

 

  

   

    

9 

 

  

   

    

10 

 

Prior 

Πιθανότητα 0,25 0,75       

 

Το Σχεδιάγραµµα 3 δείχνει την εφαρµογή του Bayesστο Excelστο πρόβληµα 

µας. Η λέξη Maximumστο κελί I5 σηµαίνει ότι η εναλλακτική της πώλησης στη 

γραµµή 5 θα έπρεπε να επιλεγεί επειδή έχει τη µέγιστη αναµενόµενη απόδοση.  

Το µεγάλο πλεονέκτηµα του κανόνα του Bayesείναι ότι αυτός ενσωµατώνει 

όλες τις διαθέσιµες πληροφορίες, συµπεριλαµβάνοντας όλες τις αποδόσεις και τις 

καλύτερες διαθέσιµες εκτιµήσεις των πιθανοτήτων των αντίστοιχων καταστάσεων 

της Φύσης.  



17 

 

Κάποιες φορές επιχειρηµατολογείτε ότι αυτές οι εκτιµήσεις των πιθανοτήτων 

είναι σε µεγάλο βαθµό υποκειµενικές και έτσι είναι αρκετά αναξιόπιστες. ∆εν 

υπάρχει ακριβής τρόπος πρόβλεψης του µέλλοντος και συνακόλουθα της µελλοντικής 

κατάστασης της Φύσης, ακόµη και µε όρους πιθανοτήτων. Αυτή η προβληµατική 

ενέχει κάποια εγκυρότητα. Η έλλειψη λογικής των εκτιµήσεων των πιθανοτήτων θα 

έπρεπε να αξιολογηθεί σε κάθε ατοµική κατάσταση.  

Παρόλα αυτά, κάτω από πολλές περιστάσεις, η παρελθοντική εµπειρία και τα 

τρέχοντα στοιχεία καθιστούν εφικτή την ανάπτυξη λογικών εκτιµήσεων των 

πιθανοτήτων. Επιπλέον, ο πειραµατισµός συχνά θα µπορούσε να διεξαχθεί για την 

βελτίωση αυτών των εκτιµήσεων, όπως περιγράφεται παρακάτω. Ως εκ τούτου, θα 

χρησιµοποιήσουµε µόνο τον κανόνα του Bayesγια το υπόλοιπο αυτού του κεφαλαίου. 

Για να αξιολογήσουµε την επίδραση των πιθανοτήτων ανακολουθιών στις 

priorπιθανότητες είναι συχνά βοηθητικό η εφαρµογή της ανάλυσης ευαισθησίας. 

 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΕΥΑΙΣΘΗΣΙΑΣ ΜΕ ΤΟΝ ΚΑΝΟΝΑ ΤΟΥ BAYES 

Η ανάλυση ευαισθησίας συχνά χρησιµοποιείται σε διάφορες εφαρµογές της 

Επιχειρησιακής Έρευνας για την µελέτη της επίδρασης αν κάποιοι από τους αριθµούς 

που περικλείονται στο µαθηµατικό µοντέλο δεν είναι σωστοί. Στην περίπτωση αυτή, 

το µαθηµατικό µοντέλο, αναπαρίσταται από τον πίνακα αποδόσεων όπως φαίνεται 

στο σχεδιάγραµµα 3. Οι αριθµοί σε αυτόν τον πίνακα που είναι οι πιο 

αµφισβητήσιµοι είναι οι priorπιθανότητες στα κελιάC10 και D10. Θα 

επικεντρώσουµε την ανάλυση ευαισθησίας σε αυτούς τους αριθµούς, παρόλο που µια 

όµοια προσέγγιση θα µπορούσε να εφαρµοστεί στις αποδόσεις που δίνονται από τον 

πίνακα.  

Το άθροισµα των δυο priorπιθανοτήτων πρέπει να ισούται µε 1, έτσι ώστε 

αυξάνοντας µια από αυτές τις πιθανότητες αυτόµατα µειώνεται η άλλη και 

αντίστροφα. Η διοίκηση της GasHellenicθεωρεί ότι οι πραγµατικές δυνατότητες 

ύπαρξης φυσικού αερίου κυµαίνεται κάπου ανάµεσα στο 15% και 35%. Με άλλα 

λόγια η πραγµατική priorπιθανότητα ύπαρξης φυσικού αερίου είναι πιθανόν να είναι 

ανάµεσα στο 0,15-0,35 έτσι ώστε η αντίστοιχη prior πιθανότητα η γη να µην περιέχει 

φυσικό αέριο να κυµαίνεται από 0,85 µέχρι 0,65.  

Η ανάλυση ευαισθησίας ξεκινάει επανεφαρµόζοντας τον κανόνα του Bayesδυο 

φορές,  µια όταν η priorπιθανότητα για φυσικό αέριο είναι στο κατώτερο όριο της 

κύµανσης (0,15) και έπειτα όταν αυτό βρίσκεται στο ανώτερο όριο (0,35). Το 
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σχεδιάγραµµα 4 δείχνει τα αποτελέσµατα αυτής της πράξης. Όταν η prior πιθανότητα 

ύπαρξης φυσικού αερίου είναι µόνο 0,15, η απόφαση ταλαντεύεται στην πώληση της 

γης µε ένα µεγάλο περιθώριο (µια αναµενόµενη απόδοση 90 έναντι µιας απόδοσης 20 

για εξαγωγή). Ωστόσο, όταν αυτή η πιθανότητα είναι 0,35 , η απόφαση είναι η 

εξαγωγή µε ένα περιθώριο εξίσου µεγάλο (αναµενόµενη απόδοση =180 έναντι µόνο 

90 για την πώληση). Έτσι, η απόφαση είναι πολύ ευαίσθητη στην priorπιθανότηταγια 

φυσικό αέριο. Αυτή η ανάλυση ευαισθησίας έχει αποκαλύψει ότι είναι σηµαντικό να 

κάνουµε όσο το δυνατόν περισσότερα για την καλύτερη προσέγγιση της πραγµατικής 

τιµής της πιθανότητας ύπαρξης φυσικού αερίου. 

 Έστω p= priorπιθανότητα, η αναµενόµενη απόδοση από τη εξόρυξη για κάθε 

pείναιE [ Απόδοση (εξόρυξης) ] = 700p – 100(1 –p) = 800p– 100.  

 

Σχεδιάγραµµα 4. Εφαρµόζοντας την Ανάλυση Ευαισθησίας δοκιµάζοντας 

εναλλακτικές τιµές της prior πιθανότητας ύπαρξης φυσικού αερίου 

 

  A B C D E F G H I 

1 Ο Κανόνας Απόφασης του Bayes στο πρόβλημα της Gas Hellenic 

  2 

         3     Κατάσταση της Φύσης       Αναμενόμενη   

4 

 

Εναλλακτικές Φυσικό αέριο Έλλειψη Φυσικού αερίου       Απόδοση   

5 

 

Εξόρυξη 700 -100 

   

180 Maximum  

7 

 

Πώληση 90 90 

  

  90 

 7 

 

      

 

        

8 

 

      

 

        

9 

 

      

 

        

10 

 

Prior Πιθανότητα 0,35 0,65           

 

  A B C D E F G H I 

1 Ο Κανόνας Απόφασης του Bayes στο πρόβλημα της Gas Hellenic 

  2 

         3     Κατάσταση της Φύσης       Αναμενόμενη   

4 

 

Εναλλακτικές Φυσικό αέριο Έλλειψη Φυσικού αερίου       Απόδοση   

5 

 

Εξόρυξη 700 -100 

   

20   

7 

 

Πώληση 90 90 

  

  90 Maximum 

7 

 

      

 

        

8 

 

      

 

        

9 

 

      

 

        

10 

 

Prior Πιθανότητα 0,15 0,85           
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Σχεδιάγραµµα 5. Γραφική Παράσταση του τρόπου µε τον οποίο η 

αναµενόµενη απόδοση για κάθε εναλλακτική δράση µεταβάλλεται όταν η 

prior πιθανότητα ύπαρξης φυσικού αερίου αλλάζει για το πρώτο πρόβληµα της 

GasHellenic. 

 

Η ευθεία στο σχήµα 5 δείχνει την γραφική παράσταση συναρτήσει του p, το 

οποίο είναι απλά η ευθεία που περνάει από δυο σηµεία τα οποία δίνονται από τα 

κελιά C10 και H5 στο σχεδιάγραµµα 4. Αφού η απόδοση της πώλησης της γης είναι 

90 για κάθε p, η ευθεία γραµµή στο σχήµα 5 δίνει την Ε[απόδοση(πώλησης)] 

συναρτήσει του p.  

Το σηµείο στο σχήµα 5 όπου οι δυο γραµµές τέµνονται είναι το σηµείο τοµής 

όπου η απόφαση µεταβαίνει από την µια εναλλακτική στην άλλη καθώς η 

priorπιθανότητα αυξάνεται. Για να βρούµε αυτό το σηµείο παίρνουµε :  

Ε[Απόδοση(εξόρυξης)] = Ε[Απόδοση(πώλησης) 

800p – 100 = 90 ή  

p = 190 / 800 = 0,2375  

Συµπέρασµα: θα έπρεπε να πουλήσουµε την γη εάν p< 0,2375. 

θα έπρεπε να προβούµε στη εξόρυξη φυσικού αερίου εάν p> 0,2375. 
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Ο ίδιος τύπος ανάλυσης µπορεί να εφαρµοστεί και για άλλα προβλήµατα τα 

οποία έχουν περισσότερες από µια εναλλακτικές. Η κύρια διαφορά είναι ότι τώρα θα 

υπάρχουν περισσότερες από δυο γραµµές (µια για κάθε εναλλακτική) στην 

αντίστοιχη γραφική παράσταση. Ωστόσο, η κύρια γραµµή για οποιαδήποτε αξία της 

priorπιθανότητας ακόµη υποδηλώνει ποια εναλλακτική θα έπρεπε να επιλεγεί.  

Επειδή η απόφαση της GasHellenicεξαρτάται έντονα από την πραγµατική 

πιθανότητα ύπαρξης φυσικού αερίου, θα έπρεπε να διερευνήσουµε διεξοδικά την 

απόφαση διεξαγωγής σεισµικής έρευνας για την καλύτερη εκτίµηση της πιθανότητας. 

Παρακάτω εξετάζουµε αυτή την οπτική.  

 

1.3 ΛΗΨΗ ΑΠΟΦΑΣΕΩΝ ΜΕ ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΣΜΟ 

Συχνά, ο επιπρόσθετος έλεγχος (πειραµατισµός) µπορεί να γίνει για να 

βελτιωθούν οι πρωταρχικές εκτιµήσεις των πιθανοτήτων των αντίστοιχων 

καταστάσεων της Φύσης που προέρχονται από τις priorπιθανότητες. Αυτές οι 

βελτιωµένες εκτιµήσεις καλούνται posteriorπιθανότητες.  

Εµείς πρώτα θα ανασυνθέσουµε το παράδειγµα της GasHellenic, ώστε να 

ενσωµατώσουµε τον πειραµατισµό, έπειτα θα περιγράψουµε πως εξάγουµε τις 

posteriorπιθανότητες και τέλος, συζητήσουµε εάν αξίζει τον κόπο η διεξαγωγή του 

πειραµατισµού.  

 

Συνεχίζοντας το Παράδειγµα 

Όπως αναφέρθηκε προηγουµένως, µια διαθέσιµη οπτική πριν την λήψη 

απόφασης είναι η διεξαγωγή σεισµικής έρευνας της γης για την καλύτερη εκτίµηση 

των πιθανοτήτων ύπαρξης του φυσικού αερίου. Το κόστος είναι 30.000 €. 

Η σεισµική αξιολόγηση ενέχει σεισµική έρευνα η οποία υποδηλώνει αν η 

γεωλογική δοµή είναι σύννοµη για την παρουσία φυσικού αερίου. Εµείς θα 

διαιρέσουµε τα πιθανά ευρήµατα της έρευνας στις ακόλουθες δυο κατηγορίες :  

USS:Η ύπαρξη φυσικού αερίου είναι σχεδόν αδύνατη. 

FSS : Η ύπαρξη φυσικού αερίου είναι σχεδόν σίγουρη.  

Βασιζόµενοι στην προηγούµενη εµπειρία, αν υπάρχει φυσικό αέριο, οι 

πιθανότητες των προηγούµενων ενδεχοµένων είναι:  

P(USS|Κατάσταση = Φυσικό αέριο) = 0,4, έτσι  

P(FSS|Κατάσταση = Φυσικό αέριο) = 1- 0,4 = 0,6. 
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Οµοίως, εάν δεν υπάρχει φυσικό αέριο, τότε οι αντίστοιχες πιθανότητες είναι  

P(USS|Κατάσταση= Έλλειψη Φυσικού αερίου) = 0,8 έτσι 

P(FSS|Κατάσταση= Έλλειψη Φυσικού αερίου) = 1 – 0,8 = 0,2. 

Σύντοµα θα χρησιµοποιήσουµε αυτά τα δεδοµένα για να βρούµε τις 

posteriorπιθανότητες των αντίστοιχων καταστάσεων της Φύσης, δοθέντος ότι 

πραγµατοποιήθηκε σεισµική έρευνα.  

 

PosteriorΠιθανότητες 

Μιλώντας τώρα µε γενικούς όρους, έστω 

n = ο αριθµός των πιθανών καταστάσεων της Φύσης 

P(Κατάσταση = κατάσταση i) = priorπιθανότητα ότι η πραγµατική κατάσταση 

της Φύσης είναι η κατάσταση i, για i= 1,2,…, n. 

Εύρηµα = το εύρηµα από τον πειραµατισµό (τυχαία µεταβλητή) 

Εύρηµα j = µια πιθανή τιµή του ευρήµατος 

P(Κατάσταση = κατάσταση i| Εύρηµα = εύρηµα j) = posteriorπιθανότητα ότι η 

πραγµατική κατάσταση της Φύσης είναι η κατάσταση i, δεδοµένου ότι Εύρηµα= 

εύρηµα j, για j = 1,2,….,n. 

∆οθέντος ότι P(Κατάσταση= κατάσταση i) και P(Εύρηµα = εύρηµα 

j|Κατάσταση= κατάστασηi), για i = 1,2,…, n, ποια είναι η P(Κατάσταση = κατάσταση 

i | Εύρηµα = εύρηµα j) ; 

Αυτό το ερώτηµα απαντάται συνδυάζοντας τους ακόλουθους τύπους από την 

θεωρία πιθανοτήτων: 

P(Κατάσταση = κατάσταση i |Εύρηµα = εύρηµα j) = 

 

 

P(Εύρηµα= εύρηµα j) = 
1

n

k=
∑ Ρ(Κατάσταση= κατάσταση k, Εύρηµα= εύρηµα j) 

P(Κατάσταση= κατάσταση i, Εύρηµα= εύρηµα j) =  

P(Εύρηµα= εύρηµα j) |Κατάσταση= κατάσταση i)P(Κατάσταση=κατάσταση i). 

Ως εκ τούτου για κάθε i= 1,2,…, n, ο επιθυµητός τύπος για την αντίστοιχη 

posteriorπιθανότητα είναι  (Τύπος του Bayes) 

 

 

P(Κατάσταση= κατάσταση i, Εύρηµα= εύρηµα j) 
P(Εύρηµα = εύρηµα j) 
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P(Κατάσταση= κατάσταση i | Εύρηµα= εύρηµα j) = 

 

P(Εύρηµα= εύρηµα j) |Κατάσταση= κατάσταση i)P(Κατάσταση=κατάσταση i) 

1

n

k=
∑ P(Εύρηµα= εύρηµα j) |Κατάσταση= κατάσταση k)P(Κατάσταση=κατάσταση k) 

 

Τώρα ας επιστρέψουµε στο παράδειγµα µας εφαρµόζοντας αυτόν τον τύπο.  

Αν το εύρηµα της σεισµικής έρευνας είναι USSτότε οι posteriorπιθανότητες  

είναι  

P(Κατάσταση= Φυσικό αέριο| Εύρηµα= USS)= 
0.4(0.25)

0.4(0.25) 0.8(0.75)+
= 

1

7
,  

P(Κατάσταση= Έλλειψη Φυσικού αερίου| Εύρηµα= USS)= 1 -
1

7
=  

6

7
.  

Οµοίως, εάν η σεισµική έρευνα δώσει (FSS), τότε: 

P(Κατάσταση= Φυσικό αέριο| Εύρηµα= FSS)=
0.6(0.25)

0.6(0.25) 0.2(0.75)+
= 

1

2
,  

P(Κατάσταση= Έλλειψη Φυσικού αερίου| Εύρηµα= FSS)= 1- 
1

2
= 

1

2
. 

Το παρακάτω δενδροειδές διάγραµµα 6 πιθανοτήτων, δείχνει µε κοµψό τρόπο 

την οργάνωση αυτών των υπολογισµών µε ένα διαισθητικό τρόπο. Οι 

priorπιθανότητες υπό συνθήκη στήλη είναι µέρη των εισαγόµενων δεδοµένων του 

προβλήµατος. Πολλαπλασιάζοντας κάθε πιθανότητα στην πρώτη στήλη µε την 

πιθανότητα στη δεύτερη στήλη παίρνουµε την αντίστοιχη κοινή πιθανότητα στην 

τρίτη στήλη. Κάθε κοινή πιθανότητα τότε γίνεται ο αριθµητής στον υπολογισµό της 

αντίστοιχης posteriorπιθανότητας στην τέταρτη στήλη. Αθροίζοντας τις κοινές 

πιθανότητες µε το ίδιο εύρηµα (όπως δείχνεται στη βάση του διαγράµµατος) µας 

παρέχεται ο παρανοµαστής για κάθε posteriorπιθανότητα µε αυτό το εύρηµα.  

 

Σχεδιάγραµµα 6. ∆ιάγραµµα πιθανοτήτων για το πλήρες πρόβληµα της 

GasHellenic, που δείχνει όλες τις πιθανότητες που οδηγούν στον υπολογισµό 

κάθε posteriorπιθανότητα για την κατάσταση της φύσης δοθέντος του 

ευρήµατος της σεισµικής έρευνας.  
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                           0.6 FSS, 0.25(0.6)=0.15                   0.15/0.3=0.5 

                           ύπαρξη Φ.Αερίου            Φ.Αέριο και FSS              Φ.Αέριο, δεδοµένου FSS 

                                       0.4 USSύπαρξη Φ.Αερίου 

0.25 Φ.Αέριο                                              0.25(0.4)=0.1                      0.1/0.7=0.14 
                                                                   Φ.Αέριο και USS             Φ.Αέριο, δεδοµένου USS 
 

                                                          0.75(0.2)=0.15                                0.15/0.3=0.5 
                                                          Μη ύπαρξη Φ.Αερίου και FSS       Μη ύπαρξη Φ.Αερίου, δεδοµένου FSS 
0.75 Μη ύπαρξη Φ.Αερίου   
                                    0.2 FSS, δεδοµένου Μη ύπαρξη Φ.Αερίου 

 

  0.8 USS, δεδοµένου Μη ύπαρξη Φ.Αερίου                              0.6/0.7=0.86 Μη ύπαρξη Φ.Αερίου, δεδοµένου USS 

                                                              0,75(0.8)=0.6                                      
                                                              Μη ύπαρξη Φ.Αερίου και USS 
 

 

 
Ανεξάρτητες πιθανότητες:P(FSS)=0.15+0.15=0.3 
P(εύρηµα)                         P(USS)=0.1+0.6=0.7 
 

 

 

Μετά από αυτούς τους υπολογισµούς, ο κανόνας του Bayesµπορεί να 

εφαρµοστεί όπως και πριν, µε τις posteriorπιθανότητες να αντικαθιστούν τις 

priorπιθανότητες. Πάλι, χρησιµοποιώντας τις αποδόσεις (σε µονάδες χιλιάδων ευρώ) 

από τον πίνακα 2 και αφαιρώντας το κόστος του πειραµατισµού, αποκτούµε τα 

παρακάτω αποτελέσµατα.  

Αναµενόµενες αποδόσεις αν το εύρηµα µας είναι (USS) : 

E[Απόδοση(εξόρυξης| Εύρηµα = USS)]= 
1

7
(700)+ 

6

7
(-100) - 30= - 15.7 

E[Απόδοση(πώλησης| Εύρηµα = USS)]= 
1

7
(90)+ 

6

7
(90) - 30= 60. 

 

Prior 
Πιθανότητες 

P(κατάσταση) 

Conditional 
Πιθανότητες 

P(εύρηµα|κατάσταση
σ 

JointΠιθανότητες 
P(κατάσταση και 

εύρηµα) 

Posterior  
Πιθανότητες 

P(κατάσταση|εύρηµα) 
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Αναµενόµενες αποδόσεις αν το εύρηµα µας είναι (FSS) : 

E[Απόδοση(εξόρυξης| Εύρηµα = FSS)]=
1

2
(700)+ 

1

2
(-100) – 30 = 270. 

E[Απόδοση(πώλησης| Εύρηµα = FSS)]=
1

2
(90)+ 

1

2
(90) – 30 = 60. 

 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ3Η Βέλτιστη Πολιτική µε πειραµατισµό, υπό τον Κανόνα 

Απόφασης του Bayes. 

Εύρηµα από την 

Σεισµική Έρευνα 

Βέλτιστη ∆ράση Αναµενόµενη 

Απόδοση ∆ίχως 

Κόστη της Έρευνας 

Αναµενόµενη 

Απόδοση Με τα 

κόστη της Έρευνας 

USS Πώληση γης 90 60 

FSS Εξόρυξη Φυσικού 

αερίου 

300 270 

 

 

Αφού το ζητούµενο είναι να µεγιστοποιήσουµε την αναµενόµενη απόδοση, 

αυτά τα αποτελέσµατα αποφέρουν την βέλτιστη πολιτική η οποία διακρίνεται στον 

πίνακα 3. Ωστόσο, αυτό που αυτή η ανάλυση δεν κάνει είναι ότι δεν απαντά αν αξίζει 

η δαπάνη των 30.000€ για την διεξαγωγή της σεισµικής έρευνας. Ίσως θα ήταν 

καλύτερα να ξεχάσουµε αυτή την µεγάλη δαπάνη και απλά να χρησιµοποιήσουµε τη 

βέλτιστη λύση χωρίς πειραµατισµό. Παρακάτω εξετάζουµε αυτή την οπτική.  

 

Η Αξία του Πειραµατισµού 

Πριν διεξάγουµε οποιοδήποτε, θα έπρεπε να προσδιορίσουµε την πιθανή του 

αξία. Εµείς θα παρουσιάσουµε δυο ολοκληρωµένες µεθόδους αξιολόγησης της 

πιθανής τους αξίας.  

Η πρώτη µέθοδος υποθέτει ότι το πείραµα θα αποµακρύνει όλη την 

αβεβαιότητα σχετικά µε την πραγµατική κατάσταση της φύσης, και τότε αυτή η 

µέθοδος εκτελεί έναν πολύ γρήγορο υπολογισµό της βελτίωσης της αναµενόµενης 

απόδοσης (αγνοώντας το κόστος του πειράµατος). Αυτή η ποσότητα που καλείται 

αναµενόµενη αξία της τέλειας πληροφόρησης, παρέχει ένα άνω όριο της πιθανής 
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αξίας του πειράµατος. Εντούτοις, αν αυτό το άνω όριο είναι µικρότερο από το κόστος 

του πειράµατος, το πείραµα θα έπρεπε να αποκλειστεί οριστικά.  

Ωστόσο, αν το άνω όριο υπερβαίνει το όριο του πειράµατος, τότε η  δεύτερη 

µέθοδος θα έπρεπε να χρησιµοποιηθεί. Αυτή η µέθοδος υπολογίζει την πραγµατική 

βελτίωση στην αναµενόµενη απόδοση (αγνοώντας το κόστος του πειραµατισµού) που 

θα προκύψει από την διεξαγωγή του πειράµατος. Συγκρίνοντας αυτή τη βελτίωση µε 

το κόστος υποδηλώνεται αν το πείραµα θα έπρεπε να εκτελεστεί.  

 

Αναµενόµενη Αξία Τέλειας Πληροφόρησης 

Υποθέτουµε τώρα ότι το πείραµα θα µπορούσε στα σίγουρα να ταυτοποιήσει 

την πραγµατική κατάσταση της φύσης, παρέχοντας έτσι τέλεια πληροφόρηση. Όποια 

κατάσταση της φύσης και αν ταυτοποιηθεί, εµείς φυσικά επιλέγουµε τη δράση µε την 

µέγιστη απόδοση για αυτή την κατάσταση. Εµείς δεν ξέρουµε εκ των προτέρων ποια 

κατάσταση της φύσης θα ταυτοποιηθεί, έτσι ο υπολογισµός της αναµενόµενης 

απόδοσης µε τέλεια πληροφόρηση (αγνοώντας το κόστος του πειράµατος) απαιτεί 

ζύγιασµα της µέγιστης απόδοσης για κάθε κατάσταση της φύσης µε την 

priorπιθανότητα για αυτή την κατάσταση της φύσης. Το σχεδιάγραµµα7δείχνει τον 

πίνακα του excelπου µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την οργάνωση και την 

παρουσίαση αυτού του υπολογισµού, χρησιµοποιώντας την εξίσωση που δίνεται από 

το κελί F13,  

Αναµενόµενη απόδοση µε τέλεια πληροφόρηση = 0,25(700) + 0,75(90)  

                                                                              = 242,5.   

 

 

 

Σχεδιάγραµµα 7. Πίνακας του excel για την απόκτηση της αναµενόµενης 

απόδοσης µε τέλεια πληροφόρηση εφαρµόζεται εδώ στο πρόβληµα της 

GasHellenic.  
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  A B C D E F G 

1 Αναμενόμενη Απόδοση με Τέλεια Πληροφόρηση για την Gas Hellenic  

2   

     

  

3               

4   Εναλλακτικές 

Φυσικό 

Αέριο 

Κατάσταση της 

Φύσης       

5   Εξόρυξη 700 -100 

  

  

7   Πώληση 90 90 

  

  

7         

 

    

8         

 

    

9         

 

    

10   Prior Πιθανότητα 0,15 0,85       

11 

 

Maximum 

Απόδοση 700 90       

12 

  

      

  13 

 

Αναμενόμενη Απόδοση με Τέλεια Πληροφόρηση= 242.5 

 

Έτσι αν η GasHellenic, θα µπορούσε να µάθει πριν επιλέξει την δράση της αν η 

γη περιέχει φυσικό αέριο, η αναµενόµενη απόδοση από τώρα (πριν την απόκτηση της 

πληροφορίας) θα ήταν 242,500 € (συµπεριλαµβανοµένου το κόστος του πειράµατος 

που παράγει την πληροφορία). 

Για να αξιολογήσουµε αν το πείραµα θα έπρεπε να διεξαχθεί, θα 

χρησιµοποιήσουµε αυτήν την ποσότητα για να υπολογίσουµε την αναµενόµενη αξία 

της τέλειας πληροφόρησης.  

Η αναµενόµενη αξία της τέλειας πληροφόρησης, συντοµογραφούµενη EVPI , 

υπολογίζεται ως : 

EVPI = αναµενόµενη απόδοση µε τέλεια πληροφόρηση – αναµενόµενη 

απόδοση χωρίς πειραµατισµό. 

Για το παράδειγµα µας βρήκαµε προηγουµένως ότι η αναµενόµενη απόδοση 

χωρίς πειραµατισµό (µε τον Κανόνα του Bayes) είναι 100. Ως εκ τούτου,  

EVPI = 242,5 – 100 = 142,5.  

Αφού το 142,5 ξεπερνά κατά πολύ το 30, το κόστος του πειραµατισµού 

(σεισµική έρευνα), µπορεί να είναι προς το συµφέρον µας να προβούµε τη σεισµική 

έρευνα. Για να µάθουµε στα σίγουρα, πάµε στη δεύτερη µέθοδο αξιολόγησης του 

πιθανού πλεονεκτήµατος του πειραµατισµού.  
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Αναµενόµενη Αξία του Πειραµατισµού 

Αντί να αποκτήσουµε απλά ένα άνω όριο για την αναµενόµενη αύξηση της 

απόδοσης (συµπεριλαµβάνοντας το κόστος πειραµατισµού) εξαιτίας της διεξαγωγής 

του πειράµατος, θα κάνουµε κάτι µε περισσότερη δουλειά για να υπολογίσουµε την 

αναµενόµενη αύξηση άµεσα. Αυτή η ποσότητα καλείται αναµενόµενη αξία 

πειραµατισµού.  

Υπολογίζοντας αυτή την ποσότητα απαιτείται πρώτα ο υπολογισµός της 

αναµενόµενης απόδοσης µε πειραµατισµό (περικλείοντας το κόστος πειραµατισµού). 

Για να αποκτήσουµε την τελευταία ποσότητα απαιτείται όλη η διεργασία που 

περιγράφτηκε νωρίτερα για την εύρεση των posteriorπιθανοτήτων, η προκύπτουσα 

βέλτιστη πολιτική µε πειραµατισµό, και η αντίστοιχη αναµενόµενη απόδοση 

(συµπεριλαµβάνοντας το κόστος πειραµατισµού) για κάθε πιθανό εύρηµα από τον 

πειραµατισµό. Τότε, για κάθε µια από αυτές τις αναµενόµενες αξίες χρειάζεται να 

σταθµιστούν από το αντίστοιχο εύρηµα, που είναι : 

Αναµενόµενη Απόδοση χωρίς Πειραµατισµό =
j

P∑  (Εύρηµα= εύρηµα 

j)E[Απόδοση | Εύρηµα = εύρηµα j], όπου η άθροιση γίνεται για κάθε πιθανή τιµή του 

j.  

Στο παράδειγµα µας  τώρα, εµείς έχουµε κάνει ήδη όλη την εργασία για να 

αποκτήσουµε τους όρους στο δεξιό µέρος της εξίσωσης. Οι τιµές του P (Εύρηµα= 

εύρηµα j) για τα δυο πιθανά ευρήµατα από τη σεισµική έρευνα (USS) και (FSS) 

υπολογίστηκαν στην βάση του δέντρου πιθανοτήτων στο διάγραµµα 6 ως : 

Ε(απόδοση |Εύρηµα= USS)= 90 , 

E(απόδοση |Εύρηµα= FSS)= 270. 

Με αυτούς τους αριθµούς ,  

Η αναµενόµενη απόδοση µε πειραµατισµό= 0,7(90) + 0,3(300)= 153. 

Τώρα είµαστε σε θέση να υπολογίσουµε την αναµενόµενη αξία του 

πειραµατισµού.  Η αναµενόµενη αξία του πειραµατισµού που συµβολίζεται µε EVE, 

υπολογίζεται ως : EVE= αναµενόµενη απόδοση µε πειραµατισµό- αναµενόµενη 

απόδοση χωρίς πειραµατισµό. Έτσι, η ποσότητα EVE ταυτοποιεί την πιθανή αξία του 

πειραµατισµού. Για την GasHellenicτώρα έχουµε : EVE= 153-100 

Εφόσον η αξία υπερβαίνει το 30, το κόστος της διεξαγωγής της σεισµικής 

έρευνας  (σε µονάδες χιλιάδων ευρώ) το πείραµα θα έπρεπε να γίνει.  
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1.4 ∆ΕΝΤΡΑ ΑΠΟΦΑΣΕΩΝ 

Τα δέντρα αποφάσεων παρέχουν έναν χρήσιµο τρόπο οπτικοποιηµένης έκθεσης 

του προβλήµατος καθώς και την οργάνωση της υπολογιστικής εργασίας που ήδη 

περιγράφτηκαν στις προηγούµενες ενότητες. Αυτά τα δέντρα είναι ιδιαίτερα 

βοηθητικά όταν πρέπει να ληφθεί µια αλληλουχία αποφάσεων.  

 

Κατασκευάζοντας ένα ∆έντρο Αποφάσεων 

Το παράδειγµα µας περικλείει µια διαδοχή δυο αποφάσεων : 

1. Θα έπρεπε να διεξαχθεί σεισµική έρευνα πριν την ανάληψη δράσης;  

2. Ποια δράση (εξόρυξη φυσικού αερίου ή πώληση γης) θα έπρεπε να 

επιλεχθεί; 

Το αντίστοιχο δέντρο αποφάσεων παρουσιάζεται στο παρακάτω σχεδιάγραµµα 

8. 

Οι κόµβοι του δέντρου αναφέρονται ως διακλαδώσεις και οι πλευρές του ως 

κλαδιά.  

Μια διακλάδωση απόφασης αναπαρίσταται από ένα τετράγωνο υποδηλώνοντας 

ότι πρέπει να ληφθεί µια απόφαση σε αυτό το σηµείο κατά την διαδικασία. Μια 

διακλάδωση δυνατοτήτων αναπαρίσταται από έναν κύκλο, υποδηλώνοντας ότι ένα 

τυχαίο γεγονός εµφανίζεται σε αυτό το σηµείο.  

Έτσι, στο σχήµα 8 η πρώτη απόφαση αναπαρίσταται από µια απόφαση 

διακλάδωσης Α,η διακλάδωση β είναι µια δυνατότητα διακλάδωσης που αναπαριστά 

το τυχαίο γεγονός του αποτελέσµατος της σεισµικής έρευνας. Τα δυο κλαδιά που 

εκπηγάζουν από την διακλάδωση β αντιπροσωπεύουν τα δυο πιθανά αποτελέσµατα 

της έρευνας.  
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Σχεδιάγραµµα 8. Το δένδρο απόφασης (πριν συµπεριλάβει οποιονδήποτε 

αριθµό) για το πλήρες πρόβληµα της GasHellenic 

 

 

 

 

 

 

         Φ.Αέριο 

ΕξόρυξηζΈλλειψη Φ.Αερίου 

ΓΠώληση 

Λίγο Πιθανό 

 

 β                                            Φ.Αέριο 

Πολύ πιθανόΕξόρυξη  η           Έλλεψη Φ.Αερίου 

Σεισμική έρευναΔ Πώληση 

Α 

 

Όχι σεισμική έρευνα                                                          Φ.Αέριο 

                                                                              θ        Έλλειψη Φ.Αερίου 

Εξόρυξη                                    

Ε                

Πώληση 

Έπειτα, ακολουθεί η δεύτερη απόφαση (διακλαδώσεις Γ, ∆ και Ε) µε τις δυο 

πιθανές επιλογές. Αν η απόφαση είναι να γίνει εξόρυξη φυσικού αερίου, τότε 

ερχόµαστε στην άλλη διακλάδωση, όπου τα δυο της κλαδιά αντιστοιχούν στις δυο 

πιθανές καταστάσεις της φύσης. 

Σηµειώνουµε ότι το µονοπάτι που ακολουθείται από την Α για να φτάσουµε σε 

τερµατικό κλαδί (εκτός από το κλειδί στη βάση) προσδιορίζεται από τις ληφθείσες 

αποφάσεις και από τα τυχαία γεγονότα που είναι έξω από τον έλεγχο του λήπτη 

αποφάσεων.  
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Το επόµενο βήµα στην κατασκευή του δέντρου είναι η εισαγωγή αριθµών στο 

δέντρο όπως φαίνεται στο σχήµα 9. Οι αριθµοί κάτω ή πάνω από τα κλαδιά που δεν 

είναι σε παρενθέσεις είναι η ροή του χρήµατος που εµφανίζεται σε αυτά τα κλαδιά. 

Για κάθε µονοπάτι στο δέντρο από τον κόµβο Α σε ένα τερµατικό κλαδί, αυτοί οι 

αριθµοί προστίθενται για την απόκτηση της συνολικής απόδοσης. Το τελευταίο 

σύνολο αριθµών είναι οι πιθανότητες των τυχαίων γεγονότων. Ειδικότερα, αφού κάθε 

κλαδί εκπηγάζει από µια διακλάδωση δυνατοτήτων αντιπροσωπεύει ένα πιθανό 

τυχαίο γεγονός. Η πιθανότητα αυτού του γεγονότος εµφανίζεται από την διακλάδωση 

που έχει εισαχθεί σε παρενθέσεις κατά µήκος του κλαδιού. Από τη διακλάδωση θ, οι 

πιθανότητες είναι οι priorπιθανότητες αυτών των καταστάσεων της φύσης, εφόσον 

καµιά σεισµική έρευνα δεν έχει διεξαχθεί για να αποκτήσουµε περισσότερες 

πληροφορίες για αυτή την περίπτωση. Ωστόσο, η ζ και η η οδηγούν στην απόφαση να 

γίνει η σεισµική έρευνα (και έπειτα να γίνει εξόρυξη). Ως εκ τούτου, οι πιθανότητες 

από αυτές τις διακλαδώσεις είναι οι posteriorπιθανότητες των καταστάσεων της 

φύσης  δοθέντος του ευρήµατος από την σεισµική έρευνα, όπου αυτοί οι αριθµοί 

δίνονται στο σχήµα 6. Τελικά, έχουµε δυο κλαδιά που εκπηγάζουν από την 

διακλάδωση β. οι αριθµοί εδώ είναι οι πιθανότητες από αυτά τα ευρήµατα. 
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Σχεδιάγραµµα 9. Το δέντρο αποφάσεων µετά την απονοµή των 

πιθανοτήτων των τυχαίων γεγονότων και των αποδόσεων 

                                                                                                                   Απόδοση 

670 

                                             Φ.Αέριο(0.143)        800 

Εξόρυξη -100ζ                         0                                  

Γ  90Έλλειψη Φ.Αερίου(0,857)    -130 

                               Πώληση                                                                    60 

Λίγο Πιθανό(0.7)    0                                                       Φ.Αέριο(0.5)                   670 

 β                                               η               800 

Πολύ πιθανό(0.3)0Εξόρυξη-1000 

Σεισμική έρευναΔΈλλειψη Φ.Αερίου(0.5)              -130                  

-30                                             Πώληση    90 

Α                                                                                                                          60                                    

700 

0Αέριο (0.25)          800 

Όχι σεισμική έρευνα                                              θ                        0               

Εξόρυξη    -100Έλλειψη Φ.Αερίου(0.75)    -100 

                                                               Ε    

Πώληση90 

                                                                                                                                    90                                                                                                                       

 

Παρουσιάζοντας την Ανάλυση 

Έχοντας κατασκευάσει το δέντρο αποφάσεων, που περιλαµβάνει αυτούς τους 

αριθµούς, είµαστε έτοιµοι να αναλύσουµε το πρόβληµα χρησιµοποιώντας την 

ακόλουθη διαδικασία.  

1. Ξεκινάµε από την δεξιά µεριά του δέντρου απόφασης και κινούµαστε 

αριστερά µια στήλη την φορά. Για κάθε στήλη, αναπαρίσταται είτε το 

βήµα 2 είτε το 3, πράγµα που εξαρτάται από το αν οι διακλαδώσεις σε 

αυτήν την στήλη είναι δυνατοτήτων ή αποφάσεων.  
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2. Για κάθε διακλάδωση δυνατοτήτων, υπολόγισε την αναµενόµενη 

απόδοση της πολλαπλασιάζοντας την αναµενόµενη απόδοση κάθε 

κλαδιού µε την πιθανότητα αυτού του κλαδιού και έπειτα άθροισε αυτά 

τα αποτελέσµατα. Αντέγραψε αυτήν την αναµενόµενη απόδοση για 

κάθε διακλάδωση αποφάσεων δίπλα στην διακλάδωση αποφάσεων και 

θέσε αυτήν την ποσότητα να είναι η αναµενόµενη απόδοση για κάθε 

κλαδί που οδηγεί στην διακλάδωση.  

3. Για κάθε διακλάδωση αποφάσεων, σύγκρινε τις αναµενόµενες 

αποδόσεις των κλαδιών της και επέλεξε την εναλλακτική της οποίας το 

κλαδί έχει την µεγαλύτερη αναµενόµενη απόδοση. Για κάθε περίπτωση 

αντέγραψε την επιλογή στο δέντρο αποφάσεων εισάγοντας µια διπλή 

µπάρα σε κάθε απορριφθέν κλαδί.  

Για να ξεκινήσουµε την διαδικασία θεωρούµε την πιο δεξιά στήλη 

διακλαδώσεων, δηλαδή τις διακλαδώσεις δυνατοτήτων ζ, η και θ. Εφαρµόζοντας το 

βήµα 2, οι αναµενόµενες αποδόσεις (ΕΡ) υπολογίζονται ως : 

EP = 
1

7
(670) + 

6

7
(-130) = 15.7 για ζ 

ΕP = 
1

2
(670) + 

1

2
(-130) = 270 για η 

EP = 
1

4
(700) + 

3

4
(-100) = 100 για θ. 

Αυτές οι αναµενόµενες αποδόσεις τοποθετούνται κάτω από αυτές τις 

διακλαδώσεις , όπως φαίνεται στο σχήµα 10. 

Έπειτα, µετακινούµε µια στήλη στα αριστερά, η οποί αποτελεί τις αποφάσεις 

διακλαδώσεων Γ, ∆ και Ε. Η αναµενόµενη απόδοση για ένα κλαδί που οδηγεί σε µια 

διακλάδωση δυνατοτήτων τώρα καταγράφεται πάνω από την διακλάδωση 

δυνατοτήτων. Ως εκ τούτου, το βήµα 3 µπορεί να εφαρµοστεί ως εξής: 

Κλαδί Γ : Η εναλλακτική της εξόρυξης έχει EP= -15,7 

                Η εναλλακτική της πώλησης έχει EP= 60. 

60>-15,7, έτσι επέλεξε την εναλλακτική της πώλησης. 

Κλαδί ∆ : Η εναλλακτική της εξόρυξης έχει EP= 270  

                Η εναλλακτική της πώλησης έχει EP=60. 

270>60, άρα επέλεξε την εναλλακτική της εξόρυξης. 
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Σχεδιάγραµµα 10. Το τελικό δέντρο αποφάσεων το οποίο περιγράφει την 

ανάλυση για το πλήρες πρόβληµα της GasHellenic χρησιµοποιώντας 

νοµισµατικές αποδόσεις. 

                                                                                                                   Απόδοση 

670 

                                             Φ.Αέριο(0.143)        800 

Εξόρυξη  -15.7ζ                         0                                  

60 Γ    -100           Έλλειψη Φ.Αερίου(0,857)    -130 

                               Πώληση 90                                                                   60 

Λίγο Πιθανό(0.7)    0                                                       Φ.Αέριο(0.5)                   670 

 123 β                                        270 η               800 

Πολύ πιθανό(0.3)0Εξόρυξη-1000 

Σεισμική έρευνα                    270 ΔΈλλειψη Φ.Αερίου(0.5)              -130                  

-30                                             Πώληση    90 

123 Α                                                                                                                          60                                    

700 

0Αέριο (0.25)          800 

Όχι σεισμική έρευνα                                       100 θ                        0               

Εξόρυξη    -100Έλλειψη Φ.Αερίου(0.75)    -100 

                                                        100 Ε    

Πώληση90 

                                                                                                                                    90                                                                                                                       

 

Κλαδί Ε : Η εναλλακτική της εξόρυξης έχει EP= 100 

Η εναλλακτική της πώλησης έχει EP= 90. 

100>90, έτσι επέλεξε την εναλλακτική της εξόρυξης.  

Η αναµενόµενη απόδοση για κάθε επιλεγµένη εναλλακτική τώρα θα έπρεπε να 

καταγραφεί πάνω στον κόµβο απόφασης, όπως φαίνεται στο σχήµα 10. Η επιλεγµένη 

εναλλακτική επίσης υποδηλώνεται εισάγοντας µια διπλή παύλα σε κάθε απορριφθέν 

κλαδί.  
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Έπειτα µετακινώντας µια ακόµη στήλη στα αριστερά, µας φέρνει στην 

διακλάδωση β. αφού αυτή είναι η διακλάδωση δυνατοτήτων, το βήµα 2 της 

διαδικασίας απαιτείται να εφαρµοστεί. Η αναµενόµενη απόδοση για κάθε ένα από τα 

κλαδιά της καταγράφεται πάνω στην διακλάδωση απόφασης. Ως εκ τούτου, η 

αναµενόµενη απόδοση είναι  : 

EP= 0.7(60) + 0.3(270)= 123, για την β, όπως καταγράφεται στο σχήµα 10. 

Τελικά κινούµαστε αριστερά στην διακλάδωση Α, που είναι αποφάσεων. 

Εφαρµόζοντας το τρίτο βήµα  

∆ιακλάδωση Α : το να γίνει σεισµική έρευνα έχει EP= 123  

                    το να µην γίνει σεισµική έρευνα έχει EP= 100. 

123>100, έτσι επιλέγουµε να γίνει σεισµική έρευνα. 

Αυτή η αναµενόµενη απόδοση του 123 θα καταγραφεί πάνω στην διακλάδωση 

και µια διπλή µπάρα εισάγεται για να δηλώσει το απορριφθέν κλαδί.  

Αυτή η διαδικασία έχει µετακινηθεί από τα δεξιά προς τα αριστερά για 

ανάλυση. Ωστόσο, έχοντας ολοκληρώσει το δέντρο αποφάσεων µε αυτόν τον τρόπο, 

ο λήπτης αποφάσεων τώρα µπορεί να διαβάσει το δέντρο από τα δεξιά για να δει την 

πραγµατική εξέλιξη των γεγονότων. Οι διπλές µπάρες έχουν αποκλείσει τα 

ανεπιθύµητα µονοπάτια. Συνεπώς, δεδοµένου των αποδόσεων για τα τελικά 

αποτελέσµατα όπως φαίνονται στην δεξιά πλευρά, ο Κανόνας Απόφασης του Bayes 

λέει να ακολουθήσουµε µόνο τα ανοικτά µονοπάτια από τα αριστερά προς τα δεξιά 

για να επιτύχουµε την µεγαλύτερη πιθανή αναµενόµενη απόδοση.  

Ακολουθώντας τα ανοιχτά µονοπάτια από τα αριστερά προς τα δεξιά στο σχήµα 

10, οδηγούµαστε στην ακόλουθη βέλτιστη πολιτική, σύµφωνα µε τον κανόνατου 

Bayes. 

Βέλτιστη πολιτική:  

Κάνε την σεισµική έρευνα . 

Αν το αποτέλεσµα έχει πολύ µικρή πιθανότητα, πούλησε την γη. 

Αν το αποτέλεσµα έχει µεγάλη πιθανότητα, προχώρησε σε εξόρυξη. 

Η αναµενόµενη απόδοση (συµπεριλαµβανοµένου το κόστος της σεισµικής 

έρευνας) είναι 123 (123.000 €). 

Αυτή η (µοναδική) βέλτιστη λύση φυσικά είναι η ίδια όπως αυτή που 

αποκτιέται σε προηγούµενη ενότητα χωρίς το πλεονέκτηµα του δέντρου απόφασης.  
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Για κάθε δέντρο αποφάσεων, αυτή η προς τα πίσω αναγωγική διαδικασία πάντα 

θα οδηγεί στην βέλτιστη πολιτική εφόσον υπολογιστούν οι πιθανότητες για τα κλαδιά 

που εκπηγάζουν από µια διακλάδωση πιθανοτήτων.  

 

1.5 ΘΕΩΡΙΑ ΧΡΗΣΙΜΟΤΗΤΑΣ  

Ως εδώ, όταν εφαρµόζουµε τον κανόνα του Bayes, έχουµε υποθέσει ότι η 

αναµενόµενη απόδοση µε νοµισµατικού όρους είναι το κατάλληλο µέτρο των 

συνεπειών της ανάληψης µιας δράσης. Ωστόσο, σε πολλές καταστάσεις αυτή η 

υπόθεση είναι ακατάλληλη.  

Για παράδειγµα ας υποθέσουµε ότι σε ένα άτοµο προσφέρεται η επιλογή (1) 

δεχόµενοι µια 50:50 δυνατότητα κέρδους 100.000 € ή τίποτα ή (2) απολαβής 40.000€ 

µε βεβαιότητα. Πολλοί άνθρωποι θα προτιµήσουν τα 40.000 ευρώακόµη και αν η 

αναµενόµενη απόδοση στα 50:50 δυνατότητα κέρδους 100.000 € είναι 50.000€. µια 

εταιρία µπορεί να είναι απρόθυµη να επενδύσει ένα µεγάλο ποσό χρηµάτων σε ένα 

νέο προϊόν ακόµη και όταν το αναµενόµενο κέρδος είναι ουσιαστικό εάν υπάρχει ένα 

ρίσκο απώλειας της επένδυσης της και ως εκ τούτου να χρεοκοπήσει. Οι άνθρωποι 

αγοράζουν ασφάλεια παρόλο που είναι µια φτωχή επένδυση από την άποψη της 

αναµενόµενης απόδοσης.  

Εν τούτοις αυτά τα παραδείγµατα δεν καθιστούν άκυρο τον κανόνα του 

Bayesαπό την στιγµή που υπάρχει τρόπος µετασχηµατισµού των νοµισµατικών αξιών 

στην κατάλληλη κλίµακα που αντανακλά τις προτιµήσεις του λήπτη αποφάσεων. 

Αυτή η κλίµακα καλείται συνάρτηση χρησιµότητας για χρήµατα.  

 

Συνάρτηση Χρησιµότητας για Χρήµατα 

Το σχήµα 11 δείχνει µια τυπική συνάρτηση χρησιµότητας  u(Μ)  για χρήµατα 

M. Αυτό υποδεικνύει ότι ένα άτοµο έχοντας αυτή την συνάρτηση χρησιµότητας 

αξιολογεί διπλάσια τα 30.000 € σχετικά µε τα 10.000 € και τα 100.000 € διπλάσια σε 

σχέση µε τα 30.000 €. Αυτό αντικατοπτρίζει το γεγονός ότι η ύψιστη προτεραιότητα 

των αναγκών ενός προσώπου θα καλυφθεί από τα πρώτα 10.000 €. Έχοντας αυτή την 

µειούµενη κλίση της συνάρτησης καθώς το ποσό των χρηµάτων αυξάνει, 

παρουσιάζεται σε εµάς σαν να έχει µια οριακά µειούµενη χρησιµότητα για χρήµατα. 

Ένα τέτοιο άτοµο αναφέρεται ως risk-averse.  
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Σχεδιάγραµµα 11. Μια τυπική συνάρτηση χρησιµότητας για χρήµατα, 

όπου u(M) είναι η χρησιµότητα απόκτησης µιας ποσότητας χρηµάτων Μ. 

 

Ωστόσο, δεν έχουν όλα τα άτοµα µια οριακά µειούµενη χρησιµότητα για 

χρήµατα. Κάποιοι άνθρωποι είναι riskseekersαντί για risk-averse και πορεύονται στη 

ζωή τους ψάχνοντας για το «µεγάλο αποτέλεσµα». Η κλίση της συνάρτησης 

χρησιµότητας τους αυξάνει καθώς το ποσό των χρηµάτων αυξάνει και έτσι έχουν µια 

οριακά αυξητική συνάρτηση χρησιµότητας για χρήµατα.  

Η ενδιάµεση κατάσταση είναι αυτή των risk-neutral ατόµων, τα οποία εκτιµούν 

τα χρήµατα στην ονοµαστική τους αξία. Μια τέτοια χρησιµότητα ενός ατόµου για 

χρήµατα είναι απλά αναλογική στο ποσό των χρηµάτων που περικλείονται. Παρόλο 

που κάποιοι άνθρωποι εµφανίζονται να είναι risk-neutralόταν περιλαµβάνονται µικρά 

χρηµατικά ποσά, είναι ασυνήθιστο να είναι πραγµατικά risk-neutral µε πολύ µεγάλα 

ποσά.  

Είναι επίσης πιθανόν να επιδεικνύουν ένα µείγµα αυτό των συµπεριφορών. Για 

παράδειγµα, ένα άτοµο µπορεί να είναι ουσιαστικά risk-neutralµε µικρά ποσά, µετά 

να γίνεται risk-seekerµε µέτρια ποσά και µετά να παλινδροµεί σε συµπεριφορές risk-

averse µε µεγάλα ποσά. Επιπλέον, η στάση κάποιου προς το ρίσκο µπορεί να 

µεταστρέφεται στον χρόνο εξαρτώµενοι από διάφορες περιστάσεις.  
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Η στάση ενός ατόµου προς το ρίσκο µπορεί επίσης να είναι διαφορετική όταν 

ασχολείται µε τα προσωπικά οικονοµικά κάποιου από το να παίρνει αποφάσεις για το 

συµφέρον κάποιου οργανισµού. Για παράδειγµα οι Managersµιας µεγάλης 

επιχείρησης χρειάζεται να θεωρήσουν τις περιστάσεις της εταιρίας και τη συλλογική 

φιλοσοφία της ανώτατης διεύθυνσης για τον προσδιορισµό της κατάλληλης στάσης 

προς το ρίσκο όταν παίρνουν διοικητικές αποφάσεις.  

Το γεγονός ότι διαφορετικοί άνθρωποι έχουν διαφορετικές συναρτήσεις 

χρησιµότητας για χρήµατα, έχει µια σηµαντική συνέπεια για την λήψη αποφάσεων 

υπό αβεβαιότητα. Όταν η συνάρτηση χρησιµότητας ενσωµατώνεται σε µια 

προσέγγιση ανάλυσης αποφάσεων για ένα πρόβληµα, αυτή η συνάρτηση 

χρησιµότητας πρέπει να κατασκευασθεί ώστε να ταιριάζει µε τις προτιµήσεις και τις 

αξίες του λήπτη αποφάσεων.  

Το κλειδί στην κατασκευή µιας συνάρτησης χρησιµότητας που να 

εναρµονίζεται µε τον λήπτη της απόφασης είναι η κάτωθι θεµελιώδη ιδιότητα των 

συναρτήσεων χρησιµότητας.  

 

Θεµελιώδη Ιδιότητα 

Υπό τις υποθέσεις της θεωρίας χρησιµότητας, η συνάρτηση χρησιµότητας ενός 

ατόµου έχει την ιδιότητα ότι το άτοµο που πρόκειται να λάβει µια απόφαση είναι 

αδιάφορο µεταξύ δυο εναλλακτικών πορειών δράσης αν οι δυο εναλλακτικές έχουν 

την ίδια αναµενόµενη χρησιµότητα.  

Για την παρουσίαση υποθέτουµε ότι το άτοµο έχει την συνάρτηση 

χρησιµότητας που απεικονίζεται στο σχήµα 11. Για τα περαιτέρω υποθέτουµε ότι στο 

άτοµο προσφέρεται η ακόλουθη ευκαιρία.  

Προσφορά: Μια ευκαιρία να αποκτήσει είτε 100.000€ (Χρησιµότητα= 4) µε 

πιθανότητα p ή τίποτα (χρησιµότητα= 0) µε πιθανότητα (1-p). Έτσι,  

Ε (χρησιµότητα)= 4p, για αυτή την προσφορά.  

Ως εκ τούτου, για κάθε από τα ακόλουθα τρία ζευγάρια εναλλακτικών, το 

άτοµο είναι αδιάφορο µεταξύ της πρώτης και της δεύτερης εναλλακτικής: 

1. Η προφορά µε p= 0,25 [Ε (χρησιµότητα)= 1] ή σίγουρη απόκτηση 10.000€ 

(χρησιµότητα= 1) 

2. Η προφορά µε p= 0,5 [Ε (χρησιµότητα)= 2] ή σίγουρη απόκτηση 30.000€ 
(χρησιµότητα= 2) 
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3. Η προφορά µε p= 0,75 [Ε (χρησιµότητα)= 3] ή σίγουρη απόκτηση 60.000€ 
(χρησιµότητα= 3) 

Αυτό το παράδειγµα επίσης παρουσιάζει έναν τρόπο µε τον οποίο η συνάρτηση 

χρησιµότητας του ατόµου µπορεί να κατασκευασθεί σε πρώτη φάση. Στο άτοµο θα 

γίνονταν η ίδια υποθετική προσφορά για να αποκτήσει είτε ένα µεγάλο ποσό 

χρηµάτων (για παράδειγµα 100.000€) µε πιθανότητα pή τίποτα. Τότε για κάθε από τα 

λίγα χαµηλότερα ποσά χρηµάτων (για παράδειγµα 10.000€, 30.000€ και 60.000€), θα 

ζητούνται από το άτοµο να επιλέξει µια τιµή του pθα τον έκανε αδιάφορο µεταξύ της 

προσφοράς και της σίγουρης απόκτησης αυτού του ποσού χρηµάτων. Η χρησιµότητα 

του χαµηλότερου ποσού χρηµάτων τότε είναι p φορές η χρησιµότητα του µεγάλου 

ποσού.  

Η κλίµακα της συνάρτησης χρησιµότητας είναι άσχετη. Είναι µόνο οι σχετικές 

αξίες των χρησιµοτήτων που έχουν σηµασία. Όλες οι χρησιµότητες µπορούν να 

πολλαπλασιαστούν µε οποιαδήποτε θετική σταθερά χωρίς να επηρεάζουν ποια 

εναλλακτική πορεία δράσης θα έχει την µεγαλύτερη αναµενόµενη χρησιµότητα.  

Συνοψίζοντας τον βασικό ρόλο των συναρτήσεων χρησιµότητας στην ανάλυση 

αποφάσεων έχουµε:  

Όταν η συνάρτηση χρησιµότητας του ατόµου χρησιµοποιείται στην µέτρηση 

των σχετικών αξιών των διάφορων πιθανών αποτελεσµάτων, ο κανόνας του 

Bayesαντικαθιστά τις αποδόσεις των αντίστοιχων χρησιµοτήτων. Ως εκ τούτου η 

βέλτιστη δράση (η σειρά δράσεων) είναι αυτή που µεγιστοποιεί την αναµενόµενη 

χρησιµότητα.  

 

Εφαρµόζοντας την Θεωρία Χρησιµότητας στοΠρόβληµα της GasHellenic 

Όπως προαναφέρθηκε η εταιρία GasHellenicλειτουργούσε χωρίς µεγάλο 

κεφάλαιο και µια απώλεια των 100.000€ θα ήταν αρκετά σοβαρή. Ο (αρχικός) 

ιδιοκτήτης της εταιρίας έχει ήδη βυθιστεί στα χρέη για να συνεχίσει. Το χειρότερο 

σενάριο θα ήταν να δαπανήσει 30.000€ για σεισµική έρευνα και να χάσει ακόµα 

100.000€ προβαίνοντας σε εξόρυξη όταν το φυσικό αέριο είναι ανύπαρκτο. Το 

σενάριο αυτό δεν οδηγούσε την εταιρία σε χρεοκοπία σε αυτό το σηµείο, αλλά 

σίγουρα θα την άφηνε σε αρκετά δεινή οικονοµική θέση.  

Από την άλλη, το να βρεθεί φυσικό αέριο είναι µια εξαιρετική προοπτική, 

καθώς τα κέρδη των 700.000€ θα βοηθούσαν την εταιρία να ορθοποδήσει 

οικονοµικά.  
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Κατά την εφαρµογή της συνάρτησης χρησιµότητας για χρήµατα του ιδιοκτήτη 

(λήπτη της απόφασης) στο πρόβληµα όπως περιγράφτηκε στα σχήµατα 1και 3,είναι 

απαραίτητο να αναγνωριστούν οι χρησιµότητες για όλες τις πιθανές νοµισµατικές 

αποδόσεις. Αυτές οι πιθανές αποδόσεις και οι αντίστοιχες χρησιµότητες δίνονται 

στον πίνακα 4. Θα συζητήσουµε λοιπόν πως αυτές αποκτήθηκαν αυτές οι 

χρησιµότητες.  

Αρχικά δοµώντας την συνάρτηση χρησιµότητας, είναι φυσικό να αφήσουµε την 

χρησιµότητα των µηδενικών χρηµάτων να είναι µηδέν, έτσι u(0)= 0. Το επόµενο 

βήµα είναι να σκεφτούµε το χειρότερο σενάριο και το καλύτερο σενάριο και έπειτα 

να απαντήσουµε το παρακάτω ερώτηµα. 

Πίνακας4 χρησιµότητες για το πρόβληµα της GasHellenic 

Νομισματικές 

Αποδόσεις Χρησιμότητα 

-130 -150 

-100 -105 

60 60 

90 90 

670 580 

700 600 

 

Υποθέστε ότι έχετε µόνο τις ακόλουθες δύο εναλλακτικές. Εναλλακτική 1 είναι 

να µην κάνετε τίποτα ( Απόδοση και χρησιµότητα= 0). Εναλλακτική 2 είναι να έχετε 

µια πιθανότητα pµιας απόδοσης των 700 και µια πιθανότητα 1 – pµιας απόδοσης των 

-130 (απώλεια των 130). Ποια αξία του pσας αφήνει αδιάφορο µεταξύ των δύο 

εναλλακτικών; Η επιλογή του λήπτη απόφασης: p= 1 / 5. 

Εάν συνεχίσουµε να αφήνουµε το u(M) να σηµαίνει την χρησιµότητα µιας 

νοµισµατικής απόδοσης του Μ, αυτή η επιλογή του pσηµαίνει ότι 

Η τιµήείτε του u(-130) η u(700) µπορεί να τεθεί αυθαιρέτως (εφόσον µόνο ότι 

το πρώτο είναι αρνητικό και το δεύτερο θετικό) για να φτιάξει την κλίµακα της 

συνάρτησης χρησιµότητας. Επιλέγοντας u(-130) = -150 (µια βολική επιλογή καθώς 

θα κάνει το u(M) περίπου ίσο µε το Μ όταν το Μ είναι κοντά στο µηδέν 0), αυτή η 

εξίσωση τότε δίνει u(700)= 600. 

Για να προσδιορίσουµε το u(-100), γίνεται µια επιλογή του p, η οποία κάνει τον 

λήπτη απόφασης αδιάφορο µεταξύ µιας απόδοσης του -130 µε πιθανότητα pή µια 

σίγουρη απόδοση -100. Η επιλογή είναι p= 0,7 , έτσι 

u(-100) = pu(-130)= 0,7(-150)= -105. 
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Για να αποκτήσουµε u(90), µια τιµή του pεπιλέγεται, η οποία κάνει τον λήπτη 

απόφασης αδιάφορο µεταξύ µιας απόδοσης των 700 µε πιθανότητα pή σίγουρα 

αποκτώντας µια απόδοση 90. Η τιµή που επιλέχθηκε είναι p= 0,15, έτσι 

u(90) = pu(700)= 0,15(600)= 90 

Σε αυτό το σηµείο, σχηµατίζεται µια ελαφριά καµπύλη µεταξύ του u(-130), u(-

100), u(90) και u(700) για να αποκτήσουµε την συνάρτηση χρησιµότητας για τον 

λήπτη αποφάσεων όπως φαίνεται στο σχήµα 12. Οι τιµές σε αυτήν την καµπύλη στο 

Μ= 60 και Μ=670 παρέχουν τις αντίστοιχες χρησιµότητες, u(60)= 60 και u(670)= 

580, οι οποίες συµπληρώνουν την λίστα χρησιµοτήτων, όπως δίνεται στην δεξιά 

στήλη του πίνακα 4. Εν αντιθέσει, η διακεκοµµένη γραµµή που είναι σχεδιασµένη σε 

γωνία 450 στο σχήµα 12 δείχνει την νοµισµατική αξία Μ της ποσότητας των 

χρηµάτων Μ. Αυτή η διακεκοµµένη γραµµή µας παρέχει τις αξίες των αποδόσεων 

που χρησιµοποιούνται αποκλειστικά στις προηγούµενες ενότητες. Επισηµαίνουµε 

πως το u(M) ουσιαστικά εξισώνεται µε Μ για µικρές τιµές (θετικές ή αρνητικές) του 

Μ, και τότε πως το u(M) σταδιακά αποκλίνει από το Μ για µεγαλύτερες τιµές του Μ. 

αυτό είναι σύνηθες ενός ατόµου risk-averse.  

 

Σχεδιάγραµµα 12. Η συνάρτηση χρησιµότητας για χρήµατα του ιδιοκτήτη 

της GasHellenic. 
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Εκ φύσεως, ο ιδιοκτήτης της εταιρίας GasHellenic τείνει να είναι risk-seeker. 

Ωστόσο, οι δύσκολες οικονοµικές καταστάσεις αυτής της εταιρίας, την οποία αυτός 

θέλει οπωσδήποτε να την κρατήσει αξιόπιστη, τον έχει οδηγήσει να υιοθετήσει µια 

µετριοπαθή risk-averseστάση στην αντιµετώπιση των τρεχουσών αποφάσεων. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

 

2. ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ  

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Η Θεωρία Παιγνίων είναι η µαθηµατική θεωρία που πραγµατεύεται και 

προσπαθεί να µοντελοποιήσει καταστάσεις µεταξύ αλληλοεπιδρώντων οντοτήτων 

(άτοµα, επιχειρήσεις, κράτη κτλ), που λειτουργούν ορθολογικά και ο καθένας 

επιδιώκει την µεγιστοποίηση της ωφέλειας του. Με άλλα λόγια, στόχος της είναι η 

ανάλυση των συγκρούσεων που προκύπτουν µεταξύ οντοτήτων που συµπεριφέρονται 

στρατηγικά και προσβλέπουν στη βέλτιστη απόφαση. 

Η µεθοδολογία και τα αναλυτικά εργαλεία της θεωρίας παιγνίων αναπτύχθηκαν 

κατά βάση από τον John von Neumann στο διάστηµα 1928-1941, παρόλο που η 

έννοια του παιγνίου ήταν γνωστή από πιο πριν, µε αποκορύφωµα την συγγραφή του 

βιβλίου «TheoryofGamesandEconomicBehaviour», το οποίο συνέγραψε µε τον Oskar 

Morgenstern και συµπυκνώνει  εργασία χρόνων. 

Ο κύριος λόγος που ώθησε τον Neumann στην ενασχόληση µε τη θεωρία αυτή, 

ήταν το ζωηρό ενδιαφέρον του για τα οικονοµικά και η προσπάθεια ανάπτυξης ενός 

αυστηρού και συγκροτηµένου συστήµατος για τα οικονοµικά που θα ήταν καθολικά 

αποδεκτό από τους οικονοµολόγους. Θεωρούσε επίσης, ότι η Θεωρία Παιγνίων 

παρείχε το κατάλληλο εννοιολογικό και αναλυτικό πλαίσιο για την ερµηνεία της 

οικονοµικής συµπεριφοράς. 

Έτσι το θεµελιώδες πρόβληµα της Θεωρίας Παιγνίων όπως διατυπώθηκε από 

τον Von Neumann είναι: Έστω οι παίκτες P1, P2,…Pn παίζουν δοθέν παίγνιο G, πως 

πρέπει ο τυχόν παίκτης Pi  (i=1,2,…,n) να ενεργήσει, έτσι ώστε να µεγιστοποιήσει την 

συνάρτηση χρησιµότητας του; Όταν λέµε παίγνιο εννοούµε ένα σύνολο κανόνων που 

διέπουν το παίξιµο. Το πιο βασικό αξίωµα της Θεωρίας Παιγνίου είναι η 

ορθολογικότητα των παικτών, µε την έννοια ότι κάθε παίκτης ενεργεί ορθολογικά 

ξέροντας επιπλέον ότι και οι υπόλοιποι παίκτες ενεργούν ορθολογικά. 

Ακόµη τα παίγνια κατηγοριοποιούνται µε βάση διάφορα χαρακτηριστικά, όπως 

για παράδειγµα τα παίγνια µηδενικού αθροίσµατος στα οποία το άθροισµα των 

ζηµιών και των κερδών των παικτών στο τέλος του παιχνιδιού ισούται µε µηδέν. Μια 

άλλη σηµαντική ταξινόµηση των παιγνίων ανάλογα µε το αν υπάρχουν συµφωνίες ή 

συνεννοήσεις µεταξύ των παικτών είναι τα (µη) συνεργατικά παίγνια, που ορίστηκαν 

στην κύρια εργασία τον Neumann στη Θεωρία Παιγνίων. Άλλες σηµαντικές 
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κατηγορίες παιγνίων είναι τα παίγνια πινάκων, όπου έχουµε δύο παίκτες, ο καθένας 

από τους οποίους έχει ένα πεπερασµένο σύνολο στρατηγικών, παίγνια σε στρατηγική 

µορφή, παίγνια πινάκων µε µεικτές στρατηγικές, καθώς και ακολουθιακά παίγνια 

όπου οι αποφάσεις δεν λαµβάνονται µια φορά και για πάντα αλλά παίρνονται 

διαδοχικά και τα κέρδη αποκοµίζονται µόνο µετά από µια ολόκληρη ακολουθία 

αποφάσεων.  

Μετά τον Neumann η Θεωρία Παιγνίων εµπλουτίστηκε και από άλλους 

µαθηµατικούς δίνοντας βαθύτερο περιεχόµενο στη θεωρία και διευρύνοντας το πεδίο 

εφαρµογών της. Χαρακτηριστική περίπτωση είναι η σηµαντική συνεισφορά του 

JohnNash, όπου µεταξύ άλλων εισήγαγε την έννοια της ισορροπίας σε ένα παίγνιο. 

Περιγραφικά λοιπόν, σε ένα παίγνιο έχουµε ισορροπία κατά Nash, όταν κανένας 

παίκτης δεν έχει συµφέρον να µετακινηθεί από µία στρατηγική, δοθέντος ότι οι 

υπόλοιποι παίκτες εµµένουν στη στρατηγική που επέλεξαν.  

Η Θεωρία Παιγνίων σήµερα είναι ένας γοργά αναπτυσσόµενος κλάδος των 

εφαρµοσµένων µαθηµατικών µε αναπάντεχες εφαρµογές που εκτείνονται από τα 

οικονοµικά και τις πολιτικές επιστήµες µέχρι το ∆ίκαιο, τη ∆ιπλωµατία και τις 

∆ηµοπρασίες. Εµείς στην παρούσα διπλωµατική θα επικεντρωθούµε στην εφαρµογή 

της Θεωρίας Παιγνίων στην Οικονοµική Επιστήµη. 

Πιο συγκεκριµένα, αν και η Θεωρία Παιγνίων αντιµετωπίζεται από αρκετούς 

ως παρακλάδι των Οικονοµικών, στην πραγµατικότητα τα µοντέλα της σε σχέση µε 

τα οικονοµικά παρουσιάζουν κάποιες οµοιότητες και διαφορές. Όσον αφορά τις 

οµοιότητες µεταξύ τους και στα δυο, οι παίκτες είναι εκείνοι που λαµβάνουν τις 

αποφάσεις καθώς και ότι η συµπεριφορά των παικτών στη λήψη αποφάσεων 

καθορίζεται από τη µεγιστοποίηση της χρησιµότητας (ωφέλειας) που µπορούν να 

αποκτήσουν οι παίκτες από τις διάφορες καταστάσεις που µπορεί να περιέλθει το 

παίγνιο. Από την άλλη, βασική διαφορά και χαρακτηριστικό της Θεωρίας Παιγνίων 

είναι ότι οι παίκτες κατά την λήψη αποφάσεων λαµβάνουν υπόψη τις δυνατές 

επιλογές των υπολοίπων και ότι η έννοια της ισορροπίας είναι µια κατάσταση από 

την οποία κανείς παίκτης δεν έχει συµφέρον να αποµακρυνθεί µονοµερώς ενώ στα 

οικονοµικά µοντέλα η ισορροπία αποσκοπεί στο προσδιορισµό τιµών που επιφέρουν 

γενική ικανοποίηση της αγοράς. Επιπλέον, ενώ στα οικονοµικά µοντέλα 

αποδεχόµαστε το γεγονός ότι κάποια εξωτερική δύναµη µελετά την αγορά 

αποσκοπώντας στη γενική ευηµερία, στη Θεωρία Παιγνίων η κατάσταση ρυθµίζεται 
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εσωτερικά από τους παίκτες, των οποίων η συµπεριφορά καθορίζεται εφόσον 

µελετήσουν διεξοδικά τις κινήσεις των υπολοίπων.  

 

    2.1 ΠΑΙΓΝΙΑ- ΠΙΝΑΚΕΣ ∆ΥΟ ΑΤΟΜΩΝ 

     Είναι γεγονός ότι, σε πολλές περιπτώσεις ο λήπτης απόφασης δεν είναι ο 

µοναδικός ο οποίος θα µπορεί να επιλέξει την καλύτερη δυνατή επιλογή από ένα 

σύνολο εναλλακτικών επιλογών, ώστε να βελτιστοποιήσει ένα προκαθορισµένο 

κριτήριο επιλογής, αλλά η «ευηµερία» του εξαρτάται επίσης και από το ποια 

αποτελέσµατα προκύπτουν από τις επιλογές των άλλων, δηλαδή, από τον παράγοντα 

της αµοιβαίας αλληλεξάρτησης. Προβλήµατα στην διοίκηση επιχειρήσεων, στα οποία 

δηµιουργούνται καταστάσεις ανταγωνιστικής αλληλεξάρτησης, προκύπτουν διότι 

υπάρχουν δύο ή και περισσότεροι λήπτες αποφάσεων. Η µεθοδολογία λοιπόν της 

θεωρίας παιγνίων χρησιµοποιείται στη λήψη αποφάσεων για να περιγράψει τέτοιου 

είδους ανταγωνισµό ή σύγκρουση και να δώσει απάντηση στα αντίστοιχα 

προβλήµατα.  

 Ως παίγνιο εποµένως, θεωρείται η κατάσταση εκείνη , κατά την οποία δύο ή 

περισσότεροι ορθολογικοί παίκτες µε αντικρουόµενα ενδιαφέροντα επιλέγουν 

τρόπους ενέργειας που δηµιουργούν συνθήκες ανταγωνιστικής αλληλεξάρτησης. Τα 

κυρίαρχα χαρακτηριστικά ενός παιγνίου σε στρατηγική µορφή είναι το σύνολο των 

παικτών από το οποίο αποτελείται, το σύνολο των εναλλακτικών επιλογών, 

στρατηγικών που αντιστοιχούν σε κάθε παίκτη και τέλος για κάθε αποτέλεσµα ή 

συνδυασµό στρατηγικών υπάρχει µια απόδοση για τον κάθε παίκτη.  

Η ανάλυση ενός παιγνίου δύο ατόµων µέσα από το παράδειγµα, γνωστό ως 

δίληµµα του φυλακισµένου, θα µας βοηθήσει αρχικά ώστε να δοθεί αµέσως µετά ο 

ορισµός του παιγνίου υπό την µορφή πινάκων. Γενικά, τα παίγνια-πίνακες πρόκειται 

για πεπερασµένα παίγνια στα οποία το σύνολο των παικτών και τα σύνολο των 

επιλογών τους είναι πεπερασµένα.  

 

Το ∆ίληµµα του Φυλακισµένου 

Το δίληµµα του φυλακισµένου αποτελεί το πιο κλασικό και παράλληλα το πιο 

ευρέως αναλυόµενο παίγνιο για την εισαγωγή στις θεµελιώδεις έννοιες της θεωρίας 

παιγνίων. Αυτό το παίγνιο- πίνακα αναφέρεται σε µια κατάσταση όπου δυο άτοµα 

που έχουν συλληφθεί και κατηγορούνται ότι έχουν διαπράξει µια ληστεία, τους 

παρέχεται η επιλογή κατά την ανάκριση να οµολογήσουν ή να σιωπήσουν. Σε 
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περίπτωση όµως που ο ένας οµολογήσει και ο άλλος δεν οµολογήσει, αυτός που θα  

µιλήσει δεν θα πάει φυλακή, ενώ αυτός που δεν θα οµολογήσει θα καταδικαστεί σε 

ποινή φυλάκισης 10 ετών. Αν οµολογήσουν και οι δύο τότε η ποινή θα είναι 5 έτη 

φυλάκισης και τέλος, αν κανένας του δεν οµολογήσει τότε επιβάλλεται και στους δυο 

ένας χρόνος φυλάκισης.  

Αυτό το παίγνιο-πίνακα µας δείχνει ότι υπάρχουν δύο παίκτες µε το ίδιο σύνολο 

στρατηγικής { σιωπή, οµολογία }. Οι αποδόσεις δίνονται από διατεταγµένα ζεύγη ( a, 

b) , όπου aη απόδοση του παίκτη 1 και bη απόδοση του παίκτη 2.  

 

Πίνακας 2.1 Το ∆ίληµµα του Φυλακισµένου 

Παίκτης P2 
  Στρατηγική  Σιωπή  Οµολογία 

P1 Σιωπή  (-1, -1) (-10, 0) 
  Οµολογία (0,-10) (-5, -5) 
  

Από τον πίνακα αυτό αναδεικνύονται κάποια χαρακτηριστικά που αφορούν την 

στρατηγική των παικτών : 

1. Συµφέρον και για τους δύο παίκτες είναι η άρνηση της κατηγορίας αφού ο 

χρόνος φυλάκισης είναι µόνο 1 χρόνος. 

2. ∆εδοµένου ότι ένας µείνει σιωπηλός, συµφέρει στον άλλον παίκτη η 

οµολογία.  

Παρόλο που η πρόταση 1 φαντάζει η πιο «λογική», η µη συνεργατική µορφή 

του παιγνίου (υποτίθεται ότι οι κατηγορούµενοι είναι αποµονωµένοι σε διαφορετικά 

δωµάτια κατά την διαδικασία της ανάκρισης χωρίς να υπάρχει δυνατότητα 

επικοινωνίας) καθώς και οι αξιωµατικές παροχές της θεωρίας που συνίστανται στην 

ορθολογικότητα των παικτών, χωρίς να λαµβάνονται υπόψη ηθικοί και αξιακοί 

κώδικες (αν και θα µπορούσαν µε κάποιο τρόπο να ενσωµατωθούν στις συναρτήσεις 

χρησιµότητας), επιβάλλουν στους παίκτες την στρατηγική της οµολογίας, που 

προκύπτει εύκολα από την µελέτη του πίνακα. Ένας από τους παίκτες επιλέγει 

στρατηγική µε µοναδικό κριτήριο την ελαχιστοποίηση του χρόνου φυλάκισης. Αν ο 

άλλος παίκτης επιλέξει την οµολογία, ο παίκτης µας θα επιλέξει και αυτός την 

οµολογία που επιφέρει 5 χρόνια φυλάκισης, ενώ αν σιωπούσε η ποινή θα ήταν 10 

χρόνια. Αν ο δεύτερος παίκτης επέλεγε την σιωπή, τότε ο πρώτος θα επέλεγε την 

οµολογία πάλι, γιατί επιφέρει µηδενικό χρόνο φυλάκισης. Άρα σε κάθε περίπτωση, η 
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ορθολογικότητα των δύο παικτών σε συνδυασµό µε την αλληλεξάρτηση των 

συνεπειών της επιλογής στρατηγικής από τους παίκτες, απαιτεί να ακολουθήσουν και 

οι δύο την στρατηγική της οµολογίας. Αυτή είναι και η λύση του παιγνίου.  

Γενικεύοντας, τώρα παίγνιο δύο παικτών (παίγνιο- πίνακα), είναι µια 

συγκρουσιακή κατάσταση στην οποία συµµετέχουν δύο παίκτες που ονοµάζονται P1  

και P2, ώστε: 

1. Ο P1  έχει ένα πεπερασµένο σύνολο στρατηγικών S1= {σ1, σ2, …, σn}µε 

n στοιχεία και ο P2 έχει ένα πεπερασµένο σύνολο στρατηγικών S2= {ω1, 

ω2, …, ωm}µε m στοιχεία.  

2. Οι πραγµατικές συναρτήσεις u1 (σi, ωj) και u2 (σiωj) είναι οι αποδόσεις 

των παικτών όταν ο παίκτης 1 ακολουθήσει την στρατηγική σiκαι ο P2 

ακολουθήσει την ωj.  

Το παίγνιο εκτυλίσσεται ως εξής : σε µια δεδοµένη χρονική στιγµή οι παίκτες 

επιλέγουν στρατηγικές ταυτόχρονα, ο P1επιλέγει σi∈S1 και ο P2 επιλέγει ωj∈S2και 

στην επόµενη φάση τους όπου απονέµονται οι προκύπτουσες αποδόσεις : στον 

P1απονέµεται απόδοση u1 (σi, ωj) και στον P2 , u2 (σiωj). 

Σε παίγνια πίνακα είναι συνηθισµένο να αναπαριστούµε τις αποδόσεις των 

παικτών µε πίνακες Α και Β. Αν θέσουµε αij= u1(σi, ωj)και bij= u2 (σiωj) τότε οι 

αποδόσεις του P1είναι ο πίνακας Α= [αij] και του P2 ο πίνακας Β = [ bij], οι οποίοι 

δεδοµένων των διαστάσεων των συνόλων στρατηγικής είναι nxm πίνακες.  

Πιο εύληπτα ακόµη, θα µπορούσαµε να παραστήσουµε το παίγνιο πινάκων δυο 

ατόµων στην γενική του µορφή ως εξής:  

 

Πίνακας 2.2 Παίγνιο δύο Προσώπων 

Παίκτης P2     

  Στρατηγική  ω1 ω2 …. ωm 

P1 σ1 (α11 , b11) (α12 , b12) …. (α1m, b1m) 

  σ2 (α21 , b21) (α22 , b22) …. (α2m , b2m) 
  …. …. …. …. …. 

  σn (αn1 , bn1) (αn2 , bn2)   (αnm, bnm) 
 

Στο παίγνιο δίληµµα του φυλακισµένου ουσιαστικά η λύση του παιγνίου 

προέκυψε από την απόρριψη της στρατηγικής (σιωπή) που έδινε την µικρότερη 

απόδοση σε σχέση µε την εναλλακτική ανεξάρτητα από την στρατηγική που θα 
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επέλεγε ο αντίπαλος. Αυτή η µέθοδος που θα χρησιµοποιήσουµε για την επίλυση 

αυτού του απλού παιγνίου ονοµάζεται µέθοδος διαδοχικών απαλοιφών των αυστηρά 

κυριαρχηµένων στρατηγικών και µπορεί να εφαρµοστεί και σε παίγνια-πίνακα 

µεγαλύτερης πολυπλοκότητας.  

Ορισµός : Λέµε ότι η στρατηγική σi∈S1 του P1 κυριαρχεί στη στρατηγική σj∈

S1 του P1 αν ισχύει : u1 (σi, ω) ≥ u1 (σj, ω), ⩝ω ∈S2. 

Η στρατηγική σiτου P1κυριαρχεί αυστηρά στην στρατηγική σj∈S1 του P1 αν u1 

(σi, ω) >u1 (σj, ω), ⩝ω ∈S2. 

Το ακόλουθο παίγνιο επιλύεται µε την µέθοδο της διαδοχικής απαλοιφής των 

κυριαρχηµένων στρατηγικών.  

 

Πίνακας 2.3 

Παίκτης P2   

  Στρατηγική  L C R 

P1 Τ ( 1, 0 ) ( 1, 3 ) ( 3, 0 ) 
  M ( 0, 2 ) ( 0, 1 ) ( 3, 0 ) 
  B ( 0, 2 ) ( 2, 4 ) ( 5, 3 ) 
 

Αναλύοντας τον πίνακα του παιγνίου βλέπουµε ότι η στρατηγική C κυριαρχεί 

αυστηρά επί της Rγια τον παίκτη 2 και άρα απορρίπτει την Rαπό το σύνολο των 

στρατηγικών του. Έτσι το παίγνιο ανάγεται στην εξής απλούστερη µορφή του.  

 

Πίνακας 2.4 

Παίκτης P2 

  Στρατηγική  L C 

P1 Τ ( 1, 0 ) ( 1, 3 ) 
  M ( 0, 2 ) ( 0, 1 ) 
  B ( 0, 2 ) ( 2, 4 ) 

 

Παρατηρώντας το προκύπτον παίγνιο βλέπουµε ότι η στρατηγική Τ κυριαρχεί 

αυστηρά επί της Μ για τον παίκτη 1 και έτσι απορρίπτοντας ο παίκτης 1 την Μ, το 

παίγνιο µετασχηµατίζεται στο ακόλουθο. 
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Πίνακας 2.5 

Παίκτης P2 

  Στρατηγική  L C 

P1 Τ ( 1, 0 ) ( 1, 3 ) 
  B ( 0, 2 ) ( 2, 4 ) 

 

Έτσι, το αρχικό παίγνιο ανάγεται σε έναν πίνακα-παίγνιο 2 x 2 στο οποίο ο 

παίκτης 2 έχει την αυστηρά κυρίαρχη στρατηγική (οπότε εξαλείφεται η L). Τέλος, 

είναι προφανές για τον παίκτη 1 να παίξει την στρατηγική Β. Οπότε τελικά µε την 

µέθοδο των διαδοχικών απαλοιφών, προκύπτει η λύση του παιγνίου που δεν είναι 

άλλη από την (Β, C).  

Ωστόσο, τέτοιες λύσεις µε την παραπάνω µέθοδο στα παίγνια είναι κατά βάση 

σπάνιες. Για παράδειγµα, το παρακάτω παίγνιο-πίνακα είναι φανερό ότι δεν έχει 

λύση:  

Πίνακας 2.6 

Παίκτης P2 

  Στρατηγική  L R 

P1 Τ ( 1, 0 ) ( 0, 0 ) 
  B ( 0, 2 ) ( 1, 1 ) 
 

Παρόλα αυτά, η έννοια της ισορροπίας κατά Nash όπως θα οριστεί παρακάτω, 

µας παρέχει την δυνατότητα επίλυσης κάποιων παιγνίων που δεν έχουν καθόλου 

κυριαρχηµένες στρατηγικές ή έχουν µόνο µερικές κυριαρχηµένες στρατηγικές. 

Ορισµός : Λέµε ότι το διάνυσµα στρατηγικής (σ1*, ω2*) ∈S1 xS2, όπου S1 

καιS2είναι τα σύνολα στρατηγικών των παικτών 1 και 2 αντίστοιχα, είναι ισορροπία 

κατά Nashαν : 

i) u1 (σ1*, ω2*) ≥ u1(σ, ω2*)⩝σ∈S1 και 

ii)  u2 (σ1*, ω2*) ≥ u1 (σ1*, ω)⩝σ∈S2 

Με άλλα λόγια η ισορροπία κατά Nashείναι µια έκβαση του παιγνίου στην 

οποία κανένας παίκτης δεν έχει συµφέρον να παρεκκλίνει από αυτή δοθέντος ότι οι 

άλλοι παίκτες εµµένουν στην στρατηγική που επέλεξαν. ∆ηλαδή, αν και οι δύο 

παίκτες ξέρουν ότι ο καθένας έχει συµφωνήσει να παίξει µια ισορροπία κατά Nash, 

τότε ο καθένας θα παίξει την ισορροπία αυτή για τον απλό λόγο ότι θα τον αποφέρει 

το βέλτιστο αποτέλεσµα.  
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Παρατηρώντας τον πίνακα 2.6 βλέπουµε ότι υπάρχουν δύο ισορροπίες κατά 

Nash, η ( Τ, L) και η (B, R). Επιπλέον, σηµειώνουµε ότι αν ένα παίγνιο επιλυθεί µε 

την µέθοδο των αυστηρά κυριαρχηµένων στρατηγικών, η λύση του παιγνίου αυτού 

είναι και ισορροπία κατά Nash. Η απάντηση είναι αρνητική και επιβεβαιώνεται από 

το ακόλουθο αντιπαράδειγµα πίνακα-παιγνίου, στο οποίο δεν υπάρχει ισορροπία κατά 

Nash. 

 

Πίνακας 2.7 

Παίκτης P2 

  Στρατηγική  L R 

P1 Τα ( 0, 3 ) ( 3, 0 ) 
  B ( 2, 1 ) ( 1, 2 ) 
 

Ωστόσο, παίγνια χωρίς ισορροπίες κατά Nashσε καθαρές στρατηγικές συχνά 

επιλύονται µε χρήση µεικτών στρατηγικών που θα εξεταστούν παρακάτω.  

 

 

 

2.2. ΠΑΙΓΝΙΑ ΣΤΡΑΤΗΓΙΚΗΣ ΜΟΡΦΗΣ  

Παραπάνω είδαµε πως παίγνια µε δύο παίκτες αναπαρίστανται ως παίγνια 

πίνακα. Στην πράξη όµως εµφανίζονται παίγνια µε αριθµό παικτών µεγαλύτερο του 2. 

Όµως οι περισσότερες από τις έννοιες που χρησιµοποιήθηκαν προηγουµένως για την 

επίλυση παιγνίου δύο παικτών µπορούν να επεκταθούν και να γενικευθούν σε µια 

ευρύτερη κατηγορία παιγνίων, των παιγνίων στρατηγικής µορφής.  

Παίγνια στρατηγικής µορφής ή παίγνια nπαικτών είναι παίγνια που 

συµµετέχουν οι παίκτες που αριθµούνται µε τα γράµµατα 1,2…, n. Όπως και στα 

παίγνια πίνακα, κάθε παίκτης έχει ένα σύνολο στρατηγικών Si (i= 1,2, …, n) και µια 

συνάρτηση απόδοσης ui: S1 xS2 x…xSn→IRόπου S1 xS2 x…xSn  είναι το καρτεσιανό 

γινόµενο των συνόλων στρατηγικής των παικτών. Ταστοιχεία (s1 , s2 , … sn)∈S1 xS2 x 

… xSnτου καρτεσιανού γινοµένου ονοµάζονται στρατηγικοί συνδυασµοί  ή προφίλ 

στρατηγικής. Εποµένως, ένα παίγνιο nπαικτών είναι το σύνολο G= { (Si, u1) | i= 1,2, 

…, n}. Ακόµη, θα µπορούσαµε να πούµε ότι η ισορροπία κατά Nashγια αυτά τα 

παίγνια είναι επέκταση του ορισµού για παίγνια πίνακα.  
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Για το παίγνιο G={ (Si, u1) | i= 1,2, …, n} λέµε ότι το διάνυσµα στρατηγικής (s1 

, s2 , … ,sn) ∈S1 xS2 x … xSnείναι ισορροπία κατά Nashόταν ⩝i∈{1,2,…,n}και για 

⩝s∈S1 ισχύει ui(s1, s2,…, si, si+1, …, sn)≥ui(s1, s2,…, s, si+1, …, sn) . Όπως και πριν ένας 

στρατηγικός συνδυασµός είναι ισορροπία κατά Nashαν κανένας παίκτης δεν µπορεί 

να βελτιώσει γνήσια την απόδοση του αλλάζοντας στρατηγική δεδοµένου ότι οι 

υπόλοιποι παίκτες ακολουθούν την ίδια στρατηγική.  

Αν και η ισορροπία κατά Nashφαίνεται λογική ως προτεινόµενη λύση για ένα 

παίγνιο στρατηγικής µορφής, είναι προς το συµφέρον του παίκτη να επιλέξει την 

στρατηγική της ισορροπίας Nashµόνο αν είναι σίγουρος ότι και οι άλλοι παίκτες θα 

παίξουν µε την προοπτική της ισορροπίας Nash. Αυτή η λογική αλληλουχία 

προκύπτει από τις αξιωµατικές παραδοχές της θεωρίας, ότι δηλαδή κάθε παίκτης 

είναι ορθολογικός, ξέρει ότι και οι άλλοι είναι ορθολογικοί και γνωρίζει ότι οι άλλοι 

ξέρουν ότι είναι ορθολογικός. Παρακάτω αναπτύσσουµε µια εφαρµογή αυτών που 

είπαµε από τον χώρο των πολιτικών επιστηµών.  

 

Το Μοντέλο του Μεσαίου Ψηφοφόρου  

Έστω ότι έχουµε ένα εκλογικό σώµα που οι ψηφοφόροι κατανέµονται 

οµοιόµορφα σε όλο το φάσµα της ιδεολογίας από άκρα αριστερά µέχρι άκρα δεξιά. 

Επίσης, έχουµε και δύο υποψήφια κόµµατα (παίκτες), το πράσινο κόµµα που θα το 

συµβολίζουµε µε 1 και το µπλε κόµµα που το συµβολίζουµε µε 2. Ακόµη θεωρούµε 

ότι ο κάθε ψηφοφόρος ψηφίζει το κόµµα που βρίσκεται πιο κοντά ιδεολογικά µε 

αυτόν. Το ιδεολογικό φάσµα το αναπαριστούµε µε το κλειστό διάστηµα [0,1]. 

Ξέρουµε ακόµα, ότι µοναδικό µέληµα των κοµµάτων (παικτών), είναι να 

συγκεντρώσουν το µεγαλύτερο ποσοστό ψηφοφόρων. Με βάση αυτές τις παραδοχές 

ο κάθε παίκτης καλείται να επιλέξει µια θέση (στρατηγική) στο ιδεολογικό φάσµα µε 

την έννοια της επιλογής ενός πραγµατικού αριθµού αi∈[0,1]. Τουτέστιν, το σύνολο 

στρατηγικών κάθε παίκτη είναι το κλειστό διάστηµα [0,1]. Η συνάρτηση απόδοσης 

u1(α1, α2) του παίκτη i είναι το ποσοστό των ψήφων που λαµβάνει , όταν υιοθετηθεί ο 

στρατηγικός συνδυασµός (α1, α2) από τους παίκτες. Μετά από αυτά έχουµε ότι : 

u1(α1, α2)= {
1 2

1 2

2

2

0 , 5 0

1

α α

α α

+

+

−

−
αν α1<α2, αν α1=α2 και ανα1>α2 
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u2(α1, α2)={
1 2

1 2

1
2

0, 50

2

α α

α α

+
−

−

+

αν α1<α2, αν α1=α2 , αν α1>α2 

 

Οι τύποι αυτοί προκύπτουν εύκολα αν θεωρήσουµε την περίπτωση του 

στρατηγικού συνδυασµού (α1, α2) µε α1< α2. Τότε προφανώς, αφού το 
1 2

2

α α+

είναι 

το κέντρο του διαστήµατος [α1, α2]⊆[0,1] οι ιδεολογικές θέσεις που βρίσκονται 

στο[0,
2

2

a S−

] βρίσκονται κοντύτερα στην ιδεολογική θέση α1 του παίκτη 1. Άρα το 

ποσοστό των παικτών που ψηφίζουν τον παίκτη 1 είναι το µήκος του διαστήµατος  

[0,
1 2

2

α α+

], δηλαδή u1(α1,α2) = 
1 2

2

α α+

. Συνακόλουθα έχουµε ότι το ποσοστό των 

ψήφων του παίκτη 2 είναι u2(α1,α2)= 
1 2

2

α α+

. Είναι λογικό να ισχυριστεί κάποιος ότι 

µια ισορροπία Nash του παιγνίου αυτού είναι η πιο πιθανή έκβαση, αφού κάθε 

υποψήφιο κόµµα θα αγωνιστεί για µεγαλύτερο αριθµό ψήφων. Ουσιαστικά, 

ισχυριζόµαστε ότι : 

Η µοναδική ισορροπία Nashτου παιγνίου είναι 

1 1
,

2 2
 
 
  , θα αποδείξουµε τον 

παραπάνω ισχυρισµό σε τρία βήµατα. Έτσι θεωρούµε την ισορροπία Nash (S1,S2). 

Βήµα 1 :S1=S2 

Θα αποδείξουµε τον ισχυρισµό µε εις άτοπον απαγωγή. Έστω λοιπόν ότι S1≠S2. 

Χωρίς βλάβη της γενικότητας (εξαιτίας της συµµετρίας του προβλήµατος) θεωρούµε 

ότι S1<S2. Στην περίπτωση αυτή έχουµε ότι για οποιαδήποτε στρατηγική α του παίκτη 

2 µε α∈(
1 2

2

S S+

, S2) έχουµε u2(S1,S2)–u2(S1, α)= 1-
1 2

2

S S+

- (1- 
1

2

S a+

)=  

1

2

S a+

- 
1 2

2

S S+

= 

2

2

a S−

< 0.  

∆ηλαδή, u2(S1,α) >u2(S1, S2) άτοπο γιατί το διάνυσµα στρατηγικής (S1,S2) είναι 

ισορροπία Nashοπότε S1=S2. 
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Βήµα 2 :
1 2

1

2
S S= =

 

Έστω ότι 
1 2

1

2
S S= ≠

, πάλι από την συµµετρία της κατάστασης υποθέτουµε ότι 

1 2

1

2
S S= <

. Αν ο υποψήφιος 2 επιλέξει α∈
1

1
,
2

S( )
, τότε u2(S1,α) – u2(S1, S2)= 

1 111
1 0

2 2 2

S a S a+ − −
− − = >

, αφού 
1

1
,

2
S a <

, άρα 1 1S a+ < .  

∆ηλαδή, u2(S1,α) >u2(S1, S2) καταλήγοντας πάλι σε άτοπο λόγω ισορροπίας 

Nash.  

Τα δύο προηγούµενα βήµατα δείχνουν ότι το διάνυσµα στρατηγικής 

1 2

1 1
, ,

2 2
S S  ( ) =  

  είναι ο µόνος δυνατός υποψήφιος για ισορροπία Nash. 

Βήµα 3 : στρατηγικός συνδυασµός 

1 1
,

2 2
 
 
  είναι ισορροπία Nash. Πράγµατι, αν ο 

παίκτης 2 διατηρήσει την στρατηγική 

1

2 , τότε αν ο υποψήφιος επιλέξει οποιαδήποτε 

στρατηγική 

1

2
a ≠

, έστω 

1

2
a <

, τότε έχουµε 

1

1 0,5 1 1 1 1
,
2 2 2 4 4 4 2

a a
u a

+ = = = + < + = 
   

(αφού

1 1

2 2 4

a
a < ⇒ <

). Όµοια αν 

1

2
a >

. 

 

 

2.3 ΠΑΙΓΝΙΑ ΜΙΚΤΗΣ ΣΤΡΑΤΗΓΙΚΗΣ 

Τα παίγνια πίνακα δεν έχουν όλα µια ισορροπία. Το γεγονός αυτό αναδεικνύει 

σηµαντικά ζητήµατα αναφορικά µε την επίλυση των παιγνίων αυτών. Το ερώτηµα 

είναι σηµαντικό αφού σχετίζεται µε µια αρκετά µεγάλη κατηγορία παιγνίων. Στην 

αναζήτηση µιας λύσης για παίγνια χωρίς ισορροπία Nash θα ήταν καλό να 

εξετάσουµε το πρόβληµα µε ένα παράδειγµα. Αν θεωρήσουµε το παίγνιο πίνακα 
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Ένα παίγνιο χωρίς ισορροπία Nash 

Παίκτης P2 
  Στρατηγική  L R 

P1 Τα ( 0, 3 ) ( 3, 0 ) 
  Β ( 3, 0 ) ( 0, 3 ) 
 

Θα παρατηρήσουµε ότι αν ο παίκτης 1 επιλέξει Τα, τότε ο παίκτης 2 θα θέλει 

να επιλέξει L, αλλά στην περίπτωση αυτή ο παίκτης 1 θέλει να επιλέξει Β, οπότε ο 

παίκτης 2 θα θέλει να επιλέξει R κ.ο.κ. Υπάρχει συνεπώς ένας κύκλος µε τους 

παίκτες να θέλουν να αλλάζουν στρατηγικές. Πράγµατι, αν σκεφτούµε τι θα πρέπει 

να κάνει ο παίκτης 1, διαπιστώνουµε ότι πρέπει να προσέξει ώστε να µην κάνει 

φανερώσει την στρατηγική του στον παίκτη 2, διότι αν ο παίκτης 2 γνωρίζει την 

στρατηγική του παίκτη 1 τότε η επιλογή του παίκτη 2 θα φέρει την χειρότερη δυνατή 

απόδοση για τον παίκτη 1. Για παράδειγµα αν ο παίκτης 2 γνωρίζει ότι ο παίκτης 1 θα 

επιλέξει Τ, τότε θα επιλέξει L και η απόδοση του 1 θα είναι 0, δηλαδή η χειρότερη 

δυνατή.  

Προφανώς ο παίκτης 1 πρέπει να προσπαθήσει ώστε ο παίκτης 2 να συνεχίζει 

να µαντεύει αν ο αντίπαλος του σκοπεύει να επιλέξει Τ ή Β. Ένας τρόπος για να το 

πετύχει αυτό είναι χρησιµοποιώντας µια διάταξη που επιλέγει µε τυχαίο τρόπο µια 

από τις δύο στρατηγικές. Αυτή η διάταξη, µπορεί να είναι ένα νόµισµα ή οποιαδήποτε 

άλλη διάταξη που δίνει µια τυχαία επιλογή της στρατηγικής Τ ή της Β.  

Φυσικά, αφού η κατάσταση είναι παρόµοια για τον παίκτη 2, θα θέλει κι αυτός 

να κάνει το ίδιο. Το αποτέλεσµα τότε είναι ότι και οι δύο παίκτες χρησιµοποιούν µια 

τυχαία τακτική επιλογής των στρατηγικών τους όταν είναι αντιµέτωποι στο 

συγκεκριµένο παίγνιο. Τέτοιες τυχαίες τακτικές για την επιλογή στρατηγικών 

ονοµάζονται µικτές στρατηγικές και γι’ αυτές θα µιλήσουµε στη συνέχεια. 

Έχουµε δει µέχρι στιγµής ότι ένα παίγνιο πίνακα µπορεί να περιγραφεί µε ένα 

m×nπίνακα της µορφής 

  Παίκτης 2      

  Στρατηγική   
2
1S  

2
2S   ….  

2
nS  

  
1
1S   (α11 , b11) (α12 , b12) …. (α1n, b1n) 

Παίκτης 
1  

1
2S  (α21 , b21) (α22 , b22) …. (α2n , b2n) 

  …. …. …. …. …. 

  
1
mS   (αm1 , bm1) (αm2 , bm2)   (αmn, bmn) 
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όπου αijκαι bij είναι οι αποδόσεις του παίκτη 1 και του παίκτη 2 αντίστοιχα. Στην 

πραγµατικότητα, µπορούµε να διαµερίσουµε τον πίνακα σε δύο πίνακες απόδοσης. 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 =
 
 
 

K

K

M M O M

K
και 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

b b b

b b b
B

b b b

 
 
 =
 
 
 

K

K

M M O M

K
 

Αυτό δείχνει ότι ένα παίγνιο πίνακα προσδιορίζεται πλήρως από το ζεύγος των 

πινάκων απόδοσης Α και Β. Όταν παρουσιάζουµε ένα παίγνιο πίνακα µε το ζεύγος 

(Α,Β) των πινάκων απόδοσης του, θα λέµε ότι το παίγνιο είναι σε µορφή δύο 

πινάκων. Σύµφωνα µε την καθιερωµένη ορολογία ο παίκτης 1 ονοµάζεται «παίκτης- 

γραµµή» και ο παίκτης 2 «παίκτης- στήλη». Συνεπώς, οι στρατηγικές του παίκτη- 

γραµµή συµβολίζονται µε το δείκτη i ( i= 1, …, m) και οι στρατηγικές του παίκτη- 

στήλη µε το δείκτη j (j =1, …, n). 

Με αυτό το συµβολισµό µπορούµε να περιγράψουµε ένα στρατηγικό 

συνδυασµό ως ζεύγος (i,j) και µια ισορροπία Nash (ή απλά ισορροπία) ως ορίζοντα 

στρατηγικής (i,j) τέτοιο ώστε 

1. Το αijείναι το µεγαλύτερο στοιχείο της στήλης jτου πίνακα Α, δηλαδή 

αij=max1≤k≤mαkj, και  

2. Το bijείναι το µεγαλύτερο στοιχείο της γραµµής i του πίνακα Β, δηλαδήbij= 

max1≤r≤mαir 

Μια µικτή στρατηγική (ή ορίζοντας πιθανότητας) για τον παίκτη- γραµµή είναι 

απλά κάθε διάνυσµα p= (p1, p2, …, pm) τέτοιο ώστε pi≥0 για κάθε στρατηγική i και 

1 1m
i ip=Σ = . Οµοίως µια µικτή στρατηγική για τον παίκτη – στήλη είναι ένα διάνυσµα 

q= (q1,q2,…,qn) τέτοιο ώστε qj≥0 για κάθε στρατηγική jκαι 1 1n
j jq=Σ =

. Μια µικτή 

στρατηγική pγια τον παίκτη-γραµµή ονοµάζεται αµιγής στρατηγική αν για κάποια 

στρατηγική iέχουµε pi=1 και pk= 0 για k≠i. ∆ηλαδή, η αµιγής στρατηγική iγια τον 

παίκτη-γραµµή είναι η στρατηγική σύµφωνα µε την οποία ο παίκτης-γραµµή επιλέγει 

την στρατηγική i µε πιθανότητα 1 και κάθε άλλη στρατηγική µε πιθανότητα 0. Με 

άλλα λόγια, οι αµιγείς στρατηγικές του παίκτη 1 είναι οι  στρατηγικές της µορφής   

P=(0,0,…,0,1,0,…,0) 

όπου το 1 εµφανίζεται µόνο µια φορά. Προφανώς ο παίκτης-γραµµή έχει ακριβώς m 

αµιγείς στρατηγικές, τις οποίες συνήθως ορίζουµε ως τις αρχικές στρατηγικές του.  
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Οµοίως, κάθε στρατηγική της µορφής q=(0,0,…0,1,0,…,0) όπου το 1 

εµφανίζεται µόνο µια φορά, ονοµάζεται αµιγής στρατηγική για τον παίκτη-στήλη. 

Παρατηρούµε πάλι ότι ο παίκτης-στήλη έχει ακριβώς nαµιγείς στρατηγικές, τις 

οποίες ορίζουµε ως τις αρχικές στρατηγικές του.  

Έστω τώρα ότι κάθε παίκτης (για να παραπλανήσει τον άλλον παίκτη) επιλέγει 

την στρατηγική του σύµφωνα µε κάποιον ορίζοντα πιθανότητας - ο παίκτης-γραµµή 

παίζει σύµφωνα µε µια µικτή στρατηγική pκαι ο παίκτης-στήλη σύµφωνα µε µια 

µικτή στρατηγική q. Σε αυτή, την περίπτωση, ο κάθε παίκτης δεν έχει τρόπο να 

προβλέψει τη στρατηγική του άλλου παίκτη και η µόνη ελπίδα του είναι να 

µεγιστοποιήσει την αναµενόµενη απόδοση του. Πως υπολογίζουµε την αναµενόµενη 

απόδοση του παίκτη-γραµµή αν οι παίκτες παίζουν σύµφωνα µε τις µικτές 

στρατηγικές pκαι q; 

Πρώτα παρατηρούµε ότι αν ο παίκτης-στήλη επιλέξει την στρατηγική j τότε ο 

παίκτης-γραµµή, παίζοντας το συνδυασµό πιθανότητας p, µπορεί να αναµένει µια 

απόδοση 1
m
i i ijp a=Σ . Τώρα, λαµβάνοντας υπόψιν ότι ο παίκτης-στήλη επίσης επιλέγει 

τις στρατηγικές του σύµφωνα µε τον ορίζοντα πιθανότητας q, προκύπτει ότι ο 

παίκτης-γραµµή µπορεί να αναµένει µια απόδοση 1
m

j i i ijq p a=Σ  από τον παίκτη-στήλη 

που  θα επιλέξει τη στρατηγική j. Αυτό σηµαίνει ότι η αθροιστική αναµενόµενη 

απόδοση του παίκτη-γραµµή είναι 
1

1 1

,
m n

i j ij
i j

p q p q aπ
= =

( ) =∑∑
 

Οµοίως, η αναµενόµενη απόδοση του παίκτη-στήλη είναι 

m n

2 i j ij
i=1 j=1

(p,q)= p qbπ ∑∑
 

Τώρα έχουµε ένα παίγνιο στρατηγικής µορφής στο οποία τα σύνολα 

στρατηγικών των παικτών έχουν αντικατασταθεί µε ορίζοντες πιθανότητας πάνω στις 

στρατηγικές. Ένα τέτοιο παίγνιο λέγεται παίγνιο σε µικτές στρατηγικές. Ακόµη, το 

παίγνιο πίνακα έχει µια ισορροπία Nashσε µικτές στρατηγικές όπως φαίνεται από το 

παρακάτω θεώρηµα. 

Θεώρηµα 1 Κάθε παίγνιο πίνακα έχει µια ισορροπία Nash σε µικτές 

στρατηγικές. 

∆εν είναι δύσκολο να δούµε ότι οι ισορροπίες Nashσε αµιγείς στρατηγικές 

(όταν υπάρχουν) ενός παιγνίου πίνακα µπορούν να γραφούν ως ισορροπίες µικτών 

στρατηγικών (p,q) στις οποίες οι στρατηγικές pκαι qέχουν την µορφή  
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p=(0,…,0,1,0,…,0) και q=(0,…,0,1,0,…,0) 

Θεώρηµα 2 Ένας ορίζοντας στρατηγικής (i,j) για ένα παίγνιο πίνακα είναι 

ισορροπία Nash αν και µόνο αν η αµιγής στρατηγική (i,j) είναι επίσης ισορροπία 

Nash για το παίγνιο σε µικτές στρατηγικές. 

Με άλλα λόγια, κάθε ισορροπία Nash σε αµιγείς στρατηγικές είναι επίσης 

ισορροπία Nash του παιγνίου σε µικτές στρατηγικές. ∆ηλαδή, αν υπάρχουν 

ισορροπίες Nash, τότε είναι επίσης σύµφωνα µε το θεώρηµα 2 ισορροπίες για το 

παίγνιο σε  µικτές στρατηγικές. Όµως, η µεγάλη διαφορά είναι ότι ενώ το παίγνιο 

µπορεί να µην έχει ισορροπία σε αµιγείς στρατηγικές, έχει πάντα σύµφωνα µε το 

θεώρηµα 1 µια ισορροπία µικτών στρατηγικών. Στη συνέχεια παραθέτουµε ορισµένες 

οδηγίες για την εύρεση ισορροπιών µικτών στρατηγικών.  

 

Οδηγίες για τον υπολογισµό ισορροπιών µικτών στρατηγικών 

Για να υπολογίσουµε ισορροπίες µικτών στρατηγικών σε ένα παίγνιο πίνακα 

ακολουθούµε τα τέσσερα παρακάτω βήµατα : 

1. Γράφουµε το παίγνιο πίνακα σε µορφή δύο πινάκων Α=[aij], B=[bij]. 

2. Υπολογίζουµε τις δύο συναρτήσεις απόδοσης 

1
1 1

,
m n

i j ij
i j

p q p q aπ
= =

( ) =∑∑
 και 

m n

2 i j ij
i=1 j=1

(p,q)= p qbπ ∑∑
 

3. Θέτουµε 
1

11 m
m i ip p−

== −Σ  και 
1
11 n

n j jq q−
== −Σ

στους τύπους για την 

απόδοση και εκφράζουµε (µετά από τους υπολογισµούς) τις 

συναρτήσεις απόδοσης π1 και π2 ως συναρτήσεις των µεταβλητών 

p1,...,pm-1, q1,…,qn-1. 

4. Υπολογίζουµε τις µερικές παραγώγους 

1

ip

π∂
∂

και

2

jq

π∂
∂

 και θεωρούµε το 

σύστηµα 

1 0
ip

π∂
=

∂ (i=1,…,m-1) και

2 0
jq

π∂
=

∂
(j=1,…,n-1). 

Κάθε λύση αυτού του συστήµατος p1,...,pm-1, q1,…,qn-1µε pi≥0 καιqj≥0 για κάθε 

iκαι j, 
1

1 1m
i ip−
=Σ ≤

και 
1
1 1n

j jq−
=Σ ≤

είναι µια ισορροπία µικτών στρατηγικών.  
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Μια ισορροπία (p,q) ονοµάζεται εσωτερική ισορροπία αν pi>0 και qj>0 για όλα 

τα i και j. Οι εσωτερικές ισορροπίες του παιγνίου αντιστοιχούν ακριβώς στις λύσεις 

p1,...,pm-1, q1,…,qn-1του συστήµατος  

1 0
ip

π∂
=

∂
, (i=1,…,m-1) και 

2 0
jq

π∂
=

∂
, (j=1,…,n-1) µε pi>0 και qj>0 για όλα τα 

iκαι j, 
1

1 1m
i ip−
=Σ <

και   
1
1 1n

j jq−
=Σ <

. 

Ας επεξηγήσουµε τις οδηγίες για την εύρεση ισορροπιών µικτών στρατηγικών 

µε ένα παράδειγµα. 

 

Παράδειγµα 

Είναι εύκολο να δούµε ότι το παίγνιο πίνακα  

0 3 3 0

2 1 1 2
A και

   
= Β =   
     

δεν έχει ισορροπία Nashσε αµιγείς στρατηγικές. Θα χρησιµοποιήσουµε τις οδηγίες 

που παρουσιάσαµε πιο πάνω για να υπολογίσουµε µια ισορροπία µικτών 

στρατηγικών για το παίγνιο αυτό. 

 Αρχίζουµε υπολογίζοντας τις συναρτήσεις αναµενόµενης απόδοσης των 

παικτών. Έχουµε  

π1=3p1· q2 + 2p2q1 + p2q2= 

= 3p1(1-q1) + 2(1-p1)q1 + (1-p1)(1-q1) 

=4p1q1 + 2p1 + q1 + 1 

και 

 π2=3p1· q1 + p2q1 + 2p2q2= 

= 3p1q1 + (1-p1)q1 + 2(1-p1)(1-q1) 

=4p1q1- q1 - 2p1 + 2 

Παραγωγίζοντας, παίρνουµε το σύστηµα  

1 2
1 1

1 1

4 2 0 4 1 0q p
p q

π π
και

∂ ∂
= − + = = − =

∂ ∂
 

το οποίο δίνει 
1 1

1 1

4 2
p qκαι= =

. Αυτό συνεπάγεται  

2 1 2 1

3 1
1 1

4 2
p p q qκαι= − = = − =
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Εποµένως, το 

1 3 1 1
, , ,

4 4 2 2

    
    
      είναι µια ισορροπία µικτών στρατηγικών, η οποία 

είναι επίσης εσωτερική ισορροπία.  
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