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                                     Summary:

 You don’t have to be a mathematician to understand the basic properties 
of numbers.That is the reason why number theory attracts people like no 
other science does so far.Divisibility,quadratic residues,the Euler-Fermat 
theorem,and generally everything that is related to prime numbers and 
their properties are some of the most popular elements of mathematics.

        On this paper,we are opening the book of mathematical magic,to 
reveal the greatest secret of prime numbers we know so far: the Prime 
Number Theorem.

We will see a big introduction at the most important elements of number 
theory we will make use of (divisibility properties, the Euler-Fermat 
theorem, Euler product etc).

 Our goal is to present the elementary ingenious approach of  Pavnuti 
Chebishev at the Prime Number Teorem using only basic properties of  
prime numbers and binomial coefficients and to import the most recent 
progress on the Prime Number Theorem.
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Εισαγωγή

«Τα µαθηµατικά είναι η βασίλισσα των 
επιστηµών και η θεωρία αριθµών είναι η 
βασίλισσα των µαθηµατικών»

Κ.Φ.Γκάους (1777-1855)

Αυτή η γνωστή πρόταση του «πρίγκιπα των µαθηµατικών» 
δικαιολογεί απόλυτα το πάθος των µαθηµατικών ανά τον κόσµo 
για την µελέτη των ακεραίων και των ιδιοτήτων τους. Η 
οµορφιά και η κοµψότητα που αποπνέουν τα αριθµοθεωρητικά 
θέµατα είναι τόση, ώστε να κρατάει αµείωτο το ενδιαφέρον των 
«ανήσυχων µυαλών» ανά τον κόσµο είτε είναι ερασιτέχνες είτε 
επαγγελµατίες µαθηµατικοί…  
Η προσοχή των ερευνητών έχει αιχµαλωτιστεί από τα 
πολυάριθµα προβλήµατα της αριθµοθεωρίας, τα οποία «είναι 
κατανοητά ακόµη και από µικρά παιδιά, απαντώνται όµως µόνο 
από ιδιοφυΐες» όπως είχε πει και ο Ούγγρος µαθηµατικός Πολ 
Έρντος…Τα περισσότερα προβλήµατα αντιστέκονται στο 
πέρασµα των χρόνων, µε µερικά από αυτά να µοιάζουν εντελώς 
απρόσιτα από οποιονδήποτε µαθηµατικό ερευνητή. Έτσι, η θ. 
αριθµών έχει χαρακτηριστεί δικαιολογηµένα ως ο πιο δύσκολος 
κλάδος των µαθηµατικών…
Όλοι οι µεγάλοι µαθηµατικοί έχουν ενασχοληθεί µε τα 
προβλήµατα σχετικά µε τους ακέραιους αριθµούς, από τον 
Πυθαγόρα και τον Ευκλείδη, µέχρι και τους Όιλερ, Γκάους, 
Χίλµπερτ, Έρντος και πολλούς άλλους…
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                         Ιστορικά στοιχεία

Οι Έλληνες θεωρούνται ως οι πρώτοι που ασχολήθηκαν 
συστηµατικά µε τους ακεραίους και οι πιο επιφανείς ήταν ο 
Πυθαγόρας ο Σάµιος (580-490π.Χ.),ο Ευκλείδης (γύρω στο 300 
π.Χ.) και ο Διόφαντος (200-284 µ.Χ.).

Ο Ευκλείδης  στα Στοιχεία, µία σειρά από 13 βιβλία εκ των 
οποίων τα 3 είναι αριθµοθεωρία, αποδεικνύει την ύπαρξη 
απείρων πρώτων αριθµών και εισάγει τον Ευκλείδειο αλγόριθµο
Ο Ευκλείδειος αλγόριθµος είναι µία διαδικασία υπολογισµού 
του µέγιστου κοινού διαιρέτη δύο αριθµών πολύ 
αποτελεσµατική, αφού έχει πολυπλοκότητα Ο(log(α+β)) όπου α, 
β οι δοσµένοι αριθµοί.
 Ορίζει επίσης τους τέλειους αριθµούς µία ακολουθία αριθµών 
µε τεράστιο µαθηµατικό ενδιαφέρον και µε πολλά άλυτα προς 
το παρόν σχετικά µε αυτήν ερωτήµατα. «Τέλειος ἀριθμός 
ἐστιν ὁ τοῖς ἑαυτοῦ μέρεσιν ἴσος ὤν.» όπως αναφέρει.
Με βάση αυτό τον ορισµό συµπεραίνουµε πως ο 6 είναι τέλειος 
αριθµός αφού ισχύει 6=1+2+3 ίσος δηλαδή µε το άθροισµα των 
γνήσιων διαιρετών του. Κάποιοι από τους επόµενους τέλειους 
αριθµούς είναι οι 28, 496, 8128,…Είναι άγνωστο το αν 
υπάρχουν άπειροι τέλειοι αριθµοί.

Ο Διόφαντος, µελετάει στο έργο του Αριθµητικά εξισώσεις της 
µορφής Φ(α,β,…)=0  όπου α,β,…ακέραιοι αριθµοί. Προς τιµήν 
του, αυτού του τύπου οι εξισώσεις ονοµάστηκαν Διοφαντικές 
και η µελέτη τους αποτελεί και σήµερα φλέγον ερευνητικό 
θέµα. Κλασσικό παράδειγµα είναι η Διοφαντική εξίσωση                   
xn + yn= zn    όπου  n ≥ 3 .
Αποδείχτηκε ότι δεν έχει λύση µόλις το 1994 από τον 
Andrew Wiles κάτι που προκάλεσε σοκ στην µαθηµατική 
κοινότητα.
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Μετά τους Έλληνες δε σηµειώθηκε ιδιαίτερη ανάπτυξη στον 
τοµέα για πολλά χρόνια, µέχρι και την έκδοση του Liber abaci
το έτος 1202 από τον Φιµπονάτσι (Λεονάρδος της Πίζας).Ο 
Φιµπονάτσι εισήγαγε τους Αραβικούς χαρακτήρες και µία 
ακολουθία, την περίφηµη ακολουθία Φιµπονάτσι, η οποία έχει 
ερευνητικό ενδιαφέρον µέχρι και σήµερα! Η ακολουθία αυτή 
παρουσιάζεται συνεχώς στη φύση και συνδέεται µε τη χρυσή 
τοµή

    
το γνωστό αριθµό των Πυθαγορείων…

Έπειτα έρχεται στο προσκήνιο ο Πιέρ ντε Φερµά (1601-1665).Ο 
Φερµά «ανέστησε» τη θεωρία αριθµών σε µία εποχή που το 
ενδιαφέρον του κόσµου για τα µαθηµατικά επικεντρώνονταν 
στις εφαρµογές τους σε «πρακτικά» προβλήµατα.
Εισήγαγε την «µέθοδο της άπειρης καθόδου», µία παραλλαγή 
της µαθηµατικής επαγωγής για την επίλυσή τους . 
Χρησιµοποιώντας την, απέδειξε ότι κάθε πρώτος της µορφής 
4κ+1 παριστάνεται σαν άθροισµα δύο τετραγώνων αριθµών.
Απέδειξε επιπλέον το «µικρό θεώρηµά» του, το οποίο έχει 
πλέον πολλές εφαρµογές στην κρυπτογραφία.

Η ασφάλεια των τραπεζικών συναλλαγών βασίζεται σ’ αυτό το 
περιβόητο «µικρό θεώρηµα», αφού οι περισσότερες 
κρυπτογραφικές µέθοδοι το χρησιµοποιούν για την εξασφάλιση 
ασφαλών «κινήσεων»…

Ο Φερµά είναι επίσης γνωστός λόγω του «Τελευταίου 
Θεωρήµατος του Φερµά», ένα πρόβληµα το οποίο παρέµεινε 
άλυτο για περίπου 350 χρόνια µέχρι να αποδειχτεί το 1994 
τελικά από τον Andrew Wiles,γεγονός που συγκλόνισε την 
µαθηµατική κοινότητα…
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Ο Leonard Euler (1707-1783) είναι ο αµέσως επόµενος 
«πρωταγωνιστής» της ιστορίας…
 
Θεωρείται από πολλούς ως ο σηµαντικότερος µαθηµατικός της 
ιστορίας, αφού είναι ο πολυγραφότερος όλων των εποχών! Το 
έργο του υπερβαίνει σε όγκο τους 70 τόµους! Ασχολήθηκε 
εκτός της θ. αριθµών µε κάθε άλλο κλάδο των µαθηµατικών και 
της φυσικής, όπως γεωµετρία, ανάλυση, συνδυαστική, µηχανική 
αστρονοµία, υδροδυναµική, οπτική  κ. α… 
Στην αριθµοθεωρία είναι περισσότερο γνωστός από το 
«γινόµενο Euler» και από το «θεώρηµα Euler»  που εµπεριέχει 
την πασίγνωστη συνάρτηση φ του Euler. Επιπλέον, ήταν ο 
πρώτος που έλυσε το «πρόβληµα της Βασιλείας» τον 
υπολογισµό δηλαδή του συγκλίνοντος αθροίσµατος ζ(2).Θα 
ασχοληθούµε πιο λεπτοµερειακά µε την συνάρτηση ζ 
παρακάτω. Το εκπληκτικό µε τον  Euler ήταν ότι παρέµεινε το 
ίδιο παραγωγικός ακόµη και την εποχή που ήταν µεγάλος σε 
ηλικία και είχε µείνει ολοκληρωτικά τυφλός! Σχεδόν σε κάθε 
κλάδο των θετικών επιστηµών αναφέρεται το όνοµά του.

  
Όλοι αυτοί άφησαν πίσω τους µεγάλο έργο πάνω στη µελέτη 
των πρώτων αριθµών, όµως και πάλι δεν είχε γίνει το µεγάλο 
βήµα για περαιτέρω εµβάθυνση στα «άτοµα» της αριθµητικής…

Χρειάστηκε η διαίσθηση, ή µάλλον η εκπληκτική διαίσθηση του 
Γκάους για να µπορέσουµε να δούµε πιο µακριά… 
Ο Γκάους έδειξε από µικρός τις ικανότητές του και σε ηλικία 19 
ετών απέδειξε ένα εκπληκτικό θεώρηµα σχετικά µε την 
κατασκευασιµότητα κανονικών πολυγώνων µε κανόνα και 
διαβήτη.
Σε ηλικία 21 ετών ολοκλήρωσε το κλασσικό του σύγγραµµα
“Disquisitiones arithmeticae” που αποτελεί σηµείο 
αναφοράς  στην αριθµοθεωρία…
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Σε µικρή ηλικία, ο νεαρός «πρίγκιπας» έκανε µία εικασία 
σχετικά µε το πλήθος των πρώτων που είναι µικρότεροι ή ίσοι 
από ένα δοσµένο αριθµό x. Ονόµασε µε π(x) το πλήθος των 
πρώτων που δεν υπερβαίνουν τον x και έκανε την εικασία ότι 

π(x)~x/lnx   που σηµαίνει ότι ο λόγος των δύο ποσοτήτων, του π
(x) και του x/lnx  συγκλίνει στην µονάδα καθώς το x αυξάνει…

Αυτό τελικά αποδείχτηκε το 1896 από τους Jacques Hadamard 
και  C. J. de la Vallee Poussin (ανεξάρτητα ο ένας από τον άλλο) 
µε τη χρήση της µιγαδικής ανάλυσης και ειδικότερα µε τη 
µελέτη της συνάρτησης ζήτα του Riemann.
Η απόδειξη ήταν πολύ δύσκολη και προς απογοήτευση πολλών, 
µη στοιχειώδης. Ένας Ρώσος µαθηµατικός όµως, ονόµατι 
Παφνούτι Τσέµπισεφ  (Chebishev),νωρίτερα, το 1852 είχε κάνει 
την πρώτη σηµαντική πρόοδο σχετικά µε τη συνάρτηση π(x).
Απέδειξε συγκεκριµένα ότι   αx/lnx<π(x)<βx/lnx όπου 
α=(ln2)/2+(ln3)/3+(ln5)/5-(ln30)/30 το οποίο ισούται περίπου 
µε 0.921292 και β/α=6/5.

Αυτή η προσέγγιση στο «Θεώρηµα των πρώτων αριθµών»θα 
είναι και το κύριο αντικείµενο µελέτης µας …
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                    Ορισµοί - βασικά  θεωρήµατα
                                                                                                                  
         
Θα κάνουµε µία εισαγωγή παρουσιάζοντας τα µέχρι σήµερα 
σπουδαιότερα αποτελέσµατα στη θ. αριθµών καθώς και τις 
αποδείξεις τους..

Οι φυσικοί αριθµοί είναι οι 0,1,2,3… ενώ οι ακέραιοι είναι οι
-3,-2,-1,0,1,2,3…Δε θα προσπαθήσουµε να επεκταθούµε στον 
ορισµό του «τι είναι αριθµός» γιατί αυτό ξεφεύγει από τον 
σκοπό της παρούσης εργασίας…

Ορισµός.  Έστω α, β ακέραιοι αριθµοί µε α διάφορο του µηδέν.
Θα λέµε ότι ο α διαιρεί τον β ή ότι ο β είναι πολλαπλάσιο του α
αν υπάρχει µοναδικός ακέραιος κ ώστε β=κα και θα το 
συµβολίζουµε µε α⏐β ενώ αν ο α δεν διαιρεί τον β θα γράφουµε 
α⊥β 

Ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες στη διαιρετότητα:

1) 1⏐α για κάθε ακέραιο α

2) α⏐α   ∀ α≠0

3) αν α⏐β και β⏐γ τότε α⏐γ

4) αν α⏐β και α⏐γ τότε α⏐(κβ+λγ) για κάθε κ, λ ακεραίους.

5) αν α⏐β τότε |α|≤|β|
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6) κ⋅λ=λ⋅κ για κάθε δύο φυσικούς κ, λ.

Η αποδείξεις των πρώτων  ιδιοτήτων είναι προφανείς…
 Ότι  κ⋅λ=λ⋅κ είναι µία αξιοσηµείωτη ιδιότητα του 
πολλαπλασιασµού και αποδεικνύεται εύκολα µε µαθηµατική 
επαγωγή (ή µε γεωµετρικό τρόπο χρησιµοποιώντας το γεγονός 
ότι το εµβαδόν ενός ορθογωνίου παραµένει αµετάβλητο αν 
περιστρέψουµε το ορθογώνιο κατά 90 µοίρες)…

Με βάση τη διαιρετότητα θα χωρίσουµε τους φυσικούς σε δύο 
κατηγορίες : τους σύνθετους και τους πρώτους.

Ορισµός: Έστω α>1 φυσικός αριθµός. Αν οι µοναδικοί 
διαιρέτες του α είναι το 1 και το α, τότε ο α θα λέγεται πρώτος. 
Αν υπάρχει δ, µε 1<δ<α ώστε δ⏐α , ο α λέγεται σύνθετος.

Το 1 για λόγους ευκολίας δεν θεωρείται ούτε σύνθετος ούτε 
πρώτος.

Με βάση αυτό τον ορισµό µπορούµε να αποδείξουµε το πρώτο 
µας θεώρηµα, το οποίο αποδείχτηκε για πρώτη φορά από τον 
Ευκλείδη:

Θεώρηµα: Κάθε φυσικός αριθµός >1 έχει τουλάχιστον ένα 
πρώτο διαιρέτη.

Απόδειξη:Έστω ότι δ είναι ο ελάχιστος διαιρέτης του α που 
είναι  >1. Θα αποδείξουµε ότι ο δ είναι πρώτος.
Πράγµατι, αν ο δ σύνθετος υπάρχει κ>1 ώστε κ⏐δ. 
Επειδή κ⏐δ και δ⏐α έπεται ότι κ⏐α  µε 1<κ<δ. 
Άρα, υπάρχει κ<δ ώστε κ⏐α, το οποίο αντιβαίνει στον ορισµό 
του δ ως του ελάχιστου διαιρέτη του α. Αυτό αποδεικνύει το 
ζητούµενο.
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Γνωρίζουµε ότι κάθε φυσικός έχει τουλάχιστον ένα πρώτο 
διαιρέτη. Είναι αναµενόµενο να αναρωτηθούµε:Πόσοι είναι οι 
πρώτοι;Τελειώνουν ποτέ;Είναι άπειροι;

Απάντηση σ’ αυτό το ερώτηµα έδωσε και πάλι ο Ευκλείδης ο 
οποίος έδειξε ότι οι πρώτοι αριθµοί δεν τελειώνουν ποτέ!

  Θεώρηµα: Υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθµοί

 Απόδειξη:  Ας υποθέσουµε ότι   p1=2 < p2 = 3 < ... < pν   είναι 
όλοι οι πρώτοι. Έστω      P = p1p2...pν+1   και έστω  p ένας 
πρώτος που διαιρεί τον  P. Τότε ο p δεν µπορεί να είναι κανένας 
εκ των p1, p2, ..., pν   γιατί  θα διαιρούσε και τον                         
P-  p1p2...pν=1  το οποίο είναι αδύνατον. Άρα αυτός ο p είναι 
κάποιος άλλος πρώτος µεγαλύτερος των p1, p2, ..., pν 
κάτι το οποίο είναι άτοπο. 

Εδώ συχνά γίνεται µία παρανόηση και ο αρχάριος αναγνώστης 
νοµίζει ότι ο Ρ είναι κι αυτός πρώτος, κάτι το οποίο δεν ισχύει 
πάντα όµως.
Για  Ρ=30031=2⋅3⋅5⋅7⋅11⋅13+1 δεν ισχύει, διότι 
30031=59⋅509 δηλαδή είναι σύνθετος αριθµός.
Το αν ο Ρ γίνεται ποτέ πάλι πρώτος είναι άλυτο προς το παρόν, 
δεν φαίνεται όµως να έχε ι και κάποιο ιδ ια ίτερο 
αριθµοθεωρητικό ενδιαφέρον…

Ο ελάχιστος διαιρέτης  ενός αριθµού είναι όπως είδαµε πρώτος.
Είναι ενδιαφέρον να αναρωτηθούµε πόσο µεγάλος θα είναι ο 
µικρότερος διαιρέτης ενός πρώτου αριθµού; Το επόµενο 
αποτέλεσµα γνωστό από την αρχαιότητα αποδείχτηκε από τον 
Ερατοσθένη τον Κυρηναίο (276-195 π.Χ.) και είναι ένα πολύ 
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χρήσιµο θεώρηµα που µας επιτρέπει να αποφανθούµε για το 
πότε ένας αριθµός είναι πρώτος ή όχι.

Θεώρηµα: Έστω ν ένας σύνθετος φυσικός αριθµός. Τότε ο ν 
έχει έναν τουλάχιστον διαιρέτη δ ώστε 1<δ≤√ν .

Απόδειξη: Αφού ο ν σύνθετος, θα υπάρχει ένας ελάχιστος 
διαιρέτης δ του ν, µε  1<δ<ν ώστε ν =δ⋅κ . Θα αποδείξουµε
τώρα ότι ο δ≤√ν. Αφού ν =δ⋅κ και ο δ είναι ο ελάχιστος 
διαιρέτης του ν, συµπεραίνουµε ότι δ≤κ άρα ν≥ δ2.
Συνεπώς, δ≤√ν που αποδεικνύει το θεώρηµα.
Βασιζόµενοι σε αυτό το αποτέλεσµα, µπορούµε να 
αποφανθούµε σχετικά σύντοµα για το πότε ένας αριθµός είναι 
σύνθετος ή πρώτος. Ελέγχουµε όλους τους αριθµούς που δεν 
υπερβαίνουν την τετραγωνική ρίζα του ν, αν είναι διαιρέτες του 
ν. Αν δεν βρούµε κάποιον που να αποτελεί διαιρέτη του ν, τότε 
ο ν είναι αναγκαστικά πρώτος. Αλλιώς έχουµε βρει κάποιον 
γνήσιο διαιρέτη του ν και γνωρίζουµε µε ασφάλεια ότι ο ν είναι 
σύνθετος. Αυτό που κάνει ακόµη πιο ενδιαφέρον το θεώρηµα, 
είναι ότι δεν είναι ανάγκη να ελέγξουµε όλους τους αριθµούς 
που δεν υπερβαίνουν την τετραγωνική ρίζα του ν, αλλά µόνο 
τους πρώτους που δεν υπερβαίνουν την ρίζα ν. Αυτό γιατί όπως 
µας λέει ένα προαναφερθέν θεώρηµα,  ο ν έχει υποχρεωτικά 
κάποιο πρώτο διαιρέτη, που σηµαίνει ότι αν δεν βρούµε πρώτο 
που να διαιρεί γνήσια τον ν, δε θα βρούµε και κανέναν άλλο 
φυσικό αριθµό που να διαιρεί γνήσια τον ν.

Με βάση το παραπάνω κριτήριο µπορούµε να κατασκευάσουµε 
το «κόσκινο του Ερατοσθένη» µία διαδικασία εντοπισµού 
πρώτων που δεν υπερβαίνουν τον ν: Αρχίζοντας από το 2, 
διαγράφουµε κάθε πολλαπλάσιο του 2 που είναι µεγαλύτερο του 
2 και δεν υπερβαίνει τον ν. Έπειτα, διαγράφουµε κάθε 
πολλαπλάσιο του 3 που είναι µεγαλύτερο του 3 και δεν 
υπερβαίνει τον ν. Συνεχίζουµε την ίδια διαδικασία µε όλους 
τους πρώτους που είναι ≤√ν. Στο τέλος, θα έχουν µείνει µόνον 
οι πρώτοι που δεν υπερβαίνουν τον ν και η µονάδα.
Στον παρακάτω πίνακα βλέπουµε την εφαρµογή του κόσκινου 
για ν=100.
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1    2    3    4    5    6    7    8    9   10
11 12  13  14  15  16  17  18  19  20
21 22  23  24  25  26  27  28  29  30
31 32  33  34  35  36  37  38  39  40
41 42  43  44  45  46  47  48  49  50
51 52  53  54  55  56  57  58  59  60
61 62  63  64  65  66  67  68  69  70
71 72  73  74  75  76  77  78  79  80
81 82  83  84  85  86  87  88  89  90

  91 92  93  94  95  96  97  98  99  100

Οι πρώτοι που είναι ≤√100=10 είναι οι 2,3,5,7. Με µαύρα 
γράµµατα εµφανίζεται το 1 και όλοι οι πρώτοι που είναι 
µικρότεροι ή ίσοι του 100. Έχουµε διαγράψει µε κόκκινο χρώµα 
κάθε πολλαπλάσιο του 2 που είναι µεγαλύτερο του 2, κάθε 
πολλαπλάσιο του 3 που είναι µεγαλύτερο του 3 µε µπλε χρώµα 
κ.ο.κ.

Είδαµε λοιπόν ήδη κάποια πολύ ενδιαφέροντα αποτελέσµατα 
σχετικά µε τους πρώτους, έτσι ώστε να κερδίσουµε το 
ενδιαφέρον του αναγνώστη σύντοµα, δείχνοντας τι πρόκειται να 
δούµε παρακάτω…

Θα χρειαστούν και κάποιοι περαιτέρω ορισµοί έτσι ώστε να 
εµπλουτίσουµε το παρόν κείµενο µε περισσότερες ιδέες και 
αποτελέσµατα…

Έχουµε λοιπόν τους ακόλουθους ορισµούς:

Ορισµός: Έστω α, β δύο φυσικοί αριθµοί. Ορίζουµε ως µέγιστο 
κοινό διαιρέτη των α, β  τον µεγαλύτερο αριθµό που διαιρεί και 
τον α και τον β. Συµβολίζεται µε (α, β) ή µε µ.κ.δ (α, β)
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Αν οι α, β έχουν ως µέγιστο κοινό διαιρέτη την µονάδα δηλαδή 
αν (α, β)=1 τότε οι α, β ονοµάζονται πρώτοι µεταξύ τους.
Για παράδειγµα ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των 10 και 36 είναι 
το 2 ενώ των 25 και 49 είναι το 1.

Θεώρηµα: Αν (α, β)=δ τότε (α/δ, β/δ)=1

Απόδειξη:Έστω ότι κ>1 είναι κάποιος κοινός διαιρέτης των α/δ 
και β/δ . Τότε θα πρέπει ο κ⋅δ>δ να διαιρεί τους α και β κάτι το 
οποίο είναι άτοπο λόγω του ότι ο δ είναι ο µεγαλύτερος κοινός 
διαιρέτης των α και β .

Θεώρηµα: Κάθε κοινός διαιρέτης των α και β θα διαιρεί και τον 
µ.κ.δ(α, β) 

Απόδειξη: Έστω δ=(α,β) και έστω ρ ένας άλλος κοινός 
διαιρέτης των α και β. Θέλουµε να δείξουµε ότι ρ⏐δ .
Ας υποθέσουµε το αντίστροφο, ότι δηλαδή ρ⊥δ .
Άρα λοιπόν, ρ⏐α   και   ρ⏐β   ενώ   ρ⊥δ συνεπώς 
(δ)(ρ)/(ρ,δ) είναι ένας διαιρέτης των α και β µεγαλύτερος του δ 
το οποίο είναι άτοπο αφού ο δ είναι ο µέγιστος κοινός διαιρέτης 
των α και β. Αυτό αποδεικνύει το ζητούµενο…

Θεώρηµα:Έστω α,β φυσικοί αριθµοί. Τότε, υπάρχουν µοναδικοί 
κ, υ  ώστε α=κβ+υ, 0≤υ≤β-1

Απόδειξη: Το θεώρηµα αυτό µας λέει ότι κάθε αριθµός α 
βρίσκεται ανάµεσα σε δύο πολλαπλάσια του β κάτι το οποίο 
είναι απολύτως προφανές. Αφού τα πολ/σια του β είναι άπειρα, 
ο τυχαίος α θα είναι είτε πολ/σιο του β είτε θα  βρίσκεται γνήσια 
ανάµεσα από δύο πολ/σια του β. 

Αυτό το αποτέλεσµα είναι γνωστό και ως «ευκλείδεια διαίρεση 
του α µε τον β».
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Βασιζόµενος σε αυτή, ο Ευκλείδης  επινόησε τον «Ευκλείδειο 
αλγόριθµο» µία µέθοδο υπολογισµού του µέγιστου κοινού 
διαιρέτη δύο αριθµών. Ας δούµε όµως σε τι αναφερόµαστε…

Θεώρηµα:Έστω α, β ∈Ν, µε α=κβ+υ, µε 0≤υ≤ β-1

Τότε, (α, β)=(β, υ)

Απόδειξη:Έστω δ=(α, β). Τότε δ θα διαιρεί και τον α-κβ=υ.
Άρα ο δ διαιρεί τους β και υ, οπότε  από προηγούµενο θεώρηµα 
ο δ θα διαιρεί και τον µ.κ.δ (β, υ), δηλαδή δ⏐(β, υ)
Επίσης, ο µ.κ.δ (β, υ) θα διαιρεί και τον κβ+υ  άρα και τον α.

1.Συνεπώς, (β, υ) διαιρεί τον β και τον α. Άρα, (β, υ)⏐δ
Από αυτό συµπεραίνουµε πως (β, υ)=(α, β) οπότε αποδείχτηκε 
το ζητούµενο…

Θεώρηµα: Έστω  p  ένας πρώτος αριθµός και α∈Ν. 
Αν  p⊥α τότε (p,α)=1
Απόδειξη: Ας υποθέσουµε ότι ο p και ο α έχουν κάποιο κοινό 
διαιρέτη δ>1.Τότε δ⏐ p και δ⏐α 
Επειδή όµως ο p πρώτος και δ>1 θα πρέπει αναγκαστικά δ= p
και άρα   p⏐α το οποίο είναι άτοπο µε βάση την υπόθεσή µας.

 
Θεώρηµα:Έστω α, β φυσικοί αριθµοί. Τότε αν (α, β)=δ
υπάρχουν κ, λ ακέραιοι ώστε  κα+λβ =δ

Απόδειξη: Έστω το σύνολο  Α= {κα+λβ⏐κ, λ ∈Ζ}.Το σύνολο 
αυτό έχει κάποιο ελάχιστο θετικό στοιχείο, έστω το χ. Θα 
δείξουµε ότι  χ= δ. Αφού χ∈Α υπάρχουν κ, λ∈Ζ ώστε 
χ=κα+λβ. Έστω τώρα η ευκλείδεια διαίρεση του α µε τον χ
α=γχ+υ, 0≤υ<χ. Άρα υ=α−γχ=α−γ(κα+λβ)=α(1−γκ)+β(−γλ).
Άρα, υ=0 διότι αν υ>0 τότε θα είχαµε υ∈Α µε υ<χ κάτι το 
οποίο είναι αντίφαση. Άρα α=γχ οπότε ο χ διαιρεί τον α. Οµοίως 
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βρίσκουµε ότι χ⏐β άρα χ⏐δ. Αφού όµως χ=κα+λβ ⇒ δ⏐χ άρα 
λοιπόν χ=δ και το θεώρηµα αποδείχτηκε.

Πρόταση:(Λήµµα Ευκλείδη)  Αν p ⏐αβ τότε p ⏐α  ή  p⏐β

Απόδειξη: Έστω ότι  p⊥α . Άρα ( p,α)=1.
Υπάρχουν λοιπόν µε βάση το προηγούµενο θεώρηµα ακέραιοι 
κ, λ ώστε   κ p+λα=1⇒κβ p+λαβ=β και επειδή   p ⏐αβ

συµπεραίνουµε πως   p⏐β .
 

Αυτά είναι πολύ χρήσιµα αποτελέσµατα τα οποία θα µας 
βοηθήσουν πολύ παρακάτω.
Θα δούµε τώρα το περίφηµο «Θεµελιώδες θεώρηµα της 
αριθµητικής» και την τόσο απλή του απόδειξη….

Θεώρηµα: Κάθε φυσικός αριθµός >1 αναλύεται κατά µοναδικό 
τρόπο σε γινόµενο πρώτων παραγόντων

Απόδειξη: Έστω α∈Ν µε α>1 και έστω p ο ελάχιστος πρώτος 
διαιρέτης του α. Αν α= p τότε ο α πρώτος και έχουµε τελειώσει.
Αν α σύνθετος  έστω p΄ ο ελάχιστος πρώτος διαιρέτης του α/ p. 
Αν ο α/ p πρώτος τότε τελειώσαµε. Αλλιώς συνεχίζουµε την ίδια 
διαδικασία εξάντλησης  η οποία θα τελειώσει κάποτε (γιατί ο α 
πεπερασµένος ) και θα έχει τελειώσει όταν ο α έχει αναλυθεί σε 
γινόµενο πρώτων. Αυτή η ανάλυση θα είναι µοναδική για τον 
α .Πράγµατι, αν ίσχυε ότι  α = p1p2...pν = q1 q 2... q µ   µε  pr ≠ qs 

 ∀ r≤ν και s≤µ (∗) (αν για κάποιους πρώτους  pr, qs   ισχύει  
pr=qs τότε τους απαλείφουµε µέχρι να φτάσουµε στην µορφή 
(∗))
θα έπρεπε για κάποιους pκ, qλ  να ισχύει ότι pκ⏐ qλ  και 
άρα pκ=qλ   κάτι που οδηγεί σε αντίφαση λόγω του ότι  ο α 
γράφεται στην µορφή (∗). 
Συνεπώς, αποδείχτηκε το ζητούµενο…
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Βλέπουµε λοιπόν ότι οι πρώτοι αριθµοί αποτελούν τα δοµικά 
στοιχεία της αριθµητικής, καθώς µε βάση αυτούς µπορούµε να 
«χτίσουµε» πολλαπλασιαστικά όλους τους φυσικούς αριθµούς.
Είναι εµφανές λοιπόν το γιατί οι µαθηµατικοί τους µελετούν µε 
τόσο πάθος …
Ας εισχωρήσουµε βαθύτερα όµως …

Θεώρηµα: Οι αριθµοί της µορφής  Fn=2 +1  είναι όλοι πρώτοι  
µεταξύ τους .

Απόδειξη:Παρατηρούµε ότι  Fn-2=(2 +1) (2 -1)

οπότε λοιπόν επαγωγικά βλέπουµε ότι  

Fn-2= (F0 )(F1)…( Fn-1)
     

Άρα λοιπόν,  αν συµβολίσουµε µε Fn τον n-οστό όρο ισχύει:
Για κ<λ ,  Fκ⏐ Fλ −2 . Συνεπώς, αν (Fκ, Fλ  )=δ>1 θα πρέπει
δ⏐ Fκ  , δ⏐ Fλ και δ⏐ Fλ  −2 άρα και δ⏐2 κάτι το οποίο είναι 
άτοπο, διότι όλοι οι Fn  είναι περιττοί. Άρα όλοι οι Fn  είναι 
πρώτοι µεταξύ τους…
Οι αριθµοί αυτοί έγιναν γνωστοί από τον Φερµά και προς τιµήν 
του ονοµάζονται αριθµοί του Φερµά. Παρ’ όλο που είναι όλοι 
πρώτοι µεταξύ τους, δεν γνωρίζουµε αν υπάρχουν άπειροι 
πρώτοι αυτής της µορφής. Ο ίδιος ο Φερµά λένε ότι πίστευε ότι 
όλοι οι Fn είναι πρώτοι γιατί όπως θα δούµε παρακάτω έχουν 
µία µάλλον ασυνήθιστη ιδιότητα που ικανοποιείται από τους 
πρώτους αριθµούς. Όντως, για n=0,1,2,3,4 οι  Fn δίνουν 
αντίστοιχα 3, 5, 17,257,65537 που είναι όλοι πρώτοι. Ο Όιλερ 
όµως, έδειξε ότι ο F5 είναι σύνθετος και διαιρετός από τον 
πρώτο αριθµό 641. Μέχρι στιγµής δεν έχει βρεθεί κανείς άλλος 
πρώτος του Φερµά.

Θεώρηµα: Ισχύει η ανισότητα:   pn ≤2 +1   ∀n≥0 
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Απόδειξη: Είδαµε µόλις πριν ότι όλοι οι Fn είναι πρώτοι µεταξύ 
τους. Έτσι, κάθε ένας από αυτούς έχει τουλάχιστον έναν πρώτο 
διαιρέτη, διαφορετικό όµως από τους πρώτους διαιρέτες των 
προηγουµένων του όρων, έτσι λοιπόν ισχύει:
pn ≤ 2 +1   

 Το προηγούµενο επιχείρηµα µπορεί να εφαρµοστεί και σε 
οποιαδήποτε άλλη ακολουθία φυσικών αριθµών µε τους όρους 
της να είναι πρώτοι µεταξύ τους. Υπάρχουν πολλά 
παραδείγµατα τέτοιων ακολουθιών. Για παράδειγµα, η 
ακολουθία 1, 3, 7, 31,…
όπου οι όροι της είναι οι αριθµοί της µορφής  2p−1 όπου p 
πρώτος, είναι µία τέτοια ακολουθία. Ας δούµε και την σχετική 
απόδειξη.
Ας υποθέσουµε ότι  (2p−1, 2q−1)=δ> 1  για κάποιους πρώτους   
p, q. Έστω ότι p=κ⋅q+υ, 0<υ< q είναι η ευκλείδεια διαίρεση 
του  p µε τον q . Επειδή   δ ⏐2q−1 ⇒  δ ⏐2κq −1.Άρα ο δ  θα 

διαιρεί και τον 2p−1 − (2κq −1). Δηλαδή δ⏐2κq+υ− 2κq  ⇒  δ 

⏐2υ −1
(αφού ο δ περιττός ως διαιρέτης περιττών όρων).
Άρα δ διαιρεί τον 2p−1 και τον 2υ −1. Έστω πάλι p=λ⋅υ+υ1        
0< υ1< υ είναι η ευκλείδεια διαίρεση του p µε τον υ. Να 
σηµειώσουµε εδώ ότι ποτέ η διαίρεση δε θα είναι τέλεια αφού ο 
p πρώτος.
Βρίσκουµε και πάλι µε πανοµοιότυπο τρόπο ότι δ ⏐2υ1 −1 και 
συνεχίζοντας έτσι, θα καταλήξουµε µε βάση τον ευκλείδειο 
αλγόριθµο σε ένα υπόλοιπο υκ  το οποίο θα ισούται µε την 
µονάδα, αφού ο p πρώτος και κάθε αριθµός µικρότερός του έχει 
µέγιστο κοινό διαιρέτη µε αυτόν την µονάδα.
Οπότε τελικά δ⏐21−1= 1 άρα δ=1 το οποίο είναι άτοπο και 
αυτό ολοκληρώνει την απόδειξή µας.
 
Αυτή η ακολουθία παίζει κεντρικό ρόλο στη θεωρία αριθµών.
Γενικά γνωρίζουµε ότι αν ο 2ν−1 είναι πρώτος, τότε 
αναγκαστικά και ο ν είναι πρώτος. Αυτό προκύπτει από την 
ιδιότητα 2κλ−1=(2κ−1)( 2κ(λ-1) +  2κ(λ-2)  +… +1 ). 
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Αν ο ν ήταν σύνθετος, τότε ν=κ⋅λ για κάποιους κ και λ 
µεγαλύτερους της µονάδας. Τότε όµως όπως εύκολα βλέπουµε ο 
2κ−1 θα ήταν ένας γνήσιος διαιρέτης του 2ν−1 , µε  2κ−1 ≥ 3 
(αφού κ≥2) κάτι το οποίο αντιβαίνει στην ιδιότητα του 2ν−1 ως 
πρώτου. Άρα ο 2ν−1 πρώτος ⇒ ο ν πρώτος.
Το αντίστροφο δυστυχώς δεν ισχύει, αφού ο 11 είναι πρώτος 
ενώ ο 211−1=2047=23⋅89 είναι σύνθετος.

Κάθε πρώτος της ακολουθίας ονοµάζεται «πρώτος του Μερσέν» 
προς τιµήν του Γάλλου µοναχού και ερασιτέχνη µαθηµατικού 
(όπως και οι περισσότεροι εκείνη την εποχή)
Μαρίν Μερσέν. Γίνεται µεγάλη έρευνα στο διαδίκτυο σχετικά 
µε αυτούς τους αριθµούς και ο λόγος είναι ο ακόλουθος: Οι 
πρώτοι αυτής της µορφής συνδέονται ευθέως µε τους τέλειους 
αριθµούς, αφού η γνώση ενός πρώτου του Μερσέν µας δίνει την 
δυνατότητα να κατασκευάσουµε έναν τέλειο αριθµό. Ας δούµε 
ένα ακόµη θεώρηµα αποδεδειγµένο από τον Ευκλείδη.

Θεώρηµα: Αν ο  2κ−1 είναι πρώτος, τότε ο αριθµός 2κ-1(2κ−1) 
είναι τέλειος.

Απόδειξη: Εύκολα διαπιστώνουµε ότι όλοι οι γνήσιοι διαιρέτες 
του ζητούµενου αριθµού είναι οι 1, 21, …,2κ-1, 2κ−1, 2(2κ−1),
…
2κ-2(2κ−1).
Αθροίζοντάς τους λοιπόν παίρνουµε 
1+21+…+2κ-1+(2κ−1)+…+2κ-2 (2κ−1)= 2κ−1 +(2κ−1)( 2κ-1−1)
=
=2κ-1(2κ−1) δηλαδή τον ίδιο τον αριθµό, πράγµα που 
αποδεικνύει το ζητούµενο.

Το αντίστροφο του θεωρήµατος του Ευκλείδη το απέδειξε ο 
Euler [1] πολλά χρόνια αργότερα, δηλαδή ότι κάθε άρτιος 
τέλειος είναι « Ευκλείδειου τύπου». Είναι ακόµη άγνωστο αν 
υπάρχει κάποιος περιττός τέλειος και είναι γενικά πιστευτό ότι 
δεν υπάρχει. Η µελέτη πάνω στο ζήτηµα συνεχίζεται όµως…
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Τέλειοι αριθµοί και οι συναρτήσεις σ(n) και τ(n)

Υπάρχουν δύο αριθµητικές συναρτήσεις µε µεγάλο µαθηµατικό 
ενδιαφέρον: οι συναρτήσεις τ(n) και σ(n).Η τ(n) µας δίνει το 
πλήθος των θετικών διαιρετών του φυσικού αριθµού n ενώ η 
συνάρτηση σ(n) µας δίνει το άθροισµα όλων των διαιρετών του 
διαιρετών του n.
Για παράδειγµα τ(10)=4 ενώ σ(10)=18. Επίσης τ(127)=2 και 
σ(127)=128.
 Έχουµε ορίσει ως σ(n) ως το άθροισµα των θετικών διαιρετών 
του n.
Με βάση αυτόν τον ορισµό, ο n τέλειος αν και µόνον εάν σ(n)
=2n. Επίσης, ο n πρώτος, αν και µόνον εάν σ(n)=n+1 αφού οι 
µόνοι διαιρέτες του n είναι ο n και η µονάδα. 

Αν n= p1α1 ⋅⋅⋅pναν     είναι η κανονική µορφή του n τότε κάθε 
διαιρέτης του  n θα έχει κανονική µορφή παραγόµενη από τις 
δ υ ν ά µ ε ι ς τ ω ν π ρώ τω ν π ο υ δ ι α ι ρ ο ύ ν τ ο ν  n .                                                                              
Άρα λοιπόν,  το γινόµενο   (1+…+ p1α1 )(1+…+pναν)=                                       
=(p1α1+1−1) ⋅⋅⋅(pναν+1−1)/( p1−1)… (pν−1) θα µας δώσει το 
άθροισµα όλων των πιθανών γινόµένων των δυνάµεων πρώτων 
που διαιρούν τον n.Συνεπώς, συµπεραίνουµε ότι                      
 σ(n)= (p1α1+1−1) ⋅⋅⋅(pναν+1−1)/( p1−1)… (pν−1)
Επίσης, αν µε  τ(n) συµβολίσουµε το πλήθος των διαιρετών του 
n τότε τ(n)=(α1+1)…(αν+1). Είναι άγνωστο το αν υπάρχει 
κάποια ευθεία σχέση ανάµεσα στις συναρτήσεις τ(n) και σ(n) 
αφού και οι δύο συναρτήσεις συµπεριφέρονται αρκετά 
απρόβλεπτα. Υπάρχουν πολλά άλυτα προβλήµατα σχετικά µε 
τις δύο αυτές συναρτήσεις και το πώς συµπεριφέρονται καθώς 
οι αριθµοί µεγαλώνουν…Οι 10 µικρότερες τιµές της σ(n) είναι 
οι 1,3,4,7, 6,12,8,13,18. Οι 10 µικρότερες τιµές της τ(n) είναι οι        
1,2,2,3,2,4,2,4,3,4. Βλέπουµε ότι δεν υπάρχει κάποιο εµφανές 
πρότυπο στην συµπεριφορά των δύο συναρτήσεων…
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Το γινόµενο του Euler

Το θεµελιώδες θεώρηµα της αριθµητικής µας δίνει την 
πληροφορία ότι παίρνοντας όλα τα πιθανά γινόµενα των 
πρώτων προκύπτουν όλοι οι φυσικοί αριθµοί (εκτός της 
µονάδας).
Θα χρησιµοποιήσουµε το θ. θ. της αριθµητικής εφαρµόζοντάς 
το σε µία συνάρτηση που προσδιορίζεται από «όλους» τους 
φυσικούς αριθµούς…

Ιδού λοιπόν ένα εκπληκτικό αποτέλεσµα, το οποίο είναι γνωστό 
ως «γινόµενο του Euler» και παίζει κεντρικό ρόλο στην 
αναλυτική θεωρία αριθµών…

Θεώρηµα (Euler) :  Ισχύει η  παρακάτω ισότητα ∀s>1 :

ζ(s) = Σ( 1/ns  ) = Π [ps /(ps -1)]
(Το  άθροισµα εκτέινεται σε όλους τους φυσικούς αριθµούς ενώ 
το γινόµενο εκτείνεται πάνω σε όλους τους πρώτους αριθµούς 
2,3,5,7,...)

Απόδειξη: Έχουµε: ζ(s) =1/1s + 1/2s + … +1/ns +…
 
επισης  ps /(ps -1)=1/ps + 1/p2s + … +1/pns +…

Αρα το γινόµενο  Π [ps /(ps -1)]  παίρνει την απλούστερη 
µορφή:

 
Π[ps /(ps -1)] =(1/2s + 1/22s + ..)( 1/3s + 1/32s + ..)( 1/5s + 1/52s + ...)...
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Το αποτέλεσµα µετά τα επιµέρους γινόµενα είναι ένα άθροισµα 
γινοµένων δυνάµεων πρώτων υψωµένο εις την s της µορφής:

1+ 1/2s + 1/3s  + 1/4s + 1/5s + 1/(2s)(3s) + 1/(2s)(5s)+....

 Κάθε συνδυασµός δυνάµεων πρώτων εµφανίζεται, άρα και
 κάθε ένας φυσικός αριθµός θα εµφανίζεται υψωµένος εις την s 
(στην κανονική του µορφή ως γινόµενο δυνάµεων πρώτων) και  
µάλιστα µόνο µία φορά, δεδοµένου ότι ποτέ δύο αριθµοί δεν 
αναλύονται µε τον ίδιο τρόπο στην κανονική τους µορφή. Άρα 
λοιπόν το απειρογινόµενο γίνεται άπειρο άθροισµα και ίσο µε 
1/ 1s + 1/2s + … +1/ns +… δηλαδή όσο ακριβώς είναι και το ζ(s).
Συνεπώς, ζ(s) = Σ( 1/ns  ) =  Π [ps /(ps -1)]

Δηλαδή το ζητούµενο…
Η απόδειξη µοιάζει µε αυτή του Όιλερ. Λέµε «µοιάζει» γιατί ο 
Όιλερ «απέδειξε» το θεώρηµα και για s=1 κάτι το οποίο είναι 
εσφαλµένο αφού για s=1 η συνάρτηση ζ αποκλίνει…
Ωστόσο ο υπερευφυής συλλογισµός του Όιλερ δεν έµεινε 
ανεκµετάλλευτος όπως θα δούµε παρακάτω.
Το πολύ µεγάλο αυτό αποτέλεσµα αποτελεί ίσως το 
σηµαντικότερο θεώρηµα που µας άφησε ο Euler και βρίσκεται 
στο επίκεντρο της µελέτης σήµερα…
Το χρησιµοποίησε και ο Ντίριχλετ στην απόδειξη του 
περίφηµου θεωρήµατός του, όπως και πάρα πολλοί µαθηµατικοί 
αργότερα…

Μπορούµε να σχηµατίσουµε µία εικόνα για το πόσο «πυκνή» 
είναι µία ακολουθία ανάµεσα στους φυσικούς αριθµούς, 
εξετάζοντας το αν αποκλίνει ή συγκλίνει η σειρά των 
αντιστρόφων των όρων της. Μ’ αυτόν τον τρόπο θα 
διαπιστώσουµε ότι η ακολουθία των πρώτων είναι µία «πυκνή» 
ακολουθία. Ας δούµε όµως ακριβέστερα το σχετικό θεώρηµα…

Θεώρηµα:  Σ(1/p)=∞ 
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 (δηλαδή η σειρά των αντιστρόφων των πρώτων 
αποκλίνει).

Απόδειξη: 
( Θα χρησιµοποιήσουµε το γινόµενο του Euler.)
 
Παρατηρούµε ότι : 1+ 1/2 + ... +1/n < Π [p /(p -1)]
(το γινόµενο εκτείνεται σε όλους τους  πρώτους p ≤n) 
Επειδή:
Π [p /(p -1)]= (1+1/2 + 1/22 + ..)( 1/3 + 1/32 + ..)( 1/5+ 1/52 + ...)
όπου το γινόµενο εκτείνεται σε όλους τους  πρώτους  που είναι  
µικρότεροι ή ίσοι του n. 
Αν εκτελέσουµε τις πράξεις  µεταξύ των παρενθέσεων, θα 
πάρουµε το άθροισµα των αντιστρόφων όλων εκείνων των 
αριθµών που στην ανάλυσή τους σε  πρώτους παράγοντες 
περιέχουν µόνο τους πρώτους που είναι ≤ n.
Όµως, κάθε αριθµός ≤ n στην κανονική του µορφή περιέχει 
µόνο πρώτους ≤ n άρα κάθε φυσικός από 1 έως και n 
εµφανίζεται µετά τις πράξεις στις παρενθέσεις, και αυτό αρκεί 
για να συµπεράνουµε ότι:
1+ 1/2 + ... +1/n < Π [p /(p -1)]

Όµως, ισχύει η ακόλουθη ισότητα:
ln(Π [p /(p -1)])= Σ ln[p /(p -1)].
Επίσης ισχύει ln[p /(p -1)]< 1/(p-1) .Αυτό γιατί όπως γνωρίζουµε 
ισχύει  η ανισότητα x>ln(1+x)  η οποία για x= 1/(p-1) µας δίνει 
το ζητούµενο.

Χρησιµοποιώντας λοιπόν την αρχική µας ανισότητα παίρνουµε:
1+ 1/2 + ... +1/n < Π [p /(p -1)]< Σ 1/(p-1)

Άρα Σ 1/(p-1)> Σ 1/p >1+ 1/2 + ... +1/n 

Συνεπώς  αφού 1+ 1/2 + ... +1/n τείνει στο συν άπειρο τότε και 
Σ 1/p τείνει στο συν άπειρο (θεώρηµα σύγκρισης σειρών) 
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κάτι το οποίο δείχνει ότι η σειρά Σ(1/p) αποκλίνει…
Η απόδειξη είναι του Euler που παρατήρησε επιπλέον ότι αυτό 
αποτελεί µία ακόµη απόδειξη της απειρίας των πρώτων.

Ένα ενδιαφέρον αποτέλεσµα σχετικό µε το προηγούµενο είναι η 
ακόλουθη πρόταση:

Πρόταση: Έστω (αν) ακολουθία φυσικών αριθµών µε α1<α2<…
<αν  και (αi ,αj)=1 ∀i≠j δηλαδή όλοι οι όροι είναι πρώτοι 
µεταξύ τους.
Τότε, αν  Σ(1/αν)=∞  η ακολουθία περιέχει άπειρους πρώτους 
αριθµούς!

Απόδειξη: Ας υποθέσουµε ότι Σ(1/αν)=∞ και ότι η ακολουθία 
περιέχει πεπερασµένο πλήθος πρώτων αριθµών, ώστε για κάθε 
ν>ν0 όλοι οι όροι να είναι σύνθετοι. Έστω κ >ν0 και pκ  ο 
ελάχιστος πρώτος διαιρέτης του ακ . Αφού κ >ν0 όπως 
υποθέσαµε, ο ακ σύνθετος. Αφού ακ σύνθετος, υπάρχει λ
ώστε ακ= (pκ )(λ) και επειδή ο pκ είναι ο ελάχιστος διαιρέτης του 
ακ , λ≥ pκ. Άρα, ακ≥ (pκ) 2  ⇒(1/ ακ)≤ (1/(pκ) 2  )
Αθροίζουµε για ν>ν0  έως το άπειρο και βλέπουµε ότι:

Σ(1/ αν)≤ Σ(1/(pν) 2 )< ζ(2)= π2/6
Επίσης, για ν≤ν0 το άθροισµα των αντιστρόφων των αν είναι 
πεπερασµένο, έστω ίσο µε c∈Ρ. Άρα καταλήγουµε στο 
συµπέρασµα Σ(1/αν) < π2/6+ c <∞ κάτι το οποίο είναι άτοπο 
µε βάση την υπόθεσή µας. Έτσι λοιπόν, η πρόταση ισχύει.

Η παραπάνω πρόταση θα είχε ακόµη περισσότερο ενδιαφέρον 
αν µπορούσαµε να βρούµε µία ακολουθία που να ικανοποιεί τις 
προαναφερθέντες συνθήκες. Κάτι τέτοιο όµως δεν δείχνει να 
είναι εφικτό προς το παρόν…Μπορούµε όµως να βγάλουµε 
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πολλά άλλα συµπεράσµατα τα οποία όµως δεν θα ερευνηθούν 
εδώ…   
 

                                                                                                                                           
Ισοτιµίες

Θα κάνουµε τώρα µία εισαγωγή στις ισοτιµίες, οι οποίες 
πρωτοεµφανίζονται στο κλασσικό έργο του Gauss
“Disquisitiones arithmeticae” το 1801…

Ορισµός: Έστω α, β, χ φυσικοί αριθµοί.
Ορίζουµε α≡β(modχ ) να σηµαίνει ότι οι α και β αφήνουν το 
ίδιο υπόλοιπο διαιρούµενοι δια χ και λέµε ότι 
«ο α είναι ισουπόλοιπος µε το β modχ» 

Αυτός ο ορισµός εισήχθη από τον Γκάους. Ας δούµε το επόµενο 
βασικό θεώρηµα στις ισοτιµίες…

Θεώρηµα: α≡β(modχ ) αν και µόνον εάν χ⏐α−β.

Απόδειξη: Έστω ότι α≡β(modχ ) δηλαδή α=κχ+υ, 0≤υ≤χ−1
και  β=λχ+υ. Τότε, α−β=(κ−λ)χ+υ− υ άρα α−β=(κ−λ)χ
το οποίο σηµαίνει χ⏐α−β .
Αντίστροφα, έστω ότι χ⏐α−β και α=κχ+υ  και   β=λχ+υ΄.
Τότε, χ ⏐(κ−λ)χ+υ− υ΄ συνεπώς χ ⏐ υ− υ΄  άρα, αναγκαστικά
υ− υ΄=0 δηλαδή υ=υ΄ άρα και α≡β(modχ ).
  Παρ’ όλο που δεν είναι εµφανής η χρησιµότητα των ισοτιµιών
θα δούµε στην συνέχεια πάρα πολλές εφαρµογές τους σε 
διάφορα θεωρήµατα…

Ορισµός: Έστω α, β φυσικοί αριθµοί. Ορίζουµε τον αντίστροφο 
του α (modβ)  και τον συµβολίζουµε µε α΄, τον µικρότερο 
φυσικό για τον οποίο ισχύει   αα΄≡1(modβ).
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Για παράδειγµα, ο αντίστροφος του 5 (mod9)  είναι ο 2 και αυτό 
γιατί 5⋅2≡1(mod9)  ή ισοδύναµα, 9⏐5⋅2−1
 
Ικανή και αναγκαία συνθήκη για να υπάρχει ο αντίστροφος του 
α  (modβ) είναι να ισχύει (α, β)=1
Αν (α, β)=δ>1 και αα΄≡1(modβ) για κάποιον α΄ µικρότερο του β
τότε θα πρέπει  β⏐αα΄−1 ⇒ δ⏐ αα΄−1 και επειδή

δ⏐ α ⇒ δ⏐1  άτοπο.

Αν πάλι (α, β)=1 τότε µε βάση γνωστό θεώρηµα θα υπάρχουν κ, 
λ ακέραιοι ώστε κα+λβ=1 οπότε ο α΄ θα είναι ο κ (modβ)

Ο α  ́είναι µοναδικός για τον α και δεν αποτελεί τον αντίστροφο 
κανενός άλλου αριθµού.
Πράγµατι,  αν για  κ≠α  ίσχυε   κα΄≡1(modβ)   τότε θα 
συµπεραίναµε ότι κα΄≡αα΄(modβ) δηλαδή α΄(κ-α) ≡0(modβ)
δηλαδή β⏐α΄(κ-α). Όµως (α΄, β)=1 όπως εύκολα µπορούµε να 
δούµε. Άρα λοιπόν,  β⏐κ-α και επειδή οι α και κ είναι 
µικρότεροι του β πρέπει αναγκαστικά, κ-α=0 δηλαδή κ=α το 
οποίο είναι άτοπο.

Θα δούµε τώρα ένα πολύ σηµαντικό θεώρηµα που χαρακτηρίζει 
τους πρώτους αριθµούς ,µε την έννοια ότι µας δίνει µία ικανή 
και αναγκαία συνθήκη για το πότε ένας αριθµός είναι πρώτος.

Θεώρηµα: Ο n πρώτος, αν και µόνο εάν n⏐( n−1)!+1

 Αυτό το θεώρηµα είναι γνωστό και ως «Θεώρηµα του Wilson»
Παρατηρήθηκε για πρώτη φορά από τον µαθητή του Edward 
Waring, τον John Wilson και αποδείχτηκε για πρώτη φορά από 
τον Lagrange. Υπάρχουν ενδείξεις ότι το γνώριζε και ο Leibniz.
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Απόδειξη: Έστω n πρώτος. Τότε οι αριθµοί  1, 2, …, n-1 
είναι όλοι πρώτοι ως  προς τον n άρα και θα υπάρχει ο 
µοναδικός αντίστροφός τους (modn). Χωρίζουµε τους αριθµούς 
1, 2, …, n-1 σε ζεύγη αντιστρόφων, (α, α΄).
Οι µόνοι που έχουν ως αντίστροφο τον εαυτό τους  είναι οι 1 
και n-1. Όλοι οι υπόλοιποι n-3 αριθµοί ανήκουν σε ένα τέτοιο 
ζεύγος, άρα λοιπόν, 1⋅2⋅⋅⋅( n -1)=1⋅(n-1)⋅Π(α⋅α΄) όπου µε Π
(α⋅α΄) συµβολίζουµε το γινόµενο των ζευγών των αντιστρόφων. 
Κάθε τέτοιο γινόµενο αντιστρόφων είναι ισότιµο µε 1(modn) 
άρα λοιπόν, ( n−1)!≡1⋅( n−1)⋅(1)≡( n−1)≡−1(modn)
Συνεπώς, ( n−1)!≡ −1(modn) δηλαδή, n⏐( n−1)!+1.

Ας υποθέσουµε τώρα το αντίστροφο, ότι δηλαδή n⏐( n−1)!+1
Θα δείξουµε ότι ο n είναι αναγκαστικά πρώτος.
Αν n σύνθετος, τότε υπάρχει κάποιος δ µε 2≤δ≤ n−1 ώστε δ⏐ 
n
Όµως, αφού  δ≤ n−1 ,  δ⏐( n−1)! 
Άρα δ⏐ n  και n⏐( n−1)!+1 ,  συνεπώς δ⏐( n−1)!+1 άρα 
τελικά δ⏐1 το οποίο είναι άτοπο. Άρα αναγκαστικά ο n είναι 
πρώτος.

Υπάρχουν και άλλα θεωρήµατα που να µας δίνουν ακόµη πιο 
αξιόλογα αποτελέσµατα, όπως και «τύπους» που να παράγουν 
µόνο πρώτους! Αυτό βεβαίως είναι παραπλανητικό, αφού όπως 
θα δούµε παρακάτω, «ευθέως» δεν µπορούµε να πάρουµε 
κανέναν πρώτο µέσω αυτών των αποτελεσµάτων…
Ο Mills [3] απέδειξε το 1947 ότι υπάρχει σταθερά Α ώστε   να 
είναι πάντα πρώτος. Το πρόβληµα όµως είναι ότι ο Mills 
χρησιµοποιεί τους πρώτους για να προσδιορίσει τη σταθερά 
αυτή, η οποία είναι απροσδιόριστη ακόµη και σήµερα…
Υπάρχουν και άλλες τέτοιες «φόρµουλες» οι οποίες όµως είναι 
απογοητευτικές, αφού στην ουσία γίνεται µία «αυτοαναφορά» 
στους πρώτους για να παράγουµε το αποτέλεσµα…Ίσως το 
καλύτερο αποτέλεσµα σχετικά µε συναρτήσεις που να δίνουν 
πρώτους είναι το θεώρηµα του Ντίριχλετ (ή Ντιρικλέ, υπάρχουν 
διάφοροι τρόποι να προφέρει κανείς το όνοµά του) που µας λέει 
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ότι κάθε αριθµητική πρόοδος της µορφής α+βν, ν=1,2,…µε 
(α,β)=1 δίνει άπειρους πρώτους αριθµούς. Η απόδειξη του 
θεωρήµατος αυτού είναι πολύ δύσκολη και η απόδειξη του 
Ντίριχλετ ήταν η πρώτη στην οποία χρησιµοποιήθηκε µιγαδική 
ανάλυση [4] … 
Οι πρώτοι µοιάζουν να επιβεβαιώνουν τα λόγια του Χάρντι, 
ενός Άγγλου αριθµοθεωρητικού που άσκησε µεγάλη επιρροή 
στη θ. αριθµών: «Υπάρχει µία διαβολική µοχθηρία στους 
πρώτους»…
Κανείς δεν έχει κάνει το «κάτι παραπάνω» σχετικά µε τους 
πρώτους…

Ωστόσο, είµαστε σε θέση να διατυπώσουµε κάποια άλλα 
αποτελέσµατα πολύ, πολύ ενδιαφέροντα!

        

Τα θεωρήµατα Euler-Fermat

Το επόµενο λέγεται το «µικρό» θεώρηµα του Φερµά και αυτό 
για να  διαχωριστεί από το «τελευταίο» θεώρηµά του που 
έµεινε άλυτο για 350 χρόνια περίπου…

Θεώρηµα: Αν p πρώτος, τότε αp-1≡1(modp) για κάθε φυσικό 
αριθµό α µε (α, p)= 1

Απόδειξη: Αρχικά δείχνουµε το ακόλουθο: Οι αριθµοί  
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{α,2α,…( p−1)⋅α } διαιρούµενοι δια p αφήνουν όλα τα 
πιθανά υπόλοιπα (εκτός του 0) modp.

Πράγµατι, βλέπουµε το εξής:

Για κ≠λ, οι κ⋅α  και λ⋅α είναι ανισότιµοι modp.

Πράγµατι, αν ίσχυε ποτέ  κ⋅α ≡λ⋅α (modp) τότε θα είχαµε  
p⏐α(κ-λ) και επειδή p⊥α θα πρέπει 

p⏐(κ-λ). Επειδή όµως κ και λ είναι µικρότεροι του p θα 
πρέπει κ=λ το οποίο είναι όµως άτοπο.

Άρα λοιπόν οι {α,2α,…( p−1)⋅α } είναι ( p−1) στο πλήθος 
και ανισότιµοι modp και µόνο το 0 δεν εµφανίζεται ως 
υπόλοιπο.

Άρα αποδείχτηκε ο αρχικός µας ισχυρισµός ότι όλα τα 
υπόλοιπα εκτός του 0 εµφανίζονται στο {α,2α,…( p−1)⋅α } 
(µε κάποια πιθανή αναδιάταξη)…

Συνεπώς, α⋅2α⋅⋅⋅( p−1)⋅α≡( p −1)!(modp)

Άρα αp-1 ⋅  ( p −1)! ≡( p −1)! (modp) και επειδή p⊥( p −1)!

p⏐αp-1−1 δηλαδή  αp-1≡1(modp) που είναι και το 
ζητούµενο…

Δυστυχώς το αντίστροφο του µικρού θεωρήµατος του Φερµά 
δεν ισχύει, δηλαδή ότι αν για κάποιο α, αν-1≡1(modν) µε         
(α, ν)=1, ο ν είναι αναγκαστικά πρώτος. Αυτό το πίστευαν ως 
αληθές οι Κινέζοι πιο παλιά, όµως βλέπουµε ότι για 
341=11⋅31 δεν ισχύει, αφού

 (2, 341)=1 και 341⏐ 2340−1 όµως ο 341 είναι σύνθετος…

Οι αριθµοί που είναι σύνθετοι αλλά ικανοποιούν την 
συνθήκη του µικρού θεωρήµατος για α=2 ονοµάζονται 
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«ψευδοπρώτοι». Δυστυχώς, όπως θα δούµε, υπάρχουν 
άπειροι ψευδοπρώτοι όπως εύκολα αποδεικνύει το παρακάτω 

Θεώρηµα: Αν ο ν περιττός ψευδοπρώτος, τότε και ο 2ν−1 
είναι ψευδοπρώτος…

Απόδειξη: Αφού ο ν περιττός ψευδοπρώτος, τότε ν⏐2ν-1−1.  
Έστω  χ=2ν−1 ⇒ χ-1=2ν−2=2(2ν-1−1)=κν. Τότε, 2χ-1−1= 2κν

−1 Επίσης, 2ν−1⏐ 2κν−1  για κάθε φυσικό κ, άρα  2ν−1⏐ 
2χ-1−1. Άρα χ ⏐ 2χ-1−1 . Επίσης, ο χ είναι σύνθετος, αφού ο ν 
είναι σύνθετος. Άρα λοιπόν ο χ είναι  και αυτός ψευδοπρώτος 
ολοκληρώνοντας  έτσι την απόδειξή µας…

Αυτό µας αρκεί για να κατασκευάσουµε µία άπειρη 
ακολουθία ψευδοπρώτων. Γνωρίζουµε ότι ο 341 είναι 
ψευδοπρώτος , άρα βασιζόµενοι στο προηγούµενο 
αποτέλεσµα βλέπουµε και ότι ο   2341−1 είναι ψευδοπρώτος 
και  συνεχίζουµε φτιάχνοντας µε τον ίδιο τρόπο µία άπειρη 
ακολουθία ψευδοπρώτων…

Είδαµε ότι το αντίστροφο του µικρού θεωρήµατος του Φερµά 
δεν ισχύει. Ωστόσο, το µικρό θ. Φερµά είναι αξιόπιστο για το 
πότε ένας αριθµός είναι σύνθετος. Αν ο ν δεν ικανοποιεί την 
συνθήκη του θεωρήµατος, τότε υποχρεωτικά ο ν είναι 
σύνθετος. Έχουµε έτσι δηλαδή ένα «τεστ» για να ελέγχουµε 
πότε ένας αριθµός είναι σύνθετος. Αν κάποιος αριθµός 
ικανοποιεί το συµπέρασµα του θ. Φερµά, δεν µπορούµε να 
αποφανθούµε για το αν είναι σύνθετος ή πρώτος µε σιγουριά. 
Αν όµως δεν το ικανοποιεί, τότε ο αριθµός αυτός είναι µε 
βεβαιότητα σύνθετος.

Το θ. Φερµά έγινε πολύ περισσότερο γνωστό από τις 
εφαρµογές που βρήκε στην κρυπτογραφία. Αποτελεί τη βάση 
της µεθόδου R.S.A. (Rivest, Shamir, Adleman), µία πολύ 
γνωστή πλέον «ασφαλής» µέθοδος κωδικοποίησης 
µηνυµάτων. Γράφω «ασφαλής» εντός εισαγωγικών διότι 
µπορεί στο µέλλον κάποιος να βρει τον τρόπο να εκµηδενίσει 
την προστασία που µέχρι στιγµής παρέχει ο R.S.A.
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Πιο συγκεκριµένα, αν κάποιος µπορέσει να βρει έναν 
σύντοµο τρόπο παραγοντοποίησης ενός δοθέντος ακεραίου 
τότε ο  R.S.A. δε θα θεωρείται πλέον ασφαλής προς χρήση…

Στον R.S.A. χρησιµοποιείται ένα θεώρηµα, το οποίο αποτελεί 
γενίκευση του µικρού θ. Φερµά και ονοµάζεται συχνά «το 
θεώρηµα του Euler». Το δηµοσίευσε ο Euler γύρω στο 1736. 
Ας δούµε τι λέει εισάγοντας έναν απαραίτητο ορισµό πρώτα, 
αυτόν της συνάρτησης φ και αφού αναφερθούµε σε κάποια 
σχετικά µε τη συνάρτηση φ αποτελέσµατα…

Ορισµός: Έστω α∈Ν. Ορίζουµε ως φ(α) το πλήθος των 
φυσικών αριθµών που είναι µικρότεροι του α και είναι 
πρώτοι ως προς τον α. Για παράδειγµα, φ(20)=8 αφού οι 
αριθµοί που είναι µικρότεροι του 20 και είναι πρώτοι ως προς 
το 20 είναι 8 στο πλήθος, οι 1, 3, 7, 9, 11, 13, 17, 19.

Η συνάρτηση φ ονοµάζετα ι πολλές φορές και 
«ολική»  (totient)  συνάρτηση του Euler. Προφανώς  µία 
ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι ένας αριθµός n 
πρώτος, είναι να ισχύει φ(n)=n-1 δηλαδή κάθε αριθµός 
µικρότερος  του n να είναι  πρώτος ως προς τον n…

Θεώρηµα: Έστω p ένας πρώτος αριθµός. Τότε, φ(pα)= pα -pα-1

δηλαδή φ(pα)= pα-1⋅(p-1)

Απόδειξη: Οι αριθµοί που είναι µικρότεροι ή ίσοι του pα και 
δεν είναι πρώτοι προς τον pα  είναι οι p, 2p, …, p2, …, pα  

µόνο όσοι διαιρούνται δια p. Αυτοί είναι  pα-1 στο πλήθος 
όπως εύκολα µπορούµε να διαπιστώσουµε… Άρα οι πρώτοι 
προς τον  pα  είναι pα -pα-1 στο πλήθος. Άρα αποδείξαµε ότι φ
(pα)= pα -pα-1

Θεώρηµα: Έστω n φυσικός. Τότε ισχύει ο τύπος:

φ(n)=n⋅∏(1−1/p) όπου το γινόµενο εκτείνεται πάνω σε όλους 
τους πρώτους που διαιρούν τον n.

Απόδειξη: Γενικά, το πλήθος των αριθµών που είναι µικρότεροι 
ή ίσοι του n και διαιρούνται δια κ είναι [n/κ] (το ακέραιο µέρος 
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του n/κ).    Το πλήθος των αριθµών που είναι µικρότεροι ή ίσοι 
του n και έχουν κοινό διαιρέτη µε τον n είναι όσοι διαιρούνται 
µε κάποιον από τους πρώτους που διαιρούν τον n. Αυτοί είναι 
σε πλήθος n/p1 + n/p2  − n/p1⋅p2 +… = n⋅(1 − ∏(1−1/p) . Αυτό 
προέκυψε γιατί [n/κ]= n/κ όταν κ διαιρεί τον n και έπειτα  
εφαρµόζοντας την αρχή εγκλεισµού -αποκλεισµού .                                      
Άρα το πλήθος των αριθµών που είναι πρώτοι ως προς τον n 
είναι n−( n/p1 + n/p2  − n/p1⋅p2 +…)= n− n⋅(1 − ∏(1−1/p)                           
το οποίο τελικά ισούται µε n⋅∏(1−1/p). 

Ας δούµε όµως το θεώρηµα του Euler διατυπώνοντας πρώτα 
ένα απαραίτητο λήµµα …

Λήµµα: Έστω α, β δύο φυσικοί αριθµοί µε (α, β)=1 .  Έστω    
ότι {χ1…,χφ(β)} είναι ένα  περιορισµένο σύνολο υπολοίπων 
modβ. Τότε το {α⋅χ1,…,α⋅χφ(β)} είναι επίσης ένα περιορισµένο 
σύστηµα υπολοίπων modβ.

Ας υποθέσουµ ε ότ ι γ ια κάπο ια i , j ότ ι ι σχύε ι:                              
α⋅ χi≡ α⋅ χj (modβ). Τότε θα πρέπει β⏐α(χi− χj) και επειδή        
(β, α)=1, αναγκαστικά θα πρέπει β ⏐χi− χj  συνεπώς χi≡χj  το 
οποίο είναι άτοπο. Επίσης, (α⋅ χi ,β)=1 για κάθε i . Άρα λοιπόν, 
το σύνολο {α⋅χ1,…,α⋅χφ(β)} είναι ένα περιορισµένο σύστηµα 
υπολοίπων modβ.  Τότε, ισχύει :  αφ(β)≡1(modβ).

Θεώρηµα: (Euler) : Έστω (α, β)=1. Τότε, ισχύει : αφ(β)≡1
(modβ).
Απόδειξη: Θεωρούµε το σύνολο {α⋅χ1,…,α⋅χφ(β)} όπου το {χ1,
…,χφ(β)} είναι ένα περιορισµένο σύνολο υπολοίπων  modβ.
Όπως είδαµε από το προηγούµενο θεώρηµα, αυτό είναι ένα 
περιορισµένο σύνολο υπολοίπων modβ. Άρα λοιπόν ισχύει:
(α⋅χ1…α⋅χφ(β) ) ≡ (χ1…χφ(β) )(modβ)  δηλαδή
αφ(β) χ1…χφ(β) ≡ (χ1…χφ(β) )(modβ)  συνεπώς, αφού 
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(β, χ1…χφ(β) )=1 συµπεραίνουµε πως αφ(β)≡1(modβ) και η 
απόδειξη του θεωρήµατος του Euler ολοκληρώθηκε.

Παρατηρούµε ότι το θεώρηµα του Φερµά είναι µία ειδική 
περίπτωση του θεωρήµατος του Euler, αρκεί να θέσουµε όπου β 
έναν πρώτο αριθµό.

Ορισµός: Ο µικρότερος φυσικός r για τον οποίο ισχύει ότι 
αr≡1(modβ) ονοµάζεται τάξη του α modβ
Από το θεώρηµα Euler βλέπουµε πως  r≤ φ(β).
Συγκεκριµένα ισχύει ότι r⏐φ(β) και γενικά, αν ακ≡1(modβ) τότε 
r⏐κ. Πράγµατι, έστω ότι ακ≡1(modβ) και    κ=λ⋅ r+υ, 0< υ < r 
ώστε ο r να µην διαιρεί τον κ.
Επειδή και αr≡1(modβ)⇒ αλr≡1(modβ) ⇒  β⏐ ακ− αλr  άρα 

 β⏐ αλr ⋅(αυ−1)   και επειδή (α, β)=1 συµπεραίνουµε πως
 β ⏐ αυ −1 µε υ< r .
Αυτό είναι άτοπο αφού ο r είναι ο µικρότερος φυσικός για τον 
οποίο ισχύει  η ισοτιµία. Άρα αναγκαστικά υ=0
και αυτό ολοκληρώνει την απόδειξή µας.

Έστω τώρα δύο φυσικοί α, β µε (α, β)=1. Αν η τάξη του α modβ 
είναι r= φ(β) τότε ο α θα λέγεται πρωταρχική ρίζα του β.
Για παράδειγµα ο 2 είναι πρωταρχική ρίζα mod11 γιατί 
Το σύνολο {21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 210} είναι ισοδύναµο 
µε το {2,4,8,5,10,9,7,3,6,1} mod11 είναι δηλαδή r=10=φ(11).
Δεν γνωρίζουµε κανέναν ακέραιο που να είναι πρωταρχική ρίζα 
για άπειρους πρώτους αριθµούς. Υπάρχει η εικασία ότι κάθε 
ένας αριθµός που δεν είναι τέλειο τετράγωνο είναι πρωταρχική 
ρίζα κάποιου πρώτου αριθµού χωρίς να έχει αποδειχτεί µέχρι 
και σήµερα. Γνωρίζουµε ότι κάθε πρώτος έχει πρωταρχικές 
ρίζες. Πιο συγκεκριµένα, αν ο  p πρώτος, υπάρχουν φ(p-1) 
πρωταρχικές ρίζες. Δε θα επεκταθούµε όµως περισσότερο 
εδώ…
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 Τετραγωνικά υπόλοιπα

Το ενδιαφέρον και η περιεκτικότητα αυτής της εργασίας θα 
αυξηθεί µετά τους ακόλουθους ορισµούς και τα επόµενα 
θεωρήµατα. Θα ασχοληθούµε µε τα λεγόµενα τετραγωνικά 
υπόλοιπα και θα δούµε και ένα µάλλον καινούργιο αποτέλεσµα 
πάνω σ’ αυτά…

Ορισµός: Έστω p ένας πρώτος αριθµός και α<p. Το α καλείται 
τετραγωνικό υπόλοιπο modp αν και µόνον αν υπάρχει φυσικός 
αριθµός χ τέτοιος ώστε χ2 ≡ α(modp). Αλλιώς θα λέγεται µη 
τετραγωνικό υπόλοιπο.

Θεώρηµα:Η ισοτιµία χ2 ≡α(modp) έχει καµία ή δύο λύσεις modp

Απόδειξη: Αν κ είναι µία λύση της ισοτιµίας τότε και η (-κ) 
είναι λύση της γιατί κ2= (-κ)2 
Επίσης, αν κ2 ≡α(modp) και λ2 ≡α(modp) τότε λ2 ≡ κ2(modp)
δηλαδή p⏐(λ-κ)(λ+κ) άρα είτε λ ≡κ(modp) είτε λ ≡-κ(modp).
Συνεπώς αν η ισοτιµία έχει λύση, τότε θα έχει ακριβώς δύο 
λύσεις.

Έστω p ένας περιττός πρώτος.
Επειδή χ2 ≡ ψ2(modp) σηµαίνει  χ ≡ψ(modp) ή χ ≡-ψ(modp)
συµπεραίνουµε πως η ισοτιµία δεν ικανοποιείται αν χ και ψ 
είναι µικρότεροι ή ίσοι του (p-1)/2. Επίσης, κ2≡(p-κ)2(modp). 
Άρα, οι  (p-1)/2  αριθµοί   ⎨12, …, ((p-1)/2)2 ⎬ είναι 
τετραγωνικά υπόλοιπα ανισότιµα modp  και κάθε άλλο 
τετραγωνικό υπόλοιπο είναι ισότιµο µε κάποιον από αυτούς 
τους αριθµούς. Άρα υπάρχουν ακριβώς (p-1)/2  τετραγωνικά 
υπόλοιπα.

Έτσι, αποδείξαµε το εξής :
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Θεώρηµα: Υπάρχουν ακριβώς (p-1)/2  τετραγωνικά υπόλοιπα 
και (p-1)/2  µη τετραγωνικά υπόλοιπα modp για κάθε περιττό 
πρώτο p.

Τα πράγµατα διευκολύνονται πολύ αν εισάγουµε έναν ορισµό 
αυτόν του συµβόλου Legendre καθώς µας επιτρέπει να 
εκφράσουµε τυποποιηµένα πότε ένας αριθµός είναι τετραγωνικό 
υπόλοιπο κάποιου πρώτου p. 

Ορισµός: Ορίζουµε το σύµβολο Legendre (α|p) ως εξής :

              1, αν ο α είναι τετραγωνικό υπόλοιπο modp
(α|p)=   -1, αν ο α είναι µη τετραγωνικό υπόλοιπο modp

     0, αν ο α είναι πολλαπλάσιο του p

(Το σύµβολο Legendre (α|p) δεν έχει καµία απολύτως 
σχέση µε τον λόγο α/p ).

Το σύµβολο Legendre έχει τις ακόλουθες ιδιότητες:
1)Αν α≡β(modp) τότε (α|p)= (β|p)  
2)( α2|p)=1 για κάθε α µε (α, p)=1
3) (αβ|p)= (α|p)⋅(β|p)  
4) (α|p)≡ α(p-1)/2 (modp)

Η πρώτη ιδιότητα είναι προφανής ότι ισχύει, όπως και η 
δεύτερη ιδιότητα. Ας δούµε τις άλλες δύο.
3) Αν α και β είναι και οι δύο τετραγωνικά υπόλοιπα τότε 
υπάρχουν χ, ψ ώστε  χ2 ≡α(modp) και ψ2 ≡β(modp).
Άρα, αβ≡χ2ψ2≡(χψ)2(modp). Συνεπώς 
(αβ|p)= (α|p)⋅(β|p)=1  
Αν α είναι τετραγωνικό υπόλοιπο και β είναι µη 
τετραγωνικό υπόλοιπο:
Είδαµε ότι υπάρχουν (p-1)/2  τετραγωνικά υπόλοιπα.
Επίσης, το σύνολο Α={α, 2α  ,…(p-1)α} είναι πλήρες 
σύστηµα υπολοίπων modp. Χωρίζουµε το Α σε δύο 
υποσύνολα, το Α1={α⋅α1, α⋅α2,…} όπου α1,α2 … είναι 
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τα τετρ. υπόλοιπα και το  Α2={α⋅β1, α⋅β2,…} όπου τα β 
είναι τα µη τετρ. υπόλοιπα. Αφού α είναι τετραγωνικό 
υπόλοιπο, κάθε ένα από τα (p-1)/2 στοιχεία του Α1 θα µας 
δίνει πάλι τετραγωνικό υπόλοιπο όπως είδαµε παραπάνω. 
Μένουν λοιπόν (p-1)/2 αριθµοί στο σύνολο Α2 οι οποίοι 
αποτελούν γινόµενο του α επί µη τετρ. υπόλοιπα. Όµως 
αυτοί οι  (p-1)/2 αριθµοί που έµειναν είναι µη τετρ. 
υπόλοιπα αναγκαστικά, γιατί όλα τα (p-1)/2 τετρ. 
υπόλοιπα περιέχονται στο Α1. Άρα το γινόµενο ενός τετρ. 
υπολοίπου επί ενός µη τετρ. υπολοίπου µας δίνει µη τετρ. 
υπόλοιπο άρα ισχύει (αβ|p)= (α|p)⋅(β|p) = −1.

Ας υποθέσουµε τώρα ότι τα α και β είναι µη τετρ. 
υπόλοιπα. Ορίζουµε πάλι το σύνολο Α όπως και πριν και η 
απόδειξη είναι ακριβώς η ίδια, µε τη διαφορά ότι 
(αβ|p)= (α|p)⋅(β|p) = 1. 
Σε κάθε περίπτωση όµως, ισχύει ότι (αβ|p)= (α|p)⋅(β|p) και 
έτσι αποδείχτηκε και η ιδιότητα 3).

4) Η ιδιότητα αυτή είναι γνωστή ως το κριτήριο του  
Euler. Έστω ότι α είναι µη τετρ. υπόλοιπο. Θεωρούµε τους 
αριθµούς {1, 2,… p-1}  και τους χωρίζουµε σε ζεύγη 
τέτοια ώστε χψ≡α(modp). Αφού (α|p)=−1 τα  χ και ψ 
είναι διαφορετικά µεταξύ τους γιατί αν χ=ψ τότε από χψ≡α
(modp) θα παίρναµε χ2 ≡α(modp) δηλαδή (α|p)=1 κάτι 
που είναι άτοπο. Υπάρχουν δηλαδή (p-1)/2 ζεύγη
τα οποία µας δίνουν χψ≡α(modp) .Άρα 
(p-1)!≡ α(p-1)/2 (modp). Έχουµε δει όµως από το θ. Wilson 
ότι (p-1)!≡ -1 (modp). Άρα α(p-1)/2≡(α|p)=−1(modp).
Αν τώρα το α είναι τετρ. υπόλοιπο τότε (α|p)=1 και 
υπάρχει χ τέτοιο ώστε:
χ2 ≡α(modp) ⇒ χp-1≡1≡α(p-1)/2(modp). Άρα λοιπόν, πάλι

(α|p)≡ α(p-1)/2≡1 (modp).
Συνεπώς, αποδείχτηκε και το κριτήριο του Euler…

 Υπάρχει ένα πολύ ενδιαφέρον αποτέλεσµα βασιζόµενο 
στην ιδιότητα 3)…
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Θεώρηµα: Έστω p ένας πρώτος αριθµός. Τότε το 
µικρότερο µη τετραγωνικό υπόλοιπο modp είναι κι αυτό 
πρώτος αριθµός.

Απόδειξη: Ας υποθέσουµε ότι α είναι το µικρότερο µη 
τετρ. υπόλοιπο και ότι είναι σύνθετος. Έστω α=κλ όπου κ 
και λ είναι και οι δύο µεγαλύτεροι της µονάδας και 
µικρότεροι του α. Αν και ο κ και ο λ είναι τετρ. υπόλοιπα, 
τότε το γινόµενό τους  (α) θα έδινε τετρ. υπόλοιπο, το 
οποίο είναι άτοπο. Άρα ένας εκ των δύο θα είναι 
αναγκαστικά µη τετρ. υπόλοιπο, έστω ο κ. Όµως κ <α και 
αυτό αντιβαίνει στον ορισµό του α ως ελάχιστου µη τετρ. 
υπόλοιπου. Συνεπώς ο α αναγκαστικά πρώτος αφού ο 1 
δεν είναι σύνθετος, όµως είναι τετρ. υπόλοιπο κάθε 
πρώτου αριθµού.

Αυτό το αποτέλεσµα µπορεί να επεκταθεί και για άλλες 
ακολουθίες ακεραίων, όχι µόνο για τα τετραγωνικά 
υπόλοιπα, για τις οποίες ισχύει ότι το γινόµενο δύο 
οποιονδήποτε όρων είναι µε τη σειρά του όρος της 
ακολουθίας. Τέτοια ακολουθία είναι και η εκθετική. 
Συνεπώς, να ένα ακόµη αποτέλεσµα εξίσου κοµψό:

Θεώρηµα: Έστω p ένας  πρώτος και α µία µη πρωταρχική 
ρίζα modp. Τότε ο µικρότερος αριθµός που δεν 
εµφανίζεται ως υπόλοιπο στο Α={α, α2 ,…,αr}  (όπου r η 
τάξη του α modp) είναι κι αυτός πρώτος αριθµός.

Η απόδειξη είναι προφανής. Αφού ακ ⋅αλ= ακ+λ = αµ, το 
γινόµενο δύο υπολοίπων του Α µας δίνει πάλι υπόλοιπο 
του Α. Άρα µε το ίδιο σκεπτικό µε το προηγούµενο 
θεώρηµα καταλήγουµε στην απόδειξη του θεωρήµατος.
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Είναι ένα ενδιαφέρον ερώτηµα να αναρωτηθούµε ποιες 
άλλες ακολουθίες έχουν αυτή την ιδιότητα, να είναι 
«κλειστές» δηλαδή ως προς τον πολλαπλασιασµό αφού 
έτσι θα είχαµε την δυνατότητα να αναπαράγουµε πρώτους.

Το επόµενο αποτέλεσµα, είναι ο «νόµος τετραγωνικής 
αµοιβαιότητας» του Γκάους και έχει µεγάλη ιστορία. Υπάρχει 
πληθώρα αποδείξεών του και ο ίδιος ο Γκάους δεν σταµατούσε 
να δείχνει τον ενθουσιασµό του για αυτό το θεώρηµα που ο 
ίδιος απέδειξε. Το ονόµαζε το «χρυσό θεώρηµα» και ο ίδιος 
δηµοσίευσε 6 διαφορετικές αποδείξεις… Εδώ τον 
παρουσιάζουµε χωρίς απόδειξη [4].

Θεώρηµα: Αν  p και q περιττοί πρώτοι τότε ισχύει:
(p | q)⋅( q |p)= (-1) (p-1)(q-1)/4          κάτι το οποίο σηµαίνει ότι αν 
ένας εκ των δύο πρώτων είναι της µορφής 4κ+1 τότε: 
(p | q)⋅( q |p)=1.  
Ο νόµος αυτός είχε γίνει αντιληπτός και από τον Euler, ο οποίος 
όµως δεν κατόρθωσε να τον αποδείξει τότε. Υπάρχουν περίπου 
196 αποδείξεις του νόµου της τετραγωνικής αντιστροφής µέχρι 
σήµερα! 

Δεν είναι τυχαίος ο ενθουσιασµός του Γκάους. Αν θέλουµε να 
υπολογίσουµε το (113⏐257) τότε βλέπουµε αρχικά ότι 
113≡257≡1(mod4) άρα ξέρουµε από το νόµο τετρ.αντιστρ. ότι:
 (113 | 257)=( 257 |113).  Επίσης,257≡31(mod113).
Άρα,  ( 257 |113)= (31| 113) .  31≡3(mod4) και 113≡1(mod4). 
Άρα (31| 113)=(113 | 31). Όµως, 113≡18≡2⋅9(mod31) συνεπώς
 (113 | 31)=(2 | 31) ⋅(9 | 31)=1 γιατί ισχύει(2 | 31)=(9 | 31)=1.
Άρα λοιπόν, (113 | 257)=1. Πόσο δύσκολο έµοιαζε στην αρχή 
και πόσο απλό µοιάζει τώρα! Ο χρόνος υπολογισµού του (α|p) 
είναι πολύ, πολύ µικρός χρησιµοποιώντας αυτό το θεώρηµα...

 Κλείνοντας µε τα τετραγωνικά υπόλοιπα, θα δείξουµε µία 
εφαρµογή που έχουν στους πρώτους της µορφής 4κ+1.
Συγκεκριµένα, θα δείξουµε ότι υπάρχουν άπειροι πρώτοι της 
µορφής 4κ+1.
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 Από το κριτήριο του Euler, βλέπουµε ότι ο –1 είναι τετρ. 
υπόλοιπο ενός πρώτου p, αν και µόνον εάν 
(-1) (p-1)/2  ≡1(modp) κάτι το οποίο ισχύει  µόνον αν (-1) (p-1)/2=1
δηλαδή αν (p-1)/2 άρτιος, δηλαδή αν και µόνον αν ο p είναι της 
µορφής 4κ+1. Άρα το –1 τετρ. υπόλ. άρα υπάρχει  φυσικός 
αριθµός χ, ώστε χ2  ≡-1(modp) δηλαδή p⏐ χ2 +1.Συνεπώς κάθε 
αριθµός της µορφής χ2 +1 έχει πρώτους διαιρέτες µόνο της 
µορφής 4κ+1.
Άρα λοιπόν: Έστω ότι υπάρχει πεπερασµένο πλήθος πρώτων 
της µορφής 4κ+1 και ότι αυτοί είναι οι p1, p2, …, pν .
Θεωρούµε το τετραπλάσιο του γινοµένου τους στο τετράγωνο 
συν µία µονάδα, δηλαδή τον αριθµό α= 4(p1 p2 …ν)2 +1. Ο α 
είναι της µορφής 4κ+1 και δεν διαιρείται από κανέναν από τους 
πρώτους  p1, p2, …, pν   . Ο α θα έχει λοιπόν κάποιο πρώτο 
διαιρέτη της µορφής 4κ+1 διαφορετικό από τους 
προηγούµενους. Αυτό έρχεται σε αντίθεση µε την υπόθεση ότι 
οι πρώτοι αυτής της µορφής είναι πεπερασµένου πλήθους, άρα 
είναι άπειροι…
 Αυτό είναι µία ειδική περίπτωση του θ. Ντίριχλετ. Με βάση τα 
τετρ. υπόλοιπα µπορούµε να αποδείξουµε και άλλες ειδικές 
περιπτώσεις του θ. Ντίριχλετ, όπως για πρώτους της µορφής 6κ
+1 κ. α…
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To Θεώρηµα των πρώτων αριθµών

Αναφέραµε ότι ο Γκάους είχε κάνει σε νεαρή ηλικία την
 εικασία ότι π(x) ∼x/lnx κάτι το οποίο αποδείχτηκε το 1896 
και ονοµάστηκε   «το θεώρηµα των πρώτων αριθµών»
 (Prime number theorem   (P. N. T.)  ) αποτελώντας σηµείο 
αναφοράς στην αριθµοθεωρία. Παρ’ όλο που δεν µας δίνει όλη 
την πληροφορία για το πότε ένας αριθµός είναι πρώτος αποτελεί 
το σηµαντικότερο ίσως αποτέλεσµα που έχουµε σχετικά µε τους 
πρώτους. 
Ο Legendre έκανε την εικασία ότι 
π(x) ∼x/(lnx-1.08366) , ένας τύπος µάλλον «άκοµψος».
Το Θ. Π. Α.  για πολύ καιρό έµεινε αναπόδεικτο σαν υπόθεση 
µέχρι τη δηµοσίευση δύο άρθρων  (ανεξάρτητα το ένα από το 
άλλο) που το απέδειξαν χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση ζ(s) 
του Ρίµαν όπου s=α+βi είναι µιγαδικός αριθµός .Ειδικότερα 
αποδείξανε ότι η  ζ(s)  δεν µηδενίζεται για α=1. Συγκεκριµένα 
αποδείχτηκε το εξής:
π(x)=x/lnx +Ο(x e-κ√lnx )  για κάποια σταθερά κ>0 .
Μία πολύ καλύτερη προσέγγιση της συνάρτησης π(x) από την  
x/lnx  είναι το λογαριθµικό ολοκλήρωµα Li(x) του Γκάους . 

Στον παρακάτω πίνακα βλέπουµε και τις τρεις προσεγγίσεις 
µας   n /lnn, n/lnn-1.08366, Li (n) σε σχέση µε την π(n) για
 n≤109  .
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n π(n) n/lnn n/lnn-1.08366 Li(n)

10 4 4,3 8,2 6,6

100 25 21,7145 28,4 28,1

1.000 168 145 172 178

10.000 1.229 1.086 1.231 1.246

100.000 9.592 8.686 9.588 9.630

1.000.000 78.498 72.382 78.534 78.628

10.000.000 664.579 620.421 665.138 664.918

100.000.000 5.761.455 5.429.319 5.769.341 5.762.209

1.000.000.000 50.847.534 48.254.630 50.917.519 50.849.235

Από το κόσκινο του Ερατοσθένη ξέρουµε ότι για να βρούµε 
πότε ένας αριθµός ν  είναι πρώτος, αρκεί να ελέγξουµε πρώτους 
που είναι ≤√ν. Από το θεώρηµα των πρώτων αριθµών ξέρουµε 
ότι π(√ν)∼ √ν/ln√ν. Άρα λοιπόν, θα χρειαστούµε το πολύ 
«περίπου» √ν/ln√ν = 2√ν/lnν  διαιρέσεις για να καταλάβουµε 
αν ο ν είναι πρώτος ή όχι. Ένας γρήγορος υπολογιστής απαιτεί 
χρόνο ∼ lnν/106 δευτερόλεπτα για να διαιρέσει έναν ν µε έναν 
µικρότερο ακέραιο, άρα για να επαληθεύσουµε αν ο ν είναι 
πρώτος απαιτείται lnν/106 ⋅2√ν/lnν =2√ν/106  δευτερόλεπτα. 
Για ένα 30-ψήφιο αριθµό (περίπου ίσο µε   1030 ) δηλαδή θα 
χρειαστούµε περίπου 2√ 1030/106 =2⋅109 δευτερόλεπτα  
δηλαδή περίπου 63 έτη! (Η εύρεση των παραγόντων του αν 
αποδειχτεί σύνθετος ο αριθµός είναι µία πολύ πιο χρονοβόρα 
διαδικασία)…Σήµερα στην κρυπτογραφία χρησιµοποιούνται 
αριθµοί µε περίπου 200 ψηφία και για να ελέγξουµε αν ο 200-
ψήφιος ν είναι πρώτος, χρειάζονται 43.000 αιώνες λειτουργίας 
του υπολογιστή. Αυτό προς το παρόν µοιάζει αρκετά ασφαλές 
για να επαναπαυτεί κάποιος, όµως κανείς δεν µπορεί να 
εγγυηθεί ότι δε θα βρεθεί κάποιος σύντοµος τρόπος στο µέλλον 
για να προσδιορίζουµε αν ένας αριθµός είναι πρώτος και αν όχι 
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να βρίσκει τους πρώτους παράγοντές του…Έχει βρεθεί 
αλγόριθµος που να µπορεί να αποφανθεί κατά πόσο ένας δοθέν 
αριθµός είναι πρώτος, που έχει πολυωνυµική πολυπλοκότητα. Ο 
λεγόµενος «AKS algorithm» από τα ονόµατα Agrawal ,Kayal, 
Saxena τριών Ινδών που τα ονόµατά τους έχουν κάνει το γύρο 
του κόσµου, υπολογίζει το αν ένας n είναι πρώτος σε 
πολυωνυµικό χρόνο. Όµως, δεν έχει ακόµη υλοποιηθεί πρακτικά 
αυτός ο αλγόριθµος, οπότε οι διακινήσεις είναι ακόµη 
ασφαλείς…Όµως το αποτέλεσµα των 3 Ινδών ήταν αρκετό ώστε 
να κλονίσει την εµπιστοσύνη που είχαν µέχρι πρόσφατα οι 
επιχειρηµατίες στις κρυπτογραφικές µεθόδους που βασίζονται 
στην αριθµητική. Έτσι λοιπόν έχει αναπτυχθεί περισσότερο τον 
τελευταίο καιρό και µία άλλη µέθοδος κρυπτογράφησης , αυτή 
των ελλειπτικών καµπυλών. Σίγουρα πιο πολύπλοκη, όµως 
γνωρίζει όλο και µεγαλύτερη αναγνώριση συνεχώς, καθώς αν 
υλοποιηθεί ο αλγόριθµος AKS ίσως να έρθουµε αντιµέτωποι µε 
ένα µικρό «χάος».

  
         
         

  Η προσέγγιση του Τσέµπισεφ

Έχει γίνει η απαραίτητη «γνωριµία» µε τους πρώτους και γενικά 
την αριθµοθεωρία…
Ας δούµε λοιπόν το πόσο ευφυής ήταν η προσέγγιση του Ρώσου 
µαθηµατικού Παφνούτι Τσέµπισεφ στο Θ. Π. Α. που είναι και ο 
σκοπός της παρούσης εργασίας…
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Ο Τσέµπισεφ δεν απέδειξε ότι π(n)∼ n /lnn. Όµως απέδειξε ότι 
το n /lnn είναι µία πολύ καλή προσέγγιση της π(n) και ότι αν π
(n)⋅lnn /n  τείνει προς κάποιο όριο, αυτό το όριο είναι το 1. 
Ας δούµε αναλυτικότερα:

Θα µας χρειαστεί ένα θεώρηµα που το έχει αποδείξει ο  
Legendre το οποίο είναι γνωστό µε την ονοµασία «η ταυτότητα 
του Legendre».

Θεώρηµα: Έστω n∈Ν. Τότε η κανονική µορφή του (n)! Δίνεται 
από τον τύπο:
(n)! =Πpαp  όπου αp=[n/p]+[ n/p2]+…[ n/pκ]
Το κ είναι τέτοιο ώστε pκ≤ n< pκ+1   δηλαδή  pκ  είναι η 
µεγαλύτερη δύναµη του p που δεν υπερβαίνει τον n. Το 
γινόµενο εκτείνεται πάνω σε όλους τους πρώτους που δεν 
υπερβαίνουν τον n.

Απόδειξη: (n)!=1⋅2⋅⋅⋅ n άρα το (n)! αναλύεται σε γινόµενο 
πρώτων που δεν υπερβαίνουν τον n. Έστω p≤ n.
Από 1 έως και n υπάρχουν  [n/p]− [ n/p2] αριθµοί που είναι 
πολλαπλάσια του p όχι όµως του p2. Κάθε τέτοιος αριθµός 
συνεισφέρει µία µονάδα στον εκθέτη του p στην ανάλυση του 
(n)! . Υπάρχουν [ n/p2]− [ n/p3] αριθµοί που είναι πολλαπλάσια 
του p2  όχι όµως του p3. Αυτοί οι αριθµοί συνεισφέρουν 
2([ n/p2]− [ n/p3]) µονάδες στον εκθέτη του p. Γενικά λοιπόν, 
γ ια κάθε p≤ n , ο εκθέτης του θα ισούται µε :                                 
Σ κ([ n/pκ]− [ n/pκ+1]) το οποίο είναι ίσο µε :
αp=[n/p]+[ n/p2]+…+[ n/pκ] όσο δηλαδή ισχυριστήκαµε στην 
αρχή. Άρα όντως, (n)! =Πpαp , όπου αp=[n/p]+[ n/p2]+…+[ n/
pκ]

Επειδή έχουµε την εκτίµηση του Stirling για το (n)! µπορούµε 
να κάνουµε µία εκτίµηση που θα µας δώσει πληροφορίες 
σχετικά µε τους πρώτους. Έχουµε λοιπόν:
(n)! =Πpαp        Συνεπώς, ln(n)! = ∑αplnp. Επειδή όµως 
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αp=[n/p]+[ n/p2]+…[ n/pκ]≤ (n/p)+ (n/p2)+…+(n/pκ)< (n/
p-1)
συµπεραίνουµε πως ln(n)!< ∑lnp ⋅(n/p-1)= n ⋅∑ (lnp) / (p-1).
Επειδή  ln(n)!=nlnn−n+O(lnn), βλέπουµε ότι 
∑ (lnp) / (p-1) > lnn +O(1) 

Ένα άλλο αξιοσηµείωτο αποτέλεσµα θα προκύψει από το εξής:
Έστω n φυσικός. Γνωρίζουµε ότι το πλήθος των υποσυνόλων 
του n µε κ στοιχεία, είναι ακέραιος και ίσος µε το διωνυµικό 
συντελεστή: B(n,k)

Θα δούµε πόσο µυστικό κρύβουν µέσα τους αυτοί οι αριθµοί 
παρ’ όλο που δε φαίνεται να έχουν καµία σχέση µε τους 
πρώτους.
 

Θεώρηµα: Έστω n φυσικός. Τότε αν pα είναι η µεγαλύτερη 
δύναµη του p  που διαιρεί τον διωνυµικό συντελεστή, pα≤ n.

Απόδειξη: Ο εκθέτης του p στο (n)!  ισούται µε                        
[n/p]+[ n/p2]+…+[ n/pα]. Ο εκθέτης του (κ)! ισούται µε 
[κ/p]+[ κ/p2]+…+[ κ/pβ] όπου pβ  είναι η µεγαλύτερη δύναµη 
του p που δεν υπερβαίνει τον κ. Ο εκθέτης του (n-κ)! είναι ίσος 
µε [(n-κ)/p]+[( n-κ)/p2]+…+[ (n-κ)/pγ] όπου pγ είναι η 
µεγαλύτερη δύναµη του p που δεν υπερβαίνει τον n-κ.

 Άρα ο εκθέτης του p θα είναι τελικά ίσος µε: 
Σ [ n/pµ]-[ (n-κ)/pµ]-[ κ/pµ] για µ από ένα έως α (για τιµές 
µεγαλύτερες των β, γ [ κ/pµ]=0 και [ (n-κ)/pµ]=0  αντίστοιχα) το 
οποίο είναι της µορφής: 
[χ+ψ]-[ψ]-[ζ]. Το [χ+ψ]-[ψ]-[ζ] δίνει ως αποτέλεσµα ή µηδέν ή 
ένα. Άρα, ο εκθέτης του p δεν υπερβαίνει το άθροισµα α 
µονάδων άρα pα ≤ n και το θεώρηµα αποδείχτηκε…

Αυτό µας δίνει την εξής πληροφορία: Επειδή pα≤ n τότε ο 
διωνυµικός συντελεστής είναι µικρότερος η ίσος από το 
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γινόµενο όλων των δυνάµεων των πρώτων που δεν υπερβαίνουν 
τον n. Αν συµβολίσουµε µε Β(n,κ) το διων. συντελεστή και 
πολλαπλασιάζοντας κατά µέλη για όλους τους πρώτους που δεν 
υπερβαίνουν τον n εύκολα βλέπουµε:
Β(n,κ)≤Π pα  ≤ n⋅ n⋅⋅⋅ n= n π(n)   Άρα λοιπόν, Β(n,κ)≤ n π(n)

Μένει  µόνο να κάνουµε µία εκτίµηση για ένα κάτω φράγµα του  
Β(n,κ) ώστε να φράξουµε το n π(n)   από κάτω . Έστω λοιπόν ο 
Β(2n, n)=( 2n)!/(n)!⋅(n)! Αυτό ισούται ,µε 
(2n )⋅(n)!⋅[1⋅3⋅⋅⋅(2n-1)]/ (n)!⋅( n)!= (2n )⋅[1⋅3⋅⋅⋅(2n-1)]/
(n)!
Όµως,    [1⋅3⋅⋅⋅(2n-1)] / (n)! >  2⋅4⋅⋅⋅(2n-2)/(n)! = 
= (2n)⋅(n)! / n⋅(n)! = (2n )/n.
Άρα λοιπόν,  Β(2n, n)> (22n )/ 2n.  Έτσι λοιπόν, αποδείξαµε 
την ανισότητα :  (22n )/ 2n< Β(2n, n) ≤ 2n π(2n)  , συνεπώς 
(22n )/ 2n< 2n π(2n)  .Λογαριθµώντας και τα δύο µέλη της 
ανισότητας παίρνουµε ότι: 2n ⋅ln2− ln2n< π(2n)⋅ ln2n
άρα π(2n)> ln2⋅ (2n / ln2n)−1 . Επειδή π(2n)= π(2n−1) 
∀n≥2,        τότε και π(2n−1)> ln2⋅ (2n− 1)/ ln(2n−1)−1 . 
Άρα λοιπόν, γενικά
για κάθε φυσικό αριθµό ισχύει, π(n)>c⋅(n / lnn) έχοντας ένα c 
ελαφρώς µικρότερο από ln2. 
Για να φράξουµε τώρα από πάνω την π(n), θα χρειαστούµε ένα 
λήµµα αποδεδειγµένο από τον Πολ Έρντος . Ο Πολ Έρντος  
µαζί µε τον Νορβηγό µαθηµατικό Άτλε Σέλµπεργκ δώσανε µία 
«στοιχειώδη» απόδειξη του θεωρήµατος των πρώτων αριθµών 
(χωρίς την χρήση της µιγαδικής ανάλυσης) το έτος 1948. 
Υπήρξε µάλιστα και µία διαµάχη µεταξύ των δύο κορυφαίων 
µαθηµατικών γύρω από την απόδειξη που δόθηκε.
 Όπως και να έχει πάντως, άφησαν και οι δύο τη σφραγίδα τους 
στην αριθµοθεωρία…

Λήµµα: Ισχύει η ανισότητα:  Πp < 4 n   ,όπου το γινόµενο 
εκτείνεται σε όλους τους  πρώτους που είναι µικρότεροι ή ίσοι 
του n.

47



Απόδειξη: Θα χρειαστούµε πάλι έναν κατάλληλο διων. 
συντελεστή και συγκεκριµένα τον Β(2n +1, n).
Μπορούµε εύκολα να επαληθεύσουµε ότι Β(2n +1, n)< 4n+1 
  
Πράγµατι, Β(2n +1, n)= (2n +1)!/ (n)!⋅ (n+1)!=
(2n )⋅ (n)![1⋅3⋅⋅⋅(2n +1)]/ (n)!⋅ (n+1)! =(2n )⋅[1⋅3⋅⋅⋅(2n 
+1)]/(n+1)!
το οποίο είναι µικρότερο από (2n )⋅[2⋅4⋅⋅⋅(2n +2)/ (n+1)! < 
<(2n )⋅ (2n+1 )⋅ (n+1)!/ (n+1)!= 22n+1<4n+1  .Θα κάνουµε 
επαγωγή επί του n. Για m =1 και m =2  η πρόταση είναι 
προφανώς αληθής. Έστω ότι η πρόταση είναι αληθής µέχρι και 
για τον φυσικό αριθµό m, δηλαδή ισχύει  Πp < 4 m . Αν m +1 
άρτιος, ο 
m +1 δεν είναι πρώτος, άρα κατά προφανή τρόπο ισχύει και εδώ
Πp < 4 m+1 .Αν m +1=2κ+1 περιττός, τότε χωρίζουµε το 
γινόµενο των πρώτων σε δύο επί µέρους γινόµενα: Στο γινόµενο 
των πρώτων που είναι µικρότεροι ή ίσοι του κ (που θα το 
συµβολίσουµε µε Π1), και στο γινόµενο των πρώτων που είναι 
µεγαλύτεροι του κ+1 (που θα το συµβολίσουµε µε Π2).  Λόγω 
της επαγωγικής υπόθεσης Π1<4 κ . Για το Π2  παρατηρούµε ότι 
αν κάποιος πρώτος βρίσκεται στο [κ+1, 2κ+1] τότε θα διαιρεί 
τον αριθµητή του Β(2κ +1, κ) αλλά όχι τον παρονοµαστή του. 
Συνεπώς, το  Π2⏐ Β(2κ +1, κ) άρα λοιπόν έχουµε:
Π2≤ Β(2κ +1, κ)< 4κ+1  .Συνεπώς Πp= Π1⋅Π2< 4 2κ+1 
και το θεώρηµα αποδείχτηκε και για m +1.

Θα χρησιµοποιήσουµε αυτό το αποτέλεσµα για το ζητούµενο 
άνω φράγµα της π(n). Για λόγους συντοµίας θα δώσουµε πρώτα 
κάποιους  απαραίτητους ορισµούς.

Ορισµός: Έστω n φυσικός. Τότε ορίζουµε τις συναρτήσεις Λ(n) 
θ(n) και ψ(n) ως ακολούθως:

Λ(n)=lnp ,αν n=pκ  για κάποιο πρώτο p (αλλιώς Λ(n)=0). 
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 θ(n)=Σlnp όπου το άθροισµα εκτείνεται πάνω σε όλους τους 
πρώτους p που δεν υπερβαίνουν τον n. 
ψ(n)= Σ(Λ(n)) αν n= pκ  για κάποιο πρώτο p. 

Παρατηρούµε ότι αν συµβολίσουµε µε L το ε.κ.π. των αριθµών 
{1, 2, ….,n} τότε έχουµε την προφανή σχέση ψ(n)= ln(L). 
Επίσης, θ(n) είναι ο λογάριθµος του γινοµένου όλων των 
πρώτων αριθµών. Άρα, όπως αποδείξαµε και στο προηγούµενο 
λήµµα,  θ(n) <n⋅ln4.
Θα δούµε τώρα ότι οι συναρτήσεις θ(n) και ψ(n) είναι πολύ 
«κοντά» µεταξύ τους. Αρκεί να παρατηρήσουµε ότι:
 ψ(n)= Σθ(n1/κ)=θ(n)+ θ(n1/2)+… 
 Η σειρά σταµατάει όταν n1/κ≤2 δηλαδή όταν κ≥lnn/ ln2 άρα 
λοιπόν το άθροισµα εκτείνεται µέχρι και για κ= [lnn/ ln2]. 
Συνεπώς, µπορούµε να δούµε ότι: 
ψ(n)< θ(n)+ ln4(n1/2+ n1/3+…)< θ(n)+2lnn(√n) 
 Επειδή θ(n) <n⋅ln4 τότε και  ψ(n)< n⋅ln4+2lnn(√n)
δηλαδή υπάρχει σταθερά c ώστε να ισχύει  ψ(n)< c⋅n 
Πώς µεταφράζεται αυτό όµως σχετικά µε την συνάρτηση π(n);
 Ισχύει ότι n π(n) είναι µικρότερο από L⋅Πp όπου µε L 
συµβολίζουµε πάλι το ε.κ.π. των {1,2,…, n} και µε Πp το 
γινόµενο όλων των πρώτων που είναι µικρότεροι ή ίσοι του n.
Αυτό ισχύει γιατί το Πp µεγαλώνει κάθε δύναµη πρώτου που 
διαιρεί το L κατά µία µονάδα, µε αποτέλεσµα το τελικό 
γινόµενο να έχει π(n) παράγοντες µεγαλύτερους από n.Αυτό 
αιτιολογεί την ακόλουθη ανισότητα: n π(n) < L⋅Πp και 
λογαριθµώντας : π(n)⋅ lnn< ψ(n)+ θ(n) < c΄⋅ n για κάποια 
σταθερά c΄ ελαφρώς µεγαλύτερη από 4 ln2. Άρα έχουµε φτάσει 
στο αποτέλεσµα: π(n) < c΄⋅(n / lnn)

Τελικά λοιπόν, έχουµε φτάσει στον αρχικό µας στόχο:υπάρχουν 
σταθερές c και c΄ τέτοιες ώστε:
c⋅(n / lnn)< π(n) < c΄⋅(n / lnn)   ή ισοδύναµα:c <π(n)⋅ lnn/n< 
c΄. 
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Αυτός ήταν και ο στόχος µας! Υπάρχουν πολλές εκτιµήσεις για 
τις σταθερές που φράσσουν την π(n). Ακόµη και ο ίδιος ο 
Τσέµπισεφ είχε κάνει καλύτερη εκτίµηση των σταθερών. Το 
σηµαντικό µέρος της εργασίας όµως είναι η απλότητα των 
επιχειρηµάτων µε τα οποία φτάσαµε στο ζητούµενο 
αποτέλεσµα! Ας δούµε όµως και τις διάφορες βελτιώσεις των 
σταθερών ανά το χρόνο [5] …

Για κάθε n≥17 έχει αποδειχτεί ότι π(n)> n /lnn (Rosser και 
Schoenfeld 1962).

Ένα άνω φράγµα έχει δοθεί: 
π(n)< 1.25506n / lnn , ∀n>1. 

Κάποια ακόµη καλύτερα φράγµατα έχουν αποδειχτεί από τον 
Pierre Dusart:
n /lnn(1+1/ lnn)< π(n)< n /lnn[1+1/ lnn+2.51/ (lnn) 2]

Επίσης, n /lnn+2< π(n)< n /lnn-4 είναι µία αξιοπρόσεκτη 
προσέγγιση της π(n).Αυτή η ανισότητα έχει µία πολύ 
βελτιωµένη µορφή: n /(lnn-1/2)< π(n)< n /(lnn-3/2).

 Αυτό µας λέει ότι αν π(n)⏐ n  , τότε π(n)= n /[ lnn-1/2] 
ακριβώς! Είναι ενδιαφέρον να αναρωτηθούµε λοιπόν:
 πότε ισχύει ότι π(n)⏐n ;Ισχύει άπειρες φορές ;Αν όχι από ποιον 
αριθµό και µετά παύει να ισχύει; 

Αυτό είναι ένα ερώτηµα που δεν έχει απαντηθεί µέχρι στιγµής 
και θα ήταν ιδιαίτερα «ελκυστικό» να απαντηθεί , γιατί θα 
είχαµε έναν ακριβή υπολογισµό της π(n) έστω και σε ένα 
περιορισµένο σύνολο περιπτώσεων…

Μία ισοδύναµη διατύπωση του θεωρήµατος των πρώτων 
αριθµών είναι ότι pn∼n⋅lnn. Το θεώρηµα του Rosser µας λέει ότι 
pn>n⋅lnn.Ακριβέστερα έχει αποδειχτεί το εξής: 
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n⋅lnn+ n(lnlnn-1)< pn< n⋅(lnn+lnlnn)
Ο Έρντος εισήγαγε το ερώτηµα σχετικά µε το πόσο µπορεί να 
απέχουν δύο διαδοχικοί πρώτοι αριθµοί. Γνωρίζουµε ότι το 
«άνοιγµα» µεταξύ δύο πρώτων µπορεί να γίνει αυθαίρετα 
µεγάλο, αφού για κάθε ν, υπάρχουν ν διαδοχικοί σύνθετοι.
Το ερώτηµα είναι πόσο µικρό µπορεί να γίνει αυτό το άνοιγµα.
Υπάρχει η περίφηµη εικασία των «δίδυµων πρώτων» που µας 
λέει ότι υπάρχουν άπειροι πρώτοι p ώστε και ο p+2 να είναι 
πρώτος. Ο Χάρολντ Κραµέρ διατύπωσε την εικασία ότι 
gn =O(lnpn) 2  όπου µε gn συµβολίζουµε τη διαφορά  pn+1-pn

Υπάρχουν και ακόµη καλύτερες βελτιώσεις για αυτές τις 
ανισότητες οι οποίες όµως βασίζονται στην αναπόδεικτη µέχρι 
και σήµερα Υπόθεση Ρίµαν. Αν αποδειχτεί η υπόθεση Ρίµαν θα 
είµαστε σε θέση να γνωρίζουµε ότι π(n)=Li(n)+O(√n⋅lnn) 
όπου  Li(n) το λογαριθµικό ολοκλήρωµα του Γκάους. Διάφορα 
προβλήµατα περιµένουν να λυθούν µετά την απόδειξη της Υ.Ρ. 
Αυτός είναι και ο λόγος που προσφέρεται χρηµατικό έπαθλο σε 
όποιον καταφέρει να «νικήσει» αυτό το δυσεπίλυτο πρόβληµα.
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Ποιος είναι σε θέση όµως να λύσει ένα πρόβληµα το οποίο έχει 
µείνει αναπόδεικτο τόσα έτη; Όχι ειδικά την Υ. Ρ. αλλά γενικά 
την εύρεση ενός προτύπου για τους πρώτους. Ποιος έχει το 
θάρρος να προσπαθήσει να λύσει ένα πρόβληµα άλυτο από την 
εποχή του Ευκλείδη που ούτε και οι «µέγιστοι»  δεν κατάφεραν 
να λύσουν; Τόσες προσπάθειες, τόσα χρόνια επίµονων 
αναζητήσεων…Έχουµε προχωρήσει πολύ αλλά λείπει το 
«διαµάντι» που θα στολίζει τα µαθηµατικά αιώνια αν βρεθεί…
Μάλλον θα χρειαστεί να περιµένουµε την εµφάνιση του 
επόµενου «Γκάους». Μένει να δούµε αν και πότε θα βρεθεί 
κάποιος  που θα καταφέρει να «απελευθερώσει» το µυστικό των 
πρώτων. Μέχρι τότε όµως, οι πρώτοι αριθµοί θα έχουν πάντα τη 
δύναµη να αιχµαλωτίζουν την σκέψη µας…
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