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Ειςαγωγι 

Το πρόβλθμα που κα μασ απαςχολιςει ςτθν παροφςα διπλωματικι εργαςία ζχει ωσ 

εξισ : 

Υποκζτουμε ότι μασ δίδεται το ςχζδιο τθσ κάτοψθσ ενόσ κτθρίου. Ζθτείται να 

ςχεδιαςτεί, με όςο το δυνατόν πιο αυτοματοποιθμζνο τρόπο, μία ςτζγθ οι 

παρυφζσ τθσ οποίασ να βρίςκονται ςε ζνα ςτακερό υψόμετρο, αποφεφγοντασ 

παράλλθλα τον ςχθματιςμό περιοχϊν ςυςςϊρευςθσ υδάτων, όπωσ είναι οι 

περιοχζσ μθδενικισ κλίςθσ ι αυτζσ των τοπικϊν ελαχίςτων. 

Παρυφι ςτζγαςθσ ονομάηεται το κατϊτατο οριηόντιο όριο τθσ ςτζγθσ. 

Το πρόβλθμα, παρ’ όλο που φαίνεται απλό, δεν είναι τετριμμζνο για τισ περιπτϊςεισ 

που θ κάτοψθ τθσ ςτζγθσ αποτελεί ζνα περίπλοκο ςχιμα. Στο πρόβλθμα αυτό  

ζδωςαν τελικι λφςθ οι  κακθγθτζσ Aichholzer, Aurenhammer, Alberts και  Gärtner [8] 

οι οποίοι όριςαν  μια νζα δομι, που λζγεται ευκφγραμμοσ ςκελετόσ (straight 

skeleton), κακϊσ επίςθσ πρότειναν μια μζκοδο καταςκευισ τθσ. Κατά το ζτοσ 1995, 

δθμοςίευςαν τθν λφςθ του γενικευμζνου προβλιματοσ ςτο επιςτθμονικό περιοδικό 

«Journal of Universal Computer Science». Τρία χρόνια αργότερα δθμοςίευςαν μία 

εκτενζςτερθ εργαςία πάνω ςτο αντικείμενο αυτό [17]. Τθν ίδια χρονολογικι περίοδο, 

βάςει των προαναφερκειςϊν δθμοςιεφςεων οι Peter Felkel και Stepan Obdrzalek 

ανζπτυξαν ζναν εναλλακτικό αλγόρικμο για τθν επίλυςθ του προβλιματοσ [18]. 

Τζλοσ, το ζτοσ 1999 οι Eppstein και Erickson πζτυχαν να βελτιϊςουν τθν 

πολυπλοκότθτα του αλγορίκμου, που αρχικά προτάκθκε, με τθ χριςθ δομϊν 

δεδομζνων καταςκευαςμζνων ςφμφωνα με τισ ανάγκεσ του ςυγκεκριμζνου 

προβλιματοσ [19].  

Μζκοδοι που ςτθρίηονται ςτθ καταςκευι ενόσ ςκελετοφ, όπωσ είναι θ μζκοδοσ 

καταςκευισ του ευκφγραμμου ςκελετοφ, χρθςιμοποιοφνται ςυχνά ςτθν περιγραφι 

των βαςικϊν τοπολογικϊν χαρακτθριςτικϊν ενόσ αντικειμζνου 2-διαςτάςεων. 

Συνεπϊσ τόςο θ επεξεργαςία εικόνων, όςο και θ ανακαταςκευι τριςδιάςτατθσ 

απεικόνιςθσ αντικειμζνων από εικόνεσ επίπεδων τομϊν υποβοθκοφνται από τζτοιου 

είδουσ μεκόδουσ.   

Θ εργαςία αποτελείται από τζςςερα ςτον αρικμό κεφάλαια. Στο πρϊτο κεφάλαιο, 

παρατίκενται οριςμζνα ςτοιχεία γεωμετρίασ που είναι απαραίτθτα για τθν 

κατανόθςθ τθσ λφςθσ του προβλιματοσ. Χωρίηεται ςε δφο παραγράφουσ· θ πρϊτθ 

αφορά ςε κζματα τθσ ευκλείδειασ γεωμετρίασ και θ δεφτερθ ςε ηθτιματα τθσ 

παραςτατικισ γεωμετρίασ. Στο δεφτερο κεφάλαιο, γίνεται μία ςφντομθ περιγραφι 

των τεχνικϊν χαρακτθριςτικϊν του αντικειμζνου που μασ απαςχολεί, δθλαδι τθσ 

ςτζγθσ. Στο ίδιο κεφάλαιο αναπτφςςεται θ γενικι μζκοδοσ χάραξθσ μιασ ιςοκλινοφσ 

ςτζγθσ. Θ μζκοδοσ εφκολα γενικεφεται και εφαρμόηεται ςτθν χάραξθ μιασ 
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ανιςοκλινοφσ ςτζγθσ. Στθ ςυνζχεια, ςτο τρίτο κεφάλαιο, περιγράφεται θ δομι του 

ευκφγραμμου ςκελετοφ όπωσ αυτι παρουςιάηεται ςτθν εργαςία των Aichholzer, 

Aurenhammer, Alberts και Gärtner [8]. Στο κεφάλαιο αυτό, γίνεται ακόμθ αναφορά 

ςτα διαγράμματα Voronoi και τον μζςο άξονα, δομζσ που αποτζλεςαν πρόδρομο τθσ 

δομισ του ευκφγραμμου ςκελετοφ. Τζλοσ, ςτο τζταρτο κεφάλαιο παρουςιάηονται 

τρεισ αλγόρικμοι για τθν καταςκευι του ευκφγραμμου ςκελετοφ βιμα προσ βιμα.  



1 
 

1 Μαθηματικό Υπόβαθρο 

1.1 Στοιχεύα Ευκλεύδειασ Γεωμετρύασ  

Οριςμοί 

 Ζνα πολφγωνο καλείται y – μονότονο  αν κάκε ευκεία κάκετθ ςτον άξονα των 

y , ζχει το πολφ δφο κοινά ςθμεία με τισ πλευρζσ  του πολυγϊνου. 

Αντίςτοιχα, το πολφγωνο είναι x – μονότονο αν κάκε κατακόρυφθ ευκεία , 

δθλαδι κάκετθ ςτον άξονα των x , ζχει το πολφ δφο κοινά ςθμεία με τισ 

πλευρζσ του πολυγϊνου.  

 Πολυεδρικι επιφάνεια ονομάηεται ζνα ςφνολο κλειςτϊν επίπεδων 

πολυγϊνων τοποκετθμζνα κατά τζτοιο τρόπο ςτον χϊρο ϊςτε κάκε ζνα από 

αυτά να ζχει με κάποιο άλλο κοινι μία πλευρά ι μζροσ πλευράσ, με κάκε 

πλευρά ι μζροσ τθσ πλευράσ να ανικει μόνο ςε δφο πολφγωνα του ςυνόλου. 

 Θ πολυεδρικι επιφάνεια που κάκε επίπεδθ τομι τθσ είναι ζνα κλειςτό 

πολφγωνο ι κλειςτά πολφγωνα λζγεται πολφεδρο. 

Εναλλακτικά, 

Πολφεδρο ονομάηεται κάκε κλειςτι πολυεδρικι επιφάνεια. Μία πολυεδρικι 

επιφάνεια ονομάηεται κλειςτή αν κάκε ακμι ανικει ςε δφο ζδρεσ. 

 Θ πολυεδρικι επιφάνεια για τθν οποία υπάρχουν επίπεδεσ τομζσ που δεν 

αποτελοφν κλειςτζσ γραμμζσ καλείται ανοικτό πολφεδρο 

 Κυρτό πολφεδρο είναι εκείνο για το οποίο το επίπεδο τθσ κάκε ζδρασ του 

αφινει ολόκλθρο το πολφεδρο ςτον ζναν από τουσ δφο θμιχϊρουσ που 

ορίηει. 

Εναλλακτικά, 

 Ζνα κυρτό πολφεδρο είναι το πολφεδρο του οποίου θ επιφάνεια δεν τζμνει 

τον εαυτό τθσ και ακόμθ, μία ακμι μεταξφ δφο κορυφϊν περνά μόνο από 

ςθμεία που είτε βρίςκονται ςε ζδρα του πολυζδρου είτε ςτο εςωτερικό του. 

 Αντίκετα , αν υπάρχουν κορυφζσ του πολυζδρου που βρίςκονται εκατζρωκεν 

του επιπζδου μίασ τουλάχιςτον ζδρασ, τότε το πολφεδρο χαρακτθρίηεται ωσ 

μθ κυρτό. 

 Με τον όρο ςκελετόσ πολυζδρου κα αναφερόμαςτε ςτο ςφνολο των ακμϊν 

του πολυζδρου. 
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Εικόνα 1  Δωδεκάεδρο (Κανονικό Πολφεδρο)  

Θεϊρθμα Euler 

Για κάκε απλό πολφεδρο ιςχφει θ ςχζςθ  

 Κ – Α + Ε = 2    

όπου Κ είναι το πλικοσ των κορυφϊν, Α το πλικοσ των ακμϊν και Ε το πλικοσ των 

εδρϊν. 

Απόδειξθ (Cauchy ,1811) 

Ακολουκοφμε τα εξισ βιματα : 

 Αφαιροφμε τθν άνω ζδρα , οπότε ζχουμε ζνα ανοικτό πολφεδρο 

 Απομακρφνουμε μεταξφ τουσ τισ ακμζσ οι οποίεσ ιταν και πλευρζσ τθσ ζδρασ 

που αφαιρζςαμε μζχρι το αρχικό πολφεδρο να μετατραπεί ςε ζνα επίπεδο 

δίκτυο ςθμείων και γραμμϊν 

 
χιμα 1  Θ διαδικαςία που περιγράφεται, όπωσ εφαρμόηεται ςε ζναν κφβο

Ραρατθροφμε ότι κάκε ζδρα του πολυζδρου μετατρζπεται κατά αυτόν τον τρόπο ςε 

μία περιοχι του επιπζδου περιοριςμζνθ από ακμζσ. Αυτιν τθν περιοχι κα τθν 
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ονομάηουμε ζδρα του δικτφου. Οι ζδρεσ αυτζσ καλοφνται εςωτερικζσ ςε αντίκεςθ 

με τθν εξωτερικι ζδρα που βρίςκεται εκτόσ του δικτφου.   

Θ απεικόνιςθ ενόσ πολυζδρου ςε ζνα δίκτυο μπορεί να περιγραφεί με μία 

ςφμμορφθ απεικόνιςθ, τθ γνωςτι ςτερεογραφικι προβολι. Για τθν προβολι αυτι, 

ορίηεται μία ςφαίρα θ οποία περιβάλλει το πολφεδρο, ζνα επίπεδο προβολισ 

εφαπτόμενο ςτθν ςφαίρα επί του οποίου κα αναπτυχκεί το δίκτυο και ζνασ πόλοσ 

προβολισ. Θ απεικόνιςθ γίνεται ωσ εξισ : 

 Ρροβάλλουμε από το κζντρο τθσ ςφαίρασ το πολφεδρο ςτθν επιφάνειά τθσ. 

Ο πόλοσ επιλζγεται ϊςτε να μθν είναι ςθμείο τθσ προβολισ του ςκελετοφ 

του πολυζδρου επάνω ςτθν ςφαίρα. 

 Ωσ επίπεδο προβολισ επιλζγεται το εφαπτόμενο ςτθν ςφαίρα, ςτο 

αντιδιαμετρικό του πόλου ςθμείο.  

 Ορίηουμε ωσ προβολι ενόσ ςθμείου  τθσ επιφάνειασ τθσ ςφαίρασ, το 

ςθμείο τομισ ’ του επιπζδου προβολισ με τθν θμιευκεία που ξεκινάει από 

τον πόλο και διζρχεται από το ςθμείο  τθσ ςφαίρασ. 

 Ο ςκελετόσ που ζχει προβλθκεί επάνω ςτθν ςφαίρα, μζςω τθσ 

ςτερεογραφικισ προβολισ, απεικονίηεται ομοιομορφικά ςτο επίπεδο 

προβολισ. Ο πόλοσ δεν προβάλλεται ςτο επίπεδο. 

 
χιμα 2  Σα μζρθ ενόσ δικτφου  

Ρροφανϊσ , το ωσ άνω δίκτυο και το αρχικό πολφεδρο αποτελοφνται από τον ίδιο 

αρικμό κορυφϊν και ακμϊν. Επίςθσ, ςτο ςφνολό τουσ οι εςωτερικζσ και θ εξωτερικι 

ζδρα του δικτφου είναι όςεσ και οι ζδρεσ του πολυζδρου. 

Ακολοφκωσ, αποδεικνφουμε ότι ο τφποσ του Euler ιςχφει για το δίκτυο κορυφϊν και 

ακμϊν που καταςκευάςαμε και ζπειτα ςυμπεραίνουμε ότι ιςχφει και για το 

πολφεδρο, το οποίο βρίςκεται ςε αντιςτοιχία με το δίκτυο. 
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Ρροσ διευκόλυνςι μασ ςτον υπολογιςμό τθσ ποςότθτασ Κ – Α + Ε, αναηθτοφμε 

τρόπουσ απλοποίθςθσ του πολφπλοκου δικτφου που δφναται να προκφψει από ζνα 

τυχαίο πολφεδρο. Οι επιτρεπτοί μεταςχθματιςμοί ζχουν ωσ εξισ : 

 Τριγωνοποιοφμε κάκε εςωτερικι ζδρα που αποτελείται από περιςςότερεσ 

των τριϊν πλευρϊν. 

Θ τριγωνοποίθςθ γίνεται με τθ ςχεδίαςθ διαγωνίων από μία κορυφι. Μετά 

από κάκε βιμα τριγωνοποίθςθσ , ςτο ςφνολο των ακμϊν ζχει προςτεκεί 

ακόμθ μία , θ διαγϊνιοσ, και , ακόμθ, από μία ζδρα ζχουμε ςχθματίςει δφο. 

Ραρόλο αυτά , ο αρικμόσ των κορυφϊν παραμζνει ο ίδιοσ. Δθλαδι, ζχουμε 

Κ κορυφζσ , Α+1 ακμζσ και Ε+1 ζδρεσ. 

Συνεπϊσ  

 Κ – Α + Ε = Κ – (Α+1) + (Ε+1) = Κ – Α + Ε  

Συμπεραίνουμε ότι θ τριγωνοποίθςθ δεν επθρεάηει το αποτζλεςμα τθσ 

πράξθσ  

Κ – Α + Ε 

 Αναηθτοφμε ζδρεσ που ζχουν μία μόνο ακμι τουσ κοινι με τθν εξωτερικι 

ζδρα και τισ αφαιροφμε από το δίκτυο διαγράφοντασ τθν κοινι αυτι ακμι. 

Θ περιοχι που ανικε ςε μία τζτοια ζδρα αποτελεί πλζον μζροσ τθσ 

εξωτερικισ ζδρασ και το δίκτυο ζχει πλζον νζο ςφνορο. 

Σε κάκε τζτοιο βιμα μειϊνουμε το πλικοσ των ακμϊν κατά 1 , όπωσ και των 

εδρϊν, δθλαδι ζχουμε Ε-1 ζδρεσ, ενϊ το πλικοσ των κορυφϊν παραμζνει 

αμετάβλθτο. Οπότε,  

 Κ – Α + Ε = Κ – (Α - 1) + (Ε - 1) = Κ – Α + Ε    

ςυνεπϊσ και πάλι θ ποςότθτα προσ υπολογιςμό μζνει ανεπθρζαςτθ. 

 Τζλοσ , αφαιροφμε εκείνεσ τισ ζδρεσ που μοιράηονται δφο ακμζσ με τθν 

εξωτερικι ζδρα. Σε αυτιν τθν περίπτωςθ διαγράφουμε δφο ακμζσ του 

δικτφου και μία κορυφι αυτοφ. 

Δθλαδι ιςχφει 

 Κ – Α + Ε = (Κ - 1) – (Α - 2) + Ε – 1 = Κ – Α + Ε   

Άρα και αυτοφ του είδουσ ο μεταςχθματιςμόσ είναι επιτρεπτόσ, αφοφ θ 

προσ εξζταςθ ποςότθτα παραμζνει ςτακερι. 

Επαναλαμβάνουμε διαδοχικά το δεφτερο και το τρίτο μεταςχθματιςμό όςεσ φορζσ 

μασ επιτραπεί τθρϊντασ τουσ εξισ κανόνεσ : 

1. Αν ζχουμε τθ δυνατότθτα να εκτελζςουμε και τουσ δφο αυτοφσ 

μεταςχθματιςμοφσ, τότε επιλζγουμε ΡΑΝΤΑ τον τρίτο. Διότι αν εκτελζςουμε 

τον δεφτερο μπορεί το δίκτυό μασ να χωριςτεί ςε κομμάτια. 

2. Αφαιροφμε μία ζδρα κάκε φορά. Ειδάλλωσ μπορεί να καταλιξουμε ςε μία 

μθ επικυμθτι μορφι δικτφου – ακμζσ μεμονωμζνεσ ςτθν εξωτερικι ζδρα. 
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Ρροφανϊσ, το πλικοσ των μεταςχθματιςμϊν που μποροφμε να εφαρμόςουμε ςε 

κάκε δίκτυο είναι πεπεραςμζνο, αφοφ ο αρικμόσ των εδρϊν και των ακμϊν είναι 

πεπεραςμζνοσ. 

Ακόμθ, ο αλγόρικμοσ τερματίηει όταν το δίκτυο καταλιξει να είναι ζνα μόνο 

τρίγωνο. 

Εφκολα ςυμπεραίνουμε ότι  θ ποςότθτα Κ – Α + Ε για το τελικό τρίγωνο είναι και θ 

ποςότθτα που χαρακτθρίηει το αρχικό πολφεδρο, δθλαδι 

 Κ – Α + Ε = 3 – 3 + 2 = 2 

Ο αρικμόσ των εδρϊν είναι δφο, κακϊσ το δίκτυο του τριγϊνου περιγράφεται από 

μία εςωτερικι και μία εξωτερικι ζδρα. 

Θ παράκεςθ των ςτοιχείων ςχετικά με τα πολφγωνα και τα πολφεδρα 

δικαιολογείται από το γεγονόσ πωσ κάκε ςτζγθ αποτελεί ζνα ανοικτό πολφεδρο.  Το 

πολφεδρο αυτό ςυχνά δεν είναι κυρτό.  

Ζςτω τρία επίπεδα Ρ0, Ρ1, Ρ2 τα οποία τζμνονται ανά δφο κατά τισ ευκείεσ ΑΔ, ΑΓ, 

ΑΒ και διζρχονται από το ίδιο ςθμείο Α, από το οποίο διζρχονται και οι τομζσ τουσ. 

Θεϊρθμα 1 : Εάν τα επίπεδα Ρ1 και Ρ2 είναι ιςοκλινι ωσ προσ το τρίτο Ρ0 , θ 

προβολι τθσ μεταξφ τουσ τομισ ΑΒ πάνω ςτο Ρ0 , θ ΑΒ’, κα ταυτίηεται με τθ 

διχοτόμο τθσ επίπεδθσ γωνίασ      των τομϊν τουσ με το Ρ0. (Σχιμα 3) 

 Θεϊρθμα 2 : Οι τομζσ ενόσ επιπζδου με δφο άλλα επίπεδα, παράλλθλα μεταξφ 

τουσ είναι ευκείεσ παράλλθλεσ. 

Θεϊρθμα των τριϊν κακζτων 

i. Αν θ ευκεία ΑΒ (Σχιμα 4) είναι κάκετθ ςε επίπεδο π (Β ςθμείο του π) και θ 

ευκεία ΒΓ είναι κάκετθ ςε ευκεία ε του π, (Γ ςθμείο τθσ ε), τότε θ ΑΓ είναι 

κάκετθ ςτθν ευκεία ε. 

ii. Αν θ ευκεία ΑΒ είναι κάκετθ ςε επίπεδο π και θ ευκεία ΑΓ είναι κάκετθ ςε 

ευκεία ε του π, τότε θ ΒΓ είναι κάκετθ ςτθν ευκεία ε. 

iii. Αν θ ευκεία ΑΓ είναι κάκετθ ςτθν ε, θ ευκεία ΒΓ είναι κάκετθ ςτθν ε και θ ΑΒ 

είναι κάκετθ ςτθν ΒΓ, τότε θ ευκεία ΑΒ είναι κάκετθ ςτο επίπεδο π. 
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χιμα 3  Προβολι Σομισ Ιςοκλινϊν Επιπζδων Π1 και Π2  ωσ προσ τρίτο Π0  

 
χιμα 4   Θεϊρθμα τριϊν κακζτων  
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1.2 Στοιχεύα Παραςτατικόσ Γεωμετρύασ   

1.2.1 Παραςτατικό Γεωμετρύα ενόσ Επιπϋδου Προβολόσ 

Ζςτω π ζνα επίπεδο του τριςδιάςτατου χϊρου, το οποίο ονομάηεται επίπεδο 

προβολισ. Το επίπεδο αυτό χωρίηει τον χϊρο ςε δφο περιοχζσ.  

 Καλοφμε υψόμετρο ΜΜ’ ενόσ ςθμείου Μ του χϊρου τθν προςθμαςμζνθ 

απόςταςθ του ςθμείου Μ από το επίπεδο π . 

Τα ςθμεία επί του επιπζδου π κεωροφμε ότι ζχουν μθδενικό υψόμετρο. Επίςθσ  

ςθμεία που βρίςκονται ςε διαφορετικζσ περιοχζσ του χϊρου , όπωσ αυτζσ ορίηονται 

από το επίπεδο προβολισ, κα ζχουν αντίκετα πρόςθμα. 

Κάκε ςθμείο Μ του χϊρου παριςτάνεται με το ηεφγοσ (Μ’,μ) = Μ’(μ) , όπου Μ’ είναι 

θ προβολι του Μ ςτο επίπεδο π και μ είναι το υψόμετρο του ςθμείου Μ. 

 
χιμα 5  Τψομετρικι μζκοδοσ προβολισ  

Κατά τθ μεταφορά των ςχθμάτων του χϊρου ςτο επίπεδο π , αφοφ κεωριςουμε 

ζνα τριςορκογϊνιο και δεξιόςτροφο ςφςτθμα αναφορά Oxyz  (όπου το επίπεδο π 
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ταυτίηεται με το επίπεδο Oxy), απεικονίηουμε κάκε ςθμείο Μ(x,y,z)  ςτθν προβολι 

του Μ’(x,y) ςτο επίπεδο. Θ τρίτθ ςυντεταγμζνθ z του ςθμείου είναι το 

προςθμαςμζνο υψόμετρο μ (=z) του ςθμείου. 

Ζςτω ευκεία ε του χϊρου που ορίηεται από τα ςθμεία Α και Β. Θ προβολι αυτισ ςτο 

επίπεδο π είναι θ ευκεία που ορίηεται από τισ προβολζσ των Α και Β, Α’(α) και Β’(β) 

αντίςτοιχα. 

 Ίχνοσ ευκείασ λζγεται το ςθμείο τομισ τθσ ευκείασ με το επίπεδο προβολισ 

π . 

 Γωνία κλίςθσ λζγεται θ γωνία που ςχθματίηει θ ευκεία με το επίπεδο 

προβολισ π. 

 Κλίςθ ευκείασ λζγεται θ εφαπτομζνθ τθσ γωνίασ κλίςθσ . 

 Βακμίδα ι βιμα ευκείασ λζγεται θ ςυνεφαπτομζνθ τθσ γωνίασ κλίςθσ. 

 Εάν ςτθν προβολι ε’ μιασ ευκείασ ε ςθμειϊςουμε τα ςθμεία ακεραίου 

υψομζτρου , τότε λζμε ότι ζχουμε τθν υψομετρικι κλίμακα τθσ ευκείασ ε 

και τθ ςυμβολίηουμε με *ε’+. 

Ζςτω επίπεδο ς το οποίο δεν είναι παράλλθλο ςτο επίπεδο προβολισ π.  

 Ίχνοσ ενόσ επιπζδου ς λζγεται θ ευκεία τομισ ς1 του επιπζδου με το 

επίπεδο προβολισ π.  

 Ιχνοπαράλλθλεσ λζγονται οι ευκείεσ ι  του επιπζδου ς που είναι 

παράλλθλεσ ςτο ίχνοσ ς1 . 

 Ιχνοκάκετεσ ι γραμμζσ κλίςθσ λζγονται οι ευκείεσ κ που είναι κάκετεσ ςτο 

ίχνοσ ς1  και είναι γραμμζσ μζγιςτθσ κλίςθσ. 

Οι ζδρεσ ενόσ πολυζδρου, ωσ τμιματα επιπζδου, κα ζχουν ωσ γραμμζσ κλίςθσ 

τα τμιματα των ιχνοκακζτων εκάςτου επιπζδου, τα οποία βρίςκονται εντόσ τθσ 

αντίςτοιχθσ ζδρασ.  

Από κάκε ςθμείο μιασ επιφάνειασ διζρχεται μία μόνο γραμμι κλίςθσ, εκτόσ από 

οριςμζνα ςθμεία τθσ επιφάνειασ, όπωσ για παράδειγμα, τα ςθμεία 

μεγίςτου/ελαχίςτου υψομζτρου ι τα ςθμεία που θ επιφάνεια ζχει τθν μορφι 

κϊνου. 

 Γωνία κλίςθσ ενόσ επιπζδου λζγεται θ οξεία γωνία φ που ςχθματίηει το 

επίπεδο αυτό με το επίπεδο προβολισ π , θ οποία ιςοφται με τθ γωνία 

κλίςθσ που ςχθματίηει θ τυχοφςα ιχνοκάκετοσ κ του επιπζδου με το επίπεδο 

προβολισ. 

Επιςθμαίνουμε πωσ εάν δοκεί μία ιχνοκάκετοσ κ ενόσ επιπζδου ς, τότε το επίπεδο 

είναι πρακτικά οριςμζνο, κακϊσ μποροφμε να καταςκευάςουμε το ίχνοσ ς1 του 
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επιπζδου ωσ τθν κάκετθ ευκεία ςτθν κ που διζρχεται από εκείνο το ςθμείο τθσ που 

ζχει μθδενικό υψόμετρο. 

Τομι Δφο Επιπζδων  

 Σομι επιπζδων με ίχνθ τεμνόμενα 

Ζςτω δφο επίπεδα ς και τ, τα οποία δίνονται με τισ υψομετρικζσ τουσ 

κλίμακεσ *u’1+ και *u’2+ οι οποίεσ δεν είναι παράλλθλεσ. Ηθτείται να 

καταςκευαςτεί θ ευκεία τομισ των δφο επιπζδων. 

Λφςθ 

Καταςκευάηουμε τισ ιχνοπαράλλθλεσ ακεραίων υψομζτρων των δφο 

επιπζδων. 

Θ ευκεία τομισ ορίηεται αν προςδιοριςκοφν δφο ςθμεία τθσ, οπότε 

κεωροφμε δφο βοθκθτικά οριηόντια επίπεδα, π.χ. τα επίπεδα με υψόμετρο 

2 και 3 αντίςτοιχα. 

Τα επίπεδα αυτά τζμνουν τα επίπεδα ς και τ κατά τισ ιχνοπαράλλθλζσ τουσ 

με υψόμετρα 2 και 3 αντίςτοιχα.  

Οι δφο ιχνοπαράλλθλεσ υψομζτρου 2 , ωσ ςυνεπίπεδεσ, τζμνονται ςε ζνα 

ςθμείο, ζςτω Α. Ανάλογα , οι δφο ιχνοπαράλλθλεσ υψομζτρου 3 τζμνονται 

ςτο ςθμείο Β. 

 Θ ευκεία ε που ορίηεται από τα ςθμεία Α και Β είναι θ ευκεία τομισ των 

δφο επιπζδων.  

 
χιμα 6  Σομι επιπζδων με ίχνθ τεμνόμενα  
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 Σομι επιπζδων με ίχνθ παράλλθλα 

Δίνονται δφο επίπεδα με υψομετρικζσ κλίμακεσ *u’1+ και *u’2+ παράλλθλεσ 

μεταξφ τουσ. Ηθτείται θ ευκεία τομισ των επιπζδων αυτϊν. 

Λφςθ 

Αν οι υψομετρικζσ κλίμακεσ είναι ομόρροπεσ και ίςεσ, τα επίπεδα είναι 

παράλλθλα, επομζνωσ δεν τζμνονται. 

Ζςτω ότι τα επίπεδα δεν είναι παράλλθλα. 

Οι ιχνοπαράλλθλεσ των δφο επιπζδων είναι ευκείεσ κάκετεσ ςτισ 

υψομετρικζσ κλίμακεσ, δθλαδι παράλλθλεσ μεταξφ τουσ, επομζνωσ τα ίχνθ 

των δφο επιπζδων είναι παράλλθλα. 

Θ ευκεία τομισ των δφο επιπζδων είναι ευκεία παράλλθλθ ςτα ίχνθ τουσ 

(και ςτισ ιχνοπαράλλθλζσ τουσ επίςθσ), διότι αν δφο επίπεδα τζμνονται από 

τρίτο κατά ευκείεσ παράλλθλεσ, τότε και θ τομι των δφο επιπζδων κα είναι 

ευκεία παράλλθλθ ςτο τζμνον επίπεδο, άρα και ςτισ τομζσ των επιπζδων 

από το τρίτο επίπεδο. 

Επομζνωσ, αρκεί να προςδιορίςουμε ζνα ςθμείο τθσ ευκείασ αυτισ. Τα 

ςθμεία αντίςτοιχου υψομζτρου των δφο υψομετρικϊν κλιμάκων ορίηουν 

ευκείεσ που διζρχονται από κοινό ςθμείο, λόγω τθσ ομοιότθτασ των 

υψομετρικϊν κλιμάκων. 

Αλλά και θ κοινι ευκεία των δφο επιπζδων ανικει ςε αυτιν τθ δζςμθ 

ευκειϊν διότι ςυνδζει ςθμεία ίςου υψομζτρου. Είναι όμωσ ταυτόχρονα 

κάκετθ ςτισ δφο υψομετρικζσ κλίμακεσ διότι είναι κοινι ιχνοπαράλλθλθ των 

δφο επιπζδων. Επομζνωσ από το ςθμείο αυτό φζρνουμε τθν κάκετθ ςτισ 

υψομετρικζσ κλίμακεσ και ζτςι ορίηουμε τθν ευκεία τομισ ε των δφο 

επιπζδων. 

 
χιμα 7  Σομι επιπζδων με ίχνθ παράλλθλα  
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Μετά τθν εφαρμογι τθσ μεκόδου του ευκφγραμμου ςκελετοφ κα χρειαςτεί να 

γίνουν κάποια βιματα για τθν απεικόνιςθ τθσ ςτζγθσ ςτον τριςδιάςτατο χϊρο 

αξονομετρικά βάςει τθσ διςδιάςτατθσ κάτοψθσ με τθν οποία εργαηόμαςτε ςτθ 

μζκοδο.  

1.2.2  Αξονομετρικό Προβολό 

Θ αξονομετρικι μζκοδοσ παράςταςθσ ςυγκαταλζγεται ςτισ μεκόδουσ απεικόνιςθσ 

ενόσ αντικειμζνου τριϊν διαςτάςεων ςτο επίπεδο. Κατά τθν εφαρμογι τθσ μεκόδου 

αυτισ το αντικείμενο προβάλλεται ςε ζνα επίπεδο παράλλθλα ςε μία δεδομζνθ 

ευκεία. Θ ανάγκθ για τθν ανάπτυξθ τθσ μεκόδου αυτισ προζκυψε από τθν 

αδυναμία που παρουςιάηει θ απλι παράλλθλθ προβολι  να εξαςφαλίςει τθν πλιρθ 

εποπτεία του αντικειμζνου, αφοφ μζςω τθσ προβολισ αυτισ επιτυγχάνεται μόνο ο 

κακοριςμόσ του ςχιματοσ του αντικειμζνου και τθσ κζςθσ που αυτό κατζχει ςτο 

χϊρο. Ειδικότερα, κατά  τθν εφαρμογι τθσ αξονομετρικισ μεκόδου διατθροφνται οι 

μετρικζσ ςχζςεισ των τριϊν διαςτάςεων του ςτερεοφ, κακϊσ και θ παραλλθλία των 

πλευρϊν του, ςε αντίκεςθ με τθν προοπτικι, που είναι κεντρικι προβολι, ςτθν 

οποία ςυμβαίνει ο μεταςχθματιςμόσ των επιφανειϊν να μθν είναι 

ομοπαραλλθλικόσ αλλά ομολογικόσ. 

Θ αξονομετρία ουςιαςτικά παρζχει μια τριςδιάςτατθ (αλλά αφθρθμζνθ) απεικόνιςθ 

του χϊρου με κζντρο προβολισ ςτο άπειρο. Είναι ιδιαίτερα χριςιμθ για 

απεικονίςεισ κτθρίων και καταςκευαςτικϊν ι τεχνικϊν λεπτομερειϊν, κακϊσ 

επιτρζπει τθν απεικόνιςθ αντικειμζνων με διαφορετικοφσ τρόπουσ .Ρροβάλλοντάσ 

τα ταυτόχρονα από διαφορετικζσ γωνίεσ και διευκφνςεισ, από ψθλά ι χαμθλά, ενϊ 

ταυτόχρονα αποδεικνφεται ιδανικι για τθ μελζτθ και διερεφνθςθ των όγκων των 

καταςκευϊν. Ραράλλθλα, μπορεί να ςυνδυαςτεί με τισ ορκζσ προβολζσ για τθ 

μελζτθ αντικειμζνων ι κτθρίων τεμνομζνων ςε διαφορετικά ςθμεία επιτυγχάνοντασ 

τθν ταυτόχρονθ απεικόνιςθ του εςωτερικοφ και του εξωτερικοφ χϊρου.  

Το ςφςτθμα τθσ αξονομετρικισ προβολισ ζχει άμεςθ ςχζςθ με το ςφςτθμα Monge 

και τισ ίδιεσ αρχζσ (για περαιτζρω πλθροφορίεσ για το ςφςτθμα Monge, βλζπε 

Ραραςτατικι Γεωμετρία [2]).  Ζςτω ζνα ορκοκανονικό ςφςτθμα αναφοράσ 0xyz  

(Σχιμα 8), όπου Οx = μx , Oy = μy και Οz = μz είναι οι μονάδεσ επί των τριϊν αξόνων, 

και θ διεφκυνςθ προβολισ ΟΟ’ που ςχθματίηει γωνία φ με το επίπεδο π. 

Επιςθμαίνουμε ότι το ςθμείο Ο1 αποτελεί ορκι προβολι του ςθμείου Ο ςτο 

επίπεδο π, ενϊ το ςθμείο Ο’ είναι θ παράλλθλθ κατά τθ διεφκυνςθ του ΟΟ’ 

προβολι του Ο. Οι προβολζσ των μονάδων ζχουν κοινι αρχι το ςθμείο προβολισ 

του Ο ςτο επίπεδο π, δθλαδι το Ο’, και λζγονται αξονομετρικζσ μονάδεσ. Κατ’ 

επζκταςθ οι ευκείεσ Ο’x’ , O’y’ και O’z’ λζγονται αξονομετρικοί άξονεσ. 
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χιμα 8  Αξονομετρικι Μζκοδοσ Παράςταςθσ  

Ορίηουμε ωσ λόγουσ αναγωγισ τα εξισ             
  

 

  
      

  
 

  
       

  
 

  
    ,  

μεταξφ των οποίων ιςχφει θ ςχζςθ      
      

     
      

 

     
     . 

Στο άνωκεν ςχιμα είναι ςθμειωμζνθ και θ κάκετθ προβολι του ςθμείου Ο ςτο 

επίπεδο π, δθλαδι το ςθμείο Ο1, το οποίο αποτελεί  προβολι του ςθμείου Ο μζςω 

τθσ ορκισ αξονομετρικισ προβολισ. 

Αξίηει να παρατθριςουμε ότι για τθν ορκι αξονομετρικι προβολι οι λόγοι 

αναγωγισ ιςοφνται με τα ςυνθμίτονα των γωνιϊν κx , κy , κz που ςχθματίηουν οι 

άξονεσ με το επίπεδο π και ιςχφει θ ςχζςθ :   

    
      

     
                           

Οριςμοί 

 Ανάλογα με τθ διεφκυνςθ τθσ προβολισ ωσ προσ το επίπεδο προβολισ , θ 

αξονομετρικι παράςταςθ χαρακτθρίηεται ωσ πλάγια αξονομετρικι προβολι 

(πλάγια προβολι) και ωσ ορκι αξονομετρικι προβολι (κάκετθ προβολι). 

 Άλλθ μία διάκριςθ που κάνουμε είναι βάςει των μθκϊν των αξονομετρικϊν 

μονάδων. Πταν οι τρεισ αξονομετρικζσ μονάδεσ είναι ίςεσ μεταξφ τουσ ,τότε 

θ προβολι ονομάηεται ιςομετρικι (ι μονομετρικι). Στθν περίπτωςθ που και 
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οι τρεισ μονάδεσ είναι διαφορετικζσ μεταξφ τουσ , καλοφμε τθν προβολι 

τριμετρικι. Αντίςτοιχα διμετρικι καλείται θ προβολι ςτθν οποία μόνο οι 

δφο από τισ τρεισ αξονομετρικζσ μονάδεσ είναι ίςεσ μεταξφ τουσ. 

Υπάρχουν, λοιπόν, διάφορεσ κζςεισ τισ οποίεσ καταλαμβάνει το τριςορκογϊνιο 

ςφςτθμα αξόνων και αρκετοί τρόποι κατά τουσ οποίουσ διατάςςεται το 

τριςορκογϊνιο ςφςτθμα αξόνων. Κα περιγράψουμε μερικζσ από τισ περιπτϊςεισ 

που ςυναντϊνται : 

 Ιςομετρικι Αξονομετρικι Προβολι. Είναι θ πιο αλθκοφανισ προβολι. Οι 

άξονεσ x, y, z ςχθματίηουν μεταξφ τουσ ίςεσ γωνίεσ 120° και τα μοναδιαία 

διανφςματα απεικονίηονται από τθ ςχζςθ 1:1:1 (Σχιμα 9). Μποροφμε να 

ςτρζψουμε τουσ άξονεσ x και y το πολφ μζχρι 18° και να διατθριςουμε τα 

μοναδιαία διανφςματα με τθ ςχζςθ 1:1:1 (Σχιμα 10). 

 
χιμα 9  Ιςομετρικι Αξονομετρικι Προβολι  

 
χιμα 10  φςτθμα ςε τροφι  

 

 Πλάγια Διμετρικι Αξονομετρικι Προβολι (Cavallère). Στθ μετωπικι διμετρικι 

προβολι οι άξονεσ y και z είναι κάκετοι μεταξφ τουσ, ενϊ ο άξονασ x ςχθματίηει 

με τον z γωνία ω, που μπορεί να είναι 30°, 45° ι 60° (Σχιμα 11). Στθν οριηόντια 

διμετρικι προβολι οι άξονεσ x και y είναι κάκετοι μεταξφ τουσ, ενϊ ο άξονασ z  

ςχθματίηει με τον x γωνία ω, ίςθ με 30°, 45° ι 60° (Σχιμα 12). Και ςτισ δφο 

περιπτϊςεισ οι αναλογία των μοναδιαίων διανυςμάτων είναι 1:1:1/2 ι 2:2:1.  
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χιμα 11  Μετωπικι Διμετρικι Προβολι  

 
χιμα 12 Οριηόντια Διμετρικι Προβολι

 Τριμετρικι Αξονομετρικι Προβολι. Στθν τριμετρικι προβολι οι άξονεσ x, y, 

z ςχθματίηουν μεταξφ τουσ τυχαίεσ γωνίεσ, τα δε μοναδιαία διανφςματα 

είναι μεταξφ τουσ διάφορα. Συνικωσ δε ςτρζφουμε τον άξονα z 

περιςςότερο από 18° από τθν κορυφι, για να μθν ζχουμε παράδοξεσ 

απεικονίςεισ. 

 
χιμα 13  Σριμετρικι Αξονομετρικι Προβολι  

  



15 
 

2 Βαςικϋσ γνώςεισ περύ ςτεγών 

Με τον όρο ςτζγη αναφερόμαςτε ςτο τμιμα μιασ καταςκευισ που χρθςιμεφει ςτθν 

κάλυψθ του χϊρου που περικλείει θ καταςκευι. Θ χρθςιμότθτα μιασ ςτζγθσ 

ζγκειται ςτθν προςταςία τόςο τθσ καταςκευισ όςο και των πραγμάτων και 

ανκρϊπων που φιλοξενεί από τα ςτοιχεία τθσ φφςθσ.  

2.1 Τεχνικϊ χαρακτηριςτικϊ μιασ ςτϋγησ 

Κατά τον ςχεδιαςμό μιασ  ςτζγθσ , πρζπει να λθφκοφν αποφάςεισ ςχετικά με τον 

τρόπο ςτιριξισ τθσ και το κατά πόςο κα είναι επικλινισ ι όχι. Οι περιςςότερεσ 

κατοικίεσ, με εξαίρεςθ αυτζσ που καταςκευάηονται ςε περιοχζσ με ιδιαίτερα ξθρό 

κλίμα, ςυνοδεφονται από επικλινείσ ςτζγεσ. Θ κλίςθ με τθν οποία ςχεδιάηεται κάκε 

ςτζγθ επιλζγεται βάςει των αναγκϊν που ςτθν εκάςτοτε περίπτωςθ κζλουμε να 

καλφψουμε και τθσ αιςκθτικισ. Ραραδείγματοσ χάριν, ςε περιοχζσ όπου οι 

βροχοπτϊςεισ και οι χιονοπτϊςεισ δεν αποτελοφν ςυχνό φαινόμενο, μία ςχεδόν 

επίπεδθ ςτζγθ προςφζρει τθν επικυμθτι προςταςία. 

 Εν ςυντομία, το ςφνολο των παραγόντων που ςυμβάλλουν ςτθν τελικι 

διαμόρφωςθ μιασ ςτζγθσ ζχει ωσ εξισ : 

1. Οι εξωτερικζσ όψεισ 

Ροια είναι θ εμφάνιςθ που επιδιϊκεται να ζχει θ ςτζγθ, ςε ςχζςθ και με το 

περιβάλλον.  Κατά πόςο είναι ορατι από παντοφ. Καταλιγει ςε μεςοτοιχίεσ; 

Εάν το οίκθμα ανικει ςε κάποιον παραδοςιακό οικιςμό, ο γενικόσ 

μορφολογικόσ χαρακτιρασ είναι δοςμζνοσ. Τί ςχζςεισ όγκων δθμιουργεί; 

2. Θ μορφι και οι διαςτάςεισ τθσ κάτοψθσ 

Είναι ενιαία ι όχι θ λειτουργία των χϊρων; Υπάρχουν ελεφκερα ανοίγματα; 

Υπάρχει θ δυνατότθτα ενδιάμεςων ςτθρίξεων;  

3. Το μζγιςτο φψοσ 

Εξαρτάται από τον Γενικό Οικοδομικό Κανονιςμό (ΓΟΚ) και τα φψθ των 

ορόφων, ενϊ επθρεάηει τουσ όγκουσ , τισ κλίςεισ, κ.λπ. 

4. Το κλίμα τθσ περιοχισ και θ ιδιαιτερότθτα τθσ κζςθσ τθσ οικοδομισ 

Ρροςδιορίηουν τισ φορτίςεισ ανζμου και χιονιοφ, τθ ςειςμικι 

επικινδυνότθτα και τθ ςυμπεριφορά του εδάφουσ. Πλα αυτά ζχουν 

προφανι επιρροι ςτθ Στατικι λφςθ, που με τθ ςειρά τθσ επθρεάηει τθν 

αρχιτεκτονικι λφςθ. Επίςθσ κζτουν όρια ςτισ κλίςεισ και επιδροφν 

αποφαςιςτικά ςτο παράγοντα (5). 

5. Ο τρόποσ μόνωςθσ, απορροισ και επικάλυψθσ 

Πρια κλίςεων ςτζγθσ. Κζςεισ υδρορροϊν, οριηόντιων και κατακόρυφων. 

Ράχθ μονϊςεων. Διαςτάςεισ και ςχετικζσ κζςεισ φερόντων ςτοιχείων. 

Στθκαία, κορνίηεσ και γείςα, ςυναρτϊμενα και με τισ όψεισ κ.λπ. 
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6. Ορατότθτα εκ των κάτω 

Διατάξεισ ςυμμετρικζσ ι όχι. Ρικανόν ςε ενιαίο χϊρο να απαιτείται ενιαία 

μορφι. Ψευδοροφζσ. Αιωροφμενθ ι εδραηόμενθ ςτζγθ. 

7. Θ χριςθ του κενοφ χϊρου κάτω από τθ ςτζγθ 

Ρικανι είναι θ δθμιουργία ωφζλιμων χϊρων με απαιτιςεισ κατάλλθλου 

φψουσ, φωτιςμοφ και αεριςμοφ του εςωτερικοφ του “ςϊματοσ” τθσ ςτζγθσ. 

Κατά ςυνζπεια προκφπτουν ανάγκεσ και δεςμεφςεισ ςε ανοίγματα, 

υπερυψϊςεισ, αποςτάςεισ, εςωτερικι διαμόρφωςθ των ηευκτϊν, φορτία, 

μονϊςεισ, κ.λπ. 

8. Τα υλικά και θ ςφνκεςθ του φζροντα οργανιςμοφ 

Τα όρια των ελεφκερων ανοιγμάτων. Οι αποςτάςεισ και οι διαςτάςεισ των 

φερόντων ςτοιχείων. Οι τρόποι ςτιριξθσ κ.λπ. . Ο ςχεδιαςμόσ τθσ κάτοψθσ 

και των όψεων ςε λικόκτιςτα ι ξφλινα ςπίτια για παράδειγμα επθρεάηεται 

από τισ κζςεισ των ηευκτϊν και αντίςτροφα, ζτςι ϊςτε τα φορτία τθσ ςτζγθσ 

να μεταφζρονται , κατά το δυνατόν, άμεςα πάνω ςτα κατακόρυφα φζροντα 

ςτοιχεία (λ.χ. όχι ςε ανϊφλια παρακφρων, αλλά απευκείασ πάνω ςτουσ 

πεςςοφσ) . 

Σε περιπτϊςεισ ςκελετϊν από οπλιςμζνο ςκυρόδεμα ι ςίδερο, το πρόβλθμα 

αυτό ξεπερνιζται εφκολα, λόγω τθσ καμπτικισ αντοχισ των δοκϊν ςτιριξθσ. 

9. Θ πρόβλεψθ για μελλοντικοφσ ορόφουσ 

Ρικανι μελλοντικι ανάγκθ για μερικι ι ολικι αποςφνκεςθ τθσ ςτζγθσ τί 

επιρροι κα είχε ςτα υλικά, τισ ςυνδζςεισ και τα φορτία. Ακόμθ, είναι 

χριςιμεσ οι προβλζψεισ ςχετικά με τθ ςυνζχεια των κλιμάκων, των 

ανοιγμάτων, των αγωγϊν, κ.λπ. . 

Ακόμθ υπάρχουν και πρζπει να ςυνεκτιμθκοφν κζματα πυραςφάλειασ ,ςυντιρθςθσ, 

επιςκεψιμότθτασ, τεχνικϊν μζςων και υλικϊν τθσ περιοχισ, κόςτουσ κ.λπ. . 

Από όλα τα παραπάνω είναι προφανζσ ότι ο μθχανικόσ που κα διαμορφϊςει τθ 

ςτζγθ ενόσ κτθρίου χρειάηεται, εκτόσ από φανταςία, κρίςθ, αίςκθςθ του χϊρου, 

αιςκθτικι και μια πλθκϊρα ειδικϊν γνϊςεων. Μόνον τότε κα φκάςει ςε ζνα 

αποτζλεςμα καταςκευάςιμο , το οποίο και αιςκθτικά κα αναδεικνφει το κτιριο και 

κα εξυπθρετεί όλεσ τισ λειτουργικζσ και ςτατικζσ του ανάγκεσ, μζςα ςτα οικονομικά 

όρια που κζτονται κάκε φορά. 

 Θ κλίςθ (pitch) είναι θ εφαπτομζνθ τθσ γωνίασ μιασ ιχνοκακζτου.  
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Εικόνα 2  Μετατροπι των μοιρϊν ςε κλίςθ επί τοισ % 

Οι ςτζγεσ διακρίνονται : 

 ανάλογα με τθν κλίςθ, ςε: 

1. Επίπεδα δϊματα 

2. Επίπεδεσ ςτζγεσ με κλίςθ από 1° ζωσ 3°.  

Σε αυτζσ είναι απαραίτθτθ θ διαμόρφωςθ ριςεων για τθν απορροι των 

ομβρίων υδάτων . 

3. Στζγεσ με μικρι κλίςθ (πάνω από 3°), ςτισ οποίεσ απαιτείται μελζτθ τθσ 

επικάλυψθσ.  

Στζγεσ με κλίςθ μζχρι 30° χαρακτθρίηονται ςυχνά ςαν “ελαφρά 

κεκλιμζνεσ”, δεν υπάρχει, ωςτόςο, κάποιοσ γενικόσ οριςμόσ. 

4. Στζγεσ με μεγάλθ κλίςθ, πάνω από 35°. 

 ανάλογα με τθν επικάλυψθ, ςε: 

1. Επικάλυψθ με κεραμίδια : πτυχωτά (γαλλικοφ ι ολλανδικοφ τφπου), 

επίπεδα, κοίλα (βυηαντινά),ρωμαϊκοφ τφπου. 

2. Επικάλυψθ με επίπεδεσ πλάκεσ : ςχιςτολικικζσ, φφλλα λαμαρίνασ ι 

ξυλοκζραμουσ κ.ά. , τεχνθτζσ ι μθχανικά επεξεργαςμζνεσ φυςικζσ 

πλάκεσ. 

3. Επικάλυψθ με κυματοειδείσ πλάκεσ από ςυνκετικό υλικό ι λαμαρίνα. 

4. Μεταλλικι επικάλυψθ : επιψευδαργυρωμζνεσ ταινίεσ λαμαρίνασ, φφλλα 

αλουμινίου και χαλκοφ. 

Τρόποι καταςκευισ : ςτερζωςθ ςε τεγίδεσ, μεταλλικά φφλλα με 

νευρϊςεισ, επικόλλθςθ. 

5. Επικάλυψθ με πλάκεσ από γυαλί. 
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Εικόνα 3  Ρωμαϊκοφ, Ολλανδικοφ και Βυηαντινοφ τφπου  

 

Εικόνα 4  χιςτολικικζσ επίπεδεσ πλάκεσ & Ξυλοκζραμο  

 ανάλογα με τθ λειτουργία (ςε ςχζςθ με τθ μόνωςθ), ςε: 

1. Μονοκζλυφεσ “κερμζσ” ςτεγάςεισ ,όπου οι διάφορεσ επιςτρϊςεισ 

τοποκετοφνται ςε επαφι χωρίσ ενδιάμεςο κενό αεριςμοφ. Το ςυνολικό 

πάχοσ τθσ ςτζγθσ λειτουργεί ςαν κερμομόνωςθ και επιπλζον δεν 

απαιτείται φράγμα υδρατμϊν. Θ ςειρά των μονωτικϊν ςτρϊςεων είναι θ 

χρθςιμοποιοφμενθ ςε ςυμβατικζσ καταςκευζσ. 

2. Αεριηόμενεσ “ψυχρζσ” ςτζγεσ που αποτελοφνται από δφο επιφάνειεσ με 

ενδιάμεςο κενό.  

 ανάλογα με τθ μορφι, ςε: 

1. Δικλινισ ςτζγθ : Οι δφο κεκλιμζνεσ επιφάνειεσ τζμνονται ςε μία γραμμι 

κορυφισ (κορφιάσ). Στισ μθ κεκλιμζνεσ πλευρζσ ςχθματίηονται τριγωνικά 

αετϊματα. Είναι γνωςτι και ωσ αμφικλινισ ι δίρρουσ (δίρριχτθ) . 

2. Τετρακλινισ ςτζγθ : Εδϊ οι κεκλιμζνεσ επιφάνειεσ ςυναντϊνται ςε ακμζσ 

(γερτοί μαχιάδεσ) οι οποίεσ τζμνονται ςτισ άκρεσ τθσ γραμμισ κορυφισ. 

Επίςθσ γνωςτι ωσ τετράρρουσ ι ςκαφοειδισ (τετράρριχτθ). 

3. Στζγθ με ςοφίτα  

4. Μονόρριχτθ ςτζγθ : Πλθ θ ςτζγθ είναι κεκλιμζνθ προσ τθ μία πλευρά. 

(μονόρρουσ /μονόρριχτθ). 

5. Ρυργοειδισ ςτζγθ όπου το φψοσ είναι μεγαλφτερο από το πλάτοσ του 

ανοίγματοσ που καλφπτεται. 

6. Κόλοι, τροφλοι. 

7. Αναρτθμζνεσ ςτζγεσ. Είναι εκείνεσ οι οροφζσ οι οποίεσ δεν ςτθρίηονται 

κατά τον κλαςςικό τρόπο ςε δοκάρια και υποςτυλϊματα αλλά 

αναρτϊνται μζςω ειδικϊν καλωδίων από ςτφλουσ. 
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8. Ειδικζσ μορφζσ χρθςιμοποιοφμενεσ κυρίωσ ςε βιομθχανικά κτιρια είναι 

οι πριονωτζσ ςτζγεσ (Sheds) και οι ςυρόμενεσ ςτζγεσ. 

  

Εικόνα 5  Μερικι διάκριςθ ςτεγϊν ανάλογα με τθ μορφι  
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Από γεωμετρικι άποψθ, θ εξωτερικι επιφάνεια μιασ ςτζγθσ μπορεί να είναι 

επίπεδθ, πολυεδρικι, καμπυλόγραμμθ ι ακόμα και μεικτι.  Θ πολυεδρικι 

επιφάνεια είναι ανοικτι και το ςφνορό τθσ λζγεται περίγραμμα τθσ ςτζγθσ 

(παρυφι ςτζγαςθσ). 

Οι ακμζσ μιασ πολυεδρικισ ςτζγθσ λζγονται ράχεσ ι αφλακεσ. Ειδικότερα, ράχεσ 

ονομάηονται εκείνεσ οι ακμζσ που αντιςτοιχοφν ςε δίεδρεσ γωνίεσ που ςτρζφουν 

τθν κυρτι γωνία ςτο εςωτερικό του κτθρίου, ενϊ αφλακεσ καλοφνται οι ακμζσ οι 

οποίεσ αντιςτοιχοφν ςε δίεδρεσ γωνίεσ που ςτρζφουν τθν κυρτι τουσ γωνία ςτο 

εξωτερικό μζροσ.  

 Συχνά τα κεκλιμζνα επίπεδα που ςυνιςτοφν τθ ςτζγθ εξζχουν από τθν 

εξωτερικι κατακόρυφθ επιφάνεια των περιμετρικϊν τοίχων και ςχθματίηουν 

τισ καλοφμενεσ κορωνίδεσ (κορνίηεσ), εξαςφαλίηοντασ τθ ροι των νερϊν τθσ 

βροχισ προσ το ζδαφοσ ςε απόςταςθ από τουσ τοίχουσ των κτθρίων. 

 Παρυφι ςτζγαςθσ ονομάηεται το κατϊτατο οριηόντιο όριο τθσ ςτζγθσ 

 Είναι προφανζσ πϊσ οι ράχεσ είναι γραμμζσ διαχωριςμοφ των όμβριων 

υδάτων, γνωςτζσ ωσ γραμμζσ κορυφισ /κορφιάδεσ (οριηόντιεσ) ι μαχιάδεσ 

(κεκλιμζνεσ), 

 Οι δε αφλακεσ που αποτελοφν μιςγάγγειεσ, δθλαδι είναι γραμμζσ οι οποίεσ 

ςυγκεντρϊνουν και αποχετεφουν τα φδατα είναι πάντοτε κεκλιμζνοι. 

 Κορυφι λζγεται το ςθμείο τομισ περιςςοτζρων των τριϊν επιφανειϊν. 

 Το μζροσ του ςυνόρου τθσ επιφάνειασ τθσ ςτζγθσ δια του οποίου τα όμβρια 

φδατα εγκαταλείπουν τθ ςτζγθ λζγεται γραμμι εκροισ ι απορροισ. 

Αποτελείται ςυνικωσ από κεκλιμζνεσ ευκείεσ που γενικά μπορεί να είναι και 

καμπφλεσ.  

 
χιμα 14  Σα μζρθ μίασ ςτζγθσ  
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Εικόνα 6  Σα δομικά ςτοιχεία μιασ ςτζγθσ 

Θ μορφι του φζροντα οργανιςμοφ 

μιασ ςτζγθσ ποικίλει και ενδζχεται να 

αποτελείται από: 

1. αποκλειςτικά κεκλιμζνεσ ι μθ 

δοκοφσ (μονόρριχτθ και δίρριχτθ 

ι επίπεδθ με μικρά ανοίγματα 

ςτζγθ) 

2. ηευκτά, τα οποία είναι δικτυωτζσ 

δοκοί που τοποκετοφνται παράλ-

λθλα θ μία ςτθν άλλθ .  

3. ηευκτά και τεγίδεσ. Τεγίδεσ 

ονομάηουμε εκείνα τα δοκάρια 

που τοποκετοφνται κάκετα προσ

τα ηευκτά  με ςκοπό τθν κάλυψθ των μεταξφ τουσ ανοιγμάτων και τθ ςτερζωςθ τθσ 

ςτεγανισ επικάλυψθσ. Εάν οι αποςτάςεισ μεταξφ των τεγίδων είναι μεγάλεσ, μπορεί 

να τοποκετθκεί μία δεφτερθ ςειρά μικρϊν δοκαριϊν (δοκίδων) παράλλθλων προσ 

τα ηευκτά, οι επιτεγίδεσ. 

Πταν υπάρχει ςανίδωμα , αυτό καλείται πεταφρωςθ (πζτςωμα) και ςτερεϊνεται 
επάνω ςτισ τεγίδεσ ι ςτισ επιτεγίδεσ , εάν αυτζσ υπάρχουν.

2.2 Προςδιοριςμόσ του πραγματικού ύψουσ κορυφόσ Ti ιςοκλινούσ 

ςτϋγησ, δεδομϋνησ τησ κλύςησ τησ και τησ κϊτοψησ τησ 

γραμμόσ απορροόσ τησ 

Βάςει του κεωριματοσ των τριϊν κακζτων (§1 Μακθματικό Υπόβακρο), αφοφ TiTi’, 

Σχιμα 15,  είναι κάκετθ ςτο οριηόντιο επίπεδο Ρ0 (Ti’ = προβολι του Ti )και θ Ti’E 

φζρεται κάκετθ ςτθν πλευρά ΑΒ ςτο ςθμείο Ε και θ TiE κα είναι κάκετθ ςτθν ΑΒ. 

Ζτςι θ γωνία    =       
  , κα είναι θ γωνία κλίςθσ του επιπζδου τθσ ζδρασ ΑΤiΒ τθσ 

ςτζγθσ ωσ προσ το οριηόντιο επίπεδο Ρ0. Με τθν προχπόκεςθ ότι θ ςτζγθ 

αποτελείται από ιςοκλινι επίπεδα, θ γωνία    είναι ςτακερι για όλεσ τισ ζδρεσ τθσ 

ςτζγθσ που διζρχονται από τισ πλευρζσ (ΑΒ, ΒΓ, …) του πολυγϊνου τθσ γραμμισ 

απορροισ. 

Άρα το πραγματικό φψοσ υ τθσ τυχοφςασ κορυφισ Τi τθσ ςτζγθσ κα είναι  

υ = υ’ * εφ   , 
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όπου υ είναι θ κατακόρυφθ προβολι του τμιματοσ ΤiE και υ’ είναι θ οριηόντια 

προβολι του ίδιου τμιματοσ. Είναι, δθλαδι, το μζγεκοσ του πραγματικοφ φψουσ  υ 

ανάλογο του φψουσ υ’ του τριγϊνου ΑΤi’Β τθσ κάτοψθσ.  

 
χιμα 15  Σο πραγματικό φψοσ μιασ τυχοφςασ κορυφισ   

Βάςει του Κεωριματοσ 1 (§1 Μακθματικό Υπόβακρο), ςτθν περίπτωςθ ιςοκλινϊν 

ςτεγϊν, (που είναι και θ πιο ςυνθκιςμζνθ περίπτωςθ), είναι εφκολθ θ ςχεδίαςι 

τουσ ςε κάτοψθ. Θ προβολι τθσ τομισ δφο διαδοχικϊν εδρϊν τθσ ςτζγθσ που κα 

αντιςτοιχοφν ςε δφο διαδοχικζσ πλευρζσ τθσ γραμμισ εκροισ τθσ ςτζγθσ κα είναι θ 

διχοτόμοσ τθσ επίπεδθσ γωνίασ που ςχθματίηουν ςε κάτοψθ οι δφο διαδοχικζσ 

αυτζσ πλευρζσ. 

Ραρουςιάηουμε ζνα απλό  παράδειγμα. Ζχουμε μία τετράρριχτθ ςτζγθ, αποτελείται 

δθλαδι από τζςςερα ιςοκλινι ωσ προσ το οριηόντιο επίπεδα , και θ γραμμι 

απορροισ τθσ είναι ολόκλθρο το περίγραμμα τθσ κάτοψθσ τθσ ςτζγθσ. 

Το ςθμείο Β’ είναι θ οριηόντια προβολι του ςθμείου Β, το οποίο είναι το κοινό 

ςθμείο τομισ των τριϊν επιπζδων των διαδοχικϊν εδρϊν τθσ ςτζγθσ που διζρχονται 

από τισ διαδοχικζσ πλευρζσ τθσ γραμμισ απορροισ ΔΑ, ΑΓ, ΓΗ. Αντίςτοιχα για το 

ςθμείο Ε’. Ακόμθ, θ Ε’Β’ είναι θ οριηόντια προβολι τθσ ΕΒ, θ οποία αποτελεί τομι 

των επιπζδων των εδρϊν τθσ ςτζγθσ που διζρχονται από τισ πλευρζσ ΔΑ και ΗΓ. 
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χιμα 16  χεδίαςθ ςτζγθσ ςε τετριμμζνθ περίπτωςθ  

2.3 Γενικό μϋθοδοσ χϊραξησ ιςοκλινούσ ςτϋγησ  

Θ μζκοδοσ που ακολουκεί εφαρμόηεται ακόμθ και ςτισ πιο ςφνκετεσ μορφζσ τθσ 

γραμμισ εκροισ, βαςίηεται δε ςτα γεωμετρικά κεωριματα (1 & 2, §1 Μακθματικό 

Υπόβακρο). 

Αφοφ κακοριςτεί ςε κάτοψθ θ γραμμι εκροισ τθσ ιςοκλινοφσ ςτζγθσ που κζλουμε 

να χαράξουμε, φζρουμε τισ διχοτόμουσ δ όλων των εςωτερικϊν γωνιϊν που θ 

γραμμι αυτι ςχθματίηει (Σχιμα 17). 

 
χιμα 17   χεδίαςθ διχοτόμων  
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 Ρροςδιορίηουμε τα ςθμεία τομισ των διχοτόμων κάκε ηεφγουσ διαδοχικϊν 

εςωτερικϊν γωνιϊν. Αυτά είναι, όπωσ προαναφζρκθκε, οι προβολζσ των 

ςθμείων τομισ των επιπζδων που περιζχουν τισ ζδρεσ τθσ ςτζγθσ που 

διζρχονται από τρεισ διαδοχικζσ πλευρζσ τθσ γραμμισ εκροισ. 

 Από τα ςθμεία αυτά κρατοφμε μόνο εκείνα που βρίςκονται ςτο εςωτερικό 

τθσ γραμμισ εκροισ. Ασ τα ονομάςουμε Τi (i=1,2…). (Σχιμα 18) 

 
χιμα 18   θμεία τομισ διχοτόμων  

 Εντοπίηουμε το ςθμείο (κορυφι τθσ ςτζγθσ) Τ1, με προβολι το Τ1’, το οποίο 

ζχει το μικρότερο υψόμετρο και από αυτό κεωροφμε ζνα οριηόντιο επίπεδο 

Ρ που κα τμιςει τθν πολυεδρικι επιφάνεια τθσ ςτζγθσ κατά ζνα πολφγωνο 

π, που κα ζχει πλευρζσ παράλλθλεσ προσ τισ αντίςτοιχεσ πλευρζσ τθσ 

γραμμισ εκροισ (ςφμφωνα με το κεϊρθμα 2). 

Το πολφγωνο π προφανϊσ κα ζχει αρικμό πλευρϊν τουλάχιςτον κατά μία μονάδα 

μικρότερο από τον αρικμό των πλευρϊν του πολυγϊνου τθσ γραμμισ εκροισ. 

Θ προβολι του πολυγϊνου αυτοφ, π’, καταςκευάηεται εφκολα: 

 Φζρουμε από το ςθμείο Τ1’ ευκεία παράλλθλθ προσ τθν  πλευρά ΑΒ του 

πολυγϊνου τθσ κάτοψθσ, μζχρι να τμιςει τθν επόμενθ διχοτόμο (δΒ). 

  Από το ςθμείο τομισ που προκφπτει φζρνουμε παράλλθλθ προσ τθν 

επόμενθ πλευρά ΒΓ μζχρι να τμιςει τθ διχοτόμο (δΓ).  

 Συνεχίηουμε τθ διαδικαςία μζχρι να ολοκλθρωκεί θ καταςκευι τθσ 

προβολισ π’. 

 Κεωροφμε το πολφγωνο π’ ςαν κάτοψθ τθσ γραμμισ εκροισ μιασ νζασ 

ςτζγθσ και επαναλαμβάνουμε τθν ωσ άνω διαδικαςία. 
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χιμα 19   Καταςκευι του πολυγϊνου π'  

Με αυτόν τον τρόπο, των καταςκευϊν δθλαδι κατόψεων γραμμϊν εκροισ με 

διαρκϊσ μειοφμενο αρικμό πλευρϊν, μποροφμε να φτάςουμε ςε μία γραμμι 

εκροισ που κα είναι ζνα τρίγωνο ι ζνα παραλλθλόγραμμο, περιπτϊςεισ για τισ 

οποίεσ προφανϊσ γνωρίηουμε να καταςκευάηουμε τθν κάτοψθ τθσ ιςοκλινοφσ 

ςτζγθσ. Οπότε ζχουμε και λιξθ τθσ διαδικαςίασ. 

 
χιμα 20   Σοποκζτθςθ του πολυγϊνου π ςτον χϊρο  

 
χιμα 21  Χάραξθ τθσ πολυεδρικισ επιφάνειασ  
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χιμα 22  Σο αποτζλεςμα τθσ μεκόδου μετά τθν πρϊτθ επανάλθψθ  

Ακολουκεί ζνα παράδειγμα (Σχιμα 23) όπου εφαρμόςτθκε θ μζκοδοσ που 

περιγράφθκε. Τα ςθμεία τομισ προκφπτουν με τθν εξισ ςειρά : α → β → γ → δ → ε 

→ η → θ. Στο δεφτερο βιμα δουλεφουμε με ζνα μθ ςυνεκτικό ςφνολο ςθμείων, δφο 

παραλλθλόγραμμα. Καταςκευάηουμε τισ ςτζγεσ των δφο ορκογωνίων κατόψεων, 

βάςει του αλγορίκμου που περιγράφθκε παραπάνω, εργαςία που είναι απλι.   

 
χιμα 23  Εφαρμογι τθσ μεκόδου  
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Κα πρζπει να τονιςτεί ότι δεν είναι απαραίτθτο μία ςτζγθ να είναι ιςοκλινισ. Αρκεί 

το τελικό αποτζλεςμα χάραξισ τθσ να ικανοποιεί αιςκθτικά, να βρίςκεται μζςα ςτα 

επιτρεπτά όρια κλίςεων και να μθ δθμιουργεί δυςεπίλυτα καταςκευαςτικά 

προβλιματα. 

Ο λόγοσ που αςχολοφμαςτε με τθ δομι του ευκφγραμμου ςκελετοφ (straight 

skeleton) είναι διότι δεν είναι πάντα τετριμμζνθ  θ λφςθ ςτο πρόβλθμα τθσ 

ςχεδίαςθσ μιασ ςτζγθσ. Ρροβλιματα παρουςιάηονται όταν το ςχιμα τθσ κάτοψθσ 

παρουςιάηει ιδιαιτερότθτεσ, όπωσ για παράδειγμα ςτθν περίπτωςθ που υπάρχουν 

μθ κυρτζσ γωνίεσ, ςτο περίγραμμα τθσ κάτοψθσ, και ςε εκείνθ όπου οι πλευρζσ τθσ 

κάτοψθσ πλθςιάηουν μεταξφ τουσ ενϊ δεν είναι διαδοχικζσ. 
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3 Ευθύγραμμοσ Σκελετόσ (Straight Skeleton) 

Στθν ενότθτα αυτι παρατίκενται πλθροφορίεσ αρχικά για τουσ “προγόνουσ” του 

ευκφγραμμου ςκελετοφ, το διάγραμμα Voronoi και τον μζςο άξονα (medial axis), 

ενϊ ςτθ ςυνζχεια παρουςιάηεται θ δομι του ευκφγραμμου ςκελετοφ όπωσ αυτι 

περιγράφεται από τουσ ίδιουσ τουσ δθμιουργοφσ τθσ O. Aichholzer, F. 

Aurenhammer, D.Alberts και Gärtner ςτθν εργαςία τουσ “A Novel Type of Skeleton 

for Polygons” [8] . 

3.1 Ιςτορικό Αναδρομό 

Θ δομι του ευκφγραμμου ςκελετοφ αποτελεί εξζλιξθ μιασ εκ των εφαρμογϊν του 

διαγράμματοσ Voronoi, θ οποία είναι γνωςτι ωσ μζςοσ άξονασ (medial axis). Τα 

πρϊτα διαγράμματα Voronoi καταςκευάςτθκαν το 1644 από τον Descartes, ενϊ το 

1850 ο Dirichlet κατά τθ διάρκεια τθσ μελζτθσ που διεξιγαγε και αφοροφςε τισ 

τετραγωνικζσ μορφζσ χρθςιμοποίθςε δφο και τριϊν διαςτάςεων διαγράμματα 

Voronoi. Μετζπειτα, το 1854, ο βρετανόσ φυςικόσ John Snow χρθςιμοποίθςε ζνα 

διάγραμμα Voronoi για να απεικονίςει το γεγονόσ ότι  θ πλειοψθφία των ανκρϊπων 

που απεβίωςαν κατά τθν επιδθμία χολζρασ που ξζςπαςε ςτο Σόχο ιταν κάτοικοι 

μιασ περιοχισ θ οποία απείχε από μία ςυγκεκριμζνθ υδραντλία τθ μικρότερθ 

μεταξφ των αποςτάςεων από κάκε αντλία. Το διάγραμμα Voronoi πιρε το όνομά 

του από τον Georgy Fedoseevich Voronoi, ο οποίοσ όριςε και μελζτθςε το 1908 

αυτοφ του είδουσ διαγράμματα ςτθ γενικι περίπτωςθ τθσ διάςταςθσ n. Ο μζςοσ 

άξονασ αναφζρκθκε για πρϊτθ φορά αρκετά χρόνια αργότερα και ςυγκεκριμζνα το 

ζτοσ 1967 από τον Blum ςτο άρκρο του «Ζνασ μεταςχθματιςμόσ για τθν εξαγωγι 

νζων περιγραφικϊν ςτοιχείων ενόσ ςχιματοσ» (“A transformation for extracting 

new descriptors of shape” ) [7] και είναι ζνασ τρόποσ αναπαράςταςθσ πολφπλοκων 

αντικειμζνων. Αποτελεί εφαρμογι τθσ τριγωνοποίθςθσ Delaunay και  του 

διαγράμματοσ Voronoi όπωσ περιγράφεται ςτθ ςυνζχεια. Τζλοσ, θ δθμοςίευςθ τθσ 

δομισ του ευκφγραμμου ςκελετοφ ζλαβε χϊρα πολφ αργότερα, μόλισ το 1995. 

3.1.1 Διϊγραμμα Voronoi 

Ζςτω το ςφνολο Μ = {1 , 2 , … , N} ςθμείων του επιπζδου. Τα ςθμεία αυτά 

καλοφνται και εςτίεσ (sites). Χρθςιμοποιοφμε ςτθ ςυνζχεια τθν ευκλείδεια 
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απόςταςθ μεταξφ δφο ςθμείων P και Q , τθν οποία ςυμβολίηουμε με d(Q,P) που 

ορίηεται ωσ εξισ : 

                                                                 

 

 Οριςμοί  

 

 Το χωρίο Voronoi (ι περιοχι, ζδρα, κελί, cell) του ςθμείου       ωσ προσ 

το ςφνολο                           ορίηεται ωσ   

                                           . 

Είναι, δθλαδι, το ςφνολο όλων των ςθμείων τα οποία είναι πλθςιζςτερα ςτο 

ςθμείο     από ό,τι ςε οποιοδιποτε άλλο ςθμείο. 

Λςοδφναμα, 

Κάκε χωρίο ορίηεται ωσ θ τομι n-1 θμιεπιπζδων, τα οποία ορίηονται από τισ 

μεςοκακζτουσ ςτα ευκφγραμμα τμιματα μεταξφ τθσ εςτίασ και των άλλων 

n-1 εςτιϊν. Επομζνωσ, το χωρίο είναι ζνα φραγμζνο ι μθ φραγμζνο κυρτό 

πολφγωνο. 

           
    

 

       

             
                              

Το ςφνολο    
     είναι, δθλαδι,  το θμιεπίπεδο που περιζχει το ςθμείο Pi 

και ζχει ωσ ςφνορο τθ μεςοκάκετο ςτο ευκφγραμμο τμιμα PiPj και είναι 

γνωςτό ότι αποτελεί ζνα κυρτό ςφνολο. 

 Το διάγραμμα Voronoi  του ςυνόλου  των ςθμείων, ςυμβολίηουμε με V(P),  

είναι θ υποδιαίρεςθ του επιπζδου ςε χωρία, ζνα για κάκε ςθμείο.  

 Πλευρά Voronoi καλοφμε κάκε ακμι του διαγράμματοσ. Συγκεκριμζνα, οι 

ακμζσ που φράςςουν ζνα χωρίο, ζςτω V(Pi), είναι υποςφνολα των 

μεςοκακζτων των τμθμάτων                 

 Κόμβο Voronoi καλοφμε κάκε κορυφι του διαγράμματοσ Voronoi. Κάκε 

τζτοια κορυφι ορίηεται  από τθν τομι δφο ι περιςςότερων μεςοκακζτων 

τμθμάτων               και ζχει τθν ιδιότθτα να ιςαπζχει από τρία 

(κατ’ελάχιςτο)  ςθμεία του ςυνόλου Μ.  

                

Εικόνα 7  Διάγραμμα Voronoi οκτϊ ςθμείων  
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 Πολυπλοκότθτα του διαγράμματοσ  

Σε αυτιν τθν ενότθτα παρακζτονται οριςμζνα ςτοιχεία ςχετικά με τθν 

πολυπλοκότθτα του διαγράμματοσ Voronoi ,  παραλείποντασ ωςτόςο τισ αποδείξεισ 

των. Ο αναγνϊςτθσ που ενδιαφζρεται να μελετιςει τισ αντίςτοιχεσ αποδείξεισ, 

παραπζμπεται ςτο ςφγγραμμα του Γιάννθ Η. Εμίρθ , υπ’αρικμό [10] ςτθ 

βιβλιογραφία.    

Λιμμα 3.1 : Αν το ςφνολο Μ περιζχει n ςυνευκειακά ςθμεία, το διάγραμμα Voronoi 

αποτελείται από n-1 παράλλθλεσ ευκείεσ και n μθ φραγμζνα κελιά. Ειδάλλωσ, οι 

πλευρζσ Voronoi είναι ευκφγραμμα τμιματα ι θμιευκείεσ και ςχθματίηουν ζναν 

ςυνεκτικό γράφο. 

Ακολουκοφν μερικοί χριςιμοι οριςμοί από τθ κεωρία γραφθμάτων προσ κατανόθςθ 

του όρου ςυνεκτικόσ γράφοσ που αναφζρεται ςτο Λιμμα 3.1 . 

 Γράφοσ (ι γράφθμα) G ονομάηεται ζνα διατεταγμζνο ηεφγοσ ςυνόλων (V,E), 

όπου V είναι ζνα μθ κενό ςφνολο ςτοιχείων και E ζνα ςφνολο μθ 

διατεταγμζνων ηευγϊν του V, δθλαδι   

    
   
   

  

 Αν τα ςτοιχεία του Ε είναι διατεταγμζνα ηεφγθ ςτοιχείων του V, τότε ο 

γράφοσ λζγεται προςανατολιςμζνοσ ι κατευκυνόμενοσ (directed graph or 

digraph). Δθλαδι       . 

 Τα ςτοιχεία του μθ κενοφ ςυνόλου V λζγονται κορυφζσ ι κόμβοι (vertices, 

nodes) του γράφου. 

 Τα ςτοιχεία του ςυνόλου Ε λζγονται ακμζσ ι πλευρζσ (edges) και 

απεικονίηονται με καμπφλεσ ι ευκφγραμμα τμιματα που ζχουν άκρα τα 

ςτοιχεία του εκάςτοτε ηεφγουσ. 

 Βακμόσ (degree or valence) μιασ κορυφισ     ονομάηεται ο αρικμόσ των 

ακμϊν του G που προςπίπτουν ςτθν v και ςυμβολίηεται με dG(v) ι d(v) . 

 Μια διαδρομι μικουσ k (walk) από μία κορυφι u  ζωσ μία κορυφι u’ είναι 

μια ακολουκία κορυφϊν <v0 , v1, … , vk> τζτοια ϊςτε u = v0 , u’ = vk , και 

            για i =1,2,…,k . 

 Λζμε ότι μία κορυφι u’ είναι προςπελάςιμθ από τθν u αν υπάρχει κάποια 

διαδρομι p που τισ ςυνδζει. Οι δφο κορυφζσ χαρακτθρίηονται τότε ωσ 

ςυνδεδεμζνεσ (connected). 

Θ ςχζςθ “είναι προςπελάςιμθ από τθν” είναι μια ςχζςθ ιςοδυναμίασ ςτο 

ςφνολο V του G, θ οποία δθμιουργεί μια διαμζριςθ (partition) ςε κλάςεισ 

ιςοδυναμίασ π.χ. V1, V2,…,Vk.  Για τισ κλάςεισ αυτζσ ιςχφει ότι :  
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Είναι προφανζσ ότι δφο κορυφζσ είναι ςυνδεδεμζνεσ αν και μόνον αν (ανν) 

ανικουν ςτθν ίδια κλάςθ ιςοδυναμίασ. 

 Ζςτω     . Ο υπογράφοσ που ζχει ςφνολο κορυφϊν το V’ και ςφνολο 

ακμϊν όλεσ τισ ακμζσ  του G, των οποίων και τα δφο άκρα ανικουν ςτο V’, 

λζγεται παραγόμενοσ από τον V’ υπογράφοσ (induced subgraph) και 

ςυμβολίηεται με      G[V’+. 

 Ζςτω  V1, V2,…,Vk οι κλάςεισ ιςοδυναμίασ του V που δθμιουργοφνται από τθ 

ςχζςθ “προςπελαςιμότθτα κορυφισ από άλλθ κορυφι”. Τα υπογραφιματα 

G[V1], G[V2], … ,G[Vk+ λζγονται ςυνεκτικζσ ςυνιςτϊςεσ (connected 

components) του γράφου G. 

 Ζνασ μθ κατευκυνόμενοσ γράφοσ ονομάηεται ςυνεκτικόσ ι ςυνδεδεμζνοσ 

εάν όλεσ οι κορυφζσ του ςυνδζονται ανά δφο μζςω μιασ διαδρομισ. Ι 

ιςοδφναμα εάν ζχει μία και μόνο ςυνιςτϊςα. 

 Ζνασ γράφοσ ονομάηεται επίπεδοσ (planar) αν μπορεί να ςχεδιαςτεί ςτο 

επίπεδο ζτςι, ϊςτε όλεσ οι ακμζσ του να μθν διαςταυρϊνονται, φυςικά 

εκτόσ από τισ κοινζσ κορυφζσ τουσ. 

Πόριςμα 3.2 *Euler]: Σε ζναν επίπεδο γράφο ιςχφει 

             

όπου v είναι το πλικοσ των κορυφϊν (κόμβων), e το πλικοσ των πλευρϊν (ακμϊν), 

f το πλικοσ των χωρίων  και s το πλικοσ των ςυνεκτικϊν ςυνιςτωςϊν.  

Θεϊρθμα 3.3 : Το διάγραμμα Voronoi V(P) ςυνόλου P,     ςθμείων ςτο επίπεδο, 

αποτελείται από το πολφ 2n-5 κόμβουσ και από το πολφ 3n-6 ακμζσ. 

 Ιδιότθτεσ του διαγράμματοσ  

Οριςμόσ : Για ζνα ςθμείο q ορίηουμε 

το μζγιςτο κενό κφκλο (maximum 

empty circle) του ωσ προσ το ςφνολο 

P, CP(q) ι απλοφςτερα C(q), ωσ τον 

κφκλο μζγιςτθσ ακτίνασ με κζντρο το 

q, ο οποίοσ δεν περιζχει κανζνα 

ςθμείο του P ςτο εςωτερικό του. 

 
χιμα 24   Μζγιςτοσ κενόσ κφκλοσ
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Θεϊρθμα 3.4 :  Ζνα ςθμείο q είναι κορυφι του V(P) ανν ο μζγιςτοσ κενόσ κφκλοσ 

του CP(q) περιζχει τρία ι περιςςότερα ςθμεία ςτθν περιφζρειά του. 

Απόδειξθ :  Ζςτω ςθμείο q τζτοιο ϊςτε ο Cp(q) περιζχει τρία ι περιςςότερα ςθμεία 

ςτο ςφνορο και ζςτω pi, pj, pk τρία από αυτά τα ςθμεία. Αφοφ το εςωτερικό του 

CP(q) είναι κενό, τότε το q είναι ςτο ςφνορο των V(pi), V(pj), V(pk) και ςυνεπϊσ είναι 

κορυφι του διαγράμματοσ. 

Αντίςτροφα, αν το q είναι κορυφι, τότε προςπίπτει ςε τρία τουλάχιςτον χωρία, τα 

οποία ςυμβολίηουμε V(pi), V(pj), V(pk), και ςε τρεισ τουλάχιςτον πλευρζσ. Το q 

ιςαπζχει από τα pi, pj, pk και δεν υπάρχει άλλο ςθμείο εγγφτερα ςε αυτό, διότι 

αλλιϊσ τα χωρία δεν κα είχαν κοινό ςθμείο το q. Κατά ςυνζπεια, ο Cp(q) είναι κενόσ 

και ζχει ςτθν περιφζρειά του τισ τρεισ εςτίεσ. 

Θεϊρθμα 3.5 : Θ μεςοκάκετοσ ςτο ευκφγραμμο τμιμα που ορίηουν τα ςθμεία pi , pj 

ορίηει μία πλευρά ςτο V(P) ανν υπάρχει ςθμείο q ςτθ μεςοκάκετο τζτοιο ϊςτε ο 

μζγιςτοσ κενόσ κφκλοσ CP(q)  να ζχει τα pi , pj ςτθν περιφζρειά του, και μόνον αυτά. 

Απόδειξθ : Ασ κεωριςουμε ζνα ςθμείο q όπωσ περιγράφεται ςτο κεϊρθμα.  Αφοφ 

το CP(q) δεν περιζχει ςθμεία ςτο εςωτερικό του και τα pi , pj είναι ςτθν περιφζρειά 

του, τότε το q κα ικανοποιεί τθ ςχζςθ                                   

  . Από το κεϊρθμα 3.4 ςυμπεραίνουμε ότι το q δεν είναι κορυφι, άρα βρίςκεται ςε 

πλευρά του διαγράμματοσ, θ οποία ορίηεται από τθ μεςοκάκετο των pi και pj . 

Αντίςτροφα, ζςτω ότι θ μεςοκάκετοσ ορίηει μία πλευρά του V(P). Ο μεγαλφτεροσ 

κενόσ κφκλοσ οποιουδιποτε ςθμείου q που ανικει ςτθν πλευρά πρζπει να ζχει τα pi 

και pj ςτθν περιφζρειά του και κανζνα άλλο ςθμείο. 

 Καταςκευι του διαγράμματοσ  

Για τθν καταςκευι του διαγράμματοσ Voronoi ζχουν αναπτυχκεί αρκετοί 

αλγόρικμοι, μερικοί από τουσ οποίουσ είναι ο αυξθτικόσ, ο αλγόρικμοσ ςάρωςθσ 

του Fortune και ο γνωςτόσ ωσ διαίρει και βαςίλευε.  Ακόμθ ζνασ τρόποσ επίλυςθσ 

του προβλιματοσ τθσ καταςκευισ του διαγράμματοσ είναι  θ αναγωγι του ςτο 

πρόβλθμα υπολογιςμοφ τθσ τομισ θμιχϊρων ςε τρεισ διαςτάςεισ. Οι αλγόρικμοι 

αυτοί αναλφονται ςτο ςφγγραμμα “Υπολογιςτικι Γεωμετρία” του Γιάννθ Η. 

Εμίρθ[10], ενϊ ςτο  ςφγγραμμα του Βαςίλειου Βλαςςόπουλου “Στοιχεία 

Γεωμετρικϊν Αλγορίκμων” [12] αναλφεται θ μζκοδοσ διαίρει και βαςίλευε και 

παρατίκενται παραδείγματα για τθν καλφτερθ κατανόθςι τθσ. 
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Πρόταςθ 3.6 : Το πρόβλθμα καταςκευισ του διαγράμματοσ είναι ζνα Ω(NlogN) 

πρόβλθμα. 

Ο ςυμβολιςμόσ Ω ορίηει ζνα αςυμπτωτικό κάτω φράγμα για τον χρόνο που 

απαιτείται για τθν επίλυςθ του προβλιματοσ. Με άλλα λόγια, δεν υπάρχει 

αλγόρικμοσ επίλυςθσ του προβλιματοσ ο οποίοσ επιλφει το πρόβλθμα ςε χρόνο 

μικρότερο του NlogN. Ρεραιτζρω μελζτθ μπορεί να γίνει από τα ςυγγράμματα 

[9],[11],[12]. 

 Εφαρμογζσ του διαγράμματοσ 

Το διάγραμμα Voronoi αποτελεί εργαλείο για τθν επίλυςθ οριςμζνων προβλθμάτων 

αποςτάςεωσ ςε βζλτιςτο χρόνο. Στο βιβλίο του Βαςίλειου Βλαςςόπουλου [12] 

αναφζρονται αρκοφντωσ αναλυτικά τα εξισ :  

1. Ρρόβλθμα προςδιοριςμοφ Ηεφγουσ  Μικρότερθσ Απόςταςθσ (closest pair) 

2. Ρρόβλθμα Ηεφγθ Ρλθςιζςτερων Γειτόνων (all closest pairs problem) 

3. Ρρόβλθμα Ελάχιςτου Δζνδρου Ηεφξεωσ (Minimum Spanning Tree) 

4. Ρρόβλθμα Ρλθςιζςτερου Γείτονα (Post Office Problem) 

5. Ρρόβλθμα Τριγωνικισ Διαμζριςθσ 

Κα αςχολθκοφμε με το τελευταίο από τα προαναφερκζντα προβλιματα, κακϊσ θ 

επίλυςι του με τθ βοικεια του διαγράμματοσ Voronoi παράγει τθ γνωςτι 

τριγωνοποίθςθ Delaunay θ οποία ςυμβάλλει ςτθ διαδικαςία χάραξθσ του μζςου 

άξονα. 

Οριςμόσ : Τριγωνοποίθςθ (triangulation) ςυνόλου ςθμείων ι εςτιϊν ςτο επίπεδο 

καλείται ζνα ςφνολο τριγϊνων με τισ εξισ ιδιότθτεσ : 

(i) το ςφνολο των κορυφϊν των τριγϊνων ιςοφται με το ςφνολο των δεδομζνων 

ςθμείων, 

(ii) θ ζνωςθ όλων των τριγϊνων ιςοφται με το κυρτό περίβλθμα των δεδομζνων 

ςθμείων, 

(iii) θ τομι δφο τριγϊνων αντιςτοιχεί ςε ακριβϊσ μία εκ των εξισ περιπτϊςεων : 

είναι κενι, ιςοφται με τθν κοινι κορυφι των δφο τριγϊνων, ι ιςοφται με τθν 

κοινι τουσ ακμι. 

Θ τριγωνοποίθςθ Delaunay αναπτφχκθκε από τον ϊςο Μπορίσ Ντελονζ (Борис 

Николаевич Делоне) το 1934. Χαρακτθρίηεται ωσ υψθλισ ποιότθτασ, κακϊσ 

αποφεφγει  τα μακρόςτενα τρίγωνα, εξαςφαλίηοντασ μζγιςτο για τθ μικρότερθ  από 

όλεσ τισ γωνίεσ,  και για αυτόν τον λόγο χρθςιμοποιείται ευρφτατα. Ακόμθ, θ εν 

λόγω τριγωνοποίθςθ παρουςιάηει ζνα ςθμαντικό πλεονζκτθμα ζναντι του 
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διαγράμματοσ Voronoi, δεν απαιτεί τθν καταςκευι νζων αντικειμζνων. Επομζνωσ, 

ςυχνά προτιμάται ο υπολογιςμόσ του τριγωνιςμοφ ζναντι του διαγράμματοσ  

Voronoi, το οποίο είναι δυϊκό αντικείμενο του τριγωνιςμοφ . 

Ο γεωμετρικόσ δυϊςμόσ ςτο επίπεδο αποτελεί ζναν βαςικό γεωμετρικό 

μεταςχθματιςμό με τθ βοικεια του οποίου μποροφμε να αναγάγουμε γεωμετρικά 

προβλιματα ςε ιςοδφναμα προβλιματα, θ επίλυςθ των οποίων κεωρείται 

απλοφςτερθ. 

 Ο δυϊςμόσ (ι δυϊκότθτα) (duality) αντιςτοιχίηει ςθμεία του επιπζδου, το 

οποίο λζγεται αρχικό ι πρωτογενζσ (primal) επίπεδο, ςε ευκείεσ που 

βρίςκονται ςτο δυϊκό επίπεδο. Αντιςτρόφωσ, απεικονίηει ευκείεσ του 

αρχικοφ επιπζδου ςε ςθμεία του δυϊκοφ επιπζδου. Θ απεικόνιςθ οφείλει να 

είναι 1 – 1 και επί, ϊςτε να είναι αντιςτρζψιμθ με τζτοιο τρόπο ϊςτε το 

δυϊκό του δυϊκοφ αντικειμζνου να ταυτίηεται με το αρχικό. 

Γενικότερα, ο δυϊςμόσ αντιςτοιχίηει ςθμεία ενόσ χϊρου, ο οποίοσ λζγεται αρχικόσ, 

ςε υπερεπίπεδα ςτον δυϊκό χϊρο και το αντίςτροφο. 

 

Εικόνα 8  Σριγωνοποίθςθ Delaunay ςτο επίπεδο με χαραγμζνουσ τουσ περιγεγραμμζνουσ 
κφκλουσ των τριγϊνων 

 

Οριςμόσ : Θ τριγωνοποίθςθ Delaunay δεδομζνου ςυνόλου ςθμείων ςτο επίπεδο 

είναι ο δυϊκόσ γράφοσ του διαγράμματοσ Voronoi των ςθμείων : 

 Τα χωρία Voronoi αντιςτοιχοφν ςε ςθμεία, δθλαδι κορυφζσ τριγϊνων 

Delaunay. 

 Κάκε ηεφγοσ γειτονικϊν χωρίων αντιςτοιχεί ςε μία ακμι τθσ τριγωνοποίθςθσ, 

αυτι που ορίηεται από τα δφο ςθμεία ςτα οποία αντιςτοιχοφν τα δφο χωρία. 
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Θ ακμι Delaunay χαράςςεται εφκολα, αφοφ είναι κάκετθ ςτθν πλευρά 

Voronoi που αποτελεί τομι των προαναφερκζντων χωρίων. 

 Κάκε κορυφι Voronoi περιζχεται ςε ζνα τρίγωνο Delaunay. 

Θεϊρθμα 3.7 : Στθν τριγωνοποίθςθ Delaunay ενόσ ςυνόλου εςτιϊν : 

 Τρεισ εςτίεσ ορίηουν τρίγωνο ανν ο περιγεγραμμζνοσ κφκλοσ του είναι κενόσ, 

δθλαδι δεν περιζχει εςτίεσ ςτο εςωτερικό του. 

 Δφο εςτίεσ ορίηουν ακμι ανν υπάρχει κενόσ κφκλοσ με εςτίεσ ςτθν 

περιφζρειά του, δθλαδι υπάρχει κλειςτόσ δίςκοσ με χορδι θ οποία ορίηεται 

από τισ δφο εςτίεσ και δεν περιζχει καμία άλλθ εςτία. 

Αντίςτροφα, αν μασ δοκεί μία αυκαίρετθ τριγωνοποίθςθ ενόσ ςυνόλου εςτιϊν, 

αυτι είναι τριγωνοποίθςθ Delaunay ανν ο περιγεγραμμζνοσ κφκλοσ κάκε τριγϊνου 

είναι κενόσ εςτιϊν (Εικόνα 8). 

Λιμμα 3.8 : Θ τριγωνοποίθςθ Delaunay είναι επίπεδοσ γράφοσ, με κόμβουσ τισ 

κορυφζσ των τριγϊνων. 

Απόδειξθ : Αν όχι, υπάρχουν ακμζσ Delaunay που διαςταυρϊνονται. Θ φπαρξθ των 

αντίςτοιχων κφκλων οδθγεί ςε άτοπο με απλι Ευκλείδεια γεωμετρία. 

Λιμμα 3.9 : Ζςτω n μθ ςυνευκειακζσ εςτίεσ ςτο επίπεδο και k το πλικοσ κορυφϊν 

ςτο κυρτό περίβλθμά τουσ. Τότε υπάρχουν 2n-k-2 τρίγωνα και 3n-k-3 ακμζσ ςε κάκε 

τριγωνοποίθςθ των εςτιϊν. 

Απόδειξθ : Ρρϊτοσ τρόποσ, βάςει τθσ ςχζςθσ του Euler :          , όπου 

          και   το πλικοσ των τριγϊνων Delaunay ςυν μία μθ φραγμζνθ 

ζδρα. Επιπλζον,         είναι ο ςυνολικόσ βακμόσ, όπου το πλικοσ των ακμϊν 

είναι  . Οι δφο ςχζςεισ δίνουν    
    

 
                . 

Δεφτεροσ τρόποσ, με βάςθ το πλικοσ των τριγϊνων ςτθν τριγωνοποίθςθ απλοφ 

πολυγϊνου (βλ. κεφάλαιο 2 ςτο [10]ΓΛΑΝΝΘΣ Η. ΕΜΛΘΣ Υπολογιςτικι Γεωμετρία - 

Μια ςφγχρονθ αλγορικμικι προςζγγιςθ, ΚΛΕΛΔΑΛΚΜΟΣ , 2008 ) . 

Συμπεραίνουμε, λοιπόν, πωσ θ πολυπλοκότθτα τθσ τριγωνοποίθςθσ Delaunay είναι 

γραμμικι. Συγκεκριμζνα, κακϊσ θ τριγωνοποίθςθ Delaunay n εςτιϊν είναι 

ιςοδφναμο πρόβλθμα με τθν καταςκευι του διαγράμματοσ Voronoi, θ 

πολυπλοκότθτα είναι Κ(nlogn). 
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3.1.2 Μϋςοσ Άξονασ (Medial Axis) 

Ο μζςοσ άξονασ αποτελεί μία γενίκευςθ του διαγράμματοσ Voronoi, κακϊσ το 

πλικοσ των ςθμείων που διαχειρίηεται είναι άπειρο, ςε αντίκεςθ με το 

πεπεραςμζνο του πλικουσ των ςθμείων για τα οποία χαράςςεται το διάγραμμα 

Voronoi. Μποροφμε να κεωριςουμε ότι το άπειρο αυτό ςφνολο ςθμείων απαρτίηει 

το ςφνορο ενόσ αντικειμζνου ςτο επίπεδο.  

Οριςμόσ : Ζνα απλό πολφγωνο, με ακολουκία ακμϊν (e1, e2, … , en), ορίηεται ωσ 

εξισ : 

 δφο ακμζσ του πολυγϊνου που δεν είναι γειτονικζσ δεν τζμνονται, δθλαδι 

                         και 

 οι ακμζσ του πολυγϊνου τζμνονται μόνο ςτισ κορυφζσ τουσ, δθλαδι κάκε 

       , κακϊσ και το      , αποτελοφν κορυφι. 

 
Εικόνα 9  Παραδείγματα δφο απλϊν και δφο μθ απλϊν πολυγϊνων  

 

Οριςμόσ : Για ζνα απλό αντικείμενο ςτο επίπεδο ο μζςοσ άξονασ ορίηεται ωσ ο 

γεωμετρικόσ τόποσ των ςθμείων που διακζτουν τουλάχιςτον δφο πλθςιζςτερα 

ςθμεία, τα οποία ιςαπζχουν από το ςφνορο του αντικειμζνου. 

 
Εικόνα 10  Ο μζςοσ άξονασ ορκογωνίου  

 
Εικόνα 11  Ο μζςοσ άξονασ του κφκλου
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Εικόνα 12  Ο μζςοσ άξονασ ενόσ τριγϊνου  

 

Οριςμόσ : Μία μζςθ ςφαίρα ς (medial sphere) είναι μία ςφαίρα με κζντρο ζνα 

ςθμείο c του μζςου άξονα θ οποία διζρχεται από τουσ πλθςιζςτερουσ γείτονεσ του 

ςθμείου c επί του ςυνόρου   . 

Οριςμόσ : Εκείνα τα ςθμεία τθσ ςφαίρασ ς ςτα οποία εφάπτεται του ςυνόρου    

καλοφνται ςθμεία επαφισ τθσ ς. 

 Πολυπλοκότθτα  

Το πρόβλθμα του υπολογιςμοφ του μζςου άξονα ενόσ απλοφ πολυγϊνου με n 

κορυφζσ ζχει πολυπλοκότθτα Ο(nlogn). Στθν ειδικι περίπτωςθ που το πολφγωνο 

είναι κυρτό, θ πολυπλοκότθτα είναι γραμμικι. Ρεραιτζρω πλθροφορίεσ ςτο βιβλίο 

[13] . 

 Ιδιότθτεσ 

Ο μζςοσ άξονασ ενόσ απλοφ πολυγϊνου μπορεί να περιγραφεί ςαν ζνα δζνδρο με 

φφλλα τισ κορυφζσ του πολυγϊνου, όπωσ φαίνεται ςτα παραπάνω ςχιματα Εικόνα 

10, Εικόνα 12. Κάκε κόμβοσ q του δζνδρου αποτελεί κζντρο κενοφ κφκλου C(p) που 

εφάπτεται ςε τρία ςθμεία ςτο ςφνορο του αντικειμζνου, δθλαδι ςτθν πολυγωνικι 

γραμμι. 

Λιμμα 3.10 : Ο μζςοσ άξονασ είναι ο γεωμετρικόσ τόποσ των κζντρων μζγιςτων 

κενϊν κφκλων, οι οποίοι βρίςκονται εντόσ του αντικειμζνου, εφάπτονται ςτθν 

περιφζρειά του και δεν περιζχουν ςτο εςωτερικό τουσ κανζναν άλλο κενό κφκλο. 

Θ δομι του μζςου άξονα χρθςιμοποιείται κατά κόρων ςτθν απεικόνιςθ 

αντικειμζνων ςτισ τρεισ διαςτάςεισ. Κατά τθ διαδικαςία επεξεργαςίασ ενόσ τζτοιου 

αντικειμζνου, επεμβαίνουμε ςτισ επίπεδεσ τομζσ οι οποίεσ ςυνκζτουν τθν 

τριςδιάςτατθ εικόνα. Για κάκε τζτοια επίπεδθ τομι υπολογίηουμε τον μζςο άξονα, 
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ο οποίοσ αποδίδει τα βαςικά χαρακτθριςτικά του ςχιματοσ (θ τομι του 

αντικειμζνου με το επίπεδο), ενϊ παράλλθλα είναι χαμθλότερθσ πολυπλοκότθτασ 

από αυτιν του ςχιματοσ. Ρροτιμάται, λοιπόν, θ επεξεργαςία να γίνεται επί του 

μζςου άξονα παρά πάνω ςε όλο το ςχιμα. Ραρουςιάηει, ωςτόςο, ζνα ςθμαντικό 

μειονζκτθμα·  εμφανίηονται δραςτικζσ μεταβολζσ ςτθν εικόνα του ακόμθ και ςε μία 

πολφ μικρι διαταραχι του ςυνόρου του αντικειμζνου. Για να αποφφγουμε αυτι του 

τθ ςυμπεριφορά μεριμνοφμε για τθν εξομάλυνςθ του ςυνόρου.  

 
Εικόνα 13  Θ επίδραςθ μιασ μικρισ διαταραχισ ςτθ δομι του μζςου άξονα  

 Καταςκευι του Μζςου Άξονα 

Ππωσ αναφζρεται και ςτθν βιβλιογραφία, υπάρχουν αρκετζσ μζκοδοι προςζγγιςθσ 

του μζςου άξονα· μία από αυτζσ βαςίηεται ςτθ δειγματολθψία του ςυνόρου του 

αντικειμζνου και ςτον υπολογιςμό του διαγράμματοσ Voronoi για το δείγμα. Το 

διάγραμμα αυτό είναι μία προςζγγιςθ του μζςου άξονα του αντικειμζνου. 

Ζςτω S μία κλειςτι καμπφλθ,       ∖    και      ζνα πεπεραςμζνο ςφνολο 

ςθμείων που προςεγγίηουν τθν S. Το διάγραμμα Voronoi που προκφπτει για το 

ςφνολο των ςθμείων P μοιάηει να είναι αρκετά διαφορετικό από τον μζςο άξονα 

του Ω, αφοφ εμπεριζχει αρκετά κλαδιά-τμιματα τα οποία δεν αντιςτοιχίηονται ςε  

κάποια τμιματα του μζςου άξονα, (βλζπε Εικόνα 14, Εικόνα 15 ). Αυτζσ οι πλευρζσ 

του διαγράμματοσ Voronoi ζχουν δυϊκζσ ακμζσ Delaunay με μικοσ που τείνει ςτο 

μθδζν κακϊσ το μζγεκοσ του δείγματοσ τείνει ςτο άπειρο. Τα ωσ άνω εκφράηουν 

τθν μθ ςυνζχεια του μζςου άξονα  βάςει τθσ απόςταςθσ Hausdorff. Για 

περιςςότερεσ πλθροφορίεσ, βλζπε [14]. 
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Εικόνα 14  Μία κλειςτι καμπφλθ S και ο μζςοσ 
άξονασ του χϊρου Ω=R^2  ∖S 

 

Εικόνα 15 Ο μζςοσ άξονασ και το διάγραμμα 
Voronoi του χϊρου Ω=R^2  ∖Ε, όπου Ε 
ζνα δείγμα τθσ καμπφλθσ S 

Ραρατθροφμε, ωςτόςο, πωσ εάν παραλείψουμε τα τμιματα που αναφζραμε, 

απομζνει μία καλι προςζγγιςθ του μζςου άξονα τθσ S. Βαςιηόμενοι ςτθν 

παρατιρθςθ αυτι, οδθγοφμαςτε ςτθν ανάπτυξθ του προςεγγιςτικοφ αλγορίκμου 

που ζχει ωσ εξισ : 

Είςοδοσ : Μία επιφάνεια S και ζνασ πραγματικόσ κετικόσ ε  

1. Εξάγουμε ζνα δείγμα P τθσ S, τζτοιο ϊςτε           ; 

2. Καταςκευάηουμε το διάγραμμα Voronoi του P ; 

3. Σβινουμε από το διάγραμμα τα χωρία για τα οποία θ διάμετροσ του 

ςυνόλου των ςθμείων επαφισ είναι μικρότερθ από        
 

. 

Ζξοδοσ : Μία προςζγγιςθ του μζςου άξονα τθσ S, Μ(S) 

Ρλθροφορίεσ ςχετικά με τον τρόπο που κάνουμε δειγματολθψία ςτθν επιφάνεια 

παρατίκενται ςτο ςφγγραμμα [14]. Ακολουκοφν μερικοί οριςμοί απαραίτθτοι για 

τθν κατανόθςθ του αλγορίκμου. 

Ζςτω ζνα ανοικτό ςφνολο Ω και ζνα ςθμείο x του μζςου άξονα του Ω.  

Συμβολίηουμε με D(x) τθ διάμετρο τθσ μικρότερθσ κλειςτισ ςφαίρασ που περιζχει 

τα ςθμεία επαφισ τθσ μζςθσ ςφαίρασ ς που αντιςτοιχεί ςτο ςθμείο x. 

Οριςμόσ : Ορίηουμε  τον λ-μζςο άξονα του Ω, ςυμβολίηουμε με      , ωσ το 

υποςφνολο του μζςου άξονα του Ω που περιζχει όλα τα ςθμεία x τζτοια, ϊςτε 

      . 

Ζςτω Ω και Ω’ δφο ανοικτά ςφνολα και S και S’ τα ςφνορά τουσ, αντίςτοιχα. 

Υποκζτουμε ότι τα S και S’ είναι ςυμπαγι και ότι θ Hausdorff απόςταςι τουσ 

         είναι το πολφ ε, δθλαδι οποιοδιποτε ςθμείο του ςυνόρου S βρίςκεται ςε 
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απόςταςθ το πολφ ε από κάκε ςθμείο του S’ και αντίςτροφα.  Στθ ςυνζχεια, 

ςυμβολίηουμε τουσ μζςουσ άξονεσ των ςυνόλων   ∖   και   ∖    με 

                αντίςτοιχα. 

Λζμε ότι μία μπάλα είναι S – κενι αν το εςωτερικό τθσ δεν τζμνει το S. Θ ςφαίρα 

που φράςςει μία S – κενι μπάλα καλείται S – κενι ςφαίρα. 

Το λιμμα που ακολουκεί μασ εξαςφαλίηει ότι ο λ-μζςοσ άξονασ του S πλθςιάηει τον 

μζςο άξονα του S’, προχποκζτοντασ πωσ το λ είναι αρκοφντωσ μεγάλο.  

Λιμμα 3.11 : Ζςτω ς μία S-κενι ςφαίρα με κζντρο ζνα ςθμείο c του μζςου άξονα 

και ακτίνα r , θ οποία τζμνει το S ςε δφο ςθμεία x και y. Αν    
 

 
 και    

     

 
 

       
 

 
  , τότε υπάρχει μία S’ – κενι ςφαίρα εφαπτόμενθ ςτο S’ ςε δφο ςθμεία, 

θ οποία ζχει κζντρο το c’ και ακτίνα r’ τζτοια, ϊςτε    
  

 
  και  

      

 
 να 

φράςςονται από τθν ποςότθτα    
  

         . 

Απόδειξθ : Βλζπε [14]. 

 

Εικόνα 16  Σο S είναι θ καμπφλθ με ςυνεχι γραμμι. Σα x' και y' είναι ςθμεία του S'
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3.2 Ευθύγραμμοσ Σκελετόσ - Ειςαγωγό και βαςικϋσ ιδιότητεσ 

Στθν παράγραφο αυτι, κακϊσ και ςε όςεσ ακολουκοφν ςτο κεφάλαιο αυτό 

παρουςιάηεται θ δομι του ευκφγραμμου ςκελετοφ όπωσ αυτι περιγράφθκε για 

πρϊτθ φορά ςτθν εργαςία [8]O. AICHHOLZER, D. ALBERTS, F. AURENHAMMER, and 

B. GÄRTNER. A novel type of skeleton for polygons. Journal of Universal Computer 

Science, 1(12):752-761, 1995. [IIG-Report-Series 424, TU Graz, Austria, 1995]. 

Θ δομι που καλείται ευκφγραμμοσ ςκελετόσ (straight skeleton) αποτελείται 

αποκλειςτικά από ευκφγραμμα τμιματα τα οποία είναι μζρθ των διχοτόμων των 

γωνιϊν του υπό εξζταςθ πολυγϊνου. Ακόμθ, διαιρεί κατά μοναδικό τρόπο το 

εςωτερικό του δοκζντοσ ν-γϊνου P ςε ν μονότονα πολφγωνα, κακζνα από τα οποία 

περιζχει μία και μοναδικι πλευρά του ν-γϊνου.  

 

Εικόνα 17  (α) Ο Μζςοσ Άξονασ , (β) Ο Ευκφγραμμοσ κελετόσ  

Θ εν λόγω δομι εν γζνει διαφζρει από τθ δομι του μζςου άξονα (medial axis) του P. 

Θ διαφορά τουσ οφείλεται ςτο γεγονόσ ότι οι διχοτόμοι, από τισ οποίεσ 

καταςκευάηεται ο ευκφγραμμοσ ςκελετόσ, δεν  ιςαπζχουν κατά ανάγκθ από τισ 

πλευρζσ, αλλά από τουσ φορείσ αυτϊν, με αποτζλεςμα, ο ςκελετόσ αυτόσ να μθν 

βρίςκεται πάντα ςτο κζντρο του πολυγϊνου και κατά επζκταςθ να μθν μπορεί να 

χαρακτθριςκεί ωσ μζςοσ άξονασ. Στθν περίπτωςθ που το πολφγωνο είναι κυρτό οι 

δφο παραπάνω δομζσ ταυτίηονται. Ειδάλλωσ, ο μζςοσ άξονασ περιλαμβάνει 

παραβολικά τμιματα ςτθ γειτονιά των μθ κυρτϊν γωνιϊν του P, τμιματα τα οποία 

αποφεφγονται ςτθ δομι του ευκφγραμμου ςκελετοφ (βλζπε Εικόνα 17). 
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Δφο παραδείγματα κυρτϊν πολυγϊνων ςτα οποία ο ευκφγραμμοσ ςκελετόσ 

ταυτίηεται με τον αντίςτοιχο μζςο άξονα είναι το τρίγωνο (Σχιμα 25) και το 

ορκογϊνιο (Σχιμα 26). 

 
χιμα 25  Ευκφγραμμοσ κελετόσ Σριγϊνου  

 
χιμα 26  Ευκφγραμμοσ κελετόσ Ορκογωνίου  

Οριςμόσ 

Σε αντίκεςθ με τον μζςο άξονα, ο ευκφγραμμοσ ςκελετόσ δεν ορίηεται βάςει μιασ 

ςυνάρτθςθσ απόςταςθσ, αλλά μιασ κατάλλθλθσ διαδικαςίασ ςυρρίκνωςθσ 

(shrinking process) του πολυγϊνου P. Κεωροφμε κατά τθ διαδικαςία τθσ 

ςυρρίκνωςθσ ότι το ςφνορο του P ςυςτζλλεται κατά τρόπο παράλλθλο προσ τον 

εαυτό του και ότι όλεσ οι πλευρζσ του κινοφνται με τθν ίδια ταχφτθτα. Το μικοσ των 

πλευρϊν κακ’ όλθ τθ διαδικαςία μπορεί να μειϊνεται ι να αυξάνεται, ενϊ κάκε 

κορυφι του P κινείται κατά μικοσ τθσ διχοτόμου τθσ γωνίασ που ςχθματίηεται από 

τουσ φορείσ των προςπιπτουςϊν ςτθν κορυφι πλευρϊν του P. Θ διαδικαςία 
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ςυνεχίηεται όςο θ τοπολογικι δομι του πολυγϊνου υπόκειται ςε αλλαγζσ. Δφο 

πικανοί τφποι αλλαγϊν δφναται να ςθμειωκοφν : 

 ςυμβάν  πλευράσ  (Εdge event)  :  Μία πλευρά ςυρρικνϊνεται μζχρισ ότου 

το μικοσ τθσ μθδενιςτεί, οπότε οι γειτονικζσ τθσ πλευρζσ γίνονται 

προςκείμενεσ θ μία ςτθν άλλθ.   

 ςυμβάν διαίρεςθσ (Split event) : Μία πλευρά διαιρείται ςε τμιματα, για 

παράδειγμα όταν μία μθ κυρτι κορυφι πίπτει ςτθν πλευρά. Κατά το ςυμβάν 

αυτό, ολόκλθρο το πολφγωνο διαιρείται ςε δφο μζρθ και καινοφριεσ 

γειτνιάςεισ παρατθροφνται μεταξφ τθσ υπό διαίρεςθ πλευράσ και κακεμιάσ 

από τισ δφο πλευρζσ που πρόςκεινται τθσ μθ κυρτισ κορυφισ. 

Μετά από κάκε είδουσ ςυμβάν, προκφπτει ζνα ι δφο νζα πολφγωνα που υπόκεινται 

με τθ ςειρά τουσ ςτθν επαναλθπτικι διαδικαςία ςυρρίκνωςθσ εφόςον είναι μθ 

μθδενικοφ εμβαδοφ. Ασ ςθμειωκεί ότι οριςμζνα ςυμβάντα λαμβάνουν χϊρα 

ταυτοχρόνωσ, όπωσ ςυμβαίνει ςε ζνα τρίγωνο το οποίο καταρρζει ςε ζνα ςθμείο, 

βλζπε Σχιμα 25 (παρατθρείται ζνα ςυμβάν πλευράσ για κάκε μία από  τισ τρεισ 

πλευρζσ του). Το παρακάτω ςχιμα (Σχιμα 27) απεικονίηει τθ διαδικαςία 

ςυρρίκνωςθ, κατά τθν οποία όπωσ φαίνεται προκφπτουν εμφωλευμζνα πολφγωνα. 

 
χιμα 27  Διαδικαςία υρρίκνωςθσ  

Οριςμόσ : Ο ευκφγραμμοσ ςκελετόσ S(P) ορίηεται ωσ θ ζνωςθ των τμθμάτων των 

διχοτόμων, τα οποία διατρζχονται από τισ κορυφζσ του πολυγϊνου κατά τθ 

διαδικαςία ςυρρίκνωςθσ. Ο S(P) είναι μία μοναδικι δομι θ οποία ορίηει μία 

διαμζριςθ του P.  

Χριςιμθ Ορολογία 

τόξο (arc)             – τμιμα μιασ διχοτόμου που αποτελεί μζροσ του ευκφγραμμου 

ςκελετοφ 
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 κόμβοσ (node)            – μία κορυφι του ευκφγραμμου ςκελετοφ (εκτόσ των 

κορυφϊν  του πολυγϊνου – κάτοψθσ) 

χωρίο (face of edge e)  – θ περιοχι που ςαρϊνεται από τθν πλευρά e του 

πολυγϊνου P  

 
χιμα 28  Δομικά τοιχεία του Ευκφγραμμου κελετοφ  

 Ιδιότθτεσ 

Ο ευκφγραμμοσ ςκελετόσ παρουςιάηει αρκετζσ χριςιμεσ ιδιότθτεσ. Για παράδειγμα, 

θ δενδροειδισ του δομι ςυνεπάγεται ότι, αν το P δεν είναι κυρτό, τότε ο S(P) είναι 

μικρότερου μεγζκουσ από τον μζςο άξονα. Συγκεκριμζνα, για ζνα ν-γωνο με ρ μθ 

κυρτζσ κορυφζσ ο S(P) περιζχει 2ν-3 τόξα, ενϊ ο μζςοσ άξονασ του P περιζχει 2ν-3+ρ 

τόξα, όπου ρ το πλικοσ των παραβολικϊν καμπυλϊν. Άλλθ μία ςθμαντικι ιδιότθτα 

είναι ότι ο S(P) διαιρεί το P ςε μονότονα πολφγωνα. 

Λιμμα 3.12 : Ο S(P) είναι ζνα δζνδρο και αποτελείται από ακριβϊσ ν ςυνεκτικά 

χωρία, ν-2 κόμβουσ και 2ν-3 τόξα. 

Απόδειξθ : Θ καταςκευι του χωρίου f(e) ξεκινά από τθν πλευρά e, ενϊ 

ολοκλθρϊνεται όταν αυτι (ςυγκεκριμζνα, κάκε τμιμα τθσ) ςυρρικνωκεί μζχρι να 

μθδενιςτεί το μικοσ τθσ. Το f(e) δεν μπορεί να διαιρεκεί ακόμθ και αν αυτό ςυμβεί 

με τθν πλευρά ςτθν οποία αντιςτοιχεί. 

Κακϊσ θ πλευρά e δεν επανεμφανίηεται, το χωρίο f(e) είναι ςυνεκτικό και ο S(P) 

είναι ακυκλικόσ. Αυτό ςθμαίνει ότι ο S(P) είναι ζνα δζνδρο με φφλλα τισ ν κορυφζσ 

του P για φφλλα και ζχει ν-2 κόμβουσ και 2ν-3 τόξα.                         

Μποροφμε να διακρίνουμε δφο είδθ τόξων ςτον S(P). Ππωσ ζχει ιδθ αναφερκεί, 

κάκε τόξο είναι ζνα τμιμα τθσ διχοτόμου τθσ γωνίασ που ςχθματίηεται από τουσ 
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φορείσ  l(e) και       δφο πλευρϊν e και e’ του πολυγϊνου P. Να ςθμειωκεί ότι θ 

προαναφερκείςα διχοτόμοσ ςτθν πραγματικότθτα αποτελείται από δφο ευκείεσ 

που τζμνονται ςτο ςθμείο           . Ξεχωρίηουμε εκείνθ τθν ευκεία που 

ςχετίηεται με τον S(P) ωσ εξισ : 

Κάκε ευκεία      ορίηει δφο θμιεπίπεδα ζνα από τα οποία, ζςτω h(e), περιζχει τθν 

πλευρά e κακϊσ και το μζροσ του P που βρίςκεται κοντά ςτθν e (εφάπτεται τθσ e). Θ 

μία από τισ δφο ευκείεσ που εννοοφμε με τον όρο διχοτόμοσ βρίςκεται ςτθν τομι 

          . Αυτιν ακριβϊσ τθν ευκεία καλοφμε διχοτόμο των πλευρϊν e και e’ · 

τθν άλλθ απλά τθν αγνοοφμε. 

 Ζνα τόξο α του S(P) καλείται κυρτό τόξο  αν θ τομι            περιζχει ςτο 

ςφνορό τθσ τισ πλευρζσ e και e’. 

Σε αντίκετθ περίπτωςθ το τόξο καλείται μθ κυρτό. 

Επίςθσ, ςυμβολίηουμε το τόξο α με το διατεταγμζνο ηεφγοσ (e, e’), όπου πρϊτθ 

εμφανίηεται θ πλευρά τμιμα του φορζα τθσ οποίασ ανικει ςτο ςφνορο τθσ τομισ  

           και βρίςκεται ςτα αριςτερά του τόξου (κοιτϊντασ το τόξο από τθν 

κορυφι εκκίνθςθσ). 

 
χιμα 29  Οριςμόσ Διχοτόμου                                                                                     

Λιμμα 3.13 : Τα μθ κυρτά τόξα του S(P) προζρχονται μόνο από μθ κυρτζσ κορυφζσ 

του P. 

Απόδειξθ : Ζςτω    ζνα τόξο που ξεκινά από μία κορυφι   του P. Τότε θ   είναι μία 

κορυφι που αντιςτοιχεί ςε ζνα ςυμβάν πλευράσ ι ςε ςυμβάν διαίρεςθσ. Αρκεί να 

δείξουμε ότι μετά το ςυμβάν ο S(P) αναπτφςςεται πζρα από τον κόμβο u με κυρτά 

τόξα μόνο. 
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Ζςτω ότι ζχουμε το πρϊτο ςυμβάν, δθλαδι θ πλευρά    ςυρρικνϊνεται ζωσ ότου 

μθδενιςτεί το μικοσ τθσ. Αφοφ το τόξο    ςυναντά το    ςτον κόμβο  , ο   

αποτελεί μια κυρτι κορυφι του υπό ςυρρίκνωςθ πολυγϊνου τθ ςτιγμι που 

λαμβάνει χϊρα το ςυμβάν.  

Στθ περίπτωςθ που ςθμειϊνεται το δεφτερο ςυμβάν, το πολφγωνο διαιρείται ςτον 

κόμβο  . Είναι προφανζσ ότι εκείνθ τθ ςτιγμι ο   αντιςτοιχεί ςε μία κορυφι θ 

γωνία τθσ οποίασ είναι κυρτι για κάκε ζνα από τα δφο νζα πολφγωνα. 

Εν κατακλείδι, κάκε νζα κορυφι που δθμιουργείται κατά τθ διαδικαςία 

ςυρρίκνωςθσ είναι κυρτι. Ζτςι, τα τόξα που εκκινοφν από τθν   είναι επίςθσ κυρτά.  

Ραρατθροφμε ότι τα κυρτά τόξα ενδζχεται να ςυνδζουν δφο κόμβουσ του S(P), ενϊ 

ςτα μθ κυρτά αυτό δεν είναι εφικτό. 

3.3  Περιγραφό του Ευθύγραμμου Σκελετού ωσ Γρϊφου και ωσ 

Επύπεδη Προβολό Τριςδιϊςτατου Αντικειμϋνου  

Θ δυςκολία που αντιμετωπίηουμε ςτθν προςπάκειά μασ να ορίςουμε τον 

ευκφγραμμο ςκελετό ενόσ πολυγϊνου P βαςιηόμενοι απλά ςε αποςτάςεισ, κατά 

αντιςτοιχία με τον οριςμό του μζςου άξονα, ζχει ωσ εξισ :  το μοντζλο ςυρρίκνωςθσ 

υποδεικνφει τον οριςμό τθσ απόςταςθσ ενόσ ςθμείου     από μία πλευρά ωσ τθν 

κάκετθ απόςταςθ του x από τον φορζα τθσ e,        όμωσ ο οριςμόσ αυτόσ δεν είναι 

κακολικόσ, κακϊσ παφει να ζχει υπόςταςθ ςτθν περίπτωςθ που θ πλευρά e 

εκφυλίηεται ςε ςθμείο πριν ο φορζασ      ςαρϊςει τθν περιοχι ζωσ το ςθμείο x. Για 

να κατανοιςουμε, λοιπόν, λίγο καλφτερα τθ δομι του ευκφγραμμου ςκελετοφ τον 

περιγράφουμε ωσ ζναν γράφο και ζπειτα ταυτίηουμε τον γράφο αυτόν  με τθν 

προβολι ενόσ τριςδιάςτατου αντικειμζνου ςε ζνα επίπεδο. 

Ο S(P) μπορεί να κεωρθκεί ότι είναι ζνασ γεωμετρικόσ γράφοσ οι ακμζσ του οποίου 

είναι τμιματα των διχοτόμων των γωνιϊν που ςχθματίηονται από τουσ φορείσ των 

πλευρϊν του P. Κάκε ακμι ςυμβολίηεται με ζνα διατεταγμζνο ηεφγοσ πλευρϊν (a,b), 

όπου θ ςειρά εμφάνιςθσ των ςτοιχείων του ηεφγουσ είναι αντίςτοιχθ με τθ κζςθ 

που ζχουν οι ζδρεσ f(a) και f(b) ςε ςχζςθ με τθν ακμι. Οι ακμζσ ζχουν ςτα άκρα τουσ 

κορυφζσ του πολυγϊνου, οι οποίεσ ζχουν βακμό 1 ςτον γράφο, ι κόμβουσ του S(P) 

οι οποίοι ζχουν βακμό 3. Κάκε κόμβοσ είναι το ςθμείο τομισ τριϊν διχοτόμων. Τον 

γράφο που μόλισ περιγράψαμε τον ονομάηουμε γράφο διχοτόμων για το P. 
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Ωςτόςο, οι προαναφερκείςεσ ιδιότθτεσ δεν είναι αρκετά ιςχυρζσ ϊςτε να 

ςυνεπάγονται τθ μοναδικότθτα του γράφου. Ακόμθ, ζνασ γράφοσ διχοτόμων δεν 

ορίηει κατά ανάγκθ μία διαίρεςθ του πολυγϊνου αν δεν απαιτιςουμε να είναι 

επίπεδοσ, αλλά, ακόμθ και ο περιοριςμόσ ςε επίπεδουσ γράφουσ και επίπεδα 

δζντρα δεν εξαςφαλίηει μοναδικότθτα. 

 

Εικόνα 18  Γράφοι Διχοτόμων· ζνασ μθ επίπεδοσ και δφο διαφορετικοί γράφοι που 
περιγράφουν το ίδιο αντικείμενο.  

Με ςκοπό να αποκτιςουμε μία καλφτερθ εποπτεία του επίπεδου γράφου 

διχοτόμων για το P τον ταυτίηουμε με τθν προβολι ενόσ τριςδιάςτατου 

αντικειμζνου.  

Ζςτω ότι το P περιζχεται ςτο οριηόντιο επίπεδο Ρ0, και αντιςτοιχίηουμε κάκε πλευρά 

του P με ζνα θμιεπίπεδο Ρ(e) ςτον χϊρο των τριϊν διαςτάςεων. Το Ρ(e) 

περιορίηεται από τθν ευκεία     , ςχθματίηει μία δεδομζνθ γωνία, π.χ. 45°, διάφορθ 

των 90°,  ςε ςχζςθ με το επίπεδο Ρ0 και κλίνει προσ το εςωτερικό του P. Για δφο 

τυχαίεσ πλευρζσ e και e’ του P, θ θμιευκεία            ζχει τθν ορκι προβολι 

τθσ ςτθ διχοτόμο των e και e’ (Κεϊρθμα  1, κεφ.1 και Σχιμα 3). 

Οριςμόσ : Μία ςτζγθ για το πολφγωνο P είναι μία πολυεδρικι επιφάνεια (το 

γράφθμα μιασ μονότιμθσ, κατά τμιματα γραμμικισ και ςυνεχοφσ ςυνάρτθςθσ) 

πάνω από το P, οι ζδρεσ τθσ οποίασ είναι τμιματα των θμιεπιπζδων που 

προαναφζραμε και θ τομι τθσ με το Ρ0 είναι το ςφνορο του P. 
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Εικόνα 19  Ο ευκφγραμμοσ κελετόσ ενόσ 

πολυγϊνου 

 

Εικόνα 20 Σο μοντζλο ςτζγθσ που 
αντιςτοιχεί ςτον ευκφγραμμο 
ςκελετό τθσ εικόνασ 19 

Θεϊρθμα 3.14 : Κάκε ςτζγθ για το P αντιςτοιχεί ςε ζναν μοναδικό επίπεδο γράφο 

διχοτόμων για το P, και αντίςτροφα. 

Απόδειξθ :  Ζςτω R μία ςτζγθ για το P. Οι ακμζσ τθσ R προβάλλονται κάκετα ςε 

τμιματα των διχοτόμων των γωνιϊν που ορίηουν οι πλευρζσ του P. Τα τμιματα 

αυτά ορίηονται από κόμβουσ οι οποίοι είναι προβολζσ των τομϊν τριϊν επιπζδων, 

οπότε το κακζνα από αυτά τα τμιματα ςυμβολίηεται με το αντίςτοιχο διατεταγμζνο 

ηεφγοσ (a,b) όπωσ αυτό περιγράφεται ςτον γράφο διχοτόμων. Τζλοσ, παρατθροφμε 

ότι ο γράφοσ είναι επίπεδοσ κακϊσ θ R είναι μία επιφάνεια.  

Αντίςτροφα. Ζςτω G ζνασ επίπεδοσ γράφοσ διχοτόμων για το P. Κάκε κόμβοσ   του 

G είναι το κζντρο ενόσ κφκλου που εφάπτεται ςτουσ φορείσ των τριϊν πλευρϊν του 

P που ορίηουν τον  . Υψϊνουμε τον   κάκετα ςε απόςταςθ ίςθ με τθν ακτίνα του 

κφκλου αυτοφ, οπότε λαμβάνουμε το ςθμείο λ( ) του χϊρου. Αν τα τόξα που 

ςυνδζονται ςτον   είναι τα (α,β), (β,γ), (γ,α), τότε ιςχφει   λ( )              

        

Ζςτω τϊρα f ζνα χωρίο του G. Κάκε τόξο που το περιορίηει 

ςυμβολίηεται με (x,e), όπου e είναι μία ςυγκεκριμζνθ πλευρά του P και το x 

διατρζχει όλεσ τισ πλευρζσ του P που ορίηουν εκείνα τα χωρία του G τα οποία είναι 

γειτονικά ςτο f. Επομζνωσ, λ( )  Ρ(e) για κάκε κόμβο του f. Ρροφανϊσ, e  Ρ(e) εξ’ 

οριςμοφ. Ασ ςθμειωκεί, όμωσ, ότι θ e δεν αποτελεί κατά ανάγκθ ςφνορο για το f. 

Συμπεραίνουμε ότι το f ανυψϊνεται μζςω τθσ λ ςε μία επίπεδθ ζδρα ςτον χϊρο. 

Κακϊσ ο G είναι ζνασ επίπεδοσ γράφοσ, προκφπτει μζςω τθσ λ το γράφθμα μίασ 

κατά τμιματα γραμμικισ ςυνάρτθςθσ άνωκεν του P. Αυτι θ ςυνάρτθςθ είναι 

ςυνεχισ κακϊσ οι ζδρεσ ςτον χϊρο που προζρχονται από τα χωρία του G, f(e) και 

f(e’), εφάπτονται κατά μικοσ τθσ εικόνασ τόξου (e,e’).μζςω τθσ λ. 
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Στθ ςτζγθ που αντιςτοιχεί κατά μοναδικό τρόπο ςε ζναν επίπεδο γράφο διχοτόμων, 

τα κυρτά τόξα του γράφου απεικονίηονται ςε ράχεσ τθσ ςτζγθσ και τα μθ κυρτά τόξα 

δίνουν αφλακεσ. Τα άκρα των αυλάκων και των ραχϊν που δεν αποτελοφν κορυφζσ 

του πολυγϊνου ονομάηονται κόχεσ τθσ ςτζγθσ. Βρίςκονται ςε υψόμετρο 

μεγαλφτερο από αυτό του επιπζδου Ρ0 και ζχουν ωσ προβολζσ τουσ κόμβουσ του 

γράφου. 

Είναι ενδιαφζρον να εξετάςουμε τί είδουσ ςτζγεσ καταςκευάηονται βάςει του 

οριςμοφ που ζχουμε δϊςει. Είναι αξιοςθμείωτο ότι ζνα θμιεπίπεδο μπορεί να 

ςυνειςφζρει ςτθ ςτζγθ με περιςςότερεσ από μία ζδρεσ. Αυτό, διότι μία πλευρά του 

P μπορεί να παράγει αρκετά χωρία ςτον γράφο διχοτόμων. Θ παρατιρθςθ αυτι μασ 

οδθγεί ςτο ςυμπζραςμα ότι, ςε αντίκεςθ με τον ευκφγραμμο ςκελετό, το μζγεκοσ 

ενόσ επίπεδου γράφου διχοτόμων δεν είναι πάντα γραμμικισ τάξθσ Ο(n). Ζνα 

τετριμμζνο άνω φράγμα είναι το O(n3), κακϊσ κάκε κόμβοσ του γράφου προκφπτει 

από μία διαφορετικι τριάδα πλευρϊν του P. Άλλο ζνα μειονζκτθμα του γράφου 

ζγκειται ςτο γεγονόσ ότι δεν αποκλείει τθν εμφάνιςθ τοπικϊν ελαχίςτων τα οποία 

είναι εντελϊσ ανεπικφμθτα ςε μία πραγματικι καταςκευι, κακϊσ αποτελοφν 

ςθμεία-περιοχζσ ςυςςϊρευςθσ των όμβριων υδάτων. 

Ραρά τα ωσ άνω προβλιματα που παρουςιάηουν οι επίπεδοι γράφοι διχοτόμων, τα 

χωρία τουσ ζχουν μία καλι ιδιότθτα θ οποία αποδεικνφεται εφκολα με τθ χριςθ του 

μοντζλου ςτζγθσ. 

Λιμμα 3.15 : Κάκε χωρίο f(e) ενόσ επίπεδου γράφου διχοτόμων  είναι μονότονο 

κατά τθ διεφκυνςθ τθσ πλευράσ e που το ορίηει. Δθλαδι, θ τομι του f(e) με κάκε 

ευκεία κάκετθ ςτθν e αποτελεί μία ςυνεκτικι ςυνιςτϊςα. 

Απόδειξθ : Ζςτω F θ ζδρα τθσ ςτζγθσ ςτον χϊρο που αντιςτοιχεί ςτο χωρίο f(e). 

Γνωρίηουμε ότι         και κεωροφμε μία ευκεία L του επιπζδου Ρ(e) κάκετθ 

ςτθν e . Ρροφανϊσ, θ L ζχει κλίςθ  ίςθ με 1, όςθ είναι και θ μζγιςτθ δυνατι πάνω 

ςτθ ςτζγθ (κεωροφμε ότι θ ςτζγθ είναι ιςοκλινισ με κλίςθ 45 μοιρϊν). 

Υποκζτουμε τϊρα ότι το f(e) δεν είναι μονότονο κατά τθ διεφκυνςθ τθσ e. Τότε θ L 

μπορεί να επιλεγεί κατά τρόπο ϊςτε να παφει να κείτεται επί τθσ F μετά από ζνα 

ςθμείο x και  να επανζρχεται ςτθν F ςε ζνα υψθλότερο ςθμείο y. Μεταξφ των δφο 

ςθμείων θ ςτζγθ αποτελείται από ζδρεσ που εμπεριζχονται ςε θμιεπίπεδα 

διαφορετικά του Ρ(e), οπότε, ακολουκϊντασ τθν κάκετθ προβολι του τμιματοσ xy 

ςτθ ςτζγθ, ςυναντοφμε τμιματα με κλίςθ μικρότερθ τθσ μονάδασ, ςυνεπϊσ 

καταλιγουμε ςε ςθμείο κατϊτερο του y. 

 Αυτό ςυνεπάγεται ότι θ ςτζγθ δεν είναι ςυνεχισ, ςυμπζραςμα το οποίο είναι 

άτοπο. 
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3.4 Περιγραφό μεθόδου μϋςω παρομούωςησ με νηςιϊ 

Θ δομι του ευκφγραμμου ςκελετοφ S(P) προςφζρει ζναν μοναδικό τρόπο 

καταςκευισ μίασ ςτζγθσ αποφεφγοντασ τισ ωσ άνω αναφερκείςεσ “ανωμαλίεσ”, για 

μία οποιαδιποτε κάτοψθ P. Αν κεωριςουμε ότι ο S(P) είναι μία ςτζγθ, ςτθ 

διαδικαςία ςυρρίκνωςθσ μζςω τθσ οποίασ ορίηεται ο S(P) μπορεί να αποδοκεί μία 

φυςικι ερμθνεία. 

Ταυτίηουμε, λοιπόν, τθ ςτζγθ με ζνα νθςί και το πολφγωνο P με τθν ακτι. Θ ςτάκμθ 

του νεροφ βρίςκεται ςτο επίπεδο Ρ0 και ανυψϊνεται ςτακερά κατά τθ διαδικαςία 

ςυρρίκνωςθσ. Διαιρζςεισ του νθςιοφ παρατθροφνται μόλισ το νερό περιβάλλει 

τοπικά μζγιςτα του νθςιοφ. 

 Θ μοναδικι ςτζγθ για το P που αντιςτοιχεί ςτον S(P) κα καλείται νθςί του P 

και κα ςυμβολίηεται ςτθ ςυνζχεια ωσ I(P). 

Αυτι θ διαδικαςία κατακλυςμοφ ζχει νόθμα και για ςτζγεσ που δεν είναι νθςιά. Για 

τθν ακρίβεια, κάκε ςτζγθ για το P ορίηει μια ςυγκεκριμζνθ διαδικαςία πλθμμφρασ θ 

οποία κακορίηεται μοναδικά από μία ακολουκία γεγονότων ταξινομθμζνων με 

ςειρά αυξανόμενου φψουσ. Βάςει αυτισ τθσ παρατιρθςθσ κα μπορζςουμε να 

διακρίνουμε τθν I(P) ανάμεςα ςε όλεσ τισ δυνατζσ ςτζγεσ. 

Ζςτω R μία τυχαία ςτζγθ για το P. Κακϊσ εξελίςςεται το φαινόμενο τθσ πλθμμφρασ, 

ενδζχεται να ςυναντιςουμε κάποια ςυμβάντα νζου τφπου, πζρα των ςυμβάντων 

πλευράσ και  διαίρεςθσ. Για παράδειγμα, είναι πικανό θ ςτάκμθ του νεροφ να 

φτάςει ζνα τοπικό ελάχιςτο μιασ ζδρασ ςε μία κόχθ c τθσ R. Αν θ c δεν αποτελεί 

ςθμείο ελαχίςτου για τθν R, τότε, ςτο ςυρρικνοφμενο πολφγωνο, μία πλευρά 

παράλλθλθ ςε κάποια πλευρά του P αρχίηει να διαςτζλλεται (ανάςτροφο ςυμβάν 

πλευράσ). Αλλιϊσ, αν θ c είναι ςθμείο ελαχίςτου τθσ R, εμφανίηεται μία τριγωνικι 

οπι (τρία ταυτόχρονα ςυμβάντα πλευράσ). 

Λιμμα 3.16 : Αν θ R είναι μία ςτζγθ για το P διαφορετικι από τθν I(P), τότε θ R ζχει 

μία αφλακα που δεν προςπίπτει ςε κάποια εκ των (μθ κυρτϊν) κορυφϊν του P. 

Λςοδφναμα, θ R περιζχει μία αφλακα θ οποία ςυνδζει δφο κόχεσ τθσ R. 

Απόδειξθ : Αρχικά παρατθροφμε ότι θ διαδικαςία τθσ πλθμμφρασ ξεκινά με τον ίδιο 

τρόπο για όλεσ τισ πικανζσ ςτζγεσ του P. Με άλλα λόγια, το P ςυρρικνϊνεται κατά 

μοναδικό τρόπο. 

 Τϊρα, κεωροφμε το πρϊτο ςυμβάν που διαφοροποιεί τθν R από τθν I(P). Αυτό το 

ςυμβάν πρζπει να προζρχεται από μία κόχθ του R. Αν προζκυπτε από μία κόχθ του 

I(P), τότε κα παραβλεπόταν ςτθ διαδικαςία του κατακλυςμοφ για τθν R ζνα ςυμβάν 

πλευράσ ι ζνα ςυμβάν διαίρεςθσ. 
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Ζςτω c θ κόχθ τθσ R που αντιςτοιχεί ςε αυτό το ςυμβάν. Ελάχιςτα πριν φτάςει τθν c, 

το νερό περιβάλλει το μζροσ τθσ R που περιζχει τθν c και ορίηει ζνα ςυρρικνωμζνο 

πολφγωνο P’ το ςφνορο του οποίου οριοκετεί τθν τοπικι ακτι. Ρροφανϊσ, το μζροσ 

τθσ I(P) πάνω από το P’ είναι θ I(P’). Κακϊσ θ διαδικαςία ςυνεχίηεται για τθν I(P’), θ c 

δεν είναι κόχθ τθσ I(P’), οπότε θ c αντιςτοιχεί ςε ζνα είδοσ ςυμβάντοσ που δεν 

χαρακτθρίηει τα νθςιά. Συγκεκριμζνα, κάποιεσ πλευρζσ που δεν εμφανίηονται ςτο P’  

πρζπει να εμπλζκονται ςε αυτό το ςυμβάν. Αυτό ςθμαίνει ότι κάποιεσ νζεσ πλευρζσ 

(ι μία μόνο πλευρά) ξεκινοφν να διαςτζλλονται. Διαςτολι, όμωσ, μπορεί να 

υποςτοφν μόνο μθ κυρτά τόξα. Οπότε, κάποια αφλακα τθσ R εκκινεί από τθν c, και 

το λιμμα ζχει αποδειχκεί. 

Θεϊρθμα 3.17 : Ζςτω R μία ςτζγθ για το P. Τότε R = I(P) αν και μόνον αν κάκε 

αφλακα του R είναι προςπίπτουςα ςτο P. 

Απόδειξθ : Αποδεικνφεται με ςυνδυαςμό των Λιμμα 3.13 και Λιμμα 3.16 . 

Είναι εφκολο να δει κανείσ ότι κάκε ςτζγθ για το P ζχει το ίδιο εμβαδό επιφάνειασ. 

Ζνα εφλογο ερϊτθμα που ανακφπτει είναι αν θ I(P) βελτιςτοποιεί κάποια άλλθ 

παράμετρο ςε ςχζςθ με όλεσ τισ πικανζσ ςτζγεσ του P. Εντοφτοισ θ I(P), ςτθ γενικι 

περίπτωςθ, δεν πετυχαίνει τθ μεγιςτοποίθςθ ι τθν ελαχιςτοποίθςθ του όγκου τθσ 

ςτζγθσ. Επίςθσ, δεν εξαςφαλίηεται ελάχιςτο ι μζγιςτο κακολικό φψοσ για τθ ςτζγθ. 

Θ ιδιαιτερότθτα τθσ I(P) ςχετίηεται με μία καλι ιδιότθτα των εδρϊν τθσ. 

Ζςτω R μία οποιαδιποτε ςτζγθ για το P. Για ζνα ςθμείο x τθσ R, ορίηουμε τθ 

ςυνάρτθςθ g(x) θ οποία δθλϊνει το μονοπάτι που ξεκινά από το x και ακολουκεί τθν 

πιο απότομθ κλίςθ επί τθσ R. 

 Λζμε ότι θ ζδρα F τθσ R ζχει τθν ιδιότθτα τθσ κλίςθσ αν για κάκε     ,θ g(x) 

φτάνει ςτθν πλευρά e που ορίηει τθν F ςτο εςωτερικό τθσ ι ςε μία κορυφι. 

Θεϊρθμα 3.18 : Μία ςτζγθ R για το P είναι το νθςί που αντιςτοιχεί ςτο P αν και 

μόνον αν κάκε ζδρα τθσ R ικανοποιεί τθν ιδιότθτα τθσ κλίςθσ. 

Απόδειξθ : Υποκζτουμε ότι R = I(P). Ζςτω e μία πλευρά του P, F θ ζδρα που ορίηει 

ςτθν R και     ζνα ςθμείο. Σφμφωνα με το Λιμμα 3.15, οι ζδρεσ είναι μονότονεσ, 

οπότε θ g(x) καταλιγει ςτο ςφνορο τθσ F ςε ζνα μοναδικό ςθμείο, ζςτω y.  

Αν     τότε ζχουμε αποδείξει το ηθτοφμενο.  

Αλλιϊσ, το y κείτεται ςε μία αφλακα V τθσ R. Αυτό ςυμβαίνει διότι οι αφλακεσ 

αντιςτοιχοφν ςε μθ κυρτά τόξα του γράφου διχοτόμων, και μόνο τζτοιου είδουσ 

τόξα ςχθματίηουν γωνία μεγαλφτερθ των 90° με τθν πλευρά e. Απομζνει να 

παρατθριςουμε ότι θ g(x) διατρζχει ςθμεία τα οποία βρίςκονται πάνω ςτθν αφλακα 
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V μζχρι το κατϊτερό τθσ ςθμείο, το οποίο ςφμφωνα με το Λιμμα 3.14 είναι μία 

κορυφι τθσ πλευράσ e. 

Αντίςτροφα. Ζςτω       . Σφμφωνα με το Λιμμα 3.16, θ ςτζγθ R περιζχει μία 

αφλακα V, το χαμθλότερο ςθμείο τθσ οποίασ είναι μία κόχθ c τθσ R. Ζςτω F μία ζδρα 

τθσ R που είναι οριςμζνθ από μία πλευρά e και για τθν οποία θ κόχθ c αποτελεί ζνα 

τοπικό ελάχιςτο. Επιλζγουμε ςτθ ςυνζχεια ζνα ςθμείο x πάνω ςτθν ζδρα F και ςε 

μικρι απόςταςθ από τθν κόχθ c, τζτοιο ϊςτε θ ςυνάρτθςθ g(x) τελικά να παίρνει 

τιμζσ επί τθσ αφλακοσ V και να καταλιγει ςτο ςθμείο c, το οποίο δεν ανικει ςτθν 

πλευρά e. 

3.5 Πλεονεκτόματα και Μειονεκτόματα του Ευθύγραμμου 

Σκελετού Έναντι του Μϋςου Άξονα  

Τα κυριότερα πλεονεκτιματα του ευκφγραμμου ςκελετοφ ζναντι του μζςου άξονα 

είναι θ ευκφγραμμθ καταςκευι του και θ χαμθλι πολυπλοκότθτά του. Και οι δφο 

δομζσ απεικονίηουν το ςχιμα του πολυγϊνου με ζναν πιο ςυμπαγι τρόπο. Ωςτόςο, 

ο ευκφγραμμοσ ςκελετόσ επθρεάηεται περιςςότερο από τισ τυχοφςεσ αλλαγζσ ςτο 

ςχιμα. Θ προςκικθ μιασ μθ κυρτισ κορυφισ με πολφ μικρι εξωτερικι γωνία 

ενδζχεται να οδθγιςει ςε μία δραςτικι αλλαγι τθσ εικόνασ του ςκελετοφ. Εάν δεν 

είναι επικυμθτζσ τζτοιεσ μεταβολζσ, τότε οι κορυφζσ που τα προκαλοφν μποροφν 

να αποκοποφν τοπικά, χωρίσ να επθρεαςτεί ςθμαντικά το ςχιμα του πολυγϊνου 

και ταυτόχρονα εξαςφαλίηοντασ εξωτερικζσ γωνίεσ τουλάχιςτον 90 μοιρϊν. 

Ζνα μειονζκτθμα του ευκφγραμμου ςκελετοφ είναι το γεγονόσ ότι δεν 

καταςκευάηεται βάςει διαγράμματοσ Voronoi, οπότε δεν δφναται να 

χρθςιμοποιθκοφν αλγόρικμοι που ζχουν ιδθ αναπτυχκεί και δοκιμαςτεί. Λςχυρζσ 

τεχνικζσ όπωσ θ μζκοδοσ διαίρει και βαςίλευε και αυτι τθσ βθματικισ ειςαγωγισ 

εφκολα αποδεικνφεται ότι αποτυγχάνουν ςτθν προςπάκεια καταςκευισ του 

ευκφγραμμου ςκελετοφ.  

Θ τετριμμζνθ μζκοδοσ επίλυςθσ του προβλιματοσ τθσ καταςκευισ του 

ευκφγραμμου ςκελετοφ είναι θ αναηιτθςθ του επόμενου ςυμβάντοσ ανάμεςα ςτο 

ςφνολο των ςυμβάντων που προκφπτουν από κάκε ηεφγοσ πλευρϊν του 

πολυγϊνου. Κακϊσ κάκε ςυμβάν αντιςτοιχεί ςε ζναν κόμβο του S(P), ο αλγόρικμοσ 

που περιγράφει τθ μζκοδο ζχει χρονικι πολυπλοκότθτα O(n3) και πολυπλοκότθτα 

χϊρου O(n). Χρθςιμοποιϊντασ μια κατάλλθλθ δομι για τθν αποκικευςθ των 

ςυμβάντων, όπωσ είναι θ ουρά προτεραιότθτασ καταφζρνουμε να μειϊςουμε τθν 



53 
 

πολυπλοκότθτα χρόνου ςτο O(n2logn), εισ βάροσ όμωσ τθσ πολυπλοκότθτασ χϊρου 

θ οποία αυξάνεται ςτο Ο(n2). 

Και ενϊ θ εφρεςθ του αμζςωσ επόμενου ςυμβάντοσ πλευράσ αποτελεί μία εφκολθ 

εργαςία κακϊσ μπορεί να πραγματωκεί τοπικά, θ αναηιτθςθ του επόμενου 

ςυμβάντοσ διαίρεςθσ ςε μικρό χρόνο ςτθ χειρότερθ περίπτωςθ είναι κάκε άλλο 

παρά τετριμμζνθ υπόκεςθ. Θ πρόκλθςθ είναι να βρεκεί ζνασ αλγόρικμοσ με 

επίδοςθ ςυγκρινόμενθ με αυτι των αλγορίκμων υπολογιςμοφ του μζςου άξονα, 

παραδείγματοσ χάριν O(nlogn) για τθν πολυπλοκότθτα του χρόνου.  
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4 Αλγόριθμοσ Υπολογιςμού του Ευθύγραμμου Σκελετού 

Στο κεφάλαιο αυτό περιγράφονται κάποιοι αλγόρικμοι για τθν καταςκευι του 

ευκφγραμμου ςκελετοφ. Ρροθγείται ο αλγόρικμοσ που αναπτφχκθκε από τουσ 

δθμιουργοφσ τθσ δομισ, Aichholzer και Aurenhammer [17] και ςτθ ςυνζχεια 

παρατίκεται ο αλγόρικμοσ που αναπτφχκθκε από τουσ Petr Felkel και Stepan 

Obdrzalek [18] και δθμοςιεφκθκε κατά το ζτοσ 1998 ςτθν Μπρατιςλάβα τθσ 

Σλοβακίασ. Θ διαφορά που υπάρχει ανάμεςα ςτουσ δφο αλγορίκμουσ ζγκειται ςτο 

γεγονόσ ότι οι Aichholzer και Aurenhammer τριγωνοποίθςαν το πολφγωνο και ςτθν 

ςυνζχεια καταςκεφαςαν τον ευκφγραμμο ςκελετό του, κάτι που δεν χρειάςτθκε να 

γίνει ςτον αλγόρικμο των Petr Felkel και Stepan Obdrzalek. Τθν ίδια περίπου 

χρονικι περίοδο, δθμοςιεφκθκε ακόμθ μία μζκοδοσ υπολογιςμοφ του 

ευκφγραμμου ςκελετοφ από τουσ Eppstein και  Erickson [19], θ οποία επιτυγχάνει 

καλφτερθ χρονικι πολυπλοκότθτα από τισ δφο προθγοφμενεσ. Το πλεονζκτθμα τθσ 

μεκόδου αυτισ όςο αφορά ςτθν χρονικι πολυπλοκότθτα οφείλεται ςτθ χριςθ 

δομϊν δεδομζνων προςαρμοςμζνεσ ςτισ ανάγκεσ του ςυγκεκριμζνου προβλιματοσ.  

4.1 Υπολογιςμόσ Ευθύγραμμου Σκελετού Πολυγώνου με 

Τριγωνοπούηςη 

4.1.1 Ειςαγωγό 

Ζςτω ζνασ επίπεδοσ και ευκφγραμμοσ (οι ακμζσ του, δθλαδι, είναι ευκφγραμμα 

τμιματα) γράφοσ G. Σε κάκε ςτάδιο τθσ διαδικαςίασ ςυρρίκνωςθσ του πολυγϊνου-

γράφου G, φροντίηουμε να τριγωνοποιοφμε το ςφνολο των κόμβων του τρζχοντοσ 

γράφου. Από τθν τριγωνοποίθςθ αυτι δεν προκφπτουν επιπλζον κόμβοι ςτον 

γράφο μασ. Ππωσ ζχουμε ιδθ περιγράψει, θ ςυρρίκνωςθ προςομοιϊνεται με τθ 

κίνθςθ των κορυφϊν του πολυγϊνου πάνω ςτισ διχοτόμουσ των αντίςτοιχων 

γωνιϊν μζχρι να λάβει χϊρα κάποιο από τα ςυμβάντα πλευράσ και διαίρεςθσ, 

κακζνα από τα οποία ταυτίηεται με τον εκφυλιςμό - κατάρρευςι ενόσ τριγϊνου. 

Εναλλακτικά, θ διαδικαςία μπορεί να προςομοιωκεί με κυματομζτωπα, ζνα για 

κάκε ςυνιςτϊςα του γράφου, που εκκινοφν από τισ ςυνιςτϊςεσ του αρχικοφ 

γράφου – πολυγϊνου και κινοφνται προσ το εςωτερικό του πολυγϊνου. Κακϊσ, 

λοιπόν, τα τρίγωνα που προκφπτουν από τθν τριγωνοποίθςθ του πολυγϊνου 

ςυνδζονται άμεςα με τθν εξζλιξθ τθσ διαδικαςίασ του υπολογιςμοφ του 

ευκφγραμμου ςκελετοφ, αποκθκεφουμε τα τρίγωνα αυτά ςε μία κατάλλθλθ δομι 

δεδομζνων, μία ουρά προτεραιότθτασ. 
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 Δομζσ Δεδομζνων 

Οριςμοί 

 Αφθρθμζνοσ Τφποσ Δεδομζνων καλείται ζνα ςφνολο με μία ςυλλογι 

πράξεων επί των ςτοιχείων του ςυνόλου. 

 Μία ουρά προτεραιότθτασ ςωροφ (heap priority queue) είναι εκείνθ θ δομι 

ςτθν οποία αποκθκεφονται τα ςτοιχεία ενόσ δυναμικοφ ςυνόλου S κατά 

τρόπο, ϊςτε κάκε φορά να είναι ςε κζςθ να επιςτρζφει το μζγιςτο ι το 

ελάχιςτο ςτοιχείο του S. 

 Μία ουρά προτεραιότθτασ ελαχίςτου χαρακτθρίηεται από τον εξισ 

Αφθρθμζνο Τφπο Δεδομζνων :  

 

makePQueue()  

min()   

removeMin() ι       

deleteMin() 

Δοκζντοσ ενόσ ςυνόλου ςτοιχείων, χτίηει τθν ουρά 

Επιςτρζφει, χωρίσ να αφαιρεί, το ελάχιςτο ςτοιχείο 

Αφαιρεί το ελάχιςτο ςτοιχείο                                 

insert(x,p)  

delete(x)    

changePriority(x,Δ)  

meld(x,y)  

Ειςάγει το ςτοιχείο x με προτεραιότθτα p 

Διαγράφει το ςτοιχείο x  

Αλλάηει τθν προτεραιότθτα του x ςε Δ 

Συγχωνεφει τισ δφο ουρζσ x,y ςε μία 

4.1.2 Περιγραφό Αλγορύθμου 

Σφμφωνα με τον αλγόρικμο αυτό, ξεκινάμε με τθ δθμιουργία κυματομετϊπων 

(wavefronts)  για κάκε μία από τισ ςυνεκτικζσ ςυνιςτϊςεσ του γράφου G 

φτιάχνοντασ από ζνα αντίγραφο κάκε κόμβου του γράφου και ςυνδζοντασ τουσ 

κόμβουσ - αντίγραφα μεταξφ τουσ (Εικόνα 21). Στθ ςυνζχεια τριγωνοποιοφμε το 

ςφνολο των αντιγράφων. Τα ευκφγραμμα τμιματα που προκφπτουν από τον 

τριγωνιςμό κα τα καλοφμε ακτίνεσ προσ διάκριςθ από τισ πλευρζσ του πολυγϊνου. 

Κακϊσ διαδίδονται τα κυματομζτωπα, θ περιοχι που ζχουν ςαρϊςει παφει πλζον 

να είναι τριγωνοποιθμζνθ, ενϊ το υπόλοιπο χωρίο παραμζνει τριγωνοποιθμζνο. 
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Εικόνα 21  Αρχικοποίθςθ κυματομετϊπου  

 Χρθςιμοποιοφμε ςτθ ςυνζχεια τον όρο τερματικι κορυφι για να 

αναφερκοφμε ςε μία κορυφι του γράφου G που είναι βακμοφ 1. Για 

παράδειγμα, ο πρϊτοσ εκ των τριϊν γράφων που απεικονίηονται ςτθν Εικόνα 

21 ζχει δφο κορυφζσ οι οποίεσ είναι τερματικζσ κορυφζσ. 

Λιμμα 4.1 : Ζςτω ζνασ γράφοσ με n κορυφζσ, t από τισ οποίεσ είναι τερματικζσ. Θ 

αρχικι τριγωνοποίθςθ των κορυφϊν των κυματομετϊπων που αντιςτοιχοφν ςτο G 

απαρτίηεται από ακριβϊσ 2n+t-2 (φραγμζνα και μθ) τρίγωνα. 

Απόδειξθ :   Κάκε κορυφι v του G με βακμό     αντιγράφεται ςε d κορυφζσ, μία 

για κάκε πλευρά του κυματομετϊπου, θ οποία ςυντρζχει ςτθν κορυφι v. Ακόμθ, 

ςυνδζουμε κάκε αντίγραφο με εκείνεσ τισ ακτίνεσ τθσ τριγωνοποίθςθσ που ανικουν 

ςτο ίδιο τρίγωνο με τθν πλευρά του κυματομετϊπου που ςυντρζχει ςτο αντίγραφο.  

Κάκε τερματικι κορυφι u του G αντιγράφεται ςε δφο κορυφζσ οι οποίεσ 

ςυνδζονται με μία πλευρά κυματομετϊπου e. Συνδζουμε το ζνα από τα δφο 

αντίγραφα με το ςφνολο των ακτινϊν τριγωνοποίθςθσ που ςυντρζχουν ςτθν 

κορυφι u. Το δεφτερο αντίγραφο το ςυνδζουμε μόνο με μία ακτίνα, τθν οποία 

χαράςςουμε ςε αυτό το ςτάδιο τθσ διαδικαςίασ και διαμερίηει το τετράπλευρο που 

δθμιουργείται με βάςθ τθν πλευρά e. Δθμιουργείται, λοιπόν, ζνα νζο τρίγωνο, το 

οποίο δεν είχε πρωκφςτερα ωσ κορυφι του τθν κορυφι u. 

Πταν τριγωνοποιοφμε τισ n κορυφζσ του G, διαμερίηουμε το επίπεδο ςε 2n-2 

φραγμζνα ι μθ τρίγωνα.  Επιπροςκζτωσ, ζνα νζο τρίγωνο καταςκευάηεται για κάκε 

τερματικι κορυφι του G. Αυτό ςυνεπάγεται ότι το πλικοσ των τριγϊνων ςτθν 

αρχικι τριγωνοποίθςθ είναι 2n+t-2. 

Θ τοπολογικι δομι τθσ τριγωνοποίθςθσ μεταβάλλεται όταν οι κορυφζσ ενόσ 

τριγϊνου τθσ τριγωνοποίθςθσ γίνουν ςυνευκειακζσ κατά τθ διάδοςθ των 

κυματομετϊπων. Ζνα τρίγωνο ενδζχεται να εκφυλιςτεί λόγω τριϊν ςυμβάντων. 
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Ζχουμε ιδθ αναφερκεί ςτα δφο από αυτά, εδϊ κα ορίςουμε και τα τρία με 

αναφορά ςτθν τριγωνοποίθςθ ςτθν οποία υπόκειται το πολφγωνο – γράφοσ. Ζςτω v 

μία κορυφι κυματομετϊπου (Εικόνα 22). 

1. Συμβάν Εναλλαγισ : Θ κορυφι v τζμνει μία ακτίνα s. Με ςκοπό να 

διατθρθκεί θ τριγωνοποίθςθ , απομακρφνουμε τθν ακτίνα s και ειςάγουμε 

τθν ακτίνα t. 

2. Συμβάν Πλευράσ : Θ κορυφι v ςυγχωνεφεται με μία άλλθ κορυφι του 

κυματομετϊπου, το οποίο ςτερείται πλζον μίασ πλευράσ, τθσ e. 

3. Συμβάν Διαίρεςθσ : Θ κορυφι v πίπτει ςε μία πλευρά e του κυματομετϊπου 

και τθν διαιρεί ςε δφο πλευρζσ e’ και e’’. Αντιγράφουμε τθν κορυφι, 

ςυνδζουμε τθ μία κορυφι με τθν πλευρά e’ και τθν άλλθ με τθν e’’ και 

ανάλογα με τθ κζςθ που κατζχουν οι ακτίνεσ που αρχικά ςυνζτρεχαν ςτθν 

κορυφι v τισ ςυνδζουμε με ζνα από τα αντίγραφα τθσ v. Τζλοσ, 

απομακρφνουμε τθν πλευρά e.     

 
Εικόνα 22  υμβάν Εναλλαγισ, υμβάν Πλευράσ, υμβάν Διαίρεςθσ  

Ραρατθροφμε πϊσ ςε κάκε ζνα από τα ςυμβάντα πλευράσ και διαίρεςθσ, 

καταςκευάηεται  ζνασ νζοσ κόμβοσ του ευκφγραμμου ςκελετοφ S(G). Ο αλγόρικμοσ 

τερματίηει όταν ο χρόνοσ που απαιτείται για τον εκφυλιςμό κακενόσ από τα τρίγωνα 

που είναι αποκθκευμζνα ςτθν ουρά προτεραιότθτασ γίνει άπειροσ. Θ ορκότθτα του 

αλγορίκμου μπορεί να αποδειχκεί με επαγωγι. 
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Λιμμα 4.2 : Ζςτω ζνασ γράφοσ με n κορυφζσ και t τερματικζσ κορυφζσ. Ο ςυνολικόσ 

αρικμόσ των ςυμβάντων πλευράσ και διαίρεςθσ που παρατθροφνται είναι 

φραγμζνοσ από τον αρικμό 2n+t-2. 

Απόδειξθ : Αποδεικνφουμε το λιμμα μετρϊντασ ςε κάκε ςτάδιο του αλγορίκμου το 

πλικοσ των τριγϊνων που βρίςκονται αποκθκευμζνα ςτθν ουρά προτεραιότθτασ. 

Σφμφωνα με το λιμμα 4.1, θ αρχικι τριγωνοποίθςθ αποτελείται από 2n+t-2 

τρίγωνα. Είναι προφανζσ ότι κάκε ςυμβάν εναλλαγισ δεν μεταβάλλει τον αρικμό 

των τριγϊνων. Ακόμθ, κάκε ςυμβάν πλευράσ και διαίρεςθσ μειϊνει τον αρικμό των 

τριγϊνων ακριβϊσ κατά ζνα. Συνεπϊσ, ο αρικμόσ 2n+t-2 αποτελεί πράγματι ζνα 

άνω φράγμα για το πλικοσ των τριγϊνων που προκφπτουν από τθν τριγωνοποίθςθ. 

 Το ίδιο φράγμα ιςχφει και για τον ςυνολικό αρικμό των κόμβων του S(G), κακϊσ 

κάκε κόμβοσ τθσ δομισ προκφπτει είτε από ζνα ςυμβάν πλευράσ είτε από ςυμβάν 

διαίρεςθσ. Το πλικοσ των κόμβων γίνεται ίςο με το φράγμα όταν προςμετρθκοφν 

και οι κόμβοι των μθ φραγμζνων τόξων του S(G), οι οποίοι βρίςκονται ςτο άπειρο 

και πρζπει να αποκθκευτοφν με κάποιο τρόπο ςτθ δομι του S(G). Μετά το 

τελευταίο ςυμβάν που χειρίηεται ο αλγόρικμοσ, τα εναπομείναντα τρίγωνα είναι μθ 

φραγμζνα· αυτά είναι τα τρίγωνα που απαιτοφν άπειρο χρόνο μζχρι να 

εκφυλιςτοφν. Οι μθ φραγμζνεσ ακτίνεσ των τριγϊνων αυτϊν αντιςτοιχοφν ςτουσ 

κόμβουσ του S(G) που βρίςκονται ςτο άπειρο. 

 Πολυπλοκότθτα 

Από το Λιμμα 4.2 μποροφμε να ςυνάγουμε ακόμθ το ςυμπζραςμα πϊσ κάκε 

χρονικι ςτιγμι το πολφ 2n+t-2 τρίγωνα πρζπει να βρίςκονται αποκθκευμζνα ςτθν 

ουρά προτεραιότθτασ. Ο αλγόρικμοσ, δθλαδι, ζχει πολυπλοκότθτα χϊρου Ο(n). 

Ρροχωρϊντασ ςτθν ανάλυςθ τθσ χρονικισ πολυπλοκότθτασ του αλγορίκμου, 

φράςςουμε και το πλικοσ των ςυμβάντων εναλλαγισ που ενδζχεται να λάβουν 

χϊρα κατά τθν εφαρμογι του αλγορίκμου. Ραρατθροφμε αρχικά πϊσ οι κυρτζσ 

κορυφζσ των κυματομετϊπων δεν δφναται να τμιςουν ςε καμία περίπτωςθ μία 

ακτίνα, κακϊσ θ ακτίνα τότε κα βριςκόταν ςτο τμιμα του πολυγϊνου που ζχει ιδθ 

ςαρωκεί από τα κυματομζτωπα, κάτι που είναι άτοπο, αφοφ, όπωσ ζχουμε ιδθ 

αναφζρει, οι ςαρωμζνεσ περιοχζσ δεν είναι τριγωνοποιθμζνεσ. Επομζνωσ, τα 

ςυμβάντα εναλλαγισ οφείλονται αποκλειςτικά ςτισ μθ κυρτζσ κορυφζσ των 

κυματομετϊπων. 

Κάνουμε άλλθ μία απλι παρατιρθςθ :  

Κάκε μθ κυρτι κορυφι των κυματομετϊπων εξαφανίηεται μετά από το πρϊτο 

ςυμβάν, εξαιρουμζνου του ςυμβάντοσ εναλλαγισ, που το ίδιο προκαλεί. 
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Κατά ςυνζπεια, κάκε μθ κυρτι κορυφι των κυματομετϊπων που ςχθματίηονται 

αρχικά, κινείται ςε μία ευκεία γραμμι μζχρι να εξαφανιςτεί ςε ζνα ςυμβάν 

πλευράσ – όπου ςυγχωνεφεται με μία κυρτι κορυφι – ι ςε ζνα ςυμβάν διαίρεςθσ – 

κατά το οποίο διαιρείται ςε δφο κυρτζσ κορυφζσ. 

Τρία ςθμεία που κινοφνται ςε ευκφγραμμεσ τροχιζσ με διαφορετικι ςτακερι 

ταχφτθτα το κακζνα, δφναται να γίνουν ςυνευκειακά το πολφ δφο φορζσ. 

Επομζνωσ, κάκε τριάδα μθ κυρτϊν κορυφϊν των κυματομετϊπων μπορεί να 

προκαλζςει το πολφ δφο ςυμβάντα εναλλαγισ. 

Λιμμα 4.3 : Ο ςυνολικόσ αρικμόσ των ςυμβάντων εναλλαγισ είναι Ο(n3). 

Από τα λιμματα 4.2 και 4.3 προκφπτει ότι ο ςυνολικόσ αρικμόσ των τριγϊνων που 

υπόκειναι ςε επεξεργαςία είναι τάξθσ Ο(n3). Εκτόσ από τον χρόνο που απαιτείται για 

τθν ενθμζρωςθ τθσ ουράσ προτεραιότθτασ ςτθν οποία αποκθκεφονται όλα τα 

τρίγωνα που επεξεργάηονται, χρόνοσ απαιτείται και για τον εκ νζου υπολογιςμό των 

ταχυτιτων των κορυφϊν των κυματομετϊπων. Τα ςυμβάντα πλευράσ ι διαίρεςθσ 

είναι αυτά που προκαλοφν μεταβολζσ ςτο μζτρο και τθν κατεφκυνςθ τθσ ταχφτθτασ 

τθσ κορυφισ που εμπλζκεται, ενϊ τα ςυμβάντα εναλλαγισ δεν επθρεάηουν τθν 

ταχφτθτα. Μία μεταβολι ςτθν ταχφτθτα ζχει με τθ ςειρά τθσ αντίκτυπο ςτουσ 

χρόνουσ εκφυλιςμοφ των τριγϊνων τα οποία ζχουν ωσ μία τουσ κορυφι τθν εν λόγω 

κορυφι των κυματομετϊπων. Κακϊσ ο βακμόσ κάκε κορυφισ είναι φραγμζνοσ από 

τθ ςυνάρτθςθ Ο(n), το Λιμμα 4.2 υποδεικνφει ότι ςυνολικά ενθμερϊνεται ο χρόνοσ 

εκφυλιςμοφ Ο(n2) ςε πλικοσ τριγϊνων. 

Ζχουμε λοιπόν ζναν αλγόρικμο για τον υπολογιςμό του ευκφγραμμου ςκελετοφ με 

χρονικι πολυπλοκότθτα Ο(n3logn) και χωρικι πολυπλοκότθτα Ο(n). Στθν χείριςτθ 

περίπτωςθ (worst case) ο αλγόρικμοσ αυτόσ είναι πιο αργόσ από τον τετριμμζνο , 

κατά τον οποίο ελζγχεται κάκε ηεφγοσ κορυφισ και πλευράσ των κυματομετϊπων 

ϊςτε να υπολογιςτεί το επόμενο ςυμβάν και ζχει πολυπλοκότθτα χρόνου Κ(n3). 

Ραρόλα αυτά ςτισ διάφορεσ εφαρμογζσ ο αλγόρικμοσ ζχει χρόνο εκτζλεςθσ πολφ 

καλφτερο από αυτόν τθσ χείριςτθσ περίπτωςθσ, πλθςιάηει ςε πολυπλοκότθτα τθν 

Ο(nlogn). Συγκεκριμζνα, ο χρόνοσ καταςκευισ του S(G) είναι ίδιασ τάξθσ με τον 

χρόνο που απαιτείται για τθν αρχικι τριγωνοποίθςθ του G. 

Ζχοντασ εκτελζςει μία τριγωνοποίθςθ επί του ςυνόλου των κορυφϊν ενόσ 

πολυγϊνου, εφκολα υπολογίηεται ο ευκφγραμμοσ ςκελετόσ του  με τθ βοικεια ενόσ 

ελζγχου ςτον χρόνο που απαιτείται για τον εκφυλιςμό κάκε τριγϊνου που 

ςχθματίηουν οι τριάδεσ των κορυφϊν. Ο ζλεγχοσ αυτόσ ιςοδυναμεί με τθν επίλυςθ 

μιασ δευτζρασ τάξεωσ εξίςωςθσ μιασ μεταβλθτισ. 
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4.2 Υπολογιςμόσ Ευθύγραμμου Σκελετού Πολυγώνου χωρύσ 

Τριγωνοπούηςη 

4.2.1 Ειςαγωγό 

Κεωροφμε ζνα πολφγωνο P, οι κορυφζσ και οι πλευρζσ του οποίου είναι 

διατεταγμζνεσ με φορά αντίκετθ αυτισ των δεικτϊν του ρολογιοφ και το εςωτερικό 

του πολυγϊνου βρίςκεται ςτθν αριςτερι πλευρά του ςυνόρου. Είναι, δθλαδι, το 

ςφνορο μία κετικά οριςμζνθ καμπφλθ. Για τθν αλγορικμικι αναπαράςταςθ του 

πολυγϊνου P χρθςιμοποιοφμε μία διπλά ςυνδεδεμζνθ κυκλικι λίςτα, τθν οποία 

καλοφμε Λίςτα Ενεργϊν Κόμβων (ΛΕΚ). Στθν περίπτωςθ που θ κάτοψι μασ 

αποτελείται από ζνα ςφνολο πολυγϊνων (ςυνεκτικϊν ςυνιςτωςϊν), τότε 

ςχθματίηουμε μία λίςτα για κάκε ζνα από τα πολφγωνα αυτά. Ρεριςςότερεσ τθσ 

μίασ λίςτασ δθμιουργοφμε και ςτθν περίπτωςθ κατά τθν οποία ςτθν κάτοψι μασ 

υπάρχουν οπζσ (καταςκευάηουμε μία λίςτα για το ςφνορο και μία λίςτα για κακεμία 

από τισ οπζσ που υπάρχουν). Χρθςιμοποιοφμε, τότε, μία δομι, τθν οποία 

ονομάηουμε φνολο από κυκλικζσ Λίςτεσ Ενεργϊν Κόμβων (ΛΕΚ). Ππωσ μαρτυρά 

και το όνομα τθσ δομισ αυτισ, τα δομικά ςτοιχεία τθσ είναι Λίςτεσ Ενεργϊν Κόμβων 

(ΛΕΚ). Ρροφανϊσ το Σφνολο από κυκλικζσ Λίςτεσ Ενεργϊν Κόμβων ςτθν περίπτωςθ 

ενόσ απλοφ κυρτοφ πολυγϊνου περιζχει μόνο μία Λίςτα Ενεργϊν Κόμβων. 

4.2.2 Περιγραφό Αλγορύθμου 

 Δομζσ Δεδομζνων 

Οριςμοί 

 Οι γραμμικζσ λίςτεσ (linear lists) χρθςιμοποιοφνται για τθν αναπαράςταςθ 

ακολουκιϊν οποιωνδιποτε αντικειμζνων. Μποροφν να διαφοροποιθκοφν ςε 

οποιαδιποτε κζςθ, ιδιότθτα που τισ διακρίνει από τουσ πίνακεσ. 

Συγκεκριμζνα, ο αφθρθμζνοσ τφποσ δεδομζνων μίασ γραμμικισ λίςτασ 

περιγράφεται από τισ κάτωκι πράξεισ : 

first() (ι head())  

last() (ι tail() ι rear()) 

insertAfter/Before(p,e) 

 

remove(p) 

επιςτρζφει δείκτθ προσ τον πρϊτο κόμβο 

επιςτρζφει δείκτθ προσ τον τελευταίο κόμβο 

ενκζτει ζναν νζο κόμβο με περιεχόμενο - ςτοιχείο 

e πριν/ μετά τον κόμβο p 

αφαιρεί ζναν κόμβο ςε ςχζςθ με τον κόμβο p 

 

Ο τρόποσ με τον οποίο γίνεται μία ζνκεςθ και μία απόςβεςθ ςτθ λίςτα 

εξαρτάται από τθν υλοποίθςθ. 
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 Απλζσ λίςτεσ : Τα ςτοιχεία μιασ απλισ διαςυνδεδεμζνθσ λίςτασ 

(singly linked list) δεν αποκθκεφονται ςε ςυνεχόμενεσ κζςεισ. Κάκε 

ςτοιχείο (element) αποκθκεφεται μαηί με ζναν δείκτθ next, ο οποίοσ 

φανερϊνει ποφ είναι το επόμενό του ςτθν ακολουκία ςτοιχείο. 

 Διπλζσ κομβολίςτεσ ι διπλά διαςυνδεδεμζνεσ λίςτεσ (doubly linked 

lists) : Αφοροφν υλοποιιςεισ ακολουκιϊν, ςτισ οποίεσ κάκε ςτοιχείο 

γνωρίηει τόςο το επόμενο, όςο και το προθγοφμενο από αυτό 

ςτοιχείο. 

 Κυκλικζσ λίςτεσ (circular lists) : δεν υφίςταται θ ζννοια τθσ κεφαλισ 

και τθσ ουράσ, δθλαδι δεν ορίηεται οφτε αρχι, αλλά οφτε και τζλοσ 

ςτθν τοποκζτθςθ των ςτοιχείων τθσ ακολουκίασ. Οι κόμβοι 

ςυνκζτουν, λοιπόν, ζναν κφκλο. 

Γνωρίηουμε πϊσ τα ςυμβάντα διαίρεςθσ οφείλονται αποκλειςτικά ςτθν φπαρξθ μθ 

κυρτϊν γωνιϊν-κορυφϊν V ςτο πολφγωνό μασ, χωρίσ αυτό να ςθμαίνει ότι κάκε 

τζτοια κορυφι προκαλεί και ζνα ςυμβάν διαίρεςθσ. Από ζνα τζτοιο ςυμβάν 

ςχθματίηεται μία νζα κορυφι, ζςτω Β. Θ κορυφι αυτι ζχει τθν ιδιότθτα να απζχει 

ίςθ κάκετθ απόςταςθ από τουσ φορείσ των δφο ευκφγραμμων τμθμάτων – πλευρϊν 

που ορίηουν τθ μθ κυρτι κορυφι V που προκαλεί το ςυμβάν και από τον φορζα τισ 

«απζναντι» προσ τθν κορυφι V πλευράσ ei. Με τον όρο «απζναντι» ενδζχεται να 

αναφερόμαςτε ακόμα και ςε μία πλευρά που δεν περιζχει το ίχνοσ τθσ ορκισ 

προβολισ τθσ κορυφισ V πάνω ςτθν ευκεία που αποτελεί τον φορζα τθσ πλευράσ. 

Αναηθτοφμε αρχικά τθν πλευρά εκείνθ που είναι «απζναντι» ςτθν κορυφι V. Θ 

επιςιμανςθ ςχετικά με τον όρο «απζναντι» πλευρά μασ οδθγεί ςτον ςυμπζραςμα 

πωσ θ εφρεςι τθσ δεν είναι εφικτι με ζναν απλό ζλεγχο που αφορά ςτθν φπαρξθ 

ςθμείου τομισ τθσ διχοτόμου τθσ γωνίασ που αντιςτοιχεί ςτθν κορυφι V με κάκε 

μία από τισ πλευρζσ ei του πολυγϊνου (εξαιρϊντασ εκείνεσ που ςχθματίηουν τθν 

κορυφι). Κα πρζπει λοιπόν να ελεγχκεί κατά πόςο υπάρχει ςθμείο τομισ τθσ 

διχοτόμου με τον φορζα τθσ εκάςτοτε πλευράσ ei. 

Στθ ςυνζχεια, και με ςκοπό τθν εφρεςθ των ςυντεταγμζνων του ςθμείου Β, 

βρίςκουμε τα εν δυνάμει ςθμεία Β, ζςτω Βi, ζνα για κάκε πικανι «απζναντι» 

πλευρά ei. Απαιτοφμε κάκε Βi να βρίςκεται ςτθν περιοχι που ορίηεται από τθν 

πλευρά ei που εξετάηουμε κάκε φορά και τισ διχοτόμουσ των δφο κορυφϊν ςτισ 

οποίεσ πρόςκειται θ πλευρά. Επομζνωσ, υπολογίηουμε τισ ςυντεταγμζνεσ του 

ςθμείου τομισ τθσ διχοτόμου τθσ γωνίασ V με τθ διχοτόμο τθσ γωνίασ που 

ςχθματίηει ο φορζασ τθσ πλευράσ ei με τον φορζα τθσ μίασ εκ των δφο πλευρϊν που 

προςπίπτουν ςτθν κορυφι V. Το ςθμείο αυτό είναι το ηθτοφμενο ςθμείο Βi.  
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Εικόνα 23  Τπολογιςμόσ του ςθμείου τομισ για μία μθ κυρτι κορυφι που προκαλεί ζνα 
ςυμβάν διαίρεςθσ (ςθμείο Β) 

Είναι ςθμαντικό να ελεγχκεί αν κάποια από τισ πλευρζσ που προςπίπτουν ςτθν V 

είναι παράλλθλθ προσ τθν πλευρά ei, οπότε και να αντιμετωπιςκεί καταλλιλωσ. 

Αφοφ γίνει θ ωσ άνω διαδικαςία για κακεμία από τισ πλευρζσ του πολυγϊνου και 

ςυγκεντρωκοφν τα ςθμεία Βi, ονομάηουμε Β το ςθμείο εκείνο που βρίςκεται ςτθν 

μικρότερθ απόςταςθ από τθν κορυφι V. 

Αποτζλεςμα ενόσ ςυμβάντοσ διαίρεςθσ είναι ο διαχωριςμόσ του πολυγϊνου ςε δφο 

μζρθ. Αλγορικμικά αυτό επιτυγχάνεται με τον διαχωριςμό τθσ δομισ δεδομζνων 

που χρθςιμοποιοφμε για τθν αποκικευςθ των πλθροφοριϊν που αφοροφν τισ 

κορυφζσ του πολυγϊνου και με τθν ταυτόχρονθ ειςαγωγι δφο νζων κόμβων V1 και 

V2 με ςυντεταγμζνεσ αυτζσ του ςθμείου Β. Κάκε ζνασ από τουσ δφο νζουσ κόμβουσ 

ανικει ςε ζνα και μόνο από τα δφο πολφγωνα που προκφπτουν μετά τθν εμφάνιςθ 

του ςυμβάντοσ και κατ’ επζκταςθ ςε μία και μόνον δομι από αυτζσ που 

περιγράφουν τα δφο νζα πολφγωνα. Τζλοσ, προςκζτουμε ςτουσ κόμβουσ V1 και V2 

από ζναν δείκτθ προσ τθν πλευρά ei. 

1. Αρχικοποίθςθ  

(α) Αποκθκεφουμε τισ κορυφζσ V1, V2,…,Vn που ορίηουν το πολφγωνο ςτισ 

αντίςτοιχεσ λίςτεσ. Χαρακτθρίηουμε όλεσ τισ κορυφζσ ωσ ενεργζσ, δθλαδι ωσ 

διακζςιμεσ προσ επεξεργαςία. 

(β) Για κάκε κορυφι Vi ςτο ΣΛΕΚ προςκζτουμε ζναν δείκτθ ςε κάκε μία από τισ 

προςπίπτουςεσ πλευρζσ ei-1 = Vi-1Vi και ei = ViVi+1 και υπολογίηουμε ζνα 

διάνυςμα bi, το οποίο είναι ςυγγραμμικό τθσ διχοτόμου τθσ γωνίασ που 

αντιςτοιχεί ςτθν κορυφι Vi. 

(γ) Για κάκε κορυφι Vi υπολογίηουμε (αν υπάρχουν) τα ςθμεία τομισ τθσ 

διχοτόμου bi με τισ διχοτόμουσ των γειτονικϊν προσ τθν Vi κορυφϊν, δθλαδι 
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με τισ bi-1 και bi+1. Ακόμθ, ςε περίπτωςθ που θ κορυφι αντιςτοιχεί ςε μία μθ 

κυρτι γωνία, υπολογίηουμε το ςθμείο που προκφπτει από ςυμβάν διαίρεςθσ 

(θ εφρεςθ αυτοφ περιγράφεται παραπάνω). Αποκθκεφουμε ςε μία ουρά 

προτεραιότθτασ εκείνο το ςθμείο, από τα τρία που υπολογίςαμε, το οποίο 

απζχει τθν μικρότερθ απόςταςθ από τθ ςτθρίηουςα ευκεία L(ei) τθσ πλευράσ 

ei. Πταν το ςθμείο τομισ Ii αντιςτοιχεί ςε ςυμβάν πλευράσ αποκθκεφουμε 

ακόμθ δφο δείκτεσ ςτισ κορυφζσ Vα, Vb, δθλαδι ςτισ κορυφζσ εκείνεσ οι 

διχοτόμοι των οποίων ζχουν ωσ τομι το ςθμείο Ii. Στθν περίπτωςθ που το 

ςθμείο Ii είναι αποτζλεςμα ενόσ ςυμβάντοσ διαίρεςθσ, αποκθκεφουμε μόνον 

ζναν δείκτθ, ο οποίοσ δείχνει ςτον κόμβο Vi του ΣΛΕΚ. Τζλοσ, αποκθκεφουμε 

τον τφπο του ςυμβάντοσ από το οποίο ςχθματίςτθκε το ςθμείο Ii (ςυμβάν 

πλευράσ ι ςυμβάν διαίρεςθσ). 

2. Πςο θ ουρά προτεραιότθτασ ζχει ςτοιχεία κάνε : 

 

(α)   Ανάκτθςε το χαμθλότερο ςθμείο τομισ I από τθν ουρά. Αν ο τφποσ 

ςυμβάντοσ από το οποίο προζκυψε το I είναι ςυμβάν πλευράσ, τότε 

ακολοφκθςε τα βιματα 2(β)-2(ςτ). Αλλιϊσ (ςυμβάν διαίρεςθσ) ακολοφκθςε 

με τθ ςειρά τα βιματα 2(β), 2(γ), 2(η), 2(θ), 2(κ). 

(β) Αν οι κορυφζσ Vα και Vb  για τισ οποίεσ ζχουμε αποκθκεφςει δείκτεσ, είναι 

ςθμειωμζνεσ ωσ επεξεργαςμζνεσ, τότε επζςτρεψε ςτο βιμα 2. Αλλιϊσ θ 

πλευρά e που ορίηεται από τισ κορυφζσ Vα και Vb εκφυλίηεται. 

(γ) Αν θ προ-προθγοφμενθ κορυφι τθσ κορυφισ Vα ταυτίηεται με τθν κορυφι 

Vb (οπότε θ κάτοψι μασ είναι ζνα τρίγωνο), τότε δϊςε ςαν ζξοδο τρία τόξα 

ευκφγραμμου ςκελετοφ VαI, VbI και VcI, όπου Vc είναι θ κορυφι που 

προθγείται τθσ κορυφισ Vα και ταυτοχρόνωσ ζπεται τθσ κορυφισ Vb ςτθ 

Λίςτα των Ενεργϊν Κόμβων, και ςυνζχιςε με το βιμα 2. 

(δ) Δϊςε ςαν ζξοδο δφο τόξα του ευκφγραμμου ςκελετοφ VαI και VbI 

(ε) Τροποποίθςε τθ Λίςτα των Ενεργϊν Κόμβων : 

 ςθμείωςε τισ κορυφζσ Vα, Vb ωσ επεξεργαςμζνεσ  

 δθμιοφργθςε ζναν νζο κόμβο V με ςυντεταγμζνεσ αυτζσ του ςθμείου 

τομισ I 

 ειςιγαγε αυτόν τον νζο κόμβο ςτθ ΛΕΚ. Αυτό ιςοδυναμεί με τθν 

ζνωςθ του κόμβου με τθν κορυφι που προθγείται τθσ Vα και τθν 

κορυφι που ζπεται τθσ κορυφισ Vb ςτθ ΛΕΚ. 

 ςφνδεςε τον νζο κόμβο με τισ κατάλλθλεσ πλευρζσ eα και eb (ςτισ 

οποίεσ δείχνουν οι κορυφζσ Vα και Vb) 
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(ςτ) Για τον νζο κόμβο V, ο οποίοσ δθμιουργικθκε από το I: 

 υπολόγιςε μία νζα διχοτόμο b τθσ γωνίασ που ςχθματίηουν τα 

ευκφγραμμα τμιματα eα και eb 

 υπολόγιςε τα ςθμεία τομισ τθσ διχοτόμου αυτισ με τισ διχοτόμουσ 

των γειτονικϊν γωνιϊν-κορυφϊν ςτθ ΛΕΚ 

 αποκικευςε το κοντινότερο ςθμείο τομισ ςτθν ουρά 

προτεραιότθτασ. 

 
Εικόνα 24  Αρχικοποίθςθ και τα πρϊτα τρία βιματα του αλγορίκμου για κυρτζσ κορυφζσ  

(η)   Δϊςε ςαν ζξοδο ζνα τόξο VI του ευκφγραμμου ςκελετοφ, όπου ο κόμβοσ V 

είναι αυτόσ για τον οποίο το ςθμείο τομισ I διακζτει δείκτθ. 
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(θ) Τροποποίθςε το ςφνολο των λιςτϊν των ενεργϊν κόμβων (ΣΛΕΚ): 

 ςθμείωςε τον κόμβο V (ςτον οποίο δείχνει ο δείκτθσ του I) ωσ 

επεξεργαςμζνο 

 δθμιοφργθςε δφο νζουσ κόμβουσ V1 και V2 με ςυντεταγμζνεσ αυτζσ 

του ςθμείου τομισ I 

 αναηιτθςε τθν κατάλλθλθ απζναντι πλευρά ςτο ΣΛΕΚ 

 ειςιγαγε τουσ δφο κόμβουσ ςτο ΣΛΕΚ (κατακερμάτιςε τθ μία ΛΕΚ ςε 

δφο μζρθ-βλζπε Εικόνα 25 ). Ο κόμβοσ V1 κα τοποκετθκεί ανάμεςα 

ςτον προθγοφμενο του V (Μ ςτο ςχιμα) και τον κόμβο ο οποίοσ είναι 

ζνα άκρο του απζναντι ευκφγραμμου τμιματοσ ( Χ ςτο ςχιμα). Ο 

κόμβοσ V2 κα τοποκετθκεί ανάμεςα ςτον επόμενο κόμβο του V (Ν 

ςτο ςχιμα) και τον κόμβο που αποτελεί άκρο του απζναντι 

ευκφγραμμου τμιματοσ (Υ ςτο ςχιμα). Με αυτό το βιμα, ςτθν 

πραγματικότθτα, το πολφγωνο διαιρείται ςε δφο μζρθ. 

 ςφνδεςε τουσ νζουσ κόμβουσ V1 και V2 με τθσ κατάλλθλεσ πλευρζσ 
(βλζπε Εικόνα 25)  

 
Εικόνα 25  Περιγραφι του ςυμβάντοσ διαίρεςθσ : a) διαχείριςθ δεικτϊν, b) διαίρεςθ τθσ 

ΛΕΚ ςε δφο λίςτεσ 

(κ) για κάκε ζναν από τουσ δφο κόμβουσ V1 και V2 : 

 υπολόγιςε τισ διχοτόμουσ των γωνιϊν που ςχθματίηουν τα 
ευκφγραμμα τμιματα με τα οποία ενϊκθκε ο κάκε κόμβοσ ςτο βιμα 
2(θ) 

 υπολόγιςε τα ςθμεία τομισ των διχοτόμων αυτϊν με τισ διχοτόμουσ 
των γειτονικϊν κορυφϊν ςφμφωνα με τον τρόπο  που περιγράφεται 
ςτο βιμα 1(γ) 

 αποκικευςε το κοντινότερο ςθμείο τομισ ςτθν ουρά προτεραιότθτασ 
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Κατά τθν εφαρμογι του αλγορίκμου για τθν καταςκευι του ευκφγραμμου ςκελετοφ 
μθ κυρτϊν πολυγϊνων με οπζσ παρατθρικθκε χρονικι πολυπλοκότθτα      
      , όπου n είναι ο ςυνολικόσ αρικμόσ των κορυφϊν κάκε πολυγϊνου και m το 
πλικοσ των μθ κυρτϊν. Ο αλγόρικμοσ δίνει ςωςτά αποτελζςματα ςε κυρτά, μθ 
κυρτά πολφγωνα και ςε πολφγωνα με οπζσ.  

Ειδικότερα, τα ςυμβάντα διαίρεςθσ απαιτοφν για τθν επεξεργαςία τουσ χρόνο τάξθσ 
         και χϊρο αποκικευςθσ      ςτθν ουρά προτεραιότθτασ, αλλά δεν είναι 
θ επεξεργαςία τουσ που ςυνειςφζρει τα μζγιςτα ςτθν ςυνολικι πολυπλοκότθτα. Θ 
περιςςότερο χρονοβόρα εργαςία είναι ο υπολογιςμόσ των ςυμβάντων διαίρεςθσ· 
αυτό ςθμαίνει τθν αντιμετϊπιςθ m το πλικοσ (m < n) μθ κυρτϊν κορυφϊν. 

4.3 Αλγόριθμοσ με Υπο-τετραγωνικό Πολυπλοκότητα  

4.3.1 Ειςαγωγό 

Κυμίηουμε ότι ςφμφωνα με τον οριςμό του ευκφγραμμου ςκελετοφ, υπάρχουν δφο 

ειδϊν ςυμβάντα τα οποία παρατθροφμε και διαχειριηόμαςτε κατά τθν διαδικαςία 

τθσ καταςκευισ του ςκελετοφ, το ςυμβάν πλευράσ και το ςυμβάν διαίρεςθσ (βλ. 

§3.2) (Εικόνα 26). 

 
Εικόνα 26  (a) Δφο ταυτόχρονα ςυμβάντα πλευράσ, (b) Ζνα ςυμβάν διαίρεςθσ  

Ραρατθροφμε ότι από τα ςυμβάντα που απεικονίηονται ςτθν Εικόνα 26 προκφπτουν 

κόμβοι βακμοφ τρία ςτον υπό καταςκευι ευκφγραμμο ςκελετό. Στθν γενικι 

περίπτωςθ ενδζχεται ο ςκελετόσ να περιζχει κόμβουσ με βακμό μεγαλφτερο του 

τρία, οι οποίοι ςχθματίηονται από τθν ταυτόχρονθ εμφάνιςθ περιςςότερων του 

ενόσ ςυμβάντοσ ςε ζνα ςθμείο. Στισ περιςςότερεσ των περιπτϊςεων 
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διαχειριηόμαςτε τα ςυμβάντα αυτά με μία ςειρά, αφοφ πρϊτα αντικαταςτιςουμε 

τον κόμβο υψθλοφ βακμοφ με κόμβουσ βακμοφ τρία ανάλογου πλικουσ, οι οποίοι 

υποκζτουμε ότι είναι ςυνδεδεμζνοι με ακμζσ μθδενικοφ μικουσ. Υπάρχει, ωςτόςο, 

μία περίπτωςθ για τθν οποία δεν μποροφμε να ακολουκιςουμε τθν διαδικαςία 

αυτι. Στθν περίπτωςθ αυτι ςυναντιοφνται δφο ι περιςςότερεσ μθ κυρτζσ κορυφζσ 

ςτο ίδιο ςθμείο. Κα καλοφμε τθν κατάςταςθ αυτι ςυμβάν κορυφισ. Απόρροια ενόσ 

τζτοιου ςυμβάντοσ ενδζχεται να είναι θ δθμιουργία μιασ μθ κυρτισ κορυφισ ςτο 

υπό ςυρρίκνωςθ πολφγωνο, παρόλο που ο ςυνολικόσ αρικμόσ των μθ κυρτϊν 

κορυφϊν πάντα μειϊνεται. Να τονίςουμε πωσ οποιαδιποτε μεταβολι ςτο ςχιμα 

του πολυγϊνου που ζχει ωσ αποτζλεςμα να αναιρεκεί ζνα ςυμβάν κορυφισ, οδθγεί 

ςταδιακά ςτθν παραμόρφωςθ τθσ δομισ του ευκφγραμμου ςκελετοφ. Συνεπϊσ, κα 

πρζπει τα ςυμβάντα κορυφισ να διαχειρίηονται άμεςα (Εικόνα 27). 

 
Εικόνα 27  (a) Ζνα ςυμβάν Κορυφισ, (b) Διαταραχι του κελετοφ   

4.3.2 Περιγραφό Αλγορύθμου 

Κεωροφμε πωσ ο χρόνοσ είναι μία τρίτθ χωρικι διάςταςθ, οπότε θ διαδικαςία 

ςυρρίκνωςθσ ιςοδυναμεί με μία ςάρωςθ τθσ ςτζγθσ που αντιςτοιχεί ςτο πολφγωνο 

με κατεφκυνςθ προσ τα πάνω τζμνοντάσ τθν ςυνεχϊσ με ζνα οριηόντιο επίπεδο (θ 

διαδικαςία αυτι χαρακτθρίςτθκε ωσ πλθμμφρα ςτθν εργαςία [8], βλ. §3.4 ). Θ 

βαςικι παρατιρθςθ ςχετικά με τθ μζκοδο είναι πωσ, παρά το γεγονόσ ότι δεν 

γνωρίηουμε εξ’ αρχισ το ςφνολο των ςυμβάντων που κα λάβουν χϊρα μζχρι να 

ολοκλθρωκεί θ διαδικαςία και τθ ςειρά με τθν οποία αυτά κα εμφανιςτοφν, 

μποροφμε πάντα να υπολογίηουμε το επόμενο ςυμβάν. 

Κάκε μία από τισ πλευρζσ του πολυγϊνου ορίηει ζνα (πικανϊσ μθ φραγμζνο) 

τρίγωνο ςτον   , οι άλλεσ δφο πλευρζσ του οποίου ορίηονται από τισ τροχιζσ που 

διαγράφουν τα άκρα τισ πλευράσ. Ραρόμοια, κάκε μθ κυρτι κορυφι ορίηει ζνα 
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διάνυςμα ςτον   . Ζνα ςυμβάν πλευράσ ςθμειϊνεται όταν το οριηόντιο επίπεδο 

ζχει ςαρϊςει ολόκλθρο το τρίγωνο, οπότε βρίςκεται ςτθν πάνω κορυφι του. Πταν 

το οριηόντιο επίπεδο που κάνει τθ ςάρωςθ ςυναντιςει τθν τομι ενόσ τριγϊνου με 

ζνα άλλο τρίγωνο, τότε παρατθρείται ζνα ςυμβάν διαίρεςθσ ι κορυφισ. 

 Δομι Δεδομζνων 

Αποκθκεφουμε τα τρίγωνα και τα διανφςματα ςε μία δομι δεδομζνων τζτοια, ϊςτε 

να ζχουμε τθ δυνατότθτα να ανακτιςουμε από αυτιν το πρϊτο ςυμβάν από κάκε 

είδοσ. Θ ενθμζρωςθ τθσ δομισ μετά από κάκε ςυμβάν πραγματοποιείται με μία 

ςειρά από ειςαγωγζσ και διαγραφζσ πλθροφοριϊν ςτθ δομι. Το πλικοσ των 

ενεργειϊν αυτϊν είναι ςτακερό.  

Σε κάκε ςυμβάν πλευράσ : 

 Διαγράφουμε τρία τρίγωνα – αυτό που όριηε θ πλευρά που εκφυλίςτθκε 

και τα δφο που ορίηουν οι πλευρζσ που ιταν γειτονικζσ τθσ πρϊτθσ 

 Ενδεχομζνωσ να παραςτεί θ ανάγκθ να διαγραφεί ζνα διάνυςμα – 

οριςμζνο ςε ζνα από τα άκρα τθσ πλευράσ που εκφυλίςτθκε, το οποίο 

αποτελεί κορυφι μθ κυρτισ γωνίασ 

 Ειςάγουμε δφο τρίγωνα – οριςμζνα από τισ δφο πλευρζσ που μετά του 

ςυμβάντοσ πρόςκεινται θ μία ςτθν άλλθ 

Σε κάκε ςυμβάν διαίρεςθσ : 

 Διαγράφουμε ζνα διάνυςμα – το αντίςτοιχο τθσ μθ κυρτισ κορυφισ που 

προκάλεςε το ςυμβάν 

 Διαγράφουμε τρία τρίγωνα – τα αντίςτοιχα ςτθν υπό διαίρεςθ πλευρά και 

ςτισ δφο προςκείμενεσ ςτθν μθ κυρτι γωνία πλευρζσ  

 Ειςάγουμε τζςςερα τρίγωνα – οριςμζνα ςτα δφο ηεφγθ γειτονικϊν πλευρϊν 

που προκφπτουν από το ςυμβάν 

Σε ζνα ςυμβάν κορυφισ ςτο οποίο εμπλζκονται k το πλικοσ μθ κυρτζσ κορυφζσ : 

 Διαγράφουμε 2k τρίγωνα και k διανφςματα 

 Ειςάγουμε 2k τρίγωνα και πικανϊσ ζνα διάνυςμα 

Με το πζρασ τθσ ακολουκίασ των ςυμβάντων, ςυνολικά ζχουμε εκτελζςει O(n) 

ειςαγωγζσ και διαγραφζσ. 

Αποκθκεφουμε τα τρίγωνα ςε μία απλι ουρά προτεραιότθτασ, όπου θ 

προτεραιότθτα των τριγϊνων εξαρτάται από τθν z-ςυντεταμζνθ τθσ άνω κορυφισ 

του τριγϊνου, οφτωσ ϊςτε να διατθροφμε διατεταγμζνα τα πικανά ςυμβάντα 
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πλευράσ. Ο χρόνοσ που απαιτείται για να διατθροφμε  τθν ουρά προτεραιότθτασ 

ενθμερωμζνθ με τθν επικρατοφςα κατάςταςθ είναι Ο(nlogn). 

Για τθν εφρεςθ του επόμενου ςυμβάντοσ διαίρεςθσ ι κορυφισ, χρθςιμοποιοφμε 

μία δομι δεδομζνων θ οποία διατθρεί αποκθκευμζνο το υψομετρικά χαμθλότερο 

ςθμείο τομισ ανάμεςα ςε ζνα ςφνολο διανυςμάτων και ζνα ςφνολο τριγϊνων ςτον 

  . Το πρόβλθμα τθσ εφρεςθσ του ςυμβάντοσ αυτοφ εκπίπτει ςε δφο προβλιματα 

αναηιτθςθσ εμβζλειασ (range searching problem). Ρεραιτζρω πλθροφορίεσ [19]. 

Θεϊρθμα 4.4 : Ο ευκφγραμμοσ ςκελετόσ ενόσ n – γϊνου μπορεί να καταςκευαςτεί 

ςε χρόνο και χϊρο O(n8/5 +ε) .  

Ο αλγόρικμοσ που περιγράψαμε μπορεί να χρθςιμοποιθκεί για τθν καταςκευι ενόσ 

μθ ιςοςτακμιςμζνου ευκφγραμμου ςκελετοφ, όπου θ κίνθςθ κάκε πλευράσ γίνεται 

με διαφορετικι ταχφτθτα, ςτον ίδιο χρόνο και χϊρο. Θ μόνθ διαφορά από τθν 

περίπτωςθ του ιςοςτακμιςμζνου ευκφγραμμου ςκελετοφ είναι πωσ τα δφο άκρα 

μίασ πλευράσ που εκφυλίηεται ενδζχεται να αντιςτοιχοφν ςε μθ κυρτζσ κορυφζσ, 

οπότε από το ςυμβάν πλευράσ προκφπτει μία νζα μθ κυρτι κορυφι.   
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