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Εισαγωγή 

 

Εύρεση πρώτων 

Ο Ερατοσθένης από την Κυρήνη (276–194 π.χ.) το σημερινό Um Sahad στη Λιβύη 

ήταν διευθυντής στη βιβλιοθήκη της Αλεξάνδρειας. Στην προσπάθεια να βρει ποιοι 

αριθμοί είναι πρώτοι, επινόησε τη μέθοδο γνωστή και ως κόσκινο του Ερατοσθένη. 

Γνωρίζοντας την απόσταση Συήνης–Αλεξάνδρειας υπολόγισε πρώτος με μεγάλη 

ακρίβεια το μέγεθος της γης. Το κόσκινο αναφέρεται στην παρακάτω παράγραφο. 

 

Κόσκινο του Ερατοσθένη 

Η εύρεση των πρώτων αριθμών απασχόλησε από την αρχαιότητα τους μαθηματικούς. 

Ένας από τους πιο απλούς αλλά και αργούς τρόπους για μαζική εύρεση πολλών 

πρώτων είναι το λεγόμενο κόσκινο του Ερατοσθένη. Στο σύνολο των φυσικών 

αριθμών-πρακτικά έως κάποιο μεγάλο αριθμό Ν-αρχίζουμε και αποκλείουμε πρώτα 

τα πολλαπλάσια του 2 μετά τα πολλαπλάσια του επόμενου μή διαγραμμένου πρώτου 

Κ.Ο. έως το .N  Παρατηρούμε ότι όλο και λιγότερους αριθμούς θα βρίσκουμε προς 

διαγραφή. Οι αριθμοί που θα απομείνουν είναι όλοι πρώτοι. Το κόσκινο του 

Ερατοσθένη είναι ένας αργός αλγόριθμος για το αν ένας συγκεκριμένος αριθμός Ν 

είναι πρώτος ή όχι, διότι μεταξύ άλλων απαιτεί ουσιαστικά και την εύρεση όλων των 

πρώτων μικρότερων ίσων του N  (αν ένας αριθμός N  δεν έχει διαιρέτες 

μικρότερους ίσους του N , τότε πρώτος), όπως φαίνεται στον παρακάτω πίνακα :  

 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 

Πίνακας 1.0 : Κόσκινο του Ερατοσθένη [3] 

http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9A%CF%8C%CF%83%CE%BA%CE%B9%CE%BD%CE%BF_%CF%84%CE%BF%CF%85_%CE%95%CF%81%CE%B1%CF%84%CE%BF%CF%83%CE%B8%CE%AD%CE%BD%CE%B7
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9A%CF%8C%CF%83%CE%BA%CE%B9%CE%BD%CE%BF_%CF%84%CE%BF%CF%85_%CE%95%CF%81%CE%B1%CF%84%CE%BF%CF%83%CE%B8%CE%AD%CE%BD%CE%B7
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9A%CF%8C%CF%83%CE%BA%CE%B9%CE%BD%CE%BF_%CF%84%CE%BF%CF%85_%CE%95%CF%81%CE%B1%CF%84%CE%BF%CF%83%CE%B8%CE%AD%CE%BD%CE%B7
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9A%CF%8C%CF%83%CE%BA%CE%B9%CE%BD%CE%BF_%CF%84%CE%BF%CF%85_%CE%95%CF%81%CE%B1%CF%84%CE%BF%CF%83%CE%B8%CE%AD%CE%BD%CE%B7
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Θεώρημα Wilson : 

Ένας ακέραιος 1p  είναι πρώτος αν και μόνο αν 1)!1( p  διαιρείται από το p . 

Όλοι οι πρώτοι αριθμοί στο δεκαδικό σύστημα, εκτός του 2 και του 5, έχουν ως 

τελευταίο ψηφίο ένα από τα 1, 3, 7 ή 9, διότι οι αριθμοί που τελειώνουν σε 0, 2, 4, 6 

και 8 είναι πολλαπλάσια του 2 ενώ οι αριθμοί που τελειώνουν σε 0 ή 5 είναι 

πολλαπλάσια του 5. Ένα από τα ανοιχτά ερωτήματα της σύγχρονης θεωρίας αριθμών 

είναι το πρόβλημα της παραγοντοποίησης μεγάλων ακεραίων, δηλαδή της εύρεσης 

αλγορίθμου παραγοντοποίησης σε πολυωνυμικό χρόνο. Στην "σκιά" αυτού του 

προβλήματος αναπτύχθηκε η κρυπτογραφία δημόσιου κλειδιού και ειδικότερα του 

κρυπτοσυστήματος RSA. (Rivest, Shamir, Adleman), που βασίζεται στην δυσκολία 

της διαδικασίας παραγοντοποίησης και περιγράφεται στη παρακάτω παράγραφο. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%94%CE%B5%CE%BA%CE%B1%CE%B4%CE%B9%CE%BA%CF%8C_%CF%83%CF%8D%CF%83%CF%84%CE%B7%CE%BC%CE%B1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9A%CF%81%CF%85%CF%80%CF%84%CE%BF%CE%B3%CF%81%CE%B1%CF%86%CE%AF%CE%B1
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Πρωταρχικές Ρίζες 

Εισαγωγή 

Έστω η ισοδυναμία ppaxm ,mod μονός πρώτος, 1),(,2  paa .Αν η ισοτιμία 

επιλύεται, το a  είναι το m  τάξης υπόλοιπο του .p  Έστω ο φυσικός n  με 

,1),( na και ο ελάχιστος φυσικός k  με ,mod1 na k   τότε ο k  λέγεται τάξη (οrder) 

του namod και συμβολίζεται με ).(aordn  Από το θεώρημα του Euler έχουμε για 

κάθε φυσικό n  με 1),( na 1)( na  άρα η )(aordn είναι καλά ορισμένη συνάρτηση 

και ).(nk   

Θεώρημα 4.1: Αν kaordn )(  τότε nah mod1 αν και μόνο αν k | .h  

Απόδειξη: Έστω 1),( na , kaordn )( και nak mod1 . Από τον αλγόριθμο της 

διάιρεσης υπάρχουν ακέραιοι sq, τέτοιοι ώστε skqh  με ks 0  (αν 0s τότε 

k | h ). Τότε όμως ..)( sqkskqh aaaa    Όμως nak mod1  από τον ορισμό της 

τάξης οπότε και na s mod1 , που έρχεται σε αντίφαση με το ότι ο k είναι ελάχιστος 

με την ιδιότητα nak mod1 . Άρα 0s και k | h . 

 Αντίστροφα αν k | h  τότε  hkt   και αφού kaordn )(  τότε 

.mod1)( naaa tkkth    

Θεώρημα 4.2: Αν kaordn )( τότε 
),(

)(
km

k
aord m

n


 . 

Απόδειξη : Έστω     

.1),(,),(

,)(

,)(







cbcdkbdmdkm

raord

kaord

m

n

n



 

Άρα .mod1)()()()( naaaa bkbcdcbdcm   Επομένως από το θεώρημα 4.1 

έχουμε ότι r | .c  (1) Αφού kaordn )( έχουμε ,mod1)()( naa rmmr   και από το 

θεώρημα 4.1 έχουμε ότι k | mr  ήτοι cd | crbd )( |br . Aφού όμως 

cbc 1),( | .r (2)  
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Επομένως από τις (1), (2) έχουμε cr  οπότε .
),(

)(
km

k

d

k
craord m

n


   

To παραπάνω θεώρημα λέει επιπλέον ότι αν αν d ένας διαιρέτης του 1p  υπάρχουν 

)(d μή ισοδύναμα ακέραιοι pmod που έχουν τάξη .d  

 

Παράδειγμα 4.1:Για 17p ,o 8 είναι διαιρέτης του .161p  

Επιλέγω 3a  με 1)17,3(  και υπολογίζω .16)3(17 ord  Πράγματι οι δυνάμεις του 

3 είναι 3,9,10,13,15,11,16,14,8,7,4,12,2,6,1 163 , άρα .16)3(17 ord  Τα 4)8(   

στοιχεία του *

17Z  τάξης 8 είναι τα: Υπολογίζω τα 161  k  με 

,14,10,6,22)16,(  kk  οπότε τα στοιχεία είναι τα: 

.23,83,153,9)3( 141062   

Πράγματι 8)2()8()15()9( 17171717  ordordordord και .1638   

 

Άμεσα πορίσματα των δύο αυτών θεωρήματων είναι τα: 

            Αν kaordn )( τότε k | )(n .          

            Αν kaordn )( τότε naa sr mod  αν και μόνο αν .mod ksr   

           Αν 0k και hkaordn )(  τότε .)( kaord h

n   

           Αν hbordkaord nn  )(,)( και 1),(  kh  τότε hkabordn )( , επομένως 

η συνάρτηση nord είναι πολλαπλασιαστική. 

 

Έχουμε ένα κριτήριο πιστοποίησης πρώτων για τους αριθμούς Fermat που προτάθηκε 

τον 19
ο
 αιώνα από τον Γάλλο J.Pepin. 

 

Θεώρημα 4.3 (Κριτήριο του Pepin): Ο αριθμός Fermat n  τάξης nF  είναι πρώτος αν 

και μόνο .
2

1

mod13 n

F

F
n
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Απόδειξη : Έστω ότι )1(, nFn  είναι πρώτος. Από τον ορισμό έχουμε .12 )2( 
n

nF  

Ο εκθέτης του 2 είναι της μορφής n2 άρα ζυγός ,έστω l2 , άρα εργαζόμενοι 3mod  

έχουμε 3mod2113mod1)2(3mod12 22  ll

nF  για κάθε n , ήτοι  

.3mod2nF Με παρόμοιο τρόπο .4mod1nF  

Ο νόμος της τετραγωνικής αντιστροφής  δίνει 1)
3

)(
3

( n

n

F

F
, αφού 4mod1nF , 

αλλά ).1)(
3

()1)(
3

()
3

2
)(

3
()

3
)(

3
( 8

19





nnn

n

n FFF

F

F
 Άρα 1)

3
( 

nF
 και από το 

κριτήριο του Euler .
2 mod13

1

n

F

F
n




 

 

Αντίστροφα: Έστω n

F

F
n

mod13 2

1




 και p  πρώτος διαιρέτης του nF ( άρα ο nF  δεν 

είναι πρώτος), οπότε p
nF

mod13 2

1





(αφού p | nF ) και τετραγωνίζοντας έχουμε 

pnF
mod13

1



. Αν mord p )3(  τότε από το θεώρημα 4.1 m | 1nF  ήτοι (ορισμός 

αριθμών Fermat ) m | .22n

 Άρα rm 2  με .20 nr   Έστω sr n  2 με .0s  

 

 

Αλλά τότε p
s

nn

rsr
F

mod1)3(333
1

12
212122

1














 (αφού )mod133 2 p
rm   

άτοπο διότι υποθέσαμε ότι p

Fn

mod13 2

1





. 

Άρα 0s και το 3 έχει τάξη .mod22 2 pm
nr   Από το θεώρημα 4.1 

n22 | 1p , 

άρα 122  p
n

, που γίνεται αν προστεθεί η μονάδα .pFn   Αν p πρώτος διαιρέτης 

του pFF nn  , ήτοι nF  πρώτος. 
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Oι πρώτοι πέντε αριθμοί Fermat είναι: 

για            0n           312
02

0 F  

                  1n           5122

1 F  

                   2n          17124

2 F  

                   3n          257128

3 F  

                   4n          337.651216

4 F  

                   5n          .417.700.6*641297.967.294.41232

5 F  

O Fermat έκανε την εικασία ότι nF  πρώτος για κάθε n , αλλά ο Euler έδειξε ότι ο 5F  

παραγοντοποιείται. Σήμερα είναι γνωστό ότι nF  σύνθετος για 235  n , αλλά δεν 

γνωρίζουμε τι γίνεται στην περίπτωση για nF  με .24n  Για κάποιους φυσικούς n , 

υπάρχει φυσικός q  με 11  nq  τέτοιος ώστε οι δυνάμεις του q  να παράγουν το 

περιορισμένο σύνολο υπολοίπων nmod  (reduced residue system).[ Δηλαδή 

αφαιρώντας από το 1,....1,0 n  τα στοιχεία που δεν είναι πρώτα προς το .n ]  

Δηλαδή για κάθε ακέραιο r με 11  nr και με 1),(  nr  υπάρχει k  με 

.rq k   Στην περίπτωση αυτή ο q  βοηθά στο να βρίσκουμε την τάξη των στοιχείων 

του περιορισμένου συνόλου υπολοίπων αλλά και τα QR και QNR του .n     

Ονομάζουμε ένα φυσικό q πρωταρχική ( ή αρχική) ρίζα αν ).()( nqordn             

Θα δείξουμε ότι οι πρωταρχικές ρίζες του n  παράγουν το περιορισμένο σύνολο 

υπολοίπων .mod n  

Θεώρημα 4.4: Αν ο q  είναι πρωταρχική ρίζα του q  τότε τα )(2 ,......, nqqq   

αποτελούν ένα περιορισμένο σύνολο υπολοίπων .mod n  

 

Απόδειξη: Αφού q  πρωταρχική ρίζα τότε ),()( nqordn   οπότε 1),(  nq . 

Άρα 1),(  nq i  για ).(......,2,1 ni   Άρα τα )(2 ,......, nqqq   είναι )(n  το 
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πλήθος φυσικών μη ισοδύναμων μεταξύ τους. Πράγματι αν nqq ji mod  με 

)(1 nj  , τότε  από το δεύτερο πόρισμα )(mod nji  , οπότε )(n | ,ij   που 

είναι άτοπο διότι 0<j-i<φ(n), οπότε οι δυνάμεις του )(2 ,......, nqqq  αποτελούν ένα 

περιορισμένο σύνολο υπολοίπων .mod n  

Tο 1769 ο J. Lambert μελετώντας τα δεκαδικά αναπτύγματα του
p

1
, ( p πρώτος) 

απέδειξε το παρακάτω θεώρημα και ισχυρίστηκε ότι υπάρχουν πρωταρχικές ρίζες του 

p  για κάθε πρώτο p . O Euler εισήγαγε τον όρο πρωταρχική ρίζα το 1773 και 

απέδειξε ότι υπάρχουν )1( p  το πλήθος πρωταρχικές ρίζες για τον πρώτο p . O 

Gauss έδειξε ότι αν ο πρώτος p  έχει το 10 σαν πρωταρχική ρίζα τότε το δεκαδικό 

ανάπτυγμα του
p

1
, έχει περιόδο .1p  O Gauss επίσης έδειξε ότι υπάρχουν  

πρωταρχικές ρίζες, nmod για kk pppn 2,,,4,2 , όπου p  μονός πρώτος και 

k φυσικός. Επίσης έδειξε ότι αν q  είναι πρωταρχική ρίζα του μονού πρώτου p  τότε  

,, qpqpq pp  και τουλάχιστον μία από τις q  και pq   είναι πρωταρχική ρίζα του 

.2p  Επίσης αν r πρωταρχική ρίζα του 2p τότε r πρωταρχική ρίζα του kp για .2k  

Επίσης αν s  πρωταρχική ρίζα του kp και: 

                   s  μονός => s πρωταρχική ρίζα του kp2  

                   s  ζυγός  => kps   πρωταρχική ρίζα του .2 kp  

 

Θεώρημα 4.5 (Lambert) : 

Αν p  μονός πρώτος , h  φυσικός και q  πρώτος ώστε hq | 1p  τότε υπάρχει 

φυσικός b με .)( h

p qbord   

Απόδειξη: Αφού 3p , από το θεώρημα του Lagrange [ Yπενθύμιση : το πλήθος 

των μη ισοδυνάμων λύσεων της πολυωνυμικής εξίσωσης pxf mod0)(   δεν 

υπερβαίνει το βαθμό του πολυώνυμου )(xf ] η εξίσωση px q

p

mod1

1
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έχει το πολύ 
q

p 1
 λύσεις, όπου .2

2

11






p

p

q

p
 Άρα τουλάχιστον ένα στοιχείο 

,έστω το α με 11  pa και 1),(    δεν είναι λύση. Άρα .mod1

1

pq

p





  

 Θέτουμε 
hq

p

ab

1

 και επίσης θέτουμε .)( mbord p   Ισχύει : 

ppab pqk

mod1mod1    και το θεώρημα 4.1 λέει ότι m | hq . Έστω ότι m < hq και 

αφού ο q  πρώτος m | 1hq , άρα υπάρχει ακέραιος k  με mkqh 1 . Άρα 

pbbpba kkmmkqq

p
h

mod11)(mod
1

1






, που έιναι άτοπο διότι pa q

p

mod1

1





, 

που σημαίνει ότι ).(bordqm p

h   

 

Θεώρημα 4.6: Δεν υπάρχουν πρωταρχικές ρίζες του n2 για .2n  

Απόδειξη: Θα δείξουμε επαγωγικά ότι αν 1)2,(  n  για 2n τότε 

22)(2  nn aord , άρα ο α δεν είναι πρωταρχική ρίζα του n2 . 

]2)
2

1
1(2)2([ 1 nnn  

 

 

Για 3n  και 1)2,( 3   είναι 8mod7,5,3,1 , αλλά ισχύει 





















8mod17

8mod15

8mod13

8mod11

2

2

2

2

 Άρα αν 1)8,(   , τότε 23

8 22)( aord , δηλαδή το θεώρημα 

ισχύει για .3n  Έστω λοιπόν ότι 3k  και αν 1)2,(  km  για θετικό m  τότε  

2

2
2)(  kmord k , ήτοι kk

m 2mod1
22 


και ksm 2mod1 για .21 2 ks  
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Έστω τώρα b: 1)2,( 1  kb  οπότε και 1)2,( kb και από την επαγωγική υπόθεση 

,2)( 2

2

 kbord k που σημαίνει ότι υπάρχει ακέραιος r με kk

b 2mod1
22 



, ήτοι 

.*21
22 rb kk




 

Αλλά επίσης 122222 2mod12*2*21)2.1()(
21 

 kkkk rrrbb
kk

και υπάρχει 

ακέραιος s  με 12mod1  ksb και 121  ks ; όχι διότι τότε 

kks ttb 2*212*1 1   , ήτοι .2mod1 ksb   Άρα αν 

1

2

1 2)(1)2,( 1

  

kk bordb k και η επαγωγική απόδειξη ολοκληρώθηκε. 

Η εύρεση πρωταρχικών ριζών ακόμα και για πρώτους είναι μια επίπονη εργασία.Η 

μέθοδος του A.L. Crelle δουλεύει για μικρούς πρώτους. 

Χρησιμοποιώντας την ιδιότητα αν για 11  pa ,  

 .  is  είναι το ελάχιστο υπόλοιπο του pia mod. και 

 .  it  είναι το ελάχιστο υπόλοιπο του )11(mod  pjipa j  

τότε pst
ktk mod

1
 για .11  pk  

Ο αλγόριθμος του Crelle δουλεύει διότι ).11(mod1  papaaa jj  

 

Παράδειγμα 4.2:  

Έστω .3,17  ap  Τα πολλαπλάσια του 3 μας δίνουν τις δυνάμεις του 3 όπως 

φαίνεται στο πίνακα: 

 k   0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16  

k3  0 3 6 9 12 15 1 4 7 10 13 16 2 5 8 11 14  

k3  1 3 9 10 13 5 15 11 16 14 8 7 4 12 2 6 1  
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Με την βοήθεια του 932  θα υπολογίσουμε το .33  Αφού 932   πάμε στην στήλη 9 

και βρίσκουμε 109.3   στην δεύτερη γραμμή, άρα 

. 17mod133,.17mod109.33 43  .Επειδή η μικρότερη τιμή του k , 161  k που 

δίνει 17mod13 k έιναι η 16k το 3 είναι πρωταρχική ρίζα του 17. 

 

Παράδειγμα 4.3: Δείξτε ότι ο 2 είναι πρωταρχική ρίζα mod29. 

Λύση: 

k  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

k2  2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 

k2  2 4 8 16 3 6 12 24 19 9 18 7 14 28 

  

k  15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 

k2  1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 

k2  27 25 21 13 26 23 17 5 10 20 11 22 15 1 

 

Aφού ο 29mod1228  , ο 2 είναι πρωταρχική ρίζα .29mod  

p   3 5 7  11 13 17 19 23 29 31 37 41 

Πρωταρχι 

κή ρίζα 

 2  2 3  2   2  3   2   5   2   3   2   6 

 

Πίνακας  πρωταρχικών ριζών για μικρά p  
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Παράδειγμα 4.4: Δείξτε ότι ο 5 δεν είναι πρωταρχική ρίζα mod29 

Λύση: .29mod15522324251616165.5.5.529mod5 244414   

Άρα υπάρχει k , 291  k ( ο 14k ) με 129mod514  ,άρα δεν είναι πρωταρχική 

ρίζα. Το πλήθος των πρωταρχικών ριζών του μονού πρώτου p  περιγράφεται στο 

επόμενο θεώρημα. 

 

Θεώρημα 4.7: Aν p  μονός πρώτος τότε υπάρχουν )1( p  πρωταρχικές ρίζες  

.mod p  

Απόδειξη: Έστω 1p  = ra

r

aa
ppp ....21

21 με 1ia  για ri ....2,1 η ανάλυση του 

1p από το ΘΘΑ. Άρα από το θεώρημα του Lambert υπάρχουν φυσικοί in  με 

iip pnord )(  για .1 ri   Από το τέταρτο πόρισμα των θεωρημάτων 4.1 και 4.2, αν  

rnnnm ...21  τότε pppppmord ra

r

aa

p mod1....)( 21

21  και αφού 1)(  pp  o m  

είναι πρωταρχική ρίζα. Από το θεώρημα 4.2 αν q πρωταρχική ρίζα του p και 

1)1,(  prMK  τότε και το rq είναι πρωταρχική ρίζα του .p  Άρα υπάρχουν 

)1( p πρωταρχικές ρίζες του .p  

 Αν λοιπόν το q είναι πρωταρχική ρίζα του p, υπάρχουν )1( p  μη ισοδύναμες 

πρωταρχικές ρίζες του p  που δίνονται από την )1(21 ,, paaa
qqq  , όπου οι )1( p οι 

πρώτοι μικρότεροι φυσικοί του 1p και πρώτοι ως προς τον .1p  

 

Παράδειγμα 4.5: Οι πρωταρχικές ρίζες του 17 είναι .8
2

1
.16)16(   

Είδαμε προηγουμένος ότι το 3 είναι πρωταρχική ρίζα του 17. Οι 8 ακέραιοι 

μικρότεροι του 16 και πρώτοι προς τον 16 είναι οι 1,3,5,7,9,11,13,15 οπότε οι 8 

πρωταρχικές ρίζες του 17 είναι 

.17mod63,1233,143,113,53,103,33 15131197531      7,            



14 
 

Θεώρημα 4.8(Γενίκευση του θεωρήματος 4.7): Αν υπάρχει πρωταρχική ρίζα για 

τον (μη πρώτο) .m  θα έχουμε ))(( m μη ισοδύναμες πρωταρχικές ρίζες του .m  

Υπενθύμιση αν pm  πρώτος : )1())((  pp   [ ας θυμηθούμε το ))(( m  στον 

εκθέτη κωδικοποίησης του RSA]. 

Παράδειγμα 4.6: Υπολογίσμος όλων των φυσικών που έχουν ακριβώς μια 

πρωταρχική ρίζα. 

1))(( m  συνεπάγεται ότι








.6,4,3,22)(

11)(

mm

mm




  

Θεώρημα 4.9: Αν q  πρωταρχική ρίζα του p  τα pQRmod  δίνονται από την 

παράσταση kp 2 και τα QNR από την 12 kq  .
2

1
0




p
k  

Απόδειξη: Αν q πρωταρχική ρίζα pmod με 1),(  pq , έχουμε τα εξής:  

pqqq kpkpk

p

mod1)()1(2 2

1

 



 από το θεώρημα του Fermat. Άρα .mod2 pQRq k    

Επίσης  

pqqq

p

kpk

p

mod1)( 12

1

)1()12( 2

1

 







[διότι )](1
2

1
pp

p



, επομένως 

.12 QNRq k   

 

Αντίστροφα: Αν pQRa mod τότε .)( 22 kk qqa   

Αν pQNRa mod τότε ,.)( 122  kk qqqa
2

1
0




p
k  ήτοι για 

2

1
0




p
k , 

1kq , επομένως ο q είναι πρωταρχική ρίζα 

Παράδειγμα 4.7:  

Τα QR του 17 είναι λοιπόν 

.13,23,43,83163,153,133,93,13 1614121086420                 
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Παράδειγμα 4.8 Εξετάζουμε αν με το τεστ του Pepin αν ο 3F είναι πρώτος ή όχι. 

Λύση: .25712
32

3 F  

257mod1256136.1233).3(33 68201282

1257





, άρα είναι πρώτος.              

Από το κριτήριο του Euler η pax mod2   επιλύεται αν και μόνο αν .mod12

1

pa

p





 

Θεώρημα 4.9 Μία αναγκαία συνθήκη για να επιλυθεί η paxm mod με 

)1,(  pmd  είναι .mod1

1

pd

p





   

Απόδειξη: Έστω 1),(  ba  και b η λύση της paxm mod , άρα από το 

θεώρημα του Fermat .mod1)1(

)1(1

pbaa
d

m

pmd

mp

d

p

 



 

 

Παράδειγμα 4.10 : 

i)       Να αποδειχθεί ότι η 29mod157 x  δεν επιλύεται.  

        Έχουμε ότι .7)28,7(,29,15,7  dpam  

        ,29mod1154  πράγματι .29mod10625.50154   

ii)     Για την 73mod816 x  είναι .8)72,16(,73,8,16  dpam  

και 73mod15128.8.888 4498

72

 , άρα επιλύεται. Βρίσκουμε μία πρωταρχική 

ρίζα του 73 ως εξής :  

.5.,73mod18)5(5

,73mod835,73mod35

332472

4246





qά 
 

Η εξίσωση 73mod85 s  έχει λύση ,24s άρα η ρίζα λοιπόν είναι 

.73mod356 x  Πράγματι .73mod84096881)3(73mod3 444416   
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ΠΑΡΑΓΟΝΤΟΠΟΙΗΣΗ 

 

Ο Pierre de Fermat, ένας δικηγόρος από την Toulouse και μεγάλος μαθηματικός της 

Αναγέννησης επινόησε μία μέθοδο παραγοντοποίησης ακεραίων. Ο Fermat σπάνια 

δημοσίευσε τα αποτελέσματά του, οπότε η μέθοδος έγινε γνωστή από την 

αλληλογραφία του με το Αββά Mersenne, έναν Φραγκισκανό καλόγερο και 

ενθουσιώδη αριθμοθεωρητικό. Ο Mersenne ήταν  επικεφαλής μίας ομάδας που 

συναντιόταν τακτικά από Παρίσι την δεκαετία του 1630 και συζητούσε επιστημονικά 

θέματα και ρώτησε τον Fermat αν πράγματι ο 169.598.895.100n  ήταν πρώτος. Σε 

μικρό διάστημα ο Fermat απάντησε αρνητικά διότι ).303112()423898( n Η 

μέθοδος παραγοντοποίησης του Fermat στηριζόταν στο να εκφράσει τον αριθμό σαν 

διαφορά δύο τέλειων τετραγώνων, αν αυτό ήταν εφικτό, οπότε η παραγοντοποίηση 

γίνεται στοιχειωδώς.  

 

Επίσης ο προς παραγοντοποίηση αριθμός είναι προφανώς μονός οπότε και οι δύο 

παράγοντες του u  και v , αν υπάρχουν θα είναι και οι δύο μονοί. Όμως όλες οι 

μέθοδοι παραγοντοποίησης από το κόσκινο του Ερατοσθένη μέχρι και τις πιο κομψές 

που στηρίζοταν στο μικρό θεώρημα του Fermat και στο θεώρημα του Wilson 

παραμένουν  πάρα πολύ αργές, διότι βασίζονται σε δοκιμαστικές διαιρέσεις π.χ. αν 

θέλουμε να ελέγξουμε με το κόσκινο του Ερατοσθένη αν ο 12127   είναι πρώτος, 

τότε θα πρέπει να ελέγξουμε αν διαιρείται από όλους τους περίπου 1810*3.1  

πρώτους αριθμούς που είναι μικρότεροι από τον 12127  . Ελέγχοντας ταχύτητα 610  

πρώτων παραγόντων το δευτερόλεπτο ο γρηγορότερος υπολογιστής θα χρειαστεί 41 

χρόνια για να κάνει όλους τους ελέγχους και να αποδείξει ότι ο αριθμός Mersenne  

12127   είναι πράγματι πρώτος. Από το 1956 ο Kurt Gοdel αναρωτήθηκε αν 

μπορούμε να βρούμε μία μέθοδο παραγοντοποίησης ουσιαστικά γρηγορότερη από τις 

δοκιμαστικές διαιρέσεις. Απαντήθηκε με διάφορες αλγοριθμικές μεθόδους που έδιναν 

απάντηση για αριθμούς μέχρι και με 100 ψηφία, αλλά δυστυχώς σχεδόν όλες οι 

μέθοδοι αυτές ήταν πιθανοθεωρητικές δηλαδή μπορούν να δώσουν και λάθος 

απάντηση, αν και η πιθανότητα να δοθεί λάθος απάντηση είναι αρκετά μικρή. 
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Μία μέθοδος που ανακαλύφθηκε το 1983 βρίσκεται πολύ κοντά στην κλάση P: το 

περίφημο APR test από τους L. Adleman, C. Pomerance των εργαστηρίων Bell και R. 

Rumely του Πανεπιστημίου της Georgia. Το APR έχει χρόνο λειτουργίας dd lnln ,όπου 

d  το πλήθος των ψηφίων του αριθμού. Αυστηρά ο αλγόριθμος αυτός είναι εκθετικός 

(άρα όχι P) αλλά η αύξηση είναι αρκετά αργή, πχ.για 10010d  η αύξηση είναι της 

τάξης 5,4. Η μεγάλη πλειοψηφία των ερευνητών πίστευαν πως δεν υπάρχει 

αλγόριθμος της κλάσης P έως ότου το 2002 τρείς Ινδοί επιστήμονες ο M. Agrawal και 

οι προπτυχιακοί φοιτητές, N. Kajal και N. Saxena του Ινδικού Τεχνολογικού 

Ινστιτούτου του Kanpur πρότειναν έναν τέτοιο αλγόριθμο. Οι τρείς ερευνητές 

χρησιμοποιούν το μικρό θεώρημα του Fermat , μόνο που αντί για φυσικούς αριθμούς 

χρησιμοποιούν πολυώνυμα, μια ιδέα που ο Agrawal και ο Biswas είχαν ήδη 

χρησιμοποιήσει σ’ έναν πιθανοθεωρητικό αλγοριθμό τους. Ο Ian Stewart και οχι 

μόνον αυτός, πιστεύει ότι όταν η μέθοδος AKS γίνει πλήρως πρακτική θα μπορεί να 

αποφαίνεται για το αν είναι πρώτοι ή όχι αριθμοί με 1000 ψηφία αντί για 100 που 

ισχύει σήμερα. Αυτό μπορεί να συνεπάγεται ότι κρυπτοσυστήματα που σήμερα 

θεωρούνται πολύ ασφαλή, δεν θα είναι πια τόσο ασφαλή στο σχετικά κοντινό μέλλον.  

 

Αλγόριθμοι Παραγοντοποίησης 

 

Ο αλγόριθμος παραγοντοποίησης του Dixon (1981) 

Ορισμός βάσης παραγοντοποίησης: είναι το σύνολο των διακεκριμένων πρώτων  

},....,1{ 1 hppB  , όπου προφανώς .mod11 nn  O ακέραιος n  καλείται Β-λείος 

αν γράφεται σαν γινόμενο στοιχείων του B. Ο ακέραιος b λέγεται Β- 

προσαρμοσμένος ως πρός τον φυσικό n αν ο ακέραιος c  με 

ncb
n

c
n

mod
22

2      είναι Β-λείος. 
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Παράδειγμα 5.1: Έστω η βάση }.7,5,3,2,1{B  Οι ακέραιοι 5.240 3  και 

7.363 2  είναι Β-λείοι. Ισχύει  1147mod40592 άρα o 59b , για τον οποίο 

ισχύει 1147mod402 b και 
2

1147
40

2

1147
 , είναι προσαρμοσμένος ως προς τον 

1147. 

Επίσης 2849mod63712  , άρα 71b  με 2849mod63712   και 

2

2849
63

2

2849
  είναι προσαρμοσμένος ως προς τον 2849. Παρατηρούμε ότι ο b 

είναι προσαρμοσμένος ως προς τον n  αν το τετράγωνο του αναλύεται σε πρώτους 

παράγοντες βάσης. Το ‘’ζουμί’’ του αλγόριθμου του Dixon είναι μία βάση που 

αποτελείται από μικρούς πρώτους (γι’ αυτό χρησιμοποπιείται το -1 αντί 1n ) και 

φτιάχνουμε τετράγωνα που να γράφονται σαν γινόμενα μικρών πρώτων και στοιχείων 

της βάσης (λεία) .Κάθε τέτοιο τετράγωνο δίνει μία γραμμή σ ’έναν πίνακα στον οποίο 

καταχωρούνται οι εκθέτες των πρώτων αριθμών της βάσης. Αν πάρουμε 

περισσότερους τέτοιους αριθμούς από τα στοιχεία της βάσης ο προκύπτων πίνακας 

θα έχει 2mod  γραμμικές εξαρτήσεις μεταξύ των γραμμών. Οι γραμμικά εξαρτημένες 

γραμμές δίνουν nyx mod22   (για διάφορα yx, ) Αν nyx mod  καταλήγουμε 

κατά τα γνωστά σε μη τετριμμένο παράγοντα του n . 

Παράδειγμα 5.2 : θα παραγοντοποιηθεί ο ακέραιος 849239n  του οποίου η ρίζα 

είναι 921)849239( 5.0  ,5… και θεωρούμε τις τιμές ....923,922t και υπολογίζουμε 

τον μικρότερο θετικό της κλάσης του )(mod2 nt . Άρα έχουμε τα εξής : 

).(mod171352937),(mod17542933),(mod135922 222222 nnn   

Πολλαπλασιάζοντας τις τρείς ισοτιμίες κατά μέλη, έχουμε τα κάτωθι:  

).(mod171352937933922 2462222 n Επομένως αν  θέσουμε 

937933922 t και 171352 23 s , έχουμε )(mod22 nst  και στην συνέχεια 

υπολογίζουμε τους μέγιστους κοινούς διαιρέτες 691),(,1229),(  nstnst που 

μας δίνουν δύο γνήσιους παράγοντες του .n   
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Στη συνέχεια περιγράφεται ο αλγόριθμος που για έναν τετριμμένο παράγοντα του 

ακολουθεί τα ακόλουθα βήματα:  

1. Eπιλογή ενός θετικού ακεραίου y και θεωρώντας τη βάση παραγοντοποιήσης 

Β ,  που σχηματίζεται από τους πρώτους )(1,...., ypp  που είναι .y  

2. Στην περίπτωση που κανένας από τους πρώτους )(1,...., ypp   δε διαιρεί τον n , τότε 

βρίσκουμε ακέραιους ib  με )2)(,.......11  yinbi (  , που είναι Β-

προσαρμοζόμενοι ως προς n . 

3. Αν  ),(mod.....)1( )(10

)(1

2 nppb
iyiii

a

y

aa

i


  τότε αντιστοιχούμε στο ib το διάνυσμα 

),........( )(0 yiii uuu  του 1)(

2

yZ  , θέτοντας ,0iju  αν ο ija είναι άρτιος και 1iju  αν 

ο ija  είναι περιττός (συμβολίζουμε με 0 και 1 τα στοιχεία του )2Z . 

4. Προσδιορισμός ενός υποσυνόλου Ι του }2)(,.........1{ y τέτοιο ώστε 



Ii

iu .0  

5. Υπολογισμός του γινομένου 



Ii

ibb , ,..... )(.1

)(1
y

yppc 




  όπου 


Ii ijj a .2  

6. Αν ),(modncb   τότε υπολογίζεται ο μέγιστος κοινός διαιρέτης ),( ncb  που  

δίνει ένα μη τετριμμένο παράγοντα του .n  Αν ),(modncb  τότε επιλέγεται ένας 

άλλο σύνολο Ι ή λαμβάνεται υπόψιν ένας μεγαλύτερος ακέραιος y και η διαδικασία 

επαναλαμβάνεται.  

H ορθότητα του αλγορίθμου είναι εύκολο να διαπιστωθεί και στο τέταρτο βήμα , 

καθώς το πλήθος των διανυσμάτων )2)(,.........1(  yiui  είναι μεγαλύτερο από την  

διάσταση του διανυσματικού χώρου ,1)(

2

yZ   τα διανύσματα είναι γραμμικώς 

εξαρτημένα. Επομένως το σύνολο Ι υπάρχει πάντοτε και είναι δυνατόν να 

προσδιορισθεί εύκολα με την χρήση της απαλοιφής.  Από την κατασκευή των 

ακεραίων b και c έχουμε )(mod22 ncb  και κατά συνέπεια στη περίπτωση όπου 

)(mod22 ncb  , ο μέγιστος κοινός διαιρέτης ),( ncb  είναι ένας μη τετριμμένος 

παράγοντας του .n  Καθώς οι πρώτοι )(,1 ........... ypp  δεν διαιρούν τον n , έχουμε  
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1),( nb και κατά αυτό τον τρόπο αν ο n  έχει πρώτους παράγοντες )2( r τότε η 

r2 πολυωνυμική ισοτιμία )(mod22 nbX  έχει ακριβώς r λύσεις. Οπότε, η 

πιθανότητα να έχουμε )(mod ncb  ισούται με .2/1 1r Ένας απλός τρόπος εύρεσης 

των ακεραίων ib είναι η δοκιμή ακεραίων της μορφής jkn ][  

.....)2,1,,......1,0(  kkj και ο μικρότερος κατά απόλυτη τιμή ακέραιος της κλάσης 

του τετραγώνου τέτοιων ακεραίων )(mod n είναι αρκετά μικρός και κατά συνέπεια 

έχουν μεγάλη πιθανότητα να είναι Β-προσαρμοσμένοι ως προς τον .n  

 

Παράδειγμα 5.3: Παραγοντοποίηση του ακεραίου 93623n και θεωρούμε τη βάση 

παραγοντοποιήσης }.13,11,7,5,3,2,1{B Καθώςη βάση B  έχει 7 στοιχεία θα 

επιδιώξουμε να βρούμε τουλάχιστον 8 B -προσαρμοσμένους ακέραιους ως προς το 

.n Επομένως δοκιμάζουμε ακεραίους της μορφής   jkn   με 9,.......1, jk με 

αποτέλεσμα να προκύπτουν οι παρακάτω ισοτιμίες , αρχίζοντας από τον 306 αφού ¨ 

...9,305n  

)(mod133918

)(mod32866

)(mod1152809

)(mod132612

)(mod532537

)(mod13732531

)(mod3433

)(mod13306

22

522

42

22

422

22

52

2

n

n

n

n

n

n

n

n

















 

∈ στο Β. 
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Οπότε λαμβάνουμε τα εξής διανύσματα του :7

2Z  

)1,0,0,0,0,0,0(

)0,0,0,0,1,0,0(

)0,1,0,1,0,0,1(

)1,0,0,0,0,0,0(

)0,0,0,0,1,0,0(

)1,0,1,0,1,0,0(

)0,0,0,0,1,0,0(

)1,0,0,0,0,0,0(

8

7

6

5

4

3

2

1

















u

u

u

u

u

u

u

u

 

Για να βρούμε μια σχέση γραμμικής εξάρτησης μεταξύ τους θεωρούμε το παρακάτω 

ομογενές σύστημα :  

0...... 8811  uxux , με αγνώστους τους .,......... 81 xx Άρα το σύστημα γίνεται ως 

εξής :   

.0

0

0

0

8531

3

7432

6









xxxx

x

xxxx

x

 

Μια λύση του συστήματος είναι .0,1 87643251  xxxxxxxx  

Άρα το Ι = { 1x , 5x }. Θα υπολογίσω τα b, c. 

b = .18727261230651 


bbb
Ii

i  

.2613213213 22222  ccc  

Αλλά 187272 = 26 nmod  [ πράγματι 187272 -26 = 187·246 = 2·93623 ] άρα δεν 

μπορούμε να υπολογίσουμε μη τετριμμένο παράγοντα του n. 
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Βρίσκω άλλη λύση του συστήματος ήτοι την 















0

1

'

876531

42

xxxxxx

xx

I  

Τότε 232521537433 b  και 1350532 22 c , καθώς 

),(mod45275232521 n  έχουμε ),(modncb  και επομένως ο μέγιστος κοινός 

διαιρέτης 373),(  ncb  είναι ένας μη τετριμμένος παράγοντας του .n  Άρα 

.25137393623  Στην περίπτωση που επιλεγεί κατάλληλη βάση παραγοντοποίησης, 

ο χρόνος εκτέλεσης ενός αλγορίθμου είναι ),(
logloglog nnc

eO δηλαδή υποεκθετικού 

χρόνου. Στην επόμενη παράγραφο αναφέρεται ο αλγόριθμος του John Pollard. 

 

Ο αλγόριθμος p-1 του John Pollard (1974)   

Υπάρχουν κάποιοι αλγόριθμοι παραγοντοποίησης που δουλεύουν ικανοποιητικά για 

σύνθετους αριθμούς n  με κάποιες ιδιότητες. Οι αριθμοί αυτοί n  πρέπει να 

αποφεύγονται για modula σε μεθόδους όπως το RSA ή το κρυπτοσύστημα Rabin. 

Μία τέτοια μέθοδος είναι η μέθοδος 1p  του Pollard που προτάθηκε το 1974. 

Η μέθοδος δουλεύει όταν ο σύνθετος n  έχει πρώτο παράγοντα p τέτοιον ώστε ο 

1p  να έχει μόνο μικρούς παράγοντες. Τότε μπορούμε να υπολογίσουμε ένα 

πολλαπλάσιο του 1p , χωρίς προφανώς να γνωρίζουμε τον 1p  (άρα και τον p ), 

σαν γινόμενο δυνάμεων μικρών πρώτων. Παρατηρούμε ότι ο 1p  αλγόριθμος του 

Pollard , όπως και ο αλγόριθμος του Dixon που περιγράψαμε όπως και ο αλγόριθμος 

των Pohlig-Hellman στηρίζονται στο προκαθορισμένο φράγμα Β δηλαδή ουσιαστικά 

στην βάση μικρών πρώτων αριθμών. Ο αλγόριθμος λοιπόν έχει δύο εισόδους : τον 

αριθμό n  που θέλουμε να παραγοντοποιήσουμε (που έχει και την περαιτέρω 

ιδιότητα, αλλά που δεν την γνωρίζουμε πριν τον παραγοντοποιήσουμε) και το 

προκαθορισμένο φράγμα Β. 
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Ο  αλγόριθμος p-1 του John Pollard        

1.           Yπολογίζουμε το γινόμενο 



ώqBq

Bqqk
,

log
(το q παίρνει  

              τιμές :πρώτοι μικρότεροι Β) 

               Πχ.: Για .560.792.23219.17.13.11.7.5.3.2:19 24  kB  

               Αλλά ομως 191624  , άρα ,419log 2   ,19932  ( )192733   

επομένως 219log 3   ενώ οι άλλοι πρώτοι δίνουν εκθέτη 1. 

2 .          Επιλέγουμε έναν ακέραιο a  με na 1 και υπολογίζουμε  

                .),(  na  και αρχίζουμε θέτοντας 3,2  aa κοκ. 

3 .          Αν 1 (που συνήθως δεν είναι διότι n μονός, α=2) τότε ο   είναι μη  

               τετριμμένος παράγοντας του .n  

               Αν  1  υπολογίζω τον ).,1( nd    

              ( που είναι βασικό βήμα του αλγόριθμου όχι όμως πολύ πολύπλοκο) 

4 .     Αν nd 1 , ο d είναι μη τετριμμένος παράγοντας του .n  Αν 1d ή nd   

 επιλέγουμε άλλο Β και επαναλαμβάνουμε την διαδικασία. 

 

Αν λοιπόν ο p  είναι πρώτος παράγοντας του n  και κάθε δύναμη πρώτου που διαιρεί 

τον 1p  είναι B  τότε ....7.5.3.21 bap  η ανάλυση του 1p , όπου κάθε 

παράγοντας είναι B  .Άρα ο k  που έχει την ίδια μορφή με τον 1p  με 

μεγαλύτερους πιθανόν εκθέτες θα είναι πολλαπλάσιο του 1p , ήτοι 

1p | ).1(  plkk  Αλλά τότε για κάθε a με na 1  και 1),( pa  έχω από το 

μικρό θεώρημα του Fermat papaaa kpplk l

  1mod1)1()1( ήτοι ο  

p | .1ka Επομένως εφόσον nd   τότε nd 1 και ο d είναι μή τετριμμένος 

παράγοντας του ,n άρα ο αλγόριθμος μπορεί να δουλέψει. 
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Παράδειγμα 5.4: 

1) Να παραγοντοποιηθεί ο .143.241.1n Ας πάρουμε 13B  τότε 

13117532 23 k  547),12(  nk άρα ο 5472269 n , που είναι 

αμφότεροι πρώτοι .Παρατηρούμε ότι 13732546)1(,547  pp  έχει μικρούς 

μόνο πρώτους, άρα 13B  είναι εφικτή τιμή. 

2) Στο παράδειγμα για τον 560.792.232k έχουμε για α=2 

,761)041.127.1,12( 560.792.232     που σημαίνει ότι 1481761041.127.1   που είναι 

αμφότεροι πρώτοι. Άρα έχουμε 19527601 3 p και κατ’επεκταση .19B  

 

Πολυπλοκότητα: Αφού κάθε παράγοντας του k είναι μικρότερος της βάσης Β, 

BBk  και ο k υπολογίζεται σε χρόνο ),)log(( 2BBO ενώ ο ),( n  υπολογίζεται 

σε χρόνο ),)((log 2nO και ο ),1( nk   σε χρόνο )).log))((loglog1(( 2 nnkO   

Έτσι ο χρόνος που απαιτείται για παραγοντοποίηση του n  με τον 1p  αλγόριθμο 

είναι συνολικά ).)(log)(log( 222 nBBO  Για ))((log inO με i  θετικό ακέραιο ο 

αλγόριθμος είναι συνάρτηση του ,log n  όμως τέτοια επιλογή του Β μειώνει αρκετά 

την πιθανότητα επιτυχίας. Από την άλλη αν αυξήσουμε δραστικά το μέγεθος της 

βάσης Β ( π.χ. στο ), ο αλγόριθμος αποδεικνύεται επιτυχής , γίνεται όμως πιο 

αργός. Στην επόμενη παράγραφο αναφέρεται ο αλγόριθμος Pollard Rho. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



25 
 

Ο αλγόριθμος Pollard Rho  

 Έστω p  ο μικρότερος πρώτος διαιρέτης του n  και x,x’ ακέραιοι στο nZ , τέτοιοι 

ώστε 'xx  και .mod' pxx   Τότε nnp  ),( ' και έτσι υπολογίζοντας 

τον   βρίσκουμε έναν μη τετριμμένο παράγοντα .n Υποθέτουμε τώρα ότι 

θέλουμε να παραγοντοποιήσουμε τον n  επιλέγοντας πρώτα ένα τυχαίο υποσύνολο 

  του nZ  και υπολογίζοντας έπειτα τους ),( ' n  για όλα τα ', στο Χ με 

.'   Η μέθοδος θα ήταν όμως επιτυχής μόνο στην περίπτωση που η απεικόνιση  

px mod οδηγεί σε μια τουλάχιστον ‘’σύγκρουση’’ για το .X  Η περίπτωση 

αυτή στηρίζεται στο παράδοξο των γενεθλίων: Αν nX 17,1  τότε υπάρχει 50  

πιθανότητα να πετύχουμε σύγκρουση και επομένως να βρούμε έναν μη τετριμμένο 

παράγοντα του .n  

 

Oρισμός: Μία σύγκρουση (collision) της συνάρτησης f  είναι ένα ζεύγος (x,x’) στο 

πεδίο ορισμού  για το οποίο ισχύει 'xx  και ).'()( xfxf   

 

Θεώρημα 5.1: ( Παράδοξο των γενεθλίων (birthday paradox )) 

Σύμφωνα με το παράδοξο των γενεθλίων ,σε μία τυχαία επιλογή 23 ανθρώπων , η 

πιθανότητα δύο από αυτούς να έχουν γενέθλια την ίδια μέρα είναι τουλάχιστον 0,5 

(για την ακρίβεια 0,507). Από μαθηματικής άποψης, αν μία συνάρτηση του f  

παράγει μία τιμή μεταξύ n  διαφορετικών τιμών με την ίδια πιθανότητα και το n  

είναι αρκετά μεγάλο ,τότε υπολογίζοντας την συνάρτηση για ένα πλήθος περίπου 

n17,1  διαφορετικών εισόδων περιμένουμε να βρούμε ένα ζεύγος εισόδων x και 'x  

( 'xx  ) τέτοια ώστε ).'()( xfxf   
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Απόδειξη: θεωρούμε την ομάδα των ακεραίων modulo, δηλαδή το σύνολο  

}1,...,2,1,0{  nZn με .nZ n  ‘Αρα υπολογίζεται την πιθανότητα να μην 

επιλεχθούν ίσα στοιχεία (όχι συγκρούσεις) σε μία τυχαία επιλογή k  στοιχείων από 

.nZ  Η πιθανότητα επιλογής ενός συγκεκριμένου στοιχείου είναι 
n

1
, που σημαίνει ότι  

η πρώτη μας επιλογή είναι αυθαίρετη, ενώ η πιθανότητα η δεύτερη επιλογή να είναι 

διαφορετική από την πρώτη είναι .
1

1
1

nn

n



Η πιθανότητα η τρίτη επιλογή να είναι 

διαφορετική από τις προηγούμενες δύο είναι 
nn

n 2
1

2



κ.ο.κ. Έτσι η πιθανότητα 

επιλογής k  στοιχείων χωρίς συγκρούσεις είναι 










1

1

)1()
1

1)...(
3

1)(
2

1)(
1

1(
k

i n

i

n

k

nnn
, όπως προκύπτει από την 

πολλαπλασιαστική αρχή. Αν ο x  είναι μικρός πραγματικός τότε xex 1  όπως 

προκύπτει από την ανάπτυξη σε δυναμοσειρά του ......
!3!2

1:
32

 xx
xee xx  

και κατά συνέπεια αφού n πολύ μεγάλο έπεται ότι ne
n

/11
1  . 

Μία εκτίμηση της ζητούμενης πιθανότητας είναι η 

 








 
1

1

1

1

2/)1(/ .)()
1

1(
k

i

k

i

nkkni ee
n

  

Αν p  είναι η πιθανότητα εύρεσης μιας σύγκρουσης τότε 

.
1

1
ln2)1ln(

2

)1(
11 212/)1(2/)1(

p
nkkp

n

kk
peep nkknkk





 

Αγνοόντας τον όρο k  έχουμε την εκτίμηση 
p

nk



1

1
ln2 και πιθανότητα 

σύγκρουσης 2/1p  θα είναι .17,1 nk  Επομένως επιλέγοντας τυχαία λίγο 

περισσότερα από n  στοιχεία του nZ επιτυγχάνουμε σύγκρουση με πιθανότητα 

τουλάχιστον 50%. Στο παράδοξο των γενεθλίων 365n  και η προσέγγιση μας δίνει 

.3.2236517.1 k  
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Παραγοντοποίηση του μονού ακεραίου n 

Θεωρούμε τη συνάρτηση  2)( xxf  όπου α μικρή σταθερά, συνήθως α =1. 

Έστω 1x  και n  με  

nxfxxxxX jjm mod)(,...,{ 121   },...,2 mj  . 

Σκοπός είναι η εύρεση δύο διαφορετικών τιμών Xxx ji ,  τέτοιες ώστε ΜΚΔ 

( ),nxx ij  >1. Κάθε φορά που υπολογίζουμε έναν καινούριο όρο jx της ακολουθίας , 

μπορούμε να υπολογίζουμε τους ΜΚΔ ( ),nxx ij   για όλα τα i< j. 

Αυτό όμως θα απαιτούσε 
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mX
 υπολογισμούς, περισσότερους από p/2. 

Ο αριθμός των υπολογισμών αυτών για εύρεση μη τετριμμένου παράγοντα του n 

μπορεί να μειωθεί και σ’αυτό ακριβώς έγκειται η μέθοδος Pollard Rho. 

 

Έστω μία σύγκρουση )(mod pxx ji  . Η f είναι πολυωνυμική συνάρτηση με 

ακέραιους συντελεστές οπότε  ))(mod()( pxfxf ji  . Από την κατασκευή του 

υποσυνόλου X  έχουμμε ότι nxfx jj mod)( 1  .,...,2 mj   Τότε  

,mod)(mod)mod)((mod1 pxfpnxfpx iii   αφού .np  

Ομοίως .mod)(mod)mod)((mod1 pxfpnxfpx jjj   

Έτσι θα έχουμε )(mod11 pxx ji    και επαναλαμβάνοντας τη διαδικασία 

καταλήγουμε στα εξής σημαντικά αποτελέσματα: 

Αν )(mod pxx ji   τότε )(mod pxx ji     .0  

Θέτοντας ijl   τότε )(mod'' pxx ji   αν iij  ''  και .mod0'' lij   

Αν )(mod pxx ji   τότε )(mod'2' pxx ji   για όλα τα i  με 'i = lmod0  και ii ' . 
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Αλγόριθμος : Pollard Rho factoring algorithm 

 

Βήμα 1       Επιλέγουμε 1x  και υπολογίζουμε το 

                  ).(mod1)(
2

112 nxxfx   

                  Υπολογίζουμε τον ΜΚΔ .),( 12 pnxx   

                  Αν 1p  προχωράμε στο βήμα 2. 

Βήμα 2       Υπολογίζουμε τους ακέραιους nxfx ii mod)( 1  και  

                   nxfx ii mod)( 122   και βρίσκουμε τον ΜΚΔ pnxx ii  ),( 2  για .2i  

                  Αν npi   τότε )(mod2 pxx ii   και p  είναι μη τετριμμένος                                             

                  παράγοντας του .n  

                  Αν np   ο αλγόριθμος επιστρέφει μήνυμα «αποτυχία». 

                  Αν  1p  επαναλαμβάνουμε το βήμα 2 για ,3i έπειτα για 4i  κ.ο.κ. 

 

Πολυπλοκότητα αλγορίθμου Pollard Rho. 

Αν )(mod pxx ji   τότε μεταξύ των l ακεραίων 1,..., ji  θα υπάρχει κάποιο ii '  

πολλαπλάσιο του 1 jl  και από τη σχέση (3) θα έχουμε ότι ).(mod'2' pxx ii   Πότε 

πράγματι ο αλγόριθμος θα εντοπίσει μία σύγκρουση  (όχι κατ’αναγκη την πρώτη) και 

θα δώσει ένα μη τετριμμένο πράγοντα του ,n  τον p ΜΚΔ ).,( ''2 nxx ii                     

Ο 'i  εντοπίζεται το πολύ σε j  βήματα, άρα στη χειρότερη περίπτωση ο αλγόριθμος 

απαιτεί j  επαναλήψεις για να βρει μία σύγκρουση και επομένως να δώσει τον 

παράγοντα .p  Ο αναμενόμενος αριθμός επαναλήψεων μειώνεται στις p  και επειδή 

,np   η αναμενόμενη πολυπλοκότητα προκύπτει ).( 4/1nO  

Είναι πιθανό ο αλγόριθμος να μην εντοπίσει έναν μη τετριμμένο παράγοντα του .n   

Αυτό όμως συμβαίνει μόνο στην περίπτωση που οι τιμές x  και 'x  που εμφανίζουν 

την πρώτη σύγκρουση, ικανοποιούν στη ουσία τη σχέση nxx mod'  αντί απλά της 
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pxx mod' . Η πιθανότητα για αυτήν την περίπτωση είναι περίπου ,/ np  αρκετά 

μικρή αν ο n  είναι μεγάλος (γιατί np  ).  Αν ο αλγόριθμος αποτύχει με αυτόν τον 

τρόπο τότε επαναλαμβάνουμε  τα βήματα επιλέγοντας διαφορετική αρχική τιμή ή 

διαφορετική συνάρτηση .f  

 

Παράδειγμα 5.6 :  

Έστω ,7171n 1)( 2  xxf  και .11 x  Ζητείται παραγοντοποίηση του .n  

Βήμα 1:     ,11 x ,7171mod211)( 2

12  xfx  

                 .1)7171,1gcd()7171,12gcd(    

Βήμα 2:     ,12 x ,7171mod512)( 2

23  xfx  

                 ,7171mod2615)( 2

34  xfx  .1)7171,24gcd(),gcd( 24  nxx  

Βήμα 3:     ,53 x  ,264 x   ,7171mod677126)( 2

45  xfx  

                 ,7171mod65574583301677)( 2

56  xfx  

                 .1)7171,6552gcd(),gcd( 36  nxx  

Βήμα 4:     ,264 x  ,6775 x   ,65576 x  

                 ,7171mod41054299425016557)( 2

67  xfx  

                 ,7171mod63471685102614105)( 2

78  xfx   

                 .1)7171,6321gcd(),gcd( 48  nxx  

Βήμα 5     ,6775 x  ,65576 x   ,41057 x  ,7171mod63478 x  

                 ,7171mod49034028441016347)( 2

89  xfx  

                 ,7171mod22182403941014903)( 2

910  xfx   

                 .1)7171,1541gcd(),gcd( 510  nxx  

Βήμα 6:     ,65576 x   ,41057 x  ,7171mod63478 x  ,49039 x  221810 x  
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                 ,7171mod219491952512218)( 2

1011  xfx  

                 ,7171mod4936479621219)( 2

1112  xfx             

                 .1)7171,1621gcd(),gcd( 126  nxx  

Βήμα 7:     ,41057 x  ,7171mod63478 x  ,49039 x  ,221810 x  ,21911 x                                                  

                 ,493612 x  

                 ,7171mod42102436409714936)( 2

1213  xfx  

                 ,7171mod45601772410114210)( 2

1314  xfx             

                 .1)7171,455gcd(),gcd( 714  nxx  

Βήμα 8:     ,7171mod63478 x  ,49039 x  ,221810 x  ,21911 x  ,493612 x  

                 ,421013 x  ,456014 x                           

                 ,7171mod47822079360114560)( 2

1415  xfx  

                 ,7171mod3752373638514872)( 2

1516  xfx   

                 .1)7171,5972gcd(),gcd( 168  nxx  

Βήμα 9:    ,49039 x  ,221810 x  ,21911 x  ,493612 x ,421013 x  ,456014 x    

                 ,487215 x  ,37516 x                                        

                 ,7171mod43771406261375)( 2

1617  xfx  

                 ,7171mod43891915813014377)( 2

1718  xfx   

                 .1)7171,514gcd(),gcd( 189  nxx   
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Βήμα 10:   ,221810 x  ,21911 x  ,493612 x ,421013 x  ,456014 x    

                 ,487215 x  ,37516 x  ,437717 x  ,438918 x                                 

                 ,7171mod20161926332214389)( 2

1819  xfx  

                 ,7171mod5471406425712016)( 2

1920  xfx   

                 .1)7171,3253gcd(),gcd( 1020  nxx   

Βήμα 11:   ,21911 x  ,493612 x ,421013 x  ,456014 x  ,487215 x  ,37516 x  

                 ,437717 x  ,438918 x  ,201619 x  ,547120 x                           

                 ,7171mod882993184215471)( 2

2021  xfx  

                 ,7171mod5477745188)( 2

2122  xfx   

                 .71)7171,355gcd(),gcd( 1122  nxx   

Άρα τελικά, μετά από 11 επαναλήψεις ο αλγόριθμος εντόπισε τη σύγκρουση 

)(mod2211 pxx   και τον μη τετριμμένο παράγοντα 71p  του 7171. Έτσι 

.101717171 n  Η πρώτη σύγκρουση είναι η .5871mod71mod 187  xx  
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Επίλογος: Σε μια διάλεξη το 1975, D. Zagier σχολίασε: «Υπάρχουν δύο 

γεγονότα σχετικά με την κατανομή των πρώτων αριθμών που ελπίζω να 

σας πείσουν τόσο συντριπτικά και να παραμείνουν ανεξίτηλα χαραγμένα 

στις καρδιές σας. Το πρώτο είναι ότι, παρά τον απλό τους ορισμό και το 

ρόλο τους όπως τα δομικά στοιχεία των φυσικών αριθμών, οι πρώτοι 

αριθμοί μεγαλώνουν σαν τα ζιζάνια μεταξύ των φυσικών αριθμών, 

φαίνονται να μην υπακούουν σε κανένα άλλο νόμο από εκείνον της τύχης, 

και κανείς δεν μπορεί να προβλέψει, που θα βλαστήσουν την επομένη. Το 

δεύτερο γεγονός είναι ακόμη πιο εκπληκτικό, για να δηλώσει ακριβώς το 

αντίθετο: ότι οι πρώτοι αριθμοί παρουσιάζουν εκπληκτική κανονικότητα, 

ότι υπάρχουν νόμοι που διέπουν τη συμπεριφορά τους και ότι υπακούουν 

αυτούς τους νόμους με σχεδόν στρατιωτική ακρίβεια »  
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