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Περίληψη

Θα μελετήσουμε τη θερμοδυναμική βαρυτικού αερίου στη Γενική Σχετικότητα και στο Νευ-
τώνειο όριο. Κυρίως ενδιαφερόμαστε για την επίδραση της Κοσμολογικής Σταθεράς, ο-
ποιασδήποτε θετικής ή αρνητικής τιμής, στη θερμοδυναμική ευστάθεια στατικών σφαιρικών
ρευστών. Στη θερμοδυναμική βαρυτικών συστημάτων, οι διάφορες στατιστικές συλλογές
δεν είναι ισοδύναμες. Πραγματοποιούμε την ανάλυση στην μικροκανονική αλλά και στην
κανονική συλλογή. Στη Νευτώνεια Βαρύτητα γνωρίζουμε πως εμφανίζονται δύο θερμοδυ-
ναμικές αστάθειες, η «Θερμοβαρυτική Καταστροφή» (‘Gravothermal Catastrophe’) στη
θεώρηση της μικροκανονικής συλλογής και η «ισοθερμική κατάρρευση» (‘isothermal col-
lapse’) στη θεώρηση της κανονικής συλλογής. Περιγράφουμε πώς διαμορφώνονται και τα
δύο φαινομένα υπό την παρουσία της Κοσμολογικής Σταθεράς. Στην περίπτωση θετικής
Κοσμολογικής Σταθεράς παρατηρούμε «μεταβάσεις φάσης επανεισόδου» (‘reentrant phase
transitions’). Στη μικροκανονική συλλογή, εκτός από την άνω κρίσιμη ακτίνα, ως την τι-
μή της οποίας υπάρχουν καταστάσεις ισορροπίας, εμφανίζεται και μια δεύτερη μεγαλύτερη
κρίσιμη ακτίνα, η οποία σχετίζεται με την Κοσμολογική σταθερά, πάνω από την οποία απο-
καθίστανται οι καταστάσεις ισορροπίας. Στην κανονική συλλογή, εκτός από την ελάχιστη
κρίσιμη θερμοκρασία, μέχρι την οποία υπάρχουν καταστάσεις ισορροπίας, εμφανίζεται και
μία δεύτερη ακόμα χαμηλότερη θερμοκρασία, η οποία σχετίζεται με την κοσμολογική στα-
θερά, κάτω από την οποία αποκαθίστανται ξανά οι καταστάσεις ισορροπίας. Και στις δύο
περιπτώσεις, μια αρνητική Κοσμολογική Σταθερά (ασυμπτωτικά anti-de Sitter χώρος) δρα
θερμοδυναμικά, αποσταθεροποιητικά, ενώ μία θετική Κοσμολογική Σταθερά (ασυμπτωτικά
de-Sitter χώρος) δρα θερμοδυναμικά, σταθεροποιητικά.
Στο ίδιο συμπέρασμα καταλήγουμε στην περίπτωση της Γενικής Σχετικότητας. Επιπλέον,
στη θερμοδυναμική επεξεργασία της Γενικής Σχετικότητας, συνάγουμε την εξίσωση της
σχετικιστικής υδροστατικής ισορροπίας (εξίσωση Tolman-Oppenheimer-Volkov) για μια
σφαίρα τέλειου ρευστού από το ακρότατο της εντροπίας στη θεώρηση της μικροκανονικής
συλλογής και από το ακρότατο της ελεύθερης ενέργειας στην κανονική συλλογή. Η συνθή-
κη ευστάθειας που καθορίζεται από την εξίσωση μεταβολών δεύτερης τάξης της εντροπίας
συμπίπτει ακριβώς με τη συνθήκη ισορροπίας που συνάγεται απο μεταβολές (variations) σε
πρώτη τάξη γύρω απο την κατάσταση ισορροπίας, στις δυναμικές εξισώσεις του Einstein.
Συνεπώς, δείχνουμε την ισοδυναμία της μικροκανονικής θερμοδυναμικής ισορροπίας με την
γραμμική δυναμική ισορροπία για ένα στατικό, σφαιρικά συμμετρικό ρευστό στη Γενική
Σχετικότητα.





Abstract

We study the thermodynamics of self-gravitating gas in General Relativity and the
Newtonian limit. Main emphasis is given on the effect of a cosmological constant term
on the thermodynamic stability of static fluid spheres. In Gravity, the statistical en-
sembles are not equivalent and we perform the analysis both in the microcanonical as
well as the canonical ensemble. In the Newtonian Gravity is known that there appear
two thermodynamic instabilities, the ‘Gravothermal Catastrophe’ in the microcanonical
ensemble and the ‘isothermal collapse’ in the canonical ensemble. We formulate both
instabilities in the presence of a cosmological constant. In case of a positive cosmologi-
cal constant, reentrant phase transitions are observed. In the microcanonical ensemble,
apart from the critical radius up to which equilibria exists, there appears a second big-

ger critical radius associated with the cosmological constant, where equilibrium states
are restored. In the canonical ensemble, apart from the critical temperature, down to
which equilibria exist, there appears a second lower critical temperature associated with
the cosmological constant, where equilibrium states are restored. In both ensembles,
a negative cosmological constant (asymptotically Anti-de Sitter space) acts as a ther-
modynamic destabilizer, while a positive cosmological constant (asymptotically de-Sitter
space) acts as a thermodynamic stabilizer.
The later conclusion is reached in the General Relativistic analysis, as well. In addition,
in our thermodynamic treatment of General Relativity, we obtain for a static, perfect
fluid sphere with a general equation of state, the relativistic equation of hydrostatic
equilibrium, namely the Tolman-Oppenheimer-Volkov equation, as the thermodynamic

equilibrium in the microcanonical, as well as the canonical, ensemble. The stability
condition determined by the second variation of entropy coincides with the dynamical
stability condition derived by variations to first order in the dynamical Einstein’s equa-
tions. Thus, we show the equivalence of microcanonical thermodynamic stability with
linear dynamical stability for a static, spherically symmetric field in General Relativity.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Παρατηρησιακά δεδομένα [1] υποδεικνύουν πως το Σύμπαν είναι ομογενές σε κλίμακες με-
γαλύτερες των 108 ετών φωτός (ε.φ.). ΄Ομως, σε μικρότερες κλίμακες το Σύμπαν είναι
ανομοιογενές και διάφορες δομές σχηματίζονται. Για σύγκριση σημειώνουμε πως η ακτίνα
Hubble, δηλαδή η ακτίνα του παρατηρούμενου σύμπαντος, υπολογίζεται στα 5 · 109 ε.φ.,
ένα τυπικό γαλαξιακό σμήνος έχει διάμετρο περίπου 107 ε.φ., ο εγγύτερος γαλαξίας στον
Γαλαξία μας απέχει περίπου 2 · 106 ε.φ., ενώ ο Γαλαξίας μας έχει διάμετρο περίπου 105

ε.φ. Η ιδέα κλειδί για την κατανόηση των μακροσκοπικών δομών [2] που υπάρχουν στο
Συμπαν είναι αυτή της βαρυτικής αστάθειας. Στην αρχή το Σύμπαν ήταν ομογενές, εκτός
από μικρές κβαντικές διακυμάνσεις, όπως υποδηλώνουν οι μετρήσεις της κοσμικής ακτινο-
βολίας υποβάθρου [3]. Ξεκινώντας από τα μικρά αυτά συμπυκνώματα, είναι αξιοσημείωτο
πως η απλή ιδέα της βαρυτικής αστάθειας επιτρέπει την ερμηνεία των παρατηρήσεων σε μια
τεράστια κλίμακα, από τα υπερσμήνη γαλαξιών μέχρι τους στέρεους πλανήτες.
Το φαινόμενο της βαρυτικής αστάθειας οφείλεται στον καθολικά ελκτικό χαρακτήρα

και τη μεγάλη εμβέλεια της βαρυτικής δύναμης. Σε σύγκριση με τον ηλεκτρομαγνητισμό
για παράδειγμα, σε ένα ηλεκτρικά φορτισμένο πλάσμα, οποιοδήποτε φορτίο θωρακίζεται
μέσω του μηχανισμού θωράκισης Debye (Debye shielding). Καθε φορτισμένο σωμάτιο
επάγει ένα αντίθετα φορτισμένο σύννεφο σε μια μικρή περιοχή γύρω από το σωμάτιο, έτσι
ώστε στην πράξη σε μεγάλες αποστάσεις από το σωμάτιο, δε μετράται καθόλου ηλεκτρικό
πεδίο εξ΄ αυτού. Αντίθετα, δεν υπάρχει μηχανισμός που να θωρακίζει τη Βαρύτητα. Μι-
κρά πυκνώματα δημιουργούν λίγο δυνατότερο βαρυτικό πεδίο που διαδίδεται σε μεγάλες
αποστάσεις και έλκει ακόμα περισσότερη ύλη. Η βαρυτική αστάθεια συνήθως ονομάζεται
αστάθεια Jeans [4], χάρη στον Sir James Jeans ο οποίος πρώτος περιέγραψε τον βασικό
δυναμικό μηχανισμό που την προκαλεί. Συνοπτικά περιγράφουμε την αστάθεια αυτή στο
Παράρτημα Αʹ. Η αστάθεια Jeans είναι καθαρά κλασσικής φύσης και δεν πρέπει να συγχέε-
ται με βαρυτικές αστάθειες κβαντικής φύσης, όπως αυτή που περιγράφεται από τους Gross,
Perry και Yaffe [5], κατά την οποία μικρές μαύρες τρύπες σχηματίζονται αυθόρμητα στο
θερμό επίπεδο χώρο μέσω του κβαντικού φαινομένου σήραγγας.
Η αστάθεια Jeans συνήθως περιγράφεται από μια διαταραχή σε ένα «αυτοβαρές» (self-

gravitating) ομογενές μέσο [6], όπως αναλυτικά δείχνουμε στο Παράρτημα Αʹ. Αν το
μέγεθος της διαταραχής είναι μεγαλύτερο από το μήκος Jeans

LJ = υs

√

π

Gρ

1



όπου υs είναι η ταχύτητα του ήχου στο μέσο και ρ η πυκνότητα αυτού, η υπέρπυκνη περιοχή
της διαταραχής είναι ασταθής και υφίσταται βαρυτική κατάρρευση. Αυτός ο χειρισμός είναι
κάπως ευρετικός (heuristic), καθώς ένα βαρυτικό μέσο δεν είναι ομογενές στην ισορροπία.
Η υπόθεση του ομογενούς μέσου αναφέρεται στη βιβλιογραφία και ως το «τέχνασμα Jeans»
(the Jeans swindle) [6]. Παρά όλα αυτά, μπορεί φυσικά να δικαιολογηθεί αν το μέγεθος
της διαταραχής είναι πολύ μικρότερο από τις ανομοιογένειες στο σύστημα, ακριβώς όπως οι
ανομοιογένειες στην ατμόσφαιρα λόγω του βαρυτικού πεδίου δε λαμβάνονται υπ΄ όψην στη
μελέτη των ηχητικών κυμάτων, διότι σχετίζονται με ένα χαρακτηριστικό μήκος (το μήκος
κύματος του ήχου) πολύ μικρότερο από το μέγεθος των ανομοιογενειών.
΄Ενας άλλος τρόπος μελέτης της βαρυτικής αστάθειας προκύπτει θεωρώντας ένα σφαι-

ρικό, βαρυτικό αέριο περιορισμένο σε τοιχώματα ακτίνας R. Στην κανονική συλλογή, τα
τοιχώματα θεωρούνται διαθερμικά και η σφαίρα βρίσκεται σε δεξαμενή θερμότητας, ενώ
στη μικροκανονική συλλογή τα τοιχώματα θεωρούνται αδιαβατικά. Σε αυτο το κεφάλαιο
θα περιγράψουμε τα βασικά φαινόμενα που θα μελετήσουμε χωρίς ιδιαίτερη μαθηματική α-
κρίβεια για να σχηματίσουμε όσο καλύτερα μπορούμε απλά και μόνον τη φυσική εικόνα. Η
πιο αναλυτική παρουσίαση της στατιστικής μηχανικής του αυτοβαρούς αερίου θα γίνει στα
επόμενα κεφάλαια.
΄Εστω η συνάρτηση κατανομής f(~r, ~p) που ορίζεται όταν το σύστημα μελετάται σε κλί-

μακα αρκετά μεγάλη έτσι, ώστε να μπορεί να προσεγγιστεί ως ένα συνεχές μέσο (βλ. το
επόμενο Κεφάλαιο 2), δηλαδή ένα ρευστό. Η συνάρτηση f δίνει τη συνολική μάζα που
περιέχεται σε ένα στοιχείο όγκου

dm = f(~r, ~p)d3~rd3~p

΄Οπως εξηγούμε αναλυτικά στο Κεφάλαιο 3.1.1, στην κατάσταση ισορροπίας (και υποθέ-
τωντας πως όλες οι μικροκαταστάσεις είναι ισοπίθανες) η συνάρτηση κατανομής ικανοποιεί
την κατανομή Boltzmann

f(~r, ~υ) = Ae−
m̃
kT

υ2

2 e−
m̃
kT

φ(r) (1.1)

όπου m̃ είναι η μάζα του ενός σωματίου του αερίου, A μία σταθερά και φ(r) το βαρυτικό
δυναμικό στο σημείο r, το οποίο υπακούει στην εξίσωση Poisson. Η πυκνότητα στην
επιφάνεια ενός σφαιρικού κελύφους ακτίνας r δίνεται ύστερα από ολοκλήρωση στις ορμές
ως

ρ(r) =

∫

fm̃d3~υ = Am̃

(

2πkT

m̃

)
3

2

e−
m̃
kT

φ(r) (1.2)

έτσι, ώστε η συνολική μάζα m(r) που περιέχεται εντός ακτίνας r δίνεται από τη σχέση

m(r) =

∫ r

0

ρ(r̃)4πr̃2dr̃ , και η συνολική μάζα είναι: M = m(R)

Συμβολίζοντας με M τη συνολική μάζα του σφαιρικού ρευστού είναι προφανές ότι

M = m(R)

Σε κάθε σημείο, η πίεση σχετίζεται με την πυκνότητα από τη σχέση:

p(r) =

∫

f
1

3
m̃υ2d3υ = ρ(r)

kT

m̃

2



Ας σημειωθεί πως αυτό δεν σημαίνει ότι το αέριο υπακούει στην καταστατική εξίσωση ιδανι-
κού αερίου PV = NkT . Το τελευταίο θα σήμαινε ότι η πίεση είναι ομογενώς κατανεμημένη
σε όλο το ρευστό, κάτι που δεν ισχύει εν γένει στην κατάσταση ισορροπίας ενός βαρυτικού
αερίου. Η κατάσταση υδροστατικής ισορροπίας ορίζεται ως εκείνη η μακροκατάσταση στην
οποία η βαθμίδα της πίεσης ισοσταθμίζεται από την βαρυτική δύναμη σε κάθε σημείο r

1

ρ(r)

∂p(r)

∂r
= −Gm(r)

r2

Η λύση της παραπάνω εξίσωσης ικανοποιεί την εξίσωση Poisson για κάθε φ(r) που ικανο-
ποιεί την εξίσωση (1.2). Σε σφαιρικές συντεταγμένες και αντικαθιστώντας την πυκνότητα
ρ(r) από την εξίσωση (1.2), η εξίσωση Poisson καταλήγει στη λεγόμενη εξίσωση Emden:

1

r2
d

dr

(

r2
d

dr
φ(r)

)

= 4πGρ0e
− m̃

kT
(φ(r)−φ(0)) (1.3)

όπου ρ0e
m̃
kT

φ(0) = Am̃
(

2πkT
m̃

)
3

2 . Κάθε κατάσταση ισορροπίας ρ(r) καθορίζεται από τη λύση
φ(r) της εξίσωσης (1.3) για r ∈ [0, R], μέσω της εξίσωσης (1.2).
Μπορούμε να μελετήσουμε τη λεγόμενη σειρά καταστάσεων ισορροπίας (series of equi-

libria) και να βρούμε την κατάσταση εκείνη στην οποία αποσταθεροποιείται το σύστημα
ως ακολούθως. Η εντροπία Boltzmann, η οποία οριζεται ως

S = −k
∫

f log fd3~rd3~p

γράφεται, χρησιμοποιώντας την εξίσωση (1.1) ως

S = −kN logA+
1

T
K +

1

T

∫

ρφd3~r

όπου K είναι η μέση κινητική ενέργεια

K ≡
∫

1

2
m̃υ2fd3~υd3~r =

3

2
NkT

Συμβολίζοντας την πίεση στο άκρο ως P = p(R) και από την εξίσωση (1.2) έχουμε ότι η
πίεση στον ακραίο φλοιό της σφαίρας δίνεται από τη σχέση

P = A(2π)
3

2 m̃

(

kT

m̃

)
5

2

e
m̃
kT

GM
R (1.4)

αφού φ(R) = −GM/R. Αντικαθιστώντας τη σταθερά A από την εξίσωση (1.4), η εντροπία
Boltzmann γράφεται ως

S = −kN log

{

P

(

1

kT

)
5

2

}

+
1

T
G
M2

R
+

1

T
2U +

1

T
K − 3

2
kN log

m̃

2π

όπου U είναι η δυναμική ενέργεια

U =
1

2

∫

ρφd3~r
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Αντικαθιστώντας τη συνολική ενέργεια E = K + U , έχουμε τελικά:

S = −kN log

{

P

(

1

kT

)
5

2

}

+
1

T
G
M2

R
+

1

T
2E − 3

2
kN

(

1 + log
m̃

2π

)

(1.5)

Η ελεύθερη ενέργεια
F = E − TS

γράφεται ως

F = NkT log

{

P

(

1

kT

)
5

2

}

−G
M2

R
− E +

3

2
NkT

(

1 + log
m̃

2π

)

Αντικαθιστώντας την ολική ενέργεια E από το θεώρημα virial

2K + U = 3PV ⇒ E = 4πR3P − 3

2
NkT (1.6)

παίρνουμε

F = NkT log

{

P

(

1

kT

)
5

2

}

−G
M2

R
− 4πR3P +

3

2
NkT

(

2 + log
m̃

2π

)

(1.7)

Υποθέτωνας σταθερή θερμοκρασία και αριθμό σωματιδίων, δηλαδή την κανονική συλλογή,
η πίεση στο άκρο δίνεται από τη σχέση

P ≡ −
[

∂F

∂V

]

N,T

= − 1

4πR2

[

∂F

∂R

]

N,T

(1.8)

Από την εξίσωση (1.8) μπορούμε να μελετήσουμε τη σειρά καταστάσεων ισορροπίας που
ορίζονται από την τιμή της εξωτερικής ακτίνας R. Αντικαθιστώντας την ελεύθερη ενέργεια
F και λύνοντας ως προς την παράγωγο ∂P

∂R

∣

∣

N,T
παίρνουμε ύστερα από μερικούς σχετικά

απλούς υπολογισμούς
[

∂P

∂R

]

N,T

= −P 8πR2P −GM2

R2

4πR3P −NkT
(1.9)

Για R αρκετά μεγάλο, ισχύει
[

∂P
∂R

]

N,T
< 0 και το σημείο ισορροπίας ειναι ευσταθές. Σε

αυτήν την αρκετά μεγάλη ακτίνα, η συμπίεση αυξάνει την πίεση έτσι, ώστε το σύστημα
τείνει να επανέλθει στη θέση ισορροπίας και συνεπώς είναι ευσταθές. Καθώς η ακτίνα
αυξάνεται, η πίεση στο άκρο αυξάνεται και φτάνει ένα μέγιστο στο σημείο εκείνο όπου

PB =
GM2

8πR4
B

Αυτό αντιστοιχεί στο σημείο B του Σχήματος 1.1(αʹ), όπου φαίνεται επίσης ο ευσταθής
κλάδος AB. Το Σχήμα 1.1 δημιουργήθηκε από την αριθμητική επίλυση της εξίσωσης
Emden (1.3). Περαιτέρω συμπίεση θα έφθανε στο οριακό σημείο εκείνο όπου

PC =
NkT

4πR3
C

(1.10)
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και
[

∂P

∂R

]

N,T

R=RC−→ ∞ (1.11)

Καθώς
[

∂P
∂R

]

N,T
> 0 στον κλάδο BC, ίσως να υπέθετε κανείς πως στο σημείο B εγκαθίστα-

ται μία αστάθεια, διότι μια μείωση του όγκου θα προκαλούσε μείωση στην πίεση στο άκρο
και συνεπώς θα εκκινούσε μια βαρυτική κατάρρευση. ΄Οντως έτσι θα συνέβαινε αν η ύλη
μέσα στη σφαίρα ήταν ομογενώς κατανεμημένη και η πίεση ήταν ίδια παντού. ΄Ομως (και
σε αντίθεση με ότι σημειώνουν οι Gross, Perry και Yaffe [5]), η αστάθεια δεν εμφανίζεται
στο μέγιστο σημείο B, αλλά στην λίγο μικρότερη ακτίνα που αντιστοιχεί στο σημείο C,
όπου η κλίση της P (R) απειρίζεται. Η αστάθεια εγκαθίσταται στο σημείο C διότι παρ’οτι,
κατά μήκος του κλάδου BC, η πίεση στο άκρο ελαττώνεται σε μια συμπίεση, η πίεση στην
πειφάνεια των εσωτερικών κελιών εξακολουθεί να αυξάνεται. Συνεπώς η κατάρρευση ανα-
κόπτεται από τα εσωτερικά μέρη της σφαίρας, για κάθε σημείο ισορροπίας εώς το σημείο
C, όπου

[

∂P
∂R

]

N,T
→ ∞, και άρα η παραμικρή ελάχιστη συμπίεση προκαλεί τεράστια μείωση

στην πίεση στο άκρο έτσι που η κατάρρευση δε μπορεί να ανακοπεί. Τονίζουμε ότι τα φυ-
σικά αυτά επιχειρήματα στηρίζονται από τα αριθμητικά μας αποτελέσματα, όπου βρίσκουμε
πέραν πάσης αμφιβολίας ότι το σημείο C ταυτίζεται ακριβώς με το σημείο ισορροπίας όπου
εγκαθίσταται η θερμοδυναμική αστάθεια. Δηλαδή, στο C η ελεύθερη ενέργεια σταματά
να είναι τοπικό μέγιστο και γίνεται σαγματικό σημείο. Το γεγονός ότι η συνθήκη (1.11)
προσδιορίζει το σημείο αλλαγής ισορροπίας (turning point of stability) είναι, όπως θα ε-
ξετάσουμε αναλυτικά στο Κεφάλαιο 2.2, απόρρεια του θεωρήματος της γραμμικής σειράς
σημείων ισορροπίας του Poincaré [7, 8] (Poincaré’s theorem of linear series of equilibria).
Ο μηχανισμός που περιγράψαμε είναι αυτός που προκαλεί την κατάρρευση σε συμπυκνώμα-
τα διαστρικού αερίου οδηγώντας στη δημιουργία των άστρων.
Ως τώρα εργαστήκαμε στην κανονική συλλογή, υποθέτωντας ουσιαστικά πως η σφαίρα

ανταλλάσει ενέργεια με το περιβάλλων μέσο έτσι, ώστε η θερμοκρασία να παραμένει στα-
θερή. Θέλουμε να κάνουμε όμοια ανάλυση στη μικροκανονική συλλογή. Στη συνηθισμένη
θερμοδυναμική μη-βαρυτικών αερίων κανείς δε θα περίμενε να βρει διαφορετικά αποτελέσμα-
τα, καθώς είναι γνωστό ότι διαφορετικές συλλογές δίνουν ισοδύναμες περιγραφές. ΄Ομως,
όπως θα δούμε σύντομα αυτό δεν ισχύει για ένα βαρυτικό αέριο. Στη Βαρύτητα οι θερ-
μοδυναμικές συλλογές δεν είναι ισοδύναμες, όπως θα αναλύσουμε στο Κεφάλαιο 2 και θα
τονίσουμε πολλές φορές σε αυτήν την εργασία.
Στην κανονική συλλογή, σε κάθε απειροστή συμπίεση, παρ’ολο που η πίεση αυξάνεται,

εκλύεται θερμική ενέργεια στη δεξαμενή θερμότητας έτσι, που η αρνητική βαρυτική ενέρ-
γεια βαθμιαία υπερισχύει της θερμικής. Σε κάποια ελάχιστη ακτίνα η πίεση της βαρύτητας
δε μπορεί να συγκρατηθεί από τη θερμική και το αέριο καταρέει για κάθε ακτίνα μικρότερη
αυτής της κρίσιμης τιμής. Στη μικροκανονική συλλογή δε μπορεί να εκλυθεί ή απορροφη-
θεί ενέργεια και κανείς φυσιολογικά περιμένει η βαθμίδα της πίεσης να αυξάνεται πολύ πιο
δραστικά σε μία συμπίεση από ότι στην κανονική συλλογή. Στην πραγματικότητα, αφού η
θερμοκρασία αυξάνεται σε κάθε συμπίεση χωρίς απώλεια ενέργειας και τα σωμάτια γίνονται
πιο κινητικά, είναι λογικό να υποψιάζεται κανείς πως το σύστημα γίνεται πιο ευσταθές κατά
τη συμπίεση. ΄Ετσι, που στο όριο R → 0 το σύστημα ειναι ευσταθές και η πίεση τείνει στο
άπειρο. Σε αντίθεση με την κανονική συλλογή, όποια αστάθεια θα πρέπει να αναζητηθεί
για μεγάλες ακτίνες.
Ας σημειώσουμε ακόμη ότι για θετική ολική ενέργεια E = K + U , η θερμική ενέργεια
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Σχήμα 1.1: Η πίεση στο άκρο της σφαίρας P = p(R) για διάφορες ακτίνες R, δηλαδή για διάφορα σημεία
ισορροπίας. Στην αριστερή εικόνα είναι η πίεση P για σταθερά N , T , δηλαδή στην κανονική συλλογή
και στη δεξιά εικόνα για σταθερά N , E, δηλαδή στη μικροκανονική συλλογή και για E < 0. Στο σχήμα
(α) το σημείο A αντιστοιχεί στο R → ∞, ενώ στο σχήμα (β) το σημείο A αντιστοιχεί στο R → 0. Και
στα δύο σχήματα ο κλάδος ABC είναι σταθερός, ενώ η αστάθεια εγκαθίσταται στο σημείο C. Τα σημεία
ισορροπίας από το σημείο C στο focus point F της σπείρας είναι ασταθή. Δεν υπάρχουν σημεία ισορροπίας
πέρα από την κάθετο που διέρχεται από το C.

K κυριαρχεί και συνεπώς δε περιμένει κανείς να βρει κάποια αστάθεια. Η ενδιαφέρουσα
περίπτωση ειναι οι αρνητικές ενέργειες E < 0, που είναι ούτως ή αλλιώς η περίπτωση της
μεγάλης πλειοψηφίας των αστροφυσικών συστημάτων, λόγω του θεωρήματος virial.
Στη μελέτη της μικροκανονικής συλλογής χρησιμοποιούμε την εντροπία Boltzmann ό-

πως δίνεται από την εξίσωση (1.5). Η σειρά των σημείων ισορροπίας διάφορων R μπορεί
να μελετηθεί μέσω της καταστατικής εξίσωσης

P ≡ T

[

∂S

∂V

]

N,E

=
T

4πR2

[

∂S

∂R

]

N,E

(1.12)

Υπολογίζοντας αυτή την παράγωγο της εντροπίας παίρνουμε ύστερα από λίγη άλγεβρα:

[

∂P

∂R

]

N,E

= −P

(

2− GM2/R
NkT

− E
NkT

)

8πR2P −GM2

R2

(

5
3
− 2

3
GM2/R
NkT

− 4
3

E
NkT

)

4πR3P −NkT
(1.13)

Σε αυτή τη μορφή είναι εύκολο να συγκριθεί με την εξίσωση (1.9). Παρατηρήστε πως
ξεκάθαρα τα σημεία απειρισμού είναι διαφορετικά έτσι, ώστε σίγουρα η συμπεριφορά στις
δύο συλλογές είναι διαφορετική. Το πόσο διαφορετική θα το δούμε σύντομα. Αφού τώρα
η θερμοκρασία T μεταβάλλεται, είναι επιθυμητό να εκφράσουμε την παράγωγο της πίεσης
μόνο ως προς E, N(⇔ M), R και όχι την T . Αυτό μπορεί να επιτευχθεί αντικαθιστώντας
τη θερμοκρασία για την ενέργεια από την εξίσωση virial (1.6) παίρνοντας:

[

∂P

∂R

]

N,E

= −2

3
P
64π2R5P 2 − (10E + 4GM2

R
)4πR2P + EGM2

R2

32π2R6P 2 − (7
3
E + GM2

R
)8πR3P − 4

3
E2

(1.14)
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Για R αρκετά μικρή και αρνητική ενέργεια, είναι
[

∂P
∂R

]

N,E
< 0 και συνεπώς η ισορροπία είναι

ευσταθής. Καθώς η ακτίνα R αυξάνεται, η πίεση στο άκρο μειώνεται εώς την ελάχιστη
τιμή

PB =
GM2

32πRB
4







10
ERB

GM2
+ 4 +

√

(

10
ERB

GM2
+ 4

)2

− 16
ERB

GM2







που αντιστοιχεί στο σημείο B του Σχήματος 1.1(βʹ). Πέρα από αυτό το σημείο,
[

∂P
∂R

]

N,E
>

0 και η πίεση στο άκρο αυξάνεται καθώς η σφαίρα βαθμιαία διαστέλεται, εώς το οριακό
σημείο C

PC =
GM2

4πRC
4







7

3

ERC

GM2
+ 1 +

√

(

7

3

ERC

GM2
+ 1

)2

+
8

3

(

ERC

GM2

)2







(1.15)

όπου
[

∂P

∂R

]

N,E

R=RC−→ ∞ (1.16)

Κατά μήκος του κλάδου BC η πίεση στην εξωτερική επιφάνεια αυξάνεται στη διαστολή,
όχι όμως η πίεση στα εσωτερικά κελιά. Μία ‘αποσύνδεση’ των εσωτερικών περιοχών από
τις εξωτερικές επιφάνειες λαμβάνει χώρα. Θερμική ενέργεια άπορροφάται από τις εσωτε-
ρικές περιοχές και μεταφέρεται στην εξωτερική επιφάνεια. Εξαιτίας αυτού οι εσωτερικές
περιοχές βαθμιαία αποσταθεροποιούνται και ένας πυρήνας σχηματίζεται. Στο οριακό σημείο
C μια αστάθεια εμφανίζεται, καθώς η οσοδήποτε μικρή αύξηση του όγκου προκαλεί τερά-
στια αύξηση στην πίεση της εξωτερικής επιφάνειας απορροφώντας την περισσότερη από τη
διαθέσιμη ενέργεια, αφήνοντας την εσωτερική περιοχή κυριαρχούμενη από την βαρύτητα
να καταρρέει. Αυτή η αστάθεια οδηγεί σε μια δομή πυρήνας - άλως (core-halo structure).
Επιβεβαιώσαμε αριθμητικά ότι η αστάθεια εμφανίζεται στο σημείο C, καθώς υπολογίσαμε
αριθμητικά ότι στο σημείο αυτό η εντροπία σταματάει να είναι τοπικό μέγιστο και γίνε-
ται σαγματικό σημείο. Συνεπώς, η αστάθεια αυτή ταυτοποιείται με την Θερμοβαρυτική
Καταστροφή [9, 10] (Gravothermal Catastrophe) και ουσιαστικά μόλις παρουσιάσαμε μια
φυσική εξήγηση για τη δημιουργία της δομής πυρήνα - άλω. Αυτός ο φυσικός μηχανισμός
που περιγράφουμε μπορει να έχει εφαρμογή στο τελευταίο στάδιο ενός ερυθρού γίγαντα
όταν πετάει τα εξωτερικά στρώματα και ένας πυκνός πυρήνας, ο οποίος καταρρέει, απομένει.
Ας κάνουμε μια ανασκόπηση στο φαινόμενο της Θερμοβαρυτικής Καταστροφής ή όπως

αλλιώς ονομάζεται αστάθεια Antonov [9]. ΄Ο,τι έχουμε περιγράψει μέχρι τώρα, βασιζόμε-
νοι στην πίεση, είναι κυρίως οι δυναμικοί μηχανισμοί που οδηγούν σε βαρυτική αστάθεια.
΄Εχουμε αναφέρει αρκετές φορές όμως, πως σε κάθε περίπτωση (κανονική ή μικροκανονική
συλλογή) αυτή ειναι ασταθεία θερμοδυναμικής φύσεως. Συνεπώς, θα αναφερόμαστε σε
οποιαδήποτε βαρυτική αστάθεια θερμοδυναμικής προέλευσης ως θερμοβαρυτική αστάθεια.
Ο πρώτος που σκέφτηκε να διερευνήσει αν το ακρότατο της εντροπίας, που προσδιορίζει
την κατάσταση ισορροπίας (1.2) στα βαρυτικά συστήματα, είναι ένα πραγματικό μέγιστο
ήταν ο Antonov το 1962 [9].
Το σύστημα υπό μελέτη στην αρχική διατύπωση του Antonov [9, 10, 11] είναι το σύστη-

μα που εισαγάγαμε στη μικροκανονική συλλογή, δηλαδή ένα βαρυτικό αέριο στο Νευτώνειο
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όριο μέσα σε ένα σφαιρικό κελί με αδιαβατικά και τέλεια ελαστικά τοιχώματα με σταθε-
ρή ενέργεια και αριθμό σωματιδίων (αστεριών). Η κατάσταση ισορροπίας αντιστοιχεί σε
μέγιστο της εντροπίας και ονομάζεται ‘ισόθερμη σφαίρα’. Ο Antonov απέδειξε πως για
ένα τέτοιο σύστημα στην κατάσταση ισορροπίας στην προσέγγιση μέσου πεδίου, την οποία
θα περιγράψουμε αναλυτικά στην επόμενη παράγραφο, δεν υπάρχει ολικό μέγιστο στην
εντροπία. Υπάρχουν, όμως, τοπικά μέγιστα για

ER

GM2
> −0.335 (1.17)

Αυτό σημαίνει πως για θετική ενέργεια E, υπάρχουν ισόθερμες σφαίρες για κάθε ακτίνα R,
αλλά για αρνητική ολική ενέργεια τοπικά μέγιστα της εντροπίας υπάρχουν μόνο για ακτίνες
μικρότερες από μια κρίσιμη τιμή

RA = 0.335
GM2

|E|
που ονομάζουμε ακτίνα Antonov. Για R > RA και σταθερή αρνητική ενέργεια δεν υπάρχουν
καταστάσεις ισορροπίας. Η ακτίνα RA είναι ακριβώς η κρίσιμη ακτίνα RC που αντιστοιχεί
στο σημείο C της εξίσωσης (1.15) και του Σχήματος 1.1(βʹ).
Για σταθερή αρνητική ενέργεια και για ακτίνες μικρότερες της ακτίνας Antonov R < RA,

οι καταστάσεις ισορροπίας μπορεί να είναι ευσταθείς (τοπικά μέγιστα εντροπίας) ή ασταθείς
(σαγματικα σημεία) ανάλογα με την τιμή του λόγου της πυκνότητας στο κέντρο ρ0 = ρ(0)
προς την πυκνότητα στο άκρο ρR = ρ(R) ή ισοδύναμα ανάλογα με τη θερμοκρασία. Υπάρχει
μία κρίσιμη τιμή (ρ0/ρR)cr = 709 στην οποία εμφανίζεται μια αστάθεια, δηλαδή καταστάσεις
ισορροπίας με

ρ0
ρR

> 709 ⇔ kT > 0.492
GM2

NR

είναι ασταθείς. Μία αξιοσημείωτη ιδιότητα της βαρύτητας είναι πως αυτή η αστάθεια στη
μικροκανονική συλλογή εμφανίζεται όταν η θερμοχωρητικότητα πηγαίνει από αρνητικές σε
θετικές τιμές και όχι αντίστροφα (μη-ισοδυναμία των συλλογών). Το σημείο αυτό αλλαγής
της ευστάθειας είναι το ίδιο με το σημείο ισορροπίας που αντιστοιχεί στη μέγιστη ακτίνα
RA, δηλαδή στο σημείο C του Σχήματος 1.1(βʹ).
Οι Lynden-Bell και Wood [10] εικάσανε πως στην περιοχή που δεν υπάρχουν κα-

ταστάσεις ισορροπίας το σύστημα υπερθερμαίνεται και καταρρέει. Η εικόνα αυτή της
Θερμοβαρυτικής Καταστροφής επιβεβαιώθηκε αργότερα από αριθμητικές προσομοιώσεις
[12, 13, 14, 15, 16, 17] και είναι γνωστή ως ‘core collapse’ [6] δηλαδή ‘κατάρρευση πυρήνα’,
η οποία παίζει κεντρικό ρόλο στην εξέλιξη των αστρικών σμηνών. ΄Οπως σημειώνουν οι
Vega και Sanchez [16] η κατάρρευση είναι μια μετάβαση φάσης μηδενικής τάξης, καθώς
η θερμοκρασία και η πίεση αυξάνουν ασυνεχώς κατά τη μετάβαση (η ελεύθερη ενέργεια
Gibbs γίνεται ασυνεχής). Η θερμοβαρυτική Καταστροφή μπορεί επίσης να οδηγήσει στο
σχηματισμό υπερμαζικών μαύρων οπών [18].
Η κανονική συλλογή του συστήματος μελετήθηκε κυρίως από τον Chavanis [19] από

τη θερμοδυναμική σκοπιά, ενώ για τη μελέτη του βαρυτικού αερίου από τη στατιστική μη-
χανική σκοπιά σε όλες τις συλλογές παραπέμπουμε τον αναγνώστη που ενδιαφέρεται στις
αναφορές [16, 17]. ΄Οπως εξηγούμε αναλυτικά στο Κεφάλαιο 2 βασιζόμενοι στην κλασσική
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ανασκόπηση του Padmanabhan [20], η κανονική συλλογή στη βαρύτητα είναι προβληματι-
κή στον ορισμό της. ΄Ομως από αυστηρά μαθηματική σκοπιά μπορεί να οριστεί με τη χρήση
της ελεύθερης ενέργειας και μπορεί να έχει ρεαλιστική φυσική εφαρμογή, όπως ήδη ση-
μειώσαμε και επίσης προτείνεται στις αναφορές [21, 22]. Στην αναφορά [21], το διαστρικό
μέσο μελετάται ως βαρυτικό αέριο σε θερμική ισορροπία με τη μικροκυματική ακτινοβολία
υποβάθρου. Αποδεικνύεται πως η βαρύτητα στην κανονική συλλογή μπορεί να εξηγήσει
την fractal του διαστρικού αερίου. Ο ίδιος μηχανισμός εφαρμόζεται στην αναφορά [22] για
να εξηγήσει την fractal δομή του Σύμπαντος, δηλαδή την κατανομή των γαλαξιών, υποθέ-
τωντας πως έχουν φτάσει σε ημι-ισορροπία (quasi-equilibrium). Ο Chavanis [19] μελέτησε
κλειστές ισόθερμες σφαίρες στην κανονική συλλογή και βρήκε ότι η αυτο-ομοιότητα (self-
similarity) που μελετήθηκε στις αναφορές [21, 22, 23] προέρχεται από τις δευτερογενείς
αστάθειες των ισόθερμων σφαιρών που οδηγούν σε τμηματική κατάρρευση (fragmanted
collapse), και σχετίζονται με την ακτίνα King του συστήματος. Σε αντίθεση, η ακτίνα
Jeans σχετίζεται με την ισόθερμη μη-τμηματική κατάρρευση.
Η τελευταία λαμβάνει χώρα στην περιοχή όπου δεν υπάρχουν καταστάσεις ισορροπίας,

δηλαδή για [10]
GMβ

R
> 2.52 (1.18)

όπου β = m̃/kT . Συνεπώς, η αστάθεια συμβαίνει για ακτίνες μικρότερες της κρίσιμης
τιμής

Rcr = 0.397
GM2

NkT

Η ακτίνα αυτή αναγνωρίζεται, όπως επιβεβαιώσαμε και αριθμητικά, με την ακτίνα RC που
αντιστοιχεί στο σημείο C της εξίσωσης (1.10) και του Σχήματος (1.1(αʹ)). Ισοδύναμα, η
συνθήκη (1.18) σημαίνει ότι αν ο όγκος θεωρηθεί σταθερός, το αέριο γίνεται ασταθές για
θερμοκρασίες

kT < 0.397
GM2

NR

Αυτό απλά σημαίνει ότι, αν για σταθερό όγκο, μειώσεις τη θερμοκρασία της δεξαμενής
θερμότητας, το σύστημα απο αποσταθεροποιείται σε κάποια χαμηλή θερμοκρασία, καθώς
θερμική ενέργεια βαθμιαία εκλύεται αφήνοντας τη βαρύτητα να κυριαρχήσει. Στην περιοχή
όπου υπάρχουν κασταστάσεις ισορροπίας, δηλαδή για GMβ/R < 2.52, η ευστάθειά τους
εξαρτάται από την «αντίθεση πυκνότητας» (density contrast) ρ0/ρR ή ισοδύναμα από την
ενέργεια του συστήματος. Η ισορροπία είναι ασταθής αν

ρ0
ρR

> 32.12 ⇔ E < −0.199
GM2

R

Αυτά τα ασθενή σημεία ισορροπίας σχετίζονται με την τμηματική κατάρρευση που αναφέ-
ραμε πρωτύτερα.
Το ήμισυ της εργασίας αυτής είναι αφιερωμένο στην διατύπωση της Θερμοβαρυτικής Κα-

ταστροφής (μικροκανονική συλλογή) και της ισόθερμης κατάρρευσης (κανονική συλλογή)
υπό την παρουσία κοσμολογικής σταθεράς [24, 25, 26]. Το αυξανόμενο ενδιαφέρον στον
χώρο Anti-de Sitter (αρνητική κοσμολογική σταθερά), λόγω της AdS/CFT αντιστοίχι-
σης [27], από τη μία πλευρά και η παρατηρούμενη επιταχυνόμενη διαστολή του Σύμπαντος
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[28, 29] από την άλλη (θετική κοσμολογική σταθερά) δικαιολογούν μια ανάλυση σταθε-
ρότητας των βαρυτικών συστημάτων παρουσία κοσμολογικής σταθεράς. Επιπλέον, στα
περισσότερα σύγχρονα κοσμολογικά μοντέλα, ένας όρος κοσμολογικής σταθεράς, συνο-
δεύει με τον έναν ή άλλο τροπο την εξέλιξη του Σύμπαντος από την αρχή του μέχρι το
παρόν. Στα κοσμολογικά μοντέλα με ‘φθίνουσα ενέργεια κενού’ (decaying vacuum energy)
[30, 31, 32] η κοσμολογική ‘σταθερά’ δεν είναι σταθερή στο χρόνο (παρά μόνον στο χώρο)
και μειώνεται, έτσι που η επίδρασή της θα μπορούσε να είναι σημαντική ακόμα και για αστρι-
κά αντικείμενα στο μακρινό παρελθόν [33]. Θα θέλαμε να κατανοήσουμε την επίδραση μιας
οποιαδήποτε τιμής κοσμολογικής σταθεράς στην ευστάθεια των βερυτικών συστημάτων.
Είναι φυσικό να αρχίσει κανείς με το απλούστερο δυνατό σύστημα, δηλαδή ένα σφαιρικά
συμμετρικό, κλειστό, στατικό, Νευτώνειο σύστημα.
Για διευκόλυνση, σε όλη την εργασία αυτή, τόσο στη Νευτώνεια βαρύτητα όσο και στη

Γενική Σχετικότητα, θα ονομάζουμε την περίπτωση μιας θετικής κοσμολογικής σταθεράς
‘περίπτωση dS’ (από τον de Sitter) ή απλά dS ενώ την περίπτωση αρνητικής κοσμολογι-
κής σταθεράς ‘περίπτωση AdS’ (από τον anti-de Sitterχώρο) ή απλά AdS. Στο Νευτώνειο
όριο, η κοσμολογική σταθερά δρά ως μια αρμονική δύναμη, που είναι απωστική στην πε-
ρίπτωση dS και ελκτική στον AdS. Στην τελευταία περίπτωση είναι σαν κάθε σωμάτιο να
είναι δεμένο στη μία άκρη με όμοιο ελατήριο ελαστικής σταθεράς |Λ|c2/3 με το δεύτερο
άκρο όλων των ελατηρίων να είναι δεμένο στην αρχή του συστήματος συντεταγμάνων.
Στην περίπτωση dS η εικόνα είναι η ίδια εκτός από το γεγονός ότι τα ‘ελατήρια’ δρουν
με κάποιο τρόπο απωστικά. Στην ‘επίπεδη’ (μηδενική κοσμολογική σταθερά) και την AdS
περιπτώσεις όλες οι καταστάσεις ισορροπίας έχουν φθίνουσα πυκνότητα ρ(r) με τη μέγιστη
πυκνότητα ρ(0) στο κέντρο και την ελάχιστη πυκνότητα ρ(R) στο άκρο. Στον dS , όμως,
εκτός από τη σειρά σημείων ισορροπίας με φθίνουσα πυκνότητα, υπάρχουν πολλές άλλες
σειρές. Μία με μονοτονικά αύξουσα πυκνότητα, μία με ομογενή πυκνότητα, που είναι το
Νευτώνειο ανάλογο του στατικού συμπαντος του Einstein, υπάρχουν σειρές με ρ0 > ρR
και ένα ή περισσότερα αραιώματα ανάμεσα και σειρές με ρ0 < ρR και ένα ή περισσότερα
πυκνώματα ανάμεσα. Ο λόγος για την ποικιλία αυτή των λύσεων είναι ο ανταγωνιστικός
χαρακτήρας των αλληλεπιδράσεων, η ελκτική Νευτώνεια βαρύτητα και η απωστική σκοτεινή
ενέργεια (θετική κοσμολογική σταθερά). Και στις δύο συλλογές οι λύσεις με μονοτονικά
αύξουσα πυκνότητα βρίσκουμε να είναι ευσταθείς. Σε αυτές τις λύσεις η σκοτεινή ενέρ-
γεια υπερισχύει της ελκτική σβαρύτητας. Οι λύσεις με ομογενή πυκνότητα δεν είναι όλες
σταθερές. Και στις δύο συλλογές, βρίσκουμε μια αστάθεια που εγκαθίσταται στην κρίσιμη
θερμοκρασία

kTC =
GM2

6.72NR

Οι καταστάσεις ισορροπίας με T < TC είναι ασταθείς. Βλέπουμε πως οι καταστάσεις
με ομογενή πυκνότητα παραβιάζουν τον κανόνα της μη-ισοδυναμίας των συλλογών. Αυ-

τό συμβαίνει, διότι η ακτίνα των ομογενών καταστάσεων ισορροπίας RH = (3M/8πρΛ)
1

3

είναι ανεξάρτητη τόσο της ενέργειας όσο και της θερμοκρασίας και επιπλέον διότι προσο-
μοιάζουν τις καταστάσεις ισορροπίας της συνήθους θερμοδυναμικής λόγω της ομογενούς
πυκνότητας.
΄Ενα από τα κύρια ενδιαφέροντά μας είναι να ανακαλύψουμε πώς η κρίσιμη ακτίνα (όπου

εγκαθίσταται μια αστάθεια) μεταβάλλεται με την κοσμολογική σταθερά Λ και στις δύο συλ-
λογές. Ας εστιάσουμε προς στιγμήν στην μικροκανονική συλλογή όπου βρίσκουμε ότι η
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ακτίνα Antonov αυξάνεται με την αύξηση της κοσμολογικής σταθεράς. Το σύστημα τεινει
να είναι πιο σταθερό, καθώς μια ακόμα δύναμη, πέραν της θερμικής πίεσης, που μπορεί να
εξισορροπήσει τη βαρύτητα προστίθεται. Ακόμα και για αρνητική κοσμολογική σταθερά,
μια αύξηση αυτής, μειώνει την ελκτική της δράση. Μία θετική κοσμολογική σταθερά (dS)
τείνει να σταθεροποιεί το σύστημα, ενώ μια αρνητική κοσμολογική σταθερά (AdS) τείνει να
το αποσταθεροποιεί. Στον dS, πέραν της κρίσιμης ακτίνας Antonov βρίσκουμε μια δεύτερη
κρίσιμη ακτίνα, ας την πούμε κοσμολογική ακτίνα Rcos. Πέραν αυτής, δηλαδή για μεγαλύ-
τερες ακτίνες, ευσταθείς καταστάσεις υπάρχουν ξανά. Άρα, στη μικροκανονική συλλογή
δεν υπάρχουν καθόλου καταστάσεις ισορροπίας για RA < R < Rcos. Φανταστείτε για μια
στιγμή, ένα σφαιρικό ρευστό με σταθερή αρνητική ενέργεια, το οποίο βαθμιαία διαστέλεται
από έναν αρχικά πολύ μικρό όγκο. Αρχικά, η σφαίρα είναι σε μια αέρια, ευσταθή, φάση.
΄Οταν η ακτινα περάσει την ακτίνα RA μεταβαίνει σε ασταθή, καταρρέουσα φάση. Καθώς
η ακτίνα μεγαλώνει περαιτέρω, η κοσμολογική δύναμη γίνεται μεγαλύτερη στα εξωτερικά
μέρη. ΄Οταν η σφαίρα φθάνει τη δεύτερη κρίσιμη ακτίνα Rcos οι καταστάσεις ισορροπίας
αποκαθίστανται και το σύστημα περνάειστην αέρια φάση ξανά. Αυτή η συμπεριφορά είναι
όμοια με μια μετάβαση φάσης επανεισόδου όπως αυτές που παρατηρούνται σε στατιστικά
συστήματα με ανταγωνιστικές αλληλεπιδράσεις μεγάλης εμβέλειας [34, 35, 36, 37].
Στην κανονική συλλογή, η κρίσιμη ακτίνα RC , στην οποία εγκαθίσταται μια αστάθεια

μειώνεται με αυξανόμενη κοσμολογική σταθερά. Καθώς σε αυτή την περίπτωση δεν υ-
πάρχουν καταστάσεις ισορροπίας για R < RC καταλαβαίνουμε ξανά ότι ο dS τείνει να
σταθεροποιεί το σύστημα, ενώ ο AdS να το αποσταθεροποιεί. Στο ίδιο συμπέρασμα κατα-
λήγουμε αν εξετάσουμε την κρίσιμη θερμοκρασία T1 στην οποία εγκαθίσταται μια αστάθεια.
Καταστάσεις ισορροπίας υπάρχουν μόνο για T > T1 και η T1 μειώνεται με αυξανόμενη κο-
σμολογική σταθερά. Επιπλέον, στην τιμή ρΛ = ρ̄/4, όπου ρΛ = Λc2/8πG και ρ̄ είναι η
μέση πυκνότητα του συστήματος, εμφανίζεται μια δεύτερη κρίσιμη θερμοκρασία T2. Για
T < T2 οι καταστάσεις ισορροπίας αποκαθίστανται. Αυτή είναι ξανά μια τυπική μετάβαση
φάσης επανεισόδου. Καθώς η κοσμολογική σταθερά αυξάνεται, πέρα από τις καταστάσεις
ισορροπίας που βασίζονται στη θερμική ενέργεια για την εξισορρόπιση της βαρύτητας, εμ-
φανίζονται καταστάσεις ισορροπίας που βασίζονται στην κοσμολογική σταθερά. Η οριακή
κατάσταση ισορροπίας που αντιστοιχεί στην ρΛ = ρ̄/4 έχει T = 0, δηλαδή είναι μια στατική
κατάσταση ισορροπίας με την δυναμική και όχι την υδροδυναμική έννοια. ΄Ολη η μάζα είναι
συγκεντρωμένη στην επιφάνεια της σφαίρας, όπου η δύναμη της σκοτεινής ενέργειας ισού-
ται ακριβώς με την αντίθετη βαρυτική δύναμη και κάθε σωμάτιο μένει ακίνητο. Αυξάνοντας
περαιτέρω το Λ επιτρέπει την εμφάνιση όλο και περισσότερων καταστάσεων ισορροπίας με
εσωτερικές κινήσεις T 6= 0 που λαμβάνουν χώρα στις εσωτερικές περιοχές r < R.
Και στις δύο συλλογές, η κρίσημη αντίθεση πυκνότητας (ρ0/ρR)cr μειώνεται με αύξουσα

κοσμολογική σταθερά. Αυτό απλά συμβαίνει διότι μια μεγαλύτερη κοσμολογική σταθερά
οδηγεί σε καταστάσεις ισορροπίας με μεγαλύτερη πυκνότητα στο άκρο, καθώς η κοσμολο-
γική δύναμη αυξάνει με την απόσταση από το κέντρο της σφαίρας.
Ενώ το πρώτο μισό της εργασίας αυτής αφορά στις θερμοβαρυτικές αστάθειες στη

Νευτώνεια βαρύτητα, το άλλο μισό αφορά στη θερμοδυναμική βαρυτικών συστημάτων στη
Γενική Σχετικότητα και στη θερμοδυναμική ευστάθεια αυτών με ή χωρίς κοσμολογική
σταθερά [38]. Προκειμένου να γενικευθεί η συνήθης θερμοδυναμική στη Γενική Σχετικό-
τητα, οι νόμοι της θερμοδυναμικής πρέπει να εκφραστούν σε μια ‘τοπική’, διαφορική μορφή
[39, 40]. Θεωρείστε ένα στοιχείο ρευστού και έναν παρατηρητή που κινείται μαζί με το
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στοιχείο με χωρικές συντεταγμένες ~r, δηλαδή το ιδιοσύστημα αναφοράς (proper frame) ή
ισοδύναμα το αδρανειακό σύστημα. Η θερμοδυναμική κατάσταση του στοιχείου ρευστού
περιγράφεται από τις τοπικές θερμοδυναμικές μεταβλητές [40] s(~r), n(~r), µ(~r), ρ(~r), p(~r),
T (~r), όπου:
s: τοπική εντροπική πυκνότητα
n: τοπική πυκνότητα βαρυονικού αριθμού
µ: τοπικό χημικό δυναμικό των βαρυονίων
ρ: τοπική ενεργειακή πυκνότητα συμπεριλαμβανομένων όλων των μορφών ενέργειας
p: ισοτροπική πίεση του στοιχείου ρευστού στο rest frame
T : θερμοκρασία του στοιχείου ρευστού στο rest frame
και όλες οι πυκνότητες μετρώνται ως προς το proper τρισδιάστατο χωρικό στοιχείο όγκου
V . Καθώς το στοιχείο κινείται στο ρευστό, ο ολικός αριθμός βαρυονίων (με τα αντιβαρυό-
νια να έχουν αντίθετο πρόσημο) N διατηρείται

dN = 0

αν και τα ‘τοιχώματα’ του στοιχείου πιθανότατα αλλάζουν σχήμα. Στη συνήθη θερμοδυ-
ναμική, ο πρώτος νόμος

dE = δQ− δW

εκφράζει τη διατήρηση της ενέργειας και διαχωρίζει τους δύο πιθανούς τρόπους ανταλλαγής
ενέργειας, δηλαδή τη θερμότητα και το έργο. Η διατήρηση της ενέργειας ισχύει τουλάχιστον
τοπικά στη Γενική Σχετικότητα (για ένα τέλειο ρευστό) και εκφράζεται από την εξίσωση

∇νTµν = 0

όπου Tµν ειναι ο τανυστής ενέργειας - ορμής και∇µ η συναλλοίωτη παράγωγος. Συνεπώς, ο
πρώτος νόμος της θερμοδυναμικής σε τοπική μορφή μπορεί να διατυπωθεί στην Γενική Σχε-
τικότητα. Αναγνωρίζοντας την ποσότητα E = ρN/n ως την ενέργεια που περιέχεται στο
ιδιο-στοιχείο όγκου που περιέχει σταθερό αριθμό σωματίων, θέτωντας δQ = Td(sN/n)
για αντιστρεπτές καταστάσεις όπως θα εξηγήσουμε λίγο αργότερα και δW = pd(N/n), ο
πρώτος θερμοδυναμικός νόμος γράφεται στη Γενική Σχετικότητα:

d
(

ρN
n

)

= Td
(

sN
n

)

− pdN
n
⇒

− 1

n2
ρdn+

1

n
dρ = − 1

n2
Tsdn+

1

n
Tds− 1

n2
pdn

Tds = dρ− 1

n
(ρ+ p− Ts)dn

Συνεπώς, ο πρώτος νόμος της θερμοδυναμικής είναι απλά ο ακόλουθος

Tds = dρ− µdn (1.19)

όπου ονομάσαμε µ την ποσότητα

µ =
1

n
(ρ+ p− Ts) (1.20)

Η τελευταία εξίσωση ονομάζεται εξίσωση Euler [41] και µ είναι το χημικό δυναμικό.
Η εξίσωση δQ = TdS που χρησιμοποιήσαμε νωρίτερα, όπου S είναι η εντροπία του
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στοιχείου όγκου δικαιολογείται από την ισχύ του δεύτερου νόμου της θερμοδυναμικής στη
Γενική Σχετικότητα. Ο δεύτερος θερμοδυναμικός νόμος μπορεί να εκφραστεί ως

∆S ≥
∫

δQ

T

ή σε τοπική, διαφορική μορφή
d

dt
(sδV )δt ≥ δQ

T
(1.21)

όπου s είναι η εντροπική πυκνότητα, δV το ιδιο-στοιχείο όγκου που ανταλλάσει θερμότητα
δQ δε proper θερμοκρασία T . Αν ονομάσουμε nµ το διάνυσμα normal στο δV , τότε η
εντροπία του ρευστού γράφεται ως

S =

∫

suµnµdV

όπου uµ είναι η τετραταχύτητα. Για μια στατική κατάσταση ισορροπίας η τελευταια εξίσωση
γίνεται

S =

∫

s
√
−gd3~r

όπου g η ορίζουσα της μετρικής. Για αντιστρεπτές διαδικασίες, η ανισότητα (1.21) γίνεται
ισότητα έτσι, που

dS = δQ/T

Χρησιμοποιώντας αυτή τη διατύπωση της θερμοδυναμικής στην Γενική Σχετικότητα,
δείχνουμε ότι η εξίσωση που καθορίζει την υδροστατική ισορροπία για τέλεια σφαιρικά
ρευστά, που ονομάζεται εξίσωση Tolman-Oppenheimer-Volkov, μπορεί να συναχθεί από
το ακρότατο τόσο της εντροπίας όσο και της ελεύθερης ενέργειας, δηλαδή στη μικροκα-
νονική αλλά και την κανονική συλλογή. Πιο σημαντικό ακόμα είναι πως η θερμοδυναμική
ευστάθεια μελετάται υπολογίζοντας τη μεταβολή δεύτερης τάξης της εντροπίας και της
ελεύθερης ενέργειας. Βρίσκουμε πως η θερμοδυναμική ευστάθεια στη μικροκανονική συλ-
λογή είναι ισοδύναμη με την δυναμική ευστάθεια, δηλαδή την ευστάθεια που καθορίζεται
από διαταραχές σε πρώτη τάξη στις εξισώσεις Einstein. ΄Ενα παράξενο και μάλλον εν-
διαφέρον αποτέλεσμα βρίσκουμε μελετώντας το Νευτώνειο όριο. Συμπεραίνουμε πως η
σχετικιστική μικροκανονική συλλογή μετατρέπεται στην κανονική συλλογή στο Νευτώνειο
όριο! Αυτό το ζήτημα το συζητάμε στο Κεφάλαιο ;;.
Μελετάμε επίσης την επίδραση της κοσμολογικής σταθεράς στην ευστάθεια σφαιρικών

ρευστών στην περίπτωση της μικροκανονικής συλλογής για δύο συγκεκριμένες καταστατι-
κές εξισώσεις, που αντιστοιχούν στην ακτινοβολία και στην «δύσκαμπτη» (stiff) ύλη. ΄Ο-
πως και στη Νευτώνεια περίπτωση, φτάνουμε στο ίδιο βασικό συμπέρασμα ότι η περίπτωση
Λ < 0 τείνει να σταθεροποιήσει το σύστημα ενώ η περίπτωση Λ > 0 να το αποσταθεροποι-
ήσει. Σημειώνουμε επίσης, πως η κρίσιμη ακτίνα όπου εγκαθίσταται μια αστάθεια, χτυπά
τον κοσμολογικό ορίζοντα για κάποια τιμή της κοσμολογικής σταθεράς. Πέραν αυτού του
σημείου κάθε σφαίρα ειναι ευσταθής.
Ας περιγράψουμε σύντομα τα περιεχόμενα αυτής της εργασίας. Στο Κεφάλαιο 2 παρου-

σιάζονται τα σημεία κλειδιά, απαραίτητα για την κατανόηση του υπόλοιπου της εργασίας,
της στατιστικής μηχανικής βαρυτικού αερίου στη μικροκανονική και στην κανονική συλλο-
γή. Στο Κεφάλαιο 3 μελετούμε τη θερμοδυναμική του Νευτώνειου βαρυτικού αερίου στη
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μικροκανονική και την κανονική συλλογή και τόσο η Θερμοβαρυτική Καταστροφή όσο και
η ισοθερμική κατάρρευση διατυπώνοντι παρουσία κοσμολογικής σταθεράς. Τέλος, στο Κε-
φάλαιο 4 μελετάμε τη θερμοδυναμική τέλειων σφαιρικών ρευστών στη Γενική Σχετικότητα
με έμφαση στη μελέτη της θερμοδυναμικής ευστάθειας. Η επίδραση της κοσμολογικής
σταθεράς στη θερμοδυναμική ευστάθεια διερευνάται επίσης.
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Κεφάλαιο 2

Στατιστική Μηχανική βαρυτικού
αερίου

Γνωρίζουμε πως είναι αδύνατον να λυθεί αναλυτικά το σύστημα N -σωμάτων που αλλη-
λεπιδρούν μόνο με Νευτώνεια βαρύτητα για N ≥ 3. Ακόμα και με τη χρήση των πιο
εξελιγμένων σύγχρονων υπολογιστών και των πιο σύγχρονων τεχνικών αριθμητικής α-
νάλυσης [42], τα συστήματα N -σωμάτων με κρούσεις μπορούν να επιλυθούν αριθμητικά
στην καλύτερη περίπτωση για N ∼ 106, ενώ για τα συστήματα χωρίς κρούσεις η απόδοση
βελτιώνεται σε μέγιστο N ∼ 109. Για σύγκριση, σημειώνουμε πως ένα τυπικό σφαιρωτό
σμήνος περιέχει περίπου 105 αστέρια· ο Γαλαξίας έχει περίπου 1011 αστέρια, ενώ ένα τυ-
πικό διαστρικό μοριακό νέφος από το οποίο πρωτοαστέρια δημιουργούνται όταν υφίσταται
τμηματική (fragmented) κατάρρευση περιέχει περίπου 1047 σωματίδια. Εν τέλει, οι πε-
ρισσότερες μακροσκοπικές δομές στο Σύμπαν δημιουργούνται και καθορίζονται από την
αμοιβαία βαρυτική έλξη ενός τεράστιου πλήθους συστατικών μερών, με τη μεγαλύτερη και
πιο περίπλοκη τέτοια δομή να είναι το Σύμπαν το ίδιο.
Στη Φυσική, όταν ένα σύστημα ή μια δυναμική διεργασία περιλαμβάνει ένα πολύ μεγάλο

αριθμό σωμάτων, τότε χρησιμοποιούνται κατά κόρον στατιστικές τεχνικές. Το σύστημα
περιγράφεται από τη συλλογική συμπεριφορά, με τη χρήση μακροσκοπικών μεγεθών όπως
η πίεση, η μέση ενέργεια και η θερμοκρασία και όχι από την ξέχωρη συμπεριφορά των
συστατικών του. ΄Ομως, ένα βαρυτικό αέριο είναι ουσιωδώς διαφορετικό από τα συνήθη
στατιστικά συστήματα όπως τα (ηλεκτρικά) ουδέτερα αέρια. Ο κύριος λόγος για αυτή
τη διαφορά αλλά και πολλών περίεργων χαρακτηριστικών του βαρυτικού αερίου είναι ο μη
θωρακισμένος και μεγάλης εμβέλειας χαρακτήρας της βαρυτικής δύναμης. Ακόμα και στο
ιονισμένο πλάσμα, οι αλληλεπιδράσεις που λαμβάνουν χώρα είναι πρακτικά μικρής εμβέλειας
λόγω της θωράκισης Debye. ΄Ετσι, που στη συνήθη στατιστική μηχανική οι αλληλεπιδρά-
σεις θεωρούνται πως πραγματοποιούνται μόνο μεταξύ γειτονικών σωμάτων, ενώ από την
άλλη μεριά η βαρύτητα εισάγει μια αμοιβαία αλληλεπίδραση μεταξύ απομακρυσμένων περιο-
χών του αερίου. Κανείς θα πρέπει να αναθεωρήσει τη στατιστική μηχανική, καθώς πολλά
γνωστά αποτελέσματα όπως για παράδειγμα η ισοδυναμία των στατιστικών συλλογών, δεν
ισχύουν όταν η βαρυτική αλληλεπίδραση μεταξύ των σωματιδίων του αερίου ληφθούν υπ’ο-
ψιν.
Σε αυτό το κεφάλαιο Θα κάνουμε μία ανασκόπηση της βασικής στατιστικής μηχανικής

του βαρυτικού αερίου [20, 43, 16, 17]. ΄Εστω N σωματίδια που είναι περιορισμένα σε ένα
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σφαιρικό κελί όγκου V με αδιαβατικά και τέλεια ανακλαστικά τοιχώματα έτσι, ώστε η ολική
ενέργεια E του συστήματος να παραμένει σταθερή. Κάθε χρονική στιγμή, η κατάσταση
του συστήματος περιγράφεται από ένα σημείο στον 6N -διάστατο φασικό χώρο Γ . Καθώς
ο χρόνος κυλάει, το σύστημα περιγράφεται από μια τροχιά (q, p) = (q(t; q0, p0), p(t; q0, p0))
στο χώρο Γ δεδομένου ότι δίνονται κάποιες αρχικές συνθήκες (q0, p0). Για μεγάλο N είναι
πρακτικά αδύνατον να επιλυθούν και να γνωρίζουμε επακριβώς τις συναρτήσεις (q, p). Αντ΄
αυτού, το σύστημα περιγράφεται μέσω της πιθανότητας P (q, p, t) για το σύστημα να βρεθεί
σε ένα απειροστό στοιχείο όγκου φασικού χώρου γύρω από το σημείο (q, p) στο χρόνο t.
Εφόσον η ενέργεια διατηρείται το σύστημα θα είναι περιορισμένο σε έναν (6N−1)-διάστατο
υπόχωρο του φασικού χώρου, δηλαδή την ενεργειακή υπερ-επιφάνεια:

H(p, q) = E

όπου

H(p, q) =

N
∑

i=1

p2i
2m

+ U(q)

Γίνονται οι δύο ακόλουθες λογικές υποθέσεις που σχετίζονται με την συμπεριφορά για
μεγάλους χρόνους t → ∞: (α) πιθανότητα P είναι χρονανεξάρτητη P = P (p, q) (β) η
πιθανότητα να βρεθεί το σύστημα σε κάποια περιοχή δεδομένου όγκου στην ισοενεργειακή
επιφάνεια είναι η ίδια για οποιαδήποτε περιοχή ίδιου όγκου στην επιφάνεια, δηλαδή η P (q, p)
είναι σταθερή στην ισοενεργιακή επιφάνεια και μηδέν οπουδήποτε αλλού.
Για αυτό το σύστημα με σταθερή ενέργεια και όγκο, η μικροκανονική συλλογή, ορίζεται

από την πυκνότητα καταστάσεων

g(E) =
1

N !

∫

δ(E −H(p, q))d3Nqd3Np (2.1)

Η μέση τιμή οποιασδήποτε φυσικής ποσότητας που ορίζεται ως μια συνάρτηση F (p, q) στο
φασικό χώρο μπορεί να υπολογιστεί ως

< F >=
1

N !g(E)

∫

F (p, q)δ(E −H(p, q))d3Nqd3Np

Η πυκνότητα καταστάσεων (2.1) αποκλίνει αν η ολοκλήρωση γίνει στο άπειρο, τόσο για
ένα ιδανικό όσο και για ένα βαρυτικό αέριο. Για το λόγο αυτό, το αέριο θα πρέπει να είναι
περιορισμένο σε κάποιο κουτί. Φυσικά, αυτό μπορεί να δικαιολογηθεί για ένα βαρυτικό
αέριο μόνο αν η απώλεια σωματιδίων από το σύστημα είναι πολύ μικρή. Η εντροπία του
συστήματος ορίζεται ως

S(E) = k log g(E) (2.2)

ενώ η συνάρτηση επιμερισμού ορίζεται ως

Z(β) =

∫ +∞

−∞
dE g(E)e−βE =

1

N !

∫

d3Npd3Nq e−βH(p,q) (2.3)

΄Οταν οι εσωτερικές δυνάμεις είναι μεγάλης εμβέλειας, η εντροπία και η ενέργεια δεν είναι
πια εκτατικές μεταβλητές. Το γεγονός αυτό κάνει την κανονική συλλογή προβληματική
στο να οριστεί από τη μικροκανονική συλλογή, όπως γίνεται στα συνήθη συστήματα όπου
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υπάρχουν μόνο δυνάμεις μικρής εμβέλειας. Κάποιος μπορεί να το καταλάβει αυτό διαισθη-
τικά, καθώς δεν είναι πια δυνατόν να απομονωθεί ένα μικρό μόνο μέρος ενός μεγαλύτερου
συστήματος σταθερής ενέργειας και να θεωρηθεί πως το υποσύστημα αλληλεπιδρά με το
υπόλοιπο σύστημα, το οποίο θεωρείται μια δεξαμενή θερμότητας, μόνο στην επιφάνεια. ΄Ο-
λος ο όγκος του υποσυστήματος αλληλεπιδρά με τη δεξαμενή θερμότητας. Ας εισέρθουμε
λίγο βαθύτερα σε αυτό ακολουθώντας τον Padmanabhan [20].
Θεωρείστε πως τα σωματίδια του αερίου αλληλεπιδρούν μέσω ενός ελκτικού δυναμικού

της μορφής −r−3−ǫ. ΄Εστω, μια σφαιρική περιοχή ακτίνας R γύρω από ένα σωματίδιο στην
αρχή των αξόνων, και υποθέστε πως σε αυτή τη μικρή περιοχή τα σωματίδια κατανέμονται
σχεδόν ομογενώς. Η δυναμική ενέργεια του σωματιδίου εξ΄ αιτίας της υπόλοιπης σφαίρας
είναι

U ∝
∫ R

0

4πr2drρr−3−ǫ ∝
∫ R

0

dr r−1−ǫ

Για ǫ > 0, η δυναμική ενέργεια είναι φθίνουσα συνάρτηση του r και η μεγαλύτερη συνει-
σφορά προέρχεται από σωματίδια σε μεγαλύτερες αποστάσεις. Συνεπώς, η ενέργεια δεν θα
είναι εκτατική μεταβλητή. Η περίπτωση αυτή αντιστοιχεί σε μια δύναμη μεγάλης εμβέλειας,
καθώς η δυναμική ενέργεια έχει συνεισφορές από απομακρυσμένα σωματίδια. Ξεκάθαρα,
στην περίπτωση δυνάμεων μικρής εμβέλειας η δυναμική ενέργεια μεταξύ των υποσυστημά-
των εξαρτάται από τη διαχωριστική επιφάνεια μεταξύ αυτών και συνεπώς είναι αμελητέα σε
σχέση με την εσωτερική ενέργεια του υποσυστήματος που αυξάνει με τον όγκο και όχι την
επιφάνεια. Αυτό δεν ισχύει στην περίπτωση των δυνάμεων μεγάλης εμβέλειας.
Ας θυμηθούμε για ένα σύστημα με δυνάμεις μικρής εμβέλειας πως η κανονική συλ-

λογή μπορεί να οριστεί από την μικροκανονική. ΄Ενα τέτοιο σύστημα με ολική ενέργεια
E μπορεί να χωριστεί σε δύο υποσυστήματα με ενέργειες E1 και E2 = E − E1. Η πι-
θανότητα για το υποσύστημα 1 να έχει ενέργεια E1 είναι ανάλογη στον φασικό όγκο:
P (E1) = Cg1(E1)g2(E − E1). Υποθέστε πως το υποσύστημα 1 είναι πολύ μικρό, δηλαδή
E1 ≪ E, έτσι ώστε το υποσύστημα 2 να μπορεί να θεωρηθεί ως μια δεξαμενή θερμότητας.
Αναπτύσοντας κατά Taylor S2(E2) = S2(E − E1) ως προς E1 έχουμε:

S2(E − E1) = S2(E)− E1
∂S2

∂E2

∣

∣

∣

∣

E2=E

= S2(E)− βE1

όπου β είναι η αντίστροφη θερμοκρασία της δεξαμενής θερμότητας. Στην ισορροπία β
είναι η αντίστροφη θερμοκρασία του συστήματος 1 επίσης. Είναι g2 = eS2/k, και άρα η
πιθανότητα για το σύστημα 1 να έχει ενέργεια E1 μπορεί να γραφεί:

P (E1) = Cg1(E1)e
−βE1

Κανονικοποιώντας το P να ισούται με μονάδα όταν ολοκληρωθεί για όλες τις ενέργειες, και
καταργώντας τον δείκτη 1, βρίσκουμε πως η πιθανότητα για ένα σύστημα στην κανονική
συλλογή να έχει ενέργεια E όταν είναι σε επαφή με τη δεξαμενή θερμότητας με αντίστροφη
θερμοκρασία β είναι:

P (E) =
g(E)e−βE

Z(β)
(2.4)

όπου Z(β) είναι η συνάρτηση επιμερισμού που ορίσαμε νωρίτερα. Κατ΄ αυτόν τον τρόπο
ορίζεται η κανονική συλλογή από τη μικροκανονική. Εμφανώς, η λογική αυτή βασίζεται
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στην εκτατικότητα της ενέργειας, έτσι που δε μπορεί να εφαρμοστεί για ένα βαρυτικό αέριο.
Μια άλλη παράξενη ιδιότητα του βαρυτικού αερίου είναι πως ευσταθείς καταστάσεις ι-

σορροπίας με αρνητική θερμοχωρητικότητα είναι δυνατόν να υπάρχουν στην μικροκανονική
συλλογή. Κατά συνέπεια η μικροκανονική συλλογή έχει διαφορετικές ιδιότητες ευστάθειας
από την κανονική. Ας δούμε πως είναι δυνατόν αυτό. Για να είναι ισοδύναμες οι δύο συλ-
λογές, μικροκανονική και κανονική, θα πρέπει η μέση ενέργεια Ē =< E > της κανονικής
συλλογής να είναι ίση με τη σταθερή τιμή της ενέργειας της μικροκανονικής και επιπλέον
οι διακυμάνσεις στην ενέργεια στην κανονική συλλογή να είναι αμελητέες.
Η πρώτη συνθήκη ικανοποιείται όταν η μέση ενέργεια είναι η πιο πιθανή ενέργεια της μι-

κροκανονικής συλλογής, δηλαδή υποθέτωντας πως η P (E) έχει πολύ στενή κορυφή στην
τιμή της μέσης ενέργειας. Το μέγιστο της P (E), που είναι η πιο πιθανή ενέργεια, ας
την πούμε Ē (σε συμφωνία με την υπόθεσή μας), καθορίζεται εύκολα από τη συνθήκη
(∂P/∂E)E=Ē = 0 που δίνει χρησιμοποιώντας την εξίσωση (2.4):

∂S

∂E

∣

∣

∣

∣

E=Ē

= β (2.5)

Αυτό σημαίνει πως η σταθερή ενέργεια της μικροκανονικής συλλογής ισούται με τη μέση
ενέργεια της κανονικής.
Ας εξετάσουμε πως η δεύτερη συνθήκη μπορεί να ικανοποιηθεί. Αναπτύσουμε το

logP (E) γύρω από τη μέγιστη τιμή:

log(ZP (E)) = log g(E)− βE = log g(Ē) +
∂ log g

∂E

∣

∣

∣

∣

E=Ē

(E − Ē)

+
1

2

∂2 log g

∂E2

∣

∣

∣

∣

E=Ē

(E − Ē)2 − βE

= S − βĒ +
1

2

∂β

∂Ē
(E − Ē)2

= −β(Ē − TS)− 1

2
β2C−1

V (E − Ē)2

όπου

CV =
∂Ē

∂T
= −β2∂Ē

∂β

έτσι που η πιθανότητα για το σύστημα να έχει ενέργεια E στην κανονική συλλογή είναι:

P (E) = eβ(Ē−TS)e−
1

2
β2C−1

V (E−Ē)2 +O((E − Ē)3) (2.6)

Συνεπώς, είναι μια Γκαουσιανή κεντραρισμένη στο Ē με τυπική απόκλιση

σ = β−1
√

CV (2.7)

Για συστήματα τα οποία αλληλεπιδρούν με δυνάμεις μικρής εμβέλειας, η μέση ενέργεια και
η θερμοχωρητικότητα μεγαλώνουν ως προς το N . Συνεπώς, η διακύμανση στην ενέργεια
∆E ∝

√
CV θα είναι ανάλογη στο

√
N . Η σχετική διακύμανση ∆E/E θα είναι ανάλογη

στο N−1/2. Το αποτέλεσμα αυτό, μαζί με την εξίσωση (2.5), αποδεικνύει την ισοδυναμία,
μέχρι όρους O(N−1/2), της μικροκανονικής και της κανονικής συλλογής για συστήματα με
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δυνάμεις μικρής εμβέλειας. Η εξίσωση (2.7) μπορει ακόμα να αποδειχθεί με έναν πιο ευθύ
τρόπο. Είναι

< E >= − 1

Z

∂Z

∂β
, < E2 >=

1

Z

∂2Z

∂β2

Συνεπάγεται πως

CV = −β2∂ < E >

∂β
= β2(< E2 > − < E >2)

Άρα, η CV που ορίζεται από την κανονική συλλογή είναι θετικά ορισμένη.
Η θερμοχωρητικότητα μπορεί να οριστεί και απέυθείας από τη μικροκανονική συλλογή.

Από την S(E), παίρνουμε τη συνάρτηση β(E) = ∂S/∂E και αντιστρέφοντάς την παίρνουμε
μια συνάρτηση E(β). Η θερμοχωρητικότητα ορίζεται τότε ως

Cmic.
V = −β2∂E

∂β

Αυτή είναι θετικά ορισμένη αρκεί οι δύο συλλογές να είναι ισοδύναμες. ΄Ομως, δεν είναι
βέβαιο πως αυτή η ποσότητα είναι πάντα θετική. Μπορεί να γίνει αρνητική αν σπάσει η
ισοδυναμία των συλλογών.
Αυτό μπορεί να συμβεί κοντά σε μια μετάβαση φάσης που περιλαμβάνει λανθάνουσα

θερμότητα. Για να είναι ισοδύναμες οι δύο συλλογές υποθέσαμε πως η πιθανότητα (2.4)
έχει πολύ στενή κορυφή στη μέση ενέργεια (ώστε η μέση και η πιο πιθανή ενέργεια να
είναι ίσες). Αυτή η υπόθεση καταρρέει όταν η CV (της κανονικής συλλογής) γίνεται πολύ
μεγάλη, όπως είναι εμφανές στην εξίσωση (2.6). Αυτή ακριβώς είναι η κατάσταση κοντά
σε μία μετάβαση φάσης με σταθερή θερμοκρασία και με λανθάνουσα θερμότητα. Συνεπώς
κοντά σε μια μετάβαση φάσης θα υπάρχουν μεγάλες διακυμάνσεις στην ενέργεια και οι
δύο συλλογές θα δίνουν διαφορετικά αποτελέσματα. Στην βαρύτητα, το θεώρημα virial
υποχρεώνει τη (βαρυτική) δυναμική ενέργεια να είναι της ίδιας τάξης μεγέθους με την κινη-
τική ενέργεια, όπως σε μια μετάβαση φάσης ενός συνήθους συστήματος. Πραγματικά, τα
βαρυτικά συστήματα είναι πολύ όμοια με τα συνήθη συστήματα (δυνάμεις μικρής εμβέλειας)
κοντά σε μια μετάβαση φάσης. Μπορεί μάλιστα να αποδειχθεί [20], συγκρίνοντας την E(β)
που παίρνουμε από την κανονική συλλογή, πως η περιοχή αρνητικής θερμοχωρητικότητας
στην μικροκανονική συλλογή αντικαθίσταται με μια μετάβαση φάσης στην κανονική συλ-
λογή. ΄Οπως θα δούμε στην περίπτωση των βαρυτικών συστημάτων υπάρχουν πραγματικά
ευσταθείς καταστάσεις ισορροπίας με αρνητική θερμοχωρητικότητα.
Εξ΄ αιτίας των προαναφερθέντων προβλημάτων να οριστεί η κανονική συλλογή για βα-

ρυτικά συστήματα, κανείς θα μπορούσε βεβιασμένα να υποθέσει πως μόνο η μικροκανονική
συλλογή είναι η κατάλληλη να χρησιμοποιηθει. ΄Ομως, αυστηρά μαθηματικά, η κανονική
συλλογή μπορεί να οριστεί από τον μαθηματικό ορισμό της συνάρτησης επιμερισμού. Αυτό
δεν είναι μόνο ένα μαθηματικό τέχνασμα, καθώς υπάρχουν ρεαλιστικά συστήματα στη φύση
που προσομοιάζουν την κανονική συλλογή. Μια σημαντική περίπτωση παρουσιάζεται στην
αναφορά [21], όπου το διαστρικό μέσο μελετάται ως ένα βαρυτικό αέριο σε ισορροπία με
την ακτινοβολία υποβάθρου. Επιπλέον, όπως θα δούμε σε αυτή τη δουλειά, η γνωστή μας
διάσημη αστάθεια Jeans είναι ουσιαστικά μια αστάθεια στην κανονική συλλογή.
Τέλος, μία άλλη σημαντική διαφορά μεταξύ των συνήθων και των βαρυτικών αερίων
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είναι η απουσία στα δεύτερα του θερμοδυναμικού ορίου. Το θερμοδυναμικό όριο αντι-
στοιχεί σε N → ∞ και V → ∞ ενώ μένει σταθερή η πυκνότητα N/V = const. Δηλαδή,
στην κατάσταση ισορροπίας ένα μη-βαρυτικό ρευστό είναι ομογενές. Αντίθετα, το σύνηθες
θερμοδυναμικό όριο δεν υπάρχει για ένα βαρυτικό αέριο. Στην κατάσταση ισορροπίας το
βαρυτικό αέριο είναι ανομοιογενές. Υπάρχει παρά όλα αυτά ένα ασυνήθιστο θερμοδυναμικό

όριο N → ∞, V → ∞ με τη γραμμική πυκνότητα να μένει σταθερή N/V 1

3 = const. όπως
τονίζεται από τους de Vega & Sanchez [16, 17] (δείτε επίσης τις αναφορές [44, 45, 46]).

2.1 Προσέγγιση μέσου πεδίου

Η εντροπία, όπως δίνεται από την εξίσωση (2.2), περιλαμβάνει μία ολοκλήρωση σε 6N
μεταβλητές. Αυτή η ολοκλήρωση μπορεί να αντικατασταθεί από μία σε μόνο 6 μεταβλητές,
προσεγγίζοντας όλες τις αλληλεπιδράσεις με μία ‘μέση αλληλεπίδραση’, ονόματι το μέσο
πεδίο, που θεωρείται πως δρα σε ένα σωματίδιο. Αυτή είναι φυσικά μία προσέγγιση, που
ονομάζεται η προσέγγιση μέσου πεδίου (mean field approximation) και αντιστοιχεί στο
μηδενισμό όλων των διακυμάνσεων σε ένα ανάπτυγμα της Χαμιλτονιανής γύρω από το
μέσο πεδίο. Καθώς πολλές αλληλεπιδράσεις αντικαθίσταται από μια ενεργό αλληλεπίδραση,
συνάγεται πώς η ακρίβεια της μεθόδου είναι ανάλογη στον αριθμο των αλληλεπιδράσεων
ανά σωματίδιο που λαμβάνουν χώρα. Πραγματικά, η προσέγγιση αυτή είναι κατάλληλη για
τη βαρύτητα, όπου περιλαμβάνεται ένας τεράστιος αριθμός (N − 1) αλληλεπιδράσεων ανά
σωματίδιο.
Ακόμα μια φορά θα ακολουθήσουμε το κλασικό άρθρο επισκόπησης του Padmanabhan

[20]. Η πυκνότητα καταστάσεων (2.1) δίνει μετά την ολοκλήρωση των ορμών:

g(E) =
1

N !

∫∫ N
∏

l=1

d3~xl
d3~pl
(2π)3

δ

(

E −
N
∑

l=1

~pl
2

2mp

− U

)

=
1

N !

1

(2π)3N
2π3N/2

Γ(3N
2
)

∫ N
∏

l=1

d3~xl

∫ ∞

0

dp p3N−1δ

(

E − p2

2mp
− U

)

=
(mp/2π)

3N
2

Γ(3N
2
)

1

N !

∫ N
∏

l=1

d3~xl (E − U)
3N
2

−1 (2.8)

όπου έχουμε ολοκληρώσει τις «γωνίες» στον 3N -διάστατο {~pl} χώρο
∫

dΩN =
2πN/2

Γ(N
2
)

και

U = −1

2

N
∑

a6=b

Gm2
p

|~xa − ~xb|
=

1

2
mp

N
∑

a6=b

ψ(~xa, ~xb) , ψ(~xa, ~xb) = −G mp

|~xa − ~xb|
(2.9)

Χωρίζουμε τον χωρικό όγκο V σε K κελιά ίδιου μεγέθους. ΄Εστω nk ο αριθμός σωματι-
δίων στο κελί k και n0 ο μέγιστος αριθμός σωματιδίων που μπορει να περιέχει κάθε κελί.
Υποθέτοντας πως υπάρχει ένα πεπερασμένο n0 είναι ισοδύναμο με την υπόθεση ενός στε-
ρεού πυρήνα για κάθε σωματίδιο. Αυτό το ελάχιστο μήκος αποκοπής απαραίτητο ώστε η
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εντροπία να μένει S πεπερασμένη και να μην αποκλίνει. ΄Ομως, στο τέλος θα υποθέσουμε
n0 → ∞, δηλαδή θα ασχοληθούμε μόνο με σημειακά σωματίδια, καθώς η μελέτη της επίδρα-
σης του μήκους αποκοπής είναι έξω από τους στόχους αυτής της εργασίας. Σημειώνουμε
μόνο πως ένα μήκος αποκοπής σχετίζεται κυρίως με την κατάσταση του αερίου αφού υπο-
στεί βαρυτική κατάρρευση. Στην πραγματικότητα, είναι υπεύθυνο για την εμφάνιση ενός
ολικού μέγιστου στην εντροπία, ενώ για σημειακά σωματίδια δεν υπάρχει ολικό μέγιστο,
καθώς το αέριο μπορεί να συμπυκνωθεί απεριόριστα. Αυτό το ολικό μέγιστο στην εντροπία
(υπό την παρουσία ενός μήκους αποκοπής) αντιστοιχεί σε μια πολύ πυκνή κατάσταση του
συστήματος. Δεν θα ασχοληθούμε με τέτοιες καταστάσεις σε αυτή την εργασία και θα
ενδιαφερθούμε μόνο για τα τοπικά μέγιστα της εντροπίας.
Κάθε κελί πρέπει να είναι αρκετά μικρό έτσι, ώστε το βαρυτικό πεδίο να είναι σχεδόν

σταθερό σε κάθε σημείο του κελιού και αρκετά μεγάλο ώστε να περιέχει πολλά σωματίδια.
Οι υποθέσεις αυτές αντιστοιχούν στις συνθήκες K ≪ N και 1 ≪ nk ≪ n0. Η προσέγγιση
του μέσου πεδίου είναι έγκυρη μόνο αν υπάρχει μία τέτοια ενδιάμεση κλίμακα. Αντικαθι-
στούμε την ολοκλήρωση στις συντεταγμένες (~x1, . . . , ~xN ) με ένα άθροισμα στον αριθμό
των σωματιδίων na στο κελί με κέντρο το ~xa (με a = 1, 2, . . . , K):

1

N !

∫ N
∏

l=1

d3~x 7→
∑

n1,...,nK

{

K
∏

k=1

1

nk!
δ(N −

K
∑

a=1

na)

(

V

K

)N
}

Συμβολίζοντας ψ(~xa, ~xb) = ψab και με τη χρήση της φόρμουλα Stirling logn! ≃ n logn−n,
η πυκνότητα καταστάσεων (αγνοώντας τον σταθερό παράγοντα) μπορεί να γραφεί ως:

g(E) =
∑

n1,...,nK







K
∏

k=1

1

nk!
δ(N −

K
∑

a=1

na)

(

V

K

)N
(

E − 1

2
mp

K
∑

a6=b

naψabnb

)

3N
2

−1






≃
∑

n1,...,nK

δ(N −
K
∑

a=1

na)e
S[na] (2.10)

όπου

S[na] =
3

2
N log

(

E − 1

2
mp

K
∑

a6=b

naψabnb

)

−
K
∑

a=1

na log(naK/V ) (2.11)

και έχουμε κάνει την προσέγγιση 3N/2 − 1 ≃ 3N/2. Οι καταστάσεις ισορροπίας δίνονται
από τη μεγιστοποίηση του S[na] με τον περιορισμό του σταθερού αριθμού σωματιδίων.

δS + cδN = 0
K
∑

a=1







−3

2
N

(

E − 1

2
mp

K
∑

i 6=j

niψijnj

)−1(

mp

K
∑

b=1

nbψab

)

− log(naK/V ) + c̃







δna = 0

(2.12)
Αντικαθιστώντας την αντίστροφη θερμοκρασία

β ≡ ∂S

∂E
=

3

2
N

(

E − 1

2
mp

K
∑

i 6=j

niψijnj

)−1

(2.13)
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και καθώς η μεταβολή (variation) στην εντροπία θα πρέπει να είναι μηδέν για όλα τα δna,
η εξίσωση (2.12) δίνει

β mp

K
∑

b=1

nbψab + log(naK/V ) = c̃ (2.14)

Επιστρέφοντας στο συνεχές όριο με τις αντικαταστάσεις:

naK/V 7→ ρ(~x) και
K
∑

b=1

nbmp 7→
∫

d3~xρ(~x)

η εξίσωση (2.14) δίνει

ρ(~x) = Ae−βφ(~x) , φ(~x) = −Gmp

∫

d3~y
ρ(y)

|~x− ~y| (2.15)

Οι συναρτήσεις φ(~x) και ρ(~x) που δίνονται στην εξίσωση (2.15) περιγράφουν την ισορροπία
στο όριο του μέσου πεδίου. Πρέπει να τονίσουμε ότι οι παραπάνω εκφράσεις, αν και σωστές,
έχουν συναχθεί μόνο από το ακρότατο και όχι από το μέγιστο της έκφρασης (2.10). ΄Ομως,
για να ισχύει το όριο μέσου πεδίου, θα πρέπει να χρησιμοποιηθεί το μέγιστο της (2.10)
διότι μόνο το μέγιστο κυριαρχεί πάνω σε όλους τους άλλους όρους της σειράς. Αυτό
σημαίνει ότι η προσέγγιση μέσου πεδίου είναι έγκυρη μόνο για ευσταθείς καταστάσεις
ισορροπίας (οι οποίες φυσικά μπορούν να υπολογιστούν ως το μέγιστο της εντροπίας).
Η προσέγγιση καταρρέει για ασταθείς καταστάσεις ισορροπίας. Πρεπεί λοιπόν κανείς να
υπολογίσει τη μεταβολή (variation) δεύτερης τάξης της εντροπίας για να καταλήξει στο
είδος της ισορροπίας και συνεπώς να εφαρμόσει όριο μέσου πεδίου.
Περιγράψαμε έναν αυστηρό τρόπο για να συναχθεί το όριο μέσου πεδίου με χρήση την

προσέγγιση σαγματικού σημείου. Μια μέση συνάρτηση κατανομής f(~x, ~p, t) στον φασικό
χώρο μπορεί να οριστεί από τη μέση πυκνότητα (2.15) μέσω της σχέσης:

ρ(~x, t) =

∫

f(~x, ~p, t)d3~p (2.16)

Αυτή εκφράζει την πιθανότητα για οποιοδήποτε σωματίδιο να βρίσκεται μέσα στο χωρικό
διάστημα (~x, ~x + d~x) και να έχει ορμή στο διάστημα (~p, ~p + d~p) το χρόνο t. Ισοδύναμα,
δίνει την ολική μάζα dm που περιέχεται στο κελί φασικού χώρου, ((~x, ~p), (~x+ d~x, ~p+ d~p))

dm = f(~x, ~p, t)d3~xd3~p

Η συνάρτηση αυτή μπορεί να ταυτοποιηθεί με την συνάρτηση κατανομής του ενός σωματιδί-
ου, που συνάγεται από την ολοκλήρωση των N −1 μεταβλητών από τη συνολική κατανομή
των N -σωμάτων

f(~x1, ~p1, t) =

∫ N
∏

i=2

d3~xid
3~pi fN(~x1, ~p1, ~x2, ~p2, . . . , ~xN , ~pN , t)

Συνεπώς στο όριο του μέσου πεδίου χρησιμοποιείται η εντροπία Boltzmann

S = −k
∫

f log fd3~xd3~p (2.17)
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αντί της εντροπίας Gibbs

SG = −k
∫

fN log fNd
3N~xd3N~p (2.18)

Στο Παράρτημα Βʹ δείχνουμε πως η εντροπία Boltzmann συνάγεται από την εντροπία Gibbs
στη συνήθη θερμοδυναμική, ακολουθώντας τον Katz [43]. Σχετικά με την εγκυρότητα της
χρήσης της εντροπίας Boltzmann στη θερμοδυναμική, ο αναγνώστης που ενδιαφέρεται
μπορεί να συμβουλευθεί την αναφορά [47], ενώ μια διαφωτιστική συζήτηση περί της εγκυ-
ρότητας της εντροπίας Boltzmann στα βαρυτικά συστήματα υπάρχει στην αναφορά [48].
Δύο συνθήκες θα πρέπει να ισχύουν· ότι η καταστατική εξίσωση του ιδανικού αερίου ισχύ-
ει τοπικά και ότι το σύστημα ειναι σε θερμοδυναμική ισορροπία. Σημειώστε πάντως πως
στο παρόν κείμενο οδηγηθήκαμε στην εντροπία Boltzmann μέσω της προσέγγισης μέσου
πεδίου [20, 43].
Μέσω της συνάρτησης κατανομής f , ένα μέσο βαρυτικό δυναμικό μπορεί να οριστεί ως

∇2φ(~x, t) = 4πG

∫

f(~x, ~υ, t)d3~υ

Η f ικανοποιεί την εξίσωση Boltzmann

∂f

∂t
+ ~υ · ∂f

∂~x
−∇φ · ∂f

∂~υ
= C(f)

όπου η συνάρτηση C(f) περιγράφει την επίδραση της διακριτότητας του συστήματος και
ονομάζεται όρος κρούσεων. Ο καθορισμός της μορφής της C(f) είναι απαραίτητος για τη
μελέτη της χαλάρωσης (relaxation) του συστήματος στην κατάσταση ισορροπίας, η οποία
βρίσκεται έξω από τους στόχους αυτής της εργασίας. Το αποτέλεσμα που χρειαζόμαστε
εδώ είναι πως για σταθερή ενέργεια και αριθμό σωματιδίων, η εντροπία Boltzmann

S = −k
∫

f log fd3~xd3~p

μπορεί μόνο να αυξηθεί [20]. ΄Ετσι, ώστε για να υπολογιστούν οι ευσταθείς καταστάσεις
ισορροπίας πρέπει να μεγιστοποιούν την εντροπία Boltzmann.
΄Οπως σημειώσαμε, αν και δεν θα ενδιαφερθούμε στην διαδικασία της χαλάρωσης στην

ισορροπία του βαρυτικού αερίου σε αυτή την εργασία, ας αναφέρουμε μόνο κάποια σημαντι-
κά, γνωστά αποτελέσματα για λόγους πληρότητας αυτού του εισαγωγικού Κεφαλαίου. Ο
όρος κρούσης C επηρεάζει την εξέλιξη με δύο τρόπους. Πρώτον, κάθε σωματίδιο αισθά-
νεται ακριβώς ένα δυναμικό που είναι διαφορετικό του ομαλού φ λόγω της διακριτότητας
του συστήματος. Καθώς ο χρόνος κυλάει το πραγματικό δυναμικό θα κυμαίνεται γύρω από
τη μέση τιμή. Η διακύμανση αυτή συνεισφέρει στο C και γίνεται αντιληπτή ως μια τυχαία
δύναμη που επάγει μια διάχυση στον χώρο των ταχυτήτων. Η διαδικασία αυτή συνήθως
ονομάζεται μαλακές κρούσεις. Δεύτερον, δύο σωματίδια μπορει όντως να συγκρουσθούν
μεταξύ τους με επακόλουθο μια δραστική αλλαγή στην ορμή τους. Η διαδικασία αυτή ο-
νομάζεται σκληρές κρούσεις. Στην περίπτωση των δυνάμεων μικρής εμβέλειας, οι μαλακές
κρούσεις είναι ασήμαντες και δε συνεισφέρουν σημαντικά στην χαλάρωση του συστήματος.
Αυτό συμβαίνει γιατί το ομαλό μέσο πεδίο μηδενίζεται για τέτοια συστήματα. Η χαλάρωση
στην ισορροπία συντελείται εξάιτίας των σκληρών κρούσεων. Αντίθετα, αποδεικνύεται πως
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για ένα βαρυτικό αέριο, οι μαλακές κρούσεις μπορούν να ισορροπήσουν το σύστημα σε χρο-
νική κλίμακα, μικρότερη 1/ logN από τις σκληρές κρούσεις. Συνεπώς, οι μαλακές κρούσεις
γίνονται ο κυρίαρχος κρουστικός παράγοντας εξισορρόπησης για βαρυτικά συστήματα. ΄Ο-
μως, ο αντίστοιχος χρόνος χαλάρωσης αποδεικνύεται πολύ μεγαλύτερος από την ηλικία του
σύμπαντος για τα περισσότερα αστροφυσικά συστήματα. Αντιθέτως, σύμφωνα με τις πα-
ρατηρήσεις τα περισσότερα αστροφυσικά συστήματα έχουν ήδη κατανομές ταχύτητες που
αντιστοιχούν στην ισορροπία. Άρα, κάποια άλλη διεργασία, εντελώς διαφορετική από τις
κρούσεις, θα πρέπει να είναι υπεύθυνη για την εξισορρόπηση των βαρυτικών συστημάτων,
σε αντίθεση με τα συνήθη συστήματα δυνάμεων μικρής εμβέλειας.
Ο μηχανισμός που είναι σήμερα γενικά αποδεκτός είχε προταθεί από τον Lynden-Bell

[49] το 1967 και ονομάζεται βίαιη χαλάρωση (violent relaxation). Σε αυτόν το μηχανισμό
θεωρούνται χρονικές κλίμακες πολύ μικρότερες από το χρόνο χαλάρωσης λόγω των μα-
λακών κρούσεων έτσι, ώστε να είναι C(f) ≃ 0. Υπάρχουν ξεχωριστές διαδικασίες που
συνεισφέρουν στη βίαιη χαλάρωση.
Η πρώτη σχετίζεται με τη μίξη στο φασικό χώρο. Το σχήμα μιας αρχικά συμπαγούς

περιοχής στον φασικό χώρο τείνει να παραμορφωθεί βίαια καθώς το σύστημα εξελίσσεται
στο χρόνο. Ο όγκος αυτής της περιοχής παραμένει σταθερός, σε συμφωνία με το θεώ-
ρημα Liouville, αλλά τα στοιχεία του φασικού χώρου κατανέμονται σε όλο και μικρότερες
κλίμακες. Αυτό συμβαίνει διότι στη Βαρύτητα, οι περίοδοι των τροχιών εξαρτώνται από το
μέγεθός τους. Κανείς πρέπει να χρησιμοποιεί ολοένα και μεγαλύτερη ανάλυση στο φασικό
χώρο. ΄Ομως, εν τέλει το σύστημα φθάνει σε μια στάσιμη κατάσταση σε κάποια προκαθο-
ρισμένη κλίμακα αν και σε μικρότερες κλίμακες το σύστημα συνεχίζει να εξελίσσεται στο
χρόνο. ΄Ετσι, ώστε όταν η κλίμακα στην οποία πραγματοποιούνται αλλαγές στην ακριβή
(λεγόμενη fine-grained) συνάρτηση κατανομής είναι μικρότερη από την προκαθορισμένη
κλίμακα για την οποία ορίζεται η αδρομερής (η λεγόμενη coarse-grained) συνάρτηση κατα-
νομής, τότε αυτή η συνάρτηση κατανομής σταματά να παρουσιάζει εξέλιξη στο χρόνο.
Η δεύτερη διαδικασία της βίαιης χαλάρωσης εμφανίζεται λόγω του χρονικά εξαρτώμε-

νου βαρυτικού δυναμικού. Η ενέργεια καθενός σωματιδίου δεν είναι σταθερή κατά την
εξέλιξη, διότι αυτό υπόκειται σε ένα χρονικά εξαρτώμενο βαρυτικό δυναμικό φ(~x, t). Ξεκά-
θαρα, η συνολική επίδραση θα είναι να διαπλατυνθεί το ενεργειακό εύρος των σωματιδίων.
Το γεγονός αυτό παρέχει μια διεργασία εξισορρόπησης όμοια με αυτή των κρούσεων στα
συνήθη αέρια. Υπάρχει, όμως, μία σημαντική ποιοτική διαφορά. Ενώ η συνήθης χαλά-
ρωση μέσω κρούσεων (collisional relaxation) οδηγεί στην ισοκατανομή της ενέργειας, η
χαλάρωση λόγω του χρονεξαρτώμενου βαρυτικού δυναμικού αλλάζει την ενέργεια καθενός
σωματιδίου ανεξάρτητα από τη μάζα του, έτσι ώστε δεν οδηγεί στην ισοκατανομή της ε-
νέργειας. Τονίζουμε πως οι δύο διαδικασίες που περιγράψαμε, δηλαδή η μίξη στο φασικό
χώρο και το χρονεξαρτώμενο δυναμικό, είναι εννοιολογικά διαφορετικές και ο ρόλος τους
στην εξισορρόπηση του συστήματος είναι διαφορετικός.

2.2 Το θεώρημα της γραμμικής σειράς σημείων ισορροπίας
του Poincaré

Προκειμένου να αποφανθεί κανείς περί της ευστάθειας μιας κατάστασης ισορροπίας, θα
πρέπει κανονικά να υπολογίσει τη μεταβολή δεύτερης τάξης της εντροπίας στη μικροκανο-
νική συλλογή ή της ελεύθερης ενέργειας στην κανονική συλλογή. Ο υπολογισμός αυτος
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οδηγεί σε μια εξίσωση ιδιοτιμών. Από το πρόσημο των ιδιοτιμών καθορίζεται το πρόσημο
της μεταβολής δεύτερης τάξης και συνεπώς η ευστάθεια. Υπάρχει, όμως, ένα κλασικό απο-
τέλεσμα του Poincaré [7] το οποίο επιτρέπει τη μελέτη της ευστάθειας χωρίς να χρειάζεται
η επίλυση ενός προβλήματος ιδιοτιμών. Βασίζεται στη γενική ιδέα της σειράς καταστάσεων
ισορροπίας (series of equilibria). Για παράδειγμα μια συνάρτηση β(E), όπου β είναι η αν-
τίστροφη θερμοκρασία που αντιστοιχεί σε μια κατάσταση ισορροπίας με ενέργεια E, είναι
μια σειρά καταστάσεων ισορροπίας. Αν για την ίδια ενέργεια υπάρχουν για παράδειγμα δύο
διαφορετικές θερμοκρασίες, τότε οι δύο καταστάσεις που αντιστοιχούν στις διαφορετικές
θερμοκρασίες ανήκουν σε διαφορετική σειρά καταστάσεων ισορροπίας. Το θεώρημα του
Poincaré’ λέει πως μια αλλαγή στην ευστάθεια μπορεί μόνο να πραγματοποιηθεί εκεί όπου
δύο σειρές έχουν μια κοινή κατάσταση (σημεία διακλάδωσης) ή όταν εισέρχονται η μία στην
άλλη (στάσιμα σημεία). Αυτό είναι ένα γενικό θεώρημα που αρχικά είχε εφαρμογή στη μη-
χανική και πολύ αργότερα στο βαρυτικό αέριο και την αστρονομία από τους Lynden-Bell
& Wood [10] . Οι μεταβλητές που χρησιμοποιούνται για τη δημιουργία της σειράς δεν
είναι κατ΄ ανάγκην συζυγείς. Ο Katz [8] επέκτεινε το θεώρημα έτσι που υπό πολύ γενικές
συνθήκες η ευστάθεια ή ο αριθμός των ασταθών τρόπων ταλάντωσης μπορεί να συναχθεί
από καθαρά θερμοδυναμική θεώρηση. Θα αναπτύξουμε στα ακόλουθα μια επανάληψη της
ανάλυσης του Poincaré και της επέκτασης του Katz , εστιάζοντας στη θερμοδυναμική.
΄Εστω xa κάποιες μεταβλητές μέσω των οποίων περιγράφεται το σύστημα. Αυτές μπορει

να είναι οι 6N συντεταγμένες και ορμές ή στο συνεχές όριο μέσου πεδιου, κάποια συνε-
χή μεταβλητή όπως η πυκνότητα ή οποιεσδήποτε άλλες ποσότητες που περιγράφουν το
σύστημα. Οι καταστάσεις ισορροπίας, που συμβολίζουμε Xa, είναι οι λύσεις

xa = Xa(E) (2.19)

της συνθήκης
∂S

∂xa

∣

∣

∣

∣

xa=Xa

= 0 (2.20)

δηλαδή αντιστοιχούν σε ακρότατα της εντροπίας. Μια κατάσταση είναι ευσταθής αν επι-
πλέον αυτό το ακρότατο είναι ένα μέγιστο

∂2S

∂xa∂xb

∣

∣

∣

∣

x=X

δxaδxb < 0 , για κάθε δx (2.21)

Η συνθήκη αυτή (2.21) οδηγεί σε ένα πρόβλημα ιδιοτιμών. ΄Εστω λa οι ιδιοτιμές του
(−∂abS) έτσι, ώστε αν για μια κατάσταση ισορροπίας λa > 0 ∀a, τότε η ισορροπία είναι
ευσταθής. Κοντά σε ένα ακρότατο, το ανάπτυγμα της S θα είναι της ακόλουθης μορφής

S = Se −
1

2

∑

a

λa(x
a −Xa(E))2 +O(3) (2.22)

Οι λύσεις (2.19) θα είναι στη γενική περίπτωση πολλαπλές, δηλαδή θα υπάρχουν διάφορες
σειρές καταστάσεων ισορροπίας για το ίδιο εύρος ενέργειας.
Κανείς μπορεί να ορίσει την συζυγή ποσότητα της E ως προς την εντροπία εκτός ι-

σορροπίας S αντί της εντροπίας στην ισορροπία Se. Αυτό θα αντιστοιχούσε σε κάποιου
είδους γενικευμένη αντίστροφη θερμοκρασία εκτός ισορροπίας β̃(E; xa). Αυτή μπορεί να
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υπολογιστεί από την παράγωγο της S που δίνεται στην (2.22) ως προς E:

β̃ ≡ ∂S

∂E
= β(E) +

∑

a

λa
dXa

dE
(xa −Xa(E)) +O(2) (2.23)

Υπολογίζουμε τις ακόλουθες παραγώγους στην ισορροπία:

∂β̃

∂xa

∣

∣

∣

∣

∣

e

= λa
∂Xa

∂E
,

∂β̃

∂E

∣

∣

∣

∣

∣

e

=
∂β

∂E
−
∑

a

λa

(

∂Xa

∂E

)2

Αντικαθιστώντας την παράγωγο ∂Xa/∂E στη δεύτερη εξίσωση, που υπολογίζουμε από
την πρώτη, έχουμε:

∂β

∂E
=

∂β̃

∂E

∣

∣

∣

∣

∣

e

+
∑

a

(

∂β̃/∂xa
)2

e

λa
(2.24)

Υποθέστε πως το φάσμα των ιδιοτιμών είναι μη-εκφυλισμένο: λ1 < λ2 < λ3 · · · . Θεωρείστε
μια σειρά β(E) από ευσταθείς καταστάσεις, δηλαδή λ1 > 0. Καθώς πλησιάζουμε το σημείο
αλλαγής ευστάθειας, λ1 → 0, και συνεπώς από την εξίσωση (2.24) παίρνουμε

∂β

∂E
≃

(

∂β̃/∂x1
)2

e

λ1
→ ∞ για λ1 → 0 (2.25)

Άρα, δύο γραμικές σειρές εισέρχονται η μία στην άλλη εκεί όπου υπάρχει κάθετη εφαπτό-
μενη στο β(E). Αυτό είναι αναγκαστικά ένα σημείο αλλαγής ευστάθειας. Τονίζουμε πως
αντί των β, E, θα μπορούσαν να είναι οποιεσδήποτε (συζυγείς) μεταβλητές, για παράδειγ-
μα οι P , V όπως είδαμε στην Εισαγωγή (εξισώσεις (1.11), (1.16)). Επιπλέον, από την
εξίσωση (2.25) είναι εμφανές πως, κοντά σε ένα σημείο αλλαγής, το πρόσημο της κλίσης
του β(E) είναι το ίδιο με το πρόσημο της πρώτης ιδιοτιμής. Συνεπώς, ο ευσταθής κλάδος
είναι εκείνος με θετική κλίση κοντά στο σημείο αλλαγής. Υπάρχει η πιθανότητα στο ίδιο
σύστημα να υπάρχουν περισσότερα από ένα σημεία αλλαγής ισορροπίας. Σε αυτή την πε-
ρίπτωση, κοντά στο δεύτερο σημείο αλλαγής θα είναι λ2 → 0, στο τρίτο σημείο αλλαγής
λ3 → 0 και ούτω καθ΄ εξής. Σε κάθε σημείο αλλαγής, η αντίστοιχη ιδιοτιμή κυριαρχεί
στην ποσότητα ∂β/∂E ακριβώς όπως πριν, και η κλίση κοντά στο σημείο αλλαγής καθο-
ρίζει τον πιο ευσταθή κλάδο (θετική κλίση). Για παράδειγμα, στο Σχήμα 2.1 ο κλάδος
AB είναι ευσταθής και B είναι το πρώτο σημείο αλλαγής ευστάθειας. Ο κλάδος BS1 είναι
ασταθής με ένα ασταθή τρόπο ταλάντωσης, ο S1S2 είναι ασταθής με δύο ασταθής τρόπους
ταλάντωσης και ούτω κάθε εξής. Η μέθοδος αυτή δεν προσδιορίζει αν ένας κλάδος είναι
ευσταθής, αλλά μόνον το σημείο αλλαγής ευστάθειας στο οποίο πυροδοτείται μια αστάθεια
και τον αντίστοιχο κλάδο. Στο Σχήμα 2.1, ξέρουμε πως ο κλάδος AB είναι ευσταθής με
άλλους τροπους. Στην πραγματικότητα, η ευστάθεια αποδεικνύεται στο όριο E → ∞ με τη
δεύτερη τάξης μεταβολή της εντροπίας και καθώς δεν υπάρχει σημείο αλλαγής ευστάθειας
καθώς μειώνεται η ενέργεια μέχρι το σημείο B, ο κλάδος AB είναι ευσταθής. Αυτή είναι
μια γενική μεθοδολογία για τον καθορισμό της ευστάθειας, χωρίς να χρειαστεί η επίλυση
ενος προβλήματος ιδιοτιμών.
Ας εξετάσουμε τη μαθηματική δυνατότητα (∂β̃/∂x1)e → 0 καθώς λ1 → 0 στην εξίσωση
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Σχήμα 2.1: Η σειρά καταστάσεων ισορροπίας β = β(E) για μια ισόθερμη σφαίρα στην προσέγγιση του
μέσου πεδίου. Στη μικροκανονική συλλογή, AB είναι ο ευσταθής κλάδος και B είναι το σημείο αλλαγής
ευστάθειας. Τα σημεία S1, S2, . . . σημειώνουν τις άπειρες δευτερογενείς αστάθειες, που εγκαθίσταται
καθώς πλησιάζουμε το εστιακό σημείο της σπείρας, που δε φαίνεται στην εικόνα.

(2.25). ΄Οπως έχει αποδείξει ο Katz [43], τέτοιες συμπτώσεις μπορεί να εμφανιστούν μόνο
μαθηματικά και δεν αντιστοιχούν σε φυσικές καταστάσεις. Ο λόγος είναι πως η σύμπτωση
μπορεί να αφαιρεθεί με μια μικρή διαταραχή της δυναμικής ενέργειας. ΄Εστω ǫ ≪ 1 και ας
εφαρμόσουμε μια μικρή διαταραχή

S 7→ S + ǫEx1

Παίρνουμε

∂β̃

∂x1

∣

∣

∣

∣

∣

e

=
∂2(S + ǫEx1)

∂E∂x1

∣

∣

∣

∣

e

λ1→0−→ ǫ⇒ ∂β

∂E
→ ǫ2

λ1

Στα παραπάνω αναφερόμασταν στη μικροκανονική συλλογή, καθώς θεωρούσαμε τα α-
κρότατα της εντροπίας. ΄Οταν μελετάμε την κανονική συλλογή, η εντροπία S θα πρέπει να
αντικατασταθεί με την ελεύθερη ενέργεια F ή ισοδύναμα με −βF = S − βE. Σε αυτή
την περίπτωση οι συζυγείς μεταβλητές είναι οι (β,−E) ως προς −βF . ΄Ολα τα παραπάνω
ισχύουν τώρα για τη σειρά −E(β). Αυτό σημαίνει ότι το Σχήμα 2.1 θα πρέπει απλά να πε-
ριστραφεί κατά 90o αντίστροφα των δεικτών του ρολογιού. Αυτό σημαίνει πως ο ευσταθής
κλάδος είναι από το σημείο A ως το μέγιστο του β. Η κανονική συλλογή γίνεται ασταθής
νωρίτερα από τη μικροκανονική.
Τώρα, μετά από αυτή την ανάλυση, μπορούμε ακόμα πιο ξεκάθαρα να δούμε πως η θερ-

μοχωρητικότητα μπορεί πραγματικά να είναι αρνητική στη μικροκανονική συλλογή. Στην
πραγματικότητα, κοντά στο σημείο αλλαγής η θερμοχωρητικότητα είναι αρνητική στον ευ-
σταθή κλάδο και γίνεται θετική στον ασταθή! Αυτό φαίνεται εύκολα από την εξίσωση
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(2.25)

CV = −β2∂E

∂β
≃ −λ1 β2

(

∂β̃

∂x1

∣

∣

∣

∣

∣

e

)−2

< 0 , για ευσταθή ισορροπία λ1 > 0

Παρατηρήστε πως το ίδιο θα συμβεί στο δεύτερο σημείο αλλαγής έτσι, που το πρόσημο
της CV δεν είναι κριτήριο ευστάθειας όπως ήταν στη συνήθη θερμοδυναμική.
Στην κανονική συλλογή, όμως, η θερμοχωρητικότητα μιας ευσταθούς κατάστασης δε

μπορεί να είναι αρνητική. Καθώς, όπως αναφέραμε νωρίτερα, οισυζυγείς μεταβλητές είναι
οι (β,−E) ως προς −βF , το ανάλογο της (2.25) στην κανονική συλλογή είναι

∂(−E)
∂β

≃ 1

λ1C

∂(−Ẽ)

∂x1C

∣

∣

∣

∣

∣

e

Άρα έχουμε

Ccan.
V = β2∂(−E)

∂β
≃ 1

λ1C

∂(−Ẽ)

∂x1C

∣

∣

∣

∣

∣

e

> 0 , για ευσταθή ισορροπία λ1C > 0

Σημειώστε πως οι ασταθείς καταστάσεις μπορεί επίσης να έχουν θετική θερμοχωρητικότη-
τα, για παράδειγμα κοντά στο δεύτερο σημείο αλλαγής ευστάθειας. Συνεπώς το πρόσημο
της θερμοχωρητικότητας δεν είναι κατάλληλο κριτήριο για την ευστάθεια, ούτε ακόμα για
την κανονική συλλογή. Η μόνη αυστηρή διατύπωση που μπορεί να ειπωθεί είναι πως αν
στην κανονική συλλογή η θερμοχωρητικότητα είναι αρνητική για μια κατάσταση ισορροπί-
ας, τότε αυτή η κατάσταση είναι ασταθής.
Κλείνοντας το Κεφάλαιο αυτό ας περιγράψουμε ένα φυσικό μηχανισμό που κάνει δυνα-

τή την ύπαρξη ευσταθών καταστάσεων ισορροπίας με αρνητική θερμοχωρητικότητα όπως
περίπου παρουσιάστηκε από τους Lynden-Bell & Wood [10]. Θεωρείστε ένα βαρυτικό αέ-
ριο περιορισμένο από σφαιρικά αδιαβατικά τοιχώματα. ΄Εστω C1 η θερμοχωρητικότητα του
υποσυστήματος που αποτελείται από τις εσωτερικές περιοχές του αερίου και C2 η θερμοχω-
ρητικότητα των εξωτερικών περιοχών. Το θεώρημα virial καταδεικνύει πως ένα βαρυτικό
αέριο σε ισορροπία (χωρίς εξωτερική πίεση) έχει αρνητική θερμοχωρητικότα, καθώς

2K + U = 0 ⇒ E = −K ⇒ CV =
∂E

∂T
= −3

2
Nk

Το εσωτερικό υποσύστημα μένει εντοπισμένο, κυρίως λόγω της δική του βαρύτητας, έτσι
που είναι λογικό να υποθέσουμε, ότι έχει αρνητική θερμοχωρητικότητα C1 < 0, ενώ οι
εξωτερικές περιοχές έχουν θετική θερμοχωρητικότητα C2 > 0, καθώς επηρεάζονται δρα-
στικά από την εξωτερική πίεση. Ας υποθέσουμε πως το συνολικό σύστημα έχει αρνητική
θερμοχωρητικότητα

C1 + C2 < 0

΄Οπως θα δούμε, το σύστημα είναι ευσταθές σε αυτή την περίπτωση. Η τελευταία εξίσω-
ση συνεπάγεται |C1| > C2. ΄Εστω πως το εσωτερικό υποσύστημα είναι θερμότερο από
το εξωτερικό έτσι, ώστε η θερμότητα να ρέει από το κέντρο προς την περιφέρεια. ΄Ενα
σύστημα με αρνητική θερμοχωρητικότα γίνεται θερμότερο όταν χάνει ενέργεια! Άρα, η
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θερμοκρασία του εσωτερικού συστήματος αυξάνει καθώς χάνει ενέργεια και το εξωτερικό
σύστημα, που έχει θετική θερμοχωρητικότα, θερμαίνεται και αυτό. Καθώς |C1| > C2 το
εσωτερικό σύστημα θερμαίνεται με χαμηλότερο ρυθμό από τις εξωτερικές περιοχές και συ-
νεπώς αναπόφευκτα το σύστημα φτάνει σε ισορροπία σε κάποια θερμοκρασία μεγαλύτερη
και των δύο αρχικών θερμοκρασιών. ΄Ομοια, αν το εσωτερικό σύστημα ήταν ψυχρότερο
του εξωτερικού, η ενέργεια θα κυλούσε από την περιφέρεια προς το κέντρο και το εσω-
τερικό θα ψυχραίνοταν με μικρότερο ρυθμό από την περιφέρεια έτσι, ώστε το σύστημα να
ισορροπήσει σε μια χαμηλότερη θερμοκρασία σε αυτή την περιπτωση.
Αυτή η διαδικασία οδηγεί στη δομή πυρήνα-άλω. Βλέπουμε πως η συνθήκη C1+C2 < 0

είναι καίρια ώστε να δημιουργηθεί αυτή η δομή. Αν η ολική θερμοχωρητικότητα ήταν θε-
τική, τότε η δομή πυρήνας−άλως δεν θα μπορούσε να δημιουργηθεί. Αυτό διότι στην
περίπτωση για παράδειγμα T1 > T2, ο πυρήνας θα θερμαίνοταν με υψηλότερο ρυθμό από
την άλω, καθώς |C1| < C2, και το σύστημα θα ήταν αδύνατον να φτάσει σε ισορροπία στη
μορφή πυρήνα−άλω.
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Κεφάλαιο 3

Σφαιρικά ρευστά στη Νευτώνεια
Βαρύτητα με Κοσμολογική
Σταθερά

Σε αυτό το Κεφάλαιο θα μελετήσουμε τη θερμοδυναμική ευστάθεια του βαρυτικού αερί-
ου στη Νευτώνεια Βαρύτητα παρουσία κοσμολογικής σταθεράς. Στην παράγραφο 3.1 θα
βρούμε τα σημεία θερμοδυναμικής ισορροπίας υπό την παρουσία κοσμολογικής σταθεράς
και θα παρουσιάσουμε πως πραγματοποιήσαμε την ανάλυση θερμοδυναμικής ευστάθειας.
Επιπλέον θα μελετήσουμε την ασυμπτωτική συμπεριφορά των καταστάσεων ισορροπίας
και τη συγκεκριμένη σειρά των ομογενών λύσεων, που αντιστοιχούν στο στατικό σύμ-
παν του Einstein στο Νευτώνειο όριο. Στην παράγραφο 3.2 παρουσιάζουμε τη Βαρυτική
Καταστροφή υπό την παρουσία κοσμολογικής σταθεράς, δηλαδή μελετάμε τις θερμοδυνα-
μικές αστάθειες της βαρύτητας στη μικροκανονική συλλογή με Λ. Στην παράγραφο 3.3
περιγράφουμε την ισοθερμική κατάρρευση υπό την παρουσία κοσμολογικής σταθεράς, δη-
λαδή μελετάμε τις θερμοδυναμικές αστάθειες της βαρύτητας στην κανονική συλλογή με
Λ. Τέλος, στην παράγραφο 3.4 εξετάζουμε τη σχέση μεταξύ των δυναμικών ασταθειών
(αστάθειες τύπου Jeans) και των θερμοβαρυτικών ασταθειών που μελετήσαμε νωρίτερα.
Πριν εισέρθουμε στις λεπτομέρειες της ανάλυσής μας, ας δείξουμε πως γίνεται η Νευτώνεια
βαρύτητα παρουσία κοσμολογικής σταθεράς και ας εξετάσουμε την εγκυρότητα του Νευ-
τώνειου ορίου σε αυτή την περίπτωση.
Το βαρυτικό δυναμικό φN στη Νευτώνεια βαρύτητα καθορίζεται από την εξίσωση Pois-

son
∇2φN = 4πGρ (3.1)

όπου ρ είναι η πυκνότητα της ύλης που είναι η πηγή του δυναμικού. Αυτή η εξίσωση θα
έπρεπε και πραγματικά αλλάζει υπό την παρουσία κοσμολογικής σταθεράς. Ο Einstein
έκανε ένα λάθος [50] όταν υπολόγισε τη μετατροπή της εξίσωσης Poisson, που ακόμα
και σήμερα μπορει να μπερδέψει κάποιους ερευνητές. Το λάθος αυτό είναι άσχετο με τη
δήλωση του Einstein πως η εισαγωγή της κοσμολογικής σταθεράς στις εξισώσεις ήταν
«το μεγαλύτερο λάθος της ζωής του». ΄Ηταν μόνο ένα απλό μαθηματικό λάθος που οδηγεί
στην μη-ομογενή εξίσωση Helmholtz. Εν συντομία, το λάθος ήταν πως αντί να αμελήσει
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τον όρο φ/c2 στην έκφραση

g00 ≃ −(1 +
2φ

c2
)

αμέλησε το 1. Τότε, η αμιγώς χρονική συνιστώσα των εξισώσεων Einstein

Gµν − Λgµν =
8πG

c4
Tµν

δίνει μετά τις αντικαταστάσεις G00 ≃ −∇2g00, T00 ≃ ρc2 και g00 ≃ −2φ/c2, τη μη-ομογενή
εξίσωση Helmholtz ∇2φ+Λφ = 4πGρ. Η εξίσωση αυτή λαθεμένα θεωρεί την κοσμολογική
σταθερά ως υπεύθυνη για την εισαγωγή ενός μικρής εμβέλειας cutoff στη βαρυτική δύναμη.
Η σωστή εξίσωση, όμως όπως θα δούμε είναι η

∇2φ = 4πGρ− Λc2 (3.2)

Μία θετική κοσμολογική σταθερά, που αντιστοιχεί στο κενό de-Sitter, εισάγει μια αρμονική
απωστική δύναμη

~FΛ = mc2
Λ

3
~r

ενώ μια αρνητική κοσμολογική σταθερά, που αντιστοιχεί στο κενό anti-de Sitter εισάγει
μια ελκτική αρμονική δύναμη. Ας δούμε αναλυτικά πως η εξίσωση (3.2) συνάγεται από τη
Γενική Σχετικότητα.
Ας γράψουμε τις εξισώσεις Einstein στη μορφή:

Rµ
ν −

1

2
Rδµν − Λδµν =

8πG

c4
T µ
ν (3.3)

Ο τανυστής ενέργειας−ορμής για ένα τέλειο ρευστό

T µ
ν = (p+ ρc2)gαν

dxα

ds

dxν

ds
− pδµν

γίνεται στο μη-σχετικιστικό όριο για μια κατάσταση ισορροπίας (d~x/ds = 0):

T µ
ν ≃ ρc2δµ0 δ

0
ν

Από τις εξισώσεις Einstein παίρνουμε R = −8πGT/c4 − 4Λ και αντικαθιστώντας ξανά
στην εξίσωση (3.3) παίρνουμε

Rµ
ν =

4πGρ

c2
δµν − Λδµν (3.4)

Στο όριο του ασθενούς πεδίου μόνο οι χρονικές συνιστώσες των εξισώσεων Einstein επι-
βιώνουν. Για αργά κινούμενα σωματίδια είναι

d2xi

dt2
≃ −c2Γi

00 ⇒ Γi
00 =

1

c2
∂iφ

όπου το δυναμικό φ ορίζεται από την εξίσωση d2~x/dt2 = −~∇φ. Στο όριο του στατικού
ασθενούς πεδίου είναι

R0
0 = R00 ≃

1

2
∂σ∂

σg00 = ∂σΓ
σ
00 =

1

c2
∇2φ (3.5)
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Τότε, η χρονική συνιστώσα της εξίσωσης (3.4) δίνει

∇2φ = 4πGρ− 8πGρΛ (3.6)

όπου

ρΛ =
Λc2

8πG
(3.7)

Στην παραπάνω διαδικασία και ειδικά για να πάρουμε την εξίσωση (3.5) υποθέτουμε πως
το βαρυτικό δυναμικό πεδίο τόσο λόγω της ύλης όσο και της κοσμολογικής σταθεράς είναι
ασθενές. Η υπόθεση του ασθενούς πεδίου της κοσμολογικής σταθεράς αντιστοιχεί στη
συνθήκη Λx2 ≪ 1. Αυτό είναι πιο ξεκάθαρο στη στατική σφαιρικά συμμετρική περίπτωση
όπως θα δούμε. Κάποιος θα μπορούσε ίσως να αμφισβητήσει την εγκυρότητα και τη χρη-
σιμότητα της Νευτώνειας προσέγγισης με κοσμολογική σταθερά Λ καθώς θα μπορούσε
να επιχειρηματολογήσει πως υποθέτωντας ασθενές πεδίο κοσμολογικής σταθεράς καθιστά
την ίδια την κοσμολογική σταθερά αμελητέα σε κάθε περίπτωση. Αυτό δεν είναι ακριβές.
Προκειμένου αυτο να γίνει ξεκάθαρο είναι χρήσιμο να μελετήσουμε την ειδική περίπτωση
της σφαιρικής συμμετριας, που είναι ούτως ή άλλως το θέμα αυτής της εργασίας.
Στο Παράρτημα Γʹ.1 δείχνουμε ότι στη Γενική Σχετικότητα για ένα σφαιρικά συμμετρι-

κό τέλειο ρευστό, οι στατικές καταστάσεις ισορροπίας δίνονται από την εξίσωση Tolman-
Oppenheimer-Volkov equation (TOV):

dp

dr
= −(

p

c2
+ ρ)

(

Gm(r)

r2
+ 4πG

p

c2
r − 1

3
Λc2r

)(

1− 2Gm(r)

rc2
− 1

3
Λr2
)−1

(3.8)

με
dm(r)

dr
= 4πρr2 (3.9)

Στις παραπάνω εκφράσεις αμελήσαμε το δείκτη e της εξίσωσης (Γʹ.14). Το μη-σχετικιστικό
όριο αντιστοιχεί σε μια γραμική καταστατική εξίσωση

p = wρc2

με w = kT
m̃c2
, όπου m̃ είναι η μάζα του ενός σωματιδίου, και παιρνοντας στη συνέχεια το

όριο w → 0, δηλαδή
kT ≪ m̃c2

Αυτό αντιστοιχεί σε μη-σχετικιστικά ‘dust’ σωματίδια. Αντικαθιστώντας την εξίσωση
p = wρc2 στην εξίσωση TOV (3.8) και θεωρώντας το μη-σχετικιστικό όριο kT ≪ m̃c2,
παίρνουμε

kT

m̃

dρ

dr
= −ρ

(

Gm(r)

r2
− 1

3
Λc2r

)

·
(

1− 1

3
Λr2
)−1

(3.10)

Προκειμένου να πάρουμε το Νευτώνειο όριο πρέπει να υποθέσουμε ότι το βαρυτικό πεδιο
που παράγεται από την κοσμολογική σταθερά είναι ασθενές. Βλέπουμε από την παραπάνω
εξίσωση (3.10) ότι αυτό αντιστοιχεί σε:

1

3
ΛR2 ≪ 1 , Νευτώνειο όριο (3.11)
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όπου R είναι η ακτίνα του σφαιρικού ρευστού. Σε αυτό το όριο και αντικαθιστώντας τα
ρΛ = Λc2/8πG, β = 1/kT , η εξίσωση (3.10) γίνεται

r2
d(− 1

βm̃
log ρ)

dr
= Gm(r)− 1

3
8πGρΛr

3 (3.12)

η οποία μετά από παραγώγιση ως προς r και αντικαθιστώντας την εξίσωση (3.9) δίνει
τελικά:

1

r2
d

dr

(

r2
dφ

dr

)

= 4πGρ− 8πGρΛ (3.13)

με ρ = Ae−βm̃φ. ΄Οπως θα δούμε αυτή η έκφραση Boltzmann για το ρ είναι πραγματικά
σωστή στη Νευτώνεια περίπτωση. Η εξίσωση (3.13) είναι απλά η εξίσωση Poisson με Λ
(3.6) στη σφαιρικά συμμετρική περίπτωση. Είναι προφανές πως η κοσμολογική σταθερά
είναι αμελητέα αν

ρ≫ ρΛ ⇔ 1

3
ΛR2 · R

RS
≪ 1 , αμελητέο Λ (3.14)

όπου RS = 2GM/c2 είναι η ακτίνα Schwartzschild. Η εξίσωση (3.11) για το Νευτώνειο
όριο δεν συνεπάγεται αυτομάτως την εξίσωση (3.14) για αμελητέο Λ καθώς στα Νευτώνεια
συστήματα ισχύει φυσιολογικά ότι R/RS ≫ 1.

3.1 Η εξίσωση Emden με Λ

3.1.1 Το ακρότατο της εντροπίας και της ελεύθερης ενέργειας

΄Εστω N >> 1 πανομοιότυπα σωματίδια (αστέρια), περιορισμένα σε ένα σφαιρικό κελί με
αδιαβατικά και τέλεια ελαστικά τοιχώματα. Θα δουλέψουμε στο όριο του μέσου πεδίου,
όπως το περιγράψαμε στην παράγραφο 2.1, χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση κατανομής
f(~r, ~p, t). Κανείς μπορεί να σκεφτεί την f ως την κατανομή που δίνει τη μάζα dm μέσα σε
ένα απειροστό κελί d3~rd3~p στο φασικό χώρο:

dm = f(~r, ~p, t)d3~rd3~p (3.15)

Υποθέτουμε πως όλα τα σωματίδια έχουν μάζα m̃ = 1, έτσι που δουλεύουμε με την ταχύ-
τητα ~υ αντί της ορμής ~p. Άπαξ και προσδιοριστεί η f , η πυκνότητα ρ(~r) μπορεί να βρεθεί
από

ρ(~r) =

∫

fd3~υ (3.16)

και ο αριθμός των σωματιδίων

N =

∫

fd3~rd3~υ (3.17)

Η ολική μάζα είναι M = Nm̃.
Η ερώτηση που τίθεται είναι ποιά f δίνει το ακρότατο στην εντροπία Boltzmann

S/k = −
∫

f log fd6τ (3.18)
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με σταθερή ενέργεια E και σταθερό αριθμό σωματιδίων N , όπου d6τ = d3~rd3~υ. Για την
περίπτωση χωρίς κοσμολογική σταθερά, έχει αποδειχθεί [9, 10] πως μόνο οι σφαιρικές
κατανομές μεγιστοποιούν την εντροπία. Για μια συζήτηση πάνω στις σφαιρικές κατανομές
παρουσία κοσμολογικής σταθεράς δειτε την αναφορά [51]. Θα θεωρήσουμε μόνο σφαιρικές,
στατικές καταστάσεις. Για την εύρεση της f ακολουθούμε τους Lynden-Bell & Wood [10].
Χρησιμοποιώντας τους πολλαπλασιαστές Lagrange β = 1/kT , µ έχουμε για τη συνθήκη

ακροτάτου ως προς την f
δS/k − βδE + µδN = 0 (3.19)

Η ολική ενέργεια είναι E = K + U , όπου K είναι η κινητική ενέργεια

K =
1

2

∫

υ2fd6τ (3.20)

΄Οσον αφορά τη βαρυτική δυναμική ενέργεια U , πρέπει να δουλέψουμε με το βαρυτικό δυνα-
μικό φ(~r). ΄Οπως είδαμε, στο Νευτώνειο όριο, η εξίσωση Poisson παρουσία κοσμολογικής
σταθεράς γίνεται

∇2φ = 4πGρ− 8πGρΛ (3.21)

όπου ρΛ = Λc2/8πG.
Για σφαιρικά συμμετρικές κατανομές, περιορισμένες σε r ∈ [0, R], το δυναμικό μπορεί

να γραφεί ως
φ = φN + φΛ (3.22)

με

φN = −G
∫ R

0

ρ(~r ′)

|~r − ~r ′|d
3~r ′ (3.23)

φΛ = −4πG

3
ρΛr

2 (3.24)

Συνεπώς, η δυναμική ενέργεια μπορεί να γραφεί ως

U = −G
2

∫ ∫

f(~r, ~υ)f(~r ′, ~υ ′)

|~r − ~r ′| d6τd6τ ′ − 4πG

3
ρΛ

∫

fr2d6τ (3.25)

Χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις (3.20), (3.25) η μεταβολή στην ενέργεια είναι

δE =

∫

δf
1

2
υ2fd6τ − G

2

∫ ∫

f ′δf + fδf ′

|~r − ~r ′| d6τd6τ ′ − 4πG

3
ρΛ

∫

δfr2d6τ

=

∫

δf

(

1

2
υ2 −G

∫

f ′

|~r − ~r ′|d
6τ ′ − 4πG

3
ρΛr

2

)

d6τ

=

∫

δf

(

1

2
υ2 + φ

)

(3.26)

Χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις (3.17), (3.18) και (3.26) παίρνουμε

δS/k − βδE + µδN = −
∫

δf

(

log f + 1 + β

(

υ2

2
+ φ

)

− µ

)

d6τ (3.27)
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΄Ετσι, ώστε προκειμένου η εξίσωση (3.19) να ισχύει για όλα τα δf , πρέπει

log f + 1 + β

(

υ2

2
+ φ

)

− µ = 0 ⇒ f(r, υ) = Ae
−β

(

υ2

2
+φ(r)

)

(3.28)

για A = eµ−1. Παίρνουμε την κατανομή Maxwell-Boltzmann όπως με μηδενική κοσμολο-
γική σταθερά. Η κοσμολογική σταθερά εισέρχεται μη-εκπεφρασμένα στην εξίσωση μέσω
του δυναμικού.
Τώρα η κατανομή πυκνότητας μπορεί εύκολα να υπολογιστεί

ρ =

∫

fd3~υ =

∫

Ae−
βυ2

2 e−βφd3~υ = A

(

2π

β

)
2

3

e−βφ (3.29)

Απορροφώντας τις σταθερές στην αρχική τιμή φ(0) του πεδίου και την κεντρική πυκνότητα
ρ0, παίρνουμε τελικά

ρ(r) = ρ0e
−β(φ(r)−φ(0)) (3.30)

Σε σφαιρικές συντεταγμένες, η εξίσωση (3.21), αντικαθιστώντας την (3.30), δίνει

1

r2
d

dr

(

r2
d

dr
φ(r)

)

= 4πGρ0e
−β(φ(r)−φ(0)) − 8πGρΛ (3.31)

Η εξίσωση αυτή ισχύει για r ≤ R, όπου R είναι η ακτίνα του εξωτερικού τοιχώματος. Για
r > R, είναι φυσικά

1

r2
d

dr

(

r2
d

dr
φ(r)

)

= 0

και τα φ, φ′ θα πρέπει να είναι συνεχή στο R. Ας εισάγουμε τις αδιάστατες μεταβλητές

x = r
√

4πGρ0β , y = β(φ− φ(0)) , λ =
2ρΛ
ρ0

(3.32)

Τότε, η εξίσωση (3.31) γίνεται

1

x2
d

dx

(

x2
d

dx
y

)

= e−y − λ (3.33)

την οποία καλούμε εξίσωση Emden-Λ. Οι αρχικές συνθήκες είναι

y(0) = 0 , y′(0) = 0 (3.34)

Η πρώτη αρχική συνθήκη έρχεται από την εξίσωση (3.32), ενώ η δεύτερη από τη σφαιρική
συμμετρία (το βαρυτικό πεδίο στο κέντρο είναι μηδέν). Ονομάζουμε z την τιμή x στο R:

z = R
√

4πGρ0β (3.35)

Θέλουμε να παράγουμε τη σειρά των καταστάσεων ισορροπίας, δηλαδή να βρούμε το y(z)
για διάφορα z , λ (διάφορες ισοθερμικές σφαίρες) και όχι απλά το y(x) για κάποιο λ.
Αυτό θα πρέπει να γίνει επιλύοντας την (3.33) για διάφορα z, λ κρατώντας το N , δηλαδή
το M , σταθερό σε κάθε περίπτωση. Για την περίπτωση λ = 0 αυτό ήταν πολύ εύκολο.
Κανείς μπορούσε, απλά, να λύσει την εξίσωση Lane-Emden για ένα z και να μεταφράσει το
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αποτέλεσμα y(x) ως y(z) χωρίς καμία ασυνέπεια, καθώς η μάζα θα μπορούσε να θεωρηθεί
σταθερή: δεν υπάρχει κλίμακα μάζας στο σύστημα. Μια άλλη δυσκολία που υπεισέρχεται,
είναι ότι αλλάζοντας την τιμή του λ δε μπορεί να θεωρηθεί ότι αλλάζει το ρΛ, καθώς το λ
περιέχει επίσης το ρ0, που είναι διαφορετικό για κάθε κατάσταση ισορροπίας. Συνεπώς, η
κατάσταση γενικά, γίνεται αρκετά περίπλοκη. Θα δούμε στην παράγραφο 3.1.3, πως μπορεί
να λυθεί το πρόβλημα εισάγοντας μια νέα παράμετρο και κατασκευάζοντας ένα κατάλληλο
πρόγραμμα στον ηλεκτρονικό υπολογιστή.
Η κανονική συλλογή μπορεί να μελετηθεί ορίζοντας την ελεύθερη ενέργεια Helmholtz

F = E − TS με χρήση της εντροπίας Boltzmann (3.18). Είναι ισοδύναμο να εργαστούμε
με τη συνάρτηση Massieu [8, 19] J = −F/T δηλαδή

J = S − 1

T
E (3.36)

Ακολουθώντας παρόμοια πορεία είναι σχετικά εύκολο να αποδειχθεί [19] ότι η μεγιστο-
ποίηση της J με σταθερό T είναι ισοδύναμη με τη μεγιστοποίηση της S με σταθερή E
σε μεταβολές πρωτής τάξης σε δρ. Αυτό σημαίνει ότι οι δύο συλλογές έχουν τις ίδιες
καταστάσεις ισορροπίας που δίνονται από τη συνάρτηση κατανομής

f =

(

β

2π

)
3

2

ρ0e
−β(φ−φ(0))e−

1

2
βυ2

(3.37)

Είναι εύκολο να ελεγθεί, πραγματοποιώντας για το J τους προηγούμενους υπολογισμούς
για την S, ότι το ίδιο είναι αληθές υπό την παρουσία κοσμολογικής σταθεράς. Αυτό που
είναι διαφορετικό στις δύο συλλογές είναι η ανάλυση στην ευστάθεια, δηλαδή η μεταβολή
δεύτερης τάξης στην εντροπία και στην ελεύθερη ενέργεια όπως θα δούμε στην παράγραφο
3.1.2.

3.1.2 Κριτήρια για την ευστάθεια

Θέλουμε να υπολογίσουμε τη μεταβολή δεύτερης τάξης στην εντροπία ως προς διαταραχές
δρ. Ακολουθούμε τον Padmanabhan [11] στην παρακάτω ανάλυση, όπου γενικεύουμε κα-
τάλληλα ώστε να συμπεριληφθεί η κοσμολογική σταθερά. Μεγιστοποιώντας την εντροπία
για μια δεδομένη κατανομή ρ(r) παίρνουμε την κατανομή Boltzmann

f(r, υ) =
1

(2πkT )
3

2

ρ(r)e−
υ2

2kT (3.38)

Η εντροπία μπορεί συνεπώς να γραφεί ως

S/k =
3M

2
log T −

∫

ρ log ρd3~r

Μεταβάλλουμε την ρ(r) και συνεπώς τις U , K μέσω των φ, T αντίστοιχα διατηρώντας τα
E και M σταθερά. Η σταθερότητα της ενέργειας E δίνει τη συνθήκη

δK + δU = 0
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Ας δώσουμε μια πολύ χρήσιμη έκφραση για τη δυναμική ενέργεια

U =
1

2

∫

ρφNd
3~r +

∫

ρφΛd
3~r =

1

2

∫

ρ(φ− φΛ)d
3~r +

∫

ρφΛd
3~r

=
1

2

∫

ρφd3~r +
1

2

∫

ρφΛd
3~r (3.39)

Υποθέτουμε σταθερό το ρΛ. Χρησιμοποιώντας την (3.39) παίρνουμε

δE = δK + δU =
3M

2
δT + (δρ)

∂U

∂ρ
+ (δφ)

∂U

∂φ
+

1

2

(

(δρ)
∂

∂ρ
+ (δφ)

∂

∂φ

)2

U +O(3)

=
3M

2
δT +

1

2

∫

d3~r(ρδφ+ φδρ+ φΛδρ) +
1

2

∂2U

∂ρ∂φ
δρδφ

=
3M

2
δT +

1

2

∫

d3~r(ρδφN + φNδρ+ φΛδρ+ φΛδρ) +
1

2

∫

d3~rδρδφ

=
3M

2
δT +

1

2

∫

d3~r(2φNδρ+ 2φΛδρ) +
1

2

∫

d3~rδρδφ

=
3M

2
δT +

∫

d3~r

(

φδρ+
1

2
δρδφ

)

(3.40)

Στην τριτη σειρά χρησιμοποιήσαμε την ιδιότητα
∫

d3~r(φNδρ+ ρδφN ) =

∫
(

d3~rδρ(r)

∫

d3~r ′ ρ(r′)

|~r − ~r ′|

)

+

∫
(

d3~rρ(r)

∫

d3~r ′ δρ(r
′)

|~r − ~r ′|

)

=

∫
(

d3~rδρ(r)

∫

d3~r ′ ρ(r′)

|~r − ~r ′|

)

+

∫
(

d3~r ′
∫

d3~r
ρ(r′)

|~r − ~r ′|δρ(r)
)

= 2

∫

d3~r

∫

d3~r ′δρ(r)
ρ(r′)

|~r − ~r ′| =
∫

d3~r 2φNδρ (3.41)

Ο περιορισμός δE = 0 δίνει με χρήση της (3.40):

δT = − 2

3M

∫

d3~r(φδρ+
1

2
δρδφ) +O(3) (3.42)

Άρα, έχουμε

δS/k + µδM =
3M

2T

(

− 2

3M

)
∫

d3~r(φδρ+
1

2
δρδφ)−

∫

d3~r δρ(1 + log ρ)

−3M

4T 2

(

− 2

3M

∫

d3~r(φδρ+
1

2
δρδφ)

)2

−
∫

d3~r
(δρ)2

2ρ
+ µ

∫

d3~rδρ

= −
∫

d3~r δρ(1 + logρ− µ+
φ

T
)−

∫

d3~r

(

δρδφ

2T
+

(δρ)2

2ρ

)

− 1

3MT 2

(
∫

d3~r φδρ

)2
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με τη μεταβολή δεύτερης τάξης να είναι

δ(2)S/k = −
∫

d3~r

(

δρδφ

2T
+

(δρ)2

2ρ

)

− 1

3MT 2

(
∫

d3~r φδρ

)2

(3.43)

Αν σε μια κατάσταση ισορροπίας, για κάθε διαταραχή δρ είναι δ(2)S|equil < 0 τότε η εντροπία
είναι ένα (τοπικό) μέγιστο και η κατάσταση ισορροπίας είναι (τοπικά) ευσταθής. Αν υπάρχει
μία ή περισσότερες διαταραχές για τις οποίες δ(2)S|equil > 0, τότε η ισορροπία είναι ασταθής.
Ας δούμε πως το πρόσημο της δ(2)S|equil μπορεί να συναχθεί από την εξίσωση ιδιοτιμών
που παράγεται από την (3.43) όπως στην αναφορά [11] (χωρίς κοσμολογική σταθερά εκεί).
Καθώς η συνολική μάζα είναι σταθερή, για το δρ θα ισχύει:

∫ R

0

d3~xδρ = 0 (3.44)

Ας επικεντρωθούμε στη σφαιρικά συμμετρική διαταραχή δρ = δρ(r) και ας εισάγουμε τη
διαταραχή μάζας

q(r) = δM(r) (3.45)

Τότε

δρ =
1

4πr2
dq

dr
(3.46)

Η δύναμη λόγω της διαταραχής (δφ)′ = G q
r2
πρέπει να είναι πεπερασμένη παντού και

συνεπώς το q θα πρέπει να πηγαίνει σαν q → r3 για r → 0. Αυτό σημαίνει ότι q(0) = 0.
Τότε, η εξίσωση (3.44) δίνει q(R) = 0. Συνεπώς, οι συνοριακές συνθήκες είναι

q(0) = q(R) = 0 (3.47)

Αντικαθιστώντας (3.45), (3.46) στην εξίσωση (3.43) και πραγματοποιώντας διάφορες ολο-
κληρώσεις κατά μέλη, παίρνουμε

δ(2)S = − 1

3MT 2

(
∫ R

0

drφq′
)2

−
∫ R

0

dr

(

q′δφ

2T
+

(q′)2

8πρr2

)

= − 1

3MT 2

(
∫ R

0

drφ′q

)2

+
1

2T

∫ R

0

drq(δφ)′ +

∫ R

0

drq
d

dr

(

q′

8πρr2

)

= − 1

3MT 2

(
∫ R

0

drφ′q

)2

+
1

2

∫ R

0

drq

{

G

Tr2
+

d

dr

(

1

4πρr2
d

dr

)}

q (3.48)

Η τελευταία έκφραση μπορεί να γραφεί ως

δ(2)S =

∫ R

0

∫ R

0

drdr′q(r′)K̂(r, r′)q(r) (3.49)

με

K̂ = −φ
′(r)φ′(r′)

3MT 2
+

1

2
δ(r − r′)

{

G

Tr2
+

d

dr

(

1

4πρr2
d

dr

)}

(3.50)
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Το πρόσημο του δ(2)S καθορίζεται συνεπώς από τις ιδιοτιμές του ‘πίνακα’ K(r, r′)

∫ R

0

dr′K̂(r, r′)Fξ(r
′) = ξF (r) (3.51)

Σε αυτή την κατάσταση ισορροπίας όπου πραγματοποιείται η μετάβαση από την ευστάθεια
στην αστάθεια, θα πρέπει να είναι ξ = 0. Αν για μία κατάσταση ισορροπίας βρεθεί μια
διαταραχή Fξ για την οποία ξ > 0 τότε αυτή η κατάσταση είναι ασταθής. Προκειμένου η
ισορροπία να είναι (τοπικά) ευσταθής, όλες οι ιδιοτιμές θα πρέπει να είναι αρνητικές ξ < 0
για όλες τις διαταραχές. Η εξίσωση (3.51) δίνει

− φ′(r)

3MT 2

∫ R

0

φ′(r′)Fξ(r
′) +

1

2

{

G

Tr2
+

d

dr

(

1

4πρr2
d

dr

)}

Fξ(r) = ξFξ(r)

{

G

Tr2
+

d

dr

(

1

4πρr2
d

dr

)

− 2ξ

}

Fξ(r) =
2V

3MT 2
φ′ (3.52)

με

V =

∫ R

0

dr′φ′(r′)Fξ(r
′) (3.53)

Η κοσμολογική σταθερά δεν εμφανίζεται εκπεφρασμένα στην (3.52), αλλά υπεισέρχεται
σιωπηρά, καθώς:

φ′ =
GM(r)

r2
− 8πG

3
ρΛr

Οι συνοριακές συνθήκες της (3.52) είναι όπως δίνονται στην (3.47)

Fξ(0) = Fξ(R) = 0 (3.54)

Αναπτύξαμε έναν αλγόριθμο ο οποίος μπορεί να καθορίσει ιδιοτιμές και ιδιοκαταστάσεις
για το πρόβλημα συνοριακών τιμών που οριζεται από τις εξισώσεις (3.52), (3.53), (3.54).
Η κύρια δυσκολία είναι πως στο V υπεισέρχεται η άγνωστη συνάρτηση Fξ. Ξεπεράσαμε
τη δυσκολία ως ακολούθως. Για ένα δεδομένο εύρος του ξ, λύνεται το πρόβλημα για
δοκιμαστικές τιμές του V , έστω VT , και στη συνέχεια υπολογίζεται το ολοκλήρωμα (3.53),
το οποίο δίνει κάποια τιμή Ṽ . Κάποια τιμή ξ είναι πραγματικά μια ιδιοτιμή, μόνο αν Ṽ = VT
και σε αυτή την περιπτωση φυσικά V = Ṽ = VT . Ο αλγόριθμος εφαρμόζεται για την
αδιάστατη εκδοχή της (3.52), δηλαδή την εξίσωση:

{

1

x2
+

d

dx

(

ey

x2
d

dx

)

− ξ̄

}

Fξ̄ =
2y′

3Bz
V̄ (3.55)

όπου

B =
GMβ

R
, ξ̄ =

ξ

2πG2β2ρ0
, V̄ = βV = β

∫ z

0

dx y′Fξ̄

και τα z, y, y′, B υπολογίζονται στην ισορροπία. Χρησιμοποιώντας τον αλγόριθμο μπορούμε
να καθορίσουμε το σημείο αλλαγής ευστάθειας, όπου ξ = 0, μία αστάθεια ξ > 0, ή να
ελέγξουμε έναν ευσταθή κλάδο μιας σειράς σημείων ισορροπίας ελέγχοντας κάθε σημείο
ισορροπίας χωριστά για μια μηδενική ιδιοτιμή και για ένα όσο το δυνατόν μεγαλύτερο εύρος
θετικών ιδιοτιμών. Πραγματοποιήσαμε αυτές τις διαδικασίες για κάθε σειρά καταστάσεων
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ισορροπίας στη μικροκανονική συλλογή που περιέχεται σε αυτή την εργασία.
Στην ισορροπία εκείνη για την οποία ξ = 0, γίνεται μια μετάβαση από έναν ευσταθή

κλάδο σε έναν ασταθή κλάδο ή από έναν ασταθή κλάδο σε έναν ακόμα πιο ασταθή κλάδο
(ή αντίστροφα, φυσικά). Υποθέστε πως πλησιάζεται το σημείο αλλαγής από τον ευσταθή
κλάδο (όλες οι ιδιοτιμές αρνητικές), τότε στο επόμενο σημείο ισορροπίας μετά τη μετάβαση,
μία ιδιοτιμή θα γίνεται θετική. Ας δείξουμε με ποιόν τρόπο, από την προηγούμενη ανάλυση,
μπορεί να καθοριστει ο κλάδος με την επιπλέον θετική ιδιοτιμή (αστάθεια) κοντά σε ένα
σημείο αλλαγής της ευστάθειας.
Αναζητούμε μια λύση στο πρόβλημα (3.52) για ξ = 0. ΄Εστω T̂ ο τελεστής

T̂ =
d

dr

(

1

4πρr2
d

dr

)

+
G

Tr2

΄Εστω VT η δοκιμαστική τιμή που χρησιμοποιούμε για να λύσουμε το πρόβλημα (3.52). Αν
δεν αντιστοιχεί στη λύση F0, θα αντιστοιχεί σε κάποια άλλη λύση Fn για μια διαφορετική
ιδιοτιμή

T̂ Fn =
2φ′

3MT 2
VT + ξnFn (3.56)

έτσι, ώστε

VT =

∫ R

0

dr φ′Fn

΄Εστω Ṽ η τιμή του ολοκληρώματος

Ṽ =

∫ R

0

dr φ′F0

όπου F0 είναι η λύση του προβλήματος

T̂ F0 =
2φ′

3MT 2
VT (3.57)

Η F0 θα αντιστοιχεί σε λύση με μηδενική ιδιοτιμή μόνο εάν

Ṽ = VT

Η εξίσωση (3.57) δίνει

∫ R

0

dr F0T̂ F0 =
2VT

3MT 2

∫ R

0

dr φ′F0 =
2

3MT 2
VT Ṽ

και
∫ R

0

dr FnT̂F0 =
2VT

3MT 2

∫ R

0

dr φ′Fn =
2

3MT 2
V 2
T

Ας αποδείξουμε ότι
∫ R

0

dr FnT̂ F0 =

∫ R

0

dr F0T̂ Fn (3.58)
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΄Εχουμε

∫ R

0

dr FnT̂ F0 =

∫ R

0

dr Fn

{

d

dr

(

1

4πρr2
dF0

dr

)

+
G

Tr2
F0

}

=
1

4πρr2
Fn
dF0

dr

∣

∣

∣

∣

R

0

−
∫ R

0

dr

{

dFn

dr

(

1

4πρr2
dF0

dr

)

+
G

Tr2
FnF0

}

= − 1

4πρr2
dFn

dr
F0

∣

∣

∣

∣

R

0

+

∫ R

0

dr F0T̂Fn =

∫ R

0

dr F0T̂ Fn

Χρησιμποιώντας την εξίσωση (3.58) και αφαιρώντας την (3.56) από την (3.57) παίρνουμε

T̂ F0 − T̂Fn = −ξnFn ⇒ 2V 2
T

3MT 2

(

Ṽ

VT
− 1

)

= −ξn
∫ R

0

dr F0Fn

Κοντά στο σημείο αλλαγής είναι
∫ R

0
dr F0Fn ≃

∫ R

0
dr F 2

0 έτσι, ώστε μια αστάθεια (ξn > 0)

εγκαθίσταται όταν Ṽ < VT .
΄Οσον αφορά στην κανονική συλλογή, πραγματοποιώντας για την ελεύθερη ενέργεια

J όμοιους υπολογισμούς όπως για την εντροπία είναι σχετικά εύκολο να υπολογιστεί το
αντίστοιχο πρόβλημα ιδιοτιμών για την κανονική συλλογή:

{

G

Tr2
+

d

dr

(

1

4πρr2
d

dr

)

− 2ξ

}

Fξ(r) = 0 (3.59)

Συγκρινόμενη με την εξίσωση ιδιοτιμών (3.52), βλέπουμε πως η διαφορά είναι η απουσία
του όρου που περιέχει την παράγωγο του δυναμικού. Αυτή η διαφορά ευθύνεται για την
διαφορετικότητα του σημείου αλλαγής ευστάθειας στις δύο συλλογές.
΄Οπως είδαμε στην παράγραφο 2.2, χάριν σε ένα θεώρημα του Poincaré, υπάρχει τρόπος

να μελετηθεί η ευστάθεια χωρίς την επίλυση ενός προβλήματος ιδιοτιμών. Θυμίζουμε εν
συντομία πως το θεώρημα λέει ότι μια αλλαγή στην ευστάθει μπορεί μόνο να συντελεσθεί
σε κείνο το σημείο, όπου δύο σειρές καταστάσεων ισορροπίας έχουν ένα κοινό σημείο ή εκεί
όπου η μία εισέρχεται στην άλλη. ΄Οπως παρατήρησε ο Katz [8], πρακτικά, αυτό σημαίνει
ότι στη μικροκανονική συλλογή, η αλλαγή της ευστάθειας συμβαίνει στο σημείο όπου η
β(E) έχει άπειρη κλίση, ενώ στην κανονική συλλογή εκεί όπου η β(E) έχει ακρότατο.
Ισοδύναμα, αυτό σημαίνει ότι η E στην μικροκανονική ή το β στην κανονική συλλογή, έχει
ακρότατο ως προς κάποια άλλη μεταβλητή, για παράδειγμα τη λεγόμενη

αντίθεση πυκνότητας: log(ρ0/ρR) (3.60)

ή το z σε αδιάστατες μεταβλητές, στο σημείο αλλαγής. Πρακτικά, καθορίζουμε το σημείο
αλλαγής ευστάθειας στις αδιάστατες μεταβλητές, βρίσκοντας άκρότατο στο ER/GM2 στη
μικροκανονική συλλογή και στο GMβ/R στην κανονική, ως προς την αντίθεση πυκνότητας
log(ρ0/ρR).
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3.1.3 Θερμοκρασία και ενέργεια

Στη θερμοδυναμική ισορροπία, η σφαίρα έχει την ίδια θερμοκρασία β παντού, και ονομάζεται
ισόθερμη σφαίρα. Ορίζουμε την αδιάστατη αντίστροφη θερμοκρασία [10]

B =
GMβ

R
(3.61)

η οποία μπορεί να υπολογιστει με χρήση των αδιάστατων μεταβλητών (3.32), ολοκληρώ-
νοντας την εξίσωση Poisson με Λ (3.31):

R2dφ

dr

∣

∣

∣

∣

R

= GM − 8πGρΛ
R3

3
⇒ GM

R
=
z

β

dy

dx

∣

∣

∣

∣

z

+
8πG

3
ρΛ

z2

4πGρ0β
⇒

GMβ

R
≡ B(z) = zy′ +

1

3
λz2 (3.62)

Η κινητική ενέργεια ανά σωματίδιο είναι

K

N
=

∫

f υ2

2
d3~υ

∫

fd3~υ
=

∫

e−
βυ2

2
υ2

2
d3~υ

∫

e−
βυ2

2 d3~υ
=

3

2β

Καθώς M = Nm̃ = N παίρνουμε

K =
3M

2β
(3.63)

Για τον υπολογισμό της ολικής ενέργειας, θα χρησιμοποιήσουμε το θεώρημα Virial, ώστε
να αποφύγουμε ακόμα μία αριθμητική ολοκλήρωση (για τον υπολογισμό της βαρυτικής
δυναμικής ενέργειας) βελτιώνοντας την απόδοση του υπολογιστή.
Το θεώρημα Virial για διάκριτη ποσότητα ύλης γράφεται:

2 < K >= −
N
∑

k=1

< ~Fk · ~rk >

και μπορεί να γενικευθεί στη δική μας περίπτωση ως

2K = −
∫

ρ(∇φ · ~r)d3~r + 3PV (3.64)

όπου V = 4
3
πR3 είναι ο όγκος της σφαίρας και P η πίεση στα τοιχώματα. Ο όρος 3PV

προκύπτει απλά καθώς F ·R = P ·4πR2 ·R = 3PV . Η συνεισφορά του Νευτώνειου δυναμι-
κού στο δεξί μέλος είναι απλά η Νευτώνεια δυναμική ενέργεια UN , ενώ για το κοσμολογικό
δυναμικό φΛ παίρνουμε τον όρο

∫

ρ(∇φΛ · ~r)d3~r =
∫

ρ
8πG

3
ρΛr · rd3~r = −2UΛ

Αντικαθιστώντας τα πάντα στην εξίσωση (3.64) παίρνουμε την ακόλουθη μορφή του θεω-
ρήματος Virial:

2K + UN − 2UΛ = 3PV (3.65)

43



Αντικαθιστώντας το UN παίρνουμε

E = 3PV −K + 3UΛ (3.66)

Χρησιμοποιώντας την (3.32) γράφουμε το δυναμικό UΛ σε αδιάστατες μεταβλητές

UΛ = −
∫

ρ
4πG

3
ρΛr

24πr2dr = −4πG

3

2ρΛ
ρ0

ρ0
2

∫

ρ0e
−y4π

1

(4πGρ0β)2
x4

dx

z/R

= − λ

6z

1

Gβ2/R

∫

e−yx4dx = − λ

6z

1

(GMβ/R)2
GM2

R

∫

e−yx4dx

R

GM2
UΛ = − λ

6B2z

∫

e−yx4dx (3.67)

Ας υπολογίσουμε τον όρο 3PV σε αδιάστατες μεταβλητές

P =
ρ

β
=
ρ0e

−y

β
=

z2

R24πGβ

e−y

β
=

z2e−y

34πG/3

1

(GMβ/R)2
GM2

R
⇒ 3PV

R

GM2
=
z2e−y

B2

Ορίζουμε την αδιάστατη ενέργεια

Q =
RE

GM2
(3.68)

Μπορούμε να υπολογίσουμε το Q από την εξίσωση virial (3.66)

RE

GM2
≡ Q(z) =

z2e−y

B2
− 3

2B
− λ

2B2z

∫

e−yx4dx (3.69)

Πραγματοποιήσαμε επίσης έναν άμεσο υπολογισμό της ενέργειας σε αδιάστατες μετα-
βλητές, προκειμένου να ελέγξουμε αριθμητικά τις δύο εκφράσεις για κάποιες περιπτώσεις.
Πρώτον, χρειαζόμαστε την τιμή φ(0) στην αρχή των αξόνων. Η εξίσωση (3.23) δίνει

φ(0) = −G
∫ R

0

dr
ρ

r
4πr2 = −G

∫ z

0

dx√
4πGρ0β

ρ0e
−y4π

x√
4πGρ0β

⇒ βφ0 = −
∫ z

0

dx xe−y

Στα ακόλουθα, χρησιμοποιούμε την εξίσωση (3.39). ΄Εχουμε

E = K + U =
3M

2β
+

1

2

∫

ρφd3~r +
1

2

∫

ρφΛd
3~r ⇒

ER

GM2
=

3

2B
+

R

GM2

1

2

∫

1

β
ρ(y + βφ(0))d3~r − R

GM2

1

2

4πG

3
ρΛ

∫ R

0

ρr24πr2dr

=
3

2B
+

1

(GMβ
R

)2R
√
4πGρ0β

1

2

∫ z

0

e−yyx2 +
βφ0

2GMβ
R

−
R√

4πGρ0β

12(GMβ)2
2ρΛ
ρ0

∫ z

0

x4e−ydx

=
3

2B
+

1

2B2z

∫ z

0

dx x2e−y(y − λ

6
x2)− 1

2B

∫ z

0

dx xe−y (3.70)

Οι εκφράσεις (3.69) και (3.70) αποδεικνύεται αριθμητικά πως δίνουν τα ίδια αποτελέσματα.
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Σχήμα 3.1: Για ρΛ > 0 (δΣ) υπάρχουν διάφορες σειρές καταστάσεων ισορροπίας για κάποιο φιξαρισμένο
ρΛ.

3.1.4 Η σειρά των σημείων ισορροπίας και η ασυμπτωτική συμπεριφορά

Θέλουμε να λύσουμε την εξίσωση Emden-Λ (3.33) για διάφορα ρΛ διατηρώντας τη μάζα
M σταθερή και για διάφορες ισοθερμικές σφαίρες που ορίζονται από την ακτίνα R. Η
κοσμολογική σταθερά εισάγει μία κλίμακα μάζας

MΛ =
4

3
πR3 · ρΛ

Ορίζουμε την αδιάστατη μάζα

m ≡ M

2MΛ
=

ρ̄

2ρΛ
(3.71)

όπου ρ̄ =M/(4
3
πR3) είναι η μέση πυκνότητα της ύλης. Αυτό δίνει

m =
3

8π

M

R3ρΛ
(3.72)

δηλαδή

m =
ρ0
2ρΛ

1

4πGρ0βR2

3GMβ

R
⇒ m =

3B

λz2
(3.73)

Η εξίσωση (3.73) υποδεικνύει πως προκειμένου να διατηρηθεί τοm σταθερό, το λ θα πρέπει
να είναι διαφορετικό σε κάθε z. Αναπτύξαμε έναν αλγόριθμο που λύνει την εξίσωση Emden-
Λ διατηρώντας σταθερή την ποσότητα m· για κάθε z, κάποιες τιμές του λ δοκιμάζονται
ώσπου να βρεθεί η ζητούμενη τιμή του m, υπολογισμένη από την εξίσωση (3.73), για μια
σχετική ανοχή (απόκλιση από τη ζητούμενη τιμή) που προκαθορίζεται από τον χρήστη.
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Σχήμα 3.2: Η θερμοκρασία ως προς την ενέργεια για κάποια αρνητική (‘AdS’), μηδενική (‘Flat’) και θετική
(‘dS’) κοσμολογική σταθερά. Η μάζα M και η ακτίνα R είναι σταθερές.

Για τα διάφορα σχήματα, χρησιμοποιήσαμε σχετική ανοχή μεταξύ 10−7 − 10−11 ανάλογα
την περίσταση. Από την εξίσωση (3.72), είναι εμφανές πως λύνοντας για διάφορα σταθερά
m μπορεί να μεταφραστεί ως αλλαγή στο ρΛ και/ή στο R για σταθερό M . Συνεπώς,
μπορούμε να καθορίσουμε πως μεταβάλλονται οι διάφορες ποσότητες ως προς ρΛ επιλύοντας
για διάφορα m.
Για την περίπτωση AdS (ρΛ < 0) βρίσκουμε πως για κάθε ρΛ υπάρχει μόνο μία σειρά από

καταστάσεις ισορροπίας, όπως στην “flat” (ρΛ = 0) περίπτωση. ΄Ομως, στην περίπτωση dS
(ρΛ > 0), βρίσκουμε πως για ένα σταθερό ρΛ, υπάρχει πάνω από μία σειρά καταστάσεων
ισορροπίας. Αυτό φαίνεται στο Σχήμα 3.1 όπου το m είναι σχεδιασμένο ως προς τα λ,
z. Βλέπουμε πως η τομή ενός επιπέδου m = const με την m-επιφάνεια ορίζει διάφορες
καμπύλες στον χώρο (λ, z).
Η εξίσωση Emden (3.33) για ρλ = 0, έχει μία αναλυτική αλλά ιδιάζουσα λύση

ys = log
z2

2
(3.74)

με άπειρη πυκνότητα στο κέντρο, καθώς e−ys = 2
z2
. Μπορεί να αποδειχθεί [10] ότι για

z → ∞ η σειρά των καταστάσεων ισορροπίας προσεγγίζει την ιδιάζουσα λύση. Συνεπώς,
η ιδιάζουσα λύση για Λ = 0 είναι το εστιακό σημείο της σπείρας β(E) στο Σχήμα 3.2. Βλέ-
πουμε σε αυτή την εικόνα ότι επίσης στις dS και AdS περιπτώσεις υπάρχει το ισοδύναμο
στην ιδιάζουσα λύση της περίπτωσης Λ = 0, που μπορεί να αναγνωρισθεί ως το εστια-
κό σημείο των αντίστοιχων σπειρών. Σημειώστε, πως στην περίπτωση dS (θετικό Λ) δε
σχηματίζουν όλες οι σειρές, σπείρα). Δυστυχώς, δεν είναι γνωστή καμία αναλυτική λυση
της εξίσωσης (3.33) και ούτε εμείς καταφέραμε να βρούμε μία. Παρ΄ όλα αυτά, ακολου-
θώντας το παράδειγμα της περίπτωσης Λ = 0, μπορούμε να προσδιορίσουμε ασυμπτωτικά
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την ισοδύναμη στην ιδιάζουσα λύση στις dS και AdS περιπτώσεις. Εφαρμόζοντας τους
μετασχηματισμούς [10]

ζ = log z , u = −y + 2ζ (3.75)

η εξίσωση Emden-Λ γίνεται

d2u

dζ2
+
du

dζ
+ eu − 2− λe2ζ = 0 (3.76)

Αυτή είναι η εξίσωση ενός ταλαντωτή στο δυναμικό V (u) = eu − 2u με εξωτερική δύναμη
Fext = λe2ζ − u′ όπου ο τόνος συμβολίζει παραγώγιση ως προς ζ . Η εξωτερική δύναμη
είναι αποσβένουσα στην AdS περίπτωση (λ < 0) και εξαναγκασμένη, αποσβένουσα στην
dS (λ > 0). Το δυναμικό έχει ένα ελάχιστο u0 = log 2. Στην περίπτωση dS, αν η εξωτερική
δύναμη είναι αποσβένουσα, δηλαδή ο όρος −u′ κυριαρχεί, τότε για ζ → ∞, έχουμε u → u0.
Συνεπώς, σε αυτή την περίπτωση, μπορούμε να κάνουμε ένα ανάπτυγμα του u γύρω από
το u0. Η απόσβεση κυριαρχεί αν:

λe2ζ ≪ u′ ⇒ λz2 ≪ zy′ ⇒ λz2 ≪ m+ 2

6
(3.77)

όπου το y′ δηλώνει παραγώγιση ως προς z και έχουμε χρησιμοποιήσει την εξίσωση (3.73).
Το όριο αυτο σημαίνει πως θεωρούμε πολύ μικρό ρΛ, καθώς το λz2 → 0 πρέπει να θεωρηθεί
μαζί με το z → ∞. Τα δύο όρια είναι συνεπή μεταξύ τους, καθώς από την εξίσωση (3.73)
βλέπουμε πως καθώς z → ∞ πρέπει λ → 0 έτσι που το λz2 να μένει πεπερασμένο για να
παραμένει το m πεπερασμένο (και το B είναι φραγμένο για τις καταστάσεις ισορροπίας που
εξετάζουμε).
Κάνοντας τον μετασχηματισμό

u = log2 + u1

η εξίσωση (3.76) γίνεται

d2u1
dζ2

+
du1
dζ

+ 2eu1 − 2− λe2ζ = 0

Δεδομένου ότι ισχύει η συνθήκη (3.77) και για ζ → ∞, το u1 είναι μικρό και μπορούμε να
αναπτύξουμε το εκθετικό κρατώντας τους δύο πρώτους όρους, για να πάρουμε:

d2u1
dζ2

+
du1
dζ

+ 2u1 − λe2ζ = 0

Η λύση της αντίστοιχης ομογενούς εξίσωσης είναι γνωστό πως είναι η

uh = Ae−
ζ
2 cos(

√
7

2
ζ + δ)

και μία λύση της μη-ομογενούς μπορεί εύκολα να βρεθεί πως είναι

up =
λ

8
e2ζ
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΄Εχουμε συνολικά

u1 = Ae−
ζ
2 cos(

√
7

2
ζ + δ) +

λ

8
e2ζ

Καθώς

u = u1 + log 2 ⇒ −y + 2ζ = u1 + log 2 ⇒ y = log
z2

2
− u1

η ασυμπτωτική συμπεριφορά της εξίσωσης Emden-Λ για z → ∞ και για μικρό λz2 είναι

ya = log
z2

2
− A

z
1

2

cos(

√
7

2
log z + δ)− λ

8
z2 (3.78)

Η πυκνότητα ρ δίνεται από το εκθετικό e−y. Παίρνουμε την ασυμπτωτική συμπεριφορά

e−ya =
2

z2
e

λ
8
z2eAz−1/2 cos(

√
7

2
log z+δ)

≃ 2

z2
e

λ
8
z2

(

1 +
A

z
1

2

cos(

√
7

2
log z + δ)

)

(3.79)

Βλέπουμε πως το ισοδύναμο στην ιδιάζουσα λύση (3.74) της Λ = 0 περίπτωσης, δίνεται

στις dS και AdS περιπτώσεις από την ‘ασυμπτωτική ιδιάζουσα λύση’ eyAS = 2
z2
e

λ
8
z2 δηλαδή

yAS = log
z2

2
− λ

8
z2 (3.80)

Η λύση αυτή yAS, είναι εύκολο να ελεγθεί πως πραγματικά ικανοποιεί την εξίσωση Emden-
Λ (3.33) σε πρώτη τάξη σε λz2.
Από τις εξισώσεις (3.62) και (3.69) μπορούμε να υπολογίσουμε τη θερμοκρασία και την
ενέργεια της ασυμπτωτικής ιδιάζουσας λύσης:

GMβAS

R
= 2

4m

4m− 1
,

REAS

GM2
=

2e3B/8m

B2
− 3

2B
− 1

mB
− 9

40m2
(3.81)

Χρησιμοποιώντας αυτή την εξίσωση για το BAS, η συνθήκη (3.77) δίνει τις τιμές του m
για τις οποίες η ασυμπτωτική ιδιάζουσα λύση είναι έγκυρη

m < −6.98 και m > 5.23 (3.82)

Θυμίζουμε πως τοm = ρ̄/2ρΛ το χρησιμοποιούμε για να μεταβάλλουμε την κοσμολογική
σταθερά. ΄Ετσι, η περίπτωση m → ∞ αντιστοιχεί στην περίπτωση Λ = 0, το m < 0 στην
AdS και το m > 0 στην dS περίπτωση. Βρίσκουμε πως το ιδιάζων σημείο που προσδιορίζε-
ται αναλυτικά από την εξίσωση (3.81) πραγματικά συμπίπτει με το αριθμητικά υπολογισμένο
εστιακό σημείο της σπείρας β(E) για διάφορες τιμές του m στο επιτρεπόμενο εύρος (3.82)
στις περιπτώσεις dS και AdS. Ακόμα και για τιμές του m έξω από το επιτρεπόμενο εύρος
(3.82) (όπως οι m = 2 και m = −2 του Σχήματος 3.2), η αναλυτική έκφραση δίνει ένα
αποτέλεσμα πολύ κοντά στον αριθμητικό υπολογισμό.
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Σχήμα 3.3: Γραφική λύση του προβλήματος tan(z) = z.

3.1.5 Ομογενής λύση στην περίπτωση dS

Για θετική κοσμολογική σταθερά, η εξίσωση Emden-Λ έχει λύση με ομογενή πυκνότητα
(για r < R), που ονομάζουμε ομογενή λύση ή καλύτερα ομογενή σειρά καταστάσεων
ισορροπίας. Για ρ = const. η εξίσωση Poisson δίνει φN = 2πG

3
ρr2 έτσι, ώστε το ολικό

δυναμικό με την κοσμολογική σταθερά είναι

φ =
2πG

3
(ρ− 2ρΛ)r

2 + φ(0) (3.83)

Η εξίσωση Poisson με Λ (3.21) δίνει φ = φ(0) = const. για

ρ = 2ρΛ

το οποίο φυσικά είναι συνεπές με την εξίσωση (3.83). Αυτή είναι η ομογενής λύση με
αδιάστατη αντίστροφη θερμοκρασία

BH =
1

3
z2 (3.84)

και αδιάστατη ενέργεια

QH =
9

2z2
− 9

10
(3.85)

Καθώς φ′ = 0 η ομογενής σειρά έχει τα ίδια σημεία αλλαγής ευστάθειας στις δύο συλλογές,
γιατί οι εξισώσεις ιδιοτιμών (3.52) και (3.59) είναι οι ίδιες σε αυτή την περίπτωση.
Η ακτίνα RH της ομογενούς λύσης είναι ανεξάρτητη της ενέργειας και της θερμοκρασίας

και δίνεται για σταθερή μάζα M και κοσμολογική σταθερά ρΛ από την εξίσωση:

RH =

(

3M

8πρΛ

)
1

3

(3.86)
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Σχήμα 3.4: Η ενέργεια ως προς την αντίθεση πυκνότητας (βλ. σχέση (3.60» στην ομογενή ακτίνα R = RH

για σταθερό M και θετικό ρΛ. Αντίθετα της περίπτωσης ρΛ = 0, το σχήμα αυτό δε μπορεί να γίνει αντι-
ληπτό ως αν η ενέργεια E να μένει σταθερή και να μεταβάλλεται το R, διότι το m έχει κρατηθεί σταθερό
κατά την επίλυση. Βλέπουμε δύο ξέχωρες σειρές καταστάσεων ισορροπίας που είναι ευσταθείς για ρ0 < ρR
και ασταθείς για ρ0 > ρR. Η αλλαγή της ευστάθειας συμβαίνει στο ρ0 = ρR, που αντιστοιχεί σε συγκε-
κριμένες ομογενείς καταστάσεις, οι οποίες πραγματικά έχουν μηδενική ιδιοτιμή σε αυτά τα συγκεκριμένα
σημεία (ER/GM2 = −0.677 και ER/GM2 = −0.825).

Η ομογενής λύση προσομοιάζει το στατικό σύμπαν του Einstein στο Νευτώνειο όριο (ση-
μειώστε πως ο Gibbons [52, 53] ισχυρίζεται πως το στατικό σύμπαν του Einstein αντιστοι-
χεί σε ένα τοπικό μέγιστο εντροπίας ανάμεσα σε άλλα πιθανά σύμπαντα). Για να είμαστε
πιο ακριβείς όμως, υπάρχουν πολλές ομογενείς καταστάσεις εκ των οποίων μόνο μία είναι
από δυναμικής άποψης στατική, αυτή με T = 0 (β → ∞). Το ερώτημα είναι ποιές από
αυτές τις λύσεις έιναι ευσταθείς. Η στατική λύση είναι σίγουρα θερμοδυναμικά ασταθής
καθώς αντιστοιχεί σε μία μόνο μικροκατάσταση οπότε έχει την ελάχιστη δυνατή εντροπία,
δηλαδή μηδέν. Από την άλλη πλευρά η λύση β = 0, που επιτρέπεται από την (3.84), είναι
ευσταθής καθώς συμπεριφέρεται σαν ένα συνήθες αέριο. Πιο αυστηρά, η εξίσωση (3.48)
μπορεί να γραφεί ως

δ(2)S = − β2

3M

(
∫ R

0

drφ′q

)2

+
Gβ

2

∫ R

0

dr
q2

r2
−
∫ R

0

dr
q′2

8πρR2
(3.87)

που δίνει δ(2)S < 0 για όλες τις διαταραχές q, για β = 0 (T → ∞). Σε αδιάστατες
μεταβλητές, η εξίσωση (3.87) γράφεται

Mδ(2)S = −1

3

(
∫ z

0

dxy′q

)2

+
1

2
Bz

∫ z

0

dx
1

x2
(q2 − q′

2
ey) (3.88)

που δίνει δ(2)S < 0 για B = 0, επίσης. Συνεπώς, θα πρέπει να υπάρχει ένα σημείο
αλλαγής ευστάθειας κάπου μεταξύ του B = 0 και B → ∞. Από την εξίσωση (3.85)
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βλέπουμε πως η ενέργεια δεν έχει ακρότατο. Παρά όλα αυτά, το κριτήριο του Poincaré
δεν αποκλείει την πιθανότητα, η αλλαγή στην ευστάθεια να γίνει σε σημείιο άλλο από το
ακρότατο της ενέργειας [8]. Η διαφορική εξίσωση (3.55) (όπως και η αντίστοιχη για την
κανονική συλλογή, εξίσωση (3.59)) για την ομογενή λύση y = y′ = 0 (και m = λ = 1) και
για ξ = 0 γίνεται

F ′′ − 2

x
F ′ + F = 0

Η εξίσωση αυτή, για F (0) = 0 έχει λύση

F (x) = c(−x cos(x) + sin(x))

Θέλουμε το μικρότερο z που ικανοποιεί τη δεύτερη συνοριακή συνθήκη F (z) = 0. Δηλαδή,
η αλλαγή στην ευστάθεια συμβαίνει στο μικρότερο z που είναι λύση της εξίσωσης

tan(z) = z

Η λύση, ας την πούμε z0, μπορεί να βρεθεί γραφικά (δες Σχήμα 3.3) για να πάρουμε

z0 ≃ 4.4934

που αντιστοιχεί σε B0 ≃ 6.73 από την εξίσωση (3.84). Συνεπώς, η ομογενής λύση είναι
ευσταθής για θερμοκρασίες T > T0 και ασταθής για T < T0, με

T0 ≃
GM

6.73RH

(3.89)

΄Οπως μπορούμε να δούμε στο Σχήμα 3.1 υπάρχουν άπειρες σειρές από λύσεις για την
ομογενή ακτίνα RH που αντιστοιχούν στο m = 1 (η ομογενής σειρά αντιστοιχεί στο
m = λ = 1). Στο Σχήμα 3.4 είναι σχεδιασμένη η αδιάστατη ενέργεια Q = RHE

GM2 ως
προς την αντίθεση πυκνότητας log(ρ0/ρR) για δύο από αυτές τις σειρές. Βλέπουμε πως
υπάρχουν λύσεις με ρ0 < ρR οι οποίες με συνεχή τρόπο γίνονται λύσεις με ρ0 > ρR. Στο
σημείο ρ0 = ρR, που αντιστοιχεί στην ομογενή λύση, συμβαίνει μια αλλαγή στην ευστάθεια
για τις δύο λύσεις. Αυτό διότι οι αντίστοιχες ενέργειες Q0 = −0.6771, Q1 = −0.8246
αντιστοιχούν στις δύο πρώτες μηδενικές ιδιοτιμές z0 = 4.4934, z1 = 7.7251 της ομογενούς
λύσης όπως μπορει να επιβεβαιωθεί από την εξίσωση (3.85). Προσδιορίσαμε αριθμητικά
τον ασταθή κλάδο, που είναι αυτός με ρ0 > ρR. Κανείς είναι λογικό να υποθέσει πως αυτό
το μοτίβο των διάφορων σειρών, για R = RH , συνεχίζεται επ΄ άπειρον (όπως υποδεικνύεται
στο Σχήμα 3.1) για όλο και χαμηλότερες ενέργειες. Η αλλαγή της ευστάθειας στο ρ0 = ρR
θα πρέπει πάντα να αντιστοιχεί σε Q > −0.9 όπως υποδεικνύεται από την εξίσωση (3.85).

3.2 Μικροκανονική συλλογή

Σε αυτή την παράγραφο, ουσιαστικά, θα παρουσιάσουμε τα αποτελέσματα της εργασίας μας
[24]. Ας εξετάσουμε τις λύσεις για R < RH και R > RH στη μικροκανονική συλλογή. Η
ενέργεια ως προς την αντίθεση πυκνότητας έχει σχεδιαστεί στο Σχήμα 3.5. Η πάνω σειρές
που ονομάζουμε 1 (R < RH) και 4 (R > RH) αντιστοιχούν σε μονοτονικά μεταβαλλόμενη
πυκνότητα. Στη σειρά 1 είναι φθίνουσα (ρ0 > ρR), ενώ στην 4 αύξουσα (ρ0 < ρR). Η
σειρά 1 υπόκειται σε αλλαγή ευστάθειας στο σημείο B1 (ο ευσταθής κλάδος είναι ο A1B1),
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Σχήμα 3.5: Στην περίπτωση dS, η αδιάστατη ενέργεια ως προς την αντίθεση πυκνότητας για σταθερά M ,
R, ρΛ στη μικροκανονική συλλογή. Αντίθετα από την περίπτωση Λ = 0, αυτό το διάγραμμα δε μπορεί
να ερμηνευτεί ως αν να μεταβάλλεται το R με σταθερή E, γιατί το m παραμένει σταθερό. Μόνο οι
πάνω σειρές (1 και 4) αντιστοιχούν σε ρ(r) που αλλάζει μονοτονικά. Οι σειρές με χαμηλότερες ενέργεις
έχουν περισσότερα ακρότατα στην ρ(r).Τα σημεία B, εκτός του B4, είναι σημεία αλλαγής ευστάθειας. Οι
καμπύλες A3B3 και A5B5 είναι ασταθείς κλάδοι.
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Σχήμα 3.6: (α) Η κρίσιμη ενέργεια ως προς το ρΛ για σταθερά M , R στη μικροκανονική συλλογή, όπου ρ̄
είναι η μέση πυκνότητα της ύλης. Στη μη γραμμοσκιασμένη περιοχή δεν υπάρχουν καταστάσεις ισορροπίας.
(β) Η κρίσιμη αντίθεση πυκνότητας ως προς το ρΛ για σταθερά M , R στη μικροκανονική συλλογή, όπου
ρ̄ είναι η μέση πυκνότητα. Αστάθεια εμφανίζεται για ρ0/ρR > (ρ0/ρR)cr (εκτός εάν (ρ0/ρR)cr < 1).

ενώ η σειρά 4 είναι ασταθής και δεν υπόκειται σε αλλαγή ευστάθειας. Αυτό αποδεικνύεται
ως ακολούθως: για αυτή τη σειρά υπάρχει το όριο E → ∞, που αντιστοιχεί σε β = 0.
Από την εξίσωση (3.87), για β = 0 παίρνουμε δ(2)S < 0. Επιπλέον, η ενέργεια δεν έχει
ακρότατο (όπου θα μπορούσε να συμβεί αλλαγή ευστάθειας) και (για να είμαστε βέβαιοι)
όλοι η σειρά ελέγχθηκε αριθμητικά σε κάθε σημείο για την ύπαρξη μηδενικής ιδιοτιμής,
χωρίς να βρεθεί κάποια. Κάθε τέτοια λύση (στη σειρά 4) αντιστοιχεί σε διαμορώσεις
κάπως αραιές στο κέντρο με την ύλη περισσότερο συγκεντρωμένη στην περιφέρεια. Η
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Σχήμα 3.7: Η κρίσιμη ακτίνα ως προς το ρΛ για σταθερά E,M στη μικροκανονική συλλογή. Δεν υπάρχουν
καταστάσεις ισορροπίας στη μη γραμμοσκιασμένη περιοχή. ΄Οπου RH είναι η ακτίνα της ομογενούς λύσης.
Βλέπε το κείμενο για λεπτομέρειες.

επόμενη σειρά σε χαμηλότερες ενέργειες έχει ένα ακρότατο στην πυκνότητα, η επόμενη
δύο ακρότατα, κ.ο.κ. Στα σημεία B, εκτός του B4 εγκαθίσταται αστάθεια. Για τις σειρές
A2B2 και A6B6 έχουμε ισχυρές αριθμητικές ενδείξεις ότι είναι ευσταθείς, ενώ οι σειρές 3
και 5 είναι ασταθείς. Σειρές όπως οι A2B2 και A6B6 αντιστοιχούν σε λύσεις αραιωμένες
στο κέντρο με περιοδικά πυκνώματα μακριά από αυτο. Λογικά, θα περίμενε κανείς αυτό
το μοτίβο του Σχήματος 3.5 να συνεχίζεται επ΄ άπειρον με σειρές σε όλο και μικρότερες
ενέργειες. Φυσικά αυτό είναι αδύνατον να ελεγθεί αριθμητικά, καθώς ξέρουμε ότι οι σειρές
είναι άπειρες.

3.2.1 Κρίσιμα μεγέθη

΄Ενα γενικό αποτέλεσμα είναι πως καθώς η κοσμολογική σταθερά αυξάνεται, υπάρχουν ι-
σόθερμες σφαίρες σε όλο και χαμηλότερες θερμοκρασίες και ενέργειες. Αυτό φαίνεται στο
Σχήμα 3.2, όπου είναι σχεδιασμένο η κλασική σπείρα β(E) για κάποια αρνητική και κάποια
θετική κοσμολογική σταθερά. Θα μπορούσε να πει κανείς πως ο AdS δρα αποσταθεροποι-
ητικά ενώ ο dS σταθεροποιητικά.
Στην περίπτωση μηδενικής κοσμολογικής σταθεράς, καταστάσεις ισορροπίας (ισοθερμι-

κές σφαίρες) υπάρχουν μόνο για

E ·R > −0.335GM2 (3.90)

Αυτό σημαίνει πως για σταθερή ακτίνα, υπάρχει μία ελάχιστη κρίσιμη ενέργεια Ecr =
−0.335GM2/R εώς την οποία, μπορεί να επιτευχθεί ισορροπία. Θέλουμε να προσδιορίσου-
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με πως αυτή η κρίσιμη ενέργεια αλλάζει ως προς το ρΛ. Η απάντηση βρίσκεται στο Σχήμα
3.6(αʹ). Η κρίσιμη ενέργεια μικραίνει καθώς αυξάνει η κοσμολογική σταθερά. Στον AdS η
κρίσιμη ενέργεια γίνεται θετική για ρΛ . −4.2ρ̄, όπου ρ̄ είναι η μέση πυκνότητα.
Υποθέτοντας τιμές ενέργειας E και ακτίνας R τέτοιες, ώστε να σέβονται την (3.90),

στην περίπτωση Λ = 0, δεν εξασφαλίζουμε πως η κατάσταση ισορροπίας είναι ευσταθής.
Αυτό εξαρτάται από την αντίθεση πυκνότητας ρ0/ρR, δηλαδή το λόγο της κεντρικής πυ-
κνότητας προς την πυκνότητα στο άκρο. Η κατάσταση παραμένει η ίδια παρουσία του ρΛ.
Για ρΛ = 0 είναι (ρ0/ρR)cr = 709 [9] με τον ασταθή κλάδο να είναι αυτός με ρ0/ρR > 709.
Στο Σχήμα 3.6(βʹ) βλέπουμε πώς αυτός ο αριθμός μεταβάλλεται ως προς την κοσμολογική
σταθερά. Η κρίσιμη αντίθεση πυκνότητας μικραίνει με αυξανόμενη κοσμολογική σταθερά.
Η αστάθεια συμβαίνει στον AdS σε πιό πυκνές καταστάσεις, ενώ στον dS σε λιγότερο
πυκνές.
Υποθέστε πως η ενέργεια είναι αρνητική και σταθερή σε κάποια τιμή E στην περί-

πτωση Λ = 0. Τότε, η ανισότητα (3.90) δείχνει πως υπάρχει μία μέγιστη κρίσιμη ακτίνα
RA = (−0.335/E)GM2 που περιορίζει την δυνατότητα ισορροπίας. Για R > RA δεν υπάρ-
χει ισορροπία. Στον AdS αυτή η ακτίνα μικραίνει καθώς το ρΛ παίρνει όλο και πιο αρνητικές
τιμές. Στον dS αυτή η ακτίνα μεγαλώνει καθώς μεγαλώνει η κοσμολογική σταθερά και ε-
πιπλέον εμφανίζεται μια δεύτερη κρίσιμη ακτίνα, που ονομάζουμε RIA, και περιορίζει την
ύπαρξη καταστάσεων ισορροπίας από τα χαμήλα. Στις τιμές RA και RIA συμβαίνει μια μετά-
βαση φάσης. Δηλαδή δεν υπάρχει ισορροπία για RA < R < RIA όπως φαίνεται στο Σχήμα
3.7. Αυτή είναι μια τυπική συμπεριφορά επανεισόδου (reentrant behavior), που συμβαίνει
σε στατιστικά συστήματα [34, 35, 36, 37], όταν υπάρχουν ανταγωνιστικές δυνάμεις. Πέρα
από την οριακή τιμή ρdSΛ ≃ 7.14(3|E|3/8πG3M5) μπορούν να βρεθούν πάντα καταστάσεις
ισορροπίας.
Στην περιοχή Ι του Σχήματος 3.7 υπάρχουν οι καταστάσεις ισορροπίας της σειράς 1

του Σχήματος 3.5(αʹ) και στην περιοχή ΙΙ όλες οι σειρές του Σχήματος 3.5(βʹ). Στην μικρή
γκρι άνω περιοχή υπάρχουν οι υπόλοιες σειρές του Σχήματος 3.5(αʹ). Αυτού του τύπου οι
καταστάσεις ισορροπίας υπάρχουν μόνο για τιμές της κοσμολογικής σταθεράς μεγαλύτερες
από μια ελάχιστη τιμή ρmin

Λ . Αυτή η μικρότερη τιμή για την οποία η κοσμολογική δύναμη
μπορεί οριακά να κρατήσει όλη την ύλη στο άκρο. Αυτή μπορεί εύκολα να υπολογιστεί
εξισώνοντας τις δυνάμεις στο άκρο, υποθέτοντας πως όλη η ύλη είναι συγκεντρωμένη στο
R:

GM2

2R
= GM

8

3
πρmin

Λ R2 ⇒ ρmin
Λ = ρ̄/4 (3.91)

όπου ρ̄ είναι η μέση πυκνότητα.

3.2.2 Σύγκριση με τον χώρο Schwartzschild-dS

Οι δύο κρίσιμες ακτίνες στο Σχήμα 3.7 προσομοιάζουν τους δύο ορίζοντες του χώρου
Schwartzschild-dS, όπου τον ρόλο του κοσμολογικού ορίζοντα παίζει η RIA. Η μετρική
Schwartzschild-dS μπορεί να γραφεί ως:

ds2 = −
(

1− 2GM

c2r
− 8πG

3c2
ρΛr

2

)

dt2+

(

1− 2GM

c2r
− 8πG

3c2
ρΛr

2

)−1

dr2+ r2dΩ2 (3.92)

όπου ρΛ είναι η πυκνότητα μάζας της κοσμολογικής σταθεράς (η πυκνότητα ενέργειας είναι
κ = ρΛc

2 = Λc4

8πG
). Η μετρική αυτή έχει δύο ορίζοντες για ρΛ > 0: τον ορίζοντα της μαύρης
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Σχήμα 3.8: Οι ορίζοντες του χώρου Schwartzschild-dS ως προς την κοσμολογική σταθερά για σταθερή
μάζα. Η ακτίνα του ορίζοντα RH μετράται σε μονάδες της ακτίνας Schwartzschild RS = 2GM

c2
. Για

μια δεδομένη κοσμολογική σταθερά υπάρχουν δύο ορίζοντες: ο ορίζοντας της μαύρης τρύπας RBH και ο
κοσμολογικός ορίζοντας RC . Η ομοιότητα με το Σχήμα 3.7 είναι εντυπωσιακή!

τρύπας RBH και τον κοσμολογικό ορίζοντα RC . Και οι δύο ορίζονται ως οι πραγματικές
ρίζες RH του πολυωνύμου τρίτης τάξης

1− 2GM

c2RH
− 8πG

3c2
ρΛR

2
H = 0 (3.93)

οι οποίες, για διάφορες τιμές της κοσμολογικής σταθεράς ρΛ, είναι σχεδιασμένες στο Σχήμα
3.8. Η ομοιότητα με το Σχήμα 3.7 είναι πολύ μεγάλη για να θεωρηθεί σύμπτωση! Φαίνεται
πως το φαινόμενο επανεισόδου του Σχήματος 3.7 είναι το κοντινότερο Νευτώνειο ανάλογο
(Σχήμα 3.8) στον χώρο Schwartzschild-dS.
΄Ομως, υπάρχει μια μεγάλη διαφορά μεταξύ του χώρου Schwartzschild-dS και του Νευ-

τώνειου φαινόμενου επανεισόδου. Αυτή είναι ο αντίθετος χαρακτήρας της ανισότητας για
την αστάθεια, δηλαδή η ευσταθής περιοχή του Νευτώνειου συστήματος αντιστοιχεί στην
ασταθή περιοχή (R < RBH και R > RC) του χώρου Schwartzschild-dS.

3.3 Κανονική συλλογή

Στην κανονική συλλογή [25, 26] τα σημεία αλλαγής ευστάθειας είναι διαφορετικά από αυτά
της μικροκανονικής. Η σειρά των καταστάσεων ισορροπίας εκφρασμένη ως συνάρτηση της
θερμοκρασίας ως προς την αντίθεση πυκνότητας φαίνεται στο Σχήμα 3.9 στην περίπτωση
dS. Στον AdS, όπως στην περίπτωση Λ = 0, υπάρχει μόνο μία σειρά καταστάσεων ισορ-
ροπίας για κάθε τιμή κοσμολογικής σταθεράς, που είναι ίδια στη μορφή με τη σειρά 1 του
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Σχήμα 3.9: Στον dS, η αδιάστατη θερμοκρασία ως προς την αντίθεση πυκνότητας για σταθερά M , R, ρΛ
στην κανονική συλλογή. Μόνο οι πάνω σειρές (1 και 4) αντιστοιχούν σε ρ(r) που μεταβάλλεται μονοτονικά.
Τα σημεία B, εκτός του B4, είναι σημεία αλλαγής ευστάθειας. Βλέπε το κείμενο για λεπτομέρειες.

Σχήματος 3.9(αʹ). Σημειώνουμε πως το διάγραμμα 3.9 της θερμοκρασίας είναι πολύ όμοιο
με το διάγραμμα 3.5 της ενέργειας. Τα σημεία B, εκτός του B4, του Σχήματος 3.9, είναι
σημεία αλλαγής ευστάθειας. Οι σειρές A1B1 και A4B4 είναι ευσταθείς. Δεν ήταν δυνατόν
να καταλήξουμε με βεβαιότητα ως προς την ευστάθεια των πράσινων σειρών A2B2, A3B3,
A5B5 και A6B6, αν και το γεγονός πως η θερμοχωρητικότητα είναι θετική είναι μια ένδειξη
πως είναι ευσταθείς (αφού μιλάμε για την κανονική συλλογή), όπως και το γεγονός ότι δε
βρήκαμε αριθμητικά κάποια αστάθεια. Οι υπόλοιπες σειρές είναι ασταθείς.
Στο Σχήμα 3.10 βλέπουμε πως η κρίσιμη αντίθεση πυκνότητας (βλ. σχέση (3.60» για τη

σειρά 1 του Σχήματος 3.9(αʹ), μειώνεται καθώς αυξάνει η κοσμολογική σταθερά, ακριβώς
όπως στη μικροκανονική συλλογή. ΄Ομως, η αστάθεια εμφανίζεται ‘νωρίτερα’ στην κανονι-
κή συλλογή. Είναι γνωστό στην περίπτωση Λ = 0 πως η αστάθεια στην κανονική συλλογή
εμφανίζεται όταν η θερμοχωρητικότητα γίνεται αρνητική, κάτι που φυσικά εξακολουθεί να
ισχύει παρουσία κοσμολογικής σταθεράς. Αυτή η περιοχή της αρνητικής θερμοχωρητι-
κότητας είναι ευσταθής στη μικροκανονική συλλογή, ενώ η αστάθεια εμφανίζεται όταν η
θερμοχωρητικότητα γίνεται θετική ξανά (βλέπε [10]).
Η κανονική συλλογή είναι εντελώς διαφορετική από τη μικροκανονική όσον αφορά στις

ιδιότητες ευστάθειας του συστήματος. Θεωρούμε τη μάζα σταθερή και στις δύο συλλογές.
΄Οπως φαίνεται στο Σχήμα 3.11, η κρίσιμη ακτίνα μειώνεται με αυξανόμενη κοσμολογική
σταθερά και η περιοχή της αστάθειας βρίσκεται τώρα σε ακτίνες μικρότερες (και όχι με-
γαλύτερες) από την κρίσιμη ακτίνα R < Rcr. Η κρίσιμη ακτίνα μειώνεται με αυξανόμενη
ρΛ, επειδή σε μια αύξηση της ρΛ η θερμοκρασία μειώνεται έτσι, ώστε κανείς θα πρέπει να
συμπιέσει το σύστημα για να εξουδετερώσει την αποσταθεροποιητική αυτή μείωση της θερ-
μοκρασίας. Η περιοχή όπου βρίσκεται η αστάθεια αλλάζει σε σχέση με τη μικροκανονική
συλλογή, επειδή σε μια συμπίεση αν και η βαθμίδα της πίεσης αυξάνεται, η αύξηση είναι
πολύ μικρότερη καθώς ενέργεια εκλύεται προς τη δεξαμενή θερμότητας. Στην περίπτωση
AdS υπάρχει μια οριακή τιμή της κοσμολογικής σταθεράς ρAdS

Λ ≃ −12.32(3/8πG3M2β3)
πέρα από την οποία δεν υπάρχουν καταστάσεις ισορροπίας.
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Σχήμα 3.10: Η κρίσιμη αντίθεση πυκνότητας ως προς το ρΛ για σταθερά M , R στην κανονική συλλογή,
όπου ρ̄ είναι η μέση πυκνότητα. Αστάθεια εμφανίζεται για ρ0/ρR > (ρ0/ρR)cr (εκτός αν (ρ0/ρR)cr < 1).

Η κρίσιμη θερμοκρασία μικαίνει με αυξανόμενη κοσμολογική σταθερά, όπως φαινεται
στο Σχήμα 3.12. Η αύξηση της κοσμολογικής σταθεράς δρα σταθεροποιητικά στο σύστη-
μα, λόγω της αύξησης της απωστικής δύναμης (ή τη μείωση της ελκτικής δύναμης στην
περίπτωση AdS), επιτρέποντας στο σύστημα να μπορεί να βρεθεί σε καταστάσεις ισορροπί-
ας σε όλο και μικρότερες θερμοκρασίες. Καθώς η κοσμολογική σταθερά αυξάνεται, φτάνει
σε μια τιμή πέραν της οποίας το σύστημα μπορεί οριακά να είναι σε κατάσταση στατικής
δυναμικής ισορροπίας. Σε αυτή την κατάσταση όλη η ύλη είναι ακίνητη, δηλαδή T = 0, και
είναι συγκεντρωμένη στο άκρο. Αυτό είναι το σημείο A στο Σχήμα 3.12. Υπολογίσαμε
νωρίτερα αυτό το σημείο στην εξίσωση (3.91) και βρήκαμε ρmin

Λ = ρ̄/4. Για μεγαλύτερες
τιμές, η απωστική κοσμολογική δύναμη αυξάνεται, επιτρέποντας καταστάσεις ισορροπίας
με την ύλη όλο και πιο κοντά στο κέντρο και σε υψηλότερες θερμοκρασίες. Το σύστημα
υφίσταται μια μετάβαση φάσης. Για μια σταθερή κοσμολογική σταθερά σε αυτή την περιοχή
(μετά το σημείο A), υπάρχουν μετασταθείς καταστάσεις για χαμηλές θερμοκρασίες μέχρι
μια μέγιστη κρίσιμη τιμή T1, όπου το σύστημα περνάει σε φάση κατάρρευσης. Για μεγα-
λύτερες θερμοκρασίες, δεν υπάρχουν μετασταθείς καταστάσεις και το σύστημα υφίσταται
ισοθερμική κατάρρευση. Αυτό συμβαίνει μέχρι μια δεύτερη κρίσιμη θερμοκρασία T2. Για
ακόμα μεγαλύτερες θερμοκρασίες, επανέρχονται οι καταστάσεις ισορροπίας.

3.4 Δυναμική Jeans αστάθεια και θερμοδυναμική

Σε αυτή την παράγραφο θα μελετήσουμε τη σχέση μεταξύ θερμοδυναμικής και δυναμικής
ευστάθειας ανεξάρτητα της κοσμολογικής σταθεράς. Η εξίσωση Emden (με, ή χωρίς Λ)
είναι η εξίσωση της υδροστατικής ισορροπίας. Αυτό φαινεται εύκολα. Η υδροστατική
ισορροπία καθορίζεται από τη συνθήκη

∇p
ρ

= −∇φ

Για p = ρ/β έχουμε
∇(log ρ) = ∇(−βφ)
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Σχήμα 3.11: Η κρίσιμη ακτίνα ως προς το ρΛ για σταθερά β, M στην κανονική συλλογή. Δεν υπάρχουν
καταστάσεις ισορροπίας στη μη-γραμμοσκιασμένη περιοχή. Συμβολίζουμε με RH την ακτίνα της ομογενούς
λύσης. Βλέπε το κείμενο για λεπτομέρειες.

έτσι, ώστε
ρ = ρ0e

−β(φ−φ(0))

Αντικαθιστώντας αυτό το ρ στην εξίσωση Poisson παίρνουμε την εξίσωση Emden (με, ή
χωρίς Λ). Το ερώτημα που θέτουμε είναι αν και υπό ποιές συνθήκες η δυναμική ευστάθεια
συμπίπτει με τη θερμοδυναμική ευστάθεια.
Με τον όρο δυναμική ευστάθεια, εννοούμε τη γραμμική δυναμική ευστάθεια που αντι-

στοιχεί σε διαταραχές πρώτης τάξης των δυναμικών εξισώσεων γύρω από την ισορροπία.
Αυτή η ανάλυση δίνει τη γνωστή αστάθεια Jeans στην περίπτωση μιας διαταραχής σε ένα
ομογενές βαρυτικό μέσο1, που περιγράφουμε στο Παράρτημα Αʹ. ΄Ομως, ένας διαφορετι-
κός, ακριβής υπολογισμός με διαταραχή σε μια ισοθερμική σφαίρα πραγματοποιήθηκε από
τον Chavanis [19]. Αυτή η αστάθεια Jeans αποδείχθηκε ισοδύναμη με τη θερμοδυναμι-
κή αστάθεια στην κανονική συλλογή (ισοθερμική κατάρρευση). Αυτό συνέβη γιατί στον
υπολογισμό του Chavanis [19], όπως και στον αρχικό υπολογισμό, δεν πραγματοποιείται
διαταραχή στη θερμοκρασία, οπότε αυτή θεωρείται πρακτικά σταθερή κατά τη διαταραχή.
Συνεπώς, αν και συνήθως δεν διατυπώνεται ξεκάθαρα, σε όλες τις μορφές της αστάθειας
Jeans υπάρχει η a-priori υπόθεση της σταθερής θερμοκρασίας, όχι όμως της σταθερής ενέρ-
γειας. Το ερώτημα που θέτουμε και επεξεργαζόμαστε στα ακόλουθα είναι αν μια δυναμική
αστάθεια Jeans μπορεί να είναι ισοδύναμη με τη μικροκανονική, θερμοδυναμική αστάθεια,
για ένα σύστημα με σταθερή ενέργεια. Πολύ πρόσφατα, παρόμοια ζητήματα συζητήθηκαν

1Καθώς οι καταστάσεις ισορροπίας του βαρυτικού αερίου δεν ειναι ομογενείς (εκτός από εξαιρετικές περιπτώσεις παρουσία
της κοσμολογικής σταθεράς όπως είδαμε νωρίτερα) αυτή η υπόθεση της ομογένειας ονομάζεται “the Jeans swindle”, δηλαδή
η εξαπάτιση Jeans[6].
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Σχήμα 3.12: Η κρίσιμη θερμοκρασία ως προς το ρΛ για σταθερά M , R στην κανονική συλλογή, όπου ρ̄
είναι η μέση πυκνότητα. Στη μη γραμμοσκιασμένη περιοχή δεν υπάρχει ισορροπία.

στην αναφορά [48].
Ας επαναλάβουμε τον υπολογισμό του Chavanis [19] της αστάθειας Jeans σε μη-ομογενές

μέσο, που αποδεικνύει ότι είναι ισοδύναμη με τη θερμοδυναμική αστάθεια στην κανονική
συλλογή. Εμείς θα συμπεριλάβουμε και την κοσμολογική σταθερά στον υπολογισμό. ΄Ενα
βαρυτικό ρευστό περιγράφεται από τρεις εξισώσεις: την εξίσωση συνέχειας, την εξίσωση
Navier-Stokes, και την εξίσωση Poisson.

∂ρ

∂t
+∇(ρ~υ) = 0 (3.94)

∂~υ

∂t
+ (~υ∇)~υ = −1

ρ
∇p−∇φ+

η

ρ
∇2~υ +

1

ρ

(

ζ +
η

3

)

∇(∇~υ) (3.95)

∇2φ = 4πGρ− 8πGρΛ (3.96)

΄Οπως πριν, η καταστατική εξίσωση σε ένα σημείο ~r είναι p = ρkT/m̃, όπου m̃ είναι η
μάζα ενός σωματιδίου, και το ρευστό είναι περιορισμένο μέσα σε ένα σφαιρικό κελί ακτίνας
R. Για απλότητα θα αμελήσουμε το ιξώδες, δηλαδή θεωρούμε η = ζ = 0 στα ακόλουθα.
Σημειλωνουμε πως ο Chavanis απέδειξε πως το ιξώδες δεν επηρεάζει το σημείο αλλαγής
ευστάθειας.
Επίσης ισχύει η συνθήκη υδροστατικής ισορροπίας

1

ρe
∇pe = −∇φe ⇔

kTe
m̃

1

ρe

dρe
dr

= −dφe

dr
(3.97)
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όπου ο δείκτης e συμβολίζει τις ποσότητες στην ισορροπία. Αυτές οι ποσότητες δεν εξαρ-
τώνται από το χρόνο t. Θεωρείστε μια μικρή διαταραχή γύρω από μια στάσιμη κατάσταση
ισορροπίας

~υ = δ~υ(r, t) , ρ = ρe + δρ(r, t) , p = pe + δp(r, t) , φ = φe + δφ(r, t) (3.98)

Υποθέτουμε επίσης δT = 0, που σημαίνει ότι η ενέργεια του συστήματος δε διατηρείται,
όπως θα δούμε αναλυτικά αργότερα. Οι εξισώσεις (3.94), (3.95) και (3.96) γίνονται για τις
διαταραχές

∂δρ

∂t
+∇(ρe ~δυ) = 0 (3.99)

ρe
∂δ~υ

∂t
= −kTe

m̃
∇δρ− δρ∇φe − ρe∇δφ (3.100)

∇2δφ = 4πGδρ (3.101)

Παρατηρήστε πως δεν υπάρχει κανένα λόγο να επικαλεστούμε το “Jeans swindle” καθώς
εργαζόμαστε σε ρεαλιστικές μη-ομογενείς καταστάσεις ισορροπίας.
Ας περιοριστούμε σε ακτινικές διαταραχές μόνο, ανάλογες για κάθε φυσικό μέγεθος,

στον ίδιο παράγοντα
eσt

Σε αυτή την περίπτωση οι εξισώσεις (3.99), (3.100) και (3.101) γίνονται:

σδρ+
1

r2
d

dr
(ρer

2δυ) = 0 (3.102)

σρeδυ = −kTe
m̃

dδρ

dr
− δρ

dφe

dr
− ρe

dδφ

dr
(3.103)

1

r2
d

dr

(

r2
dδφ

dr

)

= 4πGδρ (3.104)

Χρησιμοποιώντας το συμβολισμό (3.46), δηλαδή δρ = 1
4πr2

dq
dr
, η εξίσωση (3.102) δίνει μετά

την ολοκλήρωση και χρησιμοποιώντας τη συνθήκη q(0) = 0:

δυ = − σ

4πρer2
q (3.105)

Αντικαθιστώντας αυτή την εξίσωση πίσω στην (3.103) παίρνουμε

σ2

4πr2
q =

kTe
m̃

d

dr

(

1

4πr2
dq

dr

)

+
1

4πr2
dq

dr

dφe

dr
+
Gρe
r2

q (3.106)

όπου ήδη χρησιμοποιήσαμε την
dδφ

dr
=
G

r2
q (3.107)

η οποία προκύπτει από την ολοκλήρωση της (3.104) και χρησιμοποιώντας τις συνοριακές
συνθήκες q(0) = q(R) = 0. Χρησιμοποιώντας τη συνθήκη υδροστατικής ισορροπίας (3.97),
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η εξίσωση (3.106) γίνεται

ρe
k

m̃

{(

1

ρe

)

d

dr

(

1

4πρer2
dq

dr

)

+
d

dr

(

1

ρe

)(

1

4πρer2
dq

dr

)}

+
Gq

Ter2
=

σ2

4πρeTer2
q

k

m̃

d

dr

(

1

4πρer2
dq

dr

)

+
Gq

Ter2
=

σ2

4πρeTer2
q (3.108)

η οποία είναι ισοδύναμη με την εξίσωση (3.59) που καθορίζει την κανονική θερμοδυναμική
ευστάθεια. Για σ2 < 0 η διαταραχή είναι ανάλογη στο ei|σ|t και συνεπώς η ισορροπία είναι
ευσταθής. Ομοίως, στην εξίσωση (3.59), το ξ < 0 αντιστοιχεί σε ελάχιστο της ελεύθερης
ενέργειας (μέγιστο της συνάρτησης Massieu) και άρα σε ευσταθή κατάσταση ισορροπίας.
Βλέπουμε πως η αστάθεια Jeans είναι ισοδύναμη με τη κανονική θερμοδυναμική αστάθεια.
Εδώ ολοκληρώνεται η ανάλυση του Chavanis [19].
Καθώς έχουμε υποθέσει δT = 0, η ενέργεια δε διατηρείται στους υπολογισμούς του

Chavanis. Αυτό μπορεί να διαπιστωθεί ως ακολούθως. ΄Εστω μια χρονεξαρτώμενη διατα-
ραχή της θερμοκρασίας του συστήματος

T (t) = Te + δT (t) (3.109)

Ας θυμηθούμε από την παράγραφο 3.1.2 ότι η ενέργεια του συστήματος μπορεί να γραφεί

E =
3

2
M
kT

m̃
+

1

2

∫

ρφd3~r +
1

2

∫

ρφΛd
3~r

και συνεπώς η διαταραχή στην ενέργεια σε πρώτη τάξη ισούται με:

δE =
3kM

2m̃
δT +

∫

d3~rφeδρ (3.110)

όπου έχουμε χρησιμοποιήσει την εξίσωση (3.41). Από αυτή την εξίσωση είναι προφανές
ότι αν δT = 0 τότε γενικά δE 6= 0. Προκειμένου να είναι

δE = 0

θα πρέπει

δT = − 2m̃

3kM

∫

d3~rφeδρ (3.111)

Ας γράψουμε τις δυναμικές εξισώσεις για τις γραμμικές διαταραχές, συμπεριλαμβανομέ-
νης της διαταραχής στη θερμοκρασία (3.109). ΄Εχουμε ότι οι εξισώσεις (3.94) και (3.96)
παραμένουν οι ίδιες, ενώ η εξίσωση (3.95) γίνεται σε αυτή την περίπτωση:

ρe
∂δ~υ

∂t
= −kTe

m̃
∇δρ− kδT

m̃
∇ρe − δρ∇φe − ρe∇δφ (3.112)

΄Οπως είδαμε, θεωρώντας μόνο ακτινικές διαταραχές ανάλογες στο eσt και χρησιμοποιώντας
σφαιρική συμμετρία, οι εξισώσεις (3.94) και (3.96) οδηγούν στις (3.102) και (3.104), ενώ
η εξίσωση (3.112) γίνεται

σρeδυ = −kTe
m̃

dδρ

dr
− kδT

m̃

dρe
dr

− δρ
dφe

dr
− ρe

dδφ

dr
(3.113)
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Χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις (3.46), (3.105), (3.107) και την εξίσωση της υδροστατικής
ισορροπίας (3.97), η τελευταία εξίσωση (3.113) γράφεται διαδοχικά:

σ2

4πr2
q =

kTe
m̃

d

dr

(

1

4πr2
dq

dr

)

− ρe
δT

Te

dφe

dr
− kTe

m̃

1

ρe

dρe
dr

1

4πρer2
dq

dr
+

Gq

Ter2

k

m̃

d

dr

(

1

4πρer2
dq

dr

)

+
Gq

Ter2
− δT

T 2
e

φ′
e =

σ2

4πρeTer2
q (3.114)

όπου ο τόνος συμβολίζει παραγώγιση ως προς το r. Τώρα, με το συμβολισμό (3.46) για
το δρ, η συνθήκη για σταθερή ενέργεια (3.111) γίνεται:

δT = − 2m̃

3kM

∫ R

0

dr̃φe
dq

dr̃
=

2m̃

3kM

∫ R

0

dr̃φ′
eq (3.115)

και συνεπώς η εξίσωση (3.114) γίνεται:

k

m̃

d

dr

(

1

4πρer2
dq

dr

)

+
Gq

Ter2
− 2m̃

3kMT 2
e

(
∫ R

0

dr̃φ′
eq

)

φ′
e =

σ2

4πρeTer2
q (3.116)

Αυτή η εξίσωση είναι ισοδύναμη στην (3.52) (για k = 1, m̃ = 1) που καθορίζει τη θερμο-
δυναμική ευστάθεια στη μικροκανονική συλλογή, δηλαδή τη Θερμοβαρυτική καταστροφή.
Η εξίσωση (3.116) σημαίνει ότι για ένα σύστημα με σταθερή ενέργεια, μια κατάσταση ισορ-
ροπίας είναι δυναμικά ευσταθής μόνο εάν σ2 < 0 διότι τότε η διαταραχή είναι ανάλογη του
ei|σ|t. Η όμοια εξίσωση (3.52) δείχνει ότι οι ευσταθείς καταστάσεις ισορροπίας είναι μόνο
αυτές για τις οποίες ξ < 0, καθώς τότε η εντροπία είναι ένα (τοπικό) μέγιστο. Εν τέλει,
το πρόσημο του σ2 για μια κατάσταση ισορροπίας είναι το ίδιο με το πρόσημο του ξ επίσης.
Συνεπώς, η Θερμοβαρυτική Καταστροφή είναι ισοδύναμη με μια δυναμική αστάθεια τύπου
Jeans, για την οποία η ενέργεια μένει σταθερή κατά τη διαταραχή.
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Κεφάλαιο 4

Θερμοδυναμική ευστάθεια στη
Γενική Σχετικότητα

Το 1965 ο Cocke [54] πρότεινε μια αρχή μέγιστης εντροπίας για ένα στατικό, σφαιρικά
συμμετρικό τέλειο ρευστό ώστε να εξάγει τη σχετικιστική εξίσωση υδροστατικής ισορρο-
πίας, που είναι ευρέως γνωστή ως η εξίσωση Tolman-Oppenheimer-Volkof (TOV). Στην
ανάλυσή του, το ρευστό ήταν σε αδιαβατική κίνηση έτσι, ώστε η ολική εντροπία να μένει
σταθερή και χρησιμοποιήθηκαν επίσης η εξίσωση δεσμών του Einstein (initial data con-
straint equation) μαζί με την ακτινική συνιστώσα των εξισώσεων Einstein. Αργότερα,
το 1981, οι Sorkin, Wald και Zhang (SWZ) [55] ανέπτυξαν μια διαφορετική αρχή μέγι-
στης εντροπίας για την ακτινοβολία, η οποία δε χρειαζόταν την αδιαβατική υπόθεση και
χρησιμοποιούσε μόνο την constraint εξίσωση. Πολύ πρόσφατα, ο Gao [56] γενίκευσε την
ανάλυση των SWZ για οποιοδήποτε τέλειο ρευστό. ΄Ομως, στην ανάλυση του Gao [56] δεν
είναι ξεκάθαρο σε ποιά συλλογή πραγματοποιείται αυτή. Είναι καίριο να προσδιοριστεί η
συλλογή, καθώς όπως είδαμε οι συλλογές δεν είναι ισοδύναμες στη Βαρύτητα, σε σχέση με
την ευστάθεια της ισορροπίας. Θα βελτιώσουμε την ανάλυσή του, εξάγοντας την εξίσωση
TOV από τη θερμοδυναμική, δουλεύοντας καθαρά τόσο στη μικροκανονική όσο και στην
κανονική συλλογή με έναν ελπίζουμε πιο άμεσο και απλό τρόπο.
Πιό σημαντικό είναι πως θα δείξουμε ότι η βαρύτητα είναι ισοδύναμη στη θερμοδυναμική

της μικροκανονικής συλλογής, όχι μόνο όσον αφορά στις καταστάσεις ισορροπίας (δηλαδή
την εξίσωση TOV), αλλά και στο επίπεδο της ευστάθειας αυτών. Πραγματικά, βρίσκουμε
πως η γραμική, δυναμική ευστάθεια, που ορίζεται από τις εξισώσεις Einstein, συμπίπτει με
τη μικροκανονική, θερμοδυναμική ευστάθεια, που ορίζεται από τη μεταβολή της εντροπίας
δεύτερης τάξης, για ένα στατικό, τέλειο ρευστό με γενική καταστατική εξίσωση.
Τέλος, μελετάμε την επίδραση της κοσμολογικής σταθεράς στην ευστάθεια των σφαι-

ρικών ρευστών. Αυτή η μελέτη μπορεί να θεωρηθεί ως η σχετικιστική γενίκευση του
προηγούμενου κεφαλαίου, όπου δουλέψαμε στο Νευτώνειο όριο. Πραγματοποιούμε την
ανάλυση για ύλη και ακτινοβολία με γραμική καταστατική εξίσωση, και την υπόθεση της
σταθερής εντροπίας ανά βαρυόνιο και σταθερής χημικής σύνθεσης σε όλο το ρευστό. ΄Ενα
γενικό αποτέλεσμα είναι πως μια αύξηση στην κοσμολογική σταθερά τείνει να σταθερο-
ποιήσει το σύστημα. Επιπλέον, η κρίσιμη ελάχιστη ακτίνα, μέχρι την οποία υπάρχουν
καταστάσεις ισορροπίας, ‘ακουμπάει’ πάνω στον κοσμολογικό ορίζοντα σε κάποια τιμή της
κοσμολογικής σταθεράς.
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Σημειώνουμε πως η βαθιά σχέση μεταξύ της βαρύτητας και της θερμοδυναμικής μελετά-
ται έντονα εδώ και μερικές δεκαετίες, ξεκινώντας από τους τέσσερεις νόμους της μηχανικής
των μελανών οπών [57, 58] και της ακτινοβολίας Hawking [59]. Αυτοί οι νόμοι συνάγονται
από τις εξισώσεις Einstein. Πρόσφατα, γίνονται πολλές προσπάθειες, αντιστρέφοντας τη
λογική, να συναχθούν οι εξισώσεις Einstein από τη θερμοδυναμική [60, 61, 62] και συνεπώς
να ερμηνευθεί η Βαρύτητα ως ένα αναδυόμενο (emergent) φαινόμενο, απο κάποια βαθύτερη,
υποκείμενη και προς το παρόν, άγνωστη δομή. ΄Ολες αυτές οι προσπάθειες βασιζόντουσαν
στη θερμοδυναμική σε έναν ορίζοντα ή σε κάποιο άλλο σύνορο, χρησιμοποιώντας πάν-
τα κάποια μορφή ολογραφικής αρχής, δείχνοντας έτσι στην κατεύθυνση κάποιας θεωρίας
κβαντικής βαρύτητας. ΄Ομως, πιστεύω πως είναι σημαντικό, πριν εισάγουμε κάποιας μορ-
φής εξωτικής ή κβαντικής αρχής, να υπάρχει σε καθαρά κλασικό επίπεδο [63] η πληρέστερη
δυνατή, κατανόηση του βαρυτικού αερίου. Τότε, θα είναι δυνατόν να ξεκαθαρίσει ποιές
παράξενες ιδιότητες της θερμοδυναμικής της Βαρύτητας είναι κβαντικής φύσης, βασισμένες
σε μια βαθύτερη θεωρία, και ποιές είναι απλά εκ κατασκευής χαρακτηριστικά της Γενικής
Σχετικότητας. Σε αυτό το πνεύμα, θα μελετήσουμε την κλασική θερμοδυναμική του βα-
ρυτικού αερίου στη Γενική Σχετικότητα, χωρίας καμία αναφορά στη θερμοδυναμική ενός
ορίζοντα ή κάποιας οθόνης (screen).
Το κεφάλαιο αυτό είναι οργανωμένο ως ακολούθως. Στην παράγραφο 4.1 εξάγουμε τη

συνθήκη για γραμμική δυναμική ευστάθεια από τις εξισώσεις Einstein. Στην παράγραφο
4.2 αποδεικνύουμε πως η εξίσωση TOV μπορεί να συναχθεί τόσο από τη μικροκανονική
συλλογή, δηλαδή από τη μεταβολή σε πρώτη τάξη της εντροπίας με σταθερή μάζα και αριθμό
βαρυονίων, όσο και από την κανονική συλλογή (σταθερή θερμοκρασία). Στην παράγρα-
φο 4.3 υπολογίζουμε τη μεταβολή της εντροπίας σε δεύτερη τάξη και αποδεικνύουμε πως
η συνθήκη για τη μικροκανονική, θερμοδυναμική ευστάθεια, είναι ισοδύναμη με τη συν-
θήκη της γραμμικής, δυναμικής ευστάθειας που υπολογίζουμε νωρίτερα στην παράγραφο
4.1. Τέλος, στην παράγραφο 4.4 μελετάμε την επίδραση της κοσμολογικής σταθεράς στην
ευστάθεια των σφαιρικών ρευστών με συγκεκριμένες καταστατικές εξισώσεις.

4.1 Γραμμική δυναμική ισορροπία

Στην περίπτωση ενός τέλειου ρευστού που είναι στατικό και σφαιρικά συμμετρικό, οι ε-
ξισώσεις Einstein δίνουν την εξίσωση γνωστή ως εξίσωση Tolman-Oppenheimer-Volkoff
(TOV) [39, 64] (βλέπε [65] για μία μελέτη της TOV με κοσμολογική σταθερά). Η TOV
είναι η εξίσωση που περιγράφει την υδροστατική ισορροπία στη Σχετικότητα. Στο Πα-
ράρτημα Γʹ.1 κάνουμε μια ανασκόπηση του τρόπου που αυτή η εξίσωση συνάγεται από τις
εξισώσεις Einstein. Σε αυτή την παράγραφο, θέλουμε να βρούμε τη συνθήκη για γραμμική,
δυναμική ευστάθεια, δηλαδή για ευστάθεια κάτω από ακτινικές διαταραχές, σε πρώτη τάξη
γύρω από την ισορροπία. Το πρόβλημα αυτό είχε μελετηθεί από τον Yabushita [66]. Στο
Παράρτημα Γʹ.2 κάνουμε μια ανασκόπηση των υπολογισμών του Yabushita, συμπεριλαμ-
βάνοντας και την κοσμολογική σταθερά. Ο τελικός σκοπός μας είναι να συγκρίνουμε τη
δυναμική ευστάθεια με τη θερμοδυναμική ευστάθεια, όπως τελικά θα κάνουμε στην πα-
ράγραφο 4.3. Για το σκοπό αυτό χρειαζόμαστε μια έκφραση για τη γραμμική, δυναμική
ευστάθεια μιας γενικής καταστατικής, την οποία έκφραση θα υπολογίσουμε στα ακόλουθα.
Η μετρική για ένα σφαιρικά συμμετρικό σύστημα μπορεί να γραφεί στη μορφή [39]

ds2 = eνc2dt2 − eλdr2 − r2(dθ2 + sin2θd2φ) (4.1)
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με ν = ν(r, t) και λ = λ(r, t). Για ένα τέλειο ρευστό, ο τανυστής ενέργειας−ορμής είναι

T µ
ν = (p+ ρc2)gαν

dxα

ds

dxν

ds
− pδµν (4.2)

που στην ισορροπία γίνεται

T µ
ν = diag(ρec

2,−pe,−pe,−pe) (4.3)

όπου ο δείκτης e δηλώνει τα μεγέθη στην ισορροπία. Στην ισορροπία, η μετρική είναι
στατική και οι εξισώσεις Einstein εκπίπτουν σε μόνο δύο εξισώσεις (βλ. Παράρτημα Γʹ.1):

pe
′ = −(

pe
c2

+ ρe)

(

Gm(r)

r2
+ 4πG

pe
c2
r − Λ

3
c2r

)(

1− 2Gm(r)

rc2
− Λ

3
r2
)−1

(4.4)

m′ = 4πr2ρe (4.5)

Η πρώτη είναι η εξίσωση TOV που ορίζει την υδροστατική ισορροπία, ενώ η δεύτερη
υποδεικνύει πως το m(r) είναι η ολική μάζα-ενέργεια μέσα σε ακτίνα r [67]. Οι καταστάσεις
ισορροπίας μπορούν να προσδιοριστούν από αυτές τις δύο μόνο εξισώσεις, δεδομένου ότι μια
καταστατική εξίσωση p = p(ρ) και οι αρχικές συνθήκες p(0), m(0) έχουν προσδιοριστεί.
Ας εφαρμόσουμε τώρα μικρές διαταραχές γύρω από την ισορροπία (βλ. Παράρτημα Γʹ.2)

όπως στην εξίσωση (Γʹ.16). ΄Εστω

f(r, t) ≡ δm(r, t) (4.6)

με

δρ =
1

4πr2
∂f

∂r
(4.7)

Τότε, υποθέτωντας μια διαταραχή
δm ∼ eσt (4.8)

με δm(r = 0) = 0 παίρνουμε από τις εξισώσεις Einstein, σε πρώτη τάξη, ότι:

δp′ +
νe

′

2
(δp+ δρc2) +

δν ′

2
(pe + ρec

2) =
eλe−νe

4πr2
σ2f (4.9)

Αυτή είναι η εξίσωση (2.13) του Yabushita [66] και αποδεικνύεται στο Παράρτημα Γʹ.2
με την κοσμολογική σταθερά να συμπεριλαμβάνεται στον υπολογισμό. Είναι ξεκάθαρο
από την εξίσωση (4.8) ότι αν σ2 < 0 τότε το σύστημα θα πάλλεται γύρω από το σημείο
ισορροπίας και συνεπώς είναι ευσταθές. Δεδομένης μιας καταστατικής εξίσωσης, όλες οι
διαταραχές στην εξίσωση (4.9) μπορούν να εκφραστούν ως προς f έτσι, ώστε η (4.9)
γίνεται μια διαφορική εξίσωση ως προς f και ένας διαφορικός τελεστής μπορεί να οριστεί
στο αριστερό μέλος όπως θα δούμε. Η ευστάθεια καθορίζεται συνεπώς από το πρόσημο των
ιδοτιμών αυτού του τελεστή. Αν έχει κάποια θετική ιδιοτιμή, τότε η κατάσταση ισορροπίας
είναι ασταθής.
Σε πρώτη τάξη στις διαταραχές (Γʹ.16), η έξισωση (Γʹ.4) γίνεται

8πG

c4
δp =

(

1− 2Gm

rc2
− 8πG

3c2
ρΛr

2

){

δν ′

r
− δλ

(

ν ′

r
+

1

r2

)}
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Αντικαθιστώντας το

δλ =

(

1− 2Gm

rc2
− 8πG

3c2
ρΛr

2

)−1
2G

rc2
f

λύνοντας ως προς δν ′ και αντικαθιστώντας το μαζί με το ν ′ από την εξίσωση (Γʹ.9), στην
εξίσωση (4.9) παίρνουμε:

δp′ − pe
′

pe + ρec2
(δp+ δρc2) + (pe + ρec

2)

(

1− 2Gm

rc2
− 8πG

3c2
ρΛr

2

)−1

×
{

4πG

c4
δp+

G

rc2

(

−2
pe

′

pe + ρec2
+

1

r

)

f

}

=
eλe−νe

4πr2
σ2f (4.10)

Αυτή είναι μια σημαντική εξίσωση για τους σκοπούς μας, καθώς εξαρτάται μόνο στο δp
και το f = δm. Το γεγονός αυτό μας επιτρέπει να την συγκρίνουμε με την αντίστοιχη
έκφραση που παίρνουμε από τη θερμοδυναμική ευστάθεια και να καθορίσουμε έτσι την
απαραίτητη συνθήκη για την καταστατική εξίσωση έτσι, ώστε τα δύο είδη ευστάθειας να
είναι ισοδύναμα. Αυτό θα γίνει στην παράγραφο 4.3.
Ας υποθέσουμε μια γενική καταστατική εξίσωση της μορφής

p = p(ρ)

΄Εστω

g(r) =
1

c2
∂p

∂ρ
(4.11)

έτσι, που

p′ = g(r)c2ρ′ και δp = g(r)c2δρ =
gc2

4πr2
df

dr
(4.12)

και

δp′ =
c2

4πr2

(

g
d2f

dr2
+

(

g′ − 2g

r

)

df

dr

)

(4.13)

Αντικαθιστώντας τις εξισώσεις (4.12), (4.13) και (4.7) στην (4.10) παίρνουμε τελικά:

gc2
{

d2f

dr2
+

[

g′

g
− 2

r
− (g + 1)c2ρe

′

pe + ρec2
+

+
4πG

c4
r

(

1− 2Gm

rc2
− 8πG

3c2
ρΛr

2

)−1

(pe + ρec
2)

]

df

dr

}

+

+
4πG

c2
r(pe + ρec

2)

(

1− 2Gm

rc2
− 8πG

3c2
ρΛr

2

)−1(

− 2gc2ρe
′

pe + ρec2
+

1

r

)

f = eλe−νeσ2f

(4.14)
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Συνεπώς, η γραμμική δυναμική ευστάθεια καθορίζεται από το πρόσημο των ιδιοτιμών του
τελεστή

L̂ = gc2
{

d2

dr2
+

[

g′

g
− 2

r
− (g + 1)c2ρe

′

pe + ρec2
+

+
4πG

c4
r

(

1− 2Gm

rc2
− 8πG

3c2
ρΛr

2

)−1

(pe + ρec
2)

]

d

dr

}

+

+
4πG

c2
(pe + ρec

2)r

(

1− 2Gm

rc2
− 8πG

3c2
ρΛr

2

)−1(

− 2gc2ρe
′

pe + ρec2
+

1

r

)

(4.15)

με g = ∂p/∂ρc2. Αν υπάρχει κάποια θετική ιδιοτιμή, η ισορροπία είναι ασταθής. Σε μια
σειρά καταστάσεων ισορροπίας, η ευστάθεια αλλάζει σε εκείνο το σημείο όπου:

L̂f = 0 (4.16)

4.2 Γενική σχετικιστική εξίσωση υδροστατικής ισορροπίας
από τη θερμοδυναμική

΄Οπως έχουμε ήδη αναφέρει, ο Gao [56] γενίκευσε την ανάλυση των SWZ [55] και κατά-
φερε να πάρει την εξίσωση TOV από το ακτότατο της εντροπίας για ένα τυχαίο ρευστό
(και όχι μόνο για ακτινοβολία), αλλά χωρίς αναφορά σε κάποια συγκεκριμένη συλλογή.
Τονίσαμε πολλές φορές πως ο προσδιορισμός της συλλογής είναι σημαντικός στη βαρύτητα
επειδή αυτές (οι συλλογές) δεν είναι ισοδύναμες. Σε αυτή την παράγραφο θα εξάγουμε
την TOV από τη θερμοδυναμική, δουλεύοντας καθαρά στη μικροκανονική συλλογή και
πραγματοποιώντας τον υπολογισμό με ένα διαφορετικό, ευθύ τρόπο. Θα συμπεριλάβουμε
στον υπολογισμό την κοσμολογική σταθερά, επίσης. Στη συνέχεια θα συζητήσουμε και
την κανονική συλλογή επίσης.
Ακολουθώντας τους Gao [56] και SWZ [55], ας διατυπώσουμε τις βασικές υποθέσεις:

• Υποθέτουμε ένα τέλειο ρευστό για το οποίο ισχύει ο πρώτος νόμος της θερμοδυναμι-
κής (εξίσωση (1.19)):

ds =
c2

T
dρ− µ

T
dn (4.17)

όπου s είναι η εντροπία ανά μονάδα όγκου, T είναι η θερμοκρασία, ρ η πυκνότητα
μάζας, που σχετίζεται με την ενεργειακή πυκνότητα με τη σχέση ǫ = ρc2, µ είναι το
χημικό δυναμικό και n είναι ο αριθμός βαρυονίων ανά μονάδα όγκου. Η εξίσωση αυτή
υποδεικνύει πως τα ρ και n μπορούν να θεωρηθούν ως δύο ανεξάρτητες μεταβλητές
και s = s(ρ, n).

• Ισχύει η εξίσωση Euler [41] της θερμοδυναμικής, τουλάχιστον τοπικά (εξίσωση (1.20))
για ένα τέλειο ρευστό:

Ts = ρc2 + p− µn (4.18)
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• Το σύστημα είναι σφαιρικά συμμετρικό και τα μέγιστα της εντροπίας αντιστοιχούν σε
στάσιμες καταστάσεις1. Συνεπώς ισχύει η εξίσωση δεσμών [55] για χρονικά συμμε-
τρικά δεδομένα:

(3)R =
16πG

c2
(ρ+ ρΛ) (4.19)

όπου (3)R είναι η εγγενής καμπυλότητα, ρ η πυκνότητα μάζας της ύλης και ρΛ η
πυκνότητα μάζας που αντιστοιχεί σε μια (θετική ή αρνητική) κοσμολογική σταθερά Λ

ρΛ =
Λc2

8πG
(4.20)

Ως προς την ακτινική συνιστώσα grr της μετρικής έχουμε

(3)R =
2

r2
d

dr

{

r(1− g−1
rr )
}

(4.21)

Χρησιμοποιώντας την εξίσωση (4.21) για να ολοκληρώσουμε την (4.19), παίρνουμε:

grr =

(

1− 2Gm(r)

rc2
− 8πG

3c2
ρΛr

2

)−1

(4.22)

με

m(r) =

∫ r

0

ρ(r̃)4πr̃2dr̃ (4.23)

Αυτές είναι οι υποθέσεις μας. ΄Εστω R η ακτίνα στην οποία η πίεση μηδενίζεται [64] έτσι,
ώστε που ορίζει το άκρο του σφαιρικού ρευστού. Χρησιμοποιώντας τη σφαιρική συμμετρία
και την εξίσωση (4.22) στο ιδιο-στοιχείο όγκου, η εντροπία μπορεί να γραφεί ως:

S =

∫ R

0

s(r)

(

1− 2Gm(r)

rc2
− 8πG

3c2
ρΛr

2

)− 1

2

4πr2dr (4.24)

΄Ομοια, ο βαρυονικός αριθμός δίνεται από

N =

∫ R

0

n(r)

(

1− 2Gm(r)

rc2
− 8πG

3c2
ρΛr

2

)− 1

2

4πr2dr (4.25)

Σε αντίθεση, για να πάρουμε τη συνολική μάζα-ενέργεια M , συμπεριλαμβανομένης αυτής
του βαρυτικού πεδίου, κανείς δε θα πρέπει να ολοκληρώσει στον proper όγκο αλλά στον
κανονικό όγκο (βλ. σελ. 302 στον Weinberg [67]) όπως στην εξίσωση (4.23)

M ≡ m(R) =

∫ R

0

ρ(r)4πr2dr (4.26)

Θέλουμε να βρούμε τα ακρότατα της εντροπίας υπό τους περιορισμούς της σταθερής
ενέργειας και βαρυονικού αριθμού, δηλαδή δουλεύοντας στη μικροκανονική συλλογή. Θα

1Σημειώστε πως αυτό έχει αποδειχθεί από τους SWZ [55] για την περίπτωση Λ = 0.
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χρησιμοποιήσουμε τη μέθοδο των πολλαπλασιαστών Lagrange. ΄Εστω β0, α δύο, απροσ-
διόριστοι προς το παρόν, πολλαπλασιαστές Lagrange. Η απαίτηση του ακρότατου της εν-
τροπίας υπό τους περιορισμούς της σταθερής ενέργειας και βαρυονικού αριθμού εκφράζεται
από την εξίσωση

δS − β0c
2δM + αδN = 0 ⇔

∫ R

0

δs(grr)
1

2 r2dr +
G

c2

∫ R

0

sδm(grr)
3

2 rdr − β0c
2

∫ R

0

δρr2dr

+

∫ R

0

αδn(grr)
1

2 r2dr +
G

c2

∫ R

0

αnδm(grr)
3

2 rdr = 0 (4.27)

Χρησιμοποιώντας πως

δs =
c2

T
δρ− µ

T
δn (4.28)

στον πρώτο όρο και την εξίσωση Euler (4.18) για να αντικαταστήσουμε το s στον δεύτερο
όρο, η εξίσωση (4.27) γίνεται

c2
∫ R

0

1

T
δρ(grr)

1

2 r2dr +
G

c2

∫ R

0

ρc2 + p

T
δm(grr)

3

2 rdr − β0c
2

∫ R

0

δρr2dr

+

∫ R

0

(

α− µ

T

)

δn(grr)
1

2 r2dr +
G

c2

∫ R

0

(

α− µ

T

)

nδm(grr)
3

2 rdr = 0 (4.29)

Καθώς τα ρ και n είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους μεταβλητές και δm ∼ δρ, ο τέταρτος όρος
στην τελευταία εξίσωση (4.29) δίνει

α =
µ

T
(4.30)

Αυτό είναι ένα αναμενόμενο αποτέλεσμα, καθώς η θερμοκρασία και το χημικό δυναμικό θα
πρέπει να υπόκεινται στην ίδια ερυθρή μετατόπιση. Χρησιμοποιώντας αυτή την τιμή για το
α και την εξίσωση (4.23) παίρνουμε

c2
∫ R

0

1

T
δρ(grr)

1

2 r2dr +
G

c2

∫ R

0

ρc2 + p

T
(grr)

3

2 r

(
∫ r

0

δρ(r̃)4πr̃2dr̃

)

dr − β0c
2

∫ R

0

δρr2dr = 0 ⇔
∫ R

0

dr(δρ)(c2r2) ·
{

1

T
(grr)

1

2 +
4πG

c4

∫ R

r

ρ(r̃)c2 + p(r̃)

T (r̃)
(grr(r̃))

3

2 r̃dr̃ − β0

}

= 0(4.31)

όπου, πηγαίνοντας από την πρώτη στη δεύτερη γραμμή, έχουμε ανταλλάξει στο διπλό ολο-
κλήρωμα της μεταβλητές ολοκλήρωσης, αλλάζοντας κατάλληλα τα όρια της ολοκλήρωσης.
Προκειμένου να ισχυει αυτή η εξίσωση για κάθε διαταραχή δρ, θα πρέπει να είναι

β0 =
1

T
(grr)

1

2 +
4πG

c4

∫ R

r

ρ(r̃)c2 + p(r̃)

T (r̃)
(grr(r̃))

3

2 r̃dr̃ (4.32)

που για T0 = 1/β0 και r = R γίνεται

T0 = T (R)(grr(R))
− 1

2 ή T0 = T (R)

(

1− 2GM

Rc2
− 8πG

3c2
ρΛR

2

)
1

2

(4.33)

που είναι η γνωστή σχέση Tolman[39]. Συνεπώς, ο πολλαπλασιαστής Lagrange T0 = 1/β0
είναι η επιφανειακή θερμοκρασία στο όριο r = R, όπως μετράται από έναν παρατηρητή στο
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άπειρο,
Ας επαναλάβουμε την απόδειξη μιας σχέσης που δίνεται στο Addendum του Gao, [56]

που θα χρησιμοποιήσουμε αργότερα. Παραγωγίζοντας την εξίσωση Euler (4.18) και χρη-
σιμοποιώντας τον πρώτο νόμο, (4.17) παίρνουμε

dp = sdT + ndµ⇒ p′ = sT ′ + nµ′ (4.34)

Η εξίσωση (4.30) δίνει
µ′ = αT ′ (4.35)

Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (4.34), (4.35) και (4.18) έχουμε

T ′

T
=

p′

p+ ρc2
(4.36)

Αυτή είναι η επιθυμητή εξίσωση. Παραγωγίζοντας, τώρα, την εξίσωση (4.32) παίρνουμε

− T ′

T 2

(

1− 2Gm(r)

rc2
− 8πG

3c2
ρΛr

2

)− 1

2

− 1

T

(

1− 2Gm(r)

rc2
− 8πG

3c2
ρΛr

2

)− 3

2

× 1

c2

(

−4πGρr +
Gm

r2
− 8πG

3
ρΛr

)

− 1

T

1

c2
(4πG

p

c2
r + 4πGρr)

(

1− 2Gm(r)

rc2
− 8πG

3c2
ρΛr

2

)− 3

2

= 0 (4.37)

που μετά την αντικατάσταση της εξίσωσης (4.36) δίνει τελικά την εξίσωση TOV

p′ = −(
p

c2
+ ρ)

(

Gm(r)

r2
+ 4πG

p

c2
r − 8πG

3
ρΛr

)(

1− 2Gm(r)

rc2
− 8πG

3c2
ρΛr

2

)−1

(4.38)

Ας συζητήσουμε την περίπτωση της κανονικής συλλογής. Θεωρείστε ένα σφαιρικό
ρευστό περιορισμένο από ανακλαστικά και διαθερμικά τοιχώματα μέσα σε δεξαμενή θερμό-
τητας σταθερής θερμοκρασίας T0 στην επιφάνεια των τοιχωμάτων, όπως μετράται από έναν
παρατηρητή στο άπειρο. Καθώς η ανταλλαγή θερμότητας μεταξύ της δεξαμενής και του
συστήματος γίνεται μόνο στην επιφάνεια, η θερμοκρασία που υπεισέρχεται στην ελεύθερη
ενέργεια Helmholtz F είναι η T0:

F =Mc2 − T0S (4.39)

Τα ελάχιστα της F θα δίνουν τα ευσταθή σημεία ισορροπίας. Μερικές φορές είναι χρήσιμο
(και είναι ισοδύναμο) να χρησιμοποιούμε τη συνάρτηση Massieu J = −β0F , δηλαδή

J = S − β0Mc2 (4.40)

Τα μέγιστα, τώρα, της J θα δίνουν την ευσταθή ισορροπία. Για ευκολία, θα αναφερόμαστε
καταχρηστικά στην έκφραση (4.40) ως την ελεύθερη ενέργεια. Καθώς το β0 είναι σταθερό
και είναι η αντίστροφη θερμοκρασία στην επιφάνεια της σφαίρας όπως μετράται από έναν
παρατηρητή στο άπειρο, είναι στοιχειώδες να δει κανείς πως το ακρότατο, δηλαδή το σημείο
μηδενισμού σε διαταραχές πρώτης τάξης, της ελεύθερης ενέργειας με σταθερό βαρυονικό
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αριθμό είναι ισοδύναμο με το ακρότατο της εντροπίας με σταθερή ενέργεια και βαρυονικό
αριθμό

δJ + αδN = 0 ⇔ δS − β0c
2δM + αδN = 0 (4.41)

Συνεπώς, οι δύο συλλογές, κανονική και μικροκανονική, δίνουν τα ίδια σημεία ισορροπίας,
δηλαδή την εξίσωση TOV, όπως θα έπρεπε. ΄Ομως, οι διαταραχές σε δευτερη τάξη των
J και S δίνουν διαφορετικά αποτελέσματα. Δηλαδή και στη Σχετικότητα, οι ιδιότητες
ευστάθειας στις δύο συλλογές είναι διαφορετικές.

4.3 Θερμοδυναμική ευστάθεια

Είδαμε στο κεφάλαιο 2 ότι στη Βαρύτητα, τουλάχιστον στο Νευτώνειο όριο, οι στατιστι-
κές συλλογές δεν είναι ισοδύναμες [20, 43]. Αυτό σημαίνει ότι αν και περιγράφουν τις
ίδιες καταστάσεις ισορροπίας, οι ιδιότητες της ευστάθειας είναι διαφορετικές. Γενικά, τα
βαρυτικά συστήματα είναι πιο ασταθή στην κανονική συλλογή από τη μικροκανονική. Αυτό
σημαίνει ότι στη μικροκανονική συλλογή υπάρχουν περισσότερες καταστάσεις ισορροπίας
από την κανονική. Η ερώτηση που τίθεται είναι πως η δυναμική ευστάθεια σχετίζεται με τη
θερμοδυναμική. Στην περίπτωση της Νευτώνειας βαρύτητας, για ένα σφαιρικά συμμετρικό
σύστημα, είδαμε στην παράγραφο 3.4 ότι η δυναμική αστάθεια Jeans είναι ισοδύναμη με
τη θερμοδυναμική αστάθεια στην κανονική συλλογή, ενώ αν η ενέργεια εξαναγκαστεί να
μείνει σταθερή κατά τη διαταραχή η δυναμική ευστάθεια συμπίπτει με τη θερμοδυναμική
στη μικροκανονική συλλογή. Οι SWZ [55] αποδείξανε στη Γενική Σχετικότητα πως στην
περίπτωση της ακτινοβολίας η δυναμική ευστάθεια συμπίπτει με τη θερμοδυναμική στη μι-
κροκανονική συλλογή, χωρίς να τεθεί εκπεφρασμένα η απαίτηση διατήρησης της ενέργειας.
Η ερώτηση που εξετάζουμε στην παράγραφο αυτή είναι αν η δυναμική ευστάθεια συμπίπτει
με τη θερμοδυναμική ευστάθεια στη μικροκανονική συλλογή για κάθε καταστατική εξίσω-
ση, στη Γενική Σχετικότητα.
Στη μικροκανονική συλλογή, η ευστάθεια της ισορροπίας καθορίζεται από τη δεύτερης

τάξης διαταραχή της εντροπίας. Αν για κάθε διαταραχή, είναι αρνητική, τότε η εντροπία
έχει μέγιστο και η ισορροπία είναι ευσταθής ή καλύτερα μετασταθής καθώς το μέγιστο
είναι τοπικό στην περίπτωσή μας. Φυσικά, το ολικό μέγιστο στην εντροπία δίνεται από
την έκφραση Bekenstein-Hawking για μια μελανή οπή στο ημι-κλασικό επίπεδο, ενώ στο
κλασικό επίπεδο δεν υπάρχουν ολικά μέγιστα στην εντροπία (τουλάχιστον όχι χωρίς την
εισαγωγή κάποιου μήκους αποκοπής). Ας υπολογίσουμε τη δεύτερης τάξης διαταραχή στην
εντροπία.
Θυμίζουμε ότι (εξισώσεις (4.6), (4.7), (4.22))

f = δm , δρ =
1

4πr2
df

dr
, grr =

(

1− 2Gm(r)

rc2
− 8πG

3c2
ρΛr

2

)−1

(4.42)

και δm(0) = δm(R) = 0. Επίσης, η εξίσωση (4.36) υποδεικνύει ότι

δT

T
=

δp

p+ ρc2
(4.43)

άρα

δ

(

1

T

)

= − 1

T

δp

p+ ρc2
(4.44)
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Χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις (4.42), (4.44), η δευτερης τάξης μεταβολή της εντροπίας
που δίνεται στην (4.24) είναι:

δ2S = −
∫ R

0

dr
c2

T

δp

p+ ρc2
df

dr
(grr)

1

2 (I1)

+

∫ R

0

dr
2G

T

1

r
f
df

dr
(grr)

3

2 (I2)

+

∫ R

0

dr
3G

T
(p+ ρc2)

4πG

c4
f 2(grr)

5

2 (I3)

(4.45)

όπου όλες οι ποσότητες (εκτός από τις διαταραχές) αντιστοιχούν στην ισορροπία, δηλαδή
έχουμε παραλείψει τον δείκτη e που χρησιμοποιούσαμε στην Παράγραφο 4.1. Ολοκληρώ-
νοντας κατά μέρη το ολοκλήρωμα (I2) παίρνουμε

I2 =

∫ R

0

dr
G

Tr
(grr)

3

2

{

p′

p + ρc2
+

1

r
+ 3

1

c2

(

−4πGρr +
Gm

r2
− 8πG

3
ρΛr

)

grr

}

f 2

Συνεπώς

I2 + I3 =

∫ R

0

dr
G

Tr
(grr)

3

2

{

p′

p+ ρc2
+

1

r
+ 3

1

c2

(

4πG
p

c2
r +

Gm

r2
− 8πG

3
ρΛr

)

grr

}

f 2

που, με τη χρήση της TOV (Γʹ.14) γίνεται:

I2 + I3 =

∫ R

0

dr
G

Tr
(grr)

3

2

(

− 2p′

p + ρc2
+

1

r

)

f 2 (4.46)

Ολοκληρώνοντας κατά μέρη το (I1) παίρνουμε

I1 =

∫ R

0

dr
c2

T

1

p+ ρc2
(grr)

1

2

{

δp′ − δp
2p′ + ρ′c2

p+ ρc2

}

f

−
∫ R

0

dr
c2

T

1

p+ ρc2
(grr)

3

2 δp
1

c2

(

−4πGρr +
Gm

r2
− 8πG

3
ρΛr

)

f

που, με τη χρήση της TOV (Γʹ.14) στη δεύτερη γραμμή, γίνεται:

I1 =

∫ R

0

dr
c2

T

1

p+ ρc2
(grr)

1

2

{

δp′ − δp
p′ + ρ′c2

p+ ρc2
+ δp

4πG

c4
(p+ ρc2)grr

}

f (4.47)

Αντικαθιστώντας τις εξισώσεις (4.46), (4.47) στην (4.45) παίρνουμε

δ2S =

∫ R

0

dr
1

T

c2

p+ ρc2
(grr)

1

2 f

×
{

δp′ − δp
p′ + ρ′c2

p + ρc2
+ (p+ ρc2)grr

[

δp
4πG

c4
+

G

rc2

(

− 2p′

p+ ρc2
+

1

r

)

f

]}

(4.48)
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Συγκρίνοντας αυτήν με την εξίσωση (4.10) βλέπουμε πως για να είναι η ποσότητα στις
αγγύλες ίση με το αριστερό μέλος της (4.10), και άρα η μικροκανονική θερμοδυναμική
ευστάθεια να είναι ισοδύναμη με τη γραμική δυναμική ευστάθεια, θα πρέπει να ισχύει:

p′δρ = δpρ′ (4.49)

Για μια γενική καταστατική εξίσωση p = p(ρ) ισχύει η παραπάνω εξίσωση. Θέτοντας
g = ∂p/∂ρc2 είναι απλό να ελεγχθεί ότι η εξίσωση (4.48) γίνεται:

δ2S =

∫ R

0

dr
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T4πr2
c2
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+
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(

− 2gc2ρ′

p + ρc2
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1

r

)}

f (4.50)

Το πρόσημο της δ2S καθορίζεται συνεπώς από τις ιδιοτιμές του τελεστή

L̂ = gc2
[

d2

dr2
+

(

g′

g
− 2

r
− (g + 1)c2ρ′
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4πG
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− 2gc2ρ′

p + ρc2
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1

r
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(4.51)

Ο τελεστής αυτός είναι ακριβώς ίσος με αυτόν στην εξίσωση (4.15). Η ισορροπία είναι
ευσταθής αν ο L̂ έχει μόνο αρνητικές ιδιοτιμές, καθώς τότε έχουμε μέγιστα της εντροπίας.
Για το ίδιο πρόσημο των ιδιοτιμών δίνει ευστάθεια και ο L̂ στη δυναμική ανάλυση της
Παραγράφου 4.1. Συνεπώς, η συνθήκη για μικροκανονική, θερμοδυναμική ευστάθεια είναι
ισοδύναμη με τη συνθήκη για γραμμική, δυναμική ευστάθεια.
Ας εξετάσουμε και την κανονική συλλογή. Για p = p(ρ), η δεύτερης τάξης μεταβολή

της ελεύθερης ενέργειας (4.40):

δ2J =
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Tr
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(grr)

3

2 +

∫ R

0

dr
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4πG

c4
f 2(grr)

5

2 (4.52)

Υπολογίζοντας το πρώτο ολοκλήρωμα με ολοκλήρωση κατά μέρη και αντικαθιστώντας στην
παραπάνω εξίσωση παίρνουμε

δ2J =

∫ R

0

dr
G

Tr
(grr)

3

2 f 2

{

−g
′

2
+
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3g

2c2
grr

(

Gm

r2
− 8πG

3
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c2
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Gm

r2
− 8πG

3
ρΛr − 4πGρr

)}

(4.53)

Καθώς grr > 0 (έτσι που να μη δημιουργείται μελανή οπή) βλέπουμε πως για γραμμική
καταστατική εξίσωση

p = qρc2 , q = const.

και για Λ ≤ 0 είναι δ2J > 0 για κάθε διαταραχή f . Συνεπώς, σε αυτή τη συγκεκριμένη
περιπτωση η κανονική συλλογή είναι εντελώς ασταθής.
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4.4 Θερμοβαρυτική καταστροφή στη Γενική Σχετικότητα
με Λ

Σε αυτή την παράγραφο ενδιαφερόμαστε για την επίδραση της κοσμολογικής σταθεράς στη
θερμοδυναμική ευστάθεια του βαρυτικού αερίου. Το ενδιαφέρον μας είναι κυρίως θεωρητι-
κό και κυρίως θέλουμε να δούμε ποιοτικά και ποσοτικά πως διάφορες (θετικές ή αρνητικές)
τιμές της κοσμολογικής σταθεράς επηρεάζουν τη θερμοδυναμική ευστάθεια. Παρά ταύτα,
για την περιπτωση της αρνητικής κοσμολογικής σταθεράς ο σημαντικός λόγος για τη με-
λέτη του προβλήματος είναι η AdS/CFT και για την περιπτωση της θετικής κοσμολογικής
σταθεράς, πέραν του θεωρητικού υπάρχει και φυσικός λόγος για τη μελέτη του προβλή-
ματος. Αν και στην παρούσα φάση της εξέλιξης του σύμπαντος, η κοσμολογική σταθερά
μπορεί να είναι μόνο πολύ μικρή, σε μοντέλα με χρονεξαρτώμενη κοσμολογική σταθερά
(‘σταθερά’ μόνο στο χώρο, decaying vacuum) [30, 31, 32] θεωρείται πολύ μεγαλύτερη στο
παρελθόν έτσι, που δεν αποκλείεται να έχει επηρεάσει το σχηματισμό ακόμα και των αστε-
ριών στο πολύ μακρινό παρελθόν. Επιπλέον, σε κάποιου τύπου αστέρια, για παράδειγμα τα
μποζονικά αστέρια, εμφανίζεται μία effective κοσμολογική σταθερά, δηλαδή ένας όρος στις
εξισώσεις Einstein όμοιος με την κοσμολογική σταθερά [33, 68, 69] με τιμή αρκετά μεγάλη
για να επηρεάζει σημαντικά το αστέρι. Συνεπώς, η μελέτη της ευστάθειας της TOV για
διάφορες τιμές κοσμολογικής σταθεράς φαίνεται πως είναι άμεσου ενδιαφέροντος για την
Αστροφυσική.
Θυμίζουμε από το Κεφάλαιο 3 ότι Θερμοβαρυτική Καταστροφή ονομάζεται το σύνολο

των θερμοδυναμικών ασταθειών στη μικροκανονική συλλογή του βαρυτικού αερίου στη
Νευτώνειο βαρύτητα. ΄Οπως είδαμε επίσης πολλές φορές, το Νευτώνειο όριο της εξίσω-
σηςTOV είναι η εξίσωση Emden. Είδαμε επίσης πως για γραμμική καταστατική εξίσωση

p = qρc2 , q = const. (4.54)

το μη-σχετικιστικό όριο αντιστοιχεί στο q → 0. Σε αυτή την παράγραφο υποθέτουμε αύτη
την καταστατική εξίσωση με 0 < q ≤ 1. Θα υποθέσουμε επίσης σταθερή χημική σύστα-
ση αλλα και σταθερή εντροπία ανά νουκλεόνιο (d(s/n) = 0) σε όλο το αέριο. Αυτές οι
υποθέσεις αντιστοιχούν στις ακόλουθες φυσικές καταστάσεις [67]: (α) ένας λευκός νάνος
ή ένας αστέρας νετρονίων χαμηλής μάζας, στον οποίο η θερμοκρασία είναι πρακτικά στο
απόλυτο μηδέν (το θεώρημα Nernst διασφαλίζει τότε ότι s/n = 0)· (β) αστέρια σε conve-
ctive ισορροπία, όπως τα υπερμαζικά άστρα και η βαρυτική ακτινοβολία (‘photon stars’).
Άλλη ενδιαφέρουσα περίπτωση είναι η δύσκαμπτη (stiff) ύλη για την οποία q = 1 όπου η
ταχύτητα του ήχου ισούται με την ταχύτητα του φωτός (για παράδειγμα το ‘black hole gas’
στην κοσμολογία Banks-Fischler [70]).
Το πρόβλημα της δυναμικής ευστάθειας υπό τις ίδιες υποθέσεις στην περίπτωση Λ = 0

έχει μελετηθεί από τον Chavanis [71, 72]. Χρησιμοποιεί το θεώρημα του Weinberg (σελ.
305 στην [67]) που λέει ότι, υπό τις πάνω προϋποθέσεις, σε μια σειρά καταστάσεων ισορ-
ροπίας, η μάζα και ο βαρυονικός αριθμός έχουν μέγιστο στο σημείο αλλαγής ευστάθειας.
Αποδεικνύει πως η μη-γραμμική, δυναμική ευστάθεια όπως ορίζεται στον Weinberg συμ-
πίπτει με τη γραμμική δυναμική ευστάθεια για ύλη με γραμμική καταστατική και σταθερή
εντροπία ανά νουκλεόνιο. Οι SWZ [55] έχουν αποδείξει ότι για τη συγκεκριμένη περί-
πτωση της ακτινοβολίας η γραμμική δυναμική ευστάθεια συμπίπτει με τη μικροκανονική
θερμοδυναμική ευστάθεια. Στην προηγούμενη παράγραφο αποδείξαμε ότι, στην πιο γενική

74



περίπτωση, χωρίς κάποιες προϋποθέσεις, η γραμμική δυναμική ευστάθεια συμπίπτει με τη
μικροκανονική θερμοδυναμική ευστάθεια. Συνεπώς, όλες οι περιπτώσεις που μελέτησε ο
Chavanis στην αναφορά [72] είναι εν τέλει θερμοβαρυτικές αστάθειες. Επιπλέον, αυτή η
ισοδυναμία που αποδείξαμε υποδεικνύει πως υπάρχει συσχέτιση μεταξύ των θεωρημάτων
τουWeinberg και αυτό του Poincaré [7, 8]. Φαίνεται πως το θεώρημαWeinberg είναι μόνο
μια συγκεκριμένη περίπτωση του θεωρήματος Poincaré των σειρών καταστάσεων ισορρο-
πίας.
Εδώ, ενδιαφερόμαστε κυρίως για το είδος αυτό της αστάθειας που σχετίζεται με την

απόλυτη απουσία ισορροπίας. Δηλαδή, με την περιοχή εκείνη πάνω από το μέγιστο στη
μάζα ή το βαρυονικό αριθμό σε μια σειρά καταστάσεων ισορροπίας. Η περιοχή αυτή χαρα-
κτηρίζεται από μια ελάχιστη ακτίνα εώς την οποία μπορεί να επιτευχθεί ισορροπία. Η άλλου
τύπου αστάθεια είναι μια ‘ασθενέστερη’ αστάθεια και σχετίζεται με καταστάσεις ισορροπί-
ας, που όμως είναι ασταθείς. Αυτή πάντως η αστάθεια εγκαθίσταται στο ίδιο σημείο με την
άλλη, δηλαδή στο μέγιστο της μάζας M και του βαρυονικού αριθμού N (που συμπίπτουν
όπως απέδειξε ο Weinberg). ΄Ετσι, που πρακτικά ο σκοπός μας είναι να προσδιορίσουμε
το μέγιστο του N για διάφορες τιμές του Λ σε μια σειρά καταστάσεων ισορροπίας, δηλαδή
καταστάσεις ισορροπίας για διάφορες αντιθέσεις πυκνότητας log(ρ0/ρR) όπου το ρ0 είναι η
πυκνότητα στο κέντρο και το ρR στο άκρο.
Ας αποδείξουμε μια σχέση που θα χρειαστούμε στα ακόλουθα. Ο πρώτος νόμος της

θερμοδυναμικής μπορεί να εκφραστεί στη μορφή:

Td(
s

n
) = d(

ρc2

n
) + pd(

1

n
) (4.55)

Με τις υπόθεσεις που έχουμε κάνει, ο όρος Td(s/n) είναι αμελητέος και άρα:

dρc2 =
p+ ρc2

n
dn (4.56)

Ολοκληρώνοντας την παραπάνω εξίσωση, λαμβάνοντας υπ΄ όψην την καταστατική εξίσωση
(4.54), παίρνουμε την πολυτροπική εξίσωση:

p = Knq+1 (4.57)

Συνδυάζοντας την πολυτροπική εξίσωση (4.57) με την καταστατική εξίσωση (4.54) παίρ-
νουμε:

n =
( q

K
ρc2
)

1

q+1

(4.58)

Υποθέτουμε τώρα πως το σφαιρικό ρευστό περιβάλλεται από τέλεια ανακλαστικά και
αδιαβατικά τοιχώματα. Χρησιμοποιούμε τις αδιάστατες μεταβλητές του Chandrasekhar
[73]

ρ = ρ0e
−y , x = r

√

4πGρ0
q + 1

qc2
(4.59)

όπου τα y, x αντιστοιχούν στα ψ, ξ του Chandrasekhar (προτιμήσαμε να κρατήσουμε το
συμβολισμό τον σχετικό με το Νευτώνειο όριο) και ρ0 είναι η πυκνότητα μάζας στο κέντρο
του σφαιρικού ρευστού. Θέτουμε ακόμα:

λ =
2ρΛ
ρ0

, µ(x) =
1

4πρ0

(

4πGρ0
q + 1

qc2

)
3

2

m(r) , M = m(R) (4.60)
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όπου R είναι η ακτίνα της σφαίρας. Χρησιμοποιώντας αυτές τις αδιάστατες μεταβλητές, η
εξίσωση TOV (4.38) γίνεται:

dy

dx
=

(

µ

x2
+ qxe−y − λ

3
x

)(

1− 2
q

q + 1

µ

x
− λ

3

q

q + 1
x2
)−1

(4.61)

dµ

dx
= x2e−y (4.62)

με αρχικές συνθήκες
y(0) = µ(0) = 0 (4.63)

Εισάγουμε ακόμα την αδιάστατη ενέργεια:

Q ≡ 2GM

Rc2
=

2µ

z

q

q + 1
(4.64)

΄Εστω z η τιμή του x στο R, όπως και στη Νευτώνεια περίπτωση. Ολοκληρώνοντας την
TOV (4.61) είναι εύκολο να υπολογίσουμε το µ στο z και αντικαθιστώντας το στην (4.64)
παίρνουμε:

Q(z) =
2q

q + 1

zy′(z)− qz2e−y(z) − λ
3
z2
(

q
q+1

zy′(z) + 1
)

2 q
q+1

zy′(z) + 1
(4.65)

όπου το y′(z) συμβολίζει την παράγωγο dy
dx

∣

∣

x=z
. Χρησιμποιούμε τον αδιάστατο βαρυονικό

αριθμό που εισήγαγε ο Chavanis [71] τον οποίο ονομάζουμε B:

B =
N

N∗
, N∗ = 4πR3

(

1

4πGKR2

q2c4

q + 1

)
1

q+1

(4.66)

Χρησιμοποιώντας την εξίσωση (4.25) για το N βρίσκουμε σε αδιάστατες μεταβλητές:

B(z) =
1

z
3q+1

q+1

∫ z

0

x2e−
y

q+1

(

1− 2
q

q + 1

µ

x
− λ

3

q

q + 1
x2
)− 1

2

dx (4.67)

Για μια σειρά καταστάσεων ισορροπίας, όπου κάθε μία προσδιορίζεται από την αδιάστατη
ποσότητα z που εξαρτάται από την ακτίνα R και την κεντρική πυκνότητα ρ0, η ποσότητα
B(z) εκφράζει το βαρυονικό αριθμό για σταθερή ακτίνα, το Q(z) εκφράζει την ολική μάζα
για σταθερή ακτίνα, ενώ το 1/Q(z) εκφράζει την ακτίνα για σταθερή μάζα. Αντί του z,
μπορεί να χρησιμοποιηθεί η αντίθεση πυκνότητας log(ρ0/ρR), ως μια ελεύθερη μεταβλητή
που ορίζει τις καταστάσεις ισορροπίας.
΄Οπως και στο Νευτώνειο όριο, στην περίπτωση Λ = 0 είναι πολύ εύκολο αριθμητικά

να παραχθεί η σειρά καταστάσεων ισορροπίας, καθώς το σύστημα των εξισώσεων (4.61),
(4.62) μπορεί να θεωρηθεί ως προς το z αντί του x χωρίς πρόβλημα. ΄Ομως, στην πα-
ρουσία της κοσμολογικής σταθεράς είναι λάθος να θεωρηθεί η εξίσωση (4.61) ως προς
z. Εμφανίζεται η μεταβλητή λ στις εξισώσεις που δε μπορεί να θεωρηθεί σταθερή, καθώς
περιέχει το ρ0. ΄Ετσι, που υπάρχουν δύο ανεξάρτητες μεταβλητές στο αδιάστατο σύστημα,
οι (λ, z). Για να ξεπεράσουμε αυτή τη δυσκολία αναπτύξαμε μια στρατηγική όμοια με αυτή
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Σχήμα 4.1: Ο βαρυονικός αριθμός N ως προς την αντίθεση πυκνότητας log(ρ0/ρR) για την ακτινοβολία
(q = 1/3) και για τη δύσκαμπτη ύλη (q = 1) για τις περιπτώσεις του ασυμπτωτικά επίπεδου, de Sitter
και anti-de Sitter χώρου. Τα σημεία Ci είναι σημεία αλλαγής ευστάθειας, δηλαδή στην αριστερή πλευρά
τους η ισορροπία είναι ευσταθής, ενώ στη δεξιά τους, ασταθής. Σε κάθε περίπτωση πάνω από το Ci δεν
υπάρχουν καταστάσεις ισορροπίας.

που αναπτύξαμε στο Νευτώνειο πρόβλημα. Η κοσμολογική σταθερά εισάγει μια κλίμακα
μάζας στο σύστημα MΛ = ρΛ

4
3
πR3. Ορίζουμε την αδιάστατη μάζα

m̃ ≡ M

2MΛ
=

3

8π

M

ρΛR3
=

3µ

λz3
(4.68)

Λύνουμε αριθμητικά το σύστημα (4.61)-(4.62) για ένα εύρος τιμών του z διαλέγοντας αυ-
τή την τιμή για το λ που κρατάει σταθερή την αδιάστατη μάζα m̃. Αυτή η λειτουργία
πραγματοποιείται από ένα πρόγραμμα ηλεκτρονικού υπολογιστή που ανέπτυξα. Με αυτόν
τον τρόπο μπορεί να παραχθεί αριθμητικά μια συνεπή σειρά καταστάσεων ισορροπίας που
αντιστοιχούν σε κάποια σταθερή M ή R ή ρΛ σύμφωνα με την εξίσωση (4.68). Τότε,
παράγοντας σειρές για διάφορα m̃ μπορούμε να δούμε πως διάφορες κρίσιμες ποσότητες
μεταβάλλονται με το Λ.
Στο Σχήμα 4.1 μπορούμε να δούμε πώς αλλάζει ο βαρυονικός αριθμός ως προς την αν-

τίθεση πυκνότητας για κάποιες σταθερές τιμές της κοσμολογικής σταθεράς σε μια σειρά
καταστάσεων ισορροπίας. Η σταθερή θετική τιμή (που αντιστοιχεί στο m̃ = 1) συμβολί-
ζεται με ‘dS’ και η σταθερή αρνητική τιμή (που αντιστοιχεί σε m̃ = −1) συμβολίζεται με
‘AdS’, ενώ η περίπτωση Λ = 0 συμβολίζεται ως ‘Flat’. Η σειρά καταστάσεων ισορροπί-
ας είναι σχεδιασμένη για τις περιπτώσεις q = 1/3 (ακτινοβολία ή αστέρες νετρονίων) και
q = 1 (δύσκαμπτη ύλη). Βλέπουμε πως, η αύξηση της τιμής της κοσμολογικής σταθεράς,
τείνει να σταθεροποιήσει το σύστημα σε σχέση με την «δυνατή» αστάθεια, δηλαδή αυτή
που αντιστοιχεί στην απουσία καταστάσεων ισορροπίας, καθώς το μέγιστο πάει σε μαγα-
λύτερες τιμές του N . Η «ασθενής» αστάθεια, δηλαδή αυτή που αντιστοιχεί σε ασθενείς
καταστάσεις ισορροπίας, συμβαίνει σε χαμηλότερη αντίθεση πυκνότητας καθώς αυξάνει η
κοσμολογική σταθερά.
Θα θέλαμε να σχεδιάσουμε την κρίσιμη ακτίνα, δηλαδή την ελάχιστη ακτίνα του σφαι-

ρικού ρευστού εώς την οποία υπάρχουν καταστάσεις ισορροπίας, ως προς την κοσμολογική
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Σχήμα 4.2: Η κρίσιμη ακτίνα Rcr ως προς την κοσμολογική σταθερά ρΛ σε μονάδες Schwartzschild
RS = 2GM/c2, ρS = 3M/4πR3

S
για σταθερή μάζαM . Οι σφαίρες με ακτίνα R < Rcr είναι θερμοδυναμικά

ασταθείς, δηλαδή δεν υπάρχουν καθόλου καταστάσεις ισορροπίας. Για R > Rcr υπάρχουν καταστάσεις
ισορροπίας που είναι ευσταθείς ή ασταθείς ανάλογα της τιμής της αντίθεσης πυκνότητας ρ0/ρR. Στο ίδιο
διάγραμμα, είναι σχεδιασμένες η ακτίνα μελανής οπής RBH και η κοσμολογική ακτίνα RC , επίσης. Στα
σημεία A, η κρίσιμη ακτίνα ‘χτυπάει’ πάνω στον κοσμολογικό ορίζοντα.

σταθερά. Υπάρχει, όμως, μία περιπλοκή. Στον ασυμπτωτικά de Sitter χώρο, κάθε σφαιρι-
κό ρευστό μάζας M και ακτίνας R έχει δύο χαρακτηριστικές κλίμακες μήκους: την ακτίνα
RBH , που θα αντιστοιχούσε στον ορίζοντα της μελανής οπής αν R < RBH (η RBH είναι
το αντίστοιχο του μήκους Schwartzschild GM/c2 στον de Sitter) και την ακτίνα RC , που
θα αντιστοιχούσε στον κοσμολογικό ορίζοντα αν R > RC (βλ. Σχήμα 4.2). Η RBH

αντιστοιχεί στη μικρότερη ρίζα του πολυωνύμου ως προς RH :

1− 2GM

RHc2
− 8πG

3c2
ρΛR

2
H = 0 (4.69)

Η κοσμολογική ακτίνα RC , είναι η μεγαλύτερη ρίζα του πολυωνύμου (4.69). Αναμένουμε
και πραγματικά επιβεβαιώνουμε αριθμητικά ότι η κρίσιμη ακτίνα Rcr είναι πάντα μεγαλύτερη
από την RBH . Άρα, το σύστημα γίνεται ασταθές πάντα πριν φτάσει στην τιμή ακτίνας
που αντιστοιχεί στον ορίζοντα μελανής οπής και γίνει το ίδιο μελανή οπή. Αντίθετα,
καθώς αυξάνει η κοσμολογική σταθερά, δηλαδή η τιμή του ορίζοντα RC μικραίνει κανείς
θα περιμενε ότι η Rcr ίσως γίνει μεγαλύτερη της RC . Αυτό θα σήμαινε ότι η σφαίρα με
R = RC = Rcr είναι η μεγαλύτερη σφαίρα για την οποία μπορει να παρατηρηθεί κάποια
αστάθεια, διότι για οποιαδήποτε μεγαλύτερη σφαίρα η κρισιμη ακτίνα βρίσκεται πέρα από
τον κοσμολογικό ορίζοντα.
Μπορούμε να προσδιορίσουμε την αδιάστατη μάζα m̃ στην οποία R = RC ως προς το

Q = 2GM/Rc2 ως ακολούθως. Είναι σχετικά εύκολο να επιβεβαιωθεί πως το πολυώνυμο
(4.69), για μια σφαίρα ακτίνας R, και για RH = RC μπορεί να γραφεί στη μορφή:

1−Q
1

(RC/R)
− Q

2m̃

(

RC

R

)2

= 0 (4.70)
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Βλέπουμε ότι R = RC αν:

2m̃ =
Q

1−Q
(4.71)

Επιβεβαιώνουμε αριθμητικά πως αυτή η συνθήκη ισχύει όταν η κρίσιμη ακτίνα ‘χτυπάει’
στον κοσμολογικό ορίζοντα. Από φυσική άποψη η σχέση Rcr > RC στερείται νοήματος
και αυτό εκφράζεται μαθηματικά (και αριθμητικά) ως αδυναμία να υπολογιστούν διάφορες
φυσικές ποσότητες (για παράδειγμα το N γίνεται μιγαδικό και το πρόγραμμα του υπολο-
γιστή καταρρέει). ΄Ετσι, ώστε ένα σφαιρικό ρευστό με Rcr > RC μπορει να θεωρηθεί
ευσταθές καθώς η ύλη πέραν του κοσμολογικού ορίζοντα δε μπορεί να αλληλεπιδράσει με
την ύλη μέσα σε αυτόν. Στο Σχήμα 4.2 ειναι σχεδιασμένη η κρίσιμη ακτίνα σε μονάδες
Schwartzschild, μαζί με την ακτίνα μελανής οπής και την κοσμολογική ακτίνα, ως προς την
κοσμολογική σταθερά για μια σταθερή μάζα. Η κρίσιμη ακτίνα χτυπάει στον κοσμολογικό
ορίζοντα στο σημείο A. Σφαίρες με ακτίνα μικρότερη της κρίσιμης ακτίνας ειναι μικροκα-
νονικά, θερμοδυναμικά ασταθείς, με την έννοια ότι δεν υπάρχουν καθόλου καταστάσεις
ισορροπίας στη μικροκανονική συλλογή.
΄Οπως είδαμε πολλές φορές, το Νευτώνειο όριο της εξίσωσης TOV αντιστοιχεί σε

q = kT/mpc
2 ≪ 1. Ας υπολογίσουμε το B = N/N∗ για μη-σχετικιστική (dust) ύλη.

Αντικαθιστώντας το c2 = 1/qmpβ στην εξίσωση (4.66), και στη συνέχεια θεωρώντας
q → 0, η εξίσωση (4.66) γίνεται:

B
q→0−→ mp

GMβ

R
(4.72)

Αυτή είναι ακριβώς η αδιάστατη Νευτώνεια θερμοκρασία (3.61) για mp = 1. Καθώς το
B ελέγχει τη μικροκανονική, θερμοδυναμική ευστάθεια στη Σχετικότητα και την κανονι-
κή, θερμοδυναμική ευστάθεια στο Νευτώνειο όριο, φαίνεται πως το Νευτώνειο όριο της
σχετικιστικής μικροκανονικής συλλογής είναι η κανονική συλλογή2. Αυτό το συμπεράσμα
μπορεί να δικαιολογηθεί διαισθητικά, καθώς η κανονική συλλογή στη Νευτώνεια Βαρύτητα
συμπεριφέρεται ποιοτικά όμοια με σχετικιστικό σύστημα. Αυτό το λέμε διότι στη Νευ-
τώνεια κανονική συλλογή, για σταθερή μάζα, η θερμοδυναμική αστάθεια συμβαίνει καθώς
το σύστημα συστέλλεαι πέραν κάποιας ελάχιστης ακτίνας (δηλαδή για μικρές ακτίνες), ό-
πως και στη Γενική Σχετικότητα, ενώ στη Νευτώνεια μικροκανονική συλλογή, η αστάθεια
εγκαθίσταται όταν το σύστημα διαστέλλεται πέραν κάποιας μέγιστης ακτίνας (δηλαδή για
μεγάλες ακτίνες).

2Επιπλέον, επιβεβαιώσαμε αριθμητικά ότι για q = 0, δηλαδή μη-σχετικιστική ύλη, η κρίσιμη τιμή του z για κάθε τιμή
κοσμολογικής σταθεράς ισούται με το κρίσιμο z της Νευτώνειας κανονικής συλλογής (και όχι της Νευτώνειας μικροκανονικής
συλλογής).
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Κεφάλαιο 5

Συμπεράσματα

Μελετήσαμε τη θερμοδυναμική, σφαιρικά συμμετρικού βαρυτικού αερίου στο Νευτώνειο
όριο και στη Γενική Σχετικότητα. Επιγραμματικά, τα αποτελέσματα μας είναι τα ακόλουθα.
Στο Νευτώνειο όριο βρίσκουμε ότι:

• Η θετική κοσμολογική σταθερά (περίπτωση dS) τείνει να σταθεροποιήσει το σύστημα.
• Η αρνητική κοσμολογική σταθερά (περίπτωση AdS) τείνει να το αποσταθεροποιήσει.
• ΄Οσο αυξάνει η κοσμολογική σταθερά, η αστάθεια εγκαθίσταται σε μικρότερες κεν-
τρικές πυκνότητες και χαμηλότερες θερμοκρασίες και ενέργειες.

• Για θετική κοσμολογική σταθερά παρατηρούμε ένα νέο φαινόμενο μετάβασης φάσης
επανεισόδου.

• Για θετική κοσμολογική σταθερά, βρίσκουμε μια απειρία νέων σειρών καταστάσεων
ισορροπίας.

• Περιγράφουμε την ευστάθεια και την κατανομή πυκνότητας των νέων αυτών λύσεων.
• Για θετική κοσμολογική συμπεριφορά, περιγράφουμε την ασυμπτωτική συμπεριφορά
των κατστάσεων ισορροπίας που σχετίζεται με την εμφάνιση «κλασματικών» (fractal)
δομών.

Στη Γενική Σχετικότητα, τα αποτελέσματά μας επιγραμματικά είναι τα ακόλουθα:

• Συνάγουμε την σχετικιστική εξίσωση υδροστατικής ισορροπίας (TOV) από το ακρό-
τατο της εντροπίας υπό σταθερή ενέργεια (μικροκανονική συλλογή).

• Συνάγουμε την σχετικιστική εξίσωση υδροστατικής ισορροπίας (TOV) από το ακρό-
τατο της ελεύθερης ενέργειας υπό σταθερή θερμοκρασία (κανονική συλλογή).

• Αποδεικνύουμε την ισοδυναμία της γραμμικής ευστάθειας των εξισώσεων Einstein με
τη θερμοδυναμική ευστάθεια στη μικροκανονική συλλογή και τη μη-ισοδυναμία με την
ευστάθεια στην κανονική συλλογή.

• Παρατηρούμε πως η μικροκανονική συλλογή στη Σχετικότητα συμπεριφέρεται σαν την
κανονική (και όχι τη μικροκανονική) στο Νευτώνειο όριο.

• Βρίσκουμε πως όπως και στη Νευτώνειο περίπτωση, όσο αυξάνει η κοσμολογική στα-
θερά το σύστημα τείνει να σταθεροποιηθεί.
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Πιο αναλυτικά, αναφέρουμε πως στη Νευτώνειο Βαρύτητα, εστιάσαμε στην επίδραση
της κοσμολογικής σταθεράς Λ στην ευστάθεια σφαιρικών ρευστών. Τα φαινόμενα της
Θερμοβαρυτικής Καταστροφής (μικροκανονική συλλογή) και της ισοθερμικής κατάρρευσης
(κανονική συλλογή) διατυπώθηκαν υπό την παρουσία κοσμολογικής σταθεράς [24, 25, 26].
΄Ενα γενικό αποτέλεσμα και στις δύο περιπτώσεις είναι ότι ο dS (θετικό Λ) τείνει να στα-
θεροποιήσει το σύστημα, ενώ ο AdS (αρνητικό Λ) τείνει να το αποσταθεροποιήσει. Στη
μικροκανονική συλλογή βρίσκουμε πως η μέγιστη ακτίνα εώς την οποία υπάρχουν κατα-
στάσεις ισορροπίας αυξάνει καθώς αυξάνει η κοσμολογική σταθερά. Επιπλέον, εμφανίζεται
μια δεύτερη, μεγαλύτερη κρίσιμη ακτίνα, σχετιζόμενη με την κοσμολογική σταθερά, όπου
οι καταστάσεις ισορροπίας αποκαθίστανται. Το γεγονός αυτό αναγνωρίζεται ως μια με-
τάβαση φάσης επανεισόδου. Στην κανονική συλλογή, η ελάχιστη ακτίνα εώς την οποία
υπάρχουν καταστάσεις ισορροπίας μειώνεται με την αύξηση της κοσμολογικής σταθεράς.
Η ελάχιστη θερμοκρασία εώς την οποία υπάρχουν καταστάσεις ισορροπίας μειώνεται καθώς
αυξάνεται το Λ και εμφανίζεται μια δεύτερη, μικρότερη κρίσιμη θερμοκρασία, σχετιζόμενη
με την κοσμολογική σταθερά, όπου οι καταστάσεις ισορροπίας αποκαθίστανται. Αυτή είναι
πάλι μια τυπική μετάβαση φάσης επανεισόδου. Η κρίσιμη αντίθεση πυκνότητας (ρ0/ρR)cr
όπου εγκαθίσταται αστάθεια μειώνεται με αυξανόμενο Λ και στις δύο συλλογές. Σημειώ-
νουμε ότι στον dS διάφορες νέες σειρές καταστάσεων ισορροπίας εμφανίζονται που δεν
υπάρχουν στον AdS ή την περίπτωση Λ = 0. Αυτό συμβαίνει εξ΄ αιτίας του απωστικού
χαρακτήρα της θετικής Λ (dark energy) που επιτρέπει την εμφάνιση διαφορετικών δομών
με αύξουσα (από το κέντρο προς το άκρο της σφαίρας) ή με μη-μονοτονική πυκνότητα.
Επίσης, εμφανίζεται μια ομογενή σειρά καταστάσεων ισορροπίας, η οποία αναγνωρίζεται
ως το Νευτώνειο όριο του στατικού σύμπαντος του Einstein, και παρουσιάζει αστάθεια για
θερμοκρασίες μικρότερες μιας κρίσιμης τιμής, η οποία είναι κοινή και στις δύο συλλογές.
Η κανονική συλλογή έχει συσχετιστεί με φράκταλ δομές που εμφανίζονται στο σύμπαν

[21, 22] (για παράδειγμα οι κατανομές των γαλαξιών) και μπορούν να μελετηθούν παρουσία
κοσμολογικής σταθεράς από την ασυμπτωτική συμπεριφορά των λύσεων που αναπτύξαμε
στο Κεφάλαιο 3.1.4. Σχετικά με τις εφαρμογές της μικροκανονικής συλλογής, τονίζουμε
ότι υπάρχουν ενδείξεις πως η κοσμολογική σταθερά παίζει ρόλο στην εξέλιξη των σμηνών
και υπερσμηνών γαλαξιών [74, 75]. Επιπλέον η θερμοβαρυτική καταστροφή, θα μπορούσε
να παίζει ρόλο, καθώς πολλά παρουσιάζουν μια δομή πυρήνα-άλω και άλλα έχουν μια υ-
περμαζική μελανή οπή στο κέντρο τους. Πιστεύουμε πως η επίδραση της Θερμοβαρυτικής
Καταστροφής τόσο χωρίς αλλά και με την κοσμολογική σταθερά, στην εξέλιξη των γαλα-
ξιακών σμηνών αξίζει περαιτέρω διερεύνησης.
Τονίζουμε ότι η συμπεριφορά επανεισόδου (reentrant) του Σχήματος 3.7 προσομοιά-

ζει τους δύο ορίζοντες της μελανής οπής Schwartzschild-dS στη Γενική Σχετικότητα. Η
ακτίνα αυτών των οριζόντων έχει σχεδιαστεί στο Σχήμα 3.8 ως προς την κοσμολογική
σταθερά. Η ομοιότητα μεταξύ των Σχημάτων 3.7 και 3.8 είναι πολύ έντονη και το πε-
ριέχομενο αρκετά σχετικό, για να θεωρηθεί σύμπτωση. Φαίνεται πως το φαινόμενο που
περιγράφουμε είναι το κοντινότερο Νευτώνειο ανάλογο στους δύο ορίζοντες του χώρου
Schwartzschild-dS, όπου τον ρόλο της ακτίνας Schwartzschild RS = 2GM/c2 τον παίζει η
ποσότητα RN = GM2/|E|. ΄Ομως, υπάρχει μια μεγάλη διαφορά. Η ευσταθής περιοχή του
Νευτώνειου συστήματος αντιστοιχεί στην περιοχή μέσα στους ορίζοντες στο σχετικιστικό
σύστημα.
΄Ολα τα παραπάνω αναφέρονται στο Νευτώνειο όριο. ΄Οσων αφορά στη Γενική Σχετικό-
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τητα, πιστεύουμε πως ένα από τα πιο ενδιαφέροντα αποτελέσματα, είναι πως για ένα στατικό,
σφαιρικά συμμετρικό, τέλειο ρευστό, οι εξισώσεις Einstein είναι πλήρως ισοδύναμες με τη
θερμοδυναμική του βαρυτικού αερίου στη μικροκανονική συλλογή [38]. Αυτή η ισοδυναμία
δε μένει μόνο στις καταστάσεις ισορροπίας, αλλά και στις ιδιότητες της ευστάθειας αυτών.
Επιπλέον παρατηρούμε πως η μικροκανονική συλλογή στη Γενική Σχετικότητα συμπερι-
φέρεται σαν την κανονική συλλογή στο Νευτώνειο όριο (όπου αναφερόμαστε πάντα σε
στατικό, σφαιρικά συμμετρικό, τέλειο ρευστό).
Τέλος, μελετήσαμε πως οι ιδιότητες ευστάθειας επηρεάζονται από την παρουσία της κο-

σμολογικής σταθεράς στη Γενική Σχετικότητα για συγκεκριμένες καταστατικές εξισώσεις.
Τα κύρια αποτελέσματα θα λέγαμε πως συνοψίζονται στα Σχήματα 4.1 και 4.2. Για την
περίπτωση της ακτινοβολίας (και του πυρήνα αστέρων νετρονίων), η κρίσιμη ακτίνα κάτω
από την οποία δεν υπάρχει θερμοδυναμική ισορροπία, μειώνεται με αυξανόμενη κοσμολο-
γική σταθερά ενώ για την δύσκαμπτη ύλη αυξάνεται. Αυτή η κρίσιμη ακτίνα είναι πάντα
μεγαλύτερη από την ακτίνα μελανής οπής έτσι, που το σύστημα γίνεται ασταθές πριν φτά-
σει στην ακτίνα μελανής οπής (δηλαδή στην ακτίνα που γίνεται μελανή οπή) για κάθε τιμή
κοσμολογικής σταθεράς. ΄Ομως, σε κάποιο σημείο η κρίσιμη ακτίνα χτυπάει πάνω στον
κοσμολογικό ορίζοντα. Κάθε σφαίρα με μεγαλύτερη ακτίνα μπορει να θεωρηθεί ευσταθής
καθώς η ύλη πέρα από τον ορίζοντα δε μπορεί να αλληλεπιδράσει με την ύλη μέσα σε αυ-
τόν. Επιπλέον, μια αύξηση στην κοσμολογική σταθερά τεινει να αποσταθεροποιήσει το
σύστημα θερμοδυναμικά, καθιστώντας τον ασυμπτωτικά de Sitter χώρο, πιο ευσταθή από
τον ασυμπτωτικά anti-de Sitter, τουλάχιστον στο καθαρά κλασσικό επίπεδο.
Σχετικά με πιθανές επεκτάσεις και εφαρμογές της σχετικιστικής ανάλυσης, πέραν αυτών

που αναφέρουμε στην Παράγραφο 4.3 σχετικά με την AdS/CFT και την ευστάθεια των
compact αστεριών, σχολιάζουμε πως κάποιος εύλογα θα περίμενε ότι μια εντροπική αρ-
χή θα μπορούσε να εφαρμοστει σε περιστρεφόμενα, σχετικιστικά αστέρια σε υδροστατική
ισορροπία (βλ. αναφορές [76, 77] για σύγχρονες ανασκοπήσεις στα σχετικιστικά, περι-
στρεφόμενα αστέρια). Αρχές λογισμού μεταβολών της ενέργειας έχουν ήδη αναπτυχθεί
και χρησιμοποιούνται στη μελέτη των περιστρεφόμενων, σχετικιστικών αστεριών ξεκινών-
τας από την παλιά εργασία των Hartle & Sharp [78], ενώ μια θερμοδυναμική προσέγγιση
περιστρεφόμενων σωμάτων και το όριο μελανή οπής αναπτύσσεται στην αναφορά [79]. Το-
νίζουμε πως, σήμερα, οι αστάθειες των περιστρεφόμενων, σχετικιστικών αστεριών είναι
σημαντικές και εξαιρετικού ενδιαφέροντος για την αστροφυσική, λόγω των πολλών πειρα-
μάτων, που είναι αφιερωμένα στην ανίχνευση βαρυτικών κυμάτων [80, 81]. Είναι λογικό
να περιμένουμε, πως μια θερμοδυναμική ανάλυση, πέρα από την εννοιολογική ενόραση που
θα προσφέρει στη μελέτη των ασταθειών των περιστρεφόμενων, σχετικιστικών αστεριών,
θα δώσει επιπλέον ένα τεχνικό πλεονέκτημα στον προσδιορισμό της ευσταθούς περιοχής
της ισορροπίας. Αυτό διότι, ενώ στις δυναμικές αστάθειες οι τρόποι ταλάντωσης μελετών-
ται ένα προς ένα, η θερμοδυναμική ανάλυση είναι ανεξάρτητη των συγκεκριμένων τρόπων
ταλάντωσης καθιστώντας έτσι τις θερμοδυναμικές αστάθειες, μια ευρύτερη έννοια.
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Παράρτημα Αʹ

Η αστάθεια Jeans

Θα κάνουμε μια ανασκόπηση της αστάθειας Jeans με βάση κυρίως το βιβλίο των Binney
& Tremaine [6]. Προκειμένου να απλοποιήσει τους υπολογισμούς σχετικά με τη δυναμική
αστάθεια του βαρυτικού αερίου στη Νευτώνεια Βαρύτητα, ο Jeans υπέθεσε πως η κατά-
σταση ισορροπίας είναι ένα άπειρο ομογενές αέριο. Αυτό δεν μπορει να είναι αληθές για ένα
βαρυτικό αέριο, καθώς η βαρυτική δύναμη −∇φe πρέπει να εξισορροπείται από τη βαθμίδα
της πίεσης ∇pe/ρe. Αλλά σε ένα ομογενές μέσο η βαθμίδα της πίεσης είναι μηδέν και η
συνθήκη υδροστατικής ισορροπίας δίνει απλά ∇φe = 0. Αυτή η εξίσωση είναι ασύμβατη με
την εξίσωση Poisson. Η υπόθεση φe = 0 έχει ονομαστεί η ‘εξαπάτηση του Jeans’ (“the
Jeans swindle”). Παρά όλα αυτά, αυτό μπορει να δικαιολογηθεί φυσικά αν η κλίμακα της
διαταραχής που προκαλεί την αστάθεια είναι πολύ μικρότερη από την κλίμακα στην οποία
η πίεση και η πυκνότητα μεταβάλλονται δραστικά.
Χρησιμοποιώντας το Jeans swindle και γράφοντας

δp =
dp

dρ
δρ = v2sδρ

όπου v2s είναι η ταχύτητα του ήχου, οι διαταραγμένες εξισώσεις (3.99), (3.100) και (3.101)
γίνονται:

∂δρ

∂t
+ ρe∇(δυ) = 0 (Αʹ.1)

∂δ~υ

∂t
= −v2s

∇δρ
ρe

−∇δφ (Αʹ.2)

∇2δφ = 4πGδρ (Αʹ.3)

Η εξίσωση (Αʹ.1) δίνει
∂2δρ

∂t2
+ ρe∇

∂(δυ)

∂t
= 0

και συνεπώς, με τη χρήση επίσης της εξίσωσης (Αʹ.3), η εξίσωση (Αʹ.2) δίνει:

∇∂δ~υ

∂t
= −v2s

∇2δρ

ρe
−∇2δφ ⇒ − 1

ρe

∂2δρ

∂t2
= −v2s

1

ρe
∇2δρ− 4πGδρ

και τελικά
∂2δρ

∂t2
− v2s∇2δρ− 4πGρeδρ = 0 (Αʹ.4)
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Αναπτύσσοντας τη γενική λύση αυτής της εξίσωσης κατά Fourier:

δρ =

∫

C(~k)ei(
~k~x−ωt)d3~k

τα ω, ~k πρέπει να ικανοποιούν την ακόλουθη εξίσωση διασποράς:

ω2 = v2sk
2 − 4πGρe

Αν ω2 > 0 η αντίστοιχη κατάσταση ισορροπίας είναι ευσταθής. Αν για μια κατάσταση
ισορροπίας είναι ω2 < 0, τότε αυτή είναι ασταθής, καθώς μια διαταραχή θα μεγαλώσει ως
e±|ω|t. Συνεπώς η συνθήκη για ύπαρξη αστάθειας γίνεται:

ω2 < 0 ⇒ k2 <
4πGρe
v2s

ή

k < kJ , όπου kJ =
4πGρe
v2s

(Αʹ.5)

και kJ ονομάζεται ο κυματάριθμος Jeans . Το αποτέλεσμα αυτό σημαίνει ότι η διαταραχή
οδηγεί σε αστάθεια αν υπερβαίνει το μήκος κύματος Jeans λJ = 2π

kJ

λ >

√

π

Gρe
vs (Αʹ.6)

Σημειώστε πως, αν και είδαμε στην παράγραφο 3.4 πως η αστάθεια Jeans για σφαι-
ρικό ρευστό είναι ισοδύναμη στην κανονική θερμοδυναμική ευστάθεια, βλέπουμε από την
εξίσωση (Αʹ.6) ότι ο χαρακτήρας της ανισότητας είναι όμοιος με τη μικροκανονική θερ-
μοδυναμική ευστάθεια, δηλαδή συμβαίνει όταν η διαταραχή είναι μεγαλύτερη από κάποια
κλίμακα. Κανείς θα πρέπει να είναι προσεκτικός καθώς στην παράγραφο 3.4 θεωρήσαμε την
αστάθεια Jeans πεπερασμένου σφαιρικού ρευστού και όχι ενός πυκνώματος μέσα σε ένα
άπειρο ομογενές μέσον, όπως εδώ. Στην προκειμένη περίπτωση ουσιαστικά δεν διατηρείται
ο αριθμός σωματιδίων κατά τη διαταραχή, καθώς θεωρώντας σταθερή την πυκνότητα, μια
όλο και μεγαλύτερη διαταραχή περιλαμβάνει όλο και μεγαλύτερη μάζα.
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Παράρτημα Βʹ

Οι εντροπίες Gibbs και Boltzmann

Ακολουθώντας τον Katz [43] θα εξετάσουμε τη σχέση μεταξύ της εντροπίας Gibbs και της
εντροπίας Boltzmann στην απλή περίπτωση ενός συστήματος σε εξωτερικό πεδίο. ΄Εστω
N σωματίδια μέσα σε τέλεια ανακλαστικά τοιχώματα σε ένα εξωτερικό δυναμικό U(~r).
΄Εστω E η τιμή της ολικής ενέργειας H(~r1, . . . , ~rN , ~p1, . . . , ~pN):

H =
N
∑

i=1

1

2m
p2i +

N
∑

i=1

mU(~ri) =
N
∑

i=1

Ei = E (Βʹ.1)

όπου Ei είναι η ενέργεια του σωματιδίου i. Η πυκνότητα καταστάσεων Gibbs g(E) δίνεται
στην εξίσωση (2.1) και είναι το άθροισμα όλων των πιθανών καταστάσεων διαιρεμένο με
N !. Υποθέτοντας ίση πιθανότητα για κάθε μικροκατάσταση, η εντροπία Gibbs (4.18)
είναι ισοδύναμη με τη φόρμουλα του Boltzmann (να μη γίνει σύγχυση με την εντροπία
Boltzmann(2.17))

SG = log g(E) ⇔ g(E) = eSG

για k = 1.
Αντικαθιστώντας τη δέλτα συνάρτηση με τον αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace του

1 στην g(E) και αναδιατάσοντας μερικούς όρους παίρνουμε από την (2.1):

g(E) =
1

N !

∫
(

1

2πi

∫ b+∞

b−∞
eβ(E−

∑

Ei)dβ

) N
∏

i=1

dτi

=
1

2πi

∫ b+∞

b−∞
ΨeβEdβ (Βʹ.2)

όπου dτi = d3~rid
3~pi και

Ψ =
1

N !

∫ N
∏

i=1

e−βEidτi =
1

N !

(
∫

e−βE0dτ

)N

με E0 = p2/2m+mU(r) την ενέργεια του ενός σωματιδίου που βρίσκεται στο ~r με ορμή
~p και dτ = d3~rd3~p. Γράφουμε το Ψ ως:

Ψ =

∞
∑

N ′=0

1

N ′!

(
∫

e−βE0dτ

)N ′

δN ′N
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Προσεγγίζοντας το δN ′N με δ(N ′ − N) καθώς N ≫ 1 και αντικαθιστώντας τη δέλτα
συνάρτηση με την ολοκληρωτική της αναπαράσταση όπως προηγουμένως, παίρνουμε:

Ψ ≃ 1

2πi

∫ α+i∞

α−i∞

∞
∑

N ′=0

1

N ′!

(
∫

e−βE0dτ

)N ′

eα(N
′−N)dα

Θέτοντας
f = eα−βE0 (Βʹ.3)

έχουμε ότι

Ψ ≃ 1

2πi

∫ α+i∞

α−i∞
e−αN

{ ∞
∑

N ′=0

1

N ′!

(
∫

fdτ

)N ′
}

dα

=
1

2πi

∫ α+i∞

α−i∞
e−αN+

∫

fdτdα (Βʹ.4)

Συμβολίζοντας

σ = −αN + βE +

∫

fdτ (Βʹ.5)

και αντικαθιστώντας το Ψ στην (Βʹ.2), η πυκνότητα καταστάσεων γράφεται ως

g(E) ≃ 1

(2πi)2

∫ α+i∞

α−i∞

∫ b+i∞

b−i∞
eσdαdβ (Βʹ.6)

Ας ερευνήσουμε για ακρότατο του σ(α, β). Καθώς τα α, β είναι ανεξάρτητες μεταβλητές
και

δσ =

(

−N +

∫

fdτ

)

δα +

(

E −
∫

E0fdτ

)

δβ

το ακρότατο καθορίζεται από τις συνθήκες

N =

∫

fdτ , E =

∫

E0fdτ

που ορίζουν μια κατάσταση ισορροπίας fe. Η τιμή στην ισορροπία σe δίνεται συνεπώς από

σe = −αe

∫

fedτ+βe

∫

E0fedτ+

∫

fedτ = −
∫

(αe−βeE0)fedτ+N = −
∫

fe log fedτ+N

Άρα, η εντροπία Boltzmann S ισούται με σe (συν κάποια σταθερά)

S = σe = −
∫

fe log fedτ +N (Βʹ.7)

Αναπτύσοντας κατά Taylor το σ γύρω από την τιμή στην ισορροπία σe και κρατώντας μέχρι
όρους δεύτερης τάξης, η εντροπία Gibbs (Βʹ.6) μπορει να γραφεί ως:

g(E) = eSG ≃ eS
1

(2πi)2

∫ α+i∞

α−i∞

∫ b+i∞

b−i∞
eδ

2σdαdβ +O(δ3σ) (Βʹ.8)
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Για δα = α− αe και δβ = β − βe έχουμε

δ2σ =
1

2

(

∂2σ

∂α2

∣

∣

∣

∣

e

(δα)2 + 2
∂2σ

∂α∂β

∣

∣

∣

∣

e

δαδβ +
∂2σ

∂β2

∣

∣

∣

∣

e

(δβ)2
)

=
1

2
(N(δα)2 − 2Eδαδβ +NE0(δβ)

2)

=
1

2
N
{

(δα−E0δβ)
2 + (E0 − Ē0)2(δβ)

2
}

(Βʹ.9)

όπου οι παύλες συμβολίζουν μέσες τιμές ως προς την κατανομή fe. Εφαρμόζοντας τους
μετασχηματισμούς

α∗ = i(δα− E0δβ) , β∗ = iδβ

η εξίσωση (Βʹ.8) γίνεται

g(E) = eSG ≃ eS
1

(2π)2

∫ +∞

∞
e−

N
2
α∗2
dα∗

∫ +∞

∞
e−

N
2
(E0−Ē0)2β∗2

dβ∗

Είναι απλό να υπολογιστούν τα γκαουσιανά ολοκληρώματα για να πάρουμε

SG ∼ S − logN − log 2π − 1

2
log (E0 − Ē0)2 (Βʹ.10)

Αυτό δείχνει ότι το S είναι ένα μέγιστο του σ για κάθε U . Επιπλέον, καθώς το S είναι της
τάξης N και N ≫ 1 οι τρεις τελευταίοι όροι είναι αμελητέοι έτσι, ώστε

SG ≃ S
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Παράρτημα Γʹ

Συνθήκη δυναμικής ευστάθειας για
τέλεια σφαιρικά ρευστά

Γʹ.1 Η εξίσωση Tolman-Oppenheimer-Volkov από τις εξισώ-
σεις Einstein

Θα συνάγουμε την εξίσωση της υδροστατικής ισορροπίας για τέλειο ρευστό στη Γενική
Σχετικότητα, ήτοι την εξίσωση TOV, από τις εξισώσεις Einstein. Η μετρική για ένα
σφαιρικά συμμετρικό σύστημα μπορει να γραφεί στη μορφή [39]

ds2 = eνc2dt2 − eλdr2 − r2(dθ2 + sin2θd2φ) (Γʹ.1)

με ν = ν(r, t) και λ = λ(r, t) στη γενική μη-στατική περιπτωση. Για ένα τέλειο ρευστό, ο
τανυστής ενέργειας−ορμής είναι

T µ
ν = (p+ ρc2)gαν

dxα

ds

dxν

ds
− pδµν (Γʹ.2)

Χρησιμοποιώντας τη μετρική (Γʹ.1), αυτός ο τανυστής ενέργειας−ορμής (Γʹ.2) έχει τις
ακόλουθες συνιστώσες (π. 251 ιν Τολμαν [39])

8πG

c4
T 0
0 = e−λ

(

λ′

r
− 1

r2

)

+
1

r2
− Λ (Γʹ.3)

8πG

c4
T 1
1 = −e−λ

(

ν ′

r
+

1

r2

)

+
1

r2
− Λ (Γʹ.4)

8πG

c4
T 2
2 =

8πG

c4
T 3
3 =− e−λ

(

ν ′′

2
− λ′ν ′

4
+
ν ′2

4
+
ν ′ − λ′

2r

)

+ e−ν

(

λ̈

2
+
λ̇2

4
− λ̇ν̇

4

)

− Λ (Γʹ.5)

8πG

c4
T 1
0 = −e−λ λ̇

r
(Γʹ.6)
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8πG

c4
T 0
1 = e−ν λ̇

r
(Γʹ.7)

όπου ο τόνος συμβολίζει την παραγώγιση ως προς r και η τελεία ως προς t. Η τετρα-
ταχύτητα έχει συνιστώσες uµ = (u0, u1, 0, 0). Στην ισορροπία u1 = 0, και ο τανυστής
ενέργειας−ορμής έχει μόνο τις ακόλουθες μη-μηδενικές συνιστώσες

T 0
0 = ρ , T 1

1 = T 2
2 = T 3

3 = −p (Γʹ.8)

και τα λ, ν είναι ανεξάρτητα του t. Συνεπώς, οι εξισώσεις (Γʹ.3-Γʹ.5) γίνονται

dpe
dr

= −1

2
(pe + ρec

2)ν ′e (Γʹ.9)

8πG

c2
ρe = e−λe

(

λ′e
r

− 1

r2

)

+
1

r2
− Λ (Γʹ.10)

8πG

c4
pe = e−λe

(

ν ′e
r
+

1

r2

)

− 1

r2
+ Λ (Γʹ.11)

όπου ο δείκτης e συμβολίζει ποσότητες στην ισορροπία. Η εξίσωση (Γʹ.9) είναι το σχετι-
κιστικό ανάλογο της Νευτώνειας έκφρασης για την υδροστατική ισορροπία

dp

dr
= −ρdφ

dr
(Γʹ.12)

Συνάγεται, εξισώνοντας τις (Γʹ.4) και (Γʹ.5). Εφαρμόζοντας το μετασχηματισμό

e−λe = 1− 2Gm(r)

rc2
− Λ

3
r2 (Γʹ.13)

στην εξίσωση (Γʹ.11), λύνοντας ως προς ν ′e και αντικαθιστώντας το ν
′
e στην εξίσωση (Γʹ.9),

παίρνουμε την εξίσωση TOV:

pe
′ = −(

pe
c2

+ ρe)

(

Gm(r)

r2
+ 4πG

pe
c2
r − Λ

3
c2r

)(

1− 2Gm(r)

rc2
− Λ

3
r2
)−1

(Γʹ.14)

που είναι η σχετικιστική εξίσωση της υδροστατικής ισορροπίας. Η εναπομείνουσα εξίσωση
(Γʹ.10) δίνει

m′ = 4πρer
2 (Γʹ.15)

το οποίο σημαίνει ότι το m είναι η μάζα που περιέχεται μέσα σε ακτίνα r. Οι εξισώσεις
(Γʹ.14) και (Γʹ.15) μαζί με την καταστατική εξίσωση pe = pe(ρe) περιγράφουν πλήρως την
ισορροπία, δεδομένων των αρχικών συνθηκών.

Γʹ.2 Μια εξίσωση για τη γραμμική δυναμική ευστάθεια

Σε αυτή την παράγραφο υπολογίζουμε την εξίσωση που καθορίζει τη γραμική ευστάθεια
για ένα στατικά σφαιρικά συμμετρικό τέλειο ρευστό, ακολουθώντας τον Yabushita [66].
Ας θεωρήσουμε μικρές διαταραχές γύρω από μια κατάσταση ισορροπίας στις εξισώσεις
Einstein (Γʹ.3)-(Γʹ.7)

λ = λe + δλ , ν = νe + δν , p = pe + δp , ρ = ρe + δρ , u1 = δu1 , u0 = u0e + δu0 (Γʹ.16)
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με τις διαταραχές να εξαρτώνται από τα r και t. Σε πρώτη τάξη, οι εξισώσεις Γʹ.3-Γʹ.5
δίνουν

1

r
e−νe δ̈λ =

8πG

c4

{

δp′ +
ν ′

2
(δp+ δρc2) +

1

2
(pe + ρec

2)δν ′
}

(Γʹ.17)

Η διατήρηση της μάζας T µ
0 ;µ = 0 δίνει

ρ̇+ T 1
0
′
+

1

2
λ̇(p+ ρc2) + T 1

0

(

1

2
λ′ +

1

2
ν ′ +

2

r

)

= 0 (Γʹ.18)

που μετά την αντικατάσταση της Γʹ.16, την παραγώγιση ως προς t και χρησιμοποιώντας
τις εξισώσεις Γʹ.9-Γʹ.11 δίνει

δ̈ρ− c4

8πG

(

∂

∂r
+

2

r

)

e−λe

r
δ̈λ = 0 (Γʹ.19)

Αντικαθιστώντας την εξίσωση Γʹ.17 στην Γʹ.19 παίρνουμε

δ̈ρ−
(

∂

∂r
+

2

r

){

eνe−λe

[

δp′ +
νe

′

2
(δp+ δρc2) +

δν ′

2
(pe + ρec

2)

]}

(Γʹ.20)

΄Εστω
f(r, t) ≡ δm(r, t) (Γʹ.21)

με

δρ =
1

4πr2
∂f

∂r
(Γʹ.22)

Υποθέτωντας μια διαταραχή της μορφής

δm ∼ eσt (Γʹ.23)

με δm(r = 0) = 0 και ολοκληρώνοντας την εξίσωση Γʹ.17 παίρνουμε τελικά

δp′ +
νe

′

2
(δp+ δρc2) +

δν ′

2
(pe + ρec

2) =
eλe−νe

4πr2
σ2f (Γʹ.24)

Η κοσμολογική σταθερά δεν υπεισέρχεται εκπεφρασμένα στην εξίσωση αυτή, παρά μόνον
έμμεσα στις ποσότητες της ισορροπίας.
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