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Περίηψη

Η προτυποποίηση τν υδάτινν κυματισμών είναι ένας εκτενής ερευνητικός τομέας που
παίζει σημαντικό ρόο σε ποές εφαρμοές της μηανικής όπς .... Οι υδάτινοι κυματισμοί
(επιφανειακοί κυματισμοί ή κυματισμοί αρύτητας) δημιουρούνται από την αρυτική δύναμη
υπό την παρουσία εεύερης επιφάνειας πάν στην οποία η πίεση είναι σταερή. Ένα σημαντικό
αρακτηριστικό αυτού του προήματος είναι ότι τα φαινόμενα διάδοσης συμαίνουν κατά την
οριζόντια κατεύυνση και ότι μη-τοπικές αηεπιδράσεις (κύμα - κύμα, κύμα - πυμένας )
υφίστανται διαμέσου της κατακόρυφης δομής του ροικού πεδίου.
Σε αυτή την ερασία ερούμε το πρόημα διάδοσης τν κυμάτν στην εεύερη επιφάνεια

ιδανικού, ασυμπίεστου ρευστού πάν από αυέρετη αάσσια τοποραφία υπό την επίδραση
της αρύτητας. Η Eulerian περιραφή υιοετείται, δη. Η κίνηση τν σματιδίν του ρευστού
καορίζεται από το πεδίο ταύτητας στο υδάτινο ρίο κάε ρονική στιμή.
Στο πρώτο κεφάαιο οι παρουσιάζονται οι εξισώσεις του φυσικού προήματος. Η ροή

ερείται αστρόιη. Οι άνστες φυσικές ποσότητες είναι το δυναμικό της ταύτητας και η
εεύερη επιφάνεια. Οι εξισώσεις που διέπουν το φυσικό πρόημα είναι, μία ραμμική μερική
διαφορική εξίσση -εξίσση Laplace, ια το δυναμικό της ταύτητας, σε ένα ρονοεξαρτόμενο
ρίο φραμένο απο την εεύερη επιφάνεια και τον σταερό ανομοιοενή πυμένα. Μία ομοε-
νής συνήκη Neumann πρέπει να ικανοποιείται στον πυμένα και δύο μη ραμμικές συνοριακές
συνήκες στην εεύερη επιφάνεια. Χρονική παραώιση εμφανίζεται στις δύο εξισώσεις στην
εεύερη επιφάνεια.
Στο δεύτερο κεφάαιο η παρουσιάζεται η διατύπση κατα Hamilton. Η Χαμιτονιανή η

οποία ισούται με την οική ενέρεια ράφεται συναρτήσει της εεύερης επιφάνειας και του
ίνους του δυναμικού σε αυτήν, δια μέσου ενός κατάηου Dirichlet to Neumann τεεστή.
Η εξέιξη του συστήματος περιράφεται άσει πειφανειακών ποσοτήτν που παίζουν το ρόο
τν ενικευμένν συντεταμένν και ορμών. Αυτό είναι δυνατό μόνο όταν ερήσουμε εκ τών
προτέρν, το εονός ότι η ροή είναι ασυμπίεστη και αστρόιη και ο πυμένας μη διαπερατός.
Έτσι, εξάουμε τις εξισώσεις Hamilton μεταάοντας την Χαμιτονιανή. Οι τεικές εξισώσεις
είναι δύο μη ρμμικές και μη-τοπικές εξεικτικές εξισώσεις επί επιφανειακών ποσοτήτν.
Στο τρίτο κεφάαιο παρουσιάζεται μια άη μεταοική αρή του προήματος του υδάτινου

κυματισμού. Σε αυτή τη διατύπση, εκτός απο την αστροιότητα, καμία άη κινηματική
συνήκη δε πρέπει να ικανοπόιείται εκ τν προτέρν αφού όες οι εηισώσεις που περιράφονται
στο Κεφάαιο 1 εξάονται απο την μεταοική αρή. Η Λακρανζιανή ειναι το οοκήρμα
της πίεσης σε όο το ρονοεξαρτόμενο υδάτινο ρίο. Στη τεευταία ενότητα του κεφααίου
δείνουμε την σύνδεση ανάμεσα στη μεταοική αρη του Luke και την αρή του Hamilton.
Στο τέταρτο κεφάαιο εφαρμόζουμε τη μεταοική αρή του Luke σε σύνδεση με την

ακριή και συματή αναπαράσταση του δυναμικού της ταύτητας. Η αναπαράσταση είναι μια
άπειρη σειρά σε κάετες συναρτήσεις με ταές φίνοντες συντεεστές, η οποία είναι συματή
με τις συνοριακές συνήκες του υδάτινου ρίου. Το κύριο αρακτηριστικό της είναι ότι μας
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επιτρέπει να αναπαραστήσουμε ακριώς το δυναμικό της ταύτητας στην μεταοική αρή. Το
αποτέεσμα είναι η αναδιατύπση του οικά μη ραμμικού προήματος του δυάτινου κυματι-
σμού σαν ένα σύστημα δύο εξεικτικών εξισώσεν και ενός άπειρου συστήματος συζευμένν
Σ.Δ.Ε (2Δ) η Μ.Δ.Ε (3Δ). Ένα αποετέεσμα αυτής της ανάυσης είναι μια καινούρια ανα-
παράσταση του τεεστή Dirichlet to Neumann , η οποία είναι ακριής, ενική και οική ια
την περίπτση της ενικής αυμετρίας.
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Κεφάαιο 1

Διαφορική διατύπση του
προήματος

Σε αυτό το κεφάαιο συνοψίζουμε τη διατύπση του προήματος υδάτινν κυματισμών η

οποία μπορεί να ρεεί σε ποά κασσικά ιία (δεσ π. [Wit74, Ch. 13, s. 1], [Sto57, Ch.

1, s. 1], [Lam75, Ch. 9, s. 227]).

Θερείστε ένα ιδανικό ασυμπίεστο ρευστό (νερό) σε ένα σταερό αρυτικό πεδίο πάν

από ενική αυμετρία. Η οριζόντιές και η κάετη συντεταμένη συμοίζονται x := (x1, x2)

καιz αντιστοίς και οι αντίστοιες συνιστώσες της ταύτητας u με (u1, u2, v). Η αρυτική

επιτάυνση g είναι αρνητική στην κατεύυνση z. Υποέτουμε επιπέον ότι η πυκνότητα ρ

παραμένει σταερή και ότι υπάρει μια εξτερική δύναμη F = −ρg(0, 0, 1). Μπορούμε να

ράψουμε τις εξισώσεις κίνησης (Euler Equations)

Du

Dt
= ∂tu+ (u · ∇)u = −1

ρ
∇p− g(0, 0, 1), (1.1)

οι οποίες μαζί με την εξίσωση συνέχειας (υπεν. ∂tρ = 0)

divu = ∂x1u1 + ∂x2u2 + ∂zv = 0, (1.2)

αποτεούν ένα σύστημα μερικών διαφορικών εξισώσεν το οποίο όταν καοριστούν οι αρικές

και συνοριακές συνήκες μπορεί να προσδιορισεί η ταύτητα u = (u1, u2, v) και η πίεση p.
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Στο υπόοιπο της ερασίας η ροή ερείται αστρόβιλη (δδ. curlu = ∇×u = 0), συνεπώς

εξασφαίζεται η ύπαρξη ενος δυναμικού Φ(x, z, t) απο το οποίο μπορεί να εξαεί το πεδίο

ταυτήτν

u = ∇Φ ≡ (∂x1Φ, ∂x2Φ, ∂zΦ). (1.3)

Από (1.2), το Φ ικανοποιεί την εξίσση Laplace

∆Φ = ∂2
x1x1

Φ + ∂2
x2x2

Φ + ∂2
zzΦ = 0. (LE)

Αντικαιστώντας την (1.3) στην (1.1) και οοκηρώνοντας σε όο το ρίο του ρευστού

αμάνουμε την νστή Αρχή του Bernoulli ια αστρόιη ροή

∂tΦ +
1

2
(|∇Φ|2) + p

ρ
+ gz = f(t), (1.4)

όπου f(t) είναι μια αυαίρετη συνάρτηση του ρόνου. Η εξίσση Laplace (LE) μπορεί να

ρησιμοποιηεί ια να προσδιορισούν οι συνιστώσες της ταύτητας και Αρχή του Bernoulli

(1.4) α μας δώσει την πίεση p. Σημειώνουμε ότι η πίεση p εξαρτάται από την f(t) η οποία

είναι συνάρτηση μόνο του ρόνου. Αυτή η συνάρτηση προστιέμενη στην πίεση δεν αάζει την

αμίδα της πίεσης, έτσι, δεν επηρεάζει την κίνηση του ρευστού. Η f(t) μπορεί να απορροφηεί

στο Φ απά εισάντας ένα δυναμικό Φ′ = Φ−
∫
f(t)dt. Το Φ′ είναι αρμονικό και ικανοποιεί

∇Φ′ = ∇Φ. Από την (1.4) ια το Φ′ δεξια μέος εξαφανίζεται, συνεπώς μπορούμε να πάρουμε

f(t) ≡ 0 ρίς άη της ενικότητας.

Σε αυτό το σημείο πρέπει να ορίσουμε το ρίου του ρευστού ια να προρήσουμε στην

διατύπση τν συνοριακών συνηκών. Θερούμε την περίπτση δύο ρευστών (νερό - αέρας),

ρισμένα από μία διεπιφάνεια η οποία περιράφεται από μία συνάρτηση η(x, t), πάν απο μία

σταερή τοποραφία που περιράφεται από μία συνάρτηση h(x). Για t ≥ t0 συμοίζουμε Dη
h(t)

4
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το άνστο ρονοεξαρτόμενο ρίο του ρευστού που ορίζεται από

Dη
h = {(x, z) ∈ S × R : z ∈ (−h(x), η(x, t))} , (1.5)

όπου S ⊆ R2 είναι η οριζόντια προοή της εεύερης επιφάνειας. Η αυμετρία και η εεύερη

επιφάνεια συμοίζονται

Γh = {(x, z) ∈ S × R : z = −h(x)} , (1.6)

Γη(t) = {(x, z) ∈ S × R : z = η(x, t)} . (1.7)

Συμοίζουμε με N− = 1√
1+|∇xh|2

(−∇xh,−1)T και N+ = 1√
1+|∇xη|2

(−∇xη, 1)
T τα εξτερικά

μοναδιαία κάετα διανύσματα στην Γh και Γη(t) αντίστοια, όπου ∇x = (∂x1 , ∂x2) είναι η

οριζόντια παράος. Στη σταερη αυμετρία Γh η καετη ταύτητα του ρευστού πρέπει να
N+

N−

z

g

x = (x1,x2)

air

water

Dη
h

solid

Γη : {z = η(x, t)}

Γh : {z = −h(x)}

μηδενίζεται

N− · [u]z=−h = 0 for t ≥ 0, x ∈ S. (1.8)

Η διεπιφάνεια τν δύο ρευστών ορίζεται από την ιδιότητα ότι δεν μπορεί να διαπεραστεί από τα

σματίδια του ρευστού. Αυτό σημαίνει ότι η κάετη ταύτητα του ρευστού στην Γη(t) ισούται

5
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με την κάετη ταύτητα της Γη(t). Οπότε,

N+ · [u]z=η =
−∂tη√

|∇xη|2 + 1
for t ≥ 0, x ∈ S. (1.9)

Χρησιμοποιώντας το u = ∇Φ οι παραπάν συνήκες δίνουν

∇xh · ∇xΦ + ∂zΦ = 0, on Γh, t ≥ t0, (KC1)

∂tη +∇xΦ · ∇xη − ∂zΦ = 0, on Γη(t), t ≥ t0. (KC2)

Η εξίσση (KC1) είναι μια συνήκη Neumann ενώ η (KC2) δείνει οτι τα σματίδια του ρευ-

στού που ρίσκονται αρικά στην εεύερη επιφάνεια παραμένουν εκει και είναι μια κινηματική

συνοριακή συνθήκη. Αυτες οι συνήκες δεν είναι αρκετές ια να προσδιορισούν τα η και Φ

ιαυτό μία άη συνοριακή συνήκη ρειάζεται. Εφ’όσον η εεύερη επιφάνεια ερείται άμαζη,

οι δυνάμεις εκεί μηδενίζονται, οπότε, (ανοώντας την επιφανειακή τάση ) η πίεση στο νερό

και στον αέρα πρέπει να ισούνται με την πίεση στην εεύερη επιφάνεια. Χρησιμοποιώντας το

εονός ότι η πίεση του αέρα είναι πού μικρότερη σε σέση με αυτή του νερού υποέτουμε

ότι η πίεση στον αέρα δεν αάζει με την εξέιξη της εεύερης επιφάνειας. Έτσι προκαορί-

ζουμε την τιμή p̄ ια τη εξτερικά ασκούμενη πίεση (ό του αέρα) και διατυπώνουμε την

συνοριακή συνήκη p = p̄ στην Γη(t). Συνεπώς, απο την (1.4) προκύπτει η συνήκη

∂tΦ +
1

2
|∇Φ|2 + gη = − p̄

ρ
= 0 on Γη(t), t ≥ t0, (DC)

όπου διαέξαμε p̄ = 0. Η εξίσση (DC) ονομάζεται εξίσση Bernoulli ή δυναμική συνοριακή

συνθήκη. Στην οριζόντια διάσταση, το Dη
h δεν είναι φραμένο οπότε μία συνήκη στο άπειρο

ρειάζεται. Μια τέτοια φυσική συνήκη είναι ότι οι παράοι του Φ και η παραμένουν φραμέ-

νες καώς |x| → ∞. Συνοψίζοντας, η διατύπση του προήματος υδάτινου κυματισμού έει

ώς εξής: Δεδομένης της εξωτερικής πίεσης p̄ και της αυμετρίας h(x) να ρεεί η εεύερη

επιφάνεια η(x, t) και το δυναμικό Φ(x, z, t), (x, z) ∈ Dη
h, t > t0 που ικανοποιεί

6
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∆Φ = 0, in Dη
h(t),

∇xh · ∇xΦ + ∂zΦ = 0, on Γh,

∂tη +∇xΦ · ∇xη − ∂zΦ = 0, on Γη(t),

∂tΦ +
1

2
|∇Φ|2 + gη = 0, on Γη(t).

(PWW )

Το παραπάν σύστημα πρέπει να συμπηρεί με κατάηες αρικές συνήκες και συνήκες

στο άπειρο στην περίπτση οριζοντίς μη φραμένου ρευστού ή με κατάηες πευρικές

συνοριακές συνήκες στην περίπτση πευρικών συνόρν.

Παρατήρηση 1.0.1. Στιγμιαία, το Φ ικανοποιεί ένα πρόβλημα συνοριακών τιμών που εξαρ-

τάται μη γραμμικά από το σχήμα του χωρίου Dη
h το οποίο είναι άγνωστο. Συνεπώς η γεωμετρία

δεν μπορεί να βρεθεί από το γραμμικό πρόβλημα. Η χρονική παραγώγιση δεν εφαρμόζεται στην

πεδιακή εξίσωση (LE) αλλά στις συνοριακές συνθήκές (KC2) και (DC). Το δυναμικό της ταχύ-

τητας Φ ικανοποιεί μια γραμμική εξίσωση στο Dη
h και δύο μη γραμμικές εξισώσεις στην ελεύθερη

επιφάνεια, η οποία είναι διαφορετικη από την συνήθη γραμμική συνοριακή συνθήκη για μια

ελλιπτική εξίσωση, όπως η (KC1).

7
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Κεφάαιο 2

Διατύπση κατά Hamilton ια το
πρόημα τν υδάτινν
κυματισμών

2.1 Γενικό Υπόαρο

Για να προσδιορίσουμε τη συμπεριφορά ενός΅ιδανικού μηανικού συστήματος, αποτεού-

μενο από N σματίδια, απαιτούνται οι συντεταμένες q(t) = {qi(t)}Ni=1 καώς και οι αντί-

στοιες ορμές π(t) = {πi(t)}Ni=1 σε κάε ρονική στιμή t. Ο ώρος όν τν δυνατών

καταστάσεν (q,π) του συστήματος είναι ο χώρος φάσεων του συστήματος. Συκεκριμένα

ο ώρος q ονομάζεται configuration space και ορίζεται απο την κινηματική του συστήματος.

Η Hamiltonian είναι μια συνάρτηση (q,π) → H(q,π) τν έσεν q και τν ορμών π , που

εξείσονται άσει τν εξισώσεν Hamilton.

∂tπ =
δH

δq

∂tq = −δH

δπ

(2.1)

Σε κάε συντεταμένη qi(t) αντιστοιεί μια ορμή πi(t) η οποία, από την Langrangian μηανική,

ορίζεται ς η παράος της Langrangian συνάρτησης L = K − V = L(q,_q, t) ς προς τισ

ταύτητες q̇i(t).K ςίναι η κινητική ενέρεια, P η δυναμική ενέρεια και η L πρέπει να εκφραστεί
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συναρτήσει τν q και_q.

Στη περίπτση ενός συστήματος της κασσικής μηανικής ο confuguration space ει-

ναι μια N -διάστατη ποαπότητα που αντιπροσπεύει όες τις κινηματικά αποδεκτές έσεις

q ∈ M ⊆ RN . Η αντίστοιη συνάρτηση Lagrange L = L(q,_q, t) είναι μια συνάρτηση πάν

στο tangent bundle T (M) = {(q,_q)|q ∈ M,_q ∈ Tq(M)} ⊆ R2N και οι ορμές δίνονται από

πi = ∂q̇iL(q(t), q̇(t)) ια i = 1...N . Στο πρόημα του ιαάσσιου κυματισμού ο configuration

space είναι μια απειροδιάστατη ποαπότητα M . For q ∈ M , q̇ = ∂tq είναι ένα στοιείο

του εφαπτόμενου ώρου Tq(M). Η Langrangian εκφράζεται συναρτήσει τν (q, q̇) (tangent

variables) και είναι μια συνάρτηση L : T (M) → R όπου T (M) = {(q, q̇) : q ∈ M, q̇ ∈ Tq(M)}

είναι το tangent bundle. Συνεπώς το π ανήκει στον cotangent space T ∗
q (M) και η εξέ-

ιξη t 7→ (q(t), π(t)) περιράφεται άση της Hamiltonian function H : T ∗(M) → R, όπου

T ∗(M) =
{
(q, π) : q ∈ M, π ∈ T ∗

q (M)
}
είναι το cotangent bundle. Ο T ∗(M) είναι ο phase

space στον οποίο εξείσεται το συστημα και η αντίστοιει symplectic form ω := dq ∧ dπ. Οι

εξισώσειςHamilton είναι

∂t

 q(t)

π(t)

 = J

 ∂qH

−∂πH



ή ράφοντας u = (q, π)


∂tu = J∇H(u)

u(t0) = u0 ∈ M

(2.2)

Για μια αυστηρή περιραφή του ερητικού παισίου τν συστημάτν Hamilton δες [Gol80,

AM78, MRA01, LL60].

10



2.2 Γενικευμένες συντεταμένες και Κινητική ενέρεια 11

2.2 Γενικευμένες συντεταμένες και Κινητική ενέρ-

εια

Στη περίπτση ενός ρευστού με άπειρο άος ο Zakharov [Zak68] ήταν ο πρώτος που εξή-

αε τις εξισώσεις Hamilton. Η παρατήρηση του Zakharov ήταν ότι το δυναμικό στην εεύερη

επιφάνεια και η εεύερη επιφάνεια είναι αρκετά ια να ορίσουνε την ροή αφού το πρόημα

συνορικών τιμών ια την εξίσση Laplace είναι καά τοποετημένο. Οι Craig και Sulem

[CS93] εξέφρασαν τις εξισώσεις του Zakharov ρησιμοποιώντας έναν κατάηο Dirichlet to

Neumann (DtN) τεεστή ο οποίος είναι ένας τεεστής που απεικονίζει το δυναμικό στην

εέύερη επιφάνεια (Dirichlet data) στην κάετη παράο του δυναμικού στην εεύερη επι-

φάνεια (Neumann data). Αρότερα οι Craig et al.[CGS09] ενίκευσαν αυτή τη διατύπση στη

περίπτση μεταητού πυμένα. Η H ερείται ένα συναρτησιακό τν (η, ξ) όπου η(x, t) είναι

η ανύψση της εεύερης επιφάνειας, και ξ(x, t) είναι το ίνος της αρμινικης συνάρτησης Φ

στην εεύερη επιφάνεια. Η εξέιξη αμάνει ώρα στο ώρο τών αρμονικών συναρτήσεν

στο Dη
h.

Υπενιμίζουμε ότι η εεύερη επιφάνεια Γη(t) περιράφεται πήρς από την εξίσση

z = η(x, t) (2.3)

ς το ράφημα Γη(t) = {(x, z) ∈ R2 × R : z = η(x, t)}. Ο configuration space M είναι ο

ώρος όν τν δυνατών t 7→ qx(t) = η(x, t), x ∈ S ⊂ R2 όπου S είναι η προοή της Γη

στο οριζόντιο επίπεδο (x1, x2). Οι ενικευμένες συντεταμένες και ταύτητες, qx(t) = η(x, t),

q̇x(t) = η̇(x, t), αντιστοια, είναι συνεώς κατανεμημένες στο S ⊂ R2.

πx(t) =
δ

δq̇x(t)
L(qx(t), q̇x(t)) (2.4)

11



12 2 Διατύπση κατά H ια το πρόημα τν υδάτινν κυματισμών

Για να συνείσουμε με την ανάπτυξη του Hamiltonia φορμαισμού , πρέπει να εκφράσουμε

την Langrangian L = K − V συναρτήσει τν (η, η̇). Η κινητική ενέρεια δινεται από

K =
1

2
ρ

∫
Dη

h

|∇Φ|2 dzdx

Αυτό είναι ένα συναρτησιακό με μεταητό ώρο οοκήρσης. Μέσ του τύπου Green the

kinetic η κινητική ενέρεια ράφεται

K =
1

2

−
∫
Dη

h

Φ∆Φ dxdz +
∫
Γh

Φ∂N−Φ dΓh +

∫
Γη

Φ∂N+Φ dΓη


Εισάοντας το ίνος ξ(x, t) ≡ [Φ]z=η = Φ(x, η(x, t), t) και αμάνοντας υπ’όψην την κινημα-

τική του προήματος ,(LE), (KC1),(KC2), έπουμε ότι οι δύο πρώτοι όροι είναι μηδέν ενώ

ο τεευταίος εκφράζεται ς

K =
1

2

∫
R2

ξ∂N+Φ|ΓηRdx (2.5)

όπου έσαμε R = (1+ |∇xη|2)1/2. Παρατηρήστε ότι η ποσότητα που οοκηρώνεται εξαρτάται

μ΄νο από επιφανειακές ποσότητες. Το επόμενο ήμα είναι να ράψουμε την κάετη παράο

του δυναμικού στην Γη, που εμφανίζεται στην παραπάν έκφραση, συναρτήσει του δυναμικού

στην Γη. Ο Zakharov (in the case of deep water) συνέδεσε τις δύο ποσότητες ρησιμο-

ποιώντας την συνάρτηση Green που σετίζεται με το πρόημα συνοριακών τιμών ια την

εξίσση Laplace. Εδώ ακοουούμε τους [CS93] όπου ρησιμοποιείται ένας κατάηος τε-

εστής Dirichlet to Neumann. Είναι νστό ότι αυτός ο τεεστής εξαρτάται αναυτικά απο

την εέυερη επιφάνεια η. Οι Coifman and Meyer εώρησαν μικρές Lipsitz διαταραές ραμμής

ή επιπέδου, και οι Craig et al. [HN05] C1 διαταραές υπερεπιπέδου σε αυαιρετη διάσταση.

12



2.2 Γενικευμένες συντεταμένες και Κινητική ενέρεια 13

Ο DtN Τεεστής

Θερείστε το παρακάτ ειπτικό πρόημα συνοριακών τιμών στον Dη
h

∆Φ = 0 in Dη
h

[Φ]z=η = ξ, ∂N−Φ := N− · [∇Φ]z=η = 0

(PDtN)

μαζί με κατάηες πευρικές συνήκες. Υποέτντας ότι η και h είναι αρκετά είες υπάρει

μοναδική Φ στον ∈ Hk+2(Dη
h), που ικανοποιει την ουσιαστική συνήκη [Φ]z=η = ξ, ύση

(variational, classical) στο (PDtN).[Lan05, Lem. 2.9, Th . 2.9]. Έτσι η συμπεριφορά του ξ

όπς |x| → ∞ ορίζει μοναδικά την συμπεριφορά του Φ κοντά στο άπειρο. Η καή τοποέτηση

του προήματος (PDtN) ορίζει μια 1-1 αντιστοιία ανάμεσα στους ώρους τν Dirichlet and

Neumann data. Αυτό κινητοποιεί τν ορισμό ενός τεεστη από τν ώρο τν Dirichlet data

(ξ = Φ|Γη) στον ώρο τν Neumann data (∂N−Φ|Γη) που εμπεριέονται στην διατύπση.

Ορισμός 2.2.1 (DtN Operator). Για το υδάτινο χωρίο Dη
h που ορίζεται από

η(·, t), h ∈ C1(R2) for t ≥ t0 και την μοναδική λύση Φ του προβλήματος (PDtN) ορίζουμε

G(η, h) : ξ 7→ R∂N−Φ|Γη , R =
(
1 + |∇xη|2

)1/2 (2.6)

Προφανώς, ο DtN operator είναι ραμμικός in ξ και ετικά ορισμένος

(ξ,G(η, h)ξ) =

∫
R2

[Φ]z=ηR+∂N+Φ dx

=

∫
Γη

Φ∂N+Φ dΓη

=

∫
Dη

h

|∇Φ|2 dV

Χρησιμοποιώντας τον DtN operator μπορούμε να επανεκφράσουμε την κινηματική συνοριακή

συνήκη (KC2) ς

∂tη = G(η, h)ξ (2.7)

13



14 2 Διατύπση κατά H ια το πρόημα τν υδάτινν κυματισμών

Έτσι ορισμένος ο DtN operator είναι αυτοσυζυής. Όντς έστ u, v αρκετά είες συναρτήσεις

του R2 (e.g. Schwartz) και U , V οι αρμονικές επεκτάσεις τους στο Dη
h που ικανοποιούν το

(PDtN). Η ταυτότητα Green ια τις U , V δίνει

∫
Γη

U(N+ · ∇V )− V (N+ · ∇U) dΓη = 0

Hence

(u,G(η, h)v) = (v,G(η, h)u) , ∀u, v ∈ S(R2) (2.8)

Το συναρτησιακό της κινητικής ενέρειας K ίνεται

K =
1

2

∫
R2

ξG(η, h)ξdx

που είναι ένα οοκηρτικό συναρτησιακό με την οοκηρώνουσα να εξαρτάται μόνο απο τις

συναρτήσεις ξ και η.

2.3 Εξαή τν Εξισώσεν Hamilton

Χρησιμοποιώντας την κινηματική συνήκη (2.7) και την αντιστρεψιμότητα του G μπορούμε

να ράψουμε την Lagrangian συναρτήσει τν (η, ∂tη)

L ≡ L[η, η̇] = 1

2

∫
R2

η̇G−1(η, h)η̇ dx − 1

2

∫
R2

η2 dx (2.9)

απ’όπου ρίσκουμε τις ενικευμένες ορμές

πx(t) =
δL
δη̇

= ρG−1(η, h)η̇ = ρξ(x, t) (2.10)

Έτσι κατασκευάζουμε την Hamiltonian ρησιμοποιώντας τον μετασηματισμό Legendre

H[η, ξ] =
1

2

∫
R2

ρξG(η, h)ξdx +
g

2

∫
R2

η2dx (2.11)

14



2.3 Εξαή τν Εξισώσεν Hamilton 15

Είναι προφανές ότι ρειαζόμαστε την παράο σήματος του DtN ια να υποοίσουμε τη

μεταοή της κινητικής ενέρειας K. Προς αυτή την κατεύυνση ρησιμοποιούμε τον τύπο απο

το [Lan05].

Θεώρημα 2.3.1. [Lan05, Th. 3.20] Η απεικόνιση

η 7→ G(η, h)φ,

είναι καλώς ορισμένη και διαφορίσιμη. Για κάθε δη έχουμε

δηG(η, h)φ · δη = −G(η, h)
(
R−2

+

(
G(η, h)φ+∇xη · ∇xφ

)
δη
)
−

−∇x ·

[(
∇xφ−

(
R−2

+

(
G(η, h)φ+∇xη · ∇xφ

)
∇xη

))
δη

]
.

Λήμμα 2.3.1. Η πρώτη μεταβολή του συναρτησιακού της κινητικής ενέργειας

K[φ, η] =
1

2

∫
S

φG(η, h)φdx,

στην κατεύθυνση δη είναι

δηK[φ, η; δη] =

∫
S

{
− 1

2
|∇xφ|2 +

1

2R2
+

(
(G(η, h)φ) +∇xφ · ∇xη

)2}
δη dx.

Απόδειξη. Από το προηούμενο εώρημα έουμε

δηK[φ, η; δη] =
1

2

∫
S

φ
(
δηG(η, h)φ · δη

)
dx

=
1

2

∫
S

{
− φG(η, h)

(
R−2

+

(
G(η, h)φ+∇xη · ∇xφ

)
δη
)
−

− φ∇x ·
[(

∇xφ−
(
R−2

+

(
G(η, h)φ+∇xη · ∇xφ

)
∇xη

))
δη
]}

dx.

Χρησιμοποιώντας την αυτοσυζυία του DtN (??) ια τον πρώτο όρο και οοκήρση κατα

παράοντες ια τον δεύτερο έουμε

δηK[φ, η; δη] =
1

2

∫
S

−G(η, h)φ
(
R−2

+

(
G(η, h)φ+∇xη · ∇xφ

)
δη
)
−

−∇xφ ·

[(
∇xφ−

(
R−2

+

(
G(η, h)φ+∇xη · ∇xφ

)
∇xη

))
δη

]
dx,

και έπειτα από ασική άερα αμάνουμε το αποτέεσμα.

15



16 2 Διατύπση κατά H ια το πρόημα τν υδάτινν κυματισμών

Παίρνοντας τις μεταοικές παραώους της Hamiltonian H[φ, η] = K[φ, η] +V [η] (2.11)

επαηεύουμε τις εξισώσεις Hamilton (??)
∂tη =

δK
δφ

= G(η, h)φ,

∂tφ = − gη − δK
δη

= −gη +
1

2
|∇xφ|2 −

1

2R2
+

(
(G(η, h)φ) +∇xφ · ∇xη

)2
.

(HE)

που είναι ένα εξεικτικό σύστημα Hamilton ια την ανύψση της εεύερης επιφάνειας

η(x, t) και του ίνους του δυναμικού της εεύερης επιφάνειας ξ(x, t). Αυτές οι εξισώσεις είναι

ισοδύναμες με τις συνοριακές συνήκες (KC2), (DC) ενώ οι (??) και (KC1) εκφράζονται δια

μέσου του ορισμού του DtN τεεστή.

Ένας άος τρόπος να εξάουμε τις παραπάν εξισώσεις είναι ς αναδιατύπση του προ-

ήματος υδάτινου κυματισμού (PWW ). Η πρώτη εξίσση του (HE)είναι η κινηματική συνήκη

(KC2) και είναι προφανές από τον ορισμό του DtN.

G(η, h)ξ = R+N+ · [∇Φ]z=η =

=
(
1 + |∇xη|2

)1/2
(−∇xη, 1) ·

[
(∇xΦ, ∂xΦ)

]
z=η

= −∇xη ·
[
∇xΦ

]
z=η

+
[
∂zΦ

]
z=η

(2.12)

Για την δεύτερη ρησιμοποιούμε τον κανόνα της αυσίδας ια να εκφράσουμε το[∇Φ]z=η και

[∂tΦ]z=η συναρτήσει ξ and G(η, h)ξ

[∇Φ]z=η =


∂x1ξ − ∂x1η[∂zΦ]z=η

∂x2ξ − ∂x2η[∂zΦ]z=η

G(η, h)ξ + ∂x1η∂x1ξ + ∂x2η∂x2ξ


=

∇xξ −∇xη[∂zΦ]z=η

G(η, h)ξ +∇xη∇xξ

 (2.13)

[∂tΦ]z=η = ∂tξ − ∂zΦ∂tη (2.14)

και αντικαιστούμε αυτές τις εκφράσεις στην συνήκη Bernoulli (??).

Δεδομένης μιας διαδικασίας προσέισης του DtN (υπό κατάηες πευρικές συνοριακές

συνήκες), το πρόημα του υδάτινου κυματισμού ανάεται στην ταυτόρονη οοκήρψση

16



2.3 Εξαή τν Εξισώσεν Hamilton 17

στον ρόνο της κινηματικής και δυναμικής συνήκης της εεύερης επιφάνειας. Έτσι, οι εξαρ-

τημένες μεταητές Φ(x, t) και η(x, t) υοποιούνται μόνο στην εεύερη επιφάνεια. Μία σειρά

Taylor ια τον DtN, εξήη απο τους Craig και Sulem στο [CS93] και επεκτάηκε σε μετα-

ητό πυμένα στο [CGS09].
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Κεφάαιο 3

Μία unconditional μεταοική αρή
ια το (PWW )(Luke’s Principle) και η
σύνδεση της με την αρή του
Hamilton

Η φυσική κατάσταση που περιάφεται στο Κεφάαιο 1 περιράφεται κασσικά από τα πεδία

fields Φ(x, z, t) και η(x, t) με x ∈ S ⊆ R2, (x, z) ∈ Dη
h και t ≥ t0 και το σύστημα τν εξισώσεν

(PWW ) μαζί με αρικές-πευρικές συνήκες. Αυτό το σύστημα εξήη από μεταοική αρή

από την παρατήρηση του Luke στο [Luk67], ότι το συναρτησιακό δράσης που δίνει την σστή

πεδιακή εξίσση (Laplace equation) μαζί με όες τις σημαντικές συνοριακές συνήκες είναι

το

S[Φ, η] =

∫
I

∫
Dη

h

(
∂tΦ +

1

2
|∇Φ|2 + gz

)
dV dt, (3.1)

το οποίο είναι το οοκήρμα της πίεσης σε όο το ρονοεξαρτόμενο ρίο I × Dη
h. Εδώ

δεν ίνεται a priori ρισμός του κινηματικού μέρους του προήματος όπς ρειάστηκεστο

Κεφάαιο 2. Αναφέρουμε επίσης τον [Pet64] όπου μεεταται η περίπτση κυμάτν σε μια

πεπερασμένη δεξαμενη (με επιφανειακή τάση). Παρακάτ η αρή του Luke εξάεται σαν ειδική

περίπτση ενός πιο ενικού συναρτησιακού



20
3 Μία  μεταοική αρή ια το (PWW )(L’ P) και η σύνδεση

της με την αρή του H

3.1 Συμοισμός και Προκαταρτικά

Σε ότι ακοουεί έστ Φ ∈ C1
(
[t0, T ) → C2(Dη

h)
)
∩ C1

(
[t0, T ) → C1(Dη

h)
)
≡ MΦ να

είναι ένα πεδίο η ∈ C1
(
[t0, T ] → C1

0(S)
)
≡ Mη και S ⊂ R2 ανοιτό. Ο ώρος Ck είναι ο ώρος

τν k-διαφορίσιμν συναρτήσεν και ο δείκτης 0 σημαίνει συμπαές στήριμα. Ο ώρος όν

τν
(
Φ, η

)
που ικανοποιούν αυτές τις συνήκες με την πρόσετη απαίτηση να μηδενίζονται

καώς |x| → ∞, ονομάζεται configuration space και συμοίζεται με

M :=
{(

Φ, η
)
∈ MΦ ×Mη : lim

|x|→∞
Φ = lim

|x|→∞
η = 0

}
,

όπου ∂S είναι το πευρικό σύνορο του ρίου. Δεδομένης μιας συνάρτησης Lagrangε

G : R× R2 × R× Jη
h → R,

συνεώς διαφορίσιμη ς προς όα τα ορίσματα ράφουμε

(1, 2⃗, 3, 4) → G(1, 2⃗, 3, 4) ≡ G

και συμοίζουμε τις αντίστοιες μερικές παραους, ς προς τα συναρτησιακά ορίσματα,

ς

D1G := D1G(1, 2⃗, 3, 4) :=
∂G

∂1
(1, 2⃗, 3, 4),

D⃗2G := D⃗2G(1, 2⃗, 3, 4) :=
( ∂G
∂21

(1, 2⃗, 3, 4),
∂G

∂22
(1, 2⃗, 3, 4)

)
, 2⃗ = (21, 22),

D3G := D3G(1, 2⃗, 3, 4) :=
∂G

∂3
(1, 2⃗, 3, 4).

Υποέτουμε ότι η συνάρτηση G(1, 2⃗, 3, 4) είναι ραμμική ς προς το πρώτο όρισμα και συ-

κεκριμένα D1G = 1. Τπ Lagrangian density functional G είναι το ρικό οοκήρμα της

Lagrangian function G

G[Φ(·, ·, t), η(·, t)] =
∫
Dη(·,t)

h(·)

G(∂tΦ(·, ·, t),∇xΦ(·, ·, t), ∂zΦ(·, ·, t), z) dV. (3.2)

20



3.1 Συμοισμός και Προκαταρτικά 21

Ορίζουμε το αντίστοιο action functional S : M → R σαν το ρονικό οοκήρμα της

Lagrangian density functional G

S[Φ, η] =

∫ T

t0

G[Φ(·, ·, t), η(·, t)]dt. (3.3)

Στην υπόοιπη ερασία, αναφερόμαστε σε αυτό ς το ενικευμένο συναρτησιακό του Luke,

ή απά g-Luke’s functional. Είναι ένας πραματικός αριμός που εξαρτάται από το Φ και το

σήμα του ρίου Dη
h που καορίζεται πήρς απο το η. Το σύστημα εξείσεται από το σημείο

(Φ(·, t0), η(·, t0)) στο σημείο (Φ(·, T ), η(·, T )) στον configuration space M κατα μήκος του

μονοπατιου t → (Φ(·, t), η(·, t)) το οποίο σταιμοποιεί το συναρτησιακό. Στασιμότητα σημαίνει

ότι η πρώτη μεταοή του S στο
(
Φ, η

)
είναι μηδέν. i.e.

δS[Φ, η; δΦ, δη] = δΦS[Φ, η; δΦ] + δηS[Φ, η; δη] = 0, (3.4)

όπου δΦS[Φ, η; δΦ] και δηS[Φ, η; δη] είναι οι μερικές μεταοές του S συναρτήσει του Φ και η,

αντίστοια. Για τον υποοισμό τν μεταοών ο ώρος τν αποδεκτών μεταοών πρέπει

να ορισεί. Ορίζουμε αυτόν το ώρο σαν το υποσύνοο του M που αρακτηρίζεται από την

ιδότητα της ισορονικότητας.

δM = δMΦ × δMη =
{(

Ψ, ζ
)
∈ M : Ψ(·, t0) = Ψ(·, T ) = 0, ζ(·, t0) = ζ(·, T ) = 0

}
. (3.5)

21
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3 Μία  μεταοική αρή ια το (PWW )(L’ P) και η σύνδεση

της με την αρή του H

3.1.1 Υποοισμός της πρώτης μεταοής του g-Luke συναρ-

τησιακού S[Φ, η]

Εξ’ορισμού, η μερική μεταοή του S στο
(
Φ, η

)
στην κατεύυνση δΦ είναι

δΦS[Φ, η; δΦ] = lim
ϵ→0

1

ϵ

[
S[Φ(·, t) + ϵδΦ(·, t), η]− SG[Φ(·, t), η]

]
=

=

∫ T

t0

lim
ϵ→0

1

ϵ

[
G[Φ(·, t) + ϵδΦ(·, t), η(·, t)]− G[Φ(·, t), η(·, t)]

]
dt

=

∫ T

t0

δΦG[Φ(·, ·, t), η(·, t); δΦ(·, ·, t)]dt

και ομοίς

δηS[Φ, η; δη] =

∫ T

t0

δηG[Φ(·, ·, t), η(·, t); δΦ(·, ·, t)]dt.

΅Αρκεί τότε να υποοίσουμε τις μεταοές (dropping the notation (·, ·, t), (·, t))

G[Φ, η] =

∫
S

∫ η

−h

G
(
∂tΦ,∇xΦ, ∂zΦ, z

)
dx dz. (3.6)

Για να υποοίσουμε την μεταοή δΦG[Φ, η; δΦ] και δηG[Φ, η; δη], ορίζουμε κασσικά τις

συναρτήσεις

i(ϵ) := G[Φ + ϵδΦ, η] =

∫
Dη

h

G(∂tΦ + ϵ∂tδΦ,∇xΦ + ϵ∇xδΦ, ∂zΦ + ϵ∂zδΦ, z)dV,

j(ϵ) := G[Φ, η + ϵδη] =

∫
Dη+ϵδη

h

G(∂tΦ,∇xΦ, ∂zΦ, z)dV.

Λαμάνοντας την ϵ-παράο του i(ϵ) παίρνουμε (ανακαώντας την υπόεση D1G = 1.)

i′(ϵ) =

∫
Dη

h

{
∂tδΦ +

−→
D 2G(∂tΦ + ϵ∂tδΦ,∇xΦ + ϵ∇xΦ, ∂zΦ + ϵ∂zδΦ, z) · ∇xδΦ+

+D3G(∂tΦ + ϵ∂tδΦ,∇xΦ + ϵ∇xΦ, ∂zΦ + ϵ∂zδΦ, z) ∂zδΦ
}
dV.
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3.1 Συμοισμός και Προκαταρτικά 23

Αφού τα όρια οοκήρσης εξαρτώνται από την συνάρτηση της μεταοής, ια να υποοί-

σουμε το j′(ϵ) ρησιμοποιούμε τον οοκηρτικό κανόνα Leibniz

j′(ϵ) =

∫
S

{ d

dϵ

∫ η+ϵδη

−h

G
(
∂tΦ,∇xΦ, ∂zΦ, z

)
dz
}
dx

=

∫
S

[
G
(
∂tΦ,∇xΦ, ∂zΦ, z

)]
z=η+ϵδη

δηdx.

Λαμάνοντας ϵ = 0 έουμε

δΦG[Φ, η; δΦ] =

=

∫
Dη

h

{
∂tδΦ+

−→
D 2G

(
∂tΦ,∇xΦ, ∂zΦ, z

)
· ∇xδΦ +D3G

(
∂tΦ,∇xΦ, ∂zΦ, z

)
∂zδΦ

}
dV,

(3.7)

δηG[Φ, η; δη] =
∫
S

[
G
(
∂tΦ,∇xΦ, ∂zΦ, z

)]
z=η

δηdx. (3.8)

Ο δεύτερος και τρίτος όρος του δεξιά μέους της (3.7) ράφονται, using Green’s Identity and

recalling that δΦ = 0 on the lateral boundaries, ς

∫
Dη

h

{−→
D 2G

(
∂tΦ,∇xΦ, ∂zΦ, z

)
· ∇xδΦ +D3G

(
∂tΦ,∇xΦ, ∂zΦ, z

)
∂zδΦ

}
dV =

=

∫
Γη

(−→
D 2G

(
∂tΦ,∇xΦ, ∂zΦ, z

)
, D3G

(
∂tΦ,∇xΦ, ∂zΦ, z

) )
·N+δΦ dΓη+

+

∫
Γh

(−→
D 2G

(
∂tΦ,∇xΦ, ∂zΦ, z

)
, D3G

(
∂tΦ,∇xΦ, ∂zΦ, z

) )
·N−δΦ dΓh−

−
∫
Dη

h

(
divx

−→
D 2G

(
∂tΦ,∇xΦ, ∂zΦ, z

)
+ ∂zD3G

(
∂tΦ,∇xΦ, ∂zΦ, z

))
δΦdV.

Ο πρώτος όρος του δεξιά μέους της (3.7) μετασηματίζεται ρησιμοποιώντας τον κανόνα

Leibniz

∫
Dη

h

∂tδΦ dV = ∂t

∫
S

∫ η

−h

δΦdzdx −
∫
S

∂tη [δΦ]z=ηdx. (3.9)

Εξ’αιτίας της ισορονικότητας της δΦ ο πρώτος όρος του δεξιά μέους της τεευταίας
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3 Μία  μεταοική αρή ια το (PWW )(L’ P) και η σύνδεση

της με την αρή του H

ισότητας μηδενίζεται οοκηρμένος στα όρια του [t0, T ]. Έτσι αμάνουμε

δΦS[Φ, η; δΦ] =

∫ T

t0

∫
S

{
−
∫ η

−h

(
div(−→D 2G,D3G) δΦ

)
dz+

+
[
(
−→
D 2G,D3G)

]
z=η

·R+N+ − ∂tη
)[

δΦ
]
z=η

+
([

(
−→
D 2G,D3G)

]
z=−h

·R−N−

)[
δΦ
]
z=−h

}
dxdt.

(3.10)

Τεικά από την (3.8) έουμε

δηS[Φ, η; δη] =

∫ T

t0

∫
S

[
G
(
∂tΦ,∇xΦ, ∂zΦ, z

)]
z=η

δηdxdt. (3.11)

Οι εξισώσεις (3.10) και (3.11), σε συνδυασμό με (3.4) και του εμειώδους ήμματος του

οισμού τν μεταοών οδηεί στο παρακάτ

Θεώρημα 3.1.1. The pair of fields (Φ, η) ∈ M satisfies the variational equation

δS[Φ, η; δΦ, δη] := δΦS[Φ, η; δΦ] + δηS[Φ, η; δη] = 0, (3.12)

για κάθε
(
δΦ, δη

)
∈ δM αν και μόνο αν είναι λύση του παρακάτω συστήματος εξισώσεων.

div
(−→
D 2G,D3G

)
= ∇x · (

−→
D 2G) + ∂z(D3G) = 0 in Dη

h, (3.13αʹ)(
D⃗2G,D3G

)
·R+N+ − ∂tη = 0 on Γη, (3.13ʹ)(

D⃗2G,D3G
)
·R−N− = 0 on Γh, (3.13ʹ)

G = 0 on Γη. (3.13δʹ)

3.2 Εφαρμοή στο πρόημα του υδάτινου κυματι-

σμού

Για να ανακτήσουμε την αρή του Luke ορίζουμε το συναρτησιακό δράσης

S[Φ, η] =

∫
I

L[Φ, η] dt, L[Φ, η] =
∫
Dη

h

(
∂tΦ +

1

2
|∇Φ|2 + gz

)
dV. (3.14)
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3.2 Εφαρμοή στο πρόημα του υδάτινου κυματισμού 25

Θεώρημα 3.2.1 (Luke’s Variational Principle). Έστω το (Φ, η) ∈ M ικανοποιεί

δS[Φ, η; δΦ, δη] = δΦS[Φ, η; δΦ] + δηS[Φ, η; δη] = 0, (3.15)

για κάθε (δΦ, δη) ∈ δM, όπου S δίνεται από την (3.14). Τότε (Φ, η) είναι

λύση της (PWW ). Δηλαδή,

∆Φ = 0, in Dη
h, (3.16αʹ)

∇xh · ∇xΦ + ∂zΦ = 0, on Γh, (3.16ʹ)

∂tη +∇xΦ · ∇xη − ∂zΦ = 0, on Γη, (3.16ʹ)

∂tΦ +
1

2
|∇Φ|2 + gη = 0, on Γη. (3.16δʹ)

Παρόο που το παραπάν σύστημα εξάεται με εφαρμοή του Θερήματος 3.1.1 ια

G = ∂tΦ + 1
2
|∇Φ|2 + gz, παρουσιάζουμε εδώ την αρική απόδειξη από τον Luke.

Απόδειξη. Ακοουώντας την συνήη διαδικασία του οισμού μεταοών υποοίζουμε

δΦS[Φ, η; δΦ] =

∫ T

t0

∫
Dη

h

{
∂tδΦ +∇xΦ · ∇xδΦ + ∂zΦ ∂zδΦ

}
dV dt.

Η ταυτότητα Green και ο οοκηρτικός κανόνας Leibnitz δίνουν

δΦS[Φ, η; δΦ] =

∫ T

t0

{
∂t

∫
Dη

h

δΦ dV +

∫
Γη

(
−∂tη

R
+N+ · ∇Φ

)
δΦ dΓη+

+

∫
Γh

N− · ∇ΦδΦ dΓh −
∫
Dη

h

∆ΦδΦ dV
}
dt.

Χρησιμοποιώντας την ισορονικότητα της δΦ (i.e. δΦ(·, t0) = δΦ(·, T ) = 0) ο πρώτος όρος

μηδενίζεται, συνεπώς

δΦS[Φ, η; δΦ] =

∫ T

t0

∫
S

{(
∂tη −R+N+ ·

[
∇Φ
]
z=η

) [
δΦ
]
z=η

+

+

∫
S

R−N− ·
[
∇Φ
]
z=−h

[
δΦ
]
z=−h

−
∫ η

−h

∆Φ δΦ dz
}
dx dt,

(3.17)

25



26
3 Μία  μεταοική αρή ια το (PWW )(L’ P) και η σύνδεση

της με την αρή του H

Η μερική μεταοή του S[Φ, η] w.r.t η υποοίζεται ακριώς όπς στην προηούμενη πιο

ενική μορφή; δες (3.11)

δηS[Φ, η; δη] =

∫
I

∫
S

([
∂tΦ
]
z=η

+
1

2

[
∇Φ
]2
z=η

+ gη
)
δη dx dt.

Αντικαιστώντας τα παραπάν αποτεέσματα, στην εξίσση (3.15) αμάνουμε την μεταοική

εξίσση∫ T

t0

∫
S

{(
∂tη −R+N+ ·

[
∇Φ
]
z=η

) [
δΦ
]
z=η

+R−N− ·
[
∇Φ
]
z=−h

[
δΦ
]
z=−h

−

−
∫ η

−h

∆Φ δΦ dz +
[
∂tΦ +

1

2
|∇Φ|2 + gη

]
z=η

δη
}
dx dt = 0.

(3.18)

Διαέοντας πρώτα δη = 0 και δΦ = 0 στο Γη και Γh παίρνουμε την (3.16αʹ). Διαέοντας

δΦ = 0 στην Γη αμάνουμε την (3.16ʹ) και συνεπς αφου η δΦ είναι αυαίρετη αμάνουμε

την (3.16ʹ). Τεικά αφού δη είναι επίσης αυαίρετη αμάνουμε την (3.16δʹ)

Αυτή η διατύπση ρησιμοποιεί τα πεδία Φ και η και παράει όες τις εξισώσει του (PWW );

Εξισώσεις (3.16αʹ)-(3.16δʹ). Συκεκριμένα , μηδενίζοντας την πρώτη μεταοή του συναρτη-

σιακού S συναρτήσει του Φ στην κατεύυνση δΦ δίνει όες τις εξισώσεις του κινηματικού

μέρους του προήματος (LE), (KC1), (KC2) ενώ, μηδενίζοντας την μεταοη ς προς η

επάει την (DC). Η μεταοική αρή του Luke είναι εεύερη συνδέσμν. Εκτός από την

αστροιότητα, καμία από τις κινηματικές συνήκες δεν ερούνται εκ τν προτέρν.

3.3 Ανάκτηση τν εξισώσεν Hamilton από την αρή

του Luke

Θερείστε το συναρτησιακό δράσης που εισήε από τον Luke στο [Luk67]

S[Φ, η] =

∫
I

L[Φ, η] dt, L[Φ, η] =
∫
Dη

h

(
∂tΦ +

1

2
|∇Φ|2 + gz

)
dV. (3.19)
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3.3 Ανάκτηση τν εξισώσεν Hamilton από την αρή του Luke 27

Η στασιμότητα αυτού συναρτήσει τν ανεξάρτητν μεταοών δΦ και δη οι οποίες μηδενίζονται

στα πευρικά όρια, δίνει όες τις εξισώσεις του (PWW ), που επανααάνουμε εδώ ια ευκοία

∆Φ = 0, in Dη
h, (3.20αʹ)

∇xh · ∇xΦ + ∂zΦ = 0, on Γh, (3.20ʹ)

∂tη = −∇xΦ · ∇xη + ∂zΦ, on Γη, (3.20ʹ)

∂tΦ +
1

2
|∇Φ|2 + gη = 0, on Γη. (3.20δʹ)

Ο Miles στο [Mil77] ξεκινάει την αναυση του από ένα ισοδύναμο συνρτησιακό δράσης, το

οποίο κατασκευάζει ς ακοούς. Εφαρμόζοντας τον οοκηρτικό κανόνα Leibniz στον

πρώτο όρο του συναρτησιακού του Luke (3.19) έουμε

∫ η

−h

∂tΦdz = ∂t

∫ η

−h

Φ dz − ∂tη
[
Φ
]
z=η

, (3.21)

Από οοκήρση κατα παράοντες ια τον τεευταίο όρο

∫ η

−h

gz dz =
1

2
gη2 − 1

2
gh2. (3.22)

Εν δυνάμει της (3.21) και (3.22), το συναρτησιακό δράσης (3.19) (αφού μηδενίσουμε τους

όρους που συνισφέρουν μόνο στα ρονικά όρια) παίρνει την ισοδύναμη μορφή

S[Φ, η] =

∫ T

t0

L[Φ, η] dt, L[Φ, η] =
∫
S

∂tη [Φ]z=η dx −H[Φ, η], (3.23)

όπου H είναι τι συναρτησιακό Hamiltoni (οική ενέρεια) (δες Section ?? )

H[Φ, η] =
1

2

∫
Dη

h

(
∇Φ
)2

dV +
1

2

∫
S

gη2 dx. (3.24)

Παρατηρήστε ότι η κινητική ενέρεια στην (3.24) δεν εκφράζεται με ε[ιφανειακές μεταητές.

Αφού η στασιμότητα του S δίνει όες τις εξισώσεις του προήματος του υδάτινου κυματισμου

(3.20αʹ)-(3.20δʹ), ια τα εξαρτημένα πεδία Φ και η, μπορούμε να υποέσουμε ότι ύνοντας το
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πρόημα συνοριακών τιμών (3.20αʹ), (3.20ʹ) με
[
Φ
]
z=η

= φ, μπορούμε να αντικαταστήσουμε

την ύση στην (3.24) και να ρησιμοποιήσουμε την ταυτότητα Green ια να πάρουμε ένα

συναρτησιακό δράσης πάν στις επιφανειακές μεταητες φ και η [Mil77, Sec. 2]:

S[φ, η] =

∫ T

t0

L[φ, η] dt, L[φ, η] =
∫
S

∂tη φ dx −H[φ, η], (3.25)

όπου

H[φ, η] =
1

2

∫
S

(
φR+ N+ · [∇Φ]z=η + gη2

)
dx, (3.26)

και Φ = Φ[φ, η] είναι η ύση του προήματος συνοριακών τιμών (PDtN). Η εξίσση (3.26)

είναι η οική ενέρεια και μπορεί να ραφεί ρησιμοποιώντας τον καν όνα της αυσίδας ια να

μετασηματίσουμε την ρική παράο του Φ στην εεύερη επιφάνεια

[∇Φ]z=η =

∇xφ−
[
∂zΦ

]
z=η

∇xη

[∂zΦ]z=η

 , (3.27)

[∂tΦ]z=η = ∂tφ−
[
∂zΦ

]
z=η

∂tη. (3.28)

Συνεπώς, αντικαιστώντας την (3.27) στην (3.26) το συναρτησιακο της ενέρειας Hamilton

αμάνει την μορφή

H[φ, η] =
1

2

∫
S

(
φ
(
−∇xφ · ∇xη + ζ[φ, η]R2

+

)
+ gη2

)
dx, (3.29)

όπου ζ[φ, η] =
[
∂zΦ

]
z=η

δρα ραμμικά στο φ και μη-ραμμικά και μη-τοπικά στο η. Η στασι-

μότητα του S[φ, η] σημαίνει

δS[φ, η] =

∫
I

∫
S

{ (
∂tη −

δH
δφ

)
δφ −

(
∂tφ+

δH
δη

)
δη

}
dx dt = 0. (3.30)

όπου δH
δφ

και δH
δη

είναι οι μεταοικές παράοι του H συναρτήσει του φ και η αντιστοίς.

Ορίζονται με τις ακόουες εξισώσεις

δφH[φ, η; δφ] =

∫
S

δH
δφ

δφ dx, δηH[φ, η; δη] =

∫
S

δH
δη

δη dx (3.31)
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3.3 Ανάκτηση τν εξισώσεν Hamilton από την αρή του Luke 29

και πρέπει να προσδιορισούν. Αυτό επάει τις ακόουες εξεικτικές εξισώσεις

∂tη =
δH
δφ

, ∂tφ = −δH
δη

, (3.32)

και έτσι ανακτάται η δεύτερη μορφή της αρής του Hamilton. O Miles στο [Mil77] δεν υπο-

οίζει ευές αυτές τις συναρτησιακές παραώους. Αντί αυτού εξαει τις εξισώσεις (3.32)

αναδιατυπώνοντας τις (3.20ʹ) και (3.20δʹ). Αυτό ίνεται αντικαιστώντας την (3.27) και (3.28)

στις (3.20ʹ) και (3.20δʹ), αμάνοντας

∂tη =
[
∂zΦ

]
z=η

R2
+ −∇xη · ∇xφ

∂tφ = −gη − 1

2

(
∇xφ

)2
+

1

2

[
∂zΦ

]2
z=η

R2
+

(3.33)

όπου
[
∂zΦ

]
z=η

ρίσκεται από την ύση Φ του (PDtN).

Οι εξισώσεις (3.33) είναι ακριώς οι εξισώσεις Hamilton που εξήησαν από τους Craig

και Sulem στο [CS93], με την ρήση του DtN τεεστή (δες Κεφάαιο 2). Συναρτήσει του

DtN τεεστή το συναρτησιακό δράσης του οποίου η στασιμότηατα δίνει τις εξισώσεις (HE)

είναι

S[φ, η] =

∫ T

t0

L[φ, η] dt, L[φ, η] =
∫
S

∂tη φ dx −H[φ, η], (3.34)

όπου

H[φ, η] =
1

2

∫
S

(
φG(η, h)φ+ g η2

)
dx. (3.35)
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Κεφάαιο 4

Εφαρμοή της αρής του Luke σε
συνδυασμό με την συνεπή,
συζευμένη, τοπική αναπαράσταση
του κυματικού δυναμικού

Η ρησιμότητα της μεταοικής αρής του Luke είναι ότι, είναι άνευ όρν, μας επιτρέ-

πει να ρησιμοποιήσoυμε οποιοδήποτε οική αναπαράσταση ια το δυναμικό της ταύτητας,

αποφεύοντας την a priori συνεκτίμηση της κινηματικής που είναι οικό στην Hamiltonian

διατύπση. Φυσικά, η αναπαράσταση που επιέει κάποιος, πρέπει να πηροί όα τα αναυτικά

και εμετρικά προαπαιτούμενα, που συνάεται από τις a priori υποέσεις ομαότητας και από

τις ιδιαιτερότητες του τομέα.

Για την περίπτση ραμμικών κυματισμών πάν από ενική αυμετρία, η ιδέα του sloping-

bottom mode εισήει από τους Athanassoulis και Belibassakis στο [AB99] ια να υοποιήσει

την συνεπή ικανοποιήση της Neumann συνήκης στη ενική αυμετρία. Αυτή μέοδος εφαρ-

μόστηκε - με την εισαή και του free surface mode σε ασενώς μη ραμμική αηεπίδραση

με επιπέουσες δομές στο [BA06] και σε μη ραμμικά υδάτινα κύματα στο [BA11].

Στη πρώτη παράραφο αυτού του κεφααίου παρουσιάζουμε την συνεπή, συζευμένη, το-

πική αναπαράσταση του κυματικού δυναμικού και παραέτουμε τις ουσιαστικές ιδιότητες. Στη
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δεύτερη παράραφο εισάουμε αυτήν την αναπαράστση στην ενικευμένη αρή του Luke. Στη

τρίτη εξάουμε τις εξισώσεις, ρησιμοποιώντας τις ιδότητες τν συναρτήσεν που ρησιμο-

ποιήσαμε στην αναπαράσταση. Στις δύο τεευταίες παραράφους δείνουμε την σύνδεση τν

εξισώσεν αυτού του Κεφααίου με τις εξισώσεις Hamilton και εκφράζουμε τον τεεστή DtN

συναρτήσει της αναπαράστασης.

4.1 Κάετο ανάπτυμα του κυματικού δυναμικού

Εδώ παρουσιάζουμε επτομερώς το συνεπές ανάπτυμα σε σειρά το οποίο ρησιμοποιούμε

ια την αναπαράσταση του κυματικού δυναμικού( [AB02]):

Φ(x, z, t) = φ−2(x, t)Z−2(z; η, h) + φ−1(x, t)Z−1(z; η, h) +
∑
n≥0

φn(x, t)Zn(z; η, h)

=
∑
n≥−2

φn(x, t)Zn(z; η, h) =: Φ[φ, η],

(4.1)

όπου συμοίσαμε φ = (φ−2, φ−1, φ0, ...) = {φn}n≥−2. Το πεδίο φ−2 α αναφέρεται ς

free surface mode, το φ−1 ς bottom surface mode, το φ0 ς το propagating mode και

{φn}n≥1 τα evanecent modes. Οι κάετες συναρτήσεις Zn(z; η, h) έουν διαεεί έτσι ώστε

οι {Zn}n≥0 να είναι μία L2
(
(−h, η)

)
άση η οποία σετίζεται με ένα πρόημα ιδιοτιμών

Sturm-Liouville ([CL72]) ια τον αυτοσυζηή τεεστή d2/dz2 στην οικοένεια διαστημάτν

Jη
h = [−h(x), η(x, t)], t ≥ t0

d2

dz2
Zn − k2

nZn = 0, (4.2αʹ)[
∂zZn − µ0Zn

]
z=η

= 0, (4.2ʹ)[
∂zZn

]
z=−h

= 0. (4.2ʹ)
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Η ύση του παραπάν προήματος οδηεί σε μία ακοουία ιδοσυναρτήσεν {Zn}n≥0 που

δίνονται από

Z0(z; η, h) =
cosh[k0(z + h)]

cosh[k0(η + h)]
, Zn(z; η, h) =

cos[kn(z + h)]

cos[kn(η + h)]
, n = 1, 2, ...,

Οι αριμητικές πράμετροι µ0 = ω2/g, h0 είναι ετικές σταερές, που δεν υπόκεινται σε a priori

περιορισμούς. Επιπέον, οι z-ανεξάρτητες ποσότητες k0 = k0(η, h) και kn = kn(η, h) ορίζονται

ς οι ετικές ρίζες τν υπερατικών εξισώσεν,

µ0 − k0 tanh(k0(η + h)) = 0, µ0 + kn tan(kn(η + h)) = 0. (4.3)

Σημειώστε ότι ια n ≥ 0 οι συναρτήσεις Zn = Zn(z; η, h) = Zn(z; η, h, kn(η, h)) εξαρτώνται

άμεσα και έμμεσα απο η and h. Οι εκφράσεις Z−2(z; η, h), Z−1(z; η, h) δίνονται από

Z−2(z; η, h) =
µ0h0 + 1

2h0(η + h)
(z + h)2 − µ0h0 + 1

2h0

(η + h) + 1, (4.4)

Z−1(z; η, h) =
µ0h0 − 1

2h0(η + h)
(z + h)2 +

1

h0

(η + h) +
2h0 − (η + h)(µh0 + 1)

2h0

, (4.5)
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Οι συναρτήσεις Z−2, Z−1 είναι πουόνυμα δευτέρου αμού ς προς z, που ικανοποιούν τις

παρακάτ συνήκες

[
∂zZ−2 − µ0Z−2

]
z=η

=
1

h0

, [∂zZ−2]z=−h = 0,

[∂zZ−1]z=η = 0, [∂zZ−1]z=−h =
1

h0

.

(4.6)

Παρατηρήστε ότι οι ιδοσυναρτήσεις που απεικονίζουν τον L2(−h, η) και οι επιπρόσετες συ-

ναρτήσεις Z−2, Z−1 επιέηκαν έτσι ώστε

[Zn]z=η = 1, n ≥ −2. (4.7)

Περισσότερς επτομέρειες ια την κατασκευή και την ορότητα της (4.1) μπορούν να ρεούν

στο [BA11]. Η εξίσση (4.7) επάει

[Φ]z=η = [Φ[φ, η]]z=η =
∑
n≥−2

φn := φ. (4.8)

Είναι εύκοο να επαηεύσουμε ότι οι κάτακόρυφες πράοι στην εεύερη και στην κάτ

επιφάνεια δίνονται από

[∂zΦ− µΦ]z=η =
φ−2

h0

, (4.9αʹ)

[∂zΦ]z=−h =
φ−1

h0

. (4.9ʹ)

Οι ρικές και ρονικές παράοι του Φ που ρίσκονται στην Lagrangian πυκνότητα παίρ-

νουν την μορφή (συμοίζοντας ∂/∂η = ∂η κπ.)

∂tΦ =
∑
n≥−2

∂tφnZn + φn∂tZn

=
∑
n≥−2

∂tφnZn + φn(∂ηZn)(∂tη),

(4.10)
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∇Φ =
∑
n≥−2

(∇xφnZn + φn∇xZn

φn∂zZn

)

=

(∇xφnZn + φn

(
∇xη(∂ηZn) +∇xh(∂hZn)

)
φn∂zZn

) (4.11)

Είναι ρήσιμο να υποοίσουμε τις μερικές παραώους τν Zn ς προς την εεύερη επιφάνεια

η, και την κάτ επιφάνεια h και τις παραμέτρους kn, n ≥ 0. Οι συναρτήσεις
{
Zn

}
n=−2,1

εξαρτώνται άμεσα απο η και h, ενώ οι
{
Zn

}
n≥0

εξαρτώνται και έμμεσα απο τα η και h δια

μέσου τν kn(η, h). Οι τιμές τους ια z = η, αφού άουμε υπ’όψιν τις σέσεις διασποράς (δες

Παράρτημα (5)) ίνονται

[
∂ηZ−2

]
z=η

= − 1

h0

− µ0,
[
∂hZ−2

]
z=η

= 0,

[
∂ηZ−1

]
z=η

= −µ0,
[
∂hZ−1

]
z=η

= 0,[
∂ηZ0

]
z=η

= −µ0,
[
∂hZ0

]
z=η

=
[
∂k0Z0

]
z=η

= 0,[
∂ηZn

]
z=η

= −µ0,
[
∂hZn

]
z=η

=
[
∂knZn

]
z=η

= 0,

(4.12)

Οι παραπάν τύποι ράφονται σε πιο συμπαή μορφη ([BA11])

[
∂ηZn

]
z=η

= −[∂zZn]z=η = −
(δ−2n

h0

+ µ0

)
, n ≥ −2, (4.13)

όπου δmn συμοίζει το δέτα του Kronecker’s . Χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες τν {Zn}

που δίνονται από (4.7)-(4.12) αμάνουμε τις παρακάτ εκφράσεις ια την ∂tΦ και ∇Φ στην

εεύερη επιφάνεια

[∇Φ]z=η =

([∇xΦ
]
z=η

[∂zΦ]z=η

)
=

(∇xφ+
(
− φ−2/h0 − µ0φ

)
∇xη

φ−2/h0 + µ0φ

)
, (4.14)

[∂tΦ]z=η = ∂tφ−
(
φ−2/h0 + µ0φ

)
∂tη. (4.15)
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4.2 Το συναρτησιακό δράσης g-Luke συναρτήσει της

τοπικής αναπράστασης

Εισάοντας την αναπαράσταση (4.1) στην μεταοική αρή, αντικαιστούμε το άνστο

πεδίο Φ : [t0, T )×Dη
h → R με άπειρους άνστους συντεεστές δδ. τα πεδία φn : [t0, T )×S →

R, n ≥ −2. Στην επόμενη υποπαράραφο αντιμετπίζουμε το S̃ ς σύνεση του S με το

Φ[φ, η].

4.2.1 Πρώτη μεταοή σύνετν συναρτησιακών

Εν συντομία ανακαούμε κάποια ασικά αποτεέσματα ια την παραώιση σύνετν συ-

ναρτησιακών. Ας έσουμε

M̃φ ×Mη := C1
(
[t0, T ) → C2(S)

)
× C1

(
[t0, T ) → C2(S)

)
...× C1

(
[t0, T ) → C1(S)

)
,

και να υποέσουμε ότι έουμε το Φ σαν μια απεικόνιση M̃φ×Mη → M, η οποία είναι Fréchet

διαφορίσιμη. Θερείστε το συναρτησιακό δράσης S̃ : M̃φ ×Mη → R που δίνεται από,

S̃[φ, η] = S[Φ[φ, η], η] =

∫ T

t0

G[Φ[φ, η], η]dt. (4.16)

Συνέτοντας την Lagrangian πυκνότητα G[Φ, η] with Φ = Φ[φ, η], αμάνουμε την Lagrangian

πυκνότητα G̃ σαν ένα συναρτησιακο στα φ = {φn}, n ≥ −2 καιd η,

G̃[φ, η] = G[Φ[φ, η], η] =
∫
Dη

h

G
(
∂tΦ,∇xΦ, ∂zΦ, z

)
[φ, η] dV. (4.17)

Υποέτουμε επίσης ότι οι μεταοές δφ(x, t) = (δφ−2, δφ−1, δφ0, ...) είναι ισόρονες. Η μετα-

οη του S̃ είναι εξ’ορισμού

δS̃[φ, η; δφ, δη] =
∑
m≥−2

δφmS̃[φ, η; δφm] + δηS̃[φ, η; δη] (4.18)
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όπου δφmS̃[φ, η; δφm] είναι η μερική μεταοή του S̃ στην κατεύυνση δφm και δηS̃[φ, η; δη]

είναι η μερική μεταοή του S̃ κατα την κατεύυνση δη. Προρούμε ερώντας το S̃ σαν

σύνεση του S με το Φ = Φ[φ, η]. Ο κανόνας της σύνεσης ια τέτοια συναρτησιακά είναι (see

[LV00, Lem. 3.1.1], [MRA01, ])

δφmS̃[φ, η; δφm] = δΦS
[
Φ[φ, η] , η ; δφmΦ[φ, η; δφm]

]
, m ≥ −2, (4.19αʹ)

δηS̃[φ, η; δη] = δΦS
[
Φ[φ, η]; δηΦ[φ, η; δη]

]
+ δηS

[
Φ[φ, η]; δη

]
, (4.19ʹ)

όπου δφmΦ[φ, η; δφm] και δηΦ[φ, η; δη] συμοίζουν τις μερικές παραώους του Φ[φ, η] ς

προς φm και η, αντιστοίς.

4.2.2 Υποοισμός της μερικής μεταοής του συναρτησια-

κού g-Luke δια μέσου της αναπαράστασης

In this subsection we apply the previous facts in order to calculate the partial variations

of g-Luke’s functional expressed in terms of the local-mode representation given by (4.1).

From the form of the partial variations (4.19αʹ) and (4.19ʹ) we already see that the condition

of stationarity of the functional S̃:

δS̃ =
∑
m≥−2

δφmS̃[φ, η; δφm] + δηS̃[φ, η; δη] = 0, (4.20)

contains the variation of the representation Φ[φ, η] with respect to η. In what follows we

use the notation

⟨
f, g
⟩
=

∫ η(x,t)

−h(x)
f(x, z)g(x, z)dz. (4.21)

We easily see from (4.1) that for every m ≥ −2 the partial Fréchet derivatives of Φ[φ, η]

with respect to φm are

δφmΦ[φ, η; δφm] = Zmδφm, m ≥ −2 (4.22)
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which implies that the partial Fréchet derivative of Φ[φ, η] with respect to φ is

δφΦ[φ, η; δφ] =
∑
m≥−2

Zmδφm. (4.23)

and the partial Fréchet derivative of Φ[φ, η] with respect to η

δηΦ[φ, η; δη] =
( ∑

m≥−2

φm ∂ηZm

)
δη. (4.24)

The partial derivatives of the functions Zn with respect to η and kn are calculated in the

Appendix (5). Substituting (4.13) in (4.24), we also obtain

[
δηΦ[φ, η; δη]

]
z=η

= (φ−2/h0 + µφ)δη. (4.25)

Λήμμα 4.2.1. Let S̃ : M̃ → R be a functional such that

S̃[φ, η] := S
[
Φ[φ, η], η

]
=

∫ T

t0

∫
Dη

h

G
(
∂tΦ,∇xΦ, ∂zΦ, z

)
[φ, η]dV dt.

Then the for m ≥ −2 the partial variation of S̃ at (φ, η) = (φ−2, φ−1, φ0, ..., η) in the

direction δφm is

δφmS̃[φ, η; δφm] =

∫ T

t0

∫
S

{
− ∂tη +

[(−→
D 2G,D3G

)
·R+N+

]
z=η

+

+
⟨
− div(−→D 2G,D3G) , Zm

⟩
+

+
[(−→
D 2G,D3G

)
· R−N−Zm

]
z=−h

}
δφmdxdt,

(4.26)

where G ≡ G
(
∂tΦ,∇xΦ, ∂zΦ, z

)
[φ, η], N+ = R−1

+

(
−∇xη, 1

)
and

N− = R−1
−
(
−∇xh,−1

)T are the outward unit normal vectors on Γη and Γh respectively and

R+ =
(
(∇xη)

2 + 1
)1/2, R− =

(
(∇xh)

2 + 1
)1/2 are the corresponding scalar functions.

Απόδειξη. From (3.10) we know that

δΦS[Φ, η; δΦ] =

∫ T

t0

∫
S

{
−
∫ η

−h

(
div(−→D 2G,D3G) δΦ

)
dz+

+
[
(
−→
D 2G,D3G)

]
z=η

·R+N+ − ∂tη
)[

δΦ
]
z=η

+
([

(
−→
D 2G,D3G)

]
z=−h

·R−N−

)[
δΦ
]
z=−h

}
dxdt.

(4.27)
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From the composition rule (4.19αʹ) we obtain

δφmS̃[φ, η ; δφm] = δΦS
[
Φ[φ, η], η; δφmΦ̃[φ, η; δφm]

]
=

∫ T

t0

∫
S

{
−
∫ η

−h

(
div(−→D 2G,D3G)

) (
δφmΦ[φ, η; δφm]

)
dz+

+
([

(
−→
D 2G,D3G)

]
z=η

·R+N+ − ∂tη
)[

δφmΦ[φ, η; δφm]
]
z=η

)
dxdt

+
([

(
−→
D 2G,D3G)

]
z=−h

·R−N−

)[
δφmΦ[φ, η; δφm]

]
z=−h

}
dxdt

=

∫ T

t0

∫
S

{
−
⟨
div(−→D 2G,D3G), Zm

⟩
+

+
([

(
−→
D 2G,D3G)T

]
z=η

·R+N+ − ∂tη
)[

Zm

]
z=η

+
([

(
−→
D 2G,D3G)T

]
z=−h

·R−N−

)[
Zm

]
z=−h

}
δφmdxdt

Where (4.22) have been used. Using the fact that [Zn]z=η = 1 we obtain the result.

Λήμμα 4.2.2. The partial variation of S̃ at (φ, η) = (φ−2, φ−1, φ0, ..., η) in the direction

δη is

δηS̃[φ, η; δη] =

∫
t0

∫
S

{∑
l≥−2

(
−
⟨
div(−→D 2G,D3G), ∂ηZl

⟩
+

+
([

(
−→
D 2G,D3G)

]
z=η

·R+N+ − ∂tη
)[
∂ηZl

]
z=η

+
[
(
−→
D 2G,D3G)

]
z=−h

·R−N−
[
∂ηZl

]
z=−h

)
φl + [G]z=η

}
δηdxdt

where G ≡ G
(
∂tΦ,∇xΦ, ∂zΦ, z

)
[φ, η], N+ = R−1

+

(
−∇xη, 1

)
and

N− = R−1
−
(
− ∇xh,−1

)T are the outward unit normal vectors on Γη and Γh respectively,

R+ =
(
(∇xη)

2 + 1
)1/2, R− =

(
(∇xh)

2 + 1
)1/2 are the corresponding scalar functions and

∂ηZl = ∂Zl/∂η are given in the Appendix (5).
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Απόδειξη. From (3.10) and (4.19ʹ)

δηS̃[φ, η; δη] =

∫ T

t0

∫
S

{∫ η

−h

−
(
div(−→D 2G,D3G)

)
δηΦ[φ, η; δη] dz+

+
([
(
−→
D 2G,D3G)T

]
z=η

·R+N+ − ∂tη
)[

δηΦ[φ, η; δη]
]
z=η

)
+

+
([

(
−→
D 2G,D3G)T

]
z=−h

·R−N−

)[
δηΦ[φ, η; δη]

]
z=−h

+
[
G
]
z=η

δη
}
dxdt

=

∫
t0

∫
S

{ ∑
m≥−2

(
−
⟨
div(−→D 2G,D3G), ∂ηZm

⟩
φm+

+
([
(
−→
D 2G,D3G)T

]
z=η

·R+N+ − ∂tη
)[
∂ηZm

]
z=η

φm

+
[
(
−→
D 2G,D3G)T

]
z=−h

·R−N−
[
∂ηZm

]
z=−h

φm

)
+
[
G
]
z=η

}
δη dx dt.

where (4.24) have been used.

4.2.3 Στασιμότητα του συναρτησιακού g-Luke δια μέσου της

τοπικής αναπράστασης

We can write the variational equation (4.18) as,

δS̃[φ, η; δφ, δη] =

∫ T

t0

∫
S

{ ∑
m≥−2

δG̃
δφm

δφm +
δG̃
δη

δη
}
dx dt = 0, (4.28)

for all δφm, m ≥ −2 and for all δη, where δG̃/δφm and δG̃/δη denote the variational

derivatives of G̃[φ, η] = G
[
Φ[φ, η]

]
and are given by the expressions in curly brackets in

the statements of Lemma (4.2.1) and Lemma (4.2.2) correspondigly. Choosing first δη = 0

and all δφm to vanish expect one we obtain

δG̃
δφm∗

= 0, for some m∗ ≥ −2 (4.29)

Repeating this procedure we obtain the following infinite system

δG̃
δφm

= 0, m ≥ −2. (4.30)
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Choosing, now, all δφm to be zero and δη arbitary we obtain

δG̃
δη

= 0. (4.31)

Finally, the Euler-Lagrange equations for S̃ are

δG̃
δφm

= 0, m ≥ −2 and δG̃
δη

= 0. (4.32)

4.3 Στασιμότητα του συναρτησιακού Luke δια μέ-

σου της τοπικής αναπράστασης και το Coupled

Mode System (CMS)

Using the expansion (4.1) into the Lagrangian density function introduced in [Luk67],

we obtain

L = L(∂tΦ[φ, η],∇Φ[φ, η], z) = ∂tΦ[φ, η] +
1

2

(
∇Φ[φ, η]

)2
+ gz. (4.33)

The Lagrangian density functional then reads

L̃[φ, η] = L[Φ[φ, η], η] =
∫
Dη

h

L(∂tΦ[φ, η],∇Φ[φ, η], z) dV. (4.34)

Now L̃ can be written

L̃[φ, η] =
∫
S

{∫ η

−h

∑
n≥−2

(
∂tφn Zn + φn ∂tZn

)
dz+

+
1

2

∑
n≥−2

∑
m≥−2

(
Amn∇xφn · ∇xφm + 2B⃗mn · ∇xφnφm + Cmnφnφm +Dmnφnφm

)
+ gη2

}
dx,

(4.35)
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where Amn, B⃗mn, Cmn and Dmn are vertical integrals given by

Amn =
⟨
Zn, Zm

⟩
= Anm, (4.36αʹ)

B⃗mn =
⟨
Zn,∇xZm

⟩
, (4.36ʹ)

Cmn =
⟨
∇xZn,∇xZm

⟩
= Cnm, (4.36ʹ)

Dmn =
⟨
∂zZn, ∂zZm

⟩
= Dnm. (4.36δʹ)

Observe that the Hamiltonian energy, appearing in the Lagrangian (4.35), in terms of the

local-mode representation, is given by

H̃[φ, η] =

=

∫
S

{1
2

(
Amn∇xφn · ∇xφm + 2B⃗mn · ∇xφnφm + Cmnφnφm +Dmnφnφm

)
+ gη2

}
dx

(4.37)

or alternativelly by,

H̃[φ, η] =

=

∫
S

{1
2

(
Amn∇xφn · ∇xφm + 2B⃗mn · ∇xφnφm + C ′

mnφnφm

)
+ gη2

}
dx

, (4.38)

where

C ′
mn = ⟨∇Zn · ∇Zm⟩ . (4.39)

The action functional is the time integral of L̃, i.e.

S̃[φ, η] = S[Φ[φ, η], η] =

∫ T

t0

L[Φ[φ, η], η]dt. (4.40)

Stationarity means that the first variation of S̃ is zero. i.e.

δS̃[φ, η; δφ, δη] =
∑
m≥−2

δφmS̃[φ, η; δφm] + δηS̃[φ, η; δη] = 0. (4.41)
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We could proceed by calculating the variations using (4.35). This, indeed, would be the

only way to find the variation δS̃, in the case where simplifications are made concerning

the horizontal velocity ∇xΦ or the bottom. For this simplified representation, S̃ would not

be exactly equal to S and we can only say that S̃ ≈ S ◦ Φ[φ, η] and we proceed by varying

the simplified form of (4.35). For example, Klopman et al. in [KGD10], use a simplified

Hamiltonian, after introducing a general series representation for the velocity potential,

which contains vertical integrals of the form of Amn and Dmn. However the integrals given

by B⃗mn and Cmn have simplified forms. Specifically the terms containing the derivatives of

the vertical functions with respect to the depth h and the parameters kn are supressed.

A similar situation is occured in [CD12] where several approximate models are derived.

There, the authors use ansatzes to represent both the potential and the velocity. In the

case of arbitary depth a product of a vertical hyperbolic cosine function (Z0 in the present

notation) with the trace of the potential is chosen to represent the velocity potential. The

partial derivatives with respect to the free surface elevation, depth and the parameter are

not kept in the representation of the horizontal velocity. This can be seen if one takes the

horizontal derivative of the ansatz for the potential and compares it with the ansatz used for

the velocity. We mention that these terms are important when modelling flows over steep

bottoms and for wave reflections as is described in [DK09] for the case of linearised waves.

Here, since no simplifications are made, and the involved arguments in the Lagrangian

equal exactly their corresponding representations through (4.1), we can apply directly the

previous results, when we vary S̃ = S ◦ Φ[φ, η]. The resulting Euler-Lagrange equations

were first appeared in [AB02]. First we calculate the partial variations of S̃ at (φ, η) in the

direction δφm, m ≥ −2 and δη.
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Λήμμα 4.3.1. The partial variation of the functional S̃[φ, η] at (φ, η) in the direction δφm,

for m ≥ −2 is given by

δφmS̃[φ, η; δφm] =

∫
I

∫
S

{
− ∂tη −∇xη · ∇xφ+R2

+

(φ−2

h0

+ µ0φ
)
−

−
∑
n≥−2

Amn(η, h)∇2
xφn + B⃗mn(η, h) · ∇xφn + Cmn(η, h)φn

}
δφm dx dt,

where R+ =
√(

∇xη
)2

+ 1 and

Amn(η, h) = ⟨Zn, Zm⟩ = Anm,

B⃗mn(η, h) =2 ⟨∇xZn, Zm⟩+∇xh[ZnZm]z=−h,

Cmn(η, h) = ⟨∆Zn, Zm⟩+
[(
∇xh · ∇xZn + ∂zZn

)
Zm

]
z=−h

= ⟨∆Zn, Zm⟩ −R−N− · [(∇Zn)Zm]z=−h.

Note that, the matrix Amn is symmetric and form,n ≥ −2 and the submatrix
(
Amn

)
m,n≥0

is diagonal. Furthermore, the elements of B⃗mn are two dimensional vectors depending on the

horizontal derivatives of the vertical functions and the bottom. The matrix Cmn contains

the full Laplacian of the vertical functions as well as the their outward normal derivative

on the bottom surface.

Απόδειξη. We apply Lemma (4.2.1) to the functional

S̃[φ, η] =

∫
I

∫
Dη

h

LdV dt, L = ∂tΦ[φ, η] +
1

2

(
∇Φ[φ, η]

)2
+ gz,

and we proceed by calculating the terms involved

⟨
− div(−→D 2L,D3L), Zm

⟩
= −

⟨
∆Φ[φ, η], Zm

⟩
= −

⟨ ∑
n≥−2

∇2
xφnZn + 2∇xφn · ∇xZn + φn∆Zn , Zm

⟩
= −

∑
n≥−2

⟨
Zn, Zm

⟩
∇2
xφn + 2

⟨
∇xZn, Zm

⟩
· ∇xφn +

⟨
∆Zn, Zm

⟩
φn
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The bottom surface term reads

[
(
−→
D 2L,D3L) ·R−N−Zm

]
z=−h

=
[
∇Φ[φ, η]

]
z=−h

·R−N−Zm

=−∇xh ·
∑
n≥−2

(
∇xφn

[
ZnZm

]
z=−h

+ φn

[
∇xZnZm

]
z=−h

)
−

−
∑
n≥−2

φn

[
∂zZnZm

]
z=−h

=−
∑
n≥−2

∇xh
[
ZnZm

]
z=−h

· ∇xφn−

−
[
(∇xh · ∇xZn + ∂zZn)Zm

]
z=−h

φn

For the free surface term we use (4.14)

[∇Φ[φ, η]]z=η =

(∇xφ+
(
− φ−2/h0 − µ0φ

)
∇xη

φ−2/h0 + µ0φ

)
,

to obtain

[
(
−→
D 2L,D3L) ·R+N+Zm

]
z=η

=
[
∇Φ[φ, η]

]
z=η

·R+N+

= −∇xη · ∇xφ−
(
∇xη

)2 ∑
n≥−2

[
∂Zn

∂η
]z=ηφn +

φ−2

h0

+ µφ

= −∇xη · ∇xφ+
(
∇xη

)2(φ−2

h0

+ µφ
)
+

φ−2

h0

+ µφ

= −∇xη · ∇xφ+
( (

∇xη
)2

+ 1
)(φ−2

h0

+ µφ
)
.

We also have

Λήμμα 4.3.2. The partial variation of the functional S̃[φ, η] on (φ, η) in the direction δη
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is given by

δηS̃[φ, η; δη] =

∫
I

∫
S

{
∂tφ+ gη +

1

2
(∇xφ)

2 − 1

2
R2

+

(φ−2

h0

+ µφ
)2
+

+
∑
n≥−2

(∑
l≥−2

−anl(η, h)∇2
xφn − b⃗nl(η, h) · ∇xφn − cnl(η, h)φn

)
φl

}
δηdxdt,

where

anl(η, h) = ⟨Zn, ∂ηZl⟩ ,

b⃗nl(η, h) =2 ⟨∇xZn, ∂ηZl⟩+∇xh[Zn(∂ηZl)]z=−h,

cnl(η, h) = ⟨∆Zn, ∂ηZl⟩+
[(
∇xh · ∇xZn + ∂zZn

)(
∂ηZl

)]
z=−h

,

and ∂ηZl = ∂Zl/∂η are given in Apendix (5).

Απόδειξη. From Lemma (4.2.1)

δηS̃[φ, η; δη] =

∫
t0

∫
S

{∑
l≥−2

(
−
⟨
div(−→D 2L,D3L), ∂ηZl

⟩
+

+
([

(
−→
D 2L,D3L)

]
z=η

·R+N+ − ∂tη
)[
∂ηZl

]
z=η

+
[
(
−→
D 2L,D3L)

]
z=−h

·R−N−
[
∂ηZl

]
z=−h

)
φl

+
[
L
(
∂tΦ[φ, η],∇xΦ[φ, η], ∂zΦ[φ, η], z

)]
z=η

}
δη dx dt.

We proceed by calculating the terms involved in the above equation

⟨
div(−→D 2L,D3L), ∂ηZl

⟩
=
⟨
∆Φ[φ, η], ∂ηZl

⟩
=
∑
n≥−2

⟨Zn, ∂ηZl⟩∇2
xφn + 2 ⟨∇xZn, ∂ηZl⟩ · ∇xφn + ⟨∆Zn, ∂ηZl⟩φn.

For the bottom surface term we have

[
(
−→
D 2L,D3L)

T
]
z=−h

·R−N−
[
(∂ηZl)

]
z=−h

=
∑
n≥−2

−[Zn(∂ηZl)]z=−h∇xh · ∇xφn−

− [(∇xZn)(∂ηZl)]z=−h · ∇xhφn − [(∂zZn)(∂ηZl)]z=−hφn.
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For the free surface terms we use the fact that (see (4.14))

[∇Φ]z=η =

(∇xφ+
(
− φ−2/h0 − µ0φ

)
∇xη

φ−2/h0 + µ0φ

)
,

and

∑
l≥−2

φl

[
∂ηZl

]
z=η

= −∂z
[
Φ[φ, η]

]
z=η

= −φ−2/h0 − µ0φ,

to obtain

∑
l≥−2

∂tη[∂ηZl]z=ηφl = −∂tη(
φ−2

h0

+ µ0φ),

∑
l≥−2

[
(
−→
D 2L,D3L)

T
]
z=η

·R+N+

[
∂ηZl

]
z=η

φl =
[
∇Φ[φ, η]

]
z=η

·R+N+

∑
l≥−2

φl

[
∂ηZl

]
z=η

=
(
−∇xφ · ∇xη + (

φ−2

h0

+ µ0φ)(∇xη)
2 + (

φ−2

h0

+ µ0φ)
)(

− φ−2

h0

− µ0φ
)

= ∇xφ · ∇xη
(φ−2

h0

+ µ0φ
)
−
(φ−2

h0

+ µ0φ
)2(

(∇xη)
2 + 1

)
,

[L]z=η = [∂tΦ[φ, η]]z=η +
1

2

[
∇Φ[φ, η]

]2
z=η

+ gη

= ∂tφ−
(φ−2

h0

+ µ0φ
)
∂tη+

+
1

2

(
∇xφ

)2 −∇xφ · ∇xη
(φ−2

h0

+ µ0φ
)
+

1

2

(φ−2

h0

+ µ0φ
)2(∇xη)

2+

+
1

2

(φ−2

h0

+ µ0φ
)2

+ gη

= ∂tφ−
(φ−2

h0

+ µ0φ
)
∂tη+

+
1

2

(
∇xφ

)2 −∇xφ · ∇xη
(φ−2

h0

+ µ0φ
)
+

+
1

2

(φ−2

h0

+ µ0φ
)2((∇xη)

2 + 1
)
+ gη.

Taking the sum of the above terms we see that the terms
(
φ−2

h0
+ µ0φ

)
∂tη and

∇xφ · ∇xη
(
φ−2

h0
+ µ0φ

)
cancel out and after some rearrangement we obtain the result
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4.3.1 Στασιμότητα του S̃[φ, η]

After the calculation of the partial variations of S̃, the variational equation (4.41) takes

the form, for all δφ, δη

δS̃[φ, η; δφ, δη] =

∫
t0

∫
S

{ ∑
m≥−2

(
− ∂tη −∇xη · ∇xφ+R2

+

(φ−2

h0

+ µ0φ
)
−

−
∑
n≥−2

Amn(η, h)∇2
xφn + B⃗mn(η, h) · ∇xφn + Cmn(η, h)φn

)
δφm+

+
(
∂tφ+ gη +

1

2
(∇xφ)

2 − 1

2
R2

+

(φ−2

h0

+ µφ
)2
+

+
∑
l≥−2

( ∑
n≥−2

− anl(η, h)∇2
xφn − b⃗nl(η, h) · ∇xφn − cnl(η, h)φn

)
φl

)
δη
}
dx dt = 0.

(4.42)

Choosing first δη = 0 and all δφm to vanish except one, say δφm∗ , we obtain (using Lemma

4.3.1)

δφmS[φ, η; δφm] =

∫
I

∫
S

{
− ∂tη −∇xη · ∇xφ+R2

+

(φ−2

h0

+ µ0φ
)
−

−
∑
n≥−2

(
Amn∗(η, h)∇2

xφn + B⃗mn∗(η, h) · ∇xφn + Cmn∗(η, h)φn

)}
δφm∗dxdt = 0,

which implies the equation

∂tη =−∇xη · ∇xφ+R2
+

(φ−2

h0

+ µ0φ
)
−

−
∑
n≥−2

Amn∗(η, h)∇2
xφn + B⃗mn∗(η, h) · ∇xφn + Cmn∗(η, h)φn.

Repeating this procedure consecutively for all m∗ we arrive at the following infinite system

∂tη =−∇xη · ∇xφ+R2
+

(φ−2

h0

+ µ0φ
)
−

−
∑
n≥−2

Amn(η, h)∇2
xφn + B⃗mn(η, h) · ∇xφn + Cmn(η, h)φn, m ≥ −2.

(4.43)
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Choosing now, δφm = 0, for all m ≥ −2, equation (4.42) becomes∫
I

∫
S

{
∂tφ+ gη +

1

2
(∇xφ)

2 − 1

2
R2

+

(φ−2

h0

+ µφ
)2
−

−
∑
l≥−2

( ∑
n≥−2

anl(η, h)∇2
xφn + b⃗nl(η, h) · ∇xφn + cnl(η, h)φn

)
φl

}
δη dx dt = 0.

(4.44)

By the arbitariness of δη we obtain

∂tφ = − gη − 1

2
(∇xφ)

2 +
1

2
R2

+

(φ−2

h0

+ µφ
)2
+

+
∑
l≥−2

( ∑
n≥−2

aln(η, h)∇2
xφn + b⃗nl(η, h) · ∇xφn + cnl(η, h)φn

)
φl.

(4.45)

The nonlinear CMS, Eqs. (4.43) and (4.45), has been derived by Luke’s variational principle,

and thus it is equivalent to the conventional description of the water wave problem defined

by Eqs. (3.16αʹ)-(3.16ʹ). This system of equations was first derived in [AB02]. The difference

with the present form, is that the free-surface terms involved in the definitions of the matrix

coefficients Amn, B⃗mn, Cmn, anl, b⃗nl, cnl in [AB02], are summed out of the series using Eqs.

(4.12). We state this fact in the following corollary.

Πόρισμα 4.3.1. Let A′
mn, B′

mn, C ′
mn, a

(0,2)
nl , a(1,1)nl , b(1,1)mn , c(0,0)mn be the matrix coeeficients

defined in [AB02]. Then∑
n≥−2

A′
mn∇2

xφn +B′
mn∇xφn + C ′

mnφn =

= ∇xη · ∇xφ−R2
+

(φ−2

h0

+ µ0φ
)
+

+
∑
n≥−2

Amn(η, h)∇2
xφn + B⃗mn(η, h) · ∇xφn + Cmn(η, h)φn

∑
l≥−2

∑
n≥−2

a
(0,2)
nl ∇2

xφnφl − a
(1,1)
nl ∇xφn · ∇xφl + b(1,1)mn ∇xφnφl + c′mnφnφl =

=
1

2
(∇xφ)

2 − 1

2
R2

+

(φ−2

h0

+ µφ
)2
+

+
∑
l≥−2

( ∑
n≥−2

anl(η, h)∇2
xφn + b⃗nl(η, h) · ∇xφn + cnl(η, h)φn

)
φl
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We note that the CMS has been obtained without any essential assumptions concerning

the vertical structure of the wave potential. Furthermore no simplifications (mild-slope etc)

were made and thus, the present CMS, being equivalent to the complete formulation, is

expected to be able to fully account for wave nonlinearity and dispersion.

Περαιτέρ μεέτη του υποσυστήματος (4.43)-Αναδιατύπση του CMS σαν

ένα σύστημα δύο εξεικτικών εξισώσεν

The subsystem (4.43) is of peculiar form, since the time derivative of η, ∂tη, appears as

the left hand side of all equations. Writting (4.43) as∑
n≥−2

Amn(η, h)∇2
xφn + B⃗mn(η, h) · ∇xφn + Cmn(η, h)φn =

= ∂tη +∇xη · ∇xφ−R2
+

(φ−2

h0

+ µ0φ
)
,

(4.46)

we see that the r.h.s terms cannot, in fact, be dependent on m. We resolve this controversy

as follows [AB02] : Choose the mth
∗ equation and substract it from the others to obtain the

following system

∑
n≥−2

Âmn(η, h)∇2
xφn +

ˆ⃗
Bmn(η, h) · ∇xφn + Ĉmn(η, h)φn = 0, m ≥ −2, m ̸= m∗. (4.47)

where

Âmn(η, h) = Amn(η, h)− Am∗n(η, h),

ˆ⃗
Bmn(η, h) = B⃗mn(η, h)− B⃗m∗n(η, h),

Ĉmn(η, h) = Cmn(η, h)− Cm∗n(η, h),

together with the remaning equation

∂tη = −∇xη · ∇xφ+R2
+

(φ−2

h0

+ µ0φ
)
−

−
∑
n≥−2

Am∗n(η, h)∇2
xφn + B⃗m∗n(η, h) · ∇xφn + Cm∗n(η, h)φn.

(4.48)
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Θεώρημα 4.3.1. (PWW ) is equivalent with the following system of evolution equations for

φ and η

∂tη = −∇xη · ∇xφ+R2
+

(φ−2

h0

+ µ0φ
)
−

−
∑
n≥−2

Am∗n(η, h)∇2
xφn + B⃗m∗n(η, h) · ∇xφn + Cm∗n(η, h)φn,

(4.49)

∂tφ = − gη − 1

2
(∇xφ)

2 +
1

2
R2

+

(φ−2

h0

+ µ0φ
)2
+

+
∑
l≥−2

∑
n≥−2

(
anl(η, h)∇2

xφn + b⃗nl(η, h) · ∇xφn + cnl(η, h)φn

)
φl,

(4.50)

where
{
φn

}
n≥−2

are obtained by the infinite coupled mode system

∑
n≥−2

Âmn(η, h)∇2
xφn +

ˆ⃗
Bmn(η, h) · ∇xφn + Ĉmn(η, h)φn = 0, m ≥ −2, m ̸= m0, (4.51)

∑
n≥−2

φn = φ. (4.52)

where

Âmn(η, h) = Amn(η, h)− Am∗n(η, h),

ˆ⃗
Bmn(η, h) = B⃗mn(η, h)− B⃗m∗n(η, h),

Ĉmn(η, h) = Cmn(η, h)− Cm∗n(η, h).

Θεώρημα 4.3.2. The following identity holds∑
n≥−2

Amn(η, h)∇2
xφn + B⃗mn(η, h) · ∇xφn + Cmn(η, h)φn =

=

∫ η

−h

∆Φ[φ, η]Zm dz −R−N− ·
[
∇Φ[φ, η]Zm

]
z=−h

.

(4.53)

Θεώρημα 4.3.3. The following identity holds∑
n≥−2

(∑
l≥−2

anl(η, h)∇2
xφn + b⃗nl(η, h) · ∇xφn + cnl(η, h)φn

)
φl =

=

∫ η

−h

∆Φ[φ, η]
(∑
l≥−2

(∂ηZl)φl

)
dz −R−N− ·

[
∇Φ[φ, η]

(∑
l≥−2

(∂ηZl)φl

)]
z=−h

.

(4.54)
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Απόδειξη. Recall that

∆Φ[φ, η] =
∑
n≥−2

∇2
xφnZn + 2∇xφn · ∇xZn + φn∆Zn, (4.55)

Using the above equation, the first term of the r.h.s (4.54) becomes

⟨
∆Φ[φ, η], (∂ηZl)φl

⟩
=

=
∑
l≥−2

( ∑
n≥−2

⟨Zn, ∂ηZl⟩∇2
xφn + 2 ⟨∇xZn, ∂ηZl⟩ · ∇xφn + ⟨∆Zn, ∂ηZl⟩φn

)
φl.

where we denoted ∂ηZl = ∂Zl/∂η. Similarly, for the second term in the r.h.s of (4.54), we

have

−R−N− ·
[
∇Φ[φ, η]

(∑
l≥−2

(∂ηZl)φl

)]
z=−h

=

=
∑
l≥−2

( ∑
n≥−2

∇xh · ∇xφn

[
Zn(∂ηZl)

]
z=−h

+ φn∇xh ·
[
(∇xZn)(∂ηZl)

]
z=−h

+

+φn

[
(∂zZn)(∂ηZl)

]
z=−h

)
φl.

The sum of the r.h.s of the last two equations is

∑
l≥−2

( ∑
n≥−2

⟨Zn, ∂ηZl⟩∇2
xφn +

(
2 ⟨∇xZn, ∂ηZl⟩+∇xh

[
Zn(∂ηZl)

]
z=−h

)
· ∇xφn+

+
(
⟨∆Zn, ∂ηZl⟩+∇xh ·

[
∇xZn(∂ηZl)

]
z=−h

+
[
∂zZn(∂ηZl)

]
z=−h

)
φn

)
φl.

Using the definitions of anl, b⃗nl, cnl found in Lemma (4.3.2), we obtain the result.

Theorems 4.3.3 and 4.3.2 show, that if Φ[φ, η] solves the Laplace equation and the

bottom boundary condition, then the double series in the r.h.s of (4.83) vanishes.
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4.4 Έκφραση του DtN τεεστή δια μέσου της τοπι-

κής αναπαράστασης

It is interesting to note that the system (4.84) with (4.85), has a specific physical

meaning. In fact, it gives an indirect representation of the DtN operator (see Chapter 2,

Definition ??).

Θεώρημα 4.4.1. Let η be the instataneous surface elevation defining the corresponding

fluid domain Dη
h. Let Φ(x, z) be a function defined on Dη

h, such that Φ ∈ C2(Dη
h) ∩ C1(Dη

h)

and lim
|x|−→∞

Φ(x, z) = 0. Assuming that φn = O(n−4) uniformly in x, the velocity potential

field Φ(x, z) can be represented in the form

Φ(x, z) =
∑
n≥−2

φn(x)Zn(z; η, h) (4.56)

and the series can be termwise differentiated up to two times (at least). Then,

1. If Φ is the solution of (PDtN) then φ = (φ−2, φ−1, φ0, ...) is the solution of (4.84) and

(4.85).

2. If φ = (φ−2, φ−1, φ0, ...) is the solution of (4.84) and (4.85) then Φ is the solution of

(PDtN).

Απόδειξη. 1. Let Φ be the solution of (PDtN). Then it satisfies [Φ]z=η = φ. By the construction

of Zn we have

[Zn]z=η = 1, for all n ≥ −2,

and this implies
∑

m≥−2

φm =
[
Φ]z=η = φ. Furthermore, Φ is the unique solution to the
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following variational equation

δI[Φ; δΦ] = 0, for all δΦ : [δΦ]z=η = 0,

where

I[Φ] = 1

2

∫
Dη

h

(
∇Φ
)2
dV. (4.57)

Performing the variation in the functional I[Φ], we obtain that Φ is the solution of the

following variational equation

δI[Φ; δΦ] =
∫
Dη

h

(
∇Φ
)
·
(
∇δΦ

)
dV = 0, for all δΦ : [δΦ]z=η = 0 (4.58)

Integration by parts shows

δI[Φ; δΦ] =
∫
Γh

∂N−Φ δΦ dΓh −
∫
Dη

h

∆Φ δΦ dV = 0, (4.59)

or,

δI[Φ; δΦ] =
∫
S

N− ·
[
∇Φ
]
z=−h

[
δΦ
]
z=−h

R−dx −
∫
S

∫ η

−h

∆Φ δΦ dV = 0. (4.60)

Replace

Φ = Φ[φ] =
∑
n≥−2

φn Zn, (4.61)

in the functional I to obtain

Ĩ[φ] = I
[
Φ[φ]]

=
1

2

∫
Dη

h

(
∇Φ[φ]

)2
dV

=
1

2

∫
Dη

h

(
∇
( ∑
n≥−2

φn Zn

) )2
dV.

The variation δΦ becomes

δΦ = δΦ[φ; δφ] =
∑
n≥−2

δφn Zn. (4.62)
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and [δΦ]z=η = 0 implies
∑

m≥−2

δφm = 0. Stationarity of Ĩ[φ] means

δĨ[φ; δφ] = 0, for all δφ :
∑
m≥−2

δφm = 0.

The Fréchet derivative of Ĩ[φ] with respect to φ, δĨ[φ; δφ], can be calculated using the

formula

δĨ[φ; δφ] = δI
[
Φ[φ]; δΦ[φ; δφ]

]
. (4.63)

Hence, substituting (4.61), (4.62) in (4.60) we obtain

δĨ[φ; δφ] =

=

∫
S

∑
m≥−2

{ ∑
n≥−2

(
Amn(η, h)∇2

xφn + B⃗mn(η, h) · ∇xφn + Cmn(η, h)φn

) }
δφm dx = 0,

(4.64)

where the matrix coefficients are given by

Amn(η, h) = ⟨Zn, Zm⟩ ,

B⃗mn(η, h) =2 ⟨∇xZn, Zm⟩+∇xh[ZnZm]z=−h,

Cmn(η, h) = ⟨∆Zn, Zm⟩+
[(
∇xh · ∇xZn + ∂zZn

)
Zm

]
z=−h

.

The variational equation (4.64) holds for all δφm such that∑
m≥−2

δφm = 0. (4.65)

Using (4.65) we can write for m0 ≥ −2

δφm0 = −
∑
m≥−2

δφm, m ̸= m0. (4.66)

Now (4.64) can be written for m ̸= m0∫
S

∑
n≥−2

(
Amn0(η, h)∇2

xφn + B⃗mn0(η, h) · ∇xφn + Cmn0(η, h)φn

)
δφm0+

+
∑
m≥−2

( ∑
n≥−2

(
Amn(η, h)∇2

xφn + B⃗mn(η, h) · ∇xφn + Cmn(η, h)φn

))
δφm dx = 0.
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Substituting (4.66) in the above equation we obtain,

∫
S

∑
n≥−2

(
Amn0(η, h)∇2

xφn + B⃗mn0(η, h) · ∇xφn + Cmn0(η, h)φn

)(
−
∑
m≥−2

δφm

)
+

+
∑
m≥−2

( ∑
n≥−2

(
Amn(η, h)∇2

xφn + B⃗mn(η, h) · ∇xφn + Cmn(η, h)φn

))
δφm dx = 0,

and a factorizing shows that

∫
S

∑
m≥−2

( ∑
n≥−2

Âmn(η, h)∇2
xφn +

ˆ⃗
Bmn(η, h) · ∇xφn + Ĉmn(η, h)φn

)
δφm dx = 0,

where

Âmn(η, h) = Amn(η, h)− Amn0(η, h),

ˆ⃗
Bmn(η, h) = B⃗mn(η, h)− B⃗mn0(η, h),

Ĉmn(η, h) = Cmn(η, h)− Cmn0(η, h).

This implies the system

∑
n≥−2

Âmn(η, h)∇2
xφn +

ˆ⃗
Bmn(η, h) · ∇xφn + Ĉmn(η, h)φn = 0, m ≥ −2, m ̸= m0,

Of cousre the fields φ = (φ−2, φ−1, ...) should satisfy the same latteral conditions as Φ i.e.

lim
|x|→∞

φm = 0, for all m ≥ −2.

2. For the inverse, Let φ = (φ−2, φ−1, ...) satisfy the system (4.84) and (4.85). Observe that

the coefficients Âmn, ˆ⃗
Bmn, Ĉmn are given by

Âmn(η, h) = ⟨Zn, Zm − Zm0⟩ , (4.67αʹ)

ˆ⃗
Bmn(η, h) = 2 ⟨∇xZn, (Zm − Zm0)⟩+∇xh[Zn(Zm − Zm0)]z=−h, (4.67ʹ)

Ĉmn(η, h) = ⟨∆Zn, (Zm − Zm0)⟩ −R−N− ·
[(
∇Zn

)
(Zm − Zm0)

]
z=−h

. (4.67ʹ)

Multiplying (4.84) with arbitary δφm and integrating over the horizontal domain S and
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denoting Âmn ≡ Âmn(η, h) etc. we can write

∑
n≥−2

∫
S

{
Âmn∇2

xφnδφm +
ˆ⃗
Bmn · ∇xφnδφm + Ĉmnφnδφm

}
dx = 0, (4.68)

and denote the three terms of (4.68) as

Imn =

∫
S

{
Âmn∇2

xφnδφm

}
dx, (4.69αʹ)

IImn =

∫
S

{
ˆ⃗
Bmn · ∇xφnδφm

}
dx, (4.69ʹ)

IIImn =

∫
S

{
Ĉmnφnδφm

}
dx. (4.69ʹ)

The first term of (4.68) can be written via integration by parts as

Imn =
∑
n≥−2

∫
S

{
− (∇xÂmn) · (∇xφn)δφm − Âmn(∇xφn) · (∇xδφm)

}
dx. (4.70)

Using the definition of the matrix coefficient Âmn (Eqs. (4.67)), and invoking Leibnitz’s

integral rule, we see that

∇xÂmn = ∇xη[Zn Ẑm]z=η +∇xh[Zn Ẑm]z=−h +
⟨
∇xZn, Ẑm

⟩
+
⟨
Zn,∇xẐm

⟩
, (4.71)

where we denoted Ẑm = Zm − Zm0. Using the fact that [Ẑm]z=η = 0, (4.70) can further be

written as

Imn =

∫
S

{(
−∇xh[Zn Ẑm]z=−h −

⟨
∇xZn, Ẑm

⟩
−
⟨
Zn,∇xẐm

⟩)
·
(
∇xφn

)
δφm−

−
⟨
Zn, Ẑm

⟩(
∇xφn

)
· ∇xδφm

}
dx.

(4.72)

The third term of (4.68) is treated similarlly. First observe that

⟨
∇2
xZn, Ẑm

⟩
= ∇x ·

⟨
∇xZn, Ẑm

⟩
−

−∇xη · [∇xZn Ẑm]z=η −∇xh[∇xZn Ẑm]z=−h −
⟨
∇xZn,∇xẐm

⟩
,

(4.73)

and

⟨
∂2
zzZn, Zm

⟩
= [∂zZnẐm]z=η − [∂zZnẐm]z=−h −

⟨
∂zZn, ∂zẐm

⟩
. (4.74)
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Recall also that

R−N− ·
[(
∇Zn

)
Ẑm

]
z=−h

= −∇xh ·
[
∇xZnẐm

]
z=−h

−
[
∂zZnẐm

]
z=−h

. (4.75)

Now the third term of (4.68), in virtue of the last three equations and the fact that [Ẑm]z=η =

0, can be written as

IIImn =

∫
S

{
∇x ·

⟨
∇xZn, Ẑm

⟩
φnδφm−

−
⟨
∇xZn,∇xẐm

⟩
φnδφm −

⟨
∂zZn, ∂zẐm

⟩
φnδφm

}
dx,

and an integration by parts for the first term shows

IIImn =

∫
S

{
−
⟨
∇xZn, Ẑm

⟩
· ∇x(φnδφm)

−
⟨
∇xZn,∇xẐm

⟩
φnδφm −

⟨
∂zZn, ∂zẐm

⟩
φnδφm

}
dx

(4.76)

We can now compose Eq. (4.68) as

∑
n≥−2

(
Imn + IImn + IIImn

)
= 0 (4.77)

Substituting the expressions (4.72), (4.69ʹ), (4.76) in (4.77) we obtain the following variational

equation ∑
n≥−2

∫
S

{⟨
Zn, Ẑm

⟩
∇xφn · ∇xδφm +

⟨
Zn,∇xẐm

⟩
· ∇x(φnδφm)+

+
⟨
∇xZn,∇xẐm

⟩
φnδφm +

⟨
∂zZn, ∂zẐm

⟩
φnδφm

}
dx = 0

(4.78)

Taking the sum over m, one can verify that∫
S

{∫ η

−h

∇
( ∑

n≥−2

φnZn

)
· ∇
( ∑

m≥−2

Ẑmδφm

)
dz
}
dx = 0. (4.79)

Which is exactly the variational equation (4.58) where Φ =
∑

n≥−2

φnZn and

δΦ =
∑

m≥−2

Ẑmδφm. Furthermore for all δφm one has

[δΦ]z=η =
[ ∑
m≥−2

Ẑmδφm

]
z=η

=
∑
m≥−2

[Ẑm]z=ηδφm = 0. (4.80)
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and also the following holds

[Φ]z=η = [
∑
n≥−2

φnZn]z=η =
∑
n≥−2

φn = φ. (4.81)

Now Green’s theorem and the assumption that δφn vanish outside S for all n, yields∫
S

{∫ η

−h

∆
( ∑

n≥−2

φnZn

)( ∑
m≥−2

Ẑmδφm

)
dz−

−R−N− ·
[
∇
( ∑
n≥−2

φnZn

)( ∑
m≥−2

Ẑmδφm

)]
z=−h

}
dx = 0.

We deduce that Φ =
∑

n≥−2

φnZn solves (PDtN).

By virtue of Theorems (4.3.3) and (4.3.2) in conjunction with Theorem (4.4.1) we can

state the following result

Θεώρημα 4.4.2. (PWW ) is equivalent with the following system of evolution equations for

φ and η

∂tη = −∇xη · ∇xφ+R2
+

(φ−2

h0

+ µ0φ
)

(4.82)

∂tφ = − gη − 1

2
(∇xφ)

2 +
1

2
R2

+

(φ−2

h0

+ µ0φ
)2 (4.83)

where
{
φn

}
n≥−2

are obtained by the infinite coupled mode system

∑
n≥−2

Amn(η, h)∇2
xφn + B̂mn(η, h) · ∇xφn + Cmn(η, h)φn = 0, m ≥ −2, m ̸= m0, (4.84)

∑
n≥−2

φn = φ. (4.85)

4.5 Implication to the representation of the DtN operator

In the previous subsection we treated the free suraface elevation η and the trace of the

velocity potential φ, as data for the problem (PDtN) expressed in terms of the local mode
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representation. When φ(·, t) and η(·, t) are known at an instant t, then we can solve the

(CMS) Eqs. (4.84) and (4.85), and obtain a solution φ = φ[φ, η, h] = (φ−2, φ−1, φ0, ...). The

dependence of the solution on the free surface η and the fixed bottom surface h is expressed

through the coefficients Âmn, ˆ⃗
Bmn, Ĉmn. Recall the definition of the DtN operator

G(η, h)φ = R+∂N+Φ|Γη , (4.86)

where Φ solves (PDtN). Having in hand a solution φ = φ[φ, η, h] = (φ−2, φ−1, φ0, ...) of Eqs.

(4.84) and (4.85) we can reconstruct the wave potential Φ =
∑

n≥−2

φnZn and express the DtN

operator in terms of the free surface mode φ−2 as follows

G̃(η, h)φ = −∇xη · ∇xφ+R2
+

(φ−2

h0

+ µ0φ
)
. (4.87)

In order to compare the expression of the DtN operator (4.87), derived through the local

mode representation of the velocity potential, we briefly recall the approach developed in a

series of works (see [CS93, Cra07, CLS11, CGNS05]), where a functional Taylor expansion

of the DtN is used. For the case of variable bottom of the form h(x) = −h0 + β(x) where

β(x) denotes the variation of the bottom of the fluid domain from its mean value −h0, Craig

et al. [CGNS05] obtained a Taylor expansion of the DtN operator given by

G(η, h) =
∞∑
l=0

G(l)(η, β), (4.88)

where

G(0) = |D|tanh(h0|D|) + |D|L(β), D = −i∇x, (4.89)

and for l odd,

G(l) = |D|l−1D
ηl

l!
·D −

l−1∑
j=2,even

|D|j η
j

j!
G(l−j) −

l∑
j=1,odd

|D|j−1G(0)η
j

j!
G(l−j), (4.90)

60



4.5 Implication to the representation of the DtN operator 61

and for l even,

G(l) = |D|l−2G(0)D
ηl

l!
·D −

l−1∑
j=2,even

|D|j η
j

j!
G(l−j) −

l−1∑
j=1,odd

|D|j−1G(0)η
j

j!
G(l−j). (4.91)

The bottom variation is expressed through the operator L(β) which also can be expanded

in Taylor series, with the first few terms given by

L0 = 0,

L1 = − D

|D|
sech(h0|D|) · βDsech(h|D|),

L2 =
D

|D|
sech(h|D|) · βDsinh(h0|D|)L1.
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Κεφάαιο 5

Μερικές παράοι τν κάετν

συναρτήσεν

The vertical functions Zn, n ≥ −2 are given by

Z−2(z, η, h) =
µ0h0 + 1

2h0(η + h)
(z + h)2 − µ0h0 + 1

2h0

(η + h) + 1, (5.1)

Z−1(z; η, h) =
µ0h0 − 1

2h0(η + h)
(z + h)2 +

1

h0

(η + h) +
2h0 − (η + h)(µh0 + 1)

2h0

, (5.2)

Z0(z; η, h) =
cosh

[
k0(z + h)

]
cosh

[
k0(η + h)

] , (5.3)

Zn(z; η, h) =
cos
[
kn(z + h)

]
cos
[
kn(η + h)

] , n ≥ 0, (5.4)

where k0 = k0(η, h) and kn = kn(η, h) satisfy the dispersion relations

µ0 − k0tanh(k0(η + h)) = 0, µ0 + kntan(kn(η + h)) = 0. (5.5)

Note that Z−2 and Z−1 depend explicitely on η an h, while Zn , n ≥ 0 depend both explicitely

and implicitely (through (5.5)) on η and h. Their partial derivatives are given by

∂ηZ−2 =
1 + h0µ0

2h0

− 1 + h0µ0

2h0(η + h)2
(z + h)2,
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∂hZ−2 = −1 + h0µ0

2h0

+
1 + h0µ0

h0(η + h)
(z + h)− (1 + h0µ0)(z + h)2

2h0(η + h)2
.

∂ηZ−1 =
−1− h0µ0

2h0

− −1 + h0µ0

2h0(η + h)2
(z + h)2,

∂hZ−1 =
1

h0

− −1− h0µ0

2h0

+
−1 + h0µ0

h0(η + h)
(z + h)− (1 + h0µ0)(z + h)2

2h0(η + h)2
.

Recalling that for n ≥ 0, the vertical functions Zn = Zn(z; η, h), depend implicitely on

kn = kn(η, h), we also obtain

∂ηZ0 =


(z + h) sinh

[
k0(z + h)

]
(∂ηk0)−

−cosh
[
k0(z + h)

]
tan
[
k0(η + h)

] (
k0 + (η + h)(∂ηk0)

)


1

cosh
[
k0(η + h)

] ,

∂k0Z0 =


sinh

[
k0(z + h)

]
cosh

[
k0(η + h)

]
(z + h)−

− sinh
[
k0(η + h)

]
cosh

[
k0(z + h)

]
(η + h)


1

cosh2
[
k0(η + h)

] ,

∂hZ0 =


sinh

[
k0(z + h)

]
cosh

[
k0(η + h)

](
(∂hk0)(z + h) + k0

)
−

− sinh
[
k0(η + h)

]
cosh

[
k0(z + h)

](∂k0
∂h

(z + h) + k0
)


1

cosh2
[
k0(η + h)

] ,

∂ηZn =


−(z + h) sin

[
kn(z + h)

]
(∂ηkn)+

+cos
[
kn(z + h)

]
tan
[
kn(η + h)

] (
kn + (η + h)(∂ηkn)

)


1

cos
[
kn(η + h)

] ,

∂knZn =


− sin

[
kn(z + h)

]
cos
[
kn(η + h)

]
(z + h)+

+ sin
[
kn(η + h)

]
cos
[
kn(z + h)

]
(η + h)


1

cos2
[
kn(η + h)

] ,

∂hZn =


− sin

[
kn(z + h)

]
cos
[
kn(η + h)

](
(∂hkn)(z + h) + kn

)
+

+ sin
[
kn(η + h)

]
cos
[
kn(z + h)

](
(∂hkn)(z + h) + kn

)


1

cos2
[
kn(η + h)

] .
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For the values, of the above derivatives, on the free surface we easily obtain

[∂hZn]z=η = 0, n ≥ −2,

[∂knZn]z=η = 0, n ≥ 0,

[∂ηZ−2]z=η = − 1

h0

− µ0,

[∂ηZ−1]z=η = −µ0,
[∂Z−1

∂h

]
z=η

= 0

[∂ηZ0]z=η = (η + h) tanh
[
k0(η + h)

]
(∂ηk0)− tanh

[
k0(η + h)

] (
k0 + (η + h)(∂ηk0)

)
= −k0tanh

[
k0(η + h)

]
,

[∂ηZn]z=η = −(η + h) tan
[
kn(η + h)

]
(∂ηkn) + tan

[
kn(η + h)

] (
kn + (η + h)(∂ηkn)

)
= kntan

[
kn(η + h)

]
.

Using the dispersion relations Eqs. (5.5) in the two last equations, we finally obtain

[∂ηZ0]z=η = −µ0,

[∂ηZn]z=η = −µ0, n ≥ 0.
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66 5 Μερικές παράοι τν κάετν συναρτήσεν
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Κεφάαιο 6

Υποοισμός της μεταοής του

S̃[φ, η]

The velocity potential is represented by a series expansion in terms of vertical functions

(4.1) that depend implicitely by the free surface elevation and the depth. Substituting the

representation into (3.14) the action functional S[Φ, η] becomes a functional on the boundary

fields φ(x, t) := {φn(x, t)}n≥−2 and η(x, t) given by

S̃[φ, η] =

∫
I

∫
Dη

h

{∑
n

∂tφnZn + φn∂tZn+

+
1

2

( ∑
n≥−2

∇xφnZn + φn∇xZn

)2
+

1

2

( ∑
n≥−2

φn∂zZn

)2
+ gz

}
dV dt

= F̃ [φ, η] + K̃[φ, η] + V [η],

where

F̃ [φ, η] =
∑
n≥2

∫
I

∫
Dη

h

{
∂tφnZn + φn∂tZn

}
dV dt,

K̃[φ, η] =
1

2

∫
I

∫
Dη

h

{(∑
n≥2

∇xφnZn + φn∇xZn

)2
+
(∑

n≥2

φn∂zZn

)2}
dV dt,
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and

V [η] =

∫
I

∫
Dη

h

gzdV dt. (6.1)

These three terms will be reffered as the time derrivative term, the kinetic energy term and

the potential energy term correspondigly and will be treated seperately for convenience of

the reader. The variation of the action functional S̃[{φn}n≥−2 , η] is the sum of the variations

of the three terms, with respect to all functional arguments. The following identities simplify

the presentation of the calculations of the variations of the three terms F̃ , K̃ and V . They

are known as Leibnitz’s integral rule ([Die69]).

Πρόταση 6.0.1. Let a, b ∈ C1(I → C1
0(R2)) be two functions with graphs Γa, Γb that define

the open bounded domain Da
b . Given the functions f, g ∈ C1(I → C2(Da

b ))∩C1(I → C1
0(Da

b ))

the following identities hold

⟨
f, ∂tg

⟩
=

d

dt

⟨
f, g
⟩
− ∂ta[fg]z=a + ∂tb[fg]z=b −

⟨
∂tf, g

⟩
(6.2αʹ)

⟨f, ∂xi
g⟩ = ∂xi

⟨f, g⟩ − ⟨∂xi
f, g⟩ − [fg]z=a∂xi

a+ [fg]z=b∂xi
b, i = 1, 2, (6.2ʹ)

⟨∇xf,∇xg⟩ = ∇x · ⟨∇xf, g⟩ −
⟨
∇2
xf, g

⟩
− [∇xfg]z=a · ∇xa+ [∇xfg]z=b · ∇xb (6.2ʹ)

with the notation
⟨
f, g
⟩
=

∫ a(x,t)

b(x,t)
f(x, z, t) g(x, z, t) dz.
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The partial variation of the kinetic energy term K̃ w.r.t δφm reads

δφmK̃[φ, η; δφm] =
d

dϵ

[
K̃[φ1, ..., φm + ϵδφm, ..., η]

]
ϵ=0

=

∫
I

∫
Dη

h

{( ∑
n≥−2

∇xφnZn + φn∇xZn

)
·
(
∇xδφmZm + δφm∇xZm

)
+

+
( ∑

n≥−2

φn∂zZn

)
δφm∂zZm

}
dV dt

=

∫
I

∫
S

{∫ η

−h

( ∑
n≥−2

∇xφnZn + φn∇xZn

)
·
(
∇xδφmZm + δφm∇xZm

)
dz+

+

∫ η

−h

( ∑
n≥−2

∂zZn

)
δφm∂zZm dz

}
dx dt.

For the first term we use (6.2ʹ) with f = ∇x(
∑

φnZn) and g =
∑

δφnZn and for the second

we integrate by parts. Hence, we obtain

δφmK̃[φ, η; δφm] =

∫
I

∫
S

{
−
∑
n≥−2

∇2
xφn ⟨Zn, Zm⟩+ 2∇xφn ⟨∇xZn, Zm⟩+ φn

⟨
∇2
xZn, Zm

⟩
−

−
∑
n≥−2

∇xφn · ∇xh[ZnZm]z=h − φn∇xh · [∇xZnZm]z=h−

−
∑
n≥−2

∇xφn · ∇xη[ZnZm]z=η + φn∇xη · [∇xZnZm]z=η+

+
∑
n≥−2

φn

(
[∂zZnZm]z=η + [∂zZnZm]z=h −

⟨
∂2
zzZn, Zm

⟩ )}
δφmdxdt.

For the time derivative term one has

δφmF̃ [φ, η; δφm] =

∫ T

t0

∫
S

−∂tηδφmdxdt.

and obviously, for the potential emergy term

δφmV [η; δφm] = 0 (6.3)

After reordering the terms, summing the partial variations of the three terms and denoting

∆ = ∇2
x + ∂2

zz we obtain the result of Lemma 4.3.1. Simililarly, for the variation in η, one
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has

δηF̃
[
φ, η; δη

]
=

d

dϵ
F̃ [φ, η + ϵδη]

∣∣
ϵ=0

=
d

dϵ

[∫
I

∫
Dη+ϵδη

h

( ∑
n≥−2

∂tφnZn

(
z; η + ϵδη, h

)
+ φn∂tZn

(
z; η + ϵδη, h

))
dV dt

]
ϵ=0

=

∫
I

∫
S

{( ∑
n≥−2

∂tφn

[
Zn

]
z=η

+ φn

[
∂tZn

]
z=η

)
δη+

+

∫ η

−h

( ∑
n≥−2

∂tφn (∂ηZn)δη + φn ∂t( (∂ηZn) δη)
)
dz
}
dxdt.

Using idendity (6.2αʹ), we can write

∫ η

−h

∂tφn (∂ηZn)δη dz = ∂t

∫ η

−h

φn (∂ηZn)δη dz −
∫ η

−h

φn∂t
(
(∂ηZn)δη

)
dz − ∂tηφn[∂ηZn]z=ηδη

(6.4)

The first term of the right hand side of the last equation contributes only to the temporal

boundaries and can be neglected. Using also the fact that

φn∂tZn = φn

(
∂ηZn + (∂knZn)(∂ηkn)

)
∂tη = φn(∂ηZn)(∂tη), (6.5)

we obtain

δηF̃
[
φ, η; δη

]
=

∫
I

∫
S

( ∑
n≥−2

∂tφn[Zn]z=η

)
δη. (6.6)
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For the kinetic energy term we compute

δηK̃
[
φ, η; δη

]
=

d

dϵ

[
K̃[φ, η + ϵδη]

]
ϵ=0

=
d

dϵ

[
1

2

∫
I

∫
Dη+ϵδη

h

( ∑
n≥−2

∇xφnZn

(
z; η + ϵδη, h

)
+ φn∇xZn

(
z; η + ϵδη, h

))2
+
( ∑

n≥−2

φn∂zZn

(
z; η + ϵδη, h

))2
dV dt

]
ϵ=0

=

∫
I

∫
S

{{1
2

( ∑
n≥−2

∇xφn[Zn]z=η + φn[∇xZn]z=η

)2
+

1

2

( ∑
n≥−2

φn[∂zZn]z=η

)2}
δη

+

∫ η

−h

{( ∑
n≥−2

∇xφnZn + φn∇xZn

)
·
(∑

l≥−2

∇xφl(∂ηZl)δη + φl∇x
(
(∂ηZl)δη

))
+

+
( ∑

n≥−2

φn∂zZn

)(∑
l≥−2

φl ∂z(∂ηZl)δη
)}

dz

}
dxdt

The first term is computed, using (4.13), as follows

1

2

( ∑
n≥−2

∇xφn[Zn]z=η + φn[∇xZn]z=η

)2
+

1

2

( ∑
n≥−2

φn[∂zZn]z=η

)2
=

=
1

2
(∇xφ)

2 −∇xφ · ∇xη
(φ−2

h0

+ µ0φ
)
+

1

2

(
(∇xη)

2 + 1
)(φ−2

h0

+ µ0φ)
2

(6.7)

For the second term we use (6.2ʹ) with f =
∑

φnZn and g =
∑

φl(∂ηZl)δη to obtain

∫ η

−h

∇xf · ∇xg dz =−
⟨
∇2
x
(∑

φnZn

)
,
(∑

φl(∂ηZl)δη
)⟩

−

−
[
∇x
(∑

φnZn

)(∑
φl(∂ηZl)δη

)]
z=η

· ∇xη−

−
[
∇x
(∑

φnZn

)(∑
φl(∂ηZl)δη

)]
z=−h

· ∇xh

=−
⟨
∇2
x
(∑

φnZn

)
,
(∑

φl(∂ηZl)δη
)⟩

−

− (∇xη)
2
(φ−2

h0

+ µ0φ)
2δη +∇xφ · ∇xη

(φ−2

h0

+ µ0φ
)
δη−

−
[
∇x
(∑

φnZn

)(∑
φl(∂ηZl)δη

)]
z=−h

· ∇xh,

(6.8)

where the term contributing only on the latteral boundaries is neglected and also (4.13)
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have been used. Finally for the third term we perform an integration by parts∫ η

−h

( ∑
n≥−2

φn∂zZn

)(∑
l≥−2

φl ∂z(∂ηZl)δη
)
dz = −

(φ−2

h0

+ µ0φ)
2δη−

−
( ∑

n≥−2

φn[∂zZn]z=−h

)(∑
l≥−2

φl [∂ηZl]z=−hδη
)
−

−
⟨
∂z

( ∑
n≥−2

φn∂zZn

)
,
∑
l≥−2

φl(∂ηZl)δη
⟩
.

(6.9)

For the potential energy term one has

δηV [φ, η; δη] =

∫
I

∫
S

gηδη dx dt. (6.10)

Taking the sum of (6.6), (6.8), (6.9), (6.10) one can verify the result of Lemma 4.3.2.
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