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ΠΕΡΙΛΗΦΗ 

 

      Σθνπόο ηεο παξνύζαο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο είλαη ε ππνινγηζηηθή αλάιπζε ελόο 

κνληέινπ θπςειώλ θαπζίκνπ (STR-PEMFC) θαη ε απηόκαηε ξύζκηζε ηεο δπλακηθήο 

κεηαβιεηήο ηνπ ζπζηήκαηνο. Οη θπςέιεο θαπζίκνπ εθηηκάηαη όηη ζα δηαδξακαηίζνπλ 

πξσηαγσληζηηθό ξόιν ζηνλ ελεξγεηαθό ηνκέα ηεο πξάζηλεο αλάπηπμεο πξνο ηελ 

νπνία ζηξέθεηαη ε παγθόζκηα εξεπλεηηθή θαη αθαδεκατθή θνηλόηεηα. 

      Αξρηθά, ζην 1
ν
 θεθάιαην, γίλεηαη κηα εηζαγσγή ζηελ ηζηνξηθή γέλλεζε θαη 

εμέιημε ησλ θπςειώλ θαπζίκνπ. Αθνινπζεί ε παξνπζίαζε ηεο αξρήο ιεηηνπξγίαο θαη 

ησλ δηαθόξσλ ηύπσλ ηνπο, ελώ ελ ζπλερεία γίλεηαη κηα αλαθνξά ζηηο πην ζεκαληηθέο 

ζύγρξνλεο εθαξκνγέο ηνπο. Σηελ ζπλέρεηα, ζην 2
ν
 θεθάιαην γίλεηαη ιεπηνκεξήο 

αλάιπζε ηεο θπςέιεο θαπζίκνπ πνιπκεξηθώλ ειεθηξνιπηηθώλ κεκβξαλώλ ζηα 

δνκηθά ηεο ζηνηρεία. Αθνινπζεί ε ζεξκνδπλακηθή πξνζέγγηζε ζην πξόβιεκα θαη ε 

παξάζεζε ησλ ιόγσλ πνπ πξνθαινύλ πηώζε ηεο απνδηδόκελεο ηάζεο. Μηα ζύληνκε 

αλαθνξά γίλεηαη θαη ζηα ππνζπζηήκαηα ελόο νινθιεξσκέλνπ ζπζηήκαηνο 

ζπζηνηρίαο θπςειώλ θαπζίκνπ.  

      Σην 3
ν
 θεθάιαην, παξνπζηάδνληαη ηα βαζηθά «εξγαιεία» γηα ηελ ππνινγηζηηθή 

καο αλάιπζε, ελώ παξνπζηάδεηαη έλα ελδηαθέξνλ εηζαγσγηθό παξάδεηγκα πνπ αθνξά 

ζε έλαλ αληηδξαζηήξα ζπλερνύο αλάδεπζεο (CSRT). Σην 4
ν
 θεθάιαην, γίλεηαη ε 

κνληεινπνίεζε ηεο θπςέιεο θαπζίκνπ ηύπνπ STR-PEM θαη ζηελ ζπλέρεηα ε 

ππνινγηζηηθή αλάιπζε επζηάζεηάο ηεο. Απηή πεξηιακβάλεη ηελ ρξνληθή νινθιήξσζε 

ησλ εμηζώζεσλ ηνπ κνληέινπ, ηελ εμαγσγή ησλ δηαγξακκάησλ θάζεσο γηα ηηο 

δηάθνξεο παξακέηξνπο θαη ηελ αλάιπζε επζηάζεηαο. Τέινο, αλαιύεηαη ε επζηάζεηα 

ηεο απνδηδόκελεο ηζρύνο από ην ζύζηεκα. Σην 5
ν
 θεθάιαην, επηρεηξείηαη ε απηόκαηε 

ξύζκηζε ηνπ ζπζηήκαηνο STR-PEMFC πξνο ηελ κεηαηξνπή αζηαζώλ ζηάζηκσλ 

θαηαζηάζεσλ ζε επζηαζείο, κε ηελ ρξήζε ελόο αλαινγηθνύ ξπζκηζηή. 
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αλαινγηθόο ξπζκηζηήο, MATLAB. 
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ABSTRACT 

 

      The purpose of this thesis is the computational steady-state analysis and the 

automatic control to the main dynamic variable of a STR-PEM fuel cell model. Fuel 

cells are estimated to play an important role in the energy sector of the “green 

development”, which attracts the global scientific and academic research.  

      Firstly, in chapter 1, there is an introduction to the historical view of the invention 

and evolution of fuel cells. Further, there is a reference of the basic principle of 

operation, the several types of fuel cells and the main up-to-date applications 

appeared. In chapter 2, a detailed analysis of a polymeric electrolyte membrane fuel 

cell  into its partial structural components is made. In addition, the thermodynamic 

overview and the voltage drop reasons are presented. Lastly, there is a brief 

exposition of the subsystems of an integrated stack of fuel cells. 

      In chapter 3, we display the basic “tools” of our computational analysis, whereas 

an interesting introductory example of a continuous stirred tank reactor is presented. 

In chapter 4, we model and realize the computational steady-state analysis of a certain 

STR-PEM fuel cell. This type of analysis involves the time integration of the 

equations describing our model, the extract of phase portraits and bifurcation 

diagrams and the stability analysis. There is also a relevant analysis of the system 

power output. In chapter 5, a tackle for automatic control of the STR-PEM fuel cell 

system to stabilize unstable steady-states is made, using a proportional controller. 
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1. Σετνολογία Κσυελών Κασζίμοσ 

 

 

1.1 Δνεπγειακή ΢κοπιά 
 

      Ζ νινέλα επεθηεηλόκελε εμάληιεζε ησλ παγθόζκησλ απνζεκάησλ πεηξειαίνπ, 

θαζώο θαη νη δπζνίσλεο γεσθπζηθέο κειέηεο πξνο αλαδήηεζε λέσλ πεηξειατθώλ πεγώλ 

«θξνύνπλ» ηνλ «θώδσλα» ηνπ θηλδύλνπ γηα ην ελεξγεηαθό κέιινλ ηνπ πιαλήηε. 

Δπηπιένλ, ε επηβάξπλζε ηνπ πεξηβάιινληνο από ηνπο εθηεηακέλνπο ξύπνπο             

(CO, NO’s, HC) πνπ δηνρεηεύνληαη ζηελ αηκόζθαηξα από ηελ θαύζε πδξνγνλαλζξάθσλ 

(θίλεζε, ζέξκαλζε, παξαγσγή νηθηαθήο ελέξγεηαο) θαζηζηά νηθνινγηθά δπζβάζηαρηε 

ηελ ελεξγεηαθή καο εμάξηεζε από ην πεηξέιαην. 

      Αληί απηνύ, νη εγεζίεο ησλ ηζρπξώλ θξαηώλ ζηξέθνληαη πξνο ηηο ιεγόκελεο 

ελαιιαθηηθέο κνξθέο παξαγσγήο ελέξγεηαο. Από απηέο, ζήκεξα, ηδηαίηεξε δηάδνζε 

γλσξίδνπλ εθείλεο πνπ ζηεξίδνληαη ζηελ «εθκεηάιιεπζε» ησλ ζηνηρείσλ ηεο ίδηαο ηεο 

θύζεο (άλεκνο, ειηαθό θώο, λεξό, γεσζεξκηθά θνηηάζκαηα θ.α.). Με ηελ εθαξκνγή 

θαηάιιεισλ δηαηάμεσλ (αλεκνγελλήηξηεο, ειηαθά θάηνπηξα, πδξνειεθηξηθέο 

γελλήηξηεο, εγθαηαζηάζεηο άληιεζεο γεσζεξκηθήο ελέξγεηαο) είλαη εθηθηή ε παξαγσγή 

ηθαλνπνηεηηθώλ πνζώλ ελέξγεηαο. Παίξλνληαο, ζα παξάδεηγκα ηελ αηνιηθή ελέξγεηα, ηα 

πνζά απηά κπνξνύλ λα θαιύςνπλ πιήξσο ηηο αλάγθεο κηαο κηθξήο πόιεο κεξηθώλ 

εθαηνληάδσλ θαηνίθσλ, όπσο ηε λήζν Ατ ΢ηξάηε (250 θάηνηθνη, κέζε εκεξήζηα 

θαηαλάισζε 1.500 MWH, αηρκή πνπ δελ μεπεξλά ηα 280 KWH), ζηελ νπνία έρνπλ ήδε 

νινθιεξσζεί νη κειέηεο γηα ηελ εγθαηάζηαζε δηθηύνπ αλεκνγελλεηξηώλ, πνπ 

αλακέλεηαη λα ηεζεί ζε ιεηηνπξγία κέρξη ην ηέινο ηνπ 2009 [45]. Μπνξνύλ επίζεο λα 

θαιύςνπλ ηηο αλάγθεο ελόο κεγάινπ λνκνύ όπσο απηνύ ηεο Κεθαιιελίαο, ζην νπνίν 

ήδε ιεηηνπξγνύλ δύν αηνιηθά πάξθα
1
 (εθηηκνύκελε πξνζθεξόκελε ειεθηξηθή ηζρύο 

70,8 MW, αηρκή πνπ αλέξρεηαη ζηηο 50MW) κε πξνθαλείο δπλαηόηεηεο επέθηαζεο ηνπ 

δηθηύνπ ειεθηξνδόηεζεο θαη ζε γεηηνληθά λεζηά [46].   

      Δληνύηνηο, νη αλαλεώζηκεο πεγέο ελέξγεηαο απαηηνύλ ζπγθεθξηκέλεο ζπλζήθεο γηα 

ηε ιεηηνπξγία ηνπο, ελώ ε εθαξκνγή ηνπο ζε πξαγκαηηθά δεδνκέλα είλαη ζπλήζσο 

αξθεηά δαπαλεξή ζε ζύγθξηζε κε ηελ απόδνζε ηνπο. Δπηπιένλ, ε ρξήζε ηνπο αθνξά 

θπξίσο ζηελ ειεθηξνδόηεζε δηθηύσλ. Έηζη ε εμάπισζή ηνπο είλαη ζρεηηθά 

πεξηνξηζκέλε. Αληίζεηα κε ηα παξαπάλσ, νη θπςέιεο θαπζίκνπ δελ απαηηνύλ ηδηαίηεξν 

πεξηβάιινλ γηα ηελ νκαιή ιεηηνπξγία ηνπο, εθπέκπνπλ από κεδεληθνύο κέρξη 

ειάρηζηνπο ξύπνπο, είλαη απνδνηηθέο θαη βξίζθνπλ εθαξκνγή ζε θνξεηέο ειεθηξηθέο 

ζπζθεπέο, θαιύπηνληαο βαζηθέο θαζεκεξηλέο αλάγθεο. 

      Ζ ιεηηνπξγία ησλ θπςειώλ θαπζίκνπ ζηεξίδεηαη ζε απεπζείαο κεηαηξνπή ηεο 

ρεκηθήο ελέξγεηαο ζε ειεθηξηθή κε ππνπξντόλ θάπνην πνζό ζεξκόηεηαο. Οη θπςέιεο 

θαπζίκνπ ρξεζηκνπνηνύλ θπξίσο πδξνγόλν, πδξνγνλάλζξαθεο ή θπζηθό αέξην ζαλ 

θαύζηκν θαη ζαλ νμεηδσηηθό κέζν νμπγόλν (κεδεληθνί ξύπνη) ή αηκνζθαηξηθόο αέξαο 

(ειάρηζηνη ξύπνη). Όπσο ήδε αλαθέξακε, νη θπςέιεο θαπζίκνπ, καδί κε ηελ 

παξαγόκελε ειεθηξηθή ελέξγεηα, απειεπζεξώλνπλ ζεξκόηεηα ζαλ ππνπξντόλ. Σν 

ππνπξντόλ απηό είλαη δπλαηόλ λα αμηνπνηεζεί ζε πιεζώξα εθαξκνγώλ (ζέξκαλζε 

δηακεξηζκάησλ, παξνρή ζην ίδην ην ζύζηεκα γηα απνθπγή «πιεκκπξίζκαηνο» ηεο 

κεκβξάλεο θ.α.). Δπηπιένλ, ιόγσ ηεο άκεζεο (κεξηθήο) κεηαηξνπήο ηεο ρεκηθήο 

ελέξγεηαο ζε ειεθηξηθή, νη θπςέιεο θαπζίκνπ δελ ππόθεηληαη ζηνλ πεξηνξηζκό ηνπ 

Κύθινπ Carnot, όπσο νη ζεξκηθέο κεραλέο πξνζθέξνληαο πςειή απόδνζε. 

1
Σα δύν αηνιηθά πάξθα: ην πξώην ζην όξνο Αγία Γπλαηή ηνπ Γήκνπ Ππιαξέσλ θαη ην δεύηεξν ζηελ ζέζε «Ζκεξνβίγιη» ζηα όξηα 

κεηαμύ ησλ Γήκσλ Αξγνζηνιίνπ θαη Ππιαξέσλ, ελώ αλακέλνληαη λα θαηαζθεπαζηνύλ πέληε αθόκα [31].    
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      Έπεηηα, παξά ηελ δνκηθή νκνηόηεηα (ύπαξμε αλόδνπ θαη θαζόδνπ) κε ηνπο 

θιαζζηθνύο ζπζζσξεπηέο,  ε βαζηθή δηαθνξά ησλ θπςειώλ θαπζίκνπ έγθεηηαη ζην όηη 

απαηηείηαη ζπλερήο παξνρή θαπζίκνπ (πδξνγόλν) θαη νμεηδσηηθνύ κέζνπ (ζπλήζσο 

νμπγόλν). ΢ηνλ ζπζζσξεπηή, ην νμεηδσηηθό κέζν θαη ην θαύζηκν πεξηέρνληαη ζην 

εζσηεξηθό (κε εμαίξεζε ηηο κπαηαξίεο ηύπνπ metal/air) θαη απνηεινύλ αλαπόζπαζην 

θνκκάηη ηεο γαιβαληθήο δηάηαμεο, όηαλ δε ηα αληηδξώληα θαηαλαισζνύλ, ν 

ζπζζσξεπηήο πξέπεη λα αληηθαηαζηαζεί ή επαλαθνξηηζηεί. ΢πγθεθξηκέλα, νη κηθξν-

θπςέιεο θαπζίκνπ θαίλεηαη ζε θάπνηεο εθαξκνγέο (ειεθηξηθέο θνξεηέο ζπζθεπέο) λα 

είλαη κέρξη θαη δέθα θνξέο πην ηζρπξέο από ηηο θνηλέο κπαηαξίεο
2 

[47]. Οη 

ζεκαληηθόηεξεο εθαξκνγέο εληνπίδνληαη ζηελ παξαγσγή πβξηδηθώλ απηνθηλήησλ, ζε 

θνξεηέο ειεθηξηθέο ζπζθεπέο (θηλεηή ηειεθσλία, MP3 player θ.α.), ζε ζπζθεπέο 

αδηάιεηπηεο παξνρήο ηζρύνο (UPS), ελώ κειεηάηαη θαη ζρεδηάδεηαη ε δεκηνπξγία 

κεγάισλ ζηαζκώλ παξαγσγήο ελέξγεηαο από θπςέιεο θαπζίκνπ θαζώο θαη ε 

αμηνπνίεζε ηεο παξερόκελεο ελέξγεηαο θαη ζεξκόηεηαο γηα ηελ θάιπςε ησλ αλαγθώλ 

κηαο πνιπθαηνηθίαο [48, 49, 10, 55]. 

 

 

1.2 Ιζηοπική Αναδπομή 
 

      Σν εξέζηζκα γηα ηε κειέηε πξσηνδόζεθε, όηαλ νη W. Nicholson θαη A. Carlisle 

κειέηεζαλ ην θαηλόκελν ηεο ειεθηξόιπζεο
3
 (1800), ην νπνίν ζε γεληθέο γξακκέο 

κπνξεί λα ζεσξεζεί σο αληίζηξνθε δηαδηθαζία από απηή πνπ ζπλαληάκε ζηηο θπςειίδεο 

θαπζίκνπ. 
 

 
 

΢σήμα 1.1: Πξώηε θπςέιε θαπζίκνπ [28] 
 

 

      Έηζη, ν Άγγινο William Grove ζε ζπλεξγαζία κε ηνλ Γεξκαλνειβεηό Christian 

Friedrich Schönbein εθεύξε ηελ πξώηε θπςειίδα θαπζίκνπ (1839). Ο «ειεθηξνιπηηθόο 

ζπζζσξεπηήο αεξίσλ» -όπσο ηνλ νλόκαζε ν W.Grove- είρε ηε δπλαηόηεηα λα παξάγεη 

ειεθηξηθό ξεύκα θαηά ηελ αληίδξαζε ηνπ πδξνγόλνπ κε ην νμπγόλν. Ζ ζπζθεπή ηνπ  

W. Grove απνηειείην από δύν ειεθηξόδηα βπζηζκέλα ζε δηάιπκα ζεηηθνύ νμένο 

εκπνηηζκέλα κε πδξνγόλν θαη νμπγόλν. Ο ίδηνο κάιηζηα γηα λα πεηύρεη κεγαιύηεξε 

ηάζε έλσζε ηέζζεξηο ζπζηνηρίεο ζε ζεηξά (Βι. ΢ρήκα 1.1).  

 

 
2 

Γηα πεξηζζόηεξεο ιεπηνκέξεηεο βι. Δλόηεηα 1.4.2 / ΢ύγθξηζε Κπςειίδσλ Καπζίκνπ-΢πζζσξεπηώλ  

3 
Ηλεκηπόλςζη είλαη ην θαηλόκελν ζύκθσλα κε ην νπνίν ρξεζηκνπνηείηαη ειεθηξηθό ξεύκα γηα ηε δηάζπαζε ηνπ κνξίνπ ηνπ λεξνύ 

(Ζ2Ο)  ζε πδξνγόλν (H2) θαη νμπγόλν (O2). 
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      Έπεηηα, ν F. Ostwald επηρείξεζε λα δηελεξγήζεη πεηξάκαηα κε αληηδξώληα άλζξαθα 

θαη νμπγόλν, ηα νπνία όκσο απέηπραλ ιόγσ ηεο πςειήο ζεξκνθξαζίαο ιεηηνπξγίαο 

(~1000
ο
C) πνπ πξνθαινύζε πξνβιήκαηα ιόγσ αζηνρίαο ησλ ρξεζηκνπνηνύκελσλ 

πιηθώλ (1894), νπόηε πεξηνξίζηεθε, απιά, ζηελ αλάπηπμε ηεο ζρεηηθήο ζεσξίαο πνπ 

ζηνηρεηνζεηεί ηε ιεηηνπξγία ηεο θπςέιεο θαπζίκνπ.  
 

 

 
 

΢σήμα 1.2: 1.5-kW θπςέιε θαπζίκνπ από ην δηαζηεκόπινην Apollo [9] 
 

 

      Μεηά από κηα καθξά πεξίνδν ηερλνινγηθήο αδξάλεηαο ζηηο θπςέιεο θαπζίκνπ, ηε 

δεθαεηία ηνπ 1950 ν F.Bacon θαηαζθεύαζε κηα αιθαιηθή θπςέιε πςειήο ηάζεο (AFC) 

ζην Cambridge. Παξάιιεια, H. Ihrig παξνπζίαζε έλα ηξαθηέξ 20 ίππσλ, πνπ 

ιεηηνπξγνύζε κε θπςέιεο θαπζίκνπ (1959) [11]. ΢ηηο αξρέο ηεο δεθαεηίαο ηνπ 1960, νη 

T. Grubb θαη L. Niedrach εθεύξαλ ηελ θπςέιε θαπζίκνπ πνιπκεξηθώλ 

ειεθηξνιπηηθώλ κεκβξαλώλ (PEMFC) γηα ηελ εηαηξία General Electric, ελ ζπλερεία, ε 

εηαηξία Pratt & Whitney (USA) θαηαζθεύαζε κηα ηέηνηα θπςέιε κε επαξθή 

ραξαθηεξηζηηθά ιεηηνπξγίαο, πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε ζηε δεύηεξε (κεηά ηελ Mercury) 

απνζηνιή ηεο NASA γηα ην επαλδξσκέλν δηαζηεκόπινην Gemini, ελώ ε αιθαιηθή 

θπςέιε θαπζίκνπ (AFC) ήηαλ απηή πνπ «νδήγεζε» ηνλ πξώην άλζξσπν ζην θεγγάξη 

(May 25, 1961) κε ηελ απνζηνιή ηνπ Apollo (Βι. ΢ρήκα 1.2), παξέρνληαο πόζηκν λεξό 

θαη ειεθηξηθή ελέξγεηα [9, 50, 51], νπόηε θαη αλαζεξκάλζεθε ην ελδηαθέξνλ γηα ηε 

ζπγθεθξηκέλε ηερλνινγία, ε νπνία εξεπλάηαη θαη εμειίζζεηαη, δηαξθώο, κέρξη θαη 

ζήκεξα ζε Δπξώπε, Ακεξηθή θαη Ηαπσλία [52].  
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1.3 Απσή Λειηοςπγίαρ 
  

      Οη θπςέιεο θαπζίκνπ είλαη ζπζθεπέο κεηαηξνπήο ρεκηθήο ελέξγεηαο  ζε ειεθηξηθή. 

΢πγθεθξηκέλα, ηα αληηδξώληα είλαη ην πδξνγόλν (θαύζηκν) ην νπνίν ελώλεηαη                 

(ή «θαίγεηαη» όπσο ζπλεζίδεηαη λα ιέγεηαη) κε έλα νμεηδσηηθό κέζν (θπξίσο νμπγόλν) 

δεκηνπξγώληαο κηα δηαθνξά δπλακηθνύ, ε νπνία κεηαθξάδεηαη ζε ειεθηξηθό ξεύκα 

κέζα ζην θύθισκα· ηαπηόρξνλα παξάγεηαη λεξό (H2O) θαη εθιύεηαη ζεξκόηεηα. Ζ 

ζπλερήο παξνρή θαπζίκνπ είλαη απαξαίηεηε γηα ηε ιεηηνπξγία ηεο θπςέιεο θαπζίκνπ. 

Ζ ρεκηθή αληίδξαζε είλαη απιή: 

 

                                            (1.1) 

 

      Παξ’ όια απηά γηα λα είλαη απνδνηηθή κηα θπςέιε θαπζίκνπ, σο πξνο ην ξεύκα πνπ 

παξάγεη, πξέπεη λα δηαρεηξηζηνύκε θαηάιιεια θάπνηα δεδνκέλα πνπ ζρεηίδνληαη κε ηα 

γεσκεηξηθά ραξαθηεξηζηηθά ηεο δηάηαμεο (Βι. ΢ρήκα 1.3).  

 

 
 

΢σήμα 1.3: (a) Ζιεθηξόιπζε λεξνύ (b) Γεκηνπξγία ξεύκαηνο θαη ζρεκαηηζκόο λεξνύ [9] 

 

 

      Πην ζπγθεθξηκέλα, ε επηθάλεηα επαθήο κεηαμύ αεξίνπ, ειεθηξνδίνπ θαη 

ειεθηξνιύηε απαηηείηαη λα είλαη κεγάιε, ελώ ηα ειεθηξόδηα πξέπεη λα κελ απέρνπλ 

κεγάιε απόζηαζε θαη επηπιένλ λα εδξάδνληαη εθαηέξσζελ ελόο κέζνπ, ην νπνίν λα 

εκπνδίδεη ηε ξνή ειεθηξηθνύ ξεύκαηνο. Γηα ην δεύηεξν ρξεζηκνπνηνύκε έλαλ 

θαηάιιειν ειεθηξνιύηε. Δπηπιένλ, ε πνξώδεο δνκή ηνπ ειεθηξνδίνπ απμάλεη αηζζεηά 

ηελ ελεξγό επηθάλεηα επαθήο αλάκεζα ζε ειεθηξόδην (θαηαιπηηθή επηθάλεηα), 

ειεθηξνιύηε θαη αέξην θαύζηκν
4
. Οπόηε ε κνξθή κηαο θπςέιεο θαπζίκνπ 

δηακνξθώλεηαη αλάινγα (Βι. ΢ρήκα 1.4).  

 

 

 

 

 

 
4

 Ζ επαθή απηή ραξαθηεξίδεηαη ζαλ ηξηκέησπε επαθή (three phase contact) [9].
 

2 2 22 2H O H O 
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΢σήμα 1.4: Αληηδξάζεηο ζηα ειεθηξόδηα θαη ξνή θνξηίνπ θπςέιεο θαπζίκνπ [9] 

 

 

      Έπεηηα, ε ρεκηθή εμίζσζε αλαιύεηαη ζηηο αθόινπζεο εμηζώζεηο πνπ ιακβάλνπλ 

ρώξα ζηελ άλνδν θαη ηελ θάζνδν ηεο θπςέιεο θαπζίκνπ: 

 

                                                                 22 4 4
Pt

H H e             (Ομείδσζε/Άλνδνο)           (1.2) 

 

                                                          2 24 4 2
Pt

O e H H O        (Αλαγσγή/Κάζνδνο)          (1.3) 

 

      ΢ηελ άλνδν, ην αέξην πδξνγόλν νμεηδώλεηαη θαη κεηαηξέπεηαη ζε θαηηόληα Ζ
+  

(πξσηόληα) θαη ηζάξηζκα ειεθηξόληα, απειεπζεξώλνληαο ζεξκόηεηα (εμώζεξκε 

αληίδξαζε). ΢ηελ θάζνδν, ην νμπγόλν ππόθεηηαη ζε αλαγσγή, αθνύ αληηδξά κε ηα 

ειεθηξόληα πνπ «ηαμηδεύνπλ» κέζσ ελόο αγώγηκνπ κέζνπ (εμσηεξηθό θύθισκα) θαη κε 

ηα πξσηόληα ηα νπνία πεξλνύλ κέζσ ηνπ ειεθηξνιύηε
5 

. Όια απηά πξαγκαηνπνηνύληαη 

παξνπζία θαηαιύηε (Pt), νπνίνο επηηαρύλεη ηελ αληίδξαζε. Με απηό ηνλ ηξόπν, 

δεκηνπξγείηαη ειεθηξηθό ξεύκα, ελώ παξάγεηαη λεξό. ΢ην ζηξώκα ηεο αλόδνπ θαη ηεο 

θαζόδνπ είλαη παθησκέλν ην ζηξώκα δηάρπζεο αεξίσλ, πνπ είλαη ππεύζπλν γηα ηελ 

νκνηόκνξθε θαηαλνκή ησλ αεξίσλ ζηελ επηθάλεηα ηνπ θαηαιύηε.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
5 

Ηλεκηπολύηηρ θαιείηαη θάζε ρεκηθή νπζία ε νπνία όηαλ δηαιπζεί ζε νξηζκέλνπο δηαιύηεο (ζπλήζσο λεξό) δίλνπλ ειεθηξηθά 

αγώγηκν δηάιπκα [17].  Δδώ ειεθηξνιύηεο είλαη ε ελδηάκεζε ζηξώζε κηαο ζηνίβαο θπςέιεο θαπζίκνπ, ε νπνία ιόγσ ηδηνηήησλ 

ηνπ πιηθνύ από ηελ νπνία είλαη θαηαζθεπαζκέλε, επηηξέπεη ηελ δηέιεπζε πξσηνλίσλ (Ζ+  ), ρσξίο όκσο λα ζπκβαίλεη ην ίδην γηα 

ηα αληόληα (e-). ΢ε απηό ην γεγνλόο νθείιεηαη ε νλνκαζία κεκβξαλώλ κε ηηο ζπγθεθξηκέλεο ηδηόηεηεο σο μεμβπάνερ ανηαλλαγήρ 

ππυηονίυν. 
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      Αθόκα θαη όηαλ ηθαλνπνηνύληαη νη παξαπάλσ γεσκεηξηθέο πξνδηαγξαθέο 

θαηαζθεπήο ζε κηα θπςέιε θαπζίκνπ, ππάξρνπλ θάπνηα αλώηαηα όξηα ζηελ παξαγσγή 

ελέξγεηαο. Απηό ζπκβαίλεη ζε πεξηπηώζεηο πνπ ππάξρνπλ -κε ηε ζηαηηζηηθή έλλνηα ηνπ 

όξνπ- αξθεηά ζην ζύλνιν κόξηα, ηα νπνία δελ έρνπλ ηελ απαηηνύκελε ελέξγεηα, ώζηε 

λα μεπεξάζνπλ ην απαηηνύκελν ελεξγεηαθό «θαηώθιη» πνπ απαηηεί ν κεραληζκόο ηεο 

αληίδξαζεο (Βι. ΢ρήκα 1.5), κε απνηέιεζκα ν ξπζκόο ηεο αληίδξαζεο λα είλαη 

ρακειόο.  

 

 
΢σήμα 1.5: Δλεξγεηαθό δηάγξακκα απιήο εμώζεξκεο αληίδξαζεο 

 

 

      ΢ηελ ζπλήζε απηή πεξίπησζε, αληεπεμεξρόκαζηε κε: α) ηε ρξήζε θαηαιπηώλ, β) 

ηελ αύμεζε ηεο ζεξκνθξαζίαο θαη γ) ηελ αύμεζε ηεο επηθάλεηαο ηνπ ειεθηξνδίνπ. Σα 

δύν πξώηα είλαη εθαξκόζηκα ζε θάζε ρεκηθή αληίδξαζε. Σν ηξίην θαηέρεη εηδηθό βάξνο 

ζηηο θπςέιεο θαπζίκνπ θαη απνηειεί αληηθείκελν έξεπλαο. Έηζη, ην ειεθηξόδην 

θαηαζθεπάδεηαη από πνξώδεο, πνιπκεξέο πιηθό, ώζηε ε «ελεξγόο» επηθάλεηα λα 

απμάλεηαη αθόκα πεξηζζόηεξν (Βι. Δλόηεηα 2.2.2). Σέινο, ελδεηθηηθά αλαθέξνπκε όηη 

ε ζεσξεηηθή (αλακελόκελε) ηηκή ηεο ηάζεσο γηα θπςέιεο θαπζίκνπ πδξνγόλνπ ηζνύηαη 

πξνζεγγηζηηθά κε 1.23V γηα ζεξκνθξαζία 25°C. ΢ηελ πξάμε, εληνύηνηο, ε ηάζε παίξλεη 

ηηκέο 0.5-1V. Γηα ηελ επίηεπμε κεγαιύηεξεο ηηκήο ηάζεσο ζπλδένληαη πνιιέο θπςέιεο 

καδί, δεκηνπξγώληαο κηα ζπζηνηρία (ζηνίβα) θπςειώλ όπσο ζα δνύκε παξαθάησ (Βι. 

Δλόηεηα 2.2.5).   

 

     

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



21 
 

1.4 ΢ύγκπιζη Κςτελών Καςζίμος με Θεπμικέρ Μησανέρ και 

΢ςζζυπεςηέρ 

 
1.4.1 ΢ύγκπιζη Κςτελών Καςζίμος με Θεπμικέρ Μησανέρ 
 

      Αξρηθά ζπγθξίλνπκε ηηο θπςέιεο θαπζίκνπ κε ηηο ζεξκηθέο κεραλέο σο πξνο ηνλ 

βαζκό απόδνζεο πνπ είλαη ηθαλέο λα παξέρνπλ.  

      Πξώηνλ, νη ζεξκηθέο κεραλέο πεξηνξίδνληαη σο πξνο ηελ απόδνζε από ηα όξηα πνπ 

ζέηεη ν θύθινο Carnot. ΢ύκθσλα κε ηνλ απηόλ, είλαη αδύλαηε ε νιηθή κεηαηξνπή ηεο 

παξαγόκελεο ζεξκηθήο ελέξγεηαο ζε κεραληθή, αθνύ έλα κέξνο απηήο απνξξίπηεηαη 

πξνο ην πεξηβάιινλ (ζεξκηθέο κεραλέο Carnot). ΢ε κηα κεραλή εζσηεξηθήο θαύζεο, 

παξέρεηαη ζεξκόηεηα ζε πςειή ζεξκνθξαζία Σ1, κέξνο ηεο νπνίαο κεηαηξέπεηαη ζε 

κεραληθό έξγν θαη ην ππόινηπν απνξξίπηεηαη ζε ρακειόηεξε ζεξκνθξαζία Σ2. Δίλαη 

επόκελν λα έρνπκε κεγαιύηεξε απόδνζε γηα κεγαιύηεξεο ζεξκνθξαζηαθέο κεηαβνιέο. 

Ζ ζεξκηθή απόδνζε n είλαη ν ιόγνο ηνπ κεραληθνύ παξαγόκελνπ έξγνπ πξνο ην πνζό 

ηεο ζεξκόηεηαο ην νπνίν δηνρεηεύεηαη αξρηθά ζηε κεραλή ζε ζεξκνθξαζία Σ1. Από ηνλ 

2
ν
 Θεκειηώδε Νόκνπ ηεο Θεξκνδπλακηθήο (Βι. Παξάξηεκα Α) έπεηαη όηη: 

                  

  

                                     (1.4) 

 

όπνπ [Σ1], [Σ2] = 1 Kelvin [12, 15, 39] 

 

      Από ηελ άιιε πιεπξά, νη θπςέιεο θαπζίκνπ κεηαηξέπνπλ ηελ ρεκηθή ελέξγεηα ηνπ 

θαπζίκνπ ζε ειεθηξηθή ελέξγεηα ζε έλα ζηάδην, ρσξίο λα παξεκβάιιεηαη ε κεηαηξνπή 

ζε κεραληθή ελέξγεηα. Γηα ην ιόγν απηό, όπσο έρνπκε ήδε αλαθέξεη, ε απόδνζε ησλ 

θπςειώλ θαπζίκνπ κπνξεί λα ππεξβαίλεη ην όξην ηνπ θύθινπ Carnot, αθόκα θαη γηα 

ιεηηνπξγία ζε ρακειέο ζεξκνθξαζίεο (~80°C). Ο (κέγηζηνο) βαζκόο απόδνζεο
6
 ησλ 

θπςειώλ θαπζίκνπ νξίδεηαη σο εμήο (Βι. Δλόηεηα 2.3.1) [12, 15, 39]: 

 

(1.5) 

 
όπνπ ΓG : ε ειεύζεξε ελέξγεηα Gibbs πνπ απειεπζεξώλεηαη θαηά ηελ αληίδξαζε 

         ΓH : ε κεηαβνιή ηεο ελζαιπίαο 

Έηζη, όηαλ ην παξαγόκελν λεξό βξίζθεηαη ζε πγξή κνξθή (~80°C) έρνπκε :                 

ΓG = -228.2 /KJ mole  θαη ΓH = 182.6 /KJ mole            0.8ln   

Δλώ, όηαλ ην παξαγόκελν λεξό βξίζθεηαη ζε αέξηα κνξθή (~200°C) έρνπκε :                  

ΓG = -220.4 /KJ mole  θαη ΓH = 169.7 /KJ mole            0.77gn 
 

 

      Αλαθνξηθά, ν πξαγκαηηθόο βαζκόο απόδνζεο κηαο θπςέιεο θαπζίκνπ νξίδεηαη 

πεηξακαηηθά, σο ν ιόγνο ηεο κεηξνύκελεο (απνδηδόκελεο) ηάζεο cellV  πξνο ηελ 

ειεθηξεγεξηηθή δύλακε
7
 (ΖΔΓ) [9]:

                                                               

 

 

 
6

Δίλαη ν κέγηζηνο γηα ηνλ εμήο απινύζηαην ιόγν : ε ειεύζεξε ελέξγεηα Gibbs είλαη ε ζεσξεηηθή ελέξγεηα πνπ απειεπζεξώλεηαη από 

ην ζύζηεκα, ε νπνία είλαη πάληα κεγαιύηεξε από ηελ κεηξνύκελε ειεθηξηθή ελέξγεηα αλά mole θαπζίκνπ πνπ παξάγεηαη. Απηό 

ζπκβαίλεη ιόγσ εζσηεξηθήο αληίζηαζεο ηεο θπςέιεο θαπζίκνπ [9]. 
7 

΢ηα αγγιηθά Electromotive Force (EMF) 

2

1

1
T

n
T

 

G
n

H




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                                                                2

cellV
efficiency n

H

F

 
 

 
                                                   (1.6)

 

όπνπ cellV : κεηξνύκελε ηάζε θπςέιεο θαπζίκνπ (V) 

            F : ζηαζεξά Faraday  (
Cb

mole
) 

 

      Ο πίλαθαο πνπ αθνινπζεί είλαη ελδεηθηηθόο γηα ηνλ βαζκό απόδνζεο ηζρύνο εμόδνπ 

ησλ δύν θαηεγνξηώλ ζπζηεκάησλ ζε ζεξκνθξαζίεο ηεο θιίκαθαο (~300-500°C) [13]: 

 

 
 

Πίνακαρ 1.1 : Βαζκνί απόδνζεο θπςειώλ θαπζίκνπ θαη κεραλήο εζσηεξηθήο θαύζεο 

 

 

      Δπνκέλσο, παξαηεξνύκε όηη νη θπςέιεο θαπζίκνπ εγγπώληαη κεγαιύηεξε απόδνζε 

ζε ζύγθξηζε κε ηηο ζεξκηθέο κεραλέο ζε πξαθηηθέο ζεξκνθξαζίεο ιεηηνπξγίαο (Βι. 

΢ρήκα 1.6). 

 

 
 

΢σήμα 1.6: Μέγηζηε απόδνζε θπςέιεο θαπζίκνπ ζε θαλνληθή πίεζε θαη απόδνζε 

ζεξκηθώλ κεραλώλ, HHV [9] 
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      Έηζη ζπλνιηθά, έρνπκε ηα αθόινπζα ζεκεία όπνπ νη θπςέιεο θαπζίκνπ θαίλεηαη λα 

ππεξηεξνύλ έλαληη ησλ ζεξκηθώλ κεραλώλ: 

 

 Μεγαιύηεξνο βαζκόο απόδνζεο, ν νπνίνο απμάλεηαη αθόκα πεξηζζόηεξν ζηελ 

πεξίπησζε ζπκπαξαγσγήο ζεξκόηεηαο. 

 

 Απνηεινύλ θαζαξή πεγή ελέξγεηαο. Οη θπςέιεο θαπζίκνπ ρξεζηκνπνηνύλ 

πδξνγόλν
8
  (θαύζηκν) θαη παξάγνπλ ειεθηξηθή ελέξγεηα, ζεξκόηεηα θαη λεξό. 

 

 Μεγαιύηεξε αμηνπηζηία. 

 

 Αζόξπβε ιεηηνπξγία (απνπζία κεραληθώλ κεξώλ). 

 

 Υακειό θόζηνο θαη επθνιία ζπληήξεζεο. 

 

 Πην άκεζε απόθξηζε ζε κεηαβνιέο ηνπ θνξηίνπ. 

 

      Από ηελ άιιε νη θπςέιεο θαπζίκνπ θαίλεηαη όηη παξνπζηάδνπλ θαη θάπνηα 

κεηνλεθηήκαηα ζε ζύγθξηζε κε ηηο ζεξκηθέο κεραλέο: 

 

 Μεγαιύηεξνο όγθνο θαη βάξνο εμνπιηζκνύ γηα ηελ παξαγσγή ίδηαο πνζόηεηαο 

ειεθηξηθήο ελέξγεηαο 

 

 Σν πδξνγόλν (θαύζηκν) ζε αέξηα κνξθή θαηαιακβάλεη κεγάιν όγθν κε 

απνηέιεζκα ηελ δπζθνιία ζηελ απνζήθεπζε θαη κεηαθνξά ηνπ. Σν πδξνγόλν 

αθόκα θαη ζε πγξή κνξθή έρεη πεξηζζόηεξν όγθν ζε ζρέζε κε ηελ πνζόηεηα 

πεηξειαίνπ πνπ απνδίδεη ην ίδην πνζό ελέξγεηαο.  

 

 Μεγαιύηεξν ζπλνιηθό θόζηνο ιεηηνπξγίαο 

 

 

1.4.2 ΢ύγκπιζη Κςτελίδυν Καςζίμος με ΢ςζζυπεςηέρ 
 

      Παξά ηελ δνκηθή νκνηόηεηα (ύπαξμε αλόδνπ θαη θαζόδνπ) κεηαμύ θπςειώλ 

θαπζίκνπ θαη θιαζζηθώλ ζπζζσξεπηώλ, θαζώο θαη ηε ζπλάθεηά ηνπο θαζώο θαη νη δύν 

κεηαηξέπνπλ ρεκηθή ελέξγεηα ζε ειεθηξηθή, εληνπίδνληαη δσηηθέο δηαθνξέο ζηα 

ραξαθηεξηζηηθά θαη ηνλ ηξόπν ιεηηνπξγίαο ηνπο. Δπηζεκαίλνπκε ηηο εμήο [10]: 

 

1. Ζ βαζηθή δηαθνξά είλαη όηη ζηηο κελ θπςέιεο θαπζίκνπ ηα ελεξγά ζπζηαηηθά 

(θαύζηκν θαη νμεηδσηηθό κέζν) δελ είλαη θνκκάηη ηεο ζπζθεπήο, αιιά 

παξέρνληαη ζηελ θπςέιε θαπζίκνπ όηαλ ππάξμεη ε αλάγθε παξνρήο ηζρύνο. 

΢ηνλ δε ζπζζσξεπηή ηα αληίζηνηρα ελεξγά ζπζηαηηθά πεξηέρνληαη ζην 

εζσηεξηθό (κε εμαίξεζε ηηο κπαηαξίεο ηύπνπ metal/air) θαη απνηεινύλ 

αλαπόζπαζην θνκκάηη ηεο δηάηαμεο. 

 

 

 

 
8 

Σν πδξνγόλν πνπ δελ βξίζθεηαη ειεύζεξν ζηελ θύζε, παξάγεηαη κε ηξεηο ηξόπνπο: α) κε ηε ρξήζε νξπθηώλ θαπζίκσλ, β) κε ηε 

δηαρείξηζε αλαλεώζηκσλ πεγώλ ελέξγεηαο (θσηνβνιηατθή, γεσζεξκηθή θ.α.) θαη γ) κε ειεθηξόιπζε. ΢ήκεξα, εθαξκόδεηαη ε 

κέζνδνο  αλακόξθσζεο ηνπ θπζηθνύ αεξίνπ. Αθόκα θαη ζηελ πεξίπησζε παξαγσγήο  ηνπ πδξνγόλνπ από νξπθηό θαύζηκν, ε 

ξύπαλζε πνπ πξνθαιείηαη είλαη εκθαλώο κηθξόηεξε από ηηο ζεξκηθέο κεραλέο. Σέινο, ζηελ πεξίπησζε ηεο ειεθηξόιπζεο 

ρξεζηκνπνηείηαη έλα ππνζύζηεκα παξαγσγήο θιεηζηνύ βξόγρνπ  πνπ νλνκάδεηαη  Regenerative Fuel Cell (RFC) θαη ην νπνίν 

θάλεη ειεθηξόιπζε ηνπ λεξνύ ζε πδξνγόλν θαη νμπγόλν. Σν ζύζηεκα απηό δέρεηαη ζαλ είζνδν ην λεξό πνπ απνκαθξύλεηαη από ην 

θύξην ζύζηεκα ηεο θπςέιεο θαπζίκνπ. ΢εκαληηθό θεθάιαην, επίζεο, ζπλζέηνπλ νη ηερληθέο απνζήθεπζεο πδξνγόλνπ [10]. 
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2. Γεδνκέλνπ όηη ηα ειεθηξόδηα δελ αζηνρνύλ, νη θπςέιεο θαπζίκνπ κπνξνύλ λα 

πξνζθέξνπλ αδηάθνπε παξνρή ηζρύνο, ελώ νη θιαζζηθνί ζπζζσξεπηέο παύνπλ 

λα παξέρνπλ ηζρύ κε ηελ εμάληιεζε ηνπ απνζεθεπκέλνπ νξηαθνύ αληηδξώληνο 

(limiting reactant) θαη ρξεηάδνληαη επαλαθόξηηζε ή αληηθαηάζηαζε. 

 

3. Σα ελεξγά ζπζηαηηθά ηεο αλόδνπ ζηηο θπςέιεο θαπζίκσλ είλαη ζε ξεπζηή 

κνξθή, ελώ ηα ειεθηξόδηα ησλ ζπζζσξεπηώλ είλαη ζπλήζσο κεηαιιηθά. 

 

4. Σα πιηθά θαηαζθεπήο ησλ ειεθηξνδίσλ ζηηο θπςέιεο θαπζίκνπ είλαη αδξαλή 

θαη ιακβάλνπλ θαηαιπηηθό ξόιν ζηηο αληηδξάζεηο νμεηδναλαγσγήο. ΢ηνπο 

ζπζζσξεπηέο δελ ηζρύεη θάηη αλάινγν. 

 

      Έπνληαη, έηζη, ηα αθόινπζα πιενλεθηήκαηα ησλ θπςειώλ θαπζίκνπ έλαληη ησλ 

ζπζζσξεπηώλ: 

 

 Οη θπςέιεο θαπζίκνπ κπνξνύλ λα παξέρνπλ ηζρύ αδηάθνπα κε ηελ ζπλερή 

ηξνθνδόηεζε ζε θαύζηκν. 

 

 Σα ζπζηήκαηα θπςειώλ πδξνγόλνπ είλαη ειαθξύηεξα ζε ζρέζε κε ηα 

αληίζηνηρα ζπζηήκαηα κε κπαηαξίεο. 
 

 Οη θπςέιεο πδξνγόλνπ είλαη πην αμηόπηζηεο, ρξεηάδνληαη ιηγόηεξν ηαθηηθά 

ζπληήξεζε θαη έρνπλ κεγαιύηεξε δηάξθεηα δσήο.  
 

 Οη θπςέιεο θαπζίκνπ απνδίδνπλ κεγαιύηεξε ηζρύ ζε θάπνηεο εθαξκνγέο. 

 

      ΢ήκεξα, νη εθαξκνγέο ησλ θπςειώλ θαπζίκνπ ζε θαζεκεξηλά ρξεζηκνπνηνύκελεο 

ειεθηξηθέο ζπζθεπέο είλαη νινέλα θαη πεξηζζόηεξεο. Δπηπιένλ, ζε θάπνηεο πεξηπηώζεηο 

θαίλεηαη λα θεξδίδνπλ ην έδαθνο ζε ζύγθξηζε κε ηηο θνηλέο κπαηαξίεο. Μεξηθά 

παξαδείγκαηα είλαη ηα θηλεηά ηειέθσλα κε ρξόλν νκηιίαο θάηη παξαπάλσ από 20 ώξεο 

[10, 47], νη ζπζθεπέο αδηάιεηπηεο παξνρήο ηζρύνο (UPS) όπνπ είλαη δπλαηή ε ζπλερήο 

παξνρή ηζρύνο [55], ηε ζηηγκή πνπ νη θιαζζηθέο UPS ζπζθεπέο ζέηνπλ όξηα ζηελ 

ππνζηήξημε ησλ ζπζηεκάησλ, νη θνξεηνί ππνινγηζηέο, όπνπ ρξεζηκνπνηνύληαη Direct 

Methanol θπςέιεο θαπζίκνπ (DMFC) κε απεξηόξηζηεο δπλαηόηεηεο ρξήζεο [47, 56] 

θ.α. Ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ παξνπζηάδνπλ νη ιεγόκελεο κηθξν-θπςέιεο θαπζίκνπ
9
 (micro-

fuel cells), νη νπνίεο βξίζθνληαη ζε πεηξακαηηθό ζηάδην θαη ππόζρνληαη ηξνθνδνζία 

δεθαπιάζηαο ηζρύνο ζε ζρέζε κε ηηο θνηλέο κπαηαξίεο (π.ρ.Li-batteries) [47]. Δπηπιένλ, 

νη βην-θπςέιεο θαπζίκνπ
10

 (bio-fuel cells) παξνπζηάδνληαη σο ε κειινληηθή ελεξγεηαθή 

επηινγή ζηελ ηξνθνδνζία κηθξν-ειεθηξνληθώλ θπθισκάησλ ππξηηίνπ [47]. Οη έξεπλεο 

γηα ηελ επέθηαζε ησλ θπςειίδσλ θαπζίκσλ θαη ζε άιιεο ζπζθεπέο ζπλερίδνληαη 

ζήκεξα κε ακείσην ελδηαθέξνλ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
9 

Ζ θαηεγνξία απηή θπςειώλ θαπζίκνπ ρξεζηκνπνηεί ζαλ θαύζηκν κεζαλόιε, νη δε δηαζηάζεηο ηνπο απαληώληαη ζε κm. Αλ κηα 

ηέηνηα θπςέιε θαπζίκνπ είρε απόδνζε 0.5 (εθηθηό ζελάξην), ηόηε 30 gr κεζαλόιεο ζα ήηαλ αξθεηά γηα ηελ παξνρή 80 kW ηζρύνο ζε 

ζύγθξηζε κε 7 kW πνπ κπνξεί λα παξάζρεη κηα ζπκβαηηθή κπαηαξία ιηζίνπ [47]. 
10

 Οη θπςέιεο απηέο έρνπλ ηελ ίδηα δνκή κε ηηο θιαζζηθέο θπςέιεο θαπζίκνπ, απαληώληαη ζε δηαζηάζεηο ηνπ 1mm (ππεξβνιηθό 

θόζηνο θαηαζθεπήο γηα κηθξόηεξεο δηαζηάζεηο) θαη ρξεζηκνπνηνύλ έλδπκα (glucose oxidase, laccase) ζαλ ελεξγά ζπζηαηηθά [47]. 



25 
 

1.5 Σύποι Κςτελών Καςζίμος 

 
1.5.1 Διζαγυγή 
 

      Οη θπςέιεο θαπζίκνπ, ζπλήζσο δηαθξίλνληαη από ην είδνο ηνπ ειεθηξνιύηε πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ κεηαθνξά ησλ ηόλησλ. Οη θύξηνη ηύπνη θπςειώλ θαπζίκνπ 

είλαη νη εμήο: 

 

 Αιθαιηθή θπςέιε θαπζίκνπ (Alkaline FC - AFC) 

 

 Κπςέιε θαπζίκνπ πνιπκεξηθώλ ειεθηξνιπηηθώλ κεκβξαλώλ (Polymer 

Electrolyte Membrane FC - PEΜFC) 

 

 Κπςέιε θαπζίκνπ άκεζεο παξνρήο κεζαλόιεο (Direct Methanol FC - DΜFC) 

 

 Κπςέιε θαπζίκνπ θσζθνξηθνύ νμένο (Phosphoric Acid FC - PAFC) 

 

 Κπςέιε θαπζίκνπ ηήγκαηνο αλζξαθηθώλ αιάησλ (Molten Carbonate FC - 

MCFC) 

 

 Κπςέιε θαπζίκνπ ζηεξεώλ νμεηδίσλ (Solid Oxide FC - SOFC) 

 

      Οη ρεκηθέο εμηζώζεηο ησλ αληηδξάζεσλ πνπ ζπκβαίλνπλ ζε θάζε ηύπν θπςέιεο 

θαπζίκνπ, θαζώο θαη ηα κεηαθεξόκελα ζε θάζε πεξίπησζε ηόληα δίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 

1.2. [9, 10, 57, 58]. 
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Πίνακαρ 1.2 : Φεκηθέο αληηδξάζεηο πνπ πξαγκαηνπνηνύληαη αλά ηύπν θπςέιεο 

θαπζίκνπ 
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      Οη δηάθνξνη ηύπνη θπςειώλ θαπζίκνπ ζπγθεληξώλνπλ θαη δηαθνξεηηθά 

ραξαθηεξηζηηθά (ειεθηξνιύηεο, ζεξκνθξαζία ιεηηνπξγίαο, θαηαιύηεο, κέγηζηε 

ππθλόηεηα ηζρύνο, ρξόλνο εθθίλεζεο, θαζαξόηεηα θαπζίκνπ), όπσο θαίλεηαη ζηνλ 

αθόινπζν πίλαθα (Βι. Πίλαθα 1.3): 

 

 

 
 

Πίνακαρ 1.3 : Φαξαθηεξηζηηθά θαη εθαξκνγέο αλά ηύπν θπςέιεο θαπζίκνπ 

 

 

      Έπεηηα, ζα θάλνπκε κηα πεξηεθηηθή αλαθνξά γηα θάζε ηύπν θπςέιεο θαπζίκνπ, κηαο 

θαη κηα ελδειερήο αλαδήηεζε μεθεύγεη από ηνπο ζθνπνύο ηεο παξνύζαο εξγαζίαο [9, 

10, 11, 12]. 

 

 

1.5.2. Αλκαλική κςτέλη καςζίμος (Alkaline FC - AFC) 
 

      Ο ζπγθεθξηκέλνο ηύπνο θπςειώλ θαπζίκνπ ρξεζηκνπνηείηαη από ηελ NASA γηα ηηο 

επαλδξσκέλεο πηήζεηο ζην δηάζηεκα. Λεηηνπξγνύλ θαιά ζηνπο 200°C. Υξεζηκνπνηνύλ 

ζαλ ειεθηξνιύηε αιθαιηθό πδξνμείδην ηνπ θαιίνπ θαη κπνξνύλ λα παξέρνπλ ειεθηξηθή 

ηζρύ κε απόδνζε πνπ αγγίδεη ην 70%. Έλα ζρεηηθό κεηνλέθηεκα είλαη όηη πεξηνξίδεηαη 

ζηα θαύζηκα θαη νμεηδσηηθά κέζα πνπ δελ πεξηέρνπλ δηνμείδην ηνπ άλζξαθα ( 2CO ). 

 

ΣΤΠΟ΢ 

ΚΤΦΕΛΗ΢

Θερμοκρασία 

Λειτοσργίας 

(°C)
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Ιστύος         

(MW/      )

Υρόνος 
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(               )                 
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ςυςτιματα CHP ιςχφοσ 
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Μίγμα 

Ανκρακικϊν 

αλάτων      

(stat.liq)

1000 24
ςυςτιματα CHP ιςχφοσ 

~1MW 

SOFC 500 - 100

Οξείδιο του 

ηιρκονίου                 

(            )                    

(sol)

1000 2

ςυςτιματα CHP ιςχφοσ 

από 1 kW μζχρι κάποια 

MW 

2cm

KOH

3 4H PO

2ZrO

810
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1.5.2 Κςτέλη καςζίμος πολςμεπικών ηλεκηπολςηικών μεμβπανών (Polymer 

Electrolyte Membrane FC - PEΜFC) 
 

      Οη θπςέιεο θαπζίκνπ πνιπκεξηθώλ ειεθηξνιπηηθώλ κεκβξαλώλ ρξεζηκνπνηνύληαη 

ζε εθαξκνγέο κηθξήο θιίκαθαο (θνξεηέο ζπζθεπέο), ζε νρήκαηα (απηνθίλεηα θαη 

ιεσθνξεία), θαζώο θαη ζε ζπζθεπέο ππνζηήξημεο ηζρύνο κεγαιύηεξσλ ζπζηεκάησλ 

(UPS), ελώ κειεηάηαη ε δπλαηόηεηα εθαξκνγήο ηνπο θαη ζε άιια πεδία. Παξέρνπλ ηελ 

δπλαηόηεηα ζπκπαξαγσγήο ηζρύνο όπσο ηα combined and heat power ζπζηήκαηα 

(CHP). Σν επηζηεκνληθό θαη βηνκεραληθό ελδηαθέξνλ έρεη εζηηάζεη ζηελ ζπγθεθξηκέλε 

ηερλνινγία ηηο ηειεπηαίεο δεθαεηίεο. Θα αλαθεξζνύκε, εθηελώο, ζε επόκελν θεθάιαην 

(Βι. Κεθάιαην 2). 

 

 

1.5.3 Κςτέλη καςζίμος άμεζηρ παποσήρ μεθανόληρ (Direct Methanol FC - 

DΜFC) 
 

      Οη θπςέιεο απηέο θαπζίκνπ κεηαηξέπνπλ επζέσο ηελ πγξή κεζαλόιε ( 3CH OH ) ζε 

πδάηηλν δηάιπκα, ην νπνίν νμεηδώλεηαη ζηελ άλνδν. Θεσξνύληαη ππνθαηεγνξία ησλ 

PEMF θπςειώλ, δηόηη πεξηέρνπλ ειεθηξνιπηηθή κεκβξάλε. Βξίζθνληαη ζε εξεπλεηηθό 

ζηάδην. 

 

  

1.5.4 Κςτέλη καςζίμος θυζθοπικού οξέορ (Phosphoric Acid FC - PAFC) 
 

      Ο ηύπνο απηόο είλαη ν πην θνηλόο γηα ηελ ελεξγεηαθή ηξνθνδόηεζε θηηξίσλ 

(μελνδνρεία, λνζνθνκεία, γξαθεία). Ο ειεθηξνιύηεο είλαη ζπκππθλσκέλν θσζθνξηθό 

νμύ ( 3 4H PO ). Ζ θπςέιε θαπζίκνπ ιεηηνπξγεί απνδνηηθά ζηνπο 200°C. Δπίζεο, 

παξνπζηάδεηαη βαζκό απόδνζεο -ζε δηαδηθαζία ζπκπαξαγσγήο (ζεξκόηεηαο)- ηεο ηάμεο 

ηνπ 85% (40% ζε κνξθή ειεθηξηθήο ελέξγεηαο θαη 45% γηα ρξήζε ηεο εθιπόκελεο 

ζεξκόηεηαο). 

 

 

1.5.5 Κςτέλη καςζίμος ηήγμαηορ ανθπακικών αλάηυν (Molten Carbonate 

FC - MCFC) 
 

      Οη θπςέιεο απηέο ρξεζηκνπνηνύλ ζαλ ειεθηξνιύηε ηήγκα αλζξαθηθώλ αιάησλ θαη 

ιεηηνπξγνύλ ζε ζεξκνθξαζίεο ηεο ηάμεο ησλ 600°C. Έρνπλ ζρεδηαζζεί γηα ζπλερή 

ηξνθνδόηεζε ζπζηεκάησλ θαη κπνξνύλ λα δερζνύλ θαύζηκα κε βάζε ην θάξβνπλν, 

θαζώο θαη πεηξέιαην πνπ ρξεζηκνπνηνύλ νη θηλεηήξεο ζθαθώλ ζαιάζζεο. 

 

 

1.5.6 Κςτέλη καςζίμος ζηεπεών οξειδίυν (Solid Oxide FC - SOFC) 
 

      Ο ηύπνο απηόο θπςειώλ θαπζίκνπ ρξεζηκνπνηεί ζηεξεά νμείδηα θαηάιιεισλ 

αγώγηκσλ κεηάιισλ (νμείδηα δηξθνλίνπ 2ZrO ). Ζ ζεξκνθξαζία θαλνληθήο ιεηηνπξγίαο 

είλαη νη 1000°C. Οη θπςέιεο απηέο θαπζίκνπ παξνπζηάδνπλ απόδνζε 60% θαη έρνπλ 

κεγάιν ρξόλν εθθίλεζεο. Ζ ζεξκόηεηα πνπ παξάγνπλ θαηά ηελ ιεηηνπξγία κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζεί ζηελ ζέξκαλζε θηηξίσλ. Δθηηκάηαη όηη ζα βξνπλ εθαξκνγέο ζε 

βηνκεραληθέο εθαξκνγέο κεγάιεο θιίκαθαο. 

 

      Σέινο, ζεκεηώλνπκε ηελ ύπαξμε ελόο κε ακηγνύο ηύπνπ θπςειώλ θαπζίκνπ γηα 

ιόγνπο πιεξόηεηαο. Πξόθεηηαη γηα ηηο ιεγόκελεο regenerative θπςέιεο θαπζίκνπ (Βι. 

Παξάγξαθν 1.4/ ΢εκείσζε 8). 
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2. Ανάλσζη Κσυέλης Κασζίμοσ Πολσμερικής 

Ηλεκηρολσηικής Μεμβράνης (PEMFC) 
 

 
      ΢ε απηό ην θεθάιαην ζα αλαιύζνπκε ηελ θπςέιε θαπζίκνπ πνιπκεξηθήο 

ειεθηξνιπηηθήο κεκβξάλεο ζηα επηκέξνπο ηκήκαηά ηεο. Αθόκα παξαπέξα, ζα 

επηρεηξήζνπκε λα πεξηγξάςνπκε θαη λα δηεξεπλήζνπκε ηα θπζηθν-ειεθηξηθά 

θαηλόκελα πνπ θξύβνληαη πίζσ από ηελ ιεηηνπξγία κηαο PEM θπςέιεο θαπζίκνπ. 

Σειηθώο, ζα αλαθεξζνύκε ζηα θύξηα ππνζπζηήκαηα κηαο PEM θπςέιεο θαπζίκνπ θαη 

ηηο δηεξγαζίεο πνπ απηά ξπζκίδνπλ (δηαρείξηζε ύδαηνο, ςύμε θαη παξνρή αέξα). Σα 

ππνζπζηήκαηα απηά απνηεινύλ αλαπόζπαζην θνκκάηη ελόο νινθιεξσκέλνπ 

ζπζηήκαηνο PEM θπςειώλ θαπζίκνπ θαη ζπλεηζθέξνπλ ζηνλ βαζκό απόδνζεο.   

 

 

2.1 Διζαγυγή 
 

      Έρνπκε ήδε αλαθεξζεί ζηνλ κεραληζκό νμεηδναλαγσγήο (Βι. Δμηζώζεηο (1.1) (1.2), 

(1.3)), πνπ ζπκβαίλεη ζηα ειεθηξόδηα κηαο θπςέιεο θαπζίκνπ (Βι. Δλόηεηα 1.3) πνπ 

νδεγεί ζε εκθάληζε ηάζεο ζην εμσηεξηθό θύθισκα θαη ζπλεπώο ξεύκαηνο.  

      Ζ βαζηθή ιεηηνπξγία ηεο θπςέιεο θαπζίκνπ πνιπκεξηθήο ειεθηξνιπηηθήο 

κεκβξάλεο έρεη σο εμήο : δηνρεηεύεηαη πδξνγόλν ζηελ άλνδν, ην νπνίν νμεηδώλεηαη 

παξνπζίᾳ θαηαιύηε (Pt). Σα πξσηόληα πνπ δηέξρνληαη κέζσ ηεο κεκβξάλεο καδί κε ηα 

ειεθηξόληα πνπ ηαμηδεύνπλ «εμσηεξηθά» αληηδξνύλ κε ην νμπγόλν πνπ εηζέξρεηαη από 

ηελ θάζνδν θαη παξάγεηαη λεξό, ελώ απειεπζεξώλεηαη ελέξγεηα (Βι. ΢ρήκα 2.1). 

 

 
΢σήμα 2.1: PEM θπςέιε θαπζίκνπ [54] 

 

      ΢ηελ επόκελε ελόηεηα ζα δηαρσξίζνπκε ηα ηκήκαηα ηεο PEM θπςέιεο θαπζίκνπ. 
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2.2 Γομικά ΢ηοισεία PEM Κςτέληρ Καςζίμος  
 

       Σα θπξηόηεξα δνκηθά ζηνηρεία κηαο PEM θπςέιεο θαπζίκνπ είλαη ν ειεθηξνιύηεο
11

 

(electrolyte), ηα ειεθηξόδηα (electrodes), ην ζηξώκα δηάρπζεο αεξηώλ (gas diffusion 

layer) θαη νη δηπνιηθέο πιάθεο (bipolar plates).  

 

 
 

΢σήμα 2.2: Αλάιπζε PEM θπςέιεο θαπζίκνπ ζηα δνκηθά ηεο ζηνηρεία [28] 

 

 

      Ξεθηλώληαο από ην εζσηεξηθό πξνο ηα έμσ, ν ειεθηξνιύηεο είλαη κηα ζηεξεή 

πνιπκεξηθή κεκβξάλε πνπ επηηξέπεη ηελ δηέιεπζε πξσηνλίσλ ( H  ) όρη όκσο θαη 

ειεθηξνλίσλ. Σα ειεθηξόδηα έρνπλ θαηαιπηηθή (εζσηεξηθή) επηθάλεηα. ΢αλ θαηαιύηεο 

ζπλήζσο ρξεζηκνπνηείηαη ιεπθόρξπζνο. Αθνινπζεί ην ζηξώκα δηάρπζεο αεξίσλ (GDL), 

ην νπνίν απνηειείηαη από πδξνθνβηθό πιηθό, ώζηε λα κελ απνξξνθά ην λεξό πνπ είλαη 

απαξαίηεην γηα ηελ επίηεπμε ηεο αληίδξαζεο. Ακέζσο κεηά, παξεκβάιινληαη έλα 

πιαίζην ζηεγαλνπνίεζεο (edge-sealing gasket), ην νπνίν εμαζθαιίδεη ζηεγαλόηεηα ζην 

ειεθηξόδην (Βι. ΢ρήκα 2.3.b). Καηαιήγνπκε ζηηο δηπνιηθέο πιάθεο αλόδνπ θαη 

θαζόδνπ, δηακέζνπ ησλ νπνίσλ εηζέξρνληαη θαη εμέξρνληαη ηα αληηδξώληα θαη ηα 

πξντόληα ησλ αληηδξάζεσλ (Βι. ΢ρήκα 2.3.a).  

      Δπνκέλσο, έρνπκε πιένλ απνθηήζεη κηα επθξηλή εηθόλα γηα ην πώο δνκείηαη κηα 

PEM θπςέιε θαπζίκνπ, ε νπνία απνηειεί ην ζηνηρείν γηα ηελ θαηαζθεπή ηεο ιεγόκελεο 

ζηνίβαο (stuck) PEM θπςειώλ θαπζίκνπ (Βι. ΢ρήκα 2.4) [9, 54]. 

 

 

 

 
11

 ΢ηελ νπζία ελλννύκε ηελ κεκβξάλε, ε νπνία δηαπνηίδεηαη κε ειεθηξνιύηε (
2H O ). 
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΢σήμα 2.3: (a) Γηπνιηθέο πιάθεο (bipolar plates). (b) Αλάιπζε Σπλδέζκνπ [9]  

 

 

 

 
΢σήμα 2.4: PEM θπςέιε θαπζίκνπ - ζηνηρείν ζηνίβαο [9] 

 

 

 

2.2.1 Μεμβπάνη 
 

      H κεκβξάλε ηεο θπςέιεο απνηειείηαη από έλαλ ειεθηξνιύηε πάρνπο 25-200κm πνπ 

είλαη αγώγηκνο γηα ηα πξσηόληα θαη κνλσηήο γηα ηα ειεθηξόληα. Ζ κεκβξάλε απηή 

πξέπεη λα είλαη επίζεο αεξνζηεγήο, θαη λα έρεη κεγάιε κεραληθή θαη ζεξκηθή αληνρή ζε 

αθξαίεο κεηαβνιέο ηεο πίεζεο. Όπσο έρνπκε ήδε αλαθέξεη, νη ειεθηξνιύηεο ησλ 

θπςειώλ θαπζίκνπ PEMFC απνηεινύληαη από κία πνιπκεξή κεκβξάλε ζε ζηεξεά 

κνξθή [9]. 
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΢σήμα 2.5: Σπληαθηηθόο Τύπνο PTFE [59] 

 

 

      Σν ζύλεζεο πιηθό θαηαζθεπήο ηεο πνιπκεξηθήο ειεθηξνιπηηθήο κεκβξάλεο είλαη ην 

Nafion® θαη παξαζθεπάδεηαη από ηελ εηαηξία ®Dupont. Πξόθεηηαη έλα πνιπκεξέο πνπ 

αλήθεη ζηελ θαηεγνξία ησλ ζνπιθνλσκέλσλ θζνξν-πνιπκεξώλ (Βι. ΢πληαθηηθό ηύπν / 

΢ρήκα 2.6). Σα καθξνκόξηα απηά εκθαλίδνπλ θνηλέο ηδηόηεηεο κε έλα άιιν πιηθό κε ηελ 

εκπνξηθή νλνκαζία Teflon. Σν πιηθό απηό είλαη πνιπκεξέο θαη πξνθύπηεη κέζσ κηαο 

ρεκηθήο δηεξγαζίαο
12

 από ην κνλνκεξέο ηεηξα-θζνξν-αηζπιέλην (tetrafluoroethylene). 

΢πγθεθξηκέλα, απηό γίλεηαη κε «ζπάζηκν» ηνπ δηπινύ δεζκνύ αλάκεζα ζηα άηνκα ηνπ 

άλζξαθα θαη κε ζύλδεζε κε απιό δεζκό πνιιώλ ηέηνησλ κνλνκεξώλ (Βι. ΢ρήκα 2.5). 

Σν πνιπκεξέο πνπ ζρεκαηίδεηαη νλνκάδεηαη πνιύ-ηεηξαθζνξναηζπιέλην (PTFE). 

 

 

΢σήμα 2.6: Σπληαθηηθόο Τύπνο Nafion® [59] 

 

  

      Από ην ζπληαθηηθό ηύπν, θαη από επάλσ πξνο ηα θάησ, κπνξνύκε λα δηαθξίλνπκε 

ηξείο πεξηνρέο. Ζ πξώηε πεξηνρή είλαη ην θύξην ζώκα ησλ θζνξναλζξάθσλ  (-CF2-CF-

CF2- ), ε νπνία επαλαιακβάλεηαη εθαηνληάδεο θνξέο κέζα ζηα καθξνκόξηα ηεο 

κεκβξάλεο. Ζ δεύηεξε πεξηνρή απνηειείηαη από ηελ πιεπξηθή αιπζίδα (O-CF2-CF- 

CF3)-O-CF2-CF2-, πνπ ζπλδέεη ην θύξην ζώκα κε ηελ ηξίηε πεξηνρή πνπ απνηειείηαη 

από ηόληα ζεηηθνύ νμένο 3SO


.  Έηζη ηα κνλναηνκηθά θαηηόληα πδξνγόλνπ H  πνπ 

παξάγνληαη ζηελ άλνδν θαη εηζέξρνληαη ζηε κεκβξάλε κεηαπεδνύλ από ην έλα κόξην 

3SO  ζην επόκελν [9, 14]. Γηα λα ζπκβεί απηό, ε κεκβξάλε πξέπεη λα δηαηεξείηαη 

ζπλερώο ελπδαησκέλε, ώζηε λα είλαη «πξνζπειάζηκε» γηα ηα θαηηόληα H  (πδξόθηιεο 

πιεπξηθέο ζνπιθηθέο αιπζίδεο). Απηό απαηηεί ρακειέο ζεξκνθξαζίεο θαη επηηπρή 

δηαρείξηζε ύδαηνο (Βι. Δλόηεηα 2.7). ΢ε θαλνληθέο ζπλζήθεο πίεζεο, ε PEM θπςέιε 

θαπζίκνπ ιεηηνπξγεί γηα ζεξκνθξαζίεο θάησ από ηνπο 100°C, ελώ ζε ζεξκνθξαζίεο 

πάλσ από ηνπο 100°C πξέπεη λα ηεξνύληαη ζπλζήθεο πςειήο πίεζεο, ώζηε ην λεξό λα 

δηαηεξείηαη ζε πγξή κνξθή.   
 

 

12
 Ζ ρεκηθή απηή  δηεξγαζία νλνκάδεηαη ζηα αγγιηθά perfluorination θαη ζηεξίδεηαη ζηνλ ίδην κεραληζκό κε ηνλ νπνίν παίξλνπκε 

πνιπαηζπιέλην (πνιπκεξέο) από αηζπιέλην (κνλνκεξέο), όπνπ ην πδξνγόλν H αληηθαζίζηαηαη από ην θζόξην F [9]. 
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2.2.2 Ηλεκηπόδια 
  

      Σα ειεθηξόδηα παξαζθεπάδνληαη κε ζπγθεθξηκέλε δηαδηθαζία. Σνπνζεηνύκε ζε έλα 

αγώγηκν θαη πνξώδεο θύιιν άλζξαθα νκνηόκνξθα ηνλ θαηαιύηε ν νπνίνο είλαη ζε 

κνξθή ζθόλεο. Δπί ησλ θύιισλ ηνπ άλζξαθα πξνζζέηνπκε PTFE, ην νπνίν είλαη θαηά 

βάζε πδξνθνβηθό θαη «δηώρλεη» ην λεξό ζηελ επηθάλεηα. Με ηνλ ηξόπν απηό 

πξνσζείηαη ζηελ επηθάλεηα ηνπ θαηαιύηε ε ηξηκέησπε επαθή αλάκεζα ζε αληηδξώλ 

αέξην ( 2H ή 2O ), ειεθηξνιύηε θαη θαηαιύηε (Βι. ΢εκείσζε 4/ Δλόηεηα 1.3). Έπεηηα, 

ηα έηνηκα ειεθηξόδηα πξνζθνιιώληαη ζηηο δύν επηθάλεηεο ηεο πνιπκεξηθήο 

ειεθηξνιπηηθήο κεκβξάλεο  (MEA), ζπλζέηνληαο ηε ιεγόκελε MEA (Membrane 

Electrode Assembly) (Βι. ΢ρήκα 2.8). Ο ηξόπνο κε ηνλ νπνίν νινθιεξώλνληαη νη 

ζηνίβεο θπςειώλ θαπζίκνπ γύξσ ηηο MEA πνηθίιιεη αλάινγα κε ηηο αλάγθεο [9]. 

 

 
΢σήμα 2.7: Γνκή ειεθηξνδίνπ PEM θπςέιεο θαπζίκνπ. Δίλαη εκθαλήο ε δνκή ησλ 

ζσκαηηδίσλ ηνπ ειεθηξνιύηε, απνηεινύκελν από ζσκαηίδηα πνξώδνπο άλζξαθα θαη 

κηθξόηεξα ζσκαηίδηα ιεπθόρξπζνπ [9] 

 

 

      Δμεγνύκε πην αλαιπηηθά ηελ αληίδξαζε νμείδσζεο ζηελ άλνδν (Βι. Δμίζσζε (1.2)), 

όπνπ ην πδξνγόλν αληηδξά κε ην ιεπθόρξπζν θαη ζηε ζπλέρεηα δηαζπάηαη ζε πξσηόληα 

θαη ειεθηξόληα ζύκθσλα κε ηελ αιπζηδσηή αληίδξαζε: 

 

 

  (2.1) 

 

      Σέινο, αμίδεη λα ζεκεηώζνπκε όηη ν θαηαιύηεο, ιόγσ πςεινύ θόζηνπο ηνπ 

ιεπθόρξπζνπ, παξαζθεπάδεηαη κε ζπγθεθξηκέλε δηαδηθαζία. Αξθεηά κηθξά θνκκάηηα 

ιεπθόρξπζνπ (Pt) ηνπνζεηνύληαη νκνηόκνξθα ζηελ επηθάλεηα κεγαιύηεξσλ 

θαξβνλπιηθώλ ππνζεκάησλ (Βι. ΢ρήκα 2.7). ΢εκεηώλεηαη όηη ε δηαδηθαζία απηή δελ 

2 2 2( )H Pt H Pt

H Pt H e Pt 

  

   
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πεξηνξίδεη θαη’ αλάγθε ηελ ηζρύ ηεο θπςέιεο θαπζίκνπ, ιόγσ ρξήζεο κηθξόηεξεο 

πνζόηεηαο Pt. 

 

 
 

΢σήμα 2.8: MEA - Ζ θαξδηά ησλ PEM θπςειώλ θαπζίκνπ [9]   

 

 

 

2.2.3 ΢ηπώμα διάσςζηρ αεπίυν 
 

      Σν ζηξώκα δηάρπζεο αεξίσλ (Gas Diffusion Layer) κπνξεί είηε λα είλαη 

ελζσκαησκέλν ζε θαζέλα ειεθηξόδην, είηε λα απνηειεί μερσξηζηό ζηξώκα. Ζ 

ιεηηνπξγία ηνπ είλαη λα δηαρέεη ηα αέξηα αληηδξώληα ( 2H  ή 2O ) νκνηόκνξθα ζηελ 

επηθάλεηα ηνπ ειεθηξνδίνπ. Σν ζηξώκα δηάρπζεο αεξίσλ είλαη ζπλήζσο έλα θύιιν 

γξαθίηε. Σν θύιιν γξαθίηε θαζηζηά εύθνιε ηε κεηαθνξά ησλ αεξίσλ, ελώ ηαπηόρξνλα 

επηηξέπεη ηελ δηέιεπζε ησλ ειεθηξνλίσλ από θαη πξνο ην εμσηεξηθό θύθισκα (θαιόο 

αγσγόο). Δπηπιένλ, ιόγσ ηεο πδξνθνβηθήο θύζεο ηνπ, απνκαθξύλεη ην λεξό πνπ 

ζπγθεληξώλεηαη ζην ζηξώκα δηάρπζεο κε απνηέιεζκα λα θαηαθηάλεη ε απαηηνύκελε 

πνζόηεηα λεξνύ ζηα ειεθηξόδηα θαη ηελ κεκβξάλε.  

 

 

2.2.4 Πλάκα ποήρ αεπίυν και διπολική πλάκα 
 

      Ζ πιάθα ξνήο ησλ αεξίσλ (flow field plate) ραξάζζεηαη πάλσ ζηελ ηειηθή 

επηθάλεηα ησλ ειεθηξνδίσλ από γξαθίηε (Βι. ΢ρήκα 2.2). Ζ ιεηηνπξγία ηεο είλαη λα 

ηξνθνδνηνύλ κε νμπγόλν ηελ θάζνδν θαη κε πδξνγόλν ηελ άλνδν. Ζ ηάζε πνπ 

αλαπηύζζεηαη ζηελ θπςέιε θαπζίκνπ θπκαίλεηαη κεηαμύ 0.6 θαη 0.8 V. Απηά ηζρύνπλ 

όηαλ έρνπκε κηα κόλν θπςέιε θαπζίκνπ [10]. 

      Δληνύηνηο, ζηελ πεξίπησζε ηεο ζπζηνηρίαο (ζηνίβαο) θπςειώλ θαπζίκνπ, ηζρύνπλ 

άιια δεδνκέλα. Ο απινύζηεξνο ηξόπνο ζύλδεζεο ησλ θπςειώλ θαπζίκνπ είλαη λα 

ζπλδέζνπκε ην άθξν ηεο θαζόδνπ ηεο κίαο κε ην άθξν ηεο αλόδνπ ηεο επόκελεο θ.ν.θ. 

(Βι. ΢ρήκα 2.4). Έηζη, όκσο ηα ειεθηξόληα δηαηξέρνπλ νιόθιεξε ηελ επηθάλεηα ηνπ 

ειεθηξνδίνπ κέρξη λα θηάζνπλ ζην άιιν άθξν ηεο θπςέιεο. Απηό έρεη ζαλ απνηέιεζκα 

λα έρνπκε κηα ζπλάζξνηζε πηώζεσλ ηάζεο (Βι. Δλόηεηα 2.4), όζεο θαη νη θπςέιεο ηεο 

ζπζηνηρίαο. Δίλαη εκθαλήο, ινηπόλ, ε αλάγθε ρξήζεο ειεθηξηθά αγώγηκσλ πιαθώλ νη 

νπνίεο λα «ζσξαθίδνπλ»  ηελ απξόζθνπηε δηέιεπζε ξεύκαηνο από ηε κηα θπςέιε ηεο 

ζπζηνηρίαο ζηελ άιιε. Σαπηόρξνλα νη πιάθεο απηέο ζα πξέπεη λα ηξνθνδνηνύλ ηα 
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αληηδξώληα αέξηα ζηα αληίζηνηρα ειεθηξόδηα ησλ δύν γεηηνληθώλ πιαθώλ. Οη πιάθεο 

πνπ αθξηβώο επηηεινύλ απηό ην δηπιό έξγν νλνκάδνληαη δηπνιηθέο πιάθεο (bipolar 

plates) θαη θαηαζθεπάδνληαη ζπλήζσο από γξαθίηε ή αλνμείδσην αηζάιη. ΢ηηο 

επηθάλεηεο ηνπο δηαζέηνπλ εγθάξζηα θαη δηακήθε θαλάιηα (εζνρέο) (Βι. ΢ρήκα 2.2.a). 

Από ηα θαηαθόξπθα θαλάιηα (άλνδνο) ξέεη ην αέξην πδξνγόλν, ελώ από ηα νξηδόληηα 

θαλάιηα ξέεη ην παξερόκελν νμπγόλν ή ν αέξαο. Έλα άιιν δήηεκα είλαη νη δηαζηάζεηο 

ησλ δηπνιηθώλ πιαθώλ κηαο ζηνίβαο θπςειώλ θαπζίκνπ. Καη απηό γηα δύν βαζηθνύο 

ιόγνπο. Μεγάιεο ζε δηάζηαζε δηπνιηθέο πιάθεο, από ηε κία, απμάλνπλ αηζζεηά ηνλ 

όγθν, ην βάξνο (80% ηνπ ζπλνιηθνύ βάξνπο) θαη ην θόζηνο
13

 ηεο ζπλνιηθήο δηάηαμεο, 

ελώ απμάλνπλ ηελ ειεθηξηθή αληίζηαζε ηνπ θπθιώκαηνο. Έηζη. νη πιάθεο ζρεδηάδνληαη 

όζν ην δπλαηόλ ιεπηόηεξεο, ρσξίο όκσο λα πεξηνξίδεηαη ππέξκεηξα ε ξνή ησλ αεξίσλ 

ζηα θαλάιηα. ΢ε κηθξήο θιίκαθαο ζπζηνηρίεο θπςειώλ θαπζίκνπ, ην πάρνο ησλ 

δηπνιηθώλ πιαθώλ κπνξεί λα θηάζεη ην 1mm [10]. 

 

 
 

΢σήμα 2.9: Σπζηνηρία PEM θπςειώλ θαπζίκνπ κε δηπνιηθέο πιάθεο ηύπνπ parallel [9] 

 

 

      Σέινο, αλαθέξνπκε όηη ππάξρνπλ δηάθνξεο γεσκεηξίεο θαλαιηώλ πνπ ραξάζζνληαη 

πάλσ ζηηο δηπνιηθέο πιάθεο, ελώ είλαη δηαδεδνκέλε ε παξνρή ςπρξνύ αέξα γηα ηε 

ξύζκηζε ηεο ζεξκνθξαζίαο ησλ δηπνιηθώλ πιαθώλ (Βι. ΢ρήκα 2.9) [9]. 

 

 

2.2.5 ΢ςζηοισία (ζηοίβα) κςτελών καςζίμος 
 

      Σπζηνηρία (ζηνίβα) PEM θπςειώλ θαπζίκνπ, όπσο έρνπκε ήδε δεη, απνηειεί ε 

ζεηξηαθή ζύλδεζε PEM θπςέιεο θαπζίκνπ δηαδνρηθά κε ηηο δηπνιηθέο πιάθεο λα 

παξεκβάιινληαη ελδηάκεζα (Βι. ΢ρήκα 2.10). Οη νινθιεξσκέλεο απηέο δηαηάμεηο είλαη 

ηθαλέο λα πξνζθέξνπλ κεγαιύηεξε ηζρύ αλάινγα κε ηηο αλάγθεο. 

      Αο δνύκε ιίγν πην αλαιπηηθά ηνλ κεραληζκό παξαγσγήο ξεύκαηνο κέζα ζε κία 

ζηνίβα θπςειώλ θαπζίκνπ. Θεσξνύκε κία ηπραία θπςέιε θαπζίκνπ κέζα ζε κηα 

ζπζηνηρία. ΢ηελ άλνδν, ηα ειεθηξόληα πνπ πξνέξρνληαη από ηελ δηάζπαζε ηνπ πδξν-

γόλνπ δελ θαηεπζύλνληαη ζηελ θάζνδν, αθνύ δελ ππάξρεη εμσηεξηθό θύθισκα πιένλ. 

 

13
 Γεγνλόο πνπ γίλεηαη πην έληνλν, αθνύ ην θόζηνο ρξήζεο ιεπθόρξπζνπ (Pt) ζαλ θαηαιύηε έρεη ειαρηζηνπνηεζεί (Βι. Παξάγξαθν 

2.2.2).    
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Αληίζεηα, ηα ειεθηξόληα θηλνύληαη πξνο ηα πίζσ, ζηελ αγώγηκε δηπνιηθή πιάθα ηεο 

αλόδνπ θαη «κεηαπεδνύλ» ζηελ αγώγηκε δηπνιηθή πιάθα ηεο ακέζσο πξνεγνύκελεο 

θπςέιεο. Δθεί ελώλνληαη κε ηα πξσηόληα πνπ έρνπλ θαηαιήμεη ζηελ άλνδν  κέζσ ηεο 

MEA θαη παξάγεηαη λεξό. Σειηθώο, ξνή ειεθηξνλίσλ ππάξρεη ζην εμσηεξηθό θύθισκα 

ηεο αλόδνπ ηεο πξώηεο θπςέιεο κε ηελ θάζνδν ηεο ηειεπηαίαο θπςέιεο θαπζίκνπ. Ο 

αξηζκόο ησλ ειεθηξνλίσλ εμαξηάηαη από ηηο αληηδξάζεηο κέζα ζηηο θπςέιεο. Γεδνκέλεο 

ηεο αξκνληθήο ιεηηνπξγίαο όισλ ησλ ππνινίπσλ παξαγόλησλ (παξνρή θαπζίκνπ, 

δηαρείξηζε ύδαηνο, δηαρείξηζε ζεξκόηεηαο, απηόκαηε ξύζκηζε ρεκηθήο δηεξγαζίαο), όζν 

κεγαιύηεξε είλαη ε ελεξγόο επηθάλεηα ησλ ειεθηξνδίσλ ηεο θπςέιεο θαπζίκνπ ηόζν 

κεγαιύηεξε είλαη ε ηηκή ηνπ απνδηδόκελνπ ξεύκαηνο [10]. 

 

 

 

 
 

΢σήμα 2.10: Σπζηνηρία PEM θπςειώλ θαπζίκνπ [47] 

 

 

 

2.3 Θεπμοδςναμική Πποζέγγιζη  
 

      Αο μαλαζπκεζνύκε ηηο αληηδξάζεηο νμεηδναλαγσγήο πνπ δηέπνπλ ηελ ειεθηξν-

ρεκηθή δηεξγαζία κέζα ζε κηα PEM θπςέιε θαπζίκνπ (Βι. Δμηζώζεηο (1.1), (1.2), 

(1.3)). Οη αληηδξάζεηο απηέο είλαη ε αηηία κεηαηξνπήο ηεο ρεκηθήο ελέξγεηαο ζε 

ειεθηξηθή. Ζ κειέηε ησλ ζεξκνδπλακηθώλ θαηλνκέλσλ πνπ ζπκβαίλνπλ θαηά ηελ 

κεηαηξνπή απηή είλαη ζεκαληηθή γηα δύν ιόγνπο. Πξώηνλ, εμεγεί κε επάξθεηα ηελ 

κεηαβνιή από ηελ κία κνξθή ελέξγεηαο ζηελ άιιε. Γεύηεξνλ, επηηξέπεη ηελ 

πνζνηηθνπνίεζε ησλ αλαπηπζζόκελσλ κεηαβνιώλ -έζησ θαη ζε ζεσξεηηθό επίπεδν 

(ππνινγηζκόο ηάζεο θαη εμάξηεζε ηεο από πίεζε αεξίσλ θαη ζεξκνθξαζία θπςέιεο). 

      Αο δνύκε ιίγν πην αλαιπηηθά ηελ θαηάζηξσζε ησλ εμηζώζεσλ πνπ δηέπνπλ ηελ 

ειεθηξνρεκηθή κεηαηξνπή πνπ ζπκβαίλεη ζε κηα PEM θπςέιε θαπζίκνπ. ΢αλ ζύζηεκα 

ζεσξνύκε ηα αληηδξώληα θαη ηα πξντόληα ηεο αληίδξαζεο ζηελ άλνδν. Ζ κεηαηξνπή ηεο 

ρεκηθήο ζε ειεθηξηθή ελέξγεηα γίλεηαη ζε έλα ζηάδην. Ζ ειεύζεξε ελέξγεηα Gibbs είλαη 

ε κέγηζηε πνζόηεηα ειεθηξηθήο ελέξγεηαο πνπ κπνξεί λα παξαρζεί ππό ζπλζήθεο 

ζηαζεξήο πίεζεο θαη ζηαζεξήο ζεξκνθξαζίαο. Έηζη, έρνπκε [9, 14, 15]: 

 

     

                                                    (2.2) 

 

elW G 
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      Ζ ζηνηρεηνκεηξηθή αλαινγία παξαγόκελσλ ειεθηξνλίσλ πξνο ηα δηαζπώκελα κόξηα 

2H  ζηελ άλνδν ηζνύηαη κε δύν (Δμίζσζε (1.2)). Έζησ E  ε ΖΔΓ ζην ζύζηεκα (Βι. 

΢εκείσζε 7/ Δλόηεηα 1.4.1), αλ elq  ην κεηαθεξόκελν ειεθηξηθό θνξηίν, n  ην πιήζνο 

ησλ κεηαθεξόκελσλ ειεθηξνλίσλ, ηόηε ηζρύεη:  

 

2
2

elq n F

el el
n

W E q E F
 


                                     

2

elW
E

F
             (2.3) 

 
F  : ε ζηαζεξά ηνπ Faraday F = 96485.3415 C/mol 

 

      Δμ νξηζκνύ ηεο ειεύζεξεο ελέξγεηαο Gibbs (Βι. Παξάξηεκα Α), αλ δηαθνξίζνπκε 

θαηά κέιε, πξνθύπηεη γηα ηελ ελεξγεηαθή κεηαβνιή ηνπ ζπζηήκαηνο: 

 

                                                                       G H T S                                                            (2.4)  

 

      Τπό θαλνληθέο ζπλζήθεο ζεξκνθξαζίαο θαη πίεζεο (Σ = 298.15 °C θαη p = 1Atm), ε 

κεηαβνιή ηεο ειεύζεξεο ελέξγεηαο Gibbs, θαζώο θαη ηα ζεξκνδπλακηθά ραξαθηε-

ξηζηηθά ηεο θπςέιεο θαπζίκνπ αλαγξάθνληαη ζηνλ πίλαθα 2.1 (Βι. Παξάξηεκα Α). 

       Έλα άιιν δήηεκα πνπ αλαθύπηεη ζηνπο ελεξγεηαθνύο καο ππνινγηζκνύο είλαη ην 

εμήο: Θεσξώληαο ζαλ ζύζηεκα αληηδξώλησλ-πξντόλησλ, πδξνγόλν-νμπγόλν θαη λεξό 

αληίζηνηρα, ε κεηαβνιή ηεο ελζαιπίαο H  (ελζαιπία ζρεκαηηζκνύ) παίξλεη 

δηαθνξεηηθέο ηηκέο ζε πεξίπησζε πνπ ην παξαγόκελν λεξό βξίζθεηαη ζε πγξή ή αέξηα 

κνξθή.Άξα,έρνπκε: 

 

2 2 2

1
( ) ( ) ( )

2
H g O g H O g         gas

fH = -285,84  kJ
1( )mol K                                (2.6) 

2 2 2

1
( ) ( ) ( )

2
H g O g H O l              

liq

fH   = -241,83  kJ
1( )mol K                               (2.7) 

 

      H δηαθνξά κεηαμύ ησλ δύν ηηκώλ ηεο ελζαιπίαο ζρεκαηηζκνύ 
liq gas

f fH H 

απνηειεί ηε ιαλζάλνπζα ζεξκόηεηα αηκνπνίεζεο λεξνύ θαη ηζνύηαη κε 44.01 kJ
1( )mol K  . Ζ κεγαιύηεξε κεηαβνιή 

gas

fH  θαιείηαη αλώηεξνο ζεξκνγόλνο δύλακε 

(Higher Heating Value, HHV) θαη ε κηθξόηεξε κεηαβνιή 
liq

fH  θαηώηεξνο ζεξκνγόλνο 

δύλακε (Lower Heating Value, LHV). Από εδώ θαη ζην εμήο ζα ρξεζηκνπνηνύκε ηνπο 

ζπκβνιηζκνύο ( )HHVH , ( )LHVH  αληίζηνηρα. 

                    

 

2.3.1 Σάζη και βαθμόρ απόδοζηρ 
 

Από ηελ ζρέζε (2.3), ιόγσ ησλ ζρέζεσλ (2.2) θαη (2.4), έρνπκε : 

 

                        (2.8)  

 

 
F  :  ε ζηαζεξά Faraday F = 96485.3415 C/mol 

 

      H ηάζε απηή νλνκάδεηαη ζεσξεηηθή ηάζε αλνηθηνύ θπθιώκαηνο (Open Circuit 

Voltage, OCV) θαη καο δίλεη έλα άλσ θξάγκα γηα ηελ θπζηθώο απνδεθηή απνδηδόκελε 

ηάζε ηνπ ζπζηήκαηνο ηεο θπςέιεο θαπζίκνπ.  

2
theoretical

H T S
E V

F

  
  
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      Έηζη κε βάζε ηηο ζρέζεηο (2.8), (Α.7), (Α.8) κεηά από ππνινγηζκνύο (Βι. 

Παξάξηεκα Α), πξνθύπηνπλ νη ηηκέο gas

theoreticalV , liq

theoreticalV  γηα ηελ (κέγηζηε) ζεσξεηηθή 

ηάζε, όηαλ ην παξαγόκελν λεξό βξίζθεηαη ζε αέξηα θαη πγξή κνξθή
14

 αληίζηνηρα: 

                                    
( )

1.185
2

g
gas

theoretical

G
V V

F


                                         (2.9.a) 

                                                            
( )

1.229
2

l
liq

theoretical

G
V V

F


                                              (2.9.b) 

      Από ηελ άιιε, αλ ζεσξήζνπκε όηη ε ζπλνιηθή «ζεξκνγόλνο δύλακε»
15 

κεηαηξέπεηαη ζε ειεθηξηθή ελέξγεηα ρσξίο απώιεηεο, ηόηε ηζρύεη: 

                                                                           elW H                                                      (2.10) 

      Άξα από ηελ ζρέζε (2.3), ιόγσ ηεο (2.9), θαζώο θαη από ηηο ζρέζεηο (2.6), (2.7) ζα 

είρακε ηηο ηηκέο HHV

theoreticalV , LHV

theoreticalV  γηα ηε (κέγηζηε) ζεσξεηηθή ηάζε: 

 

  (2.11.a) 

 

(2.11.b) 

 

      Φπζηθά, ε ηειεπηαία ζεώξεζε είλαη θπζηθώο κε απνδεθηή, αθνύ ππάξρνπλ 

ζεξκηθέο απώιεηεο ζην ζύζηεκα ηεο θπςέιεο θαπζίκσλ. Σα ζεξκνδπλακηθά 

ραξαθηεξηζηηθά ηεο θπςέιεο θαπζίκνπ βξίζθνληαη ζπγθεληξσκέλα ζηνλ πίλαθα 2.1 

(Βι. Παξάξηεκα Α). Έπεηηα, ζα επηρεηξήζνπκε λα βξνύκε ηνλ βαζκό απόδνζεο ηεο 

θπςέιεο θαπζίκσλ ζε ζεσξεηηθό θαη πξαθηηθό επίπεδν. 

 

 

Θερμοδυναμικά χαρακτθριςτικά                           
PEM κυψζλθσ καυςίμου  

ne 2 

ΔH(HHV) -285,84 KJ/mol 

ΔH(LHV) -241,83 KJ/mol 

ΔS(g) -172,54 KJ/(mol K) 

ΔS(l) -160,64 KJ/(mol K) 

ΔG(g) -228,58 KJ/mol 

ΔG(l) -237,13 KJ/mol 

Vtheor(gas) 1,185 V 

Vtheor(liq) 1,229 V 

 

Πίνακαρ 2.1 : Πίλαθαο ζεξκνδπλακηθώλ ραξαθηεξηζηηθώλ PEM θπςέιεο θαπζίκνπ ππό 

θ. ζ.  

 

 
14 

Ζ δηαθνξά ζηηο δύν ηάζεηο εθπξνζσπεί ηελ ιαλζάλνπζα ζεξκόηεηα αηκνπνίεζεο ηνπ λεξνύ (molar enthalpy of vaporization of 

water).
 

15
 Απηή ηζνύηαη κε ην αιγεβξηθό άζξνηζκα ηεο ελζαιπίαο δηάζπαζεο δεζκνύ γηα ην κόξην ηνπ πδξνγόλνπ ζηελ άλνδν, από ηελ κηα, 

ζπλ ηελ ελζαιπία δεζκνύ γηα ην κόξην ηνπ νμπγόλνπ ζηελ θάζνδν, από ηελ άιιε. 

( )

( )

1.48
2

1.25
2

HHVHHV

theoretical

LHVLHV

theoretical

H
V V

F

H
V V

F


  


  
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      Όπσο έρνπκε ήδε δεη, ν βαζκόο απόδνζεο ησλ θπςειώλ θαπζίκνπ είλαη ίζσο ην 

βαζηθόηεξν από ηα ζπγθξηηηθά πιενλεθηήκαηά ηνπο ζε ζρέζε κε άιια ζπζηήκαηα 

παξαγσγήο ειεθηξηθνύ ξεύκαηνο, όπσο νη ζεξκηθέο κεραλέο (Βι. Δλόηεηα 1.4.1). Ο 

βαζηθόο ιόγνο, όπσο είρακε αλαθέξεη είλαη όηη νη θπςέιεο θαπζίκνπ δελ ππόθεηληαη 

ζηνπο ελεξγεηαθνύο πεξηνξηζκνύο ηνπ θύθινπ Carnot. Μηα αξρηθή ζθέςε είλαη λα 

νξίζνπκε ηελ απόδνζε κηαο θπςέιεο θαπζίκνπ ίζε κε ην ιόγν ηεο παξαγόκελεο 

ειεθηξηθήο ελέξγεηαο πξνο ηε κεηαβνιή ηεο ειεύζεξεο ελέξγεηαο Gibbs. Μηα ηέηνηα 

ζεώξεζε όκσο δελ είλαη θαη ηόζν ρξήζηκε, αθνύ ην όξην ηεο απόδνζεο ηόηε είλαη 1, 

αλεμάξηεηα από ηηο ηζρύνπζεο ζπλζήθεο. Αληηζέησο, αλ ζεσξήζνπκε ην ιόγν ηεο 

ειεθηξηθήο παξαγόκελεο ελέξγεηαο αλά mole θαπζίκνπ πξνο ηελ απόιπηε ηηκή ηεο 

κεηαβνιήο ηεο ελζαιπίαο
16

, ηόηε έρνπκε κηα πην ξεαιηζηηθή πξνζέγγηζε ηεο έλλνηαο ηεο 

απόδνζεο. Αληηθαζηζηώληαο ηε (κέγηζηε) ειεθηξηθή ελέξγεηα κε ηελ κεηαβνιή ηεο 

ειεύζεξεο ελέξγεηαο Gibbs (Βι. ΢ρέζε (2.2)), νξίδνπκε ηειηθά ηελ κέγηζηε δπλαηή 

απόδνζε, γλσζηή θαη σο  «ζεξκνδπλακηθή απόδνζε»: 

 

 

(2.12) 

 

      Ο ηύπνο απηόο παξνπζηάδεη ακθηζεκία, αθνύ δελ δειώλεη αλ αλαθέξεηαη ζηελ 

HHV ή ζηελ LHV ηεο ελζαιπίαο. Από ζρέζεηο (2.6), (2.7) πξνθύπηνπλ νη αθόινπζεο 

ηηκέο «ζεξκνδπλακηθήο απόδνζεο» κε βάζε ηηο HHV θαη LHV ηεο ελζαιπίαο: 

 
 

(2.13.a) 

 

 

                                      (2.13.b) 

      

      ΢ηελ ελόηεηα 1.4.1, ε ζύγθξηζε ησλ θπςειώλ θαπζίκνπ θαη ησλ ζεξκηθώλ κεραλώλ 

έγηλε αθξηβώο ζύκθσλα κε απηόλ ηνλ νξηζκό ηεο «ζεξκνδπλακηθήο απόδνζεο» ηεο 

θπςέιεο θαπζίκνπ κε βάζε ηελ HHV (Βι. ΢ρήκα 1.6). 

      Οη παξαπάλσ ηύπνη (2.13.a) θαη (2.13.b) δελ εθαξκόδνληαη εύθνια ζηελ πξάμε, 

θπξίσο ιόγσ ησλ ζεξκνδπλακηθώλ κεγεζώλ πνπ πεξηέρνπλ. Αληί απηνύ,  ζαλ απόδνζε 

κηαο θπςέιεο θαπζίκνπ ζεσξνύκε ηνλ ιόγν ηεο κεηξνύκελεο ηάζεο ηεο θπςέιεο ππό 

ζηαζεξό θνξηίν πξνο ηηο ζεσξεηηθέο ηηκέο ησλ ηάζεσλ πνπ πξνθύπηνπλ γηα ηηο HHV 

θαη LHV ηηκέο (Βι. ΢ρέζεηο (2.11.a) θαη (2.11.b)):  

                                                                 
1.48

HHV m m
t HHV

theoretical

V V
n

V
                                               (2.14.a) 

 

                                                                 
1.25

LHV m m
t LHV

theoretical

V V
n

V
                                                (2.14.b) 

      ΢ηελ πξάμε, θαηά ηε ιεηηνπξγία ηεο θπςέιεο, ππάξρεη πάληα θάπνην κέξνο ηνπ 

θαπζίκνπ πνπ πεξλάεη θαη εμέξρεηαη ρσξίο λα έρεη αληηδξάζεη. Έηζη, νξίδνπκε έλα 

ζπληειεζηή πνπ λα δείρλεη ηνλ βαζκό ζηνλ νπνίν ε θπςέιε θαηαλαιώλεη απνδνηηθά ην 

εηζεξρόκελν θαύζηκν. Ο ζπληειεζηήο απηόο νλνκάδεηαη ζπληειεζηήο ρξεζηκνπνίεζεο 

θαπζίκνπ θαη ζπκβνιίδεηαη κε f : 

                      (2.15)  
 

 

16
 Ηζρύεη ΓΖ<0, αθνύ έρνπκε εμώζεξκε αληίδξαζε. 

(2.4)

1t

G T S
n

H H

 
  
 

( )

1HHV

t

HHV

T S
n

H


 



( )

1LHV

t

LHV

T S
n

H


 



καδα θαπζηκνπ πνπ ερεη αληηδξαζεη 

καδα εηζεξρνκελνπ θαπζηκνπ
f 
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      Όκσο, νη κάδεο απηέο είλαη αλάινγεο κε ηηο αληίζηνηρεο ηηκέο ηνπ ξεύκαηνο πνπ 

δηαηξέρεη ην εμσηεξηθό θύθισκα ηεο θπςέιεο ζηελ παξαηεξνύκελε πεξίπησζε θαη 

ζηελ ππνζεηηθή πεξίπησζε όπνπ αληηδξνύζε νιόθιεξε ε πνζόηεηα θαπζίκνπ. [9] Άξα 

πξνθύπηεη ν αθόινπζνο ηύπνο: 

 

                                    (2.16) 

 

      Από ειεθηξνρεκηθή ζεσξία (Νόκνο Faraday) γλσξίδνπκε όηη ε ξνή θαπζίκνπ
17

 

είλαη αλάινγε πξνο ην παξαγόκελν ξεύκα: 

 

                                               (2.17) 

cellN  : ν αξηζκόο ησλ θπςειώλ πνπ ζπλζέηνπλ ηε ζπζηνηρία 

    F   : ε ζηαζεξά Faraday 

 

Άξα, από ζρέζε (2.16), ιόγσ ηεο (2.17) πξνθύπηεη : 

 

 

 (2.18) 

 

      Δπνκέλσο, ν ηξνπνπνηεκέλνο ηύπνο πνπ αθνινπζεί θαζηζηά δπλαηό ηνλ αθξηβή 

ππνινγηζκό ηνπ βαζκνύ απόδνζεο PEM θπςέιεο θαπζίκνπ. ΢εκεηώλεηαη όηη κηα θαιή 

εθηίκεζε γηα ην ζπληειεζηή f  είλαη 0.95.  

 

                                                                       
1.48

HHV m
t f

V
n                                                           (2.19) 

 

      Ο Πίλαθαο 2.2 δείρλεη ηνπο βαζκνύο απόδνζεο κηαο θπςέιεο θαπζίκνπ πδξνγόλνπ 

κε αλαθνξά ζηελ HHV. 

 

 
 

Πίνακαρ 2.2 : Βαζκνί απόδνζεο θπςέιεο θαπζίκνπ πδξνγόλνπ κε βάζε ηελ HHV         

ππό θ.ζ. [9]  

17
 Από ηνλ νξηζκό ηεο κνξηαθήο ξνήο ρεκηθήο νπζίαο έρνπκε : 2Hdn

q
dt

  όπνπ 
2Hn : ν αξηζκόο ησλ mol πδξνγόλνπ. 

Κατάςταςθ 

προϊόντοσ

Θερμοκραςία Σ 

(°C)

ΔG 

(KJ/mol)

Vtheor(HHV) 

(V)

Βακμόσ απόδοςθσ 

(%)

υγρό 25 -237,2 1,23 83

υγρό 80 -228,2 1,18 80

αζριο 100 -225,2 1,17 79

αζριο 200 -220,4 1,14 77

αζριο 400 -210,3 1,09 74

αζριο 600 -199,6 1,04 70

αζριο 800 -188,6 0,98 66

αζριο 1000 -177,4 0,92 62

2 2

2 2

react react

H H

f in in

H H

m I

m I
  

2

cellN I
q

F




2

2

react

H

f in

H

q

q
 
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2.3.2 Παπάγονηερ επηπεαζμού ηάζηρ 

 
      Ζ ηάζε ηεο θπςέιεο εμαξηάηαη από ηελ ζεξκνθξαζία ιεηηνπξγίαο θαη από ηελ πίεζε 

ησλ αληηδξώλησλ. Αο εμεηάζνπκε θάζε πεξίπησζε μερσξηζηά.  

 

 

 Θεπμοκπαζία λειηοςπγίαρ ( )V V T : 

 

      Ζ ηάζε θζίλεη γξακκηθά, θαζώο απμάλεηαη ε ζεξκνθξαζία ππό ζηαζεξή πίεζε (Βι. 

΢ρήκα 2.11). Ζ ηάζε απηή θαιείηαη ηάζε Nerst.  

 

 
  

΢σήμα 2.11: Τάζε Nerst θπςέιεο θαπζίκνπ ζπλαξηήζεη ηεο ζεξκνθξαζίαο ππν ζηαζεξή 

πίεζε [14] 

 

 

      Έπεηηα, από ηηο ζρέζεηο (2.2), (2.3), (2.4) θαη από Πίλαθα 2.1 έρνπκε, γηα κεηαβνιή 

ηεο ζεξκνθξαζίαο ππό ζηαζεξή πίεζε αληηδξώλησλ θαη παξαγσγή πγξνύ λεξνύ (ππό 

θαλνληθέο ζπλζήθεο): 

 

 
(2.2) (2.4)

(2.3)

1

2 2 2p p pp

V G S
H T S

T T F F T F

             
               

          
        

[ ]
[ ]

[ ]

160.64

0.832
2

2 96485.3415

E V q

J
Vp p

C

KJ

V S Jmol K
CT F C mol

mol

 



          
     

                       

 

                                                                                           (2.20) 

 

 Πίεζη λειηοςπγίαρ ( )V V p : 

 

      Έζησ oV  ε ζεσξεηηθή ηάζε. Ζ ηάζε ιεηηνπξγίαο εμαξηάηαη από ηελ πίεζε ησλ 

αληηδξώλησλ ππό ζηαζεξή ζεξκνθξαζία, όπσο επηβάιιεη ε εμίζσζε Nerst: 

0.832
p

V J

T C mol

 
 

  
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2 2

2

( ) ln
2

H O

o

H O

a aR T
V V p V

F a

 
   
 
 

                                    (2.21) 

όπνπ         R  : ε παγθόζκηα ζηαζεξά ησλ αεξίσλ R = 8.31451 
J

K mol
 

               
2Ha  : ε δξαζηεξηόηεηα ηνπ θαπζίκνπ (πδξνγόλν) 

                 
2Oa  : ε δξαζηεξηόηεηα ηνπ αλαγσγηθνύ κέζνπ (νμπγόλν) 

                
2H Oa : ε δξαζηεξηόηεηα ηνπ πξντόληνο (λεξό) 

 

κε 

                         2

2

H

H

P
a

p
    ,                       2

2

O

O
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όπνπ 

 

2HP ,  
2OP , 

2H OP  : νη κεξηθέο πηέζεηο18 ησλ αληηδξώλησλ θαη ηνπ πξντόληνο. 

                    p      : ε πίεζε ηνπ ζπζηήκαηνο 

 

      ΢εκεηώλνπκε όηη ε εμίζσζε (2.21) απινπνηείηαη πεξαηηέξσ, αλ ππνζέζνπκε όηη ην 

ζύζηεκα ιεηηνπξγεί ππό θαλνληθέο ζπλζήθεο (T=298 K θαη p = 1Atm) : 

 

                                                     
2 2

2

298.15
ln

2

H O

o

H O

P PR
V V

F P

 
  
 
 

                                       (2.23) 

 

      Ο κνλαδηθέο άγλσζηεο πνζόηεηεο ζηνλ απινπνηεκέλν ηύπν (2.23) γηα ηνλ 

ππνινγηζκό ηεο ηάζε είλαη νη κεξηθέο πηέζεηο. Σηο πηέζεηο απηέο ηηο έρνπκε ππνινγίζεη 

αλαιπηηθά (Βι. Παξάξηεκα Β). 

      Σέινο, εθαξκόδνληαο ηνλ ηύπν απηό, έρνπκε όηη γηα κεηαβνιή ησλ κεξηθώλ πηέζεσλ 

αληηδξώλησλ – πξντόληνο από 1Atm ζηηο 10Atm ε ηάζε ηεο θπςέιεο θαπζίκνπ 

κεηαβάιιεηαη από 1.229V ζε 1.244V αληίζηνηρα.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
18

 Οξίδνληαη σο νη πηέζεηο ησλ δηαθόξσλ ρεκηθώλ νπζηώλ κε ηελ παξαδνρή όηη ζπλππάξρνπλ ζην κίγκα. 
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2.4 Μησανιζμοί Πηώζηρ Σάζηρ  

 
      Όπσο έρνπκε ήδε δεη ζε πξνεγνύκελε ελόηεηα, ε ζεσξεηηθή ηάζε αλνηθηνύ 

θπθιώκαηνο  (OCV) δίλεηαη από ηε ζρέζε (Βι. ΢ρέζε (2.8)): 

 

                                                                          2

G
E

F


 

                                                                
(2.24) 

 

      ΢ηελ πξάμε, όκσο, ηα πξάγκαηα είλαη δηαθνξεηηθά. Ζ απνδηδόκελε ηάζε είλαη 

αηζζεηά ρακειόηεξε από ηελ ζεσξεηηθά αλακελόκελε ησλ 1.2 V ζε ζπλζήθεο 

παξαγσγήο πγξνύ λεξνύ. Σν δηάγξακκα ηεο ηάζεο ζπλαξηήζεη ηεο ππθλόηεηαο 

ξεύκαηνο
19

 ζε κηα θπςέιε θαπζίκνπ ζε ζεξκνθξαζία 70°C ππό θαλνληθή πίεζε είλαη 

ραξαθηεξηζηηθό (Βι. ΢ρήκα 2.12) [9]. 

 

 
 

 ΢σήμα 2.11: Τάζε θπςέιεο θαπζίκνπ ζπλαξηήζεη ηεο ππθλόηεηαο ξεύκαηνο ζε ρακειή 

ζεξκνθξαζία θαη πίεζε [9] 

 

Παξαηεξνύκε, ινηπόλ, ηα αθόινπζα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ δηαγξάκκαηνο: 

 

 Ζ πξαγκαηηθή ηάζε αλνηθηνύ θπθιώκαηνο είλαη αηζζεηά κηθξόηεξε από ηελ 

ηάζε πνπ αλακέλακε κε βάζε ηελ ζεξκνδπλακηθή ηνπ πξνβιήκαηνο (Βι. 

Δλόηεηα 2.3.1). 

 

 Παξαηεξείηαη απόηνκε πηώζε ηάζεο αξρηθά, δειαδή γηα κηθξέο ηηκέο ηεο 

ππθλόηεηαο ξεύκαηνο. 

 

 ΢ηελ πεξηνρή κηθξώλ ππθλνηήησλ ξεύκαηνο ζε θάπνην ζεκείν ε ηάζε αξρίδεη λα 

θζίλεη κε κηθξόηεξν ξπζκό θαη ζρεδόλ γξακκηθά. 

 

 Γηα κεγάιεο ηηκέο ππθλόηεηαο ξεύκαηνο ηεο θπςέιεο, ε ηάζε αξρίδεη λα 

«πέθηεη» απόηνκα.  

19
 Υξεζηκνπνηνύκε, εδώ ηελ ππθλόηεηα ξεύκαηνο (ξεύκα αλά κνλάδα επηθάλεηαο) θαη όρη ην ξεύκα, ώζηε λα δηεπθνιύλνπκε ηελ 

ζύγθξηζε θπςειώλ θαπζίκνπ δηαθνξεηηθώλ δηαζηάζεσλ [9]. 



43 
 

      Ζ παξαηεξνύκελε απηή απόθιηζε αλάκεζα ζηελ αλακελόκελε θαη ηελ πξαγκαηηθή 

ηάζε ηεο θπςέιεο θαπζίκνπ έρεη «βαπηηζζεί» από επηζηήκνλεο θαη ηερληθνύο κε 

δηάθνξα νλόκαηα. Σα γλσζηόηεξα από απηά είλαη ππέξηαζε, πόισζε, κε 

αλαζηξεςηκόηεηα, απώιεηεο, πηώζε ηάζεο
20

 . Δκείο γηα πεξηζζόηεξν πξαθηηθνύο -παξά 

επηζηεκνληθνύο- ιόγνπο ζα ρξεζηκνπνηνύκε ηνλ όξν πηώζε ηάζεο (voltage drop). 

      Τπάξρνπλ δηάθνξεο αηηίεο πνπ ζπλεηζθέξνπλ ζηελ δηακόξθσζε ηεο πηώζεο ηάζεο 

ζε κηα θπςέιε θαπζίκνπ. Οη θπξηόηεξεο είλαη νη εμήο: 

 

1. Απώλειερ ενεπγοποίηζηρ. Οη απώιεηεο απηέο πξνθαινύληαη από ηελ βξαδύηεηα ησλ 

αληηδξάζεσλ πνπ γίλνληαη ζηηο επηθάλεηεο ησλ ειεθηξνδίσλ. Έλα κέξνο ηεο 

παξαγόκελεο ηάζεο ράλεηαη θαηά ηελ «νδήγεζε» ησλ ειεθηξνλίσλ κέζσ ηνπ 

εμσηεξηθνύ θπθιώκαηνο. Ζ πηώζε απηή ηάζεο είλαη ηζρπξώο κε γξακκηθή.  

  

2. Απώλειερ διέλεςζηρ καςζίμος και εζυηεπικών πεςμάηυν. Ζ απώιεηα ελέξγεηαο 

(άξα θαη δπλακηθνύ) νθείιεηαη πξσηίζησο ζηελ δηέιεπζε «άθαπζηνπ» πδξνγόλνπ 

δηακέζνπ ηνπ ειεθηξνιύηε, θαη δεπηεξεπόλησο ζηελ πηζαλή αγσγηκόηεηα ηνπ 

ειεθηξνιύηε ζε ειεθηξόληα. Με εμαίξεζε ηελ πεξίπησζε ησλ θπςειώλ θαπζίκνπ 

άκεζεο παξνρήο κεζαλόιεο (DMFC), ζηνπο ππόινηπνπο ηύπνπο θπςειώλ θαπζίκνπ νη 

απώιεηεο από ηελ δηέιεπζε θαπζίκνπ θαη εζσηεξηθώλ ξεπκάησλ είλαη κηθξέο. 

Δληνύηνηο, ζε θπςέιεο θαπζίκνπ πνπ ιεηηνπξγνύλ ζε ρακειέο ζεξκνθξαζίεο νη 

απώιεηεο απηέο γίλνληαη πην έληνλεο.  

 

3. Χμικέρ απώλειερ. Πξόθεηηαη γηα ηηο απώιεηεο πνπ πξνθαινύληαη από ηελ αληίζηαζε 

ηνπ πιηθνύ ησλ ειεθηξνδίσλ ζηελ ξνή ησλ ειεθηξνλίσλ, θαζώο θαη από ηελ αληίζηαζε 

ηνπ ειεθηξνιύηε ζηελ δηέιεπζε θαηηόλησλ (αλαθεξόκελνη ζηηο PEM θπςέιεο 

θαπζίκνπ). Ζ πηώζε ηάζεο εμαξηάηαη γξακκηθά από ηελ ππθλόηεηα ξεύκαηνο. 

 

4. Απώλειερ ζςγκένηπυζηρ. Ζ απώιεηα απηή πξνθαιείηαη από κεηαβνιέο ηεο 

ζπγθέληξσζεο ησλ αληηδξώλησλ ζηηο επηθάλεηεο ησλ ειεθηξνδίσλ, ιόγσ ηεο εμάξηεζεο 

ησλ κεξηθώλ πηέζεσλ ησλ αληηδξώλησλ θαη πξντόλησλ από ηηο ζπγθεληξώζεηο απηώλ 

(Βι. Παξάξηεκα Β). Οη απώιεηεο απηέο νλνκάδνληαη θαη απώιεηεο ηύπνπ Nerstian. 

 

      ΢ηελ ζπλέρεηα, θάλνπκε κηα αλαθνξά ζε έλλνηεο ζηνηρεηώδεηο γηα ηνλ καζεκαηηθό 

θνξκαιηζκό ησλ παξαπάλσ θαηλνκέλσλ. Οη έλλνηεο απηέο είλαη ε ππθλόηεηα ξεύκαηνο 

θαη ε ππθλόηεηα ηζρύνο. Καηόπηλ, ζα αλαιύζνπκε θαζέλα είδνο απσιεηώλ. 

 

 

2.4.1 Πςκνόηηηα πεύμαηορ και ιζσύορ 

 

      Ζ αλαπηπζζόκελε δηαθνξά δπλακηθνύ κεηαμύ ησλ ειεθηξνδίσλ ζε κία θπςέιε 

θαπζίκνπ πξνθαιεί ηελ επαγσγή ξεύκαηνο από ηα αγώγηκα κέξε ηεο θπςέιεο. Σν 

ξεύκα απηό εμαξηάηαη από δηάθνξνπο παξάγνληεο, έλαο εθ ησλ νπνίσλ είλαη ε 

δξαζηεξηόηεηα (ή απνηειεζκαηηθόηεηα) ηνπ θαηαιύηε.  

 

 

 

 

 

 

 

 
20

 Οη αγγιηθνί όξνη είλαη κε ηελ ζεηξά ηνπ θεηκέλνπ : overvoltage, polarization, irreversibility, losses, voltage drop. Καζέλαο 

όξνο έρεη δηαθνξεηηθή επηζηεκνληθή ή ηερληθή πξνέιεπζε [9]. 
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      Οξίδνπκε ηελ ππθλόηεηα ξεύκαηνο (current density) λα είλαη ην πειίθν ηνπ 

επαγόκελνπ ξεύκαηνο I  πξνο ηελ ελεξγή επηθάλεηα ηνπ ειεθηξνδίνπ ηεο θπςέιεο A  

από όπνπ απηό δηέξρεηαη: 

                                                                                  
I

J
A

                                                                 (2.25) 

Μνλάδα κέηξεζεο ζην S.I. ζύζηεκα ην 1
2

A

m
. 

      Ζ ππθλόηεηα ηζρύνο (power density) είλαη ην γηλόκελν ηεο απνδηδόκελεο ηάζεο επί 

ηελ ππθλόηεηα ξεύκαηνο ηεο θπςέιεο θαπζίκνπ: 

 

                                                                              dP V J                                                                (2.26) 

Μνλάδα κέηξεζεο ζην S.I. ζύζηεκα ην 1 
2

W

m
. 

 

2.4.2 Απώλειερ ενεπγοποίηζηρ 

 

      Οη απώιεηεο ελεξγνπνίεζεο (activation losses) ζπκβαίλνπλ ιόγσ ησλ αξγώλ 

αληηδξάζεσλ (ζπάζηκν θαη ζρεκαηηζκόο δεζκώλ) πνπ ιακβάλνπλ ρώξα ζηηο επηθάλεηεο 

ησλ ειεθηξνδίσλ. ΢πλεηζθνξά έρεη θαη ε «νδήγεζε» ηεο ρεκηθήο αληίδξαζεο πνπ 

κεηαθέξεη ηα ειεθηξόληα από θαη πξνο ηα ειεθηξόδηα [9]. Απώιεηεο ελεξγνπνίεζεο 

παξαηεξνύληαη θαη ζηα δύν ειεθηξόδηα. Δληνύηνηο, ε ηαρύηεηα νμείδσζεο ηνπ 

πδξνγόλνπ ζηελ άλνδν είλαη ηζρπξώο κεγαιύηεξε από ηελ ηαρύηεηα αλαγσγήο ηνπ 

νμπγόλνπ ζηελ θάζνδν [21]. Άξα, ζεσξνύκε όηη νη απώιεηεο ελεξγνπνίεζεο είλαη 

θπξίσο απνηέιεζκα ηεο βξαδύηεηαο ηεο αληίδξαζεο ζηελ θάζνδν. Ζ ζρέζε αλάκεζα 

ζηελ πηώζε ηάζεο ιόγσ ελεξγνπνίεζεο θαη ηελ ππθλόηεηα ξεύκαηνο πεξηγξάθεηαη από 

ηελ εμίζσζε Tafel [9]: 

 

                                                                        lnact

o

J
V A

J

 
   

 
                                                    (2.27) 

όπνπ Α : κηα ζηαζεξά πνπ εμαξηάηαη από ηελ ζεξκνθξαζία θαη από ην ζπληειεζηή              

κεηαθνξάο θνξηίνπ 
21

  α. 

        oJ  : ε ππθλόηεηα ξεύκαηνο αληαιιαγήο 
22

 . 

 

      Ζ ππθλόηεηα ξεύκαηνο αληαιιαγήο είλαη ε ππθλόηεηα ξεύκαηνο πνπ αληηζηνηρεί ζε 

αξρηθά κεδεληθή πηώζε ηάζεο. Πξνθαλώο ηζρύεη oJ J αλαγθαία ζπλζήθε ώζηε λα 

ηζρύεη ε ζρέζε (2.27). Έπεηηα, ε ζηαζεξά Α δίλεηαη από ηνλ ηύπν :  

 

                                                                               
2

R T
A

aF


                                                              (2.28) 

 

      O ζπληειεζηήο κεηαθνξάο θνξηίνπ α θαιείηαη ζπληειεζηήο κεηαθνξάο θαη εμαξηάηαη 

από ην κεραληζκό ηεο αληίδξαζεο, ην πιηθό θαηαζθεπήο ηεο θαζόδνπ. Παίξλεη ηηκέο 

από 0 έσο 1.0. Γηα ηελ άλνδν παίξλεη ηηκέο θνληά ζην 0.5 γηα κηα κεγάιε πνηθηιία 

πιηθώλ θαηαζθεπήο, ελώ γηα ηελ θάζνδν παίξλεη ηηκέο από 0.1 κέρξη 0.5. ΢εκεηώλνπκε 

όηη ν ζπληειεζηήο 2 ζηνλ παξνλνκαζηή αλαθέξεηαη ζηε ζηνηρεηνκεηξηθή αλαινγία ησλ 

παξαγόκελσλ ειεθηξνλίσλ γηα 1 mol πδξνγόλνπ πνπ θαίγεηαη. 

 

21
 ΢ηα αγγιηθά charge transfer coefficient. 

22
 ΢ηα αγγιηθά exchange current density. 
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     Δπνκέλσο, από ηηο ζρέζεηο (2.27) θαη (2.28) κε εθζεηηθή απεηθόληζε πξνθύπηεη ε 

εμίζσζε Butler-Vollmer. Ζ εμίζσζε απηή πεξηγξάθεη ην λόκν πνπ δηέπεη ην παξαγόκελν 

ξεύκα, δεδνκέλεο ηεο πηώζεο ηάζεο ζε κία θπςέιε θαπζίκνπ, ιόγσ ελεξγνπνίεζεο 

actV . Ζ εμίζσζε είλαη αξθεηά δηαδεδνκέλε ζε εθαξκνγέο θαη απνηειεί ελαιιαθηηθή 

εθδνρή ηεο εμίζσζεο Tafel. 

 

                                                                         
2 actaF V

A RT
oI I e



                                                          (2.29) 

 

      Γίλνπκε, επίζεο θαη ηελ ιπκέλε κνξθή ηεο εμίζσζεο Tafel, όπσο πξνθύπηεη από ηηο 

ζρέζεηο (2.26) θαη (2.27): 

 

                                                                   ln
2

act o
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R T J
V V

aF J

 
   

 
                                              (2.30) 

  όπνπ liq

o theoreticalV V : ε ζεσξεηηθή ηάζε αλνηθηνύ θπθιώκαηνο (ρσξίο απώιεηεο) 

 

      ΢πκπεξαίλνπκε, όηη ε πηώζε ηάζεο ιόγσ απσιεηώλ ελεξγνπνίεζεο εμαξηάηαη από: 

α) ηνλ κεραληζκό ηεο αληίδξαζεο, β) ην πιηθό θαηαζθεπήο ηεο θαζόδνπ, γ) ηελ 

ζεξκνθξαζία Σ, δ) ηε κεξηθή πίεζε ηνπ νμπγόλνπ, ε) ηελ ππθλόηεηα ξεύκαηνο 

αληαιιαγήο oJ . Γηα ηα ηέζζεξα πξώηα ραξαθηεξηζηηθά ακεηάβιεηα, εθαξκόδνληαο ηελ 

εμίζσζε (2.30) γηα ηηκέο ζεσξεηηθήο ηάζεο αλνηθηνύ θπθιώκαηνο από ηε ζρέζε (2.25) 

γηα δηάθνξεο ηηκέο ππθλόηεηαο ξεύκαηνο αληαιιαγήο oJ  πξνθύπηεη έλα αξθεηά 

ελδηαθέξνλ δηάγξακκα (Βι. ΢ρήκα 2.13). 

 

 

 
 

΢σήμα 2.13: Τάζε θπςέιεο θαπζίκνπ ζπλαξηήζεη ηεο ππθλόηεηαο ξεύκαηνο. Ζ πηώζε 

ηάζεο εμαξηάηαη απνθιεηζηηθά από απώιεηεο ελεξγνπνίεζεο. Δλεξγόο επηθάλεηα 

ειεθηξνδίσλ Α 0.06V θαη ηηκέο ππθλόηεηαο ξεύκαηνο αληαιιαγήο oI  0.01, 1.0, 100 
2mA cm  [9] 
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      Παξαηεξνύκε, ινηπόλ όηη κηθξόηεξεο ηηκέο ππθλόηεηαο ξεύκαηνο αληαιιαγήο oJ  

δίλνπλ κεγαιύηεξε πηώζε ηάζεο. Δίλαη αμηνζεκείσην όηη γηα ηελ ηηκή oJ = 100
2mA cm δελ παξαηεξείηαη πηώζε ηάζεο εσζόηνπ ην J  μεπεξάζεη ηελ ηηκή απηή. 

      Ο Πίλαθαο 2.3 δίλεη ηηο ηηκέο ππθλόηεηαο ξεύκαηνο αληαιιαγήο oJ ηεο αλόδνπ 

(επίπεδε, ιεία επηθάλεηα ειεθηξνδίνπ) ζηνπο 25°C  γηα δηάθνξα κέηαιια. 

 

Μζταλλο Jo (A/cm2) 

Pb 2.5 x 10-13 

Zn 3 x 10-11 

Ag 4 x 10-7 

Ni 6 x 10-6 

Pt 5 x 10-4 

Pd 4 x 10-3 

 

Πίνακαρ 2.3 : Πίλαθαο ηηκώλ ππθλόηεηαο ξεύκαηνο αληαιιαγήο oI γηα δηάθνξα πιηθά ηεο 

αλόδνπ [9] 

 

      Γηα PEM θπςέιεο θαπζίκνπ κε ρακειέο ζεξκνθξαζίεο ιεηηνπξγίαο κηα ηππηθή ηηκή 

γηα ην oJ  είλαη 0.1 2mA cm . Όπσο έρνπκε αλαθέξεη, ζηηο θπςέιεο θαπζίκνπ άκεζεο 

παξνρήο κεζαλόιεο (DMFC), ε ζπκκεηνρή ηεο αλόδνπ ζηελ πηώζε ηάζεο ιόγσ 

απσιεηώλ ελεξγνπνίεζεο είλαη εμίζνπ ζεκαληηθέο. ΢ηελ πεξίπησζε απηή ε εμίζσζε 

(2.3) ηξνπνπνηείηαη αλάινγα: 

 

                              
1 1

ln ln
2
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R T I I
V V

F a J a J

    
       

    
                (2.31) 

όπνπ anodea , cathodea    : νη ζπληειεζηέο κεηαθνξάο θνξηίνπ ζε άλνδν θαη θάζνδν. 

        anode

oJ , cathode

oJ   : νη ηηκέο ππθλόηεηαο ξεύκαηνο αληαιιαγήο ζε άλνδν θαη θάζνδν. 

 

      Σέινο, αλαθνξηθά κε ηελ πξνζνκνίσζε ηεο πηώζεο ηάζεο ιόγσ απσιεηώλ ελεξγν-πνίεζεο, 

ε ζπλάξηεζε ηεο ζρέζεο (2.30) πξνζεγγίδεηαη ηθαλνπνηεηηθά από ηελ αθόινπζε ζπλάξηεζε 

[20]: 

 

                                                                        11
c I

act o aV V V e


                                               (2.32) 

όπνπ aV , 1c  : νη ζηαζεξέο ηνπ κνληέινπ
23 

΢πλνπηηθά, νη ηξόπνη πεξηνξηζκνύ ησλ απσιεηώλ ελεξγνπνίεζεο είλαη νη εμήο: 

 κε ηελ ρξήζε πην απνηειεζκαηηθώλ θαηαιπηώλ 

 κε ηελ αύμεζε ηεο ηξαρύηεηαο ηεο επηθάλεηαο ησλ ειεθηξνδίσλ 

 κε ηελ αύμεζε ηεο ζπγθέληξσζεο ησλ αληηδξώλησλ (π.ρ. ρξήζε 2O  αληί αέξνο) 

 κε ηελ αύμεζε ηεο πίεζεο (αύμεζε δξαζηεξηόηεηαο θαηαιύηε θαη OCV ηάζεο). 

 
23

 Ζ εμάξηεζε ησλ ζηαζεξώλ απηώλ ππνινγίδεηαη κε θαηάιιειε κε γξακκηθή παιηλδξόκεζε επί  πεηξακαηηθώλ δεδνκέλσλ κε 

βάζε ηελ ζπλάξηεζε ηεο ζρέζεο (2.31) [20]. 
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2.4.3 Απώλειερ διέλεςζηρ καςζίμος και εζυηεπικών πεςμάηυν 

 

      Οη απώιεηεο δηέιεπζεο θαπζίκνπ θαη εζσηεξηθώλ ξεπκάησλ (fuel crossover and 

internal currents) νθείινληαη ζηελ δηέιεπζε θαπζίκνπ θαη ειεθηξνλίσλ δηακέζνπ ηνπ 

ειεθηξνιύηε. ΢ηελ πξώηε πεξίπησζε, ην κε αληηδξνύλ πδξνγόλν, πνπ δηαρέεηαη κέζσ 

ηνπ ειεθηξνιύηε ζηελ επηθάλεηα ηεο θαζόδνπ αληηδξά κε ην νμπγόλν, ιόγσ ηεο 

ύπαξμεο θαηαιύηε. Με απηόλ ηνλ ηξόπν έρνπκε παξαγσγή λεξνύ, ρσξίο λα παξάγεηαη 

ξεύκα ζηελ θπςέιε. ΢ηελ δεύηεξε πεξίπησζε, έλα κέξνο ηνπ πιήζνπο ησλ ειεθηξνλίσλ 

πνπ παξάγνληαη ζηελ άλνδν «ηαμηδεύεη» κέζσ ηνπ ειεθηξνιύηε πξνο ηελ θάζνδν θαη 

όρη δηακέζνπ ηνπ εμσηεξηθνύ θπθιώκαηνο. Όηαλ ηθαλνπνηείηαη ε ζηνηρεηνκεηξηθή 

αλαινγία ζηα δύν παξαπάλσ θαηλόκελα (1 mol πδξνγόλνπ γηα 2 ειεθηξόληα), ηόηε ην 

απνηέιεζκα ζηελ πηώζε ηάζεο είλαη ην ίδην.  

      Οη απώιεηεο απηέο -δεδνκέλεο κηαο θπςέιεο ή ζπζηνηρίαο θπςειώλ θαπζίκνπ-   

εμαξηώληαη θπξίσο από ηελ ζεξκνθξαζία ιεηηνπξγίαο. Όζν κεγαιύηεξε είλαη ε 

ζεξκνθξαζία ιεηηνπξγίαο, ηόζν κηθξόηεξεο είλαη νη απώιεηεο. Απηό νθείιεηαη ζην όηη ε 

ππθλόηεηα ξεύκαηνο αληαιιαγήο oJ  είλαη πνιύ κεγαιύηεξε, άξα ε πηώζε ηάζεο δελ 

είλαη ηόζν εκθαλήο [9]. Δπνκέλσο, ζηηο θπςέιεο θαπζίκνπ ηύπνπ DMFC, θαζώο θαη 

ζηηο PEM θπςέιεο θαπζίκσλ πνπ ιεηηνπξγνύλ ζε ρακειέο ζεξκνθξαζίεο νη απώιεηεο 

απηέο είλαη εκθαλείο. 

 

΢πγθξηηηθά, νη ηξόπνη πεξηνξηζκνύ ησλ απσιεηώλ απηώλ είλαη:  

 ε επηινγή θαηάιιειεο κε αγώγηκεο θαη κε δηαπεξαηήο από 2H  κεκβξάλεο 

 ε αύμεζε ηεο ζεξκνθξαζίαο ιεηηνπξγίαο ηεο θπςέιεο ή ηεο ζπζηνηρίαο. 

    

 

2.4.4 Χμικέρ Απώλειερ 

 
      Οη σκηθέο απώιεηεο (ohmic losses) είλαη νη απώιεηεο πνπ νθείινληαη ζηελ 

ειεθηξηθή αληίζηαζε ησλ ειεθηξνδίσλ ζηε ξνή ειεθηξνλίσλ, θαζώο θαη ζηελ 

αληίζηαζε ηνπ ειεθηξνιύηε ζηελ δηέιεπζε θαηηόλησλ H   (PEMFC). Οξίδνπκε σο 

εηδηθή επηθαλεηαθή αληίζηαζε (ASR)
24

 ηελ ειεθηξηθή αληίζηαζε πνπ αληηζηνηρεί ζε   1 
2cm επηθάλεηαο θαη ζπκβνιίδνπκε κε r. Οπόηε αλ J ε ππθλόηεηα ξεύκαηνο πνπ δηαηξέρεη 

ηελ επηθάλεηα ηνπ ειεθηξνδίνπ, ηζρύεη: 

                                                          ohmic electrode electrolyteV J R R                                            (2.33) 

      Δίλαη πξνθαλέο όηη ε πηώζε ηάζεο εμαξηάηαη γξακκηθά από ηελ ππθλόηεηα 

ξεύκαηνο. Θέηνπκε, ηώξα, ζηελ ζεώξεζε καο ηε ζπλνιηθή εζσηεξηθή αληίζηαζε ohmR : 

                                                               ohm electrode electrolyteR R R                                                  (2.34) 

      Έρεη βξεζεί όηη ε εζσηεξηθή αληίζηαζε εμαξηάηαη ηζρπξώο από ηνλ βαζκό ύγξαλζεο 

ηεο κεκβξάλεο θαη από ηελ ζεξκνθξαζία [22, 23]. Έρεη δεηρηεί όηη ε εζσηεξηθή 

αληίζηαζε εμαξηάηαη από ηελ αγσγηκόηεηα ηεο κεκβξάλεο m  (κνλάδα κέηξεζεο 

 
1

cm


 ) ζύκθσλα κε ηελ ζρέζε [24]: 

                                                                              m
ohm

m

t
R


                                                             (2.35) 

όπνπ mt  : ην πάρνο ηεο κεκβξάλεο (cm) 

24
 ΢ηα αγγιηθά area-specific resistance. Πξνθύπηεη ζαλ παξάγσγν κέγεζνο από ηελ ηάζε V θαη ηελ ππθλόηεηα ξεύκαηνο J 

ζύκθσλα κε ηνλ ηύπν (2.33). Μνλάδα κέηξεζεο ην 1 
2K cm (αλαθεξόκελνη ζε ππθλόηεηα ξεύκαηνο ίζεο κε 1 

2

mA

cm
.   
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      Έπεηηα, ε αγσγηκόηεηα ηεο κεκβξάλεο m  εμαξηάηαη από ηελ πεξηεθηηθόηεηα 

κεκβξάλεο ζε λεξό m
25 

 θαη από ηελ ζεξκνθξαζία Σ ζύκθσλα κε ηνλ ηύπν: 

                                                        
2

1 1

303

11 12( , )
b

T

m m m mT b b e   
 

 
                               (2.36) 

όπνπ 11b , 12b , 2b  : παξάκεηξνη πνπ ππνινγίδνληαη εκπεηξηθά [24]. 

      Από ηε ζρέζε (2.33), ιόγσ ησλ ζρέζεσλ (2.34), (2.35), (2.36) πξνθύπηεη ε πην 

ιεπηνκεξήο έθθξαζε γηα ηελ πηώζε ηάζεο ιόγσ σκηθώλ απσιεηώλ: 

                                                       

 
2

1 1

303

11 12

m
ohmic

b
T

m

t
V J

b b e
 

 
 

  

 

                                    (2.37) 

      Οη σκηθέο απώιεηεο είλαη ζεκαληηθέο ζε όινπο ηνπο ηύπνπο θπςειώλ θαπζίκνπ θαη 

ηδηαίηεξα ζηηο θπςέιεο θαπζίκνπ ζηεξενύ νμεηδίνπ (SOFC).  

 

΢πγθξηηηθά, νη ηξόπνη πεξηνξηζκνύ ησλ σκηθώλ απσιεηώλ είλαη νη εμήο:  

 ε ρξήζε ειεθηξνδίσλ κε ηελ κέγηζηε δπλαηή αγσγηκόηεηα  

 ν θαηάιιεινο ζρεδηαζκόο θαη πιηθά ησλ δηπνιηθώλ πιαθώλ θαη ζπλδέζεσλ 

 ε ιέπηπλζε ηνπ ειεθηξνιύηε θαηά ηξόπν ώζηε λα κελ δεκηνπξγείηαη 

βξαρπθύθισκα κεηαμύ ησλ ειεθηξνδίσλ (κέγηζηε ιέπηπλζε 10-100 κm). 

 

 

2.4.5 Απώλειερ ζςγκένηπυζηρ 

 
      Ζ πηώζε ηάζεσο ιόγσ ηεο ειάηησζεο ηεο ζπγθέληξσζεο ησλ αληηδξώλησλ 

(concentration losses) εκθαλίδνληαη ζε όιν ην εύξνο ηεο ππθλόηεηαο ξεύκαηνο. Όκσο, 

γίλεηαη πην αηζζεηή ζε πςειέο ηηκέο ηνπ J . ΢ηελ θάζνδν, ην νμπγόλν αλάγεηαη κε 

απνηέιεζκα λα ειαηηώλεηαη ζηηγκηαία ε ζπγθέληξσζε ηνπ ζηελ επηθάλεηα ηνπ 

ειεθηξνδίνπ. Σν κέγεζνο απηήο ηεο ειάηησζεο εμαξηάηαη από δηάθνξνπο παξάγνληεο: 

α) από ην επαγόκελν ζηελ θπςέιε ξεύκα, β) από θπζηθνύο παξάγνληεο πνπ έρνπλ λα 

θάλνπλ κε ηελ θπθινθνξία ηνπ νμπγόλνπ γύξσ από ηελ θάζνδν, γ) από ηελ δπλαηόηεηα 

ή κε επαλάθηεζεο ηνπ νμπγόλνπ (Βι. Δλόηεηα 2.9). Ζ ειάηησζε ζηε ζπγθέληξσζε 

πξνθαιεί ειάηησζε ζηελ κεξηθή πίεζε ηνπ νμπγόλνπ. ΢ηελ θάζνδν, ηζρύνπλ ηα ίδηα γηα 

ην πδξνγόλν θαη ηελ κεξηθή πίεζε ηνπ. Απηή ε ειάηησζε ησλ κεξηθώλ πηέζεσλ ησλ 

αληηδξώλησλ αεξίσλ πξνθαιεί πηώζε ηάζεο. Ζ πνζνηηθνπνίεζε απηήο ηεο εμάξηεζεο  

δελ έρεη θαηαιήμεη ζε θάπνην αθξηβέο κνληέιν.  

      Έλαο εκπεηξηθόο ηύπνο πνπ αλέπηπμαλ νη J. Kim θαη F. Laurencelle θαη αληα-

πνθξίλεηαη κε ζρεηηθή επηηπρία ζηα πεηξακαηηθά δεδνκέλα είλαη ν αθόινπζνο [9]: 

                                                                          n I

conV m e                                                             (2.38) 

όπνπ m, n : θαηάιιεια επηιεγκέλεο ζηαζεξέο m = 53 10 V ,  n = 
3 2 18 10 cm mA     

      Από ηελ άιιε έρεη πξνηαζεί θαη ν αθόινπζνο ηύπνο πνπ πξνζεγγίδεη ηελ πηώζε 

ηάζεο, αλ ε ππθλόηεηα ξεύκαηνο αθξαίαο αξρηθήο πηώζεο ηάζεο είλαη maxJ [24]:    

                                                                    

3

2

max

c

con

J
V J c

J

 
   

 
                                                (2.39) 

25
 ΢ηα αγγιηθά membrane water content. Δίλαη θαζαξόο αξηζκόο θαη παίξλεη ηηκέο από 0 έσο 14 γηα ζρεηηθή ύγξαλζε ηεο 

κεκβξάλεο από 0% έσο 100%. 
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όπνπ 2c , 3c , maxJ  : παξάκεηξνη πνπ εμαξηώληαη από ηελ ζεξκνθξαζία θαη ηηο κεξηθέο πηέζεηο 

ησλ αληηδξώλησλ θαη ππνινγίδνληαη εκπεηξηθά. 

Σειηθώο, νη ηξόπνη πεξηνξηζκνύ ησλ σκηθώλ απσιεηώλ είλαη νη εμήο:  

 ν θαηάιιεινο ζρεδηαζκόο ξύζκηζεο θπθινθνξίαο αέξα ζηελ θάζνδν 

 ν θαηάιιεινο ζρεδηαζκόο αλαηξνθνδόηεζεο πδξνγόλνπ ζηελ άλνδν 

 ε ζσζηή δηαρείξηζε ύδαηνο ζε PEM θπςέιεο θαπζίκνπ. 

 

 

2.4.6 ΢ύνοτη 
 

      Από ηα παξαπάλσ, ζπκπεξαίλνπκε όηη ε πηώζε ηάζεο ζε κία θπςέιε θαπζίκνπ 

είλαη απνηέιεζκα πνιιώλ παξαγόλησλ. Ζ ππέξζεζε ησλ επηκέξνπο ζπλεηζθνξώλ ησλ 

απσιεηώλ πνπ αλαιύζακε δηακνξθώλεη ηελ ζπλνιηθή πηώζε ηάζεο πνπ παξαηεξείηαη 

ζε κία θπςέιε θαπζίκνπ (Βι. ΢ρήκα 2.14). Από ηνπο ηύπνπο (2.30), (2.37), (2.39) 

πξνθύπηεη ε νιηθή πηώζε ηάζεο ηεο θπςέιεο: 

 

                                                          cell o act ohmic conV V V V V                                          (2.40) 

 

 
 

 ΢σήμα 2.14: Πηώζε ηάζεο θπςέιεο θαπζίκνπ γηα δηάθνξνπο ηύπνπο απσιεηώλ. (α) 

απώιεηεο ελεξγνπνίεζεο, (b) σκηθέο απώιεηεο, (c) απώιεηεο ζπγθέληξσζεο, (d) 

ζπλνιηθέο απώιεηεο [20] 

 

 

      Σέινο, αλαθέξνπκε όηη ππάξρνπλ θαη άιιεο πξνζεγγηζηηθέο ζρέζεηο, πνπ 

πξνζνκνηάδνπλ πνζνηηθά ηηο άλσ απώιεηεο [16, 20, 22, 23, 24]. ΢ηηο παξαπάλσ 

αλαθνξέο, παξνπζηάζηεθαλ θαη απνηππώζεθαλ, ελδεηθηηθά, θάπνηεο από απηέο.   
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2.5 Φαινόμενο Γιπλοζηοιβάδαρ  

 
      Σν θαηλόκελν ηεο ειεθηξηθήο δηπινζηνηβάδαο (charge double layer) αλαπηύζζεηαη 

θαζώο δύν δηαθνξεηηθά πιηθά έξρνληαη ζε επαθή. Σν θαηλόκελν απηό αλαθέξεηαη ζηνλ 

απζόξκεην ζρεκαηηζκό δύν ζηξσκάησλ ειεθηξηθώλ θνξηίσλ ζηηο επηθάλεηεο ησλ δύν 

πιηθώλ ή ηελ κεηαθνξά θνξηίνπ δηακέζνπ ηεο ζπλνξηαθήο επηθάλεηαο ησλ δύν πιηθώλ. 

Αλάινγν είλαη θαη ην θαηλόκελν πνπ παξαηεξείηαη ζε εκηαγσγνύο πνπ απνηεινύληαη 

από p-πιηθά θαη n-πιηθά, όπνπ θαηά ηελ επαθή ησλ δηεπηθαλεηώλ ηνπο δηαρένληαη 

«νπέο» από ην p-πιηθό ζην n-πιηθό θαη ειεθηξόληα από ην n-πιηθό ζην p-πιηθό (Βι. 

΢ρήκα 2.15). ΢ηελ πεξίπησζε απηή κεηαβάιιεηαη ην δπλακηθό ησλ δύν επηθαλεηώλ. 

 

 
΢σήμα 2.15: Φαηλόκελν ειεθηξηθήο δηπινζηνηβάδαο ζε εκηαγσγό από p θαη n-πιηθό 

 

 

      Σν θαηλόκελν απηό παξνπζηάδεηαη θαη ζηα ειεθηξνρεκηθά ζπζηήκαηα, όπσο είλαη 

κηα θπςέιε θαπζίκνπ, αθ’ ελόο ιόγσ θαηλνκέλσλ δηάρπζεο δηακέζνπ ηνπ ειεθηξνιύηε, 

όπσο ζηνπο εκηαγσγνύο, θαη αθ’ εηέξνπ ιόγσ αληηδξάζεσλ αλάκεζα ζηα θαηηόληα πνπ 

κεηαθέξεη ν ειεθηξνιύηεο θαη ηεο θαζόδνπ [61]. 

 
΢σήμα 2.16: Φαηλόκελν δηπινζηνηβάδαο ζην ζύλνξν ειεθηξνιύηε-θαζόδνπ θπςέιεο 

θαπζίκνπ [9] 
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      Πην ζπγθεθξηκέλα, ηα θαηηόληα H   ζπγθεληξώλνληαη ζηελ επηθάλεηα ηνπ 

ειεθηξνιύηε, ελώ ηα ειεθηξόληα ζπγθεληξώλνληαη ζηελ επηθάλεηα ηεο θαζόδνπ. Έηζη 

ζηηο δύν επηθάλεηεο ζρεκαηίδνληαη δύν ζηνηβάδεο ηόλησλ κε αληίζεην θνξηίν. Κάζε 

ηέζζεξα δεύγε από απηά ηα ζσκαηίδηα αληηδξνύλ κε έλα κόξην νμπγόλνπ (Βι. ΢ρέζε 

(1.3)). Ζ πηζαλόηεηα λα ζπκβεί απηή ε αληίδξαζε εμαξηάηαη από ηελ ππθλόηεηα ησλ 

δύν ζηνηβάδσλ ζηηο επηθάλεηεο ηνπ ειεθηξνιύηε θαη ηεο θαζόδνπ αληίζηνηρα. Με 

απηό ηνλ ηξόπν, όζν πεξηζζόηεξν θνξηίν ζπγθεληξώλεηαη ζηηο επηθάλεηεο ηόζν 

κεγαιύηεξν είλαη ην επαγόκελν ξεύκα. Ζ δηαθνξά δπλακηθνύ αλάκεζα ζηηο δύν 

επηθάλεηεο απνηειεί ηελ απώιεηα ελεξγνπνίεζεο actV  πνπ έρνπκε αλαθέξεη ζε 

πξνεγνύκελε ελόηεηα. ΢εκεηώλνπκε όηη ε πηζαλόηεηα επίηεπμεο ηεο αληίδξαζεο ζηελ 

θάζνδν απμάλεηαη θαη κε ηελ ρξήζε απνηειεζκαηηθνύ θαηαιύηε (Βι. Δλόηεηα 2.2.2).   

      Αμίδεη, ηέινο, λα αλαθέξνπκε ηελ νκνηόηεηα ηνπ θαηλνκέλνπ ηεο ειεθηξηθήο 

δηπινζηνηβάδαο κε ηελ απνθόξηηζε ηνπ ππθλσηή ζηα ζπλήζε ειεθηξηθά θπθιώκαηα. 

Γηα ηελ ρσξεηηθόηεηα ηνπ ππθλσηή έρνπκε: 

                                                                                 
A

C
d

                                                             (2.40) 

όπνπ   : ε ειεθηξηθή αγσγηκόηεηα ηνπ πιηθνύ πνπ παξεκβάιιεηαη ζηνπο νπιηζκνύο 

          A  : ην εκβαδόλ ηεο επηθάλεηαο ησλ νπιηζκώλ 

          d  : ε απόζηαζε ησλ νπιηζκώλ 

 

      ΢ηελ θπςέιε θαπζίκνπ, ε ελεξγόο επηθάλεηα A είλαη θαηά πνιύ κεγαιύηεξε από ηηο 

ηππηθέο δηαζηάζεηο -ιόγσ ηξαρύηεηαο- θαη ε απόζηαζε d είλαη ηεο ηάμεο ησλ nm. Έηζη, 

ε ρσξεηηθόηεηα πνπ εκθαλίδεη ν ηζνδύλακνο ππθλσηήο ηεο θπςέιεο (Βι. ΢ρήκα 2.17)  

παξνπζηάδεη ρσξεηηθόηεηα θάπνησλ Farad, ηε ζηηγκή πνπ ε ρσξεηηθόηεηα ησλ 

ειεθηξηθώλ ππθλσηώλ  αλέξρεηαη ζηελ ηάμε ησλ κF [9]. 

 

 

 

΢σήμα 2.17: Ηζνδύλακν RC-ειεθηξηθό θύθισκα 
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2.6 Τποζςζηήμαηα Κςτέληρ Καςζίμος  

 
      Μέρξη εδώ έρνπκε κηιήζεη δηεμνδηθά γηα ην ζηνηρεηώδεο ηκήκα ησλ νινθιεξσκέλσλ 

ζπζηεκάησλ θπςειώλ θαπζίκνπ, πνπ δελ είλαη άιιν από ηελ θπςέιε θαπζίκνπ. Ζ 

ζεξκνδπλακηθή θαη ειεθηξνρεκηθή πξνζέγγηζε, πνπ επηρεηξήζεθε ζηηο πξνεγνύκελεο 

ελόηεηεο, «θώηηζε» ζε θάπνην βαζκό ηνπο κεραληζκνύο πάλσ ζηνπο νπνίνπο ζηεξίδεηαη 

ε ιεηηνπξγία ηνπ «ππξήλα» ησλ ζπζηεκάησλ PEMFC. Από ηελ άιιε κεξηά, γηα λα 

ιεηηνπξγήζεη νκαιά -πόζν κάιινλ βέιηηζηα- ν «ππξήλαο» απηόο απαηηείηαη ε ύπαξμε 

θαη θαηάιιειε ρξήζε θάπνησλ ζπζηεκάησλ ππνβνήζεζεο. Σα ζπζηήκαηα απηά 

ιεηηνπξγνύλ «επηθνπξηθά» ζηελ θπςέιε θαπζίκνπ θαη βαζηθό ζθνπό έρνπλ λα 

ξπζκίδνπλ ην πιαίζην ηεο βαζηθήο ιεηηνπξγίαο ηεο θπςέιεο κε ηξόπν απνδνηηθό. 

      Αο γίλνπκε ιίγν πην ζπγθεθξηκέλνη. Σα ζπζηήκαηα ππνβνήζεζεο κπνξνύλ λα 

ρσξηζηνύλ ζηηο αθόινπζεο βαζηθέο θαηεγνξίεο ππνζπζηεκάησλ: 

 ππνζύζηεκα παξνρήο αεξίνπ (πδξνγόλν) αλόδνπ 

 

 ππνζύζηεκα παξνρήο αεξίνπ (αέξαο ή νμπγόλν) θαζόδνπ 

 

 ππνζύζηεκα εμάηκηζεο αεξίσλ θαη ξύζκηζεο ζεξκνθξαζίαο 

 

 ππνζύζηεκα δηαρείξηζεο ύδαηνο 

      ΢ηε ζπλέρεηα ζα αξθεζηνύκε ζε κηα ζπλνπηηθή αλαθνξά ησλ ππνζπζηεκάησλ 

απηώλ, ησλ επηκέξνπο ππνκνλάδσλ ηνπο θαη ην ζθνπό ιεηηνπξγίαο ηνπο [20]. 

2.6.1 Τποζύζηημα παποσήρ αέπιυν ανηιδπώνηυν 
  

      Σν ππνζύζηεκα παξνρήο αέξησλ αληηδξώλησλ (reactant flow subsystem) 

πεξηιακβάλεη ην ππνζύζηεκα παξνρήο αεξίνπ ζηελ άλνδν θαη ην ππνζύζηεκα παξνρήο 

αεξίνπ ζηελ θάζνδν. ΢ηελ πεξίπησζε όπνπ έρνπκε πεπηεζκέλν πδξνγόλν, νη ξνέο 

πδξνγόλνπ θαη νμπγόλνπ ζηα ειεθηξόδηα ξπζκίδνληαη από κηα βαιβίδα θαη από κηα 

κνλάδα ξνήο πίεζεο. Ζ κνλάδα ξνήο πίεζεο ειέγρεη ηνλ ελζσκαησκέλν ζπκπηεζηή. 

΢θνπόο είλαη ε ηθαλνπνηεηηθή παξνρή ησλ αληηδξώλησλ ζηα ειεθηξόδηα, ε εμαζθάιηζε 

γξήγνξεο θαη αζθαινύο απόθξηζεο ηζρύνο ηεο θπςέιεο θαη ε ειαρηζηνπνίεζε 

θαηαλάισζεο ηζρύνο από ην ίδην ην ππνζύζηεκα. ΢ε ζπζηήκαηα θπςειώλ θαπζίκνπ κε 

κηθξή πίεζε ιεηηνπξγίαο, ρξεζηκνπνηείηαη έλαο θπζεηήξαο κηθξήο ηαρύηεηαο γηα ηελ 

παξνρή ησλ αέξησλ αληηδξώλησλ, αληί ηνπ ζπκπηεζηή, αθνύ απαηηεί ρακειόηεξε ηζρύ. 

΢ηελ πεξίπησζε απηή, ε αδξάλεηα ηνπ θπζεηήξα είλαη ν νξηαθόο παξάγνληαο πνπ 

δηακνξθώλεη ηελ ηαρύηεηα απόθξηζεο ηζρύνο. 

 

 2.6.2 Τποζύζηημα εξάημιζηρ αεπίυν και πύθμιζηρ θεπμοκπαζίαρ 
 

      Σν ππνζύζηεκα εμάηκηζεο αεξίσλ θαη ξύζκηζεο ηεο ζεξκνθξαζίαο (heat and 

temperature subsystem) πεξηιακβάλεη ην ππνζύζηεκα ςύμεο ηεο θπςέιεο θαπζίκνπ θαη 

ην ππνζύζηεκα ξύζκηζεο ηεο ζεξκνθξαζίαο ησλ αληηδξώλησλ. Καηά ηελ παξαγσγή 

ξεύκαηνο, παξάγεηαη ζεξκόηεηα κέζα ζηελ θπςέιε. Λόγσ ηνπ κεγέζνπο ηεο 

ζπζηνηρίαο, ε πνζόηεηα απηή ζεξκόηεηαο δελ κπνξεί λα δηαρπζεί από ηε ζπλαγσγή 

αέξα ή λα εθιπζεί από ηελ εμσηεξηθή επηθάλεηα ηεο ζπζηνηρίαο πξνο ην πεξηβάιινλ. 

Δπνκέλσο, απαηηείηαη ελεξγή ςύμε κέζσ ηεο ξνήο ησλ αληηδξώλησλ θαη κέζσ ηνπ 

ζπζηήκαηνο ςύμεο. Απαηηείηαη ηδηαίηεξε δηαρείξηζε ηεο ζεξκόηεηαο απηήο. Πξώηνλ, 

απηνληζκέλν λεξό ρξεζηκνπνηείηαη ζαλ απνηειεζκαηηθό ςπθηηθό πγξό γηα ηε ζπζηνηρία. 

Γεύηεξνλ, ε PEM θπςέιε θαπζίκνπ είλαη ζρεδηαζκέλε λα ιεηηνπξγεί πεξί ηνπο 80°C. 
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Άξα, ν εμεξρόκελνο εμαηκηδόκελνο αέξαο ηεο ζπζηνηρίαο ζε ζύγθξηζε κε ICE-αέξην 

εμάηκηζεο είλαη ιηγόηεξν ηθαλόο ζηε κεηαθνξά ηεο ζεξκόηεηαο [18, 64]. Δπνκέλσο, ε 

απόξξηςε ζεξκόηεηαο είλαη απνθιεηζηηθή ππόζεζε ηνπ ζπζηήκαηνο ςύμεο ην νπνίν 

ξπζκίδεη ηελ ζεξκνθξαζία θαη ηνλ ξπζκό παξνρήο ςπθηηθνύ κέζνπ. Έλαο άιινο 

παξάγνληαο επεξεαζκνύ ηεο ζεξκνθξαζίαο ηεο ζπζηνηρίαο είλαη ε ίδηα ε ζεξκνθξαζία 

ησλ εηζεξρόκελσλ αληηδξώλησλ αεξίσλ. ΢θνπόο είλαη ε δηαηήξεζε ηεο ζεξκνθξαζίαο 

ηεο ζπζηνηρίαο, ε γξήγνξε πξνζέξκαλζε ηεο θπςέιεο ρσξίο ηελ εκθάληζε αθξαίαο 

ππεξπήδεζεο
26

 ζηελ απνθαηάζηαζε ηεο ζεξκνθξαζίαο θαη ειάρηζηε θαηαλάισζε 

ελέξγεηαο από ηε ςύθηξα θαη ηελ αληιία. Γηα λα γίλεη απηό, ην ππνζύζηεκα ξπζκίδεη 

ηελ ηαρύηεηα ηεο ςύθηξαο θαη ηελ αληιία αλαθύθισζεο αέξα. Σν ηειεπηαίν γίλεηαη κε 

ηελ ρξήζε κηαο βαιβίδαο ηύπνπ bypass. 

2.6.3 Τποζύζηημα διασείπιζηρ ύδαηορ 
 

      Σν ππνζύζηεκα δηαρείξηζεο ύδαηνο (water management subsystem) είλαη 

ππεύζπλν γηα ηελ δηαηήξεζε ηεο πγξαζίαο ζηελ πνιπκεξηθή κεκβξάλε θαη ελόο 

απνδνηηθνύ ηζνδπγίνπ κεηαμύ ρξήζεο θαη θαηαλάισζεο λεξνύ. Σν κέγεζνο παξνρήο 

αληηδξώλησλ αεξίσλ θαη ην λεξό πνπ δηνρεηεύεηαη ζηα θαλάιηα ξνήο ηεο αλόδνπ θαη 

ηεο θαζόδνπ επεξεάδνπλ ηελ θαηάζηαζε πγξαζίαο ηεο κεκβξάλεο. ΢ηεγλέο 

κεκβξάλεο θαη πιεκκπξηζκέλεο θπςέιεο νδεγνύλ ζε αθξαίεο πηώζεηο ηάζεο 

(πόισζε).  

      Ο κεραληζκόο δεκηνπξγίαο θαη ξνήο λεξνύ έρεη σο εμήο: θαηά ηε ιεηηνπξγία ηεο 

PEM θπςέιεο θαπζίκνπ παξάγνληαη κόξηα λεξνύ ζηελ θάζνδν. Δπίζεο, ιόγσ ηεο ξνήο 

ησλ πξσηνλίσλ δηακέζνπ ηεο ειεθηξνιπηηθήο κεκβξάλεο «ζπληαμηδεύνπλ» θαη κόξηα 

λεξνύ πξνο ηελ θάζνδν. Με απηό ηνλ ηξόπν, ε ζπγθέληξσζε ηεο θαζόδνπ ζε λεξό 

απμάλεηαη. Με ηελ βνήζεηα ηεο βαζκίδαο ζπγθέληξσζεο (concentration gradient) 

θάπνηα πνζόηεηα λεξνύ δηαρέεηαη από ηε θάζνδν ζηελ άλνδν. Ζ εθπδάησζε ηεο 

κεκβξάλεο ζπλήζσο παξνπζηάδεη θάπνηεο δηαηαξαρέο. Απηέο νθείινληαη ζε δηάθνξνπο 

παξάγνληεο: α)όηαλ απμάλεηαη ην θνξηίν, παξάγεηαη λεξό, β)κεηαβνιέο ζηελ απόιπηε 

θαη ζρεηηθή πίεζε ησλ αληηδξώλησλ αεξίσλ ζηελ κεκβξάλε, γ)κεηαβνιέο ζηνλ ξπζκό 

παξνρήο αεξίνπ, δ)κεηαβνιή ζηελ ζεξκνθξαζία ηεο ζπζηνηρίαο κε απνηέιεζκα ηε 

κεηαβνιή ηεο πίεζεο αηκνύ ηζνξξνπίαο (vapor saturation pressure). Οη κεραληζκνί 

απηνί δεκηνπξγνύλ ηζρπξέο, πνιιαπιέο, κε γξακκηθέο αιιειεπηδξάζεηο αλάκεζα ζηελ 

δηαδηθαζία ξύζκηζεο ηεο δηεξγαζίαο ύγξαλζεο ηεο κεκβξάλεο, ηεο εμάηκηζεο αεξίσλ 

θαη δηακόξθσζεο ζεξκνθξαζίαο, ηεο παξνρήο αέξησλ αληηδξώλησλ θαη ηεο δηαρείξηζεο 

ηζρύνο. ΢ε πεξίπησζε κε ύπαξμεο θαηάιιεινπ ξπζκηζηή ύγξαλζεο ησλ κεκβξαλώλ 

παξαηεξείηαη πηώζε ηάζεο πνπ αλέξρεηαη ζην 20% κε 40% [27].       
 

 

2.6.4 ΢ύνοτη 
 

      ΢πκπεξαίλνπκε όηη γηα ηελ νκαιή ιεηηνπξγία ηεο PEMFC ζπζηνηρίαο απαηηείηαη ε 

εύξπζκε ιεηηνπξγία θάπνησλ ππνζπζηεκάησλ, ηα νπνία κε ηελ ζεηξά ηνπο ζπλζέηνληαη 

από ππνκνλάδεο. Ζ επηινγή θαηάιιεινπ εμνπιηζκνύ θαζώο θαη ν ζρεδηαζκόο ησλ 

απαηηνύκελσλ ξπζκηζηώλ, ώζηε λα απνδίδεηαη επζηάζεηα, νηθνλνκία θαη απνδνηηθόηεηα 

θαηά ηε ιεηηνπξγία ηνπ ζπζηήκαηνο θξίλεηαη ηδηαίηεξα ζεκαληηθή.     

 

 

 

 
26

 ΢ηα αγγιηθά overshoot. Πξόθεηηαη γηα ηνλ ιόγν ηεο δηαθνξάο ηεο κέγηζηεο απόθξηζεο από ηελ ηειηθή απόθξηζε πξνο ηελ ηειηθή 

απόθξηζε ελόο ζπζηήκαηνο κε ραξαθηεξηζηηθά ππνθξίζηκεο απόζβεζεο (underdamped response) [26].  
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      Σα ππνζπζηήκαηα, πνπ κόιηο αλαθέξακε, θέξλνπλ ζην πξνζθήλην ηελ αλάγθε 

δηεξεύλεζεο ησλ αληίζηνηρσλ επηηεινύκελσλ θπζηθώλ δηεξγαζηώλ, ηηο νπνίεο θαη ζα 

αλαιύζνπκε πξνζερώο. Οη βαζηθόηεξεο από απηέο κπνξνύλ λα θαηεγνξηνπνηεζνύλ σο 

εμήο: 

 

 δηεξγαζία παξνρήο θαη ςύμεο αεξίσλ 

 

 δηαρείξηζε ύδαηνο 

 

      Έπεηηα, αλαθέξνπκε, γηα ιόγνπο πιεξόηεηαο, όηη ππνζπζηήκαηα ελόο νινθιεξσ-

κέλνπ PEMFC ζπζηήκαηνο ζεσξνύληαη, επηπιένλ, ην ππνζύζηεκα δηαρείξηζεο ηζρύνο 

(power management subsystem) θαη ην ππνζύζηεκα επεμεξγαζηή θαπζίκνπ (fuel 

processor management).  

      Μηα νινθιεξσκέλε, ινηπόλ, PEMFC ζπζηνηρία ιεηηνπξγεί βέιηηζηα ζε 

ζεξκνθξαζία κεηαμύ 70°C - 80°C, γηα κεξηθέο πηέζεηο αληηδξώλησλ από  3 Atm κέρξη 6 

Atm θαη γηα ύγξαλζε κεκβξάλεο 100% ( m =14). 

 

 

 

2.7 Γιασείπιζη Ύδαηορ 

 
      Από ηελ δνκηθή ζύζηαζε ηεο κεκβξάλεο γίλεηαη εκθαλήο ε αλαγθαηόηεηα ύπαξμεο 

επαξθνύο πνζόηεηαο λεξνύ ζε όιε ηελ κάδα ηεο πνιπκεξηθήο κεκβξάλεο (Βι. Δλόηεηα 

2.2.1). Ζ αγσγηκόηεηα ηεο κεκβξάλεο γηα ηε κεηαθνξά ησλ θαηηόλησλ πδξνγόλνπ είλαη, 

ινηπόλ, αλάινγε ηεο πεξηεθηηθόηεηάο ηεο ζε λεξό. Απηό βέβαηα πξέπεη, ηαπηόρξνλα, λα 

ηθαλνπνηεί ηνλ ζεκαληηθό πεξηνξηζκό κε ππεξρείιηζεο ηνπ ειεθηξνιύηε, πνπ νδεγεί 

αλαπόθεπθηα ζε θξάμηκν ησλ πόξσλ ησλ ειεθηξνδίσλ θαη ηνπ ζηξώκαηνο δηάρπζεο 

αεξίσλ (πόισζε).  

      Τπάξρνπλ -θαηά βάζε- δύν δπλαηόηεηεο γηα λα πεηύρνπκε θάηη ηέηνην. Από ηελ κία, 

κπνξνύκε λα απμήζνπκε ηελ πεξηεθηηθόηεηα ηνπ εηζεξρόκελνπ ζηελ άλνδν αέξα ζε 

λεξό (ύγξαλζε). Από ηελ άιιε, ππάξρεη ε ηδαληθή πεξίπησζε, όπνπ δελ απαηηείηαη 

εμσηεξηθή παξέκβαζε γηα ηελ ελπδάησζε ηεο πνιπκεξηθήο κεκβξάλεο. Θεσξνύκε ηελ 

δεύηεξε πεξίπησζε. Σν λεξό πνπ παξάγεηαη ζηελ θάζνδν δηαηεξεί ηα απαηηνύκελα 

επίπεδα ελπδάησζεο ηεο κεκβξάλεο. Ζ πιενλάδνπζα πνζόηεηα λεξνύ πνπ παξάγεηαη 

ζηελ θάζνδν σζείηαη κε παξνρή αέξα (πνπ νύησο ή άιισο ππάξρεη), πεξλώληαο ζηελ 

άλνδν κέζσ ηνπ ιεπηνύ ζηξώκαηνο ηεο ειεθηξνιπηηθήο κεκβξάλεο. Γηα λα 

ιεηηνπξγήζεη ην «ηδεαηό» απηό κνληέιν απαηηείηαη άξηζηνο ηερληθόο ζρεδηαζκόο. 

Δληνύηνηο, παξνπζηάδνληαη θάπνηεο αληηθεηκεληθέο δπζθνιίεο.  

      Πξώηνλ, ε ειεθηξν-σζκσηηθή αλάδξαζε
27

 ηεο ειεθηξνιπηηθήο κεκβξάλεο (Βι 

Δλόηεηα 2.2.1) εκπνδίδεη ηελ εζσηεξηθή ξνή κνξίσλ λεξνύ από ηελ θάζνδν πξνο ηελ 

άλνδν. Πξαθηηθά, ζηελ πεξίπησζε απμεκέλεο ηξνθνδόηεζεο ηεο αλόδνπ κε πδξνγόλν, 

όηαλ απαηηείηαη κεγαιύηεξε ηζρύο από ηε ζπζηνηρία (δει. απμεκέλε ππθλόηεηα 

ξεύκαηνο), εκθαλίδεηαη ην ελδερόκελν ε κεκβξάλε λα ζηεγλώζεη. Απηό εμεγείηαη 

εύθνια, αλ ζθεθηνύκε όηη κεγαιύηεξε ζπγθέληξσζε πδξνγόλνπ ζηελ άλνδν 

ζπλεπάγεηαη κεγαιύηεξε ζπγθέληξσζε πξσηνλίσλ ζηελ κεκβξάλε θαη άξα πην έληνλε 

ειεθηξν-σζκσηηθή αλάδξαζε.  

 

 

 
27

 ΢ηα αγγιηθά electro-osmotic drag. Πξόθεηηαη γηα ηελ δπζθνιία αληίζηξνθεο πνξείαο ηνπ λεξνύ από ηελ «ζπκβαηηθή», ε νπνία 

έρεη λα θάλεη κε ηελ δηάρπζε ησλ θαηηόλησλ H   πξνο ηελ θάζνδν. Σππηθά γηα θάζε θαηηόλ εκπνδίδνληαη 1 έσο 5 κόξηα λεξνύ ζηελ 

δηέιεπζή ηνπο από ηελ ειεθηξνιπηηθή κεκβξάλε [9].  
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    Γεύηεξνλ, ε μεξαληηθή ηδηόηεηα ηνπ αέξα όηαλ απνθηά ζεξκνθξαζίεο όπσο ε 

ζεξκνθξαζία ιεηηνπξγίαο κηαο PEM θπςέιεο (πεξί ηνπο 70°C) ζηεγλώλεη ηα 

ειεθηξόδηα πην γξήγνξα από ην ξπζκό παξαγσγήο λεξνύ ζηελ θάζνδν. Απηή ε 

δπζθνιία αληηκεησπίδεηαη κε ηελ ύγξαλζε ηνπ εηζεξρόκελνπ αέξα ή ηνπ πδξνγόλνπ ή 

θαη ησλ δύν καδί. Γεγνλόο πνπ ζπλεπάγεηαη επηπιένλ ιεηηνπξγηθό θόζηνο, εληνύηνηο, 

βειηηώλεη αηζζεηά ηελ απόδνζε ελόο PEMFC ζπζηήκαηνο. 

      Σξίηνλ, ε θαηαλνκή λεξνύ ζην ζηξώκα ηεο ειεθηξνιπηηθήο κεκβξάλεο πξέπεη λα 

είλαη νκνηόκνξθε. ΢ηελ πξάμε, κεξηθέο πεξηνρέο ηνπ ειεθηξνιύηε είλαη αξθνύλησο 

έλπδξεο, άιιεο εληειώο ζηεγλέο θαη άιιεο ππεξρεηιηζκέλεο. Απηό νθείιεηαη ζην 

γεγνλόο όηη ν εηζεξρόκελνο αέξαο πνπ πεξλάεη από ηα ειεθηξόδηα δηαδνρηθώλ θπςειώλ 

θαπζίκνπ, θαζώο ζηεγλώλεη πεξηνρέο απνθηά πγξαζία. Έηζη είλαη δπλαηό ν αέξαο απηόο 

πξηλ εμέιζεη από ηελ ζηνίβα λα είλαη θνξεζκέλνο ζε πνζνζηά πγξαζίαο, κε απνηέιεζκα 

λα ράλεη ηελ μεξαληηθή ηθαλόηεηα (πίεζε αηκνύ ηζνξξνπίαο).           

      Δίλαη ζεκαληηθό, εδώ, λα δηαρσξίζνπκε ηηο επηκέξνπο θηλήζεηο ηνπ λεξνύ από, πξνο 

θαη κέζα ζηνλ ειεθηξνιύηε (Βι. ΢ρήκα 2.17) 

 

 
 

΢σήμα 2.18: Γηαθνξεηηθέο θηλήζεηο λεξνύ από, πξνο θαη δηακέζνπ ηνπ ειεθηξνιύηε [9] 

 

 

      ΢ηελ ζπλέρεηα, ζα απνηππώζνπκε ηηο παξαπάλσ θάπσο αθεξεκέλεο θπζηθέο 

έλλνηεο (ύγξαλζε, ζηεγλώλσ, θνξεζκέλνο ζε πνζνζηά ύγξαλζεο θ.ν.θ.) εηζάγνληαο 

θάπνηνλ ζηνηρεηώδε καζεκαηηθό θνξκαιηζκό κε ζθνπό ηε πνζνηηθνπνίεζε ησλ 

δηαθόξσλ ηερληθώλ δηαρείξηζεο ύδαηνο θαη ηε δηεπθόιπλζε ηεο παξνπζίαζήο ηνπο.  

 

 

2.7.1 Παποσή αέπα και εξάημιζη νεπού 

 
     Δίλαη ζύλεζεο λα ρξεζηκνπνηείηαη ν αέξαο πνπ δηνρεηεύεηαη κέζα ζηελ θπςέιε, 

πξνθεηκέλνπ λα απνκαθξύλεηαη ην παξαγόκελν λεξό. Ο ξπζκόο παξνρήο αέξα είλαη 

κεγαιύηεξνο από απηόλ πνπ πξνβιέπνπλ νη ζηνηρεηνκεηξηθέο «απαηηήζεηο» ηεο 

αληίδξαζεο. Απηό γίλεηαη πξνο ηελ απνθπγή απσιεηώλ ζπγθέληξσζεο (Βι. Δλόηεηα 

2.4.5). Μηα ρξήζηκε ζρέζε πνπ πεξηγξάθεη ηνλ ξπζκό νγθνκεηξηθήο παξνρήο αέξα (ζε 

L/s ππό θ. ζ.) ζαλ ζπλάξηεζε ηεο παξαγόκελεο ειεθηξηθήο ηζρύνο, ηεο απνδηδόκελεο 

ηάζεο θαη ηεο ζηνηρεηνκεηξίαο ι είλαη ε αθόινπζε (Βι. Παξάξηεκα Γ): 
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                                                            7( )
3.028 10air cell

cell

d VOL P

dt V
                                         (2.41) 

      ΢ηελ Δλόηεηα 2.3.2, ζηε ζρέζε εμάξηεζεο ηεο ηάζεο από ηελ πίεζε ιεηηνπξγίαο, 

είρακε «αζόξπβα» δερζεί ζαλ δεδνκέλν όηη ν εηζεξρόκελνο αέξαο δελ πεξηέρεη 

πδξαηκνύο. Έλαο άκεζνο ηξόπνο πεξηγξαθήο ηεο πγξαζίαο ηνπ αέξα είλαη λα 

ζεσξήζνπκε ηνλ ιόγν ηεο κάδαο λεξνύ ζε θάπνην αέξην (π.ρ. 2O  , Ar  , 2CO ) πξνο ηελ 

κάδα ηνπ αέξα. Ο ιόγνο απηόο νλνκάδεηαη απόιπηε πγξαζία ή εηδηθή πγξαζία σ: 

                                                                                 w

air

m

m
                                                              (2.42) 

      Παξ’ όιε ηελ απιόηεηα ηνπ, ν παξαπάλσ ηύπνο δελ δίλεη αξθεηέο πιεξνθνξίεο γηα 

ηελ μεξαληηθή ηθαλόηεηα ηνπ εηζεξρόκελνπ αέξα. Οξίδνπκε έλα άιιν ζεκαληηθό 

κέγεζνο. Πίεζε αηκνύ θνξεζκνύ ή πίεζε αηκνύ ηζνξξνπίαο νλνκάδεηαη ε κεξηθή πίεζε 

ηνπ λεξνύ όηαλ έλα κείγκα αεξίνπ θαη λεξνύ βξίζθεηαη ζε κνξηαθή ηζνξξνπία, δειαδή 

όηαλ ν ξπζκόο εμάηκηζεο ηνπ λεξνύ γίλεηαη ίζνο κε ηνλ ξπζκό ζπκπύθλσζεο ηνπ 

αεξίνπ. Έηζη νξίδνπκε ηελ ζρεηηθή πγξαζία θ: 

                                                                                  w

sat

P

P
                                                               (2.43) 

όπνπ wP  : ε κεξηθή πίεζε ηνπ λεξνύ 

        satP  : ε πίεζε αηκνύ θνξεζκνύ ηνπ λεξνύ
 

      Έλα ζεκαληηθό γεγνλόο είλαη όηη ε μεξαληηθή ηθαλόηεηα ηνπ αέξα (ή ν ξπζκόο 

εμάηκηζεο ηνπ λεξνύ) είλαη αλάινγε πξνο ηελ δηαθνξά w satP P . Γίλεηαη επίζεο θαη ν 

πίλαθαο κε ηηο πηέζεηο αηκνύ θνξεζκνύ ηνπ λεξνύ ζε δηάθνξεο ζεξκνθξαζίεο (Βι. 

Πίλαθα 2.4). 

T (oC) 
Psat 

(KPa) 

15 1.705 

20 2.338 

30 4.246 

40 7.383 

50 12.350 

60 19.940 

70 31.190 

80 47.390 

90 70.130 
 

      Πίνακαρ 2.4 : Πίλαθαο ηηκώλ πίεζεο θνξεζκέλνπ αηκνύ λεξνύ satP γηα δηάθνξεο 

ζεξκνθξαζίεο [9] 

      ΢ε κηα αξηζκεηηθή εθαξκνγή, γηα αέξα ζεξκνθξαζίαο 20
oC κε ζρεηηθή πγξαζία 70% 

ν νπνίνο ζεξκαίλεηαη ζηνπο 70
o
C, ιόγσ ιεηηνπξγίαο ηεο θπςέιεο θαπζίκνπ, απνθηά 

ζρεηηθή πγξαζία 8% θαη επνκέλσο ε μεξαληηθή ηνπ ηθαλόηεηα ζρεδόλ 

ελληαπιαζηάδεηαη. Από ηελ ζρέζε (2.43), παξαηεξνύκε όηη PEMFC ζπζηήκαηα πνπ 

ιεηηνπξγνύλ ζε πςειέο πηέζεηο απαηηνύλ ιηγόηεξε πξνζζήθε λεξνύ γηα λα πεηύρνπλ ηελ 

ίδηα ύγξαλζε ηνπ παξερόκελνπ αέξα.   
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2.7.2 Ύγπανζη ανηιδπώνηυν αεπιών 
 

      Σν επίπεδν πγξαζίαο ηνπ αέξα πξέπεη λα ξπζκίδεηαη θαηάιιεια κεηαμύ ησλ ηηκώλ 

ζρεηηθήο πγξαζίαο 80% - 100%, ώζηε λα κε ζηεγλώλεη ηε κεκβξάλε, αιιά θαη λα κελ 

νδεγεί ζε ππεξρείιηζε πξνο ηα ειεθηξόδηα. Γηαθξίλνπκε ηηο αθόινπζεο  δύν νπηηθέο 

ζεώξεζεο [9]. 

 

 1
η
 Θεώπηζη : Κάλνπκε ηελ παξαδνρή όηη ν παξερόκελνο αέξαο είλαη εληειώο μεξόο 

(απνπζία πδξαηκώλ) θαη κεηξώληαο ηελ πίεζε ηνπ εμεξρόκελνπ -από ηελ θπςέιε- 

αέξα ηόηε πξνθύπηεη γηα ηε κεξηθή πίεζε ηνπ λεξνύ ζηα ειεθηξόδηα (Βι. 

Παξάξηεκα Γ) :  

 

                                                                          
0.42

0.21

exit
w

P
P







                                                        (2.44) 

 

      Άξα από ηηο ζρέζεηο (2.43) θαη (2.44), πξνθύπηεη ν ηύπνο ζρεηηθήο πγξαζίαο γηα 

εληειώο μεξό παξερόκελν αέξα : 

 

                                                                     
0.42

0.21

exit
d

sat

P

P



 


                                                    (2.45) 

 

      Δθηειώληαο κηα αξηζκεηηθή εθαξκνγή, ζε κηα θπςέιε θαπζίκνπ πνπ ιεηηνπξγεί ζε 

ζεξκνθξαζία 70
o
C κε εμεξρόκελν αέξα πίεζεο 110 ΚPa θαη ζηνηρεηνκεηξία ι=2, 

πξνθύπηεη από ηνλ Πίλαθα (2.4) ζρεηηθή πγξαζία σ = 67%. Σν γεγνλόο απηό 

ζπλεπάγεηαη ηελ αλάγθε ύγξαλζεο ηνπ εηζεξρόκελνπ αέξα ζηελ θπςέιε πξνθεηκέλνπ  

ην θ λα θηάζεη ζηα επηζπκεηά επίπεδα. Ζ απνηειεζκαηηθή ιύζε είλαη  ε ρξήζε 

επηπιένλ εμνπιηζκνύ, ν νπνίνο ζα ζπιιέγεη ην λεξό ηνπ εμεξρόκελνπ αεξίνπ θαη ζα ην 

ρξεζηκνπνηεί γηα ηελ ύγξαλζε ηνπ εηζεξρόκελνπ αέξα. Σν επηπιένλ ιεηηνπξγηθό θόζηνο 

ηζνζθειίδεηαη από ην θέξδνο ζε παξαγόκελε ηζρύ.  

 

 2
η
 Θεώπηζη : Δδώ ν παξερόκελνο αέξαο πεξηέρεη θάπνηα πνζόηεηα πδξαηκώλ όπσο 

ζπκβαίλεη θαη ζηελ πξάμε. Πξνθύπηεη ν αθόινπζνο ηύπνο γηα ηελ κεξηθή πίεζε ηνπ 

λεξνύ :  

 

                                                                  
(0.42 )

(1 ) 0.21

exit
w

P
P



 

 


 
                                                  (2.46) 

όπνπ      

in

w

in in

w

P

P P
 


  

              inP : ε ζπλνιηθή πίεζε ηνπ εηζεξρόκελνπ αέξα 

              in

wP : ε κεξηθή πίεζε ησλ πδξαηκώλ ζηνλ εηζεξρόκελν αέξα  

 

      Άξα από ηηο ζρέζεηο (2.43) θαη (2.46), πξνθύπηεη ν ηύπνο ζρεηηθήο πγξαζίαο γηα 

πγξό παξερόκελν αέξα : 
 

                                                                  
(0.42 )

(1 ) 0.21

exit
w

sat

P

P




 




 
                                            (2.47) 

 

      Ο Πίλαθαο 2.5 δίλεη ζπγθεληξσκέλεο ηηο ηηκέο ζρεηηθήο πγξαζίαο εμεξρόκελνπ αέξα 

γηα δηάθνξεο ζεξκνθξαζίεο θαη ζηνηρεηνκεηξίεο. Γεδνκέλνπ όηη ηα επηζπκεηά επίπεδα 

ζρεηηθήο πγξαζίαο είλαη κεηαμύ 80%-100%, ζπκπεξαίλνπκε όηη ζε PEMFC ζπζηήκαηα 
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κε ζεξκνθξαζία ιεηηνπξγίαο πςειόηεξε από 60
o
C απαηηείηαη -θαη’ αλάγθελ- επηπιένλ 

ύγξαλζε ησλ αληηδξώλησλ αεξίσλ. Σν γεγνλόο απηό ζπλεπάγεηαη δπζθνιίεο σο πξνο 

ηελ επηινγή ηεο ζεξκνθξαζίαο ιεηηνπξγίαο ζε έλα PEMFC ζύζηεκα.  

 

 
λ – ςτοιχειομετρία 

T (oC) 1.5 2 3 6 12 24 

20 X X X X 213 142 

30 X X X 194 117 78 

40 X 273 195 112 68 45 

50 208 164 118 67 40 26 

60 129 101 72 41 X X 

70 82 65 46 X X X 

80 54 43 30 X X X 

90 37 28 X X X X 

 

Πίνακαρ 2.5 : Πίλαθαο ηηκώλ ζρεηηθήο πγξαζίαο παξερόκελνπ αέξα γηα δηάθνξεο 

ζεξκνθξαζίεο θαη ζηνηρεηνκεηξίεο. Θεξκνθξαζία θαη ζρεηηθή πγξαζία εηζεξρόκελνπ 

αέξα 20
o
C θαη 70%. Πίεζε εμεξρόκελνπ αέξα 100ΚPa [9]. 

 

 

2.7.3 Σεσνικέρ εξυηεπικήρ ύγπανζηρ  
 

      Πξνθεηκέλνπ λα επηιέμνπκε ηελ θαηάιιειε κέζνδν εμσηεξηθήο ύγξαλζεο, πξέπεη 

λα ζεσξήζνπκε, αξρηθά, θάπνηα δεδνκέλα. Πξώηνλ, ππάξρεη δπλαηόηεηα ύγξαλζεο θαη 

ηνπ εηζεξρόκελνπ πδξνγόλνπ πξνο αύμεζε ηεο εθπδάησζεο ηεο κεκβξάλεο. Γεύηεξνλ, 

ε αηκνπνίεζε ηνπ λεξνύ ζην εηζεξρόκελν αέξην θξπώλεη ην αέξην, αθνύ ε απαηηνύκελε 

ελέξγεηα αηκνπνίεζεο ιακβάλεηαη από ην αέξην απηό. Σξίηνλ, πςειέο πηέζεηο 

ιεηηνπξγίαο σθεινύλ ηελ ύγξαλζε. Δλδεηθηηθά, αλαθέξνπκε ηηο πην γλσζηέο κεζόδνπο 

ύγξαλζεο [9, 66]:  

 

 Αλάδπζε αεξίσλ αληηδξώλησλ (bubbling) κέζα από λεξό ειεγρόκελεο 

ζεξκνθξαζίαο. 

 

 Απεπζείαο έγρπζε (direct injection) λεξνύ ζηα αέξηα αληηδξώληα κε ςεθαζκό. 

 

 Υξήζε πγξαληήξα αθξνύ πνξσδώλ κεηάιισλ (porous metal foam humidifier) 

 

 Απεπζείαο απηνξπζκηδόκελε ύγξαλζε ηεο κεκβξάλεο (direct PEM humidifier)  

 

 Απεπζείαο έγρπζε πγξνύ (direct injection) λεξνύ ζηελ θπςέιε θαπζίκνπ 

 

 Υξήζε πεξηζηξεθόκελνπ απνξξνθεηηθνύ ηκήκαηνο (rotating piece of water-

absorbing material) ζηελ είζνδν ησλ αέξησλ αληηδξώλησλ  

 

 Υξήζε εμσηεξηθήο κνλάδαο ύγξαλζεο (external humidifier unit) 

 

      Tέινο, αλαθέξνπκε όηη έρνπλ αλαπηπρζεί θαη κέζνδνη απηό-ύγξαλζεο, πνπ 

ηξνπνπνηνύλ ηνλ ειεθηξνιύηε ώζηε όρη κόλν λα πεξηέρεη άιια θαη λα παξάγεη λεξό.  
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2.8 Παποσή και Φύξη Αέπα 

 
      Όπσο είδακε θαη ζηελ Δλόηεηα 2.6.2, ε παξνρή αέξα θαη ην ζύζηεκα ξύζκηζεο ηεο 

ζεξκνθξαζίαο παίδνπλ ζεκαληηθό ξόιν ζηελ νκαιή ιεηηνπξγία ελόο PEMFC 

ζπζηήκαηνο. Βαζηθά, ε ξύζκηζε ηεο ζεξκνθξαζίαο ιεηηνπξγίαο κπνξεί λα γίλεη κε ηνπο 

αθόινπζνπο ηξόπνπο : 

 

 Φύμε κε ηελ ρξήζε παξνρήο αεξίνπ θαζόδνπ 

 

 Φύμε κε μερσξηζηή παξνρή αληηδξώληνο θαη ςπθηηθνύ αεξίνπ 

 

 Φύμε κε  ηελ ρξήζε πδαηηθνύ ςπθηηθνύ πγξνύ. 
 

 ΢ηελ ζπλέρεηα αλαιύνπκε θάζε έλαλ από ηνπο παξαπάλσ ηξόπνπο.  

 

 

  2.8.1 Φύξη με ηην σπήζη παποσήρ αεπίος καθόδος 

 
      Ο ξπζκόο παξαγσγήο ζεξκόηεηαο ζε κηα PEMFC ζπζηνηρία δίλεηαη από ηνλ 

αθόινπζν ηύπν (Βι. Παξάξηεκα Γ) : 

 

                                                                    
1.25

1cell
cell

cell

dQ
P

dt V

 
   

 
                                             (2.48) 

 

      Ο παξαπάλσ ηύπνο ππνινγίδεη ηνλ ξπζκό ζεξκόηεηαο ζε Watt. Ο ηξόπνο έθιπζεο 

ηεο ζεξκόηεηαο απηήο εμαξηάηαη από ην κέγεζνο ηεο ζπζηνηρίαο. Γηα ζπζηνηρίεο πνπ 

απνδίδνπλ ιηγόηεξν από 100W κπνξνύκε λα εμάγνπκε ηελ ζεξκόηεηα κε ηελ 

θαηάιιειε παξνρή αεξίνπ ζηελ θάζνδν, ρσξίο ηε ρξήζε αλεκηζηήξα (ςύθηξαο). ΢ε 

απηή ηελ πεξίπησζε, νη θπςέιεο πξέπεη λα δηαηεξνύλ κηα απόζηαζε 5-10mm κεηαμύ 

ηνπο. Γηα κεγαιύηεξεο ζπζηνηρίεο, ρξεζηκνπνηνύληαη αλεκηζηήξεο γηα ηελ άληιεζε ηνπ 

ζεξκνύ αέξα. 

 

 

  2.8.2 Φύξη με ξεσυπιζηή παποσή ανηιδπώνηορ και τςκηικού αεπίος 

 
      Ζ ζπλήζεο ηερληθή γηα ηελ ςύμε PEM ζπζηνηρηώλ πνπ παξάγνπλ από 100W έσο 

1000W είλαη ε δεκηνπξγία εγθάξζησλ θαλαιηώλ ξνήο αέξηνπ ςπθηηθνύ ζηηο δηπνιηθέο 

πιάθεο (Βι. ΢ρήκα 2.9). Μηα θιαζζηθή ζπζθεπή PEMFC πνπ ρξεζηκνπνηεί ηελ ηερληθή 

απηή είλαη ε Ballard ®Nexa θπςέιε θαπζίκνπ πνπ κπνξεί λα παξάγεη 1 ΚW (Βι. 

΢ρήκα 2.19). Δλαιιαθηηθά, ρξεζηκνπνηνύληαη μερσξηζηέο πιάθεο ςύμεο πνπ 

παξεκβάιινληαη ζηηο θπςέιεο, δηακέζνπ ησλ νπνίσλ ξέεη αέξην ςπθηηθό.  

      Σα θξηηήξηα αιιαγήο από αέξηα ςύμε ζε πγξή ςύμε δελ δηαθέξνπλ από απηά πνπ 

ρξεζηκνπνηνύληαη ζηηο κεραλέο εζσηεξηθήο θαύζεο. Ζ ςύμε ζηα PEMFC ζπζηήκαηα 

είλαη πην ζεκαληηθή, θπξίσο ιόγσ ηνπ επεξεαζκνύ ηεο ιεηηνπξγίαο ηνπο από ηελ 

ζεξκνθξαζία.  Ζ ρξήζε αεξόςπθησλ κέζσλ είλαη πην απιή, πιελ όκσο ε ρξήζε 

πδξόςπθησλ κέζσλ έρεη κεγαιύηεξεο δπλαηόηεηεο. Απηό νθείιεηαη ζην γεγνλόο όηη 1 

kg λεξνύ κπνξεί λα δηνρεηεπζεί ζε αξθεηά κηθξόηεξν θαλάιη ξνήο από 1 kg αεξίνπ, ελώ 

ε ςπθηηθή ηνπ ππεξνρή είλαη πξνθαλήο. Καηά θαλόλα, ινηπόλ, νη PEM θπςέιεο 

θαπζίκνπ κε ηζρύ κεγαιύηεξε από 5KW είλαη πδξόςπθηεο, ελώ νη θπςέιεο κε ηζρύ 

κηθξόηεξε από 2KW είλαη αεξόςπθηεο. Γηα θπςέιεο πνπ απνθξίλνληαη ζην ελδηάκεζν 

εύξνο ηζρύνο, ε επηινγή ηνπ ηξόπνπ ςύμεο άπηεηαη ζηελ θξίζε ηνπ ζρεδηαζηή. 

 



60 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

΢σήμα 2.19: Αεξόςπθηε Βallard ®Nexa θπςέιε θαπζίκνπ παξαγσγήο 1 ΚW. Ζ 

αληιία αέξηνπ ςπθηηθνύ θαίλεηαη ζην θάησ αξηζηεξά ηκήκα ηεο θπςέιεο [9].     
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3. Ανάλσζη Δσναμικής Μη Γραμμικών 

Ανηιδραζηήρφν 
 

 
      ΢ην εηζαγσγηθό απηό ην θεθάιαην ζα παξνπζηάζνπκε ηα απαηηνύκελα 

καζεκαηηθά εξγαιεία ζηελ αλάιπζε κε γξακκηθώλ δπλακηθώλ ζπζηεκάησλ. ΢ηε 

ζπλέρεηα, ζα εθζέζνπκε ηηο βαζηθέο ηδέεο θαηάζηξσζεο απνδνηηθώλ αιγνξίζκσλ γηα 

ηελ πεξίπησζή καο. Οη αιγόξηζκνη απηνί πινπνηνύλ αξηζκεηηθά ηελ αλάιπζε ηεο 

δπλακηθήο ζπκπεξηθνξάο ηέηνησλ ζπζηεκάησλ. Σέινο, ζα πεξάζνπκε ζηελ 

ππνινγηζηηθή αλάιπζε επζηάζεηαο ελόο ζρεηηθά απινύ, κε γξακκηθνύ κνληέινπ, πνπ 

πεξηγξάθεη έλαλ αληηδξαζηήξα ζπλερνύο αλάδεπζεο (CSRT). Σν κνληέιν απηό αλ θαη 

εηζαγσγηθό, όπσο ζα δνύκε, παξνπζηάδεη ελδηαθέξνπζα δπλακηθή ζπκπεξηθνξά.  

 

 

3.1 Διζαγυγή 

 
      Σα καζεκαηηθά κνληέια, πνπ πεξηγξάθνπλ, κε επάξθεηα, ηελ δπλακηθή ζπζηεκάησλ 

παίδνπλ ζεκαληηθό ξόιν ζηελ δηαδηθαζία ηεο αλάιπζεο θαη ηνπ ειέγρνπ. Δληνύηνηο, νη 

πεξηζζόηεξεο δηεξγαζίεο πνπ παξαηεξνύληαη ζηελ θύζε είλαη πνιύπινθεο θαη κε 

γξακκηθέο, κε απνηέιεζκα ε κνληεινπνίεζε ηνπο λα παξνπζηάδεη ζεκαληηθέο 

δπζθνιίεο. ΢ηελ πξάμε, καζεκαηηθά κνληέια πνπ λα πεξηγξάθνπλ ηηο δηαδηθαζίεο απηέο 

κε ηξόπν αλαιπηηθό δελ ππάξρνπλ. Αθόκα θαη θάπνηα αλαιπηηθά κνληέια, πνπ 

ζεσξείηαη όηη πεξηγξάθνπλ θάπνηα θπζηθά θαηλόκελα, εμεηάδνπλ απινπνηεκέλεο 

ππνπεξηπηώζεηο ησλ ηδίσλ πξνβιεκάησλ, κε βάζε θάπνηεο παξαδνρέο. Οπόηε, ε 

εμαγσγή ελόο καζεκαηηθνύ κνληέινπ γηα κηα ζπγθεθξηκέλε δηεξγαζία θαηαιήγεη λα 

βαζίδεηαη απνθιεηζηηθά ζε δεδνκέλα ηύπνπ εηζόδνπ-εμόδνπ. Σα δεδνκέλα απηά κπνξεί 

λα είλαη ζεσξεηηθά (Βι. Παξάγξαθν 2.3) ή πεηξακαηηθά.    

      ΢ηελ παξνύζα εξγαζία, ηα καζεκαηηθά κνληέια ηα νπνία αλαιύνπκε έρνπλ εμαρζεί 

κε βάζε απηή ηελ θηινζνθία. Ζ ελδειερήο δηεξεύλεζε ησλ κνληέισλ απηώλ δελ είλαη 

δπλαηή κε βάζε ηα θιαζζηθά αλαιπηηθά εξγαιεία. Γηα ηελ αλάιπζε ησλ εμηζώζεσλ 

πνπ πεξηγξάθνπλ ηα κνληέια απηά, ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε αξηζκεηηθέο κεζόδνπο, πνπ 

απνηεινύλ ηα ζύγρξνλα ππνινγηζηηθά εξγαιεία. Αξρηθά, ζην παξόλ θεθάιαην, ζα 

ππνινγίζνπκε ηελ ρξνληθή νινθιήξσζε ησλ ιύζεσλ ησλ εμηζώζεσλ γηα ην κνληέιν 

ηνπ αληηδξαζηήξα CSRT. Γηα ην πεηύρνπκε απηό ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε αξηζκεηηθέο 

κεζόδνπο επίιπζεο δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ ζηαζεξνύ βήκαηνο (Μέζνδνο Runge-Kutta 

4
εο

 Σάμεο). Ο αιγόξηζκνο ηεο κεζόδνπ έρεη αλαπηπρζεί ζε θώδηθα MATLAB. 

Γεύηεξνλ, κε βάζε ηελ ρξνληθή νινθιήξσζε, ζα αλαπαξάγνπκε ηα δηαγξάκκαηα 

θάζεσλ (phase portraits) πνπ δείρλνπλ ηελ ζπζρέηηζε ησλ κεηαβιεηώλ ηνπ ζπζηήκαηνο 

ζε βάζνο ρξόλνπ. Σξίηνλ, ζα πεξάζνπκε ζηελ αλάιπζε ηεο επζηάζεηαο εμάγνληαο ηα 

δηαγξάκκαηα δηαθιάδσζεο (bifurcation diagrams) ησλ κεηαβιεηώλ ηνπ ζπζηήκαηνο γηα 

δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ. ΢ηελ πεξίπησζε ηνπ αληηδξαζηήξα CSRT ηνλ ξόιν ηεο 

κνλαδηθήο παξακέηξνπ ζα παίμεη ν αξηζκόο damköhler (Da)
27

. Ζ εμαγσγή ησλ 

δηαγξακκάησλ δηαθιάδσζεο βαζίδεηαη ζε κηα «παξαιιαγή» ηεο γλσζηήο κεζόδνπ 

Newton-Raphson. Βαζηθό ραξαθηεξηζηηθό ηεο λέαο κεζόδνπ είλαη όηη δελ αληηκεησπίδεη 

πξνβιήκαηα σο πξνο ηε ζύγθιηζε ζε ζεκεία αλαζηξνθήο (turning points) ηνπ 

δηαγξάκκαηνο δηαθιάδσζεο. Ζ κέζνδνο απηή νλνκάδεηαη Arc-Length continuation 

method. 

27
 Γηα ην θπξίαξρν κνληέιν ηεο PEMF θπςέιεο πνπ αλαιύνπκε βιέπε Κεθάιαην 4.  
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3.2 Μαθημαηικό Τπόβαθπο 

 
3.2.1 Καηηγοπιοποίηζη γπαμμικών ζςζηημάηυν 
 

Έζησ έλα δηδηάζηαην γξακκηθό ζύζηεκα: 

 

                                                                             

x ax by

y cx dy





 

                                                     (3.1)                                                       

 
όπνπ a, b, c, d : παξάκεηξνη ηνπ ζπζηήκαηνο  

 

Ζ κεηξσηθή κνξθή ηνπ ζπζηήκαηνο (3.1) είλαη ε εμήο: 

 

 

                                                                               ~~ ~
x A x


 
                                                                  (3.2) 

                                                                  
 

όπνπ:  
~

x
x

y

 
  
 

,  
~

a b
A

c d

 
  
 

 

 

      Σν ζύζηεκα ιέγεηαη γξακκηθό κε ηελ έλλνηα όηη αλ x1 θαη x2 ιύζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο 

ηόηε θαη c1 x1 + c2 x2 είλαη ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο γηα 1c  , 2c   . Έπεηηα, ζηάζηκν 

ζεκείν (fixed point) νλνκάδεηαη θάζε ζεκείν x
*
 γηα ην νπνίν ηζρύεη : 

~
x


* = 
~
0 . 

 

Οπιζμόρ 1. Έζησ x
*
 ζηάζηκν ζεκείν ηνπ ζπζηήκαηνο . Σν ζεκείν  x

*
 νλνκάδεηαη 

ηνπηθόο ειθπζηήο, αλ θαη κόλν αλ όιεο νη ηξνρηέο πνπ μεθηλνύλ «αξθνύλησο» θνληά ζην 

x
*
 ζπγθιίλνπλ ζην x

*
  θαζώο t  . Αλ ζπκβαίλεη όιεο νη ηξνρηέο λα ζπγθιίλνπλ ζην 

ζεκείν απηό, ηόηε ην ζεκείν x
*
 θαιείηαη θαζνιηθόο ειθπζηήο ή ειθπζηήο. 

 

Οπιζμόρ 2. (Δςζηάθεια καηά Lyapunov) Σν ζεκείν  x
*
 νλνκάδεηαη Liapunov 

επζηαζέο, αλ θαη κόλν αλ όιεο νη ηξνρηέο πνπ μεθηλνύλ «αξθνύλησο» θνληά ζην x
*
 

παξακέλνπλ θνληά ζην x
*
 0t  . 

 
 

΢σήμα 3.1: Οξηζκόο ειθπζηή θαη Lyapunov επζηαζνύο ζεκείνπ [1]     
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Οπιζμόρ 3. Σν ζεκείν  x
*
 νλνκάδεηαη νπδέηεξα επζηαζέο, αλ είλαη Lyapunov επζηαζέο 

θαη δελ είλαη ειθπζηήο. 

 

΢σόλιο: Οπδέηεξε επζηάζεηα παξαηεξείηαη ζηελ απόθξηζε κεραληθώλ ζπζηεκάησλ, 

όπνπ έρνπκε απνπζία ηξηβώλ. Πξνρσξάκε ζε δύν αθόκε νξηζκνύο: 

 

Οπιζμόρ 4. Σν ζεκείν x
*
 νλνκάδεηαη επζηαζέο, αλ είλαη Lyapunov επζηαζέο θαη 

ειθπζηήο. Σν x
* 
νλνκάδεηαη αζηαζέο αλ δελ είλαη επζηαζέο 

 

      Γηα ην δηδηάζηαην γξακκηθό ζύζηεκα (3.1), αλαδεηνύκε ηξνρηέο ηεο κνξθήο : 

~ ~
( ) tx t e v   (3.3), κε  θαη 

~ ~
0v  . Αλ αληηθαηαζηήζνπκε ζηελ ζρέζε (3.2), ηόηε 

πξνθύπηεη ε εμίζσζε ηδηνηηκώλ ηνπ ζπζηήκαηνο: 

                                                                             ~ ~ ~
A v v                                                       (3.4)

    
 

      Σόηε ιέκε όηη ην 
~
v  είλαη ηδηνδηάλπζκα ηνπ πίλαθα 

~
A  κε αληίζηνηρε ηδηνηηκή  . Καη 

ε ιύζε 
~
( )x t  ηεο ζρέζεο (3.4) θαιείηαη ηδηνιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο (3.2). Τπνινγίδνπκε 

ηηο ηδηνηηκέο θαη ηα ηδηνδηαλύζκαηα από ηελ ραξαθηεξηζηηθή εμίζσζε ελόο πίλαθα: 

                                                                       
 

~ ~
det 0A I  

                                               (3.5) 

                                                         
 

ή 

 

                                                                       
2 0                                                               (3.6) 

 

ή 

 

                                                       
 2

1,2

1
4

2
     

                                          (3.7) 

Καη ιύλνληαο ηε ζρέζε (3.7) σο πξνο η θαη Γ, πξνθύπηεη: 

                                                                      

1 2
~

1 2
~

( )

det( )

tr A

A

  

 

  

   
                                                      (3.8) 

      ΢ηελ γεληθή πεξίπησζε ηζρύεη 1 2  θαη από γλσζηό ζεώξεκα ηεο γξακκηθήο 

άιγεβξαο ηζρύεη όηη ηα δηαλύζκαηα 
~
v 1, 

~
v 2 είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηα θαη ε γξακκηθή 

ηνπο ζήθε παξάγεη όιν ηνλ γξακκηθό ρώξν ηνπ πίλαθα 
~
A . Κάζε αξρηθή ζπλζήθε          

~
x o  εθθξάδεηαη ζαλ γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ησλ ηδηνδηαλπζκάησλ. Γειαδή ηζρύεη :        

~
x o  = c1

~
v 1  + c2

~
v 2 (3.9). Σόηε απνδεηθλύεηαη όηη ε γεληθή ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο (3.2) 

είλαη ε εμήο: 

                                                                

1 2

1 1 2 2
~
( )

t t
x t c e v c e v

 
   

                                              (3.10) 

      Ζ απόδεημε ζηεξίδεηαη ζην όηη ε (3.10) είλαη γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ιύζεσλ ηνπ 

ζπζηήκαηνο (3.2) (Βι. ΢ρέζε (3.3)) θαη επηπιένλ είλαη ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο όπσο 

πξνθύπηεη γηα t=0 από ζρέζε (3.9). 
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      Έπεηηα, από δηεξεύλεζε όισλ ησλ πεξηπηώζεσλ δηδηάζηαησλ γξακκηθώλ 

ζπζηεκάησλ βάζεη ησλ ηδηνηηκώλ πξνθύπηεη ε αθόινπζε ηππνπνίεζε (Βι. ΢ρήκα 3.2), 

ε νπνία έρεη γξαθεί θαη ζε αιγόξηζκν (Βι. Παξάξηεκα Ζ):  

 

α) αλ 0  , δειαδή 1 2,    θαη 1 20    ή 2 10   , ηόηε ην ζηάζηκν ζεκείν 

είλαη ζεκείν ζάγκαηνο (αζηαζέο). 

 

β) αλ 0  , ηόηε είηε 1 2,    ( 2 4 0    ) θαη ην ζηάζηκν ζεκείν είλαη θόκβνο, είηε 

1 2, C    κε 21   ( 2 4 0    ) θαη ην ζηάζηκν ζεκείν είλαη ζπείξα. Γηα ηελ Σξίηε 

πεξίπησζε όπνπ 2 4 0    , ην ζηάζηκν ζεκείν είλαη είηε αζηέξη (δύν γξακκηθά 

αλεμάξηεηα ηδηνδηαλύζκαηα κε 0  ) ή πιέγκα
28

 (δύν γξακκηθά αλεμάξηεηα 

ηδηνδηαλύζκαηα κε 0  ) ή λόζνο θόκβνο (κνλαδηθή ηδηνδηεύζπλζε). Σν είδνο ηεο 

επζηάζεηαο εμαξηάηαη από ην πξόζεκν ηνπ η. Αλ 0  , ηόηε ην ζηάζηκν ζεκείν είλαη 

επζηαζέο. Αλ 0  , ηόηε ην ζεκείν είλαη αζηαζέο. Δλώ, αλ 0  , ηόηε έρνπκε νπδέηεξα 

επζηαζέο θέληξν (κηγαδηθέο ηδηνηηκέο). 

 

γ) αλ 0  , ηόηε ηνπιάρηζηνλ κία ηδηνηηκή είλαη κεδεληθή. Σόηε ε αξρή ησλ αμόλσλ 

δελ είλαη απνκνλσκέλν ζηάζηκν ζεκείν θαη έρνπκε επζεία ή επίπεδν ζηάζηκσλ ζεκείσλ. 

 
 

΢σήμα 3.2: Καηεγνξηνπνίεζε ζηάζηκσλ ζεκείσλ [1]     

 

 

3.2.2 Γιάγπαμμα θάζευρ και απιθμηηικέρ μέθοδοι βήμαηορ 

 
      Σν δηαλπζκαηηθό πεδίν ζην πεδίν θάζεσο (phase portrait) πεξηγξάθεηαη από ηo 

ζύζηεκα εμηζώζεσλ ή ηελ ηζνδύλακε δηαλπζκαηηθή εμίζσζε: 

                                                         
1 1 1 2

2 2 1 2

( , )

( , )

x f x x

x f x x









      ή       ( )x f x


                                       (3.11) 

όπνπ:   1 2( , )x x x ,    1 2( , )f f f
 

28
 Γειαδή όιν ην επίπεδν απνηειείηαη από ζηάζηκα ζεκεία. Απηό εμεγείηαη, εύθνια, αθνύ από ην ζύζηεκα εμηζώζεσλ πξνθύπηεη 

~ ~
0x



 . 
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      ΢ηελ γεληθή πεξίπησζε, νη εμηζώζεηο (3.11) είλαη κε γξακκηθέο. Ζ εύξεζε ησλ 

ηξνρηώλ ηνπ ζπζηήκαηνο, ππνινγίδνληαη ζηελ πξάμε κε ηελ ρξήζε αξηζκεηηθώλ 

κνλνβεκαηηθώλ κεζόδσλ (time-stepper). Λέγνληαο «βεκαηηθέο» κέζνδνη, ελλννύκε όηη 

νη ππνινγηκνί γίλνληαη κε βήκα ζηνλ ρξόλν, ην νπνίν είλαη ζηαζεξό (κνλνβεκαηηθή). Οη 

πην γλσζηέο κέζνδνη πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη είλαη ε Μέζνδνο Euler θαη ε Μέζνδνο 

Runge-Kutta 4
εο

 ηάμεο. Θα δώζνπκε κηα ζύληνκε πεξηγξαθή ησλ δύν αξηζκεηηθώλ 

κεζόδσλ. 

 

 

 Μέθοδορ Euler : 

 

      Ζ κέζνδνο Euler ή κέζνδνο εθαπηνκέλεο είλαη κηα 1
εο

 ηάμεο
29

 αξηζκεηηθή κέζνδνο. 

πξνθύπηεη από ηνλ ηύπν ηεο θιίζεο ηεο ζπλάξηεζεο f ζε δεδνκέλν ζεκείν. Ζ 

ζπλάξηεζε f ηώξα εμαξηάηαη από ην x, αιιά επηπιένλ θαη από ηνλ αληίζηνηρν ρξόλν t: 

x=x(t). Γειαδή έρνπκε ( , )f f t x . Θεσξνύκε έλα αξρηθό ζεκείν ( , ( , ))o o ox f t x . Έζησ  

h (ή Γt) ην ζηαζεξό βήκα ηεο κεζόδνπ. Έζησ 1x  αληίζηνηρν ζεκείν γηα ηνλ επόκελν 

ρξόλν t1=tν+h. Σόηε από ηνλ ηύπν ηεο εθαπηόκελεο ηεο x=x(t) ζην ζεκείν t=to 

πξνθύπηεη ν ηύπνο ηεο κεζόδνπ: 

 

1| ( , )
o

o
t o o

x x
x f t x

h

 
                1 ( , )o o ox x f t x h                                                         (3.12) 

 

      Καη ε κέζνδνο ηξέρεη βήκα-βήκα θαζώο πξνζεγγίδεη ηε ρξνληθή εμέιημε ηεο 

κεηαβιεηήο x. Ο γεληθόο ηύπνο ηεο κεζόδνπ ζηηο 2 δηαζηάζεηο είλαη ν εμήο: 

 

                                                   1 ( , )n n n nx x f t x h    ,  0,1,2,...n                                        (3.13) 

 

 

 Μέθοδορ Runge-Kutta 4
ηρ

 Σάξηρ : 

 

      H κέζνδνο Runge-Kutta 4
εο

 ηάμεο
29

 βαζίδεηαη ζηελ «ηδέα» ηεο κεζόδνπ Euler, κε 

ηελ δηαθνξά όηη παίξλεη κηα θαιύηεξε πξνζέγγηζε γηα ηελ εθαπηόκελε. ΢πγθεθξηκέλα, 

ε κέζνδνο παίξλεη έλαλ ζηαζκηζκέλν (weighted) κέζν όξν ηηκώλ ηεο ( , )f f t x , 

δειαδή δίλνληαη κε δηαθνξεηηθό «βάξνο» ζε δηαθνξεηηθά ζεκεία ηνπ δηαζηήκαηνο 

1n nt t t   . Ο γεληθόο ηύπνο ηεο κεζόδνπ ζηηο 2 δηαζηάζεηο είλαη ν αθόινπζνο: 

 

                                                       1 1 2 3 4

1
2 2

6
n nx x k k k k                                                (3.14) 

 

 

όπνπ:                                       

1

2 1

3 2

4 3

( )

1
( )

2

1
( )

2

( )

n

n

n

n

k f x h

k f x k h

k f x k h

k f x k h

 

  

  

  

    

 

 
29

 Απνδεηθλύεηαη όηη ην νιηθό ζθάικα απνθνπήο (total truncation error) θξάζζεηαη γηα ηελ κέζνδν Euler από κία ζηαζεξά επί h , 

ελώ γηα ηελ κέζνδν Runge-Kutta 4εο ηάμεο από κηα ζηαζεξά επί 
4h [6]. 
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      ΢ηελ παξαπάλσ ζρέζε (3.14) ηεο κεζόδνπ Runge-Kutta θαζέλα απν ηα δηαλύζκαηα 

είλαη δηαζηάζεσλ 2x1. ΢αλ βήκα ηεο κεζόδνπ ε ηηκή h=Γt=0.1 δίλεη ηθαλνπνηεηηθά 

απνηειέζκαηα. ΢ε πεξηπηώζεηο πνπ ην βήκα αιιάδεη ζα δειώλεηαη. 

 

΢ςμπέπαζμα : Ζ κέζνδνο Runge-Kutta 4
εο

 ηάμεο είλαη πην αθξηβήο από ηελ κέζνδν 

Euler, κε αληίζηνηρν ππνινγηζηηθό θόζηνο. Πξνηηκνύκε ηελ πξώηε κέζνδν ζηνπο 

ππνινγηζκνύο καο.    

 

 

3.2.3 Γπαμμικοποίηζη διαθοπικών ζςζηημάηυν 
 

      Θεσξνύκε ην ζύζηεκα κε γξακκηθώλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ ηεο ζρέζεο (3.11). 

Έζησ * *

1 2( , )x x  έλα ζηάζηκν ζεκείν ηνπ ζπζηήκαηνο, ηόηε ηζρύεη: 

 

                                                             
* * * *

1 1 2 2 1 2( , ) ( , ) 0f x x f x x                                                   (3.15) 

 

      Θέησ ηηο λέεο κεηαβιεηέο : 

*

1 1

*

2 2

u x x

v x x

 

 
 ηέηνηεο ώζηε λα είλαη κηθξέο δηαηαξαρέο 

θνληά ζην ζηάζηκν ζεκείν. Πξνθεηκέλνπ, λα δνύκε αλ νη δηαηαξαρέο απηέο θζίλνπλ ή 

απμάλνπλ κε ηνλ ρξόλν, ρξεηαδόκαζηε δύν δηαθνξηθέο εμηζώζεηο ησλ κεηαβιεηώλ u , v . 

Από ην αλάπηπγκα Taylor ησλ ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ 1f , 2f  ζην πεδίν δξάζεο ζα έρσ: 

                                                      * *

1 1 1 2( , )u x f x u x v
 

                                                       

                                                       * * 2 21 1
1 1 2

1 2

( , ) , ,
f f

u f x x u v O u v uv
x x

  
   

 
          

* *
1 1 2( , ) 0f x x 

  

                                                       2 21 1

1 2

, ,
f f

u u v O u v uv
x x

  
  

 
                                           (3.16) 

      ΢εκεηώλνπκε όηη νη κεξηθέο παξάγσγνη ζην δεύηεξν κέινο ππνινγίδνληαη ζην 

ζεκείν * *

1 2( , )x x . Οη ηεηξαγσληθνί όξνη πνπ πεξηέρνληαη ζην ππόινηπν ηεο ζεηξάο Taylor 

 2 2, ,O u v uv είλαη πνιύ κηθξνί (ιόγσ κηθξώλ δηαηαξαρώλ), νπόηε κπνξνύλ λα 

αγλνεζνύλ. Καηά ηνλ ίδην ηξόπν, ππνινγίδνπκε γηα ηελ κεηαβιεηή v: 

                                                       2 22 2

1 2

, ,
f f

v u v O u v uv
x x

  
  

 
                                           (3.17) 

      Δπνκέλσο, από ζρέζεηο (3.16) θαη (3.17) έπεηαη όηη νη δηαηαξαρέο εμειίζζνληαη 

ζύκθσλα κε ηνλ λόκν: 

 

                                                      

1 1

1 2 2 2

2 2

1 2

, ,

f f

x xu u
O u v uv

f f v
v

x x





  
                  
   

  

                                (3.18) 

 

Ο πίλαθαο J  ππνινγίδεηαη ζην ζεκείν * *

1 2( , )x x   θαη νλνκάδεηαη πίλαθαο Jacobian: 
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* *( , )1 2

1 1

1 2

2 2

1 2
x x

f f

x x
J

f f

x x

  
  
 
  
 
  

                                                             (3.19) 

 

      Αγλνώληαο ηνπο ηεηξαγσληθνύο όξνπο ζηε ζρέζε (3.18), πξνθύπηεη ε γλσζηή 

γξακκηθνπνίεζε ηνπ ζπζηήκαηνο (3.11) γύξσ από ην ζηάζηκν ζεκείν * *

1 2( , )x x : 

 

                                                          

1 1

1 2

2 2

1 2

f f

x xu u

f f v
v

x x





  
                  
   

  

                                                        (3.20) 

 

΢σόλιο : Σν γξακκηθνπνηεκέλν ζύζηεκα (3.20) δίλεη πνηνηηθά νξζή αλαπαξάζηαζε ηνπ 

πεδίνπ θάζεσλ ηνπ αξρηθνύ κε γξακκηθνύ ζπζηήκαηνο (3.11), κόλν ζηελ πεξίπησζε 

όπνπ ην ζηάζηκν ζεκείν ηνπ αξρηθνύ ζπζηήκαηνο δελ αλήθεη ζηηο ζπλνξηαθέο 

πεξηπηώζεηο πνπ ζπδεηήζακε ζηελ Δλόηεηα 3.1.1 (Βι. ΢ρήκα 3.2). Με άιια ιόγηα, αλ 

ην γξακκηθνπνηεκέλν ζύζηεκα πξνβιέπεη ζάγκα ή θόκβν ή ζπείξα, ηόηε ην ζηάζηκν 

ζεκείν ηνπ αξρηθνύ ζπζηήκαηνο είλαη -πξάγκαηη- ζάγκα ή θόκβνο ή ζπείξα.  

 

 

3.2.4 Γπαμμικοποίηζη αλγεβπικο-διαθοπικών ζςζηημάηυν 

 
Έζησ έλα ζύζηεκα εμηζώζεσλ ηεο κνξθήο: 

 

                                                                           1
1 1 2( , )

dx
f x x

dt
                                                       (3.21) 

                                                                               2 1 20 ( , )f x x                                                       (3.22) 

 

      To ζύζηεκα απηό πνπ απνηειείηαη από κηα δηαθνξηθή θαη κηα αιγεβξηθή εμίζσζε 

νλνκάδεηαη νινθιεξν-δηαθνξηθό ζύζηεκα εμηζώζεσλ
30

. Σα ζηάζηκα ζεκεία ηνπ 

παξαπάλσ ζπζηήκαηνο πξνθύπηνπλ από ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ζε κόληκε 

θαηάζηαζε: 

 

                                                                    1 1 2 2 1 2( , ) ( , ) 0f x x f x x                                             (3.23) 

 

      H επζηάζεηα ησλ ζεκείσλ ηζνξξνπίαο πξνζδηνξίδεηαη από ηελ γξακκηθνπνίεζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο ησλ ζρέζεσλ γύξσ από ηα ζεκεία ηζνξξνπίαο (Βι. Πξνεγνύκελε 

Δλόηεηα). Έζησ πάιη 
*

1 1 1u x x x    θαη 
*

2 2 2v x x x     , ηόηε έρνπκε: 

 

                                                                      

1 1

1 2

2 2

1 2

0

f f

x x uu

f f v

x x



  
                    
  

                         (3.24) 

 

30
 Γλσζηά θαη σο differential-algebraic equation systems (DAE’s). Σέηνην ζύζηεκα είλαη θαη απηό πνπ πεξηγξάθεη ην κνληέιν 

ηεο STR-PEMF θπςέιεο πνπ ζα αλαιύζνπκε ζην Κεθάιαην 4.  
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      Δπηιύνπκε ην ζύζηεκα  ζηελ πεξίπησζε όπνπ ε Jacobian 2

2

f

x




 είλαη νκαιόο πίλαθαο 

(δειαδή 2

2

det 0
f

x

 
 

 
). ΢ηελ πεξίπησζε απηή -θαη κόλν- κπνξνύκε λα απαιείςνπκε 

ηελ v κεηαβιεηή από ην γξακκηθνπνηεκέλν ζύζηεκα (3.24) θαη επηιύνληαο σο πξνο u


 

πξνθύπηεη:  

 

                                                               
1

1 1 2 2

1 2 1 2

f f f f
u u

x x x x

     
     

    
                                      (3.25) 

 

Άξα, ε επζηάζεηα ηνπ ζπζηήκαηνο πξνζδηνξίδεηαη, πιένλ, από ηηο ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα 
1

1 1 2 2

1 2 1 2

f f f f

x x x x

    
   

    
. Όκσο, από αλάιπζε πηλάθσλ, κπνξεί λα δεηρζεί όηη: 

 

                                              
1

2 1 1 2 2

2 1 2 1 2

det det det
f f f f f

A
x x x x x

      
      

       
                      (3.26) 

 

      Ζ ζρέζε δείρλεη θαζαξά όηη ε Jacobian 

1

1 1 2 2

1 2 1 2

f f f f

x x x x

    
   

    
πνπ θαζνξίδεη ηελ 

επζηάζεηα ηνπ DAE ζπζηήκαηνο γίλεηαη ηδηάδνπζα (δει.

1

1 1 2 2

1 2 1 2

det 0
f f f f

x x x x

    
    

    
) 

ηαπηόρξνλα κε ηελ A  κε ηελ απαίηεζε ε Jacobian 2

2

f

x




 είλαη νκαιόο πίλαθαο. 

΢ςμπέπαζμα : Άξα, γηα λα έρνπκε κηα δηαθιάδσζε saddle-node, αξθεί ε A  λα γίλεηαη 

ζε απηό ην ζεκείν κε νκαιόο πίλαθαο. Απηό βέβαηα αλακελόηαλ από ηελ επίιπζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο ηζνξξνπίαο (Βι. ΢ρέζε (3.23)). 

 

 

3.2.5 Θευπία διακλαδώζευν 
 

      Θα απνθύγνπκε εδώ ηελ δηαηύπσζε απζηεξώλ νξηζκώλ θαη ζα επηρεηξήζνπκε λα 

δώζνπκε κηα πεξηζζόηεξν επνπηηθή εηθόλα ησλ δηαθιαδώζεσλ ζηηο ζύγρξνλεο 

εθαξκνγέο. Θα μεθηλήζνπκε κε κνλνδηάζηαηα ζπζηήκαηα θαη ζα πεξάζνπκε ζε 

ζπζηήκαηα πεξηζζνηέξσλ δηαζηάζεσλ.  

      Σα καζεκαηηθά κνληέια πνπ πεξηγξάθνληαη από δηαθνξηθέο εμηζώζεηο, ζηελ 

πιεηνςεθία ηνπο παξνπζηάδνπλ θάπνηα εμάξηεζε από παξακέηξνπο. Ζ πνηνηηθή 

ζπκπεξηθνξά ηέηνησλ ζπζηεκάησλ κπνξεί λα εκθαλίζεη κεηαβνιέο κεηαβαιινκέλσλ 

ησλ ηηκώλ ησλ παξακέηξσλ από ηηο νπνίεο εμαξηάηαη. Πην ζπγθεθξηκέλα, θαηά ηελ 

ζπλερή κεηαβνιή ησλ ηηκώλ ησλ παξακέηξσλ, ηα ζηάζηκα ζεκεία ηνπ ζπζηήκαηνο 

κπνξεί λα «θαηαζηξέθνληαη», λα «γελλώληαη» ή λα κεηαβάιιεηαη ε επζηάζεηά ηνπο. Οη 

κεηαβνιέο απηέο, αλ θαη όπνπ ζπκβαίλνπλ νλνκάδνληαη δηαθιαδώζεηο (bifurcations), 

ελώ νη ηηκέο ησλ παξακέηξσλ γηα ηηο νπνίεο εκθαλίδνληαη νλνκάδνληαη ζεκεία 

αλαζηξνθήο (bifurcation points). Σα αληίζηνηρα δηαγξάκκαηα πνπ αλαπαξηζηνύλ ηε 

κεηαβνιή ζηηο ηηκέο θαη ην είδνο επζηάζεηαο ησλ ζηάζηκσλ ζεκείσλ ελόο ζπζηήκαηνο 

ζπλαξηήζεη ησλ ηηκώλ ηεο παξακέηξνπ νλνκάδεηαη δηάγξακκα δηαθιάδσζεο 

(bifurcation diagram).   
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      Οη δηαθιαδώζεηο είλαη ζεκαληηθέο αθνύ καο παξέρνπλ κνληέια κεηάβαζεο θαη 

αζηάζεηαο θαζώο κηα παξάκεηξνο ειέγρνπ κεηαβάιιεηαη. Έλα θιαζζηθό παξάδεηγκα 

από ηε κεραληθή είλαη ν ιπγηζκόο κηαο παθησκέλεο ζην θάησ άθξν ειαζηηθήο ξάβδνπ 

ππό ηελ επίδξαζε θαηαθόξπθεο θόξηηζεο ζην άιιν άθξν. Μέρξη κηα ηηκή ηνπ θνξηίνπ, 

ε ξάβδνο κπνξεί λα «αληέμεη» ην θνξηίν θαη λα παξακείλεη επζεία. Απμάλνληαο όκσο ην 

θνξηίν, παξαηεξνύκε όηη ζε θάπνηα ηηκή (θξίζηκε ηηκή θνξηίνπ) ε ξάβδνο ιπγίδεη θαη 

πεξλάεη ζε αζηαζή θαηάζηαζε. Σν θνξηίν είλαη ε παξάκεηξνο θαη ε κέγηζηε απόθιηζε 

ηεο ξάβδνπ από ηνλ θαηαθόξπθν άμνλα είλαη ε κεηαβιεηή ηνπ ζπζηήκαηνο. 

      Έπεηηα πεξλάκε ζε κία ζύληνκε παξνπζίαζε ησλ βαζηθώλ θαηεγνξηώλ 

δηαθιαδώζεσλ πνπ κπνξνύκε λα ζπλαληήζνπκε [1]: 

 

1. Διακλάδωζη Σάγμαηορ (Saddle-Node Bifurcation): 

  

      Ζ δηαθιάδσζε ζάγκαηνο απνηειεί βαζηθό ηύπν δηαθιάδσζεο. ΢ηνλ ηύπν απηό 

δηαθιάδσζεο, ηα ζηάζηκα ζεκεία «γελλώληαη» θαη «θαηαζηξέθνληαη». Καζώο 

κεηαβάιιεηαη ε ηηκή ηεο παξακέηξνπ, ηα ζηάζηκα ζεκεία πιεζηάδνπλ, ελώλνληαη θαη 

ζηε ζπλέρεηα εμαθαλίδνληαη. Σν παξάδεηγκα ηεο αθόινπζνπ ζπζηήκαηνο 1
εο

 ηάμεο κε 

παξάκεηξν r είλαη ρξήζηκν. 

 

                                                                           2x r x


                                                                   (3.27) 

 

      Παξαηεξνύκε γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ r πώο κεηαβάιιεηαη ην πιήζνο 

ησλ ζηάζηκσλ ζεκείσλ θαη ην είδνο ηεο επζηάζεηαο. ΢εκεηώλνπκε όηη κε καύξε 

θνπθθίδα απεηθνλίδνληαη ηα επζηαζή ζεκεία, ελώ κε θελή θνπθθίδα ηα αζηαζή. 

 

 
 

΢σήμα 3.3: Σηάζηκα ζεκεία γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ r [1]      

 

 

      Έπεηηα, παίξλνπκε ην δηάγξακκα δηαθιάδσζεο ηεο κεηαβιεηήο x. Παξαηεξνύκε όηη 

ην δηάγξακκα δίλεη πιεξνθνξίεο γηα ην είδνο επζηάζεηαο θαη ηηο ηηκέο ησλ ζηάζηκσλ 

ζεκείσλ. ΢ηo ζεκείν (0,0) έρνπκε ζεκείν αλαζηξνθήο (bifurcation point). 
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΢σήμα 3.4: Γηάγξακκα δηαθιάδσζεο [1] 

 

      Ζ εμίζσζε (3.27) θαιείηαη θαλνληθή κνξθή ηεο δηαθιάδσζεο ζάγκαηνο, από ην  

αλάπηπγκα Taylor ηεο ζπλάξηεζεο f ηνπ ζπζηήκαηνο κε θέληξν ην ζεκείν *( , )cx r , 

όπνπ cr  ε θξίζηκε ηηκή ηεο παξακέηξνπ, ιόγσ ηεο εθαπηνκεληθήο ζπλζήθεο 

*( , )

0

cx r

f

x

 
 

 
, πξνθύπηεη δηαδνρηθά: 

       
* * *

2
2

* * * 3 2

2

( , ) ( , ) ( , )

1
( , ) ,

2
c c c

c c

x r x r x r

f f f
x f x r x x r r x x O x r

x r x

       
           

       
  

              

*

*( , )

( , ) 0

0

c

x rc

f x r

f

x



 
 

 

  

 

                                                                     
2

*

cx a r r b x x


                                                (3.28) 

                                          όπνπ :  
*( , )cx r

f
a

r

 
  

 
,  

*

2

2

( , )

1

2
cx r

f
b

x

 
  

 
 

      Δίλαη πξνθαλέο όηη ε εμίζσζε (3.27) πξνθύπηεη από ηελ εμίζσζε (3.28) γηα 
* 0cr x   θαη κε θαλνληθνπνίεζε ησλ ζπληειεζηώλ α, b. 

 

 

2. Διακλάδωζη Κπίζιμηρ Μεηάβαζηρ (Transcritical Bifurcation)  

 

      ΢ηνλ ηύπν απηό δηαθιάδσζεο, έρνπκε απνπζία νιηθήο θαηαζηξνθήο ζηάζηκσλ 

ζεκείσλ, ην πιήζνο ησλ ζηάζηκσλ ζεκείσλ αιιάδεη θαηά ην πέξαζκα από ηελ θξίζηκε 

ηηκή ηεο παξακέηξνπ θαηά έλα. ΢ηελ θξίζηκε ηηκή ηεο παξακέηξνπ έρνπκε έλα 

(εκηεπζηαζέο) ζηάζηκν ζεκείν. Ζ θαλνληθή κνξθή κηαο δηαθιάδσζεο θξίζηκεο 

κεηάβαζεο πξνθύπηεη κε αλάινγν ηξόπν κε ηελ δηαθιάδσζε ζάγκαηνο θαη είλαη ε εμήο: 

 

                                                                          2x rx x


                                                                 (3.29) 
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Έρνπκε ην αθόινπζν ζρήκα κε βάζε ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ r: 

 

 
 

΢σήμα 3.5: Σηάζηκα ζεκεία γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ r  [1]     

 

 

      Σν δηάγξακκα δηαθιάδσζεο απνηειείηαη από επεθηεηλόκελεο εκηεπζείεο ζηελ αξρή 

ησλ αμόλσλ θαη ζε δύν θνξείο: 

 
 

΢σήμα 3.6: Γηάγξακκα δηαθιάδσζεο [1] 

 

 

3. Διακλάδωζη “Δίκπανο” (Pitchfork Bifurcation) 

 

      Ο ηύπνο απηόο δηαθιάδσζεο ζπλαληάηαη ζπλήζσο ζε θπζηθά πξνβιήκαηα πνπ 

παξνπζηάδνπλ ζπκκεηξία (π.ρ. πξνβιήκαηα πνπ παξνπζηάδεη ρσξηθή ζπκκεηξία 

αλάκεζα ζε δύν πιεπξέο). ΢ηελ πεξίπησζε απηή, ηα ζηάζηκα ζεκεία εκθαλίδνληαη θαη 

εμαθαλίδνληαη ζηα ζπκκεηξηθά κέξε. Ζ ειαζηηθή ξάβδνο παξνπζηάδεη δηαθιάδσζε 

δίθξαλν αθνύ γηα κεγαιύηεξεο ηηκέο θόξηηζεο από ηελ θξίζηκε, ε ξάβδνο ιπγίδεη είηε 

αξηζηεξά είηε δεμηά. Έηζη ε αξρηθή θαηαθόξπθε επζπγξάκκηζε ηεο ξάβδνπ κεηαπίπηεη 

ζε αζηάζεηα, ελώ δύν λέα αζηαζή ζηάζηκα ζεκεία εκθαλίδνληαη. Βαζηθά ππάξρνπλ δύν 

βαζηθέο ππνθαηεγνξίεο ησλ δηαθιαδώζεσλ δίθξαλν. Απηέο είλαη νη εμήο: 
 

 

3.a Υπεπκπίζιμη Διακλάδωζη “Δίκπανο” (Supercritical Pitchfork Bifurcation ) 

 

Ζ θαλνληθή κνξθή απηήο ηεο δηαθιάδσζεο πεξηγξάθεηαη από ηελ εμίζσζε: 

                                                                         3x rx x


                                                                   (3.30) 
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      Ζ δηαθιάδσζε απηή εκθαλίδεη πεξηηηή ζπκπεξηθνξά, αθνύ αλ ( )f x x


  ηόηε ηζρύεη 

( ) ( )f x f x    . Με άιια ιόγηα έρεη θέληξν ζπκκεηξίαο ηελ αξρή ησλ αμόλσλ γηα θάζε 

ηηκή ηεο παξακέηξνπ r. Παξαηεξνύκε όηη γηα r >0 ην επζηαζέο ζηάζηκν ζεκείν γίλεηαη 

αζηαζέο, ελώ εκθαλίδνληαη δύν λέα επζηαζή ζηάζηκα ζεκεία ζηηο ζέζεηο 
*x r  : 

 
΢σήμα 3.7: Σηάζηκα ζεκεία γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ r  [1]    

      Σν αθόινπζν δηάγξακκα δηαθιάδσζεο εμεγεί ηελ πξνέιεπζε ηεο νλνκαζίαο απηήο 

ηεο θαηεγνξίαο δηαθιαδώζεσλ: 

 

 
 

΢σήμα 3.8: Γηάγξακκα δηαθιάδσζεο [1]     

 

 

3.b Υποκπίζιμη Διακλάδωζη “Δίκπανο” (Subcritical Pitchfork Bifurcation ) 

 

      ΢ηελ πξνεγνύκελε πεξίπησζε ν όξνο 3x  ιεηηνπξγνύζε ππέξ ηεο επζηάζεηαο ηνπ 

ζπζηήκαηνο,  ζαλ δύλακε επαλαθνξάο. ΢ηελ πεξίπησζε ηεο ππνθξίζηκεο δηαθιάδσζεο 
3x ζπκβαίλεη ην αληίζεην. Έρνπκε ηελ αθόινπζε εμίζσζε. 

 

                                                                         3x rx x


                                                                  (3.31) 

 

      Έηζη, θαζώο ε ηηκή ηεο παξακέηξνπ r «ηξέρεη» από ην   ζην   κέζσ ηεο αξρήο 

ησλ αμόλσλ, ηα δύν αζηαζή θαη έλα επζηαζέο ζηάζηκν ζεκείν κεηαηξέπνληαη ζε έλα 

αζηαζέο. Ζ γεσκεηξία ηνπ ζρήκαηνο δελ αιιάδεη (Βι. ΢ρήκα 3.8). ΢ην δηάγξακκα 

δηαθιάδσζεο νη δύν θιάδνη ελώλνληαη ζε κία αζηαζή εκηεπζεία ζηελ αξρή ησλ αμόλσλ: 
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΢σήμα 3.9: Γηάγξακκα δηαθιάδσζεο [1]     

΢σόλιο : ΢ε θπζηθά ζπζηήκαηα ε «εθξεθηηθή» απηή αζηάζεηα αληη-ζηαζκίδεηαη από 

έλαλ παξάγνληα πέκπηεο ηάμεο. Δμεηάδνπκε έηζη ηελ αθόινπζε ελδηαθέξνπζα 

δηαθιάδσζε. 

4. Τποποποιημένη (Ππορ Εςζηάθεια) Υποκπίζιμη Διακλάδωζη “Δίκπανο”  

 

Ζ θαλνληθή κνξθή κηαο ηέηνηαο δηαθιάδσζεο είλαη ε εμήο. 
 

                                                                    3 5x rx x x


                                                                (3.32) 

 

Σν δηάγξακκα δηαθιάδσζεο πνπ πξνθύπηεη είλαη ην αθόινπζν: 

 
 

΢σήμα 3.10: Γηάγξακκα Γηαθιάδσζεο [1]     

 

 

      Παξαηεξνύκε όηη γηα r<0 έρνπκε ηελ ίδηα ζπκπεξηθνξά, δειαδή έλαλ νξηδόληην 

επζηαζή θιάδν θαη δύν αζηαζείο παξαβνιηθνύο θιάδνπο, όπσο επίζεο θαη γηα r>0 

έρνπκε ηε ζπλέλσζε ησλ θιάδσλ ζε έλαλ νξηδόληην αζηαζή θιάδν. Σν λέν δεδνκέλν 

είλαη όηη ράξηο ζηνλ παξάγνληα 5x  , νη δύν αζηαζείο θιάδνη (r<0) αλαζηξέθνληαη θαη 

γίλνληαη επζηαζείο ζηελ ηηκή 0sr r  . Οη θιάδνη απηνί είλαη κεγάινπ πιάηνπο (large 

amplitude branches) θαη εμαθνινπζνύλ λα ππάξρνπλ γηα θάζε sr r .  
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΢σήμα 3.11: Πνξεία ζηάζηκνπ ζεκείνπ θαζώο κεηαβάιιεηαη ε παξάκεηξνο r [1] 

 

 

΢σόλιο 1 : Ζ αξρηθή ζπλζήθε θαζνξίδεη πνην είλαη ην ζηάζηκν ζεκείν ζην νπνίν ζα 

ζπγθιίλεη ε ηξνρηά, θαζώο t   . Σν ζεκείν (0,0) είλαη επζηαζέο ζε κηθξέο 

δηαηαξαρέο, όρη όκσο ζε κεγάιεο (ηνπηθά επζηαζέο). 

 

΢σόλιο 2: H παξνπζία πνιιώλ ζηάζηκσλ θαηαζηάζεσλ γηα r<0 επηηξέπεη ηελ 

πηζαλόηεηα αικάησλ θαη πζηέξεζεο. ΢πγθεθξηκέλα, ε θαηάζηαζε ηνπ ζπζηήκαηνο 

παξακέλεη ζην ζεκείν (0,0). Καζώο ε παξάκεηξνο r πεξλάεη από ηελ ηηκή r=0 θαη 

απμάλεη, ε θαηάζηαζε κεηαπίπηεη ζηνλ άλσ (ή θάησ) επζηαζή θιάδν, όπνπ θαη 

ζπλερίδεη λα θηλείηαη γηα απμαλόκελν r. Αλ ηώξα ην r αξρίδεη θαη θζίλεη, πξέπεη λα 

θηάζνπκε ζε κηα ηηκή d sr r , ώζηε λα πεηύρνπκε ην «άικα» ηεο θαηάζηαζεο πξνο ην 

ζεκείν (0,0) (Βι. ΢ρήκα 3.11). 

 

΢σόλιο 3 : Ζ δηαθιάδσζε ζηελ ζέζε 0sr r   είλαη κηα δηαθιάδσζε ζάγκαηνο, θαηά 

ηελ νπνία εκθαλίδνληαη έλα επζηαζέο θαη δύν αζηαζή ζεκεία, θαζώο απμάλεη ην r. 

 

 

5. Αηελείρ Διακλαδώζειρ (Imperfect Bifurcations) 

 

      Όιεο νη πξνεγνύκελεο πεξηπηώζεηο αθνξνύλ ζπζηήκαηα πνπ παξνπζηάδνπλ 

ζπκκεηξία. ΢ηνλ πξαγκαηηθό θόζκν, όκσο, αθόκα θαη όηαλ επηδηώθεηαη ν ζρεδηαζκόο 

ζπκκεηξηθώλ ζπζηεκάησλ απηό κπνξεί λα γίλεη πξάμε κόλν θαηά πξνζέγγηζε. Μηα 

κηθξή αηέιεηα, νδεγεί ζε δηαθνξνπνηήζεηο θαηά ηελ επηινγή κεηαμύ δύν θαηαζηάζεσλ, 

όπσο ν ιπγηζκόο ηεο ξάβδνπ αξηζηεξά ή δεμηά. 

      Θεσξνύκε έηζη έλα ζύζηεκα πνπ παξνπζηάδεη δηαθιάδσζε ππεξθξίζηκεο 

ηαιάλησζεο δίθξαλν ζην νπνίν ππάξρεη θάπνηα αηέιεηα. Απηή εθπξνζσπείηαη από ηνλ 

όξν h (παξάκεηξνο αηέιεηαο):    

                                                                       3x h rx x


                                                               (3.33) 

 

      Γηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηώζεηο : α) αλ 0h  , ηόηε έρνπκε ηελ γλσζηή πεξίπησζε 3.a, 

β) Αλ 0h  , ηόηε έρνπκε δύν παξακέηξνπο ζην ζύζηεκα. Γηα ηελ δηεπθόιπλζε ηεο 

δηεξεύλεζεο, ζεσξνύκε ηελ παξάκεηξν r αθιόλεηε ζε κία ηηκή θαη αλαδεηνύκε ηηο 

κεηαβνιέο ζηελ επζηάζεηα ηνπ ζπζηήκαηνο θαζώο κεηαβάιιεηαη ην h. ΢ρεδηάδνπκε ζε 

θνηλό δηάγξακκα ηηο θακπύιεο 3

1 :C y rx x   θαη 2 :C y h   γηα 0r   θαη 0r   γηα 
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αληίζηνηρα (Βι. ΢ρήκα 3.12). ΢ηελ πξώηε πεξίπησζε ( 0r  ), έρνπκε έλα ζεκείν ηνκήο, 

ελώ ζηελ δεύηεξε ( 0r  ) ηα ζεκεία ηνκήο κπνξεί λα είλαη έλα, δύν ή ηξία. Γηα 0r  , 

ζηελ θξίζηκε πεξίπησζε όπνπ ε νξηδόληηα επζεία 2C  είλαη εθαπηόκελε ζην ηνπηθό 

κέγηζην ή ηνπηθό ειάρηζην ηεο 1C , δειαδή ( )crh h r , ηόηε έρνπκε δηαθιάδσζε 

ζάγκαηνο.    

 

 
 

΢σήμα 3.12: Σηάζηκα ζεκεία δεδνκέλεο ηεο ηηκήο ηεο παξακέηξνπ r γηα δηάθνξεο 

ηηκέο ηεο παξακέηξνπ αζπκκεηξίαο h [1]      

 

Τπνινγίδνπκε ηελ ζέζε εκθάληζεο ηνπηθνύ κεγίζηνπ: 

 

 3 22 0
d

rx x r x
dx

                               max
3

r
x                                                           (3.34) 

 

Άξα εκθαλίδνληαη δηαθιαδώζεηο ζάγκαηνο γηα ( )crh h r   όπνπ: 

 

3

max max

2
( )

3 3
cr

r r
h r rx x                    

2
( )

3 3
cr

r r
h r                                                    (3.35) 

 

      Έηζη έρνπκε ηηο ιεγόκελεο θακπύιεο δηαθιάδσζεο (bifurcation curves) ζην επίπεδν 

(r,h), όπνπ θαίλεηαη όηη ηέκλνληαη εθαπηνκεληθά ζην ζεκείν (0,0) (Βι. ΢ρήκα 3.13). Σν 

ζεκείν (0,0) νλνκάδεηαη ζεκείν αθίδαο (cusp point). Γηαθιαδώζεηο ζάγκαηνο 

ζπκβαίλνπλ ζηηο ζπλνξηαθέο θακπύιεο ησλ δύν ζπκπιεξσκαηηθώλ επηθαλεηώλ, κε 

εμαίξεζε ην ζεκείν αθίδαο, όπνπ έρνπκε δηαθιάδσζε ζπλδηάζηαζεο-2 (codimension-2 

bifurcation) 
31

. Σν δηάγξακκα απηό θαιείηαη δηάγξακκα επζηάζεηαο (stability diagram) ή 

δηάζηεκα παξακέηξσλ (parameter space). 

 

 

 

 

 

 

 

 
31

 Ο όξνο απηόο ζεκαίλεη όηη απαηηείηαη ε ξύζκηζε δύν παξακέηξσλ πξνθεηκέλνπ λα παξαρζεί ν ζπγθεθξηκέλνο ηύπνο 

δηαθιάδσζεο. ΢ε όιεο ηηο πξνεγνύκελεο πεξηπηώζεηο ζεσξνύκε όηη έρνπκε δηαθιαδώζεηο ζπλδηάζηαζεο-1.  
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΢σήμα 3.13: Γηάζηεκα παξακέηξσλ r, h  [1]    

 

Σα κνλνπαξακεηξηθά δηαγξάκκαηα δηαθιάδσζεο *( , )x r  θαη *( , )x h  είλαη ηα αθόινπζα : 

 

 
 

΢σήμα 3.14: Μνλνπαξακεηξηθά (r θαη h) δηαγξάκκαηα δηαθιάδσζεο [1] 
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      ΢ην *( , )x r  δηάγξακκα δηαθιάδσζεο παξαηεξνύκε όηη ε δηαθιάδσζε δίθξαλν 

«ζπάεη» ζε δύν ηκήκαηα, ην άλσ ηκήκα είλαη επζηαζέο, ελώ ην θάησ ηκήκα απνηειείηαη 

από έλαλ αζηαζή θαη έλαλ επζηαζή θιάδν. Ο επζηαζήο θιάδνο είλαη πξνζπειάζηκνο 

ζηελ πεξίπησζε κεγάισλ δηαηαξαρώλ. ΢ην *( , )x h  δηάγξακκα δηαθιάδσζεο έρνπκε 

έλαλ επζηαζή θιάδν γηα 0r  , ελώ ζηελ δεύηεξε πεξίπησζε όπνπ 0r   έρνπκε δύν 

επζηαζείο θιάδνπο θαη έλαλ αζηαζή ν νπνίνο εκθαλίδεηαη ζηελ πεξηνρή ( )crh h r . 

 

 

5. Διακλαδώζειρ Τύπος Hopf (Hopf Bifurcations) 

 

      Γηα ιόγνπο νηθνλνκίαο, πξνζπεξλνύκε ηηο νκώλπκεο κε ηηο παξαπάλσ δηαθιαδώζεηο 

ζε δηδηάζηαηα κε γξακκηθά πξνβιήκαηα. Αλαθέξνπκε, απιώο, όηη νη θαλνληθέο ησλ 

δηαθιαδώζεσλ απηώλ πξνθύπηνπλ από ηελ αληίζηνηρε εμίζσζε ζηε κία δηάζηαζε    

(Βι. ΢ρέζεηο (3.27), (3.29), (3.30), (3.31), (3.32), (3.33)) ζπκπεξηιακβαλνκέλεο θαη ηεο 

εμίζσζεο γηα ηελ δεύηεξε κεηαβιεηή
32

:  

 

                                                                              

( , )x f x h

y y







 

.                                                (3.36) 

 

      Αληηζέησο, ζα ζηαζνύκε ζε έλαλ ηύπν δηαθιάδσζεο πνπ παίδεη «θνκβηθό» ξόιν 

ζηελ αλάιπζε κε γξακκηθώλ ζπζηεκάησλ δύν δηαζηάζεσλ. Ο ζπγθεθξηκέλνο ηύπνο 

δηαθιάδσζεο εκθαλίδεηαη ζηελ αλάιπζε ησλ ζπζηεκάησλ CSRT θαη PEMFC (Βι. 

Δλόηεηεο 3.4, 3.5). 

      Έζησ έλα δηδηάζηαην ζύζηεκα ην νπνίν εκθαλίδεη έλα επζηαζέο ζηάζηκν ζεκείν. 

Από θξηηήξηα επζηάζεηαο, νη ηδηνηηκέο 1 , 2  ηνπ πίλαθα Jacobian (Βι. Δλόηεηα 3.2.3) 

βξίζθνληαη ζην αξηζηεξό κηγαδηθό εκηεπίπεδo [25, 26]. ΢ηελ πεξίπησζε απηή είηε 

1 2,   , είηε 1 2, C    κε 1 2Re{ , } 0    θαη 1 2  . Γηα λα κεηαηξαπεί ην ζηάζηκν 

ζεκείν ζε αζηαζέο, ζα πξέπεη ηνπιάρηζηνλ κία ηδηνηηκή λα «πεξάζεη» ζην δεμί κηγαδηθό 

εκηεπίπεδν
33

. ΢ηελ πξαγκαηηθόηεηα, «πεξλάλε» θαη νη δύν ζπδπγείο κηγαδηθέο ηδηνηηκέο.  

 
 

5.a Υπεπκπίζιμη Διακλάδωζη Τύπος Hopf (Supercritical Hopf Bifurcation ) 

 

      Τπνζέηνπκε όηη έρνπκε έλα θπζηθό ζύζηεκα πνπ εκθαλίδεη αξκνληθή απόζβεζε 

πξνο κηα ηηκή ηζνξξνπίαο. Ο ξπζκόο απηήο ηεο απόζβεζεο (ξπζκόο κείσζεο πιάηνπο 

αξκνληθήο ηαιάλησζεο) εμαξηάηαη από ηελ παξάκεηξν ειέγρνπ κ. Καζώο ην κ 

κεηαβάιιεηαη από ηα αξλεηηθά πξνο ηα ζεηηθά, ζε θάπνηα ηηκή ( cr  ) ε θζίλνπζα 

ηαιάλησζε (επζηάζεηα) κεηαηξέπεηαη ζηηγκηαία ζε ηαιάλησζε ζηαζεξνύ πιάηνπο 

(νπδέηεξε επζηάζεηα) θαη ακέζσο κεηά ζε ηαιάλησζε απμαλόκελνπ πιάηνπο (αζηάζεηα) 

(Βι. ΢ρήκα 3.15). Σόηε ιέκε όηη ην ζύζηεκα κεηέξρεηαη κηαο ππεξθξίζηκεο δηαθιάδσζεο 

ηύπνπ Hopf (supercritical Hopf bifurcation). ΢ην πεδίν θάζεσλ (Βι. Δλόηεηα 3.2.1, 

3.2.2) απηό κεηαθξάδεηαη ζαλ κεηάβαζε από επζηαζή ζπείξα ζε αζηαζή ζπείξα πνπ 

πεξηθιείεηαη ζε έλαλ ειιεηπηηθό νξηαθό θύθιν [1]. 

 

 

 

 
32

 Γηα πεξηζζόηεξεο ιεπηνκέξεηεο [1, 7]. 

33
 Γηα ηηο θαηεγνξίεο δηαθιαδώζεσλ ζάγκαηνο, δίθξαλν, θαη θξίζηκεο κεηάβαζεο ζε δηδηάζηαηα ζπζηήκαηα ζπκβαίλεη, 

αληίζηνηρα, ε κία πξαγκαηηθή ηδηνηηκή λα πεξλάεη από ηελ ι=0. 
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΢σήμα 3.15: Φξνληθή ζπκπεξηθνξά ιύζεσλ ζε ππεξθξίζηκε δηαθιάδσζε Hopf  [1]    

 

      Μηα απιή πεξίπησζε εκθάληζεο δηαθιάδσζεο ηύπνπ Hopf πεξηγξάθεηαη από ηηο 

εμηζώζεηο ζε πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο: 

                                                                         

3

2

r r r

br



 





 

                                                                 

(3.37) 

      Παξαηεξνύκε όηη ην ζύζηεκα πεξηέρεη ηξείο παξακέηξνπο : α) κ: ξπζκίδεη ηελ 

επζηάζεηα ηνπ ζηάζηκνπ ζεκείνπ ζην (0,0), β) σ: δίλεη ηε ζπρλόηεηα ησλ κηθξώλ 

ηαιαληώζεσλ, γ) b: ζπζρεηίδεη ηε ζπρλόηεηα κε ην πιάηνο γηα ηαιαληώζεηο 

κεγαιύηεξνπ πιάηνπο. 

      Γηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηώζεηο. Όηαλ 0  , ηόηε αξρή ησλ αμόλσλ ( 0r  ) είλαη 

επζηαζήο ζπείξα κε θνξά πνπ εμαξηάηαη από ην πξόζεκν ηεο παξακέηξνπ σ. Όηαλ 

0  , ε αξρή είλαη επίζεο επζηαζήο ζπείξα, αιιά κε αιγεβξηθή ζύγθιηζε (Βι. ΢ρήκα 

3.17). Σέινο, όηαλ 0  , ηόηε εκθαλίδεηαη κηα αζηαζήο ζπείξα κε θέληξν ηελ αξρή θαη 

έλαο επζηαζήο νξηαθόο θύθινο (limit cycle) αθηίλαο r  (Βι. ΢ρήκα 3.16). 

 
΢σήμα 3.16: Γηάγξακκα θάζεσλ πξηλ θαη κεηά ηελ εκθάληζε ππεξθξίζηκεο 

δηαθιάδσζεο Hopf. Δθζεηηθή ζύγθιηζε [1].     

 

 

      Έπεηηα, πξνθεηκέλνπ λα δνύκε ηε κεηαβνιή ζηηο ηδηνηηκέο ηνπ ζπζηήκαηνο (3.37) 

θαζώο κεηαβάιινληαη νη παξάκεηξνη, θέξνπκε ηηο εμηζώζεηο ζε θαξηεζηαλή κνξθή. Γηα 

cosx r   θαη siny r   (3.38), πξνθύπηεη: 

 

 
(3.31)

3 2cos sin ( )cos ( )sinx r r r r r br      
  

             
(3.32)

  

               3(cos sin )x x y b r   


                                                               

 

                                                                3( )x x y O r 


                                                          (3.39) 
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 
(3.31)

3 2sin cos ( )sin ( )cosy r r r r r br      
  

             
(3.32)

  

              3( cos sin )y y x b r    


                                                           

 

                                                                3( )y x y O r 


                                                          (3.40) 

 

Οπόηε ν πίλαθαο Jacobian ζηελ αξρή ησλ αμόλσλ είλαη ν: 

 

                                                                     J
 

 

 
  
 

                                                              (3.41) 

 

 

κε ηδηνηηκέο:                                       i                                                                     (3.42) 

 

      Αλαθεξόκελνη ζηελ δεύηεξε πεξίπησζε, όπνπ ζρεκαηίδεηαη ν νξηαθόο θύθινο, είλαη 

δπλαηόλ λα ππνινγίζνπκε ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ (κέγεζνο θαη πεξίνδνο) ζύκθσλα κε 

ηνπο ιεγόκελνπο θαλόλεο ηνπ Thumb. Σν κέγεζνο ηνπ νξηαθνύ θύθινπ απμάλεη κε 

ζπλερή ηξόπν από ην κεδέλ θαη απμάλεη αλάινγα κε ηελ πνζόηεηα c  , όπνπ 

c 


 . H πεξίνδνο ηνπ νξηαθνύ θύθινπ είλαη 
2

( )
Im{ }

cT O


 


    θαη ηζρύεη 

αθξηβώο ζην ζεκείν γέλλεζεο απηνύ.  

 

 
 

΢σήμα 3.17: Γηάγξακκα θάζεσλ θαηά ηελ εκθάληζε ππνθξίζηκεο δηαθιάδσζεο Hopf. 

Αιγεβξηθή ζύγθιηζε [1].     

 

      Έπεηηα, είλαη ζεκαληηθό λα ηνλίζνπκε όηη ππάξρνπλ ζεκαληηθέο δηαθνξέο αλάκεζα 

ζηελ απιντθή πεξίπησζε ηεο δηαθιάδσζεο ηνπ ζπζηήκαηνο (3.37) θαη ησλ 

δηαθιαδώζεσλ ζε ζπζηήκαηα πνπ ζπλαληάκε ζε εθαξκνγέο. Πξώηνλ, ζηελ πιεηνςεθία 

ζπζηεκάησλ όπνπ εκθαλίδεηαη κηα δηαθιάδσζε Hopf, νη νξηαθνί θύθινη πνπ 

εκθαλίδνληαη δελ είλαη ηέιεηνη θύθινη, αιιά είλαη ειιεηπηηθνί θαη ην ζρήκα ηνπο 

δηαηαξάζζεηαη, θαζώο ε παξάκεηξνο κ απνκαθξύλεηαη από ηελ θξίζηκε ηηκή ηεο. 

Γεύηεξνλ, ζην ζύζηεκα (3.37) νη ηδηνηηκέο -θαζώο ην κ κεηαβάιιεηαη- θηλνύληαη ζε 

νξηδόληηα γξακκή (ην θαληαζηηθό κέξνο δελ εμαξηάηαη από ηελ παξάκεηξν κ). 

Καλνληθά, όκσο,  νη ηδηνηηκέο δηαζρίδνπλ ηνλ θαληαζηηθό άμνλα, αθνινπζώληαο 

θακπύιε ηξνρηά κε κε κεδεληθή θιίζε (Βι. ΢ρήκα 3.18).   
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΢σήμα 3.18: Πνξεία ηδηνηηκώλ θαηά ηελ εκθάληζε  ππεξθξίζηκεο δηαθιάδσζεο Hopf     

 

 
5.b Υποκπίζιμη Διακλάδωζη Τύπος Hopf (Subcritical Hopf Bifurcation ) 

 

      H ππνθξίζηκε δηαθιάδσζε ηύπνπ Hopf είλαη θαη απηή πνπ απαηηεί κεγαιύηεξε 

πξνζνρή ζε εθαξκνγέο κεραληθήο. Απηό νθείιεηαη ζην γεγνλόο όηη νη ηξνρηέο 

«κεηαπεδνύλ» ζε θάπνηνλ καθξηλό ειθπζηή (ζηάζηκν ζεκείν, νξηαθόο θύθινο, άπεηξν). 

Θεσξνύκε ην δηδηάζηαην κε γξακκηθό ζύζηεκα ζε πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο: 
 

                                                                       
3 5

2

r r r r

br



 





  

 

                                                          (3.43) 

 

      Παξαηεξνύκε ηελ παξνπζία ηνπ παξάγνληα αζηάζεηαο 3r  , ν νπνίνο νδεγεί ηηο 

ηξνρηέο καθξηά από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ. Γηαθξίλνπκε ηηο αθόινπζεο πεξηπηώζεηο. 

Όηαλ 0  , έρνπκε έλαλ επζηαζή νξηαθό θύθιν θαη έλα επζηαζέο ζεκείν ζηελ αξρή. 

Δλδηάκεζα έρνπκε έλαλ λνεηό αζηαζή νξηαθό θύθιν. Καζώο απμάλεη ε παξάκεηξνο κ, ν 

αζηαζήο νξηαθόο θύθινο «πεξηζθίγγεηαη» γύξσ από ην επζηαζέο ζεκείν. Γηα 0  , 

ζπκβαίλεη ε ππνθξίζηκε δηαθιάδσζε Hopf, όπνπ ν αζηαζήο νξηαθόο θύθινο απνθηά 

κεδεληθή αθηίλα, ελώ ε επζηαζήο αξρή κεηαηξέπεηαη ζε αζηαζή. Όηαλ 0  , ηόηε ν 

αξρηθόο επζηαζήο νξηαθόο θύθινο είλαη, πιένλ, ν κνλαδηθόο ειθπζηήο ζην δηάγξακκα 

θάζεσλ. Έηζη, ιύζεηο πνπ βξίζθνληαη θνληά ζηελ αξρή ησλ αμόλσλ αλαγθάδνληαη 

θαηαιήγνπλ ζε ηαιαληώζεηο κεγάινπ πιάηνπο (Βι. ΢ρήκα 3.18). Σν πιάηνο απηό 

θαζνξίδεηαη από ην κέγεζνο ηνπ νξηαθνύ θύθινπ.    

 
 

΢σήμα 3.19: Γηάγξακκα θάζεσλ πξηλ θαη κεηά ηελ εκθάληζε ππνθξίζηκεο 

δηαθιάδσζεο Hopf  [1]     
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΢σόλιο 1: Σν ζύζηεκα παξνπζηάδεη πζηέξεζε (hysteresis). Αθόηνπ κηα ιύζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο απνθηήζεη ραξαθηεξηζηηθά ηαιάλησζεο κεγάινπ πιάηνπο, ηόηε απηή δελ 

επαλέξρεηαη ζηελ αξρηθή ηεο κνξθή κε ηε κείσζε ηεο παξακέηξνπ κ ζηελ ηηκή 0. 

Απνδεηθλύεηαη όηη ε ζπκπεξηθνξά απηή δηαηεξείηαη κέρξη θαη ηελ ηηκή κ=-0.25, όπνπ ν 

επζηαζήο θαη ν αζηαζήο νξηαθόο θύθινο δηαρσξίδνληαη θαη ν δεύηεξνο απνκαθξύλεηαη 

από ηνλ πξώην [1, 7]. 

 

΢σόλιο 2: Γελ κπνξνύκε λα απνθαλζνύκε πνην από ηα δύν παξαπάλσ είδε 

δηαθιαδώζεσλ Hopf παξνπζηάδεη έλα ζύζηεκα ρξεζηκνπνηώληαο ηελ θιαζζηθή κέζνδν 

ηεο γξακηθνπνίεζεο. Καη ζηηο δύν πεξηπηώζεηο παξαηεξνύκε ην «πέξαζκα» ησλ 

ηδηνηηκώλ από ην αξηζηεξό ζην δεμηό κηγαδηθό εκηεπίπεδν. Πξαθηηθά, έλαο ηέηνηνο 

δηαρσξηζκόο γίλεηαη κε ηελ ρξήζε ππνινγηζηή. 

 

΢σόλιο 3: ΢ρεκαηίδνπκε δηάθνξα ζηηγκηόηππα ηνπ δηαγξάκκαηνο θάζεσλ γηα δηάθνξεο 

ηηκέο ηεο παξακέηξνπ κ. ΢πγθεθξηκέλα, αλ θαηά ηε κεηάβαζε ελόο ζεκείνπ από ηελ 

επζηάζεηα ζηελ αζηάζεηα ζπκβαίλεη λα εκθαλίδεηαη έλαο κηθξνύ κεγέζνπο επζηαζήο 

νξηαθόο θύθινο, ηόηε έρνπκε ππεξθξίζηκε δηαθιάδσζε Hopf. Δηδάιισο, έρνπκε 

ππνθξίζηκε δηαθιάδσζε Hopf όπνπ ν ειθπζηήο βξίζθεηαη καθξηά από ην ζηάζηκν 

ζεκείν, ελώ παξαηεξείηαη πζηέξεζε θαηά ηελ αληίζηξνθε κεηαβνιή ηεο παξακέηξνπ.  

 

5.c Εκθςλιζμένη Διακλάδωζη Τύπος Hopf (Degenerate Hopf Bifurcation ) 

 

      Ζ ζπκπεξηθνξά ηνπ ζπζηήκαηνο εδώ δελ ζπκίδεη ηηο παξαπάλσ δύν πεξηπηώζεηο. 

Έλα θιαζζηθό παξάδεηγκα εθθπιηζκέλεο δηαθιάδσζε ηύπνπ Hopf είλαη ην θπζηθό 

εθθξεκέο
34

 (Βι. Δμίζσζε 3.44). Καζώο ε παξάκεηξνο κ (παξάγνληαο απόζβεζεο) 

θζίλεη από ηα ζεηηθά ζηα αξλεηηθά, παξαηεξνύκε όηη ην ζηάζηκν ζεκείν ζηελ αξρή από 

επζηαζή ζπείξα κεηαηξέπεηαη ζε αζηαζή. Όηαλ 0  , έρνπκε κηα νηθνγέλεηα από 

θιεηζηέο «ισξίδεο» πνπ πιαηζηώλνπλ ηελ αξρή. Φπζηθά νη «ισξίδεο» απηέο εμ’ 

νξηζκνύ δελ είλαη νξηαθνί θύθινη (non-isolated) θαη άξα δελ κηιάκε γηα δηαθιάδσζε 

Hopf. Σε ζηηγκή απηή ιέκε όηη ην ζύζηεκα δηέξρεηαη κηαο εθθπιηζκέλεο δηαθιάδσζεο 

Hopf. 

                                                                     sin 0x x x
 

                                                           (3.44) 

 

      Ζ αμηνζεκείσηε απηή ζπκπεξηθνξά εκθαλίδεηαη ζε κε ζπληεξεηηθά ζπζηήκαηα ηα 

νπνία κεηαηξέπνληαη αθαξηαία (ζην ζηάζηκν ζεκείν) ζε ζπληεξεηηθά. Σόηε ην ζηάζηκν 

ζεκείν γίλεηαη ειιεηπηηθό θέληξν 

3.2.6 Μέθοδορ Newton και Arc-length Continuation 

      Παξαπάλσ εθζέζακε ηα βαζηθά είδε δηαθιαδώζεσλ. Σν ακέζσο επόκελν δήηεκα 

πνπ αλαθύπηεη είλαη ε δηακόξθσζε ηνπ δηαγξάκκαηνο δηαθιάδσζεο δεδνκέλνπ ελόο κε 

γξακκηθνύ δηδηάζηαηνπ ζπζηήκαηνο.  

      Παξαθάησ, αλαιύνπκε ηελ βαζηθή αξηζκεηηθή κέζνδν, ηελ νπνία θαη ζα 

αλαπηύμνπκε ζε θώδηθα ζην MATLAB (Βι. Δλόηεηα 3.3). Πξόθεηηαη γηα ηε κέζνδν 

Newton. Πξνγξακκαηηζηηθά, εκθαλίδνληαη θάπνηεο δπζθνιίεο θαηά ηελ δηαδηθαζία 

θαηαζθεπήο ελόο θώδηθα πνπ ζα επηιύεη ην παξαπάλσ πξόβιεκα (π.ρ. απεηξηζκόο 

παξαγώγνπ ζηα ζεκεία αλαζηξνθήο). Δπνκέλσο, ζα ρξεηαζηνύκε κηα δηαδηθαζία πνπ 

ζα ηξνπνπνηεί θαηάιιεια ηελ παξαπάλσ κέζνδν, ώζηε λα έρνπκε ηελ απξόζθνπηε 

θαηαζθεπή ηνπ δηαγξάκκαηνο δηαθιάδσζεο. Σν ξόιν ηεο δηαδηθαζίαο απηήο παίξλεη ε 

κέζνδνο Arc-length continuation.  

34
 ΢ηα αγγιηθά damped pendulum. Γηα πεξηζζόηεξεο ιεπηνκέξεηεο [1, 3, 6]. 
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-Μέθοδορ Newton : Σν θπξίαξρν εξγαιείν καο γηα ηελ εύξεζε ησλ ζηάζηκσλ ζεκείσλ 

είλαη ε Μέζνδνο Newton. Θα δώζνπκε κηα ηδέα γηα ηνλ ηξόπν πνπ απηή «δνπιεύεη» ζε 

κνλνδηάζηαηα πξνβιήκαηα. ΢ηηο πεξηζζόηεξεο δηαζηάζεηο εθαξκόδνπκε ηνλ 

γεληθεπκέλν ηύπν ηεο κεζόδνπ. 

 

      Έζησ όηη έρνπκε κηα ζπλάξηεζε :g  , ε νπνία είλαη 1C  παξαγσγίζηκε ζην 

  κε κε κεδεληθή παξάγσγν «θνληά» ζηα ζεκεία ηνκήο ηεο gC  κε ηνλ νξηδόληην 

άμνλα. Λέγνληαο «θνληά», ελλννύκε κηα πεξηνρή γύξσ από ηελ πξαγκαηηθή ιύζε *x , 

ζηελ νπνία δελ αιιάδεη ε κνλνηνλία ηεο g (πιελ ηεο πεξίπησζεο ηεο δηπιήο ξίδαο, όπνπ 

ε gC  παξνπζηάδεη ζεκείν επαθήο κε ηνλ άμνλα ζηελ πξαγκαηηθή ιύζε) θαη ε νπνία 

εμαξηάηαη από ηελ ίδηα ηελ ζπλάξηεζε g. Αλ πάξνπκε έλα ζεκείν 0x  «θνληά» ζηελ 

ιύζε θαη θέξνπκε θαηαθόξπθε επζεία, πξνθύπηεη έλα ζεκείν ηνκήο κε ηελ gC . Σν 

ζεκείν 0x  θαιείηαη «ζεκείν εθθίλεζεο». Από ην ζεκείν απηό  0 0, ( )x g x θέξνπκε ηελ 

εθαπηνκέλε ζηελ gC . Σν ζεκείν ηνκήο ηεο εθαπηόκελεο κε ηνλ νξηδόληην άμνλα –έζησ 

1x - απνηειεί ηελ λέα πξνζέγγηζε. Έπεηηα παίξλνπκε ζαλ αξρηθό ζεκείν ην 1x  θαη 

επαλαιακβάλνπκε ηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία εσζόηνπ ε πξνζέγγηζή καο βξεζεί 

αξθνύλησο θνληά ζηελ πξαγκαηηθή ιύζε *x . Έλα θξηηήξην ηεξκαηηζκνύ ηεο παξαπάλσ 

δηαδηθαζίαο είλαη ε απόιπηε ηηκή ησλ δύν ηειεπηαίσλ πξνζεγγηζηηθώλ ιύζεσλ λα είλαη 

έλαο πνιύ κηθξόο ζεηηθόο αξηζκόο. Ζ Μέζνδνο Newton (ή Newton-Raphson) ζηελ κία 

δηάζηαζε δίλεηαη από ηνλ αθόινπζν αλαδξνκηθό ηύπν: 

 

                         1

( )

( )

n
n n

n

g x
x x

g x
  


, όπνπ 0x ζεκείν εθθίλεζεο θαη n=0, 1, …               (3.45) 

 

        Τπάξρνπλ, όκσο, πεξηπηώζεηο όπνπ ε Μέζνδνο Newton απνηπγράλεη (κε νκαιόο ν 

πίλαθαο Jacobian ηνπ ζπζηήκαηνο ζην αξρηθό ζεκείν), όπσο ζα δνύκε παξαθάησ. 

Θεσξνύκε ηελ αθόινπζε αλάιπζε πνπ αλαθέξεηαη ζε (nxn) ζπζηήκαηα κε γξακκηθώλ 

δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ. Έζησ ην αθόινπζν ΢ύζηεκα n κε γξακκηθώλ δηαθνξηθώλ 

εμηζώζεσλ κε n αγλώζηνπο, ην νπνίν δίλεηαη ζε πεπιεγκέλε κνξθή: 

 

                                                                             ( )x f x                                                                 (3.46) 

 

 Όπνπ :                            1 2( , ,..., )nx x x x                                           

                                         1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))nf x f x f x f x
 

 

      Αλαδεηνύκε ηα ζηάζηκα ζεκεία, επηιύνληαο ηε κεηξσηθή εμίζσζε ( ) 0f x  . Με 

άιια ιόγηα αλαδεηνύκε ηηο ξίδεο ηεο f . Έζησ όηη ην ζεκείν x = *x είλαη ζηάζηκν 

ζεκείν. Σόηε αλαπηύζζνληαο θαηά Taylor γύξσ από ην *x ζα έρσ: 

 

                           * * * 2 * * 21
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (3)

2!
f fx f x J x x x J x x x O                               (3.47) 

      Θέηνληαο όπνπ *u x x   θαη παξαιείπνληαο ηνπο κε γξακκηθνύο όξνπο, ιόγσ 

πνηνηηθήο ηζνδπλακίαο ηνπ γξακκηθνπνηεκέλνπ θαη ηνπ αξρηθνύ ζπζηήκαηνο (Βι. 

Δλόηεηα 3.2.3), πξνθύπηεη ην αθόινπζν γξακκηθνπνηεκέλν (linearized) ζύζηεκα: 

 

                                                                             (0)fu J u                                                 (3.48)                                  
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Όπνπ: 

1 1 1

1 2

2 2 2

1 2

1 2 0

(0)

n

nf

n n n

n u

f f f

u u u

f f f

u u uJ

f f f

u u u


   
   
 
   
   
 
 
 
   
    

 

 

Ζ κέζνδνο Newton ζηηο n δηαζηάζεηο πεξηγξάθεηαη από ηελ αθόινπζε ζρέζε: 

 

                                                                           fJ x f                                                              (3.49)                                  

 

      Τπάξρνπλ, όκσο πεξηπηώζεηο, όπνπ ιόγσ κεηαβνιήο ηεο παξακέηξνπ ι ηνπ 

ζπζηήκαηνο, ε θακπύιε ηεο εμίζσζεο  ( ) 0f x   πξαγκαηνπνηεί αλαζηξνθή σο πξνο 

ηνλ νξηδόληην άμνλα ηνπ δηαγξάκκαηνο δηαθιάδσζεο (Βι. ΢ρήκα 3.20). Απηό, 

πξαθηηθά, ζεκαίλεη όηη ε ηνκή ησλ θακππιώλ 1 1 1 2 1: ( , )S f x x z , 2 2 1 2 2: ( , )S f x x z  

εθάπηνληαη ζην επίπεδν 1 2( ) : x x  (όπνπ ηζρύεη 1 2 0z z  ).  

       Έζησ * * *

1 2( , )x x x  ην ζεκείν απηό. Δπνκέλσο ππάξρεη ππεξεπίπεδν Ζ πνπ 

εθάπηεηαη ησλ δύν θακππιώλ ζην ζεκείν επαθήο. Οη εθαπηόκελεο πξνο ηνπο δύν 

άμνλεο ησλ 1 2,x x είλαη παξάιιειεο πξνο απηνύο θαη επνκέλσο νη κεξηθέο παξάγσγνη 

ησλ 1 2,f f  είλαη κεδεληθέο ζην ζεκείν απηό. Σόηε ν πίλαθαο (0)fJ  γίλεηαη κεδεληθόο 

θαη επνκέλσο ν πίλαθαο Jacobian ηνπ ζπζηήκαηνο (0)fJ  είλαη κε νκαιόο.  

      Άξα ζηελ πεξίπησζε απηή ε Μέζνδνο Newton απνηπγράλεη λα ζπλερίζεη ηνπο 

ππνινγηζκνύο (Βι. ΢ρέζε 3.49). Σν ζεκείν *( , )x  ηνπ δηαγξάκκαηνο δηαθιάδσζεο, γηα 

ην νπνίν ζπκβαίλεη ην πιήζνο ησλ ζηάζηκσλ ζεκείσλ λα κεηαβάιιεηαη ζηηγκηαία 

νλνκάδεηαη ζεκείν δηαθιάδσζεο (turning point).  

 

 

΢σήμα 3.20: Δκθάληζε ζεκείνπ αλαζηξνθήο     
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      Δπνκέλσο, είδακε αλαιπηηθά πώο ε Μέζνδνο Newton, ηειηθώο, απνηπγράλεη λα 

πξνρσξήζεη ζην επόκελν βήκα, όηαλ «ζπλαληά» ζεκεία δηαθιάδσζεο. 

      Πξνθεηκέλνπ λα αληηπαξέιζνπκε ην κεηνλέθηεκα απηό ηεο κεζόδνπ ζα 

εθαξκόζνπκε κηα «πβξηδηθή» -ζα ιέγακε- κέζνδν, ε νπνία ζε ζύγθξηζε κε ηελ 

πξνεγνύκελε δελ ζηακαηάεη ζε ζεκεία δηαθιάδσζεο. Ο ππξήλαο ηεο λέαο κεζόδνπ δελ 

είλαη άιιε από ηε Μέζνδν Newton. 

 

 

-Μέθοδορ Pseudo-Arclength : Αλ ν πίλαθαο Jacobian ηνπ ΢πζηήκαηνο (0)fJ ήηαλ 

νκαιόο πίλαθαο, δελ ζα αληηκεησπίδακε θαλέλα πξόβιεκα. Ζ Μέζνδνο Newton ζα 

έθαλε «κηα ραξά» ηελ «δνπιεηά ηεο»… Δπνκέλσο, ην βαζηθό δήηεκα είλαη λα 

δεκηνπξγήζνπκε κηα «ελαιιαθηηθή» κέζνδν, ζηελ νπνία ζα εθαξκόδεηαη ε Μέζνδνο 

Newton, «δνπιεύνληαο» όκσο πάληα ζε έλαλ αληηζηξέςηκν πίλαθα. Θεσξνύκε ηνλ 

αθόινπζν θνξκαιηζκό, ν νπνίνο εηζάγεη κηα λέα παξάκεηξν ζην αξρηθό ζύζηεκα. Απηή 

είλαη ε s, ε νπνία θηλείηαη πάλσ ζηνλ ηνπηθό άμνλα ηεο εθαπηνκέλεο ζηελ θακπύιε ζε 

έλα ζεκείν (u, ι), ην νπνίν ιακβάλεη πιένλ ηελ παξακεηξηθή κνξθή ( ( ), ( ))u s s . Σν 

αξρηθό ζύζηεκα παίξλεη ηελ εμήο (πεπιεγκέλε) κνξθή [43, 44]: 

 

                                                                            ( , )x G x                                                    (3.50)             

                                          

 Όπνπ :                                    1 2( , ,..., )nx x x x  

                                              1 2( , ) ( ( , ), ( , ),..., ( , ))nG x G x G x G x     

 

        Αθνινπζεί ε αλάιπζε γηα ηελ εμαγσγή ησλ λέσλ εμηζώζεσλ ηεο ηξνπνπνηεκέλεο 

Μεζόδνπ Newton (Βι. ΢ρήκα 3.21): 

 

 

1. Ππζαγόξεην Θεώξεκα Σην 


  : 

      Πξνζέγγηζε :      ( ) ( ) s    . 

                 Σόηε :       

2 2
2 2 2

1
u

u s
s s

 
  

 
       

                                                      
22

0 0 1 0u                                                    (3.51)             

 

 

2. Κακπύιε Γηαθιάδσζεο : ( , ) 0C G u    : 

 

                                 : ( , ) 0C G u           
( )

( )

u u s

s 




          

0

( ( ), ( )) 0
s s

d
G u s s

ds




  
 

          

 

                                                                       

0 0

0

s s s s

G u G

s su




 

      
      
     

           

                                                                0 0 0uG u G                                                              (3.52)             
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3. Κάζεην Υπεξεπίπεδν Ν Σηελ Απέρνπζα Καηά 0s s  Από Σεκείν Δπαθήο Δθαπηόκελε: 

 

      Ο ηύπνο ηνπ ππεξεπηπέδνπ Ν δίδεηαη από ηελ ζρέζε (Βι. Παξάξηεκα Δ) : 

 

                   0 0 0 0 0( ( ), ( )) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ) 0N u s s u u s u s s s s s                          (3.53)                         

                                                                                                                                     

 
 

΢σήμα 3.21: Παξακεηξνπνίεζε Σεκείσλ Κακπύιεο. Μέζνδνο Arc-length Continuation.     

        Οη ζρέζεηο (3.51), (3.52), (3.53) απνηεινύλ ηε λέα δηαηύπσζε ηνπ αξρηθνύ 

πξνβιήκαηνο (Βι. ΢ρέζε (3.15)) θαη πάλσ ζε απηή βαζίδεηαη ε πβξηδηθή κέζνδνο πνπ 

ζα αλαπηύμνπκε, ε νπνία είλαη γλσζηή σο Μέζνδνο Pseudo-Arclength Continuation. 
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3.3 Καηάζηπυζη Αλγοπίθμυν Δπίλςζηρ 

 

 
3.3.1 Απιθμηηικέρ μέθοδοι βήμαηορ 

 
1. Μέθοδορ Runge-Kutta 4

ηρ
 Τάξηρ 

 

      Όπσο έρνπκε δεη θαη ζηελ Δλόηεηα 3.2.3 ε βαζηθή αξηζκεηηθή κέζνδνο, πνπ 

πξαγκαηνπνηεί ηελ ρξνληθή νινθιήξσζε ησλ ιύζεσλ ηνπ αξρηθνύ ζπζηήκαηνο κε 

ηθαλνπνηεηηθή αθξίβεηα είλαη ε κέζνδνο Runge-Kutta 4
εο

 ηάμεο 
35

. Ζ κέζνδνο απηή είλαη 

κηα βεκαηηθή κέζνδνο κε ζηαζεξό βήκα ζηνλ ρξόλν. Μηα θαιή ηηκή γηα ην βήκα είλαη 

h=Γt=0.1, ε νπνία δίλεη ηθαλνπνηεηηθά απνηειέζκαηα. Αλαθεξόκαζηε ζε δηδηάζηαηα 

ζπζηήκαηα.  

Ζ δνκή ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη ε αθόινπζε: 

 

 

Input : Α.΢. ( , ( ))o ot x t , ρξόλνο εθηέιεζεο tf, ηηκή παξακέηξνπ ζπζηήκαηνο ι. 

Output : ε πξνζεγγηζηηθή ηειηθή ιύζε 1 2( , )f fx x x θαη ε κνξθή ηεο ρξνληθήο 

νινθιήξσζεο ησλ κεηαβιεηώλ. 

Βήμα 1 : Αξρηθέο ζπλζήθεο ζε κεηαβιεηέο θαη ρξόλν ( , ( ))o ot x t . 

Βήμα 2 : Γήισζε βήκαηνο h θαη ηηκώλ ζηηο παξακέηξνπο ι (θ.α.) ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Βήμα 3 : Αξρηθνπνίεζε επαλαιεπηηθνύ βξόγρνπ. 

Βήμα 4 : Δπαλαιεπηηθόο βξόγρνο κε ζπλζήθε ρξνληθνύ δηαζηήκαηνο εθηέιεζεο. 

Βήμα 5 : Σειηθή ιύζε 1 2( , )f fx x x  (κ.ν. ιύζεσλ ησλ 5 ηειεπηαίσλ επαλαιήςεσλ). 

Βήμα 6 : Δμαγσγή δηαγξακκάησλ ρξνληθήο νινθιήξσζεο κεηαβιεηώλ ζπζηήκαηνο. 

 

      ΢ην Βήκα 4, εθαξκόδνπκε ηηο ζρέζεηο ηεο κεζόδνπ γηα ηνλ ππνινγηζκό ησλ 

ζπληειεζηώλ (Βι. ΢ρέζε 3.14). Οη ζπληειεζηέο 1k , 2k , 3k , 4k  είλαη δηαλύζκαηα 

δηάζηαζεο 2. 

 

όηαλ   ft t  

 

ιύζε (m) = ιύζε; 

 

11 1(1)k k   = 1 1 1 2( , )x f x x


 ; 

12 1(2)k k  = 2 2 1 2( , )x f x x


 ; 

 

35
 Σελ κέζνδν Euler ηελ παξαιείπνπκε ζηελ αλάιπζε καο. Παξ’ όια απηά ππάξρεη ν αληίζηνηρνο θώδηθαο ζην Παξάξηεκα Z, ελώ 

κηα ζύγθξηζε αλάκεζα ζηα απνηειέζκαηα ησλ δύν κεζόδσλ δίλεηαη ζηελ Παξάγξαθν 3.4 (Βι. ΢ρήκαηα 3.23, 3.24).  
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21 2 (1)k k   = 1 1 11 2( , )
2

h
f x k x ; 

22 2 (2)k k  = 2 1 2 12( , )
2

h
f x x k ; 

 

31 3 (1)k k   = 1 1 21 2( , )
2

h
f x k x ; 

32 3 (2)k k  = 2 1 2 22( , )
2

h
f x x k ; 

 
 

41 4 (1)k k   = 1 1 31 2( , )f x h k x  ; 

42 4 (2)k k  = 2 1 2 32( , )f x x h k  ; 

 

 

t t h  ; 

1m m  ; 

 

 

      Τπελζπκίδνπκε όηη ν βξόγρνο μεθηλά αθνύ πξώηα αξρηθνπνηήζνπκε ηελ ηνπηθή 

κεηαβιεηή m (m=0). Ο θώδηθαο πνπ επηιύεη ηα πξνβιήκαηα ζηελ παξνύζα εξγαζία 

βξίζθεηαη ζην Παξάξηεκα Ε. Έπεηηα, ν παξαπάλσ αιγόξηζκνο δίλεη ην δηάγξακκα ηεο 

ρξνληθήο νινθιήξσζεο ησλ κεηαβιεηώλ ηνπ ζπζηήκαηνο γηα δηάθνξεο ηηκέο πνπ 

δίλνπκε ζηελ παξάκεηξν ι (Βι. ΢ρήκα 3.23). Δπηπιένλ, ζηνλ αιγόξηζκν απηόλ 

ζηεξηδόκαζηε ώζηε λα αλαπαξάμνπκε ηηο ηξνρηέο ησλ ιύζεσλ γηα δηάθνξεο αξρηθέο 

ζπλζήθεο γηα θάπνηα ηηκή ηεο παξακέηξνπ. Με άιια ιόγηα, ε απεηθόληζε ησλ 

δηαγξακκάησλ θάζεσο γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ ηνπ ζπζηήκαηνο βαζίδεηαη 

πάλσ αθξηβώο ζηε κέζνδν Runge-Kutta 4
εο

 ηάμεο [1, 6, 26].  

 

 

2. Επιλςηέρ ODE ηος MATLAB 

 

      Τπάξρνπλ πεξηπηώζεηο όπνπ ε κέζνδνο Runge-Kutta δελ δίλεη θαιά απνηειέζκαηα. 

Απηό κπνξεί λα νθείιεηαη ζε δηάθνξνπο ιόγνπο, όπσο είλαη ε stiff θύζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο, πξάγκα αξθεηά ζπρλό ζηηο εθαξκνγέο. ΢ηελ πεξίπησζε απηή 

δνθηκάδνπκε κηθξόηεξν βήκα γηα ηελ κέζνδν. Αλ θαη πάιη ε κέζνδνο αδπλαηεί λα δώζεη 

ηθαλνπνηεηηθά απνηειέζκαηα, ρξεζηκνπνηνύκε «έηνηκνπο» επηιπηέο πνπ καο παξέρεη ην 

MATLAB. ΢πγθεθξηκέλνη επηιπηέο επηιύνπλ, αξηζκεηηθά, ζπγθεθξηκέλνπο ηύπνπο 

πξνβιεκάησλ (Βι. Πίλαθα 3.1) [30, 31, 14]. 

Οη επηιπηέο επηιύνπλ πξνβιήκαηα ηεο κνξθήο: 

 

                                                                         '( ) ( , )y t f y t                                                           (3.54) 

 

ή γεληθόηεξα πξνβιήκαηα ηεο κνξθήο: 

 

                                                                 ( , ) '( ) ( , )M t y y t f y t                                                   (3.55) 

 

      Ο πίλαθαο ( , )M t y  νλνκάδεηαη κεηξών κάδαο (mass matrix) θαη είλαη ν πίλαθαο 

ζπληειεζηώλ ηνπ ζπζηήκαηνο. Ο επηιπηήο ode23s επηιύεη πξνβιήκαηα κε κεηξών 

κάδαο πνπ έρεη ζηνηρεία ζηαζεξνύο όξνπο. Οη επηιπηέο ode15s θαη ode23t επηιύνπλ 
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ζπζηήκαηα κε κε νκαιό κεηξών κάδαο (π.ρ. δηαθνξηθά-αιγεβξηθά (DAE) ζπζηήκαηα). 

Ζ ζύληαμε ηεο εληνιήο επίιπζεο κε ηνλ επηιπηή ode15s (π.ρ.) είλαη ε εμήο: 
 

… 

M = diag([1 0]); 

RL=0.8; 

% Initial condition for aw and a guess for i. 

y0 = [0.638; 0.9]; 

nH2in=4.5e-6; 

nO2in=4.5e-6; 

u=nH2in+nO2in; 

%tspan = [0 4500000]; 

tspan = [0 0.05*450000]; 

 

options = odeset('Mass',M,'MassSingular','yes','RelTol',1e-13,... 

                 'AbsTol',[1e-16 1e-16],'Refine',100); 

              

[t,y] = ode15s(@ftemp,tspan,y0,options,u);  

… 

 

 

Δπεξηγήζειρ : 

 

1. Σν κεηξών κάδαο Μ δειώλεηαη ζηελ αξρή. Δδώ είλαη πξνθαλέο όηη πξόθεηηαη λα 

επηιύζνπκε έλα DAE πξόβιεκα. 

 

2. Έρνπκε ηε ζύληαμε ηεο εληνιήο ηνπ επηιπηή sol = solver(odefun, [t0,tf], y0, options, 

input) Από ηα νξίζκαηα ηνπ ode15s επηιπηή έρνπκε : α) odefun είλαη ην δηάλπζκα ησλ 

ζπλαξηήζεσλ 1f , 2f  (Βι. ΢ρέζε 3.11) θαη ε εληνιή  ην θαιεί ζαλ αλώλπκε ζπλάξηεζε 

από εμσηεξηθό m-file, β) [t0,tf] είλαη ην ρξνληθό δηάζηεκα εθηέιεζεο ηεο ρξνληθήο 

νινθιήξσζεο, γ) y0 νη Α.΢. ηνπ πξνβιήκαηνο, δ) options νη πξνδηαγξαθέο ηεο κεζόδνπ, 

ε) u ε είζνδνο ηνπ ζπζηήκαηνο [30, 31, 32]. 

 

  

 
 

Πίνακαρ 3.1: Οη επηιπηέο ζπλήζσλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ ηνπ MATLAB     

΢σόλιο : ΢ε πξνβιήκαηα DAE ζα ρξεζηκνπνηνύκε απνθιεηζηηθά ODE’s επηιπηέο. ΢ηνλ 

αληηδξαζηήξα CSRT ηνλ ode23s θαη ζηελ STR-PEMF θπςέιε ηνλ ode15s.  
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3.3.2 Απιθμηηικέρ μέθοδοι επίλςζηρ εξιζώζευν  

 

1. Μέθοδορ Newton 

 

      Όπσο έρνπκε ήδε αλαθέξεη ε κέζνδνο Newton θπξηαξρεί αλάκεζα ζηηο κεζόδνπο 

επίιπζεο εμηζώζεσλ όπσο απαηηείηαη γηα ηελ εύξεζε ησλ ζηάζηκσλ ζεκείσλ ελόο κε 

γξακκηθνύ ζπζηήκαηνο δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ. Έλα δήηεκα πνπ αλαθύπηεη θαηά ηελ 

εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ είλαη ε επηινγή ελόο θαηάιιεινπ αξρηθνύ ζεκείνπ 0x  (ζεκείν 

εθθίλεζεο). Αλ ε επηινγή δελ είλαη θαιή είλαη πηζαλόλ ε κέζνδνο λα απνθιίλεη θαη απηό 

ιόγσ ηεο ηνπηθήο ηζρύνο ηεο κεζόδνπ. Δπηιέγνπκε ζαλ ζεκείν ηελ ηηκή πνπ πξνθύπηεη 

από άιιεο αξηζκεηηθέο κεζόδνπο επίιπζεο εμηζώζεσλ γηα θάπνηεο επαλαιήςεηο (π.ρ. 

Μέζνδνο Γηρνηόκεζεο
36

). Δλαιιαθηηθά, επηιέγνπκε ηηο ηειηθέο ιύζεηο πνπ καο δίλεη ε 

Runge-Kutta. Απηό εμεγείηαη εύθνια, θαζώο αλακέλνπκε νη ιύζεηο λα ζπγθιίλνπλ ζε 

θάπνην ζηάζηκν ζεκείν. 

      Έζησ όηη έρνπκε κηα «θαιή» επηινγή γηα ην ζεκείν εθθίλεζεο. Έλα δεύηεξν δήηεκα 

είλαη ε εθινγή θαηάιιειεο ηηκήο αλνρήο ζην ζθάικα ησλ ηειηθώλ ιύζεσλ (ζπλζήθε 

ηεξκαηηζκνύ). Με άιια ιόγηα, πόηε ζεσξνύκε όηη ε κέζνδνο έρεη ζπγθιίλεη 

ηθαλνπνηεηηθά θνληά ζηελ πξαγκαηηθή ιύζε; ΢ε θάζε επαλάιεςε ηεο κεζόδνπ ζέηνπκε 

ζαλ αλνρή ηελ (επθιείδηα) λόξκα ηεο δηαλπζκαηηθήο κεηαβνιήο ησλ ιύζεσλ x . Μηα 

θαιή επηινγή ηεο ηηκήο αλνρήο είλαη 1210  όπνπ ζεσξνύκε όηη ε κέζνδνο έρεη 

ζπγθιίλεη. Σέινο, αλαθέξνπκε όηη νη ζπλαξηήζεηο if  είλαη 1C  κεξηθώο ζπλερείο. 

        Ο αιγόξηζκνο πνπ δηέπεη ηελ Μέζνδν Newton γηα n-δηάζηαηα πξνβιήκαηα, όπσο 

ην πξόβιεκα ηνπ αληηδξαζηήξα CSRT θαη ηεο STR-PEMF θπςέιεο είλαη ν εμήο [34]: 

 

Input : ζεκείν εθθίλεζεο 0x  , αλνρή κεζόδνπ (tolerance) , αξηζκόο εμηζώζεσλ θαη 

αγλώζησλ. 

Output : ε πξνζεγγηζηηθή ιύζε ή έλα κήλπκα ζθάικαηνο (ππέξβαζε ηνπ max αξηζκνύ 

επαλαιήςεσλ ή κε νκαιόο πίλαθαο Jacobian). 

Βήμα 1 : Θέζε k=0 θαη x =1. 

Βήμα 2 : Άλ  ( )x tolerance  , ηόηε εθηέιεζε ηα βήκαηα 3, 4, 5 , 6. 

Βήμα 3 : Τπνιόγηζε ηα ( )f x θαη ( )fJ x . 

Βήμα 4 : Λύζε ην γξακκηθό ζύζηεκα fJ x f   .                                                                           

Βήμα 5 : Θέζε x x x  . 

Βήμα 6 : Θέζε 1k k   θαη πήγαηλε ζην βήκα 2. 

Βήμα 7 : Ζ πξνζεγγηζηηθή ιύζε είλαη x . 

 
36

 ΢ηα αγγιηθά bisection method. Γηα πεξηζζόηεξεο ιεπηνκέξεηεο [32, 33].   



90 
 

      Ζ κέζνδνο Newton ζπγθιίλεη ηεηξαγσληθά
37

 (quadratic convergence), αλ θαη κόλν 

αλ  ηθαλνπνηνύληαη νη αθόινπζεο ζπλζήθεο (Βι. Πίλαθα 3.2) [33]: 

 

1. 0:M    1( )kfJ x M  .                             (Inverse Matrix is Bounded)    (3.56)  

 

2. 0:C    
2

( ) ( )k kf f k kJ x J y C x y     .   (C-Continuous Derivative)   (3.57)    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Πίνακαρ 3.2: Τεηξαγσληθή ζύγθιηζε κεζόδνπ Newton      

 

2. Μέθοδορ Pseudo Arc-Length Continuation 

 

      Σν βαζηθό εξώηεκα ζπλνςίδεηαη ζην εμήο: Πώο κπνξώ λα πξνγξακκαηίζσ κηα 

βηβιηνζήθε, ε νπνία λα δέρεηαη ζαλ δεδνκέλα ηηο ζηαζεξέο ηνπ πξνβιήκαηνο, ηελ 

πεξηνρή δξάζεο, θάπνηεο (αλαγθαίεο) αξρηθέο ζπλζήθεο θαη ζα απεηθνλίδεη ζε θνηλό 

δηάγξακκα ηα ζηάζηκα ζεκεία ζπλαξηήζεη ησλ δηάθνξσλ ηηκώλ ηεο εμεηαδόκελεο 

παξακέηξνπ; Ζ νινθιεξσκέλε απάληεζε έξρεηαη από ηε κέζνδν Pseudo Arc-length 

Continuation [43, 44]. 

      Από ηηο ζρέζεηο (3.51), (3.52), (3.53) θαη από κέζνδν Newton πξνθύπηεη ν 

αιγόξηζκνο ηεο «πβξηδηθήο» κεζόδνπ: 
 
 
 

 Input : 2 ζεκεία εθθίλεζεο 0 1,u u , αλνρή κεζόδνπ (tolerance) , δηάζηεκα παξακέηξνπ, 

αξηζκόο εμηζώζεσλ θαη αγλώζησλ. 

Output : δηάγξακκα δηαθιάδσζεο, κέγηζηα ησλ νξηαθώλ θύθισλ πνπ πξνθύπηνπλ ζε 

ζπγθεθξηκέλε πεξηνρή ηηκώλ ηεο παξακέηξνπ, είδνο επζηάζεηαο ζηάζηκσλ ζεκείσλ 

δηαγξάκκαηνο. 

Βήμα 1 : Θέζε k=1 θαη δs ηέηνην ώζηε : 

2 2

1 0 1 0 1
u u

s s

 

 

 
  . 

                (Αλακέλνπκε [0.025,0.050]s  ) 

 
 
 
37

 Μηα αθνινπζία ιέκε όηη ζπγθιίλεη ηεηπαγυνικά όηαλ ην πιήζνο ησλ όκνησλ ζεκαληηθώλ ςεθίσλ αθνινπζεί γεσκεηξηθή 

πξόνδν κε βάζε ην 2 από όξν ζε όξν (Βι. Πίλαθα 3.2) [33, 34].  
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Βήμα 2 : Από Natural Continuation (ή Euler-Newton Method), make initial guess
38

 :  

* 1 0
1 1 02

u u
u u s u u

s




 
      

 
 

* 1 0
1 1 02s

s

 
    



 
      

 
 

So                                               
*

*
1 0 1 0( , ) (2 ,2 )u u u      

                                            
(3.58)  

 

Βήμα 3 : Αλ  ( )x tolerance  , όπνπ ( , )x u  , ηόηε εθηέιεζε ηα βήκαηα 4, 5 , 6. 

Βήμα 4 : Γηα 
*

*,u   initial values of , ιύζε ην γξακκηθό ζύζηεκα : 

                                                           

u

u

GG G u

N









     
       

     
.                                             (3.59)           

Όπου: 
1 0

0
u

N u u
u

su 

 
   


 

             

1 0
0

N

s


 


 


   


 

Βήμα 5 : Θέζε ( , )
f

fx u x x    . 

Βήμα 6 : Θέζε 1k k   θαη αλάζεζε : 

0 1

1

f

u u

u u





            θαη           
0 1

1

f

 

 




 

Βήμα 7 : Go to Step 2. 

Βημα 8 : Ζ πξνζεγγηζηηθή ιύζε είλαη x . 

 

         Δδώ, είλαη ζθόπηκν λα αλαθέξνπκε θάπνηεο πξνγξακκαηηζηηθέο ιεπηνκέξεηεο 

θαηά ηελ πινπνίεζε ηνπ θώδηθα.  

        Ο ζθειεηόο ηνπ θώδηθα απνηειείηαη από δύν βξόρνπο. Σνλ εμσηεξηθό (global loop) 

θαη ηνλ εζσηεξηθό βξόρν (local loop). Ο εμσηεξηθόο βξόρνο «ηξέρεη» εμεηάδνληαο θάζε 

θνξά, αλ ηθαλνπνηείηαη κηα ζπλζήθε γηα ηηο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ ι ηνπ ζπζηήκαηνο. Ο 

εζσηεξηθόο βξόρνο δελ είλαη άιινο από ηελ Μέζνδν Newton πνπ εθαξκόδεηαη, πιένλ, 

ζηνλ επαπμεκέλν πίλαθα 
f

J  (Βι. ΢ρέζε (3.59)), νπνίνο είλαη πάληα αληηζηξέςηκνο. Ζ 

πξνζαξκνγή ησλ ηύπσλ ζην πξόβιεκα καο (2x2 ζύζηεκα, αλαιπηηθνί ηύπνη ησλ ζηνη- 

38
 Σα 

*

u θαη 
*  είλαη ηα ,u   πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζνύλ ζηνλ πξώην ππνινγηζκό ησλ 

G
J  θαη G , ελώ ηνλ ξόιν ησλ 

0 0( ), ( )u s s  παίξλνπλ νη «δεύηεξεο» αξρηθέο ηηκέο 
1 1,u   (Βι. Δμίζσζε Τπεξεπηπέδνπ Ν / ΢ρέζε (3.53)). 
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ρείσλ ησλ 
f

J  θαη f ) είλαη απιή. 

        Έπεηηα, ν θώδηθαο έρεη δεκηνπξγεζεί ώζηε λα επηζηξέθεη, γηα θάζε επαλάιεςε θαη 

ππνινγηζκό λένπ ζεκείνπ ηνπ δηαγξάκκαηνο δηαθιάδσζεο, ην είδνο ηεο επζηάζεηαο ηνπ 

αληίζηνηρνπ ζεκείνπ. Γεγνλόο πνπ επηηπγράλεηαη κε ηελ «αιγνξηζκνπνίεζε» ηεο 

Αλάιπζεο Ηδηνηηκώλ (Βι. Δλόηεηα 3.2.1), όπνπ ζε θάζε βήκα θαηαρσξνύληαη ζε 

δηάλπζκα νη ηδηνηηκέο ηνπ 
f

J  ζην αληίζηνηρν ζεκείν. Σν ζρεηηθό m-file θαιείηαη κε ην 

όλνκα eidos.m (Βι. Παξάξηεκα Ε). 

      Σέινο, αλαθέξνπκε όηη ζηελ θαξδηά ηεο κεζόδνπ Arc-Length Continuation, δειαδή 

ηνλ (επαπμεκέλν) πίλαθα 
f

J  , ζηνλ κελ αληηδξαζηήξα CSRT ππνινγίζακε αλαιπηηθά 

ηα ζηνηρεία ηνπ, ελώ ζηελ δε STR-PEMF θπςέιε ηα ππνινγίζακε θαη αλαιπηηθά 

(πεξηβάιινλ syms ηνπ MATLAB), αιιά θαη κε πεπεξαζκέλεο (θεληξηθέο) δηαθνξέο 

(Βι. Παξάξηεκα Ε) [40].  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



93 
 

3.4 Σο Μονηέλο ενόρ Ανηιδπαζηήπα ΢ςνεσούρ Ανάδεςζηρ (CSRT) 

 
        ΢ηελ παξνύζα ελόηεηα, αθνύ παξνπζηάζνπκε ην πξνηεηλόκελν κνληέιν γηα ηνλ 

αληηδξαζηήξα ζπλερνύο αλάδεπζεο, ζα επηρεηξήζνπκε λα δηεξεπλήζνπκε πνηνηηθά ηελ 

ζπκπεξηθνξά ηνπ παξαπάλσ κνληέινπ, ρξεζηκνπνηώληαο ηα απαηηνύκελα ζύγρξνλα 

ππνινγηζηηθά εξγαιεία. Πην ζπγθεθξηκέλα, ζα νινθιεξώζνπκε ρξνληθά ηηο παξαπάλσ 

εμηζώζεηο, παίξλνληαο κηα εηθόλα γηα ηελ ζπκπεξηθνξά ησλ δύν ιύζεσλ ηνπ 

ζπζηήκαηνο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ, ζα απεηθνλίζνπκε ηα Γηαγξάκκαηα Φάζεσλ 

(Phase Portraits) γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ ηνπ πξνβιήκαηνο πνπ ζηελ 

ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε είλαη ν αξηζκόο Da (Αξηζκόο Damkohler). ΢ηελ ζπλέρεηα ζα 

θαηαζθεπάζνπκε ην Γηάγξακκα Γηαθιάδσζεο (Bifurcation Diagram), ελώ ηαπηόρξνλα 

ζα απνθαλζνύκε γηα ηελ επζηάζεηα ησλ ιύζεσλ ηζνξξνπίαο (steady points) θαη ζα 

πξνζδηνξίζνπκε ηα ζεκεία αλαζηξνθήο (turning points). Όια ηα παξαπάλσ απνηεινύλ 

κηα εηζαγσγή γηα ηελ ππνινγηζηηθή αλάιπζε ηεο STR-PEMFC θπςέιεο πνπ ζα 

αθνινπζήζεη. 

 

 

3.4.1 Πεπιγπαθή μονηέλος CSRT 

 
      Ο αληηδξαζηήξαο ζπλερνύο αλάδεπζεο (Continuous Stirred Tank Reactor) 

ρξεζηκνπνηείηαη ζε ρεκηθέο δηεξγαζίεο ζηηο νπνίεο παξαηεξείηαη ηζρπξή εμαζζέλεζε 

ηεο δξάζεο ηνπ θαηαιύηε ηεο αληίδξαζεο. Απνηειεί κηα από ηηο θαιύηεξεο δπλαηέο 

επηινγέο αληηδξαζηήξσλ γηα ηζόζεξκεο δηεξγαζίεο (Βι. ΢ρήκα 3.1). Ο αληηδξαζηήξαο 

ηξνθνδνηείηαη κε πγξό θαη θξέζθν θαηαιύηε. ΢ηελ έμνδν ν ρξεζηκνπνηεκέλνο 

θαηαιύηεο απνξξίπηεηαη κε ξπζκό ίζν κε απηόλ ηεο ηξνθνδόηεζεο, ώζηε λα 

κεδελίδεηαη ε θζίλνπζα κε ηνλ ρξόλν δξαζηηθή ηθαλόηεηα ηνπ.    

 

 
΢σήμα 3.22: Αληηδξαζηήξαο ζπλερνύο αλάδεπζεο (CSRT) [17]     
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        Σν κνληέιν καο πεξηγξάθεη ηελ δπλακηθή ζπκπεξηθνξά ελόο Αληηδξαζηήξα 

΢πλερνύο Αλάδεπζεο (CSRT) θαη αθνινπζεί ην εμήο ζύζηεκα κε γξακκηθώλ ζπλήζσλ 

δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ [2, 41, 42]: 

 

                                                
2

2

1 1 1

2 2 1 2

(1 )

(1 )

x

x

x x Da x e

x x BDa x e x





   

    

                                

 

(3.60)          

        

 

όπνπ   

x1   : αδηάζηαηε κεηαηξνπή κέζα ζηνλ αληηδξαζηήξα 

x2   : αδηάζηαηε ζεξκνθξαζία κέζα ζηνλ αληηδξαζηήξα 

Dα : αξηζκόο Damköhler 

Β  : αδηάζηαηε ζεξκόηεηα αληίδξαζεο  

β  : αδηάζηαηνο ζπληειεζηήο κεηαθνξάο ζεξκόηεηαο 

 

        Οη κνλάδεο κέηξεζεο θάζε θπζηθνύ κεγέζνπο πνπ «ζπκκεηέρεη» ζην πξόβιεκα 

δελ ζα καο απαζρνιήζεη πξνο ην παξόλ. Ζ πεπιοσή δπάζηρ (operation region) δίλεηαη 

από ηηο θπζηθέο δηαζηάζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο λα είλαη ε εμήο : 1 2( , ) (0,1) (0,10)x x x  .   
        Πξνθαλώο θαη νη εμηζώζεηο ηνπ καζεκαηηθνύ κνληέινπ καο είλαη κε γξακκηθέο 

θαη αλήθνπλ ζηελ επξύηεξε θαηεγνξία Δμηζώζεσλ πνπ ζε πεπιεγκέλε κνξθή είλαη νη 

αθόινπζεο : 
 

                                                                    
1 1 1 2

2 2 1 2

( , )

( , )

x f x x

x f x x








                                                               

(3.61)          

 
 

 

3.4.2 Υπονική ολοκλήπυζη ζςζηήμαηορ 

 
      Γηα ηελ ρξνληθή νινθιήξσζε ησλ δύν δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ ηνπ ζπζηήκαηνο 

(3.1), ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ επαλαιεπηηθή Μέζνδν Runge-Kutta 4
εο

 ηάμεο κε 

ζηαζεξό βήκα h=0.1. Γεδνκέλεο κηαο ηηκήο ηεο παξακέηξνπ Dα (Dα=0.082), επηιέγνπκε 

έλα δεύγνο ηηκώλ, ζαλ αξρηθή ζπλζήθε, γηα ην νπνίν νη κεηαβιεηέο πνζόηεηεο ηνπ 

ζπζηήκαηνο δελ απεηξίδνληαη ιόγσ αζηάζεηαο ηεο ζπγθεθξηκέλεο πεξηνρήο ζην 

αληίζηνηρν Γηάγξακκα Φάζεσλ. Ζ αξρηθή απηή ζπλζήθε είλαη ε  ( 1 2,x x ) = (0.9, 4). 

Σέινο, ζα ζπγθξίλνπκε ηα απνηειέζκαηα ηεο κεζόδνπ απηήο κε απηά πνπ πξνθύπηνπλ 

από ηελ εθαξκνγή ηεο Κιαζηθήο Μεζόδνπ Euler ζηελ νπνία εθαξκόδνπκε ίδην βήκα. 

Σν όλνκα ηνπ αληηζηνίρνπ m-file πνπ θαιείηαη είλαη rk4.m. 

      Γηα ρξνληθό δηάζηεκα  t=15, πξνθύπηεη ην αθόινπζν γξάθεκα γηα ηηο ιύζεηο 1 2,x x : 
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΢σήμα 3.23: Φξνληθή νινθιήξσζε ιύζεσλ x1, x2 κε ρξήζε ηεο κεζόδνπ Runge-Kutta 

4
εο

 ηάμεο  

 

 

      Παξαηεξνύκε όηη νη ιύζεηο ζπγθιίλνπλ ζην ζεκείν (x1, x2) = (0.1844,  1.0142), ην 

νπνίν απνηειεί, όπσο ζα δνύκε αθνινύζσο, έλα από ηα ζηάζηκα ζεκεία ηνπ 

δηαγξάκκαηνο θάζεσο. Ζ ηηκή απηή ππνινγίζηεθε σο ν κέζνο όξνο ησλ 5 ηειεπηαίσλ 

ζεκείσλ ηεο κεζόδνπ. 

        Δθαξκόδνληαο, ηα ίδηα δεδνκέλα (κέγεζνο βήκαηνο, αξρηθέο ζπλζήθεο, ρξόλνο 

εμέιημεο) γηα ηελ Μέζνδν Euler πξνθύπηεη ην αθόινπζν γξάθεκα. Σν όλνκα ηνπ 

αληηζηνίρνπ m-file είλαη euler_a.m. 
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΢σήμα 3.24: Φξνληθή νινθιήξσζε ιύζεσλ x1, x2 κε ρξήζε ηεο κεζόδνπ Euler  

 

 

      ΢πγθξίλνληαο ηηο δύν επαλαιεπηηθέο κεζόδνπο, παξαηεξνύκε όηη δελ ππάξρνπλ 

ζεκαληηθέο δηαθνξέο ζηηο κνξθέο ησλ γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ.  Δπηπιένλ, νη 

απνθιίζεηο ζηα απνηειέζκαηα ησλ ηειηθώλ ηηκώλ είλαη ακειεηέεο: Γ(x1,x2)

(0,0.0001). ΢εκεηώλνπκε όηη θαη εδώ ππνινγίζακε ηνλ κέζν όξν ησλ 5 ηειεπηαίσλ 

ζεκείσλ ηεο κεζόδνπ. 

 

Σσόλιο 1: Οη επαλαιεπηηθέο κέζνδνη Euler θαη Runge-Kutta, πνπ είλαη ηύπνπ time-

stepper δηαθέξνπλ ζην γεγνλόο όηη ε δεύηεξε επηηπγράλεη ηνλ ππνινγηζκό κηαο 

θαιύηεξεο πξνζέγγηζεο ηεο θιίζεο ηεο ζπλάξηεζεο f  ζε θάζε επαλάιεςε ζην αξρηθό 

ζεκείν. Γεγνλόο πνπ ζπλεπάγεηαη αλάινγν ππνινγηζηηθό θόζηνο. 

    

Σσόλιο 2: Λακβάλνληαο δηάθνξεο αξρηθέο ζπλζήθεο γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο Dα, 

παξαηεξνύκε όηη ππάξρνπλ αξρηθέο ζπλζήθεο πνπ νδεγνύλ ηηο κεηαβιεηέο  x1, x2 ζην 

άπεηξν, θαζώο θαη άιιεο πνπ νδεγνύλ ηηο κεηαβιεηέο ζε ηαιάλησζε ζηαζεξνύ πιάηνπο. 

Σα γεγνλόηα απηά πξννηθνλνκνύλ ηελ ύπαξμε αζηαζώλ πεξηνρώλ, θαζώο θαη 

(επζηαζώλ) νξηαθώλ θύθισλ αληίζηνηρα ζην δηάγξακκα θάζεσο γηα ζπγθεθξηκέλεο 

ηηκέο ηεο παξακέηξνπ Dα (Βι. Δλόηεηα 3.4.3). 

 

 

3.4.3 Γιαγπάμμαηα θάζευν 
 

        Σα δηαγξάκκαηα θάζεσλ (phase portraits) δηακνξθώλνληαη κε βάζε ηελ Μέζνδν 

Runge-Kutta 4
εο

  ηάμεο ε νπνία «ηξέρεη» γηα δηαθνξεηηθέο αξρηθέο ζπλζήθεο κέζα ζηελ 

πεξηνρή δξάζεο 1 2( , ) (0,1) (0,10)x x x . Ζ δηαδηθαζία πνπ αθνινπζήζνπκε πξνθεηκέλνπ 

λα δηακνξθώζνπκε ηα δηαγξάκκαηα θάζεσλ γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ Dα 

ζπλνςίδεηαη ζηα εμήο: 
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A. Αξρηθά επηδηώμακε λα ζθηαγξαθήζνπκε ηνλ ρώξν ησλ επζηαζώλ ιύζεσλ, 

ρξεζηκνπνηώληαο ζηελ είζνδν Αξρηθέο ΢πλζήθεο (Α.΢.) ζε νκνηόκνξθν πιέγκα 

ζεκείσλ ηνπ ηεηξαγώλνπ (0,1)x(0,10). ΢πλνιηθά πήξακε 800 δεύγε αξρηθώλ 

ζπλζεθώλ. 

 

B.  Eπηιέμακε ηηο Α.΢. πνπ ζπλέθιηλαλ ζε ζεκείν ή νξηαθό θύθιν (επζηάζεηα). 

 

C.  Έπεηηα, κε θαηάιιειε επηινγή θάπνησλ εθ ησλ  αξρηθώλ ζεκείσλ ηνπ βήκαηνο 

Β θαη κε πξνζζήθε ελδεηθηηθά Α.΢. πνπ απνθιίλνπλ, ραξάζζνπκε ην δηάγξακκα 

θάζεσο γηα θαζεκία ηηκή ηεο παξακέηξνπ Dα. 

 

        Δκβόιηκα εδώ, παξαζέηνπκε κηα πξώηε εηθόλα ηεο ηξνρηάο πνπ αθνινπζεί ε 

αξρηθή ζπλζήθε (x1, x2)=(0.9,4) (Βι.Δλόηεηα 3.4.2) γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηεο 

παξακέηξνπ Dα : 

 

 
 

΢σήμα 3.25: Τξνρηέο ιύζεσλ ( x1, x2 ) κε Α.Σ. ( x1, x2 )ν = (0.9, 4) γηα δηάθνξεο ηηκέο 

ηεο παξακέηξνπ Dα 

 

 

 

        Παξαηεξνύκε όηη γηα ηηο πξώηεο 4 ηηκέο ηεο παξακέηξνπ Dα, ε κέζνδνο ζπγθιίλεη 

ζε ζεκείν, ην νπνίν έρνπκε ήδε ππνινγίζεη θαη ζηελ ρξνληθή νινθιήξσζε. Πξόθεηηαη, 

πξνθαλώο, γηα επζηαζή θόκβν (stable node). Αληίζεηα, γηα ηελ ηηκή Dα =0.092 ε 

κέζνδνο νδεγεί ην δεύγνο ιύζεσλ ζην άπεηξν. 

        ΢ηε ζπλέρεηα, αθνινπζώληαο ηελ δηαδηθαζία πνπ πεξηγξάςακε, πξνθύπηνπλ ηα 

αθόινπζα δηαγξάκκαηα θάζεσο  (εξπζξό ρξώκα). Παξαηίζεληαη επίζεο ζην ίδην ζρήκα 

ηα δηαγξάκκαηα θάζεσο πνπ πξνθύπηνπλ από ηελ επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο κε ηνλ 

επηιπηή ode23s ηνπ MATLAB (γαιάδην ρξώκα), ν νπνίνο εμεηδηθεύεηαη ζηελ επίιπζε 

stiff πξνβιεκάησλ. Tα αληίζηνηρα αξρεία θαινύληαη κε ηα νλόκαηα rk4_phase.m θαη 

ode23s_phase.m (Βι. Παξάξηεκα H). Έρνπκε ινηπόλ : 
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 Dα = 0.052 

 
 

 
 

΢σήμα 3.26: Γηάγξακκα θάζεσλ ( x1, x2 ) γηα Dα = 0.052 
 

 

 Dα = 0.062 
 
 

 
 

΢σήμα 3.27: Γηάγξακκα θάζεσλ ( x1, x2 ) γηα Dα = 0.062 
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 Dα = 0.072 
 

 

 
 

΢σήμα 3.28: Γηάγξακκα θάζεσλ ( x1, x2 ) γηα Dα = 0.072 
 

 

 Dα = 0.082 
 

 

 
 

΢σήμα 3.29: Γηάγξακκα θάζεσλ ( x1, x2 ) γηα Dα = 0.082 
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 Dα = 0.092 
 
 

 
 

΢σήμα 3.30: Γηάγξακκα θάζεσλ ( x1, x2 ) γηα Dα = 0.092 

 

 

      Σα Γηαγξάκκαηα Φάζεσο καο δίλνπλ ζεκαληηθέο πνηνηηθέο πιεξνθνξίεο γηα ηελ 

ζπκπεξηθνξά ηνπ ζπζηήκαηνο. Πξώηα, απνθαιύπηνπλ ην είδνο ηεο επζηάζεηαο ησλ 

ζηάζηκσλ ζεκείσλ ηνπ κε γξακκηθνύ ζπζηήκαηνο. Δπηπιένλ, δίλνπλ ηελ γεσκεηξηθή 

επνπηεία, πξνθεηκέλνπ λα απνθαλζνύκε γηα ην είδνο ηνπ επζηαζνύο ή αζηαζνύο 

ζεκείνπ. Πξηλ από ηελ ράξαμε απηώλ, αλαδεηνύκε ηα ζηάζηκα ζεκεία (steady points) 

ηνπ ζπζηήκαηνο. Γειαδή ηα ζεκεία γηα ηα νπνία ηζρύεη 1 2 0x x
 

  (Βι. ΢ρέζε (3.59)). 

΢ε θάζε πεξίπησζε, ε ύπαξμε, ε εύξεζε θαζώο θαη ν ραξαθηεξηζκόο ησλ ζηάζηκσλ 

ζεκείσλ
39

 ζηεξίρηεθε ζε θάπνηα m-file ηνπ MATLAB πνπ δεκηνπξγήζακε, ηα νπνία 

βαζίδνληαη ζηε ζρεηηθή ζεσξία (Βι. Δλόηεηα 3.2.1) [1]: 

 

 graph.m: δίλεη ηελ γξαθηθή παξάζηαζε fC ηεο ζπλάξηεζεο 1 1( )f x  (Βι. Παξάξηεκα 

Ε). Από ηηο ξίδεο ηεο εμίζσζεο 1 1( ) 0f x   (ζεκεία ηνκήο fC κε ηνλ νξηδόληην άμνλα), 

απνθαηλόκαζηε πξνζεγγηζηηθά γηα ηηο ηηκέο ησλ ζηάζηκσλ ζεκείσλ (Βι. ΢ρήκα 3.9). 

Οη ηηκέο απηέο κπνξνύλ λα δνζνύλ ζαλ ζεκεία εθθίλεζεο ζηε κεζόδν Newton-

Raphson γηα ηνλ αθξηβή ππνινγηζκό ησλ ζηάζηκσλ ζεκείσλ ηνπ ζπζηήκαηνο.  
 

 newton_raphson.m: πξόθεηηαη γηα ηελ θιαζζηθή επαλαιεπηηθή κέζνδν Newton-

Raphson (Βι. Δλόηεηα 3.3.2), ε νπνία δέρεηαη σο όξηζκα ην ζύλνιν ησλ ζεκείσλ 

εθθίλεζεο θαη δίλεη ζαλ έμνδν ηηο αθξηβείο ηηκέο ησλ ζηάζηκσλ ζεκείσλ, ηα νπνία 

ηθαλνπνηνύλ ηηο ζπλζήθεο 1 1 2 2 1 2( , ) ( , ) 0f x x f x x  . ΢αλ είζνδν,  εηζάγνπκε ηελ έμν- 

 
 
39

 Καηεγνξηνπνίεζε ησλ ζηάζηκσλ ζεκείσλ γίλεηαη αλαιπηηθά κε ηελ αλάιπζε ηδηνηηκώλ. (Βι. m-file steady_points.m / 

Παξάξηεκα Ζ). 
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δν από ηελ Μέζνδν Runge-Kutta, πνπ απνηειεί κηα πνιύ θαιή αξρηθή πξνζέγγηζε. 

Καηά ηα γλσζηά, σο αλνρή (tolerance) εδώ ζεσξνύκε ηελ επθιείδεηα λόξκα ηνπ 

δηαλύζκαηνο κεηαβνιήο ηεο δηαλπζκαηηθήο αθηίλαο ηνπ ζεκείνπ ζε θάζε επαλάιεςε 

ηεο κεζόδνπ. Ζ κέζνδνο ηεξκαηίδεη όηαλ ε αλνρή γίλεη κηθξόηεξε από ηελ ηηκή 510 . 
 

 steady_points.m: δέρεηαη σο όξηζκα ηηο δηαλπζκαηηθέο αθηίλεο ησλ ζηάζηκσλ 

ζεκείσλ θαη κέζσ ηνπ ππνινγηζκνύ ησλ ηδηνηηκώλ ηνπ αληίζηνηρνπ Ηαθσβηαλνύ 

(Jacobian) πίλαθα ηνπ ζπζηήκαηνο απνθαίλεηαη γηα ην είδνο θάζε ζεκείνπ. 

 

 
 

΢σήμα 3.31: Γξαθηθή παξάζηαζε ηεο κνλνδηάζηαηεο ζπλάξηεζεο  f1(x1) γηα Dα = 0.052 

 

 

      Με απηόλ ηνλ ηξόπν, πξνθύπηεη ν αθόινπζνο πίλαθαο ζηάζηκσλ ζεκείσλ γηα ηηο 

δηάθνξεο ηηκέο ηνπ  Dα, όπνπ θαίλεηαη ην είδνο επζηάζεηαο θαη νη ηδηνηηκέο ηνπ 

αληηζηνίρνπ πίλαθα ηνπ ζπζηήκαηνο (Βι. Πίλαθαο 3.3). 

 

 
 

Πίνακαρ 3.3: Εεύγε ζηάζηκσλ ζεκείσλ γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ Dα  
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      Από ηα παξαπάλσ δηαγξάκκαηα θάζεσο γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ Dα, 

παξαηεξνύκε όηη θαζώο ε παξάκεηξνο πιεζηάδεη ηελ ηηκή Dα = 0.082 έρνπκε ηνλ 

ζρεκαηηζκό νξηαθνύ θύθινπ (limit cycle) ζηελ πεξηνρή 1 2( , ) (0.75,1) (3,9)x x x . Ο 

νξηαθόο απηόο θύθινο είλαη επζηαζήο, όπσο θαίλεηαη θαη από ηηο ηξνρηέο πνπ 

δηαγξάθνπλ ηα ζεκεία Ρν θαη P1 ηνπ επηπέδνπ κε αξρηθέο ζπλζήθεο 

0 1 2( , ) (0.7589, 3.45)P x x   θαη 1 1 2( , ) (0.9327, 5.1298)P x x   (Βι. ΢ρήκα 3.32). To Ρν ην 

πήξακε λα αλήθεη εθηόο νξηαθνύο θύθινπ, ελώ ην P1 εληόο.  Σν ζεκείν Ρν ιέκε όηη 

αλήθεη ζηελ πεξηνρή έιθπζεο (region of attraction) ηνπ νξηαθνύ θύθινπ. Αλαθέξνπκε 

όηη ην ζεκείν P1 είλαη ην ζηάζηκν ζεκείν C γηα ην δηάγξακκα (Αζηαζήο ΢πείξα / Βι. 

Πίλαθα 3.3).  

 

 

 
 

΢σήμα 3.32: Δπζηαζήο νξηαθόο θύθινο γηα ηηκή παξακέηξνπ Dα = 0.082 

 

 

        Έπεηηα, γηα ηελ ηηκή ηεο παξακέηξνπ Dα =0.092, παξαηεξνύκε όηη ηα ζηάζηκα 

ζεκεία από ηξία έρνπλ κεησζεί ζε έλα. Πξόθεηηαη γηα ην ζεκείν A(0.9426, 5.1842) , ην 

νπνίν είλαη επζηαζήο ζπείξα (Βι. Πίλαθα 3.3). Από ηελ παξαπάλσ κεηάβαζε, 

θαηαιαβαίλνπκε όηη ζην δηάζηεκα ηηκώλ γηα ηελ παξάκεηξν aD [0.082,0.092]  

εκθαλίδεηαη δηαθιάδσζε θαη κάιηζηα δηαθιάδσζε ζαγκαηηθνύ ζεκείνπ. Σν δηάγξακκα 

δηαθιάδσζεο ζα καο δώζεη κηα πην επθξηλή εηθόλα γηα ηελ επζηάζεηα ηνπ ζπζηήκαηνο 

ζπλαξηήζεη ησλ ηηκώλ ηεο παξακέηξνπ Dα.  

 

΢σόλιο: Πνηνηηθά αλάινγα είλαη ηα απνηειέζκαηα πνπ πξνθύπηνπλ, αλ αλαηξέμεη 

θαλείο ζηελ αληίζηνηρε βηβιηνγξαθία [2].  
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3.4.4 Γιαγπάμμαηα διακλάδυζηρ 

 
      Όπσο έρνπκε δεη, ην δηάγξακκα δηαθιάδσζεο (bifurcation diagram) αλαπαξηζηά ηελ 

θακπύιε ησλ ζηάζηκσλ ζεκείσλ * *

1 2( , )x x  ζπλαξηήζεη ησλ ηηκώλ ηεο παξακέηξνπ ηνπ 

ζπζηήκαηνο Da ζηνλ ρώξν. ΢πλήζσο ρξεζηκνπνηνύκε γηα ιόγνπο επθξίλεηαο ηα 

κνλνδηάζηαηα δηαγξάκκαηα θαζεκηάο κεηαβιεηήο ζην επίπεδν. Σν δηάγξακκα απηό καο 

δίλεη ζεκαληηθέο πιεξνθνξίεο γηα ηηο πεξηνρέο επζηάζεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο, θαζώο θαη 

γηα ηελ πξόβιεςε ηεο πνξείαο ελόο ζεκείνπ πνπ μεθηλά κε κηα Α.΢. εληόο ηεο πεξηνρήο 

δξάζεο. Σν ζεκείν απηό, πιένλ, έρεη ηε κνξθή 1 2( , , )x x Da . Σέινο, αλαθέξνπκε όηη ε 

πνηθηιία δηαγξακκάησλ δηαθιάδσζεο πνπ κπνξνύλ λα πξνθύςνπλ γηα δηαθνξεηηθνύο 

ζπλδπαζκνύο ζηελ ηξηάδα παξακέηξσλ ηνπ ζπζηήκαηνο (Da, B, β) (δεδνκέλσλ δύν θαη 

κεηαβαιιόκελεο ηεο ηξίηεο) είλαη κεγάιε θαη μεθεύγεη από ην ζθνπό ηεο παξνύζαο 

αλαθνξάο.  

      Δθαξκόδνληαο ηνλ απνδνηηθό αιγόξηζκν ηεο κεζόδνπ Arc-length continuation (Βι. 

Δλόηεηα 3.3.2), αλαπαξάγνπκε ηα δηαγξάκκαηα δηαθιάδσζεο γηα ην ζύζηεκα ηνπ 

αληηδξαζηήξα CSRT. ΢ηελ δηάξθεηα πξνζαξκνγήο ηνπ αιγνξίζκνπ πάλσ ζηηο εηδηθέο 

«αξηζκεηηθέο απαηηήζεηο» παξαηεξήζακε ηα αθόινπζα: 

 

1. ΢ην ζπγθεθξηκέλν πξόβιεκα, ζα κπνξνύζακε λα απινπνηήζνπκε ηνπο 

ππνινγηζκνύο καο, ιόγσ ηεο ηθαλόηεηαο κεηαηξνπήο ηνπ αξρηθνύ ΢πζηήκαηνο 

2x2 ζε κηα ζπλήζε δηαθνξηθή εμίζσζε κηαο κεηαβιεηήο, όπνπ ε δεύηεξε 

κεηαβιεηή βξίζθεηαη ζε γξακκηθή εμάξηεζε κε ηελ πξώηε (Δμίζσζε 

Ηζνθιηλνύο). Ζ αλαιπηηθή απηή επεμεξγαζία αλαπηύζζεηαη ζην Παξάξηεκα Γ. 

 

2. ΢αλ δύν Α.΢. ζην πξόβιεκα ρξεζηκνπνηήζακε δύν ηηκέο πνπ βξίζθνληαη θνληά 

ζηελ αξρή ησλ αμόλσλ θαη δελ απέρνπλ αξθεηά κεηαμύ ηνπο (Βι. Δλόηεηα 

3.3.2). Οη ηηκέο απηέο ππήξμαλ 0 =(0.01,0.10)u θαη 1=(0.02,0.14)u .  

 

3. Γεκηνπξγώληαο βηβιηνζήθε ε νπνία ππνινγίδεη, ζε θάζε επαλάιεςε ηεο 

κεζόδνπ Arc-length continuation, ηελ νξίδνπζα ηνπ αξρηθνύ (κε επαπμεκέλνπ 

πίλαθα
f

J ), παξαηεξνύκε όηη θνληά ζην ζεκείν δηαθιάδσζεο (όπνπ κηθξαίλεη 

αηζζεηά θαη ην βήκα ηεο κεζόδνπ) ε νξίδνπζα κηθξαίλεη αηζζεηά θαη’ απόιπηε 

ηηκή θαη αιιάδεη πξόζεκν θαηά ηε κεηάβαζε από ηνλ έλαλ θιάδν ζηνλ άιινλ. 

Σν όλνκα ηνπ ζρεηηθνύ m-file είλαη det_J_newton.m (Βι. Παξάξηεκα Ζ).  O 

αθόινπζνο πίλαθαο αλαπαξηζηά ηηο ηηκέο ηεο νξίδνπζαο ζε κηα πεξηνρή ηνπ 

πξώηνπ ζεκείνπ δηαθιάδσζεο: 

  

 

K Dα det(Jf) 

19     0.0801 1,1151 

20     0.0811     0.9917 

21     0.0819     0.8722 

22     0.0825     0.7505 

23     0.0831     0.6327 

24     0.0835     0.5127 

25     0.0839     0.3967 

26     0.0841     0.2785 

27     0.0843     0.1643 

28     0.0844     0.0482 

29     0.0843    -0.0640 
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30     0.0843    -0.1781 

31     0.0841    -0.2882 

32     0.0839    -0.4000 

33     0.0837    -0.5079 

34     0.0833    -0.6174 

35     0.0830    -0.7229 

36     0.0825    -0.8299 

37     0.0821    -0.9328 

38     0.0816 -1,0371 

39     0.0811 -1,1374 

40     0.0805 -1,2388 

 

Πίνακαρ 3.4: Τηκέο νξίδνπζαο γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ  Dα ζηελ πεξηνρή 

ελόο ζεκείνπ αλαζηξνθήο (ππνινγηζκνί ζε MATLAB) 

 

 

        Έρνληαο, εμεγήζεη ηα παξαπάλσ, κπνξνύκε πιένλ λα δνύκε ηηο εηθόλεο ησλ 

δηαγξακκάησλ δηαθιάδσζεο ησλ δύν κεηαβιεηώλ 1 2,x x ηνπ πξνβιήκαηνο. Σα 

αληίζηνηρα αξρεία θαινύληαη κε ηηο νλνκαζίεο gen_arclength_x1.m θαη 

gen_arclength_x2.m (Βι. Παξάξηεκα Ζ). Καη έρνπκε: 

 

 

 Για ηην μεηαβληηή 1x  : 

 

 

 
 

΢σήμα 3.33: Γηάγξακκα δηαθιάδσζεο ηεο κεηαβιεηήο x1 κε παξάκεηξν Dα  
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 Και για ηην μεηαβληηή 2x  : 

 

 

 
 

΢σήμα 3.34: Γηάγξακκα δηαθιάδσζεο ηεο κεηαβιεηήο x2 κε παξάκεηξν Dα  

 

 

        Δλώ ε αλάιπζε ηδηνηηκώλ καο δίλεη πιεξνθνξίεο γηα ην είδνο επζηάζεηαο θάζε 

ζεκείνπ. Σν αθόινπζν ζρήκα πνπ αλαθέξεηαη ηε κεηαβιεηή 1x είλαη δηαθσηηζηηθό γηα 

ηελ επζηάζεηα ηνπ ζπζηήκαηνο CSRT. Γηα ηε κεηαβιεηή 2x  δελ πξνθύπηεη θακηά 

απνιύησο δηαθνξνπνίεζε: 

 

 

΢σήμα 3.35: Γηάγξακκα δηαθιάδσζεο ηεο κεηαβιεηήο x1 κε παξάκεηξν Da 
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Σσόλια Επί Τος Διαγπάμμαηορ Διακλάδωζηρ : 

 
1. Γηα νπνηαδήπνηε αξρηθή ζπλζήθε πνπ παίξλεηαη γηα Dα<0.083,

 
ε ιύζε θαηαιήγεη 

ζηνλ θάησ επζηαζή θιάδν θαη ηειηθά ζην πιεζηέζηεξν θαηαθόξπθα ζηάζηκν ζεκείν, 

πνπ είλαη θαη ην θέληξν ηεο αληίζηνηρεο επζηαζνύο ζπείξαο. 

 

2. Γηα νπνηαδήπνηε αξρηθή ζπλζήθε κέζα ζηελ πεξηνρή δξάζεο πνπ παίξλεηαη γηα 

Dα>0.090,
 
ε ιύζε θαηαιήγεη ζηνλ άλσ επζηαζή θιάδν πνπ μεθηλά από ην 1

ν
 επζηαζέο 

ζεκείν (επζηαζήο ζπείξα). 

 

3. ΢ε κηα ηπραία ηηκή ηεο παξακέηξνπ (0.0869,0.1890)Da δηαπηζηώλνπκε όηη θαη ζηα 

αληίζηνηρα δηαγξάκκαηα θάζεσο εκθαλίδνληαη 3 ζηάζηκα ζεκεία, 2 αζηαζή θαη έλα 

επζηαζέο (Βι. ΢ρήκαηα 3.24, 3.30). 

 

4. Γηα ηηκέο ηεο παξακέηξνπ [0.0484,0.0869]Da  ην κνλαδηθό ζηάζηκν ζεκείν είλαη 

επζηαζήο ζπείξα, ελώ γηα ηηκέο [0.1890, )Da   ην κνλαδηθό ζηάζηκν ζεκείν 

κεηαηξέπεηαη ζε επζηαζή θόκβν. 

 

5. Με κηθξά ρξσκαηηζηά «θπθιάθηα» αλαπαξίζηαληαη νη νξηαθνί θύθινη ζηνπο νπνίνπο 

θαηαιήγεη ε ηηκή ηεο αληίζηνηρεο κεηαβιεηήο. ΢ηα άθξα ηεο πεξηνρήο απηήο 

εκθαλίδεηαη κηα δηαθιάδσζε ηύπνπ Hopf. Πξόθεηηαη γηα έλα γλώξηκν ραξαθηεξηζηηθό 

ησλ δηαγξακκάησλ δηαθιάδσζεο ζπζηεκάησλ πνπ εκθαλίδνπλ ζηάζηκεο θαηαζηάζεηο 

ζπληεξνύκελσλ ηαιαληώζεσλ [42]. 

 

6. Γηα ηελ εύξεζε ηνπ κεγέζνπο ησλ νξηαθώλ θύθισλ, ρξεζηκνπνηήζακε ηνλ επηιπηή 

ode23s ηνπ MATLAB γηα ηελ ρξνληθή νινθιήξσζε ησλ ιύζεσλ πνπ ζε δεδνκέλε 

πεξηνρή ηηκώλ ηεο παξακέηξνπ Da, θαζώο θαη γηα ζπγθεθξηκέλε πεξηνρή αξρηθώλ 

ζπλζεθώλ, θαηέιεγαλ ζρεηηθά ζύληνκα ζε ηαιαληώζεηο ζηαζεξνύ πιάηνπο. Λάβακε ηηο 

κέγηζηεο ηηκέο ησλ 1 2,x x γηα ηα 10 ηειεπηαία ζεκεία ηεο κεζόδνπ. ΢πγθεθξηκέλα, ε 

ύπαξμε νξηαθνύ θύθινπ είρε ήδε «απνθαιπθζεί» ζηελ θάζε ηεο ρξνληθήο 

νινθιήξσζεο γηα κηα πιεηάδα Α.΢. πνπ εθαξκόδνληαλ ζηελ πεξηνρή ηεο παξακέηξνπ 

[0.083,0.090]Da . Αλαθέξνπκε, επίζεο, όηη ε Μέζνδνο Runge-Kutta 4
εο

 ηάμεο, παξά 

ηελ κείσζε ηνπ βήκαηνο h θαηά 2 ηάμεηο κεγέζνπο, δελ ήηαλ απνδνηηθή ζηελ 

αλαπαξάζηαζε ηεο ρξνληθήο νινθιήξσζεο απηνύ ηνπ είδνπο ησλ ιύζεσλ ζηελ πεξηνρή 

απηή. Απηό ζπκβαίλεη, θπξίσο, επεηδή ην ζπγθεθξηκέλν πξόβιεκα είλαη εμόρσο stiff.    

 

7. Σνλ επαπμεκέλν πίλαθα Jacobian (Βι. ΢ρέζε (3.59)), ηνλ ππνινγίζακε αλαιπηηθά. 

Απηό πνιιέο θνξέο δελ είλαη απιό, ιόγσ ηεο δπζθνιίαο ππνινγηζκνύ ησλ κεξηθώλ 

παξαγώγσλ ησλ ζπλαξηήζεσλ ηνπ ζπζηήκαηνο. ΢ηηο πεξηπηώζεηο απηέο κπνξνύκε λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε πεπεξαζκέλεο δηαθνξέο (finite differences), όπσο ζα δνύκε θαη ζε 

επόκελε παξάγξαθν (Βι. Δλόηεηα 4.3.1). 

 

8. Μηα κεγαιύηεξε πνηθηιία κπνξεί λα πξνθύςεη ζηελ δηακόξθσζε ησλ νξηαθώλ 

θύθισλ (Βι. [41, 42]). Δπίζεο, γίλεηαη εθηελήο αλαθνξά γηα ηελ εθαξκνγή απηόκαησλ 

ξπζκηζηώλ (νινθιεξσηηθόο, αλαινγηθόο θ.α.) ζε έλαλ CSRT αληηδξαζηήξα (Βι. [17] ).  

 

       ΢ηελ ζπλέρεηα, παξαζέηνπκε ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηεο κεηαβιεηήο 2x  (t) γηα 

ηξείο ραξαθηεξηζηηθέο νινθιεξώζεηο. Γηα επθνιία θαη απνθπγή δπζιεηηνπξγηώλ ζηελ 

αλαπαξάζηαζε ηνπ νξηαθνύ θύθινπ, ρξεζηκνπνηήζακε ηνλ γλσζηό επηιπηή ode23s ηνπ 

MATLAB, ελώ ζηελ ηειεπηαία πεξίπησζε όπνπ θαηαιήγνπκε ζε αζηάζεηα 

ρξεζηκνπνηήζακε ηνλ επηιπηή ode23t πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα moderately stiff 

πξνβιήκαηα, πξνθεηκέλνπ λα ιάβνπκε κηα πην ξεαιηζηηθή εηθόλα (Βι. Δλόηεηα 3.3.1).  
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1. Για Απσική ΢ςνθήκη 1 2( , , ) (0.9,4,0.062)x x Da   :  

 

 
 

΢σήμα 3.36: Σπκπεξηθνξά κεηαβιεηήο x2 ζηνλ ρξόλν. Σύγθιηζε ζηελ ηηκή x2=0.5189. 

 

 

2. Για Απσική ΢ςνθήκη 1 2( , , ) (0.7589,3.45,0.082)x x Da  :  

 

 

΢σήμα 3.37: Σπκπεξηθνξά κεηαβιεηήο x2 ζηνλ ρξόλν. Γηαηεξνύκελε ηαιάλησζε 

πιάηνπο 4.65 (Δκθάληζε Οξηαθνύ Κύθινπ). 
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3. Για Απσική ΢ςνθήκη 1 2( , , ) (0.2,6,0.092)x x Da   :  

 

 

΢σήμα 3.38: Σπκπεξηθνξά κεηαβιεηήο x2 ζηνλ ρξόλν. Απόθιηζε ζην άπεηξν.  
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4. Μονηελοποίηζη και Ανάλσζη Δσναμικής 

΢σμπεριθοράς Κσυέλης Κασζίμοσ 
 

 
      ΢ε απηό ην θεθάιαην ζα παξνπζηάζνπκε έλα πξνηεηλόκελν κε γξακκηθό κνληέιν 

πνπ πεξηγξάθεη ηελ δπλακηθή ζπκπεξηθνξά κηαο θπςέιεο θαπζίκνπ πνιπκεξηθήο 

ειεθηξνιπηηθήο κεκβξάλεο (PEMFC). ΢πγθεθξηκέλα, ην κνληέιν πνπ πξνηείλεηαη 

αλαθέξεηαη ζε αληηδξαζηήξα δεμακελήο αλάδεπζεο (STR) βαζηζκέλν ζε PEM 

θπςέιε θαπζίκνπ. Θα δηαπηζηώζνπκε όηη ε STR-PEM θπςέιε θαπζίκνπ  

παξνπζηάδεη κεγάιε πνιππινθόηεηα σο πξνο ηελ δπλακηθή απόθξηζε. Έπεηηα, ζα 

εμάγνπκε ηα δηαγξάκκαηα δηαθιάδσζεο ηεο απνδηδόκελεο από ην ζύζηεκα ηζρύνο γηα 

κεηαβνιή ζπγθεθξηκέλσλ παξακέηξσλ. Αθόκα παξαπέξα, ζα επηρεηξήζνπκε, κε βάζε 

ηα απνηειέζκαηα, λα αλαδεηήζνπκε ηελ αλαινγία ησλ δύν κνληέισλ CSRT θαη STR-

PEMFC σο πξνο ηελ δπλακηθή ζπκπεξηθνξά ησλ κεγεζώλ πνπ ηα πεξηγξάθνπλ [4]. 

 

 

4.1 Διζαγυγή 

       
        ΢ην παξόλ θεθάιαην, όκνηα κε πξηλ, αθνύ παξνπζηάζνπκε ην πξνηεηλόκελν 

κνληέιν γηα ηελ θπςέιε θαπζίκνπ πνιπκεξηθώλ ειεθηξνιπηηθώλ κεκβξαλώλ, ζα 

δηεξεπλήζνπκε πνηνηηθά ηελ ζπκπεξηθνξά ηνπ κνληέινπ απηνύ, κε ηηο ππνινγηζηηθέο 

ηερληθέο πνπ αλαπηύρζεθαλ ζηα πξνεγνύκελα θεθάιαηα. Καη πάιη ζα νινθιεξώζνπκε 

ρξνληθά ηηο εμηζώζεηο πνπ πεξηγξάθνπλ ην ζύζηεκα, παίξλνληαο κηα εηθόλα γηα ηελ 

ζπκπεξηθνξά ησλ δύν ιύζεσλ ηνπ ζπζηήκαηνο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ, ζα 

απεηθνλίζνπκε ηα Γηαγξάκκαηα Φάζεσλ (Phase Portraits) γηα δηάθνξεο ηηκέο ησλ δύν 

(Σ, RL) εθ ησλ ηξηώλ ππνςεθίσλ παξακέηξσλ (απόιπηνο ζεξκνθξαζία Σ, αληίζηαζε 

θπθιώκαηνο RL , άζξνηζκα ζπγθεληξώζεσλ αληηδξώλησλ αεξίσλ u) ηνπ ζπζηήκαηνο.        

      ΢ηελ ζπλέρεηα ζα θαηαζθεπάζνπκε ηα Γηαγξάκκαηα Γηαθιάδσζεο (Bifurcation 

Diagrams) βάζεη ηεο Arc-Length continuation method. Δηδηθόηεξα, ζα εμάγνπκε α 

δηαγξάκκαηα δηαθιάδσζεο ησλ κεηαβιεηώλ ηνπ ζπζηήκαηνο σο πξνο δύν παξακέηξνπο 

(RL, Σ) θαη ηαπηόρξνλα ζα απνθαλζνύκε γηα ην είδνο ησλ ιύζεσλ ηζνξξνπίαο (steady 

points) θαη ζα πξνζδηνξίζνπκε ηα ζεκεία αλαζηξνθήο (turning points). Παξνπζηάδεη, 

έπεηηα ελδηαθέξνλ ε εμαγσγή αλαινγηώλ ζηα δύν κνληέια (CSRT θαη STR-PEMFC) 

πνπ εμεηάδνληαη. Σέινο, ζα θαηαζθεπάζνπκε κε βάζε ηα πξνεγνύκελα ηα δηαγξάκκαηα 

δηαθιάδσζεο ηεο ηζρύνο πνπ απνδίδεη ε θπςέιε, σο πξνο έλα άιιν δεπγάξη 

παξακέηξσλ (RL, u). 

      ΢ην επόκελν θεθάιαην, ζα επηρεηξήζνπκε λα εθαξκόζνπκε έλαλ αλαινγηθό 

ξπζκηζηή (p-controller), πνπ ζα κεηαηξέπεη ηηο αζηαζείο κόληκεο θαηαζηάζεηο ζε 

επζηαζείο, ξπζκίδνληαο ηελ εύξπζκε ιεηηνπξγία ηνπ ζπζηήκαηνο.  
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4.2 Πεπιγπαθή Μονηέλος Κςτέληρ Καςζίμος Πολςμεπικών 

Ηλεκηπολςηικών Μεμβπανών (PEMFC) 

 
      Ζ θπςέιε θαπζίκνπ πνιπκεξηθήο ειεθηξνιπηηθήο κεκβξάλεο πνπ πξόθεηηαη λα 

αλαιύζνπκε αλαθέξεηαη ζηελ βηβιηνγξαθία σο θπςέιε θαπζίκνπ πνπ ρξεζηκνπνηεί 

αληηδξαζηήξεο αλάδεπζεο (Stirred Tank Reactor-Polymer Electrolyte Membrane Fuel 

Cell, STR-PEMFC). H STR-PEM θπςέιε θαπζίκνπ δηαθέξεη σο πξνο ηηο θιαζζηθέο 

θπςέιεο θαπζίκνπ ζην γεγνλόο ηα ζηξώκαηα δηάρπζεο αεξίσλ (gas diffusion layers) 

ζηελ άλνδν θαη ηελ θάζνδν έρνπλ αληηθαηαζηαζεί κε δνρεία αληηδξαζηήξσλ ζπλερνύλ 

αλάδεπζεο. Έρνπκε ήδε εμαληιήζεη ην ζέκα ησλ θπςειώλ θαπζίκνπ, νπόηε ζεσξνύκε 

απ’ επζείαο ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ κνληέινπ καο (Βι. ΢ρήκα 4.1).  

 

 
΢σήμα 4.1: (a) Aπινπνηεκέλε αλαπαξάζηαζε θπςέιεο θαπζίκνπ αληηδξαζηήξα 

ζπλερνύο αλάδεπζεο (STR-PEMFC). (b) Ζιεθηξηθό θύθισκα [4].     

 
 

        Θα δώζνπκε κηα πεξηγξαθή ηνπ κνληέινπ θαη ησλ κεγεζώλ πνπ ην πεξηγξάθνπλ. 

Τδξνγόλν θαη νμπγόλν ηξνθνδνηνύλ κέζσ ησλ αληηδξαζηήξσλ αλάδεπζεο ηελ άλνδν 

θαη ηελ θάζνδν κε ξπζκνύο κνξηαθήο παξνρήο 
2

in

Hn  θαη 
2

in

On αληίζηνηρα. Σα κόξηα ηνπ 

πδξνγόλνπ νμεηδώλνληαη ζηελ άλνδν ζε πξσηόληα, ελώ ειεθηξόληα «ηαμηδεύνπλ» κέζσ 

ηνπ εμσηεξηθνύ θπθιώκαηνο ειεθηξηθήο αληίζηαζεο RL (Χ). Σα πξσηόληα, όπσο έρνπκε 

δεη πεξλάλε κέζσ ηεο κεκβξάλεο ζηελ θάζνδν (ειεθηξνρεκηθή βαζκίδα), όπνπ 

αληηδξνύλ καδί κε ηα κόξηα ηνπ νμπγόλνπ θαη ηα ειεθηξόληα από ην εμσηεξηθό 

θύθισκα. Παξάγεηαη λεξό, ην νπνίν είλαη θαη ν απνθιεηζηηθόο ηξόπνο ύγξαλζεο ηεο 

κεκβξάλεο. Με άιια ιόγηα, έρνπκε κηα απηό-εθπδαηνύκελε (autohumidified) θπςέιε 

θαπζίκνπ. Με RM (Χ) ζπκβνιίδνπκε ηελ αληίζηαζε ηεο ειεθηξνιπηηθήο κεκβξάλεο 

ζηελ δηάρπζε ησλ πξσηνλίσλ από ηελ άλνδν πξνο ηελ θάζνδν. Ζ δηαθνξά δπλακηθνύ 

πνπ αλαπηύζζεηαη εθαηέξσζελ ηεο κεκβξάλεο ζπκβνιίδεηαη κε V (Volts). Ζ 

ζεξκνθξαζία ηεο θπςέιεο είλαη T (Kelvin). Ο ξπζκόο παξαγσγήο λεξνύ ζηελ θάζνδν 

εθθξάδεηαη σο πξνο ην παξαγόκελν ξεύκα από ηελ STR-PEMF θπςέιε. Σν πιηθό ηεο 

ειεθηξνιπηηθήο κεκβξάλεο είλαη ®Nafion (Βι. Δλόηεηα 2.2.1). Ο κεραληζκόο 

κεηαθνξάο ησλ πξσηνλίσλ κέζσ ηεο κεκβξάλεο είλαη γλσζηόο (Βι. Δλόηεηα 2.2.1). Ζ 

αγσγηκόηεηα ηεο κεκβξάλεο ζε πξσηόληα απμάλεη εθζεηηθά κε ην πεξηερόκελν απηήο ζε 

λεξό [4] Σν κνληέιν επηθεληξώλεηαη ζηελ δξαζηεξηόηεηα ζε λεξό κέζα ζηε κεκβξάλε, ε 

νπνία απνηειεί θαη ηε κνλαδηθή δπλακηθή κεηαβιεηή. Όπσο έρνπκε θαη ζηελ Δλόηεηα 

2.3.2, ε δξαζηεξηόηεηα απηή εθθξάδεηαη σο ν ιόγνο ηεο κεξηθήο πίεζεο ηνπ αέξηνπ 

λεξνύ πξνο ηελ πίεζε αηκνπνηεκέλνπ ύδαηνο ηεο θπςέιεο ζε ζεξκνθξαζία T θαη 

ζπκβνιίδεηαη κε wa : 
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( )

w
w o

w

P
a

P T


                                                    (4.1)

 

     Θεσξνύκε ηελ δξαζηεξηόηεηα λεξνύ νκνηόκνξθε ζε όιε ηελ έθηαζε ηεο 

κεκβξάλεο. Ζ κεηαβιεηή απηή δηακνξθώλεη ηελ δπλακηθή νιόθιεξνπ ηνπ ζπζηήκαηνο, 

κέζσ ηεο εμάξηεζεο δηαθόξσλ κεγεζώλ από απηή: 

 

1. Τν πεξηερόκελν ηεο κεκβξάλεο ζε λεξό, ι( wa ): ην πεξηερόκελν ηεο κεκβξάλεο ζε 

λεξό εθθξάδεηαη  ζε κνλάδεο κνξίσλ λεξνύ πξνο νκάδεο ζεηηθνύ νμένο ηεο 

κεκβξάλεο (Yang 2003). Πξνζεγγίδεηαη, δε, από ην αθόινπζν πνιπώλπκν: 

 

                          2 3 4 5( ) 14.9 44.7 70.0 26.5 0.446w w w w w wa a a a a a                                (4.2) 

 

2. Ζ αληίζηαζε ηεο κεκβξάλεο ζηελ δηέιεπζε πξσηνλίσλ, RM( wa ): έρεη βξεζεί 

πεηξακαηηθά όηη ε εμάξηεζε ηεο αληίζηαζεο ηεο κεκβξάλεο ζε πξσηόληα από 

ηελ ζεξκνθξαζία είλαη ακειεηέα. ΢ε κία κεκβξάλε πάρνπο l θαη δηαηνκήο Α, 

ηζρύεη (ζε Χ): 

 

                                                                    
0.2145( ) 10 wa

M w

l
R a e

A

 
                                                (4.3) 

 

3. Τν παξαγόκελν ξεύκα, i( wa ): ην ξεύκα πνπ παξάγεηαη εθθξάδεη ην ξπζκό 

πξαγκαηνπνίεζεο ηεο αληίδξαζεο κέζα ζηελ θπςέιε. Από ηελ άιιε ε ηάζε ηεο 

θπςέιεο είλαη αλεμάξηεηε από ηηο ζπγθεληξώζεηο ησλ αληηδξώλησλ αεξίσλ, 

κηαο θαη ε απόδνζε ηεο αληίδξαζεο είλαη κηθξόηεξε από 80%, ιόγσ σκηθώλ 

απσιεηώλ (Βι. Δλόηεηα 2.4.4). Άξα ηζρύεη ν ηύπνο (ζε A): 

 

                                                                     ( )
( )

w

M w L

V
i a

R a R



                                                    (4.4) 

 

Έπεηηα, αλαθέξνπκε ηηο βαζηθέο παξαδνρέο ηνπ κνληέινπ καο: 

 

1. Γελ ππάξρνπλ πεξηνξηζκνί ζηελ θίλεζε ηνπ λεξνύ κεηαμύ ηεο κεκβξάλεο θαη 

ζηξώκαηνο δηάρπζεο αεξίσλ ηεο αλόδνπ θαη ηεο θαζόδνπ. 

 

2.  Ζ πίεζε αηκνπνηεκέλνπ ύδαηνο ζηελ θπςέιε ( )o

wP T  θαη ε δξαζηεξηόηεηα ηνπ λεξνύ 

κέζα ζηελ κεκβξάλε wa  βξίζθνληαη ζε ηζνξξνπία. Άξα ζε θάζε ζηηγκή κπνξνύκε λα 

ππνινγίδνπκε ηε κεξηθή  πίεζε ηνπ λεξνύ wP  από ηε ζρέζε:  

                                                                 

 

                                                                          ( )o

w w wP P T a                                                            (4.5) 

 

3.  Σα αληηδξώληα αέξηα εηζέξρνληαη ζηελ θπςέιε θαπζίκνπ ζε αξαηέο ζπγθεληξώζεηο, 

ώζηε νη ξπζκνί κνξηαθήο ξνήο λα ζεσξνύληαη ζηαζεξνί. 

 

4.  Σα αέξηα αληηδξώληα δελ είλαη κείγκαηα, αιιά «θαζαξά» ρεκηθά ζηνηρεία (θπξίσο 

γηα ην εηζεξρόκελν αέξην νμπγόλν). 
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Σν ηζνδύγην κάδαο ηνπ λεξνύ κέζα ζηελ θπςέιε θαπζίκνπ δίλεηαη αθνινύζσο: 

 

                 
3

( ) ( )
0.5

o
g g ow w w w w

SO A C A C w

w

d a P da i a a
N V V F F P

da RT dt F RT

 
           

 
         (4.6) 

g

AV , g

CV   : o όγθνο αεξίνπ ζηελ άλνδν θαη ηελ θάζνδν αληίζηνηρα 

           F   : ε ζηαζεξά ηνπ Faraday F = 96485.3415 C/mol 

AF , CF    : νη ξπζκνί ξνήο εμόδνπ ζηελ άλνδν ( 2H  θαη 2H O ) θαη ηελ θάζνδν ( 2H O θαη 2O ) 

      

      Από ηηο παξαδνρέο 3, 4 ηνπ κνληέινπ καο ζπκπεξαίλνπκε όηη νη ξπζκνί ξνήο εμόδνπ  

AF , CF   ζα εμαξηώληαη από ηνπο αληίζηνηρνπο ξπζκνύο κνξηαθήο παξνρήο 
2

in

Hn  θαη 
2

in

On , 

ηελ πίεζε ιεηηνπξγίαο totP  θαζώο θαη από ηελ αληίδξαζε. Λόγσ ηεο παξαδνρήο 2, κε 

ηελ νπνία ζεσξνύκε όηη ην λεξό δηακνηξάδεηαη ηζόπνζα ζηελ άλνδν θαη ηελ θάζνδν, 

ζπκπεξαίλνπκε όηη ν ξπζκόο ξνήο AF  εμαξηάηαη από ηε κεηαβιεηή wa , ελώ ν ξπζκόο 

ξνήο CF  είλαη αλεμάξηεηνο. Έρνπκε ηηο αθόινπζεο ζρέζεηο γηα ηνπο δύν ξπζκνύο ξνήο 

(ζε m
3
/s): 

                                                                        2

in

O

C

tot

n RT
F

P


                                                               (4.7) 

 

                                                         
2

( )
0.25in w

A H

tot

i aRT
F n

P F

 
    

 
                                             (4.8) 

 

      Γηα ηελ αληίζηαζε ηεο πνιπκεξηθήο ειεθηξνιπηηθήο κεκβξάλεο ζηελ δηέιεπζε 

πξσηνλίσλ (Βι. ΢ρέζε (4.3)) από ηελ άλνδν έρνπκε ηελ αθόινπζε ηξνπνπνηεκέλε 

έθθξαζε (ζε Χ), ηελ νπνία θαη ρξεζηκνπνηνύκε ζηνπο ππνινγηζκνύο καο: 

 

                                    

2

0.2 2
147( ) 10

/ 2

w c

w

a x

a w

M w o

l
R a e y e

Aw





 
     

  
       

   

               (4.9) 

κ, yo, w, xC  : ζηαζεξέο ηνπ κνληέινπ κε κ=76, yo=0.01, w=0.07, xC=0.08.   

      Οη παξαπάλσ εμηζώζεηο πξέπεη λα ζπλδπαζηνύλ θαηάιιεια πξνθεηκέλνπ λα 

θαηαζηξώζνπκε ην καζεκαηηθό κνληέιν πνπ πεξηγξάθεη ηελ STR-PEMF θπςέιε. Ζ 

θαηαζηαηηθή ζρέζε (4.6) είλαη απηή πνπ ζα καο δώζεη ηνλ λόκν κεηαβνιήο ηνπ 

ζπζηήκαηνο ζην ρξόλν. Δπίζεο, είλαη θαλεξό από ηε ζρέζε (4.4) όηη ζα ρξεηαζηνύκε 

κηα έθθξαζε πνπ ζα πεξηγξάθεη ηελ ηάζε ηεο θπςέιεο. Δίλαη ζρεδόλ βέβαην όηη ε ηάζε 

απηή ζα εμαξηάηαη από ηελ δξαζηεξηόηεηα wa , ηελ ζεξκνθξαζία Σ θαη ηελ πίεζε αηκνύ 

ζε ηζνξξνπία o

wP . Έηζη, από ηε ζρέζε (4.6), ιόγσ ησλ ζρέζεσλ (4.2), (4.7) θαη (4.8) κε 

αληηθαηαζηάζεηο, πξνθύπηεη: 

 

     
3 2 2

2 3 4 ( ) ( )
14.9 89.4 210 106 2.23 0.5 0.25

o o
g g in inw w w w w w

SO w w w w A C H O

tot

P da i a P a i a
N a a a a V V n n

RT dt F P F

    
                     

    

(4.10) 

 

      Σα κεγέζε πνπ παξακέλνπλ ζηαζεξά θαηά ηελ ιεηηνπξγία ηεο θπςέιεο παίξλνπλ ηηο 

αθόινπζεο ηηκέο : RL=0.8 Χ, Σ=365 Κ, Α=1.5  10
-4

 m
2
, F = 96485.3415 C/mol,                   

R = 0.082059 
Atm L

mol K




, g

AV = g

CV = 2  10
-4 

L, 
3SON = 4.5454  10

-4
 mol, totP = 1 Atm.                            
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Έπεηηα, κε βάζε ηελ πηώζε ηάζεο ιόγσ απσιεηώλ (Βι. Δλόηεηα 2.4.6), όπσο 

απνηππώλεηαη ζηε ζρέζε (2.40), ηελ ζεσξεηηθή ηηκή ηεο ηάζεο
40

, πξνθύπηεη ε 

αθόινπζε πξνζεγγηζηηθή ζρέζε ηεο αλαπηπζζόκελεο ηάζεο ηεο θπςέιεο γηα ην 

κνληέιν καο: 

 
2

5 2( , ) 1.23 ln 1 2.15389 10 1 1
2 4

o o

w T w w w w w

o A c

i i i
V V a i V T a a P a P

i F k A F k A

 
     
                     

           

(4.11) 

VT, kA, kc   : ζηαζεξέο ηνπ κνληέινπ κε  VT = 0.15, kA =0.572, kc =0.0572.     
 

      Σέινο, ε εμάξηεζε ηεο πίεζεο αηκνύ ζε ηζνξξνπία o

wP  από ηελ ζεξκνθξαζία Σ 

πεξηγξάθεηαη από ηελ αθόινπζε ζρέζε: 

 

                                                      
3799.89

273.15 226.35( ) 0.01o o T
w wP P T e                                                (4.12) 

      Αληηθαζηζηώληαο ηελ έθθξαζε ηεο (4.12) ζηελ (4.11) θαη ιακβάλνληαο ππ’ όςηλ ηηο 

ζρέζεηο (4.2), (4.9), (4.12), νη ζρέζεηο (4.10) θαη (4.4) δίλνπλ ην καζεκαηηθό κνληέιν 

ηεο STR-PEMF θπςέιεο: 

              
2 2

( ) ( )1
( ) 0.25

( )( , ) 2

o in inw w w
w w H O

w

da i a i a
P T a n n

dt lhs a T F F

  
        

  
               (4.13.a)                  

 

               
( , )

0 ( )
( )

w
w

M w L

V a idi
i a

dt R a R
  


                                                                                    (4.13.b) 

όπνπ  ζέζακε: 

   
3

2 3 4 ( )
( )( , ) 14.9 89.4 210 106 2.23

o
g g w

w SO w w w w A C

P T
lhs a T N a a a a V V

RT
             (4.14) 

θαη  

( )o

wP T , ( , )wV a i , ( )M wR a  : δίλνληαη από ηηο ζρέζεηο  (4.12), (4.11), (4.9) 

      Θέηνπκε όπνπ x1= wa , x2= i  θαη u=
2 2

in in

H On n , άξα πξνθύπηεη ην αθόινπζν κε 

γξακκηθό ζύζηεκα κε κεηαβιεηέο x1, x2 θαη παξακέηξνπο ηελ ηξηάδα (Σ, RL, u): 

                                           2 2
1 1

1

1
( )

( )( , ) 2 4

o

w

x x
x P T x u

lhs x T F F

   
      

  
                           (4.15.a) 

  

                                          1 2
2 2

1

( , , )
0

( )M L

V x x T
x x

R x R



  


                                                               (4.15.b) 

      Οη κνλάδεο κέηξεζεο ησλ θπζηθώλ κεγεζώλ ηνπ πξνβιήκαηνο βξίζθνληαη ζην S.I.S. 

Δπνκέλσο, γηα ηελ ζπλέρεηα θαη κεηά δελ ζα καο απαζρνιήζνπλ δεηήκαηα κεηαηξνπήο 

κνλάδσλ. ΢πγθξίλνληαο ηηο ζρέζεηο (4.15.a) θαη (4.15.b) κε ην ζύζηεκα δηαθνξηθώλ 

εμηζώζεσλ πνπ πεξηγξάθεη ηνλ αληηδξαζηήξα CSRT (Βι. ΢ύζηεκα (3.54)), έρνπκε λα 

επηζεκάλνπκε όηη ηώξα έρνπκε έλα ζύζηεκα από κία δηαθνξηθή θαη κία αιγεβξηθή 

εμίζσζε (DAE). Σν γεγνλόο απηό ζπλεπάγεηαη δηαθνξεηηθή ππνινγηζηηθή πξνζέγγηζε 

(Βι. Δλόηεηα 3.3.1). Ζ πεξηνρή δξάζεο (operation region) ησλ δύν κεηαβιεηώλ, εμ’ 

νξηζκνύ ησλ κεγεζώλ πνπ νξίδνπλ είλαη ε εμήο : 1 2( , ) [0,1] [0, )x x x  .  

40
 Δδώ ζεσξνύκε ηελ ζεσξεηηθή ηηκή ηεο ηάζεο ίζε κε 1.23 V όζε δειαδή θαη ε ζεσξεηηθή ηηκή ηεο ηάζεο γηα παξαγόκελν λεξό 

ζε πγξή κνξθή, όπσο πεξηγξάθεηαη από ηελ ζρέζε (2.9.b)  (Βι. Δλόηεηα 2.3.1). 
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Σσόλιο : Οη παξαπάλσ ζρέζεηο πνπ πξνζδηνξίδνπλ ηα δηάθνξα κεγέζε (Βι. ΢ρέζεηο 

(4.2), (4.3), (4.9), (4.11), (4.12)) απνηεινύλ, όπσο αλαθέξακε ζηελ εηζαγσγή, 

πξνζεγγηζηηθά κνληέια πνπ πξνθύπηνπλ από δεδνκέλα παξαηήξεζεο. Απηό δελ 

ζεκαίλεη όηη νη ζρέζεηο απηέο ηζρύνπλ ζε θάζε πεξίπησζε ή όηη άιιεο ζρέζεηο πνπ 

βαζίδνληαη ζε δηαθνξεηηθνύ ηύπνπ ζπλαξηήζεηο δελ έρνπλ ηζρύ. Π.ρ. γηα ην πεξηερόκελν 

ηεο κεκβξάλεο ζε λεξό ι έρνπλ πξνηαζεί θαη άιινη ηύπνη [5].  

 

 

4.2 Υπονική Ολοκλήπυζη ΢ςζηήμαηορ 

 
      Σν πξόβιεκα ησλ εμηζώζεσλ (4.15.a) θαη (4.15.b) είλαη πξόβιεκα ηύπνπ DAE. Σν 

πξόβιεκα απηό δελ κπνξεί λα επηιπζεί κε ηελ θιαζζηθή κέζνδν Runge-Kutta πνπ 

εθαξκόζακε ζηνλ αληηδξαζηήξα CSRT. Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ επηιπηή ode15s ηνπ 

MATLAB ν νπνίνο θαίλεηαη όηη ιεηηνπξγεί θαιά ζην κεγαιύηεξν κέξνο ηεο πεξηνρήο 

δξάζεο ησλ κεηαβιεηώλ ηνπ ζπζηήκαηνο. 

      Αξρηθά, δνθηκάδνπκε δηάθνξεο αξρηθέο ζπλζήθεο. ΢πγθεθξηκέλα, ζηαζεξνπνηώ ηελ 

δεύηεξε κεηαβιεηή ηνπ ζπζηήκαηνο 2 2( )i x x t   ζηελ ηηκή 0.5 θαη παίξλσ κηα 

αθνινπζία αξρηθώλ ζεκείσλ γηα ηελ θπξίαξρε κεηαβιεηή ηνπ ζπζηήκαηνο 

1 1( )wa x x t   ζην αληίζηνηρν δηάζηεκα δξάζεο (0,1)wa  . Σελ δηαδηθαζία απηή 

έρνπκε θσδηθνπνηήζεη ζην αληίζηνηρν m-file κε όλνκα sarwsi.m (Βι. Παξάξηεκα Ζ). 

Με απηόλ ηνλ ηξόπν, επηιέγνπκε ραξαθηεξηζηηθά δεύγε Α.΢. νη νπνίεο δηακνξθώλνπλ 

ραξαθηεξηζηηθέο ρξνληθέο ζπκπεξηθνξέο ησλ ιύζεσλ (εδώ παίξλνπκε ην ξεύκα 2i x ). 

Σν αληίζηνηρν αξρείν έρεη όλνκα pame.m. Έλαο ρξνληθόο νξίδνληαο tspan=[0, 22.500] 

είλαη ηθαλνπνηεηηθόο γηα ηνπο ππνινγηζκνύο καο, ελώ ζαλ εηζόδνπο δίλνπκε ηελ (αξαηή) 

ζπγθέληξσζε ησλ αληηδξώλησλ αεξίσλ 610.9 10u    (mol) ζηελ πξώηε πεξίπησζε, θαη 

ηελ (ππθλή) ζπγθέληξσζε ησλ αληηδξώλησλ αεξίσλ 69 10u    (mol) ζηελ δεύηεξε. Ζ 

αληίζηαζε ηνπ εμσηεξηθνύ θπθιώκαηνο δειώλεηαη ίζε κε 0.8LR  (Χ), ελώ ε 

ζεξκνθξαζία ιεηηνπξγίαο είλαη T=365 (K). Ζ αλώλπκε ζπλάξηεζε πνπ πεξηέρεη ην 

δηάλπζκα ζπλαξηήζεσλ 1f , 2f  ηνπ ζπζηήκαηνο θαιείηαη κε ην όλνκα @ftmep. 

Κάλνπκε δηάθνξεο δνθηκέο. Έηζη, κε βάζε ηε ζύγθιηζε, δηαθξίλνπκε ηηο αθόινπζεο 

ππνπεξηνρέο δξάζεο: 
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4.2.1 Απαιή ΢ςγκένηπυζη Ανηιδπώνηυν Αεπίυν 69 10u    (mol) : 
 

1. 1 2( , )( ) ( ( ), ( )) (0.00,0.08) (0.5)wx x t a t i t x  : εκθαλίδεηαη ζύγθιηζε πξνο ηελ 

ηειηθή ηηκή (0.0001,0.0002) (Βι. ΢ρήκαηα 4.2, 4.3): 

 

 

 
 

΢σήμα 4.2: Φξνληθή νινθιήξσζε κεηαβιεηήο x2 γηα Α.Σ. (0.01,0.5)  

 

 

 
 

΢σήμα 4.2: Φξνληθή νινθιήξσζε κεηαβιεηήο x2 γηα Α.Σ. (0.0795,0.5)  
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2. 1 2( , )( ) ( ( ), ( )) [0.08,1.00) (0.5)wx x t a t i t x  : ππάξρεη κεηαπήδεζε θαη ζύγθιηζε 

πξνο άιιε «καθξηλή» ηειηθή ηηκή (0.9617,0.9211) (Βι. ΢ρήκαηα 4.3, 4.4, 4.5, 

4.6): 

 

 

 
 

΢σήμα 4.3: Φξνληθή νινθιήξσζε κεηαβιεηήο x2 γηα Α.Σ. (0.08,0.5)  

 

 

 

 
 

΢σήμα 4.4: Φξνληθή νινθιήξσζε κεηαβιεηήο x2 γηα Α.Σ. (0.1,0.5)  

0 50 100 150 200 250
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
i(
t)

Time(s)

Time integration of x2(t)=i(t) using ODE15s Solver

0 50 100 150 200 250
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

i(
t)

Time(s)

Time integration of x2(t)=i(t) using ODE15s Solver



117 
 

 

 

 
 

΢σήμα 4.5: Φξνληθή νινθιήξσζε κεηαβιεηήο x2 γηα Α.Σ. (0.3,0.5) 

 

 

 

 
 

΢σήμα 4.6: Φξνληθή νινθιήξσζε κεηαβιεηήο x2 γηα Α.Σ. (0.8,0.5) 
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        Παξαθάησ, πξνρσξάκε ζηελ αλαπαξάζηαζε ησλ ζηάζηκσλ ζεκείσλ ησλ 

κεηαβιεηώλ ηνπ ζπζηήκαηνο γηα δηάθνξεο Α.΢., ζηα νπνία θαηαιήγνπλ. 

Υξεζηκνπνηνύκε ηνλ επηιπηή ode15s. Με κπιέ δηαθεθνκκέλε γξακκή αλαπαξηζηνύκε 

ηελ εμάξηεζε άληιεζεο λεξνύ (παξαδνρή ηζνξξνπίαο δξαζηεξηόηεηαο λεξνύ κεηαμύ 

κεκβξάλεο θαη αέξησλ αληηδξώλησλ). Με θόθθηλα ζεκεία αλαπαξίζηαηαη ηελ εμάξηεζε 

παξαγσγήο λεξνύ, ε νπνία παξνπζηάδεη ζηγκνεηδή θακπύιε. Σν αληίζηνηρν αξρείν 

θαιείηαη κε όλνκα plot_i_aw.m (Βι. Παξάξηεκα Ζ) θαη δίλεη ην αθόινπζν ζρήκα:   

 

 

 
 

΢σήμα 4.7: Δμάξηεζε ( )wi i a  ζε ζηάζηκε θαηάζηαζε κε ρξήζε επηιπηή ode15s. Με 

κπιέ δηαθεθνκκέλε γξακκή αλαπαξίζηαηαη ε άληιεζε λεξνύ θαη κε θόθθηλα ζεκεία ε 

παξαγσγή. Σπλνιηθή ζπγθέληξσζε αληηδξώλησλ 69 10u    mol.  

 

 

΢ςμπέπαζμα: Ζ πεξηνρή πνιύ ρακειήο δξαζηεξηόηεηαο ηεο κεκβξάλεο ζε λεξό aw 

παξνπζηάδεη ζρεδόλ γξακκηθή ζπκπεξηθνξά. Αληίζεηα, ζην ππόινηπν εύξνο ηηκώλ ηνπ 

aw  είλαη εκθαλήο ε κε γξακκηθή ζπκπεξηθνξά. 

 

΢σόλιο: Παξαηεξήζακε ζε δνθηκέο όηη κε αύμεζε ηεο ζεξκνθξαζίαο ιεηηνπξγίαο T δελ 

επεξεάδεηαη αηζζεηά ε κνξθή ηεο ζηγκνεηδνύο θακπύιεο παξαγσγήο λεξνύ. Δληνύηνηο, 

απμάλεηαη ε θιίζε ηεο επζείαο άληιεζεο λεξνύ. Από ηελ άιιε, όζν απμάλεηαη ε 

εμσηεξηθή αληίζηαζε RL ε θακπύιε παξαγσγήο παξακέλεη ζηγκνεηδήο, αιιά 

«ρακειώλεη» θαη θαηαιήγεη ζε κεγάιεο ηηκέο ηνπ RL λα βξίζθεηαη ππό ηεο επζείαο 

άληιεζεο.   
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4.2.2 Πςκνή ΢ςγκένηπυζη Ανηιδπώνηυν Αεπίυν 610.9 10u    (mol) : 
 

1. 1 2( , )( ) ( ( ), ( )) (0.00,0.0918] (0.5)wx x t a t i t x  : εκθαλίδεηαη ζύγθιηζε πξνο ηελ 

ηειηθή ηηκή (0.0001,0.0001) (Βι. ΢ρήκαηα 4.8, 4.9, 4.10): 

 

 

 

΢σήμα 4.8: Φξνληθή νινθιήξσζε κεηαβιεηήο x2 γηα Α.Σ. (0.01,0.5) 

 

΢σήμα 4.9: Φξνληθή νινθιήξσζε κεηαβιεηήο x2 γηα Α.Σ. (0.0898,0.5) 
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΢σήμα 4.10: Φξνληθή νινθιήξσζε κεηαβιεηήο x2 γηα Α.Σ. (0.0918,0.5) 

 

 

2. 1 2( , )( ) ( ( ), ( )) (0.0918,0.2524]wx x t a t i t  : εκθαλίδεηαη ζύγθιηζε πξνο δηαθνξεηηθή  

ηειηθή ηηκή (0.1270,0.1914) (Βι. ΢ρήκαηα 4.11, 4.12, 4.13): 

 

 
 

΢σήμα 4.11: Φξνληθή νινθιήξσζε κεηαβιεηήο x2 γηα Α.Σ. (0.0922,0.5) 
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΢σήμα 4.12: Φξνληθή νινθιήξσζε κεηαβιεηήο x2 γηα Α.Σ. (0.15,0.5) 

 

 

 

 
 

΢σήμα 4.13: Φξνληθή νινθιήξσζε κεηαβιεηήο x2 γηα Α.Σ. (0.2524,0.5) 
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3. 1 2( , )( ) ( ( ), ( )) (0.2524,0.5400]wx x t a t i t  : έρνπκε κεηαπήδεζε θαη ζύγθιηζε πξνο 

άιιε «καθξηλή» ηειηθή ηηκή (0.7484,0.9225) (Βι. ΢ρήκαηα 4.14, 4.15, 4.16): 

 

 

 
 

΢σήμα 4.14: Φξνληθή νινθιήξσζε κεηαβιεηήο x2 γηα Α.Σ. (0.2525,0.5) 

 

 

 

 
 

΢σήμα 4.15: Φξνληθή νινθιήξσζε κεηαβιεηήο x2 γηα Α.Σ. (0.33,0.5) 
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΢σήμα 4.16: Φξνληθή νινθιήξσζε κεηαβιεηήο x2 γηα Α.Σ. (0.54,0.5) 

 

      Σέινο, γηα ηελ γξαθηθή κνξθή ηεο εμάξηεζεο ( )wi i a  ζηελ ζηάζηκε θαηάζηαζε κε 

ηνλ ίδην ηξόπν πξνθύπηεη ην παξαθάησ δηάγξακκα (Βι. ΢ρήκα 4.17). Σν αληίζηνηρν 

αξρείν θαιείηαη κε όλνκα plot_i_aw.m.   

 
 

΢σήμα 4.17: Δμάξηεζε ( )wi i a  ζε ζηάζηκε θαηάζηαζε κε ρξήζε επηιπηή ode15s. Με 

κπιέ δηαθεθνκκέλε γξακκή αλαπαξίζηαηαη ε άληιεζε λεξνύ θαη κε θόθθηλα ζεκεία ε 

παξαγσγή. Σπλνιηθή ζπγθέληξσζε αληηδξώλησλ 610.9 10u    mol.  
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4.3 Γιαγπάμμαηα Γιακλάδυζηρ 

 
      ΢ηελ πξνεγνύκελε ελόηεηα αλαπαξήγακε ηελ ρξνληθή νινθιήξσζε ησλ ιύζεσλ 

ηνπ ζπζηήκαηνο γηα ραξαθηεξηζηηθέο Α.΢. δεδνκέλεο ηεο ζπλνιηθήο ζπγθέληξσζεο ησλ 

αληηδξώλησλ αεξίσλ πνπ εηζάγνληαη ζηελ STR-PEM θπςέιε θαπζίκνπ. Οη 

ππνινγηζκνί καο ζηεξίρζεθαλ ζηελ ρξήζε ηνπ επηιπηή ode15s. Γπζηπρώο, ν επηιπηήο 

απηόο δελ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ απεηθόληζε ησλ δηαγξακκάησλ θάζεσο ηνπ 

αξρηθνύ ζπζηήκαηνο (Βι. ΢ρέζεηο (4.15.a) θαη (4.15.b)). Απηό νθείιεηαη ζην γεγνλόο 

όηη ε κέζνδνο απηή εθαξκόδεη κεηαβαιιόκελν βήκα ζηνλ ρξόλν γηα θαζεκηά 

κεηαβιεηή. Με απηό ηνλ ηξόπν δελ κπνξνύκε λα εμάγνπκε δεύγε ζεκείσλ 

1 2( , )( ) ( , )( )wx x t a i t  γηα θνηλέο ρξνληθέο ζηηγκέο. Άξα δελ κπνξνύκε λα ζρεδηάζνπκε 

ηηο απαηηνύκελεο ηξνρηέο.  

      Πεξλάκε, ηώξα, ζηελ θαηαζθεπή ησλ δηαγξακκάησλ δηαθιάδσζεο ηνπ ζπζηήκαηνο 

ηεο STR-PEM θπςέιεο θαπζίκνπ. Αξρηθά, ζα θαηαζθεπάζνπκε κνλνπαξακεηξηθά 

δηαγξάκκαηα δηαθιάδσζεο ησλ κεηαβιεηώλ ζπλαξηήζεη ησλ παξακέηξσλ RL θαη T ηνπ 

ζπζηήκαηνο. ΢πγθεθξηκέλα αλαπαξηζηνύκε ην ξεύκα, δειαδή παξάγνπκε ηα 

δηαγξάκκαηα * *( )Li i R , * *( )i i T  γηα δηάθνξεο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ.  Δδώ 

ζεσξνύκε ηε ζπγθέληξσζε 610.9 10u    (mol), γηα ηα αέξηα. ΢ηε ζπλέρεηα, πεξλάκε 

ζηελ αλαπαξάζηαζε ησλ ζηάζηκσλ ζεκείσλ ηεο απνδηδόκελεο ηζρύνο ζπλαξηήζεη ησλ 

παξακέηξσλ ηεο εμσηεξηθήο αληίζηαζεο RL θαη ηεο ζπγθέληξσζεο ησλ αληηδξώλησλ 

αεξίσλ u κε ηα νπνία ηξνθνδνηνύκε ην ζύζηεκα STR-PEMFC ηνπ ζπζηήκαηνο. 

  

 

4.3.1 Γιαγπάμμαηα διακλάδυζηρ μεηαβληηών ζςζηήμαηορ 

 

      Ζ θαηαζθεπή ησλ δηαγξακκάησλ δηαθιάδσζεο, όπσο είδακε θαη ζηελ πεξίπησζε 

ηνπ αληηδξαζηήξα CSRT (Βι. Δλόηεηα 3.4.4) ζηεξίδεηαη ζηελ ρξήζε ηεο Μεζόδνπ Arc-

Length Continuation, ηελ νπνία έρνπκε αλαιύζεη (Βι. Δλόηεηα 3.2.4) θαη αλαπηύμεη ζε 

θώδηθα (Βι. Δλόηεηα 3.3.2, Παξάξηεκα Ζ). 

      Σα θξίζηκα ζεκεία πινπνίεζεο ηεο κεζόδνπ θαη εμαγσγήο απνηειεζκάησλ κπνξνύλ 

λα ζπλνςηζηνύλ ζηα εμήο: 

 

1. Καηάλληλη επιλογή ηυν δύο απσικών ζημείυν εκκίνηζηρ ηηρ μεθόδος. Απηό 

γίλεηαη κε ηξόπν ώζηε λα ηθαλνπνηείηαη ην θξηηήξην αξρηθνύ παξακεηξηθνύ βήκαηνο 

[0.025,0.050]s  . Παξαηεξήζακε όηη γηα αξθεηά κεγάια βήκαηα ε κέζνδνο απνθιίλεη 

κε ηελ έλλνηα όηη δελ θαηάθεξλε λα ζπλερίζεη θαηά ηε κεηάβαζε από ηνλ έλαλ θιάδν 

ζηνλ άιινλ ζε ζεκεία αλαζηξνθήο. Αληίζεηα, γηα αξθεηά κηθξό βήκα ε κέζνδνο ήηαλ 

πνιύ αξγή θαη νη πεξηζζόηεξνη ππνινγηζκνί ζα κπνξνύζαλ λα έρνπλ απνθεπρζεί. Άξα, 

ζε θάζε δηάγξακκα αλαδεηήζακε ηελ «ρξπζή ηνκή» ζηελ επηινγή ηνπ δs.  

 

2. Δπιλογή καηάλληληρ κλίμακαρ (scaling). Απαηηείηαη νη ηηκέο κεηαβιεηώλ θαη 

παξακέηξνπ ησλ αξρηθώλ ζεκείσλ *( , )o ox  , *

1 1( , )x   λα έρνπλ ζρεηηθή ηάμε κεγέζνπο. 

Πξόθεηηαη γηα κηα ηδηνκνξθία ηεο κεζόδνπ, ε νπνία πξέπεη λα ηθαλνπνηείηαη, ώζηε λα 

κελ έρνπκε ππνινγηζηηθέο δπζθνιίεο. Δδώ ζεκεηώλνπκε όηη ε παξάκεηξνο ζηνπο 

εζσηεξηθνύο ππνινγηζκνύο θαη ηηο ζπλζήθεο ηεξκαηηζκνύ δειώλεηαη ζηελ πξαγκαηηθή 

ηεο ηηκή, πνιιαπιαζηαζκέλε δειαδή κε ην θιάζκα ηνπ scaling. 

 

3. Πολλαπλή σπήζη μεθόδος. Yπήξμαλ πεξηπηώζεηο, όπνπ ην βήκα δs ζην μεθίλεκα 

ηεο κεζόδνπ δελ ήηαλ ηθαλό λα «ηξέμεη» θαηά κήθνο νιόθιεξεο ηεο θακπύιεο ή ήηαλ 

ππεξβνιηθά κηθξό γηα θάπνηα ζεκαληηθή έθηαζε ηνπ δηαγξάκκαηνο δηαθιάδσζεο. ΢ηελ 

πεξίπησζε απηή ρξεζηκνπνηήζακε ηελ κέζνδν δύν ή αθόκα θαη ηξείο θνξέο, κε βάζε 
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ηηο αλάγθεο, θαη ζέζακε ελδηάκεζεο ζπλζήθεο ηεξκαηηζκνύ, ώζηε λα κελ δηαγξάθνληαη 

νη ίδηεο πνξείεο. Ο λένο θώδηθαο ππήξμε πην απνδνηηθόο. 

 

4. Αναλςηικόρ ή απιθμηηικόρ ςπολογιζμόρ επαςξημένος πίνακα Jacobian. Ζ 

επηινγή αλάκεζα ζηνπο δύν ηξόπνπο ππνινγηζκνύ έγθεηηαη ζηελ δπζθνιία 

ππνινγηζκνύ «ζην ραξηί» ησλ ζηνηρείσλ ηνπ κεηξώνπ ηεο Jacobian από ηε κία θαη ζηελ 

αθξίβεηα ησλ απνηειεζκάησλ από ηελ άιιε. Σε ιύζε έξρεηαη λα καο δώζεη ε εληνιή 

syms ηνπ MATLAB, ε νπνία εηζάγεη ζπκβνιηθνύο ππνινγηζκνύο επηηξέπνληαο ηνλ 

αλαιπηηθό ππνινγηζκό ηεο Jacobian κε ζρεηηθά εύθνιν ηξόπν (βι. αθνινύζσο). Παξ’ 

όια απηά ζηελ ζπλέρεηα ζπγθξίλνπκε ηηο δύν κεζόδνπο σο πξνο ηνλ ρξόλν εθηέιεζεο 

(Βι. Δλόηεηα 4.3.2). 

 

      Πξηλ πεξάζνπκε ζηηο εηθόλεο ησλ δηαγξακκάησλ δηαθιάδσζεο εμεγνύκε ηελ 

δηαδηθαζία πνπ αλαπηύμακε. Αλαθεξόκαζηε ζηελ πεξίπησζε όπνπ ν πίλαθαο Jacobian 

ππνινγίδεηαη αλαιπηηθά.  

      Αξρηθά, γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ησλ αξρηθώλ ζεκείσλ εθθίλεζεο ηεο κεζόδνπ 

ρξεζηκνπνηήζακε ηνλ επηιπηή ode15s. Γηα δύν πνιύ θνληηλέο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ ι 

(δεδνκέλσλ ησλ ππόινηπσλ δύν παξακέηξσλ), ππνινγίζακε ηηο ηηκέο ζηηο νπνίεο 

ζπγθιίλεη ε κέζνδνο. ην αξρείν θαιείηαη κε ην όλνκα ip.m. Ο επηιπηήο θαηά ηελ 

εθηέιεζε θαιεί ηελ αλώλπκε ζπλάξηεζε ftemp.m, ε νπνία ππάξρεη ζηνλ ίδην θάθειν. 

΢ηε ζπλέρεηα, γηα δύν ηέηνηα αξρηθά ζεκεία πνπ δίλνπλ ηθαλνπνηεηηθό βήκα δs, 

ηξέρνπκε ην θύξην m-file κε όλνκα arc_anal.m, ην νπνίν θαιεί θαηά ηελ εθηέιεζε ην 

δηάλπζκα ζπλαξηήζεσλ 1 2( , )f f . ΢ε θάζε επαλάιεςε, ην δηάλπζκα απηό παίξλεη ζαλ 

εηζόδνπο ην λέν δηάλπζκα κεηαβιεηώλ 1 2( , )newx x , ηελ λέα ηηκή ηεο παξακέηξνπ new  

θαζώο θαη ηηο άιιεο δύν ηηκέο ηεο παξακέηξνπ νη νπνίεο παξακέλνπλ ζηαζεξέο. Ζ 

ζπλάξηεζε δηαλύζκαηνο θαιείηαη κε ην όλνκα falgebraic.m. Σα ίδηα ηζρύνπλ θαη θαηά 

ηελ θιήζε ηνπ πίλαθα Jacobian κε ηελ ζπλάξηεζε ηνπ MATLAB κε όλνκα 

jalgebraic.m. Δδώ, έρνπκε πξνεγνπκέλσο ππνινγίζεη θαη εηζάγεη ηα ζηνηρεία ηνπ 

πίλαθα κε ηελ εληνιή  j_newton.m, πνπ ρξεζηκνπνηεί ζπκβνιηθνύο ππνινγηζκνύο ησλ 

κεξηθώλ παξαγώγσλ κε ηελ εληνιή syms. Σέινο, ηα ζεκεία ηεο κεζόδνπ πνπ 

πξνθύπηνπλ ζε θάζε επαλάιεςε θαηαρσξνύληαη ζε έλα δηάλπζκα ζην ηέινο ηνπ 

αιγνξίζκνπ, ώζηε λα είλαη εύθνιε ε ρξήζε ηνπο γηα ηελ θαηαζθεπή ησλ δηαγξακκάησλ 

δηαθιάδσζεο. Σν αληίζηνηρν αξρείν έρεη όλνκα bif_diag.m (Βι. Παξάξηεκα Ζ). 

 

 

 

΢σόλιο 1: Πξηλ εθηειέζνπκε ηνλ θώδηθα πνπ αλαθέξεηαη ζηε κέζνδν Arc-Length, 

θάλακε θάπνηα ηξεμίκαηα κε ηελ θιαζζηθή κέζνδν Newton, ώζηε λα έρνπκε θάπνηα 

πξώηε εηθόλα. ΢αλ ζεκείν εθθίλεζεο ζέζακε ηελ έμνδν ηνπ επηιπηή ode23s γηα θάπνην 

δεύγνο αξρηθώλ ζπλζεθώλ γηα ην νπνίν ε κέζνδνο ζπλέθιηλε γηα θάπνηα ηηκή ηεο 

παξακέηξνπ ηνπ δηαγξάκκαηνο. Σν αξρείν πνπ δίλεη ην ζεκείν εθθίλεζεο είλαη  ην 

ode23s_init_point.m. Ζ κέζνδνο Newton θαιείηαη κε ην αξρείν newton.m θαη 

ρξεζηκνπνηεί ην δηάλπζκα ζπλαξηήζεσλ κε όλνκα αξρείνπ fun.m θαη ηνλ πίλαθα 

Jacobian κε όλνκα αξρείνπ jac.m ζε θάζε επαλάιεςε (Βι. Παξάξηεκα Ζ).  

 

 

 

      Έηζη, πξνθύπηνπλ ηα αθόινπζα RL-δηαγξάκκαηα θαη T-δηαγξάκκαηα δηαθιάδσζεο 

γηα ελδεηθηηθέο ηηκέο ησλ (αθιόλεησλ) παξακέηξσλ: 
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RL-Parametrical  

 

 T=332K – RLo=3.00Ω 

 

΢σήμα 4.17: RL - Γηάγξακκα δηαθιάδσζεο ζην ζεκείν (Τ, u)=(332, 69 10 ) 

 

 T=350K – RLo=2.20Ω 

  

΢σήμα 4.18: RL - Γηάγξακκα δηαθιάδσζεο ζην ζεκείν (Τ, u)=(350, 69 10 ) 
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 T=362K – RLo=1.00Ω 

 

΢σήμα 4.19: RL - Γηάγξακκα δηαθιάδσζεο ζην ζεκείν (Τ, u)=(362, 69 10 ) 

 T=365K – RLo=0.60Ω 

 

΢σήμα 4.20: RL - Γηάγξακκα δηαθιάδσζεο ζην ζεκείν (Τ, u)=(365, 69 10 ) 
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T-Parametrical  

 

 RL=1.0Ω –To=355K 

 

΢σήμα 4.21: T - Γηάγξακκα δηαθιάδσζεο ζην ζεκείν (RL, u)=(1.0, 69 10 ) 

 RL=2.5Ω –To=340K 

 

΢σήμα 4.22: T - Γηάγξακκα δηαθιάδσζεο ζην ζεκείν (RL, u)=(2.5, 69 10 ) 
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 RL=15.0Ω –To=330K 

 
 

΢σήμα 4.23: T - Γηάγξακκα δηαθιάδσζεο ζην ζεκείν (RL, u)=(15.0, 69 10 ) 

Παπαηηπήζειρ-΢σόλια:  

 

1. ΢ηα παξαπάλσ δηαγξάκκαηα εηζάγακε ηα θπζηθά όξηα ηνπ πξνβιήκαηνο 

1 2( , ) (0,1) [0, )x x x  , ζέηνληαο ηελ ζπλζήθε y1(1)<=1 (δει.aw 1) ζηνλ εμσηεξηθό 

βξόγρν (Βι. Παξάξηεκα Ζ). 

 

2. Παξαπάλσ παξαζέζακε ηα δηαγξάκκαηα δηαθιάδσζεο κε αλαιπηηθή Jacobian. Σα 

αληίζηνηρα πνπ πξνθύπηνπλ κε αξηζκεηηθή πξνζέγγηζε ηεο Jacobian δελ δηαθέξνπλ 

αηζζεηά.  

 

3. Γηα ηελ παξάζεζε ησλ δηαγξακκάησλ δηαθιάδσζεο κε επζηαζείο (ζπλερήο γξακκή) 

θαη αζηαζείο θιάδνπο (δηαθεθνκκέλε γξακκή), ρξεζηκνπνηώ ακέζσο κεηά ηελ εθηέιεζε 

ηεο arc_anal.m ηελ εληνιή [ysave(:,2),scale*Tsave΄], ε νπνία δίλεη ζε ζηήιεο ηα δεύγε 

ησλ ζεκείσλ ηνπ δηαγξάκκαηνο (Σ, i
*
). Οκνίσο γηα ην RL-δηάγξακκα δηαθιάδσζεο 

ρξεζηκνπνηώ ηελ εληνιή  [ysave(:,2),scale*RLsave΄]. 

 

4. Ζ θιηκαθνπνίεζε (scaling) κεηαβιεηώλ θαη παξακέηξσλ έγηλε κε βάζε ηνλ ηύπν: 

( )
(1)o

scale
x

 , όπνπ  , (1)ox  νη αξρηθέο ηηκέο παξακέηξνπ θαη 1
εο

 κεηαβιεηήο. 

 

5. Λόγσ ηεο ύπαξμεο θιίκαθαο πνπ επηβάιιεηαη ζηελ παξάκεηξν Σ ή RL πξνθύπηεη όηη  

έρνπκε ζύλζεηε πιένλ κεηαβιεηή. Δπνκέλσο, απαηηείηαη πξνζνρή θαηά ηελ ρξήζε ηεο 

εληνιήο syms ζηνλ ππνινγηζκό ησλ κεξηθώλ παξαγώγσλ. ΢ην παξάξηεκα Ε ππάξρνπλ 

νη αληίζηνηρνη απαηηνύκελνη ππνινγηζκνί πνπ δίλνπλ ηειηθά ηα ζηνηρεία ηνπ block (1,2), 

δειαδή ηα ζηνηρεία (1,3) θαη (2,3) ηεο αλαιπηηθήο Jacobian (Βι. Δλόηεηα 4.3.2). 
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4.3.2 Τπολογιζμόρ επαςξημένος πίνακα Jacobian  
 

      Αξθεηέο θνξέο ζηηο εθαξκνγέο απαηηείηαη ν αθξηβήο ππνινγηζκόο ζπλήζσλ ή 

κεξηθώλ παξαγώγσλ δηαθόξσλ ζπλαξηήζεσλ. Δίλαη αξθεηά πηζαλό νη ζπλαξηήζεηο 

απηέο λα παξνπζηάδνπλ αξθεηά ζύλζεην ηύπν κε απνηέιεζκα ν ππνινγηζκόο ησλ 

παξαγώγσλ λα είλαη ρξνλνβόξνο κε πηζαλόηεηα ιάζνπο θαηά ηνπο ππνινγηζκνύο 

(calculus). Ζ αξηζκεηηθή αλάιπζε καο παξέρεη ζεκαληηθά «εξγαιεία» γηα ηνλ 

ππνινγηζκό ηέηνησλ παξαγώγσλ. ΢ην παξόλ πξόβιεκα έρνπκε κηα ζπλάξηεζε πνπ 

εμαξηάηαη από δύν κεηαβιεηέο θαη κία παξάκεηξν. Δίλαη δειαδή ηεο κνξθήο 

1 2( , ) ( ( , ), ( , ))f x f x f x   . Γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ πίλαθα Jacobian ρξεηάδεηαη λα  

ππνινγίζνπκε ηηο κεξηθέο παξαγώγνπο 1
εο

 ηάμεο. Υξεζηκνπνηνύκε ηελ κέζνδν 

πεπεξαζκέλσλ δηαθνξώλ γηα ηνλ ππνινγηζκό κεξηθώλ παξαγώγσλ 1
εο

 ηάμεο.     

      Ο ηειηθόο επαπμεκέλνο πίλαθαο ηεο κεζόδνπ (Βι. ΢ρέζε (3.53)) απνηειείηαη από ηα 

4 ππνπίλαθεο (blocks). Από ηνλ 2x2 πίλαθα ηεο θιαζζηθήο κεζόδνπ Newton (Βι. 

Δλόηεηα 3.3.2) (block(1,1)), από ην 2x1 δηάλπζκα-ζηήιε ησλ κεξηθώλ παξαγώγσλ ησλ 

ζπλαξηήζεσλ 1f , 2f  σο πξνο ηελ παξάκεηξν ι (block(1,2)) θαη από ην 1x3 δηάλπζκα-

γξακκή ησλ κεξηθώλ παξαγώγσλ ηεο εμίζσζεο ηνπ ππεξεπηπέδνπ Ν (Βι. ΢ρέζε (3.47)) 

(block(2,1) θαη block(2,2)). Έηζη, έρνπκε ηελ αλάιπζε ηνπ ηειηθνύ πίλαθα ζηνπο 

επηκέξνπο ππνπίλαθεο: 

 

                                                 

4 4 2 1

1 2 1 1
( , )i j

x x

arc

x x
x

f f

x
J

N N

x






     
    

     
  

     
         

                                           

(4.16) 

 

      Έζησ όηη ε ζπλάξηεζε εκθαλίδεη ηηκέο ζε δηαθξηηά ζεκεία ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο. 

Έζησ , ,i j kf  ε πξνζέγγηζε ηεο ιύζεο 1 2( , , )i j kf x x   (1x2 δηάλπζκα) κε 11,2,...,i n , 

21,2,...,j n , 31,2,...,k n . Έζησ, επίζεο, 1

1 1 1

i ih x x   , 1

2 2 2

j jh x x   , 1j jh      νη 

δηακεξίζεηο ησλ αληηζηνίρσλ νξηζκάησλ 1x , 2x ,   ηεο ζπλάξηεζεο. Δθαξκόδνπκε 

θεληξηθέο δηαθνξέο
41

 γηα ηνλ ππνινγηζκό ησλ block(1,1) θαη block(1,2)
 42 

:  

 

              
1, , 1, , , 1, , 1,

1,24 4 1 2
1,2

( , ) ( , )
2 2

i j k i j k i j k i j km
i j i j

mx n
n

f f f fff
x x

x x h h
 

   




    
     

      
     (4.17) 

 

               
, , 1 , , 1

2 1 1,2

( , ) ( , )
2

i j k i j km
i j i j

x m

f fff
x x

h
 

 

 



    
            

                                      (4.18) 

 

      Οη ηύπνη απηνί «εκθσιεύνληαη» κέζα ζηνλ εζσηεξηθό βξόγρν ηεο επαλαιεπηηθήο 

κεζόδνπ. Πην ζπγθεθξηκέλα, ζε θάζε επαλάιεςε ε ακέζσο επόκελε ηηκή ζε 

κεηαβιεηέο θαη παξάκεηξν ηζνύηαη κε ηελ πξνεγνύκελε ζπλ κηα κηθξή δηαηαξαρή ε (ε 

νπνία δειώλεηαη πξηλ από ηνλ επαλαιεπηηθό βξόγρν) επί ηελ πξνεγνύκελε. Ζ αλάζεζε 

είλαη δειαδή ηεο κνξθήο: 

 

41
 Οη ππόινηπνη ππνπίλαθεο (3ε γξακκή) ππνινγίδνληαη θαηά ηα γλσζηά κε Νatural Continuation (ή Euler-Newton Method) (Βι. 

΢ρέζε (3.52)). 
42

 Γηα πεξηζζόηεξεο πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ηελ αξηζκεηηθή κεξηθή παξαγώγηζε [33, 40].  
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                                                                        1n n nx x x                                                            (4.19) 

                                                                        1n n n                                                              (4.20) 

με 0 1  . 

   Με ην ίδην αθξηβώο ζθεπηηθό γηα ηηο πξνεγνύκελεο ηηκέο, έρσ: 

 

                                                                          1n n nx x x                                                          (4.21) 

                                                                          1n n n                                                             (4.22) 

με 0 1  . 

      Από ηνπο ηύπνπο (4.18)-(4.21), ππνινγίδνπκε κέζσ ηεο ζπλάξηεζεο falgebraic.m 

ηηο αληίζηνηρεο ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο θαη εθαξκόδνπκε ηνπ ηύπνπο (4.16) θαη (4.17).  

Θέηνπκε ζαλ κήθε δηακεξίζεσλ h1, h2, hι ηα αθόινπζα: 

                                                                 
1

2

n

h
h x

h


 
   
 

  , nh                                           (4.23) 

      Ο αιγόξηζκνο ζηακαηάεη ηελ επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία κέρξη λα πεηύρνπκε ηελ 

επηζπκεηή ζύγθιηζε. Μηα θαιή ηηκή γηα ηελ δηαηαξαρή ε είλαη 10
-5

. Σν αληίζηνηρν 

αξρείν θαιείηαη κε ην όλνκα arc_fin.m. ΢εκεηώλνπκε όηη δελ ρξεηάδνληαη κέζα ζηνλ 

ίδην θάθειν εμσηεξηθά αξρεία πνπ λα ζρεηίδνληαη κε ηνλ ππνινγηζκό ηνπ επαπμεκέλνπ 

πίλαθα ηεο κεζόδνπ (Βι. Παξάξηεκα Ζ). 

      Σα απνηειέζκαηα κε ηελ ρξήζε πεπεξαζκέλσλ δηαθνξώλ είλαη αξθεηά 

ηθαλνπνηεηηθά ζε ζρέζε κε ηνλ αλαιπηηθό ηξόπν. Δπηπιένλ, θαηαθεύγνπκε ζηελ 

ζύγθξηζε ησλ ρξόλσλ εθηέιεζεο ησλ δύν δηαδηθαζηώλ ζηελ θαηαζθεπή ησλ ίδησλ 

δηαγξακκάησλ δηαθιάδσζεο (Βι. Πίλαθαο 4.1). 

 

 
 

Πίνακαρ 4.1 : Φξόλνη εθηέιεζεο γηα αλαιπηηθό θαη κε πεπεξαζκέλεο δηαθνξέο 

ππνινγηζκό ηνπ πίλαθα Jacobian / RL-diagram 

 

332

350 2.2

Finite Difference Based 

Jacobian Calculus (sec)

Analytical Jacobian 

Calculus (sec)
RLo-Value(Ω)T-Value(K)

3.0 1.404

362 1.0

2.684

0.952

0.514 0.936

365 1.0 0.436 0.936

RL-Parametrical Bifurcation Diagrams

0.468
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Πίνακαρ 4.2 : Φξόλνη εθηέιεζεο γηα αλαιπηηθό θαη κε πεπεξαζκέλεο δηαθνξέο 

ππνινγηζκό ηνπ πίλαθα Jacobian / T-diagram 

 

 

Παπαηήπηζη: Γηα ηελ ρξνλνκέηξεζε εθηέιεζεο ησλ δύν κεζόδσλ ρξεζηκνπνηήζακε 

ηελ αλάζεζε t0=clock; πξηλ ηελ εθηέιεζε ηνπ θώδηθα θαη ηελ εληνιή t=etime(clock,t0); 

ακέζσο κεηά. Έηζη κεηά ηελ εθηέιεζε ηνπ αξρείνπ ν ρξόλνο εθηέιεζεο εκθαλίδεηαη από 

ην t [32]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢ςμπέπαζμα: Ζ θαηαζθεπή ησλ δηαγξακκάησλ δηαθιάδσζεο κε αλαιπηηθό 

πξνζδηνξηζκό ηνπ πίλαθα Jacobian παξνπζηάδεη κέζν ρξόλν  εθηέιεζεο 0.708 sec, ελώ 

ε ίδηα δηαδηθαζία κε ρξήζε πεπεξαζκέλσλ δηαθνξώλ 1.219 sec. Ζ πξώηε δηαδηθαζία 

είλαη 41.9% ηαρύηεξε από ηελ δεύηεξε. 

T-Parametrical Bifurcation Diagrams

RLo-Value(Ω) T-Value(K)
Analytical Jacobian 

Calculus (sec)

Finite Difference Based 

Jacobian Calculus (sec)

2.5 340 0.780 1.092

1.0 355 0.921 1.326

15.0 330 0.436 0.609

365 1.0 0.436 0.936
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4.4 Ανάλςζη Δςζηάθειαρ 

 

      Πξνρσξάκε ζηελ αλάιπζε επζηάζεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο. Υξεζηκνπνηνύκε ην αξρείν 

κε όλνκα eidos.m. Σν αξρείν απηό θαιείηαη ζε θάζε επαλάιεςε ηεο κεζόδνπ Arc-

Length θαη δειώλεη ζην πεξηβάιινλ εξγαζίαο ην είδνο επζηάζεηαο ηνπ αληίζηνηρνπ 

ζηάζηκνπ ζεκείνπ. Σν αξρείν απηό, όπσο έρνπκε δεη (Βι. Δλόηεηα 3.3.2) βαζίδεηαη 

ζηελ Αλάιπζε Ηδηνηηκώλ. Δπνκέλσο, γηα ηα RL-παξακεηξηθά δηαγξάκκαηα, πξνθύπηεη ν 

πίλαθαο: 

 

 

 
 

Πίνακαρ 4.3 : Γηαζηήκαηα επζηάζεηαο ζηάζηκσλ ζεκείσλ γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο 

παξακέηξνπ  Τ / RL-diagram 

 

 

Από ηελ άιιε, γηα ηα Σ-παξακεηξηθά δηαγξάκκαηα έρνπκε ηνλ αθόινπζν πίλαθα: 

 

 

 

 

 

 

 

 

T-Value (K) RL-Space (Ω)

Num 

Steady 

Points

Είδοσ P1 Είδοσ P2 Είδοσ P3 Είδοσ P4 Είδοσ P5

RL-Bifurcation Diagrams

Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ Χ

*29.734,+∞) 1
Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ Χ Χ Χ

350

[1.201,7.750) 3
Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

332

[2.727,29.734) 3
Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ Χ

*7.750,+∞) 1
Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ Χ Χ Χ

362

*2.380,+∞) 1
Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ

Χ Χ

[1.491, +∞)

Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ

[1.284, 2.380) 3
Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ Χ

[0.718,1.284) 5
Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

365

[0.327,1.045) 5
Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ

[1.045,1.491) 3
Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ

1
Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ Χ Χ Χ

Χ Χ Χ
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Πίνακαρ 4.4 : Γηαζηήκαηα επζηάζεηαο ζηάζηκσλ ζεκείσλ γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο 

παξακέηξνπ  RL / Τ-diagram 

 

 

΢σόλιο 1: Ζ αλάιπζε ηδηνηηκώλ αλαθέξνληαη ζηνλ πίλαθα Jacobian ηεο θαλνληθήο 

κεζόδνπ Newton.  

 

΢σόλιο 2: Παξνπζηάδεη ελδηαθέξνλ ε αλαινγία αλάκεζα ζην εμεηαδόκελν κνληέιν 

STR-PEMFC θαη ηνπ θιαζζηθνύ κνληέινπ CSRT (όρη θαη’ αλάγθε ην αλαθεξόκελν 

ζηελ παξνύζα εξγαζία). ΢πγθεθξηκέλα, ε δξαζηεξηόηεηα λεξνύ ηεο κεκβξάλεο aw 

παξνπζηάδεη νκνηόηεηεο κε ηελ ζεξκνθξαζία ζε έλαλ CSRT, ε παξαγσγή / εμαγσγή 

ύδαηνο πνπ εθθξάδεηαη ζηε ππθλόηεηα ξεύκαηνο i κε ηελ παξαγσγή / εμαγσγή 

ζεξκόηεηαο ζηνλ CSRT. ΢ηελ δεύηεξε, κάιηζηα, πεξίπησζε ε αλαινγία είλαη 

ραξαθηεξηζηηθή (Βι. ΢ρήκαηα 4.7, 4.17) [4].  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

RL-Value (Ω) T-Space (K)

Num 

Steady 

Points

Είδοσ P1 Είδοσ P2 Είδοσ P3 Είδοσ P4 Είδοσ P5

Χ Χ Χ

Χ Χ

[331.191, 341.120) 3
Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ Χ15.0

[300.977,331.191) 1
Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ Χ

*341.120,+∞) 1
Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ

Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ Χ

*366.626,+∞) 1
Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ Χ Χ Χ

Χ Χ

[353.284,353.412) 5
Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ
2.5

[333.797,353.284) 3
Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ

[353.412,361.626) 3
Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Χ

*366.875,+∞) 1
Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ Χ Χ Χ

[365.659,366.875) 3
Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ

5
Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ

T-Bifurcation Diagrams

1.0

[354.355,359.571) 3
Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ Χ

[359.571,365.659)
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4.6 Γςναμική ΢ςμπεπιθοπά Αποδιδόμενηρ Ιζσύορ 

 
      ΢ην θεθάιαην απηό ζα δηεξεπλήζνπκε ηελ δπλακηθή απόθξηζε ηεο απνδηδόκελεο 

ηζρύνο από ηελ STR-PEM θπςέιε θαπζίκνπ. Δίλαη πνιύ ζεκαληηθό λα γλσξίδνπκε ηα 

δπλακηθά ραξαθηεξηζηηθά ζηελ παξαγσγή ηζρύνο, κηαο θαη είλαη ν πξσηαξρηθόο ζθνπόο 

ιεηηνπξγίαο ηεο θπςέιεο θαπζίκνπ. Άιισζηε, δελ είλαη δπλαηή ε ξύζκηζε ηεο ηζρύνο 

όηαλ δελ γλσξίδνπκε πνηα είλαη ε δπλακηθή εμέιημή ηεο ζηηο κεηαβνιέο ησλ 

παξακέηξσλ ηνπ ζπζηήκαηνο. 

      ΢πγθεθξηκέλα, εδώ, ζα εμεηάζνπκε ηελ θακπύιε ησλ ζηάζηκσλ ζεκείσλ ηεο ηζρύνο 

P ζπλαξηήζεη ησλ παξακέηξσλ RL (εμσηεξηθή αληίζηαζε) θαη u (ζπγθέληξσζε 

αληηδξώλησλ) ηνπ ζπζηήκαηνο. Θα ζηεξηρηνύκε ζηελ γλσζηή ζρέζε από ηελ θπζηθή: 

                                                          
2 2( ) LPower P I R i R                                                  (4.24) 

      ΢ηελ νπζία εδώ κηιάκε γηα ππθλόηεηα απνδηδόκελεο ηζρύνο, αθνύ ην i δελ είλαη ην 

ειεθηξηθό ξεύκα αιιά ε ππθλόηεηα ειεθηξηθνύ ξεύκαηνο (Βι. Δλόηεηα 2.4.1, ΢ρήκαηα 

4.7 θαη 4.17). Γηα ηελ θαηαζθεπή, ινηπόλ, ησλ δηαγξακκάησλ (RL, Power
*
), (u, Power

*
) 

ζα έρνπκε ηα αθόινπζα: 

 

 

4.6.1. RL-Παπαμεηπικά Γιαγπάμμαηα Γιακλάδυζηρ  
 

      Αξρηθά, εηζάγνπκε ηελ ηζρύ θάλνληαο ηελ αλάζεζε Power=RL*y(2)^2; . ΢αλ 

αξρηθά ζεκεία ζηνλ θώδηθα ηεο κεζόδνπ Arc-Length (Βι. Παξάξηεκα Ζ) παίξλσ απηά 

πνπ πξνθύπηνπλ από ηα RL0 θαη y0(2). Γειαδή ζέησ: RL0=…; y0=[…,…]; 

Pow0=RL0*y0(2);  θαη νκνίσο γηα ηελ ηεηαγκέλε ηνπ δεύηεξνπ αξρηθνύ ζεκείνπ Pow1. 

Δπίζεο, κέζα ζηνλ εζσηεξηθό βξόγρν ηεο Arc-Length, ππνινγίδσ θάζε θνξά ηελ ηηκή 

Pow. Σν ίδην θάλνπκε θαη γηα ηελ αλάζεζε ηηκήο ζην θαηλνύξγην 2
ν
 αξρηθό ζεκείν ζηνλ 

εμσηεξηθό βξόγρν κε Natural Continuation (Βι. Δλόηεηα 3.3.2). Έηζη κε θάπνηεο 

κηθξναιιαγέο δηακνξθώλεηαη ην (RL, Power
*
) δηάγξακκα δηαθιάδσζεο. Γηα ηελ 

εκθάληζε ησλ απνηειεζκάησλ-ζεκείσλ ηνπ λένπ δηαγξάκκαηνο δηαθιάδσζεο, 

ρξεζηκνπνηώ πιένλ ηελ εληνιή : format long; [Powsave, RLsave] ¬. 

      Κηλνύκαζηε ζηελ πεξηνρή ζεξκνθξαζηώλ [360,375]( )T K  δθλαδι ζηηο ηηκέο 

κεηαμύ 87-102 
o
C. Από ηα αθόινπζα δηαγξάκκαηα γίλεηαη εκθαλέο όηη νη PEM θπςέιεο 

θαπζίκνπ ιεηηνπξγνύλ νκαιά θαη απνδνηηθά ζην ζπγθεθξηκέλν εύξνο ζεξκνθξαζηώλ. 

Δπηπιένλ, είλαη δπλαηό κε θαηάιιειε ξύζκηζε ην ζύζηεκα λα παξάγεη κέγηζηε ηζρύ. Ο 

ζρεηηθόο θώδηθαο παξαηίζεηαη ζην Παξάξηεκα Ζ. 
       

΢σόλιο 1: Οη ηηκέο Pow δελ έρνπλ θακία αλάκεημε ζηελ δηακόξθσζε ησλ 

ππνινγηδόκελσλ ζηνηρείσλ ηεο Jacobian. Απηόο είλαη ν ιόγνο πνπ ηα δηαγξάκκαηα απηά 

βαζίδνληαη ζηνλ ίδην θώδηθα κε ηα δηαγξάκκαηα (RL, xi
*
). 

 

΢σόλιο 2: Σν πξόβιεκα αλαπαξάζηαζεο ησλ δηαθόξσλ (u, Power
*
) δηαγξακκάησλ 

αλάγεηαη ζε πξόβιεκα θαηαζθεπήο θώδηθα γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ (u, xi
*
) 

δηαγξάκκαηνο. Δξγαδόκαζηε νκνίσο κε πξηλ (Βι. Δλόηεηα 4.5.2).  

 

΢σόλιο 3: ΢ηα αθόινπζα δηαγξάκκαηα ζα αθνινπζήζνπκε ηελ εμήο ζεηξά 

παξνπζίαζεο. Πξώηα, παξνπζηάδνπκε ην δηάγξακκα πνπ απνηειεί απιή κεηαθνξά ησλ 

δηαγξακκάησλ (RL, i
*
) δεδνκέλα ηζρύνο (εηζαγσγηθό δηάγξακκα). Γεύηεξνλ, δίλνπκε ην 

θπξίσο δηάγξακκα ηζρύνο, όπνπ θαίλεηαη ε εκθάληζε κεγίζηνπ. Σξίηνλ, παξνπζηάδνπκε 

ηελ θπζηθά απνδεθηή πεξηνρή, κε ηελ έλλνηα όηη ε δξαζηεξηόηεηα ύδαηνο κέζα ζηελ 

κεκβξάλε aw δελ ππεξβαίλεη ην θπζηθό όξην ηεο κνλάδαο (πιεκκύξηζκα θπςέιεο 

θαπζίκνπ). Σέηαξηνλ, δίλνπκε ζε κεγέζπλζε ηελ πεξηνρή εκθάληζεο κέγηζηεο ηζρύνο. 
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RL-Parametrical  

 

 T=360K – RLo=0.90Ω 

         Pre-Bifurcation Diagram 

 

΢σήμα 4.24: Αξρηθό RL - δηάγξακκα δηαθιάδσζεο ζην ζεκείν (Τ, u)=(360, 10. 69 10 ) 

          Main Computable Bifurcation Diagram 

 

΢σήμα 4.25: Κύξην RL - δηάγξακκα δηαθιάδσζεο ζην ζεκείν (Τ, u)=(360, 10. 69 10 ) 
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o
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e
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          Main Physically Acceptable Bifurcation Diagram 

 
 

΢σήμα 4.26: Φπζηθά απνδεθηό RL - δηάγξακκα δηαθιάδσζεο ζην ζεκείν                   

(Τ, u)=(360, 10. 69 10 ) 

 
 
         Max Power Bifurcation Diagram Curve 

 
 

΢σήμα 4.27: Μέγηζηε Ηζρύο RL - δηαγξάκκαηνο δηαθιάδσζεο ζην ζεκείν                   

(Τ, u)=(360, 10. 69 10 ) 
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 T=362K – RLo=1.00Ω 

 
         Pre-Bifurcation Diagram 

 

΢σήμα 4.28: Αξρηθό RL - δηάγξακκα δηαθιάδσζεο ζην ζεκείν (Τ, u)=(362,10. 69 10 ) 
 
 

         Main Computable Bifurcation Diagram 

 

΢σήμα 4.29: Κύξην RL - δηάγξακκα δηαθιάδσζεο ζην ζεκείν (Τ, u)=(362,10. 69 10 ) 
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         Main Physically Acceptable Bifurcation Diagram 

 
 

΢σήμα 4.30: Φπζηθά απνδεθηό RL - δηάγξακκα δηαθιάδσζεο ζην ζεκείν                         

(Τ, u)=(362,10. 69 10 ) 
 
 

 
         Max Power Bifurcation Diagram Curve 

 
 

΢σήμα 4.31: Μέγηζηε Ηζρύο RL - δηαγξάκκαηνο δηαθιάδσζεο ζην ζεκείν                   

(Τ, u)=(362, 10. 69 10 ) 
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 T=365K – RLo=0.89Ω 

         Pre-Bifurcation Diagram 

 

΢σήμα 4.32: Αξρηθό RL - δηάγξακκα δηαθιάδσζεο ζην ζεκείν (Τ, u)=(365,10. 69 10 ) 

 
 
         Main Bifurcation Diagram 

 

΢σήμα 4.33: Κύξην RL - δηάγξακκα δηαθιάδσζεο ζην ζεκείν (Τ, u)=(365,10. 69 10 ) 
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 Max Power Bifurcation Diagram Curve 

 
 

΢σήμα 4.34: Μέγηζηε Ηζρύο RL - δηαγξάκκαηνο δηαθιάδσζεο ζην ζεκείν                   

(Τ, u)=(365, 10. 69 10 ) 
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 T=375K – RLo=0.57Ω 

 
         Pre-Bifurcation Diagram 

 

΢σήμα 4.35: Αξρηθό RL - δηάγξακκα δηαθιάδσζεο ζην ζεκείν (Τ, u)=(375,10. 69 10 ) 

         Main Bifurcation Diagram 

 

΢σήμα 4.36: Κύξην RL - δηάγξακκα δηαθιάδσζεο ζην ζεκείν (Τ, u)=(375,10. 69 10 ) 
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         Max Power Bifurcation Diagram Curve 

 

΢σήμα 4.37: Μέγηζηε Ηζρύο RL - δηαγξάκκαηνο δηαθιάδσζεο ζην ζεκείν                   

(Τ, u)=(372, 10. 69 10 ) 

4.6.2 U-Παπαμεηπικά Γιαγπάμμαηα Γιακλάδυζηρ  
 

      Πξόθεηηαη γηα έλα εμ’ νινθιήξνπ λέν δηάγξακκα δηαθιάδσζεο, ην νπνίν ρξήδεη ηεο 

πξνεγνύκελεο αλάιπζεο από ηελ αξρή ην νπνίν ζπλνςίδεηαη ζηα αθόινπζα βήκαηα: 

1. Δύξεζε θαηάιιεισλ ζεκείσλ εθθίλεζεο ou , 1u  ( 0.002ds  ). 

 

2. Τπνινγηζκόο αληηζηνίρσλ ox , 1x κέζσ DAE επηιπηή ηνπ MATLAB. 

 

3. Δπηινγή θαηάιιεινπ scaling γηα ηελ u-παξάκεηξν. 

 

4. Τπνινγηζκόο αλαιπηηθνύ επαπμεκέλνπ πίλαθα Jacobian. 

      Δηδηθά ζην Βήκα 4, έρνπκε γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ block(1,2) ηνπ επαπμεκέλνπ 

πίλαθα εθαξκόδνπκε ην γλσζηό πεξηβάιινλ syms θαη έρνπκε: 

       …f1=(1/lhs)*(x2/(2*F)-(u-x2/(4*F)))*x1*Pw0; 

          df1u=diff(f1,u)                                                                                (άξα J13  1f

u




) 

      …f2=(V/(RM+RL))-x2; 

         df2u=diff(f2,x)
                                                                                 (άξα J23  2f

u




) 

Αθνύ πξώηα έρνπκε ζέζεη ην κεηαζρεκαηηζκό θιηκαθνπνίεζεο (scaling) *

( )

u
u

scale
  : 

       >> syms u us scale 

               u=scale*us;                                                                                                                  
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      Αλαιύνπκε, ηέινο, ηελ δηαδηθαζία επηινγήο ησλ ηεζζάξσλ δηαγξακκάησλ πνπ ζα 

εθπξνζσπήζνπλ ηα (u, Power
*
) δηαγξάκκαηα. Αλαδεηώληαο πεξηνρέο εκθάληζεο 

κεγηζηνπνίεζεο ηεο ηζρύνο Power, παξαηεξνύκε όηη ζε θάπνηεο πεξηπηώζεηο ε θακπύιε 

δηαθιάδσζεο, όπνπ ζπκβαίλεη                            βξίζθεηαη εθηόο θπζηθά αλεθηώλ νξίσλ. 

Γειαδή θαζώο ηα ζεκεία ηεο θακπύιεο (u, Power) «ηξέρνπλ» επί ηνπ επηπέδνπ               

(u, Power
*
) εκθαλίδεηαη θάπνην νξηαθό ζεκείν από ην νπνίν θαη έπεηηα ηζρύεη y(1)>1. 

Άξα γηα θάζε ζεξκνθξαζία T (335Κ, 355Κ, 365Κ) επηιέγνπκε ηξείο ηηκέο RL (ζπλήζσο 

1.0Χ, 2.5Χ, 15.0Χ) θαη από ηα δηαγξάκκαηα πνπ πξνθύπηνπλ επηιέγνπκε ηα εμήο: 

 

 Έλα δ.δ. (δηάγξακκα δηαθιάδσζεο) ζην νπνίν ην Pmax εκθαλίδεηαη εθηόο θπζηθά 

απνδεθηήο ηκεκαηηθήο θακπύιεο. 

 

 Έλα δ.δ. (δηάγξακκα δηαθιάδσζεο) ζην νπνίν ην Pmax εκθαλίδεηαη νξηαθά εληόο 

θπζηθά απνδεθηήο ηκεκαηηθήο θακπύιεο. 

 

 Έλα δ.δ. (δηάγξακκα δηαθιάδσζεο) ζην νπνίν ην Pmax εκθαλίδεηαη εληόο θπζηθά 

απνδεθηήο ηκεκαηηθήο θακπύιεο. 

 

 Έλα δ.δ. (δηάγξακκα δηαθιάδσζεο) ζην νπνίν ην Pmax εκθαλίδεηαη εληόο θπζηθά 

απνδεθηήο ηκεκαηηθήο θακπύιεο ζηελ ίδηα ζεξκνθξαζία Σ θαη αξθεηά 

κεγαιύηεξε εμσηεξηθή αληίζηαζε RL. 

 

Έηζη πξνθύπηνπλ ηα αθόινπζα δηαγξάκκαηα δηαθιάδσζεο: 
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U-Parametrical  
 

 T=335K / RL=1.0Ω 

 Main Bifurcation Diagram 

 
΢σήμα 4.38: Κύξην u-δηάγξακκα δηαθιάδσζεο ζην ζεκείν (Τ, RL)=(335,1.0) 

 Main Physically Acceptable Bifurcation Diagram 

 
΢σήμα 4.39: Φπζηθά απνδεθηό u-δηάγξακκα δηαθιάδσζεο ζην ζεκείν                      

(Τ, RL)=(335,1.0) 

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

x 10
-5

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

u

P
o
w

e
r

Bifurcation Diagram (u*,Power*) For T=335 K / RL=1.0 Ω

 

 

Physically Non Allowable Curve

Physically Allowable Curve

2.5 3 3.5 4 4.5 5

x 10
-5

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

u

P
o
w

e
r

Bifurcation Diagram (u*,Power*) For T=335 K / RL=1.0 Ω

 

 

Physically Non Allowable Curve

Physically Allowable Curve



146 
 

 Max Power Bifurcation Diagram Curve 

 
 

΢σήμα 4.40: Μέγηζηε Ηζρύο u-δηαγξάκκαηνο δηαθιάδσζεο ζην ζεκείν                      

(Τ, RL)=(335,1.0) 
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 T=355K / RL=5.0Ω 

 Main Bifurcation Diagram 

 

΢σήμα 4.41: Κύξην u-δηάγξακκα δηαθιάδσζεο ζην ζεκείν (Τ, RL)=(355,5.0) 

 
 Main Physically Acceptable Bifurcation Diagram 

 

΢σήμα 4.42: Φπζηθά απνδεθηό u-δηάγξακκα δηαθιάδσζεο ζην ζεκείν                      

(Τ, RL)=(355,5.0) 
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 Max Power Bifurcation Diagram Curve 

 
 

΢σήμα 4.43: Μέγηζηε Ηζρύο u-δηαγξάκκαηνο δηαθιάδσζεο ζην ζεκείν                      

(Τ, RL)=(355,5.0) 
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 T=365K / RL=1.0Ω 

 Main Bifurcation Diagram 

 

΢σήμα 4.44: Κύξην u-δηάγξακκα δηαθιάδσζεο ζην ζεκείν (Τ, RL)=(365,1.0) 

 Main Physically Acceptable Bifurcation Diagram 

 

΢σήμα 4.45: Φπζηθά απνδεθηό u-δηάγξακκα δηαθιάδσζεο ζην ζεκείν                      

(Τ, RL)=(365,1.0) 
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 Max Power Bifurcation Diagram Curve 

 
 

΢σήμα 4.46: Μέγηζηε Ηζρύο u-δηαγξάκκαηνο δηαθιάδσζεο ζην ζεκείν                      

(Τ, RL)=(365,1.0) 
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 T=365K / RL=15.0Ω 

 Main Bifurcation Diagram 

 

΢σήμα 4.47: Κύξην u-δηάγξακκα δηαθιάδσζεο ζην ζεκείν (Τ, RL)=(365,15.0) 

 Main Physically Acceptable Bifurcation Diagram 

 

΢σήμα 4.48: Φπζηθά απνδεθηό u-δηάγξακκα δηαθιάδσζεο ζην ζεκείν                      

(Τ, RL)=(365,15.0) 
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 Max Power Bifurcation Diagram Curve 

 
 

΢σήμα 4.49: Μέγηζηε Ηζρύο u-δηαγξάκκαηνο δηαθιάδσζεο ζην ζεκείν                      

(Τ, RL)=(365,15.0) 
 

 

      Ύζηεξα, θάλνπκε κηα αλαθνξά ζηα ζρεηηθά αξρεία γηα ηελ θαηαζθεπή ησλ 

αλσηέξσ u-παξακεηξηθώλ δ.δ. Σα αληίζηνηρα νλόκαηα αξρείσλ πνπ ρξεζηκνπνηήζακε 

είναι arc_anal_max.m γηα ηνλ θώδηθα ηεο κεζόδνπ, bif_diag_allow.m θαη 

bif_diag_max.m γηα ηελ εκθάληζε ησλ δ.δ. ηεο θπζηθά απνδεθηήο πεξηνρήο θαη ηεο 

πεξηνρήο εκθάληζεο κέγηζηεο ηζρύνο αληίζηνηρα (Βι. Παξάξηεκα Ζ). 

      Σα παξαπάλσ δηαγξάκκαηα κπνξνύλ λα απνηειέζνπλ ηελ βάζε δηεξεύλεζεο γηα ηελ 

απηόκαηε ξύζκηζε ηνπ ζπζηήκαηνο πξνο κέγηζηε απνδηδόκελε ηζρύ. Σέινο, εθζέηνπκε 

ηνλ πίλαθα ηεο αλάιπζεο επζηάζεηαο γηα ηα u-παξακεηξηθά δ.δ. 

 

 

4.6.3 Ανάλςζη Δςζηάθειαρ για ηο U-Παπαμεηπικό Γιάγπαμμα Γιακλάδυζηρ 
 

      Πξνρσξάκε ζηελ αλάιπζε επζηάζεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο, όηαλ ιακβάλνπκε ζαλ 

παξάκεηξν ηε ζπλνιηθή ζπγθέληξσζε αληηδξώλησλ u. Ζ δηαδηθαζία θαηαζθεπήο ηνπ 

ζρεηηθνύ πίλαθα (Βι. Πίλαθα 4.5) είλαη ίδηα κε πξηλ (Βι. Παξάγξαθν 4.4). Δδώ, 

ζεκεηώλνπκε όηη ν πίλαθαο παξέρεη κηα ζπλνιηθή εηθόλα, αθνύ αλαθέξεηαη ζε 6 δεύγε 

ηηκώλ ησλ παξακέηξσλ (RL,T). 
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Πίνακαρ 4.5 : Γηαζηήκαηα επζηάζεηαο ζηάζηκσλ ζεκείσλ γηα δηάθνξα δεύγε ηηκώλ ησλ 

παξακέηξσλ (RL ,Τ) / u-diagram 

T-Value (K) RL-Value (Ω)
U-Space     

(10^(-6)mol/s)

Num 

Steady 

Points

Είδοσ P1 Είδοσ P2 Είδοσ P3 Είδοσ P4 Είδοσ P5

Χ Χ Χ

Χ*3.247,+∞) 1
Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ

335

U-Bifurcation Diagrams

[8.295,3.247) 3
Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ Χ

1.0

[2.240,2.727) 3
Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

5
Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ Χ

*3.539,+∞) 1
Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ

Χ Χ

[10.692,12.947) 3
Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα
Χ

15.0

[0.931,14.289) 3
Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ

1
Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ Χ

Χ

[12.947,15.795) 5
Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ
[2.727,3.539)

2.5

Χ Χ

[5.688,8.857) 3
Ευςτακισ 

Κόμβοσ

*10.976,+∞) 1
Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ Χ

Χ Χ Χ

[2.667,10.976) 3
Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ

355

1.0

5.0

[15.795,16.963)

Χ

*14.289,+∞) 1
Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ Χ Χ Χ

*14.016,+∞) 1
Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ

Χ

Χ Χ

[10.259,14.016) 3
Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Χ

2.5

[4.002,10.203) 3
Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ Χ

[10.203,10.259) 5
Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ

3
Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ

Χ Χ

*16.963,+∞)

355

1.0

[11.140,11.659) 3
Ευςτακισ 

Κόμβοσ

2.5

[3.605,7.071) 3
Ευςτακισ 

Κόμβοσ

[7.141,9.635) 3
Ευςτακισ 

Κόμβοσ

15.0

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ Χ

[8.857,11.140) 5
Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ Χ

*11.659,+∞) 1
Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ Χ Χ Χ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ Χ

[7.071,7.141) 5
Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ Χ

*9.635,+∞) 1
Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ Χ Χ Χ

Χ Χ

*4.223,+∞) 1
Ευςτακισ 

Κόμβοσ
Χ Χ Χ Χ

[0.554,4.223) 3
Ευςτακισ 

Κόμβοσ

Αςτακζσ 

΢άγμα

Ευςτακισ 

Κόμβοσ
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5. Ασηόμαηη Ρύθμιζη ΢σζηήμαηος Κσυέλης 

Κασζίμοσ 
 

 
      ΢ε απηό ην θεθάιαην ζα παξνπζηάζνπκε ζπλνπηηθά ηελ καζεκαηηθή ζεσξία πνπ 

δηέπεη ηελ απηόκαηε ξύζκηζε ρξνληθά κεηαβαιιόκελσλ ζπζηεκάησλ. Πην 

ζπγθεθξηκέλα, ε αλάιπζή καο ζα έρεη θεληξηθό ζεκείν ηελ εθαξκνγή ελόο 

αλαινγηθνύ ξπζκηζηή (p-controller) πνπ ζα ξπζκίδεη κηα από ηηο παξακέηξνπο ηνπ 

ζπζηήκαηνο. ΢ηε ζπλέρεηα, ζα πεξάζνπκε ζηελ εθαξκνγή ηεο ζεσξίαο απηήο ζην 

ζύζηεκα ηεο θπςέιεο θαπζίκνπ, ηεο νπνίαο ε δπλακηθή ζπκπεξηθνξά εμεηάζζεθε 

ζην πξνεγνύκελν θεθάιαην. Σέινο, ζα εμαρζνύλ ηα αλαγθαία γηα ηελ δηεξεύλεζε καο 

δηαγξάκκαηα, ηα νπνία απνηεινύλ νδεγό ζηε ζρεδίαζε ελόο απνηειεζκαηηθνύ 

απηόκαηνπ ξπζκηζηή ηνπ ζπζηήκαηνο PEMFC.  

 

 

5.1 ΢ηοισεία Θευπίαρ Αςηόμαηηρ Ρύθμιζηρ ΢ςζηημάηυν 

       
5.1.1 ΢ςζηήμαηα Αςηόμαηηρ Ρύθμιζηρ 
 

      Μηα (ρεκηθή) δηεξγαζία κπνξεί λα πεξηγξαθεί, γεληθά, ζαλ έλα n-ζύζηεκα πνπ 

δέρεηαη νξηζκέλεο ρξνληθά κεηαβαιιόκελεο εηζόδνπο 1m , 2m , … , lm  θαη δίλεη θάπνηεο 

ρξνληθά κεηαβαιιόκελεο εμόδνπο 1x , 2x , … , nx . Σαπηόρξνλα ην ζύζηεκα επεξεάδεηαη 

από δηάθνξνπο ζνξύβνπο 1d , 2d , … , kd  (πεξηβάιινλ). Δλδερνκέλσο λα ππάξρνπλ θαη 

θάπνηεο κε κεηξνύκελεο έμνδνη. Σν ζύζηεκα απηό θαιείηαη ζύζηεκα πνιιώλ εηζόδσλ-

πνιιώλ εμόδσλ ζύζηεκα (MIMO). ΢εκεηώλνπκε όηη δελ ππάξρεη εμάξηεζε ησλ 

ζπλαξηήζεσλ εηζόδνπ από ηηο ζπλαξηήζεηο εμόδνπ ηνπ ζπζηήκαηνο. Σν ζύζηεκα απηό 

νλνκάδεηαη ζύζηεκα αλνηθηνύ βξόγρνπ
43

 (Βι. ΢ρήκα 5.1).  

 

΢σήμα 5.1: Σύζηεκα αλνηθηνύ βξόγρνπ πνιιώλ εηζόδσλ-πνιιώλ εμόδσλ  

43
 ΢ηα αγγιηθά open-loop system. Ζ ζρεηηθή ζεσξία ηέηνησλ ζπζηεκάησλ πνπ αθνξνύλ ζε ρεκηθέο δηεξγαζίεο πεξηγξάθνληαη κε 

επάξθεηα ζηελ ζρεηηθή βηβιηνγξαθία [26, 20, 17]. 
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      ΢ηηο εθαξκνγέο παξνπζηάδεηαη ε αλάγθε γηα ηε ξύζκηζε ησλ κεηαβιεηώλ εηζόδνπ 

θαηά  ηξόπν ώζηε ην ζύζηεκα λα δίλεη ηηο επηζπκεηέο εμόδνπο. Απηό κπνξεί λα γίλεη κε 

δηάθνξνπο ηξόπνπο. ΢ηελ αλάιπζή καο ζα αζρνιεζνύκε κε ηελ αλαηξνθνδνηνύκελε 

ξύζκηζε (feedback control).΢ε γεληθέο γξακκέο, ν ηύπνο απηόο ηεο ξύζκηζεο παίξλεη ηηο 

εμόδνπο ηνπ ζπζηήκαηνο θαη κέζσ ελόο  ζηνηρείνπ εηζαγσγήο (επηζπκεηώλ) ηηκώλ (set 

point) γηα ηηο εμόδνπο ππνινγίδεη ηηο απνθιίζεηο θαη ηηο εηζάγεη ζαλ δεδνκέλα ζην 

ξπζκηζηή (controller). ΢ηε ζπλέρεηα, ν ξπζκηζηήο κέζσ θάπνησλ ππνινγηζκώλ, πνπ 

εμαξηώληαη από ηνλ ηύπν θαη ην «θνύξδηζκα» 
44

, δίλεη ζαλ έμνδν ηηο λέεο εηζόδνπο ηνπ 

θύξηνπ ζπζηήκαηνο (Βι. ΢ρήκα 5.2).     

 

 
 

΢σήμα 5.2: Σύζηεκα θιεηζηνύ βξόγρνπ ειέγρνπ αλαηξνθνδόηεζεο (feedback control) 

πνιιώλ εηζόδσλ-πνιιώλ εμόδσλ  

        Οη ξπζκηζηέο κε βάζε ηηο πξνδηαγξαθέο, πνπ αθνξνύλ θπξίσο ζην καζεκαηηθό 

ζθέινο ηεο επεμεξγαζίαο ησλ κεηαβιεηώλ ειέγρνπ, ρσξίδνληαη ζε δηάθνξεο 

θαηεγνξίεο, θαζεκηά από ηηο νπνίεο ζπγθεληξώλεη ηδηαίηεξα ραξαθηεξηζηηθά (Βι. [26]). 

Οη ζεκαληηθόηεξεο θαηεγνξίεο ξπζκηζηώλ είλαη νη εμήο : 

 Αλαινγηθόο ξπζκηζηήο (Proportional controller ή P-controller)  

 

 Οινθιεξσηηθόο ξπζκηζηήο (Integral controller ή I-controller) 

 

 Γηαθνξηθόο ξπζκηζηήο (Differential controller ή D-controller) 

 

 Αλαινγηθόο-Οινθιεξσηηθόο ξπζκηζηήο (PI-controller) 

 

 Αλαινγηθόο-Γηαθνξηθόο ξπζκηζηήο (PD-controller) 

 

 Αλαινγηθόο-Οινθιεξνδηαθνξηθόο ξπζκηζηήο (PID-controller)    

44
 ΢ηα αγγιηθά tuning. Πξόθεηηαη γηα ηελ ηξνπνπνίεζε ζηηο ηηκέο ησλ ραξαθηεξηζηηθώλ πνζνηήησλ ηνπ εθάζηνηε ξπζκηζηή (π.ρ. 

Kp – gain ζε έλαλ p-controller). Μηα εθηελήο αλαθνξά ηεο δηαδηθαζίαο απηήο γηα ηνπο δηάθνξνπο ηύπνπο ξπζκηζηώλ δίλεηαη ζηελ 

ζρεηηθή βηβιηνγξαθία [25, 26]. 
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      ΢ην ζύζηεκα STR-PEMFC, όπνπ ζα εθαξκόζνπκε έλαλ αλαινγηθό ξπζκηζηή (p-

controller), έρνπκε έλα απινύζηεξν ζύζηεκα κίαο εηζόδνπ-κίαο εμόδνπ. Δπνκέλσο, ε 

αλσηέξσ γεληθεπκέλε πεξίπησζε απινπνηείηαη σο πξνο ηηο ζεσξνύκελεο εμηζώζεηο. Ζ 

ζρεηηθή ζεσξία απηώλ ησλ ζπζηεκάησλ ξύζκηζεο παξνπζηάδεη εμαηξεηηθό ελδηαθέξνλ 

θαη πεξηιακβάλεη θπξίσο ηελ δπλακηθή ζπκπεξηθνξά, ηελ αλάιπζε επζηάζεηαο, ην 

ζρεδηαζκό (ζην πεδίν ηνπ ρξόλνπ ή ζην πεδίν ζπρλνηήησλ), ηε ζύλζεζε ελαιιαθηηθώλ 

ζρεκαηηζκώλ δηαδηθαζηώλ MIMO, ηελ αιιειεπίδξαζε (interaction) θαη ηελ απόδεπμε 

(decoupling) βξόγρσλ ειέγρνπ θ.ν.θ. [26].  

 

 

5.1.2 Μαθημαηικόρ θοπμαλιζμόρ 

 
      Έζησ όηη έρνπκε έλα απηόλνκν ζύζηεκα n-ζπλήζσλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ πνπ 

πεξηγξάθνπλ έλα ζύζηεκα πνπ πεξηέρεη κηα παξάκεηξν ι. ΢ε κηα ζπγθεθξηκέλε ηηκή ηεο 

παξακέηξνπ o  , ην ζύζηεκα απηό πεξηγξάθεη ην ζύζηεκα αλνηθηνύ βξόγρνπ (Βι. 

΢ρήκα 5.3) θαη δίλεηαη από ηελ αθόινπζε κεηξσηθή εμίζσζε:  

 

                                                                    ( ) ( ( ), )o

d
x t f x t

dt
                                                       (5.1) 

 

      Ζ παξάκεηξνο ι ζα απνηειέζεη ηελ ύζηεξε παξάκεηξν ειέγρνπ. Έπεηηα, ζεσξνύκε 

έλα ηπραίν (εθ ησλ ππαξρόλησλ) ζηάζηκν ζεκείν *x  γηα ηελ ζπγθεθξηκέλε ηηκή ηεο 

παξακέηξνπ o . Σν ζεκείν απηό ππαθνύεη ζηνλ αθόινπζν λόκν: 

 

                                                                            *( , ) 0of x                                                               (5.2) 

      Όπσο έρνπκε ήδε δεη, ην είδνο επζηάζεηαο ηνπ ζεκείνπ απηνύ κπνξεί λα εμεηαζζεί 

κέζσ ηνπ ηζνδύλακνπ -σο πξνο ηελ επζηάζεηα- γξακκηθνπνηεκέλνπ ζπζηήκαηνο (Βι. 

Δλόηεηα 3.2.3), ην νπνίν γηα απνθιίζεηο από ην ζηάζηκν ζεκείν *( ) ( ) ( )x t u t x t x     

πεξηγξάθεηαη από ηε ζρέζε:  

 

                                                                      
( ) ( )od

x t J x t
dt
  

                                                    
(5.3) 

 

όπνπ oJ  είλαη ε Jacobian ηνπ ζπζηήκαηνο αλνηθηνύ βξόγρνπ (Βι. ΢ρήκα 5.1):  

 

                                                                       
*( , )o

o o i
ij

j x

f
J J

x


 
        

                                            (5.4) 

 

 
 

΢σήμα 5.3: Σύζηεκα αλνηθηνύ βξόγρνπ STR-PEM θπςέιεο θαπζίκνπ  
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      Θεσξνύκε, ηώξα, έλαλ αλαινγηθό ξπζκηζηή κε σθέιεηα ξύζκηζεο (controller gain)  

kp. Αλ . .

1

s px  είλαη ε ηηκή αλάζεζεο (set point) ηεο δπλακηθήο κεηαβιεηήο 1( ) ( )wx t a t  

θαη o  ε ηηκή ηεο παξακέηξνπ όπνπ έρνπκε ζηάζηκν ζεκείν, ηόηε ηζρύεη: 

 

                                                               . .

1 1( ) ( ) s p

o pt k x t x                                                  (5.5) 

 

      Σν ζύζηεκα θιεηζηνύ βξόγρνπ αλαηξνθνδόηεζεο (Βι. ΢ρήκα 5.4) παξακέλεη nxn 

δηαζηάζεσλ θαη έπεηαη από ζρέζεηο (5.1) θαη (5.5): 

 

                                                                    ( ) ( ( ), ( ))
d

x t f x t t
dt

                                                    (5.6) 

 

      ΢εκεηώλνπκε εδώ όηη ε ηηκή αλάζεζεο . .

1

s px  δελ είλαη θαη’ αλάγθε ζηάζηκν ζεκείν 

ηνπ ζπζηήκαηνο θιεηζηνύ βξόγρνπ. Παξ’ όια απηά από ηηο ζρέζεηο (5.2) θαη (5.5) 

ζπκπεξαίλνπκε όηη ν αλαινγηθόο ξπζκηζηήο αληαπνθξίλεηαη κόλν ζηελ πεξίπησζε όπνπ 

ε ηηκή αλάζεζεο είλαη ηαπηόρξνλα ζηάζηκν ζεκείν ηνπ ζπζηήκαηνο αλνηθηνύ βξόγρνπ. 

Δπνκέλσο, εθθξάδνπκε ηηο εμηζώζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο σο πξνο ηηο απνθιίζεηο από ην 

δεύγνο ζηάζηκσλ ζεκείσλ *( , )ox  : 

  

                                                                           *( ) ( )x t x t x                                                          (5.7) 

                                                                           ( ) ( ) ot t                                                          (5.8) 

 

      Άξα από ηηο ζρέζεηο (5.6), (5.7), (5.8) πξνθύπηεη ην αθόινπζν ζύζηεκα θιεηζηνύ 

βξόγρνπ: 

 

                                                                ( ) ( ( ), ( ))
d

x t g x t t
dt
                                                  (5.9) 

 

όπνπ :                                           ( ( ),0) ( ( ), )og x t f x t   

                                                               (0,0) 0g   . 

 

 
 

΢σήμα 5.4: Σύζηεκα θιεηζηνύ βξόγρνπ αλαηξνθνδόηεζεο STR-PEM θπςέιεο θαπζίκνπ  
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      ΢ηελ ζπλέρεηα ζα αλαιύζνπκε ηελ δηαδηθαζία ηξνπνπνίεζεο ησλ ηδηνηηκώλ ηεο 

Jacobian ηνπ γξακκηθνπνηεκέλνπ ζπζηήκαηνο, άξα θαη ηνπ είδνπο επζηάζεηαο ηνπ 

ζηάζηκνπ ζεκείνπ, δειαδή ηνπ ζεκείνπ ηηκήο αλάζεζεο (set point). Ζ γξακκηθνπνίεζε 

ηνπ ζπζηήκαηνο (5.9) είλαη ε εμήο: 

 

                                                            ( ) ( ) ( )od
x t J x t B t

dt
                                             (5.10) 

 

      Όπνπ ηα δύν κεηξώα oJ , B  δηαζηάζεσλ nxn θαη nx1 αληίζηνηρα δίλνληαη από ηηο 

ζρέζεηο: 

                                                              

(0,0)

o o i
ij

j

g
J J

x

 
        

                                                     (5.11) 

                                                                
(0,0)

i
i

g
B



 
    

 
                                                         (5.12) 

      Άξα ιόγσ ηεο ζρέζεο (5.5) πνπ γξάθεηαη ζηε κνξθή ( ) ( )px t k t    (5.13), ην 

γξακκηθνπνηεκέλν ζύζηεκα (5.10) παίξλεη ηε κνξθή: 

 

                                                              ( ) ( )
d

x t J x t
dt
                                                          (5.14) 

 

όπνπ ε P-control Jacobian:          
o P

pJ J k J    

      Σν κεηξών PJ  έρεη όια ηνπ ηα ζηνηρεία κεδεληθά εθηόο από ηελ i-ζηήιε πνπ 

αληηζηνηρεί ζηελ κεηαβιεηή 1x . Γίλεηαη δειαδή από ηνλ ηύπν: 

                                                           
0, 1

, 1

P p

ij

i

j
J J

j


      

                                                    (5.15) 

΢ςμπέπαζμα:  Eίλαη πξνθαλέο όηη κπνξνύκε λα κεηαβάιινπκε ηηο ηδηνηηκέο ηεο αξρηθήο 

Jacobian ηνπ ζπζηήκαηνο αλνηθηνύ βξόγρνπ, κε απνηέιεζκα λα κεηαβάιιεηαη θαη ην 

είδνο επζηάζεηαο ηνπ αληίζηνηρνπ ζηάζηκνπ ζεκείνπ. 
 

      Γηα ην ζύζηεκα δηάζηαζεο 1 πνπ ζα καο απαζρνιήζεη, ε θξίζηκε ηηκή ηνπ controller 

gain pk  βξίζθεηαη από ην κεδεληζκό ηεο κνλαδηθήο ηδηνηηκήο ηνπ ζπζηήκαηνο:  
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                                           (5.16) 

Άξα ε θξίζηκε ηηκή 
cr

pk  δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

 

                                                                    
1 (0,0)

(0,0)

cr

p

g

x
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 
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                                                         (5.17) 
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5.2 Αςηόμαηη Ρύθμιζηρ ΢ςζηήμαηορ PEMFC 

 
      Αξρηθά, ζα επηρεηξήζνπκε λα κεηαηξέςνπκε έλα αζηαζέο ζηάζηκν ζεκείν ηνπ 

ζπζηήκαηνο STR-PEMFC ζε επζηαζέο αθνινπζώληαο ηελ παξαπάλσ κεζνδνινγία 

κεηαβνιήο ησλ ηδηνηηκώλ ηεο Jacobian ηνπ γξακκηθνπνηεκέλνπ ζπζηήκαηνο κε ηελ 

εθαξκνγή ελόο αλαινγηθνύ ξπζκηζηή (p-controller).  

      Πξώηα, όκσο, είλαη εύινγν λα δνύκε ζπλνπηηθά πώο ιεηηνπξγεί ν κεραληζκόο ηνπ 

ζπζηήκαηνο θιεηζηνύ βξόγρνπ (Βι. ΢ρήκα 5.4). Έζησ όηη είλαη πξαθηηθά εθηθηή ε 

κέηξεζε ηεο δπλακηθήο κεηαβιεηήο aw ηνπ ζπζηήκαηνο ζε θάζε ρξνληθή ζηηγκή. Σόηε ε 

ζπζθεπή κέηξεζεο δίλεη κηα ηηκή γηα ην aw (κεηαβιεηή ειέγρνπ). Τπνινγίδεηαη ζηε 

ζπλέρεηα ε απόθιηζε ηεο ηξέρνπζαο απηήο ηηκήο από ηελ ηηκή αλάζεζεο (set point), ε 

νπνία εηζάγεηαη ζαλ είζνδνο ζην ξπζκηζηή. ΢ηε ζπλέρεηα, ν ξπζκηζηήο ππνινγίδεη έλα 

ζήκα c, ην νπνίν ζηέιλεη ζην ηειηθό ζηνηρείν ξύζκηζεο ην νπνίν κεηαηξέπεη ην 

ζπγθεθξηκέλν ζήκα ζε λέα ηηκή γηα ηελ είζνδν u ηνπ ζπζηήκαηνο (ξπζκηδόκελε 

κεηαβιεηή). Με ηνλ ηξόπν απηό, ε κεηαβιεηή ειέγρνπ ζπγθιίλεη ζηελ ηηκή αλάζεζεο 
. . . .

1

s p s p

wx a . ΢εκεηώλνπκε, εδώ, όηη ην ζύζηεκα δελ δηαηαξάζζεηαη από ην πεξηβάιινλ, 

αθνύ θαη άπαμ ε παξάκεηξνο ηνπ ζπζηήκαηνο RL ιάβεη κία ηηκή απηή δελ αιιάδεη θαζ’ 

όιε ηελ δηαδηθαζία. Σέινο, ζεσξνύκε όηη δελ παξεκβάιιεηαη θάπνην ζηνηρείν ξύζκηζεο 

αλάκεζα ζηνλ p-controller θαη ηελ δηεξγαζία. 

      Από ηα παξαπάλσ είλαη πξνθαλέο όηη ππάξρνπλ θάπνηεο πξαθηηθέο δπζθνιίεο ζηελ 

εθαξκνγή ηεο δηαδηθαζίαο κεηαηξνπήο ηνπ ζπζηήκαηνο αλνηθηνύ βξόγρνπ ζε αληίζηνηρν 

θιεηζηνύ βξόγρνπ. Ζ ζεκαληηθόηεξε από απηέο είλαη ε κέηξεζε ηεο πνζόηεηαο aw. Κάηη 

ηέηνην ζα κπνξνύζε λα γίλεη ζεσξεηηθά κε έκκεζν ηξόπν, κεηξώληαο ηελ ηάζε πνπ 

απνδίδεηαη από ηελ θπςέιε θαπζίκνπ θαζώο θαη ην επαγόκελν ξεύκα θαη έπεηηα 

ζπλδπάδνληαο ηηο ζρέζεηο (4.4) θαη (4.9) (Βι. Δλόηεηα 4.2). 

  Έζησ, ινηπόλ, όηη μεπεξλνύκε απηή ηελ δπζθνιία. Καηαζθεπάδνπκε ην RL-παξακεηξηθό 

δηάγξακκα δηαθιάδσζεο  ηεο κεηαβιεηήο aw γηα ηελ ηηκή ζεξκνθξαζίαο (έζησ) T=362K 

(Βι. ΢ρήκα 5.5). Σν αληίζηνηρν αξρείν θαιείηαη κε ην όλνκα arc_anal_aw.m. 

  

 
 

΢σήμα 5.5: RL-παξακεηξηθό δηάγξακκα δηαθιάδσζεο  ηεο κεηαβιεηήο aw ζην ζεκείν 

(Τ, u)=(362,10.9·10
-6

) 
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Bifurcation Diagram (RL*,aw*) For T=362 K / Analytical Calculated Jacobian Matrix
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      ΢ηελ ζπλέρεηα επηιέγνπκε έλα ηπραίν ζεκείν ηνπο αζηαζνύο θιάδνπ κε ηε 

κεγαιύηεξε δξαζηεξηόηεηα ηεο κεκβξάλεο ζε λεξό (άλσ θιάδνο) πνπ ζα παίμεη ηνλ ξόιν 

ηεο ηηκήο αλάζεζεο (set point) ζην ζύζηεκα θιεηζηνύ βξόγρνπ. Θεσξνύκε ηελ ηηκή ηεο 

εμσηεξηθήο αληίζηαζεο RL=1.0Χ. Ζ αληίζηνηρε ηηκή ηεο (ζηάζηκεο) δξαζηεξηόηεηαο 

είλαη aw*=0.226. Σηο αθξηβείο ηηκέο ιακβάλνπκε από ην «ηξέμηκν» ηεο κεζόδνπ (Βι. 

Παξάξηεκα Ζ): 

 
… 

 (aw*, RL*)=( 0.226225410962926, 1.007608684294020)  
… 

 

      Από ην δηάγξακκα παξαηεξνύκε όηη αλ δηαηαξάμνπκε ειαθξώο ηελ ηηκή aw* πξνο ηα 

ζεηηθά θαη αξλεηηθά ηνπ θαηαθόξπθνπ άμνλα, απηή αλακέλνπκε λα θαηαιήμεη ζε εληειώο 

δηαθνξεηηθέο ζηάζηκεο θαηαζηάζεηο ζηνλ άλσ θαη θάησ επζηαζή θιάδν (Βι. ΢ρήκα 5.6). 

 

 
 

΢σήμα 5.6: Πνξεία δηαηαξαγκέλσλ Α.Σ. πεξί ηεο ηηκήο (αw
*
, RL

*
)=(0.226,1.008) ιόγσ 

αζηάζεηαο 

 

 

      Πην ζπγθεθξηκέλα παίξλνπκε ηηο ηηκέο * 0.01w wa a  . Δθαξκόδνπκε θαηά ηα γλσζηά 

ηνλ επηιπηή ode15s.m. Οπόηε έρνπκε ηηο αληίζηνηρεο ρξνληθέο νινθιεξώζεηο ησλ 

ιύζεσλ ζε θνηλό δηάγξακκα (Βι. ΢ρήκα 5.7). Δλώ έρνπκε ηα απνηειέζκαηα: 

 

 
… 

Gia Arxiki Sinthiki aw+(t): 0.2362 Teliki Lisi ODE15s: 0.6426 0.7450. 

Gia Arxiki Sinthiki aw-(t): 0.2162 Teliki Lisi ODE15s: 0.1382 0.1861.   

… 
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΢σήμα 5.7: Φξνληθή νινθιήξσζε δηαηαξαγκέλσλ Α.Σ. * 0.01w wa a  .             

Απνπζία p-controller (αζηάζεηα). 

 

 

      Δθαξκόδνπκε έλαλ αλαινγηθό ξπζκηζηή, ν νπνίνο επηζπκνύκε λα κεηαηξέπεη ην 

ζεκείν aw* από αζηαζέο ζε επζηαζέο. Σν αληίζηνηρν αξρείν θαιείηαη κε ην όλνκα 

pame_k.m ην νπνίν ρξεζηκνπνηεί ηελ ζπλάξηεζε ftempk.m (Βι. Παξάξηεκα Ζ). Οπόηε 

γηα  kp=1.2·10
-5

 πξνθύπηεη ε ρξνληθή νινθιήξσζε ησλ δηαηαξαγκέλσλ ιύζεσλ 

ηζνξξνπίαο (Βι. ΢ρήκα 5.8): 

 
… 

Gia Arxiki Sinthiki aw+(t): 0.2362 Teliki Lisi ODE15s: 0.3615 0.5108. 

Gia Arxiki Sinthiki aw-(t): 0.2162 Teliki Lisi ODE15s: 0.1534 0.1919. 

… 

 

 

 
 

΢σήμα 5.8: Φξνληθή νινθιήξσζε δηαηαξαγκέλσλ Α.Σ. * 0.01w wa a  .             

Παξνπζία p-controller / 
51.2 10pk    (πεξηνξηζκέλε αζηάζεηα). 

 

 

      Σέινο, απμάλνληαο πεξαηηέξσ ηελ ηηκή σθέιεηαο ξύζκηζεο (controller gain) 

παξαηεξνύκε όηη γηα ηελ ηηκή  kp=2.2·10
-5

 ην αξρηθό ζηάζηκν ζεκείν γίλεηαη επζηαζέο 

(Βι. ΢ρήκα 5.9). 
 

 

… 

Gia Arxiki Sinthiki aw+(t): 0.2362 Teliki Lisi ODE15s: 0.2262 0.2963. 

Gia Arxiki Sinthiki aw-(t): 0.2162 Teliki Lisi ODE15s: 0.2262 0.2963. 

… 
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aw+=aw*+0.01

aw- =aw*-0.01
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΢σήμα 5.9: Φξνληθή νινθιήξσζε δηαηαξαγκέλσλ Α.Σ. * 0.01w wa a  .             

Παξνπζία p-controller / 
52.2 10pk    (επζηάζεηα). 

 

 

      ΢ηε ζπλέρεηα, πεξλάκε ζηελ απνηύπσζε ηνπ εύξνπο ηηκώλ ηνπ kp γηα ηηο νπνίεο ην 

ζπγθεθξηκέλν ζηάζηκν ζεκείν είλαη αζηαζέο ή κεηαπίπηεη ζηελ επζηάζεηα. Ζ θαηαζθεπή 

ηνπ αληηζηνίρνπ θώδηθα δελ δηαθέξεη ζε θηινζνθία από όηη έρνπκε θάλεη κέρξη ηώξα. Ζ 

κόλε ππνινγηζηηθή δπζθνιία πνπ ζπλαληήζακε αθνξά ζηελ αξγή ζάξσζε ηνπ θάησ 

αζηαζνύο θιάδνπ (Βι. ΢ρήκα 5.10), ιόγσ ηεο «αηρκήο» (sharpness) πνπ παξνπζηάδεη ε 

ηκεκαηηθή απηή θακπύιε ζηα ζεκεία αλαζηξνθήο. Αληηπαξήιζακε απηήο ηεο δπζθνιίαο 

κε ηελ ρξεζηκνπνίεζε ελόο ππν-θώδηθα. Ο ππν-θώδηθαο απηόο επηιέγεη από ηελ ηειηθή 

ιίζηα δεπγώλ ζεκείσλ ην έλα πέκπην ησλ ζεκείσλ κε ηξόπν νκνηόκνξθν. Σν ζπλνιηθό 

αξρείν θαιείηαη κε ην όλνκα arc_anal.m (Βι. Παξάξηεκα Ζ).  

      Δπνκέλσο, ην δηάγξακκα δηαθιάδσζεο ηεο κεηαβιεηήο aw  κε aw*=0.226 (set point) 

θαη (uo, RL, T)=(10.9·10
-6

, 1.007, 362) (S.I.S.) σο πξνο ηελ ζηαζεξά ηνπ αλαινγηθνύ 

ξπζκηζηή kp, είλαη ην αθόινπζν:  

  

 
 

΢σήμα 5.10: pk - Γηάγξακκα δηαθιάδσζεο ηεο δξαζηεξηόηεηαο  wa  ζην ζεκείν            

(uo, RL, T)=(10.9·10
-6

, 1.007, 362) (S.I.S.) κε set point 
. . 0.226

w

s pa  .  
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6. Ανακεθαλαίφζη-΢σμπεράζμαηα 

 

 

6.1 ΢ύνοτη Αποηελεζμάηυν 
 

        ΢ηελ παξνύζα δηπισκαηηθή εξγαζία αλαιύζεθε ε δνκή θαη ε ιεηηνπξγία ηεο 

θπςέιεο θαπζίκσλ. ΢ηελ ζπλέρεηα, αθνύ πξνζεγγίζακε ην δήηεκα από ζεξκνδπλακηθή 

ζθνπηά, πξνρσξήζακε ζηελ δηεξεύλεζε ησλ αηηίσλ πνπ πξνθαινύλ πηώζε ηάζεο θαηά 

ηελ ιεηηνπξγία κηαο θπςέιεο θαπζίκνπ. Δπηπιένλ, επηρεηξήζακε λα πνζνηηθνπνηήζνπκε 

ηηο απώιεηεο απηέο κέζσ εκπεηξηθώλ κνληέισλ, ηα νπνία πεξηγξάθνπλ κε ηθαλνπνηεηηθή 

αθξίβεηα ηα απνηειέζκαηα ηεο ιεηηνπξγίαο ηεο PEM θπςέιεο θαπζίκνπ ζε 

ζπγθεθξηκέλεο ζπλζήθεο. Δπηπιένλ, παξνπζηάζακε ηα βαζύηεξα ειεθηξνρεκηθά 

θαηλόκελα πνπ δηέπνπλ ηηο δηάθνξεο απώιεηεο (θαηλόκελν ειεθηξηθήο δηπινζηνηβάδαο). 

΢ηελ ζπλέρεηα, πεξάζακε ζηελ αλάιπζε ησλ επηκέξνπο ππνζπζηεκάησλ πνπ 

νινθιεξώλνπλ έλα ζύζηεκα θπςειώλ θαπζίκνπ (π.ρ. δηεξγαζία παξνρήο θαη ςύμεο 

αεξίσλ, δηαρείξηζε ύδαηνο).  

        Ζ εξγαζία επηθεληξώζεθε ζηελ ππνινγηζηηθή αλάιπζε ηεο επζηάζεηαο θαζώο θαη 

ζηελ απηόκαηε ξύζκηζε ελόο ζπγθεθξηκέλνπ κνληέινπ κηαο θπςέιεο θαπζίκνπ. Γηα λα 

ην πεηύρνπκε απηό, αλαπηύμακε ηνλ αλάινγν θώδηθα, ζηεξηδόκελνη ζε ζύγρξνλεο 

αξηζκεηηθέο κεζόδνπο (Μέζνδνο Runge-Kutta, κέζνδνο Newton, κέζνδνο Arc-Length 

Continuation) θαη επηρεηξήζακε κηα πξώηε εθαξκνγή πάλσ ζε έλα ζρεηηθά απιό, κε 

γξακκηθό κνληέιν ελόο αληηδξαζηήξα ζπλερνύο αλάδεπζεο (CSRT). ΢ηελ ππνινγηζηηθή 

αλάιπζε ηνπ κνληέινπ απηνύ παξαηεξήζακε κηα «πινύζηα» ζε δπλακηθή απόθξηζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο (γέλλεζε νξηαθνύ θύθινπ θαη κεηαηξνπή ζε ζπείξα θ.ν.θ.). Σέινο, αθνύ 

παξαζέζακε ηα δηαγξάκκαηα δηαθιάδσζεο ηνπ κνληέινπ (κε παξάζεζε νξηαθώλ θύθισλ 

επί ηνπ δηαγξάκκαηνο), επηρεηξήζακε ηελ απνηύπσζε ραξαθηεξηζηηθώλ ρξνληθώλ 

νινθιεξώζεσλ, νη νπνίεο δείρλνπλ πώο ζπγθεθξηκέλεο αξρηθέο ζπλζήθεο ησλ δπλακηθώλ 

κεηαβιεηώλ ηνπ ζπζηήκαηνο θαηαιήγνπλ ζε επζηάζεηα, ζε ζπληεξνύκελε ηαιάλησζε 

θαη ζε αζηάζεηα.  

      Όζνλ αθνξά ζην θύξην ζθέινο ηεο εξγαζίαο, δειαδή ηελ ππνινγηζηηθή αλάιπζε ηεο 

επζηάζεηαο ηεο θπςέιεο θαπζίκνπ, θαζώο θαη ηελ απηόκαηε ξύζκηζή ηεο, ε δηεξεύλεζή 

καο ππήξμε πην απαηηεηηθή θαη εμαληιεηηθή. Δηδηθόηεξα, ε θπςέιε θαπζίκνπ ήηαλ ηύπνπ 

STR-PEMFC. Αξρηθά, κνληεινπνηήζακε ηελ θπςέιε απηή, ζηεξηδόκελνη ζε ζρέζεηο πνπ 

δηέπνπλ ηελ θπζηθή ηνπ πξνβιήκαηνο (π.ρ. ηζνδύγην κάδαο), θαζώο θαη άιιεο 

εκπεηξηθνύο ηύπνπο. Σν ηειηθό κνληέιν πνπ παξήγακε πεξηγξάθεη κε απνιύησο 

ηθαλνπνηεηηθή αλαινγία ηελ πνηνηηθή ζπκπεξηθνξά ηεο δπλακηθήο ηνπ ζπζηήκαηνο. ΢ηελ 

ζπλέρεηα, αθνύ πξνζαξκόζακε ηνπο αιγνξίζκνπο πάλσ ζην καζεκαηηθό καο κνληέιν, 

πεηύρακε ηελ ππνινγηζηηθή αλάιπζε ηεο επζηάζεηαο ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ κνληέινπ. Πην 

ζπγθεθξηκέλα, πξαγκαηνπνηήζακε ηελ ρξνληθή νινθιήξσζε ηνπ ζπζηήκαηνο ζηηο 

μερσξηζηέο πεξηπηώζεηο ηξνθνδόηεζεο ηνπ ζπζηήκαηνο κε αξαηή ( 69 10u   mol) θαη 

ππθλή ( 610.9 10u   mol) ζπγθέληξσζε αληηδξώλησλ αεξίσλ. Από ηελ ρξνληθή 

νινθιήξσζε έγηλε εκθαλήο ε ύπαξμε επζηαζώλ θαη αζηαζώλ πεξηνρώλ γηα δηάθνξεο 

ηηκέο ησλ παξακέηξσλ ηνπ ζπζηήκαηνο. Έπεηηα, αλαπαξαζηήζακε ηα αληίζηνηρα 

δηαγξάκκαηα θάζεσο (γηα αξαηή θαη ππθλή ζπγθέληξσζε αληηδξώλησλ) ηνπ ζπζηήκαηνο 

πνπ ζε θνηλό δηάγξακκα κε ηελ ζπλάξηεζε άληιεζεο ηνπ λεξνύ από ηελ θπςέιε 

θαπζίκνπ καο δίλεη ζεκαληηθέο πιεξνθνξίεο γηα ηελ εμάξηεζε ηεο δπλακηθήο παξαγσγήο 

ειεθηξηθήο ηζρύνο θαη άληιεζεο λεξνύ από ηα ειεθηξόδηα ηεο θπςέιεο. Σα δηαγξάκκαηα 

απηά ζα κπνξνύζαλ, θάιιηζηα, λα απνηειέζνπλ ζεκαληηθό δεδνκέλν ζηελ ζρεδίαζε ηνπ 

νινθιεξσκέλνπ ζπζηήκαηνο ηεο STR-PEMF θπςέιεο. ΢ηελ ζπλέρεηα, θαηαζθεπάζακε 
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ηα δηαγξάκκαηα δηαθιάδσζεο ηεο 2
εο

 κεηαβιεηήο (ππθλόηεηα παξαγόκελνπ ξεύκαηνο) 

ζπλαξηήζεη δύν εθ ησλ παξακέηξσλ ηνπ ζπζηήκαηνο (εμσηεξηθή αληίζηαζε, 

ζεξκνθξαζία ιεηηνπξγίαο). Σα δηαγξάκκαηα απηά θαηαζθεπάζηεθαλ ζηελ βάζε ηεο 

ζηαζεξνπνίεζεο ηεο ηηκήο ηεο ηξίηεο παξακέηξνπ ηνπ ζπζηήκαηνο (ζπλνιηθή 

ζπγθέληξσζε ηξνθνδόηεζεο αέξησλ αληηδξώλησλ) θαη γηα κία πνηθηιία δπλαηώλ ηηκώλ 

γηα ηελ δεύηεξε παξάκεηξν. Σα απνηειέζκαηα πνπ ραξαθηεξίδνπλ ηελ πνηνηηθή 

ζπκπεξηθνξά ηνπ ζπζηήκαηνο ζπγθεληξώζεθαλ θαη ζπζηεκαηνπνηήζεθαλ ζε πίλαθεο. 

Παξάιιεια, έγηλε κηα νπζηαζηηθή αλαθνξά ζηελ δπλαηόηεηα ρξεζηκνπνίεζεο 

αξηζκεηηθώλ κεζόδσλ (πεπεξαζκέλεο θεληξηθέο δηαθνξέο) θαηά ηνπο ππνινγηζκνύο ηεο 

κεζόδνπ Arc-Length Continuation πάλσ ζηελ νπνία ζηεξίδεηαη ε θαηαζθεπή ησλ 

δηαγξακκάησλ, ελώ παξνπζηάζηεθε ε πξαθηηθή ζύγθξηζε ηεο κεζόδνπ απηήο κε ηελ 

θιαζζηθή (αλαιπηηθόο πίλαθαο Jacobian). Δλ ζπλερεία, θαηαζθεπάζηεθαλ δύν 

θαηεγνξίεο δηαγξακκάησλ δηαθιάδσζεο ηεο απνδηδόκελεο ηζρύνο από ην ζύζηεκα. Ζ 

πξώηε έγηλε ζπλαξηήζεη ηεο εμσηεξηθήο αληίζηαζεο ηνπ ζπζηήκαηνο γηα δηάθνξεο 

ζεξκνθξαζίεο ιεηηνπξγίαο, δεδνκέλεο ηεο ζπγθέληξσζεο ησλ αληηδξώλησλ. Ζ δεύηεξε 

έγηλε ζπλαξηήζεη ηεο ζπγθέληξσζεο αληηδξώλησλ γηα δηάθνξα δεύγε ηηκώλ ησλ δύν 

άιισλ παξακέηξσλ. ΢ύκθσλα, κε ηα απνηειέζκαηα, παξαηεξήζακε ηελ εκθάληζε 

κέγηζηεο απόθξηζεο ηζρύνο ζε ζηάζηκε θαηάζηαζε. Με δηεξεύλεζε επί ηνπ εύξνπο ηηκώλ 

ησλ παξακέηξσλ, ζπκπεξάλακε όηη ε κέγηζηε απηή ηζρύο είλαη εθηθηή γηα ζπγθεθξηκέλα 

δηαζηήκαηα ησλ παξακέηξσλ. Όπσο δείμακε απηό νθείιεηαη ζην γεγνλόο όηη ππάξρνπλ 

ζπλδπαζκνί αλά δεύγε παξακέηξσλ πνπ νδεγνύλ ζε θπζηθά κε απνδεθηέο θαηαζηάζεηο 

πξνηνύ πεηύρνπκε ηελ κέγηζηε δπλαηή ηζρύ. Σα δηαγξάκκαηα απηά κπνξνύλ λα 

ρξεζηκνπνηεζνύλ γηα ηελ εμαγσγή ζπκπεξαζκάησλ ζρεηηθά κε ηηο ζπλζήθεο βέιηηζηεο 

παξνρήο ηζρύνο, δεδνκέλνπ ελόο ζπζηήκαηνο PEMFC. Σέινο, επηρεηξήζακε θαη 

θαηαθέξακε λα εθαξκόζνπκε έλαλ αλαινγηθό ξπζκηζηή ζην ζύζηεκα STR-PEMFC. 

΢πγθεθξηκέλα ν ξπζκηζηήο απηόο επελεξγνύζε πάλσ ζηελ παξάκεηξν ηεο ζπγθέληξσζεο 

ησλ αληηδξώλησλ, κε ηξόπν ώζηε έλα αζηαζέο ζηάζηκν ζεκείν λα κεηαηξέπεηαη ζε 

επζηαζέο, αλάινγα κε ηηο αλάγθεο ιεηηνπξγίαο ηεο θπςέιεο. Δίλαη ζεκαληηθό όηη εμάγακε 

ην δηάγξακκα δηαθιάδσζεο ηεο θύξηαο δπλακηθήο κεηαβιεηήο (δξαζηεξηόηεηα 

κεκβξάλεο ζε λεξό) ζπλαξηήζεη ηεο σθέιεηαο ηνπ ξπζκηζηή. Σα απνηειέζκαηα απηά 

βξίζθνπλ εθαξκνγή ζηελ ζρεδίαζε ελόο θαηάιιεινπ p-controller πνπ ζα ξπζκίδεη ην 

ζύζηεκά καο.    

 

 

6.2 Δπεθίζμαηα Πεπαιηέπυ Έπεςναρ  

 
        Ζ παξνύζα εξγαζία απνηειεί κηα «απόπεηξα» εληξύθεζεο ζηα ζεκαληηθόηεξα 

απνηειέζκαηα ηεο ππνινγηζηηθήο αλάιπζεο επζηάζεηαο ελόο ζπγθεθξηκέλνπ κνληέινπ κε 

γξακκηθνύ αληηδξαζηήξα, θαζώο θαη ζηελ απιή εθαξκνγή ελόο αλαινγηθνύ ξπζκηζηή. 

Δίλαη πξνθαλέο όηη ην ζέκα δελ εμαληιείηαη εδώ. 

        Παξαζέηνπκε κεξηθά δεηήκαηα, ηα νπνία απνηεινύλ «ελ δπλάκεη» αληηθείκελα 

πεξαηηέξσ έξεπλαο: 

 Ζ εθαξκνγή ελόο πην ζύλζεηνπ ξπζκηζηή (π.ρ. PID-controller) ή αθόκα ε εθαξκνγή 

ελόο πξνζαξκνζηηθνύ ξπζκηζηή (adaptive controller). 

 

 Ζ θαηάιιειε ξύζκηζε ηνπ ζπζηήκαηνο, ώζηε ην ζύζηεκα λα νδεγείηαη ζηελ απόδνζε 

κέγηζηεο ειεθηξηθήο ηζρύνο θάησ από δεδνκέλεο ζπλζήθεο ιεηηνπξγίαο. 

 

 Ζ δηεξεύλεζε ηεο δπλακηθήο αιιειεπίδξαζεο ηεο STR-PEMF θπςέιεο κε ηα 

επηκέξνπο ππνζπζηήκαηα, ηα νπνία ζπληζηνύλ έλα νινθιεξσκέλν ζύζηεκα. 

 

 Ζ  απηόκαηε ξύζκηζε ελόο νινθιεξσκέλνπ ζπζηήκαηνο STR-PEMFC. 
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Α. ΢ηοισεία Θεπμοδςναμικήρ και Υπολογιζμοί 

Α.1 ΢ηοισεία Θεπμοδςναμικήρ 

- Ενθαλπία είλαη ην θπζηθό κέγεζνο πνπ ζπκβνιίδεηαη κε H , εθθξάδεη ην ζεξκηθό 

πεξηερόκελν θάζε ρεκηθνύ ζπζηήκαηνο θαη ηζνύηαη κε ην άζξνηζκα ηεο εζσηεξηθήο 

θαη δπλακηθήο ελέξγεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο : 

                                                                         H U PV                                                            (A.1) 

όπνπ U : ε εζσηεξηθή ελέξγεηα ηνπ ζπζηήκαηνο 

       PV : ε δπλακηθή ελέξγεηα ηνπ ζπζηήκαηνο 

      Μνλάδα κέηξεζεο είλαη ην 1 Joule. Ζ ελέξγεηα απηή νθείιεηαη ζηηο δπλάκεηο ησλ 

ρεκηθώλ δεζκώλ πνπ ζπγθξαηνύλ ηα άηνκα κέζα ζην κόξην, αιιά θαη ζηε θίλεζε ησλ 

αηόκσλ, ησλ ειεθηξνλίσλ θαζώο θαη ηνπ ίδηνπ ηνπ κνξίνπ. Ζ ελζαιπία ησλ ρεκηθώλ 

ζηνηρείσλ πνπ εκθαλίδνληαη ζηελ θύζε ππό πξόηππεο ζπλζήθεο νξίδεηαη ίζε κε ην 

κεδέλ. 

- Ζ μεηαβολή ηηρ ενθαλπίαρ H είλαη απηή πνπ ζπλήζσο ιακβάλεηαη ππ’ όςηλ θαη 

κεηξάηαη ίζε κε ηελ πνζόηεηα ηεο ζεξκόηεηαο πνπ κεηαθέξεηαη από θαη πξνο ην 

πεξηβάιινλ ελόο ζπζηήκαηνο ππό ζηαζεξή πίεζε. 

- Ενθαλπία δεζμού (ΓH>0) ή ενθαλπία διάζπαζηρ δεζμού (ΓH<0) είλαη αθξηβώο ην 

πνζό ελέξγεηαο πνπ απαηηείηαη γηα ηελ δηάζπαζε ελόο δεζκνύ. Σηελ πξώηε 

πεξίπησζε, έρνπκε ελδόζεξκε αληίδξαζε, δειαδή απαηηείηαη λα δνζεί ελέξγεηα ζην 

ζύζηεκα, ελώ ζηελ δεύηεξε έρνπκε εμώζεξκε αληίδξαζε, δειαδή  ην ζύζηεκα εθιύεη 

ελέξγεηα πξνο ην πεξηβάιινλ. 

- Ενηποπία S είλαη έλα κέγεζνο πνπ αλαθύπηεη από ηνλ 2
ν
 Θεκειηώδε Νόκν ηεο 

Θεξκνδπλακηθήο θαη δειώλεη ηελ δπλαηόηεηα κηαο δηεξγαζίαο λα ζπκβεί ή όρη. 

Σύκθσλα κε άιιε πξνζέγγηζε, ε εληξνπία ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα εθθξάζεη εάλ θαη 

θαηά πόζν ρξεζηκνπνηείηαη απνδνηηθά ε ελέξγεηα ελόο ζπζηήκαηνο ππνβαιιόκελν ζε 

δεδνκέλε δηεξγαζία. [15] 

- Ελεύθεπη ενέπγεια Gibbs είλαη εθείλε ε ηηκή ηεο ελέξγεηαο πνπ απνηειεί ηελ βαζηθή 

πνζόηεηα ζε ππνινγηζκνύο ρεκηθήο ηζνξξνπίαο ρεκηθώλ δηεξγαζηώλ θαη νξίδεηαη από 

ηε ζρέζε : 

                                                      G U PV T S H T S                                                   (A.2) 

- 1
νο

 Θεκειηώδεο Νόκνο Θεξκνδπλακηθήο : 

«Η ενέπγεια ζε ένα κλειζηό ζύζηημα διαηηπείηαι. Θζοδύναμα η οπιακή μεηαβολή ηηρ 

ζςνολικήρ ενέπγειαρ ηος ζςζηήμαηορ dE ιζούηαι με ηην διοσέηεςζη θεπμόηηηαρ ππορ ηο 

ζύζηημα Q  μείον ηο έπγο πος παπάγεηαι ππορ ηο πεπιβάλλον W ». 

      Σην λόκν απηό βαζίδνληαη ηα ελεξγεηαθά ηζνδύγηα. Ο λόκνο ζπζρεηίδεη ηηο 

ζπλαξηήζεηο θαηάζηαζεο (εζσηεξηθή ελέξγεηα, ελζαιπία) κε ηηο ζπλαξηήζεηο πνπ 

εμαξηώληαη από ηελ δηαδξνκή (έξγν θαη ζεξκόηεηα). 
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- 2
νο

 Θεκειηώδεο Νόκνο Θεξκνδπλακηθήο : 

«Είναι αδύναηη μια διεπγαζία ζηην οποία ζςμβαίνει μόνο μεηαθοπά θεπμόηηηαρ από 

μια θεπμοκπαζιακή ζηάθμη ζε μία ςτηλόηεπη». 

      Ο λόκνο απηόο εηζάγεη ην εθηθηό ησλ δηεξγαζηώλ θαη ζε ζπλδπαζκό κε ηνλ πξώην 

λόκν ηνλ βαζκό απνδνηηθήο ρξήζεο ηεο ελέξγεηαο κέζσ απηώλ. Έλα από ηα 

πνξίζκαηα απηνύ ηνπ λόκνπ απνηειεί θαη ν θύθινο Carnot (Βι. Δλόηεηεο 1.4.1, 2.3.1) 

- Ζ εθηίκεζε ηνπ ηδαληθνύ έξγνπ κηαο δηεξγαζίαο απνδεηθλύεηαη εύθνια όηη ηζνύηαη 

κε :   

                              (A.3) 

      Γεγνλόο πνπ έξρεηαη ζε ζπκθσλία κε ηελ ζρέζε (2.4)                                           

θαη εθθξάδεη ην εμήο: θάζε δηεξγαζία πνπ πεξηγξάθεηαη από ζπλνιηθή                           

αύμεζε ηεο εληξνπίαο θαηά ΓS θαηαιήγεη ζε απώιεηα ρξήζηκεο ελέξγεηαο ίζεο κε 

oT S ,  όπνπ oT ε ζεξκνθξαζία ηνπ πεξηβάιινληνο, κε ηελ έλλνηα όηη ε ελέξγεηα 

απηή δελ κπνξεί λα παξάμεη ρξήζηκν έξγν (π.ρ. κεραληθή ελέξγεηα).      

 

Α.2 Υπολογιζμοί 

      Θεσξνύκε ηε ζπλνιηθή ρεκηθή αληίδξαζε πνπ ζπληειείηαη ζην εζσηεξηθό κηαο 

PEM θπςέιεο θαπζίκνπ ζε θαλνληθέο ζπλζήθεο (Τ = 298.15 °C θαη p = 1Atm).  

 

Χ. Ενώςεισ Ενθαλπία Η (J/mol) Εντροπία S (J/mol) 

H2 0 130,68 

O2 0 205,14 

H2O(l) -285.826 69,92 

H2O(g) -241.826 188,83 

 

Πίνακαρ Α.1 : Πίνακαρ γπαμμομοπιακήρ ενθαλπίαρ και ενηποπίαρ ζηοισείυν και 

ενώζευν ςπό κ.ζ. [45, 46] 
 

- Γηα παξαγόκελν λεξό ζε πγξή κνξθή, δειαδή γηα ηελ ρεκηθή εμίζσζε : 

                                                               
2 2 2

1
( ) ( ) ( )

2
H g O g H O l                                   (A.4) 

ζα έρνπκε γηα ηελ κεηαβνιή ηεο ειεύζεξεο ελέξγεηαο Gibbs, από ζρέζε (2.4) : 

2 2 2 ( )2 2 2
( )

1 1

2 2H O l H OH O l H OG H T S H H H T S S S
      

                 
      

   
. .S I

  

1 1
285.826 0 0 298,15 69,92 130,68 205,14

2 2
G

      
              

      
             

sW H T S   



176 
 

( ) 237.129l J
G G

mol
                                                                                         (A.5) 

- Γηα παξαγόκελν λεξό ζε αέξηα κνξθή (πδξαηκνί), δειαδή γηα ηελ ρεκηθή εμίζσζε : 

                                                      2 2 2

1
( ) ( ) ( )

2
H g O g H O g                                         (A.7) 

ζα έρνπκε γηα ηελ κεηαβνιή ηεο ειεύζεξεο ελέξγεηαο Gibbs, από ζρέζε (2.4) : 

2 2 2 ( )2 2 2
( )

1 1

2 2H O g H OH O g H OG H T S H H H T S S S
      

                 
      

   
. .S I

  

1 1
241.826 0 0 298,15 188,83 130,68 205,14

2 2
G

      
              

      
             

( ) 228.582g J
G G

mol
                                                                                                   (Α.8) 

- Γηα ηελ κεηαβνιή ηεο εληξνπίαο, από ηε ζρέζε (2.4), εύθνια πξνθύπηεη (γηα πγξή 

θαη αέξηα κνξθή ηνπ παξαγόκελνπ λεξνύ αληίζηνηρα) : 

( )
. .

( ) ( 241.83) (237.129)

298.15

liq l
S I

fl
H G

S
T

   
             

( ) 1,60643l J
S

mol K
  


                                                                                                           (Α.9) 

θαη 

( )
. .

( ) ( 285.84) (228.582)

298.15

gas g
S I

fg
H G

S
T

   
          

( ) 1,72537g J
S

mol K
  


                                                                                                        (Α.10) 
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B. Αναλςηικόρ Υπολογιζμόρ Μεπικών Πιέζεων 

      Σηελ άλνδν κηαο PEM θπςέιεο θαπζίκνπ εηζέξρεηαη πδξνγόλν θαη ζηελ θάζνδν 

νμπγόλν (αέξαο), ελώ παξάγεηαη λεξό. Θεσξνύκε όηη ην παξαγόκελν λεξό βξίζθεηαη 

ζε αέξηα κνξθή. 

      Δμεηάδνπκε μερσξηζηά θάζε αέξην θαη εθαξκόδνπκε ηελ καηαζηαηική εξίζυζη 

ιδανικών αεπίυν : [19, 20] 

                                                     g gP V n R T                                                      (B.1) 

όπνπ   V : ν όγθνο ηεο αλόδνπ ή ηεο θαζόδνπ (L) 

          gn  : ν αξηζκόο ησλ mol ηνπ αεξίνπ ζηελ άλνδν ή ηελ θάζνδν 

            R  : ε παγθόζκηα ζηαζεξά ησλ αεξίσλ  R = 8.31451 
J

K mol
 

          T  : ε απόιπηνο ζεξκνθξαζία (Κ) 

 

Δπηιύνπκε ηε ζρέζε (Β.1) σο πξνο ηελ πίεζε p θαη παξαγσγίδνπκε σο πξνο t : 

g

g

dnd R T
P

dt V dt


          

g
g

dn
q

dt


                  g g

d R T
P q

dt V


   (B.2) 

όπνπ gq  : ε ξνή ηνπ αεξίνπ ζην αληίζηνηρν θαλάιη ηεο αλόδνπ ή θαζόδνπ (
mol

s
) 

 

      Όκσο ε ζπλνιηθή ξνή αεξίσλ κέζα ζηελ θπςέιε ηζνύηαη κε ην ξνή εηζόδνπ 
in

gq  

κείνλ ηελ ξνή ησλ αεξίσλ κέζα ζηελ αληίδξαζε 
rea

gq  κείνλ ηελ ξνή εμόδνπ  
out

gq . Άξα 

από ηελ ζρέζε (Β.2) έρνπκε : 

                                                in rea out

g g g g

d R T
P q q q

dt V


                                     (B.3) 

Γηα ζηαζεξή πίεζε αεξίνπ (κόληκε θαηάζηαζε) ηζρύεη : 

                                                                           0g

d
P

dt
                                                                (B.4) 

Δπνκέλσο, από ζρέζεηο (Β.3), (Β.4) πξνθύπηεη : 

                                                                 0in rea out

g g gq q q                                                           (B.5) 

      Από ηνλ Νόκν ηνπ Faraday, έρνπκε γηα ηε ξνή ησλ αεξίσλ κέζα ζηελ 

ειεθηξνρεκηθή αληίδξαζε : 
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                                                                   rea cell
g

N I
q

n F





                                                               (B.6) 

όπνπ    cellN  : ν αξηζκόο ησλ θπςειώλ θαπζίκνπ ζηελ ζπζηνηρία 

               I       : ην ξεύκα ηεο ζπζηνηρίαο (Α) 

               n       : ν αξηζκόο ησλ ειεθηξνλίσλ γηα θάζε 1 mol πδξνγόλνπ πνπ δηαζπάηαη  (n=2) 

              F       : ε ζηαζεξά ηνπ Faraday (
C

mol
) 

Θέηνπκε ηελ ζηαζεξά 
4

cell
r

N
K

F
 , νπόηε από ηηο ζρέζεηο (Β.5) θαη (Β.6) πξνθύπηεη : 

                                 (B.7) 

      Σπλεπώο, ε εμίζσζε ππνινγηζκνύ ηεο κεξηθήο πίεζεο ηνπ πδξνγόλνπ, ιόγσ ησλ 

ζρέζεσλ (Β.3) θαη (Β.7), είλαη : 

                                                 
2 2 2

2in out

H H H r

d R T
P q q K I

dt V


                                            (B.8) 

      Ζ κνξηαθή ξνή ελόο αεξίνπ, δηακέζνπ κηα βαιβίδαο, είλαη αλάινγε πξνο ηελ 

κεξηθή πίεζε ηνπ ίδηνπ αεξίνπ κέζα ζην θαλάιη, είηε αλαθεξόκαζηε ζε αληηδξώληα, 

είηε αλαθεξόκαζηε ζε πξντόληα αέξηα : [19] 

                                                                     
g v

g

g g

q k
k

P M
                                                          (B.9) 

όπνπ gq  : ε κνξηαθή ξνή ηνπ αεξίνπ δηακέζνπ ηεο βαιβίδαο αλόδνπ ή θαζόδνπ (
mol

s
) 

          gP   : ε κεξηθή πίεζε ηνπ αεξίνπ κέζα ζην αληίζηνηρν θαλάιη  (Atm)  

          vk    : ε ζηαζεξά ηεο βαιβίδαο αλόδνπ ή θαζόδνπ (
Kg mol

Atm s




) 

          gk   : ε κνξηαθή ζηαζεξά ηεο βαιβίδαο αλόδνπ ή θαζόδνπ γηα θάζε αέξην  (
mol

Atm s
) 

- Αληηθαζηζηνύκε ηε ζρέζε (Β.9) ζηε ζρέζε (Β.8), νπόηε πξνθύπηεη ε δηαθνξηθή 

εμίζσζε 1
νπ

 βαζκνύ, πνπ δηέπεη ηε κεξηθή πίεζε ηνπ πδξνγόλνπ κέζα ζηελ θπςέιε 

θαπζίκνπ : 

                                               
2 2 2 2

2in

H H H H r

d R T
P q k P K I

dt V


                                    (B.10) 

    Δθαξκόδνπκε κεηαζρεκαηηζκό Laplace θαηά κέιε ηεο (Β.10) κε κεδεληθέο Α.Σ. 

θαη επηιύνπκε σο πξνο ηε κεξηθή πίεζε 
2HP , νπόηε πξνθύπηεη κεηά από πξάμεηο : 

 

(B.11) 

 

2 2 2
2 2rea rea rea

H O H O rq q q K I     

 
2

2

2

2

( )

in

H r

H

H

R T
q K I

VP s
R T

s k
V


   





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      Θέηνπκε όπνπ 
2

2

1
H

H

R T
k

V 


 , όπνπ 

2H  ζηαζεξά ηνπ ζπζηήκαηνο πνπ ζρεηίδεηαη 

κε ηε ξνή ηνπ πδξνγόλνπ ζηελ άλνδν. Σπλεπώο πξνθύπηεη ν ηειηθόο ηύπνο ζην πεδίν 

s : 

                                                     

 
2

2

2

2

1
2

( )
1

in

H r

H

H

H

q K I
k

P s
s

   


 

                                           (B.12) 

Με αληίζηξνθν κεηαζρεκαηηζκό Laplace, πξνθύπηεη ζην πεδίν ηνπ ρξόλνπ : 

 1 ( .12)L B        

 
2

2 2

2 2

2

1 1

1
2

( ) ( )
1

in

H r

H H

H H

H

q K I
k

P t L P s L

s





 

 
   

      
 
 

        

                                   
2 2

2 2

2

11 1
( ) 2

1
in

H H r

H H

H

P t q K I L
k

s






 
 
     
 
 
 

                      

                                          2

2 2

2 2

1
( ) 2 H

t

in

H H r

H H

P t q K I e
k







                                               (B.13) 

- Δξγαδόκαζηε εληειώο αλάινγα θαη γηα ην νμπγόλν. Από ηηο ζρέζεηο (Β.7) θαη (Β.8), 

ιόγσ ηεο (Β.9) πξνθύπηεη ε δηαθνξηθή εμίζσζε γηα ηε κεξηθή πίεζε ηνπ νμπγόλνπ : 

                                                 
2 2 2 2

in

O O O O r

d R T
P q k P K I

dt V


                                        (B.14) 

      Δθαξκόδνπκε κεηαζρεκαηηζκό Laplace θαηά κέιε ηεο (Β.14) κε κεδεληθέο Α.Σ. 

θαη επηιύνπκε σο πξνο ηελ κεξηθή πίεζε 
2OP . Έπεηηα, ζέηνπκε όπνπ 

2

2

1
O

O

R T
k

V 


 , 

όπνπ 
2O  ζηαζεξά ηνπ ζπζηήκαηνο πνπ ζρεηίδεηαη κε ηε ξνή ηνπ νμπγόλνπ ζηελ 

θάζνδν. Σπλεπώο, πξνθύπηεη ν ηειηθόο ηύπνο ζην πεδίν s : 

                                                         

 
2

2

2

2

1

( )
1

in

O r

O

O

O

q K I
k

P s
s

  


 

                                             (B.15) 

      Με αληίζηξνθν κεηαζρεκαηηζκό Laplace, κεηά από πξάμεηο, πξνθύπηεη ε 

αληίζηνηρε έθθξαζε ζην πεδίν ηνπ ρξόλνπ : 

                                                       2

2 2

2 2

1
( ) O

t

in

O O r

O O

P t q K I e
k







                                        (B.16) 



180 
 

- Οκνίσο γηα ην πξντόλ λεξό, από ηηο ζρέζεηο (Β.7) θαη (Β.8), ιόγσ ηεο (Β.9) 

πξνθύπηεη ε δηαθνξηθή εμίζσζε γηα ηε κεξηθή πίεζε ηνπ λεξνύ : 

                                        
2 2 2 2

2in

H O H O H O H O r

d R T
P q k P K I

dt V


                                    (B.17) 

      Δθαξκόδνπκε κεηαζρεκαηηζκό Laplace θαηά κέιε ηεο (Β.17) κε κεδεληθέο Α.Σ. 

θαη επηιύνπκε σο πξνο ηε κεξηθή πίεζε 
2H OP . Έπεηηα, ζέηνπκε όπνπ 

2

2

1
H O

H O

R T
k

V 




, όπνπ 
2H O  ζηαζεξά ηνπ ζπζηήκαηνο πνπ ζρεηίδεηαη κε ηε ξνή ηνπ λεξνύ ζηελ έμνδν. 

Σπλεπώο, πξνθύπηεη ν ηειηθόο ηύπνο ζην πεδίν s : 

                                                     

 
2

2

2

2

1
2

( )
1

in

H O r

H O

H O

H O

q K I
k

P s
s

   


 

                                      (B.18) 

      Με αληίζηξνθν κεηαζρεκαηηζκό Laplace, κεηά από πξάμεηο, πξνθύπηεη ε 

αληίζηνηρε έθθξαζε ζην πεδίν ηνπ ρξόλνπ : 

                                               2

2 2

2 2

1
( ) 2 H O

t

in

H O H O r

H O H O

P t q K I e
k







                                 (B.19) 
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Γ. Χπήζιμερ ΢σέζειρ PEMFC ΢ςζηημάηων  

Γ.1 Ρςθμόρ Παποσήρ Αέπα 

      Από ηελ βαζηθή ιεηηνπξγία κηα θπςέιεο θαπζίκνπ, είλαη γλσζηό όηη 4 ειεθηξόληα 

«ηαμηδεύνπλ» ζην εμσηεξηθό θύθισκα γηα θαζέλα κόξην νμπγόλνπ. Άξα ζα έρνπκε 

ηηο πξάμεηο : 

                                                                          
2

4 Oq F n                                                              (Γ.1) 

      Γηαθνξίδνπκε θαη δηαηξνύκε κε ηελ κεηαβνιή ηνπ ρξόλνπ, νπόηε πξνθύπηεη γηα 

ηηο n ην πιήζνο θπςέιεο θαπζίκνπ ηεο ζπζηνηρίαο : 

                                                                       2

4

Odn I n

dt F


                                                                (Γ.2) 

      Ο ξπζκόο κνξηαθήο ξνήο ηνπ νμπγόλνπ απνηειεί ην ξπζκό παξνρήο κε κνλάδα ην 

mol

s
. Έπεηηα, ηζρύεη γηα ηελ απνδηδόκελε ειεθηξηθή ηζρύ ηεο ζπζηνηρίαο : 

 e cellP V I n                                      e

cell

P
I

V n



                                                                    (Γ.3) 

Άξα, από ηηο ζρέζεηο (Γ.2) θαη (Γ.3) πξνθύπηεη κε αληηθαηάζηαζε : 

                                                                   2

4

O e

cell

dn P

dt V F



                                                          (Γ.4) 

όπνπ F  :  ε ζηαθεπά Faraday F = 96485.3415 C/mol 

Καη κεηαηξέπνληαο από mol αλά sec ζε kg αλά sec πξνθύπηεη ε αθόινπζε ζρέζε : 

                                                            2 88.29 10
O e

cell

dm P

dt V

                                                       (Γ.5) 

      Ζ ζρέζε απηή ηζρύεη όηαλ ηξνθνδνηνύκε ηελ θάζνδν ηεο θπςέιεο κε θαζαξό 

νμπγόλν. Σηελ πεξίπησζε όκσο πνπ δηνρεηεύνπκε αέξα ηεο αηκόζθαηξαο, ζα πξέπεη 

λα πξνζαξκόζνπκε ηελ ζρέζε (Γ.4) αλάινγα. Ο αέξαο ηεο αηκόζθαηξαο έρεη 21% 

πεξηεθηηθόηεηα θαηά mol ζε νμπγόλν. Τν κνξηαθό βάξνο ηνπ αηκνζθαηξηθνύ αέξα 

είλαη 28.97 310
kg

mol
.  Άξα, ε εμίζσζε (Γ.4) ηξνπνπνηείηαη σο εμήο : 

                                                           
28.97

0.21 4

air e

cell

dm P

dt V F
 


                                                   (Γ.6) 
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      Δηζάγνληαο ζηνηρεηνκεηξία ι ώζηε λα έρνπκε ηελ απαηηνύκελε πνζόηεηα 

παξερόκελνπ αέξα θαη ιακβάλνληαο ππ’ όςηλ ηελ κεηαηξνπή από kg αλά sec ζε L αλά 

sec ππό θ. ζ. πξνθύπηεη ε αθόινπζε ζρέζε γηα ηελ (νγθνκεηξηθή) παξνρή αέξα ζηελ 

θπςέιε θαπζίκνπ : 

                                                     7( )
3.028 10air cell

cell

d VOL P

dt V
                                              (Γ.7) 

      Αλάινγε δηαδηθαζία ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηνλ ππνινγηζκό παξνρήο ζε πδξνγόλν 

θαζώο θαη γηα ηνλ ξπζκό παξαγσγήο λεξνύ. 

 

Γ.2 Ρςθμόρ Έκλςζηρ Θεπμόηηηαρ 

      Ζ θηινζνθία ππνινγηζκνύ ζε ζρέζε κε ηελ πξνεγνύκελε ελόηεηα δελ αιιάδεη. Ζ 

ζεξκόηεηα παξάγεηαη θαηά ηε ιεηηνπξγία ηεο θπςέιεο θαπζίκνπ. Αλ ζεσξήζνπκε όηη 

νιόθιεξε ε ελζαιπία νμεηδναλαγσγήο κεηαηξέπεηαη ζε ειεθηξηθή ελέξγεηα, ηόηε ε 

ηάζε πνπ ζα απνδίδνληαλ ζηελ θπςέιε ζα ήηαλ ίζε κε 1.48V ζηελ πεξίπησζε πνπ ην 

παξαγόκελν λεξό είλαη ζε πγξή κνξθή θαη 1.25 ζηελ πεξίπησζε πδξαηκώλ.      

      Θεσξώληαο ηελ πεξίπησζε παξαγσγήο πδξαηκώλ, ε δηαθνξά αλάκεζα ζηελ 

πξαγκαηηθή ηάζε από ηελ ηηκή 1.25V εθπξνζσπεί ην πνζό ηεο ζεξκόηεηαο πνπ 

εθιύεηαη πξνο ην πεξηβάιινλ. Θα έρνπκε γηα ην πνζό απηό -έζησ-  Q (ζην S. I. S.) : 

                                                            1.25cell
cell

dQ
n I V

dt
                                                    (Γ.8) 

Ζ ζρέζε (Γ.8), ιόγσ ηεο ζρέζεο (Γ.3), ηειηθώο, δίλεη ζε Watt: 

                                                              
1.25

1cell
cell

cell

dQ
P

dt V

 
   

 
                                                 (Γ.9) 
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Δ. Αναλςηική Απλοποίηζη Μονηέλος CSRT           

      Όπσο έρνπκε ήδε δεη ην ζύζηεκα CSRT πεξηγξάθεηαη από ην δεύγνο δηαθνξηθώλ 

εμηζώζεσλ (Βι. Σρέζεηο). Οπόηε ζα έρσ : 

                                         
2

2

1 1 1 2 1 1

2 2 1 2 2 1 2

( , ) (1 )

( , ) (1 )

x

x

x f x x x Da x e

x f x x x BDa x e x





    

     

                    (Δ.1)                               

Γηα ηελ εύξεζε ησλ ζηάζηκσλ ζεκείσλ, εμ’ νξηζκνύ απαηηνύκε λα ηζρύεη : 

1 2( , ) (0,0)x x          
( .1)V

           

2

2

1 1

2 1

(1 )

1
(1 )

x

x

x Da x e

b
x Da x e

B

 


  

            2 1
1

B
x x

b
 


       

22

3.0

B

b




  

 

                                                        2 1: 5.5isoclineC x x                                             (Δ.2)                                                

 

        Γειαδή, παξαηεξνύκε όηη ππάξρεη γξακκηθή εμάξηεζε ησλ 1x , 2x . Ζ επζεία 

(Γ.2) νλνκάδεηαη ιζοκλινήρ. Απηόκαηα, ε πεπιοσή δπάζηρ (operation region) 

πεξηνξίδεηαη ζην νξζνγώλην ρσξίν  1 2( , ) (0,1) (0,5.5)x x x . Δλώ, γηα λα ππνινγίζνπκε 

ηα ζηάζηκα ζεκεία ηνπ αξρηθνύ ζπζηήκαηνο, αξθεί λα βξνύκε ηηο ξίδεο ηεο 

ζπλάξηεζεο : 

 

                                                             15.5

1 1 1 1( ) (1 ) xf x x Da x e                                             (Δ.3)                                                

 

΢σόλιο : Γεληθόηεξα, ζα κπνξνύζακε ζε όιε ηελ έθηαζε ηεο αλσηέξσ αλαθνξάο λα 

εξγαζηνύκε πάλσ ζηε ζρέζε (Γ.3), απινπνηώληαο έηζη ηα πξάγκαηα ζε επίπεδν 

πνιππινθόηεηαο θαη ππνινγηζκώλ . Δληνύηνηο, αθνινπζήζακε ηελ ηππηθή δηαδηθαζία 

αληηκεηώπηζεο αλάινγσλ πξνβιεκάησλ γηα ιόγνπο γεληθόηεξεο ρξεζηκόηεηαο (Βι. 

Δλόηεηα 3.5).  
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Ε. Υπολογιζμόρ Εξίζωζηρ Υπεπεπιπέδος Ν 

        Αλαθαινύκε ζηε κλήκε καο ην ΢σήμα IV.b.2. Όπσο ήδε έρνπκε δεη νη εμηζώζεηο 

πνπ πεξηγξάθνπλ ην ππεξεπίπεδν Ν πνπ ηέκλεη θάζεηα ζην 1s s ηελ εθαπηόκελε ηεο 

θακπύιεο ζην ζεκείν 0s s είλαη ε αθόινπζε : 

 

                 0 0 0 0 0( ( ), ( )) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ) 0N u s s u u s u s s s s s                       (Ε.1) 

 

        Δξγαδόκαζηε ζην Καζνιηθό (Σ) ζπληεηαγκέλσλ. Αλαδεηνύκε ην επίπεδν (Π) πνπ 

δηέξρεηαη από ην *

1s s  θαη απέρεη από ην *

0s s  απόζηαζε : 0d s s  .  Αλ  

( ( ), ( ),0)
inNx s u s  ηπρόλ δηάλπζκα ηνπ επηπέδνπ θαη 0 0( ( ), ( ),0)in

ox s u s ε 

δηαλπζκαηηθή αθηίλα ηνπ αξρηθνύ ζεκείνπ, έρνπκε όηη 0 0( ( ), ( ),0)s u s   είλαη ην 

θάζεην δηάλπζκα ζην επίπεδν ζην ζεκείν *

0s s . Δμεγνύκε, επίζεο ηνπο αθόινπζνπο 

ζπκβνιηζκνύο : 

 

inN  : Κάζεην Δπίπεδν πνπ δηέξρεηαη από ην ζεκείν in

ox , 

N   : Κάζεην Δπίπεδν // inN  πνπ δηέξρεηαη από ην ζεκείν 1 1( ( ), ( ),0)ox s u s  

 

Βξίζθνπκε, αξρηθά, ηελ εμίζσζε ηνπ inN  επηπέδνπ : 

  0
in

in

N ox x                 0 0 0 0( ( ), ( ),0) ( ( ), ( ),0) ( ( ), ( ),0) 0s u s s u s s u s      
0

0

( )

( )

s

u u s





 


  

                                        0 0( ( ) ( )) ( ( ) ( )) 0s s u u s u s                                 (Ε.2) 

        Πξάγκαηη, πξόθεηηαη γηα ην επίπεδν κε  z΄z // (Π) κε εμίζσζε ηεο κνξθήο : 

0A x B y     , όπνπ : 

0 0( ( ) ( ))

A

B u

s u u s





 



 





     

 

        Τν δεηνύκελν επίπεδν N πξνθύπηεη κε κεηαθνξά ηνπ inN  θαηά 0d s s   επί ηνπ 

άμνλα ηεο παξακέηξνπ s. Γειαδή, ζα έρσ ηελ εμίζσζε (Δ.1). 
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Ζ. Αναλςηικοί Υπολογιζμοί 4
ος

 Κεθαλαίος  

      Υπνινγίδνπκε ηηο κεξηθέο παξαγώγνπο ησλ ζπλαξηήζεσλ 1f , 2f  σο πξνο ηηο δύν 

παξακέηξνπο RL θαη T ησλ δηαγξακκάησλ δηαθιάδσζεο ηεο Δλόηεηαο 4.3.1 : 

      Έζησ ε  ia  ππό δηεξεύλεζε παξάκεηξνο ( 1,2i  ), δειαδή 1a T  θαη 2 La R . 

Τόηε, ιακβάλνληαο ππ’ όςηλ θαη νη δύν απηέο παξάκεηξνη είλαη θιηκαθνπνηεκέλεο 

(scaled), ζα έρσ από Καλόλα Αιπζίδαο ηηο ζρέζεηο : 

                                                                         *( )i ia scale a                                                        (Ζ.1) 

όπνπ:  ia : ε θαλνληθνπνηεκέλε (normal) παξάκεηξνο  

           *

ia : ε θιηκαθνπνηεκέλε (scaled) παξάκεηξνο. 

 

 11 1 2 2

* * *
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  (Ζ.2) 

 

όπνπ:                
*
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T
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T





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3799.89
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    


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      Σηνλ ηειηθό ηύπν πνπ πξνθύπηεη κεηά από ηνλ ππνινγηζκό ησλ κεξηθώλ 

παξαγώγσλ ηνπ ηύπνπ (Ε.2) ζην πεξηβάιινλ ηνπ MATLAB κε ηελ εληνιή syms, 

θάλνπκε ηηο αθόινπζεο αληηθαηαζηάζεηο :       

2

*

( ) ( )scale scale

T T
  ,              

 

3

2 2*

( ) ( )scale scale

TT
  ,               *

( )

T
T

scale
             (Ζ.3) 

      Με άιια ιόγηα κεηαζρεκαηίδνπκε πάιη σο πξνο ηελ θαλνληθνπνηεκέλε (normal) 

παξάκεηξν θαη ππνινγίδσ ηελ παξάγσγν ζηελ ηηκή *( )T T scale T   . Σπλερίδνπκε 

θαη γηα ηε ζπλάξηεζε 2f  : 

 
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όπνπ:                
*

( )
T

scale
T





,  

                      
3799.89

16.26
273.15 226.35( ) 0.01o T

wP T e

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                             ( ( ), )o

wV V P T T     (Βι. Σρέζε (4.10)) 

 

      Οκνίσο, ζηνλ ηειηθό ηύπν πνπ πξνθύπηεη κε ηελ εληνιή syms, θάλνπκε ηηο 

αθόινπζε αληηθαηάζηαζε :       

                                                                    *

( )

T
T

scale
                                                                (Ζ.5) 

      Καη ππνινγίδσ ηελ παξάγσγν ζηελ ηηκή *( )T T scale T   . Κάλνπκε ηα αθξηβώο 

ίδηα θαη γηα ηηο κεξηθέο παξαγώγνπο ησλ 1f , 2f  σο πξνο ηελ παξάκεηξν RL. 
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 
 
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      Καη ππνινγίδσ ηελ παξάγσγν ζηελ ηηκή *( )T T scale T    θαηά ηα γλσζηά. 
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Η. Κώδικαρ ΢ε MATLAB 

 

csrt.m 

%Sinartisi MATLAB Gia To Sistima CSRT 

% 

function dx=csrt(t,x) 

dx=zeros(2,1); 

load D 

B=22; 

b=3; 

dx(1)=-x(1)+D*(1-x(1))*exp(x(2)); 

dx(2)=-x(2)+B*D*(1-x(1))*exp(x(2))-b*x(2); 

 

ode23s.m 

%Epilitis ode23s Gia To Sistima CSRT  

%D=0.084113788834 Krisimi Timi Tis D Parametrou  

%Ksexwristo Plotting 

for D=0.085:0.001:0.12 

    save D 

[T,X]=ode23s(@csrt,[0,15],[0.9,4]); 

plot(D,min(X(length(X)-10:length(X),1)),'o',D,max(X(length(X)-10:length(X),1)),'o') 

hold all 

% subplot(2,1,1);plot(T,X(:,1),'-o');title('ODE-Plot of x1 as a function of time'); 

% xlabel('Time'); ylabel('x1(t)'); 

% subplot(2,1,2);plot(T,X(:,2),'-o');title('ODE-Plot of x2 as a function of time'); 

% xlabel('Time'); ylabel('x2(t)'); 

end 

 

eidos.m 

%Ipologismos Idiotimwn Grammikopoiimenou Sistimatos Kai Elegxos Eidous  

%Eustatheias Sta Stasima Simeia 

%To Mitrwo Dilwnei Ws f 

D=eig1*eig2; 

T=eig1+eig2; 

K=T^2-4*D; 

if K==0 

    disp('Phase Portrait : Star or Degenerate Node') 

else 

    if D==0 

        disp('Phase Portrait : Eutheia I Epipedo Stasimwn Simeiwn') 

    else 

        if D<0 

            disp('Phase Portrait : Saddle Point') 

        else 

            if T==0 

                disp('Phase Portrait : Center') 

            else 

                if (T>0)&(K<0) 

                    disp('Phase Portrait : Unstable Spiral') 

                else  

                    if (T>0)&(K>0) 

                        disp('Phase Portrait : Unstable Node') 

                    else  

                        if (T<0)&(K<0) 

                            disp('Phase Portrait : Stable Spiral')  

                        else 

                            if (T<0)&(K>0) 

                                disp('Phase Portrait : Stable Node') 

                            end 

                        end 

                    end 

                end 

            end 

        end 

    end 

end 
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rk4.m 

%Methodos Runge-Kutta 4 Stadiwn 4is Taksis   

%Ektelei Tin Xroniki Oloklirwsi Tou Sistimatos CSRT 

% 

%Arxikes Sinthikes 

t=0; 

x1=0.9; 

x2=4; 

%Dilwsi Bimatos Kai Timwn Stis Parametrous D, B, b Tou Sistimatos 

D=0.082; 

B=22; 

b=3; 

h=0.1; 

%Arxikopoiisi Brogxou 

k=1; 

%Brogxos 

while t<15 

    sol1(k)=x1; 

    sol2(k)=x2; 

  

    k11=-x1+D*(1-x1)*exp(x2); 

    k21=-x2+B*D*(1-x1)*exp(x2)-b*x2; 

     

    k12=-(x1+(h/2)*k11)+D*(1-(x1+(h/2)*k11))*exp(x2+(h/2)*k21); 

    k22=-(x2+(h/2)*k21)+B*D*(1-(x1+(h/2)*k11))*exp(x2+(h/2)*k21)-b*(x2+(h/2)*k21); 

     

    k13=-(x1+(h/2)*k12)+D*(1-(x1+(h/2)*k12))*exp(x2+(h/2)*k22); 

    k23=-(x2+(h/2)*k22)+B*D*(1-(x1+(h/2)*k12))*exp(x2+(h/2)*k22)-b*(x2+(h/2)*k22); 

  

    k14=-(x1+h*k13)+D*(1-(x1+h*k13))*exp(x2+(h/2)*k23); 

    k24=-(x2+h*k23)+B*D*(1-(x1+h*k13))*exp(x2+h*k23)-b*(x2+h*k23); 

  

    x1=x1+(h/6)*(k11+2*k12+2*k13+k14); 

    x2=x2+(h/6)*(k21+2*k22+2*k23+k24); 

     

    t=t+h; 

    k=k+1; 

end 

%Teliki Lisi Sigklisis O Mesos Oros Twn 5 Teleutaiwn Simeiwn Tis Methodou 

x1=mean(sol1(length(sol1)-5:length(sol1))) 

x2=mean(sol2(length(sol2)-5:length(sol2))) 

%Diagramma Fasews 

%plot(sol1,sol2,'k.') 

% 

%Xronikes Oloklirwseis Lisewn x1 x2 

subplot(2,1,1);plot(sol1);xlabel('t');ylabel('x1');title('Xroniki Oloklirwsi Tis x1 

Mesw Methodou Runge-Kutta 4is Taksis'); 

subplot(2,1,2);plot(sol2);xlabel('t');ylabel('x2');title('Xroniki Oloklirwsi Tis x2 

Mesw Methodou Runge-Kutta 4is Taksis'); 

  

 

 euler_a.m 

%Apli Methodos Euler  

%Ektelei Tin Xroniki Oloklirwsi Tou Sistimatos CSRT 

%Emfanizei Ta Diagrammata Fasews Gia Diafores Arx.Sinthikes 

% 

%Arxikopoiisi Xronou t Kai Sinistwswn x1, x2  

t=0; 

x=[0.9;4]; 

x1=x(1); 

x2=x(2); 

%Dilwsi Bimatos Kai Timwn Stis Parametrous D, B, b Tou Sistimatos 

h=0.1; 

D=0.082; 

B=22; 

b=3; 

f=[-x(1)+D*(1-x(1))*exp(x(2));-x(2)+B*D*(1-x(1))*exp(x(2))-b*x(2)]; 

%Arxikopoiisi Brogxou 

i=1; 

%Emfwleumenos Broxos 

while t<15 

    x=x+h.*f; 

    x1(i+1)=x(1); 

    x2(i+1)=x(2); 

    f=[-x(1)+D*(1-x(1))*exp(x(2));-x(2)+B*D*(1-x(1))*exp(x(2))-b*x(2)]; 

    t=t+h; 

    i=i+1; 
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end 

%Teliki Lisi Sigklisis O Mesos Oros Twn 5 Teleutaiwn Simeiwn Tis Methodou 

x1=mean(x1(length(x1)-5:length(x1))) 

x2=mean(x2(length(x2)-5:length(x2))) 

%Diagramma Fasews 

%plot(x1,x2,'k.') 

% 

%Xronikes Oloklirwseis Lisewn x1 x2 

subplot(2,1,1);plot(x1);xlabel('t');ylabel('x1');title('Xroniki Oloklirwsi Tis x1 Mesw 

Methodou Euler'); 

subplot(2,1,2);plot(x2);xlabel('t');ylabel('x2');title('Xroniki Oloklirwsi Tis x2 Mesw 

Methodou Euler'); 

 

  

ode23s_phase.m 

%Epilitis ode23s Gia To Sistima CSRT  

%Phase Portrait for D=0.052 

xgrid; 

for i=1:54 

    x=xtel(i,:); 

[T,X]=ode23s(@csrt1,[0,15],x); 

plot(X(:,1),X(:,2),'b') 

%Periorismos Grafimatos 

xlim([0 1.4]) 

ylim([0 10]) 

hold all 

end 

 

 

 

rk4_phase.m 

%Methodos Runge-Kutta 4 Stadiwn 4is Taksis   

%Phase Portrait For D=0.052 

% 

%Arxikes Sinthikes Me Plegma Timwn (x1,x2) 

xgrid; 

%xgrid_stab; 

for i=1:54 

x1=xtel(i,1); 

x2=xtel(i,2); 

t=0; 

%Dilwsi Bimatos Kai Timwn Stis Parametrous D, B, b Tou Sistimatos 

%To Bima Edw h=0.001 Wste H Runge-Kutta Na Trexei Gia Tis Arxikes Sinthikes 

%Pou Kataligoun Se Astatheia 

D=0.052; 

B=22; 

b=3; 

h=0.001; 

%Arxikopoiisi Brogxou 

k=1; 

%Brogxos 

while t<15 

    sol1(k)=x1; 

    sol2(k)=x2; 

  

    k11=-x1+D*(1-x1)*exp(x2); 

    k21=-x2+B*D*(1-x1)*exp(x2)-b*x2; 

    

    k12=-(x1+(h/2)*k11)+D*(1-(x1+(h/2)*k11))*exp(x2+(h/2)*k21); 

    k22=-(x2+(h/2)*k21)+B*D*(1-(x1+(h/2)*k11))*exp(x2+(h/2)*k21)-b*(x2+(h/2)*k21); 

    

    k13=-(x1+(h/2)*k12)+D*(1-(x1+(h/2)*k12))*exp(x2+(h/2)*k22); 

    k23=-(x2+(h/2)*k22)+B*D*(1-(x1+(h/2)*k12))*exp(x2+(h/2)*k22)-b*(x2+(h/2)*k22); 

  

    k14=-(x1+h*k13)+D*(1-(x1+h*k13))*exp(x2+(h/2)*k23); 

    k24=-(x2+h*k23)+B*D*(1-(x1+h*k13))*exp(x2+h*k23)-b*(x2+h*k23); 

  

    x1=x1+(h/6)*(k11+2*k12+2*k13+k14); 

    x2=x2+(h/6)*(k21+2*k22+2*k23+k24); 

     

    t=t+h; 

    k=k+1; 

end 

plot(sol1,sol2,'r') 

%Periorismos Grafimatos 

xlim([0 1.4]) 

ylim([0 10]) 
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hold all 

pause(0.2) 

end 

  

  

graph.m 

%Grafiki Parastasi f1(x1) Kai Euresi Proseggistikwn Stasimwn Simeiwn 

%A*(0.18,0.99), B*(0.28,1.54), C*(0.93,5.115) 

D=0.052; 

x1=[0:0.01:1]; 

f1=-x1+(D*(1-x1).*exp(5.5*x1)); 

  

plot(x1,f1,'r') 

 

 

newton_raphson.m 

%Methodos Newton-Raphson Gia Tin Epilisi Tou Mi Grammikou Problimatos CSRT  

% 

%Arxikos Xronos t 

t=0; 

%Dilwsi Bimatos Kai Timwn Stis Parametrous D, B, b Tou Sistimatos 

D=0.082; 

B=22; 

b=3; 

%Arxikopoiisi Broxou 

k=0; 

tol=1; 

%Broxos 

while tol>1e-5 

  

    f=[-x(1)+D*(1-x(1))*exp(x(2));-x(2)+B*D*(1-x(1))*exp(x(2))-b*x(2)]; 

    J=[(-1-D*exp(x(2))) (D*(1-x(1))*exp(x(2)));(-B*D*exp(x(2))) (-1+B*D*(1-

x(1))*exp(x(2))-b)]; 

    if det(J)==0 

        disp('H Iakwbiani Tou Sistimatos Einai Mi Antistrepsimos Pinakas') 

    else 

    dx=-inv(J)*f; 

    %Akolouthia Newn Simeiwn Methodou Newton-Raphson 

    disp('-----------------------------------------------') 

    disp('Akolouthia Newn Simeiwn Methodou Newton-Raphson') 

    x=x+dx 

    %Sfalma Stin Lisi (x1,x2) 

    disp('-----------------------------------------------') 

    disp('Sfalma Stin Lisi (x1,x2)') 

    tol=norm(dx) 

    disp('-----------------------------------------------') 

    %Arithmos Epanalipsis k 

    disp('Arithmos Epanalipsis k') 

    k=k+1 

    disp('-----------------------------------------------') 

    end 

   pause 

end 

%Teliki Lisi Steady Points (sol1,sol2) 

    disp('-----------------------------------------------') 

    disp('-----------------------------------------------') 

    disp('Teliki Lisi Steady Points (sol1,sol2)') 

sol1=x(1) 

sol2=x(2) 

 

 

steady_points.m 

%Meleti Eidous Eustatheias Stasimwn Simeiwn Sistimatos CSRT Gia  D=0.052 

% 

%Ipologismos Idiotimwn Iakwbianis Sistimatos Gia Ta 3 Steady Points 

D=0.052; 

B=22; 

b=3.0; 

%Arxikopoiisi 

k=0; 

%Brogxos 

for i=1:3 

k=k+1 

%Pinakas Stasimwn Simeiwn A, B, C 
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x=[[0.0716 0.3936];[0.6505 3.5777];[0.8426 4.6345]]; 

x=x(i,:) 

J=[(-1-D*exp(x(2))) (D*(1-x(1))*exp(x(2)));(-B*D*exp(x(2))) (-1+B*D*(1-

x(1))*exp(x(2))-b)]; 

%Eidos Stasimwn Simeiwn 

eigen=eig(J) 

eig1=eigen(1); 

eig2=eigen(2); 

D=eig1*eig2; 

T=eig1+eig2; 

K=T^2-4*D; 

if K==0 

    disp('Phase Portrait : Star or Degenerate Node') 

else 

    if D==0 

        disp('Phase Portrait : Eutheia I Epipedo Stasimwn Simeiwn') 

    else 

        if D<0 

            disp('Phase Portrait : Saddle Point') 

        else 

            if T==0 

                disp('Phase Portrait : Center') 

            else 

                if (T>0)&(K<0) 

                    disp('Phase Portrait : Unstable Spiral') 

                else  

                    if (T>0)&(K>0) 

                        disp('Phase Portrait : Unstable Node') 

                    else  

                        if (T<0)&(K<0) 

                            disp('Phase Portrait : Stable Spiral')  

                        else 

                            if (T<0)&(K>0) 

                                disp('Phase Portrait : Stable Node') 

                            end 

                        end 

                    end 

                end 

            end 

        end 

    end 

end 

disp('---------------------------------') 

pause 

end 

          

         

det_J_Newton 

%=========== GENERAL 

%=========== PSEUDOARCLENGTH 

%=========== G1(x1,x2)=x1'=-x1+D*(1-x1)*exp(x2) 

%=========== G2(x1,x2)=x2'=-x2+B*D*(1-x1)*exp(x2)-b*x2 

%=========== BIFURCATION DIAGRAM (Da,x1*) 

%=========== ODE23s FOR THE LIMIT CYCLE 

B=22; 

b=3; 

  

xiv0=[0.01;0.1]; 

xiv1=[0.02;0.14]; 

%Arxikes Times Parametrou D0, D1 Gia Tis x0,x1 Logw Tis G1(x1,x2)=0 

D0=xiv0(1)/((1-xiv0(1))*exp(xiv0(2))); 

D1=xiv1(1)/((1-xiv1(1))*exp(xiv1(2))); 

%Natural Continuation(Euler-Newton Method) Gia Initial Guess (x*,D*) 

% 

disp('H Arxiki Ektimisi Gia Tin Parametro Da Einai :') 

D=2*D1-D0 

disp('---------------------------------------------') 

%Arxikopoiisi Broxou Kai Gewmetriki Sinthiki Gia To Bima ds Tis Methodou 

k=1; 

ds=sqrt((xiv1(1)-xiv0(1))^2+(xiv1(2)-xiv0(2))^2+(D1-D0)^2); 

while D<0.152 

    %Natural Continuation(Euler-Newton Method) Gia Initial Guess (x*,D*) 

    x=2*xiv1-xiv0; 

    x1=x(1); 

    x2=x(2); 

    D=2*D1-D0; 

    err=1; 

%Broxos Tis Newton Methodou Gia Ton Ipologismo Twn Epomenwn Simeiwn (D, x1) 

while err>10^-5 
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%Orismos Mitrwwn:       | θG1         θG1     |    θG1 |          |    | 

%                       | ---         ---     |    --- |          | G1 | 

%                       | θx1         θx2     |    θDa |          |    | 

%                       |                     |        |          |    | 

%                       | θG2         θG2     |    θG2 |          |    | 

%                 J  =  | ---         ---     |    --- | ,    f = | G2 | 

%                       | θx1         θx2     |    θDa |          |    | 

%                       |---------------------|--------|          |----| 

%                       | θN          θN      |    θN  |          |    | 

%                       | ---         ---     |    --- |          | N  | 

%                       | θx1         θx2     |    θDa |          |    | 

% 

% 

%Tis Eksiswsis:              [J]*x=-[f]      Opou x=[dx1 dx2 dDa]' 

% 

J=[-(1+D*exp(x2)) D*(1-x1)*exp(x2) (1-x1)*exp(x2); 

    -B*D*exp(x2) -(1+b)+B*D*(1-x1)*exp(x2) B*(1-x1)*exp(x2); 

    (xiv1(1)-xiv0(1))/ds (xiv1(2)-xiv0(2))/ds (D1-D0)/ds]; 

%Ipologismos Orizousas Mi Epauksimenou Pinaka Iakwbianis Tou Arxikou 

%Sistimatos 

J_newton=[J(1,1) J(1,2);J(2,1) J(2,2)]; 

d=det(J_newton); 

%pause 

f=[-x1+D*(1-x1)*exp(x2); 

    -x2+B*D*(1-x1)*exp(x2)-b*x2; 

    ((xiv1(1)-xiv0(1))/ds)*(x1-xiv1(1))+((xiv1(2)-xiv0(2))/ds)*(x2-xiv1(2))+((D1-

D0)/ds)*(D-D1)-ds ]; 

    if abs(det(J))<=1e-3 

            disp('H Iakwbiani Tou Sistimatos Einai Mi Antistrepsimos Pinakas') 

            J 

            break 

        else 

du=-inv(J)*f; 

x1=x1+du(1); 

x2=x2+du(2); 

D=D+du(3); 

err=norm(du); 

    end 

end 

%Kataxwrisi Timwn k, D, det(Jf), Se Pinaka Gia Kathe Nea Diada  

%Steady Points Pou Dinei H Methodos Newton 

u(k,:)=[k,D,d]; 

%Anathesi Newn Timwn Sta Dianismata xiv0=(x1(0),x2(0)), xiv1=(x1(1),x2(1)),  

%Kai Stin Parametro D0=D(0), D1=D(1) 

D0=D1; 

D1=D; 

xiv0=xiv1; 

xiv1=[x1;x2]; 

k=k+1; 

end 

disp('---------------------------------------------') 

disp('      k         Da       det(Jf)') 

u 

 

gen_arclength_x1.m 

%=========== GENERAL 

%=========== PSEUDOARCLENGTH 

%=========== (x1,x2)=(aw,i) 

%=========== G1(x1,x2)=x1'=(1/lhs(x1))*(x2/(2*F)-(u-(x2/(4*F)))*x1*Pw0) 

%=========== G2(x1,x2)=x2'=(V(x1,x2,T)/(RM(x1)+RL))-x2=0 

%=========== BIFURCATION DIAGRAM (T,RL,x1*) 

  

B=22; 

b=3; 

  

xiv0=[0.01;0.1]; 

xiv1=[0.02;0.14]; 

%Arxikes Times Parametrou D0, D1 Gia Tis x0,x1 Logw Tis G1(x1,x2)=0 

D0=xiv0(1)/((1-xiv0(1))*exp(xiv0(2))); 

D1=xiv1(1)/((1-xiv1(1))*exp(xiv1(2))); 

%Natural Continuation(Euler-Newton Method) Gia Initial Guess (x*,D*) 

% 

disp('H Arxiki Ektimisi Gia Tin Parametro Da Einai :') 

D=2*D1-D0 

disp('---------------------------------------------') 

%Arxikopoiisi Broxou Kai Gewmetriki Sinthiki Gia To Bima ds Tis Methodou 

k=1; 

ds=sqrt((xiv1(1)-xiv0(1))^2+(xiv1(2)-xiv0(2))^2+(D1-D0)^2); 
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while D<0.152 

    %Natural Continuation(Euler-Newton Method) Gia Initial Guess (x*,D*) 

    x=2*xiv1-xiv0; 

    x1=x(1) 

    x2=x(2); 

    D=2*D1-D0 

    err=1; 

%Broxos Tis Newton Methodou Gia Ton Ipologismo Twn Epomenwn Simeiwn (D, x1) 

while err>10^-5 

%Orismos Mitrwwn:       | θG1         θG1     |    θG1 |          |    | 

%                       | ---         ---     |    --- |          | G1 | 

%                       | θx1         θx2     |    θDa |          |    | 

%                       |                     |        |          |    | 

%                       | θG2         θG2     |    θG2 |          |    | 

%                 J  =  | ---         ---     |    --- | ,    f = | G2 | 

%                       | θx1         θx2     |    θDa |          |    | 

%                       |---------------------|--------|          |----| 

%                       | θN          θN      |    θN  |          |    | 

%                       | ---         ---     |    --- |          | N  | 

%                       | θx1         θx2     |    θDa |          |    | 

% 

% 

%Tis Eksiswsis:              [J]*x=-[f]      Opou x=[dx1 dx2 dDa]' 

% 

J=[-(1+D*exp(x2)) D*(1-x1)*exp(x2) (1-x1)*exp(x2); 

    -B*D*exp(x2) -(1+b)+B*D*(1-x1)*exp(x2) B*(1-x1)*exp(x2); 

    (xiv1(1)-xiv0(1))/ds (xiv1(2)-xiv0(2))/ds (D1-D0)/ds]; 

f=[-x1+D*(1-x1)*exp(x2); 

    -x2+B*D*(1-x1)*exp(x2)-b*x2; 

    ((xiv1(1)-xiv0(1))/ds)*(x1-xiv1(1))+((xiv1(2)-xiv0(2))/ds)*(x2-xiv1(2))+((D1-

D0)/ds)*(D-D1)-ds ]; 

    if abs(det(J))<=1e-3 

            disp('H Iakwbiani Tou Sistimatos Einai Mi Antistrepsimos Pinakas') 

            J 

            break 

        else 

du=-inv(J)*f; 

x1=x1+du(1); 

x2=x2+du(2); 

D=D+du(3); 

err=norm(du); 

    end 

end 

plot(D,x1,'.');hold on;title('Bifurcation Diagram (Da,x1*)'); 

xlabel('Da');ylabel('x1*') 

grid on 

%Periorismos Grafimatos 

xlim([0 0.152]) 

ylim([0 1]) 

%Ipologismos Idiotimwn Iakwbianis Sistimatos 

Jf=[-(1+D*exp(x2)) D*(1-x1)*exp(x2);-B*D*exp(x2) -(1+b)+B*D*(1-x1)*exp(x2)]; 

eigen=eig(Jf); 

eig1=eigen(1); 

eig2=eigen(2); 

pause 

%Kataxwrisi Idiotimwn eig1, eig2 Se Kathe Grammi Tou Pinaka 

eigenvalues(k,:)=eigen; 

%Kataxwrisi Timwn D, x1, x2, eig1, eig2 Se Pinaka Gia Kathe Nea Diada  

%Steady PointsPou Dinei H Methodos Newton 

u(k,:)=[D,x1,x2,eig1,eig2]; 

%Anathesi Newn Timwn Sta Dianismata xiv0=(x1(0),x2(0)), xiv1=(x1(1),x2(1)),  

%Kai Stin Parametro D0=D(0), D1=D(1) 

D0=D1; 

D1=D; 

xiv0=xiv1; 

xiv1=[x1;x2]; 

disp('---------------------------------------------') 

k=k+1 

end 

%Eidos Eustatheias Kathe Steady Point (x1*, x2*) 

for i=1:length(u) 

    eig1=eigenvalues(i,1); 

    eig2=eigenvalues(i,2); 

    disp('---------------------------------------------') 

    i 

    disp('(D, x1, x2, λ1, λ2)') 

    u(i,:)  

    eidos 

    pause 

end 
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gen_arclength_x2.m 

%=========== GENERAL 

%=========== PSEUDOARCLENGTH 

%=========== G1(x1,x2)=x1'=-x1+D*(1-x1)*exp(x2) 

%=========== G2(x1,x2)=x2'=-x2+B*D*(1-x1)*exp(x2)-b*x2 

%=========== BIFURCATION DIAGRAM (Da,x2*) 

B=22; 

b=3; 

  

xiv0=[0.01;0.1]; 

xiv1=[0.02;0.14]; 

%Arxikes Times Parametrou D0, D1 Gia Tis x0,x1 Logw Tis G1(x1,x2)=0 

D0=xiv0(1)/((1-xiv0(1))*exp(xiv0(2))); 

D1=xiv1(1)/((1-xiv1(1))*exp(xiv1(2))); 

%Natural Continuation(Euler-Newton Method) Gia Initial Guess (x*,D*) 

% 

disp('H Arxiki Ektimisi Gia Tin Parametro Da Einai :') 

D=2*D1-D0 

disp('---------------------------------------------') 

%Arxikopoiisi Broxou Kai Gewmetriki Sinthiki Gia To Bima ds Tis Methodou 

k=1; 

ds=sqrt((xiv1(1)-xiv0(1))^2+(xiv1(2)-xiv0(2))^2+(D1-D0)^2); 

while D<0.152 

    %Natural Continuation(Euler-Newton Method) Gia Initial Guess (x*,D*) 

    x=2*xiv1-xiv0; 

    x1=x(1); 

    x2=x(2) 

    D=2*D1-D0 

    err=1; 

%Broxos Tis Newton Methodou Gia Ton Ipologismo Twn Epomenwn Simeiwn (D, x1) 

while err>10^-5 

%Orismos Mitrwwn:       | θG1         θG1     |    θG1 |          |    | 

%                       | ---         ---     |    --- |          | G1 | 

%                       | θx1         θx2     |    θDa |          |    | 

%                       |                     |        |          |    | 

%                       | θG2         θG2     |    θG2 |          |    | 

%                 J  =  | ---         ---     |    --- | ,    f = | G2 | 

%                       | θx1         θx2     |    θDa |          |    | 

%                       |---------------------|--------|          |----| 

%                       | θN          θN      |    θN  |          |    | 

%                       | ---         ---     |    --- |          | N  | 

%                       | θx1         θx2     |    θDa |          |    | 

% 

% 

%Tis Eksiswsis:              [J]*x=-[f]      Opou x=[dx1 dx2 dDa]' 

% 

J=[-(1+D*exp(x2)) D*(1-x1)*exp(x2) (1-x1)*exp(x2); 

    -B*D*exp(x2) -(1+b)+B*D*(1-x1)*exp(x2) B*(1-x1)*exp(x2); 

    (xiv1(1)-xiv0(1))/ds (xiv1(2)-xiv0(2))/ds (D1-D0)/ds]; 

f=[-x1+D*(1-x1)*exp(x2); 

    -x2+B*D*(1-x1)*exp(x2)-b*x2; 

    ((xiv1(1)-xiv0(1))/ds)*(x1-xiv1(1))+((xiv1(2)-xiv0(2))/ds)*(x2-xiv1(2))+((D1-

D0)/ds)*(D-D1)-ds ]; 

    if abs(det(J))<=1e-3 

            disp('H Iakwbiani Tou Sistimatos Einai Mi Antistrepsimos Pinakas') 

            J 

            break 

        else 

du=-inv(J)*f; 

x1=x1+du(1); 

x2=x2+du(2); 

D=D+du(3); 

err=norm(du); 

    end 

end 

plot(D,x2,'.');hold on;title('Bifurcation Diagram (Da,x2*)'); 

xlabel('Da');ylabel('x2*') 

grid on 

%Periorismos Grafimatos 

xlim([0 0.152]) 

ylim([0 5.5]) 

%Ipologismos Idiotimwn Iakwbianis Sistimatos 

Jf=[-(1+D*exp(x2)) D*(1-x1)*exp(x2);-B*D*exp(x2) -(1+b)+B*D*(1-x1)*exp(x2)]; 

eigen=eig(Jf); 

eig1=eigen(1); 

eig2=eigen(2); 

pause 

%Kataxwrisi Idiotimwn eig1, eig2 Se Kathe Grammi Tou Pinaka 

eigenvalues(k,:)=eigen; 

%Kataxwrisi Timwn D, x1, x2, eig1, eig2 Se Pinaka Gia Kathe Nea Diada  
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%Steady PointsPou Dinei H Methodos Newton 

u(k,:)=[D,x1,x2,eig1,eig2]; 

%Anathesi Newn Timwn Sta Dianismata xiv0=(x1(0),x2(0)), xiv1=(x1(1),x2(1)),  

%Kai Stin Parametro D0=D(0), D1=D(1) 

D0=D1; 

D1=D; 

xiv0=xiv1; 

xiv1=[x1;x2]; 

disp('---------------------------------------------') 

k=k+1 

end 

%Eidos Eustatheias Kathe Steady Point (x1*, x2*) 

for i=1:length(u) 

    eig1=eigenvalues(i,1); 

    eig2=eigenvalues(i,2); 

    disp('---------------------------------------------') 

    i 

    disp('(D, x1, x2, λ1, λ2)') 

    u(i,:)  

    eidos 

    pause 

end 

 

sarwsi.m 

%To paron m-file trexei ton ODE15s epiliti tou MATLAB gia to DAE problem  

%me arxikes sinthikes (aw,i) pou trexoun apo to 0.05 ews to 1 gia tin  

%parametro aw enw to i paramenei 0.5 kai pairnei san timi tin prwti  

%proseggisi me ton epiliti ODE15s otan ikanopoieitai mia sinthiki 

aw=0.05:0.05:1; 

l=length(aw); 

y1=zeros(l,1); 

y2=zeros(l,1); 

for i=1:l 

% Initial condition for aw and a guess for i. 

    y0=[aw(i);0.5]; 

% A constant, singular mass matrix 

M = diag([1 0]); 

RL=0.8; 

% Xronos tspan Kai Eisodos u. 

nH2in=4.5e-6; 

nO2in=4.5e-6; 

u=nH2in+nO2in; 

tspan = [0 0.05*450000]; 

%Arxikopoiisi 

y=[y1 y2]; 

if abs((y0(1)-y(i,1))^2+(y0(2)-y(i,2))^2)<0.5 

options = odeset('Mass',M,'MassSingular','yes','RelTol',1e-13,... 

                 'AbsTol',[1e-16 1e-16],'Refine',100); 

              

[t,y] = ode15s(@ftemp,tspan,y0,options,u); 

  

fprintf('Gia Arxiki Sinthiki (aw(t),i(t)) %6.4f %6.4f.\n',y0(1),y0(2)) 

fprintf('Teliki Lisi ODE13s %6.4f %6.4f.\n',y(end,1),y(end,2)) 

  

    y1(i)=y(end,1); 

    y2(i)=y(end,2); 

else 

%Mia Kali Arxiki Ektimisi y0 

tspan = [0 1]; 

options = odeset('Mass',M);  

  

[tdae ydae] = ode15s(@ftemp,tspan,y0,options,u); 

   

%Treksimo Gia Initial Guess y0 Tin Prokiptousa Prwti Epanalipsi Tis Genikis ODE15s 

y0=[ydae(1,1);ydae(1,2)]; 

tspan = [0 0.05*450000]; 

options = odeset('Mass',M,'MassSingular','yes','RelTol',1e-13,... 

                 'AbsTol',[1e-16 1e-16],'Refine',100); 

              

[t,y] = ode15s(@ftemp,tspan,y0,options,u); 

  

fprintf('Gia Beltiwmeni Arxiki Sinthiki (aw(t),i(t)) %6.4f %6.4f.\n',y0(1),y0(2)) 

fprintf('Teliki Lisi ODE15s %6.4f %6.4f.\n',y(end,1),y(end,2)) 

  

    y1(i)=y(end,1); 

    y2(i)=y(end,2); 

end 

end 
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y_sol=[y1;y2]; 

 

pame.m 

%Perioxi Pou Sigklinei Stin Timi (0.0001,0.0002) 

aw1=0.01:0.02:0.07;  

aw2=0.071:0.0035:0.078; 

aw3=0.079:0.0005:0.08; 

%Perioxi Pou Sigklinei Stin Timi (0.9617,0.9211) 

aw4=0.1:0.05:0.55; 

aw5=0.555:0.001:0.558; 

aw6=0.61:0.02:0.63; 

aw7=0.65:0.05:0.95; 

aw8=0.955:0.0005:0.9555; 

aw=[aw1 aw2 aw3 aw4 aw5 aw6 aw7 aw8]; 

l=length(aw); 

cur=ones(1,l)*0.5; 

y1=zeros(l,1); 

y2=zeros(l,1); 

for i=1:l 

    clf 

% Initial condition for aw and a guess for i. 

    y0=[aw(i);cur(i)]; 

% A constant, singular mass matrix 

M = diag([1 0]); 

RL=0.8; 

% Xronos tspan Kai Eisodos u. 

nH2in=4.5e-6; 

nO2in=4.5e-6; 

u=nH2in+nO2in; 

tspan = [0 0.05*450000]; 

  

options = odeset('Mass',M,'MassSingular','yes','RelTol',1e-13,... 

                 'AbsTol',[1e-16 1e-16],'Refine',100); 

              

[t,y] = ode15s(@ftemp,tspan,y0,options,u); 

  

fprintf('Gia Arxiki Sinthiki (aw(t),i(t)): %6.4f %6.4f.\n',y0(1),y0(2)) 

fprintf('Teliki Lisi ODE15s: %6.4f %6.4f.\n',y(end,1),y(end,2)) 

  

    y1(i)=y(end,1); 

    y2(i)=y(end,2); 

     

    plot(t/100,y(:,2)) 

    ylabel('i(t)'); 

    xlabel('Time(s)'); 

    title('Time integration of x2(t)=i(t) using ODE15s Solver'); 

    pause 

end 

 

ftemp.m 

function out = ftemp(t,y,u) 

% 

%y(1)=aw 

%y(2)=i(aw) 

%nH2in=4.5e-6; 

%nO2in=4.5e-6; 

%Sinolika Moles Eisagwmenwn Antidrwntwn u=nH2in+nO2in 

%u=9.75142605230232e-006; 

%RL Ekswteriki Antistasi Kai Thermokrasia T 

RL=0.8; 

T=365; 

%Constants 

F=96487; 

R=0.082059; 

%1st-Scale Equation Quantities 

%VA, VC Anode And Cathode Volumes Of Gas, NSO3 Sulfade Acid Groups In 

%Membrane And Pw0 Water Vapor Pressure At T 

VA=2.0e-4; VC=VA;  

NSO3=4.5454e-4; 

Pw0=0.01*exp(16.26-(3799.89)/(T-273.15+226.35)); 

%RM Antistasi PEMFC Membranis 

mu=76; c0=0.01; w=0.07; xc=0.08; 

RM=0.008466*(10^7*exp(-14*y(1)^0.2)-c0-exp(-2*((y(1)-xc)/w).^2)*mu/(w*sqrt(pi/2))); 

%Lamb Membrane Water Content  
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lamb=14.9-44.7*2*y(1)+3*70.0*y(1)^2-4*26.5*y(1)^3-5*0.446*y(1)^4; 

%V Efarmozomeni Tasi PEMFC 

%V-Parametres  

%Limit Values 

kA = 0.572; 

kc = 0.0572; 

A = 1.5e-4; 

V0 = 1.23; 

VT = 0.15; 

I0 = 0.12; 

V= V0 - VT*log(1+(y(2)/I0))+ 2.15389e-5*T*log(y(1)^(-2)*(1-y(1)*Pw0-y(2)/(2*F*kA*A))^2 

* (1-y(1)*Pw0- y(2)/(4*F*kc*A))); 

%Water In Membrane+Water In Gas Phase 

lhs=NSO3*lamb+(VA+VC)*Pw0/(R*T); 

%out=[(daw/dt);i(aw)-y(2)] 

out = [ (1/lhs)*( y(2)/(2*F) - (u- (y(2)/(4*F)))*y(1)*Pw0) ; 

         (V/(RM+RL))-y(2) ]; 

 

plot_i_aw.m 

%To diagramma i-aw me simeia tis prwtes epanilipseis tou aplou ODE15s 

%epiliti 

aw=[0.0100 

0.0300 

0.0500 

0.0700 

0.0900 

... 

0.9000 

0.9100 

0.9200 

0.9300 

]; 

i=[0.0040 

0.0158 

0.0359 

0.0730 

... 

0.9568 

0.9570 

0.9565 

0.9551 

]; 

  

plot(aw,i,'r*') 

title('Dependance i=i(aw) Using ODE15s MATLAB Solver For DAE') 

xlabel('Membrane Water Activity, aw') 

ylabel('Water Production/Removal, i=i(aw) (mA/cm^2)') 

hold on 

a=[0 1]; 

b=[0 1]; 

plot(a,b,'--') 

hold off 

 

ode15s_init_point.m 

% A constant, singular mass matrix 

M = diag([1 0]); 

RL=0.8; 

% Initial condition for aw and a guess for i. 

y0 = [0.638; 0.9]; 

nH2in=4.5e-6; 

nO2in=4.5e-6; 

u=nH2in+nO2in; 

%tspan = [0 4500000]; 

tspan = [0 0.05*450000]; 

  

  

options = odeset('Mass',M,'MassSingular','yes','RelTol',1e-13,... 

                 'AbsTol',[1e-16 1e-16],'Refine',100); 

              

[t,y] = ode15s(@ftemp,tspan,y0,options,u); 

puis=RL*y(:,2).^2; 

  

%Xroniki Oloklirwsi Isxios P 

figure(1) 
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plot(t/100,puis) 

ylabel('P(t)'); 

xlabel('t(s)'); 

title('Time evolution after step perturbation (R_L = 0.80-0.01)'); 

%Xroniki Oloklirwsi Water Activity In The Membrane aw 

figure(2) 

plot(t/100,y(:,1)) 

ylabel('aw(t)'); 

xlabel('t(s)'); 

title('Time evolution after step perturbation (R_L = 0.80-0.01)'); 

%Xroniki Oloklirwsi Reumatos aw 

figure(3) 

plot(t/100,y(:,2)) 

ylabel('i(t)'); 

xlabel('t(s)'); 

title('Time evolution after step perturbation (R_L = 0.80-0.01)'); 

  

  

fprintf('Teliki Lisi ODE15s %6.4f %6.4f.\n',y(end,1),y(end,2)) 

%Apothikeusi Telikwn Simeiwn aw Kai i Se Ena Dianisma-Arxiko Simeio Gia Tin 

%Epikeimeni Newton Methodo 

 x=[y(end,1);y(end,2)]; 

 0.80*y(end,2)^2; 

 

fun.m 

function out=fun(x1,x2) 

% 

u=10e-006; 

%Parametroi Sistimatos RL Ekswteriki Antistasi Kai Thermokrasia T 

RL=0.8; 

T=365; 

%Constants 

F=96487; 

R=0.082059; 

VA=2.0e-4; VC=VA;  

NSO3=4.5454e-4; 

Pw0=0.01*exp(16.26-(3799.89)/(T-273.15+226.35)); 

mu=76; c0=0.01; w=0.07; xc=0.08; 

RM=0.008466*(10^7*exp(-14*x1^0.2)-c0-exp(-2*((x1-xc)/w).^2)*mu/(w*sqrt(pi/2))); 

lamb=14.9-44.7*2*x1+3*70.0*x1^2-4*26.5*x1^3-5*0.446*x1^4; 

kA = 0.572; 

kc = 0.0572; 

A = 1.5e-4; 

V0 = 1.23; 

VT = 0.15; 

I0 = 0.12; 

V= V0-VT*log(1+(x2/I0))+2.15389e-5*T*... 

   log(x1^(-2)*(1-x1*Pw0-x2/(2*F*kA*A))^2*(1-x1*Pw0-x2/(4*F*kc*A))); 

lhs=NSO3*lamb+(VA+VC)*Pw0/(R*T); 

f1=(1/lhs)*(x2/(2*F)-(u-(x2/(4*F)))*x1*Pw0); 

f2=(V/(RM+RL))-x2; 

out=[f1;f2]; 

 

newton.m 

%Methodos Newton-Raphson Gia Tin Epilisi Tou Mi Grammikou Montelou PEMFC  

% 

%Initial Values 

x=[0.86;0.94]; 

%Arxikopoiisi Broxou 

k=0; 

tol=1; 

%Broxos 

while tol>1e-12 

    x1=x(1); 

    x2=x(2); 

    f=fun(x1,x2) 

    J=jac(x1,x2) 

     

    if det(J)==0 

        disp('H Iakwbiani Tou Sistimatos Einai Mi Antistrepsimos Pinakas') 

    else 

    dx=-inv(J)*f; 

    %Akolouthia Newn Simeiwn Methodou Newton-Raphson 

    disp('-----------------------------------------------') 

    disp('Akolouthia Newn Simeiwn Methodou Newton-Raphson') 
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    x=x+dx 

    %Sfalma Stin Lisi (x1,x2) 

    disp('-----------------------------------------------') 

    disp('Sfalma Stin Lisi (x1,x2)') 

    tol=norm(dx) 

    disp('-----------------------------------------------') 

    %Arithmos Epanalipsis k 

    disp('Arithmos Epanalipsis k') 

    k=k+1 

    disp('-----------------------------------------------') 

    end 

   pause 

end 

%Teliki Lisi Steady Points (sol1,sol2) 

    disp('-----------------------------------------------') 

    disp('-----------------------------------------------') 

    disp('Teliki Lisi Steady Points (sol1,sol2)') 

sol1=x(1) 

sol2=x(2) 

 

jac.m 

function out=jac(x1,x2) 

% 

u=10e-006; 

%Parametroi Sistimatos RL Ekswteriki Antistasi Kai Thermokrasia T 

RL=0.8; 

T=365; 

%Constants 

F=96487; 

R=0.082059; 

VA=2.0e-4; VC=VA;  

NSO3=4.5454e-4; 

Pw0=0.01*exp(16.26-(3799.89)/(T-273.15+226.35)); 

mu=76; c0=0.01; w=0.07; xc=0.08; 

RM=0.008466*(10^7*exp(-14*x1^0.2)-c0-exp(-2*((x1-xc)/w)^2)*mu/(w*sqrt(pi/2))); 

%Dif Of RM=RM(x1) 

RM_x1=0.008466*((4*mu/(sqrt(pi/2)*w^3))*(x1-xc)*exp(-2*((x1-xc)/w)^2)-2.8e+7*x1^(-

0.8)*exp(-14*x1^(0.2))); 

lamb=14.9-44.7*2*x1+3*70.0*x1^2-4*26.5*x1^3-5*0.446*x1^4; 

kA = 0.572; 

kc = 0.0572; 

A = 1.5e-4; 

V0 = 1.23; 

VT = 0.15; 

I0 = 0.12; 

V= V0-VT*log(1+(x2/I0))+2.15389e-5*T*... 

   log(x1^(-2)*(1-x1*Pw0-x2/(2*F*kA*A))^2*(1-x1*Pw0-x2/(4*F*kc*A))); 

%Partial Dif Of V=V(x1,x2) 

V_x1=-2.15389e-5*T*((2*Pw0/(1-x1*Pw0-x2/(2*F*kA*A)))+(Pw0/(1-x1*Pw0-

x2/(4*F*kc*A)))+2/x1); 

V_x2=-((VT/(I0+x2))+2.15389e-5*(T/(4*F*A))*... 

     ((4/(kA*(1-x1*Pw0-x2/(2*F*kA*A))))+(1/(kc*(1-x1*Pw0-x2/(4*F*kc*A)))))); 

% 

lhs=NSO3*lamb+(VA+VC)*Pw0/(R*T); 

%Dif Of lhs=lhs(x1) 

lhs_x1=NSO3*(-89.4+420*x1-318*x1^2-8.92*x1^3); 

% 

J11=-((x2/(2*F))*(lhs_x1/(lhs^2))+Pw0*(u-x2/(4*F))*((lhs-x1*lhs_x1)/(lhs^2))); 

J12=(1/(2*F*lhs))*(1+Pw0*x1/2); 

J21=(V_x1*(RM+RL)-V*RM_x1)/(RM+RL)^2; 

J22=(V_x2/(RM+RL))-1; 

out=[J11 J12;J21 J22]; 

 

ip.m 

function out=jac(x1,x2) 

% 

u=10e-006; 

%Parametroi Sistimatos RL Ekswteriki Antistasi Kai Thermokrasia T 

RL=0.8; 

T=365; 

%Constants 

F=96487; 

R=0.082059; 

VA=2.0e-4; VC=VA;  
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NSO3=4.5454e-4; 

Pw0=0.01*exp(16.26-(3799.89)/(T-273.15+226.35)); 

mu=76; c0=0.01; w=0.07; xc=0.08; 

RM=0.008466*(10^7*exp(-14*x1^0.2)-c0-exp(-2*((x1-xc)/w)^2)*mu/(w*sqrt(pi/2))); 

%Dif Of RM=RM(x1) 

RM_x1=0.008466*((4*mu/(sqrt(pi/2)*w^3))*(x1-xc)*exp(-2*((x1-xc)/w)^2)-2.8e+7*x1^(-

0.8)*exp(-14*x1^(0.2))); 

lamb=14.9-44.7*2*x1+3*70.0*x1^2-4*26.5*x1^3-5*0.446*x1^4; 

kA = 0.572; 

kc = 0.0572; 

A = 1.5e-4; 

V0 = 1.23; 

VT = 0.15; 

I0 = 0.12; 

V= V0-VT*log(1+(x2/I0))+2.15389e-5*T*... 

   log(x1^(-2)*(1-x1*Pw0-x2/(2*F*kA*A))^2*(1-x1*Pw0-x2/(4*F*kc*A))); 

%Partial Dif Of V=V(x1,x2) 

V_x1=-2.15389e-5*T*((2*Pw0/(1-x1*Pw0-x2/(2*F*kA*A)))+(Pw0/(1-x1*Pw0-

x2/(4*F*kc*A)))+2/x1); 

V_x2=-((VT/(I0+x2))+2.15389e-5*(T/(4*F*A))*... 

     ((4/(kA*(1-x1*Pw0-x2/(2*F*kA*A))))+(1/(kc*(1-x1*Pw0-x2/(4*F*kc*A)))))); 

% 

lhs=NSO3*lamb+(VA+VC)*Pw0/(R*T); 

%Dif Of lhs=lhs(x1) 

lhs_x1=NSO3*(-89.4+420*x1-318*x1^2-8.92*x1^3); 

% 

J11=-((x2/(2*F))*(lhs_x1/(lhs^2))+Pw0*(u-x2/(4*F))*((lhs-x1*lhs_x1)/(lhs^2))); 

J12=(1/(2*F*lhs))*(1+Pw0*x1/2); 

J21=(V_x1*(RM+RL)-V*RM_x1)/(RM+RL)^2; 

J22=(V_x2/(RM+RL))-1; 

out=[J11 J12;J21 J22]; 

 

ftemp.m 

function out = ftemp(t,y,u) 

% 

%y(1)=aw 

%y(2)=i(aw) 

%nH2in=5.45e-6; 

%nO2in=5.45e-6; 

%Sinolika Moles Eisagwmenwn Antidrwntwn u=nH2in+nO2in 

%RL Ekswteriki Antistasi Kai Thermokrasia T 

RL=3.01; 

T=332; 

%Constants 

F=96487; 

R=0.082059; 

%1st-Scale Equation Quantities 

%VA, VC Anode And Cathode Volumes Of Gas, NSO3 Sulfade Acid Groups In 

%Membrane And Pw0 Water Vapor Pressure At T 

VA=2.0e-4; VC=VA;  

NSO3=4.5454e-4; 

Pw0=0.01*exp(16.26-(3799.89)/(T-273.15+226.35)); 

%RM Antistasi PEMFC Membranis 

mu=76; c0=0.01; w=0.07; xc=0.08; 

RM=0.008466*(10^7*exp(-14*y(1)^0.2)-c0-exp(-2*((y(1)-xc)/w).^2)*mu/(w*sqrt(pi/2))); 

%Lamb Membrane Water Content  

lamb=14.9-44.7*2*y(1)+3*70.0*y(1)^2-4*26.5*y(1)^3-5*0.446*y(1)^4; 

%V Efarmozomeni Tasi PEMFC 

%V-Parametres  

%Limit Values 

kA = 0.572; 

kc = 0.0572; 

A = 1.5e-4; 

V0 = 1.23; 

VT = 0.15; 

I0 = 0.12; 

V=V0-VT*log(1+(y(2)/I0))+2.15389e-5*T*log(y(1)^(-2)*(1-y(1)*Pw0-y(2)/(2*F*kA*A))^2*(1-

y(1)*Pw0-y(2)/(4*F*kc*A))); 

%Water In Membrane+Water In Gas Phase 

lhs=NSO3*lamb+(VA+VC)*Pw0/(R*T); 

%out=[(daw/dt);i(aw)-y(2)] 

out = [(1/lhs)*(y(2)/(2*F)-(u-(y(2)/(4*F)))*y(1)*Pw0); 

       (V/(RM+RL))-y(2)]; 
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falgebraic.m 

function out = ftemp(t,y,u) 

% 

%y(1)=aw 

%y(2)=i(aw) 

%nH2in=5.45e-6; 

%nO2in=5.45e-6; 

%Sinolika Moles Eisagwmenwn Antidrwntwn u=nH2in+nO2in 

%RL Ekswteriki Antistasi Kai Thermokrasia T 

RL=3.01; 

T=332; 

%Constants 

F=96487; 

R=0.082059; 

%1st-Scale Equation Quantities 

%VA, VC Anode And Cathode Volumes Of Gas, NSO3 Sulfade Acid Groups In 

%Membrane And Pw0 Water Vapor Pressure At T 

VA=2.0e-4; VC=VA;  

NSO3=4.5454e-4; 

Pw0=0.01*exp(16.26-(3799.89)/(T-273.15+226.35)); 

%RM Antistasi PEMFC Membranis 

mu=76; c0=0.01; w=0.07; xc=0.08; 

RM=0.008466*(10^7*exp(-14*y(1)^0.2)-c0-exp(-2*((y(1)-xc)/w).^2)*mu/(w*sqrt(pi/2))); 

%Lamb Membrane Water Content  

lamb=14.9-44.7*2*y(1)+3*70.0*y(1)^2-4*26.5*y(1)^3-5*0.446*y(1)^4; 

%V Efarmozomeni Tasi PEMFC 

%V-Parametres  

%Limit Values 

kA = 0.572; 

kc = 0.0572; 

A = 1.5e-4; 

V0 = 1.23; 

VT = 0.15; 

I0 = 0.12; 

V=V0-VT*log(1+(y(2)/I0))+2.15389e-5*T*log(y(1)^(-2)*(1-y(1)*Pw0-y(2)/(2*F*kA*A))^2*(1-

y(1)*Pw0-y(2)/(4*F*kc*A))); 

%Water In Membrane+Water In Gas Phase 

lhs=NSO3*lamb+(VA+VC)*Pw0/(R*T); 

%out=[(daw/dt);i(aw)-y(2)] 

out = [(1/lhs)*(y(2)/(2*F)-(u-(y(2)/(4*F)))*y(1)*Pw0); 

       (V/(RM+RL))-y(2)]; 

 

jalgebraic.m 

function out = jalgebraic(y,u,T,RL) 

% 

%nH2in=5.45e-6; 

%nO2in=5.45e-6; 

%u=nH2in+nO2in; 

%RL0=3.00; 

%T=322; 

scale=20; 

kA = 0.572; 

kc = 0.0572; 

A = 1.5e-4; 

V0 = 1.23; 

VT = 0.15; 

I0 = 0.12; 

F=96487;  

R=0.082059; 

VA=2.0e-4; VC=VA; 

NSO3=4.5454e-4; 

mu=76; c0=0.01; w=0.07; xc=0.08; 

% 

x1=y(1); 

x2=y(2); 

J11=-1/(NSO3*(149/10-447/5*x1+210*x1^2-106*x1^3-

223/100*x1^4)+1/100*(VA+VC)*exp(813/50-8356046478539489/2199023255552/(T-

234/5))/R/T)^2*... 

    (1/2*x2/F-1/100*(u-1/4*x2/F)*x1*exp(813/50-8356046478539489/2199023255552/(T-

234/5)))*... 

    NSO3*(-447/5+420*x1-318*x1^2-223/25*x1^3)-1/100/... 

    (NSO3*(149/10-447/5*x1+210*x1^2-106*x1^3-223/100*x1^4)+1/100*(VA+VC)*exp(813/50-

8356046478539489/2199023255552/(T-234/5))/R/T)*... 

    (u-1/4*x2/F)*exp(813/50-8356046478539489/2199023255552/(T-234/5)); 

J12=1/(NSO3*(149/10-447/5*x1+210*x1^2-106*x1^3-223/100*x1^4)+1/100*(VA+VC)*exp(813/50-

8356046478539489/2199023255552/(T-234/5))/R/T)*... 

    (1/2/F+1/400/F*x1*exp(813/50-8356046478539489/2199023255552/(T-234/5))); 
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J13=0; 

J21=6357161214867563/295147905179352825856*T*(-2/x1^3*(1-1/100*x1*exp(813/50-

8356046478539489/2199023255552/(T-234/5))-1/2*x2/F/kA/A)^2*... 

    (1-1/100*x1*exp(813/50-8356046478539489/2199023255552/(T-234/5))-1/4*x2/F/kc/A)-

... 

    1/50/x1^2*(1-1/100*x1*exp(813/50-8356046478539489/2199023255552/(T-234/5))-

1/2*x2/F/kA/A)*... 

    (1-1/100*x1*exp(813/50-8356046478539489/2199023255552/(T-234/5))-

1/4*x2/F/kc/A)*... 

    exp(813/50-8356046478539489/2199023255552/(T-234/5))-1/100/x1^2*... 

    (1-1/100*x1*exp(813/50-8356046478539489/2199023255552/(T-234/5))-

1/2*x2/F/kA/A)^2*... 

    exp(813/50-8356046478539489/2199023255552/(T-234/5)))*x1^2/(1-1/100*x1*exp(813/50-

8356046478539489/2199023255552/(T-234/5))-1/2*x2/F/kA/A)^2/... 

    (1-1/100*x1*exp(813/50-8356046478539489/2199023255552/(T-234/5))-

1/4*x2/F/kc/A)/... 

    (381274744453186171875/4503599627370496*exp(-14*x1^(1/5))-

4880316729000783/576460752303423488*c0-1626772243000261/240828803489803136*exp(-2*(x1-

xc)^2/w^2)*mu/w+RL)-... 

    (V0-VT*log(1+x2/I0)+6357161214867563/295147905179352825856*T*log(1/x1^2*(1-

1/100*x1*exp(813/50-8356046478539489/2199023255552/(T-234/5))-1/2*x2/F/kA/A)^2*(1-

1/100*x1*exp(813/50-8356046478539489/2199023255552/(T-234/5))-1/4*x2/F/kc/A)))/... 

    (381274744453186171875/4503599627370496*exp(-14*x1^(1/5))-

4880316729000783/576460752303423488*c0-1626772243000261/240828803489803136*exp(-2*(x1-

xc)^2/w^2)*mu/w+RL)^2*... 

    (-533784642234460640625/2251799813685248/x1^(4/5)*exp(-

14*x1^(1/5))+1626772243000261/60207200872450784*(x1-xc)/w^3*exp(-2*(x1-xc)^2/w^2)*mu); 

J22=(-VT/I0/(1+x2/I0)+6357161214867563/295147905179352825856*T*(-1/x1^2*(1-

1/100*x1*... 

    exp(813/50-8356046478539489/2199023255552/(T-234/5))-1/2*x2/F/kA/A)*... 

    (1-1/100*x1*exp(813/50-8356046478539489/2199023255552/(T-234/5))-

1/4*x2/F/kc/A)/... 

    F/kA/A-1/4/x1^2*(1-1/100*x1*exp(813/50-8356046478539489/2199023255552/(T-234/5))-

1/2*x2/F/kA/A)^2/... 

    F/kc/A)*x1^2/(1-1/100*x1*exp(813/50-8356046478539489/2199023255552/(T-234/5))-

1/2*x2/F/kA/A)^2/... 

    (1-1/100*x1*exp(813/50-8356046478539489/2199023255552/(T-234/5))-

1/4*x2/F/kc/A))/... 

    (381274744453186171875/4503599627370496*exp(-14*x1^(1/5))-

4880316729000783/576460752303423488*c0-1626772243000261/240828803489803136*exp(-2*(x1-

xc)^2/w^2)*mu/w+RL)-1; 

J23=-((scale)*(V0-VT*log(1+(x2/I0))+2.15389e-5*T*log(x1^(-2)*(1-x1*(0.01*exp(16.26-

(3799.89)/(T-273.15+226.35)))-x2/(2*F*kA*A))^2*(1-x1*(0.01*exp(16.26-(3799.89)/(T-

273.15+226.35)))-x2/(4*F*kc*A)))))/... 

    ((0.008466*(10^7*exp(-14*x1^0.2)-c0-exp(-2*((x1-

xc)/w)^2)*mu/(w*sqrt(pi/2))))+RL)^2; 

J=[J11 J12 J13;J21 J22 J23]; 

% 

out = J; 

 

j_newton.m 

%RL-Parametrical Bifurcation Diagram 

%Ipologismos Stoixeiwn Jij Tis Jacobian Mesw Tou Ergaleiou Simbolikwn 

%Ipologismwn syms Tou MATLAB 

% 

%Ipologismos J11 J12 Stoixeiwn  

clear all 

syms 

syms x1 T 

lamb=14.9-44.7*2*x1+3*70.0*x1^2-4*26.5*x1^3-5*0.446*x1^4; 

Pw0=0.01*exp(16.26-(3799.89)/(T-273.15+226.35)); 

syms NSO3 VA VC R  

lhs=NSO3*lamb+(VA+VC)*Pw0/(R*T); 

syms x2 F u RL 

f1=(1/lhs)*(x2/(2*F)-(u-x2/(4*F))*x1*Pw0); 

df1x1=diff(f1,x1) 

df1x2=diff(f1,x2) 

df1RL=diff(f1,RL) 

%Ipologismos J21 J22 Stoixeiwn  

clear all 

syms 

syms V0 VT I0 x1 x2 T F kA kc A 

Pw0=0.01*exp(16.26-(3799.89)/(T-273.15+226.35)); 

V=V0-VT*log(1+(x2/I0))+2.15389e-5*T*log(x1^(-2)*(1-x1*Pw0- x2/(2*F*kA*A))^2*(1-x1*Pw0-

x2/(4*F*kc*A))); 

syms c0 mu xc w 

RM=0.008466*(10^7*exp(-14*x1^0.2)-c0-exp(-2*((x1-xc)/w).^2)*mu/(w*sqrt(pi/2))); 

syms RL 
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f2=(V/(RM+RL))-x2; 

df2x1=diff(f2,x1) 

df2x2=diff(f2,x2) 

df2RL=diff(f2,RL) 

 

arc_anal.m 

% Anw Grafima 

% Initial condition for aw and a guess for i. 

scale=20; 

T=332; 

RL0=3.0/scale; 

y0=[0.909850365449660;0.332224206944373]; 

RL1=3.01/scale; 

y1=[0.906789061844512;0.331194400263813]; 

ds1=sqrt(sum((y1-y0).^2)+((RL1-RL0)^2)) 

% 

% 

RL=2*RL1-RL0; 

nH2in=5.45e-6; 

nO2in=5.45e-6; 

u=nH2in+nO2in; 

%u=10.9e-006; 

% 

ksave=0; 

y=[0;0]; 

while scale*RL<30 && RL>=0 && y(1)<=1 

tol=1; 

% 

y=2*y1-y0; 

RL=2*RL1-RL0; 

%Sintelestes x0' Kai RL0' Stin Eksiswsi Iperepipedou N 

alpha=(y1-y0)/ds1; 

bhta=(RL1-RL0)/ds1; 

% 

while tol>1e-12 

    %f11 f21 Stoixeia 

    f=falgebraic(y,u,T,scale*RL); 

    %Eksiswsi Iperepipedou N Kai Newton Tipos 

    N=alpha'*(y-y1)+bhta*(RL-RL1)-ds1; 

    fun=[f;N]; 

    % 

    %J11, J21, J13, J21, J22, J23 Stoixeia 

    J=jalgebraic(y,u,T,scale*RL); 

    %Emploutismos Me J31, J32, J33 Stoixeia 

    Jac=[J;alpha' bhta]; 

dy=-Jac\fun; 

% 

y=y+dy(1:2); 

RL=RL+dy(3); 

% 

tol=norm(dy); 

% 

end 

% 

% figure(1) 

% plot(scale*RL0,y0(1),'*') 

% xlim([0,1.6]) 

% ylim([0,0.95]) 

% xlabel('RL') 

% ylabel('aw') 

% title('Bifurcation Diagram (RL,aw*) For T=332 K') 

% hold on 

% 

figure(1) 

plot(scale*RL,y(2),'*') 

xlim([0,32]) 

ylim([0,0.1]) 

xlabel('RL') 

ylabel('i') 

title('Bifurcation Diagram (RL*,i*) For T=332 K / Analytical Calculated Jacobian 

Matrix') 

hold on 

% 

ksave=ksave+1; 

ysave1(ksave,:)=y'; 

RLsave1(ksave)=RL; 

[ksave y' scale*RL] 

%Anathesi Newn Timwn 
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y0=y1; 

y1=y; 

RL0=RL1; 

RL1=RL; 

%scale=scale*RL0/y0(1); 

end 

  

% Katw Grafima 

% Initial condition for aw and a guess for i. 

RL0=32.1/scale; 

y0=[0.003296266400130;0.001301878177320]; 

RL1=32.0/scale; 

y1=[0.003309225715281;0.001306374897250]; 

ds2=sqrt(sum((y1-y0).^2)+((RL1-RL0)^2)) 

% 

% 

RL=2*RL1-RL0; 

lsave=0; 

while scale*RL<32 && RL>=0 

tol=1; 

% 

y=2*y1-y0; 

RL=2*RL1-RL0; 

%Sintelestes x0' Kai RL0' Stin Eksiswsi Iperepipedou N 

alpha=(y1-y0)/ds2; 

bhta=(RL1-RL0)/ds2; 

% 

while tol>1e-12 

    %f11 f21 Stoixeia 

    f=falgebraic(y,u,T,scale*RL); 

    %Eksiswsi Iperepipedou N Kai Newton Tipos 

    N=alpha'*(y-y1)+bhta*(RL-RL1)-ds2; 

    fun=[f;N]; 

    % 

    %J11, J21, J13, J21, J22, J23 Stoixeia 

    J=jalgebraic(y,u,T,scale*RL); 

    %Emploutismos Me J31, J32, J33 Stoixeia 

    Jac=[J;alpha' bhta]; 

dy=-Jac\fun; 

% 

y=y+dy(1:2); 

RL=RL+dy(3); 

% 

tol=norm(dy); 

% 

end 

% 

figure(1) 

plot(scale*RL,y(2),'*') 

xlim([0,32]) 

ylim([0,0.1]) 

xlabel('RL') 

ylabel('i') 

title('Bifurcation Diagram (RL*,i*) For T=332 K / Analytical Calculated Jacobian 

Matrix') 

hold on 

% 

lsave=lsave+1; 

ysave2in(lsave,:)=y'; 

RLsave2in(lsave)=RL; 

[lsave y' scale*RL] 

%Anathesi Newn Timwn 

y0=y1; 

y1=y; 

RL0=RL1; 

RL1=RL; 

%scale=scale*RL0/y0(1); 

end 

% Inversal Of The Pairs Of Points (RL*, y*) For The Lower Curve 

ysave2=zeros(lsave,2); 

RLsave2=zeros(lsave,1); 

for i=1:lsave 

    ysave2(i,:)=ysave2in(lsave+1-i,:); 

    RLsave2(i)=RLsave2in(lsave+1-i); 

end 

% 

% List Of Points Of The Whole Bifurcation Diagram 

ysave=[ysave1;ysave2]; 

RLsave=[RLsave1';RLsave2]; 
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arc_fin.m 

% Anw Grafima 

% Initial condition for aw and a guess for i. 

scale=20; 

T=332; 

RL0=3.0/scale; 

y0=[0.909850365449660;0.332224206944373]; 

RL1=3.01/scale; 

y1=[0.906789061844512;0.331194400263813]; 

ds1=sqrt(sum((y1-y0).^2)+((RL1-RL0)^2)) 

% 

% 

RL=2*RL1-RL0; 

nH2in=5.45e-6; 

nO2in=5.45e-6; 

u=nH2in+nO2in; 

%u=10.9e-006; 

% 

ksave=0; 

y=[0;0]; 

while scale*RL<30 && RL>=0 && y(1)<=1 

tol=1; 

% 

y=2*y1-y0; 

RL=2*RL1-RL0; 

%Sintelestes x0' Kai RL0' Stin Eksiswsi Iperepipedou N 

alpha=(y1-y0)/ds1; 

bhta=(RL1-RL0)/ds1; 

% 

while tol>1e-12 

    %f11 f21 Stoixeia 

    f=falgebraic(y,u,T,scale*RL); 

    %Eksiswsi Iperepipedou N Kai Newton Tipos 

    N=alpha'*(y-y1)+bhta*(RL-RL1)-ds1; 

    fun=[f;N]; 

    % 

    %J11, J21, J13, J21, J22, J23 Stoixeia 

    J=jalgebraic(y,u,T,scale*RL); 

    %Emploutismos Me J31, J32, J33 Stoixeia 

    Jac=[J;alpha' bhta]; 

dy=-Jac\fun; 

% 

y=y+dy(1:2); 

RL=RL+dy(3); 

% 

tol=norm(dy); 

% 

end 

% 

% figure(1) 

% plot(scale*RL0,y0(1),'*') 

% xlim([0,1.6]) 

% ylim([0,0.95]) 

% xlabel('RL') 

% ylabel('aw') 

% title('Bifurcation Diagram (RL,aw*) For T=332 K') 

% hold on 

% 

figure(1) 

plot(scale*RL,y(2),'*') 

xlim([0,32]) 

ylim([0,0.1]) 

xlabel('RL') 

ylabel('i') 

title('Bifurcation Diagram (RL*,i*) For T=332 K / Analytical Calculated Jacobian 

Matrix') 

hold on 

% 

ksave=ksave+1; 

ysave1(ksave,:)=y'; 

RLsave1(ksave)=RL; 

[ksave y' scale*RL] 

%Anathesi Newn Timwn 

y0=y1; 

y1=y; 

RL0=RL1; 

RL1=RL; 

%scale=scale*RL0/y0(1); 

end 
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% Katw Grafima 

% Initial condition for aw and a guess for i. 

RL0=32.1/scale; 

y0=[0.003296266400130;0.001301878177320]; 

RL1=32.0/scale; 

y1=[0.003309225715281;0.001306374897250]; 

ds2=sqrt(sum((y1-y0).^2)+((RL1-RL0)^2)) 

% 

% 

RL=2*RL1-RL0; 

lsave=0; 

while scale*RL<32 && RL>=0 

tol=1; 

% 

y=2*y1-y0; 

RL=2*RL1-RL0; 

%Sintelestes x0' Kai RL0' Stin Eksiswsi Iperepipedou N 

alpha=(y1-y0)/ds2; 

bhta=(RL1-RL0)/ds2; 

% 

while tol>1e-12 

    %f11 f21 Stoixeia 

    f=falgebraic(y,u,T,scale*RL); 

    %Eksiswsi Iperepipedou N Kai Newton Tipos 

    N=alpha'*(y-y1)+bhta*(RL-RL1)-ds2; 

    fun=[f;N]; 

    % 

    %J11, J21, J13, J21, J22, J23 Stoixeia 

    J=jalgebraic(y,u,T,scale*RL); 

    %Emploutismos Me J31, J32, J33 Stoixeia 

    Jac=[J;alpha' bhta]; 

dy=-Jac\fun; 

% 

y=y+dy(1:2); 

RL=RL+dy(3); 

% 

tol=norm(dy); 

% 

end 

% 

figure(1) 

plot(scale*RL,y(2),'*') 

xlim([0,32]) 

ylim([0,0.1]) 

xlabel('RL') 

ylabel('i') 

title('Bifurcation Diagram (RL*,i*) For T=332 K / Analytical Calculated Jacobian 

Matrix') 

hold on 

% 

lsave=lsave+1; 

ysave2in(lsave,:)=y'; 

RLsave2in(lsave)=RL; 

[lsave y' scale*RL] 

%Anathesi Newn Timwn 

y0=y1; 

y1=y; 

RL0=RL1; 

RL1=RL; 

%scale=scale*RL0/y0(1); 

end 

% Inversal Of The Pairs Of Points (RL*, y*) For The Lower Curve 

ysave2=zeros(lsave,2); 

RLsave2=zeros(lsave,1); 

for i=1:lsave 

    ysave2(i,:)=ysave2in(lsave+1-i,:); 

    RLsave2(i)=RLsave2in(lsave+1-i); 

end 

% 

% List Of Points Of The Whole Bifurcation Diagram 

ysave=[ysave1;ysave2]; 

RLsave=[RLsave1';RLsave2]; 

 

bif_diag.m 

% RL-Parametrical Bifurcation Diagram (RL*,i*) / Analytical Jacobian  

% T=332 K / RL0=3.00 Ω 

% 

ystable1=[ 
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   0.100443848506121   9.587655307294780 

   0.099784487622969   9.641326897406573 

   0.099129623668073   9.695181604579862 

   0.098479248846899   9.749217140094821 

   0.097833356191636   9.803431124036685 

   0.097191937065566   9.857821303516904 

   0.096554983831484   9.912385340658426 

   0.095922487411730   9.967121032599405 

   0.095294439942352  10.022026098470583 

   0.094670832391041  10.077098401162896 

   ..................................... 

   0.026315390746884  29.416820545771017 

   0.025845933576759  29.476928696465961 

   0.025326180499817  29.535801984410423 

   0.024739582814828  29.592805694016157 

   0.024059377674622  29.646724130438212 

   0.023238925211234  29.694878411251679 

   0.022194998610573  29.730218390873191 

   0.020870548852598  29.733784504669934 

   ]; 

% 

yunstable=[ 

   0.019763742529190  29.700306951430232 

   0.018952538583524  29.652959065515674 

   0.018278129108036  29.597280421089810 

   0.017733451877238  29.540264198044753 

   0.017246976986426  29.479211436300645 

   0.016833820876377  29.419059548202636 

   0.016451234229210  29.355872499037737 

   0.016117298265606  29.294286382136324 

   ..................................... 

   0.003297037555645   0.487068257568115 

   0.003288529950001   0.422850909053921 

   0.003279706836202   0.356317315479515 

   0.003271181966119   0.292099973702160 

   0.003262339759857   0.225566387587274 

   0.003253795265257   0.161349053487312 

   0.003244931450045   0.094815475837618 

   0.003236364829856   0.030598150417476 

   ]; 

% 

  ystable2=[ 

   0.001808244968683   0.099890817283635 

   0.001803982868823   0.199895398378192 

   0.001799782711857   0.299891042164879 

   0.001795641786919   0.399895638272634 

   0.001791558973556   0.499891296391477 

   0.001787531771198   0.599895906195382 

   0.001783559215591   0.699891577411011 

   0.001779638990791   0.799896199750725 

   ..................................... 

   0.001283755398415  31.199996242607835 

   0.001282910532695  31.299992136007162 

   0.001282067742743  31.399996974472273 

   0.001281227168700  31.499992867978243 

   0.001280388649632  31.599997706549207 

   0.001279552325076  31.699993600160234 

   0.001278718035015  31.799998438835484 

   0.001277885918383  31.899994332550019 

   ]; 

  

%Branch Plotting 

box on 

hold all 

plot(ystable1(:,2),ystable1(:,1),'b'); 

plot(yunstable(:,2),yunstable(:,1),'r--'); 

plot(ystable2(:,2),ystable2(:,1),'b'); 

xlim([0,32]) 

ylim([0,0.1]) 

xlabel('RL') 

ylabel('i') 

title('Bifurcation Diagram (RL*,i*) For T=332 K / Analytical Calculated Jacobian 

Matrix') 

 

arc_anal_max.m 

% Max Power Grafima 

% Initial condition for aw and a guess for i. 
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scale=1e-5; 

T=335; 

RL=1.0; 

u0=30.96e-6/scale; 

y0=[0.611067092144265;0.741421177522491]; 

Pow0=RL*y0(2)^2; 

u1=30.90e-6/scale; 

y1=[0.613464648973249;0.742706871463643]; 

Pow1=RL*y1(2)^2; 

ds1=sqrt(sum((y1-y0).^2)+((u1-u0)^2)) 

% 

% 

u=2*u1-u0; 

% 

ksave=0; 

while scale*u<31e-6 && scale*u>=7.9e-6 

tol=1; 

% 

y=2*y1-y0; 

u=2*u1-u0; 

Pow=2*Pow1-Pow0; 

%Sintelestes x0' Kai u0' Stin Eksiswsi Iperepipedou N 

alpha=(y1-y0)/ds1; 

bhta=(u1-u0)/ds1; 

% 

while tol>1e-12 

    %f11 f21 Stoixeia 

    f=falgebraic(y,scale*u,T,RL); 

    %Eksiswsi Iperepipedou N Kai Newton Tipos 

    N=alpha'*(y-y1)+bhta*(u-u1)-ds1; 

    fun=[f;N]; 

    % 

    %J11, J21, J13, J21, J22, J23 Stoixeia 

    J=jalgebraic(y,scale*u,T,RL); 

    %Emploutismos Me J31, J32, J33 Stoixeia 

    Jac=[J;alpha' bhta]; 

dy=-Jac\fun; 

% 

y=y+dy(1:2); 

u=u+dy(3); 

Pow=RL*y(2)^2; 

% 

tol=norm(dy); 

% 

end 

% 

figure(1) 

plot(scale*u,RL*y(2)^2,'*') 

xlim([8e-6,24e-6]) 

ylim([0,1]) 

xlabel('u') 

ylabel('Power') 

title('Bifurcation Diagram (u*,Power*) For T=335 K / RL=1.0 Ω / Max Power Curve') 

hold on 

% 

ksave=ksave+1; 

Powsave1in(ksave)=Pow'; 

usave1in(ksave)=scale*u; 

[ksave y' Pow' scale*u] 

%Anathesi Newn Timwn 

y0=y1; 

y1=y; 

u0=u1; 

u1=u; 

Pow0=Pow1; 

Pow1=Pow; 

%scale=scale*u0/y0(1); 

end 

% Inversal Of The Pairs Of Points (u*, Power*) 

Powsave1=zeros(ksave,1); 

usave1=zeros(ksave,1); 

for i=1:ksave 

    Powsave1(i)=Powsave1in(ksave+1-i); 

    usave1(i)=usave1in(ksave+1-i); 

end 
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bif_diag_allow.m 

% U-Parametrical Bifurcation Diagram (u*,Power*) / Analytical Jacobian  

% T=335 K / RL=1.0 Ω 

% 

y_non_allowable=[ 

   0.699120681988987   0.000007990185091 

   0.701546258733386   0.000008014177797 

   0.703704064485013   0.000008036838513 

   0.705636183613828   0.000008058376416 

   0.707378949000234   0.000008078974701 

   0.708962629224940   0.000008098787716 

   ..................................... 

   0.723393631734339   0.000022131182102 

   0.722762503606712   0.000022187618674 

   0.722125879204782   0.000022244121726 

   0.721483736311335   0.000022300690390 

   0.720836047855162   0.000022357324221 

   0.720182791407573   0.000022414022360 

   ]; 

% 

ystablemax=[ 

   0.719523939597066   0.000022470784365 

   0.718859469770131   0.000022527609382 

   0.718189354240662   0.000022584496977 

   0.717513570116536   0.000022641446300 

   0.716832089382266   0.000022698456923 

   0.716144888892849   0.000022755528001 

   ..................................... 

   0.702766717391097   0.000023792457822 

   0.701965711686932   0.000023850562882 

   0.701158435463436   0.000023908716302 

   0.700344855953014   0.000023966917723 

   0.699524946133423   0.000024025166357 

   ]; 

% 

ystable1=[ 

   0.698698672686152   0.000024083461849 

   0.697866008120544   0.000024141803417 

   0.697026918544167   0.000024200190711 

   0.696181375975410   0.000024258622955 

   0.695329345924035   0.000024317099804 

   ..................................... 

   0.284249231750353   0.000035368068635 

   0.277761471997646   0.000035381542599 

   0.276599815589891   0.000035383403823 

   0.270091992741956   0.000035390676634 

   0.268930823440426   0.000035391404845 

   0.262449402598527   0.000035392239071                      

   ]; 

% 

yunstable1=[ 

   0.261297277366478   0.000035391806501 

   0.254890568949996   0.000035386135282 

   0.253755998962815   0.000035384546218 

   0.247469923092077   0.000035372483562 

   0.246360627120248   0.000035369773789 

   ..................................... 

   0.047730661034221   0.000029838140506 

   0.046052260859668   0.000029776684378 

   0.045714139321897   0.000029766824693 

   0.045081994933033   0.000029756090096    

   0.043581994933033   0.000029729090096 

   ]; 

%  

ystable2=[ 

   0.043281994933033   0.000029731090096 

   0.042775856964847   0.000029733776967 

   0.040981106496704   0.000029785672369 

   0.040759527115463   0.000029797914463 

   0.039848160171011   0.000029866504085 

   ..................................... 

   0.030780680426284   0.000039213622596 

   0.030684648750575   0.000039223047561 

   0.030294624824526   0.000039249813355 

   0.030088349695167   0.000039257114336               

   0.029761341189184   0.000039259952752 

   ];   

% 

yunstable2=[ 

   0.029449396224411   0.000039253522497 



211 
 

   0.029287779602609   0.000039246947510 

   0.029103205742988   0.000039236888934 

   0.028988501776471   0.000039229321849 

   0.028845641027635   0.000039218537413 

   ..................................... 

   0.000000198012496   0.000008854204762 

   0.000000124811254   0.000008844949750 

   0.000000039919803   0.000008834171695 

  -0.000000000009115   0.000007900000000 

  ];    

% 

ystable3=[ 

  -0.000000000009115   0.000007900000000 

   0.000000586756073   0.000008901695351 

   0.000001486347747   0.000009003291974 

   0.000002453743880   0.000009101358197 

   0.000003536653380   0.000009202850190 

   ..................................... 

   0.000000013758871   0.000049600000000 

   0.000000013724173   0.000049700000000 

   0.000000013689669   0.000049800000000 

   0.000000013655359   0.000049900000000 

   0.000000013621240   0.000050000000000 

   ]; 

%Branch Plotting 

box on 

hold all 

plot(y_non_allowable(:,2),y_non_allowable(:,1),'g-.'); 

plot(ystablemax(:,2),ystablemax(:,1),'b'); 

plot(ystable1(:,2),ystable1(:,1),'b'); 

plot(yunstable1(:,2),yunstable1(:,1),'r--'); 

plot(ystable2(:,2),ystable2(:,1),'b'); 

plot(yunstable2(:,2),yunstable2(:,1),'r--'); 

plot(ystable3(:,2),ystable3(:,1),'b'); 

xlim([8.0e-6,50e-6]) 

ylim([0,1]) 

xlabel('u') 

ylabel('Power') 

legend('Physically Non Allowable Curve','Physically Allowable 

Curve','Location','Best') 

title('Bifurcation Diagram (u*,Power*) For T=335 K / RL=1.0 Ω') 

 

bif_diag_max.m 

% U-Parametrical Bifurcation Diagram (u*,Power*) / Max Power Curve  

% T=335 K / RL=1.0 Ω 

% 

y_non_allowable=[ 

   0.699120681988987   0.000007990185091 

   0.701546258733386   0.000008014177797 

   0.703704064485013   0.000008036838513 

   0.705636183613828   0.000008058376416 

   0.707378949000234   0.000008078974701 

   ..................................... 

   0.722762503606712   0.000022187618674 

   0.722125879204782   0.000022244121726 

   0.721483736311335   0.000022300690390 

   0.720836047855162   0.000022357324221 

   0.720182791407573   0.000022414022360 

   ]; 

% 

ystablemax=[ 

   0.719523939597066   0.000022470784365 

   0.718859469770131   0.000022527609382 

   0.718189354240662   0.000022584496977 

   0.717513570116536   0.000022641446300 

   ..................................... 

   0.701965711686932   0.000023850562882 

   0.701158435463436   0.000023908716302 

   0.700344855953014   0.000023966917723 

   0.699524946133423   0.000024025166357 

   ]; 

%Branch Plotting 

box on 

hold all 

plot(y_non_allowable(:,2),y_non_allowable(:,1),'g-.'); 

plot(ystablemax(:,2),ystablemax(:,1),'b'); 

xlim([7e-6,24e-6]) 

ylim([0.71,0.78]) 
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xlabel('u') 

ylabel('Power') 

legend('Physically Non Allowable Curve','Physically Allowable 

Curve','Location','Best') 

title('Bifurcation Diagram (u*,Power*) For T=335 K / RL=1.0 Ω / Max Power Curve') 

 

arc_anal_aw.m 

% 

% Initial condition for aw and a guess for i. 

scale=20; 

T=362; 

RL0=0.716/scale; 

y0=[1.001783960429688;1.056913911615622]; 

RL1=0.719/scale; 

y1=[0.999196035623277;1.054868201927019]; 

ds1=sqrt(sum((y1-y0).^2)+((RL1-RL0)^2)) 

% 

% 

RL=2*RL1-RL0; 

nH2in=5.45e-6; 

nO2in=5.45e-6; 

u=nH2in+nO2in; 

%u=10.9e-006; 

% 

ksave=0; 

while scale*RL<5 && scale*RL>=-0.05 

tol=1; 

% 

y=2*y1-y0; 

RL=2*RL1-RL0; 

%Sintelestes x0' Kai RL0' Stin Eksiswsi Iperepipedou N 

alpha=(y1-y0)/ds1; 

bhta=(RL1-RL0)/ds1; 

% 

while tol>1e-12 

    %f11 f21 Stoixeia 

    f=falgebraic(y,u,T,scale*RL); 

    %Eksiswsi Iperepipedou N Kai Newton Tipos 

    N=alpha'*(y-y1)+bhta*(RL-RL1)-ds1; 

    fun=[f;N]; 

    % 

    %J11, J21, J13, J21, J22, J23 Stoixeia 

    J=jalgebraic(y,u,T,scale*RL); 

    %Emploutismos Me J31, J32, J33 Stoixeia 

    Jac=[J;alpha' bhta]; 

dy=-Jac\fun; 

% 

y=y+dy(1:2); 

RL=RL+dy(3); 

% 

tol=norm(dy); 

% 

end 

% 

% figure(1) 

% plot(scale*RL0,y0(1),'*') 

% xlim([0,1.6]) 

% ylim([0,0.95]) 

% xlabel('RL') 

% ylabel('aw') 

% title('Bifurcation Diagram (RL,aw*) For T=332 K') 

% hold on 

% 

figure(1) 

plot(scale*RL,y(1),'*') 

xlim([0,4]) 

ylim([0,1]) 

xlabel('RL') 

ylabel('aw') 

title('Bifurcation Diagram (RL*,aw*) For T=362 K / Analytical Calculated Jacobian 

Matrix') 

hold on 

% 

ksave=ksave+1; 

ysave1(ksave,:)=y'; 

RLsave1(ksave)=RL; 

[ksave y' scale*RL] 

%Anathesi Newn Timwn 
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y0=y1; 

y1=y; 

RL0=RL1; 

RL1=RL; 

%scale=scale*RL0/y0(1); 

end 

  

% Katw Grafima 

% Initial condition for aw and a guess for i. 

RL0=4.35/scale; 

y0=[0.000110709474461465;0.000155912782796602]; 

RL1=4.30/scale; 

y1=[0.000110712339291554;0.000155915448988181]; 

ds2=sqrt(sum((y1-y0).^2)+((RL1-RL0)^2)) 

% 

% 

RL=2*RL1-RL0; 

lsave=0; 

while scale*RL<5 && scale*RL>=-0.05 

tol=1; 

% 

y=2*y1-y0; 

RL=2*RL1-RL0; 

%Sintelestes x0' Kai RL0' Stin Eksiswsi Iperepipedou N 

alpha=(y1-y0)/ds2; 

bhta=(RL1-RL0)/ds2; 

% 

while tol>1e-12 

    %f11 f21 Stoixeia 

    f=falgebraic(y,u,T,scale*RL); 

    %Eksiswsi Iperepipedou N Kai Newton Tipos 

    N=alpha'*(y-y1)+bhta*(RL-RL1)-ds2; 

    fun=[f;N]; 

    % 

    %J11, J21, J13, J21, J22, J23 Stoixeia 

    J=jalgebraic(y,u,T,scale*RL); 

    %Emploutismos Me J31, J32, J33 Stoixeia 

    Jac=[J;alpha' bhta]; 

dy=-Jac\fun; 

% 

y=y+dy(1:2); 

RL=RL+dy(3); 

% 

tol=norm(dy); 

% 

end 

% 

figure(1) 

plot(scale*RL,y(1),'*') 

xlim([0,4]) 

ylim([0,1]) 

xlabel('RL') 

ylabel('aw') 

title('Bifurcation Diagram (RL*,aw*) For T=362 K / Analytical Calculated Jacobian 

Matrix') 

hold on 

% 

lsave=lsave+1; 

ysave2in(lsave,:)=y'; 

RLsave2in(lsave)=RL; 

[lsave y' scale*RL] 

%Anathesi Newn Timwn 

y0=y1; 

y1=y; 

RL0=RL1; 

RL1=RL; 

%scale=scale*RL0/y0(1); 

end 

% Inversal Of The Pairs Of Points (RL*, y*) For The Lower Curve 

ysave2=zeros(lsave,2); 

RLsave2=zeros(lsave,1); 

for i=1:lsave 

    ysave2(i,:)=ysave2in(lsave+1-i,:); 

    RLsave2(i)=RLsave2in(lsave+1-i); 

end 

% 

% List Of Points Of The Whole Bifurcation Diagram 

ysave=[ysave1;ysave2]; 

RLsave=[RLsave1';RLsave2]; 

 



214 
 

ftempk.m 

function out = ftempk(t,y) 

% 

%y(1)=aw 

%y(2)=i(aw) 

%nH2in=5.45e-6; 

%nO2in=5.45e-6; 

%Sinolika Moles Eisagwmenwn Antidrwntwn u=nH2in+nO2in 

%u=9.75142605230232e-006; 

  

% Bifurcation Diagram Parametre value of RL* 

RL=1.007608684294020; 

% Set Point x1=aw* value 

x1_sp=0.2262254109629; 

% Controller gain value k    

k=12e-6; 

  

% Eisodos u 

nH2in=5.45e-6; 

nO2in=5.45e-6; 

u_bif=nH2in+nO2in; 

  

%Thermokrasia T 

T=362; 

%Constants 

F=96487; 

R=0.082059; 

%1st-Scale Equation Quantities 

%VA, VC Anode And Cathode Volumes Of Gas, NSO3 Sulfade Acid Groups In 

%Membrane And Pw0 Water Vapor Pressure At T 

VA=2.0e-4; VC=VA;  

NSO3=4.5454e-4; 

Pw0=0.01*exp(16.26-(3799.89)/(T-273.15+226.35)); 

%RM Antistasi PEMFC Membranis 

mu=76; c0=0.01; w=0.07; xc=0.08; 

RM=0.008466*(10^7*exp(-14*y(1)^0.2)-c0-exp(-2*((y(1)-xc)/w).^2)*mu/(w*sqrt(pi/2))); 

%Lamb Membrane Water Content  

lamb=14.9-44.7*2*y(1)+3*70.0*y(1)^2-4*26.5*y(1)^3-5*0.446*y(1)^4; 

%V Efarmozomeni Tasi PEMFC 

%V-Parametres  

%Limit Values 

kA = 0.572; 

kc = 0.0572; 

A = 1.5e-4; 

V0 = 1.23; 

VT = 0.15; 

I0 = 0.12; 

V= V0 - VT*log(1+(y(2)/I0))+ 2.15389e-5*T*log(y(1)^(-2)*(1-y(1)*Pw0-y(2)/(2*F*kA*A))^2 

* (1-y(1)*Pw0- y(2)/(4*F*kc*A))); 

%Water In Membrane+Water In Gas Phase 

lhs=NSO3*lamb+(VA+VC)*Pw0/(R*T); 

%out=[(daw/dt);i(aw)-y(2)] 

out = [ (1/lhs)*( y(2)/(2*F) - ((u_bif+k*(y(1)-x1_sp))- (y(2)/(4*F)))*y(1)*Pw0) ; 

         (V/(RM+RL))-y(2) ]; 

 

pame_k.m 

% Initial conditions for aw=aw* and a guess for aw+=aw*+0.01 and aw-=aw*-0.01. 

    y0_plus= [0.236225410962926;0.5]; 

    y0_minus=[0.216225410962926;0.5]; 

% A constant, singular mass matrix 

M = diag([1 0]); 

% Xronos tspan. 

tspan = [0 30000]; 

  

options = odeset('Mass',M,'MassSingular','yes','RelTol',1e-13,... 

                 'AbsTol',[1e-16 1e-16],'Refine',100); 

              

% New Control Parametre Value u=u_sp+k*(x1-x1_sp) den to pairnoume  

% san orisma ston ODE Epiliti;             

[t,y_plus] = ode15s(@ftempk,tspan,y0_plus,options); 

  

  

fprintf('Gia Arxiki Sinthiki aw+(t): %6.4f %6.4f.\n',y0_plus(1)) 

fprintf('Teliki Lisi ODE15s: %6.4f %6.4f.\n',y_plus(end,1),y_plus(end,2)) 

     

    plot(t,y_plus(:,1)) 
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    xlim([0,30000]) 

    ylim([0.1,0.701]) 

    ylabel('aw(t)'); 

    xlabel('Time(s)'); 

    title('Time integration of aw*(t)=0.226 s.s. pertubated by 0.01/ODE15s 

Solver/k=12e-6'); 

     

    hold on     

  

     

options = odeset('Mass',M,'MassSingular','yes','RelTol',1e-13,... 

                 'AbsTol',[1e-16 1e-16],'Refine',100); 

     

[t,y_minus] = ode15s(@ftempk,tspan,y0_minus,options);     

  

  

fprintf('Gia Arxiki Sinthiki aw-(t): %6.4f %6.4f.\n',y0_minus(1)) 

fprintf('Teliki Lisi ODE15s: %6.4f %6.4f.\n',y_minus(end,1),y_minus(end,2))     

     

    plot(t,y_minus(:,1),'r-') 

    legend('aw+=aw*+0.01','aw- =aw*-0.01','location','NorthWest'); 

 

arc_anal.m 

% Diagramma Diakladwsis (Kp*,aw*) Tis Metablitis aw Gia To Euros Timwn Tou  

% Controller Gain Kp Me Parametro Elegxou To u: u=u_bif+k0*(y(1)-x1_sp) 

% Oi Times Twn Ipoloipwn Parametrwn Tou Sistimatos  

% (u,T,RL)=(10.9*10^(-6),362,1.007608684294020) 

  

% Set Point x1=aw* value 

x1_sp=0.2262254109629; 

  

% Eisodos u 

nH2in=5.45e-6; 

nO2in=5.45e-6; 

u_bif=nH2in+nO2in; 

  

% Initial Controller gain value k apo u=u_bif+k0*(y(1)-x1_sp) stin ftemp.m 

  

% Anw Grafima 

% Initial condition for aw and a guess for i. 

scale=1e-5; 

T=362; 

RL=1.007608684294020; 

% 

u0=10.9e-6/scale; 

  

k0=12.05e-6/scale; 

y0=[0.328662077774430;0.464415220950979]; 

k1=12.00e-6/scale; 

y1=[0.329424748370983;0.465540387571675]; 

ds0=sqrt(sum((y1-y0).^2)+((k1-k0)^2)) 

% 

% 

k=2*k1-k0; 

y=2*y1-y0; 

% 

lsave=0; 

while y(1)<1 && scale*k>=-30e-6 

tol=1; 

% 

y=2*y1-y0; 

k=2*k1-k0; 

%Sintelestes x0' Kai k0' Stin Eksiswsi Iperepipedou N 

alpha=(y1-y0)/ds0; 

bhta=(k1-k0)/ds0; 

% 

while tol>1e-12 

    %f11 f21 Stoixeia 

    f=falgebraic(y,scale*k,T,RL); 

    %Eksiswsi Iperepipedou N Kai Newton Tipos 

    N=alpha'*(y-y1)+bhta*(k-k1)-ds0; 

    fun=[f;N]; 

    % 

    %J11, J21, J13, J21, J22, J23 Stoixeia 

    J=jalgebraic(y,scale*k,T,RL); 

    %Emploutismos Me J31, J32, J33 Stoixeia 

    Jac=[J;alpha' bhta]; 

dy=-Jac\fun; 
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% 

y=y+dy(1:2); 

k=k+dy(3); 

% 

tol=norm(dy); 

% 

end 

% 

% figure(1) 

% plot(scale*k,y(1),'*') 

% xlim([-30e-6,50e-6]) 

% ylim([0,0.6]) 

% xlabel('Kp') 

% ylabel('aw') 

% title('Bifurcation Diagram (aw*,Kp*) For Set Point aw=0.226 and 

(u,T,RL)=(10.9,362,RL=1.0)/SIS') 

% hold on 

% 

lsave=lsave+1; 

y1save0in(lsave)=y(1)'; 

ksave0in(lsave)=scale*k; 

[lsave y(1)' scale*k]; 

%Anathesi Newn Timwn 

y0=y1; 

y1=y; 

k0=k1; 

k1=k; 

%scale=scale*k0/y0(1); 

end 

% Inversal Of The Pairs Of Points (k*, aw*) 

y1save0=zeros(lsave,1); 

ksave0=zeros(lsave,1); 

for i=1:lsave 

    y1save0(i)=y1save0in(lsave+1-i); 

    ksave0(i)=ksave0in(lsave+1-i); 

end 

  

  

% Meso Anw Grafima 

% Initial condition for aw and a guess for i. 

% 

k0=12.00e-6/scale; 

y0=[0.329424748370983;0.465540387571675]; 

k1=12.05e-6/scale; 

y1=[0.328662077774430;0.464415220950979]; 

ds1=sqrt(sum((y1-y0).^2)+((k1-k0)^2)) 

% 

% 

k=2*k1-k0; 

% 

msave=0; 

while scale*k<30e-6 && scale*k>=-17.6e-6 

tol=1; 

% 

y=2*y1-y0; 

k=2*k1-k0; 

%Sintelestes x0' Kai k0' Stin Eksiswsi Iperepipedou N 

alpha=(y1-y0)/ds1; 

bhta=(k1-k0)/ds1; 

% 

while tol>1e-12 

    %f11 f21 Stoixeia 

    f=falgebraic(y,scale*k,T,RL); 

    %Eksiswsi Iperepipedou N Kai Newton Tipos 

    N=alpha'*(y-y1)+bhta*(k-k1)-ds1; 

    fun=[f;N]; 

    % 

    %J11, J21, J13, J21, J22, J23 Stoixeia 

    J=jalgebraic(y,scale*k,T,RL); 

    %Emploutismos Me J31, J32, J33 Stoixeia 

    Jac=[J;alpha' bhta]; 

dy=-Jac\fun; 

% 

y=y+dy(1:2); 

k=k+dy(3); 

% 

tol=norm(dy); 

% 

end 

% 

% figure(1) 

% plot(scale*k,y(1),'*') 
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% xlim([-30e-6,50e-6]) 

% ylim([0,0.6]) 

% xlabel('Kp') 

% ylabel('aw') 

% title('Bifurcation Diagram (aw*,Kp*) For Set Point aw=0.226 and 

(u,T,RL)=(10.9,362,RL=1.0)/SIS') 

% hold on 

% 

msave=msave+1; 

y1save1(msave)=y(1)'; 

ksave1(msave)=scale*k; 

[msave y(1)' scale*k]; 

%Anathesi Newn Timwn 

y0=y1; 

y1=y; 

k0=k1; 

k1=k; 

%scale=scale*k0/y0(1); 

end 

  

  

% Meso Katw Grafima 

% Initial condition for aw and a guess for i. 

% 

k0=35.00e-6/scale; 

y0=[0.004217808271380;0.001687195992289]; 

k1=35.01e-6/scale; 

y1=[0.004235119611238;0.001693599072393]; 

ds2=sqrt(sum((y1-y0).^2)+((k1-k0)^2)) 

% 

% 

k=2*k1-k0; 

% 

nsave=0; 

while scale*k<50e-6 && scale*k>=-17.65e-6 

tol=1; 

% 

y=2*y1-y0; 

k=2*k1-k0; 

%Sintelestes x0' Kai k0' Stin Eksiswsi Iperepipedou N 

alpha=(y1-y0)/ds2; 

bhta=(k1-k0)/ds2; 

% 

while tol>1e-12 

    %f11 f21 Stoixeia 

    f=falgebraic(y,scale*k,T,RL); 

    %Eksiswsi Iperepipedou N Kai Newton Tipos 

    N=alpha'*(y-y1)+bhta*(k-k1)-ds2; 

    fun=[f;N]; 

    % 

    %J11, J21, J13, J21, J22, J23 Stoixeia 

    J=jalgebraic(y,scale*k,T,RL); 

    %Emploutismos Me J31, J32, J33 Stoixeia 

    Jac=[J;alpha' bhta]; 

dy=-Jac\fun; 

% 

y=y+dy(1:2); 

k=k+dy(3); 

% 

tol=norm(dy); 

% 

end 

% 

% figure(1) 

% plot(real(scale*k),real(y(1)),'*') 

% xlim([-30e-6,50e-6]) 

% ylim([0,0.6]) 

% xlabel('Kp') 

% ylabel('aw') 

% title('Bifurcation Diagram (aw*,Kp*) For Set Point aw=0.226 and 

(u,T,RL)=(10.9,362,RL=1.0)/SIS') 

% hold on 

% 

nsave=nsave+1; 

y1save2in(nsave)=y(1)'; 

ksave2in(nsave)=scale*k; 

[nsave y(1)' scale*k]; 

%Anathesi Newn Timwn 

y0=y1; 

y1=y; 

k0=k1; 

k1=k; 
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%scale=scale*k0/y0(1); 

end 

% Inversal Of The Pairs Of Points (k*, aw*) 

y1save2=zeros(nsave,1); 

ksave2=zeros(nsave,1); 

for i=1:nsave 

    y1save2(i)=y1save2in(nsave+1-i); 

    ksave2(i)=ksave2in(nsave+1-i); 

end 

% Ipopentaplasiasmos Listas (5000) Simeiwn Katw Astathous Kladou 

% Logw Anagkastika Mikrou Bimatos 

y1save2_in=zeros(nsave,1); 

ksave2_in_b=zeros(nsave,1); 

for i=1:length(y1save2)/5 

    y1save2_in(i)=y1save2(5*i); 

    ksave2_in(i)=ksave2(5*i); 

end 

y1save2_inn=[y1save2(1);y1save2_in]; 

ksave2_inn=[ksave2(1);ksave2_in']; 

y1save2=zeros(nsave/5+1,1); 

ksave2=zeros(nsave/5+1,1);  

for i=1:(nsave/5)+1 

    y1save2(i)=y1save2_inn(i); 

    ksave2(i)=ksave2_inn(i); 

end 

    

  

% Katwtero Grafima 

% Initial condition for aw and a guess for i. 

% 

k0=35.05e-6/scale; 

y0=[0.004305389381926;0.001719624366330]; 

k1=34.90e-6/scale; 

y1=[0.004050129132891;0.001625344812087]; 

ds3=sqrt(sum((y1-y0).^2)+((k1-k0)^2)) 

% 

% 

k=2*k1-k0; 

% 

osave=0; 

while scale*k>=-30e-6 

tol=1; 

% 

y=2*y1-y0; 

k=2*k1-k0; 

%Sintelestes x0' Kai k0' Stin Eksiswsi Iperepipedou N 

alpha=(y1-y0)/ds3; 

bhta=(k1-k0)/ds3; 

% 

while tol>1e-12 

    %f11 f21 Stoixeia 

    f=falgebraic(y,scale*k,T,RL); 

    %Eksiswsi Iperepipedou N Kai Newton Tipos 

    N=alpha'*(y-y1)+bhta*(k-k1)-ds3; 

    fun=[f;N]; 

    % 

    %J11, J21, J13, J21, J22, J23 Stoixeia 

    J=jalgebraic(y,scale*k,T,RL); 

    %Emploutismos Me J31, J32, J33 Stoixeia 

    Jac=[J;alpha' bhta]; 

dy=-Jac\fun; 

% 

y=y+dy(1:2); 

k=k+dy(3); 

% 

tol=norm(dy); 

% 

end 

% 

% figure(1) 

% plot(real(scale*k),real(y(1)),'*') 

% xlim([-30e-6,50e-6]) 

% ylim([0,0.6]) 

% xlabel('Kp') 

% ylabel('aw') 

% title('Bifurcation Diagram (aw*,Kp*) For Set Point aw=0.226 and 

(u,T,RL)=(10.9,362,RL=1.0)/SIS') 

% hold on 

% 

osave=osave+1; 

y1save3(osave)=y(1)'; 

ksave3(osave)=scale*k; 
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[osave y(1)' scale*k]; 

%Anathesi Newn Timwn 

y0=y1; 

y1=y; 

k0=k1; 

k1=k; 

%scale=scale*k0/y0(1); 

end 

  

  

% Grafima Eutheia Set Point 

% Initial condition for aw and a guess for i. 

% 

k0=50.85e-6/scale; 

y0=[0.226225410962884;0.296307499797078]; 

k1=50.05e-6/scale; 

y1=[0.226225410962883;0.296307499797076]; 

ds4=sqrt(sum((y1-y0).^2)+((k1-k0)^2)) 

% 

% 

k=2*k1-k0; 

% 

psave=0; 

while scale*k>=-30e-6 

tol=1; 

% 

y=2*y1-y0; 

k=2*k1-k0; 

%Sintelestes x0' Kai k0' Stin Eksiswsi Iperepipedou N 

alpha=(y1-y0)/ds4; 

bhta=(k1-k0)/ds4; 

% 

while tol>1e-12 

    %f11 f21 Stoixeia 

    f=falgebraic(y,scale*k,T,RL); 

    %Eksiswsi Iperepipedou N Kai Newton Tipos 

    N=alpha'*(y-y1)+bhta*(k-k1)-ds4; 

    fun=[f;N]; 

    % 

    %J11, J21, J13, J21, J22, J23 Stoixeia 

    J=jalgebraic(y,scale*k,T,RL); 

    %Emploutismos Me J31, J32, J33 Stoixeia 

    Jac=[J;alpha' bhta]; 

dy=-Jac\fun; 

% 

y=y+dy(1:2); 

k=k+dy(3); 

% 

tol=norm(dy); 

% 

end 

% 

% figure(1) 

% plot(real(scale*k),real(y(1)),'*') 

% xlim([-30e-6,50e-6]) 

% ylim([0,0.6]) 

% xlabel('Kp') 

% ylabel('aw') 

% title('Bifurcation Diagram (aw*,Kp*) For Set Point aw=0.226 and 

(u,T,RL)=(10.9,362,RL=1.0)/SIS') 

% hold on 

% 

psave=psave+1; 

y1save4in(psave)=y(1)'; 

ksave4in(psave)=scale*k; 

[psave y(1)' scale*k]; 

%Anathesi Newn Timwn 

y0=y1; 

y1=y; 

k0=k1; 

k1=k; 

%scale=scale*k0/y0(1); 

end 

% Inversal Of The Pairs Of Points (k*, aw*) 

y1save4=zeros(psave,1); 

ksave4=zeros(psave,1); 

for i=1:psave 

    y1save4(i)=y1save4in(psave+1-i); 

    ksave4(i)=ksave4in(psave+1-i); 

end 

% 

% 
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% List Of Points Of The Whole Bifurcation Diagram 

y1save=[ksave0;ksave1';real(ksave2);ksave3';ksave4]; 

ksave=[y1save0;y1save1';real(y1save2);y1save3';y1save4]; 
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