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ΔΗΑΓΩΓΖ 

 

 

 

 

 

 

 

 

θνπνο απηεο ηεο δηπισκαηηθεο είλαη ε  αλαιπηηθε παξνπζηαζε ηεο 

απνδεημεο ηνπ Witt ζην ζεσξεκα ηνπ  Wedderburn γηα ηνπο πεπεξαζκελνπο 

δαθηπιηνπο δηαηξεζεο .ην πξσην θεθαιαην αλαθεξνκαζηε ζηηο βαζηθεο 

αιγεβξηθεο  δνκεο θαη ζηηο ηδηνηεηεο ηνπο. 

ην δεπηεξν θεθαιαην πξνρσξακε ζηελ απνδεημε ηνπ ζεσξεκαηνο ηνπ 

Weddeburn,δειαδε νηη θάζε πεπεξαζκελνο δαθηπιηνο  δηαηξεζεο είλαη 

ζσκα. 

ην ηειεπηαην  θεθαιαην αλαθεξνπκε εθαξκνγεο  ησλ ζσκαησλ   ζηελ 

θξππηνγξαθηα κε ηε βνεζεηα ηνπ θξππηνζπζηεκαηνο Massey Omura. Eπηζεο 

γηλεηαη αλαθνξα ζε ζεσξεκαηα γξακκηθσλ ηζνδπλακησλ  θαη ζηε ρξεζε 

ειιεηπηηθσλ θακππισλ ζηελ θξππηνγξαθηα  .Δηζη ν ζπγγξαθεαο ζα 

πξνζπαζεζεη λα θηηαμεη κηα γεθπξα κεηαμπ ηνπ ζεσξεηηθνπ θαη ηνπ 

εθαξκνζκελνπ ηκεκαηνο ηεο αιγεβξαο θαη ηεο θξππηνινγηαο 
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Κεθαιαην 1 Αιγεβξηθεο Γνκεο 

 

 

 

1.1 πλνια-Δζσηεξηθε πξαμε 

 

 

 

 

 

  ην Κεθαιαην απηό αξρηθα ζα αζρνιεζνπκε  κε βαζηθεο αιγεβξηθεο  δνκεο 

θαη ελλνηεο νη νπνηεο εκθαληδνληαη ζην ζεσξεκα ηνπ Wedderburn .Απην ζα 

ην θαλνπκε θιηκαθσηα μεθηλσληαοο από ηελ ελλνηα ηνπ ζπλνινπ θαη 

θαηαιεγνληαο ζε απηελ ηνπ δηαλπζκαηηθνπ ρσξνπ.Ζ ελλνηα ηνπ ζπλνινπ 

είλαη <αξρηθε> θαη ηελ δερνκαζηε αμησκαηηθα ρσξηο απνδεημε. 

 

 

Οπιζμορ:πλνιν είλαη θάζε ζπιινγε ζαθσο δηαθξηησλ θαη θαισο 

θαζνξηζκελσλ αληηθεηκελσλ. 

 

 

  Σα αληηθεηκελα ηα νπνηα απαξηηδνπλ έλα ζπλνιν θαινπληαη ζηνηρεηα ηνπ 

ζπλνινπ. Με ηνλ νξν θαισο θαζνξηζκελα ελλννπκε όηη αλ Α είλαη έλα 

ζπλνιν θαη α έηλαη θαπνην αληηθεηκελν  , ηνηε εηηε ην α αλεθεη ζην ζπλνιν 

εηηε δελ αλεθεη. 

 Αλ έλα ζπλνιν Α απνηειεηηαη από ζηνηρεηα θαη αλ α είλαη έλα από απηά ηα 

ζηνηρεηα ,ζα ζπκβνιηδνπκε απηό ην δεδνκελν γξαθνληαο a A .Τπαξρεη έλα 

αθξηβσο ζπλνιν ην νπνην δελ ερεη ζηνηρεηα θαη νλνκαδεηαη ην θελν 

ζπλνιν,ζπκβνιηδεηαη κε  . 

Δλα  ζπλνιν Γ ιεγεηαη ππνζπλνιν ηνπ ζπλνινπ Α αλ θάζε ζηνηρεην ηνπ  Γ 

αλεθεη θαη ζην Α θαη γξαθνπκε όηη .Δλα απιν παξαδεηγκα ζπλνινπ 

είλαη νη πξαγκαηηθνη αξηζκνη  θαη έλα ππνζπλνιν ηνπο είλαη ην ζπλνιν ησλ 

αθεξαησλ   ην νπνην είλαη γλεζην ππνζπλνιν ησλ πξαγκαηηθσλ αξηζκσλ, 

 Δρνληαο νξηζεη ηελ ελλνηα ηνπ ζπλνινπ θαη ηνπ ππνζπλνινπ ,ησξα ζα 
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νξηζνπκε ηηο ελλνηεο ηεο δηακεξηζεο θαη ηεο ηζνδπλακηαο θαη ηνπ 

θαξηεζηαλνπ γηλνκελνπ δπν ζπλνισλ. 

 

Οπιζμορ:Γηακεξηζε ελόο ζπλνινπ Α θαιεηηαη κηα αλαιπζε ηνπ Α ζε 

ππνζπλνια ηεηνηα ώζηε θάζε ζηνηρεην ηνπ ζπλνινπ λα αλεθεη ζε έλα θαη 

κνλν έλα από ηα ππνζπλνια.Απηα είλαη ηα ππνζπλνια ηεο δηακεξηζεο 

 

 πλεπσο ηα ππνζπλνια κηαο δηακεξηζεο δελ ερνπλ θαλελα θνηλν ζηνηρεην 

νπνηε είλαη κεηαμπ ηνπο μελα. 

Γηα λα νξηζηεη ε ελλνηα ηεο ζρεζεο ηζνδπλακηαο πνπ ζα παημεη ζεκαληηθν 

ξνιν ζηελ απνδεημε πξεπεη πξσηα λα νξηζνπκε ηε ελλνηα ζρεζε κεηαμπ δπν 

ζπλνισλ Α,Β. 

 

 

Οπιζμορ:ρεζε S από ην  ζπλνιν Α ζην  ζπλνιν Β είλαη έλα ππνζπλνιν ηνπ 

Καξηεζηαλνπ γηλνκελνπ B . 

 

Αλ B  ηνηε  ε ζρεζε  S ιεγεηαη ζρεζε ζην ζπλνιν Α.Ζ ζρεζε a b  

δεισλεη όηη ηα ,a b  αλεθνπλ ζην ηδην ππνζπλνιν γηα δεδνκελε δηακεξηζε 

ελόο ζπλνινπ Α πνπ πεξηερεη ηα ,a b . 

 

Μηα ζρεζε S ζην ζπλνιν Α θαιεηηαη ζρεζε ηζνδπλακηαο ζην ζπλνιν Α αλ 

ηθαλνπνηνπληαη νη αθνινπζεο ηξεηο ηδηνηεηεο 

 

1. ( , )a a S , γηα θάζε a A , (αλαθιαζηηθε ηδηνηεηα) 

 

2.αλ ( , )a b S , ηνηε θαη ( , )b a S  (ζπκκεηξηθε ηδηνηεηα) 

 

3.αλ ( , )a b S  θαη ( , )b c S , ηνηε ( , )a c S (κεηαβαηηθε ηδηνηεηα) 

 

 Ο πην ζπλεζηζκελνο ηξνπνο ζπκβνιηζκνπ κηαο ζρεζεο ηζνδπλακηαο ζην 

ζπλνιν Α είλαη κε ην ζπκβνιν   θαη δηαβαδεηαη ηζνδπλακν.Γηα θάζε δεπγνο  

( , )a b S   πνπ αλεθεη ζηε ζρεζε γξαθνπκε a b . 

Αλ S  είλαη κηα ζρεζε ηζνδπλακηαο ζην ζπλνιν Α θαη a A ,ην ζπλνιν ησλ 

ζηνηρεησλ x ηνπ Α πνπ είλαη ηζνδπλακα κε ην a  ,ιεγεηαη θιαζε ηζνδπλακηαο 

ηνπ a  θαη ζπκβνιηδεηαη κε a  ,δειαδε 

 

                                          :   ( , )a x x A x a S  
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 Σν ζπλνιν νισλ ησλ θιαζεσλ ηζνδπλακηαο ζπκβνιηδεηαη κε  A
S

 θαη 

απνηειεη κηα δηακεξηζε  ηνπ ζπλνινπ Α,αθνπ νη θιαζεηο ηζνδπλακηαο είλαη 

κε θελα ζπλνια ,αλα δπν μελα κεηαμπ ηνπο θαη ε ελσζε ηνπο είλαη ην 

ζπλνιν Α.Σν ζπλνιν A
S

 ιεγεηαη ζπλνιν πειηθν ηνπ Α σο πξνο ηε ζρεζε 

ηζνδπλακηαο  S . 

Μηα πνιύ ελδηαθεξνπζα ζρεζε ηζνδπλακηαο  είλαη ε ηζνδπλακηα modulo n, 

n (  (modn)). 

 

 

Οπιζμορ(Iζοηιμια modulo n):  Δζησ h,k δπν αθεξαηνη ζην    θαη n 

νπνηνζδεπνηε ζεηηθνο αθεξαηνο.Οξηδνπκε όηη ν h  είλαη ηζνηηκνο κε ηνλ k  

modulo n , θαη γξαθνπκε  (mod )h k n  ,αλ ν h-k δηαηξεηηαη κε ην n ,δειαδε 

αλ h k n s   γηα θαπνην s . 

 

 Οη θιαζεηο ηζνδπλακηαο ηεο ηζνηηκηαο  modulo n ιεγνληαη θιαζεηο 

ππνινηπσλ modulo n.Κάζε θιαζε ππνινηπσλ modulo n  πεξηερεη απεηξν 

πιεζνο ζηνηρεησλ.Αλ π.ρ 3n  νη θιαζεηο ηζνδπλακηαο ζα εηαλ ηξηα απεηξα 

ζπλνια ηα [0],[1],[2]  νπνπ [0] 3 ,z z , [1] 3 1,z z , 

[2] 3 2,z z  

   

 Δρνληαο αλαθεξεη ηελ ελλνηα ηνπ ζπλνινπ ,εθνδηαδνπκε έλα κε θελν 

ζπλνιν(ώζηε λα ππαξρεη λνεκα) κε κηα εζσηεξηθε πξαμε(ε δηκειε πξαμε) 

κεηαμπ ζηνηρεησλ ηνπ ζπλνινπ. 

 

  Οπιζμορ:Δζσηεξηθε πξαμε ζε έλα κε θελν ζπλνιν Α είλαη κηα απεηθνληζε 

Φ ηεο κνξθεο     : .  

Αλ ( , )a b A A ,ηνηε ην ζηνηρεην (( , ))a b  νλνκαδεηαη απνηειεζκα ηεο 

πξαμεο Φ κεηαμπ ησλ  δπν ζηνηρεησλ ηνπ ζπλνινπ.  

 

 Δπεηδε  ην δηαηεηαγκελν δεπγνο ζηνηρεησλ ηνπ Α  απεηθνληδεηαη παιη ζε έλα 

ζηνηρεην ηνπ Α ιεκε ζπρλα όηη ην ζπλνιν Α είλαη θιεηζην σο  πξνο ηελ 

εζσηεξηθε πξαμε ζην Α.Γηα ηνλ ζπκβνιηζκν κηαο εζσηεξηθεο πξαμεο 

ρξεζηκνπνηνπκε ζπλεζσο έλα από ηα ζπκβνια  , , , .Οη γλσζηεο καο 

πξαμεηο ,πξνζζεζε θαη πνιιαπιαζηαζκνο αθεξαησλ ε πξαγκαηηθσλ αξηζκσλ 

είλαη εζσηεξηθεο πξαμεηο ζην ζπλνιν ησλ αθεξαησλ ,ε ζην ζπλνιν  ησλ 

πξαγκαηηθσλ. 

Οη πην βαζηθεο ηδηνηεηεο πνπ ηθαλνπνηνπλ νη δηαθνξεο εζσηεξηθεο πξαμεηο 

είλαη ε αληηκεηαζεηηθε,ε πξνζεηαηξηζηηθε θαη ε επηκεξηζηηθε ηδηνηεηα από 

αξηζηεξα θαη δεμηα. 
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Οπιζμορ: Δζησ έλα κε θελν  ζπλνιν Α θαη νη εζσηεξηθεο πξαμεηο ,  

 

1.Μηα εζσηεξηθε πξαμε   ζην ζπλνιν Α νλνκαδεηαη αληηκεηαζεηηθε αλ θαη 

κνλν αλ  γηα θάζε  

 
                             , ,a b b a a b A  

 

2.Μηα εζσηεξηθε πξαμε   ζην ζπλνιν Α νλνκαδεηαη πξνζεηαηξηζηηθε αλ 

θαη κνλν αλ  

 
                           ( ) ( ), , ,a b c a b c a b c A  

 

3. Μηα εζσηεξηθε πξαμε   ζην ζπλνιν Α νλνκαδεηαη επηκεξηζηηθε σο πξνο 

ηελ πξαμε  αλ γηα θάζε , ,a b c A ηζρπεη όηη: 

 

                          ( ) ( ) ( )a b c a b a c  θαη ( ) ( ) ( )b c a b a c a  

 

 

 Ο πνιιαπιαζηαζκνο θαη ε πξνζζεζε σο εζσηεξηθεο πξαμεηο ζην ζπλνιν 

ησλ πξαγκαηηθσλ αξηζκσλ ( ) είλαη αληηκεηαζεηηθεο θαη 

πξνζεηαηξηζηηθεο.Δπηζεο ζην ηδην ζπλνιν ησλ πξαγκαηηθσλ αξηζκσλ ν 

πνιιαπιαζηαζκνο επηκεξηδεη ηελ εζσηεξηθε πξαμε ηεο πξνζζεζεο.Δπνκελσο 

ζε έλα κε θελν ζπλνιν Α είλαη δπλαηνλ λα νξηζζνπλ δηαθνξεο εζσηεξηθεο 

πξαμεηο.Σν ζπλνιν Α εθνδηαζκελν  κε κηα ε πεξηζζνηεξεο από ηηο πξαμεηο 

απηέο ιεκε όηη ερεη κηα Αιγεβξηθε Γνκε,ε νπνηα ραξαθηεξηδεηαη από ηηο 

ηδηνηεηεο πνπ ηθαλνπνηνπλ νη πξαμεηο  κε ηηο νπνηεο είλαη εθνδηαζκελν. Από 

ηηο πην ζεκειησδεο δνκεο είλαη ε δνκε ηεο Οκαδαο.  

 

 

Οπιζμορ:Θεσξνπκε δπν κε θελα ζπλνια Α,Β.Μηα απεηθνληζε  θ ηεο 

κνξθεο 
                            : A B B  

 

Ολνκαδεηαη εμσηεξηθε πξαμε ζην Β κε ζπλνιν ηειεζησλ ην Α.Αλ  
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( , ) A B ,ην ζηνηρεην (( , ))  νλνκαδεηαη απνηειεζκα ηεο εμσηεξηθεο 

πξαμεο  θ  κεηαμπ ησλ A  θαη B . 

 

 

Ο πνιιαπιαζηαζκνο πξαγκαηηθνπ αξηζκνπ κε δηαλπζκα  είλαη κηα εμσηεξηθε 

πξαμεζην ζπλνινησλ δηαλπζκαησλ ηνπ ρσξνπ κε ζπλνιν ηειεζησλ ην  

 

 

 

 

 

1.2 Οκαδεο 

 

 

 

 

 

Οπιζμορ(Ομαδα): Έλα ζπλνιν G ,νπνπ G κε θελν ζπλνιν θαη  κηα 

εζσηεξηθε πξαμε ζην G νλνκαδεηαη νκαδα αλ ηθαλνπνηνπληαη ηα αθνινπζα 

ηξηα αμησκαηα: 

 

1.Ζ εζσηεξηθε πξαμε   είλαη πξνζεηαηξηζηηθε. 

, ,a b c   ηζρπεη όηη ( ) ( )a b c a b c  

 

2.Τπαξρεη νπδεηεξν ζηνηρεην  e G , ηεηνην ώζηε x G  λα ηζρπεη όηη 

e x x e x . 

(Σν νπδεηεξν ε ηαπηνηηθν  ζηνηρεην  είλαη κνλαδηθν) 

 

3.Γηα θάζε x G  ππαξρεη x G  ηεηνην ώζηε x x x x e ,δειαδε θάζε 

ζηνηρεην x G  ερεη έλα ζπκκεηξηθν(ε αληηζηξνθν) ζηνηρεην x G  . 

(Σν ζπκκεηξηθν ζηνηρεην είλαη κνλαδηθν). 

 

 

 ε θάζε Οκαδα ην ηαπηνηηθν ζηνηρεην (e) θαη ηα ζπκκεηξηθα ζηνηρεηα είλαη 

κνλαδηθα θαη ηζρπεη ν λνκνο ηεο δεμηαο θαη αξηζηεξαο δηαγξαθεο.Οηαλ  

ηζρπεη ε αληηκεηαζεηηθε ηδηνηεηα ζηελ εζσηεξηθε πξαμε ηεο νκαδαο ηνηε ε 

νκαδα θαιεηηαη Αβειηαλε.Μηα Οκαδα κπνξεη λα ερεη απεηξνπ πιεζνπο 

ζηνηρεηα αιια θαη πεπεξαζκελνπ πιεζνπο.Σν ζπλνιν ησλ αθεξαησλ  κε 

εζσηεξηθε πξαμε ηελ πξνζζεζε είλαη θαη ηαπηνηηθν ζηνηρεην ην 0 είλαη 

νκαδα κε απεηξνπ πιεζνπο ζηνηρεηα.Σν πιεζνο ησλ ζηνηρεησλ ζπκβνιηδεηαη 

κε A .  
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Γηα θάζε n ,νη n  ιπζεηο ζην  ηεο εμηζσζεο 1nx  ζρεκαηηδνπλ κηα 

πνιιαπιαζηαζηηθε νκαδα nU .Δηζη νη  

 

  1 {1}U   ,  2 { 1,1}U   ,  3

1 3 1 3
{1, , }

2 2 2 2
U i i    

  θαη 

 
  4 {1, . 1, }U i i    

 

 είλαη αβειηαλεο νκαδεο κε εζσηεξηθε πξαμε ηνλ κηγαδηθν 

πνιιαπιαζηαζκν.Ζ νκαδα nU  ιεγεηαη ε πνιιαπιαζηαζηηθε νκαδα ησλ n-

ζησλ ξηδσλ ηεο κνλαδαο. 

 

 

1.3 Τπννκαδεο 

 

 

 

Τπαξρνπλ πνιιεο  νκαδεο πνπ πεξηερνληαη ζε κεγαιπηεξεο νκαδεο όπσο 

ζπκβαηλεη κε ηηο νκαδεο ησλ πξαγκαηηθσλ θαη ησλ αθεξαησλ αξηζκσλ κε 

πξαμε ηελ πξνζζεζε.Οηαλ ηζρπξηδνκαζηε όηη ε νκαδα ,  πεξηερεηαη 

ζηελ νκαδα  ,  είλαη ζεκαληηθν λα θαηαλνεζνπκε όηη  ε πξαμε + 

εθαξκνδνκελε ζε δπν ηπραηνπο  αθεξαηνπο παξαγεη ην ηδην ζηνηρεην πνπ ζα 

πξνεθππηε  αλ ζθεθηνκαζηαλ απηνπο ηνπο δπν σο ζηνηρεηα ησλ πξαγκαηηθσλ 

αξηζκσλ. 

 

Οπιζμορ(Δπαγνκελε πξαμε):Δζησ G κηα νκαδα θαη S έλα ππνζπλνιν ηεο 

G.Αλ γηα θάζε ζηνηρεην ,a b S  ηζρπεη όηη θαη ην γηλνκελν ab  ππνινγηζκελν 

ζηελ νκαδα G αλεθεη θαη ζην S,ηνηε ιεκε όηη ην ππνζπλνιν S είλαη θιεηζην  

σο πξνο  ηελ πξαμε ηεο νκαδαο G.Ζ δηκειεο πξαμε πνπ νξηδεηαη κε απηόλ 

ηνλ ηξνπν ζην S ,ιεγεηαη ε επαγνκελε πξαμε ζην S από ηελ G. 

 

 

 Οπιζμορ(Υποομαδα) : Αλ  ελα ππνζπλνιν Ζ κηαο νκαδαο G είλαη θιεηζην 

σο πξνο ηελ εζσηεξηθε πξαμε ηεο G  θαη αλ ην Ζ  ηθαλνπνηεη θαη ηηο 

ηδηνηεηεο ηεο νκαδαο,δειαδε είλαη θαη απηό νκαδα, ηνηε ην Ζ θαιεηηαη 

ππννκαδα ηεο G. 

 

 Γειαδε ην ηαπηνηηθν ζηνηρεην e  ηεο νκαδαο  G  αλεθεη ζηελ Ζ  θαη γηα 

θάζε ζηνηρεην ην νπνην αλεθεη ζηελ Ζ ζα αλεθεη θαη ην αληηζηξνθν 

ηνπ.Δπηζεο ζα πξεπεη παληα λα ηζρπεη θαη ε πξνζεηαηξηζηηθε ηδηνηεηα.Οη 

ξεηνη κε εζσηεξηθε πξαμε ηελ πξνζζεζε απνηεινπλ ππννκαδα ησλ 
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πξαγκαηηθσλ αξηζκσλ κε ηελ ηδηα εζσηεξηθε πξαμε.Δπηζεο ,νη n-ζηεο ξηδεο 

ηεο κνλαδαο ζην  απνηεινπλ κηα ππννκαδα,ηελ nU ,ηεο νκαδαο *  ησλ κε 

κεδεληθσλ κηγαδηθσλ αξηζκσλ κε πξαμε ηνλ πνιιαπιαζηαζκν. 

 

 

 

 

 

 

1.4 Κπθιηθεο Τπννκαδεο 

 

 

 

  Δζησ G κηα νκαδα θαη εζησ a G .Καζε  ππννκαδα ηεο G πνπ πεξηερεη ην  

ζηνηρεην α πξεπεη λα πεξηερεη ην a a   ην νπνην ζπκβνιηδνπκε κε 2a .Σνηε 

πξεπεη λα πεξηερεη θαη ην 2a a   ην νπνην ζπκβνιηδνπκε κε 3a .Γεληθα πξεπεη 

λα πεξηερεη θαη ην   na  γηα θάζε n  ,δειαδε ην απνηειεζκα ηνπ 

ππνινγηζκνπ γηλνκελσλ ηνπ a   κε ηνλ εαπην ηνπ ,κε n παξαγνληεο ,γηα θάζε 

ζεηηθν αθεξαην (ε ηα ζηνηρεηα ηεο κνξθεο n a  κε ηνλ πξνζζεηηθν 

ζπκβνιηζκν).Δηλαη πηζαλν ην αληηζηξνθν ηνπ a  λα κελ αλεθεη ζε απηό ηνο 

ζπλνιν.Μηα ππννκαδα πνπ πεξηερεη ην α πξεπεη λα πεξηερεη θαη ην 1a ,θαη 

θαηνπηλ ην 1 1a a  ,ην νπνην ζπκβνιηδνπκε κε 2a  θαη γεληθα πξεπεη λα 

πεξηερεη ην ma  γηα θάζε m .Σεινο πξεπεη λα πεξηερεη θαη ην ηαπηνηηθν 
1e aa .Γηα ινγνπο ζπκβνιηζκνπ γξαθνπκε 0a  γηα ην e .Δρνπκε δεημεη όηη 

κηα ππννκαδα ηεο G πνπ πεξηερεη ην α πξεπεη λα  πεξηερεη όια ηα ζηνηρεηα    
na   γηα θάζε n . 

 

 

Θεωπημα.Δζησ G κηα νκαδα θαη εζησ a G .Σνηε ην ζπλνιν nH a n  

είλαη κηα ππννκαδα ηεο G θαη καιηζηα είλαη ε κηθξνηεξε ππννκαδα πνπ 

πεξηερεη ην α,δειαδε θάζε ππννκαδα πνπ πεξηερεη ην α πεξηερεη θαη ηε Ζ. 

 

Απνδεημε: 

 

Διεγρνπκε ηξεηο ζπλζεθεο γηα ην πνηε έλα ππνζπλνιν Ζ κηαο νκαδαο είλαη 

ππννκαδα. 

1.Σν Ζ πξεπεη λα είλαη θιεηζην σο πξνο ηε δηκειε πξαμε ηεο G. 

2.Σν ηαπηνηηθν ζηνηρεην e  ηεο G αλεθεη ζην Ζ. 

3.Γηα θάζε a H  πξεπεη λα ηζρπεη όηη ην 1a H . 

Αθνπ r s r sa a a  γηα θάζε ,r s ,βιεπνπκε όηη ην γηλνκελν ζηελ G,δπν 

ζηνηρεησλ ηεο Ζ αλεθεη παιη ζηελ Ζ.Αξα ην Ζ είλαη θιεηζην σο πξνο ηελ 

πξαμε νκαδαο ηεο G.Δπηζεο 0a e ,αξα e H ,θαη αλ ra H ,ηνηε ra H  θαη  
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r ra a e .Δπνκελσο νιεο νη ζπλζεθεο ηθαλνπνηνπληαη ,θαη H G .Σα 

επηρεηξεκαηα πνπ πξνεγεζεθαλ ηεο δηαηππσζεο ηνπ ζεσξεκαηνο ,εδεημαλ 

όηη θάζε ππννκαδα ηεο G πνπ πεξηερεη ην a  πξεπεη λα πεξηερεη ηελ  Ζ 

,επνκελσο ε Ζ είλαη ε κηθξνηεξε ππννκαδα ηεο G πνπ πεξηερεη ην a .   

 

 Οπιζμορ(Κςκλικη Υποομαδα):Ζ νκαδα Ζ  ηνπ παξαπαλσ ζεσξεκαηνο 

θαιεηηαη ε θπθιηθε ππννκαδα ηεο G   πνπ παξαγεηαη από ην α,θαη 

ζπκβνιηδεηαη κε <α>. 

 

Οπιζμορ (Γελλεηνξαο θπθιηθε νκαδα)Έλα  ζηνηρεην  a  κηαο νκαδαο   G  

παξαγεη ηελ G  ιεγεηαη γελλεηνξαο  ηεο G αλ  <a> G  .Μηα νκαδα  G  

νλνκαδεηαη θπθιηθε αλ ππαξρεη έλα ζηνηρεην a  πνπ  παξαγεη ηελ G . 

 

 

1.Ζ νκαδα ησλ αθεξαησλ  κε πξαμε ηελ πξνζζεζε είλαη κηα θπθιηθε 

νκαδα κε γελλεηνξεο ην 1 θαη ην -1. 

 

 2 Δζησ  nU  ε πνιιαπιαζηηθε νκαδα ησλ ληνζησλ ξηδσλ ηεο κνλαδαο ζην  

.Απηα ηα ζηνηρεηα ηεο nU  παξηζηαλνληαη γεσκεηξηθα από   

ηζνθαηαλεκεκελα  ζηνηρεηα παλσ ζηελ πεξηθεξεηα αθηηλαο 1 κε θεληξν  ηελ 

αξρε ησλ αμνλσλ. 

 

Ο γελλεηνξαο απηεο ηεο θπθιηθεο νκαδαο είλαη είλαη ην ζεκεην  
2 2

cos sina i
n n

.Δηζη ε nU  κε πξαμε ηνλ  κηγαδηθν πνιιαπιαζηαζκν  είλαη 

κηα θπθιηθε νκαδα θαη ην 
2 2

cos sina i
n n

 ν γελλεηνξαο ηεο.Ζ νκαδα nU  

είλαη ε θπθιηθε ππννκαδα a  ηεο νκαδαο U νισλ ησλ κηγαδηθσλ ξηδσλ 

z,κε 1z , κε πξαμε ηνλ πνιιαπιαζηαζκν. 

 

 

1.5 Κπθιηθεο Οκαδεο 

 

 

Κπθιηθε νκαδα G είλαη κηα νκαδα κε γελλεηνξα έλα ζηνηρεην <a> G . 

 

Θεωπημα:  Κάζε θπθιηθε νκαδα είλαη αβειηαλε. 

 

Απνδεημε: 

 

Δζησ G κηα θπθιηθε νκαδα θαη  a  ελαο γελλεηνξαο ηεο  G,δειαδε  
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{ }nG a a n . 

Αλ 1g  θαη 2g  είλαη νπνηαδεπνηε δπν ζηνηρεηα ηεο G,ππαξρνπλ αθεξαηνη  ,r s  

ηεηνηνη,ώζηε 1

rg a  θαη 2

sg a .Σνηε 1 2 2 1

r s r s s r s rg g a a a a a a g g   αξα ε 

G είλαη αβειηαλε. 

 

 

Θεωπημα:  Κάζε ππννκαδα κηαο θπθιηθεο  νκαδαο είλαη θαη απηή θπθιηθε . 

 

Απνδεημε:Δζησ G κηα θπθιηθε νκαδα κε γελλεηνξα ην a  θαη Ζ κηα 

ππννκαδα ηεο G.Αλ { }H e ,ηνηε ε H e  είλαη θπθιηθε.Αλ { }H e  ηνηε  
na H  γηα θαπνην n .Δζησ m  ν κηθξνηεξνο θπζηθνο   αξηζκνο γηα 

ηνλ νπνην ma H . 

Ηζρπξηδνκαζηε  όηη ην mc a  παξαγεη ηελ Ζ,δειαδε mH a c  

Πξεπεη λα δεημνπκε όηη  θάζε b H  είλαη δπλακε ηνπ c . 

Αθνπ b H  θαη H G  ερνπκε nb a  γηα θαπνην n .Βξηζθνπκαη ,q r  ηεηνηνπο 

,ώζηε n mq r  θαη  0 r m  ζπκθσλα κε ηνλ αιγνξηζκν ηεο δηαηξεζεο.Σνηε 

 

( )n mq r m q ra a a a  

 

Αξα 

 

( )r m q na a a  

Σσξα αθνπ na H , ma H ,θαη ην Ζ είλαη νκαδα,ην ( )m qa  θαη ην na αλεθνπλ 

θαη ηα δπν ζηελ Ζ.Αξα 

 

      ( )m q na a H ,δειαδε, ra H . 

 

Αθνπ ν m  εηαλ ν κηθξνηεξνο ζεηηθνο αθεξαηνο γηα ηνλ νπνην  ma H θαη 

0 r m ,πξεπεη λα ερνπκε  0r .Αξα n mq  θαη ( )n m q qb a a c ,δειαδε ην 

b είλαη δπλακε ηνπ c . 

 

Σν παξαπαλσ ζεσξεκα  απνδεηθλπεηαη ρξεζηκνπνησληαο ηνλ αιγνξηζκν ηεο 

δηαηξεζεο γηα ηνπο αθεξαηνπο   (Αλ m  είλαη ελαο ζεηηθνο αθεξαηνο θαη n  

νπνηνζδεπνηε αθεξαηνο,ηνηε ππαξρνπλ κνλνζεκαληα νξηζκελνη αθεξαηνη 

,q r  ηεηνηνη,ώζηε  n m q r  θαη 0 r m) 

 

Ποπιζμα :   Οη ππννκαδεο ηνπ κε πξαμε ηελ πξνζζεζε είλαη αθξηβσο νη 

νκαδεο  n  κε πξαμε ηελ πξνζζεζε,νπνπ n . 

 

Ζ νκαδα ησλ αθεξαησλ είλαη κηα θπθιηθε νκαδα θαη νιεο νη ππν-νκαδεο ηεο 

ζπκθσλα κε ην ζεσξεκα ζα είλαη θπθιηθεο.Δηλαη επθνιν λα δνπκε όηη ε  
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{ , }H nr ms n m  είλαη ππννκαδα ησλ αθεξαησλ κε πξαμε ηελ πξνζζεζε 

νπνηε ζπκθσλα κε ην ζεσξεκα είλαη θπθιηθε .Ο ζεηηθνο γελλεηνξαο   d  ηεο  

παξαπαλσ  θπθιηθεο νκαδαο κε πξαμε ηελ πξνζζεζε ιεγεηαη κεγηζηνο 

θνηλνο δηαηξεηεο ησλ ,r s . 

 

 

Οπιζμορ: Αλ ν κεγηζηνο θνηλνο δηαηξεηεο δπν ζεηηθσλ αθεξαησλ είλαη 1 

απηνη ιεγνληαη πξσηνη πξνο αιιεινπο. 

 

Δπνκελσο αλ ,r s  είλαη πξσηνη πξνο αιιεινπο ηνηε ν γελλεηνξαο ηνπο ζα 

είλαη ε κνλαδα θαη ε ππννκαδα ζα ηαπηηδεηαη κε ηνπο αθεξαηνπο αξηζκνπο. 

 

Τπαξρνπλ δπν πεξηπησζεηο θπθιηθσλ νκαδσλ ζπκθσλα κε ην πιεζνο ησλ 

ζηνηρεησλ ηνπο.Οη απεηξεο πνπ ερνπλ απεηξα ζηνηρεηα (όπσο νη αθεξαηνη) θαη 

νη πεπεξαζκελνπ πιεζνπο ζηνηρεησλ θπθιηθεο νκαδεο.Δζησ G θπθιηθε 

νκαδα κε γελλεηνξα a .Δμεηαδνπκε ηηο δπν πεξηπησζεηο 

 

 

Πεπιπηωζη 1.Ζ G ερεη απεηξα ην πιεζνο ζηνηρεηα.Σνηε δπν δηαθνξεηηθνη 

εθζεηεο ηνπ γελλεηνξα a  δελ κπνξνπλ λα δσζνπλ πνηε ην ηδην 

ζηνηρεην,δειαδε νιεο νη δπλακεηο ηνπ α είλαη δηαθνξεηηθεο αλα δπν.Σν  κε 

πξαμε ηελ πξνζζεζε ιεηηνπξγεη σο πξνηππν θάζε απεηξεο θπθιηθεο νκαδαο. 

 

Πεπιπηωζη 2. Ζ G ερεη πεπεξαζκελε ηαμε.ε απηελ ηελ πεξηπησζε ,δελ 

κπνξνπλ νιεο νη ζεηηθεο δπλακεηο ελόο γελλεηνξα a  ηεο  G λα είλαη 

δηαθνξεηηθεο αλα δπν  επνκελσο γηα θαπνηνπο εθζεηεο h,k πξεπεη λα ερνπκε 

όηη h ka a .Αλ m είλαη ν κηθξνηεξνο αθεξαηνο γηα ηνλ νπνην ηζρπεη όηη ma e  

θαη θακηα κηθξνηεξε ζεηηθε δπλακε ηνπ α λα κελ είλαη ην e (νπδεηεξν 

ζηνηρεην),ηνηε ε θπθιηθε νκαδα απνηειεηηαη απν ηα πεπεξαζκελα ζηνηρεηα 
2 1, , ,..., me a a a ,θαη ην α ερεη ηαμε m. 

 

Οπιζμορ:Δζησ n δεδνκελνο ζεηηθνο αθεξαηνο θαη εζησ h,k νπνηνηδεπνηε 

αθεξαηνη .Σν ππνινηπν r ηεο δηαηξεζεο  ηνπ h k  κε n , ζπκθσλα  κε ηνλ 

αιγνξηζκν ηεο δηαηξεζεο ,ιεγεηαη αζξνηζκα ησλ h θαη k modulo n. 

 

 

Θεωπημα:Σν  ζπλνιν 0,1,2,..., 1n  είλαη κηα θπθιηθε νκαδα ,ε n , κε 

πξαμε ηελ πξνζζεζε modulo n. 

 

 Γηα ηηο απεηξεο θπθιηθεο ππννκαδεο καο θαιππηεη πιεξσο ην παξαπαλσ 

πνξηζκα.Γηλνπκε ην βαζηθν ζεσξεκα γηα ηνπο γελλεηνξεο ησλ ππννκαδσλ 

ησλ πεπεξαζκελσλ θπθιηθσλ νκαδσλ. 
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Θεωπημα: Δζησ  G κηα θπθιηθε νκαδα κε n ζηνηρεηα πνπ παξαγεηαη από ην 

α.Δζησ b ζηνηρεην ηεο G θαη sb a .Σνηε ην b παξαγεη κηα θπθιηθε ππννκαδα 

H  ηεο G πνπ πεξηερεη 
n

d
 ζηνηρεηα ,νπνπ d είλαη ν κεγηζηνο θνηλνο δηαηξεηεο 

ησλ n,s. 

 

Απνδεημε: 

 

Σν όηη ην b  παξαγεη κηα θπθιηθε ππννκαδα Ζ ηεο G είλαη γλσζην από 

παξαπαλσ ζεσξεκα.Πξεπεη λα δεημνπκε όηη ε Ζ ερεη  
n

d
 ζηνηρεηα.Ζ Ζ ερεη 

ηνζα ζηνηρεηα νζε είλαη ε κηθξνηεξε ζεηηθε δπλακε m  ηνπ b  πνπ δηλεη ην 

ηαπηνηηθν ζηνηρεην.Σσξα sb a  θαη mb e  αλ θαη κνλν αλ ( )s ma e ,δειαδε 

αλ θαη κνλν αλ ν n  δηαηξεη ηνλ ms .Πνηνο είλαη ν κηθξνηεξνο ζεηηθνο 

αθεξαηνο m γηα ηνλ νπνην ν n  δηαηξεη ην ms ?Δζησ d  ν κεγηζηνο θνηλνο 

δηαηξεηεο ησλ ,n s .Σνηε ππαξρνπλ ,u v  ηεηνηνη ώζηε 

 

                d un vs  

Αθνπ ν d  δηαηξεη ηνπο ,n s ,κπνξνπκε λα γξαςνπκε 

 

              1 ( ) ( )
n s

u v
d d

 

 

Οπνπ νη 
n

d
 θαη 

s

d
 είλαη αθεξαηνη .Απν ηελ ηειεπηαηα ηζνηεηα θαηλεηαη  νη 

n

d
 

θαη 
s

d
 είλαη πξσηνη πξνο αιιεινπο ,δηνηη θάζε αθεξαηνο πνπ δηαηξεη θαη ηνπο 

δπν  πξεπεη λα δηαηξεη θαη ηνλ 1.Θεινπκε λα βξνπκε  ηνλ κηθξνηεξν ζεηηθν 
m  γηα ηνλ νπνην ν  

                        

                                                     
( )

( )

s
m

ms d
nn

d

 είλαη αθεξαηνο. 

 

πκπεξαηλνπκε όηη ν 
n

d
 πξεπεη λα δηαηξεη ηνλ m ,επνκελσο ν κηθξνηεξνο 

ηεηνηνο m  είλαη ν 
n

d
.Αξα ε ηαμε ηνπ Ζ είλαη 

n

d
. 

 



17 

 

Ποπιζμα:Aλ a  είλαη ελαο γελλεηνξαο κηαο πεπεξαζκελεο θπθιηθεο νκαδαο 

G  κε ηαμε n ,ηνηε νη αιινη γελλεηνξεο ηεο G είλαη ηα ζηνηρεηα ηεο κνξθεο 
ra ,νπνπ ν r  είλαη πξσηνο πξνο ηνλ  n . 

 

 

1.6 πκπινθα   

 

 

 

 Δζησ  Ζ κηα ππννκαδα κηαο νκαδαο G, ε νπνηα κπνξεη λα εηλαη 

πεπεξαζκελεο ε απεηξεο ηαμεο .Παξνπζηαδνπκε δπν δηακεξηζεηο ηεο G 

,νξηδνληαο δπν ζρεζεηο ηζνδπλακηαο, L  θαη R  ζηελ G . 

 

 

Θεωπημα: Δζησ Ζ κηα ππννκαδα ηεο G .Οξηδνπκε κηα ζρεζε  L   ζηελ G 

κε ηελ  

                      La b  αλ θαη κνλν αλ 1a b H . 

 

Οξηδνπκε ηελ R   κε ηελ    

                        

                      Ra b   αλ θαη κνλν αλ 1ab H  

 

Σνηε νη  L  θαη  R  είλαη θαη νη δπν ζρεζεηο ηζνδπλακηαο ζηελ  G 

 

Aπνδεημε: Γεηρλνπκε όηη ε L  είλαη ζρεζε ηζνδπλακηαο. 

1)Αλαθιαζηηθε ηδηνηεηα:Δζησ a G .Σνηε 1a a e  θαη e H  αθνπ ην Ζ είλαη 

ππννκαδα .Αξα  La a . 

2)πκκεηξηθε ηδηνηεηα:Τπνζεηνπκε όηη  La b .Σνηε 1a b H .Αθνπ ην Ζ  

είλαη ππννκαδα ,ην 1 1( )a b  αλεθεη ζηελ Ζ θαη  1 1 1( )a b b a  ,αξα ην 1b a H  

νπνηε  Lb a . 

3)Μεηαβαηηθε ηδηνηεηα:Δζησ La b  θαη  Lb c .Σνηε  1a b H  θαη 
1b c H .Αθνπ ην Ζ είλαη ππννκαδα ,ην 1 1 1( )( )a b b c a c H ,αξα  La c . 

 

  Οπσο γλσξηδνπκε θάζε ζρεζε ηζνδπλακηαο νξηδεη κηα δηακεξηζε ζην 

ζπλνιν,ελ πξνθεηκελσ ζηε νκαδα  G.Ζ ζρεζε ηζνδπλακηαο L   νξηδεη κηα 

δηακεξηζε ζηε G .Αο δνπκε κε ηη κνηαδνπλ απηά ηα ππνζπλνια ζ’απηή ηε 

δηακεξηζε .Αο ππνζεζνπκε όηη a G .Σν ζπλνιν πνπ πεξηερεη ην α  

απνηειεηηαη από όια ηα x G  γηα ηα νπνηα La x ,δειαδε όια ηα x G  γηα ηα 

νπνηα 1a x H .Σσξα 1a x H   αλ θαη κνλν αλ   1a x hγηα θαπνην h H  ε 

ηζνδπλακα αλ θαη κνλν αλ  x ah  γηα θαπνην h H .Γειαδε ην ππνζπλνιν 

πνπ πεξηερεη ην a  είλαη ην ah h H ,ην νπνην ζπκβνιηδνπκε θαη κε  aH .Αλ 
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αθνινπζεζνπκε ηνλ ηδην ζπιινγηζκν  γηα ηε ζρεζε ηζνδπλακηαο  R  πνπ 

νξηδεηαη από ηελ Ζ ,βιεπνπκε όηη ην ππνζπλνιν πνπ πεξηερεη  a G  ζ’απηή 

ηε δηακεξηζε είλαη ην { }Ha ha h H .Αθνπ ε G κπνξεη λα κελ είλαη 

αβειηαλε,δελ ερνπκε θαλελα ινγν λα πεξηκελνπκε ηα Ha  θαη  aH  λα είλαη ην 

ηδην ζπλνιν ηεο  G. 

 

Οπιζμορ: Eζησ Ζ κηα  ππννκαδα  κηαο νκαδαο G. Σν ππνζπλνιν 

aH ah h H  ηεο G ιεγεηαη ην αξηζηεξν ζπκπινθν ηεο Ζ πνπ πεξηερεη ην α 

,ελώ  ην Ha ha h H  ηεο G ιεγεηαη ην δεμην ζπκπινθν ηεο Ζ πνπ πεξηερεη 

ην  a . 

 

 

Γηα κηα αβειηαλε ππννκαδα Ζ ηεο G,ε δηακεξηζε ηεο G ζε αξηζηεξα 

ζπκπινθα  Ζ  θαη ε δηακεξηζε ζε δεμηα ζπκπινθα ηαπηηδνληαη. Κάζε 

ζπκπινθν κηαο ππννκαδαο Ζ κηαο νκαδαο G  ερεη ην ηδην  πιεζνο ζηνηρεησλ 

κε ηελ ππννκαδα. 

 

 

 

1.7 Σν Θεσξεκα Lagrange 

 

 

 

Δζησ  Ζ κηα ππννκαδα κηαο νκαδαο G.Ηζρπξηδνκαζηε όηη θάζε αξηζηεξν 

ζπκπινθν  θαη θάζε δεμην ζπκπινθν ηεο Ζ ερεη ην ηδην πιεζνο ζηνηρεησλ κε 

ηελ Ζ.Θα ην δεημνπκε νξηδνληαο κηα έλα πξνο έλα  απεηθνληζε ηεο Ζ επη ηνπ 

αξηζηεξνπ ζπκπινθνπ gH  ηεο Ζ γηα νπνηνδεπνηε ζηνηρεην g  ηεο  G.Αλ ε Ζ 

ερεη πεπεξαζκελε ηαμε απηό δεηρλεη όηη ε gH   ερεη ην ηδην αθξηβσο πιεζνο  

ζηνηρεησλ κε ηελ Ζ.Αλ ε Ζ είλαη απεηξε ,ε ππαξμε κηαο ηεηνηαο απεηθνληζεο  

ζεσξεηηαη σο ν νξηζκνο  ηεο ηζνηεηαο ηνπ κεγεζνπο ηεο Ζ  θαη ηνπ κεγεζνπο 

ηνπ gH . Ζ επηινγε ηεο έλα-πξνο –έλα απεηθνληζεο  : H gH  είλαη 

πξνθαλεο .Θεηνπκε  ( )h gh  γηα θάζε h H .Ζ απεηθνληζε απηή είλαη επη 

ηνπ gH επεηδε ην gH  νξηζζεθε σο { }gh h H .Γηα λα δεημνπκε  όηη είλαη έλα 

πξνο έλα αο ππνζεζνπκε όηη 1 2( ) ( )h h  γηα θαπνηα  1 2,h h  ζηελ Ζ.Σνηε 

1 2gh gh  θαη από ην λνκν δηαγξαθεο ζηελ νκαδα G ερνπκε  1 2h h  .Απην 

δεηρλεη όηη ε  είλαη έλα πξνο έλα.Οπνηε ζπλνςηδνληαο,θάζε  ζπκπινθν 

αξηζηεξν ε δεμην κηαο ππννκαδαο  Ζ κηαο νκαδαο G ερεη ην ηδην πιεζνο  

ζηνηρεησλ κε ηελ Ζ. 
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Θεωπημα (Lagrange):Δζησ Ζ κηα ππννκαδα κηαο πεπεξαζκελεο νκαδαο G 

.Σνηε  ε  ηαμε ηεο Ζ  είλαη δηαηξεηεο ηεο ηαμεο ηεο G. 

 

Απνδεημε : Δζησ n  ε ηαμε ηεο G θαη m  ε ηαμε ηεο Ζ.Απν ηνλ παξαπαλσ 

ηζρπξηζκν θάζε ζπκπινθν ηεο Ζ ερεη επηζεο  m  ζηνηρεηα.Δζησ r  ην πιεζνο 

ησλ ππνζπλνισλ ζηε δηακεξηζε ηεο G  ζε αξηζηεξα ζπκπινθα ηεο Ζ.Σνηε 
n rm ,αξα ν m   είλαη νλησο δηαηξεηεο ηνπ n  

 

 

Ποπιζμα:Κάζε νκαδα κε ηαμε πξσην αξηζκν είλαη θπθιηθε. 

 

Απνδεημε :Δζησ όηη ε G ερεη ηαμε ηνλ πξσην αξηζκν  p ,θαη εζησ a  έλα 

ζηνηρεην ηεο G δηαθνξεηηθν από ην ηαπηνηηθν ζηνηρεην.Σνηε ε θπθιηθε 

ππννκαδα  a  ηεο  G πνπ παξαγεηαη από ην a  ερεη ηνπιαρηζηνλ δπν 

ζηνηρεηα ,ην a  θαη ην ηαπηνηηθν.Οκσο από ην παξαπαλσ ζεσξεκα  ε ηαμε 

ηεο θπθιηθεο ππννκαδαο ζα πξεπεη λα δηαηξεη ηελ ηαμε ηεο νκαδαο δειαδε 

ηνλ πξσην αξηζκν p .Πξεπεη ινηπνλ λα ερνπκε m p  θαη  

a G ,αξα ε G είλαη θπθιηθε νκαδα 

 

 

Οπνηε βιεπνπκε όηη ππαξρεη  νπζηαζηηθα κνλν κηα δνκε νκαδαο κε ηαμε 

δεδνκελν πξσην αξηζκν  p . 

 

Θεωπημα:Ζ ηαμε ελόο ζηνηρεηνπ κηαο πεπεξαζκελεο νκαδαο δηαηξεη ηελ 

ηαμε ηεο νκαδαο. 

 

Απνδεημε :Ζ ηαμε ελόο ζηνηρεηνπ ηζνπηαη κε ηελ ηαμε ηεο θπθιηθεο 

ππννκαδαο πνπ παξαγεηαη από απηό ην ζηνηρεην νπνηε ερνπκε ην δεηνπκελν. 

 

Οπιζμορ:Δζησ  H  κηα ππννκαδα κηαο νκαδαο G.Σν πιεζνο ησλ αξηζηεξσλ 

ζπκπινθσλ  ηεο Ζ ζηελ G ιεγεηαη δεηθηεο ( : )G H  ηεο Ζ ζηελ G. 

 

 

 

 

1.8 Γαθηπιηνη  

 

 

 

 

Ζ πην γεληθε αιγεβξηθε δνκε κε δπν δηκειεηο πξαμεηο  ιεγεηαη δαθηπιηνο. 
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Οπιζμορ:  (Γαθηπιηνο) Δλαο δαθηπιηνο  , ,R   είλαη έλα ζπλνιν R  καδη 

κε δπν  δηκειεηο πξαμεηο  + θαη  ,ηηο  νπνηεο απνθαινπκε πξνζζεζε θαη 

πνιιαπιαζηαζκν,νξηζκελεο  ζην    R  εηζη ώζηε  λα ηθαλνπνηνπληαη ηα 

αθνινπζα αμησκαηα: 

 

 

1.        ,R   είλαη κηα αβειηαλε νκαδα. 

 

 

2.      Ο  πνι/ζκνο είλαη πξνζεηαηξηζηηθνο. 

 

 

3.      Γηα θάζε  , ,a b c R  ,ηζρπνπλ ν αξηζηεξνο επηκεξηζηηθνο λνκνο  

      ( )a b c ab ac  θαη ν δεμηνο επηκεξηζηηθνο λνκνο ( )b c a ba ca  

 

 

 

 

 

Σα αμησκαηα 1,2,3 ηζρπνπλ ζε θάζε ππνζπλνιν ησλ κηγαδηθσλ αξηζκσλ πνπ 

είλαη νκαδα κε ηελ πξνζζεζε θαη θιεηζην σο πξνο ηνλ πνιιαπιαζηαζκν.Γηα 

παξαδεηγκα  ηα  , , , , , , , , , , ,  είλαη νινη δαθηπιηνη. 

 

 

 

 

 

Θεωπημα:  Αλ R  είλαη ελαο δαθηπιηνο κε ηαπηνηηθν ζηνηρεην ηεο 

πξνζζεζεο ην 0 ,ηνηε γηα θάζε ,a b R  ερνπκε 

 

1. 0 0 0a a  

 

2. ( ) ( ) ( )a b a b ab  

 

3. ( )( )a b ab 

 

 

Απνδεημε : 
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1. 0 0 (0 0) 0a a a a .Δπνκελσο ,από ην λνκν ηεο δηαγξαθεο ,γηα ηελ 

πξνζζεηηθε νκαδα  ,R  ερνπκε  0 0a .Οκνησο θαη από αξηζηεξα. 

 

2. ( ) 0a b ab  θαη ( ) 0a b ab  

 

3. ( )( ) ( ( ))a b a b  θαη ( ( )) ( ( ))a b ab  .Αξα ην ( ( ))ab  είλαη ην 

ζηνηρεην  πνπ αλ πξνζηεζεη  ( )ab  καο δηλεη ην 0.Απην είλαη ην ab  ινγσ ηνπ 

νξηζκνπ ηνπ  ab  θαη ηεο κνλαδηθνηεηαο ηνπ αληηζηξνθνπ ζε κηα νκαδα. 

 

 

Οπιζμορ:   Δλαο δαθηπιηνο ,ζηνλ νπνην ν  πνι/ζκνο είλαη αληηκεηαζεηηθε 

πξαμε ιεγεηαη αληηκεηαζεηηθνο δαθηπιηνο.Δλαο δαθηπιηνο κε 

πνιιαπιαζηαζηηθν ηαπηνηηθν ζηνηρεην 1,γηα ην νπνην 1 1x x x  γηα θάζε  

x ,ιεγεηαη δαθηπιηνο κε κνλαδηαην ζηνηρεην.Καζε νπδεηεξν ζηνηρεην ηνπ 

πνιιαπιαζηαζκνπ ιεγεηαη κνλαδηαην ζηνηρεην. 

 

 

Θεωπημα:Αλ R  είλαη ελαο δαθηπιηνο κε κνλαδηαην ζηνηρεην,ηνηε απηό ην 

κνλαδηαην  ζηνηρεην 1 είλαη ην κνλν πνιιαπιαζηαζηηθν ηαπηνηηθν ζηνηρεην 

ηνπ R . 

 

Απνδεημε :Τπνζεηνπκε  όηη ην 1 θαη ην 1'  είλαη δπν νπδεηεξα ζηνηρεηα  γηα 

ηνλ πνιιαπιαζηαζκν ζε έλα δαθηπιην R.Θεσξσληαο ην 1 σο νπδεηεξν 

ζηνηρεην ερνπκε  

  
              (1)(1') 1'  

 

Θεσξσληαο ην 1'  σο νπδεηεξν ζηνηρεην ,ερνπκε  

        

(1)(1') 1. 

Αξα , 1' 1 

 

 

  ε έλα δαθηπιην  R κε κνλαδηαην ζηνηρεην,ην ζπλνιν R ησλ κε κεδεληθσλ 

ζηνηρεησλ,αλ είλαη θιεηζην σο πξνο ηνλ πνιιαπιαζηαζκν θαη ππαξρνπλ ηα 

αληηζηξνθα ζηνηρεηα  ζα είλαη κηα πνιιαπιαζηαζηηθε νκαδα.Οπνηε ερνληαο 

έλα δαθηπιην ςαρλνπκε γηα ηα πνιιαπιαζηαζηηθα αληηζηνθα. 

 

Οπιζμορ:  (Μνλαδα,σκα,ηξεβιν σκα) .Δζησ R ελαο δαθηπιηνο κε 

κνλαδηαην ζηνηρεην .Δλα ζηνηρεην u  ηνπ R ιεγεηαη κνλαδα αλ ερεη 

πνιιαπιαζηηθν αληηζηξνθν ζην  R.Αλ θάζε κε κεδεληθν ζηνηρεην ηνπ R 

είλαη κνλαδα  ηνηε ν R νλνκαδεηαη δαθηπιηνο δηαηξεζεο.σκα νλνκαδεηαη 
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θάζε αληηκεηαζεηηθνο δαθηπιηνο δηαηξεζεο.Δλαο κε αληηκεηαζεηηθνο 

δαθηπιηνο δηαηξεζεο ιεγεηαη ζηξεβιν ζσκα. 

 

 

Σν  δελ είλαη ζσκα αθνπ ην 2 δελ ερεη πνιιαπιαζηαζηηθν  αληηζηξνθν,ην 2 

δελ είλαη κνλαδα ηνπ .Οη κνλεο κνλαδεο ηνπ είλαη ην 1 θαη ην -1.Σν  

θαη ην  είλαη ζσκαηα. 

 

 

 Yπαξρνπλ θπζηνινγηθα  νη ελλνηεο ηνπ ππνδαθηπιηνπ ελόο δαθηπιηνπ θαη 

ηνπ ππνζσκαηνο ελόο ζσκαηνο.Τπνδαθηπιηνο ελόο δαθηπιηνπ ιεγεηαη έλα 

ππνζπλνιν ηνπ δαθηπιηνπ πνπ είλαη δαθηπιηνο κε ηηο πξαμεηο πνπ ηνπ 

θιεξνλνκεη ν κεγαινο δαθηπιηνο.Οκνησο νξηδεηαη θαη ε ελλνηα ηνπ 

ππνζσκαηνο γηα έλα ππνζπλνιν ελόο ζσκαηνο.Οηαλ ερνπκε έλα ζπλνιν κε 

θαπνηνπ εηδνπο αιγεβξηθε δνκε παλσ ηνπ ,θαη ηελ πξνθππηνπζα ζπκπηπμε 

λα είλαη δνκε (νκαδα,δαθηπιηνο,ζσκα,αθεξαηα πεξηνρε,δηαλπζκαηηθνο 

ρσξνο θ.ν.θ) ηνηε θάζε ππνζπλνιν απηνπ ηνπ ζπλνινπ,ην νπνην δηλεη κηα 

αιγεβξηθε δνκε ηνπ ηδηνπ εηδνπο  κε ηηο πξαμεηο  πνπ θπζηνινγηθα επαγνληαη  

ζ’απηό ,ζα ιεγεηαη ππνδνκε. 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.9 Αθεξαηεο Πεξηνρεο 

 

 

 

Οπιζμορ: (Γηαηξεηεο ηνπ 0) Αλ α θαη b είλαη δπν κε κεδεληθα ζηνηρεηα ελόο 

δαθηπιηνπ R  ηεηνηα ,ώζηε 0ab  ηνηε ηα α θαη b ιεγνληαη δηαηξεηεο ηνπ 

0.Δηδηθνηεξα ην α  ιεγεηαη αξηζηεξνο δηαηξεηεο ηνπ 0 θαη ην  

B δεμηνο δηαηξεηεο ηνπ 0. 

 

 

ε έλα αληηκεηαζεηηθν δαθηπιην,θάζε αξηζηεξνο δηαηξεηεο ηνπ 0 είλαη θαη 

δεμηνο δηαηξεηεο ηνπ 0 θαη αληηζηξνθνο,νπνηε δελ ππαξρεη δηαθξηζε κεηαμπ 

ησλ αξηζηεξσλ θαη δεμησλ δηαηξεησλ. 
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Θεωπημα:  ην δαθηπιην n ,νη δηαηξεηεο ηνπ 0 είλαη αθξηβσο εθεηλα ηα 

ζηνηρεηα πνπ δελ είλαη πξσηα πξνο ηνλ n . 

 

Απνδεημε : 

 

Δζησ nm ,νπνπ 0m ,εζησ 1d  ν κεγηζηνο θνηλνο δηαηξεηεο ησλ ,m n . 

Σνηε ( ) ( )
n m

m n
d d

 θαη ην ( )
m

n
d

 καο δηλεη 0 αθνπ είλαη πνιιαπιαζην ηνπ 

n .Αξα ( )
n

m
d

=0 ζηνλ  n ,ελώ θαλελαο από ηνπο m ,
n

d
 δελ είλαη 

κεδελ,δειαδε ν m είλαη δηαηξεηεο ηνπ 0. 

Από ηελ άιιε πιεπξα ,αο ππνζεζνπκε  όηη ν nm ,είλαη πξσηνο πξνο ηνλ 

n .Αλ γηα θαπνην ns  είλαη  0ms ,ηνηε ν n  δηαηξεη ην γηλνκελν ms  

ησλ  m  θαη s .Αθνπ ν n  είλαη πξσηνο πξνο ηνλ m  επεηαη όηη ν n  δηαηξεη ηνλ 

s  ,νπνηε s =0 ζηνλ n . 

 

Ποπιζμα: Αλ ν p  είλαη πξσηνο,ηνηε ν p  δελ ερεη δηαηξεηεο ηνπ κεδελνο. 

 

Απνδεημε :Αθνπ νη δηαηξεηεο ηνπ κεδελνο  ηνπ δαθηπιηνπ p  είλαη εθεηλα ηα 

ζηνηρεηα πνπ δελ είλαη πξσηα πξνο ην p ,γηα p  πξσην όια ηα ζηνηρεηα ηνπ 

δαθηπιηνπ είλαη πξσηα(κ.θ.δ=1) πξνο ην p . 

 

 

 

 

 

 

Θεωπημα:  Οη λνκνη ηεο δηαγξαθεο  ηζρπνπλ ζε έλα δαθηπιην R  αλ θαη 

κνλν αλ ν R  δελ ερεη νπηε αξηζηεξνπο νπηε δεμηνπο δηαηξεηεο ηνπ 0. 

 

Απνδεημε :Δζησ  R  ελαο δαθηπιηνο ζηνλ νπνην ηζρπνπλ νη λνκνη δηαγξαθεο 

,θαη αο ππνζεζνπκε όηη 0ab  γηα θαπνηα  ,a b R .Πξεπεη λα δεημνπκε  όηη 

εηηε ην  a  εηηε ην b  είλαη 0.Αλ  0a  ηνηε ε  0ab a  καο δηλεη 0b  από ηνπο 

λνκνπο δηαγξαθεο.Οκνησο αλ 0b  επεηαη όηη 0a ,δειαδε αλ νη λνκνη 

δηαγξαθεο  ηζρπνπλ δελ ππαξρνπλ αξηζηεξνη ε δεμηνη  δηαηξεηεο ηνπ 0. 

Αληηζηξνθσο ,αο ππνζεζνπκε   όηη ν R  δελ ερεη αξηζηεξνπο νπηε δεμηνπο  

δηαηξεηεο ηνπ κεδελνο  θαη αο ππνζεζνπκε όηη ab ac  κε  0a .Σνηε 
                      ( ) 0ab ac a b c  

Αθνπ  0a ,θαη αθνπ ν R  δελ ερεη αξηζηεξνπο δηαηξεηεο ηνπ 0 πξεπεη λα 

ερνπκε 0b c ,αξα  b c .Αλαινγν επηρεηξεκα  δεηρλεη όηη αλ ba ca  θαη  
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0a ,ηνηε b c . 

 

 

Αλ ν δαθηπιηνο R  δελ ερεη δηαηξεηεο ηνπ κεδελνο ηνηε θάζε εμηζσζε ηεο 

κνξθεο  ax b , κε 0a  ζην R κπνξεη λα ερεη ην πνιύ κηα ιπζε x  ζην R . 

 

Οπιζμορ(Αθεξαηα πεξηνρε): Αθεξαηα πεξηνρε ιεγεηαη ελαο αληηκεηαζεηηθνο 

δαθηπιηνο ,πνπ δελ πεξηερεη δηαηξεηεο ηνπ 0. 

 

 

Θεωπημα:  Κάζε ζσκα F  είλαη αθεξαηα πεξηνρε 

 

Απνδεημε :Δζησ ,a b F  θαη αο ππνζεζνπκε όηη  0a .Σνηε αλ 0ab  ερνπκε  

1 1
( ) ( )0 0ab
a a

. 

Όκσο ηνηε  

                                      
1 1

0 ( )( ) [( ) ] 1ab a b b b
a a

 

 

Γεημακε  όηη αλ 0ab  θαη 0a ,ηνηε 0b  ζην ζσκα ,επνκελσο δελ 

ππαξρνπλ δηαηξεηεο ηνπ κεδελ ζην F .Πξνθαλσο ην F  είλαη αληηκεηαζεηηθνο 

δαθηπιηνο κε κνλαδηαην ζηνηρεην ,αξα ην ζεσξεκα καο ερεη απνδεηρζεη. 

 

 

 

 

 

Θεωπημα:  Καζε πεπεξαζκελε αθεξαηα πεξηνρε είλαη ζσκα. 

 

Απνδεημε :Δζησ  
                                         10,1, ,..., na a  

Όια ηα ζηνηρεηα  κηαο πεπεξαζκελεο αθεξαηαο πεξηνρεο D .Θεινπκε λα 

δεημνπκε  όηη αλ a D  θαη 0a  ,ππαξρεη b D  ηεηνην ώζηε 1ab . 

 

Θεσξνπκε ηα    
                                       11, ,..., na aa aa  

 

Ηζρπξηδνκαζηε όηη όια ηα ζηνηρεηα ηεο  D  είλαη δηαθεθξηκελα,δηνηη αλ 

i jaa aa   ερνπκε i ja a  ,ινγσ ησλ λνκσλ δηαγξαθεο πνπ ηζρπνπλ ζε  θάζε 

αθεξαηα πεξηνρε .Δπηζεο ,αθνπ ε D  δελ ερεη δηαηξεηεο  ηνπ 0,θαλελα από 

απηά ηα ζηνηρεηα δελ είλαη 0.Δπνκελσο κεηξσληαο  βξηζθνπκε όηη ηα  

11, ,..., na aa aa  είλαη ηα ζηνηρεηα  10,1, ,..., na a  κε θαπνηα άιιε δηαηαμε,δειαδε 
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1 1a  νπνηε 1a  ε 1iaa  γηα θαπνην i .ε θάζε πεξηπησζε  ην a  ερεη 

πνιιαπιαζηαζηηθν αληηζηξνθν. 

 

Ποπιζμα: Αλ  p  είλαη πξσηνο,ην p  είλαη ζσκα, 

Σν πνξηζκα επεηαη ακεζσο ηνπ όηη ν p  είλαη αθεξαηα πεξηνρε κε 

πεπεξαζκελα ζηνηρεηα. 

 

 

 

Οπιζμορ(Φαπακηηπιζηικη ενόρ δακηςλιος): Αλ γηα θαπνην δαθηπιην R  

ππαξρεη ελαο ζεηηθνο αθεξαηνο n  ηεηνηνο ,ώζηε 0na  γηα θάζε a R ,ηνηε ν 

κηθξνηεξνο ηεηνηνο θπζηθνο ιεγεηαη ραξαθηεξηζηηθε ηνπ δαθηπιηνπ R .Αλ 

δελ ππαξρεη ηεηνηνο θπζηθνο αξηζκνο,ιεκε όηη ν R  είλαη ραξαθηεξηζηηθεο 0. 

 

Ο δαθηπιηνο nZ  ερεη ραξαθηεξηζηηθε n ,ελώ ηα , , ,  ερνπλ όια 

ραξαθηεξηζηηθε 0. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Θεωπημα: Αλ R  είλαη ελαο δαθηπιηνο κε κνλαδηαην ζηνηρεην  ην 1,ηνηε ν R  

ερεη ραξαθηεξηζηηθε 0n  αλ θαη κνλν αλ ν n  είλαη ν κηθξνηεξνο ζεηηθνο 

αθεξαηνο ,γηα ηνλ νπνην 1 0n . 

 

Απνδεημε :Αλ  ν R  ερεη ραξαθηεξηζηξηθε  0n ,ηνηε 0na  γηα θάζε 

a R ,νπνηε ,εηδηθνηεξα  1 0n . 

Αληηζηξνθα ,αο ππνζεζνπκε όηη  n  είλαη ελαο ζεηηθνο αθεξαηνο γηα ηνλ νπνην  

1 0n .Σνηε γηα θάζε a R ,ερνπκε  

 

... (1 1 .. 1) ( 1) 0 0na a a a a a n a . 

 

 

 

 

1.10 Σα ζεσξεκαηα ησλ Fermat & Euler 
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 ε  θάζε  ζσκα ηα κε κεδεληθα ζηνηρεηα ζρεκαηηδνπλ νκαδα σο πξνο ηνλ  

πνιιαπιαζηαζκν  ζσκαηνο. Δηδηθνηεξα ζην p  ηα ζηνηρεηα   

 1,2,3,..., 1p  ζρεκαηηδνπλ κηα νκαδα ηαμεο 1p  κε ηνλ πνιιαπιαζηαζκν  

mod  ulo p . 

Αθνπ ε ηαμε θάζε ζηνηρεηνπ κηαο νκαδαο δηαηξεη ηελ ηαμε ηεο νκαδαο 

,βιεπνπκε όηη αλ 0b  θαη  pb ,ερνπκε όηη 1 1pb  ζην p . 

 

 

Θεωπημα(Fermat): Αλ a  θαη p  είλαη πξσηνο πνπ δελ δηαηξεη ην a ,ηνηε 

ν p δηαηξεη ηνλ 1 1pa ,δειαδε 1 1(mod )pa p , αλ 0(mod )a p . 

 

 

Ποπιζμα: Αλ a  ,ηνηε (mod )pa a p  γηα θάζε πξσην p . 

 

Απνδεημε :Σν πνξηζκα πξνθππηεη από ην παξαπαλσ ζεσξεκα  αλ  

0(mod )a p .Αλ  0(mod )a p ,ηνηε θαη ηα δπν κειε είλαη ηζα κε 0modulop  

 

Ο Euler εδσζε κηα γεληθεπζε ηνπ ζεσξεκαηνο ηνπ Fermat. 

 

 

 

 

 

 

Θεωπημα: Σν ζπλνιν nG  ησλ κε κεδεληθσλ ζηνηρεησλ ηνπ n ,πνπ δελ είλαη 

δηαηξεηεο ηνπ κεδελνο ,είλαη νκαδα κε ηνλ πνιιαπιαζηαζκν mod  nulo  

 

Απνδεημε :Πξεπεη πξσηα λα δεημνπκε  όηη ην nG  είλαη θιεηζην σο πξνο ηνλ 

πνιιαπιαζηαζκν mod  nulo .Δζησ , na b G .Αλ  nab G ,ηνηε ζα ππεξρε έλα 

0c  ζηνλ n ,ηεηνην ώζηε ( ) 0ab c .Αιια από ηελ ( ) 0ab c  επεηαη όηη 

( ) 0a bc .Αθνπ nb G  θαη  0c  ερνπκε  0bc  από ηνλ νξηζκν ηεο  nG .Σνηε 

όκσο ,από ηελ ( ) 0a bc  επεηαη όηη  na G  θαηη πνπ αληηθαζθεη ζηελ ππνζεζε 

καο .εκεησζηε όηη απηό πνπ απνδεημακε είλαη όηη ζε θάζε δαθηπιην ,ην 

ζπλνιν ησλ ζηνηρεησλ πνπ δελ είλαη δηαηξεηεο ηνπ κεδελνο είλαη θιεηζην σο 

πξνο ηνλ πνιιαπιαζηαζκν. 

Γεηρλνπκε όηη ην  nG  είλαη νκαδα.Δηλαη θαλεξν όηη ν πνιιαπιαζηακνο 

mod  nulo  είλαη πξνζεηαηξηζηηθνο ,θαη όηη 1 nG .Γεηρλνπκε ησξα όηη γηα θάζε 

na G  ππαξρεη nb G  ηεηνην ώζηε 1ab .Δζησ 11, ,..., ra a  ηα ζηνηρεηα ηεο nG . 

Σα ζηνηρεηα 11, ,..., ra aa aa  είλαη όια δηαθνξεηηθα δηνηη αλ i jaa aa  ηνηε  
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( ) 0i ja a a  θαη αθνπ ην na G  δειαδε δελ είλαη δηαηξεηεο ηνπ 0,πξεπεη λα 

ερνπκε 0i ja a  δειαδε i ja a .Μεηξσληαο βιεπνπκε όηη 1 1a  ε θαπνην iaa  

είλαη ηζν κε 1,νπνηε ην a  ερεη πνιιαπιαζηαζηηθν αληηζηξνθν. 

 

 

Δζησ n  ελαο ζεηηθνο αθεξαηνο.Οξηδνπκε ( )n  ην πιεζνο ησλ ζεηηθσλ 

αθεξαησλ πνπ είλαη κηθξνηεξνη ε ηζνη ηνπ n  θαη πξσηνη πξνο ηνλ n .Ο 

( )n  είλαη ηζνο κε ην πιεζνο ησλ ζηνηρεησλ ηνπ n  πνπ δελ είλαη δηαηξεηεο 

ηνπ 0. 

 

 

Θεωπημα(Euler ) : Αλ a  είλαη ελαο αθεξαηνο πξσηνο πξνο ηνλ n ,ηνηε ν 
( ) 1na  δηαηξεηηαη κε ηνλ n ,δειαδε  ( ) 1(mod )na n  

 

Απνδεημε :Αλ ν a  είλαη αθεξαηνο πξσηνο πξνο ηνλ n ,ηνηε ην ζπκπινθν 

a n  ηνπ n  πνπ πεξηερεη ην a ,πεξηερεη έλα αθεξαην b n ,πξσην πξνο ην 
n .Υξεζηκνπνησληαο ην γεγνλνο όηη ν πνιιαπιαζηαζκνο απησλ ησλ 

ζπκπινθσλ κε πνιιαπιαζηαζκν αληηπξνζσπσλ ηνπο  mod  nulo  είλαη θαια 

νξηζκελνο ερνπκε 

 

                                     ( ) ( ) (mod )n na b n  

Μπνξνπκε λα ζεσξεζνπκε ην b  σο ζηνηρεην ηεο πνιιαπιαζηαζηηθεο νκαδαο 

nG  πνπ ερεη ηαμε ( )n  ζηνηρεηα ηεο n ,πνπ είλαη πξσηα πξνο ηνλ 

n .Δπνκελσο ( ) 1(mod )nb n  θαη ε απνδεημε είλαη πιεξεο. 

 

Υξεζηκνπνησληαο ηα παξαπαλσ ζεσξεκαηα κπνξνπκε λα βξνπκε νιεο ηηο 

ιπζεηο κηαο γξακκηθεο ηζνηηκηαο (mod )ax b m  

 

 

Θεωπημα: Δζησ m  ελαο ζεηηθνο αθεξαηνο θαη ma  πξσηνο πξνο ηνλ 

m .Γηα θάζε  mb ,ε εμηζσζε ax b  ερεη κνλαδηθε ιπζε ζην m . 

 

Απνδεημε :Σν a  είλαη ζηνηρεην ηεο πνιιαπιαζηαζηηθεο νκαδαο αθνπ είλαη 

πξσην πξνο ην m .Αξα ζα ερεη αληηζηξνθν.Σν  1s a b  είλαη πξνθαλεο ιπζε 

ηεο εμηζσζεο.Πνιιαπιαζηαδνληαο  θαη ηα δπν κειε ηεο ax b  από ηα 

αξηζηεξα κε 1a ,βιεπνπκε όηη είλαη κνλαδηθε ιπζε. 

 

Μεηαθεξνληαο ην ζεσξεκα απηό ζηηο ηζνηηκηεο παηξλνπκε ην αθνινπζν 

πνξηζκα. 
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Ποπιζμα : Αλ a  θαη m  είλαη αθεξαηνη πξσηνη κεηαμπ ηνπο ,ηνηε γηα θάζε 

αθεξαην b ,ε ηζνηηκηα (mod )ax b m  ερεη σο ιπζεηο νινπο ηνπο αθεξαηνπο πνπ 

αλεθνπλ ζε αθξηβσο κηα θιαζε ππνινηπσλ mod  ulo m .  

  

 

Θεωπημα: Δζησ m  ελαο ζεηηθνο αθεξαηνο θαη , ma b .Δζησ d  ν κεγηζηνο 

θνηλνο δηαηξεηεο ησλ ,a m .Ζ εμηζσζε ax b  ερεη ιπζε ζην m  αλ θαη κνλν αλ  

ν d  δηαηξεη ην b .Οηαλ ν d  δηαηξεη ην b  ε εμηζσζε ερεη αθξηβσο  d  ιπζεηο 

ζην m . 

 

Απνδεημε :Γεηρλνπκε πξσηα όηη δελ ππαξρεη ιπζε ηεο ax b  ζην m  εθηνο 

αλ ν d  δηαηξεη ην b .Αο ππνζεζνπκε όηη ms ,είλαη κηα ιπζε.Σνηε 

as b qm  ζηνπο αθεξαηνπο,αξα as qm b .Αθνπ ν d  δηαηξεη ηνπο ,a m  

βιεπνπκε όηη ν d  δηαηξεη θαη ην αξηζηεξν κεξνο ηεο εμηζσζεο,επνκελσο θαη 

ηνλ b .Γειαδε ε ιπζε s  κπνξεη λα ππαξρεη κνλν αλ ν d  δηαηξεη ην b . 

 

Αο ππνζεζνπκε όηη ν d  δηαηξεη ην b .Θεηνπκε  

            

                                  1a a d , 1b b d  θαη 1m m d  

Σνηε ε εμηζσζε as b qm  ζηνπο αθεξαηνπο μαλαγξαθεηαη σο 

1 1 1( )d a s b dqm .Βιεπνπκε όηη ν as b  είλαη πνι/ζην ηνπ m  αλ θαη κνλν αλ  ν 

1 1a s b  είλαη πνι/ζην ηνπ 1m .Δηζη νη ιπζεηο s  ηεο ax b  ζην m  είλαη αθξηβσο 

ηα ζηνηρεηα πνπ σο θιαζεηο 1modulom ,δηλνπλ ιπζεηο  ηεο 1 1a x b  ζην 

1m .Δζησ ησξα 1ms  ε κνλαδηθε ιπζε ηεο 1 1a x b  ζην 1m  πνπ δηλεηαη από 

ην παξαπαλσ ζεσξεκα.Σα ζηνηρεηα ηνπ m  πνπ σο θιαζεηο 1mod  ulo m  

ζπκπηπηνπλ κε ηνλ s ,είλαη αθξηβσο εθεηλα πνπ ζηνλ m  γξαθνληαη ζηε 

κνξθε   

 

 
                   1 1 1, , 2 ,..., ( 1)s s m s m s d m  

 

Γειαδε ππαξρνπλ αθξηβσο d  ιπζεηο ηεο εμηζσζεο ζηνλ m . 

 

 

 

Πνξηζκα: Δζησ d  ν κεγηζηνο θνηλνο δηαηξεηεο ησλ ζεηηθσλ αθεξαησλ  

a  θαη m .Ζ ηζνηηκηα (mod )ax b m  ερεη ιπζε αλ θαη κνλν αλ ν d  δηαηξεη  

ηνλ b .’απηελ ηε πεξηπησζε  νη ιπζεηο είλαη νινη νη αθεξαηνη  πνπ αλεθνπλ 

ζε αθξηβσο  d  δηαθνξεηηθεο θιαζεηο ππνινηπσλ mod  ulo m . 
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1.11 Σν σκα πειηθσλ κηαο αθεξαηαο πεξηνρεο. 

 

 

Αλ κηα αθεξαηα πεξηνρε ερεη ηελ ηδηνηεηα θάζε κε κεδεληθν ζηνηρεην ηεο λα 

ερεη πνιιαπιαζηαζηηθν αληηζηξνθν,ηνηε είλαη ζσκα.Οκσο πνιιεο αθεξαηεο 

πεξηνρεο ,όπσο νη ,δελ ζρεκαηηδνπλ ζσκα.Δληνπηνηο κπνξεη θαλεηο λα 

ζεσξεη θαζε αθεξαηα πεξηνρε εκβαπηηζκελε ζε έλα ζσκα,έλα ζσκα πειηθσλ 

ηεο αθεξαηαο πεξηνρεο.Σν ζσκα απηό ζα είλαη ην ειαρηζην ζσκα πνπ 

πεξηερεη ηελ αθεξαηα πεξηνρε .Οη αθεξαηνη πεξηερνληαη ζην ζσκα ηνπ 

νπνηνπ όια ηα ζηνηρεηα εθθξαδνληαη σο πειηθα αθεξαησλ. 

 

Θεωπημα: Μπνξνπκε λα επεθηεηλνπκε (ε λα εκβαπηηζνπκε)  νπνηαδεπνηε  

αθεξαηα πεξηνρε D  ζε έλα ζσκα  F  κε ηεηνην ηξνπν,ώζηε θάζε ζηνηρεην ηνπ 

F  λα γξαθεηαη σο πειηθν δπν ζηνηρεησλ ηεο D .(Έλα ηεηνην ζσκα F  ιεγεηαη 

ζσκα πειηθσλ ηεο D ) 

 

 

 

 

Ζ θαηαζθεπε ρσξηδεηαη ζε 4 βεκαηα: 

1)ηνλ νξηζκν ησλ ζηνηρεησλ ηεο  F  

2)Σνλ νξηζκν ησλ δηκεισλ πξαμεσλ ηεο πξνζζεζεο θαη πνιιαπιαζηαζκνπ 

ζην F  

3)Διεγρνο ησλ αμησκαησλ ηνπ ζσκαηνο γηα λα δεημνπκε όηη ε F  είλαη νληνο 

ζσκα κε απηέο ηηο πξαμεηο 

4)Γεηρλνπκε όηη κπνξνπκε λα ζεσξεζνπκε όηη ην F πεξηερεη ηελ   D  σο 

αθεξαηα ππνπεξηνρε. 

 

 

Γηα δνζεηζα αθεξαηα πεξηνρε  D  ,ζρεκαηηδνπκε ην θαξηεζηαλν γηλνκελν  

{( , ) , }D D a b a b D .Θεσξνπκε όηη έλα δηαηεηαγκελν δεπγνο  ( , )a b  

παξηζηαλεη έλα ηππηθν πειηθν 
a

b
.Δλα ππνζπλνιν  S  ηνπ D D  πνπ νξηδεηαη 

σο {( , ) , , 0}S a b a b D b . 

ην ζπλνιν S  νξηδνπκε κηα ζρεζε ηζνδπλακηαο  κε ηε ζρεζε ( , ) ( , )a b c d  αλ 

θαη κνλν αλ ad bc .Σεινο νξηδνπκε σο  F   ην ζπλνιν νισλ ησλ θιαζεσλ 

ηζνδπλακηαο [( , )]a b  κε ( , )a b S . 
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Αλ  [( , )]a b  θαη [( , )]c d  είλαη ζηνηρεηα ηνπ F ,νη ηζνηεηεο   

 
       [( , )] [( , )] [( , )]a b c d ad bc bd  

 θαη  

 
        [( , )][( , )] [( , )]a b c d ac bd  

δηλνπλ θαια νξηζκελεο πξαμεηο πξνζζεζεο θαη πνιιαπιαζηαζκνπ ζην     F .   

              

 

    
 

 

 

1.12 ηξεβια σκαηα 

 

 

 

Σν πην ραξαθηεξηζηηθν παξαδεηγκα ζηξεβινπ ζσκαηνο είλαη νη ηεηξαδεο ηνπ 

Hamilton. 

 

Θεσξνπκε έλα ζπλνιν .Σσξα ε ,  γηλεηαη 

νκαδα κε πξαμε ηελ πξνζζεζε θαηά ζπληεηαγκελεο,δειαδε ην επζπ 

γηλνκελν  ηνπ  κε πξαμε ηελ πξνζζεζε επη ηνλ εαπην ηνπ ηεζζεξηο 

θνξεο.Δρνπκε εηζη ηελ πξαμε ηεο πξνζζεζεο ζην .ζα μερσξηζνπκε θαπνηα 

ζηνηρεηα ηνπ ,δηλνληαο ηνπο λεα νλνκαηα.ζεηνπκε 

 

1 (1,0,0,0)    , (0,1,0,0)i , 

(0,0,1,0)j  θαη (0,0,0,1)k  

 

1 1( , , , )a a o o o  2 2(0, , , )a i a o o  

 

3 3(0,0, ,0)a j a  4 4(0,0,0, )a k a  

 

 

 

πκθσλα κε ηνλ νξηζκν πνπ ερνπκε δσζεη γηα ηελ πξνζζεζε,ερνπκε 

 

1 2 3 4 1 2 3 4( , , , )a a a a a a i a j a k  

 

Δπνκελσο   
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1 2 3 4 1 2 3 4( ) ( )a a i a j a k b b i b j b k 1 1 2 2 3 3 4 4( ) ( ) ( ) ( )a b a b i a b j a b k  

 

Γηα λα νξηζνπκε ηνλ πνιιαπιαζηαζκν ζην   νξηδνπκε 

 

1 1a a a    γηα a  

 
2 2 2 1i j k  

 

Καη 

 
, ,ij k jk i ki j     , ,ji k kj i ik j  

Οξηδνπκε ην γηλνκελν δπν ηεηξαδσλ κε ηξνπν ώζηε λα ηζρπνπλ νη 

επηκεξηζηηθνη λνκνη 

 

1 2 3 4 1 2 3 4( )( )a a i a j a k b b i b j b k 1 1 2 2 3 3 4 4( )a b a b a b a b

1 2 2 1 3 4 4 3( )a b a b a b a b i  1 3 2 4 3 1 4 2( )a b a b a b a b j  1 4 2 3 3 2 4 1( )a b a b a b a b k  

 

Βιεπνπκε όηη ν πνιιαπιαζηαζκνο δελ είλαη αληηκεηαζεηηθνο αθνπ   

ij ji .Δπηπιενλ,ππαξρεη θαη  πνιιαπιαζηαζηηθν αληηζηξνθν γηα θαζε 

ζηνηρεην α ζην . 

 

Δπνκελσο δεημακε ην παξαθαησ ζεσξεκα. 

 

Θεσξεκα:Οη ηεηξαδεο  απνηεινπλ ζηξεβιν ζσκα κε ηελ πξνζζεζε θαη ηνλ 

πνιιαπιαζηαζκν. 

 

Ζ αιγεβξα δελ είλαη ηνζν πινπζηα ζε ζηξεβια ζσκαηα νζν είλαη ζε 

ζσκαηα.Γηα παξαδεηγκα δελ ππαξρνπλ πεπεξαζκελα ζηξεβια ζσκαηα.Απην 

είλαη ην πεξηερνκελν ηνπ ζεσξεκαηνο ηνπ Weddeburn ην νπνην 

δηαηππσλνπκε παξαθαησ. 

 

Θεσξεκα:Κάζε πεπεξαζκελνο δαθηπιηνο δηαηξεζεο είλαη ζσκα. 

 

Ζ απνδεημε ηνπ ζα γηλεη ζην επνκελν θεθαιαην. 

 

 

1.13 Γηαλπζκαηηθνη Υσξνη 
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Οξηζκνο:Δζησ F  έλα ζσκα .Δλαο δηαλπζκαηηθνο ρσξνο  παλσ από ην F  

απόηειεηηαη από κηα αβειηαλε νκαδα V  κε ηελ πξνζζεζε,καδη κε κηα πξαμε 

βαζκσηνπ πνιιαπιαζηαζκνπ ησλ ζηνηρεησλ ηνπ V κε ηα ζηνηρεηα ηνπ F  από 

ηα αξηζηεξα ηεηνηα ώζηε γηα θάζε ,a b F  θαη , V  λα ηθαλνπνηνπληαη νη 

αθνινπζεο ζπλζεθεο: 

 

1. a V  

2. ( ) ( )a b ab  

3. ( ) ( ) ( )a b a b  

4. ( ) ( ) ( )a a a  

5. 1  

 

 

Σα ζηνηρεηα ηνπ V  ιεγνληαη δηαλπζκαηα θαη ηα ζηνηρεηα ηνπ F  βαζκσηα.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 Κεθαιαην 2 
 

 

 

 
  2.1 Απνδεημε  ηνπ Θεσξεκαηνο ηνπ Weddeburn 

 

 

 

 

  . 

 

Ο ζηνρνο απηνπ ηνπ θεθαιαηνπ είλαη ε ελδειερεο απνδεημε ηνπ ζεσξεκαηνο 
Weddeburn .Γλσξηδνπκε  όηη ελαο δαθηπιηνο  κε κνλαδηαην ζηνηρεην  ιεγεηαη 

δαθηπιηνο  δηαηξεζεο αλ θαη κνλν αλ θάζε κε κεδεληθν  ζηνηρεην ηνπ ερεη 
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πνιιαπιαζηαζηηθν αληηζηξνθν .Αξα γηα λα γηλεη απηνο ν δαθηπιηνο ζσκα  

ρξεηαδνκαζηε κνλν ηελ αληηκεηαζεηηθε ηδηνηεηα σο πξνο ηνλ 

πνιιαπιαζηαζκν.Δλαο  κε αληηκεηαζεηηθνο δαθηπιηνο δηαηξεζεο ιεγεηαη 

ζηξεβιν ζσκα. Σν πην γλσζην παξαδεηγκα ζηξεβινπ ζσκαηνο είλαη νη 

ηεηξαδεο  ηνπ Hamilton πνπ παξαζεζακε ζην πξνεγνπκελν θεθαιαην.Ζ 

αιγεβξα δελ είλαη ηνζν πινπζηα ζε ζηξεβια  ζσκαηα νζν είλαη ζε ζσκαηα 

όπσο ερνπκε αλαθεξεη θαη ζπκθσλα κε ην ζεσξεκα νινη νη πεπεξαζκελνη 

δαθηπιηνη δηαηξεζεο είλαη ζσκαηα.To νκνξθν απηό ζεσξεκα απνδηδεηαη 

ζηνλ MacLagan Weddeburn ,ερεη ελ-ηνπηνηο απνδηρηεη από πνιινπο 

καζεκαηηθνπο ερνληαο ρξεζηκκνπνηεζεη πνηθηιεο ηδεεο.Μηα απνδεημε 

μερσξηδεη γηα ηελ απινηεηα θαη ηελ θνκςνηεηα ηεο. Ζ απνδεημε  ηνπ 

Witt.πλδηαδεη δπν βαζηθεο ηδεεο θαη έλα κεγαιησδεο ηειεησκα. 

 

 

 

    

 

 

 

 

 

 

 

Θεσξεκα(Wedderburn):   Κάζε πεπεξαζκελνο δαθηπιηνο δηαηξεζεο R  είλαη 

ζσκα. 

 

 

Απνδεημε : 

 

 

 

 

  

Γηα έλα ηπρνλ ζηνηρεην s R , ( , , )R  πεπεξαζκελνο δαθηπιηνο δηαηξεζεο 

,ην  sC  είλαη ην ζπλνιν :x R xs sx  ησλ ζηνηρεησλ πνπ αληηκεηαηηζεληαη 

κε ην s. 

Σν ζπλνιν sC    πεξηερεη ηα ζηνηρεηα 0,1 αθνπ  

  0 0 0s s   θαη  1 1s s s  θαη ηα s , 1s (ν πνιιαπιαζηαζηηθνο αληηζηξνθνο 

ηνπ s ). 

1)Γεηρλνπκε όηη ην  sC  είλαη ππνδαθηπιηνο δηαηξεζεο  
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Γηα  θάζε , sa b C  ηζρπεη όηη ( ) ( )a b s as bs s a b  

Αξα ην ( ) sa b C      νπνηε ε πξνζζεζε είλαη θιεηζηε εζσηεξηθε πξαμε ζην 

ζπλνιν sC .Λνγσ ηνπ όηη όια ηα ζηνηρεηα ηνπ sC  είλαη ζηνηρεηα ηνπ 

δαθηπιηνπ ( , , )R  ε πξνζζεζε ζα είλαη αληηκεηαζεηηθε. 

Δζησ 0,1 sa C  νπνπ as sa . 

Γηα ηπρνλ ζηνηρεην sa C   δεηρλνπκε όηη ν πξνζζεηηθνο θαη ν 

πνιιαπιαζηαζηηθνο αληηζηνθνο ηνπ a  αλεθεη ζην sC . 

1) ( ) ( )as sa ( ) ( )a s s a  αξα ν  a  ν πξνζζεηηθνο αληηζηξνθνο ηνπ 

a  αλεθεη ζην sC .Οπνηε ην sC  κε εζσηεξηθε πξαμε ηελ πξνζζεζε είλαη 

αβειηαλε νκαδα. 

2)Μελεη λα δεημνπκε  όηη γηα θάζε sa C  επεηαη όηη 1

sa C  δειαδε 
1 1a s s a .Δζησ όηη ηζρπεη,πνιιαπιαζηαδνπκε από αξηζηεξα κε  

a  θαη ερνπκε 1 1( ) ( )a a s a s a .Λνγσ πξνζεηαηξηζηηθνηεηαο  ηεο πξαμεο 

ηνπ πνιιαπιαζηαζκνπ ερνπκε 1 1( ) ( )a a s a s a .Με πξαμεηο ζηελ πξσηε 

θαη δεπηεξε παξελζεζε(πνι/ζκν θαη αληηκεηαζεηηθε ηδηνηεηα αληηζηνηρα) 

πξνθππηεη όηη 1( )s s a a  ,δειαδε s s .Οπνηε γηα θάζε   

sa C  ην 1

sa C . 

Οπνηε δεημακε όηη ν sC  είλαη ππνδαθηπιηνο δηαηξεζεο. 

. 

 

Σν θεληξν Ε είλαη ην ζπλνιν ησλ ζηνηρεησλ ηνπ δαθηπιηνπ δηαηξεζεο  πνπ 

αληηκεηαηηζεληαη κε όια ηα ζηνηρεηα ηνπ δαθηπιηνπ, νπνηε ηζρπεη όηη  

Ss R
Z C . 

Σα  0 θαη 1    αλεθνπλ ζην Ε ,όια ηα όια ζηνηρεηα ηνπ αληηκεηαηηζεληαη 

νπνηε ην Ε είλαη έλα  πεπεξαζκελν ζσκα.Δζησ ην  πιεζνο ησλ ζηνηρεησλ 

ηνπ Ε  λα είλαη ηζν κε Z q . 

 

 Θεσξνπκε ηνπο δαθηπιηνπο  R  θαη sC  σο δηαλπζκαηηθνπο ρσξνπο παλσ ζην 

ζσκα Ε θαη ζπκπεξαηλνπκε όηη ην πιεζνο ησλ ζηνηρεησλ ηνπ R  είλαη ηζν κε 
nR q  νπνπ n είλαη ε δηαζηαζε ηνπ δηαλπζκαηηθνπ ρσξνπ R παλσ ζην Ε θαη 

νκνηα   sn

sC q γηα αθεξαην 1sn . 

 

Δζησ όηη ην R  δελ είλαη ζσκα .Aπηό ζεκαηλεη όηη γηα θαπνηα s R  ην  sC  

είλαη γλεζην ππνζπλνιν ηνπ R   ,δειαδε sn n . 

 

 

ην ζπλνιν  * 0R R  νξηδνπκε ηε ζρεζε 

 1' ~ : 'r r r x rx  γηα θαπνην *x R  . 
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Γεηρλνπκε όηη ε ~ είλαη ζρεζε ηζνδπλακηαο ,δειαδε όηη ηθαλνπνηεη ηελ 

αλαθιαζηηθε (α~α), 

ηε ζπκκεηξηθε(α~β ηνηε β~α) θαη 

ηε κεηαβαηηθε ηδηνηεηα(α~β θαη β~γ ηνηε α~γ). 

 

 

1.Αλαθιαζηηθε Ηδηνηεηα 

r r : 1r x r x  γηα  1x   

ερνπκε 

 11 1r r  αξα r r  

 

2.πκκεηξηθε Ηδηνηεηα 
 1 2 2 1r r r r  

1

1 2r x r x 1

2 1r xr x   

Γηα 1x y  ερνπκε  1

2 1r y r y  

Αξα 2 1r r  

 

3.Μεηαβαηηθε Ηδηνηεηα 

 1 2r r  θαη 2 3r r   

δεηρλνπκε όηη 1 3r r  

 
1

1 2r x r x  θαη 1

2 3r y r y  

Αξα  1 1

1 3r x y r yx ,πνπ ηζνπηαη κε 1

1 3( )r yx r yx  

 

Γεημακε ην δεηνπκελν όηη 1 3r r  αξα ε 1' ~ : 'r r r x rx  είλαη ζρεζε 

ηζνδπλακηαο. 

 

Σν ζπλνιν 1 *: :sA x sx x R  είλαη ε θιαζε ηζνδπλακηαο πνπ πεξηερεη ην 

s,δειαδε όια ηα ζηνηρεηα πνπ είλαη ηζνδπλακα κε ην s  θαη γξαθνληαη ζηε 

κνξθε 1x sx .Ζ θιαζε ερεη ηαμε sA =1(πεξηερεη κνλν έλα ζηνηρεην ην s ) 

αθξηβσο όηαλ ην s αλεθεη ζην θεληξν Ε,δειαδε όηαλ αληηκεηαηηζεηαη κε 

θάζε ζηνηρεην ηνπ δαθηπιηνπ δηαηξεζεο.  

 

Από ηελ ππνζεζε καο (όηη ν πεπεξαζκελνο δαθηπιηνο δηαηξεζεο δελ είλαη 

ζσκα) ππαξρνπλ θιαζεηο ηζνδπλακηαο sA  κε ηαμε κεγαιπηεξε ηνπ 

2(πεξηερνπλ δπν ζηνηρεηα θαη παλσ,δειαδε 2sA . 

 

 

Θεσξνπκε γηα *s R  ηελ απεηθνληζε 1:sf x x sx  από *R  επη ηνπ sA . 
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Γειαδε απεηθνληδνπκε θάζε ζηνηρεην ηνπ δαθηπιηνπ ζηελ θιαζε 

ηζνδπλακηαο ηνπ s . 

 

Γηα  *,x y R  βιεπνπκε  όηη  αλ 

 
1 1x sx y sy  

 
1 1( ) ( )yx s s yx                            

 
* *1

s syx C y C x  

 

γηα *
: {0}s sC C ,νπνπ ην * *

{ : }s sC x zx z C  ερεη ηαμε *

sC .Αθνπ θάζε 

ζηνηρεην ηεο κνξθεο 1x sx  είλαη εηθνλα αθξηβσο *
1sn

sC q  ζηνηρεησλ ηνπ 

*R  κεζσ ηεο απεηθνληζεο sf  , ζπκπεξαηλνπκε όηη **

s sR A C . 

Παξαηεξνπκε όηη ,ε ηαμε ηνπ  sA  ηζνπηαη κε  
*

*

1

1s

n

sn

s

R q
A

qC
 θαη είλαη ελαο 

αθεξαηνο αξηζκνο γηα θάζε s. 

 

Γλσξηδνπκε όηη νη ηαμεηο ηζνδπλακηαο ζε έλα ζπλνιν δηακεξηδνπλ ην ζπλνιν 

θαη ελ πξνθπκελσ  δηακεξηδνπλ ηνλ *R . 

 

Οκαδνπνηνπκε  ηα ζηνηρεηα  ηνπ θεληξνπ  *Z  θαη νξηδνπκε σο 1,..., nA A  ηηο 

ηαμεηο ηζνδπλακηαο πνπ πεξηερνπλ παλσ από έλα ζηνηρεην.Απν ππνζεζε 

γλσξηδνπκε  όηη 1t . 

Αθνπ * *

1

t

k

k

R Z A  απνδεημακε ηελ ιεγνκελε θνξκνπια ηαμεο          

1

1
1 1

1k

nt
n

n
k

q
q q

q
       (1)    πνπ ηζρπεη όηη 

1
1

1k

n

n

q
N

q
 γηα όια ηα θ. 

 

 Ηζρπξηδνκαζηε όηη  1 1kn nq q  ζεκαηλεη όηη kn n   . 

Γξαθνπκε ηνλ αιγνξηζκν ηεο δηαηξεζεο γηα ηα , kn n  

kn an r  κε 0 kr n ,ηνηε  1 1k kn an r
q q  θαη  πξνθαλσο  ηζρπεη όηη 

1 ( 1) ( 1)k k kn an r n
q q q .Δπνκελσο θαλνληαο ηηο πξαμεηο ερνπκε όηη 

( 1)
1 ( 1)k k kn n a n r

q q q  θαη όηη  ( 1)
1 1k kn a n r

q q αθνπ  νη 1kn
q  θαη kn

q είλαη 

ζρεηηθα πξσηνη κεηαμπ ηνπο.πλερηδνληαο κε νκνην ηξνπν δειαδε 

αθαηξσληαο ην 1kn
q  ,α-1 θνξεο αθνκε, βξηζθνπκε όηη  1 1kn rq q  ην νπνην 

ηζρπεη κνλν ζηελ πεξηπησζε πνπ ην 0r  ,αξα kn n  γηα όια ηα θ.(2) 
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Θεσξνπκε  ην πνιπσλπκν 1nx .Οη ξηδεο ηνπ ζηνπο κηγαδηθνπο C 

νλνκαδνληαη νη n-νζηεο ξηδεο ηεο κνλαδνο. Αθνπ 1nl ,νιεο νη ξηδεο ηνπ 

ερνπλ κεηξν κνλαδα 1l , θαη είλαη ζεκεηα ηνπ κνλαδηαηνπ θπθινπ ζην 

κηγαδηθν επηπεδν. Δπνκελσο  είλαη νη αξηζκνη  ηεο κνξθεο 
2

2 2
cos( ) sin( ),0 1

k i

n
k

k i k i
l e i k n

n n
.Καπνηεο από ηηο ξηδεο  ηθαλνπνηνπλ 

ηε ζρεζε 1dl  γηα d n .Παξαδεηγκαηνο ραξε ε ξηδα   1l                            

 

ηζρπεη γηα  22, 1d l  .Γηα κηα ξηδα  l, νξηδνπκε κε d  ην κηθξνηεξν ζεηηθν 

εθζεηε ηεηνην    ώζηε      1dl  νπνπ d είλαη ε      ηαμε     ηνπ    l       ηεο  

πνιιαπιαζηαζηηθεο    νκαδαο ησλ ληνζησλ  ξηδσλ ηεο κνλαδαο. Οπνηε  

d n  από ζεσξεκα ηνπ Lagrange(Ζ ηαμε θάζε ζηνηρεηνπ κηαο νκαδαο δηαηξεη 

ηελ ηαμε ηεο νκαδαο ). 

 

 

  Οκαδνπνηνπκε νιεο ηηο ξηδεο ηαμεσο d  θαη ζεηνπκε 

  : ( )d
l d

x l  . 

 

Παξαηεξνπκε  όηη ν νξηζκνο ηνπ  d  είλαη αλεμαξηεηνο ηνπ n. 

Αθνπ θάζε ξηδα ερεη θαπνηα ηαμε  d  ζπκπεξαηλνπκε όηη 1 ( )n

d
d n

x x .(3) 

 

  Ηζρπξηδνκαζηε νηη  νη ζπληειεζηεο ησλ πνιπσλπκσλ ( )n x  είλαη αθεξαηνη ( 

γηα όια ηα n ηζρπεη όηη ( )n x x ) θαη ν ζηαζεξνο ζπληειεζηεο είλαη εηηε 1 

εηηε -1. 

 

Αο απνδεημνπκε πξνζεθηηθα απηό ηνλ ηζρπξηζκν .Γηα 1n  ε κνλε ξηδα είλαη 

ε κνλαδα  θαη εηζη 1( ) 1x x .Υξεζηκνπνηνπκε ηελ κεζνδν ηεο επαγσγεο 

,θαη ππνζεηνπκε  όηη ( )d x x  γηα όια ηα d n  θαη όηη  ν ζηαζεξνο 

ζπληειεζηεο είλαη εηηε 1 ε -1.Απν ηελ ζρεζε (3)  ερνπκε 

 

                 1 ( ) ( )n

nx p x x        (4) 
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        νπνπ    
0 0

( ) , ( )
l n l

j k

j n k

j k

p x p x x a x  κε 0 1p  ε 0 1p .Απν ην γεγνλνο 

όηη   0 01 p a    ερνπκε όηη   0 1,1a .Τπνζεηνπκε όηη  

0 1 1, ,..., ka a a .Τπνινγηδνπκε ηνπο ζπληειεζηεο ηνπ kx  θαη ζηηο δπν κεξηεο  

ηεο εμηζσζεο                   1 ( ) ( )n

nx p x x    βξηζθνπκε όηη   

0

0 1

k k

j k j j k j k

j j

p a p a p a .Απν ππνζεζε γλσξηδνπκε όηη 

0 1 1, ,..., ka a a (θαη όια jp  ).Δπνκελσο  ην 0 kp a  θαη πην ζπγθεθξηκελα  ην 

ka  πξεπεη λα είλαη αθεξαηνη αθνπ ην 0p παηξλεη ηηο ηηκεο 1,-1. 

 

 

Δζησ ην kn n  όηη είλαη νη αξηζκνη πνπ εκθαληδνληαη ζηελ εμηζσζε  

    

1

1
1 1

1k

nt
n

n
k

q
q q

q
   . 

 

 

Σνηε 
,

1 ( ) ( 1) ( ) ( )knn

d n d

d n d n d n

x x x x x    νπνπ γλσξηδνπκε όηη ην d δελ 

δηαηξεη  ην kn .πκπαηξελνπκε όηη ζην  ηζρπνπλ νη δπν ζρεζεηο  

1) ( ) 1n

n q q  

2) 
1

( )
1k

n

n n

q
q

q
                                   (5) 

 

 

 

Αθνπ ε ζρεζε (5) ηζρπεη γηα όια ηα θ, ζπκπεξαηλνπκε από ηελ(1) όηη 

  

( ) 1n q q  πνπ είλαη αηνπν.  

 

Γλσξηδνπκε όηη ( ) ( )n x x l  νπνπ l είλαη νιεο νη ξηδεο ηαμεσο n ηνπ 

1nx .Δζησ  όηη  'l a ib  λα είλαη κηα ξηδα. Δπηζεο, 2 2' 1l a b  νπνηε    

 

 

ερνπκε
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2' ( ) 2 2 1 2 1 ( 1)q l q a ib q a b q aq a b q aq q q q  
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 πκπεξαηλνπκε όηη ' ( 1)q l q  .Ζ ζρεζε απηή ηζρπεη γηα νιεο ηηο ξηδεο 

ηαμεσο n.  Οπνηε      ( ) 1n

l

q q l q  ην νπνην ζεκαηλεη όηη ην ( )n q  

δελ δπλαηαη λα είλαη δηαηξεηεο ηνπ 1q ,αηνπν ηεινο ηεο απνδεημεο. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Κεθαιαην   3  Δθαξκνγεο  σκαησλ ζηελ θξππηνγξαθηα 

 

 

 

 

3.1 Γξακκηθεο Ηζνδπλακηεο πξσηνπ  Βαζκνπ 

 

 

Ζ ιπζε πξσηνβαζκησλ  ηζνδπλακησλ  είλαη νπζησδεο ζπζηαηηθν ηεο 

θξππηνγξαθηαο.Ζ   επηιπζε   κηαο  γξακκηθεο δηνθαληηθεο εμηζσζεο   ηεο 

κνξθεο ax by c  είλαη νπζηαζηηθα ε επηιπζε ηεο ηζνδπλακηαο  modax c b   

δειαδε γηα πνηεο ηηκεο ηνπ x  ηζρπεη ε ζρεζε ax c b . 
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Γηα , ,a b c  κπνξνπκε λα βξνπκε αθεξαην n  κε modan b c .Αλ ν n  

ηθαλνπνηεη ηελ ηζνδπλακηα ηνηε νινη νη αθεξαηνη ηεο κνξθεο n kc .Οπνηε 

ππαξρνπλ απεηξεο ιπζεηο ηεο  παξαπαλσ ηζνδπλακηαο.Οη ιπζεηο απηέο είλαη 

νιεο ηζνδπλακεο modc . 

Τπαξρνπλ όκσο θαη ιπζεηο  ηεο ηζνδπλακηαο κε ηζνδπλακεο  modc . 

Γλσξηδνπκε όηη ε δηνθαληηθε ax by c  ερεη ιπζεηο αλ θαη κνλν αλ ν 

ΜΚΓ ( , )a b d  δηαηξεη ην  c.Καζε ιπζε ζα ερεη ηε κνξθε  

               
0

bt
x x

d
 θαη 

0

at
y y

d
 νπνπ 0, 0x y  κηα ζπγθεθξηκελε ιπζε  θαη t  

κηα παξακεηξνο.Βιεπνπκε όηη από ηηο απεηξεο ηηκεο ηνπ x  ,νη  

0 0 0

2 ( 1)
, ,...,

b b d b
x x x

d d d
 είλαη κε ηζνδπλακεο modb  δηνηη ην απνιπην ηεο 

δηαθνξαο δπν νπνηνλδεπνηε από απηέο είλαη κηθξνηεξν ηνπ b .Απηε ε ζθεςε 

απνηειεη ηελ απνδεημε  ηνπ παξαθαησ ζεσξεκαηνο. 

 

Θεωπημα:Αλ ( , )d a c  ηνηε ε ηζνδπλακηα modan b c  δελ ερεη ιπζε αλ 

†d b  θαη ερεη d  κε ηζνδπλακεο ιπζεηο  αλ d b . 

 

 

Γηα  1b   ε ηζνδπλακηα γηλεηαη 1modan c .Αλ ' 1modaa c  ιεκε όηη ν  

'a  είλαη ν αληηζηξνθνο ηνπ moda c  

 

 

Πνξηζκα:Αλ ν ( , ) 1a c  ηνηε ν α ερεη αληηζηξνθν( 'a  ηεηνην ώζηε 
' 1modaa c )  πνπ είλαη κνλαδηθνο modc . 

 

 

 

Δρνπκε αλαθεξεη  ην ζ.Euler  θαη ην πνξηζκα ηνπ ,ην ιεγνκελν κηθξν 

ζεσξεκα ηνπ Fermat.Σα δπν απηά ζεσξεκαηα  ερνπλ εθαξκνγε ζηελ κεζνδν 

RSA  ηεο θξππηνγξαθηαο κε δεκνζην θιεηδη. ζ.Wilson 

 

Θεωπημα(Euler ) : Αλ ν ( , ) 1a m  ηνηε ( ) 1(mod )ma m  

Απνδεημε :Δζησ 1 2 ( ), ,...., mr r r  έλα  πεξηνξηζκελν ζπλνιν ππνινηπσλ 

modm .Δθνζνλ  ( , ) 1a m  ερνπκε όηη νη αξηζκνη 1 2 ( ), ,...., mar ar ar  ζα είλαη 

νινη πξσηνη πξνο ηνλ m ..Δπηζεο είλαη νινη κε ηζνδπλακνη κεηαμπ 

ηνπο.Αληηζηνηρνπκε θάζε αξηζκν ar  κε θαπνην jr  ώζηε modi jar r m . 

Σνηε 
( )1 2 1 2 ( )... .... mod
m mr r r arar ar m  κε 

( )1 2...
m

R rr r  νπνηε ε ζρεζε γηλεηαη  

( ) modmR a R m .Αιια ν ΜΚΓ ( , ) 1R m   δηνηη ν R  είλαη έλα γηλνκελν ( )m  ην 

πιεζνο αξηζκσλ νπνπ θάζε παξαγνληαο είλαη πξσηνο πξνο ηνλ m . 

Αξα ( ) 1(mod )ma m  από ηνλ θαλνλα ηεο απινπνηεζεο ηζνδπλακησλ 
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Μηθξν Θεσξεκα Fermat: Αλ p  πξσηνο ,ηνηε modpn n p  

Απνδεημε :Αλ ν p n  ηνηε 0 modpn n p . 

                  Αλ ν †p n  ηνηε ΜΚΓ ( , ) 1p n  

Αξα από ην Θ. Euler ερνπκε 1 1modpn p .Πνιιαπιαζηαδνπκε θαη ηα δπν 

κειε επη n  θαη ερνπκε ην δεηνπκελν. 

 

Θεσξεκα  Wilson: Ζ ηζνδπλακηα ( 1)! 1modm m  ηζρπεη αλ θαη κνλν αλ ν 

m  είλαη πξσηνο. 

 

Θα εμεηαζνπκε  ηελ ιπζε ελόο  ζπζηεκαηνο  πξσηνβαζκησλ ηζνδπλακησλ 

ηεο κνξθεο 

 

1 1 1moda x b m  

2 2 2moda x b m  

… 
modn n na x b m  

 

Δίλαη πνιύ ρξεζηκν θαη καο βνεζαεη λα ιπζνπκε  κηα ηζνδπλακηα κε κεηξν 

κεγαιν αξηζκν.Δζησ 1 2

1 2 .. sll l

sm p p p  ε παξαγνληνπνηεζε ηνπ m   ζε πξσηνπο 

παξαγνληεο.Αιια από ην Θεκειησδεο Θεσξεκα ηεο Αξηζκεηηθεο m n  αλ θαη 

κνλν αλ il

ip n  γηα θάζε i  αξα  

modA B m  αλ θαη κνλν αλ ηζρπνπλ νη ηζνδπλακηεο  

 

 

 
1

1mod
lA B p  
2

2mod
lA B p  

………….. 

mod sl

sA B p  

 

 

Γειαδε ε ηζνδπλακηα moda x b m  ερεη ην ηδην ζπλνιν ιπζεσλ κε ην 

ζπζηεκα  

 
1

1mod
l

a x b p  

…. 
ln

mod na x b p  
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Απηό πξνθππηεη από ην γλσζην θαη σο θηλεδηθν ζεσξεκα ππνινηπσλ ην 

νπνην απνδηδεηαη επηζεο θαη ζηνλ Διιελα Μαζεκαηηθν Νηθνκαρν ηνλ 

Γεξαζελν. 

 

Θεσξεκα(Κηλεδηθν Θεσξεκα Τπνινηπσλ(ΚΘΤ)) 

Δζησ νη s   θπζηθνη 1 2.. sm m m  νπνπ νινη είλαη πξσηνη πξνο αιιεινπο  θαη 

1 2.. sM m m m .Δζησ επηπιενλ νη s  ην πιεζνο  αθεξαηνη ia  1 i s  κε ΜΚΓ 

( , ) 1i ia m  γηα θάζε i . 

Σνηε νη s  ηζνδπλακηεο  

 

1 1 1moda x b m  

2 2 2moda x b m  

…………….  θαη 
mods s sa x b m  

                

Δρνπλ κηα κνλαδηθε ιπζε mod M  

 

 

 

3.2 Ηζνδπλακηεο δεπηεξνπ βαζκνπ 

 

 

Ζ απινπζηεξε κνξθε ηζνδπλακηαο δεπηεξνπ βαζκνπ είλαη ηεο κνξθεο   
2 modx a p  κε p  πξσην.Ζ ιπζε νδεγεη ζην πεξηθεκν  ζεσξεκα ηνπ  

Gauss ην λνκν ηεηξαγσληθεο αληηζηξεπηνηεηαο .Γλσξηδνπκε όηη ηα ζηνηρεηα 

ελόο πεξηνξηζκελνπ ζπλνινπ ππνινηπσλ απνηεινπλ κηα πνιιαπιαζηαζηηθε 

νκαδα.Αλ ν p  είλαη πξσηνο ππαξρεη αθεξαηνο g  κε ηελ ηδηνηεηα νη 
2 1, .., pg g g  λα απνηεινπλ έλα πεξηνξηζκελν ζπλνιν ππνινηπσλ εηνη κηα 

θπθιηθε νκαδα. 

 

Οξηζκνο:Αλ  h είλαη ν κηθξνηεξνο ζεηηθνο αθεξαηνο ηεηνηνο ώζηε  

1modha m ηνηε ιεκε όηη ν a  αλεθεη ζηνλ εθζεηε h  mod  ulo m  

 

 

Θεωπημα:Μηα ηθαλε θαη αλαγθαηα ζπλζεθε γηα λα ηζρπεη  1modba m  γηα 

θαπνηνλ αθεξαην b  είλαη ν ΜΚΓ ( , ) 1a m . 

 

 

Θ Θεωπημα:Αλ ν a  αλεθεη ζηνλ εθζεηε modh m  θαη 1modra m  ηνηε h r . 
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Οξηζκνο:Αλ ν αθεξαηνο g  αλεθεη ζηνλ εθζεηε ( )modm m  ηνηε ν g  

νλνκαδεηαη αξρηθε ε πξσηαξρηθε ξηδα modm . 

 

 

 

Θεωπημα:Αλ ν g  είλαη αξρηθε ξηδα modm  ηνηε νη δπλακεηο ηνπ g ,δειαδε 
2 ( ), ,..., mg g g  είλαη νιεο κε ηζνδπλακεο modm  θαη απνηεινπλ έλα 

πεξηνξηζκελν ζπλνιν ππνινηπσλ modm . 

 

 

Θεωπημα:Αλ ν a  αλεθεη ζηνλ εθζεηε modh m  θαη ΜΚΓ ( , )k h d  ηνηε ν ka  

αλεθεη ζηνλ modh m
d

 

 

 

Πνξηζκα:Αλ g  είλαη πξσηαξρηθε ξηδα modm  ηνηε ε rg  είλαη επηζεο κηα 

πξσηαξρηθε ξηδα modm  αλ θαη κνλν αλ  ν ΜΚΓ ( , ( ))r m =1 

 

 

Θεωπημα:Αλ ππαξρεη θαπνηα πξσηαξρηθε ξηδα modm  ηνηε ην πιεζνο ησλ 

ακνηβαηα κε ηζνδπλακσλ πξσηαξρηθσλ ξηδσλ είλαη ( ( ))m  

 

 

Θεωπημα:.Γηα θάζε πξσην p ,ππαξρνπλ πξσηαξρηθεο ξηδεο mod p . 

 

 

 

 

3.3 Σεηξαγσληθα Τπνινηπα 

 

 

Οξηζκνο:Δζησ ν πξσηνο  p  θαη ΜΚΓ ( , ) 1a p .Αλ †p a  θαη ε εμηζσζε 
2 modx a p  ερεη ιπζε ιεκε όηη ν a  είλαη ηεηξαγσληθν ππνινηπν mod p . 

 

Θεωπημα:.(Κξηηεξην Euler) :Ο αξηζκνο a  είλαη ηεηξαγσληθν ππνινηπν 

mod p  αλ θαη κνλν αλ 
1

2 1mod
p

a p  

 

 

Πνξηζκα:Δζησ g  κηα πξσηαξρηθε ξηδα mod p  θαη εζησ ΜΚΓ ( , ) 1a p .Δζησ 

r  αθεξαηνο  κε modrg a p .Σνηε ν r  είλαη δπγνο αλ θαη κνλν αλ ην a  είλαη 

ηεηξαγσληθν ππνινηπν mod p  
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Σν ζπκβνιν Legendre ( )
b

p
 νπνπ p  πεξηηηνο πξσηνο ερεη ηηο  ηηκεο  

1 αλ ν b  είλαη ηεηξαγσληθν ππνινηπν 

0 αλ ν b  είλαη πνιιαπιαζην ηνπ p  

-1 ζηηο άιιεο πεξηπησζεηο 

 

Ηζνδπλακα ην ( )
b

p
=1 αλ ην  b  είλαη ηεηξαγσληθν ππνινηπν ζην ζσκα ( )GF p  

ε αλ ε ηζνδπλακηα 2 modx b p  

 

Θεωπημα: Αλ p  κνλνο πξσηνο ππαξρνπλ 
1

2

p
 αθξηβσο κε ηζνδπλακα 

ηεηξαγσληθα ππνινηπα ηνπ p  πνπ δηλνληαη από ηε ζρεζε 2 2 21
1 ,2 ,...., ( )

2

p
 

 

Λεκκα :Αλ p  κνλνο πξσηνο θαη ( , ) 1a p  ηνηε εηηε  

                     
1

2 1mod
p

a p  εηηε 
1

2 1mod
p

a p  

 

 

 

 

Θεσξεκα( Κξηηεξην  ηνπ Euler) : Αλ p  κνλνο πξσηνο θαη ( , ) 1a p  ηνηε  
1

2( ) mod
p

a
a p

p
 

 

 

 

Πνξηζκα :  Αλ p  κνλνο πξσηνο θαη ( , ) 1a p  θαη moda b p  ηνηε ( ) ( )
a b

p p
 

 

 

Πνξηζκα : Αλ p  κνλνο πξσηνο ηνηε 
1

( )
p

={ 1, 1mod4p  ε 1, 3mod4p  

 

Πνξηζκα : Αλ p  κνλνο πξσηνο θαη †p ab  ηνηε ( ) ( )( )
ab a b

p p p
 

 

Θεωπημα(Λεκκα ηνπ Gauss): Αλ p  κνλνο πξσηνο θαη ( , ) 1a p  ηνηε 
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( ) ( 1)sa

p
 νπνπ s  ην πιεζνο ησλ ζηνηρεησλ ηνπ 

( 1)
{ ,2 ,3 ,..., }

2

p
a a a a  πνπ 

είλαη κεγαιπηεξα  ηνπ 
2

p
. 

 

Πνξηζκα : Αλ p  κνλνο πξσηνο ηνηε 
2

( ) {1
p

αλ 1mod8p ,-1 αλ 

3mod8p } 

 

 

Πνξηζκα : Αλ p  πεξηηηνο πξσηνο ηνηε 

2 1

8
2

( ) ( 1)
p

p
 

 

Ννκνο ηεο Σεηξαγσληθεο Αληηζηξεπηνηεηαο (QRL) 

 

Γηα πεξηηηνπο ,p q  ερσ ( ) ( )
p q

q p
 

 

Θεσξεκα(Ννκνο ηεο Σεηξαγσληθεο Αληηζηξεπηνηεηαο ηνπ Gauss ) : 

Αν p q  κνλνη πξσηνη ηνηε  
1 1

( 1) ( 1)
2 2( )( ) ( 1)

p qp q

q p
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.4 Πξσηαξρηθεο Ρηδεο 

 

 

Δζησ ε ηζνδπλακηα modmx a p , p  κνλνο πξσηνο , 2a , ( , ) 1a p .Αλ ε 

ηζνηηκηα επηιπεηαη ην a  είλαη ην m ηαμεο ππνινηπν ηνπ p .Δζησ ν θπζηθνο  n  

κε ( , ) 1a n ,θαη ν ειαρηζηνο θπζηθνο  k  κε 1modkx n .Ο k  ιεγεηαη ηαμε ηνπ 

moda n  θαη ζπκβνιηδεηαη κε ( )nord a .Απν ην Θεσξεκα ηνπ Euler ερνπκε γηα 

θάζε θπζηθν n  κε ( , ) 1a n  ( ) 1modna n  αξα ε ηαμε είλαη θαια νξηζκελε 

ζπλαξηεζε. 

 

Θεωπημα: Αλ  ( )nord a k  ηνηε  1modha n  αλ θαη κνλν αλ k h . 
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Θεωπημα: Αλ  ( )nord a k  ηνηε ( )
( , )

m

n

k
ord a

m k
 

 

Ολνκαδνπκε έλα θπζηθν q  πξσηαξρηθε ξηδα  αλ ( ) ( )nord q n  

 

Θεωπημα: Αλ ν q  είλαη κηα πξσηαξρηθε ξηδα ηνπ  n  ηνηε  ηα 2 ( ), ,..., nq q q  

απνηεινπλ έλα πεξηνξηζκελν ζπλνιν ππνινηπσλ mod n . 

 

 

Θεωπημα: Αλ ν p  κνλνο πξσηνο , h  θπζηθνο  θαη  q  πξσηνο  ηεηνηνο ώζηε 

1hq p   ηνηε ππαξρεη θπζηθνο b  κε ( ) h

pord b q  

 

 

Θεωπημα: Γελ ππαξρνπλ πξσηαξρηθεο ξηδεο ηνπ 2n  γηα 2n . 

 

 

Θεωπημα: Αλ p  κνλνο πξσηνο ηνηε ππαξρνπλ ( 1)p  πξσηαξρηθεο ξηδεο 

mod p  

Αλ ππαξρεη πξσηαξρηθε ξηδα γηα ηνλ (κε πξσην) m  ζα ερνπκε ( ( ))m  κε 

ηζνδπλακεο  πξσηαξρηθεο  ξηδεο ηνπ m .Αλ m p  πξσηνο ( ( )) ( 1)p p  

 

 

Θεωπημα: Μηα αλαγθαηα ζπλζεθε  γηα λα επηιπεηαη ε modmx a p   κε 

( , 1)d m p  είλαη 
1

1mod
p

da p  

 

 

3.5 Κξππηνινγηα-Κξππηνγξαθηα-Κξππηαλαιπζε 

 

Ζ  επηζηεκε ηεο θξππηνγξαθηαο ελαη πνιύ παιηα θαη  ζθνπνο ηεο είλαη ε 

αζθαιεο κεηαθνξα πιεξνθνξησλ κεηαμπ ηνπ απνζηνιεα θαη ηνπ ιεπηε ελόο 

κπλεκαηνο.Ζ επηζπκηα λα κεηαθεξνπκε κελπκαηα κε ρξεζε κπζηηθσλ 

θσδηθσλ ζε κνξθε πνπ ν αλαγλσζηεο λα κελ δπλαηαη λα αληηιεθζεη ην 

λνεκα ηνπο ερεη ηηο ξηδεο ηεο ζηελ αξραηνηεηα. Ο Ηνπιηνο  Καηζαξαο 

ρξεζηκνπνηνπζε ηε κπζηηθε γξαθε κε κεγαιε ζπρλνηεηα.Ο Καηζαξαο 

ρξεζηκνπνηνπζε κηα αληηθαηαζηαζε πνπ κεηαηνπηδε 3 ζεζεηο πξνο ηα δεμηα 

ηα γξακκαηα ηνπ Λαηηληθνπ αιθαβεηνπ νπνπ ηα ηξηα ηειεπηαηα γηλνληνπζαλ 

, ,A B C ., 

Ζ αληηθαηαζηαζε ηνπ Καηζαξα πεξηγξαθεηαη κε ην κεηαζρεκαηηζκν 

3mod26C p  νπνπ p  ε αξηζκεηηθε ηηκε ηνπ γξακκαηνο ηνπ απινπ 
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θεηκελνπ θαη C  ε αληηζηνηρε ηηκε ζην θξππηνγξαθεκελν θεηκελν.Ο 

αληηζηξνθνο κεηαζρεκαηηζκνο είλαη ν 

3mod26p C  θαη γεληθνηεξα  ν κεηαζρεκαηηζκνο mod26C p k ,0 25k  

θαη ν αληηζηξνθνο  ηνπ mod26p C k  απνηεινπλ ην πξνζζεηηθν ζπζηεκα ε 

ζπζηεκα αληηθαηαζηαζεο ηνπ Καηζαξα.Ο αξηζκνο k  πνπ πεξηγξαθεη ην 

κεγεζνο ηεο κεηαηνπηζεο ιεγεηαη θιεηδη.Σν 0k  δελ παξνπζηαδεη θαπνην 

ελδηαθεξνλ. 

 

Ζ θξππηνινγηα  αζρνιεηηαη κε ηελ αλαπηπμε ησλ κεζνδσλ γηα ηελ 

θξππηνγξαθεζε θαη απνθξππηνγξαθεζε κελπκαησλ.Μεζα ζηελ 

θξππηνινγηα δηαθξηλνληαη δπν δηαθνξεηηθνη θιαδνη.Ο θιαδνο ηεο 

θξππηνγξαθηαο θαη ηεο θξππηαλαιπζεο.Ζ θξππηνγξαθηα  είλαη ε πεξηνρε ηεο 

θξππηνινγηαο πνπ ελδηαθεξεηαη θαη αζρνιεηηαη κε ηελ αλαπηπμε θαη ηε 

κειεηε κεζνδσλ θαη κεζνδνινγησλ  θξππηνγξαθεζεο.Δδσ θπξησο θαπνηνο 

ρξεζηκνπνηεη κπζηηθα θιεηδηα .Μνλν απηνη πνπ ερνπλ ην κπζηηθν θιεηδη 

κπνξνπλ λα απνθξππηνγξαθεζνπλ ηελ θξππηνγξαθεκελε πιεξνθνξηα.Ζ 

θξππηαλαιπζε είλαη ε πεξηνρε ηεο θξππηνινγηαο πνπ επηδησθεη ηελ 

αλαπηπμε ηερληθσλ εηζη ώζηε  λα απνθξππηνγξαθεη  θξππηνγξαθεκελα 

κελπκαηα  ρσξηο ηελ εθ ησλ πξνηεξσλ γλσζε θαπνησλ θιεηδησλ. 

 

  

 

 

 

 

 

 

3.6 πζηεκαηα Κξππηνινγηαο 

 

 

 

1.Σν πξνζζεηηθν ζπζηεκα 

 

 

Έλα απιν παξαδεηγκα ελόο κνλναιθαβεηηθνπ ζπζηεκαηνο αληηθαηαζηαζεο 

είλαη ην επηιεγνκελν πξνζζεηηθν. 

ε απηό, έλα γξακκα ηνπ αξρηθνπ αιθαβεηνπ αληηθαζηζηαηαη από έλα άιιν 

ηνπ νπνηνπ ε ζεζε ζην ιαηηληθν  αιθαβεην απερεη θαπνηεο κνλαδεο  

mod26 από ηελ αξρηθε ηνπ ζεζε .Ζ ζηαζεξε απνζηαζε νλνκαδεηαη θιεηδη. 

Ο παξαιεπηεο ηνπ κελπκαηνο γλσξηδεη ην θιεηδη νπνηε όηαλ παξαιαβεη ην 

θξππηνγξαθεκελν θεηκελν ζα ην απνθξππηνγξαθεζεη πξνζζεηνληαο ηνλ 

πξνζζεηηθν αληηζηξνθν ηνπ θιεηδηνπ ζην 26 . 
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Θεσξεκα:Δζησ p  ε ζεζε ηνπ γξακκαηνο ζην απιν θεηκελν πνπ 

θσδηθνπνηεηηαη κε έλα κνλναιθαβεηηθν πξνζζεηηθν ζπζηεκα κε θιεηδη 

k .Σνηε αλ εθαξκνζνπκε έλα πξνζζεηηθν ζπζηεκα κε θιεηδη 26 k  ζην 

θξππηνθεηκελν ζα πξνθπςεη παιη ε ζεζε.  

 

 

2.Πνιιαπιαζηαζηηθα πζηεκαηα 

 

 

ην ζπζηεκα απηό κνλναιθαβεηηθεο αληηθαηαζηαζεο αληη λα πξνζζεζνπκε 

έλαλ αξηζκν ζε θάζε ζεζε ηνπ απινπ θεηκελνπ  γηα λα πξνθππηεη ην 

θξππηνθεηκελν  ησξα πνιιαπιαζηαδνπκε  ηελ ζεζε κε έλα ζηαζεξν 

αξηζκν(ην θιεηδη) mod26 .Ζ πνιιαπιαζηαζηηθε νκαδα 26  είλαη δαθηπιηνο 

θαη όρη ζσκα αθνπ ν 26 δελ είλαη πξσηνο αξα θαπνηα ζηνηρεηα δελ ερνπλ 

πνιιαπιαζηαζηηθν αληηζηξνθν. 

 

Θεσξεκα.Δζησ ην κεηξν n (ζηελ πεξηπησζε καο 26n ) θαη ην θιεηδη k  κε 

ΜΚΓ ( , ) 1n k  εηνη ,n k  πξσηνη πξνο αιιεινπο .Σνηε ηα 

mod ,2 mod ,..., modk n k n nk n  είλαη όια δηαθνξεηηθα. 

 

Γηα λα απνθξππηνγξαθεζνπκε  ην θξππηνθεηκελν Μ πξεπεη λα εθαξκνζνπκε  

ην θιεηδη 1k  δειαδε ην πνιιαπιαζηαζηηθν αληηζηξνθν ηνπ k .Ο 

πνιιαπιαζηαζηηθνο αληηζηξνθνο ηνπ k  είλαη ν αθεξαηνο r  κε  

1mod26rk  
 

 

 

 

 

3.Αθθηληθα ζπζηεκαηα 

 

Πξνθεηηαη γηα έλα ζπλδηαζκν ηνπ πξνζζεηηθνπ θαη πνιιαπιαζηαζηηθνπ 

ζπζηεκαηνο πνπ ρξεζηκνπνηεη δπν θιεηδηα εζησ s  θαη r .Δζησ p  ε ζεζε 

θαπνηνπ γξακκαηνο ζην απιν θεηκελν θαη c  ε ζεζε ηνπ ζην 

θξππηνθεηκελν.Σν c  ππνινγηδεηαη από ηελ εμηζσζε ( )mod26c s p r .ε έλα 

αθθηληθν θεηκελν πξσηα ρξεζηκνπνηνπκε έλα πξνζζεηηθν ζπζηεκα κε θιεηδη 

r ζ’έλα κελπκα m  θαη ιακβαλνπκε  έλα ελδηακεζν θεηκελν εζησ 'm θαη 

αθνινπζσο εθαξκνδνπκε ζην 'm  έλα πνιιαπιαζηαζηηθν  ζπζηεκα κε θιεηδη 
s  γηα λα παξνπκε ην θξππηνκελπκα Μ.Ζ αληηζηξνθε δηαδηθαζηα πξνβιεπεη  

λα εθαξκνζνπκε ζην Μ ην αληηζηξνθν θιεηδη 1 mod26s  γηα λα παξνπκε ην 



49 

 

ελδηακεζν θεηκελν 'm  θαη αθνινπζσο λα ηνπ εθαξκνζνπκε  έλα πξνζζεην 

ζπζηεκα κε θιεηδη mod26r  ώζηε λα επηζηξεςνπκε ζην m . 

 

 

 

 

3.7 Κξππηνγξαθεζε Με Γεκνζην Κιεηδη 

 

 

 

ηελ θξππηνγξαθεζε κε δεκνζην θιεηδη,ην θιεηδη είλαη δεκνζηεπκελν ζε 

εληππα θνηλεο ρξεζεο(ηειεθσληθνη θαηαινγνη,εθεκεξηδεο) θαη 

νπνηνζδεπνηε κπνξεη λα ην δεη.Ο απνζηνιεαο ηνπ κελπκαηνο θξππηνγξαθεη 

ην κελπκα κε ην δεκνζην θιεηδη.Ο δεθηεο ν νπνηνο ερεη θαλεη ηε δεκνζηεπζε 

ηνπ θιεηδηνπ  κπνξεη κνλν λα απνθσδηθνπνηεζεη  ην κελπκα δηνηη κνλν 

απηνο ερεη ην θαηαιιειν απνθσδηθνπνηεηηθν θιεηδη. 

Σν θξππηνγξαθηθν ζπζηεκα κε δεκνζην θιεηδη πνπ ζα πεξηγξαςνπκε 

βαζηδεηαη ζηε γλσζε ηεο ζπλαξηεζεο  Euler ( )m  ηνπ modulom  γηα λα 

ππνινγηζνπκε ην αληηζηξνθν θιεηδη (δειαδε λα απνθξππηνγξαθεζνπκε) 

Γηα λα ππνινγηζνπκε ηελ ( )m  πξεπεη λα μεξνπκε θαη ηνλ m  θαη ηνπο 

πξσηνπο παξαγνληεο ηνπ δηνηη  
1 2

1 1 1
( ) (1 )(1 )...(1 )

k

m m
p p p

 

Πξηλ  ηελ θξππηνγξαθεζε ην απιν θεηκελν κεηαηξεπεηαη ζ’έλα ζεηηθν 

αξηζκν Μ ζην δεθαδηθν ε ζην δπαδηθν ζπζηεκα. 

Δρνπκε  1 M r  νπνπ ΜΚΓ ( , )M r =1 θαη r  ην modulo  ηεο 

θξππηνγξαθεζεο.Ζ θξππηνγξαθεζε εγθεηηαη ζην όηη πςσλνπκε ην κελπκα 

Μ ζε θαπνην εθζεηε s  θαη θξαηακε κνλν ην ππνινηπν modulor  νπνηε ην 

θξππηνγξαθεκελν θεηκελν αλαπαξηζηαηαη από ηνλ αξηζκν modsE M r  κε 
1 E r .Αλ επηιεμνπκε έλα πξσην αξηζκν γηα modulo  ε απνθξππηνγξαθεζε 

ηνπ Δ είλαη απιε,δειαδε είλαη επθνιν λα παξνπκε  ην κπλεκα Μ. 

 

Δπηιεγνπκε ζαλ modulo θξππηνγξαθεζεο r έλαλ πνιύ κεγαιν όρη πξσην 

αξηζκν αιια ηεο κνξθεο r pq  πνπ λα ερεη κνλν δπν πξσηνπο παξαγνληεο 

επηζεο κεγαινπο.Θα ρξεηαζηνπκε θαη έλαλ εθζεηε θσδηθνπνηεζεο s ηεηνην 

ώζηε  

ΜΚΓ ( , ( ))s r =1.Οπνηνο ζειεη λα ιαβεη έλα κπζηηθν κελπκα επηιεγεη κηα 

ηξηπιεηα , ,p q s  θαη δεκνζηνπνηεη ηνλ εθζεηε θσδηθνπνηεζεο s  θαη ην modulo 

θσδηθνπνηεζεο r .Οπνηε νπνηνο ερεη λα ζηεηιεη έλα κελπκα θαηαζθεπαδεη 

ηνλ αξηζκν πνπ αληηζηνηρεη ην κελπκα Μ,πςσλεη ηνλ αξηζκν απηό ζηε 

δπλακε s  θαη παηξλεη ην απνηειεζκα  mod r . 
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Ο δεθηεο πξεπεη λα ππνινγηζεη ηνλ εθζεηε απνθξππηνγξαθεζεο  πνπ δηλεηαη 

από ηε ιπζε ηεο ηζνδπλακηαο 1mod ( )ts r .Οκσο αθνπ νη παξαγνληεο ηνπ r  

είλαη γλσζηνη θαη ε ( )r  είλαη γλσζηε. 

  

        
1 1

( ) (1 )(1 )r pq r r
p q

= ( 1)( 1)p q   

 

θαη επεηαη  όηη ( ( )) 1 mod ( )rt s r ,δηνηη αλ πνιιαπιαζηαζνπκε επη s  
( ( )) mod ( ) 1mod ( )rst s r r  από ην ζεσξεκα Euler θαη ην όηη 

ΜΚΓ ( , ( ))s r =1. 

 

Αθνπ ππνινγηζακε όηη ν t  είλαη ν θαηαιιεινο θαη κνλαδηθνο εθζεηεο 

απνθσδηθνπνηεζεο ζα γηλεη όπσο πξηλ.Σν θξππηνγξαθεκελν  κελπκα είλαη 

(mod )sE M r  θαη απνθξππηνγξαθνληαο ην ερνπκε  

(mod )t stE M r = ( ) 1(mod )r kM r = ( ) (mod )r kM M r (mod )M r    

Γηνηη από ην ζεσξεκα Euler ( ) 1rM kr .Αξα (mod )tE M r  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.8 Σν Πξνβιεκα Γηαθξηηνπ Λνγαξηζκνπ  

 

 

 

 

3.8.1Οξηζκνο Πξνβιεκαηνο 

 

 

 

Δίλαη  επθνιν γηα θαπνηνλ λα ππνινγηζεη ην xb γηα θαπνην κεγαιν x  ζε 

ζρεηηθα κηθξν ρξνλν.Γελ είλαη  νκσο επθνιν αλ καο δσζνπλ έλαλ αξηζκν 

y ,ν νπνηνο είλαη ηεο κνξθεο xb (ην  b είλαη γλσζην)  λα ππνινγηζνπκε ην 

κνλαδηθν x  ηεηνην ώζηε xb y .Γειαδε  δελ ππαξρεη απνδνηηθνο αιγνξηζκνο 

πνπ λα ππνινγηδεη ην log y

bx .Ζ επηιπζε ηεο παξαπαλσ εμηζσζεο ζην p ,γηα 

p  πξσην  είλαη ην Πξνβιεκα ηνπ Γηαθξηηνπ Λνγαξηζκνπ θαη αλ επηιεμνπκε 
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θαηαιιεια ην ζσκα ζην νπνην εξγαδνκαζηε ,δειαδε αλ ην p  ερεη 

ηνπιαρηζηνλ 150 ςεθηα θαη ην 1p  ερεη ηνπιαρηζηνλ έλα <<κεγαιν>> 

πξσην παξαγνληα ηνηε ε ιπζε είλαη παξα πνιύ ρξνλνβνξα. 

 

Οξηζκνο: Δζησ  G  κηα πεπεξαζκελε θπθιηθε νκαδα ηαμεο n , g  ελαο 

γελλεηνξαο ηεο G  θαη G .Ο Γηαθξηηνο Λνγαξηζκνο ηνπ  ζηε βαζε 

g ,πνπ ζπκβνιηδεηαη logb

g ,είλαη ν κνλαδηθνο αθεξαηνο x ,0 1x n  κε xg  

 

Οξηζκνο: Σν Πξνβιεκα Γηαθξηηνπ Λνγαξηζκνπ(DLP)  είλαη ην παξαθαησ : 

 

Γηλνληαη : Δλαο πξσηνο αξηζκνο p ,ελαο γελλεηνξαο g  ηνπ *

p
 θαη έλα 

ζηνηρεην  ηνπ *

p
. 

 

Εεηεηηαη : Να βξεζεη αθεξαηνο x  , 0 2x p ,ηεηνηνο ώζηε modxg p . 

 

Ζ δπζθνιηα ηνπ DLP είλαη αλεμαξηεηε από ηελ επηινγε γελλεηνξα g  ηνπ 
*

p
 θαη ηνπ   ηνπ *

p
. 

 

 

 

3.9  Αιγνξηζκνη Δπηιπζεο ηνπ DLP 

 

 

 

ηελ παξαγξαθν απηή ζα αλαθεξνπκε ηξεηο αιγνξηζκνπο γηα ηελ επξεζε ηνπ 

Γηαθξηηνπ Λνγαξηζκνπ.Γηα ην ζθνπν απηό ν p  ζα είλαη πξσηνο αξηζκνο θαη 

ην g  πξσηαξρηθν ζηνηρεην mod p ,δειαδε 1 1modpg p .Γνπιεπνπκε  ζηελ 

θπθιηθε πνιιαπιαζηαζηηθε νκαδα *

p
 ηνηε ν g  ζα είλαη θαη γελλεηνξαο 

ηεο.Δπηζεο ζεσξνπκε ηα p  θαη  g  ζηαζεξα. 

 

Δηζη ην DLP γηλεηαη  : 

 

Γηλεηαη   :  *

p  

 

Εεηεηηαη   :Να βξεζεη x ,0 2x p ,ηεηνηνο ώζηε modxg p  

 

Δλαο πξνθαλεο αιγνξηζκνο γηα ηελ επηιπζε ηνπ παξαπαλσ πξνβιεκαηνο 

είλαη κε ηελ εμαληιηηηθε κεζνδν αλαδεηεζεο ζην *

p  ελόο  x πνπ λα 

ηθαλνπνηεη ηελ  modxg p  
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Δλαο άιινο αιγνξηζκνο γγηα ηελ επηιπζε ηνπ DLP είλαη ν Αιγνξηζκνο ηνπ 

Shanks.Ο αιγνξηζκνο απηνο ππνινγηδεη εθ ησλ πξνηεξσλ όια ηα πηζαλα  
xg ,θαη ηαμηλνκνληαο ηα δεπγε ( , )xx g  βαζε ηεο  δεπηεξεο ζπληεηαγκελεο 

επηιπεη ην DLP. 

 

 

3.9.1  Αιγνξηζκνο ηνπ   Shanks 

 

1. :[ 1]m p  

2.Τπνινγηζε ην modmjg p , 0 1j m  

3.Σαμηλνκεζε ηα m  δηαηεηαγκελα δεπγε ( , mod )mjj g p  βαζεη ηεο δεπηεξεο 

ζπληεηαγκελεο  ώζηε λα πξνθπςεη κηα ηαμηλνκεκελε ιηζηα 1L . 

4.Τπνινγηζε ην modig p , 0 1i m  

5.Σαμηλνκεζε ηα m  δηαηεηαγκελα δεπγε ( , mod )ii g p  βαζεη ηεο δεπηεξεο 

ζπληεηαγκελεο ώζηε λα πξνθπςεη κηα ηαμηλνκεκελε ιηζηα 2L . 

6.Αλαδεηεζε δεπγνο 1( , )j y L  ηεηνην ώζηε 2( , )i y L ,δειαδε δπν δεπγε πνπ 

λα ερνπλ ηελ ηδηα ηεηαγκελε. 

7. (log ) : mod( 1)g x mj i p  

 

 

 

Πξαγκαηη αλ 1( , )j y L  θαη 2( , )i y L  ηνηε 
imjg y g  

Δπνκελσο  mj ig logx

gg x  

 

Ο αιγνξηζκνο  επηιπζεο ηνπ DLP ηνπ Shanks δνπιεπεη γηα πξσηνπο κερξη 

θαη ιηγν παλσ από 20 ςεθηα. 

 

 

3.9.2 Ο αιγνξηζκνο ησλ Pohlig-Hellman 

 

 

O αιγνξηζκνο ησλ Pohlig-Hellman δνπιεπεη γηα ζεκαληηθα κεγαιπηεξνπο 

αξηζκνπο p ,αλ όκσο ν 1p  ερεη κνλν κηθξνπο πξσηνπο παξαγνληεο .Απην 

είλαη ζεκαληηθν κεηνλεθηεκα.Ο αιγνξηζκνο ζηεξηδεηαη ζηελ παξαθαησ ηδεα: 

 

Δζησ g  κηα πξσηαξρηθε ξηδα mod p  εηζη ώζηε ν 1p  λα είλαη ν κηθξνηεξνο 

ζεηηθνο n  κε 1modng p .Απην ζεκαηλεη όηη 
1 2

1 2mod mod 1
m mg g p m m p . 
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Δζησ ινηπνλ xg  0 1x p .Θεινπκε λα ππνινγηζνπκε ηνλ x  δειαδε λα 

επηιπζνπκε ην DLP.Πξαγκαηη 
21

( )
1 2 1mod

p

pg g p .Αξα  
1

2 1mod
p

g p   θαη 

αθνπ ν 1p  είλαη ν κηθξνηεξνο εθζεηεο κε 1modng p   
1

2 1mod
p

g p .Ζ 

ζρεζε xg  δηλεη αλ ηελ πςσζσ ζηελ δπλακε 
1

2

p
 

 

 
1 1 1

2 2 2( ) ( 1) mod
p p p

x
x xg g p  

 

Αξα   
1

2 1
p

 αλ x  δπγνο 

 

           
1

2 1
p

 αλ x  κνλνο 

 

 

 

Δζησ ινηπνλ  1 ir

i

i

p q θαη εζησ rq  ελαο από ηνπο πξσηνπο παξαγνληεο 

.Θα επηιπζνπκε ην DLP mod rq .Αλ απηό γηλεηαη γηα όια ηα ir

iq  νη απαληεζεηο 

ζα ζπλελσζνπλ ζε κηα θαη ζα ππνινγηζνπκε ην DLP mod p .Γξαθσ 
2

0 1 2 ...x x x q x q  κε 0 1ix p  θαη ζα ππνινγηζσ ηνπο ζπληειεζηεο ix  

νπνηε θαη ηνλ x . 

Παξαηεξνπκε όηη   2

0 1 2 3

1 1
( ) ( ) ( 1)( ...)
p p

x x p x x q x q
q q

 εηνη 

0

1
( ) ( 1)
p

x p n
q

 νπνπ n  αθεξαηνο . 

 

Τςσλνπκε ηελ xg  ζηνλ αθεξαην 
1p

q
 νπνηε 

1 00
( 1)1 1

1( ) 1mod

p
x

q

x pp p
x

p nq q qg g g g p  

Αξα γηα λα βξσ ην 0x  εμεηαδσ ηηο δπλακεηο 
( 1)k p

qg , 0,1,... 1k q ,εσο νηνπ κηα 

από απηέο δσζεη ηνλ 
( 1)p

q .Σνηε  0x k . 

Δπεθηεηλνπκε ηελ ηδεα θαη ζε κεγαιπηεξεο δπλακεηο .Δζησ όηη 
2 1q p .Θεηνπκε 0 0

1

x x x
g g  θαη θαλνπκε ηελ ηδηα δηαδηθαζηα κε 

παξαπαλσ. 

Δπαλαιακβαλνπκε ηελ δηαδηθαζηα γηα νινπο ηνπο πξσηνπο παξαγνληεο  
ir

iq (γηα όια ηα i ) 
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Αιγνξηζκνο ησλ Pohlig-Hellman 

 

1. 1 ir

i

i

p q  

2.Γηα θάζε i  επηιπσ ηελ εμηζσζε modx rg q  

    3.Θεσξσ 2 1

0 1 2 1... r

rx x x q x q x q  

    4.Βξηζθσ k  ηεηνην ώζηε 
1 ( 1)

mod

p k p

q qg p  θαη ζεησ 0x k  

    5.Γηα 1j  εσο 1r  

                   6.Θεησ 
1

1

1 mod
j

jx q

j j g p (κε  0 ) 

                   7.Βξηζθσ k  ηεηνην ώζηε 1

( 1)
1

modj

k p
p

q
qj g p  θαη ζεησ jx k  

8.Δλσλσ ηηο ηζνδπλακηεο θαη βξηζθσ ηε ιπζε x . 

 

  
 

 

 

3.9.3 Αιγνξηζκνο  Index Calculus 

 

 

 

 

 

Γηα ηελ πνιιαπιαζηαζηηθε νκαδα p  ππαξρνπλ αξθεηα ηθαλνπνηεηηθνη 

αιγνξηζκνη γηα ην DLP νη αιγνξηζκνη Index Calculus. 

 

Δζησ πξσηνο p ,ε πξσηαξρηθε ξηδα modg p  θαη {1,2,..., 1}a p .Θεινπκε λα 

ιπζνπκε ην DLP εηνη λα ππνινγηζνπκε ηνλ x αλ modxg a p . 

 

 

 

Index Calculus 

 

 

1.Δπηιεγνπκε έλα θξαγκα Β θαη ππνινγηδνπκε ην ζπλνιν 

( ) {  πξσηνο,q B}F B q ,δειαδε ηε βαζε πξσησλ παξαγσλησλ καο.Ο β θαηά 

ηα γλσζηα είλαη β-ιεηνο αλ ερεη πξσηνπο παξαγνληεο κνλν ζηελ ( )F B . 
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2.Τπνινγηδσ ηνλ δηαθξηην ινγαξηζκν ησλ ζηνηρεησλ ηεο ( )F B  δειαδε ιπλσ 

ηελ εμηζσζε ( ) mod , ( )x qg q p q F B  

3.Τπνινγηδσ έλαλ εθζεηε {1,2,..., 1}y p  ηεηνηνλ ώζηε yag  λα είλαη Β-

ιεηνο.Δρνπκε ινηπνλ ( )

( )

y e q

q F B

ag q  νπνπ ( )e q  κε αξλεηηθνη εθζεηεο , 

( )q F B . 

 

Οπνηε  ( )

( )

y e q

q F B

ag q = ( ) ( )

( )

x q e q

q F B

g = ( )

( ) ( )

modq F B

x q e q

g p  εηνη  

 
( ) ( )

( )

mod

x q e q y

q F Bxg a g p  

 

 

Ζ ζρεζε 1 2

1 2 mod( 1)
m ma a m m p  καο δηλεη  

 

( )

( ( ) ( ) ) mod( 1)
q F B

x x q e q y p  

 

Γειαδε ηνλ δηαθξηην ινγαξηζκν πνπ ζειακε. 

 

 

 

 

 

3.10 Σν Κξππηνζπζηεκα Massey-Omura 

 

 

Έλα ιηγνηεξν γλσζην θξππηνζπζηεκα πνπ ζηεξηδεηαη ζην DLP εηζερζε από 

ηνπο J.L.Massey θαη  J.Omura.ην θξππηνζπζηεκα απηό δελ ππαξρεη 

δεκνζην θιεηδη  γηα ηηο δπν πιεπξεο πνπ επηθνηλσλνπλ,δελ είλαη όκσο 

ζπκκεηξηθν θαη ε επηθνηλσληα γηλεηαη δεκνζηα .Παξαθαησ πεξηγξαθεηαη ε 

δηαδηθαζηα πνπ πξεπεη λα αθνινπζεζνπλ ν Α θαη ν Β γηα λα επηθνηλσλεζνπλ 

κε αζθαιεηα,ρξεζηκνπνησληαο ην Κξππηνζπζηεκα  Massey-Omura. 

 

 

 

Επιλογη ηων κλειδιων για ηο κπςπηοζςζηημα Massey-Omura 

 

1.Αξρηθα επηιεγεηαη θαηαιιεια έλα πεπεξαζκελν ζσκα q  
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2.ηε ζπλερεηα θαη νη δπν πιεπξεο επηιεγνπλ από έλα θξπθν αθεξαην e , 

[0, 1]e q ,ηεηνην ώζηε ΜΚΓ ( , 1) 1e q θαη ππνινγηδνπλ ηνλ αληηζηξνθν ηνπ 
1 mod( 1)d e q .Δζησ όηη ( , )A Ae d  νη επηινγεο ηνπ Α θαη ( , )B Be d  νη επηινγεο 

ηνπ Β. 

 

 

Τπνζεηνπκε όηη ν Α ζειεη λα ζηεηιεη ζηνλ Β ην θεηκελν m  

θξππηνγξαθεκελν κε ην Massey-Omura.Ζ δηαδηθαζηα  πνπ αθνινπζεη είλαη 

ε παξαθαησ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ανηαλλαγη Μηνςμαηορ με ηο κπςπηοζςζηημα Massey-Omura 

 

1.Ο Α ππνινγηδεη ην Ae

Am m  θαη ην ζηειλεη ζηνλ Β. 

2.Ο Β ιακβαλεη ην Am ,ππνινγηδεη ην ( ) B A Be e e

AB Am m m  θαη ην ζηειλεη ζηελ 

Α. 

3.Ο Α ιακβαλεη ην ABm  θαη αθαηξεη από απηό ηνλ εθζεηε  Ae  πςσλνληαο ην 

ζηε δπλακε Ad .Γειαδε  ππνινγηδεη ην ( ) a Bd e

B ABm m m  θαη ην ζηειλεη ζην 

Β. 

4.Ο Β αλαθηα ην m  από ην Bm  ππνινγηδνληαο ην ( ) Bd

Bm m . 

 

 

 

 

 

3.11 Διιεηπηηθεο Κακππιεο παλσ από ζσκα 

 

 

 

Δζησ  έλα ζσκα.Σν ζσκα απηό ζα είλαη εηηε ην ,εηηε ην πεπεξαζκελν 

ζσκα q  ζηνηρεησλ ( )GF q  ,νπνπ rq p  θαη p  πξσηνο. 

 

Οξηζκνο:Έζησ ην ζσκα   κε ραξαθηεξηζηηθε δηαθνξε ηνπ 2 θαη ηνπ 3 θαη 

εζησ 3x ax b ,κε ,a b ,έλα πνιπσλπκν ηξηηνπ βαζκνπ ρσξηο πνιιαπιεο 
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ξηδεο.Σνηε κηα ειιεηπηηθε θακππιε  παλσ από ην είλαη ην ζπλνιν ησλ 

ζηνηρεησλ ( , )x y  κε ,x y ,ηα νπνηα ηθαλνπνηνπλ ηελ εμηζσζε 2 3y x ax b  

καδη κε έλα ζηνηρεην Ο,ην νπνην νλνκαδνπκε <<ζεκεην ζην απεηξν>>. 

 

Αλ ην  είλαη έλα ζσκα ραξαθηεξηζηηθεο 2,ηνηε κηα ειιεηπηηθε θακππιε 

παλσ από ην  είλαη ην ζπλνιν ζεκεησλ ,ηα νπνηα ηθαλνπνηνπλ  εηηε κηα 

εμηζσζε ηεο κνξθεο  

 

 

                                 2 3y cy x ax b , , ,a b c  

 

Δηηε κηα εμηζσζε ηεο κνξθεο  

 

                                2 3y xy x ax b , , ,a b c  

Μαδη κε έλα <<ζεκεην ζην απεηξν>> Ο. 

Αλ ην  είλαη έλα ζσκα ραξαθηεξηζηηθεο 3,ηνηε κηα ειιεηπηηθε θακππιε 

παλσ από ην  είλαη ην ζπλνιν ζεκεησλ ,ηα νπνηα ηθαλνπνηνπλ   κηα 

εμηζσζε ηεο κνξθεο 

  

                             2 3 2y x ax bx c , , ,a b c  

 

 

 

3.12 Διιεηπηηθεο Κακππιεο παλσ από ην  

 

 

 

Ζ βαζηθε ηδηνηεηα ησλ ειιεηπηηθσλ θακππισλ  πνπ ηηο θαλεη πνιπηηκα 

θξππηνγξαθηθα εξγαιεηα είλαη πσο καο δηλνπλ κε θπζηθν ηξνπν αβειηαλεο 

νκαδεο  κε δνκε ηεηνηα ώζηε ην DLP λα είλαη ππνινγηζηηθα δπζθνιν.Πην 

ζπγθεθξηκελα ,ην ζπλνιν ησλ ζεκεησλ κηαο ειιεηπηηθεο θακππιεο ε 

εθνδηαζκελν κε κηα πξαμε πξνζζεζεο  απνηειεη αβειηαλε νκαδα,ηελ νπνηα 

ζα ζπκβνιηδνπκε ( )G . 

 

Οξηζκνο:Δζησ ε κηα ειιεηπηηθε θακππιε παλσ από ην ,θαη εζησ ,P Q   δπν 

ζεκεηα παλσ ζηελ ε.Σνηε νξηδνπκε ην P (αληηζεην ηνπ P ) θαη ην αζξνηζκα 

P Q  σο αθνινπζσο: 

 

1)Αλ 0P ,ηνηε νξηδνπκε 0P  θαη P Q Q ,δειαδε ην Ο είλαη ην 

νπδεηεξν ζηνηρεην ηεο νκαδαο ησλ ζηνηρεησλ ηεο θακππιεο .ηα παξαθαησ 

ζεσξνπκε P Q O  
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2)Σν P είλαη ην ζεκεην κε ηελ ηδηα ηεηκεκελε  θαη αληηζεηε ηεηαγκελε από 

ην P .Απν ηνλ νξηζκν ηεο ειιεηπηηθεο θακππιεο είλαη πξνθαλεο πσο ην 

( , )x y  αλεθεη ζηελ θακππιε αλ θαη κνλν αλ ην ( , )x y  αλεθεη ζηελ θακππιε. 

 

3)Αλ ηα ,P Q  ερνπλ δηαθνξεηηθεο ηεηκεκελεο,ηνηε είλαη ζρεηηθα επθνιν λα 

παξαηεξεζνπκε όηη ε επζεηα l PQ  ηεκλεη ηελ θακππιε αθξηβσο ζε έλα 

αθνκα ζεκεην R . 

 

4)Αλ Q P ,ηνηε νξηδνπκε P Q O  

5)Σεινο,αλ P Q ,ε εθαπηνκελε ζην P  ζα ηεκλεη ηελ θακππιε αθξηβσο ζε  

έλα αθνκα ζεκεην R (εθηνο εάλ ην P είλαη ζεκεην θακπεο ,νπνηε παηξλνπκε 

R P ).Οξηδνπκε ηνηε P Q R  

 

Δζησ 1 1 2 2( , ), ( , )x y x y  νη ζπληεηαγκελεο ησλ ζεκεησλ P  θαη Q  αληηζηνηρα ,ηα 

νπνηα αλεθνπλ ζηελ ειιεηπηηθε θακππιε  2 3: y x ax b  θαη 3 3( , )x y  νη 

ζπληεηαγκελεο ηνπ P Q . 

Δζησ y x  ε εμηζσζε ηεο επζεηαο  l  πνπ δηεξρεηαη από ηα P  θαη 

Q .Σνηε  2 1

2 1

( )
( )

y y
x x

 θαη 1 1y x . 

Δλα ζεκεην ηεο  l  βξηζθεηαη παλσ ζηελ  ε αλ θαη κνλν αλ 
2 3( )x x ax b ,ππαξρεη δειαδε έλα ζεκεην ηνκεο  γηα θάζε ξηδα ηεο 

θπβηθεο εμηζσζεο .Με πξαμεηο βξηζθνπκαη ηηο ζπληεηαγκελεο 3 3( , )x y . 

 

 

 

 

 

3.13 Διιεηπηηθεο θακππιεο παλσ από ην ( )GF q  

 

 

 

Παλσ ζην πεπεξαζκελν ζσκα ( )GF q ,νπνπ rq p  θαη p  πξσηνο,νξηδνπκε 

κηα ειιεηπηηθε θακππιε ε.Μηα ειιεηπηηθε θακππιε κπνξεη λα ερεη ην πνιύ 

2 1q  ζεκεηα,ην ζεκεην Ο καδη κε 2q  δεπγε ( , ), , ( )x y x y GF q  πνπ 

ηθαλνπνηνπλ ηελ 2 3y x ax b .Απην ζπκβαηλεη επεηδε γηα θάζε έλα από ηα 

q  πηζαλα x  ππαξρνπλ ην πνιύ δπν y  ώζηε λα ηθαλνπνηεηηαη ε εμηζσζε ηεο 

θακππιεο.Καζσο κνλν ηα κηζα ερνπλ ηεηξαγσληθε ξηδα ,είλαη θπζηθν λα 

πεξηκελνπκε όηη ππαξρνπλ πεξηπνπ ηα κηζα  από απηά ηα  

2 1q  ζεκεηα ζηε θακππιε. 
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Θεωπημα:  Δζησ # ην πιεζνο ησλ ζεκεησλ ηεο ειιεηπηηθεο θακππιεο  

νξηζκελεο παλσ από ην ( )GF q .Σνηε ηζρπεη  

                            

                                    1 2 # 1 2p p p p  

 

Οπιζμορ : Το  Πποβλημα Διακπιηος Λογαπιθμος ζηιρ Ελλειπηικερ 

Καμπςλερ είναι ηο παπακαηω 

 

Δινονηαι  :    Μηα ειιεηπηηθε θακππιε  νξηζκελε παλσ από ην ( )GF q ,έλα 

ζεκεην ηεο Β(ε βαζε ηνπ δηαθξηηνπ ινγαξηζκνπ) θαη έλα ζεκεην ηεο P . 

 

Ζηηειηαι  :    Να βξεζεη αλ ππαξρεη ,αθεξαηνο x  ηεηνηνο ώζηε xB P  

 

 

 

 

 

 

 

Κπςπηοζςζηημα Massey-Omura 

 

 

 

Ο απνζηνιεα ηνπ κελπκαηνο θαη ν δεθηεο επηιεγνπλ δεκνζηα έλα 

πεπεξαζκελν  ζσκα  ( )GF q (κε ην q  κεγαιν) θαη κηα ειιεηπηηθε θακππιε ε 

νξηζκελε παλσ ζην ( )GF q  θαη ππνινγηδνπλ δεκνζηα ην # .Κσδηθνπνηνπκε  

ην ζπλνιν ησλ απισλ κελπκαησλ  Μ κε ζεκεηα ηεο θακππιεο 

,αληηζηνηρσληαο ην κπλεκα m  ζην ζεκεην mP . 

Ο Α επηιεγεη έλα αθεξαην Ae  κεηαμπ ηνπ 1 θαη ηνπ # ,ηεηνην ώζηε 

ΜΚΓ ( ,# ) 1Ae  θαη ρξεζηκνπνησληαο ηνλ Δπθιεηδην αιγνξηζκν ππνινγηδεη 

ην 1
mod#A Ad e .Σν ηδην θαλεη θαη ν Β  επηιεγνληαο έλα Be  θαη 

ππνινγηδνληαο  ην Bd .Σα , , ,A B A Be e d d  θξαηηνπληαη κπζηηθα. 

Γηα λα ζηεηιεη ν Α ην κελπκα  mP  ζην Β ηνπ ζηειλεη ην A me P .Ο Β ππνινγηδεη 

ην B A me e P  θαη ην ζηειλεη πηζσ ζηνλ Α.Ο Α πνιιαπιαζηαδνληαο κε Ad  

ππνινγηδεη ην A B A m B md e e P e P   θαη ην ζηειλεη ζην Β πνπ πιενλ κπνξεη λα 

δηαβαζεη ην κελπκα mP  πνιιαπιαζηαδνληαο κε  Bd . 
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3.14  Παξαδεηγκα 

 

Δζησ όηη ν Α. ζειεη λα ζηεηιεη ζην Α.Π ην εμεο κελπκα 

 

venios is retired(ο βενιορ πηπε ζςνηαξη) 

 

Ζ θξππηνγξαθεζε ζα γηλεη κε ηξεηο ηξνπνπο  

1)RSA 

2)Με θξππηνζπζηεκα Massey Omura 

3)Με ρξεζε ειιεηπηηθσλ θακππισλ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1)Με ρξεζε RSA 

 

Σν θεηκελν venios is retired 

 

 Αξρηθα θσδηθνπνηνπκε ην αιθαβεην σο εμεο 

 

Γηαζηεκα :  00 

A:01 

B:02 

C:03 

D:04 

E:05 

F:06 

G:07 

H:08 

I:09 

J:10 

K:11 

L:12 

M:13 

N:14 

O:15 
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P:16 

Q:17 

R:18 

S:19 

T:20 

U:21 

V:22 

W:23 

X:24 
Y:25 

Z:26 

 

Σν κελπκα  θσδηθνπνηεηηαη θαη ρσξηδεηαη ζε ηεηξαδεο 

 

2205  1409  1519  0009  1900  1805   2001   1805  0400 

 

Ο Α.Π ν νπνηνο ζειεη λα ιακβαλεη ζπρλα κπζηηθα κελπκαηα ερεη νξηζεη σs 

δεκνζην θιεηδη ηνλ εθζεηε s=23 θαη  ζαλ modulor  r =4891 θξππηνγξαθεζεο  

πνπ ερεη κνλν δπν πξσηνπο παξαγνληεο ηνπο  67p θαη 73q  θαη 

( ) ( 1)( 1)r p q 4752.Ο εθζεηεο θσδηθνπνηεζεο  

s  νξηζηεθε κε ηεηνην ηξνπν ώζηε ΜΚΓ ( , ( )) 1s r  

 

Σα κπινθ ηνπ κελπκαηνο θσδηθνπνηνπληαη ζαλ  

 
23

1 2205 mod 4891C  
23

2 1409 mod 4891C  
23

3 1519 mod 4891C  
23

4 9 mod 4891C  
23

5 1900 mod 4891C  
23

6 1805 mod 4891C  
23

7 2001 mod 4891C  
23

8 1805 mod 4891C  
23

9 4 mod 4891C  

 

 

Ζ απνθσδηθνπνηεζε  γηλεηαη σο εμεο.Τπνινγηδνπκε  ηνλ εθζεηε 

απνθσδηθνπνηεζεο t  από ηε ζρεζε 1mod( 1)( 1)st p q  

 

 

 2)Με ρξεζε ηνπ θξππηνζπζηεκαηνο  Massey Omura 
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Δπηιεγνπκε έλα ζσκα, εζησ ην 73  

Οη δπν πιεπξεο επηιεγνπλ από έλαλ  ηπραην  θξπθν αθεξαην e . 

1 [0,72]e  θαη 2 [0,72]e  ηεηνηα σζηε 1( ,72) 1e  θαη 2( ,72) 1e .Γηαιεγνπκε δπν 

δπδηκνπο πξσηνπο ηνπο 11,13 σο 1 2,e e  αληηζηνηρα θαη ππνινγηδνπκε ηνλ 

αληηζηξνθν ηνπο 1

1 1 mod 72d e  θαη 1

2 2 mod 72d e .Δηζη ν Α. ερεη ηα. 

 1 1( , )e d  θαη ν Α.Π ηα 2 2( )e d  .Σν θεηκελν  θσδηθνπνηεηηαη θαη  ρσξηδεηαη ζε 

δπαδεο . 

Ο Α. ππνινγηδεη  ην Ae

Am m  θαη ην ζηειλεη ζηνλ Α.Π. Ο Α.Π ιακβαλεη ην 

Am ,ππνινγηδεη ην ( ) B A Be e e

AB Am m m  θαη ην ζηειλεη ζηνλ Α.. Ο Α. 

ιακβαλεη ην ABm  θαη αθαηξεη από απηό ηνλ εθζεηε  Ae  πςσλνληαο ην ζηε 

δπλακε Ad .Γειαδε  ππνινγηδεη ην ( ) a Bd e

B ABm m m  θαη ην ζηειλεη ζην Α.Π. 

Ο Α.Π αλαθηα ην m  από ην Bm  ππνινγηδνληαο ην ( ) Bd

Bm m . 
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