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ΠΔΡΗΛΖΦΖ 

Βαζηθόο ζηόρνο ηεο ζηαηηζηηθήο είλαη ε εθηίκεζε θαη ε πεξηγξαθή ηεο ζρέζεο 

εμάξηεζεο κεηαμύ κεηαβιεηώλ. Μάιηζηα, ηηο πεξηζζόηεξεο θνξέο ε ζρέζε απηή είλαη 

ζηνραζηηθή, γεγνλόο πνπ δπζθνιεύεη ηελ επηινγή ηνπ βέιηηζηνπ κνληέινπ. Σα 

ηειεπηαία ρξόληα, έρεη πξνηαζεί κηα λέα κέζνδνο  πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο, 

πνπ βαζίδεηαη ζηελ εηζαγσγή ελόο όξνπ  πνηλήο ζηελ πηζαλνθάλεηα. Ζ βαζηθή 

δηαθνξά ηεο κεζόδνπ απηήο είλαη ην ηζρπξό ζεσξεηηθό ππόβαζξν πνπ έρεη. Ο όξνο 

πνηλήο πεξηιακβάλεη κηα παξάκεηξν ηελ νπνία ζπκβνιίδνπκε κε "ι" θαη θαινύκε 

"ξπζκηζηηθή παξάκεηξν". Ζ βέιηηζηε επηινγή ηεο ξπζκηζηηθήο παξακέηξνπ έρεη ζαλ 

απνηέιεζκα ηελ θαιύηεξε απόδνζε ησλ κεζόδσλ απηώλ. ηελ παξνύζα εξγαζία 

παξνπζηάδεηαη ν ηξόπνο ηεο βέιηηζηεο επηινγήο ηεο ξπζκηζηηθήο παξακέηξνπ ζηηο 

δηάθνξεο κεζόδνπο πνηλήο.  

ην πξώην θεθάιαην, θάλνπκε κηα εηζαγσγή ζην Γεληθό Γξακκηθό Μνληέιν θαη κηα 

ζύληνκε αλαθνξα ζηε Μέζνδν Διαρίζησλ Σεηξαγώλσλ θαη ηε Μέζνδν Μέγηζηεο 

Πηζαλνθάλεηαο. ην δεύηεξν θεθάιαην, παξνπζηάδεηαη ν ηξόπνο επηινγήο κεηαβιεηώλ 

κέζσ ηεο κε-θνίιεο πνηλνθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο. Γίλεηαη εθηελήο αλαθνξά ζηελ 

πξνζέγγηζε απηή θαζώο θαη ζηηο δηάθνξεο ζπλαξηήζεηο πνηλήο πνπ πεξηιακβάλνπλ ηε 

ξπζκηζηηθή παξάκεηξν. ην ηξίην θεθάιαην, αλαιύεηαη ε Μέζνδνο ηεο Γεληθεπκέλεο 

Γηαζηαπξσκέλεο Δπηθύξσζεο ε νπνία είλαη κηα απνδνηηθή κέζνδνο πνπ εμεγεί ηα 

δεδνκέλα κε ζόξπβν, δειαδή δεδνκέλα πνπ δελ κπνξνύλ λα αλαιπζνύλ. Ζ κέζνδνο 

απηή εηζάγεη κηα λέα ζπλάξηεζε ε νπνία πεξηέρεη ηελ ξπζκηζηηθή παξάκεηξν. 

Παξνπζηάδεηαη ν ηξόπνο επηινγήο ηεο βέιηηζηεο ξπζκηζηηθήο παξακέηξνπ θαζώο θαη 

νη ζεσξεηηθέο ηεο ηδηόηεηεο. ην ηέηαξην θεθάιαην, παξνπζηάδεηαη ε Μέζνδνο SCAD 

ε εθαξκνγή ηεο νπνίαο βαζίδεηαη ζηελ θαηάιιειε επηινγή ξπζκηζηηθήο παξακέηξνπ. 

Παξνπζηάδνληαη νη δύν βαζηθνί ηξόπνη εθηίκεζεο ηεο παξακεηξνπ "ι" θαη 

ζπγθξίλνληαη σο πξνο ηελ απνδνηηθόηεηα ηνπο. ην πέκπην θεθάιαην, αλαιύεηαη ην 

Κξηηήξην Γεληθεπκέλεο Πιεξνθνξίαο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ επηινγή ηεο 

ξπζκηζηηθήο παξακέηξνπ ζε κε-θνίιεο ζπλαξηήζεηο πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο. 
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ABSTRACT 

The main aim of statistics is to estimate and report the dependence n the relation 

among the variables. Due to the fact that  the correlation is commonly  stochastic, it is 

more difficult to choose  the optimal model. Over the last years, a new penalized 

loglikelihood method  has been proposed, which is based in the introduction of a 

penalty term in the likelihood function. The main difference of this method is the 

strong theoretical background that it imposes. The penalty term contains a parameter, 

which is represented as "ι" and is called "tuning parameter". As a result, the optimal 

choice of the tuning parameter has the best efficiency of the method. This paper  

presents the way choosing the best tuning parameter in various penalized methods.  

In the first chapter, we provide an introduction to the General Linear Model and we do 

a brief report to the Least Squares Method and Likelihood Method. In the second 

chapter, we present the way of  choosing the variable via nonconcave penalized 

likelihood. This approximation is extensively presented along  with the different 

penalty functions which include the tuning parameter. In the third chapter we define  

the Generalized Cross Validation Method which is an efficient method for explaining 

noisy data, which are data that can not be analyzed. This method imports a new 

function which contains the tuning parameter. We present the way of choosing the 

optimal tuning parameter and its theoretical properties. In the fourth chapter, we define 

SCAD which implementation is based in the appropriate choice of tuning parameter. 

We introduce the two most basic ways of estimating "ι" which are compared in 

relation to their efficiency. In the last chapter, we elaborate the Generalized 

Information Criterion which  implements the selection of the tuning parameter in 

nonconcave penalized loglikelihood function. 
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ΔΤΥΑΡΗΣΗΔ 

Θα ήζεια λα επραξηζηήζσ ζεξκά ηνλ θαζεγεηή ηνπ Δζληθνύ Μεηζόβηνπ 

Πνιπηερλείνπ θύξην Υξήζην Κνπθνπβίλν γηα ηελ δπλαηόηεηα πνπ κνπ έδσζε  λα 

αζρνιεζώ κε ηελ επηζηεκνληθή πεξηνρή πνπ κε ελδηαθέξεη, θαζώο θαη γηα ηελ 

θαζνδήγεζή ηνπ θαηά ηε δηάξθεηα εθπόλεζεο ηεο εξγαζίαο.  

Δπίζεο ζα ήζεια λα επραξηζηήζσ ηδηαηηέξσο ηνλ ππνςήθην δηδάθηνξα Δκκαλνπήι 

Αλδξνπιάθε γηα ην ελδηαθέξνλ θαη ηελ βνήζεηα πνπ κνπ πξνζέθεξε. 

Σέινο νθείισ έλα κεγάιν επραξηζηώ ζηελ νηθνγέλεηα κνπ γηα ηελ ζπκπαξάζηαζε θαη 

ηελ  αδηάθνπε ελζάξξπλζε ζε θάζε κνπ βήκα. 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 1 

Σν Γεληθό Γξακκηθό Μνληέιν 

 

1.1 Δηζαγσγή 

Ζ εθηίκεζε θαη ε πεξηγξαθή ηεο ζρέζεο εμάξηεζεο κεηαμύ κεηαβιεηώλ, απνηειεί 

βαζηθό ζηόρν ζε πνιιέο επηζηήκεο. Ζ ζρέζε απηή, ηηο πεξηζζόηεξεο θνξέο είλαη 

ζηνραζηηθή, κε απνηέιεζκα ε ρξήζε ζηαηηζηηθώλ κνληέισλ λα είλαη απαξαίηεηε γηα 

ηελ πεξηγξαθή ηεο. Σν βαζηθό εξγαιείν γηα ηελ αλάιπζε θαη ηελ επεμεξγαζία ησλ 

δεδνκέλσλ πνπ πξνθύπηνπλ από ηε κειέηε ζηνραζηηθώλ θαηλνκέλσλ είλαη ηα κνληέια 

παιηλδξόκεζεο. 

Έζησ Y ε κεηαβιεηή πνπ καο ελδηαθέξεη θαη 휒1, 휒2, … 휒휅  έλα ζύλνιν 

επεμεγεκαηηθώλ κεηαβιεηώλ. Σν πξόβιεκα έγθεηηαη ζηελ επηινγή ησλ θαηάιιεισλ 

επεμεγεκαηηθώλ κεηαβιεηώλ, εθείλσλ δειαδή πνπ έρνπλ ζεκαληηθή επίδξαζε ζηελ 

απόθξηζε Y. ηελ πξάμε, ν αξηζκόο ησλ ζηαηηζηηθά ζεκαληηθώλ παξαγόλησλ είλαη 

κηθξόηεξνο από ην αξρηθό ππνζύλνιό ηνπο, κηα ηδηόηεηα γλσζηή σο “αξρή ηεο 

ζπνξαδηθόηεηαο ησλ επηδξάζεσλ” (sparsity of effects principle). Σν πξόβιεκα ηεο 

επηινγήο κεηαβιεηώλ είλαη αξθεηά ζπλεζηζκέλν θαη γη'απηό ην ιόγν έρνπλ αλαπηπρζεί 

δηάθνξεο κέζνδνη θαη αιγόξηζκνη επηινγήο  κεηαβιεηώλ. 

 

1.2  Σν Γεληθό Γξακκηθό Μνληέιν 

ηα πεξηζζόηεξα κνληέια πνπ ζπλαληάκε θαη καο ελδηαθέξεη λα κειεηήζνπκε, ε ηηκή 

ηεο κεηαβιεηήο Y εμαξηάηαη από πεξηζζόηεξεο από κηα επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο.  

Σν γεληθό γξακκηθό κνληέιν δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

Yi = β0 +β1xi1 +β2xi2 + … + βkxik + εi       (1.2.1) 

όπνπ: 

 yi , i=1,...,n  είλαη νη ηηκέο ησλ παξαηεξήζεσλ ηεο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο y 
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 xij, i=1,2,...,n,    j=1,2,...,k είλαη νη ηηκέο γηα ηελ i-νζηή παξαηήξεζε ησλ 

αλεμάξηεησλ ή    επεμεγεκαηηθώλ κεηαβιεηώλ xj 

 β0,β1,...,βθ  νη άγλσζηεο παξάκεηξνη ηνπ κνληέινπ 

 εi, i=1,...,n  ηα ηπραία ζθάικαηα ηα νπνία ππνζέηνπκε νηη ηθαλνπνηνύλ ηηο 

παξαθάησ ππνζέζεηο: 

 Δ(εi)= 0 γηα θάζε i 

 V(εi)= ζ
2
 γηα θάζε i, δειαδή ηα ηπραία ζθάικαηα 

ηθαλνπνηνύλ ηελ ππόζεζε ηεο νκνζθεδαζηηθόηεηαο 

 Cov (εi,εj)= 0 γηα i≠j , δειαδή ηα εi είλαη αζπζρέηηζηα 

κεηαμύ ηνπο 

Τπό κνξθή πηλάθσλ, ε ζρέζε (1.2.1) γξάθεηαη: 

𝑌     =𝑋 *𝛽   + 휀      (1.2.2) 

Όπνπ: 

𝑌  =   

𝑦1

⋮
𝑦𝑛

         ην  (n×1)-δηάλπζκα ηεο κεηαβιεηήο απόθξηζεο y 

𝛸 =  
1 𝑥11 𝑥12 ⋯ 𝑥1𝑘

⋮ ⋱ ⋮
1 𝑥𝑛1 𝑥𝑛2 ⋯ 𝑥𝑛𝑘

   ν  (n×p)-πίλαθαο κε p=k+1, ν νπνίνο 

νλνκάδεηαη πίλαθαο ζρεδηαζκνύ , 

𝛽 =  
𝛽0

⋮
𝛽𝑘

   ην  (p×1)-δηάλπζκα ησλ παξακέηξσλ 

휀   = 

휀1

⋮
휀𝑛

      ην   (n×1)-δηάλπζκα ησλ ηπραίσλ ζθαικάησλ 

To n-δηάζηαην δηάλπζκα ε αθνινπζεί ηελ πνιπδηάζηαηε θαλνληθή θαηαλνκή, δειαδή: 

휀  ~ Νn(0, ζ
2
Η ), όπνπ Δ(휀 )=0 ε αλακελόκελε κέζε ηηκή ησλ ε  

θαη: 

Var(휀 )= Δ{(ε-Δ(ε)) *(ε-Δ(ε))‟}= Δ(ε*ε‟)= ζ
2
Η, ν πίλαθαο δηαζπνξάο ζπλδηαζπνξάο ησλ 

ε, κε Η ηνλ (n×n)-κνλαδηαίν πίλαθα. 
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Τπό ηελ ππόζεζε νηη 휀  ~Ν(0,ζ
2
Η), ν γξακκηθόο κεηαζρεκαηηζκόο 𝑌 =𝑋 *𝛽   + 휀      ζα 

είλαη ηεο πνιπκεηαβιεηήο θαηαλνκήο,δειαδή: 

𝑌  ~Νn(𝑋 𝛽  , ζ
2
Η) 

 

1.2.1 Δθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ ηνπ κνληέινπ κε ηε κέζνδν ειαρίζησλ 

ηεηξαγώλσλ 

Ζ κέζνδνο ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ γηα ηελ εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ 𝛽   βαζίδεηαη, 

όπσο θαη ζην απιό γξακκηθό κνληέιν, ζηελ ειαρηζηνπνίεζε ηεο παξάζηαζεο: 

S(𝛽 ) = (𝑦 -Δ(𝑦 ))‟ (𝑦 -E(𝑦 ))= (𝑌  -𝑋 𝛽 )'(𝑌 -𝑋 𝛽 ) 

Παξαγσγίδνληαο σο πξνο 𝛽  έρνπκε: 

휕𝑆(𝛽)

휕𝛽
 =-2*𝑋 '(𝑌 -𝑋 𝛽  ) 

Καη ζέηνληαο ίζν κε κεδέλ θαηαιήγνπκε ζηε ζρέζε: 

𝑋  *𝑦  = 𝑋 ' *𝑋 *𝛽   

Δάλ ν (  𝛸 '𝛸  ) αληηζηέθεηαη, ε εθηηκήηξηα ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ (Ordinary Least 

Squares Estimator- OLS ) ηνπ δηαλύζκαηνο 𝛽  δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

1ˆ ( ' ) 'X X X Y 
     

 

1.2.2 Δθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ ηνπ κνληέινπ κε ηε κέζνδν κέγηζηεο 

πηζαλνθάλεηαο
 

Ζ κέζνδνο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο πξνηάζεθε απν ηνλ Fisher (1997). πγθεθξηκέλα, 

έζησ πιεζπζκόο κε άγλσζηε παξάκεηξν 휃 =(휃1 , 휃2 , … , 휃휅 ) ∈ Θ θαη ζπλάξηεζε 

ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο f( 𝑥 | 휃  ). θνπόο είλαη ε εθηίκεζε ηεο παξακέηξνπ 휃  . Οπόηε 

ζεσξνύκε έλα ηπραίν δείγκα 휒1, 휒2,…, 휒𝑛   από ηνλ πιεζπζκό. Αλ:
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f (x1|휃 ),  f(x2|휃 ), …,  f(xn|휃 ) είλαη ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο θάζε ηηκήο 

ηνπ ηπραίνπ δείγκαηνο, ηόηε ε από θνηλνύ ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ησλ 

ηπραίσλ κεηαβιεηώλ 휒1, 휒2,…, 휒𝑛  είλαη:
 

f (휒1, 휒2,…, 휒𝑛  |휃  ) = f(휒1|휃 )* f(휒2| 휃  )*....*f(휒𝑛 |휃  )       (1.2.2.1)
 

ηελ πεξίπησζε ζπγθεθξηκέλσλ παξαηεξήζεσλ 휒1, 휒2,…, 휒𝑛  ηπραίνπ δείγκαηνο, ε 

(1.2.2.1) είλαη ζπλάξηεζε κόλν ηεο παξακέηξνπ 휃   θαη ζπκβνιίδεηαη σο: 

L(휃  | x1,x2,…,xn) = f(x1|휃 )* f(x2| 휃  )*....*f( xn|휃  )  =  𝑓(𝑥𝑖 | 휃) 𝑛
𝑖=1  (1.2.2.2) 

Ζ (1.2.2.2) θαιείηαη ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο (Likelihood function) ηνπ ηπραίνπ 

δείγκαηνο x1,x2,…,xn  θαη εθθξάδεη ην πόζν «πηζαλνθαλείο», δειαδή πόζν ζύκθσλεο 

κε ην ζπγθεθξηκέλν δείγκα είλαη νη δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ 휃 . Ζ κέζνδνο 

κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο ζπληζηάηαη ζηελ επηινγή ηεο ηηκήο 휃   , ε νπνία κεγηζηνπνηεί 

ηε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο : 

𝐿(휃  |휒1, 휒2, … , 휒𝑛) = 𝑠𝑢𝑝휃∈𝛩𝐿(휃 |휒1, 휒2, … , 휒𝑛) 

Ζ ηηκή 휃   θαιείηαη εθηηκήηξηα κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο ηεο 휃 . Μεγηζηνπνίεζε ηεο 

 

L(휃  

| x1,x2,…,xn) ζεκαίλεη κεγηζηνπνίεζε ηεο πηζαλόηεηαο εκθάληζεο ησλ ηηκώλ 

x1,x2,…,xn  ζην δείγκα X1,X2,…, Xn. Ζ ηηκή 휃   =( 휃1 , 휃2  ,...,휃휅  ) βξίζθεηαη κε ιύζε 

ηεο εμίζσζεο: 

휕𝐿𝑜𝑔

휕휃𝑟
𝐿 휃  휒1, 휒2, … , 휒𝑛 = 0 

Γηα λα είλαη ε ιύζε απηή ζεκείν κεγίζηνπ, ζα πξέπεη ν Δζζηαλόο Πίλαθαο  

 
휕2휃𝐿𝑜𝑔𝐿(휃 )

휕휃𝑖휕휃𝑗
 
𝑘∗𝑘

 

λα είλαη γλήζηα αξλεηηθόο. 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 2 

Δπηινγή Μεηαβιεηώλ Μέζσ Με Κνίιεο Πνηληθνπνηεκέλεο 

Πηζαλνθάλεηαο  

2.1 Δηζαγσγή 

Ζ επηινγή κεηαβιεηώλ είλαη έλα ζεκαληηθό θνκκάηη ζηελ αλάιπζε παιηλδξόκεζεο. 

ηελ πξάμε, έλαο κεγάινο αξηζκόο κεηαβιεησλ εηζάγεηαη ζην αξρηθό ζηάδην ηεο 

κνληεινπνίεζεο. Γηα λα εληζρύζνπκε ηελ πξνβιεςηκόηεηα θαη λα επηιέμνπκε 

ζεκαληηθέο κεηαβιεηέο ρξεζηκνπνηνύκε δηάθνξεο κεζόδνπο, πην ζεκαληηθέο από ηηο 

νπνίεο είλαη ε θαηα βήκαηα επηινγή (stepwise selection)  θαη ε επηινγή θαιύηεξνπ 

ππνζπλόινπ (best subset selection). Παξ‟ όηη απηέο νη κέζνδνη είλαη πξαθηηθά 

ρξήζηκεο, αγλννύλ ζηνραζηηθά ζθάικαηα πνπ εκθαλίδνληαη θαηά ην ζηάδην επηινγήο 

κεηαβιεηώλ. Έηζη, νη ζεσξεηηθέο ηνπο ηδηόηεηεο είλαη δύζθνιν λα γίλνπλ θαηαλνεηέο. 

Δπηπιένλ, ε επηινγή θαιύηεξνπ ππνζπλόινπ (best subset selection) παξνπζηάδεη 

δηάθνξα κεηνλεθηήκαηα, ην ζεκαληηθόηεξν από ηα νπνία είλαη ε έιιεηςε επζηάζεηαο, 

όπσο παξνπζηάδεηαη από ηνλ Breiman (1996). 

Οη Fan&Li(2001) [15], ζηελ πξνζπάζεηά ηνπο λα απηνκαηνπνηήζνπλ θαη ηαπηόρξνλα 

λα επηιέμνπλ κεηαβιεηέο, πξνηείλνπλ κηα πξνζέγγηζε κέζσ πνηληθνπνηεκέλσλ 

ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ (penalized least squares). Ζ κέζνδνο απηή δηαηεξεί ηα θαιά 

ραξαθηεξηζηηθά ηεο κεζόδνπ επηινγήο θαιύηεξνπ ππνζπλόινπ (best subset selection), 

αιιά  θαη ηεο παιηλδξόκεζεο θνξπθνγξακκήο (ridge regression). Οη ζπλαξηήζεηο 

πνηλήο είλαη κνλαδηθέο θαζώο παξάγνπλ ζπνξαδηθέο ιύζεηο (πνιινί από ηνπο 

εθηηκεκέλνπο παξάγνληεο είλαη κεδέλ), ηθαλνπνηνύλ ζπγθεθξηκέλεο ζπλζήθεο κε 

απνηέιεζκα λα παξάγνπλ ζπλερή κνληέια θαη ηέινο θξάζζνληαη από κηα ζηαζεξά 

ώζηε λα παξάγνπλ ακεξόιεπηνπο εθηηκεηέο γηα κεγάιεο παξακέηξνπο.Ζ 

παιηλδξόκεζε θνξπθνγξακκήο (ridge regression) πνπ πξνηάζεθε από ηνπο 

Frank&Friedman(1993) [19], αιιά θαη ε κέζνδνο Lasso (Least Absolute Shrinkage & 

Selection Operator) πνπ πξνηάζεθε από ηνλ Tibshirani (1996,1997) απνηεινύλ 

θνκκάηη ησλ πνηληθνπνηεκέλσλ ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ, παξ‟όιν πνπ ε ζπλάξηεζε 

πνηλήο  Lq  δελ ηθαλνπνηεί ηηο απαηηνύκελεο ηδηόηεηεο. 
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Ζ ηδέα ησλ πνηληθνπνηεκέλσλ ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ κπνξεί λα επεθηαζεί ζηα 

κνληέια πνπ βαζίδνληαη ζηελ πηζαλνθάλεηα ζε πνιιά ζηαηηζηηθά πεδία. Οη 

ζπλαξηήζεηο πνηλήο πνπ επηιέγνληαη είλαη: 

 πκκεηξηθέο  

 Mε θνηιεο ζην (0,∞ ) (nonconcave) 

 Γηαθαηέρνληαη από ηδηνκνξθίεο ζηελ αξρή, ώζηε λα παξάγνπλ ζπνξαδηθέο 

ιύζεηο.Γειαδή πνιινί εθ ησλ εθηηκεζέλησλ ζπληειεζηώλ λα είλαη ίζνη κε 

κεδέλ (singularities) 

Ζ βαζηθή δηαθνξά ηεο κεζόδνπ απηήο ζε ζρέζε κε άιιεο κεζόδνπο είλαη ην ηζρπξό 

ζεσξεηηθό ππόβαζξν πνπ έρνπλ. Δπηπιένλ, ε βειηηζηνπνίεζε ηεο πνηληθνπνηεκέλεο 

πηζαλνθάλεηαο είλαη αξθεηά δύζθνιε, δηόηη πξόθεηηαη γηα πνιπ-δηάζηαηε κε-θνίιε 

ζπλάξηεζε κε ηδηνκνξθίεο.  

Οη Fan&Li(2001) [15], πξόηεηλαλ έλα λέν αιγόξηζκν, ν νπνίνο δίλεη πξνηεξαηόηεηα 

ζηε δηαδηθαζία επηινγήο παξακέηξνπ, θαζώο επίζεο θαη κία θόξκνπια γηα ην ηππηθό 

ζθάικα, κέζσ ηεο κεζόδνπ «sandwich». Ζ πξνηεηλόκελε δηαδηθαζία έρεη ειεγρζεί θαη 

ζπγθξηζεί κε άιιεο κεζόδνπο θαη ηα απνηειέζκαηα δείρλνπλ νηη πξνηηκάηαη. Οη 

Fan&Li δείρλνπλ ζηελ εξγαζία ηνπο νηη ν εθηηκεηήο πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο 

έρεη «καληηθή» ηδηόηεηα γηα ηελ επηινγή ηνπ ζσζηνύ κνληέινπ, όηαλ ε παξάκεηξνο 

θαλνληθνπνίεζεο είλαη ζσζηά επηιεγκέλε. Με άιια ιόγηα, όηαλ νη πξαγκαηηθέο 

παξάκεηξνη έρνπλ κεδεληθά ζηνηρεία, εθηηκώληαη ζαλ κεδέλ, κε πηζαλόηεηα λα ηείλεη 

ζηε κνλάδα, ελώ ηα κε κεδεληθά ζηνηρεία εθηηκώληαη ζαλ ην ζσζηό ππνκνληέιν λα 

είλαη γλσζηό. Δλ ζπληνκία, ν εθηηκεηήο πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο ιεηηνπξγεί 

ζαλ ην ζσζηό ππνκνληέιν (submodel) λα είλαη γλσζηό εθ ησλ πξνηέξσλ. Απηό είλαη 

πνιύ ζεκαληηθό δηόηη θαίλεηαη λα μεπεξλά ηνλ κέγηζην εθηηκεηή πηζαλνθάλεηαο θαη λα 

ιεηηνπξγεί όζν θαιά πεξηκέλνπκε. Θα αθνινπζήζεη εθηελήο αλαθνξά γηα ηελ 

κεζνδνινγία απηή. 

 

2.2 Πνηληθνπνηεκέλα Διάρηζηα Σεηξάγσλα θαη Δπηινγή Μεηαβιεηώλ 

Θεσξνύκε ην γξακκηθό κνληέιν παιηλδξόκεζεο: 

𝑌  = 𝑋 *𝛽  +휀          (2.1.1) 
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Όπνπ ην 𝑌  είλαη (n*1) δηάλπζκα θαη ην 𝑋  (n*d) πίλαθαο. 

Όπσο θαη ζην παξαδνζηαθό γξακκηθό κνληέιν παιηλδξόκεζεο, ππνζέηνπκε νηη ηα yi 

είλαη αλεμάξηεηα. Τπάξρεη ηζρπξή ζύλδεζε αλάκεζα ζηα πνηληθνπνηεκέλα ειάρηζηα 

ηεηξάγσλα θαη ζηε επηινγή παξακέηξνπ ζην γξακκηθό κνληέιν παιηλδξόκεζεο. 

Δπηπιένλ, ππνζέηνπκε νηη νη ζηήιεο ηνπ πίλαθα 𝑋  ζηελ (2.1.1) είλαη νξζνθαλνληθέο. Ζ 

εθηίκεζε ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ επηηπγράλεηαη κέζσ ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηεο : 

 𝑌 − 𝑋 ∗ 𝛽  2
 

ην νπνίν είλαη ηζνδύλακν κε ην: 

 𝛽  − 𝛽  2
 

Όπνπ ην: 

𝛽   =𝑋 '*𝑌  

Δίλαη ε εθηηκήηξηα ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ (OLS). 

πκβνιίδνπκε κε: 

z=𝑋 '
*𝑌  

θαη: 

𝑌  = 𝑋 ∗ 𝑋 '𝑌  

Μηα κνξθή ησλ πνηληθνπνηεκέλσλ ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ είλαη: 

1

2
 𝑌 − 𝑋 ∗ 𝛽  2 

+ ι 𝑝𝑗
𝑑
𝑗 =1 ( 𝛽𝑗  ) =

1

2
  𝑌 − 𝑌   2

 + 
1

2
  𝑧𝑗 − 𝛽𝑗  

2𝑑
𝑗=1  + ι  𝑝𝑗  

𝑑
𝑗=1   𝛽𝑗    

(2.1.2) 

Οη ζπλαξηήζεηο πνηλήο 𝑝𝑗  (. ) ζηελ (2.1.2) δελ είλαη απαξαίηεηα ίδηεο γηα όια ηα j. Γηα 

απιόηεηα, ππνζέηνπκε νηη νη ζπλαξηήζεηο πνηλήο είλαη ίδηεο  γηα όινπο ηνπο 

ζπληειεζηέο θαη ζπκβνιίδνπκε κε p(  .  ). Δπηπιένλ, ζπκβνιίδνπκε ην ι* p(  .  )  κε 

𝑝휆    .    θαη έηζη ην p(  .  ) εμαξηάηαη από ην ι. Δμαηξέζεηο ζε πεξίπησζε κε 

δηαθνξεηηθό ι δελ παξνπζηάδνπλ ηδηαίηεξε δπζθνιία. 



19 
 

Επιλογή τησ ρυθμιςτικήσ παραμζτρου ςτισ μεθόδουσ ποινικοποιημζνησ πιθανοφάνειασ 
 

Ζ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ πξνβιήκαηνο (2.1.2) είλαη ηζνδύλακε κε ηελ ειαρηζηνπνίεζε 

ησλ ζπληζησζώλ. Απηό καο νδεγεί λα ζθεθηνύκε ην πξόβιεκα πνηληθνπνηεκέλσλ 

ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ: 

1

2
(z − ζ)2+ 𝑝휆( 휃 )    (2.1.3) 

Παίξλνληαο ηελ Hard ζπλάξηεζε πνηλήο (Figure 1a) : 

𝑝휆( 휃 )= 휆2 − (|휃| − 휆)2*I( 휃 < 휆)  (2.1.4) 

Πξνθύπηεη ε Hard εθηηκήηξηα: 

휃 = 𝑧 ∗ 𝐼( 𝑧 > 휆)(2.1.5) 

Με άιια ιόγηα, ε ιύζε ηεο (2.1.2) είλαη απιά 

𝑧𝑗 𝐼( 𝑧𝑗  > 휆) , 

ην νπνίν ζπκπίπηεη κε ηελ επηινγή θαιύηεξνπ ππνζπλόινπ θαη κε ηελ θαηά βήκαηα 

επηινγή, όπσο επίζεο θαη κε ηνπο νξζνθαλνληθνύο ζρεδηαζκνύο. εκεηώλνπκε νηη ε 

Hard ζπλάξηεζε πνηλήο είλαη πην νκαιή (smooth) ζπλάξηεζε πνηλήο από ηελ πνηλή  

εληξνπίαο : 

𝑝휆( 휃 )= 
휆2

2
∗ 𝛪( 휃  ≠ 0) 

ε νπνία επίζεο θαηαιήγεη ζηελ (2.1.5). 

Ζ κνξθή απηή δηεπθνιύλεη ππνινγηζηηθνύο ζθνπνύο. 

Μηα θαιή ζπλάξηεζε πνηλήο καο παξέρεη εθηηκεηέο κε ηηο εμήο ηξεηο ηδηόηεηεο: 

1. Ακεξνιεςία (Unbiasedness): Ο εθηηκεηήο πνπ πξνθύπηεη είλαη ζρεδόλ 

ακεξόιεπηνο όηαλ ε πξαγκαηηθή άγλσζηε παξάκεηξνο είλαη κεγάιε, γηα λα 

απνθύγνπκε αλεπηζύκεηε κεξνιεςία ηνπ κνληέινπ. 

2. πνξαδηθόηεηα (Sparsity): Ο εθηηκεηήο πνπ πξνθύπηεη απνηειεί έλαλ θαλόλα 

πεξηνξηζκνύ (thresholding rule) , ν νπνίνο απηόκαηα ζέηεη ηνπο κηθξνύο 

εθηηκεκέλνπο ζπληειεζηέο ίζνπο κε ην κεδέλ, κε ζθνπό λα κεηώζεη ηελ 

πνιππινθόηεηα ηνπ κνληέινπ. 
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3. πλέρεηα (Continuity): Ο εθηηκεηήο πνπ πξνθύπηεη είλαη ζπλερήο ζηα δεδνκέλα 

z κε ζθνπό ηελ απνθπγή ηεο αζηάζεηαο (instability) ζηελ πξόβιεςε ηνπ 

κνληέινπ. 

Σώξα παξαζέηνπκε θάπνηεο ιεπηνκέξεηεο πάλσ ζε απηέο ηηο απαηηήζεηο: 

Ζ πξώηε παξάγσγνο ηεο (2.1.3) σο πξνο ζ είλαη: 

sgn(ζ) *{ 휃 +𝑝휆
′ ( 휃 )} –z 

Δίλαη εύθνιν λα δνύκε νηη όηαλ 𝑝휆
′ ( 휃 ) =0 γηα κεγάιν  휃 , ν εθηηκεηήο πνπ πξνθύπηεη 

είλαη z, όηαλ ην  𝑧  είλαη ζεκαληηθά κεγάιν. Έηζη, όηαλ ε πξαγκαηηθή παξάκεηξνο  휃  

είλαη κεγάιε, ε παξαηεξνύκελε ηηκή  𝑧  είλαη κεγάιε,κε κεγάιε πηζαλόηεηα. Έηζη, ηα 

πνηληθνπνηεκέλα ειάρηζηα ηεηξάγσλα απιά είλαη 휃 = 𝑧, δειαδή ζρεδόλ ακεξόιεπην. 

Έηζη, ε ζπλζήθε 𝑝휆
′ ( 휃 )=0 γηα κεγάια  휃  είλαη κηα επαξθήο ζπλζήθε γηα ηελ 

ακεξνιεςία γηα κηα κεγάιε πξαγκαηηθή παξάκεηξν. Μηα επαξθήο ζπλζήθε γηα ηνλ 

εθηηκεηή πνπ πξνθύπηεη, ώζηε λα είλαη έλαο θαλόλαο πεξηνξηζκνύ (thresholding rule) 

είλαη ην ειάρηζην ηεο ζπλάξηεζεο: 

 휃 +𝑝휆
′ ( 휃 ) 

λα είλαη ζεηηθό (Δηθόλα 3). 

Όηαλ 

 𝑧 < min휃≠0{ 휃 + 𝑝휆
′ ( 휃 )}, 

ε παξάγσγνο ηεο (2.1.3) είλαη ζεηηθή γηα όια ηα ζεηηθά ζ (θαη αξλεηηθή γηα όια ηα 

αξλεηηθά ζ). 

πλεπώο, ν εθηηκεηήο ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ είλαη κεδέλ ζε απηή ηελ πεξίπησζε, 

ζπγθεθξηκέλα 휃 = 0 γηα  𝑧 < min휃≠0{ 휃 + 𝑝휆
′ ( 휃 )}. 

Όηαλ  𝑧 > min휃≠0{ 휃 + 𝑝휆
′ ( 휃 )}, δύν δηαζηαπξώζεηο (Crossings) ππάξρνπλ (ρήκα 

1). Ζ κεγαιύηεξε είλαη ν εθηηκεηήο ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ (PLS). Απηό ζεκαίλεη νηη 

κηα επαξθήο θαη αλαγθαία ζπλζήθε γηα ηε ζπλέρεηα είλαη νηη ε ειαρηζηνπνίεζε ηεο 

ζπλάξηεζεο  휃 +𝑝휆
′ ( 휃 ) λα θηάλεη ζην κεδέλ. Ζ ζπλάξηεζε πνηλήο πνπ ηθαλνπνηεί ηηο 

ζπλζήθεο ζπνξαδηθόηεηαο θαη ζπλέρεηαο πξέπεη λα είλαη κνλαδηθή από ηελ αξρή. 
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Δίλαη γλσζηό νηη ε L2 πνηλή : 

𝑝휆( 휃 )= ι* 휃 2 

Οδεγεί ζηελ παιηλδξόκεζε θνξπθνγξακκήο (ridge regression). 

Ζ L1 πνηλή : 

𝑝휆( 휃 )= ι* 휃  

νδεγεί ζηνλ Soft νξηαθό θαλόλα (soft thresholding rule): 

휃 𝑗 = sgn(𝑧𝑗 )( 𝑧𝑗 − 휆 )+   (2.1.6) 

θάηη ην νπνίν πξνηάζεθε από ηνπο Dohoro & Johnstone (1994). 

Ζ κέζνδνο LASSO πνπ πξνηάζεθε από ηνλ Tibshirani (1996,1997) είλαη ε εθηίκεζε 

ησλ πνηληθνπνηεκέλσλ ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ κε ηελ L1 πνηλή. 

Ζ Lq πνηλή: 

𝑝휆( 휃 )= ι * 휃 𝑞  

Οδεγεί ζηελ παιηλδξόκεζε θνξπθνγξακκήο (bridge regression). Ζ ιύζε είλαη 

ζπλερήο κόλν όηαλ q≥ 1.  Παξ‟όι‟απηά, όηαλ q>1 , ην ειάρηζην ηνπ  휃 +𝑝휆
′ ( 휃 ) είλαη 

κεδέλ θαη έηζη δελ παξάγεη ζπνξαδηθέο ιύζεηο (Δηθόλα 4α). Ζ κόλε ζπλερήο ιύζε κε 

έλα θαλόλα πεξηνξηζκνύ (thresholding rule) ζ‟απηή ηελ νηθνγέλεηα είλαη ε L1 πνηλή, 

αιιά απηό πξνθύπηεη κε ηελ κεηαθίλεζε ηνπ εθηηκεηή θαηά κηα ζηαζεξά ι (Δηθόλα 

2β). 

 

Δικόνα 1.Οη ηξεηο ζπλαξηήζεηο πνηλήο θαη νη ηεηξαγσληθέο ηνπο πξνζεγγίζεηο. 
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Δικόνα 2.Thresholding ζπλαξηήζεηο γηα α)Hard, β) Soft ή Lasso, γ)Scad. 

 

 

Δικόνα 3. Ζ ζπλάξηεζε (| |)p


   σο πξνο  . 

Δικόνα 4. Οη ζπλαξηήζεηο (| |)p


  σο πξνο  , γηα (a) ηηο ζπλαξηήζεηο πνηλήο 
q

L , (β) ηε Hard ζπλάξηεζε 

πνηλήο θαη (γ) ηε SCAD. ην (a), ε παρηά γξακκή  αληηζηνηρεί ζηελ 
1

L , ε δηαθεθνκκέλε ζηελ 
0.5

L  θαη ε ιεπηή 

γξακκή ζηελ 
2

L  ζπλάξηεζε πνηλήο. 
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2.2.1  Ζ πλάξηεζε Πνηλήο SCAD 

Ζ Lq θαη ε Hard ζπλαξηήζεηο  πνηλήο δελ ηθαλνπνηνύλ ηαπηόρξνλα ηηο καζεκαηηθέο 

ζπλζήθεο γηα ακεξνιεςία, ζπνξαδηθόηεηα θαη ζπλέρεηα. Ζ ζπλάξηεζε πνηλήο SCAD 

είλαη κηα ζπλερήο δηαθνξηθή ζπλάξηεζε πνηλήο πνπ βειηηώλεη ηεο ηδηόηεηεο ηεο L1 

πνηλήο, θαζώο θαη ηεο Hard  ζπλάξηεζεο πνηλήο πνπ νξίζηεθε ζηελ (2.1.4) θαη 

νξίδεηαη σο: 

pι
′ (ζ)= ι 𝛪 휃 ≤ 휆 +

(𝛼−휆휃 )+

 𝛼−1 휆
𝛪(휃 > 휆)   γηα α> 2, 휃 > 0         (2.2.1.1) 

Πξόθεηηαη γηα κηα ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε πνηλήο, πνπ δελ πνηληθνπνηεί ππεξβνιηθά 

ηηο κεγάιεο ηηκέο ηνπ ζ, θαη θάλεη ηε ιύζε ζπλερή. 

Ζ ιύζε πνπ πξνθύπηεη είλαη: 

휃 =  

𝑠𝑔𝑛 𝑧   𝑧 − 휆 +,  𝑧 ≤ 2휆  
 𝛼−1 𝑧−𝑠𝑔𝑛 𝑧 𝛼휆

𝛼−2
,    2휆 ≤ 𝑧 ≤ 𝛼휆

𝑧,                𝑧 > 𝛼휆

                                                     (2.2.1.2) 

(Δηθόλα 2c) 

Ζ ιύζε απνδίδεηαη ζηνλ Fan(1997) [14]. 

Ο νξηαθόο θαλόλαο (thresholding rule) ζην (2.2.1.2) πεξηιακβάλεη δπν άγλσζηεο 

παξακέηξνπο ι θαη α.ηελ πξάμε, κπνξνύκε λα βξνύκε ην θαιύηεξν δεπγάξη (α,ι) 

ζηνλ δη-δηάζηαην ρώξν, ρξεζηκνπνηώληαο θάπνηα θξηηήξηα , όπσο ηε δηαζηαπξσκέλε 

επηθύξσζε (cross-validation) θαη ηε γεληθεπκέλε δηαζηαπξσκέλε επηθύξσζε 

(generalized cross-validation). Μηα ηέηνηα δηαδηθαζία είλαη ππνινγηζηηθά ρξνλνβόξα.   

Οη Fan θαη Li, ρξεζηκνπνηώληαο εξγαιεία Μπεϋδηαλήο αλάιπζεο ξίζθνπ (Bayesian 

risk analysis),  θαηέιεμαλ ζηελ επηινγή ηνπ 3.7  .  

 

2.2.2 Απόδνζε Οξηαθώλ Καλόλσλ 

Οη Marron & Al. (1998) [42], εθάξκνζαλ ηελ αλάιπζε ξίζθνπ γηα λα θαηαλνήζνπλ ηε 

δηαθνξά ηνπ hard θαη ηνπ soft νξηαθνύ θαλόλα ζηα κηθξά δείγκαηα. Ζ θιεηζηή κνξθή 

ηεο L2 ζπλάξηεζεο ξίζθνπ R(휃 , ζ)=Δ(휃 − 휃)2 πξνήιζε από ην Γθανπζηαλό κνληέιν 
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Z~ N(ζ, ζ
2
) γηα ηνπο hard θαη ηνπο soft νξηαθνύο θαλόλεο πνπ πξνηάζεθε από ηνπο 

Dohono & Johnstone(1994) [11].Οη Fan θαη Li (2000), ρξεζηκνπνίεζαλ ηελ ηηκή 

2   γηα ηνλ Hard  νξηαθό θαλόλα. Πξνζάξκνζαλ ην   γηα ηνπο άιινπο δύν 

νξηαθνύο θαλόλεο, ώζηε λα δίλνπλ ηηο ίδηεο εθηηκήζεηο γηα ηελ πεξίπησζε όπνπ 3   

θαη θαηέιεμαλ ζην όηη ε SCAD  ζπκπεξηθέξεηαη εμίζνπ θαιά ζε ζύγθξηζε κε ηνπο 

άιινπο δύν θαη δηαηεξεί ηηο καζεκαηηθέο ηδηόηεηεο ηνπο. 

 

2.3 Δπηινγή κεηαβιεηώλ κέζσ πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο 

Ζ κεζνδνινγία πνπ έρνπκε αλαπηύμεη κέρξη ζηηγκήο κπνξεί λα εθαξκνζηεί ζε πνιιά 

ζηαηηζηηθά θνκκάηηα, όπσο ζηα γξακκηθά κνληέια παιηλδξόκεζεο (linear regression 

models) , ζηα εύξσζηα γξακκηθά κνληέια (robust linear models)  θαη ζηα γεληθεπκέλα 

γξακκηθά κνληέια πνπ βαζίδνληαη ζηελ πηζαλνθάλεηα (likelihood-based generalized 

linear models). 

Από εδώ θαη ζην εμήο, ζα  ζεσξνύκε νηη ν πίλαθαο ζρεδηαζκνύ 𝑋 =(𝑥𝑖𝑗 ) είλαη 

νξζνθαλνληθνπνηεκέλνο, έηζη ώζηε θάζε ζηήιε ηνπ  λα έρεη κέζε ηηκή 0 θαη δηαζπνξά 

1. 

 

2.3.1 Πνηληθνπνηεκέλα ειάρηζηα ηεηξάγσλα θαη πηζαλνθάλεηα 

ην θιαζηθό γξακκηθό κνληέιν παιηλδξόκεζεο, ε εθηίκεζε ησλ ειαρίζησλ 

ηεηξαγώλσλ επηηπγράλεηαη κέζσ ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ αζξνίζκαηνο ηνπ 

ηεηξαγώλνπ ηνπ ζθάικαηνο (squared residual errors). πλεπώο, ε (2.1.2) κπνξεί πνιύ 

θπζηθά λα επεθηαζεί ζηελ πεξίπησζε πνπ νη πίλαθεο ζρεδηαζκνύ δελ είλαη 

νξζνθαλνληθνί. 

 Ηζνδύλακα κε ην (2.1.2), κηα κνξθή πνηληθνπνηεκέλσλ ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ είλαη: 

1

2
(𝑌 − 𝑋  𝛽 )′(𝑌 − 𝑋 𝛽 )+n* 𝑝휆( 𝛽𝑗  )

𝑑
𝑗 =1       (2.3.1.1) 

Ζ ειαρηζηνπνίεζε σο πξνο 𝛽  ηεο παξαπάλσ εμίζσζεο νδεγεί ζηνλ εθηηκεηή 

πνηληθνπνηεκέλσλ ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ ηνπ β. Δίλαη γλσζηό νηη ν εθηηκεηήο 

πνηληθνπνηεκέλσλ ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ (OLS) ηνπ β δελ είλαη εύξσζηνο (robust). 
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Σώξα κπνξνύκε λα ζεσξήζνπκε ηελ Loss- ζπλάξηεζε L1  ή γεληθόηεξα ηελ 

ζπλάξηεζε ς ηνπ Huber. Έηζη, αληί λα ειαρηζηνπνηήζνπκε ηελ (2.3.1.1) 

ειαρηζηνπνηνύκε ηελ : 

 휓𝑛
𝑖=1   𝑦𝑖 − 𝑥𝑖 𝛽   + 𝑛  𝑝휆( 𝛽𝑗  )

𝑑
𝑗 =1       (2.3.1.2) 

σο πξνο 𝛽 . 

Σν απνηέιεζκα είλαη έλαο εύξσζηνο πνηληθνπνηεκέλνο εθηηκεηήο σο πξνο β. 

Γηα ηα γεληθεπκέλα γξακκηθά κνληέια, ηα ζηαηηζηηθά ζπκπεξάζκαηα βαζίδνληαη ζηηο 

«ππνθξίπηνπζεο» ζπλαξηήζεηο πηζαλνθάλεηαο. Ο πνηληθνπνηεκέλνο εθηηκεηήο 

κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο ρξεζηκεύεη ζην λα ζπιιέγεη ζεκαληηθέο κεηαβιεηέο.  

Τπνζέηνπκε νηη ηα δεδνκέλα {(휒𝑖 , 𝑦𝑖)} ζπιιέρζεθαλ αλεμάξηεηα. Γεδνκέλσλ ησλ 𝑥𝑖 , 

ηα 𝑦𝑖  έρνπλ ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο (ή κάδαο, αλ είλαη δηαθξηηά δεδνκέλα) 

πηζαλόηεηαο 𝑓𝑖(𝑔(𝑥𝑖
′ 𝛽 ),𝑦𝑖) , όπνπ ε g είλαη κηα γλσζηή ζπλάξηεζε ζύλδεζεο (link 

function). 

„Δζησ  

𝑙𝑖 = log 𝑓𝑖  

ε ππό ζπλζήθε ινγαξηζκνπνηεκέλε πηζαλνθάλεηα ηνπ 𝑦𝑖 .Σόηε κηα κνξθή ηεο 

ινγαξηζκνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο είλαη: 

 𝑙𝑖 𝑔 𝑥𝑖
′ 𝛽  , 𝑦𝑖 − 𝑛 

𝑛

𝑖=1

 𝑝휆( 𝛽𝑗  )

𝑑

𝑗 =1

 

Μεγηζηνπνίεζε ηεο ζπλάξηεζεο ηεο πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο ηζνδπλακεί κε 

ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηεο : 

- 𝑙𝑖 𝑔 𝑥𝑖
′ 𝛽  , 𝑦𝑖 − 𝑛 𝑛

𝑖=1  𝑝휆( 𝛽𝑗  )
𝑑
𝑗 =1        (2.3.1.3) 

σο πξνο β. 

 

2.3.2 Γεηγκαηνιεπηηθέο θαη Πξνβιεπηηθέο Ηδηόηεηεο 



26 
 

Επιλογή τησ ρυθμιςτικήσ παραμζτρου ςτισ μεθόδουσ ποινικοποιημζνησ πιθανοφάνειασ 
 

‟ απηή ηελ ελόηεηα ζα θαζηεξώζνπκε ηελ αζπκπησηηθή ζεσξία γηα ηνλ κε-θνίιν 

εθηηκεηή πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο. 

 Έζησ : 

𝛽 0 = (β10, ..., βd0)‟ = (𝛽10 ′ ,...,𝛽20 ′ )′ 

Υσξίο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο ζεσξνύκε νηη : 

𝛽 20= 0  

„Δζησ Η(𝛽 0) ν πίλαθαο ηεο πιεξνθνξίαο θαηά Fisher (Fisher Information Matrix) θαη 

Η(𝛽 0,0 ) ε πιεξνθνξία θαηά Fisher δεδνκέλνπ νηη 𝛽 20= 0 . 

Αξρηθά ζα δείμνπκε νηη ππάξρεη έλαο εθηηκεηήο πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο ν 

νπνίνο ζπγθιίλεη ζην: 

Op(𝑛−1/2+𝑎𝑛  ) 

όπνπ: 

𝑎𝑛 = max{𝑝휆𝑛

′ ( 𝛽𝑗  ):𝛽𝑗0 ≠ 0} 

Απηό ππνλνεί νηη γηα ηηο ζπλαξηήζεηο πνηλήο Hard θαη SCAD ν εθηηκεηήο 

πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο είλαη  𝑛-ζπλεπήο (root-n consistent) εάλ 휆𝑛 → 0. 

Δπηπιένλ, δείρλνπκε νηη έλαο εθηηκεηήο n-νζηήο ηάμεο πξέπεη λα ηθαλνπνηεί: 

𝛽2
  =0 

θαη 𝛽1
   αζπκπησηηθά κε πίλαθα ζπλδηαζπνξάο 𝛪1

−1, εάλ 𝑛1/2휆𝑛 → ∞ . 

Απηό ζπλεπάγεηαη όπσο εάλ ην 𝛽 20= 0  λα ήηαλ γλσζηό. ύκθσλα κε ηνλ 

Dohono&Johnstone(1994) ν εθηηκεηήο δνπιεύεη όπσο θαη ν εθηηκεηήο «πξόβιεςεο» ν 

νπνίνο γλσξίδεη εθ ησλ πξνηέξσλ νηη 𝛽 20= 0 . 

Ζ πξνεγνύκελε «καληηθή» ηθαλόηεηα είλαη ζηελά ζπλδεδεκέλε κε ην θαηλόκελν ηεο 

ππεξαπνδνηηθόηεηαο (superefficiency phenomenon). 

Θεσξνύκε ην απινύζηεξν γξακκηθό κνληέιν παιηλδξόκεζεο : 
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𝑌 = 1𝑛
 휇 + 휀  ,  όπνπ 휀 ~𝛮𝑛(0 , 𝐼𝑛 ) 

Έλαο ππεξαπνδνηηθόο εθηηκεηήο γηα ην κ είλαη : 

𝛿𝑛= 
𝑌 , 휀ά휈  𝑌  ≥ 𝑛−1/4

𝑐𝑌  , 휀ά휈 𝑌  < 𝑛−1/4
  

Δάλ ζέζνπκε όπνπ c =0, ηόηε ην 𝛿𝑛  ζπκπίπηεη κε ηνλ εθηηκεηή Hard κε παξάκεηξν 

휆𝑛 = 𝑛−1/4. Απηόο ν εθηηκεηήο εθηηκά ηελ παξάκεηξν ζην ζεκείν κεδέλ ρσξίο λα ηελ 

εθηηκά ζε θαλέλα άιιν ζεκείν. 

Σώξα ζέηνπκε ην απνηέιεζκα ζε κηα γεληθόηεξε βάζε. Γηα λα δηεπθνιύλνπκε ηελ 

παξνπζίαζε ππνζέηνπκε νηη ε πνηληθνπνίεζε εθαξκόδεηαη ζε θάζε ζπληζηώζα ηνπ β. 

Παξ‟ όι‟απηά δελ ππάξρεη θακηα δπζθνιία ζηελ πεξίπησζε πνπ θάπνηνη παξάγνληεο 

δελ πνηληθνπνηνύληαη. 

Έζησ 𝑉𝑖 =  𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑖 = 1, … , 𝑛. Έζησ L(𝛽 ) ε ινγαξηζκνπνηεκέλε ζπλάξηεζε 

πηζαλνθάλεηαο θαη Q(𝛽 ) ε πνηληθνπνηεκέλε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο : 

Q (𝛽 )= L (𝛽 )–n 𝑝휆𝑛
( 𝛽𝑗  ) 

ηε ζπλέρεηα, ζα αλαθέξνπκε θάπνηα ζεσξήκαηα θαη ιήκκαηα ησλ Fan&Li, πξώηα 

όκσο αλαθέξνπκε θάπνηεο ππνζέζεηο θαλνληθόηεηαο (regularity conditions): 

(A)Οη παξαηεξήζεηο iV


 είλαη αλεμάξηεηεο θαη ηζόλνκεο ηπραίεο κεηαβιεηέο 

(independent and identically distributed) κε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο 

( , )f V 
 

. Ζ ( , )f V 
 

 έρεη κηα θνηλή βάζε θαη ην κνληέιν είλαη αλαγλσξίζηκν 

(identifiable). Δπίζεο, ε πξώηε θαη ε δεύηεξε ινγαξηζκεκέλε παξάγσγνο ηεο f  

ηθαλνπνηεί ηηο εμηζώζεηο: 

log ( , )
0

j

f V
E





 
 

  

  , γηα 1,...,j d
 

Καη: 

2

( ) log ( , ) log ( , ) log ( , )jk

j k j k

I E f V f V E f V    
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(B) Ο πίλαθαο πιεξνθνξίαο ηνπ Fisher: 

( ) log ( , ) log ( , )I E f V f V  
 

      
     

        
 

   
 

휅

 

Δίλαη πεπεξαζκέλνο θαη ζεηηθά νξηζκέλνο ζην 𝛽 = 𝛽0
 . 

(C) Τπάξρεη έλα αλνηρηό ππνζύλνιν σ ηνπ Χ πνπ πεξηέρεη ηελ πξαγκαηηθή παξάκεηξν 

𝛽0
  ηέηνην ώζηε γηα ζρεδόλ νια ηα 𝑉 ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο 𝑓(𝑉 , 𝛽 ) λα 

επηδέρεηαη παξαγώγνπο ηξίηεο ηάμεο: 

( , )

j k l

f V 

  



  
 

 

Γηα ∀𝛽  ∈ 휔.

 

Τπάξρνπλ ζπλαξηήζεηο Μjkl ηέηνηεο ώζηε: 

3

log ( , ) ( )jkl

j k l

f V M V
  




      

Γηα ∀𝛽  ∈ 휔, όπνπ 
0
[ ]jkl jklm E M  



, , , j k l . 

Θεώρημα 2.3.2.1:Έζησ V1,…, Vn αλεμάξηεηεο θαη ηζόλνκεο ηπραίεο κεηαβιεηέο 

(independent and identically distributed) θάζε κηα από ηηο νπνίεο έρεη ζπλάξηεζε 

ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο 𝑓(𝑉 , 𝛽 ). Δάλ : 

𝑚𝑎𝑥  𝑝휆𝑛

′′ ( 𝛽𝑗0 ) : 𝛽𝑗0 ≠ 0 → 0 

Σόηε ππάξρεη έλα ηνπηθό κέγηζην 𝛽   ηνπ Q(𝛽 ) ηέηνην ώζηε : 

 𝛽  − 𝛽0
  =Οp(𝑛−1/2+𝑎𝑛 ) 

Όπνπ 𝑎𝑛  είλαη γλσζηό από ηελ εμίζσζε (2.3.2.1). 
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Δίλαη θαλεξό από ην παξαπάλσ ζεώξεκα όηη επηιέγνληαο έλα θαηάιιειν 휆𝑛ππάξρεη 

 𝑛 –ζπλεπήο πνηλνθνπνηεκέλνο εθηηκεηήο. 

Σώξα ζα δείμνπκε νηη ν εθηηκεηήο ζα πξέπεη λα θαηέρεη ηελ ηδηόηεηα ηεο 

ζπνξαδηθόηεηαο 𝛽2
  =0. 

Λήμμα 2.3.2.1: Έζησ V1,…, Vn αλεμάξηεηεο θαη ηζόλνκεο ηπραίεο κεηαβιεηέο 

(independent and identically distributed) θάζε κηα από ηηο νπνίεο έρεη ζπλάξηεζε 

ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο 𝑓(𝑉 , 𝛽 ). Τπνζέηνπκε νηη : 

lim𝑛→∞ 𝑖𝑛𝑓 lim휃→0+ inf 𝑝휆𝑛

′  휃 |휆𝑛 > 0   (2.3.2.2) 

Δάλ 휆𝑛 → 0 θαη  𝑛휆𝑛 → ∞ ηόηε κε πηζαλόηεηα λα ηείλεη ζηε κνλάδα, γηα θάζε 

δεδνκέλν 𝛽1
  πνπ ηθαλνπνηεί : 

 𝛽 1 − 𝛽 10 =Op(n
-1/2

) 

Καη γηα θάζε ζηαζεξά C ηζρύεη : 

Q (
𝛽1
 

0 
) = max 𝛽2 ≤𝐶𝑛−1/2 𝑄  (

𝛽1
 

𝛽2
 )  

πκβνιίδνπκε: 

=diag{𝑝휆𝑛

′′ ( 𝛽10 ), … , 𝑝휆𝑛

′′ ( 𝛽𝑠0 )} 

Καη: 

𝑏 = (𝑝휆𝑛

′ ( 𝛽10 )𝑠𝑔𝑛(𝛽10), … , 𝑝휆𝑛

′ ( 𝛽𝑠0 ) 𝑠𝑔𝑛(𝛽𝑠0) T
 

Όπνπ s ν αξηζκόο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ 𝛽10. 

Θεώρημα 2.3.2.2 (Προβλεπηική Ιδιόηηηα): Έζησ V1,…, Vn αλεμάξηεηεο θαη 

ηζόλνκεο ηπραίεο κεηαβιεηέο (independent and identically distributed) θάζε κηα από 

ηηο νπνίεο έρεη ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο 𝑓(𝑉 , 𝛽 ). Τπνζέηνπκε νηη ε 

ζπλάξηεζε πνηλήο 𝑝휆𝑛   휃   ηθαλνπνηεί ηε ζπλζήθε (2.3.2.2). Δάλ 휆𝑛 → 0 θαη  𝑛휆𝑛 →

∞ όζν 𝑛 → ∞ ηόηε κε πηζαλόηεηα πνπ ηείλεη ζηε κνλάδα νη  𝑛 – ζπλεπείο εθηηκεηέο 

𝛽  =  
𝛽1
 

𝛽2
   πνπ αλαθέξζεθαλ ζην Θεώξεκα 1 ηθαλνπνηνύλ ηα εμήο : 
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a) πνξαδηθόηεηα (Sparsity): 𝛽2
 =0 

 

b) Αζπκπησηηθή Καλνληθόηεηα (Asymptotic Normality): 

      
1

1 10 1 10 1 10 1 10
ˆ( ) ( ) 0, ( )n I I b I    



    
       

όπνπ  

1 10 1 10( ) ( ,0)I I 
   

ε πιεξνθνξία θαηά Fisher, γλσξίδνληαο όηη 
2 0 


.  

πλεπώο, ν αζπκπησηηθόο πίλαθαο ζπλδηαζπνξάο ηνπ 1̂


 είλαη : 

   
1 1

1 10 1 10 1 10

1
( ) ( ) ( )I I I

n
  

 

 
  

, 

θαη γηα ηηο ζπλαξηήζεηο πνηλήο πνπ αλαπηύρζεζαλ ζηελ ελόηεηα 1.6.2, είλαη 

πξνζεγγηζηηθά ίζνο κε: 

1

1 10

1
( )I

n



 αλ ην 0n  . 

εκεηώλνπκε νηη γηα ηηο ζπλαξηήζεηο Hard θαη SCAD εάλ 휆𝑛 → 0 ηόηε 𝑎𝑛=0. Έηζη, 

από ην ζεώξεκα 2.3.2.2 , όηαλ  𝑛휆𝑛 → ∞, νη αληίζηνηρνη εθηηκεηέο πνηληθνπνηεκέλεο 

πηζαλνθάλεηαο έρνπλ πξνβιεπηηθή ηδηόηεηα (oracle property) θαη ζπκπεξηθέξνληαη 

εμίζνπ θαιά κε ηνπο εθηηκεηέο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο όζνλ αθνξά ζηελ εθηίκεζε 

ηνπ 𝛽1
 δεδνκέλνπ όηη 𝛽2

 =0. Παξ‟όι‟απηά γηα ηελ L1πνηλή ηζρύεη 𝑎𝑛 = 휆𝑛 . Έηζη, ε  𝑛-

ζπλέπεηα απαηηεί 휆𝑛=Op(𝑛−1/2). Από ηελ άιιε κεξηά ε ηδηόηεηα ηνπ ζεσξήκαηνο 

2.3.2.2 απαηηεί   𝑛휆𝑛 → ∞ .Απηέο νη δπν ζπλζήθεο γηα ηε LASSO δελ κπνξνύλ λα 

ηθαλνπνηεζνύλ ηαπηόρξνλα. Πξάγκαηη, γηα ηελ L1 δελ ηζρύεη ε πξνβιεπηηθή ηδηόηεηα. 

Αληίζεηα ηζρύεη γηα ηελ Lq κε q<1 εάλ έρνπκε επηιέμεη ζσζηό 휆𝑛 . 

Σώξα ζα ζπδεηήζνπκε εθηελώο ηηο ζπλζήθεο θαλνληθόηεηαο (A)-(C) γηα ηα 

γεληθεπκέλα γξακκηθά κνληέια. Με κηα canonical link ε θαηαλνκή ηνπ 𝑦   δεδνκέλνπ 

νηη 𝑋 =𝑥   αλήθεη ζηελ canonical εθζεηηθή νηθνγέλεηα κε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο 

πηζαλόηεηαο: 
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𝑓 𝑦; 𝑥 , 𝛽  = 𝑐 𝑦 𝑒𝑥𝑝  
𝑦𝑥 𝑇𝛽 − 𝑏(𝑥 𝑇𝛽 

𝛼(휑)
  

Οη ζπλζήθεο θαλνληθόηεηαο (Α) ηζρύνπλ. 

Ο πίλαθαο πιεξνθνξίαο θαηά Fisher είλαη: 

𝐼(𝛽 )=E
 𝑏′′(𝑥 𝑇𝛽 )𝑥 𝑥 𝑇 

𝛼(휑)
  

Δάλ E{𝑏′′(𝑥 𝑇𝛽 )𝑥 𝑥 𝑇} πεπεξαζκέλν θαη ζεηηθά νξηζκέλν ε ζπλζήθε (Β) ηζρύεη. 

Δάλ γηα θάζε 𝛽  ζηε γεηηνληά ηνπ 𝛽0
  ηζρύεη : 

 𝑏 3 (𝑥 𝑇𝛽 ) ≤ 𝑀0(𝑥 ) 

Γηα θάπνηα ζπλάξηεζε 𝑀0(𝑥 ) πνπ ηθαλνπνηεί : 

Eβ0
{M0 x  xjxkxl} < ∞∀ j, k, l 

Σόηε ε ζπλζήθε (C ) ηθαλνπνηείηαη. 

Γηα γεληθόηεξεο ζπλαξηήζεηο ζύλδεζεο (link functions) παξόκνηεο ζπλζήθεο πξέπεη λα 

ηζρύνπλ γηα ηηο ζπλζήθεο (B), (C). 

 

2.3.3 Πξνηεηλόκελνο Αιγόξηζκνο 

Ο Tibshirani (1996) πξόηεηλε έλαλ αιγόξηζκν γηα ηελ επίιπζε ησλ ειαρίζησλ 

ηεηξαγώλσλ ηεο LASSO, ελώ ν Fu (1998) [20], πξόηεηλε έλαλ «shooting» αιγόξηζκν 

γηα ηελ LASSO. Θα παξνπζηάζνπκε ηώξα έλαλ ελνπνηεκέλν αιγόξηζκν ησλ Fan&Li 

γηα ηελ ειαρηζηνπνίεζε ησλ πξνβιεκάησλ (2.3.1.1), (2.3.1.2) θαη (2.3.1.3) κέζσ ηεο 

ηνπηθήο ηεηξαγσληθήο πξνζέγγηζεο (local quadratic approximation).  

Ο 1
νο

 όξνο ζηηο (2.3.1.1), (2.3.1.2) θαη (2.3.1.3) κπνξεί λα αληηθαηαζηαζεί από κηα 

ζπλάξηεζε απώιεηαο (Loss function) ηνπ 𝛽 . πκβνιίδνπκε ηνλ όξν απηό κε: l( 𝛽 ). 

Σόηε νη εθθξάζεηο (2.3.1.1), (2.3.1.2) θαη (2.3.1.3) κπνξνύλ λα γξαθνύλ ζαλ εληαία 

κνξθή σο:  
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l(𝛽 )+n  𝑝휆  𝛽𝑗   
𝑑
𝑗=𝑖         (2.3.3.1) 

Οη ζπλαξηήζεηο πνηλήο L1, Hard θαη SCAD έρνπλ ηδηνκνξθίεο ζηελ αξρή θαη δελ 

έρνπλ ζπλερή δεύηεξε παξάγσγν. Παξ‟όι‟απηά κπνξνύλ ηνπηθά λα πξνζεγγηζηνύλ 

από κηα ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε σο αθνινύζσο: Τπνζέηνπκε νηη δίλεηαη κηα αξρηθή 

ηηκή 𝛽 0 πνπ είλαη θνληά ζηελ ηηκή πνπ ειαρνζηνπνηεί ηελ (2.3.3.1). Δάλ ην 𝛽𝑗0 είλαη 

πνιύ θνληά ζην κεδέλ, ηόηε ζέηνπκε 𝛽 𝑗 =0, νπόηε δηαγξάθνπκε ην 𝑥𝑗  από ην αξρηθό 

κνληέιν. 

Γηαθνξεηηθά, κπνξεί ηνπηθά λα πξνζεγγηζηεί από κηα ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε σο 

εμήο: 

 𝑝휆  𝛽𝑗    
′

= 𝑝휆
′   𝛽𝑗   𝑠𝑔𝑛 𝛽𝑗  ≈  

𝑝휆
′   𝛽𝑗0  

 𝛽𝑗0 
 𝛽𝑗    γηα 𝛽𝑗 ≠ 0 

Με άιια ιόγηα, 

𝑝휆  𝛽𝑗   ≈ 𝑝휆  𝛽𝑗0  +
1

2
 
𝑝휆

′   𝛽𝑗0  

 𝛽𝑗0 
  𝛽𝑗

2 − 𝛽𝑗0
2     γηα 𝛽𝑗 ≈ 𝛽𝑗0      (2.3.3.2) 

Σν ζρήκα 1 πνπ παξνπζηάζηεθε παξαπάλσ ζηελ ελόηεηα 2.1 δείρλεη ηελ ζπλάξηεζε 

L1, Hard θαη SCAD θαζώο θαη ηηο πξνζεγγίζεηο ηνπο γηα δηάθνξα 𝛽𝑗0.Έλα 

κεηνλέθηεκα ηεο κεζόδνπ απηήο είλαη νηη εθόζνλ έλα ζπληειεζηήο ζπξξηθλσζεί ζην 

κεδέλ, ζα παξακείλεη ζην κεδέλ. Παξ‟όι‟απηά, ε κέζνδνο απηή κεηώλεη ζεκαληηθά ην 

ππνινγηζηηθό θνξηίν. 

Δάλ ε l(𝛽  ) είλαη ε L1 loss ζπλάξηεζε ζηελ (2.3.1.2) ηόηε δελ έρεη ζπλερείο δεύηεξεο 

κεξηθέο παξαγώγνπο σο πξνο 𝛽  . 

Παξ‟όια απηά, ε: 

ς  𝑦 − 𝑥′ 𝛽     ζηελ (2.3.1.2) 

κπνξεί αλάινγα λα ππνινγηζηεί από ηελ: 

 
휓 𝑦 − 𝑥 ′𝛽  

 𝑦 − 𝑥 ′𝛽0
  

2  𝑦 − 𝑥 ′𝛽  
2
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Δθόζνλ ε αξρηθή ηηκή 𝛽 0  ηνπ  𝛽  είλαη θνληά ζηελ ηηκή ειαρηζηνπνίεζεο.Όηαλ κεξηθά 

από ηα ππόινηπα  𝑦 − 𝑥 ′𝛽 0  είλαη κηθξά, απηή ε πξνζέγγηζε δελ είλαη θαιή. 

Σώξα, ππνζέηνπκε νηη ε ινγαξηζκνπνηεκέλε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο έρεη ζπλερείο 

κεξηθέο παξαγώγνπο δεύηεξεο ηάμεο σο πξνο 𝛽 . Έηζη, ν πξώηνο όξνο ζηελ (2.3.3.1) 

κπνξεί ηνπηθά λα πξνζεγγηζηεί από κηα ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε. Παξ‟όι‟απηά, ε 

ειαρηζηνπνίεζε ηεο (2.3.3.1) κπνξεί λα κεησζεί ζε κηα ηεηξαγσληθή ειαρηζηνπνίεζε 

ηνπ πξνβιήκαηνο θαη έηζη κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ν αιγόξηζκνο Newton-Raphson.  

Πξάγκαηη, ε (2.3.3.1) κπνξεί ηνπηθά λα πξνζεγγηζηεί από: 

l 𝛽 0 + ∇𝑙 𝛽 0 
′
 𝛽 − 𝛽 0 +

1

2
 𝛽 − 𝛽 0 

′
∇2𝑙 𝛽 0  𝛽 − 𝛽 0 +

1

2
𝑛𝛽 ′𝛴휆 𝛽 0 𝛽     (2.3.3.3) 

όπνπ:  

∇𝑙 𝛽 0 =
휕𝑙 𝛽 0 

휕𝛽
 

∇2 𝑙 𝛽 0 =
휕2𝑙 𝛽 0 

휕𝛽 휕𝛽 ′
 

𝛴휆 𝛽 0 =diag 
𝑝휆

′   𝛽10   

 𝛽10  
, … ,

𝑝휆
′   𝛽𝑑0  

 𝛽𝑑𝑜  
  

Ζ ηεηξαγσληθή ειαρηζηνπνίεζε ηνπ πξνβιήκαηνο (2.3.3.3) έρεη ιύζε: 

𝛽 1 = 𝛽 0 −  ∇2𝑙 𝛽 0 + 𝑛𝛴휆 𝛽 0  
−1

 ∇l 𝛽 0 + 𝑛𝑈휆 𝛽 0   

Όπνπ: 

𝑈휆 𝛽 0 = 𝛴휆 𝛽 0 𝛽 0 

Όηαλ ν αιγόξηζκνο ζπγθιίλεη, ν εθηηκεηήο ηθαλνπνηεί ηε ζπλζήθε: 

휕𝑙  𝛽  0 

휕𝛽𝑗
+ 𝑛𝑝휆

′   𝛽 𝑗0  𝑠𝑔𝑛 𝛽 𝑗0 = 0 

Γειαδή ηελ εμίζσζε πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο κε κε κεδεληθνύο ζπληειεζηέο 

ηνπ 𝛽  0. Δηδηθά γηα ην πξόβιεκα πνηληθνπνηεκέλσλ ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ (2.3.1.1), ε 
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ιύζε κπνξεί λα βξεζεί επαλαιεπηηθά, ππνινγίδνληαο ηελ παιηλδξόκεζε 

θνξπθνγξακκήο: 

𝛽 1 =  𝑋 ′𝑋 + 𝑛𝛴휆 𝛽 0  
−1

𝑋 ′𝑌  

Όκνηα βξίζθνπκε ηε ιύζε ηεο (2.3.1.2) επαλαιεπηηθά: 

𝛽 1 =  𝑋 ′𝑊 𝑋 +
1

2
𝑛𝛴휆 𝛽 0  

−1

𝑋 ′𝑊 𝑌  

Όπνπ: 

𝑊 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{
휓  𝑦1 − 𝑥 1

′𝛽 0  

 𝑦1 − 𝑥 1
′𝛽 0 

2 , … . . ,
휓  𝑦𝑛 − 𝑥 𝑛

′𝛽 0  

 𝑦𝑛 − 𝑥 𝑛
′𝛽 0 

2 } 

Όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ εθηηκεηή κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο (MLE) , κε κηα θαιή 

αξρηθή ηηκή 𝛽 0 ε δηαδηθαζία ελόο βήκαηνο κπνξεί λα είλαη ηόζν απνδνηηθή όζν ε 

δηαδηθαζία πιήξνπο επαλάιεςεο, εηδηθά ν εθηηκεηήο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο όηαλ ν 

αιγόξηζκνο Newton-Raphson ρξεζηκνπνηείηαη. Θεσξώληαο ην 𝛽(휅−1) ζαλ θαιή 

αξρηθή ηηκή ζην θ-νζηό  βήκα, ν επόκελνο ππνινγηζκόο κπνξεί λα ζεσξεζεί ζαλ 

κνλνβεκαηηθή δηαδηθαζία. Έηζη, ν εθηηκεηήο πνπ ζα πξνθύςεη από ηνλ αιγόξηζκν 

θάλνληαο ιίγεο επαλαιήςεηο, κπνξεί λα ζεσξεζεί  σο εθηηκεηήο ελόο βήκαηνο θαη λα 

έρεη ηελ ίδηα απόδνζε. Οπόηε δελ ρξεηάδεηαη λα επαλαιάβνπκε ηνλ αιγόξηζκν κέρξη 

λα επέιζεη ζύγθιηζε, αξθεί νη αξρηθέο ηηκέο λα είλαη θαιέο. Χο αξρηθέο εθηηκήζεηο 

ηώξα, κπνξνύλ λα δσζνύλ απηέο ηνπ πιήξνπο κνληέινπ, αξθεί λα κελ είλαη 

ππεξβνιηθά παξακεηξνπνηεκέλεο. 

 

2.3.4 Τπνινγηζκόο Σππηθνύ θάικαηνο 

Σα ηππηθά ζθάικαηα γηα ηηο εθηηκεκέλεο παξακέηξνπο κπνξνύλ λα βξεζνύλ 

απ‟επζείαο επεηδή εθηηκνύκε παξακέηξνπο θαη επηιέγνπκε κεηαβιεηέο ηαπηόρξνλα. 

Αθνινπζώληαο ηελ ζπκβαηηθή ηερληθή ηεο πηζαλνθάλεηαο, ν αληίζηνηρνο ηύπνο 

«sandwich»  κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί σο εθηηκεηήο γηα ηε ζπλδηαζπνξά ησλ 

εθηηκεηώλ 𝛽 1, ε κε εμαθαληζκέλε ζπληζηώζα ηνπ 𝛽  .  

Οπόηε: 
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𝑐𝑜𝑣  𝛽  1 =  ∇2𝑙  𝛽  1 + 𝑛𝛴휆  𝛽  1  
−1

𝑐𝑜𝑣  ∇𝑙  𝛽1
     ∇2𝑙  𝛽  1 + 𝑛𝛴휆  𝛽1

    
−1

  (3.4.1) 

Απηόο ν ηύπνο θαίλεηαη λα έρεη θαιή αθξίβεηα γηα κέηξηα κεγέζε δείγκαηνο. Όηαλ ε 

ζπλάξηεζε απώιεηαο (loss function) L1 ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ εύξσζηε παιηλδξόκεζε, 

θάπνηεο ηξνπνπνηήζεηο ρξεηάδνληαη ζηνλ αιγόξηζκν θαη ζηνλ αληίζηνηρν ηύπν 

«sandwich». 

ηελ πεξίπησζε πνπ 휓 휒 =  휒 , ηα δηαγώληα ζηνηρεία ηνπ 𝑊  είλαη: 

  𝑟𝑖 
−1  

Με 𝑟𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝑥 𝑖
′𝛽0
  

Γηα κηα δεδνκέλε ηηκή ηνπ 𝛽0
  όηαλ θάπνηα από ηα ππόινηπα {𝑟𝑖} είλαη θνληά ζην 

κεδέλ, απηά ηα ζεκεία απνθηνύλ πνιύ βάξνο.Αληηθαζηζηνύκε ην βάξνο: 

 𝑎𝑛 +  𝑟𝑖  
−1 

ηνπο ππνινγηζκνύο καο, παίξλνπκα ην 𝑎𝑛  ζαλ 2𝑛−1/2quantile ησλ ηηκώλ ησλ 

ππνινίπσλ {|𝑟𝑖|,i=1,..,n}. Έηζη, ε ζηαζεξά 𝑎𝑛  αιιάδεη από επαλάιεςε ζε επαλάιεςε. 

 

2.3.5 Έιεγρνο ηεο ζπλέπεηαο ηνπ αιγνξίζκνπ 

Οη Fan&Li έδεημαλ νηη ν αιγόξηζκνο πνπ πξόηεηλαλ ζπγθιίλεη ζηε ζσζηή ιύζε. 

Υξεζηκνπνίεζαλ γηα ην ζθνπό απηό έλα 100-δηάζηαην δηάλπζκα 𝛽  πνπ απνηειείηαη 

από 50 κεδεληθά ζηνηρεία θαη άιια 50 κε-κεδεληθά, ηα νπνία αθνινπζνύλ ηελ 

θαηαλνκή Ν(0, 5
2
). Υξεζηκνπνηώληαο έλαλ πίλαθα ζρεδηαζκνύ Υ παξήγαγαλ έλα 

δηάλπζκα απόθξηζεο Y ζύκθσλα κε ην γξακκηθό κνληέιν παιηλδξόκεζεο πνπ 

παξνπζηάζηεθε λσξίηεξα. ηελ πεξίπησζε απηή επηιέρζεθε νξζνγώληνο πίλαθαο 

επεηδή ηα πνηληθνπνηεκέλα ειάρηζηα ηεηξάγσλα έρνπλ θιεηζηή καζεκαηηθή κνξθή θαη 

έηζη κπνξεί λα γίλεη ζύγθξηζε κε ηελ αιγνξηζκηθή κέζνδν. Σν πείξακα έδεημε νηη 

πξάγκαηη επήιζε ζύγθιηζε ζηελ ζσζηή ιύζε. Σν Matlab ρξεηάζηεθε 0.27, 0.39, 0.16 

δεπηεξόιεπηα γηα λα ππνινγίζεη ηα πνηληθνπνηεκέλα ειάρηζηα ηεηξάγσλα γηα ηηο 

ζπλαξηήζεηο L1, Hard θαη SCAD. Ο αξηζκόο ησλ επαλαιήςεσλ ήηαλ 30, 5 θαη 30 
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αληίζηνηρα. ηελ πξαγκαηηθόηεηα, κεηά από 10 επαλαιήςεηο ηα πνηληθνπνηεκέλα 

ειάρηζηα ηεηξάγσλα ήηαλ θνληά ζηελ πξαγκαηηθή ιύζε. 

 

2.4 Αξηζκεηηθή ύγθξηζε 

ην θνκκάηη απηό, ζα ζπγθξίλνπκε ηηο πξνηεηλόκελεο κεζόδνπο, θαζώο θαη ηελ 

κέζνδν γηα ην ηππηθό ζθάικα. 

 

2.4.1 θάικα Πξόβιεςεο θαη θάικα Μνληέινπ 

Σν ζθάικα πξόβιεςεο (prediction error) νξίδεηαη σο ην κέζν ζθάικα ζηελ πξόβιεςε 

ηνπ 𝑌  γηα δεδνκέλν λέν 휒 . Γηαθξίλνπκε δύν πεξηπηώζεηο: ην Υ λα είλαη ηπραίν 

(random) θαη ην Υ λα είλαη ειεγρόκελν (controlled). ηελ πεξίπησζε πνπ ην Υ είλαη 

ηπραίν, ηόηε ην Y θαη ην 휒  επηιέγνληαη ηπραία. ηελ ειεγρόκελε πεξίπησζε, νη 

πίλαθεο ζρεδηαζκνύ επηιέγνληαη από ηνπο πεηξακαηηζηέο θαη κνλν ην Y είλαη ηπραίν. 

Γηα επθνιία ζηελ παξνπζίαζε ζεσξνύκε κόλν ηελ πεξίπησζε πνπ ην Υ είλαη ηπραίν. 

‟ απηή ηελ πεξίπησζε, ηα δεδνκέλα (휒 𝑖 , 𝑌𝑖) ζεσξνύληαη νηη είλαη ηπραία από θάπνηα 

θαηαλνκή. Σόηε εάλ ην 휇  휒   είλαη κηα πξόβιεςε πνπ θαηαζθεπάζηεθε 

ρξεζηκνπνηώληαο ηα παξόληα δεδνκέλα, ην ζθάικα πξόβιεςεο νξίδεηαη σο: 

PE(휇 )=Δ{𝛶 − 휇 ̂(휒 ̃ )}2 

Όπνπ ε πξόβιεςε ππνινγίδεηαη σο πξνο ηε λέα παξαηήξεζε (휒 , 𝑌). 

Σν ζθάικα πξόβιεςεο ηξνπνπνηείηαη σο: 

PE (휇 )= E 𝑌 − 𝐸(𝑌|𝑥 ) 2 + 𝐸{𝐸 𝑌 𝑥  − 휇  휒  }2 

Ο πξώηνο όξνο είλαη ην εγγελέο ζθάικα πξόβιεςεο εμαηηίαο ηνπ ζνξύβνπ. Ο δεύηεξνο 

όξνο είλαη ην ζθάικα εμαηηίαο ηεο έιιεηςεο πξνζαξκνγήο κνληέινπ (lack of fit). 

Απηόο ν όξνο θαιείηαη ζθάικα κνληέινπ (model error) θαη ζπκβνιίδεηαη κε ΜΔ(휇 ). 

Δάλ Y=휒 ′𝛽 +ε, όπνπ Δ(ε|휒 ) = 0, ηόηε : 

ΜΔ(휇 )= 𝛽  − 𝛽  
′

𝛦(휒 휒 ′)(𝛽  − 𝛽 ) 
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2.4.2 Δπηινγή Οξηαθώλ Παξακέηξσλ 

Γηα λα εθαξκόζνπκε ηηο κεζόδνπο πνπ αλαπηύμακε παξαπάλσ, πξέπεη λα εθηηκήζνπκε 

ηε ξπζκηζηηθή παξάκεηξν (tuning parameter) ζε θαζεκία πεξίπησζε. πκβνιίδνπκε 

κε 휃 = 휆 ζηελ πεξίπησζε ηεο κεζόδνπ Hard θαη LASSO θαη κε 휃 = (𝛼, 휆) ζηελ 

πεξίπησζε ηεο κεζόδνπ SCAD. ΟηFan&Li ρξεζηκνπνίεζαλ δπν κεζόδνπο γηα ηελ 

εθηίκεζε ηνπ 휃 : Σελ πεληαπιή (fivefold) δηαζηαπξσκέλε επηθύξσζε θαη ηε 

γεληθεπκέλε δηαζηαπξσκέλε επηθύξσζε (generalized cross validation). Θα 

αλαπηύμνπκε ηηο δύν απηέο δηαδηθαζίεο γηα ηελ πεξίπησζε ησλ γξακκηθώλ κνληέισλ 

παιηλδξόκεζεο. Ζ επέθηαζε ησλ δηαδηθαζηώλ απηώλ ζε εύξσζηα γξακκηθά κνληέια 

παιηλδξόκεζεο θαζώο θαη γξακκηθά κνληέια βαζηζκέλα ζηελ πηζαλνθάλεηα, δελ 

πεξηιακβάλεη δπζθνιία. 

ηε κέζνδν ηεο πεληαπιήο δηαζηαπξσκέλεο επηθύξσζεο, ζπκβνιίδνπκε σο T  ην 

ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ θαη σο T T  θαη T  ην ζύλνιν εθπαίδεπζεο (training set) 

θαη ην ζύλνιν ειέγρνπ (test set) αληίζηνηρα, κε 1,...,5  . Γηα θάζε 휃  θαη  , 

βξίζθνπκε ηνλ εθηηκεηή 𝛽  휈(휃 ) ηνπ 𝛽 , ρξεζηκνπνηώληαο ην ζύλνιν εθπαίδεπζεο 

T T . ηε ζπλέρεηα, εθαξκόδνπκε ην θξηηήξην ηεο δηαζηαπξσκέλεο επηθύξσζεο: 

𝐶𝑉 휃  =    𝑦𝑘 − 𝑥 𝑘
′ 𝛽 (휈) 휃   

2

(𝑦𝑘 ,𝑥𝑘)∈𝑇휈

5

휈=1

 

θαη βξίζθνπκε ην 휃  πνπ ειαρηζηνπνηεί ην 𝐶𝑉 휃  . 

ηε δεύηεξε κέζνδν, δειαδή ζηελ γεληθεπκέλε δηαζηαπξσκέλε επηθύξσζε, 

κεηαηξέπνπκε ηε ιύζε σο: 

𝛽1
  휃  = 𝑋 ′𝑋 + 𝑛𝛴휆 𝛽 0  

−1
𝑋 ′𝑌  

Έηζη, ε πξνζαξκνζκέλε ηηκή 𝛶  ηνπ Τ είλαη: 

𝑋  𝑋 ′𝑋 + 𝑛𝛴휆 𝛽 0  
−1

𝑋 ′𝑌  

Καη ζεσξνύκε σο πίλαθα πξνβνιήο ηνλ: 

𝑃 𝑥{𝛽  (휃 )} =  𝑋 ′𝑋 + 𝑛𝛴휆(𝛽 )  
−1

𝑋 ′ 
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Σν πιήζνο ησλ ζεκαληηθώλ παξακέηξσλ ζηελ πξνζαξκνγή ηνπ πνηληθνπνηεκέλνπ 

κνληέινπ ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ είλαη: 

𝑒 휃  = 𝑡𝑟[ 𝑃 𝑥  𝛽   휃    ] 

Σόηε ην θξηηήξην ηεο γεληθεπκέλεο δηαζηαπξσκέλεο επηθύξσζεο είλαη: 

𝐺𝐶𝑉 휃  =
1

𝑛

 𝑌 − 𝑋 𝛽  휃   
2

𝑛{1 − 𝑒 휃  /𝑛}2
 

Καη: 

휃  = 𝑎𝑟𝑔 min
휃

{𝐺𝐶𝑉 휃  } 

 

2.4.3 Πξνζνκνίσζε 

 Γξακκηθή Παιηλδξόκεζε: 

Γεκηνπξγήζεθαλ 100 ζύλνια δεδνκέλσλ από n παξαηεξήζεηο ζύκθσλα κε ην 

κνληέιν: 

𝑌 = 𝛸 ′𝛽 + 휎휀 

Όπνπ β=(3, 1.5, 0, 0, 2, 0, 0, 0)‟ θαη ηα 휒  θαη 휀  πξνέξρνληαη από ηελ ηππνπνηεκέλε 

θαλνληθή θαηαλνκή. Σα ζηνηρεία 휒𝑖  θαη 휒𝑗  ζρεηίδνληαη κεηαμύ ηνπο κε ηε ζρέζε 

휌 𝑖−𝑗   κε ξ=0.5. 

Αξρηθά, επηιέγνπκε 40n    θαη 3  . Έπεηηα, κεηώλνπκε ην   ζε 1 θαη ην n  

απμάλεηαη ζηηο 60 παξαηεξήζεηο. Σν ζθάικα ηνπ κνληέινπ ζπγθξίλεηαη  κε απηό 

ηνπ εθηηκεηή ειαρίζησλ ηεηαγώλσλ. Ζ δηάκεζνο ησλ ζρεηηθώλ ζθαικάησλ ηνπ 

κνληέινπ (Median of Relative Model Errors MRME ) από 100 πξνζνκνησκέλα 

ζύλνια δεδνκέλσλ, ππάξρεη ζηνλ πίλαθα 2.4.3.1. Δπίζεο,  ζηνλ ίδην πίλαθα 

θαίλεηαη θαη ν κέζνο αξηζκόο ησλ κεδεληθώλ ζπληειεζηώλ, κε ηε ζηήιε «correct» 

λα αληηζηνηρεί ζην κέζν αξηζκό ησλ ζσζηά εθηηκεζέλησλ σο κεδεληθνί 

ζπληειεζηώλ, ελώ ε ζηήιε «incorrect» αληηζηνηρεί ζε απηνύο πνπ ιαλζαζκέλα 

εθηηκήζεθαλ σο κεδεληθνί. 
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Πίνακας 2.4.3.1: Απνηέιεζκα πξνζνκνίσζεο γηα ην γεληθό γξακκηθό κνληέιν. 

 

Από ηνλ παξαπάλσ πίλαθα, παξαηεξνύκε όηη όηαλ ην επίπεδν ηνπ ζνξύβνπ είλαη 

πςειό θαη ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο κηθξό, ε LASSOζπκπεξηθέξεηαη θαιύηεξα, ελώ 

κεηώλεη ζεκαληηθά ηόζν ην ζθάικα ηνπ κνληέινπ όζν θαη ηελ πνιππινθόηεηά ηνπ. 

Απηό ηζρύεη θαη γηα ηηο ππόινηπεο κεζόδνπο επηινγήο κεηαβιεηώλ, ελώ αληηζέησο, ε 

παιηλδξόκεζε θνξπθνγξακκήο κεηώλεη κόλν ην ζθάικα ηνπ κνληέινπ. Παξ‟όι‟απηά, 

όηαλ κεηώζεθε ν ζόξπβνο, ε SCAD  θάλεθε απνδνηηθόηεξε από ηε LASSO  θαη ηε 

Hard . Ζ παιηλδξόκεζε θνξπθνγξακκήο έρεη θαθή απόδνζε ελώ ε κέζνδνο επηινγήο 

θαιύηεξνπ ππνζπλόινπ έρεη παξόκνηα απόδνζε κε ηε SCAD . Δπίζεο, ε garrote έρεη  

γεληθά θαιή απόδνζε. εκεηώλνπκε όηη ε SCAD έρεη πνιύ θαιά απνηειέζκαηα κε 

επηινγή ηνπ 3.7  , ε νπνία ηηκή ρξεζηκνπνηήζεθε θαη ζηηο επόκελεο 

πξνζνκνηώζεηο. πκπεξαίλνπκε όηη αλακέλεηαη ε SCAD λα έρεη ηόζν θαιά 

απνηειέζκαηα όζν απηά ηνπ oracle εθηηκεηή (ν νπνίνο επίζεο ρξεζηκνπνηήζεθε ώζηε 

λα ζπγθξηζεί κε ηηο πξνηεηλόκελεο κεζόδνπο), θαζώο ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο 

απμάλεη. Όζνλ αθνξά ηώξα ηελ αθξίβεηα ηεο κεζόδνπ ππνινγηζκνύ ηνπ ηππηθνύ 

ζθάικαηνο (2.4.3.1), παξαηεξνύκε ηα εμήο: Ζ δηάκεζνο ησλ απνιύησλ ηηκώλ ηεο 

απόθιηζεο ησλ 100 εθηηκεζέλησλ ζπληειεζηώλ ησλ 100 ζπλόισλ δεδνκέλσλ, 

δηαηξεκέλε κε 0.6745, ζπκβνιηδόκελε σο SD, κπνξεί λα ζεσξεζεί σο ην πξαγκαηηθό 

ηππηθό ζθάικα. Ζ δηάκεζνο ησλ 100 απηώλ εθηηκεζέλησλ SDs, ζπκβνιίδεηαη κε SDm 

θαη ε δηάκεζνο ησλ απνιύησλ ηηκώλ ηνπ ζθάικαηνο ηεο απόθιηζεο ησλ 100 
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εθηηκεκέλσλ ηππηθώλ ζθαικάησλ δηαηξεκέλε κε 0.6745, ζπκβνιίδεηαη κε SDmad 

απνηεινύλ κηα απνηίκεζε ηεο ζπλνιηθήο απόδνζεο ηεο. Ο πίλαθαο (2.4.3.2)πεξηέρεη 

ηα απνηειέζκαηα γηα ηνπο κε κεδεληθνύο ζπληειεζηέο, ζηελ πεξίπησζε όπνπ 60n  . 

ηελ πεξίπησζε όπνπ 40n  , είρακε παξόκνηα απνηειέζκαηα. Βάζεη ηνπ πίλαθα 

απηνύ, ζπκπεξαίλνπκε όηη ν sandwich ηύπνοπνπ έρεη αλαθεξζεί παξαπάλσ είλαη 

αξθεηά απνηειεζκαηηθόο. 

 

Πίνακας 2.4.3.2: Σππηθέο απνθιίζεηο ησλ εθηηκεηώλ ζην γξακκηθό κνληέιν παιηλδξόκεζεο (n=60). 

 

 Λνγηζηηθή Παιηλδξόκεζε: 

  Γεκηνπξγήζεθαλ 100 ζύλνια δεδνκέλσλ απνηεινύκελα από 200 παξαηεξήζεηο, 

βάζεη ηνπ κνληέινπ: 

𝑌~𝐵𝑒𝑟𝑛𝑜𝑢𝑙𝑙𝑖{𝑝 𝑥 ′𝛽  } 

Όπνπ: 

𝑝 𝑢 =
exp 𝑢 

1 + exp 𝑢 
 

Σα πξώηα 6 ζηνηρεία ηνπ 휒  θαη 𝛽  είλαη ίδηα όπσο θαη ζην παξαπάλσ παξάδεηγκα ηεο 

γξακκηθήο παιηλδξόκεζεο. Οη δύν ηειεπηαίεο ζπληζηώζεο ηνπ 휒   είλαη αλεμάξηεηεο 

θαη ηζόλνκεο ηπραίεο κεηαβιεηέο ηεο θαηαλνκήο Bernoulli κε πνζνζηό επηηπρίαο 0.5. 

Όιεο νη κεηαβιεηέο είλαη θαλνληθνπνηεκέλεο. Σν ζθάικα κνληέινπ ππνινγίζηεθε 

κεηά από 1000 MonteCarlo πξνζνκνηώζεηο. Σα απνηειέζκαηα παξνπζηάδνληαη ζηνπο 

παξαθάησ πίλαθεο. 
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Πίνακας 2.4.3.3: Απνηειέζκαηα πξνζνκνίσζεο 

 

 

Πίνακας 2.4.3.4: Σππηθέο απνθιίζεηο ησλ εθηηκεηώλ γηα ηε ινγηζηηθή παιηλδξόκεζε. 

 

Παξαηεξνύκε όηη νη εθηηκώκελεο ηππηθέο απνθιίζεηο γηα ηνλ 1L  εθηηκεηή 

πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο (LASSO) είλαη κηθξόηεξεο από απηέο ηεο SCAD, 

αιιά κε ην ζπλνιηθό MRME κεγαιύηεξν. Απηό ζεκαίλεη όηη ε κεξνιεςία ησλ 

εθηηκεηώλ ηεο LASSO είλαη κεγάιε. 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 3 

Ζ Μέζνδνο ηεο Γεληθεπκέλεο Γηαζηαπξσκέλεο Δπηθύξσζεο 

(Generalized Cross-Validation Method) 

 

3.1 Δηζαγσγή 

‟ απηό ην θεθάιαην ζα πξνζπαζήζνπκε λα εμεγήζνπκε κηα απνδνηηθή θαη 

ηαπηόρξνλα πξαθηηθή κέζνδν, ε νπνία εμεγεί ηα δεδνκέλα κε ζόξπβν (noisy data). 

Θσξνύκε ην κνληέιν: 

𝑦 𝑡 = 𝑔 𝑡 + 휀(𝑡), t∈ [0,1]         (3.1.1) 

όπνπ g(t) είλαη κηα ιεία (C∞ − ηάμεο) θπξηή ζπλάξηεζε θαη ε(t) κηα ηπραία κεηαβιεηή 

κε κέζε ηηκή κεδέλ θαη δηαζπνξά ζ
2𝛿𝑖𝑗

 
(white noise process), δειαδή: 

E(ε(t))=0    θαη   Δ[ε(s),ε(t)]= 
휎2, 𝑡 = 𝑠
0, 𝑡 ≠ 𝑠

  

Οη παξαηεξήζεηο y(t) έρνπλ γίλεη γηα t=𝑡1,𝑡2, … , 𝑡𝑛κε 0 ≤ 𝑡1 < 𝑡2 < ⋯ < 𝑡𝑛 ≤ 1. 

θνπόο καο είλαη λα δεκηνπξγήζνπκε ηελ ζπλάξηεζε g(t) από ηα δεδνκέλα 𝑦 𝑡𝑗  =

𝑦𝑗 , j=1,2,…,n. 

Τπνζέηνπκε νηη 𝑔 ∈ 𝑊2
(𝑚)

,όπνπ : 

𝑊2
(𝑚)

=  𝑔: 𝑔 휈 𝛼휋휊휆ύ휏휔휍 휎휐휈휀휒ή휍, 휈 = 0,1, … , 𝑚 − 1,   𝑔 𝑚 ∈ 𝐿2 0,1  . 

Ζ εθηηκήηξηα γηα ην g είλαη ε 𝑔𝑛 ,휆  όπνπ 𝑔𝑛 ,휆  είλαη ε ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο : 

Βξεο 𝑓 ∈ 𝑊2
(𝑚)

πνπ λα ειαρηζηνπνηεί ηελ παξάζηαζε: 

1

𝑛
 (𝑓(𝑡𝑗 ) − 𝑦𝑗 )2 + 휆  (𝑓 𝑚 (𝑢))2𝑑𝑢

1

0
𝑛
𝑗=1        (3.1.2) 

Ζ εθηηκήηξηα 𝑔𝑛 ,휆  είλαη κηα απεηξνδηαθνξίζηκε πνιπσλπκηθή spline βαζκνύ (2m-1). Ζ 

παξάκεηξνο ι ε νπνία πξέπεη λα επηιεγεί, είλαη κηα ξπζκηζηηθή παξάκεηξνο (tuning 
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parameter), ε νπνία ξπζκίδεη ηελ «αληαιιαγή» αλάκεζα ζηελ «ηξαρύηεηα» 

(roughness)  ηεο ιύζεο πνπ νξίδεηαη σο: 

 (𝑓 𝑚 (𝑢))2𝑑𝑢

1

0

 

θαη ηελ «αζπκθσλία» (infidelity) κε ηα δεδνκέλα πνπ κεηξάηαη από : 

1

𝑛
 (𝑓(𝑡𝑗 ) − 𝑦𝑗 )2𝑛

𝑗=1         (3.1.3) 

Θέινπκε ινηπόλ λα βξνύκε κηα θαιή ηηκή γηα ην ι. Ο Reinsh πξόηεηλε νηη εάλ ην 휎2 

είλαη γλσζηό, ηόηε ην ι πξέπεη λα επηιεγεί ώζηε ε «αζπκθσλία» (εμίζσζε (3.1.3)) λα 

ηθαλνπνηεί ηελ εμίζσζε: 

1

𝑛
 (𝑓(𝑡𝑗 ) − 𝑦𝑗 )2𝑛

𝑗=1 =휎2     (3.1.4) 

Όηαλ επηβάιινληαη επηπιένλ ζπλζήθεο γηα ηελ νκαιόηεηα (smoothness) θαη ηελ 

πεξηνδηθόηεηα, ν Wahba επηηπγράλεη ζεσξεηηθά απνηειέζκαηα γηα ηε βέιηηζηε 

επηινγή ηνπ ι. 

Σν βέιηηζην ι είλαη εθείλν πνπ ειαρηζηνπνηεί ην πξαγκαηηθό κέζν ηεηξαγσληθό 

ζθάικα (Mean Square Error) ην νπνίν ππνινγίδεηαη από ηα δεδνκέλα. Σν πξαγκαηηθό 

κέζν ηεηξαγσληθό ζθάικα ζπκβνιίδεηαη κε R(ι) θαη νξίδεηαη σο: 

𝑅 휆 =
1

𝑛
  𝑔𝑛 ,휆 𝑡𝑗  − 𝑔 𝑡𝑗   

2
𝑛
𝑗 =1        (3.1.5) 

Σν ι πξέπεη λα επηιεγεί έηζη ώζηε ε «αζπκθσλία» πνπ νξίδεηαη από ην αξηζηεξό 

ηκήκα ηεο (3.1.4) λα είλαη ζηελ πξαγκαηηθόηεηα ιίγν κηθξόηεξν από 휎2. 

Παξ‟όι‟απηά, απηό ην απνηέιεζκα δελ είκαη πξαθηηθό δηόηη εμαξηάηαη από ην n θαη 

από ην άγλσζην g. Δπηπιένλ, ην 휎2 ίζσο λα είλαη θαη απηό άγλσζην. 

Δάλ ην 휎2 είλαη γλσζηό, ε ηηκή ηνπ ι κπνξεί λα επηιεγεί σο εμήο: 

Οξίδνπκε ηνλ (n×n) πίλαθα Α(ι) ν νπνίνο εμαξηάηαη από ηα  𝑡𝑖 𝑖=1
𝑛 θαη από ην ι θαη 

νξίδεηαη σο: 
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𝑔𝑛 ,휆(𝑡1)

⋮
𝑔𝑛 ,휆(𝑡𝑛)

 =𝐴(휆)  

𝑦1

⋮
𝑦𝑛

  

Δάλ ε 𝑔𝑛 ,휆 𝑡  είλαη κηα γξακκηθή ζπλάξηεζε ησλ 𝑦1, … , 𝑦𝑛γηα θάζε t, ηόηε ν πίλαθαο 

A(ι) ππάξρεη. Σόηε νξίδνπκε: 

E(R(ι))=Δ(
1

𝑛
 𝐴 휆 𝑦 − 𝑔 2)   (3.1.6) 

όπνπ: 

𝑦 = (𝑦1, … , 𝑦𝑛 )‟ θαη 𝑔 = (𝑔 𝑡1 , … , 𝑔 𝑡𝑛 ) 

Με ηε λόξκα ζπκβνιίδνπκε ηελ επθιείδηα λόξκα. 

Μεηά από ζηνηρεηώδεηο πξάμεηο ζηελ (3.1.6) θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηε κέζε ηηκή θαη ηε 

δηαζπνξά ηνπ 휀 = (휀 𝑡1 , … , 휀 𝑡𝑛 )‟ πξνθύπηεη: 

𝐸 𝑅 휆  =
1

𝑛
  𝐼 − 𝐴 휆  𝑔 

2
+

휎2

𝑛
𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒𝐴2(휆)    (3.1.7) 

Αθνινπζνύλ δύν ζεσξήκαηα πνπ βαζίδνληαηζηα όζα έρνπκε αλαθέξεη παξαπάλσ: 

 Θεώξεκα 3.1.1: Μηα ακεξόιεπηε (unbiased) εθηηκήηξηα ηνπ E(R(ι)) δίλεηαη 

από ηελ 𝑅 (휆) ε νπνία νξίδεηαη σο: 

𝑅  휆 =
1

𝑛
  𝐼 − 𝐴 휆  𝑦 

2
−

휎2

𝑛
𝑇𝑟 𝐼 − 𝛢 휆  

2
+

휎2

𝑛
𝑇𝑟𝐴2(휆)       (3.1.8) 

θαη 

𝐸  𝑅  휆  = 𝐸(𝑅 휆 ) 

πλεπώο ειαρηζηνπνηώληαο ην 𝑅 (휆) κπνξνύκε λα βξνύκε κηα θαιή ηηκή γηα ην ι. Μηα 

εθηίκεζε γηα απηόλ ηνλ ηύπν έρεη θάλεη ν Mallow. 

Σν δεηνύκελν είλαη λα βξνύκε κηα θαιή εθηηκήηξηα γηα ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ 

E(R(ι)) από ηα δεδνκέλα, ρσξίο λα είλαη αλαγθαία πξνππόζεζε ε γλώζε ηνπ 휎2.  

Ζ εθηηκήηξηα απηή θαιείηαη εθηηκήηξηα γεληθεπκέλεο δηαζηαπξσκέλεο επηθύξσζεο 

(generalized cross validation) ή ελ ζπληνκία εθηηκήηξηα GCV. Ζ εθηηκήηξηα απηή 

ειαρηζηνπνηεί ην 𝑉(휆) ην νπνίν νξίδεηαη σο: 
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𝑉 휆 =
1

𝑛
  𝐼 − 𝐴 휆  𝑦 

2
/  

1

𝑛
𝑇𝑟(𝐼 − 𝐴 휆 ) 

2

       (3.1.9) 

Όηαλ ην ι αλήθεη ζηε γεηηνληά ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ E(R(ι)), ηόηε θάησ από 

γεληθέο ζπλζήθεο γηα ην g θαη ηελ αθνινπζία  𝑡𝑖 𝑖=1
𝑛 ≡  𝑡𝑖𝑛  𝑖=1

𝑛 ,n=1,2,… όηαλ ην n 

είλαη κεγάιν, ηζρύεη: 

𝐸 𝑉 휆  − 휎2 ≈ 𝐸(𝑅 휆 ) 

αλ ζπλέπεηα από ηα παξαπάλσ πξνθύπηεη ην παξαθάησ ζεώξεκα: 

 Θεώξεκα 3.1.2: Γηα 𝑔 ∈ 𝑊2
(𝑚)

 θαη  𝑡𝑖𝑛  𝑖=1
𝑛   ππάξρεη κηα αθνινπζία 휆 = 휆 (휃) 

ε νπνία ειαρηζηνπνηεί ην 𝐸(𝑉 휆 ) θαη έρεη ηελ εμήο ηδηόηεηα: 

lim𝑛→∞

𝐸(𝑅 휆  )

min 휆 𝐸(𝑅 휆 )
= 1        (3.1.10) 

Σν ζεώξεκα απηό νπζηαζηηθά ιέεη νηη ην αλακελόκελν κέζν ηεηξαγσληθό ζθάικα 

(Mean Square Error) ρξεζηκνπνηώληαο ην 휆 , ηείλεη ζην ειάρηζην δπλαηό, όζν ην 

n→ ∞.  

Σώξα ζα πεξηγξάςνπκε ηελ πξνέιεπζε ηεο εθηηκήηξηαο GCV. Ζ ηδέα γηα ηελ 

εθηηκήηξηα GCVείλαη αξθεηά απιή θαη πεγαίλεη σο εμήο: 

Έζησ 𝑔𝑛 ,휆  κηα 𝐶∞-ηάμεο spline ε νπνία πξνθύπηεη ρξεζηκνπνηώληαο όια ηα ζεκεία 

από ηα δεδνκέλα εθηόο από ην θ-νζηό. Παίξλνπκε ηελ πηζαλόηεηα ε 𝑔𝑛 ,휆
𝑘 λα πξνβιέπεη 

ην ρακέλν ζεκείν 𝑦𝑘  ζαλ κέηξν πξνζαξκνγήο γηα ην ι. Γειαδή: 

Έζησ 𝑔𝑛 ,휆
𝑘  λα είλαη κηα ζπλάξηεζε 𝑓 ∈ 𝑊2

(𝑚)
 ε νπνία ειαρηζηνπνηεί ηελ εμίζσζε: 

1

𝑛
 (𝑓(𝑡𝑗 ) − 𝑦𝑗 ))2 + 휆  (𝑓 𝑚 (𝑢))2𝑑𝑢

1

0

𝑛

𝑗 =1
𝑗≠𝑘

 

Έζησ επίζεο: 

𝑉𝑜 휆 =
1

𝑛
 (𝑔𝑛 ,휆

 휅 
(𝑡𝑘) − 𝑦𝑘)2𝑛

휅=1          (3.1.11) 

Ζ εθηηκήηξηα δηαζηαπξσκέλεο επηθύξσζεο ι (ordinary cross validation estimate of  λ) 

είλαη εθείλε ε εθηηκήηξηα πνπ ειαρηζηνπνηεί ην 𝑉𝑜 휆 . Σν ίδην εηπώζεθε από ηνπο 
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Wahba θαη Word νη νπνίνη εηζήγαγαλ ηελ έλλνηα ηεο εθηηκήηξηαο GCV. Γηάθνξα 

πεηξάκαηα Monte Carlo πνπ έγηλαλ έδεημαλ νηη ε ηηκή πνπ ειαρηζηνπνηεί ην 𝑉𝑜 휆  

είλαη κηα πνιύ θαιή εθηηκήηξηα ειαρηζηνπνίεζεο θαη γηα ηελ R(ι) γηα δηαθνξεο ηηκέο 

ηνπ g θαη ηνπ 휎2.  

ηελ ζπκκεηξηθή πεξίπησζε, ε 𝑔𝑛 ,휆   είλαη πεξηνδηθή θαη απαηηείηαη 𝑡𝑗 =
𝑗

𝑛  , j=1,2,..,n. 

ηελ πεξίπησζε απηή, όια ηα δεδνκέλα ζπκπεξηθέξνληαη ζπκκεηξηθά. Απηό ζεκαίλεη 

νηη ην ζθάικα πξόβιεςεο ζην 𝑡𝑘  έρεη ην ίδην βάξνο κε ην ζθάικα πξόβιεςεο ζην 

𝑡𝑗 . ηε γεληθή πεξίπησζε γξάθνπκε : 

𝑉 휆 =
1

𝑛
  𝑔𝑛 ,휆

 𝑘  𝑡𝑘 − 𝑦𝑘 
2

𝑤𝑘(휆)𝑛
𝑘=1         (3.1.13) 

Σα 𝑤𝑘(휆) είλαη ηα βάξε, ηα νπνία αληηζηαζκίδνπλ ηα ζεκεία πνπ δελ θαηαιακβάλνπλ 

ηνλ ίδην ρώξν θαη ηελ πηζαλή κε-πεξηνδηθόηεηα ηνπ g. Δάλ: 

𝑤𝑘 휆 = [(1 − 𝛼휅휅 (휆))/
1

𝑛
𝑇𝑟(𝐼 − 𝐴 휆 )]2   θ=1,2,...     (3.1.14) 

όπνπ 𝛼휅휅 (휆) είλαη ηα δηαγώληα ζηνηρεία ηνπ A(ι), ηόηε ην V(ι) ηεο (3.1.13) γίλεηαη ην 

V(ι) ηεο (3.1.9) θαη ηόηε ηζρύεη ε (3.1.10). 

Έλαο δηαθνξεηηθόο ηξόπνο γηα λα εθηηκήζνπκε ην 𝑉(휆) όπσο ζηελ (3.1.9), είλαη λα 

βξνύκε κηα δηαθνξεηηθή κνξθή ηεο επθιείδηαο n-δηάζηαηεο λόξκαο πνπ ζα κεηαηξέπεη 

ην γεληθό πξόβιεκα ζε ηζνδύλακν ζπκκεηξηθό θαη ηόηε λα εθαξκόζνπκε ηνλ ηύπν ηεο 

δηαζηαπξσκέλεο επηθύξσζεο. 

ηε ζπλέρεηα, ζα αθνινπζήζεη εθηελήο αλαθνξά ζηελ κέζνδν ηεο δηαζηαπξσκέλεο 

επηθύξσζεο ελώ ζα αλαθεξζνύκε θαη ζηελ πεξίπησζε ησλ πνιπσλύκσλ Bernoulli. 

Έλα ελδηαθέξνλ ζεκείν ζηα spline πνιπώλπκα Bernoulli ζηελ πεξίπησζε πνπ ηα 

δεδνκέλα έρνπλ ίζo βάξνο, είλαη νηη ν (n×n)-γξακκηθόο πίλαθαο πνπ πξνθύπηεη είλαη 

θπθιηθόο. 

 

3.2 Πνιπώλπκα Bernoulli 

πκβνιίδνπκε ηα πνιπώλπκα Bernoulli κε 𝐵𝑟(𝑡), t∈ [0,1]. Σα {𝐵𝑟} νξίδνληαη σο: 
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𝐵0 𝑡 = 0 

1

 𝑟 + 1 

𝑑

𝑑𝑡
𝐵𝑟+1 𝑡 = 𝐵𝑟 𝑡  

Δπηιέγνπκε ηε ζηαζεξά νινθιήξσζεο έηζη ώζηε: 

 𝐵𝑟 𝑢 𝑑𝑢 = 0
1

0
, r=1,2,… 

Έζησ  𝑥  ην θιαζκαηηθό (fractional) κέξνο ηνπ ρ. Οξίδνπκε: 

𝑘𝑟 𝑡 =
𝐵𝑟( 𝑡 )

𝑟!
  

Δάλ ζπκβνιίζνπκε κε 𝐿𝑘 , 𝑘 = 0,1, …ηα γξακκηθά ζπλαξηεζνεηδή: 

𝐿0𝑓 =  𝑓 𝑢 𝑑𝑢

1

0

 

𝐿𝑘𝑓 = 𝑓 𝑘−1  1 − 𝑓 𝑘−1  0 ≡  𝑓 𝑘  𝑢 𝑑𝑢

1

0

, 𝑘 = 1,2, … 

Σόηε: 

𝐿𝑘 𝑘𝑟 =  
1, 𝑘 = 𝑟
0, 𝑘 ≠ 𝑟

 k, r=0,1,2,…    (3.2.1) 

Οξίδνπκε ηώξα ηνλ «Ππξήλα Bernoulli» («Bernoulli kernel») 𝑘𝑟(𝑠, 𝑡)σο εμήο: 

𝑘𝑟 𝑠, 𝑡 = − 
1

(2휋𝑖휈)𝑟
𝑒2휋𝑖휈(𝑠−𝑡)∞

휈=−∞

휈≠0

,r=1,2,…       (3.2.2) 

Γλσξίδνπκε νηη: 

𝑘𝑟 𝑠, 𝑡 =
1

𝑟!
𝐵𝑟  𝑠 − 𝑡  = 𝑘𝑟( 𝑠 − 𝑡 )           (3.2.3) 

Μπνξεί λα επαιεζεπηεί από ηνλ νξηζκό ηνπ 𝑘𝑟(𝑠, 𝑡) νηη: 

휕𝑝

휕𝑠𝑝 𝑘𝑟 𝑠, 𝑡 = 𝑘𝑟−𝑝(𝑠, 𝑡)        p=1,2,…r-2 

휕𝑝

휕𝑡𝑝
𝑘𝑟 𝑠, 𝑡 =  −1 𝑝𝑘𝑟−𝑝(𝑠, 𝑡)s, t∈ [0,1]       (3.2.4) 
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휕𝑟−1

휕𝑠𝑟−1
𝑘𝑟 𝑠, 𝑡 = 𝑘1 𝑠, 𝑡  

휕𝑟−1

휕𝑡𝑟−1 𝑘𝑟 𝑠, 𝑡 =  −1 𝑟−1𝑘1 𝑠, 𝑡 ,s, t∈ [0,1],      s≠ 𝑡   (3.2.5) 

 
휕𝑚

휕𝑠𝑚
𝑘2𝑚  𝑠, 𝑢 

휕𝑚

휕𝑡𝑚
𝑘2𝑚  𝑡, 𝑢 𝑑𝑢 =  −1 𝑚−1𝑘2𝑚 (𝑠, 𝑡)

1

0
      (3.2.6) 

Σώξα αθνινπζεί έλα ζεώξεκα θαζώο θαη ε απόδεημή ηνπ ζρεηηθά κε ηνλ ηξόπν 

γξαθήο ηνπ 𝑔𝑛 ,휆  ζηελ πεξίπησζε ησλ θαηά ηκήκαηα νξηδόκελσλ πνιπσλύκσλ 

Bernoulli. 

 Θεώξεκα 3.2.1: Ζ ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο:  

Βξεο 𝑓 ∈ 𝑊2
(𝑚)

πνπ λα ειαρηζηνπνηεί ηελ εμίζσζε: 

1

𝑛
 (𝑓(𝑡𝑗 ) − 𝑦𝑗 )2 + 휆  (𝑓 𝑚 (𝑢))2𝑑𝑢

1

0
𝑛
𝑗=1      (3.2.7) 

είλαη γηα 𝑛 ≥ 𝑚 κνλαδηθή θαη έρεη ηε κνξθή: 

𝑔𝑛 ,휆 𝑡 =  휃𝑟
𝑚
𝑟=0 𝑘𝑟 𝑡 + (−1)𝑚−1  𝑎𝑗 𝑘2𝑚 (𝑡, 𝑡𝑗 )𝑛

𝑗=1       (3.2.8a) 

όπνπ: 

휃 = (휃0 , 휃1 , … , 휃𝑚 )′ 

𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛)′ 

θαη δίλνληαη από ηνπο εμήο ηύπνπο: 

             휃 = (𝑇 ′𝑀−1𝑇 + 𝛥)′𝑇 ′𝑀−1𝑦 

                𝑎 = 𝑀−1(𝑦 − 𝑇휃)     (3.2.8b) 

𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛)′ 

Πην ζπγθεθξηκέλα, νT είλαη έλαο n×(m+1) πίλαθαο κε j-νζηή είζνδν: 

𝑇𝑗𝑟 = 𝑘𝑟(𝑡𝑗 ), r=0, 1 ,… , m 

j=1, 2 , …, n        (3.2.8c) 
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Ο Γ είλαη έλαο (m+1)×(m+1) πίλαθαο κε όια ηα ζηνηρεία ηνπ κεδέλ εθηόο από έλα 

ζηε ζέζε (m+1),(m+1). 

Σν Μ δίλεηαη από ηνλ ηύπν: 

𝑀 = 𝐾 + 𝑛휆𝐼 

όπνπ K είλαη έλαο (n×n) πίλαθαο κε j-νζηή είζνδν 𝑘𝑖𝑗 : 

𝑘𝑖𝑗 =  −1 𝑚−1𝑘2𝑚 (𝑡𝑗 , 𝑡𝑘)      (3.2.8d) 

Ο Η είλαη ν (n×n) κνλαδηαίνο πίλαθαο. Ο πίλαθαο Α(ι) δίλεηαη από ηνλ ηύπν: 

𝐴 휆 = 𝐾𝑀−1 𝐼 − 𝑇 𝑇 ′𝑀−1𝑇 + 𝛥 ′𝑇 ′𝑀−1 + 𝑇(𝑇 ′𝑀−1𝑇 + 𝛥)′𝑇′𝑀−1       (3.2.9) 

Απόδεημε: Πξώηα ζα δείμνπκε όηη  

𝑔𝑛 ,휆 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛{ 𝑘𝑟 .   𝑟=0
𝑚 ∪  𝑘2𝑚 . , 𝑡𝑗   𝑗 =1

𝑛
} 

Απηό κπνξεί λα απνδεηρζεί κε δηάθνξνπο ηξόπνπο ρξεζηκνπνηώληαο γλσζηά 

απνηειέζκαηα γηα ηηο ζπλαξηήζεηο splines. Δδώ βαζηδόκαζηε ζηα επηρεηξήκαηα ησλ 

Kimeldorf θαη Wahba [33]. Ο ππξήλαο 𝑄(𝑠, 𝑡)πνπ πξνθύπηεη από ην 𝑊2
(𝑚)

εθνδηάδεηαη 

κε ην εζσηεξηθό γηλόκελν: 

< 𝑓, 𝑔 >=   𝐿𝑟𝑓  𝐿𝑟𝑔 +  𝑓(𝑚) 𝑢 𝑔(𝑚) 𝑢 𝑑𝑢

1

0

𝑚−1

𝑟=0

 

Καη έηζη πξνθύπηεη: 

𝑄 𝑠, 𝑡 =  𝑘𝑟 𝑠 𝑘𝑟 𝑡 +  −1 𝑚−1𝑘2𝑚 (𝑠, 𝑡)𝑚
𝑟=0    (3.2.10) 

Έπεηηα, πξνθύπηεη νηη ε 𝑔𝑛 ,휆  πξέπεη λα βξίζθεηαη ζην: 

𝐿 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{ 𝑘𝑟 .   𝑟=0
𝑚−1 ∪  𝑄𝑡𝑗

 
𝑗 =1

𝑛

} όπνπ 𝑄𝑡𝑗
(. ) = 𝑄(. , 𝑡𝑗 ) 

Παξ‟όι‟απηά, ην 𝐿 πεξηιακβάλεηαη ζην { 𝑘𝑟 .   𝑟=0
𝑚 ∪  𝑘2𝑚 . , 𝑡𝑗   𝑗 =1

𝑛
} έηζη ώζηε ε 

𝑔𝑛 ,휆  λα έρεη ηε κνξθή ηεο (3.2.8α) γηα θάπνηα ζ,α. Με αληηθαηάζηαζε ηεο (3.2.8α) 

ζηελ (3.2.7) θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηελ (3.2.6) παίξλνπκε: 



50 
 

Επιλογή τησ ρυθμιςτικήσ παραμζτρου ςτισ μεθόδουσ ποινικοποιημζνησ πιθανοφάνειασ 
 

 (𝑔𝑛 ,휆(𝑡𝑗 ) − 𝑦𝑗 )2 + 𝑛휆   𝑔𝑛 ,휆
 𝑚  𝑢  

2

𝑑𝑢 =
1

0

𝑛

𝑗 =1

 

=  [ 휃𝑟𝑘𝑟 𝑡𝑗  + (−1)𝑚−1  𝑎𝑘𝑘2𝑚 𝑡𝑗 , 𝑡𝑘 − 𝑦𝑗 ]

𝑛

𝑘=1

𝑚

𝑟=0

2𝑛

𝑗 =1

+ 𝑛휆[  𝑎𝑗 𝑎𝑘(−1)𝑚−1𝑘2𝑚 𝑡𝑗 , 𝑡𝑘 + 휃𝑚
2 ] ≡

𝑛

𝑘=1

𝑛

𝑗 =1

 

≡  𝑇휃 + 𝑘𝑎 − 𝑦 2 + 𝑛휆(𝑎′𝑘𝑎 + 휃𝑚
2 )          (3.2.11) 

Σα δηαλύζκαηα ζ,a επηιέγνληαη έηζη ώζηε λα ειαρηζηνπνηνύλ ηελ έθθξαζε απηή. 

Παξαγσγίδνληαο ην δεμί κέινο ηεο (3.2.11) σο πξνο ζ θαη a θαη ζέηνληαο ην 

απνηέιεζκα ίζν κε κεδέλ πξνθύπηεη ε απόδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο.  

Σνλίδνπκε όηη ε  −1 𝑚−1𝑘2𝑚 (𝑡, 𝑡𝑘) ζεσξείηαη ζπλάξηεζε ηνπ t θαη είλαη κηα 

monospline βαζκνύ 2m, δειαδή είλαη ην άζξνηζκα ηνπ  κνλνλύκνπ (monomial) 

𝑡2𝑚 ζπλ κηα πνιπσλπκηθή spline βαζκνύ 2m-1κε έλα ζεκείν ελώζεσο(knot). Όηαλ ηα 

ζεκεία έλσζεο  𝑡𝑗   θαηαιακβάλνπλ ίζν ρώξν, ν Κ θαη ν Μ είλαη πίλαθεο θπθιηθνί. 

Απηό είλαη θαη ην πεξηερόκελν ηνπ παξαθάησ Λήκκαηνο. 

 Λήκκα 3.2.2:  (−1)𝑚−1𝑘2𝑚 (
𝑗

𝑛
,
𝑘

𝑛
) 

𝑗 ,𝑘=1,…,𝑛
= 𝑊𝐷𝑊∗ 

Όπνπ κε «*» ζπκβνιίδνπκε ηνλ κηγαδηθό εξκηηηαλό πίλαθα θαη Wείλαη ν (𝑛 × 𝑛) 

κνλαδηθόο πίλαθαο κε r-νζηή είζνδν 𝑊𝑟𝑠  πνπ δίλεηαη από ηνλ ηύπν: 

𝑊𝑟𝑠 =
1

 𝑛
𝑒

2휋𝑖𝑟𝑠
𝑛  

Δπίζεο, Dείλαη έλαο δηαγώληνο πίλαθαο κε λ-νζηή είζνδν𝐷휈휈  πνπ νξίδεηαη σο: 

𝐷휈휈 = 휆휈𝑛
2𝑚  

휆휈𝑛
𝑟 = 𝑛  

1

[2휋 휈+휉𝑛 ]𝑟
∞
휉=−∞ ,            λ=1,2,...,n-1 

(휆휈𝑛
𝑟 ≡ 휆𝑛−휈 ,𝑛

𝑟 ) 

휆𝑛𝑛
𝑟 = 𝑛  

1

[2휋휉𝑛]𝑟
∞
휉=−∞

휉≠0

           (3.2.12) 



51 
 

Επιλογή τησ ρυθμιςτικήσ παραμζτρου ςτισ μεθόδουσ ποινικοποιημζνησ πιθανοφάνειασ 
 

Απόδεημε: −1 𝑚−1𝑘2𝑚  
𝑗

𝑛
,
𝑘

𝑛
 =  

1

(2휋휈)2𝑚
𝑒2휋𝑖휈(𝑗−𝑘)

𝑛 = ∞
휈=−∞

휈≠0

 

=  
 

1

[2휋(휈 + 휉𝑛)]2𝑚
𝑒

2휋𝑖휈(𝑗−𝑘+휉𝑛)
𝑛 

∞

휉=−∞

(휈, 휉) ≠ (𝑛, −1)

=

𝑛

휈=1

 

=  
 

1

[2휋(휈 + 휉𝑛)]2𝑚
𝑒

2휋𝑖휈(𝑗−𝑘)
𝑛 

∞

휉=−∞

(휈, 휉) ≠ (𝑛, −1)

𝑛

휈=1

 

 

3.3 Ζ  ζπλάξηεζε Γεληθεπκέλεο Γηαζηαπξσκέλεο Δπηθύξσζεο (GCV) 

Έρνπκε αλαθέξεη θαη παξαπάλσ όηη ε θαλνληθή (ordinary) ζπλάξηεζε 

δηαζηαπξσκέλεο επηθύξσζεο ζπκβνιίδεηαη κε 𝑉0(휆) θαη νξίδεηαη σο: 

𝑉𝑜 휆 =
1

𝑛
 (𝑔𝑛 ,휆

 휅 
(𝑡𝑘) − 𝑦𝑘)2

𝑛

휅=1

 

Δπαλαιακβάλνπκε όηη ε 𝑔𝑛 ,휆
𝑘  είλαη ε ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο: Βξεο 𝑓 ∈ 𝑊2

(𝑚)
 ε νπνία 

ειαρηζηνπνηεί ηελ εμίζσζε: 

1

𝑛
 (𝑓(𝑡𝑗 ) − 𝑦𝑗 ))2 + 휆  (𝑓 𝑚 (𝑢))2𝑑𝑢

1

0

𝑛

𝑗 =1
𝑗≠𝑘

 

Δίλαη ρξήζηκν λα γλσξίδνπκε όηη αλ αληηθαηαζηήζνπκε ην ζεκείν 𝑦𝑘ησλ 

παξαηεξήζεσλ κε 𝑔𝑛 ,휆
𝑘 (𝑡𝑘) θαη ιύζνπκε ην πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο (3.1.2) κε ηα 

δεδνκέλα 𝑦1, 𝑦2 , … 𝑦𝑘−1, 𝑔𝑛 ,휆
[𝑘]

, 𝑦𝑘+1, … , 𝑦𝑛παίξλνπκε ηε ιύζε 𝑔𝑛 ,휆
𝑘 . Απηό είλαη θαη ην 

πεξηερόκελν ηνπ παξαθάησ Λήκκαηνο: 

 Λήκκα 3.3.1: Έζησ 𝑛 ≥ 𝑚 θαη παίξλνπκε ην 𝑔𝑛 ,휆 𝑡; 𝑘, 𝑧𝑘  λα είλαη ε ιύζε γηα 

ην πξόβιεκα: Βξεο 𝑓 ∈ 𝑊2
(𝑚)

 πνπ λα ειαρηζηνπνηεί: 



52 
 

Επιλογή τησ ρυθμιςτικήσ παραμζτρου ςτισ μεθόδουσ ποινικοποιημζνησ πιθανοφάνειασ 
 

1

𝑛
[ 𝑓 𝑡𝑘 − 𝑧𝑘 2 +  (𝑓(𝑡𝑗 ) − 𝑦𝑗 )2] + 휆  (𝑓 𝑚 (𝑢))2𝑑𝑢

1

0

𝑛

𝑗=1
𝑗≠𝑘

 

Σόηε ηζρύεη: 

𝑔𝑛 ,휆  𝑡; 𝑘, 𝑔𝑛 ,휆
 휅  𝑡𝑘  = 𝑔𝑛 ,휆

 휅 
(𝑡) 

Απόδεημε:Έζησ  = 𝑔𝑛 ,휆
[𝑘]

 , 𝑧𝑘 = 𝑔𝑛 ,휆
[𝑘]

(𝑡𝑘)θαη έζησ 𝑓λα είλαη θάζε ζηνηρείν ηνπ 

𝑊2
(𝑚)

δηαθνξεηηθό ηνπ h. Σόηε: 

1

𝑛
[  𝑡𝑘 − 𝑧𝑘 2 +  ((𝑡𝑗 ) − 𝑦𝑗 )2] + 휆  ( 𝑚 (𝑢))2𝑑𝑢 =

1

0

𝑛

𝑗 =1
𝑗≠𝑘

 

1

𝑛
[ ((𝑡𝑗 ) − 𝑦𝑗 )2 + 휆  ( 𝑚 (𝑢))2𝑑𝑢] <

1

0

𝑛

𝑗 =1
𝑗≠𝑘

 

<
1

𝑛
[ (𝑓(𝑡𝑗 ) − 𝑦𝑗 )2 + 휆  (𝑓 𝑚 (𝑢))2𝑑𝑢] ≤

1

0

𝑛

𝑗 =1
𝑗≠𝑘

 

≤
1

𝑛
[ 𝑓 𝑡𝑘 − 𝑧𝑘 2 +  (𝑓(𝑡𝑗 ) − 𝑦𝑗 )2] + 휆  (𝑓 𝑚 (𝑢))2𝑑𝑢

1

0

𝑛

𝑗 =1
𝑗≠𝑘

 

πγθξίλνληαο ην αξηζηεξό κε ην δεμί κέινο ηεο παξαπάλσ έθθξαζεο, παξαηεξνύκε 

όηη ην επηιύεη ην n-δηάζηαην πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο κε ην 𝑦𝑘λα αληηθαζίζηαηαη 

από ην 𝑧𝑘 . 

 Λήκκα 3.3.2:  𝑔𝑛 ,휆
[𝑘] 𝑡𝑘 − 𝑦𝑘 = (𝑔𝑛 ,휆 𝑡𝑘 − 𝑦𝑘)/(1 −

휕

휕𝑦𝑘
𝑔𝑛 ,휆(𝑡𝑘)) 

Απόδεημε: Έζησ 𝑧𝑘 = 𝑔𝑛 ,휆
[𝑘]

(𝑡𝑘). Σόηε ην από ην Λήκκα 3.3.1 θαζώο από ην γεγνλόο 

όηη γηα θάζε tην 𝑔𝑛 ,휆
[𝑘]

(𝑡𝑘) εμαξηάηαη γξακκηθά από ην 𝑦𝑘δίλεη: 

𝑧𝑘 = 𝑔𝑛 ,휆 𝑡; 𝑘, 𝑧𝑘 = 𝑔𝑛 ,휆 𝑡𝑘 ; 𝑘, 𝑦𝑘 +  𝑧𝑘 − 𝑦𝑘 
휕𝑔𝑛 ,휆 𝑡𝑘 

휕𝑦𝑘
= 
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= 𝑔𝑛 ,휆 𝑡𝑘 + (𝑧𝑘 − 𝑦𝑘)
휕𝑔𝑛 ,휆(𝑡𝑘)

휕𝑦𝑘
 

Σν απνηέιεζκα αθνινπζεί κεηά από κεξηθέο αιγεβξηθέο πξάμεηο.  

πκβνιίδνληαο ηηο εηζόδνπο ηνπ πίλαθα 𝛢(휆) κε 𝑎𝑗𝑘 έρνπκε: 

𝑔𝑛 ,휆 𝑡𝑘 =  𝑎𝑘𝑗 𝑦𝑗

𝑛

𝑗 =1

 

Οπόηε: 

휕𝑔𝑛 ,휆
[𝑘]

휕𝑦𝑘
= 𝑎𝑘𝑘  

Καη από ην Λήκκα 3.3.2 πξνθύπηεη όηη: 

𝑉0 휆 =
1

𝑛
{

( 𝑎𝑘𝑗 𝑦𝑗−𝑦𝑘)𝑛
𝑗 =1

2

 1−𝑎𝑘𝑘  2 }        (3.3.1) 

Γηα λα βξνύκε ην 𝑉(휆) πνπ είλαη ε ζπλάξηεζε ηεο γεληθεπκέλεο δηαζηαπξσκέλεο 

επηθύξσζεο, ζεσξνύκε ηελ πεξηνδηθή πεξίπησζε ηνπ πξνβιήκαηνο εμνκάιπλζεο 

(smoothing problem): Βξεο 𝑔 ∈ 𝑊2
(𝑚)

πεξηνδηθό θαη κε νινθιήξσκα κεδέλ πνπ λα 

ειαρηζηνπνηεί ηε ζπλάξηεζε: 

1

𝑛
 (𝑓(𝑡𝑗 ) − 𝑦𝑗 ))2 + 휆  (𝑓 𝑚 (𝑢))2𝑑𝑢

1

0

𝑛

𝑗 =1
𝑗≠𝑘

 

Όηαλ ιέκε ζπλάξηεζε g κε νινθιήξσκα κεδέλ, ελλννύκε όηη πξέπεη λα ηθαλνπνηείηαη: 

𝐿𝑘𝑔 = 0 , 𝑘 = 0,1, … , 𝑚 

Μπνξεί λα δεηρζεί όηη ε ιύζε 𝑛 ,휆  δίλεηαη από ηε ζρέζε 

𝑛 ,휆 𝑡 =  𝑎𝑗  −1 𝑚−1𝑘2𝑚 𝑡, 𝑡𝑗  

𝑛

𝑗 =1

      (3.3.2) 

Όπνπ: 

𝑎 = (𝑘 + 𝑛휆𝐼)−1𝑦 = 𝑀−1𝑦 



54 
 

Επιλογή τησ ρυθμιςτικήσ παραμζτρου ςτισ μεθόδουσ ποινικοποιημζνησ πιθανοφάνειασ 
 

‟απηή ηελ πεξίπησζε, ην ξόιν ηνπ πίλαθα Α παίδεη ην 𝛫𝛭−1. Δάλ 𝑡𝑗 =
𝑗

𝑛 , 

j=1,2,…nηόηε ην 𝛫𝛭−1είλαη πεξηνδηθό γηα θάζε ι θαη έηζη: 

𝑎𝑘𝑘 =
1

𝑛
 𝑎𝑗𝑗 ≡

1

𝑛
𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒𝐴

𝑛

𝑗 =1

 

Σν 𝑉0(휆) γίλεηαη: 

𝑉0 휆 =
1

𝑛
 (

 𝑎𝑘𝑗 𝑦𝑗 − 𝑦𝑘)𝑛
𝑗=1

2

(1 −
1

𝑛
 𝑎𝑘𝑘 )𝑛

𝑘=1

2 =

𝑛

𝑘=1

 

  =
1

𝑛
  𝐼 − 𝐴 𝑦 2/[

1

𝑛
𝑇𝑟 𝐼 − 𝐴 ]2      (3.3.3) 

Γηα λα πξνθύςεη ε ζπλάξηεζε γεληθεπκέλεο δηαζηαπξσκέλεο επηθύξσζεο από ηελ 

ζπλεζηζκέλε δηαζηαπξσκέλε επηθύξσζε, πεξηζηξέθνπκε ην ζύζηεκα έηζη ώζηε ν 

πίλαθαο 𝛢 (휆) πνπ πξνθύπηεη θαη ν νπνίνο παίδεη ην ξόιν ηνπ εθηηκεηή  ηνπ Α(ι)  λα 

είλαη θπθιηθόο. Δάλ ν Α είλαη ζπκκεηξηθόο, γξάθνπκε: 

𝐴 휆 = 𝑈𝐷2(휆)𝑈′, όπνπ 𝐷2 δηαγώληνο πίλαθαο θαη U νξζνγώληνο. Σόηε γξάθνληαο: 

𝛤 = 𝑊𝑈′ν 𝛢  휆 = 𝛤𝛢(휆)𝛤 ′ είλαη θπθιηθόο.  

Έζησ 𝑦 = 𝛤𝑦. Σόηε γηα ην «ιείν» (smoothed) 𝑦  είλαη: 

𝛤 𝑔𝑛 ,휆(𝑡1), … , 𝑔𝑛 ,휆(𝑡𝑛) 
′

= 𝛤𝛢 휆 𝑦 = 𝐴 (휆)𝑦  

Δθαξκόδνληαο ζηα δεδνκέλα ηώξα ηελ δηαζηαπξσκέλε επηθύξσζε, πξνθύπηεη ε 𝑉(휆).  

εκεηώλνπκε όηη  έιεγρνο ηνπ 𝑛 ,휆  (εμ. 3.3.2) απνθαιύπηεη ηνλ «low pass filter» 

ραξαθηήξα ηεο απεηξνδηάζηαηεο spline ζηελ πεξίπησζε πνπ ηα δεδνκέλα είλαη 

ζπκκεηξηθά θαη θαηαιακβάλνπλ ηνλ ίδην ρώξν. Από ην Λήκκα 3.3.2 θαη από ηελ 

εμίζσζε 3.3.2 βξίζθνπκε όηη νη ζπληειεζηέο Fourier ηνπ δείγκαηνο {𝑛 ,휆 ,휈} ηνπ 𝑛 ,휆 : 

𝑛 ,휆 ,휈 =
1

𝑛
 𝑛 ,휆(

𝑛

𝑗 =1

𝑗

𝑛
)𝑒

−2휋𝑖휈𝑗
𝑛  

πλδένληαη κε ηνπο ζπληειεζηέο Fourier { 𝑛 }ησλ δεδνκέλσλ: 
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 𝑛 =
1

𝑛
 𝑦(𝑛

𝑗=1
𝑗

𝑛
)𝑒

−2휋𝑖휈𝑗
𝑛  

Μέζσ ησλ εμηζώζεσλ: 

𝑛 ,휆 ,휈 = 𝑓휈 휈  , 휈 = 1,2, … , 𝑛 

Όπνπ: 

𝑓휈 =
1

1 + 𝑛휆/휆휈𝑚
2𝑚  

Όηαλ 휈 ≪ 𝑛 πξνζεγγίδνπκε ην άζξνηζκα γηα ην 휆휈𝑛
𝑟 ηεο εμίζσζεο (3.2.12) κε 휉 = 0θαη 

έηζη επηηπγράλνπκε: 

𝑓휈 ≈
1

1 + 𝑛휆 2휋휈 2𝑚
= 𝐵(

휈

휈0
)𝛣∗(

휈

휈0
) 

Όπνπ 𝐵(
휈

휈0
) είλαη ην θίιηξν Butterworth. 

 

3.4 Ηδηόηεηεο ηεο εθηηκήηξηαο ηεο GCV 

Όπσο έρνπκε αλαθέξεη θαη παξαπάλσ, ην πξαγκαηηθό κέζν ηεηξαγσληθό ζθάικα (real 

mean square error) δίλεηαη από ηνλ ηύπν: 

𝑅 휆 =
1

𝑛
  𝑔𝑛 ,휆 𝑡𝑗  − 𝑔 𝑡𝑗   

2
𝑛

𝑗 =1

=
1

𝑛
 𝐴 휆 𝑦 − 𝑔 2 

Καη ε ζπλάξηεζε δηαζηαπξσκέλεο επηθύξσζεο δίλεηαη από: 

𝑉 휆 =
1

𝑛
  𝐼 − 𝐴 휆  𝑦 

2
/  

1

𝑛
𝑇𝑟(𝐼 − 𝐴 휆 ) 

2

 

θνπόο ηεο ελόηεηαο απηήο είλαη λα βξνύκε εθείλν ην ι πνπ ζα ειαρηζηνπνηεί ην 𝑅(휆). 

Απηό δελ κπνξεί λα γίλεη απ‟ επζείαο, αθνύ ην 𝑅(휆) πεξηιακβάλεη θαη ην g ην νπνίν 

είλαη άγλσζην.  

Δάλ ην 휎2 είλαη γλσζηό, ηόηε ην δεηνύκελν ι κπνξεί λα είλαη εθείλν ην ι πνπ 

ειαρηζηνπνηεί ην 𝑅  휆  ηεο εμίζσζεο (3.1.8).  
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Δάλ ην 휎2 δελ είλαη γλσζηό, κπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε όπσο ζα δνύκε θαη ζηε 

ζπλέρεηα, ην ι πνπ ειαρηζηνπνηεί ην 𝑉 휆 .  

Γηα λα δείμνπκε ηε ρξεζηκόηεηα ηνπ 𝑉 휆  ζα δηαθξίλνπκε δύν πεξηπηώζεηο: ηελ 

πξώηε πεξίπησζε, 𝑔(. ) ∈ 휋𝑚−1 όπνπ  휋𝑚−1 είλαη πνιπώλπκν βαζκνύ (2m-1)ή θαη 

κηθξόηεξνπ. ηελ πεξίπησζε απηή, ηα 𝐸(𝑉 휆 ) θαη 𝐸(𝑅 휆 ) ειαρηζηνπνηνύλαηαη γηα 

휆 = ∞. Δάλ 휆  είλαη ε ηηκή πνπ ειαρηζηνπνηεί ην 𝐸(𝑉 휆 ), νξίδεηαη ε «αλεπάξθεηα» 

(inefficiency) ηεο κεζόδνπ GCVσο: 

𝐼∗ =
𝐸(𝑅 휆  )

min 휆 𝐸(𝑅 휆 )
        (3.4.1) 

Ζ ηηκή απηνύ ηνπ κεγέζνπο ηείλεη ζηε κνλάδα, όζν ην 𝑛 → ∞.  

Όηαλ ε ηηκή ηνπ ι έρεη εθηηκεζεί ώζηε λα ειαρηζηνπνηεί ην V, ην κέζν ηεηξαγσληθό 

ζθάικα (MSE) ηείλεη ζην ειάρηζην δπλαηό. Δάλ 𝑔(. ) ∈ 휋𝑚−1, ηόηε 𝛪∗ = 1 νπόηε ηα 

𝐸(𝑉 휆 ) θαη 𝐸(𝑅 휆 ) ειαρηζηνπνηνύληαη γηα ηελ ίδηα ηηκή ηνπ ι. ηε δεύηεξε 

πεξίπησζε, 𝑔(. ) ∉ 휋𝑚−1, 𝑔 ∈ 𝑊2
(𝑚)

. Θα δείμνπκε ζηε ζπλέρεηα όηη εάλ 휆 ,휆∗είλαη νη 

ηηκέο πνπ ειαρηζηνπνηνύλ ηα 𝐸(𝑉 휆 ) θαη 𝐸(𝑅 휆 ) αληίζηνηρα, ηόηε ζα πξέπεη λα 

ηθαλνπνηνύληαη νη εμήο πξνϋπνζέζεηο: 

휆 → 0 

휆∗ → 0 

1

𝑛휆 1/2𝑚
→ 0 

1

𝑛휆∗1/2𝑚 → 0
 

ηελ πνξεία ζα απνδείμνπκε πσο πξνθύπηνπλ νη δύν ηειεπηαίεο ζρέζεηο, ελώ ζην 

ζεώξεκα 3.4.1 πνπ ζα αθνινπζήζεη, ζα απνδείμνπκε όηη ηζρύεη ε ζρέζε: 

 
𝐸 𝑅 휆  +휎2−𝐸(𝑉 휆 )

𝐸(𝑅 휆 )
 ≤ (휆)        (3.4.2) 

όπνπ h(ι) είλαη κηα κηθξή πνζόηεηα πνπ ζα νξίζνπκε. 

Υξεζηκνπνηνύκε ηνπο εμήο ζπκβνιηζκνύο: 
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𝑏2 휆 =
1

𝑛
𝑔′(𝐼 − 𝐴(휆))2𝑔 =

1

𝑛
 (𝐼 − 𝐴(휆)𝑔 2 

휇1 휆 =
1

𝑛
𝑇𝑟𝐴(휆) 

휇2 휆 =
1

𝑛
𝑇𝑟𝐴2(휆) 

Σόηε: 

𝐸 𝑅 휆  = 𝑏2(휆) + 휎2휇2(휆) 

𝐸 𝑉 휆  =
𝑏2 + 휎2(1 − 2휇1 휆 + 휇2 휆 )

[1 − 휇1(휆)]2
 

ηελ πξώηε πεξίπησζε, όπσο έρνπκε ήδε αλαθέξεη, ζεσξνύκε όηη 𝑔(. ) ∈ 휋𝑚−1.Σόηε 

ην 𝑔 = (𝑔 𝑡1 , 𝑔 𝑡2 , … , 𝑔 𝑡𝑛 )′είλαη έλαο γξακκηθόο ζπλδηαζκόο από ηηο mπξώηεο 

ζηήιεο ηνπ πίλαθα T,νπόηε  𝐼 − 𝐴 휆  𝑔 = 0γηα όια ηα ι θαη 𝑏(휆) ≡ 0. Έηζη, ε 

ειαρηζηνπνίεζε ηνπ 𝐸(𝑅 휆 ) κεηώλεηαη ζηελ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ 𝑇𝑟𝐴2(휆), ην νπνίν 

ειαρηζηνπνηείηαη γηα 휆 = ∞. Οκνίσο, ην 𝐸(𝑉 휆 ) γίλεηαη: 

𝐸 𝑉 휆  =
(1 − 2휇1 휆 + 휇2 휆 )

[1 − 휇1(휆)]2
 

Σώξα ην (𝐼 − 𝐴 휆 ) έρεη mκεδεληθέο ηδηνηηκέο θαη νη ελαπνκείλνπζεο (n-m) ηδηνηηκέο 

κπνξεί λα απνδεηρζεί όηη είλαη ηεο κνξθήο  

𝑛휆(𝑛휆 + 휉휈𝑛)−1, 휈 = 1,2, … , 𝑛 − 𝑚 

θαη 휉1𝑛 , 휉2𝑛 , … , 휉𝑛−𝑚 είλαη (n-m) ζεηηθνί αξηζκνί, όρη όινη ίζνη κεηαμύ ηνπο. Οπόηε, ε 

έθθξαζε γηα ην 𝐸(𝑉 휆 ) γίλεηαη: 

𝐸 𝑉 휆  =
1

𝑛
 (

𝑛휆

𝑛휆 + 휉휈𝑛
)2/(

1

𝑛
 

𝑛휆

𝑛휆 + 휉휈𝑛

𝑛−𝑚

휈=1

)2 =

𝑛−𝑚

휈=1

 

=
1

(
𝑛−𝑚

𝑛
)

1

𝑛−𝑚
 (

𝑛휆

𝑛휆+휉휈𝑛
)2𝑛−𝑚

휈=1

[
1

𝑛−𝑚
 (

𝑛휆

𝑛휆+휉휈𝑛
)]𝑛−𝑚

휈=1

2 ≥
1

(
𝑛−𝑚

𝑛
)
 

Σν ειάρηζην επηηπγράλεηαη αλ θαη κόλν αλ 휆 = ∞. 
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Σώξα ζα αλαθεξζνύκε ζηελ γεληθόηεξε πεξίπησζε: 

 Θεώξεκα 3.4.1:
𝐸 𝑅 휆  +휎2−𝐸(𝑉 휆 )

𝐸(𝑅 휆 )
=

−휇1(2−휇1)

(1−휇1)2 +
휎2

𝑏2+휎2휇2

휇1
2

(1−휇1)2 

Καη έηζη: 
 𝐸 𝑅 휆  +휎2−𝐸(𝑉 휆 ) 

𝐸(𝑅 휆 )
< (휆) 

Όπνπ:  휆 = [2휇1 휆 +
휇1(휆)2

휇2(휆)
]

1

(1−휇1 휆 )2 

 Θεώξεκα 3.4.2: Έζησ 휆∗ ε ηηκή πνπ ειαρηζηνπνηεί ην 𝐸(𝑅 휆 ). Σόηε ην 

𝐸(𝑉 휆 ) έρεη έλα ειάρηζην 휆  ηέηνην ώζηε ε αλακελόκελε «αλεπάξθεηα» 

𝛪∗νξίδεηαη σο: 

 

𝐼∗ =
𝐸(𝑅 휆  )

𝐸(𝑅 휆∗ )
 

Καη ηθαλνπνηεί: 

𝐼∗ ≤
1 + (휆∗)

1 − (휆 )
 

 

Δηθόλα 1: Γξαθηθή πξόηαζε γηα ηελ απόδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο 3.4.2 

 

Απόδεημε: Έζησ 𝛬 = {휆: 0 ≤ 휆 ≤ ∞, 𝛦 𝑉 휆  − 휎2 ≤ 𝑅(휆∗)(1 +  휆∗ )}. Δάλ  

𝐸 𝑅 휆   1 −  휆  < 𝐸 𝑉 휆  − 휎2 < 𝐸 𝑅 휆   1 +  휆  , 0 ≤ 휆 < ∞ 
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Καη νη 𝐸 𝑅 휆  , 𝐸 𝑉 휆  ,  είλαη ζπλερείο ζπλαξηήζεηο ηνπ ι, ηόηε ην Λ είλαη κε θελό 

θιεηζηό ζύλνιν.  Δάλ ην κεδέλ δελ είλαη νξηαθό ζεκείν ηνπ Λ ηόηε ην E(V(ι)) έρεη 

έλα ειάρηζην ζην εζσηεξηθό ηνπ Λ (ή πηζαλά ζην ∞), πνπ ην ζπκβνιίδνπκε 휆  

(Δηθόλα1). Σώξα από ην Θεώξεκα 3.4.1πξνθύπηεη: 

𝐸  𝑅 휆    1 −  휆   < 𝐸  𝑉 휆   − 휎2 < 𝐸 𝑅 휆∗   1 +  휆∗   

Δάλ ην Λ πεξηιακβάλεη ην κεδέλ, ηόηε ην 휆  κπνξεί λα είλαη νξηαθό ηνπ Λ, π.ρ 휆 = 0 

αιιά ην άλσ όξην ηνπ 𝛪∗ ππάξρεη.  

ηε ζπλέρεηα, ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε θάπνηα ιήκκαηα (νη απνδείμεηο ησλ νπνίσλ 

βξίζθνληαη ζην Appendix)γηα λα απνδείμνπκε όηη: 

 휆∗ → 0  θαη (휆 ) → 0γηα 𝑛 → ∞. 

 Λήκκα 3.4.1: Δάλ 𝑔 ∈ 𝑊2
(𝑚)

, 𝑏2(휆) ≤ 휆  (𝑔 𝑚 (𝑢))2𝑑𝑢
1

0
 

 Λήκκα 3.4.2: Έζησ  𝑡𝑖 𝑖=1
𝑛 ≡  𝑡𝑖𝑛  𝑖=1

𝑛  πνπ ηθαλνπνηεί: 

 𝑤 𝑢 𝑑𝑢 =
𝑖

𝑛
,   𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛               𝑛 = 1,2, …

𝑡𝑖𝑛

0

 

Όπνπ 𝑤 𝑢 είλαη κηα ζπλερήο, απζηεξά θπξηή ζπλάξηεζε βάξνπο. Σόηε εάλ 𝑔 ∉

휋𝑚−1θαη ην ι είλαη θξαγκέλν ζην κεδέλ όζν 𝑛 → ∞, ηόηε ην 𝑏(휆)2 είλαη επίζεο 

θξαγκέλν ζην κεδέλ. 

 Λήκκα 3.4.3: Έζησ  𝑡𝑖 𝑖=1
𝑛 ηέηνην ώζηε λα ηθαλνπνηνύληαη νη ππνζέζεηο ηνπ 

παξαπάλσ ιήκκαηνο κε 0 < 𝑎 ≤ 𝑤(𝑡) ≤ 𝛽 < ∞. Σόηε: 

𝑘𝑚

𝛽1/2𝑚
+ 𝑜 1 ≤ 𝑛휆1/2𝑚휇1 휆 ≤

𝑘𝑚

𝑎1/2𝑚
+ 𝑜(1) 

𝑙𝑚
𝛽1/2𝑚

+ 𝑜 1 ≤ 𝑛휆1/2𝑚휇2 휆 ≤
𝑙𝑚

𝑎1/2𝑚
+ 𝑜(1) 

Όπνπ: 

𝑜 1 = 𝑂 휆 + 𝑂(
1

𝑛휆
1

2𝑚

)  θαζώο 휆 → 0, 𝑛휆 → ∞ θαη 
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𝑘𝑚 =  
𝑑𝑥

(1 + 𝑥2𝑚 )
,      𝑙𝑚 =  

𝑑𝑥

(1 + 𝑥2𝑚 )2

∞

0

∞

0

 

Αληίζηξνθα, εάλ ην 𝑛휆1/2𝑚είλαη θξαγκέλν από ην κεδέλ, ηόηε ην ίδην ηζρύεη θαη γηα 

ηα 휇1 휆 , 휇2 휆 .  

Σνλίδνπκε όηη κηα ζπλέπεηα ηνπ παξαπάλσ ιήκκαηνο είλαη όηη: 

휇1(휆)2

휇2(휆)
→ 0 

 Θεώξεκα 3.4.3: Έζησ 𝑔 ∈ 𝑊2
(𝑚)

 θαη   𝑡𝑖 𝑖=1
𝑛  λα ηθαλνπνηεί 

𝑖

𝑛
 𝑤 𝑢 𝑑𝑢

𝑡𝑖𝑛

0
 , 

όπνπ w(u) είλαη  κηα απζηεξά ζεηηθή θαη ζπλερήο ζπλάξηεζε βάξνπο. Σόηε, 

ππάξρεη κηα αθνινπζία 휆 = 휆 (𝑛) ζην ειάρηζην ηνπ 𝐸(𝑉 휆 ) ηέηνην ώζηε: 

lim
𝑛→∞

𝐸(𝑅 휆  )

𝐸(𝑅 휆∗ )
= 1 

 

3.5 Αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα 

ηελ ελόηεηα απηή, εθαξκόδνπκε ηε κέζνδν ζε ηερλεηά δεδνκέλα ηεο κνξθήο: 

𝑦 𝑡𝑖 = 𝑔 𝑡𝑖 + 휀𝑖  

Όπνπ 휀𝑖  είλαη ςεπδν-ηπραίεο κεηαβιεηέο κε κέζε ηηκή 0 θαη δηαζπνξά 휎2. Όηαλ 

𝑚 = 2 ηόηε ε 𝑔𝑛 ,휆  είλαη κηα θπβηθή 𝐶∞ηάμεο spline. ‟απηή ηελ πεξίπησζε, έρεη 

θαζηεξσζεί (Reinsch)όηη: 

𝐼 − 𝐴 휆 = 𝑄 (𝑄 ′𝑄 + 𝑝𝑄 )𝑄 ′        (3.5.1) 

Όπνπ 𝑝 =
1

𝑛
휆. 

Ο πίλαθαο 𝑄 ηξηδηαγώληνο 𝑛 ×  𝑛 − 2 κε εηζόδνπο 𝑞 𝑖𝑗  , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛   

                                                                            𝑗 = 1,2, … , 𝑛 − 2 

Πνπ νξίδνληαη σο: 
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𝑞 𝑖 ,𝑖+1 = 1
𝑖+1

  

𝑞 𝑖𝑖 = − 1
𝑖

 − 1
𝑖+1

  

𝑞 𝑖+1,𝑖 = 1
𝑖+1

  

Όπνπ:  𝑖 = 𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖 . 

Ο πίλαθαο 𝑇 είλαη επίζεο ηξηδηαγώληνο  𝑛 − 2 ×  𝑛 − 2 , απζηεξά ζεηηθά νξηζκέλνο,  

κε εηζόδνπο 𝑡𝑖𝑗  ,     𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 − 2   

Πνπ νξίδνληαη: 

𝑡 𝑖𝑖 = 2(𝑖 + 𝑖+1)/3 

𝑡 𝑖,𝑖+1 = 𝑡 𝑖+1,𝑖 = 𝑖+1/3 

Έζησ: 

𝐹 = 𝑄 𝑇 −1/2 

Όπνπ 𝑇 −1/2 είλαη ε ζπκκεηξηθή ηεηξαγσληθή ξίδα ηνπ 𝑇 −1. 

Όηαλ ηζρύεη όηη 𝑖 ≡ 1
𝑛  , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛ηόηε ν  𝑇 −1/2 κπνξεί λα βξεζεί αλαιπηηθά κε 

ηνλ εμήο ηξόπν: 

 

 
 

𝛼
𝛽

𝛽
𝛼

⋯
0
0

0
0

⋮ ⋱ ⋮
0
0

0
0

⋯
𝛼
𝛽

𝛽
𝛼 

 
 

= 𝛤𝐷𝛤 ′                (3.5.2) 

Όπνπ: 𝛤𝑗𝑘 =  
2

𝑛+1
𝑠𝑖𝑛

𝑗𝑘 휋

𝑛+1
 θαη Dείλαη δηαγώληνο πίλαθαο κε j-νζηή είζνδν: 

𝛼 + 2𝛽𝑐𝑜𝑠
𝑗휋

𝑛 + 1
 

Καη ηειηθά ν πίλαθαο 𝑇 −1/2ππνινγίδεηαη από ηνλ ηύπν: 

𝑇 −1/2 = 𝛤𝐷−1/2𝛤 ′ 

Σόηε: 
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𝐼 − 𝐴 = 𝐹(𝐹′𝐹 + 𝑝𝐼)−1𝐹′     (3.5.3) 

Έζησ όηη ν πίλαθαο Fκπνξεί λα παξαγνληνπνηεζεί ζηε κνξθή (singular value 

decomposition): 

𝐹 = 𝑈𝐷𝑉 ′ 

Με 𝑈 θαη 𝑉νξζνγώληνπο πίλαθεο δηαζηάζεσλ 𝑛 × (𝑛 − 2)θαη (𝑛 − 2) × (𝑛 −

2)αληίζηνηρα θαη ν 𝐷 έρεη κε-κεδεκηθέο ηηκέο ζηε δηαγώλην πνπ ηηο ζπκβνιίδνπκε 

𝑑2, 𝑑2, … , 𝑑𝑛−2 θαη κεδέλ ζηηο ππόινηπεο ζέζεηο.Σόηε: 

𝐼 − 𝐴 = 𝑈

 

 
 

𝑑1
2

𝑑1
2+𝑝

⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮

0 ⋯
𝑑𝑛−2

2

𝑑𝑛−2
2+𝑝 

 
 

𝑈′         (3.5.4) 

𝑉 𝑝 =
1

𝑛
  

𝑑𝑗
2

𝑑𝑗
2+𝑝

 
2

𝑧𝑗
2/[

1

𝑛
  

𝑑𝑗
2

𝑑𝑗
2+𝑝

 𝑛−2
𝑗 =1 ]2𝑛−2

𝑗=1       (3.5.5) 

Όπνπ: 𝑧 = (𝑧1, … , 𝑧𝑛−2)′ = 𝑈′𝑦 

Σα αξηζκεηηθά πεηξάκαηα έγηλαλ σο εμήο: Γηα λα ζπκβαδίζνπλ ηα αξηζκεηηθά 

απνηειέζκαηα κε ηελ παξαπάλσ κέζνδν, ε νπνία όπσο αλαθέξακε απνδίδεηαη ζηνλ 

Reinsch, ην ι αληηθαζίζηαηαη παληνύ κε ην 𝑝 =
1

𝑛
휆. Γηα γλσζηά 𝑔, 휎2  휅𝛼휄 𝑛 , ηα 

𝑦𝑖πξνθύπηνπλ από ηνλ ηύπν: 

𝑦𝑖 = 𝑔  
𝑖 − 1

𝑛
 + 휀𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

Με 휀𝑖  ςεπδν-ηπραίεο κεηαβιεηέο κε κέζε ηηκή κεδέλ θαη δηαζπνξά 휎2. Σν 

𝑉 𝑝 ππνινγίζηεθε από ηελ εμίζσζε (3.5.5) ελώ ην log10 𝑝ρξεζηκνπνηείηαη κε ηελ 

πξνζζήθε ηεο πνζόηεηαο 1
9 . Ζ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ 𝑝ζπκβνιίδεηαη κε 𝑝 . Γηα  

휆 =
1

𝑛
𝑝 ππνινγίδνπκε ην 𝑔𝑛 ,휆  ελώ ην 

𝑅 𝑝 =
1

𝑛
 (𝑔 𝑡𝑖 − 𝑔𝑛 ,휆 𝑡𝑖 )2

𝑛

𝑖=1

 

ρξεζηκνπνηείηαη γηα ζύγθξηζε.Δπίζεο, ρξεζηκνπνηνύληαη ζπλαξηήζεηο ειέγρνπ 

(testfunctions)ηεο κνξθήο: 
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𝑔 𝑡 =  𝑤𝑗 𝛽𝑝𝑗 ,𝑞𝑗
(𝑡)

𝑟

𝑗 =1

 

Με 𝛽𝑝𝑞  𝑡 =
𝛤 𝑝+𝑞 

𝛤 𝑝 𝛤 𝑞 
𝑡𝑝−1(1 − 𝑡)𝑞−1όπνπ Γ είλαη ε ζπλάξηεζε Γάκκα. 

Σα παξαδείγκαηα είλαη: 

Παξάδεηγκα I:     r=3         w1=0,2                p1=4                 q1=15 

                                         w2=0,7                 p2=5                q2=7 

                                          w3=0,1                p3=12                q3=5 

Παξάδεηγκα II:     r=2         w1=0,4                   p1=12              q1=7 

                                          w2=0,6                 p2=4              q2=11 

Παξάδεηγκα III:     r=3          w1=0,5                 p1=10            q1=30 

                                            w2=0,2                   p2=20            q2=20 

                                             w3=0,3                p3=30            q3=10 

Σν Γηάγξακκα 2 δίλεη ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο 𝑔 𝑡 , 휏휂휍 𝑦𝑖 = 𝑔  
𝑖

𝑛
 +

휀𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 θαη ηεο 𝑔𝑛 ,휆 (𝑡)όπνπ 휆 =
1

𝑛
𝑝  θαη 𝑝  είλαη ε ηηκή πνπ ειαρηζηνπνηεί ηελ 

𝑉 𝑝 .  

ηα παξαδείγκαηα είλαη ζ=0,5 θαη n=50.  

Σν δηάγξακκα 3 δίλεη ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ 𝑉 𝑝 , 𝑅 𝑝 θαη  𝑅  𝑝 . Σν 𝑅  𝑝  

έρεη νξηζηεί κε ηνλ ηύπν (3.1.8) παξαπάλσ θαη κπνξεί επίζεο λα ππνινγηζηεί από: 

𝑅  𝑝 =
1

𝑛
  

𝑑𝑗
2

𝑑𝑗
2 + 𝑝

 

2

𝑧𝑗
2 +

2휎2

𝑛
  

𝑑𝑗
2

𝑑𝑗
2 + 𝑝

 − 휎2

𝑛−2

𝑗 =1

𝑛−2

𝑗 =1
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Δηθόλα 2. Παξαδείγκαηα Η, ΗΗ, ΗΗΗ, 𝑔 𝑡  θαη 𝑔𝑛 ,휆 (𝑡). 

 

 

 

Δηθόλα 3. 

 

 

Πίλαθαο 1: Αλεπάξθεηεο πνπ ζπλδένληαη κε ηα 𝑉, 𝑆, 𝑅  
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ηελ εηθόλα 3, ην ειάρηζην από θάζε κηα θακπύιε ζεκεηώλεηαη κε έλα θύθιν. 

Γηαιέγνπκε ην p κε ηέηνην ηξόπν, ώζηε 
𝑆(𝑝)

휎2 = 1. ην δηάγξακκα αλαπαξίζηαηαη 

θαη ην 𝑆(𝑝) ελώ ην ζεκείν πνπ ηζρύεη νηη  𝑆 𝑝 = 휎2 επίζεο ζεκεηώλεηαη κε θύθιν. 

ε θάζε έλα από ηα παξαδείγκαηα Η, ΗΗ θαη ΗΗΗ ην 𝑅  𝑝 ηείλεη ζην 𝑅 𝑝  ελώ ζηε 

γεηηνληά ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ 𝑅 𝑝  ηζρύεη όηη: 

𝑉 𝑝 ≈ 𝑅 𝑝 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

κε ηε ζηαζεξά λα είλαη γύξσ από ην 휎2. Όπσο αλαθέξακε θαη παξαπάλσ, ην 

pεπηιέρζεθε κε ηξόπν ώζηε λα ηζρύεη 𝑆 𝑝 = 휎2 θαη θαηαιήγνληαο ζε κηθξά p, 

επηβεβαηώλνληαη ηα ζεσξεηηθά απνηειέζκαηα.  

πκβνιίδνληαο κε 𝑝 , 𝑝 𝑅 , 𝑝 𝑆ηνπο εθηηκεηέο ηνπ p (πνπ πξνέθπςε από ηε κέζνδν GCV), 

ηελ ηηκή πνπ ειαρηζηνπνηεί ην 𝑅  𝑝  θαη ηελ πξόηαζε ηνπ Reinschαληίζηνηρα, νη 

πξώηεο ηξεηο ζηήιεο ηνπ πίλαθα 1 δίλνπλ ηηο παξαηεξεκέλεο αλεπάξθεηεο 

(inefficiencies): 

𝑅(𝑝 )

min
𝑝

𝑅(𝑝)
,      

𝑅(𝑝 𝑅 )

min
𝑝

𝑅(𝑝)
   휅𝛼휄     

𝑅(𝑝 𝑆)

min
𝑝

𝑅(𝑝)
 

Σα πεηξάκαηα επαλαιήθζεθαλ γηα ζ=0,01 θαη ζ=0,001. Γηα ηελ πεξίπησζε πνπ 

ζ=0,01 νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηνπ 𝑉, 𝑅 , 𝑅 휅𝛼휄 𝑆θαίλνληαη ζην δηάγξακκα 4, ελώ νη 

«αλεπάξθεηεο» θαίλνληαη ζηηο ζηήιεο 3-6 ηνπ πίλαθα 1.  Οη ζπλαξηήζεηο 𝑔, 𝑔𝑛 ,휆  ζηελ 

πεξίπησζε πνπ ζ=0,01 είλαη παλνκνηόηππεο θαη δελ αλαπαξίζηαληαη.  

 

Δηθόλα 4. 
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Δηθόλα 5.Οη παξάγσγνη 𝑔′  θαη νη εθηηκεηέο ηνπο   𝑔𝑛 ,휆 
′ . 

Οη θαιέο εθηηκήηξηεο ηεο παξαγώγνπ ηεο 𝑔επηηπγράλνληαη παξαγσγίδνληαο ηελ 𝑔𝑛 ,휆 . 

Οη ζπλαξηήζεηο 𝑔′θαη𝑔
𝑛 ,휆 
′ . Οη ζπλαξηήζεηο 𝑔′ , 𝑔

𝑛 ,휆 
′  αλαπαξίζηαληαη ζην δηάγξακκα 5. 

To MSE  𝑅𝐷(𝑝) γηα ηελ εθηίκεζε ηεο παξαγώγνπ: 

𝑅𝐷 𝑝 =
1

𝑛
 (𝑔′  

𝑖

𝑛
 − 𝑔𝑛 ,휆

′ (
𝑖

𝑛
))2

𝑛

𝑗 =1

 

Δπίζεο αλαπαξίζηαηαη ζην δηάγξακκα 4. εκεηώλνπκε όηη ην ειάρηζην ηνπ 𝑅𝐷(𝑝) 

είλαη θνληά ζην ειάρηζην ηνπ 𝑅(𝑝)ζηα παξαδείγκαηα απηά, πξάγκα πνπ ζεκαίλεη όηη 

ε GCVεθηηκήηξηα, θαζώο θαη ε ηηκή πνπ ειαρηζηνπνηεί ην 𝑅 (𝑝)έρνπλ επηιεγεί ζσζηά. 

 

 

Δηθόλα 6.Όζν 휎2 → 0 ην 𝑅(𝑝) «πιαηαίλεη» έηζη ώζηε ην βέιηηζην 𝑝 → ∞. 

πκπεξαζκαηηθά, ζα κπνξνύζακε λα πνύκε όηη ε κέζνδνο γεληθεπκέλεο 

δηαζηαπξσκέλεο επηθύξσζεο είλαη κηα κέζνδνο απνδνηηθή, αθνύ ηόζν ζε ζεσξεηηθό 
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επίπεδν, όζν θαη κε βάζε ηα παξαδείγκαηα, αληαπνθξίλεηαη ζηελ εύξεζε ηεο ζσζηήο 

παξακέηξνπ γηα ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ κέζνπ ηεηξαγσληθνύ ζθάικαηνο. 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 4 

Δπηινγή ηεο ξπζκηζηηθήο παξακέηξνπ ζηε Μέζνδν SCAD  

 

4.1 Δηζαγσγή 

ηελ αλάιπζε παιηλδξόκεζεο, θαηά ηε δηαδηθαζία επηινγήο θαηάιιεινπ κνληέινπ, 

κπνξνύκε πνιύ εύθνια λα νδεγεζνύκε ζε έλα κνληέιν πνπ λα πεξηέρεη κηθξόηεξν 

αξηζκό ζεκαληηθώλ κεηαβιεηώλ (underfitted model) ή λα πεξηέρεη πεξηζζόηεξεο 

κεηαβιεηέο απ‟ όηη ρξεηάδεηαη (overfitted model). ηελ πξώηε πεξίπησζε, ην κνληέιν 

κπνξεί λα νδεγήζεη ζε κηα απζηεξά ακεξόιεπηε εθηίκεζε, ελώ ζηε δεύηεξε 

πεξίπησζε κεηώλεηαη ε απνδνηηθόηεηα ηεο παξακέηξνπ εθηίκεζεο θαη πξόβιεςεο. 

Δπνκέλσο, θύξηνο ζθνπόο καο είλαη λα παξάγνπκε έλα ιηγόηεξν ζπνξαδηθό, αιιά 

πεξηζζόηεξν απνδνηηθό κνληέιν πξόβιεςεο. Σα παξαδνζηαθά θξηηήξηα επηινγήο 

κνληέινπ, όπσο ην AIC (Akaike 1973 [1]) ή ην BIC (Schwartz 1978) πεξηιακβάλνπλ 

έλα κεγάιν αξηζκό πεξηνξηζκώλ. Σν βαζηθό κεηνλέθηεκά ηνπο είλαη όηη απαηηνύληαη 

δύν δηαθνξεηηθέο δηαδηθαζίεο γηα ηελ επηινγή παξακέηξνπ εθηίκεζεο θαη κνληέινπ, 

κε απνηέιεζκα λα νδεγνύκαζηε ζε αζηάζεηα (instability) (Breiman 1996 [8]) θαη ζε 

πνιύπινθεο ζηνραζηηθέο ηδηόηεηεο (Fan&Li 2001). Δπηπιένλ, ζ‟ απηέο ηηο κεζόδνπο, ν 

ζπλνιηθόο αξηζκόο ησλ ππνςήθησλ κνληέισλ απμάλεηαη εθζεηηθά, όζν απμάλεηαη θαη 

ν αξηζκόο ησλ ζπκκεηαβιεηώλ. Οη Fan&Li, πξνηείλνπλ κηα δηαθνξεηηθή κέζνδν, ηελ 

κέζνδν Smoothly Clipped Absolute Deviation, ε νπνία εθηηκά παξακέηξνπο θαη 

ηαπηόρξνλα επηιέγεη ζεκαληηθέο κεηαβιεηέο. Δάλ ηε ζπγθξίλνπκε κε άιιεο 

δεκνθηιείο κεζόδνπο επηινγήο κνληέινπ, π.ρ. κε ηελ Lasso ηνπ Tibshirani (1996),  ε 

κέζνδνο SCAD όρη κόλν επηιέγεη ζεκαληηθέο κεηαβιεηέο κε ζπλέπεηα, αιιά παξάγεη 

επίζεο θαη εθηηκεηέο παξακέηξσλ ηόζν απνηειεζκαηηθά όζν εάλ ην πξαγκαηηθό 

κνληέιν ήηαλ εθ ησλ πξνηέξσλ γλσζηό. Σα παξαπάλσ ραξαθηεξηζηηθά ηεο κεζόδνπ 

SCAD βαζίδνληαη ζηελ θαηάιιειε επηινγή ξπζκηζηηθήο παξακέηξνπ (tuning 

parameter) ε νπνία ζπλήζσο επηιέγεηαη κε ηε βνήζεηα ηεο κεζόδνπ Γεληθεπκέλεο 

Γηαζηαπξσκέλεο Δπηθύξσζεο (GCV) (Craven&Wahba 1979 [9]).  

ηε ζπλέρεηα, ζα δείμνπκε όηη ρξεζηκνπνηώληαο ηε κέζνδν GCV γηα ηελ εύξεζε ηεο 

βέιηηζηεο παξακέηξνπ πξνζαξκνγήο θαηαιήγνπκε ζε έλα κνληέιν πνπ πεξηέρεη 
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πεξηζζόηεξεο κεηαβιεηέο απ‟ όζεο ρξεηάδνληαη (overfitted model) εάλ ην κέγεζνο ηνπ 

δείγκαηνο είλαη πνιύ κεγάιν. Δπηπιένλ, ζα παξνπζηαζηεί θαη έλαο άιινο ηξόπνο 

επηινγήο ηεο ξπζκηζηηθήο παξακέηξνπ, πνπ βαζίδεηαη ζην BIC. Από απηή ηε 

δηαδηθαζία ζα πξνθύςεη όηη ην κνληέιν πνπ ζα πάξνπκε, ζα ηαπηίδεηαη κε ην 

πξαγκαηηθό κνληέιν. 

 

4.2 Ζ κέζνδνο SCAD 

Θεσξνύκε ην γξακκηθό κνληέιν παιηλδξόκεζεο: 

𝑦𝑖 = 𝑥𝑖
′β+휀𝑖  (4.2.1) 

Όπνπ:  

𝑦𝑖είλαη ε απόθξηζε γηα ηελ i-νζηή κεηαβιεηή 

𝑥𝑖 = (𝑥𝑖1, … , 𝑥𝑖𝑑 )′είλαη ε d-δηάζηαηε επεμεγεκαηηθή κεηαβιεηή 

𝛽 = (𝛽1, … , 𝛽𝑑)′ 

휀𝑖  είλαη ην ηπραίν ζθάικα κε κέζε ηηκή κεδέλ θαη δηαζπνξά 휎휀
2 

Έζησ  𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑖 = 1, … , 𝑛 ηπραίν δείγκα.  

Γηα λα επηιέμνπκε κεηαβιεηέο θαη λα εθηηκήζνπκε παξακέηξνπο ηαπηόρξνλα, νη 

Fan&Li πξνηείλνπλ ηελ κέζνδν SCAD, ε νπνία εθηηκά ηα  𝛽ειαρηζηνπνηώληαο ηε 

ζπλάξηεζε ησλ πνηληθνπνηεκέλσλ ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ: 

1

2𝑛
 𝑌 − 𝑋𝛽 2 +  𝑝휆( 𝛽𝑗  )

𝑑
𝑗=1       (4.2.2) 

Όπνπ:𝑌 = (𝑦1, … , 𝑦𝑛)′ 

𝑋 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛)′ 

 .   ε επθιείδηα λόξκα 

 𝑝휆  ε πνηλή SCAD κε ξπζκηζηηθή παξάκεηξν ι, ε νπνία επηιέγεηαη από κηα    κέζνδν 

πνπ βαζίδεηαη ζηα δεδνκέλα. 
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Ζ πνηλή 𝑝휆  ηθαλνπνηεί: 

𝑝휆 0 = 0 

ελώ ε πξώηε παξάγσγνο δίλεηαη από: 

𝑝ι
′ (ζ)= ι 𝛪 휃 ≤ 휆 +

(𝛼−휆휃 )+

 𝛼−1 휆
𝛪(휃 > 휆)  

όπνπ α είλαη κηα ζηαζεξά πνπ ζπλήζσο επηιέγεηαη λα είλαη ίζε κε α=3,7 (Fan&Li), 

ελώ (𝑡)+ = 𝑡𝐼{𝑡 > 0} είλαη κηα «εμαξηώκελε ζπλάξηεζε δεκίαο» (hinge loss 

function). Γηα δεδνκέλε παξάκεηξν πξνζαξκνγήο ν εθηηκεηήο επηηπγράλεηαη 

ειαρηζηνπνηώληαο ηελ (4.2.2) κε 𝛽 휆 = (𝛽 휆1, … , 𝛽 휆𝑑)′. Οη Fan&Li (2001) ζηε κειέηε 

πνπ έθαλαλ, έδεημαλ όηη εάλ 휆 → ∞ θαη  𝑛휆 → ∞ γηα 𝑛 → ∞ηόηε ε κέζνδνο 

αλαγλσξίδεη ηηο αζπζρέηηζηεο κεηαβιεηέο παξάγνληαο κεδεληθέο ιύζεηο γηα ηνπο 

ζρεηηθνύο ζπληειεζηεέο παιηλδξόκεζεο. Δπίζεο, ε κέζνδνο εθηηκά ηνπο ζπληειεζηέο 

ησλ κεηαβιεηώλ κε ηελ ίδηα ζπλέπεηα όπσο εάλ ην πξαγκαηηθό κνληέιν λα ήηαλ 

γλσζηό, κηα ηδηόηεηα πνπ νλνκάδεηαη ηδηόηεηα πξόβιεςεο (oracle property).  

ηελ πξάμε, ην ι ζπλήζσο επηιέγεηαη ειαρηζηνπνηώληαο ην θξηηήξην γεληθεπκέλεο 

δηαζηαπξσκέλεο επηθύξσζεο (GCV): 

𝐺𝐶𝑉휆 =
 𝑌−𝑋𝛽휆

  
2

𝑛(1−
𝐷𝐹 휆

𝑛
)2

=
휎 휆

2

(1−
𝐷𝐹 휆

𝑛
)2

            (4.2.3) 

Όπνπ: 휎 휆
2 = 𝑛−1 𝑌 − 𝑋𝛽휆

  
2
θαη 𝐷𝐹휆  νη γεληθεπκέλνη βαζκνί ειεπζεξίαο (Fan&Li, 

2001) πνπ ππνινγίδνληαη σο: 

𝐷𝐹휆 = 𝑡𝑟 𝑋 𝑋′𝑋 + 𝑛𝛴휆 
−1𝑋′  

θαη: 

𝛴휆 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{
𝑝휆

′   𝛽 휆1  

 𝛽 휆1 
, … ,

𝑝휆
′   𝛽 휆𝑑   

 𝛽 휆𝑑  
} 

Σα δηαγώληα ζηνηρεία ηνπ 𝛴휆είλαη ζπκκεηαβιεηέο ηνπ ηεηξαγσληθνύ όξνπ ηνπ 

ηεηξαγσληθνύ ππνινγηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο πνηλήο    𝑝휆(. )ηεο SCAD. Δθόζνλ 

θάπνηεο κεηαβιεηέο ηνπ εθηηκεηή β είλαη αθξηβώο ίζεο κε κεδέλ, ην 𝐷𝐹휆ππνινγίδεηαη 
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αληηθαζηζηώληαο ην 𝛸 κε ηνλ ππνπίλαθα απόθξηζεο κε ηηο επηιερζείζεο κεηαβιεηέο 

θαη αληηθαζηζηώληαο ην 𝛴휆  κε ηνλ αληίζηνηρν ππνπίλαθα.  

Ζ βέιηηζηε παξάκεηξνο πξνζαξκνγήο πνπ πξνθύπηεη είλαη: 

휆 𝐺𝐶𝑉 = 𝑎𝑟𝑔 min
휆

𝐺𝐶𝑉휆  

Ο ινγαξηζκνπνηεκέλνο κεηαζρεκαηηζκόο ηνπ 𝐺𝐶𝑉휆  είλαη: 

𝑙𝑜𝑔𝐺𝐶𝑉휆 = 𝑙𝑜𝑔휎 휆
2 − 2 log  1 −

𝐷𝐹휆

𝑛
 ≈ 𝑙𝑜𝑔휎 휆

2 + 2
𝐷𝐹휆

𝑛
= 𝐴𝐼𝐶휆  

Έηζη, ε 𝑙𝑜𝑔𝐺𝐶𝑉휆είλαη πνιύ όκνηα κε ην παξαδνζηαθό θξηηήξην επηινγήο κνληέινπ 

AIC πνπ είλαη απνδνηηθό κε ηελ έλλνηα όηη επηιέγεη ην θαιύηεξν πεπεξαζκέλεο 

δηάζηαζεο ππνςήθην κνληέιν κε όξνπο πξνβιεπηηθήο αθξίβεηαο, όηαλ ην πξαγκαηηθό 

κνληέιν είλαη άπεηξεο δηάζηαζεο. Παξ‟όι‟απηά ην AIC δελ είλαη έλα ζπλεπέο 

θξηηήξην επηινγήο επεηδή δελ επηιέγεη ην ζσζηό κνληέιν κε πηζαλόηεηα λα ηείλεη ζηε 

κνλάδα ζε κεγάια δείγκαηα, όηαλ ην πξαγκαηηθό κνληέιν είλαη άπεηξεο δηάζηαζεο.  

πλεπώο, ην κνληέιν πνπ επηιέγεηαη από ηελ 휆 𝐺𝐶𝑉  ίζσο δελ αλαγλσξίζεη ην 

πεπεξαζκέλεο δηάζηαζεο κνληέιν κε ζπλέπεηα. Έηζη, ζα εμεηάζνπκε ζηε ζπλέρεηα έλα 

λέν θξηηήξην επηινγήο κνληέινπ πνπ είλαη πεξηζζόηεξν ζπλεπέο, ην BIC (Schartz, 

1978). ύκθσλα κε απηό ην θξηηήξην, ην βέιηηζην ι επηιέγεηαη ειαρηζηνπνηώληαο: 

𝐵𝐼𝐶휆 = 𝑙𝑜𝑔휎 휆
2 +

𝐷𝐹휆 log (𝑛)

𝑛
(4.2.4) 

Ζ βέιηηζηε παξάκεηξνο πνπ πξνθύπηεη ζπκβνιίδεηαη κε 휆 𝐵𝐼𝐶 .  

 

4.3 Απαξαίηεηεο πλζήθεο  

Τπνζέηνπκε όηη ππάξρεη έλαο αθέξαηνο 0 ≤ 𝑑0 ≤ 𝑑 ηέηνηνο ώζηε 𝛽𝑗𝑘 ≠ 0 γηα 

1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑑0 , κε όια ηα άιια 𝛽𝑗 = 0. Έηζη, ην πξαγκαηηθό κνληέιν πεξηέρεη ηηο 

𝑗1, … , 𝑗𝑑0 κεηαβιεηέο, ζαλ ζεκαληηθέο κεηαβιεηέο. Δπηπιένλ, κε ζθνπό λα νξίζνπκε 

ηα «ππνπξνζαξκνζκέλα» (underfitted) θαη ηα «ππεξπξνζαξκνζκέλα» (overfitted) 

κνληέια, ζπκβνιίδνπκε κε 𝑆𝐹 =  1, … , 𝑑 , 𝑆𝑇 = {𝑗1, … , 𝑗𝑑0} ην πιήξεο θαη ην 

πξαγκαηηθό ππνκνληέιν αληίζηνηρα. Σόηε θάζε ππνςήθην κνληέιν 𝑆 ⊅ 𝑆𝑇αλαθέξεηαη 

ζαλ ππνπξνζαξκνζκέλν κε ηελ έλλνηα όηη ράλεη ηνπιάρηζηνλ κηα ζεκαληηθή 
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κεηαβιεηή. Αληίζεηα, θάζε 𝑆 ⊃ 𝑆𝑇  αλαθέξεηαη ζαλ ππεξπξνζαξκζκέλν κε ηελ έλλνηα 

όηη πεξηέρεη όιεο ηηο ζεκαληηθέο κεηαβιεηέο αιιά θαη ηνπιάρηζηνλ κηα κε ζεκαληηθή 

κεηαβιεηή.  

Γηα έλα απζαίξεην κνληέιν 𝑆 = {𝑗1, … , 𝑗𝑑∗} ⊂ 𝑆𝐹 ζπκβνιίδνπκε ηνλ πίλαθα 

ζπκκεηαβιεηώλ κε 𝑋𝑠 ν νπνίνο είλαη έλαο 𝑛 × 𝑑∗πίλαθαο κε ηελ i-νζηή γξακκή λα 

δίλεηαη σο(𝑥𝑖𝑗 1, … 𝑥𝑖𝑗 𝑑∗). Αθνύ πξνζαξκόζνπκε ηα δεδνκέλα κε ην κνληέιν S κέζσ 

ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ, ζπκβνιίδνπκε ηνλ εθηηκεηή ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ, ην 

άζξνηζκα ηεηξαγώλσλ ησλ ππνινίπσλ, ηνλ εθηηκεηή ηεο δηαζπνξάο θαη ηελ ηηκή ηεο 

GCV σο: 

𝛽 𝑠 =  𝑋𝑠
′ 𝑋𝑠 

−1(𝑋𝑠
′ 𝑌)                  (4.3.1) 

𝑆𝑆𝐸𝑠 =  𝑌 − 𝑋𝑠𝛽 𝑠 
2
                    (4.3.2) 

휎 𝑠 = 𝑆𝑆𝐸𝑠/𝑛(4.3.3) 

𝐺𝐶𝑉𝑠 = 𝑛−1𝑆𝑆𝐸𝑠/(1 −
𝑑∗

𝑛
)2             (4.3.4) 

αληίζηνηρα. 

Ο εθηηκεηήο SCAD 𝛽 휆πξνθύπηεη ειαρηζηνπνηώληαο ηε ζπλάξηεζε (4.2.2) θαη 

ηαπηίδεηαη κε ην κνληέιν 𝑆휆 =  𝑗: 𝛽 휆𝑗 ≠ 0  γηα ην νπνίν ν εθηηκεηήο ειαρίζησλ 

ηεηξαγώλσλ είλαη 𝛽 𝑆휆
. Από ηνλ νξηζκό ηνπ εθηηκεηή ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ έρνπκε: 

𝑆𝑆𝐸휆 =  𝑌 − 𝑋𝛽 휆 
2

≥  𝑌 − 𝑋𝑆휆
𝛽 𝑆휆

 
2

= 𝑆𝑆𝐸𝑆휆
(4.3.5) 

Δπηπιένλ, ε 휎 휆  πνπ νξίδεηαη ζηελ (4.2.3) κπνξεί απιά λα εθθξαζηεί ώο: 

휎 휆 = 𝑆𝑆𝐸휆/𝑛. 

Δάλ ι=0, ηόηε ν όξνο πνηλήο ζηελ (4.2.2) είλαη  κεδέλ θαη ην 𝛽 0είλαη αθξηβώο ην ίδην 

κε ηνλ εθηηκεηή ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ 𝛽 𝑆𝐹
ηνπ πιήξνπο κνληέινπ. Δπηπιένλ,  

𝑆𝑆𝐸0 = 𝑆𝑆𝐸𝑆𝐹
 

휎 0
2 = 휎 𝑆𝐹

2  

𝐺𝐶𝑉0 = 𝐺𝐶𝑉𝑆𝐹
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ηελ πξάμε, παξ‟όι‟απηά, ην ι είλαη άγλσζην νπόηε είλαη απαξαίηεην λα ςάμνπκε ην 

βέιηηζην ι ζην ζεηηθό πξαγκαηηθν 𝑅+ή κέζα ζην θξαγκέλν νινθιήξσκα 𝛺 =

[0, 휆𝑚𝑎𝑥 ], όπνπ 휆𝑚𝑎𝑥  θάπνην άλσ θξάγκα. 

Σώξα ζα παξνπζηάζνπκε θάπνηεο ηερληθέο ζπλζήθεο πνπ είλαη απαξαίηεηεο γηα ηε 

κειέηε ησλ ζεηηθώλ ηδηνηήησλ ησλ εθηηκεηώλ ηεο ξπζκηζηηθήο παξακέηξνπ (tuning 

parameter).  

πλζήθε 1. Γηα θάζε 𝑆 ⊂ 𝑆𝐹  , ∃휎 𝑆
2 > 0ηέηνην ώζηε 휎 𝑆

2 → 휎𝑆
2 κε βεβαηόηεηα. 

πλζήθε 2. Γηα θάζε 𝑆 ⊅ 𝑆𝑇 , έρνπκε 휎𝑆
2 > 휎𝑆𝑇

2 , όπνπ 휎𝑆𝑇

2  είλαη κηα ζεηηθή ηηκή ηέηνηα 

ώζηε 휎 𝑆𝑇

2 → 휎𝑆𝑇

2  κε βεβαηόηεηα. 

πλζήθε 3. Σα 휀𝑖είλαη αλεμάξηεηεο θαη ηζόλνκεο ηπραίεο κεηαβιεηέο πνπ αθνινπζνύλ 

ηελ θαηαλνκή 𝛮(0, 휎휀
2). 

πλζήθε 4. Γηα ην άλσ όξην είλαη 휆𝑚𝑎𝑥 → 0 γηα 𝑛 → ∞. 

πλζήθε 5. Ο πίλαθαο 𝐶𝑜𝑣 𝑥𝑖 = 𝛴𝑥  είλαη πεπεξαζκέλνο θαη ζεηηθά νξηζκέλνο. 

Ζ πξώηε ζπλζήθε δηεπθνιύλεη ηελ απόδεημε ηεο αζπκπησηηθήο ζπκπεξηθνξάο, ελώ ε 

δεύηεξε δηεπθξηλίδεη ην «ππνπξνζαξκνζκέλν» απνηέιεζκα. Καη νη δύν ζπλζήθεο 

ηθαλνπνηνύληαη εάλ ηα (𝑥𝑖 , 휀𝑖) έρνπλ από θνηλνύ πνιπδηάζηαηε θαλνληθή θαηαλνκή. Ζ 

ηξίηε ζπλζήθε είλαη απαξαίηεηε γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ απνηειέζκαηνο 

ρξεζηκνπνηώληαο ηε κέζνδν GCV, πνπ ζα δνπκε παξαθάησ.Ζ ηέηαξηε ζπλζήθε 

ππνλνεί όηη 휆 → ∞ γηα 𝑛 → ∞.Σέινο, ε πέκπηε ζπλζήθε επηβεβαηώλεη ηελ  𝑛-

ζπλέπεηα ηνπ κε-πνηληθνπνηεκέλνπ εθηηκεηή. 

 

4.3.1 Σν απνηέιεζκα ηεο Γεληθεπκέλεο Γηαζηαπξσκέλεο Δπηθύξσζεο 

Οξίδνπκε: 

𝛺− =  휆 ∈ 𝛺: 𝑆휆 ⊅ 𝑆𝑇  

𝛺0 =  휆 ∈ 𝛺: 𝑆휆 = 𝑆𝑇  

𝛺+ =  휆 ∈ 𝛺: 𝑆휆 ⊃ 𝑆𝑇휅𝛼휄 𝑆휆 ≠ 𝑆𝑇  
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Με άιια ιόγηα, ηα 𝛺−, 𝛺0 , 𝛺+είλαη ηξία ππνζύλνια ηνπ 𝛺, από ηα νπνία κπνξνύλ λα 

παξαρζνύλ ην ππνπξνζαξκνζκέλν, ην πξαγκαηηθό θαη ην ππεξπξνζαξκνζκέλν 

κνληέιν αληίζηνηρα.  

Αξρηθά, ζα δείμνπκε όηη ε κέζνδνο SCAD κε ην GCV είλαη κηα κέζνδνο ζπληεξεηηθή, 

κε ηελ έλλνηα όηη δελ ράλεη θακία ζεκαληηθή κεηαβιεηή, όηαλ ην κέγεζνο ηνπ 

δείγκαηνο είλαη αξθνύληνο κεγάιν. 

 Λήκκα 4.3.1.1: Τπό ηηο ζπλζήθεο 1 θαη 2 έρνπκε: 

𝑝𝑟(𝑖𝑛𝑓휆∈𝛺−
𝐺𝐶𝑉휆 > 𝐺𝐶𝑉𝑆𝐹

= 𝐺𝐶𝑉0) → 1 

πκθσλα κε ην Λήκκα απηό, ε GCVπνπ ππνινγίδεη ηελ παξάκεηξν πξνζαξκνγήο ι, 

είλαη κεγαιύηεξε απν ην 𝐺𝐶𝑉𝑆𝐹
= 𝐺𝐶𝑉0. αλ απνηέιεζκα, ην βέιηηζην κνληέιν πνπ 

επηιέγεηαη από ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηεο GCV, π.ρ ην 𝑆휆 𝐺𝐶𝑉
 πξέπεη λα πεξηέρεη όιεο ηηο 

ζεκαληηθέο κεηαβιεηέο κε πηζαλόηεηα λα ηείλεη ζηε κνλάδα. Παξ‟ όι‟απηά, δελ είλαη 

απαξαίηεην όηη ην 𝑆휆 𝐺𝐶𝑉
 είλαη ην πξαγκαηηθό κνληέιν 𝑆𝑇 .  

ην επόκελν ιήκκα δείρλνπκε όηη ην βέιηηζην κνληέιν πνπ επηιέγεηαη από ηελ GCV 

ππεξθαιύπηεη ην πξαγκαηηθό κνληέιν, κε πηζαλόηεηα λα ηείλεη ζηε κνλάδα. 

 Λήκκα 4.3.1.2: Τπό ηηο ζπλζήθεο 1-3, ππάξρεη κε κεδεληθή πηζαλόηεηα 

𝛼 > 0ηέηνηα ώζηε: 

𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓𝑛𝑝𝑟(𝑖𝑛𝑓휆∈𝛺0
𝐺𝐶𝑉휆 > 𝐺𝐶𝑉𝑆𝐹

= 𝐺𝐶𝑉0) ≥ 𝛼 

ύκθσλα κε απηό ην Λήκκα, ππάξρεη κε κεδεληθή πηζαλόηεηα ώζηε ε κηθξόηεξε ηηκή 

ηεο GCVπνπ ζπλδέεηαη κε ην πξαγκαηηθό κνληέιν, λα είλαη κεγαιύηεξε από ηελ 

GCVηνπ πιήξνπο κνληέινπ. Έηζη, ππάξρεη κε κεδεληθή πηζαλόηεηα όηη θάζε ι πνπ 

ζπλδέεηαη κε ην πξαγκαηηθό κνληέιν δελ κπνξεί λα επηιερζεί από ηελ GCVόπσο ε 

βέιηηζηε παξάκεηξνο πξνζαξκνγήο.  

πλδηάδνληαο ηα δπν παξαπάλσ Λήκκαηα, πξνθύπηεη ην επόκελν ζεώξεκα. 

 Θεώξεκα 4.3.1.1: Δάλ νη ζπλζήθεο 1-3 ηζρύνπλ, ηόηε ππάξρεη κηα κε 

κεδεληθή πηζαλόηεηα 𝛼 > 0 ηέηνηα ώζηε: 

𝑝𝑟 𝑆휆 𝐺𝐶𝑉
> 𝑆𝑇 → 1 
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θαη: 

lim
𝑛

inf 𝑝𝑟( 𝑆휆 𝐺𝐶𝑉
⊃ 𝑆𝑇   휅𝛼휄 𝑆휆 𝐺𝐶𝑉

≠ 𝑆𝑇) > 𝛼 

Σν παξαπάλσ ζεώξεκα δείρλεη όηη κε πηζαλόηεηα πνπ ηείλεη ζηε κνλάδα, ην κνληέιν 

𝑆휆 𝐺𝐶𝑉
 πεξηέρεη όιεο ηηο ζεκαληηθέο κεηαβιεηέο, αιιά κε κε κεδεληθή πηζαλόηεηα 

πεξηιακβάλεη παξαπαλίζηεο κεηαβιεηέο, κε απνηέιεζκα λα νδεγεί ζε 

ππεξπξνζαξκνζκέλν κνληέιν. 

 

4.3.2 Ζ ζπλέπεηα ηεο κεζόδνπ BIC 

Γηα λα δείμνπκε ηε ζπλέπεηα ηεο BIC, θαηαζθεπάδνπκε κηα αθνινπζία πνπ 

αλαθέξεηαη ζηελ ξπζκηζηηθή παξάκεηξν,  

휆𝑛 = log 𝑛/ 𝑛 

Έηζη,휆𝑛 → 0 θαη  𝑛휆𝑛 → ∞. Οη Fan&Li (2001), είπαλ όηη θάησ από ζπλζήθεο 

νκαιόηεηαο ηζρύεη όηη: 

𝑝𝑟(𝑆휆𝑛
= 𝑆𝑇) → 1 

Απηό ππνλνεί όηη ην κνληέιν πνπ πξνθύπηεη από ηελ αθνινπζία ηεο ξπζκηζηηθήο 

παξακέηξνπ, ζπγθιίλεη ζην ζσζηό κνληέιν, όζν ην δείγκα κεγαιώλεη. 

 Λήκκα 4.3.2.1: Τπό ηε ζπλζήθε 5,  

𝑝𝑟(𝐵𝐼𝐶휆𝑛
= 𝐵𝐼𝐶𝑆𝑇

) → 1 

ύκθσλα κε ην Λήκκα, κε πηζαλόηεηα λα ηείλεη ζηε κνλάδα, 

𝐵𝐼𝐶휆𝑛
= 𝐵𝐼𝐶𝑆𝑇

= log 휎 𝑆𝑇

2 + 𝑑0 log(𝑛) /𝑛 

Δθαξκόδνληαο απηό ην απνηέιεζκα, ηειηθά πξνθύπηεη όηη γηα θάζε ι πνπ δελ κπνξεί 

λα αληρλεύζεη ην πξαγκαηηθό κνληέιν, ε ηηκή ηεο BICείλαη κεγαιύηεξε από ηελ 

𝐵𝐼𝐶휆𝑛
. 

 Λήκκα 4.3.2.2: Τπό ηηο ζπλζήθεο 1, 2, 4 θαη 5, 

𝑝𝑟(𝑖𝑛𝑓휆∈𝛺−∪𝛺+
𝐵𝐼𝐶휆 > 𝐵𝐼𝐶휆𝑛

) → 1 
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‟απηό ην ζεκείν, ζεκεηώλνπκε όηη απηό ην Λήκκα δελ ππνλνεί απαξαίηεηα όηη 

휆𝑛 = 휆 𝐵𝐼𝐶 . Παξ‟όι‟απηά, απνδεηθλύεη όηη εθείλα ηα ι πνπ απνηπγράλνπλ ζην λα βξνπλ 

ην ζσζηό κνληέιν, δελ κπνξνύλ λα επηιερζνύλ από ηελ BIC αζπκπησηηθά, δηόηη ην 

πξαγκαηηθό κνληέιν πνπ αληρλεύεηαη από ην 휆𝑛είλαη ε θαιύηεξε επηινγή. αλ 

απνηέιεζκα, ε βέιηηζηε ηηκή 휆 𝐵𝐼𝐶  κπνξεί λα είλαη κόλν κηαπξνθύπηεη από εθείλα ηα ι, 

ησλ νπνίσλ ν εθηηκεηήο SCADδίλεη πξνηεξαηόηεηα ζην πξαγκαηηθό κνληέιν. 

 Θεώξεκα 4.3.2.1: Δάλ ηζρύνπλ νη ζπλζήθεο 1, 2, 4, 5: 

𝑝𝑟(𝑆휆 𝐵𝐼𝐶
= 𝑆𝑇) → 1 

Δθηόο από ηελ GCV θαη ηελ BIC ππάξρνπλ θαη άιια θξηηήξηα πνπ κπνξνύλ λα 

ρξεζηκνπνηεζνύλ γηα ηελ εύξεζε ηεο ξπζκηζηηθήο παξακέηξνπ ζηε κέζνδν SCAD. 

Σέηνηεο κέζνδνη είλαη γηα παξάδεηγκα ην AIC θαη ην BIC (Shi&Tsai, 2002). 

Παξόκνηεο ηερληθέο κε απηέο πνπ αλαθέξακε παξαπάλσ δείρλνπλ όηη ην AIC 

ιεηηνπξγεί εμίζνπ θαιά κε ηελ GCV, ππάξρεη όκσο πηζαλόηεηα ην κνληέιν πνπ ζα 

πξνθύςεη λα πεξηέρεη παξαπαλίζηεο κεηαβιεηέο. Αληίζεηα, ε BIC κέζνδνο βξίζθεη κε 

ζπλέπεηα ην πξαγκαηηθό κνληέιν. 

 

4.4 Σν Μεξηθώο Γξακκηθό Μνληέιν 

Οη Fan&Li(2004) ζηελ εξγαζία ηνπο αλαθέξζεθαλ ζηα κεξηθώο γξακκηθά κνληέια 

θαη επέθηεηλαλ ηελ κε-θνίιε κέζνδν πνηληθνπνηεκέλσλ ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ κε 

δηακήθε δεδνκέλα ζηελ πεξίπησζε απηή. Δπίζεο, έδεημαλ όηη ν εθηηκεηήο πνπ 

πξνθύπηεη ζπκπεξηθέξεηαη εμίζνπ θαιά κε ηνλ ζπληειεζηή πξόβιεςεο. Γηα ην ζθνπό 

απηό, ρξεζηκνπνίεζαλ ηελ κέζνδν GCV γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ηεο ξπζκηζηηθήο 

παξακέηξνπ. ηε ζπλέρεηα, ζα δείμνπκε όηη απηόο ν ηξόπνο νδεγεί ζε κνληέια κε 

παξαπαλίζηεο κεηαβιεηέο, ζε αληίζεζε κε ηελ κέζνδν BIC, ε νπνία νδεγεί ζην 

πξαγκαηηθό κνληέιν κε ζπλέπεηα.  

Θεσξνύκε ην κεξηθώο γξακκηθό κνληέιν: 

𝑦𝑖 = 𝑎 𝑢𝑖 + 𝑥𝑖
′𝛽 + 휀𝑖  

Όπνπ:𝑢𝑖είλαη κηα κεηαβιεηή 
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𝑎 𝑢𝑖  είλαη κηα κε παξακεηξηθή θαη ιεία ζπλάξηεζε ηνπ 𝑢𝑖  

Καη όια ηα ππόινηπα όπσο έρνπλ νξηζηεί πξνεγνπκέλσο ζηελ (4.2.1) 

Γηα ηελ εύξεζε ηνπ θαιύηεξνπ εθηηκεηή έρνπλ πξνηαζεί δηάθνξεο κέζνδνη (EngleetAl. 

1986, Heckman 1986, Robinson 1988, Speckman 1988) , ελώ εθηελήο αλάιπζε γηα ην 

κεξηθώο γξακκηθό κνληέιν δίλεηαη από ηνλ Hardle et Al. (2000). 

Όκνηα κε ηελ (4.2.2) ππνζέηνπκε όηη: 

1

2𝑛
 𝑌 − 휃 − 𝑋𝛽 2 +  𝑝휆( 𝛽𝑗  )

𝑑
𝑗 =1                (4.4.2) 

Δίλαη ε ζπλάξηεζε πνηληθνπνηεκέλσλ ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ όπνπ: 

휃 = (𝛼 𝑢1 , … , 𝛼 𝑢𝑛 )′ 

𝑝휆( 𝛽𝑗  )ε ζπλάξηεζε πνηλήο όπσο νξίζηεθε ζηελ (4.2.2) 

𝛼 .  κηα κε παξακεηξηθή ιεία ζπλάξηεζε 

Γηα λα επηηύρνπκε ηνλ εθηηκεηή πνηληθνπνηεκέλσλ ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ πξώηα 

εθαξκόδνπκε ηελ ηερληθή ησλ Fan&Li (2004) γηα λα εμαιείςνπκε ηελ ελνριεηηθή 

παξάκεηξν ζ, γηα δεδνκέλν β. αλ απνηέιεζκα, έρνπκε: 

𝑦𝑖
∗ = 𝑎 𝑢𝑖 + 휀𝑖      (4.4.3) 

Οπνπ:𝑦𝑖
∗ = 𝑦𝑖 − 𝑥𝑖

′𝛽 

Σόηε, ρξεζηκνπνηνύκε ηελ πξνζέγγηζε ηεο «ηνπηθήο γξακκηθήο παιηλδξόκεζεο» 

(local linear regression)ησλ Fan&Gijbel (1996) γηα λα εθηηκήζνπκε ην 𝑎 .  . Γηα 𝑢 ζε 

κηα γεηηνληά ηνπ 𝑢𝑖  βξίζθνπκε ην (𝑎 0, 𝑎 1)  ειαρηζηνπνηώληαο ην : 

  𝑦𝑖
∗ − 𝑎0 − 𝑎1 𝑢𝑖 − 𝑢  2𝐾(𝑢𝑖 − 𝑢)

𝑛

𝑖=1

 

Όπνπ: 𝐾(. )είκαη ε ζπλάξηεζε Kernel 

 είλαη κηα παξάκεηξνο (bandwidth) 

𝐾 .  = −1𝐾(
.


) 
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Ο γξακκηθόο εθηηκεηήο ζην 𝑢 είλαη:𝑎  𝑢; 𝛽 = 𝑎 0. 

Αθνύ ν ηνπηθόο εθηηκεηήο είλαη ιείνο γξακκηθόο , ην 휃 παίξλεη ηελ έθθξαζε θιεηζηήο 

κνξθήο: 

휃 = 𝑆(𝑌 − 𝑋𝛽)(4.4.4) 

Όπνπ κε 𝑆  ζπκβνιίδνπκε ηνλ ιείν πίλαθα πνπ αληαπνθξίλνληαη ζηνλ ηνπηθό 

γξακκηθό εθηηκεηή θαη εμαξηάηαη από ην 𝑢𝑖  θαη ην 𝐾(. ). 

Αληηθαζηζηώληαο ην 휃 ζηελ (4.4.2) κε 휃 , επηηπγράλνπκε ηε κέζνδν πνηληθνπνηεκέλσλ 

ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ: 

1

2𝑛
 (𝐼 − 𝑆)𝑌 − (𝐼 − 𝑆)𝑋𝛽 2 +  𝑝휆( 𝛽𝑗  )

𝑑
𝑗 =1         (4.4.5) 

όπνπ: I είλαη ν  𝑛 × 𝑛  κνλαδηαίνο πίλαθαο. 

Κάησ από ζπγθεθξηκέλεο ζπλζήθεο νκαιόηεηαο νη Fan&Li «ίδξπζαλ» ηελ ηδηόηεηα 

πξόβιεςεο γηα ηνλ εθηηκεηή πνηληθνπνηεκέλσλ ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ.  

Βαζηδόκελνη ζηελ (4.4.5) νξίδνπκε ηελ 𝐺𝐶𝑉휆  γηα ην παξαπάλσ πξόβιεκα 

αληηθαζηζηώληαο ηα X θαη Τ κε 𝑋 = (𝛪 − 𝑆)𝑋 θαη 𝑌 = (𝛪 − 𝑆)𝑌αληίζηνηρα. Με 

αλάινγν ηξόπν, νξίδνπκε ηελ 𝐵𝐼𝐶휆αληηθαζηζηώληαο ηα Xθαη Τζηνλ ππνινγηζκό ηνπ 

휎 휆
2 ζηελ (4.2.4) κε 𝑋  θαη 𝑌αληίζηνηρα.  

Δθαξκόδνληαο ηελ ηηκή πνπ έρεη πξνθύςεη από ηελ 𝐺𝐶𝑉휆  ή ηελ 𝐵𝐼𝐶휆  κπνξνύκε ηειηθά 

λα ππνινγίζνπκε ηνλ εθηηκεηή SCAD γηα ην β.  Όπσο έδεημαλ νη Fan&Liζηελ εξγαζία 

ηνπο, ν εθηηκεηήο πνηληθνπνηεκέλσλ ηεηξαγώλσλ 𝛽 휆  είλαη  𝑛-ζπλεπήο αθνύ 휆 → 0 

θαη  𝑛휆 → ∞ όζν ην 𝑛 → ∞.  

Κάησ από ζπλζήθεο νκαιόηεηαο, ε αζπκπησηηθή εθηίκεζε θαη δηαζπνξά ηνπ 𝑎 (𝑢) 

είλαη ηάμεο 𝑂𝑝(2)θαη 𝑂𝑝(1/𝑛) αληίζηνηρα, εθόζνλ ε παξακεηξηθή ζύγθιηζε ηεο 

ηηκήο ηνπ 𝛽  είλαη ηαρύηεξε από ηελ κε παξακεηξηθή ζύγθιηζε ηεο ηηκήο ηνπ 𝑎 (𝑢). 

Δπηπξόζζεηα, ηζρύεη όηη: 

𝑠𝑢𝑝𝑢∈𝑈 𝑎  𝑢 − 𝑎(𝑢) = 𝑂𝑝(𝑛−1/4) 

όπνπ Uείλαη ην πεδίν ηηκώλ ηνπ u.  
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εκείσζε: ηα παξαδείγκαηα πνπ ζα αθνινπζήζνπλ παξαθάησ, γηα λα 

δηεπθνιύλνπκε ηελ εύξεζε ηεο πνζόηεηαο  θαη ηεο ξπζκηζηηθήο παξακέηξνπ ι, 

ζεσξνύκε όηη ην 𝛽  είλαη  𝑛-ζπλεπήο εθηηκεηήο ηνπ β. Απηό καο βνεζά λα 

αληηθαηαζηήζνπκε ην β ζηελ έθθξαζε ησλ 𝑦𝑖
∗κε ηνλ είλαη  𝑛-ζπλεπή εθηηκεηή. 

Αθνινπζώληαο ηελ πξνζέγγηζε ησλ Fan&Li, ζα δνύκε όηη νη αξρηθνί όξνη ζηελ 

αζπκπησηηθή εθηηκήηξηα θαη ηε δηαζπνξά ηνπ 𝑎  𝑢  είλαη ίδηνη κε απηνύο πνπ 

πξνθύπηνπλ εάλ αληηθαηαζηήζνπκε ην β κε ηελ πξαγκαηηθή ηνπ ηηκή. Με απηό ηνλ 

ηξόπν, επηιέγνπκε ην  θαη ην ι ηαπηόρξνλα, επνκέλσο επηηαρύλνπκε ηνπο 

ππνινγηζκνύο καο. Πην ζπγθεθξηκέλα, εθαξκόδνπκε ηε κέζνδν ησλ Fan&Li, 

αληηθαζηζηώληαο ην β ζηελ έθθξαζε ησλ 𝑦𝑖
∗κε ηνλ εθηηκεηή, έηζη ώζηε ε (4.4.3) λα 

κεηαηξαπεί ζε κνλνδηάζηαην πξόβιεκα εμνκάιπλζεο (smoothing). ηε ζπλέρεηα, 

ρξεζηκνπνηνύκε έλαλ νκαιό εθηηκεηή γηα λα επηιέμνπκε ην .Δδώ ρξεζηκνπνηνύκε 

κηα «plug-in»κέζνδν (Ruppert et Al.,1995). Σειηθά, κέζσ ηεο 𝐺𝐶𝑉휆  ή ηεο 𝐵𝐼𝐶휆  

βξίζθνπκε ην ι. 

 

4.5 Αξηζκεηηθή Μειέηε 

‟ απηό ην θνκκάηη, ζα εμεηάζνπκε έλα πεπεξαζκέλν δείγκα θαη ζα πξνζαξκόζνπκε 

ηηο παξακέηξνπο πνπ έρνπλ πξνθύςεη από ηελ κέζνδν BIC θαη ηελ GCV θαη ζηα δύν 

κνληέια ζθάικαηνο, δειαδή ζην κνληέιν έιιεηςεο πξνζαξκνγήο (lack-of-fit) θαη ζην 

κνληέιν πνιππινθόηεηαο. Όκσο, δελ ζα ζπγθξίλνπκε ηε κέζνδν SCADκε ηελ κέζνδν 

κέζνδν επηινγήο θαιύηεξνπ ππνζπλόινπ κέζσ ηεο BIC όπσο έθαλαλ νη Fan&Li ζηελ 

εξγαζία ηνπο. Γηα λα δηεπθνιύλνπκε πεξηζζόηεξν ηε δηαδηθαζία, εθαξκόδνπκε ηνλ 

ηεηξαγσληθό αιγόξηζκν πξνζέγγηζεο θαηεπζείαλ γηα λα βξνύκε ηελ ιύζε ηεο SCAD. 

Θα ζέζνπκε ηελ νξηαθή (threshold) ζπξξίθλσζε (shrinkage) 𝛽 𝑗  από 0 ζε 10−6. αλ 

απνηέιεζκα, ν κέζνο όξνο κεδεληθώλ πνπ πξνθύπηεη από ηελξπζκηζηηθή παξάκεηξν 

κέζσ ηεο κεζόδνπ GCV είλαη πνιύ κηθξόηεξνο από απηόλ πνπ βξήθαλ νη Fan&Liζηελ 

εξγαζία ηνπο (2001). Οη παξαθάησ πξνζνκνηώζεηο έγηλαλ κε ην Matlab. 

 

Καη΄αξρήλ, ζεσξνύκε ην κνληέιν ησλ Fan&Li (2001) γηα ην κέηξν ζθάικαηνο. Έζησ 

(𝑢, 𝑥, 𝑦) κηα λέα παξαηήξεζε γηα ην κνληέιν παιηλδξόκεζεο κε : 
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𝐸 𝑦 𝑢, 𝑥 = 휇(𝑢, 𝑥) 

θαη έζησ 휇 (. , . ) έλαο εθηηκεηήο γηα ηε ζπλάξηεζε παιηλδξόκεζεο πνπ βαζίδεηαη ζηα 

δεδνκέλα {(𝑢𝑖 , 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖), 𝑖 = 1, … , 𝑛}. Σόηε ην κνληέιν ζθάικαηνο νξίδεηαη σο: 

𝐸{휇  𝑢, 𝑥 − 휇(𝑢, 𝑥)}2 

όπνπ ε ακεξνιεςία είλαη ε ππό ζπλζήθε ακεξνιεςία πνπ πξνθύπηεη από ηα δεδνκέλα 

πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ 휇 (. , . ). Γηα έλα κεξηθώο γξακκηθό 

κνληέιν: 

휇 𝑢, 𝑥 = 𝑎 𝑢 + 𝑥 ′𝛽 

Σν κνληέιν ζθάικαηνο είλαη: 

𝐸{𝑎  𝑢 − 𝑎(𝑢)}2 + 𝐸 𝑥 ′𝛽 − 𝑥 ′𝛽 + 2𝐸{𝑎  𝑢 − 𝑎 𝑢 }(𝑥 ′𝛽 − 𝑥 ′𝛽)              (4.5.1) 

Ο πξώηνο όξνο ζηελ (4.5.1) κεηξά ηελ κε παξακεηξηθή πξνζαξκνγή ελώ ν δεύηεξνο 

όξνο αμηνινγεί ηελ παξακεηξηθή πξνζαξκνγή. Γηα λα δηεξεπλήζνπκε ηελ απόδνζε ηεο 

κεζόδνπ SCAD ζην ζηνηρείν ηεο παξακεηξηθήο παιηλδξόκεζεο επηιέγνπκε ηελ 

πξνζνκνίσζε ώζηε ην εμσηεξηθό γηλόκελν (cross product) ζηελ παξαπάλσ εμίζσζε 

λα ηζνύηαη κε ην κεδέλ. Να ζεκεηώζνπκε όηη γηα ην γξακκηθό κνληέιν παιηλδξόκεζεο 

(4.2.1) ην κνληέιν ζθάικαηνο ηζνύηαη αθξηβώο κε: 

𝐸 𝑥 ′𝛽 − 𝑥 ′𝛽 
2
 

Γηα λα ζπγθξίλνπκε ηηο κεζόδνπο GCV θαη BIC νξίδνπκε ην κνληέιν ζθάικαηνο σο: 

𝑀𝐸 𝛽  =  𝐸 𝑥 ′𝛽 − 𝑥 ′𝛽 
2

=  𝛽 − 𝛽 
′
𝛦(𝑥 ;𝑥)(𝛽 − 𝛽) 

Καη νξίδνπκε ην ζρεηηθό κνληέιν ζθάικαηνο σο: 

𝑅𝑀𝐸 = 𝑀𝐸/𝑀𝐸𝑆𝐹
 

όπνπ 𝑀𝐸𝑆𝐹
 είλαη ην κνληέιν ζθάικαηνο ηνπ πιήξνπο κνληέινπ 𝑆𝐹κε ηνλ κε 

πνηληθνπνηεκέλν εθηηκεηή ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ 𝛽 𝑆𝐹
.Δπηπιένλ, ππνινγίδνπκε ην 

πνζνζηό πνπ ην κνληέιν πξνζαξκόδεηαη αθξηβώο από ηηο κεζόδνπο GCV θαη 

BICθαζώο θαη ην κέζν όξν ησλ κεδεληθώλ κεηαβιεηώλ πνπ παξάγνληαη κε ηε κέζνδν 

SCAD. 
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Παξάδεηγκα 1: Πξνζνκνηώλνπκε 1000 δεδνκέλα θάζε έλα από ηα νπνία απνηειείηαη 

από ηπραίν δείγκα κεγέζνπο n, από ην γξακκηθό κνληέιν παιηλδξόκεζεο: 

𝑦 = 𝑥 ′𝛽 + 휎휀휀 

Όπνπ: 

𝛽 = (3, 1.5, 0, 0, 2, 0, 0, 0)′ 

휀~𝛮8 0,1  

Καη ην (8 × 1) δηάλπζκα 휒~𝛮8 0, 𝛴휒 γηα ην νπνίν (𝛴휒)𝑖𝑗 = 휌 𝑖−𝑗  ∀ 𝑖, 𝑗 

Οη ηηκέο πνπ έρνπλ επηιερζεί είλαη 휎휀 = 3 휅𝛼휄 1, n=50, 100 θαη 200 ελώ ξ=0.75, 0.5, 

0.25. αλ ζηαζεξά h ππνινγίζακε ηνλ εθηηκεηή πξόβιεςεο ν νπνίνο είλαη ν εθηηκεηήο 

ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ ηνπ πξαγκαηηθνύ ππνκνληέινπ: 

𝑦 = 𝛽1휒1 + 𝛽2휒2 + 𝛽5휒5 + 휀 

Δπεηδή ηα απνηειέζκαηα είλαη ίδηα θαη γηα ηηο ηξεηο ζπκκεηαβιεηέο, ζα 

παξνπζηάζνπκε ην απνηέιεζκα γηα ξ=0.5 .Ο πίλαθαο πνπ αθνινπζεί (Πίλαθαο 1) 

δείρλεη όηη όινη νη δηάκεζνη ηνπ RME πάλσ από 1000 επαλαιήςεηο ηεο κεζόδνπ BIC 

πξνζεγγίδεη ηαρέσο ηνλ εθηηκεηή πξόβιεςεο όζν ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο κεγαιώλεη 

ή όζν ην επίπεδν ζνξύβνπ κεηώλεηαη. Αληίζεηα, ε ηηκή ηεο GCV παξακέλεη ζρεδόλ 

ίδηα αλάκεζα ζε δηάθνξα επίπεδα ζνξύβνπ θαη κεγέζε δείγκαηνο. Έηζη, ε κέζνδνο 

BIC μεπεξλά ηε κέζνδν GCVζην κνληέιν ηνπ κέηξνπ ζθάικαηνο.  

 

Πίλαθαο 1. Σν RME γηα ηηο δύν κεζόδνπο γηα πάλσ απν 1000 επαλαιήςεηο 
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Ζ ζηήιε «C» δείρλεη ηε κέζε ηηκή ησλ πέληε πξαγκαηηθώλ κεδεληθώλ ζπκκεηαβιεηώλ 

πνπ ζσζηά ηέζεθαλ ίζεο κε κεδέλ, ελώ ε ζηήιε «I» δείρλεη ηε κέζε ηηκή ησλ ηξηώλ 

πξαγκαηηθώλ κε κεδεληθώλ ζπκκεηαβιεηώλ πνπ ιάζνο είραλ ηεζεί ίζεο κε κεδέλ. 

Δπηπιένλ, ν πίλαθαο δείρλεη ηελ αλαινγία ησλ ειιεηπώλ, ησλ ζσζηά πξνζαξκνζκέλσλ 

θαη ησλ ππεξπιήξσλ κνληέισλ. ηελ ηειεπηαία πεξίπησζε, νη ζηήιεο «1», «2», «≥3» 

είλαη νη αλαινγίεο ησλ κνληέισλ πνπ ζπκπεξηιακβάλνπλ 1, 2 θαη ≥3 αλεμάξηεηεο 

κεηαβιεηέο αληίζηνηρα. Παξαηεξνύκε όηη ε κέζνδνο BIC είλαη θαιύηεξε ζην λα 

βξίζθεη ην πξαγκαηηθό κνληέιν από όηη ε κέζνδνο GCV. Δπίζεο, αλάκεζα ζηα 

“overfitted” κνληέια, ε BIC πεηιακβάλεη κόλν κηα αζύλδεηε κεηαβιεηή, ζε αληίζεζε 

κε ηελ GCV πνπ ζπλήζσο πεξηιακβάλεη πεξηζζόηεηξεο από δύν. Παξαηεξνύκε 

δειαδή όηη θαη νη δύν κέζνδνη αληαπνθξίλνληαη ζηα ζεσξεηηθά απνηειέζκαηα.  

Παξάδεηγκα 2: Θεσξνύκε ην κεξηθώο γξακκηθό κνληέιν: 

𝑦 = 𝑎 𝑢 + 𝑥 ′𝛽 + 휎휀휀 

Όπνπ: 

𝑢~𝑈𝑛 0,1  

𝑎 𝑢 = exp 2 sin 2휋𝑢   

Ζ πξνζνκνίσζε ηνπ πξνβιήκαηνο απηνύ είλαη αθξηβώο ίδηα κε ηελ πξνζνκνίσζε ηνπ 

πξνεγνύκελνπ παξαδείγκαηνο. Όπσο έρνπκε αλαθέξεη θαη παξαπάλσ, αληηθαζηζηνύκε 

ην β ζηελ 𝑦𝑖
∗κε ηνλ εθηηκεηή θαη ρξεζηκνπνηνύκε ηελ «plug-in»κέζνδν πνπ πξνηάζεθε 

απν ηνλ Ruppert et Al. (1995) [51],  γηα ηελ επηινγε ηνπ h. Ο πίλαθαο 2 παξνπζηάδεη 

ηα απνηειέζκαηα ηεο πξνζνκνίσζεο γηα ξ=0,5 θαη παξαηεξνύκε πάιη όηη ε κέζνδνο 

BIC ππεξέρεη ηεο κεζόδνπ GCV αληρλεύνληαο ην ζσζηό κνληέιν θαη κεηώλνληαο ην 

ιάζνο, θαζώο θαη ηελ πνιππινθόηεηα. 
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Πίλαθαο 2. Πξνζνκνίσζε γηα ην Μεξηθώο Γξακκηθό Μνληέιν 

 

Παξάδεηγκα 3: Θεσξνύκε ηα δεδνκέλα ζρεηηθά κε ηελ γπλαηθεία εξγαζία πνπ 

ζπιιέρζεθαλ από ηελ Αλαηνιηθή Γεξκαλία ην 1994. Σν δείγκα απνηειείηαη από 607 

παξαηεξήζεηο θαη έρεη αλαιπζεί από ηνπο Fan&Alρξεζηκνπνηώληαο πξνζζεηηθά 

κνληέια. Υξεζηκνπνηνύκε ηελ κεηαβιεηή απόθξηζεο 𝑦 γηα λα ζπκβνιίζνπκε ηνλ 

κηζζό/ώξα. Ζ κεηαβιεηή 𝑢πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ζην κεξηθώο γξακκηθό κνληέιν 

αλαθέξεηαη ζηελ ειηθία θαη απηό γηαηί ε ζρέζε 𝑦 θαη 𝑢 δελ κπνξεί λα ραξαθηεξηζηεί 

από κηα απιή ζπλαξηεζηαθή κνξθή. Τπάξρνπλ εθηά επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο : 

휒1 = 휊 휀𝛽𝛿휊휇𝛼𝛿휄𝛼ί휊휍 𝛼휌휄휃휇ώ휈 휔휌ώ휈 휀휌𝛾𝛼휎ί𝛼휍  

휒2 = 휊 𝛿휀ί휅휏휂휍 휅ύ휌휊휐휍 휏휂휍 휀휌𝛾𝛼휎ί𝛼휍 

휒3 = 휏휊 휇휂휈휄𝛼ί휊 휅𝛼휃𝛼휌ό 휅έ휌𝛿휊휍 휏휊휐 휎휐휁ύ𝛾휊휐 

휒4 =  
1, 휀ά휈 휏𝛼 휒휌ό휈휄𝛼 휀휅휋𝛼ί𝛿휀휐휎휂휍 휀ί휈𝛼휄 13 − 16

0, 𝛼휆휆휄ώ휍
  

휒5 =  
1, 휀ά휈 휏𝛼 휒휌ό휈휄𝛼 휀휅휋𝛼ί𝛿휀휐휎휂휍 𝛿휀휈 휀ί휈𝛼휄 휆휄𝛾ό휏휀휌𝛼 𝛼휋ό 17 

0, 𝛼휆휆휄ώ휍
  

휒6 =  
1, 휀ά휈 𝛿휀휈 휋𝛼휄𝛿ί 휇휄휅휌ό휏휀휌휊 𝛼휋ό 16 휀휏ώ휈

0, 𝛼휆휆휄ώ휍
  

휒7 = 휏휊 휋휊휎휊휎휏ό 𝛼휈휀휌𝛾ί𝛼휍 휎휏휂휈 휋휀휌휄휊휒ή 
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Μεηά από κηα αξρηθή αλάιπζε, ζεσξνύκε ην αθόινπζν κεξηθώο γξακκηθό κνληέιν κε 

7 γξακκηθέο θύξηεο επηδξάζεηο θαη κεξηθά πξώηεο ηάμεο απνηειέζκαηα 

αιιειεπίδξαζεο αλάκεζα ζηα 휒1, 휒2 , 휒3: 

𝑦 = 𝑎 𝑢 +  𝛽𝑗 𝑥𝑗 +   𝛽𝑘𝑙𝑥𝑘𝑥𝑙 + 휀

3

𝑙=𝑘

3

𝑘=1

7

𝑗 =1

 

Αθνινπζώληαο ηε κέζνδν ησλ Fan&Li [1] (2004), ππνινγίδνπκε ηνλ εθηηκεηή γηα ην β 

θαη εθαξκόδνπκε κηα «plug-in» κέζνδν, ε νπνία ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ θαηάιιειε 

επηινγή ηεο παξακέηξνπ h (bandwidth) ζηελ κε-παξακεηξηθή παιηλδξόκεζε. Με απηό 

ηνλ ηξόπν, επηιέγνπκε ην 4,6249 σο  h γηα ην 𝛼 (. ). Με απηό ην h επηιέγνπκε ηε 

ξπζκηζηηθή παξάκεηξν ειαρηζηνπνηώληαο ηηο GCV θαη BIC θαη πξνθύπηεη 

αληηζηνίρσο: 

휆 𝐺𝐶𝑉 = 0,0896 θαη 휆 𝐵𝐼𝐶 = 0,2655 

Έηζη, επηηπγράλνπκε ηνλ κε πνηληθνπνηεκέλν εθηηκεηή ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ θαζώο 

θαη ηνλ εθηηκεηή SCAD πνπ βαζίδεηαη ζηελ GCVθαη BIC. 

 

 

Δηθόλα 4.5.1:Γξαθηθή παξάζηαζε ηνπ 𝑎 (𝑢). 
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Δηθόλα 4.5.2 

Δπίζεο ζεσξνύκε ην κνληέιν πνπ επηιέγεηαη από ηε κέζνδν κε πνηληθνπνηεκέλσλ 

ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ (εμίζσζε (4.4.5)) ρσξίο ηνλ όξν πνηλήο θαη κε ην θξηηήξην 

επηινγήο θαιύηεξνπ ππνζπλόινπ: 

𝐵𝐼𝐶 = 𝑙𝑜𝑔휎 𝑛
2 + 𝑑∗ log 𝑛 /𝑛 

Όπνπ: 

휎 𝑛
2 = 𝑆𝑆𝐸𝑠/𝑛 

Καη 𝑆𝑆𝐸𝑠 ην άζξνηζκα ηεηξαγώλσλ ιάζνπο ηπό ηελ 𝑌κε 𝛸𝑠 = (𝐼 − 𝑆)𝑋𝑠 , 𝑑∗Ζ 

δηάζηαζε ηνπ 𝑋𝑠. 

Οη πξώηεο ηέζζεξηο ζηήιεο ηνπ Πίλαθα δείρλνπλ αζαξά όηη ην κε πνηληθνπνηεκέλν 

κνληέιν ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ πνπ βαζίδεηαη ζηε GCVηείλεη λα ζπκπεξηιάβεη 

κεηαβιεηέο κε κηθξή επνξξνή. Αληίζεηα, όιεο νη κεηαβιεηέο πνπ επηιέγνληαη από ηελ 

SCAD κέζσ ηεο BIC είλαη ζεκαληηθέο κε επίπεδν ζεκαληηθόηεηαο 0,5.  

Σν παξαπάλσ δηάγξακκα δείρλεη όηη νη ηέζζεξηο εθηηκεηέο γηα ην α(.) είλαη πεξίπνπ 

ίζνη αιιά ν εθηηκεηήο από ηελ κε πνηληθνπνηεκέλε κέζνδν ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ 

είλαη είλαη δηαθνξεηηθόο από ηνπο ππόινηπνπο.  

Ζ ηέηαξηε ζηήιε ηνπ πίλαθα δείρλεη όηη ην θξηηήξην επηινγήο θαύηεξνπ ππνζπλόινπ 

κε ηελ BICδείλεη θαιύηεξν θαη πην απιό κνληέιν ζε ζρέζε κε ηε κέζνδν SCADκε ηελ 

βνήζεηα ηνπ BIC. Παξ‟όι‟απηά, ν Breiman (1996) έδεημε όηη ην θξηηήξην επηινγήο 
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θαιύηεξνπ ππνζπλόινπ ππνθέξεη από έιιεηςε επζηάζεηαο. Γηα λα ην δείμνπκε απηό, 

αθαηξνύκε ηηο πέληα ηειεπηαίεο παξαηεξήζεηο θαη έηζη έρνπκε έλα δείγκα κε n=602. 

Ζ ηειεπηαία ζηήιε ηνπ πίλαθα 3 δείρλεη όηη ην θξηηήξην BICκε ηε κέζνδν επηινγήο 

θαιύηεξνπ ππνζπλόινπ θηηάρλεη δηαθνξεηηθό κνληέιν από απηό πνπ θηηάρλεη γηα 

n=607. Αληίζεηα, ην κνληέιν πνπ θηηάρλεη ε SCADκε ηελ BICθαίλεηαη όηη δελ 

αιιάδεη. Σν ηειεπηαίν είλαηηεο κνξθήο: 

𝑦 = 𝑎 (𝑢) + 𝛽 1𝑥1 + 𝛽 2𝑥2 + 𝛽 11𝑥1
2 + 𝛽 12𝑥1𝑥2 + 𝛽 22𝑥2

2 + 𝛽 4𝑥4 + 𝛽 5𝑥5 

Έηζη, ην σξνκίζζην εμαξηάηαη πξσηίζησο από ηηο ώξεο εξγαζίαο, από ην θύξνο ηεο 

δνπιεηάο θαζώο θαη από ηα ρξόληα εθπαίδεπζεο. Αληίζεηα, νη απνιαβέο ηνπ ζπδύγνπ, 

ην επίπεδν αλεξγίαο θαη ην εάλ κηα γπλαίθα έρεη ή όρη κηθξό παηδί δελ θαίλεηαη λα 

παίδνπλ ξόιν. 

Από ην δηάγξακκα, βγάδνπκε ην ζπκπέξαζκα όηη ν κηζζόο παξακέλεη ζρεδόλ 

ζηαζεξόο κέρξη ηελ ειηθία ησλ 50, κεηώλεηαη όκσο δξακαηηθά ζηε ζπλέρεηα. 
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Κεθάιαην 5 

Κξηηήξην Γεληθεπκέλεο Πιεξνθνξίαο 

 

5.1 Δηζαγσγή 

Ζ ρξήζε ησλ ζπλαξηήζεσλ πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο, πνπ ηαπηόρξνλα 

επηιέγνπλ κεηαβιεηέο θαη εθηηκνύλ άγλσζηεο παξακέηξνπο, έρεη ιάβεη αμηόινγε 

πξνζνρή ηα ηειεπηαία ρξόληα. Γηα λα απνθύγνπκε ηελ αζηάζεηα ηεο θιαζηθήο 

δηαδηθαζίαο επηινγήο θαιύηεξνπ ππνζπλόινπ, ν Tibshirani (1996) πξόηεηλε ηε κέζνδν 

LASSO (Least Absolute Shrinkage & Selection Operator). ην ίδην πλεύκα κε ηε 

LASSO, νη Fan&Li (2001) (όπσο έρνπκε αλαθέξεη αλαιύηηθά ζην θεθαιαην 2), 

πξόηεηλαλ κηα κνλαδηθή πξνζέγγηζε κέζσ ηεο κε θνίιεο πνηληθνπνηεκέλεο 

ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο θαη απέδεημαλ ηε ρξεζηκόηεηά ηεο ηόζν ζηα γξακκηθά όζν 

θαη ζηα γεληθεπκέλα γξακκηθά κνληέια. ηε ζπλέρεηα, νη Fan&Li (2002) εξγάζηεθαλ 

γηα ηελ πξνζέγγηζε ηεο πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο ζην κνληέιν ηνπ Cox ελώ ηα 

ρξεζηκνπνίεζαλ (2004) θαη ζε εκη-παξακεηξηθά κνληέια παιηλδξόκεζεο. Δπηπιένλ, 

νη Fan & Peng (2004)[18], εξεύλεζαλ ηηο ζεσξεηηθέο ηδηόηεηεο ηεο κε θνίιεο 

πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο, όηαλ ν αξηζκόο ησλ παξακέηξσλ ηνπ κνληέινπ 

ηείλεη ζην άπεηξν,  όζν ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο κεγαιώλεη. Πξόζθαηα, πνιινί 

εξεπλεηέο εθάξκνζαλ ηηο κεζόδνπο πνηλήο γηα ηε κειέηε ηεο επηινγήο κεηαβιεηώλ 

(Park & Hastie 2007, Wang & Leng 2007, Yuan &  Lin 2007, Zhang & Lu 2007, Li & 

Liang 2008). 

Καζώο εξγαδόκαζηε κε ηε κε θνηιε πνηληθνπνηεκέλε πηζαλνθάλεηα ζηελ αλάιπζε 

παιηλδξόκεζεο, εξρόκαζηε αληηκέησπνη κε δύν πξνβιήκαηα. Ζ πξώηε δπζθνιία είλαη 

λα ππνινγίζνπκε ηνλ εθηηκεηή ηεο κε θνίιεο πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο. Απηό 

είλαη έλα θνκκάηη πνπ έρεη κειεηεζεί πνιύ ζηε ζύγρξνλε βηβιηνγξαθία. Δλδεηθηηθά 

αλαθέξνπκε ηνπο Fan & Li (2001) νη νπνίνη πξόηεηλαλ ηνλ αιγόξηζκν ηνπηθήο 

ηεηξαγσληθήο πξνζέγγηζεο ( Local Quadratic Approximation- LQA) , ν νπνίνο 

αλαιύζεθε ζηε ζπλέρεηα από ηνπο Hunter & Li (2005) [31]. ηε ζπλέρεηα, νη Efron et 

Al. (2004) εηζήγαγαλ ηνλ αιγόξηζκν LARS πνπ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ 

LASSO. Με ηε βνήζεηα ηνπ αιγνξίζκνπ ηεο ηνπηθήο ηεηξαγσληθήο πξνζέγγηζεο 
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(Local Linear Approximation-LLA) (Zan & Li 2008), ν αιγόξηζκνο LARS 

πηνζεηήζεθε γηα λα ιύζεη πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο ζε κε θπξηέο ζπλαξηήζεηο 

πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο. Όκσο, ε ππνινγηζηηθή δηαδηθαζία εμαξηάηαη από 

κηα παξάκεηξν πξνζαξκνγήο. Έηζη, ε επηινγή ηεο παξακέηξνπ απηήο είλαη ε δεύηεξε 

δπζθνιία πνπ έρνπκε λα αληηκεησπίζνπκε. ην θεθάιαην απηό, ζα εμεγήζνπκε κε 

πνηνπο ηξόπνπο κπνξνύκε λα επηιέμνπκε κε βέιηηζην ηξόπν απηή ηελ παξάκεηξν. 

ηε βηβιηνγξαθία, ηα θξηηήξηα επηινγήο ζπλήζσο ηαμηλνκνύληαη ζε δύν θαηεγνξίεο: 

ζηα ζπλεπή (π.ρ ην Μπεπδηαλό θξηηήξην πιεξνθνξίαο- BIC, Schwartz 1978) θαη ζηα 

απνηειεζκαηηθά (π.ρ ην Akaike θξηηήξην πιεξνθνξίαο-AIC , Akaike 1974 ή ε 

Γεληθεπκέλε Γηαζηαπξσκέλε Δπηθύξσζε GCV, Craven & Wahba 1979).  

Έλα ζπλεπέο θξηηήξην αληρλεύεη ην πξαγκαηηθό κνληέιν κε πηζαλόηεηα πνπ ηείλεη ζηε 

κνλάδα ζε κεγάια δείγκαηα, όηαλ έλα ζύλνιν από ππνςήθηα κνληέια πεξηιακβάλεη 

ην πξαγκαηηθό κνληέιν. Έλα απνηειεζκαηηθό θξηηήξην επηιέγεη ην κνληέιν έηζη ώζηε 

ην κέζν ηεηξαγσληθό ζθάικα λα είλαη αζπκπησηηθά ίζν κε ην αληίζηνηρν ειάρηζην, 

όηαλ ην πξαγκαηηθό κνληέιν έρεη ππνινγηζηεί πξνζεγγηζηηθά από θάπνηα ππνςήθηα. 

ηα γξακκηθά θαη ζηα γεληθεπκέλα γξακκηθά κνληέια (GLIM) νη Fan & Li πξόηεηλαλ 

ηε κέζνδν γεληθεπκέλεο δηαζηαπξσκέλεο επηθύξσζεο (Generalized Cross Validation) 

γηα ηελ επηινγή ηεο ξπζκηζηηθήο παξακέηξνπ. Όκσο, νη Wang, Li & Tsai (2007) [74] 

δηαπίζησζαλ όηη ην κνληέιν πνπ πξνθύπηεη από ηε κέζνδν GCV πεξηιακβάλεη θαη 

επηπιένλ κεηαβιεηεο (overfitted model) ελώ ην BIC αληρλεύεη ην πεπεξαζκέλεο 

δηάζηαζεο πξαγκαηηθό κνληέιν, είηε είλαη γξακκηθό είηε είλαη κεξηθώο γξακκηθό, κε 

ζπλέπεηα. Οη Wang, Li&Tsai (2007) δηαπίζησζαλ επίζεο όηη ε GCV θαηαιήγεη ζην 

ίδην απνηέιεζκα κε ηελ AIC.  

ηε ζπλέρεηα, ζα πηνζεηήζνπκε ηελ κέζνδν ηνπ Nishii (1984) γηα ην θξηηήξην 

γεληθεπκέλεο πιεξνθνξίαο (Generalized Information Criterion) γηα λα επηιέμνπκε ηελ 

ξπζκηζηηθή παξάκεηξν ζε κε θνίιεο ζπλαξηήζεηο πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο.Σν 

θξηηήξην απηό όρη κόλν πεξηιακβάλεη ηα AIC θαη BIC ζαλ εηδηθέο πεξηπηώζεηο, αιιά 

γεθπξώλεη ηε ζρέζε κεηαμύ ηνπ θιαζηθνύ θξηηεξίνπ θαιύηεξνπ ππνζπλόινπ θαη ηεο 

κεζνδνινγίαο ηεο κε θνίιεο πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο. Απηή ε ζύλδεζε, 

παξέρεη πεξηζζόηεξε επειημία ώζηε λα επηιέμεη ν θαζέλαο ην θξηηήξην πνπ επηζπκεί. 

Όηαλ ην πξαγκαηηθό κνληέιν είλαη αλάκεζα ζε έλα ζύλνιν ππνςήθησλ κνληέισλ κε 

δνκή γεληθεπκέλσλ γξακκηθώλ κνληέισλ, ζα δείμνπκε όηη ε ξπζκηζηηθή παξάκεηξνο 
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πνπ βαζίδεηαη ζηε κέζνδν BIC (BIC-type selector) είλαη ηθαλή λα επηιέμεη ην 

πξαγκαηηθό κνληέιν κε αθξίβεηα. Αληίζεηα, ε ξπζκηζηηθή παξάκεηξνο πνπ πξνθύπηεη 

από ηελ κέζνδν AIC (AIC-type selector) βξίζθεη κνληέια ην νπνία πεξηέρνπλ θαη 

πεξηηηέο κεηαβιεηέο. Από ηελ άιιε κεξηά, εάλ ην πξαγκαηηθό κνληέιν έρεη 

πξνζεγγηζηεί από έλα ζύλνιν ππνςήθησλ κνληέισλ κε γξακκηθή κνξθή, ζα δνύκε όηη 

ε ξπζκηζηηθή παξάκεηξνο πνπ πξνθύπηεη από ην AIC έρεη αζπκπησηηθά απόδνζε 

δεκίαο ( asymptotically loss efficient) ελώ ην ι πνπ βαζίδεηαη ζην BIC δελ έρεη απηή 

ηελ ηδηόηεηα. Απηά ηα ζπκπεξάζκαηα είλαη ζύκθσλα κε ηηο ηδηόηεηεο ηνπ BIC θαη AIC 

πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη ζηελ επηινγή θαιύηεξνπ ππνζπλόινπ. 

 

5.2 Αλαγθαίεο πλζήθεο Πνηλήο 

Θεσξνύκε ηα δεδνκέλα  휒1, 𝑦1 , … (휒𝑛 , 𝑦𝑛)ηα νπνία είλαη αλεμάξηεηα θαη ηζόλνκα , 

κε 𝑦𝑖  λα είλαη ε απόθξηζε ηνπ i-νζηνύ αληηθεηκέλνπ θαη 휒𝑖ε d-δηάζηαηε κεηαβιεηή 

πξόβιεςεο. Έζησ 𝑙(𝛽 ) λα είλαη ε ινγαξηζκνπνηεκέλε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο (ή 

ζπλάξηεζε δεκίαο) ηνπ d-δηάζηαηνπ δηαλύζκαηνο 𝛽 = (𝛽1, … , 𝛽𝑑)′. Σόηε, πηνζεηώληαο 

ηελ πξνζέγγηζε ησλ Fan & Li (2001) νξίδνπκε ηελ πνηληθνπνηεκέλε πηζαλνθάλεηα: 

𝑄 𝛽  = 𝑙 𝛽  − 𝑛  𝑝휆
𝑑
𝑗 =1 ( 𝛽𝑗  )        (5.2.1) 

Όπνπ 𝑝휆(. )είλαη κηα ζπλάξηεζε πνηλήο κε ξπζκηζηηθή παξάκεηξν ι. Γηάθνξεο 

ζπλαξηήζεηο πνηλήο έρνπλ πξνηαζεί ζηε βηβιηνγξαθία. Γηα παξάδεηγκα, ε πνηλή 

𝐿𝑞(0 < 𝑞 < 2)είλαη: 𝑝휆  𝛽  = 𝑞−1휆 𝛽 𝑞  νδεγεί ζηελ παιηλδξόκεζε θνξπθνγξακκήο 

(Frank & Friedman 1993).Πην ζπγθεθξηκέλα, ε 𝐿1 πνηλή νδεγεί ζηνλ LASSO 

εθηηκεηή (Tibshirani 1996).Οη Fan & Li (2001) πξόηεηλαλ ηελ κε θνίιε 

πνηληθνπνηεκέλε κέζνδν πηζαλνθάλεηαο θαη ππνζηήξημαλ ηε ρξήζε ηεο πνηλήο SCAD 

ηεο νπνίαο ε πξώηε παξάγσγνο είλαη: 

𝑝휆
′   𝛽𝑗   = 휆{ 𝛪  𝛽𝑗  ≤ 휆 +

 𝛼휆− 𝛽𝑗   +

 𝛼−1 휆
 𝛪  𝛽𝑗  > 휆 } κε α=3,7 θαη 𝑝휆 0 = 0. 

Με θαηάιιεια επηιεγκέλε ξπζκηζηηθή παξάκεηξν από ην κεδέλ έσο έλα άλσ όξην 

휆𝑚𝑎𝑥 , ν πξνθύπησλ πνηληθνπνηεκέλνο εθηηκεηήο είλαη ζπνξαδηθόο νπόηε θαη 

θαηάιιεινο γηα ηελ επηινγή κεηαβιεηώλ. Γηα λα εθηηκήζνπκε ηηο αζπκπησηηθέο 
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ηδηόηεηεο ησλ εθηηκεηώλ ηεο ξπζκηζηηθήο παξακέηξνπ, παξνπζηάδνπκε ηηο 

απαξαίηεηεο ζπλζήθεο πνηλήο: 

(C1) Τπνζέηνπκε όηη ην 휆𝑚𝑎𝑥  εμαξηάηαη από ην n θαη ηθαλνπνηεί 휆𝑚𝑎𝑥 → 0 όζν 

𝑛 → ∞. 

(C2) Τπάξρεη κηα ζηαζεξά 𝑚 ηέηνηα ώζηε ε πνηλή 𝑝휆(휁) λα ηθαλνπνηεί: 

𝑝′ 휁 = 0  𝛾휄𝛼 휁 > 𝑚휆. 

(C3) Δάλ 휆𝑛 → 0γηα 𝑛 → ∞ηόηε ε ζπλάξηεζε πνηλήο ηθαλνπνηεί: 

𝑙𝑖𝑚𝑛→∞𝑖𝑛𝑓𝑙𝑖𝑚휁→0+𝑖𝑛𝑓 𝑛𝑝휆𝑛

′ (휁) → ∞ 

Ζ ζπλζήθε (C1) δείρλεη όηη κηα κηθξόηεξε ξπζκηζηηθή παξάκεηξνο ρξεηάδεηαη εάλ ην 

κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο είλαη κεγάιν. Ζ ζπλζήθε (C2) καο δηαβεβαηώλεη όηη ν 

πξνθύπησλ εθηηκεηήο πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο είλαη αζπκπησηηθά 

ακεξόιεπηνο. Σόζν ε SCAD όζν θαη ε κε θνίιε πνηλή ηνπ Zhang ( Minimax Concave 

Penalties-MCP)  ηθαλνπνηνύλ απηή ηε ζπλζήθε. Ζ ζπλζήθε (C3) πξνζαξκόζηεθε από 

ηελ εμίζσζε (3.5) ησλ Fan & Li (2001) πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηε κειέηε ηεο 

ηδηόηεηαο πξόβιεςεο.  

εκείσζε 5.2.1: Σόζν ε πνηλή SCAD όζν θαη ε πνηλή 𝐿𝑞(0 < 𝑞 < 2)είλαη κνλαδηθέο 

ζηελ πξνέιεπζε. Έηζη, γίλεηαη δειεαζηηθό λα κεγηζηνπνηήζνπκε ηελ αληίζηνηρε 

ζπλάξηεζε πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο. Οη Fan&Li (2001) πξόηεηλαλ ηνλ LQA 

(Local Quadratic Approximation) αιγόξηζκν γηα λα βξνπλ ηε ιύζε ηεο κε θπξηήο 

πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο. ηνλ LQA ε 𝑝휆  𝛽   πξνζεγγίδεηαη ηνπηθά από κηα 

ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε 𝑞휆  𝛽   ηεο νπνίαο ε πξώηε παξάγσγνο δίλεηαη από: 

𝑞휆
′   𝛽𝑗   = {

𝑝휆
′   𝛽𝑗   

 𝛽𝑗  
}𝛽𝑗  

Ζ παξαπάλσ εμίζσζε ππνινγίζηεθε ζην (Κ+1)-βήκα ηεο επαλάιεςεο ηεο κεζόδνπ 

Newton-Raphson εάλ ην 𝛽𝑗
(휅)

 δελ είλαη πνιύ θνληά ζην κεδέλ. Γηαθνξεηηθά, ν 

εθηηκεηήο παξακέηξνπ 𝛽𝑗  ηίζεηαη ίζνο κε κεδέλ.  
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5.3 Κξηηήξην Γεληθεπκέλεο Πιεξνθνξίαο 

Αξρηθά, ζα δώζνπκε έλαλ νξηζκό γηα ην ππνςήθην κνληέιν, ην νπνίν πεξηιακβάλεηαη 

ζε έλα ζύλνιν κνληέισλ. 

Οξηζκόο 5.3.1 (Τπνςήθην Μνληέιν): Οξίδνπκε ην 𝛼, έλα ππνζύλνιν ηνπ 𝛼 =

{1, … , 𝑑} , σο ππνςήθην κνληέιν, κε ηελ έλλνηα όηη νη αληίζηνηρνη εθηηκεηέο πνπ 

πξνέξρνληαη από ην 𝛼 ζπκπεξηιακβάλνληαη ζην κνληέιν. Δπαθόινπζα, ην 𝛼  είλαη ην 

πιήξεο κνληέιν. Δπηπιένλ, νξίδνπκε ην κέγεζνο ηνπ κνληέινπ 𝛼 (δειαδή ηνλ αξηζκό 

ησλ κε κεδεληθώλ παξακέηξσλ ηνπ 𝛼) θαζώο θαη ηνπ ζπληειεζηέο πνπ ζρεηίδνληαη κε 

ηνπο εθηηκεηέο ζην κνληέιν 𝛼 θαη ζπκβνιίδνπκε κε 𝑑𝛼θαη 𝛽𝛼  αληίζηνηρα. Δπηπιένλ 

ζπκβνιίδνπκε ην ζύλνιν ησλ ππνςήθησλ κνληέισλ κε 𝛢. Γηα έλαλ πνηληθνπνηεκέλν 

εθηηκεηή 𝛽 휆  πνπ ειαρηζηνπνηεί ηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε (5.2.1) νξίδνπκε ην 

κνληέιν πνπ ζπλδέεηαη κε ην 𝛽 휆  θαη ην ζπκβνιίδνπκε κε 𝛼휆 .  

ην γξακκηθό κνληέιν παιηδξόκεζεο, 

𝑦𝑖 = 𝑥 𝑖
′𝛽𝛼 + 휀𝑖θαη 휀𝑖~𝛮 0, 휎2 𝛾휄𝛼 𝑖 = 1, … , 𝑛 

ν Nishii (1984) πξόηεηλε γηα ηελ επηινγή κεηαβιεηώλ ην Κξηηήξην Γεληθεπκέλεο 

Πιεξνθνξίαο (Generalized Information Criterion) ην νπνίν γηα ιόγνπο ζπληνκίαο 

κπνξνύκε λα ζπκβνιίζνπκε θαη σο GIC. Οξίδεηαη: 

𝐺𝐼𝐶𝑘𝑛
(𝑎) = 𝑙𝑜𝑔휎 𝛼

2 +
1

𝑛
𝑘𝑛𝑑𝑎  

Όπνπ: 

 𝛽𝛼είλαη ε παξάκεηξνο ηνπ ππνςήθηνπ κνληέινπ 𝑎 

휎 𝛼
2 είλαη ν εθηηκεηήο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο ηνπ 휎2 

𝑘𝑛  είλαη έλαο ζεηηθόο αξηζκόο πνπ ειέγρεη ηηο ηδηόηεηεο ηεο επηινγήο κεηαβιεηώλ. 

Να ζεκεηώζνπκε ζ‟απηό ην ζεκείν όηη ην GIC πνπ νξίζηεθε από ηνλ Nishii είλαη 

δηαθνξεηηθό από απηό πνπ πξνηάζεθε από ηνπο  Konishi & Kitagawa (1996) [34].  

Όηαλ 𝑘𝑛 = 2 ηόηε ην GIC κεηαηξέπεηαη ζε AIC ελώ όηαλ 𝑘𝑛 = log(𝑛)νδεγεί ζην 

BIC. Δπεηδή ην GIC πεξηιακβάλεη έλα κεγάιν αξηζκό από θξηηήξηα επηινγήο, 
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πξνηείλνπκε ηνλ αθόινπζν εθηηκεηή ηεο ξπζκηζηηθήο παξακέηξνπ ι πνπ βαζίδεηαη ζην 

GIC: 

𝐺𝐼𝐶𝑘𝑛
 휆 =

1

𝑛
 𝐺 𝑦 , 𝛽 휆 + 𝑘𝑛𝑑𝑓휆        (5.3.1) 

όπνπ:  

𝐺 𝑦 , 𝛽 휆 κεηξά ηελ πξνζαξκνγή ηνπ κνληέινπ 𝛼휆  

𝑦 = (𝑦1, … , 𝑦𝑛)′ 

𝛽 휆  ν εθηηκεηήο ηεο πνηληθνπνηεκέλεο παξακέηξνπ πνπ πξνθύπηεη κεγηζηνπνηώληαο ηελ 

εμίζσζε (5.2.1) σο πξνο β. 

𝑑𝑓휆  νη βαζκνί ειεπζεξίαο ηνπ κνληέινπ 𝛼휆 . 

Γηα δεδνκέλν 𝑘𝑛  επηιέγνπκε ην ι πνπ ειαρηζηνπνηεί ην 𝐺𝐼𝐶𝑘𝑛
 휆 . Όζν κεγαιύηεξν 

είλαη ην 𝑘𝑛  ηόζν κεγαιύηεξε είλαη θαη ε πνηλή γηα ηα κνληέια πνπ πεξηιακβάλνπλ 

πνιιέο κεηαβιεηέο.Όκσο, όζν ην 𝑘𝑛  απμάλεηαη ηόζν κεηώλεηαη ην κέγεζνο ηνπ 

κνληέινπ πνπ πξνθύπηεη όηαλ ην πξνζαξκόδνπκε ζε δεδνκέλα. 

εκείσζε 5.3.1: Γηα έλα δεδνκέλν κνληέιν 𝛼 (ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ θαη ηνπ 

πνηληθνπνηεκέλνπ κνληέινπ 𝛼휆θαη ηνπ πιήξνπο κνληέινπ 𝛼 ) κπνξνύκε λα βξνύκε ηνλ 

εθηηκεηή 𝛽 𝛼
∗  ηεο κε πνηληθνπνηεκέλεο παξακέηξνπ, κεγηζηνπνηώληαο ηελ 

ινγαξηζκνπνηεκέλε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο 𝑙(𝛽) ζηελ (5.2.1). Σόηε, ε εμίζσζε 

(5.3.1) γίλεηαη: 

𝐺𝐼𝐶𝑘𝑛

∗ (𝑎) =
1

𝑛
 𝐺 𝑦 , 𝛽 𝛼

∗ + 𝑘𝑛𝑑𝑎         (5.3.2) 

ε νπνία κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί θαη ζηελ θιαζηθή επηινγή κεηαβιεηώλ. 

Δπηπξόζζεηα, ε 𝐺𝐼𝐶𝑘𝑛

∗ (𝑎) κεηαηξέπεηαη ζηελ 𝐺𝐼𝐶𝑘𝑛
(𝑎) εάλ αληηθαηαζηήζνπκε ηελ 

𝐺 𝑦 , 𝛽 𝛼
∗  ηεο (5.3.2) κε ηελ δπν θνξέο ινγαξηζκνπνηεκέλε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο 

ηνπ θαλνληθνύ κνληέινπ παιηλδξόκεζεο.  

ηε ζπλέρεηα, ζα εμεηάζνπκε ηνπο βαζκνύο ειεπζεξίαο ηνπ δεύηεξνπ όξνπ ηεο GIC. 

ηελ επηινγή ηεο ξπζκηζηηθήο παξακέηξνπ, νη Fan&Li (2001,2002) πξόηεηλαλ νη 

βαζκνί ειεπζεξίαο λα είλαη ην ίρλνο ηνπ γξακκηθνύ πίλαθα πξνβνιήο, δειαδή: 
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𝑑𝑓휆 ≜ 𝑡𝑟{ ∇휆
⊗2𝑄∗  𝛽  휆  

−1

∇휆
⊗2𝑙  𝛽  휆 }                     (5.3.3) 

Όπνπ: 

𝑄∗ 𝛽  = 𝑙 𝛽  − 𝑛  𝑞휆

𝑑

𝑗 =1

( 𝛽𝑗  ) 

[𝛻휆
⊗2𝑄∗ 𝛽  ]𝑗𝑗 ′ =

휕2

휕𝛽𝑗𝛽𝑗 ′

𝑄∗(𝛽) 

[𝛻휆
⊗2𝑙 𝛽  ]𝑗𝑗 ′ =

휕2

휕𝛽𝑗𝛽𝑗 ′
𝑙 𝛽    𝛾휄𝛼 𝑗, 𝑗 ′휏έ휏휊휄𝛼 ώ휎휏휀 𝛽 𝑗 ≠ 0 ,   𝛽 𝑗 ′ ≠ 0. 

Αθνινπζεί κηα πξόηαζε πνπ αθνξά ζηελ αζπκπησηηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ 𝑑𝑓휆  ζηα 

κεγάια δείγκαηα. 

Πξόηαζε 5.3.2: Τπνζέηνπκε όηη ν εθηηκεηήο πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο 𝛽 휆  είλαη 

ζπνξαδηθόο (κε πηζαλόηεηα λα ηείλεη ζηε κνλάδα 𝛽 휆𝑗 = 0 εάλ ε πξαγκαηηθή ηηκή ηνπ 

𝛽𝑗  είλαη κεδέλ)  θαη ζπλεπήο, όπνπ ην 𝛽 휆𝑗  είλαη ην j-νζηό ζηνηρείν ηνπ 𝛽 휆 . Τπό ηηο 

ζπλζήθεο (C1) θαη (C2) πνπ παξνπζηάζηεθαλ παξαπάλσ ηζρύεη: 

𝑃{𝑑𝑓휆 휆 = 𝑑𝛼휆
} → 1 

Όπνπ κε 𝑑𝛼휆
 ζπκβνιίδνπκε ην κέγεζνο ηνπ κνληέινπ 𝛼휆 . 

Απόδεημε: Μεηά από αιγεβξηθέο απινπνηήζεηο, 

𝑑𝑓휆 휆 = 𝑡𝑟{ 𝛻휆
⊗2𝑙𝛼휆

 𝛽  휆 + 𝑛𝛴휆 
−1

𝛻휆
⊗2𝑙  𝛽  휆 } 

Όπνπ: 𝛴휆 = 𝑑𝑖𝑎𝑔𝛽 휆𝑗 =0{
𝑝휆

′   𝛽 휆𝑗   

 𝛽 휆𝑗  
} 

Δπεηδή ην 𝛽 휆  είλαη ζπλεπέο θαη ζπνξαδηθό, ην 𝛽 휆𝑗  ζπγθιίλεη ζην 𝛽𝑗  κε πηζαλόηεηα λα 

ηείλεη ζηε κνλάδα γηα θάζε jηέηνην ώζηε 𝛽 휆𝑗 > 0. Έηζη, εθείλα ηα 𝛽 휆𝑗  θξάζζνληαη από 

ην κεδέλ. Απηό ην απνηέιεζκα,ζε ζπλδπαζκό κε ηηο ζπλζήθεο (C1) θαη (C2) ππνλνεί 

όηη 𝛴휆 = 0  κε πηζαλόηεηα λα ηείλεη ζηε κνλάδα. Δπαθόινπζα, ρξεζηκνπνηώληαο ην 

γεγνλόο όηη 𝑛−1𝛻휆
⊗2𝑙 𝛽 휆 = 𝑂𝑝(1) νινθιεξώλνπκε ηελ απόδεημε. 
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Από ηελ παξαπάλσ πξόηαζε πξνθύπηεη όηη ε δηαθνξά αλάκεζα ζην 𝑑𝑓휆 휆  θαη ζην 

κέγεζνο ηνπ κνληέινπ 𝑑𝛼휆
 είλαη κηθξή. Δπεηδή ην 𝑑𝛼휆

 είλαη απιό ζηνλ ππνινγηζκό, ην 

ρξεζηκνπνηνύκε σο ηνπο βαζκνύο ειεπζεξίαο ζηελ εμίζσζε (5.3.1).  

ηα γξακκηθά κνληέια παιηλδξόκεζεο νη Efron & Al (2004) θαη νη Zou, Hastie & 

Tibshirani (2007) επίζεο πξόηεηλαλ ηε ρξήζε ηνπ 𝑑𝛼휆
ζαλ εθηηκεηή γηα ηνπο βαζκνύο 

ειεπζεξίαο ηεο κεζόδνπ LASSO.  

 

5.4 Ζ πλέπεηα ηνπ Κξηηεξίνπ 

Τπνζέηνπκε όηη ην ζύλνιν ησλ ππνςήθησλ κνληέισλ πεξηιακβάλεη ην πξαγκαηηθό 

κνληέιν θαη όηη ν αξηζκόο ησλ παξακέηξσλ ηνπ πιήξνπο κνληέινπ είλαη 

πεπεξαζκέλνο. Τπό απηέο ηηο ζπλζήθεο, είκαζηε ζε ζέζε λα κειεηήζνπκε ηελ 

αζπκπησηηθή ζπλέπεηα ηνπ GIC εηζάγνληαο ηνλ αθόινπζν νξηζκό θαη ζπλζήθεο. 

Οξηζκόο 5.4.1 Υποπροζαρμοζμενα και σπερπροζαρμοζμενα μονηελα (Underfitted 

& Overfitted Models): Τπνζέηνπκε όηη ππάξρεη έλα κνλαδηθό πξαγκαηηθό κνληέιν 𝛼0 

ζην 𝛢 ηνπ νπνίνπ νη αληίζηνηρεο ζπκκεηαβιεηέο είλαη κεδεληθέο. Έηζη, θάζε ππνςήθην 

𝛼 ⊅ 𝛼0 κνληέιν αλαθέξεηαη ζαλ ππνπξνζαξκνζκέλν (underfitted) ελώ θάζε 𝛼 ⊃ 𝛼0 

εθηόο από ην 𝛼0 αλαθέξεηαη σο ππεξπξνζαξκνζκέλν (overfitted).  

Βαζηδόκελνη ζηνλ παξαπάλσ νξηζκό, δηαρσξίδνπκε ην δηάζηεκα ηεο ξπζκηζηηθήο 

παξακέηξνπ (tuning parameter) ζε ηξία ππνδηαζηήκαηα, έλα γηα θάζε έλα κνληέιν 

(υποπροσαρμοσμένο, πραγματικό και υπερπροσαρμοσμένο). πκβνιίδνπκε αληίζηνηρα, 

𝛺− = {휆: 𝛼휆 ⊅ 𝛼0} 

𝛺0 = {휆: 𝛼휆 = 𝛼0} 

𝛺+ = {휆: 𝛼휆 ⊃ 𝛼0  휅𝛼휄 𝛼휆 ≠ 𝛼0} 

Απηή ε δηακέξηζε καο επηηξέπεη λα εθηηκήζνπκε ηελ απόδνζε ησλ εθηηκεηώλ ηεο 

ξπζκηζηηθήο παξακέηξνπ. Γηα λα κειεηήζνπκε ηηο αζπκπησηηθέο ηδηόηεηεο ησλ 

εθηηκεηώλ ηεο ξπζκηζηηθήο παξακέηξνπ, εηζάγνπκε ηηο παξαθάησ ζπλζήθεο: 
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(C4) Γηα θάζε ππνςήθην κνληέιν 𝛼 ∈ 𝛢 , ∃ 𝑐𝑎 > 0ηέηνην ώζηε 
1

𝑛
 𝐺 𝑦 , 𝛽 𝛼

∗  
𝑃
→ 𝑐𝑎 . 

Δπηπξόζζεηα, γηα θάζε ειιεηπέο κνληέιν  𝛼 ⊃ 𝛼0 , 𝑐𝑎 > 𝑐𝑎0 όπνπ 𝑐𝑎0 είλαη ην όξην ηνπ 

 𝐺 𝑦 , 𝛽 𝛼0   θαη 𝛽 𝛼0  είλαη ην δηάλπζκα παξακέηξνπ ηνπ πξαγκαηηθνύ κνληέινπ 𝛼0.  

Ζ παξαπάλσ ζπλζήθε καο δηαβεβαηώλεη όηη ην ππνπξνζαξκνζκέλν κνληέιν δίλεη έλα 

κεγαιύηεξν κέηξν πξνζαξκνγήο κνληέινπ ζε ζρέζε κε ην πξαγκαηηθό κνληέιν. ηελ 

πνξεία, ζα εξεπλήζνπκε ηελ αζπκπησηηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ GIC γηα ηα γεληθεπκέλα 

γξακκηθά κνληέια ηα νπνία ρξεζηκνπνηνύληαη ζε πνιιέο εθαξκνγέο.  

Θεσξνύκε ηα γεληθεπκέλα γξακκηθά κνληέια (GLIM)- Mc Cullagh & Nelder (1989)- 

ησλ νπνίσλ ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο ησλ 𝑦𝑖  δεδνκέλσλ ησλ 𝑥𝑖  είλαη: 

𝑓𝑖 𝑦𝑖 ; 휃𝑖 , 휑 = exp{
 𝑦𝑖휃𝑖−𝑏 휃𝑖  

𝑎 휑 
+ 𝑐 𝑦𝑖 , 휑 }        (5.4.1) 

όπνπ: 𝑎 .  , 𝑏 .   휅𝛼휄 𝑐(. ) είλαη θαηάιιεια επηιεγκέλεο ζπλαξηήζεηο  

휃𝑖  είλαη ε θαλνληθνπνηεκέλε παξάκεηξνο 

𝐸 𝑦𝑖 𝑥𝑖 = 휇𝑖 = 𝑏′ 휃𝑖  

𝑔 휇𝑖 = 휃𝑖  κε 𝑔 κηα ζπλάξηεζε ζύλδεζεο (link function) 

휑 κία παξάκεηξνο (scale parameter) 

'απηό ην ζεκείν, ππνζέηνπκε όηη ην  휑 είλαη γλσζηό (όπσο ζην κνληέιν ινγηζηηθήο 

παιηλδξόκεζεο ή ζην ινγαξηζκνπνηεκέλν κνληέιν Poisson) ή όηη ην εθηηκνύκε 

πξνζαξκόδνληαο ζηα δεδνκέλα ην πιήξεο κνληέιν. ηε ζπλέρεηα, εθαξκόδνπκε 

θαλνληθά ηηο κεζόδνπο παιηλδξόκεζεο. Βαζηδόκελνη ζηελ εμίζσζε (5.4.1) ε 

ινγαξηζκνπνηεκέλε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ηεο εμίζσζεο (5.2.1) είλαη: 

𝑙 𝛽  = 𝑙 휇 ; 𝑦  = 𝑙 휃  =  𝑙𝑜𝑔𝑓𝑖 𝑦𝑖 ; 휃𝑖 , 휑 =

𝑛

𝑖=1

 

=  [{𝑦𝑖𝑥𝑖
′ 𝛽𝑛

𝑖=1 − 𝑏(𝑥𝑖
′ 𝛽)}/𝑎 휑 + 𝑐 𝑦𝑖 , 휑 ]                    (5.4.2) 

όπνπ: 

휇 = (휇1, … , 휇𝑛)′ 
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𝑦 = (𝑦1, … , 𝑦𝑛)′ 

휃 = (휃1, … , 휃𝑛)′ 

Σόηε, ε απόθιηζε (deviance) ηνπ πνηληθνπνηεκέλνπ εθηηκεηή 𝛽휆
  είλαη: 

𝐷 𝑦 ; 휇휆  = 2{𝑙 𝑦 ; 𝑦  − 𝑙 휇휆 ; 𝑦  } 

Όπνπ: 

휇휆 =(𝑔−1  𝑥1
′ 𝛽휆
  , … , 𝑔−1(𝑥𝑛

′ 𝛽휆) )′ 

Γηα ην κνληέιν 𝛼휆  ρξεζηκνπνηνύκε ηελ απόθιηζε 𝐷 𝑦 ; 휇휆   ζαλ ην κέηξν θαιήο 

πξνζαξκνγήο (goodness-of-fit) θαη έηζη ην GIC ηεο εμίζσζεο (5.3.1) γηα ηα 

γεληθεπκέλα γξακκηθά κνληέια (GLIM) είλαη: 

𝐺𝐼𝐶𝑘𝑛
 휆 =

1

𝑛
𝐷 𝑦 ; 휇휆  +

1

𝑛
𝑘𝑛𝑑𝑓휆     (5.4.3) 

Δπηπιένλ, όηαλ πξνζαξκόδνπκε ηα δεδνκέλα κε ηελ εθηίκεζε ηεο κε 

πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο γηα ην κνληέιν 𝛼 , ην GIC γίλεηαη: 

𝐺𝐼𝐶𝑘𝑛

∗  𝑎 =
1

𝑛
𝐷 𝑦 ; 휇𝑎

∗  +
1

𝑛
𝑘𝑛𝑑𝑎      (5.4.4) 

όπνπ: 휇𝑎
∗ = (𝑔−1  𝑥1

′ 𝛽𝛼
∗  , … , 𝑔−1(𝑥𝑛

′ 𝛽𝛼
∗) )′ 

θαη 𝛽𝛼
∗  είλαη ν εθηηκεηήο ηεο κε πνηληθνπνηεκέλεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο ηνπ β. 

Καηά ζπλέπεηα, ην 𝐺𝐼𝐶∗ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ζηελ θιαζηθή επηινγή 

κεηαβιεηώλ. ηε ζπλέρεηα, ζα δείμνπκε ηελ αζπκπησηηθή απόδνζε ηνπ GIC. 

Θεώξεκα 5.4.1: Τπνζέηνπκε όηη ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο ηνπ γεληθεπκέλνπ 

γξακκηθνύ κνληέινπ ηθαλνπνηεί ηηο ζπλζήθεο ησλ Fan & Li (2001) θαζώο θαη ηε 

ζπλζήθε (C4) πνπ αλαθέξζεθε παξαπάλσ. 

(Α) Δάλ ππάξρεη κηα ζεηηθή ζηαζεξά Μ ηέηνηα ώζηε 𝑘𝑛 < 𝑀 ηόηε ε ξπζκηζηηθή 

παξάκεηξνο 휆  επηιέγεηαη ειαρηζηνπνηώληαο ηελ 𝐺𝐼𝐶𝑘𝑛
(휆) ηεο εμίζσζεο (5.4.3) θαη 

ηθαλνπνηεί: 

𝑃{휆 ∈ 𝛺−} → 0 θαη 𝑃{휆 ∈ 𝛺+} ≥ 휋 όπνπ π είλαη κηα κε αξλεηηθή πηζαλόηεηα. 
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(Β) Τπνζέηνπκε όηη νη ζπλζήθεο (C1)-(C3) ηθαλνπνηνύληαη. Δάλ 𝑘𝑛 → ∞ θαη 𝑘𝑛/ 𝑛 →

0 ηόηε ε ξπζκηζηηθή παξάκεηξνο 휆  πνπ επηιέγεηαη ειαρηζηνπνηώληαο ηελ 𝐺𝐼𝐶𝑘𝑛
(휆) 

ηεο εμίζσζεο (5.4.3) ηθαλνπνηεί: 

𝑃{𝑎 휆 = 𝛼0} → 1 

Όπσο παξαηεξνύκε, ην ζεώξεκα (5.4.1) παξέρεη έλαλ νδεγό γηα ηελ επηινγή ηεο 

ξπζκηζηηθήο παξακέηξνπ. Σν 5.4.1 (Α) ππνλνεί όηη όηαλ ην 𝑘𝑛  είλαη θξαγκέλν, ηόηε ην 

GIC νδεγεί ζε έλα ππεξπξνζαξκνζκέλν κνληέιν αλεμάξηεηα από ηελ ζπλάξηεζε 

πνηλήο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη. 

Από εδώ θαη ζην εμήο, εάλ 𝑘𝑛 → 2 ζα νλνκάδνπκε ηνλ εθηηκεηή ηεο GIC εθηηκεηή 

ηύπνπ-AIC. Δάλ 𝑘𝑛 → ∞ θαη 𝑘𝑛/ 𝑛 → 0 ζα νλνκάδνπκε ηνλ εθηηκεηή ηεο GIC 

εθηηκεηή ηύπνπ BIC. Ο ηειεπηαίνο, ζύκθσλα κε ην ζεώξεκα 5.4.1(Β) ν εθηηκεηήο 

ηύπνπ-BIC αληρλεύεη ην πξαγκαηηθό κνληέιν κε ζπλέπεηα. Έηζη, απηνύ ηνπ ηύπνπ νη 

εθηηκεηήο θαηέρεη ηελ πξνβιεπηηθή ηδηόηεηα (oracle property). 

εκείσζε 5.4.1: ηα κνληέια γξακκηθήο παιηλδξόκεζεο νη Fan & Li (2001) 

εθάξκνζαλ ηνλ εθηηκεηή GCV πνπ δίλεηαη παξαθάησ, γηα λα επηιέμνπλ ηε ξπζκηζηηθή 

παξάκεηξν: 

𝐺𝐶𝑉∗ 휆 =
 𝑦 −𝑥 𝛽 휆 

2

𝑛{1−
𝑑𝑓 𝐿 휆 

𝑛
}2

     (5.4.4) 

όπνπ: 

  .   είλαη ε επθιείδηα λόξκα 

휒 = (휒1
′ , … , 휒𝑛

′ )′ 

𝑑𝑓𝐿   όπσο νξίζηεθε ζηελ (5.3.3) 

Γηα λα επεθηείλνπκε ηελ εθαξκνγή ηεο GCV αληηθαζηζηνύκε ην άζξνηζκα 

ηεηξαγώλσλ ησλ ζθαικάησλ ζηελ (5.4.4) από ηελ 𝐺(𝑦 , 𝛽 휆) θαη ηόηε επηιέγνπκε ην ι 

πνπ ειαρηζηνπνηεί ηελ εμίζσζε: 

𝐺𝐶𝑉 휆 =
𝐺(𝑦 , 𝛽 휆) 

𝑛{1 −
𝑑𝑓휆

𝑛
}2

 



98 
 

Επιλογή τησ ρυθμιςτικήσ παραμζτρου ςτισ μεθόδουσ ποινικοποιημζνησ πιθανοφάνειασ 
 

Υξεζηκνπνηώληαο ηελ επέθηαζε Taylor , έρνπκε επηπιένλ: 

𝐺𝐶𝑉 휆 ≈
1

𝑛
{𝐺 𝑦 , 𝛽 휆 + 𝑑𝑓휆  

2𝐺 𝑦 , 𝛽 휆 

𝑛
 } 

Δπεηδή ε 
𝐺 𝑦 ,𝛽 휆 

𝑛
 θξάζζεηαη, ε GCV δεκηνπξγεί έλα ππεξπξνζαξκνζκέλν κνληέιν κε 

ζεηηθή πηζαλόηεηα.  

εκείσζε 5.4.2: ηα γξακκηθά κνληέια παιηλδξόκεζεο, νη Wang, Li & Tsai (2007) 

έδεημαλ όηη ν GCV- εθηηκεηήο ησλ Fan & Li (2001) γηα ηα πνηληθνπνηεκέλα ειάρηζηα 

ηεηξάγσλα ηεο SCAD δελ κπνξεί λα επηιέμεη ηε ξπζκηζηηθή παξάκεηξν κε ζπλέπεηα. 

Δπηπιένλ, πξόηεηλαλ ηελ αθόινπζε εθηηκήηξηα ηεο ξπζκηζηηθήο παξακέηξνπ κέζσ ηεο 

BIC: 

𝐵𝐼𝐶∗ 휆 = log 휎 휆
2 +

1

𝑛
log 𝑛 𝑑𝑓𝐿(휆) 

όπνπ: 

 휎 휆
2 =  (𝑛

𝑖=1 𝑦𝑖 − 𝑥𝑖
′ 𝛽 휆)2/𝑛 

Λακβάλνληαο ππόςε όηη log(1 + 𝑡) ≈ 𝑡 γηα κηθξό t, ε 𝐵𝐼𝐶∗ 휆  είλαη ππνζεγγηζηηθά  

ίζε κε: 

𝐵𝐼𝐶∗∗ 휆 =
1

𝑛
𝐷∗∗ 𝑦 ; 휇 휆 +

1

𝑛
log 𝑛 𝑑𝑓𝐿(휆) 

όπνπ:  

𝐷∗∗ 𝑦 ; 휇 휆 = 휎 휆
2/휎 𝑎 

2 είλαη ε απόθιηζε γηα ηελ θαλνληθή θαηαλνκή θαη 휎 𝑎 
2 είλαη ν 

εθηηκεηήο δηαζπνξάο ηνπ πιήξνπο κνληέινπ. Δίλαη θαλεξό όηη ε 𝐵𝐼𝐶∗∗ είλαη έλαο 

εθηηκεηήο ηύπνπ-BIC. 

5.5 Απνδνηηθόηεηα ηνπ Κξηηεξίνπ 

Τπό ηελ ππόζεζε όηη ην πξαγκαηηθό κνληέιν πεξηιακβάλεηαη ζε  κηα νηθνγέλεηα 

ππνςήθησλ κνληέισλ, ζα αζρνιεζνύκε κε ηελ ζπλέπεηα ησλ εθηηκεηώλ ηππνπ-BIC. 

ηελ πξάμε, ε ππόζεζε απηή δελ είλαη βάζηκε θαη έηζη, κειεηνύκε θαη ηελ 

αζπκπησηηθή ζπκπεξηθνξά ησλ εθηηκεηώλ ηύπνπ-AIC. ηε βηβιηνγξαθία, ε 𝐿2 λόξκα 

ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα εθηηκήζεη ηελ απνδνηηθόηεηα ηεο θιαζηθήο δηαδηθαζίαο AIC 
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ζηα γξακκηθά κνληέια παιηλδξόκεζεο. Έηζη, εζηηάδνπκε ζηελ απνδνηηθόηεηα ηνπ 

γξακκηθνύ κνληέινπ παιηλδξόκεζεο κέζσ ηεο 𝐿2 λόξκαο: 

Θεσξνύκε ην αθόινπζν κνληέιν: 

𝑦𝑖 = 휇𝑖 + 휀𝑖 , 𝑖 = 1, … , 𝑛 

όπνπ: 

휇 = (휇1, … , 휇𝑛)′ είλαη ην άγλσζην δηάλπζκα κέζεο ηηκήο 

휀𝑖  αλεμάξηεηεο θαη ηζόλνκεο ηπραίεο κεηαβιεηέο κε κέζε ηηκή κεδέλ θαη δηαζπνξά 휎2 

Δπηπιένλ, ππνζέηνπκε όηη ην 𝛸 𝛽  ζπληζηά ηελ πιεζηέζηεξε αλαπαξάζηαζε ηνπ 

δηαλύζκαηνο ηνπ κέζνπ 휇. Πξνζαξκόδνληαο ηελ κέζνδν ηνπ Li (1987) επηηξέπνπκε 

ζην 𝑑 πνπ είλαη ε δηάζηαζε ηνπ 𝛽 , λα ηείλεη ζην άπεηξν θαη επίζεο 𝑑/𝑛 → 0. Γηα 

γλσζηό ζύλνιν δεδνκέλσλ { 𝑥 𝑖 , 𝑦𝑖 : 𝑖 = 1, … , 𝑛} αθνινπζνύκε ηελ (5.2.1) θαη 

νξίδνπκε ηε ζπλάξηεζε πνηληθνπνηεκέλσλ ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ : 

𝑄𝐿𝑆(𝛽) =  (𝑦𝑖 − 𝑥𝑖
′ 𝛽)2 + 𝑛  𝑝휆( 𝛽𝑗  )

𝑑
𝑗=1

𝑛
𝑖=1         (5.5.1) 

Ο πνηληθνπνηεκέλνο εθηηκεηήο ηνπ 휇 ζην κνληέιν 𝛼휆  είλαη  휇 휆 = 𝛸 𝛽 휆 . Δπηπιένλ, ν κε 

πνηληθνπνηεκέλνο εθηηκεηήο ηνπ 휇 ζην κνληέιν 𝛼 είλαη 휇 𝛼
∗ = 휒 𝛽 𝛼

∗ . 

Ζ ξπζκηζηηθή παξάκεηξνο ι επηηπγράλεηαη ειαρηζηνπνηώληαο: 

𝐺𝐼𝐶𝑘𝑛

𝐿𝑆 휆 =
1

𝑛
{ (𝑦𝑖 − 𝑥 𝑖

′𝑛
𝑖=1 𝛽 휆)2 + 𝑘𝑛휎2𝑑𝑎휆

}         (5.5.2) 

Δδώ ην 휎2 είλαη γλσζηό. 'Οηαλ ζηελ παξαπάλσ εμίζσζε ην 𝛽 휆  αληηθαηαζηαζεί από 

ηνλ εθηηκεηή ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ 𝛽 𝛼
∗  ην 𝐺𝐼𝐶𝑘𝑛

𝐿𝑆  κε 𝑘𝑛 = 2 κεηαηξέπεηαη ζην 

θξηηήξην ηνπ Cp -Mallow. 

Γηα λα εθηηκήζνπκε ηελ απόδνζε ηνπ εθηηκεηή ηεο ξπζκηζηηθήο παξακέηξνπ, 

πηνζεηνύκε ηελ κέζνδν ηνπ Shibata (1981) θαη νξίδνπκε ηε Μέζε Σεηξαγσληθή Εεκία 

(𝐿2  𝑙𝑜𝑠𝑠) πνπ ζπλδέεηαη κε ηνλ εθηηκεηή  𝛽 휆  θαη είλαη: 

𝐿  𝛽 휆 =
1

𝑛
 휇 − 휇휆  2 = 

=
1

𝑛
 (휇𝑖 − 𝑥 𝑖

′𝑛
𝑖=1 𝛽 휆)2       (5.5.3) 
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Αθνινύζσο, ε ζπλάξηεζε ξίζθνπ (Risk function) είλαη: 

𝑅 𝛽  = 𝐸[𝐿 𝛽  ] 

Υξεζηκνπνηώληαο ην κέηξν ηεο κέζεο ηεηξαγσληθήο δεκίαο νξίδνπκε ηελ 

αζπκπησηηθή απόδνζε δεκίαο (Asymptotic loss efficient). 

Οξηζκόο 5.5.1 (Asymptotically Loss Efficient): Μηα δηαδηθαζία επηινγήο ξπζκηζηηθήο 

παξακέηξνπ ιέγεηαη αζπκπησηηθή απόδνζε δεκίαο εάλ: 

𝐿 𝛽휆 
  

𝑖𝑛𝑓 휆∈[0,휆𝑚𝑎𝑥 ]𝐿 𝛽휆
  

→ 1                       (5.5.4) 

κε πηζαλόηεηα, όπνπ 𝛽휆 
  ζρεηίδεηαη κε ηε ξπζκηζηηθή παξάκεηξν 휆  πνπ επηιέρζεθε από 

απηή ηε δηαδηθαζία. Δπίζεο ιέκε όηη ην 𝛽휆 
  είλαη ALE εάλ ηζρύεη ε παξαπάλν ζρέζε. 

Σώξα ζα αλαθέξνπκε θάπνηεο ηερληθέο ζπλζήθεο γηα ηε κειέηε ηεο αζπκπησηηθήο 

απόδνζεο δεκίαο γηα ηνπο εθηηκεηέο ηύπνπ-AIC ζηε γξακκηθή παιηλδξόκεζε: 

(C5) Ο πίλαθαο (
1

𝑛
𝑋′𝑋)−1 ππάξρεη θαη ε κεγαιύηεξε ηδηνηηκή ηνπ θξάζζεηαη από κηα 

ζηαζεξά C. 

(C6) 𝐸휀1
4𝑞 < ∞ γηα ζεηηθό αθέξαην q. 

(C7) Σν ξίζθν ησλ εθηηκεηώλ ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ 𝛽 𝛼
∗   ∀𝛼 ∈ 𝛢 ηθαλνπνηεί: 

  𝑛𝑅 𝛽 𝛼
∗  

−𝑞
→ 0

𝑎∈𝐴

 

 

(C8) Έζησ 𝑏 = (𝑏1, … , 𝑏𝑛)′ όπνπ 𝑏𝑗 = 𝑝휆
′   𝛽 휆𝑗   𝑠𝑔𝑛 𝛽 휆𝑗    ∀ 𝑗 휏έ휏휊휄휊 ώ휎휏휀  𝛽 휆𝑗  >

0 휅𝛼휄 𝑏𝑗 = 0 𝛼휆휆휄ώ휍, όπνπ 𝛽 휆𝑗  ην j-νζηό ζηνηρείν ηνπ πνηληθνπνηεκέλνπ εθηηκεηή 𝛽휆
 . 

Δπηπιένλ, έζησ 𝛽 𝛼휆
 ν εθηηκεηήο ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ ηνπ β πνπ επηηπγράλεηαη από 

ην κνληέιν 𝛼휆 . Σόηε ππνζέηνπκε όηη κε πηζαλόηεηα  

𝑠𝑢𝑝휆∈[0,휆𝑚𝑎𝑥 ]

 𝑏 2

𝑅(𝛽 𝛼휆
)

→ 0 
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Θεώξεκα 5.5.1: Τπνζέηνπκε όηη νη ζπλζήθεο (C5)-(C8) ηζρύνπλ. Σόηε, ε ξπζκηζηηθή 

παξάκεηξνο 휆  πνπ επηιέγεηαη ειαρηζηνπνηώληαο ηελ 𝐺𝐼𝐶𝑘𝑛

𝐿𝑆 휆  ζηελ (5.5.2) κε 𝑘𝑛 → 2 

νδεγεί ζε έλαλ εθηηκεηή 𝛽휆 
  κε ηελ ηδηόηεηα ηεο αζπκπησηηθήο απόδνζεο δεκίαο κε 

ηελ έλλνηα ηεο ζρέζεο (5.5.4). 

Σν ζεώξεκα απηό δείρλεη όηη ν εθηηκεηήο ηύπνπ-AIC έρεη ηελ ηδηόηεηα ηεο 

αζπκπησηηθήο απόδνζεο δεκίαο. Υξεζηκνπνηώληαο ηώξα ην γεγνλόο όηη log(1 + 𝑡) ≈

𝑡 γηα κηθξά t, ν εθηηκεηήο AIC ζπκπεξηθέξεηαη όκνηα κε ηνλ εθηηκεηή AIC*. Ο 

ηειεπηαίνο νξίδεηαη: 

𝐴𝐼𝐶∗(휆) = log 휎 휆
2 +

2휎2𝑑𝛼휆

𝑛
 

Δπαθόινπζα, νη εθηηκεηέο AIC θαη AIC* έρνπλ ηελ παξαπάλσ ηδηόηεηα. 

'απηό ην ζεκείν κπνξνύκε λα αλαθέξνπκε όηη ν εθηηκεηήο ηύπνπ-BIC δελ έρεη  απηή 

ηελ ηδηόηεηα, γεγνλόο πνπ ζπκθσλεί κε ηα επξήκαηα ηεο θιαζηθήο επηινγήο 

κεηαβιεηώλ.  

ηελ πξάμε, ην 휎2 είλαη άγλσζην, νπόηε αληηθαζηζηνύκε ην 휎2 ζηνλ ηύπν ηνπ 𝐺𝐼𝐶2
𝐿𝑆  

κε ηνλ ζπλεπή ηνπ εθηηκεηή 휎 2.  

πκπέξαζκα: Δάλ ε ξπζκηζηηθή παξάκεηξνο 휆  επηιέγεηαη ειαρηζηνπνηώληαο ηελ 

𝐺𝐼𝐶𝑘𝑛

𝐿𝑆  κε 𝑘𝑛 → 2 θαη ην 휎2 αληηθαζίζηαηαη από ηνλ ζπλεπή ηνπ εθηηκεηή 휎 2 ηόηε ε 

δηαδηθαζία είλαη επίζεο asymptotically loss efficiency.  

εκείσζε 5.5.1: Μπνξνύκε επίζεο λα κειεηήζνπκε ηελ αζπκπησηηθή απόδνζε δεκίαο 

ησλ γεληθεπκέλσλ γξακκηθώλ κνληέισλ. Αθνινπζώληαο ην πλεύκα ηνπ κέηξνπ 

δηαζπνξάο, πηνζεηνύκε ην κέηξν απόζηαζεο (distance measure) ησλ Kullback-Leibler 

(KL) γηα λα νξίζνπκε ηελ KL-δεκία (KL-Loss) ελόο εθηηκεηή 𝛽  σο: 

𝐿𝐾𝐿 𝛽  =
2

𝑛
𝐸0{𝑙 휃0 − 𝑙 휃  }       (5.5.5) 

όπνπ: 

 ε 𝑙(. ) νξίζηεθε ζηελ (5.4.2) 

휃0 = (휃01 , … 휃0𝑛)′ ε πξαγκαηηθή άγλσζηε παξάκεηξνο θαλνληθνπνίεζεο 



102 
 

Επιλογή τησ ρυθμιςτικήσ παραμζτρου ςτισ μεθόδουσ ποινικοποιημζνησ πιθανοφάνειασ 
 

휃 =  휃 1, … 휃 𝑛 
′

= 𝛸 𝛽   ππό ηελ θαλνληθή ζπλάξηεζε ζύλδεζεο 

𝐸0 ε αλακελόκελε ηηκή (expectation) ππό ην πξαγκαηηθό κνληέιν 

Μπνξεί λα δεηρζεί όηη ε KL-δεκία είλαη ίδηα κε ηελ ηεηξαγσληθή δεκία (squared loss) 

γηα ηα θαλνληθά γξακκηθά κνληέια παιηλδξόκεζεο κε άγλσζηε δηαζπνξά. Γηα λα 

επηηύρνπκε ηελ αζπκπησηηθή ζπλάξηεζε δεκίαο γηα ηα γεληθεπκέλα γξακκηθά 

κνληέια, είλαη απαξαίηεην λα ρξεζηκνπνηήζνπκεηελ επέθηαζε Taylor γηα λα 

επεθηείλνπκε ην 𝑏(휃 𝑖) ζηελ πξαγκαηηθή ηηκή 휃0𝑖 .  

 

5.6 Αξηζκεηηθή Μειέηε 

ηε ζπλέρεηα, ζα παξνπζηάζνπκε δύν παξαδείγκαηα.Καη ηα δύν είλαη πεηξάκαηα 

Monte Carlo. ην πξώην παξάδεηγκα, ζεσξνύκε όηη ην πξαγκαηηθό κνληέιν 

πεξηιακβάλεηαη ζε έλα ζύλνιν ππνςήθησλ κνληέισλ ηα νπνία πξνζαξκόδνληαη κε 

ηελ ινγηζηηθή παιηλδξόκεζε. Απηό καο επηηξέπεη λα εμεηάζνπκε ηελ απόδνζε ηεο 

ζπλέπεηαο ηνπ θξηηεξίνπ επηινγήο, ην νπνίν αλακέλεηαη λα απνδίδεηεμίζνπ θαιά κε ην  

Θεώξεκα 5.4.1. Αληίζεηα, ζην δεύηεξν παξάδεηγκα, ην πξαγκαηηθό κνληέιν δελ 

πεξηιακβάλεηαη ζην ζύλνιν ησλ ππνςήθησλ κνληέισλ, ηα νπνία αθνινπζνπλ ηελ 

Γθανπζηαλή θαηαλνκή.  

Παξάδεηγκα 1: Τηνζεηώληαο ην κνληέιν ησλ Tibshirani (1996) θαη ησλ Fan & Li 

(2001) πξνζνκνηώλνπκε ηα δεδνκέλα από ην κνληέιν ινγηζηηθήο παιηλδξόκεζεο, 

𝑦|𝑥 ~𝐵𝑒𝑟𝑛𝑜𝑦𝑙𝑙𝑖{𝑝 𝑥 ′𝛽 } όπνπ: 

𝑝 𝑥 ′𝛽 = 휇 𝑥 ′𝛽 =
exp(𝑥 ′𝛽)

1 + exp(𝑥 ′𝛽)
 

Δπηπιένλ, 𝛽 = (3, 1.5, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0)′ 

θαη 휒  είλαη έλα 12-δηάζηαην ηπραίν δηάλπζκα, κε ηα πξώηα 9 ζηνηρεία ηνπ λα 

αθνινπζνύλ ηελ θαλνληθή θαηαλνκή κε πίλαθα δηαζπνξάο 𝛴 = (휎𝑖𝑗 ) γηα ηα νπνία 

ηζρύεη 휎𝑖𝑗 = 0,5 𝑖−𝑗   ,ελά ηα ηξία ηειεπηαία ζηνηρεία ηνπ 휒  παξάγνληαη από ηελ 

θαηαλνκή Bernoulli κε πνζνζηό επηηπρίαο 0,5. Δπηπιένλ, θάλνπκε 1000 επαλαιήςεηο 

κε κέγεζνο δείγκαηνο n=200 θαη n=400. 
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Γηα λα εθηηκήζνπκε ηελ απόδνζε ησλ πξνηεηλόκελσλ κεζόδσλ, αλαθέξνπκε ην 

πνζνζηό ησλ πιώξσλ, ειιεηπώλ θαη πεξηηηώλ κνληέισλ κε 1, 2, 3, 4 ,5 ή θαη 

πεξηζζόηεξεο παξακέηξνπο πνπ πξνθύπηνπλ από ηηο SCAD-AIC (𝑘𝑛 = 2) , SCAD-

BIC (𝑘𝑛 = log(𝑛)), SCAD-GCV, AIC θαη ΒIC όπσο επίζεο θαη κέζσ ηεο ηδηόηεηαο 

πξόβιεςεο.Σα αληίζηνηρα ζθάικαηα ππνινγίδνληαη από ην  
𝑝  1−𝑝  

1000
 όπνπ 𝑝  είλαη ην 

παξαηεξνύκελν κέηξν (observed proportion) ζηηο 1000 πξνζνκνηώζεηο. Δπηπιένλ, 

αλαθέξνπκε ην κέζν όξν ησλ κεδεληθώλ ζπληειεζηώλ πνπ ζσζηά (C)  θαη 

ιαλζαζκέλα (I) ππνινγίζηεθαλ κε δηαθνξεηηθέο κεζόδνπο. Γηα λα ζπγθξίλνπκε ηελ 

πξνζαξκνγή ηνπ κνληέινπ, ππνινγίδνπκε ην αθόινπζν ζθάικα κνληέινπ (model 

error) γηα ηε λέα παξαηήξεζε (𝑥 , 𝑦): 

ME(𝛽  ) = 𝐸𝑥{휇 𝑥 ′𝛽 − 휇 𝑥 ′𝛽  }2  

όπνπ: 

ην E ιακβάλεηαη σο πξνο ην λέν παξαηεξνύκελν δηάλπζκα 𝑥  θαη 휇 𝑥 ′𝛽 = 𝛦(𝑦|𝑥 ). 

ηε ζπλέρεηα, ππνινγίδνπκε ηε δηάκεζν ηνπ ζρεηηθνύ κνληέινπ ζθάικαηνο (MRME): 

𝑅𝑀𝐸 = 𝑀𝐸/𝑀𝐸𝑓𝑢𝑙𝑙  θαη 𝑀𝐸𝑓𝑢𝑙𝑙  ην ζθάικα κνληέινπ πνπ ππνινγίδεηαη από ηελ 

πξνζαξκνγή ησλ δεδνκέλσλ κε ην πιήξεο κνληέιν. 

Ο πίλαθαο πνπ παξνπζηάδεηαη παξαθάησ δείρλεη όηη ην MRME ηεο κεζόδνπ SCAD-

BIC είλαη κηθξόηεξν από ην αληίζηνηρν ηεο SCAD-AIC. Όζν ην κέγεζνο ηνπ 

δείγκαηνο απμάλεηαη ην MRME ηεο SCAD-BIC πξνζεγγίδεη απηό ηνπ εθηηκεηή 

πξόβιεςεο ελώ ην MRME ηεο SCAD-AIC παξακέλεη ην ίδην. ην ζεθνγξάθεκα πνπ 

αθνινπζεί θαίλεηαη αθξηβώο απηό ην απνηέιεζκα. 

ηελ αλαγλώξηζε ηνπ κνληέινπ, ε SCAD-BIC έρεη πςειόηεξε απόδνζε από ηελ 

SCAD-AIC ησλ ζσζηά βαικέλσλ 9 πξαγκαηηθώλ κεδεληθώλ ζπκκεηαβιεηώλ ζε 

κεδέλ, ελώ ε SCAD-BIC είλαη πην επηξξεπήο ζηα λα ζέζεη ηηο ηξεηο κε κεδεληθέο 

κεηαβιεηέο ίζεο κε κεδέλ, όηαλ ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο είλαη κηθξό. Δπηπξόζζεηα, ε 

SCAD-BIC έρεη κεγαιύηεξν πνζνζηό επηηπρίαο ζην λα αληρλεύζεη ην ζσζηό κνληέιν 

ζε ζρέζε κε ηελ  SCAD-AIC.  
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Πίλαθαο 1: Πξνζνκνίσζε απνηειεζκάησλ γηα ην ινγηζηηθό κνληέιν παιηλδξόκεζεο. 

 

 

Γξάθεκα 1: Θεθνγξάθεκα ηνη ζρεηηθνύ κνληέινπ ζθάικαηνο (RME) γηα n=200 θαη n=400. 

ρεηηθά κε ηα overfitted κνληέια, ε κέζνδνο SCAD-BIC είλαη πηζαλό λα πεξηιακβάλεη 

κόλν κηα αζπζρέηηζηε κεηαβιεηή, ελώ ε SCAD-AIC ζπρλα πεξηιακβάλεη δύν ή θαη 

πεξηζζόηεξεο. Όζν ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο απμάλεηαη, ε SCAD-BIC ηείλεη λα 

θηηάρλεη ζσζηά κνληέια, ζε αληιηζεζε κε ηελ SCAD-AIC πνπ νδεγεί ζε overfitting. 

Απηά ηα απνηειέζκαηα ζπκθσλνύλ θαη κε ηα ζεσξεηηθά επξήκαηα. 'απηό λα 

αλθέξνπκε όηη ε SCAD-GCV πκπεξηθέξεηαη όκνηα κε ηελ SCAD-AIC Δλώ ηα 

θιαζηθά θξηηήξηα BIC θαη AIC ζπκπεξηθέξνληαη όκνηα κε ηηο SCAD-BIC θαη SCAD-

AIC αληίζηνηρα. Δίλαη ελδηαθέξνλ όηη ε SCAD-AIC πξνηείλεη ζπλήζσο έλα πην 
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ζπνξαδηθό κνληέιν ζε ζρέζε κε ηελ AIC. ε γεληθέο γξακκέο ε SCAD-BIC 

ζπκπεξηθέξεηαη θαιύηεξα από ηηο ππόινηπεο κεζόδνπο. 

Παξάδεηγκα 2: ηελ πξαγκαηηθόηεηα, ην πιήξεο κνληέιν απνηπγράλεη ζην λα 

ζπκπεξηιάβεη θάπνηεο ζεκαληηθέο επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο. Απηό καο δίλεη ην 

θίλεηξν λα κηκεζνύκε εκείο κία θαηάζηαζε θαη λα εθαξκόζνπκε θάπνηεο κεζόδνπο. 

Έηζη, ζεσξνύκε ην γξακκηθό κνληέιν παιηλδξόκεζεο 𝑦𝑖 = 𝑥 𝑖
′𝛽 + 휀𝑖  όπνπ 𝑥𝑖  είλαη 

αλεμάξηεηεο θαη ηζόλνκεο ηπραίεο κεηαβιεηέο δηάζηαζεο 13, ελώ ε ζρέζε αλάκεζα ζε 

𝑥𝑖  θαη 𝑥𝑗  είλαη 0,5 𝑖−𝑗  . Σα 휀𝑖  είλαη αλεμάξηεηεο θαη ηζόλνκεο ηπραίεο κεηαβιεηέο πνπ 

αθνινπζνύλ ηελ 𝛮(0, 휎2) κε ζ=4. Δπηπιένλ, δηαρσξίδνπκε ην 𝑥 = (𝑥𝑓𝑢𝑙𝑙
′ , 𝑥𝑒𝑥𝑐

′ )′ όπνπ 

ην 𝑥𝑓𝑢𝑙𝑙  πεξηιακβάλεη d=12 κεηαβιεηέο ηνπ πιήξνπο κνληέινπ θαη ην 𝑥𝑒𝑥𝑐  πξνθύπηεη 

από ηελ εθαξκνγή ηνπ κνληέινπ. Με ηνλ ίδην ηξόπν δηαρσξίδνπκε ην 𝛽 =

(𝛽𝑓𝑢𝑙𝑙
′ , 𝛽𝑒𝑥𝑐

′ )′ όπνπ 𝛽𝑓𝑢𝑙𝑙  είλαη έλα (12× 1) δηάλπζκα ελώ ην 𝛽𝑒𝑥𝑐  είλαη κνλνδηάζηαην. 

Γηα λα εξεπλήζνπκε ηελ απόδνζε ησλ κεζόδσλ πνπ ζα εθαξκόζνπκε έρνπκε: 

𝛽𝑓𝑢𝑙𝑙 = 𝛽0 + 𝛾𝛿/ 𝑛 

όπνπ: 𝛽0 = (3, 1.5, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0)′ 

𝛿 = (0, 0, 1.5, 1.5, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0.5, 0.5)′ 

θαη ην γ θπκαίλεηαη από 0-10 

𝛽𝑒𝑥𝑐 = 0.2 

Δπεηδή ην ππνςήθην κνληέιν είλαη ππνζύλνιν ηνπ πιήξνπο κνληέινπ πνπ 

πεξηιακβάλεη 12 κεηαβιεηέο ζην 𝑥𝑓𝑢𝑙𝑙  ε παξαπάλσ πξνζαξκνγή ηνπ κνληέινπ καο 

δηαβεβαηώλεη όηη ην πξαγκαηηθό κνληέιν δελ πεξηιακβάλεηαη ζην ζύλνιν ησλ 

ππνςήθησλ κνληέισλ. Πξνζνκνηώλνπκε 1000 δεδνκέλα κε n=400, 800 θαη 1600. Γηα 

λα εμεηάζνπκε ηελ απόδνζε ησλ εθηηκεηώλ, νξίδνπκε ηελ απόδνζε δεκίαο ηνπ 

πεπεξαζκέλνπ δείγκαηνο: 

𝐿𝐸 𝛽 휆  =
𝐿(𝛽 휆 )

𝑖𝑛𝑓휆𝐿(𝛽 휆)
 

όπνπ: 휆  επηιέγεηαη από ηελ SCAD-GCV, SCAD-AIC θαη SCAD-BIC. Δίλαη 

αμηνζεκείσην, όηη ην 𝛽𝑓𝑢𝑙𝑙  εμαξηάηαη από ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο θαη ην γ. Σν γ 
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είλαη κηα επαίζζεηε κεηαβιεηή πνπ ζπγθξίλεη ηελ απόδνζε δεκίαο ησλ θξηηεξίσλ 

επηινγήο αλάκεζα ζε δηαθνξεηηθά κεγέζε δείγκαηνο. Δπεηδή ην SCAD-GCV είλαη 

πνιύ όκνην κε ην SCAD-AIC δελ γίλεηαη αλαθνξά εδώ. Σν παξαθάησ δηάγξακκα 

δείρλεη ηελ απόδνζε δεκίαο ηεο SCAD-AIC θαη ηεο SCAD-BIC γηα δηάθνξεο ηηκέο 

ηνπ γ. ύκθσλα κε ην δηάγξακκα 2(α), δείρλεη όηη ε απόδνζε δεκίαο ηεο κεζόδνπ 

SCAD-AIC Σείλεη ζηε κνλάδα, αλεμάξηεηα από ηελ ηηκή ηνπ γ, αληίζεηα κε ηελ 

απόδνζε δεκίαο ηνπ SCAD-BIC πνπ δελ δείρλεη θάηη ηέηνην.  

Όηαλ ην γ είλαη θνληά ζην κεδέλ, δειαδή όηαλ ην κνληέιν είλαη ζρεδόλ ζπνξαδηθό, ε 

κέζνδνο SCAD-BIC θαηαιήγεη ζε κηθξόηεξε δεκία εμαηηίαο κεγαιύηεξεο ζπλάξηεζεο 

πνηλήο.  Γεληθά ην δηάγξακκα 2 δείρλεη όηη ε κέζνδνο SCAD-AIC είλαη απνδνηηθή ελώ 

ε SCAD-BIC δελ είλαη. Οη AIC, BIC ζπκπεξηθέξνληαη αλάινγα κε ηηο SCAD-AIC, 

SCAD-BIC αληηζηνίρσο θαη έηζη παξαιείπνληαη. 

 

 

Γηάγξακκα 2: Απόδνζε Εεκίαο ηεο SCAD-AIC (a) θαη ηεο SCAD-BIC (b). 
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Appendix 2νπ Κεθαιαίνπ 

 

 Απόδεημε Θεσξήκαηνο 2.3.2.1 

Έζησ 𝑎𝑛 = 𝑛−1/2 + 𝑎𝑛 . Θέινπκε λα δείμνπκε όηη γηα θάζε γλσζηό 휀 > 0 ππάξρεη κηα 

κεγάιε ζηαζεξά 𝐶 ώζηε: 

𝑃 𝑠𝑢𝑝 𝑢  =𝐶𝑄 𝛽 0 + 𝑎𝑛𝑢  < 𝑄 𝛽 0  ≥ 1 − 휀         (Α.1) 

Απηό ππνλνεί όηη κε πηζαλόηεηα ηνπιάρηζηνλ 1 − 휀 ππάξρεη ηνπηθό κέγηζην ζηε 

κπάια {𝛽 0 + 𝑎𝑛𝑢 :  𝑢  ≤ 𝐶}. Έζησ όηη ππάξρεη κηα ηηκή πνπ ηνπηθά ειαρηζηνπνηεί 

ηέηνηα ώζηε : 

 𝛽  − 𝛽 0 = 𝑂𝑝(𝑎𝑛) 

Υξεζηκνπνηώληαο όηη 𝑃휆 0 = 0 έρνπκε: 

𝐷𝑛 𝑢  = 𝑄 𝛽 0 + 𝑎𝑛𝑢  − 𝑄(𝛽 0) ≤ 

≤ 𝐿 𝛽 0 + 𝑎𝑛𝑢  − 𝐿 𝛽 0 − 𝑛  {𝑝휆𝑛
  𝛽𝑗0 + 𝑎𝑛𝑢𝑗   −

𝑠

𝑗 =1

𝑝휆𝑛
  𝛽𝑗0  } 

Έζησ 𝐿′(𝛽 0) λα είλαη ην αλάδειηα ηνπ 𝐿. Έρνπκε: 

𝐷𝑛 𝑢  ≤ 𝑎𝑛𝐿′ 𝛽 0 
′
𝑢 −

1

2
𝑢 ′𝐼 𝛽 0 𝑢 𝑛𝑎𝑛

2 1 + 𝑂𝑝 1  − 

− [𝑛𝑎𝑛𝑝′
휆𝑛

  𝛽𝑗0  𝑠𝑔𝑛 𝛽𝑗0 𝑢𝑗 +

𝑠

𝑗 =1

 

+𝑛𝑎𝑛
2𝑝휆𝑛

′′   𝛽𝑗0  𝑢𝑗
2{1 + 𝑂 1 }]                     (A.2) 

εκεηώλνπκε όηη 𝑛−1/2𝐿′ 𝛽 0 
′

= 𝑂𝑝 1 . Έηζη, ην δεμί κέινο ηεο (Α.2) είλαη ηάμεο 

𝑂𝑝  𝑛
1

2𝑎𝑛 = 𝑂𝑝(𝑛𝑎𝑛
2 ). 

Δπηιέγνληαο έλα ζεκαληηθά κεγάιν 𝐶 ν δεύηεξνο όξνο ππεξηζρύεη ηνπ πξώηνπ κε 

 𝑢 = 𝐶.Απηό νινθιεξώλεη θαη ηελ απόδεημε. 
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 Απόδεημε Λήκκαηνο 2.3.2.1 

Δίλαη ζεκαληηθν λα δείμνπκε όηη κε πηζαλόηεηα λα ηείλεη ζηε κνλάδα όζν ην 𝑛 → ∞ 

γηα θάζε 𝛽 1 πνπ ηθαλνπνηεί 𝛽 1 − 𝛽 10 = 𝛰𝑝(𝑛−1/2) θαη γηα κηθξό 휀𝑛 = 𝐶𝑛−1/2 & 

𝑗 = 𝑠 + 1, … , 𝑑 

휕𝑄(𝛽 )

휕𝛽𝑗
=  

< 0 γηα 0 < 𝛽𝑗 < 휀𝑛     (𝛢. 3)

   > 0 𝛾휄𝛼 − 휀𝑛 < 𝛽𝑗 < 0           (𝛢. 4)
  

Γηα λα δείμνπκε ηελ (Α.3) από ηελ επέθηαζε Taylor έρνπκε: 

휕𝑄(𝛽 )

휕𝛽𝑗
=

휕𝐿(𝛽 )

휕𝛽𝑗
− 𝑛𝑝′

휆𝑛
  𝛽𝑗   𝑠𝑔𝑛 𝛽𝑗  = 

=
휕𝐿(𝛽0

 )

휕𝛽𝑗
+  

휕2𝐿 𝛽0
  

휕𝛽𝑗 휕𝛽𝑗

𝑑

𝑙=1

 𝛽𝑙 − 𝛽𝑙0
 +   

휕3𝐿 𝛽 ∗ 

휕𝛽𝑗휕𝛽𝑖𝛽𝑘
×

𝑑

𝑘=𝑖

𝑑

𝑙=1

 

×  𝛽𝑙 − 𝛽𝑙0
  𝛽𝑘 − 𝛽𝑘0

 − 𝑛𝑝′
휆𝑛

  𝛽𝑗   𝑠𝑔𝑛 𝛽𝑗   

όπνπ ην 𝛽∗ βξίζθεηαη αλάκεζα ζην 𝛽  θαη ην 𝛽0
 . εκεηώλνπκε όηη  

𝑛−1 휕𝐿(𝛽0
 )

휕𝛽𝑗
= 𝛰𝑝(𝑛−1/2)  

θαη 

1

𝑛

휕2𝐿 𝛽0
  

휕𝛽𝑗휕𝛽𝑗
= 𝐸  

휕2𝐿 𝛽0
  

휕𝛽𝑗휕𝛽𝑗
 + 𝛰𝑝(1)  

Τπό ηελ ππόζεζε όηη 𝛽 − 𝛽0
 = 𝛰𝑝(𝑛−1/2) έρνπκε: 

휕𝑄(𝛽 )

휕𝛽𝑗
= 𝑛휆𝑛{−휆′

𝑛𝑝′
휆𝑛

  𝛽𝑗   𝑠𝑔𝑛 𝛽𝑗  + 𝛰𝑝(
𝑛−

1

2

휆𝑛
)} 

Δλώ 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓휃→0+휆𝑛
−1𝑝′

휆𝑛
 휃 > 0 θαη 

𝑛
−

1
2

휆𝑛
→ 0, ε παξάγσγνο εμαξηάηαη από απηή ηνπ 

𝛽𝑗 . 'Δηζη, νη (Α.3) θαη (Α.4) ηζρύνπλ. Απηό νινθιεξώλεη ηελ απόδεημε. 

 

 Απόδεημε Θεσξήκαηνο 2.3.2.2 
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Από ην παξαπάλσ Λήκκα πξνθύπηεη όηη ην (α) ηζρύεη. Θα αζρνιεζνύκε κε ηελ 

απόδεημε ηνπ (b). Μπνξεί λα δείμνπκε εύθνια όηη ππάξρεη έλα 𝛽 1 ζην ζεώξεκα 2.3.2.1 

πνπ είλαη  𝑛-ζπλεπήο ηνπηθόο "κεγηζηνπνηεηήο" 𝑄{ 𝛽1
0
 } ην νπνίν ιακβάλεηαη σο 

ζπλάξηεζε ηνπ 𝛽 1 θαη ηθαλνπνηεί: 

휕𝑄(𝛽0
 )

휕𝛽𝑗 𝛽= 𝛽 1
0  

= 0 γηα 𝑗 = 1, … , 𝑠      (A.5) 

εκεηώλνπκε όηη ην 𝛽 1 είλαη ζπλεπήο εθηηκεηήο , 

휕𝐿(𝛽 )

휕𝛽𝑗 𝛽= 𝛽 1
0  

− 𝑛𝑝′
휆𝑛

  𝛽 𝑗   𝑠𝑔𝑛 𝛽 𝑗  = 

=
휕𝐿(𝛽0

 )

휕𝛽𝑗
+  {

휕2𝐿 𝛽0
  

휕𝛽𝑗 휕𝛽𝑙
+ 𝑂𝑝 1 }

𝑠

𝑙=1

 𝛽 𝑙 − 𝛽𝑙0
 − 

−𝑛(𝑝′
휆𝑛

  𝛽𝑗0  𝑠𝑔𝑛 𝛽𝑗0 + {𝑝휆𝑛

′′   𝛽𝑗0  + 𝑂𝑝 1 } 𝛽 𝑗 − 𝛽𝑗0
  

Πξνθύπηεη από ην Θεώξεκα ηνπ Slutsky θαη από ην Κ.Ο.Θ. όηη: 

 𝑛 𝐼1 𝛽 10 + 𝛴 {𝛽  1 − 𝛽 10 +  𝐼1 𝛽 10 + 𝛴 
−1

𝑏 } → 𝑁{0 , 𝐼1 𝛽 10 } 
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Appendix 3νπ Κεθαιαίνπ 

 Απόδεημε Λήκκαηνο 3.4.1 

Θεσξώληαο όηη 𝛢 휆 𝑔 είλαη ην δηάλπζκα ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο πνπ ζπκβνιίδεηαη κε 

𝑔𝑛 ,휆
∗  θαη απνηειεί ηε ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο: Βξεο 𝑓 ∈ 𝑊2

(𝑚)
 ώζηε λα ειαρηζηνπνηεί 

ην: 

1

𝑛
 (𝑔 𝑡𝑗  − 𝑓(𝑡𝑗 ))2 + 휆  (𝑓 𝑚 (𝑢))2𝑑𝑢

1

0

𝑛

𝑗 =1

 

Οπόηε: 

1

𝑛
 (𝑔 𝑡𝑗  − 𝑔𝑛 ,휆

∗ (𝑡𝑗 ))2 + 휆  (𝑔𝑛 ,휆
∗  𝑚 

(𝑢))2𝑑𝑢

1

0

≡

𝑛

𝑗 =1

 

≡
1

𝑛
 𝛪 − 𝛢 휆 𝑔 2 + 휆  (𝑔𝑛 ,휆

∗  𝑚 
(𝑢))2𝑑𝑢

1

0

≤ 

≤
1

𝑛
 (𝑔 𝑡𝑗  − 𝑔(𝑡𝑗 ))2 + 휆  (𝑔 𝑚 (𝑢))2𝑑𝑢 = 휆  (𝑔 𝑚 (𝑢))2𝑑𝑢

1

0

1

0

𝑛

𝑗=1

 

 

 Απόδεημε Λήκκαηνο 3.4.2 

Θεσξνύκε ηελ 𝑔𝑛 ,휆
∗  όπσο νξίζηεθε παξαπάλσ. Σόηε ην  𝑔𝑛 ,휆

∗  ζπγθιίλεη ζην 𝑊2
(𝑚)

 όζν 

ην 𝑛 → ∞ ζηελ 𝑔휆
∗ (δειαδή ζηελ ηηκή πνπ ειαρηζηνπνηεί) θαη: 

𝐽∞,𝑔 𝑓 =  
(𝑔 𝑢 − 𝑓(𝑢))2

휔(𝑢)
𝑑𝑢 +

1

0

휆  (𝑓 𝑚 (𝑢))2𝑑𝑢

1

0

 

Σώξα, εάλ 𝑔 ∈ 휋𝑚−1 είλαη εύθνιν λα δνύκε όηη 𝑔휆
∗ = 𝑔 θαη ζε απηή ηελ πεξίπησζε 

𝐽∞,𝑔 𝑔 = 0. 

Δάλ 𝑔 ∉ 휋𝑚−1 ηόηε: 

𝐽∞,𝑔 휃𝑔 < 𝐽∞,𝑔 𝑔  
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γηα: 

휃 =

(𝑔 𝑢 )2

휔(𝑢)
𝑑𝑢

(𝑔 𝑢 )2

휔(𝑢)
𝑑𝑢 + 휆  (𝑔 𝑚 (𝑢))2𝑑𝑢

1

0

 

έηζη ώζηε 𝑔휆
∗ ≠ 𝑔 

Δπηπιένλ,  

1

𝑛
𝑔′(𝛪 − 𝛢 휆 )2𝑔 =

1

𝑛
 (𝑔 𝑡𝑖 − 𝑔𝑛 ,휆

∗ (𝑡𝑖))2

𝑛

𝑗=1

→  
(𝑔 𝑢 − 𝑔휆

∗(𝑢))2

휔(𝑢)
> 0

1

0

  𝛾휄𝛼 휆 > 0 

 

 Απόδεημε Λήκκαηνο 3.4.3 

𝛢 휆 = (𝑛휆𝑃 + 𝑘)𝛭−1 όπνπ: 

𝑀 = 𝑘 + 𝑛휆𝐼    θαη    𝑃 = 𝛭−1𝑇(𝑇 ′𝑀−1
𝑇 + 𝛥)−1𝛵′  

Έζησ:  𝑛휆𝑃𝑀−1 = 𝐸  θαη     𝑘𝑀−1 = 𝐴0 

Σώξα, 0 ≤ 𝛢0 ≤ 𝛢 ≡ 𝛢0 + 𝛦 ≤ 𝛪   θαη  0 ≤ 𝛦 ≤ 𝛪   κε 𝛦 ηάμεο (m+1) έρνπκε: 

𝑇𝑟𝛢0 ≤ 𝑇𝑟𝛢 ≡ 𝑇𝑟𝛢0 + (𝑚 + 1) 

𝑇𝑟𝛢0
2 ≤ 𝑇𝑟𝛢2 ≡ 𝑇𝑟𝛢0

2 + 2𝑇𝑟𝐴0𝐸 + 𝑇𝑟𝐸2 ≤ 𝑇𝑟𝛢0
2 + 3𝑇𝑟𝐸 ≤ 𝑇𝑟𝛢0

2 + 3(𝑚 + 1) 

Καη έηζη: 

휆1/2  (
휆휈𝑛

휆휈𝑛 + 𝑛휆
)

𝑛

휈=1

≤ 𝑛휆1/2𝑚  
1

𝑛
𝑇𝑟𝛢 휆  ≤ 휆

1

2𝑚   
휆휈𝑛

휆휈𝑛 + 𝑛휆
 

𝑛

휈=1

+ 휆
1

2𝑚 (𝑚 + 1) 

όπνπ 휆휈𝑛  , 휈 = 1,2, … , 𝑛 νη ηδηνηηκέο ηνπ 𝑘. πλερίδνπκε ηελ απόδεημε κε ηελ ππόζεζε 

όηη νη ηδηνηηκέο 휆휈𝑛  ηθαλνπνηνύλ: 

𝑎
(휋휈 )2𝑚

𝑛
≤ 휆휈𝑛

−1 ≤ 𝛽
(휋휈 )2𝑚

𝑛
     (Α 4.3.1) 

γηα θάπνηα α,β κε  0 < 𝛼 ≤ 𝛽 < ∞. 

Δπίζεο:  
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𝛼 = 𝑚𝑖𝑛𝑡𝑤 𝑡 (1 + 𝑜 1 ) 

                                       𝛽 = 𝑚𝑎𝑥𝑡𝑤 𝑡 (1 + 𝑜 1 )                        (A 4.3.2) 

όπνπ 𝑜 1 → 0   𝛾휄𝛼  𝑛 → ∞. 

Υξεζηκνπνηώληαο ηελ (Α 4.3.1) έρνπκε: 

휆1/2𝑚  (
1

1 + 휆𝛽(휋휈)2𝑚
) ≤ 휆1/2𝑚  (

1

1 + 𝑛휆휆휈𝑛
−1)2

𝑛

휈=1

𝑛

휈=1

≤ 휆1/2𝑚  (
1

1 + 휆𝛼(휋휈)2𝑚
)

𝑛

휈=1

 

Γηα θάζε γλσζηό 𝛾 > 0 έρνπκε: 

 
𝑑𝑥

(1 + 𝑥2𝑚 )2

(𝑛−1)𝛾휆 1/2𝑚 휋

𝛾휆 1/2𝑚 휋

≤ (𝛾휆)1/2𝑚휋  (
1

(1 + 휆𝛾 휋 2𝑚휈2𝑚  
)2

)

𝑛

휈=1

≤  
𝑑𝑥

(1 + 𝑥2𝑚 )2

∞

0

 

Καη επηηπγράλνπκε: 

1

𝛽휆1/2𝑚휋
 

𝑑𝑥

(1 + 𝑥2𝑚 )

(𝑛−1)𝛽휆 1/2𝑚 휋

𝛾휆 1/2𝑚 휋

≤ 𝑛휆1/2𝑚  
1

𝑛
𝑇𝑟𝛢 휆  ≤ 

≤
1

𝑎휆1/2𝑚휋
 

𝑑𝑥

(1 + 𝑥2𝑚 )2

∞

0

+ 휆
1

2𝑚 (𝑚 + 1) 

Έηζη: 

𝑘𝑚

𝛽1/2𝑚
+ 𝑂 휆 + 𝛰  

1

𝑛휆
1

2𝑚

 ≤ 𝑛휆
1

2𝑚  
1

𝑛
𝑇𝑟𝛢 휆  ≤

𝑘𝑚

𝑎
1

2𝑚

+ 𝑂 휆 + 𝛰  
1

𝑛휆
1

2𝑚

  

Ζ j-νζηή είζνδνο 𝑘𝑗𝑘  ηνπ Κ δίλεηαη από: 

𝑘𝑗𝑘 =  −1 𝑚−1𝑘2𝑚 𝑡𝑗 , 𝑡𝑘 =  (
1

(2휋휈)2𝑚
𝑒2휋𝑖휈(𝑡𝑗−𝑡𝑘 )) ≅

∞

휈=−∞

≅  (
1

(2휋휈)2𝑚
𝑒2휋𝑖휈(𝑡𝑗 −𝑡𝑘))

𝑛≠2

휈=−𝑛/2

 

Καη έηζη: 
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𝐾 = 𝛷𝐷𝛷∗ όπνπ Φ ν (𝑛 × 𝑛) πίλαθαο κε j-νζηή είζνδν: 

1

 𝑛
𝑒2휋𝑖휈(𝑡𝑗𝑛 ) 

Καη D ν δηαγώληνο πίλαθαο κε λ-νζηή είζνδν: 

𝐷휈휈 ≈
𝑛

(2휋휈)2𝑚
 , 휈 = −

𝑛

2
, … ,

𝑛

2
,    휈 ≠ 0 

Έηζη,  

(𝑡𝑗 +1,𝑛 − 𝑡𝑗𝑛 =
1

𝑛𝑤  𝑡∗ 
  𝛾휄𝛼 휅ά휋휊휄휊 𝑡∗ ∈ [𝑡𝑗𝑛  , 𝑡𝑗 +1,𝑛]  έρνπκε: 

1

𝑛
 𝑒2휋𝑖휈(𝑡𝑗𝑛 )𝑒−2휋𝑖휇(𝑡𝑗𝑛 )

𝑛

𝑗 =1

1

𝑤 𝑡𝑗𝑛  
≈  𝑒2휋𝑖(휈−휇)𝑠𝑑𝑠 =  

1 , 휇 = 휈
0 , 𝛼휆휆휄ώ휍

 

1

0

 

Καη έηζη, ζέηνληαο 𝐷𝑤  λα είλαη ν δηαγώληνο πίλαθαο κε j-νζηή είζνδν 
1

𝑤 𝑡𝑗𝑛  
  έρνπκε: 

𝛷∗𝐷𝑤𝛷 ≈ 1 

Θέηνληαο 𝑈 = 𝐷𝑤
1/2

𝛷 , έρνπκε όηη ην 𝑈 είλαη κνλαδηθό. 

𝐾 ≈ 𝐷𝑤
−1/2

𝑈𝐷𝑈∗𝐷𝑤
−1/2

 

Δάλ ε ηζόηεηα ζην (Α 4.4.3) ηζρύεη, θαζώο θαη ε κνλαδηθόηεηα ηνπ 𝑈 ηόηε νη ηδηνηηκέο 

휆휈𝑛  ηνπ Κ ηθαλνπνηνύλ: 

𝑚𝑖𝑛𝑡(
1

𝑤 𝑡 
)𝐷휈휈 ≤ 휆휈𝑛 ≤ 𝑚𝑎𝑥𝑡(

1

𝑤 𝑡 
)𝐷휈휈  

ή 

𝑚𝑖𝑛𝑡  𝑤 𝑡 𝐷휈휈 ≤ 휆휈𝑛
−1 ≤ 𝑚𝑎𝑥𝑡  𝑤 𝑡 𝐷휈휈  

Δθόζνλ ην 2λ-νζηό θαη ην (2λ-1) ζηνηρεία ηνπ  𝐷휈휈  είλαη 
𝑛

(2휋휈 )2𝑚  ηόηε έρνπκε ηελ (Α 

4.3.1) κε α, β όπσο αθξηβώο ζηελ (Α 4.3.2).  

Μέλεη λα δείμνπκε όηη εάλ ην 1/𝑛휆1/2𝑚  θξάζζεηαη από ην κεδέλ όζν ην 𝑛 → ∞ ηόηε 

ην ίδην ηζρύεη θαη γηα ην [
1

𝑛
𝑇𝑟𝛢2 휆  ]. Έρνπκε: 
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1

𝑛
 

1

(1 + 𝛽휋2𝑚휆휈2𝑚 )2
≤

1

𝑛
𝑇𝑟𝛢2 휆 

𝑛

휈=1

 

Έζησ 휆 = 휆 𝑛  λα ηθαλνπνηεί: 𝑛휆1/2𝑚 = 𝑐
1

2𝑚   ή ηζνδύλακα 휆 = 𝑐/𝑛2𝑚  

Σόηε: 

1

(1 + 𝛽휋2𝑚𝑐)2
≤

1

𝑛
 

1

(1 + 𝛽휋2𝑚𝑐  
휈2𝑚

𝑛2𝑚  )

𝑛

휈=1

≤
1

𝑛
𝑇𝑟𝛢2 휆  
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Appendix 4νπ Κεθαιαίνπ 

 

 Απόδεημε Λήκκαηνο 4.3.1.1 

Όηαλ 휆 = 0 έρνπκε 𝐷𝐹0 = 𝑑 휅𝛼휄 𝐺𝐶𝑉0 = 𝐺𝐶𝑉𝑆𝐹
 .Σόηε, εθαξκόδνληαο ηε ζπλζήθε 1 

κε 2 log  1 −
𝑑

𝑛
 = 𝑂(𝑛−1) πεηπραίλνπκε 

 𝑙𝑜𝑔𝐺𝐶𝑉𝑆𝐹
= log  

𝑆𝑆𝐸𝑆𝐹

𝑛
 − 2 log  1 −

𝑑

𝑛
 = 𝑙𝑜𝑔휎 2

𝑆𝐹
+ 𝑂(𝑛−1)  (A.1) 

Δπεηδή 𝑆𝑆𝐸휆 ≥ 𝑆𝑆𝐸𝑆휆
 θαηαιήγνπκε ζε: 

𝑙𝑜𝑔𝐺𝐶𝑉휆 ≥ log  
1

𝑛
𝑆𝑆𝐸휆 ≥ log  

1

𝑛
𝑆𝑆𝐸𝑆휆

 = 𝑙𝑜𝑔휎 2
𝑆휆

 

αλ απνηέιεζκα, 𝑖𝑛𝑓휆∈𝛺−
𝑙𝑜𝑔𝐺𝐶𝑉휆 ≥ 𝑚𝑖𝑛𝑆⊅𝑆𝑇

𝑙𝑜𝑔휎 𝑠
2       (A.2) 

Δπηπιένλ, ε πλζήθε 2 ππνλνεί όηη 휎 𝑠
2 > 휎 2

𝑆𝐹
 γηα 𝑆 ⊅ 𝑆𝑇  . Έηζη,  

𝑚𝑖𝑛𝑆⊅𝑆𝑇
𝑙𝑜𝑔휎𝑠

2 > 𝑙𝑜𝑔휎2
𝑆𝐹

 

Απηό ην απνηέιεζκα, ζε ζπλδηαζκό κε ηηο ζπλζήθεο 1 θαη 2 θαζώο θαη νη εμηζώζεηο 

(Α.1) θαη (Α.2) νδεγνύλ: 

𝑝𝑟 𝑖𝑛𝑓휆∈𝛺−
𝑙𝑜𝑔𝐺𝐶𝑉휆 > 𝑙𝑜𝑔𝐺𝐶𝑉𝑆𝐹

 → 1 𝛾휄𝛼 𝑛 → ∞ 

θαη ε απόδεημε νινθιεξώζεθε. 

 

 Απόδεημε Λήκκαηνο 4.3.1.2 

Γηα θάζε 휆 ∈ 𝛺0 έρνπκε 𝑆휆 = 𝑆𝑇 . Έηζη, 𝐺𝐶𝑉휆 ≥  
1

𝑛
 𝑆𝑆𝐸𝑆휆

= (
1

𝑛
) 𝑆𝑆𝐸𝑆𝑇

. Απηό καδί κε 

ην γεγνλόο όηη  

(1 −
𝑑

𝑛
)−2 = 1 +

2𝑑

𝑛
+ 𝑂(𝑛−2) 

νδεγεί ζην: 
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𝑝𝑟 𝑖𝑛𝑓휆∈𝛺0
𝐺𝐶𝑉휆 > 𝐺𝐶𝑉𝑆𝐹

 ≥ 𝑝𝑟  
𝑆𝑆𝐸𝑆𝑇

𝑛
>

𝑆𝑆𝐸𝑆𝐹

𝑛  1 −
𝑑

𝑛
 

−2 = 

= 𝑝𝑟{
𝑆𝑆𝐸𝑆𝑇

−𝑆𝑆𝐸𝑆𝐹

휎 2
𝑆𝐹

> 2𝑑 + 𝑂(𝑛−1) }       (A.3) 

εθόζνλ 휎 2
𝑆𝐹

= 𝑆𝑆𝐸𝑆𝐹
/𝑛. 

ύκθσλα κε ηηο ζπλζήθεο 1 θαη 2 έρνπκε όηη: 

휎 2
𝑆𝐹

→ 휎2
𝑆𝐹

= 휎휀
2      κε πηζαλόηεηα. 

Δπηπιένλ, ππό ηε ζπλζήθε 3, ην 
𝑆𝑆𝐸𝑆𝑇

−𝑆𝑆𝐸𝑆𝐹

휎휀
2   αθνινπζεί ηελ 휒𝑑−𝑑0

 2  θαηαλνκή. Χο 

απνηέιεζκα,  

𝑝𝑟 𝑖𝑛𝑓휆∈𝛺0
𝐺𝐶𝑉휆 > 𝐺𝐶𝑉𝑆𝐹

 ≥ 𝑝𝑟[휒𝑑−𝑑0

 2 {1 + 𝛰𝑝(1)} > 2𝑑 + 𝑂(𝑛−1) ]→

𝑝𝑟 휒𝑑−𝑑0

 2 > 2𝑑 ≔ 𝑎 

Απηό νινθιεξώλεη ηελ απόδεημε. 

 

 Απόδεημε Λήκκαηνο 4.3.2.1 

Έζησ 𝛽𝑆 = (𝛽𝑗1, … , 𝛽𝑗𝑑 0
)′ ην δηάλπζκα ησλ ζρεηηθώλ ζπκκεηαβιεηώλ θαη 𝛽𝛮  ην 

δηάλπζκα ησλ άρξεζησλ ζπκκεηαβιεηώλ. Υσξίο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο ππνζέηνπκε 

όηη 𝛽𝑆 = (𝛽1, … , 𝛽𝑑0
)′ θαη 𝛽𝛮 = (𝛽𝑑0+1, … , 𝛽𝑑)′. Δπηπιένλ, έζησ 

 𝛽 휆𝑛
= (𝛽 𝑆휆𝑛

′ , … , 𝛽 𝛮휆𝑛

′ )′ όπνπ: 𝛽 𝑆휆𝑛

′  θαη 𝛽 𝛮휆𝑛

′ είλαη νη εθηηκεηέο SCAD ησλ 𝛽𝑆′ θαη 𝛽𝛮 ′ 

αληίζηνηρα. Τπό ηε ζπλζήθε 5, εθαξκόδνπκε ην ζεώξεκα ησλ Fan & Li θαη 

επηηπγράλνπκε κε πηζαλόηεηα λα ηείλεη ζηε κνλάδα, όηη ην 𝛽 𝑆휆𝑛
 ηθαλνπνηεί: 

1

𝑛
𝑋𝑆𝑇

′  𝑌 − 𝑋𝑆𝑇
 𝛽 𝑆휆𝑛

 + 𝑏𝑛   𝛽 𝑆휆𝑛
 = 0         (A.4) 

όπνπ  𝑏𝑛 𝛽𝑠 = (𝑝휆𝑛

′   𝛽1  𝑠𝑔𝑛 𝛽1 , … , 𝑝휆𝑛

′   𝛽𝑑0
  𝑠𝑔𝑛 𝛽𝑑0

 )′. 

ύκθσλα κε ην Θεώξεκα 1 ησλ Fan & Li, 𝛽 𝑆휆𝑛
→ 𝛽𝑆 ≠ 0 κε πηζαλόηεηα. Δπηπιένλ, 

επεηδή 휆𝑛 = log 𝑛 / 𝑛 έρνπκε 𝛼휆𝑛 → 0. αλ απνηέιεζκα, 𝑝𝑟( 𝛽 𝑆휆𝑛
 > 𝛼휆𝑛) → 1 ην 
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νπνίν ππνλνεί όηη 𝑝𝑟{𝑏𝑛  𝛽 𝑆휆𝑛
 = 0} → 1. Απηό καδί κε ην (Α.4) ππνλνεί όηη κε 

πηζαλόηεηα λα ηείλεη ζηε κνλάδα, ε θαλνληθή εμίζσζε (Α.4) είλαη αθξηβώο ίδηα κε ηελ   

1

𝑛
𝑋𝑆𝑇

′  𝑌 − 𝑋𝑆𝑇
 𝛽 𝑆휆𝑛

 = 0 

ε νπνία είλαη ε θαλνληθή εμίζσζε γηα ηνλ εθηηκεηή ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ πνπ 

βαζίδεηαη ζην πηαγκαηηθό κνληέιν. αλ απνηέιεζκα, κε πηζαλόηεηα λα ηείλεη ζηε 

κνλάδα, ν εθηηκεηήο SCAD  𝛽 𝑆휆𝑛
 είλαη αθξηβώο ίδηνο κε ηνλ  

𝛽 𝑆𝑇
=  𝑋𝑆𝑇

′ 𝑋𝑆𝑇
 
−1

(𝑋𝑆𝑇
𝑌). 

Αθνινπζεί ακέζσο όηη 𝑝𝑟(𝑆𝑆𝐸휆𝑛
= 𝑆𝑆𝐸𝑆𝑇

) → 1 θαη κε πηζαλόηεηα λε ηείλεη ζηε 

κνλάδα 𝛽 𝛮휆𝑛
= 0 από ηε ζπνξαδηθόηεηα ηνπ Θεσξήκαηνο 2 ησλ Fan & Li.  

Υξεζηκνπνηώληαο παξόκνηα επηρεηξήκαηα, κπνξνύκε λα δείμνπκε όηη κε πηζαλόηεηα 

λα ηείλεη ζηε κνλάδα ηα δηαγώληα ζηνηρεία ηνπ 𝛴휆𝑛
 ηείλνπλ ζην κεδέλ ην νπνίν 

ππνλνεί όηη 𝑝𝑟(𝐷𝐹휆𝑛
= 𝑑0) → 1. αλ απνηέιεζκα, κε πηζαλόηεηα λα ηείλεη ζηε 

κνλάδα έρνπκε όηη 𝐵𝐼𝐶휆 = 𝐵𝐼𝐶𝑆𝑇
. Απηό νινθιεξώλεη θαη ηελ απόδεημε. 

 

 Απόδεημε Λήκκαηνο 4.3.2.2 

Γηα 𝑆휆 ≠ 𝑆𝑇 , π.ρ 휆 ∈ 𝛺− ∪ 𝛺+, βξίζθνπκε δπν δηαθνξεηηθέο πεξηπηώζεηο, δειαδή κηα 

γηα ππεξπξνζαξκνζκέλν κνληέιν θαη κηα γηα ππνπξνζαξκνζκέλν κνληέιν. ε θάζε 

πεξίπησζε, δείρλνπκε όηη ην Λήκκα ηζρύεη: 

Πεξίπησζε 1Τπνπξνζαξκνζκέλν κνληέιν, 𝑆휆 ⊅ 𝑆𝑇  . Δθαξκόδνληαο ηα παξαπάλσ θαη 

ηε ζπλζήθε 1, έρνπκε όηη: 

𝐵𝐼𝐶휆𝑛
=  𝑙𝑜𝑔휎 2

𝑆𝑇
+

𝑑0 log  𝑛 

𝑛
→ log 휎2

𝑆𝑇
 = log(휎휀

2)       (A.5) 

κε πηζαλόηεηα. Πξνθύπηεη από ην γεγνλόο όηη 𝑆휆 ⊅ 𝑆𝑇 θαη από ηηο ζπλζήθεο 1 θαη 2 

όηη: 

𝐵𝐼𝐶휆 = log  
1

𝑛𝑆𝑆𝐸𝑆휆

 + 𝐷𝐹휆

log(𝑛)

𝑛
≥ log{

1

𝑛𝑆𝑆𝐸𝑆휆

} ≥ 
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≥ 𝑚𝑖𝑛{𝑆:𝑆⊅𝑆𝑇 }𝑙𝑜𝑔휎 2
𝑆 → 𝑚𝑖𝑛{𝑆:𝑆⊅𝑆𝑇 }𝑙𝑜𝑔휎2

𝑆 > 𝑙𝑜𝑔휎2
휀                    (Α.6) 

κε πηζαλόηεηα. Σειηθά, νη (Α.5) θαη (Α.6) ππνλννύλ όηη 

𝑝𝑟{𝑖𝑛𝑓휆∈𝛺−
𝐵𝐼𝐶휆 > 𝐵𝐼𝐶휆𝑛

} → 1 

Πεξίπησζε 2: Τπεξπξνζαξκνζκέλν κνληέιν,  𝑆휆 ⊃ 𝑆𝑇 , αιιά , 𝑆휆 ≠ 𝑆𝑇. ύκθσλα κε 

ηε ζπλζήθε 1, κε πηζαλόηεηα 휎 𝑆𝑇
→ 휎2

𝑆𝑇
= 휎2

휀 > 0. Έπεηηα, έζησ 𝑑휆  ν αξηζκόο ησλ 

κεηαβιεηώλ πνπ ζπκπεξηιακβάλνληαη ζην κνληέιν 𝑆휆 . Σόηε γηα ην 

ππνπξνζαξκνζκέλν κνληέιν  𝑑휆 > 𝑑0. Δπηπιένλ, ρξεζηκνπνηώληαο ην ζεώξεκα 

αζξνίζκαηνο ηεηξαγώλσλ δείρλνπκε εύθνια όηη 
𝑆𝑆𝐸𝑆𝑇

−𝑆𝑆𝐸𝑆휆

휎2
휀

→ 휒𝑑휆−𝑑0

 2   𝛾휄𝛼 𝑛 → ∞. 

Τπό ζπλζήθεο νκαιόηεηαο, ηζρύεη θαη γηα πεπεξαζκέλν κνληέιν. Γηα θάζε 

ππεξπξνζαξκνζκέλν κνληέιν S έρνπκε: 

  𝑆𝑆𝐸𝑆𝑇
− 𝑆𝑆𝐸𝑆휆

= 𝑂𝑝(1)     (A.7) 

Απηό καδί κε ην πξνεγνύκελν Λήκκα θαη κε ηνλ νξηζκό ηεο 𝐵𝐼𝐶휆  ππνλνεί όηη κε 

πηζαλόηεηα πνπ ηείλεη ζηε κνλάδα,  

𝑛 𝐵𝐼𝐶휆 − 𝐵𝐼𝐶휆𝑛
 ≥ 𝑛𝑙𝑜𝑔  

𝑆𝑆𝐸𝑆휆

𝑆𝑆𝐸𝑆𝑇

 +  𝐷𝐹휆𝑛
− 𝑑0 𝑙𝑜𝑔𝑛 = 

=  휎 2
𝑆𝑇

 𝑆𝑆𝐸𝑆휆
− 𝑆𝑆𝐸𝑆𝑇

 + 𝑂𝑝 1  +  𝑑휆 + 𝑂𝑝 휆 − 𝑑0 𝑙𝑜𝑔𝑛 

θαη ε ηειεπηαία πνζόηεηα αθνινπζεί δηόηη 𝐷𝐹휆𝑛
= 𝑑휆 + 𝑂𝑝 휆  από ηηο πλζήθεο 4 θαη 

5. Έηζη, 

𝑖𝑛𝑓휆∈𝛺+
𝑛 𝐵𝐼𝐶휆 − 𝐵𝐼𝐶휆𝑛

 ≥ 휎 2
𝑆𝑇

𝑚𝑖𝑛 𝑆:𝑆⊃𝑆𝑇   𝑆𝑆𝐸𝑆 − 𝑆𝑆𝐸𝑆𝑇
 +  1 + 𝑂𝑝 휆  𝑙𝑜𝑔𝑛 +

𝑂𝑝 1         (A.8) 

Δπίζεο από ηελ (Α.7) πξνθύπηεη όηη: 𝑚𝑖𝑛 𝑆:𝑆⊃𝑆𝑇   𝑆𝑆𝐸𝑆 − 𝑆𝑆𝐸𝑆𝑇
 = 𝑂𝑝 1  

Απηό καδί κε ην γεγνλόο όηη 휎 𝑆𝑇
→ 휎2

𝑆𝑇
 κε πηζαλόηεηα, δείρλεη όηη ην δεμί κέινο ηεο 

(A.8) ζπγθιίλεη ζην +∞ όζν ην 𝑛 → ∞ ην νπνίν ζεκαίλεη όηη 

𝑝𝑟 𝑖𝑛𝑓휆∈𝛺+
𝑛 𝐵𝐼𝐶휆 − 𝐵𝐼𝐶휆𝑛

 > 0 = 𝑝𝑟  𝑖𝑛𝑓휆∈𝛺+
 𝐵𝐼𝐶휆 − 𝐵𝐼𝐶휆𝑛

  → 1 
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 πλζήθεο Οκαιόηεηαο γηα ην Μεξηθώο Γξακκηθό Μνληέιν 

Τπνζέηνπκε όηη { 𝑢𝑖 ; 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑖 = 1, … , 𝑛} είλαη ηπραίν δείγκα. Οη αθόινπζεο ζπλζήθεο 

νκαιόηεηαο είλαη απαξαίηεηεο γηα ηηο απνδείμεηο: 

i. Ζ ζπλάξηεζε Kernel είλαη ζπκκεηξηθή ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο κε ζπκπαγέο 

πεδίν νξηζκνύ. 

ii. Ζ ηπραία κεηαβιεηή 𝑢𝑖  νξίδεηαη ζην U θαη ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηάο ηεο είλαη 

Lipshitz ζπλερήο. 

iii. Ζ ζπλάξηεζε 𝛼(. ) έρεη ζπλερή δεύηεξε παξάγσγν γηα 𝑢 ∈ 𝑈. 

iv. Ζ 𝛦(𝑥1|𝑢1 = 𝑢) είλαη Lipshitz ζπλερήο γηα 𝑢 ∈ 𝑈. 

v. ∃ 𝑠 > 1 ηέηνην ώζηε 𝐸 𝑥1 
2𝑠 < ∞ θαη γηα θάπνην 𝑛 < 2 − 𝑠−1  ηέηνην ώζηε 

𝑛2𝑛−1 → ∞. 

vi.  = 𝑂𝑝(𝑛−1/𝑠) 
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Appendix 5νπ Κεθαιαίνπ 

 

 Απόδεημε Θεσξήκαηνο 5.4.1 

Σν 𝐺𝐼𝐶𝑘𝑛
(휆) ην νπνίν παξάγεη ην ειιεηπέο (underfitted) κνληέιν, είλαη κεγαιύηεξν 

από ην 𝐺𝐼𝐶𝑘𝑛

∗(𝛼 ). Έηζη, ην βέιηηζην κνληέιν πνπ επηιέγεηαη ειαρηζηνπνηώληαο ην 

𝐺𝐼𝐶𝑘𝑛
(휆) πξέπεη λα πεξηέρεη όιεο ηηο ζεκαληηθέο κεηαβιεηέο κε πηζαλόηεηα πνπ ηείλεη 

ζηε κνλάδα. Δπίζεο, ππάξρεη ζεηηθή πηζαλόηεηα ε κηθξόηεξε ηηκή ηνπ 𝐺𝐼𝐶𝑘𝑛
(휆) γηα 

휆 ∈ 𝛺0 λα είλαη κεγαιύηεξα από απηή ηνπ πιήξνπο κνληέινπ. αλ απνηέιεζκα, 

ππάξρεη ζεηηθή πηζαλόηεηα ώζηε θάζε ι πνπ ζπλδέεηαη κε ην πξαγκαηηθό κνληέιν λα 

κελ κπνξεί λα επηιερζεί ζαλ ξπζκηζηηθή παξάκεηξνο. Σν κνληέιν πνπ αληρλεύεηαη 

από ην 휆𝑛  ζπγθιίλεη ζην πξαγκαηηθό κνληέιν όζν ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο 

απμάλεηαη. Δπηπιένλ, ην ι πνπ απνηπγράλεη λα αληρλεύζεη ην πξαγκαηηθό κνληέιν δελ 

κπνξεί λα επηιερζεί από ηελ 𝐺𝐼𝐶𝑘𝑛
(휆). 

 

 Απόδεημε Θεσξήκαηνο 5.5.1 

Γηα λα δείμνπκε ηελ αζπκπησηηθή ζπλέπεηα ηνπ εθηηκεηή ηύπνπ AIC αξθεί λα 

δείμνπκε όηη ειαρηζηνπνηώληαο ην 𝐺𝐼𝐶𝑘𝑛

𝐿𝑆(휆) κε 𝑘𝑛 → 2 είλαη ην ίδην κε ηελ 

ειαρηζηνπνίεζε ηνπ 𝐿(𝛽 휆) αζπκπησηηθά. Γη' απηό ρξεηάδεηαη λα δείμνπκε όηη κε 

πηζαλόηεηα,  

𝑠𝑢𝑝휆∈[0,휆𝑚𝑎𝑥 ]  
𝐺𝐼𝐶𝑘𝑛

𝐿𝑆  휆 −
 휀 2

𝑛
− 𝐿(𝛽 휆 )

 𝐿(𝛽 휆 )
 → 0                (B.1) 

Έζησ ν πίλαθαο πξνβνιήο πνπ ζπλδέεηαη κε ην κνληέιν α λα είλαη: 

𝐻 𝑎 = 𝑋 𝑎(𝑋 𝑎
′ 𝑋 𝑎)−1𝑋 𝑎

′  

Σόηε: 

𝐺𝐼𝐶𝑘𝑛

𝐿𝑆 휆 =
 𝑦 − 𝑥 𝛽 𝛼 

2

𝑛
+

𝑘𝑛휎2𝑑𝑎휆

𝑛
= 
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=
 𝑦 − 휇 𝛼휆

∗  
2

𝑛
+

  휇 𝛼휆

∗ − 휇 휆 
2

𝑛
+

𝑘𝑛휎2𝑑𝑎휆

𝑛
= 

=
 휀 2

𝑛
+  𝐿 𝛽 휆 +  𝐿 𝛽 𝛼휆

∗  − 𝐿 𝛽 휆  +
1

𝑛
  휇 𝛼휆

∗ − 휇 휆 
2

+
2

𝑛
휀 ′ 𝐼 − 𝐻 𝛼휆

 휇 +

2

𝑛
 휎2𝑑𝑎휆

− 휀 ′𝐻 𝛼휆
휀 +

1

𝑛
(𝑘𝑛 − 2)휎2𝑑𝑎휆

                                       (Β.2) 

Έζησ: 

𝐽1 =  𝐿 𝛽 𝛼휆

∗  − 𝐿 𝛽 휆  

𝐽2 =
1

𝑛
  휇 𝛼휆

∗ − 휇 휆 
2
 

𝐽3 =
2

𝑛
휀 ′ 𝐼 − 𝐻 𝛼휆

 휇 

𝐽4 =
2

𝑛
 휎2𝑑𝑎휆

− 휀 ′𝐻 𝛼휆
휀  

𝐽5 =
1

𝑛
(𝑘𝑛 − 2)휎2𝑑𝑎휆

 

Σόηε ζύκθσλα κε ηνπο Fan & Li (1987) επηηπγράλνπκε κε πηζαλόηεηα: 

𝑠𝑢𝑝휆∈ 0,휆𝑚𝑎𝑥   
𝐽𝑖

𝐿 𝛽 휆 
 → 0  𝛾휄𝛼 𝑗 = 1, … ,4 

Δπεηδή  𝑘𝑛 → 2 θαη 𝑛−1휎2𝑑𝑎휆
/𝑅(𝛽 휆) θξάζζεηαη από ην 1, κπνξνύκε λα δείμνπκε όηη  

𝑠𝑢𝑝휆∈ 0,휆𝑚𝑎𝑥   
𝐽5

𝐿 𝛽 휆 
 → 0   

Δπαθόινπζα, ην (Β.1) ηζρύεη, ην νπνίν ππνλνεί όηη ε δηαθνξά κεηαμύ 𝐺𝐼𝐶𝑘𝑛

𝐿𝑆 휆 −
 휀 2

𝑛
 

θαη 𝐿 𝛽 휆  είλαη ακειεηέα ζπγθξίζηκε κε ην 𝐿 𝛽 휆 . Απηό νινθιεξώλεη ηελ απόδεημε. 

 

 Απόδεημε πλέπεηαο 1 

Όηαλ ην 휎2 είλαη άγλσζην, ην 𝐺𝐼𝐶𝑘𝑛

𝐿𝑆 휆  γίλεηαη: 
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𝐺𝐼𝐶𝑘𝑛

𝐿𝑆 휆 =
 휀 2

𝑛
+ 𝐿 𝛽 휆 + 𝐽1 + 𝐽2 + 𝐽3 + 𝐽4 + 𝐽5 +

2(휎 2 − 휎2𝑑𝑎휆
)

𝑛
 

Υξεζηκνπνηώληαο απαξαίηεηεο ζπλζήθεο πξνθύπηεη: 

𝑠𝑢𝑝휆∈ 0,휆𝑚𝑎𝑥   
2(휎 2 − 휎2𝑑𝑎휆

)

𝑛𝐿 𝛽 휆 
 → 0 

κε πηζαλόηεηα θαη ε απόδεημε νινθιεξώζεθε. 
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