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Περίληψη

Σκοπός αυτής της διπλωµατικής είναι η µελέτη της σύνδεσης της εργοδικότητας µε την
αυτοπάθεια ενός χώρου Banach. Αν X χώρος Banach, ένας τελεστής T : X Ñ X ονοµά-
Ϲεται τελεστής εργοδικού µέσου αν για κάθε x P X η ακολουθία των Cesàro αθροισµάτων
Mnx � 1

npx � Tx � T 2x � . . . � Tn�1xq συγκλίνει. Αποδεικνύεται ότι υπάρχει στενή
σύνδεση ανάµεσα στους τελεστές εργοδικού µέσου ενός χώρου και στο αν αυτός ο χώρος
είναι αυτοπαθής ή όχι.
Στο Κεφάλαιο 1 αναφέρουµε επιγραµµατικά τα µαθηµατικά εργαλεία που χρειαζόµαστε.
Στο Κεφάλαιο 2 περιγράφουµε τα αρχικά ερωτήµατα που ο κλάδος που σήµερα ονοµά-
Ϲουµε εργοδική ϑεωρία προσπάθησε να απαντήσει, µε σκοπό να δούµε πώς σταδιακά
αναδιατυπώθηκαν µε όρους ϑεωρίας τελεστών και πήραν µια πιο αφηρηµένη µορφή. Τα
πιο σηµαντικά αποτελέσµατα που παρουσιάζονται είναι το Θεώρηµα του Liouville σύµφωνα
µε το οποίο για κάθε ϕυσικό σύστηµα που περιγράφεται από Χαµιλτονιανή, η οικογένεια
των λύσεών του διατηρεί το µέτρο και το Εργοδικό Θεώρηµα του von Neumann το οποίο
αποδεικνύεται µε τέσσερις διαφορετικούς τρόπους.
Στο Κεφάλαιο 3 µελετάµε την κλάση των τελεστών εργοδικού µέσου σε έναν χώρο Banach
και περιγράφουµε τη σύνδεση µεταξύ εργοδικότητας και αυτοπάθειας. Το Θεώρηµα του
Lorch διαβεβαιώνει ότι αν ένας χώρος είναι αυτοπαθής, τότε κάθε τελεστής µε ϕραγµένες
δυνάµεις είναι τελεστής εργοδικού µέσου. Το αντίστροφο ερώτηµα παραµένει ανοικτό.
Παρουσιάζουµε την πρόοδο που έχει επιτευχθεί µέχρι σήµερα προς αυτή την κατεύθυνση
και η οποία προέκυψε µέσα από τη δουλειά των Zaharopol-Emel’yanov σε Banach lattices
και των Fonf-Lin-Wojtaszczyk σε χώρους µε ϐάση Schauder.





Abstract

The subject of this thesis is the study of the connection between the mean ergodicity
and reflexivity of a Banach space. Let X be a Banach space and T : X Ñ X a mean
ergodic operator, that is a bounded linear operator such that the Cesàro sequence
Mnx � 1

npx � Tx � T 2x � . . . � Tn�1xq converges for all x P X. There is a strong
connection between the convergence of this sequence and the reflexivity of X, which is
presented in Chapter 3.
In Chapter 1 we briefly mention the preliminaries that we need.
In Chapter 2 we describe the questions that ergodic theory initially tried to answer,
so as to find out how they were reformulated into a more abstract operator-theoretic
framework. The most important results of this chapter include a theorem by Liouville
which asserts that the family of solutions of a Hamiltonian system is measure preserving
and von Neumann’s Ergodic Theorem, for which we present four different proofs.
In Chapter 3 we study the class of mean ergodic operators of a Banach space and
describe the connection between mean ergodicity and reflexivity. A theorem by Lorch
asserts that if a Banach space is reflexive, then every power bounded operator is mean
ergodic. The converse problem is still open. We present the main results concerning the
converse direction, namely the work of Zaharopol and Emel’yanov on Banach lattices
and that of Fonf, Lin and Wojtaszczyk on spaces with a Schauder basis.
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Εισαγωγή

΄Ενα από τα πρώτα αποτελέσµατα που µαθαίνει κανείς στον Απειροστικό Λογισµό είναι
ότι αν µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών pxnqnPN συγκλίνει σε κάποιο x P R, τότε
και η ακολουθία των Cesàro αθροισµάτων αυτής, px1�...�xnn qnPN συγκλίνει στο ίδιο όριο.
Η απαίτηση η ακολουθία pxnqnPN να συγκλίνει είναι ικανή ώστε να έχουµε σύγκλιση των
µέσων όρων, δεν είναι όµως αναγκαία. Για παράδειγµα, για την µη συγκλίνουσα ακολουθία
xn � p�1qn οι µέσοι όροι αυτής συγκλίνουν στο µηδέν. Η εύρεση ικανών συνθηκών ώστε να
εξασφαλίζεται η σύγκλιση των µέσων όρων µιας ακολουθίας αποτέλεσε αντικείµενο πολλών
κλάδων των µαθηµατικών αλλά και της ϕυσικής.

Το Κεφάλαιο 3 αποτελεί το κυρίως κοµµάτι αυτής της εργασίας και πραγµατεύεται
το πρόβληµα αυτό, τοποθετηµένο σε αρκετά πιο γενικό πλαίσιο. Ο χώρος µας είναι ένας
τυχαίος χώρος Banach X και η υπό µελέτη ακολουθία xn είναι της µορφής xn � Tnx,
όπου T : X Ñ X γραµµικός και ϕραγµένος τελεστής του X και x P X. Θεωρούµε
δηλαδή την ‘‘τροχιά’’ ενός σηµείου x µέσω του τελεστή T , tTnx : n P Nu και µελετάµε
τη σύγκλιση της ακολουθίας των µέσων όρων αυτής, MnpT qx � x�Tx�...�Tn�1x

n . Αν ένας
τελεστής T P BpXq έχει την ιδιότητα ότι για κάθε x P X η ακολουθία MnpT qx συγκλίνει,
τότε ονοµάζεται τελεστής εργοδικού µέσου.

Αποδεικνύεται ότι αν ο χώρος X είναι αυτοπαθής, τότε η κλάση των τελεστών εργοδι-
κού µέσου είναι αρκετά πλούσια. Συγκεκριµένα, κάθε τελεστής T P BpXq µε ϕραγµένες
δυνάµεις, δηλαδή για τον οποίον supt}Tn} : n P Nu � M   8, είναι τελεστής εργοδικού
µέσου. Το αποτέλεσµα αυτό αποδείχθηκε το 1939 από τον Edgar Raymond Lorch. Πα-
ϱαµένει ανοικτό το ερώτηµα του κατά πόσον αυτή η ιδιότητα ισχύει µόνο σε αυτοπαθείς
χώρους Banach, αν δηλαδή µπορούµε να ϐρούµε έναν χαρακτηρισµό της µορφής: ‘‘΄Ενας
χώρος Banach είναι αυτοπαθής αν και µόνο αν κάθε τελεστής µε ϕραγµένες δυνάµεις είναι
τελεστής εργοδικού µέσου’’. Υπάρχουν δύο σηµαντικά ϐήµατα προς αυτή την κατεύθυνση,
τα Θεωρήµατα των Zaharopol-Emel’yanov και των Fonf-Lin-Wojtaszczyk.

Με εξαίρεση το Θεώρηµα του Zaharopol, τα υπόλοιπα ϑεωρήµατα αποδεικνύονται
αναλυτικά στο Κεφάλαιο 3. Οι αποδείξεις αυτές είναι αρκετά απαιτητικές και είναι πιθανό
να κουράσουν τον αναγνώστη. Γενικότερα το Κεφάλαιο 3 δεν αποτελεί εύκολο ανάγνωσµα,
παρ’ όλα αυτά οι ϐασικές ιδιότητες τον τελεστών εργοδικού µέσου, το Θεώρηµα Εργοδικού
Μέσου του Eberlein και το κριτήριο του Sine µπορούν εύκολα να γίνουν κατανοητά και
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δεν κρύβουν ιδιαίτερες δυσκολίες για κάποιον που είναι εξοικειωµένος µε τη συναρτησιακή
ανάλυση.

Η ανάγκη για σύνδεση της εργοδικότητας µε την αυτοπάθεια δεν γεννήθηκε ξαφνικά,
αλλά ανέκυψε από τη µελέτη άλλων προβληµάτων. Το Κεφάλαιο 2 έχει περισσότερο
παιδαγωγικό χαρακτήρα καθώς ο κύριος σκοπός του είναι να περιγράψει την εξέλιξη του
αρχικού προβλήµατος και τον τρόπο µε τον οποίο αναδιατυπώθηκε σε γλώσσα ϑεωρίας
τελεστών. Ορίζονται οι ϐασικές έννοιες της εργοδικότητας και των µετασχηµατισµών που
διατηρούν το µέτρο και αποδεικνύεται το Θεώρηµα του Liouville σύµφωνα µε το οποίο
τα συστήµατα που διατηρούν το µέτρο εµφανίζονται µε ϕυσιολογικό τρόπο σε ϕυσικά
προβλήµατα που περιγράφονται από Χαµιλτονιανή.

Το πρώτο αποτέλεσµα στο οποίο ϕάνηκε η σύνδεση της αυτοπάθειας µε την εργοδι-
κότητα είναι το Εργοδικό Θεώρηµα του von Neumann. Λόγω της σπουδαιότητάς του
δίνουµε τέσσερις διαφορετικές αποδείξεις του ϑεωρήµατος αυτού, µε την κάθε απόδειξη να
χρησιµοποιεί διαφορετικά µαθηµατικά εργαλεία.

Υπάρχουν δύο διαφορετικές προσεγγίσεις που ακολουθήσαµε σε αυτή τη διπλωµατική.
Η πρώτη προσέγγιση είναι αυτή του Κεφαλαίου 2, όπου επιλέξαµε ένα γενικό πρόβληµα και
προσπαθήσαµε, χωρίς να υπεισέλθουµε σε µεγάλο ϐάθος, να δούµε εποπτικά τη σηµασία
του και τους τρόπους µε τους οποίους δύναται να περιγραφεί µαθηµατικά. Στο Κεφάλαιο
3 ακολουθήσαµε την αντίθετη προσέγγιση, δηλαδή επιλέξαµε ένα συγκεκριµένο πρόβληµα
και περιγράψαµε τον τρόπο επίλυσής του σε όσο το δυνατόν µεγαλύτερο ϐάθος. Αυτό είχε
ως αποτέλεσµα το κεφάλαιο αυτό να είναι τόσο εξειδικευµένο που καταλήγει δυσανάγνωστο
και κουραστικό, ενώ αντίθετα το Κεφάλαιο 2 να είναι από τη ϕύση του πιο εύληπτο και
προσιτό.

Καταβλήθηκε προσπάθεια η εργασία αυτή να είναι αυτοδύναµη και ίσως αυτό να ε-
πιτεύχθηκε σε ένα ϐαθµό, καθώς όλες οι έννοιες που χρησιµοποιήθηκαν ορίστηκαν µε
αυστηρότητα, ενώ οι αποδείξεις δεν περιέχουν κενά. Αυτό απλώς σηµαίνει ότι κάποιος
µπορεί να κάνει µια γρήγορη ανάγνωση της εργασίας και να καταλάβει χοντρικά τι πε-
ϱίπου πραγµατεύεται. Στην πραγµατικότητα όµως, για κάποιον που ενδιαφέρεται για
σχολαστική µελέτη, η εργασία αυτή απέχει πολύ από το να χαρακτηριστεί αυτοδύναµη.
Για την πλήρη κατανόησή της ο αναγνώστης ϑα πρέπει να έχει ήδη διδαχθεί σε ϐάθος
µαθήµατα συναρτησιακής ανάλυσης, ϑεωρίας µέτρου και τοπολογίας, ενώ επιθυµητή ϑα
ήταν µια εξοικείωση µε την άλγεβρα. ΄Αλλοι µαθηµατικοί κλάδοι (διατεταγµένοι χώροι,
αρµονική ανάλυση, ϑεωρία αναπαραστάσεων) κάνουν επίσης µια µικρή αλλά σηµαντική
εµφάνιση. Επειδή είναι πρακτικά αδύνατο να υπενθυµίσουµε όλες τις έννοιες που χρεια-
Ϲόµαστε χωρίς να µετατραπεί αυτή η εργασία σε ϐιβλίο, περιοριστήκαµε µόνο σε αυτές που
δε συνηθίζεται να διδάσκονται σε ένα τυπικό εξαµηνιαίο µάθηµα και τις παρουσιάσαµε
πολύ συνοπτικά στο Κεφάλαιο 1.

Τέλος, να τονίσω ότι τα λάθη που αναπόφευκτα ϐρίσκονται διασκορπισµένα σε αυτή
την εργασία οφείλονται αποκλειστικά σε εµένα.



Κεφάλαιο 1
΄Αλγεβρα, Τοπολογία, Θεωρία Μέτρου
και Συναρτησιακή Ανάλυση

All this has happened before,
and all this will happen again.

Number Six

Υποθέτουµε ότι ο αναγνώστης έχει διδαχθεί την ύλη που αντιστοιχεί σε ένα προπτυχιακό
εξαµηνιαίο µάθηµα ΄Αλγεβρας, Τοπολογίας, Θεωρίας Μέτρου, Συναρτησιακής Ανάλυσης
και Θεωρίας Τελεστών. Σε αυτό το κεφάλαιο αναφέρουµε επιγραµµατικά κάποια εργαλεία
που ϑα χρειαστούµε, τα περισσότερα εκ των οποίων δε συνηθίζεται να διδάσκονται στα
πλαίσια ενός µαθήµατος. Η παρουσίαση είναι εντελώς συνοπτική και έχει περισσότερο
ενηµερωτικό παρά διδακτικό χαρακτήρα. Ως εκ τούτου, οι αναφορές αυτού του κεφαλαίου
είναι ενδεικτικές : Οποιοδήποτε ϐιβλίο της αρεσκείας σας είναι υπεραρκετό για να καλύψει
τις περισσότερες έννοιες που περιγράφουµε.

1.1 Αλγεβρικές ∆οµές

Ορισµός 1.1.1. ΄Εστω S σύνολο. Μια απεικόνιση � από το S � S στο S ονοµάζεται πράξη
στο S. Αν x, y P S, συµβολίζουµε το στοιχείο �px, yq µε x � y ή µε xy αν δεν υπάρχει κίνδυνος
σύγχυσης για το τι εννοούµε. Αν x, y, z P S, το γινόµενο xyz µπορεί να σχηµατιστεί µε δύο
διαφορετικούς τρόπους : Ως pxyqz ή ως xpyzq. Αν pxyqz � xpyzq για κάθε x, y, z P S, τότε
η πράξη ονοµάζεται προσεταιριστική (associative) και στην περίπτωση αυτή το Ϲεύγος pS, �q
καλείται ηµιοµάδα (semigroup). Αν επιπλέον xy � yx για κάθε x, y P S, τότε η S ονοµάζεται
αβελιανή (abelian).

Παράδειγµα 1.1.2. Τα σύνολαN,R,R� εφοδιασµένα µε τη συνήθη πρόσθεση ή τον συνήθη
πολλαπλασιασµό αποτελούν ηµιοµάδες.
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Παράδειγµα 1.1.3. Αν X χώρος µε νόρµα και T P BpXq γραµµικός και ϕραγµένος τελε-
στής από τον X στον X, τότε το σύνολο P � tTn : n P Nu εφοδιασµένο µε την πράξη της
σύνθεσης συναρτήσεων, αποτελεί αβελιανή ηµιοµάδα τελεστών.

Ορισµός 1.1.4. ΄Εστω pS, �q ηµιοµάδα. ΄Ενα στοιχείο e P S ονοµάζεται µονάδα (unit) εαν
ex � xe � x για κάθε x P S. Αν η S έχει µονάδα e, ένα στοιχείο x P S ονοµάζεται
αντιστρέψιµο (invertible) εαν υπάρχει y P S τέτοιο ώστε xy � yx � e. Αν κάθε στοιχείο µιας
ηµιοµάδας pS, �q µε µονάδα αντιστρέφεται, τότε η pS, �q ονοµάζεται οµάδα (group).

Ορισµός 1.1.5. ∆ακτύλιος (ring) ονοµάζεται ένα σύνολο R εφοδιασµένο µε δύο πράξεις
που συµβολίζουµε µε �, � και για τις οποίες ικανοποιούνται τα ακόλουθα:

( i) Το pR,�q αποτελεί αβελιανή οµάδα.

( ii) Το pR, �q αποτελεί ηµιοµάδα.

( iii) Για κάθε x, y, z P R ισχύει η επιµεριστική ιδιότητα, δηλαδή

px� yqz � xz � yz και

zpx� yq � zx� zy.

Αν η ηµιοµάδα pR, �q έχει µονάδα 1 P R, τότε ο δακτύλιος R ονοµάζεται δακτύλιος µε
µονάδα. Αν η ηµιοµάδα pR, �q είναι αβελιανή, τότε ο δακτύλιος R ονοµάζεται µεταθετικός
(commutative). ΄Ενας µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα 1 � 0 όπου κάθε µη µηδενικό
στοιχείο της pR, �q αντιστρέφεται, ονοµάζεται σώµα (field).

Ορισµός 1.1.6. ΄Εστω R δακτύλιος και X σύνολο. Πρότυπο (module) πάνω από τον
δακτύλιο R ονοµάζεται µια τριάδα pX,�, �q όπου

� : X �X Ñ X,

� : R�X Ñ X,

απεικονίσεις τέτοιες ώστε το Ϲεύγος pX,�q να αποτελεί αβελιανή οµάδα και για κάθε x, y P X
και κάθε λ, µ P R να ισχύουν τα ακόλουθα:

( i) λpµxq � pλµqx,

( ii) pλ� µqx � λx� µx,

( iii) λpx� yq � λx� λy,

( iv) 1 � x � x.

΄Ενα πρότυπο πάνω από κάποιο σώµα F ονοµάζεται διανυσµατικός χώρος (vector space).
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1.2 Συναρτησιακή Ανάλυση

Σε αυτή την παράγραφο περιγράφουµε την κατασκευή του χώρου πηλίκο. Η κατασκευή
δεν κρύβει ιδιαίτερες δυσκολίες και συµπεριλήφθηκε επειδή συνήθως δεν αποτελεί κοµµάτι
της διδακτέας ύλης στα µαθήµατα συναρτησιακής ανάλυσης. Ο αναγνώστης που ϑυµάται
την οµάδα πηλίκο από την άλγεβρα ϑα διαπιστώσει την οµοιότητα της κατασκευής καθώς
και των αποδείξεων.

1.2α΄ Ο Χώρος Πηλίκο

Ορισµός 1.2.1. ΄Εστω X διανυσµατικός χώρος πάνω από κάποιο σώµα F και M διανυ-
σµατικός υπόχωρος του X. Ορίζουµε ως χώρο πηλίκο (quotient space) να είναι το σύνολο
X{M � tx �M : x P Xu. Εφοδιάζουµε το X{M µε µια πράξη πρόσθεσης και µια πράξη
ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού οι οποίες ορίζονται ως εξής :

px�Mq � py �Mq � px� yq �M, @x, y P X, (1.1)
λpx�Mq � λx�M, @x P X,λ P F. (1.2)

Τα στοιχεία x � M του χώρου πηλίκο συνηθίζεται να ονοµάζονται σύµπλοκα, ενώ
το στοιχείο x P X που εµφανίζεται στο σύµπλοκο x �M ονοµάζεται αντιπρόσωπος του
συµπλόκου. ΄Ενα σύµπλοκο x�M µπορεί να έχει περισσότερους του ενός αντιπροσώπους
και καθώς οι πράξεις στο χώρο πηλίκο ορίστηκαν µε τη ϐοήθεια αντιπροσώπων, είναι
απαραίτητο να δείξουµε ότι δίνουν το ίδιο αποτέλεσµα ανεξαρτήτως του αντιπροσώπου που
επιλέχθηκε :

Πρόταση 1.2.2. Οι παραπάνω πράξεις είναι καλά ορισµένες και η τριάδα pX{M,�, �q
αποτελεί διανυσµατικό χώρο.

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι για κάθε x, x1 P X ισχύει η ισοδυναµία x�M � x1 �M ðñ
x�x1 PM . Αν x�x1 PM , τότε υπάρχειm0 PM τέτοιο ώστε x�x1 � m0 ñ x � m0�x1.
Αν m PM , x�m � x1 �m�m0 P x1 �M ñ x�M � x1 �M . Οµοίως προκύπτει και ο
αντίστροφος εγκλεισµός. Αν x�M � x1 �M , τότε 0 PM και εποµένως υπάρχει m0 PM
τέτοιο ώστε x� 0 � x1 �m0 ñ x� x1 � m0 PM .

Η πρόσθεση είναι καλά ορισµένη, δηλαδή ανεξάρτητη του αντιπροσώπου του κάθε
συµπλόκου. Πράγµατι, αν x �M � x1 �M και y �M � y1 �M , τότε x � x1, y � y1 P
M ñ px� yq � px1 � y1q PM . ΄Αρα

px�Mq � py �Mq � px� yq �M

� px1 � y1q �M

� x1 �M � y1 �M.

Με όµοιο τρόπο δείχνουµε ότι και ο ϐαθµωτός πολλαπλασιασµός είναι καλά ορισµένος.
Η πρόσθεση είναι αντιµεταθετική αφού px �Mq � py �Mq � px � yq �M � py � xq �
M � py �Mq � px �Mq και το 0 �M αποτελεί ουδέτερο στοιχείο της πρόσθεσης αφού
px �Mq � p0 �Mq � px � 0q �M � x �M για κάθε x �M P X{M . Επιπλέον κάθε
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στοιχείο x�M P X{M έχει ως προσθετικό αντίστροφο το �x�M , δηλαδή το pX{M,�q
αποτελεί αβελιανή οµάδα.

Τα υπόλοιπα αξιώµατα του διανυσµατικού χώρου δείχνονται µε παρόµοιο τρόπο. Για
παράδειγµα, αν λ P F και x�M,y �M P X{M τότε

λrpx�Mq � py �Mqs � λrpx� yq �M s
� λpx� yq �M

� λx� λy �M

� λx�M � λy �M

� λpx�Mq � λpy �Mq.

Στην περίπτωση που ο X υποτεθεί χώρος µε νόρµα } � } και ο M κλειστός1 υπόχωρος
του X, µπορούµε να ορίσουµε νόρµα στον χώρο πηλίκο ως εξής :

Πρόταση 1.2.3. ΄Εστω pX, } � }q χώρος µε νόρµα και M � X κλειστός υπόχωρος του X.
Η απεικόνιση } � } : X{M Ñ R για την οποία

}x�M} � dpx,Mq � inft}x�m} : m PMu, @x�M P X{M, (1.3)

αποτελεί νόρµα στον X{M . Συµβολίσαµε τη νόρµα του X{M επίσης µε } � } για να µη
ϐαρύνουµε το συµβολισµό. ΄Αλλωστε είναι πάντοτε ξεκάθαρο σε ποια από τις δύο νόρµες
αναφερόµαστε : Η νόρµα του X δρα σε στοιχεία x P X, ενώ η νόρµα του X{M σε στοιχεία
της µορφής x�M P X{M .

Απόδειξη. Θα ελέγξουµε τα αξιώµατα της νόρµας:

• Αν x�M P X{M , }x�M} � 0 ðñ dpx,Mq � 0 ðñ x PM ðñ x PM ðñ
x�M � 0�M .

• ΄Εστω x�M P X{M και λ P F.

}λpx�Mq} � }λx�M}
� dpλx,Mq
� inft}λx�m} : m PMu
� inft}λx� λm} : m PMu
� |λ| inft}x�m} : m PMu
� |λ|}x�M}.

1 Ο υπόχωρος M απαιτείται κλειστός διότι σε αντίθετη περίπτωση ϑα υπήρχε x0 P MzM για το οποίο
}x0�M} � dpx0,Mq � 0, όµως x0�M � 0�M , δηλαδή δεν ϑα ικανοποιείτο η πρώτη ιδιότητα της νόρµας.
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• ΄Εστω x�M,y �M P X{M .

}px�Mq � py �Mq} � }px� yq �M}
� dpx� y,Mq
� inft}x� y �m} : m PMu
� inft}x�m1 � y �m2} : m1,m2 PMu
¥ inft}x�m1} : m1 PMu � inft}y �m2} : m2 PMu
� }x�M} � }y �M}.

Αποδεικνύεται εύκολα (ϐλ. [Meg], Propositions 1.7.6, 1.7.7, p. 53) ότι αν ο X είναι
χώρος Banach καιM � X κλειστός υπόχωρος του X, τότε και ο χώρος πηλίκο X{M είναι
και αυτός χώρος Banach.

1.3 Θεωρία Μέτρου

1.3α΄ ∆ιανυσµατικά Μέτρα

Χρησιµοποιούµε ως αναφορά το [DU].

Ορισµός 1.3.1. ΄Εστω Ω σύνολο, Σ σ-άλγεβρα υποσυνόλων του Ω και pX, } � }q χώρος
Banach. Μια απεικόνιση µ : Σ Ñ X ονοµάζεται διανυσµατικό µέτρο αν για κάθε ακολουθία
pAnqnPN ξένων ανά δύο συνόλων, ισχύει ότι µ p�nAnq �

°8
n�1 µpAnq.

Το ολοκλήρωµα Lebesgue µιας µετρήσιµης συνάρτησης από έναν χώρο µέτρου στο R,
οριζόταν αρχικά για τις απλές συναρτήσεις και ύστερα επεκτεινόταν στην κλάση των µετρή-
σιµων συναρτήσεων παίρνοντας κατάλληλα supremum ολοκληρωµάτων απλών συναρτή-
σεων. Η ολοκλήρωση διανυσµατικών συναρτήσεων, δηλαδή συναρτήσεων που λαµβάνουν
τιµές σε έναν χώρο Banach, επιτυγχάνεται µε παρόµοιο τρόπο. Καθώς όµως σε έναν τυ-
χαίο χώρο Banach δεν υπάρχει η έννοια της διάταξης, πόσο µάλλον αυτής του supremum,
χρειαζόµαστε µια διαφορετική περιγραφή της κλάσης των ολοκληρώσιµων συναρτήσεων.

Ορισµός 1.3.2. ΄Εστω pΩ,Σ, µq χώρος µέτρου, pX, } � }q χώρος Banach και f : Ω Ñ X.

• Η f ονοµάζεται απλή, εαν υπάρχουν x1, . . . , xn P X και A1, . . . , An P Σ τέτοια ώστε

fpωq �
ņ

i�1

xiIAipωq, @ω P Ω,

όπου IAi η χαρακτηριστική συνάρτηση του συνόλου Ai.

• Η f ονοµάζεται µ-µετρήσιµη, εαν υπάρχει ακολουθία απλών συναρτήσεων sn τέτοια
ώστε }snpωq � fpωq} ÝÑ

nÑ8
0, µ-σχεδόν παντού.
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Ορισµός 1.3.3. ΄Εστω pΩ,Σ, µq χώρος µέτρου, pX, } � }q χώρος Banach και f : Ω Ñ X.

• Αν η f είναι απλή, δηλαδή η f είναι της µορφής f � °n
i�1 xiIAi , τότε ορίζουµε το

ολοκλήρωµα της f να είναι :»
Ω

ņ

i�1

xiIAidµ �
ņ

i�1

xiµpAiq.

• Αν f � °n
i�1 xiIAi απλή συνάρτηση και A P Σ, τότε ορίζουµε το ολοκλήρωµα της f

στο A ως: »
A
fdµ �

»
Ω
fIAdµ.

• Αν η f είναι µ-µετρήσιµη και psnqnPN ακολουθία απλών συναρτήσεων τέτοιες ώστε»
Ω
}sn � f}dµ ÝÑ 0

nÑ8
,

τότε η f καλείται Bochner ολοκληρώσιµη συνάρτηση και για κάθεA P Σ , το στοιχείο»
A
fdµ � lim

nÑ8

»
A
fndµ,

ονοµάζεται ολοκλήρωµα Bochner της f στο A.

Θεώρηµα 1.3.4. (Κυριαρχηµένης Σύγκλισης του Lebesgue για διανυσµατικά µέτρα). ΄Ε-
στω pΩ,Σ, µq χώρος µέτρου,X χώρος Banach και pfnqnPN ακολουθία Bochner ολοκληρώσι-
µων συναρτήσεων, fn : Ω Ñ X. Αν fn Ñ f κατά µέτρο, 2 και υπάρχει g : Ω Ñ R Lebesgue
ολοκληρώσιµη συνάρτηση τέτοια ώστε }fn} ¤ g σχεδόν παντού, τότε η f είναι Bochner ολο-
κληρώσιµη και

³
E fndµÑ

³
E fdµ, για κάθε E P Σ. Επιπλέον, limnÑ8

³
Ω }fn � f}dµ � 0.

Απόδειξη. Προκύπτει άµεσα από το Θεώρηµα Κυριαρχηµένης Σύγκλισης για ϐαθµωτές
συναρτήσεις.

1.4 Το Θεώρηµα του Fejér

Στην Παράγραφο 3.5α΄ αποδεικνύουµε το Θεώρηµα του Fejér µε τη χρήση του Εργοδι-
κού Θεωρήµατος του Eberlein. Εδώ ϑυµίζουµε τι λέει το εν λόγω ϑεώρηµα αφού πρώτα
εισάγουµε την ορολογία που χρειαζόµαστε.

΄Εστω S1 � tz P C : |z| � 1u ο µοναδιαίος κύκλος στο µιγαδικό επίπεδο. Αν F :
S1 Ñ C, τότε η συνάρτηση f : R Ñ C για την οποία fptq � F peitq για κάθε t P R είναι
2π-περιοδική. Αντιστρόφως, αν η f : R Ñ C είναι 2π-περιοδική συνάρτηση, τότε υπάρχει

2Λέµε ότι η ακολουθία pfnqnPN συγκλίνει στην f κατά µέτρο αν για κάθε ε ¡ 0, limnÑ8 µpr}fn � f} ¥
εsq � 0.
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F : S1 Ñ C τέτοια ώστε F peitq � fptq για κάθε t P R. Αυτό µας επιτρέπει να ταυτίζουµε
τις 2π-περιοδικές συναρτήσεις του R µε τις συναρτήσεις του S1.

Για κάθε p P r1,8q, συµβολίζουµε µε LppS1q τον χώρο των Lebesgue ολοκληρώ-
σιµων 2π-περιοδικών συναρτήσεων του R µε νόρµα την } � }p για την οποία }f}p �
p 1

2π

³π
�π |fptq|pdtq1{p για κάθε f P Lp. Στην περίπτωση όπου p � 2, ο L2pS1q αποτελεί

µιγαδικό χώρο Hilbert.

Ορισµός 1.4.1. Τριγωνοµετρικό Πολυώνυµο ονοµάζεται κάθε πεπερασµένο άθροισµα της
µορφής

fptq �
ņ

k��n

cke
ikt, t P R, ck P C.

Πρόταση 1.4.2. Το τριγωνοµετρικό σύστηµα teikt : k P Zu αποτελεί ορθοκανονική ϐάση
του L2pS1q.
Απόδειξη. [Σαρ], Πρόταση 3.3, σελ. 71.

Ορισµός 1.4.3. Αν f P L1pS1q ορίζουµε τον n-οστό συντελεστή Fourier της f να είναι το

f̂pnq � 1

2π

» π
�π
fptqe�intdt, n P Z.

Σειρά Fourier της f ονοµάζεται η σειρά

8̧

n��8

f̂pnqeint.

Συµβολίζουµε µε Snpfq τα µερικά αθροίσµατα της σειράς Fourier της f :

Snpfqptq �
ņ

k��n

f̂pkqeikt (1.4)

και µε σpfq τον αριθµητικό µέσο της σειράς Fourier της f

σnpfqptq � S0pfqptq � . . .� Snpfqptq
n� 1

. (1.5)

Ορισµός 1.4.4. Αθροιστικός Πυρήνας (summability kernel) ονοµάζεται µια ακολουθία
pKnqnPN συνεχών 2π-περιοδικών συναρτήσεων που ικανοποιούν τα εξής :

( i) 1
2π

³π
�πKnptqdt � 1, για κάθε n P N,

( ii) υπάρχει M ¡ 0 τέτοιο ώστε 1
2π

³π
�π |Knptq|dt ¤M , για κάθε n P N,

( iii) για κάθε δ P p0, πq ισχύει ότι limnÑ8

³
|t|¡δ |Knptq|dt � 0.

Αν επιπλέον Knptq ¥ 0 για κάθε t P S1 και κάθε n P N, ο πυρήνας ονοµάζεται ϑετικός.
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Ορισµός 1.4.5. Για κάθε n P N ορίζουµε Dn,Kn : RÑ C ως εξής :

Dnptq �
ņ

k��n

eikt, (1.6)

Knptq �
°n
k�0Dkptq
n� 1

. (1.7)

Οι ακολουθίες pDnqnPN και pKnqnPN ονοµάζονται πυρήνες Dirichlet και Fejér αντίστοιχα.
Ο πυρήνας του Fejér αποτελεί ϑετικό αθροιστικό πυρήνα, ενώ ο πυρήνας του Dirichlet δεν

είναι ούτε αθροιστικός, ούτε ϑετικός.

Πρόταση 1.4.6. ΄Εστω f P L1pS1q. Τότε

Snpfqpxq � 1

2π

» π
�π
fptqDnpx� tqdt � 1

2π

» π
�π
fpx� tqDnptqdt (1.8)

σnpfqpxq � 1

2π

» π
�π
fptqKnpx� tqdt � 1

2π

» π
�π
fpx� tqKnptqdt. (1.9)

Θα αποδείξουµε την ακόλουθη µορφή του Θεωρήµατος του Fejér:

Θεώρηµα 1.4.7. (Fejér). ΄Εστω f συνεχής 2π-περιοδική συνάρτηση. Τότε ο αριθµητικός
µέσος της σειράς Fourier της f συγκλίνει στην f οµοιόµορφα, δηλαδή

lim
nÑ8

}σnpfq � f}8 � 0. (1.10)

Αναβάλλουµε την απόδειξη για την Παράγραφο 3.5α΄.

1.5 Αφινικές ∆ράσεις

Η παράγραφος αυτή είναι απαραίτητη για την κατανόηση της απόδειξης του Θεωρήµατος
του von Neumann µε τη χρήση αφινικών αναπαραστάσεων. Καθώς το εν λόγω ϑεώρηµα ϑα
αποδειχθεί µε τρεις ακόµη τρόπους, όποιος δεν ενδιαφέρεται για τη συγκεκριµένη απόδειξη
µπορεί να αποφύγει την ανάγνωση αυτής της παραγράφου, αφού δεν αξιοποιείται πουθενά
αλλού σε αυτή την εργασία. Οι έννοιες που ακολουθούν µπορούν να ϐρεθούν στο εξαιρετικό
[Bek] καθώς και στο [Val].

Ορισµός 1.5.1. ΄Εστω X διανυσµατικός χώρος. Μια απεικόνιση T : X Ñ X ονοµάζεται
αφινική (affine) αν T pλx � p1 � λqyq � λT pxq � p1 � λqTy για κάθε λ P r0, 1s και κάθε
x, y P X. Αυτό είναι ισοδύναµο µε την απαίτηση να υπάρχουν γραµµικός τελεστής S : X Ñ
X και x0 P X τέτοια ώστε T pxq � Spxq � x0 για κάθε x P X. Ορίζουµε την οµάδα των
αµφιµονοσήµαντων αφινικών απεικονίσεων από το X στο X ως

affpXq � tT : X Ñ X, Tαφινική, 1-1, επίu.
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Ορισµός 1.5.2. ΄Εστω G οµάδα και X διανυσµατικός χώρος πάνω από κάποιο σώµα F.
Ονοµάζουµε αφινική δράση (affine action) τηςG στονX κάθε οµοµορφισµό a : GÑ affpXq.

Αν a : G Ñ affpXq αφινική δράση, τότε για κάθε g P G η απεικόνιση πpgq : X Ñ X
µε πpgqx � apgqx� apgq0, είναι γραµµική. Αν ορίσουµε φ : GÑ GLpXq µε φpgq � πpgq
για κάθε g P G, τότε η φ αποτελεί αναπαράσταση της G στον X και ονοµάζεται γραµµικό
µέρος (linear part) της a.

Αντίστροφα, αν π : G Ñ GLpXq αναπαράσταση, τότε µπορούµε να προσδιορίσουµε
µια αφινική δράση a : G Ñ affpXq το γραµµικό µέρος της οποίας να ισούται µε π. Το
επόµενο λήµµα δείχνει τη µορφή που ϑα πρέπει να έχει η Ϲητούµενη αφινική δράση a.

Λήµµα 1.5.3. ΄Εστω π : G Ñ GLpXq αναπαράσταση της G και a : G Ñ affpXq αφινική
δράση µε γραµµικός µέρος ίσο µε π. Τότε η a έχει τη µορφή

apgqx � πpgqx� bpgq, @x P X, (1.11)

όπου b : GÑ X απεικόνιση που ικανοποιεί την 1-οµόκυκλη σχέση (1-cocycle relation):

bpghq � πpgqbphq � bpgq, @g, h P G. (1.12)

Απόδειξη. Για κάθε g P G η απεικόνιση apgqp�q : X Ñ X είναι αφινική µε γραµµικό
µέρος πpgqp�q, εποµένως υπάρχει bpgq P X τέτοιο ώστε apgqp�q � πpgqp�q � bpgq, δηλαδή
apgqpxq � πpgqx� bpgq για κάθε x P X.

Αποµένει να δείξουµε ότι η b ικανοποιεί την 1-οµόκυκλη σχέση. ΄Εστω g, h P G.
∆εδοµένου ότι η a είναι οµοµορφισµός ϑα έχουµε ότι apghq � apgqaphq. ΄Οµως για κάθε
x P X,

apgqx � πpgqx� bpgq
aphqx � πphqx� bphq
apghqx � πpghqx� bpghq

� πpgqπphqx� bpghq (1.13)
apgqpaphqxq � apgqpπphqx� bphqq

� πpgqpπphqx� bphqq � bpgq
� πpgqπphqx� πpgqbphq � bpgq. (1.14)

Εξισώνοντας τις σχέσεις (1.13) και (1.14) προκύπτει το Ϲητούµενο.

Ορισµός 1.5.4. Αν π : GÑ X αναπαράσταση, οι συναρτήσεις b : GÑ X που ικανοποιούν
την (1.12) ονοµάζονται 1-οµόκυκλοι, ή για λόγους συντοµίας οµόκυκλοι. Θα συµβολίζουµε
µε Z1pG, πq το σύνολο των συναρτήσεων αυτών. Η επόµενη πρόταση δείχνει ότι το Z1pG, πq
αποτελεί διανυσµατικό χώρο.

Πρόταση 1.5.5. ΄Εστω π : G Ñ X αναπαράσταση της G στον διανυσµατικό χώρο X και
Z1pG, πq � tb : G Ñ X : bpghq � πpgqbphq � bpgq, @g, h P Gu. Ορίζουµε την πράξη
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της πρόσθεσης � : Z1pG, πq � Z1pG, πq Ñ Z1pG, πq και του ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού
� : F� Z1pG, πq Ñ Z1pG, πq ως εξής :

pb1 � b2qpgq � b1pgq � b2pgq,
pλb1qpgq � λb1pgq,

για κάθε b1, b2 P Z1pG, πq, λ P F και κάθε g P G. Η τριάδα pZ1pG, πq,�, �q αποτελεί
διανυσµατικό χώρο.

Απόδειξη. Οι πράξεις είναι καλά ορισµένες : Αν b1, b2 P Z1pG, πq και λ P F, τότε

pb1 � b2qpghq � b1pghq � b2pghq � πpgqb1phq � b1pgq � πpgqb2phq � b2pgq
� πpgqpb1 � b2qphq � pb1 � b2qpgq,

pλb1qpghq � λb1pghq � λπpgqb1phq � λb1pgq
� πpgqλb1phq � λb1pgq
� πpgqpλb1qphq � pλb1qpgq.

΄Αρα b1 � b2, λb1 P Z1pG, πq.
Θα δείξουµε ότι η pZ1pG, πq,�q αποτελεί αβελιανή οµάδα. Η απεικόνιση e : G Ñ X

για την οποία epgq � 0 για κάθε g P G είναι 1-οµόκυκλος και προφανώς δρα ως ταυτοτικό
στοιχείο στην pZ1pG, πq,�q αφού e� b � b, για κάθε b P Z1pG, πq. Αν b P Z1pG, πq, τότε
το �b, το οποίο ανήκει στο Z1pG, πq αφού είναι της µορφής λb, αποτελεί τον αντίστροφο
του b. Η αντιµεταθετικότητα προκύπτει άµεσα από την αντιµεταθετικότητα της πρόσθεσης
στον X.

Τα υπόλοιπα αξιώµατα του ορισµού του διανυσµατικού χώρου (ϐλ. Ορισµό 1.1.6)
αποδεικνύονται εντελώς όµοια και αφήνονται ως άσκηση για τον αναγνώστη.

Παρατήρηση 1.5.6. Αν b P Z1pG, πq, τότε bpeq � 0 και bpg�1q � �πpg�1qbpgq, για κάθε
g P G.

Απόδειξη. Προκύπτει µε απλή εφαρµογή της σχέσης του οµοκύκλου.

• bpeq � πpeqbpeq � bpeq � bpeq � bpeq ñ bpeq � 0,

• bpeq � 0 � bpgg�1q � πpg�1qbpgq � bpg�1q ñ bpg�1q � �πpg�1qbpgq.

Παράδειγµα 1.5.7. ΄Εστω G οµάδα, X διανυσµατικός χώρος και x0 P X. Για κάθε g P G
ορίζουµε

bpgq � πpgqx0 � x0. (1.15)

Τότε b P Z1pG, πq αφού

bpghq � πpghqx0 � x0 � πpgqπphqx0 � x0 � πpgqπphqx0 � πpgqx0 � πpgqx0 � x0

� πpgqpπphqx0 � x0q � πpgqx0 � x0 � πpgqbphq � bpgq.
Τα στοιχεία της Z1pG, πq για τα οποία υπάρχει x0 P X τέτοιο ώστε να ικανοποιείται η (1.15)
ονοµάζονται 1-οµοσυνοριακά και συµβολίζονται µε B1pG, πq. Στην πρόταση που ακολουθεί
ϐλέπουµε ότι το σύνολο B1pG, πq αποτελεί επιπλέον διανυσµατικό υπόχωρο του Z1pG, πq.
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Πρόταση 1.5.8. Ο B1pG, πq αποτελεί διανυσµατικό υπόχωρο του Z1pG, πq και ονοµάζεται
χώρος των 1-οµοσυνόρων.

Απόδειξη. Αν b1, b2 P B1pG, πq και λ P F, τότε υπάρχουν x1, x2 P X τέτοια ώστε για κάθε
g P G να ισχύει ότι

b1pgq � πpgqx1 � x1 και
b2pgq � πpgqx2 � x2.

΄Αρα για κάθε g P G,

pλb1 � b2qpgq � λb1pgq � b2pgq
� λπpgqx1 � λx1 � πpgqx2 � x2

� πpgqpλx1 � x2q � pλx1 � x2q
� πpgqx0 � x0, για x0 � λx1 � x2,

δηλαδή το λb1 � b2 ανήκει στο B1pG, πq.
Αν H χώρος Hilbert συµβολίζουµε µε UpHq το σύνολο των ορθοµοναδιαίων τελεστών

του H (ϐλ. Ορισµό 2.4.1).

Ορισµός 1.5.9. ΄Εστω pG, �, τq τοπολογική οµάδα και H χώρος Hilbert. Μια απεικόνιση
π : GÑ UpHq η οποία είναι

( i) οµοµορφισµός οµάδων και

( ii) ισχυρά συνεχής,

ονοµάζεται ορθοµοναδιαία αναπαράσταση (unitary representation) της G στον H.

Η συνθήκη (ii) σηµαίνει απλά ότι η π είναι συνεχής συνάρτηση από τηνG (εφοδιασµένη
µε την τοπολογία τ που έχει ήδη) στον UpHq (εφοδιασµένο µε την strong operator topology).
Εύκολα επαληθεύεται ότι η συνθήκη αυτή είναι ισοδύναµη µε το ακόλουθο: Η απεικόνιση
T : GÑ H για την οποία

T pgqx � πpgqx, g P G,
είναι συνεχής για κάθε x P X.

Εφοδιάζουµε τον Z1pG, πq µε την τοπολογία της οµοιόµορφης σύγκλισης στα συµπαγή
και ορίζουµε τον BpZ1, πq να είναι το κλείσιµο του BpZ1, πq ως προς αυτή την τοπολογία.

Ορισµός 1.5.10. ΄Εστω π ορθοµοναδιαία αναπαράσταση της G στον H και K � H υπό-
χωρος. Ο K ονοµάζεται G-αναλλοίωτος (G-invariant) αν για κάθε g P G, πpgqpKq � K.

Πρόταση 1.5.11. Αν K � H G-αναλλοίωτος υπόχωρος, τότε ο περιορισµός της π στο
K (συµβ. πK : G Ñ UpKq) αποτελεί ορθοµοναδιαία αναπαράσταση της G στον K και
ονοµάζεται υποαναπαράσταση (subrepresentation) της π.
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Απόδειξη. ΄Εστω g P G και ϑα δείξουµε ότι πKpgq P UpKq. Πράγµατι, πKpgqpKq �
πpgqpKq � K, άρα πKpgq : K Ñ K. Επιπλέον xπKpgqpxq, πKpgqpyqy � xπpgqpxq, πpgqpyqy �
xx, y, y για κάθε x, y P K, δηλαδή πK : GÑ UpKq.

Αν g, h P G, τότε

πKpghqpxq � πpghqpxq � pπpgq � πphqqpxq � πpgqpπphqpxqq
� πpgqpπKphqpxqq � πKpgqpπKphqpxqq
� pπKpgq � πKphqqpxq

και αφού η παραπάνω ισότητα ισχύει για κάθε x P K συµπεραίνουµε ότι η πK αποτελεί
οµοµορφισµό οµάδων από την G στην UpKq. Για τη συνέχεια, έστω pgλqλPΛ δίκτυο της G
µε gλ Ñ g0. Για κάθε x P K, πKpgλqpxq � πpgλqpxq Ñ πpg0qpxq � πKpg0qpxq, εποµένως
πKpgλq Ñ πKpg0q.

1.5α΄ Αύξηση Οµοκύκλων

Ορισµός 1.5.12. ΄Εστω G οµάδα. ΄Ενα σύνολο S � G ονοµάζεται

( i) συµµετρικό, εαν S � S�1 def=ts�1 : s P Su

( ii) παράγον, εαν xSy def=ts1 � � � sn : n P N, si P Su � G.

Μια τοπολογική οµάδα G ονοµάζεται συµπαγώς (αντ. πεπερασµένα) παραγόµενη, εαν υ-
πάρχει παράγον υποσύνολο S το οποίο είναι συµπαγές (αντ. πεπερασµένο). Αν G συµπαγώς
παραγόµενη τοπικά συµπαγής τοπολογική οµάδα και S � G συµπαγές και συµµετρικό πα-
ϱάγον υποσύνολο της G, τότε ορίζουµε τη συνάρτηση µήκους λέξης στο G (συµβ. | � |S ) ως
εξής :

|g|S � mintn P N : g � s1 � � � sn, µε si P S, για κάθε iu. (1.16)

Λήµµα 1.5.13. ΄Εστω π ορθοµοναδιαία αναπαράσταση της G στην H και b P Z1pG, πq.
Τότε }bpgq} � Op|g|sq 3 και συγκεκριµένα

}bpgq} ¤ maxt}bpsq} : s P Su|g|S . (1.17)

Απόδειξη. ΄Εστω g P G µε g � s1 � � � sn για s1, . . . sn P S. Θα δείξουµε το Ϲητούµενο µε
επαγωγή στο µήκος n. Για n � 1, g � s1 P S, }bpgq} � }bps1q} ¤ maxt}bpsq} : s P Su � 1.

3Θυµίζουµε τη σηµασία των συµβολισµών του κεφαλαίου και του πεζού όµικρον. Θεωρούµε συναρτήσεις
f, g : N Ñ R�. Θα λέµε ότι

• fpnq � Opgpnqq, εαν υπάρχουν ϕυσικοί αριθµοί M και n0 τέτοιοι ώστε fpnq ¤ Mgpnq για καθε
n ¥ n0,

• fpnq � opgpnqq, εαν για κάθε M ¡ 0 υπάρχει n0 P N τέτοιος ώστε fpnq ¤ Mgpnq για κάθε n ¥ n0.
Αυτό είναι ισοδύναµο µε την απαίτηση ότι limnÑ8

fpnq
gpnq

� 0.
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΄Εστω ότι το Ϲητούµενο ισχύει για n � k και ϑεωρούµε g � s1 � � � sksk�1. Τότε

bpgq � bps1 � � � sksk�1q � πps1 � � � skqbpsk�1q � bps1 � � � skq ñ
}bpgq} ¤ }bpsk�1q} � }bps1 � � � skq}

¤ maxt}bpsq} : s P Su �maxt}bpsq} : s P Su � k
� pk � 1qmaxt}bpsq} : s P Su
� |g|S maxt}bpsq} : s P Su.

Λήµµα 1.5.14. Αν b P B1pG, πq, τότε }bpgq} � op|g|Sq.
Απόδειξη. ΄Εστω ε ¡ 0 και S συµπαγές και παράγον υποσύνολο τηςG. Αφού b P B1pG, πq,
υπάρχει b1 P B1pG, πq τέτοιο ώστε maxsPS }bpsq � b1psq}   ε

2 . ΄Εχουµε ότι

}bpgq}
|g|S ¤ }bpgq � b1pgq}

|g|S � }b1pgq}
|g|S

¤ maxt}bpsq � b1psq} : s P Su���}g|S
�
�|g|S

� }b1pgq}
|g|S

¤ ε

2
� }b1pgq}

|g|S .

΄Οµως το b1 είναι ϕραγµένο καθώς ανήκει στο B1pG, πq, εποµένως για αρκετά µεγάλο |g|S
ϑα έχουµε ότι }b1pgq}

|g|S
  ε

2 , το οποίο δείχνει το Ϲητούµενο.

1.6 ΄Αλγεβρες Banach

΄Αλγεβρα (algebra) ονοµάζεται ένας µιγαδικός διανυσµατικός χώρος pA,�, �q εφοδιασµένος
µε µία προσεταιριστική πράξη 
 : A � A Ñ A τέτοια ώστε για κάθε a, b, c P A και κάθε
λ P C να ισχύουν τα ακόλουθα:

(i) a 
 pb� cq � a 
 b� a 
 c,
(ii) pb� cq 
 a � b 
 a� c 
 a,
(iii) pλaq 
 b � λpa 
 bq � a 
 pλbq.
Αν a, b P A, συµβολίζουµε το 
pa, bq µε a 
 b ή ab αν δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης. ΄Ενα
στοιχείο e P A ονοµάζεται µονάδα (unit) αν ea � ae � a για κάθε a P A. Αν pA, eq
άλγεβρα µε µονάδα και a P A, το a ονοµάζεται αντιστρέψιµο (invertible) αν υπάρχει
στοιχείο a1 P A τέτοιο ώστε aa1 � a1a � e. Το στοιχείο a1 µε την ιδιότητα αυτή ονοµάζεται
αντίστροφος (inverse) του a και συµβολίζεται µε a�1. Το σύνολο των αντιστρέψιµων
στοιχείων µιας άλγεβρας µε µονάδα pA, eq συµβολίζεται µε invpAq και αποτελεί οµάδα
όταν εφοδιαστεί µε την επαγόµενη πράξη 
 : invpAq � invpAq Ñ invpAq.

Αν ο A είναι εφοδιασµένος µε νόρµα } � } ως προς την οποία είναι χώρος Banach και
επιπλέον
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(i) }ab} ¤ }a}}b} για κάθε a, b P A,

(ii) }e} � 1, αν ο A έχει µονάδα e,

τότε ο A ονοµάζεται άλγεβρα Banach.

Πρόταση 1.6.1. ΄Εστω A άλγεβρα Banach µε µονάδα e. Αν x P A µε }x}   1 τότε το x
αντιστρέφεται µε x�1 � °8

n�0 x
n.

Απόδειξη. [Καρ], Πρόταση 1.2.3, σελ. 10.

Ορισµός 1.6.2. ΄Εστω pA, eq άλγεβρα Banach µε µονάδα και a P A. Το σύνολο

σpaq � tλ P C : λe� a R invpAqu (1.18)

ονοµάζεται ϕάσµα (spectrum), ενώ ο αριθµός rpaq � supt|λ| : λ P σpaqu ονοµάζεται ϕα-
σµατική ακτίνα (spectral radius) του στοιχείου a. Ο τύπος της ϕασµατικής απεικόνισης
(ϐλ. [Καρ], Θεώρηµα 1.2.8, σελ. 15) µας λέει ότι

rpaq � lim
nÑ8

}an}1{n. (1.19)

Θεώρηµα 1.6.3. (Θεώρηµα Φασµατικής Απεικόνισης). ΄Εστω pA, eq άλγεβρα Banach µε
µονάδα, a P A και p P Crzs µιγαδικό πολυώνυµο µιας µεταβλητής. Τότε

σpppaqq � tppλq : λ P σpaqu. (1.20)

Απόδειξη. [Καρ], Θεώρηµα 1.2.2 i), σελ. 9.

Θεώρηµα 1.6.4. ΄Εστω pA, eq άλγεβρα Banach µε µονάδα και a P A. Το σpaq αποτελεί µη
κενό συµπαγές υποσύνολο του C.

Απόδειξη. Βλ. [Καρ], Θεώρηµα 1.2.5, σελ. 11.

΄Ενας τελεστής T P BpHq ενός χώρου Hilbert ονοµάζεταιϕυσιολογικός αν T �T � TT �

και ορθοµοναδιαίος αν αν T �T � TT � � I. Είναι γνωστό ότι αν ο H είναι χώρος Hilbert
πεπερασµένης διάστασης και T P BpHq ϕυσιολογικός τελεστής µε λ1, . . . , λn διαφορετικές
ιδιοτιµές και P1, . . . , Pn τις αντίστοιχες προβολές επί των ιδιοχώρων που παράγονται από
τις λ1, . . . , λn, τότε ο T γράφεται ως T � °n

i�1 λiPi. Το αποτέλεσµα αυτό γενικεύεται και
στην περίπτωση όπου ο H είναι απειροδιάσταστος. Η αναλυτική περιγραφή του τρόπου
µε τον οποίον επιτυγχάνεται αυτή η γενίκευση µπορεί να ϐρεθεί στο [Καρ], Παράγραφος
3.2. Εδώ αναφέρουµε απλά το αποτέλεσµα, καθώς ϑα το αξιοποιήσουµε σε µία από τις
αποδείξεις του Εργοδικού Θεωρήµατος του von Neumann.

Ορισµός 1.6.5. ΄Εστω Ω συµπαγής χώρος Hausdorff και H χώρος Hilbert. Συµβολίζουµε
µε BpΩq τη σ-άλγεβρα των Borel υποσυνόλων του Ω και µε BP pHq το σύνολο των προβολών
P : H Ñ H. Μια απεικόνιση µ : BpΩq Ñ BP pHq για την οποία
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( i) µpHq � 0,

( ii) µpΩq � 1,

( iii) µpY8
n�1Snq �

°8
n�1 µpSnq, για κάθε ακολουθία ξένων ανα δύο συνόλων Sn P BpΩq,

ονοµάζεται ϕασµατικό µέτρο ως προς το Ϲεύγος pΩ,Hq.

Θεώρηµα 1.6.6. (Φασµατικό Θεώρηµα για Φυσιολογικούς Τελεστές). ΄Εστω H χώρος
Hilbert και T P BpHq ϕυσιολογικός τελεστής. Τότε υπάρχει µοναδικό ϕασµατικό µέτρο µ ως
προς το Ϲεύγος pσpT q, Hq τέτοιο ώστε

T �
»
σpT q

tdµptq. (1.21)

Απόδειξη. [Καρ], Θεώρηµα 3.2.3, σελ. 51.

1.7 Banach Lattices

΄ΕστωX διανυσµατικός χώρος και P κυρτό υποσύνολο τουX για το οποίο λP � P για κάθε
λ ¥ 0. Τότε το P ονοµάζεται κώνος (cone). Αν επιπλέον P X p�P q � t0u, τότε ο κώνος
P ονοµάζεται οξύς (pointed cone). Κάθε οξύς κώνος ορίζει µια αυτοπαθή, συµµετρική
και µεταβατική σχέση διάταξης ¤ ως εξής : x ¤ y ðñ y � x P P . Αντιστρόφως, αν
η ¤ αποτελεί αυτοπαθή, συµµετρική και µεταβατική σχέση διάταξης, τότε το σύνολο των
ϑετικών στοιχείων αυτής της διάταξης, P � tx P X : x ¥ 0u ορίζει οξύ κώνο. Το Ϲεύγος
pX,P q ή pX,¤q ονοµάζεται διατεταγµένος χώρος (ordered space).

΄Ενας διατεταγµένος χώρος ονοµάζεται χώρος Riesz (Riesz space), αν κάθε δύο στοι-
χεία του x, y έχουν supremum (συµβ. x_ y) και infimum (συµβ. x^ y). Για κάθε στοιχείο
x ενός χώρου Riesz ορίζουµε το ϑετικό µέρος του x να είναι το στοιχείο x� � x _ 0, το
αρνητικό µέρος του x να είναι το x� � x ^ 0 και η απόλυτη τιµή του x ως το στοιχείο
|x| � x� � x� � x _ p�xq. ΄Ενας χώρος Riesz ονοµάζεται (σ-) διατακτικά πλήρης
((σ-)order complete) αν κάθε (αριθµήσιµο) άνω ϕραγµένο υποσύνολό του έχει supremum.

Παράδειγµα 1.7.1. Ο Rn µε την κατά σηµείο διάταξη είναι διατακτικά πλήρης χώρος
Riesz. Το ίδιο ισχύει και για τους χώρους Lp για 1 ¤ p   8 µε τη σχεδόν παντού διάταξη :
f ¤ g ðñ fpxq ¤ gpxq σχεδόν παντού.

Αν pX, } � }, P q διατεταγµένος χώρος µε νόρµα, η νόρµα } � } ονοµάζεται µονότονη
(monotone) αν για κάθε x, y P X, |x| ¤ |y| ñ }x} ¤ }y}. ΄Ενας διατεταγµένος χώρος µε
µονότονη νόρµα ονοµάζεται χώρος µε Riesz νόρµα (normed Riesz space). Αν ένας χώρος
µε Riesz νόρµα είναι επιπλέον χώρος Banach τότε ονοµάζεται Banach lattice. Ο Rn
µε την ευκλείδια νόρµα καθώς και οι χώροι Lp για 1 ¤ p   8 εφοδιασµένοι µε την } � }p
νόρµα, αποτελούν Banach lattices.
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Ορισµός 1.7.2. ΄Εστω X,Y χώροι Riesz και T : X Ñ Y γραµµικός τελεστής. Ο T
ονοµάζεται διατακτικός οµοµορφισµός (lattice homomorphism) αν κάποια από τις ακόλουθες
ισοδύναµες συνθήκες ικανοποιείται :

( i) T px_ yq � Tx_ Ty, @x, y P X.
( ii) T px^ yq � Tx^ Ty, @x, y P X.
( iii) T px�q � pTxq�, @x P X.
( iv) T px�q � pTxq�, @x P X.
(v) T p|x|q � |Tx|, @x P X.

΄Ενας διατακτικός οµοµορφισµός που επιπλέον είναι ένα προς ένα ονοµάζεται διατακτικός
ισοµορφισµός (lattice isomorphism).

Αν X χώρος Riesz και Y � X υπόχωρος, ο Y ονοµάζεται υπόχωρος Riesz (Riesz
subspace) αν για κάθε x, y P Y , τα x ^ y, x _ y ανήκουν στον Y . Ο Y ονοµάζεται
διατακτικό ιδεώδες (lattice ideal) αν |x| ¤ |y| και y P X συνεπάγεται ότι x P Y .

Αναφέρουµε χωρίς απόδειξη έναν χαρακτηρισµό της αυτοπάθειας για Banach lattices
που ϑα χρειαστούµε στο Κεφάλαιο 3:

Θεώρηµα 1.7.3. ΄Εστω X Banach lattice. Τα επόµενα είναι ισοδύναµα:

( i) Ο X είναι αυτοπαθής.

( ii) Ο X δεν περιέχει sublattice διατακτικά ισοµορφικό ούτε µε τον c0, ούτε µε τον `1.

Απόδειξη. [Scha], Theorem 5.16, p. 95.



Κεφάλαιο 2
Εργοδικότητα και Επανεµφάνιση

I wanna tell you something Mark, something you do not
yet know, that we K-PAXians have been around long
enough to have discovered. The universe will expand,
then it will collapse back on itself, then will expand again.
It will repeat this process forever. What you don’t you
know is that when the universe expands again, everything
will be as it is now.

Prot

Η σύνδεση της εργοδικότητας µε την αυτοπάθεια προέκυψε από τη σταδιακή εξέλιξη ενός
προβλήµατος το οποίο, όπως ήταν διατυπωµένο αρχικά, δεν είχε καµία σχέση ούτε µε
αυτοπάθεια, αλλά ούτε και µε χώρους Banach. Σε αυτό το κεφάλαιο επιχειρούµε να δούµε
ποιο ήταν το αρχικό πρόβληµα και πώς τελικά πήρε τη µορφή που ϑα µας απασχολήσει
στο υπόλοιπο αυτής της εργασίας. Πρόκειται για µια διαδροµή τουλάχιστον 30 ετών που
ξεκίνησε τα τέλη του 1800 µε τη διατύπωση της εργοδικής υπόθεσης και κατέληξε στη
δεκαετία του ’30 µε την απάντηση που έδωσε ο John von Neumann. Να επισηµάνω
ότι χωρίς τις συζητήσεις µου µε τον ∆ρ. Ανδρέα Μπούκα, τα ιστορικά σχόλια αυτού του
κεφαλαίου ϑα ήταν αρκετά ϕτωχότερα.

2.1 Εισαγωγή

Η Εργοδική Θεωρία µπορεί να ϑεµελιώθηκε τη δεκαετία του ’30, όµως η διαµόρφωσή της
είχε ξεκινήσει πολύ νωρίτερα. Μπορούµε να πούµε ότι γεννήθηκε µέσα από τη µελέτη δύο
ϕυσικών προβλήµατων. Το πρώτο αφορούσε σε Ουράνια Μηχανική και προέκυψε µέσα
από τη δουλειά του George William Hill (1838-1914), ο οποίος το 1878 προσπάθησε να
µελετήσει ποιοτικά χαρακτηριστικά των λύσεων µιας διαφορικής εξίσωσης, συνάγοντάς τα
µόνο από τη µορφή αυτής, χωρίς να γνωρίζει την αναλυτική λύση της.

Το άλλο πρόβληµα προέκυψε µέσα από τη δουλειά των James Clerk Maxwell (1831-
1879) και Ludwig Boltzmann (1844-1906) επάνω στην κινητική ϑεωρία των αερίων. Αν
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ϑεωρήσουµε ένα κουτί που περιέχει d-σωµατίδια ενός ιδανικού αερίου, τότε κάθε σωµατίδιο
περιγράφεται από έξι συντεταγµένες : Τρεις για τη ϑέση και τρεις για την ορµή. Εποµένως
η κατάσταση του συστήµατος αντιπροσωπεύεται από κάποιο σηµείο ω P R6d. Το ω δεν
‘‘τρέχει’’ κατ’ανάγκην σε ολόκληρο το R6d, αλλά σε κάποιο υποσύνολό του Ω � R6d το
οποίο ονοµάζεται χώρος κατάστασης του συστήµατος (state space).

΄Εστω τώρα συνάρτηση T : Ω Ñ Ω η οποία περιγράφει την εξέλιξη του συστήµατος υπό
την ακόλουθη έννοια : Τη χρονική στιγµή t � 0 το σύστηµα ξεκινάει από την κατάσταση
ω0 P Ω. Τη χρονική στιγµή t � 1 το σύστηµα µεταπηδά στην κατάσταση ω1 � T pω0q,
την t � 2 στην κατάσταση ω2 � T pω1q � T 2pω0q κ.ο.κ. ΄Ετσι η εξέλιξη της κατάστασης
του συστήµατος περιγράφεται από την τροχιά του σηµείου ω0 µέσω της T , την οποία
συµβολίζουµε µε Opω0, T q � tTnpω0q : n P Nu. Αν ϑεωρήσουµε µια συνάρτηση f : Ω Ñ
R η οποία περιγράφει ένα µέγεθος που µπορεί να παρατηρηθεί και να µετρηθεί (πχ.
ϑερµοκρασία του αερίου), τότε η τροχιά tpf � Tnqpω0q : n P Nu περιγράφει την εξέλιξη του
µεγέθους αυτού. Ο Boltzmann αναζητούσε κάποιο αποτέλεσµα που ϑα του επέτρεπε να
συµπεράνει ότι η ακολουθία των (χρονικών) µέσων όρων των ‘‘µετρήσεων’’,

Mnpfq � fpω0q � fpT pω0qq � . . .� fpTn�1pω0qq
n

(2.1)

συγκλίνει στη µέση τιµή της f σε ολόκληρο τον χώρο. Στην προσπάθειά του διατύπωσε
την λεγόµενη ‘‘Εργοδική Υπόθεση’’, δηλαδή την υπόθεση ότι η τροχιά κάθε σηµείου του Ω
περνούσε από όλα τα σηµεία του συστήµατος.

Σύντοµα διαπιστώθηκε ότι η Εργοδική Υπόθεση ήταν αδύνατο να ικανοποιηθεί. Οι
πρώτες διαφωνίες ήταν ϕυσικού περιεχοµένου καθώς κανένα ενδιαφέρον ϕυσικό σύστηµα
δεν επιδείκνυε τέτοια συµπεριφορά, αλλά σύντοµα ήρθε µια διαισθητικά προφανής µαθη-
µατική αιτιολόγηση: Η τροχιά ενός σηµείου έχει µέτρο µηδέν, ο χώρος των καταστάσεων
έχει ϑετικό µέτρο, εποµένως είναι αδύνατο ένα σηµείο να διέρχεται από όλα τα σηµεία του
χώρου. Αυτό ϕυσικά δεν αποκλείει το ενδεχόµενο να υπάρχουν κάποιες άλλες ασθενέ-
στερες συνθήκες οι οποίες να παραµένουν ικανές ώστε να εξασφαλίσουν τη σύγκλιση των
µέσων όρων.

Από τη συζήτηση που προηγήθηκε, είναι προφανές ότι το κατάλληλο µαθηµατικό πλαί-
σιο για τη µελέτη του Ϲητήµατος είναι ένας χώρος µέτρου pΩ,Σ, µq εφοδιασµένος µε µια
µετρήσιµη συνάρτηση T : Ω Ñ Ω. Θα προσθέσουµε επιπλέον µία ακόµη απαίτηση στο σύ-
στηµά µας. Πρόκειται για µια συνθήκη η οποία διαδραµατίζει κεντρικό ϱόλο στην εργοδική
ϑεωρία και έχει να κάνει µε το ότι η T διατηρεί το µέτρο, δηλαδή ότι µpT�1pAqq � µpAq
για κάθε A P Σ.

Με µια πρώτη µατιά, αυτή η υπόθεση ϕαίνεται υπερβολικά ισχυρή. Σε τελική ανάλυση
απεικονίσεις που διατηρούν το µέτρο δεν µπορούν να αποτελούν τον κανόνα, αλλά µάλλον
την εξαίρεση, εποµένως σε ποια ϕυσικά προβλήµατα ϑα µπορούσε να ϐρει εφαρµογή
µια ϑεωρία που ξεκινά από µια τόσο ισχυρή υπόθεση ; Σκοπός της παραγράφου που
ακολουθεί είναι να διαπιστώσουµε ότι συστήµατα που διατηρούν το µέτρο προκύπτουν
µε ϕυσιολογικό τρόπο στη Φυσική και εποµένως αποτελούν το κατάλληλο µαθηµατικό
πλαίσιο στο οποίο πρέπει να δουλέψουµε. Συγκεκριµένα ϑα αποδείξουµε το Θεώρηµα
του Liouville το οποίο εξασφαλίζει ότι η οικογένεια των λύσεων οποιουδήποτε συστήµατος
περιγράφεται από κάποια Χαµιλτονιανή, διατηρεί τον όγκο.
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2.2 Το Θεώρηµα του Liouville

Θεωρούµε ένα σωµατίδιο που κινείται στον Rn υπό την επίδραση κάποιου δυναµικού και
συµβολίζουµε µε x � px1, . . . , xnq, p � pp1, . . . , pnq τα διανύσµατα ϑέσης και ορµής του.
Η Χαµιλτονιανή ισούται µε το άθροισµα της κινητικής και της δυναµικής ενέργειας του
σωµατιδίου, δηλαδή Hpx,pq � 1

2m

°n
i�1 p

2
i � V pxq και οι εξισώσεις κίνησης µπορούν να

γραφτούν στη µορφή #
dx
dt � BH

Bp
dp
dt � �BH

Bx .
(2.2)

Η ακριβής επίλυση του συστήµατος (2.2) είναι εν γένει δύσκολη υπόθεση, γι’΄ αυτό πολλές
ϕορές αρκούµαστε σε συµπεράσµατα που αφορούν σε ποιοτικά χαρακτηριστικά των λύσε-
ων. Μια σηµαντική ιδιότητα των λύσεων του (2.2) είναι ότι διατηρούν το µέτρο· πρόκειται
για το Θεώρηµα του Liouville το οποίο ϑα αποδείξουµε σε αυτή την παράγραφο.

Θεώρηµα 2.2.1. (Αλλαγής Μεταβλητής). ΄ΕστωU � Rn ανοικτό σύνολο και g : U Ñ Rn
αµφιδιαφόριση. Αν f : gpUq Ñ R ολοκληρώσιµη, τότε»

gpUq
fdλ �

»
U
pf � gq|det g1|dλ, (2.3)

όπου

g1 �

���
Bg1
Bx1

� � � Bg1
Bxn

...
. . .

...
Bgn
Bx1

� � � Bgn
Bxn

��� ο Ιακωβιανός πίνακας της g � pg1, . . . gnq.

Απόδειξη. [Spi], Θεώρηµα 3-12, σελ. 66-70.

Ορισµός 2.2.2. Θεωρούµε τις εξισώσεις Hamilton στον R2n:#
dx
dt � BH

Bp
dp
dt � �BH

Bx ,
(2.4)

όπου x � px1, . . . , xnq, p � pp1, . . . , pnq τα διανύσµατα ϑέσης και ορµής αντίστοιχα. Για
κάθε t P R ορίζουµε φtpx,pq να είναι η λύση του συστήµατος (2.4) τη χρονική στιγµή t,
µε αρχική συνθήκη το σηµείο px,pq. Για κάθε t P R η απεικόνιση φt : R2n Ñ R2n είναι
αµφιδιαφόριση. Η οικογένεια pφtqtPR ονοµάζεται ϱοή (flow).

Πρόταση 2.2.3. Η ϱοή pφtqtPR που σχετίζεται µε ένα Χαµιλτονιανό σύστηµα αποτελεί οµάδα
µε πράξη τη σύνθεση συναρτήσεων.

Απόδειξη. ΄Εστω s, t P R. Εξ’ ορισµού,

φt�spx,pq � η λύση της (2.4) τη χρονική στιγµή t� s για αρχική συνθήκη px,pq
� η λύση της (2.4) τη χρονική στιγµή t για αρχική συνθήκη φspx,pq
� φtpφspx,pqq
� pφt � φsqpx,pq, @px,pq P R2n,
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άρα φt�φs � φt�s P pφtqtPR, δηλαδή το σύνολο pφtqtPR είναι κλειστό ως προς την πράξη της
σύνθεσης. Επιπλέον, από τη σχέση φt � φs � φt�s είναι άµεσο ότι το φ0 δρα ως ταυτοτικό
στοιχείο στην pφtqtPR και ότι κάθε στοιχείο φt έχει ως αντίστροφο το φ�t.

Παράδειγµα 2.2.4. Θεωρούµε σωµατίδιο το οποίο κινείται σε ευθεία γραµµή µε εξίσωση
κίνησης :x � �x. Θα δούµε ότι η ϱοή που σχετίζεται µε την κίνηση του σωµατιδίου αποτελεί
οµάδα και ότι διατηρεί τον όγκο. ΄Εχουµε ότι

#
9x � p

9p � �x,

και λύνοντας το σύστηµα ϐρίσκουµε xptq � A cos t�B sin t, pptq � �A sin t�B cos t. Για
αρχική συνθήκη px0, p0q έχουµε xp0q � x0 � A και pp0q � p0 � B, εποµένως

φtpx0, p0q �
�

cos t sin t
� sin t cos t

� �
x0

p0

�
,

δηλαδή κάθε φt ανήκει στην SOp2q και µάλιστα αν δουλέψουµε modulo 2π, τότε η pφtqtPr0,2πq
είναι ακριβώς η SOp2q. Τα στοιχεία της SOp2q γεωµετρικά παριστάνουν στροφές γύρω από
την αρχή των αξόνων και προφανώς διατηρούν τον όγκο (όπως επίσης και το µήκος).

Η διατήρηση του όγκου είναι κοινό χαρακτηριστικό όλων των ϱοών που σχετίζονται µε
Χαµιλτονιανά συστήµατα (Θεώρηµα Liouville) και όχι µόνο της ϱοής του προηγούµενου
παραδείγµατος. Για να το δείξουµε αυτό ϑα χρειαστούµε δύο σύντοµα λήµµατα. Το
πρώτο αποτελεί µια απλή άσκηση γραµµικής άλγεβρας, ενώ το δεύτερο ένα συνηθισµένο
επιχείρηµα στη ϑεωρία µέτρου.

Λήµµα 2.2.5. ΄Εστω A n� n πίνακας. Τότε

detpI �Atq � 1� trpAq � t�O
�
t2
�
, για tÑ 0.4 (2.5)

Απόδειξη. Γνωρίζουµε ότι η ορίζουσα ενός πίνακα B � pbijqni,j�1 δίνεται από τον τύπο

detpBq �
¸
JPSn

p�1qkbJp1q1bJp2q2 � � � bJpnqn, (2.6)

όπου το άθροισµα το παίρνουµε πάνω από όλες τις δυνατές µεταθέσεις J P Sn και k ο

4Η έκφραση fptq � Opt2q, για t Ñ 0 σηµαίνει ότι υπάρχουν M ¡ 0 και t0 ¡ 0 τέτοια ώστε |fptq| ¤ M |t|
για κάθε |t| ¤ t0.



2.2 Το Θεώρηµα του Liouville � 21

αριθµός παραβάσεων της µετάθεσης J . 5 Στην περίπτωσή µας,

B � I �At �

�����
a11t� 1 a12t � � � a1nt
a21t a22t� 1 � � � a2nt
...

...
. . .

...
an1t an2t � � � annt� 1

����
. (2.8)

Αν ϑεωρήσουµε τον τύπο της ορίζουσας, στην ταυτοτική µετάθεση J � i αντιστοιχεί ο όρος

p1� a11tqp1� a22tq � � � p1� anntq � 1� trpAq � t�Opt2q, tÑ 0. (2.9)

΄Εστω J P Sn µετάθεση διάφορη της ταυτοτικής. Τότε υπάρχουν τουλάχιστον δύο δείκτες
k � l P t1, . . . , nu τέτοιοι ώστε Jpkq � k και Jplq � l, εποµένως bJpkqk � aJpkqkt, bJplql �
aJplqlt και ο όρος p�1qkbJp1q1bJp2q2 � � � bJpnqn γράφεται ως

p�1qkaJpkqkaJplql � t2 �
n¹
i�1
i�k,l

bJpiqi � O
�
t2
�
, tÑ 0. (2.10)

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (2.9), (2.10) στην (2.6) προκύπτει το Ϲητούµενο.

Λήµµα 2.2.6. ΄Εστω f : Rn Ñ Rn συνεχής συνάρτηση για την οποία
³
E fdx � 0 για κάθε

E � Rn µετρήσιµο. Τότε f � 0.

Απόδειξη. Αν υπήρχε x0 P Rn τέτοιο ώστε fpx0q ¡ 0, τότε λόγω συνέχειας ϑα υπήρχε
δ ¡ 0 τέτοιο ώστε 0   fpx0q

2 ¤ fpxq ¤ 3fpx0q
2 για κάθε x P Bpx0, δq. ΄Οµως

³
Bpx0,δq

fdx ¥³
Bpx0,δq

fpx0q
2 dx � fpx0q

2 � λpBpx0, δqq ¡ 0, άτοπο. Ανάλογα εργαζόµαστε και για την περί-
πτωση όπου fpx0q   0.

Θεώρηµα 2.2.7. Θεωρούµε το σύστηµα 9x � fpxq και pgtqtPR οµάδα µετασχηµατισµών
gt : R2n Ñ R2n µε gtpxq � x� fpxqt�Opt2q, για tÑ 0. Τα επόµενα είναι ισοδύναµα:

( i) ∇ � f � 0,

( ii) για κάθε t η gt διατηρεί το µέτρο, δηλαδή για κάθε E � R2n µετρήσιµο, λpgtpEqq �
λpEq, όπου λ το µέτρο Lebesgue στον R2n.

5Μετάθεση του συνόλου t1, . . . , nu ονοµάζεται µια απεικόνιση J : t1, . . . , nu Ñ t1, . . . , nu η οποία είναι
1-1 και επί. Συµβολίζουµε το σύνολο των µεταθέσεων του συνόλου t1, . . . , nu µε Sn. Μια µετάθεση J P Sn
µπορεί να παρασταθεί µε διάφορους τρόπους, µε τους πιο συνηθισµένους να είναι οι εξής :

J �

�
1 2 3 � � � n

Jp1q Jp2q Jp3q � � � Jpnq



� pJp1q, Jp2q, Jp3q, . . . , Jpnqq. (2.7)

Αν στην έκφραση (2.7) ένας µεγαλύτερος αριθµός προηγείται από έναν µικρότερό του, τότε λέµε ότι έχουµε
παράβαση και συµβολίζουµε µε k το πλήθος των παραβάσεων που εµφανίζονται στη µετάθεση J .
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Απόδειξη. ΄Εστω t P R και E � R2n µετρήσιµο. ΄Εχουµε ότι

λpgtpEqq �
»
gtpEq

1dx

�
»
E

det
Bgtpxq
Bx dx, (από το Θεώρηµα 2.2.1)

�
»
E

�
1� t p∇ � fq �O

�
t2
��
dx, (από το Λήµµα 2.2.5)

� λpEq �
»
E
t p∇ � fq dx,

εποµένως η gt διατηρεί το µέτρο αν και µόνο αν
³
E tp∇ � fqdx � 0 για κάθε µετρήσιµο

σύνολο E. Αν ∇ � f � 0 τότε προφανώς η gt διατηρεί το µέτρο. Το αντίστροφο προκύπτει
από το Λήµµα 2.2.6.

Θεώρηµα 2.2.8. (Liouville). Η ϱοή pφtqtPR που σχετίζεται µε µια Χαµιλτονιανή διατηρεί
το µέτρο, δηλαδή λpφtpEqq � λpEq για κάθε E � R2n µετρήσιµο και κάθε t P R.

Απόδειξη. ΄Εχουµε ότι

∇ � ~f � B
Bx

BH
Bp � B

Bp
BH
Bx

� B2H

BxBp �
B2H

BpBx
� 0

και το Ϲητούµενο έπεται από την κατεύθυνση (i) ñ (ii) του Θεωρήµατος 2.2.7.

Παρατήρηση 2.2.9. Το Θεώρηµα του Liouville γενικεύεται και για την περίπτωση όπου αντί
για τον Rn έχουµε µια συµπλεκτική πολλαπλότητα (ϐλ. [Hall], Paragraph 21.2, Theorem
21.17).

2.3 Το Θεώρηµα Επανεµφάνισης του Poincaré

Το πρώτο αποτέλεσµα στο οποίο διαπιστώθηκε ότι τα συστήµατα που διατηρούν το µέτρο
επιδεικνύουν ιδιότητες επανεµφάνισης είναι το Θεώρηµα Επανεµφάνισης του Poincaré6

(1890). Η απόδειξή του είναι ιδιαίτερα σύντοµη και κοµψή και την παρουσιάζουµε σε αυτή
την παράγραφο.

Ορισµός 2.3.1. ΄Εστω pX,Σ, µq χώρος µέτρου και T : X Ñ X µετρήσιµη συνάρτηση τέτοια
ώστε µpT�1pAqq � µpAq για κάθε A P Σ. Η τετράδα pX,Σ, µ, T q ονοµάζεται σύστηµα που
διατηρεί το µέτρο (measure preserving system) και η συνάρτηση T µετασχηµατισµός που

6Henri Poincaré, 1854-1912.
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διατηρεί το µέτρο (measure preserving transformation). Λέµε επίσης ότι το µέτρο µ είναι T -
αναλλοίωτο (T -invariant). Αν επιπλέον η T�1 υπάρχει σχεδόν παντού και είναι µετρήσιµη,
τότε το σύστηµα ονοµάζεται αντιστρέψιµο (invertible).

Παράδειγµα 2.3.2. Αν a P Rn, λ το µέτρο Lebesgue στον Rn και Ta : Rn Ñ Rn µε
Tapxq � a � x για κάθε x P Rn, τότε το pRn, BpRnq, λ, Taq αποτελεί σύστηµα που διατηρεί
το µέτρο. Αυτό είναι άµεσο από το αναλλοίωτο του µέτρου Lebesgue στις µετατοπίσεις.

Ακολουθεί µια γενίκευση του προηγούµενου παραδείγµατος για την οποία ϑα χρεια-
στεί να ϑυµηθούµε το µέτρο Haar: Αν G συµπαγής, T2 τοπολογική οµάδα, τότε υπάρχει
µοναδικό Borel µέτρο πιθανότητας µ τέτοιο ώστε

(i) µpKq   8, για κάθε K � G συµπαγές,

(ii) µpAq � suptµpKq : K � A, K συµπαγέςu, για κάθε A P BpGq,

(iii) µpAq � inftµpUq : A � U, U ανοικτόu, για κάθε A P BpGq,

(iv) µpaAq � µpAaq � µpAq, για κάθε A P BpGq και κάθε a P G.

Το µέτρο αυτό ονοµάζεται µέτρο Haar.

Παράδειγµα 2.3.3. ΄Εστω G συµπαγής, αβελιανή και T2 τοπολογική οµάδα, µ το µέτρο
Haar της G, g P G και Tg : GÑ G µε Tgpxq � gx για κάθε x P G. Τότε το pG,BpGq, µ, Tgq
αποτελεί σύστηµα που διατηρεί το µέτρο : Αν A P BpKq, τότε T�1

g pAq � tx P G : Tgpxq P
Au � tx P G : gx P Au � tx P G : x P g�1Au � g�1A και µpT�1

g pAqq � µpg�1Aq � µpAq
λόγω της ιδιότητας iv) του µέτρου Haar.

Θεώρηµα 2.3.4. (Επανεµφάνισης του Poincaré, 1890). ΄Εστω pX,Σ, µ, T q σύστηµα που
διατηρεί το µέτρο και E P Σ µε µpEq ¡ 0. Τότε σχεδόν κάθε σηµείο του E επιστρέφει στο E
άπειρες ϕορές µέσω του T , δηλαδή υπάρχει F � E µε µpF q � µpEq τέτοιο ώστε για κάθε
x P F να υπάρχει ακολουθία ϕυσικών n1   . . .   nk   . . . µε Tnkx P E για κάθε k P N.

Απόδειξη. Θέτουµε B � tx P E : Tnx R E για κανένα n P Nu. Το B ανήκει στην Σ αφού
B � EXX8

m�1T
�mpEcq. Επιπλέον T�npBq � T�npEqXX8

m�n�1T
�mpEcq µε τα σύνολα

B, T�1pBq, . . . να είναι ξένα ανά δύο και µε µpBq � µpT�1pBqq � . . . � µpT�npBqq
για κάθε n P N. Καθώς ο χώρος µας είναι χώρος πιθανότητας,

°8
n�1 µpT�npBqq ¤ 1 ñ°8

n�1 µpBq   8 ñ µpBq � 0. Εποµένως υπάρχει F1 � E τέτοιο ώστε κάθε σηµείο του F1

να επιστρέφει στο E τουλάχιστον µία ϕορά µέσω της T .
Εφαρµόζουµε τον προηγούµενο συλλογισµό για τις απεικονίσεις T 2, T 3, . . . και για

κάθε k P N ϐρίσκουµε Fk � E µε µpFkq � µpEq, τέτοιο ώστε για κάθε x P Fk να υπάρχει
γνησίως αύξουσα ακολουθία ϕυσικών pnxkqkPN τέτοια ώστε Tn

x
kx P E για κάθε k. Θέτουµε

F � X8
k�1Fk � E. Τότε µpF q � limk µpFkq � µpEq, ενώ κάθε στοιχείο του F επιστρέφει

στο E άπειρες το πλήθος ϕορές µέσω της T .
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Παράδειγµα 2.3.5. Το Θεώρηµα του Poincaré αποτυγχάνει εαν ο χώρος είναι άπειρου
µέτρου : Θεωρούµε τον pR, BpRq, λq, όπου λ το µέτρο Lebesgue και T : R Ñ R µε T pxq �
x � 1 για κάθε x P R. Η T διατηρεί το µέτρο, αφού ως γνωστόν το µέτρο Lebesgue είναι
αναλλοίωτο στις µεταφορές, όµως αν ϑέσουµε E � r0, 1s,7 τότε για κάθε x P r0, 1s, το
Tnx δεν ανήκει στο r0, 1s για κανένα n ¥ 2, δηλαδή το σύνολο tn P N : Tnx P Eu είναι
πεπερασµένο.

Τα Θεωρήµατα των Liouville και Poincaré έχουν αρκετές ενδιαφέρουσες και όχι διαι-
σθητικά προφανείς συνέπειες :

Παράδειγµα 2.3.6. Θεωρούµε ένα µπωλ ακαθόριστου σχήµατος και αφήνουµε µια µπίλια
από κάποιο σηµείο του. Είναι πρακτικά αδύνατο να λύσουµε τις εξισώσεις κίνησεις και να
προβλέψουµε µε ακρίβεια την τροχιά που ϑα ακολουθήσει η µπίλια, όµως (σχεδόν) από όποιο
αρχικό σηµείο και αν αφήσουµε την µπίλια, αυτή ϑα επανέλθει όσο κοντά στο αρχικό µας
σηµείο ϑέλουµε, άπειρες το πλήθος ϕορές.

Παράδειγµα 2.3.7. Θεωρούµε ένα κουτί το οποίο χωρίζεται στη µέση µε ένα τοίχωµα και
περιέχειN άτοµα ενός αερίου, αρχικά εγκλωβισµένα στο πρώτο µισό του κουτιού. Αφαιρούµε
το τοίχωµα και το αέριο διαχέεται σε ολόκληρο το κουτί. Τα Θεωρήµατα των Poincaré και
Liouville µας λένε ότι το αέριο, κατά τη διάρκεια της κίνησής του, ϑα επιστρέψει στο πρώτο
µισό άπειρες το πλήθος ϕορές.

Αυτό εκ πρώτης όψεως ίσως να ακούγεται παράδοξο. Στην πραγµατικότητα το Θεώρηµα
του Poincaré εξασφαλίζει µεν επανεµφάνιση, όµως δεν κάνει κάποια νύξη για το πόσος
χρόνος απαιτείται µέχρι την πρώτη επανεµφάνιση. ΄Ετσι, το αέριο µπορεί να επανέρχεται
άπειρες ϕορές στο πρώτο µισό, αλλά για αρκετά µεγάλο N ϑα χρειαστεί πολύς χρόνος για
να παρατηρηθεί έστω και η πρώτη από τις επανεµφανίσεις.

Παράδειγµα 2.3.8. Αν ϐάλουµε ϕωτιά σε ένα κοµµάτι χαρτί σε ένα κλειστό σύστηµα, τότε
το χαρτί ϑα παίρνει µορφές οσοδήποτε κοντά στην αρχική του, άπειρες το πλήθος ϕορές.

Το Θεώρηµα Επανεµφάνισης του Poincaré µπορεί να µη σχετίζεται άµεσα µε τη σύ-
γκλιση των µέσων τιµών, αλλά αποτελεί την πρώτη ένδειξη ότι τα συστήµατα που διατηρούν
το µέτρο είναι πιθανό να επιδεικνύουν τέτοια συµπεριφορά. Χρειάστηκε όµως να περάσουν
σχεδόν 40 χρόνια για να αποδειχθεί και µαθηµατικά, πράγµα το οποίο συνέβη το 1931
µέσα από τη διαδοχική δουλεία τριών µαθηµατικών, των Koopman, von Neumann και
Birkhoff. Μάλιστα, όπως ϑα αναφέρουµε και στη συνέχεια, το αποτέλεσµα του Birkhoff
ισχυροποιεί το Θεώρηµα Θεώρηµα Επανεµφάνισης του Poincaré για την περίπτωση που ο
T υποτεθεί επιπλέον εργοδικός, καθώς όχι µόνο εγγυάται επανεµφάνιση, αλλά διαβεβαιώ-
νει η σχετική συχνότητα του πλήθους των επανεµφανίσεων του σηµείου x στο E µέσω της
T , τείνει ασυµπτωτικά στο µpEq.

7Το ίδιο ϑα ίσχυε και αν αντί του r0, 1s είχαµε ϑεωρήσει οποιοδήποτε ϕραγµένο υποσύνολο του R.
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2.4 Ο Τελεστής Koopman

Τον Μάρτιο του 1931, ο Bernard Osgood Koopman (1900-1981), πρώην διδακτορι-
κός ϕοιτητής του Birkhoff, δηµοσίευσε ένα άρθρο στο οποίο, µεταξύ άλλων, παρατή-
ϱησε ότι αν το pX,Σ, µ, T q αποτελεί σύστηµα που διατηρεί το µέτρο, τότε ο τελεστής
UT : L2pX,Σ, µq Ñ L2pX,Σ, µq για τον οποίον

UT pfq � f � T, @f P L2, (2.11)

είναι ορθοµοναδιαίος. Η παρατήρηση αυτή, αν και ϕαινοµενικά απλή, στην ουσία αποτε-
λούσε το κοµµάτι που έλειπε για την επίλυση του προβλήµατος. Η σύνδεση ενός συστήµα-
τος που διατηρεί το µέτρο µε τους ορθοµοναδιαίους τελεστές ενός χώρου Hilbert επέτρεψε
την αναδιατύπωση του προβλήµατος σε γλώσσα Θεωρίας Τελεστών και τη χρησιµοποίηση
εργαλείων αυτής για την επίλυσή του.

Ορισµός 2.4.1. ΄Εστω H χώρος Hilbert και T P BpHq. Ο T ονοµάζεται ορθοµοναδιαί-
ος (unitary) αν T �T � TT � � I. Αυτό είναι ισοδύναµο µε την απαίτηση ο T να είναι
αντιστρέψιµος και επιπλέον να ισχύει ότι xTx, Tyy � xx, yy, για κάθε x, y P H.

Λήµµα 2.4.2. ΄Εστω pX,Σ, µq χώρος πιθανότητας και T : X Ñ X µετρήσιµη. Το pX,Σ, µ, T q
διατηρεί το µέτρο αν και µόνο αν

³
fdµ � ³

f � Tdµ για κάθε f P L8.

Απόδειξη. Το αντίστροφο είναι άµεσο: Αν
³
fdµ � ³

f � Tdµ για κάθε f P L8, τότε και για
f � IB µε B P Σ ϑα πρέπει µpBq � ³

IBdµ � ³
IB � Tdµ � ³

IT�1pBqdµ � µpT�1pBqq.
Για το ευθύ, έστω ότι µpBq � µpT�1pBqq για κάθε B P Σ. Θα δείξουµε κάτι ισχυρότερο,
δηλαδή ότι

³
fdµ � ³

f � Tdµ για κάθε f P L1.

• Αν f � IB χαρακτηριστική συνάρτηση, τότε
³
fdµ � ³

f �Tdµ για τον ίδιο λόγο όπως
και προηγουµένως.

• Αν f � °n
i�1 biIBi απλή συνάρτηση, τότε

³
fdµ � °n

i�1 biµpBiq το οποίο είναι ίσο µε³
f � Tdµ � ³ °n

i�1 biIT�1pBiqdµ �
°n
i�1 biµpT�1pBiqq �

°n
i�1 biµpBiq.

• Αν f P L1 και psnqnPN ακολουθία απλών συναρτήσεων µε sn Ò f , τότε η ακολουθία
psn � T qnPN αποτελείται από απλές συναρτήσεις για τις οποίες sn � T Ò f . Από το
Θεώρηµα Μονότονης Σύγκλισης,»

f � Tdµ � lim
n

»
sn � Tdµ � lim

n

»
sndµ �

»
fdµ.

Θεώρηµα 2.4.3. (Koopman, 1931). ΄Εστω pX,Σ, µ, T q αντιστρέψιµο σύστηµα που διατη-
ϱεί το µέτρο. Τότε ο τελεστής Koopman UT : L2pX,Σ, µq Ñ L2pX,Σ, µq ο οποίος ορίζεται
ως εξής :

UT pfq � f � T, @f P L2, (2.12)

είναι ορθοµοναδιαίος.
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Απόδειξη. Ο UT αντιστρέφεται και µάλιστα U�1
T � UT�1 , όπου T�1 ο αντίστροφος του T .

Πράγµατι, για κάθε f P L2,

pUT � UT�1qpfq � UT pf � T�1q � f,

pUT�1 � UT qpfq � UT�1pf � T q � f,

άρα UT �UT�1 � UT�1�UT � I ñ UT�1 � U�1
T . Επιπλέον xUT f, UT gy �

³
f�T �g � Tdµ �³

fgdµ � xf, gy, λόγω του Λήµµατος 2.4.2. Από την ισοδύναµη διατύπωση του Ορισµού
2.4.1, ο UT είναι ορθοµοναδιαίος.

Ορισµός 2.4.4. ΄Εστω pX,Σ, µ, T q σύστηµα που διατηρεί το µέτρο. Ο T ονοµάζεται εργοδι-
κός (ergodic), αν για κάθε A P Σ µε T�1pAq � A, έπεται ότι µpAq � 0 ή µpAq � 1.

Υπάρχουν αρκετοί χρήσιµοι χαρακτηρισµοί της εργοδικότητας και επόµενη πρόταση
αναφέρει κάποιους από αυτούς.

Πρόταση 2.4.5. ΄Εστω pX,Σ, µ, T q σύστηµα που διατηρεί το µέτρο. Τα επόµενα είναι
ισοδύναµα:

( i) Ο T είναι εργοδικός.

( ii) Για κάθε A P Σ, αν µpT�1pAq4Aq � 0, τότε µpAq � 0 ή µpAq � 1.

( iii) Για κάθε A P Σ, αν µpAq ¡ 0, τότε µ
��8

n�1 T
�npAq� � 1.

( iv) Για κάθε A,B P Σ µε µpAqµpBq ¡ 0, υπάρχει n P N τέτοιο ώστε µpT�npAq XBq ¡ 0.

(v) Αν f : X Ñ C µετρήσιµη µε f � T � f σχεδόν παντού, τότε η f ισούται µε µία σταθερά
σχεδόν παντού.

Απόδειξη. Η απόδειξη των ισοδυναµιών δεν κρύβει δυσκολίες και µπορεί να ϐρεθεί στο
[Ein], Proposition 2.14, pp. 23-25.

Λήµµα 2.4.6. ΄Εστω pX,Σ, µ, T q σύστηµα που διατηρεί το µέτρο. Τα επόµενα είναι ισοδύ-
ναµα:

( i) Ο T είναι εργοδικός,

( ii) η λ � 1 αποτελεί απλή ιδιοτιµή του τελεστή Koopman UT .

Απόδειξη. Από την Πρόταση 2.4.5 ο T είναι εργοδικός αν και µόνο αν για κάθε f µετρήσιµη
µε f � T � f σχεδόν παντού, έπεται ότι η f είναι σταθερή σχεδόν παντού. ∆ηλαδή

Ο T είναι εργοδικός ðñ UT pfq � f ñ f � c σχεδόν παντού
ðñ οι µόνες ιδιοσυναρτήσεις του UT που αντιστοιχούν στην

ιδιοτιµή λ � 1, είναι οι σταθερές
ðñ η λ � 1 αποτελεί απλή ιδιοτιµή του UT .
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Αυτά ήταν και τα µόνα αποτελέσµατα που χρειαζόµασταν για τη συνέχεια και ο αναγνώ-
στης µπορεί να περάσει χωρίς χρονοτριβή στην Παράγραφο 2.5. Στο υπόλοιπο αυτής της
παραγράφου ϑα µελετήσουµε µερικές ακόµη ενδιαφέρουσες ιδιότητες του τελεστή Koop-
man. Συγκεκριµένα, ϑα δούµε ακόµη έναν ισοδύναµο χαρακτηρισµό της εργοδικότητας
µέσω των ανάγωγων ϑετικών τελεστών. Ακολουθούν οι απαραίτητοι ορισµοί.

Θυµίζουµε ότι αν ο X είναι διατεταγµένος χώρος και A � X διανυσµατικός υπόχωρος
του X, τότε ο A ονοµάζεται διατακτικό ιδεώδες (lattice ideal) εαν για κάθε a, x P X µε
|x| ¤ |a| και a P A, έπεται ότι x P A.

Αν pX,Σ, µq χώρος πεπερασµένου µέτρου και 1 ¤ p   8, τότε το σύνολο

JA � tf P Lppµq : |f | ^ IA � 0u
� tf P Lppµq : |f | ^ 1 ¤ IAcu
� tf P Lppµq : fpAq � t0uu (2.13)

αποτελεί διατακτικό ιδεώδες του Lppµq για κάθε A P Σ. Το ϑεώρηµα που ακολουθεί µας
λέει ότι τα µόνα κλειστά διατακτικά ιδεώδη του Lp είναι της µορφής (2.13).

Θεώρηµα 2.4.7. ΄Εστω pX,Σ, µq χώρος πεπερασµένου µέτρου και 1 ¤ p   8. Κάθε
κλειστό διατακτικό ιδεώδες J � Lppµq είναι της µορφής JA για κάποιο A P Σ.

Απόδειξη. ΄Εστω J � Lppµq κλειστό διατακτικό ιδεώδες και ϑέτουµε K � tf P J : 0 ¤
f ¤ 1u. Το K είναι µη κενό, κλειστό και άνω ϕραγµένο από την f � 1 P Lppµq. Αφού ο
Lppµq είναι διατακτικά πλήρης, υπάρχει το g � supK και µάλιστα 0 ¤ g ¤ 1. Θέτουµε
h � g ^ p1 � gq. Αφού το J είναι διατακτικό ιδεώδες και 0 ¤ h ¤ g P J , ϑα έχουµε ότι
h P J . Το J είναι επιπλέον υπόχωρος µε g, h P J , άρα g � h P J, h ¤ 1 � g ñ g � h ¤
1 ñ g � h P K. Αφού g � supK, g � h ¤ g ñ h � 0 ñ g ^ p1 � gq � 0 ñ g � IAc για
κάποιο A P Σ.

Θα δείξουµε ότι J � JA. Αν f P J, |f | ^ 1 ¤ g � IAc , άρα f P JA. Αν f P JA, τότε
|f | P JA. Θέτουµε fn � |f | ^ pn1q � np 1

nf ^ 1q ¤ nIAc � ng P J για κάθε n P N. Τότε
fn Ò |f | ñ fn ÝÑ |f |. ΄Οµως το J αποτελεί κλειστό υπόχωρο, εποµένως |f | P J . Επιπλέον
αποτελεί διατακτικό ιδεώδες, άρα f P J .

Ορισµός 2.4.8. ΄Εστω pX,Σ, µq χώρος πεπερασµένου µέτρου, 1 ¤ p   8 και T : Lppµq Ñ
Lppµq ϑετικός τελεστής. Ο T ονοµάζεται ανάγωγος (irreducible) στον Lppµq εαν ο Lppµq δεν
έχει γνήσια µη τετριµµένα T -αναλλοίωτα διατακτικά ιδεώδη.

Πρόταση 2.4.9. ΄Εστω pX,Σ, µ, T q σύστηµα που διατηρεί το µέτρο, 1 ¤ p   8 και UT :
Lp Ñ Lp ο τελεστής Koopman. Τα επόµενα είναι ισοδύναµα:

( i) ο T είναι εργοδικός,

( ii) ο UT είναι ανάγωγος στον Lp.
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Απόδειξη. Πρώτα ϑα δείξουµε τον ακόλουθο ισχυρισµό: Για κάθε A P Σ,

µpA4T�1pAqq � 0 ðñ UT pJAq � JA. (2.14)

΄Εστω A P Σ και έστω πως µpA4T�1pAqq � 0. Τότε IA � IT�1pAq σχεδόν παντού και
για κάθε f P JA, T p|f | ^ IAq � T |f | ^ T pIAq και |Tf | � T |f |, εποµένως

|Tf | ^ IA � T |f | ^ IA � T |f | ^ IT�1pAq � T |f | ^ T pIAq � T p|f | ^ IAq � T p0q � 0,

δηλαδή Tf P JA.
Αντιστρόφως, έστω ότι T pJAq � JA. Τότε IAc P JA ñ T pIAcq P JA ñ IAc � T �

IT�1pAcq P JA ñ A � pT�1pAcqqc ñ A � T�1pAq. ΄Οµως µpAq � µpT�1pAqq αφού ο
T διατηρεί το µέτρο και επειδή ο χώρος µας έχει πεπερασµένο µέτρο συµπεραίνουµε ότι
µpA4T�1pAqq � 0.

Προχωρούµε στην απόδειξη της πρότασης. ΄Εστω ότι ο T είναι εργοδικός και έστω
J � Lp κλειστό UT -αναλλοίωτο διατακτικό ιδεώδες. Από το Θεώρηµα 2.4.7 το J ϑα
έχει τη µορφή J � JA για κάποιο A P Σ. Από την ισοδυναµία που µόλις αποδείξαµε,
µpA4T�1pAqq � 0 και επειδή ο T είναι εργοδικός ϑα πρέπει A � H ή A � X. Αν A � H,
τότε JA � Lp, ενώ αν A � X, JA � t0u, δηλαδή ο UT ανάγωγος.

Αντιστρόφως, αν ο UT ανάγωγος και A P Σ τέτοιο ώστε µpA4T�1pAqq � 0, τότε και
πάλι από την προηγούµενη ισοδυναµία, UT pJAq � JA, δηλαδή το JA αποτελεί κλειστό,
UT -αναλλοίωτο διατακτικό ιδεώδες του Lp. Αφού ο UT είναι ανάγωγος, ϑα έχουµε ότι
JA � t0u ή JA � Lp. Αν JA � t0u, τότε IAc P JA ñ IAc � t0u ñ Ac � H ñ A � X. Αν
JA � Lp, τότε IA P JA ñ IApAq � t0u ñ A � H. ΄Αρα ο T εργοδικός.

2.5 Το Εργοδικό Θεώρηµα του von Neumann

Τον Ιούνιο του 1931, ο 27χρονος τότε John von Neumann, διάβασε το άρθρο του Koopman.
Ο von Neumann µέχρι τότε δεν είχε επιδείξει ιδιαίτερο ενδιαφέρον προς την Εργοδική
Υπόθεση· τα ερευνητικά του ενδιαφέροντα επικεντρώνονταν στην Κβαντοµηχανική και τη
Θεωρία Τελεστών, είχε όµως κάποια εξοικείωση µε το πρόβληµα, κυρίως λόγω των σπουδών
του ως χηµικός µηχανικός. ΄Οντας ήδη ένας από τους µεγαλύτερους γνώστες στη Θεωρία
Τελεστών, διέκρινε αµέσως τη σηµασία της παρατήρησης του Koopman και µέσα σε τρεις
µήνες είχε αποδείξει το πρώτο εργοδικό ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 2.5.1. (von Neumann). ΄ΕστωH χώρος Hilbert και T P BpHq ορθοµοναδιαίος

τελεστής. Τότε για κάθε x P H , limnÑ8
x�Tx�...�Tn�1x

n � Px, όπου P ο τελεστής προβολής
στον κλειστό υπόχωρο F pT q � tx P H : Tx � xu.

Απόδειξη. Θέτουµε N � tx � Tx : x P Hu και M � F pT q. Ισχύει ότι NK � M : Αν
y P NK, τότε xx�Tx, yy � 0 για κάθε x P H, δηλαδή xx, yy � xTx, yy ñ xx, y�T �yy � 0
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για κάθε x P H ñ T �y � y. ΄Οµως

0 � }y � Ty}2 � }y}2 � }Ty}2 � xy, Tyy � xTy, yy
� }y}2 � }Ty}2 � xT �y, yy � xy, T �yy
� }y}2 � }Ty}2 � xy, yy � xy, yy
� }Ty}2 � }y}2 ¤ 0, αφού }T } ¤ 1.

Για τον αντίστροφο εγκλεισµό, έστω y P M , Ty � y, xy, x � Txy � xy, xy � xy, Txy �
xTy, Txy � xy, Txy � xTy � y, Txy � 0, άρα y P NK. Τελικά H � F pT q `NK και κάθε
x P H διασπάται ως x � P pxq � x0 µε P pxq P F pT q και x0 P F pT qK � N .

Επιπλέον,����x� Tx� . . .� Tn�1x

n
� P pxq

���� �
����x0 � Tx0 � . . .� Tn�1x0

n
� nP pxq

n
� P pxq

����
�

����x0 � Tx0 � . . .� Tn�1x0

n

���� ,
ϐάση του οποίου αρκεί να δείξουµε ότι

���x0�Tx0�...�Tn�1x0
n

���Ñ 0 για κάθε x0 P N .

• Αν x0 � x� Tx P N , τότε����x0 � Tx0 � . . .� Tn�1x0

n

���� �
����x� Tx� Tx� T 2x� . . .� Tn�1x� Tnx

n

����
�

����x� Tnx

n

����
¤ 2}x}

n
Ñ 0.

• Αν x0 P N , τότε υπάρχει ακολουθία pxnqnPN µε xn � Txn Ñ x0. ΄Εστω ε ¡ 0.
Υπάρχει n0 P N τέτοιο ώστε }y � pxn0 � Txn0q}   ε

2 . Από τριγωνική ανισότητα����x0 � Tx0 � . . .� Tn�1x0

n

���� ¤
����xn0 � Txn0 � . . .� Tn�1xn0

n

�����
�
����x0 � Txn0 � T px0 � Txn0q � . . .� Tn�1px0 � Txn0q

n

����
¤

����xn0 � Txn0 � . . .� Tn�1xn0

n

����� ε

2
Ñ 0.

Παρατήρηση 2.5.2. Το προηγούµενο ϑεώρηµα ισχύει και για την περίπτωση όπου ο T δεν
υποτεθεί ορθοµοναδιαίος, αλλά απλώς συστολή. Η απόδειξη τροποποιείται ελαφρώς στο
σηµείο όπου δείχνουµε ότι M � NK.
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Πόρισµα 2.5.3. ΄Εστω pX,Σ, µ, T q σύστηµα που διατηρεί το µέτρο, f P L2 καιUT ο τελεστής
Koopman. Αν M � tf P L2 : UT pfq � fu και P : L2 Ñ M ο τελεστής προβολής στον
υπόχωρο M , τότε ����f � f � T � . . .� f � Tn�1

n
� Pf

����
2

Ñ 0. (2.15)

Απόδειξη. Προκύπτει άµεσα από τα Θεωρήµατα των Koopman και von Neumann.

Πόρισµα 2.5.4. ΄Εστω pX,Σ, µ, T q σύστηµα που διατηρεί το µέτρο και f P L1. Τότε υπάρχει
f P L1 τέτοια ώστε����f � f � T � . . .� f � Tn�1

n
� f

����
1

Ñ 0 και f � T � f. (2.16)

Απόδειξη. ΄Εστω g P L8 � L2. Από το Θεώρηµα του von Neumann γνωρίζουµε ότι
υπάρχει g1 P L2 τέτοια ώστε Mng Ñ g1 στον L2. Θα δείξουµε ότι g1 P L8. Ισχύει ότι
}Mng}8 ¤ }g}8, εποµένως |xMng, IBy| ¤ }g}8µpBq για κάθε B P Σ. ΄Οµως Mng

L2ÝÑ
g1 ñ |xMng, IBy| Ñ |xg1, IBy| ¤ }g}8µpBq ¤ }g}8.

Θα δείξουµε ότι g1 P L8 µε }g1}8 ¤ }g}8. ΄Εστω ε ¡ 0 και ϑέτουµε B1 � tx P X :
g1pxq ¥ }g}8 � εu, B2 � tx P X : g1pxq ¤ �p}g}8 � εqu. ΄Εχουµε ότι µpB1qp}g}8 �
εq ¤ ³

B1
g1pxqdµ ¤ }g}8µpB1q ñ εµpB1q � 0 ñ µpB1q � 0. Αντίστοιχα για το B2,³

B2
g1pxqdµ ¤ �p}g}8 � εqµpB2q ñ p}g}8 � εqµpB2q ¤ | ³B2

g1pxqdµ| ¤ µpB2q}g}8 ñ
µpB2q � 0.

Αφού } � }1 ¤ } � }2 (ϐλ. [Κου], Πρόταση 11.8, σελ. 181), ϑα έχουµε επιπλέον ότι
Mng

L1ÝÑ g1, εποµένως το πόρισµα που προσπαθούµε να αποδείξουµε ισχύει για f P L8.
Θα εκµεταλλευτούµε την πυκνότητα του L8 στον L1 (ϐλ. [Κου], Πρόταση 11.23, σελ. 188)
για να ολοκληρώσουµε την απόδειξη.

΄Εστω f P L1, ε ¡ 0 και g P L8 τέτοια ώστε }f � g}1   ε
4 . Τότε����f � f � T � . . .� f � Tn�1

n
� g � g � T � . . .� g � Tn�1

n

����
1

  ε

4
.

Από το προηγούµενο ϐήµα, υπάρχουν g1 P L8 και n0 P N τέτοια ώστε����g � g � T � . . .� g � Tn�1

n
� g1

����
1

  ε

4
, @n ¥ n0.

Η ακολουθία pMnfqnPN αποτελεί ακολουθία Cauchy:

}Mnf �Mkf}1 ¤ }Mnf �Mng}1 � }Mng � g1}1 � }g1 �Mkg}1 � }Mkg �Mkf}1
¤ ε, @n, k ¥ n0.

Από την πληρότητα τουL1 υπάρχει f 1 P L1 τέτοια ώστεMnf Ñ f 1. Η f 1 είναι T -αναλλοίωτη
αφού

}Mnf � T �Mnf}1 �
����f � Tnn

� f

n

����
1

¤ 2}f}1
n

Ñ 0.

Αφού Mnf Ñ f 1, Mnf � T Ñ f 1 � T , Mnf �Mnf � T Ñ 0 ϑα πρέπει f 1 � f 1 � T .
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Τον Οκτώβριο του 1931 ο von Neumann ενηµέρωσε τον Koopman για το αποτέλεσµά
του και αφού επιβεβαίωσε ότι δεν είχε αποδείξει κάτι αντίστοιχο, προχώρησε στη δηµοσί-
ευσή του. Το άρθρο του von Neumann ήταν αρχικά γραµµένο στα γερµανικά, οπότε η
διαδικασία της µετάφρασής του στα αγγλικά σε συνδυασµό µε κάποιες διορθώσεις που
έπρεπε να γίνουν, καθυστέρησαν τη δηµοσίευσή του µέχρι τον Ιανουάριο του 1932. Το
αποτέλεσµα του von Neumann εξασφαλίζει σύγκλιση στον L2 ενώ από το Πόρισµα 2.5.4
µπορούµε να περάσουµε σε σύγκλιση στον L1. ∆εν ασχολείται όµως καθόλου µε την κατά
σηµείο σύγκλιση, ένα ερώτηµα που ο von Neumann ϑεώρησε ιδιαίτερα ενδιαφέρον και
γνωστοποίησε στους Koopman και Birkhoff τον Οκτώβριο του 1931.

Ο 47χρονος τότε George David Birkhoff (1884-1944) ϑεωρείτο ένας από τους κορυ-
ϕαίους γνώστες της Ουράνιας Μηχανικής και συνεχιστής του έργου του Poincaré, ενώ
ασχολείτο µε το πρόβληµα της Εργοδικής Υπόθεσης για σχεδόν 15 χρόνια. Η προσέγγιση
του von Neumann έδωσε στον Birkhoff έναν καινούργιο τρόπο να ολοκληρώσει τον µεγάλο
του στόχο. Πράγµατι, µέσα σε ενάµιση µήνα ο Birkhoff ϐρήκε µια ανεξάρτητη απόδειξη
του Θεωρήµατος του von Neumann και προχώρησε ακόµη παραπέρα, συµπεραίνοντας
σύγκλιση σχεδόν παντού. 8 Μάλιστα έσπευσε να δηµοσιεύσει το αποτέλεσµά του, κάτι
το οποίο συνέβη τον ∆εκέµβριο του 1931, δηµιουργώντας έτσι το εξής παράδοξο : Το Θε-
ώρηµα του von Neumann εµφανίζεται στη ϐιβλιογραφία ως µεταγενέστερο του Birkhoff,
παρά το γεγονός ότι χρονικά, καθώς και νοηµατικά, προηγείται αυτού. Περισσότερα για
το συγκεκριµένο Ϲήτηµα µπορούν να ϐρεθούν στο [Zun].

Θεώρηµα 2.5.5. (Εργοδικό Θεώρηµα του Birkhoff ). ΄Εστω pX,Σ, µ, T q σύστηµα που
διατηρεί το µέτρο πιθανότητας µ. Για κάθε f P L1pµq, το όριο limn

1
n

°n�1
j�0 fpT jxq υπάρχει

σχεδόν παντού και αν limn
1
n

°n�1
j�0 fpT jxq � f�pxq, τότε η f� είναι T -αναλλοίωτη µε³

f�dµ � ³
fdµ. Αν επιπλέον ο T είναι εργοδικός, τότε f�pxq � ³

fdµ σχεδόν παντού.

Συγκρίνοντάς το µε το πρόβληµα που περιγράψαµε στην αρχή του Κεφαλαίου και το
οποίο εκφράστηκε µαθηµατικά µέσω της απαίτησης (2.1), διαπιστώνουµε ότι το Θεώρηµα
του Birkhoff διατυπώνει µια ικανή συνθήκη ώστε να επιτυγχάνεται η σύγκλιση των µέσων
όρων ως προς µια κατάλληλη έννοια σύγκλισης : Αν ο T είναι εργοδικός, τότε οι µέσοι όροι
των µετρήσεων συγκλίνουν στη χωρική µέση τιµή, σχεδόν για κάθε αρχικό σηµείο.

Παρατηρήστε, επίσης, ότι στην περίπτωση που επιλέξουµε ως f την χαρακτηριστική
συνάρτηση κάποιου συνόλου E P Σ µε µpEq ¡ 0, η τιµή της f � IE στο σηµείο T jx είναι

8∆ύο διαφορετικές αποδείξεις του Θεωρήµατος του Birkhoff µπορούν να ϐρεθούν στο [Ein], pp. 45-47.
Αµφότερες χρησιµοποιούν την Μεγιστική Ανισότητα, η οποία επίσης αποδεικνύεται µε δύο διαφορετικούς
τρόπους : Με τη χρήση ϑετικών τελεστών (σελ. 39-40) και τη χρήση του Θεωρήµατος Κάλυψης του Vitali (σελ.
40-44).

Οι αποδείξεις έχουν πολύ µεγάλο ενδιαφέρον και αξίζει να µελετηθούν από τον αναγνώστη, δεν ϑα τις
παρουσιάσουµε όµως σε αυτή την εργασία καθώς δεν µπορούµε να τους αφιερώσουµε το χρόνο που τους
αξίζει· άλλωστε από εδώ και στο εξής ϑα προσπαθήσουµε να επικεντρωθούµε στο Θεώρηµα του von Neumann
το οποίο αποτέλεσε και την κύρια πηγή έµπνευσης για την σύνδεση της εργοδικότητας µε την αυτοπάθεια σε
χώρους Banach.

Εκτός από τις αποδείξεις, τεράστιο ενδιαφέρον έχουν και οι εφαρµογές του Θεωρήµατος του Birkhoff, µε
πιο εντυπωσιακή την απόδειξη του Ισχυρού Νόµου των Μεγάλων Αριθµών του Kolmogorov µε επιχειρήµατα
εργοδικής. Αυτή, καθώς και άλλες εφαρµογές, µπορούν να ϐρεθούν στο [Far], Paragraph 10.3, pp. 103-109.
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απλά:

IEpT jpxqq �
#

1, αν T jpxq P E
0, αν T jpxq R E.

Εποµένως η έκφραση 1
n

°n�1
j�0 IEpT jxq εκφράζει το ποσοστό των στοιχείων του συνόλου

tx, Tx, T 2x, . . . , Tn�1xu τα οποία ανήκουν στο E. Σε αυτή την ειδική περίπτωση λοιπόν,
και για T εργοδικό, το ποσοστό των στοιχείων που ‘‘πέφτουν’’ µέσα στο E, τείνει ασυµπτω-
τικά στο µέτρο του συνόλου E:

lim
n

1

n

n�1̧

j�0

IEpT jxq �
»
IEdµ � µpEq.

2.6 ΄Αλλες αποδείξεις του Θεωρήµατος του von Neumann

Σε αυτή την παράγραφο επιχειρούµε να παρουσιάσουµε τρεις διαφορετικές αποδείξεις του
Θεωρήµατος του von Neumann. Η απόδειξη ενός αποτελέσµατος µε όσο το δυνατόν περισ-
σότερους τρόπους είναι σίγουρα εντυπωσιακή, αλλά δεν αποτελεί αυτοσκοπό· υπάρχουν
(τουλάχιστον) δύο καλοί λόγοι που επιδιώκουµε κάτι τέτοιο.

Ο πρώτος είναι ότι οι αποδείξεις χρησιµοποιούν εργαλεία από κλάδους των µαθηµα-
τικών που, εκ πρώτης όψεως, έχουν µικρή σχέση µεταξύ τους. ΄Ετσι, ένα αποτέλεσµα
που αφορά σε χώρους Hilbert µπορεί να αποδειχθεί µε, κατά ϐάση, αλγεβρικές µεθόδους
(Υποπαράγραφος 2.6α΄) ή µε Θεωρία Αλγεβρών Banach (Υποπαράγραφος 2.6β΄).

Ο δεύτερος λόγος είναι ότι µια καινούργια αποδεικτική µέθοδος µπορεί να γεννήσει
δυνατότερα εργαλεία και να έχει ως αποτέλεσµα εξαγωγή ισχυρότερων συµπερασµάτων,
τα οποία δεν ϑα µπορούσαν να συναχθούν από τις υπάρχουσες αποδείξεις. Κάτι τέτοιο
συµβαίνει µε τη µέθοδο που αναπτύσσεται στην Υποπαράγραφο 2.6γ΄.

Αν ο αναγνώστης αρκείται στην απόδειξη του Θεωρήµατος του von Neumann που ήδη
δώσαµε, µπορεί να προχωρήσει απ’ευθείας στο επόµενο κεφάλαιο καθώς η παράγραφος
αυτή είναι είναι αυτοτελής και ό,τι αναφερθεί στη διάρκειά της δε χρησιµοποιείται ξανά
στο υπόλοιπο της εργασίας.

2.6α΄ Με χρήση αφινικών αναπαραστάσεων

Για τις έννοιες που χρειαζόµαστε παραπέµπουµε στην Παράγραφο 1.5.

Θεώρηµα 2.6.1. (von Neumann). ΄ΕστωH χώρος Hilbert και T P BpHq ορθοµοναδιαίος

τελεστής. Τότε για κάθε x P H , limnÑ8
x�Tx�...�Tn�1x

n � Px, όπου P ο τελεστής προβολής
στον F pT q.

Απόδειξη. Ορίζουµε ορθοµοναδιαία αναπαράσταση π του Z στον H ως εξής : πpnq � Tn

για κάθε n P Z και ϑεωρούµε τον µοναδικό οµόκυκλο b P Z1pG, πq για τον οποίο bp1q � x.
Επαγωγικά, και µε εφαρµογή της σχέση το οµοκύκλου, ϐρίσκουµε ότι

bpnq � pI � T � . . .� Tn�1qx, @n P N :
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Για n � 1 παίρνουµε bp1q � x το οποίο ισχύει. ΄Εστω ότι bpkq � x � Tx � . . . � T k�1x.
Από τη σχέση του οµοκύκλου έχουµε ότι

bpk � 1q � πpkqbp1q � bpkq
� T kx� px� . . .� T k�1xq
� x� Tx� . . .� T kx.

Θέτουµε H1 � P pHq και H0 � HK
1 . Οι H0 και H1 είναι T -αναλλοίωτοι : Για τον H1 αυτό

είναι άµεσο αφού TPz � Pz για κάθε z P H. Για τον H0, εαν z P HK
1 τότε xz, yy � 0 για

κάθε y P H µε y � Ty. Εποµένως xz, yy � xTz, Tyy � xTz, yy � 0 ñ Tz P HK
1 . ΄Αρα

T pH0q � H0.
Συµπεραίνουµε ότι οι H0 και H1 είναι Z-αναλλοίωτοι. ΄Εστω π0, π1 οι αντίστοιχες

υποαναπαραστάσεις της π (ϐλ. Πρόταση 1.5.11) και για κάθε n ϑέτουµε b1pnq � Pbpnq,
b0pnq � pI � P qbpnq. Το b1 ανήκει στο Z1pZ, π1q και το b0 στο Z1pZ, π0q. Ο τελεστής T
περιορισµένος στο H1 δρα ως ταυτοτικός, εποµένως b1pnq � nPx, δηλαδή Px � 1

nb1pnq.
Επιπλέον H0 � kerpT � IqK � kerpT � � IqK � pT � IqpHq, δηλαδή υπάρχει ακολουθία
στοιχείων του H, pξnqnPN τέτοια ώστε pT � Iqpξnq Ñ b0p1q � pI � P qx.

Θεωρούµε την απεικόνιση B : H Ñ Z1pG, πq που ορίζεται ως εξής : Bξpgq � πpgqξ � ξ,
για κάθε ξ P H.9 Θα δείξουµε ότι για κάθε k P N, το b0pkq αποτελεί όριο της ακολουθίας
pBξnqpkq:

Bξnpkq � πpkqξn � ξn � T kξn � ξn

� pT kξn � T k�1ξnq � . . .� pTξn � ξnq
� T k�1pTξn � ξnq � . . .� pTξn � ξnq Ñ
Ñ T k�1pb0p1qq � . . .� b0p1q, (2.17)

b0pkq � pI � P qbpkq � pI � P qpx� Tx� . . . T k�1xq
� pI � P qx� T pI � P qx� . . .� T k�1pI � P qx
� b0p1q � T pb0p1qq � . . .� T k�1pb0p1qq. (2.18)

Από τις (2.17) και (2.18) προκύπτει το Ϲητούµενο.
Από τα παραπάνω, b0 P B1pZ, πq. Η Z είναι τοπικά συµπαγής οµάδα, παραγόµενη από

το συµπαγές και συµµετρικό σύνολο S � t�1, 1u. Αν n P N, τότε |n|S � n. Εφαρµόζοντας
το Λήµµα 1.5.14 παίρνουµε ότι }b0pnq}

|n|S
� }b0pnq}

n Ñ 0. ΄Οµως b0pnq
n � bpnq

n � Pbpnq
n µε

bpnq
n �MnpT qx και Pbpnqn � b1pnq

n � Px για κάθε n. ΄Αρα MnpT qxÑ Px.

2.6β΄ Με χρήση του ϕασµατικού ϑεωρήµατος

Ο αναγνώστης χρειάζεται να έχει µια εξοικείωση µε τις έννοιες των Αλγεβρών Banach (ϐλ.
Παράγραφο 1.6).

Θεώρηµα 2.6.2. (von Neumann). ΄ΕστωH χώρος Hilbert και T P BpHq ορθοµοναδιαίος

τελεστής. Τότε για κάθε x P H , limnÑ8
x�Tx�...�Tn�1x

n � Px, όπου P ο τελεστής προβολής
στον F pT q.

9Η απεικόνιση αυτή ονοµάζεται απεικόνιση οµοσυνόρου (coboundary map) και είναι προφανώς επί.
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Απόδειξη. ΄Εστω T P BpHq ορθοµοναδιαίος. ΄Ολες οι ιδιοτιµές του T ανήκουν στο σύνολο
S1 � tz P C : |z| � 1u αφού αν Tx � λx για κάποιο λ P C, τότε }x} � }Tx} � }λx} �
|λ|}x}. Εφαρµόζοντας το Φασµατικό Θεώρηµα στον ορθοµοναδιαίο (άρα και ϕυσιολογικό)
τελεστή T ϑα έχουµε ότι

T �
»
S1

λdµpλq. (2.19)

Από το Θεώρηµα Φασµατικής Απεικόνισης, σpTnq � tλn : λ P σpT qu µε τον Tn να είναι
κι αυτός ορθοµοναδιαίος, εποµένως ϑα ισχύει ότι Tn � ³

S1 λ
ndµpλq, για κάθε n P N.

΄Εστω x P H. Τότε

x� Tx� . . .� Tn�1x

n
�

»
S1

1� λ� . . .� λn�1

n
dµpλqx

� 1� 1� . . .� 1

n
µpt1uqx�

»
S1zt1u

1� λ� . . .� λn�1

n
dµpλqx

� µpt1uqx�
»
S1zt1u

1

n

λn � 1

λ� 1
dµpλqx. (2.20)

Θα χρησιµοποιήσουµε το Θεώρηµα Κυριαρχηµένης Σύγκλισης για διανυσµατικά µέτρα για
να συµπεράνουµε ότι το δεύτερο µέλος της (2.20) συγκλίνει στο µηδέν καθώς το n τείνει στο
άπειρο. Είναι προφανές ότι η ακολουθία p 1

n
λn�1
λ�1 qnPN είναι ϕραγµένη κατ’ απόλυτη τιµή

από τον αριθµό 1, ενώ limnÑ8
1
n
λn�1
λ�1 � 0. Θέτουµε fn : S1 Ñ H µε fnpλq � 1

n
λn�1
λ�1 x για

κάθε λ P S1 και f : S1 Ñ H τη µηδενική συνάρτηση. Θα δείξουµε ότι ικανοποιούνται οι
προϋποθέσεις του Θεωρήµατος Κυριαρχηµένης Σύγκλισης, δηλαδή ότι limnÑ8 µpr}fn} ¥
εsq � 0 και ότι υπάρχει ολοκληρώσιµη g : S1 Ñ R µε }fn} ¤ g για κάθε n.

΄Εστω ε ¡ 0. Επιλέγουµε n0 P N τέτοιο ώστε |λn�1
λ�1

1
n |}x} ¤ ε για κάθε n ¥ n0. Τότε

µptλ P S1 : }fn} ¥ εuq � 0, για κάθε n ¥ n0, οπότε limnÑ8 µpr}fn} ¥ εsq � 0. Τέλος,
ορίζουµε g : S1 Ñ R µε gpλq � }x}, για κάθε λ P S1. Η g είναι ολοκληρώσιµη µε
}fn} ¤

��� λn�1
npλ�1q

��� }x} ¤ }x} � gpλq, για κάθε λ P S1.

Από το Θεώρηµα Κυριαρχηµένης Σύγκλισης, limnÑ8

³
S1 fndµ � 0 εποµένως η (2.20)

δίνει :

lim
nÑ8

x� Tx� . . .� Tn�1x

n
� µpt1uqx�

��
���

���
���

���:
0

lim
nÑ8

»
S1zt1u

1

n

λn � 1

λ� 1
dµpλqx

� µpt1uqx. (2.21)

΄Οµως η µpt1uq είναι η ορθογώνια προβολή στον ιδιοχώρο που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή
λ � 1 του T , δηλαδή στον F pT q. ΄Αρα αποδείχθηκε το Ϲητούµενο.

2.6γ΄ Με χρήση της µεθόδου ενεργειακής µείωσης

∆ίνουµε ακόµη µία απόδειξη του Θεωρήµατος του von Neumann η οποία ϐασίζεται στη
Μέθοδο Ενεργειακής Μείωσης (Λήµµα 2.6.3) και την έννοια της διάσπασης ενός στοιχείου
σε άθροισµα ενός ‘‘δοµηµένου’’ (structured) και ενός ‘‘τυχαίου’’ (random) µέρους (Πρόταση
2.6.4).
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Λήµµα 2.6.3. ΄Εστω H χώρος Hilbert και T P BpHq ορθοµοναδιαίος τελεστής. Αν
}Mnpxq} ¥ ε για κάποιο x P H και κάποιο ε ¡ 0, τότε

}x�M�
nMnx}2 ¤ }x}2 � ε2. (2.22)

Απόδειξη. ΄Εχουµε ότι

}x�M�
nMnx}2 � }x}2 � }M�

nMnx}2 � xx,M�
nMnxy � xM�

nMnx, xy
� }x}2 � }M�

nMnx}2 � xMnx,Mnxy � xMnx,Mnxy
� }x}2 � }M�

nMnx}2 � 2}Mnx}2
¤ }x}2 � }Mnx}2, pαφού }M�

n} ¤ 1q
¤ }x}2 � ε2, pαφού }Mnx} ¥ εq.

Πρόταση 2.6.4. ΄Εστω H χώρος Hilbert, T P BpHq ορθοµοναδιαίος τελεστής, x P H µε
}x} � 1, ε ¡ 0 και 1   N1   . . .   NJ ϕυσικοί αριθµοί µε J ¡ 1

ε2
� 2. Τότε υπάρχουν

j P t1, 2, . . . , J � 1u και διάσπαση x � s � r µε }Tx � x} � OpJ 1
Nj�1

q και }Mnr} ¤ ε για

κάθε n ¥ Nj .

Απόδειξη. Εκτελούµε τον ακόλουθο αλγόριθµο:

(i) Θέτουµε j � J � 1, s � 0, r � x.

(ii) Αν }Mnr} ¤ ε για κάθε n ¥ Nj τότε σταµατάµε. Αν υπάρχει n ¥ Nj τέτοιο ώστε
}Mnr} ¥ ε, τότε από το προηγούµενο λήµµα ϑα ισχύει ότι }r�M�

nMnr}2 ¤ }r}2�ε2.

(iii) Θέτουµε r :� r �M�
nMnr, s :� s �M�

nMnr, j :� j � 1 και επαναλαµβάνουµε το
Βήµα (ii).

Ο παραπάνω αλγόριθµος τερµατίζει σε τουλάχιστον 1
ε2

ϐήµατα καθώς η ‘‘ενέργεια’’ }r2}, η
οποία προφανώς δεν γίνεται να λάβει αρνητική τιµή, ξεκινά λαµβάνοντας την τιµή 1 και εν
συνεχεία σε κάθε ϐήµα µειώνεται τουλάχιστον κατά 1

ε2
. Θα δείξουµε ότι σε κάθε ϐήµα του
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αλγορίθµου, }pT � IqM�
nMnr} � Op 1

nq :

M�
nMn � I � T � � . . .� pT �qn�1

n
� I � T � . . .� Tn�1

n

� 1

n2

n�1̧

k�0

n�1̧

l�0

pT �qkT l

� 1

n2

�¸
k l

pT �qkT l �
¸
l k

pT �qkT l �
n�1̧

k�0

pT �qkT k
�

� 1

n2

�¸
k l

pT �qkT l �
¸
l k

pT �qkT l � nI

�
, pαφού TT � � T �T � Iq

� 1

n
I � 1

n2

¸
l k

pT �qk�l � 1

n2

¸
k l

T l�k, εποµένως

pT � IqM�
nMn � 1

n
T � 1

n2

¸
l k

pT �qk�l�1 � 1

n2

¸
k l

T l�k�1

� 1

n
I � 1

n2

¸
l k

pT �qk�l � 1

n2

¸
k l

T l�k. (2.23)

Με ένα απλό συνδυαστικό επιχείρηµα µπορούµε να ϐρούµε ποιοι όροι της σχέσης (2.23)
απλοποιούνται : Στο άθροισµα

°
k l T

l�k ο εκθέτης l�k λαµβάνει την τιµή i P t1, . . . , n�1u
συνολικά n� i-το πλήθος ϕορές. Στο άθροισµα

°
k l T

l�k�1 ο εκθέτης l� k� 1 λαµβάνει
την τιµή i P t2, . . . , nu συνολικά n� i� 1-το πλήθος ϕορές. Εποµένως¸

k l

T l�k�1 �
¸
k l

T l�k � Tn � 2Tn�1 � . . .� pn� 1qT 2

�Tn�1 � 2Tn�2 � . . .� pn� 2qT 2 � pn� 1qT
� Tn � . . .� T. Οµοίως¸

l k

pT �qk�l�1 �
¸
l k

pT �qk�l � pT �qn � . . .� T �.

Τελικά η (2.23) δίνει

pT � IqM�
nMn � 1

n
T � 1

n
I � T � . . .� Tn

n2
� T � � . . .� pT �qn

n2
, άρα

}pT � IqM�
nMn} ¤ 1

n
� 1

n
� 1

n
� 1

n
� 4

n
� O

�
1

n



, από τριγωνική ανισότητα.

΄Εστω τα jk, sk, rk για τα οποία ο αλγόριθµος τερµατίζει και rk�1, sk�1 η διάσπαση του
προηγούµενου ϐήµατος. Τότε rk � sk � rk�1 � M�

nMnrk�1 � sk�1 � M�
nMnrk�1 �

rk�1�sk�1 � x. Επιπλέον }Mnrk} ¤ ε για κάθε n ¥ Njk , αφού σε αντίθετη περίπτωση ϑα
υπήρχε N τέτοιο ώστε η νόρµα του στοιχείου }rk �M�

NMNr} να είναι ϐγαίνει αρνητική.
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Τέλος,

}Tsk � sk} � }Tsk�1 � sk�1 � TM�
nMnrk�1 �M�

nMnrk�1}
¤ }Tsk�1 � sk�1} � }pU � IqM�

nMnrk�1} � O

�
1

Njk�1



�O

�
1

n



.

Θεώρηµα 2.6.5. (von Neumann). ΄ΕστωH χώρος Hilbert και T P BpHq ορθοµοναδιαίος

τελεστής. Τότε για κάθε x P H , το όριο limnÑ8
x�Tx�...�Tn�1x

n υπάρχει στον H.

Αποδεικτική Ιδέα. Σε πολλά προβλήµατα στα οποία το υπό µελέτη στοιχείο έχει
πολύπλοκη µορφή, έχουµε τη δυνατότητα να ορίσουµε µια έννοια ‘‘δοµής’’, µια έννοια
‘‘τυχαιότητας’’ και να διασπάσουµε το στοιχείο µας σε άθροισµα ενός ‘‘δοµηµένου’’ και
ενός ‘‘τυχαίου’’ µέρους. Με αυτόν τον τρόπο µπορούµε να µελετήσουµε ξεχωριστά την
κάθε µία συνιστώσα και να χρησιµοποιήσουµε διαφορετικά εργαλεία προσαρµοσµένα σε
αυτήν, εργαλεία τα οποία ίσως να µην εφαρµόζονταν στο αρχικό µας στοιχείο.

Κλασσικό παράδειγµα µιας τέτοιας διάσπασης είναι η περίπτωση όπου ο M � H
αποτελεί υπόχωρο ενός χώρου Hilbert: Κάθε στοιχείο x P H γράφεται κατά µοναδικό
τρόπο ως x � y� z µε y PM και z PMK. Υπάρχουν πολλές περιπτώσεις όπου µια τέτοια
διάσπαση αποδίδει, π.χ. στο Λήµµα Κανονικότητας του Szemerédi ή σε µία από τις
εργοδικές αποδείξεις του Θεωρήµατος του Szemerédi. Περισσότερα παραδείγµατα τέτοιων
διασπάσεων καθώς και µια γενική εισαγωγή στη ϕιλοσοφία της µεθόδου µπορούν να
ϐρεθούν στο εισαγωγικό άρθρο [Tao2] καθώς και σε αρκετές αναφορές αυτού.

Στα της απόδειξής µας, η διάσπαση γίνεται σύµφωνα µε την Πρόταση 2.6.4. Αξιο-
ποιώντας τα ϕράγµατα που έχουµε ϐρει για το δοµηµένο µέρος s και το τυχαίο µέρος r
µπορούµε εύκολα να δείξουµε ότι η ακολουθία pMnxqnPN είναι Cauchy.

Απόδειξη. Χωρίς ϐλάβη υποθέτουµε ότι }x} � 1 και ϑα δείξουµε ότι η pMnxqnPN είναι
Cauchy. ΄Εστω πως όχι. Τότε υπάρχουν ε ¡ 0 και ακολουθίες 1   n1   m1   . . .   nk  
mk   . . . τέτοια ώστε }Mnix�Mmix} ¥ ε για κάθε i P N.

Από την προηγούµενη πρόταση υπάρχει j � Oεp1q 10 και διάσπαση x � s�r µε }Ts�
s} � Oεp 1

Nj�1
q και }Mnjx}, }Mmjx} ¤ ε. Αραιώνοντας, εαν αυτό είναι απαραίτητο, τους

όρους των ακολουθιών pnkqkPN, pmkqkPN µπορούµε να υποθέσουµε επιπλέον ότι nj�1 "
nj ,mj , ε. ΄Αρα

}Mnjx�Mmjx} � }Mnj ps� rq �Mmj ps� rq}
¤ }Mnjs�Mmjs} � }Mnjr �Mmjr}
¤ }Mnjs� s} � }Mmjs� s} � }Mnjr} � }Mmjr} ¤ 4ε, άτοπο.

΄Αρα η pMnxqnPN είναι Cauchy.

10Ο δείκτης ε στο σύµβολο Oε υποδηλώνει ότι η σταθερά εξαρτάται από το ε.
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Παρατηρήστε ότι η µορφή του Θεωρήµατος του von Neumann που αποδείξαµε είναι
ασθενέστερη από τη µορφή που συναντήσαµε εως τώρα. Συγκεκριµένα, αποδείξαµε ότι για
κάθε x P H η ακολουθία Mnpxq συγκλίνει σε κάποιο στοιχείο, χωρίς όµως να δείξουµε ότι
το στοιχείο αυτό είναι επιπλέον η ορθή προβολή επί του F pT q. Το σηµαντικό στην ανωτέρω
απόδειξη δεν είναι τόσο το αποδεικτέο, όσο το επιχείρηµα πίσω από την απόδειξη, το
οποίο τροποποιηµένο κατάλληλα, µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την εξαγωγή ισχυρότερων
συµπερασµάτων. Το 2008 ο Terence Tao ϐασίστηκε σε αυτή την ιδέα για να συµπεράνει
τη σύγκλιση στον Lp αθροισµάτων της µορφής 1

n

°n
i�1 T

n
1 f1T

n
2 f2T

n
3 f3, όπου T1, T2, T3

τελεστές µετατόπισης που αντιµετατίθενται.

2.7 Αναφορές

Τα ιστορικά σχόλια που ϐρίσκονται διασκορπισµένα σε ολόκληρο το κεφάλαιο και που
αποτελούν την Παράγραφο 2.1, ϐασίζονται στα [Berg], [Mac] και [Zun].

2.2 Το Θεώρηµα του Liouville αποδεικνύεται στο [Arn], pp. 69-70, ενώ στις σελίδες
που ακολουθούν παρουσιάζεται συνοπτικά η σύνδεσή του µε το Θεώρηµα του Poincaré.
Παρόµοια συζήτηση, αν και χωρίς έµφαση στο εργοδικό κοµµάτι, υπάρχει στο [Hall],
Paragraph 2.5, p. 33.

2.3 Η απόδειξη του Θεωρήµατος του Poincaré ϐρέθηκε στο [Ein], Paragraph 2.2, pp.
21-22.

2.4 Η απόδειξη των ϐασικών ιδιοτήτων του τελεστή Koopman υπάρχει στο [Ein], Para-
graph 2.4, pp. 28-32. Η επιπλέον σύνδεση της εργοδικότητας ενός τελεστή µε τα ιδεώδη
του Lp ϐρέθηκε στο [Far], Paragraph 7.2, pp. 65-67.

2.5 Η πρώτη απόδειξη του Θεωρήµατος του von Neumann καθώς και τα πορίσµατα που
ακολούθησαν, υπάρχουν στο [Ein], Paragraph 2.5, pp. 32-37. Η απόδειξη µε τη χρήση
αφινικών αναπαραστάσεων ϐρέθηκε στο [Val]. Οι αποδείξεις µε τη χρήση του ϕασµατικού
ϑεωρήµατος και της µεθόδου ενεργειακής µείωσης υπάρχουν στο [Tao], pp. 246-249.



Κεφάλαιο 3
Εργοδικότητα και Γεωµετρία Χώρων
Banach

Technically, chemistry is the study of matter, but I prefer
to see it as the study of change: Electrons change their
energy levels. Molecules change their bonds. Elements
combine and change into compounds. But that’s all of
life, right? It’s the constant, it’s the cycle, it’s solution,
dissolution. Just over and over and over. It is growth,
then decay, then transformation.

Walter White

Είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο ότι το 1931 ο John von Neumann απέδειξε ότι
σε χώρους Hilbert η ακολουθία των µέσων όρων της τροχιάς ενός σηµείου x µέσω ενός
ορθοµοναδιαίου τελεστή T , είναι συγκλίνουσα. Αυτό αποτέλεσε και την αφετηρία για µια
σειρά από αποτελέσµατα τα οποία ισχυροποίησαν σταδιακά το Θεώρηµα του von Neumann.
Η απαίτηση ο χώρος να είναι Hilbert και οι τελεστές ορθοµοναδιαίοι ήταν αχρείαστα ισχυρή,
καθώς, όπως διαπιστώθηκε, µπορούµε να συµπεράνουµε τη σύγκλιση των µέσων όρων και
µε πιο ασθενείς υποθέσεις.

Το 1937 ο Frigyes Riesz 11 απλοποίησε την απόδειξη του von-Neumann, ενώ ένα χρόνο
αργότερα επέκτεινε το αποτέλεσµα αυτό δείχνοντας ότι στους χώρους Lp για p P p1,�8q,
για κάθε τελεστή µε ϕραγµένες δυνάµεις (ϐλ. Ορισµό 3.1.1) και κάθε f P Lp, η ακολου-
ϑία των µέσων όρων συγκλίνει. Το 1939 ο Edgar Raymond Lorch 12 και ανεξάρτητα οι
Shizuo Kakutani 13 και Kōsaku Yosida, 14 γενίκευσαν το αποτέλεσµα του Riesz για τυχαίο
αυτοπαθή χώρο. Με την ορολογία που ϑα εισάγουµε στην παράγραφο που ακολουθεί, το
Θεώρηµα του Lorch διατυπώνεται ως εξής : Κάθε αυτοπαθής χώρος είναι χώρος εργοδικού

11Frigyes Riesz, 1880-1956.
12Edgar Raymond Lorch, 1907-1990.
13Shizuo Kakutani, 1911-2004
14Kōsaku Yosida, 1909-1990.
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µέσου.
Το 1976 ο Louis Sucheston διερωτήθηκε αν ισχύει το αντίστροφο του ϑεωρήµατος του

Lorch, ένα ενδιαφέρον ερώτηµα που παραµένει αναπάντητο µέχρι σήµερα. Σε αυτό το
Κεφάλαιο ϑα παρουσιάσουµε την απόδειξη του Lorch και ϑα περιγράψουµε την πρόοδο
που έχει επιτευχθεί ως προς το ερώτηµα που έθεσε ο Sucheston. Πρώτα όµως ϑα εισάγουµε
την κλάση των τελεστών που ϑα µελετήσουµε, δηλαδή τους τελεστές εργοδικού µέσου και
ϑα διαπιστώσουµε τις καλές ιδιότητες που τους χαρακτηρίζουν.

3.1 Ορισµοί. Βασικές Ιδιότητες.

Ορισµός 3.1.1. ΄Εστω pX, } � }q χώρος Banach και T : X Ñ X γραµµικός τελεστής. Ο T
ονοµάζεται

( i) τελεστής µε ϕραγµένες δυνάµεις (power bounded), αν υπάρχει M ¡ 0 τέτοιο ώστε
}Tn} ¤M για κάθε n P N,

( ii) τελεστής εργοδικού µέσου (mean ergodic operator), αν για κάθε x P X η ακολουθία
των αθροισµάτων κατά Cesàro Mnx � 1

npx� Tx� T 2x� . . .� Tn�1xq συγκλίνει σε
κάποιο σηµείο του X,

( iii) τελεστής ϕραγµένος κατά Cesàro (Cesàro bounded operator), αν η ακολουθία των
αθροισµάτων κατά Cesàro Mn � 1

npI � T � T 2 � . . .� Tn�1q είναι νορµ ϕραγµένη.

Ο χώρος X ονοµάζεται χώρος εργοδικού µέσου (mean ergodic space), αν κάθε τελεστής µε
ϕραγµένες δυνάµεις του X είναι τελεστής εργοδικού µέσου.

Παρατηρήστε ότι κάθε τελεστής µε ϕραγµένες δυνάµεις είναι και ϕραγµένος κατά
Cesàro. Το παράδειγµα του I. Assani [Emi] δείχνει ότι το αντίστροφο δεν ισχύει :

Παράδειγµα 3.1.2. ΄Εστω X � R2 και τελεστής T : R2 Ñ R2 που ορίζεται από τον πίνακα
T � �

�1 2
0 �1

�
. Ο T είναι ϕραγµένος κατά Cesàro, αλλά δεν έχει ϕραγµένες δυνάµεις.

Πράγµατι, επαγωγικά επαληθεύουµε ότι

Tn �
�p�1qn 2np�1qn�1

0 p�1qn
�
, @n P N, ενώ

MnpT q � I � T � . . .� Tn�1

n
�

�
1�p�1qn

2 p�1qn � 1�p�1qn

2n

0 1�p�1qn

2

�
, @n P N.

΄Οµως }Tn} ¥ 2nÑ8, ενώ }Mn} ¤ 1� 1
n ¤ 2 για κάθε n P N.

Είναι γνωστό ότι αν η ακολουθία pTnxqnPN συγκλίνει, τότε και η ακολουθία των αθροι-
σµάτων κατά Cesàro pMnxqnPN συγκλίνει στο ίδιο όριο. Το επόµενο παράδειγµα δείχνει
ότι το αντίστροφο δεν ισχύει.

Παράδειγµα 3.1.3. Θεωρούµε τον `2pNq και ορίζουµε τελεστή T : `2 Ñ `2 ως εξής : Ten �b
n�1
n en�1, για κάθε n P N. Τότε Te1 �

?
2e2, T 2e1 �

?
3e3 και επαγωγικά αποδεικνύεται
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ότι Tne1 � ?
n� 1en�1 για κάθε n P N. Θέτουµε z0 � e1 � Te1 και υπολογίζουµε το

Tnz0 � Tne1�Tn�1e1 �
?
n� 1en�1�

?
n� 2en�2. Η ακολουθία pTnz0qnPN δε συγκλίνει

αφού προφανώς δεν είναι Cauchy, όµως η ακολουθία των Cesàro αθροισµάτων συγκλίνει
στο µηδέν :

Mnpz0q � z0 � Tz0 � . . .� Tn�1z0

n
� e1 � Te1 � Te1 � T 2e1 � . . .� Tn�1e1 � Tne1

n

� e1 � Tne1

n
και

}Mnpz0q} �
����e1 � Tne1

n

���� ¤ }e1}
n

� }?n� 1e1}
n

� 1

n
�
?
n� 1

n
ÝÑ
nÑ8

0.

Το παρακάτω ϑεώρηµα ανήκει στον William Frederick Eberlein 15 και διαβεβαιώνει
ότι όσον αφορά στην κλάση των τελεστών µε ϕραγµένες δυνάµεις, αρκεί να µελετήσουµε
πιθανά ασθενή όρια της ακολουθίας Mnx για να αποφανθούµε για την εργοδικότητα του
τελεστή:

Θεώρηµα 3.1.4. (Εργοδικού Μέσου του Eberlein, 1949). ΄Εστω pX, } � }q χώρος Banach
και T : X Ñ X γραµµικός τελεστής µε ϕραγµένες δυνάµεις. Τότε για κάθε x, y P X τα
επόµενα είναι ισοδύναµα:

( i) Ty � y και y P cotx, Tx, T 2x, . . .u,
( ii) Mnx ÝÑ y,

( iii) Mnx
wÝÑ y,

( iv) το y αποτελεί ασθενές οριακό σηµείο της ακολουθίας pMnxqnPN.

Απόδειξη. (i) ñ (ii)
Θέτουµε M�supt}Tn}:nPNu   8 και έστω ε ¡ 0. Αφού y P cotx, Tx, T 2x, . . .u υπάρ-
χει S P cotI, T, T 2, . . .u τέτοιο ώστε }y � Sx}   ε

2M . Σταθεροποιούµε k P N και
παρατηρούµε ότι

}MnT
kx�Mnx} �

����T kx� . . .� T k�n�1x

n
� x� . . .� Tn�1x

n

����
�

����T k�n�1x� . . .� Tnx

n
� x� . . .� T k�1x

n

����
¤ k}x}

n
� k}x}

n
ÝÑ
nÑ8

0.

΄Αρα υπάρχει n0 P N τέτοιο ώστε

}MnT
kx�Mnx}   ε

2 , για κάθε n ¥ n0 και κάθε k P N. (3.1)

15William Frederick Eberlein, 1917-1986.
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Επιπλέον S P cotI, T, T 2, . . .u εποµένως το S µπορεί να γραφτεί ως κυρτός συνδυα-
σµός S � λ1T

n1 � . . .� λkT
nk . Τότε

}MnSx�Mnx} � }Mnpλ1T
n1x� . . .� λkT

nkx� λ1Mnx� . . .� λkMnxq}

�
����� ķ

i�1

λipMnT
nix�Mnxq

�����
¤

ķ

i�1

λi }pMnT
nix�Mnxq} . (3.2)

Από την (3.1) υπάρχουν m1, . . .mk P N τέτοια ώστε }MnT
ni �Mn}   ε

2 , για κάθε
n ¥ mi, εποµένως για m0 � maxtm1, . . . ,mku η σχέση (3.2) δίνει ότι }MnSx �
Mnx} ¤ ε

2 , για κάθε n ¥ m0. Επιπλέον Ty � y, άρα Mny � y, για κάθε n P N.
Τελικά, για κάθε n ¥ maxtn0,m0u ϑα έχουµε ότι

}y �Mnx} � }Mny �Mnx}
¤ }Mny �MnSx} � }MnSx� x}
¤ M}y � Sx} � }MnSx� x}
¤ M

ε

2M
� ε

2
� ε,

το οποίο δείχνει το Ϲητούµενο.

(ii) ñ (iii)
Προφανές.

(iii) ñ (iv)
Προφανές.

(iv) ñ (i)
΄Εστω y P cowtx, Tx, T 2x, . . .u � cotx, Tx, T 2x, . . .u, από το Θεώρηµα του Mazur.
Αφού ο T είναι συνεχής ϑα έχουµε ότι αν Mnx

wÝÑ y, τότε T pMnxq wÝÑ Ty. ΄Οµως
}TMnx �Mnx} ÝÑ 0 σύµφωνα µε όσα αποδείξαµε στο ϐήµα (i) ñ (ii), εποµένως
T pMnxq

w
ÝÑTy, y και επειδή η ασθενής τοπολογία είναι Hausdorff, έπεται ότι Ty � y.

Ορισµός 3.1.5. ΄Εστω X χώρος Banach και T : X Ñ X γραµµικός και ϕραγµένες τελε-
στής. Συµβολίζουµε τα σταθερά σηµεία του T µε F pT q � tx P X : T pxq � xu και αντίστοιχα
τα σταθερά σηµεία του συζυγή τελεστή T � : X� Ñ X� µε F pT �q � tx� P X� : T �px�q �
x�u.

Το Θεώρηµα του Yosida περιγράφει πλήρως τα σηµεία του X για τα οποία τα µερι-
κά αθροίσµατα 1

npx � Tx � T 2x � . . . � Tn�1xq συγκλίνουν, είναι ακριβώς εκείνα που
περιέχονται στο ευθύ άθροισµα των F pT q και pI � T qpXq.
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Θεώρηµα 3.1.6. (Yosida) ΄Εστω pX, } � }q χώρος Banach και T : X Ñ X γραµµικός
τελεστής µε ϕραγµένες δυνάµεις. Τότε τα σύνολα F pT q, pI � T qpXq αποτελούν κλειστούς
υπόχωρους µε τοµή το t0u. Αν Xme � tx P X : το όριο limnÑ8Mnx υπάρχειu, τότε Xme �
F pT q ` pI � T qpXq. Ο τελεστής P : Xme Ñ X για τον οποίο P pxq � limnÑ8Mnx αποτελεί
προβολή τουXme στον F pT q για την οποία P � P 2 � PT � TP . Επιπλέον για κάθε z P X
τα επόµενα είναι ισοδύναµα:

( i) Mnz Ñ 0,

( ii) x�pzq � 0, για κάθε x� P F pT �q,

( iii) z P pI � T qpXq.

Απόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα ότι F pT qXpI � T qpXq � t0u. Αν z P F pT qX pI � T qpXq, τότε
Tz � z και για κάθε ε ¡ 0 υπάρχει u P X τέτοιο ώστε }z�pu�Tuq}   ε. Επιπλέον }Mnpz�
pu�Tuqq} � }z�Mnpu�Tuq} καιMnpu�Tuq �u�...�Tn�1u

n � Tu�...�Tnu
n �u

n� Tnu
n Ñ 0.

Εποµένως }Mnpz � pu � Tuqq} ¤ Mε και }z} ¤ }z �Mnpu � Tuq} � }Mnpu � Tuq} ¤
Mε � ε Ñ 0. Συµπεραίνουµε ότι }z} � 0, δηλαδή z � 0. Οι F pT q, pI � T qpXq είναι
προφανώς κλειστοί υπόχωροι, οπότε αποµένει να δείξουµε ότι το ευθύ τους άθροισµα
ισούται µε Xme. Για να µη διακόψουµε τη ϱοή της απόδειξης ϑα ϑεωρήσουµε γνωστές τις
τρεις ισοδυναµίες που διατυπώνονται στην εκφώνηση και µε τη ϐοήθειά τους ϑα δείξουµε
ότι Xme � F pT q ` pI � T qpXq.

Αν επιλέξουµε x P Xme, τότε µπορούµε να το διασπάσουµε σε x � Px� px� Pxq µε
το Px να ανήκει στο F pT q από το Θεώρηµα Εργοδικού Μέσου, ενώ το x� Px ανήκει στο
pI � T qpXq λόγω του ότι Mnpx� Pxq Ñ 0 και της ισοδυναµίας (iii).

Για τον αντίστροφο εγκλεισµό, αν x � y � z P F pT q ` pI � T qpXq, τότε Mnpyq � y,
για κάθε n P N και Mnz Ñ 0, λόγω του (i). ΄Αρα Mnpxq Ñ y και εποµένως x P Xme. ΄Αρα
Xme � F pT q ` pI � T qpXq.

Αποµένει να δείξουµε τις τρεις ισοδυναµίες :

(i) ñ (ii)
΄Εστω x� P F pT �q και Mnz Ñ 0. Αφού T �x� � x� ϑα έχουµε ότι x�pTxq � x�pxq,
για κάθε x P X και επαγωγικά προκύπτει ότι x�pTnxq � x�pxq και εποµένως
x�pMnxq � x�pxq για κάθε x P X. ΄Οµως x�pMnzq Ñ 0, εποµένως x�pzq � 0.

(ii) ñ (iii)

΄Εστω πως z R pI � T qpXq. Από εφαρµογή Θεωρήµατος Hahn-Banach, υπάρχει µη
µηδενικό x� P X� τέτοιο ώστε x�px � Txq � 0 για κάθε x P X και x�pzq ¡ 0. Η
ισότητα x�px � Txq � 0 για κάθε x P X δείχνει ότι x� P F pT �q, εποµένως από την
υπόθεσή µας ϑα έπρεπε x�pzq � 0, άτοπο.

(iii) ñ (i)
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Παρατηρούµε ότι αν z P pI � T qpXq, τότε z � x � Tx για κάποιο x P X και
εποµένως Mnz � Mnpx � Txq � x�Tnx

n Ñ 0. Αν z P pI � T qpXq, τότε υπάρχει
pzkqkPN � pI � T qpXq τέτοια ώστε zk Ñ z. Από τριγωνική ανισότητα έχουµε ότι
}Mnz} ¤ }Mnz�Mnzk}�}Mnzk} ¤ }Mn}}z�zk}�}Mnzk} ¤M}z�zk}�}Mnzk}.
Παίρνοντας όρια για n, k Ñ8 προκύπτει ότι Mnz Ñ 0.

Από τον ορισµό τουXme παρατηρούµε ότι ένας γραµµικός τελεστής είναι τελεστής εργο-
δικού µέσου αν και µόνο ανX � Xme. Το γεγονός αυτό σε συνδυασµό µε το προηγούµενο
ϑεώρηµα έχει ως συνέπεια το παρακάτω πόρισµα:

Πόρισµα 3.1.7. Αν pX, } � }q χώρος Banach και T : X Ñ X γραµµικός τελεστής µε
ϕραγµένες δυνάµεις, τότε ο T είναι τελεστής εργοδικού µέσου αν και µόνο αν X � F pT q `
pI � T qpXq.

Μια συνέπεια του Θεωρήµατος του Yosida είναι ότι για τελεστές µε ϕραγµένες δυνάµεις
τα σηµεία του συνόλου F pT �q πάντα διαχωρίζουν τα σηµεία του F pT q. Αντίθετα το F pT q
δεν διαχωρίζει απαραίτητα το F pT �q. Η ιδιότητα αυτή, όπως ϑα δούµε στη συνέχεια,
χαρακτηρίζει τους τελεστές εργοδικού µέσου και ονοµάζεται Κριτήριο του Sine.

Πόρισµα 3.1.8. ΄Εστω X χώρος Banach και T P BpXq τελεστής µε ϕραγµένες δυνάµεις.
Τότε το F pT �q διαχωρίζει τα σηµεία του F pT q.

Απόδειξη. ΄Εστω z P F pT q, z � 0. Αφού Xme � F pT q ` pI � T qpXq έχουµε ότι z R
pI � T qpXq. Από το Θεώρηµα του Yosida, υπάρχει x� P F pT �q τέτοιο ώστε x�pzq � 0.

Θεώρηµα 3.1.9. (Κριτήριο του Sine, 1970) ΄Εστω pX, } �}q χώρος Banach και T : X Ñ X
γραµµικός τελεστής µε ϕραγµένες δυνάµεις. Ο T είναι τελεστής εργοδικού µέσου αν και µόνο
αν το F pT q διαχωρίζει τα σηµεία του F pT �q, δηλαδή για κάθε x�, y� P F pT �q µε x� � y�

υπάρχει x0 P F pT q τέτοιο ώστε x�px0q � y�px0q.

Απόδειξη. Ευθύ:
΄Εστω πως ο T είναι τελεστής εργοδικού µέσου, δηλαδή Xme � F pT q ` pI � T qpXq
και επιλέγουµε x�, y� P F pT �q µε x� � y� και x P X τέτοιο ώστε x�pxq � y�pxq.
Γνωρίζουµε ότι P pxq P F pT q. Θα δείξουµε επιπλέον ότι το P pxq διαχωρίζει τα x� και
y�. Πράγµατι, T �x�pPxq � px� � T qpPxq � x�pT pPxqq � x�pPxq. ΄Οµως T �x� �
x�, εποµένως x�pxq � T �x�pPxq, ενώ οµοίως προκύπτει ότι y�pxq � T �y�pPxq και
αφού x�pxq � y�pxq, έχουµε ότι το Px διαχωρίζει τα x�, y�.

Αντίστροφο:
Υποθέτουµε προς απαγωγή σε άτοπο ότι ο T δεν είναι τελεστής εργοδικού µέσου,
δηλαδή F pT q ` pI � T qpXq ( X και επιλέγουµε x0 P XzF pT q ` pI � T qpXq. Α-
πό εφαρµογή Θεωρήµατος Hahn-Banach, υπάρχει µη µηδενικό x� P X�, τέτοιο
ώστε x�pxq � 0, για κάθε x P F pT q ` pI � T qpXq και x�px0q ¡ 0. Ειδικότερα
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x�ppI � T qpXqq � 0 και x�pF pT qq � 0. Η πρώτη σχέση δίνει x�pxq � x�pTxq, για
κάθε x P X, δηλαδή T �x� � x� και x� P F pT �q. Από υπόθεση το F pT q διαχωρίζει
τα στοιχεία του F pT �q, όµως 0, x� P F pT �q άρα ϑα έπρεπε να υπάρχει x P F pT q
τέτοιο ώστε x�pxq � 0. Αυτό είναι άτοπο λόγω του ότι x�pF pT qq � 0.

Το Κριτήριο του Robert Sine αποτελεί ένα ιδιαίτερα χρήσιµο εργαλείο για να απο-
ϕανθούµε αν ένας γραµµικός τελεστής είναι τελεστής εργοδικού µέσου ή όχι και ϑα το
συναντήσουµε αρκετές ϕορές στο υπόλοιπο της εργασίας. Είναι άγνωστο το κατά πόσον το
εν λόγω κριτήριο παραµένει αληθές αν ο χώρος X είναι Banach lattice και περιοριστούµε
στην κλάση των ϑετικών τελεστών του X (ϐλ. [Eme4], Open question 2, p. 18):

Ανοιχτό Πρόβληµα 3.1.10. ΄Εστω X Banach lattice και T ϑετικός τελεστής µε ϕραγµένες
δυνάµεις τέτοιος ώστε τα ϑετικά σταθερά σηµεία του T να διαχωρίζουν τα σταθερά σηµεία
του T �. Είναι ο T τελεστής εργοδικού µέσου ;

Σε αυτό το σηµείο ολοκληρώσαµε την παρουσίαση όλων των εργαλείων που χρειαζόµα-
στε για να συνδέσουµε τους τελεστές εργοδικού µέσου µε την αυτοπάθεια και ο αναγνώστης,
αν το επιθυµεί, µπορεί να περάσει απ’ευθείας στην Παράγραφο 3.2 όπου περιγράφουµε
αυτή τη σύνδεση. Στο υπόλοιπο αυτής της παραγράφου µελετάµε µερικές ακόµη ιδιότητες
των τελεστών εργοδικού µέσου, οι οποίες όµως δε ϑα µας απασχολήσουν ξανά στη συνέχεια.

Θεώρηµα 3.1.11. (Sine, 1976) ΄Εστω T τελεστής µε ϕραγµένες δυνάµεις και k P N τέτοιο
ώστε ο T k να είναι τελεστής εργοδικού µέσου. Τότε ο T είναι τελεστής εργοδικού µέσου.

Απόδειξη. Από το Κριτήριο του Sine αρκεί να δείξουµε ότι το F pT q διαχωρίζει τα σηµεία
του F pT �q. ΄Εστω x� P F pT �q µε x� � 0 και αναζητούµε z0 P F pT q τέτοιο ώστε x�pz0q � 0.
Αφού T �x� � x� επαγωγικά προκύπτει ότι pT �qmx� � x� για κάθε m P N και ειδικότερα
ότι pT �qkx� � x�, δηλαδή το x� αποτελεί µη µηδενικό σταθερό σηµείο του τελεστή pT �qk.
Από την υπόθεσή µας ο pT �qk είναι τελεστής εργοδικού µέσου, εποµένως εφαρµόζοντας
ξανά το Κριτήριο του Sine µπορούµε να ϐρούµε x0 P F pT kq τέτοιο ώστε x�px0q � 0. Το
στοιχείο z0 � x0 � Tx0 � . . .� T k�1x0 αποτελεί προφανώς σταθερό σηµείο του τελεστή T
ενώ επιπλέον

x�pz0q � x�px0q � x�pTx0q � . . .� x�pT k�1x0q
� x�px0q � T �x�px0q � . . .� pT k�1q�x�px0q
� x�px0q � x�px0q � . . .� x�px0q � kx�px0q � 0.

εποµένως z0 P F pT q και x�pz0q � 0,

Η παραπάνω απόδειξη υπάρχει στο [Sin]. Αξίζει να σηµειωθεί ότι το αντίστροφο του
Θεωρήµατος του Sine δεν ισχύει εν γένει. Το παράδειγµα που ακολουθεί [Berm, Example
2] δείχνει ότι µπορούµε να ϐρούµε τελεστή εργοδικού µέσου T τέτοιον ώστε ο T 2 να µην
είναι τελεστής εργοδικού µέσου.
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Παράδειγµα 3.1.12. Θεωρούµε τον Cr0, 1s και ορίζουµε T : Cr0, 1s Ñ Cr0, 1s ως εξής :
Tfptq � �tfptq, για κάθε f P Cr0, 1s και t P r0, 1s. Ο T είναι τελεστής εργοδικού µέσου,
αλλά ο T 2 όχι.

Απόδειξη. Εύκολα ελέγχουµε ότι ο T είναι ισοµετρία. Θα δείξουµε ότι το µόνο σταθερό
σηµείο του T � είναι το µηδενικό. ΄Εστω µ P Cr0, 1s� κανονικό µέτρο Borel τέτοιο ώστε
T �µ � µ. Τότε

T �µpfq � µpTfq �
»
r0,1s

Tfdµ �
»
r0,1s

�tfptqdµptq �
»
r0,1s

fptqdµptq, @ f P Cr0, 1s,

εποµένως
³1
0p1 � tqfptqdµptq � 0 για κάθε f P Cr0, 1s. ΄Εστω g P Cr0, 1s. Η συνάρτηση h

για την οποία hptq � gptq
1�t είναι συνεχής στο r0, 1s, άρα ϑα πρέπει

³1
0p1� tqhptqdµptq � 0 �³1

0p1 � tqgptq1�tdµptq �
³1
0 gptqdµptq. Αφού µpgq � 0, @g P Cr0, 1s έπεται ότι µ � 0, δηλαδή

F pT �q � t0u. Από το Κριτήριο του Sine, συµπεραίνουµε ότι ο T είναι τελεστής εργοδικού
µέσου.

Θα δείξουµε ότι ο T 2 δεν είναι τελεστής εργοδικού µέσου. Πρώτα από όλα ισχύει ότι
T 2fptq � t2fptq για κάθε f P Cr0, 1s και t P r0, 1s. Αν f P F pT 2q τότε T 2fptq � t2fptq �
fptq για κάθε t P r0, 1s, δηλαδή p1 � t2qfptq � 0 για κάθε t P r0, 1s. Από την τελευταία
σχέση συµπεραίνουµε ότι η f είναι µηδέν παντού εκτός ίσως από το t � 1, αλλά λόγω
συνέχειας ϑα έχουµε ότι f � 0, άρα F pT 2q � t0u. ΄Οµως F ppT 2q�q � t0u αφού το µέτρο
Dirac στο σηµείο 1 αποτελεί σταθερό σηµείο του pT 2q�:�

T 2
��
ε1pfq � ε1pT 2fq � ε1pt2fptqq � fp1q � ε1pfq, @f P Cr0, 1s.

Το F pT 2q δε διαχωρίζει τα σηµεία του F ppT 2q�q, άρα από το κριτήριο του Sine ο T 2 δεν
είναι τελεστής εργοδικού µέσου.

Παρατηρήστε ότι ο τελεστής που ορίστηκε στο προηγούµενο παράδειγµα δεν είναι ϑετι-
κός. Για την εύρεση αντιπαραδείγµατος ϑετικού τελεστή χρειάζεται περισσότερη δουλειά :
Ο Sine στο [Sin] κατασκεύασε µια ϑετική ισοµετρία T σε κατάλληλα επιλεγµένο χώρο
CpKq τέτοια ώστε ο T να είναι τελεστής εργοδικού µέσου, αλλά ο T 2 όχι. Οι Emelyanov
και Erkursun στο [Eme2] επέκτειναν το αποτέλεσµα του Sine δείχνοντας ότι για τυχαίο
1 � q P N υπάρχει ϑετική ισοµετρία T : CpKq Ñ CpKq τέτοια ώστε ο T να είναι τελεστής
εργοδικού µέσου αλλά ο T q όχι.

Στη συνέχεια παρουσιάζουµε ένα ακόµη αποτέλεσµα του Sine σύµφωνα µε το οποίο αν
tT1, . . . , Tnu τελεστές εργοδικού µέσου µε ϕραγµένες δυνάµεις, τότε κάθε κυρτός συνδυα-
σµός τους T � °n

i�1 λiTi είναι και αυτός τελεστής εργοδικού µέσου. Η απόδειξη ϐασίζεται
σε δύο λήµµατα τα οποία µε τη σειρά τους χρησιµοποιούν το Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου
των Markov-Kakutani:

Θεώρηµα 3.1.13. (Markov-Kakutani). ΄Εστω pX, τq τοπολογικός γραµµικός χώρος,K �
X κυρτό και ασθενώς συµπαγές σύνολο και P � ACpXq οικογένεια αφινικών και συνεχών
τελεστών του X που αντιµετατίθενται, µε T pKq � K για κάθε T P P. Τότε υπάρχει x P K
µε Tx � x για κάθε T P P.
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Απόδειξη. ΄Εστω T : X Ñ X αφινική και συνεχής καιMnpT q � I�...�Tn�1

n , για κάθε n P N.
Η ακολουθία pMnpKqqnPN είναι ϕθίνουσα, αποτελείται από ασθενώς συµπαγή σύνολα και
έχει την ιδιότητα της πεπερασµένης τοµής, εποµένως υπάρχει x P X8

n�1MnpT qpKq. Το x
αποτελεί σταθερό σηµείο του T : TMn �Mn � Tn�I

n , x P MnpKq, Tx P TMnpKq άρα
Tx� x P Tn�I

n pKq για κάθε n P N. Μπορούµε λοιπόν να ϐρούµε ακολουθία pqnqnPN � K
τέτοια ώστε Tx�x � Tn�I

n qn για κάθε n P N. Από την ασθενή συµπάγεια τουK µπορούµε
να υποθέσουµε χωρίς ϐλάβη ότι υπάρχει q0 P K τέτοιο ώστε qn Ñ q0 ασθενώς. Τότε
x�pTnqn�qnn q Ñ 0, για κάθε x� P X�, άρα x�pxq � x�pTxq για κάθε x� P X�, από το
οποίο έπεται ότι x � Tx.

΄Εστω pTiqiPI � P οικογένεια αφινικών και συνεχών τελεστών που αντιµετατίθενται και
F pTiq � tx P X : Tix � xu τα οποία, σύµφωνα µε τα όσα γράψαµε προηγουµένως,
είναι µη κενά και επιπλέον κυρτά και συµπαγή σύνολα. Η οικογένεια pF pTiqqiPI έχει την
ιδιότητα της πεπερασµένης τοµής: Αν i, j P I και Tix � x, τότε TjTix � TiTjx � Tjx
και Tjx P F pTiq, δηλαδή TjpF pTiqq � F pTiq. ΄Αρα η Tj |F pTiq έχει σταθερό σηµείο το οποίο
αναγκαστικά ϑα ανήκει στο F pTiqXF pTjq. Επαγωγικά προκύπτει ότι η pF pTiqqiPI έχει την
ιδιότητα της πεπερασµένης τοµής και από την ασθενή συµπάγεια του K συµπεραίνουµε
ότι XiPIF pTiq � H.

Παρατήρηση 3.1.14. Στην περίπτωση που ο pX, τq υποτεθεί επιπλέον τοπικά κυρτός, το
προηγούµενο ϑεώρηµα προκύπτει και από εφαρµογή του Θεωρήµατος Hahn-Banach ( [Wer]):
Αν T συνεχής και αφινική ϑέτουµε ∆ � tpx, xq : x P Ku και GrpT q � tpx, Txq : x P Ku τα
οποία είναι συµπαγή και κυρτά υποσύνολα τουK�K. Αν η T δεν είχε σταθερό σηµείο, τότε
∆XGrpT q � H. Από το Τρίτο ∆ιαχωριστικό Θεώρηµα υπάρχει F P pX �Xq� τέτοιο ώστε

F px, xq ¤ a   b   F py, Tyq, @x P K, @y P K. (3.3)

Ορίζουµε x�1pxq � F px, 0q και x�2pyq � F p0, yq για κάθε x, y P X. Τότε x�1 , x
�
2 P X�

και επιλέγοντας x � y, η (3.3) δίνει x�2pTxq � x�2pxq ¡ b � a ¡ 0. Επαγωγικά έχουµε ότι
x�2pTnxq � x�2pxq ¡ npb � aq ¡ 0, για κάθε n P N, άρα x�2pTnxq � x�2pxq Ñ 8 το οποίο
είναι άτοπο αφού pTnxqnPN � K και το K ασθενώς συµπαγές.

Λήµµα 3.1.15. ΄Εστω pX, } � }q χώρος Banach και Σ � BpXq το σύνολο των συστολών του
X. Τότε ταυτοτικός τελεστής I P BpXq είναι ακραίο σηµείο του Σ.

Απόδειξη. ΄Εστω πως όχι. Τότε υπάρχουν συστολές T1, T2 : X Ñ X τέτοιες ώστε I � 1
2T1�

1
2T2. Θέτουµε T � T1 � I, οπότε T1 � I � T , T2 � I � T , T � 0 και για x� P X� ϑέτουµε
x�1 � T �1 x

�, x�2 � T �2 x
�. Παρατηρούµε ότι }x�i } � }T �i x�} ¤ }T �i }}x�} � }Ti}}x�} ¤ }x�},

άρα }x�1}, }x�2} ¤ }x�} και αν x� P BX� τότε x�1 , x
�
2 P BX� . Επιπλέον x� � 1

2x
�
1�1

2x
�
2 , αφού

I � 1
2T1� 1

2T2 ñ I� � 1
2T

�
1 � 1

2T
�
2 ñ x� � 1

2T
�
1 x

�� 1
2T

�
2 x

� � 1
2x

�
1� 1

2x
�
2 . Αν x

� P extBX�

τότε x�1 � x�2 � x�, δηλαδή T �x� � T �1 x
� � Ix� � 0, άρα T �pextBX�q � t0u. Από το

Θεώρηµα Krein-Milman, BX� � co extBX� ñ T �pBX�q � t0u ñ T � � 0 ñ T � 0,
άτοπο.
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Λήµµα 3.1.16. (Brunel-Falkowitz). ΄Εστω pX, } � }q χώρος Banach, panqnPN ακολουθία
αυστηρά ϑετικών αριθµών µε άθροισµα ίσο µε ένα και pTnqnPN ακολουθία συστολών του X
που αντιµετατίθενται. Αν T � °8

n�1 anTn, τότε F pT q � X8
n�1F pTnq.

Απόδειξη. Αν x P X8
n�1F pTnq τότε Tnx � x, για κάθε n P N, άρα Tx � °8

n�1 anTnx �°8
n�1 anx � x, δηλαδή x P F pT q. Για τον αντίστροφο εγκλεισµό επιλέγουµε n P N

και δείχνουµε ότι F pT q � F pTnq. Θέτουµε S �
°
k�n akTk
1�an

και για x P F pT q έχουµε
ότι Tnx � TnTx � TTnx, δηλαδή Tnx P F pT q. ΄Αρα SpF pT qq � F pT q. Επιπλέον
T � °8

k�1 akTk �
°
k�n akTk � anTn � p1� anqS � anTn. ΄Οµως T|F pT q � I, άρα από το

προηγούµενο λήµµα, Tn|F pT q � I, δηλαδή αν x P F pT q ñ x P F pTnq. Αφού ο εγκλεισµός
αυτός ισχύει για κάθε n P N έπεται ότι F pT q � X8

n�1F pTnq.

Θεώρηµα 3.1.17. (Sine, 1975). ΄Εστω pX, } � }q χώρος Banach και T1, . . . , Tn τελεστές
εργοδικού µέσου µε ϕραγµένες δυνάµεις. Αν T P cotT1, . . . Tnu, τότε και ο T είναι τελεστής
εργοδικού µέσου.

Απόδειξη. Θα δουλέψουµε για την περίπτωση όπου n � 2. Περνώντας, αν είναι απα-
ϱαίτητο, σε ισοδύναµη νόρµα µπορούµε να υποθέσουµε επιπλέον ότι οι T1, T2 είναι συ-
στολές. Πράγµατι, αν ορίσουµε }x}1 � supt}T k11 T k22 x} : k1, k1 P N Y t0uu, τότε εύ-
κολα επαληθεύουµε ότι η } � }1 αποτελεί νόρµα και µάλιστα ισοδύναµη µε την αρχική.
Για τον τελευταίο ισχυρισµό επιλέγουµε M ¡ 0 τέτοιο ώστε }Tm1 }, }Tm2 }   M για κάθε
m P N, οπότε }x}1 � supt}T k11 T k22 x} : k1, k1 P N Y t0uu ¤ M2}x}, για κάθε x P X, ενώ
}x}1 ¥ }T 0

1 T
0
2 x} � }x}. ΄Αρα }x} ¤ }x}1 ¤M2}x}, για κάθε x P X.

΄Εστω λ P r0, 1s και T � λT1�p1�λqT2. Θα δείξουµε ότι ο T είναι τελεστής εργοδικού
µέσου χρησιµοποιώντας το κριτήριο του Sine, δηλαδή δείχνοντας ότι το F pT q διαχωρίζει
το F pT �q. Από το Λήµµα των Brunel-Falkowitz, F pT q � F pT1q X F pT2q και F pT �q �
F pT �1 q X F pT �2 q. ΄Εστω x� P F pT �1 q X F pT �2 q. Αφού ο T1 είναι τελεστής εργοδικού µέσου
υπάρχει x P F pT1q τέτοιο ώστε x�pxq � 0. Θέτουµε y � limMnpT2qx. Η σχέση T2x �
T2T1x � T1T2x δίνει ότι T2pF pT1qq � F pT2q, εποµένως y P F pT1q X F pT2q. Επιπλέον
x�pyq � limx�pMnpT2qxq � limMnpT �2 qx�pxq � x�pxq � 0.

Παρατήρηση 3.1.18. Γενικότερα, αν P � BpXq οµοιόµορφα ϕραγµένη ηµιοµάδα τελε-
στών, τότε µπορούµε να ορίσουµε την ισοδύναµη νόρµα } � }1 για την οποία }x}1 � supt}Tx} :
T P Pu για κάθε x P X. Τα στοιχεία της P είναι συστολές ως προς την νόρµα } � }1.

3.2 Σύνδεση της Εργοδικότητας µε την Αυτοπάθεια

΄Οπως γράψαµε και στην εισαγωγή το 1939 ο Lorch απέδειξε ότι κάθε αυτοπαθής χώρος
Banach είναι χώρος εργοδικού µέσου. Πρόκειται για το Θεώρηµα 3.2.2, το οποίο είναι
και το πρώτο αποτέλεσµα που αποδεικνύουµε στην παράγραφο αυτή. Το 1976 ο Louis
Sucheston διερωτήθηκε αν ισχύει το αντίστροφο του ϑεωρήµατος του Lorch. Συγκεκριµένα
η αρχική διατύπωση του ερωτήµατος που έθεσε ήταν η εξής : Αν σε έναν χώρο Banach
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κάθε γραµµική συστολή είναι τελεστής εργοδικού µέσου, τότε έπεται ότι ο χώρος είναι
αυτοπαθής ;

Γρήγορα διαπιστώθηκε ότι το ερώτηµα του Sucheston δύσκολα ϑα µπορούσε να απαν-
τηθεί καταφατικά καθώς προσπαθούσε να συνδέσει µια ισοµετρική ιδιότητα ενός χώρου µε
µια ισοµορφική και εποµένως αναδιατυπώθηκε σε µια µορφή που ϑα ήταν πιο εύκολο να
απαντηθεί.16 Η µορφή αυτή είναι ακριβώς το αντίστροφο του ϑεωρήµατος του Lorch:

Ανοιχτό Πρόβληµα 3.2.1. Αν ένας χώρος Banach έχει την ιδιότητα ότι κάθε τελεστής µε
ϕραγµένες δυνάµεις είναι τελεστής εργοδικού µέσου, τότε έπεται ότι είναι αυτοπαθής ;

Το πρώτο αποτέλεσµα προς την κατεύθυνση αυτή δόθηκε το 1986 από τον Zaharopol
[Zah] ο οποίος απέδειξε ότι σε σ-διατακτικά πλήρεις Banach lattices το Ερώτηµα 3.2.1 έχει
καταφατική απάντηση. Το 1997 ο Emel’yanov [Eme] έδειξε ότι σε Banach lattices που δεν
είναι σ-διατακτικά πλήρεις υπάρχουν πάντα τελεστές µε ϕραγµένες δυνάµεις που δεν είναι
τελεστές εργοδικού µέσου. Συνδυάζοντας τα αποτελέσµατα των Zaharopol και Emel’yanov
προκύπτει ότι ένας Banach lattice είναι αυτοπαθής αν και µόνο αν είναι χώρος εργοδικού
µέσου (ϐλ. Παράγραφο 3.2δ΄).

Το 2001 οι Fonf, Lin και Wojtaszczyk [FLW], χρησιµοποιώντας έναν χαρακτηρισµό του
Zippin για αυτοπαθείς χώρους µε ϐάση Schauder, απέδειξαν ότι ένας χώρος µε ϐάση είναι
αυτοπαθής αν και µόνο αν είναι χώρος εργοδικού µέσου (ϐλ. Παράγραφο 3.2γ΄).

3.2α΄ Το Ευθύ Πρόβληµα

Υπάρχει κίνδυνος η απόδειξη του Θεωρήµατος του Lorch που ϑα δώσουµε (α’ τρόπος)
να σας ϕανεί τετριµµένη. Εαν όντως σας δηµιουργηθεί αυτή η εντύπωση, σκεφτείτε ποια
από τα ϑεωρήµατα που χρησιµοποιήσαµε είναι µεταγενέστερα του Θεωρήµατος του Lorch.
Φυσικά ο α’ τρόπος δεν είναι η απόδειξη που έδωσε ο ίδιος ο Lorch, αλλά η απόδειξη
που ϑα δίναµε µε τις σηµερινές µας γνώσεις. Το επιχείρηµα του Lorch ήταν σαφώς πιο
περίπλοκο και για λόγους πληρότητας το συµπεριλάβαµε ως ϐ΄ τρόπο.

Θεώρηµα 3.2.2. (Lorch, 1939) ΄Εστω pX, } � }q αυτοπαθής χώρος Banach και T : X Ñ X
γραµµικός τελεστής µε ϕραγµένες δυνάµεις. Τότε η ακολουθία Mnx συγκλίνει για κάθε
x P X και επιπλέον T plimMnxq � limMnx.

Απόδειξη. α΄ τρόπος:
Θέτουµε A � tMnx : n P Nu. Αφού ο T έχει ϕραγµένες δυνάµεις το A είναι ϕραγµέ-
νο υποσύνολο του X, δηλαδή υπάρχει K ¡ 0 τέτοιο ώστε A � KBX . ∆εδοµένου ότι
ο χώρος µας είναι αυτοπαθής, η µοναδιαία µπάλα BX ϑα είναι ασθενώς συµπαγής.
Επιπλέον Aw � KBX ασθενώς κλειστό, άρα και ασθενώς συµπαγές. Από το Θεώ-
ϱηµα Eberlein-Šmulian η pMnxqnPN ϑα έχει ασθενώς συγκλίνουσα υπακολουθία,
ενώ απο το Θεώρηµα Εργοδικού Μέσου του Eberlein το ασθενές οριακό σηµείο της
pMnxqnPN αποτελεί και το Ϲητούµενο (ισχυρό) όριό της.

16Τελικά το αρχικό ερώτηµα του Sucheston απαντήθηκε αρνητικά. Το 2009 οι Fonf, Lin και Wojtaszczyk
[FLW2] κατασκεύασαν έναν µη αυτοπαθή χώρο Banach στον οποίο κάθε συστολή είναι τελεστής εργοδικού
µέσου. Θα µελετήσουµε την απόδειξή τους στην Παράγραφο 3.4.
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ϐ΄ τρόπος:
Από το Πόρισµα 3.1.7 αρκεί να δείξουµε ότι X � F pT q ` pI � T qpXq. Θυµίζουµε
ότι αν A � X, ορίζουµε ως ορθογώνιο συµπλήρωµα του A να είναι το σύνολο των
γραµµικών και ϕραγµένων συναρτησιακών του X που µηδενίζονται στο A, δηλαδή

AK � tx� P X� : x�pxq � 0, για κάθε x P Au.

∆είχνουµε πρώτα ότι AKK � A:

AKK � tx�� P X�� : x��px�q � 0, για κάθε x� P AKu
� tQpxq P X�� : Qpxqpx�q � 0, για κάθε x� P AKu
� tx P X : x�pxq � 0, για κάθε x� P AKu,

µε τις δύο τελευταίες ισότητες να ισχύουν επειδή ο χώρος µας είναι αυτοπαθής και
Q : X Ñ X�� η κανονική εµφύτευση. Προφανώς A � AKK και επειδή το AKK

είναι κλειστό έπεται ότι A � AKK. Αν υποθέταµε ότι A ( AKK, τότε από Θεώρηµα
Hahn-Banach, ϑα υπήρχαν x0 P AKKzA και x� P X� τέτοια ώστε x�paq � 0 για
κάθε a P A και x�px0q ¡ 0. ΄Οµως τότε x� P AK και αφού x0 P AKK ϑα έπρεπε
x�px0q � 0, το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα A � AKK.

Παρατηρούµε ότι pI � T qpXqK � tx� P X� : x�pxq � x�pTxq, @x P Xu � tx� P
X� : T �x� � x�u � F pT �q. ΄Αρα F pT �qK � pI � T qpXqKK � pI � T qpXq και µε
εντελώς όµοια επιχειρήµατα προκύπτει ότι pI � T �qpX�q � F pT qK.
Θέλουµε να δείξουµε ότι X � F pT q ` pI � T qpXq. Υποθέτουµε προς απαγωγή σε
άτοπο ότι αυτό δεν ισχύει. Τότε υπάρχει x0 P XzF pT q ` pI � T qpXq και από το
Θεώρηµα Hahn-Banach υπάρχει x� P X� τέτοιο ώστε x�pF pT q ` pI � T qpXqq � 0
και x�px0q ¡ 0. Ειδικότερα x�pxq � 0 για κάθε x P F pT q, δηλαδή x� P F pT qK �
pI � T �qpX�q και x�ppI � T qpXqq � 0, δηλαδή x� P pI � T qpXqK � F pT �q. ΄Αρα
x� P F pT �q X pI � T �qpX�q � t0u, το οποίο είναι άτοπο αφού το x� είναι µη
µηδενικό.

Παρατηρήστε ότι το Θεώρηµα του von Neumann προκύπτει άµεσα ως πόρισµα από
το Θεώρηµα του Lorch, δίνοντας έτσι έναν προφανή πέµπτο τρόπο απόδειξής του. ∆ε ϑα
αναφέρουµε άλλες αποδείξεις του Θεωρήµατος του von Neumann σε αυτή τη διπλωµατική.

3.2β΄ Το Αντίστροφο Πρόβληµα

Το Θεώρηµα του Lorch διαβεβαιώνει ότι σε αυτοπαθείς χώρους κάθε γραµµικός τελεστής
µε ϕραγµένες δυνάµεις είναι τελεστής εργοδικού µέσου, τι συµβαίνει όµως αν ο χώρος δεν
υποτεθεί αυτοπαθής ; Το επόµενο παράδειγµα δείχνει ότι στους µη αυτοπαθείς χώρους
c0, `1, `8 και Cr0, 1s υπάρχουν τελεστές µε ϕραγµένες δυνάµεις που δεν είναι τελεστές
εργοδικού µέσου.

Παράδειγµα 3.2.3. Θεωρούµε τους χώρους c0, `1, `8, Cr0, 1s και ορίζουµε τους τελεστές :
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( i) L : c0 Ñ c0 µε Lppxnq8n�1q � px1, x1, x2, x3, . . .q, για κάθε pxnq8n�1 P c0,

( ii) S : `1 Ñ `1 µε Sppxnq8n�1q � p0, x1, x2, x3, . . .q, για κάθε pxnq8n�1 P `1,

( iii) T : `8 Ñ `8 µε T ppxnq8n�1q � p0, x1, x2, x3, . . .q, για κάθε pxnq8n�1 P `8,

( iv) R : Cr0, 1s Ñ Cr0, 1s µε pRfqpxq � xfpxq, για κάθε f P Cr0, 1s,

(v) U : Cr0, 1s Ñ Cr0, 1s µε pUfqpxq � fpx2q, για κάθε f P Cr0, 1s.

Οι τελεστές L, S, T,R, U είναι τελεστές µε ϕραγµένες δυνάµεις, αλλά όχι τελεστές εργοδικού
µέσου.

Απόδειξη. Είναι εύκολο να ελεγχθεί ότι και οι πέντε τελεστές που ορίσαµε έχουν νόρµα
ίση µε ένα και εποµένως είναι τελεστές µε ϕραγµένες δυνάµεις. Θα δείξουµε ότι δεν είναι
τελεστές εργοδικού µέσου.

(i) Θεωρούµε την ακολουθία e � p1, 0, 0, . . .q P c0 και παρατηρούµε ότι για κάθε n P N,
Lnpeq � p1, . . . , 1,

n�1�το πλήθος

0, . . .q. Εποµένως

Mnpeq � pn, n� 1, . . . , 2, 1, 0, . . .q
n

�
�

1, 1� 1

n
, 1� 2

n
, . . . ,

1

n
, 0 . . .



.

Θα δείξουµε ότι η ακολουθία pMneq8n�1 δεν είναι Cauchy. ΄Εστω πως είναι. Τότε για
ε � 1

8 υπάρχει n0 P N τέτοιο ώστε για κάθε n,m ¥ n0 να ισχύει ότι }Mne�Mme}   1
8 .

∆ιαλέγουµε n � 2n0, m � 4n0 και εύκολα επαληθεύουµε ότι

Mne � p1, 1� 1
2n0

, 1� 2
n0
, . . . , 1� 1

2 , . . .q
Mne � p1, 1� 1

4n0
, 1� 2

4n0
, . . . , 1� 1

4 , . . .q

και εποµένως }Mne�Mme}8 ¥ |12 � 3
4 | � 1

4 , το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα ο L δεν είναι
τελεστής εργοδικού µέσου.

Θα απαντήσουµε στο ερώτηµα αυτό και µε έναν δεύτερο τρόπο ούτως ώστε να δούµε
το κριτήριο του Sine σε δράση: Αρκεί να δείξουµε ότι το F pLq δε διαχωρίζει το F pL�q.
Εύκολα ϐλέπουµε ότι F pLq � t0u αφού αν x � px1, x2, . . .q � px1, x1, x2, . . .q τότε
x1 � x1 � x2 � . . ., δηλαδή η x είναι σταθερή ακολουθία και, καθώς ϐρισκόµαστε
στον c0, η µόνη σταθερή ακολουθία που συγκλίνει στο µηδέν είναι η µηδενική. Υ-
πολογίζουµε τον L� : c�0 � `1 Ñ c�0 � `1. Αν b P `1 και a P c0, τότε L�pbqpaq �
bpLpaqq � bpa1, a1, a2, . . .q � pb1, b2, . . .qpa1, a1, a2 . . .q � b1a1 � b2a1 � b3a2 � . . ..
Η τελευταία ισότητα δείχνει ότι L�b � pb1 � b2, b3, b4, . . .q. Αν b P F pL�q, τό-
τε b1 � b1 � b2, b2 � b3, b3 � b4, . . ., άρα b2 � b3 � . . . � 0 και εποµένως
F pL�q � tpa, 0, 0, . . .q : a P Ru. Προφανώς το F pLq � t0u δε διαχωρίζει τα ση-
µεία του F pL�q, άρα από το κριτήριο του Sine ο L δεν είναι τελεστής εργοδικού
µέσου.
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(ii) Θα χρησιµοποιήσουµε ξανά το κριτήριο του Sine. Αν x P F pSq, τότε x � px1, x2, . . .q �
p0, x1, x2, . . .q, άρα x � 0 και F pSq � t0u. Θεωρούµε τον συζυγή τελεστή S� :
`�1 � `8 Ñ `�1 � `8. Αν b P `8 και a P `1 έχουµε ότι S�pbqpaq � bpSpaqq �
pb1, b2, . . .qp0, a1, a2, . . .q � b2a1� b3a2� . . ., εποµένως S�b � p0, b2, b3, . . .q και εύκο-
λα διαπιστώνουµε ότι F pS�q � tpxnqnPN P `8 : x1 � 0u. Το F pSq � t0u δε διαχωρίζει
το F pS�q, άρα από το κριτήριο του Sine ο S δεν είναι τελεστής εργοδικού µέσου.

(iii) Επιλέγουµε x � p1, 1, 1, . . .q και παρατηρούµε ότι

Tnpxq � p0, . . . , 0,
n�το πλήθος

1, 1, . . .q, @n P N.

Τότε η ακολουθία pMnxqnPN δεν είναι Cauchy, αφού

Mnx � p 1
n ,

2
n , . . . ,

n�1
n , 1, 1, . . .q

και }Mnx�Mn�kx}8 ¥ k
n�k ÝÑ

kÑ8
1.

(iv) ΄Εστω f � 1 η σταθερή συνάρτηση που είναι ίση µε ένα. Τότε pRnfqpxq � xn, για
κάθε n P N, άρα pMnfqpxq � 1�x�...�xn�1

n � xn�2�1
npx�1q , µε το όριο της ακολουθίας

αυτής να ισούται µε µηδέν εαν x   1 και ένα εαν x � 1. ∆ηλαδή Mnf Ñ g, όπου

gpxq �
#

0, αν x P r0, 1q
1, αν x � 1.

Αφού η g είναι ασυνεχής, έπεται ότι το όριο της Mnf δεν υπάρχει στο Cr0, 1s, άρα ο
R δεν είναι τελεστής εργοδικού µέσου.

(v) Θα χρησιµοποιήσουµε το κριτήριο του Sine. Ισχύει ότι

F pUq �  
f P Cr0, 1s : fpxq � fpx2q, @x P r0, 1s(

� tf P Cr0, 1s : f � σταθερήu.
Πράγµατι, αν fpxq � fpx2q για κάθε x P r0, 1s, τότε επαγωγικά προκύπτει ότι fpxq �
fpx2nq για κάθε n P N και κάθε x P r0, 1s. Αν επιλέξουµε x   1, τότε x2n Ñ 0 και
λόγω της συνέχειας της f έχουµε ότι fp0q � fpxq, για κάθε x P r0, 1q. Πάλι λόγω
συνέχειας fp1q � fp0q και εποµένως η f είναι σταθερή.

Θα δείξουµε τώρα ότι το F pUq δε διαχωρίζει τα σηµεία του F pU�q. Για το λόγο
αυτό ϑεωρούµε τα µέτρα Dirac ε0, ε1 : Cr0, 1s Ñ R για τα οποία ε0pfq � fp0q και
ε1pfq � fp1q για κάθε f P Cr0, 1s. Τα ε0, ε1 αποτελούν σταθερά σηµεία του U�:

U�ε0pfq � ε0pUfq � ε0pfpx2qq � fp0q � ε0pfq,
U�ε1pfq � ε1pUfq � ε1pfpx2qq � fp1q � ε1pfq.

Τα µέτρα ε0 και ε1 είναι προφανώς διάφορα µεταξύ τους, όµως δε διαχωρίζονται από
τις σταθερές συναρτήσεις αφού ε0pλ1q � λ � ε1pλ1q, για κάθε λ P R.
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Από το παραπάνω παράδειγµα προκύπτει ϕυσιολογικά το ερώτηµα του κατά πόσον
µπορούµε, ξεκινώντας από οποιονδήποτε µη αυτοπαθή χώρο, να επαναλάβουµε κάποια
παρόµοια κατασκευή ϐρίσκοντας έτσι τελεστή ο οποίος να έχει ϕραγµένες δυνάµεις, αλλά
να µην είναι τελεστής εργοδικού µέσου. Αν µια τέτοια κατασκευή ήταν πάντοτε εφικτή, τότε
ϑα είχαµε στα χέρια µας έναν πλήρη χαρακτηρισµό των αυτοπαθών χώρων: Αυτοπαθείς
χώροι είναι ακριβώς οι χώροι εργοδικού µέσου.

3.2γ΄ Η Απόδειξη για Χώρους µε Βάση

Το 2001 οι Fonf, Lin και Wojtaszczyk, έδειξαν ότι µια τέτοια κατασκευή είναι εφικτή αν
ο χώρος υποτεθεί χώρος µε ϐάση Schauder. Προτού καταπιαστούµε µε την εργασία τους
ϑυµίζουµε κάποιες έννοιες για χώρους µε ϐάση.

Χώροι µε Βάση

Ορισµός 3.2.4. ΄Εστω X χώρος Banach και pekqkPN ακολουθία στοιχείων του X µε την
ιδιότητα ότι για κάθε x P X υπάρχει µοναδική ακολουθία πραγµατικών αριθµών pakqkPN
τέτοια ώστε x � °8

k�1 akek. Τότε η pekqkPN ονοµάζεται ϐάση Schauder τουX, ή εν συντοµία
ϐάση.

Ορισµός 3.2.5. ΄ΕστωX χώρος Banach και pEkqkPN ακολουθία κλειστών, µη τετριµµένων
υπόχωρων του X. Αν κάθε x P X γράφεται µε µοναδικό τρόπο ως x � °8

k�1 xk µε xk P Ek
για κάθε k P N, τότε η ακολουθία pEkqkPN ονοµάζεται διάσπαση Schauder του X και
συµβολίζεται ως X � °8

k�1 Ek.

Ορισµός 3.2.6. ΄Εστω X χώρος Banach και X � °8
k�1Xk µια διάσπαση Schauder του X.

Ορίζουµε τους τελεστέςQk : X Ñ Xk καιPk : X Ñ Xk ως εξής : Qkpxq � Qkp°8n�1 xnq � xk
και Pkpxq � Pkp°8n�1 xnq � x1 � . . .� xk.

Μπορούµε να δείξουµε ότι οι τελεστές Qk, Pk είναι συνεχείς τροποποιώντας κατάλληλα
την απόδειξη για την περίπτωση που ο χώρος µας έχει ϐάση Schauder (ϐλ. [Cos], σελίδα
40, ΄Ασκηση 17).

Πρόταση 3.2.7. ΄Εστω pX, } � }q χώρος Banach και X � °8
k�1 Ek διάσπαση Schauder. Οι

τελεστές Qk, Pk που ορίστηκαν παραπάνω είναι συνεχείς και οµοιόµορφα ϕραγµένοι.

Απόδειξη. Ορίζουµε } � }1 : X Ñ R ως εξής :

}x}1 � sup

#����� Ņ

k�1

xk

����� , }xN} : N P N

+
, @x P X. (3.4)

Εύκολα επαληθεύουµε ότι η } � }1 είναι νόρµα:

• Αν }x}1 � 0, τότε }xk} � 0 για κάθε k P N, άρα x � 0.
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• Αν x � 0, τότε xk � 0 για κάθε k P N λόγω της µοναδικότητας της διάσπασης του
x σαν άθροισµα στοιχείων των Ek. ΄Αρα }xN} � }x1�...�xN }�0 για κάθε N P N και
εποµένως }x}1 � 0.

• Αν λ P R και x, y P X τότε

}λx}1 � supt}λx1 � . . .� λxN}, }λxN} : N P Nu
� λ supt}x1 � . . .� xN}, }xN} : N P Nu
� λ}x}1, ενώ

}x� y}1 � supt}x1 � y1 � . . .� xN � yN}, }xN � yN} : N P Nu
¤ supt}x1 � . . .� xN}, }xN} : N P Nu �

� supt}y1 � . . .� yN}, }yN} : N P Nu
� }x}1 � }y}1.

Παρατηρούµε επίσης ότι αν x � °8
k�1 xi τότε

}xk} ¤ 2}x}1, για κάθε k P N. (3.5)

Πράγµατι, }xk} � }°ki�1 xi�
°k�1
i�1 xi}¤}°ki�1 xi}�}°k�1

i�1 xi}¤2}x}1.
Θα δείξουµε ότι ο pX, } � }1q είναι πλήρης. ΄Εστω Cauchy ακολουθία pỹnqnPN � X µε

κάθε στοιχείο ỹn να διασπάται ως ỹn � °8
k�1 y

n
k . Για κάθε ε ¡ 0 υπάρχει n0 P N τέτοιο ώστε

}ỹn � ỹl}1   ε, για κάθε n, l ¥ n0, δηλαδή supt}yn1 � yl1 � . . . � ynN � ylN}, }ynN � ylN} :
N P Nu   ε για κάθε n, l ¥ n0. Από την (3.5) έχουµε ότι }ynk � ylk} ¤ 2}ỹn� ỹl}1 ¤ 2ε, για
κάθε k, l ¥ n0. ∆ηλαδή για κάθε k P N η ακολουθία pynk qnPN είναι ακολουθία Cauchy που
περιέχεται στον κλειστό υπόχωρο Ek, εποµένως ϑα συγκλίνει σε κάποιο στοιχείο yk P Ek.
Θέτουµε ỹ � °8

k�1 yk και από τη σχέση supt}yn1 � yl1 � . . . � ynN � ylN}, }ynN � ylN}u ¤
ε,@k, l ¥ n0, αφήνωντας το l να τείνει στο άπειρο συµπεραίνουµε ότι }ỹn� ỹ}   ε για κάθε
n ¥ n0, δηλαδή ỹn

}�}1ÝÑỹ και ο pX, } � }1q είναι πλήρης.
Εν συνεχεία ϑεωρούµε τον ταυτοτικό τελεστή I : pX, } � }q Ñ pX, } � }1q. Ο I�1 είναι

ϕραγµένος αφού

}x} �
����� 8̧

k�1

xk

����� � lim
NÑ8

����� Ņ

k�1

xk

����� ¤ sup
NPN

#����� Ņ

k�1

xk

����� : N P N

+
¤ }x}1. (3.6)

Από το Θεώρηµα Αντίστροφης Απεικόνισης έχουµε ότι και ο T είναι συνεχής, εποµένως
υπάρχει K ¡ 0 τέτοιο ώστε

K}x}1 ¤ }x} ¤ }x}1, @x P X. (3.7)

Είναι άµεσο ότι οι τελεστές Pk και Qk είναι συνεχείς και οµοιόµορφα ϕραγµένοι ως προς
την } � }1 νόρµα, άρα ϑα είναι και ως προς την ισοδύναµη µε αυτήν } � } νόρµα.
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Παρατήρηση 3.2.8. Είναι προφανές ότι αν pX, } � }q χώρος µε νόρµα και T τελεστής
µε ϕραγµένες δυνάµεις, τότε ο T παραµένει τελεστής µε ϕραγµένες δυνάµεις και ως προς
οποιαδήποτε άλλη νόρµα ισοδύναµη µε την αρχική. Εποµένως, δοθέντος ενός χώρου Banach
X και µιας διάσπασης Schauder X�

°8
k�1 Ek, µπορούµε να περνάµε σε ισοδύναµη νορµα για

την οποία να ισχύει ότι }Pk} � }Qk} � 1 για κάθε k P N.

Ορισµός 3.2.9. ΄Εστω X χώρος Banach και X � °8
k�1Xk µια διάσπαση Schauder του

X. Η διάσπαση ονοµάζεται συρρικνούσα (shrinking) αν για κάθε f P X� ισχύει ότι
}f|°8i�kXi}ÝÑkÑ8

0.

Κλείνουµε την παράγραφο αναφέροντας χωρίς απόδειξη δύο χαρακτηρισµούς για αυ-
τοπαθείς χώρους µε ϐάση Schauder που ϑα µας χρειαστούν στη συνέχεια.

Θεώρηµα 3.2.10. (Zippin, 1968) ΄Εστω X χώρος Banach µε ϐάση Schauder. Αν όλες οι
ϐάσεις του X είναι συρρικνούσες, τότε ο X είναι αυτοπαθής.

Απόδειξη. Η απόδειξη µπορεί να ϐρεθεί στο [Zip], Theorem 1, p. 77.

Θεώρηµα 3.2.11. (Pelczynski) ΄Ενας χώρος Banach είναι αυτοπαθής αν και µόνο αν κάθε
υπόχωρός του µε ϐάση Schauder είναι αυτοπαθής.

Απόδειξη. Η απόδειξη σκιαγραφείται στο [Die], Exercise 10, p. 54.

Το Θεώρηµα των Fonf, Lin και Wojtaszczyk

Σε αυτή την παράγραφο παρουσιάζουµε πλήρως την απόδειξη των Fonf, Lin και Wojtas-
zczyk ότι ένας χώρος µε ϐάση είναι αυτοπαθής αν και µόνο αν είναι χώρος εργοδικού µέσου.
Για να αποδείξουµε το κύριο αποτέλεσµα ϑα χρειαστούµε πρώτα το επόµενο λήµµα:

Λήµµα 3.2.12. ΄Εστω pX, }�}q χώρος Banach και X�
°8
k�1Xk µια µη-συρρικνούσα διάσπασή

του. Τότε υπάρχει διάσπαση X�
°8
k�1 Ek η οποία ικανοποιεί την εξής ιδιότητα : Υπάρχουν

h P X� και pekqkPN � X τέτοια ώστε

xk P Ek, }ek} ¤ 1 και hpekq � 1, για κάθε k P N. (3.8)

Απόδειξη. Αφού η διάσπαση X�
°8
k�1Xk είναι µη-συρρικνούσα ϑα υπάρχει f P X� τέτοιο

ώστε }f|°8i�nXi} �ÝÑ
nÑ8

0, δηλαδή lim supnÑ8 }f|°8i�nXi} ¥ a ¡ 0. Επιλέγουµε δείκτη n1 P N
και διάνυσµα y1 ως εξής :

y1 �
8̧

k�n1�1

x1
k, x1

k P Xk @k P N, }y1} � 1, |fpy1q| ¥ a

2
. (3.9)
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Μια τέτοια επιλογή είναι εφικτή καθώς lim sup }f|°8i�nXi} ¥ a. Αφού °8
k�n1�1 x

1
k 8 ϑα

υπάρχει n12 P N τέτοιο ώστε }
°8
k�n12�1

x1k} 
a
4 . Επιλέγουµε ϕυσικό αριθµό n2 ¥ n12 τέτοιο

ώστε }f|°8i�n2�1Xi
} ¥ a και όπως και πριν υπάρχει διάνυσµα y2 τέτοιο ώστε

y2 �
8̧

k�n2�1

x2
k, x2

k P Xk @k P N, }y2} � 1, |fpy2q| ¥ a

2
.

Συνεχίζοντας επαγωγικά µπορούµε να κατασκευάσουµε µια αύξουσα ακολουθία ϕυσικών
pnjqjPN και µια ακολουθία διανυσµάτων pyjqjPN, τέτοια ώστε

yj �
8̧

k�nj�1

xjk, xjk P Xk @k P N, }yj} � 1, |fpyjq| ¥ a

2
και

������
8̧

k�nj�1

xj�1
k

������   a

4
,

(3.10)
για κάθε j P N. Θέτουµε E1 � °n2

i�1Xi και Ej � °nj�1
i�nj�1Xi, για κάθε j ¥ 2. Η ακολουθία

pEjqjPN αποτελεί διάσπαση Schauder αφού X � °8
j�1Xj�

°8
j�1 Ej και οι Ej είναι κλειστοί

υπόχωροι. Θέτουµε zj � °nj�1
k�nj�1 x

j
k. Προφανώς zj P Ej για κάθε j και επιπλέον ϑα

δείξουµε ότι

1� a

4
¤ }zj} ¤ 1� a

4
και (3.11)

a

4
¤ |fpzjq| ¤ 1� a

4
. (3.12)

Αν vj � °8
k�nj�1�1 x

j
k, τότε vj � zj � yj , εποµένως }zj} ¤ }yj} � }vj} ¤ 1 � a

4 , ενώ
1 � }yj} � }zj � vj} ¤ }zj}� }vj} ¤ }zj}� a

4 ñ }zj} ¡ 1� a
4 , άρα ισχύει η (3.11). Για την

(3.12), |fpyjq| ¤ |fpzjq| � |fpvjq| ñ |fpzjq| ¥ |fpyjq| � |fpvjq| ¥ a
2 � a

4 � a
4 . Η ανισότητα

|fpzjq| ¤ 1� a
4 προκύπτει άµεσα από την (3.11).

Ορίζουµε h � a�4
a f και ej � a

p4�aqfpzjq
zj . Τότε }ej} � a

p4�aq|fpzjq|
}zj} ¤ 4�a

4�a � 1 και

hpejq � 4�a
a fpejq � 4�a

a
a

4�a
fpzjq
fpzjq

� 1. Η διάσπαση X � °8
k�1 Ek, το συναρτησιακό h και η

ακολουθία pekqkPN ικανοποιούν τις ιδιότητες που απαιτήσαµε στην εκφώνηση.

Θεώρηµα 3.2.13. (Fonf, Lin, Wojtaszczyk, 2001) ΄Εστω pX, } � }q χώρος Banach ο
οποίος επιδέχεται µη-συρρικνούσα διάσπαση Schauder. Τότε υπάρχει γραµµικός τελεστής
µε ϕραγµένες δυνάµεις T : X Ñ X ο οποίος δεν είναι τελεστής εργοδικού µέσου.

Απόδειξη. Από το προηγούµενο λήµµα υπάρχουν X�
°8
k�1 Ek διάσπαση Schauder, h P X�

και pekqkPN � X µε

ek P Ek, }ek} ¤ 1 και hpekq � 1, για κάθε k P N. (3.13)

Περνώντας σε ισοδύναµη νόρµα (ϐλ. Παρατήρηση 3.2.8) µπορούµε να υποθέσουµε ότι
}Qk}1 � }Pk}1 � 1 για κάθε k P N. ΄Οµως η }�}1 νόρµα των ek δεν είναι πια ϕραγµένη απο
το 1, αλλά από κάποια σταθερά M ¡ 0. Θέτοντας e1k � ek

M και h1 � Mh, εξασφαλίζουµε
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ότι τα e1k και h1 ικανοποιούν την (3.13) ως προς την ισοδύναµη νόρµα. Χωρίς ϐλάβη
λοιπόν µπορούµε να υποθέσουµε εξ’αρχής ότι η νόρµα του χώρου µας } � } ικανοποιεί την
}Pk} � }Qk} � 1 για κάθε k P N και ταυτόχρονα ότι υπάρχουν ek P Ek, h P X� µε την
ιδιότητα (3.13).

Επιλέγουµε ακολουθία ϑετικών πραγµατικών αριθµών τέτοια ώστε °8j�1 aj�1, συµβο-
λίζουµε µε An το άθροισµα των n-πρώτων όρων της, An � °n

j�1 aj και για κάθε x P X
ϑέτουµε bmpxq � °m

k�1 AkQkpxq.
Η pbmpxqq8m�1 αποτελεί ακολουθία Cauchy:

bmpxq �
m̧

k�1

AkQkpxq �
m̧

k�1

Akxk � a1x1 � pa1 � a2qx2 � . . .� pa1 � . . .� amqxm

� a1px1 � . . .� xmq � a2px2 � . . .� xmq � . . .� amxm

�
m̧

j�1

aj

�� m̧

l�j

xl

�
, (3.14)

ενώ

bmpxq � bn�1pxq �
m̧

k�n

AkQkpxq � pa1 � . . .� anqxn � . . .� pa1 � . . .� amqxm

� a1pxn � . . .� xmq � . . .� anpxn � . . .� xmq �
� an�1pxn�1 � . . .� xmq � . . .� amxm

�
�

ņ

j�1

aj

��
m̧

j�n

xj

�
�

m̧

j�n�1

aj

m̧

l�j

xl. (3.15)

Καθώς τόσο η σειρά °8j�1 aj, όσο και η °8j�1 xj συγκλίνουν, προκύπτει άµεσα από τη σχέση
(3.15) ότι η bmpxq είναι ακολουθία Cauchy.

Παρατηρούµε επίσης ότι

}bmpxq} ¤ 2}x}, @x P X, @m P N, (3.16)

αφού }bmpxq} � }
°m
j�1 ajpPm�Pj�1qx¤}

°m
j�1 ajPmpxq}�}

°m
j�1 ajPj�1pxq}¤2}x}.

Ορίζουµε τελεστή Ta : X Ñ X ως εξής :

Tapxq �
8̧

k�1

AkQkpxq �
8̧

j�2

hpPj�1xqajej . (3.17)

Ο τελεστής αυτός είναι καλά ορισµένος αφού όπως δείξαµε η ακολουθία p
°m
k�1 AkQkxqmPN

είναι Cauchy, άρα συγκλίνει, ενώ η σειρά °8j�2 hpPj�1xqajej συγκλίνει ως απολύτως συγκλί-
νουσα σειρά σε χώρο Banach: °8j�2 }hpPj�1xqajej} ¤ }x}}h}°8j�2 aj ¤ }x}}h}. Συνδυάζοντας
την τελευταία ανισότητα µε την (3.16) παίρνουµε ότι

}Ta} ¤ 2� }h}. (3.18)
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Ο Ta έχει ϕραγµένες δυνάµεις: Συγκεκριµένα ϑα δείξουµε ότι αν a � panqnPN, b �
pbnqnPN ακολουθίες ϑετικών µε °8n�1 an�

°8
n�1 bn�1, τότε υπάρχει ακολουθία ϑετικών

c � pcnqnPN µε °8n�1 cn�1 και Ta �Tb � Tc. Αν αποδείξουµε αυτόν τον ισχυρισµό, τότε
}Ta�Tb} � }Tc} ¤ 2�}h} µε το ϕράγµα αυτό να είναι ανεξάρτητο από τις ακολουθίες
που επιλέξαµε. Εποµένως }T 2

a } � }Ta � Ta} ¤ 2� }h} και επαγωγικά προκύπτει ότι
οι ο Ta έχει ϕραγµένες δυνάµεις µε ένα άνω ϕράγµα να είναι το 2� }h}.

΄Εστω λοιπόν ακολουθίες a, b όπως παραπάνω και ϑα δείξουµε ότι Ta �Tb � Tc, όπου
η c � pcjqjPN ορίζεται ως εξής :

cj � Ajbj �Bj�1aj , @j P N. (3.19)

Προφανώς cj ¥ 0 για κάθε j P N. Θα δείξουµε επαγωγικά ότι Cn � °n
j�1 cj�AnBn

για κάθε n P N. Για n � 1, C1 � c1 � A1B1, ισχύει. ΄Εστω ότι ισχύει για κάθε
n � 1, . . . , k και ϑα δείξουµε ότι Ck�1 � Ak�1Bk�1. Πράγµατι,

Ak�1Bk�1 � pa1 � . . .� an � an�1qpb1 � . . .� bn � bn�1q
� pa1 � . . .� anqpb1 � . . .� bnq � pa1 � . . .� anqbn�1 �

� pb1 � . . .� bnqan�1 � an�1bn�1

� AnBn �An�1bn�1 �Bnan�1

� Cn � cn�1 � Cn�1.

Εποµένως °8i�1 ci�limiÑ8 Ci�limiÑ8 AiBi�1, δηλαδή η ακολουθία pcjqjPN είναι ακολου-
ϑία ϑετικών µε το άπειρο άθροισµά τους να ισούται µε 1. Αποµένει να δείξουµε ότι
Ta �Tb � Tc. Καθώς X � °8

k�1 Ek, αρκεί να δείξουµε ότι TapTbpeqq � Tcpeq, για κάθε
e P Ek και κάθε k P N.
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΄Εστω xk P Ek. Από τον ορισµό των Ta και Tb ϑα έχουµε ότι

Tbpxkq � Bkxk � hpxkq
8̧

j�k�1

bjej ,

TapTbpxkqq � Ta

��Bkxk � hpxkq
8̧

j�k�1

bjej

�

� BkTapxkq � hpxkq

8̧

j�k�1

bjTapejq

� Bk

��Akxk � hpxkq
8̧

j�k�1

ajej

���

� hpxkq
8̧

j�k�1

bj

�
Ajej � hpejq

8̧

i�j�1

aiei

�

� AkBkx� hpxkq
8̧

j�k�1

rBkaj � bjAj � ajpbk�1 � . . .� bj�1qs

� AkBkx� hpxkq
8̧

j�k�1

rBkaj � bjAj � ajpBj�1 �Bkqs ej

� AkBkx� hpxkq
8̧

j�k�1

rbjAj � ajBj�1s ej . (3.20)

΄Οµως

Tcpxkq � ckxk � hpxkq
8̧

j�k�1

cjej

� AkBkxk � hpxkq
8̧

j�k�1

pAjbj �Bj�1ajqej

� TapTbpxkqq,

άρα Ta � Tb � Tc και λόγω των όσων αναφέραµε νωρίτερα συµπεραίνουµε ότι ο Ta
έχει ϕραγµένες δυνάµεις.

Ο Ta δεν είναι τελεστής εργοδικού µέσου: Θα χρησιµοποιήσουµε το κριτήριο του Sine
σύµφωνα µε το οποίο ένας τελεστής T είναι τελεστής εργοδικού µέσου αν και µόνο
αν το F pT q διαχωρίζει τα σηµεία του F pT �q. Πρώτα δείχνουµε ότι F pT q � t0u: Αν
x P X τέτοιο ώστε Tapxq � x, τότε

8̧

k�1

Qkx � x � Tax �
8̧

k�1

AkQkx�
8̧

k�2

hpPk�1xqakek. (3.21)
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Με επαγωγή στο k και αξιοποιώντας το γεγονός ότι η διάσπαση του x ως άθροισµα
στοιχείων των Ek είναι µοναδική, ϑα δείξουµε ότι xk � 0 για κάθε k P N. Για k � 1
η (3.21) δίνει ότι Q1x � A1Q1x ñ p1 � a1qQ1x � 0 ñ Q1x � 0, αφού a1 P p0, 1q.
΄Εστω ότι x1 � . . . � xn και ϑα δείξουµε ότι xn�1 � 0: p1 � An�1qQn�1x �
hpPnxqan�1en�1 � hpx1 � . . . xnqan�1en�1 � 0, άρα xn�1 � 0, αφού An�1 P p0, 1q.
Τελικά x � °8

k�1 xk�0.

Επιπλέον το h αποτελεί σταθερό σηµείο του T �a :

T �a phqpxkq � hpTaxkq � Akhpxkq � hpxkq
8̧

j�k�1

ajhpejq

� Akhpxkq � hpxkq
8̧

j�k�1

aj

� Akhpxkq � hpxkqp1�Akq
� hpxkq, @k P N, @xk P Ek,

εποµένως T �a phq � h. ΄Οµως τα στοιχεία h και 0 ανήκουν στο F pT �a q, h � 0 και
προφανώς δεν διαχωρίζονται από το F pTaq � t0u. Από το κριτήριο του Sine συµπε-
ϱαίνουµε ότι ο Ta δεν είναι τελεστής εργοδικού µέσου.

Το προηγούµενο ϑεώρηµα σε συνδυασµό µε τον χαρακτηρισµό του Zippin για µη
αυτοπαθείς χώρους µε ϐάση δίνουν το αποτέλεσµα που αναζητούσαµε:

Θεώρηµα 3.2.14. ΄Εστω pX, } � }q χώρος µε ϐάση Schauder. Ο X είναι αυτοπαθής αν και
µόνο αν κάθε γραµµικός τελεστής µε ϕραγµένες δυνάµεις είναι τελεστής εργοδικού µέσου.

Απόδειξη. Ευθύ:
Πρόκειται για το Θεώρηµα του Lorch.

Αντίστροφο:
΄Εστω πως όχι. Αφού ο X δεν είναι αυτοπαθής και περιέχει ϐάση Schauder, από
το Θεώρηµα του Zippin ϑα περιέχει και µη-συρρικνούσα ϐάση. Από το Θεώρηµα
3.2.13 ϑα έπρεπε να υπάρχει τελεστής T : X Ñ X µε ϕραγµένες δυνάµεις που να
µην είναι τελεστής εργοδικού µέσου, κάτι το οποίο αντιβαίνει στην υπόθεσή µας.

Κλείνουµε την παράγραφο µε έναν ακόµη χαρακτηρισµό που προκύπτει ως πόρισµα
του Θεωρήµατος 3.2.13:

Πόρισµα 3.2.15. ΄Εστω pX, } � }q χώρος Banach. Τα επόµενα είναι ισοδύναµα:

( i) Ο X είναι αυτοπαθής.
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( ii) Κάθε κλειστός υπόχωρος Y � X είναι χώρος εργοδικού µέσου, δηλαδή κάθε γραµµικός
τελεστής µε ϕραγµένες δυνάµεις T : Y Ñ Y είναι τελεστής εργοδικού µέσου.

Απόδειξη. (i) ñ (ii)
Αν ο X είναι αυτοπαθής και Y � X κλειστός υπόχωρος του X, τότε ο Y ϑα είναι
και αυτός αυτοπαθής. Από το Θεώρηµα 3.2.14 έπεται ότι ο Y είναι χώρος εργοδικού
µέσου.

(ii) ñ (i)
Υποθέτουµε προς απαγωγή σε άτοπο ότι ο X δεν είναι αυτοπαθής. Από το Θεώρηµα
του Pelczynski ο X περιέχει µη αυτοπαθή υπόχωρο Y µε ϐάση Schauder. Από την
υπόθεσή µας ο Y είναι χώρος εργοδικού µέσου, πράγµα που έρχεται σε αντίφαση
µε το Θεώρηµα 3.2.14.

3.2δ΄ Η Απόδειξη για Banach Lattices

Το 1986 ο Radu Zaharopol απάντησε στο ερώτηµα του Sucheston για σ-διατακτικά πλήρεις
Banach lattices. ∆ε ϑα ασχοληθούµε σχολαστικά µε την απόδειξή του σε αυτή την εργασία,
απλά αναφέρουµε το αποτέλεσµά του και τις κύριες ιδέες στις οποίες στηρίχθηκε :

Θεώρηµα 3.2.16. (Zaharopol, 1986). ΄Εστω X σ-διατακτικά πλήρης Banach lattice.
Αν κάθε ϑετικός τελεστής µε ϕραγµένες δυνάµεις είναι τελεστής εργοδικού µέσου, τότε ο X
είναι αυτοπαθής.

Αποδεικτική Ιδέα. Η ϐασική ιδέα είναι ότι οι υπό µελέτη χώροι περιέχουν κάποιον
κλασσικό µη αυτοπαθή χώρο από αυτούς που εµφανίζονται στο Παράδειγµα 3.2.3 και
στους οποίους έχουµε ήδη ϐρει τελεστές µε ϕραγµένες δυνάµεις που δεν είναι τελεστές
εργοδικού µέσου. Χρησιµοποιώντας τους τελεστές αυτούς ως ‘‘πρότυπα’’ µπορούµε να
ϐρούµε τελεστές στον X, οι οποίοι ϑα έχουν τις ίδιες ιδιότητες.

Ο Zaharopol υπέθεσε, προς απαγωγή σε άτοπο, ότι ο X δεν είναι αυτοπαθής και
αξιοποίησε τον χαρακτηρισµό της αυτοπάθειας για Banach lattices που αναφέραµε ως
Θεώρηµα 1.7.3 για να συµπεράνει ότι ο X περιέχει κάποιον εκ των c0 ή `1. Εν συνεχεία
έδειξε ότι σε σ-διατακτικά πλήρεις χώρους που περιέχουν τον c0 ή τον `1, µπορεί να
κατασκευαστεί τελεστής µε ϕραγµένες δυνάµεις που δεν είναι τελεστής εργοδικού µέσου,
καταλήγοντας έτσι σε άτοπο.

Συγκεκριµένα, στην περίπτωση όπου ο X περιέχει τον c0, ορίστηκε κατάλληλος
τελεστής ο οποίος ανάγει το πρόβληµα στη µελέτη του τελεστή L : c0 Ñ c0 για τον οποίο
LppxnqnPNq � px1, x1, x2, . . .q για κάθε pxnqnPN P c0. ΄Οµως, όπως είδαµε στο Παράδειγµα
3.2.3, i), ο τελεστής αυτός δεν είναι τελεστής εργοδικού µέσου. Αντίστοιχα, για την
περίπτωση όπου ο X περιέχει τον `1, ο τελεστής που ορίστηκε ανάγει το πρόβληµα στη
µελέτη του S : `1 Ñ `1, µε SppxnqnPNq � p0, x1, x2, . . .q για κάθε pxnqnPN P `1, για τον
οποίον επίσης δείξαµε ότι δεν είναι τελεστής εργοδικού µέσου στο Ϲήτηµα (ii) του ίδιου
παραδείγµατος.
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Αναλυτικά η απόδειξη µπορεί να ϐρεθεί στο [Zah]. Μια τροποποιηµένη απόδειξη
υπάρχει στο [Eme3], στις Παραγράφους 2.3.1-2.3.3.

Το Θεώρηµα του Emelyanov

Το 1997 ο Eduard Emel’yanov απέδειξε ότι σε Banach lattices που δεν είναι σ-διατακτικά
πλήρεις, αν κάθε τελεστής µε ϕραγµένες δυνάµεις είναι τελεστής εργοδικού µέσου, τότε ο
χώρος είναι αυτοπαθής. Σκοπός αυτής της παραγράφου είναι να παρουσιάσουµε την από-
δειξη του Emel’yanov, αλλά πριν ξεκινήσουµε ϑα χρειαστούµε τρία λήµµατα. Αναφέρουµε
το πρώτο εξ’ αυτών χωρίς απόδειξη :

Λήµµα 3.2.17. (Κριτήριο Veksler-Geiler). ΄Εστω E γραµµικός σύνδεσµος µε lattice
νόρµα, τέτοιος ώστε κάθε διατακτικό διάστηµα rx, ys να είναι πλήρες ως προς τη νόρµα. Τότε
ο E είναι διατακτικά πλήρης (αντ. σ-διατακτικά πλήρης) αν και µόνο αν για κάθε (αντ.
αριθµήσιµο) διατακτικά ϕραγµένο X � E� µε x ^ y � 0, για κάθε x � y P X , έπεται ότι
υπάρχει το supremum του X.

Απόδειξη. [Vek], Theorem 5, page 31.

Λήµµα 3.2.18. ΄Εστω E Banach lattice που δεν είναι σ-διατακτικά πλήρης. Τότε υπάρ-
χει διατακτικά ϕραγµένη ακολουθία pxnqnPN � E� που αποτελείται από κάθετα ανά δύο
στοιχεία µε νόρµα µεγαλύτερη ή ίση του ένα και η οποία δεν εχει supremum.

Απόδειξη. Από το Κριτήριο των Veksler-Geiler υπάρχουν v P E� και pxnqnPN � r0, vs µε
xn ^ xm � 0 για κάθε n � m, τέτοια ώστε η pxnqnPN να µην έχει supremum. Θεωρούµε
την ακολουθία psnqnPN για την οποία sn � x1 � . . . � xn για κάθε n P N. Η psnqnPN δεν
συγκλίνει ως προς τη νόρµα } � }, καθώς αν υπήρχε s P E τέτοιο ώστε sn Ñ s, τότε ϑα
έπρεπε το s να είναι το supremum της ακολουθίας pxnqnPN.

Πράγµατι, sn � x1 � . . .� xn ¥ xn, για κάθε n P N και sn Ò s, εποµένως s ¥ sn ¥ xn
για κάθε n, δηλαδή το s αποτελεί άνω ϕράγµα της pxnqnPN. Αν w τυχόν άνω ϕράγµα
της pxnqnPN, τότε w ¥ sn για κάθε n: w ¥ tx1, . . . , xnu ñ w ¥ suptx1, . . . , xnu �
x1� . . .�xn � sn, αφού τα tx1, . . . , xnu είναι κάθετα ανά δύο. ΄Αρα w� sn P E� για κάθε
n P N µε w � sn Ñ w � s. Από την κλειστότητα του κώνου E� συµπεραίνουµε ότι w ¥ s.
΄Αρα s � suptxn : n P Nu, το οποίο είναι άτοπο.

Η psnqnPN δεν µπορεί να είναι ακολουθία Cauchy, δηλαδή υπάρχουν ε ¡ 0 και
n1   n2   . . .   nk   . . . ακολουθία ϕυσικών τέτοια ώστε }snk�1

� snk} ¥ ε, για κά-

ϑε k P N. Θέτουµε ek � snk�1
�snk
ε . Η ακολουθία pekqkPN αποτελείται από κάθετα ανά

δύο στοιχεία, νόρµας µεγαλύτερης ή ίσης του ένα, ενώ είναι άνω ϕραγµένη από το v
ε α-

ϕού ek � xnk�1�...�xnk�1

ε � 1
ε suptxnk�1, . . . , xnk�1

u ¤ 1
ε v. Τέλος, η pekqkPN δεν έχει
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supremum στο E: Αν y � suptek : k P Nu, τότε

y � sup

"
1

ε
pxnk�1 � . . .� xnk�1

q : k P N
*

� sup

"
sup

"
1

ε
xn : n � nk � 1, . . . , nk�1

*
k P N

*
� 1

ε
suptxn : n ¥ n1 � 1u.

΄Οµως suptxn : n P Nu � suptx1, . . . xn1u _ suptxn : n ¥ n1 � 1u � suptx1, . . . xn1u _ y,
το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα η pekqkPN είναι η Ϲητούµενη ακολουθία.

Λήµµα 3.2.19. ΄Εστω E Banach lattice και penqnPN � E� διατακτικά ϕραγµένη ακολουθία
κάθετων ανά δύο ϑετικών στοιχείων. Τότε για κάθε ã � panqnPN P c0, η σειρά

°8
n�1 anen

του E είναι } � }� συγκλίνουσα.

Απόδειξη. ΄Εστω u P E� τέτοιο ώστε 0 ¤ en ¤ u για κάθε n P N και επιλέγουµε ε ¡ 0. Από
την ανισότητα |an|en ¤ |an|u και τη µονοτονία της νόρµας ϑα έχουµε ότι |an|}en} ¤ |an|}u}
για κάθε n και αφού |an| Ñ 0, ϑα υπάρχει n0 P N τέτοιο ώστε |an|}u}   ε για κάθε n ¥ n0.
Για κάθε m P N,����� n0�m̧

n�n0�1

anen

����� � }supt|an|en : n � n0 � 1, . . . , n0 �mu}

¤ }u}maxt|an| : n � n0 � 1, . . . , n0 �mu ¤ ε,

εποµένως η
°8
n�1 anen συγκλίνει.

Θεώρηµα 3.2.20. (Emel’yanov, 1997). ΄ΕστωE Banach lattice που δεν είναι σ-διατακτικά
πλήρης. Τότε υπάρχει A P BpEq ϑετικός και συµπαγής τελεστής τέτοιος ώστε ο T � I � A
να είναι τελεστής µε ϕραγµένες δυνάµεις, αλλά όχι τελεστής εργοδικού µέσου.

Απόδειξη. Κάθε Banach lattice έχει µονότονη νόρµα και τα διατακτικά του διαστήµατα
είναι πλήρη ως κλειστά υποσύνολα χώρου Banach. Εποµένως από το Λήµµα 3.2.18
υπάρχει διατακτικά ϕραγµένη ακολουθία penqnPN � E� που αποτελείται από κάθετα ανά
δύο στοιχεία µε }en} ¥ 1, η οποία δεν έχει supremum. ΄Εστω u P E� τέτοιο ώστε 0 ¤ en ¤ u
για κάθε n P N. Ορίζουµε fn : spantenu Ñ R ως εξής :

fnpλenq � λ, @λ P R. (3.22)

Τα fn έχουν νόρµα ίση µε 1
}en}

αφού

}fn} � supt|fnpλenq| : }λen} � 1u
� supt|λ| : |λ|}en} � 1u
� sup

"
|λ| : |λ| � 1

}en}
*

� 1

}en} .
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Από το Θεώρηµα Hahn-Banach υπάρχει επέκταση f̃n : E Ñ R µε }f̃n} � }fn}. Για να µη
ϐαρύνουµε το συµβολισµό, ϑα συµβολίζουµε την επέκταση αυτή και πάλι µε fn. Ορίζουµε
ξn : E� Ñ R ως εξής :

ξnpxq � sup
kPN

f�n px^ kenq, @x P E�. (3.23)

Τα ξn είναι καλά ορισµένα αφού 0 ¤ x ^ ken ¤ x ñ 0 ¤ f�n px ^ kenq ¤ f�n pxq, δηλαδή
το σύνολο tf�n px^ kenq : k P Nu είναι άνω ϕραγµένο υποσύνολο του R και εποµένως έχει
supremum. Για τυχόν x P E ορίζουµε

ξnpxq � ξnpx�q � ξnpx�q (3.24)

και ϑέτουµε

φnpxq � ξnpxq � }u} � ξnpuq
ξ0puq ξ0pxq, @x P E. (3.25)

Για κάθε n P N και κάθε m � n, ισχύουν τα ακόλουθα:

φn ¥ 0, φnpuq � }u}, φnpenq � 1, }φn} ¤ 1� }u}, φnpemq � 0. (3.26)

φn ¥ 0: ΄Εστω x P E�. Τότε 0 ¤ x ^ ken, οπότε ξnpxq � supkPN f
�
n px ^ kenq ¥ 0 για

κάθε n P N. Επιπλέον ξnpuq � supkPN f
�
n pu ^ kenq µε 0 ¤ ken ¤ ku, εποµένως

f�n pu ^ kenq ¤ }fn}}u ^ ken} ¤ }u}, δηλαδή }u} � ξnpuq ¥ 0. Συνδυάζοντας τα
παραπάνω µε το γεγονός ότι ξ0puq ¥ 0, έχουµε ότι

φnpxq � ξnpxq
¥0

� }u} � ξnpuq
ξ0puq ξ0pxq

¥0

¥ 0.

φnpuq � }u}: φnpuq � ξnpuq � }u}�ξnpuq
ξ0puq

ξ0puq � ξnpuq � }u} � ξnpuq � }u}.

φnpenq � 1: φnpenq � supkPN fnpen ^ kenq � }u}�ξnpuq
ξ0puq ���

���
���

�: 0

supkPN f0pen ^ kenq � 1.

}φn} ¤ 1 � }u}: Αν x P E�, τότε 0 ¤ x^ ken ¤ x, f�n px^ kenq ¤ f�n pxq για κάθε k, άρα
|ξnpxq| � | supkPN f

�
n px^ kenq| ¤ |f�n pxq| ¤ }f�n }}x}. Για το τυχαίο x P E,|ξnpxq| �

ξnp|x|q ¤ }f�n }}|x|} � }f�n }}x}. ΄Αρα }ξn} ¤ }f�n }. ΄Οµως }ξn} ¤ }f�n } ¤ }|fn|} �
}fn} � 1

}en}
¤ 1.

Επιπλέον, 1 ¤ ξnpuq για κάθε n P N Y t0u, αφού 0 ¤ en ¤ u ^ ken για κάθε
k P N, άρα 0 ¤ fnpenq � 1 ¤ fnpu ^ kenq για κάθε k P N και 1 ¤ ξnpuq για κάθε
n P NY t0u. Εποµένως 1 � ξnpenq ¤ ξnpuq ¤ }ξn}}u} ¤ }u}.
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Τελικά,

}φn} ¤ }ξn} � }u} � ξnpuq
ξ0puq }ξ0}

¤ }ξn} � }u}
ξ0puq}ξ0}

¤ }ξn} � }u}}ξ0}, αφού
1

ξ0puq ¤ 1

¤ 1� }u}, αφού }ξn} ¤ 1, @n P NY t0u.

Επιλέγουµε ακολουθία panqnPN � p0, 1s µε an Ñ 0 και ορίζουµε τελεστή A : E Ñ E ως
εξής :

Ax �
8̧

n�1

anφnpxqen, @x P E. (3.27)

Παρατηρούµε ότι |anφnpxq| � an|φnpxq| ¤ an}φn}}x} ¤ anp1 � }u}q}x} Ñ 0, δηλαδή
anφnpxq Ñ 0 για κάθε x P E και εποµένως, από το Λήµµα 3.2.19, ο τελεστής A είναι
καλά ορισµένος. Ο A είναι επιπλέον ϑετικός (προκύπτει από τη ϑετικότητα των φn) και
συµπαγής. Θεωρούµε τον τελεστή T � I�A και επαγωγικά δείχνουµε ότι για κάθε k P N,

T ky � y �
8̧

n�1

r1� p1� anqksφnpyqen, @y P E. (3.28)

Για k � 1 η (3.28) είναι άµεση από τον ορισµό του T . ΄Εστω ότι η (3.28) ισχύει για k � m.
Τότε

Tm�1y � T pTmyq

� T

�
y �

8̧

n�1

r1� p1� anqmsφnpyqen
�

� y �Ay �
8̧

n�1

r1� p1� anqmsφnpyqpen �Aenq

� y �
8̧

n�1

anφnpyqen �
8̧

n�1

r1� p1� anqmsφnpyqpen � anenq

� y �
8̧

n�1

anφnpyqen �
8̧

n�1

r1� p1� anqmsφnpyqp1� anqen

� y �
8̧

n�1

ran � p1� anq � p1� anqm�1sφnpyqen

� y �
8̧

n�1

r1� p1� anqm�1sφnpyqen.
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Επιπλέον

|T ky| ¤ |y| � }y} supt}φn} : n P Nu
8̧

n�1

r1� p1� anqksen

¤ |y| � }y}p1� }u}q supt1� p1� anqken : n P Nu
¤ |y| � }y}|p1� }u}qu, @y P E, @k P N,

εποµένως }T k} ¤ 1� }u} � }u}2 για κάθε k P N, δηλαδή ο T έχει ϕραγµένες δυνάµεις.
Ολοκληρώνουµε την απόδειξη δείχνοντας ότι ο T δεν είναι τελεστής εργοδικού µέσου.

΄Εστω πως είναι. Τότε για κάθε x P E υπάρχει yx P E τέτοιο ώστε Mnx Ñ yx. Ειδικότερα
υπάρχει v P E τέτοιο ώστε Mnpuq Ñ v.

Η ακολουθία pT kuqkPN είναι ϕθίνουσα: ΄Εστω k P N. Θα δείξουµε ότι T kpuq ¥ T k�1puq.

p1� anqk ¥ p1� anqk�1 ñ

r1� p1� anqks}u}en ¤ r1� p1� anqk�1s}u}en ñ
8̧

n�1

r1� p1� anqks}u}en ¤
8̧

n�1

r1� p1� anqk�1s}u}en ñ

u�
8̧

n�1

r1� p1� anqks}u}en ¥ u�
8̧

n�1

r1� p1� anqk�1s}u}en ñ

T kpuq ¥ T k�1puq.

Η ακολουθία pMnuqnPN είναι ϕθίνουσα: ΄Εστω n P N και ϑα δείξουµε ότι Mn�1puq �
Mnpuq ¤ 0.

Mn�1puq �Mnpuq � u� Tu� . . .� Tnu

n� 1
� u� Tu� . . .� Tn�1u

n

� Tnu�Mnu

n� 1
.

Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι Tnu ¤ Mnu για κάθε n P N. Αφού η pTnuqnPN είναι
ϕθίνουσα, u ¥ Tu ¥ . . . ¥ Tnu, δηλαδή

Tnu ¤ u

Tnu ¤ Tu
...

Tnu ¤ Tn�1u.

Προσθέτοντας τις παραπάνω σχέσεις κατά µέλη ϐρίσκουµε ότι Tnu ¤Mnu για κάθε
n P N.
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Ισχύει ότι v � inftTnu : n P Nu � inftMnu : n P Nu: Η pMnuqnPN είναι ϕθίνουσα
ακολουθία µε MnuÑ v, εποµένως v � inftMnu : n P Nu. Αν w ¤ Tnu για κάθε n,
τότε w ¤ Tnu ¤Mnu για κάθε n, εποµένως w ¤ v. Αποµένει να δειχθεί ότι v ¤ Tnu
για κάθε n. Γνωρίζουµε ότι v ¤Mmu για κάθε m, οπότε

v ¤ u� Tu� . . .� Tn�1u� Tnu� . . .� Tn�m�1u

n�m

¤ u� Tu� . . .� Tn�1u�
m�ϕορες

Tnu� . . .� Tnu

n�m

� u� Tu� . . .� Tn�1u

n�m
� mTnu

n�m
, @m P N.

Παίρνοντας όρια για mÑ8 και αξιοποιώντας το ότι ο κώνος είναι κλειστός, προκύ-
πτει ότι v ¤ Tnu για κάθε n. Εποµένως v � inftTnu : n P Nu � inftMnu : n P Nu.

Από την ανισότητα v ¤ T ku ¤ u� r1 � p1 � anqks}u}en η οποία ισχύει για κάθε k, n P N
και παίρνοντας όρια για k Ñ 8, έχουµε ότι v ¤ u � }u}en για κάθε n. Θα δείξουµε ότι
v � inftu� }u}en : n P Nu. ΄Εστω x P E τέτοιο ώστε x ¤ u� }u}en για κάθε n. Τότε

x ¤ inftu� r1� p1� anqks}u}en : n P Nu
� u� suptu� r1� p1� anqks}u}en : n P Nu

� u�
8̧

n�1

r1� p1� anqks}u}en

� T ku, @k P N.

΄Αρα x ¤ inftTnu : n P Nu � inftMnu : n P Nu � v. Τελικά v � inftu � }u}en : n P Nu.
΄Οµως

supten : n P Nu � 1

}u} supt}u}en : n P Nu

� u

}u} �
1

}u} inftu� }u}en : n P Nu

� u� v

}u} ,

το οποίο είναι άτοπο αφού η penqnPN δεν έχει supremum.

Θεώρηµα 3.2.21. (Zaharopol-Emel’yanov). ΄Εστω E Banach lattice. Τα επόµενα είναι
ισοδύναµα:

( i) Κάθε τελεστής T P BpEq µε ϕραγµένες δυνάµεις είναι τελεστής εργοδικού µέσου.

( ii) Ο E είναι αυτοπαθής.
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Απόδειξη. Μόνο το ευθύ χρειάζεται απόδειξη. Αν ο E είναι σ-διατακτικά πλήρης, τότε το
Ϲητούµενο έπεται από το Θεώρηµα του Zaharopol. Αν όχι, τότε προκύπτει από το Θεώρηµα
του Emel’yanov.

Παρατηρήστε ότι ενώ το Θεώρηµα του Zaharopol αφορά σε ϑετικούς τελεστές, στο
Θεώρηµα του Emel’yanov ο τελεστής που κατασκευάζεται δεν είναι ϑετικός. Εποµένως το
παρακάτω ερώτηµα παραµένει ανοικτό (ϐλ. [Eme4], Open question 5, p. 18):

Ανοιχτό Πρόβληµα 3.2.22. ΄Εστω X Banach lattice τέτοιος ώστε κάθε ϑετικός τελεστής
µε ϕραγµένες δυνάµεις να είναι τελεστής εργοδικού µέσου. Είναι ο X αυτοπαθής ;

3.3 Οµοιόµορφη Σύγκλιση

Ορισµός 3.3.1. ΄Εστω X χώρος Banach και pTnqnPN, T ϕραγµένοι τελεστές του X. Η Tn
συγκλίνει οµοιόµορφα στον T αν }Tn�T } Ñ 0. Ο T λέγεται τελεστής οµοιόµορφα εργοδικού
µέσου (uniformly ergodic) αν η ακολουθία MnpT q συγκλίνει οµοιόµορφα σε κάποιο στοιχείο
του BpXq.

Από τη σχέση Tn�1

n �Mn� n�1
n Mn�1 ϐλέπουµε ότι αν ο T είναι τελεστής οµοιόµορφα

εργοδικού µέσου, τότε }Tnn } Ñ 0. Κάθε τελεστής οµοιόµορφα εργοδικού µέσου T είναι
προφανώς τελεστής εργοδικού µέσου, εποµένως από το Θεώρηµα του Yosida γνωρίζουµε
ότι X � F pT q ` pI � T qpXq. Το Θεώρηµα του Lin δείχνει ότι για την περίπτωση της
οµοιόµορφης σύγκλισης µπορούµε να αφαιρέσουµε την κλειστότητα από την προηγούµενη
ισότητα. Για την απόδειξη του ϑεωρήµατος ϑα χρειαστούµε την ακόλουθη πρόταση που
µοιάζει περισσότερο µε απλή άσκηση πάνω στο Θεώρηµα Ανοικτής Απεικόνισης.

Πρόταση 3.3.2. ΄Εστω X,Y χώροι Banach και T P BpX,Y q µε T pXq � Y κλειστό. Τότε
υπάρχειK ¡ 0 τέτοιο ώστε για κάθε y P T pXq να υπάρχει x P X µε Tx � y και }x} ¤ K}y}.

Απόδειξη. Συµβολίζουµε µε UX , UY τις ανοικτές µοναδιαίες µπάλες των X και Y αντί-
στοιχα. Από το Θεώρηµα Ανοικτής Απεικόνισης υπάρχει δ ¡ 0 τέτοιο ώστε δUY � T pUXq.
΄Εστω y P T pXq. Τότε το στοιχείο δy

2}y} P δUY , άρα υπάρχει x0 P UX τέτοιο ώστε Tx0 � δy
2}y} .

Θέτουµε z0 � 2}y}
δ x0 και παρατηρούµε ότι Tz0 � y, ενώ }z0} � 2}y}

δ x0 ¤ 2
δ }y}. Για K � 2

δ
ισχύει το Ϲητούµενο.

Θεώρηµα 3.3.3. (Lin, 1974). ΄Εστω X χώρος Banach και T P BpXq µε }Tnn } Ñ 0. Ο
T είναι τελεστής οµοιόµορφα εργοδικού µέσου αν και µόνο αν το σύνολο pI � T qpXq είναι
κλειστό.

Απόδειξη. ΄Εστω πως ο T είναι τελεστής οµοιόµορφα εργοδικού µέσου. Το σύνολο pI �
T qpXq είναι T -αναλλοίωτο αφού αν x� Tx P pI � T qpXq, τότε T px� Txq � Tx� T 2x �
y�Ty µε y � Tx P X. ΄Αρα T ppI �T qpXqq � pI �T qpXq. Από τη συνέχεια του T έχουµε
ότι T ppI � T qpXqq � pI � T qpXq, δηλαδή το σύνολο pI � T qpXq είναι T -αναλλοίωτο.
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Θέτουµε S : pI � T qpXq Ñ pI � T qpXq να είναι ο περιορισµός του T στον pI � T qpXq,
S � T

|pI�T qpXq
. Αφού }MnpSq} Ñ 0, για αρκετά µεγάλο n ϑα έχουµε ότι }MnpSq}   1 και

εποµένως, από την Πρόταση 1.6.1, ο τελεστής I �MnpSq ϑα είναι αντιστρέψιµος. Ισχύει
ότι

pI � Sq
�
n� 1

n
I � n� 2

n
S � . . .� 1

n
Sn�2



� n� 1

n
I � n� 2

n
S � . . .� 1

n
Sn�2 �

� n� 1

n
S � . . .� 1

n
Sn�1

� I � I � . . .� Sn�1

n
� I �MnpSq,

δηλαδή ο I � S αντιστρέφεται. Τότε

pI � T qpXq � pI � SqppI � T qpXqq � pI � T qppI � T qpXqq � pI � T qpXq.
Για το αντίστροφο, από την Πρόταση 3.3.2 υπάρχει K ¡ 0 τέτοιο ώστε για κάθε y P

pI�T qpXq να υπάρχει x P X τέτοιο ώστε pI�T qx � y και }x} ¤ K}y}. Αν y P pI�T qpXq
τότε ����y � Ty � . . .� TN�1y

N

���� �
����x� Tx� Tx� T 2x� . . .� TN�1x� TNx

N

����
�

����x� TNx

N

���� ¤ ����I � TN

N

���� }x}
¤

����I � TN

N

����K}y}.
Θέτουµε S � T|Y και παρατηρούµε ότι ο S είναι τελεστής οµοιόµορφα εργοδικού µέσου.
΄Οπως και πριν συµπεραίνουµε ότι ο I � S είναι αντιστρέψιµος στον Y � pI � T qpXq και
pI � T qpXq � pI � SqppI � T qpXqq � pI � T qppI � T qpXqq. ΄Αρα για κάθε x P X υπάρχει
y P Y τέτοιο ώστε pI � T qpxq � pI � T qpyq. Από την αντιστρεψιµότητα του I � S έχουµε
ότι για κάθε x P X υπάρχει y P Y τέτοιο ώστε y � pI � Sq�1pI � T qpxq, άρα

}y} ¤ ��pI � Sq�1
�� }I � T }}x}. (3.29)

΄Εστω x P X και y P Y τέτοιο ώστε να ισχύει η (3.29). ∆ιασπάµε το x ως εξής : x � px�yq�y
µε x� y P F pT q, αφού x� Tx � y � Ty ñ x� y � T px� yq. Τότε

}Mnpxq � px� yq} � }Mnpxq �Mnpx� yq} � }Mny}
¤

����I � Tn

n

����K}y}
¤

����I � TN

N

����K ��pI � Sq�1
�� }I � T }}x},

δηλαδή η pMnqnPN συγκλίνει οµοιόµορφα στον τελεστή προβολής P : X Ñ X για τον
οποίον Px � x� y για κάθε x P X.
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3.3α΄ Το αντίστροφο πρόβληµα για την οµοιόµορφη σύγκλιση

Επανερχόµαστε στο αντίστροφο πρόβληµα, αυτή τη ϕορά για τελεστές οµοιόµορφα εργο-
δικού µέσου. Οι Fonf, Lin και Wojtaszczyk στο ίδιο άρθρο τους ( [FLW]) απέδειξαν τα
ακόλουθα:

Θεώρηµα 3.3.4. ΄ΕστωX απειροδιάστατος χώρος Banach που επιδέχεται διάσπαση Schauder
X � °8

k�1Ek. Τότε υπάρχει T P BpXq τελεστής εργοδικού µέσου µε ϕραγµένες δυνάµεις
που δεν είναι τελεστής οµοιόµορφα εργοδικού µέσου.

Απόδειξη. Επιλέγουµε ακολουθία pakqkPN όπως στην απόδειξη του Θεωρήµατος 3.2.13,
αλλά αυτή τη ϕορά ορίζουµε τελεστή Ta ως εξής :

Tax �
8̧

k�1

AkQkx. (3.30)

Ο Ta έχει ϕραγµένες δυνάµεις και F pTaq � t0u. Αν x� P F pT �a q, τότε x�pTapxqq � x�pxq
για κάθε x P X. Ειδικότερα x�pTapzkqq � x�pAkzkq � Akx

�pzkq � x�pzkq για κάθε
zk P Ek και κάθε k P N. Αφού Ak � 1 συµπεραίνουµε ότι x�pzkq � 0 για κάθε zk P Ek,
άρα F pT �a q � t0u και ο Ta είναι τελεστής εργοδικού µέσου από το Κριτήριο του Sine. Από
την απόδειξη του Θεωρήµατος του Lin (Θεώρηµα 3.3.3), ο Ta είναι τελεστής οµοιόµορφα
εργοδικού µέσου αν και µόνο αν ο I � Ta αντιστρέφεται. Θεωρούµε την ακολουθία a �
pakqkPN για την οποία ak � 1

2k
για κάθε k P N και ϑέτουµε T � Ta. Για κάθε k P N

επιλέγουµε ek P Ek µε }ek} � 1 και ϑεωρούµε το στοιχείο y � °8
k�1

1
k2
ek. Ο τελεστής

I � T δεν ανστιστρέφεται αφού η εξίσωση pI � T qx � y δεν έχει λύσεις. Πράγµατι, αν
υπήρχε x P X τέτοιο ώστε pI � T qx � y, τότε ϑα έπρεπε να ισχύει ότι

y �
8̧

k�1

1

k2
ek � x�

8̧

k�1

AkQkx �
8̧

k�1

p1�AkqQkx �
8̧

k�1

�� 8̧

j�k�1

aj

�
Qkx
�

8̧

k�1

1

2k
Qkx,

δηλαδή Qkx � 2k

k2
ek για κάθε k P N. Αυτό είναι άτοπο αφού σε αυτή την περίπτωση ϑα

έπρεπε }Qkx} � 2k

k2
Ñ 8. ΄Αρα ο I � T δεν αντιστρέφεται και εποµένως ο T δεν είναι

τελεστής οµοιόµορφα εργοδικού µέσου.

Πόρισµα 3.3.5. ΄Εστω X χώρος Banach µε ϐάση. Τα επόµενα είναι ισοδύναµα:

( i) Ο X έχει πεπερασµένη διάσταση,

( ii) κάθε τελεστής µε ϕραγµένες δυνάµεις είναι τελεστής οµοιόµορφα εργοδικού µέσου,

( iii) κάθε τελεστής εργοδικού µέσου µε ϕραγµένες δυνάµεις είναι τελεστής οµοιόµορφα ερ-
γοδικού µέσου.
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Απόδειξη. (i) ñ (ii)
΄Εστω T P BpXq τελεστής µε ϕραγµένες δυνάµεις. Ο X είναι αυτοπαθής, επο-
µένως από το Θεώρηµα του Lorch, ο T είναι τελεστής εργοδικού µέσου. ΄Αρα
X � F pT q ` pI � T qpXq. ΄Οµως pI � T qpXq � pI � T qpXq αφού ο X είναι πε-
περασµένης διάστασης. Από το Θεώρηµα του Lin ο T είναι τελεστής οµοιόµορφα
εργοδικού µέσου.

(ii) ñ (iii)
Προφανές.

(iii) ñ (i)
Πρόκειται για το Θεώρηµα 3.3.4.

3.3β΄ Τελεστές οµοιόµορφα εργοδικού µέσου και ϕάσµα

Κλείνουµε αυτή την παράγραφο αναφέροντας µια ενδιαφέρουσα ϕασµατική ιδιότητα των
τελεστών οµοιόµορφα εργοδικού µέσου. Θυµίζουµε ότι µε rpT q συµβολίζουµε την ϕασµα-
τική ακτίνα του τελεστή T .

Θεώρηµα 3.3.6. ΄Εστω pX, } � }q χώρος µε νόρµα και T P BpXq.
( i) Αν rpT q   1, τότε ο T είναι τελεστής οµοιόµορφα εργοδικού µέσου.

( ii) Αν rpT q ¡ 1, τότε ο T δεν είναι τελεστής οµοιόµορφα εργοδικού µέσου.

Απόδειξη. (i) Αν rpT q � limnÑ8 }Tn}1{n   1, τότε υπάρχουν a   1 και n0 P N τέτοια
ώστε }Tn}1{n ¤ a   1 για κάθε n ¥ n0, δηλαδή }Tn} ¤ an   1 για κάθε n ¥ n0.
΄Εχουµε ότι

8̧

n�1

}Tn} �
n0̧

n�1

}Tn} �
8̧

n�n0�1

}Tn}

¤
n0̧

n�1

}Tn} �
8̧

n�n0�1

an

� s   8.
΄Αρα }Mn} � } I�T�...�Tn�1

n } ¤ 1
n

°n�1
i�0 }T i} ¤ s

n ÝÑ 0.

(ii) Αν rpT q � limnÑ8 }Tn}1{n ¡ 1, τότε υπάρχουν a ¡ 1 και n0 P N τέτοια ώστε
}Tn} ¥ an για κάθε n ¥ n0. Αν ο T ήταν τελεστής οµοιόµορφα εργοδικού µέσου, τότε
από την προφανή ισότητα Tn

n � n�1
n Mn�1 �Mn ϑα είχαµε ότι����Tnn

���� �
����n� 1

n
Mn�1 �Mn

����
�

����npMn�1 �Mnq �Mn�1

n

����
¤ }Mn�1 �Mn} �

����Mn�1

n

����Ñ 0,
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το οποίο είναι άτοπο αφού }Tnn } ¥ an

n Ñ8.

Στην περίπτωση όπου rpT q � 1 δεν µπορούµε να συµπεράνουµε κάτι για την οµοιό-
µορφη εργοδικότητα του T :

Παραδείγµατα 3.3.7. (i) Ο ταυτοτικός τελεστής είναι τελεστής οµοιόµορφα εργοδικού
µέσου και έχει ϕασµατική ακτίνα ίση µε ένα.

(ii) Ο τελεστής T : Cr0, 1s Ñ Cr0, 1s για τον οποίον pTfqptq � tfptq, για κάθε f P Cr0, 1s
και κάθε t P r0, 1s έχει ϕασµατική ακτίνα ίση µε ένα: pTnfqptq � tnfptq, για κάθε
t P r0, 1s και κάθε n P N, εποµένως }Tnf} � supt|tnfptq| : t P r0, 1su ¤ supt|fptq| :
t P r0, 1su � }f}, δηλαδή }Tn} ¤ 1 για κάθε n P N. Για f0ptq � 1 παίρνουµε την
αντίστροφη ανισότητα. Από τον τύπο της ϕασµατικής απεικόνισης (σχέση (1.19) ) ισχύει
ότι rpT q � limnÑ8 }Tn}1{n � limnÑ8 11{n � 1. ΄Οµως, όπως είδαµε στο Παράδειγµα
3.2.3, ο T δεν είναι καν τελεστής εργοδικού µέσου.

3.4 Το Αρχικό Ερώτηµα του Sucheston

Αναφέραµε στην αρχή του κεφαλαίου ότι το αρχικό ερώτηµα του Sucheston δεν είχε
διατυπωθεί για τελεστές µε ϕραγµένες δυνάµεις, αλλά για συστολές. Θυµίζουµε την ακριβή
διατύπωση του ερωτήµατος αυτού:

Ερώτηµα 3.4.1. ΄Εστω X χώρος Banach µε την ιδιότητα ότι κάθε συστολή του X είναι
τελεστής εργοδικού µέσου. Είναι ο X αυτοπαθής ;

Το ερώτηµα απαντήθηκε αρνητικά πολύ πρόσφατα και σκοπός της παραγράφου είναι
να παρουσιάσουµε την κατασκευή του αντιπαραδείγµατος αυτού όπως περιγράφεται στο
[FLW2]. Στην πραγµατικότητα οι Fonf, Lin και Wojtaszczyk ϐασίστηκαν σε κάποιες ιδέες
του πρώτου άρθρου τους [FLW] και απέδειξαν κάτι αρκετά γενικότερο : ΄Εδειξαν ότι σε
οποιονδήποτε σχεδόν αυτοπαθή χώρο Banach τάξης ένα, µπορεί να ϐρεθεί ισοδύναµη
νόρµα ως προς την οποία όλες οι συστολές ϑα είναι τελεστές εργοδικού µέσου.

Ξεκινούµε ορίζοντας τους χώρους στους οποίους ϑα δουλέψουµε και αποδεικνύοντας
µια σειρά από προτάσεις οι οποίες µαρτυρούν τη µορφή και περιγράφουν κάποιες ϐασικές
ιδιότητες των τελεστών στους χώρους αυτούς και στις οποίες ϐασίζεται η απόδειξη των Fonf,
Lin και Wojtaszczyk.

Ορισµός 3.4.2. ΄ΕστωX χώρος Banach, τ : X Ñ X�� η κανονική εµφύτευση και k P N. Ο
X ονοµάζεται σχεδόν αυτοπαθής τάξης k (quasi-reflexive of order k) αν dimpX��{τpXqq �
k. 17

Παρατηρήστε ότι κάθε σχεδόν αυτοπαθής χώρος είναι προφανώς µη αυτοπαθής αφού
η κανονική εµφύτευση δεν είναι επί.

Για να κατανοήσουµε την απόδειξη της επόµενης πρότασης ϑα χρειαστεί να ϑυµηθούµε
ένα αποτέλεσµα από τη Συναρτησιακή Ανάλυση.

17Με X��{τpXq συµβολίσαµε τον χώρο πηλίκο. ΄Εχουµε ορίσει το χώρο πηλίκο στην Παράγραφο 1.2α΄.
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Θεώρηµα 3.4.3. (Gantmacher-Nakamura). ΄Εστω X,Y χώροι Banach, T P BpX,Y q
και τY η κανονική εµφύτευση του Y στον Y ��. Ο T είναι ασθενώς συµπαγής αν και µόνο αν
T ��pX��q � τY pY q.

Απόδειξη. Η απόδειξη µπορεί να ϐρεθεί στο [Meg], Theorem 3.5.8.

Πρόταση 3.4.4. ΄Εστω X σχεδόν αυτοπαθής χώρος τάξης 1. Τότε υπάρχει q : BpXq Ñ R
γραµµικό και πολλαπλασιαστικό συναρτησιακό µε νόρµα ίση µε ένα, τέτοιο ώστε ker q �
KwpXq, δηλαδή ο πυρήνας του q περιλαµβάνει ακριβώς τους ασθενώς συµπαγείς τελεστές
του X.

Απόδειξη. ΄Εστω T P BpXq και T �� : X�� Ñ X�� ο δεύτερος συζυγής του T . Θα δείξουµε
ότι T ��pτpXqq � τpXq: Αν τpx0q P τpXq, τότε T ��τpx0qpx�q � pτpx0q � T �qpx�q �
τpx0qpx� � T q � x�pTx0q � τpTx0qpx�q, για κάθε x� P X�. ΄Αρα T ��τpx0q � τpTx0q P
τpXq.

Ορίζουµε τελεστή �T �� : X��{τpXq Ñ X��{τpXq ως εξής :

�T ��px�� � τpXqq � T ��x�� � τpXq, @x�� � τpXq P X��{τpXq. (3.31)

Ο �T �� είναι καλά ορισµένος, δηλαδή το σύµπλοκο �T ��px�� � τpXqq είναι ανεξάρτητο του
αντιπροσώπου x��: ΄Εστω x��, y�� στοιχεία που ανήκουν στην ίδια κλάση ισοδυναµίας
ως προς τpXq, δηλαδή x�� � y�� P τpXq. Τότε �T ��px�� � y�� � τpXqq � T ��px�� �
y��q � τpXq P τpXq � τpXq � τpXq, αφού T ��pτpXqq � τpXq. ΄Αρα �T ��px�� � τpXqq ��T ��py�� � τpXqq. Η γραµµικότητα και η συνέχεια του �T �� προκύπτουν άµεσα από τις
αντίστοιχες ιδιότητες του T . Μάλιστα }�T ��} ¤ }T }, αφού για κάθε x�� � τpXq,

}�T ��px�� � τpXqq} � }T ��x�� � τpXq} � inft}T ��x�� � τpxq} : x P Xu
¤ }T ��x��} ¤ }T ��}}x��} � }T }}x��}.

Από υπόθεση, dimpX��{τpXqq � 1, άρα υπάρχει qpT q P R τέτοιο ώστε

�T ��px�� � τpXqq � qpT qpx�� � τpXqq, (3.32)

για κάθε x�� P X��. Η απεικόνιση q : BpXq Ñ R είναι :

Γραµµική: Αν T, S P BpXq και λ P R τότε pλT � Sq�� � λT �� � S�� και

qpλT � Sqpx�� � τpXqq � �pλT � Sq��px�� � τpXqq
� pλT � Sq��px��q � τpXq
� λT ��x�� � S��x�� � τpXq
� λT ��x�� � τpXq � S��x�� � τpXq
� λqpT qpx�� � τpXqq � qpSqpx�� � τpXqq
� pλqpT q � qpSqqpx�� � τpXqq, @x�� � τpXq.

΄Αρα qpλT � Sq � λqpT q � qpSq.



74 � Εργοδικότητα και Γεωµετρία Χώρων Banach

Πολλαπλασιαστική: Αν T, S P BpXq τότε pTSq�� � T ��S��. Εργαζόµενοι όπως και
πριν ϐρίσκουµε ότι

qpTSqpx�� � τpXqq � �pTSq��px�� � τpXqq
� pTSq��px��q � τpXq
� T ��pS��x��q � τpXq
� qpT qpS��x�� � τpXqq
� qpT qpqpSqpx�� � τpXqqq
� qpT qqpSqpx�� � τpXqq, @x�� � τpXq P X��{τpXq,

άρα qpTSq � qpT qqpSq για κάθε T, S P BpXq.

Νόρµας ένα: Εξ’ ορισµού �T ��px�� � τpXqq � qpT qpx�� � τpXqq για κάθε x�� � τpXq P
X��{τpXq, εποµένως

|qpT q|}x�� � τpXq} ¤ }�T ��}}x�� � τpXq} ¤ }T }}x�� � τpXq}, (3.33)

από το οποίο προκύπτει ότι |qpT q| ¤ }T } για κάθε T P BpXq, δηλαδή }q} ¤ 1. Για
T � I παίρνουµε την αντίστροφη ανισότητα.

Το συναρτησιακό q έχει τις Ϲητούµενες ιδιότητες. Παρατηρούµε επίσης ότι ker q � tT P
BpXq : T ��pX��q � τpXqu � KwpXq από το Θεώρηµα Gantmacher-Nakamura.

Πόρισµα 3.4.5. Αν X σχεδόν αυτοπαθής χώρος Banach τάξης 1, τότε κάθε τελεστής T P
BpXq γράφεται µε µοναδικό τρόπο στη µορφή T � λI �W , όπου λ P R και W ασθενώς
συµπαγής τελεστής. Αν επιπλέον ο T έχει ϕραγµένες δυνάµεις, τότε |λ| ¤ 1.

Απόδειξη. Γράφουµε τον T ως T � qpT qI � T � qpT qI. Ο τελεστής W � T � qpT qI είναι
ασθενώς συµπαγής αφού qpT � qpT qIq � 0. Αν επιπλέον ο T έχει ϕραγµένες δυνάµεις
τότε υπάρχει M ¡ 0 τέτοιο ώστε

M ¥ }Tn} ¥ |qpTnq| � |qpT q|n, @n P N.

Παίρνοντας όρια για nÑ8 ϐλέπουµε ότι |qpT q| ¤ 1.

Πρόταση 3.4.6. Αν X σχεδόν αυτοπαθής χώρος Banach τάξης 1 και T � λI � W P
BpXq, λ � 1 τελεστής µε ϕραγµένες δυνάµεις, τότε τόσο ο T όσο και ο T � είναι τελεστές
εργοδικού µέσου.

Απόδειξη. Για τα σταθερά σηµεία των T και T � ισχύουν αντίστοιχα τα εξής :

F pT q � tx P X : Wx � p1� λqxu και
F pT �q � tx�� P X�� : W ��x�� � p1� λqx��u.
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Θα δείξουµε ότι F pT ��q � τpF pT qq. Ο εγκλεισµός τpF pT qq � F pT ��q ισχύει πάντα αφού
αν x0 P X µε Tx0 � x0, τότε

T ��τpx0qpx�q � τpx0qT �px�q � τpx0qpx� � T q � x�pTx0q
� τpx0qpx�q, @x� P X�,

εποµένως τpx0q P F pT ��q. Για τον εγκλεισµό F pT ��q � τpF pT qq επιλέγουµε x�� P X��

µε W ��px��q � p1 � λqx��. Το x�� ανήκει στον τpXq αφού W ��pX��q � τpXq και
εποµένως W ��px��q � p1 � λqx�� P τpXq ñ x�� P τpXq. ΄Αρα υπάρχει x0 P X τέτοιο
ώστε τpx0q � x��. Θα δείξουµε ότι x0 P F pT q:

x�pW px0qq � τpx0qpx� �W q � τpx0qpW �x�q �W ��τpx0qpx�q � p1� λqτpx0qpx�q
� p1� λqx�px0q, @x� P X�.

΄Αρα W px0q � p1� λqx0 και Tx0 � x0. Από το Πόρισµα 3.1.8 το F pT �q διαχωρίζει τα ση-
µεία του F pT q, εποµένως, για τη συγκεκριµένη περίπτωση, το F pT �q διαχωρίζει τα σηµεία
του τpF pT qq � F pT ��q. Από το Κριτήριο του Sine ο T � είναι τελεστής εργοδικού µέσου.
΄Οµως το F pT ��q διαχωρίζει (πάντα) τα σηµεία του F pT �q, άρα και το F pT q διαχωρίζει το
F pT �q. Πάλι από το Κριτήριο του Sine ο T είναι τελεστής εργοδικού µέσου.

Πρόταση 3.4.7. ΄Εστω pX, } � }q µη αυτοπαθής χώρος Banach µε τον X�� διαχωρίσιµο.
Υπάρχουν ισοδύναµη νόρµα, που ϑα συµβολίζουµε και πάλι µε } � }, f0 P SX��zτpXq και
F0 P SX��� X τpXqK τέτοια ώστε :

( i) F0pf0q � 1 και F0pgq   1 για κάθε g P BX�� µε g � f0.

( ii) Αν H P SX��� και Hpf0q � 1, τότε H P XK.

Απόδειξη. Η απόδειξη έχει αρκετή δουλειά και µπορεί να ϐρεθεί στο [FLW2], Proposition
3, pages 3-5.

Πόρισµα 3.4.8. ΄Εστω X διαχωρίσιµος σχεδόν αυτοπαθής τάξης 1 χώρος Banach. Τότε
υπάρχουν ισοδύναµη νόρµα, που ϑα συµβολίζουµε και πάλι µε } � }, f0 P SX��zτpXq και
F0 P SX��� X τpXqK τέτοια ώστε :

( i) F0pf0q � 1 και F0pgq   1 για κάθε g P BX�� µε g � f0.

( ii) Το F0 είναι το µοναδικό στοιχείο του συνόλου SX��� για το οποίο F0pf0q � 1.

Απόδειξη. Εφαρµόζοντας την προηγούµενη πρόταση ϐρίσκουµε } � }, F0, f0 ώστε να ικανο-
ποιείται η (i). Για την ιδιότητα (ii), οX�� µπορεί να γραφεί ωςX�� � τpXq`rf0s και αφού
F0pτpXqq � t0u, ϑα ισχύει ότι F0pτpxq�λf0q � λF0pf0q � λ, για κάθε τpxq�λf0 P X��.
Αν G0 P SX��� µε G0pf0q � 1, από την προηγούµενη πρόταση, G0 P τpXqK, δηλαδή
G0pτpxq � λf0q � λG0pf0q � λ � F0, για κάθε τpxq � λf0 P X��, εποµένως G0 � F0.
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Προτού αποδείξουµε το αποτέλεσµα των Fonf, Lin και Wojtaszczyk, ϑα χρειαστούµε
τέσσερα Λήµµατα πάνω σε τελεστές εργοδικού µέσου. Το πρώτο εξ’ αυτών αφορά γενικά σε
χώρους Banach, ενώ τα τρία τελευταία σε σχεδόν αυτοπαθείς χώρους Banach τάξης ένα.

Λήµµα 3.4.9. ΄Εστω X χώρος Banach, T P BpXq τελεστής εργοδικού µέσου µε ϕραγµένες
δυνάµεις και Px � limnMnx. Τότε P �pX�q � F pT �q.

Απόδειξη. Οι ισότητες TP � PT � P � P 2 συνεπάγονται ότι T �P � � P �T � � P �, άρα
T �P �x� � P �x� για κάθε x� P X� που σηµαίνει ότι P pX�q � F pT �q. Αν x� P F pT �q,
τότε x�pMnxq � x�pxq για κάθε n P N και x P X, εποµένως

P �x�pxq � x�pPxq � x�plim
n
Mnxq � lim

n
x�pMnxq � x�pxq, @x P X,

δηλαδή P �x� � x�, πράγµα που αποδεικνύει τον αντίστροφο εγκλεισµό.

Λήµµα 3.4.10. ΄ΕστωX σχεδόν αυτοπαθής χώρος Banach τάξης 1. Αν T P BpXq τελεστής
µε ϕραγµένες δυνάµεις, τότε τουλάχιστον ένας εκ των T, T � είναι τελεστής εργοδικού µέσου.

Απόδειξη. ΄Εστω T τελεστής µε ϕραγµένες δυνάµεις που δεν είναι τελεστής εργοδικού µέ-
σου. Θα δείξουµε ότι ο T � είναι. Από το κριτήριο του Sine το F pT q δε διαχωρίζει το
F pT �q, εποµένως υπάρχει x�0 P F pT �q τέτοιο ώστε x�0pF pT qq � t0u. Από το Πόρισµα
3.1.8 το F pT ��q διαχωρίζει τα σηµεία του F pT �q, άρα υπάρχει x��0 P F pT ��q τέτοιο ώστε
x��0 px�0q � 0. Το x��0 δεν ανήκει στο τpF pT qq αφού αν υπήρχε x0 P F pT q µε x��0 � τpx0q,
τότε 0 � x��0 px�0q � τpx0qpx��0 q � 0, άτοπο. Θα δείξουµε ότι

F pT ��q X τpXq � τpF pT qq, (3.34)

από το οποίο συµπεραίνουµε ότι x��0 R τpXq:
΄Εστω ψ0 τέτοιο ώστε T ��ψ0 � ψ0 και ψ0 � τpx0q µε x0 P X. Τότε για κάθε x� P X�

T ��ψ0px�q � ψ0px�q ñ
τpx0qT �x� � τpx0qx� ñ
x�pTx0q � x�px0q,

εποµένως Tx0 � x0 και ψ0 P τpF pT qq.
∆εδοµένου ότι dimpX��{τpXqq � 1 και x��0 R τpXq, ο X�� µπορεί να γραφεί ως

X�� � τpXq ` rx��0 s. (3.35)

Αν x�� P F pT ��q, τότε υπάρχουν x P X και λ P R τέτοια ώστε x�� � τpxq � λx��0 .
Εφαρµόζοντας τον τελεστή T στην ισότητα αυτή, σε συνδυασµό µε το γεγονός ότι T ��x�� �
x�� ϐρίσκουµε ότι T ��τpxq � τpxq. Αξιοποιώντας ξανά τον εγκλεισµό (3.34) έχουµε ότι
x P F pT q. Οπότε για κάθε x�� P F pT ��q υπάρχουν x P τpXq και λ P R τέτοια ώστε
x�� � τpxq � λx��0 .
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Για να δείξουµε ότι ο T � είναι τελεστής εργοδικού µέσου, από το κριτήριο του Sine,
αρκεί να δείξουµε ότι το F pT �q διαχωρίζει το F pT ��q. Αν x�� P F pT ��q, σύµφωνα µε όσα
γράψαµε προηγουµένως, υπάρχουν x P F pT q και λ P R τέτοια ώστε x�� � τpxq � λx��0 .
Αν λ � 0, τότε

x��px�0q � τpxqpx�0q � λx��0 px�0q
� x�0pxq � λx��0 px�0q
� λx��0 px�0q � 0 και x�0 P F pT �q.

Αν λ � 0, τότε x�� � τpxq µε x P F pT q. Το F pT �q διαχωρίζει το F pT q άρα υπάρχει
x� P F pT �q τέτοιο ώστε x�pxq � 0. Τότε x��px�q � τpxqpx�q � x�pxq � 0. Σε κάθε
περίπτωση το F pT �q διαχωρίζει το F pT ��q.

Λήµµα 3.4.11. ΄Εστω pX, } � }q, f0, F0 όπως στο Πόρισµα 3.4.8 και Q : X�� Ñ X��

προβολή στον rf0s µε νόρµα ίση µε ένα. Τότε Qx�� � F0px��qf0, για κάθε x�� P X��.

Απόδειξη. Η Q απεικονίζει τον X�� στον rf0s, άρα ϑα γράφεται στη µορφή Qpx��q �
apx��qf0, για κάθε x�� P X��. Είναι εύκολο να δειχθεί ότι το a είναι γραµµικό και
ϕραγµένο συναρτησιακό µε }a} � 1:

Qpλx�� � y��q � apλx�� � y��qf0 � λQx�� �Qy��

� λapx��qf0 � apy��qf0 � rλapx��q � apy��qsf0.

Επιπλέον }Qx��} � |apx��q| � }f0} � |apx��q|, για κάθε x�� P X��, άρα }a} ¤ 1. Για την
αντίστροφη ανισότητα, Q

�
f0
}f0}

	
� f0

}f0}
ñ a

�
f0
}f0}

	
� 1 ñ }a} ¥ 1.

Αφού ο Q είναι προβολή, ϑα έχουµε ότι

Qpf0q � apf0qf0 � Q2f0 � apf0q2f0,

άρα apf0q � 0 ή apf0q � 1. Η πρώτη περίπτωση απορρίπτεται, εποµένως a � F0 λόγω του
Πορίσµατος 3.4.8.

Λήµµα 3.4.12. ΄Εστω pX, } � }q, f0, F0 όπως στο Πόρισµα 3.4.8, W ασθενώς συµπαγής
τελεστής και T � I �W συστολή. Τότε f0 P F pT ��q.
Απόδειξη. Αφού ο W είναι ασθενώς συµπαγής, το στοιχείο W ��f0 ανήκει στο τpXq, οπότε
F0pW ��f0q � 0. Επιπλέον

1 � F0pf0 �W ��f0q ¤ }f0 �W ��f0} � }T ��f0} ¤ 1,

άρα }f0 �W ��f0} � 1. Από το Πόρισµα 3.4.8 ϑα πρέπει f0 �W ��f0 � f0 ñ W ��f0 �
0 ñ T ��f0 � f0 �W ��f0 � f0, άρα f0 P F pT ��q.

Πλέον είµαστε σε ϑέση να δώσουµε (αρνητική) απάντηση στο ερώτηµα του Sucheston.
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Θεώρηµα 3.4.13. (Fonf, Lin, Wojtaszczyk, 2010). Κάθε διαχωρίσιµος σχεδόν αυτοπα-
ϑής χώρος Banach τάξης ένα, επιδέχεται ισοδύναµη νόρµα ως προς την οποία κάθε συστολή
είναι τελεστής εργοδικού µέσου.

Απόδειξη. Εφοδιάζουµε τον X µε τη νόρµα του Πορίσµατος 3.4.8. ΄Εστω T συστολή. Από
το Πόρισµα 3.4.5 ο T ϑα έχει τη µορφή T � λI�W µε τονW ασθενώς συµπαγή. Αν λ � 1,
από την Πρόταση 3.4.6 έχουµε ότι ο T είναι τελεστής εργοδικού µέσου, άρα αποµένει να
δείξουµε ότι, για λ � 1, ο T � I �W είναι τελεστής εργοδικού µέσου.

Από το Λήµµα 3.4.10 γνωρίζουµε ότι τουλάχιστον ένας εκ των T , T � είναι τελεστής
εργοδικού µέσου, οπότε αρκεί να εξετάσουµε την περίπτωση όπου ο T � είναι τελεστής
εργοδικού µέσου. Υποθέτουµε επιπλέον ότι F pT �q � t0u αφού σε αντίθετη περίπτωση
προκύπτει άµεσα ότι ο T είναι τελεστής εργοδικού µέσου από το κριτήριο του Sine. Ορί-
Ϲουµε P : X� Ñ X� ως εξής :

Px� � lim
n

T �x� � . . .� T �nx�

n
.

Ο P αποτελεί προβολή επί του F pT �q µε }P } � 1 και

X� � F pT �q ` pI � T �qpX�q � P pX�q `W �pX�q. (3.36)

Από το Λήµµα 3.4.12, f0 P F pT ��q. ΄Εχουµε δει σε προηγούµενη απόδειξη ότι F pT ��q X
τpXq � F pT q. Είναι εύκολο να ελέγξει κανείς, απλά αντιστρέφοντας τα ϐήµατα της εν
λόγω απόδειξης, ότι ισχύει και ο αντίστροφος εγκλεισµός, δηλαδή x P F pT q ðñ τpxq P
F pT ��q. Από την ιδιότητα αυτή προκύπτει ότι F pT ��q � τpF pT qq ` rf0s. Ορίζουµε
Q : X�� Ñ X�� µε Qx�� � F0pP �x��qf0. Το f0 αποτελεί σταθερό σηµείο του τελεστή Q:
Από το Λήµµα 3.4.9 γνωρίζουµε πως P �pX��q � F pT ��q, ενώ f0 P F pT ��q, άρα υπάρχει
x��0 P X�� τέτοιο ώστε P �px��0 q � f0. Από τη σχέση PT � � T �P � P � P 2 συνεπάγεται
ότι T ��P � � P �T �� � P � � P �2, οπότε

P �f0 � P �pP �px��0 qq � P �x��0 � f0.

΄Οµως P �f0 � f0 ñ F0pP �f0q � F0pf0q � 1 ñ Qf0 � F0pf0qf0 � f0.
Εύκολα επαληθεύουµε ότι }Q} � 1 και Q2 � Q. Η Q ικανοποιεί τις προϋποθέσεις

του Λήµµατος 3.4.11, άρα για κάθε x��, Qx�� � F0px��qf0 και kerQ � kerF0 � τpXq,
αφού ο X είναι σχεδόν αυτοπαθής τάξης ένα. Αφού kerP � � kerF0 συµπεραίνουµε ότι
kerP � � τpXq. Από το Λήµµα 3.4.9, F pT ��q � P �pX��q και

X�� � P �pX��q ` kerP � � F pT ��q ` kerP � � rf0s ` F pT q ` kerP �,

µε την πρώτη ισότητα να ισχύει επειδή η P � : X�� Ñ X�� είναι προβολή. Από τη σχέση
X�� � τpXq ` rf0s � F pT q ` kerP � ` rf0s έχουµε ότι

τpXq � τpF pT qq ` kerP �. (3.37)
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Θα ϐρούµε το ασθενές �-όριο της ακολουθίας
�
T��x���...�T��nx��

n

	
nPN

. Αν x� P X�,�
T ��x�� � . . .� T ��nx��

n



px�q �

�
T ��x��px�q � . . .� T ��nx��px�q

n



� x�� � T �px�q � . . .� x�� � T �npx�q

n

� x��
�
T �x� � . . .� T �nx�

n



.

Παίρνοντας όρια ϐρίσκουµε ότι limn
T��x���...�T��nx��

n � x��pPx�q � px�� � P qpx�q �
P �px��qpx�q, εποµένως T��x���...�T��nx��

n
�ÝÑ P �x��. Αφού kerP � � τpXq, αν P �x�� �

0, τότε υπάρχει x P X τέτοιο ώστε x�� � τpxq. Επιπλέον η ακολουθία
�
Tx�...�Tnx

n

�
nPN

συγκλίνει ασθενώς στο µηδέν : Αν x� P X�, τότε

x�
�
Tx� . . .� Tnx

n



� px� � T qx� . . .� px� � Tnqx

n

� T �x�pxq � . . .� T �nx�pxq
n

� τpxqT �x� � . . .� τpxqT �nx�
n

� T ��τpxqx� � . . .� T ��nτpxqx�
n

�
�
T ��τpxq � . . .� T ��nτpxq

n



x�

και παίρνοντας όρια προκύπτει το Ϲητούµενο.
Από το Θεώρηµα Εργοδικού Μέσου η

�
Tx�...Tnx

n

�
nPN συγκλίνει ισχυρά στο µηδέν,

άρα kerP � � τppI � T qpXqq. Τελικά έχουµε ότι τpXq � τpF pT qq ` τppI � T qXq και
X � F pT q ` pI � T qpXq από το οποίο έπεται ότι ο T είναι τελεστής εργοδικού µέσου.

3.5 Εργοδικά ∆ίκτυα σε Τοπολογικούς Γραµµικούς Χώρους

Μέχρι τώρα σε αυτό το κεφάλαιο δουλέψαµε µε τελεστές T που ορίζονται σε χώρους Banach
και µελετήσαµε κάποιες ιδιότητες της ηµιοµάδας tTn : n P Nu. Στη συνέχεια γενικεύουµε
αυτές τις ιδιότητες για την περίπτωση όπου ο χώρος µας είναι τοπικά κυρτός τοπολογικός
γραµµικός χώρος και P τυχούσα ηµιοµάδα συνεχών και γραµµικών τελεστών. Απώτε-
ϱος σκοπός µας είναι να αποδείξουµε το Θεώρηµα του Fejér µε επιχειρήµατα εργοδικής
ϑεωρίας (Παράγραφος 3.5α΄).

Ορισµός 3.5.1. ΄ΕστωX τοπολογικός γραµµικός χώρος και P ηµιοµάδα συνεχών τελεστών
από τον X στον X. Λέµε ότι η P επιδέχεται δεξιό P -εργοδικό δίκτυο tAλ : λ P Λu αν

(i) το tAλ : λ P Λu αποτελεί δίκτυο γραµµικών τελεστών του X,
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( ii) για κάθε x P X και κάθε λ P Λ, Aλx P coPx,

( iii) η οικογένεια tAλ : λ P Λu είναι ισοσυνεχής,

( iv) για κάθε x P X και κάθε T P P , limλpAλTx�Aλxq � 0.

Αν η τελευταία συνθήκη αντικατασταθεί από την απαίτηση για κάθε x P X και κάθε T P
P , limλpTAλx � Aλxq � 0, τότε το δίκτυο ονοµάζεται αριστερό P -εργοδικό ενώ αν είναι
ταυτόχρονα αριστερό και δεξιό ϑα ονοµάζεται P -εργοδικό δίκτυο.

Παρατήρηση 3.5.2. Στην περίπτωση όπου ο X υποτεθεί χώρος Banach η υπόθεση περί
ισοσυνέχειας ισοδυναµεί µε την απαίτηση η P να είναι } � }-ϕραγµένη.

Το πρώτο παράδειγµα δείχνει ότι τα P-εργοδικά δίκτυα γενικεύουν την έννοια των
Cesàro αθροισµάτων για τελεστές µε ϕραγµένες δυνάµεις :

Παράδειγµα 3.5.3. ΄Εστω T P BpXq τελεστής µε ϕραγµένες δυνάµεις και P η ηµιοµά-
δα που παράγεται από τον T , P � tI, T, T 2, . . .u. Η ακολουθία pMnqnPN, όπου Mn �
I�T�...�Tn�1

n , αποτελεί P-εργοδικό δίκτυο.

Απόδειξη. Οι πρώτες δύο συνθήκες είναι άµεσες. Η ισοσυνέχεια προκύπτει από την ι-
σοσυνέχεια της P, δηλαδή από το γεγονός ότι ο T έχει ϕραγµένες δυνάµεις. Αν M �
1 _ supnPN }Tn}, τότε }Mn} ¤ 1�}T }�...�}T }n�1

n ¤ nM
n � M , άρα η pMnqnPN ισοσυνε-

χής. Για την τελευταία συνθήκη έχουµε ότι MnT �Mn � Tn�I
n , άρα }MnTx �Mnx} ¤

}Tnx}
n � }x}

n ¤ pM�1q}x}
n ÝÑ 0. ΄Αρα η pMnqnPN αποτελεί αριστερό P-εργοδικό δίκτυο ενώ

από την µεταθετικότητα της P προκύπτει ότι είναι και δεξιό.

Παράδειγµα 3.5.4. ΄Εστω T1, . . . Td P BpXq τελεστές µε ϕραγµένες δυνάµεις που αντιµε-
τατίθενται και P � tTn1

1 � � �Tndd : n1, . . . , nd P NYt0uu η ηµιοµάδα που παράγουν. Θέτουµε
Λ � Nd � tpn1, . . . , ndq : n1, . . . , nd P Nu, εφοδιάζουµε το Λ µε τη συνήθη διάταξη η οποί-
α το καθιστά κατευθυνόµενο προδιατεταγµένο σύνολο και για κάθε λ � pn1, . . . , ndq P Λ
ορίζουµε

Aλ �

n1�1¸
i1�0

� � �
nd�1¸
id�0

T i11 � � �T idd
n1 � � �nd . (3.38)

Το pAλqλPΛ είναι P-εργοδικό δίκτυο.

Απόδειξη. Οι πρώτες δύο συνθήκες είναι προφανείς. Για την ισοσυνέχεια ϑέτουµε M �
1_ supn }Tn1 } _ . . ._ supn }Tnd }, το οποίο είναι πεπερασµένο από υπόθεση. Τότε

}Aλ} ¤

n1�1¸
i1�0

� � �
nd�1¸
id�0

}T i11 } � � � }T idd }

n1 � � �nd ¤

n1�1¸
i1�0

� � �
nd�1¸
id�0

Md

n1 � � �nd � n1 � � �ndMd

n1 � � �nd �Md.

΄Αρα }Aλ} ¤Md για κάθε λ P Λ και η pAλqλPΛ ισοσυνεχής.
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Για την τέταρτη συνθήκη, έστω x P X και ϑα δείξουµε ότι T1Aλx�AλxÑ 0. Πράγµατι,

T1Aλx�Aλx �

n1�1¸
i1�1

n2�1¸
i2�0

� � �
nd�1¸
id�0

T i11 � � �T idd x�
n1�1¸
i1�0

� � �
nd�1¸
id�0

T i11 � � �T idd x

n1 � � �nd

�
Tn1

1

n2�1¸
i2�0

� � �
nd�1¸
id�0

T i22 � � �T idd x� T1

n2�1¸
i2�0

� � �
nd�1¸
id�0

T i22 � � �T idd x

n1 � � �nd ,

}T1Aλx�Aλx} ¤ 2}x}Md�1

n1
ÝÑ
λPΛ

0.

Με τη ϐοήθεια της τριγωνικής ανισότητας προκύπτει ότι T 2
1Aλx�AλxÑ 0 και επαγωγικά

έχουµε ότι Tni Aλx � Aλx ÝÑ
λPΛ

0, για κάθε n P N και κάθε i � 1, . . . , d. Αν S,L τελεστές

που αντιµετατίθενται µε τα Aλ και για τους οποίους SAλx � Aλx, LAλx � Aλx Ñ 0, για
κάθε x P X, τότε πάλι από την τριγωνική ανισότητα έχουµε ότι LSAλx � Aλx Ñ 0 για
κάθε x P X. Εποµένως τελικά δείξαµε ότι TAλx � Aλx Ñ 0 για κάθε T P P και κάθε
x P X.

Είδαµε δύο παραδείγµατα ηµιοµάδων που επιδέχονται εργοδικά δίκτυα, όµως εν γέ-
νει, για µια τυχαία ηµιοµάδα, δεν είναι πάντα εφικτό να ϐρίσκουµε εργοδικά δίκτυα. Η
επόµενη πρόταση δίνει ικανές συνθήκες ώστε να συµβαίνει αυτό.

Πρόταση 3.5.5. Κάθε αβελιανή και ισοσυνεχής ηµιοµάδαP � BpXq επιδέχεταιP-εργοδικό
δίκτυο.

Απόδειξη. Θέτουµε Λ � coPYtIu και εφοδιάζουµε το Λ µε την εξής διάταξη: Αν T, S P Λ,
τότε T ¥ S αν υπάρχει R P Λ τέτοιο ώστε T � RS. Το pΛ,¤q είναι κατευθυνόµενο
προδιατεταγµένο σύνολο:

Αυτοπάθής:
Αν T P Λ, τότε T � IT , άρα T ¥ T .

Μεταβατική:
Αν T ¥ S και S ¥ L, τότε υπάρχουν R,R1 P Λ τέτοια ώστε T � SR � RS
και S � LR1 � R1L, οπότε T � SR � LR1R � RS � RR1L. Αν ϑέσουµε
R2 � R1R, τότε έχουµε ότι T � R2L, δηλαδή T ¥ L. Σε αυτό το σηµείο πρέπει να
εξασφαλίσουµε ότι R1R P Λ. ΄Εστω R1 � aP1 � p1 � aqP2 και R � bP3 � p1 � bqP4

για a, b P r0, 1s και P1, P2, P3, P4 P P. Τότε

R1R � paP1 � p1� aqP2qpbP3 � p1� bqP4q
� abP1P2 � ap1� bqP1P4 � p1� aqbP2P3 � p1� aqp1� bqP2P4

P cotP1P3, P1P4, P2P3, P2P4u � Λ,

αφού ab� ap1� bq � p1� aqb� p1� aqp1� bq � 1 και καθένας από τους αριθµούς
αυτούς είναι µη αρνητικός.
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Κατευθυνόµενη:
Αν T, S P Λ, τότε TS P Λ και TS ¥ T, S.

Ορίζουµε δίκτυο pAλqλPΛ ως εξής : Aλ � λ για κάθε λ P Λ. Το δίκτυο αυτό είναι P-
εργοδικό. Οι συνθήκες (i), (ii) είναι και πάλι άµεσες. Για την ισοσυνέχεια επιλέγουµε
V P Up0q, U P Up0q τέτοιο ώστε U � U � V και ϑα ϐρούµε W 2 P Up0q τέτοιο ώστε
AλpW 1q � V για κάθε λ P Λ. Αν T P coP τότε T � aP1�p1�aqP2 για κάποια a P r0, 1s και
P1, P2 P P. Από την ισοσυνέχεια των στοιχείων της P έχουµε ότι υπάρχει W P Up0q τέτοια
ώστε T pW q � U , για κάθε T P P. ΄Εστω W 1 � W αστρόµορφο και συµµετρικό. ΄Εχουµε
ότι T pW 1q � aP1pW 1q�p1�aqP2pW 1q � P1paW 1q�P2pp1�aqW 1q � P1pW 1q�P2pW 1q �
U � U � V . Αν T � I, τότε T pW q �W . Επιλέγουµε W 2 � U XW 1.

Για την συνθήκη (iv), έστω T P P. Τότε AnpT q � I�T�...�Tn�1

n . Αφού το Λ είναι
κατευθυνόµενο σύνολο υπάρχει λ0 P Λ τέτοιο ώστε για κάθε λ ¥ λ0 να ισχύει ότι Aλ ¥
AnpT q, δηλαδή για κάθε λ ¥ λ0 υπάρχει Rλ P Λ τέτοιο ώστε Aλ � RλAnpT q. Εποµένως
Aλ�AλT � RλAnpT q�RλTAnpT q � Rλp I�Tnn q. Το οποίο δείχνει ότι limλAλx�AλTx �
0 για κάθε x P X. Από τη µεταθετικότητα τηςP προκύπτει επιπλέον ότι limλAλx�TAλx �
0.

Με τη χρήση εργοδικών δικτύων το Θεώρηµα Εργοδικού Μέσου (Θεώρηµα 3.1.4) επα-
ναδιατυπώνεται ως εξής :

Θεώρηµα 3.5.6. (Eberlein, 1949). ΄Εστω pX, τq τοπικά κυρτός τοπολογικός γραµµικός
χώρος και P ηµιοµάδα συνεχών τελεστών. Αν pAλqλPΛ P-εργοδικό δίκτυο τότε για κάθε
x, y P X τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

( i) Ty � y για κάθε T P P και y P coPx,

( ii) Aλx ÝÑ y,

( iii) Aλx
wÝÑ y,

( iv) το y αποτελεί ασθενές σηµείο συσσώρευσης του συνόλου tAλx : λ P Λu.

Απόδειξη. (i) ñ (ii)
΄Εστω U P Up0q και ϑα δείξουµε ότι υπάρχει λ0 P Λ τέτοιο ώστε Aλx P y � U για
κάθε λ ¥ λ0. Επιλέγουµε V P Up0q κυρτή, αστρόµορφη και συµµετρική τέτοια ώστε
V � V � U . Αφού y P coPx, ϑα έχουµε ότι y � V X coP � H, δηλαδή υπάρχει
S P coP τέτοιο ώστε y � Sx P V . ΄Εστω S � λ1P1 � . . . � λnPn η γραφή του S ως
κυρτός συνδυασµός στοιχείων του P. Τότε

AλSx�Aλx � λ1AλP1x� . . .� λnAλPnx�Aλx

� λ1pAλP1x�Aλxq � . . .� λnpAλPnx�Aλxq.

Αφού το pAλqλPΛ αποτελεί δεξιό P-εργοδικό δίκτυο, ϑα έχουµε ότι limλAλPix �
Aλx � 0 για κάθε i � 1, . . . , n και καθώς το Λ είναι άνω κατευθυνόµενο, µπορούµε
να ϐρόυµε λ0 P Λ τέτοιο ώστε AλPix � Aλx P V για κάθε λ ¥ λ0 και κάθε i �
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1, . . . , n. Επιπλέον AλSx� Aλx P λ1V � . . .� λkV � V για κάθε λ ¥ λ0, αφού το
V είναι κυρτό.

Από την ισοσυνέχεια της pAλq, υπάρχει W P Up0q τέτοιο ώστε AλpW q � V για κάθε
λ P Λ. ΄Οµως AλSx� Aλy � AλpSx� yq και δεδοµένου ότι y � Sx P V ϑα έχουµε
ότι y � Sx P V XW �W ñ AλpSx� yq P V για κάθε λ P Λ.

Θα δείξουµε ότι το y αποτελεί σταθερό σηµείο της οικογένειας pAλq. Από την ιδιό-
τητα (ii) των εργοδικών δικτύων, Aλy P coPy, άρα υπάρχει δίκτυο pzkqkPK � Py
τέτοιο ώστε limk zk � Aλy � 0. ΄Οµως κάθε zk γράφεται ως κυρτός συνδασµός
zk � λ1kP1ky � . . .� λnkPnky το οποίο ισούται µε y για κάθε k P K. Τελικά

y �Aλx � Aλy �Aλx

� pAλy �AλSxq � pAλSx�Aλxq P V � V � U, @λ ¥ λ0.

(ii) ñ (iii)
Προφανής.

(iii) ñ (iv)
Προφανής.

(iv) ñ (i)
΄Εστω y P tAλx : λ P Λuw � coPx και x� P X�. Θα δείξουµε ότι x�pyq � x�pTyq:

|x�pyq � x�pTyq| � |x�pyq � x�pAλxq| � |x�pAλxq � x�pTAλxq|�
� |x�pTAλxq � x�pTyq|. (3.39)

Γνωρίζουµε ότι η x� είναι συνεχής, εποµένως υπάρχει U P Up0q τέτοιο ώστε x�pUq �
p� ε

3 ,
ε
3q. Για τον πρώτο όρο της 3.39, το y αποτελεί ασθενές οριακό σηµείο της

pAλxq, οπότε υπάρχει λ0 P Λ τέτοιο ώστε y � Aλ0x P U ñ |x�pyq � x�pAλ0xq| ¤
ε
3 . Για τον δεύτερο όρο, το pAλq αποτελεί αριστερό P-εργοδικό δίκτυο, εποµένως
limλ TAλx�Aλx � 0, δηλαδή υπάρχει λ1 P Λ τέτοιο ώστε Aλx�TAλx P U για κάθε
λ ¥ λ1. Για τον τρίτο όρο, υπάρχει λ2 P Λ τέτοιο ώστε Aλ2x� y PW µε T pW q � U .
Επιλέγουµε λ3 P Λ τέτοιο ώστε λ3 ¥ λ0, λ1, λ2. Επειδή η pAλxq συσσωρεύει στο
y ϑα υπάρχει λ10 ¥ λ3 τέτοιο ώστε και οι τρεις όροι της 3.39 να είναι µικρότεροι
ή ίσοι από ε

3 ταυτόχρονα. ∆είξαµε ότι για κάθε ε ¡ 0, |x�pyq � x�pTyq| ¤ ε, άρα
x�pyq � x�pTyq.

3.5α΄ Εφαρµογές

΄Υπαρξη µέσου για συνεχείς σχεδόν περιοδικές συναρτήσεις.

Ορισµός 3.5.7. ΄Εστω CbpRq ο χώρος των συνεχών και ϕραγµένων συναρτήσεων από το
R στο R και P � tTλ : λ P Ru ηµιοµάδα τελεστών όπου Tλ : CbpRq Ñ CbpRq ο τελεστής
µετατόπισης κατά λ:

Tλfptq � fpt� λq, @f P CbpRq, @t P R. (3.40)
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Μια συνάρτηση f P CbpRq καλείται σχεδόν περιοδική (almost periodic) αν το σύνολο Pf �
tTλf : λ P Ru είναι συµπαγές.

Θεώρηµα 3.5.8. Αν f P CbpRq σχεδόν περιοδική, τότε υπάρχει το όριο

lim
λÑ8

1

λ

» λ
0
fpt� sqds

και µάλιστα είναι ίδιο για κάθε t P R.

Απόδειξη. Για κάθε πραγµατικό αριθµό λ ορίζουµε τους τελεστές Aλ ως εξής :

Aλfptq � 1

λ

» λ
0
Tsfds � 1

λ

» λ
0
fpt� sqds. (3.41)

Η pAλqλPR αποτελεί εργοδικό δίκτυο: Είναι άµεσο ότι Aλ P BpCbpRqq και ότι }Aλ} ¤ 1
για κάθε λ P R. Αν f P CbpRq και a P R, τότε

}AλTaf �Aλf} � }Aλfpt� aq �Aλf}

�
���� 1

λ

» λ
0
fpt� s� aqds� 1

λ

» λ
0
fpt� sqds

����
�

���� 1

λ

» λ�a
a

fpt� sqds� 1

λ

» λ
0
fpt� sqds

����
¤ 1

λ
}f}8µ pra, a� λs4r0, λsq

� 1

λ
}f}8µ pr0, as Y rλ, λ� asq ¤ 2a}f}8

λ
ÝÑ
λÑ8

0,

όπου µε ra, a�λs4r0, λs συµβολίσαµε τη συµµετρική διαφορά των διαστηµάτων ra, a�λs,
r0, λs και µε µ το µέτρο Lebesgue στο R.

Αν η f είναι σχεδόν περιοδική, τότε εξ’ ορισµού το Pf είναι σχετικά συµπαγές. ΄Οµως
για κάθε λ, Aλ P coPf , εποµένως από το Θεώρηµα του Eberlein υπάρχει το όριο g �
limλAλf για το οποίο ϑα πρέπει Tλg � g, για κάθε λ, δηλαδή η g σταθερή. Η g είναι η
µέση τιµή της f .

Το Θεώρηµα του Fejér.

Οι έννοιες που ϑα χρειαστούµε έχουν περιγραφεί στην Παράγραφο 1.4, προχωρούµε λοι-
πόν απ’ευθείας στην απόδειξη του Θεωρήµατος του Fejér µε χρήση του Θεωρήµατος Ερ-
γοδικού Μέσου του Eberlein.

Θεώρηµα 3.5.9. (Fejér). ΄Εστω f συνεχής 2π-περιοδική συνάρτηση. Τότε ο αριθµητικός
µέσος της σειράς Fourier της f συγκλίνει στην f οµοιόµορφα, δηλαδή

lim
nÑ8

}σnpfq � f}8 � 0. (3.42)
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Απόδειξη. ΄Εστω X ο χώρος των συνεχών 2π-περιοδικών συναρτήσεων του R εφοδιασµένος
µε την supremum νόρµα, Snpfqptq �

°n
k��n f̂ptqeikt για κάθε f P X, t P R και Un �

I � Sn. Θεωρούµε το σύνολο P � tIu Y tUn : n P Nu. Το P αποτελείται από ϕραγµένους
γραµµικούς τελεστές και, όπως ϑα δείξουµε, αποτελεί ηµιοµάδα. Πράγµατι, αν n,m P N,
είναι άµεσο από τον ορισµό των Sn ότι για κάθε f P X, pSn � Smqpfq � SnpSmpfqq �
Sn^mpfq, δηλαδή SnSm � Sn^m, όπου µε n^m συµβολίζουµε το mintn,mu. Εποµένως,
αν n_m είναι το maxtn,mu ϑα έχουµε ότι

UnUm � pI � SnqpI � Smq � I � Sn � Sm � SnSm � I � Sn � Sm � Sn^m

� I � Sn_m � Un_m, (3.43)

µε το Un_m να αποτελεί στοιχείο του P. Αφού UnUm P P για κάθε n,m P N και προφανώς
IUn � Un P P για κάθε n P N, συµπεραίνουµε ότι η P αποτελεί ηµιοµάδα τελεστών.

Ισχύει ότι }Sn} � Ln � 4
π2 lnn � Op1q, όπου Ln � 1

π

³π
�π |Dnpuq|du οι σταθερές

Lebesgue, πράγµα που ϕανερώνει ότι η P δεν είναι ισοσυνεχής. Για κάθε n P N ορίζουµε

An � U0 � U1 � . . .� Un
n� 1

(3.44)

και ϑα δείξουµε ότι το pAnqnPN αποτελεί P-εργοδικό δίκτυο. Σύµφωνα µε τον Ορισµό
3.5.1, πρέπει να δείξουµε τους ακόλουθους ισχυρισµούς :

(i) Κάθε An είναι γραµµικός τελεστής: Αυτό είναι άµεσο αφού An � U0�U1�...�Un
n�1

και καθένας εκ των Ui είναι γραµµικός τελεστής.

(ii) Για κάθε f P X και κάθε n P N, Anpfq P coPpfq: Και αυτό είναι άµεσο αφού
Anpfq � U0pfq�U1pfq�...�Unpfq

n�1 P cotU0pfq, . . . Unpfqu � coPpfq � coPpfq.
(iii) Η pAnqnPN είναι ισοσυνεχής: Σύµφωνα µε την Παρατήρηση 3.5.2 αρκεί να δείξουµε

ότι η pAnqnPN είναι ϕραγµένη. Αν Knptq � D0ptq�...�Dnptq
n�1 ο πυρήνας του Fejér, τότε

Anpfqpzq � f � S0pfq � . . .� f � Snpfq
n� 1

pzq

� fpzq � S0pfq � . . .� Snpfq
n� 1

pzq

� fpzq �
1

2π

³π
�π fpz � tqD0ptqdt� . . .� 1

2π

³π
�π fpz � tqDnptqdt

n� 1

� fpzq � 1

2π

» π
�π
fpz � tqKnptqdt.

΄Οµως ο πυρήνας του Fejér είναι ϑετικός (ϐλ. σχόλια στον Ορισµό 1.4.5) και επιπλέον
1

2π

³π
�πKnptqdt � 1, εποµένως

}Anpfq} ¤ }f} � 1

2π
}f}

» π
�π

|Knptq|dt

� }f} � 1

2π
}f}

» π
�π
Knptqdt

� }f} � }f} � 2}f}, για κάθε f P X.
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΄Αρα }An} ¤ 2 για κάθε n P N.

(iv) Για κάθε T P P και κάθε f P X, limnÑ8AnTf � Anf � limnÑ8 TAnf �
Anf � 0: Αν T � I το Ϲητούµενο είναι προφανές. Αν T � Un για κάποιο n P N, τότε
για m ¡ n ϑα έχουµε ότι

TAm �Am � AmT �Am

� U0 � . . . Um
m� 1

Un � U0 � . . .� Um
m� 1

� U0_n � . . .� Um_n
m� 1

� U0 � . . .� Um
m� 1

� Un � . . .� Un � Un�1 � . . .� Um
m� 1

� U0 � . . .� Um
m� 1

� pn� 1qUn � Un�1 � . . .� Um
m� 1

� U0 � . . .� Um
m� 1

� nUn � U0 � U1 � . . .� Un�1

m� 1
. (3.45)

Αν M � maxt}U0}, . . . , }Un}u, τότε η 3.45 δίνει

}TAm �Am} � }AmT �AM} ¤ 2nM

m� 1
ÝÑ
mÑ8

0, (3.46)

το οποίο δείχνει το Ϲητούµενο.

΄Εστω f P X. Η οικογένεια pAnpfqqnPN είναι ισοσυνεχής, εποµένως από το Θεώρηµα
Arzelà-Ascoli, το σύνολο tAnpfq : n P Nu είναι σχετικά συµπαγές. Από το Θεώρηµα
Εργοδικού Μέσου του Eberlein, υπάρχει g P X µε Anpfq Ñ g και Unpgq � g για κάθε
n, δηλαδή Snpgq � 0 για κάθε n P N. Από την Πρόταση 1.4.2 έπεται ότι g � 0, δηλαδή
}Anpfq} Ñ 0 για κάθε f P X, ή ισοδύναµα ότι

lim
nÑ8

����� 1

n

n�1̧

i�0

Sipfq � f

�����
8

� 0.

3.6 Αναφορές

3.1 Οι έννοιες που µελετήσαµε σε αυτή την Παράγραφο, όπως επίσης και στην Παρά-
γραφο 3.2α΄, περιγράφονται αναλυτικά στο [Kre], Paragraph 2.1. Το ϐιβλίο αυτό αποτελεί
κλασσικό εγχειρίδιο που πραγµατεύεται τέτοια Ϲητήµατα και χρησιµοποιήθηκε σε πολλά
ακόµη σηµεία αυτής της εργασίας.

3.2β΄ Το παράδειγµα 3.2.3 υπάρχει στο [Far].
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3.2γ΄ Ακολουθήσαµε πιστά το άρθρο που παρουσιάσαµε ( [FLW]).

3.3 Οι έννοιες της οµοιόµορφης σύγκλισης µέχρι και το Θεώρηµα του Lin µπορούν να
ϐρεθούν στο [Kre], Paragraph 2.2. Η λύση του αντίστροφου προβλήµατος είναι µεταγε-
νέστερη και αναπτύσσεται στο [FLW]. Οι ϕασµατικές ιδιότητες των τελεστών εργοδικού
µέσου ϐρέθηκαν στο [Ali], Paragraph 20.3.

3.4 Σκοπός της παραγράφου ήταν η παρουσίαση του σηµαντικότερου αποτελέσµατος του
[FLW2], οπότε ϐασιστήκαµε σχεδόν αποκλειστικά στο συγκεκριµένο άρθρο. Μόνη εξαίρεση
αποτελεί το Λήµµα 3.4.10 το οποίο διατυπώνεται σε ισχυρότερη µορφή ως ϑεώρηµα για
χώρους µε ϐάση στο [FLW], Theorem 5, p. 159, µε την παρατήρηση ότι η απόδειξη της
κατεύθυνσης που µας ενδιαφέρει δε χρησιµοποιεί πουθενά την απαίτηση για ϐάση.

3.5 Οι αποδείξεις όλων των αποτελεσµάτων υπάρχουν αναλυτικά γραµµένες στο [Ebe]
όπου και δηµοσιεύτηκαν για πρώτη ϕορά. Μπορούν επίσης να ϐρεθούν στο [Kre], pp.
75-77.





Πίνακας Συµβόλων

affpXq η οµάδα των αµφιµονοσήµαντων αφινικών απεικονίσε-
ων από τον X στον X

BpXq το σύνολο των γραµµικών και ϕραγµένων τελεστών από
τον X στον X

B1pG, πq ο διανυσµατικός χώρος των 1-οµοσυνόρων
MnpT q η ακολουθία των Cesàro αθροισµάτων του τελεστή T :

MnpT q � I�T�...�Tn�1

n
εx το µέτρο Dirac στο σηµείο x
extX τα ακραία σηµεία του συνόλου X
GLpXq η γενική γραµµική οµάδα του διανυσµατικού χώρου X
IA η χαρακτηριστική συνάρτηση του συνόλου A
KpXq το σύνολο των συµπαγών τελεστών από τον X στον X
KwpXq το σύνολο των ασθενώς συµπαγών τελεστών από τον X

στον X
invpAq η οµάδα των αντιστρέψιµων στοιχείων µιας άλγεβρας µε

µονάδα pA, eq
σpaq το ϕάσµα του στοιχείου a µιας άλγεβρας µε µονάδα
SOp2q η ειδική ορθογώνια οµάδα
UpHq το σύνολο των ορθοµοναδιαίων τελεστών του χώρου

Hilbert H
Z1pG, πq ο διανυσµατικός χώρος των 1-οµοκύκλων
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[Berm] Bermúdes, T., González, M., Mbehkta, M. Operators with an ergodic power,
Studia Mathematica 141 (2000), 201-208. (Cited on page 45.)



92 � Βιβλιογραφία

[Cos] Costara, C., Popa, D. Exercises in Functional Analysis, Kluwer Academic Publishers,
2010. (Cited on page 53.)

[Die] Diestel, J. Sequences and Series in Banach Spaces, Springer-Verlag, New York,
1984. (Cited on page 55.)

[DU] Diestel, J., Uhl, J. Vector Measures, American Mathematical Society, 1977. (Cited
on page 5.)

[Ebe] Eberlein, W. F. Abstract ergodic theorems and weak almost periodic functions,
Transactions of the American Mathematical Society 67 (1949), 217-240. (Cited on
page 87.)

[Ein] Einsiedler, M., Ward T. Ergodic Theory, with a view towards Number Theory,
Springer, 2011. (Cited on pages 26, 31, and 38.)

[Eme] Emel’yanov, E. Banach Lattices on Which Every Power-Bounded Operator is Mean
Ergodic, Positivity 1 (1997), 291-296. (Cited on page 49.)

[Eme2] Emel’yanov, E., Erkursun, N. An extension of Sine’s counterexample, Positivity
13 (2009), 125-127. (Cited on page 46.)

[Eme3] Emel’yanov, E. Non-spectral Asymptotic Analysis of One-Parameter Operator
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