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“Προσπάθησε να μάθεις κάτι απ’ όλα και όλα για κάτι.”

Thomas Henry Huxley



Περίληψη
Στο πρώτο κεφάλαιο της παρούσας διατριβής θα ασχοληθούμε με την πολλαπλό-
τητα μηδενός των ιδιαζόντων γραφημάτων. Ο χαρακτηρισμός όλων των γραφημά-
των με πολλαπλότητα μηδενός η(G) > 0 τέθηκε πρώτα από τους L. Collatz και U.
Sinogowitz το 1957 (βλ. [17]). Καθώς το πρόβλημα που αφορά τη σχέση ανάμεσα
στη δομή ενός γραφήματος και την πολλαπλότητα μηδενός αυτού είναι επιλύσιμο
μόνο για κάποιες περιπτώσεις γραφημάτων, το πρόβλημα χαρακτηρισμού των ιδια-
ζόντων γραφημάτων συνεχίζει να απασχολεί μέχρι σήμερα έντονα τη βιβλιογραφία.
Στη συγκεκριμένη εργασία εξετάζουμε γραφήματα με μέγιστη πολλαπλότητα μηδε-
νός, M(G), χρησιμοποιώντας τον αριθμό επιβολής μηδέν, Z(G), μια παράμετρο που
αποτελεί ένα άνω φράγμα για την πολλαπλότητα μηδενός ενός γραφήματος. Προσ-
διορίζουμε συγκεκριμένα γραφήματα για τα οποία ισχύει η ισότητα M(G) = Z(G),

όπως είναι το γράφημα Gray, το Tutte-Coxeter γράφημα, αλλά και τo knight γρά-
φημα και συμπληρώνουμε έτσι κατά ένα μέρος τον κατάλογο γραφημάτων που είχε
παρουσιασθεί στην εργασία [1]. Επιπλέον, παρέχουμε κάποιες εναλλακτικές απο-
δείξεις για ακρότατα γραφήματα στηρίζοντας αυτές τις αποδείξεις στη χρήση του
αριθμού επιβολής μηδέν.

Στο δεύτερο κεφάλαιο αυτής της διατριβής εξετάζουμε τον πυρήνα ενός γραφή-
ματος, δηλαδή το υπογράφημα εκείνο που συνδέεται με το μη-μηδενικό μέρος του
ιδιοδιανύσματος που αντιστοιχεί στη μηδενική ιδιοτιμή. Με τη βοήθεια μίας άλλης
παραμέτρου, της μηδενικής έκτασης μίας κορυφής u, zu(G) = Z(G)−Z(G−u), παρέ-
χουμε ικανές και αναγκαίες συνθήκες για να είναι ένα γράφημα γράφημα-πυρήνας
και βρίσκουμε πότε μία κορυφή είναι core-forbidden. Τέλος, εξετάζουμε τον αριθμό
επιβολής μηδέν των singular configuration γραφημάτων σε σχέση με τον πυρήνα τους
και παρέχουμε μία ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι ένα γράφημα extremal
singular.

Στο τρίτο κεφάλαιο της παρούσας διατριβής ερευνούμε την ενέργεια των ιδιαζόντων
γραφημάτων. Αποδεικνύουμε ότι η αλλαγή στην ενέργεια ενός ιδιάζοντος γραφήμα-
τος, G, με την αφαίρεση μίας κορυφής του, u, εξαρτάται από την έκταση μηδενός
της κορυφής αυτής. Με αυτό τον τρόπο, βελτιώνουμε το άνω φράγμα για το παρα-
γόμενο υπογράφημα G−u. Στην περίπτωση των minimal configuration γραφημάτων
παρέχουμε κάποια νέα φράγματα και συνδέουμε την ενέργεια του γραφήματος με
την ενέργεια του πυρήνα. Ακόμη, βρίσκουμε ένα άνω φράγμα για την μικρότερη σε
απόλυτη τιμή ιδιοτιμή ενός minimal configuration γραφήματος. Τέλος, μελετούμε
συγκεκριμένα γραφήματα των οποίων η ενέργεια αυξάνεται μετά την αφαίρεση
μίας πλευράς, όπως είναι το πλήρες πολυμερές γράφημα και ο υπερκύβος με άρτιο
αριθμό κορυφών.



iii

Abstract

In this thesis we study the nullity and the energy of singular graphs. The problem
of characterising all graphs with nullity η(G) > 0 was first set by L. Collatz και U.
Sinogowitz in 1957. Since the problem of finding a relation between the structure of
a graph and its nullity has been partially solved for some classes of graphs, such as
trees and r-partite graphs, the characterization of singular graphs remains an open
problem.

In the first chapter of this thesis, we study graphs with maximum nullity, M(G),
by taking into consideration the zero forcing number, Z(G), a parameter that upper
bounds the maximum nullity of a graph. More specifically, we determine certain
graphs for which the equality M(G) = Z(G) holds, such as the Gray graph, the
Tutte-Coxeter graph, and the knight’s graph. We also provide some alternative proofs
for graphs that are extremal with regard to their nullity, by using the zero forcing
parameter.

In the second chapter of this thesis, we study the core of a graph, which is the
subgraph of a singular graph related to the non-zero part of the graph’s kernel
eigenvector. With the aid of another zero forcing parameter, the zero spread of a
vertex u, zu(G) = Z(G)−Z(G−u), we provide necessary and sufficient conditions for
a singular graph to be a core graph and determine when a vertex is core-forbidden.
In the case of singular configuration graphs, we study the zero forcing number in
relation to the graph’s core. Finally, we establish a suffcient and necessary condition
for a graph to be extremal singular (in relation to the zero forcing number of the
graph).

The third chapter of this thesis focuses on the energy of singular graphs. The energy
of a graph, E(G), was first defined by I. Gutman as the sum of the absolute values
of the eigenvalues of the graph’s adjacency matrix A(G). In this thesis, we prove that
the change in the energy of a singular graph by deleting a vertex, u, is related to the
type of vertices of the graph. Furthermore, we improve some upper bounds for the
energy of the induced subgraph, G− u, which is obtained by deleting vertex u.

We also obtain some new bounds for the energy of the minimal configuration graphs
and provide an upper bound for the smallest eigenvalue in absolute value of a minimal
configuration graph.

Finally, we obtain an upper bound for the energy of a complete multipartite graph
and study certain graphs that increase their energy when an edge is deleted, such as
the complete multipartite graphs and the hypercube of even order.
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Κεφάλαιο 1

Ιδιάζοντα γραφήματα

1.1 Εισαγωγή

Ένα γράφημα G = G(V,E) έχει σύνολο κορυφών V = VG = {1, 2,…, n} και σύνολο
πλευρών E, που αποτελείται από ζευγάρια κορυφών. Η τάξη, |G| , ενός γραφήματος
G είναι ο αριθμός n των κορυφών του. Τα γραφήματα που θα εξετάσουμε είναι απλά,
δηλαδή χωρίς πολλαπλές πλευρές ή βρόχους. Ο πίνακας γειτνίασης ενός γραφήματος
G είναι (aij), όπου aij = 1 αν ij είναι πλευρά και 0 αλλιώς.
Το φάσμα, Sp(G), ενός γραφήματος G αποτελείται από το σύνολο των ιδιοτιμών του
G με τις αλγεβρικές πολλαπλότητές τους, οι οποίες είναι λύσεις της χαρακτηριστικής
εξίσωσης det(λI −G) = 0.

Η πολλαπλότητα της ιδιοτιμής 0 αναφέρεται ως πολλαπλότητα μηδενός (nullity),
η(G), του G. Ο βαθμός του γραφήματος G συμβολίζεται με r(G) και ισούται με n−
η(G), ένα αποτέλεσμα το οποίο αναφέρεται ως το Θεώρημα Διάστασης (Dimension
Theorem). Ένα γράφημα G με n κορυφές ονομάζεται ιδιάζον (singular) αν η(G) > 0:
αν υπάρχει, δηλαδή, x ̸= 0, τέτοιο ώστε Gx = 0, όπου κάθε είσοδος του διανύσματος
0 είναι 0. Αφού το G ικανοποιεί την εξίσωση Gx = λx για την ιδιοτιμή λ = 0, καλούμε
το x ιδιοδιάνυσμα του πυρήνα ker(G) = {x : Gx = 0} του G. Θα συμβολίζουμε το
κενό γράφημα με Nn και το πλήρες γράφημα με Kn. Τον κύκλο και το μονοπάτι με
n κορυφές θα τα συμβολίζουμε με Cn και Pn αντίστοιχα.

Πρώτοι οι L. Collatz και U. Sinogowitz ([17]) έθεσαν το ερώτημα χαρακτηρισμού
όλων των γραφημάτων G με πολλαπλότητα μηδενός η(G) > 0. Αυτό το ερώτημα
έχει εξαιρετικό ενδιαφέρον ιδιαίτερα στη Χημεία, αφού έχει αποδειχθεί ότι ένα χη-
μικό μόριο είναι ασταθές, αν η πολλαπλότητα μηδενός του διμερούς γραφήματος στο
οποίο αντιστοιχεί είναι η(G) > 0, δεδομένου ότι οι κορυφές του μοριακού γραφήμα-
τος αντιστοιχούν σε άτομα του χημικού μορίου και οι πλευρές του στους χημικούς
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Κεφάλαιο 1. Ιδιάζοντα γραφήματα 2

δεσμούς μεταξύ των ατόμων. Μάλιστα, όσο αυξάνεται η πολλαπλότητα μηδενός του
μοριακού γραφήματος τόσο πιο ασταθές είναι το χημικό μόριο. Ο χαρακτηρισμός
όλων των ιδιαζόντων γραφημάτων παραμένει ακόμη και σήμερα ένα ανοιχτό πρό-
βλημα. Σημαντικά βήματα προς αυτή την κατεύθυνση έγιναν τα τελευταία χρόνια
από διάφορους συγγραφείς, όπως από τους D. Cvetković, I. Gutman ([21]) αλλά και
από άλλους πιο πρόσφατα ([81], [16], [49]).

Για κάποιες οικογένειες γραφημάτων είναι γνωστό το φάσμα των ιδιοτιμών τους
και κατά συνέπεια και η πολλαπλότητα μηδενός τους. Θα παραθέσουμε κάποια
παραδείγματα.

Λήμμα 1.1. Έστω G ένα γράφημα με n κορυφές. Τότε η(G) = n αν και μόνο αν
το G είναι ένα γράφημα χωρίς πλευρές (κενό γράφημα).

Λήμμα 1.2. [79]

(i) To φάσμα του πλήρους γραφήματος Kn αποτελείται από δύο διακριτές ιδιοτι-
μές n− 1 και -1, με αντίστοιχες πολλαπλότητες 1 και n− 1. Έτσι, η(Kn) = 1 για
n = 1 και η(Kn) = 0 για n > 1.

(ii) Οι ιδιοτιμές του μονοπατιού Pn είναι της μορφής 2 cos πr
n+1 , r = 1,2, ...,n. Έτσι,

η(Pn) =

{
1, n = 2k + 1

0, n = 2k.

(iii) Οι ιδιοτιμές του κύκλου Cn είναι 2 cos 2πr
n , r = 0, 1, ...,n− 1. Κατά συνέπεια,

η(Cn) =

{
2, n ≡ 0(mod4)
0, αλλιώς.

Λήμμα 1.3. (i) Έστω H ένα παραγόμενο υπογράφημα του G. Τότε r(H) ≤ r(G).

(ii) Έστω G = G1 ∪ G2 ∪ ... ∪ Gt, όπου G1, G2, ..., Gt είναι συνεκτικές συνιστώσες
του G. Τότε, r(G) =

∑t
i=1 r(Gi), δηλαδή η(G) =

∑t
i=1 η(Gi).

Θυμίζουμε ότι η απόσταση δύο κορυφών x, y, που συμβολίζεται με d(x, y) είναι το
μήκος του συντομότερου (x, y)-μονοπατιού στο G. Aν δεν υπάρχει τέτοιο μονοπάτι,
ορίζουμε την απόσταση d(x, y) ως άπειρη. Η μεγαλύτερη απόσταση ανάμεσα σε κάθε
δύο κορυφές στο γράφημα G είναι η διάμετρος του G, την οποία συμβολίζουμε με
diam(G).

Παρακάτω δίνουμε κάποια χρήσιμα άνω φράγματα για την πολλαπλότητα μηδενός
ενός γραφήματος, τα οποία είναι άμεση συνέπεια των παραπάνω.
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Λήμμα 1.4. [16] Έστω G ένα απλό γράφημα με n κορυφές, και έστω ότι το πλήρες
γράφημα Kp είναι ένα υπογράφημα του G, όπου 2 ≤ p ≤ n. Τότε, η(G) ≤ n− p.

Λήμμα 1.5. [16] Έστω G ένα απλό μη-κενό γράφημα με n κορυφές και ω(G) ο
αριθμός κλίκας του G. Τότε, η(G) + ω(G) ≤ n.

Από το Λήμμα 1.3 και το Λήμμα 1.2 (iii) έχουμε:

Λήμμα 1.6. [16] Έστω G ένα απλό γράφημα με n κορυφές και έστω ότι ο κύκλος
Cp είναι ένα παραγόμενο υπογράφημα του G, όπου 3 ≤ p ≤ n. Τότε,

η(G) ≤

{
n− p+ 2, p ≡ 0(mod4)
n− p, αλλιώς.

Το μήκος του μικρότερου κύκλου σε ένα γράφημα G είναι η περιφέρεια του G, και
συμβολίζεται με gir(G). Μια σχέση ανάμεσα στη πολλαπλότητα μηδενός και την
περιφέρεια του γραφήματος δίνεται από το παρακάτω Πόρισμα.

Πόρισμα 1.7. [16] Έστω G ένα απλό γράφημα με n κορυφές, και έστω ότι το G

περιλαμβάνει ένα τουλάχιστον κύκλο ως υπογράφημα. Τότε,

η(G) ≤

{
n− gir(G) + 2, αν gir(G) ≡ 0(mod4)
n− gir(G), αλλιώς.

Αν λάβουμε υπόψη τα Λήμματα 1.3 και 1.2 (ii) έχουμε:

Λήμμα 1.8. [16] Έστω G ένα απλό γράφημα με n κορυφές, και έστω ότι το
μονοπάτι Pk είναι ένα παραγόμενο υπογράφημα του G, όπου 2 ≤ k ≤ n. Τότε,

η(G) ≤

{
n− k + 1, αν k περιττ óς

n− k, αλλιώς.

Πόρισμα 1.9. [16] Έστω δύο κορυφές x, y του γραφήματος G και έστω ότι υπάρχει
ένα (x, y)-μονοπάτι στο G. Τότε,

η(G) ≤

{
n− d(x, y), αν d(x, y) άρτιoς

n− d(x, y)− 1, αλλιώς.

Πόρισμα 1.10. [16] Έστω G ένα απλό συνεκτικό γράφημα με n κορυφές. Τότε,

η(G) ≤

{
n− diam(G), αν diam(G) άρτιoς

n− diam(G)− 1, αλλιώς.
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Στη γενική περίπτωση είναι δύσκολο να βρούμε σχέσεις μεταξύ της πολλαπλότητας
μηδενός και της δομής του γραφήματος. Για παράδειγμα, η πολλαπλότητα μηδενός
η(G) δεν καθορίζεται από την ακολουθία βαθμών των κορυφών του γραφήματος G
(Σχήμα 1.1).

Σ 1.1: Η πολλαπλότητα μηδενός του αριστερού γραφήματος είναι η(G) = 0
ενώ το δεξιό γράφημα έχει πολλαπλότητα μηδενός η(G) = 1.

Στη συνέχεια, θα ασχοληθούμε κυρίως με διμερή γραφήματα αν και κάποια από
τα θεωρήματα μπορούν να επεκταθούν και σε μη-διμερή γραφήματα. Πριν προχω-
ρήσουμε, θα δώσουμε κάποιους χρήσιμους ορισμούς. Ένα ταίριασμα ενός γραφή-
ματος G είναι μια συλλογή απο ανεξάρτητες πλευρές του G. Ένα max-ταίριασμα
είναι ένα ταίριασμα με το μέγιστο δυνατό πλήθος πλευρών. Το μέγεθος ενός max-
ταιριάσματος του G συμβολίζεται με m = m(G). Ας συμβολίσουμε με PG(λ) το
χαρακτηριστικό πολυώνυμο του G. Έστω

PG(λ) = |λI−A| = λn + a1λ
n−1 + ...+ an.

Τότε,
ai =

∑
U

(−1)p(U)2c(U), i = 1,2, ...,n,

όπου U είναι όλα τα υπογραφήματα του G που αποτελούνται από ξένες μεταξύ
τους πλευρές και κύκλους και καθένα από τα οποία έχει ακριβώς i κορυφές. Αν U

είναι ένα τέτοιο υπογράφημα, τότε p(U) είναι ο αριθμός των συνιστωσών του, εκ των
οποίων οι c(U) συνιστώσες είναι κύκλοι. Για κάποιες κλάσεις διμερών γραφημάτων
είναι δυνατή η εύρεση της σχέσης μεταξύ της δομής του γραφήματος G και της
πολλαπλότητας μηδενός η(G). Το πρόβλημα αυτό έχει λυθεί για τα δέντρα, όπως
αποδεικνύεται από το παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 1.11. [41] Έστω T ένα δέντρο με n ≥ 1 κορυφές και έστω m το μέγεθος
του max-ταιρίασματος του. Τότε η πολλαπλότητα μηδενός ισούται με η(T ) = n−2m.

Το θεώρημα 1.11 είναι μια ειδική περίπτωση ενός πιο γενικού θεωρήματος που
διατυπώνεται παρακάτω.
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Θεώρημα 1.12. [22] Αν ένα διμερές γράφημα G με n ≥ 1 κορυφές δεν περιλαμβάνει
κάποιο κύκλο μήκους 4s(s = 1, 2,…), τότε η πολλαπλότητα μηδενός ισούται με

η(G) = n− 2m,

όπου m είναι το μέγεθος του max-ταιρίασματος του.

Απόδειξη. Σύμφωνα με την υπόθεση, το διμερές γράφημα G δε περιλαμβάνει κάποιο
γράφημα U με κύκλους μήκους 4s(s = 1, 2,…). Έτσι, το p(U) ισούται με το συνολικό
πλήθος των κύκλων μήκους 4s+2(s = 1, 2,…) και των γραφημάτων K2. Έστω 4ti+2

(i = 1, 2,…, p(U)) o αριθμός των κορυφών που περιλαμβάνονται σε αυτούς τους
κύκλους ή τα γραφήματα K2. Αν U είναι ένα υπογράφημα με 2q (2q ≤ n) κορυφές,
έχουμε

p(U)∑
i=1

(4ti + 2) = 2q και 2
p(U)∑
i=1

ti + p(U) = q.

Έτσι, p(U) ≡ q(mod2) και όλοι οι όροι στην σχέση για τον συντελεστή a2q του
χαρακτηριστικού πολυωνύμου έχουν το ίδιο πρόσημο. Κατά συνέπεια a2q ̸= 0 αν
και μόνο αν υπάρχει ένα τουλάχιστον υπογράφημα U με 2q κορυφές. Αφού m είναι
το μέγεθος του max-ταιρίασματος του γραφήματος έπεται το αποτέλεσμα.

Το πρόβλημα που αφορά τη σχέση ανάμεσα στη δομή ενός διμερούς γραφήματος και
της πολλαπλότητας μηδενός του, μπορεί να αναχθεί σε ένα πιο απλό πρόβλημα, το
οποίο για κάποιες περιπτώσεις είναι επιλύσιμο. Οι κορυφές ενός διμερούς γραφή-
ματος μπορούν να αριθμηθούν έτσι ώστε ο πίνακας γειτνίασης να έχει τη παρακάτω
μορφή:

A =

(
0 B

BT 0

)
.

Ο πίνακας B είναι ο πίνακας πρόσπτωσης των συνόλων X και Y των κορυφών του
διμερούς γραφήματος G = (X,Y, U) (U είναι το σύνολο των πλευρών).

Θεώρημα 1.13. [64] Για το διμερές γράφημα G με n κορυφές και πίνακα πρό-
σπτωσης B, ισχύει ότι: η(G) = n − 2r(B), όπου r(B) είναι ο βαθμός του πίνακα
B.

Αφού για G = (X,Y, U) έχουμε r(B) ≤ min(|X| , |Y |), από το παραπάνω θεώρημα
έπεται ότι:

Πόρισμα 1.14.
η(G) ≥ max(|X| , |Y |)−min(|X| , |Y |).
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Θεώρημα 1.15. [21] Έστω δυο γραφήματα G1 = (X1, Y1, U1) και G2 = (X2, Y2, U2),

όπου |X1| = n1, |Y1| = n2, n1 ≤ n2 και η(G1) = n2−n1. Αν το γράφημα G προκύπτει
από τα G1, G2 με την ένωση (οποιονδήποτε) κορυφών του συνόλου X1 με κορυφές
του Y2 (ή του X2), τότε ισχύει η σχέση η(G) = η(G1) + η(G2).

Πόρισμα 1.16. [21] Αν ένα διμερές γράφημα G περιλαμβάνει μία τερματική κο-
ρυφή, και αν το παραγόμενο υπογράφημα H του G προκύπτει αν αφαιρέσουμε
αυτή την κορυφή μαζί με τη γειτονική της, τότε η(G) = η(H).

Το παραπάνω Πόρισμα αποδεικνύεται αν πάρουμε στο Θεώρημα 1.15 το πλήρες
γράφημα με δυο κορυφές σαν το G1 και το γράφημα H σαν το G2.

Πόρισμα 1.17. [21] Έστω G1 και G2 δύο διμερή γραφήματα. Αν η(G1) = 0, και το
γράφημα G προκύπτει με την ένωση μίας τυχαίας κορυφής του G1 με μία τυχαία
κορυφή του G2, τότε η(G) = η(G2).

Σ 1.2: Υπολογισμός της πολλαπλότητας μηδενός του γραφήματος G, η(G) = 2,
μετά την αφαίρεση μίας τερματικής κορυφής και της γειτονικής της κορυφής, και
μίας πλευράς που ενώνει δυο διμερή γραφήματα, τον κύκλο C4 και τον κύκλο C6.
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Θεώρημα 1.18. [22] Ένα μονοπάτι με τέσσερις κορυφές βαθμού 2 σε ένα διμερές
γράφημα G μπορεί να αντικατασταθεί από μια πλευρά (Σχήμα 1.3) χωρίς να αλλάξει
η πολλαπλότητα μηδενός η(G).

Θεώρημα 1.19. [22] Δύο κορυφές και τέσσερις πλευρές ενός κύκλου μήκους 4, που
είναι στις θέσεις που απεικονίζονται στο Σχήμα 1.4, μπορούν να αφαιρεθούν χωρίς
να αλλάξει η πολλαπλότητα μηδενός η(G).

Παρατήρηση 1.20. Το Πόρισμα 1.16 όπως και τα Θεωρήματα 1.18 και 1.19 ισχύουν
και στην περίπτωση που το γράφημα δεν είναι διμερές.

Σ 1.3

Σ 1.4

Παράδειγμα 1.21. Στο παρακάτω σχήμα απεικονίζεται ένας τρόπος υπολογισμού
της πολλαπλότητας μηδενός με την αφαίρεση δυο κορυφών και τεσσάρων πλευρών
ενός κύκλου, την αφαίρεση μίας τερματικής κορυφής και της γειτονικής της, και την
αντικατάσταση μονοπατιού με τέσσερις κορυφές βαθμού 2 από μια πλευρά.

Σ 1.5

Είναι γνωστό ότι 0 ≤ η(G) ≤ n − 2 αν το γράφημα G είναι ένα απλό γράφημα
με n κορυφές, το οποίο δεν είναι ισόμορφο με το nK1. O χαρακτηρισμός όλων
των γραφημάτων G με πολλαπλότητα μηδενός η(G) > 0 παραμένει ένα ανοιχτό
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πρόβλημα. Όπως είδαμε και παραπάνω μόνο για τα δέντρα και για κάποια διμερή
γραφήματα έχουν προκύψει αποτελέσματα. Ένα ερώτημα που προκύπτει είναι πώς
να χαρακτηρίσουμε τα ακρότατα εκείνα γραφήματα τα οποία πετυχαίνουν το άνω
φράγμα n− 2 και το δεύτερο άνω φράγμα n− 3.

Θεώρημα 1.22. [16] Έστω ότι το G είναι ένα απλό γράφημα με n κορυφές και
n ≥ 2. Τότε η(G) = n − 2 αν και μόνο αν το G είναι ισόμορφο με το Kn1,n2 ∪ kK1,

όπου n1 + n2 + k = n, n1, n2 > 0 και k ≥ 0.

Θεώρημα 1.23. [16] Έστω ότι το G είναι ένα απλό γράφημα με n κορυφές και
n ≥ 3. Τότε η(G) = n− 3 αν και μόνο αν το G είναι ισόμορφο με το Kn1,n2,n3 ∪ kK1,

όπου n1 + n2 + n3 + k = n, n1, n2, n3 > 0 και k ≥ 0.

Για κάθε κορυφή x ∈ V (G) ορίζουμε:

Γ(x) = {u : u ∈ V (G) και u γϵιτoνική της x}.

Θα δώσουμε πρώτα το ακόλουθο Λήμμα.

Λήμμα 1.24. [16] Έστω ότι το G είναι ένα απλό γράφημα με n κορυφές και ότι
το G δεν έχει μεμονωμένες κορυφές. Έστω x μια τυχαία κορυφή του G. Έστω
Y = Γ(x) και X = V (G)− Y. Αν r(G) ≤ 3, τότε
(i) Κανένα ζεύγος κορυφών στο X δεν είναι γειτονικές μεταξύ τους.
(ii) Κάθε κορυφή από το σύνολο X και κάθε κορυφή από το σύνολο Y είναι
γειτονικές.

Απόδειξη. (i) Ας υποθέσουμε ότι x1 ∈ X, x2 ∈ X και x1, x2 γειτονικές. Αφού x1 ∈ X,

οι κορυφές x1, x δεν είναι γειτονικές. Αφού το G δεν έχει μεμονωμένες κορυφές, η
κορυφή x δεν είναι μεμονωμένη. Άρα το Y είναι ένα μη-κενό σύνολο. Ας διαλέξουμε
μια οποιαδήποτε κορυφή στο Y. Τότε το παραγόμενο υπογράφημα του G, G[x1, x2, y]
είναι ισόμορφο με το γράφημα K2 +K1, ή το K1,2 ή το K3. Αν το G[x1, x2, y] είναι
ισόμορφο με το γράφημα K2+K1, τότε το G[x, x1, x2, y] είναι ισόμορφο με το P2+P2.

Τότε όμως, r(P2 + P2) = r(P2) + r(P2) = 2 + 2 = 4, και κατά συνέπεια r(G) ≥ 4,

που είναι άτοπο. Αν το G[x1, x2, y] είναι ισόμορφο με το γράφημα K1,2, τότε το
G[x, x1, x2, y] είναι ισόμορφο με το P4. Έτσι r(G) ≥ r(P4) = 4, που είναι άτοπο.

Αν το G[x1, x2, y] είναι ισόμορφο με το γράφημα K3, τότε αφού ούτε το x1 ούτε το x2

είναι γειτονικά με το x, r(G[x, x1, x2, y]) = 4, που είναι άτοπο. Έτσι, καμία κορυφή
του συνόλου X δεν είναι γειτονική με άλλη κορυφή που ανήκει στο ίδιο σύνολο.

(ii) Ας υποθέσουμε ότι υπάρχουν κορυφές x1 ∈ X, y1 ∈ Y τέτοιες ώστε οι x1, y1
δεν είναι γειτονικές κορυφές. Αφού οι x, y1 είναι γειτονικές κορυφές, οι κορυφές
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x, x1 είναι διακεκριμένες. Επίσης, το γράφημα G δεν έχει μεμονωμένες κορυφές,
επομένως μπορούμε να διαλέξουμε μία κορυφή z στο G η οποία να είναι γειτονική
στη κορυφή x1. Από το (i) ερώτημα όμως, z ∈ Y. Έτσι, x, z είναι γειτονικές κορυφές.
Αν οι y1, z δεν είναι γειτονικές, τότε το παραγόμενο υπογράφημα G[x, x1,y1, z] είναι
ισόμορφο με το μονοπάτι P4. Έτσι r(G[x, x1,y1, z]) > 3, που είναι άτοπο. Αν οι y1, z
είναι γειτονικές, τότε αφού ούτε η y1 ούτε η x είναι γειτονικές με την x1, μπορούμε
εύκολα να επιβεβαιώσουμε ότι r(G[x, x1,y1, z]) = 4, που είναι άτοπο. Έτσι, κάθε
κορυφή από το σύνολο X και κάθε κορυφή από το σύνολο Y είναι γειτονικές.

Λήμμα 1.25. [16] Έστω ότι το G είναι ένα απλό γράφημα με n κορυφές, n ≥ 2

και ότι το G δεν έχει μεμονωμένες κορυφές. Τότε η(G) = n − 2 αν και μόνο αν
το G είναι ισόμορφο με το πλήρες διμερές γράφημα Kn1,n2 , όπου n1 + n2 = n,

n1, n2 > 0.

Απόδειξη. Το ικανό είναι προφανές αφού οι ιδιοτιμές για το πλήρες διμερές γρά-
φημα είναι γνωστές και κατά συνέπεια είναι γνωστή και η πολλαπλότητα μηδενός.
Για να αποδείξουμε το αναγκαίο, διαλέγουμε μια τυχαία κορυφή x στο γράφημα
G. Έστω Y = Γ(x) και X = V (G) − Y. Αφού το G δεν έχει μεμονωμένες κορυφές,
η κορυφή x δεν είναι μεμονωμένη. Έτσι, το σύνολο Y είναι μη-κενό. Ακόμη, αφού
x ∈ X, το X είναι επίσης μη-κενό σύνολο.
Θα αποδείξουμε τώρα ότι κάθε δύο κορυφές στο Y δεν είναι γειτονικές. Έστω ότι
υπάρχουν y1 ∈ Y και y2 ∈ Y έτσι ώστε y1, y2 να είναι γειτονικές. Τότε το γράφημα
G[x, y1,y2] είναι ένα τρίγωνο και άρα η(G) ≤ n− 3, πού είναι άτοπο.
Από το Λήμμα 1.24, γνωρίζουμε ότι:
(i) κάθε δύο κορυφές του συνόλου X δεν είναι γειτονικές και
(ii) κάθε κορυφή του συνόλου X και κάθε κορυφή του συνόλου Y είναι γειτονικές.
Έτσι, το γράφημα G είναι ισόμορφο με ένα πλήρες διμερές γράφημα.

Το Θεώρημα 1.22 προκύπτει άμεσα από το παραπάνω Λήμμα.

Λήμμα 1.26. [16] Έστω ότι το G είναι ένα απλό γράφημα με n κορυφές (n ≥ 3)
και ότι το G δεν έχει μεμονωμένες κορυφές. Τότε η(G) = n− 3 αν και μόνο αν το
G είναι ισόμορφο με το πλήρες τριμερές γράφημα Kn1,n2,n3 , όπου n1+n2+n3 = n,

n1, n2, n3 > 0.

Απόδειξη. Αν το G είναι ισόμορφο με το πλήρες τριμερές γράφημα, τότε r(G) = 3,

δηλαδή η(G) = n− 3.

Για να αποδείξουμε το αναγκαίο, διαλέγουμε μια τυχαία κορυφή του G. Έστω
Y = Γ(x) και X = V (G)− Y. Αφού το G δεν έχει μεμονωμένες κορυφές, η κορυφή x

δεν είναι μεμονωμένη κορυφή. Έτσι, το σύνολο Y είναι μη-κενό. Ακόμη, αφού x ∈ X
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το X είναι επίσης μη-κενό σύνολο.
Από το Λήμμα 1.24 γνωρίζουμε ότι:
(i) κάθε δύο κορυφές του συνόλου X δεν είναι γειτονικές και
(ii) κάθε κορυφή του συνόλου X και κάθε κορυφή του συνόλου Y είναι γειτονικές.

Θεωρούμε το σύνολο G−X και αποδεικνύουμε ότι r(G−X) = 2.

Έστω r(G−X) > 2. Αφού r(G−X) ≤ r(G) = 3, r(G−X) = 3. Από γνωστό Λήμμα
υπάρχει ένα παραγόμενο υπογράφημα H του G −X τέτοιο ώστε ο βαθμός του H

είναι 3 και r(H) = 3. Τότε το H είναι ένα τρίγωνο. Αφού η κορυφή x είναι γειτονική
με κάθε κορυφή του H , το K4 είναι ένα υπογράφημα του G. Έτσι η(G) ≤ n− 4, που
είναι άτοπο. Άρα, r(G−X) ≤ 2.

Έστω r(G−X) < 2, τότε r(G−X) = 0 και G−X = ∅. Επομένως r(G) = 2, το οποίο
έρχεται σε αντίθεση με η(G) = n− 3. Επομένως, r(G−X) = 2.

Από το Θεώρημα 1.22 το γράφημα G−X είναι ισόμορφο με το Kn1,n2 + kK1, όπου
n1, n2 > 0 και k ≥ 0. Αν k > 0 τότε ο πίνακας A(G) είναι μεταθετικά όμοιος με τον
πίνακα 

0 J J J
J 0 J 0
J J 0 0
J 0 0 0


Τότε r(G) = 4, που είναι άτοπο. Έτσι k = 0 και το G − X είναι ισόμορφο με το
Kn1,n2 . Επομένως, το γράφημα G είναι ισόμορφο με το πλήρες τριμερές γράφημα
Kn1,n2,n3 , όπου n1, n2, n3 > 0.

Το Θεώρημα 1.23 είναι άμεση συνέπεια του παραπάνω Λήμματος.

Πριν προχωρήσουμε σε κάποια αποτελέσματα για γραφήματα με πολλαπλότητα
μηδενός η = n− t, t > 3 θα δώσουμε κάποιους χρήσιμους ορισμούς.

Έστω G∗
1 ένα γράφημα με n κορυφές το οποίο κατασκευάζεται από το πλήρες

διμερές Kr,s και από το star γράφημα K1,t αν ταυτίσουμε μία κορυφή του Kr,s με
το κέντρο του K1,t, όπου r, s, t ≥ 1 και r + s+ t = n.

Έστω K1,l,m ένα πλήρες τριμερές γράφημα με τη μεγαλυτέρου βαθμού κορυφή u,

όπου l,m > 0. Έστω G2 το γράφημα με n κορυφές, το οποίο κατασκευάζεται από
το K1,l,m και από το star γράφημα K1,p αν ταυτίσουμε την κορυφή u με το κέντρο
του K1,p, όπου l,m, p ≥ 1 και l +m+ p+ 1 = n.
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Θεώρημα 1.27. [62] Έστω ότι το G είναι ένα συνεκτικό γράφημα με n κορυφές εκ
των οποίων κάποιες είναι τερματικές κορυφές. Τότε η(G) = n− 4 αν και μόνο αν το
G είναι ισόμορφο με το γράφημα G∗

1 ή το γράφημα G∗
2, όπου το G∗

1 απεικονίζεται
στο σχήμα 1.6 αριστερά, και το G∗

2 είναι ένα συνεκτικό παράγον υπογράφημα του
G2 (σχήμα 1.6 δεξιά) το οποίο περιλαμβάνει το Kl,m ως υπογράφημα.

Σ 1.6

Απόδειξη. (⇒) Έστω G ∼= G∗
i (i = 1,2). Γνωρίζουμε ότι αν u είναι μια τερματική

κορυφή και v η γειτονική της κορυφή, τότε η(G) = η(G− u− v), όπου G− u− v το
παραγόμενο υπογράφημα του G αν αφαιρέσουμε τις κορυφές u και v. Τότε από το
Λήμμα 1.25 εύκολα διαπιστώνουμε ότι η(G) = n− 4.

(⇐) Έστω η(G) = n − 4. Διαλέγουμε μια τερματική κορυφή του G, έστω x. Έστω
Γ(x) = y. Αφαιρούμε τις κορυφές x, y του G και έστω ότι το γράφημα που προκύπτει
είναι το G1 = G11∪G12∪ ...∪G1t, όπου G11, G12, ..., G1t είναι συνεκτικές συνιστώσες
του G1. Κάποιες από αυτές τις συνιστώσες μπορεί να είναι τετριμμένες, δηλαδή K1.

Όμως δεν είναι όλες οι συνιστώσες τετριμμένες διαφορετικά με την προσθήκη των
x, y στο G1 παίρνουμε ένα star γράφημα, το οποίο είναι άτοπο.
Μάλιστα υπάρχει μια μοναδική μη-τετριμμένη συνιστώσα στο G1. Πράγματι, ας
υποθέσουμε ότι υπάρχουν i μη-τετριμμένες συνεκτικές συνιστώσες, όπου i ≥ 2. Αν
καθεμία από τις μη-τετριμμένες συνιστώσες δεν έχει τερματικές κορυφές τότε

η(G) =
i∑

j=1

η(G1j) + zη(K1) ≤
i∑

j=1

(|V (G1j)| − 2) + z,
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όπου z είναι ο αριθμός των μεμονωμένων κορυφών στο G1 και η παραπάνω ισότητα
ισχύει αν και μόνο αν καθένα από τα G11, G12, ..., G1i είναι πλήρη διμερή γραφήματα.
Έτσι,

η(G) ≤
i∑

j=1

|V (G1j)| − 2i+ z = (n− 2− z)− 2i+ z = n− 2i− 2 ≤ n− 6,

για i ≥ 2 που είναι άτοπο.
Αν υπάρχει μία τερματική κορυφή u σε μία από αυτές τις μη-τετριμμένες συνι-
στώσες τότε αφαιρούμε αυτή την κορυφή μαζί με τη γειτονική της, την οποία ας
συμβολίσουμε με w. Τότε το γράφημα G − {x, y, u, w} έχει βαθμό n − 4. Από την
άλλη μεριά, η(G − {x, y, u, w}) = η(G) = n − 4. Έτσι, το γράφημα G − {x, y, u, w}
είναι το κενό γράφημα. Αλλά αυτό είναι αδύνατο, γιατί αφαιρώντας δυο κορυφές
σε κάποια από τις συνιστώσες του G1 δε μπορούμε να αφαιρέσουμε τις πλευρές
στις άλλες συνιστώσες.
Έτσι, υπάρχει μια μοναδική μη-τετριμμένη συνιστώσα στο G1. Χωρίς απώλεια της
γενικότητας ας υποθέσουμε ότι η G11 είναι μη-τετριμμένη. Έστω ν(G11) = n1, τότε
G1 = G11 ∪ (n− n1 − 2)K1. Κατά συνέπεια,

η(G) = η(G11) + (n− n1 − 2)

≤ n1 − 2 + (n− n1 − 2)

=n− 4

και η ισότητα ισχύει αν το G11 είναι ένα πλήρες διμερές γράφημα.
Προκειμένου να πάρουμε το γράφημα G από το G1 με την προσθήκη των x, y,

πρέπει να ενώσουμε με πλευρές την κορυφή y με καθεμία από τις (n − n1 − 2)

μεμονωμένες κορυφές του G1 και με την κορυφή x. Αυτό δίνει ένα star γράφημα Sn2 ,

όπου n2 = n−n1. Έχουμε δυο τρόπους να πάρουμε το G. Ο ένας είναι να ενώσουμε
το κέντρο του Sn2 με κάποιες κορυφές του G11. Τότε εύκολα διαπιστώνουμε ότι
το γράφημα που προκύπτει είναι ένα συνεκτικό παράγον υπογράφημα του G2 το
οποίο περιλαμβάνει το G11, ένα πλήρες διμερές γράφημα ως υπογράφημα. Δηλαδή,
G ∼= G∗

2. Ο δεύτερος τρόπος είναι να ενώσουμε το κέντρο του Sn2 με καθεμιά από
τις κορυφές που ανήκουν σε ένα από τα σύνολα του πλήρους διμερούς γραφήματος
G11. Τότε, το γράφημα που προκύπτει είναι ισόμορφο με το G∗

1.

Έστω G∗
3 ένα γράφημα με n κορυφές το οποίο κατασκευάζεται από το πλήρες

τριμερές Kr,s,t και από το star γράφημα K1,q αν ταυτίσουμε μία κορυφή του Kr,s,t

με το κέντρο του K1,q, όπου r, s, t, q > 0 και r + s + t + q = n. Έστω K1,l,m,p ένα
4-μερές γράφημα με τη μεγαλυτέρου βαθμού κορυφή u, όπου l,m, p > 0. Έστω G4

το γράφημα με n κορυφές το οποίο κατασκευάζεται από το K1,l,m,p και από το star
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γράφημα K1,d αν ταυτίσουμε την κορυφή u με το κέντρο του K1,d, όπου l,m, p, d ≥ 1

και l +m+ p+ d+ 1 = n.

Θεώρημα 1.28. [62] Έστω ότι το G είναι ένα συνεκτικό γράφημα με n κορυφές εκ
των οποίων κάποιες είναι τερματικές κορυφές. Τότε η(G) = n− 5 αν και μόνο αν το
G είναι ισόμορφο με το γράφημα G∗

3 ή το γράφημα G∗
4, όπου το G∗

3 απεικονίζεται
στο σχήμα 1.7 αριστερά, και το G∗

4 είναι ένα συνεκτικό παράγον υπογράφημα του
G4 (σχήμα 1.7 δεξιά) το οποίο περιλαμβάνει το Kl,m,p ως υπογράφημα.

Σ 1.7

Χρησιμοποιώντας παρόμοιες μεθόδους όπως αυτή στο Θεώρημα 1.27 μπορούμε να
κατασκευάσουμε όλα τα γραφήματα με n κορυφές τα οποία έχουν τερματικές κο-
ρυφές με η(G) = n− 6, n− 7, n− 8, κλπ. Δηλαδή, μπορούμε να καθορίσουμε όλα τα
γραφήματα με n κορυφές που έχουν τερματικές κορυφές τα οποία ικανοποιούν τη
σχέση η(G) > 0.

1.2 Υπολογισμός πολλαπλότητας μηδενός μέσω του αριθ-
μού επιβολής μηδέν

Στο κεφάλαιο αυτό, εξετάζουμε γραφήματα με μέγιστη πολλαπλότητα μηδενός,
M(G), χρησιμοποιώντας τον αριθμό επιβολής μηδέν, Z(G), μια παράμετρο που απο-
τελεί ένα άνω φράγμα για την πολλαπλότητα μηδενός του γραφήματος. Η εισαγωγή
του αριθμού επιβολής μηδέν έγινε στην εργασία [1] και από τότε έχει υπάρξει έντονο
ενδιαφέρον στην βιβλιογραφία (βλ. [6], [49], [48]).

Σε αυτό το κομμάτι της παρούσας διατριβής, προσδιορίζουμε συγκεκριμένα γραφή-
ματα για τα οποία ισχύει η ισότητα M(G) = Z(G), όπως είναι το γράφημα Gray, το
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Tutte-Coxeter γράφημα, αλλά και τo knight γράφημα και συμπληρώνουμε έτσι κατά
ένα μέρος τον κατάλογο γραφημάτων που είχε παρουσιασθεί στην εργασία [1].

Ορισμός 1.29. • Κανόνας αλλαγής-χρώματος
Αν G είναι ένα γράφημα με κάθε κορυφή χρωματισμένη άσπρη ή μαύρη, u είναι μια
μαύρη κορυφή του G και ακριβώς μια γειτονική κορυφή v της u είναι άσπρη, τότε
άλλαξε το χρώμα της v σε μαύρο.
• Με δεδομένο ένα χρωματισμό του G, ο παραγόμενος χρωματισμός είναι το απο-
τέλεσμα του κανόνα αλλαγής χρώματος, έως ότου δεν είναι δυνατές άλλες αλλαγές.
• Ένα σύνολο επιβολής μηδέν για ένα γράφημα G είναι το υποσύνολο κορυφών Z,
τέτοιο ώστε, αν αρχικά οι κορυφές του Z είναι μαύρες και οι υπόλοιπες κορυφές
άσπρες, ο παραγόμενος χρωματισμός του G είναι όλες οι κορυφές μαύρες.
• Ο αριθμός επιβολής μηδέν (zero forcing number), Z(G), είναι το ελάχιστο των
|Z| , όλων των συνόλων επιβολής μηδέν Z ⊆ V (G).

• Ένα βέλτιστο σύνολο επιβολής μηδέν (optimal forcing set) είναι ένα σύνολο επι-
βολής μηδέν με τον ελάχιστο αριθμό στοιχείων.

Για παράδειγμα, η τερματική κορυφή ενός μονοπατιού είναι σύνολο επιβολής μηδέν
για το μονοπάτι. Στον κύκλο, κάθε σύνολο δυο γειτονικών κορυφών είναι σύνολο
επιβολής μηδέν. Ο παραγόμενος χρωματισμός (ενός συγκεκριμένου χρωματισμού)
είναι στη πραγματικότητα μοναδικός, αφού κάθε κορυφή που αλλάζει σε μαύρη,
κάτω από μια σειρά εφαρμογών του κανόνα αλλαγής χρώματος, μπορεί πάντα να
αλλάξει σε μαύρη, ανεξάρτητα από τη σειρά των αλλαγών του χρώματος. Αυτό,
μπορεί να αποδειχτεί με μια επαγωγή του αριθμού των χρωματικών αλλαγών που
είναι απαραίτητες για να αλλάξει η κορυφή σε μαύρη, αλλά στη παρούσα εργασία
η μοναδικότητα του παραγόμενου χρωματισμού δεν είναι απαραίτητη και για αυτό
δεν θα επεκταθούμε. Η υποβόσκουσα ιδέα είναι ότι μια μαύρη κορυφή σχετίζεται με
μια συντεταγμένη σε ένα ιδιοδιάνυσμα, η οποία απαιτείται να είναι μηδενική, ενώ η
άσπρη κορυφή σχετίζεται με μια συντεταγμένη που μπορεί να είναι μηδενική ή μη-
μηδενική. Η αλλαγή μιας κορυφής, από άσπρη σε μαύρη, είναι η επιβολή του μηδενός
στη συντεταγμένη του αντίστοιχου ιδιοδιανύσματος. Για αυτό, χρησιμοποιείται και
ο όρος «σύνολα επιβολής μηδέν».

Πρόταση 1.30. [1] Αν F είναι ένα σώμα, A ∈ Fn×n και corank(A) > k, τότε υπάρχει
ένα μη-μηδενικό ιδιοδιάνυσμα x του ker(A), το οποίο έχει k μηδενικές εισόδους
σε k καθορισμένες θέσεις. Δηλαδή αν W είναι ένα σύνολο k δεικτών, τότε υπάρχει
μη-μηδενικό διάνυσμα x του ker(A), τέτοιο ώστε, supp(x) ∩W = ∅, όπου supp(x)

είναι το σύνολο δεικτών i, έτσι ώστε, xi ̸= 0.
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Απόδειξη. Έστω 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ ... ≤ ik ≤ n και έστω

Vk = {x ∈ Fn : xi1 = xi2 = ... = xik = 0} .

Τότε, dimVk = n− k. Έστω N = ker(A). Τότε,

dim(Vk ∩N) = dim(Vk) + dim(N)− dim(Vk +N) > n− k + k − n = 0

αφού, dimN = corank(A) > k και dim(Vk +N)≤dim(Fn) = n. Έτσι, Vk ∩N ̸= ∅.

Έστω γράφημα G με n κορυφές και u μια κορυφή του G. Γραφούμε u ∼ v, αν u

γειτονική της v και u ̸∼ v, αν u ̸= v και u δεν είναι γειτονική της v. Τότε,

(Ax)u = auuxu +
∑
u∼v

auvxv +
∑
u ̸∼v

auvxv =

= auuxu +
∑
u∼v

auvxv.

Πρόταση 1.31. [1] Έστω Z ένα σύνολο επιβολής μηδέν του G = (V,E). Αν x

ιδιοδιάνυσμα του ker(A) και supp(x) ∩ Z = ∅, τότε x = 0.

Απόδειξη. Αν Z = V τότε δεν υπάρχει κάτι να κάνουμε, οπότε υποθέτουμε ότι Z ̸=
V. Αφού το Z είναι σύνολο επιβολής μηδέν, θα μπορούμε να κάνουμε μια χρωματική
αλλαγή. Δηλαδή, υπάρχει μια κορυφή u χρωματισμένη μαύρη (xu απαιτείται να είναι
0), με ακριβώς μια κορυφή v χρωματισμένη άσπρη (οπότε xv δεν απαιτείται ακόμη
να είναι 0). Η ισότητα (Ax)u = 0 τότε γράφεται auvxu = 0, που συνεπάγεται ότι
xv = 0. Ομοίως, κάθε άλλη χρωματική αλλαγή αντιστοιχεί στην απαίτηση μια ακόμη
είσοδος του x να είναι μηδέν. Έτσι, x = 0.

Ορισμός 1.32. Η μέγιστη πολλαπλότητα μηδενός ενός γραφήματος G είναι

M(G) = max {nullA : A ∈ S(G)} ,

όπου S(G) είναι το σύνολο των συμμετρικών πινάκων που περιγράφονται από το
γράφημα G.

Πρόταση 1.33. [1] Έστω G = (V,E) γράφημα και Z ⊆ V ένα σύνολο επιβολής
μηδέν. Τότε MF (G) ≤ |Z| και έτσι MF (G) ≤ Z(G), για κάθε σώμα F .
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Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι MF (G) > |Z| , και έστω A πίνακας γειτνίασης με
πολλαπλότητα μηδενός corank(A) > |Z| . Aπό την Πρόταση 1.30, υπάρχει ένα μη-
μηδενικό ιδιοδιάνυσμα x του ker(A) με μηδενικές εισόδους σε όλες τις συντεταγμέ-
νες που αντιστοιχούν στις κορυφές του Z. Από την Πρόταση 1.31 συνεπάγεται ότι
x = 0, που είναι άτοπο.

Η παρακάτω πρόταση δίνει ένα άνω όριο για την παράμετρο Z και κάθε καρτεσιανό
γινόμενο. Το σχήμα 1.8 απεικονίζει την Πρόταση 1.34 για το καρτεσιανό γινόμενο
K2�C3.

Πρόταση 1.34. [1] Για κάθε γράφημα G,H, Z(G�H) ≤ min {Z(G) |H| , Z(H) |G|} .

Απόδειξη. Το σύνολο των κορυφών που συνδέεται με (το ίδιο) σύνολο επιβολής
μηδέν σε κάθε αντίγραφο του G είναι σύνολο επιβολής μηδέν για το G�H. Έτσι,
Z(G�H) ≤ Z(G) |H| . Ομοίως, Z(G�H) ≤ Z(H) |G| .

Σ 1.8: Απεικόνιση ενός συνόλου επιβολής μηδέν για το K2�C3.

Προφανώς, δεν ικανοποιούν όλα τα γραφήματα τη σχέση M(G) = Z(G), όπως φαί-
νεται στο παρακάτω παράδειγμα όπου το Z(G) είναι αυστηρώς μεγαλύτερο από το
M(G).

Παράδειγμα 1.35. Έστω το καρτεσιανό γινόμενο του Σχήματος 1.8. Το σύνολο που
αποτελείται από τις μαύρες κορυφές είναι ένα σύνολο επιβολής μηδέν, αλλά επειδή
δεν υπάρχει μικρότερο σύνολο επιβολής μηδέν, Z(K2�C3) = 3. Όμως, M(K2�C3) =

2.

Θα εξετάσουμε τώρα την ισότητα M(G) = Z(G) για τα δένδρα. Μια κάλυψη μονο-
πατιού (path cover) για ένα δένδρο, T, είναι ένα σύνολο ξένων, ως προς τις κορυφές,
μονοπατιών, τα οποία υπάρχουν ως (παραγόμενα) υπογραφήματα του T και κα-
λύπτουν όλες τις κορυφές του. Μια ελάχιστη κάλυψη μονοπατιού (minimum path
cover) είναι μια κάλυψη μονοπατιού με τα λιγότερα πιθανά μονοπάτια, ανάμεσα σε
όλες τις καλύψεις μονοπατιού του T. Ο αριθμός κάλυψης μονοπατιού του T (path
cover number), P (T ), είναι ο αριθμός των μονοπατιών σε μια ελάχιστη κάλυψη μο-
νοπατιού. Για κάθε δένδρο, M(T ) = P (T ) ([58]).

Πρόταση 1.36. [1] Για κάθε δένδρο T, M(T ) = Z(T ).
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Απόδειξη. Ένα σύνολο επιβολής μηδέν, Z, για το T μπορεί να βρεθεί με την επι-
λογή μιας ελάχιστης κάλυψης μονοπατιού και την επιλογή μιας τερματικής κορυφής
σε κάθε μονοπάτι στην ελάχιστη κάλυψη μονοπατιού. Το ότι ένα τέτοιο σύνολο Z

είναι σύνολο επιβολής μηδέν, μπορεί να αποδειχτεί με επαγωγή στο P (T ). Είναι
προφανές ότι, ισχύει για P (T ) = 1. Έστω ότι ισχύει για όλα τα δένδρα T, έτσι ώστε,
P (T ) < P (T1). Διαλέγουμε μια ελάχιστη κάλυψη μονοπατιού για το T1, και έστω Z

το σύνολο που αποτελείται από μια τερματική κορυφή του κάθε μονοπατιού στην
ελάχιστη κάλυψη μονοπατιού (στη συνέχεια θα αναφέρονται ως μαύρες τερματικές
κορυφές). Προσδιορίζουμε ένα μονοπάτι P1 στην ελάχιστη κάλυψη μονοπατιού, το
οποίο συνδέεται με το υπόλοιπο T1 με μια μόνο πλευρά uv, η οποία δεν ανήκει στο
P1, και έστω ότι v ∈ V (P1). Τότε, με την εφαρμογή του κανόνα αλλαγής-χρώματος
επαναληπτικά και ξεκινώντας από τη μαύρη τερματική κορυφή του P1, όλες οι κορυ-
φές από τη μαύρη τερματική κορυφή ως την v είναι χρωματισμένες μαύρες. Τώρα, το
μονοπάτι P1 δεν έχει καμία συνέπεια στην ανάλυση του δένδρου T1 − V (P1), οπότε
σύμφωνα με την επαγωγική υπόθεση, οι μαύρες τερματικές κορυφές των υπολοίπων
μονοπατιών αποτελούν ένα σύνολο επιβολής μηδέν για το T1−V (P1), και όλες οι κο-
ρυφές που δε βρίσκονται στο P1, μεταξύ αυτών και η u, μπορούν να χρωματιστούν
μαύρες. Έτσι, το Z είναι σύνολο επιβολής μηδέν του T1.

Πριν προχωρήσουμε στον υπολογισμό της μέγιστης πολλαπλότητας μηδενός των
γραφημάτων Gray, Tutte-Coxeter, και τoυ knight γραφήματος παραθέτουμε κάποιες
οικογένειες γραφημάτων για τις οποίες έχει υπολογισθεί η μέγιστη πολλαπλότητα
μηδενός M(G) μέσα από τον αριθμό επιβολής μηδέν Z(G) (βλ.[1]).

Γράφημα Τάξη Μέγιστη πολλαπλότητα μη-
δενός

Υπερκύβος 2n 2n−1

Υπερτρίγωνο 1
2n(n+ 1) n

Ks�Pt st s

Ps�Pt st min {s, t}
Cs�Pt st min {s, 2t}
Möbius ladder 2n 4
Ks�Kt st st− s− t+ 2

Cs�Kt, s ≥ 4 st 2t

Για ένα δεδομένο σύνολο επιβολής μηδέν κατασκευάζουμε τον παραγόμενο χρω-
ματισμό, σημειώνοντας όλες τις δυνάμεις που επιβάλλουν στις άσπρες κορυφές του
γραφήματος να χρωματιστούν μαύρες με τη σειρά με την οποία εκτελούνται. Αυτή η
λίστα είναι μια χρονολογική λίστα των δυνάμεων. Μια βέλτιστη χρονολογική λίστα
είναι μια χρονολογική λίστα δυνάμεων ενός βέλτιστου συνόλου επιβολής μηδέν. Μια
αλυσίδα δυνάμεων (forcing chain), για μια συγκεκριμένη χρονολογική λίστα δυνά-
μεων, είναι μια ακολουθία των κορυφών (u1, u2,…, us), έτσι ώστε για i = 1, 2,…, s−1,
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ui → ui+1. Μια μεγιστική αλυσίδα δυνάμεων είναι μια αλυσίδα δυνάμεων, η οποία
δεν είναι υπακολουθία άλλης αλυσίδας δυνάμεων.

Ορισμός 1.37. Έστω G γράφημα και Z ένα σύνολο επιβολής μηδέν. Έστω F μια
χρονολογική σειρά δυνάμεων του Z. Το σύνολο αλυσίδων (chain set) του F είναι το
σύνολο των μεγιστικών αλυσίδων του F. Αν ένα σύνολο αλυσίδων, C, περιλαμβάνει
μια αλυσίδα, (u), που αποτελείται από μια μόνο κορυφή, τότε λέμε ότι η C περι-
λαμβάνει την u ως μοναδιαία (singleton). Ένα βέλτιστο σύνολο αλυσίδων είναι ένα
σύνολο αλυσίδων μιας χρονολογικής λίστας ενός βέλτιστου συνόλου επιβολής μηδέν.
Οι κορυφές σε μια αλυσίδα δυνάμεων παράγουν ένα μονοπάτι στο G, επειδή οι δυ-
νάμεις σε μια αλυσίδα συμβαίνουν χρονολογικά με την τάξη της αλυσίδας (εφόσον
μόνο οι μαύρες κορυφές είναι δυνάμεις). Οι μεγιστικές αλυσίδες δυνάμεων, σε ένα
βέλτιστο σύνολο αλυσίδων, είναι ξένες μεταξύ τους και μαζί περιλαμβάνουν όλες τις
κορυφές του G. Tα στοιχεία του Z είναι οι αρχικές κορυφές αυτών των αλυσίδων.

Το γράφημα Tutte-Coxeter (ή Tutte’s cage) είναι ο (3, 8)-κλωβός και έχει τάξη 30.
Είναι ένα γράφημα μεταβατικό ως προς τις κορυφές του και 5-μεταβατικό ως προς
τις πλευρές του.

Πρόταση 1.38. Για το Tutte-Coxeter γράφημα, M(G) = Z(G).

Σ 1.9: Το Tutte-Coxeter γράφημα.

Απόδειξη. Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του γραφήματος Tutte-Coxeter είναι x10(x-
3)(x− 2)9(x+ 2)9(x+ 3). Όπως φαίνεται στο Σχήμα 1.9 ένα σύνολο επιβολής μηδέν
για το γράφημα είναι το Z = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 11, 16, 29, 30} . Μια χρονολογική λίστα
δυνάμεων περιγράφεται παρακάτω.

1 −→ 10 −→ 9, 5 −→ 12 −→ 13, 2 −→ 15 −→ 14 −→ 27,
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6 −→ 7 −→ 8 −→ 21, 3 −→ 20 −→ 19, 11 −→ 18 −→ 17 −→ 24,

4 −→ 25 −→ 26, 29 −→ 28, 30 −→ 23 −→ 22, 16.

Αφού |Z| = 10 και M(G) ≤ Z(G), το σύνολο Z είναι ένα βέλτιστο σύνολο επιβολής
μηδέν και η πολλαπλότητα μηδενός του γραφήματος πετυχαίνει την ισότητα στην
παραπάνω ανισότητα.

Το γράφημα Gray είναι ένα 3-κανονικό γράφημα με 54 κορυφές. Είναι γνωστό ότι
το γράφημα Gray είναι το μικρότερο κυβικό ημι-συμμετρικό γράφημα.

Σ 1.10: Το γράφημα Gray.

Πρόταση 1.39. Για το γράφημα Gray, M(G) = Z(G).

Απόδειξη. Το χαρακτηριστικό του πολυώνυμο είναι x16(x-3)(x+3)(x2−6)6(x2−3)12.

Με ανάλογο τρόπο, όπως για το Tutte-Coxeter γράφημα βρίσκουμε ότι ένα βέλτιστο
σύνολο επιβολής μηδέν για το γράφημα Gray είναι το:

Z = {1, 2, 3, 4, 7, 14, 23, 27, 28, 31, 34, 45, 48, 52, 53, 54} .

Επομένως, M(Z) = Z(G) = 16.

Ορίζουμε ως knight γράφημα για μια n × n σκακιέρα, το G = (V,E) γράφημα,
όπου V = {(i, j)|1 ≤ i, j ≤ n} και E = {((i, j), (k, l)| {|i− k| , |j − t|} = {1, 2}} . Δη-
λαδή, κάθε κορυφή αντιστοιχεί σε ένα τετράγωνο στη σκακιέρα και δύο κορυφές
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ενώνονται με πλευρά μόνο αν υπάρχει μία κίνηση του ίππου από τη μία κορυφή
στην άλλη. Ένα knight γράφημα έχει n2 κορυφές και 4n2-12n+8 πλευρές.

Θεώρημα 1.40. Ένα (2, n)-knight γράφημα είναι μη-ιδιάζον αν n ≡ 0(mod4) και
είναι ιδιάζον με πολλαπλότητα μηδενός M(G) αν:

M(G) =


2, n ≡ 1(mod4)

4, n ≡ 2(mod4)

2, n ≡ 3(mod4)

Απόδειξη. Αφού το (2, n)-knight γράφημα, G, είναι ένα διμερές γράφημα με 2n κο-
ρυφές, χωρίζουμε τις κορυφές του σε δύο σύνολα, A = {u1, u2, ..., un} and B =

{w1, w2, ..., wn} . Θεωρούμε τα τέσσερα, ξένα μεταξύ τους, παραγόμενα μονοπά-
τια στο γράφημα. Στην περίπτωση όπου n = 4k, A = {u1, u2, ..., u4k} και B =

{w1, w2, ..., w4k} . Τα μονοπάτια τότε έχουν την μορφή:

• u1 −→ w3 −→ u5 −→ w7 −→ ... −→ u4k−3 −→ w4k−1

• u2 −→ w4 −→ u6 −→ w8 −→ ... −→ u4k−2 −→ w4k

• w1 −→ u3 −→ w5 −→ u7 −→ ... −→ w4k−3 −→ u4k−1

• w2 −→ u4 −→ w6 −→ u8 −→ ... −→ w4k−2 −→ u4k

και κάθε μονοπάτι έχει 2k κορυφές. Αφού οι συνεκτικές συνιστώσες του (2, 4k)-
knight γραφήματος είναι τα τέσσερα P2k μονοπάτια, από Λήμμα 1.2 (ii) και Λήμμα
1.3 έχουμε ότι M(G) = 4M(P2k) = 0.

Στην περίπτωση όπου n = 4k+ 1, A = {u1, u2, ..., u4k+1} και B = {w1, w2, ..., w4k+1} .
Τα τέσσερα, ξένα ως προς τις κορυφές, μονοπάτια έχουν τότε τη μορφή:

• u1 −→ w3 −→ u5 −→ w7 −→ ... −→ w4k−1 −→ u4k+1

• u2 −→ w4 −→ u6 −→ w8 −→ ... −→ u4k−2 −→ w4k

• w1 −→ u3 −→ w5 −→ u7 −→ ... −→ u4k−1 −→ w4k+1

• w2 −→ u4 −→ w6 −→ u8 −→ ... −→ w4k−2 −→ u4k.
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Το πρώτο και το τρίτο από τα παραπάνω μονοπάτια έχουν από 2k+1 κορυφές, ενώ
το δεύτερο και τέταρτο μονοπάτι από 2k κορυφές. Επομένως,

M(G) = 2M(P2k+1) + 2M(P2k) = 2.

Το αποτέλεσμα προκύπτει αν εφαρμόσουμε την ίδια μέθοδο και στην περίπτωση
όπου n ≡ 2(mod4) και n ≡ 3(mod4).

Σ 1.11: Το (2,9)-knight γράφημα.

Θεώρημα 1.41. Έστω G ένα (2, n)-knight γράφημα με 2n κορυφές. Τότε M(G) =

Z(G), αν και μόνο αν, n ≡ 2(mod4).

Απόδειξη. Αφού ο αριθμός επιβολής μηδέν σε ένα μονοπάτι είναι ένα, ο αριθμός
επιβολής μηδέν του (2, n)-knight γραφήματος είναι τέσσερα. Από Πρόταση 1.33
M(G) ≤ Z(G) και M(G) = Z(G) = 4, μόνο στην περίπτωση όπου n ≡ 2 (mod4)
(Θεώρημα 1.40).

1.3 Γραφήματα με μέγιστη πολλαπλότητα μηδενός

Σε αυτή την ενότητα εξετάζουμε τα γραφήματα με μέγιστη πολλαπλότητα μηδε-
νός που περιγράψαμε στην παράγραφο 1.1, χρησιμοποιώντας τον αριθμό επιβολής
μηδέν.

Λήμμα 1.42. Έστω G ένα γράφημα με n κορυφές. Tότε Z(G) = n, αν και μόνο
αν, το G είναι το κενό γράφημα.
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Απόδειξη. Αν το G είναι το κενό γράφημα, τότε προφανώς ο αριθμός επιβολής μηδέν
είναι n. Έστω ότι Z(G) = n. Τότε, δεν μπορούμε να εκτελέσουμε κάποια χρωματική
αλλαγή στο γράφημα, επομένως κάθε κορυφή είναι μεμονωμένη.

Πρόταση 1.43. Έστω G ένα συνεκτικό γράφημα με n κορυφές. Tότε Z(G) = n−1,

αν και μόνο αν, το G είναι ένα πλήρες γράφημα.

Απόδειξη. Αν το G είναι ένα πλήρες γράφημα τότε είναι προφανές ότι Z(G) = n−1.

Έστω ότι Z(G) = n− 1, και ας υποθέσουμε ότι κάποια κορυφή, u, του G έχει βαθμό
μικρότερο από n− 1, έστω k. Αν διαλέξουμε την u και όλες τις γειτονικές της κορυ-
φές, εκτός από μία, να είναι χρωματισμένες μαύρες, τότε μπορούμε να εκτελέσουμε
ακριβώς μία χρωματική αλλαγή, και οι μαύρες κορυφές του γραφήματος είναι τώρα
k+ 1. Έστω ότι w είναι μία από τις k μαύρες κορυφές. Tότε, η w μπορεί να έχει το
πολύ (n−k−1) γειτονικές κορυφές που είναι άσπρες. Αν διαλέξουμε όλες, εκτός από
μία, από τις γειτονικές της κορυφές (και τις υπόλοιπες από τις μη-γειτονικές κορυ-
φές της w) να είναι μαύρες, τότε μπορούμε να εκτελέσουμε ακριβώς μία χρωματική
αλλαγή, και έτσι ο παραγόμενος χρωματισμός είναι όλες οι κορυφές του γραφήματος
να είναι μαύρες. Tο σύνολο που αποτελείται από τις k+ (n− k− 2) = n− 2 μαύρες
κορυφές είναι ένα σύνολο επιβολής μηδέν για το γράφημα G. Όμως ο ελάχιστος
αριθμός επιβολής μηδέν είναι Z(G) = n− 1, άτοπο.

Παρατήρηση 1.44. Ένα γράφημα G με n κορυφές έχει πολλαπλότητα μηδενός n, αν
και μόνο αν, είναι το κενό γράφημα.

Απόδειξη. Είναι προφανές ότι αν το G είναι το κενό γράφημα, τότε η πολλαπλότητα
μηδενός ισούται με την τάξη του γραφήματος. Έστω ότι M(G) = n. Τότε αφού
Z(G) ≥ M(G) = n, από Λήμμα 1.42 το G είναι το κενό γράφημα.

Πρόταση 1.45. Δεν υπάρχουν συνεκτικά γραφήματα με n κορυφές και πολλαπλό-
τητα μηδενός n− 1.

Απόδειξη. Έστω ότι το G είναι ένα γράφημα με πολλαπλότητα μηδενός n−1. Tότε,
Z(G) ≥ M(G). Αν Z(G) = n − 1, και το G είναι συνεκτικό τότε από Πρόταση 1.43
το G είναι ένα πλήρες γράφημα. Όπως είναι γνωστό το πλήρες γράφημα έχει δύο
διακεκριμένες ιδιοτιμές, τις n− 1 και −1, με πολλαπλότητες 1 και n− 1, αντίστοιχα.
Αν Z(G) = n, τότε όπως είδαμε παραπάνω το G είναι το κενό γράφημα με πολ-
λαπλότητα μηδενός n. Έτσι, δεν υπάρχουν συνεκτικά γραφήματα με πολλαπλότητα
μηδενός n− 1.

Παρατήρηση 1.46. Ο αριθμός επιβολής μηδέν για το πλήρες διμερές γράφημα Kn1,n2

είναι Z(Kn1,n2) = n− 2, αφού αν u είναι μία μαύρη κορυφή που ανήκει σε ένα από



Κεφάλαιο 1. Ιδιάζοντα γραφήματα 23

τα δύο σύνολα κορυφών για να μπορέσουμε να εκτελέσουμε μία χρωματική αλλαγή,
μόνο μία κορυφή v από το άλλο σύνολο κορυφών πρέπει να είναι άσπρη. Αφού το
ίδιο ισχύει και για την κορυφή v, από Λήμμα 1.25 Z(Kn1,n2) = n− 2 = M(Kn1,n2).

Παρόλα αυτά δεν πετυχαίνουν όλα τα γραφήματα με μέγιστη πολλαπλότητα μηδε-
νός το άνω φράγμα στην ανισότηταM(G) ≤ Z(G). Για παράδειγμα, γνωρίζουμε από
Λήμμα 1.26 ότι η πολλαπλότητα μηδενός ενός πλήρους τριμερούς γραφήματος είναι
n − 3. Όπως μπορούμε να δούμε όμως στο παρακάτω σχήμα, ο αριθμός επιβολής
μηδέν για το πλήρες τριμερές K2,2,3 είναι n− 2.

Σ 1.12: Ένα σύνολο επιβολής μηδέν για το πλήρες τριμερές K2,2,3.



Κεφάλαιο 2

Ένας χαρακτηρισμός ιδιαζόντων
γραφημάτων

2.1 Πυρήνας γραφήματος

Σε αυτή την παράγραφο της παρούσας διατριβής εξετάζουμε τον πυρήνα ενός
γραφήματος, δηλαδή το υπογράφημα εκείνο που συνδέεται με το μη-μηδενικό μέ-
ρος του ιδιοδιανύσματος που αντιστοιχεί στη μηδενική ιδιοτιμή. Πιο συγκεκριμένα,
με τη βοήθεια μίας άλλης παραμέτρου, της μηδενικής έκτασης μίας κορυφής u,

zu(G) = Z(G) − Z(G − u), παρέχουμε ικανές και αναγκαίες συνθήκες για να είναι
ένα γράφημα γράφημα-πυρήνας. Ακόμη, βρίσκουμε πότε μία κορυφή είναι core-
forbidden.

Ορισμός 2.1. Έστω x ∈ ℜn, n ≥ 3, ένα ιδιοδιάνυσμα του πυρήνα του G, το οποίο
συμβολίζουμε με x = (xF , 0)

t, με κάθε είσοδο του xF μη-μηδενική. Οι κορυφές
που αντιστοιχούν στο xF ανήκουν σε ένα υπογράφημα F, του οποίου ο πίνακας
γειτνίασης είναι ο αντίστοιχος κύριος |F | × |F | υποπίνακας F του G που ικανοποιεί
την εξίσωση FxF = 0. Θα καλούμε το γράφημα (F, xF ) ή απλώς F, πυρήνα (core)
του G. Αν x = xF , τότε G = F και το γράφημα G λέγεται γράφημα-πυρήνας (core-
graph).

Σ 2.1

24
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Παράδειγμα 2.2. Το γράφημα του σχήματος 2.1 έχει ιδιοδιάνυσμα (1, 1,−1,−1, 0)T .

Το μη-μηδενικό μέρος, (1, 1,−1,−1)T , του ιδιοδιανύσματος αντιστοιχεί στις 4 κορυ-
φές που σχηματίζουν το τετράγωνο και αποτελούν τον πυρήνα του γραφήματος.

Γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα του διανυσματικού χώρου ker(G) ορίζουν
διακεκριμένους πυρήνες του G. Το σύνολο, CV, των κορυφών-πυρήνα (core vertices),
αποτελείται από εκείνες τις κορυφές που ανήκουν σε κάποιο πυρήνα του G. Αν μια
κορυφή δεν ανήκει σε κανένα πυρήνα, αυτή ονομάζεται core forbidden.

Για παράδειγμα, στο προηγούμενο σχήμα η πέμπτη κορυφή που δεν ανήκει στο
τετράγωνο είναι core forbidden, αφού δεν ανήκει στον πυρήνα του γραφήματος.
Ένα γράφημα-πυρήνας χωρίς μεμονωμένες κορυφές με πολλαπλότητα μηδενός ίσον
με ένα ονομάζεται nut graph. Η μικρότερη τάξη ενός nut graph είναι 7 και υπάρχουν
3 γραφήματα τάξης 7.

Σ 2.2: Δύο γραφήματα-πυρήνες με πολλαπλότητα μηδενός, η(G) = 1

και η(G) = 7, αντίστοιχα.

Λήμμα 2.3. [80] Ο πυρήνας F ενός ιδιάζοντος γραφήματος G, που αντιστοιχεί
στο ιδιοδιάνυσμα u0 του ker(G), είναι ένα παραγόμενο υπογράφημα του G το
οποίο είναι επίσης ιδιάζον και έχει ιδιοδιάνυσμα με κάθε είσοδο μη-μηδενική.

Απόδειξη. Έστω u0 ένα ιδιοδιάνυσμα του ker(G) με t μη-μηδενικές εισόδους. Ονο-
μάζουμε τις κορυφές του G, έτσι ώστε, οι πρώτες t κορυφές να αντιστοιχούν στο
μη-μηδενικό μέρος του u0. Αν u0 = (a1, a2,…, at, 0,…, 0)T , ai ̸= 0, ∀i, 1 < t ≤ n και A
ο πίνακας γειτνίασης του G, τότε F (= Ft) =< u1, u2,…, ut > . Ο κύριος υποπίνακας,
t×t, του A είναι ο πίνακας γειτνίασης του υπογραφήματος F και έχει ένα ιδιοδιά-
νυσμα u′0 = (a1, a2,…, at)

T . Επομένως, το γράφημα F είναι ιδιάζον. Επίσης, κάθε
είσοδος ai του u′0 είναι μη-μηδενική.

Ορισμός 2.4. Ο αριθμός των κορυφών ενός πυρήνα καλείται μέγεθος πυρήνα. Αν
το γράφημα έχει πολλαπλότητα μηδενός ίσον με ένα, το μέγεθος του πυρήνα θα
αναφέρεται ως αριθμός πυρήνα του ιδιάζοντος γραφήματος.
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Ορισμός 2.5. Η περιφέρεια, P, ενός ιδιάζοντος γραφήματος (σε σχέση με το ιδιο-
διάνυσμα u0 του ker(G)) είναι το σύνολο κορυφών V (G) − V (F ), όπου F είναι ο
πυρήνας που αντιστοιχεί στο u0.

Παρατήρηση 2.6. Αν το γράφημα G έχει πολλαπλότητα μηδενός ίσον με ένα, τότε
ο πυρήνας F και η περιφέρεια P είναι μοναδικά.

Θα εξετάσουμε τον πυρήνα ενός γραφήματος αλλά και τα γραφήματα-πυρήνες χρη-
σιμοποιώντας μία παράμετρο που αναφέρεται ως έκταση (spread) κορυφής. Η ει-
σαγωγή της έννοιας της έκτασης μίας κορυφής έγινε στην εργασία [4].

Ορισμός 2.7. Η έκταση βαθμού (rank spread) της κορυφής u ορίζεται ως

ru(G) = mr(G)−mr(G− u),

όπου mr(G) είναι ο ελάχιστος βαθμός (minimum rank) γραφήματος, και είναι γνω-
στό [70] ότι

0 ≤ ru(G) ≤ 2.

Ορισμός 2.8. Έστω G γράφημα και u μια κορυφή του.
1. Η έκταση της πολλαπλότητας μηδενός (null spread) της u είναι:

nu(G) = M(G)−M(G− u).

2. Η έκταση μηδενός (zero spread) της u είναι:

zu(G) = Z(G)− Z(G− u).

Παρατήρηση 2.9. Για κάθε γράφημα G και κάθε κορυφή u του G,

ru(G) + nu(G) = 1,

και έτσι
−1 ≤ nu(G) ≤ 1.

Θεώρημα 2.10. [28] Για κάθε γράφημα G και κορυφή u του G,

−1 ≤ zu(G) ≤ 1.

Απόδειξη. Έστω Z ένα βέλτιστο σύνολο επιβολής μηδέν για το G − u. Τότε, το
Z
∪
{u} είναι ένα σύνολο επιβολής μηδέν για το G, οπότε Z(G) ≤ Z(G − u) +

1 και zu(G) ≤ 1. Έστω τώρα, Z ένα βέλτιστο σύνολο επιβολής μηδέν για το G.

Κατασκευάζουμε μια συγκεκριμένη χρονολογική λίστα δυνάμεων F. Αν η δύναμη
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u → v εμφανίζεται στην F, για κάποια κορυφή v, τότε το Z
∪

{v} είναι ένα σύνολο
επιβολής μηδέν για το G−u, με χρονολογική λίστα δυνάμεων που αποκτήθηκαν από
την F με τη διαγραφή της u → v. Αλλιώς, το Z είναι σύνολο επιβολής μηδέν για το
G− u. Σε κάθε περίπτωση, Z(G− u) ≤ Z(G) + 1 και −1 ≤ zu(G).

Παράδειγμα 2.11. Έστω v η τερματική κορυφή του γραφήματος G, όπως φαίνεται
στο σχήμα 2.3. Γνωρίζουμε ότι M(G) = 1, Z(G) = 2 και Z(G− v) = 2. Τότε M(G−
v) = 2. Άρα, nu(G) = −1 < 0 = zu(G).

Σ 2.3

Παρατήρηση 2.12. Έστω G γράφημα, τέτοιο ώστε, M(G) = Z(G) και u κορυφή του
G. Τότε,
1. nu(G) ≥ zu(G).

2. Αν zu(G) = 1, τότε nu(G) = 1.

3. Αν nu(G) = −1, τότε zu(G) = −1.

Θεώρημα 2.13. [28] Έστω G = (V,E) γράφημα και u μια κορυφή του. Τότε, υπάρχει
ένα βέλτιστο σύνολο αλυσίδων του G το οποίο περιέχει την u ως μοναδιαία, αν και
μόνο αν, zu(G) = 1.

Απόδειξη. Έστω G γράφημα, u κορυφή του G και Z ένα βέλτιστο σύνολο επιβολής
μηδέν του G, όπου υπάρχει ένα βέλτιστο σύνολο αλυσίδων του Z το οποίο περιέχει
την u ως μοναδιαία. Προφανώς, το Z − u είναι ένα σύνολο επιβολής μηδέν για το
G−u. Επομένως, Z(G−u) ≤ Z(G)−1. Έτσι, zu(G) ≥ 1. Όμως, από το Θεώρημα 2.10
zu(G) ≤ 1, οπότε zu(G) = 1. Αντιστρόφως, έστω G γράφημα και u κορυφή του G,

τέτοια ώστε, zu(G) = 1. Έστω Z ένα βέλτιστο σύνολο επιβολής μηδέν για το G− u

και ορίζουμε Z ′ = Z
∪

{u} . Προφανώς, το Z ′ είναι ένα σύνολο επιβολής μηδέν για το
G με την ίδια χρονολογική λίστα δυνάμεων F, όπως έχει το Z για το G− u. Εφόσον
zu(G) = 1, το Z ′ είναι βέλτιστο σύνολο επιβολής μηδέν και προφανώς η κορυφή u

είναι μοναδιαία στο σύνολο αλυσίδων του F.

Θεώρημα 2.14. [28] Έστω G = (V,E) γράφημα και u κορυφή του. Αν zu(G) = −1,

τότε u /∈ Z για όλα τα βέλτιστα σύνολα επιβολής μηδέν Z του G. Ισοδύναμα, αν
u ∈ Z για κάποιο βέλτιστο σύνολο επιβολής μηδέν Z, τότε zu(G) ≥ 0.
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Απόδειξη. Θα αποδείξουμε τη δεύτερη πρόταση. Έστω, Z ένα βέλτιστο σύνολο επι-
βολής μηδέν για το G. Αν στη χρονολογική λίστα δυνάμεων συμβαίνει u → v, τότε
έστω Z ′ = Z\ {u} ∩ {v} , ενώ αν δε συμβαίνει έστω Z ′ = Z\ {u} . Προφανώς, το Z ′

είναι σύνολο επιβολής μηδέν για το G− u και |Z ′| ≤ |Z| , έτσι zu(G) ≥ 0.

Θεώρημα 2.15. [28] Δεν υπάρχει γράφημα τέτοιο ώστε κάθε κορυφή του να έχει
έκταση μηδενός -1.

Θεώρημα 2.16. Έστω G = (V,E) ένα ιδιάζον γράφημα με τουλάχιστον δύο κορυφές.
Το γράφημα G είναι γράφημα-πυρήνας, αν και μόνο αν, nu(G) = 1, ∀u ∈ V.

Απόδειξη. Έστω G ένα γράφημα-πυρήνας με πολλαπλότητα μηδενός M(G) και
M(G) ιδιοδιανύσματα πυρήνα. Έστω A′ ο πίνακας γειτνίασης του παραγόμενου
υπογραφήματος G− u, u ∈ V, όπου ο πίνακας A γράφεται

A =

(
0 u

uT A′

)
.

Αφού η κορυφή u είναι κορυφή του πυρήνα απαιτούμε μόνο ένα από τα ιδιο-
διανύσματα του πυρήνα του γραφήματος να μην είναι ορθογώνιο στο διάνυσμα
e1 = (1, 0, ..., 0)T . Αν περιορίσουμε τα υπόλοιπα ιδιοδιανύσματα (τα οποία είναι
ορθογώνια στο e1) στο παραγόμενο υπογράφημα G− u, τότε αυτά είναι ιδιοδιανύ-
σματα του πυρήνα του G − u. Ακόμη, αν το υπογράφημα G − u είχε περισσότερα
απόM(G)−1 ιδιαδιανύσματα πυρήνα, τότε η πολλαπλότητα μηδενός του G θα ήταν
μεγαλύτερη από M(G). Επομένως, M(G− u) = M(G)− 1 και nu(G) = 1.

Έστω nu(G) = 1, ∀u ∈ V. Αφού η πολλαπλότητα μηδενός μειώνεται με την αφαίρεση
της κορυφής u, θα πρέπει να υπάρχει τουλάχιστον ένα ιδιοδιάνυσμα του πυρήνα το
οποίο δεν είναι ορθογώνιο στο διάνυσμα eu. Έτσι, η κορυφή u, ∀u ∈ V, είναι κορυφή
του πυρήνα.

Θεώρημα 2.17. Έστω G = (V,E) ένα ιδιάζον γράφημα τέτοιο ώστε M(G) = Z(G).

Αν zu(G) = 1, ∀u ∈ V, τότε το G είναι γράφημα πυρήνας.

Απόδειξη. Έστω zu(G) = 1, ∀u ∈ V. Από Παρατήρηση 2.12 nu(G) = 1, ∀u ∈ V, και
έτσι από Θεώρημα 2.16, το γράφημα G είναι γράφημα πυρήνας.

Πρόταση 2.18. Έστω G ένα ιδιάζον γράφημα και u ∈ V μία κορυφή τέτοια ώστε
M(G−u) = Z(G−u). Αν zu(G) ≤ 0, τότε η κορυφή u δεν ανήκει σε κανένα πυρήνα
του γραφήματος G.
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Απόδειξη. Έστω ότι η u είναι κορυφή κάποιου πυρήνα του G. Tότε αν αφαιρέσουμε
την u, η πολλαπλότητα μηδενός μειώνεται κατά ένα, όπως δείξαμε στο Θεώρημα
2.16. Αφού zu(G) ≤ 0, συνεπάγεται ότι Z(G) ≤ M(G)−1, άτοπο αφού από Πρόταση
1.33 M(G) ≤ Z(G).

Πόρισμα 2.19. Έστω G = (V,E) ένα ιδιάζον γράφημα τέτοιο ώστε M(G) = Z(G).

Έστω ότι για κάθε κορυφή u ∈ V υπάρχει ένα βέλτιστο σύνολο αλυσίδων του G

το οποίο περιλαμβάνει την κορυφή u ως μοναδιαία. Tότε, το G είναι γράφημα
πυρήνας.

Απόδειξη. Άμεση συνέπεια των Θεωρημάτων 2.13 και 2.17.

2.2 Γραφήματα με πολλαπλότητα μηδενός ίσον με ένα

Η ιδέα που οδηγεί στον ορισμό ενός singular configuration γραφήματος είναι η
κατασκευή του. Αν, σύμφωνα με το θεώρημα πεπλεγμένων ιδιοτιμών (interlacing
theorem), σε ένα γράφημα-πυρήνα (F, xF ) πολλαπλότητας μηδενός η(F ) ≥ 1 προ-
σθέσουμε η(F ) − 1 κορυφές, γειτονικές μόνο στις κορυφές του F, η πολλαπλότητα
μηδενός μειώνεται κατά ένα με κάθε προσθήκη κορυφής, έτσι ώστε, το γράφημα N

που προκύπτει έχει πολλαπλότητα μηδενός ίσον με ένα. Αν επιπλέον, θέσουμε ως
προϋπόθεση το xF να παραμείνει το μη-μηδενικό κομμάτι του ιδιοδιανύσματος του
ker(N), τότε το N είναι ένα ιδιάζον γράφημα με πολλαπλότητα μηδενός ίσον με ένα,
και με τον ελάχιστο αριθμό κορυφών και πλευρών που έχει το xF σα μη-μηδενικό
μέρος του ιδιοδιανύσματός του.

Σε αυτό το κεφάλαιο εξετάζουμε τον αριθμό επιβολής μηδέν ενός singular configuration
γραφήματος σε σχέση με τον πυρήνα του.

Ορισμός 2.20. Ένα ιδιάζον γράφημα G, τάξης ≥ 3, με πυρήνα Ft και περιφέρεια
P := V (G) − V (Ft) είναι minimal configuration γράφημα, με αριθμό πυρήνα t, αν
ικανοποιούνται οι παρακάτω συνθήκες:

i) η(G) = 1

ii) P = ⊘ ή το P παράγει ένα κενό γράφημα

iii) στην περίπτωση που P ̸= ∅, η διαγραφή μιας κορυφής u ∈ P αυξάνει την πολ-
λαπλότητα μηδενός του G.
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Διάφορα minimal configuration γραφήματα μπορούν να κατασκευαστούν για τον
ίδιο πυρήνα F και ιδιοδιάνυσμα xF . Tα minimal configuration γραφήματα του παρα-

κάτω σχήματος έχουν τον ίδιο πυρήνα F =
−
K5 και (1, 1,−2,−1, 2) σα το μη-μηδενικό

μέρος του ιδιοδιανύσματος.

Σ 2.4

Λήμμα 2.21. [80] Ένα minimal configuration γράφημα (N,Ft) είναι προέκταση του
πυρήνα Ft, έτσι ώστε, να είναι συνεκτικό γράφημα. Ο βαθμός κάθε κορυφής της
περιφέρειας είναι τουλάχιστον 2.

Απόδειξη. Έστω ότι το N δεν είναι συνεκτικό γράφημα. Τότε έχει μια συνεκτική
συνιστώσα, η οποία περιλαμβάνει μερικές ή όλες τις κορυφές του πυρήνα Ft. Ο
πίνακας γειτνίασης του N μπορεί να διαχωριστεί ως εξής:

A(N) =


A(K)

. . . . . . . . .
...

0

. . . . . .

0
...A(H)


Έστω u0 ένα ιδιοδιάνυσμα του ker(N). Αν ο πυρήνας είναι υπογράφημα του K τότε
οι κορυφές του H ανήκουν στην περιφέρεια και άρα το H είναι κενό γράφημα. Τότε
όμως η πολλαπλότητα μηδενός του N θα ήταν μεγαλύτερη του ένα, άτοπο.

Αν ο πυρήνας έχει κορυφές και στο K και στο H τότε u0 = (a1, a2,…, ar, 0, 0,…, 0, b1,

b2,…, bs, 0,…, 0)T , όπου τα ai είναι οι μη-μηδενικές θέσεις που αντιστοιχούν στις κο-
ρυφές του K, και bj αντιστοιχούν στις κορυφές του H. Τότε, καθένα από τα διανύ-
σματα (a1, a2,…, ar, 0,…, 0)T και (0, 0,…, 0, b1, b2,…, bs, 0,…, 0)T είναι ιδιοδιανύσματα
του ker(N), το οποίο είναι επίσης άτoπο. Άρα, το N είναι συνεκτικό γράφημα. Επι-
πλέον, οι κορυφές στο P (αν P ̸= ∅) δεν ενώνονται μεταξύ τους με πλευρές και άρα
είναι γειτονικές μόνο στις κορυφές του πυρήνα Ft. Άρα, το N είναι επέκταση του
πυρήνα.

Έστω ότι u ∈ P και u μια τερματική κορυφή γειτονική στη κορυφή uj του πυρήνα.
Τότε, αν το aj είναι στη θέση j του ιδιοδιανύσματος uo που αντιστοιχεί στην κορυφή
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uj , A(N)(u0) = 0 ⇒ aj = 0, άτοπο. Άρα, ο βαθμός μιας κορυφής στην περιφέρεια
είναι τουλάχιστον 2.

Για ένα minimal configuration γράφημα, N, αν ονομάσουμε πρώτα τις κορυφές του

πυρήνα και μετά εκείνες της περιφέρειας P, τότε για x =

[
xF

0

]
, Nx = 0. Η

περιφέρεια είναι το σύνολο των ανεξάρτητων κορυφών, τα διανύσματα-στηλών των
οποίων δίνονται από τις τελευταίες s− 1 στήλες του N, και καθορίζουν τις πλευρές
που ενώνουν το P με τις κορυφές του πυρήνα. Παρατηρούμε ότι, αν προσθέσουμε
πλευρές που ενώνουν όλα ή μερικά από τα διακριτά ζευγάρια κορυφών στο P, τότε

το γράφημα S που παράγεται ικανοποιεί την S

[
xF

0

]
= 0.

Ορισμός 2.22. Ένα γράφημα G, |G| ≥ 3, είναι singular configuration γράφημα (SC),
με πυρήνα (F, xF ), αν είναι ιδιάζον γράφημα με πολλαπλότητα μηδενός ίσον με ένα,
έχει |F |+ η(F )− 1 κορυφές, έχει το F σαν παραγόμενο υπογράφημα και ικανοποιεί

τις σχέσεις: |F | ≥ 2, FxF = 0 και την G

[
xF

0

]
=

[
0

0

]
.

Λήμμα 2.23. [81] Ένα singular configuration γράφημα έχει πολλαπλότητα μηδενός
ίσον με ένα.

Απόδειξη. Έστω S ένα SC γράφημα με παραγόμενο minimal configuration (MC)
γράφημα, N. Θα δείξουμε ότι, ένα ιδιοδιάνυσμα του N είναι επίσης ιδιοδιάνυσμα
του S.

Αν S =

(
F Bt

B P

)
, όπου F είναι ένας r×r πίνακας και P είναι ένας (n− r)×(n− r)

πίνακας, τότε το παραγόμενο υπογράφημα MC έχει πίνακα N =

(
F Bt

B 0

)
. Αφού

Nx = 0 και το P αντιστοιχεί στο μηδενικό μέρος του x, το ιδιοδιάνυσμα x =

[
xF

0

]
του N ικανοποιεί την εξίσωση Sx = 0.

Απομένει να δείξουμε ότι, το S δεν έχει ιδιοδιάνυσμα γραμμικώς ανεξάρτητo του
x. Πράγματι, με κάθε προσθήκη μιας στήλης Bt στο F, η πολλαπλότητα μηδενός
μειώνεται κάθε φορά κατά ένα. Επομένως, δεν υπάρχουν γραμμικοί συνδυασμοί
του Bt που συνεισφέρουν στο Ker([FBt]). Αφού οι πρώτες r στήλες των S και N
είναι ίδιες, οι μόνες μη-μηδενικές είσοδοι στο ιδιοδιάνυσμα του ker(S) αντιστοιχούν
στις κορυφές του F. Έτσι, S και N μοιράζονται το ίδιο μοναδικό ιδιοδιάνυσμα.

Λήμμα 2.24. [85] Ένα singular configuration γράφημα είναι συνεκτικό.
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Απόδειξη. Έστω ότι ένα SC δεν είναι συνεκτικό. Τότε, χωρίς απώλεια της γενικό-
τητας, έχει μια συνεκτική συνιστώσα S1, |S1| ≥ 3, που έχει ένα μη-μηδενικό ιδιο-

διάνυσμα x1. Αν ονομάσουμε πρώτα τις κορυφές του S1, τότε S
[

x1

x2

]
=

[
0

0

]
και

S1x1 = 0. Θα πρέπει να παρατηρήσουμε ότι, το S1 δε μπορεί να έχει μεμονωμένες
κορυφές, αφού τότε αυτές θα συνεισέφεραν στην πολλαπλότητα μηδενός, και τότε,

η(S) θα ήταν μεγαλύτερη από ένα. Αφού, x1 ̸= 0 τότε x2 = 0, αλλιώς
(

x1

0

)
και(

0

x2

)
θα ήταν δυο γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα του ker(S), οπότε πάλι

η πολλαπλότητα μηδενός θα ήταν μεγαλύτερη από ένα. Έτσι, ο μοναδικός πυρήνας
βρίσκεται στην S1. Έστω ότι, το x2 αντιστοιχεί στις κορυφές των μη-ιδιαζουσών συ-
νιστωσών. Τότε όμως, το S δεν έχει ένα ελάχιστο αριθμό κορυφών για τον πυρήνα
F. Άτοπο, άρα S = S1.

Λήμμα 2.25. [81] Ένα γράφημα G, χωρίς μεμονωμένες κορυφές, με πολλαπλό-
τητα μηδενός ίσον με ένα, και πυρήνα (F, xF ) έχει (τουλάχιστον) ένα παραγόμενο
υπογράφημα, το οποίο είναι SC με τον ίδιο πυρήνα (F, xF ).

Απόδειξη. Ας ονομάσουμε πρώτα τις κορυφές του F. Τότε, οι πρώτες |F | γραμμές
του G μπορούν να χωριστούν σε (F |C) και (F |C)t(xF ) = 0. Επιπλέον, r((F |C)) =

|F | − 1. Αν το F δεν είναι MC, η πολλαπλότητα μηδενός του F είναι μεγαλύτερη
του 1. Υπάρχουν η(F ) − 1 διανύσματα-στηλών του πίνακα C, που είναι αμοιβαίως
γραμμικώς ανεξάρτητα και επίσης ανεξάρτητα από τις στήλες του F. Αυτά τα δια-
νύσματα στηλών σχηματίζουν τον πίνακα C ′, έτσι ώστε, r((F |C ′)) = r((F |C)) =

|F |−1. Ο κύριος υποπίνακας του A(G), που ορίζεται από ((F )|C ′), είναι της μορφής

A′ =

(
A(F ) C ′

(C ′)t Q

)
, όπου Q ένας τετράγωνος πίνακας. Ο πίνακας γειτνίασης A′

ορίζει ένα παραγόμενο υπογράφημα του G και ικανοποιεί όλες τις συνθήκες για να
είναι αυτό SC.

Σ 2.5

Παράδειγμα 2.26. Στο Σχήμα 2.5 το γράφημα έχει πολλαπλότητα μηδενός ίσον
με ένα. Ο πυρήνας του γραφήματος G αποτελείται από τις 4 μαύρες κορυφές του
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κύκλου C4. Παρά το ότι το G έχει πολλαπλότητα μηδενός ίσον με ένα, δεν είναι
minimal αφού τα ισόμορφα γραφήματα G−u και G−v έχουν επίσης πολλαπλότητα
μηδενός ίσον με ένα, και έχουν τον ίδιο πυρήνα με το G. Τα υπογραφήματα αυτά
είναι MC.

Πρόταση 2.27. [81] Έστω S, ένα SC με πυρήνα F τάξης ρ, και u = (xF , 0,…, 0)

ένα ιδιοδιάνυσμα του διανυσματικού χώρου της ιδιοτιμής λ = 0 του S (με καθεμία
από τις ρ εισόδους του xF μη-μηδενικές). Έστω S υπογράφημα ενός γραφήματος
G με ονομασία κορυφών τέτοια ώστε, οι πρώτες ρ γραμμές του A(G) είναι Y =

[A(F )|C ′|Q], όπου [A(F )|C ′] οι πρώτες ρ γραμμές του A(S). Αν xF ∈ (colsp(Q))⊥

τότε G είναι ιδιάζων πίνακας με πυρήνα F.

Απόδειξη. Έχουμε A′ =

(
F C ′

(C ′)t P

)
, όπου P είναι ο (r − p)×(r − p) πίνακας

γειτνίασης του υπογραφήματος που παράγεται από την περιφέρεια P, και όπου
C ′ περιγράφει τις πλευρές μεταξύ των κορυφών της περιφέρειας και αυτών του
πυρήνα. Ισχύει ότι, A(S)u = 0. Επίσης οι πρώτες ρ γραμμές του A(G) είναι Y =

[A(F )|C ′|Q], όπου οι μη-μηδενικές είσοδοι του Q περιγράφουν τις πλευρές μεταξύ
F και R = G− V (S). Αφού QtxF = 0, συνεπάγεται ότι Y txF = 0.

Πρόταση 2.28. [81] Αν το SC, S, με πυρήνα (F, xF ) και περιφέρεια P είναι υπο-
γράφημα ενός γραφήματος G και το γράφημα G − P, το οποίο προκύπτει αν
αφαιρέσουμε από το G τις κορυφές του P είναι επίσης ιδιάζον με πυρήνα (F, xF ),

τότε το G είναι ιδιάζον με πυρήνα (F, xF ).

Απόδειξη. Έστω r η τάξη του S. Αν A(S) =
(

A(F ) C ′

(C ′)t 0

)
, και οι πρώτες ρ γραμμές

του A(G) είναι Y = [A(F )|C ′|Q], τότε για την ίδια λεξικογραφική ονομασία των
κορυφών, οι πρώτες ρ γραμμές του G−P είναι [A(F )|Q]. Αφού (F, xF ) πυρήνας του
G− P, συνεπάγεται ότι QtxF = 0. Έτσι, Y txF = 0.

Παρακάτω εξετάζουμε την σχέση ανάμεσα στον αριθμό επιβολής μηδέν ενός singular
configuration γραφήματος και στον αριθμό επιβολής μηδέν του πυρήνα του.

Λήμμα 2.29. Έστω H ένα singular configuration γράφημα με πυρήνα (F, xF ) και
έστω P η περιφέρεια του H. Τότε,

Z(H) ≤ Z(F ) + Z(Q) + |R| ,

όπου R = {uj ∈ VP : uj ∼ wk, wk ∈ Z(F )} και Q = {ui ∈ VP \R : uj , wl ̸−→ ui, uj ∈
R,wl ∈ F\Z(F ).
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Απόδειξη. Έστω Z(F ) ένα βέλτιστο σύνολο επιβολής μηδέν για τον πυρήνα F, και
έστω uj κορυφές της περιφέρειας P τέτοιες ώστε uj ∼ wk, wk ∈ Z(F ) (Το H από
Λήμμα 2.24 είναι συνεκτικό γράφημα). Έστω ότι οι κορυφές uj είναι χρωματισμένες
μαύρες. Τότε, οι κορυφές που ανήκουν στο Z(F ) μπορούν να επιβάλλουν σε όλες τις
άσπρες κορυφές wl στο F να χρωματιστούν μαύρες. Αν για τις υπόλοιπες κορυφές
ui στην περιφέρεια, wl −→ ui ή uj −→ ui, τότε το Z(F ) + |R| είναι ένα σύνολο
επιβολής μηδέν για το H. Διαφορετικά διαλέγουμε ένα βέλτιστο σύνολο επιβολής
μηδέν, Z(Q), για αυτές τις κορυφές. Αφού Z(H) είναι ένα σύνολο επιβολής μηδέν
με τον ελάχιστο αριθμό στοιχείων, Z(H) ≤ Z(F ) + Z(Q) + |R| .

Πρόταση 2.30. Έστω ένα singular configuration γράφημα με πυρήνα (F, xF ). Tότε,
Z(H) ≤ 2Z(F )− 1.

Απόδειξη. Από Λήμμα 2.29, Z(H) ≤ Z(F )+Z(Q)+ |R| , όπου Q και R είναι σύνολα
τα οποία περιλαμβάνουν κορυφές της περιφέρειας P. Προφανώς, Z(Q) + |R| ≤ |P | .
Αφού |P | = M(F )− 1 και M(F ) ≤ Z(F ), συνεπάγεται ότι Z(H) ≤ 2Z(F )− 1.

2.3 Mέγιστος πυρήνας σε ελάχιστη βάση

Θα κλείσουμε το κεφάλαιο αυτό της παρούσας διατριβής με κάποια επιπλέον συ-
μπεράσματα σχετικά με τον αριθμό επιβολής μηδέν μέγιστου πυρήνα σε ελάχιστη
βάση. Επίσης, παρέχουμε μία ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι ένα γράφημα
extremal singular.

Παρατήρηση 2.31. [82] Το σύνολο CV των κορυφών πυρήνα είναι αμετάβλητο για
ένα γράφημα G.

Απόδειξη. Μια βάση B για το διανυσματικό χώρο της ιδιοτιμής λ = 0 μπορεί να
μετατραπεί σε μια άλλη B′, με γραμμικούς συνδυασμούς των διανυσμάτων του B.

Όμως, η συλλογή των θέσεων των μη-μηδενικών εισόδων είναι ίδια για όλες τις
βάσεις. Άρα, ο διαχωρισμός των κορυφών V(G) σε CV και core-forbidden κορυφές
V (G)\CV είναι ανεξάρτητος από τη βάση που χρησιμοποιείται στο διανυσματικό
χώρο της ιδιοτιμής λ = 0.

Ορισμός 2.32. Έστω ότι το wt(u) δηλώνει το βάρος (τον αριθμό των μη-μηδενικών
εισόδων) του διανύσματος u ∈ ℜn. Αν u1, u2,…, un είναι τα διανύσματα σε μια βάση
του Ker(A) ενός n×n πραγματικού πίνακα A, σε μια μη-φθίνουσα σειρά βάρους,
έτσι ώστε

∑
wt(ui) είναι ελάχιστο, τότε η βάση καλείται ελάχιστη βάση (minimal

basis) και συμβολίζεται με Bmin.
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Η εξίσωση Gx = 0, για τη μηδενική ιδιοτιμή λ = 0, ορίζει ότι το άθροισμα των
εισόδων του x, που αντιστοιχούν στους γείτονες οποιασδήποτε κορυφής του G,

είναι μηδέν. Αυτό είναι γνωστό και ως κανόνας μηδενικού-αθροίσματος (zero-sum
rule).

Λήμμα 2.33. [82] Αν η πολλαπλότητα μηδενός, η(G), είναι η(G) > k ≥ 1, τότε
υπάρχει x ∈ Ker(G), τέτοιο ώστε, το x έχει μηδενικές εισόδους σε οποιεσδήποτε
k προκαθορισμένες θέσεις.

Το παραπάνω Λήμμα εγγυάται ένα x ∈ Ker(G) με μηδενικές εισόδους σε οποιεσ-
δήποτε η(G)− 1 καθορισμένες θέσεις.

Λήμμα 2.34. [82] Αν x ∈ Bmin τότε το x έχει τουλάχιστον η(G) − 1 μηδενικές
εισόδους.

Πρόταση 2.35. [82] Αν ο αριθμός των μηδενικών εισόδων σε ένα διάνυσμα x ∈
Bmin είναι μικρότερο του k, τότε η(G) ≤ k.

Απόδειξη. Σύμφωνα με το Λήμμα 2.34, όλα τα διανύσματα x ∈ Bmin έχουν η(G)−1

ή παραπάνω μηδενικές εισόδους, έτσι ώστε k − 1 ≥ η(G)− 1, όπως απαιτείται.

Ορισμός 2.36. Έστω Bmin = {u1, u2,…, un} , μία ελάχιστη βάση για το διανυσμα-
τικό χώρο ε0(A), όπου A ο πίνακας γειτνίασης ενός ιδιάζοντος γραφήματος G. Η
ακολουθία των πυρήνων που αντιστοιχούν σε αυτή, B′ = {Fu1 , Fu2 , ..., Fun}, ονομάζε-
ται βάση πυρήνων του G. Ο τελευταίος όρος Fun ορίζεται ως πλάτος-πυρήνα, τ(G),

του γραφήματος G.

Πρόταση 2.37. [82] Για ένα γράφημα G με n κορυφές, πολλαπλότητα μηδενός η

και πλάτος-πυρήνα τ, ισχύει:
τ + η ≤ n+ 1.

Απόδειξη. Από τον ορισμό του πλάτους-πυρήνα τ, υπάρχει y ∈ Bmin που έχει τ μη-
μηδενικές εισόδους. Αν το z δηλώνει τον αριθμό των μηδενικών εισόδων στο y, τότε
τ + z = n. Από Πρόταση 2.35, z≥η(G)− 1. Άρα, τ + η ≤ n+ 1, όπως απαιτείται.

Πόρισμα 2.38. [82] Ένα ιδιάζον γράφημα G, με πολλαπλότητα μηδενός η, δεν
μπορεί να έχει πυρήνα Ft τάξης t, αν t > n+ 1− η.

Απόδειξη. Άμεση συνέπεια της Πρότασης 2.37.

Ορισμός 2.39. Έστω n η τάξη ενός ιδιάζοντος γραφήματος G. Αν η πολλαπλό-
τητα μηδενός είναι η και το πλάτος-πυρήνα είναι τ, τότε το G ονομάζεται extremal
singular αν η + τ = n+ 1.
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Πρόταση 2.40. [82] Ένα γράφημα G είναι extremal singular με πολλαπλότητα μη-
δενός η, αν και μόνο αν, είναι γράφημα-πυρήνας, και ο μεγαλύτερος πυρήνας
σε μια ελάχιστη βάση πυρήνων είναι ένα nut γράφημα N, και υπάρχουν ακριβώς
η − 1 κορυφές του G που δεν ανήκουν στο N.

Ορισμός 2.41. Έστω G γράφημα με χώρο πυρήνων C0(G). Ο πυρήνας με τη μεγαλύ-
τερη τάξη, σε μια ελάχιστη βάση του C0(G), καλείται μέγιστος πυρήνας σε ελάχιστη
βάση (min-max core).

Πριν προχωρήσουμε σε κάποια αποτελέσματα για μέγιστους πυρήνες σε ελάχιστη
βάση χρησιμοποιώντας τον αριθμό επιβολής μηδέν, και στη διατύπωση μίας ικανής
και αναγκαίας συνθήκης για να είναι ένα γράφημα extremal singular, ορίζουμε την
εξής ποσότητα:

mz(G) = |G| − Z(G).

Πρόταση 2.42. Έστω G γράφημα και M(G) = Z(G). Τότε, ο μέγιστος πυρήνας
του σε μια ελάχιστη βάση έχει το πολύ mz(G) + 1 κορυφές.

Απόδειξη. Για οποιοδήποτε γράφημα G, n κορυφών, πολλαπλότητας μηδενόςM(G),
και αριθμό min-max πυρήνα τ(G), ισχύει:

τ(G) +M(G) ≤ n+ 1.

Αφού M(G) = Z(G) και mz(G) = |G| − Z(G), προκύπτει ότι ο min-max πυρήνας
έχει το πολύ mz(G) + 1 κορυφές.

Θεώρημα 2.43. Έστω G γράφημα και M(G) = Z(G). Tο G είναι extremal singular,
αν και μόνο αν, ο μέγιστος πυρήνας σε μια ελάχιστη βάση έχει ακριβώς mz(G) + 1

κορυφές.

Απόδειξη. Έστω ότι το G είναι extremal singular γράφημα. Τότε, τ(G) + M(G) =

n + 1. Αφού M(G) = Z(G), ο min-max πυρήνας, τ(G), έχει τ(G) = (n − Z(G)) + 1

κορυφές, δηλαδή, τ(G) = mz(G) + 1.

Αντιστρόφως, έστω ότι ο πυρήνας έχει mz(G)+1 κορυφές. Τότε τ(G) = n−Z(G)+1,

οπότε το γράφημα G είναι extremal singular.

Παράδειγμα 2.44. Στο Σχήμα 2.6, M(G) = Z(G) = 5. Ένα βέλτιστο σύνολο επιβο-
λής μηδέν είναι το Z(G) = {3, 5, 9, 10, 11} και μία χρονολογική λίστα δυνάμεων του
Z(G) είναι η {5 −→ 4, 10 −→ 2, 9, 11 −→ 7 −→ 1 −→ 8 −→ 6} . Ο μέγιστος πυρήνας
του γραφήματος έχει mz(G) + 1 = (11 − 5) + 1 = 7 κορυφές. Το υπογράφημα με
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Σ 2.6

κορυφές από 1 έως 7 είναι ένας μέγιστος πυρήνας, ο οποίος είναι και nut γράφημα.



Κεφάλαιο 3

Ενέργεια ιδιαζόντων γραφημάτων

3.1 Ενέργεια γραφημάτων

Η ενέργεια γραφημάτων είναι μία έννοια που τέθηκε πρώτη φορά από τον Ivan
Gutman το 1978 [37] και προέρχεται από τη θεωρητική Χημεία (Hückel energy).
Μέχρι και πριν από λίγα χρόνια η έννοια της ενέργειας γραφημάτων δεν είχε προ-
καλέσει το ενδιαφέρον των μαθηματικών. Την τελευταια δεκαετία όμως έχει υπάρξει
πλούσια βιβλιογραφία από διάφορους συγγραφείς (βλ. [12], [68]). Αυτό κυρίως οφεί-
λεται στη συνειδητοποίηση ότι η ”χημική ενέργεια”, όπως αυτή διατυπώθηκε από
τον Hückel, διαφέρει σε πολλές περιπτώσεις από τη ”μαθηματική ενέργεια”, όπως
επισήμανε ο Fowler [32]. Η βασική διαφορά είναι ότι η ”χημική ενέργεια” λαμβά-
νει υπόψη συγκεκριμένες συνθήκες για τα μόρια που εξετάζει ενώ η ”μαθηματική
ενέργεια” εκφράζει όλα τα γραφήματα χωρίς να κάνει περιττές υποθέσεις.

Σε αυτή την ενότητα παρουσιάζουμε τα σημαντικότερα αποτελέσματα όσον αφορά
την ενέργεια γραφημάτων.

Ορισμός 3.1. Έστω G γράφημα με n κορυφές και ιδιοτιμές λ1, λ2, ..., λn. Oρίζουμε ως
ενέργεια γραφήματος το άθροισμα των απολύτων τιμών των ιδιοτιμών του πίνακα
γειτνίασης του γραφήματος, δηλαδή:

E = E(G) =
n∑

i=1

|λi| .

Παρατήρηση 3.2. Σε κάποια γραφήματα είναι γνωστό το φάσμα των ιδιοτιμών τους
και κατά συνέπεια είναι άμεσος ο υπολογισμός της ενέργειάς τους. Για παράδειγμα,
η ενέργεια του μονοπατιού Pn είναι:

(i) E(Pn) =
2

sin π
2(n+1)

− 2, αν n ≡ 0(mod2),

38
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(ii) E(Pn) =
2cos π

2(n+1)

sin π
2(n+1)

− 2, αν n ≡ 1(mod2).

Παρακάτω αναφέρουμε δύο από τις σημαντικότερες ιδιότητες των ιδιοτιμών του
πίνακα γειτνίασης ενός γραφήματος.

(i) Το πλήθος των κλειστών δρόμων μήκους k σε ένα γράφημα G είναι
∑

i λ
k
i .

(ii) Θεώρημα πεπλεγμένων ιδιοτιμών (Interlacing Theorem [79]):

Έστω G γράφημα με φάσμα λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λn και έστω ότι το φάσμα του παραγό-
μενου υπογραφήματος G−u1, αν αφαιρέσουμε την κορυφή u1, είναι µ1 ≥ µ2 ≥ ... ≥
µn−1. Τότε,

λ1 ≥ µ1 ≥ λ2 ≥ µ2 ≥ ... ≥ µn−1 ≥ λn.

Κάποιες σχέσεις που θα χρησιμοποιήσουμε σε αρκετές από τις παρακάτω αποδεί-
ξεις είναι oι: ∑

i

λi = 0,

∑
i

λ2
i = 2m,

και ως άμεση συνέπεια αυτών,

∑
i<j

λiλj = −m.

Παρατήρηση 3.3. Έστω G− u το παραγόμενο υπογράφημα του γραφήματος G αν
αφαιρέσουμε μία κορυφή u. Tότε από το θεώρημα πεπλεγμένων ιδιοτιμών,

E(G− u) ≤ E(G).

O McClelland [66] έδωσε τα παρακάτω φράγματα για την ενέργεια ενός γραφήματος
G με n κορυφές και m πλευρές:√

2m+ n(n− 1) |detA|2/n ≤ E(G) ≤
√
2mn.

Για τo άνω φράγμα εφαρμόζουμε την ανισότητα Cauchy-Schwarz στα διανύσματα
(1, 1, ..., 1) και (|λ1| , |λ2| , ..., |λn|) ώστε

E(G) ≤
√
n

√∑
i

λ2
i =

√
n
√
2m =

√
2mn.
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Για το κάτω φράγμα χρησιμοποιούμε την ανισότητα αριθμητικού-γεωμετρικού μέ-
σου:

E2(G) = (
∑
i

|λi|)2 =
∑
i

|λi|2 + 2
∑
i<j

|λiλj |

= 2m+ n(n− 1)AM(|λiλj |) ≥ 2m+ n(n− 1)GM(|λiλj |),

όπου
GM(|λiλj |) = (

∏
|λiλj |)2/(n

2−n) = (
∏

|λi|n−1)2/(n
2−n)

= (
∏

|λi|)2/n = |detA|2/n .

Αν υποθέσουμε ότι detA ̸= 0, τότε το γράφημα G θα έχει τουλάχιστον n/2 πλευρές
και αφού η ορίζουσα του πίνακα γειτνίασης ενός γραφήματος είναι ένας ακέραιος
αριθμός, έχουμε

E(G) ≥
√

2m+ n(n− 1) ≥ n.

Η παραπάνω ανισότητα δίνει ένα κάτω φράγμα για την ενέργεια γραφήματος λαμ-
βάνοντας υπόψη μόνο τις κορυφές του.

Ένα άνω φράγμα για την ενέργεια που περιλαμβάνει μόνο τις κορυφές του γραφή-
ματος είναι:

E(G) ≤
√
2mn ≤

√
2 · n(n− 1)/2 · n = n

√
n− 1.

Θεώρημα 3.4. [14] Έστω G ένα γράφημα με m πλευρές. Τότε

2
√
m ≤ E(G) ≤ 2m.

Απόδειξη.
E2(G) = 2m+ 2

∑
1≤i<j≤n

|λiλj |

≥ 2m+ 2

∣∣∣∣∣∣
∑

1≤i<j≤n

λiλj

∣∣∣∣∣∣
= 2m+ 2 |−m| = 4m.

Για το άνω φράγμα, γνωρίζουμε ότι ο μεγαλύτερος αριθμός κορυφών σε ένα γρά-
φημα με m πλευρές και χωρίς μεμονωμένες κορυφές είναι 2m και το mK2 είναι το
μοναδικό γράφημα που το πετυχαίνει. Έτσι,

E(G) ≤
√
2mn ≤

√
2m · 2m = 2m.
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Θεώρημα 3.5. [40] Αν G γράφημα χωρίς μεμονωμένες κορυφές, τότε

E(G) ≥ 2
√
n− 1.

H ισότητα ισχύει αν το G είναι star γράφημα.

Απόδειξη. Aν το G είναι ένα συνεκτικό γράφημα, τότε m ≥ n−1 και E(G) ≥ 2
√
m ≥

2
√
n− 1. Tην ισότητα πετυχαίνει ένα πλήρες διμερές γράφημα με m = n−1 πλευρές.

Αν το G δεν είναι συνεκτικό γράφημα, αλλά έχει p συνιστώσες:

E(G) ≥ 2(
√
n1 − 1 +

√
n2 − 1 + ...+

√
np − 1) ≥ 2

√
n− 1 + (p− 1)2.

Από το παραπάνω Θεώρημα προκύπτει ότι ανάμεσα σε όλα τα γραφήματα με n

κορυφές, το star γράφημα έχει την ελάχιστη ενέργεια.

Για την ενέργεια γραφημάτων έχει δοθεί ο παρακάτω τύπος ολοκληρώματος από
τον Coulson:

E(G) =
1

π

∫ ∞

−∞
(n− ixϕ′(ix)

ϕ(ix)
)dx =

1

π

∫ ∞

−∞
(n− x

d

dx
logϕ(ix))dx,

όπου ϕ(x) είναι το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του γραφήματος G, και ϕ′(x) η πρώτη
παράγωγός του. Σαν συνέπεια της παραπάνω σχέσης, έχουμε για τη διαφορά της
ενέργειας δύο γραφημάτων G1, G2 με το ίδιο πλήθος κορυφών:

E(G1)− E(G2) =
1

π

∫ ∞

−∞
log

ϕ1(ix)

ϕ2(ix)
dx.

Γνωρίζουμε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυμο ενός γραφήματος μπορεί να γραφτεί
με τον εξής τρόπο:

ϕj =
∑
L

(−1)comp(L)2cycl(L), j = 1,2, ...,n,

όπου L είναι όλα τα υπογραφήματα του G που αποτελούνται από, ξένες μεταξύ
τους, πλευρές και κύκλους και καθένα από τα οποία έχει ακριβώς j κορυφές. Ακόμη,
comp(L) είναι ο αριθμός των συνιστωσών του και cycl(L) είναι κύκλοι στο L. Αν G

είναι ένα διμερές γράφημα, τότε το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του G με βάση τα
παραπάνω είναι

ϕG = xn +
∑
k

(−1)kb(G, 2k)xn−2k.
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Η ενέργεια του G είναι

E(G) =
2

π

∫ ∞

−∞
x−2log(1 +

[ p
2
]∑

k=0

b(G, k)x2k)dx.

Πρόταση 3.6. [12] Για κάθε δέντρο Τ,

E(Sn) ≤ E(T ) ≤ E(Pn),

όπου Sn είναι ένα star γράφημα και Pn ένα μονοπάτι με n κορυφές.

Θεώρημα 3.7. [59] Αν G είναι ένα γράφημα με n κορυφές, m πλευρές και 2m ≥ n,

τότε ισχύει η ανισότητα

E(G) ≤ 2m

n
+

√
(n− 1)[2m− (

2m

n
)2].

Η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν το G είναι το γράφημα n
2K2, ή το Kn ή ένα μη-

πλήρες, συνεκτικό, ισχυρά κανονικό γράφημα, με δύο διακεκριμένες ιδιοτιμές οι
οποίες έχουν απόλυτη τιμή ίση με

√
(2m− (2mn )2)/(n− 1).

Απόδειξη. Αφού,
n∑

i=2

λ2
i = 2m− λ2

1,

αν εφαρμόσουμε τη ανισότητα Cauchy-Schwarz στα διανύσματα (1, ..., 1) και (|λ2| , ..., |λn|)
τότε,

n∑
i=2

|λi| ≤
√

(n− 1)(2m− λ2
1).

Έτσι,
E(G) ≤ λ1 +

√
(n− 1)(2m− λ2

1).

Η συνάρτηση
F (x) = x+

√
(n− 1)(2m− x2)

ελαττώνεται στο διάστημα
√

2m
n < x ≤

√
2m, και αφού 2m ≥ n,

√
2m

n
≤ 2m

n
≤ λ1 ≤

√
2m.

Έτσι F (λ1) ≤ F (2m/n), οπότε έχουμε

E(G) ≤ 2m

n
+

√
(n− 1)[2m− (

2m

n
)2].
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Από την ισότητα F (λ1) = F (2m/n), ισχύει ότι λ1 =
2m
n . Aπό την ανισότητα Cauchy-

Schwarz θα πρέπει να ισχύει

|λi| =

√
2m− (2mn )2

n− 1
.

Κατά συνέπεια το G είναι κανονικό γράφημα βαθμού 2m/n και είτε:

(i) Το G έχει δύο ιδιοτιμές με ίσες απόλυτες τιμές, δηλαδή G ∼= n
2K2.

(ii) Το G έχει δύο ιδιοτιμές με διακεκριμένες απόλυτες τιμές, δηλαδή G ∼= Kn.

(iii) Το G έχει τρεις ιδιοτιμές με διακεκριμένες απόλυτες τιμές, δηλαδή το G είναι
ένα μη-πλήρες, συνεκτικό, ισχυρά κανονικό γράφημα.

Πόρισμα 3.8. [59] Αν G είναι ένα γράφημα με n κορυφές, m πλευρές και 2m ≥ n

τότε ισχύει η ανισότητα
E(G) ≤ 1

2
n(
√
n+ 1).

Απόδειξη. Αν στο Θεώρημα 3.7 μεγιστοποιήσουμε τις m πλευρές, δηλαδή m =
n2+n

√
n

4 , παίρνουμε ένα άνω φράγμα για την ενέργεια το οποίο περιλαμβάνει μόνο
τις κορυφές του γραφήματος, E(G) ≤ n(

√
n+1)
2 .

Η ισότητα ισχύει για ένα ισχυρά κανονικό γράφημα με παραμέτρους (n, (n+
√
n)/2, (n+

2
√
n)/4, (n+ 2

√
n)/4).

Θεώρημα 3.9. [59] Αν G είναι ένα διμερές γράφημα με n > 2 κορυφές, m πλευρές
και 2m ≥ n, τότε ισχύει η ανισότητα

E(G) ≤ 2(
2m

n
) +

√
(n− 2)[2m− 2(

2m

n
)2].

Η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν ισχύει τουλάχιστον ένα από τα παρακάτω:

(i) n = 2m και G = mK2.

(ii) n = 2t, m = t2 και G = Kt,t.

(iii) n = 2u, 2
√
m < n < 2m και G είναι ο πίνακας πρόσπτωσης ενός συμμετρικού

2− (u, k, λ) σχεδιασμού με k = 2m
n και λ = k(k−1)

u−1 .

Η απόδειξη στο παραπάνω θεώρημα είναι όμοια με αυτή του θεωρήματος 3.7, αφού
λάβουμε υπόψη το συμμετρικό φάσμα των διμερών γραφημάτων.
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Θεώρημα 3.10. [60] Αν το γράφημα G είναι διμερές και έχει n κορυφές, τότε

E(G) ≤ 1√
8
n(
√
n+

√
2).

Ορίζουμε ως βαθμό δευτέρας τάξης, ti, μίας κορυφής vi το άθροισμα των βαθμών
των κορυφών που γειτνιάζουν με τη vi. Ένα γράφημα θα ονομάζεται ψευδό-κανονικό
αν κάθε κορυφή του, vi, έχει τον ίδιο μέσο βαθμό ti

di
, όπου di ο βαθμός της κορυφής.

Ακόμη, ένα διμερές γράφημα G(X,Y ) θα ονομάζεται ψευδό-ημικανονικό, αν υπάρ-
χουν δύο σταθερές, px, py, τέτοιες ώστε κάθε κορυφή του συνόλου X έχει τον ίδιο
μέσο βαθμό ti

di
= px, και κάθε κορυφή του συνόλου Y έχει τον ίδιο μέσο βαθμό py.

Θεώρημα 3.11. [102] Έστω G ένα μη-κενό γράφημα με n κορυφές, m πλευρές,
ακολουθία βαθμών d1, d2, ..., dn και ακολουθία βαθμών δευτέρας τάξης, t1, t2, ..., tn.
Tότε,

E(G) ≤

√∑n
i=1 t

2
i∑n

i=1 d
2
i

+

√
(n− 1)(2m−

∑n
i=1 t

2
i∑n

i=1 d
2
i

).

Η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν ισχύει τουλάχιστον ένα από τα παρακάτω:

(i) G ∼= n
2K2.

(ii) G ∼= Kn.

(iii) Το G είναι ένα συνεκτικό, μη-διμερές p-ψευδό-κανονικό γράφημα, με τρεις
διακεκριμένες ιδιοτιμές (p,

√
2m−p2

n−1 ,−
√

2m−p2

n−1 ), όπου p >
√

2m
n .

Απόδειξη. Έστω λ1, λ2, ..., λn οι ιδιοτιμές του γραφήματος G. Από την ανισότητα
Cauchy-Schwarz:

n∑
i=2

|λi| ≤
√

(n− 1)(2m− λ2
1).

Έτσι,
E(G) ≤ λ1 +

√
(n− 1)(2m− λ2

1).

Εύκολα διαπιστώνουμε ότι, η συνάρτηση F (x) = x+
√

(n− 1)(2m− x2) ελαττώνεται
στο διάστημα

√
2m
n < x ≤

√
2m. Γνωρίζουμε ότι [99]:

λ1 ≥

√∑n
i=1 t

2
i∑n

i=1 d
2
i

,

και η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν το G είναι ένα ψευδό-κανονικό γράφημα ή ένα
ψευδό-ημικανονικό διμερές γράφημα. Λαμβάνοντας υπόψη ότι,

t1 + t2 + ...+ tn = d21 + d22 + ...+ d2n
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έχουμε,

λ1 ≥

√∑n
i=1 t

2
i∑n

i=1 d
2
i

≥

√
(
∑n

i=1 ti)
2

n
∑n

i=1 d
2
i

=

√√√√ 1

n

n∑
i=1

d2i ≥
√

2m

n
.

Έτσι,

F (λ1) ≤ F (

√∑n
i=1 t

2
i∑n

i=1 d
2
i

)

το οποίο συνεπάγεται ότι,

E(G) ≤

√∑n
i=1 t

2
i∑n

i=1 d
2
i

+

√
(n− 1)(2m−

∑n
i=1 t

2
i∑n

i=1 d
2
i

).

Αν το G είναι ένα από τα τρία γραφήματα που περιγράφονται για την ισότητα,
τότε είναι εύκολο να διαπιστώσουμε ότι πράγματι ισχύει η ισότητα στην παραπάνω
σχέση. Αντίστροφα, αν ισχύει η ισότητα τότε:

λ1 =

√∑n
i=1 t

2
i∑n

i=1 d
2
i

,

το οποίο συνεπάγεται ότι το G είναι ένα ψευδό-κανονικό γράφημα ή ένα ψευδό-
ημικανονικό διμερές γράφημα. Επιπλέον,

|λi| =

√
2m− λ2

1

n− 1
, 2 ≤ i ≤ n.

Έχουμε τις παρακάτω τρεις δυνατότητες:

(i) To γράφημα G έχει δύο διακεκριμένες ιδιοτιμές. Αν οι διακεκριμένες ιδιοτιμές
έχουν την ίδια απόλυτη τιμή, τότε

λ1 = |λi| =

√
2m− λ2

1

n− 1
, 2 ≤ i ≤ n− 1.

Τότε όμως [20],

|λi| =

√
2m− λ2

1

n− 1
= 1.

Έτσι 2m = n, το οποίο συνεπάγεται ότι G ∼= n
2K2.

(ii) Αν οι δύο διακεκριμένες ιδιοτιμές του G έχουν διαφορετικές απόλυτες τιμές,
τότε λi = −1 (2 ≤ i ≤ n). Έτσι, το G είναι ένα πλήρες γράφημα τάξης n.

(iii) Το γράφημα G έχει τρείς διακεκριμένες ιδιοτιμές.
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Σε αυτή την περίπτωση λ1 =

√∑n
i=1 t

2
i∑n

i=1 d
2
i
, και |λi| =

√
2m−λ2

1
n−1 (2 ≤ i ≤ n). Επιπλέον,

λ1 > λi και λi ̸= 0.

Επομένως, το G είναι ένα συνεκτικό μη-διμερές p-ψευδό-κανονικό γράφημα με τρεις

διακεκριμένες ιδιοτιμές (p,
√

2m−p2

n−1 ,−
√

2m−p2

n−1 ), όπου p =

√∑n
i=1 t

2
i∑n

i=1 d
2
i
>
√

2m
n .

Θεώρημα 3.12. [102] Έστω G ένα μη-κενό διμερές γράφημα με n > 2 κορυφές,
m πλευρές, ακολουθία βαθμών d1, d2, ..., dn και ακολουθία βαθμών δευτέρας τάξης,
t1, t2, ..., tn. Tότε,

E(G) ≤ 2

√∑n
i=1 t

2
i∑n

i=1 d
2
i

+

√
(n− 2)(2m−

2
∑n

i=1 t
2
i∑n

i=1 d
2
i

).

Η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν ισχύει τουλάχιστον ένα από τα παρακάτω:

(i) G ∼= n
2K2.

(ii) G ∼= Kt1,t2 ∪ (n− t1 − t2)K1, όπου t1t2 = m.

(iii) Το G είναι ένα συνεκτικό (px, py)-ψευδό-ημικανονικό γράφημα, με τέσσερις
διακεκριμένες ιδιοτιμές (

√
pxpy,

√
2m−2pxpy

n−2 ,−
√

2m−2pxpy
n−2 ,−√

pxpy), όπου
√
pxpy >√

2m
n .

Απόδειξη. Η απόδειξη ειναι όμοια με αυτή του Θεωρήματος 3.11.

Αν θεωρήσουμε τις ιδιάζουσες τιμές (singular values) του πίνακα γειτνίασης A,
σ1(A) ≥ σ2(A) ≥ ..., τότε μπορούμε να εκφράσουμε την ενέργεια του γραφήμα-
τος ως

E(G) = σ1(A) + σ2(A) + ...

Θεώρημα 3.13. [25] Έστω A,B δύο n× n πίνακες. Τότε,

n∑
i=1

σi(A+B) ≤
n∑

i=1

σi(A) +

n∑
i=1

σi(B).

Eπιπλέον, η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν υπάρχει ένας ορθογώνιος πίνακας P,

τέτοιος ώστε, PA και PB είναι θετικά ημιορισμένοι.

Απόδειξη. Aπό πολική παραγοντοποίηση, υπάρχει ένας ορθογώνιος πίνακας P τέ-
τοιος ώστε P (A+B) ≥ 0. Tότε,

n∑
i=1

σi(A+B) =

n∑
i=1

σi(P (A+B))
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= trP (A+B)

= tr(
PA+ PB + (PA)∗ + (PB)∗

2
)

= tr(
PA+ (PA)∗

2
) + tr(

PB + (PB)∗

2
)

≤ tr |PA|+ tr |PB|

= tr |A|+ tr |B|

=
n∑

i=1

σi(A) +
n∑

i=1

σi(B).

Η ισότητα ισχύει, αν και μόνο αν, tr(PA+(PA)∗

2 ) = tr |PA| και tr(PB+(PB)∗

2 ) = tr |PB| ,
το οποίο συνεπάγεται ότι οι πίνακες PA και PB είναι θετικά ημιορισμένοι.

Παρατήρηση 3.14. Στην Παρατήρηση 3.3, είδαμε ότι η ενέργεια του γραφήματος
ελαττώνεται αν αφαιρέσουμε μία οποιαδήποτε κορυφή του. Δεν ισχύει όμως το
ίδιο και αν αφαιρέσουμε μία πλευρά του γραφήματος. Σε αυτή την περίπτωση, η
ενέργεια μπορεί να αυξηθεί, να μειωθεί ή να παραμείνει ίδια.

Ας θεωρήσουμε για παράδειγμα το πλήρες διμερές γράφημα K2,3, το οποίο ως
γνωστό έχει τις μη-μηδενικές ιδιοτιμές

√
6, −

√
6 στο φάσμα του.

Αν αφαιρέσουμε μία οποιαδήποτε πλευρά του, τότε το φάσμα των ιδιοτιμών του
είναι (−2.136, 2.136,−0.662, 0.662, 0), που σημαίνει ότι η ενέργεια του γραφήματος
αυξάνεται με την αφαίρεση μίας πλευράς.

Στην περίπτωση του πλήρους διμερούς γραφήματος K2,2 όμως, η αφαίρεση μίας
πλευράς έχει ως αποτέλεσμα να μειώνεται η ενέργεια του γραφήματος. Πράγματι,
γνωρίζουμε ότι το K2,2 έχει ως μη μηδενικές ιδιοτιμές τις −2, 2. Αν αφαιρέσουμε
οποιαδήποτε πλευρά του, το παραγόμενο υπογράφημα είναι το μονοπάτι P3, το
οποίο γνωρίζουμε ότι έχει τις μη-μηδενικές ιδιοτιμές −

√
2, και

√
2.

Τέλος, ας θεωρήσουμε το γράφημα με πίνακα γειτνίασης:

A =



0 1 1 0 0 0

1 0 1 0 1 0

1 1 0 1 0 0

0 0 1 0 1 1

0 1 0 1 0 1

0 0 0 1 1 0
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Το φάσμα των ιδιοτιμών του είναι (2.732, 1.414, 0,−0.732,−1.414,−2). Αν αφαιρέ-
σουμε την πλευρά {3, 4} , τότε το φάσμα του είναι (2.414, 1.732,−0.414,−1,−1,−1.732)

και E(G) = E(G − {3, 4}) = 8.292, δηλαδή η ενέργεια του γραφήματος παραμένει
ίδια. Στο κεφάλαιο 3.2.3 θα αναφερθούμε πιο αναλυτικά στην μεταβολή της ενέρ-
γειας μετά την αφαίρεση μίας πλευράς ενός ιδιάζοντος γραφήματος.

To 1978 o Ι. Gutman είχε υποθέσει ότι ανάμεσα σε όλα τα γραφήματα με n κορυφές,
το πλήρες γράφημα Kn έχει τη μέγιστη ενέργεια (ίση με 2(n − 1)). Πολύ σύντομα
όμως αυτή η υπόθεση διαψεύσθηκε από τον C. Godsil.

Ορισμός 3.15. Ένα γράφημα G με n κορυφές και ενέργεια μεγαλύτερη από την ενέρ-
γεια του πλήρους γραφήματοςKn καλείται υπερενεργετικό γράφημα (hyperenergetic
graph).

Θεώρημα 3.16. [3] Αν G είναι ένα k-κανονικό γράφημα, τότε

E(G) ≤ k +
√

k(n− 1)(n− k).

Απόδειξη. Από το Θεώρημα 3.7 γνωρίζουμε ότι

E(G) ≤ 2m

n
+

√
(n− 1)[2m− (

2m

n
)2].

Το αποτέλεσμα έπεται απο την παραπάνω σχέση, αφού για το k-κανονικό γράφημα
k = 2m

n .

Aν k = 3, το παραπάνω φράγμα γράφεται E(G) ≤ 3 +
√

2(n− 1)(n− 3). Για να
είναι υπερενεργητικό το γράφημα αρκεί το παραπάνω φράγμα να είναι μικρότερο
από 2(n− 1) ή ισοδύναμα (n− 4)2 ≤ 0, άτοπο. Άρα, όλα τα 3-κανονικά γραφήματα
είναι μη-υπερενεργετικά.

Πρόταση 3.17. [77] Το γραμμογράφημα L(Kn) του πλήρους γραφήματος Kn είναι
υπερενεργετικό γράφημα για n ≥ 5.

Απόδειξη. Αν το G είναι ένα κανονικό γράφημα βαθμού r, τότε το χαρακτηριστικό
πολυώνυμο του L(G) μπορεί να γραφτεί σε σχέση με το χαρακτηριστικό πολυώνυμο
του G ως εξής:

ϕL(G) = (x+ 2)n(r−2)/2ϕG(x− r + 2).

Aφού ϕKn = (x − n + 1)(x + 1)n−1, έχουμε για n ≥ 5: E(L(Kn)) = 2n2 − 6n >

n2 − n− 2 = E(Kn(n−1)/2).
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3.2 Ενέργεια ιδιαζόντων γραφημάτων

Σε αυτό το κεφάλαιο αποδεικνύουμε ότι η αλλαγή στην ενέργεια ενός ιδιάζοντος
γραφήματος με την αφαίρεση μίας κορυφής εξαρτάται από την έκταση μηδενός της
κορυφής. Με αυτό τον τρόπο βελτιώνουμε το άνω φράγμα για το παραγόμενο υπο-
γράφημα G−u. Επιπλέον, δίνουμε κάποια νέα φράγματα για singular configuration
γραφήματα που αποτελούν μια σημαντική τάξη των ιδιαζόντων γραφημάτων με πολ-
λαπλότητα μηδενός ίσον με ένα. Τέλος, εξετάζουμε συγκεκριμένα γραφήματα των
οποίων αυξάνεται η ενέργεια με την αφαίρεση οποιασδήποτε πλευράς τους, όπως
είναι τα πλήρη πολυμερή γραφήματα και ο υπερκύβος με άρτιο αριθμό κορυφών.

3.2.1 Eνέργεια υπογραφημάτων

Έστω G ένα ιδιάζον γράφημα και G − u το παραγόμενο υπογράφημα αν αφαιρέ-
σουμε μία κορυφή u από το G. Σε αυτό το κομμάτι της παρούσας διατριβής, θα
βελτιώσουμε το άνω φράγμα για το παραγόμενο υπογράφημα G− u με τη βοήθεια
της έκτασης μηδενός της κορυφής u.

Θεώρημα 3.18. Έστω G = (V,E) γράφημα και u ∈ V. Αν nu(G) = 1, τότε

E(G− u) ≤ E(G).

Η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν η κορυφή u είναι μία μεμονωμένη κορυφή.

Απόδειξη. Αν αφαιρώντας την κορυφή u, η πολλαπλότητα μηδενός του γραφήματος
μειωθεί κατά ένα, τότε στο φάσμα των γραφημάτων G και G − u έχουμε το ίδιο
πλήθος μη-μηδενικών ιδιοτιμών. Από το θεώρημα πεπλεγμένων ιδιοτιμών, E(G−u) ≤
E(G).

Θα αποδείξουμε τώρα πότε ισχύει η ισότητα.

Έστω u μία μεμονωμένη κορυφή. Tότε, αφού η u σχετίζεται με μηδενικές εισόδους
στον πίνακα γειτνίασης και αντιστοιχεί σε μηδενική ιδιοτιμή στο φάσμα του γραφή-
ματος, η αφαίρεσή της από το γράφημα δεν επηρεάζει το άθροισμα των απολύτων
τιμών των μη-μηδενικών ιδιοτιμών του G. Έτσι, E(G− u) = E(G).

Έστω τώρα ότι E(G) = E(G − u) και nu(G) = 1. Τότε
∑n

i=1 |λi|=
∑n−1

i=1 |µi| , δηλαδή
αν ταξινομήσουμε μόνο τις μη-μηδενικές ιδιοτιμές σε μη-φθίνουσα σειρά, λi = µi,∀i
και

∑
|λi|2=

∑
|µi|2 . Είναι γνωστό ότι

∑
λ2
i = 2m, για ένα γράφημα G με m πλευρές

και έτσι η κορυφή u είναι μία μεμονωμένη κορυφή.
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Θεώρημα 3.19. Έστω G = (V,E) ένα γράφημα και u ∈ V. Αν nu(G) = −1, τότε

E(G− u) ≤ E(G)− (|λl|+ |λm|),

όπου λl και λm η μικρότερη μη-αρνητική και η μεγαλύτερη μη-θετική ιδιοτιμή αντί-
στοιχα.

Στην περιπτώση όπου G είναι συνεκτικό γράφημα με πολλαπλότητα μηδενός η(G) =

n− 2, η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν το G είναι ένα star γράφημα και η κορυφή u

είναι το κέντρο του star γραφήματος.

Απόδειξη. Αν με την αφαίρεση της κορυφής u η πολλαπλότητα μηδενός αυξηθεί
κατά ένα, τότε το παραγόμενο υπογράφημα G− u έχει δύο λιγότερες μη-μηδενικές
ιδιοτιμές από το G. Από το θεώρημα πεπλεγμένων ιδιοτιμών, λ1 ≥ µ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥
λl > 0 = ... = 0 > λm ≥ µm ≥ ... ≥ λn, και αφού E(G) =

∑n
i=1 |λi|, έχουμε

E(G− u) ≤ E(G)− (|λl|+ |λm|).

Έστω τώρα ότι, το G είναι ένα star γράφημα με n κορυφές. Tότε, το G έχει δύο μη-
μηδενικές ιδιοτιμές με πολλαπλότητα ένα η καθεμία, τις -

√
n− 1 και

√
n− 1, και n−2

μηδενικές ιδιοτιμές. Με την αφαίρεση του κέντρου του γραφήματος, το παραγόμενο
υπογράφημα που προκύπτει είναι το κενό γράφημα και η πολλαπλότητα μηδενός
αυξάνεται κατά ένα. Έτσι, E(G− u) = 0 = E(G)− (

∣∣√n− 1
∣∣+ ∣∣−√

n− 1
∣∣).

Ας υποθέσουμε ότι το γράφημα G έχει πολλαπλότητα μηδενός η(G) = n−2. Tότε, αν
αυξάνεται η πολλαπλότητα μηδενός με την αφαίρεση μίας κορυφής, το παραγόμενο
υπογράφημα έχει n− 1 κορυφές και πολλαπλότητα μηδενός η(G− u) = n− 1. Είναι
γνωστό ότι το μόνο γράφημα με πολλαπλότητα μηδενός ίση με την τάξη του είναι
το κενό γράφημα. Έτσι, το G είναι ένα star γράφημα, με την κορυφή u στο κέντρο
του, και ισχύει η ισότητα E(G− u) = E(G)− (|λl|+ |λm|).

Παρατήρηση 3.20. Ένα ακόμη παράδειγμα γραφήματος με n κορυφές, που πετυ-
χαίνει την ισότητα στο παραπάνω θεώρημα, είναι το γράφημα το οποίο είναι ένωση
m πλήρων γραφήματων K2, και n−2m μεμονωμένων κορυφών. Η ενέργεια του γρα-
φήματος G = mK2 ∪ (n− 2m)K1 είναι E(G) = m(|−1|+ |1|). Με την αφαίρεση μίας
κορυφής u από το πλήρες γράφημα K2, η πολλαπλότητα μηδενός αυξάνεται και η
ενέργεια του παραγόμενου γραφήματος G− u είναι E(G− u) = (m− 1)(|−1|+ |1|).
Έτσι, E(G− u) = E(G)− (|λl|+ |λm|).

Θεώρημα 3.21. Έστω G = (V,E) γράφημα και u ∈ V. Αν nu(G) = 0 τότε,

E(G− u) ≤ E(G)− |λi| ,
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όπου λi είναι είτε η μικρότερη μη-αρνητική ή η μεγαλύτερη μη-θετική ιδιοτιμή του
G.

Απόδειξη. Για την απόδειξη δουλεύουμε όπως στα παραπάνω θεωρήματα με το
θεώρημα πεπλεγμένων ιδιοτιμών.

Παράδειγμα 3.22. Παρακάτω δίνουμε ένα παράδειγμα για την ισότητα στο Θέω-
ρημα 3.21. Tο φάσμα του γραφήματοςG στο Σχήμα 3.1 αριστερά, είναι {2, 0,−1,−1} ,
και η ενέργεια του γραφήματος είναι E(G) = 4. Με την αφαίρεση της άσπρης κο-
ρυφής u, το παραγόμενο υπογράφημα έχει ιδιοτιμές {1, 0,−1} και η ενέργεια του
G − u είναι E(G − u) = 2. Έτσι, nu(G) = 0 και E(G)− E(G− u) = 2 = λl, όπου λl

είναι η μοναδική μη-αρνητική ιδιοτιμή του G.

Σ 3.1

Παρατήρηση 3.23. Από τα παραπάνω θεωρήματα είναι φανερό ότι, ο τύπος των κο-
ρυφών όπως αυτός καθορίζεται από την έκταση μηδενός παίζει σημαντικό ρόλο στην
ενέργεια ενός ιδιάζοντος γραφήματος. Παρόλα αυτά, παρόμοια αποτελέσματα μπο-
ρούν να προκύψουν και για μη-ιδιάζοντα γραφήματα και κάθε μη-μηδενική ιδιοτιμή
λ.

Έστω G = (V,E) γράφημα και u ∈ V. Ας υποθέσουμε ότιm(G) είναι η πολλαπλότητα
μίας μη-αρνητικής ιδιοτιμής λ του γραφήματος G, m(G−u) η πολλαπλότητα της λ για
το παραγόμενο υπογράφημα G−u, καιmu(G) = m(G)−m(G− u) η έκταση κορυφής
της ιδιοτιμής λ. Tότε στην περίπτωση όπου mu(G) = 0, μπορούμε να δείξουμε με
τη βοήθεια του θεωρήματος πεπλεγμένων ιδιοτιμών ότι:

E(G− u) ≤ max {E(G)− λl, E(G)− |λm|} ,

όπου λl (αντίστοιχα λm) είναι η μικρότερη θετική (αντίστοιχα μεγαλύτερη αρνητική)
ιδιοτιμή του G.

Πόρισμα 3.24. Aν H είναι ένα παραγόμενο υπογράφημα του G, τότε

E(H) ≤ E(G).

Απόδειξη. Άμεση συνέπεια των Θεωρημάτων 3.18-3.21.
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3.2.2 Ενέργεια ιδιαζόντων γραφημάτων

Στην ενότητα αυτή μελετούμε την ενέργεια των ιδιαζόντων γραφήματων. Πιο συγκε-
κριμένα, παρέχουμε κάποια νέα φράγματα για minimal configuration γραφήματα
και βελτιώνουμε κάποια ήδη γνωστά φράγματα, στην περίπτωση όπου το γράφημα
είναι ιδιάζον.

Πρόταση 3.25. Έστω G ένα minimal configuration γράφημα με τάξη πυρήνα του-
λάχιστον τρία. Tότε, E(G) > 2

√
5.

Απόδειξη. Ένα minimal configuration γράφημα, με τάξη πυρήνα τουλάχιστον τρία,
έχει το μονοπάτι P4 σαν ένα παραγόμενο υπογράφημα [86]. Από Πόρισμα 3.24 και
αφού το μονοπάτι P4 είναι μη-ιδιάζον, E(G) > 2(1+

√
5+

√
5−1

2 ).

Θεώρημα 3.26. Έστω G ένα minimal configuration γράφημα με πυρήνα F πολλα-
πλότητας μηδενός η(F ). Tότε,

E(G) ≥ E(F ) + (η(F )− 1)(|λl|+ |λm|),

όπου λl και λm είναι αντίστοιχα η μικρότερη μη-αρνητική και η μεγαλύτερη μη-
θετική ιδιοτιμή του G.

Απόδειξη. Έστω wi, i = 1, ..., η(F )− 1 οι κορυφές της περιφέρειας P . Από Θεώρημα
3.19, αφού nwi(G) = −1:

E(G− w1) ≤ E(G)− (|λl|+ |λm|),

όπου λl και λm είναι αντίστοιχα η μικρότερη μη-αρνητική και η μεγαλύτερη μη-
θετική ιδιοτιμή του G. Tότε, από το ίδιο Θεώρημα:

E(G− w1 − w2) ≤ E(G− w1)− (|µl−1|+ |µm|),

όπου µl−1 και µm είναι αντίστοιχα η μικρότερη μη-αρνητική και η μεγαλύτερη μη-
θετική ιδιοτιμή του G−w1. Από θεώρημα πεπελεγμένων ιδιοτιμών, αφού |µl−1| ≥ |λl|
και |µm| ≥ |λm| ,

E(G− w1 − w2) ≤ E(G− w1)− (|µl−1|+ |µm|) ≤ E(G)− 2(|λl|+ |λm|).

Είναι προφανές ότι,

E(G− w1 − w2 − ...− wη(F )−1) ≤ E(G)− (η(F )− 1)(|λl|+ |λm|).
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Λήμμα 3.27. [25] Έστω H ένα παραγόμενο υπογράφημα του γραφήματος G, με
m πλευρές. Tότε, E(G)−E(H) ≤ E(G−m) ≤ E(G) + E(H).

Πρόταση 3.28. Έστω G ένα minimal configuration γράφημα με πυρήνα F, περιφέρεια
P, και πολλαπλότητα μηδενός του πυρήνα η(F ). Αν nF είναι το πλήθος των
κορυφών του πυρήνα που είναι γειτονικές με κάποια κορυφή της περιφέρειας και
|λk| είναι η μικρότερη σε απόλυτη τιμή ιδιοτιμή του γραφήματος, τότε:

|λk| <
1

2
√
8
(1 +

nF

η(F )− 1
)(
√

nF + η(F )− 1 +
√
2).

Απόδειξη. Έστω ότι το πλήθος των πλευρών του πυρήνα F είναι m. Αφού ο πυρήνας
F είναι ένα παραγόμενο υπογράφημα του minimal configuration γραφήματος G,

από Λήμμα 3.27 E(G) − E(F ) ≤ E(G − m). Αν αφαιρέσουμε τις πλευρές του
πυρήνα, το γράφημα που προκύπτει αποτελείται μόνο από πλευρές μεταξύ του
πυρήνα F και της περιφέρειας P. Αφού τα δύο αυτά σύνολα είναι ανεξάρτητα,
το παραγόμενο υπογράφημα G − m είναι διμερές. Τότε, από το Θεώρημα 3.10:
E(KF,P ) ≤ n√

8
(
√
n+

√
2). Οι κορυφές του γραφήματος G−m είναι οι η(F )−1 κορυφές

της περιφέρειας και οι κορυφές του πυρήνα, nF , που είναι γειτονικές στις κορυφές
της περιφέρειας. Από το Θεώρημα 3.26: E(G)−E(F ) > (η(F )−1)(|λl|+ |λm|), όπου
λl και λm είναι αντίστοιχα η μικρότερη μη-αρνητική και η μεγαλύτερη μη-θετική
ιδιοτιμή του G. Έτσι,

|λl|+ |λm| < η(F )− 1 + nF√
8(η(F )− 1)

(
√

η(F )− 1 + nF +
√
2),

ή, αν |λk| = min (|λl| , |λm|):

|λk| <
1

2
√
8
(1 +

nF

η(F )− 1
)(
√

nF + η(F )− 1 +
√
2).

Παρατήρηση 3.29. Έστω ότι θέλουμε να κατασκευάσουμε ένα minimal configuration
γράφημαG από το κενό γράφημαNp. Όπως έχουμε αποδείξει το minimal configuration
γράφημα είναι ένα συνεκτικό γράφημα, που σημαίνει ότι όλες οι κορυφές του κενού
γραφήματος θα είναι γειτονικές με κάποια κορυφή της περιφέρειας. Αφού η πολλα-
πλότητα μηδενός του κενού γραφήματος είναι ίση με την τάξη του, η(F ) = nF = p.

Από την Πρόταση 3.28 για τη μικρότερη σε απόλυτη τιμή ιδιοτιμή του G, |λk|:

|λk| <
1

2
√
8
(1 +

p

p− 1
)(
√

2p− 1 +
√
2).

Για παράδειγμα, αν κατασκευάσουμε ένα γράφημα από το κενό γράφημα N4, η
μικρότερη σε απόλυτη τιμή ιδιοτιμή του δε μπορεί να είναι μεγαλύτερη από 1.67465.
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Στο Σχήμα 3.2, το minimal configuration γράφημα που απεικονίζεται έχει την τιμή
1 σαν την μικρότερη σε απόλυτη τιμή ιδιοτιμή.

Σ 3.2: Ένα minimal configuration γράφημα που κατασκευάστηκε από το κενό
γράφημα N4.

Το άνω και κάτω φράγμα της ανισότητας που έδωσε ο McClelland [66]:√
2m+ n(n− 1) |detA|2/n ≤ E(G) ≤

√
2mn

μπορούν να βελτιωθούν στην περίπτωση των ιδιαζόντων γραφημάτων όπως θα δούμε
στην Πρόταση 3.30 και 3.31 αντίστοιχα.

Πρόταση 3.30. [38] Έστω G ένα γράφημα με n κορυφές και πολλαπλότητα μη-
δενός η(G). Tότε,

E(G) ≤
√

2(n− η(G))m.

Απόδειξη. Για την απόδειξη, αρκεί να θεωρήσουμε την ανισότητα Cauchy-Schwarz
στα διανύσματα (1, ..., 1) και (λ1, ..., λn−η(G)).

Πρόταση 3.31. Έστω G ένα γράφημα με n κορυφές και πολλαπλότητα μηδενός
η(G). Tότε,

E(G) ≥ n− η(G).

Απόδειξη. Έστω n−η(G) οι μη-μηδενικές ιδιοτιμές. Χρησιμοποιούμε την ανισότητα
αριθμητικού-γεωμετρικού μέσου:

|λ1|+ |λ2|+ ...+
∣∣λn−η(G)

∣∣
n− η(G)

≥ n−η(G)

√
|λ1| |λ2| ...

∣∣λn−η(G)

∣∣.
Οι n− η(G) μη-μηδενικές ιδιοτιμές ικανοποιούν το πολυώνυμο:

λn−η(G) + α1λ
n−η(G)−1 + ...+ αn−η(G),



Κεφάλαιο 3. Ενέργεια ιδιαζόντων γραφημάτων 55

που σημαίνει ότι n−η(G)

√
|λ1| |λ2| ...

∣∣λn−η(G)

∣∣ = n−η(G)

√∣∣αn−η(G)

∣∣, όπου αn−η(G) είναι
ένας μη-μηδενικός ακέραιος. Είναι προφανές ότι η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν
|λi| = 1, για κάθε i = 1, 2, ..., n − η(G), δηλαδή αν G είναι η ένωση n−η(G)

2 πλήρων
γραφημάτων K2 και η(G) μεμονωμένων κορυφών.

Θα κλείσουμε αυτή την ενότητα με ένα άνω φράγμα για την ενέργεια των πλήρων
πολυμερών γραφημάτων.

Πρόταση 3.32. Έστω G ένα πλήρες r-μερές γράφημα με n κορυφές και m πλευ-
ρές. Tότε,

E(G) ≤ 2

√
2(r − 1)m

r
.

Απόδειξη. Γνωρίζουμε ότι ο βαθμός ενός πλήρους r-μερούς γραφήματος είναι ίσος
με r [10]. Επομένως, η πολλαπλότητα μηδενός για το πλήρες r-μερές γράφημα είναι
η(G) = n− r.

Πρώτα ταξινομούμε τις n− η(G) = r μη-μηδενικές ιδιοτιμές του γραφήματος σε μη
φθίνουσα σειρά (λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λn−η(G)), αφού παραλείψουμε τις η(G) μηδενικές
ιδιοτιμές.

Εφαρμόζουμε την ανισότητα Cauchy-Schwarz στα διανύσματα (1, 1, ..., 1) και (λ2, λ3

, ..., λn−η(G)).

(

n−η(G)∑
i=2

λi)
2 ≤

n−η(G)∑
i=2

λ2
i ·

n−η(G)∑
i=2

12

= (n− η(G)− 1)

n−η(G)∑
i=2

λ2
i .

Αφού, −λ1 =
∑n−η(G)

i=2 λi: λ2
1 ≤ (n − η(G) − 1)

∑n−η(G)
i=2 λ2

i και (n − η(G))λ2
1 ≤

(n− η(G)− 1)
∑n−η(G)

i=1 λ2
i = (n− η(G)− 1)2m.

Γνωρίζουμε ότι το πλήρες r-μερές γράφημα G έχει μία μόνο θετική ιδιοτιμή [90] λ1,

και E(G) = 2λ1. Έτσι,

E(G) ≤ 2

√
2(n− η(G)− 1)m

n− η(G)
.

Είναι προφανές ότι η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν το G είναι ένα κανονικό r-μερές
γράφημα.

Από το παραπάνω θεώρημα εύκολα προκύπτει το παρακάτω πόρισμα, το οποίο
αποτελεί βελτίωση του αντίστοιχου θεωρήματος του Wilf [72] για ιδιάζοντα γραφή-
ματα.
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Πόρισμα 3.33. Αν G είναι ένα ιδιάζον γράφημα με πολλαπλότητα μηδενός η(G)

και λ1 είναι η μεγαλύτερη ιδιοτιμή του, τότε:

λ1 ≤

√
2(n− η(G)− 1)m

n− η(G)
.

3.2.3 Αφαίρεση πλευράς-Μεταβολή ενέργειας

Έχει αποδειχθεί ότι η ενέργεια ενός γραφήματος μπορεί να αυξηθεί, να μειωθεί ή
να παραμείνει ίδια μετά την αφαίρεση μίας πλευράς [24]. Σε αυτή την ενότητα,
μελετούμε συγκεκριμένα γραφήματα των οποίων η ενέργεια αυξάνεται μετά την
αφαίρεση μίας πλευράς, όπως είναι το πλήρες πολυμερές γράφημα και ο υπερκύβος
με άρτιο αριθμό κορυφών.

Πρόταση 3.34. Έστω Kp,q ένα πλήρες διμερές γράφημα. Tότε, αν αφαιρέσουμε
μια πλευρά e:

E(Kp,q − e) = 2

√
pq − 1 + 2

√
(p− 1)(q − 1).

Απόδειξη. Έστω ο πίνακας γειτνίασης του γραφήματος E(Kp,q − e):

A =



0 0 · · · 0 0 1 · · · 1

0 0 · · · 0 1 1 · · · 1
...
... . . . ...

...
... . . . ...

0 0 · · · 0 1 1 · · · 1

0 1 · · · 1 0 0 · · · 0

1 1 · · · 1 0 0 · · · 0
...
... . . . ...

...
... . . . ...

1 1 · · · 1 0 0 · · · 0


Ο πίνακας A έχει τέσσερις ανεξάρτητες γραμμές, οπότε η(Kp,q−e) = p+q−4. Έστω,
µ1 ≥ µ2 ≥ µ3 ≥ µ4 οι υπόλοιπες μη-μηδενικές ιδιοτιμές. Tότε, αφού το Kp,q − e είναι
διμερές γράφημα, µ1 = −µ3 και µ2 = −µ4. Tο χαρακτηριστικό πολυώνυμο μπορεί
να γραφτεί με την εξής μορφή:

xp+q−4(x− µ1)(x+ µ1)(x− µ2)(x+ µ2) = xp+q−4(x4 − (µ2
1 + µ2

2)x
2 + µ2

1µ
2
2).

Είναι γνωστό ότι,
∑

µ2
i = 2m και έτσι µ2

1 + µ2
2 = pq − 1.
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Aκόμη,
∑

µk
i = trAk. Οι διαγώνιες είσοδοι του A4 είναι:

A
4

=



(q − 1)2p

(q − 1)2 + q2(p − 1)

. . .
(p − 1)2q

(p − 1)2 + p2(q − 1)

. . .
(p − 1)2 + p2(q − 1)



και trA4 = (q2 − 2q + 1)(p2 + 2p− 1) + (p2 − 2p+ 1)(q2 + 2q − 1).

Αφού µ4
1 + µ4

2 = (µ2
1 + µ2

2)
2 − 2µ2

1µ
2
2, μετά από κάποιους υπολογισμούς έχουμε ότι

µ2
1µ

2
2 = (p− 1)(q − 1). Η ενέργεια του γραφήματος είναι:

E(Kp,q − e) = 2(|µ1|+ |µ2|) = 2
√

µ2
1 + µ2

2 + 2 |µ1| |µ2|

οπότε,
E(Kp,q − e) = 2

√
pq − 1 + 2

√
(p− 1)(q − 1).

Από Πρόταση 3.34, είναι προφανές ότι:

E(Kp,q − e)− E(G) ≥ 2(

√
pq − 1 + 2

√
(p− 1)(q − 1)−√

pq).

Πρόταση 3.35. Έστω Kt,t,...,t ένα πλήρες r-μερές γράφημα με r ≥ 3, t ≥ 2. Αν
Kt,t,...,t − e είναι το παραγόμενο υπογράφημα μετά την αφαίρεση της πλευράς e,

τότε
E(Kt,t,...,t − e) ≥ E(Kt,t,...,t).

Απόδειξη. Έστω Kt,t,...,t−e το υπογράφημα του r-μερούς γραφήματος, Kt,t,...,t, μετά
την αφαίρεση της πλευράς e που ενώνει δύο κορυφές που ανήκουν στα δύο πρώτα
σύνολα κορυφών. Ο πίνακας γειτνίασης του γραφήματος θα είναι της μορφής:

A =



0 0 · · · 0 0 1 · · · 1 · · · 1 1 · · · 1

0 0 · · · 0 1 1 · · · 1 · · · 1 1 · · · 1
...
... . . . ...

...
... . . . ... . . . ...

... . . . ...
0 0 · · · 0 1 1 · · · 1 · · · 1 1 · · · 1

0 1 · · · 1 0 0 · · · 0 · · · 1 1 · · · 1

1 1 · · · 1 0 0 · · · 0 · · · 1 1 · · · 1
...
... . . . ...

...
... . . . ... . . . ...

... . . . ...
1 1 · · · 1 0 0 · · · 0 · · · 1 1 · · · 1
...
... . . . ...

...
... . . . ... . . . ...

... . . . ...
1 1 · · · 1 1 1 · · · 1 · · · 0 0 · · · 0

1 1 · · · 1 1 1 · · · 1 · · · 0 0 · · · 0
...
... . . . ...

...
... . . . ... . . . ...

... . . . ...
1 1 · · · 1 1 1 · · · 1 · · · 0 0 · · · 0
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Είναι προφανές από τον παραπάνω πίνακα ότι το γράφημα Kt,t,...,t − e έχει r +

2 ανεξάρτητες γραμμές. Αν εργαστούμε όπως στην απόδειξη της Πρότασης 3.34,
βρίσκουμε ότι −t είναι μία ιδιοτιμή του γραφήματος, με πολλαπλότητα r− 3. Έστω
µ1 ≥ µ2 ≥ µ3 ≥ µ4 ≥ µ5 οι υπόλοιπες μη-μηδενικές ιδιοτιμές. Tότε βρίσκουμε ότι:

µ2 =

√
(t− 1)2 + 4(t− 1)− (t− 1)

2
,

µ4 = −
√

(t− 1)2 + 4(t− 1) + (t− 1)

2
.

Ακόμη, |µ2|+ |µ4| ≤ |µ3|+ |µ5| , όπου οι µ3, µ5 και µ1 ικανοποιούν το πολυώνυμο:

µ3 − ((r − 2)t− 1)µ2 − (m− (r − 2)(r − 1)

2
t2 + (r − 2)t)µ− (r − 1)(t− 1)t = 0,

και m είναι οι πλευρές του Kt,t,...,t − e, (m = r(r−1)
2 t2 − 1).

Αφού
√

(t− 1)2 + 4(t− 1) ≥ t+ 1
rt και µ1 ≥ 2m

rt = (r − 1)t− 2
rt ,

E(Kt,t,...,t − e) =
5∑

i=1
|µi|+ (r − 3) |−t|

≥ |µ1|+ 2(|µ2|+ |µ4|) + (r − 3)t

≥ (r − 1)t− 2
rt + 2(t+ 1

rt) + (r − 3)t

= 2(r − 1)t

= E(Kt,t,...,t).

O υπερκύβος Qn είναι ένα κανονικό γράφημα που ορίζεται αναδρομικά μέσω του
καρτεσιανού γινομένου δύο γραφήματων, από τις σχέσεις Q1 = K2 και Qn+1 =

Qn�K2. Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του υπερκύβου Qn είναι φ(Qn) =
∏n

k=0(x−
n+ 2k)(

n
k) [47].

Σ 3.3: Οι υπερκύβοι Q1, Q2, Q3, Q4.
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Είναι εύκολο να διαπιστώσει κανείς ότι ο υπερκύβος Qn είναι ιδιάζων αν και μόνο
αν το πλήθος των κορυφών του n είναι άρτιος αριθμός. Ο πίνακας γειτνίασης του
υπερκύβου μπορεί να γραφτεί στη μορφή:

A(Qn) =

[
A(Qn−1) I2n−1

I2n−1 A(Qn−1)

]
,

όπου με I2n−1 συμβολίζουμε τον μοναδιαίο πίνακα.

Λήμμα 3.36. [25] Για τον πίνακα

C =

[
A X

Y B

]
,

όπου A και B είναι τετράγωνοι πίνακες, έχουμε:

∑
j sj(A) +

∑
j sj(B) ≤

∑
j sj(C).

Απόδειξη. Aπό πολική παραγοντοποίηση, υπάρχουν ορθογώνιοι πίνακες U και V
έτσι ώστε οι πίνακες A′ = UA και B′ = V B είναι θετικά ημιορισμένοι. Ας θεωρή-
σουμε τον πίνακα

C ′ =

[
U 0

0 V

]
C =

[
U 0

0 V

][
A X

Y B

]
=

[
UA UX

V Y V B

]
=

[
A′ UX

V Y B′

]
.

Έχουμε, ∑
j

sj(A) +
∑
j

sj(B) =
∑
j

sj(A
′) +

∑
j

sj(B
′)

= trA′ + trB′

= trC ′

≤
∑
j

sj(C
′)

=
∑
j

sj(C).

Θεώρημα 3.37. Έστω Q2k ένας ιδιάζων υπερκύβος. Αν Q2k−e είναι το παραγόμενο
υπογράφημα μετά την αφαίρεση της πλευράς e, τότε:

E(Q2k − e) ≥ E(Q2k).

Απόδειξη. Έστω e πλευρά που αντιστοιχεί στον μοναδιαίο πίνακα I22k−1 . Ο πίνακας
γειτνίασης του γραφήματος Q2k − e, μετά την αφαίρεση της πλευράς e, είναι της
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μορφής:

A(Q2k − e) =

[
A(Q2k−1) J22k−1

J22k−1 A(Q2k−1)

]
,

όπου ο πίνακας J22k−1 σχηματίζεται από τον μοναδιαίο πίνακα με την αλλαγή μίας
διαγώνιας εισόδου από την τιμή 1 στην τιμή 0.

Από Λήμμα 3.36,
E(Q2k − e) ≥ 2E(Q2k−1).

Η ενέργεια του υπερκύβου Q2k είναι:

E(Q2k) =
∑2k

i=0

(
2k
i

)
|2k − 2i|

=
∑k

i=0

(
2k
i

)
(2k − 2i)−

∑2k
i=k+1

(
2k
i

)
(2k − 2i)

=
∑k

i=0

(
2k
i

)
(2k − 2i)−

∑2k
i=0

(
2k
i

)
(2k − 2i) +

∑k
i=0

(
2k
i

)
(2k − 2i)

= 2
∑k

i=0

(
2k
i

)
(2k − 2i)−

∑2k
i=0

(
2k
i

)
(2k − 2i)

= 4k
∑k

i=0

(
2k
i

)
− 4

∑k
i=0 i

(
2k
i

)
−
∑2k

i=0 2k
(
2k
i

)
+
∑2k

i=0 2i
(
2k
i

)
= 4k(22k−1 +

(2kk )
2 )− 4k22k−1 − 2k22k + 2 · 2k22k−1

= 2k
(
2k
k

)
.

Με ανάλογο τρόπο βρίσκουμε ότι

E(Q2k−1) = 2k

(
2k − 1

k

)
.

Αφού,

E(Q2k) = 2k
(
2k
k

)
= 2k

(
2k−1
k

)
2k

2k−k

= 4k
(
2k−1
k

)
= 2E(Q2k−1),

η απόδειξη ολοκληρώθηκε.

3.2.4 Μέγιστη και ελάχιστη ενέργεια ιδιαζόντων γραφημάτων

Σε αυτή την ενότητα μελετούμε την ενέργεια γραφημάτων με μέγιστη πολλαπλότητα
μηδενός η(G) = n− k, όπου k = 0, ..., 4.

Λήμμα 3.38. Έστω G ένα γράφημα με n κορυφές και πολλαπλότητα μηδενός
η(G) = n. Tότε, E(G) = 0.
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Απόδειξη. Είναι γνωστό ότι ένα γράφημα έχει πολλαπλότητα μηδενός n αν και
μόνο αν είναι το κενό γράφημα. Έτσι, όλες οι n ιδιοτιμές του είναι μηδενικές και
E(G) = 0.

Πρόταση 3.39. Έστω G = (V,E) ένα γράφημα χωρίς μεμονωμένες κορυφές, με
n κορυφές και πολλαπλότητα μηδενός η(G) = n − 2. Tο G πετυχαίνει μέγιστη
ενέργεια, αν και μόνο αν, το G είναι ισόμορφο με ένα πλήρες διμερές γράφημα
Kn1,n2 , με ni = ⌊n/2⌋ , i = 1, 2.

Απόδειξη. Από το Θεώρημα 1.22 ισχύει η(G) = n−2, αν και μόνο αν, το γράφημα G

είναι ισόμορφο με ένα πλήρες διμερές γράφημα Kn1,n2 . Οι ιδιοτιμές για το πλήρες
διμερές γράφημα είναι γνωστές και ίσες με

√
m, −

√
m, και με το 0 (με πολλαπλότητα

n − 2). Έτσι, η ενέργεια του πλήρους διμερούς γραφήματος είναι E(G) = 2
√
m,

οπότε το πλήρες διμερές γράφημα πετυχαίνει την ισότητα στο Θεώρημα 3.4 και
στην Πρόταση 3.32. Αφού, το πλήθος των πλευρών σε ένα διμερές γράφημα είναι
μέγιστο όταν ni = ⌊n/2⌋ , i = 1, 2, η απόδειξη ολοκληρώθηκε.

Πρόταση 3.40. Έστω G = (V,E) ένα γράφημα χωρίς μεμονωμένες κορυφές, με n

κορυφές και πολλαπλότητα μηδενός η(G) = n− 3. Tο G πετυχαίνει μέγιστη ενέρ-
γεια, αν και μόνο αν, είναι ισόμορφο με ένα κανονικό πλήρες τριμερές γράφημα
Kn1,n2,n3 .

Απόδειξη. Από Θεώρημα 1.23, τo γράφημα G έχει πολλαπλότητα μηδενός η(G) =

n − 3, αν και μόνο αν, είναι ισόμορφο με ένα κανονικό πλήρες τριμερές γράφημα.
Από την Πρόταση 3.32, αφού το γράφημα G έχει πολλαπλότητα μηδενός n− 3,

E(G) ≤ 2

√
2 · 2 ·m

3
.

Αν E(G) = 2
√

4m
3 , τότε 2m

n ≤ λ1 =
√

4m
3 , με ισότητα m = n2/3, αν και μόνο αν, το

G είναι ένα κανονικό πλήρες τριμερές γράφημα [10].

Από τα παραπάνω είναι προφανές ότι γραφήματα με μέγιστη πολλαπλότητα μη-
δενός η(G) = n − k, k = 0, ..., 3 έχουν είτε μέγιστη είτε ελάχιστη ενέργεια. Ας εξε-
τάσουμε τώρα γραφήματα με πολλαπλότητα μηδενός η(G) = n− 4, και πιο συγκε-
κριμένα, ιδιάζοντα γραφήματα με τερματικές κορυφές. Όπως είδαμε στο Θεώρημα
1.27, τέτοια γραφήματα με πολλαπλότητα μηδενός η(G) = n − 4 απεικονίζονται
στο Σχήμα 1.6. Θα αναφέρθουμε την περίπτωση των μονοκυκλικών γραφημάτων
(unicyclic graphs), Un, δηλαδή συνεκτικών γραφημάτων που περιλαμβάνουν ακρι-
βώς ένα κύκλο.
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Λήμμα 3.41. [91] Έστω U ∈ Un (n ≥ 5). Tότε η(U) = n− 4, αν και μόνο αν, το U

είναι ισόμορφο με κάποια από τα γραφήματα U1, U2, U3, του Σχήματος 3.4.

Θεώρημα 3.42. Έστω το σύνολο των μονοκυκλικών γραφημάτων με n κορυφές και p
τερματικές κορυφές. Τότε, το γράφημα U3 του Σχήματος 3.4 πετυχαίνει την ελάχιστη
ενέργεια για p = n− 5 [57].

Σ 3.4: Μονοκυκλικά γραφήματα με μέγιστη πολλαπλότητα μηδενός

3.2.5 Δείκτης Estrada

Θα κλείσουμε την παρούσα διατριβή με κάποια συμπεράσματα για τον δείκτη
Estrada του υπερτριγώνου και κάποιων καρτεσιανών γινομένων με μέγιστη πολ-
λαπλότητα μηδενός.

Ο δείκτης Estrada έχει αποκτήσει ιδιαίτερη σημασία τα τελευταία χρόνια εξαιτίας
των πολλών εφαρμογών του, ιδιαίτερα στη Χημεία. Αν λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λn είναι
το φάσμα των ιδιοτιμών ενός γραφήματος, ο δείκτης Estrada (Estrada index) είναι
EE(G) =

∑n
i=1 e

λi . Είναι γνωστό ότι η k-οστή φασματική στιγμή ενός γραφήματος
είναι Mk(G) =

∑n
i=1 λ

k
i , έτσι σε σχέση με την k-οστή φασματική στιγμή:

EE(G) =

∞∑
k=0

Mk(G)

k!
.

Λήμμα 3.43. [31] Έστω G ένα γράφημα με n κορυφές. Τότε,

EE(G) ≥ n.

Η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν το G είναι το κενό γράφημα.

Απόδειξη. Aν εφαρμόσουμε την ανισότητα αριθμητικού-γεωμετρικού μέσου,

EE(G)

n
≥ n

√√√√ n∏
i=1

eλi =
n
√

e
∑n

i=1 λi =
n
√
e0 = 1.

H ισότητα ισχύει αν και μόνο αν για κάθε 1 ≤ i, j ≤ n, eλi = eλj , δηλαδή αν και μόνο
αν λi = λj , που σημαίνει ότι λi = 0 για κάθε i.
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To Θεώρημα 3.44 δίνει ένα άνω και κάτω φράγμα για τον δείκτη Estrada, λαμβά-
νοντας υπόψη τις κορυφές και τις πλευρές του γραφήματος.

Θεώρημα 3.44. [73] Έστω ένα γράφημα G με n κορυφές και m πλευρές. Tότε,

√
n2 + 4m ≤ EE(G) ≤ n− 1 + e

√
2m.

Η ισότητα και στα δύο μέλη ισχύει αν και μόνο αν G ∼= Kn.

Απόδειξη. Για το κάτω φράγμα έχουμε:

EE2 =

n∑
i=1

e2λi + 2
∑
i<j

eλieλj .

Από την ανισότητα αριθμητικού-γεωμετρικού μέσου:

2
∑
i<j

eλieλj ≥ n(n− 1)(
∏
i<j

eλieλj )2/(n(n−1))

= n(n− 1)((
n∏

i=j

eλi)n−1)2/(n(n−1))

= n(n− 1)(eM1)2/n = n(n− 1).

Αν λάβουμε υπόψη ότι M0 = n, M1 = 0, M2 = 2m, και αναπτύξουμε τη σειρά:

n∑
i=1

e2λi =

n∑
i=1

∑
k≥0

(2λi)
k

k!
= n+ 4m+

n∑
i=1

∑
k≥3

(2λi)
k

k!

≥ n+ 4m+ γ

n∑
i=1

∑
k≥3

(λi)
k

k!
= n+ 4m− γn− γm+ γ

n∑
i=1

∑
k≥0

(λi)
k

k!
,

δηλαδή,
n∑

i=1

e2λi ≥ (1− γ)n+ (4− γ)m+ γEE.

Τελικά,

EE ≥ γ

2
+

√
(n− γ

2
)2 + (4− γ)m,

όπου γ ∈ [0, 8] και η συνάρτηση f(x) = x
2 +

√
(n− x

2 )
2 + (4− x)m ελαττώνεται σε

αυτό το διάστημα. Έτσι, για γ = 0 παίρνουμε το κάτω φράγμα στο θεώρημα.

Για το άνω φράγμα:

EE = n+

n∑
i=1

∑
k≥1

(λi)
k

k!
≤ n+

n∑
i=1

∑
k≥1

|λi|k

k!
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= n+
∑
k≥1

1

k!

n∑
i=1

((λi)
2)k/2 ≤ n+

∑
k≥1

1

k!
(

n∑
i=1

(λi)
2)k/2

= n+
∑
k≥1

1

k!
(2m)k/2 = n− 1 +

∑
k≥0

√
2m

k

k!
,

oπότε παίρνουμε το άνω φράγμα.

Παρουσιάσαμε κάποια βασικά θεωρήματα για τον δείκτη Estrada. Aν λάβουμε
υπόψη και την πολλαπλότητα μηδενός ενός γραφήματος, είναι γνωστά τα παρα-
κάτω.

Θεώρημα 3.45. [39] Αν G είναι ένα (n,m)-γράφημα με τουλάχιστον μία πλευρά,
και n0 είναι η πολλαπλότητα μηδενός του, τότε

EE(G) ≥ n0 + (n− n0)cosh(

√
2m

n− n0
),

όπου με cosh συμβολίζουμε το υπερβολικό συνημίτονο.

Η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν η ποσότητα n− n0 είναι άρτιος αριθμός, και αν το
γράφημα G αποτελείται από αντίγραφα από πλήρη διμερή γραφήματα Kri,si , i =

1, 2, ..., (n− n0)/2, έτσι ώστε τα γινόμενα ri · si είναι αμοιβαίως ίσα.

Παρακάτω δίνουμε ένα παράδειγμα του Θεωρήματος 3.45 για το n-οστό υπερτρί-
γωνο.

Σ 3.5: Το T4-υπερτρίγωνο.

Πόρισμα 3.46. Το n-οστό υπερτρίγωνο Tn είναι ένα τριγωνικό πλέγμα, με n κορυ-
φές σε κάθε πλευρά, τάξης 1

2n(n+1) και μεγέθους 3
2n(n−1). Έχει πολλαπλότητα

μηδενός n [1]. Επίσης,

EE(Tn) > n+
1

2
n(n− 1)cosh(

√
2 · 3

2n(n− 1)
1
2n(n− 1)

= n+
1

2
n(n− 1)cosh(6).
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Παρατήρηση 3.47. [42] Αν G είναι ένα διμερές γράφημα με πολλαπλότητα μηδενός
n0, τότε

EE(G) = n0 + 2
∑
+

cosh(λi),

όπου με
∑

+ συμβολίζουμε το άθροισμα πάνω σε όλες τις θετικές ιδιοτιμές του
γραφήματος.

Θεώρημα 3.48. [73] Έστω G ένα κανονικό διμερές γράφημα βαθμού r και τάξης n.
Tότε,

2cosh(r) +
√

(n− 2)2 + 2nr − 4r2 ≤ EE(G) ≤ n− 4 + 2cosh(r) + 2cosh(
√

nr/2− r2).

Θεώρημα 3.49. [42] Aνάμεσα σε όλα τα δέντρα με n κορυφές,

EE(Pn) < EE(Tn) < EE(Sn),

όπου με Tn συμβολίζουμε όλα τα δέντρα που είναι διαφορετικά από το μονοπάτι
Pn και το star γράφημα Sn.

Θεώρημα 3.50. [73] Ανάμεσα σε όλα τα γραφήματα με n κορυφές, το μονοπάτι Pn

έχει τον ελάχιστο δείκτη Estrada.

Στις εργασίες [31], [43] έχει υπολογισθεί ο δείκτης Estrada για κάποια ιδιάζοντα
γραφήματα με γνωστό φάσμα, όπως το star γράφημα, ο κύκλος, ο υπερκύβος και ο
τροχός. Χρησιμοποιώντας τα παρακάτω λήμματα, υπολογίζουμε τον δείκτη Estrada
ορισμένων Καρτεσιανών γινομένων γραφήματων με μέγιστη πολλαπλότητα μηδενός.

Λήμμα 3.51. [31] Έστω G�H το Καρτεσιανό γινόμενο των G και H. Tότε,

EE(G�H) = EE(G) · EE(H).

Λήμμα 3.52. [1] Τα παρακάτω Καρτεσιανά γινόμενα έχουν μέγιστη πολλαπλό-
τητα μηδενός:

(i) M(Ks�Pt) = s.

(ii) M(Ps�Pt) = min {s, t} .

(iii) M(Cs�Pt) = min {s, 2t} .

(iv) M(Ks�Kt) = st− s− t+ 2.

(v) M(Cs�Kt) = 2t.

Λήμμα 3.53. [31], [43] Οι δείκτες Estrada των Kn, Cn και Pn είναι:
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(i) EE(Kn) = en−1 + (n− 1)e−1.

(ii) EE(Cn) ≈ nI0.

(iii) EE(Pn) ≈ (n+ 1)I0 − cosh(2),

όπου I0 =
1
π

∫ 0
π e2cosxdx = 2.27958530...

Πόρισμα 3.54. Οι δείκτες Estrada των Καρτεσιανών γινομένων με μέγιστη πολλα-
πλότητα μηδενός που αναφέρθηκαν στο Λήμμα 3.52 είναι:

(i) EE(Ks�Pt) ≈ (es−1 + (s− 1)e−1) · ((t+ 1)I0 − cosh(2)).

(ii) EE(Ps�Pt) ≈ (((s+ 1)I0 − cosh(2)) · ((t+ 1)I0 − cosh(2)).

(iii) EE(Cs�Pt) ≈ sI0 · ((t+ 1)I0 − cosh(2)).

(iv) EE(Ks�Kt) = (es−1 + (s− 1)e−1) · (et−1 + (t− 1)e−1).

(v) EE(Cs�Kt) ≈ sI0 · (et−1 + (t− 1)e−1).

Απόδειξη. Τα παραπάνω αποτελέσματα είναι άμεση συνέπεια των Λημμάτων 3.51
- 3.53.
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