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Πρόλογος

Η παρούσα εργασία πραγματεύεται τη μελέτη της Δέλτα μεθόδου, μέσω της
οποίας επιτυγχάνεται η προσέγγιση της συμπεριφοράς των δειγματικών κεντρικών
ροπών ασυμπτωτικά.

Έπειτα από την παράθεση βασικών ορισμών και θεωρημάτων στο πρώτο κε-
φάλαιο, η οποία αποσκοπεί στη βέλτιστη κατανόηση των παρακάτω, στο δεύτερο
κεφάλαιο αναφερόμαστε στο Θεώρημα Taylor. Το τελευταίο επιτρέπει την προ-
σέγγιση μιας οποιαδήποτε συνάρτησης μέσω μιας πολυωνυμικής και χρησιμο-
ποιείται στην απόδειξη της Δέλτα μεθόδου. Η μέθοδος αυτή αναλύεται ενδελεχώς
στο επόμενο κεφάλαιο και αποτελεί μια γενίκευση του Κεντρικού Οριακού Θεω-
ρήματος. Τέλος, στο τελευταίο κεφάλαιο, εφαρμόζοντας τη Δέλτα μέθοδο, μελε-
τάμε διεξοδικά την οριακή συμπεριφορά των δειγματικών κεντρικών ροπών και
πιο συγκεκριμένα, την οριακή τους κατανομή, τη σύγκλιση και την ανεξαρτησία
τους από το δειγματικό μέσο.

Θα ήθελα να εκφράσω τις ειλικρινείς ευχαριστίες μου προς τους καθηγητές κ.
Χρήστο Κουκουβίνο για τη δυνατότητα εκπόνησης της συγκεκριμένης εργασίας
και κ. Νίκο Παπαδάτο για την ανεκτίμητη καθοδήγησή του και τις εποικοδομη-
τικές παρατηρήσεις του, οι οποίες συνέβαλαν στην υπερπήδηση δυσχερειών που
ανέκυψαν και υπήρξαν απαραίτητες για την περάτωσή της.
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Κεφάλαιο 1

Βασικές Έννοιες Θεωρίας
Πιθανοτήτων

1.1 Εισαγωγή
Η Θεωρία Πιθανοτήτων αποτελεί τον κλάδο των μαθηματικών που αναφέ-

ρεται στον προσδιορισμό της αβεβαιότητας ενός τυχαίου φαινομένου. Η πρώτη
συστηματική μελέτη των πιθανοτήτων έχει καταγραφεί κατά τον 16֊ αιώνα π.Χ.
από τον Gerolamo Cardano1, του οποίου το πάθος για τα τυχερά παιχνίδια γέννησε
πλήθος βασικών κανόνων και πρώιμων συμπερασμάτων σχετικά με τις πιθανότη-
τες. Στο βιβλίο του «Liber de Ludo Aleae », με κύριο παράδειγμα τη ρίψη ζαριού,
ασχολήθηκε αποκλειστικά με ισοπίθανα γεγονότα και κατέληξε ότι η πιθανότητα
να συμβεί ένα γεγονός είναι ο λόγος του αριθμού των ευνοϊκών αποτελεσμάτων
προς τον ολικό αριθμό αποτελεσμάτων.

Η ουσιαστική εδραίωση της Θεωρίας Πιθανοτήτων στο μαθηματικό προσκή-
νιο πραγματοποιήθηκε στα μέσα του 17ᇰᇍ αιώνα έπειτα από έκκληση του Γάλ-
λου ευγενή και παίκτη τυχερών παιχνιδιών Chevalier de Méré (1607-1648), προς
το μαθηματικό Blaise Pascal2 με στόχο την επίλυση προβλημάτων τυχερών παι-
χνιδιών και πιο συγκεκριμένα το «Πρόβλημα των βαθμών».3 Τα πρόβλημα αυτό
υπήρξε εφαλτήριο ενασχόλησης τόσο του τελευταίου όσο και του μαθηματικού
Pierre de Fermat4 με προβλήματα προσδιορισμού αβεβαιότητας, ορίζοντας την

1Gerolamo/Geronimo Cardano (1501-1576): Ιταλός μαθηματικός, φυσικός, αστρονόμος γνω-
στός για το ευρέως φάσματος συγγραφικό του έργο πάνω στην ιατρική, τη φυσική, τη φιλοσοφία,
τη θρησκεία, τη μουσική αλλά κυρίως την εξαγωγή κανόνων πιθανότητας.

2Blaise Pascal (1623–1662): Γάλλος μαθηματικός, φυσικός, φιλόσοφος. Υπήρξε παιδί θαύμα,
αφού στα δεκαέξι του δημοσίευσε μια διατριβή για τις κωνικές τομές, ενώ στα δεκαοκτώ του
εφηύρε μια υπολογιστική μηχανή.

3Tο πρόβλημα καταμερισμού των μεριδίων, όταν το παιχνίδι διακόπτεται πριν τη λήξη του.
4Pierre de Fermat (1601-1665): Γάλλος ερασιτέχνης μαθηματικός ο οποίος ασχολήθηκε με τον
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πρώτη ουσιαστική μαθηματική προσέγγιση της πιθανότητας.

1.2 Σύγκλιση Τυχαίων Μεταβλητών

Ορισμός 1.2.1.Έστω (𝐹։)։∈ℕ ακολουθία συναρτήσεων κατανομής πιθανότη-
τας. Λέγεται ότι η ακολουθία αυτή συγκλίνει ασθενώς στη συνάρτηση κατανομής
𝐹 και συμβολίζεται 𝐹։

ո−→ 𝐹 αν και μόνο αν για κάθε 𝑥 ∈ ℝ σημείο ασυνέχειας
της F ισχύει lim

։→+�
𝐹։(𝑥) = 𝐹(𝑥).

Ορισμός 1.2.2.Έστω (𝑋։)։∈ℕ ακολουθία τυχαίων μεταβλητών. Λέγεται ότι η
ακολουθία αυτή συγκλίνει κατά Νόμο (ή συγκλίνει ασθενώς ή συγκλίνει κατά κατα-
νομή) στην τυχαία μεταβλητή 𝑋 και συμβολίζεται 𝑋։

ե−→ 𝑋 όταν και μόνο όταν

𝐹ᇴՓ

ո−→ 𝐹ᇴ, όπου 𝐹ᇴՓ
η ακολουθία των συναρτήσεων κατανομής πιθανότητας

των 𝛸։ και 𝐹ᇴ η συνάρτηση κατανομής πιθανότητας της 𝑋 ή ισοδύναμα όταν
και μόνο όταν lim

։→+�
𝑃(𝑋։ ≤ 𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) ∀𝑥 τ.ω. 𝑃(𝑋 = 𝑥) = 0.

Ορισμός 1.2.3. Έστω (𝑋։)։∈ℕ ακολουθία τυχαίων μεταβλητών. Θα λέμε ότι
ότι η ακολουθία αυτή συγκλίνει κατά πιθανότητα στην τυχαία μεταβλητή 𝑋 και
γράφουμε 𝑋։

ձ−→ 𝑋 αν και μόνο αν για κάθε 𝜀 > 0
lim

։→+�
𝑃(|𝑋։ − 𝑋| > 𝜀) = 0

ή ισοδύναμα ∀𝜀 > 0 lim
։→+�

𝑃(|𝑋։ − 𝑋| ≤ 𝜀) = 1.

Ορισμός 1.2.4. Έστω (𝑋։)։∈ℕ ακολουθία τυχαίων μεταβλητών. Θα λέμε ότι
ότι η ακολουθία αυτή συγκλίνει με πιθανότητα 1 (ή συγκλίνει σχεδόν βεβαίως ή
συγκλίνει σχεδόν παντού) στην τυχαία μεταβλητή 𝑋 και γράφουμε 𝑋։

ռӳ֎−→ 𝑋 αν
και μόνο αν

𝑃( lim
։→+�

|𝑋։ − 𝑋| = 0) = 1.
⇔ lim

ֈ→�
𝑃[|𝑋։ − 𝑋| ≥ 𝜀, ∀𝑛 ≥ 𝑚] = 1, ∀𝜀 > 0

⇔ lim
։→�

𝑃[sup
ֆ≥։

|𝑋ֆ − 𝑋| ≥ 𝜀] = 0, ∀𝜀 > 0.

απειροστικό λογισμό, τη θεωρία των αριθμών, την αναλυτική γεωμετρία, τη θεωρία πιθανοτήτων
και την οπτική. Ειδικότερα, είναι γνωστός για την ανακάλυψη μιας μεθόδου υπολογισμού των
ελάχιστων και μέγιστων σημείων σε καμπύλες γραμμές, καθώς και για το τελευταίο θεώρημα του
Φερμά.
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Ορισμός 1.2.5. Έστω (𝑋։)։∈ℕ ακολουθία τυχαίων μεταβλητών. Θα λέμε ότι
ότι η ακολουθία αυτή συγκλίνει κατά μέσον p-τάξης (p≥0) στην τυχαία μεταβλητή
𝑋 και γράφουμε 𝑋։

խՕ
−→ 𝑋 όταν 𝐸[|𝑋։|֋] < ∞, για κάθε 𝑛 ∈ ℕ,

𝐸[|𝑋|֋] < ∞ και lim
։→+�

𝛦[|𝑋։ − 𝑋|֋] = 0.
Ειδικότερα, για 𝑝 = 2, λέμε ότι η ακολουθία (𝑋։)։∈ℕ συγκλίνει κατά τετραγωνικό

μέσο και συμβολίζουμε 𝑋։
խɞ
−→ 𝑋 ή 𝑋։

֎ӳֈ− → 𝑋.

Θα αποδείξουμε παρακάτω ότι η σύγκλιση κατά πιθανότητα συνεπάγεται την
ασθενή σύγκλιση, ενώ η σχεδόν βέβαιη σύγκλιση και η σύγκλιση κατά μέσον
συνεπάγονται τη σύγκλιση κατά πιθανότητα.

Θεώρημα 1.2.1. Έστω 𝑋։
ձ−→ 𝑋. Τότε 𝑋։

ե−→ 𝑋.

Απόδειξη. Έστω 𝐹։, 𝑛 ∈ 1, 2, … οι συναρτήσεις κατανομής πιθανότητας των τυ-
χαίων μεταβλητών 𝑋։ και 𝐹 η συνάρτηση κατανομής πιθανότητας της τυχαίας
μεταβλητής 𝑋. Θεωρούμε ένα σημείο συνέχειας της 𝐹 .
Αρκεί ν.δ.ο. lim

։→+�
𝐹։(𝑥) = 𝐹(𝑥). Έστω τυχαίο 𝜀 > 0, ισχύει

{𝜔 ∶ 𝑋(𝜔) ≤ 𝑥 − 𝜀} = {𝜔 ∶ 𝑋(𝜔) ≤ 𝑥 − 𝜀} ∩ ({𝜔 ∶ 𝑋։(𝜔) ≤ 𝑥}∪
{𝜔 ∶ 𝑋։(𝜔) > 𝑥})

= ({𝜔 ∶ 𝑋(𝜔) ≤ 𝑥 − 𝜀} ∩ {𝜔 ∶ 𝑋։(𝜔) ≤ 𝑥})∪
({𝜔 ∶ 𝑋(𝜔) ≤ 𝑥 − 𝜀} ∩ {𝜔 ∶ 𝑋։(𝜔) > 𝑥})

Όμως, 𝑋(𝜔) ≤ 𝑥 − 𝜀 και 𝑋։(𝜔) > 𝑥 έπεται ότι 𝑋։(𝜔) − 𝑋(𝜔) > 𝜀 και
𝑋(𝜔) − 𝑋։(𝜔) < −𝜀 άρα |𝑋։(𝜔) − 𝑋(𝜔)| > 𝜀.
Δηλαδή, {𝜔 ∶ 𝑋(𝜔) ≤ 𝑥 − 𝜀} ∩ {𝜔 ∶ 𝑋։(𝜔) > 𝑥} ⊂ {𝜔 ∶ |𝛸։(𝜔) − 𝑋(𝜔)| > 𝜀}.
Ακόμα, {𝜔 ∶ 𝑋(𝜔) ≤ 𝑥−𝜀}∩{𝜔 ∶ 𝑋։(𝜔) ≤ 𝑥} ⊂ {𝜔 ∶ |𝑋։(𝜔) ≤ 𝑥|. Επομένως,
καταλήγουμε ότι {𝑋 ≤ 𝑥 − 𝜀} ⊂ {𝑋։ ≤ 𝑥} ∪ {|𝑋։ − 𝑋| > 𝜀}
και άρα 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥 − 𝜀) ≤ 𝑃(𝑋։ ≤ 𝑥) + 𝑃(|𝑋։ − 𝑋| > 𝜀), που σημαίνει ότι

𝐹(𝑥 − 𝜀) ≤ 𝐹։(𝑥) + 𝑃(|𝑋։ − 𝑋| > 𝜀). (1.2.1)

Ακόμα, έχουμε
{𝜔 ∶ 𝑋(𝜔) > 𝑥 + 𝜀} = {𝜔 ∶ 𝑋(𝜔) > 𝑥 + 𝜀} ∩ ({𝜔 ∶ 𝑋։(𝜔) ≤ 𝑥}∪

{𝜔 ∶ 𝑋։(𝜔) > 𝑥})
= ({𝜔 ∶ 𝑋(𝜔) > 𝑥 + 𝜀} ∩ {𝜔 ∶ 𝑋։(𝜔) ≤ 𝑥})∪

({𝜔 ∶ 𝑋(𝜔) > 𝑥 + 𝜀} ∩ {𝜔 ∶ 𝑋։(𝜔) > 𝑥})
⊂ {𝜔 ∶ |𝛸։(𝜔) − 𝑋(𝜔)| > 𝜀} ∪ {𝜔 ∶ 𝑋։(𝜔) > 𝑥}.

Συνεπώς, {𝑋 > 𝑥 + 𝜀} ⊂ {|𝛸։ − 𝑋| > 𝜀} ∪ {𝑋։ > 𝑥},
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δηλαδή, 𝑃(𝑋։ > 𝑥 + 𝜀) ≤ 𝑃(|𝑋։ − 𝑋| > 𝜀) + 𝑃(𝑋։ > 𝑥) και άρα

1 − 𝐹(𝑥 + 𝜀) ≤ 𝑃(|𝑋։ − 𝑋| > 𝜀) + 1 − 𝐹։(𝑥) (1.2.2)

Από τις σχέσεις (1.2.1), (1.2.2) συμπεραίνουμε ότι
𝐹(𝑥 − 𝜀) − 𝑃(|𝑋։ − 𝑋| > 𝜀) ≤ 𝐹։(𝑥) ≤ 𝐹(𝑥 + 𝜀) + 𝑃(|𝑋։ − 𝑋| > 𝜀).
Και επειδή από υπόθεση𝑋։

ձ−→ 𝑋 συνεπάγεται ότι lim
։→+�

𝑃(|𝑋։ −𝑋| > 𝜀) = 0.
Άρα 𝐹(𝑥−𝜀) ≤ lim

։→+�
𝑖𝑛𝑓𝐹։(𝑥) ≤ lim

։→+�
𝑠𝑢𝑝𝐹։(𝑥) ≤ 𝐹(𝑥+𝜀) για τυχαίο ε>0.

Άρα καταλήγουμε ότι lim
։→+�

𝐹։(𝑥) = 𝐹(𝑥), ∀𝜀 > 0.

Για την απόδειξη του παρακάτω Θεωρήματος θα χρειαστούμε το εξής Λήμμα:

Λήμμα 1.2.1. Θεωρούμε (𝛢։)։∈ℕ ακολουθία ενδεχομένων.Αν (𝛢։)։∈ℕ είναι αύ-

ξουσα, δηλαδή 𝛢։ ⊂ 𝐴։+φ, ∀𝑛 ∈ ℕ, τότε lim
։→+�

𝑃[𝐴։] = 𝑃[
�
ો
։=φ

𝐴։].

Απόδειξη. Έχουμε 𝛢։ ⊂ 𝐴։+φ, ∀𝑛 ∈ ℕ ⇒ 𝑃(𝛢։) ≤ 𝑃(𝐴։+φ), ∀𝑛 ∈ ℕ, άρα το
όριο lim

։→+�
𝑃[𝐴։] υπάρχει στο ℝ. Θέτοντας 𝐵φ = 𝐴φ, 𝐵։ = 𝐴։ − 𝐴։−φ

για 𝑛 ∈ {2, 3, …}, παρατηρούμε ότι
։
⋃
ք=φ

𝐵ք = 𝐴φ ∪ 𝐴ϵ − 𝐴φ ∪ 𝐴ϯ − 𝐴ϵ ∪ … ∪ 𝐴։ − 𝐴։−φ = 𝐴։, γιατί 𝛢։ ⊂ 𝐴։+φ

�
⋃
ք=φ

𝐵ք = 𝐴φ ∪ 𝐴ϵ − 𝐴φ ∪ 𝐴ϯ − 𝐴ϵ ∪ … ∪ 𝐴։ − 𝐴։−φ ∪ … = 𝐴φ ∪ 𝐴ϵ … =
�
⋃
ք=φ

𝐴ք

𝐵ք ∩ 𝐵օ = ∅, ∀𝑖 ≠ 𝑗. Συμπεραίνουμε ότι

𝑃[
�
⋃
ք=φ

𝐴ք] = 𝑃[
�
⋃

ք=φ
𝐵ք] =

�
∑
ք=φ

𝑃[𝐵ք] = lim
։→�

։
௽
ք=φ

𝑃[𝐵ք] = lim
։→�

𝑃[
։

ો
ք=φ

𝐵ք] = lim
։→�

𝑃[𝐴։].

Θεώρημα 1.2.2. Έστω 𝑋։
ռӳ֎−→ 𝑋. Τότε 𝑋։

ձ−→ 𝑋.

Απόδειξη. Από υπόθεση 𝑋։
ռӳ֎−→ 𝑋 άρα από ορισμό σχεδόν βέβαιης σύγκλισης

συνεπάγεται ότι 𝑃( lim
։→+�

|𝑋։ − 𝑋| = 0) = 1, άρα
για κάθε 𝜈 ∈ ℕ, ∃𝑛Ј ∈ ℕ τ.ω. ∀𝑛 ≥ 𝑛Ј ισχύει |𝑋։ − 𝑋| < φᇇ .
Δηλαδή, το ενδεχόμενο { lim

։→+�
𝑋։ = 𝑋} ισοδυναμεί με το ενδεχόμενο

⋂
ᇇ

⋃
։ɱ

�
⋂

։≥։ɱ

{|𝑋։ − 𝑋| < φᇇ }.
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Επομένως, 𝑋։
ռӳ֎−→ 𝑋 ⇔ 𝑃[⋂

ᇇ
⋃
։ɱ

�
⋂

։≥։ɱ

{|𝑋։ − 𝑋| < φᇇ }] = 1.

Όμως, ∀𝜈 ∈ ℕ, ⋂
ᇇ

⋃
։ɱ

�
⋂

։≥։ɱ

{|𝑋։ − 𝑋| < φᇇ } ⊂ ⋃
։ɱ

�
⋂

։≥։ɱ

{|𝑋։ − 𝑋| < φᇇ }.

Άρα ισχύει 𝑃[⋃
։ɱ

�
⋂

։≥։ɱ

{|𝑋։ − 𝑋| < φᇇ }] = 1, ∀𝜈 ∈ ℕ. Από Λήμμα 1.2.1. και αφού

η ακολουθία ενδεχομένων
�
⋂

։≥։ɱ

{|𝑋։ − 𝑋| < φᇇ } είναι αύξουσα καταλήγουμε ότι

lim
։ɱ→�

𝑃[
�
ૉ

։≥։ɱ

{|𝑋։ − 𝑋| < 1
𝜈 }] = 1.

Ακόμα,
�
⋂

։≥։ɱ

{|𝑋։ − 𝑋| < φᇇ } ⊂ {|𝑋։ɱ
− 𝑋| < φᇇ }

άρα lim։ɱ→� 𝑃[|𝑋։ɱ
− 𝑋|] = 1, ∀𝜈 ∈ ℕ ⇒ 𝑋։

ձ−→ 𝑋.

Θεώρημα 1.2.3. Έστω 𝑋։
խՕ
−→ 𝑋. Τότε 𝑋։

ձ−→ 𝑋.

Απόδειξη. Για την απόδειξη θα κάνουμε χρήση της Ανισότητας Chebychev5, την
οποία παραθέτουμε:

Λήμμα 1.2.2. ΑνισότηταChebychev: Για κάθε τυχαία μεταβλητή𝑋 και για τυχαίες
σταθερές 𝛼 > 0 και c, ισχύει

𝐸[(𝑋 − 𝑐)ϵ] ≥ 𝛼ϵ𝑃[|𝑋 − 𝑐| ≥ 𝛼]. (1.2.3)

Απόδειξη. Θα αποδείξουμε τη συνεχή περίπτωση. Υποθέτουμε ότι Χ συνεχής τ.μ
με σ.π.π. 𝑓 . Τότε, έχουμε:

𝐸[(𝑋−𝑐)ϵ] = ∫+�
−� (𝑡−𝑐)ϵ𝑓(𝑡)𝑑𝑡 ≥ ∫վ−ᆺ

−� (𝑡−𝑐)ϵ𝑓(𝑡)𝑑𝑡+∫+�
վ+ᆺ (𝑡−𝑐)ϵ𝑓(𝑡)𝑑𝑡

≥ ∫վ−ᆺ
−� 𝛼ϵ𝑓(𝑡)𝑑𝑡 + ∫+�

վ+ᆺ 𝛼ϵ𝑓(𝑡)𝑑𝑡,
διότι 𝑡 ≤ 𝑐 − 𝛼 ⇒ 𝛼 ≤ |𝑡 − 𝑐| ⇒ 𝛼ϵ ≤ |𝑡 − 𝑐|ϵ.

= 𝛼ϵ[∫վ−ᆺ
−� 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 + ∫+�

վ+ᆺ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡]
5Μια πρώτη μορφή της ανισότητας και η απόδειξή της εμφανίστηκε από τον Γάλλο στατι-

στικό Irénée-Jules Bienaymé (1796-1878), όμως φέρει το όνομα του ΡώσουΜαθηματικού Pafnuty
Chebyshev (1821- 1894), ο οποίος επίσης την απέδειξε.
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= 𝛼ϵ𝑃[𝑋 ≤ 𝑐 − 𝛼 ή 𝑋 ≥ 𝑐 + 𝛼]
= 𝛼ϵ𝑃[|𝑋 − 𝑐| ≥ 𝛼].

Συνέχεια Απόδειξης Θεωρήματος.
Από την Ανισότητα Chebychev 𝐸[(𝑋։ − 𝑋)֋] ≥ 𝛼֋𝑃[|𝑋։ − 𝑋| > 𝛼] όμως

αφού 𝑋։
խՕ
−→ 𝑋 εξ’ ορισμού lim

։→+�
𝛦[|𝑋։ − 𝑋|֋] = 0.Επομένως, από Κριτήριο

Παρεμβολής προκύπτει lim
։→+�

𝑃(|𝑋։ − 𝑋| > 𝛼) = 0 και άρα 𝑋։
ձ−→ 𝑋.

1.3 Στοιχεία Θεωρίας Μέτρου στη Θεωρία Πιθανο-
τήτων

Ορισμός 1.3.1. Θεωρούμε ένα σύνολο 𝛺 ≠ ⊘. Μια κλάση 𝐹 υποσυνόλων
του Ω λέγεται σ-άλγεβρα εφόσον ικανοποιεί τις παρακάτω συνθήκες:

• 𝛺 ∈ 𝐹
• αν 𝛢 ∈ 𝐹 ⇒ 𝐴վ ∈ 𝐹

• αν {𝐴։ ∶ 𝑛 = 1, 2, 3} ⊂ 𝐹 ⇒
�
⋃

։=φ
𝐴։ ∈ 𝐹

Πρόταση 1.3.1. Αν (𝐹ք)ք∈ժ μια οικογένεια σ-αλγεβρών υποσυνόλων του Β, τότε
κλάση 𝐹 = ⋂

ք∈ժ
𝐹ք είναι σ-άλγεβρα υποσυνόλων του Ω.

Απόδειξη. Θα αποδείξουμε ότι για την κλάση F ικανοποιούνται οι τρεις προϋπο-
θέσεις της σ-άλγεβρας από τον ορισμό. Εφόσον 𝐹ք σ-άλγεβρες από υπόθεση άρα
𝛺 ∈ 𝐹ք, ∀𝑖 ∈ 𝐼 ⇒ 𝛺 ∈ ⋂

ք∈ժ
⇒ 𝛺 ∈ 𝐹. Αν 𝛢 ∈ 𝐹 ⇒ 𝐴 ∈ ⋂

ք∈ժ
𝐹ք ⇒ 𝐴 ∈ 𝐹ք, ∀𝑖 ∈

𝐼 και από υπόθεση 𝐹ք σ-άλγεβρες οπότε𝛢վ ∈ 𝐹ք, ∀𝑖 ∈ 𝐼 ⇒ 𝐴վ ∈ ⋂
ք∈ժ

𝐹ք ⇒

𝐴վ ∈ 𝐹. Τέλος, αν {𝛢։}։=φӴϵӴӳӳ ⊂ 𝐹 ⇒ {𝛢։}։=φӴϵӴӳӳ ⊂ 𝐹ք, ∀𝑖 ∈ 𝐼 ⇒
�
⋃

։=φ
𝐴։ ∈

𝐹ք, ∀𝑖 ∈ 𝐼 ⇒
�
⋃

։=φ
𝐴։ ∈ 𝐹.

Ορισμός 1.3.2.Έστω𝐶 ≠ ⊘ μια κλάση υποσυνόλων τουΩ και𝐹 η τομή όλων
των σ-αλγεβρών που περιέχουν την𝐶. H 𝐹 είναι όπως αποδείξαμε στην προηγού-
μενη πρόταση σ-άλγεβραως τομή σ-αλγεβρών, ονομάζεται σ-άλγεβρα παραγόμενη
από την C και συμβολίζεται 𝐹 = 𝜎(𝐶).

Παρατήρηση 1.3.1. Παρατηρούμε ότι η σ-άλγεβρα παραγόμενη από την 𝐶
είναι η ελάχιστη σ-άλγεβρα που περιέχει την 𝐶.
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Ορισμός 1.3.3. Ονομάζουμε Borel σ-άλγεβρα, τη σ-άλγεβρα που παράγεται
από τα ανοικτά υποσύνολα του ℝ και τη συμβολίζουμε 𝔅,ενώ τα στοιχεία της
λέγονται σύνολα Borel.

Πρόταση 1.3.2. H Borel σ-άλγεβρα 𝔅 παράγεται από:

• Τα ανοικτά διαστήματα 𝔈φ = {(𝑎, 𝑏) ∶ 𝑎 < 𝑏}
• Τα κλειστά διαστήματα 𝔈ϵ = {[𝑎, 𝑏] ∶ 𝑎 < 𝑏}
• Τα διαστήματα 𝔈ϯӴφ = {(𝑎, 𝑏] ∶ 𝑎 < 𝑏} ή 𝔈ϯӴϵ = {[𝑎, 𝑏) ∶ 𝑎 < 𝑏}
• Τα διαστήματα 𝔈ΚӴφ = {(𝑎, ∞) ∶ 𝑎 ∈ ℝ} ή 𝔈ΚӴϵ = {(−∞, 𝑏) ∶ 𝑏 ∈ ℝ}
• Τα διαστήματα 𝔈ΘӴφ = {[𝑎, ∞) ∶ 𝑎 ∈ ℝ} ή 𝔈ΘӴϵ = {(−∞, 𝑏] ∶ 𝑏 ∈ ℝ}

Ορισμός 1.3.4. Ονομάζουμε χώρο πιθανότητας την τριάδα (Ω,𝐹 ,P), όπου
𝛺 ≠ ⊘, 𝐹 σ-άλγεβρα υποσυνόλων του Ω, P:𝐹 → ℝ μέτρο πιθανότητας τέτοιο
ώστε να ικανοποιεί τα παρακάτω:

• 𝑃(𝐴) ≥ 0, ∀𝐴 ∈ 𝐹
• P(Ω)=1

• Αν {𝐴։ ∶ 𝑛 = 1, 2, …} ⊂ 𝐹 με 𝐴։ ∩ 𝐴ֈ = ⊘∀𝑛 ≠ 𝑚 τότε ισχύει

𝑃[
�
⋃

։=φ
𝐴։] =

�
∑
։=φ

𝑃[𝐴։]

Πρόταση 1.3.3. Έστω (Ω,𝐹 ,P) χώρος πιθανότητας και {𝐴։ ∶ 𝑛 = 1, 2, …} ⊂
𝐹 .
i) Αν 𝛢։ ⊂ 𝐴։+φ, ∀𝑛 ∈ ℕ τότε 𝑃[

�
⋃

։=φ
𝐴։] = lim

։→�
𝑃[𝐴։].

ii)Αν Αν 𝛢։ ⊃ 𝐴։+φ, ∀𝑛 ∈ ℕ τότε 𝑃[
�
⋂

։=φ
𝐴։] = lim

։→�
𝑃[𝐴։].

Απόδειξη. i)Αφού 𝐴։ ⊂ 𝐴։+φ, ∀𝑛 ∈ ℕ, τότε 𝑃[𝐴։] ≤ 𝑃[𝐴։+φ] ≤ 𝑃[𝛺] = 1
άρα το όριο lim

։→�
𝑃[𝐴։] υπάρχει στο ℝ, ∀𝑛 ∈ ℕ.

Θέτουμε 𝐵φ = 𝐴φ, 𝐵։ = 𝐴։ − 𝐴։−φ ,για 𝑛 = 2, 3, …. Τότε,προκύπτει ότι:
։
⋃

ք=φ
𝐵ք = 𝐵φ ∪ 𝐵ϵ ∪ … ∪ 𝐵։ = 𝐴φ ∪ {𝐴ϵ − 𝐴φ}, … {𝐴։ − 𝐴։−φ}
ᇧՓ⊂բՓ+ȯ= 𝐴φ ∪ 𝐴ϵ ∪ … ∪ 𝐴։ = 𝐴։.�

⋃
։=φ

𝐵։ = 𝐵φ ∪ 𝐵ϵ ∪ … ∪ 𝐵։ ∪ … = 𝐴φ ∪ {𝐴ϵ − 𝐴φ}, … {𝐴։ − 𝐴։−φ} ∪ …
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ᇧՓ⊂բՓ+ȯ= 𝐴φ ∪ 𝐴ϵ ∪ … ∪ 𝐴։ ∪ 𝐴։+φ ∪ … =
�
⋃

։=φ
𝐴։.

∀𝑖 ≠ 𝑗, 𝐵ք ∩ 𝐵օ = {𝐴ք − 𝐴ք−φ} ∩ {𝐴օ − 𝐴օ−φ}
ք<օ⇒բՎ⊆բՏ−ȯ= ⊘6

Θα δείξουμε ότι 𝑃[
�
⋃

։=φ
𝐴։] = lim

։→�
𝑃[𝐴։].

𝑃[
�
⋃

։=φ
𝐴։] = 𝑃[

�
⋃

։=φ
𝐵։] ᇱᇊӳφӳϯӳΚӳ=

�
∑
։=φ

𝑃[𝐵։] = lim
ֆ→�

ֆ
∑
։=φ

𝑃[𝐵։] = lim
ֆ→�

𝑃[𝐴ֆ].
ii)Αντιστοίχως, θέτουμε 𝐶։ = 𝐴վ

։, για 𝑛 ∈ ℕ.

Τότε, ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝛢։ ⊃ 𝐴։+φ ⇒ 𝐴վ
։ ⊂ 𝐴վ

։+φ ⇒ 𝐶։ ⊂ 𝐶։+φ. Οπότε από ερώτημα

(i) ισχύει ότι 𝑃[
�
⋃

։=φ
𝐶։] = lim

։→�
𝑃[𝐶։] ⟹ 1 − 𝑃[{

�
⋃

։=φ
𝐶։}վ] = lim

։→�
(1 − 𝑃[𝐶վ

։])

⟹ 1 − 𝑃[
�
⋂

։=φ
𝐴։] = lim

։→�
(1 − 𝑃[𝐴։])

⟹ 𝑃[
�
⋂

։=φ
𝐴։] = lim

։→�
𝑃[𝐴։],

διότι ορίσαμε 𝐶։ = 𝐴վ
։ και άρα [

�
⋃

։=φ
𝐶։]վ =

�
⋂

։=φ
𝐶վ

։ =
�
⋂

։=φ
𝐴։.

Πόρισμα 1.3.1. (Ανισότητα Βοοle7) Έστω {𝐴։ ∶ 𝑛 = 1, 2, …} ⊂ 𝐹 .

Τότε, ισχύει 𝑃[
�
⋃

։=φ
𝐴։] ≤

�
∑
։=φ

𝑃[𝐴։].

Απόδειξη. 8 Θέτουμε 𝛣ֆ =
ֆ
⋃

։=φ
𝐴։. Τότε, παρατηρούμε ότι 𝐵ֆ ⊂ 𝐵ֆ+φ,

διότι 𝛢φ ⊂ 𝐴φ ∪ 𝐴ϵ ⊂ … ⊂
ֆ
⋃

։=φ
𝐴։ ⊂

ֆ+φ
⋃

։=φ
𝐴։. Άρα έχουμε,

𝑃[
�
⋃

։=φ
𝐴։] = 𝑃[

�
⋃

ֆ=φ
{

ֆ
⋃

։=φ
𝐴։}] = 𝑃[

�
⋃

ֆ=φ
𝐵ֆ] ᆴᇊ֊ᇌᆺᇋᇀφӳϯӳϯ(ք)= lim

ֆ→�
𝑃[𝐵ֆ] = lim

ֆ→�
𝑃[

ֆ
⋃

։=φ
𝐴։]

ձ[⋃Փ
Վ=ȯ բՎ]≤∑Փ

Վ=ȯ ձ[բՎ]
≤ lim

ֆ→�

ֆ
∑
։=φ

𝑃[𝐴։] =
�
∑
։=φ

𝑃[𝐴։].

6αντίστοιχα αν օ < ք.
7George Boole (1815–1864): Άγγλος μαθηματικός, φιλόσοφος του οποίου η ενεργητικότητα

διαφαίνεται σε διάφορους κλάδους των μαθηματικών, όπως οι διαφορικές εξισώσεις, η θεωρία
πιθανοτήτων, η αλγεβρική λογική ενώ θεωρείται πατέρας της πληροφορικής.

8Η ανισότητα μπορεί να αποδειχθεί και με χρήση της μαθηματικής επαγωγής.
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Ορισμός 1.3.5. Το ανώτερο και το κατώτερο όριο μιας ακολουθίας ενδεχομέ-
νων {𝐴։ ∶ 𝑛 = 1, 2, …} ορίζονται ως εξής:

lim
։→�

𝑠𝑢𝑝𝐴։ ∶=
�
⋃

։=φ

�
⋂

ֈ=։
𝐴ֈ

lim
։→�

𝑖𝑛𝑓𝐴։ ∶=
�
⋂

։=φ

�
⋃

ֈ=։
𝐴ֈ

Πρόταση 1.3.4. (ΛήμμαBorel9-Cantelli10)Έστω ο χώρος πιθανότητας (Ω,𝐹 ,P)

και {𝐴։ ∶ 𝑛 = 1, 2, …} ⊂ 𝐹 . Εάν
�
∑
։=φ

𝑃[𝐴։] < ∞ ⟹ 𝑃[ lim
։→�

sup 𝐴։] = 0.

Απόδειξη. Έχουμε,
�
⋃

։=φ

�
⋂

ֈ=։
𝐴ֈ ⊂

�
⋂

ֈ=։
𝐴ֈ. (1) Άρα,

𝑃[ lim
։→�

sup 𝐴։] = 𝑃[
�
⋃

։=φ

�
⋂

ֈ=։
𝐴ֈ]

(φ)
≤ 𝑃[

�
⋃

ֈ=։
𝐴ֈ]

ᆴᇰᇊᇂᇋᇆᆺφӳϯӳφ
≤

�
∑

ֈ=։
𝑃[𝐴ֈ]. (2)

Από υπόθεση
�
∑
։=φ

𝑃[𝐴։] < ∞, άρα ορίζεται στοℝ το όριο της σειράς∑�
ֈ=։ 𝑃[𝐴ֈ]

και παρατηρούμε ότι lim
։→�

∑�
ֈ=։ 𝑃[𝐴ֈ] = 0. Οπότε,

χρησιμοποιώντας την (2) καταλήγουμε ότι 𝑃[ lim
։→�

sup 𝐴։] = 0.

Ορισμός 1.3.5. Μια συνάρτηση 𝑔 ∶ ℝ𝕞 → ℝ𝕟 λέγεται συνάρτηση Borel αν
∀𝐵 ∈ 𝔅։ ισχύει 𝑔−φ(𝐵) ∈ 𝔅༅.

1.4 Οριακά Θεωρήματα
Τα Οριακά Θεωρήματα προσδιορίζουν τη συμπεριφορά Borel συναρτήσεων,

ενός συνόλου τυχαίων μεταβλητών (𝑋φ, 𝑋ϵ, … 𝑋։) που ανήκουν στον ίδιο χώρο
πιθανότητας (Ω,F,P) όταν το n (πλήθος τυχαίων μεταβλητών𝛸ք) τείνει στο άπειρο.
Ανάλογα με το είδος της σύγκλισης χωρίζονται σε τρεις κατηγορίες: (A.N.M.A),
(I.N.M.A), (K.O.Θ).

Το πρώτοΟριακόΘεώρημα διατυπώθηκε από τον JohanneBernoulli11 το 1713.
Ο Bernoulli το ονόμασε «Golden Theorem» (Χρυσό Θεώρημα) αποσκοπώντας

9Félix Édouard Justin Émile Borel (1871-1956): Γάλλος μαθηματικός και πολιτικός. Υπήρξε
ένας από τους πρωτοπόρους που ασχολήθηκαν ενδελεχώς με τη θεωρία μέτρου και την εφαρμογή
της στη θεωρία πιθανοτήτων.

10Francesco Paolo Cantelli (1875-1966): Ιταλός μαθηματικός, το ενδιαφέρον του οποίου προ-
σανατολίστηκε στην αστρονομία, την ουράνια μηχανική και την εφαρμογή των πιθανοτήτων στα
οικονομικά.

11βλ. Κεφ. 2 υποσημείωση 3.
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στο να τονίσει τη σημαντικότητά του. Η ονομασία Ισχυρός ΝόμοςΜεγάλωνΑριθ-
μών δόθηκε μεταγενέστερα, από τον μαθηματικό Siméon Denis Poisson 12.

Ασθενείς Νόμοι Μεγάλων Αριθμών (Α.Ν.Μ.Α.)

Θεώρημα 1.4.1. (Bernoulli) Θεωρούμε ακολουθία ανεξάρτητων τυχαίων μετα-
βλητών {𝛸։ ∶ 𝑛 = 1, 2, …}, οι οποίες ακολουθούν κατανομή Bernoulli με
𝑃[𝑋։ = 1] = 𝑝, 𝑃[𝑋։ = 0] = 1 − 𝑝, 𝑛 ∈ ℕ. Έστω 𝑆։ = 𝑋φ + 𝑋ϵ + … 𝑋։ και
άρα մՓ։ η σχετική συχνότητα επιτυχιών. Τότε մՓ։

ձ−→ 𝑝.

Απόδειξη. Για την απόδειξη θα χρησιμοποιήσουμε το επόμενο Λήμμα, το οποίο
αποτελεί Θεώρημα Α.Ν.Μ.Α.

Λήμμα 1.4.1.(Chebyshev13)Θεωρούμε ακολουθία ασυσχέτιστων τυχαίων με-
ταβλητών {𝛸։ ∶ 𝑛 = 1, 2, …} με πεπερασμένες διασπορές 𝜎ϵ

ք = 𝑉𝑎𝑟[𝑋ք] < ∞
και lim

։→�
φ

։ɞ

։
∑
ք=φ

𝜎ϵ
ք = 0 .

Έστω 𝑆։ = 𝑋φ + 𝑋ϵ + … 𝑋։, 𝑛 ∈ ℕ. Τότε, մՓ−զ[մՓ]
։

ձ−→ 0.

Απόδειξη. (Λήμματος) Από υπόθεση οι 𝑋ք, 𝑖 = 1, 2, … είναι ασυσχέτιστες, δη-
λαδή 𝐶𝑜𝑣[𝑋ք, 𝑋օ] = 0, ∀𝑖 ≠ 𝑗 και από τη γνωστή ιδιότητα διασποράς
𝑉𝑎𝑟[𝑋 + 𝑌] = 𝑉𝑎𝑟[𝑋] + 𝑉𝑎𝑟[𝑌] + 2𝐶𝑜𝑣[𝑋, 𝑌] έχουμε:

𝑉𝑎𝑟[մՓ։ ] = 𝑉𝑎𝑟[ φ։
։

∑
ք=φ

𝑋ք] = φ
։ɞ 𝑉𝑎𝑟[

։
∑
ք=φ

𝑋ք] = φ
։ɞ

։
∑
ք=φ

𝑉𝑎𝑟[𝑋ք] = φ
։ɞ

։
∑
ք=φ

𝜎ϵ
ք .(1)

Από Ανισότητα Chebyshev (βλ. Λήμμα 1.2.2.) ισχύει ότι:
𝐸[(𝑋 − 𝑐)ϵ] ≥ 𝜀ϵ𝑃[|𝑋 − 𝑐| ≥ 𝜀]. Άρα έχουμε ∀𝜀 > 0:
𝑃[|մՓ−զ[մՓ]

։ | > 𝜀] = 𝑃[|մՓ։ − զ[մՓ]
։ | > 𝜀] = 𝑃[|մՓ։ − 𝐸[մՓ։ ]| > 𝜀]

≤ զ[( ԾՓՓ −զ[ ԾՓՓ ])ɞ]
ᇒɞ = շռ֍[ ԾՓՓ ]

ᇒɞ
(φ)=

ȯ
Փɞ

Փ
∑
Վ=ȯ

ᇋɞ
Վ

ᇒɞ ⟶ 0, καθώς
𝑛 → ∞ διότι από υπόθεση lim

։→�
φ

։ɞ

։
∑
ք=φ

𝜎ϵ
ք = 0. Άρα από ορισμό της σύγκλισης

κατά πιθανότητα, մՓ−զ[մՓ]
։

ձ−→ 0.

12Siméon Denis Poisson (1781-1840): Γάλλος μαθηματικός, γεωμέτρης, φυσικός, μέλος της
Σουηδικής Ακαδημίας Επιστημών. Η συνεισφορά του στην επιστήμη είναι αναμφίβολη, ενδει-
κτικά εισήγαγε την κατανομή Poisson και την εξίσωση Poisson (η οποία προέκυψε από τη διόρ-
θωση μιας εξίσωσης του Laplace), ενώ διαψεύστηκε ως προασπιστής της μη κυματικής φύσης του
φωτός.

13Pafnuty Lvovich Chebyshev (1821-1894): Ρώσος μαθηματικός, ιδιαίτερα δραστήριος σε κλά-
δους των μαθηματικών όπως η θεωρία πιθανοτήτων, η στατιστική, η μηχανική, η θεωρία αριθμών,
γνωστός για την ανισότητα Chebyshev, η οποία φέρει το όνομά του και χρησιμοποιείται στην από-
δειξη των Α.Ν.Μ.Α.
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Θα αποδείξουμε το Θεώρημα 1.4.1. :
Απόδειξη Θεωρήματος 1.4.1. Εφόσον οι τυχαίες μεταβλητές 𝑋ք ∼ 𝐵(𝑝), 𝑖 ∈ ℕ,
άρα 𝛦[𝛸։] = 𝑝 και 𝑉𝑎𝑟[𝑋։] = 𝑝(1 − 𝑝).
Οπότε, 𝛦[𝑆։] = 𝐸[

։
∑
ք=φ

𝑋ք] =
։

∑
ք=φ

𝐸[𝑋ք] = 𝑛𝑝. (1)
Μπορούμε να εφαρμόσουμε το Λήμμα 1.4.1. διότι
𝜎ϵ

ք = 𝑉𝑎𝑟[𝑋ք] = 𝑝(1 − 𝑝) ≤ φ
Κ < ∞ (γιατί 0 ≤ 𝑝 ≤ 1). Άρα

𝜎ϵ
ք = 𝑉𝑎𝑟[𝑋ք] < ∞ και lim

։→�
φ

։ɞ

։
∑
ք=φ

𝜎ϵ
ք = 0. Οπότε από Λήμμα 1.4.1. προκύπτει

մՓ−զ[մՓ]
։

ձ−→ 0
(φ)
⟹ մՓ−։֋

։
ձ−→ 0 ⟹ մՓ։

ձ−→ 𝑝.

Θεώρημα 1.4.2. (Klinchin14 ) Θεωρούμε ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων
τυχαίων μεταβλητών {𝛸։ ∶ 𝑛 = 1, 2, …} με πεπερασμένη μέση τιμή μ και διασπορά
𝜎ϵ < ∞. Έστω 𝑆։ = 𝑋φ + 𝑋ϵ + … 𝑋։. Τότε մՓ։

ձ−→ 𝜇.

Απόδειξη. Από τον ορισμό της κατά πιθανότητα σύγκλισης,
θα δείξουμε ότι αν 𝛦[(𝛸։ − 𝜇)]ϵ ⟶ 0 ⟹ 𝑋։

ձ−→ 𝜇.
Από ανισότητα Chebychev (Λήμμα 1.2.2.) ισχύει ότι ∀𝛼 > 0,
𝐸[(𝑋։ − 𝜇)ϵ] ≥ 𝛼ϵ𝑃[|𝑋։ − 𝜇| > 𝛼]. Οπότε, για 𝑛 → ∞
αν 𝐸[(𝑋։ − 𝜇)ϵ] ⟶ 0 ⟹ 𝑃[|𝑋։ − 𝜇| > 𝛼] ⟶ 0 ⟹ 𝑋։

ձ−→ 𝜇.
Άρα αρκεί να δείξουμε ότι 𝐸[(մՓ։ − 𝜇)ϵ] ⟶ 0καθώς 𝑛 → ∞.
Έχουμε 𝐸[(մՓ։ − 𝜇)ϵ] = 𝑉𝑎𝑟[մՓ։ ] = φ

։ɞ 𝑛𝜎ϵ = ᇋɞ
։ ⟶ 0 καθώς 𝑛 → ∞.

Ισχυροί Νόμοι Μεγάλων Αριθμών(Ι.Ν.Μ.Α.)

Θεώρημα 1.4.3. (Kolmogorov 15για ανεξάρτητες τ.μ)Θεωρούμε ακολουθία ανε-
ξάρτητων τυχαίων μεταβλητών {𝛸ք ∶ 𝑖 = 1, 2, …} με μέσες τιμές 𝜇ք = 𝐸[𝑋ք] και
διασπορές 𝜎ϵ

ք = 𝑉𝑎𝑟[𝑋ք] πεπερασμένες τέτοιες ώστε να ισχύει
�
∑
ք=φ

ᇋɞ
Վ

քɞ < ∞. Έστω

𝑆։ = 𝑋φ + 𝑋ϵ + … + 𝑋։. Τότε մՓ−զ[մՓ]
։

ռӳ֎−→ 0.
14Aleksandr Yakovlevich Khinchin(1894–1959): Ρώσος μαθηματικός, ο οποίος καταπιάστηκε

με τομείς των μαθηματικών όπως η θεωρία πιθανοτήτων, η πραγματική ανάλυση, η θεωρία μέτρου,
η θεωρία αριθμών και η στατιστική φυσική.

15Andrey Nikolaevich Kolmogorov(1903-1987): Ρώσος μαθηματικός, ο οποίος δραστηριοποιή-
θηκε σε κλάδους τον μαθηματικών όπως η τοπολογία, η θεωρία πιθανοτήτων, η κλασική μηχανική,
ενώ εισήγαγε την θεωρία πολυπλοκότητας.
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Απόδειξη. Για την παρακάτω απόδειξη θα χρησιμοποιήσουμε την ανισότητα
Hajek-Renyi16 Έστω 𝛸ք, 𝑖 = 1, … , 𝑛 ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές με
𝛦[𝛸ք] = 𝜇ք, 𝑉𝑎𝑟[𝑋ք] = 𝜎ϵ

ք και έστω σταθερές 𝛼ք, 𝑖 = 1, … , 𝑛 με 𝛼φ ≥ … ≥
𝛼։ > 0. Τότε, ∀𝑐 > 0, έπεται ότι
𝑃[ max

֍≤ֆ≤։
𝛼ֆ|

ֆ
∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇ք)| ≥ 𝑐] ≤ φ
վɞ (𝛼ϵ

֍
֍

∑
ք=φ

𝜎ϵ
ք +

։
∑

ք=֍+φ
𝛼ϵ

ք 𝜎ϵ
ք ).

Για 𝛼ք = φ
ք , 𝑖 = 𝑟, 𝑟 + 1, … , 𝑛, 𝑐 = 𝜀 παίρνουμε

𝑃[ max
֍≤ֆ≤։

|մՐՓ−զ[մՐՓ ]
ֆՓ

| ≥ 𝜀] ≤ φ
ᇒɞ ( φ

֍ɞ

֍
∑
ք=φ

𝜎ϵ
ք +

։
∑

ք=֍+φ
ᇋɞ

Վ
քɞ ), 𝑟 = 1, 2, … , 𝑛 − 1.

Άρα για 𝑛 → ∞ προκύπτει ότι

𝑃[sup
ֆ≥֍

|մՐՓ−զ[մՐՓ ]
ֆՓ

| ≥ 𝜀] ≤ φ
ᇒɞ ( φ

֍ɞ

֍
∑
ք=φ

𝜎ϵ
ք +

։
∑

ք=֍+φ
ᇋɞ

Վ
քɞ )

Όμως,
φ
֍ɞ

֍
∑
ք=φ

𝜎ϵ
ք = φ

֍ɞ

֍
∑
ք=φ

ᇋɞ
Վ

քɞ 𝑖ϵ = φ
֍ɞ

֍
∑
ք=φ

ᇋɞ
Վ

քɞ (
֍

∑
օ=ք

𝑗ϵ −
֍

∑
օ=ք+φ

𝑗ϵ)

= φ
֍ɞ (ᇋɞ

ȯ
φɞ 1ϵ + ᇋɞ

ɞ
ϵɞ 2ϵ + … + ᇋɞ

՗
֍ɞ 𝑟ϵ) = φ

֍ɞ [1ϵ ᇋɞ
ȯ

φɞ + 2ϵ(ᇋɞ
ȯ

φɞ + ᇋɞ
ɞ

ϵɞ ) − 2ϵ(ᇋɞ
ȯ

φɞ )+
… + 𝑟ϵ(ᇋɞ

ȯ
φɞ + … + ᇋɞ

՗
֍ɞ ) − 𝑟ϵ(ᇋɞ

ȯ
φɞ + … + ᇋɞ

՗−ȯ
֍−φɞ )]

= φ
֍ɞ [

֍
∑
ք=φ

𝑖
֍

∑
օ=φ

ᇋɞ
Տ

օɞ −
֍

∑
ք=ϵ

𝑖ϵ
֍−φ
∑
օ=φ

ᇋɞ
Տ

օɞ ] = φ
֍ɞ

֍
∑
ք=φ

𝑖
ք

∑
օ=φ

ᇋɞ
Տ

օɞ − φ
֍ɞ

֍
∑
ք=ϵ

𝑖ϵ
ք−φ
∑
օ=φ

ᇋɞ
Տ

օɞ

= φ
֍ɞ [ᇋɞ

ȯ
φɞ + 2ϵ(ᇋɞ

ȯ
φɞ + ᇋɞ

ɞ
ϵɞ ) + … + 𝑟ϵ(ᇋɞ

ȯ
φɞ + … + ᇋɞ

՗
֍ɞ )] − φ

֍ɞ

֍
∑
ք=ϵ

𝑖ϵ
ք−φ
∑
օ=φ

ᇋɞ
Տ

օɞ

= φ
֍ɞ [𝑟ϵ(ᇋɞ

ȯ
φɞ … ᇋɞ

՗
֍ɞ )]+ φ

֍ɞ [ᇋɞ
ȯ

φɞ +…+(𝑟−1)ϵ(ᇋɞ
ȯ

φɞ +…+ ᇋɞ
՗−ȯ

(֍−φ)ɞ )]− φ
֍ɞ

֍
∑
ք=ϵ

𝑖ϵ
ք−φ
∑
օ=φ

ᇋɞ
Տ

օɞ

=
֍

∑
օ=φ

ᇋɞ
Տ

օɞ + φ
֍ɞ

֍
∑
ք=ϵ

(𝑖 − 1)ϵ
ք−φ
∑
օ=φ

ᇋɞ
Տ

օɞ − φ
֍ɞ

֍
∑
ք=ϵ

𝑖ϵ
ք−φ
∑
օ=φ

ᇋɞ
Տ

օɞ

=
֍

∑
օ=φ

ᇋɞ
Տ

օɞ + φ
֍ɞ [

֍
∑
ք=ϵ

((𝑖−1)ϵ −𝑖ϵ)]
ք−φ
∑
օ=φ

ᇋɞ
Տ

օɞ =
֍

∑
օ=φ

ᇋɞ
Տ

օɞ − φ
֍ɞ

֍
∑
ք=ϵ

(2𝑖−1)
ք−φ
∑
օ=φ

ᇋɞ
Տ

օɞ .

και επειδή από υπόθεση
�
∑
ք=φ

ᇋɞ
Վ

քɞ < ∞ συμπεραίνουμε ότι lim
֍→�

φ
֍ɞ

֍
∑
ք=φ

𝜎ϵ
ք = 0.

Επιπροσθέτως, lim
֍→�

�
∑

ք=֍+φ
ᇋɞ

Վ
քɞ =

�
∑
ք=φ

ᇋɞ
Վ

քɞ − lim
֍→�

֍
∑
ք=φ

ᇋɞ
Վ

քɞ

�
∑
Վ=ȯ

ᆡɞ
Վ

Վɞ <�
= 0. Επομένως, από

ΚριτήριοΠαρεμβολής καταλήγουμε ότι lim
֍→�

𝑃[ sup
֍≤ֆՓ

|մՐՓ−զ[մՐՓ ]
ֆՓ

| ≥ 𝜀] = 0 οπότε,

𝑃[ lim
։→�

|մՓ−զ[մՓ]
։ | = 0] = 1, άρα από Ορισμό 1.2.3. մՓ−զ[մՓ]

։
ռӳ֎−→ 0.

16H απόδειξή της δύναται να βρεθεί στο [22].
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Θεώρημα 1.4.4. (Kolmogorov για ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες μεταβλη-
τές) Θεωρούμε ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων τυχαίων μεταβλητών
{𝛸։ ∶ 𝑛 = 1, 2, …} με πεπερασμένη κοινή μέση τιμή 𝜇 = 𝐸[𝑋φ] και διασπορά
𝜎ϵ = 𝑉𝑎𝑟[𝛸φ] < ∞. Έστω 𝑆։ = 𝑋φ + 𝑋ϵ + … + 𝑋։. Τότε մՓ։

ռӳ֎−→ 𝜇.

Απόδειξη. Αφού οι τυχαίες μεταβλητές έχουν κοινή διασπορά

𝑉𝑎𝑟[𝑋։] = 𝜎ϵ < ∞ άρα η ποσότητα
�
∑
։=φ

ᇋɞ
Փ

։ɞ = 𝜎ϵ
�
∑
։=φ

φ
։ɞ < ∞. Επομένως, αφού

{𝛸։ ∶ 𝑛 = 1, 2, …} ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές από υπόθεση, παρατηρούμε
ότι καλύπτονται οι προϋποθέσεις του Θεωρήματος 1.4.3. και άρα
մՓ−զ[մՓ]

։
ռӳ֎−→ 0

զ[մՓ]=։ᇆ
⇒ մՓ։

ռӳ֎−→ 𝜇.

Παρακάτω, αναφέρουμε μια επιπλέον απόδειξη κάνοντας χρήση του Λήμμα-
τος Borel-Cantelli:

Απόδειξη. 2ᇀ. Έστω {𝑋։ ∶ 𝑛 = 1, 2, …}. Τότε, μπορούμε να ορίσουμε
{𝑋+

։ ∶ 𝑛 = 1, 2, …} και {𝑋−
։ ∶ 𝑛 = 1, 2, …} τέτοιες ώστε

𝑋+
ք = 𝑋ք ∨ 0 = 𝑚𝑎𝑥(𝑋ք, 0), 𝑋−

ք = (−𝑋ք) ∨ 0 = 𝑚𝑎𝑥(−𝑋ք, 0).
Οπότε, μπορούμε να γράψουμε 𝑋ք = 𝑋+

ք − 𝑋−
ք και παρατηρούμε ότι

𝛸ք ≥ 0. Επομένως, ορίζονται οι μέσες τιμές τους. Επιπλέον, θεωρούμε νέα τυχαία
μεταβλητή 𝛶ք = 𝑋ք1ք, όπου

1ք = ব1 εάν 𝑋ք ≤ 𝑖
0 εάν 𝛸ք > 𝑖 (1.4.1)

η δείκτρια συνάρτηση και 𝑆∗
։ =

։
∑
ք=φ

𝑌ք.Έστω 𝑆∗
ֆՓ

υπακολουθια της 𝑆∗
։. Θα εφαρ-

μόσουμε την ανισότητα του Chebyshev (Λήμμα 1.2.2.):
∀𝛼 > 0, 𝐸[(𝑋 − 𝐸[𝑋])ϵ] ≥ 𝛼ϵ𝑃[|𝑋 − 𝐸[𝑋]| > 𝛼] για την մ∗

ՐՓ
ֆՓ

.Έχουμε,∀𝜀 > 0,
�
∑
։=φ

{𝑃[|մ∗
ՐՓ−զ[մ∗

ՐՓ ]
ֆՓ

| > 𝜀]} ≤ φ
ᇒɞ

�
∑
։=φ

𝐸[(մ∗
ՐՓ−զ[մ∗

ՐՓ ]
ֆՓ

)ϵ]

= φ
ᇒɞ

�
∑
։=φ

𝑉𝑎𝑟[մ∗
ՐՓ

ֆՓ
] = φ

ᇒɞ

�
∑
։=φ

φ
ֆɞՓ

ֆՓ
∑
ք=φ

𝑉𝑎𝑟[𝑌ք] ≤ φ
ᇒɞ

�
∑
։=φ

φ
ֆɞՓ

ֆՓ
∑
ք=φ

𝐸[𝑌 ϵ
ք ]

= φ
ᇒɞ [ φ

ֆɞ
ȯ
𝛦[𝑌 ϵ

φ ] + φ
ֆɞ

ɞ
(𝛦[𝑌 ϵ

φ ] + 𝐸[𝑌 ϵ
ϵ ]) + …]

≤ φ
ᇒɞ [1𝐸[𝑌 ϵ

φ ]+ φ
ϵɞ (𝐸[𝑌φ]+𝐸[𝑌ϵ])+…] = φ

ᇒɞ

�
∑
։=φ

φ
։ɞ ∫։

Ј 𝑥ϵ𝑑𝐹(𝑥)

= φ
ᇒɞ [1 ∫φ

Ј 𝑥ϵ𝑑𝐹(𝑥) + φ
ϵɞ ∫ϵ

Ј 𝑥ϵ𝑑𝐹(𝑥) + …]
= φ

ᇒɞ [1 ∫φ
Ј 𝑥ϵ𝑑𝐹(𝑥)+ φ

ϵɞ {∫φ
Ј 𝑥ϵ𝑑𝐹(𝑥)+∫ϵ

φ 𝑥ϵ𝑑𝐹(𝑥)]+…]
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= φ
ᇒɞ

�
∑
։=φ

φ
։ɞ

։−φ
∑
ք=Ј

∫ք+φ
ք 𝑥ϵ𝑑𝐹(𝑥)

≤ φ
ᇒɞ [1 ∫φ

Ј 𝑥ϵ𝑑𝐹(𝑥) + φ
ϵ ∫ϵ

Ј 𝑥ϵ𝑑𝐹(𝑥) + …]

= φ
ᇒɞ

�
∑
ք=Ј

φ
ք+φ ∫ք+φ

ք 𝑥ϵ𝑑𝐹(𝑥) ≤ φ
ᇒɞ

�
∑
ք=Ј

∫ք+φ
ք |𝑥|𝑑𝐹(𝑥)

= φ
ᇒɞ 𝐸[𝑋φ] < ∞, από υπόθεση,

διότι 𝛸φ ≤ 𝑋ϵ στον Λ ⇒ ∫ᆲ 𝛸φ𝑑𝑃 ≤ ∫ᆲ 𝑋ϵ𝑑𝑃 άρα
για 𝑥 ∈ [𝑖, 𝑖 + 1], ֓ɞ

ք+φ ≤ (ք+φ)ɞ
ք+φ = 𝑖 + 1 και |𝑥| ≤ 𝑖 + 1 οπότε διαιρώντας κατά

μέλη ֓ɞ
ք+φ ≤ |𝑥| ⇒ ∫ք+φ

ք
֓ɞ
ք+φ𝑑𝐹(𝑥) ≤ ∫ք+φ

ք |𝑥|𝑑𝐹(𝑥) .
Επιπλέον, κάναμε χρήση της σχέσης 𝛦[|𝛸|] =

�
∑
։=Ј

∫։+φ
։ |𝑋|𝑑𝑃 , αφού

𝛦[𝛸] = ∫ᆲ 𝛸𝑑𝑃 = ∫∪ՓᆲՓ
𝑋𝑑𝑃 =

�
∑
։=Ј

∫ᆲՓ
𝑋𝑑𝑃 .

Από Λήμμα Borel-Cantelli
�
∑
։=φ

𝑃[𝐴։] < ∞ ⟹ 𝑃[ lim
։→�

sup 𝐴։] = 0 (βλ. Πρό-

ταση 1.3.4.), έχουμε
�
∑
։=φ

{𝑃[|մ∗
ՐՓ−զ[մ∗

ՐՓ ]
ֆՓ

| > 𝜀]} < ∞ ⟹ 𝑃[ lim
։→�

𝑠𝑢𝑝|մ∗
ՐՓ−զ[մ∗

ՐՓ ]
ֆՓ

| > 𝜀] = 0

⟺ 𝑃[ lim
։→�

𝑠𝑢𝑝|մ∗
ՐՓ−զ[մ∗

ՐՓ ]
ֆՓ

| ≤ 𝜀] = 1
ᇒ>Ј⟺ 𝑃[ lim

։→�
|մ∗

ՐՓ−զ[մ∗
ՐՓ ]

ֆՓ
| = 0] = 1

⟺ 𝑃[ lim
։→�

|մ∗
ՐՓ−զ[չȯ]

ֆՓ
| = 0] = 1

ᇱᇊᇂᇋᇆᇰᇖφӳϵӳΚ
⟺ մ∗

ՐՓ
ֆՓ

ռӳ֎−→ 𝐸[𝑋φ]
αφού 𝐸[𝑋φ] = lim

։→�
∫։
Ј 𝑥𝑑𝐹(𝑥) = lim

։→�
𝛦[𝑌։] = lim

։→�
𝐸[մ∗

ՐՓ
ֆՓ

].

Επιπλέον,
�
∑
։=φ

𝑃[𝑌։ ≠ 𝑋։] =
�
∑
։=φ

𝑃[𝑋։ > 𝑛] =
�
∑
։=φ

∫�
։ 𝑑𝐹(𝑥) =

�
∑
։=φ

�
∑
ք=։

∫ք+φ
ք 𝑑𝐹(𝑥) =

=
�
∑
։=φ

𝑛 ∫։+φ
։ 𝑑𝐹(𝑥)

= 1 ∫ϵ
φ 𝑑𝐹(𝑥) + 2[∫ϵ

φ 𝑑𝐹(𝑥) + ∫ϯ
ϵ 𝑑𝐹(𝑥)] + …

≤
�
∑
։=φ

∫։+φ
։ 𝑥𝑑𝐹(𝑥) ≤

�
∑
։=Ј

∫։+φ
։ 𝑥𝑑𝐹(𝑥)

= 𝐸[𝑋φ] < ∞.
Επομένως, από Λήμμα Borel-Cantelli,
�
∑
։=φ

𝑃[𝑌։ ≠ 𝑋։] < ∞ ⟹ 𝑃[ lim
։→�

𝑠𝑢𝑝{𝑌։ ≠ 𝑋։}] = 0. Οπότε μόνο για πεπε-
ρασμένες τιμές του n ισχύει ότι 𝑌։ ≠ 𝑋։ και άρα αφού δείξαμε ότι
մ∗

ՐՓ
ֆՓ

ռӳ֎−→ 𝐸[𝑋φ] ⟺ մՐՓ
ֆՓ

ռӳ֎−→ 𝐸[𝑋φ]. Και επειδή {𝑆ֆՓ
} συγκλίνουσα υπακολου-
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θία της {𝑆։} άρα φվ 𝐸[𝑋φ] ≤ lim
։→�

մՓ։ ≤ lim
։→�

մՓ։ ≤ 𝑐𝐸[𝑋φ], για 𝑐 > 1 και άρα

καταλήγουμε ότι մՓ։
ռӳ֎−→ 𝐸[𝑋φ] ή մՓ։

ռӳ֎−→ 𝜇.

Παρατήρηση 1.4.1. Αφού από Θεώρημα 1.2.2. αποδείξαμε ότι η σχεδόν βέ-
βαιη σύγκλιση συνεπάγεται τη σύγκλιση κατά πιθανότητα, είναι άμεσο ότι οι
(Ι.Ν.Μ.Α) συνεπάγονται τους (Α.Ν.Μ.Α).

Θεώρημα 1.4.5. Κεντρικό ΟριακόΘεώρημα17(Lindeberg-Lévy)Θεωρούμε ακο-
λουθία ανεξάρτητων και ισόνομων τυχαίων μεταβλητών {𝛸։ ∶ 𝑛 = 1, 2, …} με
πεπερασμένη μέση τιμή 𝜇 = 𝐸[𝑋։] και διασπορά 𝜎ϵ = 𝑉𝑎𝑟[𝑋։].
Έστω 𝑆։ = 𝑋φ + 𝑋ϵ + … + 𝑋։. Τότε մՓ−։ᇆ

ᇋ√։
ե−→ 𝑍 ∼ 𝑁(0, 1)

ή ισοδύναμα
√𝑛(𝑋 − 𝜇) ե−→ 𝑁(0, 𝜎ϵ).

Απόδειξη. Θεωρούμε τυχαία μεταβλητή

𝛶։ = մՓ−։ᇆ
ᇋ√։ =

Փ
∑
Վ=ȯ

չՎ−։ᇆ
ᇋ√։ =

Փ
∑
Վ=ȯ

(չՎ−ᇆ)
ᇋ√։ = φ

ᇋ√։
։

∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇), 𝑛 = 1, 2, …
Έστω φ η χαρακτηριστική συνάρτηση των τυχαίων μεταβλητών 𝑋ք − 𝜇.

Λήμμα 1.4.1. Έστω 𝜑չ η χαρακτηριστική συνάρτηση της τυχαίας μεταβλητής X.
Aν 𝛶 = 𝑎𝛸 + 𝑏 με 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ ⇒ 𝜑պ (𝑡) = 𝜑ᇴ(𝑎𝑡)𝑒քս֏.

Απόδειξη. Λήμματος 1.4.1 Έχουμε,

𝜑ᆶ (𝑡) = 𝐸[𝑒ք֏պ ] = 𝐸[𝑒ք֏(ռչ+ս)] = 𝐸[𝑒ք֏ռչ𝑒ք֏ս] = 𝛦[𝑒ք(֏ռ)չ]𝑒ք֏ս = 𝜑ᇴ(𝑎𝑡)𝑒քս֏.

Λήμμα 1.4.2. Έστω {𝑋ք}ք=φ…։ ακολουθία ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών με
χαρακτηριστικές συναρτήσεις 𝜑ք, 𝑖 = 1, … 𝑛 αντιστοίχως.

Αν 𝛶 =
։

∑
ք=φ

𝑋ք ⇒ 𝜑ᆶ (𝑡) =
։
∏
ք=φ

𝜑ք(𝑡).

17Το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα διατυπώθηκε για πρώτη φορά το 1733 από το Γάλλο μαθη-
ματικό Abraham de Moivre. Παρά ταύτα, λόγω της καινοτομίας του, δεν του δόθηκε η ανάλογη
σημασία από τους μαθηματικούς της εποχής του. Το ίδιο συνέβη και το 1812, όταν ο Γάλλος
μαθηματικός Pierre-Simon Laplace το επανέφερε στο μαθηματικό προσκήνιο δίνοντάς του την
τελική του μορφή. Εν τέλει, ήταν το 1901, μετά την απόδειξη της μαθηματικής λειτουργίας του
Θεωρήματος από το Ρώσο μαθηματικό Aleksandr Lyapunov, που το Θεώρημα αποτέλεσε κυρί-
αρχο θεώρημα της Θεωρίας Πιθανοτήτων. H πλέον διαδεδομένη του διατύπωση είναι αυτή των
Lindeberg-Lévy.



20 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ ΘΕΩΡΙΑΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ

Απόδειξη. Λήμματος 1.4.2. Παρατηρούμε ότι

𝜑ᆶ (𝑡) = 𝐸[𝑒ք֏պ ] = 𝐸[𝑒
ք֏(

Փ
∑
Վ=ȯ

չՎ)
] = 𝐸[

։
∏
ք=φ

𝑒ք֏չՎ ] չՎᆺᇇᇒᇈ=
։
∏
ք=φ

𝐸[𝑒ք֏չՎ] =
։
∏
ք=φ

𝜑ք(𝑡).

Λήμμα 1.4.3. (Lévy)18
Θεωρούμε {𝑋ք}ք=φӴϵӴ… ακολουθία τυχαίων μεταβλητών με αντίστοιχες χαρα-

κτηριστικές συναρτήσεις 𝜑ք, 𝑖 = 1, 2, ….
α)𝛸ք

ե−→ 𝑋 ⇔ 𝜑։(𝑡) → 𝜑(𝑡), ∀𝑡 ∈ ℝ.
β)Έστω ότι ∀𝑡 ∈ ℝ, ∃ lim

։→�
𝜑։(𝑡) και η συνάρτηση lim

։→�
𝜑։(𝑡) είναι συνεχής στο

𝑡 = 0. Τότε, η συνάρτηση lim
։→�

𝜑։ είναι η χαρακτηριστική συνάρτηση μιας τυχαίας

μεταβλητής Χ και επιπλέον 𝛸ք
ե−→ 𝑋.

Συνέχεια Απόδειξης Θεωρήματος 1.4.5.

Από Λήμμα 1.4.2. έχουμε 𝜑ᆵ(ᇴՎ−ᇆ) =
։
∏
ք=φ

𝜑(𝑡) = [𝜑(𝑡)]։ και από Λήμμα 1.4.1.

η χαρακτηριστική συνάρτηση της 𝑌։ είναι 𝜑։(𝑡) = [𝜑( ֏
ᇋ√։)]։, 𝑛 ∈ ℕ.

Αποδεικνύεται ότι αν η τυχαία μεταβλητή Χ έχει πεπερασμένη ροπή n-τάξης, τότε
η n-οστή παράγωγος της χαρακτηριστικής συνάρτησης 𝜑ᇴ υπάρχει και υπολογί-
ζεται ως εξής:
𝜑(։)

ᇴ = տՓ
տ֏Փ 𝐸[𝑒ք֏չ] = 𝐸[ տՓ

տ֏Փ 𝑒ք֏չ] = 𝐸[𝑖։𝑋։𝑒ք֏չ] = 𝑖։𝐸[𝑋։𝑒ք֏չ].
Αφού από υπόθεση 𝜇, 𝜎ϵ < ∞ ⇒ 𝐸[𝑋ք − 𝜇] < ∞, 𝐸[(𝑋ք − 𝜇)ϵ] < ∞, άρα
υπάρχουν οι παράγωγοι πρώτης και δεύτερης τάξης της χαρακτηριστικής συνάρ-
τησης φ των τυχαίων μεταβλητών 𝛸ք − 𝜇. Συγκεκριμένα, για 𝑡 = 0,
𝜑(φ)(0) = 𝑖φ𝐸[(𝑋ք − 𝜇)φ𝑒Ј] = 𝑖𝐸[𝑋ք − 𝜇] = 0.
𝜑(ϵ)(0) = 𝑖ϵ𝐸[(𝑋ք − 𝜇)ϵ𝑒Ј] = 𝑖ϵ𝐸[(𝑋ք − 𝜇)ϵ] = 𝑖ϵ𝜎ϵ = −𝜎ϵ.
Θα αναπτύξουμε τη χαρακτηριστική συνάρτηση φ σε σειρά Taylor γύρω από το
μηδέν: 𝜑(𝑡) = 𝜑(0) + 𝜑(φ)(0)𝑡 + φ

ϵ𝜑(ϵ)(0)𝑡ϵ + 𝜊(𝑡ϵ)
= 𝐸[𝑒Ј]+0+ φ

ϵ(−𝜎ϵ)𝑡ϵ +𝑜(𝑡ϵ) = 1− φ
ϵ𝜎ϵ𝑡ϵ +𝑜(𝑡ϵ) ,lim

֏→Ј
֊(֏ɞ)

֏ɞ → 0.
Επομένως, για τη χαρακτηριστική συνάρτηση της 𝑌։:
𝜑։(𝑡) = [𝜑( ֏

ᇋ√։)]։ = [1 − φ
ϵ𝜎ϵ( ֏

ᇋ√։)ϵ + 𝑜( ֏ɞ
ᇋɞ։)]։ = [1 − ֏ɞ

ϵ։ + φ
ᇋɞ 𝑜( ֏ɞ

։ )]։.
Και lim

։→�
֊( ՙɞ

Փ )
ՙɞ
Փ

= 0, άρα lim
։→�

𝜑։(𝑡) = 𝑒− ȯ
ɞ ֏ɞ .

Παρατηρούμε ότι η συνάρτηση lim
։→�

𝜑։(𝑡) = 𝑒− ȯ
ɞ ֏ɞ είναι συνεχής στο 𝑡 = 0.

18Paul Pierre Lévy (1886–1971): Γάλλος μαθηματικός, μέλος της Γαλλικής Ακαδημίας Επιστη-
μών καθώς και της Μαθηματικής Εταιρείας του Λονδίνου. Η ενασχόλησή του πρωτίστως με τη
Θεωρία Πιθανοτήτων είχε ως αποτέλεσμα πληθώρα μαθηματικών εργαλείων και θεωρημάτων,
πολλά από τα οποία φέρουν το όνομά του.
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Επομένως, από Λήμμα 1.4.3.(β) 𝛶։ = մՓ−։ᇆ
ᇋ√։

ե−→ 𝑍, όπου Ζ μια τυχαία μετα-
βλητή με χαρακτηριστική συνάρτηση 𝜑ᇪ = lim

։→�
𝜑։(𝑡) = 𝑒− ȯ

ɞ ֏ɞ .

Αποδεικνύεται ότι αν 𝑍 ∼ 𝑁(0, 1) ⇔ 𝜑(𝑡) = 𝑒− ՙɞ
ɞ .

Επομένως, συμπεραίνουμε ότι մՓ−։ᇆ
ᇋ√։

ե−→ 𝑍 ∼ 𝑁(0, 1).

Θεώρημα 1.4.6. (Πολυδιάστατο Κεντρικό Οριακό Θεώρημα)Θεωρούμε τα ανε-
ξάρτητα και ισόνομα τυχαία διανύσματα X(օ)= (𝑋(օ)

φ , 𝑋(օ)
ϵ , … , 𝑋(օ)

ֆ ), 𝑗 = 1, … , 𝑛
και X = (𝑋φ, 𝑋ϵ, … , 𝑋ֆ) με μέση τιμή μ = (𝜇φ, 𝜇ϵ, … , 𝜇ֆ) και πεπερασμένο πί-
νακα διασποράς Σ = [𝜎քօ] ∈ ℝֆ֓ֆ. Εάν 𝑋ք = φ։(𝑋(φ)

ք + … + 𝑋(։)
ք ) = φ։

։
∑
ֆ=φ

𝑋(ֆ)
ք ,

τότε έπεται ότι (√𝑛(𝑋φ − 𝜇φ), … , √𝑛(𝑋ֆ − 𝜇ֆ)) ե−→ 𝑁(0,Σ).

Απόδειξη. Για την απόδειξη του Θεωρήματος θα κάνουμε χρήση του παρακάτω
Λήμματος:

Λήμμα 1.4.4. (ΤέχνασμαCramer-Wold)Έστω τα τυχαία διανύσματαX(։)= (𝛸(։)
φ , 𝑋(։)

ϵ , … , 𝑋(։)
ֆ ),

X= (𝑋φ, 𝑋ϵ, … , 𝑋ֆ). Αναγκαία και ικανή συνθήκηώστε να ισχύει ότι (𝛸(։)
φ , 𝑋(։)

ϵ , … , 𝑋(։)
ֆ ) ե−→

(𝑋φ, 𝑋ϵ, … , 𝑋ֆ)
είναι να αληθεύει ότι

ֆ
∑
ք=φ

𝑡ք𝑋(։)
ք

ե−→
ֆ

∑
ք=φ

𝑡ք𝑋ք , ∀(𝑡φ, 𝑡ϵ, … , 𝑡ֆ) ∈ ℝ𝕜.

Απόδειξη. Λήμματος 1.4.4.Θα χρησιμοποιήσουμε τοΘεώρημα συνέχειας του Levy
(βλ. Λήμμα 1.4.3.(α)). Έχουμε,
X(։) ե−→X⇔ 𝜑։(t) → 𝜑(t), t = (𝑡φ, … , 𝑡ֆ)յ ∈ ℝ𝕜 ⇔ 𝐸[𝑒քtԿXՓ] → 𝐸[𝑒քtԿX]

⇔ 𝐸[𝑒
ք

Ր
∑
Վ=ȯ

֏Վչ(Փ)
Վ ] → 𝐸[𝑒

ք
Ր
∑
Վ=ȯ

֏ՎչՎ ]
⇔

ֆ
∑
ք=φ

𝑡ք𝑋(։)
ք

ե−→
ֆ

∑
ք=φ

𝑡ք𝑋ք , ∀t = (𝑡φ, … , 𝑡ֆ)յ ∈ ℝ𝕜.

Συνέχεια Απόδειξης Πολυδιάστατου Κ.Ο.Θ. Σύμφωνα με το τέχνασμα Cramer-

Wold που αναφέρθηκε, αρκεί να αποδείξουμε ότι
√𝑛

ֆ
∑
ք=φ

𝑡ք(𝑋ք−𝜇ք)
ե−→ 𝑁(0, t஠Σt),

∀t = (𝑡φ, … , 𝑡ֆ). Όμως, √𝑛
ֆ

∑
ք=φ

𝑡ք(𝑋ք − 𝜇ք) = √𝑛[ φ։
։

∑
օ=φ

(
ֆ

∑
ք=φ

𝑡ք𝑋(օ)
ք ) −

ֆ
∑
ք=φ

𝑡ք𝜇ք].

Οι τυχαίες μεταβλητές 𝑌ք =
ֆ

∑
ք=φ

𝑡ք𝑋(օ)
ք , 𝑗 = 1, 2, … είναι ανεξάρτητες και ισό-
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νομες με μέση τιμή
ֆ

∑
ք=φ

𝑡ք𝜇ք και διασπορά t஠Σt. Άρα από μονοδιάστατο Κεντρικό

Οριακό Θεώρημα προκύπτει το ζητούμενο.

1.5 Χρήσιμοι Ορισμοί-Θεωρήματα
Ορισμός 1.5.1. Θεωρούμε την ακολουθία εκτιμητριών {𝑇։ ∶ 𝑛 = 1, 2, …}

της παραμετρικής συνάρτησης 𝛼(𝜃). Η εκτιμήτρια T։ ονομάζεται συνεπής όταν

∀𝜀 > 0 ισχύει ότι lim։→� 𝑃[∥ 𝑇։ − 𝛼(𝜃) ∥> 𝜀] = 0
ᇱᇊφӳϵӳϯӳ

⇔ 𝑇։
ձ−→ 𝑔(𝜃).

Ορισμός 1.5.2. Θεωρούμε την ακολουθία εκτιμητριών {𝑇։ ∶ 𝑛 = 1, 2, …} (ή
εκτιμήτρια 𝑇։) της παραμετρικής συνάρτησης 𝛼(𝜃). Η εκτιμήτρια T։ ονομάζεται
ισχυρά συνεπής όταν ισχύει ότι

𝑃[ lim
։→�

∥ 𝑇։ − 𝛼(𝜃) ∥= 0] = 1
ᇱᇊφӳϵӳΚӳ

⇔ 𝑇։
ռӳ֎−→ α(θ).

Ορισμός 1.5.3. Η εκτιμήτρια T։της παραμετρικής συνάρτησης 𝛼(𝜃) ονομά-
ζεται αμερόληπτη όταν ισχύει ότι 𝐸[𝑇։] = 𝛼(𝜃), ενώ λέγεται ασυμπτωτικά αμερό-
ληπτη όταν 𝛦[𝑇։] → 𝛼(𝜃), καθώς 𝑛 → ∞.

Ορισμός 1.5.4. H εκτιμήτρια T։ μιας παραμέτρου θ ονομάζεται ασυμπτωτικά
Κανονική όταν ∃𝜎ϵ = 𝜎ϵ(𝜃) ∶ ∀𝜃 ∈ 𝛩 √𝑛(𝑇։ − 𝜃) ե−→ 𝑁(0, 𝜎ϵ).

Θεώρημα 1.5.1. (Θεώρημα Slutsky19) Έστω 𝛸։
ե−→ 𝑋, 𝛢։

ձ−→ 𝑎 και 𝛣։
ձ−→ 𝑏.

Τότε, αληθεύει ότι 𝐴։ + 𝐵։𝑋։
ե−→ 𝑎 + 𝑏𝑋.

Θεώρημα 1.5.2. (Θεώρημα Skorohod20) Έστω τα μέτρα πιθανότητας 𝑃։, 𝑃 στον
(ℝֆ, ℜֆ) και 𝜇։ → 𝜇 ή ισοδύναμα έστω X։,X τυχαία διανύσματα τέτοια ώστε
X։

ե−→X. Τότε, υπάρχουν τυχαία διανύσματα Y։,Y στο χώρο πιθανότητας (Ω,F,P)
τέτοια ώστε Y։,Y να έχουν κατανομές 𝑃։, 𝑃 αντιστοίχως και
Y։(𝜔) → Y(𝜔), ∀𝜔 ∈ 𝛺.

19Evgeny Slutsky (1880-1948): Ρώσος μαθηματικός και οικονομολόγος, ο οποίος ασχολήθηκε
κυρίως με τη στατιστική και τα οικονομικά. Τα πορίσματά του, όπως η εξίσωση Slutsky, εφαρμό-
στηκαν σε διάφορους επιστημονικούς κλάδους όπως τα οικονομικά.

20Anatoliy Volodymyrovych Skorokhod (1930–2011): Ουκρανός μαθηματικός, ακαδημαϊκός
στην Εθνική Ακαδημία Επιστημών της Ουκρανίας, καθηγητής του Kyiv University και τουMichi-
gan State University. Η επιστημονική του δραστηριότητα είναι έκδηλη από το πλήθος των δημο-
σιεύσεων του, οι οποίες ανέρχονται στις 450 και αναφέρονται κυρίως στις στοχαστικές διαφορικές
εξισώσεις, τις Markov ανελίξεις, τις κατανομές απειροδιάστατων χώρων.
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1.6 Σχέσεις 𝛰(.) και 𝑜(.)
Ορισμός 1.6.1. Έστω {𝛼։}։∈ℕ,{𝑏։}։∈ℕ ακολουθίες πραγματικών αριθμών.

•Λέμε ότι οι {𝛼։}։∈ℕ,{𝑏։}։∈ℕ είναι (ασυμπτωτικά) ισοδύναμες και συμβολί-
ζουμε 𝛼։ ∼ 𝑏։ καθώς 𝑛 → ∞ ⇔ ᆺՓ

սՓ
→ 1.

•Λέμε ότι 𝛼։ = 𝑜(𝑏։) καθώς 𝑛 → ∞ αν αληθεύει ᆺՓ
սՓ

→ 0.
•Λέμε ότι 𝛼։ = 𝑂(𝑏։) αν ∃𝑀 και 𝑛Ј τέτοια ώστε ∀𝑛 > 𝑛Ј, |ᆺՓ

սՓ
| < 𝛭 .

(δηλαδή {ᆺՓ
սՓ

} φραγμένη).

Λήμμα 1.6.1. Έστω {𝛼։}։∈ℕ,{𝑏։}։∈ℕ ακολουθίες πραγματικών αριθμών.
(i) 𝛼։ = 𝑜(1) ⇔ 𝛼։ → 0.
(ii) 𝛼։ = 𝑂(1) ⇔ ∃𝑀, 𝑛Ј ∶ ∀𝑛 > 𝑛Ј |𝛼։| < 𝛭 (𝛼։ φραγμένη).

Ορισμός 1.6.2. Έστω {𝐴։}։∈ℕ,{𝐵։}։∈ℕ ακολουθίες τυχαίων μεταβλητών.
•Λέμε ότι 𝛢։ = 𝑜ձ (𝐵։) αν բՓ

գՓ

ձ−→ 0.
•Λέμε ότι 𝛢։ = 𝑂ձ (𝐵։) αν
∀𝜀 > 0, ∃𝑀, 𝑛Ј ∶ ∀𝑛 > 𝑛Ј 𝑃[|𝐴։| ≤ 𝑀|𝐵։|] ≥ 1 − 𝜀, (δηλαδή, {բՓ

գՓ
}

φραγμένη κατά πιθανότητα).

Λήμμα 1.6.2. Έστω {𝐴։}։∈ℕ,{𝐵։}։∈ℕ ακολουθίες τυχαίων μεταβλητών.

(i) 𝐴։ = 𝑜ձ (1) ⇔ 𝐴։
ձ−→ 0.

(ii) 𝐴։ = 𝑂ձ (1) ⇔ ∃𝑀, 𝑛Ј ∶ ∀𝑛 > 𝑛Ј 𝑃[|𝐴։| ≤ 𝛭] ≥ 1 − 𝜀 (𝛢։ φραγμένη
κατά πιθανότητα).

Θεώρημα 1.6.1. Εάν 𝛸։
ե−→ 𝐻 , όπου Η συνάρτηση, τότε η 𝛸։ είναι φραγμένη

κατά πιθανότητα, δηλαδή 𝛸։ = 𝑂ձ (1).



Κεφάλαιο 2

Σειρές Taylor

2.1 Ιστορική Αναδρομή

Το βασικότερο αντικείμενο μελέτης του Απειροστικού Λογισμού1 αποτελούν
οι συναρτήσεις και πιο συγκεκριμένα, η διαφόριση και ολοκλήρωσή τους. Παρά
ταύτα, η πολυπλοκότητα του τύπου μιας συνάρτησης καθιστά πολλές φορές πε-
ρίπλοκο έως αδύνατο τον υπολογισμό των τιμών της και τη γενικότερη διαχεί-
ρισή της. Η δυσκολία αυτή μπορεί να παρακαμφθεί, προσεγγίζοντας την εν λόγω
συνάρτηση μέσω μιας νέας, πιο απλουστευμένης παράστασης, όπως για παρά-
δειγμα ένα πολυώνυμο, λαμβάνοντας πάντα υπόψη το σφάλμα που δημιουργεί-
ται. Η πλέον γνωστή και ευρέως διαδεδομένη προσέγγιση μιας συνάρτησης είναι
η ανάπτυξή της σε σειρά Taylor.

Ο Brook Taylor γεννήθηκε στο Canterbury στις 18 Αυγούστου 1685 από εύ-
πορη οικογένεια. Η κατ’ οίκον διδασκαλία που έλαβε κατά τα νεανικά του χρόνια
του επέτρεψε την εισαγωγή στο Cambridge (1701), όπου διηύρυνε τους ορίζον-
τές του τόσο στα νομικά όσο και στα μαθηματικά ζητήματα. Ωστόσο, τα δεύτερα
φαίνεται να κέρδισαν το ενδιαφέρον του, καθώς δεν εφήρμοσε ποτέ την ιδιότητα
του δικηγόρου. Άμεσα μετά την αποφοίτησή του επιλέχθηκε να συμμετέχει στη
Βασιλική Ένωση, γεγονός που του έδωσε τη δυνατότητα να έρθει σε επαφή με
άλλους μαθηματικούς της εποχής του και τελικά να αποτελέσει μέλος της ομάδας
του Isaak Newton. 2

1Κλάδος των μαθηματικών που ορίστηκε αρχικά ως ο λογισμός των σχέσεων μεταξύ ροών και
ρεουσών, έννοιες που εισήχθησαν από τον Isaak Newton και εκφράζουν την ταχύτητα αύξησης
μιας ποσότητας και την τελική ποσότητα μετά τη μεταβολή αντίστοιχα. Η έννοια της συνάρτησης
εισάγεται πρώτη φορά το 1692 από τον αυτοδίδακτο μαθηματικό G.W.Leibniz (1646-1716). Οι
προαναφερόμενοι ασχολήθηκαν κυρίως με την πράξη της διαφόρισης ενώ η ολοκλήρωση αναπτύ-
χθηκε μεταγενέστερα από τους Riemman,Baire,Lebesgue.

2Isaak Newton (1643–1727): Άγγλος φυσικός, μαθηματικός, αστρονόμος, φιλόσοφος, αλχημι-
στής και θεολόγος. Η συνεισφορά του, ιδιαίτερα στους κλάδους της Κλασικής Φυσικής και του

24
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Το πλήθος των δημοσιεύσεών του διαφωτίζει το εύρος των μαθηματικών θε-
μάτων που τον απασχόλησαν όπως οι σειρές, η ολοκλήρωση συναρτήσεων (απέ-
δειξε τον τύπο παραγοντικής ολοκλήρωσης), η θεωρία πιθανοτήτων, κάποια προ-
βλήματα θερμότητας και μαγνητισμού ενώ η πρώτες δημοσιεύσεις του έγιναν το
1713 στο «Philosophical Transactions» και αφορούσαν στο κέντρο μιας ταλάν-
τωσης.

Η εργασία που καταξίωσε τον Taylor φέρει τον τίτλο «The Methodus Incre-
mentorum directa et traversa» (ευθεία και αντίστροφη μέθοδος των προσαυ-
ξήσεων) και δημοσιεύτηκε στο Λονδίνο το 1715. Η προαναφερθείσα δημοσίευση
αναφέρεται στη θεωρία των ροών του Isaak Newton, ενώ σημαντικά στοιχεία απο-
τελούν η πρόταση 7-πόρισμα 2, που αφορά στις σειρές Taylor καθώς και η πρό-
ταση 11 στην οποία το ολοκλήρωμα εκφράζεται ως άπειρη σειρά.

Η πεποίθηση του Johann Bernoulli3 ότι ο Taylor στην εργασία του οικειο-
ποιήθηκε δικές του ιδέες, ήδη δημοσιευμένες καθώς και η πυκνογραμμένη, δυσ-
νόητη γραφή του τελευταίου υπήρξαν ανασταλτικοί παράγοντες στην υιοθέτηση
των πορισμάτων του. Παρ’ όλα αυτά, πληθώρα μαθηματικών σύγχρονων ή μετα-
γενέστερων του Taylor (όπως οι James Gregory4, Isaak Newton,James Stirling5,
Abraam De Moivre6) ασχολήθηκαν διεξοδικά με την εργασία του συντελώντας
στη διαμόρφωση της σειράς Taylor και του Θεωρήματος Taylor στη σημερινή
τους μορφή.

2.2 Πολυώνυμο Taylor
Θεωρούμε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι άπειρες φορές διαφορίσιμη σε μια γειτονιά

ενός (εσωτερικού) σημείου 𝛼 του πεδίου ορισμού της. Η προσέγγιση της συνάρ-
τησης 𝑓 είναι επιτυχής εάν η νέα συνάρτηση μας διευκολύνει στους αριθμητικούς
υπολογισμούς. Οι πλέον απλοποιημένες συναρτήσεις που ενδείκνυνται για τη δια-
δικασία αυτή αφού χαρακτηρίζονται από εύκολους αλγεβρικούς υπολογισμούς και
ολοκλήρωση σε πεπερασμένο αριθμό βημάτων είναι τα πολυώνυμα.

Συνεπώς, στόχος μας είναι να εκτιμήσουμε ένα πολυώνυμο, έστω 𝑃։(𝑥)
το οποίο να έχει όσο το δυνατόν περισσότερα κοινά χαρακτηριστικά με τη συνάρ-

Διαφορικού λογισμού, είναι αναμφισβήτητη με χαρακτηρίζεται από πληθώρα ευρημάτων και νε-
ωτερισμών καθιστώντας τον θεμελιωτή τους.

3Johann Bernoulli(1667-1748): Σουηδός μαθηματικός ο οποίος συνέβαλλε στην ανάπτυξη του
Απειροστικού Λογισμού και υπήρξε καθηγητής του Leonhard Euler (1707-1783).

4James Gregory (1638-1675): Σκοτσέζος μαθηματικός και αστρονόμος, ανέπτυξε άπειρες σει-
ρές για κάποιες τριγωνομετρικές συναρτήσεις ασχολήθηκε ευρέως με την τριγωνομετρία.

5James Stirling (1692-1770): Σκοτσέζος μαθηματικός, γνωστός για την προσέγγιση(ή τύπο)
Stirling.

6Abraham de Moivre (1667–1754): Γάλλος μαθηματικός ασχολήθηκε ιδιαίτερα με τη θεωρία
πιθανοτήτων και εισήγαγε την Κανονική Κατανομή.



26 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΣΕΙΡΕΣ TAYLOR

τηση 𝑓 ,δηλαδή να την προσεγγίζει καλύτερα γύρω από το σημείο 𝛼.
Υπενθυμίζουμε ότι αν 𝑓(𝑥) είναι παραγωγίσιμη συνάρτηση στο σημείο 𝑥 = 𝑥Ј

τότε η 𝑓(𝑥) προσεγγίζεται από τη γραμμική συνάρτηση
𝑓φ(𝑥) = 𝑓(𝑥Ј) + 𝑓 ஠(𝑥Ј)(𝑥 − 𝑥Ј),
η οποία γεωμετρικά αντιστοιχεί στην εφαπτομένη της συνάρτησης 𝑓 στην περιοχή
του 𝑥Ј. Για την επίτευξη μεγαλύτερης ακρίβειας (και δεδομένου ότι 𝑓είναι δύο
φορές παραγωγίσιμη) θα προσεγγίσουμε την 𝑓 μέσω μιας νέας συνάρτησης 𝑓ϵ η
οποία ταυτίζεται στο σημείο 𝑥Ј με την 𝑓 , έχει την ίδια κλίση με την 𝑓 στο σημείο
αυτό (οι δύο αυτές συνθήκες ισχύουν και για την συνάρτηση 𝑓φ) ενώ επιπλέον θα
καμπυλώνει στην ίδια κατεύθυνση με την 𝑓 στο 𝑥Ј. Και επειδή η καμπυλότητα
προέρχεται από τη μεταβολή της κλίσης ενός γραφήματος άρα ζητάμε επιπλέον
𝑓 ஠

ϵ(𝑥Ј) = 𝑓 ஠(𝑥Ј). Έτσι, προκύπτει νέα συνάρτηση
𝑓ϵ = 𝑓(𝑥Ј) + 𝑓 ஠(𝑥Ј)(𝑥 − 𝑥Ј) + φ

ϵ𝑓஢(𝑥Ј)(𝑥 − 𝑥Ј)ϵ.
Συνεπώς, αφού η γεωμετρία της συνάρτησης 𝑓 σε ένα σημείο 𝛼 σχετίζεται με

τις τιμές των παραγώγων της στο σημείο 𝛼, θέλουμε να βρούμε ένα πολυώνυμο
του οποίου η τάξη επαφής7 του γραφήματός του με το γράφημα της 𝑓 να είναι 𝑘,
για όσο το δυνατόν μεγαλύτερο 𝑘. Δηλαδή, ζητάμε ένα πολυώνυμο 𝑃։(𝑥) βαθμού
𝑛 τέτοιο ώστε να ισχύει 𝑃 (ֆ)

։ (𝛼) = 𝑓 (ֆ)(𝛼), για όσο το δυνατόν περισσότερες
τιμές του 𝑘.

Θεωρούμε ένα πολυώνυμο 𝑃։(𝑥) = 𝑎Ј + 𝑎φ𝑥 + 𝑎ϵ𝑥ϵ + … , +𝑎։𝑥։.
Τότε, για κάθε 𝑘 ≥ 𝑛 + 1 είναι άμεσο ότι 𝑃 (ֆ)

։ (𝑥) = 0 εφόσον
𝑃 (։)

։ (𝑥) = 𝑎։𝑛(𝑛 − 1) … 1 = 𝑛! 𝑎։. Επομένως, αρκεί να βρούμε ένα πολυώνυμο
𝑃։(𝑥) τέτοιο ώστε να ισχύει

𝑃 (ֆ)
։ (𝛼) = 𝑓 (ֆ)(𝛼) (2.2.1)

για κάθε 𝑘 = 0, … , 𝑛. Έπειτα από διαδοχικές διαιρέσεις του πολυωνύμου με
(𝑥 − 𝛼)μπορούμε να γράψουμε το παραπάνω στην ισοδύναμη μορφή
𝑃։(𝑥) = 𝑎Ј + 𝑎φ(𝑥 − 𝛼) + 𝑎ϵ(𝑥 − 𝛼)ϵ + … , +𝑎։(𝑥 − 𝛼)։.

Θα δείξουμε ότι

𝑃 (ֆ)
։ (𝑥) = 𝑘! 𝑎ֆ + (𝑥 − 𝛼)𝑄։−ֆ−φ(𝑥), ∀𝑘 ∈ 0, … , 𝑛, (2.2.2)

όπου 𝑄։−ֆ−φ(𝑥) ένα πολυώνυμο 𝑛 − 𝑘 − 1 βαθμού της μορφής

7Δύο καμπύλες ᇭȯ, ᇭɞ με παραστάσεις ֍ȯ = ֍ȯ(֎) και ֍ɞ = ֍ɞ(֏), αντίστοιχα, με παράμε-
τρο τα μήκη τους, λέμε ότι έχουν επαφή τάξηςֆ όταν ισχύει ֍ȯ = ֍ɞӴ ֍ȯ

஧ = ֍ɞ
஧Ӵ … ֍ȯ

(Ր) = ֍ɞ
(Ր)

για κάποιες τιμές των παραμέτρων s, t.
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𝑄։−ֆ−φ(𝑥) = (𝑘 + 1)! 𝑎ֆ+φ + (ֆ+ϵ)Ώ
ϵΏ 𝑎ֆ+ϵ(𝑥 − 𝛼) + (ֆ+ϯ)Ώ

ϯΏ 𝑎ֆ+ϯ(𝑥 − 𝛼)ϵ

+ … + ։Ώ
։−ֆΏ𝑎։(𝑥 − 𝛼)։−ֆ−φ

=
։−ֆ
∑
ք=φ

(ֆ+քΏ)
քΏ 𝑎ֆ+ք(𝑥 − 𝛼)ք−φ.

Απόδειξη. Για την απόδειξη θα εργαστούμε με Μαθηματική Επαγωγή. Έχουμε

• για 𝑘 = 1 τότε𝑃 (φ)
։ (𝑥) = 𝑎φ+2𝑎ϵ(𝑥−𝛼)+3𝑎ϯ(𝑥−𝛼)ϵ+…+𝑛𝑎։(𝑥−𝛼)։−φ

= 𝑎φ+(𝑥−𝛼)[2𝑎ϵ+3𝑎ϯ(𝑥−𝛼)+…+𝑛𝑎։(𝑥−𝛼)։−ϵ]
= 1! 𝑎φ + (𝑥 − 𝛼)𝑄։−ϵ

, όπου 𝑄։−ϵ(𝑥) = 2𝑎ϵ + 3𝑎ϯ(𝑥 − 𝛼) + … + 𝑛𝑎։(𝑥 − 𝛼)։−ϵ

=
։−φ
∑
ք=φ

(φ+քΏ)
քΏ 𝑎φ+ք(𝑥 − 𝛼)ք−φ.

• Υποθέτουμε ότι η παραπάνω ισότητα ισχύει για τυχαίο k, δηλαδή ισχύει ότι
𝑃 (ֆ)

։ (𝑥) = 𝑘! 𝑎ֆ + (𝑥 − 𝛼)𝑄։−ֆ−φ(𝑥), όπου

𝑄։−ֆ−φ(𝑥) = (𝑘+1)! 𝑎ֆ+φ+(𝑘 + 2)!
2! 𝑎ֆ+ϵ(𝑥−𝛼)+…+ 𝑛!

𝑛 − 𝑘!𝑎։(𝑥−𝛼)։−ֆ−φ

(2.2.3)

=
։−ֆ
∑
ք=φ

(ֆ+քΏ)
քΏ 𝑎ֆ+ք(𝑥 − 𝛼)ք−φ ένα πολυώνυμο 𝑛 − 𝑘 − 1 βαθμού.

• Αρκεί να δείξουμε ότι η ισότητα ισχύει για k+1. Έχουμε
𝑃 (ֆ+φ)

։ (𝑥) = (𝑃 (ֆ)
։ (𝑥))஠ = (𝑘! 𝑎ֆ+(𝑥−𝛼)𝑄։−ֆ−φ(𝑥))஠ = ((𝑥−𝛼)𝑄։−ֆ−φ(𝑥))஠

= 𝑄։−ֆ−φ(𝑥) + (𝑥 − 𝛼)(𝑄։−ֆ−φ(𝑥))஠

= (𝑘+1)! 𝑎ֆ+φ+ (ֆ+ϵ)Ώ
ϵΏ 𝑎ֆ+ϵ(𝑥−𝛼)+…+ ։Ώ

։−ֆΏ𝑎։(𝑥−𝛼)։−ֆ−φ+
(𝑥 − 𝛼)[ (ֆ+ϵ)Ώ

ϵΏ 𝑎ֆ+ϵ + … + ։Ώ
։−ֆΏ𝑎։(𝑥 − 𝛼)։−ֆ−ϵ]

= (𝑘+1)! 𝑎ֆ+φ+2(𝑥−𝛼)[ (ֆ+ϵ)Ώ
ϵΏ 𝑎ֆ+ϵ+…+ ։Ώ

։−ֆΏ𝑎։(𝑥−𝛼)։−ֆ−ϵ]
= (𝑘 + 1)! 𝑎ֆ+φ + (𝑥 − 𝛼)𝑄։−ֆ−ϵ(𝑥)

Επομένως, ως συνέπεια της μαθηματικής επαγωγής προκύπτει το ζητού-
μενο.
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Άρα η σχέση (2.2.2) γίνεται

𝑃 (ֆ)
։ (𝑥) = 𝑘! 𝑎ֆ + (𝑥 − 𝛼)𝑄։−ֆ−φ(𝑥) (2.2.4)

Από τις σχέσεις (2.2.2), (2.2.3) βλέπουμε ότι
𝑓 (ֆ)(𝛼) = 𝑃 (ֆ)

։ (𝛼) = 𝑘! 𝑎ֆ +(𝛼−𝛼)𝑄։−ֆ−φ(𝑥) = 𝑘! 𝑎ֆ και άρα 𝑎ֆ = ց(Ր)(ᆺ)
ֆΏ .

Συνεπώς, το ζητούμενο πολυώνυμο είναι
𝑃։(𝑥) = 𝑓(𝛼) + ց(ȯ)(ᆺ)

φΏ (𝑥 − 𝛼) + ց(ɞ)(ᆺ)
ϵΏ (𝑥 − 𝛼)ϵ + … + ց(Փ)(ᆺ)

։Ώ (𝑥 − 𝛼)։.
Το παραπάνω πολυώνυμο ονομάζεται πολυώνυμο Taylor, n βαθμού, κέντρου α,
για τη συνάρτηση 𝑓 , ενώ για την ειδική περίπτωση όπου α=0 ονομάζεται πολυώ-
νυμο Maclaurin8.

2.3 Θεώρημα Taylor
Η μέθοδος Δέλτα, η οποία θα αναλυθεί διεξοδικά στο επόμενο κεφάλαιο, απο-

δεικνύεται μέσω του Θεωρήματος Taylor. Το τελευταίο, επιτρέπει σε μια περί-
πλοκη συνάρτηση να προσεγγιστεί με τη βοήθεια του πολυωνύμου Taylor και δί-
νει μια έκφραση για το σφάλμα της προσέγγισης.

Παρατήρηση 2.3.1.Προκειμένου να εντοπίσουμε πότε μια συνάρτηση f ισού-
ται με τη σειρά Taylor της f σε ένα διάστημα γύρω από το α, σχηματίζουμε τη

διαφορά 𝑅։(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑃։(𝑥) = 𝑓(𝑥) −
։

∑
ֆ=Ј

ց(Ր)(ᆺ)
ֆΏ (𝑥 − 𝛼)ֆ. H διαφορά 𝑅։(𝑥)

καλείται συνάρτηση υπόλοιπο και η απόλυτη τιμή της λέγεται σφάλμα της προσέγ-
γισης. H συνάρτηση f προσεγγίζεται από το πολυώνυμο Taylor 𝑃։(𝑥) με σφάλμα
𝑅։(𝑥) για μια κατάλληλα μεγάλη τιμή του n.

Μια συνάρτηση f είναι ίση με τη σειρά Taylor της f σε ένα διάστημα γύρω από
το α, όταν 𝑅։(𝑥) → 0 καθώς 𝑛 → ∞.

Θεώρημα 2.3.1. ( Ολοκληρωτική μορφή του υπολοίπου 𝑅։(𝑥) ) Έστω η συνάρ-
τηση 𝑓 ∈ 𝐶։+φ(𝐼), όπου Ι ένα διάστημα το οποίο περιέχει το σημείο α. Τότε,∀𝑥 ∈ 𝐼
ισχύει ότι

𝑅։(𝑥) = 𝑓(𝑥) −
։

௽
ֆ=Ј

𝑓 (ֆ)(𝛼)
𝑘! (𝑥 − 𝛼)ֆ = 1

𝑛! ௲
֓

ᆺ
(𝑥 − 𝑡)։𝑓 (։+φ)(𝑡)𝑑𝑡. (2.3.1)

8Colin Maclaurin (1698–1746): Σουηδός μαθηματικός με έντονη συνεισφορά στην άλγεβρα
και τη γεωμετρία.
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Απόδειξη. H απόδειξη κάνει χρήση της Μαθηματικής Επαγωγής.
• για n=1 εξ’ ορισμού έχουμε

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝛼) + 𝑓 ஠(𝛼)(𝑥 − 𝛼) + 𝑅φ(𝑥)
⟺ 𝑅φ(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝛼) − 𝑓 ஠(𝛼)(𝑥 − 𝛼)

= ∫֓
ᆺ 𝑓 ஠(𝑡)𝑑𝑡 − ∫֓

ᆺ 𝑓 ஠(𝛼)𝑑𝑡
= ∫֓

ᆺ [𝑓 ஠(𝑡)𝑑𝑡 − 𝑓 ஠(𝛼)]𝑑𝑡
= ∫֓

ᆺ [𝑓 ஠(𝑡)𝑑𝑡 − 𝑓 ஠(𝛼)]𝑑(𝑡 − 𝑥)
= [𝑓 ஠(𝑥) − 𝑓 ஠(𝛼)](𝑡 − 𝑥)|֓ᆺ − ∫֓

ᆺ (𝑡 − 𝑥)𝑓஢(𝑡)𝑑𝑡
= 0 + ∫֓

ᆺ (𝑥 − 𝑡)𝑓 (ϵ)(𝑡)𝑑𝑡
= ∫֓

ᆺ (𝑥 − 𝑡)𝑓 (ϵ)(𝑡)𝑑𝑡.
Καταλήξαμε ότι η (2.3.1) αληθεύει για n=1.

• Υποθέτουμε ότι η (2.3.1) ισχύει για n=k, δηλαδή

𝑅ֆ(𝑥) = 1
𝑘! ௲

֓

ᆺ
(𝑥 − 𝑡)𝑓 (ֆ+φ)(𝑡)𝑑𝑡 (2.3.2)

• Θα δείξουμε ότι η (2.3.1) ισχύει για n=k+1. Έχουμε,

𝑓(𝑥) =
ֆ+φ
∑
։=Ј

ց(Փ)(ᆺ)
։Ώ (𝑥 − 𝛼)։ + 𝑅ֆ+φ(𝑥)

⟺ 𝑅ֆ+φ(𝑥) = 𝑓(𝑥) −
ֆ+φ
∑
։=Ј

ց(Փ)(ᆺ)
։Ώ (𝑥 − 𝛼)։

= 𝑓(𝑥) −
ֆ

∑
։=Ј

ց(Փ)(ᆺ)
։Ώ (𝑥 − 𝛼)։ − ց(Ր+ȯ)(ᆺ)

(ֆ+φ)Ώ (𝑥 − 𝛼)ֆ+φ

= 𝑅ֆ(𝑥) − ց(Ր+ȯ)(ᆺ)
(ֆ+φ)Ώ (𝑥 − 𝛼)ֆ+φ

= φ
ֆΏ ∫֓

ᆺ (𝑥 − 𝑡)𝑓 (ֆ+φ)(𝑡)𝑑𝑡 − ց(Ր+ȯ)(ᆺ)
(ֆ+φ)Ώ (𝑥 − 𝛼)ֆ+φ

= φ
ֆΏ ∫֓

ᆺ (𝑥 − 𝑡)ֆ𝑓 (ֆ+φ)(𝑡)𝑑𝑡 − φ
ֆΏ ∫֓

ᆺ 𝑓 (ֆ+φ)(𝛼)(𝑥 − 𝑡)ֆ𝑑𝑡
= φ

ֆΏ ∫֓
ᆺ (𝑥 − 𝑡)ֆ[𝑓 (ֆ+φ)(𝑡) − 𝑓 (ֆ+φ)(𝛼)]𝑑𝑡

= φ
ֆΏ ∫֓

ᆺ [𝑓 (ֆ+φ)(𝑡) − 𝑓 (ֆ+φ)(𝛼)]𝑑(−(֓−֏)Ր+ȯ

ֆ+φ )
= φ

ֆΏ [𝑓 (ֆ+φ)(𝑡)−𝑓 (ֆ+φ)(𝛼)](−(֓−֏)Ր+ȯ

ֆ+φ )|֓ᆺ− φ
ֆΏ ∫֓

ᆺ (−(֓−֏)Ր+ȯ

ֆ+φ )𝑓 (ֆ+ϵ)(𝑡)𝑑𝑡
= 0 + φ

(ֆ+φ)Ώ ∫֓
ᆺ (𝑥 − 𝑡)ֆ+φ𝑓 (ֆ+ϵ)(𝑡)𝑑𝑡

= φ
(ֆ+φ)Ώ ∫֓

ᆺ (𝑥 − 𝑡)ֆ+φ𝑓 (ֆ+ϵ)(𝑡)𝑑𝑡.
H (2.3.1) αληθεύει για n=k+1. Συνεπώς, η απόδειξη ολοκληρώθηκε.

Παρατήρηση 2.3.2.Οολοκληρωτικός τύπος (2.3.1) προϋποθέτει ότι 𝑓 ∈ 𝐶։+φ(𝐼),
όπου Ι ένα διάστημα που περιέχει το α, ενώ για την ανάπτυξή της σε σειρά Taylor
αρκεί 𝑓 ∈ 𝐶։(𝐼). Έτσι,ο παραπάνω τύπος είναι περιοριστικός, αφού απαιτεί την
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ύπαρξη μιας επιπλέον παραγώγου. Αντίθετα, ο παρακάτω ολοκληρωτικός τύπος
είναι εφαρμόσιμος για συναρτήσεις 𝑓 ∈ 𝐶։(𝐼).

Θεώρημα 2.3.2. ( Ολοκληρωτική μορφή του υπολοίπου 𝑅։(𝑥) ) Έστω η συνάρ-
τηση 𝑓 ∈ 𝐶։(𝐼), όπου Ι ένα διάστημα το οποίο περιέχει το σημείο α. Τότε, ∀𝑥 ∈ 𝐼
ισχύει ότι

𝑅։(𝑥) = 𝑓(𝑥)−
։

௽
ֆ=Ј

𝑓 (ֆ)(𝑎)
𝑘! (𝑥−𝛼)ֆ = 1

(𝑛 − 1)! ௲
֓

ᆺ
(𝑥−𝑡)։−φ[𝑓 (։)(𝑡)−𝑓 (։)(𝛼)]𝑑𝑡.

(2.3.3)

Απόδειξη. Θα δείξουμε ότι

𝑓(𝑥) −
։

∑
ֆ=Ј

ց(Ր)(ᆺ)
ֆΏ (𝑥 − 𝛼)ֆ = φ

(։−φ)Ώ ∫֓
ᆺ (𝑥 − 𝑡)։−φ[𝑓 (։)(𝑡) − 𝑓 (։)(𝛼)]𝑑𝑡

⇔ 𝑓(𝑥) −
։

∑
ֆ=Ј

ց(Ր)(ռ)
ֆΏ (𝑥 − 𝛼)ֆ = φ

(։−φ)Ώ ∫֓
ᆺ (𝑥 − 𝑡)։−φ𝑓 (։)(𝑡)𝑑𝑡

− φ
(։−φ)Ώ ∫֓

ᆺ (𝑥 − 𝑡)։−φ𝑓 (։)(𝛼)𝑑𝑡
ᆱᇒᇑᇊӳϵӳϯӳφӳ

⇔ 𝑓(𝑥) −
։

∑
ֆ=Ј

ց(Ր)(ᆺ)
ֆΏ (𝑥 − 𝛼)ֆ = 𝑓(𝑥) −

։−φ
∑
ֆ=Ј

ց(Ր)(ᆺ)
ֆΏ (𝑥 − 𝛼)ֆ

− φ
(։−φ)Ώ ∫֓

ᆺ (𝑥 − 𝑡)։−φ𝑓 (։)(𝛼)𝑑𝑡
⇔ ց(Փ)(ᆺ)

։Ώ (𝑥 − 𝛼)։ = φ
(։−φ)Ώ ∫֓

ᆺ (𝑥 − 𝑡)։−φ𝑓 (։)(𝛼)𝑑𝑡.
Πράγματι έχουμε,

φ
(։−φ)Ώ ∫֓

ᆺ (𝑥 − 𝑡)։−φ𝑓 (։)(𝛼)𝑑𝑡 = ց(Փ)(ᆺ)
(։−φ)Ώ ∫֓

ᆺ (𝑥 − 𝑡)։−φ𝑑𝑡
= ց(Փ)(ᆺ)

(։−φ)Ώ (− (֓−֏)Փ
։ )|֓ᆺ = ց(Փ)(ᆺ)

(։−φ)Ώ
(֓−ᆺ)Փ

։

= ց(Փ)(ᆺ)
։Ώ (𝑥 − 𝛼)։.

2.3.1 Μονοδιάστατη Μορφή Θεωρήματος Taylor
Θεώρημα 2.3.3. (Θεώρημα Taylor)Έστω συνάρτηση 𝑓 ∈ 𝐶։(𝐼), όπου I ένα ανοι-
κτό διάστημα που περιέχει το κλειστό διάστημα [𝛼, 𝑥]. Τότε, υπάρχει σημείο 𝜉 =
𝜉(𝑥) ∈ (𝛼, 𝑥), τέτοιο ώστε να ικανοποιείται η παρακάτω ισότητα

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝛼)+𝑓 (φ)(𝛼)
1! (𝑥−𝛼)+𝑓 (ϵ)(𝛼)

2! (𝑥−𝛼)ϵ+…+𝑓 (։−φ)(𝛼)
(𝑛 − 1)! (𝑥−𝛼)(։−φ)+𝑓 (։)(𝜉)

𝑛! (𝑥−𝛼)։.
(2.3.4)

Επιπλέον, αληθεύει ότι lim
֓→ᆺ

ց(֓)−
Փ
∑

Ր=ɱ
Ջ(Ր)(ᆐ)

ՐǸ (֓−ᆺ)Ր

(֓−ᆺ)Փ = 0.
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Απόδειξη. Θα αποδείξουμε την περίπτωση όπου x>α.
Θέτουμε 𝑚 = 𝑚𝑖𝑛{𝑓 (։)(𝑡) ∶ 𝛼 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥} και 𝛭 = 𝑚𝑎𝑥{𝑓 (։)(𝑡) ∶ 𝛼 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥}.
Τότε, προκύπτει ότι

𝑚 ∫֓
ᆺ (𝑥 − 𝑡)։−φ𝑑𝑡 ≤ ∫֓

ᆺ (𝑥 − 𝑡)։−φ𝑓 (։)(𝑡)𝑑𝑡 ≤ 𝑀 ∫֓
ᆺ (𝑥 − 𝑡)։−φ𝑑𝑡

και επειδή ∫֓
ᆺ (𝑥 − 𝑡)։−φ𝑑𝑡 = (֓−ᆺ)Փ

։ παίρνουμε
𝑚 (֓−ᆺ)Փ

։ ≤ ∫֓
ᆺ (𝑥 − 𝑡)։−φ𝑓 (։)(𝑡)𝑑𝑡 ≤ 𝑀 (֓−ᆺ)Փ

։
⇒ φ

(։−φ)Ώ𝑚 (֓−ᆺ)Փ
։ ≤ φ

(։−φ)Ώ ∫֓
ᆺ (𝑥 − 𝑡)։−φ𝑓 (։)(𝑡)𝑑𝑡 ≤ φ

(։−φ)Ώ𝑀 (֓−ᆺ)Փ
։

⇒ 𝑚 (֓−ᆺ)Փ

։Ώ ≤ φ
(։−φ)Ώ ∫֓

ᆺ (𝑥 − 𝑡)։−φ𝑓 (։)(𝑡)𝑑𝑡 ≤ 𝑀 (֓−ᆺ)Փ

։Ώ
⇒ 𝑚 (֓−ᆺ)Փ

։Ώ ≤ 𝑅։−φ(𝑥) ≤ 𝑀 (֓−ᆺ)Փ

։Ώ
Εφαρμόζοντας το Θεώρημα ενδιαμέσων τιμών, υπάρχει σημείο 𝜉 ∈ (𝛼, 𝑥), τέτοιο
ώστε 𝑅։−φ(𝑥) = ց(Փ)(ᇈ)

։Ώ (𝑥 − 𝛼)։. Έτσι καταλήγουμε ότι
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝛼) + ց(ȯ)(ᆺ)

φΏ (𝑥 − 𝛼) + … + ց(Փ−ȯ)(ᆺ)
(։−φ)Ώ (𝑥 − 𝛼)(։−φ) + 𝑅։−φ(𝑥)

= 𝑓(𝛼) + ց(ȯ)(ᆺ)
φΏ (𝑥 − 𝛼) + … + ց(Փ−ȯ)(ᆺ)

(։−φ)Ώ (𝑥 − 𝛼)(։−φ) + ց(Փ)(ᇈ)
։Ώ (𝑥 − 𝛼)։.

Για το δεύτερο σκέλος του θεωρήματος εργαζόμαστε ως εξής: Αποδείξαμε ότι
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝛼) + ց(ȯ)(ᆺ)

φΏ (𝑥 − 𝛼) + … + ց(Փ−ȯ)(ᆺ)
(։−φ)Ώ (𝑥 − 𝛼)(։−φ) + ց(Փ)(ᇈ)

։Ώ (𝑥 − 𝛼)։

=
։−φ
∑
ֆ=Ј

ց(Ր)(ᆺ)
ֆΏ (𝑥 − 𝛼)ֆ + ց(Փ)(ᇈ)

։Ώ (𝑥 − 𝛼)։

=
։

∑
ֆ=Ј

ց(Ր)(ᆺ)
ֆΏ (𝑥 − 𝛼)ֆ + ց(Փ)(ᇈ)−ց(Փ)(ᆺ)

։Ώ (𝑥 − 𝛼)։

⇒ 𝑓(𝑥) −
։

∑
ֆ=Ј

ց(Ր)(ᆺ)
ֆΏ (𝑥 − 𝛼)ֆ = ց(Փ)(ᇈ)−ց(Փ)(ᆺ)

։Ώ (𝑥 − 𝛼)։.

Καθώς 𝑥 → 𝛼 παρατηρούμε ότι 𝜉 ∈ (𝛼, 𝑥) ⇒ 𝛼 < 𝜉 < 𝑥 → 𝛼
⇒ 𝜉 → 𝛼 ⇒ 𝑓 (։)(𝜉)−𝑓 (։)(𝛼) → 0. (f συνεχής)

Επομένως, καταλήγουμε ότι

lim
֓→ᆺ

ց(֓)−
Փ
∑

Ր=ɱ
Ջ(Ր)(ᆐ)

ՐǸ (֓−ᆺ)Ր

(֓−ᆺ)Փ = lim
֓→ᆺ

ց(Փ)(ᇈ)−ց(Փ)(ᆺ)
։Ώ(֓−ᆺ)Փ (𝑥−𝛼)։ = lim

֓→ᆺ
ց(Փ)(ᇈ)−ց(Փ)(ᆺ)

։Ώ = 0.

Παρατήρηση 2.3.3. Σύμφωνα με το Θεώρημα Taylor και χρησιμοποιώντας το
πολυώνυμο Taylor προκύπτει ότι 𝑓(𝑥) = 𝑃։−φ(𝑥) + 𝑅։−φ(𝑥), όπου το υπόλοιπο
𝑅։−φ(𝑥) = ցՓ(ᇈ)

։Ώ (𝑥 − 𝛼)։ ονομάζεται υπόλοιπο Lagrange.

2.3.2 Πολυδιάστατη Μορφή Θεωρήματος Taylor
Θεώρημα 2.3.4. (Πολυδιάστατο Θεώρημα Taylor) Θεωρούμε ένα ανοικτό σύ-
νολο 𝐷 ⊂ ℝֆ, το οποίο περιέχει το δίσκο 𝐷(α, 𝑟) κέντρου α = (𝛼φ, 𝛼ϵ, … , 𝛼ֆ)
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και ακτίνας 𝑟 > 0. Έστω 𝑓 ∶ 𝐷 → ℝ συνάρτηση τέτοια ώστε 𝑓 ∈ 𝐶(։)(𝐷). Αν
θεωρήσουμε 𝑗ք το πλήθος των παραγωγίσεων ως προς τη μεταβλητή 𝑥ք, οι μερικές
παράγωγοι της f, δηλαδή για x = (𝑥φ, 𝑥ϵ, … , 𝑥ֆ) ∈ 𝐷 οι συναρτήσεις
𝑓օȯӴօɞӴ…ӴօՐ

(x) = 𝑓օȯӴօɞӴ…ӴօՐ
(𝑥φ,𝑥ϵ,…,𝑥ֆ) = ᇘՏȯ+Տɞ+…+ՏՐց(x)

ᇘ֓Տȯ
ȯ Ӵᇘ֓Տɞ

ɞ Ӵ…Ӵᇘ֓ՏՐ
Ր

είναι συνεχείς,

∀𝑗φ, 𝑗ϵ, … , 𝑗ֆ ∈ {0, 1, …}, όπου 𝑗 = 𝑗φ + 𝑗ϵ + … + 𝑗ֆ ≤ 𝑛. Τότε, ορίζοντας για
𝑗 = 0, 1, … , 𝑛

𝑓 (օ)(α)(x − α)օ ∶= 𝐷օ𝑓(α)(x − α)օ

= ∑
օȯ+օɞ+…+օՐ=օ

օΏ
օȯΏօɞΏ…օՐΏ𝑓օȯӴօɞӴ…ӴօՐ

(α)(𝑥φ −𝛼φ)օȯ(𝑥ϵ −𝛼ϵ)օɞ … (𝑥ֆ −𝛼ֆ)օՐ ,

παίρνουμε
𝑓(x) = 𝑓(α)+ եȯց(α)

φΏ (x−α)φ+…+ եՓ−ȯց(α)
(։−φ)Ώ (x−α)։−φ+ եՓց(α+ᇈ(x−α))

։Ώ (x−α)։, και

ισχύει ότι lim
x→α

ց(x)−ց(α)− ԯȯՋ(α)
ȯǸ (x−α)ȯ−…− ԯՓՋ(α)

ՓǸ (x−α)Փ

Ր
∑
Վ−ȯ

|֓Վ−ᆺՎ|Փ
= lim

x→α

ց(x)−
Փ
∑
Վ=ɱ

ԯՎՋ(α)
ՎǸ (x−α)Վ

Ր
∑
Վ−ȯ

|֓Վ−ᆺՎ|Փ
= 0.

Παρατήρηση 2.3.4. Πριν προβούμε στην απόδειξη του Θεωρήματος, προκει-
μένου να επιτευχθεί η βαθύτερη κατανόησή του, θα παραθέσουμε τις ποσότητες
𝐷ք𝑓(α)(x − α)ք, για i=1,2 καθώς και το διδιάστατο θεώρημα Taylor.

Για το διδιάστατο θεώρημα Taylor, θεωρούμε δίσκο D=(α,r) κέντρου α =
(𝛼φ, 𝛼ϵ) ∈ ℝ. Έστω 𝑗φ, 𝑗ϵ το πλήθος των παραγωγίσεων ως προς τη μεταβλητή
𝑥φ ή 𝑥ϵ και έστω συνάρτηση 𝑓 ∶ 𝐷 → ℝ, 𝑓 ∈ 𝐶։(𝐷) με 𝑓օȯӴօɞ

= ᇘՏȯ+Տɞց(֓ȯӴ֓ɞ)
ᇘ֓ȯᇘ֓ɞ

συνεχείς για x = (𝑥φ, 𝑥ϵ) ∈ 𝐷, ∀𝑗φ, 𝑗ϵ ∈ {0, 1, …}. Τότε, για 𝑗 = 𝑗φ + 𝑗ϵ ≤ 𝑛

ισχύει ότι lim
x→α

ց(x)−
Փ
∑
Վ=ɱ

ԯՎՋ(α)
ՎǸ (x−α)Վ

ɞ
∑
Վ−ȯ

|֓Վ−ᆺՎ|Փ
= 0, όπου

𝑓 (օ)(α)(x − α)օ = 𝐷օ𝑓(α)(x − α)օ

= ∑
օȯ+օɞ=օ

օΏ
օȯΏ+օɞΏ𝑓օȯӴօɞ

(𝛼φ, 𝛼ϵ)(𝑥φ − 𝛼φ)օȯ(𝑥ϵ − 𝛼ϵ)օɞ .

Δηλαδή, για 𝑗 = 1, 2, 3 παίρνουμε
𝑓 (φ)(α)(x − α)φ = 𝐷φ𝑓(α)(x − α)φ

= 𝑓ЈӴφ(𝛼φ, 𝛼ϵ)(𝑥φ−𝛼φ)Ј(𝑥ϵ−𝛼ϵ)φ+𝑓φӴЈ(𝛼φ, 𝛼ϵ)(𝑥φ−𝛼φ)φ(𝑥ϵ−𝛼ϵ)Ј

= 𝑓ЈӴφ(𝛼φ, 𝛼ϵ)(𝑥ϵ − 𝛼ϵ) + 𝑓φӴЈ(𝛼φ, 𝛼ϵ)(𝑥φ − 𝛼φ).
𝑓 (ϵ)(α)(x − α)ϵ = 𝐷ϵ𝑓(α)(x − α)ϵ

= 𝑓ЈӴϵ(𝛼φ, 𝛼ϵ)(𝑥φ − 𝛼φ)Ј(𝑥ϵ − 𝛼ϵ)ϵ

+2𝑓φӴφ(𝛼φ, 𝛼ϵ)(𝑥φ−𝛼φ)φ(𝑥ϵ−𝛼ϵ)φ+𝑓ϵӴЈ(𝛼φ, 𝛼ϵ)(𝑥φ−𝛼φ)ϵ(𝑥ϵ−𝛼ϵ)Ј

= 𝑓ЈӴϵ(𝛼φ, 𝛼ϵ)(𝑥ϵ − 𝛼ϵ)ϵ + 2𝑓φӴφ(𝛼φ, 𝛼ϵ)(𝑥φ − 𝛼φ)(𝑥ϵ − 𝛼ϵ)
+𝑓ϵӴЈ(𝛼φ, 𝛼ϵ)(𝑥φ − 𝛼φ)ϵ.

𝑓 (ϯ)(α)(x − α)ϯ = 𝐷ϯ𝑓(α)(x − α)ϯ

= 𝑓ЈӴϯ(𝛼φ, 𝛼ϵ)(𝑥φ−𝛼φ)Ј(𝑥ϵ−𝛼ϵ)ϯ+3𝑓φӴϵ(𝛼φ, 𝛼ϵ)(𝑥φ−𝛼φ)φ(𝑥ϵ−𝛼ϵ)ϵ
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+3𝑓ϵӴφ(𝛼φ, 𝛼ϵ)(𝑥φ−𝛼φ)ϵ(𝑥ϵ−𝛼ϵ)φ+𝑓ϯӴЈ(𝛼φ, 𝛼ϵ)(𝑥φ−𝛼φ)ϯ(𝑥ϵ−𝛼ϵ)Ј

= 𝑓ЈӴϯ(𝛼φ, 𝛼ϵ)(𝑥ϵ − 𝛼ϵ)ϯ + 3𝑓φӴϵ(𝛼φ, 𝛼ϵ)(𝑥φ − 𝛼φ)(𝑥ϵ − 𝛼ϵ)ϵ

+3𝑓ϵӴφ(𝛼φ, 𝛼ϵ)(𝑥φ − 𝛼φ)ϵ(𝑥ϵ − 𝛼ϵ) + 𝑓ϯӴЈ(𝛼φ, 𝛼ϵ)(𝑥φ − 𝛼φ)ϯ.
Αντίστοιχα, στην πολυδιάστατη περίπτωση, για j=1,2 οι ποσότητες 𝑓 (օ)(α)(x−α)օ

υπολογίζονται ως εξής:
𝑓 (φ)(α)(x − α)φ = 𝐷φ𝑓(α)(x − α)φ

= 𝑓φӴЈӴ…ӴЈ(α)(𝑥φ − 𝛼φ) + 𝑓ЈӴφӴ…ӴЈ(α)(𝑥ϵ − 𝛼ϵ) + …
+𝑓ЈӴ…ӴφӴЈӴ…ӴЈ(α)(𝑥ք − 𝛼ք) + … + 𝑓ЈӴ…ӴЈӴφ(α)(𝑥ֆ − 𝛼ֆ)
= ᇘց(x)

ᇘ֓ȯ
|x=α(𝑥φ − 𝛼φ) + ᇘց(x)

ᇘ֓ɞ
|x=α(𝑥ϵ − 𝛼ϵ) + … + ᇘց(x)

ᇘ֓Ր
|x=α(𝑥ֆ − 𝛼ֆ)

=
ֆ

∑
ք=φ

ᇘց(x)
ᇘ֓Վ

|x=α(𝑥ք−𝛼ք) = ६ᇘց(x)
ᇘ֓ȯ

|x=α
ᇘց(x)
ᇘ֓ɞ

|x=α … ᇘց(x)
ᇘ֓Ր

|x=α७
⎡
⎢⎢
⎣

𝑥φ − 𝛼φ
𝑥ϵ − 𝛼ϵ

…
𝑥ֆ − 𝛼ֆ

⎤
⎥⎥
⎦

= [∇𝑓(α)]ᇳ (x − α).
Θα δείξουμε ότι 𝑓 (ϵ)(α)(x−α)ϵ = 𝐷ϵ𝑓(α)(x−α)ϵ = [x−α]յ 𝐻(α)[x−α], όπου
𝐻(α) = 𝐷ϵ𝑓(α) πίνακας Hessian.
Πράγματι, έχουμε ότι

𝑓 (ϵ)(α)(x − α)ϵ = 𝐷ϵ𝑓(α)(x − α)ϵ

= ∑
օȯ+…+օՐ=ϵ

ϵΏ
օȯΏ…օՐΏ𝑓օȯӴօɞӴ…ӴօՐ

(𝑥φ − 𝛼φ)օȯ … (𝑥ֆ − 𝛼ֆ)օՐ

=
ֆ

∑
ք=φ

𝑓ЈӴ…ӴϵӴ…ӴЈ(𝑥ք −𝛼ք)ϵ +
ֆ

∑
ք=φ

∑
ք<օ≤ֆ

2𝑓ЈӴ…ӴφӴ…ӴφӴ…ӴЈ(𝑥ք −𝛼ք)(𝑥օ −𝛼օ)

=
ֆ

∑
ք=φ

ᇘɞց(x)
ᇘ֓ɞ

Վ
|x=α(𝑥ք − 𝛼ք)ϵ + 2 ∑

ք<օ
ᇘɞց(x)
ᇘ֓Վᇘ֓Տ

|x=α(𝑥ք − 𝛼ք)(𝑥օ − 𝛼օ).
Επιπροσθέτως,
[x − α]յ 𝐻(α)[x − α] =

= ी𝑥φ − 𝛼φ … 𝑥ֆ − 𝛼ֆु
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

ᇘɞց(x)
ᇘ֓ɞ

ȯ
|x=α

ᇘɞց(x)
ᇘ֓ȯᇘ֓ɞ

|x=α … ᇘɞց(x)
ᇘ֓ȯᇘ֓Ր

|x=α
ᇘɞց(x)

ᇘ֓ɞᇘ֓ȯ
|x=α

ᇘɞց(x)
ᇘ֓ɞ

ɞ
|x=α … ᇘɞց(x)

ᇘ֓ɞᇘ֓Ր
|x=α

… … … …
ᇘɞց(x)

ᇘ֓Րᇘ֓ȯ
|x=α

ᇘɞց(x)
ᇘ֓Րᇘ֓ɞ

|x=α … ᇘɞց(x)
ᇘ֓ɞ

Ր
|x=α

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢⎢
⎣

𝑥φ − 𝛼φ
𝑥ϵ − 𝛼ϵ

…
𝑥ֆ − 𝛼ֆ

⎤
⎥⎥
⎦

= ম
ֆ

∑
ք=φ

(𝑥ք − 𝛼ք) ᇘɞց(x)
ᇘ֓ȯᇘ֓Վ

|x=α …
ֆ

∑
ք=φ

(𝑥ք − 𝛼ք) ᇘɞց(x)
ᇘ֓Րᇘ֓Վ

|x=αয
⎡
⎢⎢
⎣

𝑥φ − 𝛼φ
𝑥ϵ − 𝛼ϵ

…
𝑥ֆ − 𝛼ֆ

⎤
⎥⎥
⎦

=
ֆ

∑
ք=φ

(𝑥ք−𝛼ք) ᇘɞց(x)
ᇘ֓ȯᇘ֓Վ

|x=α(𝑥φ−𝛼φ)+…+
ֆ

∑
ք=φ

(𝑥ք−𝛼ք) ᇘɞց(x)
ᇘ֓Րᇘ֓Վ

|x=α(𝑥ֆ−𝛼ֆ)

=
ֆ

∑
ք=φ

ᇘɞց(x)
ᇘ֓ɞ

Վ
|x=α(𝑥ք − 𝛼ք)ϵ + 2 ∑

ք<օ
ᇘɞց(x)
ᇘ֓Վᇘ֓Տ

|x=α(𝑥ք − 𝛼ք)(𝑥օ − 𝛼օ).
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Συνεπώς, 𝑓 (ϵ)(α)(x − α)ϵ = 𝐷ϵ𝑓(α)(x − α)ϵ = [x − α]յ 𝐻(α)[x − α].

Απόδειξη. Θεωρούμε τη συνάρτηση ℎ ∶ 𝐼 → ℝ, όπου Ι ένα ανοικτό διάστημα
που περιέχει το [0,1], τέτοια ώστε ℎ(𝑡) = 𝑓(α + 𝑡(x − α)). Παρατηρούμε ότι
ℎ(0) = 𝑓(α) και ℎ(1) = 𝑓(x). Από μονοδιάστατο θεώρημα Taylor για την h, για
x=1 και α=0, υπάρχει 𝜉 ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε

ℎ(1) = ℎ(0) + ℎ஠(0)
1! 1 + ℎ஢(0)

2! 1ϵ + … + ℎ(։−φ)(0)
(𝑛 − 1)! 1։−φ + ℎ։(𝜉)

𝑛! 1։. (2.3.5)

Θα αποδείξουμε με μαθηματική επαγωγή ότι
ℎ(օ)(𝑡) = 𝐷օ𝑓(α + 𝑡(x − α))(x − α)օ.
Για n=1 ℎ(φ)(𝑡) = ᇘց(α+֏(x−α))

ᇘ(ᆺȯ+֏(֓ȯ−ᆺȯ))(𝑥φ − 𝛼φ) + … + ᇘց(α+֏(x−α))
ᇘ(ᆺՐ+֏(֓Ր−ᆺՐ))(𝑥ֆ − 𝛼ֆ)

=
ֆ

∑
ք=φ

ᇘց(α+֏(x−α))
ᇘ(ᆺՎ+֏(֓Վ−ᆺՎ))(𝑥ք − 𝛼ք)

= 𝐷φ𝑓(α + 𝑡(x − α))(x − α)φ.
Έστω ότι ισχύει για n=j, δηλαδή

ℎ(օ)(𝑡) = 𝐷օ𝑓(α + 𝑡(x − α))(x − α)օ

= ∑
օȯ+…+օՐ=օ

օΏ
օȯΏ…օՐΏ𝑓օȯӴ…ӴօՐ

(α+ 𝑡(x− α))(𝑥φ − 𝛼φ)օȯ … (𝑥ֆ − 𝛼ֆ)օՐ .

Τότε, για n=j+1
ℎ(օ+φ)(𝑡) = [ℎ(օ)(𝑡)]஠
= ∑

օȯ+…+օՐ=օ
օΏ

օȯΏ…օՐΏ [𝑓օȯӴ…ӴօՐ
(α + 𝑡(x − α))]஠(𝑥φ − 𝛼φ)օȯ … (𝑥ֆ − 𝛼ֆ)օՐ

= ∑
օȯ+…+օՐ=օ

օΏ
օȯΏ…օՐΏ [

ᇘցՏȯӱ…ӱՏՐ (α+֏(x−α))
ᇘ(ᆺȯ+֏(֓ȯ−ᆺȯ)) (𝑥φ−𝛼φ)+…+ ᇘցՏȯӱ…ӱՏՐ (α+֏(x−α))

ᇘ(ᆺՐ+֏(֓Ր−ᆺՐ)) (𝑥ֆ−𝛼ֆ)]

(𝑥φ − 𝛼φ)օȯ … (𝑥ֆ − 𝛼ֆ)օՐ

=
ֆ

∑
ք=φ

(𝑥ք − 𝛼ք) ∑
օȯ+…+օՐ=օ

օΏ
օȯΏ…օՐΏ𝑓օȯӴ…ӴօՎ+ȯӴ…ӴօՐ

(α + 𝑡(x − α))

(𝑥φ − 𝛼φ)օȯ … (𝑥ֆ − 𝛼ֆ)օՐ

= 𝐷օ+φ𝑓(α + 𝑡(x − α))(x − α)օ+φ.

Για t=0 αληθεύουν
ℎ(0) = 𝑓(α).
ℎ஠(0) = 𝐷φ𝑓(α)(x − α) = [∇𝑓(α)]ᇳ [x − α].
ℎ(օ)(0) = 𝐷օ𝑓(α)(x − α)օ.

Αντικαθιστώντας στην σχέση (2.3.5) καταλήγουμε ότι
𝑓(x) = 𝑓(α) + եȯց(α)

φΏ (x − α) + … + եՓ−ȯց(α)
(։−φ)Ώ (x − α)։−φ

+եՓց(α−ᇈ(x−α))
։Ώ (x − α)։

=
։−φ
∑
ք=Ј

եՎց(α)
քΏ (x − α)ք + եՓց(α−ᇈ(x−α))

։Ώ (x − α)։
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=
։

∑
ք=Ј

եՎց(α)
քΏ (x − α)ք + եՓց(α−ᇈ(x−α))−եՓց(α)

։Ώ (x − α)։

Επομένως,

𝑓(𝑥) −
։

∑
ք=Ј

եՎց(α)
քΏ (x − α)ք = եՓց(α−ᇈ(x−α))−եՓց(α)

։Ώ (x − α)։

=
∑

Տȯ+…+ՏՐ=Փ
ՓǸ

ՏȯǸ…ՏՐǸ [ցՏȯӱՏɞӱ…ӱՏՐ (α+ᇈ(x−α))−ցՏȯӱՏɞӱ…ӱՏՐ (α)]

։Ώ (𝑥φ − 𝛼φ)օȯ … (𝑥ֆ − 𝛼ֆ)օՐ

και άρα,

𝑛!
|ց(֓)−

Փ
∑
Վ=ɱ

ԯՎՋ(α)
ՎǸ (x−α)Վ|

Ր
∑
Վ=ȯ

|֓Վ−ᆺՎ|Փ

=
∑

Տȯ+…+ՏՐ=Փ
ՓǸ

ՏȯǸ…ՏՐǸ |ցՏȯӱ…ӱՏՐ (α+ᇈ(x−α))−ցՏȯӱ…ӱՏՐ (α)|

Ր
∑
Վ=ȯ

|֓Վ−ᆺՎ|Փ
|𝑥φ − 𝛼φ|օȯ … |𝑥ֆ − 𝛼ֆ|օՐ

≤
∑

Տȯ+…+ՏՐ=Փ
ՓǸ

ՏȯǸ…ՏՐǸ |֓ȯ−ᆺȯ|Տȯ…|֓Ր−ᆺՐ|ՏՐ

Ր
∑
Վ=ȯ

|֓Վ−ᆺՎ|Փ
max

օȯӴ…ӴօՐ
{|𝑓օȯӴ…ӴօՐ

(α+𝜉(x−α))−𝑓օȯӴ…ӴօՐ
(α)|}.

Παρατηρούμε ότι η ποσότητα max
օȯӴ…ӴօՐ

{|𝑓օȯӴ…ӴօՐ
(α+𝜉(x−α))−𝑓օȯӴ…ӴօՐ

(α)|} → 0,
καθώς x → α.

Ακόμα, θα δείξουμε ότι η ποσότητα
∑

Տȯ+…+ՏՐ=Փ
ՓǸ

ՏȯǸ…ՏՐǸ |֓ȯ−ᆺȯ|Տȯ…|֓Ր−ᆺՐ|ՏՐ

Ր
∑
Վ=ȯ

|֓Վ−ᆺՎ|Փ
είναι

φραγμένη. Έχουμε
|𝑥φ − 𝛼φ|օȯ … |𝑥ֆ − 𝛼ֆ|օՐ ≤ (max{|𝑥φ − 𝛼φ|, … , |𝑥ֆ − 𝛼ֆ|})օȯ …

(max{|𝑥φ − 𝛼φ|, … , |𝑥ֆ − 𝛼ֆ|})օՐ

= (max{|𝑥φ − 𝛼φ|, … , |𝑥ֆ − 𝛼ֆ|})օȯ+…+օՐ

= (max{|𝑥φ − 𝛼φ|, … , |𝑥ֆ − 𝛼ֆ|})։

= (max{|𝑥φ − 𝛼φ|։, … , |𝑥ֆ − 𝛼ֆ|։})
≤

ֆ
∑
ք=φ

|𝑥ք − 𝛼ք|։.

⇒ ∑
օȯ+…+օՐ=։

։Ώ
օȯΏ…օՐΏ |𝑥φ − 𝛼φ|օȯ … |𝑥ֆ − 𝛼ֆ|օՐ ≤ 𝑘։

ֆ
∑
ք=φ

|𝑥ք − 𝛼ք|։.
Καταληκτικά,

∑
Տȯ+…+ՏՐ=Փ

ՓǸ
ՏȯǸ…ՏՐǸ |֓ȯ−ᆺȯ|Տȯ…|֓Ր−ᆺՐ|ՏՐ

Ր
∑
Վ=ȯ

|֓Վ−ᆺՎ|Փ
≤

ֆՓ
Ր
∑
Վ=ȯ

|֓Վ−ᆺՎ|Փ

Ր
∑
Վ=ȯ

|֓Վ−ᆺՎ|Փ
= 𝑘։.

Τελικώς, δεδομένου ότι το όριο φραγμένης επί μηδενικής συνάρτησης είναι
μηδέν, παίρνουμε

lim
x→α

ց(x)−ց(α)− ԯȯՋ(α)
ȯǸ (x−α)ȯ−…− ԯՓՋ(α)

ՓǸ (x−α)Փ

Ր
∑
Վ−ȯ

|֓Վ−ᆺՎ|Փ
= lim

x→α

ց(x)−
Փ
∑
Վ=ɱ

ԯՎՋ(α)
ՎǸ (x−α)Վ

Ր
∑
Վ−ȯ

|֓Վ−ᆺՎ|Փ
= 0.



Κεφάλαιο 3

Μέθοδος Δέλτα

Μία θεμελιώδης συνέπεια του θεωρήματος Taylor, το οποίο αναλύθηκε στο
προηγούμενο κεφάλαιο, είναι ηΜέθοδος Δέλτα. Πρόκειται για τη διαδικασία προ-
σέγγισης μιας σύνθετης συνάρτησης από μια γραμμική συνάρτηση και τον υπο-
λογισμό της αντίστοιχης διασποράς. Μέσω της μεθόδου δέλτα είναι ξεκάθαρο ότι
συνάρτηση μιας ασυμπτωτικά κανονικής εκτιμήτριας ακολουθεί ασυμπτωτικά κα-
νονική κατανομή. Η εν λόγω μέθοδος διατυπώθηκε από τον Harald Cramér1 το
1946, στο βιβλίο του « Μαθηματικές μέθοδοι της Στατιστικής » και αποτελεί μια
γενίκευση του Κεντρικού Οριακού Θεωρήματος. Ο τελευταίος ανέπτυξε τη μέ-
θοδο για τη διδιάστατη συνάρτηση 𝑔(𝑚քӴ։, 𝑚օӴ։), με μεταβλητές τις δειγματικές
κεντρικές ροπές γύρω από τον μέσο, όμως κατέστησε σαφές ότι η ίδια τεχνική εί-
ναι εφαρμόσιμη και για συναρτήσεις με περισσότερες μεταβλητές. Εν συνεχεία, ο
Hurt το 1976 επέκτεινε τα αποτελέσματα του Cramér εφαρμόζοντας τη μέθοδο και
σε συναρτήσεις με μεταβλητές διάφορες των δειγματικών κεντρικών ροπών γύρω
από τον μέσο. Η μέθοδος αυτή μας επιτρέπει τη μελέτη της ασυμπτωτικής συμπε-
ριφοράς του διανύσματος των δειγματικών κεντρικών ροπών (𝛭φӴ։, … , 𝑀ֆӴ։), η
οποία αναλύεται ενδελεχώς στο τέταρτο κεφάλαιο.

1Harald Cramér (1893-1985): Σουηδός μαθηματικός, χημικός, αναλογιστής, στατιστικός. Με
σπουδές τόσο στα μαθηματικά όσο και στη χημεία, στο Πανεπιστήμιο της Στοκχόλμης, προτίμησε
τελικώς τα πρώτα ως επιστημονικό κλάδο και ξεχώρισε με τη διπλωματική εργασία του στην οποία
επιβλέπων ήταν ο μαθηματικός Marcel Riesz. Η αρχική του μαθηματική δραστηριότητα αναφέρε-
ται στην αναλυτική θεωρία αριθμών, ενώ η εντατική ενασχόλησή του με τη θεωρία πιθανοτήτων
δεν ξεκινά παρά στα τέλη της δεκαετίας των ’20 με επιρροές από μαθηματικούς όπως οι Kol-
mogorov, Lévy, Bernstein, Khinchin. Παράλληλα, η επιστημονική του δραστηριότητα καλύπτει
και άλλους τομείς όπως η αναλογιστική επιστήμη και η θεωρία κινδύνου. Ως καθηγητής του Πα-
νεπιστημίου της Στοκχόλμης, υπήρξε ο υπεύθυνος καθηγητής των διδακτορικών διατριβών των
Herman Wold και Kai Lai Chung.

36
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3.1 Μέθοδος Δέλτα 1𝜂𝜍 τάξης
Μονοδιάστατη μέθοδος Δέλτα πρώτης τάξης από τον ℝ στον ℝ

Θεώρημα 3.1.1. Θεωρούμε ακολουθία τυχαίων μεταβλητών (𝑇։)։≥φ, η οποία εί-
ναι ασυμπτωτικά Κανονική εκτιμήτρια μιας παραμέτρου θ (βλ. Ορισμό 1.5.4).
Δηλαδή,

√𝑛(𝑇։ − 𝜃) ե−→ 𝑁(0, 𝜎ϵ).
Τότε, ισχύει ότι

√𝑛(𝑓(𝑇։) − 𝑓(𝜃)) ե−→ 𝑁(0, 𝜎ϵ[𝑓 ஠(𝜃)]ϵ), εφ’όσον η 𝑓 ஠(𝜃) υπάρχει
και είναι διάφορη του μηδενός.

Απόδειξη. Από τη μονοδιάστατη μορφή του Θεωρήματος Taylor (βλ. Θεώρημα
2.3.3.), για x=𝑇։, αναπτύσσουμε τη συνάρτηση f σε σειρα Taylor πρώτης τάξης
γύρω από το α=θ. Έχουμε, 𝑓(𝑇։) = 𝑓(𝜃) + ց(ȯ)(ᇁ)

φΏ (𝛵։ − 𝜃)φ + 𝑅φ,

όπου 𝑅φ = 𝑜ձ ((𝑇։ − 𝜃))
հᇊӳφӳϩӳϵӳ

⇔ ճȯ
յՓ−ᇁ

ձ−→ 0. Συνεπώς,

𝑓(𝑇։) − 𝑓(𝜃) = 𝑓 ஠(𝜃)(𝛵։ − 𝜃) + 𝑅φ και

√𝑛(𝑓(𝑇։) − 𝑓(𝜃)) = √𝑛𝑓 ஠(𝜃)(𝛵։ − 𝜃) + √𝑛𝑅φ.

Όμως, από υπόθεση
√𝑛(𝑇։ − 𝜃) ե−→ 𝑁(0, 𝜎ϵ).

Άρα,
√𝑛𝑓 ஠(𝜃)(𝛵։ − 𝜃) ե−→ 𝑁(0, 𝜎ϵ[𝑓 ஠(𝜃)]ϵ).

Ακόμη,
√𝑛𝑅φ = √𝑛𝑜ձ ((𝑇։ − 𝜃)) = 𝑜ձ (√𝑛(𝑇։ − 𝜃)) ⇒

√։ճȯ√։(յՓ−ᇁ)
ձ−→ 0.

Και από υπόθεση
√𝑛(𝑇։ − 𝜃) ե−→ 𝑁(0, 𝜎ϵ). Οπότε, από Θεώρημα 1.6.1. έπεται

ότι
√𝑛(𝑇։ − 𝜃) = 𝛰ձ (1). Επομένως, √𝑛𝑅φ

ձ−→ 0.
Τέλος, εφαρμόζοντας το Θεώρημα Slutsky (Θεώρημα 1.5.1.) παίρνουμε το ζητού-
μενο, δηλαδή

√𝑛(𝑓(𝑇։) − 𝑓(𝜃)) ե−→ 𝑁(0, 𝜎ϵ[𝑓 ஠(𝜃)]ϵ).
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Πολυδιάστατη μέθοδος Δέλτα πρώτης τάξης από τον ℝֆ στον ℝ֎

Θεώρημα 3.1.2. Θεωρούμε ακολουθία X։ k-διάστατων τυχαίων διανυσμάτων τέ-

τοια ώστε
√𝑛(X։ − θ) ե−→ W, όπου θ =

⎡
⎢⎢
⎣

𝜃φ
𝜃ϵ
…
𝜃ֆ

⎤
⎥⎥
⎦

∈ ℝֆ και W =
⎡
⎢⎢
⎣

𝑊φ
𝑊ϵ
…

𝑊ֆ

⎤
⎥⎥
⎦

k-

διάστατο τυχαίο διάνυσμα.Έστω συνάρτηση f ∶ ℝֆ → ℝ֎, με f =
⎡
⎢⎢
⎣

𝑓φ
𝑓ϵ
…
𝑓֎

⎤
⎥⎥
⎦
, τέτοια

ώστε 𝑓φ, 𝑓ϵ, … , 𝑓֎ έχουν συνεχείς μερικές παραγώγους πρώτης τάξης σε μια πε-
ριοχή γύρω από το θ. Τότε, ισχύει ότι

√𝑛(f(X։) − f(θ)) ե−→ 𝐻(θ)W, όπου 𝛨(θ)
είναι (s x k) Hessian πίνακας. Δηλαδή,

√𝑛
⎡
⎢⎢
⎣

𝑓φ(X։) − 𝑓φ(θ)
𝑓ϵ(X։) − 𝑓ϵ(θ)

…
𝑓֎(X։) − 𝑓֎(θ)

⎤
⎥⎥
⎦

ե−→
⎡
⎢⎢⎢
⎣

ᇘցȯ(x)
ᇘ֓ȯ

|x=θ
ᇘցȯ(x)

ᇘ֓ɞ
|x=θ … ᇘցȯ(x)

ᇘ֓Ր
|x=θ

ᇘցɞ(x)
ᇘ֓ȯ

|x=θ
ᇘցɞ(x)

ᇘ֓ɞ
|x=θ … ᇘցɞ(x)

ᇘ֓Ր
|x=θ

… … … …
ᇘց՘(x)

ᇘ֓ȯ
|x=θ

ᇘց՘(x)
ᇘ֓Ր

|x=θ … ᇘց՘(x)
ᇘ֓Ր

|x=θ

⎤
⎥⎥⎥
⎦

⎡
⎢⎢
⎣

𝑊φ
𝑊ϵ
…

𝑊ֆ

⎤
⎥⎥
⎦

=
⎡
⎢⎢⎢
⎣

ᇘցȯ(x)
ᇘ֓ȯ

|x=θ𝑊φ + ᇘցȯ(x)
ᇘ֓ɞ

|x=θ𝑊ϵ + … + ᇘցȯ(x)
ᇘ֓Ր

|x=θ𝑊ֆ
ᇘցɞ(x)

ᇘ֓ȯ
|x=θ𝑊φ + ᇘցɞ(x)

ᇘ֓ɞ
|x=θ𝑊ϵ + … + ᇘցɞ(x)

ᇘ֓Ր
|x=θ𝑊ֆ

… … … … … …
ᇘց՘(x)

ᇘ֓ȯ
|x=θ𝑊φ + ᇘց՘(x)

ᇘ֓Ր
|x=θ𝑊ϵ + … + ᇘց՘(x)

ᇘ֓Ր
|x=θ𝑊ֆ

⎤
⎥⎥⎥
⎦

.

Απόδειξη. Για την απόδειξη, θα κάνουμε χρήση του τεχνάσματος Cramer-Wold
(βλ. Λήμμα 1.4.4.), σύμφωνα με το οποίο X։

ե−→ X ⇔ cյX։
ե−→ cյX,

∀c ∈ ℝֆ.
Οπότε, για να δείξουμε ότι

√𝑛(f(X։) − f(θ)) ե−→ 𝐻(θ)W, αρκεί να δείξουμε

ότι cյ (√𝑛(f(X։) − f(θ))) ե−→ cյ 𝐻(θ)W, ∀𝑐 ∈ ℝ֎

⇔ ी𝑐φ 𝑐ϵ … 𝑐ֆु
⎡
⎢⎢
⎣

√𝑛(𝑓φ(X։) − 𝑓φ(θ))√𝑛(𝑓ϵ(X։) − 𝑓ϵ(θ))
…√𝑛(𝑓֎(X։) − 𝑓֎(θ))

⎤
⎥⎥
⎦

ե−→ ी𝑐φ 𝑐ϵ … 𝑐ֆु
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

∑ֆ
ք=φ

ᇘցȯ(x)
ᇘ֓Վ

|x=θ𝑊ք
∑ֆ

ք=φ
ᇘցɞ(x)

ᇘ֓Վ
|x=θ𝑊ք

…
∑ֆ

ք=φ
ᇘց՘(x)

ᇘ֓Վ
|x=θ𝑊ք

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

⇔ 𝑐φ[√𝑛(𝑓φ(X։)−𝑓φ(θ))]+…+𝑐֎[√𝑛(𝑓֎(X։)−𝑓֎(θ))] ե−→ 𝑐φ
ֆ

∑
ք=φ

ᇘցȯ(x)
ᇘ֓Վ

|x=θ𝑊ք

+ …+𝑐֎
ֆ

∑
ք=φ

ᇘց՘(x)
ᇘ֓Վ

|x=θ𝑊ք
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Θεωρούμε τη συνάρτηση 𝑓(x) = 𝑐φ𝑓φ(x)+𝑐ϵ𝑓ϵ(x)+…+𝑐֎𝑓֎(x). Άρα προκύπτει
ᇘց(x)
ᇘ֓Վ

= 𝑐φ
ᇘցȯ(x)

ᇘ֓Վ
+ 𝑐ϵ

ᇘցɞ(x)
ᇘ֓Վ

+ … + 𝑐֎
ᇘց՘(x)

ᇘ֓Վ
=

֎
∑
օ=φ

𝑐օ
ᇘցՏ(x)

֓Վ
.

Από την πολυδιάστατη μέθοδο Δέλτα ανώτερης τάξης από τον ℝֆ στον ℝ,
η οποία παρατίθεται και αποδεικνύεται στην παράγραφο 3.3 (Θεώρημα 3.3.1.)
έχουμε ότι αν
√𝑛(X։ − θ) ե−→ W, τότε παίρνουμε

𝑛Ւ
ɞ (𝑓(X։) − 𝑓(X)) ե−→ φ

ֈΏ [𝐷ֈ𝑓(θ)]Wֈ = ∑
օȯ+…+օՐ=ֈ

𝑓օȯӴ…ӴօՐ
(θ)ո Տȯ

ȯօȯ
… ո ՏՐ

Ր
օՐ

.

Άρα, αφού από υπόθεση
√𝑛(X։ − θ) ե−→ W και f μια φορά διαφορίσιμη

ως προς τη μεταβλητή 𝑥ք, ∀𝑖 = 1, … , 𝑘 εφαρμόζοντας την πολυδιάστατη μέθοδο
Δέλτα ανώτερης τάξης από τονℝֆ στονℝ για τη συνάρτηση f, για m=1, προκύπτει
ότι

√𝑛(𝑓(X։) − 𝑓(X)) ե−→ [𝐷φ𝑓(θ)]Wφ = [∇𝑓(θ)]ᇳW

= ६ᇘց(x)
֓ȯ

|x=θ
ᇘց(x)

֓ɞ
|x=θ … ᇘց(x)

֓Ր
|x=θ७

⎡
⎢⎢
⎣

𝑊φ
𝑊ϵ
…

𝑊ֆ

⎤
⎥⎥
⎦

= ᇘց(x)
֓ȯ

|x=θ𝑊φ+ᇘց(x)
֓ɞ

|x=θ𝑊ϵ+…+ᇘց(x)
֓Ր

|x=θ𝑊ֆ

=
ֆ

∑
ք=φ

ᇘց(x)
֓Վ

|x=θ𝑊ք

= (𝑐φ
ᇘցȯ(x)

ᇘ֓ȯ
|x=θ+…+𝑐֎

ᇘց՘(x)
ᇘ֓ȯ

|x=θ)𝑊φ+…
+(𝑐φ

ᇘցȯ(x)
ᇘ֓Ր

|x=θ+…+𝑐֎
ᇘց՘(x)

ᇘ֓Ր
|x=θ)𝑊ֆ

= 𝑐φ
ֆ

∑
ք=φ

ᇘցȯ(x)
ᇘ֓Վ

|x=θ𝑊ք+…+𝑐ֆ
ֆ

∑
ք=φ

ᇘց՘(x)
ᇘ֓Վ

|x=θ𝑊ք.

Όμως,√𝑛[𝑓(X։) − 𝑓(X)) = √𝑛[𝑐φ𝑓φ(X։) + … + 𝑐֎𝑓֎(X։) − 𝑐φ𝑓φ(X) + … + 𝑐֎𝑓֎(X)]
= √𝑛[𝑐φ(𝑓φ(X։) − 𝑓φ(X)) + … + 𝑐֎(𝑓֎(X։) − 𝑓֎(X))]

=
֎

∑
ք=φ

𝑐ք[
√𝑛(𝑓ք(X։) − 𝑓ք(X))]

Καταλήξαμε ότι
֎

∑
ք=φ

𝑐ք[
√𝑛((𝑓ք(X։) − 𝑓ք(X)))] ե−→ 𝑐φ

ֆ
∑
ք=φ

ᇘցȯ(x)
ᇘ֓Վ

|x=θ𝑊ք + … + 𝑐ֆ
ֆ

∑
ք=φ

ᇘց՘(x)
ᇘ֓Վ

|x=θ𝑊ք,

ή ισοδύναμα, ∀𝑐 ∈ ℝֆ,
cյ (√𝑛(f(X։) − f(θ))) ե−→ cյ 𝐻(θ)W դ֍−ո֊ևտ⇔ √𝑛(f(X։) − f(θ)) ե−→ 𝐻(θ)W.
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3.2 Μέθοδος Δέλτα 2𝜂𝜍 τάξης
Μονοδιάστατη μέθοδος Δέλτα δεύτερης τάξης από τον ℝ στον ℝ

Θεώρημα 3.2.1. Θεωρούμε ακολουθία τυχαίων μεταβλητών (𝑇։)։≥φ, η οποία εί-
ναι ασυμπτωτικά Κανονική εκτιμήτρια μιας παραμέτρου θ (βλ. Ορισμό 1.5.4).
Δηλαδή,

√𝑛(𝑇։ − 𝜃) ե−→ 𝑁(0, 𝜎ϵ).
Τότε, ισχύει ότι 𝑛(𝑓(𝑇։) − 𝑓(𝜃)) ե−→ ᇋɞցன(ᇁ)

ϵ 𝜒ϵ
φ, εφ’ όσον η συνάρτηση

𝑓 ∶ ℝ → ℝ είναι Borel-μετρήσιμη συνάρτηση τέτοια ώστε να υπάρχουν οι παράγω-
γοι της f έως και δεύτερης τάξης, με 𝑓 ஠(𝜃) = 0 και 𝑓஢(𝜃) ≠ 0.

Απόδειξη. Από τη μονοδιάστατη μορφή του Θεωρήματος Taylor (βλ. Θεώρημα
2.3.3.), για x=𝑇։, αναπτύσσουμε τη συνάρτηση f σε σειρά Taylor δεύτερης τάξης
γύρω από το α=θ. Έχουμε, 𝑓(𝑇։) = 𝑓(𝜃)+ ց(ȯ)(ᇁ)

φΏ (𝛵։−𝜃)φ + ց(ɞ)(ᇁ)
ϵΏ (𝛵։−𝜃)ϵ +𝑅ϵ,

όπου 𝑅ϵ = 𝑜ձ ((𝑇։ − 𝜃ϵ))
հᇊӳφӳϩӳϵӳ

⇔ ճɞ
(յՓ−ᇁ)ɞ

ձ−→ 0. Συνεπώς, αφού από υπόθεση
𝑓 ஠(𝜃) = 0 έπεται ότι 𝑓(𝑇։) = 𝑓(𝜃) + ցன(ᇁ)

ϵ (𝛵։ − 𝜃)ϵ + 𝑅ϵ. Δηλαδή,

𝑓(𝑇։) − 𝑓(𝜃) = ցன(ᇁ)
ϵ (𝛵։ − 𝜃)ϵ + 𝑅ϵ και

𝑛(𝑓(𝑇։) − 𝑓(𝜃)) = 𝑛ցன(ᇁ)
ϵ (𝛵։ − 𝜃)ϵ + 𝑛𝑅ϵ.

Όμως, από υπόθεση
√𝑛(𝑇։ − 𝜃) ե−→ 𝑁(0, 𝜎ϵ).

⇒
√։(յՓ−ᇁ)

ᇋ
ե−→ 𝑁(0, 1)

⇒ (
√։(յՓ−ᇁ)

ᇋ )ϵ ե−→ 𝑁ϵ(0, 1) ≡ 𝜒ϵ
φ, όπου𝜒ϵ

φ είναι η χ-κατανομή
με ένα βαθμό ελευθερίας.

Επομένως, προκύπτει ότι 𝑛ցன(ᇁ)
ϵ (𝛵։ − 𝜃)ϵ = ցன(ᇁ)

ϵ 𝜎ϵ ։(ᇳՓ−ᇁ)ɞ

ᇋɞ
ե−→ ᇋɞցன(ᇁ)

ϵ 𝜒ϵ
φ.

Επιπροσθέτως, 𝑛𝑅ϵ = 𝑛𝑜ձ ((𝑇։ − 𝜃ϵ)) = 𝑜ձ (𝑛(𝑇։ − 𝜃ϵ)) ⇔ ։ճɞ
։(յՓ−ᇁ)ɞ

ձ−→ 0
Από υπόθεση

√𝑛(𝑇։ − 𝜃) ե−→ 𝑁(0, 𝜎ϵ) ⇒ 𝑛(𝑇։ − 𝜃)ϵ ե−→ 𝜎ϵ𝜒ϵ
φ. Άρα, από

Θεώρημα 1.6.1. η 𝑛(𝑇։ − 𝜃)ϵ είναι φραγμένη κατά πιθανότητα, ή ισοδύναμα

𝑛(𝑇։ − 𝜃)ϵ = 𝛰ձ (1). Οπότε, 𝑛𝑅ϵ
ձ−→ 0.

Συνοψίζοντας, με εφαρμογή του Θεωρήματος Slutsky (Θεώρημα 1.5.1.) προκύ-
πτει το ζητούμενο, 𝑛(𝑓(𝑇։) − 𝑓(𝜃)) ե−→ ᇋɞցன(ᇁ)

ϵ 𝜒ϵ
φ.
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Πολυδιάστατη μέθοδος Δέλτα δεύτερης τάξης από τον ℝֆ στον ℝ

Θεώρημα 3.2.2. Θεωρούμε ακολουθία X։ k-διάστατων τυχαίων διανυσμάτων τέ-

τοια ώστε
√𝑛(X։ − θ) ե−→ W, όπου θ =

⎡
⎢⎢
⎣

𝜃φ
𝜃ϵ
…
𝜃ֆ

⎤
⎥⎥
⎦

∈ ℝֆ, W =
⎡
⎢⎢
⎣

𝑊φ
𝑊ϵ
…

𝑊ֆ

⎤
⎥⎥
⎦

∈ ℝֆ. Έστω

𝑓 ∶ ℝֆ → ℝ μια Borel-μετρήσιμη συνάρτηση με συνεχείς μερικές παραγώγους έως
δεύτερης τάξης γύρω από το θ. Εάν [∇𝑓(θ)] = 0, τότε αληθεύει ότι

𝑛(𝑓(X։) − 𝑓(θ)) ե−→ φ
ϵW

յ 𝐻ֆ(θ)W, όπου θέσαμε [∇𝑓(θ)] =
⎡
⎢
⎢
⎣

ᇘց(x)
֓ȯ

|x=θ
ᇘց(x)

֓ɞ
|x=θ

…
ᇘց(x)

֓Ր
|x=θ

⎤
⎥
⎥
⎦

και

𝛨ֆ(θ) o (k x k) Hessian πίνακας :𝛨ֆ(θ) =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

ᇘɞց(x)
ᇘ֓ɞ

ȯ
|x=θ

ᇘɞց(x)
ᇘ֓ȯᇘ֓ɞ

|x=θ … ᇘɞց(x)
ᇘ֓ȯᇘ֓Ր

|x=θ
ᇘɞց(x)

ᇘ֓ɞᇘ֓ȯ
|x=θ

ᇘɞց(x)
ᇘ֓ɞ

ɞ
|x=θ … ᇘɞց(x)

ᇘ֓ɞᇘ֓Ր
|x=θ

… … … …
ᇘɞց(x)

ᇘ֓Րᇘ֓ȯ
|x=θ

ᇘɞց(x)
ᇘ֓Րᇘ֓ɞ

|x=θ … ᇘɞց(x)
ᇘ֓ɞ

Ր
|x=θ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Απόδειξη. Από Πολυδιάστατη μορφή Θεωρήματος Taylor(βλ. Θεώρημα 2.3.4.),
αναπτύσσουμε τη συνάρτηση f σε σειρά Τaylor δεύτερης τάξης γύρω από το α=θ.
Παίρνουμε 𝑓(X։) = 𝑓(θ) + եȯ(θ)

φΏ (X։ − θ)φ + եɞ(θ)
ϵΏ (X։ − θ)ϵ + 𝑅ϵ.

Από Παρατήρηση 2.3.4. αποδείξαμε ότι
𝐷φ𝑓(α)(x − α) = [∇𝑓(α)]ᇳ (x − α) και
𝐷ϵ𝑓(α)(x − α)ϵ = [x − α]յ 𝐻(α)[x − α].
Άρα έχουμε 𝑓(X։) = 𝑓(θ)+[∇𝑓(θ)]ᇳ (X։ −θ)+ φ

ϵ [Χ։ −θ]յ 𝐻(θ)[X։ −θ]+𝑅ϵ,
όπου 𝑅ϵ = 𝑜ձ ((X։ − θ)ᇳ (X։ − θ)) ⇔ ճɞ

(XՓ−θ)Կ (XՓ−θ)
ձ−→ 0. Επομένως,

𝑓(X։) − 𝑓(θ) = [∇𝑓(θ)]ᇳ (X։ − θ) + φ
ϵ [Χ։ − θ]յ 𝐻(θ)[X։ − θ] + 𝑅ϵ

[࿾ց(ᇁ)]=Ј
⇒ 𝑛(𝑓(X։) − 𝑓(θ)) = ։

ϵ [Χ։ − θ]յ 𝐻(θ)[X։ − θ] + 𝑛𝑅ϵ

Γνωρίζουμε ότι αν Χ։
ե−→X και 𝑓 συνεχής συνάρτηση ⇒ 𝑓(X։) ե−→ 𝑓(X).

Από υπόθεση,
√𝑛(X։ − θ) ե−→ W

⇒ 𝑛(X։−θ)յ 𝐻(θ)(X։−θ) = √𝑛(X։−θ)յ 𝐻(θ)√𝑛(X։−θ) ե−→ Wյ 𝐻(θ)W.
Άρα, ։

ϵ (X։ − θ)յ 𝐻(θ)(X։ − θ) ե−→ φ
ϵW

յ 𝐻(θ)W.
Από Θεώρημα 1.6.1 𝑛(X։ − θ)յ 𝐻(θ)(X։ − θ) = 𝑂ձ (1).
Επιπλέον, 𝑛𝑅ϵ = 𝑛𝑜ձ ((X։ − θ)ᇳ (X։ − θ)) = 𝑜ձ (𝑛(X։ − θ)ᇳ (X։ − θ)) ⇔

։ճɞ
։(XՓ−θ)Կ (XՓ−θ)

ձ−→ 0. Οπότε, 𝑛𝑅ϵ
ձ−→ 0.
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Καταληκτικά, από Θεώρημα Slutsky (βλ. Θεώρημα 1.5.1.) προκύπτει το ζη-
τούμενο, δηλαδή 𝑛(𝑓(X։) − 𝑓(θ)) ե−→ φ

ϵW
յ 𝐻ֆ(θ)W.

3.3 Πολυδιάστατη Μέθοδος Δέλτα ανώτερης τάξης
Πολυδιάστατη μέθοδος Δέλτα ανώτερης τάξης από τον ℝֆ στον ℝ

Θεώρημα 3.3.1. Θεωρούμε ακολουθία X։ k-διάστατων τυχαίων διανυσμάτων τέ-

τοια ώστε
√𝑛(X։ − θ) ե−→ W, όπου θ =

⎡
⎢⎢
⎣

𝜃φ
𝜃ϵ
…
𝜃ֆ

⎤
⎥⎥
⎦

∈ ℝֆ, W =
⎡
⎢⎢
⎣

𝑊φ
𝑊ϵ
…

𝑊ֆ

⎤
⎥⎥
⎦

∈ ℝֆ. Έστω

𝑓 ∶ ℝֆ → ℝ μια Borel-μετρήσιμη συνάρτηση με m συνεχείς μερικές παραγώγους
γύρω από το θ. Ορίζουμε 𝑗ք το πλήθος των παραγωγίσεων ως προς τη μεταβλητή
𝑥ք, άρα οι μερικές παράγωγοι της f, δηλαδή για x = (𝑥φ, 𝑥ϵ, … , 𝑥ֆ) ∈ 𝐷 οι συναρ-
τήσεις 𝑓օȯӴօɞӴ…ӴօՐ

(x) = 𝑓օȯӴօɞӴ…ӴօՐ
(𝑥φ,𝑥ϵ,…,𝑥ֆ) = ᇘՏȯ+Տɞ+…+ՏՐց(x)

ᇘ֓Տȯ
ȯ Ӵᇘ֓Տɞ

ɞ Ӵ…Ӵᇘ֓ՏՐ
Ր

είναι συνεχείς,

∀𝑗φ, 𝑗ϵ, … , 𝑗ֆ ∈ {0, 1, …}, όπου 𝑗 = 𝑗φ + 𝑗ϵ + … + 𝑗ֆ ≤ 𝑚. Τότε, υποθέτοντας
ότι

𝑓օȯӴօɞӴ…ӴօՐ
(θ) = 0, ∀𝑗φ, 𝑗ϵ, … , 𝑗ֆ ∈ {0, 1, …}, με 1 ≤ 𝑗φ+𝑗ϵ+…+𝑗ֆ ≤ 𝑚−1,

αληθεύει ότι
𝑛Ւ

ɞ (𝑓(X։) − 𝑓(θ)) ե−→ φ
ֈΏ [𝐷ֈ𝑓(θ)]Wֈ, όπου θέσαμε

[𝐷ֈ𝑓(θ)]Wֈ = ∑
օȯ+օɞ+…+օՐ=ֈ

ֈΏ
օȯΏ…օՐΏ𝑓օȯӴօɞӴ…ӴօՐ

(θ)𝑊 օȯ
φ 𝑊 օɞ

ϵ … 𝑊 օՐ
ֆ . Ισοδύναμα,

γράφουμε
𝑛Ւ

ɞ (𝑓(X։) − 𝑓(θ)) ե−→ ∑
օȯ+օɞ+…+օՐ=ֈ

𝑓օȯӴօɞӴ…ӴօՐ
(θ)ո Տȯ

ȯ
օȯ

ո Տɞ
ɞօɞ

… ո ՏՐ
Ր

օՐ
.

Απόδειξη. Από υπόθεση,
𝑓օȯӴօɞӴ…ӴօՐ

(θ) = 0, ∀𝑗 = 𝑗φ + … + 𝑗ֆ ≤ 𝑚 − 1, 𝑗 ≥ 1,
⇒ [𝐷օ𝑓(θ)](x−θ)օ = ∑

օȯ+…+օՐ=օ
օΏ

օȯΏ…օՐΏ𝑓օȯӴ…ӴօՐ
(θ)(𝑥φ−𝜃φ)օȯ … (𝑥ֆ−𝜃ֆ)օՐ = 0,

∀1 ≤ 𝑗 = 𝑗φ + … + 𝑗ֆ ≤ 𝑚 − 1. Άρα το Πολυδιάστατο θεώρημα Taylor
(βλ. Θεώρημα 2.3.4.) θα είναι
lim
x→θ

ց(x)−ց(θ)− ԯȯՋ(θ)
ȯǸ (x−θ)ȯ−…− ԯՒՋ(θ)

ՒǸ (x−θ)Ւ

Ր
∑
Վ−ȯ

|֓Վ−ᇁՎ|Ւ
ή ισοδύναμα

lim
x→θ

𝑓(x) − 𝑓(θ) − եՒց(θ)
ֈΏ (x − θ)ֈ

ֆ
∑
ք−φ

|𝑥ք − 𝜃ք|ֈ
= 0. (3.3.1)
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Επιπλέον, έχουμε
𝑛Ւ

ɞ (𝑓(X։) − 𝑓(θ)) = 𝑛Ւ
ɞ [𝑓(X։) − 𝑓(θ) − եՒց(θ)

ֈΏ (Χ։ − θ)ֈ

+եՒց(θ)
ֈΏ (Χ։ − θ)ֈ]

= 𝑛Ւ
ɞ [𝑓(X։)−𝑓(θ)−𝐷ֈ𝑓(θ)

𝑚! (Χ։−θ)ֈ]+𝑛Ւ
ɞ

𝐷ֈ𝑓(θ)
𝑚! (Χ։−θ)ֈ.

(3.3.2)

Ακόμα,

𝑛Ւ
ɞ [𝑓(X։) − 𝑓(θ) − եՒց(θ)(ΧՓ−θ)Ւ

ֈΏ ] =
։ Ւ

ɞ [ց(XՓ)−ց(θ)− ԯՒՋ(θ)
ՒǸ (ΧՓ−θ)Ւ]

Ր
∑
Վ−ȯ

|չՓӱՎ−ᇁՎ|Ւ

Ր
∑
Վ−ȯ

|չՓӱՎ−ᇁՎ|Ւ

= [𝑓(X։) − 𝑓(θ) − եՒց(θ)
ֈΏ (Χ։ − θ)ֈ]

ֆ
∑
ք−φ

|𝑋։Ӵք − 𝜃ք|ֈ

ֆ
௽
ք−φ

(√𝑛|𝑋։Ӵք−𝜃ք|)ֈ.

(3.3.3)

Όμως, Χ։
ձ−→ θ

ᆱᇒᇑᇊӳφӳϵӳφӳ
⟹ Χ։

ե−→ θ
ᆱᇒᇑᇊӳφӳΘӳϵӳ

⟹ ∃Y։ ∶ Y։(𝜔) → θ, ∀𝜔 ∈ 𝛺,
με Y։

ե= X։
⟹ 𝑃[ lim

։→�
|Y։ − 𝜃| = 0] = 1 ⇒ Y։

ռӳ֎−→ θ
(ϯӳϯӳφ)
⟹ lim

YՓ→θ
|ց(YՓ)−ց(θ)− ԯՒՋ(θ)

ՒǸ (YՓ−θ)Ւ|
Ր
∑
Վ−ȯ

|պՓӱՎ−ᇁՎ|Ւ
= 0

⟹ |ց(YՓ)−ց(θ)− ԯՒՋ(θ)
ՒǸ (YՓ−θ)Ւ|

Ր
∑
Վ−ȯ

|պՓӱՎ−ᇁՎ|Ւ

ռӳ֎−→ 0

ᆱᇒᇑᇊӳφӳϵӳϵӳ
⟹ |𝑓(Y։) − 𝑓(θ) − եՒց(θ)

ֈΏ (Y։ − θ)ֈ|
ֆ

∑
ք−φ

|𝑌։Ӵք − 𝜃ք|ֈ
ձ−→ 0. (3.3.4)

YՓ
ԯ=XՓ⟹ |ց(XՓ)−ց(θ)− ԯՒՋ(θ)

ՒǸ (XՓ−θ)Ւ|
Ր
∑
Վ−ȯ

|չՓӱՎ−ᇁՎ|Ւ

ձ−→ 0.

Και

√𝑛(X։ − θ) ե−→ W ⟹
ֆ

௽
ք−φ

(√𝑛|𝑋։Ӵք − 𝜃ք|)ֈ ե−→
ֆ

௽
ք=φ

|𝑊ք|ֈ. (3.3.5)
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Επομένως, η (3.3.3),μέσω των (3.3.4) και (3.3.5) και του Θεωρήματος Slutsky
(Θεώρημα 1.5.1.) γίνεται

𝑛Ւ
ɞ [𝑓(X։) − 𝑓(θ) − 𝐷ֈ𝑓(θ)(Χ։ − θ)ֈ

𝑚! ] ե−→ 0. (3.3.6)

Επιπροσθέτως,
𝑛Ւ

ɞ եՒց(θ)
ֈΏ (Χ։ − θ)ֈ = եՒց(θ)

ֈΏ [√𝑛(Χ։ − θ)]ֈ

= φ
ֈΏ ∑

օȯ+…+օՐ=ֈ
ֈΏ

օȯΏ…օՐΏ𝑓օȯӴ…ӴօՐ
(θ)[√𝑛(𝑋։Ӵφ−𝜃φ)]օȯ … [√𝑛(𝑋։Ӵֆ−𝜃ֆ)]օՐ

ե−→ ௽
օȯ+…+օՐ=ֈ

𝑓օȯӴ…ӴօՐ
(θ)𝑊 օȯ

φ
𝑗φ

… 𝑊 օՐ
ֆ

𝑗ֆ
, (3.3.7)

αφού
√𝑛(X։ − θ) ե−→ W.

Τελικώς, από Θεώρημα Slutsky (Θεώρημα 1.5.1.) και εφαρμόζοντας τις (3.3.6),
(3.3.7) στην (3.3.2) καταλήγουμε ότι
𝑛Ւ

ɞ (𝑓(X։) − 𝑓(θ)) ե−→ ∑
օȯ+…+օՐ=ֈ

𝑓օȯӴ…ӴօՐ
(θ)ո Տȯ

ȯ
օȯΏ … ո ՏՐ

Ր
օՐΏ .



Κεφάλαιο 4

Οριακή συμπεριφορά δειγματικών
κεντρικών ροπών

4.1 Συνέπεια δειγματικών κεντρικών ροπών
Έστω τυχαία μεταβλητή 𝑋, μη εκφυλισμένη, με συνάρτηση κατανομής 𝐹 για

την οποία ισχύει 𝐸[𝑋ϵֆ] < ∞, για κάποια σταθερά 𝑘 ∈ {1, 2, …}. Επιπλέον,
θεωρούμε τυχαίο δείγμα 𝑋φ, 𝑋ϵ, … , 𝑋։ που ακολουθεί την ίδια κατανομή 𝐹 .

Ορισμός 4.1.1.Μια τυχαία μεταβλητή𝛸 ονομάζεται μη εκφυλισμένη όταν δεν
είναι σταθερή με πιθανότητα τη μονάδα.
Ισοδύναμα, λέμε ότι η τυχαία μεταβλητή 𝑋 είναι μη εκφυλισμένη όταν το σύνολο
των σημείων αύξησης της συνάρτησης κατανομής της,

{𝑥 ∈ ℝ ∶ 𝐹(𝑥 + 𝜀) − 𝐹(𝑥 − 𝜀) > 0, ∀𝜀 > 0} ≠ ∅ δεν είναι μονοσύνολο.

Ορισμός 4.1.2. Έστω τυχαία μεταβλητή 𝑋. Λέγεται ότι υπάρχει η κεντρική
ροπή n-τάξης περί την αρχή και συμβολίζουμε με 𝜇஠

։ = 𝐸[𝑋։], αν και μόνο αν
𝐸[|𝑋|։] < ∞.

Παρατήρηση 1.4.1. Αν 𝛦[|𝛸|։] < ∞ ⟹ 𝛦[|𝛸|ֈ] < ∞, ∀𝑚 < 𝑛,όπου
𝑚, 𝑛 ∈ ℝ+.

Απόδειξη. 𝑚 < 𝑛 ⟹ |𝑋|ֈ < |𝑋|։ ⟹ |𝑋|ֈ < |𝑋|։ + 1
⟹ 𝐸[|𝑋|ֈ] < 𝐸[|𝑋|։ + 1]
⟹ 𝐸[|𝑋|ֈ] < 𝐸[|𝑋|։] + 𝐸[1]
⟹ 𝐸[|𝑋|ֈ] < 𝐸[|𝑋|։] + 1 < ∞.

Ορισμός 4.1.3. Έστω ότι η τυχαία μεταβλητή 𝑋 έχει πεπερασμένη μέση τιμή

45
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𝜇 = 𝐸[𝑋]. Τότε, λέμε ότι υπάρχει η κεντρική ροπή j-τάξης και συμβολίζουμε με
𝜇օ = 𝐸[(𝑋 − 𝜇)օ], αν και μόνο αν 𝐸[|𝑋 − 𝜇|օ] < ∞, 𝑗 ∈ ℕ.

Βάσει των ανωτέρω, συμπεραίνουμε ότι οι πρώτες 2𝑘−τάξης κεντρικές ροπές
της τυχαίας μεταβλητής 𝑋 γύρω από τον μέσο 𝜇 ∶= 𝐸[𝑋] είναι καλά ορισμένες,
πεπερασμένες και υπολογίζονται από τον τύπο

𝜇օ ∶= 𝐸[(𝑋 − 𝜇)օ], 𝑗 = 0, 1, … , 2𝑘. (4.1.1)

Πιο συγκεκριμένα,έχουμε:
• για 𝑗 = 1, 𝜇φ = 𝐸[(𝑋 − 𝜇)φ] = 𝐸[𝑋 − 𝜇] = 𝛦[𝑋] − 𝜇 = 0,

• για 𝑗 = 2 𝜇ϵ = 𝐸[(𝑋 − 𝜇)ϵ] = 𝛦[𝛸ϵ − 2𝛸𝜇 + 𝜇ϵ]
= 𝛦[𝛸ϵ] − 2𝜇𝛦[𝛸] + 𝜇ϵ = 𝛦[𝛸ϵ] − 2𝐸[𝑋]ϵ + 𝐸[𝑋]ϵ
= 𝐸[𝑋ϵ] − 𝐸[𝑋]ϵ = 𝑉𝑎𝑟[𝑋] = 𝜎ϵ > 0,

• για 𝑗 = 3, 𝜇ϯ = 𝐸[(𝑋 − 𝜇)ϯ] = 𝛦[𝛸ϯ − 3𝛸ϵ𝜇 + 3𝑋𝜇ϵ − 𝜇ϯ]
= 𝛦[𝛸ϯ] − 3𝛦[𝛸ϵ]𝜇 + 3𝛦[𝛸]𝜇ϵ − 𝜇ϯ

= 𝛦[𝛸ϯ] − 3𝛦[𝛸ϵ]𝐸[𝑋] + 3𝛦[𝛸]𝐸[𝑋]ϵ − 𝐸[𝑋]ϯ
= 𝐸[𝑋ϯ] − 3𝐸[𝑋]{𝐸[𝑋ϵ] − 𝐸[𝑋]ϵ} − 𝐸[𝑋]ϯ
= 𝐸[𝑋ϯ] − 3𝐸[𝑋]𝑉𝑎𝑟[𝑋] − 𝐸[𝑋]ϯ,

(δεδομένου ότι η 𝛦[𝛸ϯ] υπάρχει) κ.ο.κ.
Σχόλιο 1.4.1.H 𝜎ϵ = 𝑉𝑎𝑟[𝑋] = 𝐸[(𝑋−𝜇)ϵ] είναι αυστηρά θετική διότι ισχύει

𝛦[(𝛸 − 𝜇)ϵ] ≥ 0 και για να είναι 𝛦[(𝛸 − 𝜇)ϵ] = 0 ⇒ 𝛸 = 𝜇 καταλήγουμε σε
άτοπο διότι η Χ από υπόθεση είναι μη εκφυλισμένη, δηλαδή δεν παίρνει μοναδική
τιμή με πιθανότητα τη μονάδα. Άρα, 𝜎ϵ > 0.

Η φυσιολογική εκτιμήτρια της 𝜇ֆ = 𝐸[(𝑋 − 𝜇)ֆ], για 𝑘 ≥ 2, όταν η μέση
τιμή 𝜇 = 𝛦[𝛸] είναι άγνωστη ( όπως συμβαίνει στις περισσότερες περιπτώσεις ),
είναι η δειγματική κεντρική ροπή k-τάξης, η οποία ορίζεται ως:

𝑀ֆ = 𝑀ֆӴ։ ∶= 1
𝑛

։
௽
ք=φ

(𝑋ք − 𝑋)ֆ, (4.1.2)

όπου 𝑋, είναι ο δειγματικός μέσος, δηλαδή 𝑋 = 𝑋։ ∶= φ։
։

∑
ք=φ

𝑋ք.

Παρακάτω, θα ελέγξουμε τη συνέπεια της εκτιμήτριας 𝑀ֆ της 𝜇ֆ.
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Ορισμός 4.1.4. Ορίζουμε ως δειγματικές κεντρικές ροπές γύρω από τον (άγνω-
στο) μέσο 𝜇 τις ποσότητες:

𝑚օ = 𝑚օӴ։ ∶= 1
𝑛

։
௽
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)օ, 𝑗 = 1, 2, … , 𝑘. (4.1.3)

Παρακάτω, θα δείξουμε μέσω του πολυωνύμουNewton ότι οι δειγματικές κεν-
τρικές ροπές 𝑀ֆ μπορούν να εκφραστούν μέσω των δειγματικών κεντρικών ρο-
πών περί τη μέση τιμή, δηλαδή των 𝑚օ.

Για κάθε ζεύγος πραγματικών αριθμών 𝑎, 𝑏
( ή εναλλακτικά ∀𝑎, 𝑏 τ.ω 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 ) και ∀𝑛 ∈ ℕ ισχύει ο τύπος του Διωνύμου
του Newton:

(𝑎+𝑏)։ =
։

௽
ֆ=Ј

०𝑛
𝑘१𝑎ֆ𝑏։−ֆ = 𝑏։ +𝑛𝑎𝑏։−φ +…+०𝑛

𝑘१𝑎ֆ𝑏։−ֆ +…+𝑛𝑎։−φ𝑏+𝑎։.

(4.1.4)

Έχουμε, 𝑚φ = 𝑚φӴ։ = φ։
։

∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇) = φ։
։

∑
ք=φ

𝑋ք − φ։𝑛𝜇 = 𝛸 − 𝜇
⇒ 𝛸 = 𝜇 + 𝑚φ.

Επομένως, η δειγματική κεντρική ροπή k-τάξης γράφεται:

𝑀ֆ = 𝑀ֆӴ։ = φ։
։

∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝑋)ֆ = φ։
։

∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇 − 𝑚φ)ֆ

ΚӳφӳΚ= φ։
։

∑
ք=φ

[
ֆ

∑
օ=Ј

(ֆօ)(𝑋ք−𝜇)օ(−𝑚φ)ֆ−օ] = φ։
։

∑
ք=φ

[
ֆ

∑
օ=Ј

(ֆօ)(𝑋ք−𝜇)օ(−1)ֆ−օ𝑚ֆ−օ
φ ]

= φ։
։

∑
ք=φ

[(ֆЈ)(𝑋ք − 𝜇)Ј(−1)ֆ−Ј𝑚ֆ−Ј
φ + (ֆφ)(𝑋ք − 𝜇)φ(−1)ֆ−φ𝑚ֆ−φ

φ

+
ֆ−φ
∑
օ=ϵ

(ֆօ)(𝑋ք −𝜇)օ(−1)ֆ−օ𝑚ֆ−օ
φ +(ֆ

ֆ)(𝑋ք −𝜇)ֆ(−1)ֆ−ֆ𝑚ֆ−ֆ
φ ]

= φ։
։

∑
ք=φ

[(−1)ֆ𝑚ֆ
φ + 𝑘(𝑋ք − 𝜇)(−1)ֆ−φ𝑚ֆ−φ

φ

+
ֆ−φ
∑
օ=ϵ

(ֆօ)(𝑋ք − 𝜇)օ(−1)ֆ−օ𝑚ֆ−օ
φ + (𝑋ք − 𝜇)ֆ]

= φ։𝑛[(−1)ֆ𝑚ֆ
φ] + 𝑘(−1)ֆ−φ𝑚ֆ−φ

φ
։

∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)]

+
ֆ−φ
∑
օ=ϵ

(ֆօ)(−1)ֆ−օ𝑚ֆ−օ
φ [

։
∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)օ] + φ։
։

∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)ֆ

Κӳφӳϯӳ= (−1)ֆ𝑚ֆ
φ + 𝑘(−1)ֆ−φ𝑚ֆ−φ

φ 𝑚φ +
ֆ−φ
∑
օ=ϵ

(ֆօ)(−1)ֆ−օ𝑚ֆ−օ
φ 𝑚օ + 𝑚ֆ
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= (−1)ֆ𝑚ֆ
φ + 𝑘(−1)ֆ−φ𝑚ֆ

φ +
ֆ−φ
∑
օ=ϵ

(ֆօ)(−1)ֆ−օ𝑚ֆ−օ
φ 𝑚օ + 𝑚ֆ

= (−1)ֆ−φ(𝑘 − 1)𝑚ֆ
φ +

ֆ−φ
∑
օ=ϵ

(ֆօ)(−1)ֆ−օ𝑚ֆ−օ
φ 𝑚օ + 𝑚ֆ.

Συνεπώς, καταλήγουμε ότι:

𝑀ֆ = 𝑀ֆӴ։ = (−1)ֆ−φ(𝑘 − 1)𝑚ֆ
φ +

ֆ−φ
௽
օ=ϵ

०𝑘
𝑗१(−1)ֆ−օ𝑚օ𝑚ֆ−օ

φ + 𝑚ֆ. (4.1.5)

Θεωρούμε {𝑌ք = (𝑋ք − 𝜇)ֆ ∶ 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛} ακολουθία ανεξάρτητων και
ισόνομων τυχαίων μεταβλητών ( αφού 𝑋ք ∶ 𝑖 = 1, … 𝑛 ανεξάρτητες και ισόνομες
τυχαίες μεταβλητές ). Δεδομένου ότι 𝐸[|𝑋ք|ֆ] < ∞ ⇒ 𝐸[|𝑌ք|ֆ] < ∞ άρα για
𝑗 ≤ 𝑘 μπορούμε να εφαρμόσουμε τον Ισχυρό Νόμο Μεγάλων Αριθμών ( βλ.
Θεώρημα 1.4.4. ). Έστω 𝑆։ = 𝑌φ + … + 𝑌։.

Τότε, մՓ։
ռӳ֎−→ 𝛦[𝛶ք] ⟹ φ։

։
∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)օ ռӳ֎−→ 𝐸[(𝑋ք − 𝜇)օ], καθώς 𝑛 → ∞
(Κӳφӳφӳ)Ӵ(Κӳφӳϯӳ)

⟹ 𝑚օӴ։
ռӳ֎−→ 𝜇օ ,καθώς 𝑛 → ∞. (4.1.5a)

για j=1: 𝑚φӴ։
ռӳ֎−→ 𝜇φ = 0 ,καθώς 𝑛 → ∞. (4.1.5b)

Επομένως,(4.1.5)
(ΚӳφӳΘռ)Ӵ(ΚӳφӳΘս)

⟹
𝑀ֆ ∶= 𝑀ֆӴ։

ռӳ֎−→ (−1)ֆ−φ(𝑘−1)0ֆ+
ֆ−φ
∑
օ=ϵ

(ֆօ)(−1)ֆ−օ𝜇օ0ֆ−օ+𝜇ֆ καθώς𝑛 → ∞.

Δηλαδή, καταλήγουμε ότι 𝑀ֆ = 𝑀ֆӴ։
ռӳ֎−→ 𝜇ֆ, καθώς 𝑛 → ∞.

Παρατήρηση 4.1.2. Παρατηρούμε ότι οι δειγματικές κεντρικές ροπές γύρω

από τον μέσο 𝑚օ = 𝑚օӴ։ ∶= φ։
։

∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)օ, 𝑗 = 1, 2, … , 𝑘 είναι αθροίσματα

ανεξάρτητων και ισόνομων τυχαίων μεταβλητών αφού (𝑋ք −𝜇)օ ανεξάρτητες και
ισόνομες τ.μ., ∀𝑖 = 1, … 𝑛, γεγονός το οποίο καθιστά εφαρμόσιμο το Κεντρικό
Οριακό Θεώρημα για την προσέγγιση της κατανομής τους.

Αντίθετα, με την αλλαγή του μέσου 𝜇 από το δειγματικό μέσο 𝛸, οι δειγματι-

κές κεντρικές ροπές𝑀ֆ = 𝑀ֆӴ։ ∶= φ։
։

∑
ք=φ

(𝑋ք−𝑋)ֆ δεν είναι διαχειρίσιμες με τον

ίδιο τρόπο αφού οι ποσότητες {(𝑋ք −𝑋)ֆ, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛} δεν είναι ανεξάρτητες.
Παραδείγματος χάριν, η προσέγγιση της κατανομής της 𝛭ϵ, με βάση τη σχέση
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𝛭ϵ = φ։
։

∑
ք=φ

𝑋ϵ
ք −𝑋ϵ = φ։

։
∑
ք=φ

𝑋ϵ
ք −[ φ։

։
∑
ք=φ

𝑋ք]ϵ, αντιμετωπίζεται πλέον ως η προ-

σέγγιση της κατανομής του διδιάστατου διανύσματος ম φ։
։

∑
ք=φ

𝑋ϵ
ք [ φ։

։
∑
ք=φ

𝑋ք]ϵয
஠
.

Προκειμένου να επιτευχθεί η μελέτη της συμπεριφοράς τους, οι𝑀ֆ γράφονται ως
συνάρτηση του διανύσματος m։ = (𝑚φӴ։, 𝑚ϵӴ։, … , 𝑚ֆӴ։) (βλ. 4.1.5.).Δηλαδή,
όπως αποδείχθηκε παραπάνω,

𝑀ֆ = 𝑀ֆӴ։ = 𝑔(m։) = (−1)ֆ−φ(𝑘 − 1)𝑚ֆ
φ +

ֆ−φ
௽
օ=ϵ

०𝑘
𝑗१(−1)ֆ−օ𝑚օ𝑚ֆ−օ

φ + 𝑚ֆ.

(4.1.6)

4.2 Οριακή κατανομή δειγματικών κεντρικών ροπών
Οριακή κατανομή της δειγματικής κεντρικής ροπής 𝑀ֆӴ։

Έστω 𝑘 ≥ 2. Θεωρούμε το διάνυσμα όλων των δειγματικών κεντρικών ροπών
περί την αρχήm = m։ ∶= (𝑚φӴ։, 𝑚ϵӴ։, … , 𝑚ֆӴ։)յ , όπου ∀𝑗 = 1, 2, … , 𝑘 ισχύει
ότι 𝑚օӴ։ = φ։

։
∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)օ.
Εφαρμόζοντας το Πολυδιάστατο Κεντρικό Οριακό Θεώρημα ( βλ. Θεώρημα

1.4.6.) στα k- διάστατα ανεξάρτητα και ισόνομα τυχαία διανύσματα

Yφ =
⎡
⎢⎢
⎣

𝑋φ − 𝜇
(𝛸φ − 𝜇)ϵ

…
(𝑋φ − 𝜇)ֆ

⎤
⎥⎥
⎦

,Yϵ =
⎡
⎢⎢
⎣

𝑋ϵ − 𝜇
(𝛸ϵ − 𝜇)ϵ

…
(𝑋ϵ − 𝜇)ֆ

⎤
⎥⎥
⎦

, … ,Y։ =
⎡
⎢⎢
⎣

𝑋։ − 𝜇
(𝛸։ − 𝜇)ϵ

…
(𝑋։ − 𝜇)ֆ

⎤
⎥⎥
⎦
,

καταλήγουμε ότι καθώς 𝑛 → ∞ αληθεύει ότι

√𝑛(m։ − μ) ե−→ 𝑁(0,Σ), (4.2.1)

όπου 0 = (0, 0, … , 0)஠ ∈ ℝֆ,μ = (𝜇φ, 𝜇ϵ, … , 𝜇ֆ) = (0, 𝜎ϵ, … , 𝜇ֆ)஠ ∈ ℝֆ και
Σ = (𝜎քօ) ∈ ℝֆ֓ֆ είναι kxk πίνακας διασποράς του Yφ με στοιχεία
𝜎քօ = 𝐶𝑜𝑣[(𝑋φ − 𝜇)ք, (𝑋φ − 𝜇)օ] = 𝜇ք+օ − 𝜇ք𝜇օ, δηλαδή

Σ =
⎡
⎢⎢
⎣

𝜎ϵ 𝜇ϯ … 𝜇ֆ+φ
𝜇ϯ 𝜇Κ − 𝜎Κ … 𝜇ֆ+ϵ − 𝜎ϵ𝜇ֆ
… … … …

𝜇ֆ+φ 𝜇ֆ+ϵ − 𝜎ϵ𝜇ֆ … 𝜇ϵֆ − 𝜇ϵ
ֆ

⎤
⎥⎥
⎦
.

Πράγματι,
√𝑛(m։ − μ) = √𝑛(𝑚φӴ։ − 𝜇φ, 𝑚ϵӴ։ − 𝜇ϵ, … , 𝑚ֆӴ։ − 𝜇ֆ)

= (√𝑛( φ։
։

∑
ք=φ

(𝑋ք−𝜇)−𝜇φ), … , √𝑛( φ։
։

∑
ք=φ

(𝑋ք−𝜇)ֆ−𝜇ֆ))
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ե−→ 𝑁(0,Σ).
Από τη σχέση (4.1.6) προέκυψε ότι

𝑀ֆ = 𝑀ֆӴ։ = 𝑔(m։) = (−1)ֆ−φ(𝑘 − 1)𝑚ֆ
φ +

ֆ−φ
∑
օ=ϵ

(ֆօ)(−1)ֆ−օ𝑚օ𝑚ֆ−օ
φ + 𝑚ֆ,

και έτσι ορίζουμε τη συνάρτηση 𝑔 ∶ ℝֆ → ℝ, η οποία δίνεται από τον τύπο
𝑔(x) = 𝑔(𝑥φ, … , 𝑥ֆ) = (−1)ֆ−φ(𝑘 − 1)𝑥ֆ

φ +
ֆ−φ
∑
օ=ϵ

(ֆօ)(−1)ֆ−օ𝑥օ𝑥ֆ−օ
φ + 𝑥ֆ,

για x = (𝑥φ, … , 𝑥ֆ)յ ∈ ℝֆ.
Η συνάρτηση g έχει συνεχείς μερικές παραγώγους, αφού είναι πολυώνυμο, άρα
μπορούμε να εφαρμόσουμε Πολυδιάστατη μέθοδο Δέλτα (βλ. Θεώρημα 3.1.2.).
Αφού

√𝑛(m։ −μ) ե−→ W ∼ 𝑁(0,Σ) και g έχει συνεχείς παραγώγους, άρα ισχύει
√𝑛(𝑔(m։)−𝑔(μ)) ե−→ [𝐷φ𝑔(μ)]W = [∇𝑔(μ)]W ∼ 𝑁(0, [∇𝑔(μ)]ᇳΣ[∇𝑔(μ)]).

Παρακάτω, θα υπολογίσουμε την ποσότητα [∇𝑔(μ)]ᇳΣ[∇𝑔(μ)].

Έχουμε ∇𝑔(x) =
⎡
⎢⎢⎢
⎣

ᇘւ(֓ȯӴ…Ӵ֓Ր)
ᇘ֓ȯᇘւ(֓ȯӴ…Ӵ֓Ր)
ᇘ֓ɞ
…

ᇘւ(֓ȯӴ…Ӵ֓Ր)
ᇘ֓Ր

⎤
⎥⎥⎥
⎦

και

ᇘւ(֓ȯӴ…Ӵ֓Ր)
ᇘ֓ȯ

= ᇘ
ᇘ֓ȯ

[(−1)ֆ−φ(𝑘 − 1)𝑥ֆ
φ +

ֆ−φ
∑
օ=ϵ

(ֆօ)(−1)ֆ−օ𝑥օ𝑥ֆ−օ
φ + 𝑥ֆ]

= 𝑥φ
ֆ−ϵ
∑
օ=φ

(ֆօ)(𝑘 − 𝑗)𝑥օ𝑥ֆ−օ−ϵ
φ − 𝑘𝑥ֆ−φ.

ᇘւ(֓ȯӴ…Ӵ֓Ր)
ᇘ֓Վ

= ᇘ
ᇘ֓Վ

[(−1)ֆ−φ(𝑘 − 1)𝑥ֆ
φ +

ֆ−φ
∑
օ=ϵ

(ֆօ)(−1)ֆ−օ𝑥օ𝑥ֆ−օ
φ + 𝑥ֆ]

= (−1)ֆ−ք(ֆք)𝑥ֆ−ք
φ , 𝑖 ∈ {2, 3, … , 𝑘 − 1}.

ᇘւ(֓ȯӴ…Ӵ֓Ր)
ᇘ֓Ր

= ᇘ
ᇘ֓Ր

[(−1)ֆ−φ(𝑘 − 1)𝑥ֆ
φ +

ֆ−φ
∑
օ=ϵ

(ֆօ)(−1)ֆ−օ𝑥օ𝑥ֆ−օ
φ + 𝑥ֆ]

= 𝑥ֆ.
Και επειδή μ = (𝜇φ, 𝜇ϵ, … , 𝜇ֆ) = (0, 𝜎ϵ, … , 𝜇ֆ) προκύπτει
ᇘւ(֓ȯӴ…Ӵ֓Ր)

ᇘ֓ȯ
|x=μ = 𝜇φ

ֆ−ϵ
∑
օ=φ

(ֆօ)(𝑘 − 𝑗)𝜇օ𝜇ֆ−օ−ϵ
φ − 𝑘𝜇ֆ−φ

ᇆȯ=Ј= −𝑘𝜇ֆ−φ.

ᇘւ(֓ȯӴ…Ӵ֓Ր)
ᇘ֓Վ

|x=μ = (−1)ֆ−ք(ֆք)𝜇ֆ−ք
φ

ᇆȯ=Ј= 0, 𝑖 ∈ {2, 3, … , 𝑘 − 1}.
ᇘւ(֓ȯӴ…Ӵ֓Ր)

ᇘ֓Ր
|x=μ = 𝜇ֆ.
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Επομένως, ∇𝑔(μ) =
⎡
⎢⎢⎢
⎣

ᇘւ(֓ȯӴ…Ӵ֓Ր)
ᇘ֓ȯ

|x=μ
ᇘւ(֓ȯӴ…Ӵ֓Ր)

ᇘ֓ɞ
|x=μ

…
ᇘւ(֓ȯӴ…Ӵ֓Ր)

ᇘ֓Ր
|x=μ

⎤
⎥⎥⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

−𝑘𝜇ֆ−φ
0
…
0
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑔φ
0
…
0
𝑔ֆ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Άρα, [∇𝑔(μ)]ᇳΣ[∇𝑔(μ)] = ी𝑔φ 0 … 0 𝑔ֆु
⎡
⎢⎢
⎣

𝜎φφ 𝜎φϵ … 𝜎φֆ
𝜎φϵ 𝜎ϵϵ … 𝜎ϵֆ
… … … …

𝜎φֆ 𝜎ϵֆ … 𝜎ֆֆ

⎤
⎥⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑔φ
0
…
0
𝑔ֆ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

= ी𝑔φ𝜎φφ + 𝑔ֆ𝜎φֆ 𝑔ϵ𝜎φϵ + 𝑔ֆ𝜎ϵֆ … 𝑔φ𝜎φֆ + 𝑔ֆ𝜎ֆֆु
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑔φ
0
…
0
𝑔ֆ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

= (𝑔φ𝜎φφ + 𝑔ֆ𝜎φֆ)𝑔φ + (𝑔φ𝜎φֆ + 𝑔ֆ𝜎ֆֆ)𝑔ֆ
= 𝑔ϵ

φ𝜎φφ + 2𝑔φ𝑔ֆ𝜎φֆ + 𝑔ϵ
ֆ𝜎ֆֆ.

Επιπλέον, 𝜎քօ = 𝜇ք+օ − 𝜇ք𝜇օ ⟹ 𝜎φφ = 𝜇ϵ − 𝜇ϵ
φ

ᇆȯ=Ј= 𝜇ϵ = 𝜎ϵ.
𝜎φֆ = 𝜇ֆ+φ − 𝜇φ𝜇ֆ

ᇆȯ=Ј= 𝜇ֆ+φ.
𝜎ֆֆ = 𝜇ϵֆ − 𝜇ϵ

ֆ.
Οπότε, [∇𝑔(μ)]ᇳΣ[∇𝑔(μ)] = 𝑔ϵ

φ𝜎φφ + 2𝑔φ𝑔ֆ𝜎φֆ + 𝑔ϵ
ֆ𝜎ֆֆ

= (−𝑘𝜇ֆ−φ)ϵ𝜎ϵ + 2(−𝑘𝜇ֆ−φ)1𝜇ֆ+φ + 1ϵ(𝜇ϵֆ − 𝜇ϵ
ֆ)

= 𝜇ϵֆ − 𝜇ϵ
ֆ + 𝑘𝜇ֆ−φ[𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ − 2𝜇ֆ+φ] = 𝑣ϵ

ֆ.
Βρήκαμε οριακή διασπορά

𝑣ϵ
ֆ = 𝜇ϵֆ − 𝜇ϵ

ֆ + 𝑘𝜇ֆ−φ[𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ − 2𝜇ֆ+φ]. (4.2.2)

Για παράδειγμα, οι τρεις πρώτες τιμές της οριακής διασποράς είναι
𝑣ϵ

ϵ = 𝜇Κ − 𝜇ϵ
ϵ + 2𝜇φ[2𝜎ϵ𝜇φ − 2𝜇ϯ] ᇆȯ=Ј= 𝜇Κ − 𝜎Κ, όταν 𝐸[𝑋Κ] < ∞.

𝑣ϵ
ϯ = 𝜇ϩ−𝜇ϵ

ϯ+3𝜇ϵ[3𝜎ϵ𝜇ϵ−2𝜇Κ] ᇆɞ=ᇋɞ
= 𝜇ϩ−𝜇ϵ

ϯ+9𝜎ϩ−6𝜎ϵ𝜇Κ, όταν𝐸[𝑋ϩ] < ∞.
𝑣ϵ

Κ = 𝜇΅−𝜇ϵ
Κ+4𝜇ϯ[4𝜎ϵ𝜇ϯ−2𝜇Θ] = 𝜇΅−𝜇ϵ

Κ+16𝜎ϵ𝜇ϵ
ϯ−8𝜇ϯ𝜇Θ, όταν𝐸[𝑋΅] < ∞.

Επομένως, με βάση τα παραπάνω καταλήξαμε ότι
√𝑛(𝑔(m։) − 𝑔(μ)) ե−→ 𝑁(0, [∇𝑔(μ)]ᇳΣ[∇𝑔(μ)]) ή ισοδύναμα

√𝑛(𝑀ֆӴ։ − 𝜇ֆ) ե−→ 𝑁(0, 𝑣ϵ
ֆ), (4.2.3)
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δεδομένων των σχέσεων (4.1.6),(4.2.2) και επειδή με αντικατάσταση προκύπτει

𝑔(μ) = 𝑔(𝜇φ, … , 𝜇ֆ) = (−1)ֆ−φ(𝑘−1)𝜇ֆ
φ+

ֆ−φ
௽
օ=ϵ

०𝑘
𝑗१(−1)ֆ−օ𝜇օ𝜇ֆ−օ

φ +𝜇ֆ
ᇆȯ=Ј= 𝜇ֆ.

(4.2.4)

Καταληκτικά, σύμφωνα με τον Ορισμό 1.5.4. παρατηρούμε ότι η δειγματική κεν-
τρική ροπή𝑀ֆӴ։ είναι ασυμπτωτικά κανονική εκτιμήτρια της κεντρικής ροπής𝜇ֆ.

Οριακή κατανομή του διανύσματος δειγματικών κεντρικών ροπών (𝛭֍Ӵ։𝑀ֆӴ։)

Θεωρούμε το ζεύγος δειγματικών κεντρικών ροπών (𝛭֍Ӵ։𝑀ֆӴ։), με 2 ≤ 𝑟 < 𝑘.
Από σχέση (4.1.6) ορίζουμε συνάρτηση 𝑔 ∶ ℝֆ → ℝ τέτοια ώστε

𝑔(x) = 𝑔(𝑥φ, … , 𝑥ֆ) = (−1)ֆ−φ(𝑘 − 1)𝑥ֆ
φ +

ֆ−φ
∑
օ=ϵ

(ֆօ)(−1)ֆ−օ𝑥օ𝑥ֆ−օ
φ + 𝑥ֆ,

για x = (𝑥φ, … , 𝑥ֆ)஠ ∈ ℝֆ. Οπότε ισχύει 𝛭ֆӴ։ = 𝑔(m։).
Αντίστοιχα, ορίζουμε συνάρτηση ℎ ∶ ℝֆ → ℝ τέτοια ώστε

ℎ(x) = ℎ(𝑥φ, … , 𝑥ֆ) = (−1)֍−φ(𝑟 − 1)𝑥֍
φ +

֍−φ
∑
օ=ϵ

(֍օ)(−1)֍−օ𝑥օ𝑥֍−օ
φ + 𝑥֍,

για x = (𝑥φ, … , 𝑥ֆ)յ ∈ ℝֆ. Οπότε ισχύει 𝛭֍Ӵ։ = ℎ(m։).
Αξίζει να σημειώσουμε ότι η συνάρτηση h εξαρτάται μόνο από τις πρώτες r με-
ταβλητές 𝑥φ, … , 𝑥֍ του x = (𝑥φ, … , 𝑥ֆ)յ Από τη μονοδιάστατη περίπτωση βρή-
καμε ότι

∇𝑔(μ) =
⎡
⎢⎢⎢
⎣

ᇘւ(֓ȯӴ…Ӵ֓Ր)
ᇘ֓ȯ

|x=μ
ᇘւ(֓ȯӴ…Ӵ֓Ր)

ᇘ֓ɞ
|x=μ

…
ᇘւ(֓ȯӴ…Ӵ֓Ր)

ᇘ֓Ր
|x=μ

⎤
⎥⎥⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

−𝑘𝜇ֆ−φ
0
…
0
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑔φ
0
…
0
𝑔ֆ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

. (4.2.5)

Για τη συνάρτηση h, με παραγώγιση προκύπτει:
ᇘփ(֓ȯӴ…Ӵ֓Ր)

ᇘ֓ȯ
= ᇘ

ᇘ֓ȯ
[(−1)֍−φ(𝑟 − 1)𝑥֍

φ +
֍−φ
∑
օ=ϵ

(֍օ)(−1)֍−օ𝑥օ𝑥֍−օ
φ + 𝑥֍]

= 𝑥φ
֍−ϵ
∑
օ=φ

(֍օ)(𝑟 − 𝑗)𝑥օ𝑥֍−օ−ϵ
φ − 𝑟𝑥֍−φ.

ᇘփ(֓ȯӴ…Ӵ֓Ր)
ᇘ֓Վ

= ᇘ
ᇘ֓Վ

[(−1)֍−φ(𝑟 − 1)𝑥֍
φ +

֍−φ
∑
օ=ϵ

(֍օ)(−1)֍−օ𝑥օ𝑥֍−օ
φ + 𝑥֍]

= (−1)ֆ−ք(֍ք)𝑥֍−ք
φ , 𝑖 ∈ {2, 3, … , 𝑟 − 1}.

ᇘփ(֓ȯӴ…Ӵ֓՗)
ᇘ֓՗

= ᇘ
ᇘ֓՗

[(−1)֍−φ(𝑟 − 1)𝑥֍
φ +

֍−φ
∑
օ=ϵ

(֍օ)(−1)֍−օ𝑥օ𝑥֍−օ
φ + 𝑥֍]
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= 𝑥֍.
ᇘփ(֓ȯӴ…Ӵ֓Ր)

ᇘ֓Վ
= ᇘ

ᇘ֓Վ
[(−1)֍−φ(𝑟 − 1)𝑥֍

φ +
֍−φ
∑
օ=ϵ

(֍օ)(−1)֍−օ𝑥օ𝑥֍−օ
φ + 𝑥֍]

= 0, 𝑖 ∈ {𝑟 + 1, … , 𝑘}.
Και επειδή μ = (𝜇φ, 𝜇ϵ, … , 𝜇ֆ) = (0, 𝜎ϵ, … , 𝜇ֆ) προκύπτει

ᇘփ(֓ȯӴ…Ӵ֓Ր)
ᇘ֓ȯ

|x=μ = 𝜇φ
֍−ϵ
∑
օ=φ

(֍օ)(𝑟 − 𝑗)𝜇օ𝜇֍−օ−ϵ
φ − 𝑟𝜇֍−φ

ᇆȯ=Ј= −𝑟𝜇֍−φ.

ᇘփ(֓ȯӴ…Ӵ֓Ր)
ᇘ֓Վ

|x=μ = (−1)֍−ք(֍ք)𝜇֍−ք
φ

ᇆȯ=Ј= 0, 𝑖 ∈ {2, 3, … , 𝑘 − 1}.
ᇘփ(֓ȯӴ…Ӵ֓Ր)

ᇘ֓՗
|x=μ = 𝜇֍.

ᇘփ(֓ȯӴ…Ӵ֓Ր)
ᇘ֓Վ

|x=μ = 0, 𝑖 ∈ {𝑟 + 1, … , 𝑘}.
Οπότε,

∇ℎ(μ) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

ᇘփ(֓ȯӴ…Ӵ֓Ր)
ᇘ֓ȯ

|x=μ
ᇘփ(֓ȯӴ…Ӵ֓Ր)

ᇘ֓ɞ
|x=μ

…
ᇘփ(֓ȯӴ…Ӵ֓՗)

ᇘ֓՗
|x=μ

…
ᇘփ(֓ȯӴ…Ӵ֓Ր)

ᇘ֓Ր
|x=μ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−𝑟𝜇֍−φ
0
…
0
1
0
…
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

ℎφ
0
…
0
ℎ֍
0
…
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

. (4.2.6)

Όπως στη μονοδιάστατη περίπτωση, για 𝑘 ≥ 2 καιm = m։ ∶= (𝑚φӴ։, 𝑚ϵӴ։, … , 𝑚ֆӴ։)஠

το πολυδιάστατο Κεντρικό Οριακό Θεώρημα (βλ. Θεώρημα 1.4.6.) συνεπάγεται
καθώς 𝑛 → ∞,

√𝑛(m։ − μ) ե−→ W ∼ 𝑁(0,Σ) και οι συναρτήσεις g,h έχουν
συνεχείς παραγώγους, άρα μπορούμε να εφαρμόσουμε τη μέθοδο Δέλτα.

Από Πολυδιάστατη μέθοδο Δέλτα πρώτης τάξης από ℝֆ στον ℝϵ

(βλ. Θεώρημα 3.1.2.) προκύπτει ότι
√𝑛 মℎ(m։) − ℎ(μ)

𝑔(m։) − 𝑔(μ)য ե−→ 𝐻(μ)W = ৘
ᇘփ(x)
ᇘ֓ȯ

|x=μ
ᇘփ(x)
ᇘ֓ɞ

|x=μ … ᇘփ(x)
ᇘ֓Ր

|x=μ
ᇘւ(x)
ᇘ֓ȯ

|x=μ
ᇘւ(x)
ᇘ֓ɞ

|x=μ … ᇘւ(x)
ᇘ֓Ր

|x=μ
৙W

= ম[∇ℎ(μ)]յ
[∇𝑔(μ)]յ যW.

Άρα,
√𝑛 মℎ(m։) − ℎ(μ)

𝑔(m։) − 𝑔(μ)য ե−→ 𝛮(ম0
0য , JᇆΣJᇳ

ᇆ ),

όπου Jᇆ = ম[∇ℎ(μ)]յ
[∇𝑔(μ)]յ য ∈ ℝϵ֓ֆ.

Θα υπολογίσουμε την ποσότητα JᇆΣJᇳ
ᇆ . Έχουμε

JᇆΣJᇳ
ᇆ = ম[∇ℎ(μ)]յ

[∇𝑔(μ)]յ যΣ ी∇ℎ(μ) ∇𝑔(μ)ु = ম[∇ℎ(μ)]յΣ[∇ℎ(μ)] [∇ℎ(μ)]յΣ[∇𝑔(μ)]
[∇𝑔(μ)]յΣ[∇ℎ(μ)] [∇𝑔(μ)]յΣ[∇𝑔(μ)]য .
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Από τη μονοδιάστατη περίπτωση καταλήξαμε ότι
[∇𝑔(μ)]յΣ[∇𝑔(μ)] = 𝜇ϵֆ − 𝜇ϵ

ֆ + 𝑘𝜇ֆ−φ[𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ − 2𝜇ֆ+φ] = 𝑣ϵ
ֆ.

Αντίστοιχα προκύπτει ότι
[∇ℎ(μ)]յΣ[∇ℎ(μ)] = 𝜇ϵ֍ − 𝜇ϵ

֍ + 𝑟𝜇֍−φ[𝑟𝜎ϵ𝜇֍−φ − 2𝜇֍+φ] = 𝑣ϵ
֍ .

Επιπλέον,

[∇ℎ(μ)]յΣ[∇𝑔(μ)] = ीℎφ 0 … 0 ℎ֍ 0 … 0ु

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝜎φφ 𝜎φϵ … 𝜎φֆ
𝜎φϵ 𝜎ϵϵ … 𝜎ϵֆ
… … … …
𝜎φ֍ 𝜎ϵ֍ … 𝜎֍ֆ
… … … …

𝜎φֆ 𝜎ϵֆ … 𝜎ֆֆ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑔φ
0
…
0
𝑔ֆ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

= ीℎφ𝜎φφ + ℎ֍𝜎φ֍ ℎφ𝜎φϵ + ℎ֍𝜎ϵ֍ … ℎφ𝜎φ֍ + ℎ֍𝜎֍֍ … ℎφ𝜎φֆ + ℎ֍𝜎֍ֆु
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑔φ
0
…
0
𝑔ֆ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

= (ℎφ𝜎φφ + ℎ֍𝜎φ֍)𝑔φ + (ℎφ𝜎φֆ + ℎ֍𝜎֍ֆ)𝑔ֆ
= ℎφ𝑔φ𝜎φφ + ℎ֍𝑔φ𝜎φ֍ + ℎφ𝑔ֆ𝜎φֆ + ℎ֍𝑔ֆ𝜎֍ֆ.
Και επειδή ℎφ = −𝑟𝜇֍−φ 𝜎φφ = 𝜇ϵ − 𝜇ϵ

φ = 𝜇ϵ = 𝜎ϵ

ℎ֍ = 1 𝜎φ֍ = 𝜇֍+φ − 𝜇φ𝜇֍ = 𝜇֍+φ

𝑔φ = −𝑘𝜇ֆ−φ 𝜎φֆ = 𝜇ֆ+φ − 𝜇φ𝜇ֆ = 𝜇ֆ+φ

𝑔ֆ = 1 𝜎֍ֆ = 𝜇֍+ֆ − 𝜇ֆ𝜇֍
με αντικατάσταση παίρνουμε
[∇ℎ(μ)]յΣ[∇𝑔(μ)] = ℎφ𝑔φ𝜎φφ + ℎ֍𝑔φ𝜎φ֍ + ℎφ𝑔ֆ𝜎φֆ + ℎ֍𝑔ֆ𝜎֍ֆ

= (−𝑟𝜇֍−φ)(−𝑘𝜇ֆ−φ)𝜎ϵ + 1(−𝑘𝜇ֆ−φ)𝜇֍+φ

+(−𝑟𝜇֍−φ) ⋅ 1𝜇ֆ+φ + 1 ⋅ 1(𝜇֍+ֆ − 𝜇ֆ𝜇֍)
= 𝜇֍+ֆ − 𝜇ֆ𝜇֍ − 𝑟𝜇֍−φ𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜇֍+φ𝜇ֆ−φ + 𝑟𝑘𝜎ϵ𝜇֍−φ𝜇ֆ−φ

= 𝑣֍ֆ.
Τέλος έχουμε,

[∇𝑔(μ)]յΣ[∇ℎ(μ)] = ी𝑔φ 0 … 0 𝑔ֆु

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝜎φφ 𝜎φϵ … 𝜎φֆ
𝜎φϵ 𝜎ϵϵ … 𝜎ϵֆ
… … … …
𝜎φ֍ 𝜎ϵ֍ … 𝜎֍ֆ
… … … …

𝜎φֆ 𝜎ϵֆ … 𝜎ֆֆ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

ℎφ
0
…
0
ℎ֍
0
…
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
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= ी𝑔φ𝜎φφ + 𝑔ֆ𝜎φֆ 𝑔φ𝜎φϵ + 𝑔ֆ𝜎ϵֆ … 𝑔φ𝜎φ֍ + 𝑔ֆ𝜎֍ֆ … 𝑔φ𝜎φֆ + 𝑔ֆ𝜎ֆֆु

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

ℎφ
0
…
0
ℎ֍
0
…
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= (𝑔φ𝜎φφ + 𝑔ֆ𝜎φֆ)ℎφ + (𝑔φ𝜎φ֍ + 𝑔ֆ𝜎֍ֆ)ℎ֍
= ℎφ𝑔φ𝜎φφ + ℎ֍𝑔φ𝜎φ֍ + ℎφ𝑔ֆ𝜎φֆ + ℎ֍𝑔ֆ𝜎֍ֆ
= (−𝑟𝜇֍−φ)(−𝑘𝜇ֆ−φ)𝜎ϵ + 1(−𝑘𝜇ֆ−φ)𝜇֍+φ
+(−𝑟𝜇֍−φ) ⋅ 1𝜇ֆ+φ + 1 ⋅ 1(𝜇֍+ֆ − 𝜇ֆ𝜇֍)
= 𝜇֍+ֆ − 𝜇ֆ𝜇֍ − 𝑟𝜇֍−φ𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜇֍+φ𝜇ֆ−φ + 𝑟𝑘𝜎ϵ𝜇֍−φ𝜇ֆ−φ
= 𝑣ֆ֍.
Παρατηρούμε ότι 𝑣֍ֆ = [∇ℎ(μ)]յΣ[∇𝑔(μ)] = [∇𝑔(μ)]յΣ[∇ℎ(μ)] = 𝑣ֆ֍.

Επιλογικά, καταλήξαμε ότι
√𝑛 মℎ(m։) − ℎ(μ)

𝑔(m։) − 𝑔(μ)য ե−→ 𝛮(ম0
0য , ম 𝑣ϵ

֍ 𝑣֍ֆ
𝑣֍ֆ 𝑣ϵ

ֆ
য).

Και εξ’ ορισμού με αντικατάσταση στις συναρτήσεις h,g παίρνουμε
ℎ(m։) = 𝛭֍Ӵ։, ℎ(μ) = 𝜇֍, 𝑔(m։) = 𝑀ֆӴ։, 𝑔(μ) = 𝜇ֆ Άρα, αποδείξαμε το
παρακάτω θεώρημα:

Θεώρημα 4.2.1. Εάν 𝛦[|𝛸|ϵֆ] < ∞, τότε για κάθε 2 ≤ 𝑟 < 𝑘 ισχύει ότι

√𝑛 ম𝛭֍Ӵ։ − 𝜇֍
𝑀ֆӴ։ − 𝜇ֆ

য ե−→ 𝛮(ম0
0য , ম 𝑣ϵ

֍ 𝑣֍ֆ
𝑣֍ֆ 𝑣ϵ

ֆ
য),

όπου
𝑣ϵ

ֆ = 𝜇ϵֆ − 𝜇ϵ
ֆ + 𝑘𝜇ֆ−φ[𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ − 2𝜇ֆ+φ] (4.2.7)

𝑣ϵ
֍ = 𝜇ϵ֍ − 𝜇ϵ

֍ + 𝑟𝜇֍−φ[𝑟𝜎ϵ𝜇֍−φ − 2𝜇֍+φ] (4.2.8)

𝑣֍ֆ = 𝑣ֆ֍ = 𝜇֍+ֆ − 𝜇ֆ𝜇֍ − 𝑟𝜇֍−φ𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜇֍+φ𝜇ֆ−φ + 𝑟𝑘𝜎ϵ𝜇֍−φ𝜇ֆ−φ (4.2.9)

Παρατήρηση 4.2.1. Θέτοντας r=k στη σχέση (4.2.9), εύκολα μπορούμε να
δούμε ότι ισχύει 𝑣ֆֆ = 𝑣ϵ

ֆ. Πράγματι, έχουμε
𝑣ֆֆ = 𝜇ֆ+ֆ − 𝜇ֆ𝜇ֆ − 𝑟𝜇ֆ−φ𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜇ֆ+φ𝜇ֆ−φ + 𝑘ϵ𝜎ϵ𝜇ֆ−φ𝜇ֆ−φ

= 𝜇ϵֆ − 𝜇ϵ
ֆ − 2𝑘𝜇ֆ−φ𝜇ֆ+φ + 𝑘ϵ𝜎ϵ𝜇ϵ

ֆ−φ
= 𝜇ϵֆ − 𝜇ϵ

ֆ + 𝑘𝜇ֆ−φ[𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ − 2𝜇ֆ+φ]
= 𝑣ϵ

ֆ.
Βρήκαμε την οριακή κατανομή του ζεύγους (𝛭֍Ӵ։, 𝑀ֆӴ։), για 2 ≤ 𝑟 < 𝑘.

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία, θα βρούμε την οριακή κατανομή της ποσότη-
τας (𝑋։ − 𝜇, 𝑀ֆӴ։).

Θεωρούμε συνάρτηση ℎ ∶ ℝֆ → ℝ η οποία δίνεται από τον τύπο
ℎ(𝑥φ, … , 𝑥ֆ) = 𝑥φ, για x = (𝑥φ, … , 𝑥ֆ)ᇳ ∈ ℝֆ. Άμεσα παρατηρείται ότι
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𝑋։ − 𝜇 = ℎ(m։) = 𝑚φ.
Όπως και στις παραπάνω περιπτώσεις ορίζουμε συνάρτηση 𝑔 ∶ ℝֆ → ℝ τέτοια
ώστε

𝑔(x) = 𝑔(𝑥φ, … , 𝑥ֆ) = (−1)ֆ−φ(𝑘 − 1)𝑥ֆ
φ +

ֆ−φ
∑
օ=ϵ

(ֆօ)(−1)ֆ−օ𝑥օ𝑥ֆ−օ
φ + 𝑥ֆ,

για x = (𝑥φ, … , 𝑥ֆ)ᇳ ∈ ℝֆ. Οπότε ισχύει 𝛭ֆӴ։ = 𝑔(m։).
Θεωρώντας όπως και παραπάνω ότι από Πολυδιάστατο Κεντρικό Οριακό Θεώ-
ρημα καθώς 𝑛 → ∞ ισχύει

√𝑛(m։ − μ) ե−→ 𝑁(0,Σ), εφαρμόζοντας την Πολυ-
διάστατη μέθοδο Δέλτα πρώτης τάξης (βλ. Θεώρημα 3.1.2.) παίρνουμε
√𝑛 মℎ(m։) − ℎ(μ)

𝑔(m։) − 𝑔(μ)য ե−→ 𝛮(ম0
0য , JᇆΣJᇳ

ᇆ ), όπου Jᇆ = ম[∇ℎ(μ)]ᇳ
[∇𝑔(μ)]ᇳ য ∈ ℝϵ֓ֆ.

Βρήκαμε ότι JᇆΣJᇳ
ᇆ = ম[∇ℎ(μ)]ᇳΣ[∇ℎ(μ)] [∇ℎ(μ)]ᇳΣ[∇𝑔(μ)]

[∇𝑔(μ)]ᇳΣ[∇ℎ(μ)] [∇𝑔(μ)]ᇳΣ[∇𝑔(μ)]য, όπου

∇𝑔(μ) =
⎡
⎢⎢⎢
⎣

ᇘւ(֓ȯӴ…Ӵ֓Ր)
ᇘ֓ȯ

|x=μ
ᇘւ(֓ȯӴ…Ӵ֓Ր)

ᇘ֓ɞ
|x=μ

…
ᇘւ(֓ȯӴ…Ӵ֓Ր)

ᇘ֓Ր
|x=μ

⎤
⎥⎥⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

−𝑘𝜇ֆ−φ
0
…
0
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑔φ
0
…
0
𝑔ֆ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

και

∇ℎ(μ) =
⎡
⎢⎢⎢
⎣

ᇘփ(֓ȯӴ…Ӵ֓Ր)
ᇘ֓ȯ

|x=μ
ᇘփ(֓ȯӴ…Ӵ֓Ր)

ᇘ֓ɞ
|x=μ

…
ᇘփ(֓ȯӴ…Ӵ֓Ր)

ᇘ֓Ր
|x=μ

⎤
⎥⎥⎥
⎦

=
⎡
⎢⎢
⎣

1
0
…
0

⎤
⎥⎥
⎦

=
⎡
⎢⎢
⎣

ℎφ
0
…
0

⎤
⎥⎥
⎦
.

Υπολογίζουμε
[𝑔(μ)]ᇳΣ[∇𝑔(μ)] = 𝑣ϵ

ֆ.

[∇ℎ(μ)]ᇳΣ[∇ℎ(μ)] = ीℎφ 0 … 0ु
⎡
⎢⎢
⎣

𝜎φφ 𝜎φϵ … 𝜎φֆ
𝜎φϵ 𝜎ϵϵ … 𝜎ϵֆ
… … … …

𝜎φֆ 𝜎ϵֆ … 𝜎ֆֆ

⎤
⎥⎥
⎦

⎡
⎢⎢
⎣

ℎφ
0
…
0

⎤
⎥⎥
⎦

= ℎϵ
φ𝜎φφ.

[∇ℎ(μ)]ᇳΣ[∇𝑔(μ)] = ीℎφ 0 … 0ु
⎡
⎢⎢
⎣

𝜎φφ 𝜎φϵ … 𝜎φֆ
𝜎φϵ 𝜎ϵϵ … 𝜎ϵֆ
… … … …

𝜎φֆ 𝜎ϵֆ … 𝜎ֆֆ

⎤
⎥⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑔φ
0
…
0
𝑔ֆ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

= ीℎφ𝜎φφ … ℎφ𝜎φֆु
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑔φ
0
…
0
𝑔ֆ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

= ℎφ𝑔φ𝜎φφ + ℎφ𝑔ֆ𝜎φֆ.
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[∇𝑔(μ)]ᇳΣ[∇ℎ(μ)] = ी𝑔φ 0 … 0 𝑔ֆु
⎡
⎢⎢
⎣

𝜎φφ 𝜎φϵ … 𝜎φֆ
𝜎φϵ 𝜎ϵϵ … 𝜎ϵֆ
… … … …

𝜎φֆ 𝜎ϵֆ … 𝜎ֆֆ

⎤
⎥⎥
⎦

⎡
⎢⎢
⎣

ℎφ
0
…
0

⎤
⎥⎥
⎦

= ी𝑔φ𝜎φφ + 𝑔ֆ𝜎φֆ … 𝑔φ𝜎φֆ + 𝑔ֆ𝜎ֆֆु
⎡
⎢⎢
⎣

ℎφ
0
…
0

⎤
⎥⎥
⎦

= ℎφ𝑔φ𝜎φφ + ℎφ𝑔ֆ𝜎φֆ.
Αφού ισχύουν ℎφ = 1 𝜎φφ = 𝜇ϵ − 𝜇ϵ

φ = 𝜇ϵ = 𝜎ϵ

𝑔φ = −𝑘𝜇ֆ−φ 𝜎φֆ = 𝜇ᇃ+φ − 𝜇φ𝜇ֆ = 𝜇ᇃ+φ
𝑔ֆ = 1,

με αντικατάσταση προκύπτει
[𝑔(μ)]ᇳΣ[∇𝑔(μ)] = 𝑣ϵ

ֆ.
[∇ℎ(μ)]ᇳΣ[∇ℎ(μ)] = ℎϵ

φ𝜎φφ = 𝜎ϵ.
[∇ℎ(μ)]ᇳΣ[∇𝑔(μ)] = [∇𝑔(μ)]ᇳΣ[∇ℎ(μ)] = ℎφ𝑔φ𝜎φφ + ℎφ𝑔ֆ𝜎φֆ

= 1(−𝑘𝜇ֆ−φ)𝜎ϵ + 1 ⋅ 1𝜇ֆ+φ.
= 𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ.

Συνεπώς, καταλήγουμε στο ακόλουθο θεώρημα:

Θεώρημα 4.2.2. Εάν 𝛦[|𝛸|ϵֆ] < ∞, τότε ισχύει ότι
√𝑛 ম 𝑋։ − 𝜇

𝑀ֆӴ։ − 𝜇ֆ
য ե−→ 𝛮(ম0

0য , ম 𝜎ϵ 𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ
𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ 𝑣ϵ

ᇃ
য),

όπου η 𝑣ֆ δίνεται από τη σχέση (4.2.7).

Οριακή κατανομή του διανύσματος δειγματικών κεντρικών ροπών (𝑋։ − 𝜇, … , 𝑀ֆӴ։)ᇳ

Για την εύρεση της οριακής κατανομής του διανύσματος (𝑋։−𝜇, 𝛭ϵӴ։, … , 𝑀ֆӴ։)ᇳ

θα εργαστούμε με παρόμοιο τρόπο όπως παραπάνω.
Όπως στις προηγούμενες περιπτώσεις, εφαρμόζοντας το το Πολυδιάστατο Κεν-
τρικό Οριακό Θεώρημα (βλ. Θεώρημα 1.4.6.) έχουμε καθώς 𝑛 → ∞,
√𝑛(m։ − μ) ե−→ W ∼ 𝑁(0,Σ).
Επιπλέον, ορίζουμε συνάρτηση g = (𝑔φ, 𝑔ϵ, … , 𝑔ֆ) ∶ ℝֆ → ℝֆ έτσι ώστε να
ισχύει 𝑔֍(m։) = 𝑀֍Ӵ։, ∀𝑟 ∈ {1, 2, … , 𝑘}. Δηλαδή, η g ορίζεται ως
𝑔φ(𝑥φ, … , 𝑥ֆ) = 𝑥φ

𝑔֍(𝑥φ, … , 𝑥ֆ) = (−1)֍−φ(𝑟 − 1)𝑥֍
φ +

֍−φ
∑
օ=ϵ

(֍օ)(−1)֍−օ𝑥օ𝑥֍−օ
φ + 𝑥֍,

για 𝑟 ∈ {2, … , 𝑘 − 1}
𝑔ֆ(𝑥φ, … , 𝑥ֆ) = (−1)ֆ−φ(𝑘 − 1)𝑥ֆ

φ +
ֆ−φ
∑
օ=ϵ

(ֆօ)(−1)ֆ−օ𝑥օ𝑥ֆ−օ
φ + 𝑥ֆ
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και 𝑔ք ∶ ℝֆ → ℝ, πολυωνυμικές συναρτήσεις, ∀𝑖 ∈ {1, 2, … , 𝑘}.
Επομένως, από Πολυδιάστατη μέθοδο Δέλτα πρώτης τάξης από τον ℝֆ στον ℝֆ

έχουμε ότι

√𝑛
⎡
⎢⎢
⎣

𝑔φ(m։) − 𝑔φ(μ)
𝑔ϵ(m։) − 𝑔ϵ(μ)

…
𝑔ֆ(m։) − 𝑔ֆ(μ)

⎤
⎥⎥
⎦

ե−→ 𝐻(μ)W =
⎡
⎢⎢⎢
⎣

ᇘւȯ(x)
ᇘ֓ȯ

|x=μ
ᇘւȯ(x)

ᇘ֓ɞ
|x=μ … ᇘւȯ(x)

ᇘ֓Ր
|x=μ

ᇘւɞ(x)
ᇘ֓ȯ

|x=μ
ᇘւɞ(x)

ᇘ֓ɞ
|x=μ … ᇘւɞ(x)

ᇘ֓Ր
|x=μ

… … … …
ᇘւՐ(x)

ᇘ֓ȯ
|x=μ

ᇘւՐ(x)
ᇘ֓ɞ

|x=μ … ᇘւՐ(x)
ᇘ֓Ր

|x=μ

⎤
⎥⎥⎥
⎦

W

=
⎡
⎢⎢
⎣

[∇𝑔φ(μ)]ᇳ
[∇𝑔ϵ(μ)]ᇳ

…
[∇𝑔ֆ(μ)]ᇳ

⎤
⎥⎥
⎦
W.

Δηλαδή,

√𝑛
⎡
⎢⎢
⎣

𝑔φ(m։) − 𝑔φ(μ)
𝑔ϵ(m։) − 𝑔ϵ(μ)

…
𝑔ֆ(m։) − 𝑔ֆ(μ)

⎤
⎥⎥
⎦

= √𝑛
⎡
⎢⎢
⎣

𝑋։ − 𝜇
𝑀ϵӴ։ − 𝜎ϵ

…
𝑀ֆӴ։ − 𝜇ֆ

⎤
⎥⎥
⎦

ե−→ 𝛮(
⎡
⎢⎢
⎣

0
0
…
0

⎤
⎥⎥
⎦

, JᇆΣJᇳ
ᇆ ),

όπου Jᇆ =
⎡
⎢⎢
⎣

[∇𝑔φ(μ)]ᇳ
[∇𝑔ϵ(μ)]ᇳ

…
[∇𝑔ֆ(μ)]ᇳ

⎤
⎥⎥
⎦
.

Θα υπολογίσουμε την ποσότητα JᇆΣJᇳ
ᇆ . Έχουμε

JᇆΣJᇳ
ᇆ =

⎡
⎢⎢
⎣

[∇𝑔φ(μ)]ᇳ
[∇𝑔ϵ(μ)]ᇳ

…
[∇𝑔ֆ(μ)]ᇳ

⎤
⎥⎥
⎦
Σ ी[∇𝑔φ(μ)] [∇𝑔ϵ(μ)] … [∇𝑔ֆ(μ)]ु

=
⎡
⎢⎢
⎣

[∇𝑔φ(μ)]ᇳΣ[∇𝑔φ(μ)] … [∇𝑔φ(μ)]ᇳΣ[∇𝑔ֆ(μ)]
[∇𝑔ϵ(μ)]ᇳΣ[∇𝑔φ(μ)] … [∇𝑔ϵ(μ)]ᇳΣ[∇𝑔ֆ(μ)]

…
[∇𝑔ֆ(μ)]ᇳΣ[∇𝑔φ(μ)] … [∇𝑔ֆ(μ)]ᇳΣ[∇𝑔ֆ(μ)]

⎤
⎥⎥
⎦
.

Από τις προηγούμενες υποπεριπτώσεις βρήκαμε ότι
[∇𝑔φ(μ)]ᇳΣ[∇𝑔φ(μ)] = 𝜎ϵ.
[∇𝑔φ(μ)]ᇳΣ[∇𝑔ֆ(μ)] = 𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ.
[∇𝑔φ(μ)]ᇳΣ[∇𝑔֍(μ)] = 𝜇֍+φ − 𝑟𝜎ϵ𝜇֍−φ, 𝑟 ∈ {2, … , 𝑘 − 1}.
[∇𝑔֍(μ)]ᇳΣ[∇𝑔֍(μ)] = 𝑣ϵ

֍ .
[∇𝑔ֆ(μ)]ᇳΣ[∇𝑔ֆ(μ)] = 𝑣ϵ

ֆ.
[∇𝑔֍(μ)]ᇳΣ[∇𝑔ֆ(μ)] = [∇𝑔ֆ(μ)]ᇳΣ[∇𝑔֍(μ)] = 𝑣֍ֆ = 𝑣ֆ֍.
Καταλήξαμε λοιπόν στο παρακάτω:

Θεώρημα 4.2.3. Με την προϋπόθεση ότι 𝛦[𝛸ϵᇃ] < ∞ έπεται ότι
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√𝑛
⎡
⎢⎢
⎣

𝑋։ − 𝜇
𝑀ϵӴ։ − 𝜎ϵ

…
𝑀ֆӴ։ − 𝜇ֆ

⎤
⎥⎥
⎦

ե−→ 𝛮(
⎡
⎢⎢
⎣

0
0
…
0

⎤
⎥⎥
⎦

,
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝜎ϵ 𝜇ϯ 𝜇Κ − 3𝜎ϵ … 𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ
𝜇ϯ 𝑣ϵ

ϵ 𝑣ϵϯ … 𝑣ϵֆ
𝜇Κ − 3𝜎ϵ 𝑣ϵϯ 𝑣ϵ

ϯ … 𝑣ϯֆ
… … … … …

𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ 𝑣ϵֆ 𝑣ϯֆ … 𝑣ϵ
ֆ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

),

όπου οι ποσότητες 𝑣ϵ
ֆ, 𝑣ϵ

֍, 𝑣֍ֆ, για 𝑟 ∈ {2, 3, … , 𝑘 − 1} δίνονται από τις σχέσεις
(4.2.7), (4.2.8), (4,2,9) αντίστοιχα.

Παρατήρηση 4.2.2. H αρχική υπόθεση ότι 𝛦[𝛸ϵᇃ] < ∞, η οποία δόθηκε
στην αρχή του κεφαλαίου είχε στόχο να ορίζεται η ποσότητα 𝜇ϵᇃ και άρα η 𝑣ϵ

ֆ,
εφόσον 𝑣ϵ

ֆ = 𝜇ϵֆ − 𝜇ϵ
ֆ + 𝑘𝜇ֆ−φ[𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ − 2𝜇ֆ+φ].Από παρατήρηση 1.4.1. όλες

οι υπόλοιπες κεντρικές ροπές γύρω από το μέσο οι οποίες εμφανίζονται μπορούν
να ορισθούν και το ίδιο ισχύει και για τις ποσότητες 𝑣քօ, ∀𝑖, 𝑗 ∈ {2, … , 𝑘}.
Πρόταση 4.2.1. Εάν ισχύει 𝛦[𝛸ϵֆ] < ∞, ο παραπάνω πίνακας διασποράς της
οριακής κατανομής των [𝑋։ − 𝜇, 𝛭ϵӴ։, … , 𝑀ֆӴ։]ᇳ , δηλαδή ο πίνακας

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝜎ϵ 𝜇ϯ 𝜇Κ − 3𝜎ϵ … 𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ
𝜇ϯ 𝑣ϵ

ϵ 𝑣ϵϯ … 𝑣ϵֆ
𝜇Κ − 3𝜎ϵ 𝑣ϵϯ 𝑣ϵ

ϯ … 𝑣ϯֆ
… … … … …

𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ 𝑣ϵֆ 𝑣ϯֆ … 𝑣ϵ
ֆ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

ταυτίζεται με τον πίνακα διασποράς του τυχαίου διανύσματος

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑌
𝑌 ϵ

𝑌 ϯ − 3𝜎ϵ𝑌
𝑌 Κ − 4𝜇ϯ𝑌

…
𝑌 ֆ − 𝑘𝜇ֆ−φ𝑌

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑋 − 𝜇
(𝛸 − 𝜇)ϵ

(𝛸 − 𝜇)ϯ − 3𝜎ϵ(𝛸 − 𝜇)
(𝛸 − 𝜇)Κ − 4𝜇ϯ(𝛸 − 𝜇)

…
(𝑋 − 𝜇)ֆ − 𝑘𝜇ֆ−φ(𝑋 − 𝜇)

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Απόδειξη. Για την απόδειξη, αρκεί να δείξουμε ότι για 𝑟, 𝑘 ∈ {2, 3, …} ισχύουν
οι κάτωθι:
(i) 𝜎ϵ = 𝑉𝑎𝑟[𝑋 − 𝜇]

(ii) 𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ = 𝐶𝑜𝑣[𝑋 − 𝜇, (𝑋 − 𝜇)ֆ − 𝑘𝜇ֆ−φ(𝑋 − 𝜇)]

(iii) 𝑣ϵ
ֆ = 𝑉𝑎𝑟[(𝑋 − 𝜇)ֆ − 𝑘𝜇ֆ−φ(𝑋 − 𝜇)]

(iv) 𝑣֍ֆ = 𝐶𝑜𝑣[(𝑋 − 𝜇)֍ − 𝑟𝜇֍−φ(𝑋 − 𝜇), (𝑋 − 𝜇)ֆ − 𝑘𝜇ֆ−φ(𝑋 − 𝜇)]
Έχουμε,

(i) H απόδειξη είναι προφανής από ορισμό διασποράς.
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(ii) 𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ = 𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜇ֆ−φ𝜇ϵ
= 𝐸[(𝛸 − 𝜇)ֆ+φ] − 𝑘𝜇ֆ−φ𝐸[(𝑋 − 𝜇)ϵ]
= 𝐸[(𝛸 − 𝜇)ֆ+φ − 𝑘𝜇ֆ−φ(𝑋 − 𝜇)ϵ]

զ[չ−ᇆ]=Ј= 𝐸[(𝛸 − 𝜇)ֆ+φ − 𝑘𝜇ֆ−φ(𝑋 − 𝜇)ϵ]
−𝛦[(𝛸 − 𝜇)]𝛦[(𝛸 − 𝜇)ֆ − 𝑘𝜇ֆ−φ(𝑋 − 𝜇)]

= 𝐸[(𝛸 − 𝜇)((𝑋 − 𝜇)ֆ − 𝑘𝜇ֆ−φ(𝑋 − 𝜇))]
−𝛦[(𝛸 − 𝜇)]𝛦[(𝛸 − 𝜇)ֆ − 𝑘𝜇ֆ−φ(𝑋 − 𝜇)]

դ֊֑[չӴպ]=զ[չպ]−զ[չ]զ[պ]= 𝐶𝑜𝑣[(𝑋 − 𝜇), (𝛸 − 𝜇)ֆ − 𝑘𝜇ֆ−φ(𝑋 − 𝜇)].
(iii) 𝑣ϵ

ֆ = 𝜇ϵֆ − 𝜇ϵ
ֆ + 𝑘𝜇ֆ−φ[𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ − 2𝜇ֆ+φ]

= 𝜇ϵֆ − 𝜇ϵ
ֆ + 𝑘ϵ𝜇ϵ

ֆ−φ𝜎ϵ − 2𝑘𝜇ֆ−φ𝜇ֆ+φ
= 𝐸[(𝑋 − 𝜇)ϵֆ] − 𝐸[(𝑋 − 𝜇)ֆ]ϵ + 𝑘ϵ𝜇ϵ

ֆ−φ𝑉𝑎𝑟[𝑋]
−2𝑘𝐸[(𝑋 − 𝜇)ֆ+φ]𝜇ֆ−φ

= 𝑉𝑎𝑟[(𝑋 − 𝜇)ֆ] + 𝑘ϵ𝜇ϵ
ֆ−φ𝑉𝑎𝑟[𝑋] − 2𝑘𝐸[(𝑋 − 𝜇)ֆ(𝑋 − 𝜇)]𝜇ֆ−φ

զ[չ−ᇆ]=Ј= 𝑉𝑎𝑟[(𝑋 − 𝜇)ֆ] + 𝑘ϵ𝜇ϵ
ֆ−φ𝑉𝑎𝑟[𝑋 − 𝜇]

−2𝑘[𝐸[(𝑋 − 𝜇)ֆ(𝑋 − 𝜇)] − 𝐸[(𝑋 − 𝜇)ֆ]𝛦[(𝑋 − 𝜇)]]𝜇ֆ−φ
= 𝑉𝑎𝑟[(𝑋−𝜇)ֆ]+𝑉𝑎𝑟[𝑘𝜇ֆ−φ(𝑋−𝜇)]−2𝑘𝜇ֆ−φ𝐶𝑜𝑣[(𝑋−𝜇)ֆ, (𝑋−𝜇)]
= 𝑉𝑎𝑟[(𝑋−𝜇)ֆ]+𝑉𝑎𝑟[𝑘𝜇ֆ−φ(𝑋−𝜇)]−2𝐶𝑜𝑣[(𝑋−𝜇)ֆ, 𝑘𝜇ֆ−φ(𝑋−𝜇)]
= 𝑉𝑎𝑟[(𝑋 − 𝜇)ֆ − 𝑘𝜇ֆ−φ(𝑋 − 𝜇)].

(iv) 𝑣֍ֆ = 𝜇֍+ֆ − 𝑘𝜇֍+φ𝜇ֆ−φ − 𝑟𝜇֍−φ𝜇ֆ+φ + 𝑟𝑘𝜎ϵ𝜇֍−φ𝜇ֆ−φ − 𝜇ֆ𝜇֍
= 𝐸[(𝛸 − 𝜇)֍+ֆ] − 𝑘𝜇ֆ−φ𝐸[(𝑋 − 𝜇)֍+φ] − 𝑟𝜇֍−φ𝛦[(𝛸 − 𝜇)ֆ+φ]

+𝑘𝑟𝜇֍−φ𝜇ֆ−φ𝐸[(𝑋 − 𝜇)ϵ] − 𝛦[(𝛸 − 𝜇)֍]𝐸[(𝑋 − 𝜇)ֆ]
= 𝐸[(𝛸 − 𝜇)֍+ֆ − 𝑘𝜇ֆ−φ(𝑋 − 𝜇)֍+φ − 𝑟𝜇֍−φ(𝛸 − 𝜇)ֆ+φ

+𝑘𝑟𝜇֍−φ𝜇ֆ−φ(𝑋 − 𝜇)ϵ] − 𝛦[(𝛸 − 𝜇)֍]𝐸[(𝑋 − 𝜇)ֆ]
զ[չ−ᇆ]=Ј= 𝐸[(𝛸 − 𝜇)ֆ[(𝑋 − 𝜇)֍ − 𝑟𝜇֍−φ(𝑋 − 𝜇)]

−𝑘𝜇ֆ−φ(𝑋 − 𝜇)[(𝛸 − 𝜇)֍ − 𝑟𝜇֍−φ(𝑋 − 𝜇)]]
−[𝛦[(𝛸 − 𝜇)֍ − 𝑟𝜇֍−φ𝛦[𝑋 − 𝜇]][𝐸[(𝑋 − 𝜇)ֆ] − 𝑘𝜇ֆ−φ𝐸[𝑋 − 𝜇]]

= 𝐸[[(𝑋 − 𝜇)֍ − 𝑟𝜇֍−φ(𝑋 − 𝜇)][(𝛸 − 𝜇)ֆ − 𝑘𝜇ֆ−φ(𝑋 − 𝜇)]]
−[𝛦[(𝛸 − 𝜇)֍ − 𝑟𝜇֍−φ𝛦[𝑋 − 𝜇]][𝐸[(𝑋 − 𝜇)ֆ] − 𝑘𝜇ֆ−φ𝐸[𝑋 − 𝜇]]

= 𝐶𝑜𝑣[(𝑋 − 𝜇)֍ − 𝑟𝜇֍−φ(𝑋 − 𝜇), (𝛸 − 𝜇)ֆ − 𝑘𝜇ֆ−φ(𝑋 − 𝜇)].

Παρατήρηση 4.2.3. Αφού αποδείξαμε ότι
𝑣ϵ

ֆ = 𝑉𝑎𝑟[(𝑋 − 𝜇)ֆ − 𝑘𝜇ֆ−φ(𝑋 − 𝜇)], συνεπάγεται ότι 𝑣ϵ
ֆ ≥ 0. H Πρόταση 4.2.1.

είναι ιδιαίτερα σημαντική, διότι επιτρέπει τη μελέτη των ιδιαζουσών κατανομών,
δηλαδή των κατανομών για τις οποίες 𝑣ϵ

ֆ = 0. Συγκεκριμένα, 𝑣ֆ = 0 ⇔ ∃𝑐 ∈ ℝ ∶
(𝑋 − 𝜇)ֆ = 𝑘𝜇ֆ−φ(𝑋 − 𝜇) + 𝑐, με πιθανότητα 1.
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4.3 Σύγκλιση δειγματικών κεντρικών ροπών
Στην προηγούμενη ενότητα αποδείξαμε ότι η οριακή κατανομή του διανύσμα-

τος των δειγματικών κεντρικών ροπών [𝛭φӴ։, … , 𝑀ֆӴ։]஠ είναι η Κανονική Κατα-
νομή με τον πίνακα διασποράς που αναφέρθηκε παραπάνω. Δηλαδή,

√𝑛
⎡
⎢⎢
⎣

𝑋։ − 𝜇
𝑀ϵӴ։ − 𝜎ϵ

…
𝑀ֆӴ։ − 𝜇ֆ

⎤
⎥⎥
⎦

ե−→ 𝛮(
⎡
⎢⎢
⎣

0
0
…
0

⎤
⎥⎥
⎦

,
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝜎ϵ 𝜇ϯ 𝜇Κ − 3𝜎ϵ … 𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ
𝜇ϯ 𝑣ϵ

ϵ 𝑣ϵϯ … 𝑣ϵֆ
𝜇Κ − 3𝜎ϵ 𝑣ϵϯ 𝑣ϵ

ϯ … 𝑣ϯֆ
… … … … …

𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ 𝑣ϵֆ 𝑣ϯֆ … 𝑣ϵ
ֆ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

).

Εντούτοις, η προαναφερθείσα ασθενής σύγκλιση δε συνεπάγεται τη σύγκλιση των
επιμέρους δειγματικών κεντρικων ροπών στις αντίστοιχες ποσότητες, καθώς
𝑛 → ∞.

Για να αληθεύει η σύγκλιση των αντίστοιχων δειγματικών κεντρικών ροπών
θα πρέπει να ισχύουν:
𝐸[√𝑛(𝑋։ − 𝜇)] → 0, 𝐸[√𝑛(𝑀քӴ։ − 𝜇ք)] → 0, ∀𝑖 ∈ {2, 3, … , 𝑘},
𝑉𝑎𝑟[√𝑛(𝑋։ − 𝜇)] → 𝜎ϵ, 𝑉𝑎𝑟[√𝑛(𝑀քӴ։ − 𝜇ք)] → 𝑣ϵ

ֆ, ∀𝑖 ∈ {2, 3, … , 𝑘},
𝐶𝑜𝑣[𝑋։ − 𝜇), (𝑀քӴ։ − 𝜇ք)] → 𝜇ք+φ − 𝑖𝜎ϵ𝜇ք−φ, ∀𝑖 ∈ {2, 3, … , 𝑘},
𝐶𝑜𝑣[(𝑀֍Ӵ։ − 𝜇֍)), (𝑀քӴ։ − 𝜇ք)] → 𝑣֍ք, ∀𝑟 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 ∈ {2, 3, … , 𝑘}.
Για να δείξουμε ότι σχέσεις αυτές πράγματι αληθεύουν, αρκεί να αποδείξουμε τις
παρακάτω τρεις προτάσεις.

Πρόταση 4.3.1. Εάν 𝛦[𝛸ֆ] < ∞ , για κάποιο 𝑘 ∈ {2, 3, …}, τότε, καθώς 𝑛 → ∞

𝛦[𝛭ֆӴ։] = 𝜇ֆ + 𝑜( 1√𝑛). (4.3.1)

Απόδειξη. Θα δείξουμε ότι καθώς 𝑛 → ∞, 𝛦[𝛭ֆӴ։] = 𝜇ֆ + 𝑜( φ√։)
⇔ 𝛦[𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ] = 𝑜( φ√։)

հᇊӳφӳϩӳφӳ
⇔ √𝑛𝛦[𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ] → 0
⇔ 𝛦[√𝑛(𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ)] → 0.

Από τη σχέση (4.1.6) προκύπτει ότι

𝑀ֆӴ։ − 𝜇ֆ = 𝑚ֆӴ։ + (−1)ֆ−φ(𝑘 − 1)𝑚ֆ
φӴ։ +

ֆ−φ
∑
օ=ϵ

(ֆօ)(−1)ֆ−օ𝑚օӴ։𝑚ֆ−օ
φӴ։ − 𝜇ֆ

= (𝑚ֆӴ։ − 𝜇ֆ) + (−1)ֆ−φ(𝑘 − 1)𝑚ֆ
φӴ։ +

ֆ−φ
∑
օ=ϵ

(ֆօ)(−1)ֆ−օ𝑚օӴ։𝑚ֆ−օ
φӴ։ .

Οπότε, θα αποδείξουμε ότι καθώς 𝑛 → ∞,
𝛦[√𝑛(𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ)] → 0

⇔ 𝛦[√𝑛(𝑚ֆӴ։ −𝜇ֆ)+(−1)ֆ−φ(𝑘−1)√𝑛𝑚ֆ
φӴ։ +

ֆ−φ
∑
օ=ϵ

(ֆօ)(−1)ֆ−օ√𝑛𝑚օӴ։𝑚ֆ−օ
φӴ։ ]
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= √𝑛𝐸[(𝑚ֆӴ։−𝜇ֆ)]+(−1)ֆ−φ(𝑘−1)√𝑛𝐸[𝑚ֆ
φӴ։]+

ֆ−φ
∑
օ=ϵ

(ֆօ)(−1)ֆ−օ√𝑛𝐸[𝑚ֆ−օ
φӴ։ 𝑚օӴ։]]

→ 0.
Επομένως, αρκεί να δείξουμε ότι για 𝑛 → ∞ αληθεύουν:
(i)

√𝑛𝐸[(𝑚ֆӴ։ − 𝜇ֆ)] = 0,
(ii)

√𝑛𝐸[𝑚ֆ
φӴ։] → 0,

(iii)
√𝑛𝐸[𝑚ֆ−օ

φӴ։ 𝑚օӴ։] → 0, όπου 𝑗 = 2, … , 𝑘 − 2 και 𝑘 ≥ 4,
(iv)

√𝑛𝐸[𝑚φӴ։𝑚ֆ−φӴ։] → 0, όπου 𝑘 ≥ 3.

Πράγματι,
(i)

√𝑛𝐸[(𝑚ֆӴ։ − 𝜇ֆ)] = √𝑛𝐸[(𝑚ֆӴ։] − √𝑛𝐸[𝜇ֆ] = √𝑛𝜇ֆ − √𝑛𝜇ֆ = 0,
δεδομένου ότι 𝛦[(𝑚ֆӴ։] = 𝐸[ φ։

։
∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)ֆ] = φ։
։

∑
ք=φ

𝐸[(𝑋ք − 𝜇)ֆ] = 𝜇ֆ.

(iv)
√𝑛𝐸[𝑚φӴ։𝑚ֆ−φӴ։] = 𝐸[ φ։

։
∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇) φ։
։

∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)ֆ−φ]

= 𝐸[ φ
։ɞ

։
∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)
։

∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)ֆ−φ]

= φ
։ɞ 𝐸[

։
∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)ֆ +
։

∑
ք=φ

∑
օ≠ք

(𝑋ք − 𝜇)(𝑋օ − 𝜇)ֆ−φ]

= φ
։ɞ 𝐸[

։
∑
ք=φ

(𝑋ք−𝜇)ֆ]+ φ
։ɞ 𝛦[

։
∑
ք=φ

∑
օ≠ք

(𝑋ք−𝜇)(𝑋օ−𝜇)ֆ−φ]

= φ
։ɞ 𝑛𝜇ֆ + 𝐸[ φ։

։
∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇) φ։ ∑
օ≠ք

(𝑋օ − 𝜇)ֆ−φ]

= φ։𝜇ֆ + φ։
։

∑
ք=φ

𝐸[𝑋ք − 𝜇] φ։ ∑
օ≠ք

𝐸[(𝑋օ − 𝜇)ֆ−φ]]
զ[չՎ−ᇆ]=Ј= ᇆՐ։ → 0, καθώς 𝑛 → ∞,

αφού 𝜇ֆ = 𝐸[(𝑋 − 𝜇)ֆ] < ∞.

(ii) Για την απόδειξη της (ii) σχέσης παραθέτουμε το εξής Λήμμα:

Λήμμα 4.3.1. Έστω 𝑋φ, … , 𝑋։, 𝑋 ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες μεταβλητές
με 𝛦[𝛸] = 𝜇, 𝑉𝑎𝑟[𝑋] = 𝜎ϵ, 𝛦[|𝛸|ᆽ] < ∞, για κάποιο 𝛿 ≥ 2. Τότε, ∀𝛼 ∈ (0, 𝛿]
έπεται ότι 𝛦[|√𝑛(𝑋։ − 𝜇)|ᆺ] → 𝜎ᆺ𝛦[|𝛧|ᆺ], καθώς 𝑛 → ∞,

όπου 𝑋։ =
։

∑
ք=φ

𝑋ք και 𝛧 ∼ 𝑁(0, 1).

Η εκτενής απόδειξη του παραπάνω λήμματος παρατίθεται στο [10], σελ. 18.
Έχουμε τώρα από το Λήμμα 4.3.1., για δ=α=1 ότι,
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|𝑛Ր
ɞ 𝐸[𝑚ֆ

φӴ։]| ≤ 𝑛Ր
ɞ 𝐸[|𝑚ֆ

φӴ։|] = 𝐸[|√𝑛𝑚φӴ։|ֆ]
= 𝐸[|√𝑛(𝑋։ − 𝜇)|ֆ] → 𝜎ֆ𝐸[|𝑍|ֆ].

Συνεπώς,
𝐸[|𝑋|ֆ] < ∞ ⇒ 𝐸[|√𝑛(𝑋։ − 𝜇)|ֆ] → 𝜎ֆ𝐸[|𝑍|ֆ].

Οπότε,

|√𝑛𝛦[𝑚ֆ
φӴ։]| ≤ √𝑛𝐸[|𝑚φӴ։|ֆ] = √𝑛𝐸[|𝑋։ − 𝜇|ֆ]

= √𝑛𝑛Ր
ɞ 𝑛− Ր

ɞ 𝐸[|𝑋։ − 𝜇|ֆ] = 𝑛−(Ր−ȯ)
ɞ 𝐸[|√𝑛(𝑋։ − 𝜇)|ֆ]

= զ[|√։(չՓ−ᇆ)|Ր]
։

(Ր−ȯ)
ɞ

→ 0, καθώς 𝑛 → ∞,
αφού 𝐸[|√𝑛(𝑋։ − 𝜇)|ֆ] = |𝑛Ր

ɞ 𝐸[𝑚ֆ
φӴ։]| → 𝜎ֆ𝐸[|𝑍|ֆ] < ∞.

(iii) Για την απόδειξη της (iii) θα κάνουμε χρήση του παρακάτω Λήμματος:

Λήμμα 4.3.2. Έστω 𝑋φ, … , 𝑋։, 𝑋 ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες μεταβλητές
με 𝛦[𝛸] = 𝜇 και 𝛦[|𝛸|ᇇ] < ∞, για κάποιο 𝜈 ∈ {2, 3, …}. Τότε, ∀𝑗 ∈ {2, … , 𝜈}
έπεται ότι

𝛦[|𝑚օӴ։|ᆝ
Տ ] ≤ 𝛦[|𝛸 − 𝜇|ᇇ],

όπου 𝑚օӴ։ = φ։
։

∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)օ.

Απόδειξη. Λήμματος.
•Για 𝑗 = 𝜈 έχουμε ότι

|𝑚օӴ։| = | φ։
։

∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)օ| ≤ φ։
։

∑
ք=φ

|(𝑋ք − 𝜇)|օ օ=ᇇ= φ։
։

∑
ք=φ

|(𝑋ք − 𝜇)|ᇇ.

Άρα, 𝛦[|𝑚օӴ։|ᆝᆝ ] = 𝛦[|𝑚օӴ։|] ≤ 𝐸[ φ։
։

∑
ք=φ

|(𝑋ք − 𝜇)|ᇇ] = φ։
։

∑
ք=φ

𝐸[|(𝑋ք − 𝜇)|ᇇ]
= 𝐸[|(𝑋 − 𝜇)|ᇇ].

•Για 𝑗 < 𝜈 τότε,
αρχικά παραθέτουμε την ανισότητα Holder, η οποία είναι χρήσιμη στη συνέχεια.

Ανισότητα Holder : Για (𝑥φ, … , 𝑥։), (𝑦φ, … , 𝑦։) ∈ ℝ։ , για συζυγείς 𝑝, 𝑞 > 1
δηλαδή φ֋ + φ֌ = 1(⇒ 𝑞 = ֋

֋−φ) ισχύει η ανισότητα

։
௽
ք=φ

|𝑥ք𝑦ք| ≤ (
։

௽
ք=φ

|𝑥ք|֋) ȯՕ (
։

௽
ք=φ

|𝑦ք|֌)ȯՖ , (4.3.2)
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ενώ μια δεύτερη έκφρασή της στο χώρο πιθανότητας (𝛺, 𝐹, 𝑃), με τυχαίες μετα-
βλητές 𝛸, 𝛶 στον Ω, είναι η ακόλουθη

𝐸[|𝑋𝑌|] ≤ (𝐸[|𝑋|֋]) ȯՕ (𝐸[|𝑌|֌])ȯՖ . (4.3.3)

Από χρήση της (4.3.2) προκύπτει ότι,

|
։

∑
ք=φ

𝑥ք|֋ = |
։

∑
ք=φ

1𝑥ք|֋ ≤ (
։

∑
ք=φ

|1𝑥ք|)֋ ≤ [(
։

∑
ք=φ

|𝑥ք|֋) ȯՕ (
։

∑
ք=φ

|1|֌)ȯՖ ]֋

= [(
։

∑
ք=φ

|𝑥ք|֋)Օ
Օ ][(

։
∑
ք=φ

|1|)Օ
Ֆ ]

= (
։

∑
ք=φ

|𝑥ք|֋)𝑛Օ
Ֆ

= 𝑛
ՕՕ

Օ−ȯ (
։

∑
ք=φ

|𝑥ք|֋)

= 𝑛֋−φ(
։

∑
ք=φ

|𝑥ք|֋).
Εφαρμόζοντας την παραπάνω σχέση με 𝑝 = ᇇ

օ και 𝑥ք = (𝑋ք − 𝜇)օ παίρνουμε,

𝛦[|𝑚օӴ։|ᆝ
Տ ] = 𝐸[| φ։

։
∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)օ|ᆝ
Տ ] = φ

։
ᆝ
Տ

𝐸[|
։

∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)օ|ᆝ
Տ ]

≤ φ
։

ᆝ
Տ

𝐸[(
։

∑
ք=φ

|(𝑋ք − 𝜇)|օ)ᆝ
Տ ] ≤ φ

։
ᆝ
Տ

𝐸[𝑛ᆝ
Տ −φ ։

∑
ք=φ

|(𝑋ք − 𝜇)|օ ᆝ
Տ ]

= φ
։

ᆝ
Տ

𝑛ᆝ
Տ −φ𝐸[

։
∑
ք=φ

|(𝑋ք − 𝜇)|ᇇ] = φ։𝐸[
։

∑
ք=φ

|(𝑋ք − 𝜇)|ᇇ]
= 𝐸[|(𝑋 − 𝜇)|ᇇ].

Συνέχεια Απόδειξης.
Θέλουμε να δείξουμε ότι

√𝑛𝐸[𝑚ֆ−օ
φӴ։ 𝑚օӴ։] → 0, όπου 𝑗 = 2, … , 𝑘 − 2 και

𝑘 ≥ 4.
Με εφαρμογή της ανισότητας Holder δηλαδή της έκφρασης (4.3.3), για

𝑝 = ֆ
ֆ−օ και άρα 𝑞 = ֋

֋−φ = ֆ
օ , με 𝛸 = |𝑚φӴ։|ֆ−օ, 𝑌 = |𝑚օӴ։| προκύπτει

√𝑛𝐸[𝑚ֆ−օ
φӴ։ 𝑚օӴ։] ≤ √𝑛(𝐸[|𝑚φӴ։|ֆ−օ Ր

Ր−Տ ])Ր−Տ
Ր (𝐸[|𝑚օӴ։|Ր

Տ ]) Տ
Ր

= √𝑛(𝐸[|𝑚φӴ։|ֆ])Ր−Տ
Ր (𝐸[|𝑚օӴ։|Ր

Տ ]) Տ
Ր

= √𝑛(𝐸[𝑛Ր
ɞ 𝑛− Ր

ɞ |𝑚φӴ։|ֆ])Ր−Տ
Ր (𝐸[|𝑚օӴ։|Ր

Տ ]) Տ
Ր

= √𝑛(𝐸[𝑛− Ր
ɞ |√𝑛𝑚φӴ։|ֆ])Ր−Տ

Ր (𝐸[|𝑚օӴ։|Ր
Տ ]) Տ

Ր

= √𝑛(𝐸[𝑛− Ր
ɞ |√𝑛(𝑋։ − 𝜇)|ֆ])Ր−Տ

Ր (𝐸[| φ։
։

∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)օ|Ր
Տ ]) Տ

Ր

= 𝑛ȯ
ɞ 𝑛− Ր

ɞ (𝐸[|√𝑛(𝑋։ − 𝜇)|ֆ])Ր−Տ
Ր φ

։Ր Տ
Ր

(𝐸[|
։

∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)օ|Ր
Տ ]) Տ

Ր
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= 𝑛ȯ
ɞ 𝑛− Ր

ɞ (𝐸[|√𝑛(𝑋։ − 𝜇)|ֆ])Ր−Տ
Ր 𝑛−օ𝑛(𝐸[|𝑋 − 𝜇|ֆ]) Տ

Ր

= 𝑛− Ր−ȯ−Տ
ɞ (𝐸[|√𝑛(𝑋։ − 𝜇)|ֆ])Ր−Տ

Ր (𝐸[|𝑋 − 𝜇|ֆ]) Տ
Ր

→ 0,
διότι από Λήμμα 4.3.1. για δ=α=k ισχύει
𝐸[|√𝑛(𝑋։ − 𝜇)|ֆ] → 𝜎ֆ𝐸[|𝑍|ֆ] < ∞.
Η απόδειξη ολοκληρώθηκε.

Πρόταση 4.3.2. Εάν 𝛦[|𝛸|ֆ+φ] < ∞ , για κάποιο 𝑘 ∈ {2, 3, …}, τότε καθώς
𝑛 → ∞,

𝐶𝑜𝑣[𝑋։, 𝛭ֆӴ։] = 1
𝑛(𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ) + 𝑜( 1

𝑛). (4.3.4)

Απόδειξη. Θα δείξουμε ότι, καθώς 𝑛 → ∞,

𝐶𝑜𝑣[𝑋։, 𝛭ֆӴ։] = φ։(𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ) + 𝑜( φ։)
⇔ 𝑛𝐶𝑜𝑣[𝑋։ − 𝜇, 𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ] = 𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ + 𝑛𝑜( φ։)
⇔ 𝐶𝑜𝑣[√𝑛(𝑋։ − 𝜇), √𝑛(𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ)] = 𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ + 𝑜(։։)
⇔ 𝐶𝑜𝑣[√𝑛(𝑋։ − 𝜇), √𝑛(𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ)] − 𝜇ֆ+φ + 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ = 𝑜(1)

ᆲᇀᇆᇆᆺφӳϩӳφӳ
⇔ 𝐶𝑜𝑣[√𝑛(𝑋։ − 𝜇), √𝑛(𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ)] − 𝜇ֆ+φ + 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ → 0
⇔ 𝐶𝑜𝑣[√𝑛(𝑋։ − 𝜇), √𝑛(𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ)] → 𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ
⇔ 𝐸[𝑛(𝑋։ − 𝜇)(𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ)] − 𝐸[√𝑛(𝑋։ − 𝜇)]𝐸[√𝑛(𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ]

→ 𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ
զ[√։(չՓ−ᇆ)]=Ј

⇔ 𝐸[𝑛(𝑋։ − 𝜇)(𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ)] → 𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ
⇔ 𝑛𝐸[(𝑋։ −𝜇)(𝛭ֆӴ։ −𝜇ֆ)] = 𝑛𝐸[𝑚φӴ։(𝛭ֆӴ։ −𝜇ֆ)] → 𝜇ֆ+φ −𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ.

•Για 𝑘 = 2,
από (4.1.6) με αντικατάσταση παίρνουμε 𝛭ϵӴ։ = 𝑚ϵӴ։ − 𝑚ϵ

φӴ։.
Άρα, 𝑛𝐸[𝑚φӴ։(𝛭ϵӴ։ − 𝜇ϵ)] = 𝑛𝐸[(𝑋։ − 𝜇)(𝛭ϵӴ։ − 𝜇ϵ)]

= 𝑛𝐸[(𝑋։ − 𝜇)(𝑚ϵӴ։ − 𝑚ϵ
φӴ։ − 𝜇ϵ)]

= 𝑛𝐸[(𝑋։ − 𝜇)(𝑚ϵӴ։ − 𝜇ϵ − (𝑋։ − 𝜇)ϵ)]
= 𝑛𝐸[(𝑋։ − 𝜇)(𝑚ϵӴ։ − 𝜇ϵ) − (𝑋։ − 𝜇)ϯ)]
= 𝑛𝐸[(𝑋։ − 𝜇)(𝑚ϵӴ։ − 𝜇ϵ)] − 𝑛𝐸[(𝑋։ − 𝜇)ϯ)]
= 𝜇ϯ − 𝑛𝐸[(𝑋։ − 𝜇)ϯ)],

γιατί 𝑛𝐸[(𝑋։ − 𝜇)(𝑚ϵӴ։ − 𝜇ϵ)] = 𝑛𝐸[(𝑋։ − 𝜇)𝑚ϵӴ։] − 𝑛𝜇ϵ𝐸[𝑋։ − 𝜇]
զ[չՓ−ᇆ]=Ј= 𝑛𝐸[(𝑋։ − 𝜇)𝑚ϵӴ։]

= 𝑛𝐸[ φ։
։

∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇) φ։
։

∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)ϵ]
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= φ։𝐸[
։

∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)ϯ +
։

∑
ք=φ

∑
օ≠ք

(𝑋ք − 𝜇)(𝑋օ − 𝜇)ϵ]

= φ։
։

∑
ք=φ

𝛦[(𝑋ք−𝜇)ϯ]+𝛦[
։

∑
ք=φ

(𝑋ք−𝜇) ∑
օ≠ք

(𝑋օ−𝜇)ϵ]

= φ։𝑛𝜇ϯ +
։

∑
ք=φ

𝛦[𝑋ք − 𝜇] ∑
օ≠ք

𝛦[(𝑋օ − 𝜇)ϵ]
զ[ᇴՎ−ᇆ]=Ј= 𝜇ϯ.

Οπότε 𝑛𝐸[𝑚φӴ։(𝛭ϵӴ։ − 𝜇ϵ)] = 𝜇ϯ − 𝑛𝐸[(𝑋։ − 𝜇)ϯ)]
και από Λήμμα 4.3.1. για δ=α=3 έχουμε ότι
|𝑛𝐸[(𝑋։ − 𝜇)ϯ)]| = |𝑛𝑛ȯ

ɞ 𝑛− ȯ
ɞ 𝐸[(𝑋։ − 𝜇)ϯ)]| = |𝑛ɘ

ɞ 𝑛− ȯ
ɞ 𝐸[(𝑋։ − 𝜇)ϯ)]|

≤ 𝑛− ȯ
ɞ 𝐸[|√𝑛(𝑋։ − 𝜇)|ϯ]

→ 𝑛− ȯ
ɞ 𝜎ϯ𝛦[|𝛧|ϯ] → 0, καθώς 𝑛 → ∞,

αφού 𝜎ϯ𝛦[|𝛧|ϯ] < ∞.
Επομένως, καταλήξαμε ότι καθώς 𝑛 → ∞,

𝑛𝐸[𝑚φӴ։(𝛭ϵӴ։ − 𝜇ϵ)] → 𝜇ϯ
ᇆȯ=Ј= 𝜇ϯ − 3𝜎ϵ𝜇φ.

•Για 𝑘 = 3,
από (4.1.6) με αντικατάσταση παίρνουμε

𝛭ϯӴ։ = (−1)ϯ−φ(3 − 1)𝑚ϯ
φӴ։ +

ϯ−φ
∑
օ=ϵ

(−1)ϯ−օ𝑚ϯ−օ
φӴ։ 𝑚օӴ։ + 𝑚ϯӴ։

= 2𝑚ϯ
φӴ։ + (ϯ

ϵ)(−1)ϯ−ϵ𝑚ϯ−ϵ
φӴ։ 𝑚ϵӴ։ + 𝑚ϯӴ։

= 2𝑚ϯ
φӴ։ − 3𝑚φӴ։𝑚ϵӴ։ + 𝑚ϯӴ։

Άρα,
𝑛𝐸[𝑚φӴ։(𝛭ϵӴ։ − 𝜇ϵ)] = 𝑛𝐸[𝑚φӴ։(2𝑚ϯ

φӴ։ − 3𝑚φӴ։𝑚ϵӴ։ + 𝑚ϯӴ։ − 𝜇ϯ)]
= 2𝑛𝐸[𝑚Κ

φӴ։]−3𝑛𝐸[𝑚ϵ
φӴ։𝑚ϵӴ։]+𝑛𝐸[𝑚φӴ։(𝑚ϯӴ։ −𝜇ϯ)]

= 𝑛𝐸[(𝑋։ − 𝜇)(𝑚ϯӴ։ − 𝜇ϯ)] + 2𝑛𝐸[(𝑋։ − 𝜇)Κ]
−3𝑛𝐸[(𝑋։ − 𝜇)ϵ𝑚ϵӴ։].

Και 𝑛𝐸[(𝑋։ − 𝜇)(𝑚ϯӴ։ − 𝜇ϯ)] = 𝑛𝐸[(𝑋։ − 𝜇)𝑚ϯӴ։] − 𝑛𝜇ϯ𝐸[𝑋։ − 𝜇]
զ[չՓ−ᇆ]=Ј= 𝑛𝐸[(𝑋։ − 𝜇)𝑚ϯӴ։]

= 𝑛𝐸[ φ։
։

∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇) φ։
։

∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)ϯ]

= φ։𝐸[
։

∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)Κ +
։

∑
ք=φ

∑
օ≠ք

(𝑋ք − 𝜇)(𝑋օ − 𝜇)ϯ]

= φ։
։

∑
ք=φ

𝛦[(𝑋ք−𝜇)Κ]+𝛦[
։

∑
ք=φ

(𝑋ք−𝜇) ∑
օ≠ք

(𝑋օ−𝜇)ϯ]

= φ։𝑛𝜇Κ +
։

∑
ք=φ

𝛦[𝑋ք − 𝜇] ∑
օ≠ք

𝛦[(𝑋օ − 𝜇)ϯ]
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զ[ᇴՎ−ᇆ]=Ј= 𝜇Κ.
Επιπλέον, από Λήμμα 4.3.1. για δ=α=4, καθώς 𝑛 → ∞,
|2𝑛𝐸[(𝑋։ − 𝜇)Κ]| = 2||𝑛ϵ𝑛−φ𝐸[(𝑋։ − 𝜇)Κ] ≤ 𝑛−φ𝐸[|√𝑛(𝑋։ − 𝜇)Κ|] → 0,
επειδή 𝑛−φ𝐸[|√𝑛(𝑋։ − 𝜇)Κ|] → 𝜎Κ𝛦[|𝛧|Κ] < ∞.
Τέλος,

−3𝑛𝐸[𝑚ϵӴ։(𝑋։ − 𝜇)ϵ] = −3𝑛𝐸[ φ։
։

∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)ϵ(𝑋։ − 𝜇)ϵ]

= −3𝑛𝐸[ φ։
։

∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)ϵ( φ։
։

∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇))ϵ]

= −3 φ
։ɞ 𝐸[(𝑋φ−𝜇)ϵ(

։
∑
ք=φ

(𝑋ք−𝜇))ϵ+…+(𝑋։−𝜇)ϵ(
։

∑
ք=φ

(𝑋ք−𝜇))ϵ]

= −3 φ
։ɞ 𝐸[(𝑋φ − 𝜇)ϵ(

։
∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)ϵ + 2
։

∑
ք=φ

∑
օ≠ք

(𝑋ք − 𝜇)(𝑋օ − 𝜇)

+ … + (𝑋։ − 𝜇)ϵ(
։

∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)ϵ + 2
։

∑
ք=φ

∑
օ≠ք

(𝑋ք − 𝜇)(𝑋օ − 𝜇))]

զ[չ−ᇆ]=Ј= −3 φ
։ɞ 𝑛[𝐸[(𝑋φ − 𝜇)ϵ

։
∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)ϵ]

+ … + 𝛦[(𝑋։ − 𝜇)ϵ
։

∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)ϵ]]
= −3 φ

։ɞ [𝐸[(𝑋φ − 𝜇)Κ + (𝑋φ − 𝜇)ϵ ∑
ք≠φ

(𝑋ք − 𝜇)ϵ]

+ … + 𝐸[(𝑋։ − 𝜇)Κ + (𝑋։ − 𝜇)ϵ ∑
ք≠։

(𝑋ք − 𝜇)ϵ]]

= −3 φ
։ɞ 𝑛𝜇Κ − 3 φ

։ɞ 𝛦[
։

∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)ϵ ∑
օ≠ք

(𝑋օ − 𝜇)ϵ]

= −3 φ։𝜇Κ − 3 φ
։ɞ 𝑛𝜇ϵ(𝑛 − 1)𝜇ϵ

= −3ᇆȃ+(։−φ)ᇆɞ
ɞ։

→ −3𝜇ϵ
ϵ, καθώς 𝑛 → ∞.

Επομένως,

𝑛𝐸[𝑚φӴ։(𝛭ϵӴ։ − 𝜇ϵ)] → 𝜇Κ − 3𝜇ϵ
ϵ

ᇆɞ=ᇋɞ
= 𝜇ϯ+φ − 3𝜎ϵ𝜇ϯ−φ.

•Για 𝑘 ≥ 4,
από (4.1.6) με αντικατάσταση παίρνουμε

𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ = (𝑚ֆӴ։ − 𝜇ֆ) + (−1)ֆ−φ(𝑘 − 1)𝑚ֆ
φӴ։ +

ֆ−φ
∑
օ=ϵ

(−1)ֆ−օ𝑚ֆ−օ
φӴ։ 𝑚օӴ։.

Άρα, άμεσα βλέπουμε ότι για να δείξουμε ότι
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𝑛𝐸[𝑚φӴ։(𝑀ֆӴ։ − 𝜇ֆ)] → 𝜇ֆ − 𝑘𝜎ϵ𝜇ϵ
ϵ, αρκεί να αποδείξουμε τις κάτωθι σχέσεις,

καθώς 𝑛 → ∞:

(i) 𝑛𝐸[𝑚φӴ։(𝑚ֆӴ։ − 𝜇ֆ)] = 𝜇ֆ+φ,

(ii) 𝑛𝐸[𝑚ֆ+φ
φӴ։ ] → 0,

(iii) 𝑛𝐸[𝑚ֆ+φ−օ
φӴ։ 𝑚օӴ։] → 0, για 𝑗 ∈ {2, 3, … , 𝑘 − 2},

(iv) 𝑛𝐸[𝑚ϵ
φӴ։𝑚ֆ−φӴ։] → 𝜎ϵ𝜇ֆ−φ.

Πράγματι, βρίσκουμε

(i) 𝑛𝐸[𝑚φӴ։(𝑚ֆӴ։ − 𝜇ֆ)] = 𝑛𝐸[(𝑋։ − 𝜇)(𝑚ֆӴ։ − 𝜇ֆ)]
= 𝑛𝐸[(𝑋։ − 𝜇)𝑚ֆӴ։] − 𝑛𝜇ֆ𝐸[(𝑋։ − 𝜇)]

զ[չՓ−ᇆ]=Ј= 𝑛𝐸[(𝑋։ − 𝜇)𝑚ֆӴ։]
= 𝑛𝐸[ φ։

։
∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇) φ։
։

∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)ֆ]

= φ։𝐸[
։

∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)ֆ+φ +
։

∑
ք=φ

∑
օ≠ք

(𝑋ք − 𝜇)(𝑋օ − 𝜇)ֆ]

= φ։𝐸[
։

∑
ք=φ

(𝑋ք−𝜇)ֆ+φ]+
։

∑
ք=φ

𝐸[(𝑋ք−𝜇)] ∑
օ≠ք

𝐸[(𝑋օ−𝜇)ֆ]

զ[չՓ−ᇆ]=Ј= φ։𝐸[
։

∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)ֆ+φ]
= 𝜇ֆ+φ.

(ii) |𝑛𝐸[𝑚ֆ+φ
φӴ։ ]| ≤ 𝑛𝐸[|𝑚φӴ։|ֆ+φ] = 𝑛𝑛Ր+ȯ

ɞ 𝑛− Ր+ȯ
ɞ 𝐸[|𝑋։ − 𝜇|ֆ+φ]

= 𝑛− Ր−ȯ
ɞ 𝐸[|√𝑛(𝑋։ − 𝜇)|ֆ+φ] → 0, καθώς 𝑛 → ∞,

δεδομένου ότι από Λήμμα 4.3.1. για δ=α=k+1 παίρνουμε
𝛦[|√𝑛(𝑋։ − 𝜇)|ֆ+φ] ≤ 𝜎ֆ+φ𝐸[|𝑍|ֆ+φ] < ∞.

(iv) 𝑛𝐸[𝑚ϵ
φӴ։𝑚ֆ−φӴ։] = 𝑛𝐸[( φ։

։
∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇))ϵ φ։
։

∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)ֆ−φ]

= φ
։ɞ 𝐸[(

։
∑
ք=φ

(𝑋ք −𝜇)ϵ −2
։

∑
ք=φ

∑
օ≠ք

(𝑋ք −𝜇)(𝛸օ −𝜇))
։

∑
ք=φ

(𝑋ք −𝜇)ֆ−φ]

= φ
։ɞ 𝐸[

։
∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)ϵ
։

∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)ֆ−φ]

= φ
։ɞ 𝐸[

։
∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝜇)ֆ+φ +
։

∑
ք=φ

∑
օ≠ք

(𝑋ք − 𝜇)ϵ(𝑋օ − 𝜇)ֆ−φ]
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= φ
։ɞ (

։
∑
ք=φ

𝐸[(𝑋ք − 𝜇)ֆ+φ] +
։

∑
ք=φ

𝛦[(𝑋ք − 𝜇)ϵ] ∑
օ≠ք

𝛦[(𝑋օ − 𝜇)ֆ−φ])

= φ
։ɞ (𝑛𝜇ֆ+φ + 𝑛𝜎ϵ(𝑛 − 1)𝜇ֆ−φ) → 𝜎ϵ𝜇ֆ−φ, καθώς 𝑛 → ∞.

(iii) Για την παρακάτω απόδειξη θα χρησιμοποιήσουμε την ανισότητα Holder,
δηλαδή τη σχέση (4.4.3) για 𝑝 = ֆ+φ

ֆ+φ−օ(→ φ֌ = ֋−φ
֋ = Ր+ȯ−Ր−ȯ+Տ

Ր+ȯ−Տ
Ր+ȯ

Ր+ȯ−Տ
= օ

ֆ+φ).
Έχουμε,

|𝑛𝐸[𝑚ֆ+φ−օ
φӴ։ 𝑚օӴ։]| ≤ 𝑛𝐸[|𝑚φӴ։|ֆ+φ−օ|𝑚օӴ։|]

≤ 𝑛(𝐸[|𝑚φӴ։|ֆ+φ−օ Ր+ȯ
Ր+ȯ−Տ ])Ր+ȯ−Տ

Ր+ȯ (𝐸[|𝑚օӴ։|Ր+ȯ
Տ ]) Տ

Ր+ȯ

= 𝑛(𝐸[|𝑚φӴ։|ֆ+φ])Ր+ȯ−Տ
Ր+ȯ (𝐸[|𝑚օӴ։|Ր+ȯ

Տ ]) Տ
Ր+ȯ

και με εφαρμογή του Λήμματος 4.3.2. για ᇇ
օ = ֆ+φ

օ παίρνουμε
≤ 𝑛(𝐸[|𝑚φӴ։|ֆ+φ])Ր+ȯ−Տ

Ր+ȯ (𝐸[|𝛸 − 𝜇|ֆ+φ]) Տ
Ր+ȯ

= 𝑛(𝐸[𝑛Ր+ȯ
ɞ 𝑛− Ր+ȯ

ɞ |𝑋։ − 𝜇|ֆ+φ])Ր+ȯ−Տ
Ր+ȯ (𝐸[|𝛸 − 𝜇|ֆ+φ]) Տ

Ր+ȯ

= 𝑛−(Ր−ȯ−Տ)
ɞ (𝐸[|√𝑛(𝑋։−𝜇)|ֆ+φ])Ր+ȯ−Տ

Ր+ȯ (𝐸[|𝛸−𝜇|ֆ+φ]) Տ
Ր+ȯ ,

→ 0, καθώς 𝑛 → ∞,
αφού από Λήμμα 4.3.1. για α=δ=k+1,

𝐸[|√𝑛(𝑋։ − 𝜇)|ֆ+φ] ≤ 𝜎ֆ+φ𝐸[|𝑍|ֆ+φ] < ∞, 𝜇ֆ+φ < ∞ και 𝑛−(Ր−ȯ−Տ)
ɞ → 0.

Πρόταση 4.3.3. Εάν 𝛦[|𝛸|ֆ+֍] < ∞ , για 𝑟, 𝑘 ∈ {2, 3, …}, τότε καθώς 𝑛 → ∞,

𝐶𝑜𝑣[𝛭֍Ӵ։, 𝛭ֆӴ։] = 1
𝑛𝑣֍ֆ + 𝑜( 1

𝑛), (4.3.5)

ενώ αν 𝛦[|𝛸|ϵֆ] < ∞, τότε καθώς καθώς 𝑛 → ∞,

𝑉𝑎𝑟[√𝑛(𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ)] → 𝑣ϵ
ֆ. (4.3.6)

Απόδειξη. Θα δείξουμε ότι ,καθώς 𝑛 → ∞,

𝐶𝑜𝑣[𝛭֍Ӵ։, 𝛭ֆӴ։] = φ։𝑣֍ֆ + 𝑜( φ։)
⇔ 𝑛𝐶𝑜𝑣[𝛭֍Ӵ։, 𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ] = 𝑣֍ֆ + 𝑛𝑜( φ։)
⇔ 𝐶𝑜𝑣[√𝑛(𝛭֍Ӵ։ − 𝜇֍), √𝑛(𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ)] = 𝑣֍ֆ + 𝑜(։։)
⇔ 𝐶𝑜𝑣[√𝑛(𝛭֍Ӵ։ − 𝜇֍), √𝑛(𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ)] − 𝑣֍ֆ = 𝑜(1)

ᆲᇀᇆᇆᆺφӳϩӳφӳ
⇔ 𝐶𝑜𝑣[√𝑛(𝛭֍Ӵ։ − 𝜇֍), √𝑛(𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ)] − 𝑣֍ֆ → 0
⇔ 𝐶𝑜𝑣[√𝑛(𝑋։ − 𝜇), √𝑛(𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ)] → 𝑣֍ֆ
⇔ 𝐸[𝑛(𝛭֍Ӵ։ − 𝜇֍)(𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ)] − 𝐸[√𝑛(𝛭֍Ӵ։ − 𝜇֍)]𝐸[√𝑛(𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ)]

→ 𝑣֍ֆ
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⇔ 𝑛𝐸[(𝛭֍Ӵ։ − 𝜇֍)(𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ)] → 𝑣֍ֆ,
αφού από Πρόταση 4.3.1. αποδείξαμε ότι, καθώς 𝑛 → ∞, 𝛦[𝛭ֆӴ։] = 𝜇ֆ +𝑜( φ√։)
ή ισοδύναμα 𝛦[√𝑛(𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ)] → 0.

Άρα, μένει να δείξουμε ότι 𝑛𝐸[(𝛭֍Ӵ։ − 𝜇֍)(𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ)] → 𝑣֍ֆ
(Κӳϵӳν)

⇔ 𝑛𝐸[(𝛭֍Ӵ։ − 𝜇֍)(𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ)] → 𝜇֍+ֆ − 𝑘𝜇֍+φ𝜇ֆ−φ − 𝑟𝜇֍−φ𝜇ֆ+φ
+𝑟𝑘𝜎ϵ𝜇֍−φ𝜇ֆ−φ − 𝜇ֆ𝜇֍.

H παραπάνω απόδειξη χωρίζεται στις εξής υποπεριπτώσεις:

•𝑟 = 𝑘 = 2,

•𝑟 = 2, 𝑘 = 3,

•𝑟 = 𝑘 = 3,

•𝑟 = 2, 𝑘 ≥ 4,

•𝑟 = 3, 𝑘 ≥ 4,

•4 ≤ 𝑟 ≤ 𝑘.
Οι υποπεριπτώσεις αυτές αποδεικνύονται με παρόμοιο τρόπο. Ενδεικτικά, για

την τελευταία, δηλαδή για 4 ≤ 𝑟 ≤ 𝑘 εργαζόμαστε ως εξής:
Από (4.1.6) παίρνουμε

𝑀ֆӴ։ − 𝜇ֆ = (𝑚ֆ − 𝜇ֆ) + (−1)ֆ−φ(𝑘 − 1)𝑚ֆ
φ +

ֆ−φ
∑
օ=ϵ

(ֆօ)(−1)ֆ−օ𝑚օ𝑚ֆ−օ
φ .

𝑀֍Ӵ։ − 𝜇֍ = (𝑚֍𝜇֍) + (−1)֍−φ(𝑟 − 1)𝑚֍
φ +

֍−φ
∑
օ=ϵ

(֍օ)(−1)֍−օ𝑚օ𝑚֍−օ
φ .

Οπότε, άμεσα με αντικατάσταση προκύπτει ότι για να ισχύει𝑛𝐸[(𝛭֍Ӵ։−𝜇֍)(𝛭ֆӴ։−
𝜇ֆ)] → 𝑣֍ֆ αρκεί να ισχύουν οι παρακάτω:

(i) 𝑛𝐸[(𝑚֍Ӵ։ − 𝜇֍)(𝑚ֆӴ։ − 𝜇ֆ)] = 𝜇֍+ֆ − 𝜇֍𝜇ֆ,

(ii) 𝑛𝐸[𝑚φӴ։𝑚ֆ−φӴ։(𝑚֍Ӵ։ − 𝜇֍)] → 𝜇֍+φ𝜇ֆ−φ,

(iii) 𝑛𝐸[𝑚φӴ։𝑚֍−φӴ։(𝑚ֆӴ։ − 𝜇ֆ)] → 𝜇ֆ+φ𝜇֍−φ,

(iv) 𝑛𝐸[𝑚ϵ
φӴ։𝑚֍−φӴ։𝑚ֆ−φӴ։] → 𝜎ϵ𝜇֍−φ𝜇ֆ+φ,

(v) 𝑛𝐸[𝑚ֆ−օɞ
φӴ։ 𝑚օɞӴ։(𝑚֍Ӵ։ − 𝜇֍)] → 0, 𝑗ϵ ∈ {2, 3, … , 𝑘 − 2},
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(vi) 𝑛𝐸[𝑚ֆ
φӴ։(𝑚֍Ӵ։ − 𝜇֍)] → 0,

(vii) 𝑛𝐸[𝑚ֆ+φ−օɞ
φӴ։ 𝑚օɞӴ։𝑚֍−φӴ։] → 0, 𝑗ϵ ∈ {2, 3, … , 𝑘 − 2},

(viii) 𝑛𝐸[𝑚ֆ+φ
φӴ։ 𝑚֍−φӴ։] → 0,

(ix) 𝑛𝐸[𝑚֍−օȯ
φӴ։ 𝑚օȯӴ։(𝑚ֆӴ։ − 𝜇ֆ)] → 0, 𝑗φ ∈ {2, 3, … , 𝑟 − 2},

(x) 𝑛𝐸[𝑚֍+φ−օȯ
φӴ։ 𝑚օȯӴ։𝑚ֆ−φӴ։] → 0, 𝑗φ ∈ {2, 3, … , 𝑟 − 2},

(xi) 𝑛𝐸[𝑚֍+ֆ−օȯ−օɞ
φӴ։ 𝑚օȯӴ։𝑚օɞӴ։] → 0, 𝑗φ = 2, 3, … , 𝑟−2, 𝑗ϵ = 2, 3, … , 𝑘−2,

(xii) 𝑛𝐸[𝑚֍+ֆ−օȯ
φӴ։ 𝑚օȯӴ։] → 0, 𝑗φ = 2, 3, … , 𝑟 − 2,

(xiii) 𝑛𝐸[𝑚֍
φӴ։(𝑚ֆӴ։ − 𝜇ֆ)] → 0,

(xiv) 𝑛𝐸[𝑚֍+φ
φӴ։ 𝑚ֆ−φӴ։] → 0,

(xv) 𝑛𝐸[𝑚֍+ֆ−օɞ
φӴ։ 𝑚օɞӴ։] → 0, 𝑗ϵ = 2, 3, … , 𝑘 − 2,

(xvi) 𝑛𝐸[𝑚֍+ֆ
φӴ։ ] → 0.

Οι σχέσεις αυτές αποδεικνύονται με τη χρήση των ίδιων τεχνασμάτων και
Λημμάτων που αναφέρθηκαν στις αποδείξεις των προτάσεων 4.3.1. και 4.3.2. ενώ
λεπτομερής απόδειξή τους δύναται να βρεθεί στο [16].

4.4 Ανεξαρτησία δειγματικών κεντρικών ροπών από
το δειγματικό μέσο

Ορισμός 4.4.1. Λέμε ότι ο δειγματικός μέσος 𝑋։ είναι ασυμπτωτικά ανεξάρ-
τητος της δειγματικής κεντρικής ροπής 𝛭ֆӴ։, για 𝑘 ∈ {2, 3, …}, εάν υπάρχουν
τυχαίες μεταβλητές 𝑊φ και 𝑊ֆ, οι οποίες είναι ανεξάρτητες, τέτοιες ώστε, καθώς
𝑛 → ∞, να αληθεύει ότι

√𝑛 ম 𝑋։ − 𝜇
𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ

য ե−→ ম𝑊φ
𝑊ֆ

য .

Ορισμός 4.4.2. Λέμε ότι ο δειγματικός μέσος 𝑋։ είναι ασυμπτωτικά ανεξάρ-
τητος του διανύσματος δειγματικών κεντρικών ροπών (𝛭ϵӴ։, 𝛭ϯӴ։, … , 𝛭ֆӴ։),
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για 𝑘 ∈ {2, 3, …}, εάν υπάρχουν τυχαίες μεταβλητές𝑊φ, 𝑊ϵ … , 𝑊ֆ τέτοιες ώστε
οι 𝑊φ και (𝑊ϵ … , 𝑊ֆ)஠ να είναι ανεξάρτητες και καθώς 𝑛 → ∞, να αληθεύει ότι

√𝑛
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑋։ − 𝜇
𝛭ϵӴ։ − 𝜇ֆ
𝛭ϯӴ։ − 𝜇ֆ

…
𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

ե−→
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑊φ
𝑊ϵ
𝑊ϯ
…

𝑊ֆ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Ορισμός 4.4.3. Λέμε ότι ο δειγματικός μέσος 𝑋։ και η δειγματική κεντρική
ροπή 𝛭ֆӴ։ είναι ασυμπτωτικά ασυσχέτιστες ποσότητες εάν ισχύει

𝐶𝑜𝑣[√𝑛𝑋։, √𝑛𝛭ֆӴ։] → 0, καθώς 𝑛 → ∞.

Πρόταση 4.4.1. Έστω 𝛦[𝛸ϵֆ] < ∞, για κάποιο 𝑘 ∈ {2, 3, …}. Οι ποσότητες
𝑋։, 𝑀ֆӴ։ είναι ασυμπτωτικά ανεξάρτητες αν και μόνο αν είναι ασυμπτωτικά ασυ-
σχέτιστες.

Απόδειξη. Για το ευθύ, υποθέτουμε ότι οι 𝑋։, 𝑀ֆӴ։ είναι ασυμπτωτικά ανεξάρ-
τητες. Τότε, υπάρχουν ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές 𝑊φ και 𝑊ֆ τέτοιες ώστε,
καθώς 𝑛 → ∞, να αληθεύει ότι

√𝑛 ম 𝑋։ − 𝜇
𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ

য ե−→ ম𝑊φ
𝑊ֆ

য .
Παραπάνω, βρήκαμε ότι η οριακή κατανομή του ζεύγους (𝛭φӴ։, 𝑀ֆӴ։)஠ δίνεται :
√𝑛 ম 𝑋։ − 𝜇

𝑀ֆӴ։ − 𝜇ֆ
য = √𝑛 ম 𝑋։ − 𝜇

𝑀ֆӴ։ − 𝜇ֆ
য ե−→ 𝛮(ম0

0য , ম 𝜎ϵ 𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ
𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ 𝑣ϵ

ᇃ
য).

Άμεσα βλέπουμε ότι για να καλύπτεται η υπόθεση της ανεξαρτησίας των𝑊φ, 𝑊ֆ,
πρέπει 𝐶𝑜𝑣[√𝑛(𝑋։ − 𝜇), √𝑛(𝑀ֆӴ։ − 𝜇ֆ)] → 0

⇒ 𝐶𝑜𝑣[√𝑛𝑋։, √𝑛𝑀ֆӴ։] → 0
ᇱᇊӳΚӳΚӳϯӳ

⇒ 𝑋։, 𝑀ֆӴ։ είναι ασυμπτωτικά ασυ-
σχέτιστες.

Για το αντίστροφο, υποθέτουμε ότι οι 𝑋։, 𝑀ֆӴ։ είναι ασυμπτωτικά ασυσχέ-
τιστες. Τότε, καθώς 𝑛 → ∞, αληθεύει ότι
𝐶𝑜𝑣[√𝑛𝑋։, √𝑛𝑀ֆӴ։] → 0 ⇒ 𝐶𝑜𝑣[√𝑛(𝑋։ − 𝜇), √𝑛(𝑀ֆӴ։ − 𝜇ֆ)] → 0.
Επειδή από Πρόταση 4.3.2 ισχύει
𝐶𝑜𝑣[√𝑛(𝑋։ − 𝜇), √𝑛(𝑀ֆӴ։ − 𝜇ֆ)] → 𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ, έπεται ότι
𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ = 0. Άρα, γενικά αποδείξαμε παραπάνω πως ισχύει
√𝑛 ম 𝑋։ − 𝜇

𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ
য ե−→ ম𝑊φ

𝑊ֆ
য ∼ 𝛮(ম0

0য , ম 𝜎ϵ 𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ
𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ 𝑣ϵ

ᇃ
য)

ᇆՐ+ȯ−ֆᇋɞᇆՐ−ȯ=Ј
⇒ √𝑛 ম 𝑋։ − 𝜇

𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ
য ե−→ ম𝑊φ

𝑊ֆ
য ∼ 𝛮(ম0

0য , ম𝜎ϵ 0
0 𝑣ϵ

ᇃ
য).

Επομένως, υπάρχουν ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές 𝑊φ και 𝑊ֆ τέτοιες ώστε,
καθώς 𝑛 → ∞, να ισχύει
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√𝑛 ম 𝑋։ − 𝜇
𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ

য ե−→ ম𝑊φ
𝑊ֆ

য .
Οπότε, από Ορισμό 4.4.1. οι 𝑋։, 𝛭ֆӴ։ είναι ασυμπτωτικά ανεξάρτητες.

Πρόταση 4.4.2. Έστω 𝛦[𝛸ϵֆ] < ∞, για κάποιο 𝑘 ∈ {2, 3, …}. Οι ποσότητες 𝑋։
και (𝑀ϵӴ։, … , 𝑀ֆӴ։)஠ είναι ασυμπτωτικά ανεξάρτητες αν και μόνο αν οι ποσότητες
𝑋։, 𝑀֍Ӵ։ είναι ασυμπτωτικά ασυσχέτιστες, για κάθε 𝑟 ∈ {2, 3, … , 𝑘}.

Απόδειξη. Για το ευθύ, υποθέτουμε ότι οι 𝑋։ και (𝑀ϵӴ։, … , 𝑀ֆӴ։)஠ είναι ασυμ-
πτωτικά ανεξάρτητες. Τότε, υπάρχουν ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές𝑊φ, 𝑊ϵ … , 𝑊ֆ
τέτοιες ώστε οι 𝑊φ και (𝑊ϵ … , 𝑊ֆ)஠ να είναι ανεξάρτητες και καθώς 𝑛 → ∞, να
αληθεύει ότι

√𝑛
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑋։ − 𝜇
𝛭ϵӴ։ − 𝜇ֆ
𝛭ϯӴ։ − 𝜇ֆ

…
𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

ե−→
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑊φ
𝑊ϵ
𝑊ϯ
…

𝑊ֆ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Παραπάνω, βρήκαμε ότι η οριακή κατανομή του διανύσματος δειγματικών
κεντρικών ροπών (𝛭φӴ։, … , 𝑀ֆӴ։)஠ δίνεται :

√𝑛
⎡
⎢⎢
⎣

𝑋։ − 𝜇
𝑀ϵӴ։ − 𝜎ϵ

…
𝑀ֆӴ։ − 𝜇ֆ

⎤
⎥⎥
⎦

ե−→ 𝛮(
⎡
⎢⎢
⎣

0
0
…
0

⎤
⎥⎥
⎦

,
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝜎ϵ 𝜇ϯ 𝜇Κ − 3𝜎ϵ … 𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ
𝜇ϯ 𝑣ϵ

ϵ 𝑣ϵϯ … 𝑣ϵֆ
𝜇Κ − 3𝜎ϵ 𝑣ϵϯ 𝑣ϵ

ϯ … 𝑣ϯֆ
… … … … …

𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ 𝑣ϵֆ 𝑣ϯֆ … 𝑣ϵ
ֆ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

).

Άμεσα βλέπουμε ότι για να είναι οι 𝑊φ και(𝑊ϵ … , 𝑊ֆ)஠ ανεξάρτητες, πρέπει
𝐶𝑜𝑣[√𝑛(𝑋։ − 𝜇), √𝑛(𝑀֍Ӵ։ − 𝜇֍)] → 0, για 𝑟 ∈ {2, 3, … , 𝑘}

⇒ 𝐶𝑜𝑣[√𝑛𝑋։, √𝑛𝑀֍Ӵ։] → 0, για 𝑟 ∈ {2, 3, … , 𝑘}
ᇱᇊӳΚӳΚӳϯӳ

⇒ 𝑋։, 𝑀֍Ӵ։ είναι ασυμπτωτικά ασυσχέτιστες.

Αντίστροφα, αν𝑋։, 𝑀֍Ӵ։ είναι ασυμπτωτικά ασυσχέτιστες, για 𝑟 ∈ {2, 3, … , 𝑘},
τότε εξ’ ορισμού παίρνουμε για 𝑟 ∈ {2, 3, … , 𝑘}
𝐶𝑜𝑣[√𝑛𝑋։, √𝑛𝑀֍Ӵ։] → 0 ⇒ 𝐶𝑜𝑣[√𝑛(𝑋։ − 𝜇), √𝑛(𝑀֍Ӵ։ − 𝜇֍)] → 0.
Και λόγω της Πρότασης 4.3.2. προκύπτει 𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ = 0. Άρα, από την τε-
λευταία σχέση και την οριακή κατανομή του διανύσματος δειγματικων κεντρικών

ροπών καταλήγουμε ότι
√𝑛

⎡
⎢⎢
⎣

𝑋։ − 𝜇
𝑀ϵӴ։ − 𝜎ϵ

…
𝑀ֆӴ։ − 𝜇ֆ

⎤
⎥⎥
⎦

ե−→ 𝛮(
⎡
⎢⎢
⎣

0
0
…
0

⎤
⎥⎥
⎦

,
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝜎ϵ 0 0 … 0
0 𝑣ϵ

ϵ 𝑣ϵϯ … 𝑣ϵֆ
0 𝑣ϵϯ 𝑣ϵ

ϯ … 𝑣ϯֆ
… … … … …
0 𝑣ϵֆ 𝑣ϯֆ … 𝑣ϵ

ֆ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

).

Καταληκτικά, υπάρχουν 𝑊φ και(𝑊ϵ … , 𝑊ֆ)஠ ανεξάρτητες ώστε
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√𝑛
⎡
⎢⎢
⎣

𝑋։ − 𝜇
𝛭ϵӴ։ − 𝜇ֆ

…
𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ

⎤
⎥⎥
⎦

ե−→
⎡
⎢⎢
⎣

𝑊φ
𝑊ϵ
…

𝑊ֆ

⎤
⎥⎥
⎦

και άρα από Ορισμό 4.4.2. καταλήγουμε στο ζητούμενο.

Παρατήρηση 4.4.1. Έστω 𝛦[|𝛸|ֆ+φ] < ∞. Τότε, ακόμα και για τις περι-
πτώσεις όπου η οριακή κατανομή της ποσότητας

√𝑛(𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ) δεν υπάρχει, η
Πρόταση 4.3.2. σύμφωνα με την οποία,
αν 𝛦[|𝛸|ֆ+φ] < ∞, ⇒ 𝐶𝑜𝑣[√𝑛(𝑋։ − 𝜇), √𝑛(𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ)] → 𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ
ή ισοδύναμα 𝐶𝑜𝑣[√𝑛𝑋։, √𝑛𝛭ֆӴ։] → 𝜇ֆ+φ − 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ, μας επιτρέπει να απο-
φανθούμε αν οι 𝑋։, 𝛭ֆӴ։ είναι ασυμπτωτικά ασυσχέτιστες. Δηλαδή σύμφωνα με
τον ορισμό 4.3.3. ελέγχουμε κατά πόσο ισχύει ότι 𝜇ֆ+φ = 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ.

Θεώρημα 4.4.1. Έστω 𝛸 μια μη εκφυλισμένη τυχαία μεταβλητή με πεπερασμένες
ροπές οποιασδήποτε τάξης. Οι 𝑋։, 𝛭ֆӴ։ είναι ασυμπτωτικά ανεξάρτητες (ή ισοδύ-
ναμα ασυμπτωτικά ασυσχέτιστες) ∀𝑘 ∈ {2, 3, …}, αν και μόνο αν η 𝛸 ακολουθεί
Κανονική Κατανομή.

Απόδειξη. Έστω 𝛦[𝛸] = 𝜇, 𝑉𝑎𝑟[𝑋] = 𝜎ϵ < ∞, 𝜇ֆ = 𝐸[(𝛸 − 𝜇)ֆ].
Για το ευθύ, υποθέτουμε ότι οι𝑋։, 𝛭ֆӴ։ είναι ασυμπτωτικά ανεξάρτητες. Ισο-

δύναμα από Πρόταση 4.4.1. οι 𝑋։, 𝛭ֆӴ։ είναι ασυμπτωτικά ασυσχέτιστες. Τότε,
από ορισμό 4.4.3. προκύπτει ότι
𝐶𝑜𝑣[√𝑛𝑋։, √𝑛𝛭ֆӴ։] → 0 ⇒ 𝐶𝑜𝑣[√𝑛(𝑋։ − 𝜇), √𝑛(𝛭ֆӴ։ − 𝜇ֆ)] → 0
Άρα, με χρήση της Πρότασης 4.3.2. συμπεραίνουμε ότι
𝜇ֆ+φ = 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ, ∀𝑘 ∈ {2, 3, …}. Υπολογίζουμε
𝜇φ = 1,
𝜇ϵ = 𝜎ϵ,
𝜇ϯ = 2𝜎ϵ𝜇φ = 0,
𝜇Κ = 3𝜎ϵ𝜇ϵ = 3𝜎Κ,
𝜇Θ = 4𝜎ϵ𝜇ϯ = 0,

𝜇ϩ = 5𝜎ϵ𝜇Κ = 15𝜎ϩ.Με επαγωγή προκύπτει ότι,𝜇ֆ = ৎ0, εάν 𝑘 είναι περιττός,
𝜎ֆ(𝑘 − 1)! ! , εάν 𝑘 είναι άρτιος.

όπου για 𝑟 = 1, 2, …, (𝑘 − 1)! ! = (2𝑟 − 1)! ! = (ϵ֍)Ώ
ϵ՗֍Ώ = (𝑘 − 1)(𝑘 − 3) … 3 ⋅ 1.

Όμως, αποδεικνύεται ότι οι ροπές της Κανονικής κατανομής είναι

𝜇ֆ = ৎ0, εάν 𝑘 είναι περιττός,
𝜎ֆ(𝑘 − 1)! ! , εάν 𝑘 είναι άρτιος.

Επιπλέον, η Κανονική κατανομή είναι η μοναδική κατανομή με τις συγκεκριμένες
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ροπές, διότι έχει πεπερασμένη ροπογεννήτρια σε μια περιοχή του μηδενός1 (βλ.
[11]). Οπότε χαρακτηρίζεται από αυτές. Άρα άμεσα βλέπουμε ότι
𝛸 − 𝜇 ∼ 𝑁(0, 𝜎ϵ), δηλαδή 𝑋 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎ϵ).

Αντιστρόφως, αν 𝛸 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎ϵ) τότε οι ροπές δίνονται κατά τα γνωστά ως
𝜇φ = 𝜇ϯ = 𝜇Θ = … = 0 και 𝜇ϵ֍ = 𝜎ϵ(2𝑟 − 1)! !, για 𝑟 = 1, 2, …. Οι σχέσεις

αυτές επαληθεύουν ότι 𝜇ֆ+φ = 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ
ᆴᇊӳΚӳϯӳϵӳ

⇒ 𝐶𝑜𝑣[√𝑛𝑋։, √𝑛𝛭ֆӴ։] → 0.
Και επομένως, οι 𝑋։, 𝛭ֆӴ։ είναι ασυμπτωτικά ασυσχέτιστες (ή ισοδύναμα ανε-
ξάρτητες).

Παρατήρηση 4.4.2. Το σημαντικό πόρισμα του παραπάνω θεωρήματος είναι
το ευθύ, καθώς το αντίστροφο είναι ήδη γνωστό χωρίς να εργαστούμε ασυμπτω-
τικά. Επεξηγηματικά, ο δειγματικός μέσος 𝑋 είναι ανεξάρτητος του διανύσματος
Y = (𝑋φ −𝑋, … , 𝑋։ −𝑋)஠ εφόσον το διάνυσμα (𝑋, 𝑋φ −𝑋, … , 𝑋։ −𝑋)஠ ακο-
λουθεί πολυδιάστατη Κανονική κατανομή και 𝐶𝑜𝑣[𝑋, 𝑋ք − 𝑋] = 0. Επομένως,
ο δειγματικός μέσος 𝑋 είναι ανεξάρτητος (ή ισοδύναμα ασυσχέτιστος) οποιασδή-
ποτε ακολουθίας της μορφής {𝑓ֆ(Y), 𝑘 = 2, 3, …}, με 𝑓ֆ ∶ ℝ։ → ℝ μετρήσιμες

Borel συναρτήσεις. Τέλος, αφού εξ’ ορισμού 𝛭ֆӴ։ = φ։
։

∑
ք=φ

(𝑋ք − 𝑋)ֆ = 𝑓ֆ(Y),
άρα οι ποσότητες 𝑋 και (𝑀ϵӴ։, … , 𝑀ֆӴ։)஠ είναι ανεξάρτητες (άρα 𝑋 και 𝑀ֆӴ։
ασυσχέτιστες) για όλα τα k και n. Οπότε, ισχύει το ίδιο και για την οριακή τους
συμπεριφορά.

Παρατήρηση 4.4.3. Από το Θεώρημα 4.4.1. καταλήξαμε ότι μπορούμε να
συμπεράνουμε την Κανονικότητα μιας τυχαίας μεταβλητής μέσω της ασυμπτω-
τικής ανεξαρτησίας του δειγματικού μέσου από όλες τις κεντρικές δειγματικές
ροπές. Ισοδύναμα, θα πρέπει 𝜇ֆ+φ = 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ, δηλαδή

𝜇ֆ = ৎ0, εάν 𝑘 είναι περιττός,
𝜎ֆ(𝑘 − 1)! ! , εάν 𝑘 είναι άρτιος.

για όλα τα 𝑘 ∈ 2, 3, …, ώστε να αποφανθούμε την κανονικότητα της αντίστοι-
χης τυχαίας μεταβλητής. Για να είναι ασυμπτωτικά ανεξάρτητες οι ποσότητες 𝑋
και 𝑆ϵ = ։

։−φ𝑀ϵ θα πρέπει 𝜇ϯ = 2𝜎ϵ𝜇φ = 0, εφ’ όσον 𝛦[|𝛸|ϯ] < ∞. Όμως,
𝜇ϯ = 𝛦[(𝛸−𝜇)ϯ] = 0 για όλες τις συμμετρικές κατανομές (με πεπερασμένη τρίτη
ροπή). Άρα, η ασυμπτωτική ανεξαρτησία των 𝑋 και 𝑆ϵ δε συνεπάγεται την κανο-
νικότητα. Το άμεσο ερώτημα που ανακύπτει είναι εάν δύναται να βρεθεί κάποιος
πεπερασμένος αριθμός από 𝑘 ∈ 2, 3, …, ώστε αν αυτά επαληθεύουν τη σχέση

1Γενικότερα, μια κατανομή δε μπορεί να χαρακτηριστεί από τις ροπές της παρά μόνο στην
περίπτωση που έχει πεπερασμένη ροπογεννήτρια σε μια περιοχή του μηδενός. Για παράδειγμα, η
Λογαριθμο-Κανονική κατανομή δε δύναται να χαρακτηριστεί από τις ροπές της, αφού οι τελευ-
ταίες ταυτίζονται με τις ροπές μιας οικογένειας κατανομών διάφορων της Λογαριθμο-Καανονικής.
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𝜇ֆ+φ = 𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ να συνεπάγονται την κανονικότητα. Η απάντηση είναι αρνη-
τική, γεγονός που αποδεικνύεται από το παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 4.4.2. Για κάθε πεπερασμένο 𝑘 ≥ 2, υπάρχουν άπειρες μη εκφυλισμέ-
νες τυχαίες μεταβλητές Χ με πεπερασμένες ροπές οποιασδήποτε τάξης, οι οποίες δεν
ακολουθούνΚανονική κατανομή, τέτοιες ώστε οι ποσότητες𝑋։ και (𝛭ϵӴ։, … , 𝑀ֆӴ։)յ

να είναι ασυμπτωτικά ανεξάρτητες.
Απόδειξη. Θα σταθεροποιήσουμε ένα 𝑘 για το οποίο θέλουμε να φτιάξουμε μια
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας f, η οποία να είναι μη Κανονική, για την
οποία οι 𝑋։ και (𝑀ϵӴ։, … , 𝑀ֆӴ։)յ να είναι ασυμπτωτικά ανεξάρτητες (ή ισοδύ-
ναμα ασυμπτωτικά ασυσχέτιστες) τυχαίες μεταβλητές, καθώς 𝑛 → ∞. Επομένως,
σύμφωνα με τον Ορισμό 4.4.3. και την Πρόταση 4.3.2., για να είναι οι παραπάνω
ποσότητες ασυμπτωτικά ανεξάρτητες θα πρέπει να ισχύει
𝜇ք+φ = 𝑖𝜎ϵ𝜇ք−φ, ∀𝑖 ∈ {2, 3, … , 𝑘}. Παρατηρούμε ότι για 𝜎ϵ = 1, η παραπάνω
σχέση γίνεται 𝜇ք+φ = 𝑖𝜇ք−φ, ∀𝑖 ∈ {2, 3, … , 𝑘}, και αυτή είναι η σχέση που ικα-
νοποιούν οι πρώτες k+1 ροπές της Κανονικής κατανομής N(0,1).

Επομένως, αρκεί να κατασκευάσουμε μια μη κανονική τυχαία μεταβλητή, με
ίδιες ροπές, τάξεως μέχρι k+1, με την Κανονική κατανομή Ν(0,1). Αυτό επιτυγ-
χάνεται με τη χρήση των πολυωνύμων Legendre2.

Συγκεκριμένα, θεωρώντας τη Hamel βάση {1, 𝑡, 𝑡ϵ, … , 𝑡։}, το οποίο αποδει-
κνύεται άμεσα αφού το παραπάνω σύνολο είναι γραμμικά ανεξάρτητο από ισό-
τητα πολυωνύμων και παράγει το σύνολο των πολυωνύμων και εφαρμόζοντας στη
βάση αυτή τη μέθοδο Gram-Schmidt με εσωτερικό γινόμενο
< 𝑝(𝑡), 𝑞(𝑡) >= ∫φ

Ј 𝑝(𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡, λαμβάνονται τα ορθογώνια πολυώνυμα
𝑃Ј(𝑡) = 1, 𝑃φ(𝑡) = 2𝑡 − 1, 𝑃ϵ(𝑡) = 6𝑡ϵ − 6𝑡 + 1, …. Τα πολυώνυμα είναι ορθο-
γώνια μεταξύ τους αφού κατασκευάστηκαν έτσι ώστε να ισχύει η συνθήκη ορθο-
γωνιότητας < 𝑃ք, 𝑃օ >= 0, ∀𝑖 ∈ {0, … , 𝑛}, 𝑗 = 0, 1, … , 𝑖 − 1.

Έστω η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της τυποποιημένης Κανονικής
κατανομής 𝜑(𝑥) = φ√

ϵᇉ𝑒− ՝ɞ
ɞ . Επιπλέον, θεωρούμε το πολυώνυμο Legendre

𝑃ֈ(𝑥) = տՒ
տ֓Ւ (𝑥ֈ(1 − 𝑥)ֈ) βαθμού m.

Το πολυώνυμο 𝑃ֈ είναι συνεχής συνάρτηση στο διάστημα [0, 1] οπότε ισχύει
0 < max

֓∈[ЈӴφ]
|𝑃ֈ(𝑥)| = 𝛼ֈ < ∞. Ακόμη, επειδή η συνάρτηση φ είναι φθίνουσα

για 𝑥 ∈ [0, ∞) έπεται ότι min
֓∈[ЈӴφ]

𝜑(𝑥) = 𝜑(1) = φ√
ϵᇉ𝑒− ȯ

ɞ = φ√
ϵᇉր > 0. Επομένως,

για 0 < 𝜀ֈ < φ
ᆺՒ

√
ϵᇉր , άμεσα βλέπουμε ότι 𝜑(𝑥) + 𝜀ֈ𝑃ֈ(𝑥) > 0, ∀𝑥 ∈ [0, 1].

Επιπλέον, ∫φ
Ј 𝜑(𝑥) + 𝜀ֈ𝑃ֈ(𝑥)𝑑𝑥 = ∫φ

Ј 𝜑(𝑥)𝑑𝑥 + 𝜀ֈ ∫φ
Ј 1 ⋅ 𝑃ֈ(𝑥)𝑑𝑥

2Adrien-Marie Legendre (1752-1833): Γάλλος μαθηματικός. Εισήγαγε τα πολυώνυμα Legen-
dre το 1785 προκειμένου να λύσει ένα πρόβλημα δυναμικού. Η γενική τους μορφή δόθηκε από τον
μαθηματικο Rodrigues το 1814 και ειναι ձՓ(֏) = ᆺՓ ՉՓ

ՉՙՓ [֏Փ(φ − ֏)Փ]Ӵ ։ = ЈӴ φӴ … Ӵ ᆺՓ ∈ ℝ+ӳ
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= ∫φ
Ј 𝜑(𝑥)𝑑𝑥 + 𝜀ֈ ∫φ

Ј 𝑃Ј(𝑥)𝑃ֈ(𝑥)𝑑𝑥
= ∫φ

Ј 𝜑(𝑥)𝑑𝑥,
λόγω ορθογωνιότητας των πολυωνύμων Legendre .

Συνεπώς, μπορούμε να ορίσουμε την ακολουθία συναρτήσεων πυκνότητας πι-
θανότητας {𝑓ֈ, 𝑚 ≥ 𝑘 + 2} με

𝑓ֈ = ৎ𝜑(𝑥), εάν 𝑥 < 0 ή 𝑥 > 1,
𝜑(𝑥) + 𝜀ֈ𝑃ֈ(𝑥), εάν 𝑥 ∈ [0, 1].

Θεωρούμε μια τυχαία μεταβλητή 𝑋, τέτοια ώστε 𝛸 ∼ 𝑓ֈ, 𝑚 ≥ 𝑘 + 2.
Τότε, για 𝑗 = 1, … , 𝑘 + 1 προκύπτει
𝛦[𝛸օ] = ∫�

−� 𝑥օ𝑓։(𝑥)𝑑𝑥
= ∫Ј

−� 𝑥օ𝜑(𝑥)𝑑𝑥 + ∫φ
Ј 𝑥օ[𝜑(𝑥) + 𝜀ֈ𝑃ֈ(𝑥)]𝑑𝑥 + ∫�

φ 𝑥օ𝜑(𝑥)𝑑𝑥
= ∫Ј

−� 𝑥օ𝜑(𝑥)𝑑𝑥 + ∫φ
Ј 𝑥օ𝜑(𝑥) + ∫�

φ 𝑥օ𝜑(𝑥) + 𝜀ֈ ∫φ
Ј 𝑥օ𝑃ֈ(𝑥)𝑑𝑥

= ∫�
−� 𝑥օ𝜑(𝑥)𝑑𝑥 + 𝜀ֈ ∫φ

Ј 𝑥օ𝑃ֈ(𝑥)𝑑𝑥
= 𝐸[𝑍օ], όπου 𝛧 ∼ 𝑁(0, 1),

αφού εξ’ ορισμού το πολυώνυμο Legendre είναι ορθογώνιο ως προς τη βάση
{1, 𝑥, 𝑥ϵ, … , 𝑥ֆ+φ}, στο διάστημα [0,1] δεδομένου ότι 𝑚 ≥ 𝑘 + 2, που σημαίνει
ότι ισχύει ∫φ

Ј 𝑥օ𝑃ֈ(𝑥)𝑑𝑥 = 0, 𝑗 = 0, 1, … , 𝑘 + 1.

Επομένως, η τυχαία μεταβλητή 𝑋 έχει πεπερασμένες ροπές οποιασδήποτε
τάξης, είναι μη εκφυλισμένη και μη κανονική (𝛸 ∼ 𝑓ֈ) και 𝛦[𝛸օ] = 𝐸[𝑍օ],
𝑗 = 0, 1, … , 𝑘 + 1. Επιπλέον, από τον Ορισμό 4.4.2. και το Θεώρημα 4.2.3. προ-
κύπτει ότι οι ποσότητες 𝑋 και (𝛭ϵӴ։, … , 𝑀ֆӴ։) είναι ασυμπτωτικά ανεξάρτη-
τες.

Παρατήρηση 4.4.4. Γενικότερα, σύμφωνα με το Θεώρημα Geary3 εάν ο δειγ-
ματικός μέσος 𝑋 και η δειγματική διασπορά 𝑆ϵ είναι ανεξάρτητες ποσότητες για
κάποιο 𝑛Ј ≥ 2, τότε η τυχαία μεταβλητή Χ ακολουθεί Κανονική κατανομή. Το
συγκεκριμένο θεώρημα αναπτύσσεται ενδελεχώς στο [9]. Στα Θεωρήματα 4.4.1.
και 4.4.2 που αναφέραμε παραπάνω, αποδεικνύεται το ασυμπτωτικό ανάλογο.
Στην ασυμπτωτική περίπτωση, αν οι 𝑋 και 𝑆ϵ είναι ασυμπτωτικά ανεξάρτητες,
δηλαδή 𝜇ϯ = 0, δεν έπεται την Κανονικότητα της τυχαίας μεταβλητής Χ, όπως
προαναφέρθηκε στηνΠαρατήρηση 4.4.3. Δηλαδή, δεν αρκεί μόνο ένα k με𝜇ֆ+φ =
𝑘𝜎ϵ𝜇ֆ−φ όπως στοΘεώρημαGeary. Όμως, αν οι ποσότητες𝑋։ και (𝑆ϵ

։, 𝑀ϯӴ։, … , 𝑀ֆӴ։)
είναι ασυμπτωτικά ανεξάρτητες για όλα τα 𝑘 ≥ 2, όπου 𝑆ϵ

։ πολλαπλάσιο της δειγ-
ματικής κεντρικής ροπής 𝛭ϵӴ։, τότε 𝑋 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎ϵ).

3Dr. Robert (Roy) Charles Geary (1896–1983): Ιρλανδός στατιστικός με σπουδές στα Πανεπι-
στήμια του Δουβλίνου και της Σορβόνης. Δίδαξε μαθηματικά στο Πανεπιστήμιο του Southampton
και εφαρμοσμένα οικονομικά στο Πανεπιστήμιο του Cambridge. Το θεώρημα Geary και η συνάρ-
τηση χρησιμότητας Stone-Geary φέρουν το όνομά του.
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