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Περίληψη 

Στη παρούσα διπλωματική εργασία πραγματοποιείται μία θεωρητική προσέγγιση 

του φαινομένου του ηλεκτρικού συντονισμού και αντι-συντονισμού στην 

ηλεκτροχημική διεπιφάνεια ηλεκτροδίου. Εισάγεται ένα γενικό θεωρητικό μοντέλο 

το οποίο, έπειτα από κατάλληλες παραδοχές και υποθέσεις, καταλήγει σε ένα 

σύστημα διαφορικών εξισώσεων. 

Η αριθμητική επίλυση του παραπάνω συστήματος πραγματοποιήθηκε με 

τη χρησιμοποίηση ενός προγράμματος ανοιχτού κώδικα, του XPPAUT, το οποίο 

εκτός από την αριθμητική επίλυση μη γραμμικών διαφορικών συστημάτων, 

προσδιορίζει την ευστάθεια και ισορροπία των συστημάτων αυτών. 

Με την χρησιμοποίηση του ορισμού της εμπέδησης και της εφαρμογής του 

στο σύστημα που αντιστοιχεί στο παραπάνω θεωρητικό μοντέλο, προκύπτουν οι 

συνθήκες (ιδιοσυχνότητα ) του συστήματος κάτω από τις οποίες η εμπέδηση 

γίνεται μέγιστη (αντι-συντονισμός) ή ελάχιστη (συντονισμός). Αποτέλεσμα, η 

ηλεκτροχημική διεπιφάνεια να λειτουργεί ως ζωνοπερατό φίλτρο στον συντονισμό 

ενώ στον αντι-συντονισμό να λειτουργεί ως παγίδα κύματος. 

Τέλος, πραγματοποιείται μια διερεύνηση στα χαρακτηριστικά του 

συντονισμού και αντι-συντονισμού (π.χ. ιδιοσυχνότητα  του συστήματος, μέτρο 
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Abstract 

In the present thesis a theoretical approach to the phenomenon of electrochemical 

resonance and antiresonance is attempted. A generic model is introduced which is 

described, under some assumptions, to a system of ordinary differential equations. 

The numerical solution of the model equations was accomplished by using 

the open source program XPPAUT, which is able to integrate systems of non-

linear differential equations and to determine the stability of steady states. 

By using the definition of impedance for the model equations, the 

eigenfrequency is determined for which the impedance becomes maximum 

(antiresonance) or minimum (resonance). As a result, the electrochemical 

interface functions as a band-pass filter under resonance conditions and as a 

wave trap under antiresonance conditions. 

Finally, some properties related to resonance and antiresonance (e.g. 

eigenfrequency, impedance modulus, frequency range) are explored by varying 

the physicochemical parameters (ohmic resistance and capacitance) of the 

electrochemical model. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Η επίδραση μιας εξωτερικής δύναμης σταθερού μέτρου σε ένα σύστημα, εξαρτάται 

από τη συχνότητά της. Εάν η συχνότητα διαταραχής είναι κοντά στη φυσική 

συχνότητα του συστήματος, τότε το πλάτος της απόκρισης μπορεί να γίνει πολύ 

μεγάλο, εφαρμόζοντας μια μικρή μόνο δύναμη. Αυτό το φαινόμενο ονομάζεται 

συντονισμός και συναντάται πολύ συχνά στη φύση. Έχει παρατηρηθεί σε 

διάφορους τομείς, όπως τη μηχανική, την ακουστική, την ηλεκτρονική 

κυκλωμάτων, την οπτική καθώς και σε ατομικό και μοριακό επίπεδο. Ο 

συντονισμός και ο αντι-συντονισμός είναι κοινά φαινόμενα σε ηλεκτρικά 

κυκλώματα, που εκφράζονται ως ελάχιστο ή μέγιστο της σύνθετης αντίστασης 

(εμπέδησης) του συστήματος, αντίστοιχα, σε μια συγκεκριμένη συχνότητα 

συντονισμού. Παρατηρείται, επίσης, στον τομέα της βιολογίας, όπου φαίνεται να 

διαδραματίζει έναν κρίσιμο ρόλο για τις δυνατότητες επικοινωνίας των νευρικών 

κυττάρων [Izhikevich 2007]. 

 

Εικόνα 1.1 

Παραδείγματα συντονισμού για διάφορα είδη νευρώνων 

Στην Εικ. 1.1 παρουσιάζονται τέσσερα παραδείγματα συντονισμού που 

έχουν παρατηρηθεί πειραματικά σε διαφορετικά νευρωνικά δίκτυα. Όπως φαίνεται 

Νευρώνες ελαίας 
Κινητικοί νευρώνες σπονδυλικής στήλης 

Κύτταρα του ιππόκαμπου 

Ενδορινικά κύτταρα 
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από τα παραδείγματα αυτά οι κυτταρικές μεμβράνες αποκρίνονται σε εξωτερικά 

ερεθίσματα μεταβλητής συχνότητας έτσι ώστε να παρουσιάζουν μέγιστο στην 

ηλεκτρική τους απόκριση σε μια ορισμένη συχνότητα διαταραχής. Με τον τρόπο 

αυτό τα νευρωνικά δίκτυα διαχειρίζονται την πληροφορία ενισχύοντας ερεθίσματα 

συγκεκριμένης συχνότητας και απορρίπτοντας τα υπόλοιπα ως περιττά [Erchova 

et. al. 2004, Hu et. al. 2002, Lampl and Yarom 1997]. 

Έχει υποστηριχθεί ότι, μεταξύ των άλλων χρήσεων στην ηλεκτρονική, 

ηλεκτροχημικές διεπιφάνειες μπορούν να χρησιμοποιηθούν ως φίλτρα χαμηλής 

συχνότητας [Conway 1999]. Επιπλέον, η ηλεκτροχημική διεπιφάνεια μπορεί να 

χρησιμοποιηθεί ως απλοποιημένο μοντέλο για την κατανόηση της επικοινωνίας 

των απλών νευρωνικών δικτύων, δεδομένου ότι τα κύρια φαινόμενα που 

λαμβάνουν χώρα στην κυτταρική μεμβράνη είναι ηλεκτροχημικής φύσεως 

[Karantonis and Karaoulanis 2011]. Αμφότερες οι διεργασίες εξαρτώνται από την 

ικανότητα της ηλεκτροχημικής διεπιφάνειας να παρουσιάζει συντονισμό. Πράγματι, 

έχει δειχθεί πρόσφατα ότι η ηλεκτροχημική διεπιφάνεια μπορεί να λειτουργήσει ως 

ένα ζωνοπερατό φίλτρο υπό συγκεκριμένες προϋποθέσεις. Αυτή η συμπεριφορά 

βασίζεται στο συνδυασμό της δυναμικής και ηλεκτρικής ιδιότητας της 

ηλεκτροχημικής διεπιφάνειας, που επιτρέπει το σύστημα να συντονιστεί, δηλαδή, 

να παρουσιάζει ένα μέγιστο της αγωγιμότητας σε μια ειδική συχνότητα 

συντονισμού [Karantonis et. al. 2010, 2012, 2013]. 

Ο κύριος στόχος της εργασίας είναι να διερευνηθούν αριθμητικά οι 

προϋποθέσεις υπό τις οποίες η ηλεκτροχημική διεπιφάνεια μπορεί να λειτουργήσει 

ως ένα ζωνοπερατό φίλτρο ή παγίδα κύματος. Είναι γνωστό ότι τα παραπάνω 

φίλτρα χρησιμοποιούνται ως παγίδες κύματος με βάση τις αντι-συντονιστικές τους 

ιδιότητες. Ένα απλό αλλά γενικό μοντέλο για την ηλεκτροχημική διεπιφάνεια θα 

χρησιμοποιηθεί προκειμένου να διαπιστωθεί αν μπορεί να παρατηρηθεί αντι-

συντονισμός, δηλαδή κατά πόσον η εμπέδηση μπορεί να εμφανίζει ένα μέγιστο 

(ιδανικά να γίνει άπειρη) σε μια συγκεκριμένη συχνότητα (αντι-συντονισμός). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

ΓΕΝΙΚΟ ΗΛΕΚΤΡΟΧΗΜΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ 

2.1 Θεωρητική Προσέγγιση 

Ας θεωρήσουμε ένα ηλεκτροχημικό σύστημα όπου η κινητική μεταφοράς φορτίου 

καθορίζεται αποκλειστικά από την επιφανειακή συγκέντρωση   (η συγκέντρωση 

στην επιφάνεια του ηλεκτροδίου) του ενός μόνο είδους που συμμετέχει στην 

αντίδραση. Ας υποθέσουμε, επίσης, ότι το συνολικό ρεύμα   του συστήματος 

οφείλεται στο φαρανταϊκό ρεύμα    (το ρεύμα λόγω της μεταφοράς φορτίου στο 

ηλεκτρόδιο) και στο χωρητικό ρεύμα    (το ρεύμα που απαιτείται για τη φόρτιση 

της ηλεκτροχημικής διεπιφάνειας). Βάσει των υποθέσεων αυτών, η αρχή 

διατήρησης φορτίου στη ηλεκτροχημική διεπιφάνεια γράφεται: 

       . (2.1) 

Εάν ονομάσουμε   τη διαφορά δυναμικού στη διεπιφάνεια, τότε η εξίσωση 

(2.1) γράφεται: 

    (   )     
  

  
, (2.2) 

όπου     είναι η χωρητικότητα της διεπιφάνειας, υποθέτοντας ότι είναι ανεξάρτητη 

από την πτώση τάσης στα άκρα της. Όμως, το συνολικό ρεύμα δίνεται από τον 

νόμο του Ohm, επομένως η εξίσωση (2.2) γίνεται: 

   
  

  
 
   

  
   (   ), (2.3) 

όπου   είναι η εφαρμοζόμενη τάση μεταξύ ηλεκτρόδιου εργασίας και ηλεκτρόδιου 

αναφοράς και    η ωμική αντίσταση του ηλεκτρολυτικού διαλύματος. Η εξίσωση 

(2.3) παριστά το ισοδύναμο κύκλωμα της Εικ. 2.1, όπου    η εμπέδηση της 

φαρανταϊκής δράσης. 
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Εικόνα 2.1 

Αντιστοίχηση του ηλεκτροχημικού συστήματος, με ισοδύναμο ηλεκτρικό κύκλωμα 

Ας υποθέσουμε επίσης ότι η κίνηση των αντιδρώντων ειδών προς και από 

την επιφάνεια του ηλεκτροδίου οφείλεται σε διάχυση και ηλεκτρομεταφορά. 

Θεωρώντας γραμμική κατανομή συγκέντρωσης κοντά στην επιφάνεια του 

ηλεκτροδίου (εντός ενός στρώματος μήκους  ), το ισοζύγιο μάζας γίνεται: 

  

  
 
  

  
(    )  

 

 
   

 

 
  , (Απόδειξη στο Παράρτημα Α) (2.4) 

όπου,    είναι η ροή λόγω της ηλεκτρομετανάστευσης,    η ροή λόγω μεταφοράς 

φορτίου (φαρανταϊκή) και    η συγκέντρωση στο κυρίως διάλυμα (μακριά από την 

επιφάνεια του ηλεκτροδίου). Αν όλο το ρεύμα στο ηλεκτρολυτικό διάλυμα 

προέρχεται από τα αντιδρώντα είδη, τότε η ροή ηλεκτρομεταφοράς πρέπει να είναι 

ανάλογη με το συνολικό ρεύμα  , δηλαδή: 

  

  
 
  

  
(    )  

 

   

   

  
 
 

 
  (   ), (2.5) 

όπου,   είναι η επιφάνεια του ηλεκτροδίου και   η σταθερά του Faraday. Το 

πρόσημο στον όρο της ροής υποδηλώνει ότι τα αντιδρώντα είδη αφήνουν την 

επιφάνεια του ηλεκτροδίου εξαιτίας της ηλεκτρομεταφοράς. 

Η αναλυτική έκφραση του συνολικού φαρανταϊκού ρεύματος    και η 

φαρανταϊκή ροή που υπεισέρχεται στην εξίσωση ισοζυγίου μάζας,   , εξαρτώνται 
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από το συγκεκριμένο ηλεκτροχημικό μηχανισμό, δηλαδή την κινητική της 

αντίδρασης μεταφοράς φορτίου στην επιφάνεια του ηλεκτροδίου. Προκειμένου να 

διατηρηθεί η τυποποίηση όσο το δυνατόν πιο γενική και απλή, εισάγονται οι 

ακόλουθες εκφράσεις: 

    (       
     

 ) (2.6) 

    (       
     

 ), (2.7) 

όπου,    και    είναι σταθερές. 

Εισάγοντας τις ακόλουθες αδιάστατες μεταβλητές: 

  
 

  
, (2.8) 

  
 

  
 , (2.9) 

  
  

  
 , (2.10) 

όπου,   η παγκόσμια σταθερά των αερίων και   η θερμοκρασία, προκύπτουν οι 

παρακάτω αδιάστατες εξισώσεις: 

 
  

  
 
   

 
  (       

     
 ), (2.11) 

  

  
     

   

 
  (       

     
 ), (2.12) 

όπου, 

  
 

  
 , (2.13) 

  
      

   
  , (2.14) 

  
   

     
   . (2.15) 

2.2 Αριθμητική Μέθοδος Επίλυσης 

Για την επίλυση του συστήματος των διαφορικών εξισώσεων (2.11) και (2.12) 

χρησιμοποιήθηκε το πρόγραμμα XXPAUT [Ermentrout 2002], ανοιχτού κώδικα το 
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οποίο μπορεί να λειτουργήσει στα περισσότερα συστήματα, 

συμπεριλαμβανομένου και του Windows. 

Το παραπάνω πρόγραμμα αποτελεί ένα εργαλείο για την προσομοίωση, 

την αναπαράσταση, την ανάλυση των δυναμικών συστημάτων και την μελέτη μη 

γραμμικών ταλαντώσεων. Μερικά χαρακτηριστικά του είναι τα κάτωθι: 

α. Περιέχει δώδεκα, περίπου, μεθόδους επίλυσης διαφορικών 

εξισώσεων. 

β. Επίλυση προβλημάτων αρχικών και ακραίων τιμών. 

γ. Υποστηρίζεται η εξαγωγή διαγραμμάτων σε μορφή PostScript. 

δ. Η επεξεργασία των αποτελεσμάτων γίνεται εύκολα και 

περιλαμβάνει την δυνατότητα υπολογισμού μετασχηματισμό Fourier. 

ε. Μπορεί να προσδιοριστεί η γραμμική ευστάθεια και η ισορροπία 

των δυναμικών συστημάτων. 

Η βασική μονάδα για το XXPAUT είναι ένα αρχείο ASCII, το οποίο 

περιέχει τις εξισώσεις, τις παραμέτρους, τις μεταβλητές, τις οριακές συνθήκες και 

τις εξισώσεις του μοντέλου. Η μέθοδος επίλυσης του συστήματος, τα διαγράμματα 

και η τελική επεξεργασία των δεδομένων γίνονται μέσα από το πρόγραμμα 

χρησιμοποιώντας το ποντίκι και τα μενού του. 

Τα αρχεία ODE είναι αρχεία ASCII, τα οποία χρησιμοποιεί το πρόγραμμα 

XXPAUT ως κώδικα εντολών. Αποτελούνται από συνεχείς γραμμές, μία για κάθε 

εντολή, οι οποίες δεν μπορούν να περιέχουν περισσότερους από 256 χαρακτήρες. 

Κατά σύμβαση τα XXPAUT αρχεία έχουν την επέκταση .ode. Κύριος σκοπός τους 

είναι να ορίζουν τις μεταβλητές, τις παραμέτρους και τις εξισώσεις του 

συστήματος. (Στο Παράρτημα Β είναι το αρχείο ODE που χρησιμοποιήθηκε στο 

πρόγραμμα XXPAUT). 

Για την ολοκλήρωση των εξισώσεων χρησιμοποιήθηκε η μέθοδος 

Qualst.RK4, θέτοντας Tolerance: 0.001, minimum step: 10-12, maximum step: 1. 

Για τον προσδιορισμό των στατικών καταστάσεων χρησιμοποιήθηκε το υπο-

πρόγραμμα AUTO με τις παραμέτρους που παρουσιάζονται στον Πιν. 2.1. 
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Πίνακας 2.1 

Παράμετροι του υπο-προγράμματος AUTO 

Ntst = 15 Dsmax = 0.5 

Nmax = 200 Par min = 0 

NPr = 50 Par max = 50 

Ds = 0.02 Norm min = 0 

Dsmin = 0.001 Norm max = 1000 

Ncol = 4 EPSU = 0.0001 

EPSL = 0.0001 EPSS = 0.0001 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΑ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 

3.1 Μοναδικό Ακρότατο 

Για την αριθμητική διερεύνηση του μοντέλου των εξισώσεων (2.11) και (2.12) 

χρησιμοποιήθηκαν οι ακόλουθες τιμές των παραμέτρων:        ,     , 

        ,          ,           ,        ,          και         . 

Το σχεδιάγραμμα στατικών καταστάσεων (steady state) για το παραπάνω 

μοντέλο εξισώσεων, για διάφορες τιμές της εφαρμοζόμενης τάσης  , 

παρουσιάζεται στις Εικ. 3.1 και 3.2. Για       , έχουμε κατάσταση ευσταθή 

κόμβου (stable node), ενώ για        έχουμε ευσταθή εστία (stable focus) 

[Wiggins 2003, Καραντώνης 2004α]. Όπως παρατηρείται, το δυναμικό του 

ηλεκτροδίου αυξάνεται όσο αυξάνεται η εφαρμοζόμενη τάση, ενώ η συγκέντρωση 

στην επιφάνεια του ηλεκτροδίου για χαμηλές τιμές του    ελαττώνεται ενώ για 

υψηλές αυξάνεται όσο αυξάνεται η εφαρμοζόμενη τάση. 
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Εικόνα 3.1 

Σχεδιάγραμμα στατικών καταστάσεων (steady state) του δυναμικού του 

ηλεκτροδίου   σε συνάρτηση με την εφαρμοζόμενη τάση στο σύστημα  , με βάση 

το χρησιμοποιούμενο μοντέλο εξισώσεων 
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Εικόνα 3.2 

Σχεδιάγραμμα στατικών καταστάσεων (steady state) της συγκέντρωσης στην 

επιφάνεια του ηλεκτροδίου   σε συνάρτηση με την εφαρμοζόμενη τάση στο 

σύστημα  , με βάση το χρησιμοποιούμενο μοντέλο εξισώσεων 

Η εμπέδηση   και η αγωγιμότητα   μπορούν να προσδιοριστούν 

εφαρμόζοντας μία διαταραχή με μικρό σταθερό πλάτος    και μεταβαλλόμενης 

συχνότητας, για παράδειγμα στο εφαρμοζόμενο δυναμικό, δηλαδή: 

          (  ), (3.1) 

όπου,       . Ένα παράδειγμα για       παρουσιάζεται στις Εικ. 3.3 – 3.6. 

 



12 
 

 

Εικόνα 3.3 

Σχεδιάγραμμα του         σε συνάρτηση του αδιάστατου χρόνου  . (Για 

     ) 
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Εικόνα 3.4 

Σχεδιάγραμμα του      σε συνάρτηση του αδιάστατου χρόνου  . (Για      ) 

Παρατηρείται ημιτονοειδής απόκριση της    σε όλο το φάσμα των 

συχνοτήτων, ενώ στο      έχουμε την εμφάνιση ελαχίστου για      . Επίσης, ο 

μετασχηματισμός Fourier του    έχει σταθερό πλάτος για όλο το φάσμα 

συχνοτήτων από   έως  , ενώ ο μετασχηματισμός Fourier του    παρουσιάζει 

ελάχιστο για       . Τέλος, η εμπέδηση   παρουσιάζει μέγιστο για       , ενώ 

στην ίδια συχνότητα η αγωγιμότητα   του συστήματος γίνεται ελάχιστη. 

Συμπερασματικά το σύστημα παρουσιάζει αντί-συντονισμό για       . 
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Εικόνα 3.5 

Σχεδιάγραμμα του μετασχηματισμού Fourier του    και του   . (Για      ) 
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Εικόνα 3.6 

Σχεδιάγραμμα της εμπέδησης   και της αγωγιμότητας   του συστήματος. (Για 

     ) 

Η εμπέδηση   και η αγωγιμότητα   του συστήματος υπολογίστηκαν από 

τον μετασχηματισμό Fourier ως εξής: 

| |  
   (  )

   (  )
 (3.2) 

| |  
   (  )

   (  )
 (3.3) 

Για τον αναλυτικό προσδιορισμό της εμπέδησης   και της αγωγιμότητας   

χρησιμοποιήθηκε ο ορισμός της εμπέδησης [Καραντώνης 2004β]: 

 ( )  
 ( ( ))

 ( ( ))
 (3.4) 

 ( )  
 ( ( ))

 ( ( ))
 (3.5) 
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όπου, η παράμετρος   είναι ένας μιγαδικός αριθμός,       , όπου   η 

κυκλική συχνότητα, και το σύμβολο  ( ) παριστάνει τον μετασχηματισμό Laplace, 

δηλαδή: 

 ( ( ))   ̅( )  ∫  ( )      
 

 
 (3.6) 

 ( ( ))   (̅ )  ∫  ( )      
 

 
 (3.7) 

Τόσο η εμπέδηση όσο και η αγωγιμότητα είναι μιγαδικές συναρτήσεις και 

μπορούν να παρασταθούν με την παρακάτω μορφή: 

 ( )   ( )    ( ) (3.8) 

 ( )   ( )    ( ) (3.9) 

όπου,  ( ) και  ( ) το πραγματικό και το φανταστικό μέρος της μιγαδικής 

συνάρτησης, αντίστοιχα. Τέλος, το μέτρο και η φάση της εμπέδησης θα δίνονται 

από τις σχέσεις: 

| |  √ ( )   ( )  (3.10) 

        (
 ( )

 ( )
) (3.11) 

Αντίστοιχες εξισώσεις με τις (3.10) και (3.11), ισχύουν και για την 

αγωγιμότητα. 

Οι εξισώσεις που περιγράφουν το σύστημά μας είναι οι (2.11), (2.12) και ο 

νόμος του Ohm: 

  
   

 
  (   ) (3.12) 

Οι εξισώσεις (2.11) και (2.12) μπορούν να γραφτούν στη γενική τους 

μορφή, αντίστοιχα: 

  

  
  (     ) (3.13) 

  

  
  (     ) (3.14) 

Για να εφαρμοστεί ο μετασχηματισμός Laplace θα πρέπει να 

γραμμικοποιηθούν οι παραπάνω εξισώσεις: (3.12), (3.13) και (3.14), 
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εφαρμόζοντας το ανάπτυγμα Taylor σε μια στατική κατάσταση (        ) και 

λαμβάνοντας υπόψη μόνο τους γραμμικούς όρους του αναπτύγματος. Έτσι, η 

εξίσωση (3.13) γίνεται: 

 (     )   (        )  
  

  
(    )  

  

  
(    )  

  

  
(    )   

 (     )   (        )  
  

  
(    )  

  

  
(    )  

  

  
(    )   

  ̇  
  

  
   

  

  
   

  

  
   (3.15) 

όπου, με το σύμβολο   αναπαριστάνουμε τη διαφορά. 

Αντίστοιχα, και για την εξίσωση (3.14) θα έχουμε: 

 (     )   (        )  
  

  
(    )  

  

  
(    )  

  

  
(    )   

 (     )   (        )  
  

  
(    )  

  

  
(    )  

  

  
(    )   

  ̇  
  

  
   

  

  
   

  

  
   (3.16) 

Τέλος, για την εξίσωση (3.12) έχουμε: 

 (   )   (     )  
  

  
(    )  

  

  
(    )   

 (   )   (     )  
  

  
(    )  

  

  
(    )   

   
 

 
   

 

 
   (3.17) 

Εφαρμόζοντας τον μετασχηματισμό Laplace στις εξισώσεις (3.15), (3.16) 

και (3.17) προκύπτει, αντίστοιχα: 

 (  ̇)  
  

  
 (  )  

  

  
 (  )  

  

  
 (  )   

  (  )  
  

  
 (  )  

  

  
 (  )  

  

  
 (  ) (3.18) 

όπου,      
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  (  )  
  

  
 (  )  

  

  
 (  )  

  

  
 (  ) (3.19) 

 (  )  
 

 
 (  )  

 

 
 (  ) (3.20) 

Λύνοντας την εξίσωση (3.19) ως προς  (  ) και αντικαθιστώντας στην 

εξίσωση (3.18). Έτσι προκύπτει: 

  (  )  
  

  
 (  )  

  

  
 (  )  

  

  
 (  )   

 (  )  
  

  
 (  ) 

  

  
 (  )

(  
  

  
)

 (3.21) 

Αντικαθιστώντας την (3.21) στην (3.18) και έχουμε: 

  (  )  
  

  
 (  )  

  

  
 (  )  

  

  
(

  
   

(  )  
  
   

(  )

(  
  
  
)

) 

διαιρώντας όλους τους όρους της εξίσωσης με τον όρο  (  ), προκύπτει: 

 
 (  )

 (  )
 
  

  

 (  )

 (  )
 
  

  

 (  )

 (  )
 
  

  
(

  

  

 (  )

 (  )
 
  

  

 (  )

 (  )

(  
  

  
)

) (3.22) 

Τέλος, διαιρώντας την εξίσωση (3.20) με τον όρο  (  ) και 

χρησιμοποιώντας και την εξίσωση (3.4) προκύπτει: 

 (  )

 (  )
 
 

 

 (  )

 (  )
 
 

 

 (  )

 (  )
   

 

 
  

 

 

 (  )

 (  )
 

 (  )

 (  )
     (3.23) 

Οπότε αντικαθιστώντας την έκφραση από την (3.23) στην (3.22), έχουμε: 

 (   )  
  

  
(   )  

  

  
  

  

  
(

  
  
(   )  

  
   

(  
  
  
)

)   



19 
 

      
  

  
  

  

  
  

  

  
  

  

  
(  

  

  
)
    

  
  

  

  
(  

  

  
)
    

  
 

 
  

  
(  

  

  
)
    

  
 

    
  

  
  

  

  
  

  

  
(  

  

  
)
    

  
  

  

  
(  

  

  
)
    

  
 

    
  

  
  

  

  
(  

  

  
)
    

  
 

  [  
  

  
 
  

  
(  

  

  
)
    

  
 
  

  
 
  

  
(  

  

  
)
    

  
]

  [  
  

  
 
  

  
(  

  

  
)
    

  
]   

   

[
 
 
   

  
   

  
  (  

  
  )

    
  

  
  
  
 
  
  
(  

  
  
)
    
  
 
  
  
 
  
  
(  

  
  
)
    
  ]
 
 
 

 

Πολλαπλασιάζοντας αριθμητή και παρανομαστή με τον όρο (  
  

  
), 

προκύπτει: 

   [
 (  

  
  )  

  
  (  

  
  )  

  
  
  
  

 (  
  
  
)  

  
  
(  

  
  
)  

  
  
  
  
 
  
  
(  

  
  
)  

  
  
  
  

]   

   [
    

  
    

  
   

  
  
  
   

  
  
  
  

    
  
  
  

  
  
 
  
  
  
  
 
  
  
  
  
  

  
  
 
  
  
  
  
 
  
  
  
  

]   

   [
  (

  

  
 
  

  
) 

  

  

  

  
 
  

  

  

  
   

  (
  

  
 
  

  
 
  

  
) 

  

  

  

  
 
  

  

  

  
 
  

  

  

  
 
  

  

  

  
   
] (3.24) 

όπου: 

            

 (     )  
   

  
 
 

 
(       

     
 ) 
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Oπότε: 

  

  
 
 

  
 

  

  
  

 

 
(       

     
 ) 

  

  
  

 

  
 
 

 
(            

 ) 

  

  
  

 

 
 

  

  
           

     
  

  

  
 
 

 
  (            

 ) 

Επομένως με βάση την εξίσωση (3.24) και σε συνδυασμό με τις (3.10) και 

(3.11), προκύπτουν τα διάφορα φάσματα εμπέδησης   και της φάσης   για 

διαφορετικές τιμές  , τα οποία παρουσιάζονται στις Εικ. 3.7 και 3.8, ως 

διαγράμματα Bode και στην Εικ. 3.9 ως διαγράμματα Nyquist. 

Αντίστοιχα, ισχύουν και για την αγωγιμότητα  , τα διαγράμματα της οποίας 

παρουσιάζονται στις Εικ. 3.10 – 3.12. 
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Εικόνα 3.7 

Διαγράμματα Bode της εμπέδησης   του συστήματος για διάφορες τιμές   
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Εικόνα 3.8 

Διαγράμματα Bode της φάσης της εμπέδησης   του συστήματος για διάφορες τιμές 
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Εικόνα 3.9 

Διαγράμματα Nyquist της εμπέδησης   του συστήματος για διάφορες τιμές   
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Εικόνα 3.10 

Διαγράμματα Bode της αγωγιμότητας   του συστήματος για διάφορες τιμές   
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Εικόνα 3.11 

Διαγράμματα Bode της φάσης της αγωγιμότητας   του συστήματος για διάφορες 

τιμές   
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Εικόνα 3.12 

Διαγράμματα Nyquist της αγωγιμότητας   του συστήματος για διάφορες τιμές   

Από τα αποτελέσματα που παρουσιάστηκαν προκύπτει ότι το γενικευμένο 

μοντέλο λειτουργεί βέλτιστα ως παγίδα κύματος σε δυναμικό        , δηλαδή 

στην τιμή όπου η εμπέδηση του συστήματος μεγιστοποιείται. 

3.2 Πολλαπλά Ακρότατα 

Σ’ αυτήν την περίπτωση για την αριθμητική διερεύνηση του μοντέλου των 

εξισώσεων (2.11) και (2.12) χρησιμοποιήθηκαν οι ακόλουθες τιμές των 

παραμέτρων:        ,     ,         ,          ,           ,    

    ,          και          . Παρατηρούμε ότι σ’ αυτήν την περίπτωση μόνο 

η τιμή της σταθεράς    αλλάζει και συγκεκριμένα κατά μία τάξη μεγέθους. 

Το σχεδιάγραμμα ευσταθών καταστάσεων (steady state), στην περίπτωση 

αυτή, για τις διάφορες τιμές της εφαρμοζόμενης τάσης  , παρουσιάζεται στις Εικ. 

3.13 και 3.14. Παρατηρείται ότι το δυναμικό του ηλεκτροδίου αυξάνεται όσο 

αυξάνεται η εφαρμοζόμενη τάση, ενώ η συγκέντρωση στην επιφάνεια του 

ηλεκτροδίου για χαμηλές τιμές του    ελαττώνεται ενώ για υψηλές αυξάνεται όσο 
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αυξάνεται η εφαρμοζόμενη τάση. Η μόνη διαφορά είναι ότι εμφανίζεται μία 

διακλάδωση Hopf για         (δηλαδή η εστία είναι ασταθής για        ). 

Παρ’ όλα αυτά για        , όπου έχουμε ευσταθείς εστίες, η αγωγιμότητα του 

συστήματος μεταβάλλεται δραματικά. Αυτό μπορεί να παρατηρηθεί στις Εικ. 3.15 

– 3.18, για         . 

 

 

Εικόνα 3.13 

Σχεδιάγραμμα στατικών καταστάσεων (steady state) του δυναμικού του 

ηλεκτροδίου   σε συνάρτηση με την εφαρμοζόμενη τάση στο σύστημα  , με βάση 

το χρησιμοποιούμενο μοντέλο εξισώσεων 
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Εικόνα 3.14 

Σχεδιάγραμμα στατικών καταστάσεων (steady state) της συγκέντρωσης στην 

επιφάνεια του ηλεκτροδίου   σε συνάρτηση με την εφαρμοζόμενη τάση στο 

σύστημα  , με βάση το χρησιμοποιούμενο μοντέλο εξισώσεων 

Στο διάγραμμα του    παρατηρείται ημιτονοειδής απόκριση σε όλο το 

φάσμα των συχνοτήτων και στο διάγραμμα      έχουμε την εμφάνιση ενός 

ελαχίστου για      , όπως επίσης και μεγίστου για      . 
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Εικόνα 3.15 

Σχεδιάγραμμα του         σε συνάρτηση του αδιάστατου χρόνου  . (Για 

        ) 
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Εικόνα 3.16 

Σχεδιάγραμμα του      σε συνάρτηση του αδιάστατου χρόνου  . (Για         ) 
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Εικόνα 3.17 

Σχεδιάγραμμα του μετασχηματισμού Fourier του    και του   . (Για         ) 
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Εικόνα 3.18 

Σχεδιάγραμμα της εμπέδησης   και της αγωγιμότητας   του συστήματος. (Για 

        ) 

Στην Εικ. 3.17 παρατηρείται ότι ο μετασχηματισμός Fourier του    είναι 

συνεχής για όλο το φάσμα συχνοτήτων από   έως    , ενώ ο μετασχηματισμός 

Fourier του    παρουσιάζει ένα ελάχιστο για      , όπως επίσης και ένα μέγιστο 

για      . Στην Εικ. 3.18 βλέπουμε ότι η εμπέδηση   παρουσιάζει μέγιστο για 

     , ενώ στην ίδια συχνότητα η αγωγιμότητα   του συστήματος γίνεται 

ελάχιστη, όπως αντίστοιχα για       η εμπέδηση   γίνεται ελάχιστη και η 

αγωγιμότητα   μέγιστη. Στην περίπτωση αυτή, δηλαδή, η ηλεκτροχημική 

διεπιφάνεια λειτουργεί τόσο ως ζωνοπερατό φίλτρο όσο και ως παγίδα κύματος. 

Πλήρης παρουσίαση των φασμάτων εμπέδησης   και της φάσης   για 

διαφορετικές τιμές   παρουσιάζονται στις Εικ. 3.19 και 3.20, ως διαγράμματα Bode 

και στην Εικ. 3.21 ως διαγράμματα Nyquist. Αντίστοιχα, διαγράμματα για την 

αγωγιμότητα   παρουσιάζονται στις Εικ. 3.22 – 3.24. 
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Εικόνα 3.19 

Διαγράμματα Bode της εμπέδησης   του συστήματος για διάφορες τιμές   
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Εικόνα 3.20 

Διαγράμματα Bode της φάσης της εμπέδησης   του συστήματος για διάφορες τιμές 
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Εικόνα 3.21 

Διαγράμματα Nyquist της εμπέδησης   του συστήματος για διάφορες τιμές   
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Εικόνα 3.22 

Διαγράμματα Bode της αγωγιμότητας   του συστήματος για διάφορες τιμές   
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Εικόνα 3.23 

Διαγράμματα Bode της φάσης της αγωγιμότητας   του συστήματος για διάφορες 

τιμές   
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Εικόνα 3.24 

Διαγράμματα Nyquist της αγωγιμότητας   του συστήματος για διάφορες τιμές   

Από τα παραπάνω αποτελέσματα γίνεται φανερό ότι η ηλεκτροχημική 

διεπιφάνεια λειτουργεί βέλτιστα ως ζωνοπερατό φίλτρο για         ενώ 

λειτουργεί βέλτιστα ως παγίδα κύματος για        . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

ΜΕΛΕΤΗ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ ΣΤΗΝ ΕΜΠΕΔΗΣΗ 

4.1 Μεταβολή της Χωρητικότητας της Ηλεκτροχημικής 

Διεπιφάνειας (   ) 

Στις αδιαστατικοποιημένες εξισώσεις το ρόλο της χωρητικότητας της 

ηλεκτροχημικής διεπιφάνειας τον έχει η παράμετρος  . Στις Εικ. 4.1 – 4.3 

παρουσιάζεται η επίδραση της χωρητικότητας στην εμπέδηση του συστήματος με 

τιμές παραμέτρων αυτές που παρουσιάζονται στην παρ. 3.1 και για      . 

 

Εικόνα 4.1 

Διαγράμματα Bode της εμπέδησης   του συστήματος για διάφορες τιμές   
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Εικόνα 4.2 

Διαγράμματα Bode της φάσης της εμπέδησης   του συστήματος για διάφορες τιμές 

  

 



41 
 

 

Εικόνα 4.3 

Διαγράμματα Nyquist της εμπέδησης   του συστήματος για διάφορες τιμές   

Από τα παραπάνω αποτελέσματα προκύπτει ότι η ηλεκτροχημική 

διεπιφάνεια λειτουργεί ως ζωνοπερατό φίλτρο για      , ενώ λειτουργεί ως 

παγίδα κύματος για τις υπόλοιπες τιμές του  . Συνεπώς, μορφοποίηση της 

ηλεκτροχημικής διεπιφάνειας (αλλαγή της χωρητικότητάς της) μπορεί να οδηγήσει 

σε μεταβολή της λειτουργίας της. 

4.2 Μεταβολή της Ωμικής Αντίστασης του Ηλεκτρολυτικού 

Διαλύματος (  ) 

Στις αδιαστατικοποιημένες εξισώσεις το ρόλο της αντίστασης του διαλύματος τον 

έχει η παράμετρος  . Στις Εικ. 4.4 – 4.6 παρουσιάζεται η επίδραση της αντίστασης 

στην εμπέδηση του συστήματος με τιμές παραμέτρων αυτές που παρουσιάζονται 

στην παρ. 3.1 και      . 
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Εικόνα 4.4 

Διαγράμματα Bode της εμπέδησης   του συστήματος για διάφορες τιμές   
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Εικόνα 4.5 

Διαγράμματα Bode της φάσης της εμπέδησης   του συστήματος για διάφορες τιμές 

  

 



44 
 

 

Εικόνα 4.6 

Διαγράμματα Nyquist της εμπέδησης   του συστήματος για διάφορες τιμές   

Από τα παραπάνω αποτελέσματα προκύπτει ότι για όλες της τιμές της 

αντίστασης του διαλύματος η ηλεκτροχημική διεπιφάνεια λειτουργεί ως παγίδα 

κύματος. Μεταβάλλοντας την αντίσταση είναι εφικτό να μεταβληθεί η συχνότητα 

αντι-συντονισμού για σταθερή τιμή  . Επίσης, υπάρχει μία συγκεκριμένη τιμή 

αντίστασης    , όπου παρατηρείται βελτιστοποίηση της λειτουργίας της 

διεπιφάνειας ως παγίδα κύματος. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

Έπειτα από τα αποτελέσματα που επιφέρουν οι μεταβολές των παραμέτρων του 

μαθηματικού μοντέλου στη συμπεριφορά της ηλεκτροχημικής διεπιφάνειας, 

προκύπτουν τα εξής συμπεράσματα: 

1. Οι κινητικές παράμετροι του μοντέλου (παράμετροι των εξισώσεων 

(2.11) και (2.12)) καθορίζουν την λειτουργία της ηλεκτροχημικής διεπιφάνειας. 

Ανάλογα με τις τιμές αυτών, η διεπιφάνεια μπορεί να λειτουργεί ως παγίδα 

κύματος ή ως ζωνοπερατό φίλτρο. Η βέλτιστη λειτουργία καθορίζεται από το 

εφαρμοζόμενο δυναμικό    του συστήματος (παράγραφος 3.1). 

2. Για κάποιες τιμές των κινητικών παραμέτρων η ηλεκτροχημική 

διεπιφάνεια λειτουργεί συγχρόνως τόσο ως ζωνοπερατό φίλτρο (για κάποια 

ιδιοσυχνότητα   ), όσο και ως παγίδα κύματος (σε μια άλλη ιδιοσυχνότητα   ́). Η 

βέλτιστη λειτουργία καθορίζεται, από το εφαρμοζόμενο δυναμικό    (παράγραφος 

3.2). 

3. Στην περίπτωση που είναι σταθερά και το εφαρμοζόμενο δυναμικό   

αλλά και η αντίσταση του διαλύματος   , τότε η λειτουργία της ηλεκτροχημικής 

διεπιφάνειας εξαρτάται από τη χωρητικότητά της,    . Για κάποιες τιμές της η 

διεπιφάνεια μετατρέπεται σε ζωνοπερατό φίλτρο, ενώ για άλλες λειτουργεί ως 

παγίδα κύματος. Συνεπώς, μορφοποίηση της ηλεκτροχημικής διεπιφάνειας (η 

οποία συνεπάγεται αλλαγή της χωρητικότητάς της) μπορεί να οδηγήσει σε 

μεταβολή της λειτουργίας της (παράγραφος 4.1). 

4. Μεταβάλλοντας την αντίσταση του διαλύματος   , διατηρώντας 

σταθερά το εφαρμοζόμενο δυναμικό   και τη χωρητικότητα     της ηλεκτροχημικής 

διεπιφάνειας, είναι εφικτό να μεταβληθεί η συχνότητα αντι-συντονισμού 

(ιδιοσυχνότητα   ).Επομένως, μεταβάλλοντας την αντίσταση του διαλύματος, π.χ. 

μετακινώντας το ηλεκτρόδιο αναφοράς σε σχέση με το σταθερό ηλεκτρόδιο 

εργασίας, επιτυγχάνεται βελτιστοποίηση της λειτουργίας της διεπιφάνειας ως 

παγίδα κύματος (παράγραφος 4.2). 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α 

Απόδειξη της Εξίσωσης: 
  

  
 
  

  
(    )  

 

 
   

 

 
   

Γενικά 

Ας θεωρήσουμε έναν όγκο  , ο οποίος περιέχει φορτισμένα σωματίδια, και ας 

εξετάσουμε την καθαρή ροή των σωματιδίων που εισέρχονται και εξέρχονται από 

τον συγκεκριμένο όγκο, ανά μονάδα χρόνου. 

Τα σωματίδια που διέρχονται από την επιφάνεια   ανά μονάδα χρόνου 

ισούται με το επιφανειακό ολοκλήρωμα της ροής, (σωματίδια ανά μονάδα 

επιφάνειας και ανά μονάδα χρόνου), πάνω στην επιφάνεια  : 

   ∮  ⃗    ⃗, (Π.Α.1) 

όπου η κατεύθυνση προς τα έξω λαμβάνεται ως θετική. 

 

 

Εικόνα Π.Α.1 

Όγκος  ,επιφάνειας  , ο οποίος περιέχει φορτισμένα σωματίδια. Η κατεύθυνση 

προς τα έξω λαμβάνεται θετική, (διάνυσμα  ⃗⃗⃗) 
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Εάν συμβολίσουμε με   τα σωματίδια ανά μονάδα όγκου, τότε ο ρυθμός 

μεταβολής του   (σωματίδια ανά μονάδα όγκου ανά μονάδα χρόνου), είναι 
  

  
. Η 

ολοκλήρωση του 
  

  
 για τον όγκο   θα ισούται με τον ρυθμό μεταβολής των 

σωματιδίων μέσα από τον όγκο ανά μονάδα χρόνου, δηλαδή: 

∫
  

  
  

 
  ∮  ⃗    ⃗ (Π.Α.2) 

Όμως από το θεώρημα του Gauss η (2) γίνεται: 

∫
  

  
  

 
  ∫   

 
 ⃗   (Π.Α.3) 

Και επειδή ο όγκος   έχει εκλεγεί αυθαίρετα μπορούμε να γράψουμε: 

  

  
     ⃗ (Π.Α.4) 

Η οποία παριστάνει την εξίσωση του ισοζυγίου μάζας, με το  ⃗ να είναι: 

 ⃗     ⃗⃗⃗       ⃗⃗⃗    ⃗⃗, (Π.Α.5) 

όπου   ο συντελεστής διάχυσης,   η ευκινησία και   το σθένος του ιόντος. 

Η περίπτωση του στρώματος διάχυσης 

Έστω η παρακάτω ειδική περίπτωση: 
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Εικόνα Π.Α.2 

Αναπαράσταση του γραμμικού προφίλ της συγκέντρωσης σε μια απόσταση   από 

το ηλεκτρόδιο εργασίας 

α. Γραμμικό προφίλ συγκέντρωσης. 

β. Μονοδιάστατο πρόβλημα. 

Το γραμμική κατανομή συγκέντρωσης, σωματίδια ανά μονάδα όγκου, 

εκφράζεται ως: 

 (   )   (   )  
    (   )

 
  (Π.Α.6) 

Τώρα, λόγω της φύσης του προβλήματος, αντί για όγκο   έχουμε 

επιφάνεια με εμβαδό  . Οπότε ο ρυθμός μεταβολής των σωματιδίων στην περιοχή 

  ανά μονάδα χρόνου είναι: 

∫
  

  
  

 
  ∫   

 
 ⃗   (Π.Α.7) 

ή πιο αναλυτικά: 

∬
  

  
      ∬(

  

  
 
  

  
)     (Π.Α.8) 

Εμβαδόν A 

Bulk 

C(x=δ)=Cb 

C(x=0) 

x 

z 

x=δ 
x=0 

Ηλεκτρόδιο 

εργασίας 

δ 
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Το πρώτο ολοκλήρωμα της παραπάνω εξίσωσης (Π.Α.8) υπολογίζεται ως 

εξής: 

∬
  

  
     

 

  
∬ ( (   )  

    (   )

 
 )

 

 

    

 
 

  
∬ ( (   )  

    (   )

 
)  

 

 

    

 
 

  
∫ [∫  (   )    ∫

    (   )

 

 

 

 

 

   ]  

 
 

  
∫( (   )  

    (   )

 

  

 
)   

 
 

  
∫ [( (   )  

    (   )

 
)  ]    

 

  
∫(

 (   )    
 

)    

 ∫
 

  
[
 (   )    

 
]     

Όμως, η    είναι ανεξάρτητη του χρόνου, οπότε: 

∫
 

  
[
 (   )    

 
]     ∫

 

 

  (   )

  
   

Ή με διαφορετικό συμβολισμό: 

 

 
∫
  (   )

  
|
   

   (Π.Α.9) 

Ας υπολογίσουμε τώρα το ολοκλήρωμα στα αριστερά της εξίσωσης 

(Π.Α.8). Εξαιτίας του γεγονότος ότι έχουμε μεταβολές μόνο κατά τον άξονα  , θα 

έχουμε: 

∬(
  

  
 
  

  
)      ∬

  

  

 

 

     ∬     
 

 

 ∫( ( )   ( ))   

όπου: 

 ( )    
    (   )

 
     (   )

  

  
|
   

 

και: 

 ( )     (                                 ), 
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οπότε: 

∬     
 

 
 ∫(  

    (   )

 
       ( ))   (Π.Α.10) 

Τοποθετώντας τις εκφράσεις των ολοκληρωμάτων (Π.Α.9) και (Π.Α.10) 

στην (Π.Α.8), προκύπτει: 

 

 
∫
  (   )

  
|
   

    ∫(  
    (   )

 
       ( ))   

ή, 

 

 

  (   )

  
|
   

   
    (   )

 
       ( ) 

και τελικά: 

  (   )

  
|
   

 
  

  
(    (   ))  

 

 
   

 

 
   

 

 
( ) (Π.Α.11) 

Επειδή το πρόβλημα είναι μονοδιάστατο, ισχύει: 

  (   )

  
|
   

 
  (   )

  
 

οπότε η (Π.Α.11) γίνεται: 

  (   )

  
 
  

  
(    (   ))  

 

 
   

 

 
   

 

 
( ) (Π.Α.12) 

δηλαδή η εξίσωση (2.4). 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β 

Αρχείο ODE που Χρησιμοποιήθηκε με το Πρόγραμμα XXPAUT 

u'=(sigma*(v+a0*sin(omega*t)-u)-c*(a1*u+a2*u^2+a3*u^3))/epsi 

c'=1.-c-sigma*(v+a0*sin(omega*t)-u)+a*c*(d1*u+d2*u^2+d3*u^3) 

omega=b+s*t 

R=1./sigma 

AUX r=omega 

AUX p=a0*sin(omega*t) 

AUX j=sigma*(v+a0*sin(omega*t)-u) 

AUX jF=c*(a1*u+a2*u^2+a3*u^3) 

AUX jC=sigma*(v+a0*sin(omega*t)-u)-c*(a1*u+a2*u^2+a3*u^3) 

par v=0. 

par sigma=0.1 

par a=1. 

par a1=1.125 

par a2=-0.075 

par a3=0.00125 

par d1=0.01 

par d2=-0.01 

par d3=0.015 

par epsi=0.055 

par a0=0. 

par s=0.01 

par b=0. 

u(0)=21.97589 

c(0)=0.3858297 

@ maxstor=1000000 

done 

 

 

 

 

 

 

Σύστημα Διαφορικών Εξισώσεων 

Βοηθητικές Εξισώσεις 

Αριθμητικός Ορισμός Παραμέτρων 

Τυχαίες Αρχικές Συνθήκες 

Ενημερώνει το Πρόγραμμα ότι το Αρχείο Ολοκληρώθηκε 
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