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Περίληψη 

 Η εφαρµογή των συνθέτων υλικών µε πολυµερική µήτρα και ενίσχυση ινών 

άνθρακα στην αεροναυπηγική βιοµηχανία έχει αυξηθεί σηµαντικά τις τελευταίες 

δεκαετίες. Ο κύριος λόγος αυτού του γεγονότος είναι οι καλές ειδικές µηχανικές 

ιδιότητες, η αυξηµένη ευελιξία σχεδιασµού και τελικά τα οφέλη σε κόστος και στην 

επίδραση στο περιβάλλον. 

 Όταν τα σύνθετα υλικά πρόκειται να χρησιµοποιηθούν ως δοµικά τµήµατα, 

γίνεται έναρξη ενός αναπτυξιακού προγράµµατος σχεδιασµού, όπου συνδυάζονται 

τεχνικές δοκιµής και ανάλυσης. Η ανάπτυξη αξιόπιστων αναλυτικών εργαλείων που 

επιτρέπουν την κατανόηση της µηχανικής συµπεριφοράς δοµών, όπως επίσης και η 

δυνατότητα αντικατάστασης αρκετών πειραµατικών δοκιµών, είναι αναµφισβήτητα 

υψίστης σηµασίας. 

 Επιπλέον, η έλλειψη γνώσης σε βάθος των επιδράσεων ζηµιάς λόγω κρούσης 

σε δοµές στον τοµέα της αεροναυπηγικής περιορίζει, σε κάποιες περιπτώσεις, τη 

χρήση των συνθέτων υλικών. Όµως, η ανάπτυξη µοντέλων εικονικής µηχανικής 

δοκιµής για ανάλυση της αντίστασης σε ζηµιά λόγω κρούσης µιας κατασκευής και 

επιπλέον η εναποµένουσα αντοχή µετά την κρούση, είναι µεγάλου ενδιαφέροντος. 

Ως αποτέλεσµα, λαµβάνοντας υπόψη τις παραπάνω παρατηρήσεις, τα θέµατα 

που καλύπτονται στην παρούσα µεταπτυχιακή εργασία αφορούν τα ακόλουθα: 

• αναλυτική περιγραφή της κρούσης σε πλάκα από σύνθετο υλικό, 

• περιγραφή τυποποιηµένων δοκιµών κρούσης και θλίψης µετά την κρούση, 

• σχηµατισµός και εφαρµογή καταστατικών µοντέλων για περιγραφή της 

ζηµιάς για σύνθετα υλικά υπό κρουστική φόρτιση (αποκόλληση στρώσεων 

και ζηµιά µήτρας / ινών), 

• χαµηλής ταχύτητας και µεγάλης µάζας κρούση σε µονολιθική, τετραγωνική 

πλάκα από σύνθετο υλικό. 
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Abstract 

 The application of polymer – based composites reinforced by carbon fibers 

(FRP: Fiber Reinforced Plastics) in aerospace industry has been significantly 

increased over the last decades. The main reason of this fact is their good specific 

mechanical properties, their increased flexibility of design and finally their cost and 

environmental benefits. 

 When composites are intended to be used in structural components, a design 

development program is initiated, where a combination of testing and analysis 

techniques is typically performed. The development of reliable analysis tools that 

enable to understand the structure mechanical behavior, as well as to replace most, but 

not all, the real experimental tests, is of clear interest. 

 Moreover, lack of in depth knowledge of impact damage effects on structures 

in the aerospace field deteriorates, in some cases, the use of composite materials. 

Therefore, the development of virtual mechanical testing models to analyze the 

impact damage resistance of a structure and additionally the prediction of post – 

impact residual strength is of great interest. 

 As a result, bearing in mind the above mentioned important remarks, the 

topics which are covered in this master thesis are the following:  

• analytical description of impact on a composite plate,  

• description of impact and compression after impact standard tests,  

• formulation and implementation of constitutive models for the description of 

damage for composite material under impact load (delamination and matrix / 

fiber damage), 

• low – velocity and large mass impact event on a monolithic, flat, rectangular, 

polymer – based laminated composite plate. 
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1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

1.1 Εισαγωγή 

 Τα τελευταία τριάντα χρόνια η χρήση των σύνθετων υλικών στην 

αεροναυπηγική βιοµηχανία σε τµήµατα της δοµής αεροσκαφών αυξάνεται συνεχώς 

εξαιτίας των δεδοµένων πλεονεκτηµάτων σε σύγκριση µε τα παραδοσιακά µεταλλικά 

υλικά. Το πιο σηµαντικό πλεονέκτηµα είναι το χαµηλό βάρος των σύνθετων υλικών 

που βασίζεται στη χαµηλή τους πυκνότητα σε συνδυασµό µε τον υψηλό ειδικό 

συντελεστή ελαστικότητας (δυσκαµψία) και την υψηλή ειδική αντοχή καθώς επίσης 

και η δυνατότητα προσαρµογής σε ειδικές εφαρµογές.  

Η πρώτη εφαρµογή σε δοµή εµπορικού αεροσκάφους πραγµατοποιήθηκε από 

την Airbus το 1972 µόνο για δευτερεύοντα δοµικά τµήµατα τα οποία δεν δέχονται 

υψηλές φορτίσεις. Αφορούσαν τµήµατα (fairings) του κάθετου ουραίου (vertical tail) 

τµήµατος και του ρύγχους (radome) του αεροσκάφους Α300Β. Έπειτα από απόκτηση 

εµπειρίας και µέσω εκτεταµένης έρευνας, άλλα τµήµατα όπως το πηδάλιο διεύθυνσης 

(rudder), οι φθορείς εδάφους (spoilers) και τα αερόφρενα (air brakes) 

αντικαταστάθηκαν από τµήµατα σύνθετου υλικού. Η πρώτη κύρια δοµή, κουτί 

στρέψης (torsion box) του κάθετου ουραίου τµήµατος, αντικαταστάθηκε στο 

αεροσκάφος Α310 το 1985.  

Στα επόµενα χρόνια δηµιουργήθηκε το κίνητρο για περαιτέρω ανάπτυξη 

εξαιτίας του ανταγωνισµού µεταξύ των εταιριών κατασκευαστής αεροσκαφών. Αυτός 

ο ανταγωνισµός βασίζεται κυρίως στη βελτίωση των δυνατοτήτων του αεροσκάφους, 

σχεδιάζοντας τα δοµικά του στοιχεία µε υλικά χαµηλού βάρους και υιοθετώντας 

προηγµένους κινητήρες. Η σηµαντική µείωση στο βάρος του αεροσκάφους και άρα 

της µείωσης της κατανάλωσης καυσίµου µε ταυτόχρονη µείωση των εκποµπών 

αερίων, είναι πολύ σηµαντικοί παράγοντες σε σχέση µε τα λειτουργικά κόστη των 

αεροπορικών εταιριών που λαµβάνονται υπόψη κατά τη διάρκεια αποφάσεων 

στρατηγικών επενδύσεων. Στο σχήµα 1 εικονίζεται το ποσοστό του βάρους της δοµής 

των συνθέτων υλικών για αεροσκάφη τύπου Airbus µε την πάροδο των χρόνων. 



13 

 

 

Σχήµα 1: Χρήση σύνθετων υλικών στην αεροναυπηγική 

 Όµως, ένα πολύ σηµαντικό θέµα που αφορά τα σύνθετα υλικά και τη χρήση 

τους στην αεροναυπηγική είναι, εκτός των άλλων, η συµπεριφορά των δοµικών 

στοιχείων σε κρούση. Ο λόγος της ιδιαίτερης αυτής συµπεριφοράς των σύνθετων 

υλικών είναι η απουσία, αν και µερικές φορές χρήσιµη, της πλαστικότητας και έτσι 

της χαοτικής ψαθυρής συµπεριφοράς τους, η οποία µεταξύ των άλλων απαιτεί τα 

εξής:  

(i) Εκπλήρωση των απαιτήσεων των κατασκευαστών, οι οποίοι επιθυµούν τη 

διαβεβαίωση ότι η δοµή µετά την κρούση αντέχει στις µηχανικές φορτίσεις 

µέχρι τον επόµενο έλεγχο, 

(ii)  Απάντηση των επιστηµονικών ερωτηµάτων για κατανόηση στην περίπτωση 

της κρούσης  της έναρξης των φυσικών φαινοµένων που σχετίζονται µε την 

αντίσταση ή την απώλεια της αντοχής των δοµών από σύνθετα υλικά σε 

απότοµη φόρτιση, 

(iii)  ∆υνατότητα συσχέτισης της ντετερµινιστικής προσοµοίωσης µε την ασφάλεια 

του βιοµηχανικού σχεδιασµού και την υπηρεσία συντήρησης.  
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Αν και στην παρούσα εργασία γίνεται µελέτη του φαινοµένου της κρούσης 

χαµηλής ταχύτητας σε σύνθετα υλικά για αεροναυπηγικές εφαρµογές, µια πολύ 

γενική κατηγοριοποίηση της απόκρισης των υλικών σε κρούση είναι η εξής: 

α) Κρούση µεγάλης µάζας, γνωστή ως κρούση χαµηλής ταχύτητας (low velocity 

impact), η οποία τυπικά λαµβάνει χώρα για ταχύτητες κάτω των 10 m/sec (π.χ. 

πτώση εργαλείων). 

β)  Κρούση µέσης ταχύτητας (intermediate velocity impact) για ταχύτητες 

µεταξύ των 10 m/sec έως 50 m/sec (π.χ. θραύσµατα από τυφώνα, ξένα 

αντικείµενα στο δρόµο ή σε διάδροµο απογείωσης). 

γ) Κρούση υψηλής ταχύτητας ή βαλλιστική κρούση (high velocity or ballistic 

impact) για ταχύτητες µεταξύ 50 m/sec έως 1000 m/sec (π.χ. εκρηκτικά ή 

σφαίρες). 

δ) Κρούση υπερ-υψηλής ταχύτητας (hyper velocity impact) για ταχύτητες 

µεγαλύτερες από 2-5 km/sec για διαστηµικές εφαρµογές (πτώση αντικειµένων 

µικροµετεωριτών σε περιπτώσεις χαµηλής τροχιάς γύρω από τη γη). 

Κατά τη διάρκεια του σχεδιασµού ενός αεροσκάφους, οι ζηµιές λόγω κρούσης 

έχουν ληφθεί υπόψη από τη φιλοσοφία σχεδίασης ‘fail safe’, όπου εναλλακτικές 

διαδροµές φόρτισης λαµβάνονται υπόψη µε σκοπό την επίτευξη ανθεκτικότητας στη 

ζηµιά λόγω κρούσης µέτριας σοβαρότητας. Επίσης, ελαττώνονται οι τιµές των 

επιτρεπόµενων τιµών αντοχής κατά το σχεδιασµό µέχρι ένα βαθµό όπου η ελάχιστα 

ορατή ζηµιά λόγω κρούσης (barely visible impact damage – BVID) µπορεί να 

διατηρηθεί ακόµα και στην υψηλότερη φόρτιση και για όλη την χρονική περίοδο  

χρήσης χωρίς καµία αποδόµηση της κατασκευής. Οποιαδήποτε ζηµιά, η οποία 

υπερβαίνει το επίπεδο του µεγέθους της ελάχιστα ορατής ζηµιάς λόγω κρούσης (π.χ. 

ορατή ζηµιά) µπορεί να µειώσει την ενδιάµεση επίδοση της κατασκευής και θα 

πρέπει να επισκευαστεί αµέσως. Στα σχήµατα 2 και 3 παρουσιάζεται η κατάταξη σε 

πέντε κατηγορίες των ζηµιών λόγω κρούσης, από την πιο σοβαρή ζηµιά µέχρι την 

λιγότερο ανιχνεύσιµη (multilevel analysis: προσοµοίωση µε χρήση διαφορετικής 

ανάλυσης – πυκνότητας πλέγµατος υπολογιστικών µοντέλων), σύµφωνα µε τον 

κανονισµό EASA AC 20-107B.  
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Σχήµα 2: Σχηµατικό διάγραµµα επιπέδων φορτίου σχεδιασµού - κατηγορίες σοβαρότητας ζηµιάς 

Κατηγορία ζηµιάς Μέθοδοι ανίχνευσης ζηµιάς 
Στρατηγικές σχεδιασµού διαχείρισης 

ασφάλειας 

Κατηγορία 1: Ζηµιά που µπορεί να 
είναι µη ανιχνεύσιµη από µεθόδους 
επιτόπου επιθεώρησης (η 
επιθεώρηση ενδεχοµένως να µην 
απαιτείται). 

BVID, γρατζουνιές, κοιλότητες και 
επιτρεπόµενα κατασκευαστικά 
ελαττώµατα που διατηρούν το µέγιστο 
φορτίο για όλη τη διάρκεια ζωής. 

Σχέδια (µε συντελεστή ασφαλείας), 
έλεγχος ποιότητας παραγωγής, 
συντήρηση. 

 

Κατηγορία 2: Ζηµιά που 
ανιχνεύθηκε µε επιτόπου 
επιθεώρηση (σενάριο επισκευής). 

VID (από µικρό έως µεγάλο µέγεθος), 
βαθιές κοιλότητες, κατασκευαστικές 
αστοχίες, µέγιστη τοπική θερµότητα ή 
περιβαλλοντική αποδόµηση που διατηρεί 
το οριακό φορτίο µέχρι να ανιχνευτεί. 

Σχεδιασµός για σπάνια ζηµιά, ποιοτικός 
έλεγχος παραγωγής, ενέργεια 
συντήρησης. 

Κατηγορία 3: Εµφανής ζηµιά 
ανιχνεύσιµη εντός µερικών 
πτήσεων λειτουργίας (σενάριο 
επισκευής). 

Ζηµιά εµφανής σε λειτουργίες σε 
επιθεώρηση ή απώλεια της αρχής ‘µορφή 
/ καταλληλότητα / λειτουργία’ που 
διατηρεί την αντοχή κοντά στο οριακό 
φορτίο µέχρι να ανιχνευτεί από το κέντρο 
ελέγχου. 

Σχεδιασµός για σπάνια µεγάλη ζηµιά, 
επιχειρησιακή ενέργεια, ενέργεια 
συντήρησης. 

Κατηγορία 4: ∆ιακριτή πηγή 
ζηµιάς - ο πιλότος περιορίζει τους 
ελιγµούς (σενάριο επισκευής). 

Ζηµιά εν πτήση που είναι εµφανής για 
τον πιλότο (έκρηξη κινητήρα, χτύπηµα 
πουλιού, αστραπή, χαλάζι). 

Σχεδιασµός για σπάνια γνωστά 
γεγονότα, επιχειρησιακή άµεση δράση, 
δράση συντήρησης. 

Κατηγορία 5: Σοβαρή ζηµιά που 
δηµιουργήθηκε από ανώµαλο 
έδαφος ή γεγονότα πτήσης (σενάριο 
επισκευής). 

Ζηµιά προκαλούµενη εξαιτίας σπάνιων 
γεγονότων λειτουργίας ή σε ένα βαθµό 
µεγαλύτερο από τη θεώρηση στο 
σχεδιασµό, η οποία πρέπει να αναφερθεί 
από το κέντρο ελέγχου για άµεση 
ενέργεια. 

Απαιτείται ενηµέρωση του κέντρου 
ελέγχου για λόγους ασφαλείας (άµεση 
αναφορά), συντήρηση και ενέργεια 
σχεδιασµού. 

Σχήµα 3: Κατηγορίες ζηµιάς για βασικές δοµές αεροσκάφους από σύνθετα υλικά 

Κατηγορία 2, Ζηµιά: VID, απαιτεί επισκευή σε κάθε 
κανονική διαδικασία επιθεώρησης 

Κατηγορία 3, Ζηµιά: Εµφανής που απαιτεί 
επισκευή µετά την εύρεσή της εντός µερικών 

πτήσεων 

Κατηγορία 4, Ζηµιά: ∆ιακριτής πηγής ζηµιά, 
φανερή στο πλήρωµα πτήσης, απαιτεί επισκευή 

µετά την πτήση 

Όριο 
επιτρεπόµενης 

ζηµιάς 

Κατηγορία 1, Ζηµιά: BVID, 
Επιτρεπόµενη 

Κατασκευαστική Ζηµιά 

Επίπεδο 
φορτίου 

σχεδιασµού 

   Αυξανόµενη σοβαρότητα ζηµιάς 

Κατηγορία 5, Ζηµιά: Ανώµαλη ζηµιά που δεν 
καλύπτεται από το σχεδιασµό αλλά γνωστή 
στη λειτουργία, απαιτεί άµεση επισκευή 

Κρίσιµο όριο 
ζηµιάς 

1.5 Συντελεστής 
Ασφαλείας 

Μέγιστη φόρτιση 
ανά διάρκεια 

ζωής 
Συνεχής ασφαλής 

πτήση 

Μέγιστο                          

Όριο                         
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Όµως, ενδιαφέρον στη χρήση των συνθέτων υλικών προκύπτει  κυρίως 

εξαιτίας των απαιτήσεων για υψηλό βαθµό αξιοπιστίας και ασφάλειας των 

αεροναυπηγικών κατασκευών εξαιτίας της πολυπλοκότητας της συµπεριφοράς τους 

και συνεπώς της δυσκολίας στη δηµιουργία προβλεπτικών µοντέλων. Αυτό 

δηµιουργεί µία υπερβολική εξάρτηση στις δοκιµές σε όλα τα στάδια όπως είναι ο 

σχεδιασµός και η ανάπτυξη, το εργαστήριο και η πιστοποίηση, η επιθεώρηση σε 

λειτουργία και οι επισκευές. Τα κόστη δοκιµών είναι τεράστια και οδήγησαν αρχικά 

σε σκεπτικισµό σχετικά µε τη χρήση των σύνθετων υλικών.  

Εκτιµάται ότι µε σκοπό τη διαβεβαίωση ενός ασφαλούς σχεδιασµού, οι 

αεροναυπηγικές βιοµηχανίες ξοδεύουν περίπου 350 εκατοµµύρια δολάρια κάθε χρόνο 

για την εκτέλεση δοκιµών. Στην περίπτωση δοµών από σύνθετα υλικά δεν υπάρχουν 

αποδεδειγµένες αξιόπιστες αναλυτικές µέθοδοι για πρόβλεψη της κρούσης και της 

ανθεκτικότητας της ζηµιάς όπως επίσης και των ζηµιών λόγω κρούσης.  Από τη 

στιγµή που η αποτίµηση του κόστους και του διαχειριστικού κινδύνου για νέα και µη 

δοκιµασµένα συστήµατα είναι δύσκολο έργο, η µείωση του κινδύνου 

πραγµατοποιείται λαµβάνοντας υπόψη πολλαπλούς συντηρητικούς συντελεστές 

ασφαλείας και σηµαντικές απαιτήσεις επιθεώρησης, µε στόχο την αποφυγή 

εκτέλεσης δαπανηρών δοκιµών πλήρους κλίµακας (full scale tests). Το µειονέκτηµα, 

όµως αυτής της προσέγγισης είναι ότι οδηγεί σε υπερβολικά συντηρητικό σχεδιασµό 

και το πλήρες δυναµικό των σύνθετων υλικών δεν διερευνάται.  

1.2 Κίνητρο  

 Η ευαισθησία στη ζηµιά από συγκεντρωµένες δυνάµεις κρούσης εκτός του 

επιπέδου (out of plane) είναι µία από τις πιο σηµαντικές σχεδιαστικές παραµέτρους 

για δοµές από ενισχυµένα σύνθετα υλικά στην αεροναυπηγική βιοµηχανία. Η 

ανάπτυξη µοντέλων εικονικών µηχανικών δοκιµών (virtual testing) για ανάλυση της 

αντίστασης στη ζηµιά της δοµής λόγω κρούσης είναι µεγάλου ενδιαφέροντος µε 

στόχο τη µείωση του κόστους πιστοποίησης. Αλλά το πιο σηµαντικό, είναι η 

πρόβλεψη της εναποµένουσας αντοχής (residual strength) της κατασκευής πράγµα το 

οποίο αποτελεί δύσκολο έργο. 

 Όταν µία κατασκευή από σύνθετο υλικό υπόκειται σε κρούση, η περιγραφή 

του προβλήµατος είναι αρκετά περίπλοκη. Τα πολύστρωτα σύνθετα υλικά είναι 
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ετερογενή υλικά εξαιτίας της παρουσίας τοπικών αστοχιών, όπως µικρά κενά αέρα, 

ζώνες πλούσιες σε ρητίνη, ασυνέχειες των ινών, απώλεια της ευθυγράµµισης των 

ινών, αλλαγές στην πυκνότητα των ινών, κλπ. Αντίστοιχα, οι κατασκευές από 

σύνθετο υλικό αποδοµούνται µε µεγάλη ποικιλία µηχανισµών αστοχίας (ρωγµή 

µήτρας, αποσύνδεση της διεπιφάνειας ίνας – µήτρας, αποκόλληση στρώσεων και 

θραύση ίνας), οι οποίες αλληλεπιδρούν µε ένα περίπλοκο τρόπο, ιδιαίτερα όταν η 

δοµή υπόκειται σε φόρτιση κρούσης (σχήµα 4).  

 

Σχήµα 4: ∆ιαφορετικοί τρόποι ζηµιάς σύνθετου υλικού λόγω κρούσης 

Επιπλέον, η έναρξη και η εξέλιξη αυτών των µηχανισµών αστοχίας (σχήµα 5) 

εξαρτάται από µία µεγάλη σειρά παραµέτρων κρούσης, όπως είναι οι φυσικές 

παράµετροι και οι ιδιότητες της διάταξης κρούσης, της διάταξης της κατασκευής και 

των περιβαλλοντικών συνθηκών.  

 

Σχήµα 5: Έναρξη και διάδοση ζηµιάς λόγω κρούσης χαµηλής ταχύτητας 

Εξαιτίας αυτών των γεγονότων, η ανάπτυξη ενός αξιόπιστου εργαλείου για 

την πρόβλεψη της αντίστασης στη ζηµιά λόγω κρούσης και της αντίστοιχης 

ανθεκτικότητας στην ζηµιά είναι µία πολλά υποσχόµενη δραστηριότητα, η οποία 

προς το παρόν, δεν είναι διαθέσιµη. 
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 Αναλυτικά µοντέλα κρούσης που αναπαριστούν το φυσικό σύστηµα πρέπει να 

εξιδανικεύονται σηµαντικά για να µπορούν να δώσουν µία πιθανή θεωρητική 

προσέγγιση. Ως αποτέλεσµα, οι λύσεις που επιτυγχάνονται είναι έγκυρες για ένα 

στενό φάσµα διατάξεων κρούσης, ή ακόµα δεν είναι κατάλληλες διότι οι προβλέψεις 

απέχουν πολύ από την πραγµατικότητα.  

 Χρησιµοποιώντας τις πιο πρόσφατες εξελίξεις στις υπολογιστικές µεθόδους 

και τη θεµελιώδη αναπαράσταση των µηχανισµών αστοχίας των σύνθετων υλικών, η 

εικονική δοκιµή της κρούσης, µε χρήση αριθµητικών προσοµοιώσεων µε κώδικες 

πεπερασµένων στοιχείων φαίνεται να είναι εφικτή. Η πρόταση για µοντελοποίηση της 

κρούσης µε κώδικες πεπερασµένων στοιχείων είναι εν µέρει εφικτή εξαιτίας της 

ανάπτυξης των υπολογιστών που οδήγησε το χρόνο ανάλυσης σε αποδεκτά επίπεδα. 

Αυτό το γεγονός επετεύχθη κυρίως µε την παράλληλη ανάλυση των µοντέλων 

πεπερασµένων στοιχείων σε πολλαπλούς επεξεργαστές, π.χ. χρησιµοποιώντας 

συστοιχία (cluster) υπολογιστών. 

 Σε αντίθεση µε τα αναλυτικά µοντέλα, τα µοντέλα πεπερασµένων στοιχείων 

είναι ικανά να µοντελοποιήσουν µεγάλο αριθµό διατάξεων κρούσης και αρκετών 

σχετικών φαινοµένων, όπως µοντελοποίηση φαινοµένου δυναµικής της κρούσης, 

ανάλυση επαφής, και σταδιακή αποδόµηση του υλικού. Η συµπεριφορά του υλικού 

µπορεί να περιγραφεί µε την εφαρµογή καταστατικών µοντέλων (constitutive models) 

που αναπτύχθηκαν στα πλαίσια της µηχανικής ζηµιάς συνεχούς µέσου (continuum 

damage mechanics). Ένα από τα κύρια χαρακτηριστικά για την ρεαλιστική πρόβλεψη 

της εικονικής δοκιµής είναι ο κατάλληλος σχηµατισµός των καταστατικών µοντέλων.     

1.3 Σκοπός  

Ο κύριος στόχος της παρούσας εργασίας είναι η ανάπτυξη ενός εργαλείου 

πεπερασµένων στοιχείων για την προσοµοίωση της τυποποιηµένης δοκιµής κρούσης 

µε πτώση βάρους (drop – weight impact) σε δοκίµια συνθέτων υλικών µε πολυµερική 

µήτρα και ενισχυµένα µε συνεχής ίνες άνθρακα. Μελλοντικά, θα µπορούσε να 

επιτευχθεί προσοµοίωση της δοκιµής θλίψης µετά την κρούση (Compression After 

Impact) και της εναποµένουσας αντοχής του πολύστρωτου σύνθετου υλικού (residual 

strength). Η κρούση µε πτώση βάρους κατηγοριοποιείται στη δοκιµή κρούσης 

χαµηλής ταχύτητας και στη δοκιµή µεγάλης µάζας. Υπό αυτή τη φόρτιση, η 



19 

 

αποκόλληση των στρώσεων είναι ο κύριος µηχανισµός ζηµιάς καθώς µειώνει αισθητά 

τη θλιπτική αντοχή της κατασκευής.  

Η αξιοπιστία των προβλέψεων εξαρτάται κυρίως από το καταστατικό µοντέλο 

για την περιγραφή της συµπεριφοράς του σύνθετου υλικού. Αυτό είναι η περιγραφή 

της έναρξης και ανάπτυξης των διαφορετικών µηχανισµών ζηµιάς. Η στρατηγική που 

χρησιµοποιείται εδώ βασίζεται στη µοντελοποίηση της αστοχίας του σύνθετου 

υλικού, όπου ένα πολύστρωτο αποτελείται από οµογενής στρώσεις, η κάθε µία µε 

ορθοτροπικές ιδιότητες που εξαρτώνται από τον προσανατολισµό της ίνας. 

Αντίστοιχα, δύο ξεχωριστά καταστατικά µοντέλα σχηµατίζονται χρησιµοποιώντας 

ένα ακριβές θερµοδυναµικό πλαίσιο: ένα για την περιγραφή της αποσύνδεσης µεταξύ 

των στρώσεων του πολύστρωτου (π.χ αποκόλληση), και ένα άλλο για την περιγραφή 

των µηχανισµών ζηµιάς που λαµβάνουν χώρα σε κάθε στρώση (π.χ. µηχανισµούς 

ζηµιάς εντός της στρώσης: ρωγµή µήτρας, αποσύνδεση διεπιφάνειας ίνας – µήτρας, 

και θραύση ίνας). Ο σχηµατισµός και η εφαρµογή και των δύο καταστατικών 

µοντέλων πραγµατοποιούνται ξεχωριστά, αλλά η αλληλεπίδραση των µηχανισµών 

ζηµιάς θα µπορούσε να διαβεβαιωθεί  µε χρήση και των δύο µοντέλων στο ίδιο 

µοντέλο πεπερασµένων στοιχείων. Το προτεινόµενο µοντέλο αποκόλλησης 

στρώσεων (interlaminar damage) βασίζεται σε προηγούµενες εργασίες και 

δηµοσιεύσεις του Turon ενώ επίσης γίνεται και παρουσίαση των συνεκτικών 

στοιχείων (cohesive elements) µέσω του εµπορικού πακέτου Abaqus. Αντίστοιχα για 

την περίπτωση ζηµιάς εντός της στρώσης του σύνθετου υλικού (intralaminar damage) 

γίνεται παρουσίαση του µοντέλου Miami (continuum damage model), ενώ γίνεται 

παρουσίαση των κριτηρίων Hashin 2D / 3D & Puck και χρήση τους µέσω 

υπορουτίνας VUMAT του εµπορικού πακέτου Abaqus γραµµένη σε γλώσσα 

προγραµµατισµού Fortran. 

Άλλοι στόχοι της παρούσας εργασίας, σχετικοί µε τις προβλέψεις των 

πεπερασµένων στοιχείων, είναι η αναλυτική περιγραφή της κρούσης και η 

καταγραφή των κρίσιµων τιµών ζηµιάς για διάφορες περιπτώσεις. Μελλοντικά, θα 

µπορούσε να καθορισθεί ένα πειραµατικό πλάνο δοκιµών µε στόχο την αποτίµηση 

της εγκυρότητας των αριθµητικών προβλέψεων κατά την προσοµοίωση µε 

πεπερασµένα στοιχεία.  
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Επίσης, εξαιτίας της απλότητας της θεωρούµενης κατασκευής (µονολιθικές, 

επίπεδες και τετράγωνες πλάκες από πολύστρωτο σύνθετο υλικό µε συµβατικές 

αλληλουχίες στρώσεων), η αναλυτική περιγραφή περιλαµβάνει την πρόβλεψη της 

ελαστικής απόκρισης και τις προτάσεις για νέες οριακές τιµές στις οποίες ξεκινά 

σηµαντική ζηµιά. Η αναλυτική περιγραφή είναι κατάλληλη για ανάλυση 

πρωταρχικού σχεδιασµού (preliminary design), καθώς επιτρέπει τη γρήγορη 

αποτίµηση του ρόλου που παίζει κάθε παράµετρος στο φαινόµενο της κρούσης. 

Αντίστοιχα, η αναλυτική περιγραφή είναι χρήσιµη για τον προσδιορισµό 

πειραµατικών πλάνων κρούσης. Αν και τα αναλυτικά εργαλεία που µελετώνται 

επικεντρώνονται σε εργαστηριακά δοκίµια, οι ιδέες που αποκτώνται συχνά µπορούν 

να εφαρµοστούν για πιο σύνθετες διατάξεις κρούσης.  

1.4 ∆οµή εργασίας  

Σύµφωνα µε του αντικειµενικούς στόχους που περιγράφηκαν προηγουµένως, 

η εργασία αποτελείται από τα εξής βασικά µέρη:  

Α. Αναλυτική περιγραφή κρούσης (κεφάλαιο 2), 

Β. Πειραµατικές δοκιµές (κεφάλαιο 3),  

Γ. Καταστατικά µοντέλα για υπολογιστική προσοµοίωση µε χρήση 

πεπερασµένων στοιχείων (κεφάλαια 4 και 5),  

∆. Προσοµοίωση κρούσης µε χρήση υπολογιστή (κεφάλαιο 6). 

Αναλυτικά, στο κεφάλαιο 2 δίνεται µία λεπτοµερής περιγραφή των 

αναλυτικών µοντέλων κρούσης που είναι διαθέσιµα στη βιβλιογραφία. Αυτή η 

περιγραφή περιλαµβάνει τα µοντέλα για την πρόβλεψη της ελαστικής απόκρισης της 

κρούσης, καθώς επίσης και την περιγραφή των διαθέσιµων και των νέων προτάσεων 

για κρίσιµες τιµές ζηµιάς.  

Παράλληλα, στο κεφάλαιο 3 παρουσιάζονται οι τυποποιηµένες δοκιµές και οι 

συσκευές κρούσης µε πτώση βάρους και θλίψης µετά την κρούση. 

Σχετικά µε την ανάπτυξη προσοµοιώσεων πεπερασµένων στοιχείων, ένα 

µοντέλο ζηµιάς µεταξύ των στρώσεων για την προσοµοίωση της έναρξης και 

ανάπτυξης αποκόλλησης στρώσεων υπό µεταβλητές συνθήκες µεικτού τύπου 
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αναπτύσσονται στο κεφάλαιο 4. Ο σχηµατισµός και η εφαρµογή που παρουσιάζονται 

είναι µία τροποποιηµένη πρόταση του µοντέλου που αρχικά αναπτύχθηκε από τον 

Turon. Επίσης γίνεται παρουσίαση των συνεκτικών στοιχείων (cohesive elements) 

µέσω του εµπορικού πακέτου Abaqus. 

Στο κεφάλαιο 5, περιγράφεται ο σχηµατισµός µοντέλου ζηµιάς συνεχούς 

µέσου για την πρόβλεψη της έναρξης και συσσώρευσης των µηχανισµών ζηµιάς 

εντός της στρώσης του σύνθετου υλικού στα πολύστρωτα σύνθετα υλικά. Το µοντέλο 

που περιγράφεται βασίζεται στην εργασία που αναπτύχθηκε από τον Miami το οποίο 

αποτελεί το καταστατικό µοντέλο ζηµιάς που σχηµατίσθηκε στα πλαίσια της 

µηχανικής ζηµιάς συνεχούς µέσου (continuum damage mechanics), ενώ γίνεται 

χρήση των κριτηρίων Hashin 2D / 3D & Puck µέσω υπορουτίνας VUMAT γραµµένη 

σε Fortran µέσω του εµπορικού πακέτου Abaqus.  

 Στη συνέχεια, στο κεφάλαιο 6, πραγµατοποιείται προσοµοίωση κρούσης 

µεταλλικού σφαιριδίου σε πλάκα από σύνθετο υλικό µε χρήση του πακέτου Abaqus 

µέσω της υπορουτίνας VUMAT που προαναφέρθηκε. 

 Τέλος, στο κεφάλαιο 7 παρουσιάζονται τα συµπεράσµατα και καταγράφονται 

οι πιθανές µελλοντικές αναλύσεις και ερευνητικές δραστηριότητες. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



22 

 

2. ΑΝΑΛΥΤΙΚΗ ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΤΟΥ ΦΑΙΝΟΜΕΝΟΥ ΤΗΣ ΚΡΟΥΣΗΣ 

2.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 Η πρόβλεψη της ζηµιάς λόγω κρούσης σε δοµές πολύστρωτων σύνθετων 

υλικών από εξωτερικά αντικείµενα είναι ένα αρκετά πολύπλοκο φαινόµενο καθώς 

είναι αποτέλεσµα της αλληλεπίδρασης µεταξύ διαφορετικών µηχανισµών αστοχίας  

όπως είναι η θραύση µήτρας, η αποσύνδεση διεπιφάνειας ίνας – µήτρας, η 

αποκόλληση των στρώσεων και η θραύση της ίνας. Παράλληλα, εξαρτάται από τις 

παραµέτρους του φαινοµένου της κρούσης δηλαδή τις φυσικές ιδιότητες της διάταξης 

κρούσης και της δοµικής κατασκευής, τις περιβαλλοντικές συνθήκες κλπ. 

Πειραµατικά αποτελέσµατα δείχνουν ότι η ζηµιά λόγω κρούσης σχετίζεται 

άµεσα µε τη φύση της συµπεριφοράς σε κρούση, η οποία µε τη σειρά της ελέγχεται 

από τις ισχύουσες παραµέτρους. Όµως, είναι χρήσιµο να γνωρίζουµε την επίδραση 

κάθε ισχύουσας παραµέτρου στη συµπεριφορά σε κρούση, και έτσι να έχουµε µία 

ποσοτική αποτύπωση των πιθανών µηχανισµών ζηµιάς που µπορούν να λάβουν χώρα 

π.χ. µε σταθερή ενέργεια κρούσης, δηµιουργείται κυρίως αποκόλληση στρώσεων 

λόγω ψευδοστατικής κρούσης, ενώ µόνιµη παραµόρφωση και θραύση ίνας 

δηµιουργείται λόγω κρούσης µε διαστολή κύµατος. Η αρχική γνώση της 

συµπεριφοράς σε κρούση όχι µόνο βοηθά στην αποτίµηση του πιθανού τύπου ζηµιάς 

που εισάγεται, αλλά είναι επίσης χρήσιµο για την ανάπτυξη αποτελεσµατικών 

αριθµητικών µοντέλων, για προγραµµατισµό πειραµατικών δοκιµών, και για την 

επιλογή ενός κατάλληλου απλοποιηµένου αναλυτικού µοντέλου για περιγραφή του 

φαινοµένου της κρούσης.  

 Τα αναλυτικά µοντέλα είναι ένα κατάλληλο και δυνατό εργαλείο για γρήγορα 

προβλεπτικά αποτελέσµατα για µία δεδοµένη διάταξη κρούσης, τα οποία είναι 

κατάλληλα για σύγκριση διαφορετικών περιπτώσεων κρούσης µε διαφορετικές τιµές 

παραµέτρων. Γενικά, τα αναλυτικά µοντέλα περιορίζονται σε απλές γεωµετρίες, 

βασίζονται σε βηµατικής µορφής λύση µη γραµµικών διαφορικών ή ολοκληρωτικών 

εξισώσεων και περιγράφουν τη µεταβατική απόκριση του συστήµατος µέχρι την 

έναρξη της ζηµιάς, π.χ. στην ελαστική περιοχή.  

 Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζεται το πλαίσιο και τα βασικά χαρακτηριστικά 

της δυναµικής της κρούσης σε ορθογώνιες, επίπεδες και µονολιθικές πλάκες από 
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σύνθετο υλικό, καθώς επίσης και µία βιβλιογραφική έρευνα των αναλυτικών 

µοντέλων κρούσης που υπάρχουν διαθέσιµα. Παράλληλα, πραγµατοποιείται 

παρουσίαση των κύριων προσεγγίσεων που χρησιµοποιούνται για γρήγορο 

καθορισµό της φύσης της κρούσης. Τέλος, παρουσιάζεται µία ανασκόπηση των 

αναλυτικών ορίων ζηµιάς που είναι διαθέσιµα στη βιβλιογραφία, όπως η ανάπτυξη 

νέων προτάσεων για µερικούς µηχανισµούς ζηµιάς.  

2.2 ΣΥΜΠΕΡΙΦΟΡΑ ΣΕ ΚΡΟΥΣΗ 

 Πειραµατικές µετρήσεις δείχνουν ότι υπάρχει συσχέτιση µεταξύ της φύσης 

της συµπεριφοράς σε κρούση και της προκαλούµενης ζηµιάς. Από τη στιγµή που η 

συµπεριφορά σε κρούση καθορίζεται από τις ισχύουσες παραµέτρους του φαινοµένου 

της κρούσης, η ζηµιά που προκαλείται εξαρτάται επίσης από αυτές τις παραµέτρους. 

Για κρούσεις σε ορθογώνιες, επίπεδες και µονολιθικές πλάκες από πολύστρωτο 

σύνθετο υλικό, οι παράµετροι κατατάσσονται σε τρεις κατηγορίες:  

1.  παράµετροι πλάκας (πάχος, επίπεδες διαστάσεις, διαστρωµάτωση, ελαστικές 

ιδιότητες - θραύσης, πυκνότητα  και συνοριακές συνθήκες),  

2. παράµετροι διάταξης κρούσης (impactor) (σχήµα, µέγεθος, ελαστικές 

ιδιότητες, µάζα, ταχύτητα, γωνία κρούσης) και  

3. περιβαλλοντικές συνθήκες.  

 Η ελαστική συµπεριφορά µπορεί να προβλεφθεί εύκολα στην ελαστική 

περιοχή µε χρήση προσεγγίσεων που βασίζονται σε αναλυτικά µοντέλα του 

φαινοµένου της κρούσης και µε τον τρόπο αυτό µπορούµε να µάθουµε την πιθανή 

προκαλούµενη ζηµιά. Η ζηµιά αρχίζει όταν µία κατάλληλη παράµετρος της 

ελαστικής απόκρισης, τυπικά η δύναµη κρούσης είναι µεγαλύτερη από τη σχετική 

κρίσιµη τιµή της ζηµιάς. 

 Εκτός των µοντέλων για πρόβλεψη της απόκρισης λόγω κρούσης, είναι 

χρήσιµο να παρουσιαστούν οι διαφορετικοί τύποι απόκρισης σε κρούση για πλάκες 

(συµπεριφορά κρούσης) για να έχουµε ποιοτική αίσθηση της πιθανής ζηµιάς που θα 

προκληθεί και για την επιλογή απλοποιηµένου µοντέλου για την περιγραφή σε 

κρούση.  Σύµφωνα µε τον Olsson [6] δηµιουργούνται κύµατα τάσεων που 

διαδίδονται από το σηµείο κρούσης, ενώ η επίδραση των κυµάτων σταδιακά 
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εξασθενεί εξαιτίας της απόσβεσης του υλικού και της διασποράς του κύµατος. 

∆ιακρίνουµε τις εξής τρεις περιπτώσεις διάδοσης κυµάτων ανάλογα µε το χρόνο 

κρούσης: 

i) Για χρόνους κρούσης ti κοντά στο χρόνο που χρειάζονται τα κύµατα για να 

διαδοθούν στη διεύθυνση κατά την έννοια του πάχους (π.χ 
z

i c

h
t ≤ , όπου h το 

πάχος της πλάκας και cz η ταχύτητα του ήχου στη διεύθυνση του πάχους), η 

απόκριση περιλαµβάνει διάδοση κύµατος σε τρεις διαστάσεις ή βαλλιστική 

κρούση (βλ. σχήµα 6α). Στην περίπτωση αυτή συνήθως προκαλείται τοπική 

και εύκολα ανιχνεύσιµη ζηµιά.  

ii)  Για µεγαλύτερους χρόνους κρούσης, καµπτικά και διατµητικά κύµατα 

διακατέχουν την απόκριση (σχήµα 6 – κρούση άπειρης πλάκας). Εάν η γενική 

απόκριση της πλάκας µπορεί να παραληφθεί (περίπτωση β), η συµπεριφορά 

σε κρούση ονοµάζεται κρούση σε µισό – διάστηµα (half – space impact). 

iii) Για χρόνους πολύ µεγαλύτερους από το χρόνο που χρειάζονται αυτά τα 

κύµατα για να φτάσουν στα όρια της πλάκας, επικρατεί χαµηλότερος τρόπος 

δόνησης του συστήµατος διάταξης κρούσης – πλάκας (σχήµα 6γ). Τελικά, ο 

τρόπος παραµόρφωσης πλησιάζει την καθαρά στατική µορφή (ψευδοστατική 

κρούση). 

Σχετικά µε τις κρούσεις που µπορούν να εµφανιστούν σε ένα αεροσκάφος, η 

απόκριση του σχήµατος 6β είναι τυπική για εφαρµογές κρούσης από χαλάζι και 

χαλίκι στον διάδροµο απογείωσης, ενώ η απόκριση στο σχήµα 6γ είναι τυπική για 

πτώση σε βαριά αντικείµενα. Το µέγεθος της επίπεδης πλάκας και οι οριακές 

συνθήκες επηρεάζουν την απόκριση του σχήµατος 6γ, αλλά όχι τις αποκρίσεις των 

σχηµάτων 6α & β, διότι σε αυτές τις περιπτώσεις, το φαινόµενο της κρούσης 

λαµβάνει χώρα πολύ πριν τα κύµατα των τάσεων φτάσουν στα άκρα της κατασκευής. 

Το φορτίο και η αποµάκρυνση είναι εκτός φάσης κατά τη διάρκεια κρούσης µικρής 

µάζας ενώ είναι λίγο πολύ στην ίδια φάση κατά τη διάρκεια κρούσης µεγάλης µάζας. 

Επιπλέον, εξαιτίας πιο τοπικής απόκλισης, µικρής µάζας διατάξεις κρούσης 

προκαλούν υψηλότερα φορτία κρούσης και έναρξη ζηµιάς νωρίτερα από διατάξεις 

κρούσεις µεγάλης µάζας µε την ίδια κινητική ενέργεια.  
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 (α)   (β)  (γ) 

Σχήµα 6: Αποκρίσεις κρούσης: (α) Επικράτηση διεύρυνσης κυµάτων, (β) επικράτηση καµπτικών και 
διατµητικών κυµάτων και (γ) ψευδο – στατική απόκριση (Olsson) 

 Η περίπτωση καθαρά ορατής ζηµιάς λόγω κρούσης (clear visible impact 

damage) σχετίζεται µε την απόκριση του σχήµατος 6 α. Επιπλέον, ελάχιστα ορατή 

ζηµιά λόγω κρούσης (barely visible impact damage – BVID) σχετίζεται µε τους 

τύπους απόκρισης που φαίνονται στα σχήµατα 6 β & γ, όπου η αποκόλληση των 

στρώσεων είναι ο κύριος µηχανισµός ζηµιάς. Οι αποκολλήσεις είναι η κύρια απειλή 

διότι είναι κρυµµένες και µειώνουν σηµαντικά την αντοχή σε θλίψη της κατασκευής.  

2.3 ΤΟΠΙΚΗ ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΗ 

 Η κρούση σε µονολιθικές πλάκες περιλαµβάνει τοπικές και γενικές 

παραµορφώσεις. Όµως, η ζηµιά σε κρούση µπορεί να προκληθεί εξαιτίας τοπικών 

τάσεων επαφής και / ή τάσεων που προέρχονται από δοµική απόκριση. Το σχήµα 7 

δείχνει δύο ακραίες αποκρίσεις σε πλάκα υπό κρουστική φόρτιση. Μόνο τοπική 

παραµόρφωση φαίνεται στο σχήµα 7 
α, το οποίο µπορεί να προέλθει από κρούση 

µικρής µάζας και υψηλής ταχύτητας σε µεγάλου πάχους πλάκες σύνθετου υλικού. 

Όµως, µόνο γενική παραµόρφωση (global deflection) φαίνεται στο σχήµα 7 β, η 

οποία µπορεί να συµβεί σε κρούση µεγάλης µάζας και υψηλής ταχύτητας σε λεπτές 

πλάκες σύνθετου υλικού.  

 

                       (α)     (β) 

Σχήµα 7: Ακραίες αποκρίσεις της πλάκας υπό κρουστική φόρτιση, (α) καθαρά τοπική παραµόρφωση 
και (β) καθαρά συνολική παραµόρφωση 
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 Η τοπική παραµόρφωση τυπικά περιγράφεται µε χρήση ενός κατάλληλου 

νόµου επαφής, ο οποίος σχετίζει τη συγκεντρωµένη δύναµη επαφής Fc και το 

επιφανειακό κοίλωµα α ως: 

   q
ac akF =             (2.2) 

όπου ka είναι η δυσκαµψία επαφής, q είναι η παράµετρος ισχύος και α το 

επιφανειακό κοίλωµα που καθορίζεται ως η διαφορά µεταξύ της µετατόπισης της 

διάταξης κρούσης wi και της µετατόπισης του πίσω µετώπου wb [1] ή το µέσο 

επίπεδο wο της πλάκας στο σηµείο κρούσης [6]. Έτσι: 

oi wwa −=                      (2.3) 

 Όπως θα φανεί στις επόµενες ενότητες, ο νόµος επαφής είναι απαραίτητο 

στοιχείο για την ανάπτυξη αναλυτικών µοντέλων του φαινοµένου της κρούσης. 

Εναλλακτικά µοντέλα, όπως το σύστηµα µάζας – ελατηρίου και µέθοδοι διατήρησης 

ορµής, χρησιµοποιούν το συντελεστή απόδοσης για χαρακτηρισµό της απώλειας σε 

τοπική ενέργεια εξαιτίας της κρούσης [11]. Ο νόµος επαφής µπορεί να επιτευχθεί µε 

πειραµατικές ή αναλυτικές µεθόδους και εξαρτάται από τις ιδιότητες του υλικού των 

σωµάτων, τη διαδοχή στρώσεων, το µέγεθος και το σχήµα της διάταξης κρούσης.  

 Για τα σύνθετα υλικά είναι αποδεκτό ότι η τοπική παραµόρφωση µπορεί να 

µοντελοποιηθεί χρησιµοποιώντας ένα στατικά προσδιορισµένο νόµο επαφής για 

λογικούς ρυθµούς παραµόρφωσης [14,15] όπως συµβαίνει µε τις περιπτώσεις 

κρούσης χαµηλής ταχύτητας. Το στατικό φορτίο επαφής µεταξύ δύο γραµµικά 

ελαστικών σωµάτων περιγράφεται από το νόµο επαφής Hertz, ο οποίος βασίζεται στις 

ακόλουθες υποθέσεις: άπειρο πάχος πλάκας (π.χ. κρούση στο µισό πάχος πλάκας), τα 

σώµατα σε επαφή είναι ισοτροπικά, επαφή χωρίς τριβή µεταξύ της διάταξης κρούσης 

και της πλάκας, και αµελητέα καµπυλότητα της επιφάνειας της πλάκας κατά τη 

διάρκεια της επαφής. Ο νόµος επαφής Hertz εφαρµόζεται σε µεγάλο εύρος 

περιπτώσεων ακόµα και όταν όλες οι υποθέσεις δεν ικανοποιούνται (π.χ. κοίλωµα 

στην επιφάνεια των πλακών από σύνθετο υλικό), διότι συνήθως ταιριάζει αρκετά 

καλά µε τα πειραµατικά δεδοµένα που επιτυγχάνονται από τις δοκιµές κοιλώµατος 

της επιφάνειας.  
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2.3.1 Νόµος επαφής Hertz για πολύστρωτες πλάκες από σύνθετο υλικό 

 Στην περίπτωση ηµισφαιρικής κρουστικής διάταξης µε κρούση σε πλάκα 

(σχήµα 8), ο νόµος επαφής Hertz (σχ. 2.2) καθορίζεται εξισώνοντας τη δύναµη q µε 

3/2 και τη δυσκαµψία επαφής από kα σε kH:  

RQk aH 3

4=     (2.4)           όπου:          1)
11

( −+=
zpzi

a QzQ
Q   (2.5)       

 Οι παράµετροι Qzi και Qzp είναι οι ενεργοί συντελεστές επαφής κατά µήκος 

του άξονα φόρτισης z της κρουστικής διάταξης και της πλάκας, αντίστοιχα, R είναι η 

ακτίνα του άκρου της κρουστικής διάταξης.  

 

Σχήµα 8: Συστήµατα συντεταγµένων (καρτεσιανό x,y,z & κυλινδρικό r,θ,z) 

 Η κάθετη πίεση επαφής p της θεωρίας Hertz εξαρτάται από την ακτίνα επαφής 

Rc ως εξής: 

2

2

1)(
c

c
o R

r
prp −=  ,   cc Rr ≤≤0          (2.6) 

Ra
Q

RF
R

a

c
c == 2

1

)
44

3
(        (2.7) 

όπου r είναι η ακτινική θέση ενός τυχαίου σηµείου στη ζώνη επαφής, και p είναι η 

µέγιστη πίεση στη θέση rc = 0 που δίνεται από τη σχέση:  

22

3

c

c
o R

F
p

π
=    (2.8) 

 Για ισοτροπικά υλικά (π.χ. για χαλύβδινη κρουστική διάταξη), ο ενεργός 

συντελεστής επαφής δίνεται από τη σχέση: 
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)1( 2v

E
Qz −

=       (2.9) 

όπου Ε και ν είναι το µέτρο ελαστικότητας και ο λόγος Poisson, αντίστοιχα. Για την 

περίπτωση όπου η κρουστική διάταξη είναι πολύ πιο άκαµπτη από την πλάκα, η 

εξίσωση 2.5 απλοποιείται στην zpa QQ ≈ . 

 Η επέκταση της εξίσωσης 2.9 για υλικά µε εγκάρσια ισοτροπία (κατά µήκος 

του άξονα φόρτισης z) είναι η [6]: 

)1( zvvz

z
zp vv

E
Q

−
=    (2.10) 

όπου ννz και νzν είναι οι λόγοι Poisson κατά την έννοια του πάχους. Στις περισσότερες 

πλάκες από σύνθετο υλικό 0≈νν zzvv και η εξίσωση 2.10 απλοποιείται στην 

zzpQ Ε= [19,22]. Ο συντελεστής ελαστικότητας κατά την έννοια του πάχους του 

πολύστρωτου σύνθετου είναι Ez θα είναι ίσος µε τον εγκάρσιο συντελεστή 

ελαστικότητας µονής στρώσης (π.χ. Εz = Ε2). 

 Είναι σηµαντικό να παρατηρήσουµε ότι η εξίσωση 2.10 είναι µια προσέγγιση 

του ενεργού συντελεστή της εγκάρσιας ισοτροπίας των πλακών η οποία υποεκτιµά 

τον συντελεστή επαφής τυπικών πλακών συνθέτων υλικών κατά 10-20% [7,18]. 

Η έκφραση του Qzp που προτείνεται από τον Turner [17] δίνεται από τη 

σχέση: 
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 και                                        )
1

()
2

( 2

1
21

3
vv

vv

G

νβββ −+=  

Η έκφραση που αναπτύχθηκε από τον Greszezuk [23] δίνεται από τη σχέση: 



29 

 

22

2

)()(

)(2
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=   (2.13) 

όπου: 

)1(

)1(

vv

znvzv
rr v

vvE
C

+
Ω−= , Ω= zvvrz vEC    Ω−= )1( vvzzz vEC   ,

)21(

1

zvzvv vvv ν−−
=Ω  (2.14)                                      

 Σε µία ορθοτροπική πλάκα, ο ενεργός συντελεστής επαφής Q που καθορίζεται 

από την εξίσωση 2.10 εξαρτάται από την κατεύθυνση. Τότε, το σχήµα της 

διείσδυσης, το οποίο είναι κυκλικό σε εγκάρσια ισοτροπικές πλάκες κατά µήκος του 

άξονα z, γίνεται ελλειπτικό σε ορθοτροπικές πλάκες. Ο ενεργός συντελεστής επαφής 

µπορεί να εκτιµηθεί ενσωµατώνοντας το Eν(θ) σε 2π και λαµβάνοντας τη µέση τιµή 

[6]. Όµως, από τη στιγµή που οι πλάκες από σύνθετο υλικό έχουν 0≈zvvzvv , η λύση 

ξανά απλοποιείται στην zzpQ Ε=ζ . 

2.3.2 ∆ιαδικασία επαφής αποφόρτισης και επαναφόρτισης 

 Τυπικά, σε µία περίπτωση κρούσης η δύναµη επαφής αυξάνει σε µία µέγιστη 

τιµή και τότε µειώνεται πάλι στο µηδέν. Κατά τη διάρκεια της φάσης αποφόρτισης ο 

νόµος επαφής Hertz δεν είναι επαρκής (Yang και Sun [3]). Η φάση αποφόρτισης είναι 

σηµαντικά διαφορετική από τη φάση φόρτισης εξαιτίας της δηµιουργίας µόνιµης 

πτύχωσης. Με σκοπό τη διερεύνηση αυτού του φαινοµένου, ο Crook [24], πρότεινε 

την ακόλουθη εξίσωση: 

2

5

max

)(
o

o
mc aa

aa
FF

−
−=    (2.15) 

όπου Fm είναι η δύναµη επαφής στην αρχή της αποφόρτισης, αmax είναι η διείσδυση 

που αντιστοιχεί στο Fm (π.χ. µέγιστη διείσδυση) και αο είναι η µόνιµη διείσδυση. Η 

εξίσωση 2.15 µπορεί να γραφεί ως:  

2/5)( oc aasF −=    (2.16) 

όπου: 
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2/5
max )( o

m

aa

F
s

−
=     (2.17) 

ονοµάζεται δυσκαµψία αποφόρτισης.  Εξισώνοντας το νόµο επαφής Hertz για τη 

φόρτιση µε την εξίσωση 2.15, η µόνιµη διείσδυση αο και η κρίσιµη διείσδυση αcr 

δίνονται από τη σχέση: 






 −=
0

))(1( 5/2

max
max a

a
a

a
cr

o
   για craa >max και craa ≤max  (2.18) 

όπου 
s

k
a H

cr =   (2.19) 

 Η διαδικασία µε σκοπό να καθορίσουµε το acr ξεκινά από την επιλογή της 

σωστής τιµής του αο µε την έννοια του νόµου επαφής κατά την αποφόρτιση (εξίσωση 

2.15), έτσι ώστε οι περιοχές κάτω από τις αναλυτικές καµπύλες αποφόρτισης είναι 

ίσες µε αυτές που υπολογίζονται από τις αντίστοιχες πειραµατικές καµπύλες. Εάν 

αυτές οι τιµές του αο αντικατασταθούν στην εξίσωση 2.17, ένα εύρος τιµών του s 

προκύπτει. Χρησιµοποιώντας µια µέση τιµή των s, τελικά προκύπτει η τιµή του αcr.  

 Εάν πραγµατοποιείται µία ακόµα φάση επαναφόρτισης, ο νόµος επαφής ξανά 

απέχει από την καµπύλη αποφόρτισης αλλά πάντα επιστρέφει στο σηµείο όπου η 

αποφόρτιση ξεκίνησε [19]. Η καµπύλη επαναφόρτισης µοντελοποιείται ως εξής: 

2/3

max

)(
o

o
mc aa

aa
FF

−
−=     (2.20) 

 Σε αυτή την περίπτωση, δεν υπάρχει ανάγκη για εκτέλεση πειραµάτων 

επαναφόρτισης για εύρεση των παραµέτρων του νόµου επαφής.  

2.3.3 Ελαστοπλαστικά µοντέλα επαφής 

Μόνιµες παραµορφώσεις µπορούν να εισαχθούν στα σύνθετα υλικά όταν η 

διείσδυση ξεπερνά µία κρίσιµη τιµή διότι η συµπεριφορά του υλικού κυρίως 

εξαρτάται από τις ιδιότητες της µήτρας όπου αναµένεται πλαστική συµπεριφορά. Σε 

αυτές τις περιπτώσεις, ο νόµος επαφής του Hertz υπερεκτιµά τη µέγιστη δύναµη 

επαφής και οι ελαστοπλαστικοί νόµοι επαφής δίνουν πιο ρεαλιστικά αποτελέσµατα. 
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Σε αυτά τα µοντέλα, η κρίσιµη διείσδυση λαµβάνεται υπόψη κατά τη διάρκεια της 

διαδικασίας φόρτισης, σε αντίθεση µε την προηγούµενη προσέγγιση όπου η κρίσιµη 

διείσδυση λαµβάνεται στη φάση αποφόρτισης.  

 Ελαστοπλαστικά µοντέλα θεωρούν ότι αρχικά το υλικό συµπεριφέρεται 

ελαστικά µέχρι µία κρίσιµη τιµή διείσδυσης (σχήµα 9). Σε αυτό το σηµείο, η 

επιφάνεια επαφής διαιρείται σε µία πλαστική και σε µία ελαστική ζώνη καθώς η 

φόρτιση αυξάνεται και ένας νέος νόµος επαφής επιτυγχάνεται [1].  

 Το ελαστοπλαστικό µοντέλο που αναπτύχθηκε από τον Christoforou [20], 

περιγράφει τη φόρτιση και αποφόρτιση επαφής µεταξύ µίας άκαµπτης σφαίρας και 

µίας λεπτής πλάκας από πολύστρωτο σύνθετο υλικό στηριγµένο σε ένα άκαµπτο 

υπόστρωµα. Έτσι, το µοντέλο επικεντρώνεται µόνο σε τοπικές παραµορφώσεις 

καθώς η συνολική απόκριση γίνεται αµελητέα. Το υλικό θεωρείται εγκάρσια 

ισοτροπικό και ακολουθεί µία ελαστική – τέλεια πλαστική συµπεριφορά του νόµου 

τάσης – παραµόρφωσης κάθετα κατά την έννοια του πάχους. Ως τάση διαρροής, 

θεωρείται ένα µέγιστο κριτήριο αστοχίας το οποίο περιέχει µόνο τη διατµητική 

αντοχή Su, αν και προσεγγίζεται µε τη διατµητική αντοχή του πολύστρωτου SL [3]. Η 

ανάπτυξη του Cairns οδηγεί στον ίδιο νόµο επαφής για φόρτιση θεωρώντας ότι η 

ακτίνα επαφής και η διείσδυση είναι πολύ µικρότερες από την ακτίνα της διάταξης 

κρούσης. 

 Όµως, για την περίπτωση φόρτισης, ο νόµος επαφής καθορίζεται ως εξής: 

 2

)1(
a

hvv

RE
F

zvvz

z
c −

= π
 εάν craa ≤≤0   ή )2(2 cruc aaRSF −= π  εάν maxaaacr ≤≤  

και για τη φάση ελαστικής αποφόρτισης, ο νόµος επαφής είναι: 
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όπου h είναι το πάχος του δοκιµίου. Η κρίσιµη διείσδυση acr και η µόνιµη διείσδυση 

αο δίνονται από τις εξής σχέσεις: 

z

zzu
cr E

vvhS
a

)1(2 νν−=     (2.23) 
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craaa −= maxο   (2.24) 

 Ένας άλλος νόµος επαφής (Yigit και Christoforou [21]), ο οποίος προκύπτει 

συνδυάζοντας την κλασσική θεωρία επαφής Hertz και την ελαστοπλαστική θεωρία 

διείσδυσης του Johnson [14], δίνεται από τη σχέση: 

2/3akF Hc =  εάν craa ≤≤0    και  )(2/3
crycrHc aakakF −+=  εάν maxaaacr ≤≤ (2.25) 

και για τη φάση ελαστικής αποφόρτισης, ο νόµος επαφής είναι: 

)()( max
2/32/32/3

crycrmHc aakaaakF −++−=  (2.26) 

όπου ky είναι η γραµµική ακαµψία της φάσης ελαστοπλαστικής φόρτισης, η οποία 

είναι ίση µε την κλίση της καµπύλης ελαστικής διείσδυσης στο σηµείο α = αcr:  

crHy akk
2

3=    (2.27) 

Η κρίσιµη διείσδυση αcr µπορεί να προσδιοριστεί από τη κατανοµή τάσης 

επαφής χρησιµοποιώντας κριτήριο µέγιστης διατµητικής αστοχίας [14]. Γνωρίζοντας 

ότι Υc είναι η εγκάρσια θλιπτική αντοχή του πολύστρωτου, το αcr προσεγγίζεται ως 

εξής [10] (κατανοµή τάσης επαφής χρησιµοποιώντας κριτήριο µέγιστης διατµητικής 

αστοχίας): 

2

22)(68.0

a
cr Q

RYc
a

π=    (2.28) 

 

Σχήµα 9: Λεπτοµέρεια των φάσεων του νόµου επαφής 

2.3.4 Γραµµικοποιηµένοι νόµοι επαφής 

 Στα αναλυτικά µοντέλα του φαινοµένου της κρούσης (παράγραφος 2.4), οι 

τοπικές παραµορφώσεις περιγράφονται µε απλό τρόπο χρησιµοποιώντας ένα 

κατάλληλο νόµο επαφής. Όταν ο νόµος επαφής αντικαθίσταται στις ισχύουσες 
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εξισώσεις της πλάκας και της κρουστικής διάταξης, δεν είναι διαθέσιµη γενικά µία 

ακριβής λύση αυτών των εξισώσεων και απαιτείται αριθµητική λύση. Όµως, σε 

µερικές περιπτώσεις µπορεί να επιτευχθεί µία λύση κλειστής µορφής εάν ο νόµος 

επαφής γραµµικοποιηθεί (π.χ. Christoforou και Swanson [25] , Olsson [15]). Οι 

κλειστής µορφής εξισώσεις που προκύπτουν συνεισφέρουν στην καλύτερη 

κατανόηση των επιδράσεων των παραµέτρων που ισχύουν στη συµπεριφορά του 

φαινοµένου κρούσης.  

2.4 ΑΝΑΛΥΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ ΚΡΟΥΣΗΣ  

 Τα αναλυτικά µοντέλα κρούσης είναι ένα δυνατό εργαλείο για εξαγωγή 

γρήγορων προβλεπτικών αποτελεσµάτων για µία δεδοµένη διάταξη κρούσης. Αυτά 

τα µοντέλα συνήθως αναπτύσσονται για πρόβλεψη της απόκρισης του συστήµατος 

στην ελαστική περιοχή, τα οποία είναι επαρκή για σύγκριση διαφορετικών 

περιπτώσεων κρούσης µε διαφορετικές τιµές των ισχυουσών παραµέτρων.  

 Αυτά τα µοντέλα περιγράφουν την κίνηση της διάταξης κρούσης, την κίνηση 

της δοµής (π.χ. πλάκες από πολύστρωτο σύνθετο υλικό) και την τοπική κάµψη στην 

περιοχή γύρω από το σηµείο κρούσης. Για να λάβουµε υπόψη αυτές τις τοπικές 

κάµψεις, συνήθως χρησιµοποιείται ένας νόµος επαφής. 

 Είναι σηµαντικό να καθορίσουµε τις επιδράσεις του µεγάλου αριθµού των 

ισχυουσών παραµέτρων στη συµπεριφορά σε κρούση. Με σκοπό να κάνουµε την 

ανάλυση πιο αποδοτική µειώνουµε τον αριθµό των παραµέτρων σε µία οµάδα 

κατάλληλων αδιάστατων παραµέτρων που παρέχουν πιο βαθειά γνώση στο πρόβληµα 

κρούσης, ελαχιστοποιώντας τον αριθµό των υπολογισµών που απαιτούνται [27,21]. 

 Τα αναλυτικά µοντέλα συνήθως κατατάσσονται στις εξής δύο κατηγορίες µε 

βάση το πώς µοντελοποιείται η πλάκα [1,12]: 

i) Πλήρως αναλυτικά µοντέλα (πολλοί βαθµοί ελευθερίας): Βασίζονται σε 

άθροιση µε αριθµητικό τρόπο η οποία σπάνια επιτρέπει άµεσες εκφράσεις για 

την αποτίµηση της επίδρασης των διαφορετικών παραµέτρων.  

ii)  Μοντέλα ισορροπίας ενέργειας και µάζας – ελατηρίου (ενός ή δύο βαθµών 

ελευθερίας): Επιτρέπουν λύσεις κλειστής µορφής οι οποίες άµεσα δείχνουν 

την επίδραση των παραµέτρων που ισχύουν, αλλά έχουν περιορισµένη 
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ευελιξία στο χειρισµό περίπλοκων γεωµετριών και διαφορετικών 

συµπεριφορών σε κρούση.  

 Στα µοντέλα που περιγράφονται παρακάτω το φορτίο βάρους της κρουστικής 

διάταξης θεωρείται αµελητέο καθώς η δύναµη βαρύτητας είναι µικρή σχετικά σε 

σχέση µε τη δύναµη επαφής κατά τη διάρκεια της κρούσης. Επίσης, 

χρησιµοποιούνται οι στατικές ιδιότητες ενός υλικού για κρούσεις χαµηλής ταχύτητας 

χωρίς να λαµβάνονται υπόψη οι πιθανές επιδράσεις του ρυθµού παραµόρφωσης. 

2.4.1 Πλήρως αναλυτικά µοντέλα (complete analytical models) 

 Οι εξισώσεις που ισχύουν για µία πλάκα πολύστρωτου σύνθετου υλικού (που 

προέρχονται από µία επιλεγµένη θεωρία πλακών) µαζί µε την εξίσωση που ισχύει για 

τη διάταξη κρούσης, ένας κατάλληλος νόµος επαφής, και µία κατάλληλη προσέγγιση 

των αγνώστων παραµέτρων καταλήγουν στα πλήρως αναλυτικά µοντέλα του 

φαινοµένου κρούσης [3] [12]. Τα πλήρη µοντέλα περιγράφουν πλήρως τη δυναµική 

συµπεριφορά της πλάκας και συχνά λαµβάνονται ως αναφορά για επαλήθευση 

αναλυτικών απλοποιηµένων µοντέλων (π.χ. Yigit και Christoforou [3]). Επίσης, τα 

πλήρως αναλυτικά µοντέλα είναι έγκυρα στις περιπτώσεις όπου τα κύµατα διαστολής 

δεν είναι σηµαντικά, ενώ είναι πιθανό να προκύψουν απλοποιηµένα µοντέλα τα οποία 

προβλέπουν την απόκριση για εξεζητηµένες συµπεριφορές (συµπεριφορά κρούσης 

άπειρης πλάκας και ψευδοστατική). 

 Οι συνοριακές συνθήκες που θεωρούνται στη δοκιµή πτώσης βάρους και 

αναφέρονται στο ASTM D7136/D7136M [29] προσεγγίζονται µε τις συνοριακές 

συνθήκες απλής στήριξης. Με αυτές τις θεωρήσεις, οι λύσεις των µετατοπίσεων 

θεωρούνται µε χρήση της µεθόδου Navier η οποία δίνει, για κάποιες διατάξεις 

πολύστρωτων, την ακριβή λύση των εξισώσεων για τις δύο θεωρίες πλακών: την 

κλασσική θεωρία πολύστρωτων πλακών και την θεωρία πλακών πρώτης τάξης 

διατµητική παραµόρφωση. Στην πράξη, ακριβής λύσεις για τη δυναµική απόκριση 

πλακών γενικά δεν είναι διαθέσιµες εξαιτίας των συνοριακών συνθηκών ή τη διάταξη 

του πολύστρωτου. Σε αυτές τις περιπτώσεις, χρησιµοποιούνται κλασσικές µέθοδοι 

µεταβολών, όπως η µέθοδος Raleigh – Ritz [28], [30]. 
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Σχήµα 10: ∆ιαστάσεις και συνοριακές συνθήκες φόρτισης πλάκας 

 Οι συνοριακές συνθήκες για απλά στηριγµένες πλάκες και θεωρία πλακών 

πρώτης τάξης διατµητική παραµόρφωση µπορεί να εκφραστεί ως εξής: 

            wo(x,0,t) = 0, wo(x,b1,t) = 0, wo (0,y,t) = 0, wo (α1,y,t) = 0 

                             φ1(x,0,t) = 0, φ1(x,b1,t) = 0, φ2 (0,y,t) = 0, φ2 (α1,y,t) = 0         (2.29) 

                             My (x,0,t) = 0, My (x,b1,t) = 0, Mx (0,y,t) = 0, Mx (α1,y,t) = 0 

όπου t είναι ο χρόνος, wο είναι η µετατόπιση του µέσου επιπέδου στην κάθετη 

διεύθυνση z, φ1 και φ2 αντίστοιχα είναι οι περιστροφές ενός κάθετου διανύσµατος ως 

προς τους άξονες y και x, και M y και Μx είναι αντίστοιχα οι ροπές κάµψης ως προς 

τους x και y άξονες. Επιπλέον, α1 και b1 είναι οι επίπεδες διαστάσεις της πλάκας, και 

α και b είναι οι ενεργές διαστάσεις της πλάκας.  

 Οι εξισώσεις που ισχύουν λύνονται µε επέκταση των αγνώστων µετατοπίσεων 

και περιστροφών σε σειρές Fourier (π.χ. άθροιση) η οποίες ικανοποιούν τις 

αντίστοιχες συνοριακές συνθήκες της πλάκας. Για την θεωρούµενη θεωρία πλακών, 

αυτές είναι: 
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όπου Wmn(t), Xmn(t) και Υmn(t)  είναι οι συντελεστές που πρέπει να προσδιοριστούν 

έτσι ώστε οι αντίστοιχες εξισώσεις που ισχύουν να ικανοποιούνται παντού στην 

πλάκα.  

 Τα πολύστρωτα σύνθετα υλικά των υπό εξέταση πλακών είναι συµµετρικά και 

ισορροπηµένα. Όµως, οι ακόλουθες απλοποιήσεις για τις εξισώσεις που ισχύουν 

µπορούν να χρησιµοποιηθούν: 

1. Συµµετρικές πλάκες: το µητρώο ακαµψίας για σύζευξη κάµψης – 

εφελκυσµού [Β] είναι µηδενικό. Η απλοποίηση επιτρέπει την αποσύζευξη της 

εξίσωσης που δίνει την καµπτική µετατόπιση wο των άλλων δύο εξισώσεων 

για µετατοπίσεις uo και vo για την κλασσική θεωρία πλακών. Και για την 

θεωρία πλακών πρώτης τάξης διατµητική παραµόρφωση, οι εξισώσεις 

περιστροφής αποσυνδέονται από τις επίπεδες µετατοπίσεις.  

2. Συµµετρικές και ισορροπηµένες πλάκες: τα στοιχεία Α16 και Α26 του 

µητρώου ακαµψίας σε εφελκυσµό – θλίψη [Α] είναι ίσα µε µηδέν. 

3. Όλες οι στρώσεις του πολύστρωτου σύνθετου υλικού κατασκευάζονται µε 

το ίδιο υλικό και το κέντρο µαζών τοποθετείται στη γραµµή συµµετρίας 

του σύνθετου: ο όρος αδράνειας ∫
−

=
2/

2/

2

h

h

zpdzI  ισούται µε µηδέν. 

4. Όλες οι στρώσεις µοντελοποιούνται ως ένα εγκάρσια ισοτροπικό υλικό: 

εάν θεωρήσουµε τη θεωρία πλακών µε πρώτης τάξης διατµητική 

παραµόρφωση, το στοιχείο ακαµψίας σε εγκάρσια διάτµηση Α45 είναι ίσο µε 

µηδέν. 

Κλασσική θεωρία πλακών 

 Η απλοποιηµένη εξίσωση που προκύπτει από την κλασσική θεωρία πλακών 

είναι: 
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 Από την άλλη πλευρά, το φορτίο q(x,y,t) καθορίζεται ως ένα συγκεντρωµένο 

φορτίο κρούσης στη θέση x = a/2 και y=b/2 και καθορίζεται ως [1]: 

)
2

()
2

()(),,(
b

y
a

xtFtyxq c −−= δδ   (2.34) 

όπου Fc(t) είναι το φορτίο επαφής που περιγράφεται από έναν επιθυµητό νόµο 

επαφής (βλ.2.3). Η συνάρτηση δ(.) είναι η συνάρτηση δέλτα Dirac, η οποία έχει την 

ακόλουθη ιδιότητα: 

∫
∞
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=− )()()( οο ξµξξξδξµ d  (2.35) 

Αντικαθιστώντας τη λύση Navier (εξίσωση 2.30) και τις αντίστοιχες χωρικές 

παραγώγους στην εξίσωση (2.33), πολλαπλασιάζοντας όλους τους όρους της 

εξίσωσης µε )sin()sin(
b

yn

a

xm ππ
και τελικά ολοκληρώνοντας τον χώρο x-y, η εξίσωση 

στο σηµείο κρούσης (π.χ. στο x=α/2 και y=b/2) γίνεται: 
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 Εάν m και n ποικίλουν αντίστοιχα από 1 µέχρι p και 1 έως q, η κίνηση της 

πλάκας περιγράφεται από Ν=pq εξισώσεις. Εξαιτίας του σηµείου κρούσης, µόνο 

περιττοί όροι m και n συνεισφέρουν στη λύση. Για τα άλλα υλικά σηµεία της πλάκας, 

το δεξί τµήµα της εξίσωσης 2.36 ισούται µε µηδέν. Ο όρος χ καθορίζεται από την 

εξίσωση 2.37 και 2
mnω είναι η φυσική συχνότητα που καθορίζεται από την εξίσωση 

2.38. 
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 Η εξίσωση που ισχύει για τη διάταξη κρούσης εύκολα βρίσκεται µε χρήση της 

αρχής D’Alembert. Αµελώντας τη δύναµη βαρύτητας της διάταξης κρούσης, η 

εξίσωση που λαµβάνεται είναι: 

                 0)(
..

=+ iic wMtF         (2.39) 

 Εάν εξίσωση κλειστής µορφής δεν είναι δυνατή, η δυναµική απόκριση της 

πλάκας και της διάταξης κρούσης µπορεί να επιτευχθεί µε χρονική ολοκλήρωση N+1 

δεύτερης τάξης διαφορικών εξισώσεων µε κατάλληλες αρχικές συνθήκες (βλ. 

εξίσωση 2.40) χρησιµοποιώντας µία διαδικασία αριθµητικής επίλυσης όπως η 

µέθοδος Newmark µε βήµα – βήµα αριθµητική ολοκλήρωση.  

0)0( =mnW , 0)0(
.

=mnW , 01 =w , oVw =1

.

 (2.40) 

όπου Vο είναι η αρχική ταχύτητα κρούσης και Μi είναι η µάζα της διάταξης κρούσης.  

Θεωρία πλάκας πρώτης τάξης διατµητική παραµόρφωση 

 Για τη θεωρία πλάκας πρώτης τάξης διατµητική παραµόρφωση, οι 

απλοποιηµένες εξισώσεις για πρόβλεψη των αγνώστων µεταβλητών wο, φ1 και φ2 

είναι: 
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Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία όπως στην κλασσική θεωρία 
πολύστρωτων πλακών, το σύστηµα των εξισώσεων το οποίο περιγράφει τη δυναµική 
απόκριση της πλάκας είναι: 
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Καθορίζοντας 
α
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 Για κάθε συνδυασµό (m,n), ένα σύστηµα τριών εξισώσεων µε τρεις 

αγνώστους λύνεται για τους συντελεστές Wmn(t), Xmn(t) και Υmn(t). Η κίνηση για τη 

διάταξη κρούσης καθορίζεται ξανά από την εξίσωση (2.39). Οι αρχικές συνθήκες 

καθορίζονται από: 

                   0)0( =mnW , 0)0(
.

=mnW , 01 =w , oVw =1

.

          (2.40) 

              0)0( =mnX , 0)0(
.

=mnX , 0)0( =mnY , 0)0(
.

=mnY     (2.47) 

όπου Vο είναι η αρχική ταχύτητα κρούσης και Μi είναι η µάζα της διάταξης κρούσης.  

2.4.2 Μοντέλα κρούσης άπειρης πλάκας (infinite plate impact models) 

 Η απόκριση µιας πλάκας υπό κρουστική φόρτιση αποτελείται από καµπτικά 

και διατµητικά κύµατα όταν το κύριο κύµα που ξεκινά από το σηµείο κρούσης δεν 

έχει χρόνο να φτάσει στα όρια της πλάκας (σχήµα 7β). Αυτή η προσοµοίωση είναι 

παρόµοια µε την κρούση σε άπειρη πλάκα. Όµως, το µέγεθος της επίπεδης πλάκας 

και οι οριακές συνθήκες δεν επηρεάζουν την απόκριση.  
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 Το µοντέλο που περιγράφεται εδώ προτάθηκε από τον Olsson [4], [15] και 

χρησιµοποιείται στην ανάπτυξη προσεγγίσεων για πρόβλεψη του τύπου της 

απόκρισης για µία καθορισµένη διάταξη κρούσης (ενότητα 2.5). Η λύση προτάθηκε 

για την περιγραφή της κρούσης µέχρι τα κύµατα να ανακλαστούν από τα όρια των 

ορθοτροπικών πλακών από µία κρουστική διάταξη µε ηµισφαιρικό άκρο.  

 Σε ορθοτροπικές πλάκες, τα κύµατα διαδίδονται µε διαφορετικές ταχύτητες σε 

διαφορετικές διευθύνσεις και τα µέτωπο της κυµατοµορφής σε κάµψη θα έχει ένα 

σχεδόν ελλειπτικό σχήµα µε κέντρο το σηµείο κρούσης. Η ανάλυση θεωρεί ότι η 

περιοχή επηρεάζεται από το κύριο κύµα που εκπέµπεται από το σηµείο κρούσης και 

µπορεί να προσεγγιστεί από µία τετραγωνική απλά στηριγµένη πλάκα µε µήκη a και 

b. Έτσι, η ανάπτυξη του µοντέλου µπορεί να πραγµατοποιηθεί χρησιµοποιώντας το 

πλαίσιο των πλήρως αναλυτικών µοντέλων (ενότητα 2.4.1) θεωρώντας την κλασσική 

θεωρία των πολύστρωτων πλακών και τον ίδιο νόµο επαφής για τη διαδικασία 

φόρτισης και αποφόρτισης. Όµως, καµία πρόβλεψη δεν έγινε για κύµατα εγκάρσιας 

διατµητικής παραµόρφωσης. Σε εφαρµογές, οι διατµητικές παραµορφώσεις είναι 

συνήθως µικρής σηµασίας για µονολιθικά πολύστρωτα σύνθετα υλικά. 

 Η εξίσωση που ισχύει για περιγραφή σε εγκάρσια µετατόπιση σε ορθοτροπική 

πλάκα µε απλή στήριξη θεωρώντας την κλασσική θεωρία πολύστρωτων πλακών, µε 

κρούση στο σηµείο x=a/2 και y=b/2 (βλ. σχήµα 2.5) είναι: 
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όπου οι φυσικές συχνότητες ωmn περιγράφονται από: 
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 Η λύση της διαφορικής εξίσωσης (2.48) µπορεί να βρεθεί µε χρήση του 
ολοκληρώµατος Duhamel: 
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t

c
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 Εισάγοντας την εξίσωση (2.50) στην εξίσωση (2.30), η εγκάρσια µετατόπιση 
της πλάκας στο σηµείο κρούσης, x=a/2 και y=b/2, είναι: 

ττω
ω

ταο dtF
abI

tbw mn
n m mn

t

c )](sin[
1

)(
4

),2/,2/(
1 101

−= ∑∑∫
∞

=

∞

=
    (2.51) 

 Το διπλό άθροισµα στην εξίσωση (2.51) µπορεί να προσεγγιστεί από ένα 

συνεχές ολοκλήρωµα των m και n. Από τη στιγµή που µόνο περιττοί αριθµοί 

χρησιµοποιούνται στις αθροίσεις, µόνο µισά από τα συνεχή ολοκληρώµατα θα πρέπει 

να διατηρηθούν:  
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 Το γεγονός ότι τα κύµατα είναι κλειστές ελλείψεις σηµαίνει ότι m≡n, το οποίο 

επιτρέπει να θεωρήσουµε το λόγο a/b ίσο µε το λόγο των µηκών κύµατος λx/λy. Τα 

µήκη κύµατος είναι τα αντίστροφα των αριθµών του κύµατος ibendmn ck ,/ω= (i=x,y), 

όπου cbend,i είναι οι καµπτικές ταχύτητες του κύµατος. Γνωρίζοντας ότι 

4/1
111, )/( IDc mnxbend ω=  και 4/1

122, )/( IDc mnybend ω= , η ακόλουθη σχέση 

επιτυγχάνεται: 
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Τότε, οι φυσικές συχνότητες µπορούν να εκφραστούν ως εξής: 
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όπου D* ονοµάζεται ενεργός ακαµψία της πλάκας [15] και καθορίζεται από αρκετά 

περίπλοκες εκφράσεις µε χρήση ελλειπτικών συναρτήσεων. Μία επαρκής προσέγγιση 

είναι [4],[9]: 
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Όµως, η µετατόπιση της πλάκας µπορεί να ξαναγραφεί ως: 
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 Από την άλλη πλευρά, η εξίσωση που ισχύει για τη διάταξη κρούσης 

περιγράφεται από την εξίσωση [2.39]. Με διπλή ολοκλήρωση, η µετατόπιση της 

διάταξης κρούσης εκφράζεται από τη σχέση: 
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 Η διείσδυση της πλάκας καθορίστηκε από την εξίσωση (2.3). 

Παραγωγίζοντας δύο φορές σε σχέση µε το χρόνο και χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις 

(2.56) και (2.57), και το νόµο επαφής της εξίσωσης (2.2), η διείσδυση βρίσκεται ότι 

υπακούει στην εξής µη γραµµική διαφορική εξίσωση: 
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 Εάν ένας γραµµικός νόµος επαφής χρησιµοποιηθεί, τότε q=1 και η εξίσωση 

(2.58) καταλήγει στη γνωστή διαφορική εξίσωση του αρµονικού ταλαντωτή µε 

απόσβεση, η οποία έχει λύσεις κλειστής µορφής. Στους Yigit και Christoforou [10] 

αναπτύσσονται αυτές οι κλειστές µορφές. Από την άλλη πλευρά, το µοντέλο που 

καθορίζεται από την εξίσωση (2.58) µπορεί να παρασταθεί από ένα απλοποιηµένο 

µοντέλο συγκεντρωµένης µάζας του σχήµατος 11α  [24], το οποίο είναι ισοδύναµο µε 

το µοντέλο ενός βαθµού ελευθερίας του σχήµατος 11β. 

 

Σχήµα 11: Μοντέλα συγκεντρωµένης µάζας για συµπεριφορά άπειρης πλάκας 

 Η εξίσωση (2.58) µπορεί να εκφραστεί σε αδιάστατη µορφή, η οποία είναι πιο 

αποτελεσµατική µε σκοπό την ανάλυση των επιδράσεων των παραµέτρων της 
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συµπεριφοράς σε κρούση. Αυτό συµβαίνει διότι οι παράµετροι που ισχύουν 

καθορίζονται ως κρίσιµοι αδιάστατοι παράµετροι, καταλήγοντας σε λιγότερο 

χαρακτηριστικοί παράµετροι της απόκρισης σε κρούση. Αυτό το πλαίσιο µπορεί να 

αναπτυχθεί καθορίζοντας όλα τα βασικά µεγέθη του προβλήµατος (π.χ. µάζα [Μ], 

µήκος [L] και χρόνος [Τ]) µε επιλογή των παραµέτρων του προβλήµατος κρούσης 

[26],[27].  Οι επιλεγµένες διευκρινίσεις είναι [31]: µάζα [Μ]=Μi, µήκος [L]=V o[T], 

και ο χρόνος [Τ] προκύπτει από την ακαµψία επαφής kα η οποία εξαρτάται από τον 

επιλεγµένο νόµο επαφής. Όµως,  

)1/(1)1(12/1)1(1 )()]][[(][ qq
oia

q
a VMkLMkT +−−−− ==  

 Οι παραπάνω διευκρινίσεις είναι ισοδύναµες µε τον καθορισµό της 

µεταβλητής [L] ίσης µε αmax [3,10,26]. To αmax αντιστοιχεί στη µέγιστη διείσδυση της 

πλάκας (π.χ. όταν η συνολική απόκριση της πλάκας αµελείται, η οποία ονοµάζεται 

κρούση ηµι-χώρου). Η έκφραση του αmax βρίσκεται εξισώνοντας την ενέργεια 

κρούσης µε την ενέργεια διείσδυσης. Συνεπώς, η δύναµη κρούσης κανονικοποιείται 

σε σχέση µε τη µέγιστη ενέργεια κρούσης για συµπεριφορά ηµι-χώρου. Όµως, η 

εξίσωση αmax για γενικό νόµο επαφής καταλήγει στην: 
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 Η αδιάστατη διαφορική εξίσωση που προκύπτει είναι: 
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όπου η παύλα δείχνει τις αδιάστατες παραµέτρους και οι αρχικές συνθήκες είναι 

0)0( =a  και 0)0(
.

=a . Όλοι οι παράµετροι που περιγράφουν τη συµπεριφορά σε 

κρούση συγκεντρώνονται σε µία µόνο αδιάστατη παράµετρο ζ. Η παράµετρος 

καθορίζεται ως: 
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 Στη βιβλιογραφία, η παράµετρος ζ ονοµάζεται σχετική κινητικότητα της 

πλάκας [4], ανελαστική παράµετρος ή συντελεστής απώλειας. Η υψηλότερη δύναµη 

επαφής επιτυγχάνεται όταν ζ=0, στην οποία περίπτωση η πλάκα είναι πολύ άκαµπτη 

και το πρόβληµα µειώνεται σε εκείνο το πρόβληµα κρούσης ηµιχώρου όπου η 

διάταξη κρούσης θα αναπηδήσει σε σχέση µε την αρχική ταχύτητα Vo [6]. Καθώς η 

παράµετρος κρούσης ζ αυξάνεται, η ιστορία της δύναµης επαφής γίνεται µη 

συµµετρική και η διάρκεια επαφής αυξάνεται καθώς η καµπτική παραµόρφωση του 

στόχου γίνεται πιο σηµαντική (π.χ. η συµπεριφορά πλησιάζει τον τύπο 

ψευδοστατικής απόκρισης). Σε υψηλές τιµές ζ το µοντέλο δεν είναι κατάλληλο καθώς 

το µοντέλο επηρεάζεται από τις οριακές συνθήκες και τη γενική παραµόρφωση της 

κατασκευής.  

 Σύµφωνα µε τον Olsson [4] η παράµετρος ζ καθορίζεται εισάγοντας την 

έννοια της κινητικότητας C, η οποία καθορίζεται ως η ταχύτητα ανά µονάδα δύναµης 

που εφαρµόζεται σε ένα στοιχείο. Η κινητικότητα της πλάκας, Cp, δίνεται από: 
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  (2.62) 

 Η κινητικότητα της διάταξης κρούσης, Ci, µπορεί να καθοριστεί από την 

µέγιστη (αρχική) ταχύτητα, Vo, ανά µέγιστο φορτίο, Fmax για µία πλήρως ακίνητη 

πλάκα (π.χ. Cp = 0 και η διείσδυση είναι µέγιστη amax ): 
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 Με χρήση διευκρινίσεων κινητικότητας, η παράµετρος ζ µπορεί να 

επαναπροσδιοριστεί µε χρήση της επόµενης έκφρασης: 
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 Το απλοποιηµένο µοντέλο µπορεί να εφαρµοστεί µέχρι τα κύµατα να 

ανακλαστούν από τα όρια. Η εξίσωση (2.65) προτάθηκε από τον Olsson [4] και δίνει 

τη θέση σε πολικές συντεταγµένες r και θ για το µπροστινό άκρο του n-στου 

µεγέθους κύµατος σε µία ορθοτροπική πλάκα. Όµως, το απλοποιηµένο µοντέλο δεν 
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είναι κατάλληλο εάν η τιµή που δίνεται από αυτή την εξίσωση είναι µεγαλύτερη από 

την ελάχιστη απόσταση από το σηµείο κρούσης στα όρια της πλάκας.  

nt
DDI

DD
r r

n πθθ 4/1

2211

*

)
)(2

()( =  (2.65) 

όπου Dr(θ) είναι η ακτινική καµπτική ακαµψία της πλάκας στη διεύθυνση θ. 

2.4.3 Μοντέλα κρούσης ηµιχώρου (half – space impact models) 

 Όταν η µάζα της διάταξης κρούσης είναι πολύ µικρή, και ο στόχος είναι 

αρκετά δύσκαµπτος, η κρούση δεν παράγει σηµαντική συνολική απόκριση και 

µπορεί να προσεγγιστεί µε κρούση σε ηµι-χώρο (π.χ. η απόκριση είναι πλήρως 

τοπική). Τότε, η συµπεριφορά µπορεί να προσεγγιστεί µε ένα απλό µοντέλο µάζας – 

ελατηρίου όπως φαίνεται στο σχήµα 12. Η εξίσωση που προκύπτει είναι: 

0
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=+ cii FwM                (2.66) 

όπου ο νόµος επαφής καθορίζεται από τη σχέση  q
ia

q
ac wkakF == και οι αρχικές 

συνθήκες 0)0( =iw και  oi Vw =)0(1

.

 

 

Σχήµα 12: Μοντέλο ελατηρίου µάζας για συµπεριφορά κρούσης ηµιχώρου 

 Το αδιάστατο πλαίσιο που περιγράφεται από τους Yigit και Christoforou [21] 

καθορίζει τα µεγέθη του προβλήµατος ως [Μ]=Μi, [L]=αcr, και 

2/1)1(1 )(][ q
cria aMkT −−= . Ο όρος αcr αφορά την πλαστική διείσδυση η οποία 

καθορίζεται από την εξίσωση (2.28). Χρησιµοποιώντας αυτές τις διευκρινίσεις, η 

αδιάστατη µορφή της εξίσωσης (2.66) είναι: 
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 Από την άλλη πλευρά, η κανονικοποιηµένη ταχύτητα κρούσης β 

κατηγοριοποιεί όλες τις παραµέτρους για συµπεριφορά ηµιχώρου. Όµως, η 

παράµετρος β χαρακτηρίζει πλήρως τη συµπεριφορά ηµιχώρου και ονοµάζεται 

χαρακτηριστική παράµετρος κρούσης. Έτσι: 

cr

oV

ωα
β =    (2.68) 

όπου ω είναι η συχνότητα επαφής που δίνεται από: 

2/1)1(11 )(][ −−−− == q
cria aMkTω     (2.69) 

 Όµως, χρησιµοποιώντας το αδιάστατο πλαίσιο της παραγράφου 2.4.2, π.χ. 

µάζα [Μ]=Μi, µήκος [L]=αmax και χρόνος 
2/1)1(1 )(][ q

cria aMkT −−= , η παράµετρος β 

παραµένει σταθερή. Συγκεκριµένα, για γραµµικό νόµο επαφής q=1,  η παράµετρος β 

είναι ίση µε 1, και για νόµο επαφής τύπου Hertz q=3/2, β η παράµετρος είναι ίση µε 

2/1)4/5( − . Αυτό το αποτέλεσµα υπονοεί ότι η προβλεπόµενη κανονικοποιηµένη 

απόκριση για αυτή τη συµπεριφορά είναι σταθερή µε οποιεσδήποτε τιµές των 

παραµέτρων που ισχύουν σε αυτή τη συµπεριφορά. Αυτή η ενδιαφέρουσα θεώρηση 

χρησιµοποιείται στο διάγραµµα χαρακτηρισµού σε κρούση των Christoforou και 

Yigit [3,10,11] (παράγραφος 2.5).  

 Από την άλλη πλευρά, το µοντέλο που καθορίζεται για συµπεριφορά σε 

κρούση µε έλεγχο κυµάτων µπορεί να χρησιµοποιηθεί µε σκοπό την περιγραφή της 

συµπεριφοράς ηµιχώρου. Όπως έχει παρατηρηθεί, η συµπεριφορά σε κρούση 

ηµιχώρου θα επιτευχθεί όταν η παράµετρος ζ τείνει στο µηδέν.  

2.4.4 Ψευδοστατικά µοντέλα κρούσης (quasi – static impact models) 

 Για αρκετά µεγάλους χρόνους κρούσης, η απόκριση είναι περισσότερο ή 

λιγότερο ψευδοστατική, υπό την έννοια ότι το φορτίο και η παραµόρφωση δίνουν την 

ίδια σχέση όπως στη στατική φόρτιση. Βασισµένοι σε εκτεταµένη πειραµατική και 

υπολογιστική εµπειρία, οι ερευνητές προτείνουν ότι η απόκριση είναι σχεδόν 

ψευδοστατική εάν ο ενεργός λόγος µάζας µ είναι µεγαλύτερος από µία κρίσιµη τιµή 

[32]. Αυτός ο ενεργός λόγος µάζας δίνεται από: 
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Μ=µ    (2.70) 

όπου Μi είναι η µάζα της διάταξης κρούσης και *
pM είναι η ισοδύναµη 

συγκεντρωµένη µάζα της κατασκευής, η οποία εξαρτάται από τον τύπο της 

κατασκευής και τις συνθήκες στήριξης. Για τετραγωνικές και απλά εδραζόµενες 

πλάκες θεωρείται ίσος µε ¼ της συνολικής µάζας της πλάκας Mp, όπως προκύπτει 

από την εξίσωση (2.36). 

 Το πιο πλήρες απλοποιηµένο µοντέλο για περιγραφή σε ψευδοστατική 

συµπεριφορά φαίνεται στο σχήµα 13α [33], όπου οι όροι ks, kb και km είναι 

διατµητική, καµπτική και µεµβρανική δυσκαµψία της πλάκας υπό στατική φόρτιση. 

Η έκφραση των ks, kb και km είναι συνάρτηση των συνοριακών συνθηκών, του 

σχήµατος και της διάταξης πολύστρωτου της κατασκευής. Οι τιµές δυσκαµψίας 

µπορούν να επιτευχθούν πειραµατικά, χρησιµοποιώντας αριθµητικές µεθόδους, ή 

αναλυτικά στις περιπτώσεις µε απλές γεωµετρίες πλάκας [21].  

 

Σχήµα 13: (α) Πλήρη και (β) απλοποιηµένα µοντέλα µάζας – ελατηρίου για ψευδοστατική 
συµπεριφορά σε κρούση 

 Οι εξισώσεις που ισχύουν για κάθε µάζα αµελώντας τις δυνάµεις βαρύτητας 

είναι [33] (σχήµα 13α):  
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όπου οι αρχικές συνθήκες είναι 0== oi ww , 0
.

=iow και oi Vw =
.

. Στον Olsson [8] 

αυτό το µοντέλο χρησιµοποιείται σε συνεργασία µε οριακή τιµή δύναµης 

αποκόλλησης και κρίσιµη ενέργεια για ανάπτυξη αποκόλλησης στρώσεων µε σκοπό 

να γίνει πρόβλεψη για έναρξη ζηµιάς σε κρούση και ανάπτυξη κατά τη διάρκεια 

ψευδοστατικής απόκρισης που προκαλείται από κρουστικές διατάξεις µεγάλης µάζας.  

 Η ισοδύναµη µάζα της πλάκας *
pM είναι αµελητέα όταν η µάζα της διάταξης 

κρούσης είναι µεγαλύτερη από το διπλάσιο της συνολικής µάζας της πλάκας. 

Αµελώντας τη µάζα της πλάκας και γραµµικοποιώντας την ακαµψία km και kα (π.χ. 

γραµµική ακαµψία km
* και kα

*), το µοντέλο καταλήγει στο µοντέλο του σχήµατος 13b 

[4]. Σε αυτή την περίπτωση, ολόκληρη η ακαµψία µπορεί να είναι συγκεντρωµένη σε 

µονή δυσκαµψία kΣ η οποία καθορίζεται ως: 

bsma

bsm

kk

kk
k

+
=Σ *

*
α  , όπου *1)

11
( m

sb
bsm k

kk
k ++= −  (2.73) 

Η εξίσωση που ισχύει για αυτή την περίπτωση είναι: 

0
..

=+ Σ iii wkwM    (2.74) 

όπου οι αρχικές συνθήκες είναι 0=iw  και oi Vw =
.

. Πιο απλοποιηµένες εκδόσεις 

προτείνονται στη βιβλιογραφία, όπως µοντέλα µε αµελητέες µεµβρανικές και / ή 

διατµητικές επιδράσεις [3]. Η εξίσωση (2.74) µπορεί να ξαναγραφεί σε αδιάστατη 

µορφή χρησιµοποιώντας τις διευκρινίσεις µεγέθους (ενότητα 2.4.2) καθορισµένη για 

γραµµικό νόµο επαφής (π.χ. q=1). Εποµένως: 

0)(
*

..

=
+

+ i

absm

bsm
i w

kk

k
w   (2.75) 

2.5  ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΠΕΡΙΓΡΑΦΗΣ ΤΗΣ ΖΗΜΙΑΣ ΣΕ ΚΡΟΥΣΗ 

 Υπάρχουν προσεγγίσεις στη βιβλιογραφία οι οποίες προβλέπουν τον τύπο 

συµπεριφοράς σε κρούση τετραγωνικών, επίπεδων, και µονολιθικών 

πολυστρωµατικών σύνθετων πλακών. Αυτές οι προσεγγίσεις βασίζονται σε 

απλοποιηµένα αναλυτικά µοντέλα της συµπεριφοράς σε κρούση και αναπτύσσουν 
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χαρακτηριστικές παραµέτρους, οι οποίες πληροφορούν για τον τύπο συµπεριφοράς. 

Οι θεωρούµενες συµπεριφορές είναι αυτές που καταλήγουν σε οριακά ορατή ζηµιά 

(Barely Visible Impact Damage – BVID) εάν το µέγιστο φορτίο φτάνει στην 

σχεδιασµένη κρίσιµη τιµή ζηµιάς.  

 Η προσέγγιση που περιγράφεται µε λεπτοµέρεια σε αυτή την ενότητα είναι το 

διάγραµµα χαρακτηρισµού των Christoforou και Yigit [3,10,11]. Θα πρέπει να 

παρατηρηθεί ότι δεν µπορούν να χαρακτηριστούν όλες οι περιπτώσεις κρούσης 

επαρκώς µε χρήση των ακόλουθων προσεγγίσεων, καθώς αυτές βασίζονται σε 

απλοποιηµένα µοντέλα που βασίζονται σε συγκεκριµένη υπόθεση η οποία µπορεί να 

ισχύει για συγκεκριµένες διατάξεις κρούσης.  

2.5.1 Christoforou και Yigit διάγραµµα χαρακτηρισµού 

 Το διάγραµµα χαρακτηρισµού σε κρούση που προτάθηκε από τους 

Christoforou και Yigit [2,3,10,11] προβλέπει τον τύπο συµπεριφοράς, όπως επίσης 

και τη µέγιστη ελαστική δύναµη κρούσης για ένα µεγάλο εύρος περιπτώσεων 

κρούσης. Η πρόβλεψη της µέγιστης δύναµης κρούσης είναι χρήσιµη καθώς 

µπορεί να συγκριθεί µε µία οριακή τιµή για έναρξη ζηµιάς (βλ. ενότητα 2.6). 

 Η κατασκευή του διαγράµµατος βασίζεται σε απλοποιηµένα αναλυτικά 

µοντέλα άπειρης πλάκας και ψευδοστατική συµπεριφορά σε κρούση, και 

χρησιµοποιεί το αδιάστατο πλαίσιο (παράγραφος 2.4.2) (π.χ. την κανονικοποίηση σε 

σχέση µε τη µέγιστη διείσδυση αmax). Επίσης, χρησιµοποιείται ένας 

γραµµικοποιηµένος νόµος επαφής του ελαστοπλαστικού µοντέλου που προτάθηκε 

από τους Yigit και Christoforou [21], που καταλήγει σε λύσεις κλειστής µορφής για 

τα µοντέλα κρούσης.  

Συµπεριφορά άπειρης πλάκας 

 Οι λύσεις κλειστής µορφής της εξίσωσης (2.76), είναι οι εκφράσεις της 

κανονικοποιηµένης δύναµης σε κρούση ως µία συνάρτηση της παραµέτρου σχετικής 

κινητικότητας ζ µε q=1 (βλ. εξισώσεις (2.60 και 2.61). Θα πρέπει να παρατηρηθεί ότι 

η παράµετρος ζ αλλάζει σε ζ=2ζω η οποία απλοποιεί τις εξισώσεις που προκύπτουν: 
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για ζω<1, ζω=1 και ζω>1 αντίστοιχα. 

 Ο αδιάστατος χρόνος στον οποίο λαµβάνει χώρα η µέγιστη δύναµη κρούσης 

µπορεί να βρεθεί θέτοντας τις παραγώγους σε σχέση µε το χρόνο ίσες µε µηδέν, στην 

εξίσωση (2.76), καταλήγοντας: 
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t      για ζω<1, ζω=1 και ζω>1 αντίστοιχα (2.77) 

 Τότε, η µέγιστη κανονικοποιηµένη δύναµη κρούσης αντικαθιστώντας την 

εξίσωση (2.77) στην εξίσωση (2.76) γίνεται: 

)()(max, ωωω α ttF =    (2.78) 

 Από την εξίσωση (2.78), καταλήγουµε ότι η συµπεριφορά σε άπειρη πλάκα 

είναι συνάρτηση µόνο της παραµέτρου ζω, διότι το ωt  εξαρτάται από αυτή. 

Συµπεριφορά ηµιχώρου 

 Όπως παρατηρήθηκε στην ενότητα 2.4.3, η συµπεριφορά ηµιχώρου µπορεί να 

περιγραφεί µε χρήση µοντέλου ελατηρίου – µάζας όπως φαίνεται στο σχήµα 12. 

Εξαιτίας του αδιάστατου πλαισίου που χρησιµοποιείται, η εξάρτηση στο 

χαρακτηρισµό της παραµέτρου ηµιχώρου β αποφεύγεται και η κανονικοποιηµένη 

δύναµη κρούσης µπορεί να επιτευχθεί κανονικοποιώντας την εξίσωση (2.66): 

ttttF ihs sin)()()( === ωα     (2.79) 
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 Έτσι, εάν η απόκριση σε κρούση είναι τοπική, η µέγιστη κανονικοποιηµένη 

κρούση λαµβάνει χώρα το χρόνο 2/π=hst και η δύναµη πλησιάζει τη µονάδα 

1max, =hsF . Αυτή η ανάπτυξη µπορεί επίσης να πραγµατοποιηθεί µε χρήση της 

εξίσωσης (2.60) του µοντέλου κρούσης µε έλεγχο κύµατος και µε εξίσωση της 

παραµέτρου ζω ίσης µε το µηδέν.  

Ψευδοστατική συµπεριφορά 

 Η ψευδοστατική συµπεριφορά περιγράφεται από το µοντέλο του σχήµατος 

13β. Εξισώνοντας τη γραµµική ακαµψία επαφής kα
* µε ky (εξίσωση 2.27), και 

καθορίζοντας λ=kbsm/ky (π.χ. σχετική δυσκαµψία), η λύση της αδιάστατης εξίσωσης 

(2.75) είναι: 

)
1

sin(
1

)( tti
+

+=
λ

λ
λ

λω   (2.80) 

και η κανονικοποιηµένη δύναµη κρούσης για ψευδοστατική συµπεριφορά είναι: 

)
1

sin(
1

)( ttF q
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λ
++

=  (2.81) 

 Από την εξίσωση (2.81), η µέγιστη κανονικοποιηµένη δύναµη κρούσης 

λαµβάνει χώρα τη στιγµή: 

λ
λπ += 1

2
qt    (2.82) 

και καθορίζεται ως:                      
λ

λ
+

=
1

max,qF     (2.83) 

 Στην εξίσωση (2.83) φαίνεται ότι η µέγιστη κανονικοποιηµένη δύναµη 

κρούσης στην ψευδοστατική συµπεριφορά εξαρτάται µόνο από την παράµετρο λ.  

∆ιάγραµµα χαρακτηρισµού σε κρούση 

 Χρησιµοποιώντας τις αναλυτικές λύσεις στις περισσότερες από τις παραπάνω 

περιπτώσεις, µπορεί να κατασκευαστεί ένα διάγραµµα χαρακτηρισµού (σχήµα 14). 

Αυτό το διάγραµµα αναπαριστά τη µεταβολή της µέγιστης κανονικοποιηµένης 

δύναµης κρούσης Fmax ως συνάρτηση της παραµέτρου σχετικής κινητικότητας ζω. Για 
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την κατασκευή του διαγράµµατος, η καµπύλη που αναπαριστά τη συµπεριφορά 

άπειρης πλάκας επιτυγχάνεται από την εξίσωση (2.78), και οι οριζόντιες γραµµές µε 

διαφορετικές τιµές της σχετικής ακαµψίας λ επιτυγχάνονται χρησιµοποιώντας την 

εξίσωση (2.83). 

 

Σχήµα 14: ∆ιάγραµµα χαρακτηρισµού σε κρούση (Christoforou και Yigit [2,3,10,11]), και αδιάστατη 
µέγιστη δύναµη Fmax σε σχέση µε τη σχετική κινητικότητα ζω 

 Στο διάγραµµα φαίνονται τέσσερεις διαφορετικές περιοχές. ∆ιατάξεις 

κρούσης οι οποίες καθορίζουν σηµεία στο δεξί τµήµα του διαγράµµατος 

συµπεριφέρονται ως ψευδοστατικά. Για τα σηµεία τα οποία είναι κοντά στην κόκκινη 

γραµµή η συµπεριφορά είναι άπειρης πλάκας. Ανάµεσα στις δύο περιοχές υπάρχει 

µία ζώνη µετάβασης όπου η απόκριση είναι συνδυασµός των δύο συµπεριφορών. Η 

καµπύλη που αναπαριστά το όριο της ψευδοστατικής απόκρισης επιτυγχάνεται από 

τη σχέση 
268.0

68.0

ωζ+
=bF , όπως φαίνεται στις [10,32]. Τελικά, τα σηµεία κοντά στη 

µέγιστη αδιάστατη δύναµη F=1 καταλήγει σε συµπεριφορά ηµιχώρου, και µπορεί να 

επιτευχθεί θέτοντας στα απλοποιηµένα µοντέλα (άπειρη πλάκα και ψευδοστατικό): ζω 

= 0 ή λ→∞. 

 Με σκοπό την παρουσίαση της εγκυρότητας του διαγράµµατος 

χαρακτηρισµού, πραγµατοποιήθηκε προσοµοίωση αρκετών περιπτώσεων κρούσης 

καλύπτοντας όλες τις περιοχές µε διαφορετική συµπεριφορά [10]. Οι προσοµοιώσεις 

πραγµατοποιήθηκαν µε αριθµητική ολοκλήρωση του πλήρους αναλυτικού µοντέλου, 

το οποίο θεωρεί την κλασσική θεωρία πολύστρωτης πλάκας και συνθήκες απλής 

στήριξης (βλ. ενότητα 2.4.1). Όπως φαίνεται, οι προσοµοιώσεις ακολουθούν µε 
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λογικό τρόπο τις µορφές του διαγράµµατος χαρακτηρισµού. Στη ζώνη µετάβασης, 

ένα πλήρως αναλυτικό µοντέλο απαιτείται µε σκοπό την καλύτερη περιγραφή της 

απόκρισης.  

 Συνοψίζοντας, η πρόβλεψη του τύπου συµπεριφοράς όπως και η µέγιστη 

δύναµη κρούσης για µία δεδοµένη περίπτωση κρούσης µπορεί να γίνει υπολογίζοντας 

µόνο δύο κρίσιµες παραµέτρους: λ (π.χ. κρίσιµη παράµετρος της ψευδοστατικής 

συµπεριφοράς σε κρούση) και ζω (π.χ. κρίσιµη παράµετρος της συµπεριφορά σε 

κρούση µε διάδοση κύµατος). Όµως, η συνεισφορά της δυναµικής των κατασκευών 

θα πρέπει να συµπεριληφθεί και να αναπαρασταθεί µε χρήση της σχετικής µάζας της 

διάταξης κρούσης µ που δίνεται από την εξίσωση (2.70). Όταν διαφορετικές 

καταστάσεις κρούσης (σε σχέση µε τις οριακές συνθήκες, τα υλικά, το µέγεθος κλπ.) 

µε παρόµοιες κρίσιµες παραµέτρους συγκρίνονται, τότε η δυναµική, ο τύπος 

συµπεριφοράς και η κανονικοποιηµένη απόκριση είναι παρόµοια [26]. 

2.6 ΖΗΜΙΑ ΛΟΓΩ ΚΡΟΥΣΗΣ ΚΑΙ ΑΝΑΛΥΤΙΚΕΣ ΟΡΙΑΚΕΣ ΤΙΜΕΣ 

 Το φαινόµενο της ζηµιάς σε κρούση σε κατασκευές από πολύστρωτα σύνθετα 

υλικά είναι περίπλοκο και δύσκολο να µοντελοποιηθεί αναλυτικά εξαιτίας της 

µεγάλης ποικιλίας των τρόπων ζηµιάς και της περίπλοκης διαδικασίας 

αλληλεπίδρασης. Ο καθορισµός της έναρξης και διάδοσης των τρόπων ζηµιάς 

σχετίζεται µε την υπολειπόµενη αντοχή της κατασκευής.  

 Όµοια µε την απόκριση κρούσης, ανάλογα µε τις ισχύουσες παραµέτρους, η 

προκαλούµενη ζηµιά µπορεί να είναι τοπική, ολική ή και τα δύο [2, 5]. Η τοπική 

ζηµιά σε κρούση αποτελείται κυρίως από µία ορατή µόνιµη επιφανειακή κοιλότητα 

στη ζώνη επαφής που περιλαµβάνει τρόπους ζηµιάς της ίνας και της µήτρας, όπου η 

συνολική ζηµιά σε κρούση αποτελείται κυρίως από εκτεταµένες αποκολλήσεις των 

στρώσεων. Η καθολική τοπική ζηµιά είναι η πλήρης διάτρηση της πλάκας. Σχετικά 

µε αυτούς τους τύπους της ζηµιάς, υπάρχουν περίπλοκα σχέδια ρωγµών της µήτρας 

και θραύσεις ίνας.  

 Με σκοπό τη γεφύρωση της αναλυτικής πρόβλεψης της συµπεριφοράς σε 

κρούση και την έναρξη της ζηµιάς, η δύναµη κρούσης τυπικά χρησιµοποιείται και 

συγκρίνεται µε µία επιτρεπόµενη τιµή ζηµιάς. Η ζηµιά λαµβάνει χώρα εάν η 
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προβλεπόµενη ελαστική δύναµη κρούσης είναι µεγαλύτερη από µία οριακή τιµή που 

αντιστοιχεί στο συγκεκριµένο τύπο απόκρισης [1,2,9,34,35].  

2.6.1 Ρωγµή µήτρας 

Η διαδικασία ζηµιάς λόγω κρούσης ξεκινά µε τοπικές ρωγµές της µήτρας και 

αποσυνδέσεις της διεπιφάνειας ίνας – µήτρας, η οποία κανονικά δεν είναι 

ανιχνεύσιµη κατά τη διάρκεια των δοκιµών κρούσης π.χ. µε δυναµόµετρο της 

διάταξης κρούσης ή µε µη καταστροφικούς ελέγχους (NDI). Έχει δειχθεί από τον 

Sjoblom [36] ότι η παρουσία ρωγµών µήτρας δεν επηρεάζει σηµαντικά τη συνολική 

δυσκαµψία του πολύστρωτου κατά τη διάρκεια συµβάντος κρούσης. Όµως, τα άκρα 

των ρωγµών της µήτρας δρουν ως σηµεία έναρξης αποκόλλησης των στρώσεων στις 

διεπιφάνειες µεταξύ των στρώσεων µε διαφορετικούς προσανατολισµούς ινών. Αυτές 

οι αποκολλήσεις µεταβάλλουν την τοπική και / ή τη συνολική δυσκαµψία της 

κατασκευής [13]. 

∆ύο είδη ρωγµών µήτρας µπορούν να παρατηρηθούν: κάθετες και πλάγιες 

ρωγµές (σχήµα 15). Οι κάθετες ρωγµές δηµιουργούνται από καµπτική παραµόρφωση 

της πλάκας εξαιτίας εφελκυστικών τάσεων και συνεπώς είναι τοποθετηµένες στις 

κάτω στρώσεις. Όµως, οι κάθετες ρωγµές είναι τυπικές σε περιπτώσεις κρούσης που 

συµπεριφέρονται ως ψευδοστατικές. Πλάγιες ρωγµές σχηµατίζονται από µεγάλες 

εγκάρσια διατµητικές τάσεις που καταλήγουν από το φορτίο επαφής και την 

καµπτική παραµόρφωση της πλάκας. Αυτές οι ρωγµές είναι τυπικά τοποθετηµένες 

στις πάνω και µεσαίες στρώσεις.  

 

                               (α)            (β) 

Σχήµα 15: Τύποι ρωγµών µήτρας σε µία [0/90/0] πολύστρωτη πλάκα (Richardson και Wishear [55]), 
(α) διαµήκης όψη, και (β) εγκάρσια όψη 

 Τυπικά, σε πολύστρωτα σύνθετα υλικά η ρωγµή της µήτρας ξεκινά από την 

επιφάνεια κρούσης του δοκιµίου ως αποτέλεσµα υψηλών και τοπικών τάσεων 
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επαφής. Η ζηµιά διαδίδεται προς τα κάτω µε µία διαδοχή ρωγµών των στρώσεων 

(intra – ply cracks) και αποκολλήσεων της διεπιφάνειας, καταλήγοντας σε µία µορφή 

πεύκου (σχήµα 16 α). Για λεπτά πολύστρωτα σύνθετα υλικά, οι καµπτικές τάσεις 

στην πίσω επιφάνεια του πολύστρωτου εισάγουν εφελκυστικές ρωγµές στη µήτρα, 

και η ζηµιά προχωρά από την κάτω επιφάνεια προς τη διάταξη κρούσης 

καταλήγοντας σε µία µορφή ανεστραµµένου πεύκου (σχήµα 16 β). 

 

Σχήµα 16: Προβολή διατάξεων ζηµιάς (Abrate [1],  (α) πεύκο και (β) ανεστραµµένο πεύκο) 

Οριακή τιµή φορτίου για κάθετες ρωγµές µήτρας 

 Μία νέα οριακή τιµή ζηµιάς προτείνεται για την πρόβλεψη της ρωγµής στη 

µήτρα στην εξωτερική στρώση που είναι τοποθετηµένη στην πίσω επιφάνεια µίας 

τετραγωνικής πλάκας από σύνθετο υλικό εξαιτίας της κάµψης.  

 Οι µέγιστες τιµές των επίπεδων εφελκυστικών τάσεων εξαιτίας της καµπτικής 

παραµόρφωσης δηµιουργήθηκαν από ένα ανοµοιόµορφο στατικό φορτίο ακτίνας R,  

qo = Fmc
ten / (πR2), µε κέντρο στο σηµείο (x,y,z) = (α/2, b/2, -h/2) σε απλά 

εδραζόµενη, τετραγωνική και ορθοτροπική πλάκα (βλ. σχήµα 10), µπορούν να 

προσεγγιστούν από [56]: 
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όπου R είναι η ακτίνα του άκρου της κρουστικής διάταξης και h είναι το πάχος της 

πλάκας. Αυτές οι µέγιστες επίπεδες εφελκυστικές τάσεις βρίσκονται στο σηµείο (x, y, 

z) = (α/2, b/2, h/2),  π.χ. στο σηµείο κρούσης και στο απέναντι σηµείο στην πίσω 

επιφάνεια της πλάκας, και υπολογίζονται µε χρήση της κλασσικής θεωρίας 

πολύστρωτων πλακών, χρησιµοποιώντας τη λύση Navier για πλάκες απλά 
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στηριγµένες, και αµελώντας τις µεµβρανικές τάσεις και τις τοπικές παραµορφώσεις. 

Οι όροι )/,,( 3hDCsf ijijx και )/,,( 3hDCsf ijijx καθορίζονται αντίστοιχα ως: 
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και Cij, Dij είναι αντίστοιχα τα στοιχεία καταστατικής και καµπτικής ακαµψίας των 

πλακών από πολύστρωτο σύνθετο υλικό που υπολογίζεται µε χρήση οµογενών 

µηχανικών σταθερών [37]. Οι εξισώσεις (2.86) και (2.87) είναι έγκυρες µόνο για 

περιττές τιµές των m και n. Προσθέτοντας αρκετούς όρους, η λύση των εξισώσεων 

(2.84) και (2.85) µπορεί να συγκλίνει, αν και η σύγκλιση δεν είναι δυνατή στην 

περίπτωση σηµειακού φορτίου [30]. 

 Οι µέγιστες τάσεις που δίνονται από τις εξισώσεις (2.84) και (2.85) πρέπει να 

µετασχηµατιστούν σε στοιχεία τάσης στην πίσω εξωτερική στρώση του πολύστρωτου 

σύνθετου υλικού (π.χ. (σ1, σ2, σ3)p). Αυτό γίνεται υπολογίζοντας τα στοιχεία 

παραµορφώσεων της πλάκας και έπειτα τα στοιχεία παραµόρφωσης περιστρέφονται 

στις τοπικές συντεταγµένες της στρώσης (ο άξονας 1 ευθυγραµµίζεται µε τις ίνες, και 

ο άξονας 2 αντιστοιχεί στην εγκάρσια διεύθυνση των ινών). Τελικά, µε χρήση του 

καταστατικού µητρώου της στρώσης, οι αντίστοιχες τάσεις επιτυγχάνονται. Όλες 

αυτές οι λειτουργίες συγκεντρώνονται στην επόµενη εξίσωση: 

















=
















0

)(

)(

][][][ max

max

6

2

1

y

x

p

p

STC σ
σ

σ
σ
σ

γ     (2.88) 

όπου [C]p είναι το καταστατικό µητρώο της πίσω εξωτερικής στρώσης ως προς το 

σύστηµα συντεταγµένων της στρώσης, [Τα]γ είναι το µητρώο περιστροφής των 
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µηχανικών παραµορφώσεων από το σύστηµα συντεταγµένων της πλάκας στο 

σύστηµα συντεταγµένων της στρώσης και [S] είναι το µητρώο ευκαµψίας της πλάκας 

στο σύστηµα συντεταγµένων της πλάκας (π.χ. [S]=[C]-1).  Αναπτύσσοντας την 

εξίσωση (2.88), οι τάσεις της στρώσης που παίρνουµε είναι: 
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όπου c=cos(θ), s=sin(θ), και θ είναι ο προσανατολισµός της ίνας της στρώσης 

σύνθετου υλικού σε σχέση µε το σύστηµα συντεταγµένων της πλάκας.  

 Επιπλέον, η εγκάρσια εφελκυστική αντοχή στην αρχική θέση YT is και η 

επίπεδη διατµητική αντοχή στη φυσική θέση ST is για µία εξωτερική στρώση, η οποία 

θεωρείται αρκετά λεπτή σε σχέση µε όλο το πάχος του πολύστρωτου σύνθετου 

υλικού, µπορεί να υπολογισθεί: 

Λεπτή εξωτερική στρώση 
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όπου Ε, G και v είναι οι ελαστικές σταθερές της στρώσης, hp είναι το πάχος της 

στρώσης, και GIc και GIIc είναι αντίστοιχα η ανθεκτικότητα σε θραύση σε mode I και 

mode II. Από την άλλη πλευρά, η αντοχή σε εφελκυσµό και η επίπεδη διατµητική 

αντοχή για στρώσεις µε µεγάλο πάχος πλησιάζουν στις τιµές που µετρώνται από 

δοκιµές σε πολύστρωτα µονής κατεύθυνσης ινών,  YT is = YT και SL 
is = SL. 

 Με την παρουσία επίπεδου διατµητικού και εγκάρσιου εφελκυσµού, ο 

κρίσιµος ρυθµός απελευθέρωσης ενέργειας Gc εξαρτάται από τη συνδυασµένη 

επίδραση όλων των µικροσκοπικών µηχανισµών απορρόφησης ενέργειας όπως η 
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δηµιουργία νέας επιφάνειας θραύσης. Το LaRC κριτήριο αστοχίας [38-42] 

χρησιµοποιείται για πρόβλεψη της ρωγµής της µήτρας υπό πολυαξονική φόρτιση: 
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όπου  g =GIc/GIIc. 

 Αντικαθιστώντας τις εγκάρσιες και διατµητικές τάσεις ((σ2)p και (σ6)p) στην 

εξίσωση (2.105), και τις αντίστοιχες αντοχές για λεπτές και παχιές εξωτερικές 

στρώσεις, η κρίσιµη τιµή του φορτίου για εφελκυστική θραύση µήτρας  Fmc
ten 

µπορεί να υπολογιστεί παίρνοντας απλά τη µέγιστη τιµή των δύο ακραίων 

περιπτώσεων, τη λεπτή και παχιά: Fmc
ten=max{ (Fmc

ten)thin, Fmc
ten)thin}. 

Κρίσιµο φορτίο για πλάγια ρωγµή µήτρας  

 Το τασικό πεδίο στο σηµείο κρούσης (x,y,z) = (α/2, b/2, -h/2) είναι 3D 

εξαιτίας της καµπτικής παραµόρφωσης και του φορτίου επαφής. Οι επίπεδες 

θλιπτικές και διατµητικές τάσεις εξαιτίας της καµπτικής παραµόρφωσης µπορούν να 

προσεγγιστούν µε τον ίδιο τρόπο όπως παρουσιάζεται στην προηγούµενη ενότητα για 

καθορισµό ενός κρίσιµου φορτίου για κάθετη ρωγµή µήτρας στην πίσω εξωτερική 

στρώση του πολύστρωτου σύνθετου υλικού. Λύσεις για τις τάσεις εξαιτίας 

συγκεντρωµένων φορτίων σε ανισοτροπικές πλάκες είναι σπάνιες και κλειστές 

µορφές λύσεων περιορίζονται σε εγκάρσια ισοτροπικές πλάκες που φορτίζονται κατά 

µήκος του άξονα συµµετρίας τους, και θεωρώντας κατανοµή πίεσης τύπου Hertz 

όπως επίσης η πλάκα είναι ηµι-άπειρη, π.χ. ηµιχώρος [16,43]. Για προσέγγιση σε 

απλοποιηµένη µορφή του τασικού πεδίου στο σηµείο κρούσης, η υπέρθεση των 

καµπτικών τάσεων και των τάσεων επαφής µιας πλάκας ηµιχώρου µπορεί να 

εφαρµοστεί όπως παρουσιάζεται από τον Olsson [44]. 

 Από την άλλη πλευρά, οι µέγιστες διατµητικές τάσεις κατά την έννοια του 

πάχους εξαιτίας της καµπτικής παραµόρφωσης που δηµιουργήθηκε από ένα εγκάρσια 

στατικό σηµειακό φορτίο Fmc
sh και τοποθετείται στο κέντρο απλά στηριγµένης, 

τετραγωνικής και ορθοτροπικής πλάκας (βλ. σχήµα 10), χρησιµοποιώντας τις 

εξισώσεις ισορροπίας σε τρεις διαστάσεις [30]. Αυτές οι µέγιστες τάσεις είναι 
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τοποθετηµένες στα άκρα και στο µέσο επίπεδο της πλάκας (π.χ. (σr)max: (x,y,z) = 

(0,b/2,0), και (σq)max: (x,y,z) = (α/2,0,0)). 

 Για τον καθορισµό του κρίσιµου φορτίου για τη ρωγµή της µήτρας στο σηµείο 

κρούσης ή στα άκρα της πλάκας, απαιτείται ένα κριτήριο αστοχίας σε 3D. Η 

εµφάνιση των ρωγµών της µήτρας που βρίσκονται σε αυτά τα σηµεία δεν είναι τόσο 

σηµαντική όσο οι ρωγµές της µήτρας που βρίσκονται σε άλλα σηµεία καθώς τα 

πρώτα δεν ενεργούν ως σηµεία έναρξης ρωγµής για µεγάλες αποκολλήσεις στρώσεων 

και δεν υπονοούν µία σηµαντική µείωση της υπολειπόµενης αντοχής της κατασκευής. 

 Ο Olsson [7] πρότεινε ένα απλό κρίσιµο φορτίο για ρωγµή µήτρας εξαιτίας 

της διατµητικής τάσης κατά την έννοια του πάχους που δηµιουργείται από ένα 

στατικά συγκεντρωµένο φορτίο επαφής. Η κρίσιµη τιµή υπολογίζεται θεωρώντας την 

κατανοµή Hertz της πίεση επαφής, και την αντίστοιχη µέγιστη τιµή της διατµητικής 

τάσης στην κατεύθυνση κατά την έννοια του πάχους και εντός της ακτίνας επαφής. 

Με τον ίδιο τρόπο µε το απλοποιηµένο πεδίο διατµητικής τάσης που υποδεικνύεται 

από τον Davies [34], η κατανοµή της διατµητικής τάσης κατά την έννοια του πάχους 

θεωρείται παραβολική µε τη µέγιστη τιµή τοποθετηµένη στο µέσο επίπεδο. Το 

κρίσιµο φορτίο καθορίζεται ως: 

a
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sh
mc Q
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38 π=    (2.94) 

όπου h είναι το πάχος της πλάκας, R είναι η ακτίνα του άκρου της κρουστικής 

διάταξης, και Qa είναι ο ενεργός συντελεστής ελαστικότητας επαφής (βλ. εξίσωση 

(2.5)). 

2.6.2 Αποκόλληση στρώσεων 

 Οι αποκολλήσεις των στρώσεων εισάγονται από διατµητικές τάσεις µεταξύ 

των στρώσεων, οι οποίες προωθούνται από τις ρωγµές της µήτρας, από τη 

διαφορετική δυσκαµψία µεταξύ των γειτονικών στρώσεων, από το πάχος της 

στρώσης (ply clustering), και από την παραµόρφωση του πολύστρωτου. Αυξάνοντας 

οποιονδήποτε από αυτούς τους συντελεστές θα καταλήξουµε σε µία αυξηµένη 

διαφοροποίηση των παραµορφώσεων κάµψης των γειτονικών οµάδων των στρώσεων 

µε διαφορετικούς προσανατολισµούς, καταλήγοντας σε µεγάλες παραµορφώσεις.  
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 Η µελέτη της διαφοροποίησης της δυσκαµψίας καταλήγει σε σηµαντική 

πληροφορία θεωρώντας τη θέση, τον προσανατολισµό και το µέγεθος των 

αποκολλήσεων των στρώσεων. Ο Liu [45] πρότεινε την ακόλουθη αδιάστατη 

παράµετρο διαφοροποίησης ML για πλάκες δύο στρώσεων βασιζόµενη στη διαφορά 

της καµπτικής τους δυσκαµψίας σε σχέση µε το συνολικό σύστηµα συντεταγµένων 

της πλάκας: 
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όπου Dij είναι τα στοιχεία της µήτρας της καµπτικής ακαµψίας. Κάθε πλάκα 

θεωρείται ξεχωριστή, ενώ Dij(θb) είναι η ακαµψία της κάτω στρώσης που λειτουργεί 

µόνη της, και ο όρος t αναφέρεται στην πάνω στρώση. Ενώ ένας συντελεστής 

ανοµοιοµορφίας µπορεί να καθοριστεί για κάθε καµπτικό συντελεστή Dij, θεωρούµε 

µόνο τον όρο D11.  

 Η παράµετρος ανοµοιοµορφίας που προτείνεται στην εξίσωση (2.107) είναι 

ανεπαρκής για πλάκες µονής κατεύθυνσης καθώς η παράµετρος ML δεν είναι ίση µε 

µηδέν παρά το γεγονός ότι αυτά τα πολύστρωτα δεν έχουν διεπιφάνειες µε 

ανοµοιόµορφες γωνίες γειτονικών ινών. Επιπλέον, για πλάκες µε περισσότερες από 

µία διεπιφάνειες µε ανοµοιόµορφους προσανατολισµούς ινών των γειτονικών ινών, 

αυτή η παράµετρος δεν είναι εφαρµόσιµη. Για την επίλυση αυτών των περιορισµών, 

µία νέα παράµετρο ΜΜ υπολογίζεται ως (Morita [46]): 
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όπου ∆C11(θ) είναι η διαφορά της επίπεδης δυσκαµψίας µεταξύ των γειτονικών 

στρώσεων στη διεύθυνση θ, zi είναι η απόσταση κατά την έννοια του πάχους από την 

ουδέτερη επιφάνεια µέχρι τη θεωρούµενη διεπιφάνεια, και D11(θ) είναι η καµπτική 

δυσκαµψία ολόκληρου του πολύστρωτου στη διεύθυνση θ. Η παράµετρος ΜΜ είναι 

ένα µέγεθος της ασυνέχειας της µέγιστης καµπτικής τάσης που δίνεται ως µία 

ολοκληρωµένη ποσότητα σε σχέση µε το θ. Θεωρείται εµπειρικά ότι όσο µεγαλύτερη 

είναι η παράµετρος ΜΜ, τόσο µεγαλύτερη είναι η περιοχή ζηµιάς λόγω κρούσης.  
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 Οι αποκολλήσεις λαµβάνουν χώρα µόνο στις διεπιφάνειες µεταξύ των 

στρώσεων µε διαφορετικό προσανατολισµό. Το σχήµα της αποκόλλησης είναι γενικά 

της µορφής ‘µακρόστενου φυστικιού’, όπου οι κύριοι άξονές του ακολουθούν τον 

προσανατολισµό της χαµηλότερης στρώσης στη διεπιφάνεια [1,5]. Αυτά τα σχήµατα 

είναι αποτέλεσµα της κατανοµής διατµητικών τάσεων γύρω από τη γειτονική περιοχή 

της διάταξης κρούσης, της χαµηλής διατµητικής αντοχής διαµέσου των στρώσεων ή 

κοντά στη διεύθυνση των ινών, και των ρωγµών της µήτρας που δηµιουργούνται από 

καµπτικές επίπεδες τάσεις [47]. Το σχήµα 17 δείχνει µία τυπική διασπορά αυτών των 

αποκολλήσεων.  

 

Σχήµα 17: Παράδειγµα αποκολλήσεων µορφής ‘φυστικιού’ 

 Υπάρχουν δύο διαφορετικές φάσεις κατά τη διάρκεια της διαδικασίας 

δηµιουργίας αποκόλλησης λόγω κρούσης (βλ. σχήµα 18). Αρχικά, όταν η δύναµη 

κρούσης φτάσει µία κρίσιµη τιµή Fd, υπάρχει ασταθής διάδοση ρωγµής που οδηγεί σε 

ακαριαία µεγάλες περιοχές αποκόλλησης. Αυτό συχνά οδηγεί στην πτώση της 

δύναµης κρούσης στην απόκριση, δείχνοντας ξαφνική απώλεια στη δυσκαµψία [48]. 

Το κρίσιµο φορτίο Fd δεν αναπαριστά φυσικά την έναρξη της ζηµιάς, καθώς λιγότερο 

κρίσιµες ρωγµές στη µήτρα και µικρές αποκολλήσεις µπορούν να ξεκινήσουν σε 

µικρότερες δυνάµεις. Όµως, αναπαριστά την αρχική τιµή στην οποία η ζηµιά µπορεί 

να ανιχνευθεί χρησιµοποιώντας µεθόδους µη καταστροφικού ελέγχου (σχήµα 18). Σε 

δεύτερη φάση, µετά την ανάπτυξη της ασταθούς ρωγµής, το µέγεθος των 

αποκολλήσεων αυξάνει γραµµικά µε τη δύναµη δείχνοντας σταθερή ανάπτυξη των 

αποκολλήσεων. Ο επόµενος ηµι-εµπειρικός τύπος σχετίζει το µέγιστο µέγεθος 

αποκόλλησης ds και τη δύναµη κρούσης F (Jackson και Poe [49]): 
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όπου SL είναι η διατµητική αντοχή µεταξύ των στρώσεων και h είναι το πάχος της 

πλάκας.  

 

Σχήµα 18: Μέγιστο µέγεθος αποκόλλησης ως µία συνάρτηση της δύναµης κρούσης για πλάκες µε 
διαφορετικό πάχος (Christoforou [19]) 

Κρίσιµη τιµή για αποκόλληση των στρώσεων 

 Τα κριτήρια για ρωγµή της µήτρας δίνονται από τις εξισώσεις (2.105) και 

(2.106) και µπορούν να χρησιµοποιηθούν ως κρίσιµα φορτία αποκόλλησης 

θεωρώντας ότι τα άκρα της ρωγµής της µήτρας λειτουργούν ως σηµεία έναρξης για 

αποκολλήσεις σε κρούση µε ψευδοστατική συµπεριφορά.  

 Ένα κριτήριο ανάπτυξης αποκόλλησης των στρώσεων για στατικές συνθήκες 

προκύπτει από τον Davies [34,50]. Το µοντέλο βασίστηκε στη Γραµµικά Ελαστική 

Μηχανική των Θραύσεων και θεωρεί ότι η θραύση mode II καθορίζει την ανάπτυξη 

σε αποκόλληση των στρώσεων σε µία απλά στηριγµένη κυκλική πλάκα. Για να 

απλοποιήσουµε την ανάπτυξη του µοντέλου, θεωρήθηκαν συνθήκες στατικής 

φόρτισης, το πολύστρωτο θεωρήθηκε ισοτροπικό, µόνο µικρές παραµορφώσεις 

θεωρήθηκαν (µεµβρανικές επιδράσεις αµελήθηκαν), και κατανεµηµένες 

αποκολλήσεις στρώσεων µετατράπηκαν σε µία µονή και τέλεια κυκλική αποκόλληση 

στο µέσο επίπεδο. Με λεπτοµέρεια, η σχέση µεταξύ της µετατόπισης εκτός του 

επιπέδου wο και ένα εξωτερικό σηµειακό φορτίο Fd1
stat δίνεται από τη θεωρία λεπτών 

πλακών ως: 

stat
d

p
F

h

vr
w 13

22
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−
=

πο    (2.98) 

όπου Ε,v, h και rp είναι αντίστοιχα ο συντελεστής ελαστικότητας, ο λόγος Poisson, το 

πάχος και η ακτίνα της πλάκας. Θεωρώντας ότι το σύστηµα είναι γραµµικό, επιτρέπει 
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την εφαρµογή της αρχής της υπέρθεσης για την ανάπτυξη της ελαστικής ενέργειας 

µια πλάκας µε µία κυκλική αποκόλληση στο µέσο επίπεδο µε ακτίνα αc: 
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 Ο πρώτος όρος της εξίσωση (2.111) είναι η ελαστική ενέργεια της πλάκας 

χωρίς την αποκόλληση. Ο δεύτερος όρος είναι η ενέργεια κυκλικής πλάκας ακτίνας 

αc. Ο τελευταίος όρος σχετίζεται µε την ελαστική ενέργεια δύο κυκλικών πλακών 

ακτίνας ac και ύψους h/2. Γνωρίζοντας ότι IIcc
c

G
a

U πα2=
∂
∂

, το κρίσιµο φορτίο για 

µία κυκλική αποκόλληση στο µέσο επίπεδο είναι: 
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 Θεωρώντας Ε/(1-v2) = (12D)/h3,  όπου D είναι η καµπτική ακαµψία, η 

εξίσωση (2.100) µπορεί να ξαναγραφεί ως: 

3

32
1

IIcstat
d

DG
F π=    (2.101) 

 Οι εξισώσεις (2.100) και (2.101) δείχνουν ότι η αποκόλληση αναπτύσσεται 

υπό ένα σταθερό φορτίο ανεξάρτητα από το µέγεθος της αποκόλλησης. Όµως, µία 

αρχική ατέλεια δεν απαιτείται και έτσι το κριτήριο µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την 

πρόβλεψη της έναρξης της αποκόλλησης. Επιπλέον, πειραµατικά δεδοµένα και 

προσοµοιώσεις πεπερασµένων στοιχείων υποδεικνύουν ότι το κρίσιµο φορτίο 

αποκόλλησης είναι ανεξάρτητο από τις συνοριακές συνθήκες και από το επίπεδο 

µέγεθος της πλάκας [7,8,13]. Αν και το κριτήριο αποκόλλησης προήλθε θεωρώντας 

συνθήκες στατικής φόρτισης, µπορεί µε τη χρήση ενός νέου συντελεστή διόρθωσης 

να χρησιµοποιηθεί για αποκρίσεις κρούσης δυναµικών επιδράσεων, όπως συµβαίνει 

κατά τη συµπεριφορά άπειρης πλάκας [7].  
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2.6.3 Μόνιµη πτύχωση 

 Κρούση σε µία πλάκα από πολύστρωτο σύνθετο υλικό, συνήθως έχει ως 

αποτέλεσµα µία ορατή µόνιµη πτύχωση στο σηµείο κρούσης ως αποτέλεσµα της 

πλαστικότητας της µήτρας, αποδόµηση των σπασµένων ινών, και τριβή µεταξύ 

αυτών των ινών και της µήτρας. Αµέσως µετά την κρούση, η µόνιµη πτύχωση έχει 

την υψηλότερη τιµή της και σταδιακά το βάθος της µειώνεται εξαιτίας της 

χαλάρωσης του υλικού.  

 Η πρόβλεψη του κρίσιµου φορτίου στο οποίο η µόνιµη πτύχωση ξεκινά 

µπορεί να προσεγγιστεί µε την ακόλουθη απλή εξίσωση: 

Find = kyacr    (2.104) 

όπου ky είναι µία γραµµικοποιηµένη δυσκαµψία της ελαστοπλαστικής φάσης 

φόρτισης (εξίσωση (2.27)), και acr είναι η κρίσιµη πτύχωση πάνω από την οποία 

µόνιµη πτύχωση αρχίζει και καθορίζεται από την εξίσωση (2.28). 

 Η αντίστοιχη κρίσιµη ταχύτητα για µόνιµη πτύχωση µπορεί να υπολογιστεί µε 

χρήση µιας απλής εξίσωσης ενέργειας ενός απλοποιηµένου ψευδοστατικού µοντέλου 

που περιγράφεται στις ενότητες (2.4.4) και αναπαριστάται από το σχήµα 13β. 

Θεωρώντας ότι η ενέργεια κρούσης χρησιµοποιείται για τοπική και συνολική 

παραµόρφωση της πλάκας, η κρίσιµη ταχύτητα καταλήγει σε: 

2/1
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2/1
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bsm

y
y

i

cr
nd k

k
k

M

a
Vi +=      (2.105) 

όπου kbsm  είναι η συνολική ακαµψία της πλάκας. 

2.6.4 Αστοχία της ίνας 

 Η αστοχία της ίνας γενικά λαµβάνει χώρα πολύ αργότερα κατά τη διαδικασία 

θραύσης από ότι η θραύση της µήτρας και η αποκόλληση, και θεωρείται ως 

πρόδροµος της διάτρησης της πλάκας. Η αστοχία της ίνας προκαλείται από τη 

διάταξη κρούσης εξαιτίας τοπικών θλιπτικών και διατµητικών τάσεων, και σε 

επιφάνειες που απουσιάζει το κρουστικό φορτίο εξαιτίας εφελκυστικών καµπτικών 

τάσεων. Πιο εκτεταµένη θραύση ίνας συνήθως λαµβάνει χώρα στο κεντρικό τµήµα 

της περιοχής αποκόλλησης και εµφανίζεται να είναι αρκετά οµοιόµορφη κατά την 
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έννοια του πάχους στο πολύστρωτο σύνθετο υλικό. Η αστοχία της ίνας σε λεπτά 

πολύστρωτα γενικά επηρεάζει περισσότερες στρώσεις σύνθετου και είναι πιο 

εκτεταµένη από ότι σε παχιά πολύστρωτα, δείχνοντας τη σηµασία των µεµβρανικών 

τάσεων στο σχηµατισµό της θραύσης ίνας [5]. 

2.6.5 ∆ιάτρηση 

 ∆ιάτρηση λαµβάνει χώρα όταν οι ίνες φτάσουν την κρίσιµη παραµόρφωσή 

τους, δίνοντας τη δυνατότητα στην κρουστική διάταξη να διαπεράσει πλήρως το 

υλικό. Με αυτή την υπόθεση, µία συντηρητική εκτίµηση του ψευδοστατικού 

κρίσιµου φορτίου για διάτρηση Fper
ten µπορεί να επιτευχθεί µε απλή αντικατάσταση 

της επίπεδης διαµήκους τάσης στην πίσω εξωτερική στρώση (εξίσωση 2.101) στο 

επόµενο κριτήριο αστοχίας της ίνας σε εφελκυσµό [41]: 

1
)( 1 ≤

Χ Τ

pσ
   (2.106) 

όπου ΧΤ είναι η αντοχή εφελκυσµού της ίνας. Όµως, το κρίσιµη φορτίο για 

διάτρηση Fper
ten γίνεται: 
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όπου Χ καθορίζεται ως: 
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  Από την άλλη µεριά, θεωρώντας το νόµο επαφής Hertz και µία οµοιόµορφη 

κατανοµή κατά την έννοια του πάχους των διατµητικών τάσεων, ένα κρίσιµο φορτίο 

διάτρησης εξαιτίας της αστοχίας σε διάτµηση του πολύστρωτου µπορεί να επιτευχθεί. 

Το κρίσιµο φορτίο που παίρνουµε είναι: 

a
L

sh
per Q

R
hSF 2/3)(6 π=    (2.109) 
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όπου SL είναι η αντοχή σε διάτµηση, h είναι το πάχος της πλάκας, R είναι η ακτίνα 

του άκρου της διάταξης κρούσης, και Qα είναι ο ενεργός συντελεστής ελαστικότητας 

της επαφής (βλ. εξίσωση (2.25)). Η αντίστοιχη ταχύτητα κατά την οποία η διάτρηση 

λαµβάνει χώρα µπορεί να σχηµατιστεί µε χρήση µιας απλής ισορροπίας ενέργειας 

παρόµοια µε αυτή που χρησιµοποιείται στον καθορισµό της κρίσιµης ταχύτητας για 

µόνιµη πτύχωση. Θεωρώντας ότι η ενέργεια κρούσης χρησιµοποιείται για τη 

διάτρηση και τη συνολική παραµόρφωση της πλάκας, η κρίσιµη ταχύτητα 

καταλήγει σε: 

2/132/31132/54/52/3
2/5

2/1 ])(8)(
5

)2(4
[ LbsmHLHi

sh
per hSRkkhSRkMV −−−− += ππ

(2.110) 

όπου kbsm είναι η ακαµψία της πλάκας. Εάν η συνολική παραµόρφωση της πλάκας 

αµελείται (π.χ. συµπεριφορά ηµιχώρου),  ο δεύτερος όρος της εξίσωσης (2.110) 

διαγράφεται. 

 Στον Wen [52,53], προτείνονται κρίσιµες τιµές για διάτρηση σε κρούση σε 

τετραγωνικές, επίπεδες, και µονολιθικές πλάκες από πολύστρωτο σύνθετο υλικό µε 

εφαρµογή διατάξεων κρούσης µε διαφορετικά σχήµατα άκρου. Η προσέγγιση 

βασίζεται στην υπόθεση ότι η παραµόρφωση είναι τοπική και η µέση πίεση που 

παρέχεται από την πλάκα για να αντισταθεί στη διάταξη κρούσης µπορεί να χωριστεί 

σε δύο τµήµατα. Ένα τµήµα είναι η συνεκτική ψευδοστατική πίεση αντίστασης 

εξαιτίας της ελαστο-πλαστικής παραµόρφωσης της πλάκας. Η άλλη είναι µία 

δυναµική πίεση αντίστασης που προκύπτει από επιδράσεις ταχύτητας. Η αντίστοιχη 

κρίσιµη τιµή για διάταξη µε ηµισφαιρικό άκρο είναι: 
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όπου R είναι η ακτίνα του άκρου της διάταξης κρούσης, Μi είναι η µάζα της διάταξης 

κρούσης, h είναι το πάχος της πλάκας,  ρ είναι η πυκνότητα του σύνθετου υλικού, και 

σyc είναι το ελαστικό όριο της πλάκας σε συµπίεση κατά την έννοια του πάχους, η 

οποία µπορεί να προσεγγιστεί στην εγκάρσια θλιπτική αντοχή Yc. Θα πρέπει να 

παρατηρηθεί ότι το Yc είναι η αντοχή που εξαρτάται από το ρυθµό παραµόρφωσης 

[54] 
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3. ∆ΟΚΙΜΕΣ ΚΡΟΥΣΗΣ 

3.1  Τυποποιηµένη µέθοδος δοκιµής για µέτρηση της αντίστασης σε ζηµιά ενός 

σύνθετου υλικού λόγω κρούσης µε πτώση βάρους (ASTM D7136/D7136M) 

3.1.1 Σκοπός – περίληψη της µεθόδου  

 Αυτή η µέθοδος δοκιµής καθορίζει την αντίσταση σε ζηµιά πλακών από 

πολύστρωτο σύνθετο υλικό µε µονής κατεύθυνσης συνεχείς ίνες και πολυµερική 

µήτρα, οι οποίες υπόκεινται σε κρούση µε πτώση βάρους.  

Μία επίπεδη τετραγωνική πλάκα από σύνθετο υλικό υπόκειται σε εκτός του 

επιπέδου, συγκεντρωµένο φορτίο κρούσης χρησιµοποιώντας µία συσκευή πτώσης 

βάρους µε ηµισφαιρική κρουστική διάταξη (σχήµα 19 & 20). 

 

Σχήµα 19: ∆ιάταξη κρούσης µε κυλινδρικό άκρο και µονής στήλης µηχανισµό οδήγησης 

 

Σχήµα 20 : ∆ιάταξη κρούσης µε µηχανισµό οδήγησης διπλής στήλης 
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Η δυναµική ενέργεια του βάρους πτώσης, όπως καθορίζεται από τη µάζα και 

το ύψος πτώσης της κρουστικής διάταξης, προσδιορίζεται πριν τη δοκιµή. 

Εξοπλισµός και διαδικασίες παρέχονται για προαιρετική µέτρηση της δύναµης 

επαφής (σχήµα 21 & 22) και της ταχύτητας κατά τη διάρκεια της κρούσης.  

 

Σχήµα 21: ∆ύναµη κρούσης σε σχέση µε το χρόνο 

 

Σχήµα 22: ∆ύναµη κρούσης σε σχέση µε το χρόνο (συντονισµός) 

Προτιµώµενες ζηµιές που προκύπτουν από την κρούση είναι τοποθετηµένες 

στο κέντρο της πλάκας, αρκετά πιο µακριά από τα άκρα έτσι ώστε οι τοπικές τάσεις 

στα άκρα και στο σηµείο κρούσης δεν αλληλεπιδρούν κατά τη διάρκεια της φάσης 

σχηµατισµού της ζηµιάς. Η αντίσταση στη ζηµιά ποσοτικοποιείται ως αποτέλεσµα 

του µεγέθους και του τύπου της ζηµιάς στο δοκίµιο (σχήµα 23 & 24). 
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Σχήµα 23: Μέτρηση έκτασης ζηµιάς 

 

Σχήµα 24: Συχνοί τρόποι ζηµιάς λόγω κρούσης µε πτώση βάρους εκτός του επιπέδου 

Οι ιδιότητες αντίστασης στη ζηµιά που δηµιουργούνται από αυτή τη µέθοδο 

δοκιµής εξαρτώνται από αρκετούς παράγοντες, οι οποίοι περιλαµβάνουν τη 

γεωµετρία του δοκιµίου, τη διαστρωµάτωση, τη γεωµετρία της διάταξης κρούσης, τη 

µάζα της διάταξης κρούσης, την ενέργεια κρούσης και τις συνοριακές συνθήκες. 

Έτσι, τα αποτελέσµατα που προκύπτουν δεν είναι δυνατόν να προεκταθούν σε 

διαφορετική κλίµακα άλλων διατάξεων, αλλά είναι συγκεκριµένα και αφορούν το 

συνδυασµό των γεωµετρικών και φυσικών συνθηκών που δοκιµάζονται.  
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3.1.2 Αναλυτική περιγραφή της πειραµατικής µεθόδου κρούσης µε πτώση 

βάρους  

 Η µέθοδος αφορά µία ορθογώνια, επίπεδη και µονολιθική πλάκα από 

πολύστρωτο σύνθετο υλικό µε επίπεδες διαστάσεις 150mm x 100mm. Εάν τα 

πολύστρωτα είναι κατασκευασµένα από στρώσεις µονής κατεύθυνσης ινών, 

καθορίζεται µία ισορροπηµένη και συµµετρική αλληλουχία στρώσεων της µορφής 

[(45/0/-45/90)n]s. Ο συνολικός αριθµός n επιλέγεται µε τέτοιο τρόπο ώστε το πάχος 

της πολυµερισµένης πλάκας να είναι κοντά στα 5mm. Η αλληλουχία στρώσεων της 

πλάκας καθορίζεται λαµβάνοντας τον προσανατολισµό της ίνας 0ο σε πλήρη 

ευθυγράµµιση µε την µεγαλύτερη επίπεδη διάσταση της πλάκας.  

 Τα δοκίµια είναι τοποθετηµένα σε µία επίπεδη βάση µε ορθογώνιο άνοιγµα 

125mm x 75mm το οποίο επιτρέπει τη διάταξη κρούσης να έρθει σε επαφή µε το 

δοκίµιο χωρίς παρεµβολή (σχήµα 25). Το σύστηµα συγκράτησης του δοκιµίου, που 

παρέχεται για πλήρη περιορισµό της µετακίνησής του κατά τη διάρκεια της κρούσης, 

θεωρείται ότι αποτελεί απλή στήριξη. 

 

Σχήµα 25: ∆οκίµιο κρούσης 

 Οι δοκιµές κρούσης εκτελούνται µε µία συσκευή, η οποία περιλαµβάνει 

µηχανισµό οδήγησης, ένα άκαµπτο σύστηµα συγκράτησης, µία διάταξη κρούσης µε 

πτώση βάρους ενσωµατωµένης µε µετρητικό σύστηµα, έναν αισθητήρα ταχύτητας 

και µία διάταξη ανάσχεσης της αναπήδησης. Οι κρούσεις εκτελούνται 

ελευθερώνοντας τη διάταξη κρούσης επιλεγµένης µάζας από ένα προκαθορισµένο 

ύψος, και αφήνοντας να πέσει ελεύθερα σύµφωνα µε τη βαρυτική δύναµη και 

ακολουθώντας τον µηχανισµό οδήγησης. Η γωνία κρούσης είναι κάθετη στο δοκίµιο 
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και το φαινόµενο λαµβάνει χώρα στο κέντρο της πλάκας µέσω χαλύβδινης 

ηµισφαιρικής διάταξης κρούσης. Λίγο πριν την κρούση στο δοκίµιο, ένας χαλύβδινος 

δείκτης συνδεδεµένος µε τη διάταξη κρούσης περνά από έναν οπτικό αισθητήρα ο 

οποίος ενεργοποιεί το σύστηµα καταγραφής και υπολογίζει την αρχική ταχύτητα 

κρούσης Vo. Η ταχύτητα υπολογίζεται από την απόσταση µεταξύ των δύο άκρων του 

δείκτη και το χρόνο διέλευσης από τον αισθητήρα. Από τη στιγµή έναρξης της 

κρούσης, η δύναµη επαφής ανιχνεύεται από τον µετατροπέα δύναµης που είναι 

προσαρµοσµένος στη διάταξη κρούσης και το ιστορικό της δύναµης αποθηκεύεται σε 

υπολογιστή. Τελικά, εάν δεν λαµβάνει χώρα διάτρηση, µία διάταξη ανάσχεσης της 

αναπήδησης επίσης ενεργοποιείται από έναν οπτικό αισθητήρα έτσι ώστε να µην 

συµβαίνει ξανά κρούση.  

 Η συνάρτηση της ταχύτητα και της µετατόπισης µε το χρόνο της διάταξης 

κρούσης, V(t) και wi(t) αντίστοιχα, µπορούν να υπολογισθούν ολοκληρώνοντας µία 

και δύο φορές τη συνάρτηση της δύναµης: 
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όπου Vo είναι η αρχική ταχύτητα κρούσης, g είναι η επιτάχυνση της βαρύτητας, t 

είναι ο χρόνος και wo είναι η θέση της διάταξης κρούσης από τη θέση αναφοράς τη 

χρονική στιγµή t=0. 

 Επιπλέον, η ενέργεια που απορροφάται από το δοκίµιο, Εα(t), µπορεί να 

υπολογισθεί ως εξής: 
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 Η τυποποίηση αφορά δοκιµή δείγµατος πέντε δοκιµίων χρησιµοποιώντας 

σταθερή µάζα κρουστικής διάταξης 5.5 kgr και σταθερή ενέργεια κρούσης που 

υπολογίζεται ως συνάρτηση του πάχους δοκιµίου: 

                                                         Ei = CΕh                          (3.4) 
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όπου h είναι το πάχος της πλάκας και CE είναι ο λόγος της ενέργειας κρούσης προς το 

πάχος του δοκιµίου και ισούται µε 6.7J/mm. Ο λόγος καθορισµού της ενέργειας 

κρούσης µε χρήση της εξίσωσης (3.4) σχετίζεται µε τις επιδράσεις των συνθηκών 

στήριξης στη ζηµιά λόγω κρούσης. Όταν κρούση λαµβάνει χώρα ακολουθώντας τις 

τυποποιηµένες προδιαγραφές, το δοκίµιο θα αναπτύξει µεγέθη ζηµιάς µικρότερα από 

το µισό του πλάτους του µη στηριγµένου δοκιµίου (π.χ. 38mm), και έτσι 

αποφεύγονται σηµαντικές αλληλεπιδράσεις των περιοχών ζηµιάς µε τις συνθήκες 

στήριξης των άκρων. 

Στους ακόλουθους πίνακες (σχήµα 26 & 27) συνοψίζονται τα βασικά 

χαρακτηριστικά των δοκιµίων και της διάταξης κρούσης σύµφωνα µε την 

προδιαγραφή. 

∆οκίµιο 
Σχήµα Επίπεδο και ορθογώνιο 

Πάχος h = 5mm 

Επίπεδες διαστάσεις α1=150 mm x b1=100mm 

Τύπος στρώσης Ίνες µονής κατεύθυνσης ή ύφασµα 

Αλληλουχία στρώσεων [(45/0/-45/90)n]s (για στρώσεις µονής 

κατεύθυνσης ινών) 

Συνοριακές συνθήκες Τέσσερα σηµεία συγκράτησης 

Σχήµα 26: ASTM D7136/D7136M Προδιαγραφές δοκιµίου 

 

∆ιάταξη κρούσης 
Σχήµα Ηµισφαιρικό 

Ακτίνα R = 8mm 

Υλικό Χάλυβας (60 έως 62 HRC) 

Μάζα Μi = 5.5 kg 

Ταχύτητα 

i

E
o M

hC
V

)(2=  

Γωνία κρούσης Κάθετη στην πλάκα 

Σχήµα 27: ASTM D7136/D7136M προδιαγραφές διάταξης κρούσης 
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3.2  Τυποποιηµένη µέθοδος δοκιµής για ιδιότητες εναποµένουσας αντοχής σε 

θλίψη σε πλάκες από σύνθετο υλικό µε ύπαρξη ζηµιάς λόγω κρούσης – 

compression after impact (ASTM D7137/D7137M) 

3.2.1. Σκοπός – περίληψη της µεθόδου  

 Αυτή η µέθοδος δοκιµής καλύπτει τις ιδιότητες εναποµένουσας αντοχής σε 

θλίψη πλακών από πολύστρωτο σύνθετο υλικό µε πολυµερική µήτρα, µε διευθύνσεις 

ινών πολλών κατευθύνσεων, και οι οποίες είναι συµµετρικές και ισορροπηµένες σε 

σχέση µε τη διεύθυνση δοκιµής. Η µέθοδος χρησιµοποιεί µία επίπεδη, τετραγωνική 

πλάκα από σύνθετο υλικό, η οποία προηγουµένως έχει υποστεί ζηµιά λόγω κρούσης, 

και η οποία δοκιµάζεται σε θλιπτική φόρτιση χρησιµοποιώντας µία διάταξη 

σταθεροποίησης. 

 Οι ιδιότητες που προκύπτουν από αυτή τη µέθοδο εξαρτώνται από πολλές 

παραµέτρους, οι οποίες περιλαµβάνουν τη γεωµετρία του δοκιµίου, τη 

διαστρωµάτωση, τον τύπο ζηµιάς, το µέγεθος της ζηµιάς, τη θέση της ζηµιάς, και τις 

συνοριακές συνθήκες. Συνεπώς, τα αποτελέσµατα γενικά δεν είναι εφαρµόσιµα σε 

άλλες διατάξεις, και είναι συγκεκριµένα για το συνδυασµό των γεωµετρικών και 

φυσικών συνθηκών που ελέγχονται.  

 Στη δοκιµή αυτή, η πλάκα που έχει υποστεί ζηµιά τοποθετείται σε µία διάταξη 

στήριξης πολλαπλών δοκιµίων και ευθυγραµµίζεται µε σκοπό την ελαχιστοποίηση 

της εκκεντρότητας φόρτισης και της εισαγωγής κάµψης στο δοκίµιο (σχήµα 28 & 

29). 

 

Σχήµα 28: Συναρµολόγηση διάταξης στήριξης 
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Σχήµα 29: ∆ιάταξη δοκιµής θλίψης µετά την κρούση (Boeing) 

 Η συναρµολόγηση δοκιµίου / διάταξης τοποθετείται ανάµεσα σε δύο πλάκες 

πίεσης και στη συνέχεια φορτίζεται υπό θλιπτικό φορτίο µέχρι αστοχίας. Η 

εφαρµοζόµενη δύναµη, η µετατόπιση της κεφαλής και δεδοµένα παραµόρφωσης 

καταγράφονται κατά τη διάρκεια της φόρτισης.  

 Συνηθισµένοι τρόποι αστοχίας προκαλούν ζηµιά στο δοκίµιο. Όµως, 

αποδεκτές αστοχίες µπορούν να ξεκινήσουν µακριά από τη θέση της ζηµιάς, σε 

περιπτώσεις που αυτή δηµιουργεί µία σχετικά χαµηλή συγκέντρωση τάσεων ή εάν η 

έκτασή της είναι µικρή ή και τα δύο. Μη αποδεκτοί τρόποι αστοχίας είναι εκείνοι που 

σχετίζονται µε εισαγωγή φόρτισης από τη διάταξη στήριξης, τοπικές συνθήκες 

στήριξης των άκρων, και αστάθεια του δοκιµίου (εκτός και εάν το δοκίµιο είναι 

αντιπροσωπευτικό µιας συγκεκριµένης δοµικής εφαρµογής). 

3.2.2 Αναλυτική περιγραφή της δοκιµής θλίψης µετά την κρούση  

 Η διάταξη του συστήµατος στήριξης του δοκιµίου κατά τη δοκιµή θλίψης 

µετά την κρούση µπορεί να έχει σηµαντική επίδραση στα αποτελέσµατα. Τα 

αποτελέσµατα επηρεάζονται από τη γεωµετρία των διαφόρων πλευρικών πλακών και 

από την παρουσία κενών µεταξύ αυτών και του δοκιµίου, γεγονός οποίο µπορεί να 

µειώσει την ενεργό στήριξη του άκρου καταλήγοντας σε συνθήκες συγκεντρωµένης 

εισαγωγής φορτίου στην πάνω και κάτω επιφάνεια του δοκιµίου. Επιπλέον, τα 

αποτελέσµατα µπορούν να επηρεαστούν από διαφοροποιήσεις στην εφαρµοζόµενη 

ροπή στις πλευρικές συνδέσεις της πλάκας. Χαλάρωση των συνδέσεων µπορεί να 

µειώσει την ενεργό στήριξη του άκρου.  
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 Σφάλµατα µπορεί να υπάρξουν εάν η διάταξη της δοκιµής δεν είναι 

ευθυγραµµισµένη σε σχέση µε τον άξονα φόρτισης της µηχανής δοκιµής. Γι’ αυτό το 

λόγο, το πρότυπο προτείνει την τοποθέτηση τεσσάρων αισθητήρων strain gages σε 

επιλεγµένες θέσεις µε σκοπό την ανίχνευση της κάµψης του δοκιµίου πριν και κατά 

τη διάρκεια της δοκιµής. 

 Η διαδικασία δοκιµής ξεκινά µε µία µετατόπιση θλίψης, η οποία προ – 

φορτίζει τη διάταξη του δοκιµίου µε 450 Ν. Αυτή η φόρτιση εφαρµόζεται µε στόχο 

τη διαβεβαίωση ότι όλες οι επιφάνειες φόρτισης είναι σε επαφή και ευθυγραµµίζει τις 

πλάκες εάν είναι απαραίτητο. Στη συνέχεια, το φορτίο µειώνεται σε 150 Ν και η 

µηχανή δοκιµής ρυθµίζεται στο µηδέν. Έπειτα, µία θλιπτική µετατόπιση εφαρµόζεται 

σε καθορισµένο ρυθµό (π.χ. µέγιστο ρυθµό 1.25 mm / min) ενώ καταγράφονται τα 

δεδοµένα, µέχρι περίπου 10% της αναµενόµενης µέγιστης δύναµης (συνήθως, η 

µέγιστη δύναµη είναι άγνωστη). Συνεπώς, η θλιπτική φόρτιση µειώνεται ξανά στα 

150 Ν µε ένα ισοδύναµο ρυθµό φόρτισης. Τελικά, τα δεδοµένα των strain gages που 

έχουν καταγραφεί ελέγχονται µε σκοπό τον έλεγχο της κάµψης του δοκιµίου. Μία 

διαφορά στην κλίση τάσης – παραµόρφωσης ή δύναµης – παραµόρφωσης από τις 

απέναντι επιφάνειες του δοκιµίου υποδηλώνει κάµψη στο δοκίµιο. Η εξίσωση (3.5) 

προσδιορίζει ένα ποσοστό της κάµψης PB στη µέγιστη εφαρµοζόµενη φόρτιση για 

κάθε µία από τις θέσεις στην µπροστά και πίσω επιφάνεια: 

                                100
21

21 xPB εε
εε

+
−=                          (3.5) 

όπου ε1 και ε2 είναι οι παραµορφώσεις που λαµβάνονται από τα strain gages σε µία 

θέση στην µπροστά και στην πίσω επιφάνεια του δοκιµίου αντίστοιχα. Το πρόσηµο 

του υπολογισµένου ποσοστού κάµψης φανερώνει την κατεύθυνση στην οποία η 

κάµψη λαµβάνει χώρα. Πρέπει να παρατηρηθεί ότι η κάµψη συχνά εισάγεται από την 

ασυµµετρία του δοκιµίου που δηµιουργείται από τη ζηµιά λόγω κρούσης.  

 Μετά τον έλεγχο των strain gages και την σωστή ευθυγράµµιση της διάταξης 

του δοκιµίου, η δοκιµή θλίψης µετά την κρούση εκτελείται φορτίζοντας το δοκίµιο µε 

συγκεκριµένο ρυθµό ενώ τα δεδοµένα καταγράφονται. Το δοκίµιο φορτίζεται µέχρι 

να εφαρµοστεί η µέγιστη δύναµη και η δύναµη να πέσει 30% από τη µέγιστη.   
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 Η µέγιστη θλιπτική εναποµένουσα αντοχή (ultimate compressive residual 

strength) υπολογίζεται από τον εξής τύπο: 

                                    FCAI = Pmax / A                        (3.6) 

όπου:  

FCAI είναι η µέγιστη θλιπτική εναποµένουσα αντοχή σε MPa [psi] 

Pmax είναι η µέγιστη δύναµη πριν την αστοχία σε Ν [lbf] και 

Α είναι το εµβαδόν της διατοµής σε mm2 [in2]. 

 Το ενεργό µέτρο ελαστικότητας υπολογίζεται από τη σχέση: 

 Ε
CAI = (P3000 – P1000) / ((ε3000 – ε1000) Α)  (3.7) 

 

όπου:  

 ΕCAI είναι το ενεργό µέτρο ελαστικότητας σε θλίψη σε MPa [psi], 

P3000 είναι η εφαρµοζόµενη δύναµη που αντιστοιχεί σε ε3000 σε Ν [lbf], 

P1000 η εφαρµοζόµενη δύναµη που αντιστοιχεί σε ε3000 σε Ν [lbf], 

ε3000 η τιµή της παραµόρφωσης που καταγράφεται πιο κοντά στα 3000 microstrain 

ε1000 η τιµή της παραµόρφωσης που καταγράφεται πιο κοντά στα 1000 microstrain 

 

 Η εφαρµοζόµενη δύναµη στα 1000 και 3000 microstrain βασίζεται στη µέση 

τιµή της παραµόρφωσης και για τα τέσσερα strain gages. 
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4. ΑΠΟΚΟΛΛΗΣΗ ΣΤΡΩΣΕΩΝ (Interlaminar damage) 

4.1 Μοντέλο ζηµιάς για αποκόλληση στρώσεων συνθέτου υλικού (interlaminar 

damage) (Turon) 

Στην ενότητα παρουσιάζονται  τα κύρια χαρακτηριστικά του µοντέλου 

αποκόλλησης των στρώσεων (Turon 2006) [62] µε κάποιες τροποποιήσεις του 

αρχικού σχηµατισµού. Ο καταστατικός νόµος που χρησιµοποιείται φαίνεται στο 

σχήµα 31 και αποτελεί µία διγραµµική σχέση µεταξύ των σχετικών µετατοπίσεων και 

των δυνάµεων έλξης. Η πρώτη γραµµή παριστάνει µία ελαστική σχέση, πριν την 

έναρξη της ζηµιάς. Η έναρξη της ζηµιάς σχετίζεται µε την αντοχή της διεπιφάνειας το. 

Όταν το εµβαδόν της επιφάνειας κάτω από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης 

δύναµη έλξης – µετατόπιση είναι ίσο µε την ανθεκτικότητα σε θραύση Gc, οι 

δυνάµεις έλξης της διεπιφάνειας µηδενίζονται και µία νέα επιφάνεια ρωγµής 

δηµιουργείται. 

 

Σχήµα 30: Τρόποι διάδοσης της αποκόλλησης    Σχήµα 31: ∆ιγραµµικός καταστατικός νόµος 

 Οι διαφορετικές σχετικές µετατοπίσεις µεταξύ των κόµβων των στοιχείων 

επιφάνειας παρουσιάζονται στο σχήµα 30, όπου κάθε µετατόπιση συνδέεται 

απευθείας µε τον αντίστοιχο τρόπο διάδοσης της αποκόλλησης, θεωρώντας ότι το 

µέτωπο της ρωγµής βρίσκεται στη γραµµή του σχήµατος (crack front). Σε κλίµακα 

πεπερασµένου στοιχείου, δεν είναι δυνατόν να γίνει διάκριση µεταξύ των 

διατµητικών τρόπων αποκόλλησης (mode II & III) καθώς το µέτωπο της ρωγµής 

είναι στην πραγµατικότητα άγνωστο. Γι’ αυτόν το λόγο, οι διατµητικοί τρόποι 

διάδοσης τοποθετούνται στην ίδια κατηγορία κατά το σχηµατισµό των µοντέλων 

συνεκτικότητας (cohesive models). 

Στα µοντέλα ζηµιάς η ελεύθερη ενέργεια Helmholtz ανά µονάδα επιφάνειας 

της διεπιφάνειας σε ισοθερµικές συνθήκες καθορίζεται ως εξής: 
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)()1(),( iddi o ∆−=∆ ψψ  µε i=1,2,3   (4.1) 

όπου d είναι η ισοτροπική µεταβλητή ζηµιάς και ψo(∆i) είναι συνάρτηση της σχετικής 

µετατόπισης που καθορίζεται ως εξής: 

j
o
i

o iDi ∆∆=∆
2

1
)(ψ  µε i=1,2,3   (4.2) 

Η εξίσωση (4.1) δείχνει ότι τα στοιχεία της σχετικής µετατόπισης, ∆i, είναι οι 

ελεύθερες µεταβλητές του συστήµατος (π.χ. σχηµατισµοί µετατόπισης), και d είναι η 

εσωτερική µεταβλητή που διαβεβαιώνει ότι διατηρείται η µη αντιστροφή του 

µοντέλου. 

Αρνητικές τιµές του ∆3 (mode I) δεν έχουν φυσική σηµασία διότι οι ρωγµές 

είναι κλειστές και δεν δηµιουργείται καµία ζηµιά. Όµως, το µοντέλο ζηµιάς έχει 

µονοµερή συµπεριφορά για αυτό τον τρόπο διάδοσης της ρωγµής, το οποίο σηµαίνει 

ότι η µεταβλητή ζηµιάς µπορεί να ενεργοποιείται και απενεργοποιείται ως µία 

συνάρτηση της κατάστασης φόρτισης. Όµως, η εξίσωση (4.1) τροποποιείται ως εξής: 

)()()1(),( 33 >∆−<−∆−=∆ i
o diddi δψψψ ο  µε i=1,2,3   (4.3) 

όπου <-> είναι οι παρενθέσεις Macaulay που καθορίζονται ως <x>=1/2(x+|x|), και δij 

είναι το δέλτα του Kronecker. 

Εφαρµόζοντας τη µέθοδο Coleman (Simo και Ju(1987)), η καταστατική εξίσωση 

διαβάζει: 

>∆−<−∆−=
∆∂

∂= 33)1( j
o
ijj

o
iji dDDd δ

ι
ψτ  µε i,j=1,2,3   (4.4) 

όπου o
ijD είναι ο τανυστής ακαµψίας όταν δεν υπάρχει ζηµιά, που καθορίζεται ως εξής: 

o
ijD = δijΚ            µε i,j = 1,2,3  (4.5) 

όπου Κ είναι µία µονόµετρη παράµετρος που αντιστοιχεί στην κλίση της πρώτης 

γραµµής στον καταστατικό νόµο, που τυπικά ονοµάζεται ακαµψία ποινής. Όπως 

δείχνει η εξίσωση 4.5, η ακαµψία ποινής είναι η ίδια για κάθε τρόπο διάδοσης της 

αποκόλλησης των στρώσεων. 
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4.1.1 Προσοµοίωση αποκόλλησης στρώσεων 

Για να διαβεβαιώσουµε τη θερµοδυναµική συνοχή του µοντέλου, η ενέργεια 

που χάνεται ανά µονάδα επιφάνειας κατά τη διαδικασία διάδοσης της ζηµιάς, Ξ, 

πρέπει να είναι ίση ή µεγαλύτερη του µηδενός: 

0≥Υ=Ξ d&  (4.6) 

 όπου η θερµοδυναµική δύναµη Y που σχετίζεται µε την εσωτερική µεταβλητή d 

καθορίζεται ως εξής: 

d
Y

∂
∂−= ψ

                 (4.7) 

Η τιµή της µεταβλητής ζηµιάς πρέπει να καθοριστεί σε κάθε χρονικό βήµα 

κατά τη διάρκεια της διαδικασίας φόρτισης. Όµως, είναι απαραίτητο να καθορίσουµε 

µία κατάλληλη νόρµα του διανύσµατος σχετικής µετατόπισης, την επιφάνεια για την 

ενεργοποίηση ζηµιάς, ένα νόµο για την εξέλιξη ζηµιάς και κριτήρια για την έναρξη 

και την διάδοση της ζηµιάς. 

4.1.2 Νόρµα διανύσµατος σχετικής µετατόπισης 

Η νόρµα που επιλέγεται για τα στοιχεία της σχετικής µετατόπισης καθορίζεται ως 

εξής: 

      22
3 shear∆+>∆<=λ                     (4.8) 

όπου ∆3 είναι είναι η σχετική µετατόπιση σε mode I, και ∆shear είναι η Ευκλείδεια 

νόρµα των σχετικών µετατοπίσεων σε mode II & III: 

       2
2

2
1 ∆+∆=∆ shear                        (4.9) 

Συνήθως, τα modes II & III σε διάτµηση παρουσιάζονται µαζί καθώς η 

εξέλιξή τους ξεχωριστά εξαρτάται από τη σχετική µετατόπιση µεταξύ των οµόλογων 

κόµβων σε σχέση µε τον προσανατολισµό του µετώπου της ρωγµής. Καθώς σε 

επίπεδο πεπερασµένου στοιχείου ο προσανατολισµός της ρωγµής είναι γενικά 

άγνωστος, είναι αδύνατο να γίνει διάκριση µεταξύ των mode II & III. 
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4.1.3 Επιφάνεια για ενεργοποίηση ζηµιάς και νόµος για εξέλιξη ζηµιάς 

Η επιφάνεια για ενεργοποίηση ζηµιάς από τον Turon (2006) τροποποιείται µε 

την έκφραση: 

0)(:),( ≤−∆=∆ tttt dGdF      0≥∀t        (4.10) 

όπου G(∆t) είναι µία µονότονη συνάρτηση φόρτισης, η οποία εξαρτάται από το 

διάνυσµα σχετικής µετατόπισης ∆={∆1, ∆2,∆3} 
Τ 
τη χρονική στιγµή t, και dt είναι η 

µεταβλητή ζηµιάς τη χρονική στιγµή t και d είναι η µεταβλητή ζηµιάς τη χρονική 

στιγµή t, η οποία χρησιµοποιείται ως η οριακή τιµή της συνάρτησης.  

Η εξέλιξη της µεταβλητής ζηµιάς καθορίζεται µε βάση τους περιορισµούς 

Kuhn-Tucher, οι οποίοι δίνουν τις συνθήκες φόρτιση-αποφόρτισης-επαναφόρτισης 

(Oliver (1990)) ως εξής: 

0≥d& ;      0)(:),( ≤−∆=∆ tttt dGdF ;   0),( =∆ tt dFd&    0≥∀t     (4.11) 

Από την άλλη πλευρά, για να διαβεβαιώσουµε ότι η επιφάνεια της 

ενεργοποίησης της ζηµιάς θα εξελίσσεται όσο η εσωτερική µεταβλητή εξελίσσεται, η 

συνθήκη επιµονής (ή συνοχής) απαιτείται. Αυτή η συνθήκη είναι η εξής: 

               0),(0),( =∆⇒=∆ tttt dFdF &    0≥∀t                          (4.12) 

Όµως, η µεταβλητή ζηµιάς d καθορίζεται έµµεσα ως εξής: 

              ))}((max,0max{ t
s

t Gd ∆=    ts ≤≤0  0≥∀t                  (4.13) 

η οποία περιγράφει πλήρως την εξέλιξη της εσωτερικής µεταβλητής για κάθε 

κατάσταση φόρτισης-αποφόρτισης-επαναφόρτισης. Από την άλλη πλευρά, 

χρησιµοποιώντας την καταστατική εξίσωση (σχ.32) για κάθε λόγο β σε mixed-mode 

(εξίσωση 4.21), η συνάρτηση G(∆t) καθορίζεται ως εξής: 

                                }1,
)(

)(
min{)(

o
t

f
tt

o
tt

f
t

tG
∆−∆
∆−∆=∆

λ
λ

     0≥∀t                 (4.14) 
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Σχήµα 32 : Παράµετροι για τη διγραµµική καταστατική εξίσωση 

Η εξίσωση 4.14 καθορίζει τη συνάρτηση φόρτισης µε χρήση µιας διγραµµικής 

καταστατικής εξίσωσης, όπου o
t∆ και f

t∆ είναι οι παράµετροι έναρξης και διάδοσης 

της ζηµιάς τη χρονική στιγµή t, αντίστοιχα. Οι τιµές των  o
t∆ και f

t∆ επιτυγχάνονται 

µε χρήση των κριτηρίων έναρξης και διάδοσης ζηµιάς, αντίστοιχα. Οι τιµές αυτές θα 

είναι σταθερές εκτός και αν ο λόγος mixed-mode αλλάξει. Οι µεταβλητές που 

χρησιµοποιούνται στην εξίσωση 4.14 καθορίζονται στο σχήµα 32. 

4.1.4 Κριτήριο για διάδοση ζηµιάς 

Το κριτήριο διάδοσης για εξέλιξη της αποκόλλησης των στρώσεων σε 

συνθήκες φόρτισης µεικτού τύπου καθορίζεται µε χρήση των ρυθµών απελευθέρωσης 

ενέργειας και των τιµών ανθεκτικότητας σε θραύση. Το κριτήριο βασίζεται στην 

εργασία των Benzeggagh και Kenane (1996), και αρχικά καθορίστηκε για mixed 

mode I και ΙΙ: 

            n

III

II
IcIIcIcc GG

G
GGGG ))((

+
−+=                    (4.15) 

όπου GΙc και GΙIc είναι οι τιµές ανθεκτικότητας σε θραύση σε mode I & II, αντίστοιχα, 

ενώ GΙ και GΙI είναι οι ρυθµοί απελευθέρωσης ενέργειας σε mode I & II, αντίστοιχα. 

Η παράµετρος n βρίσκεται µε την µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων των σηµείων των 

πειραµατικών δεδοµένων των τιµών ανθεκτικότητας σε θραύση µε διαφορετικούς 

λόγους διάδοση αποκόλλησης µεικτού τύπου. 

               n
IccshearIcc BGGGG )( _ −+=                           (4.16) 

όπου shearG  και cshearG _ είναι ο ρυθµός απελευθέρωσης σε διάτµηση και η 

ανθεκτικότητα σε θραύση µόνο σε mode II, αντίστοιχα. Οι εκφράσεις των shearG  και 

cshearG _  καθορίζονται από τις εξισώσεις 4.17 και 4.18, αντίστοιχα (Camanho (2003)). 
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shearG = GII + GIII                              (4.17) 

cshearG _ = GIIc (=GIIIc)                        (4.18) 

Η εξίσωση 4.17 ισχύει όταν οι καταστατικές εξισώσεις σε mode II & III είναι 

ίσες. Αυτή η υπόθεση είναι πολύ κοινή διότι η ανθεκτικότητα σε θραύση σε mode III 

είναι δύσκολο να επιτευχθεί και τυπικά θεωρείται ίση µε την GIIc. 

Από την άλλη πλευρά, η εξίσωση 4.18 διαβεβαιώνει ότι το κριτήριο διάδοσης 

της αποκόλλησης είναι συνεπές µε τις περιπτώσεις φόρτισης σε mode II ή ΙΙΙ. Όπως 

στην περίπτωση της εξίσωσης 4.17, η εξίσωση 4.18 σηµαίνει ότι οι καταστατικές 

εξισώσεις για mode II και ΙΙΙ είναι ίσες. 

Η παράµετρος Β καθορίζεται ως εξής: 

shearI

shear

GG

G
B

+
=    (4.19) 

Ο λόγος β µεικτού τύπου καθορίζεται από τον Turon (2006) και δίνεται από τη 

σχέση: 

shear

shear

∆+>∆<
∆

=
3

β                  (4.20) 

Όµως, ο καθορισµός της παραµέτρου β από την εξίσωση 4.21, η οποία επιτρέπει την 

παράµετρο Β να είναι ίση µε το β αναπτύσσοντας την εξίσωση 4.19 και θεωρώντας 

την ίδια ποινή στην ακαµψία (penalty stiffness) για όλους τους τρόπους διάδοσης της 

αποκόλλησης. 

2

2

22
3

2

λ
β shear

shear

shear ∆
=

∆+>∆<
∆

=           (4.21) 

Τελικά, το κριτήριο διάδοσης της αποκόλλησης καθορίζεται από τους όρους 

της σχετικής µετατόπισης και επιτυγχάνεται από την εξίσωση 4.16 και γνωρίζοντας 

ότι η ρωγµή διαδίδεται όταν ο ρυθµός απελευθέρωσης ενέργειας είναι ίσος µε την 

κρίσιµη τιµή. Με άλλα λόγια, χρησιµοποιώντας την εξίσωση 4.22 (προκύπτει από την 

εξίσωση 4.16) και την εξίσωση 4.23, το κριτήριο διάδοσης της αποκόλλησης 

καταλήγει στην εξίσωση 4.24. 
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)(                                (4.23) 
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∆∆−∆∆+∆∆
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nfof
shear

o
shear
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f )( 3333    (4.24) 

o
3∆ και o

shear∆ είναι οι σχετικές µετατοπίσεις για έναρξη διάδοσης ζηµιάς σε mode I και 

σε διάτµηση αντίστοιχα, και f
3∆ και f

shear∆ είναι οι σχετικές µετατοπίσεις για διάδοση 

ζηµιάς σε mode I και mode διάτµησης αντίστοιχα. Η παράµετρος o∆ είναι η 

µετατόπιση στην έναρξη της ζηµιάς, και καθορίζεται µε χρήση του κριτηρίου έναρξης 

της ζηµιάς. Συνήθως, το κριτήριο διάδοσης της ζηµιάς σχηµατίζεται ανεξάρτητα από 

το κριτήριο έναρξης της ζηµιάς. Όµως, η εξίσωση 4.24 δείχνει ότι και τα δύο 

κριτήρια συνδέονται σε αυτό το µοντέλο. 

4.1.5 Κριτήριο για έναρξη ζηµιάς 

Σε αυτό το µοντέλο, το κριτήριο για έναρξη της ζηµιάς θεωρείται το ίδιο όπως 

το κριτήριο που εφαρµόζεται κατά τη διάδοση της ζηµιάς. Αυτό σηµαίνει ότι το 

κριτήριο για έναρξη της ζηµιάς βασίζεται επίσης σε ενεργειακούς όρους, το οποίο 

είναι διαφορετικό χαρακτηριστικό από τους συνήθης σχηµατισµούς για ζηµιά µε 

όρους συνεκτικότητας (cohesive damage) όπου χρησιµοποιείται κάποιο κριτήριο 

βασιζόµενο σε τασική περιγραφή. Τα µοντέλα που λαµβάνουν υπόψη τους την 

αλληλεπίδραση των στοιχείων τάσης (stress components) βασίζονται στο κριτήριο Ye 

(1988). Όµως, πειραµατικά δεδοµένα αντοχής του υλικού για την έναρξη διάδοσης 

της αποκόλλησης των στρώσεων υπό φόρτιση µεικτού τύπου δεν είναι προς το παρόν 

διαθέσιµα, και συνεπώς, αυτά τα κριτήρια αστοχίας δεν έχουν πλήρως επαληθευτεί. 

Όµως, αντικαθιστώντας στην εξίσωση 4.16 µόνο τους όρους ελαστικής 

ενέργειας της καταστατικής εξίσωσης, η εξίσωση 4.25 επιτυγχάνεται η οποία τελικά 

καταλήγει στην εξίσωση 4.26 µε στόχο να βρεθεί το κριτήριο για έναρξη της 

αστοχίας σε όρους σχετικών µετατοπίσεων (εξίσωση 4.27). 
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)( οβψ ∆Κ=                                            (4.26) 

       2/12
3

22
3 ))()(()(( no

shear βοοο ∆−∆+∆=∆                      (4.27) 

4.1.6 Προσαρµογές σχηµατισµού για συνεκτικά πεπερασµένα στοιχεία µηδενικού 

πάχους (non-zero-thickness cohesive elements) 

Έχοντας σχηµατίσει ένα συνεκτικό µοντέλο για στοιχεία µηδενικού πάχους, οι 

απαιτούµενες τροποποιήσεις οι οποίες θα δώσουν τη δυνατότητα χρήσης των 

στοιχείων µηδενικού πάχους (π.χ. πεπερασµένα στοιχεία συνεχούς µέσου – 

continuum elements) περιγράφονται σε αυτή την ενότητα. 

4.1.7 Σχέση µεταξύ σχετικών µετατοπίσεων και παραµορφώσεων 

Εάν ένα στοιχείο συνεχούς µέσου (continuum element) χρησιµοποιείται, τα 

δεδοµένα εισόδου δεν είναι οι σχετικές µετατοπίσεις, αλλά o τανυστής 

παραµορφώσεων. Όµως, για να δηµιουργηθεί ένα µοντέλο µε χαλάρωση, η σχετική 

µετατόπιση ∆i και το αντίστοιχο στοιχείο παραµόρφωσης εij µπορούν να 

συσχετιστούν µε χρήση της έκφρασης: 

)2( 3ijijei nh δε −=∆     i,j =1,2,3        (4.28) 

όπου he είναι το πάχος του στοιχείου, και n είναι το αντίστοιχο στοιχείο του 

µοναδιαίου κάθετου διανύσµατος στο επίπεδο ρωγµής, n={0,0,1}T (σχήµα 31). 

Όπως διευκρινίστηκε στη διατύπωση του µοντέλου, η περιοχή κάτω από την 

καταστατική εξίσωση ge που καθορίζεται από τις τάσεις και τις σχετικές µετατοπίσεις 

είναι απευθείας η ανθεκτικότητα σε θραύση του υλικού Gc. Όµως, εάν το 

καταστατικό µοντέλο καθορίζεται µε όρους τάσεων και παραµορφώσεων, ο νόµος 

πρέπει να προσαρµοστεί µε το πάχος του στοιχείου he. Τότε, η προκύπτουσα 

επιφάνεια ge είναι η ενέργεια που χάνεται σε µονάδα όγκου στο αντίστοιχο σηµείο 

ολοκλήρωσης του πεπερασµένου στοιχείου. Αυτή η ενέργεια είναι ίση µε την 

ανθεκτικότητα σε θραύση του υλικού διαιρεµένη µε το πάχος του πεπερασµένου 

στοιχείου (εξίσωση 4.29). Αυτή η προσέγγιση ακολουθεί το µοντέλο Crack Band που 

προτείνεται από τους Bazant και Oh (1983), η οποία είναι η προσέγγιση που συνήθως 

χρησιµοποιείται για να διαβεβαιωθεί η σωστή απώλεια ενέργειας και η ανεξαρτησία 

του πλέγµατος σε µοντέλα ζηµιάς συνεχούς µέσου.  
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c
eecrackecrackc h

G
ghAgAGE =⇒== )(     (4.29) 

Οι ποσότητες ενέργειας που χάνονται σε κάθε περίπτωση παρουσιάζονται στο σχήµα 

33. 

 

Σχήµα 33 : Καταστατικά διαγράµµατα που καθορίζονται από τις τάσεις και τις σχετικές µετατοπίσεις 
(αριστερά) ή από τις τάσεις και τις παραµορφώσεις (δεξιά) 

4.1.8 Ποινή ακαµψίας 

Εάν τα συνεκτικά στοιχεία είναι στοιχεία όγκου (cohesive volumetric 

elements), η τιµή της ποινής της ακαµψίας ποικίλει σε σχέση µε το λόγο µεικτού 

τύπου. Αυτές οι διευκρινίσεις µπορούν να πραγµατοποιηθούν σε συνάρτηση µε το 

πάχος του στοιχείου και τις ελαστικές ιδιότητες του υλικού της µοντελοποιηµένης 

διεπιφάνειας. Συγκεκριµένα, η εξίσωση 30 καθορίζει την ποινή ακαψµίας µόνο για 

mode I, και η εξίσωση 4.31 καθορίζει την ποινή ακαµψίας για modes II & III 

(διάτµηση): 

e

m

h

E
K =1                         (3.30) 

e

m

h

G
K =2                         (3.31) 

όπου Εm είναι το µέτρο ελαστικότητας του Young και Gm είναι ο διατµητικός 

συντελεστής ελαστικότητας του υλικού της διεπιφάνειας. Συνήθως, οι ελαστικές 

ιδιότητες του υλικού της διεπιφάνειας θεωρούνται εκείνες του βασικού υλικού, αν και 

αυτό γενικά δεν είναι σωστό. 

Για επιφανειακά συνεκτικά πεπερασµένα στοιχεία, η ποινή ακαµψίας 

επιλέγεται µε µια καθορισµένη τιµή για όλους τους λόγους µεικτού τρόπου διάδοσης 

της αποκόλλησης. Ιδανικά, η τιµή της ποινής για την ακαµψία είναι άπειρη διότι αυτά 
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τα πεπερασµένα στοιχεία δεν έχουν πάχος, και έτσι δεν επηρεάζουν την ευκαµψία της 

όλης κατασκευής. Όµως, πολύ υψηλή τιµή της ακαµψίας της διεπιφάνειας µπορεί να 

δηµιουργήσει αριθµητικά προβλήµατα όπως η δηµιουργία ψευδών ταλαντώσεων 

κατά την έλξη των στοιχείων. Όµως, µια κατάλληλη τιµή της ποινής της ακαµψίας θα 

πρέπει να επιλεγεί µε στόχο δοθεί λογική ακαµψία χωρίς τη δηµιουργία αριθµητικών 

προβληµάτων. Βασιζόµενος σε µηχανικές θεωρήσεις, ο Turon (2007) πρότεινε την 

εξίσωση 4.32 µε στόχο την εκτίµηση της δυσκαµψίας της διεπιφάνειας Κ για διάδοση 

της αποκόλλησης σε mode I. 

t

aE
K 33=                         (4.32) 

όπου Ε33 είναι το µέτρο ελαστικότητας κατά την έννοια του πάχους (through-the-

thickness) του σύνθετου υλικού, α είναι µία αύξουσα παράµετρος (συνήθως 

λαµβάνεται περίπου 50≈a και t είναι το πάχος του σύνθετου υλικού που συνορεύει 

µε το συνεκτικό στοιχεία. Η εξίσωση 32 µπορεί επίσης να αναπτυχθεί για τους 

τρόπους διατµητικής διάδοσης της αποκόλλησης, αντικαθιστώντας το Ε33 µε το 

διατµητικό συντελεστή ελαστικότητας. Όµως, επειδή ο τύπος του µοντέλου για τα 

επιφανειακά στοιχεία θεωρεί την ίδια τιµή ποινής δυσκαµψίας για κάθε λόγο µεικτού 

τύπου αποκόλλησης, η εξίσωση 4.32 χρησιµοποιείται για όλες τις περιπτώσεις διότι 

δίνει την µεγαλύτερη τιµή.  

4.1.9 Επαναπροσδιορισµός των κριτηρίων έναρξης και διάδοσης της ζηµιάς 

Επειδή η τιµή της ποινής της δυσκαµψίας για πεπερασµένα στοιχεία όγκου 

είναι συνάρτηση του λόγου διάδοσης της αποκόλλησης µεικτού τύπου, τα κριτήρια 

έναρξης και διάδοσης της ζηµιάς σε σχέση µε τις σχετικές µετατοπίσεις µπορούν να 

επαναπροσδιοριστούν. Όµως, η διαδικασία που χρησιµοποιείται στις ενότητες 2.3 και 

2.4 για να βρεθούν αυτές οι εκφράσεις δεν µπορούν µε ακρίβεια να εφαρµοστούν 

στην περίπτωσή µας καθώς η συνάρτηση που περιγράφει την διαφοροποίηση της 

ποινής της δυσκαµψίας για έναν καθορισµένο λόγο µεικτού τρόπου είναι άγνωστη. 

Για να βρούµε το κριτήριο έναρξης της ζηµιάς, η εξίσωση 4.33 

χρησιµοποιείται. Αυτή η εξίσωση είναι το κριτήριο ζηµιάς µε αντικατάσταση των 

αντίστοιχων όρων ελαστικής ενέργειας (π.χ. η εξίσωση 25 µε διαφορετικές τιµές 

ποινής δυσκαµψίας µόνο σε mode I και µόνο σε διατµητικό mode. Από την αντίθετη 
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πλευρά, η εξίσωση 4.34 αναπαριστά την ελαστική ενέργεια της καταστατικής 

εξίσωσης που καθορίζεται µε όρους σχετικών µετατοπίσεων σε καθαρό mode I, 

)(3 βo∆ και καθαρό διατµητικό mode )(βo
shear∆ για έναρξη ζηµιάς σε καθορισµένο 

λόγο µεικτού τύπου διάδοση αποκόλλησης. 
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Χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις 4.33 και 4.34, και την επιλεγµένη διευκρίνιση 

του λόγου µεικτού τύπου διάδοση (εξίσωση 21), οι όροι )(3 βo∆ και )(βo
shear∆ µπορούν 

να βρεθούν: 
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Τελικά, το κριτήριο έναρξης της ζηµιάς επιτυγχάνεται παίρνοντας την 

ευκλείδεια νόρµα της σχετικής µετατόπισης που περιγράφεται στις εξισώσεις 4.35 και 

4.36: 

2

1
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3 )))(()(( ββο o
shear

o ∆+>∆<=∆               (4.37) 

Με τον ίδιο τρόπο, το κριτήριο διάδοσης της ζηµιάς µπορεί να εξαχθεί. Σε 

αυτή την περίπτωση, η εξίσωση 4.38 αναπαριστά το κριτήριο ζηµιάς µε 

αντικατάσταση των αντίστοιχων όρων της ανθεκτικότητας σε θραύση (π.χ. από την 

εξίσωση 4.22 µε διαφορετική τιµή της ποινής δυσκαµψίας για καθαρό mode I και 

καθαρό mode σε διάτµηση). Στην αντίθετη περίπτωση, η εξίσωση 4.39 δίνει την 

ανθεκτικότητα σε θραύση για έναν δεδοµένο λόγο µεικτού τρόπου διάδοσης 

αποκόλλησης σε σχέση µε τη σχετική µετατόπιση για έναρξη της ζηµιάς σε καθαρό 
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mode I και διάτµηση )(3 βo∆ και )(βo
shear∆  και για διάδοση ζηµιάς, )(3 βf∆ και 

)(βf
shear∆ . 
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Τελικά, το κριτήριο διάδοσης της ζηµιάς επιτυγχάνεται χρησιµοποιώντας την 

Ευκλείδεια νόρµα των σχετικών µετατοπίσεων που περιγράφονται στις εξισώσεις 

4.40 και 4.41: 

2

1
22

3 )))(()(()( βββ f
shear

ff ∆+>∆<=∆          (4.42) 

Θα πρέπει να παρατηρηθεί ότι η παράµετρος Β πρέπει να καθοριστεί από την 

εξίσωση 4.43, καθώς οι τιµή της δυσκαµψίας ποινής σε mode I και σε διατµητικά 

modes είναι διαφορετικές και δεν µπορούν να απλοποιηθούν. 

                     
)1(12

2

BKBK

BK
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=                                   (4.43) 

Εάν οι εξισώσεις (4.30) και (4.31) αντικατασταθούν στην εξίσωση (4.43), η 

παράµετρος Β µπορεί να καθοριστεί σε συνάρτηση µε τις ελαστικές ιδιότητες που θα 

ληφθούν για το υλικό της διεπιφάνειας. Έτσι θα ισχύει ότι: 
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4.2 Αποκόλληση στρώσεων συνθέτου υλικού µε χρήση συνεκτικών στοιχείων 

(cohesive zone model) (ABAQUS)  

Η ζηµιά (ή αποκόλληση) µεταξύ των στρώσεων του σύνθετου υλικού 

(delamination) µπορεί να µοντελοποιηθεί µε χρήση συνεκτικών πεπερασµένων 

στοιχείων (cohesive zone elements). Το µοντέλο αυτό βασίζεται στο γεγονός ότι 

µεταξύ των διαφορετικών στρώσεων σύνθετου υλικού υπάρχει ένα άλλο υλικό που 

υπακούει στο δικό του καταστατικό νόµο. Αυτή η διεπιφάνεια συνδέει τα 

διαφορετικά δοµικά στοιχεία (στρώσεις) και κυρίως βασίζεται στο συνεκτικό µοντέλο 

ρωγµής που παρουσιάστηκε από τους Dugdale 1960, Barenblatt 1962 και Hillerborg 

1976. Αυτή η θεωρία βασίζεται στην παρουσία ζώνης συνεκτικής ζηµιάς κοντά στο 

µέτωπο της ρωγµής που συνδέει τις δυνάµεις έλξης µε τις µεταπηδήσεις των 

µετατοπίσεων στη διεπιφάνεια όπου η ρωγµή λαµβάνει χώρα. 

 Η έναρξη της ρωγµής συνδέεται άµεσα µε την αντοχή του υλικού της 

διεπιφάνειας και η εξέλιξη της ζηµιάς σχετίζεται µε τους κρίσιµους ρυθµούς 

απελευθέρωσης ενέργειας. Όταν η συνολική επιφάνεια κάτω από την καµπύλη έλξης 

– διαχωρισµού είναι ίση µε την κρίσιµη τιµή της ανθεκτικότητας σε θραύση του 

υλικού της διεπιφάνειας, η παραµένουσα ελκτική δύναµη µηδενίζεται. Το κύριο 

πλεονέκτηµα της θεωρίας αυτής σχετίζεται µε τη δυνατότητα να έχουµε την έναρξη 

και διάδοση της ρωγµής στο ίδιο µοντέλο, και έτσι να µειώνουµε την πολυπλοκότητα 

του αριθµητικού µοντέλου.  

Το κρίσιµο πρόβληµα της µοντελοποίησης µε συνεκτική ζώνη (cohesive zone 

model) σχετίζεται µε τη διαδροµή της ρωγµής που πρέπει να είναι γνωστή από την 

αρχή. Μόνο σε αυτές τις περιπτώσεις µπορούν διακριτά στοιχεία διεπιφάνειας (που 

υπακούουν στον καταστατικό νόµο) να εισαχθούν στο πλέγµα των πεπερασµένων 

στοιχείων. Για σύνθετα υλικά, ο προσδιορισµός της διαδροµής της ρωγµής δεν είναι 

πρόβληµα εξαιτίας της φύσης του υλικού που επιτρέπει την ύπαρξη της αποκόλλησης 

µόνο µεταξύ των διαφορετικά προσανατολισµένων στρώσεων. Η ρωγµή µπορεί 

εύκολα να προσδιοριστεί εκ των προτέρων. 

3.2.1 Χωρική αναπαράσταση του συνεκτικού στοιχείου 

 Το παρακάτω σχήµα αναπαριστά τα βασικά γεωµετρικά χαρακτηριστικά που 

χρησιµοποιούνται για να καθοριστούν τα συνεκτικά πεπερασµένα στοιχεία. Είναι 
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χρήσιµο στην περίπτωση των συνεκτικών πεπερασµένων στοιχείων να θεωρήσουµε 

ότι αποτελούν σύνθεση δύο επιφανειών που διαχωρίζονται από κάποιο πάχος. Η 

σχετική κίνηση της πάνω και της κάτω επιφάνειας µετράται κατά τη διεύθυνση του 

πάχους, αναπαριστώντας µε αυτό τον τρόπο το άνοιγµα ή το κλείσιµο της 

διεπιφάνειας. Η σχετική αλλαγή της θέσης της πάνω και της κάτω επιφάνειας 

µετράται σε επίπεδο κάθετο στη διεύθυνση του πάχους και ποσοτικοποιεί την 

εγκάρσια διατµητική συµπεριφορά του συνεκτικού πεπερασµένου στοιχείου.  

 

Σχήµα 34 : Χωρική αναπαράσταση του τρισδιάστατου συνεκτικού πεπερασµένου στοιχείου 

Η έκταση και η διάτµηση της µέσης επιφάνειας του πεπερασµένου στοιχείου 

(η µέση επιφάνεια ανάµεσα στην πάνω και στην κάτω επιφάνεια) σχετίζονται µε 

µεµβρανικές παραµορφώσεις του συνεκτικού στοιχείου. Όµως, θεωρούµε ότι τα 

συνεκτικά πεπερασµένα στοιχεία δεν δηµιουργούν τάσεις σε καθαρά µεµβρανική 

απόκριση. Το σχήµα 35 δείχνει τους διαφορετικούς τρόπους παραµόρφωσης του 

συνεκτικού στοιχείου.  

 

Σχήµα 35 : Τρόποι παραµόρφωσης του συνεκτικού πεπερασµένου στοιχείου 

4.2.2 Καταστατική απόκριση / µοντέλο ζηµιάς για συνεκτικά πεπερασµένα 

στοιχεία 

Η συµπεριφορά των συνεκτικών πεπερασµένων στοιχείων που χρησιµοποιούνται 

στην µοντελοποίηση µε το Abaqus / Explicit βασίζεται απευθείας στους όρους του 
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νόµου έλξης – διαχωρισµού (traction – separation law) θεωρώντας τις ακόλουθες 

υποθέσεις: 

• Νόµος γραµµικής ελαστικής έλξης – διαχωρισµού για το υλικό χωρίς ζηµιά. 

• Έναρξη της ζηµιάς βασιζόµενη στο κριτήριο τάσης.  

• Αποδόµηση του υλικού βασιζόµενη στη µηχανική θραύσεων. 

4.3.3 Συµπεριφορά γραµµικής ελαστικής έλξης – διαχωρισµού 

Το διαθέσιµο µοντέλο στο Abaqus θεωρεί αρχικά γραµµική ελαστική 

συµπεριφορά και ακολουθεί η έναρξη και η εξέλιξη της ζηµιάς. Η ελαστική 

συµπεριφορά γράφεται σε όρους ελαστικού καταστατικού µητρώου που συσχετίζει 

τις ονοµαστικές τάσεις µε τις ονοµαστικές παραµορφώσεις κατά µήκος της 

διεπιφάνειας. Οι ονοµαστικές τάσεις είναι οι δυνάµεις διαιρεµένες µε την αρχική 

επιφάνεια σε κάθε σηµείο ολοκλήρωσης, ενώ οι ονοµαστικές παραµορφώσεις είναι οι 

διαχωρισµοί διαιρεµένοι µε το αρχικό πάχος σε κάθε σηµείο ολοκλήρωσης. Η 

προκαθορισµένη τιµή του αρχικού καταστατικού πάχους είναι 1.0 εάν η απόκριση της 

έλξης-διαχωρισµού είναι καθορισµένη, που διαβεβαιώνει ότι η ονοµαστική 

παραµόρφωση είναι ίση µε την τιµή διαχωρισµού (π.χ. σχετικές µετατοπίσεις στην 

πάνω και κάτω επιφάνεια). Το καταστατικό πάχος που χρησιµοποιείται για την 

απόκριση έλξης-διαχωρισµού διαφέρει από το γεωµετρικό πάχος.  

Το διάνυσµα ονοµαστικής τάσης έλξης t αποτελείται από τρεις συνιστώσες tn 

ts tt στις τρεις διαστάσεις οι οποίες αποτελούν την κάθετη και τις δύο διατµητικές 

συνιστώσες, αντίστοιχα. Οι αντίστοιχοι διαχωρισµοί δίνονται από τις τιµές δn δs δt. 

Θεωρώντας τo αρχικό πάχος του συνεκτικού πεπερασµένου στοιχείου, οι 

ονοµαστικές παραµορφώσεις καθορίζονται ως εξής: 

o

t
n

o

s
s

o

n
n Τ

=
Τ

=
Τ

=
δεδεδε ,,  (4.45) 

Η ελαστική συµπεριφορά µπορεί να καθοριστεί ως εξής: 
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4.2.4 Έναρξη ζηµιάς (damage initiation) 

∆ύο διαφορετικά κριτήρια έναρξης ζηµιάς, είναι διαθέσιµα στο Abaqus για 

συνεκτικά στοιχεία που καθορίζονται από το νόµο έλξης – διαχωρισµού:  

• το κριτήριο µέγιστης ονοµαστικής τάσης (MAXS) και  

• το κριτήριο ονοµαστικής τάσης δευτέρου βαθµού (QUADS).  

 

Σχήµα 36 : Τρόποι παραµόρφωσης του συνεκτικού πεπερασµένου στοιχείου 

Όταν το κριτήριο έναρξης της ζηµιάς ικανοποιείται, η απόκριση του υλικού 

αλλάζει σύµφωνα µε το νόµο εξέλιξης της ζηµιάς. Το κριτήριο έναρξης της ζηµιάς 

είναι συνδυασµός των τάσεων που ικανοποιεί µία κρίσιµη τιµή η οποία είναι µία 

συνάρτηση υλικού. Όπως κάθε κριτήριο αστοχίας, τιµή µεγαλύτερη ή ίση από τη 

µονάδα δείχνει ότι το κριτήριο έναρξης της ζηµιάς ικανοποιείται. Και για τα δύο 

κριτήρια, οι τιµές tn ts tt αντιπροσωπεύουν τις µέγιστες επιτρεπτές τιµές των 

ονοµαστικών τάσεων όταν η παραµόρφωση είναι κάθετη στη διεπιφάνεια ή ανήκει 

στην πρώτη ή τη δεύτερη διατµητική διεύθυνση. Τα δύο κριτήρια είναι τα εξής: 

i) Κριτήριο µέγιστης ονοµαστικής τάσης (MAXS) 
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 (4.47) 

ii)  Κριτήριο ονοµαστικής τάσης τετραγωνικής µορφής (QUADS) 
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  (4.48) 

Και τα δύο κριτήρια βασίζονται στις τάσεις, αλλά το κριτήριο µέγιστης 

ονοµαστικής τάσης δεν θεωρεί καµία συσχέτιση µεταξύ των τάσεων σε διαφορετικές 
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διευθύνσεις. Στο κριτήριο ονοµαστικής τάσης δευτέρου βαθµού, µία σχέση 

τετραγωνικής µορφής συνδέει τις τάσεις σε όλες τις διαφορετικές διευθύνσεις.  

4.2.5 Νόµος εξέλιξης της ζηµιάς για συνεκτικά πεπερασµένα στοιχεία  

 Ο νόµος εξέλιξης της ζηµιάς περιγράφει το ρυθµό µε τον οποίο η δυσκαµψία 

του υλικού υποβαθµίζεται από τη στιγµή που το αντίστοιχο κριτήριο έναρξης της 

ζηµιάς ικανοποιείται. Μία µονόµετρη παράµετρος ζηµιάς D, αναπαριστά τη συνολική 

ζηµιά στο υλικό και αποτυπώνει τις συνδυασµένες επιδράσεις όλων των ενεργών 

µηχανισµών. Αρχικά η παράµετρος αυτή έχει την τιµή 0. Εάν µοντελοποιείται η 

εξέλιξη της ζηµιάς, το D εξελίσσεται µονοτονικά µε την περαιτέρω φόρτιση µετά την 

έναρξη της ζηµιάς. Τα στοιχεία τάσης του µοντέλου έλξης – διαχωρισµού 

επηρεάζονται από τη ζηµιά σύµφωνα µε τη σχέση: 

 

, 0≥nt  (4.49) 

 

ή διαφορετικά (καµία ζηµιά στη δυσκαµψία συµπίεσης) 

  ss tDt )1( −=      (4.50) 

  tt tDt )1( −=       (4.51) 

όπου nt , st  και tt  είναι τα στοιχεία τάσης που προβλέπονται για την ελαστική 

συµπεριφορά έλξης – διαχωρισµού για τις τρέχουσες παραµορφώσεις χωρίς ζηµιά. 

Για να περιγράψουµε την εξέλιξη της ζηµιάς σε ένα συνδυασµό σε ορθή και 

διατµητική παραµόρφωση κατά µήκος της διεπιφάνειας, είναι χρήσιµο να εισάγουµε 

την ενεργό µετατόπιση (Camanho και Davila, 2002) που καθορίζεται ως  

222
tsnm δδδδ ++><=   (4.52) 

4.2.6 Καθορισµός µεικτού τύπου (mixed mode) 

 Ο µεικτός τύπος των πεδίων παραµόρφωσης στη ζώνη συνεκτικότητας 

υπολογίζει τους σχετικούς λόγους της ορθής και διατµητικής παραµόρφωσης. 

Υπάρχουν δύο τρόποι υπολογισµού του µεικτού τύπου (Abaqus): ο ένας βασίζεται 

στις ενέργειες και ο άλλος βασίζεται στις έλξεις. Ένας από τους δύο καθορίζεται κατά 
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την περιγραφή της διαδικασίας εξέλιξης της ζηµιάς. Θεωρώντας Gn, Gs και Gt το έργο 

που παράγεται από τις έλξεις και τις συζυγής σχετικές τους µετατοπίσεις στην 

κάθετη, στην πρώτη και δεύτερη διατµητική διεύθυνση, αντίστοιχα, και καθορίζοντας 

ως GT = Gn+Gs+Gt , οι διευκρινίσεις µεικτού τύπου βασιζόµενες στις ενέργειες είναι 

ως εξής: 

T

n
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G
m =1 , 

T

s

G

G
m =2 , 

T

t

G

G
m =3  (4.53) 

 Είναι φανερό ότι µόνο δύο από τις τρεις παραπάνω ποσότητες είναι 

ανεξάρτητες. Είναι επίσης χρήσιµο να καθορίσουµε την ποσότητα Gs = Gs + Gt για να 

καθορίσουµε το λόγο του συνολικού έργου που παράγεται από τη διατµητική έλξη 

και τα αντίστοιχα στοιχεία σχετικής µετατόπισης. Απαιτείται ο καθορισµός των 

ιδιοτήτων του υλικού που σχετίζεται µε την εξέλιξη της ζηµιάς ως συνάρτηση των m2 

+ m3 (=Gs/GT) (ή ισοδύναµα 1-m1) και m3 / m2 + m3 (=Gt/Gs). 

 Οι αντίστοιχοι καθορισµοί του µεικτού τύπου που βασίζονται στα στοιχεία 

έλξης δίνονται από: 
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όπου  22
ts tt +=τ είναι το µέτρο της ενεργού διατµητικής έλξης. Τα µέτρα των 

γωνιών που χρησιµοποιούνται στην παραπάνω διευκρίνιση (πριν την κανονικοποίηση 

µε το συντελεστή 2/π) φαίνονται στο παρακάτω σχήµα: 

 

Σχήµα 37: Μετρήσεις µεικτού τύπου βασισµένες στην έλξη 
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 Οι λόγοι µεικτού τύπου που καθορίζονται µε βάση τις ενέργειες και τις έλξεις 

µπορεί να είναι γενικά αρκετά διαφορετικοί. Το ακόλουθο παράδειγµα απεικονίζει 

αυτό το σηµείο. Με βάση τις ενέργειες, µία παραµόρφωση στην κάθετη διεύθυνση 

είναι εκείνη για την οποία ισχύουν Gn ≠ 0 και  Gs = Gt = 0, ανεξάρτητα από τις τιµές 

της κάθετης και των διατµητικών έλξεων. Συγκεκριµένα, για ένα υλικό µε 

συµπεριφορά σε έλξη – διαχωρισµό, η κάθετη και οι διατµητικές έλξεις µπορούν να 

είναι µη µηδενικές για παραµόρφωση στην καθαρά κάθετη διεύθυνση. Για αυτή την 

περίπτωση ο καθορισµός του µεικτού τύπου που βασίζεται στις ενέργειες θα έδειχνε 

µία καθαρά κάθετη παραµόρφωση, ενώ ο καθορισµός που βασίζεται στις έλξεις θα 

έδινε ένα µείγµα κάθετης και διατµητικής παραµόρφωσης.  

 Υπάρχουν δύο στοιχεία για τον καθορισµό της εξέλιξης της ζηµιάς. Το πρώτο 

στοιχείο περιλαµβάνει είτε τον καθορισµό της ενεργού µετατόπισης σε πλήρη 

αστοχία, f
mδ , σε σχέση µε την ενεργό µετατόπιση στην έναρξη της ζηµιάς, o

mδ , ή την 

ενέργεια που διαχέεται εξαιτίας της αστοχίας, Gc. Το δεύτερο στοιχείο στον 

καθορισµό της εξέλιξης της ζηµιάς είναι ο καθορισµός της φύσης της εξέλιξης της 

µεταβλητής ζηµιάς D, µεταξύ της έναρξης της ζηµιάς και της τελικής αστοχίας. Αυτό 

µπορεί να γίνει είτε καθορίζοντας γραµµικούς ή εκθετικούς νόµους χαλάρωσης ή 

καθορίζοντας το D απευθείας ως µία συνάρτηση σε µορφή πίνακα της ενεργού 

µετατόπισης σε σχέση µε την ενεργό µετατόπιση κατά την έναρξη της ζηµιάς. Τα 

δεδοµένα υλικού που περιγράφονται παραπάνω είναι γενικά συναρτήσεις των 

µεταβλητών µεικτού τύπου, της θερµοκρασίας και / ή του πεδίου. 

4.2.7 Εξέλιξη ζηµιάς µε βάση την ενεργό µετατόπιση 

 Καθορίζεται η ποσότητα o
m

f
m δδ − (π.χ., η ενεργός µετατόπιση σε πλήρη 

αστοχία, f
mδ , σε σχέση µε την ενεργό µετατόπιση κατά την έναρξη της ζηµιάς,) σε 

µορφή πίνακα σε συνάρτηση µε τις µεταβλητές µεικτού τύπου, της θερµοκρασίας, και 

/ ή του πεδίου. Επιπλέον, µπορεί να γίνει επιλογή είτε γραµµικού ή εκθετικού νόµου 

χαλάρωσης που καθορίζει τη λεπτοµερή εξέλιξη (µεταξύ έναρξης και πλήρους 

αστοχίας) της µεταβλητής ζηµιάς D, ως µία συνάρτηση της ενεργού µετατόπισης 

πέρα από την έναρξη της ζηµιάς. Εναλλακτικά, αντί να γίνει χρήση της γραµµικής ή 

εκθετικής χαλάρωσης, µπορεί να καθοριστεί η µεταβλητή ζηµιάς, D, απευθείας ως 
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ένας πίνακας σε συνάρτηση της ενεργού µετατόπισης µετά την έναρξη της ζηµιάς, 

o
m

f
m δδ − , του µεικτού τύπου, της θερµοκρασίας και / ή των µεταβλητών πεδίου. 

Γραµµική εξέλιξη ζηµιάς 

 Για γραµµική χαλάρωση (βλ. σχήµα) χρησιµοποιείται εξέλιξη της µεταβλητής 

ζηµιάς D που µειώνεται (στην περίπτωση της εξέλιξης ζηµιάς υπό σταθερό µεικτό 

τύπο, θερµοκρασία, και µεταβλητές πεδίου) στην έκφραση που προτείνεται από τους 

Camanho και Davila, µε όνοµα: 

               
)(

)(
max

max

o
m

f
mm

o
mm

f
mD

δδδ
δδδ

−
−

=                   (4.56) 

όπου  max
mδ αναφέρεται στη µέγιστη τιµή της ενεργού µετατόπισης που επιτυγχάνεται 

κατά τη διάρκεια της ιστορίας φόρτισης. Η υπόθεση σταθερού µεικτού τύπου σε ένα 

υλικό σηµείο µεταξύ της έναρξης της ζηµιάς και της τελικής αστοχίας είναι συνήθης 

για προβλήµατα που περιλαµβάνουν µονοτονική ζηµιά (ή µονοτονική θραύση).  

Εκθετική εξέλιξη ζηµιάς 

 Για εκθετική χαλάρωση χρησιµοποιείται εξέλιξη της µεταβλητής ζηµιάς D 

που µειώνεται (στην περίπτωση εξέλιξης ζηµιάς υπό σταθερά µεικτό τρόπο, 

θερµοκρασία και µεταβλητές πεδίου) σε: 

         }
)exp(1

))(exp(1

1}{{1

max

max a

a

D
o
m

f
m

o
mm

m

o
m

−−
−
−

−−
−−=

δδ
δδ

δ
δ

    (4.57) 

 Στην έκφραση παραπάνω το α είναι µία αδιάστατη παράµετρος υλικού που 

καθορίζει το ρυθµό εξέλιξης της ζηµιάς και exp(x) είναι εκθετική συνάρτηση. 

 

Σχήµα 38: Εκθετική εξέλιξη ζηµιάς 
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4.2.8 Εξέλιξη ζηµιάς µε βάση την ενέργεια 

 Η εξέλιξη της ζηµιάς µπορεί να βασίζεται στην ενέργεια που διαχέεται ως 

αποτέλεσµα της διαδικασίας ζηµιάς, που ονοµάζεται επίσης ενέργεια θραύσης. Η 

ενέργεια θραύσης ισούται µε την επιφάνεια κάτω από την καµπύλη έλξης – 

διαχωρισµού και καθορίζεται ως µία ιδιότητα υλικού, ενώ επιλέγεται είτε γραµµική 

είτε εκθετική συµπεριφορά χαλάρωσης. Η επιφάνεια κάτω από τη γραµµική ή 

εκθετική απόκριση ζηµιάς είναι ίση µε την ενέργεια θραύσης. 

 Η εξάρτηση της ενέργειας θραύσης µε τον µεικτό τρόπο µπορεί να καθοριστεί 

είτε απευθείας σε µορφή πίνακα είτε χρησιµοποιώντας αναλυτικούς τρόπους όπως 

ήδη περιγράφηκε. Όταν χρησιµοποιούνται αναλυτικοί τρόποι, ο λόγος µεικτού τύπου 

θεωρείται ότι καθορίζεται µε όρους ενέργειας. 

Μορφή εκθετικού νόµου 

 Η εξάρτηση της ενέργειας θραύσης στο νόµο διάδοσης µπορεί να καθοριστεί 

βασιζόµενη σε ένα κριτήριο αστοχίας εκθετικού τύπου. Το εκθετικό κριτήριο 

αστοχίας θεωρεί ότι η αστοχία υπό συνθήκες µεικτού τύπου καθορίζονται από 

αλληλεπίδραση των ενεργειών εκθετικού νόµου που απαιτούνται για να προκληθεί 

αστοχία στους ξεχωριστούς τρόπους διάδοσης (ορθός και διατµητικοί). ∆ίνεται από 

τη σχέση: 

1}{}{}{ =++ a
c
t

ta
c
s

sa
c
n

n

G

G

G

G

G

G
  (4.58) 

µε την ενέργεια θραύσης µεικτού τύπου tsn
c GGGG ++= όταν η παραπάνω 

συνθήκη ικανοποιείται. Στην παραπάνω έκφραση οι ποσότητες 

tsn GGG ,, αναφέρονται στο έργο που παράγεται από την έλξη και τη συζυγή σχετική 

µετατόπιση στην κάθετη και στην πρώτη και δεύτερη διατµητική διεύθυνση, 

αντίστοιχα. Πρέπει να καθοριστούν οι ποσότητες c
t

c
s

c
n GGG ,,  οι οποίες αναφέρονται 

στις κρίσιµες ενέργειες θραύσης που απαιτούνται για να προκαλέσουν αστοχία στην 

κάθετη, την πρώτη και δεύτερη διατµητική διεύθυνση, αντίστοιχα. 
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Τύπος Benzeggagh – Kenane (BK) 

 Το κριτήριο θραύσης Benzeggagh – Kenane είναι ιδιαίτερα χρήσιµο όταν οι 

κρίσιµες ενέργειες θραύσης κατά την παραµόρφωση καθαρά στην πρώτη και δεύτερη 

διατµητική διεύθυνση είναι ίσες, π.χ. c
t

c
s GG = . ∆ίνεται από τη σχέση: 

c

T

SC
n

C
s

C
n G

G

G
GGG =−+ }){(  (4.59) 

όπου  GS = Gs+Gt , GT = Gn+GS και n είναι η παράµετρος υλικού. 

Γραµµική εξέλιξη ζηµιάς 

 Για γραµµική χαλάρωση χρησιµοποιείται εξέλιξη της µεταβλητής ζηµιάς D 

ότι µειώνεται σε : 

)(

)(
max

max

o
m

f
mm

o
mm

f
mD

δδδ
δδδ

−
−

=  (4.60) 

όπου   o
eff

Cf
m TG /2=δ µε o

effT είναι η ενεργός έλξη κατά την έναρξη της ζηµιάς. Ο 

όρος max
mδ αναφέρεται στη µέγιστη τιµή της ενεργού µετατόπισης που επιτυγχάνεται 

κατά τη διάρκεια της ιστορίας φόρτισης. 

Εκθετική εξέλιξη ζηµιάς 

 Για εκθετική χαλάρωση χρησιµοποιείται µία εξέλιξη της µεταβλητής ζηµιάς D 

που µειώνεται σε: 

∫ −
=

f
m

o
m

o
c

eff

GG

dT
D

δ

δ

δ
 (4.61) 

 Στην παραπάνω έκφραση Τeff και δ είναι η ενεργός έλξη και µετατόπιση, 

αντίστοιχα, ενώ Go είναι η ελαστική ενέργεια κατά την έναρξη της ζηµιάς. Σε αυτή 

την περίπτωση η έλξη µπορεί να µην πέσει αµέσως µετά την έναρξη της ζηµιάς. 
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5. ΖΗΜΙΑ ΕΝΤΟΣ ΤΩΝ ΣΤΡΩΣΕΩΝ ΣΥΝΘΕΤΟΥ ΥΛΙΚΟΥ (Intralaminar 

Damage) 

5.1 Εισαγωγή 

Τα κριτήρια αστοχίας που βασίζονται στην αντοχή του σύνθετου υλικού 

µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να προβλέψουν την έναρξη των µηχανισµών ζηµιάς 

(damage onset), οι οποίοι συνεισφέρουν στην τελική αστοχία µιας κατασκευής. 

Όµως, αυτά τα κριτήρια είναι ανακριβή για να προβλέψουν την τελική δοµική 

αστοχία των κατασκευών από σύνθετα υλικά, η οποία θα οδηγήσει στην τελική 

κατάρρευση. Η µηχανική ζηµιάς συνεχούς µέσου (continuum damage mechanics) 

είναι µια πιο ακριβής µεθοδολογία για να προβλέψει την ψευδο-ψαθυρή αστοχία των 

σύνθετων υλικών, από την στιγµή της έναρξης της ζηµιάς µέχρι την τελική 

κατάρρευση της κατασκευής.  

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζεται συνοπτικά το µοντέλο ζηµιάς εντός των 

στρώσεων του σύνθετου υλικού (intralaminar damage) που αναπτύχθηκε από τον 

Miami [63-66]. Το µοντέλο αυτό υπολογίζει τη θραύση της µήτρας (matrix cracking) 

και τους µηχανισµούς ζηµιάς σε σπάσιµο της ίνας (fiber breakage) για 3D στρώσεις. 

Το µοντέλο αυτό, µαζί µε το µοντέλο αποκόλλησης στρώσεων (delamination damage 

model) µπορούν να χρησιµοποιηθεί για την προσοµοίωση της κρούσης (impact) και 

της θλίψης µετά την κρούση (compression after impact), ενώ χρησιµοποιεί 

λεπτοµερής θερµοδυναµικές θεωρήσεις όπου είναι δεδοµένη η µη – αντιστρεπτότητα 

των διαδικασιών ζηµιάς. Τα κύρια χαρακτηριστικά του µοντέλου παρουσιάζονται 

παρακάτω: 

• Ο µεγαλύτερος αριθµός των σταθερών του υλικού για τον καθορισµό του 

µοντέλου ζηµιάς µπορεί να προσδιοριστεί χρησιµοποιώντας τυποποιηµένες 

εργαστηριακές δοκιµές των σύνθετων υλικών. 

• Οι συναρτήσεις ενεργοποίησης ζηµιάς (damage activation functions), οι 

οποίες προβλέπουν τους διαφορετικούς µηχανισµούς αστοχίας σε επίπεδο 

στρώσης, βασίζονται κυρίως στα κριτήρια αστοχίας LaRC04. Αυτά τα 

κριτήρια λαµβάνουν υπόψη την επίδραση της φυσικής θέσης (in-situ) του 

πάχους µιας στρώσης στις εγκάρσιες εφελκυστικές και διατµητικές αντοχές. 



100 

 

• Το µοντέλο λαµβάνει υπόψη τις επιδράσεις κλεισίµατος της ρωγµής (crack-

closure) υπό συνθήκες αντιστροφής της φόρτισης. Η επίδραση αυτών των 

φαινοµένων είναι σηµαντική σε κατασκευές που υφίστανται φόρτιση πολλών 

αξόνων, όπως οι δοκιµές κρούσης και η θλίψη µετά την κρούση. 

5.2 Μοντέλο ζηµιάς συνεχούς µέσου (continuum damage mechanics model) – 

καταστατική εξίσωση 

Η καταστατική εξίσωση επιτυγχάνεται µε τον καθορισµό ενός 

θερµοδυναµικού δυναµικού. Σε αυτή την περίπτωση, χρησιµοποιείται η πυκνότητα 

συµπληρωµατικής ελεύθερης ενέργειας, η οποία καθορίζεται ως εξής: 
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(5.1) 

όπου Ε1, Ε2, v12 και G12 είναι οι επίπεδες ελαστικές σταθερές µιας στρώσης µε µονή 

διεύθυνση ινών. Η µεταβλητή ζηµιάς d1 σχετίζεται µε τη διαµήκη αστοχία της ίνας, 

ενώ οι µεταβλητές d2  και d3 αφορούν την εγκάρσια αστοχία (θραύση µήτρας) που 

προκαλείται από φορτίσεις εντός και εκτός του επιπέδου, αντίστοιχα. Οι µεταβλητές 

ζηµιάς d4, d5  και d6 επηρεάζονται από τις διαµήκης και εγκάρσιες ρωγµές, α11 και α22 

είναι οι συντελεστές θερµικής διαστολής στη διαµήκη και εγκάρσια διεύθυνση, 

αντίστοιχα και β11 και β22 είναι οι συντελεστές γυροσκοπικής διαστολής στη διαµήκη 

και εγκάρσια διεύθυνση, αντίστοιχα. Τέλος, ∆Τ και ∆Μ είναι οι διαφορές 

θερµοκρασίας και υγρασίας σε σχέση µε τις αντίστοιχες τιµές αναφοράς.  

Θεωρώντας τη δυνατότητα αντιστροφής θερµοδυναµικά της διαδικασίας 

ζηµιάς, µπορεί να βρεθεί η καταστατική σχέση των παραµορφώσεων, ε = {ε11 ε22 ε33 

ε12 ε13 ε23}
Τ και των τάσεων σ = {σ11 σ22 σ33 σ12 σ13 σ23}

Τ: 

∆Μ+∆Τ+Η=
∂
∂= βασ
σ

ε :
G

      (5.2) 

όπου ο τανυστής ευκαµψίας της στρώσης 
σσ ∂⊗∂

∂= G
H

2

 καθορίζεται ως: 
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5.3 Συναρτήσεις ενεργοποίησης ζηµιάς 

Το ελαστικό πεδίο περικλείεται από τέσσερις επιφάνειες, η κάθε µία από τις 

οποίες θεωρεί ένα µηχανισµό αστοχίας: διαµήκης και εγκάρσια θραύση σε 

εφελκυσµό και θλίψη. Αυτές οι επιφάνειες σχηµατίζονται από τις συναρτήσεις 

ενεργοποίησης ζηµιάς βασιζόµενες στα κριτήρια αστοχίας LaRC04, αµελώντας τις 

τάσεις εκτός του επιπέδου. Αυτές οι συναρτήσεις ενεργοποίησης FΝ, σχετίζονται µε 

ζηµιά στη διαµήκη (Ν=1+,1-) και την εγκάρσια (Ν=2+,2-) διεύθυνση όπως φαίνεται 

στο σχήµα 39 και ορίζονται ως εξής: 

            0111 ≤−= +++ rF φ  ,     0111 ≤−= −−− rF φ       (5.4α) 

            0222 ≤−= +++ rF φ  ,     0222 ≤−= −−− rF φ     (5.4β) 

όπου οι συναρτήσεις φόρτισης φΝ (Ν=1+,1-,2+,2-) εξαρτώνται από τον τανυστή 

παραµορφώσεων και τις ελαστικές σταθερές (ελαστικές ιδιότητες και ιδιότητες 

αντοχής). Τα ελαστικά όρια rN (N=1+,1-,2+,2-) παίρνουν αρχική τιµή 1 όταν το υλικό 

είναι άθικτο και αυξάνονται µε τη ζηµιά. Τα ελαστικά όρια είναι εσωτερικές 

µεταβλητές του καταστατικού µοντέλου, και σχετίζονται µε τις µεταβλητές ζηµιάς dM 

(M=1+,1-,2+,2-,6) από τους νόµους εξέλιξης της ζηµιάς.  

 

              α) Θραύση σε διαµήκη εφελκυσµό                     β) Θραύση σε διαµήκη θλίψη 
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                 γ) Εγκάρσια θραύση (αο =0ο)                            δ) Εγκάρσια θραύση (αο =53ο) 

Σχήµα 39: Επιφάνειες θραύσης και αντίστοιχες εσωτερικές µεταβλητές για τέσσερις διαφορετικούς 
τρόπους 

 Τα ελαστικά όρια rΝ καθορίζουν το επίπεδο των ελαστικών παραµορφώσεων 

που µπορεί να επιτευχθεί πριν την συσσώρευση επιπλέον ζηµιάς. Τα όρια του 

ελαστικού πεδίου επιτυγχάνονται εφαρµόζοντας τις συνθήκες Kuhn-Tucker και τις 

συνθήκες συνοχής. Θεωρώντας την επίδραση των ρωγµών κατά την ύπαρξη 

αντιστροφής φορτίου, τα όρια ελαστικού πεδίου είναι: 

                   }}{max},{max,1max{
,0,0

s

ts

s

ts
Nr −Ν=+Ν=+ = φφ    Ν=1,2                     (5.5α) 

                            }{max,1max{
,0

s

ts
Nr −Ν=− = φ }                     Ν=1,2                        (5.5β) 

5.3.1 Θραύση σε διαµήκη εφελκυσµό 

Το κριτήριο LaRC04 για αστοχία ίνας σε εφελκυσµό είναι ένα κριτήριο 

µέγιστης επιτρεπόµενης παραµόρφωσης που καθορίζεται ως εξής: 

ΤΤ
+ Χ

−=
Χ
Ε= 22

~

1211

~

11
1

1

σνσεφ   (5.6) 

όπου ΧΤ είναι η εφελκυστική αντοχή της ίνας. Ο ενεργός τανυστής τάσης 

11

~

σ υπολογίζεται ως εσ :1
0

~
−Η=  όπου Ηο είναι ο τανυστής ευκαµψίας στην 

περίπτωση που δεν υπάρχει ζηµιά µε χρήση της εξίσωσης 5.3 όπου dN = 0 
(N=1,2,…..,6). 

5.3.2 Θραύση σε διαµήκη θλίψη 

Η συνάρτηση ενεργοποίησης ζηµιάς χρησιµοποιείται για πρόβλεψη ζηµιάς σε 

διαµήκη θλίψη ( 11

~

σ <0) και επίπεδη διάτµηση (κόµπος ίνας) καθορίζεται ως 

συνάρτηση των στοιχείων του τανυστή τάσεων 
m~

σ σε σύστηµα συντεταγµένων (m) 

που αναπαριστά την έλλειψη ευθυγράµµισης της ίνας: 
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όπου ο διαµήκης συντελεστής τριβής nL µπορεί να θεωρηθεί προσεγγιστικά ως εξής: 
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L aY

aS
n

2cos

)2cos(−≈      (5.8) 

µε αο = 53ο. Τα στοιχεία του ενεργού τανυστή των τάσεων στο σύστηµα 

συντεταγµένων που σχετίζεται µε την περιστροφή των ινών υπολογίζονται ως εξής: 
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)sin(coscossin)( 22
12

~

11

~

22

~

12

~
cccc

m

φφσφφσσσ −+−=        (5.10) 

Η γωνία φc λόγω της µη ευθυγράµµισης προσδιορίζεται χρησιµοποιώντας 

τυποποιηµένες τιµές αντοχών σε διάτµηση και διαµήκη θλίψη, SL και Xc, αντίστοιχα: 

)
)(2

)(411

arctan(
L

C

L

C

LL

C

L

c

n
X

S

X

S
n

X

S

+

+−−
=φ             (5.11) 

5.3.3 Εγκάρσια θραύση κάθετα στο µέσο επίπεδο της στρώσης 

Εγκάρσιες ρωγµές της µήτρας κάθετα στο µέσο επίπεδο της στρώσης, π.χ µε 

αο =0ο, δηµιουργούνται µε συνδυασµό των επίπεδων διατµητικών και των εγκάρσιων 

εφελκυστικών τάσεων, ή επίπεδων διατµητικών και µικρών εγκάρσιων θλιπτικών 

τάσεων. Αυτές οι συνθήκες παρουσιάζονται µε τα ακόλουθα κριτήρια αστοχίας: 













+

+
Υ

+
Υ

−
=

ΤΤ

+
~

22

~

12

2

~

122

~

2222

~

2

1

)()()1(

σσ

σσσ
φ

L

L

L

n
S

S
gg

   εάν 022

~

≥σ ή εάν 22

~

σ <0  (5.12) 

όπου ΥΤ είναι η αντοχή σε εγκάρσιο εφελκυσµό, και g είναι ο λόγος ανθεκτικότητας 

σε θραύση που ορίζεται από το πηλίκο g=G2+/G6, όπου G2+ είναι η ανθεκτικότητα 
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θραύσης σε εγκάρσιο εφελκυσµό και G6 είναι η ανθεκτικότητα σε θραύση λόγω 

διάτµησης. 

5.3.4 Θραύση σε εγκάρσια συµπίεση 

Το κριτήριο θραύσης της µήτρας για τάσεις εγκάρσιας συµπίεσης αποτελείται 

από µία σχέση δευτέρου βαθµού ανάµεσα στις ενεργές διατµητικές τάσεις που δρουν 

στο επίπεδο θραύσης: 

2
~

2
~

2
















+
















=
Τ

−
L

L

eff

T

eff

SS

ττφ , εάν 22

~

σ <0    (5.13) 

όπου οι ενεργές τάσεις 
T

eff

~

τ και 
L

eff

~

τ υπολογίζονται ως εξής: 

))cos()cos())(sin(cos(22

~~

so
T

oo

T

eff anaa θστ −−=              (5.14) 

))sin()cos(|)(|cos( 22

~

12

~~

so
L

o

L

eff ana θσστ +=                       (5.15) 

µε )
)sin(

||
arctan(

22

~

12

~

o

s

aσ

σθ −= (αποκλίνουσα γωνία), 
)2tan(

1

o

T

a
n

−= (συντελεστής 

εγκάρσιας επιρροής) και ]
)2tan(

)cos(
))[sin(cos( 0

o
oocT a

a
aaYS += (αντοχή σε εγκάρσια 

διάτµηση) 

5.4 Νόµοι εξέλιξης ζηµιάς 

Οι εσωτερικές µεταβλητές rΝ καθορίζουν το όριο των ελαστικών περιοχών, 

και σχετίζονται µε τις µεταβλητές ζηµιάς µε χρήση των νόµων εξέλιξης της ζηµιάς. 

Αυτοί οι νόµοι εκφράζονται µε την εξής γενική µορφή: 

)]}(1[exp{
)(

1
1 NNM

NN
M rfA

rf
d −−= , Μ=1+,1-,2+,2-,6  (5.16) 

όπου η συνάρτηση )( NN rf  (Ν=1+,1-,2+,2-) επιλέγεται για να εξαναγκάσει τη 

χαλάρωση της καταστατικής σχέσης.  
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 Οι παράµετροι ΑΜ (Μ=1+,1-,2+,2-,6) υπολογίζονται για να διαβεβαιώσουν 

ότι η υπολογιζόµενη πυκνότητα της ενέργειας διάχυσης gΜ είναι ανεξάρτητη του 

µεγέθους του πεπερασµένου στοιχείου, και έτσι επιλέγεται µε σκοπό να πληρεί την 

παρακάτω συνθήκη για όλους τους τρόπους αστοχίας: 

∫
∞

=
∂
∂

∂
∂=

1
*l

G
dr

r

d

d

G
g M

M
M

M

M
M , Μ=1+,1-,2+,2-,6     (5.17) 

όπου l* είναι το χαρακτηριστικό µήκος του πεπερασµένου στοιχείου.  

 Συγκεκριµένα, οι νόµοι διάδοσης της ζηµιάς και οι αντίστοιχες παράµετροι 

είναι οι εξής: 

• ∆ιαµήκης εφελκυσµός: Ο νόµος εξέλιξης της ζηµιάς σε διαµήκη εφελκυσµό 

ακολουθεί έναν νόµο γραµµικό – εκθετικό µε στόχο τη θεώρηση της 

διαδικασίας αστοχίας ίνας – µήτρας ακολουθούµενη από γεφύρωµα της ίνας 

και απόσπαση. Η χαλάρωση είναι γραµµική µέχρι η τάση να φτάσει της τάση 

απόσπασης ΧPo, και η αντίστοιχη ενέργεια διάχυσης ανά µονάδα επιφάνειας 

είναι LG +1 . Καθώς οι παραµορφώσεις συνεχίζουν να αυξάνονται, η απόκριση 

χαλάρωσης ακολουθεί εκθετικό νόµο και η ενέργεια διάχυσης ανά µονάδα 

επιφάνειας είναι EG +1 . Ο αντίστοιχος νόµος εξέλιξης της ζηµιάς καθορίζεται 

ως: 

)1)(1(1 111
EL ddd +++ −−−=     (5.18) 

όπου:  

L
L

rE

K

E

K
d

+
+ +−+=

11

1

1

1
1

1
)1(1    ;   )]1(exp[

1
1 11

1
1

E
E

E rA
r

d ++
+

+ −−=  

  )],min(,1max[ 111
FL rrr +++ =  ;  ])1(,1max[ 111 +++ −= r

X

X
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TFE  
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1
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POTT
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POTT

XXXlEG

XXEXl
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=
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• ∆ιαµήκης θλίψη: Ο νόµος διάδοσης της ζηµιάς σε διαµήκη θλίψη µπορεί να 

εκφραστεί ως ένας συνδυασµός µηχανισµών αστοχίας που προκαλούνται από 

εφελκυστικά φορτία d1+(r1+) και των µηχανισµών αστοχίας που προκαλείται 

µε θλίψη, d1-(r1-): 

)](1)][(1[1 1
*
111

*
11 ++

±
−−− −−−= rdArdd     (5.19) 

όπου  )]}1(exp{
1

1 11
1

*
1 −−

−
− −−−= rA

r
d . Η παράµετρος ±

1A  λαµβάνει υπόψη την 

επίδραση της ανάκτησης της ακαµψίας των σπασµένων ινών λαµβάνοντας υπόψη την 

παράµετρο b που παίρνει τιµές µεταξύ 0 και 1: 
1

21
1 E

EE
bA

−≈±  

• Εγκάρσιος εφελκυσµός,  ο οποίος καθορίζεται ως: 

         )]}(1[exp{
)(

1
1 222

22
2 +++

++
+ −−= rfA

rf
d  (5.20) 

όπου ]4)1(1[
2

1
)( 2

2
2

22 +++ +−+−= grgg
g

rf    

• Εγκάρσια θλίψη, η οποία καθορίζεται ως: 

)]}1(exp{
1

1 22
2

2 −−
−

− −−= rA
r

d   (5.21) 

• Επίπεδη διάτµηση: Η δυσκαµψία σε διατµητικές τάσεις µειώνεται ως 

αποτέλεσµα διαµήκων και εγκάρσιων ρωγµών: 

                 )1)])((1[1 12
*
66 ++ −−−= drdd                (5.22) 

όπου : )]}1(exp{
1

1)( 26
2

2
*
6 +

+
+ −−= rA

r
rd  

2*
612

2*

6 2

2

L

L

SlGG

Sl
A

−
=  

Οι παράµετροι Α1-, Α2+ και Α2- υπολογίζονται αριθµητικά µε χρήση αλγορίθµων. 

Τέλος, οι µεταβλητές ζηµιάς εκτός του επίπεδου καθορίζονται ως εξής: 

)](1)][((1[1),( 2211213 −−−−−− −−−= rdrdrrd  (5.23) 
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                      )()( 2624 ++ = rdrd              (5.24) 

                       )()( 1115 ++ = rdrd              (5.25) 

5.4 Μέγιστο µέγεθος επίπεδου πεπερασµένου στοιχείου 

Η κλίση του νόµου χαλάρωσης για κάθε τρόπο ζηµιάς καθορίζεται για 

υπολογισµό της κατάλληλης ποσότητας ενέργειας που χάνεται σύµφωνα µε το µήκος 

του στοιχείου, π.χ. η περιοχή κάτω από τι διάγραµµα τάσης – παραµόρφωσης είναι η 

αντίστοιχη ανθεκτικότητα σε θραύση διαιρεµένη µε το χαρακτηριστικό µήκος του 

πεπερασµένου στοιχείου GM/l* (M=1+, 1-,2+,2-,6) σύµφωνα µε την εξίσωση 6.16. Με 

σκοπό να αποφύγουµε απότοµη πτώση (snap – back) του τµήµατος χαλάρωσης για 

κάθε τρόπο αστοχίας, ένα ελάχιστο χαρακτηριστικό µήκος στοιχείου *
maxl µπορεί να 

βρεθεί εξισώνοντας την ελαστική ενέργεια του στοιχείου, 

el
M

M
elMM hl

E

X
hlX 2*

2
2* )(

2

1
)(

2

1 =ε , µε την ενέργεια που χάνεται κατά τη διαδικασία 

θραύσης, :*
elM hlG                 

2
*
max

2

M

MM

X

GE
l = , Μ=1+,1-,2+,2-,6  (5.26) 

όπου hel είναι το πάχος του πεπερασµένου στοιχείου, EM, GM και ΧM είναι, 

αντίστοιχα, το µέτρο ελαστικότητας του Young, η ανθεκτικότητα σε θραύση και οι 

αντοχές της στρώσης που αντιστοιχούν σε κάθε τρόπο αστοχίας (υποτίθεται ότι Ε6 = 

G12 και Χ6=SL). 

 Για πεπερασµένα στοιχεία µεγαλύτερα από το µέγιστο µήκος πεπερασµένου 

στοιχείου *
maxl , δεν είναι δυνατόν να θεωρηθεί δεδοµένη η κατάλληλη απώλεια 

ενέργειας χωρίς να αποφευχθεί η απότοµη κλίση στην καταστατική απόκριση. Για 

αυτά τα πεπερασµένα στοιχεία, µείωση της αντοχής του αντίστοιχου τρόπου ζηµιάς 

µπορεί να υπολογισθεί ως εξής: 

*
max

2

l

GE
X MM

M = ,  Μ=1+,1-,2+,2-,6  (5.27) 
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5.5 Ιδιότητες υλικών  

 Τυποποιηµένες δοκιµές είναι διαθέσιµες για µέτρηση των περισσότερων 

ανεξάρτητων ιδιοτήτων των συνθέτων υλικών που χρειάζονται για τον καθορισµό του 

µοντέλου ζηµιάς που περιγράφηκε. Το µοντέλο χρειάζεται τα ακόλουθα δεδοµένα: 

• Ελαστικές ιδιότητες της στρώσης (Ε1,Ε2,G12,G23,ν12,ν23) και αντοχές της 

στρώσης (ΧT,ΧC,ΥT,ΥC,SL) µετρηµένες από τυποποιηµένες δοκιµές ASTM ή 

άλλες που καθορίζονται από τον κατασκευαστή.  

• Τέσσερα στοιχεία για την ανθεκτικότητα σε θραύση, που σχετίζονται µε τη 

διαµήκη αστοχία σε εφελκυσµό και θλίψη (G1+ και G1- αντίστοιχα) και µε την 

εγκάρσια αστοχία σε εφελκυσµό και διάτµηση (G2+ και G6- αντίστοιχα). Το 

G2+ µπορεί να µετρηθεί χρησιµοποιώντας µία τυποποιηµένη ASTM δοκιµή, 

ενώ το G6+ χρησιµοποιώντας δοκιµή σε κάµψη (four-point bending end-

notched flexure test του Martin). Οι τιµές G1+ και G1- µετρώνται 

χρησιµοποιώντας συµπαγής (compact) δοκιµές εφελκυσµού και θλίψης 

σύµφωνα µε τον Pinho (δεν υπάρχει τυποποιηµένη δοκιµή για µέτρηση της 

ανθεκτικότητας σε θραύση που να σχετίζεται µε τη θραύση στη διαµήκη 

διεύθυνση). 

Η ανθεκτικότητα σε θραύση G2- εξαρτάται από το G6 και από τη γωνία 

θραύση αο στη µορφή )cos(/ 062 aGG =− . Επιπλέον, το µοντέλο απαιτεί το δεδοµένο 

των αντοχών στη φυσική θέση (in situ) is
TY και is

TS , τα οποία είναι συναρτήσεις των 

ανεξάρτητων ιδιοτήτων του υλικού.  

5.6 Αντοχές στη φυσική θέση (in-situ) 

 Οι συναρτήσεις ενεργοποίησης της ζηµιάς βασίζονται στα κριτήρια αστοχίας 

LaRC04, τα οποία λαµβάνουν υπόψη την επίδραση στη φυσική θέση (in-situ). Το 

φαινόµενο in-situ είναι η ικανότητα των στρώσεων του σύνθετου υλικού να αυξάνουν 

τις αντοχές τους όταν βρίσκονται σε µορφή πολύστρωτου σύνθετου (laminate) 

συγκριτικά µε την αντοχή της ίδιας στρώσης µε µονής κατεύθυνσης ίνες. Οι 

εγκάρσιες και διατµητικές αντοχές επηρεάζονται από το φαινόµενο φυσικής θέση (in 

situ) και είναι συναρτήσεις του πάχους της στρώσης hp, της θέσης της στρώσης στο 

πολύστρωτο, και του προσανατολισµού της ίνας από τις γειτονικές στρώσεις. Οι 
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εξισώσεις, οι οποίες καθορίζουν τις αντίστοιχες αντοχές στη φυσική θέση σε 

συνάρτηση µε τη θέση και το πάχος της στρώσης παρουσιάζονται παρακάτω: 

Αντοχή σε εγκάρσιο εφελκυσµό στη φυσική θέση 

• Για παχιά ενσωµατωµένη στρώση: T
is

T YY 212.1=     (5.28) 

• Για λεπτή ενσωµατωµένη στρώση: 
p

is
T h

G

vv

E
Y

π
+

−
= 2

2112

2

1
2   (5.29) 

• Για µία εξωτερική στρώση: 212.1=is
TY

ph

G

vv

E

π
+

−
2

2112

2

1
   (5.30) 

∆ιατµητική αντοχή στη φυσική θέση (in situ) 

12

2

1
2
12

3

1)1(

G

G
S is

L ς
ςχ −+=     (5.31) 

όπους καθορίζει τη µη γραµµικότητα της σχέσης διατµητική τάση – διατµητική 

παραµόρφωση και η οποία είναι µηδέν για γραµµική συµπεριφορά. Η παράµετρος χ 
καθορίζεται σύµφωνα µε το σχηµατισµό µιας δεδοµένης στρώσης: 

• Για µία παχιά ενσωµατωµένη στρώση: 4

12

2

4

7212
L

L S
G

S ςχ +=    (5.32) 

• Για µία λεπτή ενσωµατωµένη στρώση: 
ph

G

π
χ 648

=      (5.33) 

• Για µία εξωτερική στρώση: 
ph

G

π
χ 624=    (5.34) 

5.7 Ζηµιά και αστοχία για σύνθετα υλικά  

5.7.1 Κριτήριο αστοχίας Hashin 2D  

 Τα κριτήρια έναρξης της ζηµιάς για τα σύνθετα υλικά ενισχυµένα µε ίνες που 

βασίζονται στη θεωρία Hashin περιλαµβάνουν τέσσερεις µηχανισµούς έναρξης 

ζηµιάς: εφελκυσµός ίνας, θλίψη ίνας, εφελκυσµός µήτρας, και θλίψη µήτρας.  

 Τα κριτήρια έναρξης της ζηµιάς έχουν τις εξής γενικές µορφές: 
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Εφελκυσµός ίνας ( 011 ≥
∧

σ ):           21211
)()(

L
t
f S

aF

∧

Τ

∧

+
Χ

= τσ
   (5.35) 

Θλίψη ίνας ( 011 <
∧

σ ):                     211
)(

C
c
fF

Χ
=

∧
σ

              (5.36) 

Εφελκυσµός µήτρας ( 022 ≥
∧

σ ):       212222
)()(

L
t

m SY
F

∧

Τ

∧

+= τσ
   (5.37) 

Θλίψη µήτρας ( 022 <
∧

σ ):               2
|

12

^

22

^

2222
)(]1)

2
[()

2
(

LCL

C
C

m SS

Y

S
F

τσσ +
Υ

−+= Τ

∧

  (5.38) 

Στις παραπάνω εξισώσεις ισχύουν τα εξής: 

Χ
Τ αντοχή σε διαµήκη εφελκυσµό 

Χ
C αντοχή σε διαµήκη θλίψη 

YΤ αντοχή σε εγκάρσιο εφελκυσµό 

YC αντοχή σε εγκάρσια θλίψη 

SL αντοχή σε διαµήκη διάτµηση 

SΤ αντοχή σε εγκάρσια διάτµηση 

α  συντελεστής που προσδιορίζει τη συνεισφορά της διατµητικής τάσης στο κριτήριο 

έναρξης εφελκυσµού της ίνας, και 11

∧
σ , 22

∧
σ , 12

∧
τ  είναι στοιχεία του ενεργού τανυστή 

των τάσεων 
∧
σ  που χρησιµοποιούνται για αποτίµηση των κριτηρίων έναρξης και τα 

οποία υπολογίζονται από τη σχέση:                             

σσ M=
∧

   (5.39) 

όπου σ είναι η πραγµατική τάση και Μ είναι ο τελεστής ζηµιάς: 
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όπου df, dm και ds είναι εσωτερικές µεταβλητές ζηµιάς που χαρακτηρίζουν τη ζηµιά 

της ίνας, της µήτρας και της διάτµησης, οι οποίες προκύπτουν από τις µεταβλητές 

ζηµιάς t
fd , c

fd , t
md  και c

md που αντιστοιχούν στους τέσσερεις τρόπους αστοχίας, ως 

εξής: 

• t
ff dd = εάν 011 ≥

∧
σ  ή c

ff dd = εάν 011 <
∧

σ     (5.41) 

• t
mm dd = εάν 022 ≥

∧
σ  ή c

mm dd = εάν 022 <
∧

σ    (5.42) 

• −−= 1(1sd t
fd )(1- c

fd )(1- t
md )(1- c

md )            (5.43) 

Πριν από οποιαδήποτε έναρξη και εξέλιξη ζηµιάς ο τελεστής ζηµιάς, Μ, είναι 

ίσος µε το µοναδιαίο πίνακα, έτσι ώστε σσ =
∧

. 

5.7.2 Κριτήριο αστοχίας Hashin 3D  

Το κριτήριο αστοχίας Hashin (Hashin 1980) εξάγεται και αυτό από τη θεωρία 

Mohr – Coulomb, αλλά αντίθετα από τη θεωρία του Puck, δεν λαµβάνει υπόψη το 

επίπεδο της θραύσης. Ο κύριος λόγος είναι ότι το 1980 ήταν αδύνατο να έχουµε την 

απαιτούµενη υπολογιστική ισχύ για την επίλυση αυτού του προβλήµατος. Το 

κριτήριο αστοχίας του Hashin σε τρεις διαστάσεις λαµβάνει υπόψη του δύο είδη 

θραύσης για τα σύνθετα υλικά: την αστοχία των ινών και της µήτρας. Κάθε ένας από 

αυτούς τους µηχανισµούς αστοχίας θα πρέπει να υπολογισθεί διαφορετικά για 

θλιπτικές και εφελκυστικές τάσεις. 

Το κριτήριο για το µηχανισµό αστοχίας της ίνας είναι το εξής: 

           )(
1

)( 2
13

2
122

12

21 ττσ ++=
SX

F
t

f  για σ1≥0         (5.44α) 

                        ή    21 )(
c

f X
F

σ=                        για σ1<0          (5.44β) 

όπου Χt και Xc είναι η αντοχή στη διεύθυνση των ινών σε εφελκυσµό και θλίψη 

αντίστοιχα, S12 είναι η επίπεδη διατµητική αντοχή της στρώσης σύνθετου υλικού. 

Το κριτήριο για το µηχανισµό θραύσης της µήτρας είναι το εξής: 
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ή         

)(
1

])[(
1

)(
4

1
)](1)

2
[(

1 2
13

2
122

12
32

2
232

23

2
322

23
32

2

23

ττσστσσσσ ++−++++−=
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SSS
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m                                                               

για (σ2+σ3)<0          (5.45β) 

όπου Υt και Υc είναι η εφελκυστική και θλιπτική αντοχή κάθετα στη διεύθυνση της 

ίνας, S13 και S23 είναι η διατµητική αντοχή εντός και εκτός επιπέδου της στρώσης του 

σύνθετου υλικού. Ένα πλεονέκτηµα του κριτηρίου Hashin είναι ότι όλες οι τιµές 

αντοχής µπορούν να επιτευχθούν από τυποποιηµένες δοκιµές υλικού. Και για τα δύο 

κριτήρια, η αστοχία προβλέπεται όταν οι δείκτες Ff ή Fm είναι ίσοι µε τη µονάδα.  

5.7.3 Κριτήριο αστοχίας Puck 

 Το κριτήριο αστοχίας του Puck (Puck και Schurmann 1998, Puck, Kopp et 

al.2001, Puck και Schurmann 2001) είναι ένα διαδραστικό τασικό κριτήριο που ισχύει 

για στρώσεις συνθέτων υλικών µε µονή κατεύθυνση ινών.  

Το κριτήριο Puck βασίζεται στην υπόθεση Mohr – Coulomb: η αστοχία 

προκαλείται από ορθές και διατµητικές τάσεις (σn, τnl και τnt) που ενεργούν σε 

επίπεδο θραύσης κεκλιµένο σε γωνία θfp από το επίπεδο του υλικού (βλ. σχήµα 40). 

 

Σχήµα 40: Καθορισµός του επιπέδου θραύσης 

Οι τρόποι θραύσης που µπορούν να προβλεφθούν από τη θεωρία Puck είναι:  

• η θραύση της ίνας (fiber failure fE(FF)) και  

• η αστοχία στην περιοχή µεταξύ των ινών (inter fiber failure fE(IFF)). Η αστοχία 

στην περιοχή µεταξύ των ινών που περιγράφεται από το κριτήριο Puck είναι 

στην ουσία η περίπτωση ρωγµής της µήτρας.  
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Το κριτήριο αστοχίας της ίνας, fE(FF), υπό συνδυασµένη φόρτιση είναι: 

 )(
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FFE m
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f +=  για (..)≥0 (5.46α) 

                        ή       )(
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ε σf
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FFE m

E

v
f +=  για (..)<0              (5.46β) 

Οι διαφορετικές παράµετροι σηµαίνουν τα εξής: 

• ε1t και ε1c είναι οι τάσεις αστοχίας σε εφελκυσµό και θλίψη αντίστοιχα. 

• Ef1 και vf12 είναι το µέτρο ελαστικότητας του Young και ο λόγος Poisson για 

τη στρώση στη διεύθυνση της ίνας. 

• mσf είναι ο ‘συντελεστής µεγέθυνσης τάσης’ που σύµφωνα µε τους (Puck και 

Schurmann 1998, Puck, Kopp et al.2001, Puck και Schurmann 2001)) 

θεωρείται ότι τυπικές τιµές είναι 1.3 για σύνθετα υλικά µε ίνες γυαλιού και 

1.1 για υλικά µε ίνες άνθρακα.   

Το κριτήριο αστοχίας της ίνας Puck από την εξίσωση (5.46) χρειάζεται 

συγκεκριµένες παραµέτρους ίνας (Εf1, vf12 και mσf) που δεν µπορούν να επιτευχθούν 

από τυποποιηµένες δοκιµές υλικών υπό µονοαξονικά φορτία. Όπως παρουσιάζεται 

στη δηµοσίευση του Puck (Puck και Schurmann 2001), τα αποτελέσµατα που 

προκύπτουν από την εξίσωση 5.46 είναι συγκρίσιµα µε τα αποτελέσµατα που 

λαµβάνουµε µε χρήση του κλασσικού κριτηρίου µέγιστης παραµόρφωσης (εξίσωση 

5.47). Για αυτό το λόγο το κριτήριο µέγιστης τάσης έχει χρησιµοποιηθεί ως κριτήριο 

αστοχίας της ίνας για αυτή την εργασία: 

         
t

FFEf
1

1
)( ε

ε=  για ε1≥0 (5.47α) 

                        ή         
c

FFEf
1

1
)( ε

ε=   για ε1<0                 (5.47β) 

Για τις δύο εξισώσεις (5.46) και (5.47), η ίνα αστοχεί όταν ο δείκτης )(FFEf φτάνει 

στην τιµή της µονάδας. 
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 Το κριτήριο αστοχίας για την περιοχή µεταξύ των ινών (περίπτωση ρωγµής 

µήτρας), )( IFFEf , βασίζεται στην υπόθεση ότι η θραύση δηµιουργείται µόνο από 

τάσεις που ενεργούν στο επίπεδο θραύσης. Το επίπεδο θραύσης µπορεί να είναι 

κεκλιµένο σε σχέση µε το επίπεδο υλικού κατά γωνία µε τιµή ανάµεσα σε -90ο και 

+90ο. Οι ορθές και διατµητικές τάσεις που ενεργούν σε αυτό το επίπεδο 

υπολογίζονται περιστρέφοντας τον τρισδιάστατο τανυστή των τάσεων από το υλικό 

σύστηµα συντεταγµένων στο επίπεδο θραύσης χρησιµοποιώντας τυπικούς 

µετασχηµατισµούς τανυστή: 

)cos()sin(2)(sin)(cos)( 23
2

3
2

2 θθτθσθσθσ ++=n  

            ))(sin)((cos)cos()sin()()( 22
2323 θθτθθσσθτ −+−=nt    (5.48) 

                              )cos()sin()( 2131 θτθτθτ +=nl  

όπου: 

• σn(θ) είναι η ορθή τάση στο επίπεδο θραύσης 

• τnl(θ) και τnt(θ) είναι οι διατµητικές τάσεις στο επίπεδο θραύσης, παράλληλα 

και κάθετα στη διεύθυνση ινών. 

• θ είναι η γωνία µεταξύ του επιπέδου θραύσης και του επιπέδου του υλικού. 

Το κριτήριο αστοχίας µεταξύ των ινών (Fiff ) είναι µόνο µία συνάρτηση των 
τάσεων που ενεργούν στο επίπεδο θραύσης: 
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όπου ⊥R είναι η αντίσταση αστοχίας κάθετη στις ίνες, ψ⊥R και ||tR  είναι οι αντιστάσεις 

σε διάτµηση, και +
⊥ψP και −

⊥ψP είναι οι παράµετροι κλίσης που αναπαριστούν 

επιδράσεις εσωτερικής τριβής στο κριτήριο αστοχίας Mohr – Coulomb (περισσότερες 
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λεπτοµέρειες στους Puck και Schurmann 1998, Puck, Kopp et al.2001, Puck και 

Schurmann 2001)). Οι παράµετροι που παρουσιάστηκαν πριν µπορούν να 

υπολογισθούν (Puck, Kopp et al.2001) χρησιµοποιώντας τις εξής σχέσεις (5.50): 

    

        tYR =⊥                         21|| SR =⊥                    
)1(2 −

⊥⊥
⊥⊥ +

=
P

Y
R c  

όπου Υt και Υc είναι οι αντοχές του υλικού σε επίπεδο εφελκυσµό και θλίψη σε 

διεύθυνση κάθετη στην ίνα. Επιπλέον των τυπικών παραµέτρων του υλικού, 

απαιτούνται ειδικές παράµετροι Puck. Η µέτρηση αυτών των παραµέτρων απαιτεί 

πολύπλοκη πολυαξονική δοκιµή. Όµως, ο Puck προτείνει τη χρήση των παραµέτρων 

που δίνονται στον παρακάτω πίνακα.   

 +
⊥||P  −

⊥||P  +
⊥⊥P  −

⊥⊥P  

Ίνα γυαλιού 0.3 0.25 0.2 – 0.25 0.2 – 0.25 

Ίνα άνθρακα 0.35 0.30 0.25 – 0.30 0.25 – 0.30 

Σχήµα 41: Παράµετροι Puck από (Puck, Kopp et al.2001) 

Με σκοπό την αποτίµηση του κριτηρίου αστοχίας στην περιοχή µεταξύ των 

ινών )(FFEf , απαιτείται να βρεθεί η γωνία του επιπέδου θραύσης, θfp, που 

ανταποκρίνεται στο συνολικό µέγιστο του )(FFEf  . Εξαιτίας της συµµετρίας, το εύρος 

των πιθανών γωνιών µπορούν να περιοριστούν σε -90ο≤ θ≤90ο. Το µέγιστο βρίσκεται 

µέσω επαναληπτικής διαδικασίας.  
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6. ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗ ΚΡΟΥΣΗ ΠΛΑΚΑΣ ΑΠΟ ΣΥΝΘΕΤΟ ΥΛΙΚΟ 

6.1 Εισαγωγή 

 Τα µοντέλα που περιγράφηκαν στην προηγούµενη ενότητα µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν µε στοιχεία που έχουν σχηµατισµό επίπεδης έντασης (πεπερασµένα 

στοιχεία επίπεδης έντασης, µεµβρανικά και κελύφους). Υπάρχει όµως η δυνατότητα 

στο Abaqus µε χρήση υπορουτίνων που καθορίζονται από το χρήστη να επεκταθεί 

αυτή η χρήση σε στοιχεία µε άλλη τασική κατάσταση (για παράδειγµα 3D). Στο 

Abaqus δύο υπορουτίνες είναι διαθέσιµες:  

• Υπορουτίνα VUMAT (Abaqus explicit) για µονής κατεύθυνσης ίνες 

(unidirectional) (επέκταση της δυνατότητας του προγράµµατος Abaqus για να 

συµπεριλάβει 3D µοντέλα) 

• Υπορουτίνα VUMAT για υφάσµατα συνθέτων υλικών (woven fabric) 

6.1.1 Σύνθετα υλικά µονής κατεύθυνσης ινών 

 Θεωρούµε αρχικά ότι ισχύουν οι σχέσεις τάσεων / παραµόρφωσεων για 

ορθοτροπικά ελαστικό υλικό: 
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 Για την περίπτωση που εµφανίζεται ζηµιά εισάγονται τέσσερεις µεταβλητές: 

• ∆ύο µεταβλητές που σχετίζονται µε εφελκυσµό και θλίψη ινών: dft, dfc 

• ∆ύο µεταβλητές που σχετίζονται µε εφελκυσµό και θλίψη µήτρας: dmt, dmc 

Αυτές οι τέσσερεις µεταβλητές ζηµιάς χρησιµοποιούνται για να καθορίσουν 

τις συνολικές µεταβλητές ζηµιάς για την ίνα και τη µήτρα. 

)1)(1(1 fcftf ddd −−−=  
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)1)(1(1 mcmtm ddd −−−=  

 Οι ελαστικές σταθερές µε ύπαρξη ζηµιάς, Cij, καθορίζονται σε σχέση µε της 

ελαστικές σταθερές της περίπτωσης που δεν υπάρχει ζηµιά και των µεταβλητών 

ζηµιάς που ορίστηκαν προηγουµένως.  

0
1111 )1( CdC f−=  

0
2222 )1)(1( CddC mf −−=  

0
3333 )1)(1( CddC mf −−=  

0
1212 )1)(1( CddC mf −−=  

0
1313 )1)(1( CddC mf −−=  

0
2222 )1)(1( CddC mf −−=  

0
1212 )1)(1)(1( GdsdsdG mcmcmtmtf −−−=  

0
2323 )1)(1)(1( GdsdsdG mcmcmtmtf −−−=  

0
3131 )1)(1)(1( GdsdsdG mcmcmtmtf −−−=  

 Οι συντελεστές smt και smc ελέγχουν την απώλεια της διατµητικής δυσκαµψίας 

από την αστοχία της µήτρας σε εφελκυσµό και θλίψη, αντίστοιχα.  

Οι ελαστικές σταθερές στην περίπτωση του σύνθετου υλικού που δεν έχει 

καµία ζηµιά είναι συναρτήσεις των µέτρων ελαστικότητας του Young και των λόγων 

Poisson ως εξής: 
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Γ+= )( 322131
0
11

0
13 vvvEC  

όπου  )21/(1 133221133132232112 vvvvvvvvv −−−−=Γ  

 Για την υπορουτίνα VUMAT στην περίπτωση του σύνθετου υλικού µε ίνες 

µονής κατεύθυνσης πρέπει να καθοριστούν οι εξής 19 ελαστικές σταθερές: 

• Μέτρα ελαστικότητας του Young στους τρεις κύριους άξονες: Εο
11, Ε

ο
22, Ε

ο
33. 

• Λόγοι Poisson: v12,v13,v23 

• Μέτρα διάτµησης: Go
12, G

o
13,G

o
23 

• Αντοχές σε διάτµηση: S12, S13, S23 

• Τάση αστοχίας σε εφελκυσµό και θλίψη σε κάθε κύρια κατεύθυνση 

Χ1t, Χ1c, Χ2t, Χ2c, Χ3t, Χ3c 

• Συντελεστής απόσβεσης (προαιρετικός): β 

6.1.2 Εφαρµογή κρούσης σε πλάκα από σύνθετο υλικό 

 Στην εφαρµογή που ακολουθεί θα πραγµατοποιηθεί ανάλυση σε κανονική 

κρούση ενός χαλύβδινου άκαµπτου σφαιριδίου σε µία πλάκα από σύνθετο υλικό µε 

ταχύτητα 102 mm/sec, χρησιµοποιώντας το εµπορικό πρόγραµµα πεπερασµένων 

στοιχείων Abaqus / Explicit. Στην εικόνα παρουσιάζεται το σχήµα της πλάκας µε τα 

γεωµετρικά του χαρακτηριστικά. Αρχικά, θα καθοριστούν οι ιδιότητες του σύνθετου 

υλικού και η διαστρωµάτωση, θα µελετηθεί η ικανότητα του γενικού αλγορίθµου 

επαφής να µοντελοποιήσει την επιφανειακή διάβρωση σε πολλαπλά σώµατα επαφής 

κατά τη διάρκεια κρούσης µεγάλης ταχύτητας, και θα διερευνηθεί η ζηµιά και η 

αστοχία του σύνθετου υλικού. Η δεύτερη εικόνα παρουσιάζει τις λεπτοµέρειες του 

µοντέλου, συµπεριλαµβανοµένης της γεωµετρίας και τον συνοριακών συνθηκών. Η 

πλάκα είναι πλήρως πακτωµένη σε όλες τις πλευρές της. 
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Γεωµετρικά χαρακτηριστικά: L=100mm, H=1.6mm, R=2.5mm, hlayer=0.2mm και 
ταχύτητα κρούσης: v3 = -105 mm/sec, συντελεστής τριβής=0.5 

Σχήµα 42: Κρούση άκαµπτου σφαιριδίου σε επίπεδη πλάκα από σύνθετο υλικό 

 

 

Σχήµα 43: Μοντέλο γεωµετρίας και συνοριακών συνθηκών 

 Η πλάκα από σύνθετο υλικό αποτελείται από 8 στρώσεις µε µονής 

κατεύθυνσης ίνες άνθρακα µε µήτρα εποξικής ρητίνης σε διαστρωµάτωση 

(0/90/± 45/ m 45/90/0). Κάθε στρώση σύνθετου υλικού έχει πάχος 0.2 mm. Για να 

προσοµοιώσουµε την κρούση σε σύνθετα υλικά, η µοντελοποίηση της ζηµιάς και της 

αστοχίας είναι κρίσιµη καθώς επιτρέπει τη σφαίρα να διεισδύσει στην πλάκα. 

Παράλληλα, στην παρούσα εφαρµογή χρησιµοποιείται ένα µοντέλο υλικού που 

καθορίζεται από τον χρήστη µε µορφή υπορουτίνας VUMAT (Abaqus Explicit). Το 

µοντέλο υλικού βασίζεται στα κριτήρια αστοχίας Hashin για σύνθετα υλικά µε µονής 

κατεύθυνσης ίνες (Hashin, 1980) και θεωρεί τέσσερεις πιθανούς τρόπους αστοχίας: 

εφελκυσµός και θλίψη της µήτρας, εφελκυσµός ίνας και θλίψη ίνας (λυγισµός ίνας).        

Χρησιµοποιούνται τυπικές γραµµικές ελαστικές ιδιότητες για σύνθετο υλικό 

µε ίνες άνθρακα: 

• Ε11=1.645 MPa, 

• E22=E33=1.24 MPa, 

• G12=G13=4500 MPa, 

• G23=4500 MPa 

• v12=v13=0.32 

• v23=0.45 
 

Πακτωµένα Στερεά πεπερασµένα 

στοιχεία        τύπου C3D8R 

Πακτωµένα 
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 Οι σταθερές αντοχής του υλικού είναι οι εξής: 

• Αντοχή σε εφελκυσµό στη διεύθυνση των ινών: Χ1t = 2724 MPa 

• Θλιπτική αντοχή στη διεύθυνση των ινών: Χ1c = 111 MPa 

• Εφελκυστική αντοχή στη διεύθυνση 2: Χ2t = 50 MPa 

• Θλιπτική αντοχή στη διεύθυνση 2: Χ2c = 1690 MPa 

• Εφελκυστική αντοχή στη διεύθυνση 3: Χ3t = 290 MPa 

• Θλιπτική αντοχή στη διεύθυνση 3: Χ3c = 290 MPa 

• ∆ιατµητική αντοχή στο επίπεδο 12: S12 = 120 MPa 

• ∆ιατµητική αντοχή στο επίπεδο 13: S13 = 137 MPa 

• ∆ιατµητική αντοχή στο επίπεδο 23:  Χ23 = 90 MPa 

όπου η 1 - διεύθυνση είναι κατά µήκος των ινών, η 2 – διεύθυνση εγκάρσια στις ίνες 

στην επιφάνεια της στρώσης, και 3 – διεύθυνση είναι κάθετα στη στρώση.   

6.1.3 Υπορουτίνα VUMAT σε κώδικα Fortran 

subroutine vumat( 
c Read only - 
     1  nblock, ndir, nshr, nstatev, nfieldv, nprops, lanneal, 
     2  stepTime, totalTime, dt, cmname, coordMp, charLength, 
     3  props, density, strainInc, relSpinInc, 
     4  tempOld, stretchOld, defgradOld, fieldOld, 
     5  stressOld, stateOld, enerInternOld, enerInelasOld, 
     6  tempNew, stretchNew, defgradNew, fieldNew, 
c Write only - 
     7  stressNew, stateNew, enerInternNew, enerInelasNew ) 
c 
      include 'vaba_param.inc' 
c 
c 3D Orthotropic Elasticity with Hashin 3d Failure criterion 
c 
c The state variables are stored as: 
c    state(*,1)   = material point status 
c    state(*,2:7) = damping stresses 
c 
c User defined material properties are stored as 
c  * First line: 
c     props(1) --> Young's modulus in 1-direction, E1 
c     props(2) --> Young's modulus in 2-direction, E2 
c     props(3) --> Young's modulus in 3-direction, E3 
c     props(4) --> Poisson's ratio, nu12 
c     props(5) --> Poisson's ratio, nu13 
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c     props(6) --> Poisson's ratio, nu23 
c     props(7) --> Shear modulus, G12 
c     props(8) --> Shear modulus, G13 
c 
c  * Second line: 
c     props(9)  --> Shear modulus, G23 
c     props(10) --> beta damping parameter 
c     props(11) --> "not used" 
c     props(12) --> "not used" 
c     props(13) --> "not used" 
c     props(14) --> "not used" 
c     props(15) --> "not used" 
c     props(16) --> "not used" 
c 
c  * Third line: 
c     props(17) --> Ultimate tens stress in 1-direction, sigu1t 
c     props(18) --> Ultimate comp stress in 1-direction, sigu1c 
c     props(19) --> Ultimate tens stress in 2-direction, sigu2t 
c     props(20) --> Ultimate comp stress in 2-direction, sigu2c 
c     props(21) --> Ultimate tens stress in 2-direction, sigu3t 
c     props(22) --> Ultimate comp stress in 2-direction, sigu3c 
c     props(23) --> "not used" 
c     props(24) --> "not used" 
c 
c  * Fourth line: 
c     props(25) --> Ultimate shear stress, sigu12 
c     props(26) --> Ultimate shear stress, sigu13 
c     props(27) --> Ultimate shear stress, sigu23 
c     props(28) --> "not used" 
c     props(29) --> "not used" 
c     props(30) --> "not used" 
c     props(31) --> "not used" 
c     props(32) --> "not used" 
c 
 
      dimension props(nprops), density(nblock), 
     1  coordMp(nblock,*), 
     2  charLength(*), strainInc(nblock,ndir+nshr), 
     3  relSpinInc(nblock,nshr), tempOld(nblock), 
     4  stretchOld(nblock,ndir+nshr), defgradOld(nblock,ndir+nshr+nshr), 
     5  fieldOld(nblock,nfieldv), stressOld(nblock,ndir+nshr), 
     6  stateOld(nblock,nstatev), enerInternOld(nblock), 
     7  enerInelasOld(nblock), tempNew(*), 
     8  stretchNew(nblock,ndir+nshr), defgradNew(nblock,ndir+nshr+nshr),  
     9  fieldNew(nblock,nfieldv), stressNew(nblock,ndir+nshr),  
     1  stateNew(nblock,nstatev),  
     2  enerInternNew(nblock), enerInelasNew(nblock) 
* 
      character*80 cmname 
* 
      parameter( zero = 0.d0, one = 1.d0, two = 2.d0, half = .5d0 ) 
* 
      parameter(  
     *     i_svd_DmgFiberT   = 1, 
     *     i_svd_DmgFiberC   = 2, 
     *     i_svd_DmgMatrixT  = 3, 
     *     i_svd_DmgMatrixC  = 4, 
     *     i_svd_statusMp   = 5,  
     *     i_svd_dampStress = 6, 
c     *    i_svd_dampStressXx = 6, 
c     *    i_svd_dampStressYy = 7, 
c     *    i_svd_dampStressZz = 8, 
c     *    i_svd_dampStressXy = 9, 
c     *    i_svd_dampStressYz = 10, 
c     *    i_svd_dampStressZx = 11, 
     *     i_svd_Strain   = 12, 
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c     *    i_svd_StrainXx = 12, 
c     *    i_svd_StrainYy = 13, 
c     *    i_svd_StrainZz = 14, 
c     *    i_svd_StrainXy = 15, 
c     *    i_svd_StrainYz = 16, 
c     *    i_svd_StrainZx = 17, 
     *     n_svd_required = 17 ) 
* 
      parameter(  
     *     i_s33_Xx = 1,  
     *     i_s33_Yy = 2,  
     *     i_s33_Zz = 3, 
     *     i_s33_Xy = 4,  
     *     i_s33_Yz = 5,  
     *     i_s33_Zx = 6 ) 
* 
* Structure of property array 
      parameter ( 
     *     i_pro_E1    = 1, 
     *     i_pro_E2    = 2, 
     *     i_pro_E3    = 3, 
     *     i_pro_nu12  = 4, 
     *     i_pro_nu13  = 5, 
     *     i_pro_nu23  = 6, 
     *     i_pro_G12   = 7, 
     *     i_pro_G13   = 8, 
     *     i_pro_G23   = 9, 
* 
     *     i_pro_beta  = 10, 
* 
     *     i_pro_sigu1t = 17, 
     *     i_pro_sigu1c = 18, 
     *     i_pro_sigu2t = 19, 
     *     i_pro_sigu2c = 20, 
     *     i_pro_sigu3t = 21, 
     *     i_pro_sigu3c = 22, 
     *     i_pro_sigu12 = 25, 
     *     i_pro_sigu13 = 26, 
     *     i_pro_sigu23 = 27 ) 
* Temporary arrays 
      dimension eigen(maxblk*3) 
* 
* Read material properties 
* 
      E1 = props(i_pro_E1) 
      E2 = props(i_pro_E2) 
      E3 = props(i_pro_E3) 
      xnu12 = props(i_pro_nu12) 
      xnu13 = props(i_pro_nu13) 
      xnu23 = props(i_pro_nu23) 
      G12 = props(i_pro_G12) 
      G13 = props(i_pro_G13) 
      G23 = props(i_pro_G23) 
* 
      xnu21 = xnu12 * E2 / E1 
      xnu31 = xnu13 * E3 / E1 
      xnu32 = xnu23 * E3 / E2 
* 
* 
* Compute terms of stiffness matrix 
      gg = one / ( one - xnu12*xnu21 - xnu23*xnu32 - xnu31*xnu13  
     *     - two*xnu21*xnu32*xnu13 ) 
      C11  = E1 * ( one - xnu23*xnu32 ) * gg 
      C22  = E2 * ( one - xnu13*xnu31 ) * gg 
      C33  = E3 * ( one - xnu12*xnu21 ) * gg 
      C12  = E1 * ( xnu21 + xnu31*xnu23 ) * gg 
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      C13  = E1 * ( xnu31 + xnu21*xnu32 ) * gg 
      C23  = E2 * ( xnu32 + xnu12*xnu31 ) * gg 
* 
      f1t = props(i_pro_sigu1t) 
      f1c = props(i_pro_sigu1c) 
      f2t = props(i_pro_sigu2t) 
      f2c = props(i_pro_sigu2c) 
      f3t = props(i_pro_sigu3t) 
      f3c = props(i_pro_sigu3c) 
      f12 = props(i_pro_sigu12) 
      f13 = props(i_pro_sigu13) 
      f23 = props(i_pro_sigu23) 
* 
      beta = props(i_pro_beta) 
* 
* Assume purely elastic material at the beginning of the analysis 
*       
      if  ( totalTime .eq. zero ) then 
         if  (nstatev .lt. n_svd_Required) then 
            call xplb_abqerr(-2,'Subroutine VUMAT requires the '// 
     *           'specification of %I state variables. Check the '// 
     *           'definition of *DEPVAR in the input file.', 
     *           n_svd_Required,zero,' ') 
            call xplb_exit 
         end if 
         call OrthoEla3dExp ( nblock, 
     *        stateOld(1,i_svd_DmgFiberT), 
     *        stateOld(1,i_svd_DmgFiberC), 
     *        stateOld(1,i_svd_DmgMatrixT), 
     *        stateOld(1,i_svd_DmgMatrixC), 
     *        C11, C22, C33, C12, C23, C13, G12, G23, G13, 
     *        strainInc, 
     *        stressNew ) 
         return  
      end if 
* 
*  Update total elastic strain 
      call strainUpdate ( nblock, strainInc, 
     *     stateOld(1,i_svd_strain), stateNew(1,i_svd_strain) ) 
* 
* Stress update  
      call OrthoEla3dExp ( nblock, 
     *     stateOld(1,i_svd_DmgFiberT), 
     *     stateOld(1,i_svd_DmgFiberC), 
     *     stateOld(1,i_svd_DmgMatrixT), 
     *     stateOld(1,i_svd_DmgMatrixC), 
     *     C11, C22, C33, C12, C23, C13, G12, G23, G13, 
     *     stateNew(1,i_svd_strain), 
     *     stressNew ) 
* 
* Failure evaluation 
* 
      call copyr ( nblock,  
     *     stateOld(1,i_svd_DmgFiberT), stateNew(1,i_svd_DmgFiberT) ) 
      call copyr ( nblock,  
     *     stateOld(1,i_svd_DmgFiberC), stateNew(1,i_svd_DmgFiberC) ) 
      call copyr ( nblock,  
     *     stateOld(1,i_svd_DmgMatrixT), stateNew(1,i_svd_DmgMatrixT) ) 
      call copyr ( nblock,  
     *     stateOld(1,i_svd_DmgMatrixC), stateNew(1,i_svd_DmgMatrixC) ) 
      nDmg = 0  
      call eig33Anal ( nblock, stretchNew, eigen ) 
      call Hashin3d  ( nblock, nDmg,  
     *     f1t, f2t, f3t, f1c, f2c, f3c, f12, f23, f13, 
     *     stateNew(1,i_svd_DmgFiberT), 
     *     stateNew(1,i_svd_DmgFiberC), 
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     *     stateNew(1,i_svd_DmgMatrixT), 
     *     stateNew(1,i_svd_DmgMatrixC), 
     *     stateNew(1,i_svd_statusMp),  
     *     stressNew, eigen ) 
*     -- Recompute stresses if new Damage is occurring 
      if  ( nDmg .gt. 0 ) then 
         call OrthoEla3dExp ( nblock, 
     *        stateNew(1,i_svd_DmgFiberT), 
     *        stateNew(1,i_svd_DmgFiberC), 
     *        stateNew(1,i_svd_DmgMatrixT), 
     *        stateNew(1,i_svd_DmgMatrixC), 
     *        C11, C22, C33, C12, C23, C13, G12, G23, G13, 
     *        stateNew(1,i_svd_strain), 
     *        stressNew ) 
      end if 
* 
* Beta damping 
      if  ( beta .gt. zero ) then 
         call betaDamping3d ( nblock, 
     *        beta, dt, strainInc, 
     *        stressOld, stressNew,  
     *        stateNew(1,i_svd_statusMp), 
     *        stateOld(1,i_svd_dampStress), 
     *        stateNew(1,i_svd_dampStress) ) 
      end if 
* 
* Integrate the internal specific energy (per unit mass) 
* 
      call EnergyInternal3d ( nblock, stressOld, stressNew, 
     *   strainInc, density, enerInternOld, enerInternNew ) 
* 
      return  
      end 
 
 
*************************************************** ********* 
*   OrthoEla3dExp: Orthotropic elasticity - 3d             * 
*************************************************** ********* 
      subroutine OrthoEla3dExp ( nblock, 
     *     dmgFiberT, dmgFiberC, dmgMatrixT, dmgMatrixC, 
     *     C11, C22, C33, C12, C23, C13, G12, G23, G13, 
     *     strain, stress ) 
* 
      include 'vaba_param.inc' 
 
*  Orthotropic elasticity, 3D case - 
* 
      parameter( zero = 0.d0, one = 1.d0, two = 2.d0) 
      parameter(  
     *     i_s33_Xx = 1,  
     *     i_s33_Yy = 2,  
     *     i_s33_Zz = 3, 
     *     i_s33_Xy = 4,  
     *     i_s33_Yz = 5,  
     *     i_s33_Zx = 6, 
     *     n_s33_Car = 6 ) 
* 
      dimension  strain(nblock,n_s33_Car),  
     *     dmgFiberT(nblock), dmgFiberC(nblock),  
     *     dmgMatrixT(nblock), dmgMatrixC(nblock), 
     *     stress(nblock,n_s33_Car) 
*     -- shear fraction in matrix tension and compression mode 
      parameter ( smt = 0.9d0, smc = 0.5d0 ) 
* 
      do k = 1, nblock 
*     -- Compute damaged stiffness 
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         dft = dmgFiberT(k) 
         dfc = dmgFiberC(k) 
         dmt = dmgMatrixT(k) 
         dmc = dmgMatrixC(k) 
         df = one - ( one - dft ) * ( one - dfc )  
* 
         dC11 = ( one - df ) * C11 
         dC22 = ( one - df ) * ( one - dmt ) * ( one - dmc ) * C22 
         dC33 = ( one - df ) * ( one - dmt ) * ( one - dmc ) * C33 
         dC12 = ( one - df ) * ( one - dmt ) * ( one - dmc ) * C12 
         dC23 = ( one - df ) * ( one - dmt ) * ( one - dmc ) * C23 
         dC13 = ( one - df ) * ( one - dmt ) * ( one - dmc ) * C13 
         dG12 = ( one - df )  
     *        * ( one - smt*dmt ) * ( one - smc*dmc ) * G12 
         dG23 = ( one - df )  
     *        * ( one - smt*dmt ) * ( one - smc*dmc ) * G23 
         dG13 = ( one - df )  
     *        * ( one - smt*dmt ) * ( one - smc*dmc ) * G13 
*     -- Stress update  
         stress(k,i_s33_Xx) = dC11 * strain(k,i_s33_Xx) 
     *        + dC12 * strain(k,i_s33_Yy) 
     *        + dC13 * strain(k,i_s33_Zz) 
         stress(k,i_s33_Yy) = dC12 * strain(k,i_s33_Xx) 
     *        + dC22 * strain(k,i_s33_Yy) 
     *        + dC23 * strain(k,i_s33_Zz) 
         stress(k,i_s33_Zz) = dC13 * strain(k,i_s33_Xx) 
     *        + dC23 * strain(k,i_s33_Yy) 
     *        + dC33 * strain(k,i_s33_Zz) 
         stress(k,i_s33_Xy) = two * dG12 * strain(k,i_s33_Xy) 
         stress(k,i_s33_Yz) = two * dG23 * strain(k,i_s33_Yz) 
         stress(k,i_s33_Zx) = two * dG13 * strain(k,i_s33_Zx) 
      end do 
*      
      return  
      end 
 
*************************************************** ********* 
*   strainUpdate: Update total strain                      * 
*************************************************** ********* 
      subroutine strainUpdate ( nblock,  
     *     strainInc, strainOld, strainNew ) 
* 
      include 'vaba_param.inc' 
* 
      parameter(  
     *     i_s33_Xx = 1,  
     *     i_s33_Yy = 2,  
     *     i_s33_Zz = 3, 
     *     i_s33_Xy = 4,  
     *     i_s33_Yz = 5,  
     *     i_s33_Zx = 6, 
     *     n_s33_Car = 6 ) 
* 
      dimension strainInc(nblock,n_s33_Car),  
     *     strainOld(nblock,n_s33_Car), 
     *     strainNew(nblock,n_s33_Car) 
* 
      do k = 1, nblock 
         strainNew(k,i_s33_Xx)= strainOld(k,i_s33_Xx) 
     *                        + strainInc(k,i_s33_Xx)  
         strainNew(k,i_s33_Yy)= strainOld(k,i_s33_Yy) 
     *                        + strainInc(k,i_s33_Yy)  
         strainNew(k,i_s33_Zz)= strainOld(k,i_s33_Zz) 
     *                        + strainInc(k,i_s33_Zz)  
         strainNew(k,i_s33_Xy)= strainOld(k,i_s33_Xy) 
     *                        + strainInc(k,i_s33_Xy)  
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         strainNew(k,i_s33_Yz)= strainOld(k,i_s33_Yz) 
     *                        + strainInc(k,i_s33_Yz)  
         strainNew(k,i_s33_Zx)= strainOld(k,i_s33_Zx) 
     *                        + strainInc(k,i_s33_Zx)  
      end do 
* 
      return  
      end 
 
 
*************************************************** ********* 
*   Hashin3d w/ Modified Puck: Evaluate Hashin 3d failure  *  
*   criterion for fiber, Puck for matrix                   * 
*************************************************** ********* 
      subroutine Hashin3d ( nblock, nDmg, 
     *     f1t, f2t, f3t, f1c, f2c, f3c, f12, f23, f13, 
     *     dmgFiberT, dmgFiberC, dmgMatrixT, dmgMatrixC, 
     *     statusMp, stress, eigen ) 
* 
      include 'vaba_param.inc' 
 
      parameter( zero = 0.d0, one = 1.d0, half = 0.5d0, three = 3.d0 ) 
      parameter(  
     *     i_s33_Xx = 1,  
     *     i_s33_Yy = 2,  
     *     i_s33_Zz = 3, 
     *     i_s33_Xy = 4,  
     *     i_s33_Yz = 5,  
     *     i_s33_Zx = 6, 
     *     n_s33_Car = 6 ) 
* 
      parameter(i_v3d_X=1,i_v3d_Y=2,i_v3d_Z=3 ) 
      parameter(n_v3d_Car=3 ) 
* 
      parameter ( eMax = 1.00d0, eMin = -0.8d0 ) 
* 
      dimension  dmgFiberT(nblock), dmgFiberC(nblock),  
     *     dmgMatrixT(nblock), dmgMatrixC(nblock), 
     *     stress(nblock,n_s33_Car), 
     *     eigen(nblock,n_v3d_Car), 
     *     statusMp(nblock) 
* 
      f1tInv = zero 
      f2tInv = zero 
      f3tInv = zero 
      f1cInv = zero 
      f2cInv = zero 
      f3cInv = zero 
      f12Inv = zero 
      f23Inv = zero 
      f13Inv = zero 
* 
      if  ( f1t .gt. zero ) f1tInv = one / f1t 
      if  ( f2t .gt. zero ) f2tInv = one / f2t 
      if  ( f3t .gt. zero ) f3tInv = one / f3t 
      if  ( f1c .gt. zero ) f1cInv = one / f1c  
      if  ( f2c .gt. zero ) f2cInv = one / f2c 
      if  ( f3c .gt. zero ) f3cInv = one / f3c 
      if  ( f12 .gt. zero ) f12Inv = one / f12 
      if  ( f23 .gt. zero ) f23Inv = one / f23 
      if  ( f13 .gt. zero ) f13Inv = one / f13 
* 
      do k = 1, nblock 
         if  ( statusMp(k) .eq. one ) then 
*     
         lFail = 0 
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* 
         s11 = stress(k,i_s33_Xx) 
         s22 = stress(k,i_s33_Yy) 
         s33 = stress(k,i_s33_Zz) 
         s12 = stress(k,i_s33_Xy) 
         s23 = stress(k,i_s33_Yz) 
         s13 = stress(k,i_s33_Zx) 
* 
*     Evaluate Fiber modes 
         if  ( s11 .gt. zero ) then  
*     -- Tensile Fiber Mode 
            rft = (s11*f1tInv )**2 + (s12*f12Inv )**2 + (s13*f13Inv )**2  
            if  ( rft .ge. one ) then 
               lDmg = 1 
               dmgFiberT(k) = one 
            end if 
         else if ( s11 .lt. zero ) then  
*     -- Compressive Fiber Mode 
            rfc = abs(s11) * f1cInv 
            if  ( rfc .ge. one ) then 
               lDmg = 1 
               dmgFiberC(k) = one 
            end if 
         end if 
* 
*     Evaluate Matrix Modes 
         if  ( ( s22 + s33 ) .gt. zero ) then  
*     -- Tensile Matrix mode 
            rmt = ( s11 * half * f1tInv )**2  
     *           + ( s22**2 * abs(f2tInv * f2cInv) ) 
     *           + ( s12 * f12Inv )**2  
     *           + ( s22 * (f2tInv + f2cInv) ) 
            if  ( rmt .ge. one ) then 
               lDmg = 1 
               dmgMatrixT(k) = one 
            end if 
         else if ( ( s22 + s33 ) .lt. zero ) then  
*     -- Compressive Matrix Mode 
            rmc = ( s11 * half * f1tInv )**2  
     *           + ( s22**2 * abs(f2tInv * f2cInv) ) 
     *           + ( s12 * f12Inv )**2  
     *           + ( s22 * (f2tInv + f2cInv) ) 
            if  ( rmc .ge. one ) then 
               lDmg = 1 
               dmgMatrixC(k) = one 
            end if 
         end if 
* 
         eigMax=max(eigen(k,i_v3d_X),eigen(k,i_v3d_Y),eigen(k,i_v3d_Z)) 
         eigMin=min(eigen(k,i_v3d_X),eigen(k,i_v3d_Y),eigen(k,i_v3d_Z)) 
         enomMax = eigMax - one  
         enomMin = eigMin - one  
* 
         if  ( enomMax .gt. eMax .or.  
     *        enomMin .lt. eMin .or.  
     *        dmgFiberT(k) .eq. one ) then 
            statusMp(k) = zero 
         end if 
* 
         nDmg = nDmk + lDmg 
* 
         end if 
* 
      end do 
* 
      return  
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      end 
 
 
*************************************************** ********* 
*   betaDamping: Add beta damping                          * 
*************************************************** ********* 
      subroutine betaDamping3d ( nblock, 
     *     beta, dt, strainInc, sigOld, sigNew,  
     *     statusMp, sigDampOld, sigDampNew ) 
* 
      include 'vaba_param.inc' 
* 
      parameter(  
     *     i_s33_Xx = 1,  
     *     i_s33_Yy = 2,  
     *     i_s33_Zz = 3, 
     *     i_s33_Xy = 4,  
     *     i_s33_Yz = 5,  
     *     i_s33_Zx = 6, 
     *     n_s33_Car = 6 ) 
* 
      dimension  sigOld(nblock,n_s33_Car),  
     *     sigNew(nblock,n_s33_Car),  
     *     strainInc(nblock,n_s33_Car), 
     *     statusMp(nblock), 
     *     sigDampOld(nblock,n_s33_Car),  
     *     sigDampNew(nblock,n_s33_Car)       
* 
      parameter ( zero = 0.d0, one = 1.d0, two=2.0d0,  
     *     half = 0.5d0, third = 1.d0/3.d0 ) 
      parameter ( asmall = 1.d-16 ) 
*      
      betaddt =  beta / dt 
* 
      do k =1 , nblock 
         sigDampNew(k,i_s33_Xx) = betaddt * statusMp(k) *  
     *        ( sigNew(k,i_s33_Xx) 
     *        - ( sigOld(k,i_s33_Xx) - sigDampOld(k,i_s33_Xx) ) ) 
         sigDampNew(k,i_s33_Yy) = betaddt * statusMp(k) *  
     *        ( sigNew(k,i_s33_Yy) 
     *        - ( sigOld(k,i_s33_Yy) - sigDampOld(k,i_s33_Yy) ) ) 
         sigDampNew(k,i_s33_Zz) = betaddt * statusMp(k) *  
     *        ( sigNew(k,i_s33_Zz) 
     *        - ( sigOld(k,i_s33_Zz) - sigDampOld(k,i_s33_Zz) ) ) 
         sigDampNew(k,i_s33_Xy) = betaddt * statusMp(k) *  
     *        ( sigNew(k,i_s33_Xy) 
     *        - ( sigOld(k,i_s33_Xy) - sigDampOld(k,i_s33_Xy) ) ) 
         sigDampNew(k,i_s33_Yz) = betaddt * statusMp(k) *  
     *        ( sigNew(k,i_s33_Yz) 
     *        - ( sigOld(k,i_s33_Yz) - sigDampOld(k,i_s33_Yz) ) ) 
         sigDampNew(k,i_s33_Zx) = betaddt * statusMp(k) *  
     *        ( sigNew(k,i_s33_Zx) 
     *        - ( sigOld(k,i_s33_Zx) - sigDampOld(k,i_s33_Zx) ) ) 
* 
         sigNew(k,i_s33_Xx) = sigNew(k,i_s33_Xx)+sigDampNew(k,i_s33_Xx)  
         sigNew(k,i_s33_Yy) = sigNew(k,i_s33_Yy)+sigDampNew(k,i_s33_Yy) 
         sigNew(k,i_s33_Zz) = sigNew(k,i_s33_Zz)+sigDampNew(k,i_s33_Zz) 
         sigNew(k,i_s33_Xy) = sigNew(k,i_s33_Xy)+sigDampNew(k,i_s33_Xy)  
         sigNew(k,i_s33_Yz) = sigNew(k,i_s33_Yz)+sigDampNew(k,i_s33_Yz) 
         sigNew(k,i_s33_Zx) = sigNew(k,i_s33_Zx)+sigDampNew(k,i_s33_Zx) 
* 
      end do 
*      
      return   
      end 
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*************************************************** ********* 
*   EnergyInternal3d: Compute internal energy for 3d case  * 
*************************************************** ********* 
      subroutine EnergyInternal3d(nblock, sigOld, sigNew , 
     *   strainInc, curDensity, enerInternOld, enerInternNew) 
* 
      include 'vaba_param.inc' 
* 
      parameter(  
     *     i_s33_Xx = 1,  
     *     i_s33_Yy = 2,  
     *     i_s33_Zz = 3, 
     *     i_s33_Xy = 4,  
     *     i_s33_Yz = 5,  
     *     i_s33_Zx = 6, 
     *     n_s33_Car = 6 ) 
* 
      parameter( two = 2.d0, half = .5d0 )  
* 
      dimension sigOld (nblock,n_s33_Car), sigNew (nblock,n_s33_Car), 
     *     strainInc (nblock,n_s33_Car), curDensity (nblock), 
     *     enerInternOld(nblock), enerInternNew(nblock) 
* 
      do k = 1, nblock 
         stressPower  = half * ( 
     *        ( sigOld(k,i_s33_Xx) + sigNew(k,i_s33_Xx) ) 
     *        * ( strainInc(k,i_s33_Xx) ) 
     *        +       ( sigOld(k,i_s33_Yy) + sigNew(k,i_s33_Yy) ) 
     *        * ( strainInc(k,i_s33_Yy)) 
     *        +       ( sigOld(k,i_s33_Zz) + sigNew(k,i_s33_Zz) ) 
     *        * ( strainInc(k,i_s33_Zz)) 
     *        + two * ( sigOld(k,i_s33_Xy) + sigNew(k,i_s33_Xy) ) 
     *        * strainInc(k,i_s33_Xy) 
     *        + two * ( sigOld(k,i_s33_Yz) + sigNew(k,i_s33_Yz) ) 
     *        * strainInc(k,i_s33_Yz) 
     *        + two * ( sigOld(k,i_s33_Zx) + sigNew(k,i_s33_Zx) ) 
     *        * strainInc(k,i_s33_Zx) ) 
*      
         enerInternNew(k) = enerInternOld(k) + stressPower/curDensity(k) 
      end do 
*      
      return    
      end   
 
*************************************************** ********* 
*   CopyR: Copy from one array to another                  * 
*************************************************** ********* 
      subroutine CopyR(nCopy, from, to ) 
* 
      include 'vaba_param.inc' 
* 
      dimension from(nCopy), to(nCopy) 
* 
      do k = 1, nCopy 
         to(k) = from(k) 
      end do 
* 
      return  
      end 
 
*************************************************** *********************** 
* eig33Anal: Compute eigen values of a 3x3 symmetric matrix analytically * 
*************************************************** *********************** 
      subroutine eig33Anal( nblock, sMat, eigVal ) 
* 
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      include 'vaba_param.inc' 
* 
      parameter(i_s33_Xx=1,i_s33_Yy=2,i_s33_Zz=3 ) 
      parameter(i_s33_Xy=4,i_s33_Yz=5,i_s33_Zx=6 ) 
      parameter(i_s33_Yx=i_s33_Xy ) 
      parameter(i_s33_Zy=i_s33_Yz ) 
      parameter(i_s33_Xz=i_s33_Zx,n_s33_Car=6 ) 
* 
      parameter(i_v3d_X=1,i_v3d_Y=2,i_v3d_Z=3 ) 
      parameter(n_v3d_Car=3 ) 
* 
      parameter ( zero = 0.d0, one = 1.d0, two = 2.d0,  
     *     three = 3.d0, half = 0.5d0, third = one / three,  
     *     pi23 = 2.094395102393195d0,  
     *     fuzz = 1.d-8, 
     *     preciz = fuzz * 1.d4 ) 
* 
      dimension eigVal(nblock,n_v3d_Car), sMat(nblock,n_s33_Car) 
* 
      do k = 1, nblock 
        sh  = third*(sMat(k,i_s33_Xx)+sMat(k,i_s33_Yy)+sMat(k,i_s33_Zz)) 
        s11 = sMat(k,i_s33_Xx) - sh 
        s22 = sMat(k,i_s33_Yy) - sh 
        s33 = sMat(k,i_s33_Zz) - sh 
        s12 = sMat(k,i_s33_Xy) 
        s13 = sMat(k,i_s33_Xz) 
        s23 = sMat(k,i_s33_Yz) 
* 
        fac  = max(abs(s11), abs(s22), abs(s33)) 
        facs = max(abs(s12), abs(s13), abs(s23)) 
        if ( facs .lt. (preciz*fac) ) then 
          eigVal(k,i_v3d_X) = sMat(k,i_s33_Xx) 
          eigVal(k,i_v3d_Y) = sMat(k,i_s33_Yy) 
          eigVal(k,i_v3d_Z) = sMat(k,i_s33_Zz) 
        else 
          q = third*((s12**2+s13**2+s23**2)+half*(s11**2+s22**2+s33**2)) 
          fac = two * sqrt(q) 
          if ( fac .gt. fuzz ) then 
            ofac = two/fac 
          else 
            ofac = zero 
          end if 
          s11 = ofac*s11 
          s22 = ofac*s22 
          s33 = ofac*s33 
          s12 = ofac*s12 
          s13 = ofac*s13 
          s23 = ofac*s23 
          r = s12*s13*s23 
     *         + half*(s11*s22*s33-s11*s23**2-s22*s13**2-s33*s12**2) 
          if ( r .ge. one-fuzz ) then 
            cos1 = -half 
            cos2 = -half 
            cos3 = one 
          else if( r .le. fuzz-one ) then 
            cos1 = -one 
            cos2 = half 
            cos3 = half 
          else 
            ang = third * acos(r) 
            cos1 = cos(ang) 
            cos2 = cos(ang+pi23) 
            cos3 =-cos1-cos2 
          end if 
          eigVal(k,i_v3d_X) = sh + fac*cos1 
          eigVal(k,i_v3d_Y) = sh + fac*cos2 
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          eigVal(k,i_v3d_Z) = sh + fac*cos3 
        end if 
      end do 
* 
      return  
      end 

6.1.4 Αποτελέσµατα  

 Στα παρακάτω σχήµατα (σχήµα 44 – 64) παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα 

κατά την προσοµοίωση κρούσης σφαιριδίου σε πλάκα από σύνθετο υλικό και 

αφορούν το αναπτυσσόµενο πεδίο τάσεων και την παραµόρφωση της πλάκας, την 

προκαλούµενη ζηµιά κάθε στρώσης, την ενέργεια, τη µεταβολή της ταχύτητας και 

της δύναµης κρούσης. 

 

Σχήµα 44 : Προσοµοίωση κρούσης πλάκας από σύνθετο υλικό 

 

Σχήµα 45 : Προσοµοίωση κρούσης πλάκας από σύνθετο υλικό 
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Σχήµα 46: Προσοµοίωση κρούσης πλάκας από σύνθετο υλικό 

 

Σχήµα 47: Προσοµοίωση κρούσης πλάκας από σύνθετο υλικό (πίσω όψη) 
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Σχήµα 48: Προσοµοίωση κρούσης πλάκας από σύνθετο υλικό (1st ply) 

 

Σχήµα 49: Προσοµοίωση κρούσης πλάκας από σύνθετο υλικό (2nd ply) 
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Σχήµα 50: Προσοµοίωση κρούσης πλάκας από σύνθετο υλικό (3nd ply) 

 

Σχήµα 51: Προσοµοίωση κρούσης πλάκας από σύνθετο υλικό (4th ply) 
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Σχήµα 52: Προσοµοίωση κρούσης πλάκας από σύνθετο υλικό (5th ply) 

 

Σχήµα 53: Προσοµοίωση κρούσης πλάκας από σύνθετο υλικό (6th ply) 
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Σχήµα 54: Προσοµοίωση κρούσης πλάκας από σύνθετο υλικό (7th ply) 

 

Σχήµα 55: Προσοµοίωση κρούσης πλάκας από σύνθετο υλικό (8th ply) 
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Σχήµα 56: Προσοµοίωση κρούσης πλάκας από σύνθετο υλικό (Artificial strain energy) 

 

Σχήµα 57: Προσοµοίωση κρούσης πλάκας από σύνθετο υλικό (Frictional dissipation) 
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Σχήµα 58: Προσοµοίωση κρούσης πλάκας από σύνθετο υλικό (Internal energy) 

 

 

Σχήµα 59: Προσοµοίωση κρούσης πλάκας από σύνθετο υλικό (Kinetic Energy) 
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Σχήµα 60: Προσοµοίωση κρούσης πλάκας από σύνθετο υλικό - ταχύτητα σφαίρας (κόµβος 1106) 

 

Σχήµα 61: Προσοµοίωση κρούσης πλάκας από σύνθετο υλικό (Ενέργεια παραµόρφωσης µοντέλου) 

1. Η µεταλλική σφαίρα χτυπά 
την πλάκα (δηµιουργία 
ζηµιάς). 

2.  Η πλάκα µετακινείται 
ταχύτερα από τη µεταλλική 
σφαίρα – η επαφή χάνεται. 

3. Η µεταλλική σφαίρα φτάνει 
την πλάκα – 
επαναδηµιουργία επαφής. 

4. Η πλάκα ξανά µετακινείται 
ταχύτερα από τη σφαίρα – 
χάνεται ξανά η επαφή. 

5. Η πλάκα επιστρέφει και 
έρχεται σε επαφή µε τη 
σφαίρα. 

6. Η σφαίρα αναπηδά – η 
επαφή χάνεται. 

1 

2 

3 
4 

5 6 
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Σχήµα 62: Προσοµοίωση κρούσης πλάκας από σύνθετο υλικό (Συνολική ενέργεια µοντέλου) 

 

Σχήµα 63: ∆ύναµη κρούσης σε σχέση µε το χρόνο 
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Σχήµα 64: Μετατόπιση σηµείου κρούσης της πλάκας                
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7. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

7.1 Συµπεράσµατα 

 Στην παρούσα εργασία καλύπτεται ένα µεγάλο εύρος ανάλυσης του 

φαινοµένου κρούσης χαµηλής ταχύτητας σε µονολιθική, επίπεδη και τετραγωνική 

πλάκα πολυµερούς σύνθετου υλικού µε ενίσχυση ινών. Συνοψίζοντας, γίνεται 

παρουσίαση των αναλυτικών, των τυποποιηµένων πειραµατικών και των 

υπολογιστικών µεθόδων προσέγγισης του φαινοµένου της κρούσης και της ζηµιάς 

που προκαλείται εξαιτίας της επιβολής κρουστικής δύναµης σε δοµή σύνθετου 

υλικού. Η υπολογιστική µελέτη αφορά το σχηµατισµό και την εφαρµογή 

καταστατικών µοντέλων για την περιγραφή της συµπεριφοράς του σύνθετου υλικού, 

και την αποτίµηση της αποδοτικότητας των εικονικών δοκιµών µε χρήση 

πεπερασµένων στοιχείων στις περιπτώσεις όπου χρησιµοποιούνται αυτά τα µοντέλα.  

7.2 Μελλοντικές εργασίες – προτεινόµενο πεδίο έρευνας 

 Εξαιτίας της πολυπλοκότητας του φαινοµένου της κρούσης σε δοµή από 

σύνθετο υλικό, που οφείλεται κατά κύριο λόγω στην ύπαρξη σύνθετων µηχανισµών 

διάδοσης της ζηµιάς, µια πιο λεπτοµερής και στοχευόµενη ανάλυση θα πρέπει να 

πραγµατοποιηθεί µε στόχο την επίτευξη πιο ρεαλιστικών αποτελεσµάτων. Η ανάλυση 

αυτή θα µπορούσε να αποτελέσει αντικείµενο περαιτέρω έρευνας, ενώ θα πρέπει 

κατά κύριο λόγο να επικεντρωθεί στα ακόλουθα πεδία – κατευθύνσεις: 

• Σύγκριση αναλυτικών και υπολογιστικών αποτελεσµάτων µε πειραµατικά 

δεδοµένα (εκτέλεση πειραµάτων ή βιβλιογραφία) για διάφορες περιπτώσεις 

κρούσης (διαφορετική διαστρωµάτωση, ενέργειες κρούσης). 

• Προσοµοίωση δοκιµής θλίψης µετά την κρούση (compression after impact) και 

πρόβλεψη εναποµένουσας αντοχής της κατασκευής λόγω κρούσης (residual 

strength of impacted structure) µέσω υπολογιστικών µοντέλων.  

• ∆ηµιουργία υπορουτινών VUMAT (σε Fortran) στο Abaqus για το µοντέλο ζηµιάς 

αποκόλλησης των στρώσεων (Turon 2006) και για το µοντέλο θραύσης της µήτρας 

συνεχούς µέσου (continuum damage model).  
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• Ενσωµάτωση των νέων µοντέλων ζηµιάς των σύνθετων υλικών στα µοντέλα 

κρούσης του Abaqus µε τη µορφή υπορουτινών VUMAT και σύγκριση 

αποτελεσµάτων. 

• Καταγραφή και εφαρµογή µοντέλων πολλαπλής κλίµακας (multiscale damage 

models) που λαµβάνουν υπόψη ταυτόχρονα την εγκάρσια θραύση της µήτρας 

(transverse cracking), την αποκόλληση των στρώσεων (delamination) καθώς 

επίσης και την αλληλεπίδραση (interaction) µεταξύ των δύο αυτών ειδών ζηµιάς 

σε διαφορετικές κλίµακες (µικροκλίµακα: επίπεδο ίνας/µήτρας, µεσοκλίµακα: 

επίπεδο στρώσης και πολύστρωτου και µακροκλίµακα: επίπεδο κατασκευής) 

(σχήµα 65).  

 

Σχήµα 65: Αλληλεπίδραση των σχετικών κλιµάκων στη δοµική ανάλυση και δοκιµή. 

∆ηµιουργία υπορουτινών VUMAT σε γλώσσα προγραµµατισµού Fortran και 

ενσωµάτωσή τους στα µοντέλα κρούσης του Abaqus – Σύγκριση µε προηγούµενα 

µοντέλα καθώς επίσης και µε πειραµατικά δεδοµένα από δοκιµές ή βιβλιογραφία.  

• Προσέγγιση φαινοµένου κρούσης µέσω της µεθοδολογίας πολλαπλών επιπέδων 

(multilevel approach) η οποία βασίζεται σε συνολική προσέγγιση µε µέσω 

χονδροκοµµένης και γραµµικής µοντελοποίησης (global coarse and linear 

modelling) και τοπικής λεπτοµερούς και µη γραµµικής µοντελοποίησης (finer and 

non linear simulation. 
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