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Η παρούσα εργασία γράφτηκε στα πλαίσια της ολοκλήρωσης των σπουδών μου στη Σχολή 

Εφαρμοσμένων Μαθηματικών και Φυσικών Επιστημών  του ΕΜΠ.  Στόχος ήταν η ανάλυση 
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λαθών στη Γραμμική Άλγεβρα σε φοιτητές του ΕΜΠ και συγκεκριμένα στους φοιτητές της 

σχολής  μου,  τους  Πολιτικούς  Μηχανικούς  και  τους  Ηλεκτρολόγους  Μηχανικούς 

&Μηχανικούς Υπολογιστών. 

Τα κεφάλαια με τα οποία θα ασχοληθούμε αφορούν τους Διανυσματικούς Χώρους και τις 

Ασύμβατες  Ευθείες.  Η  έρευνα  και  ανάλυση  των  λαθών  έγινε  πάνω  στα  θέματα  τελικών 

εξετάσεων στις τρεις σχολές που ανέφερα του Φεβρουαρίου 2013.  

Συγκεκριμένα η εργασία αποτελείται από 4 κεφάλαια: 

Το πρώτο κεφάλαιο περιλαμβάνει συνοπτικά την ιστορία του διανυσματικού λογιμσμού. 

Το  δεύτερο  κεφάλαιο  περιλαμβάνει  τη  θεωρία  των  διανυσματικών  Χώρων,  με  μια  μικρή 

ιστορική αναφορά στο διανυσματικό λογισμό και τη θεωρία των ασυμβάτων ευθειών. 

Το τρίτο κεφάλαιο περιλαμβάνει  τη διατύπωση και λύση καθενός από τα προβλήματα σε 

βήματα,  τη  διερεύνηση  των  λαθών  που  παρατηρήθηκαν  στο  δείγμα  των  φοιτητών  και 

έπειτα την ποιοτική, ποσοτική ανάλυσή τους. 

Το τέταρτο κεφάλαιο περιλαμβάνει τους λόγους που γίνονται αυτά τα λάθη στη Γραμμική 

Άλγεβρα. Παρουσιάζουμε την έννοια του διανύσματος στο σχολείο και βαθύτερη ανάλυση 

των λόγων που εμφανίζονται διάφορες παρανοήσεις. 
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συγκρούσεων, αφού είναι πολυδιάστατη και εµπλέκει πολλά επίπεδα κατασκευής 

της γνώσης, «ταλαιπωρεί» κάθε χρόνο την πλειονότητα των µαθητών. Σε αυτήν  µας 

την εργασία στοχεύουµε στην ανίχνευση και ανάδειξη,  όσο αυτό είναι δυνατό στα 

πλαίσια  µια  διπλωµατικής  εργασίας,  όλων  των  σχετικών,  µε  την  έννοια  του 

διανύσµατος,    θεµάτων  που  απασχολούν  τη  σύγχρονη  έρευνα  στη  διδακτική  των 

επιστηµών.  

Ορίστηκαν από τον Tall(Introducing Three Worlds of Mathematics. For the Learning 

of Mathematics) και τους συνεργάτες του οι τρεις κόσµοι των Μαθηµατικών:  

‐ Ο  ενσωµατωµένος  (embodied)  κόσµος  είναι  ένας  κόσµος  των  αισθήσεων.  

Αντλεί  την  σιγουριά  για  την  αλήθεια  από  το  ότι  τα  πράγµατα 

συµπεριφέρονται  προβλέψιµα  µε  έναν  αναµενόµενο  τρόπο.  Για 

παράδειγµα,    το διάνυσµα να έχει   µέγεθος και  κατεύθυνση.   Η πρόσθεση 

των  διανυσµάτων  γίνεται  µε  την  τοποθέτηση  της  ουράς  του  δεύτερου 

διανύσµατος    µετά  από  τη    µύτη  του  πρώτου,    δηλαδή  κάνοντάς  τα 

διαδοχικά.  Η  πρόσθεση  είναι  αντιµεταθετική  κάτι  που  το  βλέπουµε 

γεωµετρικά.  

    ‐ Ο proceptual  κόσµος είναι ένας κόσµος του υπολογισµού και του χειρισµού. Οι 

προτάσεις είναι αληθινές επειδή εκφράζονται µέσα από τα σύµβολα και  µπορούν 

να  ελεγχθούν   µε  υπολογισµούς  ή  κατάλληλους  χειρισµούς.  Έτσι,  τα  διανύσµατα  

µπορούν  να  εκφραστούν  χρησιµοποιώντας  τις  συντεταγµένες.  Η  πρόσθεση  των 

διανυσµάτων  γίνεται    µε  την  πρόσθεση  των  συντεταγµένων.    Η  πρόσθεση  είναι 

αντιµεταθετική επειδή η πρόσθεση των συντεταγµένων είναι αντιµεταθετική.   

    ‐ Ο τυπικός (formal)  κόσµος είναι ένας κόσµος των αξιωµάτων,  των ορισµών και 

των  θεωρηµάτων.    Οι  προτάσεις  είναι  αληθινές  επειδή µπορούν  να  αποδειχθούν 

από τα αξιώµατα και τους ορισµούς από την τυπική απαγωγή.  Τα διανύσµατα είναι 

στοιχεία  ενός  τυπικού  συστήµατος  που  ονοµάζεται  διανυσµατικός  χώρος    (δεν 

χρειάζονται  πλέον  να  έχουν    µέγεθος  ή  κατεύθυνση!).    Η  πρόσθεση  των 

διανυσµάτων  είναι    µέρος  του  ορισµού  του  διανυσµατικού  χώρου.  Η  πρόσθεση 

είναι αντιµεταθετική επειδή αυτό είναι,  επίσης, µέρος του ορισµού.  

2. Συνοπτική ιστορία του διανυσµατικού λογισµού 

Η ιστορική πορεία   µιας έννοιας ενδέχεται να   µας προµηθεύσει  ιδέες για το ποιο 

θα  µπορούµε να είναι το πλέον κατάλληλο τυπικό παράδειγµα που θα αποτελέσει 

πυρήνα γύρω από τον οποίο θα δοµηθεί   µια δραστηριότητα   µέσω της οποίας ο 

µαθητής θα εµπλακεί µε την έννοια. Δηλαδή, η ιστορία των µαθηµατικών µπορεί να 

υποστηρίξει  πιθανούς  τρόπους  εισαγωγής  ενός  µαθηµατικού  αντικειµένου  κατά 

ένα φυσικό τρόπο (Κεΐσογλου και Σπύρου, 2003, Πάσχος, 2003).  
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Ακόµη  προσανατολίζει  το  δάσκαλο  στη  δουλειά  του.  Είναι  ένα  καλό  όχηµα  για 

συλλογισµούς  πάνω  στη  γνώση  και  στα  εκπαιδευτικά  προβλήµατα,    για  δουλειά 

πάνω  στις  αντιλήψεις  των  µαθητών  για  τα  µαθηµατικά.  Αφού  οι  µαθητές,  σε 

διάφορα επίπεδα,  βρίσκουν µαθησιακά εµπόδια τα οποία είναι ίδια µε εκείνα των 

µαθηµατικών του παρελθόντος, η ιστορία των µαθηµατικών εφοδιάζει την τάξη µε 

δασκάλους,  που  έχουν  ένα  ισχυρό  εργαλείο  πρόβλεψης  ψυχολογικών 

προβληµάτων στη µάθηση των µαθηµατικών.  

Εξάλλου η αντίληψή  µας για την γενικότερη φύση της  µαθηµατικής επιστήµης και 

την  εξέλιξή  της µέσα στην  ιστορική πορεία  είναι  βέβαιο  ότι  επηρεάζει άµεσα  την 

διδακτική άποψη σχετικά µε την εξελικτική διαµόρφωση της µαθηµατικής γνώσης 

και τον τρόπο µαθηµατικού σκέπτεσθαι σε κάθε άτοµο.  

Στόχος  αυτού  του  κεφαλαίου  είναι  η  παρουσίαση  των  πρώτων  βηµάτων  του 

διανυσµατικού λογισµού και η ανάδειξη στοιχείων χρήσιµων για τη διδακτική των 

µαθηµατικών.  

1.1. Τα πρώτα ίχνη του διανύσµατος 

Ένα  καλό  σηµείο  εκκίνησης  για  αυτήν  την  προς  τα  πίσω  πορεία,  θα  είναι  η 

διασαφήνιση της έννοιας του διανύσµατος.   Σύµφωνα  µε τους Moon   και Spencer 

µπορούµε  να  δούµε  το  διάνυσµα  από  δυο  πλευρές:    την  αλγεβρική  και  την 

γεωµετρική.  

 

1.  Η αλγεβρική φύση των διανυσµάτων 

Το  διάνυσµα  ανήκει  στην  οικογένεια  των    hypernumbers,    ακολουθεί 

συγκεκριµένους κανόνες  της άλγεβρας. Αυτοί οι hypernumbers  είναι µαθηµατικές 

οντότητες κατασκευασµένες από πολλά ανεξάρτητα στοιχεία. Για παράδειγµα:  

•  Στο χώρο των δύο διαστάσεων: οι µιγαδικοί αριθµοί z* = (x,y) = x+iy.  

•  Στο χώρο των τριών διαστάσεων, ένα διάνυσµα έχει την µορφή:  

ui = ( u1,u2, u3) 

όπου οι αριθµοί u1, u2, u3 καλούνται συντεταγμένες του διανύσματος 

και γεωµετρικά αναπαριστούν αποστάσεις πάνω στους άξονες.            

•  Σε ένα ν‐διάστατο χώρο, ένα διάνυσµα είναι της µορφής: 

ui = ( u1, u2,……, uν) 
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2.  Η γεωµετρική φύση των διανυσµάτων 

Σαν  προσανατολισµένο  ευθύγραµµο  τµήµα  το  διάνυσµα  είναι    µια  γεωµετρική 

οντότητα  ανεξάρτητη  από  το  σύστηµα  συντεταγµένων    (οι  αριθµοί  που 

αναπαριστούν  το  διάνυσµα  αλλάζουν,    αλλά  η  οντότητα  διάνυσµα  παραµένει  η 

ίδια).  Για αυτό  το  λόγο,  ίσως η σηµαντικότερη  ιδιότητα  του διανύσµατος  είναι  το 

αµετάβλητο της γεωµετρικής του αναπαράστασης κάτω από έναν µετασχηµατισµό 

των συντεταγµένων.   

Τα παραπάνω  µπορεί να  µας φανούν πολύ χρήσιµα αν αναλογιστούµε πως µέχρι 

τα  τέλη  του  17ου  αιώνα  περίπου,  υπάρχουν  δυο  µαθηµατικές  παραδόσεις,  δυο 

ρεύµατα µαθηµατικής σκέψης και διαδικασίας. Η πρώτη, η µαθηµατικό‐αριθµητική 

παράδοση,    προέρχεται  από  τη  εποχή  των  Αιγυπτίων  και  των  Βαβυλωνίων  και 

περιλαµβάνει την προοδευτική διεύρυνση της έννοιας του αριθµού.  

 Έτσι κατά τη διάρκεια των ετών η έννοια του αριθµού έχει επεκταθεί ώστε να 

συµπεριλάβει από τους φυσικούς αριθµούς,  τους αρνητικούς,  τα κλάσµατα  µέχρι 

τους πληθάριθµους του Cantor  και τα quaternions  του Hamilton.  Όσον αφορά τη 

δεύτερη,  τη γεωµετρικό‐φυσική,  πηγάζει από την ανάγκη του ανθρώπου να 

αναπαραστήσει κάποια φυσικά µεγέθη όπως µήκος, εµβαδόν, όγκος, ταχύτητα 

κλπ., µε τον πιο άµεσο και διαισθητικό τρόπο.  Έτσι η φυσική πραγµατικότητα 

αναπαρίσταται από µαθηµατικά εργαλεία, όπως τον κανόνα του 

παραλληλογράµµου.  

Ας  επιστρέψουµε  όµως  στην  προσπάθειά  µας  αναζήτησης  της  προέλευσης  του 

διανυσµατικού  λογισµού.  Αν  θελήσουµε  να  διερευνήσουµε  την  αλγεβρική  του 

φύση θα πρέπει να ψάξουµε  µετά τον 16ο αιώνα, αφού αυτή την περίοδο έχουµε 

την  εισαγωγή  της  κατάλληλης  γλώσσας  στην  άλγεβρα    (από  το  Vieta),    και  τη 

χρησιµοποίηση  συστηµάτων  συντεταγµένων    (από  τους  Descartes    και  Fermat). 

Αντίθετα τα ίχνη του διανύσµατος στη γεωµετρικο‐φυσική παράδοση τα βρίσκουµε 

ήδη στην αρχαία Ελλάδα. 

1.1.1. Ο κανόνας του παραλληλογράµµου 

Μια από  τις  βασικότερες  ιδέες  του  διανυσµατικού  λογισµού  είναι  ο  κανόνας  του 

παραλληλογράµµου  για  την  πρόσθεση  διανυσµάτων.  Ήταν  γνωστός  τουλάχιστον 

από  την  εποχή  του  Αριστοτέλη  (300    π.Χ.),    ο  οποίος  τον  χρησιµοποίησε  για  τον 

υπολογισµό  της  συνισταµένης  δύναµης,  δυο  δυνάµεων.  Ακόµη  χρησιµοποιήθηκε 

για τη σύνθεση ταχυτήτων και από άλλους Έλληνες συγγραφείς όπως τον Αρχιμήδη 

(250 π.Χ.) και τον Ήρωνα (100 µ.Χ.). Ακόµα το συναντάµε σε πολλά γραπτά έργα του 

16ου και 17ου αιώνα,   των Simon Stevin of Bruges, Galileo Galilei   και Isaac Newton,  

αλλά και του 18ουαιώνα από τους Gauss, Argand, Oersted, Ampere  και Faraday.   
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Σε  αυτό  το  σηµείο  θα  ήταν  χρήσιµο  να  ξεκαθαρίσουµε  πως  οι  παραπάνω 

συγγραφείς δεν φαίνεται να γνώριζαν την έννοια του διανύσµατος ή της πρόσθεσης 

διανυσµάτων.  Ο  κανόνας  του  παραλληλογράµµου  ήταν  για  αυτούς  ένα  εργαλείο 

που τους βοηθούσε στην κατασκευή διαγράµµατος, µε το οποίο γινόταν εύκολος ο 

υπολογισµός της συνισταµένης δυο φυσικών οντοτήτων.   Έτσι,   η συνεισφορά του 

στην  ανάπτυξη  του  διανυσµατικού  λογισµού  ήταν  µόνο  έµµεση,  αλλά  όχι 

ασήµαντη,  αφού  είναι  η  πρώτη  φορά  που  χρησιµοποιούνται  οι    µέθοδοι  των 

διανυσµάτων στη φυσική. 

1.1.3.  Η επίδραση της γεωµετρικής αναπαράστασης των  µιγαδικών 

αριθµών.  

Το ενδιαφέρον  µας για του  µιγαδικούς αριθµούς έγκειται σε δυο αιτίες. Καταρχάς 

δεν  πρέπει  να  ξεχνάµε  πως  οι  µιγαδικοί  είναι  ένα  διδιάστατο  διανυσµατικό 

σύστηµα.    Επιπλέον,    όπως  θα  δούµε  αργότερα,    ο  Hamilton    κατασκεύασε  τα 

quaternions    σε    µια  προσπάθειά  του  για  επέκταση  των    µιγαδικών  στις  τρεις 

διαστάσεις.  

Μέχρι  το  1831,    τουλάχιστον  πέντε  άτοµα  οι Wessel, Gauss,  Argard, Warren  και 

Mourey, δηµοσίευσαν εργασίες τους σχετικά µε την γεωµετρική αναπαράσταση των 

µιγαδικών αριθµών,  ενώ δυο ακόµα ο Wallis  και o Buée  έφτασαν πολύ κοντά. Ας 

σηµειωθεί,  πως  µέχρι  τότε  δεν  γίνονταν  ευρέως  αποδεκτοί  και  ονοµάζονταν: 

χίµαιρες,  γελοίοι,    παράλογοι,    φανταστικοί, ψευδείς,    πνευµατικά  βασανιστήρια,  

ενώ ο ίδιος ο Leibniz τους αποκαλεί “αµφίβια µεταξύ ύπαρξης και µη ύπαρξης”.  

Θα  αναφέρουµε  εδώ  συνοπτικά  κάποια  ενδιαφέροντα  σηµεία  από  τη  πορεία 

«νοµιµοποίησης»    των   µιγαδικών  αριθµών.      Ο  John Wallis  (1616‐1703)    ήταν  ο 

πρώτος που επιχείρησε να  τους κατασκευάσει  γεωµετρικά. Αν  και απέτυχε,  αξίζει 

να  σηµειωθεί  ότι  είναι  δική  του  η  ιδέα  της  αναπαράστασης  των  µιγαδικών  µε 

σηµεία στο επίπεδο. Το επόµενο βήµα θα γίνει από το Caspar Wessel (1745‐1818), 

του  οποίου  ο  βασικός  στόχος  ήταν  να  εκφράσει  την  κατεύθυνση  οποιασδήποτε 

ευθείας  γραµµής  µε  αναλυτικό  τρόπο.  Σηµαντικά  σηµεία  του  έργου  του  ήταν  η 

εισαγωγή  του  άξονα  των  φανταστικών  αριθµών,    ο  ορισµός  πράξεων    µεταξύ 

γεωµετρικών  οντοτήτων  και  ο  συνυπολογισµός  της  κατεύθυνσης  των  ευθειών 

γραµµών.   

Παρόµοιες  ήταν  και  οι  ιδέες  του  Argard,    ο  οποίος  εισήγαγε  τον  όρο 

προσανατολισµένη  γραµµή  ή  γραµµή  κατεύθυνσης,  µε    µόνη  διαφορά  ότι    

αντιµετώπισε  τους    µιγαδικούς  περισσότερο  αλγεβρικά.  Τελικά  το  µιγαδικό 

επίπεδο,  όπως  το  ξέρουµε  σήµερα,  το  οφείλουµε  στο  Jean  Robert  Gauss  (1768‐

1822).  Αν  και  το  σύστηµα  του  ήταν  ανάλογο  µε  αυτό  των  προαναφερθέντων,    η 

φήµη του ως  µαθηµατικός έπαιξε τον κύριο λόγο στην επικράτηση των ιδεών του.  

Αντιµετώπισε  όµως  τους    µιγαδικούς  ως    µετατοπίσεις:  θεώρησε  τον  α  +  β  i  ως 
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µετατόπιση α µονάδων κατά µια καθορισµένη κατεύθυνση που ακολουθείται από  

µετατόπιση  β    µονάδων  κατά  την  κατακόρυφη  στην  προηγούµενη  κατεύθυνση. 

Επιπλέον σε αντίθεση µε τους προηγούµενους, προτίµησε να αναπαραστήσει τους  

µιγαδικούς    µε  σηµεία  στο  επίπεδο  και  όχι    µε  προσανατολισµένα  ευθύγραµµα 

τµήµατα.  

Μέχρι  τώρα  τα  προσανατολισµένα  ευθύγραµµα  τµήµατα  χρησιµοποιήθηκαν  σαν 

εργαλεία  για  την  γεωµετρική  αναπαράσταση  των    µιγαδικών  αριθµών.    Από  το 

σηµείο  όµως αυτό  και  έπειτα οι  όροι αντιστράφηκαν.   Με  την  νοµιµοποίηση  των 

µιγαδικών και  τον ορισµό πράξεων, µπορούσαν  τώρα οι   µιγαδικοί  να παίξουν  το 

ρόλο αναπαράστασης για τα προσανατολισµένα ευθύγραµµα τµήµατα και επιπλέον 

να  χρησιµοποιηθούν  για  να  οριστούν  πράξεις    µεταξύ  αυτών  των  τµηµάτων. 

Δηµιουργήθηκε  δηλαδή  ένας  διανυσµατικός  λογισµός  του  επιπέδου.  Τι  γίνεται 

όµως   µε  τον  τρισδιάστατο  χώρο;    Η  κατασκευή  ενός  ανάλογου  λογισµού  για  το 

χώρο  ήταν  η  επόµενη  πρόκληση  για  την    µαθηµατική  κοινότητα.  Πολλοί  

µαθηµατικοί προσπάθησαν να το επιτύχουν,   αλλά τελικά ήταν ο Hamilton   αυτός 

του οποίου οι προσπάθειες απέδωσαν καρπούς.  

1.2. Τα πρώτα διανυσµατικά συστήµατα. 

Στις αρχές του 19ου αιώνα ήταν πια επιτακτική η ανάγκη για ένα διανυσµατικό 

λογισµό, που µε τη βοήθειά του θα µπορούσαν να εκφραστούν οι φυσικοί νόµοι και 

να ελεγχθεί η καθολικότητά τους. Σηµαντικό ρόλο σε αυτό διαδραµάτισε το έργο 

του William Rowan Hamilton (1805‐1865).  

1.2.1. Hamilton  

 Ο Hamilton από μικρή ηλικία έδειξε πως η δίψα  του για μάθηση ήταν ακόρεστη.  

Σαν έφηβος  µιλάει και γράφει 13  γλώσσες ενώ ήδη πριν ασχοληθεί εντατικά µε τα 

µαθηµατικά είχε διακριθεί στην οπτική και τη µηχανική. Το 1837  παρουσίασε  µια 

άλγεβρα των  µιγαδικών αριθµών,  στην οποία παρίστανε τους µιγαδικούς a + b i µε 

τα διατεταγµένα  ζεύγη  (a, b). Πλέον οι  πράξεις  των µιγαδικών ορίζονται απόλυτα 

αλγεβρικά ως εξής:  

                                           (a, b)  ± (c, d) = (a ± c,  b ± d) 

                                           (a, b)  (c, d) = (ac‐bd,  ad+bc)  

                                          
2 2 2 2

( , )
,

( , )

a b ac bd bc ad

c d c d c d

  
    

 

Με τα διατεταγµένα ζεύγη κατάφερε να «εξαφανίσει»  τους φανταστικούς, κάτι που 

ήταν µεγάλο  επίτευγµα αφού απελευθέρωσε  τους µιγαδικούς  από  το µυστικισµό 

που  τους  περιέβαλλε.  Παρατηρούµε,  εξάλλου,  πως  οι  παραπάνω  πράξεις 
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ικανοποιούν την προσαιτεριστική,    την αντιµεταθετική και την επιµεριστική  ιδιότητα και 

ότι   µε τη βοήθεια του Hamilton   οι   µιγαδικοί και τα διανύσµατα απαλλάσσονται από τη 

γεωµετρική ερµηνεία.  

Όπως ήταν αναµενόµενο ο Hamilton    έθεσε  το  ερώτηµα  της ύπαρξης αντίστοιχης 

τρισδιάστατης  άλγεβρας.  Ουσιαστικά,    επιζητούσε  τριάδες,  οι  οποίες  να 

ικανοποιούν  την  προσαιτεριστική,  την  αντιµεταθετική  και  την  επιµεριστική 

ιδιότητα,  αν  οριστούν  οι  τέσσερις  πράξεις  όπως  και  στα  ζεύγη.Η  πράξη  της 

πρόσθεσης  δεν  παρουσίαζε  καµία  δυσκολία  αλλά  για  δέκα  χρόνια  τον 

ταλαιπωρούσε  ο  πολλαπλασιασµός  των  διανυσµάτων.  Τελικά,    το  1843,  

συνειδητοποίησε πως οι δυσκολίες που συναντούσε θα εξαφανίζονταν αν αντί για 

τριάδες χρησιµοποιούσε τετράδες και αν εγκατέλειπε την αντιµεταθετική  ιδιότητα 

του  πολλαπλασιασµού.  Το  αποτέλεσµα  ήταν  η  δηµιουργία  των  quaternions 

(τετράνια)  τα οποία ήταν τετράδες αριθµών της µορφής:  

(w, x, y, z)  ή q = w + i x + j y + k z 

όπου w, x, y, z είναι πραγµατικοί αριθµοί και i, j, k είναι τα µοναδιαία διανύσµατα 

που βρίσκονται πάνω στους άξονες x, y  και z  αντίστοιχα.  Ακόµα,  τα i, j, k  

ικανοποιούν τις συνθήκες:  

ij = k   jk = i   ki = j 

ji  =  ‐k      kj  =  ‐i      ik  =  ‐j 

ii = jj = kk = ‐1 

Επίσης,    ονόµασε  το  w    βαθµωτό    µέρος  (scalar  part),    ενώ  το  υπόλοιπο 

διανυσµατικό µέρος  (vector part). O Hamilton  ήταν ο πρώτος που  χρησιµοποίησε 

τους όρους βαθµωτό και διάνυσµα µε τη σηµερινό µαθηµατικό τους νόηµα. 

Στη συνέχεια παίρνοντας δυο quaternions της µορφής  

q = i x + j y + k z  και  q΄ = i x΄ + j y΄ + k z΄ 

όρισε τα:  

Sqq΄ = ‐ (xx΄ + yy΄ + zz΄)    και    Vqq΄ = i (yz΄ – zy΄) + j (zx΄ – xz΄) + k (xy΄ – yx΄). 

Αυτός  ο  χωρισµός  του  πραγµατικού    µέρους  Sqq΄  του  γινοµένου  qq΄  από  το 

διανυσµατικό Vqq΄ αντιστοιχεί στο σηµερινό εξωτερικό γινόµενο και στο αντίθετο 

του εσωτερικού γινοµένου.   Ακόµη απέδειξε πολλά θεωρήµατα του γνωστού   µας 

διανυσµατικού λογισµού όπως το:   Sqq΄ = 0 όταν τα q και q΄ είναι παράλληλα. Τα 

τελευταία είκοσι δυο χρόνια της ζωής του τα αφιέρωσε σχεδόν αποκλειστικά στην 

επεξεργασία  των  quaternions,  περιλαµβανοµένων  των  εφαρµογών  τους  στη 

δυναµική,  στην  αστρονοµία  και  την  κυµατική  θεωρία  του  φωτός.  Σήµερα,  είναι 
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σαφές  ότι  δεν  ήταν  αυτή  η  συγκεκριµένη  µορφή  άλγεβρας  που  ήταν  σηµαντική, 

αλλά η ανακάλυψη της τεράστιας ελευθερίας των µαθηµατικών να κατασκευάσουν 

άλγεβρες  που  δεν  χρειάζεται  να  ικανοποιούν  τους  περιορισµούς  που  θέτουν  οι 

νόµοι της συνήθης αριθµητικής. 

1.2.2. Grassmann  

Ήδη από  το 1840,    τρία  χρόνια  πριν  το Hamilton,    ο Herman Günther Grassmann 

(1809‐1877) σε µια εργασία του µε τίτλο: Theorie der ebbe und flut, είχε αναπτύξει 

το πρώτο σύστηµα διανυσµατικής ανάλυσης  του  χώρου.   Η θεωρία  του εκδόθηκε 

βελτιωµένη το 1844 µε τίτλο:   Ausdehnungslehre,   ένα χρόνο   µετά την αναγγελία 

του Hamilton   για την ανακάλυψη των quaternions,   αλλά παρέµεινε άγνωστη έως 

και  την  επανέκδοσή  της  το  1862.  Όµως  ακόµα  και  τότε  ο  µυστικιστικός,  

πολύπλοκος και αφηρηµένος τρόπος παρουσίασης του έργου του συντέλεσε στο να 

µην έχει άµεσο αντίκτυπο στην εξέλιξη του διανυσµατικού λογισµού.  

Το  έργο  του Ausdehnungslehre    ή  λογισµός  της  επέκτασης  (calculus of extension)  

προσανατολιζόταν προς τη ν‐διάστατη γεωµετρία και υπό  µια έννοια αποτελεί  µια  

µη‐Ευκλείδεια  γεωµετρία.    Η  βασική  του  ιδέα  ήταν  ένας  τύπος  hypernumber 

(υπεραριθµού)  µε  ν  όρους  που  ονόµασε    «επεκτεταµένη  ποσότητα»    (extensive 

magnitude)    και  ήταν  της    µορφής  x=x1ε1+x2  ε2+……+xnεn,  όπου  τα  x1  ,x2,  xn  είναι 

πραγματικοί αριθμοί και  τα ε1,  ε2,….,  εn πρωταρχικές μονάδες.Οι ν διαστάσεις  του 

έδωσαν τη δυνατότητα σε εργασία του το 1855 µε τίτλο «Sur  les différents genres 

de  multiplication»    να  ορίσει  συνολικά  16    διαφορετικά  είδη  διανυσµατικού 

γινοµένου.  Ειδικά  για  ν  =  3  έχουµε  µια  άλγεβρα  διανυσµάτων  του  χώρου.  Αν 

πάρουµε  δύο hypernumbers  a=a1e1+a2e2+a3e3  και b=b1e1+b2e2+b3e3  οπου  τα  ai, bi 

είναι  πραγµατικοί  αριθµοί  και  τα  ei  αποτελούν  ένα  δεξιόστροφο  ορθοκανονικό 

σύστηµα διανυσµάτων τότε:  

a ± b= ( a1± b1)e1+(a2± b2)e2+ (a3± b3)e3, 

ενώ για το εσωτερικό και εξωτερικό γινόµενο όρισε   

a/b= a1b1+a2b2+a3b3 

και         [ ab]= (a2b3‐a3b2)[e2e3]+(a3b1‐a1b3)[e3e1]+ (a1b2‐a2b1)[e1e2] 

αντίστοιχα, όπου ei/ei=1, ei/ej=0 για  I διάφορο του  j και  [eiej]=‐[ejei],  [eiei]=0 για  i,j 

ανήκει στο {1,2,3} 

Όπως  παρατηρούµε  το  εσωτερικό  γινόµενο  του  Grassmann  µεταξύ  δυο 

υπεραριθµών  ισούται   µε  το αντίθετο  του  βαθµωτού   µέρους  του  γινοµένου δυο 

quaternions  του Hamilton. Όσον αφορά το εξωτερικό γινόµενο, αν για παράδειγµα 

αντικαταστήσουµε το [e2e3] με e1 θα διαπιστώσουμε πως είναι ακριβώς το ίδιο και 

στις  δυο  περιπτώσεις.Επιπλέον,    πρώτος  ο Grassmann,    εισήγαγε  την  έννοια  της 
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γραµµικής  εξάρτησης  και hypernumbers,    κάτι που  τον βοήθησε στο  να ορίσει  τη 

διάσταση  του  χώρου,    ως  τον    µεγαλύτερο  αριθµό  γραµµικώς  ανεξάρτητων 

hypernumbers.  Στην έκδοση του 1862 όρισε τη µετρική   (x1
2+ x2

2+ . . .  xn
2)  όπου 

(x1,  x2,….,xn)  είναι  µια  επεκταμένη  ποσότητα  ,  µε  αποτέλεσµα  να  µετατρέψει  το 

χώρο σε Ευκλείδειο. 

Αν  και  η  θεωρία  του  Grassmann  βρίσκεται  πιο  κοντά  στη  σύγχρονη  θεωρία  των 

διανυσµατικών χώρων και η  µεθοδολογία του είναι το πρώτο βήµα για την µελέτη 

των  αλγεβρικών  δοµών,    δεν  εκτιµήθηκε  στην  εποχή  του,    όπως  προείπαµε  στην 

αρχή της παραγράφου. Αντίθετα µεγάλο µέρος του έργου του κατασκευάστηκε εκ 

νέου από άλλους.    

1.2.3. Άλλα διανυσµατικά συστήµατα 

Εκτός από το Hamilton  και το Grassmann   τουλάχιστον άλλοι    πέντεµαθηµατικοί, 

οι  August  Ferdinad Möbius,  Giusto  Bellavitis,  Adhémar  Barré  (ή  Comte  de  Saint‐

Venant),  Augustin  Cauchy  και  Reverend  Matthew  O’  Brien,  ερευνούσαν  για 

διανυσματικά  συστήματα.Τα  έργα  τους  είτε  είχαν  μικρή  επίδραση  στην  ανάπτυξη 

του διανυσµατικού λογισµού είτε δεν είχαν καµία άµεση συµβολή.  Η παρουσίασή 

τους,  όµως,  θα  συνεισφέρει  στην  εξαγωγή  χρήσιµων  γνωσιολογικών 

συµπερασµάτων    για  την  γένεση  και  ανάπτυξη  της  µαθηµατικής  γνώσης.  Ας 

αρχίσουµε,    λοιπόν,    από  το  Möbius  (1790‐1868),    ο  οποίος  κατασκεύασε  ένα 

µαθηµατικό  σύστηµα,  το  βαρυκεντρικό  λογισµό  (barycentric  calculus),  όµοιο  σε 

αρκετά σηµεία  µε το διανυσµατικό λογισµό.  

Με  σύστηµά  του,    ήθελε  να  αντιµετωπίσει  τις  γεωµετρικές  οντότητες,    που  ήταν 

σηµεία,    ευθέως  και  από  πλεονεκτική  θέση.    Η  πρόσθεση  ορίστηκε    µε  τέτοιον 

τρόπο ώστε να λαµβάνεται υπόψη τόσο το  µέγεθος όσο και η θέση.  Η θεωρία του 

εκδόθηκε το 1827  στο Leipzing,  όπου ήταν και καθηγητής. Μέχρι το τέλος της ζωής 

του ασχολήθηκε  µε αυτήν, βελτιώνοντάς την, κυρίως ύστερα από την επαφή του µε 

το Grassmann. 

Ο Bellavitis  (1803‐1880)    ήταν  Ιταλός   µαθηµατικός  και  δηµιουργός  του  λογισµού 

των  ισοδυναµιών  (equipollences).  Σύµφωνα  µε  αυτή  τη  θεωρία,  δυο  ευθείες 

καλούνται  ισοδύναμες αν είναι  ίσες,  παράλληλες  και  έχουν και  την  ίδια φορά. Οι 

οντότητες που περιγράφει ο Bellavitis  συµπεριφέρονται γεωµετρικά ισοδύναµα  µε 

του    µιγαδικούς  αριθµούς,    τους  οποίους  όµως  δεν  αναγνώριζε  ως  αλγεβρικές 

οντότητες.  Είναι  σηµαντικό  να  αναφέρουµε  πως    µαζί    µε  τη  θεωρία  του  έδωσε 

πολλές  εφαρµογές  της  µεθόδου  του  σε  προβλήµατα  από  τα  µαθηµατικά  και  τη 

φυσική, κάτι που έκανε τόσο ο Hamilton όσο και ο Grassmann. Τελικά, το σύστηµά 

του  δεν  είχε  καµία  απήχηση,  ύστερα  και  από  την  αποτυχία  του  να  το  επεκτείνει 

στον τρισδιάστατο χώρο.  
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Ας περάσουµε στο Saint‐Venant (1797‐1886)  που ήταν Γάλλος  µηχανικός γνωστός 

από  την  ερευνά  του  για  την  ελαστικότητα.    Όρισε  τη  διανυσµατική  πρόσθεση,  

αφαίρεση,    διαφόριση  καθώς  και  τον  πολλαπλασιασµό  όµοια    µε  το  σηµερινό 

εξωτερικό γινόµενο. Αν και είχε επαφές µε τους Cauchy και Grassmann, η επιρροή 

που άσκησε στη µαθηµατική κοινότητα, ήταν πολύ µικρή. 

Το 1853   ο Cauchy  (1789‐1857)   εξέδωσε   µια εργασία του   µε τίτλο:   Sur  les clefs 

algébriques,    η  οποία  περιείχε    µεθόδους  για  την  επίλυση  αλγεβρικών 

προβληµάτων. Σε αυτήν εισήγαγε δυο οντότητες τις i και j που ονόµασε αλγεβρικά 

κλειδιά και για τις οποίες ίσχυε i∙j = j∙i=0 και i∙j = ‐j∙i.Όπως παρατηρούµε, τα κλειδιά 

του Cauchy είναι αλγεβρικά ισοδύναµα µε τα επεκτεταµένα µεγέθη του Grassmann,  

όσον αφορά το εξωτερικό γινόµενο. Αυτό ανάγκασε τον δεύτερο να ζητήσει από τη 

Γαλλική  Ακαδηµία  το  1854    την  αναγνώριση  της  πατρότητας  της  παραπάνω 

ανακάλυψης, αν και τελικά η ακαδηµία δεν κατέληξε σε κάποια απόφαση. Τέλος,  ο 

O’ Brien (1814‐1855) καθηγητής στο King’s College, ασχολήθηκε µε τη διανυσµατική 

ανάλυση κυρίως τα τελευταία δέκα χρόνια της ζωής του.  Το σύστηµά που πρότεινε 

έχει πολλά κοινά µε το σηµερινό διανυσµατικό λογισµό, αλλά η µη κατανόηση από 

τον  ίδιο  της  προσεταιριστικής  ιδιότητας  του  στέρησε  τον  τίτλο  του  «πατέρα  της 

διανυσµατικής ανάλυσης ». 

Τρεις βασικές αρχές για τη διδασκαλία της γραμμικής άλγεβρας από  

τον Dorier. 

Ο Harel θέτει   3 αρχές για τη διδασκαλία της γραμμικής άλγεβρας  , εμπνευσμένος 

από  τη ψυχολογική  θεωρία  του Piaget  για  την  έννοια  της  ανάπτυξης:  Η  αρχή  της 

ορθότητας, η αρχή της ανάγκης και την αρχή της γενικότητας. 

Η  αρχή  της  ορθότητας  (  Concreteness  Principle)  δηλώνει,  “Για  να  μπορέσουν  οι 

μαθητές να αποσπάσουν μια μαθηματική δομή από ένα δοθέν μοντέλο αυτής της 

δομής  ,  τα στοιχεία αυτού του μοντέλου πρέπει να   είναι εννοιολογικές οντότητες 

στα  μάτια  των  μαθητών,  το  οποίο  σημαίνει,  ο  μαθητής  έχει  ψυχικές  διαδικασίες 

που  μπορούν  να  πάρουν  αυτά  τα  αντικείμενα  σαν  ‘’εισόδους’’  .  Αυτή  η  αρχή 

παραβιάζεται  οποτεδήποτε  η  γενική  ιδέα    του  διανυσματικού  χώρου  διδάσκεται 

σαν  γενίκευση  από  αφηρημένες  δομές,  σε  μαθητές  που  δεν  έχουν  (ακόμα) 

κατασκευάσει  αντικείμενα  από  αυτές  τις  δομές    σαν  ψυχικες  διαδικασίες    στις 

οποίες άλλες πνευματικές λειτουργίες μπορούν να διεξαχθούν. 

Ξεκινώντας  από  την  προϋπόθεση  ότι  οι  μαθητές  χτίζουν  την  κατανόηση  μιας 

έννοιας στα συμφραζόμενα που είναι για να τους βοηθήσουν, ο Harel καταλήγει ότι 

η  έμφαση σε  μια  γεωμετρική  ενσάρκωση  της  αφηρημένης  έννοιας  της  γραμμικής 

άλγεβρας παράγει μια αρκετά στερεή βάση για τη μαθηματική κατανόηση. Επέμενε, 

όμως,  ότι  θα  ήταν  λάθος  να  καταλήξουμε  στο  συμπέρασμα    ότι  το  μάθημα  της 

γραμμικής άλγεβρας πρέπει  να  ξεκινάει με  γεωμετρία και  να  χτίζει  τις αλγεβρικές 
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έννοιες σαν μια γενίκευση της γεωμετρίας. Ένα παράδειγμα διδασκαλίας βασισμένο 

στην  προϋπόθεση  που  επιτρέπει  ο  Harel  για  να  το  παρατηρήσεις  είναι  όταν  η 

γεωμετρία εισάγεται πριν από τις αλγεβρικές ιδέες  που έχουν σχηματιστεί, αρκετοί 

μαθητές παραμένουν στον  περιορισμένο κόσμο των γεωμετρικών διανυσμάτων και 

δε μετακινούνται σε μια γενική υπόθεση. 

Η αρχή της ανάγκης(Τhe Necessity Principle) ‐ Για να μάθουν οι μαθητές, πρέπει να 

δουν   μια  (νοερή σαν αντίθεση στην κοινωνική ή οικονομική) ανάγκη για ότι είναι 

διατεθειμένοι  να διδαχθούν‐ βασίζεται στην υπόθεση  του Piaget  (που επίσης έχει 

υιοθετηθεί από  τη Θεωρία  των Διδακτικών Καταστάσεων που επεξεργάστηκε από 

τον  Brousseau)  ότι  η  γνώση  αναπτύσσεται  σαν  λύση  σε  ένα  πρόβλημα.  Εάν  ο 

δάσκαλος λύνει  τα προβλήματα για τους μαθητές   και  το μόνο που ζητάει είναι η 

αναπαραγωγή  των  λύσεων  ,τότε  θα  μάθουν  να  αναπαράγουν  τις  λύσεις  των 

δασκάλων και    όχι πώς να λύνουν  τα προβλήματα. Ο ορισμός  του διανυσματικού 

χώρου από μια παρουσίαση των ιδιοτήτων του Rn είναι ένα παράδειγμα παράβασης  

από την αρχής της ανάγκης(necessity Principle). 

Η τελευταία , η αρχή της γενικότητας (Generalisability Principle) που αξιώνεται από 

τον Harel, ανησυχεί περισσότερο για  τις διδακτικές αποφάσεις παρατηρώντας την 

επιλογή  του διδακτικού υλικού περισσότερο από  τη διαδικασία  της μάθησης από 

μόνη  της.  ‘’  Όταν  η  εισαγωγή  αφορά  ένα  συγκεκριμένο  μοντέλο,  που  είναι  ένα 

μοντέλο  που  ικανοποιεί  την  αρχή  της  γενικότητας  (Concreteness  Principle),  οι 

διδακτικές δραστηριότητες μέσα σε αυτό το μοντέλο πρέπει να επιτρέπουν και να 

ενθαρρύνουν την γενίκευση των εννοιών.« Αυτή η αρχή θα παραβιαζόταν αν αυτά 

τα  μοντέλα  χρησιμοποιούνταν  για  χάρη  μιας  ειδικής  υλοποίησης  σα  να  έχει  λίγα 

κοινά με  τις  γενικές  έννοιες που  έχουμε σα στόχο.  Για παράδειγμα,  η θεωρία  της 

γραμμικής  εξάρτησης  εισάγεται  σε  μια  γεωμετρικό  γενικό  πλαίσιο  και  ορίζεται 

μέσω συγγραμικότητας ή συνεπιπεδότητα (co‐planarity) δεν γενικεύεται εύκολα σε 

αφηρημένους  διανυσματικούς  χώρους.  H  δουλειά  του  Harel  ενέπνευσε  την 

αναμόρφωση της διδακτέας ύλης στην USA όπως και συγγραφείς βιβλίων. 

 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2Ο 

 
∆ιανυσματικοί Χώροι ή Γραμμικοί Χώροι 

Vector Spaces - Linear Spaces 
  
 

Θεωρούμε ένα σώμα R. Καλούμε ένα σύνολο Ω διανυσματικό χώρο ή γραμμικό 
χώρο επί του σώματος R, εφόσον έχουμε ορίσει τους παρακάτω δύο νόμους με 
τις ιδιότητές τους επί του συνόλου Ω: 
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A.     Μια πρόσθεση των μελών του Ω (εσωτερικός νόμος), δηλαδή μια απεικόνιση 

του ΩxΩ στο Ω η οποία σε κάθε ζεύγος (x, y), όπου x, y  Ω αντιστοιχεί ένα 
στοιχείο του Ω που το συμβολίζουμε με x + y και η οποία έχει τις ιδιότητες: 
i)        Υπάρχει ένα στοιχείο (ουδέτερο ή μηδενικό) του Ω που το 

συμβολίζουμε με ΟΩ τέτοιο ώστε: 
  

  
ii)       Για κάθε στοιχείο x του συνόλου Ω υπάρχει ένα στοιχείο y στο σύνολο Ω 

τέτοιο ώστε: 
  

  
Το στοιχείο y καλείται συμμετρικό ή αντίθετο του x και συμβολίζεται με 
– x . 

iii)      προσεταιριστική. 

iv)  αντιμεταθετική. 
 
 
Συνεπώς το σύνολο Ω είναι μια αντιμεταθετική ομάδα (ή αβελιανή ομάδα). 

 
 
 
B.     Μια απεικόνιση του RxΩ εντός του Ω (εξωτερικός νόμος), δηλαδή σε κάθε ζεύγος 
(λ, x), όπου λR και xΩ αντιστοιχεί ένα στοιχείο του Ω που το συμβολίζουμε 
με λx και η οποία έχει τις ιδιότητες: 

  

i)         

ii)        

iii)      

iv)     , όπου 1 είναι το μοναδιαίο στοιχείο του σώματος R 
  

Το σώμα R καλείται πεδίο συντελεστών, ενώ τα στοιχεία του διανυσματικού 
χώρου Ω διανύσματα. 

  
Αν το πεδίο συντελεστών είναι το σώμα των πραγματικών αριθμών R, τότε ο 
διανυσματικός χώρος Ω είναι ένας πραγματικός διανυσματικός χώρος. 
  
Αν το πεδίο συντελεστών είναι το σώμα των μιγαδικών αριθμών C, τότε ο 
διανυσματικός χώρος Ω είναι ένας μιγαδικός διανυσματικός χώρος. 

  
Το ουδέτερο στοιχείο ή μηδενικό διάνυσμα του διανυσματικού χώρου Ω 
υπάρχει και το συμβολίζουμε με ΟΩ. Η ύπαρξη του μηδενικού διανύσματος του 
χώρου εξασφαλίζεται καθόσον ο διανυσματικός χώρος είναι μια αντιμεταθετική 
ομάδα. 
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Επιπλέον, το αντίθετο διάνυσμα του xΩ υπάρχει και το συμβολίζουμε με –x. 
Συνεπώς, η «αφαίρεση» ως πράξη ορίζεται κατά το γνωστά: 
  

  
  
Παραδείγματα Διανυσματικών Χώρων 

  
1. Το σύνολο των μιγαδικών αριθμών C με πράξεις τη «συνήθη» πρόσθεση 

αυτών και τον «συνήθη» πολλαπλασιασμό επί ένα πραγματικό αριθμό, 
αποτελεί διανυσματικό χώρο επί του σώματος των πραγματικών αριθμών R. 
 

2. Το σύνολο Ω των πραγματικών συναρτήσεων f με πεδίο ορισμό ένα 
διάστημα A του συνόλου των πραγματικών αριθμών R, δηλαδή f : A→R με 
τις παρακάτω «συνήθεις» πράξεις: 

  

i)         

ii)        
  

αποτελεί διανυσματικό χώρο. 
  

3.      Οι χώροι Rn 
 
O χώρος n-διάστασης που συμβολίζονται με Rn, είναι το σύνολο των 
διατεταγμένων n-άδων x = (x1, x2, …, xn ) των πραγματικών αριθμών x1, x2, 
…, xn (συντεταγμένες) στο οποίο έχουν οριστεί οι πράξεις: 
  

i)      

ii)   

  
 
 
 
 
 

 
Γραμμική Ανεξαρτησία 
Linear Independence 

  
Τα διανύσματα x1, x2, …, xn ενός διανυσματικού χώρου Ω είναι γραμμικώς 
ανεξάρτητα αν η σχέση: 
  

  
όπου λ1, λ2, …, λn ανήκουν στο σώμα R του διανυσματικού χώρου, ικανοποιείται 
μόνον για: 
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Σε κάθε άλλη περίπτωση είναι γραμμικώς εξαρτημένα. 
  
Αν x1, x2, …, xn είναι διανύσματα του διανυσματικού χώρου Ω, οι παρακάτω δύο 
προτάσεις είναι ισοδύναμοι: 
i)        Υπάρχει μία σχέση της μορφής: 

  

  
όπου τα λ1, λ2, …, λn ανήκουν στο σώμα R του διανυσματικού χώρου Ω και 
δεν είναι όλα το μηδενικό στοιχείο του σώματος R. 

ii)       Ένα από τα xi, i = 1, …, n είναι γραμμικός συνδυασμός των άλλων. 
  

 
Παραδείγματα 
 
1.      Γραμμικώς ανεξάρτητα διανύσματα του χώρου Rn 

Αν τα διανύσματα: 
  

  
του χώρου Rn είναι γραμμικώς εξαρτημένα, θα πρέπει η σχέση: 
  

  
να ισχύει για λ1, λ2, …, λκ μη όλα μηδέν. 
  
Πράγματι η παραπάνω σχέση γίνεται: 
  

 
  
ή υπό μορφή συστήματος n-εξισώσεων με κ-αγνώστους 
  

 

 
 

 
  
να έχει μη τετριμμένη (μηδενική) λύση. 
  
Αν το σύστημα έχει τη μηδενική λύση, τότε τα διανύσματα xi, i = 1, 2, …, 
κ είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. 
  
Ας θεωρήσουμε, για παράδειγμα τα n-διανύσματα: 
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τότε το προηγούμενο σύστημα γράφεται: 
  

 

 
 

 
  
Προφανώς η λύση του συστήματος είναι: 

  

  
οπότε τα διανύσματα e1, e2, …, en είναι γραμμικώς ανεξάρτητα (κανονική 
βάση). 
  

 
2.      Γραμμικώς ανεξάρτητα μονώνυμα 

Θεωρούμε τον διανυσματικό χώρο των πολυωνύμων P(x) το πολύ ν βαθμού. 
Τα μονώνυμα 1, x, x2, …, xn είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. 

  
3.      Στο διανυσματικό χώρο των συναρτήσεων f : R→R, οι συναρτήσεις: 

  

  
είναι γραμμικώς εξαρτημένες, καθόσον ισχύει πάντοτε: 

  
(Πυθαγόρειο θεώρημα) 

  
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Βάση ∆ιανυσματικού Χώρου 
Vector Space Base 

  
Τα διανύσματα x1, x2, …, xn ενός διανυσματικού χώρου Ω αποτελούν 
μια βάση του διανυσματικού χώρου Ω, αν τα διανύσματα x1, x2, …, xn είναι 
γραμμικώς ανεξάρτητα και επί πλέον παράγουν τον χώρο Ω. 
  
Παράδειγμα: 
Αν ο διανυσματικός χώρος είναι ο Rn, τα διανύσματα αυτού: 
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αποτελούν μια βάση (κανονική) του Rn, καθόσον τα διανύσματα αυτά είναι 
γραμμικώς ανεξάρτητα και κάθε άλλο διάνυσμα του Rn, για παράδειγμα, x = ( α1, 
α2, …, αn) γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός αυτών των διανυσμάτων, δηλαδή: 
  

 
  
Συνεπώς, τα e1, e2, …, en παράγουν τον χώρο Rn. 
  
 
Είναι προφανές ότι κάθε διάνυσμα x του διανυσματικού χώρου Ω μπορεί να 
γραφεί σαν ένας μοναδικός συνδυασμός της βάσης e1, e2, …, en του 
διανυσματικού χώρου. Δηλαδή, οι συντελεστές λ1, λ2, …, λn στην έκφραση: 
  

  
είναι μοναδικοί και καλούνται συντεταγμένες, ενώ τα διανύσματα της 
μορφής λiei, i = 1, 2, …, n συνιστώσες του διανύσματος x. 
  
Είναι επίσης προφανές ότι η βάση ενός διανυσματικού χώρου δεν είναι μοναδική. 
  
  

∆ιάσταση ∆ιανυσματικού Χώρου 
Vector Space Dimension 

  
 
      Αν σ’ ένα διανυσματικό χώρο υπάρχουν n γραμμικώς ανεξάρτητα διανύσματα, 
ενώ όλα τα n + 1 διανύσματα αυτού είναι γραμμικώς εξαρτημένα, τότε ο 
διανυσματικός χώρος έχει διάσταση n. 

  
1)Σ’ ένα διανυσματικό χώρο διάστασης n, υπάρχει μια βάση με n διανύσματα. 
2)Σ’ ένα διανυσματικό χώρο διάστασης n, κάθε σύνολο από n γραμμικώς 
ανεξάρτητα διανύσματα του χώρου αποτελεί και μια βάση του. 
3)Αν ένας διανυσματικός χώρος έχει μια βάση, τότε η διάσταση του χώρου 
ισούται με το πλήθος των στοιχείων (πληθικός αριθμός) της βάσης. 

  
 
Παραδείγματα: 
 
1.      Ο διανυσματικός χώρος όλων των πολυωνύμων βαθμού το πολύ n έχει 

διάσταση n + 1. 
 
2.      Οι χώροι Rn έχουν διάσταση n. 

  
  

Γραμμικές Απεικονίσεις 
Linear Mappings 
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Θεωρούμε τους διανυσματικούς χώρους A και B επί του σώματος R και μία 
απεικόνιση u του A στον B. Θα λέμε ότι η απεικόνιση u είναι γραμμική αν 
ισχύουν: 
  

i)         

ii)        
  
Η γραμμική απεικόνιση καλείται και ομομορφισμός του A εντός του B. 
Αν η παραπάνω απεικόνιση είναι αμφιμονοσήμαντος και επί, τότε καλείται 
και ισομορφισμός, οι δε διανυσματικοί χώροι A και B ισόμορφοι. 
  
Η γραμμική απεικόνιση u του A εντός του ιδίου (δηλαδή: u : A→A) καλείται 
και γραμμικός τελεστής ( linear operator) εντός του A. 
  
Θεωρούμε με Λ(Α,Β), το σύνολο των γραμμικών απεικονίσεων του A εντός 
του B. Ορίζουμε το άθροισμα u + w δύο γραμμικών απεικονίσεων και 
το γινόμενο λ·u μιας γραμμικής απεικόνισης επί έναν αριθμό λR με τις σχέσεις: 
  

 

 
  
Τότε, όπως εύκολα διαπιστώνεται, το παραπάνω σύνολο Λ(Α,Β) γίνεται ένας 
διανυσματικός χώρος επί του σώματος R. 
  
Αν u είναι μια γραμμική απεικόνιση του διανυσματικού χώρου A στον 
διανυσματικό χώρο B, τότε ισχύουν: 
  

i)         

ii)       , όπου ΟΑ και ΟΒ είναι τα ουδέτερα (μηδενικά) διανύσματα 
των χώρων A και B αντίστοιχα. 

  
Αν Aκαι B είναι δύο διανυσματικοί χώροι επί του ιδίου σώματος R και αν (e1, e2, 
…, en ) είναι μια βάση του A και (ξ1, ξ2, …, ξν) τυχόντα ν διανύσματα του B, τότε 
υπάρχει μία και μόνο μία γραμμική απεικόνιση u του A εντός του B τέτοια ώστε: 
  

  
Δύο διανυσματικοί χώροι A και B ν-διάστασης είναι ισόμορφοι. 
Κάθε διανυσματικός χώρος ν-διάστασης είναι ισόμορφος προς τον χώρο Rν. 
  

ΑΣΥΜΒΑΤΕΣ ΕΥΘΕΙΕΣ  

Στην  ευκλείδεια  γεωμετρία  Α’  κ  Β’  Ενιαίου  Λυκείου  βρίσκεται  ο  ορισμός:  Δύο 

ευθείες λέγονται ασύμβατες, αν δεν υπάρχει επίπεδο που να περιέχει και  τις δύο 
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(επομένως  δεν  έχουν  κοινό  σημείο  και  δεν  είναι  παράλληλες).    Άρα  δύο 

διαφορετικές ευθείες του χώρου μπορεί να είναι:   

1. παράλληλες ή τεμνόμενες  (οπότε ανήκουν στο ίδιο επίπεδο), ή 
 

2. ασύμβατες 
 

Γίνονται  ερωτήσεις  κατανόησης  (π.χ.  βρες  μέσα  στην  αίθουσα  διδασκαλίας  2 

ευθείες ασύμβατες και να διαπιστώσετε ότι δεν υπάρχει επίπεδο που να περιέχει κ 

τις 2). 

Υπάρχουν οδηγίες διδασκαλίας που αναφέρουν: Το πνεύμα της διδασκαλίας να μην 

εστιάζεται στις αποδείξεις, αυτές  καθαυτές,  των διαφόρων θεωρημάτων  ,αλλά να 

αναδεικνύεται  ο  λειτουργικός  τους  ρόλος  στο  πλαίσιο  της  γεωμετρικής 

αισθητοποίησης του χώρου από μέρους των μαθητών, με τη συμβολή ερωτήσεων 

κατανόησης, ασκήσεων εμπέδωσης και κάποιων απλών αποδεικτικών ασκήσεων.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3Ο 

 

3.1 Διατύπωση του Προβλήματος 1 και λύση του σε βήματα 

Γενικά 
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Στην ανάλυση λαθών χρησιμοποιήθηκε το πρόβλημα που ακολουθεί και στη 

συνέχεια η σωστή λύση βασισμένη στη θεωρία που διδάχτηκε στις παραδόσεις του 

εξαμήνου στους φοιτητές της ΣΕΜΦΕ ΕΜΠ, κατά το πρώτο εξάμηνο του έτους 2012‐

2013.Η λύση έχει χωριστεί σε βήματα ώστε να μπορέσουμε να αναλύσουμε 

καλύτερα τα λάθη που εμφανίζονται στις λύσεις που δίνουν οι φοιτητές. 

Διατύπωση προβλήματος και λύση του σε βήματα 

Πρόβλημα 1ο : Δίνονται ευθεία ε: x‐1=   =   και επίπεδο Π : x+ 2y +z – 10=0. 

i) Nα αποδείξετε ότι η ευθεία ε είναι παράλληλη προς το επίπεδο Π. 
ii) Nα βρείτε τις αναλυτικές εξισώσεις της ευθείας δ που είναι τομή του επιπέδου Π με 

το επίπεδο Σ που περιέχει το σημείο Μ (0,1,2) και την ε. 

 

Σωστή Λύση (σε βήματα) 1ου προβλήματος : 

      Βήμα 1ο :  

Για τη λύση του πρώτου ερωτήματος χρειάζεται να βρούμε ένα διάνυσμα 

παράλληλο στην ε που είναι το  a =(1,‐2,3) και μετά το   n = (1,2,1) που είναι 

κάθετο προς το επίπεδο Π. 

Βήμα 2ο :  

Έπειτα, χρειάζεται να γνωρίζουμε ότι  ε// Π  ε  n   

a  ·   n  =0  => (1,‐2,3)·(1,2,1)=1·1+ (‐2)·2+ 3·1=1‐4+3=0. 

Βήμα 3ο :  
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Για τη λύση του δεύτερου ερωτήματος πρέπει να βρούμε το επίπεδο Σ το οποίο 

μπορούμε να το βρούμε από την εξίσωση (r‐ rM   ,  a , b )=0 οπου r=(x,y,z), rM  

=(0,1,2) a  =(1,‐2,3), b =(1,3,5)‐(0,1,2)=(1,2,3) και έχω: 






321

321

21 zyx

0   12x – 0(y‐1) ‐ 4(z‐2)=0  3x‐z+2 =0 

      Βήμα 4ο : 

      Επιλύουμε κατάλληλα το σύστημα των εξισώσεων του επιπέδου Π και του 

επιπέδου Σ από όπου προκύπτουν οι αναλυτικές εξισώσεις της ευθείας: 

                                                          x  =   =   = t 

Διερεύνηση  λαθών 

Είδη λαθών στη λύση του προβλήματος 1 και κατηγοροποίηση τους 

Σε αυτό το σημείο θα γίνει ποιοτική ανάλυση των λαθών που βρέθηκαν σε δείγμα 

100 γραπτών, δηλαδή θα τα τοποθετήσουμε σε κατηγορίες ανάλογα με τα βήματα 

που έχουμε χωρίσει τη  σωστή λύση του προβλήματος και σύμφωνα με τους 

πίνακες που υπάρχουν στο παράρτημα. 

Τα λάθη χωρίζονται στις εξης κατηγορίες: 

i) Λάθη κατανόησης της θεωρίας, χρησιμοποιώντας το συμβολισμό (Κ) 

ii) Μη επαρκή δικαιολόγηση (Δ) 

iii) Λάθη στις πράξεις και στην επίλυση των συστημάτων (Π) 

Συγκεκριμένα για την κατηγορία της κατανόησης  (i) είχαμε τα εξής λάθη: 

Α)Μη κατανόηση της έννοιας της παραλληλίας 

Β) Αυθαίρετη εύρεση του  a  

Γ) Λάθη στις πράξεις επίλυσης 

Δ) Κάνουν λάθη στα πρόσημα 

Ε) Λανθασμένη δικαιολόγηση 

ΣΤ)Λανθασμένος τρόπος εύρεσης του επιπέδου Σ 

Ζ) Αυθαίρετη εύρεση του επιπέδου Σ χωρίς χρησιμοποίηση του σημείου Μ 
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Η) Μη ορισμό σημείου (x,y,z) 

Θ) Μη εύρεση του b  

Ι) Μη γνώση της ορίζουσας 

Κ) Λάθη στην επίλυση της ορίζουσας 

Λ) Αυθαίρετη λύση συστήματος κ όχι του σωστού για την εύρεση των αναλυτικών 

εξισώσεων 

Μ) Λάθη στο σύστημα 

Ποσοστιαία ανάλυση λαθών σύμφωνα με την έρευνα 

Έχοντας  παρουσιάσει  το  αναλυτικό  πρόγραμμα  διδασκαλίας  της  Γραμμικής 

Άλγεβρας  στη  ΣΕΜΦΕ  παρατηρούμε  ότι  υπάρχει  δυσκολία  των  εννοιών  της 

Άλγεβρας  λόγω  περιορισμένης  εμβάθυνσης  στη  διδασκαλία  του  διανυσματικού 

λογισμού, των οριζουσών και άλλων εννοιών από τη δευτεροβάθμια εκπαίδευση. 

Αυτό το σκοπό έχει η έρευνα αυτή για να αναλυθούν τα λάθη και οι παρανοήσεις 

που συναντάμε στους φοιτητές του ΕΜΠ. 

 

Α)  Το  δείγμα  μας  αποτελείται  από  100  γραπτά  φοιτητών  της  ΣΕΜΦΕ  που  είχαν 

διδαχθεί τα κεφάλαια της Γραμμικής Άλγεβρας πάνω στην έννοια των διανυσμάτων 

και των ασυμβάτων. 

Το δείγμα μας βοήθησε  να  εξάγουμε συμπεράσματα  για  την  κατανόηση,  τα  λάθη 

και πιθανές παρανοήσεις γύρω από τις έννοιες που συμπεριλαμβάνονται σε αυτά 

τα  κεφάλαια.Το  δείγμα  μας  κρίνεται  αντιπροσωπευτικό  μιας  κ  αποτελείται  από 

άτομα που έχουν ολοκληρώσει το Λύκειο και έχουν διδαχθεί αυτά τα κεφάλαια.Το 

δείγμα μας το έχουμε επιλέξει σύμφωνα με όσους ασχολήθηκαν με το πρώτο θέμα 

και το έχουμε χωρίσει σε υποομάδες! 

Συγκεκριμένα οι 50 από τους 100 είναι όσοι έχουν πάρει συνολικό βαθμό από 5 και 

πάνω, οι 25 από τους 100 με αλφαβητική σειρά από το Α‐Κ (και δεν έγραψαν πάνω 

από  5),  οι  άλλοι  25  από  τους  100  τυχαία(δηλαδή  οποιοδήποτε  γράμμα  και 

βαθμολογία) 

Β) Τα γραπτά προέρχονται από τις τελικές γραπτές εξετάσεις όπως και στα άλλα 

τρία προβλήματα που θα δούμε παρακάτω(Παράρτημα).Ο αρχικός πίνακας 

περιλαμβάνει τα είδη των λαθών που εμφανίστηκαν στα γραπτά και την 

κωδικοποίηση τους. Οι φοιτητές καλούνται να απαντήσουν στις ερωτήσεις του 
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προβλήματος χρησιμοποιώντας όσα έμαθαν στη σχολή καθώς και όσα γνωρίζουν 

από το σχολείο. 

Γ) Παρουσίαση και ανάλυση των αποτελεσμάτων 

Για τους φοιτητές με βαθμολογία πάνω από 5 ο πίνακας είναι: 

ΠΟΣΟΣΤΑ   ΕΚΑΝΕ ΛΑΘΟΣ  ΔΕΝ ΕΚΑΝΕ ΛΑΘΟΣ 

Δ1‐Δ2  12%  88% 

Π1‐Π2  20%  80% 

Κ1‐Κ2  10%  90% 

 

Για τους φοιτητές από Α‐Κ(και δεν έγραψαν πάνω από 5) ο πίνακας είναι: 

ΠΟΣΟΣΤΑ  ΕΚΑΝΕ ΛΑΘΟΣ  ΔΕΝ ΕΚΑΝΕ ΛΑΘΟΣ 

Δ1‐Δ2  40%  60% 

Π1‐Π2  44%  56% 

Κ1‐Κ2  52%  48% 

 

Για τους φοιτητές με τυχαία επιλογή ο πίνακας είναι: 

ΠΟΣΟΣΤΑ  ΕΚΑΝΕ ΛΑΘΟΣ   ΔΕΝ ΕΚΑΝΕ ΛΑΘΟΣ 

Δ1‐Δ2  16%  84% 

Π1‐Π2  24%  76% 

Κ1‐Κ2  28%  72% 

 

όπου Δ: έλλειψη δικαιολόγησης 

           Δ1: έλλειψη δικαιολόγησης για την παραλληλία 

           Δ2: έλλειψη δικαιολόγησης για την εξίσωση του επιπέδου Σ 

           Π: αριθμητικά λάθη στη λύση συστημάτων 

           Π1: αριθμητικό λάθος στο πρώτο ερώτημα 

           Π2: αριθμητικό λάθος στο δεύτερο ερώτημα 

           Κ  : κατανόηση της ύλης των διανυσμάτων 

           Κ1: μη κατανόηση της έννοιας της παραλληλίας 

           Κ2: μη κατανόηση στην εύρεση του επιπέδου Σ και των αναλυτικών      

εξισώσεων 

1 ή 0: λύθηκαν σωστά ή δεν λύθηκαν σωστά 
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3.2  Διατύπωση του Προβλήματος 2 και λύση του σε βήματα 

Γενικά 

Στην ανάλυση λαθών χρησιμοποιήθηκε το πρόβλημα που ακολουθεί και στη 

συνέχεια η σωστή λύση βασισμένη στη θεωρία που διδάχτηκε στις παραδόσεις του 

εξαμήνου στους φοιτητές των Πολιτικών Μηχανικών ΕΜΠ, κατά το πρώτο εξάμηνο 

του έτους 2012‐2013. Η λύση έχει χωριστεί σε βήματα ώστε να μπορέσουμε να 

αναλύσουμε καλύτερα τα λάθη που εμφανίζονται στις λύσεις που δίνουν οι 

φοιτητές. 

Διατύπωση προβλήματος και λύση του σε βήματα 

Πρόβλημα 2ο : Δίνονται οι ευθείες δ: x‐2y+z+1=0, x+y‐z‐2=0  και ε: x=2, y=2z‐2. Να 

βρείτε τις αναλυτικές εξισώσεις της ευθείας δ και να αποδείξετε ότι οι ευθείες ε και 

δ είναι ασύμβατες. 

Σωστή Λύση (σε βήματα) 2ου προβλήματος : 

Βήμα 1ο :  

Για να βρούμε τις αναλυτικές εξισώσεις της ευθείας δ, αρχικά πρέπει να 

λύσουμε το σύστημα:  

                                                   x ‐ 2y + z + 1 = 0                                    (1)  

                                                   x + y – z – 2 = 0                                      (2) 

Προσθέτοντας την (1) + (2) προκύπτει :  

                                              2x – y – 1 = 0 => y = 2x‐1                            (3) 

Toποθετώντας την (3) στην (2) έχουμε  

                                                           z = 3x‐3                                        (4)  , 

     οπότε τα σημεία (x,y,z)  της τομής ικανοποιούν τις εξισώσεις : 

     
3

3

2

1 





zy
x  

που είναι οι αναλυτικές εξισώσεις της ευθείας δ. 

Επομένως η ευθεία δ περνάει από το σημείο Μ1 (0, -1, -3) και είναι παράλληλη 

στο διάνυσμα  a =(1,2,3) 
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Βήμα 2ο :  

Για να αποδείξουμε ότι οι (ε) και (δ) είναι ασύμβατες πρέπει να κάνουμε τα 

εξής: 

Αρχικά βρίσκω τις παραμετρικές εξισώσεις της (ε) γνωρίζοντας ότι :  

x = 2,     y = 2z‐2 

και έχω: 

(x, y, z)= (2,‐2,0) + λ(0,2,1) , 

οπότε η ευθεία ε περνάει από το σημείο Μ2(2, -2, 0) και είναι παράλληλη στο 

διάνυσμα b = (0,2,1) 

 Για να δείξω ότι είναι ασύμβατες αρκεί να αποδείξουμε ότι το μικτό γινόμενο 

είναι διάφορο του μηδενός: 

 Η ορίζουσα ( r , a , b ), όπου  r  = ( (0,‐1,‐3)‐ (2,‐2,0) )= (‐2,1,‐3),   a =(1,2,3), 

b =(0,2,1) είναι  

09

120

321

312




. 

 

Β τρόπος επίλυσης του προβλήματος 

Αρκεί να αποδείξουμε ότι οι ευθείες ε και δ 

(i) δεν είναι παράλληλες και 

(ii) δεν έχουν κοινό σημείο 

 

Για το (i) έχουμε ότι τα παράλληλα διανύσματα των ε και δ είναι τα  

                                      a =(1,2,3) και b =(0,2,1)  και  b ≠λ a  

Για το (ii) αρκεί να αποδείξουμε ότι το σύστημα : 

x‐ 2y + z + 1 = 0 

                                            x+ y – z – 2 = 0                                      (Σ) 
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x = z 

y = 2z‐2 

 

δεν είναι συμβιβαστό ,δηλαδή δεν έχει λύση. 

Πράγματι (Σ)  

x = 2,   ‐2y+z = ‐3,  y‐z = 0,  y‐2z = ‐2 

                                              x=2,  y=z=3,   y=z=2     (αδύνατο) 

 

Διερεύνηση  λαθών 

 

Είδη λαθών στη λύση του προβλήματος 2 και κατηγοροποίηση τους 

Σε αυτό το σημείο θα γίνει ποιοτική ανάλυση των λαθών που βρέθηκαν σε δείγμα 

100 γραπτών, δηλαδή θα τα τοποθετήσουμε σε κατηγορίες ανάλογα με τα βήματα 

που  έχουμε  χωρίσει  τη    σωστή  λύση  του  προβλήματος  και  σύμφωνα  με  τους 

πίνακες που υπάρχουν στο παράρτημα. 

Τα λάθη χωρίζονται στις εξης κατηγορίες: 

i) Λάθη κατανόησης της θεωρίας, χρησιμοποιώντας το συμβολισμό (Κ) 

ii) Μη επαρκή δικαιολόγηση (Δ) 

iii) Λάθη στις πράξεις και στην επίλυση των συστημάτων (Π) 

Συγκεκριμένα για την κατηγορία της κατανόησης  (i) είχαμε τα εξής λάθη: 

Α) Μη κατανόηση τι ζητείται στο ερώτημα 

Β) Λάθη στις πράξεις επίλυσης 

Γ) Κάνουν λάθη στα πρόσημα 

Δ) Λανθασμένη δικαιολόγηση 

Ε) Μη γνώση της ορίζουσας 

ΣΤ) Λάθη στην επίλυση της ορίζουσας 
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Ζ) Αυθαίρετη λύση συστήματος κ όχι του σωστού για την εύρεση των αναλυτικών 

εξισώσεων 

Η) Λάθη στο σύστημα 

Ποσοστιαία ανάλυση λαθών σύμφωνα με την έρευνα 

Έχοντας  παρουσιάσει  το  αναλυτικό  πρόγραμμα  διδασκαλίας  της  Γραμμικής 

Άλγεβρας στη σχολή Πολιτικών Μηχανικών παρατηρούμε ότι υπάρχει δυσκολία των 

εννοιών  της  Άλγεβρας  λόγω  περιορισμένης  εμβάθυνσης  στη  διδασκαλία  του 

διανυσματικού λογισμού,των οριζουσών και άλλων εννοιών από τη δευτεροβάθμια 

εκπαίδευση.Για αυτό το σκοπό έχει η έρευνα αυτή για να αναλυθούν τα λάθη και οι 

παρανοήσεις που συναντάμε στους φοιτητές του ΕΜΠ. 

Α) Το δείγμα μας αποτελείται από 100 γραπτά φοιτητών των Πολιτικών Μηχανικών 

που  είχαν  διδαχθεί  τα  κεφάλαια  της  γραμμικής  Άλγεβρας  πάνω  στην  έννοια  των 

διανυσμάτων  και  των  ασυμβάτων.Το  δείγμα  μας  βοήθησε  να  εξάγουμε 

συμπεράσματα για την κατανόηση,τα λάθη και πιθανές παρανοήσεις γύρω από τις 

έννοιες  που  συμπεριλαμβάνονται  σε  αυτά  τα  κεφάλαια.Το  δείγμα  μας  κρίνεται 

αντιπροσωπευτικό μιας κ αποτελείται από άτομα που έχουν ολοκληρώσει το λύκειο 

και έχουν διδαχθεί αυτά τα κεφάλαια.Το δείγμα μας το έχουμε επιλέξει σύμφωνα 

με  όσους  ασχολήθηκαν  με  το  πρώτο  θέμα  και  το  έχουμε  χωρίσει  σε 

υποομάδες!Συγκεκριμένα  οι  50  από  τους  100  είναι  όσοι  έχουν  πάρει  συνολικό 

βαθμό  από  5  και  πάνω  ενώ  οι  υπόλοιποι  50  από  τους  100  τυχαία(δηλαδή 

οποιοδήποτε γράμμα και βαθμολογία) 

Β) Τα  γραπτά προέρχονται  από  τις  τελικές  γραπτές  εξετάσεις  όπως  και  στα  άλλα 

προβλήματα που θα δούμε παρακάτω(Παράρτημα). 

Ο αρχικός πίνακας περιλαμβάνει τα είδη των λαθών που εμφανίστηκαν στα γραπτά 

και  την  κωδικοποίηση  τους.Οι φοιτητές  καλούνται  να απαντήσουν στις  ερωτήσεις 

του  προβλήματος  χρησιμοποιώντας  όσα  έμαθαν  στη  σχολή  καθώς  και  όσα 

γνωρίζουν από το σχολείο. 

Γ) Παρουσίαση και ανάλυση των αποτελεσμάτων 

Για τους φοιτητές με βαθμολογία πάνω από 5 ο πίνακας είναι: 

ΠΟΣΟΣΤΑ   ΕΚΑΝΕ ΛΑΘΟΣ ΔΕΝ ΕΚΑΝΕ ΛΑΘΟΣ 

Δ1‐Δ2   8%  92%

Π1‐Π2  16% 84%

Κ1‐Κ2   6%  94%
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Για τους φοιτητές με τυχαία επιλογή ο πίνακας είναι: 

ΠΟΣΟΣΤΑ  ΕΚΑΝΕ ΛΑΘΟΣ  ΔΕΝ ΕΚΑΝΕ ΛΑΘΟΣ 

Δ1‐Δ2  40% 60%

Π1‐Π2  46% 54%

Κ1‐Κ2  42% 58%

 

όπου Δ: έλλειψη δικαιολόγησης 

           Δ1: έλλειψη δικαιολόγησης για τις αναλυτικές εξισώσεις 

           Δ2: έλλειψη δικαιολόγησης για τις ασύμβατες 

           Π: αριθμητικά λάθη στη λύση συστημάτων 

           Π1: αριθμητικό λάθος στο πρώτο ερώτημα 

           Π2: αριθμητικό λάθος στο δεύτερο ερώτημα 

           Κ  : κατανόηση της ύλης των διανυσμάτων 

           Κ1: μη κατανόηση της έννοιας των αναλυτικών εξισώσεων 

           Κ2: μη κατανόηση έννοιας ασυμβάτων 

 

1 ή 0: λύθηκαν σωστά ή δεν λύθηκαν σωστά 

Διατύπωση του Προβλήματος 3 και λύση του σε βήματα 

Γενικά 

Στην  ανάλυση  λαθών  χρησιμοποιήθηκε  το  πρόβλημα  που  ακολουθεί  και  στη 

συνέχεια η σωστή λύση βασισμένη στη θεωρία που διδάχτηκε στις παραδόσεις του 

εξαμήνου  στους  φοιτητές  των  Ηλεκτρολόγων  Μηχανικών  &  Μηχανικών 

Υπολογιστών  ΕΜΠ,  κατά  το  πρώτο  εξάμηνο  του  έτους  2012‐2013.  Η  λύση  έχει 

χωριστεί σε βήματα ώστε  να μπορέσουμε να αναλύσουμε καλύτερα  τα λάθη που 

εμφανίζονται στις λύσεις που δίνουν οι φοιτητές. 

 

Διατύπωση προβλήματος και λύση του σε βήματα 

Πρόβλημα 3ο : Δίνονται οι ευθείες (ζ): x+y‐2z=2, x‐y+2z=0  και (ε): x=2, y=z+1 και το 

σημείο Α(2,3,2). 
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(1) Να βρεθούν διανύσματα προς τα οποία είναι παράλληλες οι (ε), (ζ) και οι 

αναλυτικές εξισώσεις της (ζ). 

(2) Να αποδειχτεί ότι οι ευθείες (ε) και (ζ) είναι ασύμβατες. 

(3) Να βρεθεί η εξίσωση του επιπέδου που ορίζεται από το Α και την (ζ). 

 

Σωστή Λύση (σε βήματα) 3ου προβλήματος : 

Βήμα 1ο :  

Για να βρούμε διανύσματα προς τα οποία είναι παράλληλες οι (ε) και (ζ), 

γράφουμε κατάλληλα την (ε) και έχουμε: 

x=2  ,     =   

Οπότε το διάνυσμα που είναι παράλληλο στην (ε) είναι το  n =(0,1,1) 

Tώρα για τη (ζ) αρκεί να βρω το εξωτερικό γινόμενο των παρ/λων διανυσμάτων 

των δυο επι x + y ‐ 2z = 2 ,  x – y + 2z = 0, τα οποία είναι  

1n

 =(1,1,‐2),        2n


=(1,‐1,2 ) 

Έχουμε: 

                               nj =  1n

  x   2n


=       



211

211

kji

(0,‐4,‐2) = ‐2(0,2,1). 

Για z=0 έχω  x+y=2 και  x=y, από όπου προκύπτει το σημείο Μ(1,1,0). 

Βήμα 2ο :  
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Οι αναλυτικές εξισώσεις της (ζ) από το σημείο Μ(1,1,0) και το  n =(0,‐4,‐2) και 

είναι: 

                                          x = 1 ,      
2

1y = z 

Βήμα 3ο :  

Για να αποδείξουμε ότι οι (ε) και (δ) είναι ασύμβατες πρέπει να κάνουμε τα 

εξής: 

Αρχικά πρέπει να γνωρίζουμε ότι πρέπει να βρούμε  την ορίζουσα του               

( r 1‐ r 2, n 1, n 2) ≠0 για να είναι ασύμβατες όπου  r 1=(2,0,‐1) διάνυσμα που 

ικανοποιεί την (ε) και  r 2=(1,1,0) που ικανοποιεί την (ζ), n 1= (0,1,1)   n 2=(0,2,1) 

τα παράλληλα διανύσματα στις (ε) και (ζ). 

r 1‐ r 2 = (2,0,‐1) – (1,1,0) = (1,‐1,‐1) 

( r 1‐ r 2,  n 1, n 2) = 

120

110

111 
=1×(1×(‐1)‐(‐2)×1)=1≠0  

Άρα είναι ασύμβατες. 

Βήμα 4ο :  

Για να βρούμε την εξίσωση του επιπέδου από το σημείο Α(2,3,2) και την (ζ) πρέπει 

να βρούμε αρχικά το διάνυσμα MA  και στη συνέχεια με τη βοήθεια της ορίζουσας 

( rr  A, MA , n 2 )=0 , θα υπολογίσουμε το ζητούμενο, όπου  r =(x,y,z), n 2=(0,2,1) 

120

221

232  zyx

=0 2x+y‐2z‐3=0. 

Διερεύνηση  λαθών 

Είδη λαθών στη λύση του προβλήματος 3 και κατηγοριοποίηση τους 

Σε αυτό το σημείο θα γίνει ποιοτική ανάλυση των λαθών που βρέθηκαν σε δείγμα 

100 γραπτών, δηλαδή θα τα τοποθετήσουμε σε κατηγορίες ανάλογα με τα βήματα 

που  έχουμε  χωρίσει  τη    σωστή  λύση  του  προβλήματος  και  σύμφωνα  με  τους 

πίνακες που υπάρχουν στο παράρτημα. 

Τα λάθη χωρίζονται στις εξής κατηγορίες: 
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i) Λάθη κατανόησης της θεωρίας, χρησιμοποιώντας το συμβολισμό(Κ) 

ii) Μη επαρκή δικαιολόγηση (Δ) 

iii) Λάθη στις πράξεις και στην επίλυση των συστημάτων (Π) 

Συγκεκριμένα για την κατηγορία της κατανόησης  (i) είχαμε τα εξής λάθη: 

Α)Μη κατανόηση της έννοιας της παραλληλίας 

Β)Αυθαίρετη εύρεση του  n  

Γ)Λάθη στις πράξεις επίλυσης 

Δ)Κάνουν λάθη στα πρόσημα 

Ε)Λανθασμένη δικαιολόγηση 

ΣΤ)Λανθασμένος τρόπος εύρεσης του επιπέδου Σ 

Ζ)Αυθαίρετη εύρεση του επιπέδου Σ χωρίς χρησιμοποίηση του σημείουΜ 

Η)Μη ορισμό σημείου (x,y,z) 

Θ)Μη εύρεση  21 , nn  

Ι)Μη γνώση της ορίζουσας 

Κ)Λάθη στην επίλυση της ορίζουσας 

Λ)Αυθαίρετη λύση συστήματος και όχι του σωστού για την εύρεση των αναλυτικών 

εξισώσεων 

Μ)Λάθη στο σύστημα 

Ποσοστιαία ανάλυση λαθών σύμφωνα με την έρευνα 

Έχοντας  παρουσιάσει  το  αναλυτικό  πρόγραμμα  διδασκαλίας  της  Γραμμικής 

Άλγεβρας  στη  σχολή  Ηλεκτρολόγων  Μηχανικών  &  Μηχανικών  Υπολογιστών 

παρατηρούμε ότι υπάρχει δυσκολία των εννοιών της Άλγεβρας λόγω περιορισμένης 

εμβάθυνσης  στη  διδασκαλία  του  διανυσματικού  λογισμού,των  οριζουσών  και 

άλλων  εννοιών  από  τη  δευτεροβάθμια  εκπαίδευση.  Για  αυτό  το  σκοπό  έχει  η 

έρευνα αυτή για να αναλυθούν τα λάθη και οι παρανοήσεις που συναντάμε στους 

φοιτητές του ΕΜΠ. 

Α)  Το  δείγμα  μας  αποτελείται  από  100  γραπτά  φοιτητών  των  Ηλεκτρολόγων 

Μηχανικών  &  Μηχανικών  Υπολογιστών  που  είχαν  διδαχθεί  τα  κεφάλαια  της 

γραμμικής Άλγεβρας πάνω στην έννοια  των διανυσμάτων και  των ασυμβάτων.  Το 
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δείγμα μας  βοήθησε  να  εξάγουμε  συμπεράσματα  για  την  κατανόηση,τα  λάθη  και 

πιθανές  παρανοήσεις  γύρω από  τις  έννοιες  που  συμπεριλαμβάνονται  σε  αυτά  τα 

κεφάλαια. Το δείγμα μας κρίνεται αντιπροσωπευτικό μιας κ αποτελείται από άτομα 

που έχουν ολοκληρώσει το λύκειο και έχουν διδαχθεί αυτά τα κεφάλαια. Το δείγμα 

μας το έχουμε επιλέξει σύμφωνα με όσους ασχολήθηκαν με το πρώτο θέμα και το 

έχουμε  χωρίσει σε υποομάδες!Συγκεκριμένα οι 58 από  τους 100  είναι όσοι  έχουν 

πάρει  συνολικό  βαθμό  από  5  και  πάνω  ενώ  οι  υπόλοιποι  42  από  τους  100 

τυχαία(δηλαδή οποιοδήποτε γράμμα και βαθμολογία) 

Β) Τα  γραπτά προέρχονται  από  τις  τελικές  γραπτές  εξετάσεις  όπως  και  στα  άλλα 

προβλήματα  που  θα  δούμε  παρακάτω(Παράρτημα).Ο  αρχικός  πίνακας 

περιλαμβάνει  τα  είδη  των  λαθών  που  εμφανίστηκαν  στα  γραπτά  και  την 

κωδικοποίηση  τους.  Οι  φοιτητές  καλούνται  να  απαντήσουν  στις  ερωτήσεις  του 

προβλήματος χρησιμοποιώντας όσα έμαθαν στη σχολή καθώς κ όσα γνωρίζουν από 

το σχολείο. 

Γ) Παρουσίαση και ανάλυση των αποτελεσμάτων 

Για τους φοιτητές με βαθμολογία πάνω από 5 ο πίνακας είναι: 

ΠΟΣΟΣΤΑ   ΕΚΑΝΕ ΛΑΘΟΣ ΔΕΝ ΕΚΑΝΕ ΛΑΘΟΣ 

Δ1‐Δ2   12.1% 87.9%

Π1‐Π2   25.9% 74.1%

Κ1‐Κ2   10.4% 89.6%

 

Για τους φοιτητές με τυχαία επιλογή (όχι πάνω από 5)ο πίνακας είναι: 

ΠΟΣΟΣΤΑ  ΕΚΑΝΕ ΛΑΘΟΣ  ΔΕΝ ΕΚΑΝΕ ΛΑΘΟΣ 

Δ1‐Δ2  57.2% 42.8%

Π1‐Π2  85.8% 14.2%

Κ1‐Κ2  52.4% 47.6%

 

Σύγκριση αποτελεσμάτων στο κοινό ερώτημα για τις ασύμβατες 

Συγκρίνουμε  τα  αποτελέσματα  ανάμεσα  στους  Πολιτικούς  Μηχανικούς  και  τους 

Ηλεκτρολόγους Μηχανικών & Μηχανικών Υπολογιστών. Πρώτα θα παρουσιάσουμε 
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ένα  πίνακα  για  αυτούς  που  έγραψαν  πάνω  από  5  και  μετά  στο  δεύτερο  πίνακα 

αυτούς που κάτω από 5.Επομένως,  έχουμε 
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 Ηλεκτρολόγων Μηχανικών &Μηχανικών Υπολογιστών Πολιτικών Μηχανικών

 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4Ο 

3.1 Η εισαγωγή στην έννοια του διανύσµατος μέσα από το ισχύον 

σχολικό πρόγραµµα 

Στα  σχολικά  συγγράµµατα  η  έννοια  των  διανυσµάτων  προσεγγίζεται  μόλις  στο 

Γυµνάσιο.  Μέχρι  την  ηλικία  αυτή,  στο  δηµοτικό,  οι  µαθητές  αντιµετωπίζουν  τα 

διανυσµατικά  µεγέθη  ως  µονόµετρα.  Πειραµατίζονται  και  µέσα  από  τις 

παρατηρήσεις  τους  καταλήγουν  σε  συµπεράσµατα  για  τις  εµπλεκόµενες  έννοιες. 

Για παράδειγµα η έννοια της δύναµης προσεγγίζεται µέσα από την παρατήρηση των 

αποτελεσµάτων  της  επίδρασής  της  στα  διάφορα  σώµατα.  Δε  χρησιµοποιείται 

κανένας  µαθηµατικός  τύπος  και  κανένας  συµβολισµός.  Οι  πληροφορίες  που 

παρατίθενται  στη  συνέχεια  είναι  όπως  παρουσιάζεται  η  έννοια  του  διανύσµατος 

στο  ισχύον  εκπαιδευτικό  σύστηµα.  Στο  Γυµνάσιο  τα  διανύσµατα  προβλεπόταν  να 

διδαχθούν ως  αυτοδύναµη  ενότητα  στο µάθηµα  των Μαθηµατικών,  στο  βιβλίο « 

Μαθηµατικά Γ Γυµνασίου » (Αλιµπινίσης κ.α, 1989).  

Για  την  εισαγωγή  των  εννοιών  που  σχετίζονται  µε  το  διάνυσµα  και  για  την 

παρουσίαση  ιδιοτήτων  και  πράξεων  µε  διανύσµατα  χρησιµοποιούνται 

παραδείγµατα  από  τη  φυσική.  Γίνεται  διάκριση  µονόµετρων  και  διανυσµατικών 

µεγεθών. Μονόµετρα λέγονται εκείνα που καθορίζονται µόνο από την αριθµητική 
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τους τιµή όπως για παράδειγµα, η θερµοκρασία, το µήκος, ενώ για τον ορισµό των 

διανυσµατικών  µεγεθών  χρησιµοποιούνται  παραδείγµατα  από  τη  φυσική. 

Συγκεκριµένα στο ίδιο σχολικό βιβλίο αναφέρεται το παράδειγµα µετατόπισης ενός 

ελικοπτέρου  όπου  για  να  καθορισθεί  ακριβώς  η µετατόπισή  του  χρειάζεται  εκτός 

από  το  διάστηµα  που  διήνυσε,  να  γνωρίζουµε  την  ευθεία  πάνω  στην  οποία 

κινήθηκε,  δηλαδή  τη  διεύθυνση  της  µετατόπισης  και  τη  φορά  προς  την  οποία 

κινήθηκε (παράδειγµα σχολικού βιβλίου Γ Γυµνασίου, σελ. 243). Με τον τρόπο αυτό 

δηµιουργείται  η  αναγκαιότητα  εισαγωγής  µεγεθών  για  τον  προσδιορισµό  των 

οποίων  δεν  αρκεί  µόνο  η  αριθµητική  τους  τιµή  και  ονοµάζονται  διανυσµατικά 

µεγέθη.  

Αυτή  είναι  η  γλώσσα  της  Γενικής  Θεωρίας  της  Σχετικότητας,  ενός  κλάδου  της 

φυσικής όπου η ευκλείδεια  γεωµετρία δεν  είναι πια αρκετά ακριβής.  Στο σχολικό 

βιβλίο  «  Μαθηµατικά  Γ  Γυµνασίου  »  ο  όρος  διάνυσµα  χρησιµοποιείται  «για  να 

παραστήσουµε  ένα  διανυσµατικό  µέγεθος».  «Είναι  ένα  ευθύγραµµο  τµήµα  στο 

οποίο  το  ένα  άκρο  καθορίζεται  να  είναι  η  αρχή  του  και  το  άλλο  το  πέρας  του». 

Επίσης  στο  βιβλίο  συνεχίζεται  η  εισαγωγή  στην  έννοια  του  διανύσµατος 

προσδιορίζοντας τα χαρακτηριστικά του. « Έτσι σε ένα διάνυσµα    διακρίνουµε 

τα εξής χαρακτηριστικά:  i)  τη διεύθυνση, δηλαδή την ευθεία που ορίζουν τα άκρα 

του Α, Β ή οποιαδήποτε άλλη ευθεία παράλληλη προς αυτή. Τα διανύσµατα   ,,a  

που  βρίσκονται  σε  παράλληλες  ευθείες  έχουν  την  ίδια  διεύθυνση,  ενώ  το     δεν 

έχει την ίδια διεύθυνση µε κανένα από τα   ,,a  .  

 

ii) τη φορά του διανύσµατος, η οποία καθορίζεται από την κίνηση που οδηγεί από 

την αρχή Α προς το πέρας Β. Έτσι τα διανύσµατα      και   ενώ, έχουν την ίδια 
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διεύθυνση, έχουν αντίθετη φορά. Ακόµη από τα   ,,a  που έχουν ίδια διεύθυνση, 

τα   και    έχουν την ίδια φορά ενώ το   έχει αντίθετη φορά προς αυτά.  

iii)  το  µέτρο  του,  δηλαδή  το  µήκος  του  ευθύγραµµου  τµήµατος  ΑΒ,  το  οποίο 

συµβολίζεται µε AB ».  

Στη συνέχεια του  ίδιου βιβλίου εισάγονται οι συντεταγµένες  του διανύσµατος και 

υπολογίζεται το µέτρο του µέσα από τη χρήση του Πυθαγορείου Θεωρήµατος. Τις 

περισσότερες φορές όµως το κεφάλαιο εισαγωγής στα διανύσµατα παραλείπεται. Η 

έννοια του διανύσµατος συναντάται επίσηµα στην επόµενη βαθµίδα, στη δεύτερη 

τάξη του Λυκείου. Με τη διδασκαλία του κεφαλαίου αυτού επιδιώκεται οι µαθητές 

1)  να εξοικειωθούν µε το λογισµό των διανυσµάτων, ώστε να ανταποκρίνονται µε 

επιτυχία  στις  απαιτήσεις  άλλων  κλάδων  που  χρησιµοποιούν 

διανύσµατα(κινηµατική, ηλεκτρισµός, κι άλλες περιοχές της επιστήµης της φυσικής)  

2)  να  προσεγγίζουν  γεωµετρικά  θέµατα  µέσω  των  διανυσµάτων,  µια  προσέγγιση 

που φαίνεται να τους διευκολύνει στη µελέτη και τη διεξαγωγή συµπερασµάτων 

3)  να  είναι  σε  θέση  να  χρησιµοποιούν  τα  διανύσµατα  στη  µελέτη  θεµάτων  της 

Αναλυτικής  Γεωµετρίας  και  των µιγαδικών αριθµών. Οι µαθητές έρχονται εν  τέλει 

σε  επαφή  µε  την  έννοια  αυτή  στην  ηλικία  των  15‐16  χρόνων.  Στο  µάθηµα  των 

µαθηµατικών  το  διάνυσµα  εισάγεται  ως  ένα  προσανατολισµένο  ευθύγραµµο 

τµήµα,  δηλαδή  ως  ένα  ευθύγραµµο  τµήµα  του  οποίου  τα  άκρα  θεωρούνται 

διατεταγµένα, χωρίς να γίνεται αναφορά στα ελεύθερα ή εφαρµοστά διανύσµατα.  

Αργότερα,  µε  την  εισαγωγή  της  έννοιας  της  ισότητας  των  διανυσµάτων,  κάθε 

διάνυσµα  παραµένει «αναλλοίωτο»  εάν µετακινηθεί  παράλληλα  προς  την  αρχική 

του θέση.  

Εποµένως κάθε διάνυσµα του χώρου είναι ίσο µε ένα µοναδικό διάνυσµα που έχει 

αρχή ένα σταθερό σηµείο Ο (σηµείο αναφοράς). Στη συνέχεια ορίζονται οι πράξεις 

της  πρόσθεσης  διανυσµάτων  καθώς  και  του  πολλαπλασιασµού  διανύσµατος  µε 

αριθµό  µαζί  µε  βασικές  τους  ιδιότητες.  Παρουσιάζονται  µε  τη  βοήθεια  της 

γεωµετρικής εποπτείας, ενώ τονίζεται ιδιαίτερα ότι ένα οποιοδήποτε διάνυσµα  AB  

µπορεί να γραφεί ως η διαφορά  OAOB  , όπου Ο είναι ένα οποιοδήποτε σηµείο 

του  χώρου.  Δίνεται  επίσης  και  η  τριγωνική  ανισότητα  απ’όπου  προκύπτει  για  το 

µέτρο αθροίσµατος διανυσµάτων ότι    .  

Στην ανισότητα αυτή  τονίζεται ότι η αριστερή  ισότητα  ισχύει όταν  τα διανύσµατα 

είναι  αντίρροπα  και  η  δεξιά  όταν  τα  διανύσµατα  είναι  οµόρροπα.  Στη  συνέχεια 

διατυπώνεται  η  συνθήκη  παραλληλίας  διανυσµάτων  η  οποία  χρησιµοποιείται  για 

την  απόδειξη  της  συγγραµµικότητας  τριών  σηµείων  ενώ  µε  τη  βοήθεια  ενός 
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ορθοκανονικού  συστήµατος  ένα  διάνυσµα  συµβολίζεται  ως  ένα  διατεταγµένο 

ζεύγος µε στοιχεία  τις συντεταγµένες  του απ’  όπου διευκολύνεται  και ο  λογισµός 

των  διανυσµάτων.  Τέλος  ορίζεται  το  εσωτερικό  γινόµενο  δύο  διανυσµάτων  και 

αποδεικνύονται  οι  βασικές  ιδιότητες  που  το  διέπουν.  Οι  διαφορετικές  εκφράσεις 

του  εσωτερικού  γινοµένου  επιτρέπουν  τον  υπολογισµό  του  µέτρου  ενός 

διανύσµατος  και  της  γωνίας  δύο  διανυσµάτων  καθώς  και  την  απόδειξη  πολλών 

προτάσεων  της  Ευκλείδειας  Γεωµετρίας.  Από  την  άλλη  στα  σχολικά  βιβλία  της 

φυσικής η εισαγωγή στην έννοια του διανύσµατος πραγµατοποιείται στην τάξη της 

Γ  Γυµνασίου προτού διδαχθεί η  έννοια αυτή στα µαθηµατικά. Πρώτα  εισάγεται  η 

έννοια  του  διανυσµατικού  µεγέθους  κι  ύστερα  το  διάνυσµα  χρησιµοποιείται  ως 

µέσο  για  την  παράστασή  του.  Γίνεται  περιγραφή  των  χαρακτηριστικών  ενός 

διανυσµατικού  µεγέθους,  όπως  για  παράδειγµα  της  δύναµης,  αλλά  δε  γίνεται 

άµεσα αναφορά στα στοιχεία του διανύσµατος (µέτρο, διεύθυνση και φορά).  

Για παράδειγµα,  η δύναµη παρουσιάζεται ως  ένα φυσικό µέγεθος που εκτός από 

µέτρο έχει και κατεύθυνση. Ένα φυσικό µέγεθος το οποίο εκτός από µέτρο έχει και 

κατεύθυνση χαρακτηρίζεται ως διανυσµατικό και παριστάνεται µε ένα βέλος. Έτσι η 

δύναµη είναι ένα διανυσµατικό µέγεθος που παριστάνεται µε ένα βέλος. Το σηµείο 

εφαρµογής  του  διανύσµατος  που  παριστάνει  τη  δύναµη,  είναι  το  σηµείο  του 

σώµατος  στο  οποίο  ασκείται.  Η  κατεύθυνση  της  δύναµης  καθορίζει  και  την 

κατεύθυνση  του  διανύσµατος.  Το  µέτρο  της  δύναµης  ισούται  µε  το  µήκος  του 

διανύσµατος, εάν αυτό σχεδιασθεί µε κατάλληλη κλίµακα.  

Ο  σύγχρονος  τρόπος  εισαγωγής  της  έννοιας  του  διανύσµατος  µέσα  από  τα 

µαθήµατα  της  φυσικής  και  των  µαθηµατικών  φαίνεται  να  διακατέχεται  από  µια 

ανακολουθία  και  να  προκαλεί  σύγχυση  στον  τρόπο  µε  τον  οποίο  οι  µαθητές 

κατανοούν  την  εν  λόγω  έννοια  (Γαγάτσης  και  Δηµητριάδου,  1995).  Αλλιώς 

χρησιµοποιείται  στη  φυσική  κι  αλλιώς  διδάσκεται  στα  µαθηµατικά.  Ενδεικτικά 

αναφέρονται  κάποιες  από  τις  διαφορές  που  εντοπίζονται  στις  δυο  γνωστικές 

περιοχές όπως παρουσιάζονται στη σχετική βιβλιογραφία (Δηµητριάδου,1993):  

1)  Συµβολισµός  διανυσµάτων:  στο  σχολικό  βιβλίο  των  µαθηµατικών 

χρησιµοποιούνται σύµβολα του τύπου AB ή a σε αντίθεση µε το σχολικό βιβλίο της 

φυσικής όπου δε γίνεται χρήση κανενός συµβόλου για τα διανύσµατα 

2)  Χαρακτηριστικά  διανυσµάτων:  στα  µαθηµατικά  οι  όροι  µέτρο,  διεύθυνση  και 

φορά  συνδέονται  άµεσα µε  τα  διανύσµατα  κι  όχι µε  τα  διανυσµατικά µεγέθη  τα 

οποία παριστάνουν. Στη φυσική αντίθετα γίνεται άµεση αναφορά στα διανυσµατικά 

µεγέθη, παρουσιάζονται ως µεγέθη τα οποία προσδιορίζονται πλήρως από το µέτρο 

τους,  την  κατεύθυνσή  τους  (διεύθυνση  και  φορά)  και  το  σηµείο  εφαρµογής  τους 

ενώ τα χαρακτηριστικά των διανυσµάτων παριστάνουν τα στοιχεία του αντίστοιχου 

διανυσµατικού µεγέθους.  
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3)  Συντεταγµένες διανύσµατος: ορίζονται µόνο στα µαθηµατικά 

4) Πράξεις στα διανύσµατα: στα µαθηµατικά παρουσιάζονται οι πράξεις πρόσθεση, 

αφαίρεση,  πολλαπλασιασµός  διανύσµατος  µε  αριθµό,  είτε  µε  σύµβολα  είτε  µε 

συντεταγµένες  διανυσµάτων.  Στη  φυσική  ισοδύναµη  µε  την  πρόσθεση 

διανυσµάτων θα µπορούσε να θεωρηθεί η σύνθεση διανυσµατικών µεγεθών.  

Στο  τέλος  της  ενότητας  εισαγωγής  στην  έννοια  της  δύναµης  ως  διάνυσµα,  στο 

βιβλίο  της  φυσικής  της  Γ  Γυµνασίου,  επισυνάπτεται  η  ανάλυση  της  δύναµης. 

Αναφέρεται ότι κάθε δύναµη µπορεί να αναλυθεί σε δύο επιµέρους δυνάµεις που 

λέγονται συνιστώσες και την έχουν συνισταµένη. Επίσης η ανάλυση γίνεται σε δύο 

διευθύνσεις κάθετες µεταξύ τους.  

Για να αναλυθεί η δύναµη σε δύο συνιστώσες, ώστε να βρεθούν δύο δυνάµεις που 

θα  προκαλούσαν  τα  ίδια  αποτελέσµατα  µε  την  αρχική  δύναµη,  προτείνεται  µια 

συγκεκριµένη διαδικασία 

‐ αρχικά σχεδιάζεται ένας οριζόντιος κι ένας κατακόρυφος άξονας 

‐  η  δύναµη  σχεδιάζεται µε  κατάλληλη  κλίµακα  και µε  διεύθυνση  τέτοια  ώστε  να 

σχηµατίζει  τη  ζητούµενη  γωνία  µε  τον  οριζόντιο  άξονα  από  το  τέλος  του 

διανύσµατος που παριστάνει  τη  δύναµη σχεδιάζονται  παράλληλες  προς  τους  δύο 

άξονες. Τα σηµεία τοµής µε τους άξονες καθορίζουν το τέλος των διανυσµάτων της 

οριζόντιας και της κατακόρυφης συνιστώσας µετρώντας τα µήκη των διανυσµάτων 

και χρησιµοποιώντας την ίδια κλίµακα µε την οποία σχεδιάστηκε η δύναµη µπορεί 

να προσδιορισθούν τα µέτρα των συνιστωσών 

Δυσκολίες στα διανύσματα: 

Οι μαθητές δυσκολεύονται να κατανοήσουν τη σημασία και τη χρήση των 
διανυσμάτων στα Μαθηματικά και το γεγονός αυτό συνδέεται με τη δυσκολία 
μετάβασης από το σύνολο των πραγματικών αριθμών με τις πράξεις τους (σώμα 
πραγματικών αριθμών) σε ένα καινούργιο σύνολο μαθηματικών αντικειμένων, 
που είναι τα διανύσματα. Ειδικότερα οι μαθητές δυσκολεύονται: 

     1  )να  καταλάβουν  ότι  ένα  διάνυσμα  χαρακτηρίζεται  και  από άλλα  στοιχεία     
πέρα από έναν αριθμό που εκφράζει μόνο το μέτρο του, 

2)  να  συγκρίνουν  δύο  διανύσματα  λαμβάνοντας  υπόψη  τους  όλα  τα 
χαρακτηριστικά των διανυσμάτων, 

3)  να  εκτελέσουν  τις  πράξεις  της  πρόσθεσης  και  της  αφαίρεσης 
διανυσμάτων, 

4) να καταλάβουν ότι ένα διάνυσμα  AB  μπορεί να είναι αποτέλεσμα πολλών 

διαφορετικών  εκφράσεων  αφαίρεσης  της  μορφής  OAOB  ,  αν  θεωρηθεί 
ένα τυχαίο σημείο Ο στο επίπεδο, 
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5)  να  μεταβούν  από  την  πρόσθεση  διαδοχικών  διανυσμάτων  σε  πρόσθεση 
διανυσμάτων  με  κοινή  αρχή  και  να  εφαρμόσουν  τον  νόμο  του 
παραλληλογράμμου, 

6)  να αντιληφθούν ότι  η ανάλυση  ενός  διανύσματος  είναι  συνδεδεμένη με 
την  επιλογή  αξόνων  και,  κατά  προέκταση,  με  την  επιλογή  σημείου  αρχής 
αξόνων, 

7) να εξοικειωθούν με την έννοια της προβολής διανύσματος πάνω σε ευθεία 
ή διάνυσμα. 

 

Οι παραπάνω δυσκολίες οδηγούν στη συνέχεια σε αδυναμία να καταλάβουν τους 
μιγαδικούς αριθμούς και την αναλυτική γεωμετρία στο Λύκειο. 

Πιο συγκεκριμένα, όπως προκύπτει από έρευνες στην περιοχή των Μαθηματικών, 
πολλοί μαθητές διαφόρων ηλικιών: 

      1) θεωρούν ότι ευθύγραμμο τμήμα και διάνυσμα είναι  το  ίδιο μαθηματικό 
αντικείμενο, π.χ.: ένα ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ είναι το ίδιο με ένα διάνυσμα ΑΒ 
επειδή και τα δύο έχουν άκρα, 

2) συγχέουν την πρόσθεση διανυσμάτων και την πρόσθεση αριθμών, δηλαδή 
αθροίζουν δύο διανύσματα λαμβάνοντας υπόψη μόνο το μέτρο τους, 

    3)συγχέουν  την  πρόσθεση  διανυσμάτων  και  την  πρόσθεση  ευθυγράμμων 
τμημάτων,  π.χ.:  όταν  τους  ζητηθεί  να αθροίσουν δύο διανύσματα  τα φέρνουν 
στην ίδια ευθεία, όπως θα έκαναν στην περίπτωση ευθυγράμμων τμημάτων, ή 
συμβολικά ΑΒ+ΒΓ=ΑΒ+ΒΓ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ ΒΕΛΤΙΩΣΗΣ 

Είναι σαφές ότι οι αδυναμίες που διαπιστώνονται , εμφανίζονται κατά μείζονα λόγο 

στο σύνολο των αποφοίτων του Λυκείου. Τα προβλήματα αυτά αφορούν τόσο τον 

τρόπο σκέψης των φοιτητών όσο και τις ουσιαστικές γνώσεις τους, και μάλιστα σε 
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περιοχές των Μαθηματικών όπου έχουν εξετασθεί στο σχολείο και στις Πανελλήνιες 

Εξετάσεις  με  επιτυχία.  Παρατηρείται  μάλιστα  αυξητική  τάση  των  ελλείψεων  τα 

τελευταία  χρόνια.  το  υπάρχον  εκπαιδευτικό  σύστημα  δυστυχώς  χρησιμοποιεί  τα 

Μαθηματικά πρωτίστως ως εργαλείο κατάταξης των μαθητών με αποτέλεσμα ένας 

μεγάλος αριθμός τους να αντιπαθεί τα Μαθηματικά ή στην καλύτερη περίπτωση να 

τα θεωρεί ως αναγκαίο κακό. Πρέπει να υπάρξει μια ορθότερη διάταξη της ύλης και 

εμπλουτισμός της με αντικείμενα που θα συμβάλλουν στους στόχους που έρχεται 

να υπηρετήσει η μαθηματική παιδεία σε αυτή τη βαθμίδα της εκπαίδευσης. Συχνές 

αλλαγές  των εκπαιδευτικών συστημάτων που έχουν επιχειρηθεί από  τις διάφορες 

κυβερνήσεις  έγιναν  χωρίς  αποτίμηση  των  αποτελεσμάτων  των  προηγουμένων 

αλλαγών.  Ιδιαίτερα  πρέπει  να  τονιστεί  ότι  πρέπει  να  προηγείται  η  πιλοτική 

εφαρμογή  σε  πειραματικά  σχολεία    ‐των  μεγάλων  καινοτομιών  τουλάχιστον‐    με 

επισήμανση  και  θεραπεία  των  προβλημάτων  και  δυσκολιών  που  αναφύονται  και 

στη  συνέχεια  να  επιχειρείται  η    εφαρμογή  τους  στο  σύνολο  του  μαθητικού 

πληθυσμού. 

Η  διδασκαλία  των Μαθηματικών  πρέπει  να  αποσκοπεί  στη  ωφέλεια  του  μαθητή 

από  τα  δύο  βασικά  χαρακτηριστικά  των  Μαθηματικών:  Τον  παιδευτικό  και  τον 

εφαρμόσιμο χαρακτήρα τους. 

   

Α) Με τον παιδευτικό  τους χαρακτήρα καλλιεργούν το νου,  κυρίως οξύνοντας την 

αναλυτική  και  συνθετική  σκέψη,    εκπαιδεύουν  στην  ακρίβεια  της  διατύπωσης 

συλλογισμών,    ενθαρρύνουν  και  συντελούν  στην  ανάπτυξη  της  κριτικής  σκέψης. 

Εγκαθιδρύοντας  «διαδικασίες»  στο  νου  για  διευκόλυνση  ενσωμάτωσης  νέων 

γνώσεων και από άλλες γνωστικές περιοχές, συνεισφέρουν στην παιδεία συνολικά. 

Στην  εποχή  μας,  όπου  η  υπερβολική  πληροφόρηση  καταλήγει  ουσιαστικά  σε  μη 

πληροφόρηση,  η ισχυρή κριτική σκέψη αποτελεί ένα σημαντικό εφόδιο. Η συμβολή 

της μαθηματικής παιδείας είναι σημαντική προς αυτή την κατεύθυνση. 

Β) Με τον εφαρμόσιμο χαρακτήρα τους, εφοδιάζουν με γνώσεις χρήσιμες τις άλλες 

επιστήμες.  Αποτελεί  κοινό  τόπο  ότι  τα  Μαθηματικά  αποτελούν  τη  βάση  της 

σύγχρονης  τεχνολογίας.  Μάλιστα  η  σημερινή  τους  εμβέλεια,  έχει  κατά  πολύ 

ξεπεράσει το πλαίσιο των εφαρμογών στις θετικές επιστήμες και χρησιμοποιούνται 

σε πολλούς άλλους τομείς μέχρι και τις κοινωνικές επιστήμες. Κάτω από αυτή την 

οπτική, πέρα από την εμπέδωση διδασκομένων μαθηματικών  εννοιών απαραίτητη 

είναι  και  η  ανάπτυξη  ικανοτήτων  ως  προς  τη  διαδικασία  εφαρμογής  τους  σε 

πραγματικά προβλήματα. 

Μέσα από τον παιδευτικό χαρακτήρα απορρέουν οι εξής κανόνες: 

1) Έμφαση  στη  βαθύτερη  και  ουσιαστικότερη  κατανόηση  των  εννοιών  και 
δευτερευόντως  στις  πράξεις.  Όσο  πιο  πλήρης  είναι  η  κατανόηση  των 



42 
 

εννοιών  και  ανεξάρτητη  από  τα  σύμβολα  που  τις  συνοδεύουν,  τόσο  πιο 
άρτια είναι η γλωσσική της τους απόδοση. 

 

2) Πρέπει  να  αρχίσει  να  συνοδεύει  την  εκμάθηση  τύπων  ,  κανόνων  και 
θεωρημάτων. Να αποφεύγονται θεωρήματα χωρίς απόδειξη. 

 

3) Η  μετάβαση  σε  αφαιρετικό  επίπεδο  δεν  πρέπει  να  εμφανίζεται  ως 
επιβάρυνση  και  αύξηση  της  πολυπλοκότητας,  αλλά  σαν  διευκόλυνση. 
Προφανώς οι αφαιρέσεις ή οι τυποποιήσεις δεν μπορούν να λειτουργήσουν, 
αν  δεν  υπάρχει  μια  προγενέστερη  συσσώρευση  αυτού  που  πρέπει  να 
τυποποιηθεί.  Επίσης    πρέπει  να  γίνεται  φανερό  ότι  η  μετάβαση  σε  πιο 
αφηρημένο  επίπεδο  κάνει  μια  μέθοδο  που  εφαρμόζεται  σε  μια  περιοχή, 
εφαρμόσιμη και σε μια διαφορετική περιοχή. 

 

4) Αντί της υπερβολικής συσσώρευσης γνώσεων χρειάζεται κάποια ελάφρυνση, 
με ενίσχυση της δομής των γνώσεων και της συσχέτισης του καινούριου με 
το ήδη αφομοιωμένο.  

 

5) Από πολύ νωρίς πρέπει να χρησιμοποιούνται προβλήματα που επιδέχονται 
διαφορετικούς  τρόπους  λύσης  ,  ώστε  να  εμπεδώσουν  οι  μαθητές  ότι  η 
ορθότητα  ενός  συλλογισμού  είναι  διαφορετική  από  την  απομνημόνευση 
μιας σειράς υποχρεωτικών βημάτων. 

 

6) Σημαντική  θεωρούμε  την  αναβάθμιση  του  μαθήματος  της  Θεωρητικής 
Γεωμετρίας, με την  έμφαση στον ουσιαστικό της χαρακτήρα που σχετίζεται 
με την ενίσχυση της ανάλυσης, της σύνθεσης  και όχι στην υποβάθμισή της 
σε αλγεβρικές πράξεις,    όπως εν πολλοίς  γίνεται σήμερα  (μετρικές σχέσεις 
κτλ.).     

 

Από τον εφαρμόσιμο χαρακτήρα των Μαθηματικών απορρέουν οι εξής κανόνες:  

1. Η ύλη πρέπει να διαμορφώνεται με κριτήρια, πέραν των προηγούμενων, και 

από τις ανάγκες άλλων μαθημάτων σε Μαθηματικά, όπως η Φυσική.  

2.  Να  υπάρχουν  στην  ύλη  και  να  διδάσκονται  παραδείγματα  χρήσης  των 

Μαθηματικών σε άλλες επιστήμες.  

3.  Να  γίνεται  εφαρμογή  των  μαθηματικών  γνώσεων που αποκτήθηκαν  σε  μια 

ποικιλία προβλημάτων ακόμα και διεπιστημονικών.   

       4.  Το  μάθημα  της  Γεωμετρίας    έχει    σοβαρό  λόγο  ύπαρξης  λόγω  της 

δυνατότητας  που        καλλιεργεί  σε  όλους  για  την  καλύτερη  αντίληψη  του  χώρου, 
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αλλά  και  λόγω  της  ειδικής    χρησιμότητάς  της  και  του  βασικού  της  ρόλου  σε 

επιστημονικές  περιοχές  όπως  Φυσική,  Αρχιτεκτονική,  Κατασκευές  Πολιτικών  

Μηχανικών, Μηχανολόγων, σχεδιαστών βιομηχανικών προϊόντων κλπ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 

ΠΙΝΑΚΑΣ1 (ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1Ο ) 

Κωδικοποίηση: 

1) Δ: έλλειψη δικαιολόγησης 

2) Δ1: έλλειψη δικαιολόγησης για την παραλληλία 

3) Δ2: έλλειψη δικαιολόγησης για την εξίσωση του επιπέδου Σ 

4) Π: αριθμητικά λάθη στη λύση συστημάτων 

5) Π1: αριθμητικό λάθος στο πρώτο ερώτημα 

6) Π2: αριθμητικό λάθος στο δεύτερο ερώτημα  
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7) Κ  : κατανόηση της ύλης των διανυσμάτων 

8)Κ1: μη κατανόηση της έννοιας της παραλληλίας 

9) Κ2: μη κατανόηση στην εύρεση του επιπέδου Σ και των αναλυτικών      εξισώσεων 

10) 1 ή 0: λύθηκαν σωστά ή δεν λύθηκαν σωστά 

11) Α/Α ή ΑΡ. : αύξων αριθμός φοιτητών 

12) Β1 έως Β4 :τα 6 βήματα της λύσης 

Για τους φοιτητές με βαθμολογία πάνω από 5 ο πίνακας αναλυτικά είναι: 

 

ΑΡ.  Θ1  Θ1  Θ1  Θ1 

Α/Α  Β1  Β2  Β3  Β4 

1  1  1  1  1 

2  1  1  1  1 

3  1  1  1  1 

4  1  1  1  1 

5  1  1  1  1 

6  1  1  1  1 

7  1  1  1  1 

8  1  1  1  1 

9  1  1  1  1 

10  1  1  1  1 

11  1  1  1  1 

12  1  1  1  1 

13  1  1  1  1 

14  1  1  1  1 

15  1  1  1  1 

16  1  1  1  1 

17  1  1  1  1 

18  1  1  1  1 

19  1  1  1  1 

20  1  1  1  1 

21  1  1  1  1 

22  1  1  1  1 

23  1  1  1  1 

24  1  1  1  1 

25  1  1  1  1 

26  1  1  1  1 

27  1  1  1  1 

28  1  1  1  1 

29  1  1  1  1 
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30  1  1  1  1 

31  1  1  1  1 

32  1  1  1  Π1 

33  1  1  1  Π1 

34  1  1  1  Π1 

35  1  1  1  Π1 

36  1  1  1  Π1 

37  1  1  1  Π1 

38  1  1  1  Π2 

39  1  1  1  Π2 

40  1  1  1  Π2 

41  1  1  1  Π2 

42  Δ1  1  1  0 

43  Δ1  1  1  0 

44  1  Δ2  1  0 

45  Δ1  Δ2  1  0 

46  1  1  K1  Κ2 

47  1  1  K1  Κ2 

48  1  1  K1  0 

49  Δ1  1  K1  0 

50  Δ1  1  K1  0 

 

 

 

 

Για τους φοιτητές από Α‐Κ αναλυτικά ο πίνακας είναι: 

AP.  Θ1  Θ1  Θ1  Θ1 

Α/Α  Β1  Β2  Β3  Β4 

1  1  1  1  1 

2  1  1  1  1 

3  1  1  1  1 

4  1  1  Κ1  1 

5  1  1  1  Π2 

6  1  1  Κ1  Π2 

7  1  1  Κ1  Π2 

8  1  1  1  Π2 

9  1  1  1  Π2 

10  1  1  Κ1  Π2 

11  1  1  Κ1  Π2 

12  1  1  Κ2  Π2 

13  1  1  0  0 

14  1  1  0  0 
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15  1  1  Κ2  0 

16  Δ1  1  1  1 

17  Δ1  Δ2  1  1 

18  1  1  1  1 

19  1  Δ2  Κ1  1 

20  1  Δ2  Κ1  1 

21  1  Δ2  Κ1  1 

22  Δ1  Δ2  1  1 

23  Δ1  Δ2  Κ1  1 

24  Δ1  Δ2  1  0 

25  Δ1  1  Κ1  1 

 

Για τους φοιτητές με τυχαία επιλογή ο πίνακας είναι: 

ΑΡ.  Θ1  Θ1  Θ1  Θ1 

Α/Α  Β1  Β2  Β3  Β4 

1.   1  1  1  1 

2.   1  1  1  1 

3.   1  1  1  1 

4.   1  1  1  1 

5.   1  1  1  1 

6.   1  1  1  1 

7.   1  1  1  1 

8.   1  1  1  1 

9.   1  1  1  1 

10.   1  1  1  1 

11.   1  1  Κ1  Π2 

12.   1  1  Κ1  Π2 

13.   1  1  1  Π2 

14.   1  1  1  1 

15.   1  1  Κ1  1 

16.   1  1  1  1 

17.   1  1  1  Π1 

18.   1  1  1  Π1 

19.   1  1  1  Π1 

20.   1  1  Κ1  1 

21.   1  1  Κ1  1 

22.   1  Δ2  1  1 

23.   Δ1  Δ2  1  1 

24.   Δ1  Δ2  Κ1  1 

25.   Δ1  1  Κ1  1 

 

Διαγράμματα πίνακα 1 
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Διάγραμμα 1 

Δ1‐Δ2

12%

88%

Έ κανε το λάθος Δεν έκανε το λάθος

 

 

 

 

 

Διάγραμμα 2 
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Διάγραμμα 3 

 

 

 

Διάγραμμα 4 
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Διάγραμμα 5 

 

 

Διάγραμμα 6 
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Διάγραμμα 7 

 

 

Διάγραμμα 8 
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Διάγραμμα 9 

 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 2(ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2Ο ) 
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Κωδικοποίηση: 

1) Δ: έλλειψη δικαιολόγησης 

2) Δ1: έλλειψη δικαιολόγησης για τις αναλυτικές εξισώσεις 

3) Δ2: έλλειψη δικαιολόγησης για τις ασύμβατες  

4) Π: αριθμητικά λάθη στη λύση συστημάτων 

5) Π1: αριθμητικό λάθος στο πρώτο ερώτημα 

6) Π2: αριθμητικό λάθος στο δεύτερο ερώτημα  

7) Κ  : κατανόηση της ύλης των διανυσμάτων 

8) Κ1: μη κατανόηση της έννοιας των αναλυτικών εξισώσεων 

9) Κ2: μη κατανόηση έννοιας ασυμβάτων 

10) 1 ή 0: λύθηκαν σωστά ή δεν λύθηκαν σωστά 

11) Α/Α ή ΑΡ. : αύξων αριθμός φοιτητών 

12) Β1 έως Β2 :τα 4 βήματα της λύσης 

                 

Για τους φοιτητές με βαθμολογία πάνω από 5 ο πίνακας αναλυτικά είναι: 

ΑΡ.  Θ2  Θ2 

Α/Α  Β1  Β2 

1  1  1 

2  1  1 

3  1  1 

4  1  1 

5  1  1 

6  1  1 

7  1  1 

8  1  1 

9  1  1 

10  1  1 

11  1  1 

12  1  1 

13  1  1 

14  1  1 

15  1  1 

16  1  1 

17  1  1 
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18  1  1 

19  1  1 

20  1  1 

21  1  1 

22  1  1 

23  1  1 

24  1  1 

25  1  1 

26  1  1 

27  1  1 

28  1  1 

29  1  1 

30  1  1 

31  1  1 

32  1  1 

33  1  1 

34  1  1 

35  1  1 

36  1  1 

37  1  1 

38  1  1 

39  1  1 

40  1  Π2 

41  1  Π2 

42  Δ1  Π2 

43  Δ1  Π2 

44  1  Π1 

45  Δ1  Π1 

46  1  Π1 

47  Κ1  1 

48  Κ1  1 

49  Κ1  Π1 

50  1  0 

 

Για τους φοιτητές με τυχαία επιλογή ο πίνακας αναλυτικά είναι: 

ΑΡ.  Θ2  Θ2 

Α/Α  Β1  Β2 

1  1  1 

2  1  1 

3  1  1 

4  1  1 

5  1  1 

6  1  1 

7  1  1 
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8  1  Π2 

9  1  Π2 

10  1  Π2 

11  1  Π2 

12  1  Π2 

13  1  Π2 

14  1  Π2 

15  1  Π2 

16  Κ1  Π1 

17  Κ1  Π1 

18  Κ1  Π1 

19  1  Π1 

20  1  Π1 

21  Κ1  Π1 

22  1  Π1 

23  1  Π1 

24  Κ1  Π1 

25  1  Π1 

26  1  Π1 

27  1  Π1 

28  1  Π1 

29  Κ1  Π1 

30  1  Π1 

31  Κ1  Π1 

32  Δ1  1 

33  Δ1  1 

34  Κ1  1 

35  Κ1  1 

36  1  1 

37  Κ1  1 

38  Δ1  1 

39  Δ1  1 

40  Δ1  1 

41  Δ1  1 

42  Δ1  1 

43  Δ1  1 

44  Κ1  Π1 

45  Δ1  Π1 

46  Δ1  Π1 

47  Κ1  1 

48  Κ1  1 

49  Κ1  Π1 

50  Κ1  Π1 
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Διαγράμματα πίνακα 2 

Διάγραμμα 1 

 

Διάγραμμα 2 
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Διάγραμμα 3 

 

Διάγραμμα 4 
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Διάγραμμα 5 

 

 

Διάγραμμα 6 

 

        

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 3 (ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1Ο ) 
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Κωδικοποίηση: 

1) Δ: έλλειψη δικαιολόγησης 

2) Δ1: έλλειψη δικαιολόγησης για τις αναλυτικές εξισώσεις 

3) Δ2: έλλειψη δικαιολόγησης για τις ασύμβατες 

4) Π: αριθμητικά λάθη στη λύση συστημάτων 

5) Π1: αριθμητικό λάθος στο πρώτο ερώτημα 

6) Π2: αριθμητικό λάθος στο δεύτερο ερώτημα  

7) Κ  : κατανόηση της ύλης των διανυσμάτων 

8)Κ1: μη κατανόηση της έννοιας των αναλυτικών εξισώσεων 

9) Κ2: μη κατανόηση έννοιας ασυμβάτων 

10) 1 ή 0: λύθηκαν σωστά ή δεν λύθηκαν σωστά 

11) Α/Α ή ΑΡ. : αύξων αριθμός φοιτητών 

12) Β1 έως Β4 :τα 4 βήματα της λύσης 

Για τους φοιτητές με βαθμολογία πάνω από 5 ο πίνακας αναλυτικά είναι: 

ΑΡ.  Θ2  Θ2  Θ2  Θ2 

Α/Α  Β1  Β2  Β3  Β4 

1  1  1  1  1 

2  1  1  1  1 

3  1  1  1  1 

4  1  1  1  1 

5  1  1  1  1 

6  1  1  1  1 

7  1  1  1  1 

8  1  1  1  1 

9  1  1  1  1 

10  1  1  1  1 

11  1  1  1  1 

12  1  1  1  1 

13  1  1  1  1 

14  1  1  1  1 

15  1  1  1  1 

16  1  1  1  1 

17  1  1  1  1 

18  1  1  1  1 

19  1  1  1  1 
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20  1  1  1  1 

21  1  1  1  1 

22  1  1  1  1 

23  1  1  1  1 

24  1  1  1  1 

25  1  1  1  1 

26  1  1  1  1 

27  1  1  1  1 

28  1  1  1  1 

29  1  1  1  1 

30  1  1  1  1 

31  1  1  1  1 

32  1  1  1  Π2 

33  1  1  1  1 

34  1  1  1  Π2 

35  1  1  1  1 

36  1  1  1  Π2 

37  1  1  1  1 

38  1  1  1  1 

39  1  1  1  Π2 

40  1  1  1  Π2 

41  1  1  1  Π2 

42  Δ1  1  1  Π2 

43  Δ1  1  1  Π2 

44  1  Π1  1  Π2 

45  Δ1  Π1  1  Π2 

46  1  Π1  1  Π2 

47  1  1  K1  Κ2 

48  1  1  K1  0 

49  Δ1  Π1  K1  0 

50  1  0  0  0 

51  1  1  1  Κ2 

52  Δ1  0  Δ2  Κ2 

53  Δ1  Π1  Δ2  Π2 

54  1  1  1  Π2 

55  Δ1  Π1  Δ2  Π2 

56  1  Π1  1  Π2 

57  0  0  0  0 

58  0  0  0  0 

 

Για τους φοιτητές με τυχαία επιλογή (όχι πάνω από 5)ο πίνακας αναλυτικά είναι: 

ΑΡ.  Θ2  Θ2  Θ2  Θ2 

Α/Α  Β1  Β2  Β3  Β4 

1  1  1  1  1 
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2  1  1  1  1 

3  1  1  1  1 

4  1  1  1  1 

5  1  1  1  1 

6  1  1  1  1 

7  1  1  1  Π2 

8  1  1  1  Π2 

9  1  1  1  Π2 

10  1  1  Κ2  Π2 

11  1  1  Κ2  Π2 

12  1  1  1  Π2 

13  1  1  1  Π2 

14  1  1  1  Π2 

15  Κ1  1  Κ2  Π2 

16  Κ1  1  1  Π2 

17  Κ1  1  1  Π2 

18  1  1  1  Π2 

19  1  1  Κ2  Π2 

20  Κ1  Π1  Κ2  1 

21  1  Π1  Κ2  Π2 

22  Κ1  Π1  Δ2  0 

23  Κ1  Π1  Δ2  0 

24  Δ1  Π1  Κ2  Π2 

25  1  Π1  Δ2  1 

26  1  Π1  Δ2  Π2 

27  Δ1  Π1  Κ2  1 

28  Δ1  Π1  Δ2  0 

29  Κ1  Π1  Δ2  0 

30  Δ1  Π1  Δ2  Π2 

31  Δ1  Π1  Κ2  Π2 

32  Δ1  1  Κ2  1 

33  Δ1  1  Δ2  0 

34  Κ1  1  Δ2  0 

35  Κ1  1  Δ2  0 

36  Δ1  Π1  Δ2  0 

37  Κ1  Π1  Δ2  0 

38  Δ1  Π1  0  0 

39  Δ1  Π1  0  0 

40  Δ1  Π1  Δ2  0 

41  Δ1  Π1  Κ2  0 

42  Δ1  Π1  Κ2  0 

 

Διαγράμματα πίνακα 3 
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Διάγραμμα 1 

 

Διάγραμμα 2 

 

 

Διάγραμμα 3 
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Διάγραμμα 4 

 

 

 

Διάγραμμα 5 
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Διάγραμμα 6 
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