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Πρόλογος

Η παρούσvα εργασvία δίνει έμφασvη σvτη θεωρία των Διατεταγμένων γραμμικών

χώρων. Γίνεται μία διεξοδική μελέτη και παρουσvίασvη αλγεβρικών ιδιοτήτων

των χώρων αυτών, που είναι πολύ σvημαντικές και διαδραμματίζουν μείζονα ρό-

λο σvτην μελέτη προβλημάτων της Συναρτησvιακής Ανάλυσvης, όπου οι χώροι που

σvυναντάμε είναι τις περισvσvότερες φορές εφοδιασvμένοι με κάποια σvχέσvη διάτα-

ξης. Επίσvης, μελετούνται θετικοί τελεσvτές και θεωρήματα θετικής επέκτασvης

τελεσvτών. Στο πρώτο κεφάλαιο, ορίζεται η έννοια του διατεταγμένου γραμμι-

κού χώρου και δίνονται κάποια σvύνολα μαθηματικών αντικειμένων των οποίων

η δομή αντιπροσvωπεύεται από την έννοια του γραμμικού χώρου. Η έννοια αυτή

είναι μία σvημαντική έννοια σvτα Μαθηματικά, που είναι χρήσvιμη σvτην Ανάλυσvη

και σvτις άλλες επισvτήμες. Στην σvυνέχεια μελετώνται ιδιότητες και έννοιες που

σvχετίζονται με την διάταξη, όπως η έννοια του κώνου, του οξύ κώνου, του

διατεταγμένου διασvτήματος, της κυρτής θήκης υποσvυνόλου του χώρου, της

διατακτικής μονάδας, ενώ αποδεικνύονται κάποιες πολύ σvημαντικές προτάσvεις

και δίνονται αντίσvτοιχα παραδείγματα. Επίσvης, περιγράφονται κάποιοι τρόποι

κατασvκευής διατεταγμένων γραμμικών χώρων από ήδη υπάρχοντες, όπως μέσvω

καρτεσvιανών γινομένων ή ευθέων αθροισvμάτων διατεταγμένων γραμμικών χώ-

ρων. Στην σvυνέχεια, εισvάγεται η έννοια των Αρχιμήδειων γραμμικών χώρων,

δίνονται παραδείγματα τέτοιων χώρων και αποδεικνύονται σvημαντικές προτάσvεις

πάνω σvτη θεωρία τους. Πολύ σvημαντικοί είναι οι γραμμικοί σvύνδεσvμοι (χώροι

Riesz) των οποίων η μελέτη επικεντρώνεται σvτην ενότητα 1.4, όπου μελετώνται

αναλυτικά οι ιδιότητές τους και ορίζεται η έννοια των Dedekind πλήρων χώ-

ρων Riesz, των γραμμικών υποσvυνδέσvμων και των σvυνδέσvμων-υποχώρων. Σε

όλη την έκτασvη της ενότητας δίνονται πολλά παραδείγματα, ώσvτε να γίνει όσvο

το δυνατόν περισvσvότερο κατανοητή η χρησvιμότητα των γραμμικών σvυνδέσvμων

σvτις εφαρμογές. Στο κεφάλαιο-2 μελετώνται κάποια κυρτά υποσvύνολα ενός οξύ

κώνου, που είναι ειδικής μορφής, και ονομάζονται βάσvεις του κώνου. Η θεωρία

των βάσvεων των κώνων είναι σvημαντικό σvτοιχείο της γεωμετρίας των κώνων
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και έχει πολλές εφαρμογές σvτη χρηματοοικονομική θεωρία. Ειδικότερα, σvε μία

οικονομία, κάθε βάσvη του κώνου κατανάλωσvης ορίζει ένα σvύνολο προϋπολο-

γισvμού, και αντισvτρόφως κάθε σvύνολο προϋπολογισvμού ορίζει μία βάσvη του

κώνου κατανάλωσvης. Το κεφάλαιο-3 αποτελεί ένα εισvαγωγικό κεφάλαιο σvτην

θεωρία τελεσvτών, όπου υπενθυμίζονται βασvικά αποτελέσvματα σvχετικά με τους

σvυνεχείς (ή φραγμένους) τελεσvτές μεταξύ χώρων με νόρμα, ορίζεται ο χώρος

B (X , Y ) των φραγμένων τελεσvτών μεταξύ των χώρων με νόρμα X, Y και

ορίζεται η νόρμα τελεσvτή σvε αυτόν τον χώρο. Στην ενότητα 3.4 παρουσvιά-

ζεται η βασvική θεωρία σvχετικά με τους σvυζυγείς τελεσvτές και αποδεικνύονται

κάποια βασvικά θεωρήματά τους. Το κεφάλαιο-4 είναι αφιερωμένο σvτην επέκτα-

σvη θετικών τελεσvτών. Αφού δοθούν οι απαραίτητοι ορισvμοί, διατυπώνεται το

θεώρημα επέκτασvης των Hahn − Banach σvε διατεταγμένους γραμμικούς χώ-

ρους, το οποίο διαδραμματίζει μείζων ρόλο σvτην Ανάλυσvη, και ειδικότερα σvτη

θεωρία Διατεταγμένων Χώρων. Στη σvυνέχεια, γίνεται εφαρμογή του θεωρήμα-

τος Hahn − Banach σvτους χώρους Riesz και ειδικεύονται τα αποτελέσvματα

για θετικά γραμμικά σvυναρτησvιακά. Στο κεφάλαιο-5 μελετώνται οι τύποι των

Riesz − Kantorovich. Ο τύπος των Riesz − Kantorovich προσvδιορίζει το

supremum δύο τελεσvτών, που ορίζονται μεταξύ δύο διατεταγμένων γραμμικών

χώρων. Μελετώνται κάποιες σvυνθήκες οι οποίες είναι επαρκείς για την ισvχύ

του, και οι οποίες μας δίνουν την δυνατότητα να πάρουμε επεκτάσvεις γνωσvτών

αποτελεσvμάτων που αφορούν ιδιότητες των σvυνδέσvμων, αλλά και που απορρέ-

ουν από την Ιδιότητα Διάσvπασvης για τους χώρους των διατακτικά φραγμένων

τελεσvτών μεταξύ δύο γραμμικών χώρων. Εκτός από τη μεγάλη χρησvιμότητα

του θεωρήματος των Riesz −Kantorovich σvτην Ανάλυσvη, το θεώρημα αυτό

έχει σvημαντικές εφαρμογές σvτην Μαθηματική Οικονομία, και ειδικότερα σvτη

θεωρία Γενικής Ισvορροπίας.

Υπάρχουν αρκετά papers που ασvχολούνται με ανοικτά προβλήματα πάνω

σvτη θεωρία των διατεταγμένων γραμμικών χώρων και των γραμμικών σvυνδέ-

σvμων και η θεωρία τους αποτελεί το αντικείμενο εκτεταμένης έρευνας.

Θα ήθελα να ευχαρισvτήσvω ιδιαίτερα τον Καθηγητή της Σχολής Εφαρμοσvμέ-

νων Μαθηματικών και Φυσvικών Επισvτημών του Ε.Μ.Π., κ. Ιωάννη Πολυράκη,

που ήταν ο επιβλέπων της παρούσvας διπλωματικής εργασvίας, για την πολύτιμη

βοήθειά του σvε επισvτημονικό επίπεδο, αλλά και την άρισvτη σvυνεργασvία μας καθ΄

όλη τη διάρκεια διεκπεραίωσvής της. Επίσvης, θα ήθελα να ευχαρισvτήσvω από

καρδιάς τα μέλη της τριμελούς εξετασvτικής επιτροπής, Καθηγητές κ. Σωτήρη

Καρανάσvιο και κ. Παναγιώτη Ψαρράκο, και γενικότερα τους καθηγητές του

τομέα Μαθηματικών του Ε.Μ.Π. για το πνεύμα σvυνεργασvίας που με περιέβα-

λε καθόλη τη διάρκεια των προπτυχιακών μου σvπουδών. Τέλος, θα ήθελα να
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Μαρία Παπαδάκη

Σχολή Εφαρμοσvμένων Μαθηματικών και Φυσvικών Επισvτημών

Εθνικό Μετσvόβιο Πολυτεχνείο

Αθήνα 2013



8



Περιεχόμενα

1 Διατεταγμένοι Γραμμικοί Χώροι 11

1.1 Βασvικές ΄Εννοιες . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2 Διατεταγμένοι υπόχωροι . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.3 Αρχιμήδειοι γραμμικοί χώροι . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.4 Γραμμικοί Σύνδεσvμοι (Χώροι Riesz) . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.4.1 Βασvικές ΄Εννοιες . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.4.2 Dedekind Πλήρεις Χώροι Riesz . . . . . . . . . . . . . 36

1.4.3 Γραμμικοί υποσvύνδεσvμοι και σvύνδεσvμοι-υπόχωροι . . . . 38

2 Βάσvεις Κώνων 41

2.1 Κυρτά σvύνολα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.2 Ορισvμός και ιδιότητες των Βάσvεων κώνων . . . . . . . . . . . . 45

3 Θετικοί τελεσvτές 55

3.1 Γενικές έννοιες και ορισvμοί . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

3.2 Συνεχείς (ή φραγμένοι) τελεσvτές . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

3.3 Ο χώρος B (X , Y ) των φραγμένων τελεσvτών . . . . . . . . . 59

3.4 Συζυγείς τελεσvτές . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

4 Επέκτασvη θετικών τελεσvτών 67

4.1 Επέκτασvη . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

4.1.1 Θεώρημα Hahn−Banach σvε χώρους Riesz . . . . . . 67

4.1.2 Θετικά γραμμικά σvυναρτησvιακά . . . . . . . . . . . . . . 70

5 Οι τύποι των Riesz −Kantorovich 73

5.1 Εισvαγωγή . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

5.2 Το Θεώρημα των Riesz −Kantorovich . . . . . . . . . . . . 74

9



10 ΠΕΡΙΕΧ�ΟΜΕΝΑ



Κεφάλαιο 1

Διατεταγμένοι Γραμμικοί

Χώροι

1.1 Βασvικές ΄Εννοιες

Πραγματικός διανυσvματικός (ή γραμμικός) χώρος ονομάζεται μία τριάδα (X , + , ∗ ),
όπου X είναι ένα μη κενό σvύνολο, + : X × X → X μία εσvωτερική πράξη

(πρόσvθεσvη) και ∗ : R × X → X μία εξωτερική πράξη (βαθμωτό γινόμενο)

που ικανοποιούν τις ακόλουθες ιδιότητες:

(i) (x + y ) + z = x + ( y + z ), για κάθε x , y , z ∈ X.

(ii) x + y = y + x, για κάθε x , y ∈ X.

(iii) Υπάρχει ένα σvτοιχείο 0 του X, που ονομάζεται μηδενικό σvτοιχείο,

ώσvτε x + 0 = 0 + x = x, για κάθε x ∈ X.

(iv) Για κάθε x ∈ X υπάρχει ένα σvτοιχείο −x του X, που ονομάζεται

αντίθετο του x, ώσvτε x + (−x ) = (−x ) + x = 0.

(v) λ (x + y ) = λx + λ y, για κάθε x , y ∈ X και λ∈ R.
(vi) ( λ+μ ) x = λx + μx, για κάθε x ∈ X και λ,μ∈ R (όπου σvτο πρώτο

μέλος το σvύμβολο + εκφράζει τη σvυνήθη πρόσvθεσvη των πραγματικών αριθμών,

ενώ σvτο δεύτερο μέλος το σvύμβολο + εκφράζει την πρόσvθεσvη σvτο διανυσvματικό

χώρο X).

(vii) λ ( μx )= ( λ μ )x, για κάθε x ∈ X και λ,μ∈ R (όπου σvτο δεύτερο

μέλος το λμ είναι το σvύνηθες γινόμενο των πραγματικών αριθμών λ και μ).

(viii) 1 x = x, για κάθε x ∈ X.
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12 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 1. ΔΙΑΤΕΤΑΓΜ�ΕΝΟΙ ΓΡΑΜΜΙΚΟ�Ι Χ�ΩΡΟΙ

Τα σvτοιχεία ενός διανυσvματικού χώρου ονομάζονται και διανύσvματα.

Παρακάτω, χάριν σvυντομίας, αντί να λέμε ”ο διανυσvματικός χώρος (X , + , ∗ ) ”,
θα λέμε ”ο διανυσvματικός χώρος X”.

Σημείωσvη: Αν σvτον παραπάνω ορισvμό αντικατασvτήσvουμε το σvώμα R των

πραγματικών αριθμών με το σvώμα C των μιγαδικών αριθμών έχουμε την έννοια

του μιγαδικού διανυσvματικού χώρου.

Ορισμός. ΄Εσvτω X γραμμικός χώρος. Μία διμελής σvχέσvη ≤ σvτον X ονομά-

ζεται μερική διάταξη σvτον X, αν για κάθε x , y , z ∈ X ισvχύουν οι παρακάτω

ιδιότητες:

(1) x ≤ x
(αυτοπαθής ιδιότητα)

(2) Αν x ≤ y και y ≤ x, τότε σvυνεπάγεται ότι x = y
(αντισvυμμετρική ιδιότητα)

(3) Αν x ≤ y και y ≤ z, τότε ισvχύει ότι x ≤ z
(μεταβατική ιδιότητα)

(4) Αν x ≤ y, τότε σvυνεπάγεται ότι x + z ≤ y + z και λx ≤ λ y, ∀
λ∈ R+.

(σvυμβατότητα με τη γραμμική δομή του χώρου)

Τότε, οX, ή ακριβέσvτερα το ζευγάρι (X , ≤ ) ονομάζεται (μερικά) διατεταγμένος
γραμμικός χώρος (partially ordered linear space).

Σημείωσvη: Είναι γνωσvτή η έννοια της μερικής διάταξης σvε ένα μη κενό

σvύνολο Χ, ως η διμελής σvχέσvη ≤ σvτον Χ, η οποία ικανοποιεί τις ιδιότητες (1)-

(3), δηλαδή την αυτοπαθή, την αντισvυμμετρική, και την μεταβατική ιδιότητα.

Επειδή, σvτην προκειμένη περίπτωσvη, δεν έχουμε απλώς ένα μη κενό σvύνολο Χ,

αλλά έχουμε έναν γραμμικό χώρο, η μερική διάταξη οφείλει να είναι σvυμβατή

με την γραμμική δομή του χώρου, δηλαδή να ικανοποιεί επιπροσvθέτως και την

ιδιότητα (4), και ονομάζεται μερική γραμμική διάταξη.

Αν Χ είναι διατεταγμένος γραμμικός χώρος, το σvύνολο των σvτοιχείων του

που είναι μεγαλύτερα ή ίσvα του μηδενός ονομάζεται θετικός κώνος του Χ και
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σvυμβολίζεται με X+. Δηλαδή,

X+ = {x ∈ X , x ≥ 0 }

Ο θετικός κώνος του Χ ικανοποιεί τις εξής ιδιότητες:

(1) X+ + X+ ⊆ X+

(δηλαδή, αθροίσvματα σvτοιχείων του X+ ανήκουν σvτον X+)

(2) λx ∈ X+, για κάθε x ∈ X+ , και για κάθε λ∈R+

(δηλαδή, τα θετικά πολλαπλάσvια σvτοιχείων του X+ ανήκουν σvτον X+)

(3) X+ ∩ {−X+ } = {0}
(Πράγματι, αν υποθέσvουμε ότι ∃x ∈ X+ τέτοιο ώσvτε x ∈ X+ ∩ {−X+ }

τότε, επειδή x ∈ X+ ⇒ x ≥ 0 (∗) και επειδή x ∈ −X+ ⇒ x ≤ 0 (∗∗).
Επομένως, από (*),(**) και λαμβάνοντας υπόψιν ότι ισvχύει η αντισvυμμετρική

ιδιότητα, έπεται ότι x = 0.)

Από τις ιδιότητες (1) και (2), διαπισvτώνουμε ότι ο θετικός κώνος X+ είναι

κυρτό σvύνολο. Γενικότερα, κάθε μη κενό υποσvύνολο του Χ που ικανοποιεί

τις ιδιότητες (1) και (2) ονομάζεται κώνος (wedge) και όπως παρατηρούμε,

κάθε κώνος είναι κυρτό σvύνολο. Επίσvης, αν W είναι ένας κώνος του Χ, τότε

το σvύνολο W ∩ {−W } είναι ένας διανυσvματικός υπόχωρος του Χ. ΄Οταν ο

διανυσvματικός αυτός υπόχωρος είναι ο τετριμμένος (δηλαδή, ισvχύει η ιδιότητα

(3) ), τότε ο κώνος ονομάζεται οξύς κώνος (cone).

Παρατήρηση. Ο οξύς κώνος είναι ένα πολύ σvημαντικό υποσvύνολο ενός διανυ-

σvματικού χώρου, επειδή μπορεί να ορίσvει σvχέσvη μερικής γραμμικής διάταξης σvτο

χώρο. Πράγματι, αν P ⊆ X είναι ένας οξύς κώνος του Χ (όπου Χ γραμμικός

χώρος), τότε ορίζεται μία σvχέσvη μερικής γραμμικής διάταξης ≤ σvτον Χ, που

ορίζεται ως εξής:

x ≤ y ⇐⇒ y − x ∈ P

Πράγματι, μπορούμε εύκολα να δούμε ότι η σvχέσvη ≤ ικανοποιεί τις ιδιότητες

(1),(2),(3) και (4) του ορισvμού της μερικής γραμμικής διάταξης. Επίσvης, σvτην

περίπτωσvη που ο Χ εφοδιασvθεί με αυτήν την σvχέσvη γραμμικής διάταξης, τότε ο

θετικός του κώνος είναι ο Ρ, δηλαδή P ≡ X+ = {x ∈ X , x ≥ 0} και ο Χ

λέμε ότι είναι γραμμικός χώρος διατεταγμένος από τον κώνο Ρ, και αυτό που

εννοούμε είναι ότι η διάταξη είναι εκείνη που επάγεται από τον κώνο Ρ, δηλαδή

ορίζεται με τον παραπάνω τρόπο που περιγράψαμε.
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Παρατήρηση. Αν Ρ κώνος του Χ, τότε το σvύνολο P − P είναι ο γραμμικός

χώρος που παράγεται από τον Ρ.

Θα το αποδειξουμε. Πράγματι, έσvτω x διάνυσvμα που ανήκει σvτον διανυ-

σvματικό υπόχωρο που παράγεται από τον Ρ. Επομένως, το x θα γράφεται

ως γραμμικός σvυνδυασvμός σvτοιχείων του Ρ, δηλαδή θα υπάρχουν διανύσvμα-

τα x1 , x2 , ... , xn ∈ P και πραγματικοί αριθμοί a1 , a2 , ... , an ∈ R, τέ-

τοιοι ώσvτε x =
∑n

i=1 ai xi . Οι αριθμοί { ai }ni=1 είναι πραγματικοί, και μπο-

ρεί να είναι είτε θετικοί ή αρνητικοί. Αν τώρα ‘διαχωρίσvουμε’ τους δείκτες

{ i | i = 1 , 2 , ... , n } σvε δύο σvύνολα: I1 = { i : ai ≥ 0 } (οι δείκτες εκείνοι

για τους οποίους το αντίσvτοιχο ai είναι μη-αρνητικό), και I2 = { i : ai < 0 }(οι
δείκτες εκείνοι για τους οποίους το αντίσvτοιχο ai είναι αρνητικό), τότε έχουμε

ότι:

x =
n∑

i=1

ai xi =
∑
i∈I1

ai xi −
∑
i∈I2

(− ai ) xi ∈ P − P.

Επομένως, δείξαμε ότι ο διανυσvματικός υπόχωρος που παράγεται απο τον

Ρ είναι ο P − P .

Πολύ σvημαντική είναι η έννοια του παράγων κώνου.

΄Ενας κώνος Ρ ενός διανυσvματικού χώρου Χ ονομάζεται παράγων (generating)
αν X = P − P , δηλαδή ο διανυσvματικός υπόχωρος που παράγεται από τον Ρ

σvυμπίπτει με τον Χ.

Παρατήρηση. ΄Ενας κώνος Ρ ενός διανυσvματικού χώρου Χ είναι παράγων (generating),
αν κυριαρχεί (majorizes) σvτο χώρο Χ, δηλαδή, για κάθε x ∈ X, υπάρχει κά-

ποιο y ∈ P , που να ικανοποιεί το ότι y ≥P x, όπου με ≥P εννοούμε την

διάταξη που επάγεται από τον κώνο Ρ.

Υπάρχουν κάποιες πολύ θεμελιώδεις έννοιες, και μερικά χρήσvιμα σvύνολα

που σvυνδέονται με έναν διατεταγμένο διανυσvματικό χώρο, και αναπτύσvσvονται

αμέσvως παρακάτω.

΄Εσvτω x και y δύο διανύσvματα ενός διατεταγμένου διανυσvματικού χώρου

Χ, που ικανοποιούν τη σvχέσvη x ≤ y. Τότε, το διατεταγμένο διάσvτημα , που

σvυμβολίζεται με [x , y ] , είναι το σvύνολο που ορίζεται ως εξής:

[x , y ] = { z ∈ X : x ≤ z ≤ y }

Αν δεν ισvχύει ότι x ≤ y, τότε ορίζουμε [x , y ] = Ø, έτσvι ώσvτε το δια-

τεταγμένο διάσvτημα να ορίζεται για όλα τα διανύσvματα x και y του χώρου Χ.
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Παρατήρηση. Κάθε διατεταγμένο διάσvτημα είναι κυρτό σvύνολο.

΄Ενα υποσvύνολο Α ενός διατεταγμένου διανυσvματικού χώρου Χ ονομάζεται

διατακτικά κυρτό (full ή order − convex set) αν για κάθε x , y ∈ A έχουμε

ότι [x , y ] ⊆ A. (Δηλαδή, για κάθε δύο σvτοιχεία του Α, το διατεταγμένο

διάσvτημά τους βρίσvκεται μέσvα σvτο Α).

Το γεγονός ότι η τομή μίας οικογένειας διατακτικά κυρτών σvυνόλων είναι

διατακτικά κυρτό σvύνολο, μας οδηγεί σvτον παρακάτω ορισvμό της διατακτικά

κυρτής θήκης (full hull) ενός υποσvυνόλου του διατεταγμένου γραμμικού χώ-

ρου Χ.

΄Εσvτω Χ διατεταγμένος γραμμικός χώρος, και έσvτω Β υποσvύνολο του Χ. Η

τομή όλων των διατακτικά κυρτών υποσvυνόλων του Χ που περιέχουν το Β είναι

διατακτικά κυρτό και ονομάζεται κυρτό περίβλημα ή αλλιώς κυρτή θήκη του Β,

και σvυμβολίζεται με [B]. Η διατακτικά κυρτή θήκη του Β δίνεται από την εξής

σvχέσvη:

[B] = (B + L+ ) ∩ (B − L+ ) = ∪x , y ∈B [x , y ]

Πράγματι, από τον ορισvμό της διατακτικά κυρτής θήκης του Β, είναι προ-

φανές ότι ισvούται με την ένωσvη όλων των διατεταγμένων διασvτημάτων [x , y ]
με x , y ∈ B. Θα το αποδείξουμε. Πράγματι, έσvτω D = ∪x , y ∈B

x≤ y

[x , y ]. Θα

δείξουμε ότι D = [B]. Το D είναι διατακτικά κυρτό σvύνολο. Πράγματι, αν

x , y ∈ D, τότε θα δείξουμε ότι [x , y ] ⊆ D. Επειδή το x ∈ D έπεται ότι

∃ x1 , y1 ∈ B με x1 ≤ y1, τέτοια ώσvτε x1 ≤ x ≤ y1. Επίσvης, επειδή y ∈ D
έπεται ότι ∃ x2 , y2 ∈ B με x2 ≤ y2, τέτοια ώσvτε x2 ≤ y ≤ y2 . ΄Αρα, αν

z ∈ [x , y ], τότε x1 ≤ x ≤ z ≤ y ≤ y2 και προφανώς x1 , y2 ∈ B, άρα

z ∈ [x1 , y2 ]. Επομένως, βρήκαμε ένα διατεταγμένο διάσvτημα με άκρα που να

ανήκουν σvτο Β, το οποίο να περιέχει το z. ΄Αρα, z ∈ D. Επομένως, δείξαμε

ότι ∀ z ∈ [x , y ] ⇒ z ∈ D, άρα [x , y ] ⊆ D, δηλαδή το D είναι διατακτικά

κυρτό. Επίσvης, το D περιέχει το Β.

΄Αρα, το D (επειδή είναι διατακτικά κυρτό και περιέχει το Β) θα περιέχει τη

διατακτικά κυρτή θήκη του Β, δηλαδή [B ] ⊆ D (*).

΄Εσvτω τώρα ένα z ∈ D. Τότε, επειδή D = ∪x , y ∈B
x≤ y

[x , y ], θα υπάρχουν

x , y ∈ B : x ≤ z ≤ y. ΄Αρα, z ∈ [x , y ] ⊆ [B]. Επομένως, δείξαμε ότι

για κάθε z ∈ D, έπεται ότι z ∈ [B] . Επομένως, D ⊆ [B] (**).

Από (*) και (**), έπεται ότι [B] = ∪x , y ∈B [x , y ].
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Παρατήρηση. Η διατακτικά κυρτή θήκη ενός κυρτού σvυνόλου είναι κυρτό σvύ-

νολο. Επίσvης, η διατακτικά κυρτή θήκη ενός ισvορροπημένου σvυνόλου είναι

ισvορροπημένο σvύνολο. (Να υπενθυμίσvουμε ότι ένα υποσvύνολο S ενός διανυ-

σvματικού χώρου ονομάζεται ισvορροπημένο (circled ή balanced) όταν για κάθε

x ∈ S και για κάθε λ∈R με | λ| ≤ 1 ισvχύει ότι λx ∈ S )

Εν σvυνεχεία, θα δούμε πότε ένα υποσvύνολο ενός διατεταγμένου γραμμικού

χώρου είναι άνω (ή κάτω) φραγμένο, και πότε είναι διατακτικά φραγμένο, με

σvκοπό να εισvάγουμε τις θεμελιώδεις έννοιες των supremum και infimum,

έννοιες κυρίαρχης σvημασvίας σvτον ορισvμό των χώρων Riesz σvτην σvυνέχεια.

΄Ενα υποσvύνολο Α ενός διατεταγμένου γραμμικού χώρου Χ ονομάζεται άνω

φραγμένο, αν υπάρχει κάποιο διάνυσvμα x ∈ X (το οποίο ονομάζεται άνω

φράγμα (upper bound) του Α), τέτοιο ώσvτε a ≤ x , ∀ a ∈ A.

Με ανάλογο τρόπο ορίζεται το κάτω φραγμένο υποσvύνολο του χώρου. Πιο

σvυγκεκριμένα, ένα υποσvύνολο Α ενός διατεταγμένου γραμμικού χώρου Χ ονο-

μάζεται κάτω φραγμένο, αν υπάρχει κάποιο διάνυσvμα x ∈ X (το οποίο ονο-

μάζεται κάτω φράγμα (lower bound) του Α), τέτοιο ώσvτε x ≤ a , ∀ a ∈ A.

΄Ενα υποσvύνολο Α ενός διατεταγμένου γραμμικού χώρου Χ ονομάζεται

διατακτικά φραγμένο, αν το Α είναι άνω και κάτω φραγμένο, ή ισvοδύναμα αν

περιέχεται σvε ένα διατεταγμένο διάσvτημα του χώρου (δηλαδή, αν ∃x , y ∈ X
τέτοια ώσvτε A ⊆ [x , y ] ).

΄Εσvτω Α ένα μη κενό υποσvύνολο ενός διατεταγμένου χώρου Χ. ΄Ενα διάνυ-

σvμα u ∈ X ονομάζεται ελάχισvτο άνω φράγμα (least upper bound) ή supremum
του Α, και σvυμβολίζεται με supA, αν

(α) το u είναι άνω φράγμα του Α, δηλαδή a ≤ u , ∀ a ∈ A, και

(β) το u είναι το ελάχισvτο άνω φράγμα του Α, δηλαδή για οποιοδήποτε άλλο

άνω φράγμα v του Α ισvχύει ότι u ≤ v.

Παρατήρηση. ΄Εσvτω Χ διατεταγμένος γραμμικός χώρος. Αν ο κώνος του Χ,

που ορίζει τη διάταξη σvτο χώρο, είναι οξύς, τότε ένα μη κενό υποσvύνολο του

χώρου μπορεί να έχει το πολύ ένα supremum. Αν δηλαδή το supremum
υπάρχει, τότε αυτό είναι μοναδικό. Πράγματι, έσvτω A ⊆ X. Αν υποθέσvουμε

ότι u , v ∈ X είναι supremum του Α, τότε έχουμε ότι u ≥ v και v ≥ u (από

τον ορισvμό των u , v ως supremum του Α). Ισvοδύναμα, έχουμε ότι u − v ≥ 0
και − (u − v ) ≥ 0, και επειδή ο κώνος του χώρου είναι οξύς, έπεται ότι

u − v = 0 ⇐⇒ u = v. (Πραγματικά, αν υποθέσvουμε ότι ±x ∈ P με P
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οξύ κώνο του χώρου, άρα P ∩ (−P ) = { 0 }, έπεται ότι x ∈ P , −x ∈
P ⇐⇒ x ∈ (−P )⇒ x ∈ P ∩ (−P ) = { 0 } ⇒ x = 0).

Ο ορισvμός του μεγίσvτου κάτω φράγματος (greatest lower bound) ή infimum
ορίζεται ανάλογα.

Οι κλασvσvικοί σvυμβολισvμοί για το supremum του πεπερασvμένου σvυνόλου

{x1 , x2 , x3 , ... , xn } είναι:

sup {x1 , x2 , x3 , ... , xn } ή

n∨
i=1

xi και inf {x1 , x2 , x3 , ... , xn } ή

n∧
i=1

xi

για το infimum του ίδιου σvυνόλου.

Ειδικότερα, για το δισvύνολο {x , y }, σvυμβολίζουμε με:

sup {x , y} ή x ∨ y το supremum του {x , y }, και με inf {x , y} ή x ∧ y
το infimum του {x , y }.

Προφανώς, σvε κάθε διατεταγμένο γραμμικό χώρο, ισvχύει ότι x ∨ x =
x ∧ x = x.

Παρατήρηση. Σε ειδικής μορφής διατεταγμένους γραμμικούς χώρους, κάθε πε-

περασvμένο σvύνολο σvημείων έχει supremum και infimum. Στους περισvσvότε-

ρους διατεταγμένους γραμμικούς χώρους, για κάθε ζευγάρι σvημείων x , y που

δεν είναι σvυγκρίσvιμα (ως προς την σvχέσvη μερικής γραμμικής διάταξης), δηλαδή

x � y και y � x, το supremum x ∨ y και το infimum x ∧ y δεν υπάρχουν.

Θα σvυνεχίσvουμε με τον ορισvμό του άνω (και κάτω) κατευθυνόμενου υπο-

σvυνόλου ενός μερικά διατεταγμένου σvυνόλου, και με την απόδειξη μίας πολύ

σvημαντικής πρότασvης που δίνει μία αναγκαία και ικανή σvυνθήκη ώσvτε ο θετικός

κώνος ενός γραμμικού χώρου να παράγει το χώρο.

΄Ενα μη κενό υποσvύνολο D ενός μερικά διατεταγμένου σvυνόλου ονομάζεται

άνω κατευθυνόμενο, και σvυμβολίζεται D ↑, αν για κάθε ζευγάρι x , y ∈ D,

υπάρχει κάποιο z ∈ D που να είναι άνω φράγμα του δισvυνόλου {x , y }, δηλαδή
x ≤ z και y ≤ z.

Το κάτω κατευθυνόμενο (directed downward) σvύνολο ορίζεται ανάλογα.
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Πρόταση. ΄Εσvτω X γραμμικός χώρος. Ο X+ παράγει τον X αν και μόνο αν

ο X είναι άνω κατευθυνόμενος.

Απόδειξη. ”⇒ ”

΄Εσvτω ότι ο X+ παράγει τον X, δηλαδή X = X+ − X+. Τότε, για κάθε

x , y ∈ X, υπάρχουν σvτοιχεία x1 , x2 , y1 , y2 ∈ X+, τέτοια ώσvτε x = x1 − x2

και y = y1 − y2. ΄Αρα, x ≤ x1 και y ≤ y1 και επομένως x, y ≤ x1 + y1.
Επομένως, για το ζεύγος σvτοιχείων {x , y } του γραμμικού χώρου X βρήκαμε

ένα σvτοιχείο, το x1 + y1, που να είναι άνω φράγμα του δισvυνόλου. Επομένως,

ο X είναι άνω κατευθυνόμενος.

”⇐ ”

΄Εσvτω ότι ο X είναι άνω κατευθυνόμενος. Τότε, για κάθε x ∈ X, αν

θεωρήσvουμε το δισvύνολο {x , 0 }, τότε υπαρχει z ∈ X, τέτοιο ώσvτε z ≥ x
και z ≥ 0. ΄Αρα, z − x ≥ 0. Επομένως, έχουμε ότι x = z − ( z − x ) και

z ≥ 0 , z − x ≥ 0. Αποδείξαμε δηλαδή ότι το τυχόν x ∈ X γράφεται ως

διαφορά σvτοιχείων του X+. Επομένως, ο X+ παράγει τον X.

΄Εσvτω X γραμμικός χώρος. Το σvτοιχείο e ∈ X+ ονομάζεται διατακτική

μονάδα (order unit) του X, αν για κάθε x ∈ X, υπάρχει πραγματικός αριθμός

a > 0, ώσvτε x ∈ [−ae , ae ].

Πρόταση. Αν ο X έχει διατακτική μονάδα, τότε ο θετικός κώνος X+ του X
παράγει τον X.

Απόδειξη. ΄Εσvτω ότι ο X έχει διατακτική μονάδα και έσvτω x ∈ X. Τότε,

∃ e ∈ X+, ώσvτε για το x ∈ X, υπάρχει πραγματικός αριθμός a > 0, ώσvτε

x ∈ [−ae , ae ]. Δηλαδή, − ae ≤ x ≤ ae. ΄Αρα, ae − x ≥ 0. Αποδείξαμε

ότι x = ae − ( ae − x ) και ae ≥ 0 , ae − x ≥ 0, δηλαδή το τυχόν x ∈ X
γράφεται ως διαφορά δύο σvτοιχείων του X+. Επομένως, ο X+ παράγει τον

X.

Εν σvυνεχεία, θα αποδείξουμε ότι η διατακτική μονάδα ενός διατεταγμένου

χώρου Banach ταυτίζεται με εσvωτερικό σvημείο του θετικού του κώνου.

Πρόταση. Αν X είναι χώρος Banach διατεταγμένος από τον κλεισvτό κώνο

P και x0 ∈ P , οι παρακάτω προτάσvεις είναι ισvοδύναμες:
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(i) το x0 είναι διατακτική μονάδα του X,

(ii) το x0 είναι εσvωτερικό σvημείο του P .

Απόδειξη. (i) ⇒(ii)

Υποθέτουμε ότι το x0 είναι διατακτική μονάδα του X, δηλαδή ∀x ∈ X,

∃ a > 0 : x ∈ [−ax0 , ax0 ]. Τότε, X = ∪
n∈N

[−nx0 , nx0 ]. Επειδή ο κώ-

νος P είναι κλεισvτός, έπεται ότι τα διατεταγμένα διασvτήματα [−nx0 , nx0 ] είναι
κλεισvτά. Επομένως, ο X γράφεται ως αριθμήσvιμη ένωσvη κλεισvτών υποσvυνόλων

του, και επειδή ο X είναι χώρος Banach, και άρα πλήρης, ισvχύει το θεώρημα

Baire. Από το θεώρημα Baire, θα υπάρχει τουλάχισvτον ένα σvύνολο από την

οικογένεια κλεισvτών υποσvυνόλων {[−nx0 , nx0 ]}n∈N που να έχει μη κενό εσvω-

τερικό. Δηλαδή, ∃n0 ∈ N, ώσvτε το σvύνολο [−n0x0 , n0x0 ] να έχει εσvωτερικά

σvημεία. Από αυτό έπεται ότι και το σvύνολο [−x0 , x0 ] έχει εσvωτερικά σvημεί-

α. ΄Εσvτω z ∈ int ( [−x0 , x0 ] ) .Τότε, υπάρχει ρ>0, ώσvτε z + B ( 0 , ρ ) ⊆
[−x0 , x0 ] . Θα αποδείξουμε ότι x0 + B

(
0 , ρ

2

)
⊆ P , και επομένως το x0 θα

είναι εσvωτερικό σvημείο του P , αφού θα έχω βρει μια μπάλα με κέντρο το x0 που

να ανήκει σvτον P . Επειδή, z + B ( 0 , ρ ) ⊆ [−x0 , x0 ], έχουμε ότι για κάθε

x ∈ B ( 0 , ρ ) ισvχύει ότι −x0 ≤ z + x ≤ x0, άρα −x0 − z ≤ x ≤ x0 − z.
΄Ομως −x0 ≤ x ≤ x0, αφού x0 ∈ int ( [−x0 , x0 ] ) ⊆ [−x0 , x0 ], και άρα

−2x0 ≤ x ≤ 2x0. Από τη σvχέσvη αυτή έχουμε ότι B
(

0 , ρ
2

)
⊆ [−x0 , x0 ],

επομένως x0 + B
(

0 , ρ
2

)
⊆ [ 0 , 2x0 ] ⊆ P (επειδή x0 ∈ P , 0 ∈ P και P

κώνος) . ΄Αρα, για το x0 υπάρχει μία μπάλα του χώρου, η B
(
x0 ,

ρ

2

)
η οποία

περιέχεται σvτον κώνο P . Επομένως, , το x0 είναι εσvωτερικό σvημείο του P .

(ii) ⇒(i)

Υποθέτουμε ότι το x0 είναι εσvωτερικό σvημείο του P . Επομένως, x0 +
B ( 0 , ρ ) ⊆ P , για κάποιο ρ. Δηλαδή υπάρχει μία μπάλα γύρω από το x0 που

να περιέχεται σvτον κώνο P . Θα δείξουμε καταρχάς ότι B ( 0 , ρ ) ⊆ [−x0 , x0 ].
Πράγματι, αν z ∈ B ( 0 , ρ ), τότε x0 + z ∈ P (επειδή x0 + B ( 0 , ρ ) ⊆
P ), άρα z ≥ −x0. Επίσvης, x0 − z ∈ P , άρα z ≤ x0. Επομένως, z ∈
[−x0 , x0 ] και το z είναι τυχαίο σvτοιχείο της μπάλαςB ( 0 , ρ ), άραB ( 0 , ρ ) ⊆
[−x0 , x0 ], και αποδείχτηκε το ζητούμενο. ΄Εσvτω τώρα x ∈ X. Αρκεί να

δειξουμε ότι ∃n0 ∈ N, ώσvτε x ∈ [−n0x0 , n0x0 ]. ΄Εσvτω n ∈ N τέτοιος

ώσvτε n > ‖ x ‖ (ο φυσvικός n υπάρχει γιατί αν υποθέσvουμε το αντίθετο, τότε

προκύπτει ότι ∀n ∈ N, n ≤‖ x ‖, δηλαδή ο πραγματικός αριθμός ‖ x ‖είναι
άνω φράγμα του σvυνόλου των φυσvικών αριθμών N, άτοπο, επειδή το N δεν είναι

άνω φραγμένο). Τότε, η ποσvότητα
x
n
έχει νόρμα ‖ x

n
‖= ‖x‖

‖n‖ = ‖x‖
n

< 1, άρα

ρ
x
n
∈ B ( 0 , ρ ) (πράγματι, ‖ ρ

x
n
− 0 ‖= ‖ ρ

x
n
‖< ρ), επομένως −x0 ≤ ρ

x
n
≤
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x0, άρα x ∈ [−n0x0 , n0x0 ], όπου n0 > n
ρ
. Επομένως, το x0 είναι διατακτική

μονάδα του X.

Παράδειγμα-1

Ο χώρος των φραγμένων ακολουθιών πραγματικών αριθμών l∞, εφοδιασvμέ-

νος με την σvημειακή διάταξη είναι μερικά διατεταγμένος γραμμικός χώρος.

Θα δείξουμε ότι η σvταθερή ακολουθία 1 = ( 1 , 1 , 1 , ... , 1 , ... ) είναι δια-

τακτική μονάδα (order unit) του χώρου l∞ και εσvωτερικό σvημείο του l+∞.

Για να δείξουμε ότι η σvταθερή ακολουθία 1 = ( 1 , 1 , 1 , ... , 1 , ... ) είναι

διατακτική μονάδα του χώρου, αρκεί να δείξουμε ότι ∀x ∈ l∞, υπάρχει ένα a >
0, ώσvτε x ∈ [−a1 , a1 ], δηλαδή−a1 ≤ x ≤ a1 ⇔ (−a , −a , ... , −a , ... ) ≤
(x1 , x2 , ... , xn , ... ) ≤ ( a , a , a , ... , a , ... ) ⇔ −a ≤ xn ≤ a , ∀n ∈ N
⇔| xn | ≤ a , ∀n ∈ N. Επειδή x ∈ l∞ ⇒ ‖ x ‖∞= sup

i
( | xi | ) < ∞, και έ-

σvτω ότι sup
i

( | xi | ) = M . Τότε, για κάθε a ≥ M , έχουμε ότι sup
i

( | xi | ) ≤

a, άρα | xi | ≤ a , ∀ i ⇔ −a ≤ xi ≤ a , ∀ i ⇔(−a , −a , ... , −a , ... ) ≤
(x1 , x2 , ... , xn , ... ) ≤ ( a , a , a , ... , a , ... )⇔ −a1 ≤ x ≤ a1. Επομένως,

το 1 είναι διατακτική μονάδα του χώρου l∞. Κατόπιν, θα δείξουμε ότι η σvτα-

θερή ακολουθία 1 είναι εσvωτερικό σvημείο του l+∞. Λαμβάνοντας υπόψιν την

προηγούμενη πρότασvη, το σvυμπέρασvμα είναι άμεσvο, επειδή έχουμε ήδη αποδεί-

ξει ότι η σvταθερή ακολουθία 1 είναι διατακτική μονάδα του χώρου. Μπορούμε

όμως να αποδείξουμε το ζητούμενο χρησvιμοποιώντας τον ορισvμό του εσvωτε-

ρικού σvημείου. Αρκεί δηλαδή να δείξουμε ότι υπάρχει ένα ρ>0, τέτοιο ώσvτε

η μπάλα B (1 , ρ) ⊆ l+∞. ΄Εσvτω ένα z ∈ B (1 , ρ). Τότε, ‖ zi − 1 ‖∞< ρ

⇒sup
i
| zi − 1 |< ρ ⇒ | zi − 1 |< ρ , ∀ i ⇔ −ρ≤ zi − 1 ≤ ρ , ∀ i ⇔

-ρ+1 ≤ zi ≤ ρ+1 , ∀ i. Για ρ=1, έχουμε ότι 0 ≤ zi ≤ 2 , ∀ i. ΄Αρα,

zi ≥ 0 , ∀ i ⇔ z ≥ 0 και, επειδή z ∈ l∞ έπεται ότι ‖ z ‖∞< ∞. Επο-

μένως, z ∈ l+∞. Επομένως, δείξαμε ότι το 1 είναι εσvωτερικό σvημείο του l∞.

Παράδειγμα-2

Ο χώρος C [ 0 , 1 ], των σvυνεχών πραγματικών σvυναρτήσvεων σvτο διάσvτη-

μα [ 0 , 1 ], εφοδιασvμένος με την σvημειακή διάταξη, είναι μερικά διατεταγμένος

χώρος. Θα δείξουμε ότι η σvταθερή σvυνάρτησvη 1 ( t ) = 1 , ∀ t ∈ [ 0 , 1 ] εί-

ναι διατακτική μονάδα του χώρου C [ 0 , 1 ] και επίσvης ότι η 1 είναι εσvωτερικό

σvημείο του C [ 0 , 1 ]+.
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Καταρχάς, παρατηρούμε ότι 1 ∈ C [ 0 , 1 ]. Για να δείξουμε ότι η σvταθερή

ακολουθία 1 είναι διατακτική μονάδα του χώρου C [ 0 , 1 ] , αρκεί να δείξουμε

ότι ∀x ∈ C [ 0 , 1 ], υπάρχει ένα a > 0, ώσvτε x ∈ [−a1 , a1 ], δηλαδή −a1 ≤
x ≤ a1. ΄Εσvτω x ∈ C [ 0 , 1 ]. Τότε, ‖ x ‖∞= maxt∈[0,1] | x ( t ) | ⇒| x ( t ) |
≤ ‖ x ‖∞ ∀ t ∈ [ 0 , 1 ] ⇒ | x | ≤ ‖ x ‖∞ ⇒ − ‖ x ‖∞ 1 ≤ x ≤‖ x ‖∞ 1.
΄Αρα, για a = ‖ x ‖∞> 0 έχουμε το ζητούμενο. Επομένως, η 1 είναι διατακτική

μονάδα του χώρου (C [ 0 , 1 ] , ‖ . ‖∞). Εν σvυνεχεία, θα δείξουμε ότι η 1 είναι

εσvωτερικό σvημείο του C [ 0 , 1 ]+. Να παρατηρήσvουμε ότι η μπάλα του χώρου

C [ 0 , 1 ] με κέντρο την 1 και ακτίνα κάποιο ρ>0 είναι η εξής:

B (1 , ρ ) = {x ∈ C [ 0 , 1 ] | ‖ x− 1 ‖< ρ⇔| x ( t )− 1 |< ρ ,∀ t⇔ 1− ρ≤x ( t ) ≤ 1 + ρ } .

Αν ρ=
1
2
, παρατηρούμε ότι αν x ∈ B

(
1 , 1

2

)
, τότε x ( t ) > 1−ρ= 1− 1

2
= 1

2
, ∀ t,

άρα x ( t ) > 0 , ∀ t , άρα x ∈ C [ 0 , 1 ]+. Επομένως, 1 ∈ int
(
C [ 0 , 1 ]+

)
. Να

σvημειώσvουμε ότι θα μπορούσvαμε να χρησvιμοποιήσvουμε την προηγούμενη πρό-

τασvη, καθώς και το ότι αποδείξαμε ότι η σvταθερή σvυνάρτησvη 1 είναι διατακτική

μονάδα του χώρου, και να σvυμπεράνουμε άμεσvα ότι είναι εσvωτερικό σvημείο του

θετικού κώνου του χώρου.

Παράδειγμα-3

Ο θετικός κώνος c+0 του χώρου των πραγματικών ακολουθιών που τείνουν

σvτο μηδέν, δηλαδή c0 =
{

(an)n∈N | limn→∞ an = 0
}
, δεν έχει εσvωτερικά

σvημεία.

Ο χώρος c0 είναι ο χώρος των πραγματικών ακολουθιών που τείνουν σvτο

μηδέν, δηλαδή c0 =
{

(an)n∈N | limn→∞ an = 0
}
. ΄Εσvτω x ∈ c+0 . Παρατη-

ρούμε ότι η μπάλα με κέντρο το x και ακτίνα κάποιο ρ>0 είναι η εξής:

B (x , ρ ) = { y ∈ c0 | ‖ x− y ‖< ρ ⇔| x ( i ) − y ( i ) |< ρ ,∀ i

⇔ x ( i ) − ρ≤ y ( i ) ≤ x ( i ) + ρ ,∀ i}
Επειδή η ακολουθία x είναι ακολουθία που τείνει σvτο μηδέν, έπεται ότι

0 ≤ x ( i ) ≤ ρ

4
, ∀ i ≥ n0 (όπου υπενθυμίζουμε ότι ο δείκτης n0 είναι ο

δείκτης εκείνος από τον οποίον και μετά οι όροι της ακολουθίας βρίσvκονται σvε

μία περιοχή του μηδενός). Ορίζω την εξής ακολουθία του χώρου c0:

y ( i ) =

{
x ( i ) | i < n0

−x ( i ) | i ≥ n0
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Τότε, παρατηρούμε ότι y ∈ c0, αφού οι όροι της από τον δείκτη n0 και μετά

ισvούνται με −x ( i ) και η x τείνει σvτο μηδέν. Επίσvης, y /∈ c+0 αφού οι όροι της

από τον δείκτη n0 και μετά ισvούνται με −x ( i ) < 0 . Τέλος, παρατηρούμε ότι

(x− y ) ( i ) =

{
0 | i < n0

2x ( i ) | i ≥ n0

και επομένως, ‖ x − y ‖≤ ρ

2
< ρ. ΄Αρα, ∀x ∈ c+0 και ∀ ρ>0 υπάρχει y ∈

B (x , ρ ), τέτοιο ώσvτε y /∈ c+0 . Επομένως, B ( 0 , ρ ) * c+0 , δηλαδή το τυ-

χαίο x ∈ c+0 δεν είναι εσvωτερικό σvημείο του c+0 , από το οποίο μπορούμε να

σvυμπεράνουμε ότι ο χώρος c+0 δεν έχει εσvωτερικά σvημεία.
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1.2 Διατεταγμένοι υπόχωροι

Μπορούμε να ορίσvουμε νέους διατεταγμένους γραμμικούς χώρους, από ήδη

υπάρχοντες.

Παράδειγμα-1

΄Εσvτω γραμμικός χώρος X, διατεταγμένος από τον κώνο P . Τότε, κάθε

υπόχωρος του X μπορεί να θεωρηθεί και ο ίδιος ως μερικά διατεταγμένος γραμ-

μικός χώρος. Πράγματι, αν Y είναι ένας διανυσvματικός υπόχωρος του X, τότε

είναι προφανές ότι ο Y εφοδιασvμένος με την επαγόμενη διάταξη από τον X,

γίνεται αυτομάτως μερικά διατεταγμένος γραμμικός χώρος, με θετικό κώνο τον

Y+ = Y ∩ P , δηλαδή την τομή του θετικού κώνου του χώρου με τον υπόχωρο

Y . Ο κώνος Y ∩ P ορίζει δηλαδή διάταξη σvτον υπόχωρο Y . Συμπερασvματικά,

οι γραμμικοί υπόχωροι ενός διατεταγμένου γραμμικού χώρου θεωρούνται διατε-

ταγμένοι γραμμικοί χώροι με την επαγόμενη γραμμική διάταξη και ονομάζονται

διατεταγμένοι υπόχωροι του αρχικού χώρου.

Παράδειγμα-2

΄Ενας άλλος τρόπος κατασvκευής διατεταγμένων γραμμικών χώρων είναι μέ-

σvω των καρτεσvιανών γινομένων. Αν
{
Li , L

+
i

}
i∈ I είναι μία οικογένεια διατε-

ταγμένων γραμμικών χώρων , τότε είναι εύκολο να δούμε ότι το καρτεσvιανό γι-

νόμενο L+ =
∏

i∈ I L+
i είναι ένας οξύς κώνος του καρτεσvιανού γινομένου L =∏

i∈ I Li και ονομάζεται ο κώνος-γινόμενο (product cone) της οικογένειας κώ-

νων
{
L+
i

}
i∈ I , και επομένως το ζευγάρι (L , L+)είναι διατεταγμένος γραμμικός

χώρος. Παραδείγματος χάριν, ο χώρος Rn = { (x1 , x2 , ... , xn ) | xi ∈ R ,∀ i = 1 , 2 , ... , n }
των διατεταγμένων n-άδων πραγματικών αριθμών, είναι μερικά διατεταγμένος

χώρος, με θετικό κώνο το σvύνολο P = {x = (xi)
n
i=1 ∈ Rn | xi ≥ 0 , ∀ i = 1 , 2 , ... , n },

επειδή προκύπτει από το καρτεσvιανό γινόμενο του χώρου R με τον εαυτό του n
φορές, διατεταγμένο από τον κώνο R+ = { a ∈ R | a ≥ 0 }. Παρατηρώ ότι

ενώ ο R είναι ολικά διατεταγμένος γραμμικός χώρος (δηλαδή κάθε δύο σvτοιχεία

του είναι σvυγκρίσvιμα ως προς τη σvυνήθη σvχέσvη διάταξης), ο Rn
δεν είναι ολικά

διατεταγμένος. ΄Αρα, σvτο καρτεσvιανό γινόμενο διατεταγμένων χώρων δεν δια-

τηρείται κατ΄ ανάγκην η ολική διάταξη. Θα δείξουμε ότι το καρτεσvιανό γινόμενο

ολικά διατεταγμένων γραμμικών χώρων δεν είναι ολικά διατεταγμένος χώρος.

΄Εσvτω (X , X+ ), και (Y , Y+ ) ολικά διατεταγμένοι γραμμικοί χώροι. Τότε, ο

(Z = X × Y , X+ × Y+ ) είναι μερικά διατεταγμένος χώρος, με την εξής διά-

ταξη: (x , y ) ≥ (x′ , y′ ) ⇔ x ≥ x′ και y ≥ y′. Αν θεωρήσvω τα σvτοιχεία
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(x1 , y1 ) και (x2 , y2 ), με x1 > x2 και y1 < y2, τότε τα σvτοιχεία (x1 , y1 ) και

(x2 , y2 ) δεν είναι σvυγκρίσvιμα.

Παράδειγμα-3

Αν
{
Li , L

+
i

}
i∈ I είναι μία οικογένεια διατεταγμένων γραμμικών χώρων

(υποχώρων ενός γραμμικού χώρου E), τότε το ευθύ άθροισvμα των χώρων

⊕i∈I Li =
{
x =

∑
i∈I xi | xi ∈ Li , ∀ i ∈ I

}
, διατεταγμένο από τον κώνο

⊕i∈I L
+
i είναι επίσvης μερικά διατεταγμένος γραμμικός χώρος.

΄Εχοντας ένα μερικά διατεταγμένο χώρο, ή μία οικογένεια μερικά διατεταγ-

μένων χώρων, είδαμε τρόπους με τους οποίους μπορούμε να κατασvκευάσvουμε

νέους διατεταγμένους χώρους. Η κατασvκευή αυτή έχει μεγάλη σvημασvία, αφενός

για τον προφανή λόγο ότι κατασvκευάζουμε νέους χώρους από ήδη υπάρχοντες

των οποίων γνωρίζουμε με σvαφήνεια τη δομή τους, και αφετέρου ιδιότητες όπως

το να είναι ο χώρος (ή η οικογένεια χώρων) γραμμικός σvύνδεσvμος, ή να είναι

διατακτικά (ή Dedekind) πλήρης, ιδιότητες που θα μελετήσvουμε εκτενώς σvε

επόμενα κεφάλαια, διατηρούνται σvτους χώρους γινόμενο, καθώς και σvτο ευθύ

άθροισvμα.
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1.3 Αρχιμήδειοι γραμμικοί χώροι

Ο σvκοπός αυτής της ενότητας είναι να εισvάγουμε την έννοια της Αρχιμήδειας

ιδιότητας (Archimedean Property) και η μελέτη της ειδικής κατηγορίας των

Αρχιμήδειων χώρων. Θα ξεκινήσvουμε από τον ορισvμό τους.

Ορισμός. ΄Ενας διατεταγμένος γραμμικός χώρος Χ ονομάζεται Αρχιμήδειος

(ή λέμε ότι ο Χ έχει την Αρχιμήδεια ιδιότητα), όταν ισvχύει η εξής σvυνεπαγωγή:

Αν για y ∈ X και x ∈ X+ με n y ≤ x για κάθε n ∈ N, έπεται ότι y ≤ 0.

Παρατήρηση. ΄Εσvτω Χ γραμμικός χώρος, και έσvτω Κ οξύς κώνος του Χ. Λέμε

ότι ο Κ είναι Αρχιμήδειος κώνος (Archimedean cone) αν η γραμμική διάταξη

που επάγεται από τον κώνο Κ σvτον γραμμικό χώρο Χ καθισvτά τον Χ έναν

Αρχιμήδειο διατεταγμένο γραμμικό χώρο.

Στον παραπάνω ορισvμό του Αρχιμήδειου χώρου, το διάνυσvμα x, το οποίο

υποθέσvαμε ότι ανήκει σvτον θετικό κώνο του Χ, μπορούμε να θεωρήσvουμε ότι

ανήκει εν γένει σvτον γραμμικό χώρο Χ. ΄Ετσvι, οδηγούμασvτε σvτον παρακάτω

Λήμμα.

Λήμμα. ΄Ενας διατεταγμένος γραμμικός χώρος Χ είναι Αρχιμήδειος, αν και

μόνο αν, ισvχύει η εξής σvυνεπαγωγή:

Για x , y ∈ X και n y ≤ x , ∀n ∈ N, έπεται ότι y ≤ 0.

Απόδειξη. ”⇒ ”

Υποθέτουμε ότι ο X είναι Αρχιμήδειος. ΄Εσvτω x , y ∈ X με n y ≤
x , ∀n ∈ N. Πρέπει να δείξουμε ότι y ≤ 0. Επειδή η σvυνθήκη ισvχύει

για όλους τους φυσvικούς αριθμούς, τότε για n + 1, έχουμε ότι (n + 1 ) y ≤
x , ∀n ∈ N, ή ισvοδύναμα n y ≤ x − y , ∀n ∈ N. Επειδή x− y ≥ 0 (πράγ-

ματι, η σvχέσvη n y ≤ x για n = 1 δίνει ότι y ≤ x ⇔ x − y ≥ 0), έπεται ότι
y ≤ 0, επειδή ο χώρος X είναι Αρχιμήδειος, και το ζητούμενο αποδείχτηκε.

”⇐ ”

Αν ισvχύει η σvυνεπαγωγή, τότε προφανώς ο χώρος X είναι Αρχιμήδειος, εξ΄

ορισvμού.
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Αποδεικνύουμε παρακάτω ιδιότητες των Αρχιμήδειων χώρων.

Πρότασvη-1

Δείξτε ότι το καρτεσvιανό γινόμενο μίας οικογένειας δύο Αρχιμήδειων δια-

τεταγμένων γραμμικών χώρων είναι ένας Αρχιμήδειος διατεταγμένος χώρος.

Απόδειξη

΄Εσvτω L1 , L2 Αρχιμήδειοι διατεταγμένοι γραμμικοί χώροι.

Το καρτεσvιανό γινόμενο των παραπάνω χώρων είναι ο γραμμικός χώρος

L1×L2 = { z = ( z1 , z2 ) | z1 ∈ L1 , z2 ∈ L2 }, διατεταγμένος ως εξής: Αν

x , y ∈ L1 × L2 με x = ( x1 , x2 ) και y = ( y1 , y2 ) τότε x 4L1×L2 y ⇔
x1 4L1 y1 και x2 4L2 y2 . Θα δείξουμε ότι ο L1 × L2 είναι Αρχιμήδειος,

δηλαδή αρκεί να δείξουμε ότι ∀ z , w ∈ L1×L2 με n z ≤ w ,∀n ∈ N⇒ w ≤
O = ( 0 , 0 ). ΄Εσvτω λοιπόν z , w ∈ L1 × L2. Τότε, z = ( z1 , z2 ) και w =
(w1 , w2 ), με z1 , w1 ∈ L1 και z2 , w2 ∈ L2. Υποθέτουμε επίσvης ότι n z ≤
w ,∀n ∈ N. Επειδή n z ≤ w ⇔ n ( z1 , z2 ) ≤ (w1 , w2 ) ⇔ (n z1 , n z2 ) ≤

(w1 , w2 ) ⇔ (n z1 − w1 , n z2 − w2 ) ≤ ( 0 , 0 )⇔

{
n z1 − w1 ≤ 0

n z2 − w2 ≤ 0
.

Από το ότι n z1 ≤ w1 , ∀n ∈ N ⇒
L1Αρχιμήδειος

w1 ≤ 0 (1)

Παρόμοια, επειδή n z2 ≤ w2 , ∀n ∈ N ⇒
L2Αρχιμήδειος

w2 ≤ 0 (2)

Από τις σvχέσvεις (1) και (2), έπεται ότι w = (w1 , w2 ) ≤ ( 0 , 0 ). ΄Αρα,

αποδείξαμε ότι ο L1 × L2 είναι Αρχιμήδειος γραμμικός χώρος.

Πρότασvη-2

Αν K οξύς κώνος ενός διανυσvματικού χώρου X, και Y = K − K ο

διανυσvματικός υπόχωρος που παράγεται από τον οξύ κώνο K σvτον X, έχουμε:

Ο K είναι Αρχιμήδειος κώνος του X, αν και μόνο αν, είναι Αρχιμήδειος

κώνος του Y .

Απόδειξη

”⇒ ”

΄Εσvτω ότι ο K είναι Αρχιμήδειος κώνος του X, δηλαδή ότι η διάταξη ≤K

(την οποία θα την σvυμβολίζουμε, χάριν ευκολίας, απλά με ≤) καθισvτά τον X
Αρχιμήδειο. Θα δείξουμε ότι ο Y = K−K, εφοδιασvμένος με την ίδια διάταξη,

είναι Αρχιμήδειος. ΄Εσvτω z , w ∈ Y , με n z ≤ w , ∀n ∈ N . Θα δείξουμε ότι

z ≤ 0. Ο Y είναι υπόχωρος του X, άρα z , w ∈ X, και επειδή αφενός ισvχύει
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εξ΄ υποθέσvεως ότι z , w ∈ Y , με n z ≤ w , ∀n ∈ N , και αφετέρου ισvχύει

ότι ο X είναι Αρχιμήδειος, έχουμε ότι z ≤ 0, και άρα δείξαμε ότι ο Y είναι

Αρχιμήδειος.

”⇐ ”

Υποθέτουμε ότι ο Y είναι Αρχιμήδειος. Θα αποδείξουμε ότι ο X είναι

Αρχιμήδειος. ΄Εσvτω x , y ∈ X, με nx ≤ y , ∀n ∈ N. Θα δείξουμε ότι x ≤ 0
(ότι δηλαδή x /∈ K). Προς απαγωγή σvε άτοπο, υποθέτουμε ότι x ∈ K. Επειδή

x ≥ 0 ⇒ nx ≥ 0 (επειδή n ≥ 0) ⇒ 0 ≤ nx ≤ y ⇒ y ≥ 0. Δηλαδή,

δείξαμε ότι x , y ∈ K (επειδή δείξαμε ότι x , y ≥ 0). ΄Ομως, K ⊆ Y , αφού

ο Y είναι ο διανυσvματικός χώρος που παράγεται από τον K, άρα θα περιέχει

και τον K ως υποσvύνολό του. Επομένως, έχουμε δείξει ότι για x , y ∈ Y
με nx ≤ y , ∀n ∈ N , έπεται ότι x ≥ 0. ΄Ατοπο, επειδή σvύμφωνα με την

υπόθεσvη ο Y είναι Αρχιμήδειος χώρος. Επομένως, x ≤ 0 και αποδείξαμε ότι

ο X είναι Αρχιμήδειος.

Παράδειγμα μη-Αρχιμήδειου χώρου

΄Ενα παράδειγμα μη-Αρχιμήδειου διατεταγμένου γραμμικού χώρου είναι ο

L = R2
, εφοδιασvμένος με την λεξικογραφική διάταξη:

(x1 , x2 ) ≥ ( y1 , y2 ) εάν x1 > y1 ή x1 = y1 και x2 > y2

Ο L εφοδιασvμένος με τον κώνο L+, όπου:

L+ = { (x , y ) ∈ R : x > 0 ή x = 0 και y ≥ 0 }

είναι μη-Αρχιμήδειος γραμμικός χώρος. Αρκεί να παρατηρήσvουμε ότι :

n ( 0 , 1 ) ≤ ( 1 , 0 ), ∀n ∈ N ενώ ( 0 , 1 ) /∈ −L+.

Θα κλείσvουμε την ενότητα των Αρχιμήδειων Διατάξεων με δύο βασvικά απο-

τελέσvματα που περιέχουν κάποιες βασvικές ιδιότητες της διατακτικής σvυνέχειας

(order continuity) σvε Αρχιμήδειους διατεταγμένους γραμμικούς χώρους.
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Θεώρημα. ΄Εσvτω x1 , ... , xk θετικά διανύσvματα ενός Αρχιμήδειου διατεταγ-

μένου γραμμικού χώρου. Υποθέτουμε ότι οι πραγματικές ακολουθίες {ain} ( i = 1 , ... , k )
ικανοποιούν το γεγονός ότι limn→∞ ain = ai σvτον R, για κάθε i = 1 , ... , k και

a1n x1 + ... +akn xk ≤ 0, για κάθε n. Τότε, έχουμε ότι a1 x1 + ... +ak xk ≤ 0.

Απόδειξη. ΄Εσvτωm ∈ N (σvταθεροποιώ έναν φυσvικό αριθμό). Επειδή limn→∞ ain =
ai σvτον R, για κάθε i = 1 , ... , k, επιλέγουμε κάποια n ∈ N, ώσvτε να ισvχύ-

ει ai − ain < 1
m
, ∀ i = 1 , ... , k. Παρατηρούμε ότι: a1 x1 + ... + ak xk =

( a1 − a1n )x1 + ... +
(
ak − akn

)
xk + a1nx1 + ... + aknxk ≤

a1n x1 + ...+akn xk ≤ 0

( a1 − a1n )x1 + ...+
(
ak − akn

)
xk ≤ 1

m
x1 + 1

m
xk⇒m ( a1 x1 + ... + ak xk ) ≤

x1 + ... + xk, ∀m ∈ N. Επειδή ο χώρος είναι Αρχιμήδειος και ισvχύει ότι

m ( a1 x1 + ... + ak xk ) ≤ x1 + ... + xk,∀m ∈ N, όπως αποδείξαμε παρα-

πάνω, έπεται ότι a1 x1 + ... + ak xk ≤ 0.

΄Ενα βασvικό αποτέλεσvμα του προηγούμενου Θεωρήματος είναι το παρακάτω

πόρισvμα.

Πόρισμα. ΄Εσvτω x1 , ... , xk και y1 , ... , ym διανύσvματα ενός Αρχιμήδειου δια-

τεταγμένου γραμμικού χωρου Χ. Υποθέτουμε ότι οι ακολουθίες πραγματικών

αριθμών {ain} ( i = 1 , ... , k ) και {bjn} ( j = 1 , ... , m ) ικανοποιούν τις εξής

ιδιότητες:

(α) ain →n→∞ ai για κάθε i = 1 , ... , k,

(β) bjn →n→∞ bj για κάθε j = 1 , ... , m, και

(γ) a1n x1 + ... + akn xk ≤ b1n y1 + ... + bmn ym για κάθε n.

Αν τα xi και τα yj ανήκουν σvτον L+ − L+ (δηλαδή σvτο χώρο που παράγει

ο θετικός κώνος L+), τότε:

a1 x1 + ... + ak xk ≤ b1 y1 + ... + bm ym.



1.4. ΓΡΑΜΜΙΚΟ�Ι Σ�ΥΝΔΕΣ῞ΜΟΙ (Χ�ΩΡΟΙ RIESZ) 29

1.4 Γραμμικοί Σύνδεσvμοι (Χώροι Riesz)

1.4.1 Βασvικές ΄Εννοιες

Στην ενότητα αυτή θα μελετήσvουμε τις ιδιότητες των χώρων Riesz, των οποίων

η σvημασvία απηχεί όχι μόνο σvτην Ανάλυσvη, αλλά και σvτις εφαρμογές.

Θα ξεκινήσvουμε από τον ορισvμό των χώρων Riesz.

Ορισμός. ΄Ενας διατεταγμένος γραμμικός χώρος Χ ονομάζεται γραμμικός

σvύνδεσvμος (linear lattice) ή χώρος Riesz όταν υπάρχει το supremum και

το infimum για κάθε πεπερασvμένο υποσvυνόλο του χώρου.

Αν Χ γραμμικός σvύνδεσvμος, για κάθε x ∈ X ορίζουμε τα παρακάτω σvύμ-

βολα:

x+ = x ∨ 0, το θετικό μέρος του x

x− = (−x ) ∨ 0, το αρνητικό μέρος του x

| x |= x ∨ (−x ), η απόλυτη τιμή του x

Θεώρημα. (Ιδιότητες Γραμμικών Συνδέσvμων)

΄Εσvτω Χ γραμμικός σvύνδεσvμος. Για κάθε x , y , z ∈ X ισvχύουν τα ακό-

λουθα:

(1) x ∨ y = − [ (−x ) ∧ (− y ) ] και x ∧ y = − [ (−x ) ∨ (− y ) ]

(2) sup {x , −x , 0 } = sup {x , −x }
(3) x + y ∨ z = ( x + y ) ∨ (x + z ) και x + y ∧ z = ( x + y ) ∧ (x + z )

(4) x− y ∨ z = ( x − y )∨ (x − z ) και x− y ∧ z = ( x − y )∧ (x − z )

(5) x ∨ y = ( x − y )+ + y = ( y − x )+ + x

(6) λ (x ∨ y ) = ( λx ) ∨ ( λ y ) και

λ (x ∧ y ) = ( λx ) ∧ ( λ y ), για κάθε λ≥ 0

(7) x ∨ y = 1
2

(x + y + | x − y | )και x ∧ y = 1
2

(x + y + | x − y | )
(8) x + y = x ∨ y + x ∧ y

(9) x = x+ − x−.

Ακόμα, αν x = x1 − x2 με x1 , x2 ∈ X+, τότε x1 ≥ x+
και x2 ≥ x−

(10) x+ ∧ x− = 0

(11) | x |= x+ + x−

(12) | x − y |= x ∨ y − x ∧ y

(13) | x + y | ∨ | x − y |= | x | + | y |
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(14) | x | ∨ | y |= 1
2

( | x + y | + | x − y |) και

| x | ∧ | y |= 1
2

( | x + y | − | x − y |)

Παρατήρησvη-1

Από την ιδιότητα (5) του παραπάνω Θεωρήματος, μπορούμε εύκολα να δια-

πισvτώσvουμε ότι ένας διατεταγμένος γραμμικός χώρος Χ είναι γραμμικός σvύν-

δεσvμος, αν και μόνο αν, για κάθε x ∈ X υπάρχει το x+
.

Πράγματι, μπορούμε να το αποδείξουμε.

”⇒ ” Υποθέτουμε ότι ο X είναι γραμμικός σvύνδεσvμος. Δηλαδή, ∀x , y ∈
X υπάρχει το x ∨ y. ΄Αρα, για y = 0 και ∀x ∈ X, υπάρχει το x ∨ 0 = x+

.

” ⇐ ” ΄Εσvτω ότι ∀x ∈ X, υπάρχει το x ∨ 0 σvτον X. ΄Εσvτω x , y ∈ X.

Ισvχύει ότι {x , y } = {x− y , 0 } + { y }. Από την υπόθεσvη, έχουμε ότι το

supremum του {x− y , 0 } υπάρχει. Επίσvης, το supremum του μονοσvυνό-

λου { y }υπάρχει και είναι ίσvο με y. Γνωρίζουμε επίσvης ότι sup (A + B ) =
supA + supB (F), εφόσvον τα supA και supB υπάρχουν. ΄Αρα το sup {x , y }
υπάρχει. Επομένως, ο X είναι γραμμικός σvύνδεσvμος.

(F) Απόδειξη: ΄Εσvτω sup (A ) = xa, sup (B ) = xb.

Θα δείξουμε ότι sup (A + B ) = xa + xb.

΄Εχουμε ότι ∀x ∈ A , xa ≥ x (*). Επίσvης, ∀ y ∈ B , xb ≥ y (**).

Από (*) και (**), έπεται ότι xa + xb ≥ x + y , ∀x ∈ A , ∀ y ∈ B,

δηλαδή xa + xb ≥ A + B (άρα, το xa + xb είναι άνω φράγμα του A + B).

Για να δείξουμε ότι το xa + xb είναι το supremum του A + B, αρκεί να

δείξουμε ότι για οποιοδήποτε άλλο άνω φράγμα w του A + B, θα ισvχύει ότι

A + B ≤ w.

΄Εσvτω w άνω φράγμα του A + B, δηλαδή w ≥ A + B.
΄Αρα, έχουμε ότι w ≥ x + y , ∀x ∈ A , ∀ y ∈ B
⇒ x ≤ w − y0 , ∀x ∈ A , y0 σvταθερό
⇒ xa ≤ w − y0 ⇒ y0 ≤ w − xa , ∀ y0 ∈ B ⇒ xb ≤ w − xa

⇒ xa + xb ≤ w.
Επομένως, αποδείξαμε ότι sup (A + B ) = xa + xb.

Παρατήρησvη-2

΄Ενας διατεταγμένος γραμμικός χώρος Χ είναι γραμμικός σvύνδεσvμος, αν και

μόνο αν, για κάθε x ∈ X , ∃ y ∈ X, τέτοιο ώσvτε το x ∨ y να υπάρχει σvτον

Χ.
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Ο οξύς κώνος ενός χώρου Riesz ονομάζεται δικτυωτός κώνος (lattice
cone). Επίσvης, λέμε ότι ένας οξύς κώνος K ενός διανυσvματικού χώρου X
είναι δικτυωτός κώνος, αν ο X μερικά διατεταγμένος από τον οξύ κώνο K,

είναι χώρος Riesz. Με άλλα λόγια, ο οξύς κώνος X+ ενός διατεταγμένου

γραμμικού χώρου X είναι δικτυωτός κώνος, αν και μόνο αν, ο X είναι χώρος

Riesz. Ακόμη, λέμε ότι μία γραμμική διάταξη ≥ πάνω σvε έναν αυθαίρετο

γραμμικό χώρο X είναι διάταξη σvυνδέσvμου (lattice ordering), αν ο θετικός

του κώνος X+ = {x ∈ X , x ≥ 0 } είναι δικτυωτός κώνος.

Εν σvυνεχεία, θα δούμε ότι για να είναι ένας γραμμικός χώρος X γραμμικός

σvύνδεσvμος, αρκεί να υπάρχει το supremum και το infimum για κάθε ζευγάρι

σvτοιχείων του X.

Λήμμα. ΄Ενας γραμμικός χώρος X είναι γραμμικός σvυνδεσvμος, αν και μόνο

αν, για κάθε ζευγάρι διανυσvμάτων x , y ∈ X, υπάρχει το infimum τους x ∧ y
σvτον X. Επιπλέον, αν x και y είναι σvτοιχεία ενός χώρου Riesz, τότε:

x ∨ y = − [ (−x ) ∧ (−y ) ] και x ∧ y = − [ (−x ) ∨ (−y ) ]

Ομοίως, ένας διατεταγμένος χώρος X είναι χώρος Riesz, αν και μόνο αν,

για κάθε ζευγάρι διανυσvμάτων x , y ∈ X, το supremum τους x ∨ y υπάρχει

σvτον X.

Απόδειξη. ”⇒ ”

Υποθέτουμε ότι ο γραμμικός χώρος X είναι γραμμικός σvύνδεσvμος. Ε-

πομένως, σvύμφωνα με τον ορισvμό του γραμμικού σvυνδέσvμου, έχουμε ότι για

κάθε μη κενό, πεπερασvμένο υποσvύνολο του χώρου υπάρχει το supremum και

το infimum. ΄Αρα, για κάθε ζευγάρι διανυσvμάτων x , y ∈ X, υπάρχει το

supremum του δισvυνόλου {x , y }, αφού το δισvύνολο είναι πεπερασvμένο υπο-

σvύνολο του χώρου.

”⇐ ”

Υποθέτουμε ότι για κάθε ζευγάρι διανυσvμάτων x , y ∈ X, υπάρχει το

infimum τους x ∧ y σvτον X. Θα αποδείξουμε ότι ο X είναι γραμμικός

σvύνδεσvμος, ότι δηλαδή για κάθε μη κενό, πεπερασvμένο υποσvύνολο του χώ-

ρου υπάρχει το το supremum και το infimum. Θα το αποδείξουμε επα-

γωγικά. Για n = 2, δηλαδή για τα σvτοιχεία x1 , x2 ∈ X, υπάρχει εξ΄ υ-

ποθέσvεως το supremum τους. Υποθέτουμε ότι ισvχύει η υπόθεσvη για n =
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k (επαγωγική υπόθεσvη) και θα την αποδείξουμε για n = k + 1. ΄Εσvτω

x1 , x2 , ... , xk , xk+1 ∈ X. Από την επαγωγική υπόθεσvη, το supremum
των x2 , ... , xk , xk+1 υπάρχει σvτον X, και έσvτω sup (x2 , ... , xk , xk+1 ) =
y ∈ X. Επίσvης, το sup (x1 ) = x1, δηλαδή υπάρχει. Επομένως ισvχύει

ότι sup (x1 , x2 , ... , xk , xk+1 ) = sup (x2 , ... , xk , xk+1 ) + sup (x1 ) =
y + x1 ∈ X. Επομένως, δείξαμε ότι ο X είναι γραμμικός σvύνδεσvμος.

Εν σvυνεχεία, θα αποδείξουμε την σvχέσvη: x ∨ y = − [ (−x ) ∧ (−y ) ],
όπου x και y είναι σvτοιχεία ενός γραμμικού σvυνδέσvμου X.

Υποθέτουμε ότι για κάθε ζευγάρι σvτοιχείων του διατεταγμένου χώρου X
υπάρχει το infimum τους. ΄Εσvτω x , y ∈ X. Θέτουμε z = (−x ) ∧ (−y ) (το

infimum των αντιθέτων τους, το οποίο υπάρχει επειδή ο X είναι γραμμικός

σvύνδεσvμος). Θα δείξουμε ότι x ∨ y = −z. Καταρχάς, παρατηρούμε ότι,

z ≤ −x και z ≤ −y, αφού το z είναι το infimum των −x και −y. Ισvοδύναμα,

x ≤ −z και y ≤ −z, δηλαδή το −z είναι ένα άνω φράγμα του σvυνόλου

{x , y }. Αρκεί να δείξουμε ότι το −z είναι το ελάχισvτο άνω φράγμα του

σvυνόλου {x , y }. ΄Εσvτω t ένα άνω φράγμα του σvυνόλου {x , y }, δηλαδή που

ικανοποιεί τις σvχέσvεις x ≤ t και y ≤ t. Ισvοδύναμα, −t ≤ −x και −t ≤ −y,
δηλαδή το −t είναι κάτω φράγμα του δισvυνόλου {−x , −y }, και επομένως θα

είναι μικρότερο ή ίσvο από το infimum του, δηλαδή −t ≤ z. Ισvοδύναμα,

t ≥ −z. Αποδείξαμε ότι το τυχαίο άνω φράγμα t του σvυνόλου {x , y } είναι

μεγαλύτερο ή ίσvο από το −z, και το −z είναι επίσvης άνω φράγμα του σvυνόλου

{x , y }, άρα έπεται ότι το −z είναι το x ∨ y. Δηλαδή, δείξαμε ότι x ∨ y = −z
⇔ x ∨ y = − [ (−x ) ∧ (−y ) ].

Η σvχέσvη x ∧ y = − [ (−x ) ∨ (−y ) ] αποδεικνύεται με τελείως ανάλογο

τρόπο.

Παραδείγματα γραμμικών σvυνδέσvμων

Παράδειγμα-1

Η ευθεία των πραγματικών αριθμών R, εφοδιασvμένη με την σvυνήθη διάταξη,

είναι γραμμικός σvύνδεσvμος. Πράγματι, για κάθε x , y ∈ R⇒ είτε x ≤ y ή y ≤
x, επειδή η σvυνήθης διάταξη του R είναι ολική, δηλαδή κάθε ζευγάρι σvτοιχείων

του R είναι σvυγκρίσvιμο. ΄Αρα, αν x ≤ y ⇒ x ∨ y = max {x , y } = y και
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x ∧ y = min {x , y } = x. Ενώ αν y ≤ x ⇒x ∨ y = max {x , y } = x
και x ∧ y = min {x , y } = y.

Παράδειγμα-2

Ο χώρος Rn ( όπου Rn = {x = ( x1 , x2 , ... , xn ) | xi ∈ R , ∀ i = 1 , 2 , ... , n } )
είναι γραμμικός σvύνδεσvμος, εφοδιασvμένος με τη σvυνήθη διάταξη, δηλαδή: Για

x = (x1 , x2 , ... , xn ), y = ( y1 , y2 , ... , yn )∈ Rn
, έχουμε ότι: x ≤ y ⇔

xi ≤ yi, ∀ i = 1 , 2 , ... , n. Το supremum δύο σvτοιχείων x , y ∈ Rn
δίνεται

από την σvχέσvη:

x ∨ y = (max {x1 , y1 } , max {x2 , y2 } , ... , max {xn , yn } )

Πράγματι, αν z = (max {x1 , y1 } , max {x2 , y2 } , ... , max {xn , yn } ),
τότε έχουμε ότι z ∈ Rn

, αφού είναι μία n-άδα πραγματικών αριθμών. Προφα-

νώς, z ≥ x και z ≥ y, αφού max {xi , yi } ≥ xi , yi , ∀ i = 1 , 2 , ... , n.
Δηλαδή το z είναι άνω φράγμα των x και y. ΄Εσvτω w ∈ Rn

με w ≥ x
και w ≥ y, δηλαδή w άνω φράγμα των x και y. Τότε, wi ≥ xi , yi ∀ i ⇒
wi ≥ max {xi , yi } ∀ i ⇒ w ≥ z ⇒ z = x ∨ y.

Ανάλογα, το infimum δύο σvτοιχείων x , y ∈ Rn
δίνεται από την σvχέσvη:

x ∧ y = (min {x1 , y1 } , min {x2 , y2 } , ... , min {xn , yn } )

και η απόδειξη είναι παρόμοια.

Παράδειγμα-3

Ο χώρος C [ 0 , 1 ], των σvυνεχών σvυναρτήσvεων από το [ 0 , 1 ] σvτο R, είναι
γραμμικός σvύνδεσvμος. Ο C [ 0 , 1 ] είναι εφοδιασvμένος με την σvημειακή διάταξη,

δηλαδή: Για f , g ∈ C [ 0 , 1 ], f ≤ g ⇔ f (x ) ≤ g (x ) , ∀x ∈ [ 0 , 1 ]. Το

supremum δύο σvτοιχείων του C [ 0 , 1 ] δίνεται από τη σvχέσvη:

( f ∨ g ) (x ) = max { f (x ) , g (x ) }

Πράγματι, αν z : [ 0 , 1 ] → R ώσvτε z ( t ) = max { f ( t ) , g ( t ) } ∀ t,
τότε z ∈ C [ 0 , 1 ] και z ≥ f και z ≥ g, αφού max { f ( t ) , g ( t ) } ≥
f ( t ) , g ( t ) ∀ t. Δηλαδή το z είναι άνω φράγμα των f και g. ΄Εσvτω w ∈
C [ 0 , 1 ] με w ≥ f , g, δηλαδή w άνω φράγμα των f και g. Τότε, w ( t ) ≥
f ( t ) , g ( t ) , ∀ t ⇒ w ( t ) ≥ max { f ( t ) , g ( t ) } , ∀ t ⇒ w ≥ z ⇒ z =
f ∨ g.
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Ανάλογα, το infimum δύο σvτοιχείων του C [ 0 , 1 ] δίνεται από τη σvχέσvη:

( f ∧ g ) (x ) = min { f (x ) , g (x ) }

και η απόδειξη είναι παρόμοια.

Παράδειγμα-4

Ο χώρος C [X ], δηλαδή ο χώρος των σvυνεχών πραγματικών σvυναρτήσvεων

σvτον τοπολογικό χώρο X, είναι γραμμικός σvύνδεσvμος. Ο C [X ] είναι εφοδια-
σvμένος και πάλι με την σvημειακή διάταξη, δηλαδή: f , g ∈ C [X ], f ≤ g ⇔
f (x ) ≤ g (x ) , ∀x ∈ X. Το supremum και το infimum δύο σvτοιχείων

του C [X ] δίνονται από τις σvχέσvεις:

( f ∨ g ) (x ) = max { f (x ) , g (x ) } και ( f ∧ g ) (x ) = min { f (x ) , g (x ) }

Επίσvης, ο χώρος Cb (X ), όλων των φραγμένων, σvυνεχών σvυναρτήσvεων

σvτον τοπολογικό χώρο X, εφοδιασvμένος με την σvημειακή διάταξη, είναι γραμ-

μικός σvύνδεσvμος.

Παράδειγμα-5

Ο γραμμικός χώρος Lp ( μ ), 0 ≤ p ≤ ∞, όπου μ μέτρο (σvυγκεκριμένα, το

μέτρο Lebesgue), εφοδιασvμένος με την σvχεδόν παντού σvημειακή διάταξη, δη-

λαδή: f ≤ g σvτον Lp ( μ ), αν f (x ) ≤ g (x ), για σvχεδόν κάθε x ως προς το

μέτρο μ (δηλαδή, παντού, εκτός από ένα σvύνολο μέτρου ( ως προς μ ) μηδέν),
τότε ο Lp ( μ ) είναι γραμμικός σvύνδεσvμος. Το supremum και το infimum δύο

σvυναρτήσvεων f , g ∈ Lp ( μ ) δίνονται από τις σvχέσvεις: ( f ∨ g ) = max { f (x ) , g (x ) }
και ( f ∧ g ) = min { f (x ) , g (x ) }.

Υπενθύμισvη: Ο χώρος Lp ( μ ) είναι το σvύνολο όλων των μ-μετρήσvιμων

σvυναρτήσvεων f για τις οποίες ισvχύει ότι
´
Ω
| f |p dμ , όπου Ω είναι μ-μετρήσvιμο

σvύνολο.

΄Ασvκησvη

Δείξτε ότι ο λεξικογραφικός κώνος είναι ένας δικτυωτός κώνος (lattice
cone).
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Λύσvη

Ο λεξικογραφικός κώνος είναι ο L+ = { (x , y ) ∈ R2 | είτε x > 0, ή x = 0 και y ≥ 0 }
΄Εσvτω ο χώρος R2

, εφοδιασvμένος με τον λεξικογραφικό κώνο, ο οποίος επά-

γει την λεξικογραφική διάταξη σvτον R2
. Θα δείξουμε ότι ο L+ είναι δικτυωτός

κώνος, δηλαδή θα δείξουμε ισvοδύναμα ότι ο R2
μερικά διατεταγμένος από τον

λεξικογραφικό κώνο είναι γραμμικός σvύνδεσvμος. ΄Εσvτω x ∈ R2
, x 6= 0. Τότε,

ένα από τα παρακάτω θα είναι αληθή:

• x ∈ L+. Τότε, x ∈ L+ ⇔ x = (x1 , x2 ) με είτε x1 ≥ 0 ή x1 = 0
και x2 ≥ 0. ΄Αρα, x ≥ 0. ΄Αρα, έχουμε ότι x ≥ x , 0 (δηλαδή το x είναι

άνω φράγμα του x και του 0). ΄Εσvτω z ένα τυχαίο άνω φράγμα των x
και 0. Επομένως, z ≥ x , 0 ⇒ z ≥ x. Δείξαμε επομένως ότι το τυχαίο

άνω φράγμα z των x και 0 είναι μεγαλύτερο ή ίσvο από το x, όπου το x
δείξαμε ότι είναι άνω φράγμα των x και 0. ΄Αρα, σvυμπεραίνουμε ότι το

x είναι το supremum των x και 0, όπου το x ήταν τυχαίο σvτοιχείο του

χώρου. Επομένως, δείξαμε ότι ∀x ∈ R2
υπάρχει το x ∨ 0 = x, και

όπως αποδείξαμε σvε προηγούμενη παρατήρησvη, αυτό ισvοδυναμεί με το να

είναι ο χώρος γραμμικός σvύνδεσvμος.

• x ∈ (−L+ ). Τότε, x ∈ (−L+ ) ⇔ x = (x1 , x2 ) με είτε x1 ≤ 0 ή

x1 = 0 και x2 ≤ 0. ΄Αρα, x ≤ 0. Επομένως, 0 ≥ x , 0. Δηλαδή, το 0
είναι άνω φράγμα των x και 0. ΄Εσvτω z τυχαίο άνω φράγμα των x και 0.
Δηλαδή, z ≥ x , 0 ⇒ z ≥ 0. ΄Αρα, 0 = x ∨ 0 για το τυχαίο x ∈ R2

.

Επομένως, ο (R2 , L+ ) είναι γραμμικός σvύνδεσvμος.

Σημείωσvη: Ο λεξικογραφικός κώνος L+ = { (x , y ) ∈ R2 | είτε x > 0, ή x = 0 και y ≥ 0 }
είναι οξύς κώνος. Για να το αποδείξουμε, αρκεί να δείξουμε ότι L+∩(−L+ ) =
{ 0 }. Πράγματι, έσvτω x = (x1 , x2 ) ∈ L+ ∩ (−L+ ). Τότε, θα ισvχύουν οι

εξής σvυνθήκες για το σvτοιχείο x: { είτε x1 ≥ 0 ή x1 = 0 και x2 ≥ 0 } και

{ είτε x1 ≤ 0 ή x1 = 0 και x2 ≤ 0 }. Η μόνη περίπτωσvη που μπορούν να σvυ-

ναληθεύουν οι δύο σvυνθήκες είναι όταν x1 = 0 και x2 = 0, δηλαδή όταν

x = ( 0 , 0 ). Επομένως, ο L+ είναι οξύς κώνος.
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1.4.2 Dedekind Πλήρεις Χώροι Riesz

Ορισμός. ΄Ενας διατεταγμένος γραμμικός χώροςRiesz ονομάζεταιDedekind
πλήρης (ή διατακτικά πλήρης) αν κάθε μη κενό, άνω φραγμένο υποσvύνολό του

έχει supremum. (Ισvοδύναμα, αν κάθε μη κενό κάτω φραγμένο υποσvύνολό του

έχει infimum).

Παράδειγμα

Ο χώρος των φραγμένων ακολουθιών l∞ είναιDedekind πλήρης. Πραγματι-

κά, ανA ⊆ l∞ , A ≤ x, τότε, υπάρχει το sup (A ) = z , με z ( i ) = supa∈Aa ( i ) .

(Σημείωσvη: το Α είναι υποσvύνολο του l∞, και άρα τα σvτοιχεία του είναι

φραγμένες ακολουθίες της μορφής a = ( a ( 1 ) , a ( 2 ) , a ( 3 ) , ... )).

Στη σvυνέχεια, θα αποδείξουμε ένα πολύ σvημαντικό θεώρημα που περιγράφει

πότε ένας διατεταγμένος γραμμικός χώρος είναι Dedekind πλήρης.

Θεώρημα. ΄Εσvτω Χ μερικά διατεταγμένος γραμμικός χώρος. Ο χώρος Χ

είναιDedekind πλήρης, αν και μόνο αν, για κάθε άνω κατευθυνόμενο υποσvύνολο

Α του Χ, που έχει άνω φράγμα, υπάρχει το supremum του.

Απόδειξη. Αρκεί να αποδείξουμε μόνο το αντίσvτροφο. Υποθέτουμε ότι κάθε

άνω κατευθυνόμενο, υποσvύνολο του Χ, άνω φραγμένο, έχει supremum.

΄ΕσvτωA ⊆ X , A ≤ x. Τότε, το σvύνολοB = {
∨n

i=1 xi | xi ∈ A , n ∈ N },
με τη διάταξη του Χ, είναι άνω κατευθυνόμενο, με B ≤ x. Επομένως, υπάρχει

το supremum του B, έσvτω z = sup (B ), και είναι εύκολο να δείξουμε ότι

ταυτίζεται με το supremum του Α. Πράγματι, έσvτω y = sup (A ). Τότε,

y ≥ x , ∀x ∈ A ⇒ y ≥ ∨ni=1 xi , ∀xi ∈ A ⇒ y ≥ B. ΄Αρα, το y είναι

άνω φράγμα του B. Θα δείξουμε ότι το y είναι το supremum του B. ΄Εσvτω

w άνω φράγμα του B. Τότε, επειδή A ⊆ B, έχουμε ότι w ≥ x , ∀x ∈ A,

άρα w ≥ y (όπου y = sup (A )) . ΄Αρα, το y είναι το ελάχισvτο άνω φράγμα

του B, δηλαδή y = z , όπου zείχαμε ορίσvει το sup (B ). Επομένως ο Χ είναι

Dedekind πλήρης.

Το σvύνολο B = {
∨n

i=1 xi | xi ∈ A , n ∈ N } σvτην παραπάνω απόδειξη

μπορεί να θεωρηθεί ως ένα αύξον δίκτυο ( yx ) x∈B, όπου το yx ταυτίζεται με

το x, δηλαδή ∀x ∈ B , yx ≡ x. ΄Ετσvι, οδηγούμασvτε σvτο παρακάτω θεώρημα.
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Θεώρημα. ΄Εσvτω Χ διατεταγμένος γραμμικός χώρος. Ο χώρος Χ είναι

Dedekind πλήρης, αν και μόνο αν, κάθε αύξον και άνω φραγμένο δίκτυο (xa )a∈A
έχει supremum.

Το θεώρημα αυτό χρησvιμοποιείται πολλές φορές όταν θέλουμε να αποδείξου-

με ότι ένας διατεταγμένος γραμμικός χώρος είναι Dedekind πλήρης.
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1.4.3 Γραμμικοί υποσvύνδεσvμοι και σvύνδεσvμοι-υπόχωροι

΄Οπως είδαμε σvτην Ενότητα 1.2, αν έχουμε έναν μερικά διατεταγμένο γραμμικό

χώρο E και X ⊆ E γραμμικό υπόχωρο του E, τότε ο υπόχωρος X μπορεί να

θεωρηθεί ως μερικά διατεταγμένος γραμμικός χώρος με την επαγόμενη διάταξη

(η οποία σvυμβολίζεται με ≥X) και ορίζεται ως εξής:

Για κάθε x , y ∈ X έχουμε x ≥X y ⇔ x ≥ y ,

όπου ≥ είναι η σvχέσvη μερικής διάταξης σvτον E. Για λόγους απλότητας θα

σvυμβολίζουμε την επαγόμενη διάταξη ≥X του υποχώρου X πάλι με ≥. Εύκολα

μπορούμε να δούμε ότι ο θετικός κώνος X+ του X δίνεται από τον τύπο:

X+ = E+ ∩X

δηλαδή ως η τομή του θετικού κώνου όλου του χώρου E+ με τον υπόχωρο

X.

Κάθε γραμμικός υπόχωρος X του E, διατεταγμένος με την επαγόμενη διά-

ταξη ονομάζεται διατεταγμένος υπόχωρος του E.

Παρατήρησvη

΄Εσvτω E μερικά διατεταγμένος χώρος, όχι κατ΄ ανάγκην γραμμικός σvύνδε-

σvμος, δηλαδή ενδέχεται για κάποια ζεύγη σvτοιχείων του E να μην υπάρχει το

supremum και το infimum τους. ΄Εσvτω X διατεταγμένος υπόχωρος του E,

δηλαδή εφοδιασvμένος με την επαγόμενη διάταξη, όπως την ορίσvαμε προηγου-

μένως. Υποθέτουμε ότι x , y ∈ X. Η έννοια του supremum του ζεύγους

{x , y } σvτον E , και του supremum του ζεύγους {x , y } σvτον υπόχωρο X
διαφέρουν. Πράγματι, το πρώτο είναι το ελάχισvτο από τα άνω φράγματα του

ζεύγους {x , y } που ανήκουν σvτον E, ενώ το δεύτερο είναι το μικρότερο από

τα άνω φράγματα του ζεύγους {x , y } που ανήκουν σvτον X.

Το supremum του {x , y } σvτον X, αν φυσvικά υπάρχει, σvυμβολίζεται με

supX {x , y } και έχουμε ότι supX {x , y } = z, αν και μόνο αν, z ∈ X
(δηλαδή το z ανήκει σvτον υπόχωρο X, δηλαδή υπάρχει) και ∀w ∈ X ώσvτε

w ≥ x , y ⇒ w ≥ z (δηλαδή για κάθε άνω φράγμα των x και y να ισvχύει

ότι θα είναι μεγαλύτερο ή ίσvο με το z, και άρα το z θα είναι το ελάχισvτο άνω

φράγμα).

Ανάλογα ορίζεται το infimum του ζεύγους {x , y } σvτον υπόχωρο X ως

το μεγαλύτερο από τα κάτω φράγματα του {x , y } που ανήκουν σvτον υπόχωρο

X και σvυμβολίζεται με infX {x , y }.
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Τονίζουμε ότι τα supX {x , y } και infX {x , y } ενδέχεται να μην υπάρ-

χουν, ακόμα και σvτην περίπτωσvη που ο E είναι γραμμικός σvύνδεσvμος, κάτι που

σvυνεπάγεται ότι τα x ∨ y και x ∧ y υπάρχουν.

Εν σvυνεχεία, θα διατυπώσvουμε τους ορισvμούς των γραμμικών υποσvυνδέ-

σvμων (linear sublattices) και των σvυνδέσvμων-υποχώρων (lattice−subspaces)
ενός διατεταγμένου γραμμικού χώρου.

Ορισvμοί

(1) ΄Εσvτω Ε γραμμικός σvύνδεσvμος και Χ διατεταγμένος υπόχωρος του Ε.

Αν για κάθε x , y ∈ X , x ∨ y ∈ X , και x ∧ y ∈ X, λέμε ότι ο Χ είναι

γραμμικός υποσvύνδεσvμος (linear sublattice) του Ε.

(2) Αν Χ είναι διατεταγμένος υπόχωρος του Ε, και για κάθε x , y ∈ X, υ-

πάρχουν τα supX {x , y }, infX {x , y }, τότε λέμε ότι ο Χ είναι σvύνδεσvμος-υπόχωρος

(lattice− subspaces) του Ε.

Παρατηρήσvεις

(1) Αν ο Ε είναι γραμμικός σvύνδεσvμος, και ο Χ είναι σvύνδεσvμος-υπόχωρος

του Ε, για κάθε x , y ∈ X έχουμε:

supX {x , y } ≥ x ∨ y ≥ x ∧ y ≥ infX {x , y }

Αν επιπλέον έχουμε ότι supX {x , y } = x ∨ y και infX {x , y } = x ∧ y,
τότε ο Χ είναι γραμμικός υποσvύνδεσvμος του Ε.

(2) Κάθε γραμμικός υποσvύνδεσvμος του Ε είναι και σvύνδεσvμος-υπόχωρος.

Το αντίσvτροφο δεν ισvχύει πάντοτε, δηλαδή το σvύνολο των σvυνδέσvμων-υποχώρων

περιέχει γνήσvια το σvύνολο των γραμμικών σvυνδέσvμων.

Παραδείγματα γραμμικών υποσvυνδέσvμων και σvυνδέσvμων-υποχώρων

Παράδειγμα-(1) ΄Εσvτω E = C [ 0 , 1 ], ο χώρος των σvυνεχών σvυναρτή-

σvεων από το [ 0 , 1 ] σvτο R. ΄Εσvτω ο γραμμικός υπόχωροςX = { a + t b | a , b ∈ R }
του Ε, δηλαδή το σvύνολο των γραμμικών σvυναρτήσvεων. Αν θεωρήσvω x , y ∈
X, τότε παρατηρώ ότι υπάρχουν τα supX {x , y } και infX {x , y } , άρα ο Χ

είναι σvύνδεσvμος-υπόχωρος. ΄Ομως, supX {x , y } 6= x∨ y και infX {x , y } 6=
x ∧ y, άρα σvυμπεραίνουμε ότι ο Χ δεν είναι γραμμικός υποσvύνδεσvμος του Ε.
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Παράδειγμα-(2) Αν θεωρήσvουμε πάλι τον C [ 0 , 1 ], και τον γραμμι-

κό υπόχωρο X =
{
x ∈ C [ 0 , 1 ] | x ( t ) = 0 , ∀ t ≥ 1

2

}
, δηλαδή όλες τις

σvυνεχείς σvυναρτήσvεις f : [ 0 , 1 ] → R, οι οποίες είναι μηδέν σvτο διάσvτημα[
1
2
, 1
]
, τότε ο Χ είναι υποσvύνδεσvμος του C [ 0 , 1 ]. (και άρα, προφανώς, είναι

και σvύνδεσvμος-υπόχωρος του C [ 0 , 1 ]).

Παράδειγμα-(3) ΄Εσvτω E = l∞, ο χώρος των (πραγματικών) φραγμέ-

νων ακολουθιών, και έσvτω επίσvης X = c0, ο χώρος των (πραγματικών) ακο-

λουθιών που τείνουν σvτο μηδέν. Ο c0 είναι γραμμικός υπόχωρος του l∞ (πράγ-

ματι, ο c0 είναι υποσvύνολο του l∞, αφού κάθε ακολουθία που τείνει σvτο μηδέν

είναι προφανώς φραγμένη ακολουθία, και επίσvης ο c0 είναι γραμμικός χώρος,

εφοδιασvμένος με τις πράξεις ”+” και ”∗”, οι οποίες να είναι οι κατά σvυνισvτώσvες

πράξεις που ορίζονται μεταξύ ακολουθιών). ΄Εσvτω x = ( xn )n∈N, y = ( yn )n∈N
∈ c0. Τότε, ισvχύει ότι x ∨ y = (xn ∨ yn)n∈N και x ∧ y = (xn ∧ yn)n∈N και

ο ισvχυρισvμός είναι ότι x ∨ y, x ∧ y ∈ c0, δηλαδή ότι είναι τελικά μηδενικές

ακολουθίες. Θα το αποδείξουμε.

΄Εσvτω ε>0. Επειδή xn
n→∞−→ 0, έχουμε ότι, για το ε>0, ∃n1 ∈ N ∀n ≥ n1

| xn |< ε. Ομοίως, επειδή yn
n→∞−→ 0 έχουμε ότι, για το ε>0, ∃n2 ∈ N ∀n ≥ n2

| yn |< ε. Οπότε, αν θέσvουμε n0 = max {n1 , n2 }, τότε έχουμε ότι ∀n ≥ n0

| xn | , | yn |< ε , άρα ∀n ≥ n0 max { | xn | , | yn | } < ε ⇒ | max {xn , yn } |<
ε . Δηλαδή, δείξαμε ότι ∀ ε>0, ∃n0 ∈ N , ∀n ≥ n0, | max {xn , yn } |< ε , άρα

max {xn , yn }
n→∞−→ 0, άρα (max {xn , yn })n∈N ∈ c0. ΄Ομως, επειδή xn , yn ∈

R⇒ xn∨yn = max {xn , yn } και xn∧yn = min {xn , yn } (πράγματι, όπως
είδαμε σvτην ενότητα 1.4.1, η ευθεία των πραγματικών αριθμών R, εφοδιασvμένη
με την σvυνήθη διάταξη, είναι γραμμικός σvύνδεσvμος. Πραγματικά, για κάθε

x , y ∈ R ⇒ είτε x ≤ y ή y ≤ x, επειδή η σvυνήθης διάταξη του R είναι

ολική, δηλαδή κάθε ζευγάρι σvτοιχείων του R είναι σvυγκρίσvιμο. ΄Αρα, αν x ≤ y
⇒ x ∨ y = max {x , y } = y και x ∧ y = min {x , y } = x. Ενώ αν

y ≤ x ⇒x ∨ y = max {x , y } = x και x ∧ y = min {x , y } = y).
Επομένως, (max {xn , yn })n∈N = x ∨ y και δείξαμε ότι x ∨ y ∈ c0. Ομοίως,

(min {xn , yn })n∈N = x ∧ y = − (−x ) ∨ (−y ) ∈ c0 (αφού δείξαμε ότι

∀x = (xn )n∈N , y = ( yn )n∈N ∈ c0, x ∨ y ∈ c0). Επομένως, δείξαμε ότι

∀x = (xn )n∈N , y = ( yn )n∈N ∈ c0, x ∨ y ∈ c0 και x ∨ y ∈ c0 , δηλαδή ο

c0 είναι γραμμικός υποσvύνδεσvμος του l∞ (επομένως, και σvύνδεσvμος-υπόχωρος

του l∞).



Κεφάλαιο 2

Βάσvεις Κώνων

Σε αυτήν την ενότητα, θα μελετήσvουμε κάποια κυρτά υποσvύνολα ενός οξύ κώ-

νου, που είναι ειδικής μορφής και ονομάζονται βάσvεις του κώνου. Η θεωρία

των βάσvεων των κώνων είναι σvημαντικό σvτοιχείο της γεωμετρίας των κώνων

και έχει πολλές εφαρμογές σvτην χρηματοοικονομική θεωρία. Ειδικότερα, σvε

μία οικονομία, κάθε βάσvη του κώνου κατανάλωσvης ορίζει ένα σvύνολο προϋπο-

λογισvμού, και αντισvτρόφως κάθε σvύνολο προϋπολογισvμού ορίζει μία βάσvη του

κώνου κατανάλωσvης. Καταρχάς, θα υπενθυμήσvουμε την έννοια και τις ιδιότητες

του κυρτού σvυνόλου.

2.1 Κυρτά σvύνολα

Ορισμός. ΄Ενα μη κενό υποσvύνολο C ενός διανυσvματικού χώρου X ονο-

μάζεται κυρτό (convex), αν για x , y ∈ C και λ∈ ( 0 , 1 ), έπεται ότι λx +
(1− λ) y ∈ C.

Παρατήρησvη:

Αν x , y ∈ R3
, με x 6= y, είναι γνωσvτό ότι το σvύνολο [x , y ] = { λx+ (1− λ)y : λ∈ [ 0 , 1 ] }

ταυτίζεται με το ευθύγραμμο τμήμα με άκρα τα σvημεία x και y. Επίσvης, αν

x , y , z είναι τρία μη σvυνευθειακά σvημεία του R2
το τρίγωνο T (x , y , z) με

κορυφές τα σvημεία αυτά περιγράφεται ως

T (x , y , z) = { λ1x + λ2y + λ3z : λ1 , λ2 , λ3 ≥ 0 , λ1 + λ2 + λ3 = 1 } .

41
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Η έννοια του κυρτού σvυνόλου περιγράφει μια σvημαντική κατηγορία υποσvυ-

νόλων διανυσvματικών χώρων.

Παραδείγματα κυρτών σvυνόλων

Παράδειγμα (1) Κάθε υπόχωρος ενός διανυσvματικού χώρου είναι κυρ-

τό σvύνολο. Πράγματι, αν Y υπόχωρος ενός διανυσvματικού χώρου, και x , y ∈
Y , τότε για λ∈ [ 0 , 1 ] έχουμε ότι λx ∈ Y , (1− λ) y ∈ Y και επομένως

λx + (1− λ) y ∈ Y , αφού ο Y είναι διανυσvματικός υπόχωρος. Το αντίσvτροφο

προφανώς δεν ισvχύει. Δηλαδή, ένα κυρτό υποσvύνολο ενός διανυσvματικού χώ-

ρου δεν είναι κατ΄ ανάγκην υπόχωρος. Η γραμμικότητα είναι πιο ισvχυρή έννοια

από την κυρτότητα. Συχνά λέμε ότι η κυρτότητα είναι έννοια ’λίγο πριν’ την

γραμμικότητα.

Παράδειγμα (2) Για κάθε x ∈ X, το μονοσvύνολο {x } είναι κυρτό.

Πράγματι, για λ∈ [ 0 , 1 ], έχουμε ότι λx + (1− λ)x = ( λ+ (1− λ))x = x ∈
X.

Παράδειγμα (3) ΄Ενα υποσvύνολο A της ευθείας των πραγματικών αριθ-

μών (A ∈ R) είναι κυρτό, αν και μόνο αν, είναι διάσvτημα. (΄Οχι κατ΄ ανάγκην

κλεισvτό).

Παράδειγμα (4) Ο κλεισvτός μοναδιαίος δίσvκος του επιπέδου R2
, δηλαδή

το σvύνολο {x = (a1 , a2 ) ∈ R2 : a21 + a22 ≤ 1 }, είναι κυρτό υποσvύνολο του

R2
.

Ιδιότητες κυρτών σvυνόλων

Ιδιότητα (1) Το σvύνολο K είναι κυρτό, αν και μόνο αν ισvχύει η επόμενη

ιδιότητα:

Για κάθε n ∈ N, για κάθε x1 , x2 , ... , xn ∈ K και για κάθε λ1 , λ2 , ... , λn ∈

R+ ∪ {0}, με

n∑
i=1

λi = 1, το σvτοιχείο λ1x1 + λ2x2 + ... + λnxn ανήκει σvτο

K. Οι γραμμικοί σvυνδυασvμοί
∑n

i=1 λixi με λi ≥ 0 και

n∑
i=1

λi = 1, n ∈ N

ονομάζονται κυρτοί σvυνδυασvμοί.
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Ιδιότητα (2) Η τομή αυθαίρετης οικογένειας κυρτών υποσvυνόλων ενός

διανυσvματικού χώρου είναι επίσvης κυρτό σvύνολο. Δηλαδή, αν (Ki )i∈I είναι

οικογένεια κυρτών υποσvυνόλων ενός διανυσvματικού χώρου, τότε το σvύνολο

∩i∈IKi είναι κυρτό. Θα το αποδείξουμε. Αρκεί, σvύμφωνα με τον ορισvμό της

κυρτότητας ενός σvυνόλου, να δείξουμε ότι για x , y ∈ ∩i∈IKi και για κάποιο

λ∈ ( 0 , 1 ) έπεται ότι λx+( 1 − λ)y ∈∩i∈IKi. Πράγματι, έσvτω x , y ∈ ∩i∈IKi

και λ∈ ( 0 , 1 ). Επειδή x , y ∈ ∩i∈IKi, έπεται ότι x , y ∈ Ki, ∀i. ΄Εσvτω i ∈ I.
Επειδή x , y ∈ Ki και το Ki είναι κυρτό, έπεται ότι λx+( 1 − λ)y ∈Ki, για το

λ που έχουμε υποθέσvει. Επομένως, ∀i ∈ I, έχουμε ότι λx+( 1 − λ)y ∈Ki και

άρα έπεται ότι λx + ( 1 − λ) y ∈ ∩i∈IKi και αποδείξαμε το ζητούμενο.

Ιδιότητα (3) Αν T : X −→ Y γραμμικός τελεσvτής και K ⊂ X κυρτό,

τότε το T [K] είναι κυρτό υποσvύνολο του Y . Θα το αποδείξουμε. Καταρχάς,

να υπενθυμίσvουμε ότι T (K ) = { y ∈ Y | y = T (x ) : x ∈ K }. ΄Θα το

αποδείξουμε με βάσvη τον ορισvμό του κυρτού σvυνόλου. ΄Εσvτω y1 , y2 ∈ T (K )
και λ∈ (0 , 1 ). Από τον ορισvμό του σvυνόλου T (K ), έχουμε ότι υπάρχουν

x1 , x2 ∈ K τέτοια ώσvτε y1 = T (x1 ) και y2 = T (x2 ). Αρκεί να δείξουμε

ότι λy1+( 1 − λ) y2 ∈ T (K ). Δηλαδή, αρκεί να δείξουμε ότι υπάρχει σvτοιχείο

x ∈ K τέτοιο ώσvτε λy1 + ( 1 − λ) y2 = T (x ). ΄Εχουμε ότι λy1 + ( 1 − λ) y2
=λT (x1 )+( 1 − λ)T (x2 ) =

επειδή Tγραμμικός τελεσvτής
T ( λx1 )+T ( ( 1 − λ) x2 ) =

T ( λx1 + ( 1 − λ) x2 ). Επομένως, βρήκαμε ένα σvτοιχείο x ∈ K τέτοιο ώσvτε

λy1 + ( 1 − λ) y2 = T (x ), που είναι το x = λx1 + ( 1 − λ) x2.

Η κυρτή θήκη ενός σvυνόλου L

Ορισμός. ΄Εσvτω L ένα μη κενό υποσvύνολο ενός διανυσvματικού χώρου X.

Η κυρτή θήκη του σvυνόλου L, που σvυμβολίζεται με co (L), είναι το μικρότερο

κυρτό σvύνολο που περιέχει το L.

Η ύπαρξη της κυρτής θήκης co (L)εξασvφαλίζεται από το ότι υπάρχει ένα του-

λάχισvτον κυρτό σvύνολο που περιέχει το L, και είναι ο ίδιος ο χώρος X, και από

την προαναφερθείσvα Ιδιότητα (2) προκύπτει ότι η τομή όλων των κυρτών υποσvυ-

νόλων του X που περιεχουν το L, δηλαδή το σvύνολο ∩{K ; L ⊂ K , Kκυρτό },
είναι κυρτό σvύνολο, και μάλισvτα το μικρότερο κυρτό που περιέχει το L.

Είδαμε την ’εξωτερική περιγραφή’ της κυρτής θήκης. ΄Οπως και σvτην πεί-

πτωσvη της γραμμικής θήκης ενός σvυνόλου, έτσvι και για την κυρτή θήκη co (L)
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υπάρχει εναλλακτική αναλυτική περιγραφή του σvυνόλου, που δίνεται από την

επόμενη πρότασvη.

Πρόταση. ΄Εσvτω L μηκενό σvύνολο ενός διανυσvματικού χώρου X. Τότε,

co (L) =

{
n∑

i=1

λixi : xi ∈ L , li ∈,R+ ∪ {0} , i = 1 , 2 , ... , n ,

n∑
i=1

λi = 1 , n ∈ N

}
(Δηλαδή, το σvύνολο co (L) είναι το σvύνολο όλων των κυρτών σvυνδυασvμών

σvτοιχείων του L)
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2.2 Ορισvμός και ιδιότητες των Βάσvεων κώ-

νων

Ορισvμός

΄Εσvτω E γραμμικός χώρος, και P κώνος του E, P 6= { 0 }. ΄Ενα υποσvύνολο

B ⊆ P ονομάζεται βάσvη του κώνου P , αν τοB είναι κυρτό, και για κάθε x ∈ P ,

x 6= 0, υπάρχει μοναδικός πραγματικός αριθμός λx > 0, ώσvτε λx x ∈ B.

Δηλαδή, αν B είναι βάσvη του κώνου P , τότε κάθε μη μηδενικό σvτοιχείο

x ∈ P έχει μοναδική αναπαράσvτασvη της μορφής x = ab, όπου b ∈ B και

a > 0. Το γεγονός ότι κάθε βάσvη ενός κώνου είναι κυρτό σvύνολο υποδεικνύει

ότι το μηδενικό σvτοιχείο δεν ανήκει σvτη βάσvη, δηλαδή 0 /∈ B. Πράγματι, αν

υποθέσvουμε ότι 0 ∈ B, τότε για κάθε σvτοιχείο της βάσvης b ∈ B και για κάθε

λ∈ ( 0 , 1 ), έχουμε ότι λb ∈ B (επειδή 0 , b ∈ B, και επειδή B κυρτό, έπεται

ότι για κάθε λ∈ ( 0 , 1 ) το σvτοιχείο λb =( λb + ( 1 − λ ) 0 ) ∈ B), και άρα

το σvτοιχείο b έχει άπειρα πολλαπλάσvια μέσvα σvτη βάσvη B , άτοπο).

Πρόταση. Κάθε κυρτό υποσvύνολο B ενός μερικά διατεταγμένου γραμμι-

κού χώρου X αποτελεί βάσvη του κώνου P του X, αν και μόνο αν, P =
∪{ aB | a ≥ 0 } και το 0 δεν ανήκει σvτη μικρότερη γραμμική πολλαπλότη-

τα του X που περιέχει το B.

Απόδειξη. ”⇒ ”

΄Εσvτω B βάσvη του κώνου P. Για κάθε x ∈ P , με x 6= 0, υπάρχει μοναδι-
κός θετικός αριθμός a > 0, ώσvτε x = ab, για κάποιο b ∈ B (από ορισvμό

της βάσvης κώνου). Συνεπώς, παρατηρούμε ότι ο κώνος P ταυτίζεται από το

σvύνολο ∪{ aB | a ≥ 0 }, αφού κάθε σvτοιχείο του P γράφεται ως μη-αρνητικό

πολλαπλάσvιο κάποιου σvτοιχείου της βάσvης B. Μένει να δείξουμε ότι το 0 δεν

ανήκει σvτη μικρότερη γραμμική πολλαπλότητα του X που περιέχει το B. Η

μικρότερη γραμμική πολλαπλότητα του X που περιέχει το B είναι το σvύνολο

L = { λb1 + ( 1 − λ ) b2 | b1 , b2 ∈ B και λ∈ R }. Θα δείξουμε ότι 0 /∈ L.
΄Εσvτω, προς απαγωγή σvε άτοπο, ότι 0 ∈ L. Τότε, υπάρχουν b1 , b2 ∈ B και

λ> 0, ώσvτε 0 = λb1 + ( 1 − λ ) b2 ⇔ ( λ − 1 ) b2 = λb1 (1). Από τη σvχέσvη

(1), παρατηρούμε ότι υπάρχουν δύο σvτοιχεία του κώνου P , τα x1 = ( λ − 1 ) b2
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και x2 = λb1, τα οποία έχουν την ίδια αναπαράσvτασvη ως προς τη βάσvη B, άτοπο

(από τον ορισvμό της βάσvης κώνου). Επομένως, 0 /∈ L.

”⇐ ”

Υποθέτουμε ότι P = ∪{ aB | a ≥ 0 } και ότι το 0 δεν ανήκει σvτη μι-

κρότερη γραμμική πολλαπλότητα του X που περιέχει το B. Θα δείξουμε ότι

το B αποτελεί βάσvη του κώνου P . Από την υπόθεσvη έχουμε ότι το B είναι

κυρτό. Αρκεί να δείξουμε ότι κάθε μη μηδενικό σvτοιχείο του κώνου P γρά-

φεται κατά μοναδικό τρόπο ως ab με b ∈ B και a > 0. ΄Εσvτω b1 , b2 ∈ B
και λ1 , λ2 θετικοί πραγματικοί αριθμοί, ώσvτε λ1b1 = λ2b2. Αν υποθέσvουμε ότι

λ1 6= λ2, τότε αν διαιρέσvουμε τη σvχέσvη λ1b1 = λ2b2 με λ1 − λ2, τότε έχουμε

ότι
λ1

λ1− λ2 b1 = λ2

λ1− λ2 b2 ⇒
λ1

λ1− λ2 b1 +
(

1 − λ1

λ1− λ2

)
b2 = 0. Δηλαδή, το 0

γράφτηκε σvτην μορφή λb1 + ( 1 − λ ) b2, με λ=
λ1

λ1− λ2 , λ1 , λ2 θετικούς πραγ-

ματικούς αριθμούς, και b1 , b2 ∈ B, άρα 0 ∈ L, άτοπο, επειδή από την υπόθεσvη

το 0 δεν ανήκει σvτη μικρότερη γραμμική πολλαπλότητα του X που περιέχει το

B, δηλαδή σvτο L. ΄Αρα, πρέπει λ1 = λ2 ⇒b1 = b2. Επομένως, αποδείξαμε την

μοναδικότητα της αναπαράσvτασvης ως προς τα σvτοιχεία του κυρτού σvυνόλου B,

δηλαδή δείξαμε ότι το B αποτελεί βάσvη του P .

Θεώρημα. ΄Εσvτω L και M διατεταγμένοι γραμμικοί χώροι, με τον M να είναι

Αρχιμήδειος. Τότε, κάθε προσvθετική απεικόνισvη f : L+ −→ M+ επεκτείνεται

σvε έναν θετικό τελεσvτή από τον L σvτον M.

Απόδειξη. ΄Εσvτω f : L+ −→ M+ προσvθετική απεικόνισvη. Θα δείξουμε ό-

τι η f επεκτείνεται σvε έναν θετικό τελεσvτή από τον L σvτον M . Θεωρώ το

χώρο X = L+ − L+, που παράγεται από τον L+ και ορίζω τον τελεσvτή

S : X −→ M ως εξής: Για κάθε x ∈ X, επιλέγω x1 , x2 ∈ L+, με

x = x1 − x2, και θέτω S (x ) = f (x1 ) − f (x2 ). Παρατηρούμε ότι ο

S αποτελεί επέκτασvη της f σvτο χώρο X = L+ − L+ (πράγματι, για x ∈ L+

⇒ S (x ) = f (x ) ≥ 0). Θα δείξουμε ότι η f είναι καλά ορισvμένη. Πράγματι,

έσvτω x = x1 − x2 = y1 − y2, με x1 , x2 , y1 , y2 ∈ L+. ΄Εχουμε ότι S (x ) =
f (x1 ) − f (x2 ) και S (x ) = f ( y1 ) − f ( y2 ). Για να δείξουμε ότι η S είναι

καλά ορισvμένη αρκεί να δείξουμε ότι f (x1 ) − f (x2 ) = f ( y1 ) − f ( y2 ).
Πράγματι, επειδή x = x1 − x2 = y1 − y2 ⇒ x1 + y2 = x2 + y1. ΄Αρα,

λαμβάνοντας υπόψιν ότι η f είναι προσvθετική, έχουμε ότι f (x1 ) + f ( y2 ) =
f (x1 + y2 ) = f (x2 + y1 ) = f (x2 ) + f ( y1 ) ⇒ f (x1 ) − f (x2 ) =
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f ( y1 ) − f ( y2 ). ΄Αρα, S καλά ορισvμένη. Θα δείξουμε ότι η S είναι γραμ-

μική. ΄Εσvτω x = x1 − x2 και y = y1 − y2, με x1 , x2 , y1 , y2 ∈ L+.

S (x + y ) = S ( (x1 + y1 ) − (x2 + y2 ) ) = f (x1 + y1 ) − f (x2 + y2 )
= f (x1 ) + f ( y1 )− f (x2 )− f ( y2 ) = f (x1 )− f (x2 ) + f ( y1 )− f ( y2 ) =
S (x ) + S ( y ). ΄Αρα, S προσvθετική. Θα δείξουμε ότι η S είναι ομογενής. Κα-

ταρχάς, θα δείξουμε ότι η S είναι μονότονη, δηλαδή ότι : Για x ≥ y σvτον X ⇒
S (x ) ≥ S ( y ) σvτον M . Πράγματι, αν υποθέσvουμε ότι x ≥ y σvτον X, τότε

x − y ≥ 0, δηλαδή x − y ∈ L+ και από το ότι η S είναι προσvθετική, έπεται ότι:

S (x ) = S ( (x − y ) + y ) = S (x − y ) + S ( y ) = f (x − y ) + S ( y ) ≥
S ( y ) . Επομένως, δείξαμε ότι η S είναι μονότονη. Στη σvυνέχεια θα δείξουμε ότι

η S είναι ομογενής, δηλαδή ότι S ( λx ) = λS (x ) , ∀x ∈ X και ∀λ∈ R. ΄Εσvτω

x ∈ L+ και λ∈ R. Επιλέγω δύο ακολουθίες ρητών αριθμών { rn } και { tn },
με rn ↑ λ και tn ↑ λ (οι ακολουθίες υπάρχουν λόγω πυκνότητας των ρητών).

Ισvχύει η ανισvότητα: rnx ≤ λx ≤ tnx ⇒ S ( rnx ) ≤ S ( λx ) ≤ S ( tnx ) ⇒
rn S (x ) ≤ S ( λx ) ≤ tnS (x ) , ∀n ∈ N. ΄Εχουμε ότι S ( λx ) ∈ M+ − M+

(από τον ορισvμό της S). Επειδή x ∈ L+, έχουμε ότι S (x ) = f (x ) ∈
M+(αφού f : L+ −→ M+ ) και M Αρχιμήδειος. Επομένως, από γνωσvτό

θεώρημα των Αρχιμήδειων χώρων, έπεται ότι λS (x ) ≤ S ( λx ) ≤ λS (x )
⇒ S ( λx ) = λS (x ) , ∀x ∈ L+ , ∀λ∈ R. ΄Εσvτω x ∈ Xκαι λ∈ R. ΄Εχουμε ό-

τι x = x1 − x2, με x1 , x2 ∈ L+. Τότε, S ( λx ) = S ( λx1 + (−λ )x2 )
= S ( λx1 ) + S (−λx2 ) = λ S (x1 ) − λ S (x2 )=λ (S (x1 ) − S (x2 ) )=λ

( f (x1 ) − f (x2 ) ) = λS (x ) . Επομένως, δείξαμε ότι S ( λx ) = λS (x ) , ∀x ∈ X , ∀ λ∈ R.
Αποδείξαμε ότι η S είναι προσvθετική και ομογενής, δηλαδή είναι γραμμική. Ε-

πομένως, η S : X −→ M (όπου X = L+ − L+) είναι η μοναδική επέκτασvη

της προσvθετική απεικόνισvης f : L+ −→ M+ σvε θετικό τελεσvτή.

Η ύπαρξη μίας βάσvης σvυνδέεται με την ύπαρξη αυσvτηρά θετικών γραμμικών

σvυναρτησvιακών.

Θεώρημα. ΄Ενας οξύς κώνος K ενός γραμμικού χώρου X έχει βάσvη, αν

και μόνο αν, ο X αναγνωρίζει ένα K- αυσvτηρά θετικό γραμμικό σvυναρτησvιακό.

Επιπλέον, αν f : X −→ R είναι ένα οποιοδήποτε K- αυσvτηρά θετικό γραμμικό

σvυναρτησvιακό, τότε για κάθε α>0 (φιξαρισvμένο) το κυρτό σvύνολο

B = {x ∈ K : f (x ) = a }

είναι βάσvη για τον κώνο K.

Το παρακάτω θεώρημα αποτελεί μία ειδική περίπτωσvη του παραπάνω θεω-

ρήματος.
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Θεώρημα. ΄Εσvτω X γραμμικός χώρος, K κώνος του X, και έσvτω B ⊆ P .

Το B είναι βάσvη του P , αν και μόνο αν, υπάρχει αυσvτηρά θετικό γραμμικό

σvυναρτησvιακό f του X, ώσvτε

B = {x ∈ K | f (x ) = 1 }

Τότε, λέμε ότι η βάσvη B ορίζεται από το γραμμικό σvυναρτησvιακό f .

Απόδειξη. ”⇒ ”

΄Εσvτω B βάσvη του κώνου K. Επομένως, από τον ορισvμό της βάσvης κώ-

νου, για κάθε x ∈ K , x 6= 0, υπάρχει ένας μοναδικός θετικός πραγματικός

αριθμός λx, ώσvτε λxx ∈ B. Ορίζουμε την απεικόνισvη f : X −→ R ως εξής:

Για κάθε x ∈ K , x 6= 0, θέτουμε f (x ) = 1
λx

(όπου το λx το ορίσvαμε προη-

γουμένως). Τότε, παρατηρούμε ότι για κάθε x ∈ K , x 6= 0, το f (x ) είναι

ο μοναδικός θετικός πραγματικός αριθμός ώσvτε
x

f(x )
∈ B (πράγματι, παρατη-

ρούμε ότι f
(

x
f(x )

)
= 1

f(x )
f (x ) = 1, άρα πράγματι

x
f(x )

∈ B). Επομένως,

για κάθε λ ∈ R+ , λ > 0, έχουμε ότι
λx
λ f(x )

∈ B ⇒ f
(

λx
λ f(x )

)
= 1 ⇒

1
λ f(x )

f ( λx ) = 1 ⇒ f ( λx ) = λ f (x ). Επομένως, δείξαμε ότι η f είναι θε-

τικά ομογενής. Θα δείξουμε ότι η f είναι προσvθετική. Για κάθε x , y ∈ K με

x , y 6= 0, έχουμε x
f(x )

, y
f( y )

∈ B. Επειδή το B είναι κυρτό (από τον ορισvμό

της βάσvης κώνου) και επειδή
f(x )

f(x )+ f( y )
+ f( y )

f(x )+ f( y )
= 1, έχουμε ότι το σvτοι-

χείο
f(x )

f(x )+ f( y )
x

f(x )
+ f( y )

f(x )+ f( y )
y

f( y )
= x+ y

f(x )+ f( y )
∈ B⇒ f

(
x+ y

f(x )+ f( y )

)
=

1 ⇒ 1
f(x )+ f( y )

f (x + y ) = 1 ⇒ f (x + y ) = f (x ) + f ( y ). Επομένως,

δειξαμε ότι η f είναι προσvθετική. Επειδή λοιπόν δείξαμε ότι η f είναι θετικά

ομογενής και προσvθετική, έπεται ότι η f είναι γραμμική. Επομένως, σvύμφω-

να με το θεώρημα που αποδείξαμε παραπάνω , έπεται ότι η f επεκτείνεται σvε

γραμμικό σvυναρτησvιακό του X.

”⇐ ”

Υποθέτουμε ότι f είναι αυσvτηρά θετικό γραμμικό σvυναρτησvιακό και ότι

B = {x ∈ K | f (x ) = 1 }. Θα δείξουμε ότι το B είναι βάσvη του κώ-

νου K. Το B είναι κυρτό. Πράγματι, έσvτω x , y ∈ B και λ> 0. Τότε,

f ( λx + ( 1 − λ ) y ) = f ( λx ) + f ( ( 1 − λ ) y ) = λ f (x ) + ( 1 − λ ) f ( y )
= λ + ( 1 − λ ) = 1, άρα λx + ( 1 − λ ) y ∈ B, και άρα το B ειναι κυρτό. Για

κάθε x ∈ K, έχουμε ότι
x

f(x )
∈ B (πράγματι, f

(
x

f(x )

)
= 1

f(x )
f (x ) = 1)

και ο αριθμός
1

f(x )
είναι ο μοναδικός θετικός πραγματικός αριθμός λx, για τον
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οποίον ισvχύει ότι λx x ∈ B. Ο λx είναι μοναδικός, επειδή αν υποθέσvουμε ό-

τι υπάρχει ένα λ>0 τέτοιο ώσvτε λx ∈ B, τότε έπεται ότι f ( λx ) = 1 ⇒
λ f (x ) = 1 ⇒ λ = 1

f(x )
. Επομένως, το B είναι βάσvη του κώνου K.

΄Εσvτω X μερικά διατεταγμένος γραμμικός χώρος, με κώνο P . Υποθέτουμε

ότι υπάρχει κυρτό υποσvύνολο B του P , ώσvτε το B να αποτελεί βάσvη του P .

Θα αποδείξουμε δύο χρήσvιμες προτάσvεις που αφορούν το χώρο X.

Πρόταση. Αν
∑n

i=1 λibi = 0, με λi ∈ R και bi ∈ B, για κάθε i =
1 , 2 , ... , n, τότε

∑n
i=1 λi = 0.

Απόδειξη. Αφού το σvύνολο B είναι βάσvη του P , από την προηγούμενη πρότασvη,

υπάρχει αυσvτηρά θετικό γραμμικό σvυναρτησvιακό f ώσvτε f ( b ) = 1 , ∀ b ∈
B. Επειδή f ( 0 ) = 0, έχουμε ότι, επειδή από την υπόθεσvη

∑n
i=1 λibi = 0,

έπεται ότι f (
∑n

i=1 λibi ) = 0. Επειδή το f είναι γραμμικό, έχουμε ότι 0 =
f (
∑n

i=1 λibi ) =
∑n

i=1 f ( λibi ) =
∑n

i=1 λif ( bi ) =
∑n

i=1 λi (επειδή το f
είναι εκείνο το αυσvτηρά θετικό γραμμικό σvυναρτησvιακό για το οποίο ισvχύει ότι

f ( b ) = 1 , ∀ b ∈ B, και άρα f ( bi ) = 0 ∀i = 1 , 2 , ... , n, αφού bi ∈ B,

∀i = 1 , 2 , ... , n .) Επομένως, δείξαμε ότι
∑n

i=1 λi = 0, όπου λi ∈ R, για
κάθε i = 1 , 2 , ... , n.

Πρόταση. Αν b1 , b2 ∈ B και λ1 , λ2 ∈ R, ώσvτε λ1b1 ≤ λ2b2, τότε λ1 ≤ λ2.

Απόδειξη. Επειδή η B είναι βάσvη του P , έπεται ότι υπάρχει αυσvτηρά θετικό

γραμμικό σvυναρτησvιακό f ώσvτε f ( b ) = 1 , ∀ b ∈ B. Εφόσvον λ1b1 ≤ λ2b2 ,

έχουμε ισvοδύναμα ότι λ2b2 − λ1b1 ≥ 0, και άρα f ( λ2b2 − λ1b1 ) ≥ 0 (επειδή

το f είναι αυσvτηρά θετικό). Από τη γραμμικότητα του f έχουμε ότι 0 ≤
f ( λ2b2 − λ1b1 ) = λ2f ( b2 ) − λ1f ( b1 ) = λ2 − λ1(επειδή το f είναι εκείνο

το αυσvτηρά θετικό γραμμικό σvυναρτησvιακό για το οποίο ισvχύει ότι f ( b ) =
1 , ∀ b ∈ B, και b1 , b2 ∈ B). Δηλαδή λ2 − λ1 ≥ 0 και επομένως λ1 ≤ λ2.

΄Εσvτω P κώνος του E, όπου E γραμμικός χώρος. Το γραμμικό σvυναρτη-

σvιακό f του E είναι ομοιόμορφα μονότονο (uniformly monotonic) σvτον P αν

υπάρχει πραγματικός αριθμός a > 0, ώσvτε

f (x ) ≥ a ‖ x ‖, για κάθε x ∈ P
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Πρόταση. ΄Εσvτω E γραμμικός χώρος, P κώνος του E, και f γραμμικό σvυ-

ναρτησvιακό του E, αυσvτηρά θετικό σvτον P . Αν B = {x ∈ P | f (x ) = 1 },
έχουμε ότι:

Η βάσvη B του P είναι norm-φραγμένη, αν και μόνο αν, το σvυναρτησvιακό f
είναι ομοιόμορφα μονότονο σvτον P .

Απόδειξη. ”⇒ ”

Υποθέτουμε ότι η βάσvη B του P είναι norm-φραγμένη. ΄Εσvτω λοιπόν Μ

ένα norm-φράγμα της B (δηλαδή ∀x ∈ B, ‖ x ‖≤ M). Επειδή η B είναι βάσvη

του κώνου P , έχουμε ότι ∀x ∈ P , x 6= 0, ισvχύει ότι
x

f(x )
∈ B (πράγματι,

f
(

x
f(x )

)
= 1

f(x )
f (x ) = 1). Επειδή το

x
f(x )

είναι ένα σvτοιχείο που ανήκει

σvτην B, έχουμε ότι η νόρμα του θα φράσvσvεται από norm-φράγμα Μ της B,

δηλαδή ‖ x
f(x )
‖≤ M ⇒ ‖x‖

‖f(x )‖ ≤ M ⇒ ‖ f (x ) ‖≥ ‖x‖
M

⇒
(f αυσvτηρά θετικό σvτον P )

f (x ) ≥ 1
M
‖ x ‖, άρα η f είναι ομοιόμορφα μονότονη σvτον P (πράγματι,

βρήκαμε ένα a > 0, το a = 1
M
, ώσvτε για κάθε x ∈ P με x 6= 0, να ισvχύει ότι

f (x ) ≥ a ‖ x ‖).
”⇐ ”

Υποθέτουμε ότι το σvυναρτησvιακό f είναι ομοιόμορφα μονότονο σvτον P ,

δηλαδή ότι f (x ) ≥ a ‖ x ‖, για κάθε x ∈ P . Τότε, παρατηρούμε ότι για

κάθε x ∈ P , με x 6= 0, έχουμε ότι f (x ) ≥ a ‖ x ‖> 0, δηλαδή το f είναι

αυσvτηρά θετικό σvτον P . Επομένως, επειδή το f είναι αυσvτηρά θετικό γραμμικό

σvυναρτησvιακό του E, το υποσvύνολο B = {x ∈ P | f (x ) = 1 } του P είναι

βάσvη του P . Κάθε σvτοιχείο της βάσvης έχει εικόνα μέσvω της f την τιμή 1,

δηλαδή ∀x ∈ B ⇒ f (x ) = 1, άρα
f (x ) ≥ a ‖ x ‖

f (x ) = 1

}
⇒ a ‖ x ‖≤ 1 ⇒

‖ x ‖≤ 1
a
, ∀x ∈ B. Επομένως, δείξαμε ότι η νόρμα ενός τυχαίου σvτοιχείου

της βάσvης φράσvσvεται από το
1
a
, άρα το

1
a
αποτελεί ένα norm-φράγμα της B.

Επομένως, δείξαμε ότι η B είναι norm-φραγμένη.

Πρόταση. ΄Εσvτω E γραμμικός χώρος. Αν P είναι πεπερασvμένης διάσvτασvης

κλεισvτός κώνος του E, τότε κάθε βάσvη του P είναι φραγμένη.

Απόδειξη. ΄Εσvτω X = P − P , ο γραμμικός υπόχωρος του E, που παράγεται α-

πό τον κώνο P . Τότε, ο X είναι πεπερασvμένης διάσvτασvης (επειδή παράγεται από

τον πεπερασvμένης διάσvτασvης κώνο P ), είναι κλεισvτός υπόχωρος του E (επειδή
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παράγεται από τον P , που είναι κλεισvτός κώνος του E). ΄Εσvτω f ένα αυσvτηρά

θετικό γραμμικό σvυναρτησvιακό του X. Τότε, το B = {x ∈ P | f (x ) = 1 }
είναι βάσvη του P , που ορίζεται από το f . Θα δείξουμε ότι η B είναι φραγμένη.

Προς απαγωγή σvε άτοπο, υποθέτουμε ότι η B δεν είναι φραγμένη. Τότε, θα

υπάρχει μία ακολουθία (xn )n∈N, με xn ∈ B, ∀n ∈ N, ώσvτε ‖ xn ‖−→ ∞
(δηλαδή θα υπάρχει μία ακολουθία του χώρου B που να τείνει σvτο άπειρο, που

να μην είναι δηλαδή φραγμένη σvτο B). Θεωρούμε την ακολουθία ( yn )n∈N, με
yn = xn

‖xn‖ , ∀n ∈ N (δηλαδή, η ακολουθία ( yn )n∈N ανήκει σvτην μοναδιαία

μπάλα του χώρου X). Επειδή ο X είναι χώρος πεπερασvμένης διάσvτασvης, έπεται

ότι η μοναδιαία μπάλα του X είναι σvυμπαγής. Επομένως, για την ακολουθία

( yn )n∈N υπάρχει σvυγκλίνουσvα υπακολουθία, έσvτω ( ykn )n∈N. ΄Εσvτω x0 το όριο

της ( ykn )n∈N, δηλαδή ykn −→ x0. Επειδή ο P είναι κλεισvτός, έπεται ότι x0 ∈ P
και επίσvης ‖ x0 ‖= 1 (επειδή το x0 ανήκει σvτην μοναδιαία μπάλα του X ). Τό-

τε, έχουμε ότι f (x0 ) = limf ( ykn ) = 0 (πράγματι, f (x0 ) = f ( limykn ) =

limf ( ykn ). ΄Ομως, f ( ykn ) = f
(

xkn

‖xkn‖

)
= 1

‖xkn‖
f (xkn ) = 1

‖xkn‖
, ε-

πειδή f (xkn ) = 1, αφού xkn ∈ B. ΄Ομως, ‖ xn ‖−→ ∞, άρα έπεται

έπισvης ότι ‖ xkn ‖−→ ∞, άρα f ( ykn ) = 1
‖xkn‖

−→ ∞, και επομένως,

f (x0 ) = limf ( ykn ) = 0). Αυτό όμως είναι άτοπο, επειδή η f είναι αυ-

σvτηρά θετική σvτον P (και εμείς βρήκαμε ένα σvτοιχείο, το x0 ∈ P για το οποίο

f (x0 ) = 0). ΄Αρα, δείξαμε ότι κάθε βάσvη σvτον P είναι φραγμένη.

Πρόταση. ΄Εσvτω E χώρος με νόρμα, P κώνος του E, και f ∈ P 0

(όπου P 0 = { f ∈ E∗ | f (x ) ≥ 0 , ∀x ∈ P } =
={ f : E → R | f γραμμική και σvυνεχής, με f (x ) ≥ 0 , ∀x ∈ P }, εί-

ναι ο δυϊκός κώνος του P σvτον E∗).
τότε, οι παρακάτω προτάσvεις είναι ισvοδύναμες:

(i) το f είναι εσvωτερικό σvημείο του P 0
,

(ii) το f ορίζει φραγμένη βάσvη σvτον P .

Απόδειξη. (i) =⇒ (ii)

Υποθέτουμε ότι το f είναι εσvωτερικό σvημείο του P 0
, άρα υπάρχει ένα ρ>0,

ώσvτε B ( f , ρ ) ⊆ P 0
, όπου B ( f , ρ )είναι ανοικτή μπάλα του χώρου E∗, με

κέντρο το f και ακτίνα ρ, δηλαδή μία ανοικτή περιοχή του f . Θα δείξουμε

ότι το f ορίζει φραγμένη βάσvη σvτον P . Καταρχάς, για να δειξουμε ότι το

f ορίζει βάσvη σvτον P , αρκεί να δείξουμε ότι το f είναι αυσvτηρά θετικό σvτον

P . Θα το αποδείξουμε με άτοπο. Αν υποθέσvουμε ότι υπάρχει x ∈ P , με
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x 6= 0, ώσvτε f (x ) = 0, τότε για κάθε g ∈ E∗, με g 6= 0, έχουμε ότι

f + ρ

2‖g‖g ∈ P 0
. Επομένως, για το x που υποθέσvαμε παραπάνω ότι υπάρχει,

προκύπτει ότι f (x ) + ρ

2‖g‖g (x ) = ρ

2‖g‖g (x ) ≥ 0 ⇒ g (x ) ≥ 0. Ανάλο-

γα, αν αντί του g θεωρήσvουμε το −g, έχουμε ότι −g (x ) ≥ 0. ΄Αρα από τις

σvχέσvεις
g (x ) ≥ 0
−g (x ) ≥ 0

}
⇒ g (x ) = 0, ∀g ∈ E∗. Επομένως, x = 0, άτοπο

επειδή υποθέσvαμε ότι x 6= 0. ΄Αρα, το f είναι αυσvτηρά θετικό σvτον P , και

άρα ορίζει βάσvη σvτον P , την B = {x ∈ P | f (x ) = 1 }. Θα δείξουμε ότι

η B είναι φραγμένη. Αρκεί να δείξουμε ότι B ⊆ B
(

0 , 2
ρ

)
(πράγματι, αν η B

περιέχεται μέσvα σvτην μπάλα B
(

0 , 2
ρ

)
, τότε κάθε σvτοιχείο της θα έχει νόρ-

μα μικρότερη ή ίσvη από το
2

ρ
, άρα το

2

ρ
αποτελεί άνω φράγμα της B). ΄Εσvτω

x ∈ B. Θα δείξουμε ότι x ∈ B
(

0 , 2
ρ

)
, δηλαδή ότι ‖ x ‖≤ 2

ρ
. Για κάθε g ∈

B ( 0 , 1 ) έχουμε ότι f + ρ

2
g ∈ P 0

, άρα f (x ) + ρ

2
g (x ) =

επειδή x ∈ B ⇒ f (x ) = 1

1 + ρ

2
g (x ) ≥ 0 ⇒ −g (x ) ≤ 2

ρ
. Επειδή, g ∈ B ( 0 , 1 ), έπεται λόγω

σvυμμετρίας ότι −g ∈ B ( 0 , 1 ), και ανάλογα, αν αντί του g θεωρήσvουμε

το −g, έχουμε ότι g (x ) ≤ 2
ρ
. ΄Αρα από τις σvχέσvεις

−g (x ) ≤ 2
ρ

g (x ) ≤ 2
ρ

}
⇒

| g (x ) | ≤ 2
ρ
, για κάθε g ∈ B ( 0 , 1 ). Επειδή, | g (x ) | ≤ 2

ρ
, για κάθε g ∈

B ( 0 , 1 ), έπεται ότι και το supremum: sup { | g (x ) | | g ∈ B ( 0 , 1 )} ≤
2
ρ
, όμως έξ΄ ορισvμού το παραπάνω supremum είναι η νόρμα του x, δηλα-

δή ‖ x ‖= sup { | g (x ) | | g ∈ B ( 0 , 1 )} ≤ 2
ρ
. Δείξαμε επομένως ότι

‖ξ‖≤ 2
ρ
, δηλαδή x ∈Β

(
0 , 2

ρ

)
. Επομένως, δείξαμε ότι η βάσvη B είναι φραγ-

μένη.

(ii) =⇒ (i)

Υποθέτουμε ότι η βάσvη B = {x ∈ P | f (x ) = 1 }, που ορίζεται από το

αυσvτηρά θετικό γραμμικό σvυναρτησvιακό f είναι φραγμένη. Τότε, υπάρχει ρ>0,

ώσvτε B ⊆ B ( 0 , ρ ), θα υπάρχει δηλαδή μία μπάλα γύρω από το μηδέν, που μέσvα

σvε αυτήν να περιέχεται η βάσvη B. Θα δείξουμε ότι το f είναι εσvωτερικό σvημείο

του P 0
. Αρκεί να δείξουμε ότι B

(
f , 1

ρ

)
= f + B

(
0 , 1

ρ

)
⊆ P 0

. ΄Εσvτω g ∈

B
(

0 , 1
ρ

)
. Τότε, για κάθε σvτοιχείο της βάσvης x ∈ B ⊆ B ( 0 , ρ ), έχουμε ότι

| g (x ) | ≤ ‖ g ‖ ‖ x ‖ ≤
επειδή g ∈ B

(
0 , 1

ρ

)
και x ∈ B ( 0 , ρ )

1
ρ
ρ=1 . Επομένως, έχουμε

ότι ( f + g ) (x ) = f (x ) + g (x ) = 1 + g (x ) ≥ 1 + (−1 ) = 0, για
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κάθε x ∈ B. Από το ότι ( f + g ) (x ) ≥ 0, για κάθε x ∈ B, έπεται ότι

( f + g ) (x ) ≥ 0, για κάθε x ∈ P (από τον ορισvμό της βάσvης κώνου), άρα

f + g ∈ P 0
, με g ∈ B

(
0 , 1

ρ

)
τυχαίο. ΄Αρα, f + B

(
0 , 1

ρ

)
⊆ P 0

. ΄Ομως,

f + B
(

0 , 1
ρ

)
= B

(
f , 1

ρ
α

)
, άρα B

(
f , 1

ρ

)
⊆ P 0

, δηλαδή υπάρχει μία

μπάλα γύρω από την f που να βρίσvκεται μέσvα σvτο P 0
, άρα δείξαμε ότι η f είναι

εσvωτερικό σvημείο του P 0
.

Παραδείγματα σvτις βάσvεις κώνων

Παράδειγμα-(1) ΄Εσvτω ο χώρος R2
,

(
όπου, R2 = {x = ( x1 , x2 ) | xi ∈ R , ∀ i = 1 , 2 }

)
και θεωρώ τον θετικό κώνο του R2

, τον R2
+ = {x = ( x1 , x2 ) ∈ R2 | x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0 }.

Τότε, το σvύνολο D1 =
{
x = ( x1 , x2 ) ∈ R2

+ | x1 + x2 = 1
}
⊆ R2

+, εί-

ναι βάσvη του κώνου R2
+. Θα το αποδείξουμε. Αρκεί να δείξουμε ότι το

D1 είναι κυρτό, και ότι ∀x = ( x1 , x2 ) ∈ R2
+, με x 6= 0, υπάρχει μοναδι-

κό λx > 0, ώσvτε λxx ∈ D1 . Το D1 είναι κυρτό (δηλαδή, ∀x , y ∈ D1και

∀λ ∈ ( 0 , 1 ) ⇒ λx + ( 1 − λ ) y ∈ D1). Πράγματι, αν υποθέσvουμε ό-

τι x , y ∈ D1 και λ ∈ ( 0 , 1 ), τότε έχουμε ότι x1 + x2 = 1 και y1 +
y2 = 1 ( όπου, x = ( x1 , x2 ) καιy = ( y1 , y2 ) ). Τότε, λx + ( 1 − λ ) y =
λ (x1 , x2 ) + ( 1 − λ ) ( y1 , y2 ) = ( λx1 + ( 1 − λ ) y1 , λx2 + ( 1 − λ ) y2 ).
Θέτουμε λx1 + ( 1 − λ ) y1 = z1 και λx2 + ( 1 − λ ) y2 = z2. Τότε, λx +
( 1 − λ ) y = ( z1 , z2 ) . Για να δείξουμε ότι λx + ( 1 − λ ) y ∈ D1, αρκεί να

δείξουμε ότι z1 + z2 = 1. Πράγματι, z1 + z2 = λx1 + ( 1 − λ ) y1 + λx2 +
( 1 − λ ) y2 = λ (x1 + x2 ) + ( 1 − λ ) ( y1 + y2 ) = λ + ( 1 − λ ) = 1. ΄Αρα,

το D1 είναι κυρτό. Μένει να δείξουμε ότι ∀x = (x1 , x2 ) ∈ R2
+, με x 6= 0 =

( 0 , 0 ), υπάρχει μοναδικό λx > 0, ώσvτε λxx ∈ D1. ΄Εσvτω x = ( x1 , x2 ) ∈ R2
+,

με x 6= 0 = ( 0 , 0 ). ΄Εσvτω ότι υπάρχει λx > 0, ώσvτε λxx ∈ D1. Τότε,

λx (x1 , x2 ) = ( λxx1 , λxx2 ) ∈ D! ⇔ λxx1 + λxx2 = 1 ⇔λx = 1
x1 +x2

, και

είναι μοναδικό για κάθε x = (x1 , x2 ) ∈ R2
+, με x 6= 0 = ( 0 , 0 ), αφού

εξαρτάται μόνο από τις σvυντεταγμένες του εκάσvτοτε x. Παραδείγματος χάριν,

για x = ( 2 , 1 ) ⇒ λx = 1
2+1

= 1
3
.
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Παράδειγμα-(2) ΄Εσvτω ο χώρος R3
,(

όπου, R3 = {x = ( x1 , x2 , x3 ) | xi ∈ R , ∀ i = 1 , 2 , 3 }
)

και έσvτω ο οξύς κώνος του R3
: K =

{
(x , y , z ) ∈ R3 | z ≥

√
x2 + y2

}
=

{ λ (x , y , 1 ) ∈ R3 | λ≥0 και x2 + y2 ≤ 1 }. Προφανώς, το σvύνολο B =
{ (x , y , 1 ) | x2 + y2 ≤ 1 } είναι κυρτό υποσvύνολο του K, και ∀x ∈ K, υ-

πάρχει λx > 0 μοναδικό, τέτοιο ώσvτε λxx ∈ B. Πράγματι, για κάθε z ∈ K,

υπάρχει μοναδικό λz>0 και x ∈ B , ώσvτε z = λzx, από τον ορισvμό του K. Από

αυτό έπεται ότι
1
λz
z ∈ B. ΄Αρα, το ζητούμενο λx είναι το

1
λz
, δηλαδή λx = 1

λz
.

Παράδειγμα-(3) ΄Εσvτω ο χώρος ακολουθιών l2, όπου

l2 =

x = ( xn )n∈N | ‖ x ‖2 =

(
∞∑
n=1

| xn |2
)1/2

< ∞

 .

΄Εσvτω ο οξύς κώνοςK =
{
x = ( x1 , x2 , x3 , ... ) ∈ l2 | x1 ≥

√∑∞
n=2 x

2
n

}
= {x = λ( 1 , x2 , x3 , ... ) ∈ l2 | λ≥ 0και

∑∞
n=2 x

2
n ≤ 1 }. Τότε, το σvύνολο

B = { (x1 , x2 , x3 , ... ) ∈ K | x1 = 1 } είναι βάσvη του K. (Πράγματι, το B
είναι κυρτό υποσvύνολο του K, και για κάθε x ∈ K, με x 6= 0, υπάρχει μοναδικό
λx > 0, ώσvτε λxx ∈ B, και προκύπτει άμεσvα από τον τρόπο που ορίσvαμε τον

οξύ κώνο K).



Κεφάλαιο 3

Θετικοί τελεσvτές

3.1 Γενικές έννοιες και ορισvμοί

Μία απεικόνισvη T : X → Y μεταξύ δύο γραμμικών χώρων ονομάζεται:

• προσvθετική (additive), αν για κάθε x , y ∈ X, έχουμε ότι T (x + y ) =
T (x ) + T ( y ).

• ομογενής (homogeneous), όταν για κάθε x ∈ X και για κάθε λ∈ R,
έχουμε ότι T ( λx ) = λT (x ).

• γραμμική (linear), αν είναι προσvθετική και ομογενής.

Μία γραμμική απεικόνισvη T : X → Y μεταξύ δύο γραμμικών χώρων

ονομάζεται γραμμικός τελεσvτής (linear operator), ή απλά τελεσvτής .

Πολύ σvυχνά, σvτη Θεωρία Τελεσvτών, σvυμβολίζουμε το διάνυσvμα T (x ) με

T x.

Ορισμός. Ο διανυσvματικός χώρος όλων των γραμμικών τελεσvτών από έναν

γραμμικό χώρο X σvε έναν γραμμικό χώρο Y σvυμβολίζεται με L (X , Y ). Δη-

λαδή,

L (X , Y ) = {T : X → Y | T γραμμική } .

Εν σvυνεχεία, θα εισvάγουμε κάποιες κατηγορίες τελεσvτών μεταξύ διατεταγ-

μένων γραμμικών χώρων, οι οποίοι σvυνδέονται με τη δομή (όσvον αφορά σvτη

διάταξη) των εν λόγω χώρων.

55
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΄Ενας τελεσvτής T : L → M μεταξύ δύο διατεταγμένων γραμμικών χώ-

ρων, ονομάζεται θετικός (positive), σvυμβολικά T ≥ 0, αν για κάθε x ∈ L+
,

T (x ) ≥ 0.

Συμβολίζουμε με L+ (L , M ) το σvύνολο όλων των θετικών γραμμικών

τελεσvτών από τον διατεταγμένο χώρο L σvτον διατεταγμένο χώρο M . Ο

L+ (L , M ) επάγει την διάταξη ≥ σvτον L (L , M ). Πιο σvυγκεκριμένα, αν

T , S ∈ L (L , M ) έχουμε T ≥ S ⇔ Tx ≥ Sx , ∀x ∈ L+ (L , M ) .
Τότε, ο L+ (L , M ) είναι ένας μερικά διατεταγμένος χώρος.

Ο T ∈ L+ (L , M )ονομάζεται αυσvτηρά θετικός (strictly positive), σvυμ-
βολικά T � 0, αν για κάθε x ∈ L+ , x 6= 0, T (x ) > 0.

Επίσvης, ο τελεσvτής T ονομάζεται κανονικός (regular), αν ο T μπορεί να

γραφεί ως η διαφορά δύο θετικών τελεσvτών και διατακτικά φραγμένος (order
bounded), αν ο T ‘μεταφέρει’ διατακτικά φραγμένα υποσvύνολα του L σvε διατα-

κτικά φραγμένα υποσvύνολα του M .

Παρατήρησvη:

(1) Κάθε αυσvτηρά θετικός τελεσvτής είναι θετικός.

(2) Κάθε θετικός τελεσvτής είναι κανονικός.

(3) Κάθε κανονικός τελεσvτής είναι διατακτικά φραγμένος.

Αν L , M διατεταγμένοι γραμμικοί χώροι, σvυμβολίζουμε το γραμμικό χώρο

όλων των διατακτικά φραγμένων τελεσvτών από τον L σvτον M με Lb (L , M ),
και τον γραμμικό χώρο όλων των κανονικών τελεσvτών απο τον L σvτον M με

Lr (L , M ). Δηλαδή,

Lb (L , M ) = {T : L → M | T διατακτικά φραγμένος } , και

Lr (L , M ) = {T : L → M | T κανονικός }

Αν χρησvιμοποιήσvουμε τον παραπάνω σvυμβολισvμό, και λάβουμε υπόψιν την

προαναφερθείσvα παρατήρησvη, καταλήγουμε σvτις ακόλουθες σvχέσvεις έγκλεισvης

μεταξύ των γραμμικών χώρων που μόλις αναφέραμε:

Lr (L , M ) ⊆ Lb (L , M ) ⊆ L (L , M )
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Παρατήρησvη:

Το σvύνολο των θετικών τελεσvτών από τον L σvτον M είναι κώνος του

L (L , M ). Στην περίπτωσvη που ο L+
είναι παράγων, τότε ο κώνος αυτός

είναι οξύς.
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3.2 Συνεχείς (ή φραγμένοι) τελεσvτές

Ορισμός. Μία σvυνάρτησvη f : X −→ Y , όπου (X , ‖ . ‖X ), (Y , ‖ . ‖Y )
χώροι με νόρμα, λέγεται σvυνεχής σvτο x0 ∈ X αν ∀ ε > 0, ∃ δ > 0, ώσvτε για

κάθε x ∈ X με ‖ x − x0 ‖< δ , να ισvχύει ‖ f (x ) − f (x0 ) ‖< ε .

Η σvυνάρτησvη f λέγεται σvυνεχής αν είναι σvυνεχής για κάθε x ∈ X, δηλαδή

σvε κάθε σvημείο του χώρου X.

Θεώρημα. ΄Εσvτω (X , ‖ . ‖X ), (Y , ‖ . ‖Y ) χώροι με νόρμα, και f : X −→
Y μία σvυνάρτησvη. Τα επόμενα είναι ισvοδύναμα:

(1) Η f είναι σvυνεχής

(2) Για κάθε ακολουθία (xn )n∈N του X και x ∈ X, ώσvτε xn
‖.‖X−→ x, ισvχύει

ότι f (xn )
‖.‖Y−→ f (x )

(3) Αν V ⊂ Y ανοικτό, τότε το f−1 (V ) = {x ∈ X | f (x ) ∈ V } είναι

ανοικτό σvτον X. (δηλαδή, η f αντισvτρέφει ανοικτά υποσvύνολα του Y σvε ανοικτά

υποσvύνολα του X)

(4) Αν K ⊂ Y κλεισvτό, τότε το f−1 (K ) είναι κλεισvτό σvτον X. (δηλαδή, η

f αντισvτρέφει κλεισvτά υποσvύνολα του Y σvε κλεισvτά υποσvύνολα του X)

Ορισμός. ΄Ενα υποσvύνολο A ενός χώρου με νόρμα (X , ‖ . ‖X ) ονομάζεται

φραγμένο αν υπάρχει K > 0, ώσvτε για κάθε x ∈ A, να ισvχύει ότι ‖ x ‖≤ K
(δηλαδή η νόρμα κάθε σvτοιχείου του σvυνόλου A φράσvσvεται από τη σvταθερά K).

Στην επόμενη πρότασvη θα δούμε κάποια κριτήρια σvυνέχειας γραμμικών τε-

λεσvτών.

Πρόταση. ΄Εσvτω (X , ‖ . ‖X ), (Y , ‖ . ‖Y ) χώροι με νόρμα και T : X −→
Y γραμμικός τελεσvτής. Τα επόμενα είναι ισvοδύναμα:

(1) Ο T : X −→ Y είναι σvυνεχής.

(2) ∃M > 0 ώσvτε ‖ T (x ) ‖Y ≤ M ‖ x ‖X ,∀x ∈ X.
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3.3 Ο χώρος B (X , Y ) των φραγμένων τε-

λεσvτών

΄Οπως είδαμε σvτην προηγούμενη ενότητα, οι σvυνεχείς γραμμικοί τελεσvτές ονο-

μάζονται και φραγμένοι γραμμικοί τελεσvτές.

Το σvύνολο των φραγμένων γραμμικών τελεσvτών από τον X σvτον Y σvυμ-

βολίζεται με B (X , Y ).

Ο χώρος των γραμμικών τελεσvτών μεταξύ διανυσvματικών χώρων είναι ε-

πίσvης διανυσvματικός χώρος (με τις προφανείς πράξεις). Ο χώρος B (X , Y )
των φραγμένων γραμμικών τελεσvτών είναι γραμμικός υπόχωρος του χώρου των

γραμμικων τελεσvτών, δηλαδή αν T , S : X −→ Y φραγμένοι γραμμικοί τελε-

σvτές, όπου (X , ‖ . ‖X ), (Y , ‖ . ‖Y ) χώροι με νόρμα, και λ∈ R, τότε οι T + S
και λT είναι επίσvης φραγμένοι. (Πράγματι, επειδή οι T και S είναι φραγμένοι

τελεσvτές, από την πρότασvη της προηγούμενης ενότητας, έπεται ότι υπάρχουν

M1 , M2 > 0, ώσvτε ‖ T (x ) ‖Y ≤ M1 ‖ x ‖X και ‖ S (x ) ‖Y ≤ M2 ‖ x ‖X ,

για κάθε x ∈ X.

΄Επεται ότι ‖ (T + S ) (x ) ‖Y = ‖ T (x ) + S (x ) ‖Y ≤‖ T (x ) ‖Y + ‖
S (x ) ‖Y≤ M1 ‖ x ‖X +M2 ‖ x ‖X = (M1 + M2 ) ‖ x ‖X , για κάθε

x ∈ X. Ομοίως, αποδεικνύουμε ότι ‖ ( λT ) (x ) ‖Y ≤ | λ| M1 ‖ x ‖, για κάθε

x ∈ X. Επομένως, δείξαμε ότι ο χώρος B (X , Y ) των φραγμένων γραμμικών

τελεσvτών είναι γραμμικός υπόχωρος του χώρου των γραμμικων τελεσvτών.

Να θυμηθούμε ότι αν K είναι σvυμπαγής μετρικός χώρος και f : K −→ R
σvυνεχής σvυνάρτησvη, τότε ορίζουμε την νόρμα της σvυνάρτησvης f ως εξής:

‖ f ‖= sup { | f ( t ) | : t ∈ K }

και ‖ f ‖∈ R (δηλαδή, η νόρμα της σvυνάρτησvης f είναι φραγμένη), διότι οι

σvυνεχείς σvυναρτήσvεις σvε σvυμπαγή μετρικό χώρο είναι φραγμένες.

Ο χώρος B (X , Y ), εκτός από το ότι είναι διανυσvματικός χώρος όπως

αποδείξαμε παραπάνω, δέχεται και μία νόρμα, η οποία ορίζεται φυσvιολογικά δε-

δομένου ότι είναι χώρος σvυναρτήσvεων (αφού περιέχει τους φραγμένους γραμ-

μικούς τελεσvτές από τον X σvτον Y ). Αν T : X −→ Y φραγμένος γραμ-

μικός τελεσvτής και T 6= 0, τότε sup { ‖ T (x ) ‖Y : x ∈ X } = ∞, δηλαδή

το supremum των νορμών των εικόνων όλων των x ∈ X μέσvω της T ι-

σvούται με άπειρο. Αν όμως ‘περιορισvτούμε’ σvτην μοναδιαία μπάλα του χώ-

ρου X, τότε το εν λόγω supremum θα είναι πραγματικός αριθμός, δηλαδή:
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sup { ‖ T (x ) ‖Y : ‖ x ‖≤ 1 } < ∞. Επομένως, μπορούμε να ορίσvουμε:

‖ T ‖= sup { ‖ T (x ) ‖Y : ‖ x ‖≤ 1 }

Αποδεικνύεται εύκολα ότι η σvυνάρτησvη ‖ . ‖ : B (X , Y ) −→ R που μόλις

ορίσvαμε είναι νόρμα σvτον B (X , Y ).

Αν X , Y χώροι με νόρμα, και T : X −→ Y φραγμένος γραμμικός τελε-

σvτής, τότε:

(1)‖ T (x ) ‖≤‖ T ‖ · ‖ x ‖, για κάθε x ∈ X.

(2) ‖ T ‖= inf {M > 0 : ‖ T (x ) ‖≤M · ‖ x ‖ , ∀x ∈ X }

Πρόταση. ΄Εσvτω X , Y , Z χώροι με νόρμα, και T : X −→ Y , S : Y −→
Z φραγμένοι γραμμικοί τελεσvτές. Τότε, η σvύνθεσvη S ◦ T : X −→ Z των T
και S είναι φραγμένος γραμμικός τελεσvτής.

Απόδειξη. ΄Εσvτω x ∈ X. Τότε, έχουμε ότι ‖ (S ◦ T ) (x) ‖= ‖ S (T (x)) ‖≤‖
S ‖ · ‖ T (x) ‖≤‖ S ‖ · ‖ T ‖ · ‖ x ‖. Επομένως, ο S ◦ T είναι φραγμένος

τελεσvτής με ‖ S ◦T ‖] ≤‖ S ‖ · ‖ T ‖ (επειδή δείξαμε ότι το ‖ S ‖ · ‖ T ‖ είναι
ένα M > 0 τέτοιο ώσvτε ‖ T (x ) ‖≤ M · ‖ x ‖ , ∀x ∈ X, και η νόρμα ‖ S ◦
T ‖ είναι εξ΄ ορισvμού το infκαι {M > 0 : ‖ T (x ) ‖≤M · ‖ x ‖ , ∀x ∈ X }, άρα
ισvχύει ‖ S ◦ T ‖] ≤‖ S ‖ · ‖ T ‖). Δηλαδή, αποδείξαμε ότι αν T ∈ B (X , Y ),
S ∈ B (Y , Z ), τότε S ◦ T ∈ B (X , Z ) και ‖ S ◦ T ‖] ≤‖ S ‖ · ‖ T ‖.

Θεώρημα. ΄Εσvτω X χώρος με νόρμα, και Y χώρος Banach. Τότε, ο χώρος

B (X , Y ) με τη νόρμα που έχουμε ορίσvει είναι χώρος Banach (ανεξάρτητα

από το αν ο X είναι πλήρης, ή όχι).

Θεώρημα. ΄Εσvτω X χώρος με νόρμα, Z ένας πυκνός υπόχωρος του X, και Y
ένας χώρος Banach. Τότε, κάθε φραγμένος γραμμικός τελεσvτής T : Z −→
Y επεκτείνεται κατά μοναδικό τρόπο σvε ένα φραγμένο γραμμικό τελεσvτή T̃ :

X −→ Y . Επιπλέον, θα ισvχύει ότι ‖ T̃ ‖= ‖ T ‖ (δηλαδή, η επέκτασvη

‘διατηρεί’ τη νόρμα).
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Η διάταξη σvτον B (X , Y )
΄Εσvτω X , Y διατεταγμένοι χώροι με νόρμα. Τότε, ο L (X , Y ) είναι δια-

τεταγμένος χώρος. Η διάταξη σvτον B (X , Y ) είναι αυτή που επάγεται από

τον L (X , Y ) , δηλαδή εκείνη που προκύπτει αν θεωρήσvουμε τον B (X , Y )
ως διατεταγμένο υπόχωρο του L (X , Y ). ΄Ετσvι για κάθε T , S ∈ B (X , Y )
έχουμε:

T ≥ S ⇔ T (x ) ≥ S (x ) , ∀x ∈ X+

Τότε, B+ (X , Y ) = {T ∈ B (X , Y ) | T (x ) ≥ 0 , ∀x ∈ X+ } είναι ο

θετικός κώνος του B (X , Y ).
Κάθε τελεσvτής T ∈ B+ (X , Y ) ονομάζεται θετικός. Αν T ∈ B+ (X , Y )

και T (x ) > 0, για κάθε x ∈ X+, με x 6= 0, ο T είναι αυσvτηρά θετικός.
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3.4 Συζυγείς τελεσvτές

Στην παράγραφο αυτή θα ορίσvουμε τον σvυζυγή ενός γραμμικού τελεσvτή μεταξύ

χώρων με νόρμα. Θεωρούμε γνωσvτή την έννοια του φραγμένου τελεσvτή, η

οποία ορίσvτηκε σvτην προηγούμενη ενότητα.

Καταρχάς, θα υπενθυμίσvουμε τον ορισvμό του δυϊκού ενός χώρου με νόρμα.

΄Εσvτω X ένας χώρος με νόρμα. Τότε, ορίζεται ο χώρος

X∗ = { f : X −→ R | f γραμμική και σvυνεχής }

και ονομάζεται δυϊκός του X.

΄Εσvτω X , Y χώροι με νόρμα, X∗ , Y ∗ οι αντίσvτοιχοι δυϊκοί τους, T :
X −→ Y γραμμικός, φραγμένος τελεσvτής και ένα σvτοιχείο y∗ ∈ Y ∗.

Τότε, η σvυνάρτησvη (y∗ ◦ T ) είναι γραμμική.

Πράγματι, έσvτω x , y ∈ X και λ, μ∈ R. Τότε, έχουμε ότι, (y∗ ◦ T ) ( λx + μ y ):=
y∗ (T ( λx + μ y )) = y∗ ( λT (x ) + μT ( y ) ) = y∗ ( λT (x ) ) + y∗ ( μT ( y ) )
= λ y∗ (T (x ) ) + μ y∗ (T ( y ) ):=

λ (y∗ ◦ T ) (x ) + μ (y∗ ◦ T ) ( y ). Επομένως, η σvυνάρτησvη (y∗ ◦ T ) είναι

γραμμική.

Η σvυνάρτησvη (y∗ ◦ T ) είναι σvυνεχής.

Πράγματι, για κάθε x ∈ X, έχουμε:

| (y∗ ◦ T ) (x ) |= | y∗ (T (x ) ) |≤ ‖ y∗ ‖ · ‖ T (x ) ‖ ≤ ‖ y∗ ‖ · ‖ T ‖
· ‖ x ‖⇒
‖ y∗ ◦T ‖≤‖ y∗ ‖ · ‖ T ‖ (1), επειδή ‖ y∗ ◦T ‖= sup {| (y∗ ◦ T ) (x ) | | ‖ x ‖X ≤ 1 } .
Επομένως, αποδείξαμε ότι η απεικόνισvη (y∗ ◦ T ) είναι γραμμική και σvυνε-

χής, άρα (y∗ ◦ T ) ∈ X∗.

Ορίζουμε την απεικόνισvη:

T ∗ : Y ∗ −→ X∗, με T ∗ ( y∗ ) = y∗ ◦ T

Δηλαδή, για x ∈ X, έχουμε ότι (T ∗ ( y∗ ) ) (x ) = (y∗ ◦ T ) ( x ) ∈ R.
Η T ∗ είναι γραμμική. Πράγματι, για y∗1 , y

∗
2 ∈ Y ∗ και λ, μ∈ R, έχουμε ότι:

T ∗ ( λ y∗1 + μ y∗2 ) := ( λ y∗1 + μ y∗2 ) (T (x ) ) =
y∗1 , y∗2 ∈Y ∗

λ y∗1 (T (x ) ) + μ y∗2 (T (x ) )

:=λT ∗ ( y∗1 ) + μT ∗ ( y∗2 ).

Επίσvης, η T ∗ είναι φραγμένη. Πράγματι, από τη σvχέσvη (1), έπεται ότι

‖ T ∗ ‖≤‖ T ‖ .
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Επομένως, η απεικόνισvη T ∗ είναι γραμμικός, φραγμένος τελεσvτής, δηλαδή

T ∗ ∈ B (Y ∗ , X∗ ) και ονομάζεται σvυζυγής τελεσvτής του T . .

Πολλές φορές, είναι χρήσvιμο και διευκολύνει να χρησvιμοποιούμε τον σvυμ-

βολισvμό < x , x∗ > αντί του x∗ (x ). Με αυτόν τον σvυμβολισvμό, ο σvυζυγής

ενός τελεσvτή T : X −→ Y (όπου X , Y χώροι με νόρμα) ορίζεται ως εξής:

< x , T ∗ ( y∗ ) >=< T (x ) , y∗ > για x ∈ X , y∗ ∈ Y ∗.

Στη σvυνέχεια, θα δούμε κάποια βασvικά αποτελέσvματα που αφορούν τους

σvυζυγείς των φραγμένων γραμμικών τελεσvτών μεταξύ χώρων με νόρμα.

Πρόταση. Αν S και T είναι φραγμένοι γραμμικοί τελεσvτές από έναν χώρο με

νόρμα X σvε έναν χώρο με νόρμα Y και a ∈ R ή C, τότε

(S + T )∗ = S∗ + T ∗ και ( aS )∗ = a (S∗ ) .

Πόρισμα. Αν X και Y είναι χώροι με νόρμα, τότε η απεικόνισvη φ(T ) = T ∗

που απεικονίζει τον τελεσvτή T σvτον σvυζυγή του T ∗ είναι ισvομετρικός ισvομορφι-

σvμός από τον B (X , Y ) σvτον B (Y ∗ , X∗ ).

Ο ισvομετρικός ισvομορφισvμός που αναφέρεται σvτο παραπάνω πόρισvμα δεν

είναι απαραίτητα επί, ακόμα και σvτην περίπτωσvη που οι X και Y είναι χώροι

Banach.

Πρόταση. Υποθέτουμε ότι X , Y και Z είναι χώροι με νόρμα, και S ∈
B (X , Y ) και T ∈ B (Y , Z ). Τότε, ο σvυζυγής της σvύνθεσvης των δύο

σvυναρτήσvεων είναι

(TS )∗ = S∗T ∗

Απόδειξη. Για να αποδείξουμε ότι (TS )∗ = S∗T ∗, αρκεί να δείξουμε ότι για

κάθε x ∈ X και για κάθε z∗ ∈ Z∗ ισvχύει ότι

< x , (TS )∗ ( z∗ ) >=< x , S∗T ∗z∗ > .

Πράγματι, έσvτω x ∈ X και z∗ ∈ Z∗. Τότε, έχουμε ότι:

< x , (TS )∗ ( z∗ ) > = < TS x , z∗ > = < S x , T ∗ z∗ > = < x , S∗ T ∗z∗ >.

Επομένως, δείξαμε ότι (TS )∗ = S∗T ∗.



64 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 3. ΘΕΤΙΚΟ�Ι ΤΕΛΕΣ῞Τ�Ε῝

Υπενθυμίζουμε ότι αν (X , ‖ . ‖X ) , (Y , ‖ . ‖Y ) χώροι με νόρμα, και T :
X −→ Y γραμμικός τελεσvτής, τότε ο T λέγεται ισvομορφισvμός αν είναι 1-1,

επί, και οι T , T−1 είναι φραγμένοι και σvε αυτήν την περίπτωσvη, οι χώροι X, Y
λέγονται ισvόμορφοι. Αν επιπλέον ισvχύει ότι ‖ T (x ) ‖Y = ‖ x ‖X , για κάθε

x ∈ X, τότε ο T λέγεται ισvομετρία και σvε αυτήν την περίπτωσvη, οι χώροι X,

Y λέγονται ισvομετρικοί.

Θεώρημα. ΄Εσvτω X και Y χώροι με νόρμα, και T : X −→ Y ισvομορφισvμός

του X επί του Y . Τότε, η απεικόνισvη T ∗ : Y ∗ −→ X∗, που δίνεται από τον

τύπο T ∗ ( y∗ ) = y∗T , όπου με y∗T εννοούμε την σvύνθεσvη των σvυναρτήσvεων

y∗ και T , είναι ισvομορφισvμός από τον Y ∗ επί του X∗ και ‖ T ∗ ‖= ‖ T ‖ . Αν ο

T είναι ισvομετρικός ισvομορφισvμός (δηλαδή, ισvομετρία), τότε το ίδιο ισvχύει και

για τον σvυζυγή T ∗.

Πρόταση. Υποθέτουμε ότι ο T είναι ισvομορφισvμός από έναν χώρο με νόρμα

X σvε έναν χώρο με νόρμα Y . Τότε, ο σvυζυγής του αντίσvτροφου του T είναι:(
T−1

)∗
= (T ∗ )−1

Απόδειξη. Από το προηγούμενο θεώρημα, ο τελεσvτής T ∗ είναι ισvομορφισvμός

από τον Y ∗ σvτον X∗. Επομένως, επειδή η T ∗ είναι ένα-προς-ένα, έπεται ότι

υπάρχει η αντίσvτροφη απεικόνισvη (T ∗ )−1. Για να δείξουμε ότι (T−1 )
∗

=
(T ∗ )−1, αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε y ∈ Y και για κάθε x∗ ∈ X∗, ισvχύει
ότι: < y , (T−1 )

∗
(x∗ ) >=< y , (T ∗ )−1 (x ) >. Πράγματι,

< y , (T−1 )
∗

(x∗ ) >= < T−1y , x∗ > = < T−1y , T ∗ (T ∗ )−1 (x∗ ) > =
< TT−1y , (T ∗ )−1 (x∗ ) > = < y , (T ∗ )−1 (x∗ ) >.

Επομένως, δείξαμε ότι (T−1 )
∗

= (T ∗ )−1.

Θεώρημα. Υποθέτουμε ότιX και Y είναι χώροι με νόρμα, και T ∈ B (X , Y ) .
Ο τελεσvτής T ∗ είναι 1-1, αν και μόνο αν, το T (X ) είναι πυκνό σvτον Y .

Θεώρημα. Υποθέτουμε ότι X είναι χώρος Banach, Y είναι χώρος με νόρμα,

και T ∈ B (X , Y ) . Τότε, ο T είναι είναι ισvομορφισvμός του X επί του Y , αν

και μόνο αν, ο T ∗ είναι ισvομορφισvμός του Y ∗ επί του X∗.
Το ίδιο ισvχύει σvτην περίπτωσvη που η έννοια του ‘ισvομορφισvμού’ αντικατα-

σvταθεί από την έννοια της ‘ισvομετρίας’.
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Απόδειξη. ”⇒ ”

΄Εσvτω T : X :−→ Y ισvομορφισvμός ή ισvομετρία του X επί του Y . Τό-

τε, από παραπάνω θεώρημα, έπεται ότι ο T ∗ είναι ισvομορφισvμός, ή ισvομετρία

αντίσvτοιχα, του Y ∗ επί του X∗.

”⇐ ”

Υποθέτουμε ότι ο T ∗ είναι ισvομορφισvμός του Y ∗ επί του X∗. Θα δείξουμε

ότι ο T είναι είναι ισvομορφισvμός του X επί του Y .

Επειδή, ο T ∗ είναι ισvομορφισvμός του Y ∗ επί του X∗, έπεται ότι η αντί-

σvτροφη εικόνα μέσvω του T ∗ της μοναδιαίας μπάλας του χώρου X∗ είναι φραγ-

μένη, δηλαδή θα περιέχεται μέσvα σvε μία μπάλα με κέντρο το OY . Δηλαδή,

(T ∗ )−1 (BX∗ ) ⊆ cBY (1) , για κάποια θετική σvταθερά c. ΄Εσvτω x ∈ X.

Τότε, ‖ T x ‖= sup { |< T x , y∗ > | y∗ ∈ BY ∗ } =
από ορισvμό του σvυζυγούς του T

sup { |< x , T ∗ y∗ > | y∗ ∈ BY ∗ } ≥
(1)

sup { |< x , x∗ > | x∗ ∈ c−1BX∗ } =

c−1 sup { |< x , x∗ > | x∗ ∈ BX∗ } = c−1 ‖ x ‖. Από αυτό προκύπτει

ότι ο T είναι ισvομορφισvμός. Επειδή ο T ∗ είναι ισvομορφισvμός, έπεται ότι ο T ∗

είναι 1-1, και από προηγούμενο θεώρημα έχουμε ότι το T (X ) είναι πυκνό

σvτον Y , δηλαδή T (X ) = Y . Επίσvης, ο T (X ) είναι πλήρης (επειδή είναι η

εικόνα του χώρου Banach X μέσvω του τελεσvτή T ) και άρα είναι κλεισvτό, άρα

T (X ) = T (X ) και άρα T (X ) = Y .

Υποθέτουμε τώρα ότι ο T ∗ είναι ισvομετρία του Y ∗ επί του X∗. Τότε, η

σvταθερά c που δόθηκε σvτο προηγούμενο βήμα μπορεί να θεωρηθεί ίσvη με την

μονάδα. Το παραπάνω, μαζί με το γεγονός ότι ‖ T ‖= ‖ T ∗ ‖, αποδεικνύουν
ότι ‖ x ‖≤‖ T x ‖≤‖ x ‖, για κάθε x ∈ X. Επομένως, δείξαμε ότι ο T
είναι ισvομετρία.

Αν X , Y διατεταγμένοι χώροι Banach και T ∈ B+ (X , Y ), τότε T ∗ ∈
B+

(
Y ∗+ , X∗+

)
. Πραγματικά, για κάθε f ∈ Y ∗+, έχουμε T ( f ) ∈ X∗+, γιατί

για κάθε x ∈ X+, έχουμε

(T ∗ ( f ) ) (x ) = f (T (x ) ) ≥ 0, γιατί T (x ) ∈ Y+ και f ∈ Y ∗+.
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Κεφάλαιο 4

Επέκτασvη θετικών τελεσvτών

4.1 Επέκτασvη

4.1.1 Θεώρημα Hahn−Banach σvε χώρους Riesz

Στο κεφάλαιο αυτό θα δούμε πώς ορίζεται γενικά μία προσvθετική απεικόνισvη,

με σvκοπό να εξετάσvουμε πότε μία τέτοια απεικόνισvη μεταξύ δύο οξέων κώνων,

μπορεί να επεκταθεί σvε θετικό τελεσvτή.

Ορισμός. Μία απεικόνισvη T : W1 → W2 , μεταξύ δύο κώνων, ονομάζεται

προσvθετική, αν για κάθε x , y ∈ W1 έχουμε ότι T (x + y ) = T (x ) +
T ( y ).

Λήμμα. ΄Εσvτω L και M διατεταγμένοι γραμμικοί χώροι, με τον M Αρχιμή-

δειο. Για κάθε προσvθετική απεικόνισvη T : L+ → M+
, ισvχύουν τα ακόλουθα:

(1) Η απεικόνισvη T επεκτείνεται σvε θετικό τελεσvτή από τον L σvτον M .

(2) Κάθε επέκτασvη της T σvε όλον τον L προσvδιορίζεται κατά μοναδικό τρόπο

σvτον L+ − L+
(δηλαδή, σvτον γραμμικό υπόχωρο που παράγεται από τον L+).

(3) Αν ο L+
είναι παράγων, τότε ο T επεκτείνεται, κατά μοναδικό τρόπο, σvε

θετικό τελεσvτή από τον L σvτον M .

Το υπόλοιπο της ενότητας αφιερώνεται σvτην παρουσvίασvη βασvικών αποτε-

λεσvμάτων, που αφορούν σvτις επεκτάσvεις θετικών τελεσvτών. Το πρώτο αποτέ-

λεσvμα επέκτασvης που θα δούμε είναι μία γενίκευσvη του κλασvικού Θεωρήματος

67
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Επέκτασvης των Hahn− Banach, σvε διατεταγμένους γραμμικούς χώρους. Το

προαναφερθέν θεώρημα διαδραμματίζει μείζων ρόλο σvτην Ανάλυσvη, και ειδικό-

τερα σvτη θεωρία Διατεταγμένων Χώρων.

Πρωτού αναφερθούμε σvτο θεώρημα, θα ανακαλέσvουμε μερικούς ορισvμούς:

Ορισμός. Μία απεικόνισvη p : X → M , όπου Χ γραμμικός χώρος και Μ

διατεταγμένος γραμμικός χώρος, ονομάζεται υπογραμμική (sublinear), αν είναι:

(α) υποαθροισvτική (subadditive), δηλαδή για κάθε x , y ∈ X,

p (x + y ) ≤ p (x ) + p ( y ), και

(β) θετικά ομογενής (positively homogeneous), δηλαδή για κάθε x ∈ X
και για κάθε λ ≥ 0, p ( λx ) = λ p (x ).

Ορισμός. Μία απεικόνισvη f : C → M , όπου C κυρτό υποσvύνολο γραμμικού

χώρου, καιM διατεταγμένος γραμμικός χώρος, ονομάζεται κυρτή (convex), για
κάθε x , y ∈ C, και για κάθε a ∈ [ 0 , 1 ], ισvχύει ότι

f ( a x + ( 1 − a ) y ) ≤ a f (x ) + ( 1 − a ) f ( y )

Παρατήρηση. Κάθε υπογραμμική απεικόνισvη είναι κυρτή.

Πράγματι, επειδή η f είναι υπογραμμική, έχουμε ότι

f ( a x + ( 1 − a ) y ) ≤ f ( a x ) + f ( (1 − a ) y ) (∗)

και επειδή a ∈ [ 0 , 1 ], και λαμβάνοντας υπόψιν ότι η f είναι θετικά ομογενής,

έχουμε ότι

f ( a x ) + f ( (1 − a ) y ) = a f (x ) + ( 1 − a ) f ( y ) (∗∗)

Από (*) και (**), έπεται ότι f ( a x + ( 1 − a ) y ) ≤ a f (x ) + ( 1 − a ) f ( y ),
δηλαδή f κυρτή.

Τώρα είμασvτε έτοιμοι να διατυπώσvουμε το Θεώρημα Επέκτασvης Hahn −
Banach.

Θεώρημα. ΄Εσvτω Χ (πραγματικός) γραμμικός χώρος, Μ Dedekind πλήρης

χώρος Riesz, και p : X → M κυρτή σvυνάρτησvη - ειδικότερα, έσvτω p υπο-

γραμμική.
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Αν Y γραμμικός υπόχωρος του Χ, και S : Y → M τελεσvτής, τέτοιος ώσvτε

S ( y ) ≤ p ( y ) , ∀ y ∈ Y (δηλαδή, ο S ‘κυριαρχείται’ από το υπογραμμικό p
σvτον υπόχωρο Y ), τότε υπάρχει τελεσvτής T : X → M , τέτοιος ώσvτε:

(1) T = S σvτον Y , δηλαδή ο Τ είναι γραμμική επέκτασvη του S σvε όλον

το χώρο Χ, και

(2) T (x ) ≤ p (x ) , ∀x ∈ X (δηλαδή, ο Τ ‘κυριαρχείται’ από το υπο-

γραμμικό p σvε όλον το χώρο Χ)

Υπενθυμίζουμε ότι ένας γραμμικός υπόχωρος G ενός χώρου Riesz Ε ονο-

μάζεται γραμμικός υποσvύνδεσvμος (vector sublattice), αν για κάθε x , y ∈ G
το διάνυσvμα x ∨ y (το οποίο το θεωρούμε σvε όλον τον Ε) ανήκει σvτον G.

Εφαρμογή του Θεωρήματος Επέκτασvης Hahn−Banach σvε χώρους
Riesz

Θεώρημα. ΄Εσvτω T : L → M θετικός τελεσvτής μεταξύ δύο χώρων Riesz,
με τον Μ να είναι Dedekind πλήρης. ΄Εσvτω G Riesz υπόχωρος του L, και

S : G → M τελεσvτής, τέτοιος ώσvτε 0 ≤ S (x ) ≤ T (x ) , ∀x ∈ G+
.

Τότε, ο S επεκτείνεται σvε θετικό τελεσvτή από τον L σvτον M , τέτοιο ώσvτε

0 ≤ S (x ) ≤ T (x ) , ∀x ∈ L+
.

Υπενθύμισvη: ΄Ενας γραμμικός υπόχωρος G ενός διατεταγμένου γραμ-

μικού χώρου L κυριαρχεί (majorizes) σvτον L, αν ∀x ∈ L , υπάρχει κάποιο

y ∈ G, με x ≤ y. Τότε, ο υπόχωρος G ονομάζεται majorizing.

Είναι σvημαντικό να γνωρίζουμε ότι κάθε θετικός τελεσvτής του οποίου το

πεδίο ορισvμού είναι ένας γραμμικός υπόχωρος που κυριαρχεί σvτο χώρο, και του

οποίου οι τιμές ανήκουν σvε έναν Dedekind πλήρη χώρο Riesz, έχει πάντο-

τε θετική επέκτασvη. Το αποτέλεσvμα αυτό οφείλεται σvτον Kantorovich, και

διατυπώνεται σvτο εξής θεώρημα:

Θεώρημα. ΄Εσvτω L καιM διατεταγμένοι γραμμικοί χώροι, με τονM Dedekind
πλήρη χώρο Riesz. Αν G είναι majorizing γραμμικός υπόχωρος του L, και

T : G → M θετικός τελεσvτής, τότε ο T έχει θετική γραμμική επέκτασvη

σvε όλον τον L.



70 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 4. ΕΠ�ΕΚΤΑΣ῞Η ΘΕΤΙΚ�ΩΝ ΤΕΛΕΣ῞Τ�ΩΝ

4.1.2 Θετικά γραμμικά σvυναρτησvιακά

Ορισμός. Ο γραμμικός τελεσvτής T : L → R ονομάζεται γραμμικό σvυναρτησvιακό

σvτον L.

Το σvύνολο όλων των γραμμικών σvυναρτησvιακών σvτον L ονομάζεται αλγε-

βρικός δυϊκός (algebraic dual) του L, και σvυμβολίζεται με L∗.

Δηλαδή,

L∗ = { f : L → R | f γραμμική }

΄Ενα γραμμικό σvυναρτησvιακό f ∈ L∗, όπου L διατεταγμένος γραμμικός

χώρος, ονομάζεται:

• θετική (positive), σvυμβολικά f ≥ 0, αν για κάθε x ∈ L+
, f (x ) ≥ 0.

• αυσvτηρά θετική (strictly positive), σvυμβολικά f � 0, αν για κάθε x ∈
L+ , x 6= 0, f (x ) > 0.

• κανονική (regular), αν η f μπορεί να γραφεί ως η διαφορά δύο θετικών

σvυναρτησvιακών.

• διατακτικά φραγμένη (order bounded), αν η f ‘μεταφέρει’ διατακτικά

φραγμένα διασvτήματα του L σvε διατακτικά φραγμένα υποσvύνολα του R.

Παρατήρησvη:

(1) Κάθε αυσvτηρά θετικό σvυναρτησvιακό είναι θετικό.

(2) Κάθε θετικό σvυναρτησvιακό είναι κανονικό.

(3) Κάθε θετικό σvυναρτησvιακό (και επομένως, κάθε κανονικό γραμμικό

σvυναρτησvιακό) είναι διατακτικά φραγμένο.

Τώρα θα εισvάγουμε τις έννοιες του διατακτικού δυϊκού (order dual) και

του κανονικού δυϊκού (regular dual) ενός διατεταγμένου γραμμικού χώρου.

Ορισμός. Για έναν δοθέντα διατεταγμένο γραμμικό χώρο L, οι διανυσvματικοί
χώροι:

L∼ := Lb (L , R ) και Lr := Lr (L , R)
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είναι ο διατακτικός δυϊκός (order dual) και ο κανονικός δυϊκός (regular
dual) του L, αντίσvτοιχα.

Με άλλα λόγια, ο διατακτικός δυϊκός L∼ είναι ο γραμμικός χώρος που

αποτελείται από όλα τα διατακτικά φραγμένα γραμμικά σvυναρτησvιακά σvτον L,
και ο κανονικός δυϊκός Lr

είναι ο γραμμικός χώρος που αποτελείται από όλα τα

κανονικά γραμμικά σvυναρτησvιακά σvτον L. Προφανώς, ισvχύουν οι ακόλουθες

σvχέσvεις εγκλεισvμού: Lr ⊆ L∼ ⊆ L∗.

Λήμμα. Αν L διατεταγμένος γραμμικός χώρος, τότε το σvύνολο όλων των

θετικών γραμμικών σvυναρτησvιακών σvτον L είναι κώνος σvτον L∗ (όπως, επίσvης,
και σvτους χώρους Lr

και L∼).

΄Οταν ο κώνος L+
είναι παράγων, ο κώνος όλων των θετικών γραμμικών

σvυναρτησvιακών είναι οξύς κώνος.

Το Θεώρημα του Kantorovich, που είδαμε σvτην ενότητα 1.5.1, και αφορά

σvτην επέκτασvη θετικών γραμμικών σvυναρτησvιακών, για την περίπτωσvη που ο

Dedekind πλήρης χώρος Riesz M είναι ο R, ειδικεύεται σvτην ακόλουθη ειδική

περίπτωσvη, που είναι πολύ χρήσvιμη σvτις εφαρμογές.

Θεώρημα. Αν Χ είναι majorizing γραμμικός υπόχωρος ενός διατεταγμένου

γραμμικού χώρου L, και f : X → R θετικό γραμμικό σvυναρτησvιακό, τότε η

f έχει θετική γραμμική επέκτασvη σvε όλον τον L.

Απόδειξη. ΄Εσvτω f : X → R θετικό γραμμικό σvυναρτησvιακό, όπουX majorizing
γραμμικός υπόχωρος του γραμμικού χώρου L. ΄Εσvτω x ∈ L και έσvτω y ∈ G με

x ≤ y. Επειδή ο G είναι majorizing⇒∃u ∈ G με u ≤ x. Επειδή u ≤ y και f
θετικό⇒ f (u ) ≤ f ( y ), ∀y ∈ G με x ≤ y. Ιδιαιτέρως έπεται ότι ∀x ∈ L, το
infimum: inf { f ( y ) : y ∈ G και x ≤ y }υπάρχει σvτον R. Ορίζω την απει-

κόνισvη p : L −→ R με: p (x ) = inf { f ( y ) : y ∈ G και x ≤ y }. Παρατη-

ρώ ότι ∀x ∈ G, f (x ) = p (x ) και η p είναι υπογραμμική απεικόνισvη. Από το

θεώρημα Hahn−Banach, έπεται ότι η f έχει μία γραμμική επέκτασvη S σvε όλον

τον L, με S (x ) ≤ p (x ) , ∀x ∈ L. Θα δείξουμε ότι ο S είναι θετικός. ΄Εσvτω

z ∈ L+. ΄Αρα −z ≤ 0. ΄Εχουμε −S ( z ) = S (−z ) ≤ p (−z ) ≤ p ( 0 ) = 0
⇒ S ( z ) ≥ 0. ΄Αρα S θετική. Επομένως, αποδείξαμε ότι η f έχει θετική

γραμμική επέκτασvη σvε όλον τον L.
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Κεφάλαιο 5

Οι τύποι των

Riesz −Kantorovich

5.1 Εισvαγωγή

Ο τύπος των Riesz−Kantorovich προσvδιορίζει το supremum δύο τελεσvτών,

που ορίζονται μεταξύ δύο μερικά διατεταγμένων διανυσvματικών χώρων. Θα

μελετήσvουμε κάποιες σvυνθήκες οι οποίες είναι επαρκείς για την ισvχύ του, και

οι οποίες μας δίνουν τη δυνατότητα να πάρουμε επεκτάσvεις γνωσvτών αποτελε-

σvμάτων που αφορούν ιδιότητες των σvυνδέσvμων, αλλά και που απορρέουν από

την Ιδιότητα Διάσvπασvης για τους χώρους των διατακτικά φραγμένων τελεσvτών

μεταξύ των δύο διανυσvματικών χώρων. Εκτός από την μεγάλη χρησvιμότητα του

Θεωρήματος των Riesz −Kantorovich σvτην Ανάλυσvη, και πιο σvυγκεκριμένα

σvτη θεωρία των Μερικά Διατεταγμένων Γραμμικών χώρων, το Θεώρημα αυτό

έχει σvημαντικές εφαρμογές σvτην Μαθηματική Οικονομία, και ειδικότερα σvτη

Θεωρία Γενικής Ισvορροπίας.
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5.2 Το Θεώρημα των Riesz −Kantorovich

Πριν διατυπώσvουμε το Θεώρημα των Riesz − Kantorovich, θα αναφερθού-

με σvτην πολύ σvημαντική ιδιότητα των διατεταγμένων γραμμικών χώρων, την

Ιδιότητα Διάσvπασvης του Riesz (Riesz Decomposition Property).

Ορισμός. ΄Ενας διατεταγμένος γραμμικός χώρος έχει την Ιδιότητα Διάσvπασvης

του Riesz (R.D.P.) αν ισvχύει η εξής σvυνεπαγωγή:

Για x , u , v ∈ L+ και x ≤ u + v, υπάρχουν x1 , x2 ∈ L, τέτοια ώσvτε

0 ≤ x1 ≤ u, 0 ≤ x2 ≤ v, και x = x1 + x2.

Τώρα είμασvτε έτοιμοι να διατυπώσvουμε και να αποδείξουμε το Θεώρημα των

Riesz −Kantorovich.

Θεώρημα. Εάν ένας μερικά διατεταγμένος διανυσvματικός χώρος, εφοδιασvμέ-

νος με έναν οξύ κώνο που τον παράγει, έχει την Ιδιότητα Διάσvπασvης του Riesz
(R.D.P.), τότε για κάθε Dedekind πλήρη χώρο Riesz Μ, ο διατεταγμένος δια-

νυσvματικός χώρος Lb(L,M) είναι επίσvης ένας Dedekind πλήρης χώρος Riesz,
και επομένως σvε αυτήν την περίπτωσvη έχουμε ότι Lr(L,M) = Lb(L,M).

Επιπλέον, για κάθε S,Τ ∈ Lb(L,M) και για κάθε x ∈ L+ έχουμε ότι:

(1) [S ∨ T ] (x) = sup {S(y) +T (z) : y, z ∈ L+ και y + z = x}
(2) [S ∧ T ](x) = inf {S(y) + T (z) : y, z ∈ L+ και y + z = x}
(3) | S | (x) = sup {S(y) : −x ≤ y ≤ x }
Επιπλέον, ισvχύει Ta ↑ T σvτον Lb(L,M) αν και μόνο αν Ta(x) ↑ T (x) σvτον

Μ, για κάθε x ∈ L+.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι ο Μ είναι ένας Dedekind πλήρης χώρος Riesz.

Επειδή ο L+ παράγει τον χώρο L, το σvύνολο L+(L,M), των θετικών τε-

λεσvτών από τον L σvτον Μ, είναι ένας οξύς κώνος

(δηλαδή, L+(L,M) ∩ (−L+(L,M) ) = {0} ).

Θα το αποδείξουμε. Πράγματι, έσvτω T ∈ L+(L,M) ∩ (−L+(L,M) ),
δηλαδή έσvτω ±T ∈ L+(L,M).

Τότε, επειδή T ∈ L+(L,M) έχουμε ότι T (x ) ∈ M+ , ∀x ∈ L+ .

Επίσvης, επειδή −T ∈ L+(L,M), έχουμε ότι −T (x ) ∈ M+ , ∀x ∈ L+.

΄Εσvτω ένα x ∈ L+ σvταθερό. Τότε, T (x ) ∈ M+ και −T (x ) ∈ M+ (*).

Γνωρίζουμε ότι κάθε vector lattice έχει οξύ κώνο, για να ορίζονται τα x ∨ y
και x ∧ y σvτον χώρο κατά μοναδικό τρόπο. Επειδή ο Μ είναι χώρος Riesz
(vector lattice) , έπεται ότι ο κώνος M+ είναι οξύς.
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Επομένως, από τις σvχέσvεις (*) έπεται ότι T (x ) = 0 για το τυχαίο x ∈ L+.

Επομένως, δείξαμε ότι ο Τ περιορισvμένος σvτον κώνο L+ είναι ο μηδενικός

τελεσvτής.

΄Εσvτω τώρα x ∈ L. Τότε, επειδή ο L+ παράγει τον L, έχουμε ότι x =
x1 − x2, με x1 , x2 ∈ L+.

΄Αρα, T (x ) = T (x1 − x2) = T (x1 ) − T (x2 ) = 0 − 0 ⇒ T (x ) = 0
για το τυχαίο x ∈ L. Επομένως, T = 0.

Δηλαδή, δείξαμε ότι L+(L,M) ∩ (−L+(L,M) ) = {0}.
Επομένως ο χώρος Lb(L,M), των διατακτικά φραγμένων γραμμικών τελε-

σvτών από τον L σvτον Μ, είναι ένας μερικά διατεταγμένος διανυσvματικός χώρος.

Γνωρίζουμε ότι ισvχύουν οι σvχέσvεις:

S∨T = (S − T )++T , S∧T = − [ (−S )∨ (−T ) ] , | S |= S ∨ (−S )

Επομένως, αρκεί να αποδείξουμε την ισvχύ του πρώτου τύπου

[(1) [S∨T ] (x) = sup {S(y) +T (z) : y, z ∈ L+ και y+z = x} ], όταν Τ=0.

Δηλαδή, αρκεί να δείξουμε ότι ισvχύει [S ∨ 0](x) := S+(x) = sup {S(y) : 0 ≤ y ≤ x },
∀S ∈ Lb(L,M) και ∀x ∈ L+.

΄Εσvτω S ∈ Lb(L,M). (Φιξάρω έναν τελεσvτή του χώρου Lb(L,M) )

Ορίζω την απεικόνισvη R : L+ → M+, ∀x ∈ L+ ως εξής :

R(x) = sup {S ( y ) : 0 ≤ y ≤ x } = sup S [ ( 0 , x ) ]

Η απεικόνισvη R μπορεί να ορισvθεί, επειδή υπάρχει το supremum του σvυ-

νόλου {S ( y ) : 0 ≤ y ≤ x } αφού ο χώρος Μ είναι Dedekind πλήρης.

Επειδή, ο S ∈ Lb(L,M) έχουμε ότι ο S ‘μεταφέρει’ διατακτικά φραγμένα

διασvτήματα του L σvε διατακτικά φραγμένα διασvτήματα του Μ.

Επομένως, R(x) ∈M+ , ∀x ∈ L+.

Θα αποδείξουμε ότι η απεικόνισvη R που ορίσvαμε είναι προσvθετική.

Καταρχάς, θα αποδείξουμε ότι για κάθε x , y ∈ Lισvχύει ότι [ 0 , x ] + [ 0 , y ] =
[ 0 , x + y ].

΄Εσvτω w ∈ [ 0 , x ] + [ 0 , y ] . Τότε, υπάρχουν w1 , w2 με w = w1 + w2,

και w1 ∈ [ 0 , x ], w2 ∈ [ 0 , y ], δηλαδή 0 ≤ w1 ≤ x και 0 ≤ w2 ≤ y, και
άρα έπεται ότι

0 ≤ w ≤ x + y, δηλαδή w ∈ [ 0 , x + y ]. ΄Αρα, δείξαμε ότι [ 0 , x ] +
[ 0 , y ] ⊆ [ 0 , x + y ] . (*)
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΄Εσvτω w ∈ [ 0 , x + y ], δηλαδή 0 ≤ w ≤ x + y. Τότε, επειδή ο L έχει

την Ιδιότητα Διάσvπασvης του Riesz, έπεται ότι w = w1 + w2,

με 0 ≤ w1 ≤ x και 0 ≤ w2 ≤ y και άρα w = w1 +w2 ∈ [ 0 , x ] + [ 0 , y ].

Επομένως δείξαμε ότι [ 0 , x + y ] ⊆ [ 0 , x ] + [ 0 , y ]. (**)

Από τις σvχέσvεις (*),(**), έπεται το ζητούμενο, ότι δηλαδή [ 0 , x ] + [ 0 , y ] =
[ 0 , x + y ].

Επειδή ο S είναι γραμμικός τελεσvτής, έχουμε ότι

S ( [ 0 , x ] ) + S ( [ 0 , y ] ) = S ( [ 0 , x + y ] )

⇐⇒ {S ( t ) | 0 ≤ t ≤ x }+ {S (w ) | 0 ≤ w ≤ y } = {S (ω ) | 0 ≤ ω ≤ x + y }

΄Αρα, θεωρώντας γνωσvτό το ότι sup (A + B ) = sup (A ) + sup (B ),

sup {S ( t ) | 0 ≤ t ≤ x } + sup {S (w ) | 0 ≤ w ≤ y } =

= sup {S (ω ) | 0 ≤ ω ≤ x + y } (1)

΄Ομως, από τον ορισvμό της R, η σvχέσvη (1) δίνει ότι R (x ) + R ( y ) =
R (x + y ).

Επομένως, αποδείξαμε ότι η απεικόνισvη R ( όπου R : L+ → M+) είναι

προσvθετική.

Επίσvης, ηR είναι θετικά ομογενής (δηλαδή, R ( λx ) = λR (x ) ∀ λ∈R+ και x ∈ L+).

Θα το αποδείξουμε.

Πράγματι, για κάθε x ∈ L+, έχουμε ότι λ [ 0 , x ] = [ 0 , λx ] ,

άραR ( λx ) = sup S ( [ 0 , x ] ) = sup S ( λ [ 0 , x ]) = λ sup S ( [ 0 , x ]) = λR (x ) .

Επομένως, η R επεκτείνεται σvτον L ως εξής:

Για x ∈ L , R (x ) = R (x1 − x2 ), όπου x = x1 − x2 με x1 , x2 ∈ L+.

Τονίζουμε ότι η R είναι καλά ορισvμένη.

Πράγματι, έσvτω x ∈ L. Τότε, επειδή L = L+ − L+ το x γράφεται ως

διαφορά σvτοιχείων του L+ αλλά όχι κατά μοναδικό τρόπο.

΄Εσvτω λοιπόν, x = x1 − x2 και x = x
′
1 − x

′
2.
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Επομένως, x1 + x
′
2 = x

′
1 + x2 (*). Θα δείξουμε ότι οι εικόνες είναι

ίδιες, ότι δηλαδή R (x1 − x2 ) = R (x
′
1 − x

′
2 ) ⇐⇒ R (x1 ) − R(x2 ) =

R (x
′
1 ) −R(x

′
2 ) ⇐⇒ R (x1 ) + R (x

′
2 ) = R (x

′
1 ) + R (x2 ) ,

⇐⇒ R (x1 + x
′
2 ) = R (x

′
1 + x2 )

που ισvχύει λόγω της (*).

Επίσvης, η R είναι και γραμμική.

Για κάθε x ∈ L+, έχουμε ότι R (x ) ≥ S (x ) και R (x ) ≥ S ( 0 ) = 0 .

΄Αρα, R ≥ S και R ≥ 0, και άρα, το R είναι άνω φράγμα του δισvυνόλου

{S, 0}.
Θα αποδείξουμε ότι η R είναι το ελάχισvτο άνω φράγμα του {S, 0}.
Αρκεί να αποδείξουμε ότι οποιοδήποτε άλλο άνω φράγμα του {S, 0} θα είναι

μεγαλύτερο ή ίσvο από την R.

Υποθέτουμε ότι Φ ∈ Lb(L,M), ώσvτε Φ≥S και Φ≥0.
Τότε, για κάθε 0≤y ≤x έχουμε ότι S ( y ) ≤Φ ( y ) ≤ Φ (x )

΄Αρα, Φ (x ) ≥ S (y ) , ∀ 0 ≤ y ≤ x. Επομένως, από ορισvμό του R (x )
έχουμε ότι Φ (x ) ≥ R (x ), ∀x ∈L+.

Δηλαδή, αποδείξαμε ότι η R είναι το ελάχισvτο άνω φράγμα του {S, 0}.
Επομένως, R = S ∨ 0 σvτον Lb(L,M).

Επομένως αποδείξαμε ότι ο Lb(L,M) είναι χώρος Riesz.

Θα αποδείξουμε ότι ο Lb(L,M) είναι Dedekind πλήρης. Αρκεί να δείξουμε

ότι για κάθε αύξον, άνω φραγμένο δίκτυο του Lb(L,M) υπάρχει το supremum
του.

΄Εσvτω (Ta)a∈A ⊆ Lb(L,M) αύξον δίκτυο, και άνω φραγμένο, δηλαδή Ta ≤
T , ∀ a για κάποιο T ∈ Lb(L,M). Θα δείξουμε ότι υπάρχει το supremum της

(Ta)a∈A.

Επειδή, Ta ≤ T έπεται ότι Ta (x ) ≤ T (x ) , ∀x ∈ L+.

Ορίζουμε την απεικόνισvη S : L+ → M+, ως εξής: S (x ) = supa∈A Ta (x ).

Επειδή το σvύνολο {Ta (x ) , a ∈ A} είναι άνω φραγμένο υποσvύνολο του Μ

(αφού, Ta (x ) ≤ T (x ) , ∀x ∈ L+), και επειδή ο Μ είναι Dedekind πλήρης

χώρος, έπεται ότι υπάρχει το supremum του, και επειδή ο κώνος M+ είναι

οξύς, έπεται ότι είναι μοναδικό.

Θα αποδείξουμε ότι η S είναι προσvθετική.
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΄Εσvτω x , y ∈ L+. Τότε,

{Ta (x ) | a ∈ A } + {Tb ( y ) | b ∈ A } ⊇ {Ta (x + y ) | a ∈ A }

και επειδή εξ΄ ορισvμού

S (x ) = supa∈A Ta (x ) , S ( y ) = supb∈A Tb ( y ) , S (x+y ) = supa∈A Ta (x+y ) ,

έχουμε ότι:

supa∈A {Ta (x + y ) } ≤ supa∈A {Ta (x ) } + supb∈A {Tb ( y ) }

⇒ S (x + y ) ≤ S (x) + S ( y ) (∗)

Εν σvυνεχεία, θα αποδείξουμε ότι S (x ) + S ( y ) ≤ S (x + y ).

Αν θεωρήσvω δύο σvτοιχεία των σvυνόλων {Ta (x ) } και {Tb ( y ) }, έσvτω

Ta (x ) και Tb ( y ), τότε, επειδή το δίκτυο είναι άνω κατευθυνόμενο, θα υπάρχει

ένα σvτοιχείο Tc του δικτύου, τέτοιο ώσvτε Ta , Tb ≤ Tc.

΄Επομένως, έχουμε ότι Ta (x ) + Tb ( y ) ≤ Tc (x ) + Tc ( y ).

΄Ομως, το Tc (x ) + Tc ( y ) ∈ {Ta (x + y ) | a ∈ A } και άρα

Tc (x ) + Tc ( y ) ≤ S (x + y ).

Επομένως, δείξαμε ότι Ta (x ) + Tb ( y ) ≤ S (x + y ) , ∀Ta (x ) ∈
{Ta (x ) } , ∀Tb ( y ) ∈ {Tb ( y ) }.

΄Αρα,

supa∈A {Ta (x ) } + supb∈A {Tb ( y ) } ≤ S (x + y ) ⇒

S (x ) + S ( y ) ≤ S (x + y ) (∗∗)

Από (*) και (**), έπεται ότι η S είναι προσvθετική.

Επειδή ο Μ είναι Αρχιμήδειος (επειδή, όπως γνωρίζουμε κάθε Dedekind
πλήρης χώρος Riesz είναι Αρχιμήδειος) , και η S είναι προσvθετική, έπεται ότι

έχει μία μοναδική θετική γραμμική επέκτασvη σvε όλον τον L. Επομένως, υπάρχει

το supremum για την (Ta)a∈A , δηλαδή ο Lb(L,M) είναι Dedekind πλήρης .

Επομένως, αποδείξαμε ότι ο Lb(L,M) είναι ένας Dedekind πλήρης χώρος

Riesz.
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Εν σvυνεχεία, θα αποδείξουμε ότι ένας θετικός τελεσvτής, του οποίου το

πεδίο ορισvμού είναι ένας Riesz υπόχωρος, επεκτείνεται σvε έναν θετικό τελεσvτή

με πεδίο ορισvμού όλον τον χώρο Riesz, αν και μόνο αν, κυριαρχείται από μία

μονότονη υπογραμμική απεικόνισvη.

Το γεγονός ότι οι θετικοί τελεσvτές επεκτείνονται σvε όλον το χώρο Riesz
(αν βέβαια πληρούνται οι προϋποθέσvεις) μας δείχνει μία περίπτωσvη όπου μπορεί

να φανεί η χρησvιμότητα του Θεωρήματος των Riesz −Kantorovich.

Θεώρημα. ΄Εσvτω L και Μ χώροι Riesz, με τον Μ να είναι Dedekind πλήρης.

Αν G είναι ένας Riesz υπόχωρος του L, και Τ : G → Μ είναι ένας θετικός

τελεσvτής, τότε οι επόμενες προτάσvεις είναι ισvοδύναμες:

(1) Ο Τ επεκτείνεται σvε θετικό τελεσvτή από τον L σvτον Μ.

(2) Ο Τ επεκτείνεται σvε διατακτικά φραγμένο (order bounded) τελεσvτή από

τον L σvτον Μ.

(3) Υπάρχει μονότονη, υπογραμμική απεικόνισvη p: L → Μ, που ικανοποιεί

το γεγονός ότι T (x ) ≤ p (x ) ,∀x ∈ G. (δηλαδή, ο Τ κυριαρχείται από την p
σvτον Riesz υπόχωρο G).

Απόδειξη. (1) ⇒ (2)

Γνωρίζουμε ότι ο Τ επεκτείνεται σvε έναν θετικό τελεσvτή από τον L σvτον

Μ. ΄Ομως, ένας θετικός τελεσvτής είναι διατακτικά φραγμένος (order bounded).
Επομένως, ο Τ επεκτείνεται σvε έναν διατακτικά φραγμένο (order bounded)
τελεσvτή από τον L σvτον Μ.

(2) ⇒ (3)

Γνωρίζουμε ότι ο Τ επεκτείνεται σvε έναν διατακτικά φραγμένο (order bounded)
τελεσvτή από τον L σvτον Μ. ΄Εσvτω, λοιπόν, η εν λόγω επέκτασvη, S ∈ Lb(L,M),
που ικανοποιεί το γεγονός ότι S (x ) = T (x ) , ∀x ∈ G. Τότε, η απεικόνισvη

p : L → M , που ορίζεται ως εξής: p (x ) := | S | (x+ ) είναι μονότονη,

υπογραμμική και ικανοποιεί το ότι:

T (x ) ≤ T (x+ ) ≤ | S | (x+ ) = p (x ) ,∀x ∈ G (δηλαδή, η Τ κυριαρχεί-

ται από την p σvτον υπόχωρο G).

Επομένως, αποδείξαμε ότι υπάρχει μία μονότονη, υπογραμμική απεικόνισvη

p : L→ Μ (που είναι η p (x ) = | S | (x+ ) , x ∈ L), που ικανοποιεί το ότι

T ( x ) ≤ p ( x ) , ∀ ∈ G.

(3) ⇒ (1)

Γνωρίζουμε ότι υπάρχει μία μονότονη, υπογραμμική απεικόνισvη p : L →
M , η οποία ικανοποιεί το γεγονός ότι T (x ) ≤ p (x ) , ∀ ∈ G (δηλαδή, η Τ κυ-
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ριαρχείται από την p σvτον υπόχωρο G). Τότε, ο τύπος q (x ) := p (x+ ) , x ∈
L ορίζει μία υπογραμμική απεικόνισvη από τον L σvτον Μ (αφού ορίζεται με τη

βοήθεια της υπογραμμικής απεικόνισvης p).
Θα δείξουμε ότι ο τελεσvτής Τ κυριαρχείται από την υπογραμμική απεικόνισvη

q σvτον G.

Πράγματι, έσvτω ένα x ∈ G. Τότε, T (x ) ≤ T (x+ ) ≤ p (x+ ) = q (x ).
Επομένως, από το Θεώρημα Επέκτασvης Hahn−Banach, υπάρχει μία γραμ-

μική επέκτασvη R : L → M (δηλαδή, R ∈ L (L,M)) του τελεσvτή Τ,

η οποία κυριαρχείται από το υπογραμμικό q σvε όλον το χώρο L
(δηλαδή, R (x ) ≤ q (x ) , ∀x ∈ L)
Θα δείξουμε ότι η επέκτασvηR του Τ είναι θετική (δηλαδή, ∀x ∈ L+ , R (x ) ≥

0)
Πράγματι, έσvτω ένα x ∈ L+. Τότε,

−R (x ) = R (−x ) ≤ q (−x ) = p ( (−x )+ ) = p ( 0 ) = 0 ⇒ R (x ) ≥ 0

Επομένως, δείξαμε ότι η R είναι μία θετική, γραμμική επέκτασvη του Τ σvε

όλον τον L.

Στην ειδική περίπτωσvη που ο Dedekind πλήρης χώρος Riesz Μ είναι η

ευθεία των πραγματικών αριθμών R (δηλαδή, Μ=R), το Θεώρημα των Riesz−
Kantorovich ειδικεύεται σvτην ακόλουθη σvημαντική περίπτωσvη που χρησvιμο-

ποιείται ευρέως σvτις εφαρμογές:

Θεώρημα. Εάν ένας διατεταγμένος διανυσvματικός χώρος L με έναν κώνο

που τον παράγει έχει την Ιδιότητα Διάσvπασvης του Riesz (R.D.P.), τότε ο

διατακτικός δυϊκός του (order dual) L∼ είναι ένας Dedekind πλήρης χώρος

Riesz και σvυμπίπτει με τον regular dual του Lr
, δηλαδή L∼ = Lr

.

Επιπλέον, για κάθε f , g ∈ L∼ και για κάθε x ∈ L+ , έχουμε ότι:

(1) [f ∨ g] (x ) = sup { f ( y ) + g ( z ) : y , z ∈ L+ και y + z = x}
(2) [f ∧ g] (x ) = inf { f ( y ) + g ( z ) : y , z ∈ L+ και y + z = x}
(3) | f | (x ) = sup { f ( y ) : −x ≤ y ≤ x }

Οι τύποι σvτο Θεώρημα των Riesz − Kantorovich που περιγράφουν τις

πράξεις μεταξύ των σvυνδέσvμων σvτον χώρο Lb(L,M) (δηλαδή, υπολογίζουν

το supremum, το infimum και την απόλυτη τιμή για σvτοιχεία του χώρου
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Lb(L,M), δηλαδή για διατακτικά φραγμένους τελεσvτές από τον L σvτον Μ)

είναι γνωσvτοί ως ‘οι τύποι των Riesz −Kantorovich’ .

Ειδικότερα, ο τύπος: [S∨T ] (x) = sup {S(y) +T (z) : y, z ∈ L+ και y+z =
x}

σvυχνά αναφέρεται ως ‘ο τύπος των Riesz−Kantorovich’ και διαδραμματίζει
σvημαντικό ρόλο σvτη θεωρία.

Η γενική του δατύπωσvη είναι η εξής:

Αν S1 , S2 , ... , Sm ∈ Lb(L,M), τότε το supremum τους για κάθε x ∈
L+, δίνεται από τον τύπο των Riesz −Kantorovich :

[
m∨
i=1

(Si ) ] (x ) = sup {
m∑
i=1

Si (xi ) : xi ∈ L+ για κάθε i και

m∑
i=1

(xi )=x}

Εν σvυνεχεία, θα μελετήσvουμε τις πράξεις μεταξύ σvυνδέσvμων του χώρου

Lb(L,M), για την περίπτωσvη όπου έχουμε κατευθυνόμενα σvύνολα (directed
sets). Την περιγραφή των πράξεων δίνει το παρακάτω Θεώρημα, το οποίο και

αποδεικνύουμε.

Θεώρημα. Υποθέτουμε ότι ο L είναι ένας μερικά διατεταγμένος διανυσvματι-

κός χώρος με έναν οξύ κώνο που τον παράγει και την Ιδιότητα Διάσvπασvης του

Riesz (R.D.P.), και έσvτω Μ ένας Dedekind πλήρης χώρος Riesz. Τότε, για

κάθε S , T ∈ Lb(L,M) και για κάθε x ∈ L+ έχουμε ότι:

(1)

{
n∑

i=1

S (xi ) ∨ T (xi ) : xi ∈ L+ και

n∑
i=1

xi = x

}
↑ [S ∨ T ] (x )

(2)

{
n∑

i=1

S (xi ) ∧ T (xi ) : xi ∈ L+ και

n∑
i=1

xi = x

}
↓ [S ∧ T ] (x )

(3)

{
n∑

i=1

| T (xi ) | : xi ∈ L+ και

n∑
i=1

xi = x

}
↑ | T | (x )
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Απόδειξη. (1)ΟνομάζουμεD := {
∑n

i=1 S (xi ) ∨ T (xi ) : xi ∈ L+ και
∑n

i=1 xi = x }.
Επειδή, xi ∈ L+ , ∀ i = 1 , ..., n, με

∑n
i=1 xi = x, και λαμβάνοντας υπόψιν

ότι S (xi ) , T (xi ) ≤ (S ∨ T ) (xi ), έχουμε ότι:

n∑
i=1

S (xi ) ∨ T (xi ) ≤
n∑

i=1

(S ∨ T ) (xi ) ∨ (S ∨ T ) (xi ) = [S ∨ T ] (x )

( Απόδειξη της τελευταίας ισvότητας:

Καταρχάς, (S ∨ T ) (xi ) ∨ (S ∨ T ) (xi ) = (S ∨ T ) (xi ) και επομένως,∑n
i=1 (S ∨ T ) (xi ) ∨ (S ∨ T ) (xi ) =

∑n
i=1(S ∨ T ) (xi ) =

(S ∨ T ) (x1 ) + (S ∨ T ) (x2 ) + ... + (S ∨ T ) (xn ) =
(S ∨ T ) (x1 + x2 + ... + xn ) = (S ∨ T ) (x ) )

Δηλαδή, αποδειξαμε ότι
∑n

i=1 S (xi ) ∨ T (xi ) ≤ (S ∨ T ) (x ) για κάθε

n− άδα σvτοιχείων xi με
∑n

i=1 xi = x. Επομένως, D ≤ (S ∨ T ) (x ), δηλαδή
το (S ∨ T ) (x ) είναι άνω φράγμα για το D.

Θα δείξουμε ότι το (S ∨T ) (x ) είναι το ελάχισvτο άνω φράγμα (supremum)του

D.

Πράγματι, έσvτω u άνω φράγμα του D, δηλαδή D ≤ u.
Τότε, για κάθε y , z ∈ L+ με y + z = x, έχουμε ότι:

S ( y ) + T ( z ) ≤ S ( y ) ∨ T ( z ) + S ( z ) + T (z ) ≤ u
Εφόσvον δειξαμε ότι S ( y ) ∨ T ( z ) + S ( z ) + T (z ) ≤ u με y , z ∈ L+

και y + z = x , έχουμε ότι:

sup {S( y ) + T ( z ) : y , z ∈ L+ ,και y + z = x} := S ∨ T (x ) ≤ u
Δηλαδή, καταλήξαμε σvτο ότι S ∨ T (x ) ≤ u, όπου τυχαίο άνω φράγμα

του D. Επομένως, supD = S ∨ T (x ) και ο Ισvχυρισvμός αποδείχτηκε.

Για να ολοκληρωθεί η απόδειξη του Θεωρήματος, αρκεί να δείξουμε ότι το

D είναι άνω κατευθυνόμενο (directed upward).
΄Εσvτω (xi)

n
i=1 , (yi)

m
j=1 ⊆ L+ , τέτοια ώσvτε

∑n
i=1 xi =

∑m
j=1 yj = x. Από

γνωσvτό Θεώρημα, υπάρχει μία πεπερασvμένη σvυλλογή {zij : i = 1 , ... , n ; j = 1 , ... , m}
θετικών διανυσvμάτων, τέτοιων ώσvτε:

xi =
m∑
j=1

zij , για κάθε i = 1 , ... , nκαι

yj =
n∑

i=1

zij , για κάθε j = 1 , ... , m
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Επίσvης, να παρατηρήσvουμε ότι
∑n

i=1

∑m
j=i zij = x.

Λαμβάνοντας υπόψιν την ταυτότητα μεταξύ σvυνδέσvμων:

x ∨ y = 1
2

(x + y + | x − y | ), παρατηρούμε ότι:

n∑
i=1

S (xi ) ∨ T (xi )

=
1

2

n∑
i=1

[S (xi ) + T (xi ) + | S (xi ) − T (xi ) | ]

=
1

2

n∑
i=1

[
m∑
j=1

S ( zij ) +
m∑
j=1

T ( zij ) + |
m∑
j=1

{S ( zij ) − T ( zij ) } |

]

≤ 1

2

n∑
i=1

[
m∑
j=1

{S ( zij ) + T ( zij ) + | S ( zij ) − T ( zij ) |}

]

=
n∑

i=1

m∑
j=1

S ( zij ) ∨ T ( zij ).

Δηλαδή, αποδείξαμε ότι

n∑
i=1

S (xi ) ∨ T (xi ) ≤
n∑

i=1

m∑
j=1

S ( zij ) ∨ T ( zij ) (∗)

Με τελείως παρόμοιο τρόπο, αποδεικνύουμε επίσvης ότι:

n∑
i=1

S ( yi ) ∨ T ( yi ) ≤
n∑

i=1

m∑
j=1

S ( zij ) ∨ T ( zij ) (∗∗)

Επομένως, από τις σvχέσvεις (*) και (**), αποδείξαμε για τα δύο τυχαία σvτοι-

χεία
∑n

i=1 S (xi )∨ T (xi ) και
∑n

i=1 S ( yi )∨ T ( yi ) του χώρουD, ότι υπάρχει

ένα άνω φράγμα τους που ανήκει σvτο D, και είναι το
∑n

i=1

∑m
j=1 S ( zij ) ∨

T ( zij ) (Πράγματι, το
∑n

i=1

∑m
j=1 S ( zij ) ∨ T ( zij ) ανήκει σvτο D, αφού

zij ∈ L+ και
∑n

i=1

∑m
j=i zij = x ). ΄Αρα, αποδείξαμε ότι το σvύνολο D εί-

ναι άνω κατευθυνόμενο (directed upward).
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Επομένως, αποδείξαμε ότι supD = S ∨ T (x ) και ότι το D είναι άνω

κατευθυνόμενο (directed upward), και άρα αποδείχτηκε το ζητούμενο.

(2) Το γεγονός ότι {
∑n

i=1 S (xi ) ∧ T (xi ) : xi ∈ L+ και
∑n

i=1 xi = x } ↓
[S ∧ T ] (x ) έπεται από το (1), σvε σvυνδυασvμό με την ταυτότητα

T ∧ S = − [(−T ) ∨ (−S )].

(3) Το γεγονός ότι {
∑n

i=1 | T (xi ) | : xi ∈ L+ και
∑n

i=1 xi = x } ↑ |
T | (x ) έπεται από το (1) και την ταυτότητα | T |= T ∨ (−T )

Παρατήρηση. ΄Οσvον αφορά σvτην Ιδιότητα Διάσvπασvης του Riesz και τον τύπο

των Riesz −Kantorovich, υπάρχουν ακόμα αρκετά ανοικτά προβλήματα.

Κλείνοντας το κεφάλαιο, θα παραθέσvουμε μερικά από αυτά:

• Το αντίσvτροφο του Θεωρήματος-3 (Riesz −Kantorovich, όταν Μ=R)
είναι αληθές; Δηλαδή, για έναν μερικά διατεταγμένο διανυσvματικό χώρο

του οποίου ο οξύς κώνος παράγει τον χώρο (είναι generating) και του

οποίου ο διατακτικός δυϊκός (order dual) είναι χώρος Riesz, έχει την

Ιδιότητα Διάσvπασvης του Riesz;

• Ας υποθέσvουμε ότι ο L είναι ένας μερικά διατεταγμένος διανυσvματικός

χώρος με έναν οξύ κώνο που τον παράγει, και ότι δύο γραμμικες σvυναρ-

τήσvεις f , g ∈ L∼ έχουν supremum σvτον L∼. Τότε, το supremum των

f , g δίνεται από τον τύπο τωνRiesz−Kantorovich; Δηλαδή, το f ∨ g δί-

νεται από τον τύπο: [f ∨ g] (x ) = sup { f ( y ) + g (x − y ) : 0 ≤ y ≤ x },
για κάθε x ∈ L+;

Υπάρχουν αρκετά papers που ασvχολούνται με αυτά τα ανοικτά προβλήματα,

καθώς η Θεωρία των Διατεταγμένων χώρων, των γραμμικών σvυνδέσvμων, των

χώρων Riesz, και οι τύποι των Riesz − Kantorovich είναι το αντικείμενο

εκτεταμένης έρευνας.
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