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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

 
Η παρούσα ερευνητική εργασία πραγματεύεται μία παραλλαγή του δακτυλιοειδούς προβλήματος 

των Ν+1 σωμάτων (ring problem), η οποία έγκειται στο γεγονός ότι τα ν=Ν-1 όμοια περιφερειακά 

σώματα κείνται στις κορυφές ενός ιδεατού κανονικού ν-γώνου και δημιουργούν Νευτώνεια 

δυναμικά, ενώ το το Ν-οστό πρωτεύον σώμα με διαφορετική μάζα από εκείνη των περιφερειακών 

δημιουργεί ένα Μετα-Νευτώνειο δυναμικό τύπου Manev 2
2

A B
V(r) = -k Mm +

r r

 
 
 

, όπου Α=1 και 

Β=eα (όπου e καθαρός αριθμός και α η πλευρά του κανονικού πολυγωνικού σχηματισμού των 

περιφερειακών σωμάτων). Το δυναμικό σύστημα χαρακτηρίζεται από τρεις παραμέτρους: (i) το 

πλήθος ν των περιφερειακών σωμάτων, (ii) την παράμετρο β=m0/m του λόγου της μάζας του 

κεντρικού σώματος m0 προς τη μάζα m ενός περιφερειακού και (iii) τον συντελεστή e της 

"διαταραχής" του Μετα-Νευτώνειου πεδίου του κεντρικού σώματος. Σε αυτό το εξελιγμένο 

μοντέλο, μελετάται η δυναμική συμπεριφορά του μικρού σώματος, το οποίο κινείται στο πεδίο 

που δημιουργείται από όλα τα μεγάλα σώματα του σχηματισμού, χωρίς το ίδιο να επηρεάζει την 

κίνησή τους. Πιο συγκεκριμένα, ερευνούμε τις θέσεις ισορροπίας και την ευστάθειά τους, καθώς 

και την επίδραση των παραμέτρων ν, β και e σε διάφορα χαρακτηριστικά του δυναμικού 

προβλήματος, όπως στις καμπύλες και στις επιφάνειες μηδενικής ταχύτητας, στην ύπαρξη και 

εξέλιξη των εστιακών σημείων και καμπύλων, στις ελκτικές περιοχές των θέσεων ισορροπίας, 

στην κατανομή και παραμετρική εξέλιξη των απλών, διπλών και τριπλών περιοδικών τροχιών στο 

φασικό χώρο των αρχικών συνθηκών, αλλά και στην ευστάθεια και στις διακλαδώσεις τους με 

άλλες οικογένειες διαφορετικής πολλαπλότητας. Η διατριβή εμπλουτίζεται με 750 περίπου 

σχήματα και διαγράμματα, καθώς και με 76 πίνακες με ενδεικτικά αποτελέσματα. 
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FIELD 

Doctoral Thesis of  

Demetrios Gn. Fakis 

 

ABSTRACT 

 

The N-body problem is one of the most important issues in Celestial Mechanics. In the relevant 

literature there are many particular cases for systems with N>3. One of these cases is based upon a 

model where the N-1 of the bodies-members of the system are considered to have equal masses m 

and are located at the vertices of an imaginary regular polygon, while another body with different 

mass m0 is located at the center of mass of the system. In the resultant force field created by the N 

big bodies, there is a very small body which moves without affecting the motion of the primaries. 

The initial statement of the problem was based on the assumption that all big bodies create 

Newtonian force fields. Here we consider a version of the model where the central body creates a 

Manev-type potential 2
2

A B
V(r) = -k Mm +

r r

 
 
 

, where A=1 and B=eα with α being the side of the 

regular polygon of the primaries configuration. The problem is characterized by three parameters, 

namely the number ν of the peripheral primaries, the mass parameter β=m0/m and a coefficient e 

which measures the contribution of the non-Newtonian term of the potential. We investigate the 

equilibrium locations, their stability and the effect of the above parameters on these features as 

well as, the zero-velocity curves and surfaces and their parametric evolution, the existing focal 

points and focal curves, the basins of attraction of the equilibria, the simple, double and triple 

periodic orbits, their distribution in the phase space of the initial conditions, their parametric 

variation, as well as their stability and the bifurcations of their families. The Thesis is enriched 

with more than 750 figures, plots and diagrams as well as, with 76 tables containing some 

indicative results.  
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ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜΑ 

 

Η παρατήρηση του έναστρου ουρανού, η ∆ύση και η Ανατολή του Ηλιου, οι φάσεις 

της Σελήνης, οι εκλείψεις του Ηλίου και της Σελήνης, η εναλλαγή των εποχών, οι 

σύνοδοι των πλανητών, οι µετεωρίτες και τόσα άλλα φυσικά φαινόµενα που 

λαµβάνουν χώρα στην απεραντοσύνη του σύµπαντος, κέντρισαν το ενδιαφέρον του 

ανθρώπου σχεδόν από τις πρώτες στιγµές της ύπαρξής του και τον οδήγησαν αρχικά 

στο δρόµο της µεταφυσικής, µετέπειτα της φιλοσοφίας και αργότερα της 

επιστηµονικής αναζήτησης. Τα φαινόµενα του ουρανού, όπως και αυτά που 

συνέβαιναν στην ατµόσφαιρα ή στην επιφάνεια της Γης (εκρήξεις ηφαιστείων, 

σεισµοί, πληµµύρες, καταιγίδες, αστραπές, κεραυνοί, παλίρροιες), 

προσωποποιήθηκαν και συνδέθηκαν µε δεκάδες θεότητες, µικρές ή µεγάλες, 

σηµαντικές ή λιγότερο σηµαντικές, που έγιναν αντικείµενα λατρείας των λαών και 

των φυλών της Γης, που ζούσαν στα τέσσερα σηµεία του ορίζοντα. Αρχικά, οι 

δοξασίες, οι δεισιδαιµονίες, οι προλήψεις και οι προκαταλήψεις κυριαρχούσαν στον 

απλό λαό, και καλλιεργούνταν συστηµατικά και µε προφανή σκοπιµότητα από τα 

εκάστοτε ιερατεία. Από τους πανίσχυρους «µάγους» των αφρικανικών φυλών µέχρι 

τη µεσαιωνική Ιερά εξέταση, η αντιµετώπιση των λιγοστών φωνών, που τολµούσαν 

να αρθρώσουν κάποιες αλήθειες, ήταν ίδια. Πνίγονταν, έσβηναν, ή εξαφανίζονταν 

από τα ισχυρά κατεστηµένα που κυριαρχούσαν και επιβάλλονταν σε όλους τους 

λαούς, όλες τις εποχές. Οι σκόπιµες στρεβλώσεις της αλήθειας, εξυπηρετούσαν 

κάθε λογίς συµφέροντα. Και ο απλός λαός, εξαρτούσε όλες του τις καθηµερινές 

δραστηριότητες, από τους κακούς ή καλούς οιωνούς που ερµηνεύονταν από 

Πυθείες, µάντεις, ιεροφάντεις, προφήτες, µελλοντολόγους, µάγισσες και 

οραµατιστές. Η καλή ή η κακή σοδειά, η νίκη ή η ήττα σε µια µάχη, η γονιµότητα ή 

µη των γυναικών, η καλή ή η κακή τύχη, συνδέονταν συχνά µε ουράνια φαινόµενα 

αλλά και µε γήινες εκδηλώσεις της φύσης. Η πορεία από την άγνοια και τη 

µυθοπλασία, µέχρι την επιστηµονική αλήθεια δεν ήταν καθόλου εύκολη. Παρόλα 

αυτά, η Αστρονοµία, παρά το µεγάλο της αντίπαλο, την Αστρολογία, που 

εξακολουθεί ακόµη και στις µέρες µας να την αντιµάχεται και να προκαλεί στους 
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πολλούς σύγχιση, αποτέλεσε το αρχαιότερο, ίσως, συγκροτηµένο σύνολο γνώσεων 

και η εξέλιξή της υπήρξε απόλυτα συνυφασµένη µε την πορεία του ανθρώπου µέχρι 

σήµερα. H ονοµασία «Αστρονοµία» που καθιερώθηκε πρώτα από τους Eλληνες και 

σήµαινε «τους νόµους των άστρων» διατηρήθηκε µέχρι τις µέρες µας σαν ένας 

διεθνής επιστηµονικός όρος χωρίς να χάσει ούτε το ελάχιστο από το περιεχόµενό 

της και χωρίς να αλλάξει προσανατολισµό και σκοπό, που είναι ακριβώς η µελέτη 

και η ερµηνεία των αστρικών φαινοµένων όχι µόνο στο κοντινό περιβάλλον του 

ηλιακού µας συστήµατος αλλά και στον ευρύτερο χώρο έξω από αυτό. 

Τα υπάρχοντα ιστορικά στοιχεία δείχνουν, ότι ήδη από την τρίτη περίπου χιλιετία 

π.Χ. άρχισε να αναπτύσσεται η Αστρονοµία στην πιο αρχέγονη µορφή της. Η 

έλλειψη τρόπων και µεθόδων, έκανε τους ανθρώπους της εποχής εκείνης να 

πιστεύουν, ότι η Γη είναι επίπεδη και ότι αν κάποιος προχωρούσε µέχρι την άκρη 

του ορίζοντα, θα έπεφτε. Αξιοσηµείωτο είναι το γεγονός, ότι παρότι εµφανίζονται 

µεγάλες διαφορές ανάµεσα στις απόψεις που ανέπτυξαν οι πρώτοι πολιτισµοί 

σχετικά µε τη Γη και τη θέση της στο σύµπαν, η κυρίαρχη ιδέα ήταν, ότι ο πλανήτης 

µας ήταν ένα στερεό που επέπλεε πάνω στο νερό. 

 Οι Βαβυλώνιοι και οι Χαλδαίοι φαίνεται ότι ήταν οι πρώτοι που µελέτησαν 

συστηµατικά τον ουρανό. Παρόλο που και αυτοί συσχέτισαν µύθους και δοξασίες 

µε τα άστρα και τις κινήσεις τους, όµως άφησαν χρήσιµη βασική γνώση για τους 

µεταγενέστερους, καταγράφοντας τους αστρικούς σχηµατισµούς που παρατηρούσαν 

και περιγράφοντας διάφορα φαινόµενα που συνέβαιναν στον ουρανό. Η προφανής 

αδυναµία τους να δώσουν πειστικές ερµηνείες από τη µια, και η ανάγκη να 

προβλέπουν το µέλλον τους από την άλλη, τους έφεραν πιο κοντά στην Αστρολογία 

παρά στην Αστρονοµία. Κάτι ανάλογο συνέβη λίγο αργότερα µε τους Αιγυπτίους. 

Και βέβαια, όταν οι λαοί άρχισαν να έρχονται σε επαφή µεταξύ τους, είτε µε 

ειρηνικό τρόπο, είτε, συνηθέστερα, µε κατακτητικούς πολέµους για την επικράτηση 

ή την κυριαρχία, πολλά από τα στοιχεία που αποτελούσαν δοξασίες για ένα λαό, 

συνήθως µεταφέρονταν, επιβάλλονταν και τελικά ενσωµατώνονταν µε τις 

απαραίτητες προσαρµογές, στους γειτονικούς ή τους κατακτούµενους λαούς.  
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Μέσα από αυτό το συνονθύλευµα των αντιλήψεων, οι Έλληνες ανέσυραν τα πιο 

θετικά στοιχεία δίνοντας σηµαντική ώθηση στην εξέλιξη της Αστρονοµίας, κάτι που 

έκαναν άλλωστε και µε τις υπόλοιπες επιστήµες. Το σηµαντικότερο όµως είναι, ότι 

προσπάθησαν να βρουν εξηγήσεις κατ’ αρχήν φιλοσοφικές, και στη συνέχεια να 

διατυπώσουν ολοκληρωµένες θεωρίες περιγράφοντας µε µεθοδικότητα και συνέπεια 

την εξέλιξη του κόσµου από τη στιγµή της δηµιουργίας του. Αρχικά είχαν 

σχηµατίσει την αντίληψη µίας επίπεδης Γης που περιβάλλεται από µία 

περιστρεφόµενη σφαίρα. Αργότερα, λαµπροί φιλόσοφοι και στοχαστές, 

προχώρησαν την ανθρώπινη διανόηση αρκετά βήµατα µπροστά. Γύρω στο 500 π.Χ. 

ο Αναξίµανδρος, ισχυρίστηκε, ίσως για πρώτη φορά, ότι η Γη είναι στρογγυλή. 

Μέχρι το 300 π.Χ. ο Πλάτωνας και ο Αριστοτέλης είχαν υιοθετήσει και αναπτύξει 

την ιδέα της σφαιρικής Γης-γιατί πώς αλλιώς θα µπορούσαν να εξηγηθούν οι 

εκλείψεις του Ηλιου και της Σελήνης- που ήταν περικυκλωµένη από τα υπόλοιπα 

ουράνια σώµατα. Την ίδια όµως περίπου περίοδο, ένας άλλος σπουδαίος πρόγονός 

µας, συνέλαβε για πρώτη φορά την ιδέα του ηλιοκεντρικού συστήµατος. 

Εµπνευστής της ήταν ο σηµαντικότερος αστρονόµος των αρχαίων χρόνων, ο 

Αρίσταρχος ο Σάµιος, που έζησε από το 310 έως το 230 π.Χ. Σύµφωνα µε τον 

Αρίσταρχο, o Ήλιος αποτελεί το κέντρο του σύµπαντος και γύρω από αυτόν 

περιστρέφονται οι πλανήτες, ανάµεσά τους και η Γη. Η τελευταία, περιστρέφεται 

επίσης γύρω από τον άξονά της κάθε εικοσιτέσσερις ώρες. Η θεωρία του 

Αρίσταρχου, που πήγαινε κόντρα στα πιστεύω της εποχής, δεν είχε πολλούς 

υποστηρικτές. Ένας από τους λιγοστούς οπαδούς ήταν ο Σέλευκος, ένας 

Βαβυλώνιος αστρονόµος, που λέγεται ότι απέδειξε την ηλιοκεντρική δοµή του 

ηλιακού µας συστήµατος µε λογικούς συλλογισµούς το 2
ο
 αιώνα π.Χ. 

επιβεβαιώνοντας την θεωρία του Αρίσταρχου. ∆υστυχώς, η θεωρία του 

Αρίσταρχου, που σήµερα ξέρουµε ότι είναι σωστή, δυσαρέστησε τους φιλοσόφους 

όχι µόνο της εποχής του αλλά και τους µεταγενέστερους, δεν υιοθετήθηκε από τον 

αρχαίο κόσµο και σύντοµα ξεχάστηκε, για τον απλό λόγο ότι η Γη εµφανιζόταν να 

παίζει στο Σύµπαν ένα δευτερεύοντα ρόλο από εκείνον του Ήλιου.  
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Ένας άλλος µεγάλος Έλληνας αστρονόµος, γεωγράφος, χαρτογράφος και 

µαθηµατικός ήταν ο Ίππαρχος ο Ρόδιος, ή Ιππαρχος ο Νικαεύς (περ. 190πΧ- 120 

πΧ), που θεωρείται από πολλούς ο «πρίγκηπας της παρατήρησης», ο «πατέρας της 

Αστρονοµίας», ο «θεµελιωτής της τριγωνοµετρίας» κ.ο.κ. Ο Ίππαρχος ανάµεσα στα 

άλλα, υπολόγισε πως το ηλιακό ή τροπικό έτος έχει διάρκεια 365,242 ηµέρες 

(σήµερα τα σύγχρονα ατοµικά ρολόγια τον επιβεβαιώνουν υπολογίζοντάς το σε 

365,242199 ηµέρες!), ανακάλυψε τη µετάπτωση των ισηµεριών, υπολόγισε τη 

διάµετρο της Σελήνης και την κυµαινόµενη απόστασή της από τη Γη και επινόησε 

την κλίµακα των µεγεθών των αστέρων από τη µέτρηση της φωτεινότητάς τους, που 

χρησιµοποιείται ακόµα και σήµερα από όλους τους αστρονόµους του κόσµου. Η 

µεγαλύτερη όµως προσφορά του, είναι η δηµιουργία του πρώτου καταλόγου 

αστέρων, τουλάχιστον στο δυτικό κόσµο. Ο κατάλογος αυτός, που συνέταξε µε 

µεθοδικότητα, υποµονή και γνώση, περιελάµβανε τις θέσεις και τις κινήσεις στον 

ουρανό περισσότερων από 1000 αστέρων. Τέλος, αξίζει να αναφέρουµε, ότι 

ανακάλυψε τον αστρολάβο (όργανο µε τη βοήθεια του οποίου µέτρησε τις 

συντεταγµένες των αστέρων), τελειοποίησε τη διόπτρα (όργανο που του επέτρεψε 

να εκτιµήσει την φαινόµενη διάµετρο του Ηλίου και της Σελήνης, την απόσταση και 

το πραγµατικό µέγεθός τους), ενώ βελτίωσε  παλαιότερα όργανα όπως τον 

Γνώµωνα, το Ηλιοτρόπιο ή «Σκιάθηρον», το Ηλιωρολόγιο, το Καθετίον, την 

Κλεψύδρα, τους "Κρίκους", τη Στερεά σφαίρα και το Υδρολόγιο. Θεωρείται επίσης 

ο πρώτος που διαίρεσε τους κύκλους των παραπάνω αστρονοµικών οργάνων σε 360 

µοίρες και αυτός που πρώτος κατασκεύασε την Υδρόγειο σφαίρα. Η τεράστια 

σηµασία του πρωτοποριακού έργου του Ίππαρχου, αναγνωρίστηκε από την 

Ευρωπαϊκή ∆ιαστηµική Υπηρεσία, που έδωσε το όνοµά του σε ένα δορυφόρο, ο 

οποίος έχει ως αποστολή τη λεπτοµερή χαρτογράφηση του ουρανού. 

Το έργο του Ίππαρχου θα είχε ξεχαστεί από καιρό ή ακόµη, θα είχε εξαφανιστεί, αν 

δεν ήταν ο Πτολεµαίος (127µΧ-151µΧ), ο οποίος δηµοσίευσε µερικά από τα 

ευρήµατα του Ιππαρχου µαζί µε το δικό του έργο. Ο Κλαύδιος Πτολεµαίος, 

Έλληνας φυσικός, φιλόσοφος, αστρονόµος και αστρολόγος, γεννήθηκε στη 

Ρωµαϊκή Αίγυπτο και έζησε στην Αλεξάνδρεια. Έγραψε πολλά βιβλία σχετικά µε 
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την Αστρονοµία. Το πιο σηµαντικό 

από αυτά ήταν η «Μεγίστη» (ή 

«Μαθηµατική Σύνταξις) που σώθηκε 

στα αραβικά ως Αλµαγέστη (κάποιες 

σελίδες από χειρόγραφο εκείνης της 

περιόδου, παρουσιάζεται στη διπλανή 

εικόνα), και αποτέλεσε το 

σηµαντικότερο βιβλίο-εγχειρίδιο πάνω 

στην παρατηρησιακή και µαθηµατική 

Αστρονοµία για περίπου 1400 χρόνια. Ο Πτολεµαίος έκανε επιλογή των καλύτερων 

αστρονοµικών κανόνων που θέσπισαν οι Έλληνες προκάτοχοί του και ιδιαίτερα ο 

Ίππαρχος και φαίνεται ότι τους συνδύασε, είτε άµεσα, είτε έµµεσα, µε δεδοµένα και 

παραµέτρους που απέκτησε από τους Βαβυλώνιους. Υποστηρίζοντας το 

γεωκεντρικό σύστηµα, επινόησε ένα  ευφυέστατο σύστηµα θεωρώντας τη Γη 

σφαιρική και ακίνητη. Για να εξηγήσει την ανάδροµη κίνηση των πλανητών, 

εισήγαγε το γεωκεντρικό µοντέλο των έκκεντρων κύκλων και επικύκλων που είχε 

ήδη προταθεί από τον Απολλώνιο τον Περγαίο και τον Ίππαρχο. Σύµφωνα µε αυτό, 

κάθε πλανήτης διαγράφει κύκλο γύρω από ένα 

κέντρο, το οποίο µε τη σειρά του κινείται πάνω σε 

ένα κύκλο µεγαλύτερης ακτίνας γύρω από την Γη, 

όπως φαίνεται στο διπλανό σχήµα. Αξιοσηµείωτη 

είναι η αναφορά στην έννοια του "εξισωτικού 

σηµείου" ή "εξισωτή" (equant) που επινόησε ο 

Πτολεµαίος. Αν ένας παρατηρητής βρίσκεται 

πάνω στο εξισωτικό σηµείο, τότε αυτός θα βλέπει το σώµα που περιφέρεται γύρω 

του σε έναν επίκυκλο, να διανύει σε ίσους χρόνους ίσες γωνίες (κάτι που 

παραπέµπει στο νόµο των ίσων εµβαδών του Kepler). 

Η θεωρία του Κλαύδιου Πτολεµαίου ήταν βέβαια λανθασµένη, αλλά συνέπιπτε σε 

µεγάλο βαθµό, τόσο µε τις φιλοσοφικές απόψεις του Αριστοτέλη, όσο και µε 

εκείνες της χριστιανικής θρησκείας. Αυτό είχε ως αποτέλεσµα, η µεν θεωρία του 
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Πτολεµαίου να ενισχύσει τη χριστιανική πίστη, η δε εκκλησία (ιδιαίτερα η 

ρωµαιοκαθολική) µε τη σειρά της να ενισχύσει και να υποστηρίξει τη θεωρία του 

Πτολεµαίου. Η αµοιβαία αυτή στήριξη είχε σαν αποτέλεσµα την αδιαµφισβήτητη 

και πλήρη αποδοχή και καθιέρωση του Πτολεµαϊκού συστήµατος. Χαρακτηριστικό 

των χρόνων που ακολούθησαν ήταν ότι όποιος χριστιανός τολµούσε να διαφωνήσει, 

χαρακτηριζόταν ως αιρετικός και συνήθως ετιµωρείτο αυστηρά, ακόµα και µε 

θάνατο.  

Μετά από αιώνες σιωπής και αποδοχής της γεωκεντρικής θεωρίας, ο Πολωνός 

Νικόλαος Κοπέρνικος (1473-1543), στην προσπάθειά του να βελτιώσει το σύστηµα 

του Πτολεµαίου το οποίο παρουσίαζε κάποιες ατέλειες και ύστερα από πολλές 

παρατηρήσεις και υπολογισµούς, διατύπωσε την ηλιοκεντρική θεωρία. Για την 

ακρίβεια, ο Κοπέρνικος επανέφερε και επαναδιατύπωσε τη θεωρία του Αρίσταρχου. 

Έτσι, ο Ήλιος ξαναβρέθηκε στο κέντρο του σύµπαντος µε τους πλανήτες να 

περιφέρονται γύρω από αυτόν. Όµως, από το φόβο να µην κατηγορηθεί και 

προπαντός να µην τιµωρηθεί από την εκκλησία, οι απόψεις του αυτές είδαν το φως 

της δηµοσιότητας µε ψευδώνυµο, ακριβώς τη χρονιά που πέθανε. Αν και ο 

Κοπέρνικος γλύτωσε τη µήνιν της Εκκλησίας, δυστυχώς κάποιοι από τους 

υποστηρικτές του δεν είχαν την ίδια τύχη. Ένας από αυτούς, ο Ιταλός φιλόσοφος 

Giordano Bruno, κάηκε στην πυρά επειδή είχε υιοθετήσει τις απόψεις του 

Κοπέρνικου. 

Μερικά χρόνια αργότερα, και συγκεκριµένα το 1546, γεννήθηκε ο ∆ανός 

αστρονόµος Tycho Brahe. Ο Brahe υπήρξε ένας λαµπρός παρατηρητής και 

συγκέντρωσε ένα τεράστιο όγκο δεδοµένων σχετικά µε τις κινήσεις των πλανητών. 

∆υστυχώς για εκείνον όµως, ήταν οπαδός της γεωκεντρικής θεωρίας και ποτέ δεν 

εξέτασε το έργο του από µία άλλη οπτική γωνία. Μετά το θάνατό του, το 1601, ο 

νεαρός βοηθός του, Johannes Kepler, ανέλαβε να συνεχίσει το έργο του. Ξεκίνησε 

να κάνει ανάλυση των δεδοµένων και διαπίστωσε ότι ο µόνος τρόπος για να 

ταιριάξουν, ήταν να υιοθετήσει την ηλιοκεντρική θεωρία. Αυτό είχε σαν 

αποτέλεσµα να διατυπώσει τρεις νόµους για τις κινήσεις των πλανητών που 

επρόκειτο να φέρουν επανάσταση στην σύγχρονη Αστρονοµία. Το µοντέλο του 
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Kepler βελτίωσε κατά πολύ την ακρίβεια των προβλέψεων για τις κινήσεις των 

πλανητών, αρκετά χρόνια πριν ο Ισαάκ Νεύτωνας αναπτύξει τη θεωρία της 

βαρύτητας και διατυπώσει τους νόµους της κίνησης. 

Η διαµάχη ανάµεσα στην επιστηµονική σκέψη και το θρησκευτικό δογµατισµό του 

«πίστευε και µη ερεύνα» συνεχίστηκε µε τον Ιταλό επιστήµονα Γαλιλαίο (1564-

1642), ο οποίος, χρησιµοποιώντας για πρώτη φορά το τηλεσκόπιο, έκανε πολλές 

ανακαλύψεις, ερχόµενος συχνά σε αντιπαράθεση µε την εκκλησία. Ο Γαλιλαίος 

παρατήρησε τη Σελήνη, την Αφροδίτη, τον Ήλιο και το ∆ία και ανακάλυψε 

τέσσερις δορυφόρους γύρω από το ∆ία, οι οποίοι είναι σήµερα γνωστοί ως οι 

δορυφόροι του Γαλιλαίου. Οι παρατηρήσεις των φάσεων της Αφροδίτης από το 

Γαλιλαίο είναι µια τρανταχτή απόδειξη της ηλιοκεντρικής θεωρίας. Στην παρακάτω 

εικόνα δίνεται µία φανταστική και µία πραγµατική θεώρηση των φάσεων της 

Αφροδίτης, όταν παρατηρείται από ένα γεωκεντρικό και από ένα ηλιοκεντρικό 

σύστηµα αντίστοιχα. 

Στο γεωκεντρικό σύστηµα η Αφροδίτη δεν περνά ποτέ πίσω από τον Ήλιο και 

συνεπώς δε µπορεί να φωτίζεται πλήρως, όπως συµβαίνει στη θέση 7 του 

ηλιοκεντρικού συστήµατος. Ο Γαλιλαίος έσπευσε να δηµοσιεύσει τα συµπεράσµατά 

του πριν τον προλάβουν άλλοι, στέλνοντας ένα αντίγραφο στις 13 Μαρτίου 1610 

στην αυλή της Φλωρεντίας. Μέχρι τις 19 Μαρτίου, 550 αντίγραφα είχαν τυπωθεί 

και πουληθεί. Κάτω, όµως από την απειλή να τον κάψουν ζωντανό, ο Γαλιλαίος 

αναγκάστηκε να ανακαλέσει τη θεωρία του και να περάσει το υπόλοιπο της ζωής 
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του σε κατ' οίκον περιορισµό, µέχρι το θάνατό του, το 1642. Οι επιστηµονικά 

τεκµηριωµένες  παρατηρήσεις του, διαδόθηκαν σε όλο το κόσµο και η δυναµική 

που δηµιουργήθηκε, ανάγκασε ακόµα και το εκκλησιαστικό κατεστηµένο να 

καταλάβει ότι ούτε οι αφορισµοί, ούτε το κάψιµο των βιβλίων, ούτε οι απειλές, ούτε 

οι εκτελέσεις µπορούσαν να σταµατήσουν την εξάπλωση των νέων γνώσεων. Γιατί 

απλά ο Γαλιλαίος βασιζόταν στην πραγµατικότητα.  

Tην ίδια χρονιά που πέθανε ο Γαλιλαίος, γεννήθηκε ίσως ο µεγαλύτερος 

επιστήµονας όλων των εποχών, o Isaac Newton (1642-1727). Mε το µεγαλειώδες 

έργο του “Principia Mathematica”(1687)  θεµελίωσε 

τον Παγκόσµιο Νόµο της Βαρύτητας, και έδωσε 

τεκµηριωµένες απαντήσεις σε αστρονοµικά 

προβλήµατα της εποχής του, ενώ επινόησε τον 

απειροστικό λογισµό, που έµελε να αλλάξει  τη 

µαθηµατική λογική και προσέγγιση πολλών θεµάτων 

επιστηµονικού ενδιαφέροντος. Ο Νεύτωνας ενοποίησε 

τη γήινη µηχανική του Γαλιλαίου µε την ουράνια 

µηχανική, που είχε προκύψει εµπειρικά από τους 

νόµους του Kepler και µε τη χρήση του απειροστικού 

λογισµού  εξέφρασε τις πλανητικές κινήσεις µε µαθηµατικό τρόπο, αποδεικνύοντας 

ότι η τροχιά ενός πλανήτη οφείλει να είναι ελλειπτική.  

Η θεωρία της βαρύτητας οδήγησε λαµπρούς επιστήµονες προς τη διερεύνηση και τη 

δηµιουργία προβληµάτων σχετικά µε τη µελέτη συστηµάτων σωµάτων που 

κινούνται υπό την επίδραση των αµοιβαίων ελκτικών τους δυνάµεων. Άρχισαν έτσι 

να µελετούν τις κινήσεις των πλανητών και να φτιάχνουν µοντέλα προβληµάτων 

Ουράνιας Μηχανικής. 

Στην πιο απλή µορφή του, ένα τέτοιο πρόβληµα που αναφέρεται στην κίνηση του 

ζεύγους Γης-Σελήνης και του ζεύγους Ηλίου-∆ία υπό την αλληλεπίδραση της 

βαρυτικής τους έλξης, αποδεικνύεται ότι έχει αναλυτικές λύσεις. Αυτό το πρόβληµα 

έγινε γνωστό ως πρόβληµα των δύο σωµάτων. Το φυσιολογικό επόµενο βήµα στην 

επιστηµονική αναζήτηση, ήταν να µελετηθούν οι κινήσεις τριών σωµάτων που 
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υπόκεινται στις αµοιβαίες τους ελκτικές βαρυτικές δυνάµεις. Έτσι γεννήθηκε το 

γνωστό πρόβληµα των τριών σωµάτων.  

Ο J.L. Lagrange (1736-1813) απέδειξε ότι όταν το ένα από τα τρία σώµατα είναι 

πολύ µικρό σε σχέση µε τα υπόλοιπα, τότε υπάρχουν 5 θέσεις ισορροπίας του 

µικρού σώµατος, τόσο για τις επίπεδες κινήσεις του όσο και για τις τρισδιάστατες. 

Οι θέσεις αυτές που προκύπτουν ως λύσεις ενός συστήµατος διαφορικών 

εξισώσεων, ονοµάζονται σηµεία Lagrange ή στάσιµες λύσεις (stationary solutions), 

ή libration points. 

Από τις πέντε αυτές θέσεις, οι τρεις που συµβολίζονται µε L1, L2 , L3  κείνται πάνω 

στον άξονα των συζυγιών (δηλαδή την ευθεία που συνδέει τα δύο µεγάλα σώµατα)  

και για αυτό ονοµάζονται συγγραµµικά 

σηµεία. Τα άλλα δύο, L4 , L5 κείνται 

εκτός του άξονα συζυγιών και σε 

συµµετρικές ως προς αυτόν θέσεις και 

ονοµάζονται τριγωνικά σηµεία. Η 

ορθότητα του µαθηµατικού 

φορµαλισµού του προβλήµατος αυτού 

επαληθεύτηκε στην περίπτωση του 

συστήµατος Ήλιος-∆ίας όπου στις προβλεφθείσες θέσεις L4, L5 εντοπίσθηκε µία 

οµάδα αστεροειδών, οι λεγόµενοι Τρώες. 

Όπως είναι λογικό, το ενδιαφέρον προχώρησε περαιτέρω µε τη µελέτη του γενικού 

προβλήµατος  των  Ν σωµάτων, όπου για δεδοµένες αρχικές συνθήκες θέσης - 

ταχύτητας και υπό την επίδραση µόνο των αµοιβαίων βαρυτικών τους δυνάµεων, 

αναζητούνται οι τροχιές κάθε σώµατος. Αν και η προσπάθεια επίλυσης του 

προβλήµατος αυτού, για Ν>2, οδήγησε στο συµπέρασµα ότι δεν υπάρχουν 

αναλυτικές λύσεις, η αναζήτηση αυτή έγινε αφορµή ώστε να βρεθούν νέες 

µαθηµατικές µεθόδοι και να διατυπωθούν νέες µαθηµατικές θεωρίες, που η 

εφαρµογή τους επεκτάθηκε πέρα από τον κλάδο της Ουράνιας Μηχανικής.  

Ο Euler (1707-1783), υπήρξε ένας από τους πιο παραγωγικούς ερευνητές στην 

ιστορία των µαθηµατικών. Μελέτησε και αυτός (πριν από τον Lagrange) το ίδιο 
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πρόβληµα και η συµβολή του στη θεωρητική µελέτη του θέµατος είναι τεράστια. Η 

έµπνευσή του να εισάγει εκτός του αδρανειακού συστήµατος αναφοράς και ένα 

δεύτερο σύστηµα αναφοράς το οποίο περιστρέφεται (συνοδικό σύστηµα αναφοράς) 

µαζί µε τα µεγάλα σώµατα, οδήγησε σε κλασικά µαθηµατικά ευρήµατα που 

άπτονται της µελέτης της δυναµικής των συστηµάτων. Υπήρξε πρωτοπόρος στην 

εφαρµογή της θεωρίας των διαταραχών στην Ουράνια Μηχανική µαζί µε τους J.L. 

Lagrange, Clairaut και d’Alembert. 

Αξιοσηµείωτη είναι όµως και η προσφορά του P.S.Laplace (1749-1827), στον οποίο 

λέγεται ότι οφείλεται η έννοια της Ουράνιας Μηχανικής. Κληροδοτώντας στην 

επιστηµονική κοινότητα το πεντάτοµο έργο του “Traité de Μécanique Céleste”, 

ήταν πεπεισµένος για τη σταθερότητα του Ηλιακού συστήµατος. 

Ο U.J.Le Verrier (1811-1877) και αργότερα ο Henri Poincaré (1854-1912) 

αναθεώρησαν την άποψη για σταθερότητα του Ηλιακού συστήµατος που είχε 

πραγµατευτεί ο Laplace. Με την ανάπτυξη των αριθµητικών µεθόδων και τη 

βελτίωση των µεθόδων της αναλυτικής µηχανικής, έγινε εφικτό να αποδειχθεί το 

αβάσιµο της άποψης περί ευστάθειας του Ηλιακού συστήµατος που πίστευε ο 

Laplace. Η τεράστια επιστηµονικού µεγέθους διαπίστωση του Poincaré ότι το 

πρόβληµα των τριών σωµάτων δεν είναι αναλυτικά επιλύσιµο (πόσο µάλλον το 

πρόβληµα του Ήλιου και των εννέα πλανητών), λειτούργησε ως προθάλαµος 

εκκόλαψης της ιδέας των χαοτικών συµπεριφορών σε µη γραµµικά δυναµικά 

συστήµατα. Οι τρεις τόµοι, α) Integral Ιnvariants and Asymptotic Properties of 

Certain Solutions, β) Approximations by Series και γ) Periodic and Asymptotic 

Solutions, που αποτελούν το έργο του “Méthodes Nouvelles de la Mécanique 

Céleste”, ακόµα και σήµερα κρατούν αµείωτο το ενδιαφέρον της επιστήµης. 

Ο Poincaré, µε τη µεγάλη του συνεισφορά στην εξέλιξη της Ουράνιας Μηχανικής, 

θεµελίωσε το στόχο της, που ήταν πλέον η απάντηση στο ερώτηµα εάν ο νόµος της 

Παγκόσµιας Έλξης του Νεύτωνα αρκεί από µόνος του για να εξηγήσει όλες τις 

αντιληπτές κινήσεις των ουρανίων σωµάτων. Με αφετηρία τα µέσα του 20
ου

 αιώνα, 

η Ουράνια Μηχανική έγινε περισσότερο πολυσχιδής από ότι ήταν στο παρελθόν. 

Έχασε τον τίτλο της θεωρητικής Αστρονοµίας (ιστορικός τίτλος, όταν η αστρονοµία 
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περιοριζόταν µόνο στην αστροµετρία και η Ουράνια Μηχανική αναπαριστούσε τις 

παρατηρήσεις και το θεωρητικό της µέρος αντίστοιχα), αλλά απέκτησε στενότερη 

σχέση µε τη φυσική και τα µαθηµατικά. 

Αξιοσηµείωτη είναι και η προσφορά του James Clerk Maxwell (1831 – 1879), µε 

την πρωτοπόρα εργασία του (1859) για την ευστάθεια των δακτυλίων του Κρόνου. 

Ο Maxwell υιοθέτησε ένα µοντέλο που απετελείτο από πολλά ίσης µάζας διακριτά 

µικρά σώµατα, τα οποία κατανέµονται σε ίσες αποστάσεις µεταξύ τους πάνω στην 

περιφέρεια ενός φανταστικού κύκλου ή δακτυλίου ο οποίος περιβάλλει ένα πολύ 

µεγαλύτερης µάζας ουράνιο σώµα. Η βασική ιδέα αυτού του µοντέλου  

χρησιµοποιήθηκε έκτοτε ως σηµείο αναφοράς της σύγχρονης έρευνας πολυπληθών 

δυναµικών συστηµάτων.  

Θα ήταν επιστηµονική παράλειψη και µέγιστη ιεροσυλία να µην αναφέρουµε τη 

θεµελιώδη συµβολή του θεωρούµενου από πολλούς ως ο µεγαλύτερος Φυσικός του 

20
ου

 αιώνα, Albert Einstein (1879-1955). Η ιδιοφυής σύλληψη και η επαναστατική 

για εκείνη την εποχή, Θεωρία της Σχετικότητας, έµελλε να στιγµατίσει την εξέλιξη 

της Επιστήµης τον αιώνα που µας πέρασε. Με την εφαρµογή της, εξηγήθηκαν µε 

ακρίβεια φαινόµενα που δεν είχαν µπορέσει να ερµηνευθούν από την κλασσική 

Νευτώνεια Μηχανική. Ο Αριστοτέλης υποστήριζε την απολυτότητα του χώρου και 

του χρόνου, ενώ ο Νεύτωνας δεν διαφωνούσε ως προς το χρόνο αλλά θεωρούσε το 

χώρο σχετικό. Ο Einstein συνέλαβε και αξιοποίησε την ιδέα  της σχετικότητας και 

του χρόνου και του χώρου.  

Αν επιχειρήσουµε να περιγράψουµε τις διάφορες φάσεις µελέτης της δυναµικής των 

συστηµάτων ουρανίων σωµάτων, µπορούµε να διακρίνουµε: 

α) την φυσική της κίνησης, δηλαδή τη διερεύνηση της φύσης των δυνάµεων που 

επηρεάζουν την κίνηση των σωµάτων, και την εν συνεχεία δηµιουργία ενός φυσικού 

µοντέλου πάνω σε ένα συγκεκριµένο πρόβληµα της Ουράνιας Μηχανικής. Τελικός 

στόχος είναι ο φορµαλισµός και η διατύπωση των εξισώσεων που περιγράφουν την 

κίνηση των σωµάτων. 

β) τα µαθηµατικά της κίνησης, δηλαδή, τη µαθηµατική διερεύνηση των λύσεων 

των διαφορικών εξισώσεων της κίνησης των σωµάτων (διάφορες µορφές 
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απεικόνισης των λύσεων, ασυµπτωτική συµπεριφορά, ευστάθεια, σύγκλιση λύσεων 

κλπ.).  

γ) τον υπολογισµό της κίνησης, δηλαδή, τον «ακριβή» προσδιορισµό των 

χαρακτηριστικών µεγεθών της κίνησης µε βάση κάποιες αρχικές συνθήκες. Στο 

στάδιο αυτό και επειδή όλα σχεδόν τα προβλήµατα της Ουράνιας Μηχανικής δεν 

έχουν αναλυτικές λύσεις, είµαστε υποχρεωµένοι να καταφύγουµε σε αριθµητικές 

µεθόδους οι οποίες µας παρέχουν προσεγγιστικές λύσεις. Τα τελευταία χρόνια οι 

αριθµητικές τεχνικές συνεχώς βελτιώνονται, ενώ η εµφάνιση προηγµένου 

λογισµικού, όπως τα πακέτα Mathematica, MatLab κλπ., αποτελούν πολύτιµο 

βοηθό προς αυτή την κατεύθυνση. 

δ) την εκτίµηση της ορθότητας των αποτελεσµάτων, δηλαδή, την σύγκριση της 

µαθηµατικής λύσης που αφορά σε ένα συγκεκριµένο δυναµικό πρόβληµα της 

Ουράνιας Μηχανικής, µε τα αποτελέσµατα της παρατήρησης. Μέσα από τη 

σύγκριση των θεωρητικών - παρατηρησιακών αποτελεσµάτων µπορεί κανείς να 

βγάλει συµπεράσµατα σχετικά µε την συνέπεια και την επάρκεια των φυσικών και 

µαθηµατικών µοντέλων που χρησιµοποιήθηκαν. Εάν αυτή η προσέγγιση δεν είναι 

ικανοποιητική, τότε η διαδικασία µελέτης του προβλήµατος οδηγεί στον 

επανασχεδιασµό του µε παράλληλη βελτίωση του φυσικού µοντέλου και εξεύρεση 

νέων ακριβέστερων µαθηµατικών λύσεων. 

Ένα από τα πιο γνωστά µέχρι σήµερα, προβλήµατα της Ουράνιας Μηχανικής, είναι 

το πρόβληµα των Ν-σωµάτων. Στην προσπάθειά τους να το προσεγγίσουν, οι 

επιστήµονες κατέφυγαν σε διάφορες απλουστεύσεις, που είχαν να κάνουν κυρίως µε 

τη γεωµετρική του δοµή και µε το πλήθος των µελών του συστήµατος. Μία από τις 

απλουστεύσεις, αναφέρεται µε τον όρο «περιορισµένο πρόβληµα των Ν σωµάτων» 

όπου συνήθως το ένα από τα Ν σώµατα είναι πολύ µικρότερο από τα άλλα, ώστε ναι 

µεν να επηρεάζεται η κίνησή του από τα βαρυτικά πεδία των υπόλοιπων µεγάλων 

σωµάτων (primaries), αλλά να µην επηρεάζει αυτό την κίνηση τους. Επί πλέον 

συχνά ο όρος «περιορισµένο» αναφέρεται σε έναν επίπεδο σχηµατισµό των 

υπόλοιπων µεγάλων σωµάτων του συστήµατος. Αν η κίνηση του µικρού σώµατος 
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πραγµατοποιείται πάνω στο επίπεδο της κίνησης των µεγάλων σωµάτων, τότε το 

πρόβληµα χαρακτηρίζεται ως επίπεδο (planar), διαφορετικά ως τρισδιάστατο (3-D). 

Στην κατηγορία αυτή ανήκει και το περίφηµο περιορισµένο πρόβληµα των τριών 

σωµάτων. Στην περίπτωση αυτή, διακρίνουµε δύο µεγάλες υποκατηγορίες 

παραλλαγών, που έχουν να κάνουν µε το είδος των κλειστών τροχιών, που εκτελούν 

τα δύο µεγάλα σώµατα περί το κοινό κέντρο µάζας τους. Ετσι αν οι τροχιές τους 

είναι κυκλικές, µιλάµε για το κυκλικό πρόβληµα (circular), ενώ αν είναι ελλειπτικές 

µιλάµε για το ελλειπτικό πρόβληµα (elliptic). Ειδική περίπτωση της πρώτης 

υποκατηγορίας είναι το γνωστό πρόβληµα Copenhagen, όπου τα δύο µεγάλα 

σώµατα έχουν ίσες µάζες (ανηγµένη µάζα µ=0.5).  

Στην κατηγορία των περιορισµένων επίπεδων κυκλικών προβληµάτων µε 

περισσότερα από δύο σώµατα ανήκει και ένα µοντέλο που προτάθηκε το 1999 από 

τους Maranhao & Llibre και εξετάζει την κίνηση ενός µικρού σώµατος στο 

βαρυτικό πεδίο τριών µεγάλων σωµάτων, από τα οποία τα δύο έχουν ίσες µάζες  και 

βρίσκονται σε ίσες αποστάσεις από το τρίτο σώµα που έχει διαφορετική µάζα και 

είναι τοποθετηµένο στο κέντρο µάζας του συστήµατος.  

Ένας πολυπληθέστερος σχηµατισµός είναι αυτός που περιγράφεται ως το 

περιορισµένο επίπεδο κυκλικό πρόβληµα των 4+1 σωµάτων, ή πρόβληµα του  

Ollöngren από το όνοµα του ερευνητή που το πρότεινε και το περιέγραψε 

(Ollöngren, 1988; Markellos et al., 1997, 2002; Perdios et al., 2003; Papadakis & 

Kanavos, 2007;). Σ’ αυτό, τρία ίσης µάζας µεγάλα σφαιρικά και οµογενή σώµατα  

βρίσκονται στις κορυφές ενός ισόπλευρου τριγώνου, ενώ ένα τέταρτο µεγάλο σώµα, 

σφαιρικό και οµογενές, µε διαφορετική µάζα βρίσκεται στο κέντρο του ισόπλευρου 

τριγώνου. Και εδώ εξετάζεται η κίνηση ενός µικρού σώµατος στο βαρυτικό πεδίο 

που δηµιουργείται από την παρουσία των τεσσάρων µεγάλων σωµάτων. 

Ως επέκταση και γενίκευση του παραπάνω συστήµατος, τα τελευταία χρόνια έχει 

εµφανιστεί το λεγόµενο «∆ακτυλιοειδές πρόβληµα των Ν+1 σωµάτων» ή «Ring 

problem of (Ν+1) bodies» ή «Regular polygon problem of (N+1) bodies» που 

προσελκύει το ιδιαίτερο ενδιαφέρον των ερευνητών, οι οποίοι µελετούν διάφορες 

πλευρές της δυναµικής του (Kalvouridis, 1999a,b,c, 2001a,b,c, 2003; Arribas & 
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Elipe, 2004; Κρουσταλλούδη, 2006; Elipe et al., 2007; κ.α.). Υπενθυµίζουµε ότι στο 

πρόβληµα αυτό: Ν=ν+1 µεγάλα σώµατα βρίσκονται  στο ίδιο επίπεδο, και από αυτά, 

τα ν=Ν-1 µεγάλα οµογενή και σφαιρικά σώµατα έχουν ίσες µάζες και βρίσκονται 

στις κορυφές ενός κανονικού ν-γώνου (primaries), ενώ το Ν-οστό σώµα έχει 

διαφορετική µάζα και βρίσκεται στο κέντρο 

µάζας του σχηµατισµού (central primary). 

Ένα µικρό σώµα αµελητέας µάζας (particle) 

κινείται στο βαρυτικό πεδίο των 

προηγούµενων ν+1 σωµάτων χωρίς το ίδιο να 

επηρεάζει την κίνησή τους(βλ. διπλανή 

εικόνα). 

Όπως ήδη αναφέραµε στις παραπάνω 

περιγραφές των προβληµάτων, όλες τους 

βασίσθηκαν στην παραδοχή ότι τα µεγάλα σώµατα δηµιουργούν Νευτώνεια πεδία 

δυνάµεων. Όµως για πολλά χρόνια η µελέτη της δυναµικής ενός σώµατος σε πεδία 

δυνάµεων διάφορων των Νευτώνειων, ως εναλλακτική πρόταση στην θεωρία της 

Σχετικότητας, αποτέλεσε για πολλούς ερευνητές ιδιαίτερη πρόκληση για περαιτέρω 

διερεύνηση. Έτσι κατά καιρούς προτάθηκαν διάφορες µορφές δυναµικών που 

αποσκοπούσαν στην προσοµοίωση της συµπεριφοράς δυναµικών συστηµάτων 

µεγάλης κλίµακας (παρόµοιες προσπάθειες έγιναν και σε συστήµατα µοριακής 

κλίµακας). Μεταξύ άλλων αναφέρουµε τα δυναµικά που προτάθηκαν από τους 

Manev, Schwarzschild, Schwarzschild-De Sitter, Reissner-Nordstrom, Fock, 

Arribas-Elipe-Kalvouridis-Palatsios κ.ο.κ. Σε όλες αυτές τις περιπτώσεις η δοµή της 

έκφρασης του δυναµικού επιτρέπει τον διαχωρισµό του σε ένα Νευτώνειο όρο και 

σε ένα άθροισµα όρων που µπορεί να θεωρηθεί, κάτω από ορισµένες συνθήκες, ως 

µικρή διαταραχή. Έτσι µπορούν να ερµηνευθούν µε κλασσικό τρόπο φαινόµενα 

όπως οι κινήσεις των κοµητών στην άµεση γειτονιά του Ήλιου ή µεγάλων 

πλανητών, η µετατόπιση το περιηλίου του πλανήτη Ερµή, η ανάπτυξη δακτυλίων 

γύρω από ένα µη σφαιρικό πλανήτη, ή η κίνηση στο φωτο-βαρυτικό πεδίο ενός µη 

σφαιρικού περιστρεφόµενου µεγάλου άστρου. Ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης 
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µπορεί να ανατρέξει για περισσότερες λεπτοµέρειες στα πολύ αναλυτικά άρθρα των 

Mioc(1994, 2004), Mioc & Stoica(1995,1997), Mioc & Stavinschi (1998, 1999α,b, 

2000α,b) Mioc & Perez-Chavella(2008). Σχετική µε το θέµα αυτό είναι και µια 

ενδιαφέρουσα εργασία του Kalvouridis (2008d) ο οποίος µελέτησε τις περιοχές 

τρισδιάστατων λύσεων σε ένα δακτυλιοεδή σχηµατισµό Ν σωµάτων µε κεντρικό 

σώµα το οποίο δηµιουργεί πεδίο τύπου Manev ή Schwarzshild. 

Η παρούσα εργασία πραγµατεύεται µία παραλλαγή του δακτυλιοειδούς 

προβλήµατος των Ν+1 σωµάτων (ring problem or regular polygon problem of 

(Ν+1) bodies) κατά την οποία τα µεν ν=Ν-1 µεγάλα σφαιρικά και οµογενή σώµατα 

που βρίσκονται στις κορυφές του κανονικού ν-γώνου δηµιουργούν Νευτώνεια 

πεδία, το δε Ν-οστό σώµα που βρίσκεται στο κέντρο µάζας του σχηµατισµού, 

δηµιουργεί ένα Μετα-Νευτώνειο δυναµικό τύπου Manev 2

2

A B
V(r) = -k Mm +

r r

 
 
 

, 

όπου Α και Β είναι σταθερές ποσότητες. Όταν Α=1 (όπως θεωρούµε στην παρούσα 

διατριβή) και  Β=0, τότε το πρόβληµα ανάγεται στη γνωστή κλασική Νευτώνεια 

εκδοχή του προβλήµατος. Σε αυτό το εξελιγµένο µοντέλο, µελετάται η δυναµική 

συµπεριφορά του µικρού σώµατος το οποίο κινείται στο πεδίο που δηµιουργείται 

από όλα τα µεγάλα σώµατα του σχηµατισµού. 

Το περιεχόµενο της εργασίας έχει οργανωθεί σε έντεκα κεφάλαια που 

πλαισιώνονται από τρία παραρτήµατα, εκτενή βιβλιογραφία και ευρεία περίληψη 

στην αγγλική γλώσσα. Παρακάτω γίνεται συνοπτική περιγραφή του περιεχοµένου 

κάθε κεφαλαίου. 

Κεφάλαιο 1. Στο 1
ο
 Κεφάλαιο γίνεται αναφορά στις βασικές αρχές της κλασσικής 

Μηχανικής, και στη γενική έννοια των δυναµικών τα οποία διακρίνονται σε 

οµογενή, µη οµογενή και σχεδόν οµογενή. Στη συνέχεια δίνονται κάποιες βασικές 

έννοιες του προβλήµατος των Ν σωµάτων, όπως οι έννοιες του κεντρικού 

σχηµατισµού, των οµογραφικών λύσεων (homographic solutions) και των 

ειδικότερων περιπτώσεών τους όπως οι οµοιόθετες (homothetic solutions) και οι 

λύσεις σχετικής ισορροπίας (relative equilibrium). Ακολουθεί µια ιστορική 

αναδροµή στο δακτυλιοειδές πρόβληµα των (Ν+1) σωµάτων και στις διάφορες 
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παραλλαγές του που έχουν προταθεί κατά καιρούς. Το κεφάλαιο αυτό 

ολοκληρώνεται µε µία αναφορά στις προσπάθειες των µετά τον Νεύτωνα ερευνητών 

να βελτιώσουν τον νόµο της Παγκόσµιας Έλξης ώστε να εξηγηθούν µε όρους 

κλασσικής µηχανικής διάφορα φυσικά φαινόµενα τα οποία είτε είχαν παρατηρηθεί 

πριν από την εµφάνιση της Θεωρίας της Σχετικότητας, όπως η µεταπτωτική κίνηση 

της Σελήνης γύρω από τη Γη, είτε ανακαλύφθηκαν µετά από αυτήν, και στα οποία η 

Νευτώνεια θεωρία µε τη γνωστή µορφή του Νόµου της Παγκόσµιας Έλξης 

αδυνατούσε να δώσει πειστικές απαντήσεις. Οι περισσότερες από τις προσπάθειες 

αυτές περιορίζονται σε απλές «παρεµβάσεις-βελτιώσεις» του Νόµου µε την 

εισαγωγή διάφορων διορθωτικών όρων, ώστε να ενισχυθεί η Παγκοσµιότητά του 

και να προσεγγισθεί καλύτερα η εξέλιξη των φαινοµένων που περιγράψαµε.  

Κεφάλαιο 2. Στο 2
ο
 Κεφάλαιο γίνεται λεπτοµερής περιγραφή του προβλήµατος που 

πραγµατεύεται η παρούσα διατριβή, συσχετίζονται τα γεωµετρικά στοιχεία του 

κανονικού πολυγωνικού σχηµατισµού των Ν µεγάλων σωµάτων και εξετάζονται οι 

ιδιότητες που απορρέουν από τις υπάρχουσες συµµετρίες. Με βάση την παραδοχή 

ότι τα µεγάλα σώµατα βρίσκονται συνεχώς σε σχετική ισορροπία µεταξύ τους και 

ότι επιπλέον περιστρέφονται περί έναν, κάθετο προς το επίπεδό τους, άξονα, µε 

σταθερή γωνιακή ταχύτητα, εξάγονται τόσο η συνθήκη για τη διατήρηση της 

µορφής του σχηµατισµού, όσο και οι εξισώσεις κίνησης του µικρού σώµατος σε ένα 

αδρανειακό καρτεσιανό πλαίσιο αναφοράς που έχει ως αρχή το κέντρο µάζας του 

συστήµατος. Κατόπιν, µετασχηµατίζονται οι εξισώσεις ώστε να περιγράφουν την 

κίνηση σε ένα κινούµενο (συνοδεύον) καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων το 

οποίο είναι σταθερά συνδεδεµένο µε τα µεγάλα σώµατα και τέλος 

κανονικοποιούνται (αδιαστατοποιούνται) τα φυσικά µεγέθη που εµφανίζονται σε 

αυτές. Στην τελική αυτή µορφή το πρόβληµα χαρακτηρίζεται από τρεις 

παραµέτρους: (i) το πλήθος ν των περιφερειακών σωµάτων (ν∈� -{1}), (ii) την 

παράµετρο β=m0/m που είναι ο λόγος της κεντρικής µάζας m0 προς τη µάζα m ενός 

περιφερειακού (β>0, β∈� +
) και (iii) τον συντελεστή e της "διαταραχής" του 

Νευτώνειου πεδίου του κεντρικού σώµατος P0 (e=Β/α όπου α είναι η διαστατή 

πλευρά του κανονικού πολυγωνικού σχηµατισµού και e∈� ). Από τις παραδοχές 
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που έχουµε κάνει και από τη µορφή των εξισώσεων της κίνησης προκύπτει ότι το 

πρόβληµα είναι αυτόνοµο δηλαδή δεν περιέχεται άµεσα σε αυτές ο χρόνος. Από τις 

αδιάστατες εξισώσεις της κίνησης απορρέει ένα ολοκλήρωµα της κίνησης τύπου 

Jacobi το οποίο θα αποτελέσει τη βάση για τη µελέτη πολλών από τα 

χαρακτηριστικά της δυναµικής συµπεριφοράς του µικρού σώµατος όπως οι θέσεις 

ισορροπίας του, οι επιτρεπτές περιοχές της κίνησης (επίπεδης ή τρισδιάστατης) 

κ.ο.κ.  

Κεφάλαιο 3. Εισάγοντας στις εξισώσεις της κίνησης τις ικανές και αναγκαίες 

συνθήκες για την ισορροπία, εξάγεται ένα µη γραµµικό αλγεβρικό σύστηµα, από 

την αριθµητική επίλυση του οποίου προκύπτουν οι ακριβείς συντεταγµένες των 

θέσεων ισορροπίας του συστήµατος. Οι θέσεις αυτές χαρακτηρίζονται ως 

συγγραµµικές (κατά µήκος των ακτίνων που συνδέουν το κεντρικό primary µε ένα 

περιφερειακό), ή ως τριγωνικές (κατά µήκος των ακτίνων που συµπίπτουν µε τις 

διχοτόµους των επίκεντρων γωνιών µεταξύ δύο διαδοχικών primaries). Στο 

βαρυτικό πρόβληµα οι δυναµικά ισοδύναµες θέσεις ισορροπίας συγκροτούν οµάδες 

(ζώνες ισορροπίας) κάθε µία από τις οποίες αποτελείται από ν σηµεία, κείνται όλες 

στο επίπεδο των µεγάλων σωµάτων και είναι για ένα συγκεκριµένο ν, είτε πέντε, 

είτε τρεις ανάλογα µε την τιµή της παραµέτρου β. Στην περίπτωση που η 

παράµετρος e≠ 0, τότε αν e>o ισχύουν όσα και στη βαρυτική περίπτωση µε τη µόνη 

διαφορά ότι η µετάβαση (διακλάδωση) από τις πέντε στις τρεις ζώνες γίνεται για 

ζεύγη τιµών e, β των οποίων ο γεωµετρικός τόπος είναι µία καµπύλη (καµπύλη 

διακλάδωσης) της οποίας η µορφή εξαρτάται από την τρίτη παράµετρο ν. Στην 

περίπτωση που e<0 τότε ενδέχεται να εµφανίζονται δύο επιπλέον ζώνες ισορροπίας 

αλλά και δύο θέσεις εκτός επιπέδου επί του άξονα των z εκατέρωθεν του επιπέδου 

των primaries. Η µελέτη της επικρατούσας καθε φορά κατάστασης ισορροπίας για 

διάφορες τιµές των παραµέτρων e (<0) και β γίνεται µε τη βοήθεια ενός εξαιρετικά 

σηµαντικού διαγράµµατος διακλαδώσεων το οποίο αναφέρεται σε ένα 

συγκεκριµένο πλήθος ν (στην παρούσα διατριβή θεωρούµε ότι ν=7) περιφερειακών 

σωµάτων και αποτελείται από τρεις καµπύλες οι οποίες αλληλοτεµνόµενες 

διαχωρίζουν το επίπεδο eβ σε πέντε περιοχές τιµών. Κάθε περιοχή χαρακτηρίζεται 
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από την εµφάνιση τριών, πέντε ή επτά ζωνών. Με βάση αυτό το διάγραµµα γίνεται 

εκτενής περιγραφή και µελέτη της επίδρασης των παραµέτρων β και e στη 

διαµόρφωση και εξέλιξη των ζωνών ισορροπίας, ενώ έχει εξαιρετική σηµασία στην 

κατανόηση του µηχανισµού εξέλιξης των περιοχών της κίνησης (επίπεδης ή 

τρισδιάστατης) όπως θα δούµε στα επόµενα κεφάλαια. Παράλληλα µε τον 

εντοπισµό των θέσεων ισορροπίας γίνεται και η µελέτη της γραµµικής ευστάθειας 

αυτών χρησιµοποιώντας αφενός µεν την κλασική µέθοδο προσδιορισµού των 

ιδιοτιµών της χαρακτηριστικής εξίσωσης του διαταραγµένου συστήµατος, αφετέρου 

δε το κριτήριο των Routh-Hurwitz. 

Κεφάλαιο 4. Αρχικά δίνονται οι ορισµοί των καµπύλων και επιφανειών µηδενικής 

ταχύτητας και  κάποιες βασικές ιδιότητές τους, ενώ περιγράφεται η µέθοδος που 

χρησιµοποιείται για το σχεδιασµό τους και η οποία βασίζεται στην ύπαρξη του 

ολοκληρώµατος της κίνησης τύπου Jacobi. Γίνεται λεπτοµερής µελέτη της 

παραµετρικής µεταβολής αυτών των καµπύλων και των επιφανειών για την επίπεδη 

κίνηση, τόσο στη βαρυτική περίπτωση όπου e=0, όσο και στις περιπτώσεις όπου ο 

συντελεστής e του δυναµικού Manev του κεντρικού σώµατος είναι είτε θετικός, είτε 

αρνητικός. Τέλος, µελετάται η εξέλιξη των καµπύλων µηδενικής ταχύτητας και η 

ύπαρξη και µεταβολή των περιοχών παγίδευσης του µικρού σώµατος σε σχέση µε 

την Ιακωβιανή σταθερά C, στις περιπτώσεις θετικών και αρνητικών τιµών της 

παραµέτρου e.  

Κεφάλαιο 5. Αρχικά ορίζονται τα διαγράµµατα x-C, αναφέρονται τα γενικά 

χαρακτηριστικά τους και τονίζεται η χρησιµότητά τους στη µελέτη των 

συµµετρικών περιοδικών τροχιών που θα ακολουθήσει σε επόµενα κεφάλαια. Στη 

συνέχεια, γίνεται διεξοδική παραµετρική µελέτη των καµπύλων C=C(x), από τα 

οποία εξάγουµε πλούσια συµπεράσµατα σε ότι αφορά στην εξέλιξη των θέσεων 

ισορροπίας αλλά και στο διαχωρισµό του φασικού χώρου των αρχικών συνθηκών 

σε επιτρεπτές και µη επιτρεπτές περιοχές της επίπεδης κίνησης του µικρού 

σώµατος. 

Ιδιαίτερη βαρύτητα δίνεται σε µία ιδιότητα των καµπύλων µηδενικής ταχύτητας 

C=C(x; y=0) η οποία είχε µελετηθεί στο βαρυτικό δακτυλιοειδές πρόβληµα των 
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Ν+1 σωµάτων (Kalvouridis, 2004) και έγκειται στο γεγονός ότι καµπύλες που είχαν 

σχεδιασθεί για µία τιµή της παραµέτρου ν και για διάφορες τιµές της παραµέτρου 

µάζας β, διέρχονταν όλες από δύο σηµεία που βρίσκονταν κοντά στο κεντρικό σώµα 

και εκατέρωθεν του άξονα των C (εστιακά σηµεία). 

Στην παρούσα διατριβή, αναζητούνται παρόµοια σηµεία και για τιµές y≠0, όπου 

αποδεικνύεται  η ύπαρξή τους και διαπιστώνεται ότι ανήκουν σε µία συνεχή κλειστή 

τρισδιάστατη καµπύλη κυµατοειδούς µορφής (εστιακή καµπύλη), η οποία 

αναπτύσσεται πάνω στην επιφάνεια µηδενικής ταχύτητας η οποία περιβάλλει το 

κεντρικό primary. Η καµπύλη αυτή διατηρεί όλα τα χαρακτηριστικά συµµετρίας του 

δυναµικού πεδίου και του κανονικού πολυγωνικού σχηµατισµού, καθώς επίσης 

παρουσιάζει τοπικά µέγιστα και ελάχιστα, στα εστιακά σηµεία k' και k αντίστοιχα, 

όπως τα συµβολίζουµε. 

Για την πληρέστερη κατανόηση των ιδιοτήτων των εστιακών σηµείων, δίνονται 

ορισµοί που τα αφορούν, ενώ µελετάται η θέση τους ως προς τον άξονα y του 

συνοδικού συστήµατος.  

Στη συνέχεια αποδεικνύεται η ύπαρξη παρόµοιων εστιακών σηµείων και εστιακών 

καµπύλων στο συγκεκριµένο µοντέλο, όπου η προστιθέµενη τρίτη παράµετρος e 

είναι φυσικό να διαφοροποιεί λίγο ή πολύ τα αποτελέσµατα που προέκυψαν από τη 

βαρυτική περίπτωση. Λαµβάνοντας υπόψη τα νέα δεδοµένα, εξετάζεται πρώτα η 

περίπτωση όπου η παράµετρος µάζας β διατηρείται σταθερή και µεταβάλλεται η 

παράµετρος e και καθορίζεται η µαθηµατική έκφραση µιας συνάρτησης Fβ, οι µη 

µηδενικές ρίζες της οποίας αποτελούν τις θέσεις β β β β

k k k' k'(x C )και (x C ), ,  των εστιακών 

σηµείων k και k' αντίστοιχα. Η συνάρτηση Fβ περιγράφει µία µονοπαραµετρική 

οικογένεια καµπύλων ως προς β και από την επίλυσή της µέσω µαθηµατικών 

µεθόδων, προκύπτει η δισδιάστατη  και τρισδιάστατη (για διάφορες επιτρεπτές τιµές 

της y) απεικόνιση των εστιακών καµπύλων στο επίπεδο xy και στο χώρο xyC 

αντίστοιχα. Τέλος, αποδεικνύεται η ύπαρξη και υπολογίζονται οι θέσεις, δύο κοινών 

σηµείων διέλευσης των καµπύλων Fβ=Fβ(x), οι οποίες έχουν σχεδιαστεί για ν=7 και 

για διάφορες τιµές των παραµέτρων β και e.  
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Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η µελέτη που ακολουθεί και αφορά στην ύπαρξη 

και εξέλιξη των εστιακών σηµείων - εστιακών καµπύλων, για την περίπτωση όπου η 

παράµετρος e διατηρείται σταθερή και µεταβάλλεται η παράµετρος µάζας β. Κατ’ 

αναλογία µε την προηγούµενη περίπτωση, οι θέσεις e e e e

k k k' k'(x C )και (x C ), ,  των 

εστιακών σηµείων προσδιορίζονται µέσω της επίλυσης της αντίστοιχης συνάρτησης 

Fe=0, για διάφορες επιτρεπτές τιµές της µεταβλητής y, όπου η Fe περιγράφει µία 

µονοπαραµετρική οικογένεια καµπύλων ως προς e. Γίνεται λεπτοµερής διερεύνηση 

για τις περιπτώσεις µε e=0,  e>0 και e<0, από την οποία προκύπτουν αξιοσηµείωτα 

συµπεράσµατα. Ειδικότερα για την περίπτωση µε e<0, γίνεται λεπτοµερής 

περιγραφή των εστιακών σηµείων και εστιακών καµπύλων µέσω των διαγραµµάτων 

x-C και x-Fe, ενώ ακολουθεί η δισδιάστατη και τρισδιάστατη απεικόνιση τους για 

e<0 και  προσδιορίζεται η εξέλιξη και το πλήθος  τους, συναρτήσει της µεταβλητής 

y. Μια αντίστοιχη µελέτη της εξέλιξης του πλήθους των εστιακών καµπύλων γίνεται 

και µέσω των διαγραµµάτων x-Fe. Τέλος, σχεδιάζοντας τις καµπύλες Fe=Fe(x) για 

ν=7 και για διάφορες τιµές των παραµέτρων β και e, αποδεικνύεται όπως και στην 

προηγούµενη περίπτωση, η ύπαρξη δύο κοινών σηµείων διέλευσης των καµπύλων 

αυτών, ενώ υπολογίζονται και οι θέσεις τους οι οποίες κι αυτές είναι ανεξάρτητες 

των τιµών e και β. Τα σηµεία αυτά είναι τα ίδια µε τα κοινά σηµεία διέλευσης των 

καµπύλων Fβ=Fβ(x). και ο γεωµετρικός τους τόπος είναι περιφέρειες κύκλων, οι 

ακτίνες των οποίων εξαρτώνται µόνο από την τιµή της παραµέτρου ν. 

Το κεφάλαιο ολοκληρώνεται µε τη µελέτη της επίδρασης του πλήθους ν των 

περιφερειακών σωµάτων στις συναρτήσεις Fβ και Fe, ενώ περιγράφεται ο 

µηχανισµός εξέλιξης των εστιακών καµπύλων όταν µεταβάλλεται ο διαταρακτικός 

όρος e, για διάφορες τιµές της παραµέτρου ν. 

Κεφάλαιο 6. Στην αρχή αυτού του κεφαλαίου ορίζονται οι επιφάνειες µηδενικής 

ταχύτητας στην τρισδιάστατη κίνηση, οι οποίες για κάθε τιµή του C οριοθετούν τις 

περιοχές του χώρου xyz όπου είναι δυνατή και εποµένως πραγµατοποιήσιµη η 

κίνηση του µικρού σώµατος, ενώ αναφέρονται µερικά γενικά χαρακτηριστικά τους. 

Συµβολίζοντας µε wC τις τιµές που αντιστοιχούν στις θέσεις ισορροπίας τόσο των 

ζωνών όσο και των "εκτός επιπέδου" σηµείων ισορροπίας L±z, τότε για µία 
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συγκεκριµένη τριάδα ν, β, e, τοπολογικές αλλαγές των επιφανειών αυτών 

συµβαίνουν ακριβώς όταν C = Cw  (bifurcation points), όπου w = Ε1, Ε2, A1, Α2, Β, 

C2, C1 και L±z αντίστοιχα.  

Η µελέτη της εξέλιξης και των τοπολογικών µεταβολών των περιοχών 

τρισδιάστατης κίνησης γίνεται είτε µε τη βοήθεια των καµπύλων Cw=Cw(β), που 

σχεδιάζονται για σταθερές τιµές των ν και e, είτε µε τη βοήθεια των καµπύλων 

Cw=Cw(e) που σχεδιάζονται για σταθερές τιµές των ν και β. Σε κάθε περίπτωση, οι 

καµπύλες αυτές τέµνονται µεταξύ τους σε διάφορα σηµεία µε αποτέλεσµα να 

δηµιουργούνται διαστήµατα τιµών της παραµέτρου β (αντίστοιχα της παραµέτρου 

e) µέσα σε καθένα από τα οποία ισχύει διαφορετική ανισοτική σχέση µεταξύ των 

Ιακωβιανών σταθερών Cw των υπαρχουσών ζωνών ισορροπίας και των εκτός 

επιπέδου σηµείων (εφόσον υπάρχουν). Το πλήθος των τοµών αυτών των καµπύλων, 

το πλήθος των δηµιουργούµενων διαστηµάτων τιµών της παραµέτρου β (αντίστοιχα 

της παραµέτρου e), καθώς και η µορφή των ανισοτικών σχέσεων που ισχύουν σε 

καθένα από τα διαστήµατα αυτά, µεταβάλλονται όταν µεταβάλλονται οι τιµές των 

παραµέτρων ν και e. Προφανώς επειδή τα σηµεία τοµής των καµπύλων Cw=Cw(β) 

(ή Cw=Cw(e)), ανήκουν ταυτόχρονα σε δύο διαδοχικά διαστήµατα τιµών της β 

(αντίστοιχα της e), εκεί θα συµβαίνει διπλή τοπολογική αλλαγή των περιοχών της 

κίνησης.  

Κεφάλαιο 7. Μελετώνται οι ελκτικές περιοχές (attracting domains) των ζωνών 

ισορροπίας για διάφορες τιµές των παραµέτρων β και e. Κάθε τέτοια περιοχή 

ορίζεται ως το σύνολο των σηµείων του επιπέδου Oxy των primaries τα οποία 

λαµβανόµενα ως αρχικές προσεγγίσεις µιας αριθµητικής µεθόδου επίλυσης του µη 

γραµµικού συστήµατος αλγεβρικών εξισώσεων, των οποίων οι θέσεις ισορροπίας 

αποτελούν λύση, οδηγούν τη συγκεκριµένη µέθοδο σε σύγκλιση σε ένα 

οποιοδήποτε σηµείο της αντίστοιχης ζώνης ισορροπίας. Όπως είναι φυσικό, οι 

ελκτικές περιοχές της κάθε ζώνης παρουσιάζουν τα στοιχεία συµµετρίας του 

σχηµατισµού των primaries αλλά και του δυναµικού πεδίου που αυτά δηµιουργούν.   

Η µη γραµµικότητα τόσο του αρχικού δυναµικού συστήµατος όσο και του 

συνεπαγόµενου αλγεβρικού µέσω του οποίου υπολογίζονται οι θέσεις ισορροπίας, 
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έχει ως αποτέλεσµα οι ελκτικές περιοχές να εµφανίζουν περιοχές ντετερµινιστικές 

και περιοχές χαοτικές µε µορφοκλασµατική δοµή σε κάθε περίπτωση. Πιο 

συγκεκριµένα, υπάρχουν περιοχές των οποίων η σύσταση είναι «συµπαγής» µε την 

έννοια ότι όλα τα σηµεία τους οδηγούν στα σηµεία ισορροπίας µιας συγκεκριµένης 

ζώνης και για αυτό το λόγο παρουσιάζουν ντετερµινιστικής φύσεως 

χαρακτηριστικά αφού µικρές αλλαγές στις τιµές τους οδηγούν στον ίδιο στόχο. 

Υπάρχουν όµως και µη συµπαγείς περιοχές οι οποίες αποτελούνται από διάσπαρτα 

σηµεία, και εντοπίζονται κυρίως στα ασαφή όρια των συµπαγών περιοχών των 

ζωνών (χαοτικές περιοχές).  

Κεφάλαιο 8. Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζονται οι βασικές έννοιες της θεωρίας 

των περιοδικών τροχιών και κυρίως των συµµετρικών οι οποίες θα αποτελέσουν το 

αντικείµενο της µελέτης µας δίνοντας έµφαση στις γενικές ιδιότητες του 

µονόδροµου πίνακα (T)D  των επίπεδων τροχιών αυτής της κατηγορίας. 

Παρουσιάζεται η ορολογία που θα χρησιµοποιηθεί στα επόµενα κεφάλαια, η 

κατηγοριοποίησή τους σε ορθές και ανάδροµες, απλές και πολλαπλές περιοδικές, 

τροχιές απλής και πολλαπλής συµµετρίας, µεγάλης ή µικρής περιόδου κ.ο.κ., ενώ 

αναλύεται η εφαρµοζόµενη µέθοδος αναζήτησης και εντοπισµού των τροχιών 

αυτών στον φασικό χώρο των αρχικών συνθηκών. Τέλος περιγράφεται η 

ακολουθούµενη µεθοδολογία για τη µελέτη της ευστάθειας των τροχιών αυτών 

αλλά και η θεωρία των διακλαδώσεων των χαρακτηριστικών καµπύλων των 

οικογενειών µέσω των διαγραµµάτων ευστάθειας τα οποία αφορούν στη βασική 

παράµετρο ευστάθειας α και τα οποία συνήθως σχεδιάζονται σε άξονες α-x0  ή α-C.  

Κεφάλαια 9-10. Στο κεφάλαιο 9 µελετώνται αρχικά οι επίπεδες συµµετρικές απλές 

περιοδικές τροχιές για τη βαρυτική περίπτωση (e=0). Το κύριο χαρακτηριστικό τους 

είναι ότι αποτελούνται από ένα βασικό βρόχο, διακρίνονται δε σε τέσσερις βασικές 

κατηγορίες ανάλογα µε τη µορφή της διαγραφόµενης τροχιάς, ήτοι: σε πλανητικού, 

δορυφορικού, διαπλανητικού τύπου και τροχιές που διαγράφονται γύρω από µία 

θέση ισορροπίας. Η περίπτωση αυτή παρότι είχε ήδη µελετηθεί στο παρελθόν 

(Kalvouridis et al., 2008) εµπλουτίσθηκε µε νέες οικογένειες ώστε να αποτελέσει τη 

βάση σύγκρισης µε τις εικόνες κατανοµής των οικογενειών που λαµβάνονται 
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θεωρώντας µη µηδενικές τιµές της παραµέτρου Manev. Όπως διαπιστώθηκε, η µεν 

περίπτωση µε e>0 παρουσιάζει τα ίδια ποιοτικά χαρακτηριστικά µε τη βαρυτική, 

ενώ η περίπτωση µε e<0 διαφοροποιείται σηµαντικά λόγω της αλλαγής της δοµής 

της επιφάνειας µηδενικής ταχύτητας που διαµορφώνεται στην περιοχή του 

κεντρικού σώµατος και παίρνει τη µορφή µιας αναδίπλωσης. Λόγω της 

µορφολογίας αυτής αναπτύσσονται στην περιοχή των θέσεων ισορροπίας των δύο 

νέων ζωνών ισορροπίας δενδροειδείς κατανοµές περιοδικών τροχιών που 

διακλαδίζονται µε άλλες οικογένειες της ίδιας ή µεγαλύτερης πολλαπλότητας. 

Ακριβώς λόγω της ιδιαιτερότητας αυτής, δόθηκε µεγαλύτερη βαρύτητα στη µελέτη 

διαφόρων περιπτώσεων µε e<0, ώστε να αντληθούν περισσότερες πληροφορίες οι 

οποίες να βοηθήσουν στην κατανόηση του µηχανισµού της παραµετρικής εξέλιξης 

των χαρακτηριστικών καµπύλων αλλά και των ίδιων των τροχιών. Η 

παρακολούθηση αυτής της παραµετρικής εξέλιξης έγινε µε τη βοήθεια   

διαγραµµάτων συσχέτισης των διαφόρων µεγεθών των τροχιών όπως η αρχική θέση 

και η θέση στην ηµιπερίοδο, η ηµιπερίοδος, η τιµή της Ιακωβιανής σταθεράς κ.ο.κ. 

Στο Κεφάλαιο 10 επαναλαµβάνεται η ίδια µελέτη η οποία όµως τώρα αφορά στις 

συµµετρικές διπλές και τριπλές περιοδικές τροχιές, στην κατανοµή τους, στην 

παραµετρική τους εξέλιξη, στην παραµετρική εξέλιξη των τροχιών-µελών τους, 

στην ευστάθεια και στις διακλαδώσεις τους µε οικογένειες της ίδιας ή διαφορετικής 

πολλαπλότητας.  

Κεφάλαιο 11. Στο τελευταίο κεφάλαιο της διατριβής κρίθηκε χρήσιµο να 

παρατεθούν οργανωµένα κατά κεφάλαιο, συγκεντρωµένα και κωδικοποιηµένα, τα 

πλούσια συµπεράσµατα και αποτελέσµατα που προέκυψαν κατά τη διάρκεια της 

παρούσας µελέτης. Γίνεται τέλος αναφορά στις προοπτικές που υπάρχουν για 

περαιτέρω έρευνα και άλλων πτυχών της δυναµικής συµπεριφοράς του µικρού 

σώµατος (κατακόρυφη ευστάθεια και κρίσιµα σηµεία, τρισδιάστες περιοδικές 

κινήσεις, regularization, κ.ο.κ.) τόσο µε χρήση του συγκεκριµένου µοντέλου, όσο  

και µε τη γενίκευση, βελτίωση ή διαφοροποίηση του µοντέλου θεωρώντας µεταξύ 

άλλων και άλλες µορφές Μετα-Νευτώνειων δυναµικών πάντα όµως µέσα στα 

πλαίσια της Κλασικής ∆υναµικής. 



 24 

Στα Παραρτήµατα (Α-Γ) που ακολουθούν, εκτίθενται διάφοροι πίνακες µε 

αποτελέσµατα, καθώς και µερικά από τα προγράµµατα σε κώδικα Mathematica που 

καταρτίσθηκαν. 

Η διατριβή εµπλουτίζεται µε 750 περίπου σχήµατα και διαγράµµατα, καθώς και µε 

76 πίνακες µε ενδεικτικά αποτελέσµατα. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  1 
 

 

ΓΕΝΙΚΕΣ ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ-ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΩΝ           

Ν ΣΩΜΑΤΩΝ ΚΑΙ ΚΑΤΗΓΟΡΙΕΣ ΛΥΣΕΩΝ-ΚΕΝΤΡΙΚΟΙ ΚΑΙ 

ΚΑΝΟΝΙΚΟΙ ΠΟΛΥΓΩΝΙΚΟΙ ΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ-ΤΟ 

∆ΑΚΤΥΛΙΟΕΙ∆ΕΣ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΩΝ Ν+1 ΣΩΜΑΤΩΝ-

ΝΕΥΤΩΝΕΙΑ ΚΑΙ ΜΕΤΑ-ΝΕΥΤΩΝΕΙΑ ∆ΥΝΑΜΙΚΑ 
 

 

1.1 Βασικές αρχές της κλασικής Μηχανικής-Η έννοια του δυναµικού και 

δυνάµεις προερχόµενες από δυναµικά 

Οι βασικές παραδοχές της λεγόµενης κλασικής Μηχανικής και γενικότερα της 

κλασικής φυσικής αναφέρονται αφενός µεν στις ιδιότητες του χώρου µέσα στον 

οποίο πραγµατοποιείται η κίνηση, αφετέρου δε στις ιδιότητες του χρόνου. Οι χώροι 

θεωρούνται Ευκλείδειοι, οµογενείς και ισότροποι, ενώ ο χρόνος θεωρείται 

οµογενής, µεταβαλλόµενος κατά τρόπο συνεχή και µονοτόνως αύξοντα. 

Θεµέλιο της κλασικής µηχανικής είναι η Νευτώνεια Μηχανική στην οποία κυρίαρχο 

ρόλο για την κίνηση των σωµάτων αποτελεί ο νόµος της παγκόσµιας έλξης που 

εκφράζει όπως είδαµε τις δυνάµεις που αναπτύσσονται ανάµεσα σε δύο σηµειακά 

υλικά σώµατα, ενώ ο νόµος που εκφράζει το δεύτερο αξίωµα του Νεύτωνα αποτελεί 

βασικό νόµο της φύσης που συνδέει βασικά µεγέθη, όπως η δύναµη και η µάζα.  

Οπως γνωρίζουµε, όταν η δύναµη που επιδρά σε ένα υλικό σηµείο είναι συνάρτηση 

µόνο της θέσης F=F(x,y,z) (ως προς ένα αδρανειακό σύστηµα) και υπάρχει 

βαθµωτή συνάρτηση V(x,y,z) τέτοια ώστε η δύναµη F να εκφράζεται υπό τη µορφή: 

F=-gradV                                                                                                                (1.1) 

τότε λέµε ότι η F προέρχεται από δυναµικό. Η συνάρτηση V ονοµάζεται δυναµικό ή 

δυναµική ενέργεια. Ενίοτε αναφερόµαστε στη δυναµική συνάρτηση
1
 U(x,y,z) η 

οποία διαφέρει από το δυναµικό V(x,y,z) µόνο κατά το πρόσηµο (Παπαϊωάννου, 

1952; Μυλωνάς, 1978), δηλαδή, 

V(x,y,z) = - U(x,y,z) και συνεπώς ∆V=-∆U.                                                         (1.2) 

                                                           
1
 Αρκετοί συγγραφείς χρησιµοποιούν καταχρηστικά τις δύο αυτές διακριτές έννοιες µε το ίδιο 

όνοµα, δυναµικό 
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Στην περίπτωση αυτή η σχέση (1.1) διαµορφώνεται στην 

F=gradU.                                                                                                                (1.3)                                                              

Και οι δύο αυτές ποσότητες εκφράζουν έργο ή ενέργεια και µετρώνται µε τις ίδιες 

φυσικές µονάδες. Είναι γνωστό ότι η αναγκαία και ικανή συνθήκη για να 

προέρχεται η δύναµη από δυναµικό είναι η στροφή rotF=0 ή × F = 0∇ . Ένα πεδίο 

δυνάµεων που πληροί τις προϋποθέσεις αυτές, ονοµάζεται διατηρητικό ή 

αστρόβιλο. Τα δυναµικά (ή συναρτήσεις δυναµικού) χαρακτηρίζονται ως (Kellog, 

1929): 

• Οµογενή, όταν αποδίδονται από οµογενείς µαθηµατικές συναρτήσεις των 

συντεταγµένων. Παραδείγµατα αποτελούν το Νευτώνειο βαρυτικό δυναµικό 

και το δυναµικό Coulomb που εκφράζονται µε οµογενείς συναρτήσεις 

βαθµού οµογενείας -1. 

• Μη οµογενή, όταν οι µαθηµατικές συναρτήσεις που τα εκφράζουν δεν είναι 

οµογενείς.  

• Σχεδόν οµογενή (quasi-homogeneous). Τον ορισµό αυτό εισήγαγε ο Diacu 

(Diacu, 2009 "How I discovered Manev") προκειµένου να χαρακτηρίσει 

εκείνα τα πεδία των δυναµικών τα οποία δεν είναι γνήσια οµογενή, αλλά 

δηµιουργούνται από την επαλληλία οµογενών δυναµικών πεδίων 

(συναρτήσεων δυναµικού µε διαφορετικό βαθµό οµογενείας, λ.χ το δυναµικό 

τύπου Manev µπορεί να θεωρηθεί ότι συνίσταται από δύο οµογενή δυναµικά 

µε βαθµούς οµογενείας -1 και -2). Τα δυναµικά αυτά συναντώνται συνήθως 

σε προβλήµατα της µη γραµµικής δυναµικής και κυρίως στη Φυσική και στην 

Αστρονοµία. Στην κατηγορία αυτή, εκτός του προαναφερθέντος δυναµικού 

τύπου Manev, ανήκουν επίσης τα δυναµικά τύπου Schwarzschild, Elipe et al., 

κ.ο.κ.  
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1.2 Το γενικό πρόβληµα των Ν σωµάτων-Ειδικές λύσεις 

1.2.1 Γενικά 

Όταν αναφερόµαστε σε ένα σύστηµα Ν υλικών σωµάτων που αλληλεπιδρούν µέσω 

των βαρυτικών έλξεών τους και περιοριζόµαστε σε µια συγκεκριµένη περιοχή του 

χώρου, στην πραγµατικότητα οµιλούµε για ένα µαθηµατικό µοντέλο που θεωρούµε 

ότι µπορεί να προσεγγίσει µερικές πλευρές ενός πραγµατικού φυσικού συστήµατος 

συνήθως µεγάλης κλίµακας όπως το ηλιακό µας σύστηµα ή κάποιο άλλο αστρικό 

σύστηµα όπως λ.χ. τα ανοικτά και σφαιρικά σµήνη (open and globular clusters που 

περιλαµβάνουν από µερικές δεκάδες µέχρι εκατοντάδες χιλιάδες άστρα), τους 

γαλαξίες, τα σµήνη γαλαξιών (clusters of galaxies), κ.λ.π.. Όταν το πλήθος Ν των 

σωµάτων του συστήµατος είναι σχετικά µικρό (Ν<10
2
), τότε είµαστε µέσα στα όρια 

της περιοχής µελέτης που παραδοσιακά ονοµάζουµε Ουράνια Μηχανική. Όταν 

Ν>10
2
, τότε η µελέτη τέτοιων συστηµάτων ανήκει στην Αστρική ∆υναµική (Stellar 

Dynamics) (Boccaletti & Pucacco, 2001). Προφανώς και στις δύο περιπτώσεις το 

πρόβληµα έγκειται στο να κατανοήσουµε αν και κατά πόσον το µαθηµατικό 

µοντέλο των Ν υλικών σηµείων είναι κατάλληλο για να περιγράψει την κίνηση Ν 

σωµάτων µε πεπερασµένες και εν γένει διαφορετικές µάζες. 

Η µορφή των γενικών εξισώσεων της κίνησης, για Νευτώνεια δυναµικά, είναι: 

( )
N

j k

k k j k3
j jk

m m
m r = G r - r

r
∑

�� �� ��
�� , j k≠ ,  jk j kr = r - r

�� ��

                                                      (1.4) 

Επειδή δεν υπάρχει κάποια γενική αναλυτική λύση του συστήµατος (1.4), κατά 

καιρούς αναζητήθηκαν ειδικές λύσεις όπου τα Ν υλικά σηµεία πληρούν 

συγκεκριµένες αρχικές συνθήκες. Από ιστορικής πλευράς, οι πρώτοι που έδωσαν 

συγκεκριµένες λύσεις στο σύστηµα µε Ν=3 (πρόβληµα των τριών σωµάτων) ήταν οι 

Euler (1764), Lagrange (1772) και Laplace (1789). Ο Lagrange έδειξε ότι στην 

περίπτωση τριών σωµάτων µε πεπερασµένες µάζες που υφίστανται τη δράση των 

µεταξύ τους αµοιβαίων έλξεων, υπάρχουν πέντε διαφορετικοί σχηµατισµοί έτσι 

ώστε κάτω από τις κατάλληλες αρχικές συνθήκες, οι λόγοι των µεταξύ τους 

αποστάσεων να διατηρούνται σταθεροί. Σε όλους αυτούς τους σχηµατισµούς, τα 

σώµατα διαγράφουν όµοιες κωνικές τοµές γύρω από το κοινό κέντρο µάζας τους. 
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Στους τρεις από τους σχηµατισµούς αυτούς, τα τρία σώµατα βρίσκονται πάντα πάνω 

σε µία ευθεία, ενώ στους δύο άλλους σχηµατισµούς, σχηµατίζουν ένα ισόπλευρο 

τρίγωνο. Οι σχηµατισµοί αυτοί είναι γνωστοί µε τους χαρακτηρισµούς, 

συγγραµµική και ισόπλευρη λύση αντίστοιχα. Η συγγραµµική λύση είχε 

προηγουµένως βρεθεί από τον Euler (1764). Οι λύσεις αυτές αποτελούν, όπως θα 

δούµε στη συνέχεια, τις πρώτες οµογραφικές λύσεις που βρέθηκαν για το πρόβληµα 

των Ν σωµάτων.  

 

1.2.2 Κατηγορίες ειδικών λύσεων 

Με βάση την ταξινόµηση και την ονοµατολογία που έδωσε ο Wintner (1947) στις 

ειδικές λύσεις του γενικού προβλήµατος, αυτές µπορούν να διακριθούν σε τρεις 

µεγάλες κατηγορίες: 

• Επίπεδες λύσεις. Mία λύση του προβλήµατος των Ν σωµάτων ονοµάζεται 

επίπεδη, αν όλα τα σώµατα βρίσκονται πάνω σε ένα επίπεδο Π. Αν το επίπεδο 

αυτό έχει σταθερή θέση (ανεξάρτητη του χρόνου) ως προς ένα αδρανειακό 

κεντροβαρικό σύστηµα συντεταγµένων (σταθερό ή αναλλοίωτο (invariant) 

επίπεδο), τότε η λύση ονοµάζεται διαρκής επίπεδη (planar). Αν η θέση αυτού 

τού επιπέδου µεταβάλλεται µε το χρόνο σε σχέση µε ένα αδρανειακό 

κεντροβαρικό σύστηµα αναφοράς, τότε η λύση αναφέρεται ως στιγµιαία 

επίπεδη (flat). Παρότι ο τελευταίος όρος δεν είναι δόκιµος εντούτοις καλύπτει 

µια κατηγορία λύσεων. Προφανώς κάθε flat λύση δεν είναι απαραίτητα και 

planar. Συνήθως η διάκριση αυτή δεν υπάρχει στην πραγµατικότητα. 

Σηµειώνουµε επίσης ότι οι παραπάνω ορισµοί είναι εντελώς ανάλογοι µε 

αυτούς της στιγµιαίας ή συνεχούς επίπεδης κίνησης ενός στερεού σώµατος. 

• Ευθύγραµµες λύσεις. Ονοµάζονται οι λύσεις για τις οποίες τα Ν υλικά 

σηµεία βρίσκονται πάνω σε µία ευθεία γραµµή. Αν τα υλικά σηµεία 

βρίσκονται πάνω στην ίδια ευθεία γραµµή κάποια χρονική στιγµή  t=t0, χωρίς 

να είναι βέβαιο ότι θα παραµείνουν σε αυτή και για t≠ t0, τότε η λύση 

ονοµάζεται στιγµιαία ευθύγραµµη (collinear) και τα σηµεία λέµε ότι είναι σε 

συζυγία (syzygy). Αν όµως τα Ν σηµεία βρίσκονται πάνω σε µία ευθεία η 
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οποία παραµένει σταθερή και ανεξάρτητη του χρόνου ως προς ένα 

αδρανειακό σύστηµα αναφοράς, τότε η λύση ονοµάζεται διαρκής ευθύγραµµη 

(rectilinear).  

• Οµογραφικές λύσεις (homographic solutions). Για τις λύσεις αυτές θα 

αναφερθούµε αναλυτικότερα παρακάτω(§1.3.2). 

 

1.3 Κεντρικοί σχηµατισµοί Ν σωµάτων στο επίπεδο και στο χώρο (central ή 

permanent configurations)-Οµογραφικές  λύσεις 

1.3.1 Κεντρικοί σχηµατισµοί-Ορισµοί 

Ο όρος κεντρικός σχηµατισµός (central configuration) καθιερώθηκε από τον 

Wintner στα 1947 προκειµένου να αποδώσει την κατάσταση ενός συστήµατος Ν 

σωµάτων τα οποία λόγω των κατάλληλων αρχικών συνθηκών κινούνται έτσι, ώστε 

οι σχετικές τους αποστάσεις να διατηρούνται σταθερές κάθε χρονική στιγµή. Αυτό 

σηµαίνει ότι ο σχηµατισµός µπορεί να αλλάζει σε µέγεθος (ή προσανατολισµό) 

καθώς µεταβάλλεται ο χρόνος t, αλλά όχι σε µορφή (σχήµα ή γεωµετρία). Αν 

αναφέρουµε την κίνηση των µελών του συστήµατος ως προς ένα κεντροβαρικό 

σύστηµα συντεταγµένων, ο κεντρικός σχηµατισµός µπορεί να εκτελέσει ως προς το 

κέντρο µάζας του (προκειµένου να παραµείνει κεντρικός) µόνο δύο ανεξάρτητες 

«κινήσεις»: 

• Μία οµοιόµορφη διαστολή (αντίστοιχα συστολή)  

• Μία περιστροφή (µε σταθερή ή µη γωνιακή ταχύτητα) περί το κέντρο µάζας.  

Ο κεντρικός σχηµατισµός µπορεί να εκτελεί είτε ταυτόχρονα και τις δύο κινήσεις 

(οµογραφική λύση)(homographic solution), είτε µόνο τη µία από τις δύο. Όταν δεν 

υπάρχει συστολή ή διαστολή, τότε τα σώµατα –µέλη του σχηµατισµού βρίσκονται 

σε σχετική κατάσταση ισορροπίας (relative equilibrium) εκτελώντας µόνο 

περιστροφή απόλυτα στερεού σώµατος περί το κέντρο µάζας. Αν δεν υπάρχει 

περιστροφή παρά µόνο διαστολή ή συστολή, τότε η λύση είναι οµοιόθετη 

(homothetic solution).  

Ένας εναλλακτικός ορισµός για έναν κεντρικό σχηµατισµό είναι και αυτός που λέει 

ότι ο σχηµατισµός είναι κεντρικός όταν το διάνυσµα της επιτάχυνσης για καθένα 
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από τα Ν σώµατα του συστήµατος είναι συγγραµµικό µε το διάνυσµα της δύναµης. 

Με άλλα λόγια, η δυναµική κάθε σώµατος-µέλους του σχηµατισµού «µιµείται» 

αυτήν ενός προβλήµατος «κεντρικής δύναµης» (Saari, 2005). Σηµειώνουµε ότι 

µέχρι την εποχή του Wintner οι ερευνητές χρησιµοποιούσαν τον όρο permanent 

configuration που είχε εισάγει ο Moulton στα 1910.   

Το πρόβληµα της µελέτης των κεντρικών σχηµατισµών στη γενική περίπτωση των 

Ν-σωµάτων, το οποίο σηµειωτέον παραµένει άλυτο µέχρι σήµερα, χαρακτηρίστηκε 

από τον Don Saari ως ένα από τα σηµαντικότερα προβλήµατα του 21
ου

 αιώνα 

(Saari, 2006), ο δε Smale (2000) το κατέταξε έκτο στη λίστα που κατάρτισε µε τα 

δέκα πιο σηµαντικά προβλήµατα προς επίλυση για τον 21
o
 αιώνα. Η µεγάλη 

σηµασία αυτής της µορφής των σχηµατισµών αναδεικνύεται από το γεγονός ότι: 

• Αποτελούν σηµεία διακλάδωσης (bifurcation points) της τοπολογικής 

κατάταξης των συνεπίπεδων λύσεων του προβλήµατος των Ν-σωµάτων 

• Αποτελούν οριακούς σχηµατισµούς, τόσο για περιπτώσεις ταυτόχρονων 

κρούσεων των σωµάτων µεταξύ τους, όσο και για πλήρως παραβολικές 

τροχιές 

• Είναι οι µόνοι σχηµατισµοί που διατηρούν διαχρονικά τη µορφή τους στο 

σύστηµα των Ν σωµάτων 

Όπως αναφέραµε σε προηγούµενη παράγραφο, για Ν=3 το πρόβληµα είχε λυθεί 

πλήρως από τους Euler (1764) και Lagrange (1772). Ακολούθησε η µελέτη του 

Liouville (1842) πάνω στο πρόβληµα των τριών σωµάτων, καθώς και η εργασία του 

Maxwell (1856) πάνω στη µοντελοποίηση του συστήµατος των δακτυλίων του 

Κρόνου(η εργασία αυτή περιλαµβάνετσι σε ένα τόµο που περιέχει µια συλλογή 

επιστηµονικών εργασιών του και εκδόθηκε στο Cambridge  το 1890). Με την 

ανατολή του 20
ου

 αιώνα ο Dziobek (1900) προσπάθησε να δώσει λύσεις σε 

συστήµατα µε 4 και πέντε σώµατα, ενώ στη συνέχεια βρέθηκαν από τον Moulton 

(1914) όλες οι συγγραµµικές λύσεις για οποιοδήποτε Ν και για διάφορες µάζες. Στις 

επόµενες δεκαετίες ασχολήθηκαν µε το πρόβληµα πολλοί επιφανείς επιστήµονες. 

Στο σηµείο αυτό παραθέτουµε µε χρονολογική σειρά µία σύντοµη λίστα µε 

επιλεγµένες εργασίες που αφορούν στους κεντρικούς σχηµατισµούς και έχουν 
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δηµοσιευθεί από το 1980 µέχρι σήµερα, περιλαµβάνονται δε στη σχετική 

βιβλιογραφία της παρούσας διατριβής προς διευκόλυνση των ενδιαφερόµενων 

αναγνωστών: Palmore, 1980; Saari, 1980; Llibre, 1991; Scheeres, 1992; Glass, K., 

1997; Cors et al., 2004; Sekiguchi, 2004; Arribas et al., 2006; Perov & Medvedev, 

2008; Llibre & Mello, 2008, 2009; Gidea & Llibre, 2010; κ.α.  

 

1.3.2 Οµογραφικές λύσεις σε κεντρικούς σχηµατισµούς  

Οι λύσεις που βρήκαν οι Euler (1764) και Lagrange (1772) για το επίπεδο 

προβλήµατος των τριών σωµάτων, αποτελούν επίσης και τις πρώτες οµογραφικές 

(homographic) λύσεις δηλαδή σχηµατισµούς των σωµάτων του συστήµατος οι 

οποίοι παραµένουν όµοιοι προς τον εαυτό τους όταν µεταβάλλεται ο χρόνος. Το 

Σχήµα 1.1 δείχνει µερικά στιγµιότυπα από ένα animation που κατασκεύασε ο 

Moeckel, όπου απεικονίζονται τρεις διαφορετικές θέσεις των τριών σωµάτων στο 

αντίστοιχο πρόβληµα, που κινούνται σε ελλειπτικές τροχιές γύρω από το κοινό 

κέντρο µάζας τους. Λύσεις αυτής της µορφής (δηλαδή οµογραφικές) βρέθηκαν 

επίσης και στο γενικό πρόβληµα των Ν σωµάτων από τους Moulton (1910), 

Wintner (1947), Diacu et al., (2008), Diacu & Chavela (2011), κ.α. Η σχέση µεταξύ 

οµογραφικών λύσεων και κεντρικών σχηµατισµών υπεδείχθη από τον Lagrange στα 

1772 για την περίπτωση Ν=3 και συνοψίζεται στο ακόλουθο θεώρηµα: 

 

Θεώρηµα 1 (Lagrange): Μία λύση του προβλήµατος των Ν σωµάτων είναι 

οµογραφική αν και µόνο αν, τα σώµατα σχηµατίζουν τον ίδιο κεντρικό σχηµατισµό 

για κάθε χρονική στιγµή για την οποία η λύση είναι ορισµένη.  

Το θεώρηµα αυτό δείχνει ότι οι οµογραφικές λύσεις και οι κεντρικοί σχηµατισµοί 

ανήκουν στην ίδια µαθηµατική κλάση και συνεπώς οι ιδιότητές τους σχετίζονται.  

Σχετικό µε το παραπάνω θεώρηµα είναι και το επόµενο:  

 

Θεώρηµα 2 (Perko-Walter-Elmabsout): Για Ν≥4, Ν µάζες που βρίσκονται στις 

κορυφές ενός κανονικού πολυγώνου, αποτελούν ένα κεντρικό σχηµατισµό αν και 

µόνο αν, όλες οι µάζες είναι ίσες.  
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Το θεώρηµα αυτό αποδείχθηκε ανεξάρτητα από τους Perko-Walter (1986) για 

οµογραφικές λύσεις και από τον Elmabsout (1988) για κεντρικούς σχηµατισµούς. 

Το προηγούµενο Θεώρηµα 1 του Lagrange δείχνει ότι οι δύο αποδείξεις είναι 

ισοδύναµες. 

 

   
 e=0.9  

Σχήµα 1.1α. ∆ιάφορες φάσεις µιας οµογραφικής λύσης σε ένα σύστηµα τριών 

σωµάτων µε διαφορετικές µάζες. Οι εκκεντρότητες των τροχιών των σωµάτων  

είναι ε=0.9 

 

Οµογραφικές λύσεις σε κανονικούς πολυγωνικούς σχηµατισµούς µε σχεδόν 

οµογενή δυναµικά µελέτησαν επίσης οι Arribas et al.,  (2006, 2007). Στο Σχήµα 

1.1β δείχνεται η οµογραφική λύση ενός σχηµατισµού κανονικού πολυγώνου µε 

κεντρικό σώµα και ν=7 (Cattani & Prokopenya, 2004).  

 

Σχήµα 1.1β. Οµογραφική λύση ενός σχηµατισµού κανονικού επταγώνου µε 

κεντρικό σώµα (Cattani & Prokopenya, 2004) 
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1.3.3 Οµοθετικές λύσεις σε κεντρικούς σχηµατισµούς  

Οι οµοθετικές (ή οµοιοθετικές) λύσεις (homothetic solutions) αποτελούν ειδική 

περίπτωση των οµογραφικών λύσεων. Για αυτές ισχύει συµπληρωµατικά το 

επόµενο θεώρηµα: 

Θεώρηµα 3α (Lagrange- Pizzetti): Μία οµογραφική λύση είναι οµοθετική, αν και 

µόνο αν, η στροφορµή του συστήµατος είναι µηδέν. 

Στο επόµενο Σχήµα 1.2 δείχνουµε τρεις διαφορετικές φάσεις οµοθετικών λύσεων σε 

ένα σύστηµα τριών σωµάτων. 

 

   
 e=1  

Σχήµα 1.2. ∆ιάφορες φάσεις µια οµοθετικής λύσης σε ένα σύστηµα τριών σωµάτων 

µε διαφορετικές µάζες. Οι εκκεντρότητες των τροχιών των τριών σωµάτων 

 είναι ε=1 (ευθείες) 

 

1.3.4 Λύσεις σχετικής ισορροπίας σε κεντρικούς σχηµατισµούς (permanent 

configurations or relative equilibria)  

Οι λύσεις αυτές αποτελούν ειδική περίπτωση των οµογραφικών λύσεων. Μία 

κατάσταση σχετικής ισορροπίας (relative equilibrium) περιγράφεται από το επόµενο 

θεώρηµα:  

 

Θεώρηµα 3β (Lagrange- Pizzetti): Μία οµογραφική λύση αποτελεί λύση σχετικής 

ισορροπίας, αν και µόνο αν, ο σχηµατισµός των σωµάτων είναι επίπεδος και 

περιστρέφεται σαν απόλυτα στερεός σχηµατισµός µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα. 

Saari’s conjecture (1969): Αν η πολική ροπή αδρανείας Ι, είναι σταθερή, τότε η 

κίνηση του συστήµατος των Ν σωµάτων είναι κίνηση στερεού σώµατος.  
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Μέχρι σήµερα η παραπάνω αρχή έχει αποδειχθεί για ορισµένες περιπτώσεις, όπως, 

στην περίπτωση συγγραµµικών σωµάτων (Diacu et.al., 2005; Saari, 2005) και στη 

γενική περίπτωση µε τρία σώµατα (Ν=3)  McCord, 2002; Moeckel, 2005). Το 

Σχήµα 1.3 δείχνει τρία διαφορετικά στιγµιότυπα κατά την κίνηση τριών σωµάτων 

που βρίσκονται σε σχετική ισορροπία µεταξύ τους. 

 

 

 e=0  

Σχήµα 1.3. ∆ιάφορες φάσεις µιας λύσης σχετικής ισορροπίας σε ένα σύστηµα τριών 

σωµάτων µε διαφορετικές µάζες. Οι εκκεντρότητες των τροχιών των τριών 

σωµάτων είναι ε=0 (κύκλοι) 

 

Όπως αναφέραµε οι λύσεις σχετικής ισορροπίας διάφορων σχηµατισµών Ν 

σωµάτων και κάτω από διάφορα δυναµικά µελετήθηκαν από πολλούς ερευνητές. 

Παραθέτουµε µε χρονολογική σειρά ένα µικρό µέρος αυτής της βιβλιογραφίας: 

MacMillan & Bartky 1932; Brumberg, 1957; Simo, 1978; Palmore, 1980; Moeckel, 

1985; Meyer & Schmidt, 1988; Elmabsout, 1988, 1996; Roberts, 2000; Bang & 

Elmabsout, 2004; κ.α. 

 

1.4 Κανονικοί πολυγωνικοί σχηµατισµοί σωµάτων 

Ένας κανονικός πολυγωνικός σχηµατισµός N σωµάτων αποτελεί µια ειδική 

περίπτωση του γενικού προβλήµατος των Ν σωµάτων µε το ιδιαίτερο 

χαρακτηριστικό ότι συνιστά ένα δυναµικό σύστηµα µε απλά γεωµετρικά 

χαρακτηριστικά. Ένας παρόµοιος σχηµατισµός προτάθηκε ήδη περί τα µέσα του 

19
ου

 αιώνα από τον Maxwell ο οποίος στα 1865 κέρδισε το θεσµοθετηµένο βραβείο 
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Adams σε διαγωνισµό που είχε προκηρυχθεί λίγο νωρίτερα µε θέµα την ερµηνεία 

των δακτυλίων του Κρόνου. Από τότε οι κανονικοί πολυγωνικοί σχηµατισµοί των Ν 

σωµάτων βρέθηκαν συχνά στο επίκεντρο του επιστηµονικού ενδιαφέροντος και 

πολλές εργασίες δηµοσιεύτηκαν µε σκοπό να µοντελοποιήσουν διάφορα δυναµικά 

συστήµατα. Μία κατηγορία αυτών των εργασιών αναφέρεται στη µελέτη του 

«κεντρικού χαρακτήρα» του σχηµατισµού (Saari, 1980; Casassayas et al., 1994; 

Grebenikov, 1997, 1998; Gadomski, 1998) καθώς επίσης στην ύπαρξη 

οµογραφικών λύσεων (Arribas et al., 2007), λύσεων σχετικής ισορροπίας των 

σωµάτων (Elmabsout, 1988) και συνθηκών ευστάθειας του σχηµατισµού για 

διάφορες τιµές των παραµέτρων (Salo & Yoder, 1988; Roberts, 2000; Vanderbei & 

Koleman, 2007; κ.α.). Μια δεύτερη κατηγορία εργασιών περιλαµβάνει µελέτες για 

κανονικούς πολυγωνικούς σχηµατισµούς όπου όµως τα δυναµικά δεν είναι 

Νευτώνεια αλλά Μετα-Νευτώνεια (Mioc & Stavinschi, 1998, 1999; Arribas, et al., 

2004, 2007, 2008, 2009, 2010). Οι δύο αυτές κατηγορίες διαπραγµατεύονται το 

πρόβληµα από καθαρά µαθηµατικής άποψης. Σε µια τρίτη κατηγορία, εκτός από την 

καθαρά µαθηµατική προσέγγιση, γίνεται προσπάθεια να προσοµοιωθούν 

πραγµατικά φυσικά συστήµατα όπως συστήµατα σχεδόν συντροχιακών (quasi co-

orbital) δορυφόρων που κινούνται γύρω από ένα µεγάλο πλανήτη (Perov & 

Medvedev, 2008), συστήµατα patchy-structured galaxies (Nezhinskii & Ollongren, 

1992) ή να µελετηθούν οι δακτύλιοι που εµφανίζονται σε όλους τους µακρυνούς 

πλανήτες του ηλιακού µας συστήµατος (Willerding, 1986; Vanderbei & Kolemen, 

2007; Barrabes & Cors, 2010; κ.α.). Αναφορικά µε τα συστήµατα quasi-coorbital 

δορυφόρων των µεγάλων πλανητών, σηµειώνουµε ότι τις τελευταίες δεκαετίες 

έχουν ανακαλυφθεί αρκετά τέτοια συστήµατα και συγκεκριµένα, όπως αναφέρουν 

οι Perov & Medvedev (2008): οι Metis–Adrastea, Lysithea-Elara για τον ∆ία, οι 

οµάδες Telesto-Tethys-Calypso και Dione-Helene-Polydeuces για τον Κρόνο, οι 

Cupid-Belinda για τον Ουρανό.  
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1.5 Μελέτη της δυναµικής συµπεριφοράς ενός µικρού σώµατος σε κανονικούς 

πολυγωνικούς σχηµατισµούς Ν σωµάτων (ring problem of Ν+1 bodies) 

Μία ξεχωριστή κατηγορία προβληµάτων που όµως σχετίζεται στενά µε τις 

προηγούµενες, περιλαµβάνει τη µελέτη της δυναµικής συµπεριφοράς ενός πολύ 

µικρού σώµατος στο δυναµικό περιβάλλον που δηµιουργεί ένας κανονικός 

πολυγωνικός σχηµατισµός Ν σωµάτων µε πολύ µεγαλύτερες µάζες από αυτήν του 

µικρού σώµατος. Στην περίπτωση αυτή, τα ν=Ν-1 µεγάλα σώµατα θεωρούνται ότι 

βρίσκονται στις κορυφές ενός νοητού κανονικού ν-γώνου (άρα σε ίσες µεταξύ τους 

αποστάσεις) όπου και διατηρούνται σε σχετική ισορροπία, ενώ το Ν-οστό µεγάλο 

σώµα βρίσκεται στο κέντρο µάζας του συστήµατος και µπορεί να έχει διαφορετική 

µάζα από αυτήν των περιφερειακών σωµάτων. Συνεπώς, ο κανονικός πολυγωνικός 

σχηµατισµός  θεωρείται ως ένα στερεό σύστηµα Ν σωµάτων το οποίο µπορεί να 

περιστρέφεται µε σταθερή ταχύτητα περί το κέντρο µάζας του. Η εκδοχή αυτή που 

τα τελευταία χρόνια έγινε γνωστή µε το όνοµα ring problem των Ν+1 σωµάτων 

(Kalvouridis, 1999a,b,c), µελετήθηκε κάτω από διάφορες παραλλαγές που 

αφορούσαν είτε στα πεδία των δυνάµεων που δηµιουργούνται από τον σχηµατισµό 

των µεγάλων σωµάτων, είτε στη µορφή του µικρού σώµατος. Πιο συγκεκριµένα, οι 

Ollöngren (1989), Scheeres (1992), Scheeres and Vinh (1993), Elmabsout (1996), 

Kalvouridis (1999a,b,c, 2001a,b, 2003, 2004, 2006, 2008d,e, 2011), Hadjifotinou & 

Kalvouridis (2005), Pinotsis (2005, 2010), Mavraganis & Kalvouridis (2007), Bario 

et al., (2008, 2009), Croustalloudi & Kalvouridis (2008, 2011), Papadakis (2009), 

Bountis & Papadakis (2009), Barrabes et al., (2010), Garcia-Azpeitia & Ize (2011), 

Fakis & Kalvouridis (2013b), κ.α., µελέτησαν την περίπτωση όπου το µικρό σώµα 

θεωρείται σηµειακό, ενώ οι περιπτώσεις όπου το µικρό σώµα θεωρείται ότι είναι 

ένα τριαξονικό απόλυτα στερεό ή ένας γυροστάτης (λ.χ. τεχνητός δορυφόρος, 

διαστηµικό τηλεσκόπιο, κ.ο.κ.) µελετήθηκαν από τους (Kalvouridis & Tsogas, 

1999d, 2002), Tsogas et al., (2005), Kalvouridis (2009c).   

Στο σηµείο αυτό πρέπει να τονίσουµε ότι εκτός από τη γεωµετρική απλότητα του 

σχηµατισµού ένα επιπλέον πλεονέκτηµα του συγκεκριµένου µοντέλου είναι ότι µε 

αλλαγή των βασικών του παραµέτρων το πρόβληµα µπορεί να αναχθεί σε κάποιο 
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από τα προβλήµατα-µοντέλα της Ουράνιας Μηχανικής που προτάθηκαν στο 

παρελθόν, όπως η περίπτωση της Κοπεγχάγης στο περιορισµένο πρόβληµα των 

τριών σωµάτων, το περιορισµένο πρόβληµα των πέντε σωµάτων που προτάθηκε 

από τον Ollöngren (1988) και το περιορισµένο πρόβληµα των τεσσάρων σωµάτων 

που προτάθηκε από τους Maranhao & Llibre (1999).   

Σε µια άλλη κατηγορία εντάσσονται προβλήµατα αυτού του τύπου όπου τα πεδία 

που δηµιουργούν τα µεγάλα σώµατα οφείλονται είτε σε Μετα-Νευτώνεια δυναµικά, 

είτε σε συνδυασµένα δυναµικά όπου λαµβάνονται υπόψιν και άλλοι παράγοντες 

όπως η πίεση της ακτινοβολίας (φωτοβαρυτικά προβλήµατα) ή το σφαιροειδές 

σχήµα τους (Kalvouridis et al., 2006a,b, 2007; Elipe et al., 2007; Kalvouridis, 

2008a,b,c; Kalvouridis et al., 2008; Kalvouridis & Hadjifotinou, 2008, 2011b; κ.α.) 

κ.ο.κ. Στην κατηγορία αυτή εντάσσεται και η παρούσα διατριβή. 

Σε µία τελευταία κατηγορία περιλαµβάνονται ενδιαφέροντα προβλήµατα που 

παρουσιάζουν παραλλαγές του αρχικού κανονικού πολυγωνικού µοντέλου. Μεταξύ 

των παραλλαγών αυτών που εµφανίστηκαν στη διεθνή βιβλιογραφία τα τελευταία 

χρόνια, αναφέρουµε το µοντέλο των Segikushi (2004)(Σχήµα 1.4α), Shiqing Zhang 

& Zhifu Xie (2001) και Liu Wenzong et al., (2005) (Σχήµα 1.4β), όπου τα 

περιφερειακά πρωτεύοντα σώµατα βρίσκονται στις κορυφές 2k nested κανονικών 

πολυγώνων, το µοντέλο των Broucke & Elipe (2005) (Σχήµα 1.4γ) οι οποίοι  

αντικατέστησαν τα ν περιφερειακά σώµατα µε ένα υλικό κυκλικό δακτύλιο που 

χαρακτηρίζεται από συνεχή και σταθερή κατανοµή µάζας (κάτι παρόµοιο είχε 

προτείνει ο Laplace προκειµένου να ερµηνεύσει τους δακτυλίους του Κρόνου πριν 

από τον Maxwell), το µοντέλο όπου το πεδίο δηµιουργείται από µία συνεχή και 

οµογενή κατανοµή ύλης σε µορφή δακτυλιοειδούς δίσκου (Alberti & Vidal, 2007) 

(Σχήµα 1.4δ), το µοντέλο όπου το πεδίο δηµιουργείται αφενός µεν από ένα 

διδιάστατο (επίπεδο) δακτυλιοειδή δίσκο µε συνεχή και οµοιόµορφη κατανοµή 

µάζας, αφετέρου δε από ένα µεγάλο οµογενές σφαιρικό σώµα που βρίσκεται στο 

κέντρο του κυκλικού δακτυλίου (Eva Tresaco et al., 2011, 2012) (προσοµοίωση της 

κίνησης δορυφόρου στο σύστηµα πλανήτη - πλανητικού δακτυλίου) (Σχήµα 1.4ε), 
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το µοντέλο των Nezhinskij & Ollongren (1992) για τους patchy-structured galaxies 

(Σχήµα 1.4στ), κ.ο.κ.  

  

(α) (β) 

(γ) (δ) 

 

 

 

(ε) (στ) 

Σχήµα 1.4. (α) Το µοντέλο του Masayoshi Segikushi, (β) το µοντέλο των Liu 

Wenzhong- Zhang Tongjie- Xu Bin, (γ) το µοντέλο της στερεάς κυκλικής ράβδου 

των Broucke & Elipe, (δ) το µοντέλο του επίπεδου δακτυλιοειδούς δίσκου των 

Alberti & Vidal, (ε) το µοντέλο της Eva Tresaco, (στ) το µοντέλο των Nezhinskij-

Ollongren για τους patchy galaxies 
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Κλείνοντας την παράγραφο αυτή, αναφέρουµε επίσης ότι πρόσφατα οι 

Croustalloudi & Kalvouridis (2012, 2014) παρουσίασαν µία νέα εκδοχή-βελτίωση 

του αρχικού µοντέλου των Ν+1 σωµάτων, το πρόβληµα των Ν+2 σωµάτων, όπου η 

σηµειακή µάζα έχει αντικατασταθεί από ένα σύστηµα δύο µικρών σωµάτων (minor 

bodies) καθένα από τα οποία εκτός από την επίδραση των µεγάλων σωµάτων 

δέχεται και την µικρή αλλά προσδιορίσιµη επίδραση του άλλου µικρού σώµατος 

(Σχήµα 1.5). Τα δύο µικρά σώµατα µπορεί να είναι φυσικά (λ.χ. δίδυµοι 

"αστεροειδείς" στο σύστηµα Ήλιος-∆ίας), ή τεχνητά, όπως ένα ζεύγος τεχνητών 

δορυφόρων (dual satellite system) του τύπου PROBA-3 της ESA που εκτελούν 

πτήση σε σχηµατισµό. Οι διαστηµικές αποστολές όπως αυτή του δορυφόρου NEAR 

της NASA στη ζώνη των αστεροειδών (1997) και η προσέγγισή του στον 

αστεροειδή Eros, καθώς και η ανακάλυψη περισσότερων από 300 εξωηλιακών 

πλανητικών συστηµάτων, πολλά από τα οποία είναι πολυµελή και ενδεχοµένως να 

βρεθούν στο µέλλον και συστήµατα πλανήτη-συντροχιακών δορυφόρων, θεωρούµε 

ότι θα διευρύνουν τις προοπτικές για προσοµοίωση του προβλήµατος αυτού µε 

υπάρχοντα δυναµικά συστήµατα στο διάστηµα.  

 

 

Σχήµα 1.5. Το δακτυλιοειδές πρόβληµα των Ν+2 σωµάτων (Croustalloudi & 

Kalvouridis, 2012,2014) 
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1.6 Μετα-Νευτώνεια δυναµικά και διάφορες εκφράσεις του Νόµου της 

Παγκόσµιας Έλξης 

1.6.1 Η κίνηση της γραµµής των αψίδων της σεληνιακής τροχιάς και το 

«άγνωστο» δυναµικό του Νεύτωνα 

Ως Μετα-Νευτώνεια δυναµικά χαρακτηρίζονται εκείνα τα δυναµικά τα οποία 

προτάθηκαν µετά την εµφάνιση του περίφηµου νόµου της Παγκόσµιας έλξης του 

Νεύτωνα, και κυρίως µετά την εµφάνιση της Γενικής Θεωρίας της Σχετικότητας. Η 

ιστορία τους, όσο και αν φαίνεται περίεργο, έχει ηλικία τριών αιώνων αφού ο ίδιος 

ο Νεύτωνας εκτός από τον περίφηµο νόµο της Παγκόσµιας έλξης που διατύπωσε 

προκειµένου να στηρίξει θεωρητικά τους νόµους του Kepler, εισήγαγε και έναν 

επιπλέον όρο που εκφράζει µία ακόµη κεντρική δύναµη-διαταραχή-διόρθωση 

προκειµένου να ερµηνεύσει την κίνηση της γραµµής των αψίδων της Σελήνης η 

οποία παρουσιάζει µία περίοδο 18,6 ετών. Ο αρχικός κλασικός νόµος του Νεύτωνα 

αναφέρεται σε σηµειακές µάζες ή σε οµογενή (δηλαδή σταθερής πυκνότητας) και 

απόλυτα σφαιρικά σώµατα. Όµως στην περίπτωση των πραγµατικών ουρανίων 

σωµάτων ούτε το πρώτο συµβαίνει, αλλά ούτε και το δεύτερο. Αν περιορισθούµε 

στη Γη, ούτε η πυκνότητά της είναι σταθερή, αλλά ούτε και το σχήµα της είναι 

απόλυτα σφαιρικό αφού προσεγγίζει περισσότερο προς αυτό ενός πεπλατυσµένου 

σφαιροειδούς. Επιπλέον, η κλίση του άξονά της, που δεν είναι και αυτή σταθερή 

στο χώρο και στο χρόνο, έχει ως αποτέλεσµα, η σεληνιακή τροχιά, η οποία δεν 

βρίσκεται πάνω στο επίπεδο της εκλειπτικής και επιπλέον υφίσταται και την 

επίδραση του Ηλίου, να µην είναι µια σταθερή Keplerian τροχιά που µπορεί να 

περιγραφεί µε απόλυτη ακρίβεια από τον κλασικό νόµο του Νεύτωνα. Στην 

πραγµατικότητα, παρουσιάζεται πιο σύνθετη. Το γεγονός αυτό ήταν ήδη γνωστό 

στον Νεύτωνα, αλλά και σε άλλους συγχρόνους του, οι οποίοι έστω και µε τα 

πενιχρά µέσα παρατήρησης που διέθεταν, µπορούσαν να διαπιστώσουν κάποιες 

µικρές παρεκκλίσεις από την ιδεατή θεωρητική τροχιά για τον κοντινό γείτονα και 

συνοδοιπόρο του πλανήτη µας. Όπως αναφέρουν οι Arribas et al., (2004) o 

Νεύτωνας στο Liber ΙΙ, propositio XLIV του περίφηµου συγγράµµατός του 

Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (Koyre & Cohen, 1972), πρόσθεσε 
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µια διαταραχή στο πρόβληµα του Kepler. Πράγµατι µια σύντοµη πρόταση στο τέλος 

του Corollarium 2, του propositio XLV, αποκαλύπτει ότι µια τέτοια διόρθωση θα 

καθιστούσε το νόµο του Kepler ικανό ώστε να συµπεριλάβει και τις µικρές κινήσεις 

των αψίδων της σεληνιακής τροχιάς. Στην προκειµένη περίπτωση, το δυναµικό 

σύµφωνα µε τον Νεύτωνα, θα έπρεπε να έχει τη µορφή: 

2

A B
V(r) = -GMm +

r 2r

 
 
 

                                                                                        (1.7) 

όπου οι ποσότητες Α και Β είναι παράµετροι ανεξάρτητες από την ακτινική 

απόσταση r των δύο σωµάτων. Ο Νεύτωνας δεν πρόβαλε αρκετά την ιδέα του αυτή, 

η οποία µε τον καιρό παραµερίστηκε και ξεχάστηκε. 

Συστήµατα δύο ουράνιων σωµάτων που κινούνται υπό την επίδραση τέτοιων 

δυναµικών (όπως αυτό της σχέσης (1.7)) εντάσσονται σε µια κατηγορία που ο 

Deprit (1981) χαρακτήρισε ως σχεδόν-Κεπλέριαν συστήµατα (quasi-Keplerian 

systems). Ο όρος αυτός χρησιµοποιήθηκε και χρησιµοποιείται ακόµη από τους πιο 

σύγχρονους ερευνητές. Όπως θα δούµε πιο κάτω, το "διορθωµένο" δυναµικό που 

πρότεινε ο Νεύτωνας, το πρότεινε πολλά χρόνια αργότερα και ένας Βούλγαρος 

φυσικός ο Georgi Manev, του οποίου όµως η θεωρία «αγνοήθηκε» για πάνω από 60 

χρόνια από την επιστηµονική κοινότητα.  

Ο Νεύτωνας έδειξε λοιπόν ότι µια «διορθωµένη» δύναµη
2
 µπορεί να προκαλέσει 

µεταπτωτική κίνηση της τροχιάς ενός δορυφόρου όπως η Σελήνη γύρω από ένα 

πλανήτη όπως η Γη. Με άλλα λόγια, η τροχιά ενός σώµατος ως προς ένα άλλο σώµα 

σε ένα αδρανειακό σύστηµα αναφοράς θα είναι µια έλλειψη της οποίας ο εστιακός 

άξονας (γραµµή των αψίδων) περιστρέφεται στο επίπεδο της κίνησης. Παρά το 

σηµαντικό αυτό συµπέρασµα, η έρευνα του Νεύτωνα πάνω σε ένα τέτοιο µοντέλο 

δύναµης παρέµεινε αδηµοσίευτη κατά τη διάρκεια της ζωής του. Όµως ο κατάλογος 

Portsmouth Collection µε τις αδηµοσίευτες εργασίες του, που είδε το φως της 

δηµοσιότητας στα 1888, αποκαλύπτει και αναδεικνύει το ενδιαφέρον αυτό θέµα. 

Παρόµοια σχόλια για τον διορθωτικό όρο του Νεύτωνα βρίσκονται επίσης στις 

                                                           
2
 Πρέπει να τονισθεί ότι λόγω της εισαγωγής του διορθωτικού όρου και των πρόσθετων 

παραµέτρων, ο νόµος της Παγκόσµιας έλξης χάνει τον «παγκόσµιο» χαρακτήρα του και 

προσαρµόζεται στα εκάστοτε ιδιαίτερα χαρακτηριστικά των ελκόµενων σωµάτων. 
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εργασίες των Szenkovits et al., (2004) και Haranas et al., (2011) όπου  κανείς  

µπορεί  να βρει µια εξαιρετικά πλούσια ιστορική αναδροµή πάνω στο πρόβληµα 

των Μετα-Νευτώνειων δυναµικών. Οι συγγραφείς αναφέρονται στην ίδια 

παρατήρηση του Νεύτωνα η οποία περιλαµβάνεται στα Principia (Book I, Article 

IX, Proposition XLIV, Theorem XIV, Corollary 2). Τέλος, µνεία για τη «χαµένη 

ευκαιρία» του Νεύτωνα να προλάβει ή να καθυστερήσει την εµφάνιση της Θεωρίας 

της Σχετικότητας γίνεται από τον Florin Diacu (σε απόσπασµα οµιλίας του τον 

Νοέµβριο του 2009 κατά τον εορτασµό της επετείου των 150 ετών από τη γέννηση 

του Georgi Manev στη Σόφια της Βουλγαρίας).  

Μετά τον Νεύτωνα, ένα παρόµοιο «διορθωµένο» (ή «εµπλουτισµένο») δυναµικό 

προτάθηκε από τον Clairaut
3
, ο οποίος όµως και αυτός µε τη σειρά του το 

εγκατέλειψε σύντοµα προς χάριν του αποδεκτού πλέον από την επιστηµονική 

κοινότητα περίφηµου αρχικού µοντέλου του Νεύτωνα. Όπως θα δούµε στη 

συνέχεια, παρόµοιες προσπάθειες έγιναν και κατά τη διάρκεια του 19
ου

 αιώνα, αλλά 

και του 20
ου

, ιδιαίτερα όταν το ενδιαφέρον αναζωπυρώθηκε µετά την εµφάνιση της 

Γενικής Θεωρίας της Σχετικότητας. Τα περισσότερα από τα δυναµικά που 

προτάθηκαν αποσκοπούσαν κυρίως στο γεφύρωµα της απόστασης µεταξύ της 

κλασικής Νευτώνειας θεωρίας και της Θεωρίας της Σχετικότητας προσπαθώντας   

να  αποκαταστήσουν το τρωθέν γόητρο της πρώτης ώστε να καταστεί δυνατή η 

ερµηνεία υπαρκτών φυσικών φαινοµένων όπως η παρατηρούµενη µετάθεση των 

περιηλίων των πλανητών στο ηλιακό µας σύστηµα. Όπως θα δούµε, στις 

περισσότερες περιπτώσεις οι προτεινόµενες εκφράσεις περιέχουν ένα όρο που 

εκφράζει το κλασικό Νευτώνειο δυναµικό και έναν ή περισσότερους επιπλέον 

όρους που είναι συναρτήσεις της απόστασης µεταξύ δύο σηµειακών µαζών. 

                                                           
3
 Το πρόβληµα της κίνησης της Σελήνης υπήρξε κατά τον 18

ο
 αιώνα πεδίο διαµάχης µεταξύ των 

επιστηµόνων της εποχής, ξεκίνησε δε από την εργασία του Alexis Claude Clairault που 

ανακοινώθηκε στα 1747 και στην οποία ο Clairault αµφισβητούσε την εγκυρότητα του νόµου του 

Νεύτωνα. Συµπρωταγωνιστές στη διαµάχη αυτή, που ονοµάσθηκε από µερικούς"Η µάχη του 18
ου

 

αιώνα γύρω από την κίνηση της Σελήνης” ("The 18
th

-century battle over lunar motion", S. 

Bodenmann, Physics Today, January 2010), ήταν δύο επιφανείς µαθηµατικοί, ο Leonhard Euler 

και ο Jean le Rond d’ Alembert. 
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Τα δυναµικά αυτά έχουν µελετηθεί από πολλούς ερευνητές και τα σηµαντικότερα 

από αυτά θα τα παρουσιάσουµε µε συντοµία και µε χρονολογική σειρά εµφάνισης.  

Στο σηµείο αυτό πρέπει να πούµε ότι η κατηγορία των Μετα-Νευτώνειων 

δυναµικών µπορεί να χωρισθεί σε δύο µικρότερες υποκατηγορίες. Στην πρώτη  από  

αυτές µπορούν να ενταχθούν οι επεµβάσεις-διορθώσεις στην πρόταση του Νεύτωνα 

και οι οποίες παρουσιάσθηκαν µέχρι λίγο πριν την εµφάνιση της Θεωρίας της 

Σχετικότητας. Η δεύτερη υποκατηγορία περιλαµβάνει τα δυναµικά που 

εµφανίστηκαν µετά τον Αϊνστάιν µε σκοπό να καταστήσουν τη Νευτώνεια έκφραση 

ικανή ώστε να καλυφθούν οι αδυναµίες της έναντι της Θεωρίας της Σχετικότητας 

(Μετα-Αϊνστάνεια δυναµικά). 

  

1.6.2 ∆υναµικό τύπου Bertrand 

Ο G. Bertrand πρότεινε στα 1873 µια ad hoc µεταβολή του νόµου του Νεύτωνα, 

τροποποιώντας τον έτσι ώστε η βαρυτική δύναµη να είναι αντιστρόφως ανάλογη 

του 2+εr , όπου ε πολύ µικρή θετική ποσότητα και r η απόσταση µεταξύ ενός 

σωµατιδίου και της µάζας-πηγής του πεδίου στο αντίστοιχο πρόβληµα του 

Νεύτωνα. Για να «ταιριάξει» η παρατηρούµενη αιώνια (secular) µετάθεση του 

περιηλίου του Ερµή (και άλλων πλανητών όπως της Αφροδίτης και του Αρη), ο G. 

Bertrand υπολόγισε διάφορες τιµές του ε. 

 

1.6.3 ∆υναµικό τύπου Hall-Newcomb 

Στα 1895 οι Hall-Newcomb χρησιµοποίησαν ένα δυναµικό παρόµοιο µε αυτό του 

Bertrand. O µεν A. Hall δουλεύoντας πάνω στο ίδιο πρόβληµα που απασχόλησε και 

τον Bertrand, υπολόγισε ότι η σταθερά ε θα έπρεπε να παίρνει τιµές ε=1.6x10
-7

, ο δε 

S. Newcomb βρήκε ότι η σταθερά αυτή θα έπρεπε να ισούται µε ε=1.574x10
-7

. Λίγα 

χρόνια αργότερα ο E. W. Brown χρησιµοποιώντας παρατηρήσεις από τη µετάθεση 

του περιγείου της Σελήνης, έδειξε ότι αν η σταθερά ε είναι διάφορη του µηδενός, 

τότε αυτή θα έπρεπε να είναι µικρότερη από 4x10
-8

 (Hagihara, 1972). Παρά τη 

«διόρθωση» το δυναµικό και η δύναµη που προτάθηκαν τόσο από τον Bertrand όσο 
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και από τους Hall-Newcomb δεν µπόρεσαν να προσεγγίσουν ικανοποιητικά όλες τις 

παρατηρούµενες στο ηλιακό µας σύστηµα µεταθέσεις των περιάστρων. 

 

1.6.4 ∆υναµικό  τύπου Manev 

Στα 1924 ο Βούλγαρος φυσικός Giorgi Manev (ή Maneff κατά την γαλλική εκδοχή), 

πρότεινε έναν τύπο παρόµοιo µε αυτόν που όπως είδαµε είχε ήδη προτείνει ο 

Νεύτωνας:    

2

2

A B
V(r) = -k Mm +

r r

 
 
 

                                                                                       (1.8α) 

µε αφορµή µια παρατήρηση του Poincaré στο βιβλίο του “Electricité et Optique” 

(1901), σύµφωνα µε την οποία η θεωρία του Lorentz που αναφέρεται στη δυναµική 

των κινούµενων σωµάτων (πάνω στην οποία βασίσθηκε η ειδική θεωρία της 

Σχετικότητας) δεν ικανοποιούσε την αρχή της δράσης-αντίδρασης. Στη σχέση (1.8) 

η σταθερά Β έχει διαστάσεις µήκους, ενώ όταν Α=1 και Β=0 µεταπίπτει στο 

κλασικό Νευτώνειο δυναµικό. Ωστόσο, η σταθερά Β που είχε προτείνει ο Νεύτωνας 

ήταν διαφορετική από την αντίστοιχη σταθερά του Manev. Στην περίπτωση του 

δυναµικού του Manev, η σταθερά αυτή είναι πολύ µικρή και συνεπώς ο δικός του 

νόµος της βαρύτητας στην ουσία αποτελεί µια µικρή διαταραχή του Νευτώνειου 

µοντέλου. Όµως η διαταραχή αυτή είναι αρκετή για να αλλάξει τη συµπεριφορά της 

Νευτώνειας έλξης όταν δύο σώµατα πλησιάζουν το ένα το άλλο, όπως συµβαίνει µε 

τον πλανήτη Ερµή και τον Ηλιο (Manev, 1924, 1925, 1930a and b). 

Η θεωρία του Manev αγνοήθηκε από τους ερευνητές για αρκετές δεκάδες χρόνια 

µέχρις ότου στις αρχές της δεκαετίας του 1990 επανήλθε στο προσκήνιο (Diacu, : 

2009. How I discovered Manev) και η µορφή του δυναµικού που προτάθηκε από 

αυτόν άρχισε να εφαρµόζεται σε διάφορα δυναµικά συστήµατα (Diacu, 1993; Stoica 

& Mioc, 1996; Delgado et al., 1996; Bobylev et al., 1997; Mioc & Stoica, 1995, 

1997; Mioc & Stavinschi, 1999b; Llibre et al., 2001; Arribas & Elipe, 2004; Balsas 

et al., 2009; Arribas et al., 2010; Kalvouridis & Fakis, 2010; Fakis & Kalvouridis, 

2011, 20013b,c, 2014a,b; Fakis et al., 2013a, Croustaloudi et al., 2012) 

αποδεικνύοντας το αυξηµένο ενδιαφέρον και τις σηµαντικές εφαρµογές σε διάφορες 
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περιοχές και προβλήµατα της ∆υναµικής Αστρονοµίας όπως η µελέτη της κίνησης 

φυσικών και τεχνητών δορυφόρων ενός µη σφαιρικού πλανήτη, οι πλανητικοί 

δακτύλιοι, οι τροχιές των κοµητών και των αστεροειδών ως προς τον Ηλιο που 

αποτελεί ισχυρή πηγή ακτινοβολίας, οι κινήσεις των διπλών αστέρων κ.ο.κ. Το 

δυναµικό (1.8α) οδηγεί σε µία τροποποιηµένη µορφή του νόµου του Νεύτωνα: 

2

3 4

A 2B
F = -k Mm + r

r r

 
 
 

� ��

                                                                                     (1.8β) 

 

1.6.5 ∆υναµικό τύπου Schwarzschild 

Το δυναµικό αυτό έχει τη µορφή: 

2

3

A B
V(r) = -k Mm +

r r

 
 
 

                                                                                      (1.9α) 

(Mioc & Stavinschi, 1998), όπου Α και Β σταθερές και r η απόσταση µεταξύ των 

δύο µαζών. Η σταθερά Β εκφράζεται σε µονάδες µήκους στο τετράγωνο. Για Α=1, ο 

πρώτος όρος εκφράζει το Νευτώνειο δυναµικό που οδηγεί στην κλασική µορφή του 

νόµου της Παγκόσµιας έλξης. Ουσιαστικά η πρόταση που κάνει ο Schwarzschild 

για µια νέα µορφή του δυναµικού, διαφέρει µόνο ως προς την τάξη µεγέθους του 

διαταρακτικού όρου από τον αντίστοιχο του δυναµικού Manev. Έτσι, ο νόµος της 

Παγκόσµιας έλξης ανάµεσα στις µάζες Μ και m διαµορφώνεται από τον 

Schwarzschild ως εξής:  

2

3 5

A 3B
F = -k Mm + r

r r

 
 
 

� ��

                                                                                      (1.9β) 

Με τη µορφή του δυναµικού Schwarzschild προσοµοιάζει το δυναµικό McCullagh 

(προσεγγιστικό) που δηµιουργεί ένα υλικό σώµα οποιουδήποτε σχήµατος και 

οποιασδήποτε κατανοµής µάζας: 

3

GM GM
V(r) = - - (A + B + C - 3I)

r 2r
                                                                       (1.10) 

όπου G είναι η παγκόσµια σταθερά, Μ είναι η µάζα του σώµατος που δηµιουργεί το 

πεδίο, Α,Β,C, είναι οι ροπές αδρανείας του σώµατος ως προς τους άξονες x,y,z, ενός 

συστήµατος Οxyz µε αρχή το κέντρο µάζας του σώµατος και Ι η έκφραση ροπής 
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αδρανείας ως προς σύστηµα µε αρχή ένα τυχόν σηµείο του σώµατος. Όταν το σώµα 

είναι οµογενής σφαίρα, τότε: 

Α=Β=C=I  

Ο πρώτος όρος της (1.10) εκφράζει το Νευτώνειο δυναµικό που οφείλεται σε µια 

σηµειακή µάζα (η οµογενής σφαίρα ανάγεται και αυτή σε σηµειακή µάζα). Η σχέση 

(1.10) µπορεί να αναχθεί στην (1.9) αν θεωρήσουµε ότι:  

GM
B = (A + B + C - 3I)

2
.                      

 

1.6.6 ∆υναµικό τύπου Mücket-Treder 

Το δυναµικό αυτό προτάθηκε από τους Mücket-Treder (1977) ως ένα Μετα- 

Νευτώνειο δυναµικό µε λογαριθµικό διορθωτικό όρο, προκειµένου να ερµηνευθεί η 

µετάθεση του περιηλίου των πλανητών κατά την κίνηση του Kepler. 

Το δυναµικό αυτό οδηγεί σε µία τροποποιηµένη µορφή του Νόµου της Παγκόσµιας 

έλξης: 

3

GMm
F(r) = - (1+ εlnr)r

r

� �

                                                                                       (1.11) 

όπου G είναι η παγκόσµια σταθερά έλξης του Νεύτωνα, Μ, m οι δύο σηµειακές 

µάζες και ε µία αριθµητική σταθερά πολύ µικρότερη της µονάδας. Θα µπορούσε να 

πει κανείς ότι η µορφή της βαρυτικής δύναµης των Mücket-Treder µοιάζει µε αυτήν 

του Bertrand, αν στη σχέση που πρότεινε ο τελευταίος θεωρηθεί ότι ε<0 και ότι η 

ποσότητα r
ε
 αναλύεται σε σειρά, 

2 3
ε (εlnr) (εlnr)

r = 1+ εlnr + + + ...
2! 3!

.   

περιοριζόµενοι στους δύο πρώτους όρους. 

 

1.6.7 ∆υναµικό τύπου Yukawa 

Έχει τη µορφή:  

r
- 
λ

GMm
V(r) = - 1+ αe

r

 
  
 

                                                                                    (1.12) 
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όπου r είναι η απόσταση µεταξύ των δύο σωµάτων µε µάζες Μ και m, G είναι η 

Νευτώνεια σταθερά της Παγκόσµιας έλξης, α=kΚ/GMm, και k, K είναι σταθερές 

της νέας δύναµης. Τέλος, λ είναι η ακτίνα εµβέλειας (range) αυτής της δράσης. 

Η αντίστοιχη δύναµη µπορεί να γραφεί ως εξής: 

r
-
λ

3

GMm r
F(r) = - 1+ α(1+ )e r

λr

 
  
 

� ��

                                                                       (1.13) 

(∆ρης, 2004; Haranas & Ragos, 2011; Haranas, et al., 2011; Haranas & Gkigkitzis, 

2012; κ.α.).  

 

1.6.8 ∆υναµικό τύπου Elipe-Arribas-Palacios-Kalvouridis - Γενικευµένες 

κεντρικές δυνάµεις  

Στην προκειµένη περίπτωση θεωρείται ότι η δύναµη µεταξύ δύο σωµάτων- µελών 

του συστήµατος µε µάζες Μ και m είναι µια γενικής µορφής δύναµη, που 

αποδίδεται από µια συνάρτηση της µεταξύ τους απόστασης r. Πιο συγκεκριµένα, αν 

k
2
 είναι η σταθερά του Gauss, η δύναµη που αναπτύσσεται µεταξύ των δύο 

σωµάτων προέρχεται από ένα δυναµικό της µορφής (Arribas et al., 2006, 2007, 

2008, 2009): 

( )2
V(r) = -k Mmf 1/ r                                                                                             (1.14) 

όπου:  

( )
ρ

ρi 1 2 3
i 2 3 ρ

i=1

AA A A A
f 1/ r = = + + + ... +

rr r r r

 
 
 

∑ .                                                     (1.15) 

Στην περίπτωση αυτή έχουµε ένα σχεδόν-οµογενές δυναµικό (quasi-homogeneous 

potential) που µπορεί να αναχθεί σε κάποιο από τα προηγούµενα σχεδόν-οµογενή 

δυναµικά που παρουσιάσαµε.  

Αν π.χ. A1=1 και Αi=0, i=2,….,ρ, τότε έχουµε το κλασικό Νευτώνειο δυναµικό. Αν 

A1, Α2≠ 0, και Αi=0, i=3,….,ρ, τότε έχουµε δυναµικό τύπου Manev. Τέλος, αν A1, 

Α3≠ 0 και Α2=0, Αi=0, i=4,…,ρ, τότε έχουµε δυναµικό τύπου Schwarzschild 

(Arribas, et al., 2006, 2007). Με τον τρόπο αυτόν η έκφραση του νόµου της 
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Παγκόσµιας έλξης του Νεύτωνα, συµπληρώνεται µε διορθωτικούς-διαταρακτικούς 

όρους, που την καθιστούν πιο γενική.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  2 
 

 

ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΤΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ-Η ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ ΤΟΥ 

ΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΥ-ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΚΙΝΗΣΕΩΣ-ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΙ ΤΟΥ 

ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ-ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ ΤΗΣ ΚΙΝΗΣΗΣ 
 

 

2.1 Περιγραφή του προβλήµατος 

Στο περιορισµένο πρόβληµα των Ν+1 σωµάτων (δακτυλιοειδές πρόβληµα-Ring 

Problem) µελετάται η κίνηση ενός µικρού σώµατος αµελητέας µάζας ms, στο πεδίο 

δυνάµεων που δηµιουργούν Ν=ν+1 µεγάλα σφαιρικά και οµογενή σώµατα. Από αυτά, 

τα ν έχουν ίσες µάζες m και βρίσκονται στις κορυφές κανονικού ν-γώνου πλευράς α 

(περιφερειακά σώµατα), ενώ στο κέντρο µάζας του συστήµατος βρίσκεται ένα σώµα 

διαφορετικής µάζας m0 (κεντρικό σώµα), µε m0≠ m  (Σχήµα 2.1). 

 

Σχήµα 2.1. ∆ιάταξη των primaries στο δακτυλιοειδές πρόβληµα των N+1 

σωµάτων 

 

Στην παρούσα διατριβή θα θεωρήσουµε ότι τα ν περιφερειακά σώµατα δηµιουργούν 

Νευτώνεια δυναµικά, ενώ το κεντρικό σώµα δηµιουργεί δυναµικό τύπου Manev 
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2

2

A B
V(r) = -k Mm +

r r

 
 
 

, όπου Α και Β είναι σταθερές ποσότητες. Αν Α=1, ο πρώτος 

όρος αντιστοιχεί στο γνωστό κλασικό Νευτώνειο δυναµικό. Σηµειώνουµε επίσης ότι 

για Β=0 το πρόβληµα ανάγεται στη βαρυτική περίπτωση του δακτυλιοειδούς 

προβλήµατος (Kalvouridis,  2008d). 

Το σύστηµα των ν περιφερειακών σωµάτων (peripheral primaries) περιστρέφεται γύρω 

από το κέντρο µάζας Ο(όπου βρίσκεται το κεντρικό πρωτεύον P0) µε σταθερή γωνιακή 

ταχύτητα ω, υπό την επίδραση των αµοιβαίων ελκτικών δυνάµεών τους. Κάτω από 

αυτές τις συνθήκες, ο σχηµατισµός είναι κεντρικός (central configuration), ενώ 

διατηρούνται σταθεροί και οι λόγοι των σχετικών αποστάσεων µεταξύ των primaries 

(relative equilibrium). 

Ένα µικρό σώµα S (particle) αµελητέας µάζας ms σε σχέση µε τα πρωτεύοντα σώµατα 

του σχηµατισµού ( sm m<<  και s 0m << m ) κινείται στο πεδίο δυνάµεων των Ν 

primaries, χωρίς το ίδιο να επηρεάζει την κίνησή τους. Στην παρούσα διατριβή 

εξετάζεται η δυναµική συµπεριφορά του µικρού σώµατος S, που µπορεί να είναι ένας 

µικρός φυσικός ή τεχνητός δορυφόρος, µέσα στο δυναµικό περιβάλλον που 

διαµορφώνεται από την παρουσία των primaries. 

 

2.2 Αδρανειακό και συνοδεύον συστήµατα αναφοράς 

Για την περιγραφή του προβλήµατος θα χρησιµοποιηθούν δύο συστήµατα 

καρτεσιανών συντεταγµένων: ένα αδρανειακό (ή σταθερό) σύστηµα συντεταγµένων 

Οξηζ µε µοναδιαία διανύσµατα ( )I, J,K
� � �

 και αρχή το κέντρο µάζας Ο του συστήµατος 

και ένα δεύτερο σύστηµα συντεταγµένων Οxyz, το συνοδεύον ή περιστρεφόµενο 

(synodic) µε µοναδιαία διανύσµατα ( )i, j,k
� � �

, το οποίο έχει την ίδια αρχή µε το 

αδρανειακό σύστηµα και του οποίου ο άξονας Οz συµπίπτει µε τον Οζ. Το 

χαρακτηριστικό του συνοδικού συστήµατος είναι ότι περιστρέφεται περί τον άξονα Οz 

µε την ίδια γωνιακή ταχύτητα ω µε την οποία περιστρέφονται και τα περιφερειακά 
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σώµατα. Για λόγους απλούστευσης, ο θετικός ηµιάξονας Οx ταυτίζεται µε την 

ηµιευθεία PoP1 (Σχήµα 2.2). Το µη γραµµικό δυναµικό σύστηµα που θα µελετηθεί είναι 

αυτόνοµο, αφού όπως θα προκύψει στη συνέχεια οι εξισώσεις της κίνησης δεν  

περιέχουν ρητά τον χρόνο. 

 

 

Σχήµα 2.2.  Τα συστήµατα αναφοράς Οξηζ (αδρανειακό) και Οxyz 

(συνοδεύον) 

 

2.3 Ιδιότητες και χαρακτηριστικά των κανονικών πολυγώνων  

2.3.1 Γενικά 

• Όπως γνωρίζουµε ένα κανονικό πολύγωνο είναι ένα κυρτό επίπεδο γεωµετρικό 

σχήµα που έχει όλες τις γωνίες και όλες τις πλευρές του ίσες µεταξύ τους.  

• Τα κανονικά πολύγωνα περιγράφονται και εγγράφονται σε κύκλους µε ακτίνες 

αντίστοιχα την απόσταση από το κέντρο µέχρι µία κορυφή ή το µήκος της 

µεσοκάθετης µιας οποιασδήποτε πλευράς (απόστηµα ή απόθηµα) (apothem).  

• Τα κανονικά ν-γωνα έχουν είτε άρτιο αριθµό πλευρών και κορυφών, είτε 

περιττό.  
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• Ο Gauss (Carl Friedrich Gauss, 1777-1855) όντας ακόµη σπουδαστής στο 

Πανεπιστήµιο του Γκέτινγκεν απέδειξε το 1796 ότι ένα κανονικό ν-γωνο είναι 

κατασκευάσιµο µε κανόνα και διαβήτη
4
 αν και µόνον αν ο αριθµός ν είναι της 

µορφής : 

    κ
1 2 s2 p p ...p    

     όπου κ, s είναι φυσικοί αριθµοί και pi (i=1,2,..,s)  είναι πρώτοι αριθµοί 

     (prime numbers) της µορφής
5
  22 1+

µ

 (µ φυσικός αριθµός). 

• Αν συµβολίσουµε µε αi, i=3,4,..,ν την ακολουθία των αποστηµάτων των 

κανονικών πολυγώνων µε i πλευρές των εγγεγραµµένων σε κύκλο (Ο, R), τότε, 

η ακολουθία αi είναι αύξουσα και φραγµένη από επάνω. Η ακολουθία λοιπόν 

συγκλίνει για  i→∞  και το όριό της 
i

limα είναι η ακτίνα του περιγεγραµµένου 

κύκλου R. 

• Το κανονικό ν-γωνο είναι όµοιο µε κάθε άλλο ν-γωνο.  

• Αν συµβολίσουµε µε pi και pi´ τις περιµέτρους των κανονικών πολυγώνων µε 

i πλευρές που είναι αντίστοιχα εγγεγραµµένα ή περιγεγραµµένα σε κύκλο (O, 

R), τότε, όταν το πλήθος των πλευρών αυξάνει, η περίµετρος των 

εγγεγραµµένων πολυγώνων στον κύκλο (O, R) αυξάνει, ενώ αυτή των 

περιγεγραµµένων στον ίδιο κύκλο ελαττούται. Η ακολουθία των περιµέτρων 

των εγγεγραµµένων πολυγώνων είναι αύξουσα και φραγµένη από επάνω, ενώ 

η ακολουθία των περιµέτρων των περιγεγραµµένων πολυγώνων είναι 

                                                           
4
 Λέγεται ότι η ανακάλυψη αυτή ενθουσίασε τον Gauss και καθόρισε τη µετέπειτα πορεία του στον κλάδο των 

Μαθηµατικών. Μάλιστα προς το τέλος της ζωής του παράγγειλε στον µαρµαρά, που θα έφτιαχνε το ταφικό του µνηµείο, 

να σχεδιάσει ένα κανονικό 17-γωνο. Ο µαρµαράς αρνήθηκε µε τη δικαιολογία ότι η δύσκολη κατασκευή που του 

ζητήθηκε, θα έµοιαζε περισσότερο µε κύκλο. 

5
 Οι αριθµοί αυτής της µορφής ονοµάζονται πρώτοι αριθµοί του Fermat από τον Γάλλο δικηγόρο του Κοινοβουλίου της 

Τουλούζης και ερασιτέχνη µαθηµατικό Pierre de Fermat (1601/1608- 1655) που πρώτος τους µελέτησε. Ετσι για µ= 0, 1, 

2, 3, 4, 5, 6 παίρνουµε τους αριθµούς του Fermat F0=3, F1=5, F2=17, F3=257, F4=65537, F5=4294967297, 

F6=18446744073709551617, κ.ο.κ. 
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φθίνουσα και φραγµένη από κάτω. Οι δύο ακολουθίες συγκλίνουν και 

µάλιστα έχουν κοινό όριο το µήκος της περιφέρειας (O, R).  

 

2.3.2 Συµµετρίες του πολυγωνικού σχηµατισµού 

• Σε ένα κανονικό ν-γωνο υπάρχουν ν συνεπίπεδοι άξονες συµµετρίας. 

Ειδικότερα: 

♦ Αν ν= άρτιος (ν=2κ), τότε οι κορυφές ανά δύο είναι αντιδιαµετρικά σηµεία, 

η δε ευθεία που τα συνδέει είναι διάµετρος του περιγγεγραµµένου κύκλου 

και αποτελεί άξονα συµµετρίας. Εποµένως ορίζονται ν/2=κ άξονες 

συµµετρίας. Υπάρχουν όµως και άλλοι ν/2=κ άξονες συµµετρίας που 

ενώνουν δύο αντιδιαµετρικά µέσα πλευρών διευθύνσεις των διχοτόµων των 

επίκεντρων γωνιών, ή διευθύνσεις των αποστηµάτων)  

♦  Αν ν= περιττός (ν=2κ+1), τότε η µεσοκάθετη κάθε πλευράς διέρχεται από 

την απέναντι κορυφή και αποτελεί άξονα συµµετρίας του. Το πλήθος των 

αξόνων αυτών είναι ν. 

• Επιπλέον, το σχήµα παρουσιάζει συµµετρία σε στροφές κατά γωνία 2π/ν περί 

άξονα κάθετο στο επίπεδο του σχήµατος που διέρχεται από το κέντρο του.  

• Αν θεωρήσουµε ως άξονα των x έναν άξονα συµµετρίας που συνδέει το κέντρο 

του ν-γώνου µε µία κορυφή του, τότε ο κάθετος προς τον x άξονας y: 

♦ όταν ν=περιττός δεν αποτελεί άξονα συµµετρίας 

♦ όταν ν=άρτιος=2λ τότε είναι άξονας συµµετρίας. Στην περίπτωση αυτή, η 

διεύθυνσή του : 

o   είτε θα διέρχεται από δύο αντιδιαµετρικές κορυφές του πολυγώνου όταν 

λ=άρτιος (όπως συµβαίνει π.χ στις περιπτώσεις µε ν=4, 8, 12, 16, 32, 

κ.ο.κ.) 

o   είτε θα συµπίπτει µε τη διεύθυνση της διχοτόµου της επίκεντρης γωνίας 

(ή του αποστήµατος) όταν λ=περιττός (όπως συµβαίνει π.χ. στις 

περιπτώσεις ν=2, 6, 10, κ.ο.κ). 
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Οι παραπάνω περιπτώσεις συνοψίζονται στον Πίνακα 2.1 που ακολουθεί. 

 

Πίνακας 2.1. Συµµετρία του άξονα y 

ν=περιττός Ο y δεν είναι άξονας συµµετρίας 

λ= περιττός 

Ο y είναι άξονας συµµετρίας και συµπίπτει µε τη 

διχοτόµο της επίκεντρης γωνίας που σχηµατίζουν 

δύο περιφερειακά primaries. 
 

ν=άρτιος=2λ 

λ= άρτιος 
Ο y είναι άξονας συµµετρίας και διέρχεται από 

δύο αντιδιαµετρικά περιφερειακά primaries. 

 

2.3.3 Σχέσεις µεγεθών που προκύπτουν από τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά του 

πολυγωνικού σχηµατισµού 

Οι γωνίες (σε µοίρες) ενός κανονικού ν-γώνου είναι ρητοί αριθµοί αφού εκφράζονται 

ως το πηλίκο 360/ν. Το πηλίκο αυτό είτε είναι ακριβές, δηλαδή ακέραιο ή δεκαδικό µε 

πεπερασµένο πλήθος δεκαδικών ψηφίων (τερµατιζόµενος δεκαδικός) (terminating 

decimal number), είτε είναι ένας περιοδικός αριθµός µε άπειρα ψηφία (repeating, or 

recurring, or periodic decimal number). Στην τελευταία αυτή περίπτωση, η 

περιοδικότητα µπορεί να εµφανίζεται από κάποιο ψηφίο (ακέραιο ή δεκαδικό) του 

αριθµού και µετά και η ακολουθία των επαναλαµβανόµενων ψηφίων αποτελεί την 

περίοδο του αριθµού. Έτσι ο περιοδικός αριθµός µπορεί να παριστάνεται σε 

συντοµευµένη γραφή, σηµειώνοντας µε µία συνεχή γραµµή τα επαναλαµβανόµενα 

ψηφία. Π.χ. αν ν=14, τότε 360/14=180/7=25,714285 714285..= 25,714285 (περίοδος 

είναι η ακολουθία των ψηφίων 714285), αν ν=26, τότε 360/26=180/13=13,84615 

384615..= 13,84615 (περίοδος είναι η ακολουθία των ψηφίων 384615), αν ν=52, τότε 

360/52=180/26=6,92307 692307..= 6,92307 (περίοδος είναι η ακολουθία των ψηφίων 

692307), κ.ο.κ. Όταν το κλάσµα 360/ν τραπεί σε ανάγωγη µορφή p/q, τότε, όπως 

γνωρίζουµε, αν ο παρονοµαστής  έχει πρώτους παράγοντες µόνο το 2 ή το 5 ή και τους 

δύο, δηλαδή µπορεί να γραφεί υπό τη µορφή q=2
µ
5
ν
, όπου µ, ν φυσικοί αριθµοί, το 

ανάγωγο κλάσµα µπορεί να τραπεί σε τερµατιζόµενο δεκαδικό αριθµό, διαφορετικά το 
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κλάσµα δίνει περιοδικό δεκαδικό αριθµό. Π.χ. στην περίπτωση ν=7, οπότε η γωνία 

είναι 360/7, ο παρονοµαστής δεν έχει πρώτους παράγοντες το 2 ή το 5 και η γωνία θα 

εκφράζεται ως ένας περιοδικός δεκαδικός αριθµός. Το ίδιο συµβαίνει µε τις τιµές ν=11, 

13, 14, 17, 19, κ.ο.κ. 

Οι επίκεντρες και οι εγγεγραµµένες γωνίες οι οποίες σχηµατίζονται στο κανονικό        

ν-γωνο (Σχήµα 2.3), δίνονται από τις σχέσεις: 

2π
ψ̂ =

ν
  (2.1)             και            

ψ̂ π
φ̂ = =

2 ν
  (2.2) 

 

Σχήµα 2.3. Οι επίκεντρες και οι εγγεγραµµένες γωνίες 

 

Aν α είναι η απόσταση µεταξύ δύο διαδοχικών περιφερειακών σωµάτων, δηλαδή η 

πλευρά του νοητού ν-γώνου της διάταξης των µεγάλων σωµάτων, και d είναι η ακτίνα 

του κύκλου στον οποίο είναι εγγεγραµµένο το ν-γωνο, τότε από το ισοσκελές τρίγωνο 

που σχηµατίζεται από δύο διαδοχικά περιφερειακά σώµατα και το κεντρικό (Σχήµα 

2.4α), προκύπτει η ισότητα:            

2 2

2dcos d
2 2

ψ α   + =   
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και συνεπώς λόγω των (2.1) και (2.2),   

d
2sin( / )

α
=

π ν
                                                                                              (2.3)          

Εξάλλου οι αποστάσεις µεταξύ ενός περιφερειακού σώµατος έστω του  P1 και ενός 

άλλου περιφερειακού  Pi υπολογίζονται από το τρίγωνο  P1Pi-1Pi  (Σχήµα 2.4β): 

1 i

1 i

sin sin[( i 1) ] sin[( i 1) ]
(P P )

(P P ) sin

ϕ ν − + ϕ ν − + ϕ
= ⇒ = α

α ϕ
                                                (2.4) 

 

 

(α) (β) 

Σχήµα 2.4. (α)-(β) Γωνίες  και αποστάσεις µεταξύ των σωµάτων του σχηµατισµού 

 

Επίσης, οι διαστατές συντεταγµένες των περιφερειακών σωµάτων Pi στο συνοδικό 

καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων Οxyz (Σχήµα 2.5), δίνονται από τις σχέσεις: 

i i i i
P (x , y ,0) P (dcos(i 1) ,dsin(i 1) ,0)= − ψ − ψ ,     i=1,…,ν                   (2.5) 
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Σχήµα 2.5. Συντεταγµένες  περιφερειακών σωµάτων στο συνοδικό 

καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων Οxyz 

 

2.4 ∆υνάµεις µεταξύ των σωµάτων του πολυγωνικού σχηµατισµού 

Για να διατηρείται η σταθερότητα του σχηµατισµού προϋπόθεση είναι το άθροισµα 

των ελκτικών δυνάµεων που ασκούνται σε κάθε primary, από τα υπόλοιπα ν-1 

περιφερειακά και το κεντρικό primary Ρ0, να εξισορροπεί την αδρανειακή δύναµη 

(φυγόκεντρο) που επίσης ασκείται σ’ αυτό (Σχήµα 2.6).  

Έστω j,iF
�

 η ελκτική δύναµη που ασκεί το primary Pi στο Ρj. Τότε:  
j,i

2j,i ji
j i

F
F p

(P P )
=

� �
, 

όπου 
ji

p
�

 είναι το µοναδιαίο διάνυσµα στην κατεύθυνση PjPi  και (PjPi) η απόσταση 

µεταξύ των Pj ,  Pi.  

Από το νόµο της παγκόσµιας έλξης και τη σχέση (2.4),  προκύπτει: 

2 2 2 2 2

2 2 21,i 1i 1i
1 i

k m k m sin
F p p

(P P ) sin [( i 1) ]

ϕ
= =

α ν − + ϕ

� � �
                                                   (2.6) 

όπου 2k η σταθερά του Gauss. 

Ορίζουµε ως β το λόγο m0/m. Η δύναµη που ασκείται από το κεντρικό σώµα P0 στο Ρ1, 

είναι: 
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2 2 2 2
0 0

 1 0 1 03 4 2 31,0
1 0 1 0

2 2k m m k Bm m k βm k βBm
F = P P + 2 P P = - i - 2 i

(P P ) (P P ) d d

����� ����� � ��
                                      (2.7) 

όπου β είναι η παράµετρος της µάζας και d η ακτίνα του σχηµατισµού. 

 

Σχήµα 2.6. ∆υνάµεις µεταξύ των σωµάτων του σχηµατισµού 

 

Η διανυσµατική προβολή της 1,iF
�

 πάνω στον άξονα Οx, είναι: x
1,i 1,iF = (F cosθ)(-i)

��
.  

Όµως επειδή οι γωνίες Θ και θ βαίνουν στο ίδιο τόξο (Σχήµα 2.6) και  

Θ = π -(i -1)ψ ,  θα  έχουµε τελικά: 
Θ π -(i -1)ψ π π

θ = = = -(i -1)
2 2 2 ν

 

Τελικά χρησιµοποιώντας τη σχέση (2.6), έχουµε: 

2 2 2
x

1,i 1,i 2 2

π π k m sin π π
F = F cos - (i -1) (-i) = - cos - (i -1) i =

2 ν 2 να sin [(ν - i +1) ]

ϕ   
   ϕ   

� ��
 

[ ]
[ ]

22 2

2 2

sin (π/ν)sin (i -1)π/νk m
= - i

α sin (i -1)π/ν

�

[ ]
2 2 2

2

k m sin (π/ν)
= - i

sin (i -1)π/να

�
 ,   i =2,…,ν                     (2.8) 

Προκειµένου λοιπόν να διατηρείται ο σχηµατισµός, θα ισχύει για τις διανυσµατικές 

προβολές των δυνάµεων στον άξονα Οx: 
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ν
x 2

1,i 1,0

i=2

F +F + (mdω ) i = 0∑
� �� �

   

Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (2.7) και (2.8), έχουµε:  

[ ]
2 2 2 2 2 2 2ν

2

2 2 3
i=2

k m sin (π / ν) k βm k βBm
i + i + 2 i = (mdω ) i

sin (i -1)π / να d d
∑

� � � �
                                    

Θέτοντας: 

[ ]
2ν

i=2

sin (π/ν)
Λ =

sin (i -1)π/ν
∑ , 

α
M = = 2sin (π ν)

d
 και  Β = e α(όπου e καθαρός αριθµός και α η 

πλευρά του κανονικού πολυγωνικού σχηµατισµού των περιφερειακών σωµάτων), 

έχουµε:     

2 2 2 2 3
2

2 2 2

k k βmM k βemM α
mΛ + + 2 = ω

Μα α α
         

ή 

2

3 2 2 3

k m 1
-

α ω M(Λ +βM + 2βeM )
        

Και τελικά: 

2

3 2

k m 1
=
∆α ω

                                                                                                                    (2.9) 

όπου θέσαµε  

2 3∆ = Μ(Λ +βM + 2βeM )                                                                (2.10) 

Παρατηρούµε ότι η ποσότητα ∆ εξαρτάται από την παράµετρο της µάζας β και από τον 

συντελεστή e της "διαταραχής" του Νευτώνειου πεδίου του κεντρικού σώµατος του 

σχηµατισµού. Για κάθε λοιπόν ζεύγος τιµών των παραµέτρων αυτών, προκύπτει ένα 

διαφορετικό δυναµικό πρόβληµα για το οποίο η παραπάνω ποσότητα ∆ είναι σταθερή. 

Με αυτή την επισήµανση, η σχέση (2.9) αποτελεί γενίκευση του τρίτου νόµου του 

Kepler. 
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2.5 Εξισώσεις κινήσεως του µικρού σώµατος S στο αδρανειακό σύστηµα 

Έστω ότι τα διανύσµατα θέσης του µικρού σώµατος S και των περιφερειακών 

σωµάτων Pi ως προς το αδρανειακό σύστηµα συντεταγµένων Οξηζ (Σχήµα 2.7), είναι 

αντίστοιχα,  

S:  
0/A

r = (ξ,η,ζ)
�

,        

Pi:  i ii/A
R = (ξ ,η ,0)
�

                                                              

ή χρησιµοποιώντας το συµβολισµό { } για ένα διάνυσµα υπό µορφή πίνακα-στήλης,  

{ } [ ]T

0/A
r = ξ  η  ζ   ,   { } [ ]T

i ii/A
R = ξ   η   0  

Για τα σχετικά διανύσµατα θέσεως του sm   ως προς το  im   θα είναι:     
 

i i ii/A i/A 0/A
r = OP - OS = R - r = (ξ - ξ, η - η, - ζ)

���� ���� � �
 , i=1,2,                                             (2.11)         

 

και  θα ισχύουν: 

2 2 2
i i= (ξ - ξ) + (η - η) + ζ2i/Ar , 2 2 2 2

0/Ar = ξ + η + ζ                                                        (2.12)     

                          

 

Σχήµα 2.7. Αδρανειακό σύστηµα αναφοράς Οξηζ 
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Οι εξισώσεις της κίνησης του µικρού σώµατος S διαµορφώνονται λόγω των ελκτικών 

δυνάµεων που ασκούνται σε αυτό, από το κεντρικό και τα περιφερειακά σώµατα, ως 

εξής:                 

2 2 ν
2s 0 s 0

s s3 4 30/A 0/A 0/A i/A
i=10/A 0/A i/A

k m m 2k eαm m 1
m r = (-r ) + (-r ) + k m m r

r r r
∑

� � � �
��   

ή 

 
2 2 ν

2

3 4 30/A 0/A 0/A i/A
i=10/A 0/A i/A

k mβ 2k eαmβ 1
r = (-r ) + (-r ) + k m r

r r r
∑

� � � �
��                                      (2.13) 

 

ή µε την αναλυτική έκφραση των συντεταγµένων τους 

 

ν
ι

3 4 3
i=10/A 0/A ι/A

νT 2 ι
3 4 3

i=10/A 0/A ι/A

ν

3 4 3
i=10/A 0/A ι/A

-βξ 2eαβξ ξ - ξ
- +

r r r

-βη 2eαβη η - η
ξ,η,ζ = k m - +

r r r

-βζ 2eαβζ -ζ
- +

r r r

 
 
 
 
     
 
 
 
 

∑

∑

∑

�� ����
  i = 1,…,ν                                        (2.14) 

 

Εποµένως, οι σχέσεις (2.13 και 2.14) παριστάνουν τις διαστατές διανυσµατικές 

εξισώσεις της κίνησης του σώµατος S ως προς το αδρανειακό σύστηµα. 

 

2.6 Αδιαστατοποίηση των εξισώσεων της κίνησης στο αδρανειακό σύστηµα 

Οι εξισώσεις κινήσεως που προέκυψαν πιο πάνω, περιέχουν τα φυσικά µεγέθη 

(αποστάσεις, ταχύτητες, µάζες, χρόνο) στη διαστατή τους µορφή, δηλαδή εκφρασµένα 

σε κάποιο σύστηµα µονάδων. 

Επειδή η χρήση των φυσικών µεγεθών µε τις µονάδες τους, δυσχεραίνει τους 

υπολογισµούς και επί πλέον δεν προσθέτει τίποτα το ουσιαστικό στη διερεύνηση του 

προβλήµατος, γι’ αυτό προχωρούµε στη λεγόµενη αδιαστατοποίηση, δηλαδή την 

απαλλαγή των φυσικών µεγεθών από συγκεκριµένες µονάδες. Έτσι  το µοντέλο µε τις 
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αδιάστατες εξισώσεις κίνησης, µπορεί να περιγράφει µε τον ίδιο απαράλλακτο τρόπο, 

οµοειδή φυσικά συστήµατα ανεξαρτήτως µεγέθους και κλίµακας. Στην 

πραγµατικότητα η αδιαστατοποίηση δεν είναι τίποτα άλλο παρά µία ακόµη µέτρηση µε 

ένα αντίστοιχο µέγεθος, (που το θεωρούµε ως νέα µονάδα) και το οποίο εκφράζεται 

στο ίδιο σύστηµα µονάδων µε το αρχικό. 

Η προσαρµογή των αποτελεσµάτων στα πραγµατικά φυσικά διαστατά µεγέθη του 

συγκεκριµένου φυσικού συστήµατος, γίνεται µε την ίδια ευκολία ακολουθώντας την 

αντίστροφη διαδικασία. Στην προκειµένη περίπτωση, ως νέα µονάδα µήκους 

επιλέγεται η απόσταση α µεταξύ δύο διαδοχικών περιφερειακών primaries, ως µονάδα 

µάζας m η µάζα του ενός περιφερειακού και ως µονάδα χρόνου, ο χρόνος µιας 

περιστροφής. ∆ια µέσου αυτών, εισάγονται οι παρακάτω µετασχηµατισµοί: 

*ξ = ξ / α ,  *η = η / α ,   *ζ = ζ / α ,   0m = βm   και     *t = ωt = t                      (2.15) 

όπου β είναι η παράµετρος της µάζας, όπως έχει ήδη ορισθεί, t είναι ο πραγµατικός 

χρόνος (ο οποίος εκφράζεται µε µονάδες χρόνου), *t  είναι ο αδιάστατος ή 

µετασχηµατισµένος χρόνος και ω η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής του συστήµατος, η 

οποία στο εξής θα θεωρείται µοναδιαία. Το διάνυσµα θέσης  
�0/Ar  του S, προκύπτει ως:  

* * * *
0/A 0/Ar = (ξ,η,ζ) = α(ξ ,η ,ζ ) = αr
� �

                                                                            (2.16) 

Με παραγώγιση ως προς τον πραγµατικό χρόνο t του 
�0/Ar , οι αδιάστατες ταχύτητες και  

επιταχύνσεις, είναι: 

0/A

0/A 0/A

dr
r = = αr ω 

dt

�
� �
� �                                                                                                 (2.17)  

2 *0/A

0/A 0/A

dr
r = = αω r

dt

�
�� �

�� ��                                                                                                (2.18) 

Τα υπόλοιπα διαστατά διανύσµατα του σχηµατισµού, θα συνδέονται µε τα αντίστοιχά 

τους αδιάσταστα, µε τις σχέσεις: 

*

i/A i/A
r = αr
� �

 ,  *

i/A i/A
R = αR
� �

                                                                                       (2.19) 
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Τα µέτρα των διανυσµάτων που δίνονται στις ισότητες (2.13), διαµορφώνονται ως    

εξής:   

*2 * * 2 * * 2 *2
I Ii/A

r = (ξ - ξ ) + (η - η ) + ζ    και   *2 *2 *2 *2

0/A
r = ξ + η + ζ .      

Η εισαγωγή των προηγούµενων εκφράσεων στις εξισώσεις της κίνησης (2.13) του 

σωµατιδίου S, δίνει: 

2 2 ν
2 * * * 2 *

3 *3 4 *4 3 *30/A 0/A 0/A i/A
i=10/A 0/A i/A

k mβ 2k eαmβ 1
αω r = (-αr ) + (-αr ) + k m αr

α r α r α r
∑

� � � �
��    

ή 

2 ν
* * * *

2 3 *3 *4 *30/A 0/A 0/A i/A
i=1 0/A 0/A i/A

k m β 2eβ 1
r = - r - r + r

ω α r r r

 
 
 
 

∑
� � � �
��                                                         (2.20) 

Λόγω της σχέσης (2.20) και παραλείποντας τους αστερίσκους από όλες τις σχέσεις, 

χάριν ευκολίας, οι αδιάστατες εξισώσεις της κίνησης του S ως προς το αδρανειακό 

σύστηµα γίνονται:           

ν

3 4 30/A 0/A 0/A i/A
i=1 0/A 0/A i/A

1 β 2eβ 1
r = - r - r + r

∆ r r r

 
 
 
 

∑
� � � �
��                                                            (2.21α) 

ή 

{ }

ν
ι

3 4 3
i=10/A 0/A i/A

νT
ι

3 4 30/A
i=10/A 0/A i/A

ν

3 4 3
i=10/A 0/A i/A

-βξ 2eβξ ξ - ξ
- +

r r r

1 -βη 2eβη η - η
r = ξ,η,ζ = - +

∆ r r r

-βζ 2eβζ -ζ
- +

r r r

 
 
 
 
     
 
 
 
 

∑

∑

∑

�� ���� ��                                                       (2.21β) 

όπου η ποσότητα 
2

2 3

1 k m
=

∆ ω α
, καθώς και τα µέτρα των διανυσµάτων i/Ar

�
 και 0/Ar

�
 είναι 

αδιάστατα. Για τα µέτρα των τελευταίων, παραλείποντας τους αστερίσκους, ισχύει:        

 2 2 2 2
0/Ar = ξ + η + ζ     και     2 2 2 2

i/A i ir = (ξ - ξ) + (η - η) + ζ                                           (2.22) 
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Οι αδιάστατες συντεταγµένες του περιφερειακού primary Pi ως προς το 

περιστρεφόµενο σύστηµα, είναι (αφού µετασχηµατισθούν οι σχέσεις (2.4) διά των 

(2.15) και παραλειφθούν οι αστερίσκοι): 

i i i i ν ν

cos[(i -1)2π/ν] sin[(i -1)2π/ν]
P (x , y ,0) = P (R ,R ,0)

2sin(π/ν) 2sin(2π/ν)
                                          (2.23)  

όπου Rν=d, η ακτίνα του περιγεγραµµένου κύκλου. 

 

2.7 Αδιάστατες εξισώσεις της κίνησης στο περιστρεφόµενο σύστηµα 

Έστω 
0/A

r = (ξ,η,ζ)
�

 και 
0

r = (x, y,z)
�

 τα διανύσµατα θέσης του S ως προς το 

αδρανειακό (Α) και το περιστρεφόµενο σύστηµα αντίστοιχα και i/A i iR = (ξ ,η ,0)
�

 και 

i i iR = (x , y ,0)
�

 τα διανύσµατα θέσης των primaries ως προς τα δύο προηγούµενα 

συστήµατα (Σχήµα 2.8). Επίσης, έστω  ( )i i ir = x - x, y - y,-z
�

, i=1,2,…,ν  τα σχετικά 

διανύσµατα θέσης του S ως προς τα primaries στο περιστρεφόµενο σύστηµα. 

 

Σχήµα 2.8. Συνοδεύον σύστηµα αναφοράς Οxyz και διανύσµατα θέσεως 

του µικρού σώµατος 
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Τότε: 
0 0/A

r = Ar
� �

και T

0/A 0
r = A r
� �

, 

όπου Α είναι ο τετραγωνικός πίνακας στροφής του περιστρεφόµενου συστήµατος Oxyz 

ως προς το αδρανειακό Οξηζ και ο TA  είναι ο ανάστροφός του. ∆ηλαδή,  

 

και  T

cost -sint 0

A = sint cost 0

0 0 1

 
 
 
  

 µε γωνία στροφής ωt = t  (ω=1). 

Εποµένως, για το διάνυσµα θέσης, τις ταχύτητες και τις επιταχύνσεις του S, ισχύει:  

0 A

ξ x xcost - ysint
T{r } = η = A y = xsint + ycost

ζ z z

     
     
     
          

                      

0 A

ξ xcost - ysint - xsint - ycost

{r } = η = xsint + ycost + xcost - ysint

ζ z

   
   
   
     

� � �

� � � �

� �

                                                          (2.24) 

  

0 A

ξ xcost - ysint - 2xsint - 2ycost - xcost + ysint

{r } = η = xsint + ycost + 2xcost - 2ysint - xsint - ycost

ζ z

   
   
   
     

�� �� �� � �

�� �� �� �� � �

�� ��

                                (2.25) 

Τα αδιάστατα µέτρα των διανυσµάτων είναι ίσα ως προς τα δύο συστήµατα:  00/A
r = r   

και 
i/A i

r = r
� �

.  

Ο πολλαπλασιασµός των αδιάστατων εξισώσεων της κίνησης ως προς το αδρανειακό 

σύστηµα αναφοράς (2.21α), µε τον πίνακα στροφής Α, δίνει:                                                     

 cost sint 0

A = -sint cost 0

0 0 1
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ν
ι

3 4 3
i=10/A 0/A i/A

ν
ι

3 4 3
i=10/A 0/A i/A

ν

3 4 3
i=10/A 0/A i/A

-βξ 2eβξ ξ - ξ
- +

r r r
cost sint 0 ξ cost sint 0

1 -βη 2eβη η - η
-sint cost 0 η = -sint cost 0 - +

∆ r r r
0 0 1 ζ 0 0 1

-βζ 2eβζ -ζ
- +

r r r

 
 
 

      
      
      
         



 

∑

∑

∑

��

��

�� 



                   

 

Λόγω των εκφράσεων (2.24) και (2.25), προκύπτουν τελικά οι αδιάστατες εξισώσεις 

της κίνησης του S στο περιστρεφόµενο σύστηµα  Οxyz:             

                                                            

ν
i

3 4 3
i=10 0 i

ν
i

3 4 3
i=10 0 i

ν

3 4 3
i=1 i0 0

βx 2eβx x - x
- - +

r r r
x - 2y - x

1 βy 2eβy y - y
y + 2x - y = - - +

∆ r r r
z

βz 2eβz -z
- - +

r r r

 
 
 

   
   
   
    

 
 
 

∑

∑

∑

�� �

�� �

��

                                                                 (2.26) 

ή 

                                

x

y

z

U
x - 2y = U

x

U
y + 2x = U

y

U
z = U

z

∂
=

∂
∂

=
∂

∂
=

∂

�� �

�� �

��

                                                                    (2.27) 

όπου  

ν
2 2

2
i=10 i0

1 1 1 e 1
U(x, y,z) = (x + y ) + β( + ) +

2 ∆ r rr

 
 
  

∑                                                        (2.28) 
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είναι η δυναµική συνάρτηση του συστήµατος και r0, ri τα µέτρα των αντίστοιχων 

διανυσµάτων µε  

1

2 2 2 2
0r = (x + y + z )     και  

1

2 2 2 2
i i ir = (x - x) + (y - y) + z )   .          

∆ είναι η ποσότητα:  

2 3∆ = Μ(Λ +βΜ + 2βeΜ )                                               

και 

[ ]
2ν

i=2

sin (π/ν)
Λ =

sin (i -1)π/ν
∑ , M=2sin(π/ν). 

Εξάλλου οι µερικές παράγωγοι ως προς x, y και z της δυναµικής συνάρτησης U είναι 

ίσες µε: 

ν
i

x 3 4 3
i=10 0 i

1 βx 2eβx x - x
U = x + - - +

∆ r r r

 
 
 

∑  

ν
i

y 3 4 3
i=10 0 i

1 βy 2eβy y - y
U = y + - - +

∆ r r r

 
 
 

∑                                                                          (2.29)                             

ν

z 3 4 3
i=10 0 i

z β 2eβ 1
U = - +

∆ r r r

 
+ 

 
∑  

 

ΣΗΜΕΙΩΣΗ 

Στο σηµείο αυτό πρέπει να επισηµάνουµε ότι ο φορµαλισµός και ο τρόπος 

αδιαστατοποίησης που χρησιµοποιήθηκε για την εξαγωγή των εξισώσεων (2.27) 

βασίζεται στη µεθοδολογία που έχει προταθεί από τον Kalvouridis (1999a) και έχει 

ακολουθηθεί και από άλλους ερευνητές (Arribas & Elipe, 2004, κ.α.). Μερικοί 

ερευνητές στο παρελθόν (Scheeres,1992; Scheeres & Vinh, 1993) µελετώντας το ίδιο 

πρόβληµα επέλεξαν να χρησιµοποιήσουν κυλινδρικά συστήµατα συντεταγµένων 

προκειµένου να εκφράσουν τις εξισώσεις κινήσεως του µικρού σώµατος. Επιπλέον 

θεώρησαν την ακτίνα του σχηµατισµού ως µονάδα µέτρησης των αποστάσεων (αντί 

της πλευράς του πολυγώνου που θεωρήσαµε στην παρούσα διατριβή) γεγονός που 
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συνεπάγεται ότι η γωνιακή ταχύτητα του σχηµατισµού θα είναι διάφορη της µονάδας 

όταν µεταβάλλεται το πλήθος ν των περιφερειακών σωµάτων (ενώ στη διατριβή η γων. 

ταχύτητα λαµβάνεται ως 1). Πιο συγκεκριµένα, αν θεωρήσουµε ότι ω=1, τότε τα 

κανονικά πολύγωνα θα έχουν διαστατή πλευρά αν η τιµή της οποίας προσδιορίζεται 

από τη σχέση 2.9 για ω=1, 
3 2

να = k m∆ , η δε ακτίνα του περιγεγραµµένου κύκλου θα 

είναι dν=Rν και θα προσδιορίζεται από τη σχέση 2.3. Αν όµως ορίσουµε d=1, τότε από 

τη σχέση (2.3) θα είναι αν=2sin(π/ν) και η γωνιακή ταχύτητα θα είναι νω = ω 1≠  η δε 

τιµή της για κάθε ν θα καθορίζεται από τη σχέση (2.9). 

 

2.8 Παράµετροι του προβλήµατος 

Από την προηγηθείσα ανάλυση προκύπτει ότι το δυναµικό σύστηµα χαρακτηρίζεται 

από τρεις παραµέτρους: (i) το πλήθος ν των περιφερειακών σωµάτων, (ii) την 

παράµετρο β=m0/m του λόγου της µάζας του κεντρικού σώµατος m0 προς τη µάζα m 

ενός περιφερειακού και (iii) τον συντελεστή e που χαρακτηρίζει το Μετα-Νευτώνειο 

πεδίου του κεντρικού σώµατος P0. Να σηµειώσουµε εδώ ότι ο Scheeres (1992), 

χρησιµοποιεί ως παράµετρο µάζας τον αντίστροφο λόγο m/m0=1/β, που τον συµβολίζει 

µε µ, ενώ οι Hadjifotinou & Kalvouridis (2005) προτείνουν εναλλακτικά τη χρήση της 

ανηγµένης (στη συνολική µάζα του σχηµατισµού) µάζας µ ενός περιφερειακού 

σώµατος, ή της αντίστοιχης µάζας µ0 του κεντρικού σώµατος (κατ’ αντιστοιχία µε τον 

ορισµό των ανηγµένων µαζών στο περιορισµένο πρόβληµα των τριών σωµάτων), ήτοι: 

0
0

0 0

m ν m ν
µ = = , µ = =1- =1-µ

m + νm ν +β m + νm ν +β
 

Όσον αφορά στις τιµές που παίρνουν οι παράµετροι αυτές, η παράµετρος ν παίρνει 

θετικές ακέραιες τιµές µεγαλύτερες της µονάδας (ν∈� -{1}, όπου  �  το σύνολο των 

φυσικών αριθµών), η παράµετρος β παίρνει πάντα θετικές πραγµατικές τιµές (β>0, 

β∈� +
), ενώ η παράµετρος e µπορεί να πάρει πραγµατικές τιµές, θετικές ή αρνητικές 

(e∈� ). Σηµειώνουµε επίσης ότι, σύµφωνα µε τον τρόπο αδιαστατοποίησης που 
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περιγράφηκε προηγουµένως, η αδιάστατη ακτίνα R του κύκλου των primaries 

επηρεάζεται µόνο από την παράµετρο ν. Στον Πίνακα 2.2 παρατίθενται οι ακτίνες 

κάποιων πολυγωνικών σχηµατισµών, ενώ στο Σχήµα 2.9 που ακολουθεί, δείχνεται η 

µεταβολή της R µε την παράµετρο ν, από όπου φαίνεται να υπάρχει µία κατά 

προσέγγιση γραµµική σχέση µεταξύ των δύο αυτών ποσοτήτων.  

  

Πίνακας 2.2. Αδιάστατες ακτίνες R=d των πολυγωνικών σχηµατισµών για διάφορες 

τιµές του ν 

ν R 

2 0.5 

3 0.577735 

4 0.707107 

5 0.850651 

7 1.15238 

8 1.30656 

10 1.61803 

12 1.931852 

16 2.562915 

32 5.101149 
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0

6

0 20 40

R

ν

 

Σχήµα 2.9. Μεταβολή της ακτίνας R των πολυγωνικών σχηµατισµών  µε το ν 

 

2.9 Ολοκλήρωµα της κίνησης (ολοκλήρωµα τύπου Jacobi) 

Όπως είναι γνωστό, ένα ολοκλήρωµα της κίνησης είναι µία συνάρτηση της µορφής,  

Q(r, r, t) = C
� ��                                                                                                   

και διατηρεί σταθερή τιµή κατά µήκος µιας λύσης. Η ύπαρξη τέτοιων ολοκληρωµάτων, 

συνεπάγεται την ελάττωση του πλήθους των ανεξάρτητων µεταβλητών που 

εµφανίζονται στο δυναµικό σύστηµα. Επιπλέον, τα ολοκληρώµατα αυτά µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν και ως απλά κριτήρια ακριβείας για τον έλεγχο της ορθότητας των 

αριθµητικών υπολογισµών (τροχιών ή θέσεων ισορροπίας) σε προβλήµατα στα οποία η 

εύρεση αναλυτικών µορφών λύσεων δεν είναι εφικτή.  

Στο συγκεκριµένο πρόβληµα, ένα τέτοιο ολοκλήρωµα βρίσκεται εύκολα αν 

πολλαπλασιάσουµε την πρώτη από τις εξισώσεις κινήσεως (2.27) επί x� , τη δεύτερη επί 

y� και την τρίτη επί z� , οπότε θα έχουµε: 
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U
xx - 2xy = x

x

U
yy + 2yx = y

y

U
zz = z

z

∂
∂
∂
∂

∂
∂

��� � � �

��� � � �

��� �

 

Αθροίζοντας κατά µέλη και ολοκληρώνοντας παίρνουµε: 

2 2 2x + y + z = 2U(x, y,z) - C� � �                                                                                     (2.30) 

Το ολοκλήρωµα αυτό, που είναι ένα πρώτο ολοκλήρωµα επειδή περιέχει παραγώγους 

των µεταβλητών κατά µία τάξη µικρότερη από την τάξη των διαφορικών εξισώσεων 

κίνησης, είναι τύπου Jacobi επειδή µοιάζει µε το αντίστοιχο ολοκλήρωµα του 

περιορισµένου προβλήµατος των τριών σωµάτων. Στα επόµενα κεφάλαια θα 

χρησιµοποιήσουµε το ολοκλήρωµα αυτό ως µία βασική ποσότητα η οποία καθορίζει 

όχι µόνο τον τρόπο εξέλιξης των περιοχών κινήσεως στο επίπεδο και στο χώρο αλλά 

και τον τρόπο µε τον οποίο κατανέµονται οι οικογένειες των περιοδικών τροχιών στον 

αντίστοιχο φασικό χώρο των αρχικών συνθηκών. 

 

2.10 Ευστάθεια του πολυγωνικού σχηµατισµού 

Όσον αφορά στην ευστάθεια των κανονικών πολυγωνικών σχηµατισµών µε ή χωρίς 

κεντρικό σώµα και µε περιφερειακά σώµατα ίσης µάζας, για Νευτώνεια ή ορισµένα 

Μετα-Νευτώνεια δυναµικά, όπως ήδη αναφέραµε στο προηγούµενο Κεφάλαιο 1, έχουν 

ασχοληθεί στο παρελθόν διάφοροι ερευνητές όπως οι Salo & Yoder (1988), Scheeres 

(1992), Vanderbei & Kolemen (2007) Arribas et al., (2007), κ.α. Οι παραδοχές, οι 

προσεγγίσεις και οι τεχνικές που ακολουθούνται είναι διαφορετικές γι’ αυτό και οι 

εκτιµούµενες οριακές τιµές των παραµέτρων (κυρίως το πλήθος των περιφερειακών 

σωµάτων ν και η παράµετρος µάζας) οι οποίες αποτελούν το κατώφλι για την ύπαρξη 

ευσταθών σχηµατισµών, διαφέρουν µεταξύ τους ενίοτε σηµαντικά. Παρ’ όλα αυτά 

υπάρχει η γενική εκτίµηση ότι σχηµατισµοί αυτού του τύπου είναι ασταθείς για µεν τα 
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Νευτώνεια δυναµικά όταν ν<7, για δε τα Μετα-Νευτώνεια δυναµικά που εκφράζονται 

από συναρτήσεις της µορφής: 

( )2V(r) = -k Mmf 1/ r                                                                                  

όπου :  ( )
ρ

ρι 1 2 3
i 2 3 ρ

i=1

AΑ A A A
f 1/ r = = + + + ... +

rr r r r

 
 
 

∑                                                               

όταν ν≤6. Τα δυναµικά τύπου Manev ή Schwarzschild, όπως ήδη αναφέραµε στο 

Κεφάλαιο 1, µπορούν να θεωρηθούν ότι εµπίπτουν σε αυτήν την κατηγορία. 



 73

ΚΕΦΑΛΑΙΟ  3 
 

 

ΘΕΣΕΙΣ ΙΣΟΡΡΟΠΙΑΣ-ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΟΣ ΠΡΟΣ∆ΙΟΡΙΣΜΟΣ ΚΑΙ 

ΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΗ ΜΕΤΑΒΟΛΗ-ΕΥΣΤΑΘΕΙΑ 

 

 

3.1 Γενικά 

Όπως είναι γνωστό, σε µία θέση ισορροπίας το µικρό σώµα έχει ταχύτητα και 

επιτάχυνση µηδέν. Συνεπώς, οι αναγκαίες και ικανές συνθήκες που εκφράζουν την 

κατάσταση αυτή είναι οι: 

x = y = z = x = y = z = 0� � � �� �� ��     

Στο σηµείο αυτό πρέπει να διευκρινήσουµε ότι οι παραπάνω συνθήκες αναφέρονται 

στην ισορροπία του µικρού σώµατος ως προς το περιστρεφόµενο σύστηµα Oxyz και  

όχι ως προς το αδρανειακό Οξηζ. Αν εισάγουµε τις συνθήκες αυτές στις εξισώσεις 

κίνησης (2.27) (Κεφ.2
ο
), προκύπτει: 

x

y

z

U
= U = 0

x

U
= U = 0

y

U
= U = 0

z

∂
∂
∂
∂

∂
∂

                                                                                                          (3.1) 

Στα σηµεία ισορροπίας λόγω της µορφής της δυναµικής συνάρτησης και των 

σχέσεων (3.1), παρουσιάζονται ακρότατα(µέγιστα ή ελάχιστα). 

 

3.2 Αριθµητικός προσδιορισµός των θέσεων  ισορροπίας 

Όπως ήδη αναφέραµε, σε µία θέση ισορροπίας το µικρό σώµα έχει ταχύτητα και 

επιτάχυνση µηδέν. Συνεπώς, από τις εξισώσεις κίνησης (2.27) (Κεφ.2
ο
), προκύπτει 

το µη γραµµικό αλγεβρικό σύστηµα (3.1) το οποίο επιλύεται µόνο µε τη βοήθεια 

αριθµητικών µεθόδων. Η µέθοδος που επιλέξαµε να χρησιµοποιήσουµε στο 
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συγκεκριµένο πρόβληµα είναι η γνωστή µέθοδος των Newton-Raphson
6
 η οποία 

χαρακτηρίζεται από απλότητα στην κωδικοποίησή της, ακρίβεια των 

αποτελεσµάτων και πολύ καλή ταχύτητα σύγκλισης (η σύγκλιση είναι 

τετραγωνική).  

Σύµφωνα µε τη µέθοδο αυτή, θεωρούµε µια προσεγγιστική λύση 0 0 0(x , y ,z )  του 

συστήµατος  (3.1)  που αποτελεί την τιµή εκκίνησης  του αλγορίθµου . Η τιµή αυτή 

µπορεί να βρεθεί είτε από τα διαγράµµατα των καµπύλων µηδενικής ταχύτητας, είτε  

από τον εντοπισµό µικρών περιοχών τιµών των x, y και z µέσα στις οποίες οι 

συναρτήσεις του συστήµατος (3.1) αλλάζουν ταυτόχρονα πρόσηµο. 

Αν θέσουµε 

x

y

z

U (x, y,z) = F(x, y,z)

U (x, y,z) = G(x, y,z)

U (x, y,z) = H(x, y,z)

                                                                                                    

τότε ο αλγόριθµος θα πάρει τη µορφή 

(ν) (ν-1)

(ν) (ν-1)

(ν) (ν-1)

NOMX
x = x -

J

NOMY
y = y -

J

NOMZ
z = z -

J

                                                                                                  

 

όπου : 

 

y z y z y z z z y y

x z z x z x z z x x

x y y y x x x y x y

x y z y z y x z x z z x y x y

NOMX = F(G H - H G ) - F (GH - HG ) + F (GH - HG )

NOMY = F (GH - HG ) - F(G H - H G ) + F (G H - H G)

NOMZ = F (G H - H G) - F (G H - H G) + F(G H - H G )

J = F (G H - H G ) - F (G H - H G ) + F (G H - H G )

           

  

                                                 
6
 Η µέθοδος αυτή προτάθηκε αρχικά από τον Νεύτωνα στα 1669 (Sebah & Gourdon, 2001) ο οποίος την εφάρµοσε για 

να επιλύσει αριθµητικά την πολυωνυµική εξίσωση: y
3
-2y-5=0. Μερικά χρόνια αργότερα (1690), ο Joseph Raphson 

(1678-1715) την βελτίωσε δίνοντάς της τη µορφή που γνωρίζουµε. Έκτοτε υπήρξαν διάφορες γενικεύσεις της από 

πολλούς µαθηµατικούς όπως οι Simpson (1710-1761), Mourraille (1720-1808), Cauchy (1789-1857), Kantorovich 

(1912-1986) κ.ο.κ.  
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Οι µερικές παράγωγοι της δυναµικής συνάρτησης υπολογίζονται στη θέση 

(ν-1) (ν-1) (ν-1)(x , y ,z )  και τα κριτήρια διακοπής της µεθόδου  είναι : 

(ν) (ν-1)
x - x ε≤  ,   

(ν) (ν-1)y - y ε≤ ,  
(ν) (ν-1)z - z ε≤  

όπου ε =10
-12

 είναι η ακρίβεια υπολογισµών (ή ακρίβεια σύγκλισης) που θεωρήσαµε 

για τις ανάγκες του προβλήµατός µας.  

 

3.3 Ύπαρξη των θέσεων ισορροπίας-Ζώνες ισορροπίας στο επίπεδο των 

primaries και θέσεις ισορροπίας εκτός του επιπέδου αυτού 

Στη βαρυτική περίπτωση του Ring Problem αποδείχθηκε (Καλβουρίδης, 1999a) ότι 

δεν υπάρχουν σηµεία ισορροπίας εκτός του επιπέδου xy  του σχηµατισµού. Στην 

περίπτωση αυτή (e=0) η ποσότητα  

( )2
∆ = M Λ +βΜ   

παραµένει θετική για όλες τις τιµές των παραµέτρων ν και β, αφού αυτές είναι 

πάντα θετικές, και συνεπώς και οι ποσότητες Λ και Μ είναι επίσης θετικές. Εξάλλου 

η µερική παράγωγος ως προς z της συνάρτησης U είναι ίση µε         

ν

z 3 3
i=10 i

-z β 1
U = +

∆ r r

 
 
 

∑  

οπότε από τη  συνθήκη ισορροπίας Uz=0, συνεπάγεται ότι z=0 αφού η παρένθεση 

είναι πάντα θετική. Με άλλα λόγια τα  σηµεία ισορροπίας κείνται στο επίπεδο xy 

του σχηµατισµού. 

Με ανάλογο τρόπο, αυτό αποδεικνύεται και στην περίπτωση ύπαρξης κεντρικού 

δυναµικού τύπου Manev για οποιαδήποτε τιµή e>0. Η ποσότητα ∆ διαµορφώνεται 

στην  

( )2 3
∆ = M Λ +βΜ + 2βeM  

η οποία είναι επίσης θετική για e>0. Η µερική παράγωγος ως προς z της 

συνάρτησης U είναι ίση µε : 

ν

z 3 4 3
i=10 0 i

-z β 2eβ 1
U = + +

∆ r r r

 
 
 

∑  
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και από τη  συνθήκη ισορροπίας θα έχουµε ότι Uz=0. Όµως επειδή τόσο η ∆ όσο και 

η ποσότητα στην παρένθεση είναι θετικές, αυτό σηµαίνει ότι  θα πρέπει και πάλι 

z=0. Αρα όλες οι θέσεις ισορροπίας θα κείνται και στην περίπτωση αυτή πάνω στο 

επίπεδο xy των primaries.  

Όταν e<0, και επειδή το ∆ είναι πάντα θετικό, σύµφωνα µε τη σχέση (2.9) του 2
ου

 

κεφαλαίου , πρέπει να εντοπίσουµε και να αποκλείσουµε εκείνες τις τιµές των β και 

e που για ένα συγκεκριµένο ν, είτε µηδενίζουν την ποσότητα αυτή, είτε την 

καθιστούν αρνητική. Ειδικότερα, όταν  ∆ = 0, τότε από τις εξισώσεις (2.31) του 2
ου

 

κεφαλαίου, προκύπτει ότι τόσο η συνάρτηση U όσο και οι µερικές της παράγωγοι 

κάθε τάξεως ως προς x, y και z δεν υπάρχουν και συνεπώς δεν έχει νόηµα να 

µελετήσουµε την  ύπαρξη θέσεων ισορροπίας και γενικότερα την ύπαρξη λύσεων. 

Οι τιµές της παραµέτρου e=ecr που µηδενίζουν την ποσότητα ∆ (περίπτωση 

απροσδιοριστίας) για συγκεκριµένες τιµές των δύο άλλων παραµέτρων β και ν, 

προσδιορίζονται από τη σχέση 

2

cr 3

Λ +βM
e = -

2βM
                                                                                                   (3.2) 

και δίνονται ενδεικτικά στον Πίνακα 3.1 και στο Σχήµα 3.1 που ακολουθεί. 
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Πίνακας 3.1. Κρίσιµες τιµές της παραµέτρου e για διάφορες τιµές της παραµέτρου 

µάζας β και διάφορους πολυγωνικούς σχηµατισµούς (ν) 

 β 
cre  

7 2 -1.2401839 

 10 -0.7089897 

 50 -0.6027509 

 500 -0.5788472 

 1000 -0.5775192 

 10000 -0.5763240 

8 2 -1.5694649 

 10 -0.8365181 

 50 -0.6899288 

 500 -0.6569462 

 1000 -0.6551138 

 10000 -0.6534647 

10 2 -2.3714107 

 10 -1.1214957 

 50 -0.8715127 

 500 -0.8152666 

 1000 -0.8121418 

 10000 -0.8093295 

32 2 -25.8755922 

 10 -7.2155778 

 50 -3.4835749 

 500 -2.6438743 

 1000 -2.5972243 

 10000 -2.5552392 
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-5

-2.5

0

0 500 1000

ecr

β

ν=32

ν=10

ν=8

ν=7

 

Σχήµα  3.1. Μεταβολή της κρίσιµης τιµής του e  µε την  παράµετρο β, για 

διάφορες τιµές του ν 

 

Συνεπώς, οι αποδεκτές τιµές της e για δεδοµένες τιµές των β και ν πρέπει να 

ικανοποιούν τη σχέση:  

cre > e ,                                                                                                                  (3.2α) 

η δε περιοχή των αποδεκτών τιµών στο διάγραµµα (β, e) του Σχήµατος 3.1 για κάθε 

ν, είναι αυτή που εκτείνεται µεταξύ της αντίστοιχης καµπύλης e=ecr και των δύο 

αξόνων.  

Παρατηρούµε ότι όσο αυξάνεται η παράµετρος β, για σταθερό αριθµό των ν 

περιφερειακών σωµάτων, η κρίσιµη τιµή ecr  µειώνεται κατά απόλυτη τιµή. Επίσης 

παρατηρούµε  ότι διατηρώντας  την παράµετρο µάζας β σταθερή, όσο αυξάνεται ο 

αριθµός των περιφερειακών σωµάτων του πολυγωνικού σχηµατισµού, η κρίσιµη 

τιµή ecr αυξάνεται κατά απόλυτη τιµή, οπότε οι καµπύλες µετατοπίζονται προς τα 

κάτω, διευρύνοντας µε αυτόν τον τρόπο την περιοχή των αποδεκτών τιµών β και e. 

Όπως βλέπουµε από τα διαγράµµατα του Σχήµατος 3.1, η καµπύλη  ecr= ecr(β) για 

κάθε ν εξελίσσεται έτσι ώστε να τείνει ασυµπτωτικά αφενός µεν στον άξονα των e, 

αφετέρου δε σε µια ευθεία παράλληλη στον άξονα των β διαφορετική για κάθε ν, 
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της οποίας η τιµή ecr είναι (βρίσκεται εφαρµόζοντας τον κανόνα του De L’ Hôpital 

στη σχέση 3.2 όταν β→ ∞ )  

cr,ν β

1
lime = -

π
4sin( )

ν

→∞
                                                                                        (3.2β) 

και της οποίας η απόλυτη τιµή αυξάνει µε το ν. 

Ας υποθέσουµε τώρα ότι οι τιµές των β και e για κάποιο ν ικανοποιούν την 

ανισότητα cre > e , οπότε ∆ > 0. Τότε από την τρίτη εξίσωση των (3.1) προκύπτει ότι 

σε µια θέση ισορροπίας θα πρέπει να ισχύει επίσης ότι,  

ν

3 4 3
i=10 0 i

z β 2eβ 1
+ + = 0

∆ r r r

 
 
 

∑                                                                                       (3.3) 

Μηδενισµός του αριστερού µέλους της (3.3) θα συµβαίνει αν : 

• z=0, που παραπέµπει και πάλι σε θέσεις ισορροπίας στο επίπεδο των 

primaries , ή 

• 
ν

3 4 3
i=10 0 i

β 2eβ 1
+ + = 0

r r r
∑                                                                                     (3.4) 

Επειδή στη σχέση 3.4 η παράµετρος e µπορεί να παίρνει αρνητικές τιµές, πρέπει να 

διερευνήσουµε τη δυνατότητα να υπάρχουν σηµεία  ισορροπίας  εκτός του επιπέδου 

των primaries. Λόγω της συµµετρίας του σχηµατισµού αλλά και του δυναµικού 

πεδίου, αν υπάρχουν τέτοια σηµεία, ή θα κατανέµονται  στο χώρο σύµφωνα µε την 

παραπάνω συµµετρία ή θα βρίσκονται πάνω στον κατακόρυφο άξονα Οz. 

Η αναζήτηση σηµείων εκτός του άξονα Οz, µε τρισδιάστατη λεπτοµερή σάρωση 

του χώρου και εφαρµογή αριθµητικών µεθόδων (πχ. Newton-Raphson για τρεις 

µεταβλητές), δεν απέδωσαν αποτελέσµατα. Συνεπώς περιοριζόµαστε στην δεύτερη  

υπόθεση για την ύπαρξη σηµείων πάνω στο κατακόρυφο άξονα Οz. Για το σκοπό 

αυτό  δίνουµε τη σχέση (3.4) υπό µορφή συνάρτησης: 

ν

z 3 4 3
i=10 0 i

β 2eβ 1
F = + +

r r r
∑                                                                                              (3.5) 

Για να διαπιστώσουµε ότι υπάρχουν σηµεία ισορροπίας στον άξoνα των z 

εξετάζουµε αν υπάρχουν ρίζες της εξίσωσης Fz = 0 για x = y = 0. Αν υπάρχουν, τότε 
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αυτές θα είναι και οι θέσεις των σηµείων ισορροπίας στον άξονα Οz. Στο Σχήµα 

3.2α  δίνεται η γραφική παράσταση της Fz (z; x=0, y=0, e, β) για ν=7, β=5 και e=0, 

που αντιστοιχεί στη βαρυτική περίπτωση. Παρατηρούµε ότι δεν υπάρχουν σηµεία 

τοµής της Fz µε τον άξονα Oz (ρίζες), αποτέλεσµα αναµενόµενο, αφού δεν 

υπάρχουν σηµεία ισορροπίας πάνω σε αυτόν τον άξονα όπως έχουµε ήδη αναφέρει. 

Παρόµοια είναι και η περίπτωση για e>0. 

Ακολούθως δίνουµε στο Σχήµα 3.2β, τη γραφική απεικόνιση της Fz συναρτήσει του 

z  για e<0 και συγκεκριµένα για  ν=7, β=5 και e = - 0.1. Παρατηρούµε ότι υπάρχουν 

δύο σηµεία τοµής της Fz µε τον άξονα Οz, άρα και δύο ρίζες της Fz. Αυτό σηµαίνει 

ότι  υπάρχουν δύο σηµεία ισορροπίας  πάνω στον άξονα των z. Επειδή η συνάρτηση 

U είναι άρτια ως προς την µεταβλητή z, U(x,y,z) = U(x,y,-z), αυτά τα δύο σηµεία θα 

είναι  συµµετρικά ως προς την αρχή των αξόνων. 

Η συνάρτηση Fz  επιλύεται αριθµητικά  µε την απλή µέθοδο Newton-Raphson για 

µια µεταβλητή, οπότε προσδιορίζονται οι συντεταγµένες των δύο σηµείων. 

 

 

 

(α) 
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(β) 

Σχήµα 3.2. (α) ∆ιάγραµµα z-Fz  για ν=7, β=5 και e=0 

(β) ∆ιάγραµµα z-Fz  για ν=7, β=5 και e= -0.1 

 

Τα σηµεία αυτά, τα οποία στο εξής θα τα αναφέρουµε ως "εκτός επιπέδου" σηµεία 

ισορροπίας, συγκροτούν ένα ζεύγος συµµετρικών θέσεων ως προς το επίπεδο xy 

των primaries και συµβολίζονται µε L+z και L-z για τον θετικό και αρνητικό 

ηµιάξονα των z αντίστοιχα(Σχήµα 3.3α). Λόγω της συµµετρίας του σχηµατισµού ως 

προς τον άξονα z, οι Ιακωβιανές σταθερές CL+z και CL-z των "εκτός επιπέδου" 

θέσεων ισορροπίας L+z και L-z αντίστοιχα, είναι ίσες και για το λόγο αυτό θα  

χρησιµοποιούµε τον κοινό συµβολισµό CLz. Η παραπάνω διαπίστωση γίνεται 

αντιληπτή και από την αριθµητική επίλυση του αλγεβρικού συστήµατος 3.1 (για 

x=y=0), τα αποτελέσµατα της οποίας παραθέτονται στον Πίνακα Α.3 του  

Παραρτήµατος Α. Προφανώς και οι αποστάσεις, των "εκτός επιπέδου" θέσεων 

ισορροπίας L+z και L-z από το κεντρικό σώµα είναι ίσες. 

Κάτι παρόµοιο έχει παρατηρηθεί και στην περίπτωση του δακτυλιοειδούς 

προβλήµατος µε κεντρικό σώµα το οποίο αποτελεί πολύ ισχυρή πηγή ακτινοβολίας, 

δηλαδή έχει συντελεστή ακτινοβολίας b0>1 (στην περίπτωση αυτή η πίεση της 

ακτινοβολίας ξεπερνά τη βαρυτική δύναµη) (Kalvouridis & Hadjifotinou, 2011a,b). 

Επειδή αυτές οι θέσεις ισορροπίας, επηρεάζουν τη διαµόρφωση των περιοχών της 

επιτρεπτής τρισδιάστατης κίνησης, θα τις συναντήσουµε στο αντίστοιχο κεφάλαιο 

(Κεφάλαιο 6
ο
), καθώς και στο κεφάλαιο που πραγµατεύεται τις ελκτικές περιοχές 

(Κεφάλαιο 7
ο
).  
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Προς το παρόν θα περιορισθούµε στο να δείξουµε σε διαγράµµατα, τη µεταβολή της 

απόστασής τους (rad) από το πρωτεύον σώµα, καθώς και της Ιακωβιανής τους 

σταθεράς CLz, µε την παράµετρο e για διάφορες τιµές της παραµέτρου µάζας β 

(Σχήµατα 3.3 β-γ), αλλά και µε την παράµετρο β για διάφορες τιµές της παραµέτρου 

e (Σχήµατα 3.3 δ-ε). Στον Πίνακα Α.3 του Παραρτήµατος Α δίνουµε ενδεικτικά τις 

τιµές των θέσεων, της Ιακωβιανής σταθεράς και της ευστάθειας των σηµείων αυτών 

για διάφορες τιµές των παραµέτρων  β και e. 

Στο διάγραµµα e-rad (Σχήµα 3.3β) παρατηρούµε ότι για σταθερό αριθµό 

περιφερειακών σωµάτων και για σταθερή την παράµετρο µάζας β, όσο το e 

αυξάνεται κατά απόλυτη τιµή, τόσο αυξάνονται και οι αποστάσεις των "εκτός 

επιπέδου" θέσεων ισορροπίας L+z και L-z από το κεντρικό σώµα. Επίσης για 

σταθερό αριθµό περιφερειακών σωµάτων αλλά και για την ίδια τιµή της e, όσο 

µεγαλώνει η παράµετρος β, τόσο πάλι αυξάνεται η απόσταση των L+z και  L-z  από 

το κεντρικό σώµα. Αξιοσηµείωτο είναι το γεγονός, ότι σε µία περιοχή αρκετά 

µικρών απόλυτων τιµών του e, οι καµπύλες σχεδόν συµπίπτουν και εξελίσσονται µε 

σχεδόν γραµµικό τρόπο. 

Στο διάγραµµα e-CLz (Σχήµα 3.3γ) παρατηρούµε τη µείωση των τιµών της 

Ιακωβιανής σταθεράς που αντιστοιχούν στα L±z, καθώς αυξάνεται κατά απόλυτη 

τιµή η παράµετρος e και διατηρείται σταθερό το ν. Όπως φαίνεται στο ίδιο 

διάγραµµα, οι καµπύλες που έχουν σχεδιαστεί για διάφορες τιµές του β, 

παρουσιάζουν σχεδόν σταθερή τιµή  της CLz για µεγάλες σχετικά απόλυτες τιµές 

του e ( |e| >0.2). 
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6
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β

CLz
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(ε) 

Σχήµα 3.3. (α)"Εκτός επιπέδου" θέσεις ισορροπίας L+z και  L-z , 

(β) ∆ιάγραµµα e-rad για διάφορες τιµές της παραµέτρου µάζας β και ν=7,           

(γ) ∆ιάγραµµα e- CLz για διάφορες τιµές της παραµέτρου µάζας β και ν=7, 

(δ) ∆ιάγραµµα β-rad για διάφορες τιµές της παραµέτρου e και ν=7,                    

(ε) ∆ιάγραµµα β- CLz για διάφορες τιµές της παραµέτρου  e και ν=7 

 

Για σταθερό αριθµό περιφερειακών σωµάτων και για σταθερή την παράµετρο e, στο 

διάγραµµα β-rad (Σχήµα 3.3 δ) παρατηρούµε ότι όσο αυξάνεται το β οι αποστάσεις 

των "εκτός επιπέδου" θέσεων ισορροπίας L+z και L-z από το κεντρικό σώµα 

αυξάνονται κι αυτές αλλά κατά πολύ λίγο. Παρατηρούµε δε, ότι για σχετικά 

µεγάλες τιµές της β οι αποστάσεις συσσωρεύονται σε µία οριακή τιµή η οποία 

ικανοποιεί τη σχέση rad 2 e≈ . Επίσης για σταθερό αριθµό περιφερειακών σωµάτων 

αλλά και για την ίδια τιµή της β, όσο µεγαλώνει κατά απόλυτη τιµή η παράµετρος e, 

τόσο αυξάνεται η απόσταση των L+z και  L-z από το κεντρικό σώµα.  

Στο διάγραµµα β-CLz (Σχήµα 3.3ε) παρατηρούµε την αύξηση των τιµών της 

Ιακωβιανής σταθεράς που αντιστοιχούν στα L±z, καθώς αυξάνεται η παράµετρος 

µάζας β και διατηρείται σταθερό το ν. Και σε αυτή την περίπτωση για σχετικά 
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µεγάλες τιµές της β οι καµπύλες που έχουν σχεδιαστεί τείνουν σε µία οριακή τιµή 

της σταθεράς CLz. Τέλος, για σταθερό αριθµό περιφερειακών σωµάτων αλλά και για 

την ίδια τιµή της β, όσο µεγαλώνει κατά απόλυτη τιµή η παράµετρος e, τόσο 

µειώνονται οι τιµές  της Ιακωβιανής σταθεράς CLz που αντιστοιχούν στα "εκτός 

επιπέδου" σηµεία ισορροπίας L±z. 

 

3.4 Ζώνες ισορροπίας 

Όπως ήδη αναφέρθηκε, κατά τη µελέτη του προβλήµατος των Ν+1 σωµάτων µε 

Νευτώνεια δυναµικά (βαρυτική περίπτωση), οι θέσεις ισορροπίας αποδείχθηκε ότι 

κείνται σε οµόκεντρους κύκλους, µε κοινό κέντρο, το κέντρο του σχηµατισµού 

(Kalvouridis, 1999a; Croustalloudi & Kalvouridis, 2003).   

Οι θέσεις αυτές συγκροτούν οµάδες κάθε µία από τις οποίες αποτελείται από ν 

(=πλήθος των περιφερειακών σωµάτων) δυναµικά ισοδύναµες θέσεις οι οποίες 

ισαπέχουν µεταξύ τους αλλά και από το κεντρικό πρωτεύον σώµα και συνεπώς 

µπορούν να θεωρηθούν ότι βρίσκονται πάνω σε µια ιδεατή περιφέρεια κύκλου µε 

κέντρο την αρχή Ο, που ονοµάζεται ζώνη ισορροπίας. Υπάρχουν, τόσες ζώνες 

ισορροπίας όσες και οι οµάδες των ισοδύναµων θέσων ισορροπίας. Η µεταβολή της 

παραµέτρου µάζας β, επηρεάζει τόσο τις θέσεις όσο και το πλήθος των ζωνών 

ισορροπίας. Στη βαρυτική περίπτωση οι ζώνες αυτές είναι είτε πέντε, είτε τρεις και 

συµβολίζονται, µε τη σειρά εµφάνισής τους από το κέντρο προς την περιφέρεια, ως 

(Α1, Α2, Β, C2, C1) ή (Α1, C2, C1) αντίστοιχα (Σχήµα 3.4). Η αλλαγή από πέντε σε 

τρεις πραγµατοποιείται για κάθε ν σε µια συγκεκριµένη τιµή της παραµέτρου µάζας 

β, που συµβολίζεται µε lν και ονοµάζεται κρίσιµη ή οριακή τιµή (critical value) 

(Croustalloudi & Kalvouridis, 2003, 2007a) (Σχήµα 3.5).  
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(α)  

  

 

(β) 

Σχήµα 3.4. Βαρυτική περίπτωση. (α) β<lν, πέντε ζώνες ισορροπίας, (β) 

β>lν, τρεις ζώνες ισορροπίας 

 

Στον Πίνακα 3.2 που ακολουθεί, δίνουµε τις προσεγγιστικές τιµές της κρίσιµης 

τιµής lν του β για διάφορα ν (configurations). Παρατηρούµε ότι η τιµή αυτή αυξάνει 

καθώς αυξάνει το πλήθος ν των περιφερειακών σωµάτων. Οι διακριτές αυτές τιµές 

φαίνονται στο διάγραµµα του Σχήµατος 3.5 και η περιβάλλουσά τους (στικτή 

καµπύλη) προσεγγίζεται αρκετά ικανοποιητικά από ένα πολυώνυµο 4
ου

 βαθµού της 

µορφής (Fakis et al., 2013):  

lν(ν) = 0.0000418632ν
4 
+ 0.018856ν

3
- 0.0648675ν

2 
-0.104225ν + 0.40547 

όπου ν=2, 3, 4, .. 
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Κατά συνέπεια δίνοντας στην παραπάνω σχέση την τιµή του ν θα πάρουµε την 

κρίσιµη τιµή lν της παραµέτρου µάζας όπου συµβαίνει µετάβαση από τις πέντε στις 

τρεις ζώνες ισορροπίας. 

Πίνακας 3.2. Προσεγγιστικές τιµές της κρίσιµης τιµής lν  για διάφορα ν 

(Croustalloudi & Kalvouridis, 2003, 2007a) 

Πλήθος 

περιφερειακών                                                  

σωµάτων ν 

lν  

3 0.014 

4 0.184 

5 0.6496 

6 1.547 

7 3.08 

8 5.24 

10 12.16 

12 23.26 

16 62.11 

20 129.92 

 

0

40

80

120

0 5 10 15 20 25

β

ν

 

Σχήµα 3.5.  Η "περιβάλλουσα" καµπύλη των διακριτών κρίσιµων τιµών 

της παραµέτρου µάζας 
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Για  να υπάρχει συµφωνία µε την ορολογία του περιορισµένου προβλήµατος των 3 

σωµάτων, αλλά και για να γίνεται ορθότερη η ταυτοποίησή τους, τα σηµεία 

ισορροπίας συχνά αναφέρονται µε ειδικότερες ονοµασίες όπως περιγράφουµε στη 

συνέχεια:     

• Τα σηµεία της ζώνης Α1 που βρίσκονται πάνω στις ακτίνες που συνδέουν το 

κεντρικό µε τα περιφερειακά, ονοµάζονται εσωτερικά συγγραµµικά σηµεία 

ισορροπίας (inner collinear equilibrium points). 

• Τα σηµεία της ζώνης C1 που βρίσκονται πάνω στις προεκτάσεις των ακτίνων 

που προαναφέρθηκαν, ονοµάζονται εξωτερικά συγγραµµικά σηµεία (outer 

collinear equilibrium points). 

• Τα σηµεία των ζωνών Α2 και Β που βρίσκονται µέσα στις τριγωνικές 

περιοχές που σχηµατίζονται από το κεντρικό σώµα και δύο διαδοχικά 

περιφερειακά, ονοµάζονται εσωτερικά τριγωνικά σηµεία ισορροπίας (inner 

triangular equilibrium points). 

• Τα σηµεία ισορροπίας της ζώνης C2 που βρίσκονται στις προεκτάσεις των 

προηγούµενων τριγωνικών περιοχών, ονοµάζονται εξωτερικά τριγωνικά 

σηµεία ισορροπίας (outer triangular equilibrium points). 

Στο σηµείο αυτό είναι χρήσιµο να αναφερθούµε στους παρακάτω ορισµούς:  

Ορισµός 1: ∆ύο ή περισσότερες θέσεις ισορροπίας ονοµάζονται δυναµικά 

ισοδύναµες, αν χαρακτηρίζονται από την ίδια σταθερά C και την ίδια κατάσταση 

ευστάθειας (ευσταθής ή ασταθής). Στην περίπτωση αυτή όλες οι δυναµικά 

ισοδύναµες θέσεις ισορροπίας συγκροτούν µία «οµάδα» µε κοινά χαρακτηριστικά.  

Ορισµός 2: Ονοµάζουµε οµοιόθετες εκείνες τις θέσεις ισορροπίας που σχηµατίζουν 

όµοιο σχηµατισµό µε αυτόν των πρωτευόντων σωµάτων και στον ίδιο 

προσανατολισµό µε αυτόν (Σχήµα 3.6α).  

Ορισµός 3: Ονοµάζουµε οµογραφικές εκείνες τις θέσεις ισορροπίας που 

σχηµατίζουν όµοιο σχηµατισµό µε αυτόν των πρωτευόντων σωµάτων, αλλά ο 

σχηµατισµός αυτός βρίσκεται σε διαφορετικό προσανατολισµό ως προς αυτόν των 

σωµάτων (εστραµµένος κατά µία γωνία, που στο συγκεκριµένο πρόβληµα είναι π/ν) 

(Σχήµα 3.6β). 
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Οµοιόθετες θέσεις ισορροπίαςy

x
          

Οµογραφικές θέσεις ισορροπίαςy

x

          

 

                         (α)                                                                (β) 

Σχήµα 3.6. (α) Οµοιόθετες θέσεις ισορροπίας, (β) Οµογραφικές θέσεις. 

ισορροπίας. Οι µεγάλες µαύρες κουκίδες δείχνουν τις θέσεις των  primaries 

 

Σε αυτό το κεφάλαιο αναζητούνται οι θέσεις ισορροπίας και µελετάται η 

παραµετρική µεταβολή τους µε την αλλαγή τόσο της παραµέτρου β, όσο και του 

συντελεστή e του δυναµικού Manev του κεντρικού σώµατος. Η µεταβολή αυτή 

απεικονίζεται σε διάφορα διαγράµµατα, καµπύλες και σχήµατα.  

 

3.5 Επίδραση της παραµέτρου µάζας β και του συντελεστή e στη διαµόρφωση 

και εξέλιξη των ζωνών ισορροπίας (επίπεδες θέσεις ισορροπίας) 

Γενικά, η επίδραση των παραµέτρων β και e στη διαµόρφωση των ζωνών 

ισορροπίας είναι εξαιρετικά σηµαντική. Στη συνέχεια θα εξετάσουµε την επίδραση 

αυτή σε ένα σχηµατισµό µε επτά περιφερειακά σώµατα (ν=7) και για τρεις 

περιπτώσεις µε e=0, e>0 και e<0. 

 

3.5.1 Περίπτωση µε Νευτώνεια δυναµικά (e=0) 

Η τιµή της παραµέτρου µάζας β στη βαρυτική περίπτωση (Νευτώνεια δυναµικά), 

όχι µόνο καθορίζει το πλήθος των υπαρχουσών ζωνών (µέσω της κρίσιµης τιµής lν η 

οποία για ν =7 ισούται µε lν=3.08), αλλά βρίσκεται και σε άµεση σχέση µε τις 

σχετικές αποστάσεις των ζωνών µεταξύ τους. Όσον αυξάνει η τιµή της β, οι ζώνες 

ισορροπίας πλησιάζουν µεταξύ τους (Σχήµα 3.7) από διαφορετικές κατευθύνσεις 

προσεγγίζοντας τον φανταστικό κύκλο των primaries. Όσον αφορά στις ενεργειακές 

τους τιµές Ck, όσο µεγαλώνει το β, οι τιµές τους και οι απόλυτες διαφορές τους 
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µικραίνουν (Kalvouridis, 1999a). Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα να «επισπεύδονται» οι 

τοπολογικές αλλαγές, αφού τα Ck διαφέρουν πολύ λίγο µεταξύ τους και συνεπώς 

συµβαίνουν σε στενότερες περιοχές τιµών της C. Την επίδραση αυτή 

αντικατοπτρίζει ο Πίνακας 3.3, που ακολουθεί. 

 

β = 2   e = 0

-2

0

2

-2 0 2

y

x

C2 B A2 A1 C1

 

(α) 

β = 3.05  e = 0

-2

0

2

-2 0 2

y

x

C2 B A2 A1 C1

          

 

(β) 
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β = 20  e = 0

-2

0

2

-2 0 2

y

x

C2 A1 C1

 

(γ) 

Σχήµα 3.7. Κατανοµή των θέσεων ισορροπίας στη βαρυτική 

περίπτωση (Νευτώνεια δυναµικά) (e=0): (α)  β=2, (β)  β=3.05, (γ) β= 20 

 

Πίνακας 3.3. Μεταβολή της διαφοράς των ακτινικών αποστάσεων και των 

ενεργειακών σταθερών C των δύο ακραίων ζωνών Α1 και C1 µε την παράµετρο 

µάζας β για την περίπτωση Νευτώνειων δυναµικών 

β rad(C1)- rad(A1) A1 C1C - C  

2 0.894173285 0.16866342 

5 0.872714113 0.16941420 

10 0.715164574 0.11993417 

20 0.577443902 0.07241709 

50 0.430082748 0.03263753 

100 0.342665437 0.01699928 

500 0.201082325 0.00351345 
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3.5.2 Περίπτωση µε κεντρικό  δυναµικό τύπου Manev και e>0 

Στην περίπτωση αυτή, όπως και στη βαρυτική περίπτωση, οι εµφανιζόµενες ζώνες 

ισορροπίας βρίσκονται όλες στο επίπεδο xy της κίνησης των primaries και είναι είτε 

πέντε είτε τρεις µε κατανοµή εντελώς ανάλογη µε αυτήν που εµφανίζεται στη 

βαρυτική περίπτωση (Σχήµα 3.4). Εξετάσαµε την παραµετρική µεταβολή των 

ζωνών ισορροπίας:  

 (i) ∆ιατηρώντας την τιµή της ανηγµένης µάζας β σταθερή και µεταβάλλοντας την 

παράµετρο e,  

(ii) ∆ιατηρώντας την παράµετρο e σταθερή και µεταβάλλοντας την παράµετρο    

µάζας β. 

Έτσι προέκυψαν ζεύγη τιµών β και e, ο γεωµετρικός τόπος των οποίων είναι µία 

οριακή καµπύλη που την ονοµάζουµε καµπύλη διακλάδωσης (bifurcating curve), η 

οποία χωρίζει το επίπεδο eβ σε δύο περιοχές κάθε µία από τις οποίες χαρακτηρίζεται 

από διαφορετικό πλήθος και είδος θέσεων ισορροπίας. Πιο συγκεκριµένα, για τιµές 

(e, β) που βρίσκονται κάτω από την καµπύλη αυτή υπάρχουν πέντε ζώνες 

ισορροπίας (Α1, Α2, Β, C2, C1), ενώ για τιµές (e, β) που είναι πάνω από την καµπύλη 

αυτή, οι ζώνες ισορροπίας είναι µόνο τρεις (Α1, C2, C1). Στο Σχήµα 3.8α έχουµε 

σχεδιάσει τις καµπύλες διακλάδωσης για δύο διαφορετικούς πολυγωνικούς 

σχηµατισµούς µε ν=7 και ν=9. Παρατηρούµε  ότι για µικρές τιµές του συντελεστή e 

(e<1) οι καµπύλες διακλάδωσης εµφανίζουν µία, κατά προσέγγιση, εκθετική 

εξέλιξη, ενώ για e>1 τείνουν προς κάποια οριακή τιµή της β. Στο ίδιο Σχήµα 3.8α, 

παρατηρούµε ακόµη ότι όσο αυξάνει το πλήθος ν των περιφερειακών σωµάτων η 

καµπύλη διακλάδωσης µετατίθεται προς το άνω µέρος του διαγράµµατος, δηλαδή 

αυξάνουν οι κρίσιµες τιµές β για δεδοµένη τιµή της e. Στο Σχήµα 3.8β, φαίνονται οι 

δύο περιοχές που ορίζει η καµπύλη διακλάδωσης στο επίπεδο eβ για την περίπτωση 

µε ν=7. Τέλος, στον Πίνακα 3.4 που ακολουθεί, παραθέτουµε κάποιες ενδεικτικές 

τιµές ζευγών (e, β) των καµπύλων διακλάδωσης για ν=7 και ν=9. 

Να σηµειώσουµε ότι η επίδραση του όρου της «διαταραχής» µε e>0, σε σχέση µε τη 

βαρυτική περίπτωση, είναι µικρή όταν το e είναι πολύ µικρό και αυξάνεται όσο 

αυξάνεται το e. 
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Σχήµα 3.8. (α) Καµπύλη διακλάδωσης (bifurcating curve) του πλήθους  των ζωνών 

ισορροπίας στο επίπεδο της κίνησης για ν=7 και ν=9, e>0 και διάφορες τιµές της β, 

(β) Οι δύο περιοχές  του επιπέδου eβ 
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Πίνακας 3.4. Ενδεικτικές τιµές (e,β)  σηµείων  των καµπύλων διακλάδωσης για  

ν=7 και ν=9 

ν = 7 ν = 9 
e 

β β 

0.0001 3.100 8.255 

0.001 3.093 8.239 

0.01 3.022 8.100 

0.055 2.708 7.443 

0.1 2.455 6.890 

0.209 2.000 5.840 

0.406 1.5 4.573 

0.799 1 3.194 

1.979 0.5 1.677 

11.427 0.1 0..349 

12 0.07 0.344 

 

• Εφαρµογή για ν=7, β=2 και διάφορες θετικές τιµές του e 

Ενδεικτικά, στα Σχήµαταω ψβν3.9α-3.9β απεικονίζονται οι κατανοµές των θέσεων 

ισορροπίας για ν=7, β=2 µε e=0.0001(περιοχή Ι του διαγράµµατος διακλαδώσεων 

του Σχήµατος 3.8) και e=0.209 (περιοχή ΙI). Σύµφωνα µε τα όσα αναφέραµε 

προηγουµένως, στην πρώτη περίπτωση παρουσιάζονται πέντε ζώνες ισορροπίας (µε 

τη σειρά εµφάνισής τους από το κέντρο προς την περιφέρεια: Α1, Α2, Β, C2, C1) 

(Σχήµα 3.9α), ενώ στη δεύτερη µόνο τρεις (Α1, C2, C1) (Σχήµα 3.9β). 

 



 96
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Σχήµα 3.9. Κατανοµές των θέσεων ισορροπίας για ν=7 και  β=2                 

(α) e= 0.0001, (β) e= 0.209 

 

Στα επόµενα σχήµατα 3.10α και β, παρουσιάζουµε τα διαγράµµατα µεταβολής των 

αποστάσεων των ζωνών ισορροπίας (rad) από το κέντρο Ο του συστήµατος (Σχήµα 
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3.10α) καθώς και των Ιακωβιανών σταθερών τους C µε την τιµή της παραµέτρου e 

για β=2 (Σχήµα 3.10β). 
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Σχήµα 3.10. Μεταβολές των ζωνών ισορροπίας για ν=7, β=2 και διάφορες 

θετικές τιµές της παραµέτρου e. (α) διάγραµµα e-rad,  (β) διάγραµµα e-C 
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Από τα σχήµατα αυτά σε συνδυασµό και µε τα εκτιθέµενα αποτελέσµατα στους 

Πίνακες Α.2.1 του παραρτήµατος Α, προκύπτει ότι όσο αυξάνει η τιµή της 

παραµέτρου e:  

• η τιµή της Ιακωβιανής σταθεράς C ελαττώνεται ελαφρά, 

• οι ακτίνες των ζωνών Α1 και C2 αυξάνονται, ενώ αντίθετα η ακτίνα της ζώνης 

C1 ελαττώνεται.  

Παρόµοιες µεταβολές παρατηρήθηκαν για όλες τις τιµές της παραµέτρου β που 

µελετήσαµε. 

 

3.5.3 Περίπτωση µε κεντρικό δυναµικό τύπου Manev  και e<0 

Όταν η παράµετρος e είναι αρνητική, λαµβάνουν χώρα σηµαντικές αλλαγές στη 

δυναµική συµπεριφορά του συστήµατος, µεταξύ των οποίων και στις υπάρχουσες 

θέσεις ισορροπίας, στην κατανοµή τους και στην παραµετρική µεταβολή τους. Οι 

δύο ουσιαστικές διαφορές από τις περιπτώσεις µε e ≥ 0, είναι: 

• Η εµφάνιση δύο διακριτών ζωνών ισορροπίας Ε1 και Ε2 στο επίπεδο Oxy, την 

παραµετρική εξέλιξη των οποίων θα µελετήσουµε επισταµένως στη συνέχεια 

της µελέτης µας. 

• Η εµφάνιση ενός ζεύγους σηµείων ισορροπίας L+Z, L-Z εκτός του επιπέδου 

της κίνησης πάνω στον άξονα των z του συνοδικού συστήµατος και σε 

συµµετρικές ως προς το επίπεδο αυτό, θέσεις, όπως ήδη έχουµε αναλύσει. 

Παρακάτω θα εξετάσουµε την παραµετρική εξέλιξη των ζωνών ισορροπίας για ν =7 

και διάφορες τιµές της ανηγµένης µάζας β, ξεκινώντας από πολύ µικρές (κατά 

απόλυτη τιµή) τιµές του διαταρακτικού όρου e και φτάνοντας σε εκείνες τις 

περιοχές τιµών του e που παύουν να υπάρχουν οι δύο ζώνες ισορροπίας Ε1 και Ε2. 

Για ένα κανονικό πολυγωνικό σχηµατισµό 7 περιφερειακών σωµάτων (ν=7), 

ερευνήσαµε την παραµετρική  µεταβολή των ζωνών  ισορροπίας  για τα διαστήµατα 

τιµών: -0.3 < e  < 0  και  0 < β < 16, ενώ στο Σχήµα 3.11 παρουσιάζονται  τα 

αποτελέσµατα, όπου φαίνεται η εξέλιξη των καµπύλων διακλάδωσης. 
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(α) 

 

(β) 

Σχήµα 3.11. Καµπύλες διακλάδωσης (bifurcating curves) του πλήθους των 

ζωνών ισορροπίας στο επίπεδο της κίνησης για ν=7, e<0 και διάφορες τιµές 

της β. (α) οι τρεις καµπύλες  BC0, BC1 και BC2, (β) οι πέντε περιοχές  του 

επιπέδου eβ 
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Για ν=7 και e<0, παρατηρούµε την ύπαρξη τριών καµπύλων διακλάδωσης 

(bifurcating curves), BC0, BC1 και BC2. (Σχήµα 3.11α).  Για µικρές (απόλυτα) τιµές 

της e και της παραµέτρου µάζας β, οι δύο καµπύλες BC1 και BC2 τείνουν να 

ταυτισθούν στο δεξιό κάτω άκρο του διαγράµµατος, ενώ για µεγαλύτερες (απόλυτα) 

τιµές της e και της β, οι καµπύλες BC0 και BC2 τείνουν να ταυτισθούν. Η εξέλιξη 

των τριών αυτών καµπύλων δηµιουργεί πέντε περιοχές στο επίπεδο eβ, σε κάθε µία 

από τις οποίες το πλήθος και το είδος των ζωνών ισορροπίας είναι διαφορετικός 

(Σχήµα 3.11β). Βρήκαµε ότι ισχύουν οι εξής κανόνες:  

• Στην περιοχή αριστερά της BC0 εµφανίζονται οι ζώνες B και A2.  

• Στην περιοχή, αριστερά της BC1 εξαφανίζονται οι ζώνες  Ε1 και Α1.  

• Τέλος στην περιοχή προς τα αριστερά της  BC2 εξαφανίζονται οι ζώνες Α2 

και Ε2.  

∆εδοµένου ότι στην πορτοκαλί περιοχή του διαγράµµατος (περιοχή ΙI) εµφανίζονται 

οι πέντε ζώνες ισορροπίας, C2, Ε2, E1, A1 και C1, αν εφαρµόσουµε τους παραπάνω 

κανόνες θα έχουµε ότι: 

• Στην περιοχή I (κίτρινη περιοχή) που περικλείεται µεταξύ των καµπύλων BC0 

και BC1 θα υπάρχουν και οι επτά ζώνες και συγκεκριµένα οι C2, Β, Α2, Ε2, E1, 

A1 και C1. 

• Στην περιοχή IV (γαλάζια περιοχή) που περικλείεται µεταξύ των καµπύλων 

BC0, BC1 και BC2 , θα υπάρχουν πέντε  ζώνες, οι  C2, Β, Α2 ,Ε2 και C1.  

• Στην περιοχή III (πράσινη περιοχή) που περικλείεται από τις καµπύλες BC0, 

BC1 θα υπάρχουν τρεις  ζώνες και συγκεκριµένα οι C2, Ε2 και C1.  

• Τέλος στην περιοχή V (γκρίζα περιοχή ) θα υπάρχουν µόνο τρεις ζώνες οι C2, 

Β και C1.  

Αξίζει να σηµειωθεί ότι στα σύνορα των περιοχών όπου οι καµπύλες διακλάδωσης 

τείνουν να ταυτιστούν, η εµφάνιση και εξαφάνιση κάποιων ζωνών γίνεται σχεδόν 

ταυτόχρονα. Οι αλλαγές αυτές γίνονται εύκολα κατανοητές ακολουθώντας τους  

κανόνες εµφάνισης και εξαφάνισης ζωνών που αναφέραµε παραπάνω. 

Από τη µελέτη της εξέλιξης του πλήθους και του είδους των ζωνών ισορροπίας, σε 

σχέση µε τις τιµές των β και e, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι: για σταθερή 
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τιµή της ανηγµένης µάζας β του δυναµικού συστήµατος και µεταβάλλοντας την 

µεταβλητή e, τελικά αποµένουν  πάντα οι τρεις ζώνες ισορροπίας C2 , Β, και C1  

(γκρίζα περιοχή του Σχήµατος 3.11).  

Στα σχήµατα 3.12(α)-(ε) περιγράφουµε τις διάφορες περιπτώσεις ανάπτυξης των 

θέσεων ισορροπίας που αντιστοιχούν στις πέντε περιοχές (Ι-V) του διαγράµµατος 

διακλαδώσεων του Σχήµατος 3.11. 

 

 

  

(α) (β) 

 

 

 

 

(γ) (δ ) 

 



 102 

 

 

(ε) 

Σχήµα 3.12. Ενδεικτική κατανοµή των θέσεων ισορροπίας σε ζώνες στις πέντε 

σχηµατιζόµενες περιοχές του διαγράµµατος διακλαδώσεων του Σχήµατος 3.11 

(α) περιοχή I (επτά ζώνες ισορροπίας), (β) περιοχή II (πέντε ζώνες ισορροπίας), 

(γ) περιοχή III (τρεις ζώνες ισορροπίας), (δ) περιοχή IV (πέντε ζώνες 

ισορροπίας) και (ε) περιοχή V (τρεις ζώνες ισορροπίας). Οι µεγάλες µαύρες 

κουκίδες δείχνουν τις θέσεις των  primaries, ενώ τα µικρά τρίγωνα-τετράγωνα, 

οι µικροί κύκλοι  και οι µικρές µαύρες κουκίδες δείχνουν τις θέσεις ισορροπίας 

του µικρού σώµατος 

 

3.6 Εξέλιξη της κατανοµής των θέσεων ισορροπίας στις ζώνες Ε1 και Ε2- 

Παραµετρική µεταβολή τους 

Για τις περιοχές τιµών (β, e <0 ) που εµπίπτουν στις περιοχές Ι και ΙΙ του 

διαγράµµατος του Σχήµατος 3.11, παρατηρείται στις επιφάνειες µηδενικής 

ταχύτητας για την επίπεδη κίνηση, µία αναδίπλωση της κεντρικής «καµινάδας» 

προς το εσωτερικό της, µε αποτέλεσµα την εµφάνιση δύο νέων διακριτών ζωνών 

ισορροπίας Ε1 και Ε2, µε θέσεις σαφώς προσδιορίσιµες. 

Τα σηµεία της ζώνης Ε1 κείνται στις ευθείες που συνδέουν το κεντρικό πρωτεύον µε 

ένα περιφερειακό µεγάλο σώµα και συνεπώς είναι οµοιόθετες θέσεις ισορροπίας σε 

σχέση µε τις θέσεις των περιφερειακών σωµάτων του σχηµατισµού, καθώς επίσης 

και µε τις θέσεις ισορροπίας των ζωνών Α1 και C1. Τα σηµεία της ζώνης Ε2 κείνται 

στις διχοτόµους των γωνιών που σχηµατίζουν δύο διαδοχικά περιφερειακά σώµατα 

µε το κεντρικό πρωτεύον και είναι οµογραφικές θέσεις ισορροπίας µε το 
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σχηµατισµό των περιφερειακών σωµάτων, αλλά και οµοιόθετα µε τα σηµεία των 

ζωνών C2, Β και Α2. Με βάση τον σχετικό ορισµό που δώσαµε στη  παράγραφο 3.4, 

τα σηµεία ισορροπίας της ζώνης Ε1 είναι εσωτερικά συγγραµµικά σηµεία, ενώ αυτά 

της ζώνης Ε2, είναι εσωτερικά τριγωνικά σηµεία. 

Να σηµειώσουµε το γεγονός ότι ενδέχεται το ζεύγος τιµών των παραµέτρων (β, 

e <0 ) να οδηγήσει σε σηµεία εντός των περιοχών ΙΙΙ, ΙV ή V του διαγράµµατος 

διακλαδώσεων του Σχήµατος 3.11, οπότε στις περιοχές ΙΙΙ  και ΙV η µία από τις 

ζώνες αυτές και συγκεκριµένα η Ε1 εξαφανίζεται και αποµένει µόνο η Ε2, ενώ στη 

περιοχή V εξαφανίζονται και οι δύο.   

Στη συνέχεια θα µελετήσουµε τη συµπεριφορά των ζωνών ισορροπίας  Ε1 και Ε2 

διατηρώντας σταθερές τις δύο παραµέτρους του τριπαραµετρικού δυναµικού 

συστήµατος που µελετούµε (ν, β, e), καθώς θα µεταβάλλεται η τρίτη παράµετρος, 

ενώ όλες οι παράµετροι θα αναφέρονται σε τέτοιες τιµές ώστε να βρίσκονται εντός 

των περιοχών του εκάστοτε διαγράµµατος διακλαδώσεων, όπου συνυπάρχουν οι 

ζώνες Ε1 και Ε2.. 

Να σηµειώσουµε εδώ ότι από την αριθµητική επίλυση του αλγεβρικού συστήµατος 

(3.1), προέκυψε για τις Ιακωβιανές σταθερές CE1 και CE2 των ζωνών Ε1 και Ε2 

αντίστοιχα, ότι : 

• για σχετικά µικρές απόλυτες τιµές της παραµέτρου e οι τιµές των CE1 και CE2  

σχεδόν ταυτίζονται, 

• όσο αυξάνεται κατά απόλυτη τιµή η παράµετρος e, η ζώνη ισορροπίας Ε1 

αναπτύσσεται σε λίγο µεγαλύτερες τιµές της σταθεράς C, σε σχέση µε τη 

ζώνη ισορροπίας Ε2. ∆ηλαδή ισχύει CE1 > CE2 . Είναι τόσο µικρή όµως η 

διαφορά τους που για λόγους απλούστευσης στη συνέχεια θα αναφερόµαστε 

στη µέση τιµή τους CE
E E1 2

E

C + C
C =

2

 
 
 

. 

 Οι τελευταίες παρατηρήσεις γίνονται αντιληπτές και από το Πίνακα Α.2.2 του 

Παραρτήµατος Α, που παραθέτουµε στο τέλος της παρούσας έρευνας. 
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(i) Μεταβάλλοντας την παράµετρο e 

Στο Σχήµα 3.13α βλέπουµε την κατανοµή των θέσεων ισορροπίας στο επίπεδο xy, 

των ζωνών Ε1 και Ε2 για ν=7, β=2 και διάφορες τιµές της παραµέτρου e. 

Παρατηρούµε την αύξηση της µέσης απόστασης των σηµείων ισορροπίας από το 

κεντρικό  σώµα, καθώς αυξάνεται κατά απόλυτη τιµή, η τιµή της παραµέτρου e. 

Στο Σχήµα 3.13β παραθέτουµε το τµήµα του διαγράµµατος x-C κοντά στην περιοχή 

του κεντρικού σώµατος P0, όπου διακρίνονται οι θέσεις των ζωνών Ε1 και Ε2 

(ακρότατα της καµπύλων) για ν=7, β=2 και διάφορες τιµές της παραµέτρου e. Όπως 

φαίνεται, όταν αυξάνεται η απόλυτη τιµή της παραµέτρου e, οι Ιακωβιανές σταθερές 

CE1 και CE2  των θέσεων ισορροπίας των δύο αντίστοιχων ζωνών ελαττώνονται, ενώ  

παρατηρούµε και εδώ την  αισθητή  αποµάκρυνση των ακρότατων των καµπύλων 

από το κεντρικό σώµα. 

ν = 7  β = 2  

-0.15

0

0.15

-0.15 0 0.15

x

y

e = - 0.04

 e = - 0.07

 e = - 0.05

 

(α) 
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(β) 

Σχήµα 3.13. (α) Κατανοµή των θέσεων ισορροπίας των ζωνών  Ε1 (µικρά 

τρίγωνα) και Ε2 (µικρά τετράγωνα) για ν=7, β=2 και διάφορες τιµές της 

παραµέτρου e, (β) ∆ιάγραµµα x-C µε τις θέσεις και τις σταθερές C των 

ζωνών Ε1 και Ε2 για ν=7, β=2 και διάφορες τιµές της παραµέτρου e 

 

Στο διάγραµµα του Σχήµατος 3.14α που ακολουθεί, δείχνεται η µεταβολή της µέσης 

απόστασης (rad) από την αρχή Ο των ζωνών Ε1 και Ε2 (µέση ακτίνα των ζωνών) µε 

την  παράµετρο e για ν=7, β=2. Η προκύπτουσα σχέση µεταξύ των δύο µεγεθών e 

και rad είναι γραµµική, για µικρές δε απόλυτες τιµές του e, ο λόγος της µέσης 

απόστασης rad προς την απόλυτη τιµή της e ισούται µε δύο.  

Στο Σχήµα 3.14β απεικονίζεται η µεταβολή της µέσης τιµής της Ιακωβιανής 

σταθεράς των ζωνών Ε1 και Ε2 µε την  παράµετρο e για την περίπτωση όπου ν=7, 

β=2. Παρατηρούµε την ελάττωση των τιµών της σταθεράς C καθώς αυξάνεται κατά 

απόλυτη τιµή ο συντελεστής e. 
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ν = 7   β = 2

0

0.0002

0.0004

-0.0002 -0.0001 0

e

rad

 

(α) 

ν=7  β=2

0

15000

30000

-0.0002 -0.0001 0

e

C
E

 

(β) 

Σχήµα 3.14. (α) Μεταβολή της µέσης απόστασης (rad) από την αρχή Ο , 

των ζωνών Ε1 και Ε2 µε την  παράµετρο e για ν=7 και β=2, (β) Μεταβολή 

της µέσης τιµής CE των Ιακωβιανών σταθερών των ζωνών Ε1 και Ε2 µε την  

παράµετρο e, για ν=7 και β=2 

 

(ii) Μεταβάλλοντας την παράµετρο β 

Στο Σχήµα 3.15α, παραθέτουµε το τµήµα του διαγράµµατος x-C κοντά στην 

περιοχή του κεντρικού σώµατος P0 όπου διακρίνονται πάλι οι θέσεις των ζωνών Ε1 
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και Ε2 για ν=7, e= -0.0001 και για διάφορες τιµές της παραµέτρου β. Όπως φαίνεται, 

όταν αυξάνεται η  τιµή της παραµέτρου β, οι Ιακωβιανές σταθερές CE1 και CE2 των 

θέσεων ισορροπίας των δύο αντίστοιχων ζωνών αυξάνονται και µάλιστα όσο 

µεγαλώνει η τιµή της β, οι ενεργειακές σταθερές CE1 και CE2 τείνουν να 

συσσωρευτούν σε µια µικρή περιοχή τιµών. Αξιοσηµείωτο είναι και το γεγονός ότι 

για πολύ µικρές τιµές, κατά απόλυτη τιµή του δiαταρακτικού όρου e (όπως στο 

διάγραµµα όπου  e= -0.0001) και για οποιαδήποτε τιµή της παραµέτρου β, οι ζώνες 

ισορροπίας Ε1 και Ε2 βρίσκονται πάνω σε µία φανταστική περιφέρεια µέσης ακτίνας 

r 2 e≈ . Αυτό γίνεται ακόµα πιο κατανοητό στο ίδιο σχήµα, όπου έχουν σχεδιαστεί 

και οι ευθείες x= ±0.0002, οι οποίες διέρχονται από τις θέσεις των σηµείων 

ισορροπίας των ζωνών Ε1 και Ε2. 

Στο Σχήµα 3.15β απεικονίζουµε τη µεταβολή της µέσης τιµής της Ιακωβιανής 

σταθεράς των ζωνών Ε1 και Ε2 µε την παράµετρο µάζας β για την περίπτωση όπου 

ν=7, e=-0.0001. Όπως έχουµε ήδη παρατηρήσει, η καµπύλη αυτή τείνει 

ασυµπτωτικά προς ένα άνω όριο της C, που στην προκειµένη περίπτωση είναι 

C≈7650. Προφανώς η τιµή αυτή διαφοροποιείται αν µεταβληθεί η τιµή είτε του e 

είτε του ν. 

 

 

(α) 
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ν = 7   e = - 0.0001
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(β) 

Σχήµα 3.15. (α) ∆ιάγραµµα x-C µε τις θέσεις και τις σταθερές C των 

ζωνών Ε1 και Ε2 για ν=7, e = - 0.0001 και διάφορες τιµές της παραµέτρου 

β. Οι διακεκοµµένες γραµµές είναι οι ευθείες x = ± 0.0002, οι οποίες   

διέρχονται από τις θέσεις των ακρότατων των καµπύλων  µηδενικής 

ταχύτητας. (β) Μεταβολή της µέσης τιµής CE των Ιακωβιανών σταθερών  

των ζωνών Ε1 και Ε2 µε την παράµετρο β, για ν=7 και e=-0.0001  

 

(iii) Μεταβάλλοντας την παράµετρο ν 

Στα διαγράµµατα x-C του σχήµατος 3.16α µπορούµε να παρατηρήσουµε τις 

µεταβολές τόσο των θέσεων, όσο και των σταθερών C που αντιστοιχούν στις ζώνες 

ισορροπίας Ε1 και Ε2, συναρτήσει του πλήθους ν των περιφερειακών σωµάτων, για 

β=5 και e=-0.0001.  

Παρατηρούµε και σε αυτή την περίπτωση, ότι για πολύ µικρές τιµές  κατά απόλυτη 

τιµή του διαταρακτικού όρου e (όπως στο διάγραµµα όπου e = - 0.0001) και για 

διάφορες  τιµές της  παραµέτρου ν, οι ζώνες ισορροπίας  Ε1 και Ε2 βρίσκονται κάθε 

φορά, πάνω σε µία φανταστική περιφέρεια µέσης ακτίνας r 2 e≈ . Έτσι 

καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι γενικά για πολύ µικρές τιµές (κατά απόλυτη 

τιµή) του συντελεστή e και διάφορες τιµές των παραµέτρων ν και β, ισχύει µία 

γραµµική σχέση που συνδέει τη µέση απόσταση (rad) των ζωνών Ε1 και Ε2 µε το e, 

ο λόγος των οποίων ισούται µε δύο. 
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Στο Σχήµα 3.16β παρατηρούµε τη µεταβολή της µέσης τιµής της Ιακωβιανής 

σταθεράς των ζωνών Ε1 και Ε2 για β=5, e=-0.0001 σε διάφορους πολυγωνικούς 

σχηµατισµούς (configurations), όπου προκύπτει ότι οι τιµές των CΕ1, CΕ2 αυξάνουν 

όταν αυξάνει το πλήθος ν των περιφερειακών σωµάτων. Επειδή η µεταβλητή ν 

παίρνει µόνο διακριτές τιµές, ενώσαµε ενδεικτικά µε στικτή καµπύλη την 

περιβάλλουσα των αντίστοιχων τιµών, ώστε να καταστεί πιο ευδιάκριτη η µεταβολή 

αυτή. 

 

 

(α) 

β = 5  e = - 0.0001

0

35000

70000

0 7 14 21

ν

CE

 

(β) 

Σχήµα 3.16. (α) ∆ιάγραµµα x-C µε τις θέσεις και τις σταθερές C των ζωνών Ε1 και 
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Ε2 για β=5, e=-0.0001 και διάφορες τιµές της παραµέτρου ν, (β) Μεταβολή της 

µέσης τιµής CE των Ιακωβιανών σταθερών των ζωνών Ε1 και Ε2 των Ε1 και Ε2 µε 

την παράµετρο ν, για β=5 και e=-0.0001  

 

• Εφαρµογή για ν=7, β=2 και β=5 και διάφορες αρνητικές τιµές του e 

Στη συνέχεια θα εφαρµόσουµε τα όσα αναφέραµε προηγουµένως σε δύο 

περιπτώσεις µε: (i) β=2 και (ii) β=5, στις οποίες θα παρακολουθήσουµε την εξέλιξη 

των ζωνών ισορροπίας µεταβάλλοντας την τιµή της διαταρακτικής µεταβλητής        

e (<0).  

 

(i) Εφαρµογή  µε  β=2 και διάφορες αρνητικές τιµές του e 

Στα παρακάτω σχήµατα απεικονίζονται οι θέσεις ισορροπίας στο επίπεδο xy για 

ν=7, β=2 και για διάφορες αρνητικές τιµές της παραµέτρου e (e=-0.1, -0.17, -0.171 

και -0.17375). 

β = 2  e = - 0.1

-2

2

-2 2

y

x

C2 B A2 E2 E1 A1 C1

          

 

(α) 
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β = 2  e = - 0.17
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β = 2  e = - 0.171
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(γ) 

 



 112 

β = 2  e = - 0.17375
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(δ) 

Σχήµα 3.17. Κατανοµές των θέσεων ισορροπίας για β=2: (α) e=-0.1,                 

(β) e=-0.17, (γ) e=-0.171, (δ) e=-0.17375 

 

Παρατηρούµε ότι: 

� Για -0.171 < e < 0  (περιοχή Ι του διαγράµµατος διακλαδώσεων του Σχήµατος 

3.11) παρουσιάζονται επτά ζώνες ισορροπίας οι: Ε2, Ε1, Α1, Α2, Β, C2, C1, 

πάντα µε τη σειρά εµφάνισής τους από το κέντρο προς την περιφέρεια   

(Σχήµα 3.17α και β). 

� Για -0.17375 < e -0.171≤  (περιοχή ΙV) οι ζώνες Ε1, Α1 εξαφανίζονται και 

συνεπώς αποµένουν πέντε ζώνες ισορροπίας οι: Ε2, Α2, Β, C2, C1               

(Σχήµα 3.17γ). 

� Για e -0.17375≤  (περιοχή V) εξαφανίζονται και οι ζώνες Ε2, Α2 και 

αποµένουν τελικά οι: Β, C2, C1(Σχήµα 3.17δ). 

Οι µεταβολές των αποστάσεων (rad) των ζωνών ισορροπίας από το κέντρο Ο του 

συστήµατος και των Ιακωβιανών σταθερών τους C µε την τιµή της παραµέτρου e, 

φαίνονται στα Σχήµατα 3.18α και 3.18β αντίστοιχα.  
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(β) 

Σχήµα 3.18. Μεταβολές των ζωνών ισορροπίας για ν=7, β=2 και διάφορες 

αρνητικές τιµές της παραµέτρου e. (α) διάγραµµα e-rad,  (β) διάγραµµα e-C 

 

Από τα σχήµατα αυτά σε συνδυασµό και µε τα εκτιθέµενα αποτελέσµατα στους 

Πίνακες Α.2.2 του Παραρτήµατος Α προκύπτει ο παρακάτω Πίνακας 3.5 ο οποίος 

δείχνει τη µεταβολή των αποστάσεων (rad) των ζωνών ισορροπίας από το κέντρο Ο 

του συστήµατος καθώς και των Ιακωβιανών σταθερών τους C, όταν ο συντελεστής 
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e µειώνεται. Το σύµβολο + (συν) αναφέρεται σε αύξηση και το σύµβολο –  (πλην) 

σε µείωση των αναφερόµενων τιµών. 

 

Πίνακας 3.5. Μεταβολή των αποστάσεων (rad) των ζωνών ισορροπίας από το 

κέντρο Ο του συστήµατος καθώς και των Ιακωβιανών σταθερών τους C 

Ζώνη 

Ισορροπίας 
C2 B A2 E2 E1 A1 C1 

rad + + - + + - + 

C + + + - - + + 

 

 

(ii) Εφαρµογή  µε  β=5 και διάφορες αρνητικές τιµές του e 

Στα παρακάτω σχήµατα απεικονίζονται οι θέσεις ισορροπίας στο επίπεδο xy για 

ν=7, β=5 και για διάφορες αρνητικές τιµές της παραµέτρου e  (e=-0.1, -0.145,  -0.2, 

-0.2105 και -0.222). 

β = 5  e = - 0.1

-2

2

2- 2

y

x

C2 E2 E1 A1 C1

          

 
(α) 



 115 

β = 5  e = - 0.145

-2

2

-2 0 2

y

x

C2 B A2 E2 E1 A1 C1

 
(β)  

β = 5  e = - 0.2

-2

2

-2 0 2

y

x

C2 B A2 E2 E1 A1 C1

 
(γ) 
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β = 5  e = - 0.2105

-2

2

-2 0 2

y

x

C2 B A2 E2 C1

 
(δ) 

β = 5  e = - 0.222

-2

2

-2 0 2

y

x

C2 B C1

 
(ε) 

Σχήµα 3.19. Κατανοµές των θέσεων ισορροπίας για β=5. (α) e=-0.1,  

(β) e=-0.145, (γ) e=-0.2, (δ) e=-0.2105, (ε) e=-0.222 

 

Παρατηρούµε ότι: 

� Για -0.145 < e < 0  (περιοχή ΙΙ του διαγράµµατος διακλαδώσεων) 

παρουσιάζονται πέντε ζώνες ισορροπίας οι: Ε2, Ε1, Α1, C2, C1, όπως 

εµφανίζονται από το κέντρο προς την περιφέρεια (Σχήµα 3.19α). 
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� Για 0.2105 e 0.145− < ≤ −  (περιοχή Ι) εµφανίζονται οι ζώνες ισορροπίας Α2, 

Β και µάλιστα µε παραπλήσια ακτίνα ζώνης. Επίσης παρατηρούµε ότι για   

e=-0.2, οι ζώνες ισορροπίας Ε1 και Α1 βρίσκονται πάρα πολύ κοντά. 

Εποµένως έχουµε επτά ζώνες, τις:  Ε2, Ε1, Α1, Α2, Β, C2, C1 (Σχήµατα 3.19β 

και γ). 

� Για -0.222 < e -0.2105≤  (περιοχή IV) εξαφανίζονται οι ζώνες Ε1 και Α1 και 

αποµένουν πέντε ζώνες ισορροπίας οι: Ε2, Α2, Β, C2, C1 (Σχήµα 3.19δ). 

� Για e - 0.222≤  (περιοχή V) εξαφανίζονται οι ζώνες Ε2, Α2 και τελικά 

αποµένουν οι : Β, C2, C1(Σχήµα 3.19ε). 

Οι µεταβολές των αποστάσεων (rad) των ζωνών ισορροπίας από το κέντρο Ο του 

συστήµατος και των Ιακωβιανών σταθερών τους C µε την τιµή της παραµέτρου e, 

για αυτήν την περίπτωση (β=5), φαίνονται στα σχήµατα 3.20α και 3.20β αντίστοιχα.  

0

1

2

-0.23 -0.11

e

rad
C1

C2 B

E2

A2

A1

E1

 

(α) 
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6.5

7.5

-0.228 -0.208

e

C

C2

E1A1

A2

E2C1

B

 

(β) 

Σχήµα 3.20. Μεταβολές των ζωνών ισορροπίας για ν=7, β=5 και διάφορες 

αρνητικές τιµές της παραµέτρου e. (α) διάγραµµα e-rad, (β) διάγραµµα e-C 

 

Από τα σχήµατα 3.20α και 3.20β, σε συνδυασµό και µε τα εκτιθέµενα 

αποτελέσµατα στους Πίνακες Α.2.2 του Παραρτήµατος Α προκύπτει ο παρακάτω 

Πίνακας 3.6, ο οποίος δείχνει τη µεταβολή τόσο των αποστάσεων (rad) των ζωνών 

ισορροπίας από το κέντρο Ο του συστήµατος, όσο και των Ιακωβιανών σταθερών 

τους C, όταν ο συντελεστής e µειώνεται. Το πρόσηµο + (συν) αναφέρεται σε 

αύξηση και το πρόσηµο – (πλην) σε µείωση των αναφερόµενων τιµών. 

 

Πίνακας 3.6. Μεταβολή των αποστάσεων (rad) των ζωνών ισορροπίας από το 

κέντρο Ο του συστήµατος καθώς και των Ιακωβιανών σταθερών τους C 

Ζώνη 

Ισορροπίας 
C2 B A2 E2 E1 A1 C1 

rad + + - + + - + 

C + + + - - + + 
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3.7 Μελέτη της γραµµικής ευστάθειας των θέσεων ισορροπίας  

Αν L είναι µία από τις θέσεις ισορροπίας του µικρού σώµατος, το διάνυσµα θέσης 

της L στο χώρο των φάσεων (συντεταγµένες και ταχύτητες) θα είναι:  

L L L Lr = (x , y ,z , 0, 0, 0)
�

, 

Θεωρούµε µία γειτονική θέση r
�

 του σηµείου ισορροπίας L,  

L L L Lr = r + δ r = (x + δx, y + δy, z + δz,  0 + δx, 0 + δy, 0 + δz)
� � �

� � �  

Αντικαθιστούµε στις εξισώσεις κινήσεως, οπότε αναλύοντας σε σειρές Taylor τις 

Ux, Uy, Uz και παραλείποντας τους µη γραµµικούς όρους, παίρνουµε το παρακάτω 

σύστηµα καταστατικών εξισώσεων πρώτης τάξεως: 

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

d
(δx) = δx

dt

d
(δz) = δz

dt

d
(δy) = δy

dt

d
(δx) = 2δy + U δx + U δy + U δz

dt

d
(δy) = -2δx + U δx + U δy + U δz

dt

d
(δz) = U δx + U δy + U δz

dt

�

�

�

� �

� �

�

                                                               (3.5) 

και σε µορφή πινάκων  

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

0 0 0 1 0 0δx δx

0 0 0 0 1 0δy δy

0 0 0 0 0 1δz δzd
=

U U U 0 2 0δx δxdt

U U U -2 0 0δy δy

U U U 0 0 0δz δz

    
    
    
    
    
    
    
    
     

� �

� �

� �

                                                       (3.6) 

όπου για το συγκεκριµένο πρόβληµα θα έχουµε:  

ν
i

x 3 4 3
i=10 0 i

1 βx 2eβx x - x
U = x + - - +

∆ r r r

 
 
 

∑  
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ν
i

y 3 4 3
i=10 0 i

1 βy 2eβy y - y
U = y + - - +

∆ r r r

 
 
 

∑  

 

ν

z 3 4 3
i=10 0 i

-z β 2eβ 1
U = + +

∆ r r r

 
 
 

∑  

 

2 2 2ν ν
i

xx 3 5 4 6 3 5
i=1 i=10 0 0 0 i i

1 β 3βx 2eβ 8eβx 1 (x - x)
U = 1+ - + - + - + 3

∆ r r r r r r

 
 
 

∑ ∑  

 

2 2 2ν ν
i

yy 3 5 4 6 3 5
i=1 i=10 0 0 0 i i

1 β 3βy 2eβ 8eβy 1 (y - y)
U =1+ - + - + - + 3

∆ r r r r r r

 
 
 

∑ ∑  

 

2 2 2ν ν

zz 3 5 4 6 3 5
i=1 i=10 0 0 0 i i

1 β 3βz 2eβ 8eβz 1 z
U = - + - + - + 3

∆ r r r r r r

 
 
 

∑ ∑                                                     (3.7) 

 

ν
i i

xy 5 6 5
i=10 0 i

1 3βxy 8eβxy 3(x - x)(y - y)
U = + +

∆ r r r

 
 
 

∑  

 

ν
i

xz 5 6 5
i=10 0 i

1 3βxz 8eβxz 3(x - x)z
U = + -

∆ r r r

 
 
 

∑  

 

ν
i

yz 5 6 5
i=10 0 i

1 3βyz 8eβyz 3(y - y)z
U = + -

∆ r r r

 
 
 

∑  

 

Για να έχουµε λύση διάφορη της τετριµµένης (µηδενικής), θα πρέπει:  

A - λI = 0  

όπου Ι είναι ο µοναδιαίος πίνακας 6x6 και Α είναι ο πίνακας των συντελεστών του 

2
ου

 µέλους της (3.6).  

Θέτοντας  

yx z
w w w

UU U
F = , G = , H =

w w w

∂∂ ∂
∂ ∂ ∂

, µε w=x,y,z 

η χαρακτηριστική εξίσωση του πίνακα Α είναι ένα πολυώνυµο 6
ου

 βαθµού, 

6 5 4 3 2
0 1 2 3 4 5 6P(λ) = α λ + α λ + α λ + α λ + α λ + α λ + α = 0                                          (3.8)                                              

όπου: 
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0α = 1 

1α = 0 

2 z y xα = 4 - (H + G + F )  

3 y xα = 2(F - G )  

4 z y z z y z x x z x y y xα = -4H + (G H - G H ) + (F H - F H ) + (F G - F G )  

( ) ( )5 z y y z x z z xα = -2 F H - F H + G H - G H 
   

( ) ( ) ( )6 x y z y z y x z x z z x y x yα = F H G - G H + F G H - H G + F H G - G H  

Τότε οι µεταβολές δx, δy, δz, µπορούν να εκφρασθούν µε τη µορφή, 

6
ρ ti

i

i=1

δx = A e∑ , 
6

ρ ti
i

i=1

δy = B e∑ , 

6
ρ ti

i

i=1

δz = C e∑  

όπου ρi , i=1,2,..,6 , είναι οι ρίζες της (3.8) και 

( )
( )
( )

i i 0 0 0 0 0 0

i i 0 0 0 0 0 0

i i 0 0 0 0 0 0

A = A δx ,δy ,δz ,δx ,δy ,δz

B = B δx ,δy ,δz ,δx ,δy ,δz

C = C δx ,δy ,δz ,δx ,δy ,δz

� � �

� � �

� � �

                               i=1,2,…,6 

Η ευστάθεια του γραµµικοποιηµένου συστήµατος στη θέση ισορροπίας L ελέγχεται 

λοιπόν µε τη βοήθεια των ιδιοτιµών της (3.8). Αν έστω και µία από τις ρίζες της 

χαρακτηριστικής εξίσωσης, οι οποίες προσδιορίζονται αριθµητικά, έχει θετικό 

πραγµατικό µέρος, τότε η ισορροπία χαρακτηρίζεται ασταθής. Αν όλες οι ρίζες της 

χαρακτηριστικής εξίσωσης έχουν αρνητικά πραγµατικά µέρη, τότε η ισορροπία 

χαρακτηρίζεται ασυµπτωτικά ευσταθής. Αν έστω και µία από τις ρίζες της 

χαρακτηριστικής εξίσωσης έχει µηδενικό πραγµατικό µέρος και όλες οι υπόλοιπες 

ρίζες έχουν αρνητικά πραγµατικά µέρη, τότε η ισορροπία χαρακτηρίζεται οριακά 

ευσταθής. 

 

3.8 Εφαρµογή του κριτηρίου ευσταθείας Routh-Hurwitz 

Ένα πολύ γνωστό και εύχρηστο κριτήριο το οποίο µπορεί να χρησιµοποιηθεί 

εναλλακτικά για τη διερεύνηση της ευστάθειας γραµµικών και γραµµικοποιηµένων 

συστηµάτων, είναι το κριτήριο Routh- Hurwitz. Σύµφωνα µε αυτό, αν  
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n
0 nP(λ) = α λ + .... + α  

είναι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο, τότε για να έχουν όλες οι ρίζες της εξίσωσης 

P(λ) = 0  αρνητικά πραγµατικά µέρη, πρέπει και αρκεί όλες οι κύριες διαγώνιες 

ελάσσονες του πίνακα του Hurwitz: 

1 0

3 2 1 0

5 4 3 2 1

n

α α 0 0 0 . .

α α α α 0 . .

α α α α α . .

. . . . . . .

. . . . . . .

. . . . . . .

0 0 0 0 0 0 α

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

                                                                          (3.9) 

να είναι θετικές (θετικά ορισµένες). Ο πίνακας αυτός σχηµατίζεται ως εξής. Οι 

συντελεστές του πολυωνύµου από α1 µέχρι αn γράφονται ως στοιχεία της κυρίας 

διαγωνίου. Οι στήλες αποτελούνται η µεν πρώτη από τους συντελεστές µε περιττό 

δείκτη, η δε δεύτερη από τους συντελεστές µε άρτιο δείκτη (και το µηδέν). Οι 

επόµενες δύο στήλες είναι επανάληψη, αντίστοιχα των δύο πρώτων στηλών, µόνο 

που τα πρώτα τους στοιχεία είναι µηδέν, κ.λ.π. Οι κύριες διαγώνιες ελάσσονες 

ορίζουσες είναι, 

1 1D = α  

1 0

2

3 2

α α
D =

α α
 

1 0

3 3 2 1

5 4 3

α α 0

D = α α α

α α α

 

1 0

3 2 1 0

4

5 4 3 2

7 6 5 4

α α 0 0

α α α α
D =

α α α α

α α α α

, κ.ο.κ.                                                                             (3.10) 

Όταν βρούµε µία από τις προαναφερόµενες ορίζουσες αρνητική, δεν χρειάζεται να 

προχωρήσουµε στον υπολογισµό των υπολοίπων, γιατί σύµφωνα µε το κριτήριο η 
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λύση θα είναι ασταθής. Αν όµως βρούµε µία ή περισσότερες από τις ορίζουσες ίση 

µε το µηδέν τότε έχουµε ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου µε πραγµατικά 

µέρη µηδέν, οπότε η λύση µπορεί να είναι ευσταθής (όχι ασυµπτωτικά), αλλά 

µπορεί και να είναι ασταθής. Το τι ακριβώς συµβαίνει στην περίπτωση αυτή µας 

λέει το επόµενο θεώρηµα. 

Θεώρηµα: "Ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι µία θέση ισορροπίας 

ευσταθής, είναι οι ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου να έχουν πραγµατικά 

µέρη αρνητικά και εκείνες οι οποίες έχουν πραγµατικά µέρη µηδέν να έχουν 

αντίστοιχα χαρακτηριστικά ιδιοδιανύσµατα σε πλήθος ίσο µε την πολλαπλότητά 

τους (δηλαδή να είναι απλού τύπου)".  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

 

ΚΑΜΠΥΛΕΣ ΚΑΙ ΕΠΙΦΑΝΕΙΕΣ ΜΗΔΕΝΙΚΗΣ ΤΑΧΥΤΗΤΑΣ 

ΣΤΗΝ ΕΠΙΠΕΔΗ ΚΙΝΗΣΗ-ΠΕΡΙΟΧΕΣ ΠΑΓΙΔΕΥΣΗΣ-

ΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΗ ΜΕΤΑΒΟΛΗ 

 

4.1 Εισαγωγή 

Σε προβλήματα δύο βαθμών ελευθερίας κίνησης (επίπεδη κίνηση), οι καμπύλες 

μηδενικής ταχύτητας οριοθετούν τις περιοχές του επιπέδου xy, όπου είναι δυνατή 

και επομένως πραγματοποιήσιμη η κίνηση του μικρού σώματος. Για την «χάραξη» 

των καμπύλων αυτών θα χρησιμοποιηθεί το ολοκλήρωμα της ενέργειας του Jacobi : 

2 2 2x + y + z = 2U(x, y,z) - C   , όπου ο όρος της κινητικής ενέργειας μηδενίζεται, 

όπως επίσης και η συνιστώσα z. Προφανώς, οι περιοχές επιτρεπτής κίνησης είναι 

αυτές για τις οποίες ισχύει 2U(x, y) C . Το όριο μεταξύ των περιοχών επιτρεπτής 

και απαγορευμένης κίνησης είναι η καμπύλη (ή οι καμπύλες) που αποτελεί (ή 

αποτελούν) τον γεωμετρικό τόπο των σημείων (x,y) του επιπέδου τα οποία 

ικανοποιούν για μία σταθερή τιμή του C την εξίσωση: 

2U(x, y) = C    

Αν για μια τιμή του C υπάρχουν δύο ή περισσότερες διαφορετικές κλειστές περιοχές 

στις οποίες επιτρέπεται η κίνηση, τότε το μικρό σώμα δεν μπορεί να «μετακινηθεί» 

εκτός των περιοχών αυτών «διαπερνώντας» την οριακή καμπύλη μηδενικής 

ταχύτητας. Έτσι εγκλωβίζεται στην περιοχή στην οποία βρίσκεται. Οι περιοχές 

αυτές παγίδευσης του μικρού σώματος ονομάζονται ενίοτε περιοχές Hill, από τον 

ερευνητή που πρώτος τις εντόπισε και τις περιέγραψε στο περιορισμένο πρόβλημα 

των τριών σωμάτων. Οι καμπύλες μηδενικής ταχύτητας είναι ισοενεργειακές και 

ισοταχείς καμπύλες και εμπίπτουν στη γενικότερη κατηγορία των ισοσταθμικών 

καμπύλων όπως: οι ισοκλινείς, οι ισοϋψείς, οι ισοδυναμικές, οι ισοβαρείς, οι 

ισοθερμικές κ.α.   
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Αν για την περιγραφή της κίνησης στο επίπεδο xy θεωρήσουμε και μία τρίτη 

διάσταση στην οποία μετρώνται οι τιμές της Ιακωβιανής σταθεράς C (άξονας των 

C), τότε παίρνουμε τις ονομαζόμενες επιφάνειες μηδενικής ταχύτητας για την 

επίπεδη κίνηση του μικρού σώματος. Αυτές δείχνουν σε τρισδιάστατη απεικόνιση 

τις περιοχές του χώρου xyC στις οποίες η κίνηση του μικρού σώματος είναι 

επιτρεπτή ή όχι. 

 

4.2 Σχεδιασμός των καμπύλων και των επιφανειών μηδενικής ταχύτητας 

Για τον σχεδιασμό των καμπύλων μπορούν να χρησιμοποιηθούν διάφορες 

αναλυτικές (μέθοδος ταχίστης καθόδου), ή ημιαναλυτικές (μέθοδος των τομών) 

μέθοδοι που έχουν προταθεί στο παρελθόν. Όλες τους απαιτούν πολύ υπολογιστικό 

χρόνο, ενώ είναι περιορισμένης αξιοπιστίας με την έννοια ότι δεν μπορούν να 

προσεγγίσουν επακριβώς τη μορφή των καμπύλων κυρίως στις περιπτώσεις εκείνες, 

όπου είτε οι καμπύλες που αντιστοιχούν σε διαφορετικές τιμές του C εμφανίζουν 

μεγάλη πύκνωση σε κάποιες περιοχές του επιπέδου xy, οπότε καθιστούν εξαιρετικά 

δυσχερή τον διαχωρισμό τους, είτε εμφανίζουν σε ορισμένα τμήματά τους πολύ 

μεγάλες καμπυλότητες ή απότομες αλλαγές αυτής, με αποτέλεσμα να γίνεται 

«μεταπήδηση» από τις συγκεκριμένες καμπύλες στις γειτονικές τους. Το έργο της 

σχεδίασης των καμπύλων έχει απλουστευτεί σημαντικά με τη χρήση διαφόρων 

λογισμικών πακέτων, όπως το Mathematica και το Matlab στα οποία το μόνο που 

απαιτείται είναι η γραφή του κατάλληλου κώδικα. Βέβαια και στην περίπτωση αυτή 

απαιτείται από τον χρήστη σχετική εμπειρία και καλή γνώση των δυνατοτήτων του 

λογισμικού αυτού διότι εμφανίζονται μερικές φορές προβλήματα τα οποία μπορεί 

να οδηγήσουν σε λάθος εκτιμήσεις και εσφαλμένες απεικονίσεις. Στην παρούσα 

εργασία θα χρησιμοποιήσουμε το λογισμικό πακέτο Mathematica και μάλιστα θα 

βασισθούμε στην έκδοση 7.0 (Παπαδάκης, 2010). Στο Παράρτημα Β παρατίθεται 

κώδικας Mathematica (Β.1), που καταρτίσθηκε για τον σχεδιασμό των καμπύλων  

και των επιφανειών μηδενικής ταχύτητας. 
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4.3 Μελέτη της παραμετρικής μεταβολής των καμπύλων και των επιφανειών 

μηδενικής ταχύτητας  

Οι ισοενεργειακές καμπύλες για μία συγκεκριμένη τιμή της σταθεράς C=Cα 

λαμβάνονται από την τομή της επιφάνειας C = C(x,y) με το επίπεδο C=Cα. Συνεπώς 

τα δίκτυα των καμπύλων μηδενικής ταχύτητας που απεικονίζονται στα παρακάτω 

σχήματα, προκύπτουν από την επαλληλία των καμπύλων που λαμβάνονται από τις 

τομές αυτές για διάφορες τιμές της σταθεράς C. Δείχνουν τον τοπογραφικό χάρτη 

της δυναμικής συνάρτησης U και αποτελούν μέθοδο πρόβλεψης-εξέλιξης των 

θέσεων, των σημείων ισορροπίας στο επίπεδο xy. 

Παρακάτω αναφέρουμε εκείνες τις ιδιότητες των καμπύλων μηδενικής ταχύτητας, 

που μας δίνουν τη δυνατότητα να εντοπίζουμε εκείνες τις περιοχές που υπάρχουν 

σημεία ισορροπίας : 

 Δύο κλάδοι μιας καμπύλης μηδενικής ταχύτητας (με την ίδια τιμή της 

σταθεράς C) δεν τέμνονται παρά μόνο σε σημεία ισορροπίας. 

 Αν μια καμπύλη μηδενικής ταχύτητας είναι κλειστή και στο εσωτερικό της 

ισχύει ότι T > 0(θετική κινητική ενέργεια, επιτρεπτή κίνηση), τότε η κίνηση 

είναι περατωμένη. Στην περίπτωση αυτή αν μεταβαλλόμενης της τιμής της C 

η καμπύλη μικραίνει, τότε τελικά εκφυλίζεται σε σημείο που αποτελεί θέση 

ισορροπίας. 

 Τα σημεία ισορροπίας βρίσκονται πάντοτε πάνω στις καμπύλες μηδενικής 

ταχύτητας. 

Ενδεικτικά παραθέτουμε παρακάτω ένα δίκτυο καμπύλων μηδενικής ταχύτητας 

(Σχήμα 4.1), όπου έχουμε σημειώσει  τις θέσεις ισορροπίας  που υπάρχουν όπως 

ακριβώς περιγράφηκαν στο προηγούμενο κεφάλαιο και γίνονται εμφανείς οι 

ιδιότητες που μόλις  αναφέραμε . 
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Σχήμα 4.1. Δίκτυα καμπύλων μηδενικής ταχύτητας και θέσεις 

ισορροπίας για για τη βαρυτική περίπτωση όπου ν=7 και  β=2 

 

4.3.1 Περίπτωση με Νευτώνεια δυναμικά (β≠0 και e= 0) 

Η περίπτωση αυτή έχει μελετηθεί επισταμένως στο παρελθόν για διάφορους 

σχηματισμούς (Kalvouridis, 2001). Η αλλαγή από πέντε σε τρεις ζώνες ισορροπίας  

πραγματοποιείται στην περίπτωση που ν=7, στην τιμή lν = 3.08. Στο σχήμα 4.2α1 

είναι προφανής η ύπαρξη πέντε ζωνών ισορροπίας. ενώ στο σχήμα 4.2α2 όπου η 

τιμή της παραμέτρου μάζας β είναι μεγαλύτερη της κρίσιμης τιμής lν, εμφανίζονται 

μόνο τρεις ζώνες. Τα σχήματα 4.2β1 και 4.2β2 δείχνουν τη διαμόρφωση των 

«καμινάδων» που περιβάλλουν τις θέσεις των πρωτευόντων σωμάτων. Όταν β<1, 

τότε η κεντρική «καμινάδα» είναι στενότερη από αυτές των περιφερειακών 

σωμάτων ενώ όταν β>1, όπως στις περιπτώσεις που μελετάμε, συμβαίνει το 

αντίθετο και μάλιστα αυτό γίνεται περισσότερο εμφανές όσο αυξάνεται η 

παράμετρος μάζας β. Τέλος, όταν β=1,  όλες οι «καμινάδες» είναι ίδιες.  
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ΓΕΝΙΚΗ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ  

Η κίνηση του μικρού σώματος, σε όλες τις περιπτώσεις που θα εξετάσουμε, 

επιτρέπεται στο εσωτερικό των «καμινάδων», όπως επίσης και κάτω από την 

επιφάνεια-βάση των «καμινάδων». Οι λευκές κλειστές περιοχές που εμφανίζονται 

γύρω από τα πρωτεύοντα σώματα στα δίκτυα καμπυλών μηδενικής ταχύτητας, 

είναι περιοχές επιτρεπτής κίνησης και άρα περιοχές στις οποίες η κίνηση του 

μικρού σώματος παγιδεύεται. 

 

  

(α1) (β1) 

  

(α2) (β2) 

Σχήμα 4.2. Δίκτυα καμπύλων μηδενικής ταχύτητας και επιφάνεια μηδενικής 

ταχύτητας. (α1)-(β1) για ν=7, β=2 (β< lν) και e=0, 

 (α2)-(β2) για ν=7, β=20 (β> lν)  και e=0 
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4.3.2 Περίπτωση με κεντρικό δυναμικό τύπου Manev και e>0 

Στην περίπτωση που το κεντρικό σώμα δημιουργεί δυναμικό τύπου Manev και η 

παράμετρος e είναι θετική, η μορφή των καμπύλων και των επιφανειών  μηδενικής 

ταχύτητας, παραμένουν όμοιες με αυτές της περίπτωσης των Νευτώνειων 

δυναμικών που περιγράψαμε προηγουμένως. Οι παρουσιαζόμενες αποκλίσεις που 

παρατηρούνται, οφείλονται στην παρουσία του «διαταρακτικού» όρου του 

δυναμικού Manev, όπου  η επίδραση της παραμέτρου μάζας β είναι ισχυρότερη από 

αυτήν της παραμέτρου e (θετικής).  

Το πλήθος των ζωνών ισορροπίας, όπως περιγράψαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο, 

εξαρτάται από την περιοχή στην οποία βρίσκεται το ζεύγος τιμών (e, β), όπως αυτή 

καθορίζεται από το διάγραμμα των καμπύλων διακλάδωσης του Σχήματος 3.8       

(Kεφ. 3ο). Όταν η παράμετρος e είναι θετική, οι εμφανιζόμενες ζώνες είναι και πάλι 

5 ή 3, όπως στη βαρυτική περίπτωση. Αν το ζεύγος των τιμών (e, β), βρίσκεται 

κάτω από την καμπύλη διακλάδωσης (Περιοχή Ι) υπάρχουν 5 ζώνες, ενώ αν 

βρίσκεται κάτω από την καμπύλη διακλάδωσης (Περιοχή II) υπάρχουν τρεις. 

Παρατηρώντας τα δίκτυα μηδενικών καμπύλων στα Σχήματα 4.3–4.4 

διαπιστώνουμε την αλλαγή του πλήθους των ζωνών ισορροπίας, ανάλογα το ζεύγος 

τιμών (e, β). Έτσι για β=2 και e = 0.0001, 0.1 (Σχήμα 4.3α1, α2) βρισκόμαστε στη 

περιοχή I και υπάρχουν πέντε ζώνες ισορροπίας (Α1, Α2, Β, C2, C1), ενώ για β=5 και 

e = 0.0001, 0.1 (Σχήμα 4.4α1,α2) βρισκόμαστε στη περιοχή II  και υπάρχουν τρεις 

ζώνες ισορροπίας (Α1, C2, C1). 

Παρατηρούμε ότι καθώς αυξάνει η τιμή της παραμέτρου e και διατηρώντας την 

παράμετρο β σταθερή, διευρύνεται η κλειστή περιοχή της επιτρεπτής κίνησης που 

διαμορφώνεται γύρω από το κεντρικό πρωτεύον σώμα, ενώ στενεύουν τα όρια των 

περιοχών επιτρεπτής κίνησης γύρω από τα περιφερειακά σώματα. Η ίδια 

συμπεριφορά συναντάται όπως είναι φυσικό και στις αντίστοιχες «καμινάδες» που 

διαμορφώνονται στην επιφάνεια μηδενικής ταχύτητας (Σχήμα 4.3β1,β2, όπου β=2 

και e = 0.0001, 0.1 και Σχήμα 4.4β1,β2, όπου β=5 και e = 0.0001, 0.1).  

Διατηρώντας την παράμετρο e σταθερή και μεταβάλλοντας την παράμετρο β, 

παρατηρούμε ακριβώς την ίδια εξέλιξη όπως αυτή που περιγράψαμε προηγουμένως 
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(Σχήμα 4.3α1, όπου e = 0.0001 και β=2 και  Σχήμα 4.4α1 , όπου και e = 0.0001 και 

β=5). 

  

(α1) (β1) 

  

(α2) (β2) 

Σχήμα 4.3. Δίκτυα καμπύλων μηδενικής ταχύτητας και επιφάνεια μηδενικής 

ταχύτητας. (α1)-(β1) για ν=7, β=2 και e=0.0001,  

(α2)-(β2) για ν=7, β=2 και e=0.1 
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(α1) (β1) 

  

(α2) (β2) 

   Σχήμα 4.4. Δίκτυα καμπύλων μηδενικής ταχύτητας και επιφάνεια μηδενικής 

ταχύτητας. (α1)-(β1) για ν=7, β=5 και e=0.0001,  

(α2)-(β2) για ν=7, β=5 και e=0.1 

 

4.3.3 Περίπτωση με κεντρικό δυναμικό τύπου Manev και e<0 

H παρατηρούμενη αναδίπλωση της «καμινάδας» που περιβάλλει το κεντρικό 

πρωτεύον σώμα προς το εσωτερικό της και η οποία ξεκινάει μόλις το e γίνει 

αρνητικό (Σχήματα 4.6-4.7), είναι μία από τις σημαντικότερες διαφοροποιήσεις από 

τις προηγούμενες περιπτώσεις. Για πολύ μικρές κατά απόλυτη τιμή, τιμές της e, η 

αναδίπλωση αυτή εμφανίζεται σε πολύ μεγάλες τιμές της σταθεράς C έχει δε ως 

αποτέλεσμα να διαμορφώνεται κοντά και γύρω από το κεντρικό πρωτεύον σώμα, 
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μία  περιοχή του χώρου xyC όπου η κίνηση του μικρού σώματος επιτρέπεται και 

άλλη μία περιοχή όπου η κίνηση είναι μη επιτρεπτή. Οι περιοχές αυτές 

διαχωρίζονται από την επιφάνεια του αναδιπλούμενου τμήματος και δείχνονται 

επακριβώς στο  Σχήμα 4.5α. Η κίνηση του μικρού σώματος είναι απαγορευμένη στο 

εσωτερικό της επιφάνειας που δημιουργεί η αναδίπλωση και επιτρέπεται στο 

εξωτερικό της και στην περιοχή που βρίσκεται κάτω από το χείλος της 

αναδίπλωσης. 

Απεικονίζοντας το αντίστοιχο δίκτυο καμπύλων μηδενικής ταχύτητας, γύρω από το 

κεντρικό πρωτεύον σώμα, διακρίνουμε τις προηγούμενες περιγραφείσες περιοχές 

του χώρου  xyC στο επίπεδο κίνησης xy. Έτσι προκύπτει μία κλειστή περιοχή κοντά 

και γύρω από το κεντρικό πρωτεύον σώμα, όπου η κίνηση του μικρού σώματος 

είναι μη επιτρεπτή και η οποία περιβάλλεται από μία άλλη ευρύτερη κλειστή 

δακτυλιοειδή περιοχή μέσα στην οποία η κίνηση είναι επιτρεπτή (Σχήμα 4.5β). 

 

(α) 
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(β) 

Σχήμα 4.5. Περιοχές επιτρεπτής και απαγορευμένης κίνησης.            

(α) Λεπτομέρεια κεντρικής καμινάδας στη περιοχή αναδίπλωσης,        

(β) λεπτομέρεια καμπύλων μηδενικής ταχύτητας                      

γύρω από το κεντρικό primary 

 

Οι δύο αυτές περιοχές είναι πολύ μικρών διαστάσεων και διακρίνονται σαφώς μόνο 

στα Σχήματα 4.6α2, 4.7α2 και 4.7α3 ενώ στα υπόλοιπα είναι εξαιρετικά δυσδιάκριτες. 

Σε όλες αυτές τις περιπτώσεις, η λευκή κλειστή περιοχή που περιβάλλει άμεσα το 

κεντρικό πρωτεύον σώμα, είναι περιοχή μη επιτρεπτής κίνησης, ενώ η ευρύτερη 

δακτυλιοειδής λευκή περιοχή που περιβάλλει την προηγούμενη, είναι περιοχή 

επιτρεπτής κίνησης (Σχήμα 4.5β). 

Στη συνέχεια θα μελετήσουμε και θα αναδείξουμε με τη βοήθεια σχημάτων την 

παραμετρική εξέλιξη των επιφανειών μηδενικής ταχύτητας στη επίπεδη κίνηση. Για 

ένα συγκεκριμένο σχηματισμό (ν=7) παρατηρούμε την εξέλιξη των επιφανειών 

αυτών, αφενός μεν διατηρώντας σταθερή την παράμετρο β και μεταβάλλοντας το e, 

αφετέρου δε μεταβάλλοντας την  παράμετρο β και διατηρώντας σταθερή την e. Σε 

όλες τις περιπτώσεις παρακολουθούμε την εξέλιξη μέχρι εκείνες τις περιοχές τιμών 

(ν, β, e), για τις οποίες  συμβαίνει η πλήρης καταβύθιση της κεντρικής «καμινάδας». 

Πλήρης καταβύθιση θεωρούμε ότι συμβαίνει όταν παύουν να υπάρχουν και οι δύο 

ζώνες ισορροπίας Ε1 και Ε2, δηλαδή όταν το ζεύγος τιμών (e, β) βρίσκεται στην 
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περιοχή V του διαγράμματος διακλαδώσεων του Σχήματος 3.11(Κεφ. 3ο), που 

αναφέρεται στην περίπτωση για ν=7.  

 

Για σταθερές τιμές της παραμέτρου β, όσο μικραίνει η τιμή της e, τόσο η τιμή της 

σταθεράς C ελαττώνεται, και η «κεντρική καμινάδα» αναδιπλούμενη προς τα κάτω 

εξακολουθεί να χαμηλώνει. Η διαδικασία αυτή ολοκληρώνεται με την πλήρη 

«καταβύθιση» της κεντρικής «καμινάδας» (Σχήματα 4.6β3 και 4.7β6). Μετά από το 

σημείο αυτό και για όλες τις τιμές της C (αρνητικές) θα υπάρχει πάντα μία μικρή 

κλειστή περιοχή που θα περιβάλλει το κεντρικό πρωτεύον, όπου η κίνηση του 

μικρού σώματος θα είναι απαγορευμένη 

Εξάλλου, καθώς η τιμή της παραμέτρου e ελαττώνεται (αλγεβρικά), παρατηρείται 

μία στένωση της εξωτερικής επιφάνειας της κεντρικής «καμινάδας» που 

συνοδεύεται από μία παράλληλη διεύρυνση του εσωτερικού αναδιπλούμενου 

τμήματός της (είναι εμφανές στα Σχήματα 4.7α2 και 4.7α3), ενώ ταυτόχρονα 

διευρύνονται και οι περιφερειακές καμινάδες. 

 

Διατηρώντας σταθερή την αρνητική  τιμή του e και μεταβάλλοντας την 

παράμετρο β, τα συμπεράσματα που προέκυψαν από τη μελέτη μας έχουν 

συνοπτικά ως εξής :   

Παρατηρήσαμε για σχετικά μικρές τιμές του β (β<10), μία διεύρυνση της 

εξωτερικής επιφάνειας της κεντρικής καμινάδας (περιοχή επιτρεπτής κίνησης), με 

ταυτόχρονη στένωση των περιφερειακών καμινάδων. Για μεγαλύτερες τιμές της 

παραμέτρου β (β>10), δεν παρατηρούνται αξιοσημείωτες μεταβολές στην περιοχή 

επιτρεπτής κίνησης της κεντρικής καμινάδας, ενώ η στένωση των περιφερειακών 

συνεχίζει να υφίσταται.  

Το μόνο που δεν επηρεάζεται είναι η κατάσταση της ευστάθειας των σημείων 

αυτών, αφού σε κάθε περίπτωση οι θέσεις αυτές είναι ασταθείς. 
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(α1) (β1) 

  

(α2) (β2) 

  

(α3) (β3) 

Σχήμα 4.6. Δίκτυα καμπύλων μηδενικής ταχύτητας και  επιφάνειες μηδενικής 

ταχύτητας για ν=7, β=2 και διάφορες αρνητικές τιμές της παραμέτρου e. 
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  (α1)-(β1) e = - 0.0001, (α2)-(β2) e = - 0.05 και 

 (α3)-(β3) e = - 0.18 

 

  

(α1) (β1) 

  

(α2) (β2) 

  



 138

(α3) (β3) 

  

(α4) (β4) 

  

(α5) (β5) 

  

(α6) (β6) 

Σχήμα 4.7. Δίκτυα καμπύλων μηδενικής ταχύτητας και  επιφάνειες μηδενικής 
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ταχύτητας  για ν=7, β=5 και διάφορες αρνητικές τιµές της παραµέτρου e. 

 (α1)-(β1) e = - 0.0001, (α2)-(β2) e = - 0.05, (α3)-(β3) e = - 0.09, 

 (α4)-(β4) e = - 0.15, (α5)-(β5) e = - 0.218 και (α6)-(β6) e = - 0.225   

 

4.4 Μελέτη της εξέλιξης των καµπύλων µηδενικής ταχύτητας και των περιοχών 

παγίδευσης στο επίπεδο xy, σε σχέση µε τη σταθερά C 

Στη συνέχεια θα µελετήσουµε την παραµετρική εξέλιξη των περιοχών επιτρεπτής 

και απαγορευµένης κίνησης στο επίπεδο xy, που είναι και το επίπεδο το οποίο 

ορίζουν τα µεγάλα σώµατα του δακτυλιοειδούς  σχηµατισµού. Θα περιοριστούµε 

στις περιπτώσεις µε e>0 και  e<0, αφού για e=0 που είναι η βαρυτική περίπτωση, 

έχει ήδη µελετηθεί και αναλυθεί επαρκώς  τα προηγούµενα χρόνια. Στο Παράρτηµα 

Β παρατίθεται ο κώδικας Mathematica (Β.2) που χρησιµοποιήθηκε για τον 

σχεδιασµό αυτών των περιοχών. 

 

4.4.1 Περίπτωση µε κεντρικό δυναµικό τύπου Manev και e> 0 

Όπως ελέχθη στην αρχή του κεφαλαίου αυτού, τα Σχήµατα (4.3β1-β2, 4.4 β1-β2) 

αποτελούν τις γραφικές απεικονίσεις της C = C(x,y). Όταν αυξάνει η τιµή της C οι 

κλειστές περιοχές γύρω από τα περιφερειακά primaries συρρικνώνται, τείνοντας 

ασυµπτωτικά προς µία οριακή κλειστή καµπύλη που αναπτύσσεται γύρω από τα 

σώµατα αυτά. Αντίθετα διευρύνεται η εξωτερική κλειστή περιβάλλουσα καµπύλη. 

Όταν η C ελαττώνεται, οι εσωτερικές κλειστές περιοχές γύρω από τα primaries 

διευρύνονται και προσεγγίζουν αφενός µεν την κλειστή καµπύλη του κεντρικού 

σώµατος, αφετέρου δε την εξωτερική κλειστή περιβάλλουσα. Για ένα συγκεκριµένο 

πολυγωνικό σχηµατισµό ν σωµάτων και µία συγκεκριµένη τιµή της παραµέτρου β, 

παρατηρούνται τοπολογικές αλλαγές στη µορφή των καµπύλων και συνεπώς των 

περιοχών επιτρεπτής κίνησης, στις τιµές της ενέργειας C που αντιστοιχούν στις 

θέσεις ισορροπίας. 

Θα εξετάσουµε την περίπτωση µε ν=7, β=5 και e= 0.1, όπου σύµφωνα µε το 

διάγραµµα διακλαδώσεων του Σχήµατος 3.8(Κεφ. 3
ο
), το ζεύγος τιµών (e, β)=(0.1, 
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5) ανήκει στην περιοχή II(3) και επομένως εμφανίζονται τρεις ζώνες ισορροπίας 

(Α1, C2, C1). 

Για την διάταξη των τιμών των Ιακωβιανών σταθερών, ισχύει  η ανισότητα : 

  CCAA 11   >>   CCCC 11   >>   CCCC 22 

όπου: CΑ1  =  6.03909331,  CC1  =  5.85837094  και  CC2  =  5.54279275. 

Σε όλα τα σχήματα που ακολουθούν, οι λευκές περιοχές είναι οι περιοχές 

επιτρεπτής κίνησης και οι έγχρωμες, εκείνες στις οποίες η κίνηση δεν είναι 

επιτρεπτή. Aναλυτικότερα:  

Σε κάθε τομή C=Cα με C > CΑ1, παρατηρούμε ότι οι ισοενεργειακές καμπύλες 

αποτελούνται: (1) από κλειστές καμπύλες που περιβάλλουν κάθε μεγάλο σώμα και 

(2) από μία μεγαλύτερη κλειστή εξωτερική καμπύλη που περιβάλλει όλες τις 

προηγούμενες. Συνεπώς υπάρχουν ν+1 κλειστές καμπύλες που περιβάλλουν τα 

μεγάλα σώματα. Από αυτές οι ν που περικλείουν τα περιφερειακά σώματα είναι ίσες 

μεταξύ τους, ενώ η άλλη  που περιβάλλει το κεντρικό σώμα είναι διαφορετική όταν 

β 1. Στο εσωτερικό των κλειστών αυτών περιοχών η κινητική ενέργεια του μικρού 

σώματος είναι θετική και συνεπώς η κίνησή του επιτρέπεται. Αν το μικρό σώμα 

λόγω των αρχικών του συνθηκών, βρεθεί στο εσωτερικό μιας τέτοιας κλειστής 

περιοχής, παγιδεύεται, δηλαδή η κίνησή του είναι περατωμένη. Η περιοχή του 

επιπέδου xy, που περιλαμβάνεται μεταξύ της μεγάλης κλειστής εξωτερικής 

καμπύλης και των ν+1 κλειστών εσωτερικών,  χαρακτηρίζεται από αρνητική 

κινητική ενέργεια. Συνεπώς στην περιοχή αυτή η κίνηση του μικρού σώματος 

απαγορεύεται. Αντίθετα, σε όλο το επίπεδο που εκτείνεται πέραν της μεγάλης 

περιβάλλουσας εξωτερικής καμπύλης, η κινητική ενέργεια ξαναγίνεται θετική και 

επομένως η κίνηση του μικρού σώματος είναι εκεί δυνατή (Σχήμα 4.8α). 

Αν  C = CΑ1, τότε οι κλειστές περιοχές γύρω από τα μεγάλα περιφερειακά σώματα 

αγγίζουν την κλειστή καμπύλη που αναπτύσσεται γύρω από το κεντρικό σώμα στα 

σημεία των θέσεων ισορροπίας της ζώνης Α1. Η τιμή αυτή του C σηματοδοτεί την 

πρώτη bifurcation (Σχήμα 4.8β).  

Όταν CC1 < C < CΑ1, δημιουργείται μία ενιαία εσωτερική κλειστή περιοχή που 

περιβάλλει όλα τα μεγάλα σώματα του σχηματισμού, ενώ εξακολουθεί να υφίσταται 
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και η εξωτερική κλειστή περιβάλλουσα καμπύλη που όμως συστέλλεται και 

πλησιάζει προς τα μεγάλα σώματα (Σχήμα 4.8γ). Συνεπώς η μόνη περιοχή 

παγίδευσης της κίνησης του μικρού σώματος είναι αυτή που διαμορφώνεται γύρω 

από τα ν+1σώματα. Όταν C = CC1  παρατηρούμε τη δεύτερη bifurcation, καθώς η 

ενιαία εσωτερική κλειστή καμπύλη αγγίζει την εξωτερική κλειστή καμπύλη στα 

σημεία των θέσεων ισορροπίας της ζώνης C1 (Σχήμα 4.8δ). Από το σημείο αυτό και 

για χαμηλότερες τιμές της C δεν υπάρχουν πλέον περιοχές παγίδευσης. Όταν  CC2 < 

C < CC1  oι δύο κλειστές καμπύλες έχουν ενοποιηθεί με τέτοιο τρόπο ώστε να 

σχηματίζονται ν νησίδες που αναπτύσσονται μεταξύ των περιφερειακών σωμάτων 

(Σχήμα 4.8ε). Στο εσωτερικό αυτών των νησίδων η κινητική ενέργεια είναι 

αρνητική και συνεπώς η κίνηση του μικρού σώματος εκεί, δεν είναι δυνατή. Δεν 

υπάρχουν πλέον περιοχές παγίδευσης της κίνησης του μικρού σώματος, το οποίο 

είναι ελεύθερο να κινείται παντού στο επίπεδο xy εκτός των νησίδων. Όσο 

ελαττώνεται περαιτέρω η τιμή της σταθεράς C, οι νησίδες αυτές συρρικνώνονται 

έως ότου για C = CC2 εκφυλίζονται σε σημεία και κατόπιν εξαφανίζονται. Για τιμές 

C < CC2 η κίνηση του μικρού σώματος είναι ελεύθερη παντού στο επίπεδο xy. 

(Σχήμα 4.8στ). Η παραπάνω παραμετρική εξέλιξη των καμπύλων μηδενικής 

ταχύτητας  και για αυτές τις τιμές των μεταβλητών ν, β και e είναι παρόμοια με 

αυτήν της βαρυτικής περίπτωσης.  

(α) (β) 
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(γ) (δ) 

  

(ε) (στ) 

Σχήμα 4.8. Καμπύλες μηδενικής ταχύτητας και περιοχές επιτρεπτής (λευκές) 

και μη επιτρεπτής (έγχρωμες) κίνησης για ν=7,  β=5 και e=0.1. (α) C=7, (β) 

C=CA1= 6.03909331, (γ) C=5.9, (δ) C=CC1=5.85837094, (ε) C=5.65 και 

 (στ) C=CC2=5.54279275 

 

4.4.2 Περίπτωση με κεντρικό δυναμικό τύπου Manev και e<0 

Οι τιμές των μεταβλητών ν, β και e για τις οποίες θα εξετάσουμε την παραμετρική 

εξέλιξη των περιοχών παγίδευσης στο επίπεδο xy, αφορούν στην περίπτωση ν=7, 

β=2 και e= -0.05. Το χαρακτηριστικό ζεύγος (e, β) ανήκει στην περιοχή 

Ι(7) του διαγράμματος καμπύλων διακλάδωσης για e<0, του Σχήματος 3.11(Κεφ. 
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3ο). Σε αυτήν την περιοχή τιμών εμφανίζονται 7 ζώνες ισορροπίας και η διάταξη 

των τιμών των Ιακωβιανών σταθερών τους C, έχει ως εξής :   

CCEE 11 CCEE 22   >>   CCBB   >>   CCAA 11   >>   CCAA 22   >>   CCCC 11   >>   CCCC 22 

όπου :                
CCEE 11 CCEE 22   ==   11.9275865 

 CΒ    =  7.57197553 
CΑ1   = 7.50317263 
CΑ2   = 7.41838529 
CC1   = 7.37392456 
CC2   = 7.13836310 

 
Για να διευκολυνθούμε στην παρακολούθηση της εξέλιξης των καμπύλων, θα 

χρησιμοποιήσουμε βοηθητικά το αντίστοιχο διάγραμμα  x - C στο οποίο θα κάνουμε 

διάφορες τομές παράλληλες στον άξονα των x (Σχήμα 4.9). Οι έγχρωμες κουκίδες 

αντιστοιχούν στα ακρότατα, άρα και στις τιμές όπου αναμένουμε αλλαγές στην 

τοπολογία τους (bifurcation points), καθώς οι τομές περνούν από αυτά τα σημεία 

και τέμνουν τον άξονα C στην αντίστοιχη τιμή. Στα επί μέρους Σχήματα 4.10, με 

λευκό χρώμα σημειώνουμε τις περιοχές όπου επιτρέπεται η κίνηση, ενώ οι 

έγχρωμες περιοχές είναι  περιοχές όπου η κίνηση είναι απαγορευμένη.  

6

10

-2.5 0 2.5

E2    E1 

x

C

C1A2
A1

C2

B

Σχήμα 4.9. Βοηθητικό διάγραμμα x-C παρακολούθησης της εξέλιξης των 

περιοχών κίνησης 

 



 144

Έτσι, όταν C > CE1,E2 (Σχήμα 4.10α), διαμορφώνονται μόνο ν κλειστές περιοχές 

επιτρεπτής κίνησης γύρω από τα ν περιφερειακά μεγάλα σώματα που αποτελούν 

περιοχές παγίδευσης. Όλες αυτές οι περιοχές περιβάλλονται από μία κλειστή 

καμπύλη μηδενικής ταχύτητας στην ευρύτερη περιοχή του επιπέδου xy, πέρα από 

την οποία η κίνηση του μικρού σώματος είναι τελείως ελεύθερη.  

Όταν C = CE1,E2 τότε, γύρω από το κεντρικό πρωτεύον διαμορφώνονται δύο 

κλειστές περιοχές που το περιβάλλουν και οι οποίες είναι δυσδιάκριτες (Σχήμα 

4.10β). Στην εσωτερική η κίνηση είναι απαγορευμένη. Αυτή με τη σειρά της 

περιβάλλεται από μία δακτυλιοειδή κλειστή περιοχή όπου η κίνηση είναι επιτρεπτή. 

Όσο η σταθερά Jacobi ελαττώνεται και για  CE1,E2 > C > CB αυτές οι δύο περιοχές 

γύρω από το πρωτεύον σώμα διευρύνονται και μπορούμε εύκολα να τις 

διακρίνουμε. Επιπλέον οι κλειστές περιοχές που περιβάλλουν τα ν περιφερειακά 

σώματα διατηρούν τη μορφή τους αλλά διευρύνονται και αυτές με την ελάττωση 

της σταθεράς C (Σχήμα 4.10γ). Όλες αυτές οι περιοχές περιβάλλονται από μία 

κλειστή καμπύλη μηδενικής ταχύτητας στην ευρύτερη περιοχή του επιπέδου xy, 

πέρα από την οποία η κίνηση του μικρού σώματος είναι τελείως ελεύθερη, όπως και 

στην προηγούμενη περίπτωση για e>0. Η μορφή αυτή των διαγραμμάτων 

διατηρείται μέχρις ότου η  C  λάβει την τιμή C=CB.  

Στο σημείο αυτό θέλουμε να τονίσουμε, ότι η ύπαρξη της εξωτερικής κλειστής 

περιβάλλουσας καμπύλης μηδενικής ταχύτητας, παρατηρείται μέχρις ότου η τιμή 

της σταθεράς C γίνει ίση C=CC1. Επομένως κρίνεται δεδομένη η ύπαρξή της μέχρι 

την τιμή αυτή και θεωρείται άσκοπη η επανάληψη της περιγραφής της έως τότε. 

Επίσης άσκοπη θεωρείται και η συνεχής αναφορά στην ύπαρξη της κεντρικής 

απαγορευμένης περιοχής κίνησης περί του κεντρικού σώματος, αφού αυτή 

παρατηρείται μέχρις ότου η τιμή της σταθεράς C γίνει ίση με τη χαμηλότερη τιμή C 

των υπαρχουσών ζωνών ισορροπίας την C=CC2.  

Όταν C=CΒ, οι κλειστές περιοχές της επιτρεπτής κίνησης που αναπτύσσονται γύρω 

από τα περιφερειακά πρωτεύοντα έρχονται σε επαφή. (Σχήμα 4.10δ). Από την τιμή 

αυτή και για τιμές CΒ > C > CA1, παρατηρούμε ότι δημιουργείται μία ενιαία κλειστή 

περιοχή επιτρεπτής κίνησης (Σχήμα 4.10ε). Κατά συνέπεια διαμορφώνονται δύο 
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περιοχές παγίδευσης της κίνησης του μικρού σώματος, αυτή που μόλις περιγράψαμε 

και η περιοχή ανάμεσα στην εσωτερική και εξωτερική περιβάλλουσα του κεντρικού 

σώματος. 

Όταν C=CΑ1 στα σημεία της ζώνης αυτής αρχίζουν να δημιουργούνται οι πρώτες 

δίοδοι επικοινωνίας μεταξύ των δύο περιοχών παγίδευσης της κίνησης (Σχήμα 

4.10στ). Για  CΑ1 > C > CΑ2 παρατηρούμε διεύρυνση των διαύλων επικοινωνίας των 

περιοχών επιτρεπτής κίνησης γύρω από τα ν περιφερειακά σώματα και το κεντρικό 

σώμα. Έχουν δημιουργηθεί ν νησίδες απαγορευμένης κίνησης μεταξύ αυτών των 

περιοχών, οι οποίες συρρικνώνονται με την ελάττωση της σταθεράς C έως την τιμή 

C = CΑ2 (Σχήμα 4.10ζ). 

Για C = CΑ2 οι προηγούμενες ν νησίδες απαγορευμένης κίνησης έχουν εκφυλιστεί 

σε σημεία, ακριβώς εκεί που βρίσκονται οι θέσεις ισορροπίας της ζώνης Α2. Όταν η 

σταθερά C παίρνει τιμές τέτοιες ώστε CΑ2 > C > CC1, παρατηρούμε ότι 

δημιουργείται μία ενιαία κλειστή περιοχή επιτρεπτής κίνησης, στο κέντρο της 

οποίας εξακολουθεί να υπάρχει μία πολύ μικρότερη κλειστή περιοχή, που 

περιβάλλει το κεντρικό πρωτεύον, όπου η κίνηση είναι απαγορευμένη (Σχήμα 

4.10η). Κατά συνέπεια διαμορφώνεται μόνο μία μεγάλη περιοχή παγίδευσης της 

κίνησης του μικρού σώματος. 

Για C = CC1, στα σημεία της ζώνης αυτής αρχίζουν να δημιουργούνται οι πρώτες 

δίοδοι επικοινωνίας της εσωτερικής περιοχής επιτρεπτής κίνησης με την εξωτερική 

περιοχή, όπου η κίνηση είναι ελεύθερη (Σχήμα 4.10θ). 

Όταν CC1 > C > CC2, η συνένωση της προηγούμενα κλειστής περιοχής με την 

εξωτερική ελεύθερη, δίνει τη δυνατότητα στο μικρό σώμα, να μπορεί να κινηθεί 

ελεύθερα από τον εσωτερικό κύκλο των μεγάλων σωμάτων, προς τα έξω και 

αντίστροφα. Τώρα πλέον, εκτός της μικρής απαγορευμένης περιοχής γύρω από το 

κεντρικό πρωτεύον, δημιουργούνται ν νησίδες απαγορευμένης κίνησης (Σχήμα 

4.10ι), των οποίων η έκταση περιορίζεται όσο η τιμή της C τείνει προς την CC2, 

οπότε εκφυλίζονται και εξαφανίζονται. Για όλο αυτό το διάστημα τιμών της C, δεν 

υπάρχει καμία περιοχή παγίδευσης του μικρού σώματος. Τέλος, για τιμές C  CC2, η 
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κίνηση του μικρού σώματος είναι επιτρεπτή σε όλο το επίπεδο εκτός από μία μικρή 

κλειστή περιοχή που περιβάλλει το κεντρικό πρωτεύον (Σχήμα 4.10ια). 

 

  

(α) (β) 

  
(γ) (δ) 
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(ε) (στ) 

  
(ζ) (η) 

  
(θ) (ι) 
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(ια)  
Σχήμα 4.10. Διάφορες φάσεις εξέλιξης των περιοχών επιτρεπτής (λευκές) και 

μη επιτρεπτής (έγχρωμες) κίνησης για την περίπτωση ν=7, β=2 και e=-0.05. 

(α)  C=12  (C>CE1,Ε2 ), (β) C=11.9 (C≈CE1,Ε2), (γ) C=7.85 (CE1,Ε2>C>CB), 

 (δ) C=7.57197553  (C=CB), (ε) C=7.54 (CB>C>CA1), (στ) C= 7.50317263 

(C=CA1), (ζ) C=7.45 CA1>C>CA2), (η) C= 7.41838529 (C=CA2),  

(θ) C= 7.37392456 (C=CC1), (ι) C=7.2 (CC1>C>CC2) και 

  (ια) C= 7.1383631 (C = CC2) 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  5 

 

∆ΙΑΓΡΑΜΜΑΤΑ ΤΩΝ ΚΑΜΠΥΛΩΝ C=C(x)-ΕΣΤΙΑΚΑ ΣΗΜΕΙΑ 

ΓΙΑ ΤΙΣ ΕΠΙΠΕ∆ΕΣ ΚΙΝΗΣΕΙΣ-ΕΣΤΙΑΚΕΣ ΚΑΜΠΥΛΕΣ ΓΙΑ 

ΤΙΣ ΕΠΙΠΕ∆ΕΣ ΚΙΝΗΣΕΙΣ 

 

5.1 ∆ιαγράµµατα των καµπύλων C=C(x)-Γενικά χαρακτηριστικά 

Εξαιρετικά χρήσιµα εργαλεία για τη µελέτη και την κατανόηση της δυναµικής 

συµπεριφοράς του µικρού σώµατος εντός του δυναµικού πεδίου που δηµιουργείται 

στο δακτυλιοειδές πρόβληµα (αλλά και σε άλλα δυναµικά συστήµατα αυτής της 

κατηγορίας, όπως το περιορισµένο πρόβληµα των τριών σωµάτων, το πρόβληµα 

των 2+2 σωµάτων καθώς και οι φωτοβαρυτικές εκδοχές τους, κ.λ.π), αποτελούν τα 

διαγράµµατα της Ιακωβιανής σταθεράς C, συναρτήσει της τετµηµένης x, για 

διάφορες τιµές της τεταγµένης y. Πιο συγκεκριµένα, ο εντοπισµός των θέσεων 

ισορροπίας, η παραµετρική µεταβολή τους, τα εστιακά σηµεία και οι εστιακές 

καµπύλες, αλλά και η αναζήτηση των απλών συµµετρικών περιοδικών τροχιών στην 

επίπεδη κίνηση, η εξέλιξη των οικογενειών, οι διακλαδώσεις και η παραµετρική 

µεταβολή τους πραγµατοποιούνται µε τη βοήθεια των διαγραµµάτων αυτών.  

Τα διαγράµµατα x–C, λαµβάνονται από την τοµή της επιφάνειας µηδενικής 

ταχύτητας της επίπεδης κίνησης C = C(x, y)  µε το επίπεδο y=yi. Tα σχήµατα και 

διαγράµµατα που ακολουθούν (Σχήµα 5.1) αναφέρονται στη βαρυτική περίπτωση 

για ν=7 και β=2. ∆ιακρίνονται οι τοµές της επιφάνειας C = C(x, y)  µε τα επίπεδα        

y = -1, y = 0 και y = -1 και τα αντίστοιχα διαγράµµατα x-C. 
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y = 0

x

C

 

 
y = - 1

x
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Σχήµα 5.1.  Επιφάνεια C=C(x,y) η οποία τέµνεται από τα επίπεδα  y = 0  και                

y = ±1 και τα αντίστοιχα διαγράµµατα  x-C 

 

Ειδικότερα, τα διαγράµµατα που λαµβάνονται για y=0, είναι αυτά από τα οποία 

αντλούµε τις περισσότερες πληροφορίες για τα δυναµικά χαρακτηριστικά του 

συστήµατος, που αφορούν κυρίως στις επίπεδες κινήσεις. Όσον αφορά στα γενικά 

χαρακτηριστικά των τελευταίων µπορούµε να πούµε ότι: 

• Εµφανίζουν διαύλους (channels) επιτρεπτής κίνησης στις περιοχές των 

primaries οι οποίοι αποτελούν τις επίπεδες τοµές των «καµινάδων» για y=0. 

Ειδικότερα : 
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o Όταν το ν είναι περιττός, τότε το διάγραµµα δεν είναι συµµετρικό ως 

προς τον άξονα C, ενώ εµφανίζονται δύο τέτοιοι δίαυλοι, ο ένας στην 

περιοχή του κεντρικού primary P0 και το δεύτερο στην περιοχή του 

σώµατος P1.  

o Όταν το ν είναι άρτιος, τότε το διάγραµµα είναι συµµετρικό ως προς 

τον άξονα C, και εµφανίζονται τρεις τέτοιοι δίαυλοι ο ένας από τους 

οποίους γύρω από το κεντρικό primary και δυο άλλοι που είναι ίδιοι 

γύρω από τα περιφερειακά σώµατα P1 και P(ν/2)+1.  

• Οι «ασύµπτωτες» των διαύλων αυτών διέρχονται από τις θέσεις των 

primaries. 

• Εµφανίζουν τοπικά ακρότατα τα οποία απεικονίζουν τις θέσεις ισορροπίας 

πάνω στον άξονα x. Ειδικότερα : 

o Όταν το ν είναι περιττός, εµφανίζονται σηµεία ισορροπίας, 

συγγραµµικά και τριγωνικά, που αντιπροσωπεύουν όλες τις 

υπάρχουσες  ζώνες ισορροπίας. 

o Όταν το ν είναι άρτιος, εµφανίζονται µόνο τα συγγραµµικά σηµεία 

ισορροπίας. 

  

5.2 Παραµετρική µεταβολή των καµπύλων C=C(x) 

5.2.1 Μεταβολή των καµπύλων µε την παράµετρο ν 

Στο Σχήµα 5.2 παρουσιάζεται η µεταβολή των διαγραµµάτων x-C µε την παράµετρο 

ν (έχουν σχεδιασθεί µόνο τα τµήµατα των καµπύλων που αναπτύσσονται στις 

περιοχές των primaries P0 και P1) για σταθερές τιµές των β (=2) και e (=0). Οσο 

αυξάνει η τιµή του ν, παρατηρούµε τα εξής : 

• Η βάση της κεντρικής «καµινάδας» περί το P0 διευρύνεται και µετατοπίζεται 

προς µεγαλύτερες τιµές της C. 

• Οι περιφερειακές «καµινάδες» αποµακρύνονται από το κέντρο (αρχή) και 

παράλληλα οι βάσεις τους διευρύνονται και µετατοπίζονται και αυτές προς 

µεγαλύτερες τιµές της C.  
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Σχήµα 5.2. Μεταβολή του διαγράµµατος x-C στην περιοχή της κεντρικής 

καµινάδας P0 και του περιφερειακού P1, για β=2 και διάφορες τιµές  

του ν  (=3, 7 και 10) 

 

Στις επόµενες δύο παραγράφους θα εξετάσουµε τη µεταβολή των καµπύλων µε τις 

άλλες δύο παραµέτρους για ένα δεδοµένο ν. 

 

5.2.2 Μεταβολή των διαγραµµάτων x-C µε την παράµετρο µάζας β  

∆ιατηρώντας τις τιµές των παραµέτρων ν και e σταθερές  και εφόσον  e>0 οι 

καµπύλες παρουσιάζουν παρόµοια µορφή και εξέλιξη µε αυτήν της βαρυτικής 

περίπτωσης. Το Σχήµα 5.3α δείχνει τη µεταβολή για διάφορες τιµές της β όταν ν=7 

και  e=0.1. 

Όταν όµως e<0 εµφανίζονται σηµαντικές διαφοροποιήσεις που οφείλονται στην 

«αναδίπλωση» προς το εσωτερικό της «καµινάδας» που περιβάλλει το κεντρικό 

πρωτεύον σώµα. Το Σχήµα 5.3β δείχνει τη µεταβολή των καµπύλων αυτών για 
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διάφορες τιµές της β όταν ν=7 και e = -0.2. Πιο συγκεκριµένα, από  τα δύο Σχήµατα 

5.3α και 5.3β επισηµαίνουµε  ότι: 

• Όταν αυξάνεται η τιµή της παραµέτρου µάζας β, παρατηρείται µία διεύρυνση 

του αναδιπλουµένου τµήµατος της κεντρικής καµινάδας και µια στένωση της 

περιφερειακής καµινάδας. Ταυτόχρονα µετατοπίζονται οι βάσεις των διαύλων 

προς χαµηλότερες τιµές της C.  

• Η µετατόπιση αυτή δηµιουργεί µία "συσσώρευση" των καµπύλων C=C(x) 

προς κάποια οριακή θέση η οποία εξαρτάται από την τιµή της e.  
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Σχήµα 5.3.  Καµπύλες C=C(x) για ν=7, διάφορες τιµές του β και σταθερή 

τιµή της e. (α) e=0.1, (β) e=-0.2 

 

5.2.3 Μεταβολή των διαγραµµάτων x-C µε την παράµετρο e   

∆ιατηρώντας τις παραµέτρους ν και β σταθερές, διακρίνουµε τις περιπτώσεις: 

i)   e>0 

Όπως συµβαίνει στη βαρυτική περίπτωση, όταν αυξάνεται η τιµή της παραµέτρου e, 

παρατηρείται µία διεύρυνση της βάσης της κεντρικής καµινάδας µε αντίστοιχη 

στένωση του περιφερειακού διαύλου, ενώ ταυτόχρονα µετατοπίζονται οι βάσεις των 

καµινάδων προς χαµηλότερες τιµές της C(Σχήµα 5.4). 
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Σχήµα 5.4.  Παραµετρική µεταβολή των διαγραµµάτων x-C µε την 

παράµετρο e>0 (ν=7, β=2) 

 

(ii)   e<0 

Σύµφωνα µε τα όσα αναφέραµε στην Παράγραφο 3.5.3 και λαµβάνοντας υπόψη µας 

το διάγραµµα διακλαδώσεων του Σχήµατος 3.11 (Κεφ 3
ο
), όπου απεικονίζεται η 

εξέλιξη τους στο επίπεδο eβ, αναµένουµε αντίστοιχες µεταβολές της µορφής των 

καµπύλων C=C(x) µηδενικής ταχύτητας κατά την παραµετρική εξέλιξή τους µε e<0. 

Οι µεταβολές αυτές οφείλονται πρωτίστως στην αναδίπλωση της «καµινάδας» γύρω 

από την περιοχή του κεντρικού πρωτεύοντος σώµατος προς το εσωτερικό της, 

λεπτοµέρεια της οποίας δείχνεται στο Σχήµα 5.5. H παραµετρική µεταβολή των 

καµπύλων µηδενικής ταχύτητας C=C(x) για ν=7, β=2 και e<0 απεικονίζεται στο 

Σχήµα 5.6. Παρατηρούµε ότι όταν η απόλυτη τιµή της e αυξάνει, τότε : 

• Το χείλος της αναδίπλωσης εξοµαλύνεται και ταυτόχρονα µετατοπίζεται προς 

µικρότερες τιµές της Ιακωβίνικης σταθεράς C 

• Παρουσιάζεται µια διεύρυνση του ανεστραµµένου τµήµατος της κεντρικής 

καµινάδας 

• Παρόµοια διεύρυνση παρατηρείται και στις περιφερειακές καµινάδες, µε 

παράλληλη µετατόπιση της βάσης τους προς µεγαλύτερες τιµές της C. 
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Λεπτοµέρεια στη περιοχή αναδίπλωσης
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Σχήµα 5.5. Λεπτοµέρεια της καµπύλης C=C(x) στην περιοχή του  κεντρικού 

primary, όπου εµφανίζεται η αναδίπλωση της καµπύλης 
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Σχήµα 5.6. Παραµετρική µεταβολή των διαγραµµάτων x-C µε την παράµετρο 

e<0 (ν=7, β=2) 
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Στο Σχήµα 5.7 που ακολουθεί, παρακολουθούµε την εξέλιξη των ακροτάτων των 

καµπύλων αυτών (που αντιστοιχούν στις θέσεις ισορροπίας πάνω στον άξονα των x, 

για ν=7 και β=2) και συνεπώς και των ζωνών ισορροπίας. Οι καµπύλες των 

Σχηµάτων 5.7α και 5.7β έχουν σχεδιασθεί για e=-0.05 και e=-0.17 αντίστοιχα, τιµές 

οι οποίες εµπίπτουν στην περιοχή Ι (επτά ζώνες ισορροπίας)  του διαγράµµατος των 

καµπύλων διακλάδωσης του Σχήµατος 3.11 (Κεφ 3
ο
). Οι καµπύλες του Σχήµατος 

5.7γ και 5.7δ έχουν σχεδιασθεί για e=-0.1725 και e=-0.17375 αντίστοιχα, τιµές οι 

οποίες εµπίπτουν στην περιοχή IV (πέντε ζώνες ισορροπίας) η πρώτη και περιοχή V 

(τρεις ζώνες ισορροπίας) η δεύτερη, του ίδιου διαγράµµατος.  
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β=2 e = - 0.17
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β=2  e = - 0.1725
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β=2  e = - 0.17375

ΠΕΡΙΟΧΗ V(3)
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Σχήµα 5.7. Καµπύλες C=C(x)  µε τις επιτρεπτές και µη-επιτρεπτές 

περιοχές κίνησης και τα ακρότατα  της C για β=2 και διάφορες τιµές 

(αρνητικές) του e, στην περιοχή του κεντρικού σώµατος. (α) e=-0.05 

(περιοχή Ι), (β) e=-0.17 (περιοχή Ι), (γ) e=-0.1725 (περιοχή ΙV) και (δ) e=-

0.17375 (περιοχή V) 

 

Στα παραπάνω διαγράµµατα x-C, εκτός των άλλων σηµειώσαµε τις επιτρεπτές και 

απαγορευµένες περιοχές κίνησης, οι οποίες διαχωρίζονται από τις καµπύλες 

µηδενικής ταχύτητας στο επίπεδο x-C. Μια πιο σαφή εικόνα των περιοχών κίνησης 

αποτυπώνεται στο Σχήµα 5.8 όπου µε λευκό χρώµα παριστάνονται οι περιοχές 

επιτρεπτής κίνησης, ενώ οι έγχρωµες περιοχές αποτελούν τις περιοχές 

απαγορευµένης κίνησης. 
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Σχήµα 5.8. Επιτρεπτές (λευκές) και απαγορευµένες (έγχρωµες) περιοχές 

κίνησης, για ν=7, β=5 και e = - 0.1 

 

5.3 Εστιακά σηµεία των καµπύλων µηδενικής ταχύτητας-Εστιακές καµπύλες 

5.3.1 Γενικά-Βαρυτική περίπτωση 

Κατά τη διάρκεια της µελέτης των διαγραµµάτων x-C (για y=0) στο βαρυτικό 

δακτυλιοειδές πρόβληµα των Ν+1 σωµάτων (Kalvouridis, 2004), διαπιστώθηκε  ότι 

οι καµπύλες µηδενικής ταχύτητας που είχαν σχεδιασθεί για µία τιµή της 

παραµέτρου ν και για διάφορες τιµές της παραµέτρου µάζας β, διέρχονταν όλες από 

δύο σηµεία που βρίσκονταν κοντά στο κεντρικό πρωτεύον και εκατέρωθεν του 

άξονα των C. Τα σηµεία αυτά συµβολίσθηκαν µε k και k´ (στη σχετική 

βιβλιογραφία αναφέρονται ως k-points) ονοµάσθηκαν δε, λόγω της ιδιότητάς τους 

αυτής, εστιακά σηµεία (focal points). Αποδείχθηκε η ύπαρξή τους για όλες τις τιµές 

της παραµέτρου ν και προσδιορίσθηκαν οι συντεταγµένες τους (xk, Ck) και (xk’, Ck’) 

για διάφορες περιπτώσεις κανονικών πολυγωνικών σχηµατισµών (Σχήµατα 5.9α, 

5.9β).  



 161 

0

25

-3.2 -1.6 0 1.6 3.2

x

β=0

β=2

β=100

k'-point
k-point

C

ν = 7

 

(α) 

0

300

600

-4 -2 0 2 4

x

k-point k-point

β=100

β=20 β=2

C

ν = 32

 

(β) 

Σχήµα 5.9. Εστιακά σηµεία  στα διαγράµµατα x-C για τη βαρυτική 

περίπτωση (Kalvouridis, 2004). (α) ν=7, (β) ν=32 

 

Επεκτείνοντας τη µελέτη µας, αναζητήσαµε παρόµοια σηµεία και για τιµές y≠0, 

όπου διαπιστώσαµε την ύπαρξή τους και βρήκαµε ότι ανήκουν σε µία συνεχή 

κλειστή καµπύλη κυµατοειδούς µορφής, που την ονοµάζουµε εστιακή καµπύλη. 
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Αυτή η καµπύλη αναπτύσσεται πάνω στην επιφάνεια µηδενικής ταχύτητας η οποία 

περιβάλει το κεντρικό primary (κεντρική «καµινάδα») και είναι προφανές ότι 

αποτελεί τον γεωµετρικό τόπο όλων των εστιακών σηµείων που εµφανίζονται 

(Σχήµατα 5.10α, β). 

Η σχεδίαση της χωρικής αυτής καµπύλης επιτυγχάνεται µε τη βοήθεια αριθµητικών 

µεθόδων που χρησιµοποιήσαµε (είτε σε κώδικα Fortran, είτε σε κώδικα 

Mathematica), και βασίζεται στη σάρωση του  άξονα y της επιφάνειας µηδενικής 

ταχύτητας C=C(x,y), µε σταθερό βήµα δικής µας επιλογής. Οι οριακές τιµές  y=±yC 

της σάρωσης καθορίζονται από εκείνα τα επίπεδα, που έχουν ένα µόνο σηµείο 

επαφής µε την επιφάνεια µηδενικής ταχύτητας γύρω από το κεντρικό σώµα. 

 

(α) 

x

y

C

 

(β) 

Σχήµα 5.10. (α) Η εστιακή καµπύλη όπως αυτή διαµορφώνεται στην 
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επιφάνεια της  κεντρικής καµινάδας στη βαρυτική περίπτωση για ν=7, 

(β) λεπτοµέρεια της κυµατοειδούς µορφής της εστιακής καµπύλης στο 

χώρο xyC 

 

Παρόµοιες εστιακές καµπύλες βρήκαµε όταν µελετήσαµε τις µη βαρυτικές 

περιπτώσεις του προβλήµατός µας (e≠ 0). 

Σαν ένα προκαταρκτικό γενικό σχόλιο αναφέρουµε πως για κάθε τιµή της 

παραµέτρου ν, τα εστιακά σηµεία και οι εστιακές καµπύλες παρατηρούνται στις 

επιφάνειες µηδενικής ταχύτητας που αναπτύσσονται γύρω από τα primaries εκείνα, 

στις εκφράσεις του δυναµικού των οποίων υπεισέρχονται οι παράµετροι. Έτσι λ.χ, 

στο πρόβληµα της παρούσας διατριβής, όπου τόσο η παράµετρος β, όσο και η e 

υπεισέρχονται στην έκφραση του δυναµικού του κεντρικού σώµατος, οι εστιακές 

καµπύλες εµφανίζονται ως χωρικές καµπύλες πάνω στα τµήµατα των επιφανειών 

µηδενικής ταχύτητας C=C(x,y) που περιβάλλουν το συγκεκριµένο primary, δηλαδή 

στην κεντρική «καµινάδα». Επειδή η παρουσία του διαταρακτικού όρου στο 

δυναµικό του κεντρικού σώµατος δεν αλλοιώνει τη συµµετρία του πεδίου, η οποία 

µε τη σειρά της ακολουθεί τη συµµετρία του σχηµατισµού των primaries, οι 

εστιακές καµπύλες θα παρουσιάζουν και αυτές τα ίδια στοιχεία συµµετρίας µε αυτά 

του σχηµατισµού των primaries. Στην προκειµένη περίπτωση, οι εστιακές καµπύλες 

είναι δύο τύπων, όσες και οι παράµετροι που υπεισέρχονται στο δυναµικό του 

κεντρικού primary: 

• Εστιακές καµπύλες για σταθερή τιµή της β που είναι ανεξάρτητες από την 

παράµετρο e. 

• Εστιακές καµπύλες για σταθερή τιµή της e που είναι ανεξάρτητες από την 

παράµετρο β. 

Στις επόµενες παραγράφους θα αναφερθούµε λεπτοµερέστερα στα γεωµετρικά 

χαρακτηριστικά των καµπύλων αυτών, καθώς επίσης στη µορφή των συναρτήσεων 

από τις οποίες προκύπτουν τα εστιακά σηµεία για κάθε τέτοια καµπύλη. Τέλος θα 

µελετήσουµε τα χαρακτηριστικά και την παραµετρική εξέλιξη αυτών των 

συναρτήσεων.  
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5.4  Συγγραµµικά και τριγωνικά εστιακά σηµεία  

Στο Σχήµα 5.11 που ακολουθεί, αποτυπώσαµε την προβολή της εστιακής καµπύλης 

στο επίπεδο xy, όπου φαίνονται και τα ν+1 σώµατα.  

Παρατηρήσαµε, ότι πάνω στις διευθύνσεις των διχοτόµων των γωνιών που 

σχηµατίζονται από το κεντρικό primary και δύο διαδοχικά περιφερειακά σώµατα 

κείνται σηµεία τύπου k´, ενώ πάνω στις διευθύνσεις που συνδέουν το κεντρικό 

σώµα µε ένα περιφερειακό κείνται σηµεία τύπου k. Κατ’ αναλογία µε  τους  

ορισµούς των συγγραµµικών και τριγωνικών σηµείων ισορροπίας, ορίζουµε  τα 

σηµεία k ως συγγραµµικά εστιακά σηµεία και τα k´ ως τριγωνικά εστιακά 

σηµεία. Επειδή στο πρόβληµά µας έχουµε ορίσει τον θετικό ηµιάξονα Οx να 

διέρχεται από ένα περιφερειακό σώµα (έστω το P1), γίνεται αντιληπτό ότι στον 

άξονα αυτό θα έχουµε πάντα συγγραµµικό εστιακό σηµείο. Στον αρνητικό ηµιάξονα 

όµως, ο τύπος του εστιακού σηµείου εξαρτάται από το αν είναι περιττός ή άρτιος ο 

αριθµός ν των περιφερειακών σωµάτων. Στο Σχήµα 5.11 σηµειώσαµε µε µπλε  

κουκίδες τα τριγωνικά  k´ σηµεία και µε πορτοκαλί  τα συγγραµµικά  k σηµεία. 

 

 

(α) 
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(β) 

Σχήµα 5.11.  Προβολή  της εστιακής καµπύλης στο επίπεδο των primaries 

όπου έχουν σηµειωθεί τα συγγραµµικά και τριγωνικά εστιακά σηµεία k 

και k´ αντίστοιχα, για: (α) περιττό αριθµό (ν=7) περιφερειακών σωµάτων 

(β) άρτιο αριθµό (ν=8) περιφερειακών σωµάτων 

 

Όταν το πλήθος ν των περιφερειακών σωµάτων είναι περιττό (Σχήµα 5.11α) ο 

αρνητικός ηµιάξονας των x δείχνει τη διεύθυνση της διχοτόµου της γωνίας µεταξύ 

κεντρικού και δύο διαδοχικών περιφερειακών σωµάτων οπότε το παρατηρούµενο 

εκεί εστιακό σηµείο είναι ένα τριγωνικό k´ εστιακό σηµείο. Το συγγραµµικό και το 

αντίστοιχο τριγωνικό εστιακό σηµείο δεν είναι συµµετρικά ως προς τον άξονα C 

αφού έχουν διαφορετικές συντεταγµένες  (xk’, Ck’) και (xk, Ck).  

Όταν το πλήθος ν των περιφερειακών σωµάτων είναι άρτιο (Σχήµα 5.11β) τόσο ο 

θετικός ηµιάξονας των x όσο και ο αρνητικός θα έχουν τις διευθύνσεις που 

συνδέουν το κεντρικό µε δύο αντιδιαµετρικά περιφερειακά οπότε και τα δύο 

παρατηρούµενα εστιακά σηµεία θα είναι συγγραµµικά. Συνεπώς θα έχουν 

συντεταγµένες (-xk, Ck), (xk, Ck) και θα είναι συµµετρικά ως προς τον  άξονα των C.  

Στις περιπτώσεις όπου ν= άρτιος, τα τριγωνικά εστιακά σηµεία τύπου k´ θα βρεθούν 

αν θεωρήσουµε ότι το επίπεδο y=0 στρέφεται περί τον άξονα C κατά γωνία π/ν και 
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σχεδιάσουµε το νέο x´-C διάγραµµα που προκύπτει από την τοµή της κεντρικής 

καµινάδας µε το επίπεδο αυτό. Τότε πάνω στο νέο επίπεδο x´-C θα εµφανίζονται 

δύο k´ εστιακά σηµεία τα οποία θα βρίσκονται πάνω στον εστραµµένο άξονα x´ και 

σε συµµετρικές θέσεις ως προς τον άξονα C. Για τον εντοπισµό αυτών των σηµείων 

ενδείκνυται η χρήση των πολικών συντεταγµένων.  

Λόγω της συµµετρίας του σχηµατισµού σε στροφές κατά γωνίες 2π/ν, το πλήθος 

των συγγραµµικών ή τριγωνικών εστιακών σηµείων (k ή k´) θα ισούται µε ν και οι 

προβολές των σηµείων αυτών θα βρίσκονται πάνω σε δύο φανταστικές περιφέρειες 

οι οποίες αποτελούν τις οριζόντιες τοµές της κεντρικής καµινάδας που λαµβάνονται 

για Ck´ και Ck αντίστοιχα, έχουν κέντρο πάνω στον κατακόρυφο άξονα C (που 

περνάει από το κεντρικό primary) και ακτίνες τα 
k

x '  και kx  αντίστοιχα. 

Θα µπορούσαµε να πούµε ότι τα ν συγγραµµικά  εστιακά σηµεία είναι ισοδύναµα 

µεταξύ τους, αφού χαρακτηρίζονται από την ίδια σταθερά C = Ck και βρίσκονται 

στην ίδια απόσταση kx = x  από το κεντρικό primary. Ισοδύναµα µεταξύ τους είναι 

προφανώς και τα τριγωνικά εστιακά σηµεία µε  
k

x = x '   και C = Ck´. 

Οι θέσεις των συγγραµµικών εστιακών σηµείων είναι οµοιόθετες ενώ των 

τριγωνικών οµογραφικές (εστραµµένες κατά γωνία π/ν) σε σχέση µε τις θέσεις των 

primaries (Σχήµα 5.11). 

Μεταξύ των συντεταγµένων (στο διάγραµµα x-C) των συγγραµµικών και 

τριγωνικών εστιακών  σηµείων, ισχύουν οι σχέσεις : 

kk

kk

x > x

C < C

'

'

                                                                                                                (5.1)     

Ανάµεσα στις δύο αυτές οριακές τιµές του C, εξελίσσεται η εστιακή καµπύλη και 

αναπτύσσονται όλα τα εστιακά σηµεία που εµφανίζονται στις τοµές της κεντρικής 

«καµινάδας» µε επίπεδα παράλληλα προς το επίπεδο x-C για τιµές του y στο 

διάστηµα τιµών [ ]c0,±y . 

Στο Σχήµα 5.12 δίνεται η προβολή της εστιακής καµπύλης στο επίπεδο Cy, όπου 

γίνεται αντιληπτή η κυµατοειδής µορφή της καµπύλης αλλά και οι δύο οριακές 
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τιµές Ck και Ck´ ανάµεσα στις οποίες εξελίσσεται. Η µέση ενεργειακή στάθµη της 

εστιακής καµπύλης δίνεται από την σχέση: ( )µ k k'C = C +C /2 . 

Τέλος, γίνεται φανερή η ισοδυναµία µεταξύ των συγγραµµικών εστιακών σηµείων, 

αφού αυτά κείτονται πάνω στη ίδια διακεκοµµένη γραµµή και χαρακτηρίζονται από 

την ίδια Ιακωβιανή σταθερά C. Αντίστοιχη είναι η ισοδυναµία των τριγωνικών 

εστιακών σηµείων.  

y

C

Ck'

Ck

k'

k

k'

k

k'

k

k'

k

k'

k

k'

k

k'

k

 

Σχήµα 5.12. Προβολή εστιακής καµπύλης στο επίπεδο Cy, όπου µε 

διακεκοµµένες γραµµές φαίνονται οι ενεργειακές στάθµες Ck και Ck´ καθώς και 

η µέση τιµή αυτών 

 

5.4.1 Σχέση συγγραµµικών-τριγωνικών εστιακών σηµείων µε τον άξονα y 

Συνδυάζοντας τους δακτυλιοειδείς σχηµατισµούς των ν περιφερειακών σωµάτων µε 

τα εστιακά σηµεία, καταλήξαµε σε κάποιες παρατηρήσεις όσον αφορά στη 

συµµετρία του σχηµατισµού ως προς τον άξονα y, αλλά και τη σχέση που έχει αυτό 

µε τα συγγραµµικά και τριγωνικά σηµεία k και k´αντίστοιχα, που βρίσκονται 

πλησιέστερα στον άξονα αυτόν ή πάνω σε αυτόν. Στην παρούσα παράγραφο σε 

αυτά ακριβώς τα εστιακά σηµεία αναφερόµαστε. Ο αριθµός ν προφανώς µπορεί να 

είναι άρτιος (ν=2λ) ή περιττός (ν=2λ +1). ∆ιακρίνουµε  τις εξής περιπτώσεις: 



 168 

A.   ν=άρτιος=2λ   

Ο άξονας y θα είναι στην προκειµένη περίπτωση ένας επίπεδος άξονας συµµετρίας 

του πολυγωνικού σχηµατισµού και µάλιστα ισχύει ότι : 

A.1 Αν λ=περιττός (όπως στην περίπτωση ν=6, οπότε λ=3) συµπίπτει µε τη 

διεύθυνση της διχοτόµου της επίκεντρης γωνίας που σχηµατίζεται από δύο 

διαδοχικά περιφερειακά primaries, δηλαδή µε τη διεύθυνση των τριγωνικών 

σηµείων k´)(Σχήµα 5.13α) 

Α.2 Αν λ=άρτιος (όπως στην περίπτωση ν=8, οπότε λ=4) συµπίπτει µε τη διεύθυνση 

δύο αντιδιαµετρικών primaries, δηλαδή µε τη διεύθυνση των συγγραµµικών 

εστιακών σηµείων k (Σχήµα 5.13β). 

  

(α) (β) 

Σχήµα 5.13. (α) Πολυγωνικός σχηµατισµός 6 περιφερειακών σωµάτων,  

(β) πολυγωνικός σχηµατισµός 8 περιφερειακών σωµάτων 

 

Β. ν=περιττός=2λ+1 

Στην προκειµένη περίπτωση ο άξονας  y δεν είναι ένας επίπεδος άξονας συµµετρίας, 

διχοτοµεί όµως πάντα τη γωνία που σχηµατίζουν δύο διαδοχικές διευθύνσεις k´- k 

που είναι εκατέρωθέν του, σε δύο ίσες γωνίες π/(2ν) η καθεµία. Σε αυτή την 

περίπτωση ισχύει ότι : 

Β.1. Αν λ=περιττός (όπως στην περίπτωση ν=7, οπότε λ=3), τότε δεξιά του άξονα y 

βρίσκεται η διεύθυνση k´ και αριστερά του η διεύθυνση k (Σχήµα 5.14α). 
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B.2. Αν λ=άρτιος (όπως στην περίπτωση ν=5, οπότε λ=2), τότε δεξιά του άξονα y 

βρίσκεται η διεύθυνση k, και αριστερά του βρίσκεται η διεύθυνση k´ (Σχήµα 5.14β). 

 
 

(α) (β) 

Σχήµα 5.14. (α) Πολυγωνικός σχηµατισµός 7 περιφερειακών σωµάτων, 

(β) πολυγωνικός σχηµατισµός  5 περιφερειακών σωµάτων 

 

Στον Πίνακα 5.1 παραθέτουµε τις τιµές των εστιακών σηµείων στο επίπεδο x-C για 

y=0, για διάφορους σχηµατισµούς µε περιττό αριθµό περιφερειακών σωµάτων. Οι 

διαφορές των ακραίων τιµών (όπως δείχνει ο Πίνακας 5.2) είναι της τάξεως του 10
-3

 

για τα xk, xk´ και 10
-4

 για τα Ck, Ck´ για µικρές τιµές του ν και µειώνονται καθώς 

αυξάνει το πλήθος των περιφερειακών σωµάτων ν.   

Με άλλα λόγια, όσο το ν αυξάνει, οι τιµές των Ck, Ck', που επίσης αυξάνουν, τείνουν 

να ταυτισθούν µετατοπιζόµενες ταυτόχρονα προς το επάνω τµήµα της κεντρικής 

«καµινάδας». Το ίδιο συµβαίνει µε τις τιµές των xk και xk' οι οποίες αποµακρύνονται 

από την αρχή των αξόνων και των οποίων οι απόλυτες τιµές τείνουν να ταυτισθούν 

όπως προκύπτει από το Σχήµα 5.9 και τα αποτελέσµατα του Πίνακα 5.1. Αυτό έχει 

ως αποτέλεσµα, η χωρική κυµατοειδής εστιακή καµπύλη που περιγράψαµε, όσο το 

ν αυξάνει, να τείνει να εξοµαλυνθεί σε µία επίπεδη κυκλική καµπύλη της οποίας το 

επίπεδο είναι κάθετο στον άξονα των C και της οποίας οι διαστάσεις αυξάνουν µε 

το ν (Πίνακας 5.1). 
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Πίνακας 5.1. Συντεταγµένες των εστιακών σηµείων k και k
΄
 και τιµές της 

Ιακωβιανής σταθεράς τους, για διάφορους σχηµατισµούς της βαρυτικής 

περίπτωσης, µε ν=περιττός και y=0 

  ν          xk´                   Ck´         xk                    Ck 

  3 -0.1105667341       3.4933816614  0.1096235547         3.5231251656    

  5 -0.2299502456       5.4065285348  0.2296320786         5.4138000693   

  7 -0.3694005677       8.4220245327  0.3692963400         8.4242860049 

  9 -0.5221210726     12.2403928681      0.5220858360       12.2411638102 

11 -0.6846256780     16.7983184928  0.6846132700       16.7985974711 

17 -1.2130886652     34.6892237683  1.2130879620       34.6892413321 

21 -1.5897996760     50.0248023621  1.5897995200       50.0248065203 

        

Πίνακας 5.2. ∆ιαφορές µεταξύ των συντεταγµένων και σταθερών C, των εστιακών 

σηµείων k και k´, για διάφορους σχηµατισµούς της βαρυτικής περίπτωσης, µε 

ν=περιττός  και y=0 

ν k' kx - x  k' kC - C  

3 9.4318 10
-4

 2.9744 10
-2

 

5 3.1817 10
-4

 7.2721 10
-3

 

7 1.0423 10
-4

 2.2615 10
-3

 

9 3.5237 10
-5

 7.71 10
-4

 

11 1.2408 10
-5

 2.79 10
-4

 

17 7.03 10
-7

 2.79 10
-4

 

21 1.56 10
-7

 4.16 10
-6

 

 

Ανάλογα αποτελέσµατα έχουµε και για άρτιο αριθµό περιφερειακών σωµάτων. 
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5.5 Εστιακά σηµεία και εστιακή καµπύλη όταν η παράµετρος β παραµένει 

σταθερή-Η συνάρτηση Fβ 

Θα εξετάσουµε κατ’ αρχήν την ύπαρξη εστιακών σηµείων στα διαγράµµατα x-C για 

µια δεδοµένη τιµή της παραµέτρου µάζας β και για διάφορες τιµές της παραµέτρου 

e, στα επίπεδα y=yi µε y ∈ [ ]c0,±y . Όµως για το επίπεδο y=0 και για x=0 (να είναι 

δηλαδή ταυτόχρονα και οι δύο µεταβλητές µηδέν) παρουσιάζεται µία 

απροσδιοριστία, που θα φανεί στη συνέχεια της µελέτης µας. Στους επόµενους 

υπολογισµούς θα τηρήσουµε   τον περιορισµό ότι r0 ≠ 0. Άλλωστε για r0 = 0, ούτε 

η συνάρτηση U(x,y) ορίζεται. Προφανώς απροσδιοριστία της U υπάρχει και όταν  

ri → 0, i=1,2,....,ν, αλλά για το συγκεκριµένο τµήµα της µελέτης περιοριζόµαστε 

στην περιοχή γύρω από το κεντρικό  primary. 

Στη συνέχεια θα δείξουµε ότι αυτές οι καµπύλες µηδενικής ταχύτητας  

σχεδιασµένες για διάφορα e τέµνονται όλες σε δύο εστιακά σηµεία εκατέρωθεν του 

άξονα των C.  

Όπως έχει αναφερθεί, το ολοκλήρωµα του  Jacobi έχει τη µορφή : 

2 2(x + y ) = 2U(x, y) - C� �                                                                                   

και σε µια καµπύλη µηδενικής ταχύτητας στο επίπεδο xy 

2U(x, y)-C=0                                                                                          

όπου : 

( ) ( )
ν

2 2

2
i=10 0

1 1 1 e 1
U x, y = x + y + β + +

2 ∆ r rr
i

  
  
   

∑                                    

µε    

( )2 3
∆ = M Λ + βΜ + 2βeM                                                                  

όπου :  
2ν

i=2

sin (π ν)
Λ =

sin[(i -1)π ν]
∑   και   M = 2sin (π ν)  

Σε µία καµπύλη µηδενικής ταχύτητας στο διάγραµµα (x, C) µε y=yi θα έχουµε: 

2U(x)-C=0                                                                                                            (5.2) 



 172 

Έστω ότι δύο καµπύλες µε παραµέτρους β, e και β, e' τέµνονται σε κάποιο σηµείο. 

Τότε θα ισχύει :  

2U(x;β,e) - C = 2U'(x';β,e') - C'                                                          

Όµως στο σηµείο τοµής  θα ισχύουν: 

C=C´, r0=r0´ και ri=r´i                                                                                             (5.3) 

Έχουµε λοιπόν:     

ν ν
2 2
0 o2 2

i=1 i=10 i 0 i0 0

2 1 e 1 2 1 e' 1
r + β + + = r ' + β + +

∆ r r ∆΄ r ΄ r΄r r ΄

      
      
      

∑ ∑                     

και λόγω των (5.3), 

ν ν

2 2
i=1 i=10 i 0 i0 0

1 e 1 1 e΄ 1
∆΄ β + + -∆ β + + =0

r r r rr r

      
      
      

∑ ∑                                 

ή                                           

ν

2
i=10 i0

β β 1
(∆΄-∆ ) + (∆΄e-∆e΄)+(∆΄ -∆ ) =0

r rr
∑        

ή 

ν

2
i=10 i 0

β 1 β
(∆΄-∆ ) + + (∆΄e-∆e΄) =0

r r r

 
 
 

∑                                                                     (5.4) 

Όµως,  

    

( ) ( )2 3 2 3

2

e e' M 2 e'M e M 2 eM e'

(e e')M( )

′∆ −∆ = Λ +βΜ + β − Λ +βΜ + β =

= − Λ+βΜ
                                               

και 

( ) ( )2 3 2 3

4

M 2 e'M M 2 eM

2 (e ' e)M

′∆ −∆= Λ +βΜ + β − Λ +βΜ + β =

= β −
        

Οπότε η (5.4) γίνεται: 

3 2

2
i 10 i 0

1
2 (e' e)M (e' e) ( ) 0

r r r

ν

=

 β β
β − + − − Λ+βΜ = 

 
∑

 

ή 
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3 2

2
i 10 i 0

1
(e' e) 2 M ( ) 0

r r r

ν

=

  β β
− β + − Λ+βΜ =  

  
∑  

και επειδή 

e - e' 0≠
 

για το σηµείο τοµής θα ισχύει : 

3 2

2
i 10 i 0

1 1
2M ( ) 0

r r r

ν

=

 β
+ − Λ+βΜ = 

 
∑  

ή 

2 3 3

2
i 10 0 i

1 1
( ) 2M 2M 0

r r r

ν

=

β
− Λ+βΜ + + =∑  

ή 

2

3 2
i 1 i 00

1 ( ) 1

r r2M r

ν

=

Λ+βΜ β
= −∑                                                                                     (5.5) 

Η σχέση αυτή είναι ανεξάρτητη του e και συνεπώς όλες οι καµπύλες για διάφορες 

τιµές του e θα περνούν από το ίδιο εστιακό σηµείο (ή εστιακά σηµεία). Η σχέση 

(5.5) µπορεί να γραφεί 

2
0

i

i 10 i

r 1
F (x;y , ) 1 0

K r r

ν

β
=

β = − =
− β∑                                                                           (5.6α) 

όπου 

2

3

M
K

2M

Λ +β
=                                                                                                        (5.6β) 

και οι τιµές που αναζητούµε είναι οι ρίζες της Fβ.  

Προφανώς στο σηµείο (x,y)=(0,0) θα παρουσιάζεται απροσδιοριστία της Fβ, για 

τους λόγους που περιγράψαµε παραπάνω. 

H Fβ εκφράζει µία µονοπαραµετρική οικογένεια καµπύλων ως προς β. Eπιλύεται

 

αριθµητικά για κάθε τιµή της β µε κάποια από τις υπάρχουσες µεθόδους, όπως η 

Newton-Raphson, ή η µέθοδος της διχοτόµησης. Όπως βλέπουµε στο Σχήµα (5.15β) 

που αναφέρεται σε ένα πολυγωνικό σχηµατισµό µε περιττό πλήθος περιφερειακών 

σωµάτων, τα εστιακά σηµεία εµφανίζονται στο τµήµα της καµπύλης που βρίσκεται 
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κοντά στο κεντρικό primary (µεσαίος κλάδος) και είναι είτε δύο, είτε ένα (δύο όταν 

y≠yc και ένα στις οριακές τιµές του yc). Έχοντας βρει από την αριθµητική επίλυση 

τις ρίζες β

k'x  και β

kx  (για να χρησιµοποιήσουµε ανάλογο συµβολισµό µε αυτόν στην 

εργασία του Kalvouridis (2004), θέτοντάς τις στη σχέση,  

2 2 1/2
0 β ir = (x + y )  

και αντικαθιστώντας στη συνέχεια την παραπάνω τιµή στο αρχικό ολοκλήρωµα 

(5.2),  υπολογίζουµε τις αντίστοιχες τιµές ( β

k'C  και β

kC ) της Ιακωβιανής σταθεράς. 

Οι τιµές των σταθερών C µπορούν να υπολογισθούν από την απλούστερη µορφή 

της (5.2) : 

2

0 4 2

0

C = r
1

+
M r

                                                                                                  (5.7) 

Έτσι έχουµε προσδιορίσει τις συντεταγµένες των δύο εστιακών σηµείων xk´  και xk 

(όταν ν = περιττός) στο διάγραµµα (x,C). Τονίζουµε ότι η σχέση (5.6α) ισχύει για 

y=yi, µε την yi να παίρνει τιµές στο διάστηµα [0,± yC], δηλαδή εκεί που η 

αντίστοιχη επιφάνεια µηδενικής ταχύτητας C=C(x,y) ή η καµπύλη µηδενικής 

ταχύτητας στο αντίστοιχο διάγραµµα στο επίπεδο xy γύρω από το κεντρικό 

σώµα, το επιτρέπει. Στα όρια αυτά της yi  έχουµε µόνο ένα εστιακό σηµείο που 

είναι το σηµείο επαφής της καµπύλης Fβ µε τον άξονα x  Τότε θα έχουµε : 

β β

k k'C C≡ , β β

k' kx x≡  

Λόγω της µορφής της «καµινάδας» τα εστιακά σηµεία (για διάφορες τιµές της y) 

και τα αντίστοιχα C θα βρίσκονται πάνω στο τµήµα της επιφάνειας µηδενικής 

ταχύτητας που ορίζεται µεταξύ των δύο ισοενεργειακών σταθµών β

k'C  και β

kC  ή στην 

κλειστή περιοχή του επιπέδου xy που ορίζεται από τις καµπύλες µηδενικής 

ταχύτητας οι οποίες χαρακτηρίζονται από τις τιµές αυτές της Ιακωβιανής σταθεράς. 

Στο Σχήµα 5.15α φαίνονται τα εστιακά σηµεία των διαγραµµάτων x-C για y=0, 

στην περίπτωση µε ν=7, β=2 και διάφορες τιµές, θετικές ή αρνητικές, του 

συντελεστή e. Στην ίδια περίπτωση αναφέρεται και το Σχήµα 5.15β, όπου φαίνονται 

οι δύο ρίζες της Fβ, (σηµεία στα οποία αυτή τέµνει τον άξονα των x). Tο Σχήµα 
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5.15β αναφέρεται στο επίπεδο y=0 και εποµένως για x=0 έχουµε την εµφάνιση της 

απροσδιοριστίας της Fβ. Αυτός είναι και ο λόγος που έχουµε εξαιρέσει το σηµείο 

αυτό από την καµπύλη Fβ= Fβ(x) και έχουµε σχεδιάσει  ένα µικρό κύκλο στη θέση 

του. 

-12

12

36

-0.7 -0.35 0 0.35 0.7

C

X

e = - 0.01

e = -0.05

e = - 0.1

e = -0.17

e = + 0.01

e = +0.15

Λεπτοµέρεια 

β = 2

f.p.

f.p.
    

 (α) 

-2

-0.6 -0.3 0 0.3 0.6

ν=7  β=2   y=0

various e(>0 or <0)

Fβ

x

k'

Σηµείο απροσδιοριστίας 

της Fβ

k

 

(β) 

Σχήµα  5.15. (α) Eστιακά σηµεία των διαγραµµάτων x-C για  y=0, στην 
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περίπτωση µε ν=7, β=2 και διάφορες τιµές της παραµέτρου e, (β) οι δύο 

ρίζες της Fβ, εµφανίζονται στον κεντρικό κλάδο της καµπύλης Fβ= Fβ(x) 

 

Οι ασύµπτωτες στο Σχήµα 5.15β εµφανίζονται εκεί όπου η Fβ →  ∞, δηλαδή όταν 

r0=K/β=(Λ+βΜ
2
)/βΜ

3
.
 
Παρακάτω δίνεται σε ανάλογα διαγράµµατα η περίπτωση 

εστιακών σηµείων των διαγραµµάτων x-C για y≠ 0, β=2, ν=7 και διάφορες θετικές ή 

αρνητικές τιµές του συντελεστή e. Στο Σχήµα 5.16α φαίνονται τα δύο εστιακά  

σηµεία  (focal points) των καµπύλων µηδενικής ταχύτητας για y=0.4 και στο Σχήµα 

5.16β αποτυπώνεται η συµπεριφορά των καµπύλων Fβ= Fβ(x) για διάφορες 

επιτρεπτές τιµές των y. Προφανώς σε αυτή την περίπτωση όταν η µεταβλητή x 

πάρει την τιµή µηδέν (x=0) δεν υπάρχει απροσδιοριστία επειδή y≠ 0.  

 

β = 2   y = 0.4 

0

15

-2.5 0 2.5

x

C

e =  - 0.1

e =    0.0

e = + 0.1

f.p.f.p.

 

(α) 

 



 177 

-1.5

2

-0.8 0 0.8

Fβ

x

β=2 and various e 

y=0.1

y=0.4

y=0.2

y=0.48

 

(β) 

Σχήµα 5.16. (α) Καµπύλες x-C και εστιακά σηµεία για ν=7, β=2, y=0.4 και 

διάφορες τιµές της e, (β) κεντρικοί κλάδοι των καµπύλων Fβ= Fβ(x) για 

διάφορες τιµές της y και του e. 

 

Στις οριακές τιµές της yi η συνάρτηση Fβ έχει µία µόνο ρίζα που είναι το σηµείο 

επαφής της µε τον άξονα των x. Αυτό σηµαίνει ότι για την οριακή αυτή τιµή τόσο η 

µέθοδος Newton-Raphson όσο και η µέθοδος διχοτόµησης, αποτυγχάνουν στον 

ακριβή προσδιορισµό του σηµείου αυτού. Έτσι, ειδικά για την περίπτωση αυτή, 

καταφεύγουµε σε ένα διαφορετικό τρόπο υπολογισµού ο οποίος θα εφαρµοστεί και 

σε άλλες ανάλογες περιπτώσεις και θα περιγραφεί αναλυτικά στην παράγραφο 

5.9.3. Στο σηµείο αυτό περιοριζόµαστε να πούµε ότι βασίζεται στο γεγονός ότι το 

σηµείο αυτό συµπίπτει µε το τοπικό ελάχιστο της συνάρτησης Fβ, η τιµή του οποίου 

πρέπει να είναι επίσης µηδέν.  

Στον Πίνακα 5.3 που ακολουθεί παραθέτουµε τα εστιακά σηµεία και τις αντίστοιχες 

τιµές της σταθεράς C για ν=7, y=0 και διάφορες τιµές του β, ενώ στο Σχήµα 5.17 

φαίνεται η µεταβολή της θέσης των εστιακών σηµείων όταν µεταβάλλεται η 
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παράµετρος β (η διακεκοµένη γραµµή δείχνει τη µέση ισοενεργειακή στάθµη 

( )β β β
µ k k'C = C +C /2 ).      

 

Πίνακας 5.3. Εστιακά σηµεία για ν=7, y=0 και διάφορες σταθερές τιµές της 

παραµέτρου β 

β x C 

2 -0.486481611 7.688334174 

 0.486113091 7.688994174 

5 -0.509509661 7.052912941 

 0.509105757 7.063284852 

10 -0.529082697 6.579911012 

 0.528687535 6.588914257 

20 -0.546313576 6.207301860 

 0.545980558 6.214148435 

50 -0.561870475 5.901867021 

 0.561664368 5.905735961 

 

Παρατηρούµε ότι όσο µεγαλώνει η τιµή της β, τόσο διευρύνεται η συνεχής εστιακή 

καµπύλη µετατοπιζόµενη προς χαµηλότερες τιµές της σταθεράς C. Και στις δύο 

περιπτώσεις, οι τιµές της µέσης ενεργειακής στάθµης β

µ
C τείνουν συσσωρευόµενες  

προς µία οριακή τιµή CL ≈ 5.64 (κάτω όριο) για β>1000. Αντίστοιχα, όταν β→0, 

βρήκαµε ότι υπάρχει ένα άνω όριο για τις τιµές του C που είναι CU ≈ 8.621. Όταν 

β=0, θεωρητικά δεν υπάρχει κεντρικό σώµα, γεγονός που σηµαίνει ότι η κεντρική 

«καµινάδα» έχει εξαφανιστεί, δεν υπάρχουν ασυνέχειες στη θέση r0=0 και κατά 

συνέπεια δεν έχει νόηµα η αναζήτηση εστιακών σηµείων 
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Σχήµα 5.17. Εστιακά σηµεία για διάφορες τιµές της παραµέτρου β για ν=7 και 

y=0. Όσο µεγαλώνει η τιµή της παραµέτρου β, τόσο τα σηµεία µετατοπίζονται 

προς τη βάση της «καµινάδας». Στο διάγραµµα έχουν χαραχθεί για κάθε β µε 

διακεκοµµένες γραµµές οι µέσες στάθµες β β β

µ k k'
C των C καιC  

 

Τονίζουµε στο σηµείο αυτό ότι οι τιµές των οριακών σηµείων C, εξαρτώνται από το 

πλήθος ν των περιφερειακών σωµάτων, όπως φαίνεται από την έκφραση της 

συνάρτησης Fβ (σχέσεις 5.6α και 5.6β).  

 

5.5.1 Προσδιορισµός των σηµείων της εστιακής καµπύλης µέσω των ριζών της 

συνάρτησης Fβ. ∆ισδιάστατη και τρισδιάστατη απεικόνιση των εστιακών 

καµπύλων 

Θα µελετήσουµε την περίπτωση για ν=7, β=2 και για διάφορες τιµές του 

συντελεστή e, καθώς θα σαρώσουµε τη µεταβλητή y εντός των ορίων των 

επιτρεπτών τιµών της. Στον Πίνακα Γ.1 του Παραρτήµατος Γ δίνουµε τις 

συντεταγµένες των εστιακών σηµείων στο χώρο xyC. 

Στο Σχήµα 5.18α φαίνονται τα εστιακά σηµεία στο διάγραµµα (x, C) για β=2 και 

διάφορες τιµές της παραµέτρου e. H διακεκοµµένη καµπύλη απεικονίζει κατά 
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προσέγγιση τη συνεχή εστιακή καµπύλη στο χώρο που αποτελεί τον γεωµετρικό 

τόπο των εστιακών σηµείων, θεωρώντας και την τρίτη διάσταση (άξονας y) του 

διαγράµµατος αυτού. Προκύπτει από την ταυτόχρονη και συνεχή µεταβολή του y, 

εξελίσσεται δε γύρω από το κεντρικό σώµα. Όταν λέµε κατά προσέγγιση εννοούµε 

ότι όπως δείχνει η πραγµατική τριδιάστατη απεικόνιση των εστιακών σηµείων στο 

χώρο xyC του Σχήµατος 5.18γ, ο γεωµετρικός τόπος τους, είναι µία κυµατοειδής 

συνεχής καµπύλη η οποία αναπτύσσεται πάνω στο τµήµα της επιφάνειας της 

«καµινάδας» που περιβάλλει το κεντρικό σώµα, και ορίζεται από τις οριζόντιες 

τοµές (ισοϋψείς) β

k'C = C  και β

kC = C . Στο σχήµα 5.18β δείχνουµε την προβολή στο 

επίπεδο xy της κατανοµής των εστιακών σηµείων (ο τρίτος άξονας µετράει τις τιµές 

της C) για διάφορες τιµές του y. Στην πραγµατικότητα η προβολή αυτή είναι µία 

συνεχής καµπύλη που παρουσιάζει την κυµατοειδή µορφή της τρισδιάστατης 

απεικόνισης. Τονίζουµε επίσης ότι η εστιακή καµπύλη ποτέ δεν µπορεί να 

εκφυλισθεί σε σηµείο γιατί τότε r0=0, τιµή που έχει αποκλεισθεί εξ αρχής. 

 

7.1

8.1

-0.7 -0.35 0 0.35 0.7

C

X

e = - 0.01

e = -0.05

e = - 0.1

e = -0.17

e = + 0.01

e = +0.15

β = 2

    

f.p. f.p.

 

(α) 
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(β) (γ) 

Σχήµα 5.18. (α) Τα εστιακά σηµεία στο διάγραµµα x-C για β=2 και 

διάφορες τιµές της παραµέτρου e. Η διακεκοµµένη καµπύλη  απεικονίζει τη 

συνεχή εστιακή καµπύλη στο χώρο που αποτελεί τον γεωµετρικό τόπο των 

εστιακών σηµείων θεωρώντας και την τρίτη διάσταση (άξονας y) του 

διαγράµµατος, (β) προβολή στο επίπεδο xy της κατανοµής των εστιακών 

σηµείων για διάφορες τιµές του y, (γ) η κυµατοειδής µορφή της συνεχούς 

καµπύλης εστιακών σηµείων στο διάγραµµα xyC 

 

5.5.2 Κοινά σηµεία διέλευσης των καµπύλων Fβ=Fβ(x) για διάφορες τιµές των 

παραµέτρων e και β 

Έχουµε τη συνάρτηση : 

2 ν
0

β i

i=10 i

r 1
F (x;y ,β) = -1

K - r β r
∑

  

όπου 

     

2

3

Λ + βM
K = ,

2M   

οι ρίζες της οποίας αντιστοιχούν στα εστιακά σηµεία (focal points) των

 

διαγραµµάτων x-C για την περίπτωση που εξετάζουµε.

 
Θεωρούµε δύο καµπύλες της µονοπαραµετρικής οικογένειας Fβ µε παραµέτρους  β 

και  β' και για y=yi, οι οποίες τέµνονται σε κάποιο σηµείο. Στο σηµείο τοµής θα

 

είναι :  
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Fβ=F'β, x=x´, r0 = r0´, ri=ri´  

όπου 2 2 1/2
0 ir (x y )β= +  µε r0≠ 0 

Εποµένως : 

2 2ν ν
0 0

β β' ' '
i=1 i=10 i i0

r 1 r 1
F = F ή -1= -1

K - r β r rK - r β
∑ ∑

 

και καταλήγουµε στη σχέση : 

0

1
(β -β') - r = 0

2Μ

 
 
  2

i 10 0 i

1 e 1
( ') ( ) 0

r r r

ν

′
=

 
′ ′∆ β−∆β + + ∆ −∆ = 

 
∑ . 

Επειδή β ≠ β'  για το σηµείο τοµής ισχύει η σχέση : 

0 0

1 1
- r =0 ή r =

2Μ 2Μ
                                                   

η οποία είναι ανεξάρτητη του β και συνεπώς όλες οι καµπύλες για διαφορετικές 

τιµές του β θα περνούν από το ίδιο σηµείο (intersection point). Οι ρίζες της 

παραπάνω εξίσωσης µας δίνουν την τιµή της τετµηµένης x του σηµείου τοµής των 

συναρτήσεων Fβ για όλες τις επιτρεπόµενες τιµές του y και είναι: 

2
F i2β

1
x = ± - y

4M
                                                                                                (5.8) 

Προφανώς την αντίστοιχη τιµή της Fβ τη βρίσκουµε από τη σχέση 5.6α. Άρα έχουµε 

βρει δύο σηµεία τοµής (intersection points) των συναρτήσεων Fβ στο επίπεδο y=yι , 

τα οποία είναι ανεξάρτητα από τις τιµές των e και β. Για ν=7, y=0 και για 

οποιαδήποτε τιµή των e και β, υπολογίσαµε ότι Fx
β
= ± 0.576191. Στο Σχήµα 5.19 

δίνονται τα κοινά διαγράµµατα των συναρτήσεων Fβ για ν=7, διάφορες αρνητικές ή 

θετικές τιµές του συντελεστή e και για διάφορες τιµές της ανηγµένης µάζας β 

(β=2,5,10), όπου διακρίνονται αυτά τα δύο σηµεία. 

Όπως έχει ήδη αναφερθεί, ισχύει και εδώ ο περιορισµός που θέσαµε εξ αρχής, 

δηλαδή  ότι τα x και y να µην είναι και τα δύο µηδέν.  
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Σχήµα 5.19. Κοινά σηµεία διέλευσης των καµπύλων Fβ=Fβ(x) για y=0 και για 

διάφορες τιµές των παραµέτρων  e και β 

 

5.6 Εστιακά σηµεία και εστιακή καµπύλη όταν η παράµετρος e παραµένει 

σταθερή-Η συνάρτηση Fe 

Θα εξετάσουµε την ύπαρξη εστιακών σηµείων στα διαγράµµατα x-C για µια 

δεδοµένη τιµή της παραµέτρου µάζας e και για διάφορες τιµές της παραµέτρου β, 

στα επίπεδα y=yi µε y∈ [ ]c0,±y .   

Όπως έχει αναφερθεί, το ολοκλήρωµα του  Jacobi έχει τη µορφή : 

( )2 2
x y 2U(x, y) C+ = −� �                                                                                   

και σε µια καµπύλη µηδενικής ταχύτητας στο επίπεδο xy 

2U(x, y) C 0− =                                                                                                    

όπου : 

ν
2 2

2
i=10 i0

1 1 1 e 1
U(x, y) = (x + y ) + β( + ) +

2 ∆ r rr

 
 
 

∑                                     

µε    

( )2 3
M 2 eM∆ = Λ +βΜ + β                                                                  
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όπου : 
2

i 2

sin ( )

sin[(i 1)( )]

ν

=

π ν
Λ =

− π ν∑    και   M = 2sin (π ν)  

Σε µία καµπύλη µηδενικής ταχύτητας στο διάγραµµα (x, C) θα έχουµε επιπλέον    

y= yi. Άρα : 

2U(x) C 0− =                                                                                                           (5.9)   

Με τη βασική προϋπόθεση r0≠ 0, θεωρούµε ότι δύο καµπύλες µε παραµέτρους β, e 

και β´, e τέµνονται σε κάποιο σηµείο. Τότε θα ισχύει :  

2U(x; ,e) C 2U'(x '; ',e) C'β − = β −                                 

Όµως στο σηµείο τοµής  θα ισχύουν: 

C=C´, x=x´, r0 = r0´ και ri=ri ´                                                                            (5.10) 

Έχουµε λοιπόν : 

ν ν
2 ' 2
o o2 2

i=1 i=10 i 0 i0 0

2 1 e 1 2 1 e 1
r + β + + = r + β' + +

∆ r r ∆' r ' r 'r r '

      
      
      

∑ ∑                                              

και λόγω της (5.10),     

ν ν

2 2
i=1 i=10 i 0 i0 0

1 e 1 1 e 1
∆ β + + -∆ β' + + =0

r r r rr r

      
′      

      
∑ ∑                                    

ή                                           

2 2
i 10 i0 0 0

1 e 1 e 1
( ) 0

r rr r r

ν

′ ′
=

   
′ ′ ′∆ β + −∆β + + ∆ −∆ =   
   

∑                                  

ή 

2
i 10 0 i

1 e 1
( ') ( ) 0

r r r

ν

′
=

 
′ ′∆ β−∆β + + ∆ −∆ = 

 
∑                                                                 (5.11)               

Όµως,  

      

( ) ( )' 2 ' 3 2 3 ' '
M 2 eM M 2 eM ( )′ ′∆ β−∆β = Λ +βΜ + β β− Λ +βΜ + β β = β−β ΜΛ                        

και 

( ) ( )' 2 ' 3 2 3 ' 3
M 2 eM M 2 eM ( ) (1 2e )′∆ −∆= Λ +βΜ + β − Λ +βΜ + β = − β −β Μ + Μ                                    

Οπότε η (5.11) γίνεται: 
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ν
' ' 2

2 '
i=10 0 i

1 e 1
(β -β )Λ + - (β -β )Μ (1+ 2eΜ) =0

r r r

 
 
 

∑                                              (5.12) 

ή 

( )
ν

2

2 '
i=10 0 i

1 e 1
β -β Λ + -Μ (1+ 2eΜ) =0

r r r

  
′   

  
∑                                     

και επειδή 

0′β −β ≠
 

για το σηµείο τοµής θα ισχύει :                             

ν
2

2 '
i=10 0 i

1 e 1
Λ + -Μ (1+ 2eΜ) = 0

r r r

 
 
 

∑                                                                     (5.13)

 

Η σχέση αυτή είναι ανεξάρτητη του β και συνεπώς όλες οι καµπύλες για διάφορες 

τιµές του β θα περνούν από το ίδιο εστιακό σηµείο. 

Η σχέση (5.13) µπορεί να γραφεί ως : 

2 2 ν
0

e i

i=10 i

M (1+ 2eM) r 1
F (x;y ,e) = -1 = 0

Λ r + e r

 
 
 

∑                                                      (5.14) 

και οι τιµές που αναζητούµε είναι οι ρίζες της Fe. 

Σε ότι αφορά το πεδίο ορισµού της Fe, ισχύουν ακριβώς οι ίδιες παρατηρήσεις που 

έγιναν και στην περίπτωση της Fβ. Η συνάρτηση αυτή επιλύεται αριθµητικά µε τις 

µεθόδους που αναφέραµε. Αντικαθιστώντας στη σχέση (5.9) κάθε τιµή-ρίζα e

k'x  και 

e

kx  που έχει προκύψει, προσδιορίζουµε την αντίστοιχη τιµή της σταθεράς C ( e

k'C  και 

e

kC  αντίστοιχα). 

Παρατήρηση 

Βρίσκοντας τις ρίζες της Fe θέτοντάς τις στην   

2 2 1/2
0 e ir (x y )= + ,  

και αντικαθιστώντας στη συνέχεια την παραπάνω τιµή στο αρχικό ολοκλήρωµα 

(5.9), παίρνουµε την αντίστοιχη τιµή της Ιακωβιανής σταθεράς :            
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2
0 3 2

0 0

= r
r

2

M (1+ 2eM)

1 e
C + +

r

  
  

  
                                                                     (5.15) 

  

5.7 Η συνάρτηση Fe στη βαρυτική περίπτωση (e=0) 

Έχουµε ήδη περιγράψει εκτενώς την ύπαρξη και τις ιδιότητες των focal points στην 

παράγραφο 5.3.1 για τη  βαρυτική περίπτωση. Η συνάρτηση που χρησιµοποιήσαµε 

για να βρούµε τις τετµηµένες των εστιακών σηµείων, ήταν η Fe για e=0. Παρακάτω 

δίνουµε το διάγραµµα x-Fe για y=0, όπου φαίνονται οι ρίζες της Fe (Σχήµα 5.20α), 

καθώς και την τρισδιάστατη απεικόνιση της συνάρτησης Fe στο χώρο xyFe, όπου η 

τρίτη διάσταση µετρά τις τιµές της y (Σχήµα 5.20β). Το διάγραµµα x-Fe προκύπτει 

από την τοµή των επιπέδων y=yi : -yC ≤ yi ≤ yC , µε την τρισδιάστατη επιφάνεια που 

δηµιουργείται από την Fe στο χώρο xyFe.  

Η τοµή της ίδιας επιφάνειας µε το επίπεδο Fe=0, αποτελεί την προβολή της εστιακής 

καµπύλης στο επίπεδο xy. Αν υπολογίσουµε και την Ιακωβιανή σταθερά από τη 

σχέση (5.15) για e=0, τότε µπορούµε εύκολα να σχηµατίσουµε την κυµατοειδή 

µορφή της συνεχούς καµπύλης εστιακών σηµείων στο διάγραµµα C=C(x,y), για τη 

βαρυτική περίπτωση.  

 

 

(α) 
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(β) 

Σχήµα 5.20. (α) Oι δύο ρίζες της Fe, στο διάγραµµα  x-Fe (σηµεία τοµής 

µε τον άξονα x), για ν=7, β=2,e=0 και y=0, (β) κοινό διάγραµµα της 

επιφάνειας Fe(x,y) και του επιπέδου Fe=0, για τις ίδιες τιµές των 

παραµέτρων

 

 

5.8 Η συνάρτηση Fe στην περίπτωση e>0 

Από τη σχέση (5.14) για e>0 και για διάφορες τιµές της παραµέτρου µάζας β 

προέκυψε, ότι παρουσιάζονται πάντα δύο εστιακά σηµεία, όπως στη βαρυτική 

περίπτωση. Στο Σχήµα 5.21α δίνεται το διάγραµµα x-C για ν=7, e = +0.05 και για 

β=2, 10, 20 όταν y=0, όπου διακρίνονται τα δύο εστιακά σηµεία. Αντίστοιχα στο 

Σχήµα 5.21β διαπιστώνουµε από το διάγραµµα x-Fe την ύπαρξη αυτών των δύο 

σηµείων που είναι οι ρίζες της συνάρτησης Fe. 
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0
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β = 2
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β = 20

f.pf.p
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2

-0.6 0 0.6

e = + 0.05

Fe

x

k' k

Σηµείο απροσδιοριστίας

 της Fe

 

(β) 

Σχήµα 5.21. (α) Εστιακά σηµεία για e= + 0.05 και διάφορες τιµές της 

παραµέτρου β, για y=0, (β) αντίστοιχο διάγραµµα x-Fe όπου διαπιστώνεται η 

ύπαρξη των δύο εστιακών σηµείων του διαγράµµατος x-C 
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Στο Πίνακα Γ.2 του Παραρτήµατος Γ, δίνονται οι συντεταγµένες x, C των εστιακών 

σηµείων για διάφορες θετικές τιµές του συντελεστή e και για y=0. Τέλος, 

επισηµαίνουµε ότι για οποιαδήποτε θετική τιµή του συντελεστή e υπάρχουν εστιακά 

σηµεία και προφανώς και εστιακή καµπύλη. 

 

5.9 Η συνάρτηση Fe στην περίπτωση e<0 

Για άλλη µία φορά η αναδίπλωση της καµινάδας γύρω από το κεντρικό πρωτεύον 

σώµα, όταν ο συντελεστής e παίρνει αρνητικές τιµές, οδηγεί σε νέα συµπεράσµατα 

όπως θα δούµε στη συνέχεια. Από τη µελέτη των διαγραµµάτων x-C αλλά και από 

την επίλυση και γραφική απεικόνιση της Fe, προκύπτει ότι παρουσιάζονται τέσσερα, 

τρία, δύο, ένα ή κανένα εστιακό σηµείο στις καµπύλες µηδενικής ταχύτητας. 

 

5.9.1 Μελέτη της εξέλιξης των εστιακών σηµείων συναρτήσει του συντελεστή e 

για σχηµατισµό µε περιττό αριθµό περιφερειακών σωµάτων, µέσω των 

διαγραµµάτων x-C στο επίπεδο y=0 

Στο Σχήµα 5.22 παρουσιάζονται τα διαγράµµατα x-C (y=0) για σταθερές τιµές του 

συντελεστή Manev e και διάφορες τιµές της παραµέτρου β, σε δακτυλιοειδή 

σχηµατισµό ν=7 σωµάτων. Στα Σχήµατα 5.22α, 5.22β και 5.22γ, όπου οι τιµές της 

παραµέτρου e είναι e=-0.001, e=-0.05 και e=-0.1 αντίστοιχα, εµφανίζονται τέσσερα 

εστιακά σηµεία, από δύο σε κάθε κλάδο του διαγράµµατος. Καθώς αυξάνεται κατά 

απόλυτη τιµή η e, τα σηµεία τοµής γίνονται τρία, εκ των οποίων τα δύο βρίσκονται 

στον αριστερό κλάδο του διαγράµµατος (αρνητικά x) και το τρίτο βρίσκεται στο 

δεξιό κλάδο (σηµείο επαφής). Στη συνέχεια τα εµφανιζόµενα εστιακά σηµεία 

γίνονται δύο (και τα δύο στον αριστερό κλάδο του διαγράµµατος). Η περίπτωση 

αυτή δείχνεται στο Σχήµα 5.22δ, όπου e=-0.11804. Τέλος, για την τιµή                   

e=-0.11806 εµφανίζεται ένα µόνο εστιακό σηµείο στο αριστερό σκέλος του 

διαγράµµατος (σηµείο επαφής µε τον άξονα x), ενώ για µεγαλύτερες απόλυτες τιµές 
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του e δεν υπάρχουν εστιακά σηµεία. Η τελευταία αυτή περίπτωση δείχνεται στο 

Σχήµα 5.22ε όπου οι καµπύλες µηδενικής ταχύτητας έχουν σχεδιασθεί για e=-0.17 

και διάφορες τιµές της παραµέτρου β. Η παρακολούθηση της εξέλιξης του πλήθους 

των εστιακών σηµείων όταν µεταβάλλεται η e, γίνεται ακριβέστερη µε τη βοήθεια 

των διαγραµµάτων x -Fe, όπως θα δούµε στη συνέχεια. 
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e = - 0.1
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e = - 0.17

-10

5

-0.6 0 0.6

C

X

β = 2

β = 10

β = 20

 

(ε) 

Σχήµα 5.22. ∆ιαγράµµατα x-C για ν=7, y=0 και διάφορες σταθερές τιµές της 

παραµέτρου e όπου σηµειώνονται τα υπάρχοντα εστιακά σηµεία: (α) e=-0.001, 

τέσσερα εστιακά σηµεία, (β) e=-0.05, τέσσερα εστιακά σηµεία, (γ) e=-0.1, 

τέσσερα εστιακά σηµεία, (δ) e=-0.11804, δύο εστιακά σηµεία και (ε) e=-0.17, 

κανένα εστιακό σηµείο 

 

5.9.2 Μελέτη της εξέλιξης του πλήθους των εστιακών σηµείων συναρτήσει του 

συντελεστή e για σχηµατισµό µε περιττό αριθµό περιφερειακών σωµάτων, 

µέσω των διαγραµµάτων x-Fe για y=0 

Σε αυτή την παράγραφο θα περιγράψουµε την εξέλιξη των εστιακών σηµείων για 

την περίπτωση που µελετήσαµε στην προηγούµενη παράγραφο, επιλύοντας και 

απεικονίζοντας τις ρίζες της συνάρτησης Fe, σε διαγράµµατα x -Fe και για y=0. 

Στο Σχήµα 5.23α που ακολουθεί, δίνεται το διάγραµµα x-Fe για y=0 και για 

διάφορες τιµές του συντελεστή e, τιµές οι οποίες χρησιµοποιήθηκαν και στην 

προηγούµενη παράγραφο. Οι ρίζες της Fe είναι όσες και το πλήθος των εστιακών 

σηµείων. Από αυτό το σχήµα προκύπτει ότι, όσο αυξάνει το e κατά απόλυτη τιµή 

τόσο οι δύο ρίζες της Fe που βρίσκονται στα αρνητικά x, αλλά και αυτές που 
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βρίσκονται στα θετικά x πλησιάζουν µεταξύ τους. Όµως αυτή η προσέγγιση γίνεται 

µε διαφορετικό τρόπο σε κάθε ηµιάξονα του x, λόγω της διαφοράς των τετµηµένων 

αλλά και του C. Έτσι, για την τιµή λ.χ. e=-0.11804, ενώ στα αρνητικά x τα δύο 

σηµεία που αντιστοιχούν στις ρίζες είναι πολύ κοντά αλλά εντοπίζονται ακόµη από 

το σχετικό πρόγραµµα Η/Υ (Fortran - Mathematica), στα θετικά x ο αντίστοιχος 

κλάδος της καµπύλης Fe εξελίσσεται πάνω από τον άξονα x χωρίς να έχει µε αυτόν 

κανένα σηµείο τοµής (Σχήµα 5.23 β-γ). Με άλλα λόγια, το ελάχιστο που υπάρχει 

στο τµήµα της Fe στα θετικά x είναι πιο κοντά στον άξονα x από εκείνο στο τµήµα 

της καµπύλης για αρνητικά x, 

e ex x
min F min F

< >
>

0 0
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e = - 0.11804

e = - 0.1
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e = - 0.11804

 

(α) 
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Fe e = - 0.11804

2 roots of Fe

 x < 0

 

(β) 

Fe

there is no root

e = - 0.11804

 x > 0

 

(γ) 

Σχήµα 5.23. (α) ∆ιαγράµµατα x-Fe για y=0 και διάφορες τιµές του e,

 
(β)-(γ) λεπτοµέρειες του διαγράµµατος x-Fe για e= -0.11804 και y=0, στον  

αρνητικό και θετικό ηµιάξονα x αντίστοιχα

 
 

Για τιµές λίγο µεγαλύτερες κατά απόλυτη τιµή από την e =-0.11804 τα δύο σηµεία 

τοµής της Fe στον αριστερό κλάδο ταυτίζονται σε ένα που είναι το σηµείο επαφής 
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της συνάρτησης µε τον άξονα x και συνεπώς έχουµε για την οριακή αυτή περίπτωση 

ένα µόνο εστιακό σηµείο (αριστερά). Από εκεί και πέρα δεν υπάρχουν εστιακά 

σηµεία. Ενδεικτικές τιµές συντεταγµένων των εστιακών σηµείων για κάποιες τιµές 

της παραµέτρου e, δίνονται στον Πίνακα Γ.3 του Παραρτήµατος Γ, όπου γίνεται 

φανερό ότι στην τιµή e=-0.118036 έχουµε τρία εστιακά σηµεία (δύο αριστερά και 

ένα σηµείο επαφής µε τον άξονα x δεξιά), στην τιµή e=-0.11804 έχουµε µόνο δύο 

εστιακά σηµεία στις αρνητικές τιµές του x. Τέλος στην τιµή e=-0.11806 υπάρχει ένα 

µόνο εστιακό σηµείο στον αριστερό κλάδο, ενώ για µεγαλύτερες απόλυτες τιµές της 

e δεν υπάρχουν εστιακά σηµεία.  

 

5.9.3 Μέθοδος προσδιορισµού των σηµείων επαφής των τοπικών ακροτάτων 

της συνάρτησης Fe µε τον άξονα των x 

Για να βρούµε τα σηµεία επαφής των κλάδων της Fe µε τον άξονα x και για 

συγκεκριµένη τιµή της y, πρέπει κατ’ αρχήν να εντοπίσουµε τα τοπικά ακρότατα 

(ελάχιστα) της συνάρτησης για διάφορες τιµές της e. Για το λόγο αυτό: 

(i) Υπολογίζω την πρώτη παράγωγο Fe´ και βρίσκω τις ρίζες για διάφορα e. Αυτό 

µπορεί να επιτευχθεί είτε µε κάποια αριθµητική µέθοδο, είτε γραφικά. 

(ii) Για τις ρίζες αυτές υπολογίζω την τιµή της δεύτερης παραγώγου Fe´´ για κάθε e. 

Τα ζητούµενα σηµεία επαφής είναι αυτά για τα οποία  

Fe´´=0                                                                                                                    (5.16) 

(iii) Τα ζεύγη τιµών xc, ec που αναζητώ, θα πρέπει να επαληθεύουν τις σχέσεις 

e c i c

e c i c

F '(x ;y ,e ) 0

F ''(x ;y ,e ) 0

= 


=                                                                                                  (5.17) 

Για το τυχαίο ζεύγος xc, ec όµως θα έχω 

e c i c

e c i c

F '(x ;y ,e ) 0

F ''(x ;y ,e ) 0

= 


≠                                                                                                  (5.18) 

Άρα θα πρέπει να κάνω διορθώσεις  xc+δxc, ec+δec, ώστε 
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e c c i c c

e c c i c c

F '(x x ; y ,e e ) 0

F ''(x x ;y ,e e ) 0

+ δ + δ = 


+ δ + δ =   

Αναλύω σε σειρές Taylor κρατώντας τους γραµµικούς όρους 

e e
e c i c c c

c c

e e
e c i c c c

c c

F ' F '
F '(x ;y ,e ) x e 0

x e

F '' F ''
F ''(x ;y ,e ) x e 0

x e

∂ ∂ + δ + δ = ∂ ∂ 


∂ ∂ + δ + δ =
∂ ∂ 

 

Ο πρώτος όρος της πρώτης εξίσωσης είναι µηδέν λόγω της (5.15). Άρα : 

e e
c c

c c

e e
c c e c c

c c

F ' F '
x e 0

x e

F '' F ''
x e F ''(x ;e )

x e

∂ ∂ δ + δ = ∂ ∂ 


∂ ∂ δ + δ = −
∂ ∂ 

                                                                     (5.19) 

και λύνω ως προς δxc, δec. Επειδή πιθανόν οι διορθώσεις να µην είναι 

ικανοποιητικές επαναλαµβάνω τη διαδικασία µέχρις ότου  c cδx , δe ε≤ , µε ε= 10
-9

 . 

5.9.4 ∆ισδιάστατη και τρισδιάστατη απεικόνιση των εστιακών καµπύλων για 

δεδοµένο συντελεστή διαταραχής e 

Σαρώνοντας την τεταγµένη y και βρίσκοντας τις αντίστοιχες ρίζες της Fe καθώς και 

από την αντικατάσταση κάθε ζεύγους (x,y) που προκύπτει, στη σχέση (5.15), 

συγκεντρώσαµε στον Πίνακα Γ.4 του Παραρτήµατος Γ, τα εστιακά σηµεία           

στο χώρο xyC. 

Στο Σχήµα 5.24α διακρίνουµε στο διάγραµµα x-C τα τέσσερα εστιακά σηµεία, τα 

οποία  έχουµε επισηµάνει, για e=-0.1, y=0 και διάφορες τιµές της παραµέτρου β. 

Στο ίδιο σχήµα απεικονίζουµε µε διακεκοµµένες τις δύο καµπύλες που αποτελούν 

το γεωµετρικό τόπο των εστιακών σηµείων, θεωρώντας ως τρίτη διάσταση τον 

άξονα y. Η µία από τις καµπύλες αυτές εµφανίζεται σε υψηλότερες τιµές της 

Ιακωβιανής σταθεράς C, ενώ ή άλλη εµφανίζεται σε χαµηλότερες τιµές. Στο Σχήµα 

5.24β δίνουµε την προβολή στο επίπεδο xy των δύο αυτών καµπύλων. 
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Σχήµα 5.24. (α) Τα τέσσερα εστιακά σηµεία στο διάγραµµα x-C για e=-0.1 

και διάφορες τιµές της παραµέτρου β. Οι δύο διακεκοµµένες καµπύλες είναι 

οι εστιακές καµπύλες θεωρώντας και την τρίτη διάσταση y, (β) προβολή στο 

επίπεδο xy της κατανοµής των εστιακών σηµείων για διάφορες τιµές  του y 

 

Στην πραγµατικότητα, οι δύο αυτές καµπύλες είναι συνεχείς στο χώρο xyC (Σχήµα 

5.25α), έχουν κυµατοειδή µορφή λόγω των διαφορετικών τιµών της Ιακωβιανής 

σταθεράς για κάθε τιµή της y και εµφανίζουν την ίδια συµµετρία σε στροφές 2π/ν 

(εδώ περί τον άξονα ΟC) µε αυτήν του σχηµατισµού (Σχήµατα 5.25β και 5.25γ). 
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(α) 

  

(β) (γ) 

Σχήµα 5.25. (α) Οι δύο συνεχείς καµπύλες εστιακών σηµείων στο 

διάγραµµα xyC, (β) και (γ) λεπτοµέρειες της κυµατοειδούς µορφής των 

δύο εστιακών καµπύλων  στο χώρο xyC 

 

Στο Σχήµα 5.26 φαίνονται οι δύο εστιακές καµπύλες, όπως αυτές αναπτύσσονται 

πάνω στην επιφάνεια µηδενικής ταχύτητας. Η εξωτερική, (extermal focal curve) που 

αναπτύσσεται στην εξωτερική επιφάνεια της «καµινάδας» και η εσωτερική, που 

αναπτύσσεται πάνω στην επιφάνεια  του  αναδιπλούµενου τµήµατός της (internal 

focal curve). 
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Σχήµα 5.26. Οι δύο εστιακές καµπύλες στην επιφάνεια της  

κεντρικής καµινάδας 

 

Τα συγγραµµικά και τριγωνικά εστιακά σηµεία της εξωτερικής καµπύλης τα 

ονοµάζουµε kex και k´ex, ενώ αυτά της εσωτερικής εστιακής καµπύλης kin και k
´
in

 

αντίστοιχα. Τα µεν kin σηµεία βρίσκονται στις ίδιες διευθύνσεις µε τα kex σηµεία, 

ενώ τα k
´
in είναι στις ίδιες διευθύνσεις µε τα k´ex. Τα kex, k´ex σηµεία εξελίσσονται 

στην επιφάνεια της κεντρικής καµινάδας µεταξύ των τιµών ex

kC , 
ex

k'C , ενώ τα kin, k
´
in 

σηµεία εξελίσσονται στην επιφάνεια της αναδιπλούµενης περιοχής της κεντρικής 

καµινάδας, µεταξύ των αντίστοιχων τιµών in

kC  και in

k'C . Αυτά τα ζεύγη τιµών των C 

δηµιουργούν στο επίπεδο xy δύο οµόκεντρες κλειστές και πολύ στενές (αφού τα 

ex

kC , 
ex

k'C   όπως και τα in

kC , 
in

k'C  διαφέρουν ελάχιστα µεταξύ τους) ζώνες, µέσα στις 

οποίες εξελίσσονται οι προβολές των εστιακών καµπύλων στο επίπεδο xy(Σχήµα 

5.24β).  
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5.9.5 Περιοχές τιµών της µεταβλητής y και εξέλιξη του πλήθους των εστιακών 

σηµείων συναρτήσει της µεταβλητής y 

Από τα αριθµητικά δεδοµένα του Πίνακα Γ.4 του Παραρτήµατος Γ, προέκυψε η 

προβολή των εστιακών σηµείων στο επίπεδο xy, µέσω της οποίας οριοθετείται η 

περιοχή τιµών της y. Η εµφάνιση δύο εστιακών καµπύλων για e<0, δηµιουργεί µια 

διαφορετική εξέλιξη του πλήθους των εστιακών σηµείων από τις προηγούµενες 

περιπτώσεις, όπως θα φανεί στη συνέχεια. Η εξωτερική καµπύλη παίρνει τιµές για 

την µεταβλητή y στο διάστηµα [0, ±yc.ex], ενώ η εσωτερική στο διάστηµα [0, ±yc.in], 

όπου yc.ex και yc.in οι αντίστοιχες οριακές τιµές τους.  

Στον Πίνακα 5.4 που ακολουθεί δίνεται το πλήθος των εστιακών σηµείων, όπως 

αυτό διαµορφώνεται εντός των περιοχών που οριοθετούνται από τις  τιµές των yc.ex 

και yc.in. 

Πίνακας 5.4. Πλήθος  εστιακών σηµείων στις περιοχές που δηµιουργούν 

οι οριακές τιµές yc.ex και yc.in 

y < -yc.in Κανένα εστιακό σηµείο 

y = -yc.ex Ένα εστιακό σηµείο 

-yc.ex <  y < -yc.in ∆ύο εστιακά σηµεία 

y =- yc.in Τρία εστιακά σηµεία 

-yc.in< y < +yc.in Τέσσερα εστιακά σηµεία 

y = +yc.in Τρία εστιακά σηµεία 

+yc.in < y <+yc.ex ∆ύο εστιακά σηµεία 

y = +yc.ex Ένα εστιακό σηµείο 

y > +yc.ex Κανένα εστιακό σηµείο 

 

Το Σχήµα 5.27 που ακολουθεί κάνει ακόµα περισσότερο εµφανείς τις περιοχές 

τιµών της y σε σχέση µε το πλήθος των εστιακών σηµείων. Στην περίπτωση που 

εξετάζουµε, για ν=7 και e = - 0.1 οι τιµές των οριακών τιµών της y είναι: 
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yc.ex = ± 0.302,  yc.in = ± 0.1478 

 

 
Σχήµα 5.27. Εξέλιξη του πλήθους των εστιακών σηµείων, εντός της επιτρεπτής 

περιοχής τιµών της µεταβλητής y

 

 

5.9.6 Μελέτη της εξέλιξης των εστιακών σηµείων που προκύπτουν από τη 

συνάρτηση Fe, για δεδοµένο συντελεστή διαταραχής e, συναρτήσει της 

µεταβλητής  y 

Στη συνέχεια δίνονται τα διαγράµµατα x-Fe για e=-0.1, ν=7 και για διάφορες τιµές 

της y, συµπεριλαµβανοµένου και των οριακών τιµών yc.ex= ± 0.302 και                  

yc.in = ± 0.1478. Με αυτό τον τρόπο φαίνεται πώς εξελίσσεται η συνάρτηση Fe σε 

σχέση µε τα σηµεία τοµής ή επαφής της µε τον άξονα x και συνεπώς και το πλήθος 

των εστιακών σηµείων  καθώς  µεταβάλλεται η y (Σχήµα 5.28).  
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(γ) 
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(δ) 

Σχήµα 5.28. Εξέλιξη του πλήθους των ριζών της Fe στα διαγράµµατα x-Fe, 

για e=-0.1 και διάφορες τιµές της  y 

(α) ∆ιάγραµµα x-Fe για y= yc.ex = ± 0.302,όπου υπάρχει ένα εστιακό 

σηµείο. Η συνάρτηση Fe δεν είναι άρτια ως προς x και συνεπώς το σηµείο 

επαφής δεν βρίσκεται ακριβώς στην τιµή x=0 

(β) ∆ιάγραµµα x-Fe για y=±0.15 όπου υπάρχουν δύο εστιακά σηµεία, (γ) 

διάγραµµα x-Fe για y= yc.in = ± 0.1478, όπου υπάρχουν τρία εστιακά 

σηµεία, (δ) διαγράµµατα x-Fe για διάφορες τιµές της y, όπου υπάρχουν 

τέσσερα εστιακά σηµεία

 

 

5.10 Κοινά σηµεία διέλευσης των καµπύλων Fe=Fe(x) για διάφορες τιµές των 

παραµέτρων e και β 

Έχουµε τη συνάρτηση : 

2 2
0

e i

i 10 i

M (1 2eM) r 1
F (x;y ,e) 1

r e r=

 +
= − Λ + 

∑
ν

        

οι ρίζες της οποίας αντιστοιχούν στα εστιακά σηµεία (focal points) των 

διαγραµµάτων x-C για την περίπτωση που εξετάζουµε.  
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Έστω δύο καµπύλες της συνάρτησης Fe µε παραµέτρους e και e' και για y=yi, οι 

οποίες τέµνονται σε κάποιο σηµείο. Τότε θα ισχύει,  

2 2 2 2
0 o

i 1 i 10 i 0 i

M (1 2eM) r 1 M (1 2e'M) r 1
1 1

r e r r ' e ' r

ν ν′

= =

   + +
− = −   Λ + Λ +   

∑ ∑  

Όµως στο σηµείο τοµής , Fe=F'e, r0 = r0´ και  ri=ri ´                 

όπου 
2 2 1/ 2

0 e cr (x y )= +  

και καταλήγουµε στη σχέση : 

0(e e')(2 r 1) 0− Μ − = . 

Επειδή e ≠ e' για το σηµείο τοµής ισχύει η σχέση  : 

0 0

1
2M r -1=0 ή r

2Μ
=    

η οποία είναι ανεξάρτητη του e και συνεπώς όλες οι καµπύλες για διαφορετικές 

τιµές του e θα περνούν από το ίδιο σηµείο (intersection point). Τελικά : 

2
F i2e

1
x = ± - y

4M
 

Προφανώς την αντίστοιχη τιµή της Fε την βρίσκουµε από τη σχέση (5.14). 

Εποµένως έχουµε βρει, όπως και στην περίπτωση της Fβ, δύο κοινά σηµεία 

διέλευσης (intersection points) του επιπέδου y=yi, τα οποία είναι ανεξάρτητα από τις 

τιµές των e και β. Για ν=7 και για οποιαδήποτε τιµή των e και β υπολογίσαµε ότι 

xe=± 0.576191. Παρακάτω δίνονται σε κοινό διάγραµµα, τα διαγράµµατα x-Fe για 

τις περιπτώσεις που αναφέρθηκαν παραπάνω (ν=7, β=2). Στα Σχήµατα 5.29α και 

5.29β διακρίνουµε τα δύο κοινά σηµεία διέλευσης των καµπύλων Fe=Fe(x), για e>0 

(e=0.01, 0.05, 0.1) και για e<0  (e= -0.01, -0.05,  -0.1), αντίστοιχα. 
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(β) 

Σχήµα 5.29. Κοινά σηµεία διέλευσης των καµπύλων Fe=Fe(x) για y=0 και 

για διάφορες τιµές των παραµέτρων β και e: (α) για e>0 και (β) για e<0. 

 Και στα δύο διαγράµµατα έχουµε επισηµάνει το σηµείο απροσδιοριστίας 
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5.11 Μεταβολή των θέσεων των κοινών σηµείων διέλευσης των καµπύλων 

Fβ=Fβ(x) και Fe=Fe(x) για διάφορες τιµές των παραµέτρων e και β, συναρτήσει 

της παραµέτρου ν  

Για τις συναρτήσεις: 

2
0

i

i 10 i

r 1
F (x;y , ) 1

K r r
β

=

β = −
− β∑

ν

 

όπου 

2

3

Λ + βM
K =

2M  

και  

2 2
0

e i

i 10 i

M (1 2eM) r 1
F (x;y ,e) 1

r e r

ν

=

 +
= − Λ + 

∑
 

 

µε 
2 2 1/ 2

0 i
r (x y )β= +  και 0r 0≠ , 

δείξαµε ότι για κάθε µία ξεχωριστά και για κάθε επίπεδο εντός των επιτρεπτών 

τιµών της y, παρουσιάζονται δύο κοινά σηµεία διέλευσης στα αντίστοιχα κοινά 

διαγράµµατά τους x-F. Στα διαγράµµατα x-Fβ παρουσιάζονται για σταθερή τιµή της 

παραµέτρου β και για διάφορες θετικές ή αρνητικές τιµές του συντελεστή Manev e 

ή και για e=0, ενώ στα διαγράµµατα x-Fe παρουσιάζονται για σταθερές τιµές του 

συντελεστή e (θετικές ή αρνητικές ή και για τη µηδενική τιµή) και για διάφορες 

τιµές της παραµέτρου µάζας β. ∆είξαµε επίσης σε κάθε περίπτωση ότι αυτά τα 

κοινά σηµεία είναι συµµετρικά ως προς τον άξονα τιµών των Fe ή Fβ και οι 

τετµηµένες τους βρίσκονται  από την ίδια εξίσωση: 

2 2 1/2
0 0 i

1
r ό r (x y )

2Μ
= που = +

  

µε Fx x
β

= στην περίπτωση της Fβ και Fe
x x= στην περίπτωση της Fe. ∆ηλαδή σε 

κάθε περίπτωση βρίσκονται πάνω σε ένα κύκλο ακτίνας r0 όπου, 

                                                  0

1
r

2Μ
=                                                               (5.20)      
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Προφανώς η ακτίνα του r0 του κύκλου πάνω στον οποίο κείτονται τα δύο κοινά 

σηµεία διέλευσης των καµπύλων Fβ=Fβ(x) και Fe=Fe(x) είναι ανεξάρτητη από τις 

παραµέτρους e, β και εξαρτάται µόνο από την παράµετρο ν. Στο Σχήµα 5.30 που 

ακολουθεί, έχουµε σχεδιάσει σε κοινό διάγραµµα τις καµπύλες Fβ=Fβ(x) και 

Fe=Fe(x) για διάφορες τιµές των παραµέτρων e, β και για ν=7, όπου έχουµε 

σηµειώσει και τα δύο κοινά σηµεία διέλευσης τους,  

-2

3

-2 0 2

e = 0

Fe , Fβ

e = 0.01

x

e = 0.1
e = 0.05

e = - 0.1

e = - 0.05

e = - 0.01

β=2

β=5

β=10

intersection 

point

intersection 

point

Indeterminate point (r0=0)

 

Σχήµα 5.30. Κοινά σηµεία διέλευσης των καµπύλων Fβ=Fβ(x) και Fe=Fe(x), για 

διάφορες τιµές των παραµέτρων e και β και για ν=7 

 

Στο Σχήµα 5.31α φαίνεται η καµπύλη µεταβολής της ακτίνας του κύκλου πάνω στον 

οποίο κείτονται τα κοινά σηµεία διέλευσης των καµπύλων Fβ=Fβ(x) και Fe=Fe(x), 

συναρτήσει του πλήθους ν των περιφερειακών σωµάτων. Παρόλο που η σχέση 

(5.20) δεν είναι γραµµική, εν τούτοις παρατηρούµε µία πολύ καλή γραµµική 

προσέγγιση για ν>6. 

 Στο Σχήµα 5.31β δείχνουµε την εξέλιξη αυτών των κυκλικών περιφερειών στο 

επίπεδο xy για κάποιες τιµές του πλήθους ν των περιφερειακών primaries και στον 

Πίνακα 5.5 παραθέτουµε ενδεικτικά κάποιες τιµές των ακτίνων για διάφορες τιµές 

του ν. 
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Σχήµα 5.31. (α) ∆ιάγραµµα  r0-ν, της ακτίνας του κύκλου πάνω στον οποίo 

κείτονται τα κοινά σηµεία διέλευσης των καµπύλων Fβ=Fβ(x) και Fe=Fe(x) 

συναρτήσει του ν, (β) προβολή των κυκλικών περιφερειών στο επίπεδο xy, όπου 

σε κάθε περίπτωση σηµειώνεται το πλήθος ν των περιφερειακών σωµάτων 
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Πίνακας 5.5. Ακτίνες r0 του κύκλου πάνω στον οποίo κείνται τα κοινά σηµεία 

διέλευσης των καµπύλων Fβ=Fβ(x) και Fe=Fe(x), για διάφορες τιµές του ν 

ν r0 

7 0.576191 

8 0.653281 

10 0.809017 

11 0.887366 

12 0.965926 

16 1.281460 

14 1.123489 

18 1.439690 

21 1.677380 

24 1.915320 

30 2.391690 

32 2.550570 

 

5.12 Επίδραση της παραµέτρου ν στις συναρτήσεις Fβ και Fe  

5.12.1 Γενικά 

Σε αυτή την παράγραφο θα µελετήσουµε την επίδραση του πλήθους ν των 

περιφερειακών σωµάτων στις συναρτήσεις Fβ και Fe και κατ’ επέκταση στην εξέλιξη 

των εστιακών σηµείων  αλλά και των εστιακών καµπύλων στις οποίες ανήκουν κάθε 

φορά. Έχουµε ήδη µελετήσει(§5.5, §5.7, §5.8 και §5.9) την περίπτωση για ν=7 και 

για τις δύο συναρτήσεις, όπου διαπιστώσαµε ότι όταν η παράµετρος β παραµένει 

σταθερή και για διάφορες τιµές του e (συνάρτηση Fβ), πάντα υπάρχουν οι εστιακές 

καµπύλες, ενώ το ίδιο συµβαίνει για σταθερές µη αρνητικές τιµές του e και για 

διάφορες τιµές της παραµέτρου β (συνάρτηση Fe για e=0 ή e>0). Εκεί που 

παρουσιάζεται αξιοσηµείωτο ενδιαφέρον, είναι όταν στην συνάρτηση Fe ο 

συντελεστής e παίρνει αρνητικές τιµές, όπου για απόλυτα µικρές τιµές του e, 

παρουσιάζονται δύο εστιακές καµπύλες · η εξωτερική και η εσωτερική. 
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Στη συνέχεια της µελέτης µας θα αναφερθούµε κατά κύριο λόγο στα συγγραµµικά 

και στα τριγωνικά εστιακά σηµεία, όπως αυτά έχουν ορισθεί στις παραγράφους 

5.4 και 5.9.4, αφού και τα υπόλοιπα εστιακά σηµεία δείχνουν παρόµοια 

συµπεριφορά.  

Στα διαγράµµατα που ακολουθούν αναφερόµαστε στα εστιακά σηµεία που 

προκύπτουν για y=0 και όταν πρόκειται για περιττό αριθµό περιφερειακών 

σωµάτων χρησιµοποιούµε τις τιµές των µέσων ενεργειακών σταθµών β

µ
C  και e

µ
C  

για τις εστιακές καµπύλες που προκύπτουν από την Fβ και Fe αντίστοιχα. 

Συγκεκριµένα έχουµε για την περίπτωση της Fβ,  
β β

β k k'
µ

C +C
C =

2
, ενώ για τις εστιακές 

καµπύλες που προκύπτουν από την Fe για e<0, 
ex ex

e k k'
µ

C + C
C =

2
 για την εξωτερική 

εστιακή καµπύλη και 

in in

k k'e

µ

C + C
C =

2
 για την εσωτερική. Κατά ανάλογο τρόπο όταν 

αναφερόµαστε στις τετµηµένες των εστιακών σηµείων κάθε καµπύλης, µε β

µ
x  ή e

µ
x  

συµβολίζουµε τη µέση τιµή αυτών. Στις περιπτώσεις σχηµατισµών µε άρτιο 

αριθµό περιφερειακών σωµάτων αναφερόµαστε σε συγγραµµικά εστιακά σηµεία  

k, όπου αυτά έχουν την ίδια τιµή ενέργειας C και ίσες κατά απόλυτη τιµή 

τετµηµένες x.  

 

5.12.2 Επίδραση της παραµέτρου ν στη συνάρτηση Fβ 

Ας θυµηθούµε από την παράγραφο 5.5 τη µορφή  της συνάρτησης αυτής: 

2
0

i 10 i

r 1
F 1 0

K r r

ν

β
=

= − =
− β∑                                                                                        (5.6α) 

όπου 

2

3

M
K

2M

Λ +β
=                                                                                                        (5.6β) 

Στην έκφραση (5.5α) ή στην (5.5β), η παράµετρος ν υπεισέρχεται στις ποσότητες Λ 

και Μ, όπου, 
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2ν

i=2

sin (π ν)
Λ =

sin[(i -1)π ν]
∑  , M = 2sin (π ν) .        

Στο διάγραµµα του Σχήµατος 5.32, δίνεται η µεταβολή της µέσης Ιακωβιανής 

σταθεράς β

µ
C  των εστιακών σηµείων συναρτήσει της παραµέτρου β, για τρείς 

κανονικούς πολυγωνικούς σχηµατισµούς µε  ν= 7, 11 και 27. Παρατηρούµε ότι για 

κάθε σχηµατισµό καθώς µεταβάλλεται το β, η σταθερά C κινείται σε µία µικρή 

περιοχή τιµών, όπου από την έρευνά µας προέκυψε ότι για ν≤25 η C ελαττώνεται, 

ενώ για ν>25 αυξάνεται (Πίνακας Γ.5 του Παραρτήµατος Γ). Επίσης, όσο αυξάνεται 

ο αριθµός ν,  η σταθερά C µετατοπίζεται προς υψηλότερες τιµές ενέργειας. 
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Σχήµα 5.32. ∆ιάγραµµα β- β

µ
C  για διάφορες τιµές του ν 

Στο Σχήµα 5.33, δίνεται η µεταβολή της µέσης απόστασης β

µx  των εστιακών 

σηµείων από το κεντρικό πρωτεύον σώµα συναρτήσει της παραµέτρου β, για τους 

ίδιους σχηµατισµούς µε ν= 7, 11 και 27. Και σε αυτό το διάγραµµα παρατηρούµε 

ότι σε κάθε σχηµατισµό οι αποστάσεις (τετµηµένες β

µ
x ) από το κεντρικό σώµα 

µεταβάλλονται εντός µιας στενής περιοχής τιµών και µάλιστα για ν≤25 αυξάνονται, 

ενώ για ν>25 ελαττώνονται (Πίνακας Γ.5 του Παραρτήµατος Γ). Τέλος, όσο 
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αυξάνεται το πλήθος των περιφερειακών σωµάτων τόσο αποµακρύνονται τα 

εστιακά σηµεία από το κέντρο του σχηµατισµού (Σχήµα 5.33). 
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Σχήµα 5.33. ∆ιάγραµµα β- β

µ
x  για διάφορες τιµές του ν 

 

5.12.3 Επίδραση της παραµέτρου ν στη συνάρτηση Fe    

Όπως αποδείξαµε στην παράγραφο 5.6, η συνάρτηση Fe έχει τη µορφή : 

2 2 ν
0

e

i=10 i

M (1+ 2eM) r 1
F = -1 = 0

Λ r + e r

 
 
 

∑                                                                   

Όταν e>0 όπως έχουµε επαναλάβει πολλές φορές, η εικόνα δεν διαφέρει από εκείνη 

της βαρυτικής περίπτωσης. Έτσι θα περιορισθούµε στην περίπτωση για e<0, όπου 

εµφανίζονται οι δύο εστιακές καµπύλες. 

Παρακάτω θα απεικονίσουµε σε κοινά διαγράµµατα την εξέλιξη και των  δύο 

παρουσιαζόµενων εστιακών καµπύλων, για συγκεκριµένες τιµές της παραµέτρου ν 

(ν=7, 11, 21, 27), ενώ θα µεταβάλλεται η παράµετρος e. 

Στο Σχήµα 5.34α φαίνεται το διάγραµµα e- e

µ
C  για ν=7, 11, 21 και 27, για διάφορες 

αρνητικές τιµές του διαταρακτικού e. Η περίπτωση για ν=7 είναι δυσδιάκριτη, θα 
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εξεταστεί όµως λεπτοµερέστερα στη συνέχεια αυτής της παραγράφου, οπότε θα 

γίνει απολύτως εµφανής (Σχήµα 5.35). Για κάθε τιµή του ν, η καµπύλη µε την 

υψηλότερη ενέργεια αναφέρεται στην εξωτερική εστιακή καµπύλη ενώ η άλλη 

στην εσωτερική. Παρατηρούµε ότι όσο αυξάνεται το πλήθος ν των περιφερειακών 

σωµάτων, τόσο αυξάνεται και το εύρος  τιµών των Ιακωβιανών σταθερών µέσα στις 

οποίες εξελίσσονται οι δύο εστιακές καµπύλες, ενώ αυξάνεται και η αρχική 

ενεργειακή διαφορά τους. Από την έρευνά µας προέκυψε, ότι ενώ για ν≤25 οι δύο 

εστιακές καµπύλες τείνουν  να ταυτιστούν σε κοινό επίπεδο, αφού µηδενίζεται η 

ενεργειακή τους διαφορά (περίπτωση µε ν=7, 11, 21), για ν>25 αυτό δε συµβαίνει 

(περίπτωση ν=27). 

Στο Σχήµα 5.34β δίνουµε το αντίστοιχο διάγραµµα e- exµ , όπου παρατηρούµε 

παρόµοιες συµπεριφορές µε το διάγραµµα e- e

µ
C  των καµπύλων. Για κάθε τιµή του 

ν, η καµπύλη µε τη µεγαλύτερη µέση απόσταση από το κεντρικό primary 

αναφέρεται στην εξωτερική εστιακή καµπύλη ενώ η άλλη στην εσωτερική. Σε 

όλες τις περιπτώσεις (ν=7, 11, 21, 27) η εξωτερική καµπύλη έχει µεγαλύτερη µέση 

ακτίνα και ενώ για ν≤25 τα εστιακά σηµεία της εσωτερικής και εξωτερικής 

καµπύλης ταυτίζονται για κάποια τιµή του e (ν=7, 11, 21), για ν>25 αυτά διατηρούν 

µια απόσταση µεταξύ τους που δεν µηδενίζεται παρά µόνο αυξοµειώνεται (ν=27). 

Όσο αυξάνεται το ν, αυξάνεται και η αρχική διαφορά των µέσων ακτίνων των 

εστιακών καµπύλων. 
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(β) 

Σχήµα 5.34. (α) ∆ιάγραµµα e- e
µC  των εστιακών σηµείων της εξωτερικής 

και εσωτερικής εστιακής καµπύλης για  ν=7, 11, 21 και 27, 

(β) ∆ιάγραµµα e- e
µx των εστιακών σηµείων της εξωτερικής και εσωτερικής 

εστιακής καµπύλης για  ν=7, 11, 21 και 27 
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5.12.4 Εκτίµηση για τον τρόπο εξέλιξης των εστιακών καµπύλων, όταν 

µεταβάλλεται ο διαταρακτικός συντελεστής e(για e<0) 

Παρακάτω θα µελετήσουµε πιο αναλυτικά την εξέλιξη των εστιακών καµπύλων για 

τις τιµές ν=7 και ν=27 καθώς θα µεταβάλλεται η τιµή του e, όπου θα διαπιστώσουµε 

µία διαφορετική εξέλιξη, αφού, όπως αναφέραµε ήδη, για τιµές του ν πριν και µετά 

την τιµή ν=25 υπάρχουν εµφανείς διαφορές. 

Βασικό µας και πολύτιµο εργαλείο στην µελέτη αυτής της εξέλιξης είναι η 

συνάρτηση Fe, και τα υπολογιστικά προγράµµατα Fortran και  Mathematica, µέσω 

των οποίων υπολογίζουµε και απεικονίζουµε τις ρίζες της Fe . 

 

• Για ν=7 

Ξεκινώντας από πολύ µικρές αρνητικές τιµές του e και καθώς αυτές αυξάνονται 

κατά απόλυτη τιµή, οι δύο κυµατοειδούς µορφής εστιακές καµπύλες, η εξωτερική 

(external) που αναπτύσσεται στην εξωτερική επιφάνεια της «καµινάδας» και η 

εσωτερική (internal) που αναπτύσσεται στο αναδιπλούµενο τµήµα της, 

µετατοπίζονται προς αντίθετες κατευθύνσεις. Η µεν εξωτερική µετατοπίζεται προς 

χαµηλότερες τιµές της C, η δε εσωτερική προς υψηλότερες (Σχήµα 5.35), ενώ 

ταυτόχρονα το χείλος της αναδίπλωσης µετατοπίζεται κι αυτό προς χαµηλότερες 

τιµές ενέργειας. 

Αυτό έχει ως αποτέλεσµα να µειώνεται η ενεργειακή απόσταση των δύο καµπύλων 

και να πλησιάζουν µεταξύ τους µετατοπιζόµενες προς το χείλος της αναδίπλωσης 

της καµινάδας. Αν λάβουµε υπόψη µας ότι η εξωτερική συστέλλεται και η 

εσωτερική διαστέλλεται, όπως προκύπτει από τα αριθµητικά δεδοµένα που 

αποτυπώνονται στο Σχήµα 5.36, τότε µπορούµε να καταλάβουµε ότι µε την 

απόλυτη αύξηση του e οι δύο καµπύλες  τείνουν να ταυτιστούν σε κοινό επίπεδο. 
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Σχήµα 5.35. ∆ιάγραµµα e- e

µ
C  των εστιακών σηµείων της εξωτερικής (µπλε 

καµπύλη) και εσωτερικής εστιακής καµπύλης (πορτοκαλί καµπύλη) για ν=7 
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Σχήµα 5.36. ∆ιάγραµµα e- e

µ
x  των εστιακών σηµείων της εξωτερικής (µπλε 

καµπύλη) και εσωτερικής εστιακής καµπύλης (πορτοκαλί καµπύλη) για ν=7 

 

Όπως ήδη έχουµε αναφέρει, αρχικά τα εστιακά σηµεία που εµφανίζονται στο 

διάγραµµα x-C για y=0, είναι συνολικά τέσσερα (δύο τριγωνικά και δύο 
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συγγραµµικά). Για e=-0.118036 τα δύο συγγραµµικά σηµεία ταυτίζονται σε ένα, 

γεγονός που σηµαίνει ότι οι δύο εστιακές καµπύλες «εφάπτονται» στη θέση αυτή. 

Από το σηµείο αυτό και έπειτα, στο διάγραµµα x-C εµφανίζονται µόνο τα δύο 

τριγωνικά σηµεία, πράγµα που σηµαίνει ότι η συνέχεια των δύο καµπύλων έχει 

διαρραγεί, µε αποτέλεσµα να είναι πλέον µόνο κατά τµήµατα συνεχείς. Για           

e=-0.11804, τα δύο τριγωνικά σηµεία στον αρνητικό ηµιάξονα των x, ταυτίζονται 

και αυτά σε ένα, ενώ στη συνέχεια όταν η e πάρει την τιµή e= elim=-0.11806 παύουν 

να υπάρχουν εστιακά σηµεία και εστιακές καµπύλες. Άρα η elim αναφέρεται στην 

εξαφάνιση των τριγωνικών εστιακών σηµείων που σηµατοδοτεί και την πλήρη 

εξαφάνιση των εστιακών σηµείων (Σχήµα 5.37). 

 

 

 

(α)                                               (β) 

 

(γ) 

Σχήµα 5.37. Εξέλιξη των εστιακών καµπύλων στο επίπεδο xy όπου 
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φαίνεται η προσέγγιση των δύο εστιακών καµπύλων: (α)-(β) Φάσεις 

προσέγγισης, όπου υπάρχουν και οι δύο καµπύλες και (γ) φάση κατά την 

οποία τα οµοιόθετα συγγραµµικά εστιακά σηµεία τείνουν να ταυτιστούν 

σε ένα και ξεκινάει η εµφάνιση ασυνέχειας των δύο εστιακών καµπύλων 

 

Σε παρόµοιες περιπτώσεις εξέλιξης των εστιακών καµπύλων, µε το πλήθος ν όµως 

των περιφερειακών σωµάτων να είναι άρτιος αριθµός, τα τέσσερα αρχικά 

εµφανιζόµενα στο διάγραµµα x-C (για y=0) εστιακά σηµεία είναι συγγραµµικά. 

Παρατηρείται ακριβώς η ίδια εξέλιξη, µε τη µόνη διαφορά ότι  όταν αυξάνει η 

απόλυτη τιµή του e τα δύο ζεύγη στον αρνητικό και στον θετικό ηµιάξονα των x θα 

υφίστανται ίδιες µεταβολές (αφού είναι ίδια). Αρα, στην περίπτωση αυτή, για 

κάποια απόλυτη τιµή του e τα τέσσερα σηµεία θα γίνουν δύο (ένα στον αρνητικό 

και ένα στον θετικό ηµιάξονα του x) και για κάποια ελαφρώς µεγαλύτερη τιµή τα 

δύο σηµεία θα πάψουν να υπάρχουν. Παρόµοιες µεταβολές θα παρατηρηθούν στα 

τέσσερα τριγωνικά σηµεία κατά τη διεύθυνση της διχοτόµου, µόνο που εκεί οι 

µεταβολές αυτές θα συµβαίνουν για ελαφρώς µεγαλύτερες απόλυτες τιµές του e. 

Έτσι η elim σε αυτή την περίπτωση θα αναφέρεται στην πλήρη εξαφάνιση των 

τριγωνικών εστιακών σηµείων. 

Από τη µελέτη που κάναµε, βρήκαµε για κάποιους δακτυλιοειδείς  σχηµατισµούς µε 

ν≤25 και για y=0, την οριακή εκείνη τιµή της παραµέτρου e=elim, όπου παύουν να 

υπάρχουν εστιακά σηµεία. Τα αποτελέσµατα αναφέρονται στον Πίνακα 5.6 που 

ακολουθεί : 

 

Πίνακας 5.6. Οριακές τιµές της παραµέτρου e, όπου παύουν να υπάρχουν εστιακά 

σηµεία, για διάφορα ν και για y=0 

ν elim 

7 -0.11806 

8 -0.14551 
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9 -0.17496 

10 -0.20630 

11 -0.23951 

18 -0.52617 

21 -0.6852 

24 -0.88665 

 

Στο  Σχήµα 5.38 απεικονίζουµε γραφικά τα αποτελέσµατα του Πίνακα 5.6 όπου 

φαίνεται ότι όσο αυξάνεται το πλήθος ν των περιφερειακών σωµάτων, αυξάνει κατά 

απόλυτη τιµή και η οριακή τιµή της παραµέτρου e (µπλε κουκίδες του Σχήµατος 

5.38), για την οποία παύουν να υφίστανται εστιακά σηµεία. 

 

-1

-0.5

0

0 6 12 18 24

elim

ν

 

Σχήµα 5.38. Οριακές τιµές elim συναρτήσει του ν 

 

• Για ν=27  

Στο διάγραµµα e- e

µ
C  που φαίνεται στο Σχήµα 5.39 παρατηρούµε ότι καθώς αυξάνει 

η απόλυτη τιµή του e, οι δύο κυµατοειδούς µορφής εστιακές καµπύλες, η εξωτερική 
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και η εσωτερική, µετατοπίζονται και οι δύο προς υψηλότερες τιµές της C. Η 

εσωτερική µετατοπίζεται µε υψηλότερο ρυθµό σε σχέση µε την εξωτερική, οπότε 

µειώνεται η ενεργειακή τους απόσταση και για κάποια τιµή του e  λαµβάνει χώρα η 

µέγιστη µείωση αυτής, ενώ για ακόµη µεγαλύτερες τιµές του e αυξάνεται και πάλι. 

Στην περίπτωση για ν=27 η τιµή του e που αναφέρεται στη µέγιστη αυτή 

προσέγγιση των δύο καµπύλων, είναι e ≈ -1.135 (διπλής κατεύθυνσης βέλος στο 

διάγραµµα e- e

µ
C ). Στο Σχήµα 5.40 παραθέτουµε το διάγραµµα µεταβολής της 

διαφοράς e

µ
∆C  των τιµών των Ιακωβιανών σταθερών C των δύο εστιακών 

καµπυλών συναρτήσει του e, όπου διαπιστώνουµε την αρχική µείωση και µετέπειτα 

αύξηση της µεταβολής αυτής. 
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Σχήµα 5.39. ∆ιάγραµµα e- e

µ
C  των εστιακών σηµείων της εξωτερικής (µπλε 

καµπύλη) και εσωτερικής εστιακής καµπύλης (πορτοκαλί καµπύλη) για 

ν=27 
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Σχήµα 5.40. ∆ιάγραµµα µεταβολής των µέσων ενεργειακών αποστάσεων  

e

µ
∆C  µεταξύ των δύο εστιακών καµπυλών, συναρτήσει του e για ν=27 

 

Παρόµοια συµπεριφορά παρουσιάζεται και σε ότι αφορά την εξέλιξη των 

αποστάσεων των συγγραµµικών και τριγωνικών εστιακών σηµείων στο επίπεδο xy 

από το κεντρικό primary, όπως φαίνεται  από το Σχήµα 5.41 όπου απεικονίζεται το 

διάγραµµα e- exµ . Οι αποστάσεις αυτές παρουσιάζουν αρχικά µία αύξηση  και για τις 

δύο καµπύλες, µε το ρυθµό αύξησης των τετµηµένων των εστιακών σηµείων της 

εσωτερικής εστιακής καµπύλης, να είναι µεγαλύτερος από τον αντίστοιχο ρυθµό 

αύξησης της εξωτερικής. ∆ηλαδή, η εσωτερική εστιακή καµπύλη συστέλλεται 

γρηγορότερα από την εξωτερική κι ενώ πλησιάζουν αρκετά, δεν ταυτίζονται. Όµοια 

µε προηγουµένως, για e ≈ -1.135 παρουσιάζεται η µέγιστη προσέγγιση τους (διπλής 

κατεύθυνσης βέλος στο διάγραµµα e- exµ ). Στο Σχήµα 5.42 παραθέτουµε το 

διάγραµµα µεταβολής της διαφοράς ∆x των αποστάσεων των τετµηµένων των 

εστιακών σηµείων, συναρτήσει του e, όπου διαπιστώνουµε την αρχική µείωση και 

µετέπειτα αύξηση της µεταβολής αυτής. Στον Πίνακα Γ.6 του Παραρτήµατος Γ, 

παραθέτουµε τις αριθµητικές τιµές των µέσων αποστάσεων exµ  και των µέσων 
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Ιακωβιανών σταθερών e

µ
C  των εστιακών σηµείων, της εξωτερικής και εσωτερικής 

εστιακής καµπύλης, για ν=27 και για διάφορες τιµές του e.  
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Σχήµα 5.41. ∆ιάγραµµα e- e

µ
x  της εξωτερικής (µπλε καµπύλη) και 

εσωτερικής εστιακής καµπύλης (πορτοκαλί καµπύλη) για ν=27 
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Σχήµα 5.42. ∆ιάγραµµα µεταβολής των µέσων αποστάσεων e

µ
∆x  µεταξύ 

των δύο εστιακών καµπυλών, συναρτήσει του e για ν=27 
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Γενικά, από την έρευνά µας προκύπτει ότι όσο αυξάνεται κατά απόλυτη τιµή το e, οι 

δύο καµπύλες δεν τείνουν να ταυτιστούν σε κοινό επίπεδο (όπως στην περίπτωση 

ν≤25) και δεν διαρρηγνύεται η συνέχεια τους, ενώ  συνεχίζουν να βρίσκονται σε 

κάποια ενεργειακή απόσταση εξελισσόµενες µε το τρόπο που περιγράψαµε, χωρίς 

να εξαφανίζονται. 

Σε αυτή την περίπτωση, δεν έχει νόηµα να αναφερθούµε σε περιττό ή άρτιο αριθµό 

ν περιφερειακών σωµάτων, αφού αυτό δεν επηρεάζει την εξέλιξη που µελετήσαµε. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  6 

 

ΕΠΙΦΑΝΕΙΕΣ ΜΗ∆ΕΝΙΚΗΣ ΤΑΧΥΤΗΤΑΣ  ΣΤΗΝ 

ΤΡΙΣ∆ΙΑΣΤΑΤΗ ΚΙΝΗΣΗ ΚΑΙ ΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΗ ΜΕΤΑΒΟΛΗ 

ΑΥΤΩΝ-ΕΠΙΤΡΕΠΤΕΣ ΚΑΙ ΠΕΡΙΟΧΕΣ ΠΑΓΙ∆ΕΥΣΗΣ 

 

6.1 Εισαγωγή 

Ως επιφάνειες µηδενικής ταχύτητας στην τρισδιάστατη κίνηση, ορίζονται εκείνες οι 

επιφάνειες του τρισδιάστατου χώρου xyz, οι οποίες οριοθετούν τις περιοχές όπου 

είναι δυνατή και εποµένως πραγµατοποιήσιµη η κίνηση του µικρού σώµατος. Όπως 

στην επίπεδη έτσι και στην τρισδιάστατη απεικόνιση των επιφανειών αυτών θα  

χρησιµοποιηθεί το ολοκλήρωµα  του Jacobi, 

2 2 2x + y + z = 2U(x, y,z) - C� � �                                              

όπου :                                      

ν
2 2

2
i=10 i0

1 1 1 e 1
U(x, y,z) = (x + y ) + β( + ) +

2 ∆ r rr

 
 
 

∑     

Το αριστερό µέλος του ολοκληρώµατος του Jacobi, αποτελεί το τετράγωνο της 

ταχύτητας του µικρού σώµατος. Άρα είναι µη αρνητικό. Εποµένως, ισχύει η σχέση : 

2U(x, y,z) C≥                                                                                                         (6.1)                                   

Η ανισότητα (6.1) καθορίζει για κάθε τιµή της σταθεράς C, τις περιοχές του 

τρισδιάστατου χώρου, στις οποίες επιτρέπεται η κίνηση του µικρού σώµατος και 

εποµένως τις περιοχές όπου υπάρχουν λύσεις των διαφορικών εξισώσεων της 

κίνησης.  

Αν C < 0  η ανισότητα (6.1) ικανοποιείται πάντα. Σε αυτή την περίπτωση η κίνηση 

είναι επιτρεπτή παντού στο χώρο. Αντίθετα, αν C 0≥ , υπάρχουν περιοχές στις 

οποίες η ανισότητα αυτή δεν ικανοποιείται και εποµένως η κίνηση του µικρού 

σώµατος είναι απαγορευµένη. Το όριο µεταξύ των περιοχών επιτρεπτής και 

απαγορευµένης κίνησης είναι η επιφάνεια (ή οι επιφάνειες) που αποτελεί (ή που 
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αποτελούν) τον γεωµετρικό τόπο των σηµείων (x,y,z) του χώρου, τα οποία 

ικανοποιούν για µία σταθερή τιµή του C την εξίσωση : 

2U(x, y,z) = C                                                                                                        (6.2)                                     

Όπως έχει ήδη αναφερθεί η γραφική απεικόνιση των επιφανειών µηδενικής 

ταχύτητας βασίζεται στη σχέση 2U(x,y,z) = C . Αν για δεδοµένες τιµές των 

παραµέτρων (ν, β, e) του προβλήµατος µεταβάλουµε την τιµή της σταθεράς C, τότε 

παρατηρούµε µεταβολές των επιφανειών µηδενικής ταχύτητας οι οποίες έχουν να 

κάνουν µε τη µορφή, το σχήµα και τις διαστάσεις τους. Κάποιες από τις επιφάνειες 

αυτές µπορεί να είναι κλειστές, κάποιες άλλες να είναι ανοιχτές, ενώ για κάποιες 

τιµές του C µπορεί να συνυπάρχουν και οι δύο αυτοί τύποι. Μεταβολή του C 

συνεπάγεται, µεταβολή του όγκου των κλειστών περιοχών γεγονός που σηµαίνει ότι 

είτε  συρρικνώνονται, είτε µεγεθύνονται. Παρατηρούµε επίσης ότι σε συγκεκριµένες 

τιµές της σταθεράς C µπορεί να διαµορφωθούν νέες επιφάνειες, ή να εξαφανισθούν 

ήδη υπάρχουσες. Όλες αυτές οι µεταβολές σχετίζονται µε τις αντίστοιχες των 

περιοχών της επιτρεπτής κίνησης του µικρού σώµατος. Έχει λοιπόν ενδιαφέρον να 

παρακολουθήσουµε την εξέλιξή τους αφού η γνώση της τοπολογίας τους θα µας 

βοηθήσει να προχωρήσουµε στην αναζήτηση των κινήσεων του µικρού σώµατος 

στο χώρο. Για συγκεκριµένες τιµές των παραµέτρων ν, β και e, οι τοπολογικές 

αλλαγές των επιφανειών µηδενικής ταχύτητας και συνεπώς και των περιοχών 

επιτρεπτής τρισδιάστατης κίνησης, συµβαίνουν για εκείνες τις τιµές της ενέργειας C 

που αντιστοιχούν στις θέσεις ισορροπίας. Αν συµβολίσουµε µε  Cw τις τιµές που 

αντιστοιχούν στις θέσεις ισορροπίας τόσο των ζωνών  Ε1, Ε2, Α1, Α2, Β, C2 , C1 όσο 

και των "εκτός επιπέδου" σηµείων ισορροπίας L±z, τότε οι τοπολογικές αυτές 

αλλαγές συµβαίνουν ακριβώς όταν  C=Cw, όπου w = Ε1, Ε2, A1, Α2, Β, C2, C1,     

L±z. Οι συγκεκριµένες αυτές τιµές Cw της σταθεράς του Jacobi, καθορίζουν τα 

bifurcation points των επιφανειών µηδενικής ταχύτητας .  

Προφανώς σε ένα bifurcation  point 1 1 1(x , y ,z )  θα ισχύει : 

x 1 1 1

y 1 1 1

z 1 1 1

U (x , y ,z ) = 0

U (x , y ,z ) = 0

U (x , y ,z ) = 0
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6.2 ∆ιαγράµµατα β-Cw και µεταβολή των επιτρεπτών περιοχών της κίνησης 

Στο 3
o
 Kεφάλαιο και από το διάγραµµα της καµπύλης διακλάδωσης του Σχήµατος 

3.8 για e>0, είδαµε ότι όταν ο διαταρακτικός όρος e είναι θετικός, η µεταβολή του 

πλήθους των ζωνών ισορροπίας είναι παρόµοια µε αυτήν που συµβαίνει όταν e=0. 

Με άλλα λόγια για κάθε ν και για τα ζεύγη τιµών (e, β) που βρίσκονται κάτω από 

την καµπύλη διακλάδωσης (περιοχή Ι) το πλήθος των ζωνών είναι πέντε, ενώ για τα 

ζεύγη που βρίσκονται πάνω από την καµπύλη διακλάδωσης (περιοχή ΙΙ) το πλήθος 

των ζωνών είναι τρία. Όµως στην περίπτωση που η παράµετρος e γίνεται αρνητική 

τότε η µεταβολή των ζωνών ισορροπίας στο επίπεδο xy αποδίδεται από το 

συνθετότερο διάγραµµα των καµπύλων διακλάδωσης του Σχήµατος 3.11(Κεφ. 3
ο
). 

Σε κάθε περίπτωση, η µεταβολή των παραµέτρων συνεπάγεται µεταβολές τόσο των 

περιοχών της επίπεδης επιτρεπτής κίνησης που διαµορφώνονται από τις καµπύλες 

µηδενικής ταχύτητας, όσο και των περιοχών της τρισδιάστατης επιτρεπτής κίνησης 

που διαµορφώνονται από τις επιφάνειες µηδενικής ταχύτητας(Kalvouridis,  2001b, 

2008b; Croustalloudi & Kalvouridis, 2007b). Όπως είπαµε προηγουµένως, στις 

τιµές της ενέργειας Cw που αντιστοιχούν στις θέσεις ισορροπίας, συµβαίνουν 

δραστικές τοπολογικές µεταβολές στην εξέλιξη των περιοχών της κίνησης. Η 

εξέλιξη αυτή παρακολουθείται µέσω των διαγραµµάτων β-Cw για δεδοµένες τιµές 

των παραµέτρων ν και e. Στην περίπτωση αυτή, επειδή οι καµπύλες Cw=Cw(β) που 

αντιστοιχούν στις ζώνες ισορροπίας (και τα "εκτός επιπέδου" σηµεία L±z) τέµνονται 

µεταξύ τους σε διάφορα σηµεία, οι τοµές αυτές ορίζουν διαστήµατα τιµών της 

παραµέτρου β µέσα σε καθένα από τα οποία ισχύει διαφορετική ανισοτική σχέση 

µεταξύ των τιµών των σταθερών Jacobi Cw των ζωνών ισορροπίας (όσων υπάρχουν 

κάθε φορά) και των "εκτός επιπέδου" θέσεων L±z (που εµφανίζονται για αρνητικές 

τιµές της παραµέτρου e). Προφανώς το πλήθος των τοµών αυτών των καµπύλων, το 

πλήθος των δηµιουργούµενων διαστηµάτων τιµών της παραµέτρου β, καθώς και η 

µορφή των ανισοτικών σχέσεων που ισχύουν σε καθένα από τα διαστήµατα αυτά, 

µεταβάλλονται όταν µεταβάλλονται οι τιµές των παραµέτρων ν και e. Προκειµένου 

να γίνει κατανοητή η διαδικασία  µελέτης της εξέλιξης των επιφανειών µηδενικής 

ταχύτητας, θα επιλέξουµε µία περίπτωση µε ν=7 και e<0, και θα περιγράψουµε 
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βήµα προς βήµα την εξέλιξη των επιφανειών µηδενικής ταχύτητας όταν 

µεταβάλλεται η Ιακωβιανή σταθερά C. 

 

6.2.1 Σχεδίαση των καµπύλων β-Cw για τις υπάρχουσες  ζώνες ισορροπίας και 

τις "εκτός επιπέδου" θέσεις ισορροπίας. Εφαρµογή για ν=7 και e = -0.05 

Από τους αριθµητικούς υπολογισµούς προέκυψαν τα διαγράµµατα β - Cw (Σχήµατα 

6.1α, β και γ) τα οποία απεικονίζουν την παραµετρική µεταβολή των σταθερών Cw 

των διαφόρων ζωνών ισορροπίας αλλά και των "εκτός επιπέδου" σηµείων 

ισορροπίας, για µία σταθερή τιµή του συντελεστή e (e = -0.05), καθώς µεταβάλλεται 

η παράµετρος β. Προκειµένου να αναδειχθούν οι λεπτοµέρειες των διαγραµµάτων, 

στο µεν Σχήµα 6.1α θεωρήσαµε την περιοχή τιµών β∈[0, 0.5], στο Σχήµα 6.1β την 

περιοχή τιµών β∈[0.5, 1.5] και τέλος στο Σχήµα 6.1γ την περιοχή τιµών β∈[1.5, 4]. 

Οι λεπτοµέρειες στις περιοχές των τοµών  των καµπύλων δείχνονται στις ένθετες 

µεγεθύνσεις. 

 

Cw

8

10

0 0.5

β

C2

B

A2

E

Lz

A1

C1

K1,2

K4

K3

K7

K6K5

 ν = 7   e = - 0.05

K8

        0.045  β1,2                      β3  β4  β5 β6                                            β7 β8

 

(α) 
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Cw

7.3

11.3

0.5 1 1.5

β

C2

B

A2

E

Lz

A1

C1
8.25

8.35
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7.8

8.2

0.95 1.25

Λεπτοµέρεια 

Λεπτοµέρεια  β9  β10

 β11                      β12

K9

K12

K11

K10

 

(β) 

Cw

6

12

1.5 3

β

C2

B

A2

E

Lz

A1

C1

7.3

7.4

2.2 2.4

6.78

6.83

3.2 3.4

β13

β14                        β15

K15

K14
K13

Λεπτοµέρεια 

∆ιαγράµµατος
Λεπτοµέρεια 

3.5725

 

(γ) 

Σχήµα 6.1. ∆ιάγραµµα β – Cw για ν=7, e= -0.05 και για  0 ≤ β ≤ 4.0, όπου 

φαίνονται τα σηµεία τοµής των καµπύλων Cw=Cw(β) των ζωνών ισορροπίας   

 

 

Τα σηµεία τοµής των καµπύλων Cw=Cw(β), όπου w= Ε1, Ε2, A1, Α2, Β, C2, C1,     

L±z, είναι στην προκειµένη περίπτωση 15 και τα συµβολίζουµε µε Κi, i=1,…15. 

Kάθε σηµείο τοµής χαρακτηρίζεται από µία τιµή βi, i=1,…,15 και από µία τιµή Cw. 
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Επειδή οι σταθερές CΕ1 και CΕ2 των διακριτών ζωνών Ε1 και Ε2 σχεδόν 

ταυτίζονται (CΕ1 ≈CΕ2), γιa το λόγο αυτό στις περιγραφές που θα ακολουθήσουν, 

θα χρησιµοποιούµε µερικές φορές (καταχρηστικά) αντί για τiς διακριτές τιµές 

CΕ1 και CΕ2, τη µέση τιµή τους CE

 
 
 

E E1 2
E

C + C
C =

2
.  

Τέλος για τις σταθερές CL+z και CL-z ( L+z L-zC = C ) των "εκτός επιπέδου" 

θέσεων ισορροπίας L±z , χρησιµοποιούµε τον κοινό συµβολισµό  CLz . 

Παρατηρούµε ότι για β=0 εµφανίζονται οι ζώνες C2, Β, C1 και ένα τετριµµένο 

σηµείο ισορροπίας στην αρχή των αξόνων. Για β > 0 εκτός των προηγούµενων 

τριών ζωνών εµφανίζονται και τα δύο συµµετρικά "εκτός επιπέδου" σηµεία 

ισορροπίας. Στην τιµή β ≈ 0.045 εµφανίζονται ταυτόχρονα και µε ίδιες σχεδόν 

ενέργειες, οι ζώνες Α1, Α2 και Ε1, Ε2. Παρατηρούµε επίσης ότι οι  σταθερές  CE και 

CLz έχουν για κάθε τιµή της παραµέτρου β, την ίδια σχεδόν τιµή και εξελίσσονται 

µε παρόµοιο τρόπο. Στο Σχήµα 6.2 δείχνεται η σχεδόν εκθετική ελάττωση της 

διαφοράς ∆C=CE-CLz µεταξύ των Ιακωβιανών σταθερών CE και  CLz των σηµείων 

ισορροπίας των ζωνών Ε1, Ε2 αφενός, και των "εκτός επιπέδου" θέσεων ισορροπίας 

L±z αντίστοιχα, µε την παράµετρο β. 

 

0

0.04

0 2 4

β

 ∆C= CE - CLz 
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Σχήµα 6.2. Μεταβολή µε την παράµετρο β, της διαφοράς της µέσης τιµής  

CE των  Ιακωβιανών σταθερών  των ζωνών ισορροπίας Ε1, Ε2 αφενός και των 

"εκτός επιπέδου" θέσεων ισορροπίας L±z αφετέρου 

 

Όπως δείχνει το Σχήµα 6.1, η σταθερά CB έχει αρχικά τη µεγαλύτερη τιµή, καθώς 

όµως αυξάνεται η παράµετρος β, παρουσιάζει την ταχύτερη ελάττωση από όλες τις 

άλλες ζώνες. Αξιοσηµείωτη είναι η συµπεριφορά των εµφανιζόµενων ζωνών  Α1, Α2 

και Ε1, Ε2, καθώς αρχικά οι σταθερές CA1, CΑ2 αυξάνονται µέχρι την τιµή β ≈ 0.46 

και κατόπιν ελαττώνονται. Οι σταθερές CE και CLz παρουσιάζουν τάχιστη αύξηση 

των τιµών τους και για  β>β8 είναι εκείνες οι σταθερές µε τη µεγαλύτερη τιµή καθ’ 

όλη τη διάρκεια της παραµετρικής µεταβολής που εξετάζουµε, καταλήγοντας σε 

πολύ µεγάλες τιµές. Για πολύ µικρές τιµές του β οι σταθερές CA1 και CΑ2 έχουν 

παραπλήσιες τιµές και αυξανόµενης της τιµής β η διαφορά των τιµών τους 

αυξάνεται, ενώ για όλες τις τιµές του β οι τιµές των σταθερών CE και CLz 

παραµένουν παραπλήσιες και µάλιστα µε την αύξηση της παραµέτρου β πλησιάζουν 

όλο και πιο πολύ. Για τις σταθερές CC1 και CC2 παρατηρούµε ότι και αυτές 

ελαττώνονται µε την αύξηση της παραµέτρου β. Επίσης για β≈3.5725 (β=Iν) 

παρατηρήσαµε την ταυτόχρονη εξαφάνιση των ζωνών Β και Α2, µε σχεδόν ίδιες 

σταθερές Jacobi κατά την εξαφάνισή τους. Τελικά, για µεγαλύτερες τιµές του β 

αποµένουν οι ζώνες C2, Ε, A1 και C1 καθώς και τα "εκτός επιπέδου" σηµεία 

ισορροπίας L±z . 

Στον Πίνακα 6.1 παραθέτουµε τις συντεταγµένες των σηµείων τοµής των καµπύλων 

Cw=Cw(β) της περίπτωσης που µελετάµε, τις οποίες υπολογίσαµε αριθµητικά. Οι 

ανισοτικές σχέσεις  µεταξύ των σταθερών Cw, όπως αυτές προκύπτουν από την 

παραµετρική µεταβολή τους, δίνονται στο Πίνακα 6.2. 

Λόγω της πολύ µικρής διαφοράς των τιµών CA1  και  CΑ2, όταν αυτές αποκτούν ίδιες 

τιµές µε τη σταθερά CLz, θεωρήσαµε ως κοινό το σηµείο τοµής των αντίστοιχων 

καµπύλων Cw=Cw(β) το οποίο συµβολίζουµε µε  Κ1,2 και αντιστοιχεί στην τιµή β1,2 . 
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Πίνακας 6.1. Συντεταγµένες (β, Cw) των σηµείων τοµής των καµπύλων 

Cw=Cw(β) για την περίπτωση µε ν=7 και e= -0.05 

β Cw 

β1,2  = 0.073 CLz  =  CΑ1  ≈   CΑ2 = 8.292 

β3   = 0.193 CE  =  CC2  = 8.7088 

β4   = 0.203     CLz =  CC2  =  8.695 

β5   = 0.235 CE =  CC1  = 8.831 

β6   = 0.244 CLz  =  CC1  =  8.817 

β7   = 0.438 CE   =  CB  = 9.376 

β8   = 0.4475 CLz    =  CB  =   9.360 

β9  = 0.5256 CC2 =  CA1  =  8.302 

β10 = 0.5397 CC2 =  CA2  =  8.287 

β11 = 0.9985 CC1  =  CA1  =  8.044 

β12  = 1.163 CC1  = CA2  =  7.912 

β13  = 2.282 CB   = CA1  = 7.3721 

β14 = 3.256 CC1  =  CA2 = 6.827 

β15 = 3.359 CC1  =  CB  = 6.791 

 

Πίνακας 6.2.  Ανισοτικές σχέσεις των σταθερών Cw  για την                     

περίπτωση µε ν=7 και e= -0.05 

Περιοχές τιµών β ∆ιάταξη  σταθερών Cw 

       0<β<0.045 CΒ> CC1>  CC2> CLz 

    0.045<β<β1,2 CΒ> CC1>  CC2> CE> CA1>CΑ2 > CLz 

β1,2<β<β3 CΒ> CC1>  CC2> CE> CLz >  CA1>CΑ2 

 β3<β<β4 CΒ> CC1>  CE> CC2 > CLz >  CA1>CΑ2 

 β4<β<β5 CΒ> CC1> CE> CLz > CC2> CA1>CΑ2 

 β5<β<β6 CΒ> CE> CC1> CLz > CC2> CA1>CΑ2 

 β6<β<β7 CΒ> CE> CLz > CC1> CC2> CA1>CΑ2 

 β7<β<β8 CE> CΒ> CLz >  CC1> CC2> CA1>CΑ2 

 β8<β<β9 CE> CLz >  CΒ> CC1>  CC2> CA1>CΑ2 



 233 

 β9<β<β10 CE> CLz >  CΒ> CC1>  CA1> CC2> CΑ2 

 β10<β<β11 CE> CLz >  CΒ>  CC1> CA1>CΑ2 > CC2 

 β11<β<β12 CE> CLz >  CΒ> CA1> CC1> CΑ2> CC2 

 β12<β<β13 CE> CLz >  CΒ>  CA1>CΑ2 > CC1> CC2 

 β13<β<β14 CE> CLz >  CA1> CΒ>  CΑ2 > CC1> CC2 

 β14<β<β15 CE> CLz >  CA1> CΒ >  CC1> CΑ2 > CC2 

   β15< β <  lν ≈ 3.573 CE> CLz >  CA1> CC1  >  CB> CΑ2 > CC2 

           β > Iν CE> CLz >  CA1> CC1  > CC2 

 

Όπως προκύπτει από τον Πίνακα 6.2, δηµιουργούνται συνολικά 17 διαστήµατα 

τιµών της παραµέτρου β σε καθένα από τα οποία η διάταξη των τιµών των 

σταθερών Jacobi είναι διαφορετική. Συνεπώς, για τις δεδοµένες τιµές των ν και e, 

υπάρχουν 17 διαφορετικοί τρόποι εξέλιξης των επιφανειών µηδενικής ταχύτητας. 

Για τη συνέχεια θα επιλέξουµε µία από τις περιοχές αυτές περιγράφοντας την 

παραµετρική µεταβολή τόσο των επιφανειών µηδενικής ταχύτητας, όσο και των 

προβολών τους σε διάφορα συντεταγµένα επίπεδα.   

 

6.2.2 Εφαρµογή για β=2 (ν =7, e = -0.05) 

Από τον Πίνακα 6.2 διαπιστώνουµε ότι η τιµή β=2 ανήκει στο διάστηµα (β12, β13) 

όπου η σχέση µεταξύ των τιµών των σταθερών Cw των θέσεων ισορροπίας 

εκφράζεται µέσω της ανισότητας: 

CE > CLz >  CΒ >  CA1 > CΑ2 > CC1 > CC2  

µε τιµές :  

                                                     CΕ  = 11.9275865 

  CLz = 11.902175218 

CΒ  =   7.57197553 

CΑ1 =   7.50317263 

CΑ2 =   7.41838529 

CC1 =   7.37392456 

CC2 =   7.13836310 
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Στις τιµές αυτές συµβαίνουν όπως είπαµε τοπολογικές αλλαγές στην εξέλιξη των 

επιφανειών µηδενικής ταχύτητας. Τις επιφάνειες αυτές τις έχουµε απεικονίσει κάτω 

από διάφορες οπτικές γωνίες ώστε να έχουµε πιο πλήρη εικόνα. Αναλυτικότερα:  

Όταν C > CE (Σχήµα 6.3), διαµορφώνονται ν κλειστές, σχεδόν σφαιρικές επιφάνειες 

γύρω από τα περιφερειακά µεγάλα σώµατα, στο εσωτερικό των οποίων η κίνηση 

του µικρού σώµατος είναι επιτρεπτή. Ουσιαστικά οι περιοχές αυτές αποτελούν 

περιοχές παγίδευσης. Όλες αυτές οι περιοχές περιβάλλονται από µία µεγαλύτερη 

επιφάνεια υπό τη µορφή ανοιχτού δίχωνου υπερβολοειδούς, έξω από την οποία η 

κίνηση του µικρού σώµατος είναι τελείως ελεύθερη. Αντίθετα, στην περιοχή που 

περιλαµβάνεται µεταξύ της εξωτερικής αυτής επιφάνειας και των σχεδόν σφαιρικών 

επιφανειών γύρω από τα πρωτεύοντα περιφερειακά σώµατα, η κίνηση είναι 

απαγορευµένη.  

 

 

(α) (β) 

  

(γ) (δ) 

Σχήµα 6.3. Επιφάνειες µηδενικής ταχύτητας στη τρισδιάστατη κίνηση  για  

  C =12 (C > CE), όπως φαίνονται από διαφορετικές γωνίες  
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Στην τιµή C = CE, γύρω από το κεντρικό σώµα και κοντά στο ισηµερινό του 

επίπεδο, αρχίζουν να δηµιουργούνται δύο περιβάλλουσες επιφάνειες συµµετρικές 

ως προς το επίπεδο αυτό οι οποίες ενούµενες κατά τα άκρα τους διαµορφώνουν ένα 

στενό <<τοροειδές>> (Σχήµα 6.4α). Καθώς ελαττώνεται η σταθερά C, οι επιφάνειες 

αυτές διογκώνονται, αναπτυσσόµενες πάντα συµµετρικά ως προς το ισηµερινό 

επίπεδο του κεντρικού σώµατος (Σχήµα 6.4β,γ), µε τέτοιο τρόπο ώστε για την τιµή         

C=CLz, να διαµορφωθούν τελικά δύο σχεδόν σφαιρικές, κλειστές επιφάνειες που 

περικλείουν το κεντρικό πρωτεύον σώµα (Σχήµα 6.4δ). Τα συµµετρικά σηµεία του 

άξονα z ως προς το κέντρο Ο, στα οποία έρχονται σε επαφή οι περιβάλλουσες 

επιφάνειες προς σχηµατισµό των σφαιρικών επιφανειών, δεν είναι άλλα από τα 

"εκτός επιπέδου" σηµεία ισορροπίας L±z. Στην πορεία αυτής της εξέλιξης οι ακτίνες 

των δύο επιφανειών διαφοροποιούνται και έτσι δηµιουργείται µεταξύ αυτών µία 

επιτρεπτή περιοχή κίνησης (λευκό χρώµα) που συνεχώς διευρύνεται. Είναι 

δεδοµένο ότι η εµφάνιση αυτών των επιφανειών είναι  απόρροια της εµφάνισης των 

ζωνών Ε1 και Ε2 πλησίον της περιοχής του κεντρικού σώµατος. 

Όλα τα παραπάνω γίνονται αντιληπτά, µέσω του Σχήµατος 6.4, όπου στην αριστερή 

στήλη απεικονίζονται οι επιφάνειες µηδενικής ταχύτητας στην τρισδιάστατη κίνηση 

και στη δεξιά στήλη, οι προβολές αυτών στο επίπεδο xz. Αυτό µας βοηθάει να 

κατανοήσουµε την εξέλιξη των περιοχών της τρισδιάστατης κίνησης στη κεντρική 

περιοχή και τη µεταβολή των διαστάσεων των κλειστών επιφανειών που 

σχηµατίζονται εκεί. Οι λευκές περιοχές, είναι περιοχές επιτρεπτής κίνησης. 
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Επιφάνειες µηδενικής ταχύτητας 

στην τρισδιάστατη κίνηση 

 

Προβολές στο επίπεδο xz 

 
 

(α)  

 
 

(β)  

  

(γ)  
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(δ)  

Σχήµα 6.4. ∆ηµιουργία και εξέλιξη επιτρεπτών περιοχών κίνησης(λευκές 

περιοχές) και µη επιτρεπτών (έγχρωµες) ,στην περιοχή του κεντρικού σώµατος  

για: (α) C= CE = 11.9275, (β) C = 11.922, (γ) C = 11.91 και 

  (δ) C = CLz  = 11.902 ( Lz EC C C≤ ≤ )  

Με δεδοµένο ότι αυτές οι επιφάνειες θα εξελίσσονται ταυτόχρονα µε τις υπόλοιπες 

που αναπτύσσονται γύρω από τα περιφερειακά µεγάλα σώµατα,  κρίναµε σκόπιµο 

να µελετήσουµε  την περιοχή κοντά στο κεντρικό πρωτεύον σώµα και για τιµές της 

σταθεράς CLz< C < CB, παρακολουθώντας λεπτοµερειακά την εξέλιξη της 

παραµετρικής µεταβολής τους. Έτσι για αυτές τις τιµές της σταθεράς C και για την 

κεντρική περιοχή του σχηµατισµού των ν σωµάτων, προκύπτουν τα Σχήµατα 6.5, 

που είναι παρόµοια µε τα Σχήµατα 6.4. 

Επιφάνειες µηδενικής ταχύτητας 

στην τρισδιάστατη κίνηση 
Προβολές στο επίπεδο xz 

 
 

(α)  
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(β)  

 

 

 

(γ)  

Σχήµα 6.5. ∆ηµιουργία και εξέλιξη επιτρεπτών περιοχών κίνησης(λευκές 

περιοχές) και µη επιτρεπτών (έγχρωµες) ,στην περιοχή του κεντρικού σώµατος  

για: (α) C = 11.85, (β) C = 8.85 και  (γ) C = 7.85, όπου  CLz < C < CB   

 

Παρατηρούµε ότι µε την ελάττωση της σταθεράς του Jacobi η εσωτερική σφαιρική 

επιφάνεια συρρικνώνεται και η εξωτερική συµπιέζεται κατά τον άξονα z, 

παίρνοντας τη µορφή πεπλατυσµένου σφαιροειδούς. Προφανώς διευρύνεται η 

περιοχή επιτρεπτής κίνησης µεταξύ της εξωτερικής και εσωτερικής επιφάνειας, µε 

την τελευταία να διατηρεί την σχεδόν σφαιρική µορφή της µε σχεδόν αµετάβλητη 

ακτίνα από µια τιµή της σταθεράς C και µετά. ∆ιατηρήσαµε σταθερή κλίµακα για 

όλα τα σχήµατα για να γίνει κατανοητή η µεταβολή των όγκων που περικλείονται 

από τις υπό εξέταση επιφάνειες. Πέρα από την εµφάνιση των παραπάνω επιφανειών 

που περιβάλλουν την περιοχή του κεντρικού σώµατος, για CΒ < C < CE, οι κλειστές, 
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σχεδόν σφαιρικές επιφάνειες που περιβάλλουν τα ν περιφερειακά σώµατα 

διατηρούν τη µορφή τους, αποτελούν περιοχές επιτρεπτής κίνησης και διευρύνονται 

όσο η σταθερά C ελαττώνεται. Όλες αυτές οι περιοχές περιβάλλονται από την 

κυλινδρική επιφάνεια µηδενικής ταχύτητας, ελαφρώς συµπιεσµένης περιµετρικά 

στο µέσον της, όπως έχουµε ήδη αναφέρει, η οποία όµως έχει συρρικνωθεί ακόµα 

περισσότερο και έξω από την οποία η κίνηση στο χώρο είναι ελεύθερη (Σχήµα 6.6). 

 
 

(α) (β) 

 
 

(γ) (δ) 

Σχήµα 6.6. Επιφάνειες µηδενικής ταχύτητας στη τρισδιάστατη κίνηση  για  

  C =7.85 (CΒ < C < CE), όπως φαίνονται από διαφορετικές γωνίες 

 

Όταν C=CΒ (Σχήµα 6.7), τότε οι κλειστές περιοχές της επιτρεπτής κίνησης που 

αναπτύσσονται γύρω από τα περιφερειακά σώµατα έρχονται σε επαφή στα σηµεία 

των θέσεων ισορροπίας της ζώνης Β. 
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(α) (β) 

 
 

(γ) (δ) 

Σχήµα 6.7. Επιφάνειες µηδενικής ταχύτητας στη τρισδιάστατη κίνηση  για 

C=7.57197553 (C=CΒ), όπως φαίνονται από διαφορετικές γωνίες 

 

Για τιµές της σταθεράς C µε  CΑ1 < C < CΒ (Σχήµα 6.8), παρατηρούµε ότι 

δηµιουργείται µία ενιαία κλειστή περιοχή επιτρεπτής κίνησης ανάµεσα στις 

επιφάνειες που περιέκλειαν τα περιφερειακά σώµατα και που τώρα επικοινωνούν. 

Γίνεται φανερή η συµπίεση της διάστασης z των περιοχών αυτών καθώς η σταθερά 

C ελαττώνεται. Φανερή επίσης είναι και η συµπίεση της διάστασης z της 

εξωτερικής επιφάνειας του περιβάλλει το κεντρικό σώµα του σχηµατισµού, ενώ η 

εσωτερική σχεδόν σφαιρική επιφάνεια, παραµένει   αµετάβλητη.      
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(α) (β) 

 
 

(γ) (δ) 

Σχήµα 6.8. Επιφάνειες µηδενικής ταχύτητας στη τρισδιάστατη κίνηση για 

C=7.54 (CΑ1 < C < CΒ), όπως φαίνονται από διαφορετικές γωνίες 

 

Όταν C=CΑ1 (Σχήµα 6.9), οι διογκωµένες περιοχές επιτρεπτής κίνησης που 

περιβάλλουν τα περιφερειακά, «αγγίζουν» την πεπλατυσµένη εξωτερική κλειστή 

επιφάνεια γύρω από το κεντρικό πρωτεύον, στα σηµεία των θέσεων ισορροπίας της 

ζώνης Α1. 
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(α) (β) 

 
 

(γ) (δ) 

Σχήµα 6.9. Επιφάνειες µηδενικής ταχύτητας στη τρισδιάστατη κίνηση  για 

C=7.50317263 (C=CΑ1), όπως φαίνονται από διαφορετικές γωνίες 

 

Όταν CΑ2 < C < CΑ1 (Σχήµα 6.10), παρατηρούµε την παραπέρα χωρική αύξηση  των 

διαύλων επικοινωνίας των περιοχών επιτρεπτής κίνησης, γύρω από τα περιφερειακά 

σώµατα και της εξωτερικής κλειστής επιφάνειας περί του κεντρικού σώµατος. 

Εξακολουθούν να υπάρχουν περιοχές απαγορευµένης κίνησης µεταξύ των 

παραπάνω επιφανειών. 
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(α) (β) 

 
 

(γ) (δ) 

Σχήµα 6.10. Επιφάνειες µηδενικής ταχύτητας στη τρισδιάστατη κίνηση  για 

C=7.45 (CΑ2 < C < CΑ1), όπως φαίνονται από διαφορετικές γωνίες 

 

Με την περαιτέρω ελάττωση της σταθεράς C οι προηγούµενες περιοχές 

απαγορευµένης κίνησης συρρικνώνονται ακόµα περισσότερο και τελικά 

εκφυλίζονται για  C= CΑ2 σε σηµεία, που αποτελούν τις θέσεις ισορροπίας της 

ζώνης Α2 (Σχήµα 6.11). Κατόπιν, για CC1 < C < CA2 δηµιουργείται  µία ενιαία 

τρισδιάστατη περιοχή επιτρεπτής κίνησης, γύρω από την κεντρική σφαιρική 

επιφάνεια  που περιβάλλει το κεντρικό σώµα. 
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(α) (β) 

 
 

(γ) (δ) 

Σχήµα 6.11. Επιφάνειες µηδενικής ταχύτητας στη τρισδιάστατη κίνηση  για 

C=7.41838529 (C = CΑ2), όπως φαίνονται από διαφορετικές γωνίες 

 

Για C = CC1 (Σχήµα 6.12), λαµβάνει χώρα άλλη µία bifurcation της παραµετρικής 

εξέτασης του προβλήµατός µας, στα σηµεία των θέσεων ισορροπίας της ζώνης C1. 

Στα σηµεία αυτά υπάρχει η επαφή των χώρων που διαχώριζε έως τώρα η εξωτερική 

κυλινδρική επιφάνεια µηδενικής ταχύτητας. ∆ηλαδή δηµιουργούνται οι πρώτοι 

δίαυλοι επικοινωνίας προς την εξωτερική περιοχή της κυλινδρικής επιφάνειας, όπου 

η κίνηση του µικρού σώµατος  είναι παντού ελεύθερη. 
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(α) (β) 

  

(γ) (δ) 

Σχήµα 6.12. Επιφάνειες µηδενικής ταχύτητας στην τρισδιάστατη κίνηση για 

C=7.37392456 (C = CC1), όπως φαίνονται από διαφορετικές γωνίες 

 

Όταν µειωθεί ακόµα περισσότερο η σταθερά C και για τιµές CC2 < C < CC1, 

διευρύνονται ακόµα περισσότερο οι δίαυλοι επικοινωνίας των δύο περιοχών που 

διαχώριζε έως τώρα η εξωτερική κυλινδρική επιφάνεια (Σχήµα 6.13). Εκτός της 

κεντρικής σφαιρικής και σχεδόν αµετάβλητης, κατά την παραµετρική µεταβολή, 

επιφάνειας όπου απαγορεύεται η κίνηση, εξακολουθούν να υπάρχουν ακόµα 

περιοχές απαγορευµένης κίνησης. Οι τελευταίες αυτές περιοχές, είναι εκείνες που 

ενώνουν την περιοχή µε z>0 και την περιοχή µε z<0 της επιφάνειας µηδενικής 

ταχύτητας. 
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(α) (β) 

 
 

(γ) (δ) 

Σχήµα 6.13. Επιφάνειες µηδενικής ταχύτητας στη τρισδιάστατη κίνηση για 

C=7.2 (CC2 < C <  CC1), όπως φαίνονται από διαφορετικές γωνίες    

 

Για C = CC2 (Σχήµα 6.14) προκύπτουν τα τελευταία σηµεία επαφής της επιφάνειας 

µηδενικής ταχύτητας  µε το επίπεδο xy, στα σηµεία ισορροπίας της ζώνης C2 και 

τελικά την πλήρη αποκόλληση αυτών των δύο σχηµατιζόµενων περιοχών 

εκατέρωθεν του επιπέδου xy.  

Τέλος, για τιµές  C≤  CC2 η κίνηση του µικρού σώµατος είναι επιτρεπτή σε όλο το 

χώρο, εκτός από την κλειστή περιοχή που περιβάλλει το κεντρικό πρωτεύον.  
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(α) (β) 

 

 

(γ) (δ) 

Σχήµα 6.14. Επιφάνειες µηδενικής ταχύτητας στη τρισδιάστατη κίνηση για 

C=7.1383631(C = CC2), όπως φαίνονται από διαφορετικές γωνίες 

 

Στη συνέχεια σχεδιάζουµε τις προβολές στο επίπεδο xz των επιφανειών µηδενικής 

ταχύτητας στη τρισδιάστατη κίνηση. Έτσι προκύπτουν οι καµπύλες µηδενικής 

ταχύτητας στο επίπεδο xz. (Σχήµα 6.15). Στο Σχήµα 6.15β, το βέλος δείχνει το 

birfucation point της ζώνης Β, µέσω του οποίου οι επιφάνειες που περιβάλουν τα 

περιφερειακά σώµατα έρχονται σε επαφή. Γίνεται αντιληπτή η συµπίεση των 

κλειστών επιφανειών στο άξονα Οz και έχουµε άλλη µία εικόνα της παραµετρικής 

εξέλιξης των περιοχών επιτρεπτής κίνησης στο επίπεδο xz. Σε όλα τα σχήµατα, οι 

έγχρωµες περιοχές απεικονίζουν τις απαγορευµένες περιοχές κίνησης και οι λευκές 

τις επιτρεπτές. 
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(α) (β) 

  

(γ) (δ) 

  

(ε) (στ) 
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(ζ) (η) 

 

 

(θ)  

Σχήµα 6.15. Προβολές στο επίπεδο xz των επιφανειών µηδενικής ταχύτητας 

της τρισδιάστατης κίνησης που αντιστοιχούν σε διάφορες τιµές της Ιακωβιανής 

σταθεράς. (α) C = 7.85, (β) C = 7.5719, (γ) C = 7.54,  

(δ) C = 7.5031, (ε) C = 7.45, (στ) C = 7.4183, (ζ) C = 7.3739,  

(η) C = 7.2 και (θ) C = 7.1383  

 

6.3 Ταυτόχρονες τοπολογικές αλλαγές των επιφανειών µηδενικής ταχύτητας 

στην τρισδιάστατη κίνηση 

Στα σηµεία τοµής των καµπύλων Cw=Cw(β) (Σχήµα 6.1), όπως αυτά αναπτύχθηκαν 

στη προηγούµενη παράγραφο, οι σταθερές C σηµείων ισορροπίας, που ανήκουν σε 

διαφορετική ζώνη ή στα σηµεία ισορροπίας "εκτός επιπέδου"  αποκτούν ίσες τιµές.  
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Γνωρίζουµε ότι σε κάθε τιµή της σταθεράς Cw που αντιστοιχεί σε σηµείο 

ισορροπίας, εµφανίζεται µία bifurcation. Τιµή στην οποία συµβαίνουν οι δραστικές 

τοπολογικές αλλαγές των περιοχών (τρισδιάστατων ή δισδιάστατων) επιτρεπτής 

κίνησης του µικρού σώµατος, στο πεδίο που δηµιουργούν το κεντρικό και τα ν 

περιφερειακά σώµατα. Τα σηµεία τοµής Κi ανήκουν ταυτόχρονα σε διαφορετικές 

οµάδες σηµείων ισορροπίας, εκείνες που αντιστοιχούν στις τεµνόµενες καµπύλες. 

Άρα σε αυτά τα birfucation points, θα λαµβάνουν χώρα ταυτόχρονα δύο 

τοπολογικές αλλαγές των περιοχών κίνησης. 

Ενδεικτικά, παρουσιάζουµε δύο από τις περιπτώσεις διπλής τοπολογικής αλλαγής 

των περιοχών της κίνησης (bifurcations), για  σταθερή τιµή του διαταρακτικού όρου 

e = -0.05. Έτσι θα καταστεί εµφανής η µεγάλη σηµασία της ανισοτικής σχέσης των 

σταθερών Cw (Πίνακας 6.2) και πως αυτές οι ανισότητες επηρεάζουν την κίνηση, 

την ενέργεια αλλά και τις θέσεις ισορροπίας του µικρού σώµατος. 

Στα σχήµατα που ακολουθούν, για κάθε περίπτωση δίνονται κατά σειρά, οι 

επιφάνειες µηδενικής ταχύτητας στον τρισδιάστατο χώρο xyz από δύο οπτικές 

γωνίες (πλάγια και κάτοψη) και οι προβολές αυτών στα επίπεδο xy και xz. Στις 

επιφάνειες µηδενικής ταχύτητας η κίνηση επιτρέπεται όπως ακριβώς έχει 

περιγραφεί στη προηγούµενη παράγραφο. Στις καµπύλες µηδενικής ταχύτητας στα 

επίπεδα  xy και xz να θυµίσουµε ότι οι λευκές περιοχές είναι περιοχές επιτρεπτής 

κίνησης, ενώ οι έγχρωµες απαγορευµένες περιοχές κίνησης, οι δε αριθµητικές τιµές 

των χαρακτηριστικών ζευγών (βi , Cw ) δίνονται από το Πίνακα 6.1. 

Το Σχήµα 6.16 αναφέρεται στη περίπτωση µε ν=7, e = - 0.05 και β = β11 = 0.9985, 

όπου για τις σταθερές Cw των τεµνόµενων καµπυλών στο σηµείο Κ11, ισχύει ότι : 

CC1=CA1=8.044. Η σχέση που συνδέει τις σταθερές Cw όλων των ζωνών ισορροπίας 

πριν και µετά το χαρακτηριστικό σηµείο Κ11, είναι οι παρακάτω:  

• για  β10<β<β11  ισχύει ότι  CE > CLz  > CΒ >  CC1 >  CA1 > CA2 >CC2   

• για  β6<β<β7     ισχύει ότι  CE > CLz > CΒ >  CA1 >  CC1 > CA2 > CC2 
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(α) (β) 

  
(γ) (δ) 

Σχήµα 6.16. Επιφάνειες µηδενικής ταχύτητας της τρισδιάστατης κίνησης για 

ν=7, e = -0.05, β = 0.9985 και C = 8.044. (α) και (β) πλάγιες όψεις,  

(γ) και (δ) προβολές των επιφανειών στα επίπεδα xy και xz αντίστοιχα 

 

Σε αυτή την περίπτωση διπλής bifurcation, έχουµε την ταυτόχρονη δηµιουργία 

επαφής των περιοχών των περιφερειακών σωµάτων µε την περιοχή γύρω από το 

κεντρικό σώµα, αλλά και µε την εξωτερική περιοχή επιτρεπόµενης κίνησης. Στη µεν 

πρώτη περίπτωση αυτό επιτυγχάνεται  µέσω των  bifurcation points της ζώνης Α1, 

στη δε δεύτερη µέσω των  bifurcation points της ζώνης C1. Προφανώς υπάρχει η 

δυνατότητα το µικρό σώµα να διαφύγει στην εξωτερική περιοχή, µέσω των σηµείων 

ισορροπίας των ζωνών Α1  και C1 . 

Το Σχήµα 6.17 αναφέρεται στη περίπτωση µε ν=7, e = -0.05 και β= β13 =2.282, όπου 

για τις σταθερές Cw των τεµνόµενων καµπυλών στο σηµείο Κ8 ισχύει ότι :                  

CB=CA1=7.3721. Η σχέση που συνδέει τις σταθερές Cw όλων των ζωνών ισορροπίας 

πριν και µετά το χαρακτηριστικό σηµείο Κ8 είναι οι παρακάτω :  
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• για β12<β<β13    ισχύει ότι  CE  > CLz  >  CΒ  >  CA1  >  CA2 > CC1  >  CC2  

• για  β13<β<β14  ισχύει  ότι  CE  > CLz  > CA1  >  CB  >  CA2  >  CC1  > CC2 

  

  
(α) (β) 

   
(γ) (δ) 

Σχήµα 6.17.  Επιφάνειες µηδενικής ταχύτητας της τρισδιάστατης κίνησης για 

ν=7, e = - 0.05, β = 2.282 και C = 7.3721. (α) και (β) πλάγιες όψεις,  

(γ) και (δ) προβολές των επιφανειών στα επίπεδα xy και xz αντίστοιχα 

 

Σε αυτή την περίπτωση, επικοινωνούν οι περιοχές των περιφερειακών σωµάτων 

µεταξύ τους, µέσω των bifurcation points της ζώνης Β, αλλά και οι περιοχές των 

περιφερειακών σωµάτων µε την περιοχή του κεντρικού σώµατος, µέσω των 

bifurcation points της ζώνης Α1. Στο Σχήµα 6.17δ, που αναφέρεται στο επίπεδο xz, 

διακρίνεται αµυδρά ο δίαυλος επικοινωνίας (βλέπε βέλος) που µόλις δηµιουργήθηκε  

µέσω της επαφής των σηµείων ισορροπίας της ζώνης Β. 

Τελειώνοντας την αναφορά µας στην παραπάνω ιδιότυπη, διπλή και ταυτόχρονη 

αλλαγή των περιοχών επιτρεπτής κίνησης, διευκρινίζεται ότι ακριβώς παρόµοιες 
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συµπεριφορές συναντώνται όταν διατηρείται σταθερή η τιµή της ανηγµένης µάζας β 

και µεταβάλλεται η τιµή του διαταρακτικού όρου  e. 

Αυτό γίνεται σαφές και από τη µελέτη του διαγράµµατος e-Cw, για β=5, του 

Σχήµατος 3.20β του τρίτου κεφαλαίου, λεπτοµέρεια του οποίου παραθέτουµε 

παρακάτω (Σχήµα 6.18). Ενδεικτικά, για το σηµείο τοµής των καµπύλων Cw=Cw(e) 

των ζωνών ισορροπίας Β και C1, υπολογίσαµε το  κοινό ζεύγος (e, Cw) ≈ ( - 0.1987, 

7.019) και παρακάτω (Σχήµα 6.19) δίνουµε τις σχηµατιζόµενες επιφάνειες 

µηδενικής ταχύτητας στο χώρο και στο επίπεδο, όπως και προηγουµένως. 

6.5

7.2

-0.23 -0.18

e

Cw

C1

B

( 7.019 , - 0.1987)

 

Σχήµα 6.18. Λεπτοµέρεια διαγράµµατος e-Cw για ν=7 και β=5, όπου φαίνεται 

το σηµείο τοµής των καµπύλων Cw=Cw(e) των ζωνών ισορροπίας  Β και C1 

 

 

  

(α) (β) 
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(γ) (δ) 

Σχήµα 6.19. Επιφάνειες µηδενικής ταχύτητας της τρισδιάστατης κίνησης για 

ν=7, β=5, e = - 0.1987 και C =7.019. (α) και (β) πλάγιες όψεις,  

(γ) και (δ) προβολές των επιφανειών στα επίπεδα xy και xz αντίστοιχα 

 

Στην περίπτωση αυτή, όπου CC1=CB, εµφανίζονται τα πρώτα σηµεία επαφής και 

επικοινωνίας, µεταξύ των εσωτερικών περιοχών που περικλείουν τα περιφερειακά 

σώµατα µε την εξωτερική περιοχή, στα bifurcation points της ζώνης C1. 

Ταυτόχρονα δηµιουργούνται νέοι δίαυλοι επικοινωνίας µεταξύ των περιοχών των 

περιφερειακών σωµάτων, µέσω των σηµείων ισορροπίας της ζώνης Β (βλέπε 

βέλος).   
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  7 
 

 

ΕΛΚΤΙΚΕΣ ΠΕΡΙΟΧΕΣ 
 

 

7.1 Εισαγωγή 

Όπως έχουµε ήδη αναφέρει, η εύρεση των θέσεων ισορροπίας του µικρού σώµατος 

µέσα στο δυναµικό πεδίο που δηµιουργείται από την παρουσία των Ν(=ν+1) 

µεγάλων σωµάτων, επιτυγχάνεται µε τη βοήθεια µιας αριθµητικής µεθόδου η οποία 

για τις επίπεδες θέσεις ισορροπίας επιλύει το αλγεβρικό σύστηµα των δύο µη 

γραµµικών εξισώσεων,  

x

y

U 0

U 0

=

=
  

Η επαναληπτική διαδικασία για την επίτευξη της σύγκλισης προς µία λύση-θέση 

ισορροπίας του συστήµατος παράγει µια ακολουθία διαδοχικών προσεγγίσεων η 

οποία γεωµετρικά µπορεί να περιγραφεί µε τις διαδοχικές «µετατοπίσεις-

ευθύγραµµες διαδροµές» που ακολουθούνται από την αρχική θέση εκκίνησης 

(αρχική τιµή (x0,y0)) µέχρι τον τελικό «στόχο-προορισµό» που είναι το 

συγκεκριµένο σηµείο ισορροπίας (Kalvouridis, 2009a,b). Το Σχήµα 7.1 δείχνει µια 

τέτοια ακολουθούµενη διαδροµή.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 7.1. Η τεθλασµένη διαδροµή που ακολουθείται από τις διαδοχικές 

προσεγγίσεις κατά τη διαδικασία σύγκλισης προς µία θέση ισορροπίας 
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Ως περιοχή σύγκλισης (region of convergence) ή ελκτική περιοχή (attracting 

domain) µιας θέσης ισορροπίας ορίζουµε το σύνολο των σηµείων του επιπέδου Oxy 

τα οποία λαµβανόµενα ως αρχικές προσεγγίσεις, συγκλίνουν σε αυτήν τη θέση-

σηµείο µε τη βοήθεια µιας αριθµητικής µεθόδου (Croustalloudi & Kalvouridis, 

2004a, b, 2007a; Kalvouridis & Croustalloudi, 2004, 2008; Goussidou-Koutita & 

Kalvouridis, 2008, 2009; Kalvouridis, 2009a, 2009b; Douskos, 2010; Kalvouridis & 

Kalvouridi, 2011; Croustalloudi et al., 2012). Στην περίπτωση του δακτυλιοειδούς 

προβλήµατος των Ν σωµάτων, όπως έχουµε αναφέρει, οι θέσεις ισορροπίας 

κατανέµονται σε κυκλικές ζώνες, το σύνολο των σηµείων που οδηγούν στα σηµεία 

ισορροπίας µιας συγκεκριµένης ζώνης απαρτίζουν την περιοχή σύγκλισης της ζώνης 

αυτής. Συνεπώς, η περιοχή σύγκλισης µιας ζώνης προκύπτει από την επαλληλία των 

περιοχών σύγκλισης όλων των θέσεων ισορροπίας που ανήκουν στη συγκεκριµένη 

ζώνη ισορροπίας.  

Για την εύρεση των ελκτικών περιοχών, αναζητείται ο καταλληλότερος από τους 

υπάρχοντες αλγορίθµους. Σε προηγούµενες µελέτες που πραγµατοποιήθηκαν στην 

κατεύθυνση αυτή (Gousidou-Koutita & Kalvouridis, 2008, 2009) πάνω στο 

περιορισµένο δακτυλιοειδές βαρυτικό πρόβληµα των Ν+1 σωµάτων, αλλά και 

άλλων προβληµάτων της Ουράνιας Μηχανικής (Magnetic Binary Problem, 

Πρόβληµα Κοπεγχάγης, κ.λ.π) εξετάσθηκε η αποτελεσµατικότητα διαφόρων 

αριθµητικών µεθόδων, όπως η µέθοδος Newton-Raphson, η µέθοδος Broyden και η 

τροποποιηµένη µέθοδος Broyden. Στην έννοια της αποτελεσµατικότητας, µεταξύ 

των άλλων, συµπεριλαµβάνουµε και συναξιολογούµε την ταχύτητα σύγκλισης της 

µεθόδου και την ευκολία χρήσης (κωδικοποίηση σε γλώσσα προγραµµατισµού). Τα 

αποτελέσµατα των µελετών αυτών έδειξαν ότι υπάρχει ποιοτική οµοιότητα όσον 

αφορά στη µορφή και στον τρόπο της παραµετρικής εξέλιξης των περιοχών 

σύγκλισης, όµως ο αλγόριθµος Newton–Raphson, αποδείχθηκε ταχύτερος 

(συγκλίνει τετραγωνικά) και για την περίπτωσή µας παρέχει πιο αξιόπιστα και 

ακριβή αποτελέσµατα. Με βάση τα συµπεράσµατα αυτά, επιλέχθηκε για την 

περίπτωσή µας ο αλγόριθµος αυτός, ο οποίος για την περίπτωση των επίπεδων 

θέσεων ισορροπίας (δύο ανεξάρτητες µεταβλητές) παίρνει την εξής µορφή:                                
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x yy y xy
n n-1 2

yy xx xy (x ), yn-1 n-1

x yx y xx
n n-1 2

yy xx xy (x ), yn-1 n-1

U U - U U
x = x -

U U - U

U U - U U
y = y +

U U - U

                                                                   (7.1) 

όπου U είναι η δυναµική συνάρτηση του προβλήµατος και Ux, Uy, Uxx, Uyy, Uxy 

είναι οι πρώτες και δεύτερες µερικές παράγωγοί της ως προς τις µεταβλητές x και y. 

 

7.2 Ευαισθησία στις αρχικές συνθήκες 

Η µη γραµµικότητα του αλγεβρικού συστήµατος (7.1) έχει ως αποτέλεσµα σε 

αρκετές περιπτώσεις την ύπαρξη µιας εξαιρετικής ευαισθησίας της επαναληπτικής 

διαδικασίας του αλγορίθµου σε µικρές µεταβολές των αρχικών τιµών. Το γεγονός 

αυτό σηµαίνει ότι για πολύ µικρές αλλαγές των αρχικών τιµών, η διαδικασία 

προσέγγισης της λύσης-θέσης ισορροπίας ενδέχεται να οδηγήσει σε µη προβλέψιµα 

αποτελέσµατα, όπως λ.χ. στην ίδια θέση ισορροπίας αλλά µε σαφώς περισσότερα 

βήµατα-επαναλήψεις (Σχήµα 7.2α), σε διαφορετική θέση ισορροπίας που είτε 

ανήκει στην ίδια ζώνη, είτε σε διαφορετικές ζώνες (Σχήµα 7.2β), στη µη σύγκλιση 

(Σχήµα 7.2γ), ή ακόµη στη µη προσέγγιση του στόχου-θέσης ισορροπίας αλλά στην 

επ’ άπειρο παλινδρόµηση της επαναληπτικής διαδικασίας µεταξύ δύο 

συγκεκριµένων τιµών (Σχήµα 7.2δ). Για όλους αυτούς τους λόγους, όπως θα δούµε 

στη συνέχεια, οι περιοχές σύγκλισης των θέσεων ισορροπίας εµφανίζουν περιοχές 

ντετερµινιστικές και χαοτικές.  
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(α) 

 

(β) 
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(γ) 

 

(δ) 

Σχήµα 7.2. (α)-(δ). ∆ιάφορες περιπτώσεις της πορείας των διαδοχικών 

βηµάτων του αλγορίθµου σε µικρές µεταβολές των αρχικών τιµών. Η κόκκινη 

τεθλασµένη δείχνει την διακριτή πορεία σύγκλισης προς µία θέση ισορροπίας 

(αδιατάρακτη τροχιά). Η µπλε τεθλασµένη δείχνει την πορεία των διαδοχικών 

προσεγγίσεων όταν υπάρχει µία µικρή µεταβολή στις αρχικές συνθήκες 

(διαταραγµένη τροχιά).  

 

7.3 ∆ιαδικασία για τον καθορισµό των ελκτικών περιοχών στο επίπεδο Oxy 

Ο καθορισµός των περιοχών σύγκλισης των ζωνών υλοποιείται µε την εφαρµογή 

διπλής σάρωσης (double scanning) του επιπέδου x0y0 και συγκεκριµένα της 

περιοχής αυτού που ορίζεται από τις τιµές  : 

[ ]0x 2.5,0) (0,2.5∈ − ∪ , ( ]0y 0,2.5∈                                                                       (7.2) 

Στο σχήµα 7.3 δείχνεται ο τρόπος διαµέρισης της περιοχής του επιπέδου x0y0 για 

την εφαρµογή της διπλής σάρωσης. 
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Σχήµα 7.3. Ενδεικτική διαµέριση του επιπέδου x0y0. Κάθε κόµβος του δικτύου 

αντιστοιχεί σε ένα ζεύγος αρχικών τιµών (x0, y0)  

για την εφαρµογή του αλγορίθµου 

 

Η δυνατότητα περιορισµού της σάρωσης στο ηµιεπίπεδο y0>0 οφείλεται στην 

υπάρχουσα συµµετρία του σχηµατισµού των σωµάτων ως προς τον άξονα Οx του 

συνοδικού συστήµατος αναφοράς, καθώς και στην συνεπαγόµενη όµοια συµµετρία 

ως προς την κατανοµή  των θέσεων ισορροπίας. 

Ως βήµατα µεταβολής των τιµών των x0 και y0 για τη σάρωση χρησιµοποιήθηκαν οι 

τιµές ∆x0=∆y0=0.005 και ως κριτήρια τερµατισµού της επαναληπτικής διαδικασίας 

οι σχέσεις  

n n-1

n n-1

x - x < ε

y - y < ε
                                                                                                           (7.3) 

όπου (xn,yn), (xn-1, yn-1), δύο διαδοχικές προσεγγίσεις κατά το n-οστό και (n-1)-οστό 

επαναληπτικό βήµα (iteration) της αριθµητικής µεθόδου. Η ποσότητα ε εκφράζει 

την ακρίβεια των αποτελεσµάτων. Για την περίπτωσή µας θεωρήσαµε ότι µία 

ακρίβεια ε= 10
-9

 είναι αρκετά ικανοποιητική. Για πρακτικούς λόγους, επιπλέον των 

παραπάνω κριτηρίων διακοπής της µεθόδου, εισάγουµε και ένα πρόσθετο κριτήριο 

που αναφέρεται στο µέγιστο αριθµό βηµάτων nmax της επαναληπτικής διαδικασίας, 
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πέραν του οποίου θεωρούµε ότι δεν υπάρχει σύγκλιση. Τα σηµεία-αρχικές συνθήκες 

που εµπίπτουν   στην κατηγορία   αυτή  οδηγούνται   σε ένα διαφορετικό σύνολο 

Ο(ΝC) (not converging points). Για τις ανάγκες της παρούσας διατριβής θεωρήσαµε 

ότι nmax=500. Σε όλες σχεδόν τις περιπτώσεις που εξετάσαµε, το σύνολο αυτό ήταν 

σχεδόν κενό, γεγονός αυτό καταδεικνύει την πολύ καλή συµπεριφορά της 

επιλεγείσας µεθόδου Newton-Raphson για το συγκεκριµένο πρόβληµα.  

Στο σηµείο αυτό σηµειώνουµε ότι η ελάττωση του βήµατος της σάρωσης έχει ως 

αποτέλεσµα την τετραγωνική αύξηση του πλήθους των προς επεξεργασία αρχικών 

συνθηκών, γεγονός που δυσχεραίνει την απεικόνισή τους στα διάφορα γραφήµατα, 

ενώ δεν βελτιώνει σηµαντικά την ποιότητά της πληροφορίας που εξάγουµε από 

αυτά.  

Με τον τρόπο αυτό τα σηµεία της περιοχής του επιπέδου x0y0 που ορίζεται από τις 

σχέσεις (7.2) και συγκλίνουν σε κάποια θέση ισορροπίας κατανεµήθηκαν σε τόσα 

σύνολα, όσο είναι το πλήθος των ζωνών ισορροπίας που εµφανίζονται για κάποια 

τιµή της παραµέτρου β. Όπως ήδη έχουµε αναφέρει, το πλήθος αυτό στο βαρυτικό 

πρόβληµα, για κάθε τιµή του ν (=πλήθος περιφερειακών σωµάτων), εξαρτάται από 

την τιµή της παραµέτρου β και ισούται µε πέντε αν 0<β≤ lν και τρεις για β> lν ). Στον 

Πίνακα 3.2 του Κεφαλαίου 3, αναφέραµε τις τιµές της οριακής αυτής τιµής για 

διάφορες τιµές της παραµέτρου ν.  

Όσον αφορά στο µοντέλο που θεωρήσαµε στην παρούσα διατριβή, όπου το 

κεντρικό σώµα δηµιουργεί δυναµικό τύπου Manev, το πλήθος των ζωνών, όπως 

περιγράψαµε στο Κεφάλαιο 3, εξαρτάται και από την τιµή της παραµέτρου e. 

Ειδικότερα, όταν η παράµετρος e>0, τότε οι εµφανιζόµενες ζώνες είναι και πάλι 

πέντε ή τρεις, ανάλογα όµως µε το αν το ζεύγος των τιµών (e,β), βρίσκεται κάτω ή 

πάνω από την καµπύλη διακλάδωσης του Σχήµατος 3.8 (Κεφ. 3
ο
). Όπως έχουµε ήδη 

αναφέρει, µια τέτοια καµπύλη υπάρχει για κάθε ν και µετατοπίζεται προς 

µεγαλύτερες τιµές της β καθώς αυξάνει το ν (Πίνακας 3.4, Κεφ. 3
ο
). Τα 

σχηµατιζόµενα σύνολα αρχικών συνθηκών που αντιστοιχούν στις ελκτικές περιοχές 

της περίπτωσης αυτής, θα αναφέρονται επίσης και µε το συµβολισµό R(A1), R(A2), 

R(B), R(C2) και R(C1).  
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Όταν e<0 τότε, (βλέπε διάγραµµα του Σχήµατος 3.11 του Κεφαλαίου 3) ενδέχεται 

να εµφανισθούν δύο επιπλέον νέες ζώνες επίπεδων θέσεων, οι Ε1 και E2 που 

βρίσκονται πολύ κοντά στην περιοχή του κεντρικού πρωτεύοντος σώµατος. Αυτό 

σηµαίνει ότι θα έχουµε δύο επιπλέον ελκτικές περιοχές, που τις συµβολίζουµε µε 

R(Ε1) και R(Ε2). Όπως θα δούµε στην παράγραφο 7.4.4, και όπως έχουµε ήδη 

αναφέρει στο Κεφάλαιο 3, ο συνδυασµός των τιµών των παραµέτρων β και e για 

κάθε  ν, οδηγεί σε 7 ή 5 ή 3 ζώνες (όχι πάντα οι ίδιες σε µια τριάδα)  και φυσικά σε 

αντίστοιχο πλήθος ελκτικών περιοχών. Βέβαια, εκτός των επίπεδων ζωνών 

ισορροπίας εµφανίζονται  και δύο εκτός επιπέδου σηµεία L+z, L-z που κείνται πάνω 

στον άξονα Οz σε συµµετρικές θέσεις ως προς το επίπεδο xy. Όµως οι ελκτικές 

περιοχές των σηµείων αυτών δεν θα εξετασθούν στην παρούσα διατριβή. 

Υστερα από όλα τα παραπάνω µπορεί κανείς να θεωρήσει ότι οι θέσεις ισορροπίας 

αποτελούν ένα είδος ελκυστών (ανεξάρτητα από την κατάσταση ευστάθειάς τους) 

για τη συγκεκριµένη αριθµητική µέθοδο, από όπου και η ονοµασία που έχει δοθεί 

στις περιοχές που περιγράφονται στο Κεφάλαιο αυτό.  

 

7.4 Γενικά περί των ελκτικών περιοχών στο επίπεδο της κίνησης 

Η ελκτική περιοχή κάθε ζώνης ισορροπίας παρουσιάζει τα ίδια στοιχεία συµµετρίας 

µε αυτά του σχηµατισµού των µεγάλων σωµάτων και του δυναµικού πεδίου που 

δηµιουργούν. Η συµµετρία αυτή εξακολουθεί να υφίσταται και στο µοντέλο της 

παρούσας διατριβής όπου το κεντρικό σώµα δηµιουργεί δυναµικού τύπου Manev. 

Όπως έχει διαπιστωθεί, κάθε ελκτική περιοχή αποτελείται από «συµπαγείς» 

υποπεριοχές και από διάσπαρτα σηµεία. Στις «συµπαγείς» περιοχές όλα τα σηµεία-

µέλη του υποσυνόλου συγκλίνουν σε κάποια από τις θέσεις ισορροπίας της 

συγκεκριµένης ζώνης. Οι περιοχές αυτές έχουν ασαφή όρια-περιγράµµατα και 

παρουσιάζουν (εκτός από τα ασαφή περιγράµµατα) ντετερµινιστική συµπεριφορά, 

µε την έννοια ότι µικρές µεταβολές των αρχικών τιµών που ανήκουν στις περιοχές 

αυτές, οδηγούν σε θέσεις ισορροπίας της ίδιας ζώνης (ίδια θέση ή άλλη θέση 

ισορροπίας της ίδιας ζώνης). Θα τις αναφέρουµε χρησιµοποιώντας τον συµβολισµό 

S(A1), S(A2), S(B), S(C2), S(C1), S(Ε1) και S(Ε2). Τα διάσπαρτα (ή µεµονωµένα) 
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σηµεία διαχέονται στα ασαφή όρια των «συµπαγών» περιοχών τόσο της 

συγκεκριµένης ζώνης όσο και άλλων ζωνών ισορροπίας και σχηµατίζουν 

υποσύνολα τα οποία θα τα αναφέρουµε χρησιµοποιώντας τον συµβολισµό D(A1), 

D(A2), D(B), D(C2), D(C1), D(Ε1) και D(Ε2). Κατά συνέπεια, και σύµφωνα µε τους 

παραπάνω συµβολισµούς των σηµειοσυνόλων ή υποσυνόλων, η ελκτική περιοχή 

κάθε ζώνης ισορροπίας αποτελείται από την ένωση των αντίστοιχων υποσυνόλων D 

και S, δηλαδή, R(J)=S(J)∪D(J), J= A1, A2, B,….  

Όταν η αρχική προσέγγιση, ή αλλιώς το σηµείο εκκίνησης της µεθόδου (initial or 

launching point), βρίσκεται στην κεντρική περιοχή µιας «συµπαγούς» ή 

ντετερµινιστικής περιοχής κάποιου σηµείου ισορροπίας µιας συγκεκριµένης ζώνης 

ισορροπίας, τότε η διαδικασία σύγκλισης «τερµατίζεται» σε µια θέση ισορροπίας 

(την ίδια ή άλλη ισοδύναµή της) της ζώνης αυτής µε ένα ντετερµινιστικό τρόπο που 

σηµαίνει ότι µικρές µεταβολές της αρχικής προσέγγισης δεν θα επηρεάσουν το 

τελικό αποτέλεσµα. Όµως, αν βρίσκεται στα ασαφή όρια της συµπαγούς περιοχής 

µιας ζώνης ισορροπίας, ή στα ασαφή όρια των συµπαγών περιοχών µιας άλλης 

ζώνης ισορροπίας, τότε διαπιστώνουµε ότι οι αρχικές προσεγγίσεις είναι εξαιρετικά 

ευαίσθητες σε µικρές µεταβολές έτσι ώστε η πρόβλεψη για τον τελικό στόχο-σηµείο 

ισορροπίας να είναι εξαιρετικά αβέβαιη (χαοτικές περιοχές). Η αβεβαιότητα αυτή 

σύµφωνα µε τους Peitgen et al., (1992) οφείλεται στην συνύπαρξη πολλών 

ελκυστών, η ταυτόχρονη δράση των οποίων δηµιουργεί πολύπλοκες δοµές 

µορφοκλασµατικού τύπου. Γενικότερα, παρατηρούνται αυτοόµοιοι σχηµατισµοί οι 

οποίοι δεν µπορούν να περιγραφούν µε µαθηµατικές εκφράσεις στις οποίες 

εµπεριέχονται και οι παράµετροι του προβλήµατος. Ως εκ τούτου η µελέτη της 

παραµετρικής συµπεριφοράς τους βασίζεται στην αριθµητική επεξεργασία 

περιπτώσεων που αντιστοιχούν σε διάφορες τιµές των παραµέτρων και σε µία 

ποιοτική εκτίµηση των αποτελεσµάτων. Παρόλ’ αυτά, έστω και µε τον τρόπο αυτό 

προσέγγισης, µπορούµε να εξάγουµε χρήσιµα γενικά συµπεράσµατα που αφορούν 

σε κάποιες πτυχές της δυναµικής συµπεριφοράς του υπό µελέτη συστήµατος.  
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7.5 Ελκτικές περιοχές για Νευτώνεια δυναµικά 

7.5.1 Μορφολογία και δοµή των ελκτικών περιοχών 

Στο Σχήµα 7.4 παρουσιάζουµε τις ελκτικές περιοχές για Νευτώνεια δυναµικά σε ένα 

κανονικό πολυγωνικό σχηµατισµό µε ν=7 και τιµή παραµέτρου β=2. Με τις τιµές 

αυτές όπως προκύπτει από τον Πίνακα 3.2 (Κεφ. 3
ο
), υπάρχουν πέντε θέσεις 

ισορροπίας, Α1, Α2, Β, C2, C1. Οι ελκτικές περιοχές των πέντε ζωνών αποδίδονται µε 

διαφορετικό χρώµα. Συγκεκριµένα, µε κόκκινο αποδίδεται η περιοχή του επιπέδου 

xy που κατέχει η ελκτική περιοχή της ζώνης Α1, µε πράσινο η ελκτική περιοχή της 

ζώνης Α2, µε πορτοκαλί η ζώνη Β, µε µπλέ σκούρο η ζώνη C2 και µε βιολετί η C1.. 

 

 

Σχήµα 7.4. Κατανοµή των ελκτικών περιοχών των πέντε ζωνών ισορροπίας για 

ν=7 και β=2. (κόκκινη η περιοχή της ζώνης Α1, πράσινη η περιοχή της Α2, 

πορτοκαλί η περιοχή της Β, µπλε σκούρα η περιοχή της C2, και βιολετί η 

περιοχή της C1 

 

Στα Σχήµατα 7.5α–7.5ε και σε κάθε ζώνη αποδίδονται µε διαφορετικό χρώµα οι 

περιοχές που αντιστοιχούν στις κλάσεις των βηµάτων που απαιτούνται για την 

σύγκλιση και στις οποίες θα αναφερθούµε πιο αναλυτικά στην επόµενη παράγραφο 

7.5.2. 
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(α) 

 

(β) 
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(γ) 

 

(δ) 
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(ε) 

Σχήµα 7.5. Ελκτικές περιοχές και κλάσεις βηµάτων για ν=7, β=2. Με τις 

µεγάλες µαύρες κουκίδες σηµειώνουµε τις θέσεις των primaries.  

Οι θέσεις ισορροπίας σηµειώνονται µε τα σύµβολα: 

. 

(α) Ελκτική περιοχή της ζώνης Α1, (β) ζώνης Α2, (γ) ζώνης Β, (δ) ζώνης C2 και 

(ε) ζώνης C1 

 

Παρατηρώντας τις µορφές των ελκτικών περιοχών των διαφόρων ζωνών από τα 

Σχήµατα 7.4 και 7.5 µπορούµε να σηµειώσουµε τα εξής: 

(α). Η ελκτική περιοχή της ζώνης A1 αποτελείται από ροµβοειδή «συµπαγή» 

τµήµατα µε ασαφή, κυµατοειδούς µορφής, πλευρικά όρια (Σχήµα 7.4). Τα τµήµατα 

αυτά αναπτύσσονται µεταξύ του κεντρικού πρωτεύοντος σώµατος και καθενός από 

τα περιφερειακά σώµατα. Στο εσωτερικό των τµηµάτων αυτών εντοπίζονται οι 

θέσεις ισορροπίας της ζώνης αυτής (Σχήµα 7.5α). Παρατηρήθηκε (Croustalloudi & 

Kalvouridis, 2004a, 2007a; Κρουσταλλούδη, 2006) ότι όταν αυξάνει η παράµετρος 

β, οι περιοχές αυτές επεκτείνονται µε τρόπο ώστε η ακτινική τους διάσταση να 

παραµένει σχεδόν ίδια, ενώ η εγκάρσια να αυξάνει. Η διαστολή αυτής της περιοχής 

έχει ως συνέπεια αφενός µεν να πλησιάζουν οι περιοχές αυτές µεταξύ τους 

αφετέρου δε να καταλαµβάνουν όλο και περισσότερο χώρο στο εσωτερικό του 
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φανταστικού κύκλου των primaries. Αυτό σηµαίνει ότι όσο αυξάνει το β το πλήθος 

των σηµείων του συνόλου R(A1) αυξάνει. Σηµειώνουµε επίσης ότι όταν β≥ lν , 

οπότε η ζώνη Β παύει να υπάρχει, τα σηµεία της ζώνης αυτής µετατρέπονται σε 

διάχυτα σηµεία της ζώνης Α1.  

(β). Οι «συµπαγείς» περιοχές της ζώνης B αναπτύσσονται µεταξύ των άµεσα 

γειτονικών περιφερειακών σωµάτων των οποίων οι θέσεις κείνται πάνω στα όρια 

επαφής των περιοχών αυτών. Η µορφή τους µοιάζει µε αυτή των συµπαγών 

περιοχών της ζώνης A1, όµως τα όριά τους είναι πιο σαφή (Σχήµα 7.5γ). Καθώς η 

παράµετρος β αυξάνει (παραµένοντας όµως στο διάστηµα 0<β< lν ), η ακτινική τους 

διάσταση συµπιέζεται, ενώ η εγκάρσια παραµένει σχεδόν σταθερή. Αυτό σηµαίνει 

ότι οι συµπαγείς περιοχές της ζώνης αυτής συρρικνώνεται µέχρις ότου β= lν  οπότε η 

ελκτική περιοχή της ζώνης αυτής παύει να υπάρχει.      

(γ). Οι ελκτικές περιοχές της ζώνης A2 αναπτύσσονται µεταξύ των «συµπαγών» 

περιοχών των ζωνών A1 και B, και δηµιουργούν τρεις διακλαδώσεις. Η µία από 

αυτές εξελίσσεται κατά µήκος της διεύθυνσης που ορίζεται από την αρχή των 

αξόνων Ο και από µία θέση ισορροπίας της ζώνης αυτής. Οι άλλες δύο 

αναπτύσσονται στις διευθύνσεις που ορίζονται από µία θέση ισορροπίας της ζώνης 

αυτής και από τα εκατέρωθεν αυτής περιφερειακά σώµατα (Σχήµα 7.5β). Σε κάθε 

ένα από τους σχηµατισµούς αυτούς παρατηρείται µία βασική «συµπαγής» περιοχή 

γύρω από την αντίστοιχη θέση ισορροπίας η οποία είναι περισσότερο εκτεταµένη 

από τις υπόλοιπες «συµπαγείς» περιοχές του σχηµατισµού. Η ανάπτυξη των άλλων 

δύο «συµπαγών» περιοχών χαρακτηρίζεται από αυτοοµοιότητα όπου οι διαστάσεις 

των αυτοόµοιων περιοχών ελαττώνονται καθώς πλησιάζουν το κεντρικό ή ένα 

περιφερειακό σώµα. Όλες αυτές οι «συµπαγείς» περιοχές περιβάλλονται από 

διάσπαρτα σηµεία. Σε αντίθεση µε την περίπτωση της ζώνης Α1, όταν η παράµετρος 

β αυξάνει αλλά παραµένοντας στην περιοχή τιµών 0<β< lν , οι ελκτικές περιοχές της 

Α2 ελαττώνονται σηµαντικά. 

Τονίζουµε και πάλι ότι στις ελκτικές περιοχές των ζωνών Α2 και Β, οι θέσεις 

ισορροπίας βρίσκονται στο εσωτερικό των µεγαλύτερων «συµπαγών» περιοχών, 
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ενώ όταν η τιµή της παραµέτρου β πλησιάζει την οριακή τιµή β≈ lν , οι θέσεις αυτές 

έχουν σχεδόν τις ίδιες τιµές της Ιακωβιανής σταθεράς, την ίδια σχεδόν απόσταση 

(ακτίνα ζώνης) από το κέντρο, αλλά και τις ίδιες σχεδόν συντεταγµένες και τείνουν 

να συµπέσουν µε τα όρια των δύο υπό εξαφάνιση ζωνών. Για τιµές β≥ lν , τα σηµεία 

του επιπέδου που πριν (για 0<β< lν ) οδηγούσαν σε µία από τις ζώνες Α2 ή Β, τώρα 

οδηγούν σε θέσεις των ζωνών Α1, C2 ή C1 που εξακολουθούν να υπάρχουν, 

εµπλουτίζοντας τις ελκτικές περιοχές τους µε νέα µέλη. 

(δ). Η ελκτική περιοχή της ζώνης C1 εµφανίζει συνθετότερη δοµή και η ακριβής 

περιγραφή της είναι δυσχερέστερη. Γενικά µπορούµε να πούµε ότι στην περιοχή 

κάθε σηµείου ισορροπίας δηµιουργούνται δύο «συµπαγείς» περιοχές. Η µεγαλύτερη 

από αυτές εµπεριέχει το συγκεκριµένο σηµείο ισορροπίας (Σχήµα 7.5ε). Όσον 

αφορά στα διάσπαρτα σηµεία, αυτά αφενός µεν οργανώνονται κατά τρόπο πυκνό 

ώστε να σχηµατίζουν µηνίσκους που περιβάλλουν τις δύο «συµπαγείς» περιοχές, 

αφετέρου δε, διαχέονται στα όρια των «συµπαγών» περιοχών άλλων ζωνών 

ισορροπίας. Αύξηση του β συνεπάγεται µικρή αύξηση των διάσπαρτων σηµείων. 

Αντίθετα οι «συµπαγείς» περιοχές της C1 συστέλλονται ελαφρά καθώς αυξάνει η 

παράµετρος β. Ως τελικό αποτέλεσµα, η ελκτική περιοχή της ζώνης C1 υφίσταται 

µία συρρίκνωση.  

(ε). Οι «συµπαγείς» περιοχές της ζώνης C2 εξελίσσονται µεταξύ των «συµπαγών» 

περιοχών των ζωνών C1 και B και παρουσιάζουν µορφή µανιταριού. Οι θέσεις 

ισορροπίας της ζώνης εντοπίζονται στα κεντρικά τµήµατα των «συµπαγών» 

περιοχών (Σχήµα 7.5δ). Τα διάσπαρτα σηµεία περιβάλλουν πυκνά τις περιοχές 

αυτές. Καθώς αυξάνει η τιµή της παραµέτρου β (0<β< lν ), οι «συµπαγείς» περιοχές 

συστέλλονται ελαφρά, ενώ τα διάσπαρτα σηµεία πυκώνουν περισσότερο. Οµως, ως 

τελικό αποτέλεσµα, η ελκτική περιοχή της ζώνης αυτής συρρικνώνεται. Οταν β=lν  

παρατηρείται µία απότοµη αύξηση των σηµείων του συνόλου της C2 που οφείλεται 

στην εξαφάνιση των ζωνών Α2 και Β και την συνεπαγόµενη µετατόπιση των 

σηµείων των ζωνών αυτών προς τις υπόλοιπες τρεις εναποµείνασες ζώνες.  
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Ένα βασικό χαρακτηριστικό της εξέλιξης των ελκτικών περιοχών είναι ότι οι 

ελκτικές περιοχές των ζωνών Α1 και C2 είναι οι πιο εκτεταµένες (τα σηµειοσύνολα 

είναι τα µεγαλύτερα), από όλες τις ζώνες για όλες τις τιµές της παραµέτρου β. Η 

αντίστοιχη περιοχή της ζώνης Α2, εφόσον η ζώνη αυτή υπάρχει (για 0<β< lν ), είναι 

η λιγότερη εκτεταµένη µε το µικρότερο σηµειοσύνολο. 

Το Σχήµα 7.6 δείχνει τη µεταβολή των σηµείων των ελκτικών περιοχών µε την 

παράµετρο β για ν=10. 
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Σχήµα 7.6. Μεταβολή του πλήθους των σηµείων των ελκτικών περιοχών των 

ζωνών µε την παράµετρο β στη βαρυτική περίπτωση. Στο σηµείο της 

διακλάδωσης β=lν παρατηρείται µηδενισµός των σηµειοσυνόλων των υπό 

εξαφάνιση ζωνών Α2 και Β και απότοµη αύξηση του σηµειοσυνόλου της C2 

(Croustalloudi & Kalvouridis, 2007a) 

 

7.5.2 Ταχύτητα σύγκλισης-Περιοχές βραδείας ή ταχείας σύγκλισης  

Παράλληλα µε τον καθορισµό των σηµείων που συγκροτούν τις ελκτικές περιοχές, 

καταγράφηκε για κάθε σηµείο ο αριθµός των βηµάτων-επαναλήψεων που 

απαιτήθηκε για την επίτευξη της σύγκλισης σε µια θέση ισορροπίας µε την 

προκαθορισµένη ακρίβεια. Με τον τρόπο αυτό δηµιουργήθηκαν υποσύνολα των 

σηµείων (x0, y0) του επιπέδου θεωρώντας τις κλάσεις βηµάτων: 1-5, 6-10, 11-15, 

16-20, 21-30 και >30. Στο σηµείο αυτό πρέπει να τονίσουµε ότι ο αριθµός των 
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απαιτούµενων για τη σύγκλιση βηµάτων εξαρτάται όπως είναι φυσικό όχι µόνο από 

την προκαθορισµένη ακρίβεια µε την οποία προσδιορίζεται η θέση ισορροπίας, 

(αφού όσο µεγαλύτερη είναι η επιδιωκόµενη ακρίβεια τόσο µεγαλύτερο θα είναι το 

πλήθος των βηµάτων) αλλά και από την αριθµητική µέθοδο που χρησιµοποιείται 

(υπάρχουν µέθοδοι οι οποίες συγκλίνουν τετραγωνικά όπως η Newton-Raphson που 

χρησιµοποιήσαµε, αλλά και µέθοδοι που συγκλίνουν γραµµικά όπως η απλή 

επαναληπτική µέθοδος ή ηµιγραµµικά όπως η µέθοδος Broyden και η 

τροποποιηµένη µέθοδος Broyden), ενώ το πλήθος των σηµείων που απαρτίζουν την 

ελκτική περιοχή ή περιοχή σύγκλισης της κάθε ζώνης εξαρτάται επίσης από το 

µέγεθος του βήµατος σάρωσης του προκαθορισµένου διαστήµατος τιµών των x0 και 

y0 (όσο µικρότερο είναι το βήµα σάρωσης τόσο περισσότερα σηµεία θα απαρτίζουν 

το γενικό σύνολο). Η ταχύτητα σύγκλισης συνδέεται µε την οικονοµία σε 

υπολογιστικό χρόνο, εκτιµάται δε, όπως είπαµε, µε βάση το πλήθος των βηµάτων 

που απαιτούνται από τον αλγόριθµο ώστε να συγκλίνει σε µια θέση ισορροπίας µε 

την προκαθορισµένη ακρίβεια. Έτσι, η πρώτη κλάση χαρακτηρίζεται από ταχύτατη 

σύγκλιση, η δεύτερη από ταχεία σύγκλιση, οι δύο επόµενες από µέτρια σύγκλιση, η 

προτελευταία από αργή σύγκλιση και η τελευταία από πολύ αργή σύγκλιση. Οι 

γενικές παρατηρήσεις  που αφορούν στην ταχύτητα σύγκλισης για τις διάφορες 

ζώνες ισορροπίας της βαρυτικής περίπτωσης (Croustalloudi & Kalvouridis 2004a, 

2007a; Κρουσταλλούδη, 2006) µπορούν να συνοψισθούν στα επόµενα: 

• Το υποσύνολο της κλάσης 1-5 βήµατα συγκροτείται κυρίως από σηµεία που 

βρίσκονται στο κεντρικό τµήµα (πυρήνα) των «συµπαγών» περιοχών 

(κόκκινες περιοχές των Σχηµάτων 7.5α – 7.5ε). 

• Τα σηµεία που συγκροτούν την κλάση 6-10 βήµατα, βρίσκονται είτε στα 

υπόλοιπα τµήµατα των «συµπαγών» περιοχών, είτε µεταξύ των διάσπαρτων 

σηµείων της ελκτικής περιοχής της ζώνης (µπλε περιοχές των Σχηµάτων       

7.5α – 7.5ε). 

• Το ίδιο συµβαίνει και µε τις υπόλοιπες κλάσεις 11-15 (πράσινες περιοχές), 

16-20 (κίτρινες περιοχές), >20 (µωβ περιοχές), οι οποίες εµφανίζονται µε 
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λιγότερα µέλη-σηµεία από τις προηγούµενες κλάσεις τα οποία είτε κείνται 

στα όρια των «συµπαγών» περιοχών, είτε µεταξύ των διάσπαρτων σηµείων.  

 

7.6 Παραµετρική µεταβολή των ελκτικών περιοχών 

Η δοµή και η µορφή των ελκτικών περιοχών εξαρτάται όπως είναι φυσικό από τις 

παραµέτρους του προβλήµατος. Όπως αναφέρθηκε, η επίδραση των παραµέτρων ν 

και β έχει ήδη µελετηθεί σε διάφορους σχηµατισµούς και συγκεκριµένα για ν= 3, 8, 

10 κ.λ.π και διάφορες τιµές της παραµέτρου µάζας β (Croustalloudi & Kalvouridis, 

2004a; Κρουσταλλούδη, 2006; Kalvouridis & Kalvouridi, 2011), ενώ ταυτόχρονα 

παρουσιάσθηκαν τα σηµαντικότερα συµπεράσµατα από τις µελέτες αυτές, που 

αφορούσαν στη µεταβολή τόσο των ελκτικών περιοχών ως αµιγή σύνολα, όσο και 

των υποπεριοχών τους µε τις κλάσεις βηµάτων που ορίσθηκαν. Όλες οι παραπάνω 

εργασίες αφορούσαν σε Νευτώνεια δυναµικά. Στην περίπτωση του προβλήµατος 

που εξετάζουµε, υπεισέρχεται στη συνάρτηση του δυναµικού µία ακόµη 

παράµετρος, η παράµετρος Manev e, η οποία όταν είναι θετική, διαφοροποιεί µεν 

τις διαµορφούµενες ελκτικές περιοχές όχι όµως στη µορφή της ελκτικής περιοχής 

που χαρακτηρίζει τη συγκεκριµένη ζώνη για τη βαρυτική περίπτωση, αλλά στην 

καταλαµβανόµενη από αυτήν έκταση στο επίπεδο x0y0. Μεγαλύτερες 

διαφοροποιήσεις παρατηρούνται στην περίπτωση που η παράµετρος e παίρνει 

αρνητικές τιµές (Croustalloudi et al., 2012). Τότε, η µελέτη της επίδρασης των 

παραµέτρων γίνεται πιο σύνθετη, αφού, σύµφωνα µε το διάγραµµα διακλαδώσεων 

3.11β του Κεφαλαίου 3, οι συνδυασµοί των τιµών των δύο παραµέτρων e και β 

µπορεί να οδηγήσουν σε 7, 5 ή 3 ζώνες (και µάλιστα στην τελευταία περίπτωση οι 

εµφανιζόµενες ζώνες µπορεί να συγκροτούνται από διαφορετικές τριάδες ζωνών, 

λ.χ. Α1, C2, C1 ή B, C2, C1). Για τους λόγους αυτούς στις επόµενες παραγράφους θα 

αναφερθούµε συνοπτικά µεν στην περίπτωση e>0, πιο αναλυτικά δε στην 

περίπτωση e<0. 
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7.7 Περίπτωση µε e>0 

Οι ελκτικές περιοχές στην περίπτωση αυτή παρουσιάζουν τα ίδια ποιοτικά και 

µορφολογικά χαρακτηριστικά µε αυτά της βαρυτικής, κάτι που αναµενόταν αφού το 

ίδιο συµβαίνει και µε την κατανοµή των θέσεων ισορροπίας, το πλήθος των ζωνών 

ισορροπίας και την ευστάθειά τους. Βέβαια η ακριβής µορφή και εξέλιξη 

επηρεάζεται από την παρουσία των δύο παραµέτρων β και e, µε σηµαντικότερη την 

µεταβολή του πλήθους των ζωνών ισορροπίας από πέντε σε τρεις (Κεφ. 3
ο
, §3.5.2), 

η οποία για κάθε ν συµβαίνει για ένα συγκεκριµένο ζεύγος τιµών των β και e (Κεφ. 

3
ο
, Πίνακας 3.4).  

 

7.8 Περίπτωση µε e<0 

Όπως ήδη έχουµε αναφέρει, στην περίπτωση αυτή µπορεί να εµφανισθούν τρεις, 

πέντε ή επτά ζώνες ισορροπίας, ανάλογα µε τις τιµές των παραµέτρων e και β. Στη 

συνέχεια θα εξετάσουµε τις ελκτικές περιοχές σε δύο περιπτώσεις η µία από τις 

οποίες αφορά στις τιµές των e, β που εµπίπτουν στην περιοχή I του διαγράµµατος 

διακλαδώσεων 3.11β του Κεφαλαίου 3 και η δεύτερη στις τιµές των e, β που 

εµπίπτουν στην περιοχή V του ίδιου διαγράµµατος.  

 

7.8.1 Ελκτικές περιοχές για τιµές των παραµέτρων e και β που εµπίπτουν στην 

περιοχή Ι του διαγράµατος διακλαδώσεων 

Ως εφαρµογή θα χρησιµοποιήσουµε τις παραµέτρους ν=7, β=2 και e=-0.1. Για τις 

τιµές αυτές όπως προκύπτει από το διάγραµµα διακλαδώσεων του Σχήµατος 3.11β 

(Κεφ. 3
ο
), θα υπάρχουν στο επίπεδο x0y0 επτά ζώνες ισορροπίας E1, E2, Α1, Α2, Β, 

C2, C1. Όπως έχουµε περιγράψει στο 3
ο
 Κεφάλαιο, επιπλέον αυτών των ζωνών και 

για όλες τις αρνητικές τιµές της e, εµφανίζονται και δύο ακόµη θέσεις ισορροπίας 

πάνω στον άξονα Οz σε συµµετρικές θέσεις ως προς το επίπεδο x0y0. Στην 

παράγραφο αυτή θα ασχοληθούµε µόνο µε τις ζώνες ισορροπίας που εµφανίζονται 

στο επίπεδο x0y0. Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία µε αυτήν που ακολουθήσαµε 

στο βαρυτικό πρόβληµα και εφαρµόζοντας τον αλγόριθµο Newton-Raphson µε 

βήµατα σάρωσης ∆x0=∆y0=0.005 στα διαστήµατα τιµών x0∈[-2.5,+2.5],            
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y0∈[0, +2.5] µε την ίδια ακρίβεια σύγκλισης ε=10
-9

, πήραµε τα διαγράµµατα 

ελκτικών περιοχών του Σχήµατος 7.7 (Croustalloudi et al., 2012). Όπως µπορούµε 

να παρατηρήσουµε, η παρουσία του δυναµικού τύπου Manev στο κεντρικό 

πρωτεύον δεν αλλοιώνει τα χαρακτηριστικά συµµετρίας του σχηµατισµού ως προς 

τον άξονα Ox που υπήρχαν στην καθαρά Νευτώνεια περίπτωση και αφορούσαν 

στην κατανοµή των θέσεων ισορροπίας και των ελκτικών περιοχών των ζωνών 

ισορροπίας, ενώ παράλληλα διατηρεί σε γενικές γραµµές τα κύρια χαρακτηριστικά 

των γνωστών από την βαρυτική περίπτωση ελκτικών περιοχών των πέντε ζωνών 

ισορροπίας A1, A2, B, C2 και C1. 

 

(α) 
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(β) 

  

(γ) (δ) 
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(ε) 

 

(στ) 
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(ζ) 

 

(η) 
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(θ) 

 

(ι) 

Σχήµα 7.7. Ελκτικές περιοχές των ζωνών ισορροπίας για ν=7, β=2, e=-0.1.  

(α) ζώνης Ε1, (β) ζώνης Ε2, (γ) λεπτοµέρεια του κεντρικού τµήµατος της ζώνης 

Ε1, (δ) λεπτοµέρεια του κεντρικού τµήµατος της ζώνης Ε2, (ε) λεπτοµέρεια του 

κεντρικού κυκλικού τµήµατος γύρω από το κεντρικό primary µε συγκλίνοντα 

σηµεία που ανήκουν στις ζώνες πλην των Ε1 και Ε2  (στ) ζώνης Α1, 

 (ζ) ζώνης Α2, (η) ζώνης Β, (θ) ζώνης C2 και (ι) ζώνης C1 
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Όπως αναφέραµε προηγουµένως, οι ελκτικές περιοχές των πέντε ζωνών που 

εµφανίζονται και στην καθαρή Νευτώνεια περίπτωση παρουσιάζουν παρόµοια δοµή 

για το λόγο αυτό θα επισηµάνουµε κυρίως τις διαφορές που εµφανίζονται στις 

ελκτικές περιοχές αυτών των ζωνών. Πιο αναλυτική περιγραφή θα γίνει για τις 

ελκτικές περιοχές των ζωνών Ε1 και Ε2 οι οποίες εµφανίζονται για πρώτη φορά στις 

περιπτώσεις µε e<0 και παρουσιάζονται στις περιοχές I και ΙΙ (και οι δύο), ΙΙΙ  και 

IV (µόνο η Ε1) του διαγράµµατος των διακλαδώσεων του Σχήµατος 3.11β(Κεφ.3
ο
).  

•••• Ελκτικές περιοχές των ζωνών Ε1 και Ε2 (Σχήµατα 7.7α και 7.7β). Οι 

«συµπαγείς» περιοχές τους περιορίζονται σε πολύ στενές διαµήκεις λωρίδες 

που περιβάλλουν τις ακτίνες πάνω στις οποίες κείνται τα σηµεία ισορροπίας 

των ζωνών αυτών. Όσον αφορά στα διάσπαρτα σηµεία, παρατηρείται µία 

πολύ πυκνή κατανοµή τους σε µία κυκλική περιοχή που αναπτύσσεται γύρω 

από το κεντρικό primary P0 (Σχήµατα 7.7γ και 7.7δ). Μέσα στην περιοχή 

αυτή υπάρχουν διάσπαρτα σηµεία που ανήκουν στις υπόλοιπες ζώνες (Σχήµα 

7.7ε). Πέρα από την περιοχή αυτή, τα διάσπαρτα σηµεία των δύο αυτών 

ζωνών κατανέµονται µε παρόµοιο τρόπο στα όρια των «συµπαγών» περιοχών 

των άλλων ζωνών, παρουσιάζοντας παρόµοια µορφοκλασµατική δοµή. 

•••• Ελκτική περιοχή της ζώνης Α1 (Σχήµα 7.7στ). Αναπτύσσεται µε παρόµοιο 

τρόπο όπως και στη βαρυτική περίπτωση (Σχήµα 7.5α), µε µόνη διαφορά ότι 

η «συµπαγής» περιοχή δεν απολήγει στο κεντρικό πρωτεύον σώµα αλλά 

περατούται στα όρια της κεντρικής κυκλικής περιοχής των ζωνών Ε1 και Ε2 

που περιγράψαµε προηγουµένως. Στο εσωτερικό των «συµπαγών» περιοχών 

κείνται οι θέσεις ισορροπίας της ζώνης αυτής. 

•••• Ελκτική περιοχή της ζώνης Α2 (Σχήµα 7.7ζ). Παρόµοια εξέλιξη µε αυτήν της 

ζώνης Α1 παρατηρείται και στην προκειµένη περίπτωση, όπου το ένα από τα 

τρία σκέλη της «συµπαγούς» περιοχής (αυτό που στη βαρυτική περίπτωση 

κατέληγε στο κεντρικό primary) περατώνεται στα όρια της κυκλικής περιοχής 

των ζωνών Ε1 και Ε2.  

•••• Ελκτική περιοχή της ζώνης Β (Σχήµα 7.7η). Οι «συµπαγείς» περιοχές της 

ζώνης αυτής δεν επηρεάζονται από την ύπαρξη των ζωνών Ε1 και Ε2. 
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Αντίθετα επηρεάζεται η κατανοµή των διάσπαρτων σηµείων στην περιοχή 

µεταξύ του κεντρικού primary και των παρυφών των «συµπαγών» περιοχών 

της ζώνης.  

•••• Ελκτική περιοχή της ζώνης C2 (Σχήµα 7.7θ). Και στην περίπτωση αυτή, ενώ 

δεν επηρεάζονται εµφανώς οι «συµπαγείς» περιοχές της ζώνης, αντίθετα η 

κατανοµή των διάσπαρτων σηµείων επηρεάζεται σαφώς κοντά στην περιοχή 

της κυκλικής κατανοµής.  

•••• Ελκτική περιοχή της ζώνης C1(Σχήµα 7.7ι). Και εδώ έχουµε παρόµοιες 

µεταβολές στην κατανοµή των διάσπαρτων σηµείων όπως και στην 

προηγουµένη περίπτωση. 

Στο ραβδόµορφο διάγραµµα του Σχήµατος 7.8 απεικονίζεται το πλήθος των 

σηµείων των ελκτικών περιοχών των επτά ζωνών. Παρατηρούµε ότι η ελκτική 

περιοχή της ζώνης C2 είναι η πολυπληθέστερη και ακολουθούν αυτές των ζωνών B 

και C1. Αντίθετα, οι πιο ολιγοµελείς είναι αυτές των ζωνών E1 και E2. Στον Πίνακα 

7.1 αναγράφεται το ακριβές πλήθος των σηµείων της ελκτικής περιοχής κάθε ζώνης 

(Croustalloudi et al., 2012). Αξιοσηµείωτο είναι το γεγονός ότι το σύνολο όλων 

αυτών των σηµείων ισούται σχεδόν µε το σύνολο των σηµείων (500000) που 

ελέγχθηκαν µέσα στην καθορισµένη περιοχή τιµών των µεταβλητών x και y, 

γεγονός που επιβεβαιώνει την πολύ καλή απόκριση της µεθόδου Newton-Raphson 

για τη µελέτη του συγκεκριµένου προβλήµατος, αφού το ποσοστό των σηµείων που 

δεν συνέκλιναν ήταν πολύ µικρό (<0.6%). 
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Σχήµα 7.8. Ραβδόµορφο διάγραµµα (bar chart) που απεικονίζει το πλήθος των 

σηµείων των ελκτικών περιοχών ανά ζώνη ισορροπίας για ν=7, β=2, e=-0.1 

 

Πίνακας 7.1. Πλήθος σηµείων των ελκτικών περιοχών των ζωνών ισορροπίας για 

ν=7, β=2, e=-0.1 

E1 9509 

E2 8750 

A1 49215 

A2 27191 

B 127368 

C2 161179 

C1 114154 

Σύνολο  497366 

 

Όσον αφορά στις περιπτώσεις εκείνες που τα ζεύγη των παραµέτρων (e,β) κείνται 

πάνω στις καµπύλες διακλαδώσεων του επιπέδου eβ του Σχήµατος 3.11 (Κεφ. 3
ο
), 

παρατηρείται µία απότοµη µεταβολή στο πλήθος και στον τύπο των ζωνών 

ισορροπίας, γεγονός που συνεπάγεται την επίσης απότοµη µεταβολή των σηµείων 

ισορροπίας, άρα και των ελκτικών περιοχών (αύξηση ή ελάττωση) των ζωνών που 

εξακολουθούν να υπάρχουν και φυσικά του πλήθους των σηµείων που τις 
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απαρτίζουν.  

 

7.8.2 Περιοχές µε µικρή ή µεγάλη ταχύτητα σύγκλισης στην περίπτωση µε ν=7, 

β=2 και e=-0.1 

Στο ραβδόµορφο διάγραµµα του Σχήµατος 7.9 απεικονίζεται το πλήθος των 

σηµείων κάθε κλάσης βηµάτων ανά ζώνη. Όπως παρατηρείται, η κλάση βηµάτων 6-

10 είναι η πολυπληθέστερη από όλες τις υπόλοιπες κλάσεις και αυτό συµβαίνει σε 

όλες τις ελκτικές περιοχές όλων των ζωνών. Ακολουθεί η κλάση βηµάτων (1-5) η 

οποία συγκροτεί τις συµπαγείς υποπεριοχές όλων των ζωνών. Στον αντίποδα, 

παρατηρούµε τις κλάσεις βηµάτων 21-30 και 31-40 να αποτελούνται από έλάχιστα 

έως καθόλου σηµεία. Αυτό σηµαίνει την πολύ καλή απόκριση της µεθόδου Newton-

Raphson και την εξαιρετικά ταχεία σύγκλιση σε όλες τις περιπτώσεις. Στον Πίνακα 

7.2 που ακολουθεί αναγράφονται οι απόλυτες τιµές των σηµειοσυνόλων και η  

συµµετοχή τους στη διαµόρφωση της ελκτικής περιοχής, ενώ στο Σχήµα 7.10 

απεικονίζουµε ενδεικτικά την κατανοµή των κλάσεων βηµάτων για την ζώνη Α1. 

 

 

Σχήµα 7.9. Πλήθος σηµείων των ελκτικών περιοχών ανά ζώνη και ανά κλάση 

βηµάτων 
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Πίνακας 7. 2. Πλήθος σηµείων των ελκτικών περιοχών ανά ζώνη και ανά κλάση 

βηµάτων για την περίπτωση ν=7, β=2, e=-0.1 

 Πλήθος σηµείων των  ελκτικών περιοχών 

Κλάση βηµάτων  E1 E2 A1 A2 B C2 C1 

1-5 0 0 15062 2907 27582 40697 6944 

6-10 302 340 26830 17347 89487 106132 88971 

11-15 1560 1530 5734 5589 8855 12759 16635 

16-20 2584 2269 990 877 1043 1278 1367 

21-30 3697 3353 443 342 310 259 195 

31-40 1366 1258 156 129 91 54 42 

Σύνολο 9509 8750 49215 27191 127368 161179 114154 

 

 

 

Σχήµα 7.10. Κατανοµή των κλάσεων βηµάτων στην ελκτική περιοχή της ζώνης 

Α1 για την περίπτωση µε ν=7, β=2, e=-0.1 

 

7.8.3 Ελκτικές περιοχές για τιµές των παραµέτρων e και β που εµπίπτουν στην 

περιοχή V του διαγράµµατος διακλαδώσεων 

Στο Σχήµα 7.11 που ακολουθεί απεικονίζονται οι ελκτικές περιοχές για την 

περίπτωση ν=7, β=2 και e=-0.2, η οποία εµπίπτει στην περιοχή V του διαγράµµατος 
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διακλαδώσεων(Σχήµα 3.11, Κεφ.3
ο
), όπου εµφανίζονται µόνο τρεις ζώνες 

ισορροπίας, οι C2, B, C1. Όπως φαίνεται, τα σηµεία που ανήκαν στις ελκτικές 

περιοχές των άλλων ζωνών που τώρα δεν υπάρχουν διαµοιράζονται στις τρεις αυτές 

ελκτικές περιοχές. Επειδή δε οι ελκτικές περιοχές των τεσσάρων ζωνών που 

ελλείπουν,  αναπτύσσονταν κυρίως (οι συµπαγείς τους περιοχές) µεταξύ της αρχής 

και των συµπαγών περιοχών της ζώνης Β, όπως αναµενόταν, τα σηµεία της 

περιοχής αυτής προσλαµβάνονται κυρίως από την ελκτική περιοχή της ζώνης αυτής 

και δευτερευόντως από τις ελκτικές περιοχές των C2 και C1. Αυτό καταδεικνύεται 

τόσο στο ραβδόµορφο διάγραµµα του Σχήµατος 7.12, όσο και στις αναγραφόµενες 

τιµές στον Πίνακα 7.3.  

 

(α) 
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(β) 

 

(γ) 

Σχήµα 7.11. Ελκτικές περιοχές των ζωνών ισορροπίας για ν=7, β=2, e=-0.2. 

 (α) ζώνης C1, (β) ζώνης Β, (γ) ζώνης C2 
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Σχήµα 7.12. Ραβδόµορφο διάγραµµα (bar chart) που απεικονίζει το πλήθος των 

σηµείων ανά ζώνη ισορροπίας στην περίπτωση µε ν=7, β=2, e=-0.2 

 

Πίνακας 7.3. Πλήθος σηµείων των ελκτικών περιοχών των ζωνών ισορροπίας για 

ν=7, β=2, e=-0,2 

B 172377 

C2 197518 

C1 129800 

Σύνολο 499695 

 

7.8.4 Περιοχές µε µικρή ή µεγάλη ταχύτητα σύγκλισης στην περίπτωση µε ν=7, 

β=2 και e=-0.2 

Όσον αφορά στην ταχύτητα σύγκλισης της µεθόδου, και στην περίπτωση αυτή 

έχουµε την ίδια ακριβώς συµπεριφορά, δηλαδή για τις περισσότερες αρχικές τιµές η 

σύγκλιση επιτυγχάνεται σε 6-10 βήµατα, ενώ ακολουθεί η κλάση 1-5 που δίνει τις 

συµπαγείς περιοχές (Σχήµα 7.13). Ακολουθούν οι υπόλοιπες κλάσεις µε τελευταία 

την σχετικά αργή κλάση των 31-40 βηµάτων η οποία όµως συναντάται σε ελάχιστες 

αρχικές τιµές. Ο Πίνακας 7.4, δίνει ποσοτικές τιµές για κάθε κλάση βηµάτων και 

καθε ζώνη.  
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Σχήµα 7.13. Πλήθος σηµείων των ελκτικών περιοχών ανά ζώνη και ανά κλάση 

βηµάτων για την περίπτωση ν=7, β=2, e=-0.2 

 

Πίνακας 7.4. Πλήθος σηµείων των ελκτικών περιοχών ανά ζώνη και ανά κλάση 

βηµάτων για την περίπτωση ν=7, β=2, e=-0.2 

 Πλήθος σηµείων των  ελκτικών περιοχών 

Κλάση βηµάτων  Β C2 C1 

1-5 34529 44080 7280 

6-10 90001 114957 97336 

11-15 19431 18987 18376 

16-20 9624 6566 2863 

21-30 10444 7057 2130 

31-40 8348 5871 1815 

Σύνολο 172377 197518 129800 

 

7.8.5 Συγκριτική µελέτη της περίπτωσης µε ν=7, β=2 και e=-0.1 (περιοχή I), µε 

την περίπτωση µε ν=7, β=2 και e=-0.2 (περιοχή V) 

Όπως έχουµε ήδη αναφέρει, όταν µεταβαίνουµε από µία περιοχή σε άλλη του 

διαγράµµατος διακλαδώσεων στο επίπεδο eβ, το πλήθος των ζωνών ισορροπίας (ή 
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ενίοτε και ο τύπος τους) µεταβάλλεται. Αν από µία περιοχή του διαγράµµατος 

διακλαδώσεων µεταβαίνουµε στη γειτονική της και το πλήθος των ζωνών 

µειώνεται, (όπως συµβαίνει στις περιπτώσεις που εξετάσαµε), τότε είναι λογικό τα 

σηµεία (x0,y0) του επιπέδου που άλλοτε οδηγούσαν σε κάποια από τις ζώνες της 

αρχικής περιοχής που τώρα δεν υφίστανται, να συσσωρεύονται σε µία από τις 

υπάρχουσες ζώνες της νέας περιοχής. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα την αύξηση του 

πλήθους των σηµείων τα οποία συγκροτούν τις ελκτικές περιοχές των υφιστάµενων 

ζωνών. Η µεταβολή αυτή σε άλλες ζώνες είναι περισσότερο απότοµη, ενώ σε άλλες 

µπορεί να είναι λιγότερο απότοµη όπως δείχνει το Σχήµα 7.6 για τη βαρυτική 

περίπτωση (Croustalloudi & Kalvouridis, 2007a). Στο σηµείο της διακλάδωσης β=lν 

παρατηρείται µηδενισµός των σηµειοσυνόλων των υπό εξαφάνιση ζωνών Α2 και Β 

και απότοµη αύξηση του σηµειοσυνόλου της C2. 

Σχετικά µε τις δύο περιπτώσεις που µελετήσαµε, επειδή στην περιοχή Ι υπάρχουν 

επτά ζώνες και στην περιοχή V µόνο τρεις, ευνόητο είναι ότι τα σηµεία που άλλοτε 

οδηγούσαν στις ζώνες Α1, Α2, Ε1 και Ε2, τώρα να εµπλουτίζουν τις ελκτικές 

περιοχές των ζωνών Β, C2, C1 όπως φαίνεται και από τους συγκριτικούς πίνακες του 

Πίνακα 7.5. Τα σηµαντικότερα συµπεράσµατα που απορρέουν από την εξέταση των 

τιµών που εµφανίζονται στους πίνακες αυτούς είναι: 

•••• H ζώνη C2 εξακολουθεί να είναι η πολυπληθέστερη. Την ιδιότητα αυτή η 

ζώνη C2 την διατηρεί σε όλες τις περιοχές του διαγράµµατος  διακλαδώσεων 

δεδοµένου µάλιστα ότι εµφανίζεται για όλες τις τιµές των παραµέτρων           

e και β. 

•••• Από τη γενική αύξηση του πλήθους των σηµείων που παρατηρείται και στις 

τρεις ζώνες, περισσότερο «επωφελείται» η ζώνη Β που παρουσιάζει τη 

µεγαλύτερη σε απόλυτα µεγέθη, αλλά και ποσοστιαία αύξηση. Το αντίθετο 

συµβαίνει για τη ζώνη C1.  

•••• Η αύξηση του γενικού αριθµού των σηµείων κάθε ζώνης δεν επηρεάζει µε 

τον ίδιο τρόπο και τις κλάσεις βηµάτων της συγκεκριµένης ζώνης. 

Παρατηρείται ότι οι κλάσεις 1-5 (ταχύτατη σύγκλιση) και 6-10 (ταχεία 

σύγκλιση) βηµάτων, εµφανίζουν τη µικρότερη αύξηση. Σηµειώνουµε στο 
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σηµείο αυτό ότι οι δύο αυτές κλάσεις συγκροτούν ως επί το πλείστον τις 

«συµπαγείς» περιοχές των ζωνών. Αντίθετα, οι υπόλοιπες κλάσεις που 

αφορούν στη µέτρια (11-15, 16-20) και αργή σύγκλιση (>20) που συγκροτούν 

τα υποσύνολα των διάσπαρτων σηµείων, εµφανίζουν πολύ µεγάλη αύξηση 

που µπορεί να ξεπεράσει το εκατονταπλάσιο ή και χιλιοπλάσιο των  τιµών της 

αρχικής περιοχής. 

Πίνακας 7.5. Συγκριτικοί πίνακες των δύο περιπτώσεων 

Α. Ελκτική περιοχή της ζώνης Β  

 
Πλήθος σηµείων της ελκτικής 

περιοχής της ζώνης Β 
 

Κλάση βηµάτων 

 

Περιοχή V 

(e=-0.2) 

 

Περιοχή I 

(e-0.1) 

 

∆ιαφορά 

 

 

Ποσοστιαία 

αύξηση 

% 

1-5 34529 27582 6947 25.19 

6-10 90001 89487 514 0.0056 

11-15 19431 8855 10576 119.44 

16-20 9624 1043 8581 82.27 

21-30 10444 310 10134 3269.03 

31-40 8348 91 8257 9073.63 

Σύνολο 172377 127368 45009 35.34 

Β. Ελκτική περιοχή της ζώνης C2 

 
Πλήθος σηµείων της ελκτικής 

περιοχής της ζώνης C2 

 

 

Κλάση βηµάτων 

 

Περιοχή V 

(e=-0.2) 

 

Περιοχή I 

(e-0.1) 

 

∆ιαφορά 

 

 

Ποσοστιαία 

αύξηση 

% 

1-5 44080 40697 3383 8.31 
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6-10 114957 106132 8825 8.31 

11-15 18987 12759 6228 48.81 

16-20 6566 1278 5288 413.77 

21-30 7057 259 6798 2624.71 

31-40 5871 54 5817 10772.22 

Σύνολο 197518 161179 36339 22.55 

Γ. Ελκτική περιοχή της ζώνης C1 

 

Πλήθος σηµείων της 

ελκτικής  

περιοχής της ζώνης C1 

 

Κλάση βηµάτων 

 

Περιοχή V 

(e=-0.2) 

 

Περιοχή I 

(e-0.1) 

 

∆ιαφορά 

 

 

Ποσοστιαία 

αύξηση 

% 

1-5 7280 6944 336 4.84 

6-10 97336 88971 8365 9.4 

11-15 18376 16635 1741 10.47 

16-20 2863 1367 1496 109.44 

21-30 2130 195 1935 992.31 

31-40 1815 42 1773 4221.43 

Σύνολο 129800 114154 15646 13.71 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  8 
 

 
ΕΠΙΠΕ∆ΕΣ ΠΕΡΙΟ∆ΙΚΕΣ ΤΡΟΧΙΕΣ-ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ Α' 

ΜΕΤΑΒΟΛΗΣ-ΠΕΡΙΟ∆ΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ-ΕΥΣΤΑΘΕΙΑ 

 

8.1 Εισαγωγή 

Στο κεφάλαιο αυτό θα περιγράψουµε συνοπτικά τις διαδικασίες που θα εφαρµόσουµε 

στα επόµενα Κεφάλαια 9 και 10, προκειµένου να µελετήσουµε τις επίπεδες περιοδικές 

κινήσεις του µικρού σώµατος εξαιτίας της δράσης που ασκούν πάνω σε αυτό όλα τα 

µεγάλα σώµατα του δακτυλιοειδούς σχηµατισµού. Ήδη στο Κεφάλαιο 2, εξάγαµε τις 

αδιάστατες (dimensionless) εξισώσεις (θα χρησιµοποιήσουµε την αρίθµηση του 

κεφαλαίου αυτού για τις εξισώσεις οι οποίες απλά αναφέρονται εδώ µε «`» 

προκειµένου να διευκολυνθεί ο αναγνώστης) οι οποίες περιγράφουν την τριδιάστατη 

κίνηση του µικρού σώµατος στο στρεφόµενο πλαίσιο αναφοράς  Oxyz (synodic):  

x

y

z

U
x - 2y = U

x

U
y + 2x = U

y

U
z = U

z

∂
=

∂
∂

=
∂

∂
=

∂

�� �

�� �

��

                                                                                                    (2.27`) 

όπου 

ν
2 2

2
i=10 i0

1 1 1 e 1
U(x, y,z) = (x + y ) + β( + ) +

2 ∆ r rr

 
 
 

∑                                                        (2.28`) 

και 

2 3∆ = Μ(Λ +βΜ + 2βeΜ ) , 
[ ]

2ν

i=2

sin (π / ν)
Λ =

sin (i -1)π / ν
∑  και M=2sin(π/ν) 
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είναι ποσότητες οι οποίες εξαρτώνται από τις τρεις παραµέτρους του προβλήµατος, ν, β 

και e. Βρήκαµε επίσης ότι η κίνηση αυτή διέπεται από ένα ολοκλήρωµα της κίνησης 

τύπου Jacobi: 

2 2 2x + y + z =2U(x, y,z)-C� � �                                                                                      (2.32`) 

Υπενθυµίζουµε ότι η ποσότητα ∆ πρέπει να είναι πάντα θετική λόγω της σχέσης (2.9`) 

η οποία οδηγεί στη συνθήκη (3.2α) του 3
ου

 κεφαλαίου. Επειδή οι σχέσεις (2.27`), 

(2.28`) και (2.32`) δεν περιέχουν ρητά τον χρόνο t, το πρόβληµά µας χαρακτηρίζεται 

ως αυτόνοµο. Επί πλέον, επειδή όλες οι δυνάµεις που ενεργούν πάνω στο µικρό σώµα 

προέρχονται από δυναµικό, το δυναµικό σύστηµα είναι (διατηρητικό) συντηρητικό, 

ανήκει δε στην κατηγορία των Χαµιλτονιανών αφού είναι δυνατή η εύρεση της 

αντίστοιχης Χαµιλτονιανής συνάρτησης.   

Οι εξισώσεις (2.27`) συνιστούν ένα σύστηµα τριών µη γραµµικών συνήθων 

διαφορικών εξισώσεων (ODE’s) δευτέρας τάξεως και η θεωρητική επίλυσή τους 

υλοποιείται εφόσον δοθούν οι αρχικές συνθήκες 0 0 0 0 0 0(x , y ,z ,x , y ,z )� � �  των έξι 

ανεξάρτητων µεταβλητών. Με άλλα λόγια, το συγκεκριµένο πρόβληµα ανήκει στην 

κατηγορία των προβληµάτων που στα µαθηµατικά ονοµάζεται πρόβληµα αρχικών 

συνθηκών. Όµως, όπως συµβαίνει στην πλειονότητα των µη γραµµικών προβληµάτων, 

δεν υπάρχουν αναλυτικές λύσεις και για το λόγο αυτό οδηγούµαστε στη χρήση 

αριθµητικών µεθόδων ώστε να προσεγγίσουµε µέσω αυτών τις πραγµατικές λύσεις του 

προβλήµατος. 

Σύµφωνα µε τις εκφράσεις (2.27`) και (2.32`) το πρόβληµα θα έχει λύση αν και µόνο 

αν ισχύουν ταυτόχρονα οι δύο παρακάτω συνθήκες:   

� Οι τιµές των παραµέτρων ν, β και e είναι τέτοιες ώστε η ποσότητα ∆ να είναι 

θετική. 

� Οι αρχικές τιµές των µεταβλητών είναι τέτοιες ώστε η κινητική ενέργεια του 

µικρού σώµατος να είναι θετική ή οριακά µηδέν.  

Όσον αφορά στην πρώτη συνθήκη, όπως βρήκαµε στο Κεφάλαιο 3, επειδή οι 

παράµετροι ν και β είναι πάντα θετικές, τότε αν e>0, η ποσότητα ∆ είναι πάντα θετική. 



 293

Αν όµως e<0, τότε θα πρέπει να σχεδιάσουµε για τη συγκεκριµένη τιµή της 

παραµέτρου ν που µας ενδιαφέρει, µία καµπύλη που να δείχνει τη µεταβολή της 

κρίσιµης τιµής ecr µε την παράµετρο β, παρόµοια µε αυτές του Σχήµατος 3.1(Κεφ,3
ο
). 

H καµπύλη αυτή αποτελεί τον γεωµετρικό τόπο των "απαγορευµένων" ζευγών (β, e) 

που οδηγούν σε αδύνατη λύση.  

 

8.2 Επίπεδες κινήσεις του µικρού σώµατος στο συνοδικό πλαίσιο αναφοράς 

8.2.1 Εξισώσεις πρώτης µεταβολής 

Οι επίπεδες κινήσεις του µικρού σώµατος στο επίπεδο Oxy, χαρακτηρίζονται από την 

εξίσωση του συνδέσµου z=0. Στην περίπτωση αυτή, το σύστηµα (2.27`) ανάγεται στην 

απλούστερη µορφή   

 
x

y

U
x - 2y = U

x

U
y + 2x = U

y

∂
=

∂
∂

=
∂

�� �

�� �

                                                                                                     (8.1) 

όπου 

ν
2 2

2
i=10 i0

1 1 1 e 1
U(x, y) = (x + y ) + β( + ) +

2 ∆ r rr

 
 
 

∑                                                               (8.2) 

ενώ το ολοκλήρωµα της κίνησης παίρνει την απλούστερη µορφή 

2 2x + y = 2U(x, y)-C� �                                                                                                    (8.3) 

Έτσι, το αυτόνοµο δυναµικό σύστηµα χαρακτηρίζεται πλέον από δύο βαθµούς 

ελευθερίας στον τρισδιάστατο ευκλείδειο χώρο. Χρησιµοποιώντας εναλλακτικά το 

συµβολισµό 1 2 3 4x = x, x = y, x = x και x = y� �  για τις ανεξάρτητες µεταβλητές, η κίνηση 

του µικρού σώµατος περιγράφεται από ένα σύστηµα τεσσάρων διαφορικών εξισώσεων  

πρώτης τάξεως της µορφής: 

i i 1 2 3 4x = F (x ,x ,x ,x )�  , i =1,2,3,4                                                                   

και αναλυτικά: 
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1 1 3

2 2 4

3 3 1 2 3 4 4 x1

4 4 1 2 3 4 3 x2

x = F = x

x = F = x

x = F = f(x ,x ,x ,x ) = 2x + U

x = F = g(x ,x ,x ,x ) = -2x + U

�

�

�

�

                                                                        (8.4) 

όπου οι εκφράσεις των x1
U (ή Ux) και x2

U (ή Uy) έχουν ήδη δοθεί στο Κεφάλαιο 2, ενώ 

η συνάρτηση U και το ολοκλήρωµα Jacobi µε το νέο συµβολισµό παίρνουν τη µορφή: 

ν
2 2

1 1 1 1 2
i=10 i0

1 1 1 e 1
U(x , y ) = (x + y ) + β( + ) +

2 ∆ r rr

 
 
 

∑  

µε ( )
1

2 2 2
0 1 2r = x + x ,  

1
2 2 2

i 1i 1 2i 2r = (x - x ) + (x - x )    και 

2 2
1 2 3 4 1 2 3 4J(x ,x ,x ,x ) = 2U(x ,x ) - (x + x ) = C 

Μία γενική λύση του συστήµατος (8.4) θα έχει τη µορφή 

i i 10 20 30 40x = x (x ,x ,x ,x ; t) , i = 1,2,3,4                                                                         (8.5)  

όπου 10 20 30 40x ,x ,x ,x  είναι οι αρχικές συνθήκες (τιµές των µεταβλητών για t = 0 ). Με 

παραγώγιση των εξισώσεων (8.4) ως προς τις αρχικές συνθήκες 
ojx , προκύπτει: 

4
i i k

k=1oj k oj

d x F x
=

dt x x x

 ∂ ∂ ∂
  ∂ ∂ ∂ 

∑ , µε  i,j=1,2,3,4                                                                     (8.6) 

ή σε µορφή πινάκων: 

d
= P

dt
⋅

D
D                                                                                                                   (8.7)        

όπου
7
: i

0

oj

x
= (x ; t) =

x

 ∂
  ∂ 

D D                                                                                        (8.8)                                        

και 

                                                           
7
 Συνήθως για τον πίνακα πρώτης µεταβολής (matrizant) όπως και για τον µονόδροµο πίνακα των 

περιοδικών λύσεων χρησιµοποιείται το ελληνικό γράµµα ∆, όµως στην παρούσα διατριβή 

χρησιµοποιήσαµε αντί αυτού το σύµβολο D  προκειµένου να αποφύγουµε την σύγχιση µε την 

ποσότητα  ∆ που εµφανίζεται στη συνάρτηση U των εξισώσεων της κίνησης του µικρού σώµατος στο 

δακτυλιοειδές πρόβληµα των (Ν+1) σωµάτων. 
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1 1 1 1

1 2 3 4

2 2 2 2

1 2 3 4i

3 3 3 3j

1 2 3 4

4 3 3 3

1 2 3 4

F F F F

x x x x

F F F F

x x x xF
P(t)

F F F Fx

x x x x

F F F F

x x x x

∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂
 
∂ ∂ ∂ ∂ 
   ∂ ∂ ∂ ∂∂  = =    ∂ ∂ ∂ ∂∂   ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ 

                                                                    (8.9) 

οπότε λόγω των (8.4) θα είναι: 

1 1 1 2 2 2 3 4

1 2 4 1 2 3 3 4

F F F F F F F F
0

x x x x x x x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = = = = = = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

4 3

F F
2, 2

x x

3 4
∂ ∂

= = −
∂ ∂

,  
x x

1 2
x x x x

1 1 2 2
1 4 2

U UF F
U , U

x x x x

∂ ∂∂ ∂
= = = =

∂ ∂ ∂ ∂
3 4

1

,  x x
1 2

F F
U

x x

3 4

2 1

∂ ∂
= =

∂ ∂
 

και 

1 1 1 2

2 1 2 2

x x x x

x x x x

0 0 1 0

0 0 0 1
P(t) =

U U 0 2

U U -2 0

 
 
 
 
 
  

 

Οι µερικές παράγωγοι i

j

F

x

 ∂
  ∂ 

 για το υπό µελέτη πρόβληµα έχουν τη µορφή: 

22 2 ν ν
1 1j3 1 1

x x 3 5 4 6 3 51 1
j=1 j=11 0 0 0 0 j j

3(x - x )F 1 β 3βx 2eβ 8eβx 1
= U = 1+ - + - + - +

x ∆ r r r r r r

 ∂
  ∂  

∑ ∑  

ν
1 1j 2 2j3 1 2 1 2

x x x x 5 6 51 2 2 1
j=12 0 0 j

3(x - x )(x - x )F 1 3βx x 8eβx x
= U = U = + +

x ∆ r r r

 
  
 

∑
∂
∂

                  (8.10) 

4 3

1 2

F F

x x

∂ ∂
=

∂ ∂
                       

22 2
2 2 j4 2 2

x x 3 5 4 6 3 52 2
j 1 j 12 0 0 0 0 j j

3(x x )F 1 3 x 2e 8e x 1
U 1 +

x r r r r r r

ν ν

= =

 −∂ β β β β
= = + − + − − +  ∂ ∆  

∑ ∑  
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όπου (x1j , x2j), j=1,..,ν είναι οι συντεταγµένες των περιφερειακών primaries και rj, 

j=1,..ν είναι οι αποστάσεις του µικρού σώµατος από τα περιφερειακά primaries. Οι 

σχέσεις (8.6) αποτελούν 16 διαφορικές εξισώσεις, 1
ης

 τάξεως, ονοµάζονται εξισώσεις 

α' µεταβολής, αναφέρονται στη συγκεκριµένη λύση 
i i 01 02 03 04

x = x (x ,x ,x ,x ; t)  και 

χρησιµοποιούνται κατά την αναζήτηση των περιοδικών τροχιών µαζί µε τις 4 

εξισώσεις κίνησης τόσο για την εύρεση των προσεγγιστικών λύσεων σε κάποιες από 

τις µεθόδους αναζήτησης περιοδικών τροχιών (λ.χ. τη µέθοδο της ταχίστης καθόδου), 

όσο και για τον προσδιορισµό της ευστάθειάς τους.  

Ο πίνακας i
o

0j

x
(x ;t)

x

 ∂
=   ∂ 

D  λέγεται πίνακας α' µεταβολής ή matrizant του συστήµατος 

και ισχύει:  

i
ij

0j

x
= δ

x

∂
∂

,                                                                                                                  (8.11) 

όπου 
ij

δ  είναι το δέλτα του Kronecker. Συνεπώς:                                              

0 4×4(x ;0) = ID                                                                                                            (8.12) 

Παρόλο που τα στοιχεία του πίνακα D  µεταβάλλονται κατά µήκος µιας τροχιάς του 

σωµατιδίου, η ορίζουσά του, για Χαµιλτονιανά συστήµατα, διατηρεί σταθερή τιµή και 

σε κάθε χρονική στιγµή ισούται µε τη µονάδα (Meirovitch, 1970). 

0det( (x ;t)) 1=D                                                                                                          (8.13)        

Ο ρόλος της matrizant είναι µεγάλης σηµασίας για τον προσδιορισµό των λύσεων 

γενικότερα και ειδικότερα του εντοπισµού των περιοδικών τροχιών. Με τη βοήθεια 

αυτής καθώς και της σχέσης (8.13) αποδεικνύεται το αναλλοίωτο των όγκων στο χώρο 

των φάσεων (θεώρηµα Abel- Liouville). 

 

 

 

 



 297

8.2.2 Γενικές ιδιότητες του πίνακα DDDD  πρώτης µεταβολής  

• Όπως αναφέραµε προηγουµένως, µία ιδιότητα του πίνακα (t)D , η οποία 

χαρακτηρίζει κυρίως τα Χαµιλτονιανά συστήµατα είναι ότι η ορίζουσα του είναι 

σταθερή και µάλιστα ίση προς τη µονάδα (σχέση 8.13). 

•••• Μια άλλη ιδιότητα είναι η σχέση (8.8) σύµφωνα µε την οποία τα στοιχεία του 

πίνακα D  είναι οι µερικές παράγωγοι της λύσης του αρχικού συστήµατος ως 

προς τις αρχικές συνθήκες.  

•••• Τέλος µια σηµαντική ιδιότητα του πίνακα D , αφορά στην συµπλεκτικότητά του  

η οποία εκφράζεται από τη σχέση: 

     T
0 0(x ; t)Q (x ; t) = QD D                                                                                    (8.14)   

     όπου ο πίνακας Q, ονοµάζεται συµπλεκτικός, και η µορφή του εξαρτάται από το 

υπό µελέτη πρόβληµα. Η ορίζουσα του πίνακα Q διατηρεί σταθερή τιµή  

     detQ=1                                                                                                             (8.15)  

     κατά µήκος µιας οποιασδήποτε τροχιάς-λύσης. Από τη σχέση (8.14) προκύπτουν 

ορισµένες ανεξάρτητες διγραµµικές σχέσεις µεταξύ των στοιχείων του πίνακα D  

που αποτελούν τις συµπλεκτικές σχέσεις. Όπως θα δούµε στη συνέχεια, οι 

σχέσεις  (8.8), (8.13), (8.14) µπορούν να χρησιµοποιηθούν ως κριτήρια για την 

ορθότητα των αριθµητικών ολοκληρώσεων.  

 

8.3 Περιοδικές τροχιές-Συνθήκες περιοδικότητας 

8.3.1 Γενικά 

Από τις υπάρχουσες λύσεις-τροχιές, εκείνες που έχουν τη µεγαλύτερη σηµασία είναι οι 

περιοδικές (Hadjidemetriou, 1984). Αυτό αναδεικνύεται µε πολύ χαρακτηριστικό 

τρόπο µέσα από τα λόγια του Poincaré: "H µελέτη των περιοδικών τροχιών, είναι τo 

πολύτιµο και ακριβό εργαλείο που διαθέτουµε για να µπορέσουµε να εισχωρήσουµε σ' 

ένα άγνωστο χώρο και να αποκαλύψουµε µερικά από τα µυστικά του". Η άποψη αυτή 

ενισχύεται από τον ίδιο µε την περίφηµη υπόθεσή του η οποία αναφέρει ότι "οι 

περιοδικές λύσεις κατανέµονται πυκνά στο χώρο των φάσεων, γεγονός που σηµαίνει 
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ότι αν δοθεί µια µη-περιοδική λύση, µπορεί να βρεθεί οσοδήποτε κοντά της µία 

περιοδική λύση (µε περίοδο που θα µπορούσε να είναι πολύ µεγάλη) τέτοια ώστε η 

διαφορά ανάµεσα στις δύο αυτές λύσεις να είναι όσο µικρή επιθυµούµε για 

οποιοδήποτε χρονικό διάστηµα" (Poincaré, 1897).   

Όταν µιλάµε για περιοδικές τροχιές, πρέπει να διευκρινίσουµε αν πρόκειται για 

περιοδικές τροχιές κατά την απόλυτη έννοια, δηλαδή αναφερόµενες σε ένα αδρανειακό 

πλαίσιο, ή αν είναι περιοδικές τροχιές κατά τη σχετική έννοια, δηλαδή ως προς ένα 

κινούµενο πλαίσιο. Στη συγκεκριµένη διατριβή και στο πρόβληµα που 

διαπραγµατευόµαστε θα αναφερόµαστε στη δεύτερη εκδοχή. 

 

8.3.2 Συνθήκες περιοδικότητας 

Ας θεωρήσουµε και πάλι το αυτόνοµο σύστηµα (8.4). Αν για τις αρχικές συνθήκες  

10 1 20 2 30 3 40 4x = x (0),  x = x (0),  x = x (0),  x = x (0) ,  

η λύση παρουσιάζει την ιδιότητα 

i 10 20 30 40 i 10 20 30 40x (x ,x ,x ,x ; t + T) = x (x ,x ,x ,x ; t) ,   i=1,2,3,4                                  (8.16) 

τότε λέµε ότι η λύση (τροχιά) είναι περιοδική µε περίοδο T. Συνεπώς στην περίπτωση 

αυτή θα έχουµε 

i 10 20 10 20 i0x (x ,x ,x ,x ;T) = x� � ,     i=1,2,3,4                                                                  (8.17) 

Οι σχέσεις (8.16) ή (8.17) αποτελούν τις συνθήκες περιοδικότητας. Οι εξισώσεις 

µεταβολών (8.6) στην περίπτωση αυτή αποτελούν ένα γραµµικό σύστηµα διαφορικών 

εξισώσεων µε περιοδικούς συντελεστές, περιόδου T, οπότε ο πίνακας P(t) µε στοιχεία 

i
ij

j

F
p

x

∂
=
∂

, είναι ένας περιοδικός πίνακας (συνήθως αναφέρεται και ως Τ-περιοδικός, 

αφού έχει περίοδο Τ). Οπότε: 

P(t) = P(t + T) . 

Αν (t)D  είναι η matrizant, τότε ο πίνακας (T)D  που λαµβάνεται για t=T καλείται 

µονόδροµος πίνακας (monodromy matrix) και παίζει ένα σηµαντικό ρόλο στη 
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διερεύνηση της γραµµικής ευστάθειας της περιοδικής τροχιάς στην οποία θα 

αναφερθούµε σε επόµενες παραγράφους. 

 

8.3.3 Προτάσεις που αφορούν στις περιοδικές τροχιές 

Στη συνέχεια αναφέρουµε κάποιες προτάσεις που αφορούν στην περίοδο των 

περιοδικών τροχιών (Boccaletti & Pucacco, 2001). 

Πρόταση 1η 

Αν Τ είναι η περίοδος µιας περιοδικής λύσης (8.16), τότε και η mT (όπου m θετικός 

ακέραιος) µπορεί να θεωρηθεί επίσης "περίοδος" για τη λύση αυτή. Π.χ. αν η περίοδος 

µιας περιοδικής τροχιάς είναι 1.5, τότε και οι τιµές  3.0, 4.5, ... αποτελούν περιόδους 

της τροχιάς αυτής (για m=1, 2, 3,..).  

Πρόταση 2η 

Αν Τ1 και Τ2 είναι δύο περίοδοι της περιοδικής λύσης  (8.16), τότε και η T1+T2 είναι 

περίοδοι της λύσης αυτής. Π.χ. αν µια περιοδική τροχιά έχει περιόδους 3.0 και 4.5, 

τότε και η τιµή 3.0 + 4.5 =7.5 θα αποτελεί επίσης περίοδο της λύσης αυτής. 

Πρόταση 3η 

Αν µία περιοδική λύση έχει περιόδους Τ1, Τ2, Τ3, ..., Τf, τότε κάθε γραµµικός 

συνδυασµός αυτών 
f

k f

k=1

c T∑ , όπου οι συντελεστές ck είτε όλοι είτε µερικοί, είναι 

θετικοί, αποτελεί επίσης περίοδο της λύσης αυτής αρκεί το άθροισµα αυτό να µην είναι 

µικρότερο από την min{Τ1, Τ2, Τ3,...., Τf}. Η πρόταση αυτή ουσιαστικά αποτελεί 

συνδυασµό των προηγούµενων δύο προτάσεων. Π.χ. αν Τ1=3.0, T2=4.5 και Τ3=7.5, 

τότε και η 2T1+3T2+T3= 27 αποτελεί περίοδο, όπως και η Τ1-2Τ2+Τ3=1.5, ενώ δεν 

αποτελεί περίοδο η 2Τ1-3Τ2+Τ3=0 αλλά προφανώς ούτε και η –2Τ1-3Τ2+2Τ3=-4.5. 
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8.3.4 Ιδιότητες του µονόδροµου πίνακα (T)DDDD στις περιοδικές τροχιές 

Στη συνέχεια αναφέρουµε συνοπτικά και χωρίς απόδειξη τις σηµαντικότερες ιδιότητες 

του µονόδροµου πίνακα για την περίπτωση των περιοδικών λύσεων. 

� Ο µονόδροµος πίνακας έχει µία µοναδιαία ιδιοτιµή 

� Ισχύει 0 0 0(x ; t + T) = (x ; t) (x ;T)D D D  (που αποτελεί εφαρµογή του θεωρήµατος 

του Floquet). 

� Επίσης  n(nT) = (T)D D  

 

8.3.5 Κατηγορίες επίπεδων περιοδικών τροχιών 

Οι επίπεδες περιοδικές τροχιές χαρακτηρίζονται ως 

� Συµµετρικές και µη συµµετρικές (ασύµµετρες) 

� Απλές και n-πολλαπλές περιοδικές τροχιές 

Με τον όρο «συµµετρική» (αντίστοιχα «µη συµµετρική») θα εννοούµε µια επίπεδη 

τροχιά που είναι συµµετρική (αντίστοιχα «µη συµµετρική») ως προς τον οριζόντιο 

άξονα x του συνοδικού συστήµατος των συντεταγµένων. Η χρήση αυτού του όρου έχει 

υιοθετηθεί επίσης και από τον Hénon (2005). Σύµφωνα µε τη σύµβαση αυτή, 

ασύµµετρες τροχιές θεωρούνται και εκείνες οι τροχιές οι οποίες δεν είναι µεν 

συµµετρικές ως προς τον άξονα x, µπορεί να είναι όµως συµµετρικές ως προς τον 

κάθετο άξονα y του συνοδικού συστήµατος.  Και βέβαια, µία συµµετρική τροχιά ως 

προς τον άξονα Ox µπορεί να έχει και άλλους άξονες συµµετρίας. Στην περίπτωση 

αυτή την χαρακτηρίζουµε ως πολλαπλά συµµετρική τροχιά και ειδικότερα διπλή, 

τριπλή, κ.ο.κ. συµµετρική, ανάλογα µε το πλήθος των αξόνων συµµετρίας που 

διαθέτει.  

Όσον αφορά στις απλές και n-πολλαπλές (n>1) περιοδικές τροχιές ο σχετικός 

χαρακτηρισµός αναφέρεται στο πλήθος των τοµών της τροχιάς µε τον άξονα 

συµµετρίας στο χρονικό διάστηµα µιας περιόδου (ή και ηµιπεριόδου). Έτσι, ως απλές 

περιοδικές τροχιές χαρακτηρίζουµε εκείνες που στη διάρκεια µιας ηµιπεριόδου 
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τέµνουν τον άξονα συµµετρίας x µία µόνο φορά κάθετα επιπλέον του σηµείου 

εκκίνησης, ως διπλές περιοδικές τροχιές εκείνες που τέµνουν τον x δύο φορές κάθετα 

(δύο διελεύσεις) και ως n-πολλαπλές περιοδικές εκείνες που στο χρόνο µιας 

ηµιπεριόδου τέµνουν κάθετα τον άξονα x σε n σηµεία (n διελεύσεις).   

Τονίζουµε επίσης το γεγονός ότι µία συµµετρική τροχιά είναι πάντα περιοδική, ενώ 

δεν συµβαίνει πάντα το αντίστροφο. 

 

8.4 Επίπεδες συµµετρικές περιοδικές τροχιές-Ύπαρξη επίπεδων περιοδικών 

τροχιών συµµετρικών ως προς άξονα του συνοδικού συστήµατος 

Η ύπαρξη συµµετρίας στις τροχιές ελαττώνει, όπως είναι φυσικό, σηµαντικά το χρόνο 

των αριθµητικών ολοκληρώσεων (στο 1/2 για τις τροχιές απλής συµµετρίας, στο 1/4 

για τις τροχιές διπλής συµµετρίας, κ.ο.κ). Η ύπαρξη επίπεδων τροχιών συµµετρικών ως 

προς έναν άξονα του συνοδικού συστήµατος διαπιστώνεται από το κατά πόσον οι 

εξισώσεις κινήσεως διατηρούν την αρχική τους µορφή κάτω από ένα µετασχηµατισµό 

συµµετρίας ως προς τον άξονα αυτόν, ταυτόχρονα µε το µετασχηµατισµό του χρόνου 

t = -τ , που αφορά στις θέσεις, στις ταχύτητες και στις επιταχύνσεις. Έτσι, αν 

θεωρήσουµε τις επίπεδες κινήσεις στο επίπεδο Οxy, ο µετασχηµατισµός συµµετρίας ως 

προς κάποιον από τους άξονες συντεταγµένων θα έχει τη γενική µορφή: 

11

22

33

44

s 0 0 0x x ' x '

0 s 0 0y y' y'
S , t .

0 0 s 0x x ' x '

0 0 0 sy y' y '

      
      
      = = = −τ
      
      

      

� � �

� � �

                                                       (8.18) 

∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις (Καλβουρίδης, 2004): 

• Συµµετρία ως προς τον άξονα Ox, οπότε τα στοιχεία του πίνακα S θα  έχουν 

τιµές :       11 22 33 44s 1,s 1,s 1,s 1= = − = − =                                                        (8.19) 

• Συµµετρία ως προς τον άξονα Oy,  οπότε τα στοιχεία του πίνακα S θα έχουν 

τιµές :       11 22 33 44s 1,s 1,s 1,s 1= − = = = −                                                        (8.20) 
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Οι επίπεδες συµµετρικές τροχιές τέµνουν τον άξονα συµµετρίας τους κάθετα σε δύο 

σηµεία (στην αρχή των χρόνων και στην ηµιπερίοδο). Όταν οι τροχιές αυτές έχουν 

µόνο δύο τοµές µε τον άξονα συµµετρίας τους (δηλαδή τον τέµνουν κάθετα σε δύο 

διαδοχικές διαβάσεις τους), τότε ονοµάζονται απλές. Τονίζουµε στο σηµείο αυτό, ότι 

σιωπηρά έχουµε δεχθεί αυτόνοµα συστήµατα για τα οποία δεν παίζει ρόλο η επιλογή 

της αρχής των χρόνων. Έτσι µπορούµε να θεωρήσουµε ως αρχική θέση το ένα από τα 

δύο σηµεία διέλευσης του µικρού σώµατος από τον άξονα συµµετρίας του. Τότε το 

µικρό σώµα θα διέρχεται από το δεύτερο σηµείο σε χρόνο ίσο µε µία ηµιπερίοδο. 

Θεωρώντας ως άξονα συµµετρίας τον άξονα Ox, θα ισχύουν στην περίπτωση αυτή οι 

παρακάτω συνθήκες στα σηµεία τοµής: 

0 0

0 0

x(t 0) x 0, y(t 0) y 0,

x(t 0) x 0, y(t 0) y 0

= = ≠ = = =

= = = = = ≠� � � �
                                                                            (8.21) 

και 

T/2 T/2

T/2 T/2

x(t T / 2) x 0, y(t T / 2) y 0,

x(t T / 2) x 0, y(t T / 2) y 0

= = ≠ = = =

= = = = = ≠� � � �
                                                            (8.22) 

                                                                                                                                                                                             

8.5 Μέθοδοι αναζήτησης περιοδικών τροχιών 

8.5.1 Γενικά 

Στον τοµέα της αναζήτησης περιοδικών τροχιών έχουν αναπτυχθεί πολλές µέθοδοι 

όπως οι επιφάνειες τοµής Poincaré  (Poincaré surface of sections), η µέθοδος της 

σάρωσης (grid-search or scanning method), η µέθοδος αναλυτικής συνέχειας (analytic 

continuation), η µέθοδος της ταχίστης καθόδου (steepest-descent method), κ.ο.κ. Για 

την αναλυτική περιγραφή των µεθόδων αυτών παραπέµπουµε στα βιβλία-σηµειώσεις 

(Καλβουρίδης, 2001 και 2004). Κρίνουµε όµως σκόπιµο να αναφερθούµε συνοπτικά 

στη µέθοδο αναζήτησης των περιοδικών τροχιών µε σάρωση που εφαρµόσαµε στο 

πρόβληµά µας. 
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8.5.2 Σύντοµη περιγραφή της µεθόδου της σάρωσης (scanning ή grid search)  

Η µέθοδος αυτή (Markellos et al., 1974; Kalvouridis, 1999b, 2003; Hénon, 2003; 

Καλβουρίδης, 2004) εφαρµόζεται κυρίως στις περιπτώσεις αναζήτησης επίπεδων 

τροχιών συµµετρικών ως προς άξονα ή τριδιάστατων τροχιών συµµετρικών ως προς 

επίπεδο µε την προϋπόθεση της ύπαρξης ενός ολοκληρώµατος της κίνησης (τύπου 

Jacobi). Είναι αρκετά απλή και συνδυαζόµενη µε τη µέθοδο της διχοτόµησης 

(bisection), µπορεί να αποδώσει αρκετά ακριβή αποτελέσµατα.  

Όσον αφορά στις επίπεδες συµµετρικές ως προς άξονα τροχιές, η µέθοδος βασίζεται 

στο γεγονός ότι µία τέτοια τροχιά που είναι συµµετρική ως προς τον άξονα συµµετρίας 

(έστω τον Ox), ξεκινά κάθετα ως προς αυτόν και ύστερα από το χρόνο µιας 

ηµιπεριόδου, τον ξανατέµνει κάθετα (βλέπε §8.4).  

Αν επιπλέον υπάρχει (όπως στην περίπτωση του προβλήµατος που µελετούµε) ένα 

ολοκλήρωµα της κίνησης 1 2 3 4G(x ,x ,x ,x ) = C , τότε για τις αρχικές συνθήκες (8.21) θα 

έχουµε, 

10 40G(x ,x ) = C                                                                                                           (8.23) 

Από την τελευταία σχέση διαπιστώνουµε πως µπορούµε χρησιµοποιώντας το 

διάγραµµα x10-C των καµπύλων µηδενικής ταχύτητας να έχουµε ως ανεξάρτητες 

µεταβλητές τα C και x10 τη δε τιµή του 
40

x  να την υπολογίζουµε µε τη βοήθεια της 

σχέσης (8.23). 

∆ιατηρώντας σταθερή τιµή στο  C  µεταβάλλουµε το x10 µε σταθερό βήµα του οποίου 

το µέγεθος καθορίζουµε αυθαίρετα. Για κάθε τιµή της x10 ολοκληρώνουµε τις 

εξισώσεις κινήσεως µέχρι τη χρονική στιγµή, κατά την οποία η τροχιά τέµνει για 

δεύτερη φορά τον άξονα συµµετρίας ( 2x (T / 2) = 0 ). Τη στιγµή αυτή καταγράφουµε 

τις τιµές της 3x (T / 2) . Αν για δύο διαδοχικές τιµές του x10, έστω x10 και 

10 10 10x ' = x + δx  ( 10δx  είναι το βήµα), η 3x (T / 2)  αλλάζει πρόσηµο, δηλαδή ισχύει η 

συνθήκη: 3 3x (T / 2) x' (T / 2) < 0⋅ , τότε, λόγω της συνέχειας των λύσεων, αυτό θα 

σηµαίνει ότι στο διάστηµα 10 10[x ,x ']  θα υπάρχει µία (τουλάχιστον, ή γενικά περιττός 
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αριθµός) τιµή x*10 που θα αντιστοιχεί σε συµµετρική λύση. ∆ιχοτοµώντας συνεχώς το 

διάστηµα αυτό µπορούµε να προσδιορίσουµε τις αρχικές συνθήκες της συµµετρικής 

λύσης µε την ακρίβεια που επιθυµούµε. Η διαδικασία επαναλαµβάνεται µέχρις ότου να 

ολοκληρωθεί η σάρωση της περιοχής του διαγράµµατος x10-C που µας ενδιαφέρει.  

 

8.5.3 Αστοχίες της µεθόδου-Πρακτικά προβλήµατα που ανακύπτουν κατά την 

εφαρµογή της µεθόδου και τρόποι αντιµετώπισής τους 

Απαιτείται ιδιαίτερη προσοχή κατά την εφαρµογή της µεθόδου αναζήτησης των 

επίπεδων συµµετρικών περιοδικών τροχιών αφού η µέθοδος µπορεί να εµφανίσει 

αστοχίες (Καλβουρίδης, 2005). Έτσι:  

• Αν σε κάποιο διάστηµα τιµών x0, υπάρχει άρτιος αριθµός αλλαγών του 

προσήµου της 
1

x (T/ 2)� , τότε η µέθοδος δεν µπορεί να εντοπίσει τις αλλαγές 

αυτές. Όµως αν υπάρχουν ενδείξεις ότι στο διάστηµα αυτό υπάρχουν 

συµµετρικές τροχιές, τότε πρέπει να ελαττώσουµε το διάστηµα. 

• Αν σε κάποιο διάστηµα υπάρχει περιττός αριθµός αλλαγών προσήµου (>1) στην 

τιµή της 
1

x (T/ 2)� , τότε πιθανόν να µην εντοπισθούν κάποιες από αυτές. Όµως 

ισχύει εδώ ότι και στην προηγούµενη περίπτωση. ∆ηλαδή, αν υπάρχουν 

ενδείξεις ότι υπάρχουν περισσότερες συµµετρικές τροχιές τότε ελαττώνουµε και 

πάλι το διάστηµα. 

• Αν η συνολική εικόνα µιας χαρακτηριστικής καµπύλης στο διάγραµµα x0-C 

εµφανίζει κενά, τότε πρέπει να πυκνώσουµε τοπικά το δίκτυο αναζήτησης. 

Εξάλλου κάποια πρακτικά προβλήµατα που ανακύπτουν στις εφαρµογές, 

αντιµετωπίζονται µε την ενσώµατωση µικρών βοηθητικών ρουτινών, ούτως ώστε να 

αποφευχθούν εσφαλµένες εκτιµήσεις ή υπολογισµοί (Καλβουρίδης, 2004). 

Αναφέρουµε τα βασικότερα:   

• Απαιτείται ο ακριβής προσδιορισµός του σηµείου τοµής της τροχιάς µε τον 

άξονα συµµετρίας µε τη βοήθεια µικρής ρουτίνας που ενσωµατώνεται στο 

αντίστοιχο πρόγραµµα Η/Υ. 
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• Όταν συµβαίνει αλλαγή στο πρόσηµο της 
1x (T/ 2)�  πρέπει να ελεγχθούν: 

i) Αν η διαφορά µεταξύ των ηµιπεριόδων Τ/2 των τροχιών αυτών είναι µικρή 

(συνήθως µικρότερη του 0.1) 

ii) Αν η τιµή της 
2

x (T/ 2)  είναι µικρότερη κάποιας προκαθορισµένης τιµής 

(συνήθως µικρότερης 1.D-5). Αυτό γίνεται για να αποκλεισθεί το 

ενδεχόµενο τροχιών κρούσης, όπου η ολοκλήρωση τερµατίζεται πριν η 

τροχιά τµήσει τον άξονα συµµετρίας) 

iii)  Αν οι συνιστώσες 
2

x (T/ 2)�  της ταχύτητας των δύο τροχιών είναι της αυτής 

τάξης µεγέθους. 

 

8.6 Οικογένειες περιοδικών τροχιών-Χαρακτηριστικές καµπύλες 

Οι περιοδικές τροχιές (επίπεδες ή τριδιάστατες) είναι κατανεµηµένες στο χώρο των 

φάσεων αρχικών συνθηκών σε κλάσεις, οι οποίες ονοµάζονται οικογένειες. Κάθε 

οικογένεια µπορεί να απεικονισθεί µε µία καµπύλη η οποία ονοµάζεται 

χαρακτηριστική καµπύλη της οικογένειας, περιέχει δε άπειρες τροχιές, οι οποίες 

παρουσιάζουν παρόµοια ποιοτικά χαρακτηριστικά, τα δε ποσοτικά τους 

χαρακτηριστικά (αρχικές συνθήκες, συνθήκες στην ηµιπερίοδο, περίοδος, παράµετροι 

οριζόντιας και κατακόρυφης ευσταθείας, κ.λ.π) µεταβάλλονται κατά συνεχή τρόπο 

κατά µήκος της χαρακτηριστικής καµπύλης της κλάσης (Hénon, 1965). Ειδικότερα 

κάθε οικογένεια επίπεδων συµµετρικών περιοδικών τροχιών, ορίζει µία 

χαρακτηριστική καµπύλη η οποία µπορεί να παρασταθεί είτε στο επίπεδο 01 02x x� , είτε 

(όπως είναι συνηθέστερο) στο επίπεδο x01C (C η σταθερά του ολοκληρώµατος του 

Jacobi), αφού η 02x�  µπορεί να εκφρασθεί µε τη βοήθεια του ολοκληρώµατος του 

Jacobi ως συνάρτηση της C. Η απεικόνιση των χαρακτηριστικών καµπύλων στο 

τελευταίο επίπεδο θεωρείται πιο χρήσιµη, αφού στο ίδιο επίπεδο απεικονίζονται και οι 

καµπύλες µηδενικής ταχύτητας, οι οποίες δίνουν τις περιοχές επιτρεπτής κίνησης και 

εποµένως τις περιοχές του επιπέδου στις οποίες πρέπει να περιορισθεί η έρευνα 

εντοπισµού των αρχικών συνθηκών µιας επίπεδης συµµετρικής περιοδικής τροχιάς. 
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Παρόµοια απεικόνιση των χαρακτηριστικών καµπύλων γίνεται και για κάποιες 

κατηγορίες τρισδιάστατων συµµετρικών περιοδικών κινήσεων σε τριδιάστατους 

χώρους,  π.χ. τριδιάστατες περιοδικές τροχιές συµµετρικές ως προς ένα συντεταγµένο 

επίπεδο λ.χ το xz στο χώρο x0z0C, όπου ο ένας από τους δύο άξονες µετράει τις τιµές 

της σταθεράς C του Jacobi (Hadjifotinou & Kalvouridis, 2005; Hadjifotinou et al., 

2006; Kalvouridis & Hadjifotinou, 2011a).  

 

8.7 Φυσικό πέρας των χαρακτηριστικών καµπύλων των οικογενειών 

Όπως γνωρίζουµε (Szebehely, 1967) οι χαρακτηριστικές καµπύλες των οικογενειών 

των περιοδικών τροχιών είτε είναι αυτοκλειόµενες, είτε έχουν µία φυσική δυναµική 

αρχή και ένα τέλος. Αυτή η φυσική αρχή και κατάληξη µπορεί να είναι είτε σε µία 

πρωτεύουσα µάζα του συστήµατος (ejection-collision orbits), είτε σε ένα σηµείο 

ισορροπίας, είτε τέλος στο άπειρο. Ένας τρόπος για να εκφράσουµε την αρχή του 

τερµατισµού (termination principle), είναι να θεωρήσουµε το άθροισµα της µέγιστης 

διάστασης µιας τροχιάς (D), την περίοδό της (Τ) και τη σταθερά του Jacobi (C ), ήτοι 

s = D + T + C                                                                                                            (8.24) 

Ο φυσικός τερµατισµός, ή η αρχή µιας οικογένειας, θα αντιστοιχεί στην τιµή s→∞, 

εφόσον κάποιος από τους τρεις όρους τείνει στο άπειρο. Η αρχή αυτή διατυπώθηκε 

αρχικά από τον Strömgren και γι’ αυτό φέρει το όνοµά του.  

Μία τροποποιηµένη µορφή της αρχής του Strömgren, προτάθηκε από τον Birkhoff και 

δίνεται από τη σχέση:  

1
lim(D + T + ) =

d
∞                                                                                                    (8.25) 

όπου D η µέγιστη διάσταση της τροχιάς, Τ η περίοδός της και d η ελάχιστη από όλες 

τις αποστάσεις µεταξύ της τροχιάς και των πρωτευόντων σωµάτων ή των θέσεων 

ισορροπίας.  
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8.8 Ευστάθεια των επίπεδων περιοδικών τροχιών 

Όταν αναφερόµαστε στην ευστάθεια µιας επίπεδης περιοδικής τροχιάς εννοούµε ότι η 

τροχιά είναι ευσταθής τόσο σε διαταραχές στο επίπεδο της τροχιάς, όσο και σε 

διαταραχές κάθετες προς το επίπεδο αυτό. Στην πρώτη περίπτωση οµιλούµε για 

οριζόντια ευστάθεια (horizontal stability), ενώ στη δεύτερη για κατακόρυφη (vertical 

stability). Συχνά όµως στην πράξη αποδίδουµε τον χαρακτηρισµό της ευστάθειας 

περιοριζόµενοι µόνο στην οριζόντια ευστάθεια των επίπεδων περιοδικών τροχιών, 

δίνοντας ιδιαίτερη βαρύτητα σε αυτήν, ενώ µε την κατακόρυφη ευστάθεια 

ασχολούµαστε κυρίως όταν πρόκειται να µελετήσουµε τις τρισδιάστατες τροχιές που 

πηγάζουν (διακλαδίζονται) από τις επίπεδες.  

 

8.9 Μέθοδοι προσδιορισµού της οριζόντιας ευστάθειας  

Στην παράγραφο αυτή θα περιγράψουµε τον τρόπο υπολογισµού της οριζόντιας 

ευστάθειας των επίπεδων τροχιών και να σηµειώσουµε στο σηµείο αυτό ότι η µελέτη 

αφορά στα τµήµατα των χαρακτηριστικών καµπύλων των οικογενειών που βρίσκονται 

µέσα στην περιοχή του διαγράµµατος x0-C που εξετάσαµε. Οι περισσότερες 

οικογένειες απλών, διπλών και τριπλών περιοδικών τροχιών που εντοπίσµε, δεν 

παρουσιάζουν περιοχές ευστάθειας, ενώ εντοπίσαµε και τροχιές που παρουσιάζουν 

ευστάθεια σε  περιορισµένες περιοχές.   

 

8.9.1 Μέθοδος των ιδιοτιµών του µονόδροµου πίνακα 

Η µέθοδος αυτή αποτελεί τον θεωρητικά ακριβέστερο τρόπο υπολογισµού των 

παραµέτρων ευσταθείας, και βασίζεται στην εύρεση των ιδιοτιµών του µονόδροµου 

(T)D  πίνακα µιας περιοδικής τροχιάς, δηλαδή του πίνακα πρώτης µεταβολής 

(matrizant) (t)D  κατά τη στιγµή t=T της ολοκλήρωσης ενός πλήρους κύκλου 

(περιόδου) της συγκεκριµένης περιοδικής τροχιάς. Βέβαια είναι πιο σύνθετος τρόπος 

υπολογισµού αφού απαιτεί την επίλυση τόσο των εξισώσεων της κίνησης όσο και των 

εξισώσεων πρώτης µεταβολής: 
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4
i i k

k 1j0 k j0

d x f x

dt x x x=

 ∂ ∂ ∂
=  ∂ ∂ ∂ 
∑       i, j = 1,2,3,4                                                                  (8.26)                 

Αυτό σηµαίνει ότι για τις επίπεδες κινήσεις θα πρέπει να επιλύσουµε ένα σύστηµα µε 

20 συνολικά εξισώσεις (4+16), ενώ για τις κινήσεις στο χώρο οι σχέσεις που 

απορρέουν από την (8.26) είναι 36, οπότε θα πρέπει να επιλύσουµε ένα σύστηµα µε 42 

συνολικά εξισώσεις (6 + 36). Σε κάθε περίπτωση ακολουθεί η διαγωνιοποίηση του 

µονόδροµου πίνακα (T)D  µε την εύρεση των ιδιοτιµών αυτού. Από το είδος των 

ιδιοτιµών θα αντλήσουµε τις πληροφορίες για την κατάσταση της ευστάθειας ή 

αστάθειας της συγκεκριµένης περιοδικής τροχιάς. Στις επίπεδες τροχιές ο διαστάσεων 

4x4 µονόδροµος πίνακας έχει τέσσερις συνολικά ιδιοτιµές, εν γένει µιγαδικές, ενώ στις 

τριδιάστατες τροχιές οι ιδιοτιµές είναι έξι. Σύµφωνα µε τη θεωρία των δυναµικών 

συστηµάτων, οι περιοδικές λύσεις έχουν µία από τις ιδιοτιµές ίση µε τη 1 (µονάδα). 

Γνωρίζουµε επίσης ότι στα χαµιλτονιανά δυναµικά συστήµατα οι ιδιοτιµές 

εµφανίζονται κατά αντίστροφα ζεύγη. Συνεπώς όταν εξετάζουµε τις περιοδικές λύσεις 

ενός χαµιλτονιανού συστήµατος, δύο από τις ιδιοτιµές θα είναι ίσες µε τη µονάδα. Για 

να είναι ευσταθής µία περιοδική λύση θα πρέπει όλες οι ιδιοτιµές της να κείνται πάνω 

στο µοναδιαίο κύκλο. Περιοριζόµενοι προς το παρόν στις επίπεδες λύσεις, θα έχουµε 

για τη διαδικασία διαγωνιοποίησης του µονόδροµου πίνακα και τη διερεύνηση του 

είδους της ευστάθειας: 

1 1 1 1

10 20 30 40

2 2 2 2

10 10 10 10

3 3 3 3

10 10 10 10

4 4 4 4

10 10 10 10

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x
0

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

∂ ∂ ∂ ∂
− λ

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
− λ

∂ ∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂ ∂
− λ

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
− λ

∂ ∂ ∂ ∂

                                                          (8.27)   
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όπου όλα τα στοιχεία είναι υπολογισµένα στην περίοδο Τ. Από αυτήν  προκύπτει µια 

πολυωνυµικής 4
ου

 βαθµού χαρακτηριστική της οποίας οι ρίζες-ιδιοτιµές 1 2 3 4λ ,λ ,λ ,λ , 

ικανοποιούν τις σχέσεις: 

1 3 3 4
Tr = λ + λ + λ + λ(t)D   και    

1 2 3 4
det (T) =1= λ λ λ λD                                           (8.28) 

Επειδή λ1=λ2=1 οι (8.28) δίνουν: 

3 4
λ + λ = Tr (T) - 2D ,   και   

3 4
λ λ =1                                                                        (8.29) 

Κατά συνέπεια τα 3λ  και 4λ  αποτελούν τις ρίζες µιας δευτεροβάθµιας εξίσωσης της 

µορφής: 

2λ + κλ +1 = 0                                                                                                            (8.30) 

όπου: 

κ = 2 - Tr (T)D                                                                              

∆ηλαδή οι ιδιοτιµές του µονόδροµου πίνακα εξαρτώνται αποκλειστικά από το Tr (T)D . 

∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις: 

• Αν k < 2 , οι ιδιοτιµές  λ3 και λ4 είναι συζυγείς µιγαδικοί, κείνται πάνω στο 

µοναδιαίο κύκλο και η τροχιά είναι ευσταθής (οριζόντια). 

•  Αν k > 2 , τότε οι ιδιοτιµές λ3 και λ4 είναι πραγµατικοί αριθµοί, κείνται εκτός 

του µοναδιαίου κύκλου και η τροχιά είναι ασταθής.  

• Αν k = 2 , τότε λ3 = λ4= 1±  οι ιδιοτιµές κείνται πάνω στο µοναδιαίο κύκλο και η 

τροχιά είναι οριακά ευσταθής (κρίσιµη τροχιά).  

8.9.2 Μέθοδος του Hénon 

Σύµφωνα µε τη µέθοδο αυτή, η ευστάθεια των επίπεδων περιοδικών τροχιών µπορεί να 

µελετηθεί µε τη βοήθεια της απεικόνισης Poincaré των λύσεων αυτών.  Με άλλα λόγια, 

µελετούµε τη συµπεριφορά των τοµών των λύσεων µε την επιφάνεια τοµής 2x = 0  

(αναλλοίωτα σηµεία), όπως αυτές απεικονίζονται σε ένα διάγραµµα 
1 3

(x ,x ) , σε 

ισοενεργειακές διαταραχές των µεταβλητών αυτών που επιβάλουµε στις αρχικές 
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συνθήκες. Έτσι, η µελέτη της ευστάθειας των περιοδικών τροχιών ανάγεται 

ουσιαστικά στη µελέτη της ευστάθειας των αναλλοίωτων σηµείων της απεικόνισης.  

Θεωρούµε µία επίπεδη περιοδική τροχιά µε αρχικές συνθήκες ( )10 20 30 40
x ,x ,x ,x της 

οποίας την ευστάθεια πρόκειται να µελετήσουµε µε την προτεινόµενη µέθοδο του 

Hénon όπου ως επιφάνεια τοµής θα χρησιµοποιήσουµε το επίπεδο 2x = 0 . Εξάλλου 

διαθέτουµε και ένα ολοκλήρωµα τύπου Jacobi, που αν το εφαρµόσουµε για τις αρχικές 

συνθήκες θα είναι, 

( )10 30 40
H x ,0,x ,x = C                                                                                                (8.31) 

Η τιµή x40 µπορεί να υπολογισθεί από την (8.31). Έτσι, για την τροχιά αυτή θα ισχύει: 

( )
( )

1 10 30

3 10 30

x = f x ,x ;C

x = g x ,x ;C
                                                                                                     (8.32) 

Επειδή η τροχιά είναι περιοδική θα ισχύει γενικά 

( )1(t=T) 10 2(t=T) 20 3(t=T) 30 4(t=T) 40x = x ,x = x ,x = x ,x = x                                                                   (8.33) 

ενώ σε ένα αναλλοίωτο σηµείο µε τις προϋποθέσεις που θέσαµε θα ισχύουν οι 

συνθήκες 

x1(t=T)=x10, x3(t=T)=x30                                                                                                 (8.34)                                        

Για να µελετήσουµε την ευστάθεια της τροχιάς, θεωρούµε τις τοµές µε το επίπεδο x2=0 

µιας "γειτονικής" λύσης, που αντιστοιχεί σε "γειτονικές" αρχικές συνθήκες 

( )0 10 20 30 40x' = x' ,x' ,x' ,x'  µε i0 i0 i0x' = x + ∆x  

(υπενθυµίζουµε τον συµβολισµό για το επίπεδο x1=x, x2=y, x3= x� , x4= y� ). Η λύση αυτή 

όπως και η αρχική µη διαταραγµένη θα ικανοποιεί το ολοκλήρωµα της κίνησης (αφού 

θεωρήσαµε ισοενεργειακές τροχιές) 

( ) ( )10 30 40 10 30 40H' x' ,0,x' ,x' = H x ,0,x ,x = C.                                                            (8.35) 

Για τις "διαταραγµένες" αρχικές συνθήκες θα έχουµε:  

( )
( )

1 10 30

3 10 30

x' = f x' ,x' ;C

x' = g x' ,x' ;C
                                                                                                   (8.36) 
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όπου: 

1 1 1

3 3 3

x' = x + ∆x

x' = x + ∆x
 

Συνεπώς, η σχέση (8.36) γράφεται: 

( )
( )

1 1 10 10 30 30

3 3 10 10 30 30

x + ∆x = f x + ∆x ,x + ∆x ;C

x + ∆x = g x + ∆x ,x + ∆x ;C
                                                                    (8.37) 

Αναλύοντας σε σειρές Taylor τα δεύτερα µέλη των (8.37) και θεωρώντας µόνο τους 

γραµµικούς όρους παίρνουµε: 

1 1 10 30 10 30

10 30

3 3 10 30 10 30

10 30

f f
x x f (x ,x ;C) x x

x x

g g
x x g(x ,x ;C) x x

x x

∂ ∂
+ ∆ = + ∆ + ∆

∂ ∂

∂ ∂
+ ∆ = + ∆ + ∆

∂ ∂

 

Λόγω της (8.32) καταλήγουµε στις 

1 10 30

10 30

3 10 30

10 30

f f
x x x

x x

g g
x x x

x x

∂ ∂
∆ = ∆ + ∆

∂ ∂

∂ ∂
∆ = ∆ + ∆

∂ ∂

                                                                                     (8.38)   

Αν θέσουµε: 

10 30

10 30

f f
, b

x x

g g
c , d

x x

∂ ∂
α = =

∂ ∂

∂ ∂
= =
∂ ∂

                                                                                                  (8.39) 

τότε η (8.39) µπορεί να γραφεί ως: 

1 10 30

3 10 30

x x b x

x c x d x

∆ = α∆ + ∆

∆ = ∆ + ∆
                                                                                                  (8.40) 

όπου οι ποσότητες α, b, c και d, ονοµάζονται παράµετροι ευστάθειας ή δείκτες 

ευαισθησίας. 

Οι ιδιοτιµές του πίνακα των συντελεστών του συστήµατος (8.36) που συνδέουν 

γραµµικά τις µεταβολές: 
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1 10

3 30

∆x = λ∆x

∆x = λ∆x
                                                                                                              (8.41) 

σχετίζονται µε τους χαρακτηριστικούς εκθέτες του Poincare µε µία σχέση της µορφής: 

Tλ = eα                                                                                                                       (8.42) 

Το πρόβληµα ανάγεται σε πρόβληµα ιδιοτιµών του πίνακα των συντελεστών του 

συστήµατος (8.36). Συνδυάζοντας τις (8.40) και (8.41) έχουµε 

10

30

xb 0

xc d 0

∆α − λ     
=    ∆− λ    

                                                                                     (8.43) 

Για να έχει το οµογενές σύστηµα (8.43) λύση διάφορη της τετριµµένης θα πρέπει η 

ορίζουσα των συντελεστών να είναι ίση µε το µηδέν.  

b
0

c d

α − λ
=

− λ
                                                                                                      (8.44) 

Από το ανάπτυγµα της (8.44) προκύπτει η χαρακτηριστική εξίσωση:  

( )2 d d bc 0λ − α + λ + α − =                                                                                       (8.45) 

Χρησιµοποιώντας το νόµο διατήρησης των εµβαδών (ή των όγκων σε περιπτώσεις 

πολυδιάστατων χώρων) στο χώρο των φάσεων, που εκφράζεται µε τη σταθερότητα της 

Ιακωβιανής (θεώρηµα του Liouville): 

10 30

10 30

f f

x x
1

g g

x x

∂ ∂
∂ ∂

=
∂ ∂
∂ ∂

, ή 
b

d bc 1
c d

α
= α − =                                                                     (8.46) 

η (8.45) γράφεται ως εξής: 

( )2 d 1 0λ − α + λ + =                                                                                                 (8.47) 

Οπότε: 

• Αν α + d > 2 , τότε η (8.47) έχει θετική διακρίνουσα και δύο πραγµατικές 

ρίζες η µία από τις οποίες είναι µεγαλύτερη του mod1, οπότε το αναλλοίωτο σηµείο 

συνεπώς και η τροχιά είναι ασταθής. 



 313

• Αν α + d < 2 , τότε η (8.47) έχει δύο συζυγείς µιγαδικές ρίζες mod1 και το 

αναλλοίωτο σηµείο συνεπώς και η τροχιά είναι ευσταθής.  

Με άλλα λόγια ευσταθείς περιοχές σε µια χαρακτηριστική καµπύλη εµφανίζονται εκεί 

όπου 2 d 2− ≤ α + ≤ . Έτσι κάθε φορά που η τιµή της ποσότητας α + d  περνάει τις 

οριακές τιµές +2 ή -2, θα έχουµε αλλαγή από αστάθεια σε ευστάθεια και αντιστρόφως, 

φαινόµενο που ο Poincaré αποκάλεσε "ανταλλαγή των ευσταθειών". Στις περιπτώσεις 

αυτές ονοµάζουµε κρίσιµη τροχιά πρώτου είδους κάθε περιοδική τροχιά της 

οικογένειας (τάξης) για την οποία η ποσότητα α + d = +2 και κρίσιµη τροχιά δευτέρου 

είδους κάθε περιοδική τροχιά της οικογένειας για την οποία α + d = -2 .  

Αν και αρκεί ο προσδιορισµός των παραµέτρων α και d για τον εντοπισµό των 

περιοχών ευστάθειας καθώς και τον καθορισµό των κρίσιµων περιοδικών τροχιών 

πρώτου και δευτέρου είδους, εντούτοις ο καθορισµός των τιµών και των δύο άλλων 

παaραµέτρων b και c είναι εξαιρετικά χρήσιµος για τη µελέτη των διακλαδώσεων που 

πηγάζουν από την χαρακτηριστική καµπύλη µιας οικογένειας. Η σχέση (8.46) 

χρησιµοποιείται σαν κριτήριο ελέγχου της ακρίβειας των υπολογισµών των 

τεσσάρων παραµέτρων ευσταθείας. 

Όσον αφορά στην ειδική περίπτωση των συµµετρικών τροχιών όπου 0 1x = x = 0� �  

(εκκίνηση κάθετη στον άξονα συµµετρίας 1x και κάθετη διέλευση στην ηµιπερίοδο από 

τον ίδιο άξονα), είδαµε ότι κατά τον µετασχηµατισµό συµµετρίας ως προς τον άξονα x, 

οι εξισώσεις κινήσεως παραµένουν οι ίδιες όταν αλλάζουµε ταυτόχρονα το πρόσηµο 

της συντεταγµένης y (ή x2) και του χρόνου t (Hénon, 1965). Αυτό σηµαίνει ότι σε κάθε 

τροχιά, αντιστοιχεί µία άλλη τροχιά συµµετρική ως προς τον άξονα συµµετρίας, η 

οποία διαγράφεται µε αντίθετη φορά και έχει την ίδια ενέργεια µε την πρώτη (Σχήµα 

8.1).  
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(α) (α) 

Σχήµα 8.1. (Hénon, 1965). (α) Τυχούσα τροχιά και η συµµετρική της ως προς τον 

άξονα συµµετρίας Οx, (β) περιοδική τροχιά και η συµµετρική της 

 ως προς τον ίδιο άξονα 

 

Συνεπώς, για τις συµµετρικές τροχιές θα ισχύει 

α = d  

και κατά συνέπεια η χαρακτηριστική (8.47) θα παίρνει την απλούστερη µορφή 

2λ - 2αλ +1= 0                                                                                                           (8.51) 

Έτσι, οι συνθήκες ευστάθειας για την περίπτωση των συµµετρικών τροχιών 

διαµορφώνονται στις εξής: 

• Αν >1α , τότε έχουµε ασταθή τροχιά. 

• Αν <1α , τότε έχουµε ευσταθή τροχιά. 

Συνεπώς, στις περιοχές της χαρακτηριστικής καµπύλης των συµετρικών περιοδικών 

τροχιών όπου 1 1− ≤ α ≤  θα υπάρχει ευστάθεια. Κάθε φορά που η τιµή της ποσότητας α 

περνάει τις οριακές τιµές +1 ή -1, θα έχουµε αλλαγή από αστάθεια σε ευστάθεια και 

αντιστρόφως.  

Στην πράξη για να υπολογίσουµε τον συντελεστή α υπολογίζουµε αριθµητικά µία 

τροχιά πολύ γειτονική προς την αρχική περιοδική, όπου παίρνουµε το 
0∆x  πολύ µικρό 

και το 30∆x = 0 . Τότε στο τέλος της περιόδου (δηλαδή κατά την p-οστή τοµή µε τον 

άξονα x2=0), θα έχουµε: 
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1 1 1 1 10

0 10 10 10 10

∆x x '(T) - x (T) x '(T) - x
α = = =

∆x x' - x x' - x
                                                                    (8.52α) 

 

όπου 
10

x'  και 
1

x '(T)  είναι η αρχική συνθήκη και η συνθήκη κατά την "περίοδο" της 

διαταραγµένης λύσης.  

Με την ίδια ολοκλήρωση υπολογίζουµε και τον συντελεστή b από τη σχέση 

 

1 1 1 1 10

30 30 30 30 30

∆x x '(T) - x (T) x '(T) - x
b = = =

∆x x' - x x' - x
                                                                   (8.52β) 

 

Οι άλλοι δύο συντελεστές c και d θα υπολογισθούν αν θεωρήσουµε το 
0

∆x = 0 και το 

30
∆x  πολύ µικρό και κάνουµε µε αυτές τις αρχικές συνθήκες µια νέα ολοκλήρωση των 

εξισώσεων της κίνησης, ολοκληρώνοντας και πάλι µέχρι την περίοδο (δηλαδή την p -

οστή τοµή µε τον άξονα x2=0).  

 

3 3 3 3 30

10 10 10 10 10

∆x x '(T) - x (T) x '(T) - x
c = = =

∆x x' - x x' - x
                                                                  (8.53α) 

3 3 3 3 30

30 30 30 30 30

∆x x '(T) - x (T) x '(T) - x
d = = =

∆x x' - x x' - x
                                                                  (8.53β)  

 

8.10 ∆ιαγράµµατα οριζόντιας ευστάθειας-∆ιακλαδώσεις των χαρακτηριστικών 

καµπύλων των οικογενειών των επίπεδων περιοδικών τροχιών-Κρίσιµες τροχιές 

πρώτου και δευτέρου είδους 

Η παράµετρος οριζόντιας ευσταθείας α µιας οικογένειας συµµετρικών περιοδικών 

τροχιών µεταβάλλεται κατά τροπό συνεχή κατά µήκος της χαρακτηριστικής καµπύλης 

της οικογένειας. Ο τρόπος µεταβολής της µας δίνει πληροφορίες όχι µόνο για τις 

περιοχές ευστάθειας της συγκεκριµένης οικογένειας, αλλά και για τα σηµεία της 

χαρακτηριστικής από τα οποία διακλαδίζονται άλλες οικογένειες συµµετρικών 
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περιοδικών τροχιών της ίδιας µε αυτήν ή διαφορετικής πολλαπλότητας, ή ακόµη και 

οικογένειες ασύµµετρων περιοδικών τροχιών. Αυτό επιτυγχάνεται µε τη βοήθεια των 

διαγραµµάτων ευσταθείας τα οποία αφορούν ως επί  πλείστον τη βασική παράµετρο α 

και συνήθως σχεδιάζονται σε άξονες 10(α,x ) . Όπως ήδη αναφέραµε σε προηγούµενη 

παράγραφο, το τµήµα της χαρακτηριστικής καµπύλης µίας οικογένειας για το οποίο η 

παράµετρος οριζόντιας ευστάθειας α, λαµβάνει τιµές τέτοιες ώστε: 

1 1− ≤ α ≤                                                                                                                   (8.54) 

χαρακτηρίζεται από ευστάθεια. Στην περιοχή αυτή ισχύει:  

κ
α = cos 2π = cosφ

λ

 
 
 

                                                                                               (8.55) 

όπου κ, λ είναι πρώτοι µεταξύ τους ακέραιοι µε κ<λ. Από τις σχέσεις (8.54) και 

(8.55) προκύπτει ότι όλες οι διακλαδώσεις της αρχικής οικογένειας µε οικογένειες 

διαφόρων πολλαπλοτήτων «συνωστίζονται» µέσα σε αυτό το διάστηµα. Για το λόγο 

αυτό, στα διαγράµµατα αυτά χαράσσουµε ευθείες παράλληλες προς τον άξονα 10x  στις 

θέσεις α=+1 και α=-1, οι οποίες καθορίζουν την περιοχή ευστάθειας του δυναµικού 

συστήµατος. Οι περιοδικές τροχιές που αντιστοιχούν στις τιµές α=+1 ή -1 ονοµάζονται 

κρίσιµες περιοδικές τροχιές (critical periodic orbits) (Hénon & Guyot, 1970). Αυτές 

που αντιστοιχούν στην τιµή α=+1 ονοµάζονται κρίσιµες περιοδικές τροχιές πρώτου 

είδους και αυτές που αντιστοιχούν στην τιµή α=-1 ονοµάζονται κρίσιµες περιοδικές 

τροχιές δευτέρου είδους. 

Στη σχέση (8.55) η γωνία φ είναι η γωνία περιστροφής, δηλαδή η γωνία που ορίζει τις 

µη µοναδιαίες ιδιοτιµές του πίνακα (T)D  πάνω στο µοναδιαίο κύκλο. Αν θεωρήσουµε 

ότι η τροχιά έχει δύο φορές την περίοδο, οι ιδιοτιµές αυτές θα περιστραφούν πάνω στο 

µοναδιαίο κύκλο κατά γωνία ϕ . Γενικότερα οι ιδιοτιµές του πίνακα (λT)D  ορίζονται 

στο µοναδιαίο κύκλο µε περιστροφή κατά γωνία θ = λφ . Σε ένα σηµείο διακλάδωσης 

λοιπόν, οι ιδιοτιµές του πίνακα (λT)D  θα είναι όλες ίσες µε τη µονάδα. Οι τροχιές που 

αντιστοιχούν σε αυτά τα σηµεία είναι οι κρίσιµες τροχιές πρώτου και δευτέρου είδους. 



 317

Στον Πίνακα 8.1 που ακολουθεί δίνουµε τις τιµές που µπορεί να έχει ο λόγος κ/λ 

(Markellos, 1974) µε τις προϋποθέσεις που τέθηκαν, µέχρι την τιµή λ=8, ενώ στον 

Πίνακα 8.2 δίνουµε τις τιµές της παραµέτρου α που αντιστοιχούν σε αυτές τιµές και 

αφορούν στις διακλαδώσεις των απλών περιοδικών τροχιών. Παρόµοιοι πίνακες 

µπορούν να καταρτισθούν για περιοδικές τροχιές πολλαπλότητας n, οπότε για τους 

ίδιους λόγους του Πίνακα 8.1 θα έχουµε διακλαδώσεις σε επίπεδες τροχιές 

πολλαπλότητας λn (Πίνακας 8.3). Να τονιστεί ότι στο λόγο κ/λ, η τιµή κ αντιστοιχεί 

στην πολλαπλότητα της οικογένειας από την οποία πηγάζουν διακλαδώσεις, ενώ η τιµή 

λ αντιστοιχεί στην πολλαπλότητα των διακλαδιζόµενων οικογενειών 

 

Πίνακας 8.1  Τιµές του λόγου κ/λ 

Τιµές λ 

 2 3 4 5 6 7 8 

1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7 1/8 

2  2/3  2/5  2/7  

3   3/4 3/5  3/7 3/8 

4    4/5  4/7  

5     5/6 5/7 5/8 

6      6/7  

Τ
ιµ
ές

  
κ

 

7       7/8 

 

 

Πίνακας 8.2. ∆ιακλαδώσεις βασικής οικογένειας απλών περιοδικών τροχιών 

 

κ/λ 

 

Τιµή παραµέτρου ευστάθειας α 

Πολλαπλότητα 

διακλαδούµενης οικογένειας 

1/1 α=+1 απλή (ή ασύµµετρη ή καµµία) 

1/2 α= cos2π(1/2)=-1 διπλή   
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1/3 α= cos2π(1/3)=-0.5 τριπλή 

1/4 α= cos2π(1/4)=0 τετραπλή 

1/5 α= cos2π(1/5)=+0.309 πενταπλή 

1/6 α= cos2π(1/6)=+0.5 εξαπλή 

1/7 α= cos2π(1/7)=+0.623 επταπλή 

1/8 α= cos2π(1/8)=+0.707 οκταπλή 

 

Πίνακας 8.3. ∆ιακλαδώσεις βασικών οικογενειών περιοδικών τροχιών διαφόρων 

πολλαπλοτήτων 

 

κ/λ 

 

Τιµή παραµέτρου ευστάθειας α 

Πολλαπλότητα 

διακλαδούµενης οικογένειας 

2/3 α= cos2π(2/3)=-0.5 τριπλή 

2/5 α= cos2π(2/5)=-0.809 πενταπλή 

2/7 α= cos2π(2/7)=-0.223 επταπλή 

3/4 α= cos2π(3/4)=0 τετραπλή 

3/5 α= cos2π(3/5)=-0.809 πενταπλή 

3/7 α= cos2π(3/7)=-0.9 επταπλή 

3/8 α= cos2π(3/8)=-0.707 οκταπλή 

4/5 α= cos2π(4/5)=+0.309 πενταπλή 

4/7 α= cos2π(4/7)=-0.892 επταπλή 

5/6 α= cos2π(5/6)=+0.5 εξαπλή 

5/7 α= cos2π(5/7)=+0.223 επταπλή 

5/8 α= cos2π(5/8)=-0.707 οκταπλή 

6/7 α= cos2π(6/7)=+0.623 επταπλή 

7/8 α= cos2π(7/8)=+0.707 οκταπλή 
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Σχήµα 8.2. "Template" των τιµών της παραµέτρου οριζόντιας ευστάθειας α, για 

διακλαδώσεις από µία βασική (µητρική) οικογένεια συµµετρικών απλών περιοδικών 

τροχιών. Η κλίµακα τιµών του οριζόντιου άξονα (που µπορεί να είναι άξονας τιµών 

του x0 ή του C) είναι απλώς ενδεικτική. Στην τιµή α=1, ενδέχεται να υπάρχει 

διακλάδωση µε οικογένεια ασύµµετρων περιοδικών τροχιών (Hénon, 1965), ή να 

µην υπάρχει διακλάδωση µε άλλη οικογένεια, όπως αναφέρουµε στο κείµενο που 

ακολουθεί 

 

Σύµφωνα µε τον Hénon (1965), µπορούµε για τις συµµετρικές περιοδικές τροχιές να 

εξιδικεύσουµε τις διακλαδώσεις στα κρίσιµα σηµεία πρώτου (α =1)  ή δευτέρου 

(α = -1)  είδους, µε τη βοήθεια των δύο παραµέτρων ευστάθειας  b, c, ως εξής:  

• α = 1,b 0,c = 0≠ . 
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(i)  ∆εν υπάρχει διακλάδωση αλλά η χαρακτηριστική καµπύλη της βασικής 

οικογένειας παρουσιάζει ακρότατο ως προς το C (στο επίπεδο 
0x C ) (Σχήµα 

8.3α). 

(ii) Η βασική οικογένεια τέµνεται (διασταυρώνεται) µε µία άλλη οικογένεια 

συµµετρικών περιοδικών τροχιών της ίδιας πολλαπλότητας (Σχήµα 8.3β). 

(iii) Η βασική οικογένεια τέµνεται (διασταυρώνεται) µε µία άλλη οικογένεια 

συµµετρικών περιοδικών τροχιών της ίδιας πολλαπλότητας, η οποία επί 

πλέον παρουσιάζει ακρότατο ως προς C (Σχήµα 8.3γ). 

• α = 1,b = 0,c 0≠ . 

     Η βασική οικογένεια διασταυρώνεται µε µία οικογένεια ασύµµετρων περιοδικών 

τροχιών της ίδιας πολλαπλότητας (Σχήµα 8.3δ). 

• α = -1,b 0,c = 0≠ . 

     Η βασική οικογένεια διασταυρώνεται κατά ορθή γωνία µε µία οικογένεια 

συµµετρικών περιοδικών τροχιών διπλάσιας πολλαπλότητας (Σχήµα 8.3ε). 

• α = -1,b = 0,c 0≠ . 

     H βασική οικογένεια διασταυρώνεται λοξά µε µία οικογένεια συµµετρικών 

περιοδικών τροχιών διπλάσιας πολλαπλότητας (Σχήµα 8.3ζ). 
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Σχήµα 8.3. (Hénon, 1965). (α)-(ζ) Οι 6 βασικοί τύποι διακλαδώσεων στα κρίσιµα 

σηµεία. H διάστικτη καµπύλη της περίπτωσης (δ) αποτελεί την προβολή της 

χαρακτηριστικής της οικογένειας των ασύµµετρων περιοδικών τροχιών που 

εξελίσσεται εκτός του επιπέδου 

 

Όπως σηµειώνει ο Hénon (1965), όλη η προηγούµενη ανάλυση που αναφέρεται σε ένα 

κρίσιµο σηµείο των χαρακτηριστικών των απλών περιοδικών τροχιών, µπορεί άµεσα 

να επεκταθεί στην περίπτωση των n-πολλαπλά περιοδικών τροχιών αρκεί να 

αντικατασταθεί παντού η λέξη "απλή περιοδική µε τη λέξη "n-περιοδική" και  η λέξη 

"διπλά περιοδική" µε τη λέξη "2n-περιοδική". Επίσης αναφέρει τα εξής: "Επεδή συχνά 

η παράµετρος α παίρνει πολύ µεγάλες τιµές και από την άλλη, σηµασία έχει η περιοχή 

τιµών της α µεταξύ +1 και -1, γι’ αυτό ο Von Hoerner (1963) προτείνει να 

χρησιµοποιηθούν οι τιµές που είναι αντιστρόφως ανάλογες του υπερβολικού ηµιτόνου 

της α". 
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Σε πρόσφατη µελέτη των διπλών και τριπλών περιοδικών τροχιών στο πρόβληµα του 

Hill µε πλάτυνση του δευτερεύοντος primary, η Perdiou (2008) συµπλήρωσε τις 

παραπάνω συνθήκες του Hénon µε την ακόλουθη περίπτωση που αφορά στις 

πολλαπλές περιοδικές τροχιές:  

• α = 1,b = 0,c = 0 

     Όταν ισχύει η συνθήκη αυτή, τότε µία οικογένεια περιοδικών τροχιών 

πολλαπλότητας n>1 διακλαδίζεται σε µία οικογένεια περιοδικών τροχιών 

πολλαπλότητας m όπου m είναι υποπολλαπλάσιο του n. Στο σηµείο της 

διακλάδωσης αυτής, η αρχική κάθετη διέλευση της n-περιοδικής τροχιάς από τον 

άξονα συµµετρίας συµπίπτει µε την αρχική κάθετη διέλευση της m-περιοδικής 

τροχιάς από τον ίδιο άξονα, καθώς και µε τις πλάγιες (µη κάθετες διελεύσεις) 

από τον άξονα συµµετρίας. 

 

Παρατήρηση 

Στο σηµείο όπου διασταυρώνονται δύο οικογένειες διαφόρων πολλαπλοτήτων, η 

παράµετρος οριζόντιας ευστάθειας θα έχει διαφορετική τιµή, ανάλογα µε το αν 

διατρέχουµε τη µία ή την άλλη χαρακτηριστική. Π.χ. αν υπάρχει διακλάδωση µιας 

απλής περιοδικής τροχιάς µε µία τριπλή, τότε στο κοινό σηµείο διασταύρωσης για την 

µεν απλή η παράµετρος ευστάθειας θα έχει τιµή α=-0.5, ενώ διατρέχοντας την τριπλή 

περιοδική οικογένεια η τιµή της παραµέτρου θα είναι α=1. Αυτό έχει επιβεβαιωθεί 

στην πράξη από τον Barbanis (1985).  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  9 

 

ΕΠΙΠΕ∆ΕΣ ΣΥΜΜΕΤΡΙΚΕΣ ΑΠΛΕΣ ΠΕΡΙΟ∆ΙΚΕΣ ΤΡΟΧΙΕΣ- 

ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΕΣ ΚΑΜΠΥΛΕΣ-ΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΗ 

ΜΕΤΑΒΟΛΗ-ΕΥΣΤΑΘΕΙΑ 

 

9.1 Εισαγωγή 

Ακολουθώντας τον ίδιο τρόπο παρουσίασης των αποτελεσµάτων µε αυτόν στα 

προηγούµενα κεφάλαια, θα εξετάσουµε τις επίπεδες συµµετρικές περιοδικές τροχιές 

στις τρεις βασικές περιπτώσεις: (α) στη βαρυτική (e=0), (β) στην περίπτωση 

κεντρικού σώµατος µε δυναµικό Manev και θετική παράµετρο e, και (γ) στην 

περίπτωση κεντρικού σώµατος µε δυναµικό Manev και αρνητική παράµετρο e. 

Όσον αφορά στην πρώτη περίπτωση, παρότι έχει ήδη µελετηθεί από τους 

Kalvouridis et al., (2008), κρίναµε σκόπιµο στην παρούσα διατριβή να 

εµπλουτίσουµε µε νέες οικογένειες συµµετρικών περιοδικών τροχιών αρκετές 

περιοχές του φασικού χώρου των αρχικών συνθηκών, ώστε να διαµορφωθεί 

πληρέστερη εικόνα για την εξέλιξη των κινήσεων του σωµατιδίου γεγονός που θα 

αποτελέσει ταυτόχρονα πολύτιµη βάση σύγκρισης για όλες τις υπόλοιπες 

περιπτώσεις. Η δεύτερη περίπτωση (µε e>0) παρουσιάζει τα ίδια ποιοτικά 

χαρακτηριστικά µε την προηγούµενη και για το λόγο αυτό δεν θα ασχοληθούµε 

ιδιαίτερα. Αντίθετα, δίνεται έµφαση στην τρίτη περίπτωση (e<0) αφού εδώ η 

δυναµική του σωµατιδίου διαφοροποιείται σηµαντικά, όπως κατ΄επανάληψη έχουµε 

τονίσει σε όλα τα προηγούµενα κεφάλαια της διατριβής. Στο πλαίσιο αυτό, θα 

παρουσιάσουµε τις κατανοµές των βασικών οικογενειών συµµετρικών περιοδικών 

τροχιών, την εξέλιξη των τροχιών ενδεικτικά σε κάποιες από αυτές, την 

παραµετρική µεταβολή τους και παράλληλα θα µελετήσουµε την ευστάθειά τους. 
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9.1.1 Βασικές αρχές που αφορούν στην αριθµητική διερεύνηση των τροχιών 

του µικρού σώµατος 

Υπενθυµίζουµε ότι:  

•••• Το δυναµικό σύστηµα είναι αυτόνοµο αφού δεν εµπλέκεται άµεσα ο χρόνος 

ούτε στη δυναµική συνάρτηση, ούτε στις εξισώσεις κινήσεως και κατά 

συνέπεια ούτε και στο ολοκλήρωµα της ενέργειας. Αυτό σηµαίνει ότι 

µπορούµε να θεωρήσουµε ως αρχική θέση οποιοδήποτε σηµείο της τροχιάς. 

Ως τέτοιο λοιπόν επιλέγουµε το σηµείο τοµής της τροχιάς µε τον άξονα Ox 

του συνοδικού συστήµατος αναφοράς. 

•••• Όλες οι επίπεδες κινήσεις του µικρού σώµατος θεωρούµε ότι 

πραγµατοποιούνται στο επίπεδο Oxy του στρεφοµένου πλαισίου που είναι και 

το επίπεδο κίνησης των primaries. 

•••• Η περιοδικότητα των κινήσεων αναφέρεται στο ίδιο πλαίσιο.  

•••• Η έννοια της συµµετρίας αναφέρεται ως προς τον άξονα Οx του ίδιου 

συστήµατος των συντεταγµένων, όπου ο θετικός ηµιάξονας συνδέει το 

κεντρικό primary µε το περιφερειακό P1. 

•••• Η µεθοδος αναζήτησης που επιλέχθηκε είναι η grid-search (µέθοδος της 

σάρωσης των αρχικών συνθηκών), η οποία εφαρµόζεται στον φασικό χώρο 

των αρχικών συνθηκών 0(x ,0,0, y )�
0

, αφού η αρχική ταχύτητα 0y�  των 

επίπεδων συµµετρικών τροχιών υπολογίζεται µέσω του ολοκληρώµατος της 

κίνησης ως συνάρτηση της σταθεράς C και της αρχικής θέσης x0,  

0y = ± 2U - C� .  

•••• Όλες οι τροχιές υπολογίσθηκαν για θετικές τιµές της αρχικής ταχύτητας 

0y > 0� . Στο σηµείο αυτό αναφέρουµε ότι τα διαγράµµατα x0-C κατανοµής 

των χαρακτηριστικών καµπύλων των περιοδικών τροχιών περιττής 

πολλαπλότητας (απλές, τριπλές, κ.ο.κ.) που λαµβάνονται αν θεωρήσουµε ότι 

0y < 0� , συµπίπτουν ακριβώς µε τα διαγράµµατα xT/2-C των οικογενειών που 

λαµβάνονται θεωρώντας 0y > 0�  (βλέπε Σχήµατα 9.1α και 9.1β). Αυτό 

οφείλεται στο ότι οι συµµετρικές τροχιές περιττής πολλαπλότητας που 
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ξεκινούν κάθετα στον άξονα συµµετρίας στη θέση x0, τον ξανατέµνουν 

κάθετα στην ηµιπερίοδο σε ένα σηµείο xT/2 µε ταχύτητα T/2y�  αντίθετης φοράς 

από αυτήν της 0y�  (δηλαδή αν 0y > 0� , τότε T/2y < 0� ) (Σχήµατα 9.2α, 9.2β). 

Αυτό δεν συµβαίνει στις τροχιές άρτιας πολλαπλότητας (διπλές, τετραπλές, 

κ.ο.κ.) (Σχήµατα 9.1γ, 9.1δ, 9.1ε) όπου οι ταχύτητες 0y�  και T/2y�  (στην αρχή 

και στην ηµιπερίοδο) έχουν την ίδια φορά (και οι δύο θετικές ή και οι δύο 

αρνητικές) (Σχήµατα 9.2γ, 9.2δ). Σε κάθε περίπτωση ( 0y > 0�  ή 0y < 0� ) στο 

διάγραµµα x0-C κάθε οικογένεια εµφανίζει δύο συζυγείς κλάδους και κατά 

την εφαρµογή της µεθόδου αναζήτησης grid-search απαιτείται ιδιαίτερη 

προσοχή προκειµένου να µην θεωρηθούν ως διαφορετικές οικογένειες οι δύο 

αυτοί συζυγείς κλάδοι. Για την αποσαφήνιση αυτής της περίπτωσης 

παραθέτουµε στο Σχήµα 9.1στ την τροχιά µίας διπλής περιοδικής οικογένειας 

µε 0y > 0� , όπου µε διαφορετικά χρώµατα φαίνονται οι δύο συζυγείς κλάδοι 

της  και γίνεται κατανοητό ότι εναλλαγή της αρχικής µε την τελική θέση θα 

επιφέρει το ίδιο αποτέλεσµα. 
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Σχήµα 9.1. Χαρακτηριστικές καµπύλες οικογενειών για ν=7, β=5 και        

e=-0.1: (α) ∆ιάγραµµα xT/2-C, απλών περιοδικών τροχιών µε 0y > 0� , (β) 

διάγραµµα x0-C απλών περιοδικών τροχιών µε 0y < 0� , (γ) διάγραµµα x0-C 

διπλών περιοδικών µε 0y > 0� , (δ) διάγραµµα xT/2-C διπλών περιοδικών 

τροχιών µε 0y > 0� , (ε) διάγραµµα xT/2-C διπλών περιοδικών τροχιών          

µε 0y < 0�  και (στ) χαρακτηριστική καµπύλη διπλής περιοδικής τροχιάς µε 

σηµειωµένες τις θέσεις και τις ταχύτητες  στην περίοδο και στην 

ηµιπερίοδο 
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Σχήµα 9.2. Φορές των ταχυτήτων κατά την αρχή των χρόνων και κατά την 

ηµιπερίοδο σε τροχιές διαφορετικής πολλαπλότητας. (α) Απλή περιοδική τροχιά, 

(β) τριπλή περιοδική τροχιά, (γ) διπλή περιοδική τροχιά µε 0y > 0�  και T/2y > 0� , 

 (δ) διπλή περιοδική τροχιά µε 0y < 0�  και T/2y < 0�  

 

9.1.2 Συµβολισµοί των οικογενειών 

Ενώ σε προηγούµενες εργασίες έχουν χρησιµοποιηθεί διάφοροι συµβολισµοί για τις 

οικογένειες των περιοδικών τροχιών διαφόρων σχηµατισµών και παραλλαγών του 

δακτυλιοειδούς προβλήµατος (Kalvouridis, 1999b, 2001a, 2003; Psarros & 

Kalvouridis, 2005; Hadjifotinou & Kalvouridis, 2005; Κρουσταλλούδη, 2006; Elipe 

et al., 2007; Kalvouridis et al., 2008; Croustalloudi & Kalvouridis, 2008), στην 

παρούσα διατριβή κρίναµε ως καταλληλότερο και απλούστερο, έναν ελαφρά 

τροποποιηµένο συµβολισµό, όπου κάθε οικογένεια περιοδικών κινήσεων θα 

ταυτοποιείται µε ένα γράµµα της λατινικής αλφαβήτου (S για τις απλές περιοδικές 

τροχιές (Simple), D για τις διπλές (Double) και T για τις τριπλές (Triple)), θα 

συνοδεύεται δε από έναν αριθµό (µονοψήφιο, διψήφιο ή τριψήφιο) και σπανιότερα 

από ένα γράµµα στο τέλος, που θα ολοκληρώνει την ταυτοποίησή της. Μόνη 

εξαίρεση θα αποτελέσει η ταυτοποίηση των νέων οικογενειών µε τις οποίες 

συµπληρώθηκε µία βαρυτική περίπτωση (ν=7, β=2, e=0), που έχει µελετηθεί από 

τους Kalvouridis et al., (2008) και παρουσιάζουµε στην παρούσα διατριβή, όπου 

ακολουθήθηκε η ονοµατοδοσία που χρησιµοποιήθηκε στην εργασία αυτή. 

Σηµειώνουµε τέλος ότι κατά τη µελέτη της παραµετρικής µεταβολής των 

χαρακτηριστικών καµπύλων, ίδιες οικογένειες που εµφανίζονται στις διάφορες 
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περιπτώσεις (πλην της βαρυτικής) που µελετήσαµε, θα φέρουν τα ίδια στοιχεία 

ταυτότητας.  

Στον Πίνακα 9.1α που ακολουθεί παραθέτουµε την αντιστοιχία µεταξύ των δύο 

συµβολισµών, της βαρυτικής και της περίπτωσης µε την παράµετρο Manev e. 

 

Πίνακας 9.1α. Αντιστοιχία συµβολισµών των οικογενειών της βαρυτικής µε  αυτές 

της περίπτωσης µε την παράµετρο Manev 

ΒΑΡΥΤΙΚΗ MANEV ΒΑΡΥΤΙΚΗ MANEV 

SA0 S1 SS S55 

SA S2 ST S68 

SB S3 SW S50 

SC S4 SX S51 

SF S7 SN1 S73 

SH S8 SN3 S46 

SI S9 SN6 S11 

SJ S10 SUA S45 

SK S13 SUA3 S44A 

SM S14 SUB S44 

SO S15 SUC S44B 

SP S16 SUE S43B 

SQ S17 SUF S41 

SR S18 

 

 

SUH S43 

 

9.1.3 Κατηγορίες απλών περιοδικών τροχιών 

Για να διευκολυνθούµε στην περιγραφή των απλών περιοδικών τροχιών-λύσεων θα 

χρησιµοποιήσουµε χαρακτηρισµούς που βασίζονται σε διάφορα κριτήρια που 

θέσαµε για το σκοπό αυτό και έχουν σε συντοµία ως εξής: 
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(Α) Με βάση τον τρόπο διαγραφής της τροχιάς ως προς τα primaries 

Το µεγάλο πλήθος περιοδικών τροχιών που προέκυψε κατά τη µελέτη του 

δακτυλιοειδούς προβλήµατος καθιστά αναγκαία και χρήσιµη την κατάταξή τους σε 

διάφορες οµάδες (Κρουσταλλούδη, 2006; Croustalloudi & Kalvouridis, 2007c, 

2008; Kalvouridis et al,. 2008) ώστε να είναι ευχερέστερη η µελέτη τους. Στην 

περίπτωσή µας και ειδικότερα για τις απλές περιοδικές τροχιές, θα 

χρησιµοποιήσουµε την κατάταξη που έχει γίνει σε παρόµοιο πρόβληµα από τους 

Kalvouridis et al., (2008). Σύµφωνα µε αυτήν, µπορούµε να θεωρήσουµε τέσσερις 

οµάδες απλών περιοδικών τροχιών, και συγκεκριµένα:  

Οµάδα Ι. Τροχιές πλανητικού τύπου (planetary-type orbits). Στις τροχιές αυτές, το 

µικρό σώµα ακολουθεί µία διαδροµή γύρω από το κεντρικό primary P0 και κινείται 

είτε εξ ολοκλήρου στο εσωτερικό του φανταστικού κύκλου των primaries, είτε εξ 

ολοκλήρου εκτός αυτού. ∆ηλαδή στη δεύτερη περίπτωση η τροχιά του µικρού 

σώµατος περικλείει όλα τα primaries. Σε αυτή την κατηγορία ανήκουν οι 

οικογένειες, που οι χαρακτηριστικές τους καµπύλες εξελίσσονται στο εσωτερικό της 

κεντρικής «καµινάδας» του διαγράµµατος x0-C και θεωρητικά γεννώνται για 

C→∞ . Τέτοιες οικογένειες εµφανίζονται σε όλους τους σχηµατισµούς,  δηλαδή για 

κάθε ν, του δακτυλιοειδούς προβλήµατος αλλά και σε όλες τις παραλλαγές του (µε 

πίεση ακτινοβολίας, µε δυναµικά τύπου Manev, κ.λ.π). Ειδικά στην περίπτωση 

Manev µε e<0, εντοπίσαµε τροχιές πλανητικού τύπου και σε περιοχές εκτός της  

κεντρικής «καµινάδας» του διαγράµµατος x0-C, όπου το µικρό σώµα κινείται, τόσο 

στο εσωτερικό του φανταστικού κύκλου των primaries, όσο και εκτός αυτού, όπως 

συµβαίνει µε τις τροχιές της οικογένειας S5Α (Σχήµα 9.3α). 

Οµάδα II. Τροχιές δορυφορικού τύπου (satellite-type orbits). Το µικρό σώµα 

κινείται γύρω από ένα µόνο περιφερειακό primary. Παράδειγµα αποτελούν η 

οικογένεια της οποίας οι τροχιές διαγράφονται γύρω από το primary P1 (Σχήµα 

9.3β) και η χαρακτηριστική της καµπύλη εξελίσσεται στο εσωτερικό της 

«καµινάδας» περί το primary P1 στο διάγραµµα x0-C. Παρόµοιες οικογένειες 

εξελίσσονται στο εσωτερικό των καµινάδων περί τα άλλα περιφερειακά primaries 

του σχηµατισµού. Όπως και η προηγούµενη περίπτωση, έτσι κι εδώ οικογένειες 
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τροχιών αυτού του τύπου, εµφανίζονται σε όλους τους σχηµατισµούς, δηλαδή για 

κάθε ν, του δακτυλιοειδούς προβλήµατος, καθώς και σε όλες τις παραλλαγές του. 

Οµάδα III. Τροχιές διαπλανητικού τύπου (interplanetary orbits). Αποτελούν τη 

µεγάλη πλειοψηφία των οικογενειών απλών περιοδικών τροχιών και τούτο διότι οι 

συνδυασµοί των ν+1 primaries ανά δύο, τρία κ.ο.κ., και συνεπώς των διαφορετικών 

κινήσεων, είναι τόσο περισσότεροι όσο αυξάνει ο αριθµός ν των περιφερειακών 

σωµάτων. Στο πρόβληµα που µελετούµε και για το συγκεκριµένο βασικό 

configuration που χρησιµοποιούµε στις εφαρµογές, οι τροχιές αυτής της κατηγορίας 

διαγράφονται γύρω από 2, 3, 4, 5, 6, ή 7 primaries συµπεριλαµβανοµένου σε 

αρκετές περιπτώσεις και του κεντρικού primary (π.χ γύρω από δύο περιφερειακά, 

δύο περιφερειακά και το κεντρικό, κ.ο.κ.) (Σχήµα 9.3γ,δ). Όπως θα δούµε στη 

συνέχεια µία κοινή ιδιότητα όλων αυτών είναι ότι καθώς η Ιακωβιανή σταθερά C 

µεταβάλλεται, το µικρό σώµα πραγµατοποιεί εγγύτατες προσεγγίσεις σε όλα ή σε 

µερικά από τα primaries που περικλείονται στην τροχιά.  

Οµάδα IV. Τροχιές που διαγράφονται γύρω από ένα σηµείο ισορροπίας (orbits 

around an equilibrium point). Οι οικογένειες αυτές εκπορεύονται από ασταθή 

σηµεία ισορροπίας και οι τροχιές τους διαγράφονται µόνο γύρω από αυτά τα σηµεία 

αναπτυσσόµενες άλλοτε εξ ολοκλήρου στο εσωτερικό του φανταστικού κύκλου των 

primaries (όταν η θέση ισορροπίας βρίσκεται µέσα στον κύκλο αυτό) όπως 

συµβαίνει µε τις τροχιές της οικογένειας S67 (Σχήµα 9.3ε), άλλοτε εξ ολοκλήρου 

εκτός αυτού (όταν η θέση ισορροπίας είναι εκτός του κύκλου), όπως συµβαίνει µε 

τις τροχιές της οικογένειας S73 (Σχήµα 9.3στ) και άλλοτε µπορεί να διαγράφουν ένα 

τµήµα τους µέσα στον κύκλο των primaries και το υπόλοιπο εκτός αυτού, όπως 

συµβαίνει κατά την εξέλιξη των οικογενειών S33 και S54 που εκπορεύονται 

αντίστοιχα από τα σηµεία ισορροπίας των ζωνών Ε2 και Ε1 στην περιοχή της 

αναδίπλωσης (όταν e<0) (Σχήµατα 9.3ζ και 9.3γ). 
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Σχήµα 9.3. (α) Τροχιές πλανητικού τύπου, (β) τροχιές δορυφορικού τύπου,  

(γ)-(δ) τροχιές διαπλανητικού τύπου, (ε)-(η) τροχιές γύρω από µία θέση ισορροπίας 

 

 (Β) Με βάση την εµφανιζόµενη συµµετρία  

∆ιακρίνουµε τις τροχιές σε: 

•••• Απλές συµµετρικές (ως προς τον βασικό άξονα συµµετρίας x) (Σχήµα 9.4α). 

•••• Πολλαπλά συµµετρικές:  

o   ∆ιπλά συµµετρικές (συνήθως ως προς τους δύο άξονες x, y του 

συνοδικού συστήµατος συντεταγµένων). 

o   Πολλαπλά συµµετρικές (ως προς τον βασικό άξονα συµµετρίας x και ως 

προς άλλους άξονες συµµετρίας που συµπίπτουν µε άξονες συµµετρίας 

του σχηµατισµού, όπως συµβαίνει λ.χ στις δενδροειδούς κατανοµής 

οικογένειες που αναπτύσσονται στις περιοχές των θέσεων ισορροπίας Ε1 

και Ε2 όταν η παράµετρος Manev e<0, και τις οποίες θα συναντήσουµε 

στη συνέχεια της µελέτης µας (Σχήµα 9.4β). 
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Σχήµα 9.4. ∆ιάφορες µορφές συµµετρικών τροχιών. (α) Απλή συµµετρική (ως προς 

τον άξονα Οx), (β) πολλαπλά συµµετρική  

 

(Γ) Σύµφωνα µε τη φορά διαγραφής τους 

∆ιακρίνουµε τις τροχιές σε: 

•••• Ορθές (direct), όταν η φορά διαγραφής τους είναι ίδια µε τη φορά 

περιστροφής του συνοδικού πλαισίου αναφοράς Οxyz (Σχήµα 9.5α).  

•••• Ανάδροµες (retrograde), όταν η φορά διαγραφής τους είναι αντίθετη από 

αυτήν του Οxyz (Σχήµα 9.5β).  
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Σχήµα 9.5. (α) Ανάδροµη (retrograde) τροχιά για 0y > 0� , (β) ορθή (direct) τροχιά 

για 0y > 0� , (γ) ανάδροµη τροχιά για 0y < 0� , (δ) ορθή τροχιά για 0y < 0�  

 

Σηµειώνουµε στο σηµείο αυτό ότι παρόµοια διάκριση σε κατηγορίες θα 

χρησιµοποιήσουµε και στις περιοδικές τροχιές µεγαλύτερης πολλαπλότητας (διπλές 

τριπλές, κ.ο.κ.) τις οποίες θα περιγράψουµε στο επόµενο κεφάλαιο. 
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(∆) Σύµφωνα µε το µέγεθος της ηµιπεριόδου (T/2) 

Ένα από τα πιο χαρακτηριστικά µεγέθη µιας περιοδικής τροχιάς είναι η περίοδός 

της. Αντί αυτής, στα επόµενα (πίνακες, διαγράµµατα, κ.λ.π) χρησιµοποιούµε τις 

τιµές της ηµιπεριόδου T/2 αφού, όπως έχουµε αναφέρει σε προγενέστερα κεφάλαια, 

η αριθµητική ολοκλήρωση των επίπεδων συµµετρικών ως προς τον άξονα Οx 

τροχιών περατούται στο χρόνο µιας ηµιπεριόδου. Είναι προφανές ότι τα ποιοτικά 

συµπεράσµατα που εξάγονται και σχετίζονται µε την ηµιπερίοδο, επεκτείνονται 

χωρίς κανένα πρόβληµα και στην περίοδο. 

Προκειµένου να καταστήσουµε ευχερέστερη τη σύγκριση των µελών των διαφόρων 

οικογενειών, θεσπίσαµε την ποιοτική διάκριση των ηµιπεριόδων ανάλογα µε το 

µέγεθός τους, και τις διαβαθµίσαµε σύµφωνα µε τον Πίνακα 9.1β που ακολουθεί. 

Τονίζουµε το γεγονός ότι πρόκειται για µια καθαρά ενδεικτική και αυθαίρετη 

κλίµακα, που η χρήση της περιορίζεται στα πλαίσια της παρούσας διατριβής.  

 

Πίνακας 9.1β. ∆ιαβάθµιση µεγέθους των τιµών της ηµιπεριόδου των περιοδικών 

τροχιών 

Χαρακτηρισµός τιµής ηµιπεριόδου Τ/2 Συµβολισµός Περιοχή τιµών 

Πολύ µικρή (Very Small) VS 0  < Τ/2 ≤  0.5 

Μικρή (Small) S 0.5 <Τ/2 ≤  2.0 

Μεσαία (Medium) M 2.0 <Τ/2 ≤  4.0 

Μεγάλη (Large) L 4.0 < Τ/2 ≤  8.0 

Πολύ µεγάλη (Very Large) VL 8.0 < Τ/2 ≤12.0 

Εξαιρετικά µεγάλη (Extremely Large) EL Τ/2 > 12 
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9.2 Επίπεδες συµµετρικές κινήσεις στη Νευτώνεια βαρυτική περίπτωση (e=0) 

και κατανοµή των χαρακτηριστικών καµπύλων των οικογενειών των απλών 

συµµετρικών περιοδικών τροχιών στο αντίστοιχο διάγραµµα x0-C 

Αναζητήσαµε τις συµµετρικές περιοδικές τροχιές µε τη βοήθεια της µεθόδου Grid 

Search ερευνώντας την περιοχή x0 ∈ [-2.5, 2.5] και C ∈ [-6, 9] του διαγράµµατος 

x0-C στο φασικό χώρο των αρχικών συνθηκών και για την περίπτωση όπου ν=7 και 

β=2. Η περίπτωση αυτή, όπως ήδη αναφέραµε στην αρχή του κεφαλαίου αυτού, έχει 

ήδη ερευνηθεί στο πρόσφατο παρελθόν από τους Kalvouridis et al., (2008), όµως 

επειδή υπήρχαν ενδείξεις για την ύπαρξη και άλλων οικογενειών, έγινε µία νέα 

σάρωση του χώρου που περιλαµβάνεται στα προαναφερθέντα όρια τιµών των x0, C, 

ώστε αφενός µεν να ταυτοποιηθούν και να µελετηθούν οι νέες οικογένειες, 

αφετέρου δε να επεκταθούν οι ήδη υπάρχουσες. Για τη συγκεκριµένη τιµή της 

παραµέτρου µάζας, όπως ήδη έχουµε αναφέρει, εµφανίζονται πέντε ζώνες 

ισορροπίας και στο διάγραµµα x0-C των αρχικών συνθηκών, οι καµπύλες µηδενικής 

ταχύτητας εµφανίζουν (λόγω του ότι το ν είναι περιττός αριθµός) πέντε ακρότατα 

που αντιπροσωπεύουν τις πέντε αυτές ζώνες. 

Στο Σχήµα 9.6 που ακολουθεί παρουσιάζουµε τις οικογένειες (παλαιές και νέες) των 

συµµετρικών απλών περιοδικών τροχιών που εξελίσσονται στην παραπάνω περιοχή 

του διαγράµµατος x0-C. Ειδικότερα, εντός των περιοχών R1, R2, R3 και R4, που 

περικλείονται µέσα στα διάστικτα πλαίσια,  βρίσκονται οι νέες οικογένειες οι οποίες 

βρέθηκαν στα πλαίσια της παρούσας διατριβής και οι οποίες θα παρουσιασθούν 

αναλυτικότερα στις επόµενες παραγράφους. Σηµειώνουµε επίσης ότι ειδικά για τις 

νέες οικογένειες της βαρυτικής περίπτωσης επιλέξαµε να χρησιµοποιήσουµε, για 

λόγους οµοιοµορφίας, τους αλφαβητικούς συµβολισµούς που είχαν χρησιµοποιηθεί 

και στην προαναφερθείσα εργασία. 
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Σχήµα 9.6.  Κατανοµή των χαρακτηριστικών καµπύλων των οικογενειών απλών 

συµµετρικών περιοδικών τροχιών στο διάγραµµα αρχικών συνθηκών x0-C, για τη 

βαρυτική περίπτωση µε ν=7και β=2. Οι νέες οικογένειες βρέθηκαν στις περιοχές 

µέσα στα διάστικτα πλαίσια 

 

9.2.1 Περιγραφή των νέων οικογενειών στη βαρυτική περίπτωση για ν=7 και 

β=2 και η εξέλιξη των τροχιών-µελών τους  

Στο σηµείο αυτό θα παρουσιάσουµε τις νέες οικογένειες ανά περιοχή, οι οποίες 

εντοπίστηκαν στο διάγραµµα x0-C της βαρυτικής περίπτωσης και για µερικές από 

αυτές θα περιγράψουµε την εξέλιξη των τροχιών τους κατά µήκος της 

χαρακτηριστικής τους καµπύλης. Για τη µελέτη αυτών των οικογενειών θα 

παραθέτουµε κάθε φορά δύο είδη σχηµάτων. Στο πρώτο θα απεικονίζεται η 

χαρακτηριστική καµπύλη της οικογένειας, πάνω στην οποία θα σηµειώνονται µε 

πορτοκαλί κουκίδες οι αρχικές συνθήκες των τροχιών οι οποίες θα παρατίθενται στο 

δεύτερο σχήµα.  
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9.2.2 Οικογένειες που εξελίσσονται εντός της περιοχής R1 

Στο Σχήµα 9.7 φαίνονται οι εννέα νέες οικογένειες που εντοπίσαµε στο δεύτερο 

τεταρτηµόριο του διαγράµµατος  x0-C (C>0 , x0<0) και είναι κατά σειρά εµφάνισης 

από τα αριστερά της περιοχής R1, οι: SUF, SUH, SUΕ, SUC, SUB, SUA3, SUA2, 

SUA1 και SUA. Όλες οι τροχιές αυτών των οικογενειών είναι ανάδροµες 

(retrograde) και εκκινούν από τον αρνητικό ηµιάξονα x0, ενώ στην ηµιπερίοδο 

τέµνουν τον αντίστοιχο θετικό ηµιάξονα, µε εξαίρεση τις τροχιές της SUF  οι οποίες 

στην ηµιπερίοδο  τέµνoυν και πάλι τον αρνητικό ηµιάξονα  x0. Η ηµιπερίοδος τους 

λαµβάνει τιµές από 4.0(L) έως 8.0(L) (τροχιές µεγάλης ηµιπεριόδου). 

Να σηµειώσουµε σε αυτό το σηµείο, ότι η συγκεκριµένη οµάδα οικογενειών 

εµφανίζεται, όπως προκύπτει από τη µελέτη µας και στην περίπτωση του δυναµικού 

Manev τόσο για θετικές όσο και για αρνητικές τιµές της παραµέτρου e.  

Στον Πίνακα 9.2 παραθέτουµε ενδεικτικές τιµές των µεγεθών των οικογενειών των 

απλών περιοδικών τροχιών που εξελίσσονται µέσα στην περιοχή αυτή. 
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Σχήµα 9.7. Οµάδα οικογενειών της περιοχής R1 

 

Στη συνέχεια, περιγράφουµε ενδεικτικά τις τροχιές που αντιστοιχούν στις 

χαρακτηριστικές καµπύλες των οικογενειών SNA1 και SNA2 αυτής της περιοχής, οι 
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οποίες είναι οι µόνες που δεν εµφανίζονται, όταν η παράµετρος e παίρνει αρνητικές 

τιµές. 

 

(i) Οικογένεια SUA1 

Αποτελείται από απλές συµµετρικές τροχιές διαπλανητικού τύπου (Σχήµα 9.8), οι 

οποίες περικλείουν όλα τα primaries εκτός των P2 και P6, στα οποία η τροχιά 

πλησιάζει πάρα πολύ κοντά καθώς η σταθερά C αυξάνεται. Σχηµατίζουν επίσης δύο 

βρόχους, οι οποίοι περιβάλλουν τα primaries P4 και  P5 και µάλιστα όσο η σταθερά 

C αυξάνεται τόσο πιο κλειστοί είναι οι βρόχοι. Οι ηµιπερίοδοι µεταβάλλονται από 

6.09 (L) έως 6.46 (L). 
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Σχήµα 9.8. Οικογένεια  SUA1. (α) Χαρακτηριστική καµπύλη, (β) εξέλιξη των 

τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής καµπύλης 

 

(ii) Οικογένεια SUA2 

Αποτελείται από απλές συµµετρικές τροχιές διαπλανητικού τύπου (Σχήµα 9.9), οι 

οποίες περικλείουν όλα τα primaries εκτός των P2 και P6, στα οποία η τροχιά 

πλησιάζει πάρα πολύ κοντά καθώς η σταθερά C αυξάνεται, όπως και στην 

προηγούµενη περίπτωση των τροχιών της οικογένειας SUA1. Σχηµατίζουν τέσσερις 

βρόχους γύρω από τα primaries P3, P4, P5 και P6 και µάλιστα όσο η σταθερά C 

αυξάνεται τόσο πιο κλειστοί είναι αυτοί οι βρόχοι. Οι ηµιπερίοδοι για αυτή την 

οικογένεια µεταβάλλονται από 6.86 (L) έως 7.03 (L). 
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Σχήµα 9.9.  Οικογένεια  SUA2. (α) Χαρακτηριστική καµπύλη, (β) εξέλιξη των 

τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής καµπύλης 

 

Πίνακας 9.2. Ενδεικτικές τιµές των µεγεθών των οικογενειών των απλών 

περιοδικών τροχιών που εξελίσσονται µέσα στην περιοχή R1 

 C x0 0
y�  xT/2 T/2

y�  T/2 

5.709868278 -1.822526000 1.193766136 2.228426000 -1.521632236 6.400128892 

5.394959739 -1.898912000 1.360040222 2.313101000 -1.698797448 7.080948554 

S
U

A
 

5.219959917 -2.012196000 1.495308771 2.350851000 -1.784187929 7.903646899 

5.629912405 -1.853453000 1.243441934 2.123881000 -1.455536979 6.094916269 

5.439956320 -1.910648000 1.350544501 2.058875000 -1.469803094 6.073525300 

S
U

A
1

 

5.249949963 -2.025370000 1.494686267 2.002015000 -1.495754921 6.463432678 

6.109951027 -1.865072000 1.040543303 2.202995000 -1.357887232 7.017954604 

5.834977741 -1.893528000 1.183666906 2.105955000 -1.367745173 6.880159755 

S
U

A
2

 

5.694969538 -1.913423000 1.254432516 2.071460000 -1.390135666 7.018341631 

5.939956454 -1.901342000 1.143962057 2.303474000 -1.520036923 7.406056677 

5.784973359 -1.923612000 1.225131829 2.335332000 -1.602303225 7.683956667 

S
U

A
3

 

5.649969563 -1.943485000 1.292719081 2.358035000 -1.666487825 8.016701353 

5.834510558 -1.991235000 1.256239326 2.863486000 -2.163029457 6.252108801 

5.504969744 -2.015468000 1.399235128 2.958468000 -2.341251339 6.878302481 

S
U

B
 

5.334009912 -2.089381000 1.515499502 2.990098000 -2.411486107 7.671392507 
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5.869867694 -2.017299000 1.263666271 2.812627000 -2.097589965 6.059799746 

5.819967556 -2.038759000 1.301302758 2.797298000 -2.092317119 6.001664759 

S
U

C
 

5.744966856 -2.059211000 1.347064078 2.786755000 -2.098487565 5.982100420 

5.809929387 -2.128926000 1.385473508 2.505627000 -1.773664463 6.724381962 

5.734929582 -2.126675000 1.410233001 2.507059000 -1.796206950 6.859908095 

S
U
Ε

 

5.704919614 -2.126237000 1.420438178 2.507742000 -1.805265620 6.925217622 

6.584935728 -2.335361000 1.324018928 -0.486254900 -1.050872702 4.485473101 

6.056019857 -2.306879000 1.479569950 -0.441877900 -1.359130089 3.997128478 

S
U

F
 

5.642049974 -2.240759000 1.548646083 -0.400828700 -1.588809521 4.510006297 

6.235941973 -2.232831000 1.334497004 0.757697000 -1.138188672 4.404437296 

5.726039887 -2.178884000 1.461723701 0.738640700 -1.326250275 4.386655773 

S
U

H
 

5.519999971 -2.209917000 1.558867107 0.731520400 -1.396517407 5.437683806 

 

 

9.2.3 Οικογένειες που εξελίσσονται εντός της περιοχής R2 

Στο Σχήµα 9.10 και κοντά στην χαρακτηριστική καµπύλη της οικογένειας SS, 

φαίνονται οι έξι νέες οικογένειες που εντοπίσαµε και είναι κατά σειρά εµφάνισης 

από τα αριστερά της περιοχής οι: SSa, SSb, SSs, SSd, SSe και SSc. Όλες οι τροχιές 

αυτών των οικογενειών είναι ορθές (direct), εξελίσσονται στο πρώτο τεταρτηµόριο 

του διαγράµµατος x0-C (C>0, x0>0) και εκκινούν από τον θετικό ηµιάξονα x0, ενώ 

στην ηµιπερίοδο τέµνουν τον αντίστοιχο αρνητικό ηµιάξονα. Στον Πίνακα 9.3 

παραθέτουµε ενδεικτικές τιµές των µεγεθών των οικογενειών των απλών 

περιοδικών τροχιών που εξελίσσονται µέσα στην περιοχή αυτή. 
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Σχήµα 9.10. Οµάδα οικογενειών της περιοχής R2 

 

Στη συνέχεια δίνουµε λεπτοµερή περιγραφή των τροχιών που αντιστοιχούν στις 

χαρακτηριστικές καµπύλες των οικογενειών SSc, SSd και SSs. 

(i) Οικογένεια SSc 

Αποτελείται από απλές συµµετρικές τροχιές διαπλανητικού τύπου (Σχήµα 9.11), οι 

οποίες περικλείουν όλα τα primaries εκτός τoυ P1. Η χαρακτηριστική καµπύλη έχει 

τη µορφή «άγκιστρου», η δε ηµιπερίοδος των τροχιών κυµαίνεται από 5.2 (L) µέχρι 

7.15(L). 

C=7.267

C=7.191

C=7.246

7.18

7.28

0.53 0.57

x0

C

 
-1.5

0

1.5

-1.5 0 1.5

y

x

7.267

7.246

7.191

C

 

(α) (β) 

Σχήµα 9.11. Οικογένεια SSc. (α) Χαρακτηριστική καµπύλη, (β) εξέλιξη των 
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τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής καµπύλης 

 

(ii) Οικογένεια SSd 

Αποτελείται από απλές συµµετρικές τροχιές διαπλανητικού τύπου (Σχήµα 9.12), οι 

οποίες περικλείουν όλα τα primaries εκτός των P1, P2 και P6. Η χαρακτηριστική 

καµπύλη έχει τη µορφή «φουρκέτας», ενώ η ηµιπερίοδος των τροχιών κυµαίνεται 

από 4.47 (L)  µέχρι  6.24 (L). 
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Σχήµα 9.12. Οικογένεια SSd. (α) Χαρακτηριστική καµπύλη, (β) εξέλιξη των 

τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής καµπύλης 

  

 

(iii) Οικογένεια SSs 

Η χαρακτηριστική καµπύλη της οικογένειας αυτής, διακλαδίζεται µε την 

χαρακτηριστική της οικογένειας SS και αποτελείται από τροχιές πλανητικού τύπου 

(Σχήµα 9.13). Καθώς διατρέχεται η καµπύλη από τα αριστερό άκρο της προς το 

δεξιό, οι τροχιές µετατοπίζονται προς τα δεξιά του άξονα των x, η δε ταχύτητα στην 

ηµιπεριόδο αυξάνεται. Η ηµιπερίοδος τους κυµαίνεται από 2.52(M) µέχρι 3.39(M). 
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Σχήµα 9.13. Οικογένεια SSs. (α) Χαρακτηριστική καµπύλη, (β) εξέλιξη των 

τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής καµπύλης 

 

Πίνακας 9.3. Ενδεικτικές τιµές των µεγεθών των οικογενειών των απλών 

περιοδικών τροχιών που εξελίσσονται µέσα στην περιοχή R2 

 C x0 0
y�  xT/2 T/2

y�  T/2 

8.999999907 0.181863200 1.788384184 -0.181862800 -1.788386585 0.319472148 

8.050619967 0.256165700 1.392814009 -0.256166400 -1.392773405 0.577809189 S
S

 

7.300999999 0.519838000 0.529469068 -0.523393400 -0.503671942 3.172437160 

7.282649836 0.084763870 3.718242750 -0.980000600 -0.301338583 4.609873960 

7.306649861 0.133629300 2.772386002 -0.975715100 -0.256695844 3.656802781 

S
S

a
 

7.286649855 0.165791000 2.378953546 -0.979728800 -0.294533482 4.337075883 

7.346640116 0.132030200 2.788231938 -1.109363000 -0.042424413 4.266543527 

7.339640195 0.206411800 1.986529241 -1.118903000 -0.053025190 4.135443052 

S
S

b
 

7.323650908 0.301995300 1.368373738 -1.140306000 -0.059359506 4.195905130 

7.267009148 0.567315600 0.446672834 -1.000408000 -0.330765377 7.148423399 

7.190649553 0.534207800 0.591564306 -0.965403100 -0.423452544 5.204742854 

S
S

c
 

7.246005989 0.539983600 0.528886207 -0.925303900 -0.330798854 6.071160442 

7.274649623 0.503004300 0.601240725 -0.700106900 -0.098198532 6.031286024 

7.228649750 0.415664900 0.915079729 -0.751434500 -0.227642716 4.473578880 

S
S

d
 

7.275650485 0.496749300 0.618780293 -0.714487900 -0.072554378 6.241828097 
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7.194670183 0.518934900 0.624027388 -0.629585200 -0.373566939 5.353109652 

7.154665008 0.515638500 0.663033602 -0.642146600 -0.407502265 4.888939825 

S
S

e
 

7.125671918 0.516763200 0.681978163 -0.642574100 -0.441169305 4.752930121 

7.303649997 0.441187100 0.779849323 -0.642942700 -0.127637657 3.395020038 

7.309649999 0.511694400 0.545179008 -0.463626100 -0.693318806 2.518832108 

S
S

s
 

7.308649996 0.585312000 0.358557213 -0.400770200 -0.926360455 3.447457809 

 

9.2.4 Οικογένειες που εξελίσσονται εντός της περιοχής R3 

Στο Σχήµα 9.14 φαίνονται οι πέντε νέες οικογένειες που εντοπίσαµε εκατέρωθεν της 

οικογένειας SW. Αριστερά της SW βρίσκεται η SWd, ενώ δεξιά της βρίσκονται οι 

SWa, SWc, SWe και SWv. Οι χαρακτηριστικές όλων αυτών των οικογενειών 

εξελίσσονται στο πρώτο τεταρτηµόριο του διαγράµµατος x0-C (όπου C>0 και x0>0). 

Οι τροχιές-µέλη (πλην αυτών της SWa) είναι ορθές και εκκινούν από τον θετικό 

ηµιάξονα x0, ενώ στην ηµιπερίοδο τέµνουν τον αντίστοιχο αρνητικό ηµιάξονα. Οσον 

αφορά στις τροχιές της οικογένειας SWa, αυτές είναι ανάδροµες, εκκινούν δε και 

καταλήγουν στο θετικό ηµιάξονα x0. Στον Πίνακα 9.4 παραθέτουµε ενδεικτικές 

τιµές των µεγεθών των οικογενειών των απλών περιοδικών τροχιών που 

εξελίσσονται µέσα στην περιοχή αυτή. 
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Σχήµα 9.14. Οµάδα οικογενειών της περιοχής R3 

 

Στη συνέχεια δίνουµε λεπτοµερή περιγραφή των τροχιών που αντιστοιχούν στις 

χαρακτηριστικές καµπύλες των οικογενειών SWa, SWc και  SWd. 

 

(i) Οικογένεια SWa 

Αποτελείται από απλές συµµετρικές τροχιές διαπλανητικού τύπου (Σχήµα 9.15), οι 

οποίες περικλείουν τα primaries P1, P2 και P7, σχηµατίζοντας βρόχους στα δύο 

τελευταία primaries. Όσο η σταθερά C αυξάνεται, η περίοδος, η ταχύτητα 

εκκίνησης και η ταχύτητα στην ηµιπερίοδο των τροχιών  µειώνονται, ενώ οι βρόχοι 

στενεύουν, ώστε τελικά οι τροχιές να καταλήξουν σε τροχιές κρούσης µε τα P2 και 

P7. Η ηµιπερίοδός τους κυµαίνεται από 4.70 (L) µέχρι 5.73 (L). 
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(α) (β) 

Σχήµα 9.15.  Οικογένεια SWa. (α) Χαρακτηριστική καµπύλη, (β) εξέλιξη των 

τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής καµπύλης 

 

(ii) Οικογένεια SWc 

Αποτελείται από απλές συµµετρικές τροχιές διαπλανητικού τύπου (Σχήµα 9.16), οι 

οποίες περικλείουν όλα τα primaries σχηµατίζουν δε βρόχους γύρω από τα  P2 και 

P7. Όσο η σταθερά C αυξάνεται, τόσο πιο κλειστοί γίνονται οι βρόχοι και 

οδηγούµαστε τελικά σε τροχιές κρούσης µε τα P2 και P7. Παράλληλα, η ταχύτητα 

εκκίνησης και η ταχύτητα στην ηµιπερίοδο των τροχιών µειώνονται. Η 

χαρακτηριστική καµπύλη παρουσιάζει ακρότατο, ενώ η ηµιπερίοδος των τροχιών 

µειώνεται καθώς αυξάνεται η τιµής της x0. 
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Σχήµα 9.16. Οικογένεια SWc. (α) Χαρακτηριστική καµπύλη, (β)  εξέλιξη των 

τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής καµπύλης 
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(iii) Οικογένεια SWd 

Αποτελείται από απλές συµµετρικές τροχιές διαπλανητικού τύπου (Σχήµα 9.17), οι 

οποίες περικλείουν όλα τα primaries και ταυτόχρονα σχηµατίζουν βρόχους γύρω 

από τα P3 και P6. Καθώς διατρέχεται η χαρακτηριστική καµπύλη από τα αριστερά 

του διαγράµµατος προς τα δεξιά, οι βρόχοι των τροχιών γίνονται ολοένα και πιο 

κλειστοί µέχρι να καταλήξουν σε τροχιές κρούσης µε τα P3 και P6. Παράλληλα, η 

ταχύτητα εκκίνησης και η ταχύτητα στην ηµιπερίοδο των τροχιών µειώνονται, ενώ 

η ηµιπερίοδος των τροχιών αυξάνεται, µε τιµές που κυµαίνονται από 1.63(S) έως 

2.25(M). Το Σχήµα 9.17β δείχνει την τροχιά κρούσης (µπλε χρώµα) που 

χαρακτηρίζεται από τις αρχικές συνθήκες x0 = 5.628, C= 0.097. 

C=5.538
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Σχήµα 9.17.  Οικογένεια SWd. (α) Χαρακτηριστική καµπύλη, (β) εξέλιξη των 

τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής καµπύλης 

 

Πίνακας 9.4. Ενδεικτικές τιµές των µεγεθών των οικογενειών των απλών 

περιοδικών τροχιών που εξελίσσονται µέσα στην περιοχή R3 

 C x0 0
y�  xT/2 T/2

y�  T/2 

6.556999991 0.257854000 1.843589731 2.610425000 -1.678164330 4.573166947 

3.999979985 0.201035200 2.732428703 2.343265000 -2.092438831 2.263237142 S
W

 

-1.900033195 0.444940100 3.129116344 1.321617000 -3.399863382 0.653344630 

6.491969093 0.329951900 1.529266588 2.587775000 -1.669796320 5.079199819 

6.011039833 0.277390800 1.891009538 2.602651000 -1.824853523 4.707685887 

S
W

a
 

5.605069974 0.227807600 2.247443913 2.591652000 -1.921181211 5.736195335 
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5.746057562 0.291487700 1.899482191 -0.996948100 -1.276723241 2.886031084 

6.137859367 0.409072100 1.404470666 -1.016806000 -1.113179987 2.450422735 

S
W

c
 

5.776011732 0.417957500 1.508321757 -1.007542000 -1.265255079 2.196398545 

5.627743914 0.096647190 3.663529103 -0.972042800 -1.320583586 1.631529925 

5.724055601 0.074122230 4.217744362 -0.951276700 -1.281227300 1.817245720 

S
W

d
 

5.538056450 0.038179000 6.002428714 -0.925348400 -1.348108625 2.250454089 

5.428079775 0.236004300 2.240144030 -0.168320400 -2.718573361 3.940844157 

5.464079721 0.263127200 2.094361410 -0.164473500 -2.747706561 3.386955860 

S
W

e
 

5.436080758 0.248431300 2.172562309 -0.183446300 -2.587627248 3.475108727 

5.476079868 0.281686400 2.009279628 -0.441128200 -1.559284320 5.987811882 

5.586042017 0.351031500 1.735866795 -0.894918700 -1.324725726 4.047828546 

S
W

v
 

5.560022524 0.354246600 1.734025571 -0.893901100 -1.334315988 4.216666569 

 

9.2.5 Οικογένειες που εξελίσσονται εντός της περιοχής R4 

Στην περιοχή R4 εντοπίσαµε δύο νέες οικογένειες, κοντά στην χαρακτηριστική 

καµπύλη της οικογένειας SY, τις  SN11 και STR καθώς και τις διακλαδώσεις της 

τελευταίας, STR1-2 και STR3-4 (Σχήµα 9.18). Οι χαρακτηριστικές των οικογενειών 

εξελίσσονται στο πρώτο τεταρτηµόριο του διαγράµµατος x0-C (C>0, x0>0), ενώ οι 

τροχιές-µέλη είναι ορθές, πλανητικού τύπου και περικλείουν όλα τα primaries 

σχηµατίζοντας αστεροειδή µορφή. Εκκινούν από τον θετικό ηµιάξονα x0, ενώ στην 

ηµιπερίοδο τέµνουν τον αντίστοιχο αρνητικό ηµιάξονα.  

Στον Πίνακα 9.5 παραθέτουµε ενδεικτικές τιµές των µεγεθών των οικογενειών των 

απλών περιοδικών τροχιών που εξελίσσονται εντός της περιοχής αυτής. 
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Σχήµα 9.18. Οµάδα οικογενειών της περιοχής R4 

 

(i) Οικογένεια SN11 

Παρατηρούµε ότι καθώς αυξάνεται η σταθερά C παρουσιάζεται µία  µετατόπιση 

των τροχιών προς τα δεξιά πλησιάζοντας κοντά στα primaries P4 και P5, ενώ 

αποµακρύνονται από τα υπόλοιπα περιφερειακά primaries. Ταυτόχρονα 

παρατηρούµε αύξηση της τιµής της ταχύτητας στη ηµιπερίοδο  αλλά και αύξηση της 

ηµιπεριόδου, οι τιµές της οποίας κυµαίνονται µεταξύ 2.45(M) και 4.39(L)       

(Σχήµα 9.19). 
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Σχήµα 9.19.  Οικογένεια SN11. (α) Χαρακτηριστική καµπύλη, (β) εξέλιξη των 

τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής καµπύλης 



 352

(ii) Οικογένειες STR 

Ενδιαφέρουσα είναι η µορφή της διπλής τρίαινας (trident) που σχηµατίζουν οι 

χαρακτηριστικές καµπύλες των οικογενειών αυτής της οµάδας (Σχήµα 9.20). Η 

οµάδα αποτελείται από τον κεντρικό κορµό της τρίαινας STR και τις δύο 

διακλαδώσεις της STR1-2 (STR1 αριστερά του κεντρικού κορµού της STR και 

STR2 δεξιά αυτού) και STR3-4 (STR3 αριστερά του κεντρικού κορµού της STR και 

STR4 δεξιά αυτού). Μελετούµε την εξέλιξη των τροχιών κάθε διακλάδωσης για δύο 

ίδιες κάθε φορά τιµές της σταθεράς C (οι τιµές που τέµνει η διακεκοµµένη γραµµή 

κάθε κλάδο εκατέρωθεν του κεντρικού κλάδου), ενώ για τον κεντρικό κορµό της 

οικογένειας λαµβάνουµε τις δύο αυτές τιµές της C καθώς και τη χαµηλότερη τιµή 

που µπορέσαµε να εντοπίσουµε µε τη µέθοδο grid-search (C=6.484).  
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Σχήµα 9.20. Χαρακτηριστικές καµπύλες των οικογενειών της οµάδας STR 

 

Παρατηρώντας την εξέλιξη των τροχιών του κλάδου STR1-2 βλέπουµε ότι  ξεκινά 

από το αριστερό άκρο του µε τροχιά κρούσης µε τα primaries P1, P4 και P5. Στη 

συνέχεια, και καθώς προσεγγίζουµε την κεντρική οικογένεια STR, οι τροχιές 

αποµακρύνονται από τα προηγούµενα primaries για να καταλήξουν στο άλλο άκρο 

σε τροχιά κρούσης µε τα P2, P3,  P6 και P7 (Σχήµα 9.21α). Οι τροχιές αυτές είναι 
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πολλαπλά συµµετρικές και καθώς αυξάνεται η τιµή της x0 η τιµή της ταχύτητας 

στην ηµιπερίοδο αλλά και η τιµή της περιόδου παρουσιάζουν ακρότατο, ακριβώς 

στη θέση που διακλαδίζεται η STR1-2 µε την STR. Όσον αφορά στις τιµές της 

ηµιπεριόδου, αυτές κυµαίνονται από 3.41(M) µέχρι 4.76(L). 

Όσον αφορά στην εξέλιξη των τροχιών του κλάδου STR3-4 και ξεκινώντας από το 

αριστερό άκρο του, παρατηρούµε ότι αυτές διαγράφονται µε τέτοιο τρόπο, ώστε να 

πλησιάζουν τα P3 και P6, ενώ φτάνοντας στο άλλο άκρο του πλησιάζουν τα P2, P4, P5 

και P7 primaries και αποµακρύνονται από τα υπόλοιπα (Σχήµα 9.21β). Και αυτές οι 

τροχιές είναι πολλαπλά συµµετρικές και καθώς αυξάνεται η τιµή της x0, η τιµή της 

ταχύτητας στην ηµιπερίοδο αλλά και η τιµή της περιόδου παρουσιάζουν ακρότατο, 

ακριβώς στη θέση που διακλαδίζεται η STR3-4 µε την STR. Οι τιµές της 

ηµιπεριόδου κυµαίνονται από 4.19 (L) µέχρι 5.90 (L).  

Όσον αφορά στον κεντρικό κορµό της τρίαινας και ξεκινώντας από τις υψηλότερες 

τιµές της σταθεράς C της οικογένειας, παρατηρούµε ότι όσο ελαττώνεται η τιµή της 

C οι τροχιές συρρικνώνονται και δίνουν τροχιές κρούσης µε όλα τα περιφερειακά 

primaries (Σχήµα 9.21γ). Επίσης παρατηρούµε ότι µε την ελάττωση της σταθερές C, 

αυξάνεται µε οµοιόµορφο τρόπο και η ταχύτητα στην ηµιπερίοδο, ενώ η 

ηµιπερίοδος παίρνει τιµές από 3.31(M) µέχρι 5.33 (L).  
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Σχήµα 9.21. Εξέλιξη των τροχιών κατά µήκος των χαρακτηριστικών των 

οικογενειών: (α) STR1-2, (β) STR3-4, (γ) STR 

 

Πίνακας 9.5.  Ενδεικτικές τιµές των µεγεθών των οικογενειών των απλών 

περιοδικών τροχιών που εξελίσσονται µέσα στην περιοχή  R4 

 C x0 0
y�  xT/2 T/2

y�  T/2 

6.483987814 1.156618000 12.914266438 -0.721473800 -0.892176250 3.314565379 

6.952019927 1.205748000 3.432555501 -0.863323700 -0.610213826 3.680960956 

S
T

R
 

7.200039592 1.245986000 2.412003540 -0.886248100 -0.369373044 4.986700769 

6.952039788 1.177988000 5.120804808 -0.708097700 -0.574571226 3.830426474 

6.820050108 1.184162000 4.578240082 -0.810544300 -0.691474062 3.411504019 

S
T

R
 1

-2
 

6.952024439 1.249228000 2.410929584 -1.054126000 -0.648152618 3.832837924 

7.200039475 1.228585000 2.747159035 -1.051275000 -0.415666617 5.498424047 

7.088029529 1.220207000 2.968038761 -0.912522000 -0.511446590 4.188759172 

S
T

R
 3

- 
4

 

7.200039410 1.254671000 2.275060019 -0.669832300 -0.313588275 5.276280611 

6.147986906 1.229286000 2.917902766 -1.025050000 -1.108478796 2.454691726 

6.416000957 1.246403000 2.562848406 -1.047335000 -0.978614397 2.733094552 

S
N

1
1

 

6.960017151 1.367300000 1.355530934 -0.660049100 -0.587494412 4.390315843 
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6.948019999 1.439763989 1.039324968 2.014461306 -0.750038607 4.194407332 

7.026010000 1.550942578 0.668496741 1.902731007 -0.553022653 2.426212592 

S
N

1
 

7.212000000 1.702513672 0.141913423 1.782470528 -0.136233234 2.275583439 

 

9.3 Επίπεδες συµµετρικές κινήσεις στην περίπτωση που το κεντρικό σώµα 

δηµιουργεί δυναµικό τύπου Manev µε e>0 

Όπως αναφέραµε στην αρχή του κεφαλαίου αυτού, η συγκεκριµένη περίπτωση 

παρουσιάζει τα ίδια ποιοτικά χαρακτηριστικά µε τη βαρυτική. Αυτό σηµαίνει ότι 

τόσο τα διαγράµµατα x0-C του φασικού χώρου των αρχικών συνθηκών και η 

εξέλιξη των οικογενειών σε αυτόν, όσο και η µορφή των τροχιών-µελών των 

οικογενειών αυτών, η εξέλιξή τους και όλες οι παραµετρικές µεταβολές, είναι 

παρόµοιες. Για το λόγο αυτό κρίνεται περιττή η επανάληψη παρόµοιων 

διαγραµµάτων αφού δεν προσθέτει καµία καινούργια πληροφορία για τα 

χαρακτηριστικά του δυναµικού συστήµατος και δεν διαφοροποιεί τα όσα 

συµπεράσµατα έχουµε εξάγει αναφορικά µε τη βαρυτική περίπτωση.  

 

9.4 Επίπεδες συµµετρικές κινήσεις στην περίπτωση που το κεντρικό σώµα 

δηµιουργεί δυναµικό τύπου Manev µε e<0 

Όπως είδαµε στα προηγούµενα κεφάλαια (Κεφ.3 και 4), στην περίπτωση που η 

παράµετρος Manev είναι αρνητική και εφόσον οι τιµές των τριών παραµέτρων (ν, β, 

e) καθιστούν την ποσότητα ∆ θετική, οι καµπύλες µηδενικής ταχύτητας των 

διαγραµµάτων x0-C παρουσιάζουν στην περιοχή του κεντρικού σώµατος µια 

αναδίπλωση µε αποτέλεσµα, δύο νέες ζώνες ισορροπίας να εµφανίζονται στο 

επίπεδο κίνησης των primaries. Το γεγονός αυτό προκαλεί τη διαφοροποίηση των 

χαρακτηριστικών καµπύλων των περιοδικών τροχιών σε σχέση µε τις δύο 

προηγούµενες περιπτώσεις (e=0 και e>0). Οι σηµαντικότερες µεταβολές 

συµβαίνουν στην περιοχή της αναδίπλωσης όπου αναπτύσσεται ένα πυκνό δίκτυο 

οικογενειών περιοδικών τροχιών (δενδροειδείς κατανοµές οικογενειών), το οποίο 

δεν εµφανίζεται στις περιπτώσεις µε e≥0. Μικρές ή µεγάλες µεταβολές όµως 

συµβαίνουν και στις οικογένειες που εντοπίζονται και στις προηγούµενες 
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περιπτώσεις και αφορούν στα ποσοτικά χαρακτηριστικά των τροχιών όπως οι 

αρχικές συνθήκες και οι συνθήκες στην ηµιπερίοδο, η περίοδος των τροχιών καθώς 

το µέτρο της ταχύτητας στην ηµιπερίοδο. 

9.4.1 Περιπτώσεις που µελετήθηκαν για διάφορες τιµές των παραµέτρων και 

κατανοµές των χαρακτηριστικών καµπύλων των οικογενειών των απλών 

περιοδικών τροχιών στα αντίστοιχα διαγράµµατα x0-C 

Στην παρούσα διατριβή, εξετάσαµε αναλυτικά τις συµµετρικές απλές περιοδικές 

τροχιές για ν=7 και τέσσερα διαφορετικά ζεύγη παραµέτρων (e, β) επιλέγοντάς τα 

έτσι ώστε να αντλήσουµε όσο το δυνατόν περισσότερες πληροφορίες σχετικά µε τη 

συµπεριφορά του συστήµατος σε αλλαγές των παραµέτρων και να διαµορφώσουµε 

όσο πιο αξιόπιστα γενικά συµπεράσµατα µπορούµε. Επικουρικά, και προκειµένου 

να αντιληφθούµε καλύτερα την παραµετρική εξέλιξη των χαρακτηριστικών των 

οικογενειών και των τροχιών τους εξετάσαµε τοπικά και άλλα ζεύγη παραµέτρων 

όπως τα (e=-0,1, β=10) και (e=-0.23, β=5). Στο Σχήµα 9.22 παραθέτουµε πάλι το 

διάγραµµα διακλαδώσεων e-β για ν=7, όπου έχουµε επισηµάνει µε κόκκινες 

κουκίδες, τις τέσσερις βασικές περιπτώσεις των ζευγών των παραµέτρων που 

µελετήσαµε: 

 

•••• β=5, e =-0.1 

•••• β=5, e =-0.17 

•••• β=5, e =-0.27 

•••• β=16, e =-0.1 
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Σχήµα 9.22 Το διάγραµµα e-β για ν=7, µε τις καµπύλες διακλαδώσεων των ζωνών 

ισορροπίας. Με κόκκινες κουκίδες σηµειώνονται οι βασικές περιπτώσεις των 

παραµέτρων που µελετήσαµε 

 

Όπως βλέπουµε στο παραπάνω διάγραµµα, οι δύο από τις περιπτώσεις  αφορούν 

στην περιοχή II όπου υπάρχουν πέντε ζώνες ισορροπίας (β=5, e=-0.1 και β=16, e=-

0.1), µία αφορά στην περιοχή Ι µε επτά ζώνες ισορροπίας (β=5, e=-0.17)  και µία 

αφορά στην περιοχή V µε τρεις ζώνες ισορροπίας (β=5, e=-0.27). Αυτό σηµαίνει 

ότι, τόσο τα διαγράµµατα x0-C µε τις αντίστοιχες καµπύλες µηδενικής ταχύτητας 

όσο και τα εµφανιζόµενα σε αυτές ακρότατα, διαφοροποιούνται µε αποτέλεσµα τη 

µεταβολή της κατανοµής των οικογενειών, καθώς κάποιες από αυτές παύουν να 

υπάρχουν, κάποιες µεταβάλουν την εξέλιξή τους και κάποιες άλλες γεννώνται.  

Στα επόµενα Σχήµατα 9.23α - 9.23ε παραθέτουµε την κατανοµή των οικογενειών 

απλών συµµετρικών τροχιών για κάθε ένα από τα βασικά ζεύγη των παραµέτρων 

που χρησιµοποιήσαµε, καθώς επίσης και την κατανοµή για την περίπτωση µε ν=7, 

β=5 και e= -0.23 (που χρησιµοποιήθηκε επικουρικά) η οποία ανήκει στην περιοχή V 

µε τρεις ζώνες ισορροπίας. Η τελευταία περίπτωση βρίσκεται πολύ κοντά στην 

καµπύλη διακλάδωσης BC2  του διαγράµµατος διακλαδώσεων. 
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Σχήµα 9.23. Χαρακτηριστικές καµπύλες οικογενειών απλών συµµετρικών τροχιών 

στο επίπεδο αρχικών συνθηκών x0-C για τις περιπτώσεις: (α) β=5, e =-0.1, (β) β=5, 

e =-0.17, (γ) β=5, e =-0.23, (δ) β=5, e =-0.27, (ε) β=16, e =-0.1 

 

Επειδή στα διαγράµµατα του Σχήµατος 9.23, κάποιες χαρακτηριστικές καµπύλες 

οικογενειών δεν διακρίνονται µε σαφήνεια ώστε να αντιληφθούµε την εξέλιξή τους 

στο φασικό χώρο, είτε γιατί συνωστίζονται σε πολύ µικρό χώρο του διαγράµµατος, 

είτε γιατί η εξέλιξή τους είναι πολύ σύντοµη, φροντίσαµε σε επόµενες παραγράφους  

να δώσουµε λεπτοµερέστερη εικόνα µεγεθύνοντας τις περιοχές όπου εµφανίζονται 

ώστε να µελετηθεί ευχερέστερα η παραµετρική µεταβολή τους. Ειδικά για την 

περίπτωση µε β=5, e=-0.27 που φαίνεται στο Σχήµα 9.23(δ), έχουµε προσδιορίσει 

µέσα σε διάστικτο πλαίσιο την περιοχή R0, η οποία περικλείει µία οµάδα 

χαρακτηριστικών καµπύλων οι οποίες λόγω της εγγύτητάς τους είναι εξαιρετικά 

δυσδιάκριτες και για αυτό το λόγο θα εξεταστούν σε ξεχωριστή παράγραφο στη 

συνέχεια της µελέτης µας. 

Σηµειώνουµε στο σηµείο αυτό, ότι εντοπίσθηκε ένας πολύ µεγάλος αριθµός 

οικογενειών (πάνω από 100) σε κάθε περίπτωση, οι οποίες όπως είναι φυσικό, λόγω 
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του περιορισµένου χώρου της διατριβής δεν είναι δυνατόν να αναφερθούν όλες. 

Έτσι, κρίναµε αναγκαίο να περιορισθούµε σε µερικές µόνο από αυτές τις οποίες στη 

συνέχεια οµαδοποιήσαµε, έχοντας ως αποκλειστικό κριτήριο την «χωροταξική» 

τους κατανοµή στο επίπεδο x0-C και την καλύτερη ανάδειξη των µεταβολών που 

υφίστανται οι χαρακτηριστικές καµπύλες κατά την παραµετρική τους εξέλιξη.  

Ο Πίνακας 9.6 που ακολουθεί περιέχει τις οµάδες και τις οικογένειες που 

συµπεριλαµβάνονται σε καθεµία από αυτές. Κάθε οµάδα των απλών περιοδικών 

τροχιών χαρακτηρίζεται µε το σύµβολο F και συµπληρώνεται µε έναν διαφορετικό 

αριθµό κάθε φορά. 

 

Πίνακας 9.6. Οµαδοποίηση οικογενειών απλών περιοδικών τροχιών 

ΟΜΑ∆Α ΟΙΚΟΓΕΝΕΙΩΝ ΟΙΚΟΓΕΝΕΙΕΣ-ΜΕΛΗ 

F1 S1-S2-S7-S8 

F2 S4-S14-S15-S17 

F3 S9-S10-S13 

F4 S41- S43- S44- S45-S46 

F5 S50-S51-S52 

F6 S68-S69-S72-S73  

F7 

"Fish-type" κατανοµή των 

οικογενειών  

S11-S12-S82-S84-S86-       

S87-S88 

F8 

Οικογένειες της δενδροειδούς 

κατανοµής στις περιοχές 

κάτω από τα σηµεία 

ισορροπίας Ε2 και Ε1 
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9.5 Μελέτη των οικογενειών των απλών περιοδικών τροχιών για ν=7, β=5        

και e=-0.1  

Στη µελέτη των οικογενειών που θα ακολουθήσει, αναφερόµαστε ως επί το 

πλείστον στην περίπτωση που οι παράµετροι λαµβάνουν τις εξής τιµές: ν=7, β=5 

και e=-0.1. Υπάρχουν όµως και κάποιες περιπτώσεις που είµαστε υποχρεωµένοι να 

χρησιµοποιήσουµε διαφορετικές τιµές β και e, γεγονός που θα γίνεται αντιληπτό 

στη ροή του κειµένου. 

 

9.6 ΟΜΑ∆Α OIKOΓΕΝΕΙΩΝ F1 (οικογένειες S1-S2-S7-S8) 

9.6.1 Μορφή και εξέλιξη των τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής τους 

καµπύλης. Ευστάθεια 

Όλες οι χαρακτηριστικές καµπύλες της οµάδας εξελίσσονται στην περιοχή του 

διαγράµµατος x0-C όπου x0<0. Από αυτές, η χαρακτηριστική της S1 αναπτύσσεται 

εξ ολοκλήρου στις αρνητικές τιµές της C και παρουσιάζει ακρότατο ως προς την C. 

Ο προς τα δεξιά κλάδος του ακροτάτου εξελίσσεται σχεδόν παράλληλα µε την 

ασύµπτωτη διά του P0 (Σχήµα 9.24α). Το ίδιο συµβαίνει και µε τις χαρακτηριστικές 

των υπόλοιπων οικογενειών της συγκεκριµένης οµάδας. Οι κλάδοι αυτοί 

πλησιάζουν µεταξύ τους και σχηµατίζουν δέσµη.  

Η οικογένεια S1 αποτελείται από ανάδροµες τροχιές πλανητικού τύπου (Σχήµα 

9.24β) οι οποίες διαγράφονται έξω και γύρω από τον σχηµατισµό των primaries. Η 

ηµιπερίοδος τους στο διάστηµα που εξετάσαµε κυµαίνονταν από 1.1(S)– 2.17(M) 

(τροχιές µικρής και µεσαίας ηµιπεριόδου). 

Όσον αφορά στην οικογένεια S2, η χαρακτηριστική καµπύλη της εξελίσσεται στον 

ίδιο χώρο του διαγράµµατος x0-C µε σχεδόν σταθερή κλίση ως προς τον άξονα x0 

µέχρι περίπου την τιµή C=-1.6. Στη συνέχεια κάµπτεται και για µικρότερες τιµές της 

C συνεχίζει σχεδόν παράλληλα προς τον άξονα C (Σχήµα 9.23α). Αποτελείται από 

διαπλανητικού τύπου ανάδροµες τροχιές µε τιµές ηµιπεριόδου που κυµαίνονται από 

1.0(S)- 2.3(M), όπου το µικρό σώµα διαγράφει κατά το µεγαλύτερο µέρος του 

εξωτερικά τα περιφερειακά σώµατα, εισέρχεται µέσα στον κύκλο των primaries 

µεταξύ των P7 και P1 και εξέρχεται εκ νέου µεταξύ των P1 και P2 (Σχήµα 9.25α). 
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Καθώς ελαττώνεται η τιµή της C οι τροχιές συρρικνώνονται και πλησιάζουν το 

περιφερειακό P1 ενώ η περίοδος ελαττώνεται, όπως επίσης και η ταχύτητα στην 

ηµιπερίοδο.  

Οι τροχιές της οικογένειας S7 είναι ανάδροµες διαπλανητικού τύπου µε 

ηµιπεριόδους που κυµαίνονται από 0.98(S) – 4.33(L) (τροχιές µικρής έως µεγάλης 

ηµιπεριόδου) και διαγράφονται έτσι ώστε να παραµένουν εκτός τροχιάς τα 

primaries Ρ3 και Ρ6 (Σχήµα 9.25β). 

Τέλος, οι τροχιές της οικογένειας S8 είναι κι αυτές ανάδροµες διαπλανητικού τύπου 

µε ηµιπεριόδους που κυµαίνονται από 1.63(S) – 3.38(L) και διαγράφονται έτσι ώστε 

µόνο τα primaries Ρ0, Ρ1, Ρ4 και Ρ5 να περικλείονται στο εσωτερικό τους (Σχήµα 

9.26β).  

Σε όλες τις οικογένειες της οµάδας, η περίοδος ελαττώνεται καθώς οι 

χαρακτηριστικές πλησιάζουν την ασύµπτωτη διά του κεντρικού primary, δηλαδή 

καθώς η απόλυτη τιµή της x0 µικραίνει (Σχήµα 9.28). Παρόµοια µεταβολή 

(ελάττωση) της περιόδου παρατηρείται και όταν ελαττώνεται η σταθερά του Jacobi 

C, µε εξαίρεση τις τροχιές της οικογένειας S1 (Σχήµα 9.29) η οποία παρουσιάζει 

ακρότατο ως προς C (στην ίδια τιµή που εµφανίζεται και στο διάγραµµα x0-C) όπου 

παρά την ύπαρξη του ακροτάτου, παρατηρείται συνεχής ελάττωση της περιόδου.  

 

ΓΕΝΙΚΗ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 

Όσον αφορά στη µελέτη της ευστάθειας των τροχιών που εξετάζονται σε κάθε 

οµάδα, παραθέτουµε το διάγραµµα ευστάθειας  x0-α ή C-α , από το οποίο 

εξάγουµε τα συµπεράσµατα µας σε  συµφωνία  µε τη θεωρία που έχουµε ήδη 

αναπτύξει στο προηγούµενο Κεφάλαιο 8. Σε όλα τα διαγράµµατα που αφορούν 

στην ευστάθεια κάθε οικογένειας τροχιών, τα τµήµατα των καµπύλων που έχουν 

µπλε χρώµα αντιστοιχούν σε ευσταθείς τροχιές, ενώ αυτά που έχουν πορτοκαλί 

χρώµα, σε ασταθείς. Τέλος στους πίνακες όπου παραθέτουµε ενδεικτικά και για 

ορισµένες τροχιές της κάθε οµάδας οικογενειών, τις τιµές των βασικών µεγεθών 

κάθε τροχιάς, στην τελευταία στήλη χαρακτηρίζουµε την ευστάθεια τους ως 

ευσταθή (S Stable) ή ως  ασταθή (U Unstable). 
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Από το διάγραµµα ευστάθειας x0-α της οικογένειας S1 (Σχήµα 9.24δ), οι τροχιές 

που προκύπτουν είναι άλλοτε ευσταθείς και άλλοτε ασταθείς. ∆ιακρίνουµε µάλιστα 

την ύπαρξη µίας κρίσιµης περιοδικής τροχιάς πρώτου είδους (α=+1), γεγονός που 

επαληθεύει τη θεωρία, αφού παρουσιάζεται ακρότατο ως προς C (Hėnon 1965b). 

Στο Σχήµα 9.24γ διακρίνουµε τα τµήµατα της χαρακτηριστικής από τα οποία 

προκύπτουν αυτές οι τροχιές. Οι τροχιές των υπόλοιπων οικογενειών της οµάδας 

(S2,S7 και S8) είναι ασταθείς και ειδικότερα για τις τροχιές της S8 από το 

διάγραµµα ευστάθειάς του Σχήµατος 9.26γ, διακρίνουµε τον εξαιρετικά ασταθή 

χαρακτήρα τους. 

Στον Πίνακα 9.7 παραθέτουµε ενδεικτικά τις τιµές των βασικών µεγεθών µερικών 

τροχιών από κάθε οικογένεια της οµάδας.  
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Σχήµα 9.24. Οικογένεια S1. (α) Χαρακτηριστική καµπύλη µε 

σηµειωµένες τις τροχιές που απεικονίζονται στο διπλανό σχήµα, 

 (β) εξέλιξη των τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής,  

(γ) χαρακτηριστική καµπύλη και περιοχές ευστάθειας,  
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(δ) διάγραµµα ευστάθειας x0-α 
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Σχήµα 9.25.  Εξέλιξη των τροχιών κατά µήκος των χαρακτηριστικών 

των οικογενειών:  (α) S2, (β) S7 
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Σχήµα 9.26.  Οικογένεια S8. (α) Χαρακτηριστική καµπύλη µε 
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σηµειωµένες τις τροχιές που απεικονίζονται στο διπλανό σχήµα,  

(β) εξέλιξη των τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής,  

(γ) διάγραµµα ευστάθειας x0-α 

 

Πίνακας 9.7. Ενδεικτικές τιµές των µεγεθών των απλών περιοδικών τροχιών της 

οµάδας οικογενειών F1 

 C x0 0
y�  xT/2 T/2

y�  T/2 Stability 

-4.460010027 -2.492315430 3.605746154 2.492315600 -3.605746248 2.171276857 S 

-3.880000038 -1.479901184 3.185423899 1.485784961 -3.261598404 1.447104774    U 

S
1

 

-5.990020152 -1.270547190 3.509014398 1.290941817 -3.817659796 1.113648938 U 

-0.429997898 -2.459619019 2.973582895 2.459619460 -2.973583184 2.304501300 U 

-3.240000094 -1.446328659 3.083035725 1.021474706 -3.467449910 1.319608604    U 

S
2

 

-5.630010111 -1.273941582 3.457062832 0.981059402 -3.685594384 1.067202087 U 

4.523192908 -2.280732178 1.799501047 2.599643399 -2.113667327 4.328843257 U 

1.205920039 -1.593955284 2.259559593 1.942979130 -2.378334821 2.165802566    U 

S
7

 

-5.940046135 -1.185069428 3.509072165 1.251528764 -3.983699953 0.984724125 U 

4.431219895 -2.195386033 1.747769295 1.728236018 -1.461264368 3.376542862 U 

3.289999931 -1.964248369 1.890621686 1.458160828 -1.887608476 2.459369698    U 

S
8

 

1.379919903 -1.527129993 2.213169852 1.270141256 -2.792855453 1.624751328      U 

 

 

9.6.2 Παραµετρική µεταβολή των τροχιών και των διαγραµµάτων x0-C, x0-T/2 

και C-T/2  

 

ΓΕΝΙΚΗ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 

Όσον αφορά στην παραµετρική µεταβολή των χαρακτηριστικών καµπύλων και 

των τροχιών µε την παράµετρο β, διευκρινίζουµε ότι τα σχόλια που θα γίνουν στη 

συνέχεια αφορούν σε τιµές της 5≤β≤16. Όµως από ενδείξεις που είχαµε 

εξετάζοντας µεγαλύτερες τιµές της β, τα συµπεράσµατα µπορούν να επεκταθούν 
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µέχρι την τιµή β=100 λαµβάνοντας βέβαια υπόψιν ότι όσον αυξάνει η β οι 

µεταβολές που παρατηρούνται ελαττώνονται, έτσι ώστε στο διάστηµα τιµών 

100<β<500 να είναι εξαιρετικά µικρές, και να τείνουν να µηδενισθούν όταν 

β>500. Η παρατήρηση αυτή αφορά τόσο στη βαρυτική όσο και στην περίπτωση 

Manev µε e>0 ή  e<0. 

 

(i) Παραµετρική µεταβολή των χαρακτηριστικών καµπύλων x0-C 

Όταν διατηρείται σταθερή η τιµή της β και µεταβάλλεται η τιµή της e, τότε 

παρατηρούµε ότι καθώς αυξάνει η απόλυτη τιµή της e, η καµπύλη της οικογένειας 

S1 µετατοπίζεται σε χαµηλότερες τιµές της C, η καµπύλη της S2 µεταβάλλεται 

ελάχιστα, η S7 µετατοπίζεται ελάχιστα προς τα άνω, ενώ ταυτόχρονα µετατοπίζεται 

κυρίως προς τα δεξιά δηλαδή στην αρχή των αξόνων, και τέλος η S8 µετατοπίζεται 

κυρίως προς µεγαλύτερες τιµές της C (Σχήµα 9.27α).  

∆ιατηρώντας σταθερή την τιµή της e και µεταβάλλοντας την τιµή της β, η S1 

µετατοπίζεται παράλληλα προς τον εαυτό της προς µεγαλύτερες τιµές της C και η 

S2 παρουσιάζει µία µετατόπιση προς τα άνω και προς τα δεξιά δηλαδή προς 

µεγαλύτερες τιµές της C αλλά και πλησιέστερα προς την αρχή των αξόνων. Η 

καµπύλη της S7 πραγµατοποιεί µετατόπιση παρόµοια µε αυτήν της S2, ενώ τέλος η 

S8 παρουσιάζει µετατόπιση προς τα κάτω (µικρότερες τιµές C) και δεξιά (αρχή των 

αξόνων) (Σχήµα 9.27β).  
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(β) 

Σχήµα 9.27. Παραµετρική µεταβολή των χαρακτηριστικών καµπύλων: (α) µε την 

παράµετρο e για β=5, (β) µε την παράµετρο β για e=-0.1  

 

 

 

 



 369

(ii) Παραµετρική µεταβολή των καµπύλων x0-Τ/2 

Στην περίπτωση αυτή, αύξηση της απόλυτης τιµής της e µε σταθερή την τιµή της β, 

επιφέρει µετατόπιση των καµπύλων προς µικρότερες τιµές της περιόδου. Η 

µετατόπιση αυτή είναι µεγαλύτερη στην οικογένεια S8 και µικρότερη στις 

υπόλοιπες (S1, S2 και S7) (Σχήµα 9.28α). Αντίθετα, αύξηση της τιµής της 

παραµέτρου β διατηρώντας την e σταθερή, προκαλεί µετατόπιση των καµπύλων 

προς µεγαλύτερες τιµές της περιόδου (Σχήµα 9.28β).    
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(β) 

Σχήµα 9.28. Παραµετρική µεταβολή των καµπύλων x0-T/2: (α) µε την παράµετρο e 

για β=5, (β) µε την παράµετρο β για e=-0.1  

 

(iii) Παραµετρική µεταβολή των καµπύλων C-Τ/2 

∆ιατηρώντας την παράµετρο β σταθερή και αυξάνοντας απόλυτα την τιµή της e 

παρατηρούµε ότι οι καµπύλες C-T/2 των οικογενειών µετατοπίζονται προς 

µικρότερες τιµές της περιόδου (Σχήµα 9.29α), ενώ διατηρώντας την e σταθερή και 

αυξάνοντας την τιµή της β µετατοπίζονται προς µεγαλύτερες τιµές της περιόδου 

(Σχήµα 9.29β). 
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S8(5)

S7(5)
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S2(16)

S8(16)

S7(16)
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(β) 

Σχήµα 9.29. Παραµετρική µεταβολή των καµπύλων C-T/2: (α) µε την παράµετρο e 

για β=5, (β) µε την παράµετρο β για e=-0.1 

 

(iv) Παραµετρική εξέλιξη των τροχιών  

Όπως παρατηρούµε στα Σχήµατα 9.30α και 9.31α αναφορικά µε τις οικογένειες S1 

και S8, τροχιές που χαρακτηρίζονται από την ίδια τιµή της C και για την αυτή τιµή 

της παραµέτρου β, παρουσιάζουν συρρίκνωση καθώς αυξάνει κατά απόλυτη τιµή η 

παράµετρος e. Παρόµοιες µεταβολές συµβαίνουν και στα υπόλοιπα µέλη-

οικογένειες της οµάδας. Όµως, όταν αυξάνει η τιµή της παραµέτρου β (για ίδια τιµή 

της e), τότε οι µεν τροχιές της οικογένειας S1 συρρικνώνονται (Σχήµα 9.30β), ενώ 

οι τροχιές της S8 και των υπολοίπων µελών της οµάδας διευρύνονται                     

(Σχήµα 9.31β).   
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Σχήµα 9.30. Οικογένεια S1. Παραµετρική µεταβολή ισοενεργειακών  τροχιών  

για C=-4: (α) µε την παράµετρο e, (β) µε την παράµετρο β  
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(α) (β) 

Σχήµα 9.31. Οικογένεια S8. Παραµετρική µεταβολή ισοενεργειακών τροχιών: (α) 

µε την παράµετρο e για C=-4.21, (β) µε την παράµετρο β για C=2.21 

 

9.7 ΟΜΑ∆Α ΤΡΟΧΙΩΝ F2 (οικογένειες S4-S14-S15-S17) 

9.7.1 Μορφή και εξέλιξη των τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής τους 

καµπύλης. Ευστάθεια 

Όλες οι χαρακτηριστικές καµπύλες της οµάδας εξελίσσονται στην περιοχή του 

διαγράµµατος x0-C όπου x0<0, και είναι ανάδροµες διαπλανητικού τύπου. Από 

αυτές, οι χαρακτηριστικές των S4, S14 αναπτύσσουν ένα µέρος στα θετικά C και 

ένα µέρος στα αρνητικά, ενώ οι χαρακτηριστικές των S15, S17 αναπτύσσονται εξ 

ολοκλήρου στις θετικές τιµές των C και παρουσιάζουν ακρότατο (Σχήµα 9.23α). Η 

χαρακτηριστική της S4 εµφανίζει δύο σκέλη τα οποία κατά το ένα άκρο τους (C>0) 

πλησιάζουν πολύ το ένα µε το άλλο µε πιθανή ταύτισή τους, ενώ κατά το άλλο άκρο 
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(C<0) ενώνονται. Είναι πιθανό η χαρακτηριστική της οικογένειας να αυτοκλείεται 

σχηµατίζοντας κλειστή καµπύλη (θηλιά ή βρόχο). Η χαρακτηριστική της 

οικογένειας S14 εµφανίζεται ως µία συνεχής καµπύλη µε µεγάλο σχετικά µήκος και 

σχεδόν σταθερής κλίσης ως προς των άξονα των x0. Κοινό γνώρισµα όλων των 

τροχιών αυτής της οµάδας είναι οι µικρές (S) έως µεσαίες (M) τιµές των 

ηµιπεριόδων τους.  

Οι τροχιές της οικογένειας S4 διαγράφονται έτσι ώστε να παραµένουν έξω από 

αυτές τα primaries P1, P2 και P7 (Σχήµα 9.33α). Οι ηµιπερίοδοί τους κυµαίνονται 

από 0.81 (S) - 2.54 (M). Οι τροχιές της S14 διαγράφονται έτσι ώστε µόνο τα 

primaries Ρ0, P3 και Ρ6 να βρίσκονται στο εσωτερικό τους και συρρικνώνονται όταν 

η σταθερά C ελαττώνεται, καταλήγοντας σε τροχιές κρούσης µε τα P3 και Ρ6 (Σχήµα 

9.32β). Οι τιµές των ηµιπεριόδων αυτών των τροχιών  κυµαίνονται από 0.71 (S) έως 

2.64 (M). Η οικογένεια S15 αποτελείται από τροχιές που εσωκλείουν τα primaries 

P0, P1, P2, P7 (Σχήµα 9.33β) και οι ηµιπεριόδοί τους µε τιµές που κυµαίνονται από 

1.09(S) έως 3.41(Μ). Τέλος οι τροχιές της οικογένειας S17 διαγράφονται γύρω από 

το κεντρικό  σώµα και το Ρ1 (Σχήµα 9.34β) µε µεσαίες ή µεγάλες ηµιπεριόδους (M ή 

L) που κυµαίνονται από 1.19 (S) έως 3.39 (M), όταν δε ελαττώνεται η τιµή της 

σταθεράς C σε κάθε σκέλος της , οι τροχιές συρρικνώνονται. 

Οι τροχιές των οικογενειών S4, S14 (Σχήµα 9.32γ) και S15 παρουσιάζουν µεγάλη 

αστάθεια, ενώ αυτές της οικογένειας S17 για µία µικρή περιοχή τιµών της x0 και 

στην περιοχή του ακροτάτου είναι ευσταθείς και µάλιστα όσο αυξάνεται η σταθερά 

C, αποκτούν και αυτές εξαιρετική αστάθεια (Σχήµα 9.34γ). Να σηµειώσουµε ότι 

στη περίπτωση αυτή εµφανίζονται κρίσιµα σηµεία πρώτου(α=+1) και δεύτερου   

(α=-1)είδους. 

Στον Πίνακα 9.8 παραθέτουµε ενδεικτικά τις τιµές των βασικών µεγεθών µερικών 

τροχιών από κάθε οικογένεια της οµάδας.  
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Σχήµα 9.32. Οικογένεια S14. (α) Χαρακτηριστική καµπύλη µε 

σηµειωµένες τις τροχιές που απεικονίζονται στο διπλανό σχήµα,  

(β) εξέλιξη των τροχιών κατά µήκος της καµπύλης, 

 (γ) διάγραµµα ευστάθειας x0-α 
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Σχήµα 9.33.  Εξέλιξη των τροχιών των οικογενειών: (α) S4, (β) S15 
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(γ) 

Σχήµα 9.34. Οικογένεια S17. (α) Χαρακτηριστική καµπύλη µε 

σηµειωµένες τις τροχιές που απεικονίζονται στο διπλανό σχήµα, 

(β) εξέλιξη των τροχιών κατά µήκος της καµπύλης,  

(γ) διάγραµµα ευστάθειας x0-α 

 

Πίνακας 9.8. Ενδεικτικές τιµές των µεγεθών των απλών περιοδικών τροχιών της 

οµάδας οικογενειών F2 

 C x0 0
y�  xT/2 T/2

y�  T/2 Stability 

2.249999968 -2.498630165 2.513304838 0.894080543 -2.203559044 2.542176626 U 

0.519999980 -2.001980934 2.536282273 0.820507370 -2.506834575 1.876681879   U 

-5.860009699 -1.232605377 3.493590278 0.335577389 -3.728118503 0.813149853   U 

0.539999931 -1.728833843 2.429613993 0.124112045 -2.468513702 1.456956114   U 

S
4

 

2.589999566 -2.435629204 2.393610669 0.108874299 -1.447922302 2.521127123 U 
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3.771269963 -1.006444717 1.637117411 0.888839690 -1.817779949 2.281764047 U 

0.000000046 -0.851980217 2.545859374 0.649843365 -2.591397869 1.123956203    U 
S

1
4

 

-5.620004079 -0.697675324 3.494181519 0.322991563 -3.708623346 0.706604839 U 

4.689979938 -0.899725873 1.334471000 2.551698494 -2.024478907 3.412129696 U 

0.049999938 -0.298689331 2.876199548 1.447804944 -2.616410883 1.097552206    U 

S
1

5
 

3.039999975 -0.126066735 1.942218530 2.196783563 -2.113375024 2.203957694 U 

5.409989956 -0.899895508 1.029938149 1.949833601 -1.210844091 3.399430016 U 

3.049999980 -0.498078857 2.012135005 1.333925796 -2.179304287 1.319447671    U 

S
1

7
 

5.139969964 -0.140102672 1.623546336 1.869568896 -1.261065089 2.416147914 U 

 

 

9.7.2 Παραµετρική µεταβολή των τροχιών και των διαγραµµάτων x0-C, x0-T/2 

και C-T/2  

(i) Παραµετρική µεταβολή των χαρακτηριστικών καµπύλων x0-C 

∆ιατηρώντας την παράµετρο µάζας β σταθερή, παρατηρούµε ότι όταν αυξάνει η 

απόλυτη τιµή της e, η καµπύλη της οικογένειας S4 µετατοπίζεται αφενός µεν προς 

µεγαλύτερες τιµές της C, αφετέρου δε προς τα αριστερά του διαγράµµατος, 

αποµακρυνόµενη από τον άξονα των C. Όσον αφορά στην καµπύλη της S14, 

παρατηρούµε ότι για β=5, 16 και e=-0.1 εµφανίζεται ως µία συνεχής καµπύλη, ενώ 

για β=5 και e=-0.17, -0.27 αλλάζει η µορφή της και µετατρέπεται σε µία ανοιχτή 

«θηλιά» της οποίας τα δύο σκέλη αναπτύσσονται πολύ κοντά το ένα στο άλλο. Είναι 

πολύ πιθανό και σε αυτή την περίπτωση να σχηµατίζεται µία αυτοκλειόµενη 

καµπύλη  (Σχήµα 9.35α-β). Για σταθερή τιµή της παραµέτρου  β, όταν αυξάνεται η 

απόλυτη τιµή της e, µετατοπίζεται προς µεγαλύτερες τιµές της C και προς τα δεξιά 

του φασικού χώρου, ενώ ταυτόχρονα µειώνονται οι διαστάσεις της καµπύλης. 

Παρατηρούµε επίσης ότι για σχετικά µεγάλες απόλυτες τιµές της παραµέτρου e, οι 

χαρακτηριστικές των S4 και S14 αναπτύσσονται  εξ ολοκλήρου σε θετικές τιµές των 

Ιακωβιανών σταθερών C. 
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Η S15 µετατοπίζεται προς τα άνω του διαγράµµατος, ενώ το ακρότατό της 

αποµακρύνεται από την αρχή των αξόνων. Οµοια µετατόπιση υφίσταται και η 

καµπύλη της S17, η οποία όµως δεν εµφανίζεται για β=5 και e=-0.27 (Σχήµα 9.35α). 

Στη συνέχεια, διατηρώντας την τιµή της e σταθερή και αυξάνοντας την τιµή της 

παραµέτρου β, παρατηρούµε ότι η S4 µετατοπίζεται παράλληλα προς τα άνω και 

δεξιά, η S14 προς τα αριστερά, η S15 προς τα κάτω (χαµηλότερες τιµές C) και 

αριστερά µε παράλληλη µικρή µετατόπιση του ακρότατού της και διεύρυνση του 

κοίλου τµήµατός της και η S17 πραγµατοποιεί µετατόπιση όµοια µε αυτήν της S15 

(Σχήµα 9.35β). 
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(β) 

Σχήµα 9.35. Παραµετρική µεταβολή των χαρακτηριστικών καµπύλων: (α) µε την 

παράµετρο e για β=5, (β) µε την παράµετρο β για e=-0.1  

 

(ii) Παραµετρική µεταβολή των καµπύλων x0-Τ/2 

Οι καµπύλες που απεικονίζουν τη µεταβολή της ηµιπεριόδου Τ/2 µε την αρχική 

θέση x0, παρουσιάζουν ακρότατο, εκτός από τις περιπτώσεις της S14, όταν αυτή 

αναπτύσσεται  ως συνεχής καµπύλη. Όταν η παράµετρος της µάζας β διατηρείται 

σταθερή και αυξάνει η απόλυτη τιµή της e, οι καµπύλες των S15 και S17 

µετατοπίζονται προς µεγαλύτερες τιµές της ηµιπεριόδου και ταυτόχρονα το 

ακρότατο τους µετατοπίζεται ελαφρά προς µεγαλύτερες απόλυτες τιµές της x0. Στην  

καµπύλη x0-Τ/2 της S4 σχηµατίζεται βρόχος, ο οποίος µε την αύξηση της απόλυτης 

τιµής της παραµέτρου e συρρικνώνεται και η καµπύλη µετατοπίζεται προς 

µεγαλύτερες απόλυτες τιµές της x0, µε τέτοιο τρόπο ώστε για την ίδια θέση x0 η 

ηµιπερίοδος να ελαττώνεται. Παρόµοιος βρόχος, σχηµατίζεται και στην αντίστοιχη 

καµπύλη της S14 (στην περίπτωση που η S14 εµφανίζει δύο σκέλη), ο οποίος είναι 

δυσδιάκριτος και για αυτό τον λόγο παραθέτουµε στο Σχήµα 9.36β την καµπύλη x0-

T/2 της S14, για β=5 και e=-0.27. Σε αυτή τη περίπτωση όσο αυξάνεται η απόλυτη 
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τιµή της  e, ο βρόχος συρρικνώνεται και η καµπύλη µετατοπίζεται προς µεγαλύτερες 

τιµές της ηµιπεριόδου για την ίδια τιµή της θέσης x0. 

Όταν διατηρείται η παράµετρος e σταθερή και αυξάνεται η β, για την ίδια τιµή της 

θέσης x0 οι καµπύλες των S14, S15 και S17 µετατοπίζονται προς µικρότερες τιµές 

περιόδων, ενώ οι καµπύλες των S4 προς µεγαλύτερες. Όσον αφορά στα ακρότατά 

τους, στην S4 παραµένει σχεδόν στην ίδια τιµή του x0, ενώ στις οικογένειες S15 και 

S17 υπάρχει µια µικρή µετατόπιση προς µεγαλύτερες απόλυτες τιµές του x0                

(Σχήµα 9.36γ). 
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(γ) 

Σχήµα 9.36. (α) Παραµετρική µεταβολή των καµπύλων x0-T/2 µε την παράµετρο e 

για β=5, (β) καµπύλη x0-T/2 της S14 για β=5 και e=-0.27, (γ) παραµετρική  

µεταβολή  των  καµπύλων x0-T/2 µε την παράµετρο β για e=-0.1 
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(iii) Παραµετρική µεταβολή των καµπύλων C-Τ/2 

Θεωρώντας και πάλι το β σταθερό, όταν αυξάνουµε την απόλυτη τιµή της e 

παρατηρούµε ότι οι καµπύλες C-Τ/2 όλων των οικογενειών της οµάδας F2 

(Σχήµατα 9.37α και 9.37γ) µετατοπίζονται προς µεγαλύτερες τιµές της C, ενώ το 

εύρος τιµών των ηµιπεριόδων ελαττώνεται, µε ελάχιστες τιµές οι οποίες 

αυξάνονται. Αν διατηρήσουµε την παράµετρο e σταθερή, η αύξηση της τιµής της β 

επιφέρει στις µεν S4, S14 µετατόπιση προς µεγαλύτερες ηµιπεριόδους για την ίδια 

τιµή C, ενώ στις S15, S17 µετατόπιση προς µικρότερα C µε ταυτόχρονη αύξηση των 

ηµιπεριόδων για την ίδια τιµή της σταθεράς C (Σχήµατα 9.37β και 9.37δ).    
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(δ) 

Σχήµα 9.37. Παραµετρική µεταβολή των καµπύλων C-T/2: (α) και (γ) µε την 

παράµετρο e για β=5, (β) και (δ) µε την παράµετρο β για e=-0.1 

 

(iv) Παραµετρική εξέλιξη των τροχιών   

Όπως παρατηρούµε στα Σχήµατα 9.38 και 9.39 αναφορικά µε τις οικογένειες S14 

και S17, τροχιές που χαρακτηρίζονται από την ίδια τιµή της C και για την αυτή τιµή 

της παραµέτρου β, παρουσιάζουν συρρίκνωση καθώς αυξάνει κατά απόλυτη τιµή η 

παράµετρος e (Σχήµατα 9.38α, 9.39α). Επίσης, όταν αυξάνει η τιµή της παραµέτρου 

β (για ίδια τιµή της e), οι τροχιές διευρύνονται (Σχήµατα 9.38β, 9.39β). Παρόµοιες 

µεταβολές συµβαίνουν και στα υπόλοιπα µέλη-οικογένειες της οµάδας. 
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(α) (β) 

Σχήµα 9.38. Οικογένεια S14. Παραµετρική µεταβολή των τροχιών: (α) µε την 

παράµετρο e για C =3.5, (β) µε την παράµετρο β για C=1.49 
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16x

y

β
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 (β) 

Σχήµα 9.39. Οικογένεια S17. Παραµετρική µεταβολή των τροχιών: (α) µε την 

παράµετρο e (=-0.1,-0.17) για C =5.15, (β) µε την παράµετρο β (=5, 16) για  C=3.5 

 

9.8 ΟΜΑ∆Α ΤΡΟΧΙΩΝ F3 (οικογένειες S9-S10-S13) 

9.8.1 Μορφή και εξέλιξη των τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής τους 

καµπύλης. Ευστάθεια 

Οι χαρακτηριστικές καµπύλες των οικογενειών της οµάδας εξελίσσονται στην 

περιοχή του διαγράµµατος x0-C όπου x0<0 (Σχήµα 9.23α). Από αυτές, οι οικογένειες 

S9 και S10 εξελίσσονται εξ ολοκλήρου στα θετικά C. Τέλος η S13 παρουσιάζει 

οµαλή εξέλιξη µε µεγάλη κλίση ως προς τον άξονα των x0. Οι τροχιές και των τριών 

οικογενειών είναι ανάδροµες διαπλανητικού τύπου. Από αυτές, οι τροχιές της 

οικογένειας S9 διαγράφονται γύρω από το κεντρικό P0 και τα περιφερειακά P4, P5 
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(Σχήµατα 9.40β και γ) µε ηµιπεριόδους που κυµαίνονται από 1.24 (S) – 4.52 (L) 

(µικρές έως πολύ µεγάλες). Η χαρακτηριστική της οικογένειας σχηµατίζει ανοιχτή 

«θηλιά», µε τα ανοιχτά άκρα της να βρίσκονται στις υψηλότερες τιµές C της 

οικογένειας, ενώ είναι πιθανό να ενώνονται κι αυτά (αυτοκλειόµενη) (Σχήµα 9.40α). 

Οι τροχιές της οικογένειας S10 διαγράφονται γύρω από τα περιφερειακά P4, P5 

(Σχήµα 9.41β και γ) οι δε ηµιπερίοδοί τους µεταβάλλονται από 0.40 (VS) - 2.31(S). 

Η χαρακτηριστική της παρουσιάζει παρόµοια µορφή µε την προηγούµενη 

οικογένεια, µε τα άκρα της όµως να βρίσκονται στις χαµηλότερες τιµές C της 

οικογένειας. Ενδέχεται τα δύο σκέλη στο ανοιχτό άκρο τους να συνεχίσουν να 

εξελίσσονται ανεξάρτητα, προσεγγίζοντας ταυτόχρονα ασυµπτωτικά το ένα το 

άλλο. Τέλος οι τροχιές της S13 περικλείουν όλα τα primaries πλην των  P4, P5 

(Σχήµα 9.42) και οι ηµιπερίοδοί τους παρουσιάζουν εύρος τιµών από 1.03 (S) έως 

4.92 (L).   

Οι τροχιές της οικογένειας S13 παρουσιάζουν µεγάλη αστάθεια, ενώ για αυτές των 

S9 (Σχήµα 9.40δ) και S10 (Σχήµα 9.41δ) στην περιοχή των ακροτάτων τους ως προς 

C, υπάρχει µία µικρή περιοχή ευσταθών τροχιών, όπως διακρίνουµε στα αντίστοιχα 

διαγράµµατα (C-α). Να σηµειώσουµε ότι στις δύο τελευταίες περιπτώσεις 

εµφανίζονται κρίσιµες περιοδικές τροχιές πρώτου και δεύτερου είδους. 

Στον Πίνακα 9.9 παραθέτουµε ενδεικτικά τις τιµές των βασικών µεγεθών µερικών 

τροχιών από κάθε οικογένεια της οµάδας.  
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(δ) 

Σχήµα 9.40. Οικογένεια S9. (α) Χαρακτηριστική καµπύλη µε 

σηµειωµένες της τροχιές που απεικονίζονται στο διπλανό σχήµα, 

 (β)-(γ) εξέλιξη των τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής, 

 (δ) διάγραµµα ευστάθειας C-α 
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Σχήµα 9.41. Οικογένεια S10. (α) Χαρακτηριστική καµπύλη µε 

σηµειωµένες τις τροχιές που απεικονίζονται στο διπλανό σχήµα,  

(β)-(γ) εξέλιξη των τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής,  

(δ) διάγραµµα ευστάθειας C-α 
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Σχήµα 9.42. Εξέλιξη των τροχιών της οικογένειας S13 κατά µήκος της 

χαρακτηριστικής 

 

Πίνακας 9.9. Ενδεικτικές τιµές των µεγεθών των απλών περιοδικών τροχιών της 

οµάδας οικογενειών F3 

 C x0 0
y�  xT/2 T/2

y�  T/2 Stability 

4.966179949 -2.261325017 1.652428608 0.861789281 -1.406305077 3.298957284 U 

3.199999982 -1.915255722 1.886266087 0.740798785 -1.866253296 2.092658325    U 

1.905919973 -1.484222595 2.088444506 0.378551401 -2.414640946 1.279813337    S 

3.199959987 -1.801427769 1.829782172 0.165969817 -2.329098518 1.680677361    U 

4.379229966 -2.129714725 1.706175746 0.138942867 -1.826126881 2.396049111 U 

S
9

 

5.779119703 -2.292455318 1.421947199 0.117773046 -0.420637076 4.304020474 U 

1.284019686 -1.255894750 2.246657490 -0.112523526 -1.993826058 0.704812973 U 

3.409969988 -1.628873535 1.710979287 -0.147516301 -2.168690794 1.309849182    U 

4.609209995 -2.085651070 1.599389837 -0.244538175 -2.029433199 2.259365660    U 

4.255099993 -1.874184448 1.555953970 -0.423858196 -1.789757133 1.744461448    U 

3.641989870 -1.349114654 1.625867790 -0.765837966 -1.697083388 0.684455227    U 

S
1

0
 

0.971992441 -1.179710937 2.324800554 -0.905049154 -2.344753004 0.400609963 U 

-4.880009442 -0.749083830 3.378625121 1.306295416 -3.623694140 1.030498269 U 

-0.000000020 -0.990402588 2.540679493 2.220828401 -2.753232971 2.083229318    U 

S
1

3
 

5.709999811 -1.243142032 0.793048462 3.035108011 -2.323717234 4.920601463 U 
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9.8.2 Παραµετρική µεταβολή των τροχιών και των διαγραµµάτων x0-C, x0-T/2 

και C-T/2  

(i) Παραµετρική µεταβολή των χαρακτηριστικών καµπύλων x0-C 

Αύξηση της απόλυτης τιµής της e µε σταθερή τιµή της β, επιφέρει στην καµπύλη 

της S9 µετατόπιση προς τα αριστερά και άνω του διαγράµµατος µε ταυτόχρονη 

συρρίκνωση της θηλιάς, στην S10 µετατόπιση προς τα δεξιά µε ταυτόχρονη 

διεύρυνση της θηλιάς, αλλά και µε τέτοιο τρόπο ώστε το εύρος τιµών της σταθεράς 

C να παραµένει σχεδόν ίδιο, και τέλος στην S13 µετατόπιση προς τα δεξιά του 

διαγράµµατος µε τρόπο τέτοιο ώστε για την ίδια θέση x0, η τιµή της σταθεράς C να 

αυξάνεται (Σχήµα 9.43α).  

Αύξηση της β µε σταθερή τιµή της e, έχει ως αποτέλεσµα τη µετατόπιση της 

καµπύλης της S9 προς τα κάτω και δεξιά του φασικού χώρου, µε ταυτόχρονη 

διεύρυνση της θηλιάς. Η αντίστοιχη καµπύλη της S10 µετατοπίζεται στο 

µεγαλύτερο µέρος της, ελαφρώς σε πιο µικρές τιµές της σταθεράς C και εξελίσσεται 

στο ίδιο σχεδόν διάστηµα τιµών των θέσεων x0 και τέλος για την καµπύλη της  S13 

παρατηρούµε µία µετατόπιση προς τα αριστερά του διαγράµµατος µε τρόπο τέτοιο 

ώστε για την ίδια θέση x0, η τιµή της σταθεράς C να ελαττώνεται (Σχήµα 9.43β). 
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Σχήµα 9.43. Παραµετρική µεταβολή των χαρακτηριστικών καµπύλων: (α) µε την 

παράµετρο e για β=5, (β) µε την παράµετρο β για e=-0.1  

 

(ii) Παραµετρική µεταβολή των καµπύλων x0-Τ/2 

Στα διαγράµµατα x0-Τ/2 όπου παρουσιάζεται συνολικά η παραµετρική εξέλιξη των 

οικογενειών της οµάδας, δεν γίνονται αντιληπτές κάποιες λεπτοµέρειες των 

καµπύλων αυτών. Έτσι στο Σχήµα 9.44α παρουσιάζουµε µόνη της την καµπύλη x0-

Τ/2 της S9, όπου ενδεικτικά επιλέξαµε την περίπτωση για β=5 και e=-0.27, ενώ στο 

Σχήµα 9.44β παρουσιάζουµε την αντίστοιχη καµπύλη της S10 για την περίπτωση µε 

e=-0.1και β=5. Και για τις δύο αυτές καµπύλες παρατηρούµε ότι τα δύο σκέλη τους 

τέµνονται και δηµιουργούν βρόχους, την παραµετρική εξέλιξη των οποίων θα 

εξετάσουµε παρακάτω. 
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Σχήµα 9.44. Καµπύλες x0-T/2: (α) της οικογένειας S9 για β=5, 

e=-0.27 (β) της οικογένειας S10 για β=5, e=-0.1 

 

∆ιατηρώντας σταθερή την παράµετρο µάζας β και αυξάνοντας την απόλυτη τιµή της 

παραµέτρου Manev e, παρατηρούµε ότι η καµπύλη x0-Τ/2 της οικογένειας S9, η 

οποία παρουσιάζει ακρότατο ακριβώς εκεί όπου παρουσιάζεται το ακρότατό της και 

στο αντίστοιχο διάγραµµα x0-C, εµφανίζει µία µετατόπιση προς τα αριστερά και 

άνω του διαγράµµατος. Από τη µελέτη µας προέκυψε, ότι για µικρές τιµές της e 

(κατά απόλυτη τιµή), η  καµπύλη x0-Τ/2 της S9 έχει τη µορφή ανοιχτής «θηλιάς», η 

οποία στην εξέλιξη της σχηµατίζει βρόχο που συνεχώς συρρικνώνεται (Σχήµα 

9.45α). Παρατηρούµε επίσης ότι όσο αυξάνεται κατά απόλυτη τιµή η παράµετρος e, 

το εύρος τιµών της περιόδου της S9 µειώνεται µε ελάχιστες και µέγιστες τιµές που 

αυξάνονται. Για την αντίστοιχη καµπύλη της S10 παρατηρούµε µία µετατόπιση 

προς τα κάτω και δεξιά του διαγράµµατος, µε το εύρος των τιµών της περιόδου να 

µειώνεται αλλά µε  ελάχιστες και µέγιστες τιµές που µειώνονται κι αυτές. Για 

µικρές τιµές της παραµέτρου e (κατά απόλυτη τιµή) η καµπύλη εµφανίζει ένα 

βρόχο, ο οποίος εξοµαλύνεται και καταλήγει σε ανοιχτή «θηλιά», καθώς αυξάνεται 

η απόλυτη τιµή της παραµέτρου e. Τέλος για την S13, παρατηρούµε µία ελαφρά 

µετατόπιση  προς τα δεξιά του διαγράµµατος, µε αποτέλεσµα να έχουµε για την ίδια 

θέση x0 λίγο µεγαλύτερες  τιµές περιόδου (Σχήµα 9.45α).  

∆ιατηρώντας σταθερή την παράµετρο Manev e και αυξάνοντας την παράµετρο β, 

παρατηρούµε ότι η καµπύλη x0-Τ/2 της οικογένειας S9, εµφανίζει µία µετατόπιση 

προς τα κάτω και δεξιά του διαγράµµατος. Από τη µελέτη µας προέκυψε, ότι για 
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µικρές τιµές της παραµέτρου µάζας  β η καµπύλη εµφανίζει ένα βρόχο, ο οποίος 

όσο αυξάνεται η τιµή της β, εξοµαλύνεται και καταλήγει σε ανοιχτή «θηλιά» 

(Σχήµα 9.45β). Παρατηρούµε επίσης ότι όσο αυξάνεται η παράµετρος β, το εύρος 

τιµών της περιόδου της S9 µειώνεται µε ελάχιστες και µέγιστες τιµές που 

µειώνονται κι αυτές. Για την αντίστοιχη καµπύλη της S10 παρατηρούµε µία 

µετατόπιση προς µεγαλύτερες τιµές της περιόδου (πράσινες καµπύλες του Σχήµατος 

9.45β). Από τη µελέτη µας προέκυψε, ότι για µικρές τιµές της παραµέτρου µάζας β 

έχει τη µορφή ανοιχτής «θηλιάς», η οποία στην εξέλιξη της σχηµατίζει βρόχο που 

συνεχώς διευρύνεται (Σχήµα 9.44α). Τέλος για τις  αντίστοιχες καµπύλες της 

οικογένειας S13, παρατηρούµε ότι µετατοπίζονται προς την κάτω αριστερά περιοχή 

του διαγράµµατος, µε αποτέλεσµα να έχουµε για την ίδια θέση x0 µικρότερες τιµές 

περιόδου, χωρίς ωστόσο να µεταβάλλεται σηµαντικά το εύρος τιµών της         

(Σχήµα 9.45β). 
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Σχήµα 9.45. Παραµετρική µεταβολή των καµπύλων x0-T/2: (α) µε 

την παράµετρο e για β=5, (β) µε την παράµετρο β για e=-0.1 

 

(iii) Παραµετρική µεταβολή των καµπύλων C-Τ/2 

Μεταβάλλοντας την παράµετρο e και διατηρώντας σταθερή την παράµετρο β, 

παρατηρούµε ότι οι καµπύλες C-Τ/2 της οικογένειας S9, οι οποίες παρουσιάζουν 

ακρότατο ακριβώς εκεί που παρουσιάζεται το ακρότατο και στο αντίστοιχο 

διάγραµµα x0-C, µετατοπίζονται προς τα άνω δεξιά του διαγράµµατος C-Τ/2, µε 

ταυτόχροη στένωση της ανοιχτής «θηλιάς» που σχηµατίζεται. Για σχετικά µεγάλες 

τιµές της παραµέτρου e (κατά απόλυτη  τιµή) το ακρότατο τους έχει µετατοπισθει 

σε αισθητά υψηλότερες τιµές της Ιακωβιανής σταθεράς, ενώ τόσο για την σταθερά 

C, όσο και για την ηµιπερίοδο Τ/2, έχει µειωθεί αισθητά το εύρος των τιµών τους 

και κατ’ επέκταση οι διαστάσεις της καµπύλης. Οι καµπύλες C-Τ/2 της οικογένειας 

S10, σχηµατίζουν κι αυτές ανοιχτή «θηλιά», στα ανοιχτά άκρα της οποίας 

παρουσιάζεται µια ελαφρά µετατόπιση προς υψηλότερες τιµές της ηµιπεριόδου Τ/2 

για την ίδια τιµή της σταθεράς C, ενώ στην περιοχή του ακρότατου της θηλιάς η 

µετατόπιση αυτή γίνεται πολύ πιο έντονη.  
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Για τις αντίστοιχες καµπύλες της οικογένειας S13 παρατηρείται µία µικρή 

µετατόπιση προς µικρότερες τιµές της ηµιπεριόδου, για την ίδια τιµή της σταθεράς 

C, ενώ οι τιµές τόσο της ηµιπεριόδου, όσο και της C, δε µεταβάλλονται σηµαντικά. 

Ειδικότερα για τα τµήµατα των καµπύλων που αναπτύσσονται στις αρνητικές τιµές 

της C η µετατόπιση αυτή είναι ανεπαίσθητη, ενώ γίνεται εντονότερη στα τµήµατα 

των καµπύλων που αναπτύσσονται στις θετικές τιµές της C (Σχήµα 9.46α). 

∆ιατηρώντας την παράµετρο e σταθερή και αυξάνοντας την παράµετρο β, 

παρατηρούµε ότι η καµπύλη C-Τ/2 της οικογένειας S9 µετατοπίζεται προς τα 

αριστερά του διαγράµµατος, µε τέτοιο τρόπο ώστε να αναπτύσσεται σε µικρότερες 

τιµές της C, ενώ η ηµιπερίοδος ελαττώνεται αισθητά στη περιοχή των ανοιχτών 

άκρων της σχηµατιζόµενης «θηλιάς» και λιγότερο κοντά στη περιοχή του 

ακρότατου της καµπύλης.  

Οι καµπύλες της οικογένειας S10 µετατοπίζονται προς µεγαλύτερες τιµές της 

ηµιπεριόδου για την ίδια τιµή της σταθεράς C και αυτή η µετατόπιση είναι 

εντονότερη στην περιοχή του ακρότατου της καµπύλης. 

Για τις καµπύλες C-T/2 της οικογένεια S13 παρατηρούµε τη µετατόπισή τους προς 

µεγαλύτερες τιµές της ηµιπεριόδου για την ίδια τιµή της σταθεράς C. Όπως και στον 

προηγούµενο τρόπο παραµετρικής µεταβολής, έτσι κι εδώ, για τα τµήµατα των 

καµπύλων που αναπτύσσονται στις αρνητικές τιµές της  C η µετατόπιση αυτή είναι 

ανεπαίσθητη, ενώ γίνεται εντονότερη στα τµήµατα των καµπύλων που 

αναπτύσσονται στις θετικές τιµές της C (Σχήµα 9.46β). 
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Σχήµα 9.46. Παραµετρική µεταβολή των καµπύλων C-T/2: (α) µε την παράµετρο e 

για β=5, (β) µε την παράµετρο β για e=-0.1 

 

(iv) Παραµετρική εξέλιξη των τροχιών  

Μελετώντας την παραµετρική µεταβολή των διαγραµµάτων x0-C για σταθερή τιµή 

της παραµέτρου µάζας β όταν αυξάνεται κατά απόλυτη τιµή η τιµή της παραµέτρου 
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e, παρατηρήσαµε ότι οι χαρακτηριστικές καµπύλες της οικογένειας S9 

µετατοπίζονται προς µεγαλύτερες τιµές της σταθεράς C. Επειδή για σχετικά µεγάλες 

απόλυτες τιµές της παραµέτρου e, η µετατόπιση αυτή είναι τόσο µεγάλη, ώστε να 

µην είναι δυνατή η απεικόνιση της παραµετρικής εξέλιξης ισοενεργειακών τροχιών, 

χρησιµοποιήσαµε επικουρικά την τιµή e=-0.23 αντί της e=-0.27 (Σχήµα 9.46α). 

Όπως παρατηρούµε στα Σχήµατα 9.47α και 9.48α αναφορικά µε τις οικογένειες S9 

και S10, τροχιές που χαρακτηρίζονται από την ίδια τιµή της C και για την αυτή τιµή 

της παραµέτρου β, παρουσιάζουν συρρίκνωση όταν αυξάνει η απόλυτη τιµή της 

παραµέτρου e. Αντίθετα όταν διατηρούµε την e σταθερή και µεταβάλλουµε την 

παράµετρο β, τότε, αύξηση της β δηµιουργεί διεύρυνση της τροχιάς (Σχήµατα 9.47β 

και 9.48β). Παρόµοιες µεταβολές παρατηρούνται και στις τροχιές της οικογένειας 

S13. 
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Σχήµα 9.47. Οικογένεια S9. Παραµετρική µεταβολή των τροχιών: (α) µε την 

παράµετρο e για C=4, (β) µε την παράµετρο β για C=2.0 
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Σχήµα 9.48. Οικογένεια S10. Παραµετρική µεταβολή των τροχιών: (α) µε την 

παράµετρο e για  C=-3.49, (β) µε την παράµετρο β για C=-3.49 

 

9.9 ΟΜΑ∆Α ΤΡΟΧΙΩΝ F4 (οικογένειες S41-S43-S44-S45-S46) 

9.9.1 Μορφή και εξέλιξη των τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής τους 

καµπύλης. Ευστάθεια 

Πρόκειται για την οµάδα χαρακτηριστικών καµπύλων που συναντήσαµε και στη 

βαρυτική περίπτωση και η οποία εξελίσσεται µέσα στην περιοχή R1 (παράγραφος 

9.2.2.1 σχήµα 9.7). Υπενθυµίζουµε ότι οι χαρακτηριστικές καµπύλες της οµάδας 

εξελίσσονται στην περιοχή του διαγράµµατος x0-C, όπου x0<0, C>0 και ότι οι 

τροχιές που προκύπτουν είναι ανάδροµες, διαπλανητικού τύπου. Κοινό 

χαρακτηριστικό αυτών των οικογενειών, είναι ότι σχηµατίζουν πάντα άρτιο πλήθος 

βρόχων γύρω από αντίστοιχα περιφερειακά primaries, λόγω της συµµετρίας ως προς 

τον άξονα των x0  και ότι οι βρόχοι καθίστανται πιο κλειστοί όσο η σταθερά C 

αυξάνεται. 

Για την ίδια παράµετρο µάζας β και µεταβάλλοντας την παράµετρο e, παρατηρούµε 

σηµαντικές αλλαγές που συµβαίνουν στις οικογένειες αυτής της οµάδας. Έτσι, για    

e =-0.1 εµφανίζεται η οικογένεια S41, η οποία παύει να υφίσταται για e = -0.17 και  

e =-0.27. Αντίθετα, η οικογένεια S43  υπάρχει µεν για όλες τις τιµές της 

παραµέτρου e που µελετήσαµε, όµως ενώ για e=-0.1 εµφανίζεται ως µία απλή, 

οµαλή καµπύλη, για e =-0.17 και -0.27 συστρέφεται σχηµατίζοντας µία ανοιχτή 

«θηλιά». Τέλος, οι οικογένειες S44, S45 και S46 εµφανίζονται σε όλες τις 

περιπτώσεις που εξετάσαµε και µάλιστα παρουσιάζουν την ίδια µορφή.  
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Ενδιαφέρον παρουσιάζει επίσης η περίπτωση µεταβολής της παραµέτρου µάζας β 

όταν διατηρούµε σταθερή την τιµή της παραµέτρου Manev e (=-0.1), όπου 

διαπιστώσαµε ότι για β=16, e=-0.1 έχουν χαθεί όλες οι οικογένειες εκτός από τις 

S41 και  S46. 

Για τη µελέτη της εξέλιξης των τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής καµπύλης 

κάποιων οικογενειών αυτής της οµάδας, επιλέξαµε τις τιµές β=5, e= -0.27, εκτός 

από τις τροχιές της οικογένειας S41, όπου θεωρήσαµε τις τιµές β=5, e= -0.1, για 

τους λόγους που αναφέραµε προηγουµένως. Στα διαγράµµατα όπου εξετάζεται η 

παραµετρική µεταβολή διάφορων χαρακτηριστικών µεγεθών των οικογενειών της 

οµάδας όταν η παράµετρος µάζας β παραµένει σταθερή, επιλέξαµε τις τιµές         

e=-0.17 και -0.27. 

Για λόγους ευκρίνειας των σχηµάτων, στην οµάδα τροχιών F4 συµπεριλάβαµε µόνο 

τις οικογένειες S41, S43, S44, S45 και S46 (οι οποίες σηµειωτέον εµφανίζονται και 

στη βαρυτική περίπτωση· βλέπε Πίνακα 9.1α) και παραλείψαµε σκόπιµα τις 

υπόλοιπες οικογένειες που εντοπίσαµε στην ίδια περιοχή. Σηµειώνουµε επίσης ότι 

κάποιες οικογένειες της οµάδας αυτής, για διάφορα ζεύγη τιµών των παραµέτρων e 

και β, άλλοτε εµφανίζονται και άλλοτε όχι. Ενδεικτικά αναφέρουµε ότι για e=-0.1  

εµφανίζονται εκτός των όσων έχουµε αναφέρει έως τώρα και οι οικογένειες S43Β, 

S44Α και S44Β, ενώ για e=-0.27 παύει να υπάρχει η S44Β και υφίστανται όλες οι 

υπόλοιπες καθώς και δύο επιπλέον νέες οικογένειες που τις αναφέρουµε ως  S43A 

και S45A.  

Οι τροχιές της οικογένειας S41 σχηµατίζουν δύο βρόχους οι οποίοι περιβάλλουν τα 

primaries P4 και P5 ενώ τα υπόλοιπα primaries συµπεριλαµβανοµένου και του 

κεντρικού παραµένουν εκτός τροχιάς. Παρατηρούµε ότι οι θέσεις των τροχιών 

αυτών κατά την διάρκεια όλης της  περιόδου έχουν x0 < 0 (Σχήµα 9.49β) και οι 

ηµιπερίοδοι τους κυµαίνονται από 3.72 (Μ) µέχρι 5.84 (L). Τέλος, από το 

διάγραµµα ευστάθειας x0-α του Σχήµατος 9.49γ  διαπιστώνουµε την έντονα ασταθή 

συµπεριφορά τους. 
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Σχήµα 9.49. Οικογένεια S41 για β=5, e=-0.1.  

(α) Χαρακτηριστική καµπύλη µε σηµειωµένες τις τροχιές 

που απεικονίζονται στο διπλανό σχήµα,  

(β) εξέλιξη των τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής,  

(γ) διάγραµµα ευστάθειας x0-α 
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Οι τροχιές της οικογένειας S43 σχηµατίζουν επίσης δύο βρόχους περί τα primaries 

P4 και P5, όµως στην περίπτωση αυτή, το κεντρικό primary P0 βρίσκεται στο 

εσωτερικό της τροχιάς (Σχήµα 9.50β). Οι ηµιπερίοδοι αυτών των τροχιών 

µεταβάλλονται από 4.42 (L) µέχρι 4.75(L), ενώ από το διάγραµµα ευστάθειας x0-α 

αυτής της οικογένειας παρατηρούµε ότι υπάρχει µία µικρή περιοχή αρχικών 

συνθηκών, κοντά στο ακρότατο της, από την οποία προκύπτουν ευσταθείς τροχιές, 

ενώ από το υπόλοιπο τµήµα της χαρακτηριστικής προκύπτουν ασταθείς τροχιές 

(Σχήµα 9.50γ).   
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Σχήµα 9.50. Οικογένεια S43 για β=5, e=-0.27.  

(α) Χαρακτηριστική καµπύλη µε σηµειωµένες τις τροχιές 

που απεικονίζονται στο διπλανό σχήµα,  

(β) εξέλιξη των τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής,  

(γ) διάγραµµα ευστάθειας x0-α 

 

Οι τροχιές της οικογένειας S44 είναι ασταθείς και σχηµατίζουν τέσσερις βρόχους 

περί τα primaries P3, P4, P5, P6, ενώ  περικλείουν όλα τα υπόλοιπα (Σχήµα 9.51α). Οι 

ηµιπερίοδοι τους κυµαίνονται από 6.52(L) µέχρι 8.41 (VL).  

Η οικογένεια S45 αποτελείται από ασταθείς τροχιές που η κάθε µία σχηµατίζει 

τέσσερις βρόχους περί τα primaries P2, P4, P5 και P7. Εντός των τροχιών είναι όλα τα 

primaries του σχηµατισµού (Σχήµα 9.51β) και οι ηµιπερίοδοι τους µεταβάλλονται 

µεταξύ των τιµών 7.03 (L) και 8.50 (VL).  

-3.2

0

3.2

-3.2 0 3.2

y

x
5.820

5.580

C

 

-2.5

0

2.5

-2.5 0 2.5

y

x
5.620

5.475

C

 

(α) (β) 



 402

Σχήµα 9.51. Εξέλιξη για β=5, e=-0.27 των τροχιών των οικογενειών:  

(α) S44, (β) S45 

 

Κάθε τροχιά της οικογένειας S46 διαγράφει δύο βρόχους περί τα γειτονικά 

primaries P4 και P5 και ταυτόχρονα περικλείει όλα τα υπόλοιπα σώµατα (Σχήµα 

9.52β), µε ηµιπερίοδους που έχουν τιµές από 5.36 (L) µέχρι 5.96 (L). Από το 

διάγραµµα ευστάθειας x0-α (Σχήµα 9.52γ) διαπιστώνουµε τον ασταθή χαρακτήρα 

αυτών των τροχιών. 

Στον Πίνακα 9.10 παραθέτουµε ενδεικτικά τις τιµές των βασικών µεγεθών µερικών 

τροχιών από κάθε οικογένεια της οµάδας F4.  
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Σχήµα 9.52. Οικογένεια S46 για β=5, e=-0.27. 

 (α) Χαρακτηριστική καµπύλη µε σηµειωµένες τις τροχιές που 

απεικονίζονται στο διπλανό σχήµα,  
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(β) εξέλιξη των τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής, 

 (γ) διάγραµµα ευστάθειας x0-α 

 

 

Πίνακας 9.10. Ενδεικτικές τιµές των µεγεθών των απλών περιοδικών τροχιών της 

οµάδας οικογενειών F4 

 C x0 0
y�  xT/2 T/2

y�  T/2 Stability 

5.990088684 -2.201521790 1.230790308 -0.564278012 -0.935505484 4.676401913 U 

5.480149855 -2.162394070 1.380456757 -0.441488571 -1.372030230 4.040602665 U 

5.169169980 -2.112280838 1.439312239 -0.363399712 -1.633643395 4.743834109 U 

5.223009987 -2.152281400 1.460426872 -0.254377301 -1.854206030 5.841164105 U S
4

1
(-

0
.1

) 

5.666113122 -2.124631989 1.268707932 -0.189678874 -1.789960391 3.725096437 U 

6.469955512 -2.231643463 1.343038524 0.554730252 -0.836737773 4.485472742 U 

6.199959697 -2.210788876 1.418954516 0.551746815 -0.981840003 4.418055286    U 

S
4

3
(-

0
.2

7
) 

5.869979960 -2.185030228 1.506992763 0.592481201 -1.171189080 4.748471268     U 

6.019956014 -2.004855332 1.297473214 2.924350037 -2.242690446 6.523528247 U 

5.819980050 -2.025478678 1.388218547 2.992143944 -2.360749124 7.033906541    U 

S
4

4
(-

0
. 
2

7
) 

5.579969910 -2.152720398 1.572769548 3.045066451 -2.467705875 8.408358036 U 

5.474969933 -2.053344204 1.527726143 2.384425405 -1.815531454 8.499113246 U 

5.620009839 -1.935515556 1.396102658 2.345320973 -1.738020909 7.602068900    U 

S
4

5
(-

0
.2

7
) 

5.796999881 -1.871195351 1.290675308 2.301226961 -1.644078172 7.025671941 U 

5.449969971 -1.872574036 1.419492804 3.649046244 -3.140543349 5.958806444 U 

5.605019902 -1.765151331 1.312770450 3.606355752 -3.069517429 5.577364965    U 

S
4

6
(-

0
. 
2

7
) 

5.733009715 -1.699074426 1.240424015 3.571817360 -3.010919151 5.368186644 U 

 

Στη συνέχεια θα αναφερθούµε συνοπτικά στις οικογένειες που δεν 

συµπεριλαµβάνονται στα διαγράµµατα παραµετρικής εξέλιξης προκειµένου να 

καταστεί πληρέστερη η αποτύπωση των τροχιών της περιοχής. Οι χαρακτηριστικές 
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καµπύλες τους είναι απλές οµαλές καµπύλες, που αναπτύσσονται µε πανοµοιότυπο 

τρόπο και προσανατολισµό, όπως κι οι υπόλοιπες απλές καµπύλες της οµάδας (S44, 

S45, S46). Εξετάσαµε την εξέλιξη τους κατά µήκος της χαρακτηριστικής καµπύλης 

τους για τις τιµές β=5, e=-0.27 εκτός της S44B που δεν εµφανίζεται για αυτές τις 

τιµές και την εξετάζουµε για β=5, e=-0.1. 

Οι τροχιές της οικογένειας S43Α σχηµατίζουν δύο βρόχους οι οποίοι περιβάλλουν 

τα primaries P4 και P5 ενώ τα υπόλοιπα primaries εκτός  του κεντρικού P0 και του P1 

παραµένουν εκτός τροχιάς (Σχήµα 9.53α). Οι ηµιπερίοδοι τους κυµαίνονται από 

5.38 (L) – 6.37 (L).  

Τα µέλη της οικογένειας S43Β σχηµατίζουν τέσσερις βρόχους περί τα primaries P2 , 

P4, P5 και P7, ενώ τα υπόλοιπα primaries εκτός του κεντρικού P0 και του P1 

παραµένουν εκτός τροχιάς όπως και στην προηγούµενη περίπτωση (Σχήµα 9.53β). 

Οι ηµιπερίοδοι τους µεταβάλλονται από 6.50 (L) µέχρι 9.29(VL). 

Οι τροχιές της οικογένειας S44Α περικλείουν όλα τα primaries και µάλιστα 

σχηµατίζουν βρόχους γύρω από όλα εκτός του P1 (Σχήµα 9.53γ). Οι ηµιπερίοδοι 

τους  κυµαίνονται από 8.10(VL) µέχρι 11.15(VL). 

Όσον αφορά στις τροχιές της οικογένειας S45Α, παρατηρούµε ότι διαγράφουν δύο 

βρόχους γύρω από τα γειτονικά primaries P4 και P5, αφήνοντας εκτός τροχιάς τα P1, 

P2, P7  και περικλείοντας όλα τα υπόλοιπα (Σχήµα 9.53δ). Οι ηµιπερίοδοι έχουν 

τιµές από 5.64  (L) µέχρι 5.89 (L).  

Τέλος για την οικογένεια S44Β παρατηρούµε ότι αποτελείται από τροχιές οι οποίες 

σχηµατίζουν δύο βρόχους περί τα primaries P4 και P5. Εκτός τροχιάς παραµένουν τα 

primaries P3 και P6, ενώ τα υπόλοιπα περικλείονται  στην τροχιά (Σχήµα 9.53ε). Οι 

ηµιπερίοδοι µεταβάλλονται µεταξύ των τιµών 6.29 (L) και 6.32 (L).  

Από τη µελέτη της ευστάθειας των παραπάνω τροχιών, προέκυψε ότι πρόκειται για 

ασταθείς τροχιές εκτός της περίπτωσης της οικογένειας S43A, όπου ανιχνεύσαµε 

µια µικρή περιοχή ευσταθών τροχιών. 

Στον Πίνακα 9.11 που ακολουθεί, παραθέτουµε ενδεικτικά τις τιµές των βασικών 

µεγεθών των τροχιών από κάθε οικογένεια που συµπληρώνουν τις οικογένειες της 

οµάδας F4. 
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Σχήµα 9.53. Εξέλιξη των τροχιών κατά µήκος των 

χαρακτηριστικών των οικογενειών: (α) S43A, (β) S43B,  (γ) S44A, 

(δ) S45Α για β=5 και e =-0.27 και (ε) S44Β, για β=5 και e =-0.1 
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Πίνακας 9.11. Ενδεικτικές τιµές των µεγεθών των απλών περιοδικών τροχιών των 

οικογενειών που συµπληρώνουν τις οικογένειες της οµάδας F4 

 C x0 0
y�  xT/2 T/2

y�  T/2 Stability 

5.701999931 -2.217846205 1.591110532 1.926112254 -1.383388308 6.369403485 
U 

6.044979801 -2.166740037 1.430408643 2.015452860 -1.312925412 5.402324377 
U 

S
4

3
Α

(-
0

.2
7

) 

6.284990210 -2.182407862 1.359698607 2.067763485 -1.261672855 5.417818367 
U 

5.667010017 -2.213012411 1.597729642 2.559715852 -1.936402155 9.289608366 
U 

6.009979605 -2.121166153 1.400673312 2.518715088 -1.801958913 7.074467652 
   U 

S
4

3
Β

(-
0

.2
7

) 

6.360014040 -2.094816955 1.243568648 2.481406468 -1.660200986 6.504866808 
   U 

5.574969864 -2.045718872 1.488870511 2.429637757 -1.831195147 11.150299602 
U 

5.594019899 -2.049323841 1.485191593 2.437605246 -1.833741094 10.454664178 
   U 

S
4

4
Α

(-
0

. 
2

7
) 

6.009981051 -1.936631645 1.249453245 2.357579194 -1.634339047 8.100626489 
U 

5.549969940 -2.032086176 1.487122708 0.849086859 -1.565858273 5.891899835 
U 

5.599969939 -1.995350258 1.443552002 0.848795478 -1.549249477 5.713117691 
   U 

S
4

5
Α

(-
0

.2
7

) 

5.629969932 -1.978549801 1.421314751 0.848651565 -1.539258550 5.638348061 
U 

5.201034775 -1.965534012 1.290865720 2.632152300 -1.982566545 6.291209299 
U 

5.236160983 -1.956695480 1.269358183 2.633912593 -1.975639817 6.258722042 
   U 

S
4

4
Β

(-
0

. 
1

) 

5.447971550 -1.899218750 1.130149563 2.656178334 -1.946685677 6.316618917 
U 

 

9.9.2 Παραµετρική µεταβολή των τροχιών και των διαγραµµάτων x0-C, x0-T/2 

και C-T/2  

(i) Παραµετρική µεταβολή των χαρακτηριστικών καµπύλων x0-C 

∆ιατηρώντας σταθερή την τιµή της παραµέτρου µάζας β (=5) και αυξάνοντας την 

απόλυτη τιµή της σταθεράς e, οι χαρακτηριστικές καµπύλες των οικογενειών 

µετατοπίζονται προς µεγαλύτερες τιµές της Ιακωβιανής σταθεράς C και προς τα 

αριστερά του διαγράµµατος x0-C. Αξιοσηµείωτο είναι ότι η µετατόπιση αυτή 

λαµβάνει χώρα µε σχετικά µεγάλο ρυθµό, ενώ για τις χαρακτηριστικές των 

οικογενειών S43 παρατηρούµε στένωση των  «θηλιών» (Σχήµα 9.54α). 
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∆ιατηρώντας σταθερή την τιµή της παραµέτρου e (=-0.1) και µεταβάλλοντας 

αυξητικά την παράµετρο µάζας β, παρατηρούµε ότι καθώς αυξάνεται η β 

παράµετρος, οι χαρακτηριστικές καµπύλες µετατοπίζονται προς χαµηλότερες τιµές 

της σταθεράς C. Αξιοσηµείωτη είναι η µεταβολή της µορφής της χαρακτηριστικής 

καµπύλης της οικογένειας S41 (Σχήµα 9.54β). 

4.2

5.7

-2.3 -1.7

S43(-0.27)

S43(-0.17)

S44(-0.27)

S44(-0.17)

S45(-0.27)

S45(-0.17)

S46(-0.27)

S46(-0.17)

 x0

C

 

(α) 

4.2

5.7

-2.3 -1.7

 x0

C

S41(5)

S41(16)

S46(5)

S46(16)

 

(β) 

Σχήµα 9.54. Παραµετρική µεταβολή των χαρακτηριστικών καµπύλων: (α) µε την 

παράµετρο e για β=5, (β) µε την παράµετρο β για e=-0.1  
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(ii) Παραµετρική µεταβολή των καµπύλων x0-Τ/2 

∆ιατηρώντας σταθερή την τιµή της παραµέτρου µάζας β (=5) και αυξάνοντας την 

απόλυτη τιµή της σταθεράς e, οι τιµές των περιόδων είναι σχεδόν ίδιες αλλά για 

µικρότερες τιµές της x0. Ειδικά για την οικογένεια S43 παρατηρούµε ότι η περιοχή 

τιµών της περιόδου είναι πολύ στενή και µάλιστα έχει πολύ κοντινές τιµές για την 

ίδια τιµή x0 των δύο διαφορετικών κλάδων της «θηλιάς», µε αποτέλεσµα να µην 

είναι ευκρινή τα δύο µέρη της «θηλιάς» (Σχήµα 9.55α). 

∆ιατηρώντας σταθερή την τιµή της παραµέτρου e (=-0.1) και αυξάνοντας την 

παράµετρο µάζας β, παρατηρούµε µία µετατόπιση των καµπύλων προς µεγαλύτερες 

τιµές της x0, ενώ για τη οικογένεια S46 είναι εµφανής παρουσιάζεται µία µικρή 

αύξηση των τιµών της περιόδου (Σχήµα 9.55β). 

 

3
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T/2
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3

6

9

-2.3 -1.8

x0

T/2

S41(5)

S41(16) S46(5)

S46(16)

 

(β) 

Σχήµα 9.55. Παραµετρική µεταβολή των καµπύλων x0-T/2: (α) µε την 

παράµετρο e για β=5, (β) µε την παράµετρο β για e=-0.1 

 

(iii) Παραµετρική µεταβολή των καµπύλων C-Τ/2 

∆ιατηρώντας σταθερή την τιµή της παραµέτρου µάζας β και αυξάνοντας την 

απόλυτη τιµή της σταθεράς e, παρατηρούµε τη µετατόπιση των οικογενειών προς 

µεγαλύτερες τιµές της σταθεράς C, ενώ το πεδίο τιµών των ηµιπεριόδων έχει 

µεταβληθεί πολύ λίγο στις δύο περιπτώσεις. Όπως και πριν, στην οικογένεια S43 

όσο αυξάνεται κατά απόλυτη τιµή η παράµετρος e είναι τόσο πολύ κοντά οι τιµές 

των ηµιπεριόδων για την ίδια τιµή της σταθεράς C, ώστε η υπάρχουσα µικρή θηλιά 

εξαφανίζεται (Σχήµα 9.56α). 

∆ιατηρώντας σταθερή την τιµή της παραµέτρου e (=-0.1) και αυξάνοντας την 

παράµετρο µάζας β, παρατηρούµε µία µετατόπιση των οικογενειών προς µικρότερες 

τιµές της σταθεράς C, ενώ οι ηµιπερίοδοι µεταβάλλονται πολύ λίγο (Σχήµα 9.56β). 
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Σχήµα 9.56. Παραµετρική µεταβολή των καµπύλων C-T/2: (α) µε την παράµετρο e 

για β=5, (β) µε την παράµετρο β για e=-0.1 

 

(iv) Παραµετρική εξέλιξη των τροχιών  

Τα αποτελέσµατα από τη µελέτη της παραµετρικής µεταβολής των τροχιών 

εκτίθενται στο Σχήµα 9.57. Ειδικότερα, στο Σχήµα 9.57α παρατηρούµε ότι οι 

ισοενεργειακές τροχιές της οικογένειας S46, που χαρακτηρίζονται από την ίδια τιµή 

της παραµέτρου β, παρουσιάζουν συρρίκνωση καθώς µειώνεται κατά απόλυτη τιµή 
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η παράµετρος e. Όταν για την ίδια τιµή της e, αυξάνεται η τιµή της παραµέτρου β, 

οι τροχιές της οικογένειας συρρικνώνονται επίσης (Σχήµα 9.57β). 
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5

10
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(α)  (β)  

Σχήµα 9.57. Οικογένεια S46. Παραµετρική µεταβολή των τροχιών: (α) µε την 

παράµετρο e (=-0.17, -0.27) για C=5.54, (β) µε την παράµετρο β (=5, 10)               

για C=4.8. 

 

9.10 ΟΜΑ∆Α ΤΡΟΧΙΩΝ F5 (οικογένειες S50-S51-S52) 

9.10.1 Μορφή και εξέλιξη των τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής τους 

καµπύλης. Ευστάθεια 

Οι χαρακτηριστικές καµπύλες της οµάδας εξελίσσονται στην περιοχή του 

διαγράµµατος x0-C όπου x0>0. Όλες οι τροχιές είναι ανάδροµες. Η οικογένεια S50 

αποτελείται από διαπλανητικού τύπου τροχιές που διαγράφονται γύρω από τα 

primaries P1, P2 και P7 (Σχήµα 9.58β) µε ηµιπεριόδους που κυµαίνονται από 0.71 (S) 

έως 1.29 (S). Σε µία µικρή περιοχή γύρω από το ακρότατο της χαρακτηριστικής 

αυτής της οικογένειας, εµφανίζονται ευσταθείς τροχιές, ενώ εκατέρωθεν αυτής της 

περιοχής οι τροχιές παρουσιάζουν αστάθεια και µάλιστα όσο ελαττώνεται η τιµή 

της σταθεράς C τόσο πιο µεγάλες τιµές λαµβάνει ο αντίστοιχος συντελεστής 

ευστάθειας (Σχήµα 9.58δ). Οι τροχιές της οικογένειας S51 είναι επίσης 

διαπλανητικού τύπου και διαγράφονται γύρω από τα primaries P2 και P7 (Σχήµα 

9.59) µε ηµιπεριόδους  0.61 (S) – 1.16 (S), ενώ παρουσιάζουν την ίδια συµπεριφορά 

ως προς την ευστάθεια τους, µε αυτήν των τροχιών της οικογένειας S51. Η 

οικογένεια S52 αποτελείται από τροχιές δορυφορικού τύπου µε C>0, που 
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διαγράφονται γύρω από το P1 (Σχήµα 9.60β) µε ηµιπεριόδους 1.02 (S)- 2.39 (M) και 

χαρακτηρίζονται από αστάθεια φαίνεται στο αντίστοιχο διάγραµµα x0-α του 

Σχήµατος 9.60γ. 

Σηµειώνουµε στο σηµείο αυτό, ότι οι οικογένειες S50, S51 και S52 δεν 

εµφανίζονται στις περιπτώσεις για β=5 και e=-0.17 , -0.23 ή -0.27. Τέλος, στον 

Πίνακα 9.12 παραθέτουµε ενδεικτικά τις τιµές των βασικών µεγεθών µερικών 

τροχιών από κάθε οικογένεια της οµάδας F5. 
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Περιοχή ευστάθειας

 

(δ) 

Σχήµα 9.58. Οικογένεια S50. (α) Χαρακτηριστική καµπύλη µε 

σηµειωµένες τις τροχιές που απεικονίζονται στο διπλανό σχήµα, 

 (β)-(γ) εξέλιξη των τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής,  

(δ) διάγραµµα ευστάθειας C-α 
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Σχήµα 9.59. Οικογένεια S51. Εξέλιξη των τροχιών κατά µήκος της 

χαρακτηριστικής 
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Σχήµα 9.60. Οικογένεια S52. (α) Χαρακτηριστική καµπύλη µε 

σηµειωµένες τις τροχιές που απεικονίζονται στο διπλανό σχήµα,  

(β) εξέλιξη των τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής,  

(γ) διάγραµµα ευστάθειας x0-α 

 

Πίνακας 9.12. Ενδεικτικές τιµές των µεγεθών των απλών περιοδικών τροχιών της 

οµάδας οικογενειών F5 

 C x0 0
y�  xT/2 T/2

y�  T/2 Stability 

-0.039997267 0.147013047 2.851876884 1.384860244 -2.703141687 0.866455229 U 

1.559929870 0.177163455 2.687346319 1.547468645 -2.249574175 1.102101465    U 

2.289959952 0.271470886 2.499004746 1.672382247 -2.062443315 1.273301209    U 

1.559929869 0.361012098 2.509061719 1.516846536 -2.262248995 1.029475963    U 

S
5

0
 

-1.219996924 0.442904554 2.928898130 1.316295735 -3.047785036 0.717731635      U 
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2.809929782 0.190975974 2.462772397 1.016132314 -2.415369646 1.039810964    U 

1.559917547 0.399367065 2.458477736 0.990232291 -2.558086905 0.821455279 U 
S

5
1

 

-1.950087027 0.463536804 3.034255154 0.956352757 -3.094266259 0.617959263    U 

5.564979983 0.156988083 1.690821503 1.913238284 -1.113780264 2.392101291    U 

4.999979976 0.144185001 1.724352369 1.734811096 -1.253398387 1.748547477    U 

S
5

2
 

4.399939975 0.125366323 1.532887206 1.358703430 -1.761772408 1.014562089    U 

 

9.10.2 Παραµετρική µεταβολή των τροχιών και των διαγραµµάτων x0-C,        

x0-T/2 και C-T/2  

Στις παρακάτω παραµετρικές µεταβολές των καµπύλων x0-C, x0-T/2 και C-T/2 θα 

µελετήσουµε τις µεταβολές για σταθερή τιµή της παραµέτρου e(=-0.1) και             

για β=5, 16. 

(i) Παραµετρική µεταβολή των χαρακτηριστικών καµπύλων x0-C 

∆ιατηρώντας σταθερή την τιµή της παραµέτρου e (=-0.1) και αυξάνοντας την 

παράµετρο µάζας β, παρατηρούµε µια µετατόπιση της οικογένειας S52 προς 

µικρότερες τιµές της σταθεράς C, ενώ το αντίθετο συµβαίνει για τις οικογένειες S50 

και S51, των οποίων οι χαρακτηριστικές µετατοπίζονται προς υψηλότερες τιµές της 

σταθεράς C. Επιλέον παρατηρούµε ότι οι οικογένειες S50 και S51, παρουσιάζουν 

ακρότατο, το οποίο όσο αυξάνει η παράµετρος µάζας µετατοπίζεται προς 

µεγαλύτερες τιµές της x0 (Σχήµα 9.62α). 
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Σχήµα 9.61. Παραµετρική µεταβολή των χαρακτηριστικών καµπύλων  x0-C µε την 

παράµετρο β, για e=-0.1  

 

(ii) Παραµετρική µεταβολή των καµπύλων x0-Τ/2 

Καθώς η παράµετρος β αυξάνει, η καµπύλη x0-Τ/2 της οικογένειας S52, 

µετατοπίζεται ελαφρά προς τα δεξιά του διαγράµµατος, µε τέτοιο τρόπο ώστε για 

την ίδια θέση x0 η ηµιπερίοδος να ελαττώνεται. Η ελάττωση αυτή είναι εντονότερη 

όταν αυξάνεται η x0, καθόσον αρχικά εκκινούν µε σχεδόν ίδιες τιµές ηµιπεριόδου 

για την ίδια θέση x0. Όσον αφορά στις καµπύλες x0-Τ/2 των οικογενειών S50 και 

S51, αυτές παρουσιάζουν ακρότατο το οποίο µάλιστα  µετατοπίζεται, όπως και οι 

ίδιες οι καµπύλες, προς µεγαλύτερες τιµές της ηµιπεριόδου (Σχήµα 9.62β). 
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Σχήµα 9.62. Παραµετρική µεταβολή των καµπύλων  x0-T/2 µε την παράµετρο β, 

για e=-0.1 . 

 

(iii) Παραµετρική µεταβολή των καµπύλων C-Τ/2 

Αύξηση της παραµέτρου β, επιφέρει στην οικογένεια S52 µία µετατόπιση προς τα 

αριστερά του διαγράµµατος C-Τ/2, γεγονός που σηµαίνει ότι ίδιες τιµές περιόδου 

εµφανίζονται σε µικρότερες τιµές της σταθεράς C. Όσον αφορά στις αντίστοιχες 

καµπύλες των οικογενειών S50 και S51 παρατηρούµε µία µετατόπιση προς τα άνω 

και δεξιά του διαγράµµατος C-Τ/2. Προφανώς καθώς αυξάνεται η παράµετρος 

µάζας β, για την ίδια τιµή της σταθεράς C η περίοδος παίρνει µεγαλύτερες τιµές 

(Σχήµα 9.62γ). 
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Σχήµα 9.63. Παραµετρική µεταβολή των καµπύλων C-T/2  µε την παράµετρο β,  

για e=-0.1  

 

(iv) Παραµετρική εξέλιξη των τροχιών  

Όπως παρατηρούµε στο Σχήµα 9.63 αναφορικά µε την οικογένεια S50, τροχιές που 

χαρακτηρίζονται από την ίδια τιµή της C και για την αυτή τιµή της παραµέτρου e, 

παρουσιάζουν συρρίκνωση καθώς αυξάνει η παράµετρος µάζας β. Αντιθέτως, από 

το Σχήµα 9.64 παρατηρούµε ότι όσον αφορά στην οικογένεια S52, οι τροχιές που 

χαρακτηρίζονται από την ίδια τιµή της C και για την αυτή τιµή της παραµέτρου e, 

διευρύνονται καθώς αυξάνει η παράµετρος µάζας β. 
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Σχήµα 9.64. Παραµετρική µεταβολή των τροχιών µε την παράµετρο µάζας 

β: (α) της οικογένειας S50 για C=2.0, (β) της οικογένειας S52 για C=4.82 

 

9.11 ΟΜΑ∆Α ΤΡΟΧΙΩΝ F6 (οικογένειες S68-S69-S72-S73) 

9.11.1 Μορφή και εξέλιξη των τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής τους 

καµπύλης. Ευστάθεια 

Οι χαρακτηριστικές καµπύλες της οµάδας εξελίσσονται στην περιοχή του 

διαγράµµατος x0-C όπου x0>0. Οι χαρακτηριστικές των S68 και S69 δηµιουργούν 

ανάµεσα τους ένα δίαυλο, ενώ για µεγάλες τιµές της σταθεράς C εξελίσσονται 

παρόµοια µε τις καµπύλες µηδενικής ταχύτητας οι οποίες δηµιουργούν την 

«καµινάδα» που βρίσκεται πάνω από τη θέση του P1 (Σχήµα 9.68). Η οικογένεια 

S68 αποτελείται από ανάδροµες τροχιές δορυφορικού τύπου που διαγράφονται 

γύρω από το P1 (Σχήµα 9.65β) µε ηµιπεριόδους που κυµαίνονται από 0.08(VS) έως 

3.71(M), ενώ αυτές της οικογένειας S69 είναι ορθές δορυφορικού τύπου, 
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διαγράφονται γύρω από το primary P1 και για κάποιες τιµές της C εµφανίζουν δύο 

βρόχους (Σχήµα 9.66α) µε ηµιπεριόδους µεταξύ των τιµών 0.11 (VS) – 1.54(S). Στα 

Σχήµατα 9.65γ και 9.65δ που αφορούν στην ευστάθεια των τροχιών της S68, 

παρατηρούµε ότι από το τµήµα της χαρακτηριστικής που εξελίσσεται εντός  της 

«καµινάδας» προκύπτουν ευσταθείς τροχιές, ενώ όσο πλησιάζουµε στην αρχή των 

αξόνων οι τροχιές αποκτούν ασταθή συµπεριφορά, µε εξαίρεση µία µικρή περιοχή 

της χαρακτηριστικής όπου οι τροχιές είναι και πάλι ευσταθείς. Από τα αριθµητικά 

δεδοµένα προκύπτει ότι παρουσιάζεται τρεις φορές εναλλαγή της ευστάθειας, για 

τιµές του ζεύγους (x0, C) και του συντελεστή ευστάθειας α, που φαίνονται στα 

αντίστοιχα Σχήµατα 9.65γ και 9.65δ. Για την οικογένεια S69 ανιχνεύσαµε µόνο 

ευσταθείς τροχιές. 

Οι τροχιές της οικογένειας S72 είναι ορθές, δορυφορικού τύπου, αναπτύσσονται 

γύρω από το primary P1 (Σχήµα 9.66β) και έχουν ηµιπεριόδους που κυµαίνονται 

µεταξύ 1.66(S) και 3.33(M). Τέλος, οι τροχιές της οικογένειας S73 έχουν νεφροειδή 

µορφή (kidney like), είναι ανάδροµες και διαγράφονται γύρω από σηµείο 

ισορροπίας της ζώνης C1 (Σχήµα 9.67β). Οι τιµές των ηµιπεριόδων τους 

κυµαίνονται από 2.14 (S) µέχρι 4.33 (L).  

Όσον αφορά στην ευστάθεια των τροχιών των οικογενειών S72 και S73, 

ανιχνεύσαµε µόνο ασταθείς τροχιές, εκτός από κάποιες µικρές περιοχές ευστάθειας 

στην περιοχή του ακροτάτου τους. Ειδικότερα για τις τροχιές της S73 παραθέτουµε 

το διάγραµµα ευστάθειας x0-α, στο οποίο διακρίνουµε την µικρή περιοχή ευσταθών 

τροχιών (Σχήµα 9.67γ). 

Στον Πίνακα 9.13 παραθέτουµε ενδεικτικά τις τιµές των βασικών µεγεθών µερικών 

τροχιών από κάθε οικογένεια της οµάδας.  
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Σχήµα 9.65. Οικογένεια S68. (α) Χαρακτηριστική καµπύλη µε 

σηµειωµένες τις τροχιές που απεικονίζονται στο διπλανό σχήµα, 

(β) εξέλιξη των τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής, 

(γ) χαρακτηριστική καµπύλη και τµήµατα ευστάθειας, 

(δ) διάγραµµα ευστάθειας x0-α 
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Σχήµα 9.66. Εξέλιξη των τροχιών των οικογενειών: (α) S69, (β) S72 
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Σχήµα 9.67. Οικογένεια S73. (α) Χαρακτηριστική καµπύλη µε 

σηµειωµένες τις τροχιές που απεικονίζονται στο διπλανό σχήµα, 

(β) εξέλιξη των τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής,  

(γ) διάγραµµα ευστάθειας x0-α 

 

 

Πίνακας 9.13. Ενδεικτικές τιµές των µεγεθών των περιοδικών τροχιών της οµάδας 

οικογενειών F6 

 C x0 0
y�  xT/2 T/2

y�  T/2 Stability 

8.971999489 1.094314743 2.082678957 1.210556326 -2.079043820 0.087812566 S 

6.812019919 1.035271851 1.546476857 1.270576955 -1.534035201 0.241207806   S 

5.294969996 0.746907227 1.179700202 1.616877489 -1.121235710 1.300320088   S S
6

8
 

6.113030000 0.584098827 0.848594679 1.951996216 -0.876061964 3.524630332   U 
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8.979999722 1.218089477 1.838276571 1.086480106 -1.832528720 0.112786415     S 

7.400039945 1.274149719 1.284107709 1.028409107 -1.257952652 0.307057890  S 

6.689009990 1.342371368 1.000065209 0.913747592 -0.738410790 0.883278023  S S
6

9
 

6.626009991 1.307490723 1.265728515 0.846145778 -0.507176527 1.138384983     S 

6.242999972 1.368339973 1.079785560 1.043563737 -1.807178576 3.330450563     U 

6.464019994 1.461001617 0.614884265 0.966839213 -1.135054186 1.756520129  U 

6.500019977 1.527058899 0.395487888 1.041689501 -1.713414234 1.821299852  S S
7

2
 

6.428027443 1.504840881 0.527046383 1.114377166 -3.346640034 2.295198805     U 

6.242999996 1.350959172 1.159520292 1.910761449 -0.746959828 4.328303372     U 

6.146049997 1.362279083 1.149520507 1.883286033 -0.778926923 2.800068803  S 

6.269039999 1.441588448 0.808802757 1.820237229 -0.623846087 2.344964748  U S
7

3
 

6.515020000 1.598603489 0.219346983 1.711711523 -0.204520573 2.150619533     U 

 

9.11.2 Παραµετρική µεταβολή των τροχιών και των διαγραµµάτων x0-C, x0-T/2 

και C-T/2  

(i) Παραµετρική µεταβολή των χαρακτηριστικών καµπύλων x0-C 

Αυξάνοντας κατά απόλυτη τιµή την παράµετρο e και διατηρώντας σταθερή την 

παράµετρο β, παρατηρούµε ότι οι χαρακτηριστικές των S68 και S69 

αποµακρύνονται από την ασύµπτωτη που περνάει από το primary P1 (µε συνέπεια 

την διεύρυνση του διαύλου που σχηµατίζουν ανάµεσά  τους), ενώ  ταυτόχρονα 

µετατοπίζονται προς υψηλότερες τιµές της σταθεράς C. Με παρόµοιο τρόπο 

εξελίσσονται και οι χαρακτηριστικές των οικογενειών S72 και S73, αφού κι αυτές 

µετατοπίζονται προς µεγαλύτερες τιµές της C και ταυτόχρονα αποµακρύνονται από  

την ασύµπτωτη που διέρχεται από το primary P1 (Σχήµα 9.68α). 

∆ιατηρώντας σταθερή την παράµετρο Manev e και αυξάνοντας την παράµετρο β, 

παρατηρούµε την προσέγγιση των χαρακτηριστικών των S68 και S69 στην 

ασύµπτωτη τους στη θέση του primary P1 (άρα και τη  συρρίκνωση του διαύλου που 

σχηµατίζουν ανάµεσά τους), αλλά και την µετατόπιση τους προς χαµηλότερες τιµές 

της σταθεράς C. Παρόµοια εξελίσσονται και οι χαρακτηριστικές των οικογενειών 
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S72 και S73, αφού κι αυτές µετατοπίζονται προς χαµηλότερες τιµές της C και 

ταυτόχρονα προσεγγίζουν την ασύµπτωτη που διέρχεται από το primary P1 (Σχήµα 

9.68β). 

4

9

0 1.8

S69(-0.1)

S69(-0.17)

S68(-0.17)

S68(-0.1)

S72(-0.1)

S72(-0.17)

S73(-0.1)

S73(-0.17)

 x0

C

P1

 

(α) 

4

9

0 1.8

S69(5)

S69(16)

S68(16)

S68(5)

S72(5)

S72(16)

S73(16)

S73(5)

 x0

C

P1

 

(β) 

Σχήµα 9.68. Παραµετρική µεταβολή των χαρακτηριστικών καµπύλων: (α) µε την 

παράµετρο e για β=5, (β) µε την παράµετρο β για e=-0.1 
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(ii) Παραµετρική µεταβολή των  καµπύλων x0-Τ/2 

∆ιατηρώντας σταθερή την παράµετρο µάζας β(=5) και αυξάνοντας την απόλυτη 

τιµή της παραµέτρου Manev e παρατηρούµε ότι η καµπύλη x0-Τ/2 της οικογένειας 

S68, µετατοπίζεται προς χαµηλότερες τιµές της ηµιπεριόδου για την ίδια θέση x0. 

Περαιτέρω µελέτη αυτής της καµπύλης έδειξε ότι από κάποια τιµή της e και έπειτα 

(e< -0.13) παρουσιάζεται ένα τοπικό µέγιστο το οποίο µε την αύξηση της απόλυτης 

τιµής της e µετατοπίζεται σε χαµηλότερες τιµές της ηµιπεριόδου και σε θέσεις x0 

µακρύτερα από το κεντρικό primary. Για την οικογένεια S69 παρατηρούµε 

παραπλήσιες τιµές ηµιπεριόδου για θέσεις όµως που βρίσκονται πλησιέστερα στο 

κεντρικό primary. Οι αντίστοιχες καµπύλες των οικογενειών S72 και S73 

µετατοπίζονται προς τα άνω και δεξιά του διαγράµµατος ηµιπεριόδου-αρχικής 

θέσης  και η ηµιπερίοδος λαµβάνει αισθητά µεγαλύτερες τιµές για τη ίδια θέση x0 

(Σχήµα 9.69α). 

∆ιατηρώντας σταθερή την παράµετρο Manev e και αυξάνοντας την παράµετρο β, οι 

καµπύλες x0-Τ/2 των οικογενειών S68 και S69 πλησιάζουν µεταξύ τους, η πρώτη 

αποµακρυνόµενη από το κεντρικό primary και η δεύτερη πλησιάζοντας προς αυτό, 

λαµβάνοντας ταυτόχρονα παραπλήσιες τιµές περιόδου. Για τις αντίστοιχες 

καµπύλες των οικογενειών S72 και S73 παρατηρούµε µία µετατόπιση αυτών προς 

αισθητά µικρότερες τιµές της ηµιπεριόδου και προς τα αριστερά  του διαγράµµατος 

(Σχήµα 9.69β). 
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Σχήµα 9.69. Παραµετρική µεταβολή των καµπύλων x0-T/2: (α) µε την παράµετρο e 

για β=5, (β) µε την παράµετρο β για e=-0.1  
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(iii) Παραµετρική µεταβολή των  καµπύλων C-Τ/2 

Αυξάνοντας την απόλυτη τιµή της παραµέτρου Manev e και διατηρώντας σταθερή 

την παράµετρο µάζας β, παρατηρούµε ότι οι καµπύλες C-Τ/2 όλων των οικογενειών 

αυτής της οµάδας µετατοπίζονται προς µεγαλύτερες τιµές της Ιακωβιανής σταθεράς 

C (Σχήµα 9.70α). 

 Αντίθετα, διατηρώντας την παράµετρο e σταθερή και αυξάνοντας την παράµετρο β, 

παρατηρούµε τη µετατόπιση όλων των καµπύλων προς µικρότερες τιµές της 

Ιακωβιανής σταθεράς C (Σχήµα 9.70β). 
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Σχήµα 9.70. Παραµετρική µεταβολή των καµπύλων C-T/2: (α) µε την παράµετρο e 

για β=5, (β) µε την παράµετρο β για e=-0.1 

 

(iv) Παραµετρική εξέλιξη των τροχιών  

Όπως παρατηρούµε στα Σχήµατα 9.71α και 9.71β που αφορούν στην οικογένεια 

S68, ισοενεργειακές τροχιές που χαρακτηρίζονται από την ίδια τιµή της παραµέτρου 

β, διευρύνονται καθώς αυξάνει κατά απόλυτη τιµή η παράµετρος e. Όµως, όταν 

αυξάνει η τιµή της παραµέτρου β (για ίδια τιµή της e), τότε οι ισοενεργειακές 

τροχιές της οικογένειας S68 συρρικνώνονται. 
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Σχήµα 9.71. Οικογένεια S68. Παραµετρική µεταβολή 
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ισοενεργειακών τροχιών για C=6: (α) µε την παράµετρο e,  

(β) µε την παράµετρο β 

 

9.12 ΟΜΑ∆Α ΤΡΟΧΙΩΝ F7 ("Fish-type" Families, S11-S12-S82-S84-S86-S87- 

S88) 

9.12.1 Μορφή και εξέλιξη των τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής τους 

καµπύλης. Ευστάθεια 

Όλες οι χαρακτηριστικές καµπύλες της οµάδας εξελίσσονται στην περιοχή του 

διαγράµµατος x0-C όπου x0<0 και C>0. Πρόκειται για ένα σχηµατισµό καµπύλων 

όπου δύο από αυτές καθώς τέµνονται (S11 και S12), σχηµατίζουν το περίγραµµα 

ενός «ψαριού» (Σχήµα 9.72α). Αυτός είναι και ο λόγος που τις αναφέρουµε ως 

οικογένειες «ψαριού» (fish-type families). Οι υπόλοιπες χαρακτηριστικές καµπύλες  

αναπτύσσονται στο µπροστινό και κάτω µέρος του σχηµατισµού. Κάποιες από 

αυτές (S82 και S84) διακλαδίζονται µε την καµπύλη της οικογένειας S11. Κάποιες 

άλλες (S86 και S87) αναπτύσσονται εξ ολοκλήρου εκτός του περιγράµµατος του 

«ψαριού», ενώ υπάρχουν µερικές, όπως η S88, που αναπτύσσονται εντός αυτού 

χωρίς να έρχονται σε επαφή µε κάποια άλλη χαρακτηριστική καµπύλη             

(Σχήµα 9.73β). 

Όλες οι τροχιές αυτής της οµάδας είναι ανάδροµες τροχιές πλανητικού τύπου, οι 

οποίες διαγράφονται έξω και γύρω από τον σχηµατισµό των primaries             

(Σχήµα 9.72β, γ). 

Όσον αφορά στην οικογένεια S11 και για τις περιπτώσεις που εξετάσαµε, 

παρατηρούµε ότι καθώς µειώνεται η απόλυτη τιµή της αρχικής θέσης x0, η 

ηµιπερίοδος αυξάνεται από την τιµή 5.37(L) µέχρι την τιµή 12.26(EL) (τροχιές 

µεγάλης ή εξαιρετικά µεγάλης ηµιπεριόδου), ενώ η ταχύτητα στην ηµιπερίοδο 

µειώνεται. Τέλος, καθώς η τιµή της σταθεράς C µειώνεται, οι τροχιές 

συρρικνώνονται (Σχήµα 9.72β). Οσον αφορά στην οικογένεια S12, παρατηρούµε ότι 

καθώς µειώνεται η απόλυτη τιµή της αρχικής θέσης x0, η ηµιπερίοδος των τροχιών 

µειώνεται και στο διάστηµα τιµών που εξετάσαµε κυµαίνεται µεταξύ των τιµών 

6.37(L) και 8.0(L)  (τροχιές µεγάλης  ηµιπεριόδου), ενώ ταυτόχρονα η ταχύτητα 
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στην ηµιπερίοδο αυξάνεται (Σχήµα 9.72γ). Η ηµιπερίοδος των τροχιών της S84 

κυµαίνεται από  την τιµή 10.91 (VL) µέχρι την τιµή 11.64 (VL), ενώ και για τις 

υπόλοιπες τροχιές που αναπτύσσονται στο µπροστινό και κάτω µέρος του 

«ψαριού», διαπιστώνουµε ότι είναι κι αυτές τροχιές πολύ µεγάλης ηµιπεριόδου 

(VL). 

Στο Σχήµα 9.72δ παραθέτουµε τις χαρακτηριστικές καµπύλες των τεµνόµενων 

οικογενειών της οµάδας, όπου φαίνονται οι περιοχές από τις οποίες προκύπτουν 

ασταθείς και ευσταθείς τροχιές. Παρατηρούµε  ότι από το µεγαλύτερο τµήµα της 

χαρακτηριστικής της S11 προκύπτουν ευσταθείς τροχιές, ενώ παρουσιάζεται 

εναλλαγή από ευστάθεια σε αστάθεια για το ζεύγος τιµών C=6.429, x0= 1.859, όπου 

ο συντελεστής ευστάθειας α παίρνει την τιµή -1. Παρατηρούµε επίσης, ότι στο 

διάγραµµα ευστάθειας της S11 (Σχήµα 9.72ε), ο συντελεστής α παίρνει κατά µήκος 

της χαρακτηριστικής καµπύλης την τιµή +1 τρεις φορές (κρίσιµες τροχιές πρώτου 

είδους), όσο είναι και το πλήθος των οικογενειών οι οποίες τέµνονται µε αυτήν 

(S12, S82 και S84) (Σχήµα 9.72δ). Η S12 χαρακτηρίζεται από ευσταθείς τροχιές σε 

µία περιοχή εκατέρωθεν του ακρότατου που εµφανίζει, µε το µεγαλύτερο τµήµα της 

να βρίσκεται δεξιά αυτού. Στο διάγραµµα ευστάθειας της S12 (Σχήµα 9.72στ) 

παρατηρούµε τις δύο εναλλαγές ευστάθειας, από τις οποίες προκύπτουν δύο 

κρίσιµες τροχιές, µία πρώτου είδους και µία δεύτερου είδους (α=-1). Οι περιοχές 

από τις οποίες προκύπτουν ευσταθείς τροχιές για τις S82 και S84 είναι αυτές κοντά 

στη περιοχή που τέµνονται µε την S11 και δεξιά αυτής (Σχήµα 9.72δ), ενώ για τις 

υπόλοιπες οικογένειες αυτής της οµάδας ανιχνεύθηκαν κάποιες ευσταθείς τροχιές 

στην περιοχή των ακροτάτων τους. Ενδεικτικά παραθέτουµε το διάγραµµα 

ευστάθειας της S84 (Σχήµα 9.72ζ ). 

Στον Πίνακα 9.14 παραθέτουµε ενδεικτικά τις τιµές των βασικών µεγεθών τροχιών 

από κάποιες  οικογένειες της οµάδας.  
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Σχήµα 9.72. Οικογένειες S11 και S12. (α) Χαρακτηριστικές 

καµπύλες µε σηµειωµένες τις τροχιές που απεικονίζονται στα 

επόµενα σχήµατα, (β) εξέλιξη των τροχιών κατά µήκος της 

χαρακτηριστικής της οικογένειας S11, (γ) εξέλιξη των τροχιών 

κατά µήκος της χαρακτηριστικής της οικογένειας S12,  

(δ) χαρακτηριστική καµπύλη της S11- S12 και τµήµατα 

ευστάθειας, (ε)  διάγραµµα ευστάθειας x0-α της S11, 

 (στ) διάγραµµα  ευστάθειας  x0-α της S12,  

(ζ) διάγραµµα ευστάθειας x0-α της S84 
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Πίνακας 9.14. Ενδεικτικές τιµές των µεγεθών των απλών περιοδικών τροχιών της 

οµάδας οικογενειών F7 

 C x0 0
y�  xT/2 T/2

y�  T/2 Stability 

6.646060001 -2.496500000 1.382784130 2.497237678 -1.385862437 5.666425609 S 

6.531070001 -2.221643555 1.018377270 2.225072288 -1.030767869 6.817562957    S 

S
1

1
 

6.409000000 -1.794068301 0.356878687 1.885162839 -0.589015406 12.267208183 U 

6.477070002 -2.497852478 1.444475163 1.899314260 -0.550747291 7.302510620 U 

6.514990001 -2.089007812 0.813264795 2.278872182 -1.118939582 7.063435294    S 

S
1

2
 

6.377000002 -1.677958154 0.080638432 2.874624734 -1.973505460 6.371575075 U 

6.413000001 -1.946674176 0.642019985 2.098776736 -0.902113351 10.705175689 U 

6.441000000 -1.862751758 0.462073462 1.921667190 -0.616574130 10.015871534    S 

S
8

2
 

6.402000001 -1.735685189 0.223469196 1.862830621 -0.563539380 10.006700347 U 

6.415000000 -1.939454943 0.628019613 1.890807548 -0.592084727 11.647546298 U 

6.430000000 -1.852736523 0.453926668 1.916908768 -0.618278815 10.912881832    S 

S
8

4
 

6.409000000 -1.765407539 0.289896515 1.886677774 -0.591189856 11.571966416 U 

 

9.12.2 Παραµετρική µεταβολή των τροχιών και των διαγραµµάτων x0-C, x0-T/2 

και C-T/2  

(i) Παραµετρική µεταβολή των χαρακτηριστικών καµπύλων x0-C 

Αυξάνοντας κατά απόλυτη τιµή την παράµετρο e, µε σταθερή την παράµετρο β(=5), 

παρατηρούµε µία σχετική µεγάλη µετατόπιση τους προς υψηλότερες τιµές της 

Ιακωβιανής σταθεράς C, αλλά και µία µικρή µετατόπιση προς τα αριστερά του 

διαγράµµατος (Σχήµα 9.73α).  

Αντίθετα, διατηρώντας σταθερή την παράµετρο Manev e(=-0.1) και αυξάνοντας την 

παράµετρο β, παρατηρούµε µία σχετική µεγάλη µετατόπισή τους προς χαµηλότερες 

τιµές της Ιακωβιανής σταθεράς C µε ταυτόχρονη µικρή µετατόπιση προς τα δεξιά 

του διαγράµµατος (Σχήµα 9.73γ). 
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Σχήµα 9.73. (α) Παραµετρική µεταβολή των χαρακτηριστικών καµπύλων µε την 

παράµετρο e για β=5, (β) λεπτοµέρεια για β=5 και e=-0.1 των χαρακτηριστικών 

καµπύλων που αναπτύσσονται  στο µπροστινό και κάτω  µέρος του σχηµατισµού, 

(γ) παραµετρική µεταβολή των χαρακτηριστικών καµπύλων µε την  

παράµετρο β για e=-0.1  

 

(ii) Παραµετρική µεταβολή των καµπύλων x0-Τ/2 

∆ιατηρώντας σταθερή την παράµετρο µάζας β(=5) και αυξάνοντας την απόλυτη 

τιµή της παραµέτρου Manev e παρατηρούµε ότι η καµπύλη x0-Τ/2 της οικογένειας 

S11, µετατοπίζεται προς υψηλότερες τιµές της ηµιπεριόδου για την ίδια θέση x0, 

ενώ αντίθετα η αντίστοιχη καµπύλη της οικογένειας S12 µετατοπίζεται προς 

χαµηλότερες  τιµές της ηµιπεριόδου για την ίδια θέση x0  (Σχήµα 9.74α). 

Αν τώρα διατηρήσουµε σταθερή την παράµετρο Manev e(=-0.1) και αυξήσουµε την 

παράµετρο β, η καµπύλη x0-Τ/2 της οικογένειας S11 µετατοπίζεται προς τα κάτω 

και αριστερά του διαγράµµατος x0-Τ/2, οπότε για την ίδια θέση x0  η ηµιπερίοδος 

ελαττώνεται. Όσον αφορά στις καµπύλες x0-Τ/2 της οικογένειας S12, δεν 

παρατηρούµε αξιοσηµείωτη µεταβολή εκτός από µια µικρή µετατόπιση της 

καµπύλης προς µεγαλύτερες απόλυτες τιµές της x0 (Σχήµα 9.74β). 
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Σχήµα 9.74. Παραµετρική µεταβολή των καµπύλων x0-T/2: (α) µε την παράµετρο e 

για β=5, (β) µε την παράµετρο β για e=-0.1  

 

(iii) Παραµετρική µεταβολή των καµπύλων C-Τ/2 

∆ιατηρώντας σταθερή την τιµή της παραµέτρου µάζας β (=5) και αυξάνοντας την 

απόλυτη τιµή της σταθεράς e, παρατηρούµε ότι οι καµπύλες των C-T/2 των 
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οικογενειών µετατοπίζονται προς µεγαλύτερες τιµές της σταθεράς C, ενώ το πεδίο 

τιµών των περιόδων µεταβάλλεται πολύ λίγο. Οι δύο καµπύλες C-Τ/2 έχουν ένα 

κοινό σηµείο που αντιστοιχεί στο σηµείο διακλάδωσης των αντίστοιχων 

χαρακτηριστικών καµπύλων στο φασικό χώρο (Σχήµα 9.75α). 

∆ιατηρώντας σταθερή την τιµή της παραµέτρου e (=-0.1) και αυξάνοντας την 

παράµετρο µάζας β, παρατηρούµε µία µετατόπιση των οικογενειών προς αρκετά 

µικρότερες τιµές της σταθεράς C, που συνοδεύεται από µικρή µεταβολή του πεδίου 

τιµών των ηµιπεριόδων (Σχήµα 9.75β). 

 

0

14

5 7

C

T/2

S11(-0.1)
S12(-0.1) S12(-0.17)

S11(-0.17)

 

(α) 

 



 438

0

14

5 7

C

T/2

S11(5)
S12(5)S12(16)

S11(16)

 

(β) 

Σχήµα 9.75. Παραµετρική µεταβολή των καµπύλων C-T/2: (α) µε την παράµετρο e 

για β=5, (β) µε την παράµετρο β για e=-0.1 

 

9.13 ΟΜΑ∆Α ΤΡΟΧΙΩΝ F8 (∆ενδροειδής κατανοµή οικογενειών  κάτω από τα 

σηµεία ισορροπίας των ζωνών Ε1 και Ε2) 

Σε αυτήν την οµάδα ανήκουν οι οικογένειες που εξελίσσονται στην περιοχή 

αναδίπλωσης της κεντρικής «καµινάδας» του διαγράµµατος  x0-C, όπου η σταθερά 

C λαµβάνει µόνο θετικές τιµές. Όπως ήδη έχουµε αναφέρει σε προηγούµενο 

κεφάλαιο, στα ακρότατα των µηδενικών καµπύλων αυτής της περιοχής 

εµφανίζονται τα σηµεία ισορροπίας των ζωνών Ε2 (για x0<0) και Ε1 (για x0>0), 

κάτω από τα οποία αναπτύσσονται δενδροειδείς κατανοµές οικογενειών, των 

οποίων τη µορφή και τα χαρακτηριστικά τους θα µελετήσουµε παρακάτω. 

 

9.13.1 Παραµετρική εξέλιξη των χαρακτηριστικών καµπύλων των κύριων 

οικογενειών S18 και S55 των δενδροειδών κατανοµών στις περιοχές κάτω από 

τα σηµεία ισορροπίας των ζωνών Ε1 και Ε2 αντίστοιχα 

Στο σηµείο αυτό να υπενθυµίσουµε ότι στη βαρυτική περίπτωση (e=0), εντός της 

κεντρικής «καµινάδας» του διαγράµµατος x0-C, τα σκέλη της οποίας εκτείνονται 
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στο άπειρο, αναπτύσσονταν δύο οικογένειες (SR και SS) οι οποίες θεωρητικά 

γεννώνται για C→∞  και οι οποίες για αρνητικές τιµές της παραµέτρου e 

συνεχίζουν να υπάρχουν, έχοντας όµως «εγκλωβιστεί» στην περιοχή της 

αναδίπλωσης.  

Στο κοινό διάγραµµα x0-C για e=0 και e<0 (Σχήµα 9.76), οι οικογένειες SR και SS 

της βαρυτικής περίπτωσης αντιστοιχούν στις οικογένειες S18 και S55, όπως τις 

ονοµάσαµε στην περίπτωση των αρνητικών τιµών της παραµέτρου e. Και τα δύο 

ζεύγη των αντίστοιχων οικογενειών SR-S18 και SS-S55, αποτελούνται από 

πλανητικού τύπου τροχιές που διαγράφονται γύρω από το κεντρικό primary P0.  

4

-1 0 1

zvc e=0 zvc e=0

SR

SS

zvc e<0
zvc e<0

S55

S18

 

Σχήµα 9.76. Κοινό διάγραµµα x0-C στην περιοχή αναδίπλωσης για e=0 

και e<0 και οι χαρακτηριστικές των οικογενειών SR, SS (µπλε καµπύλες) 

και S18, S55 (κόκκινες καµπύλες) αντίστοιχα 

 

Οι χαρακτηριστικές καµπύλες των οικογενειών S18 και S55, αναπτύσσονται στην 

περιοχή των σηµείων ισορροπίας Ε2 και Ε1 αντίστοιχα και κάτω από αυτά µε τέτοιο 

τρόπο, ώστε ουσιαστικά να την διαχωρίζουν σε δύο µέρη (Σχήµα 9.77). Από 

διάφορα σηµεία των S18 και S55 (τα οποία καθορίζονται από τις τιµές που παίρνει 

η παράµετρος ευστάθειας α) εκπορεύονται και εξελίσσονται εκατέρωθεν αυτών, 

άλλες οικογένειες, δηµιουργώντας µία δενδροειδή κατανοµή χαρακτηριστικών 

καµπύλων απλών περιοδικών τροχιών (Σχήµατα 9.84 έως 9.89). Όπως θα δούµε στο 

επόµενο Κεφάλαιο 10, όπου εξετάζουµε τις διπλές και τριπλές περιοδικές τροχιές, 
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παρόµοιες διακλαδώσεις εµφανίζονται και σε οικογένειες αυτών των 

πολλαπλοτήτων.   

Αναζητώντας απλές περιοδικές τροχιές µε τη µέθοδο Grid-Search στην περιοχή 

αναδίπλωσης για διάφορες τιµές των παραµέτρων β, e και για ν=7, παρατηρήσαµε 

ότι οι κύριες οικογένειες S18 και S55 εξελίσσονται µε διαφορετικό τρόπο κάθε 

φορά, αναλόγως των τιµών του ζεύγους των παραµέτρων (e, β). Έτσι λ.χ για β=5 

και e∈[-0.03, 0), η S18 αποτελεί τον κεντρικό κορµό της δενδροειδούς κατανοµής 

κάτω από το σηµείο ισορροπίας Ε2 (Σχήµα 9.77α), ενώ το ίδιο συµβαίνει και για την 

S55 στην αντίστοιχη περιοχή κάτω από το σηµείο ισορροπίας Ε1 (Σχήµα 9.77β). 
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Σχήµα 9.77. ∆ενδροειδείς κατανοµές οικογενειών: (α) στην περιοχή 
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κάτω από το σηµείο ισορροπίας της ζώνης Ε2, όπου διακρίνεται µε µπλε 

χρώµα η S18, (β) στην περιοχή κάτω από το σηµείο ισορροπίας της 

ζώνης Ε1, όπου διακρίνεται µε µπλε χρώµα η S55,  

για ν=7, β=5 και e=-0.03 

 

Αντίθετα, στην περίπτωση που β=5 και e∈(-0.21, -0.03), οι δύο  κύριες οικογένειες 

διασπώνται σε δύο κλάδους (άνω και κάτω κλάδος). Σε όλες τις περιπτώσεις που 

εξετάσαµε το σηµείο διάσπασης της S18 είναι εκείνο από το οποίο πηγάζει η 

οικογένεια S25, της οποίας ο µεν δεξιός  κλάδος S25R ενώνεται µε τον άνω κλάδο 

(S18U) της S18 ώστε να αποτελέσουν την ενιαία πλέον οικογένεια SNU, ο δε 

αριστερός  κλάδος S25L ενώνεται µε τον κάτω κλάδο (S18D) της S18 ώστε να 

αποτελέσουν την ενιαία οικογένεια SND (Σχήµατα 9.78α, 9.84β, 9.86β). Το ίδιο 

συµβαίνει και µε την οικογένεια S55, της οποίας το σηµείο διάσπασής της είναι 

εκείνο από το οποίο πηγάζει η οικογένεια S60 και της οποίας ο αριστερός κλάδος 

S60L ενώνεται µε τον άνω κλάδο (S55U) της S55 για να αποτελέσουν την 

οικογένεια SPU, ενώ ο δεξιός κλάδος S60R ενώνεται µε τον κάτω κλάδο (S55D) της 

S55 για να αποτελέσουν την οικογένεια SPD (Σχήµατα 9.78β, 9.85β, 9.87β). 

Από το διάγραµµα διακλαδώσεων του Σχήµατος 9.22 προκύπτει ότι για β=5 και e<-

0.22 παύουν να υφίστανται οι ζώνες Ε1 και Ε2, συνεπώς και οι αντίστοιχες 

δενδροειδείς κατανοµές. Ενδιαφέρον παρουσιάζει η περίπτωση για β=5 και         

e∈(-0.22,-0.21) όπου υφίσταται µόνο η ζώνη ισορροπίας Ε2 οπότε θεωρητικά 

τουλάχιστον, υπάρχει µία µόνο δενδροειδής κατανοµή στην περιοχή του σηµείου 

ισορροπίας της ζώνης αυτής. 

Εξετάζοντας την περίπτωση για ν=7, β=16 και για διάφορες αρνητικές τιµές της 

παραµέτρου e, συναντήσαµε παρόµοια εξέλιξη των χαρακτηριστικών των 

οικογενειών S18 και S55. Ενδεικτικά αναφέρουµε ότι για β=16 και  e=-0.1, η S18 

και η S55 δεν έχουν διαχωριστεί σε δύο κλάδους  (Σχήµατα 9.88α, 9.89α), ενώ για 

β=16 και e=-0.2 έχει επέλθει ο διαχωρισµός τους (Σχήµα 9.78).  
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Σχήµα 9.78. Χαρακτηριστικές καµπύλες των οικογενειών για ν=7, β=16 

και e=-0.2: (α) SNU (S25R+S18U), SND (S25L+S18D) και (β) SPU 

(S60R+S55U), SPD (S60L+S55D)  

 

Από την ερευνά µας, καταλήξαµε στο συµπέρασµα ότι για δεδοµένη  τιµή της 

παραµέτρου ν, όταν η παράµετρος µάζας β αυξάνεται, η απόλυτη τιµή της 

παραµέτρου e στην οποία διαχωρίζονται οι κύριες οικογένειες S18 και S55 σε δύο 

µέρη, αυξάνεται επίσης, ενώ η τιµή της σταθεράς C του σηµείου διάσπασης 

µειώνεται. 
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9.13.2 Εξέλιξη των τροχιών των κύριων οικογενειών των δενδροειδών 

κατανοµών, κατά µήκος της χαρακτηριστικής τους καµπύλης, στις περιοχές 

κάτω από τα σηµεία ισορροπίας των ζωνών Ε1 και Ε2. Μελέτη ευστάθειας 

Από τη µελέτη των τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής καµπύλης της 

οικογένειας S18, όταν αυτή εξελίσσεται ως ενιαία και συνεχής καµπύλη, 

προκύπτουν ανάδροµες, σχεδόν κυκλικές τροχιές πλανητικού τύπου, που 

διαγράφονται γύρω από το κεντρικό primary P0 και οι οποίες συρρικνώνονται 

καθώς η σταθερά C αυξάνεται (Σχήµα 9.79). Η ηµιπερίοδος αυτών των τροχιών 

κυµαίνεται από 0.13(VS)  έως  0.74(S). 
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Σχήµα 9.79.  Οικογένεια S18 για ν=7, β=5, e=-0.03. (α) 

Χαρακτηριστική καµπύλη µε σηµειωµένες τις τροχιές που 

απεικονίζονται στο διπλανό σχήµα, (β) εξέλιξη των τροχιών 

κατά µήκος της χαρακτηριστικής 

 

Στο Σχήµα 9.80 παρουσιάζουµε την εξέλιξη των τροχιών της ενιαίας οικογένειας 

SND (ενιαία οικογένεια που προέκυψε από τη συνένωση των κλάδων S18D και 

S25L), στην περίπτωση όπου η S18 έχει διαχωριστεί στους κλάδους S18U και 

S18D. Σχεδόν όµοια εξελίσσονται και οι τροχιές της ενιαίας οικογένειας SNU 

(ενιαία οικογένεια των S18U και S25R). Όπως είναι φυσικό και στις δύο αυτές 

οικογένειες, η εξέλιξη των τροχιών στα τµήµατα που αποτελούσαν µέρος της S18, 

είναι πανοµοιότυπη µε αυτήν της S18, όταν αυτή αναπτυσσόταν ως µία συνεχής 

καµπύλη (Σχήµα 9.80β). 
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Η οικογένεια S25L χαρακτηρίζεται κι αυτή από ανάδροµες τροχιές πλανητικού 

τύπου που διαγράφονται γύρω από το primary P0, οι οποίες, καθώς ελαττώνεται η 

τιµή της σταθεράς C, από σχεδόν κυκλικές αποκτούν το σχήµα «δαντέλας» µε επτά 

κορυφές (Σχήµα 9.80γ). Πανοµοιότυπη εξέλιξη έχουν και οι τροχιές της S25R, 

ιδιότητα η οποία αποτελεί κοινό χαρακτηριστικό όλων των όµοιων οικογενειών που 

πηγάζουν από το ίδιο σηµείο της κυρίας οικογένειας και αναπτύσσονται εκατέρωθεν 

αυτής. Στη συνέχεια της µελέτης µας θα καταστεί σαφέστερος ο τρόπος µε τον 

οποίο εξελίσσονται οι τροχιές της οικογένειας S25 αλλά και των υπολοίπων  

οικογενειών της δενδροειδούς κατανοµής. Τέλος, η ηµιπερίοδος των τροχιών της 

οικογένειας SΝD στο διάστηµα που εξετάσαµε κυµαίνεται από 0.64 (S) – 2.53 (Μ). 
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Σχήµα 9.80. Οικογένεια SND για β=5, e=-0.1. (α) 

Χαρακτηριστική καµπύλη µε σηµειωµένες τις τροχιές που 
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απεικονίζονται στα επόµενα σχήµατα, (β)-(γ) εξέλιξη των 

τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής 

 

Από τη µελέτη της ευστάθειας της οικογένειας SND προκύπτει το Σχήµα 9.81α, 

όπου απεικονίζονται τα τµήµατα της χαρακτηριστικής καµπύλης από τα οποία 

προκύπτουν οι ευσταθείς και ασταθείς τροχιές της οικογένειας. Να υπενθυµίσουµε 

ότι µε µπλε χρώµα απεικονίζονται τα ευσταθή και µε πορτοκαλί τα ασταθή τµήµατα 

της. Παρατηρούµε ότι από τον κλάδο S25L, της ενιαίας οικογένειας SND 

προκύπτουν ασταθείς τροχιές, ενώ για υψηλές τιµές της σταθεράς C από τον κλάδο 

S18D προκύπτουν ευσταθείς τροχιές. Καθώς ελαττώνεται η σταθερά C, για το 

ζεύγος τιµών (x0, C) = (-0.667, 4.109) έχουµε αλλαγή από ευστάθεια σε αστάθεια 

("ανταλλαγή των ευσταθειών") και από τις ασταθείς τροχιές που προκύπτουν 

παρατηρούµε ότι όσο περισσότερο αποµακρυνόµαστε από την αρχή των αξόνων, 

τόσο  µεγαλύτερη αστάθεια παρουσιάζουν. 

Στα διαγράµµατα ευστάθειας x0-α που ακολουθούν (Σχήµατα 9.81β και 9.81γ) εκτός 

των όσων αναφέραµε παραπάνω, είναι φανερό ότι παρουσιάζονται κρίσιµες 

περιοδικές τροχιές πρώτου και δευτέρου είδους, καθώς µας δίνεται επίσης η 

δυνατότητα, βάσει της θεωρίας, να απαριθµήσουµε τις οικογένειες που πηγάζουν 

από τον κεντρικό κλάδο της κατανοµής, γνωρίζοντας ότι για α=+1, η βασική 

οικογένεια τέµνεται µε µία άλλη οικογένεια συµµετρικών περιοδικών τροχιών της 

ίδιας πολλαπλότητας. Στη συγκεκριµένη περίπτωση υπάρχουν 6 οικογένειες απλών 

περιοδικών τροχιών (S), οι οποίες τέµνονται µε τον κεντρικό κλάδο, όσα είναι και 

τα σηµεία τοµής της ευθείας α=+1 µε την καµπύλη ευστάθειας. Να σηµειώσουµε 

ότι σε αρκετές περιπτώσεις λόγω του βήµατος σάρωσης αλλά και λόγω της 

εγγύτητας αυτών των οικογενειών για υψηλές τιµές της C, ο αναµενόµενος αριθµός 

διακλαδιζόµενων οικογενειών δεν επαληθεύεται. 

Τέλος, στα διαγράµµατα ευστάθειας x0-α (Σχήµα 9.81β-γ) έχουµε σχεδιάσει εκτός 

της ευθείας α=+1 και τις ευθείες για α=-0.5 και α=-1, θέλοντας να δείξουµε ότι από 

την κύρια οικογένεια πηγάζουν και συµµετρικές τροχιές διαφορετικής 

πολλαπλότητας. Έτσι τα σηµεία τοµής της καµπύλης ευστάθειας µε την ευθεία     
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α=-0.5 µας δείχνουν τις θέσεις x0 από τις οποίες πηγάζουν τριπλές περιοδικές 

τροχιές (Τ), ενώ οι διπλές τροχιές (D) πηγάζουν από θέσεις x0 που αντιστοιχούν στα 

σηµεία τοµής της καµπύλης ευστάθειας µε την ευθεία α=-1.  
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Σχήµα 9.81. Οικογένεια SND για β=5, e=-0.1.  

 (α) χαρακτηριστική καµπύλη και τµήµατα ευστάθειας, 

(β) διάγραµµα ευστάθειας x0-α, 

(γ) λεπτοµέρεια διαγράµµατος  ευστάθειας x0-α 

 

Από τη µελέτη των τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής καµπύλης της 

οικογένειας S55, όταν αυτή εξελίσσεται ως ενιαία και συνεχής καµπύλη, 

προκύπτουν ορθές τροχιές πλανητικού τύπου, σχεδόν κυκλικές, που διαγράφονται 

γύρω από το κεντρικό primary P0 και οι οποίες συρρικνώνονται καθώς η σταθερά C 

αυξάνεται. Παρόµοια είναι η εξέλιξη των τροχιών των κλάδων της οικογένειας S55 

µετά το διαχωρισµό της, όπως φαίνεται και στο Σχήµα 9.82, όπου παρουσιάζουµε 

την χαρακτηριστική καµπύλη και τις αντίστοιχες τροχιές της SPD (ενιαία 

οικογένεια των S55D-S60L). Παρατηρούµε ότι οι «δαντελοειδείς» µορφές τροχιών 

(Σχήµα 9.82γ) που προκύπτουν από την χαρακτηριστική της S60L (αριστερός 

κλάδος της S60), έχουν τον ίδιο αριθµό κορυφών (επτά) µε αυτούς της S25L. Να 

σηµειώσουµε εδώ ότι και για οποιαδήποτε άλλο ζεύγος τιµών (e, β), όπου οι κύριες 

οικογένειες έχουν διαχωριστεί σε δύο κλάδους η καθεµία, οι οικογένειες της 

δενδροειδούς κατανοµής που ενώνονται µε τους διασπασµένους κλάδους αυτών των 

οικογενειών εµφανίζουν πάντα παρόµοιες τροχιές και αποτελούν σε κάθε 



 448

περίπτωση τις αντίστοιχες οικογένειες S60 και S25 της εκάστοτε  δενδροειδούς 

κατανοµής. Η ηµιπερίοδος των τροχιών της οικογένειας SPD στο διάστηµα που 

εξετάσαµε κυµαίνεται από 1.09(S) – 4.1(L). 
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Σχήµα 9.82. Οικογένεια SPD  για β=5, e=-0.1. 

(α) Χαρακτηριστική καµπύλη µε σηµειωµένες τις τροχιές που 

απεικονίζονται στα επόµενα σχήµατα, 

(β)-(γ) εξέλιξη των τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής. 

 Τα σύµβολα L και R στις τιµές της ενέργειας επισηµαίνουν τις ισοενεργειακές 

τροχιές αριστερά και δεξιά του ακρότατου της χαρακτηριστικής 



 449

Όσον αφορά στη µελέτη της ευστάθειας των κλάδων S60L και S55D της  ενιαίας 

οικογένειας SPD, χρησιµοποιώντας τα αριθµητικά δεδοµένα της έρευνάς µας, 

σχεδιάσαµε την χαρακτηριστική καµπύλη της οικογένειας, µε τέτοιο τρόπο ώστε να 

διακρίνονται τα ασταθή και ευσταθή τµήµατα της. Έτσι διακρίνουµε τον ασταθή και 

ευσταθή χαρακτήρα των τροχιών της S60L και της S55D αντίστοιχα (Σχήµα 9.83α).  

Από τα διαγράµµατα ευστάθειας x0-α της ενιαίας  οικογένειας SPD που ακολουθούν 

(Σχήµατα 9.83β και 9.83γ), προκύπτουν παρόµοια συµπεράσµατα µε αυτά που 

αναπτύξαµε για τα αντίστοιχα διαγράµµατα ευστάθειας της οικογένειας SND. 
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Σχήµα 9.83. Οικογένεια SPD για β=5, e=-0.1.  

 (α) χαρακτηριστική καµπύλη και τµήµατα ευστάθειας, 

(β) διάγραµµα ευστάθειας x0-α , 

(γ) λεπτοµέρεια διαγράµµατος  ευστάθειας x0-α 

 

Στον Πίνακα 9.15 που ακολουθεί παραθέτουµε ενδεικτικά τις τιµές των βασικών 

µεγεθών µερικών τροχιών των οικογενειών SND και SPD για ν=7, β=5 και e=-0.1. 

 

Πίνακας 9.15. Ενδεικτικές τιµές των µεγεθών των απλών περιοδικών τροχιών των 

οικογενειών SND και SPD για ν=7, β=5 και e=-0.1 

 C x0 0
y�  xT/2 T/2

y�  T/2 Stability 

8.079979869 -0.311796001 0.374129465 0.148685880 -0.279601944 2.257043363 U 

8.489989945 -0.260380109 0.357704179 0.164220110 -0.318586693 1.991999987   U 

8.759989997 -0.212876471 0.347166370 0.191228580 -0.340740489 1.846609566   U 

5.759979976 -0.337096252 1.505695487 0.337089956 -1.505864594 0.703296045   S 

S
N

D
 

4.109989990 -0.667350220 1.588424100 0.665897544 -1.608818527 1.310178417   U 

6.609949999 0.582359741 0.476817276 -0.591856462 -0.423068394 4.100932494     S 

7.499969992 0.315078217 0.833541214 -0.315092774 -0.833301566 1.187718921  S 

S
P

D
 

8.759999999 0.212911247 0.347052270 -0.212958250 -0.346855567 1.928078050  S 



 451

8.759989998 0.203952648 0.366380704 -0.221473582 -0.303714388 1.997336786  U 

8.619989978 0.183184259 0.462411019 -0.253827594 -0.212061255 2.081584124  U 

 

9.13.3 ∆ιαγράµµατα των χαρακτηριστικών καµπύλων x0-C των οικογενειών 

των δενδροειδών κατανοµών, στις περιοχές κάτω από τα σηµεία ισορροπίας 

των ζωνών E1 και E2, για ν=7 και διάφορες τιµές των παραµέτρων β και e 

Στα επόµενα Σχήµατα 9.84 - 9.89 παραθέτουµε τις κατανοµές των οικογενειών στην 

περιοχή αναδίπλωσης της κεντρικής «καµινάδας» για ν=7 και τα εξής ζεύγη τιµών 

των παραµέτρων (β, e): 

β e 

5 - 0.1 

5 - 0.17 
ν=7 

16 - 0.1 

 

Σύµφωνα µε όσα έχουµε αναλύσει σε προηγούµενα κεφάλαια, τα παραπάνω ζεύγη 

τιµών ανήκουν στις περιοχές I(7) και II(5) του διαγράµµατος διακλαδώσεων(Σχήµα 

3.11, Κεφ.3
ο
), όπου υφίστανται οι ζώνες ισορροπίας E1 και E2, ενώ για την 

περίπτωση για β=5, e=-0.27 που ανήκει στην περιοχή V(3) του ίδιου διαγράµµατος 

απουσιάζουν. Ως εκ τούτου δεν υφίστανται σε αυτή την περίπτωση  οι δενδροειδείς 

κατανοµές των οικογενειών.   

Σε κάθε σχήµα δίνεται µία συνολική εικόνα της κατανοµής των χαρακτηριστικών 

και συµπληρώνεται από ένα σχήµα στο οποίο φαίνονται οι λεπτοµέρειες της 

κατανοµής αυτής. Σε κάθε περίπτωση ζεύγους τιµών των παραµέτρων β και e, 

παραθέτουµε αρχικά τις οικογένειες για x0>0 και ακολούθως για x0<0.  

Επισηµαίνουµε επίσης ότι οι χαρακτηριστικές καµπύλες των οικογενειών της 

δενδροειδούς κατανοµής παρουσιάζουν ακρότατο και σε αυτό το ακρότατο 

διακλαδίζονται από την κύρια οικογένεια της κατανοµής, αποτελώντας έτσι ένα  

bifurcating point. 
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(i) Περίπτωση ν=7 , β=5  και e= -0.1 για x0<0   
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C
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(α) 
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(β) 

Σχήµα 9.84. (α) Οικογένειες της δενδροειδούς κατανοµής στην περιοχή κάτω από 

το σηµείο ισορροπίας της ζώνης Ε2  για ν=7, β=5 και e=-0.1,  

(β) λεπτοµέρεια του διαγράµµατος 
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(ii) Περίπτωση ν=7, β=5  και e= -0.1 για x0>0  

6.2
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0.1 0.4

S55D

S57
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S59
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(α) 
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S65

 x0

C
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(β) 

Σχήµα 9.85. (α) Οικογένειες της δενδροειδούς κατανοµής στην περιοχή κάτω από 

το σηµείο ισορροπίας της ζώνης Ε1 για ν=7, β=5 και e=-0.1,  

(β) λεπτοµέρεια του διαγράµµατος 
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(iii) Περίπτωση ν=7 , β=5  και e= -0.17 για x0<0   
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(β) 

Σχήµα 9.86. (α) Οικογένειες της δενδροειδούς κατανοµής στην περιοχή κάτω από 

το σηµείο ισορροπίας της ζώνης Ε2  για ν=7, β=5 και e=-0.17,  

(β) λεπτοµέρεια του διαγράµµατος 
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(iv) Περίπτωση ν=7 , β=5  και e= -0.17 για x0>0   
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(β) 

Σχήµα 9.87. (α) Οικογένειες της δενδροειδούς κατανοµής στην περιοχή κάτω από 

το σηµείο ισορροπίας της ζώνης Ε1 για ν=7, β=5 και e=-0.17, 

 (β) λεπτοµέρεια του διαγράµµατος 
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(v) Περίπτωση ν=7 , β=16  και e= -0.1 για x0<0   
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(β) 

Σχήµα 9.88. (α) Οικογένειες της δενδροειδούς κατανοµής στην περιοχή κάτω από 

το σηµείο ισορροπίας της ζώνης Ε2  για ν=7, β=16 και e=-0.1, 

(β) λεπτοµέρεια του διαγράµµατος 

 

 

 

 

 



 457

(vi) Περίπτωση ν=7 , β=16  και e= -0.1 για x0>0   
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(β) 

Σχήµα 9.89. (α) Οικογένειες της δενδροειδούς κατανοµής στην περιοχή κάτω από 

το σηµείο ισορροπίας της ζώνης Ε1 για ν=7, β=16 και e=-0.1, 

 (β) λεπτοµέρεια του διαγράµµατος 

 

Σε όλες τις παραπάνω περιπτώσεις εκτός των κύριων οικογενειών S18 και S55 που 

εµφανίζονται πάντα σε κάθε δενδροειδή κατανοµή και των οποίων αναλύσαµε την 

παραµετρική εξέλιξη, άλλες δύο οικογένειες φαίνεται να έχουν συνεχή παρουσία 

και είναι εκείνες που πηγάζουν από τα σηµεία ισορροπίας των ζωνών E1 και E2. 
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Πρόκειται για τις οικογένειες S33 (Σχήµατα 9.84α, 9.86α και 9.88α) και S54 

(Σχήµατα 9.85α, 9.87α και 9.89α) που αναπτύσσονται για x0<0 και x0>0 αντίστοιχα 

και εξελίσσονται στο όριο της  καµπύλης της  µηδενικής ταχύτητας. Για αυτές τις 

οικογένειες τροχιών θα αναφερθούµε λεπτοµερώς στην αµέσως επόµενη 

παράγραφο. 

Επίσης να επισηµάνουµε ότι για β=5 και e=-0.17 δεν εµφανίζονται οι οικογένειες 

S56 και S57 (Σχήµα 9.87α), ενώ ενδιαφέρον παρουσιάζει η περίπτωση µε β=16 και 

e=-0.1, όπου οι δύο κλάδοι της S56 καµπυλώνουν και τα άκρα τους στρέφονται και 

περατώνονται πολύ κοντά στην κύρια οικογένεια S55 (Σχήµα 9.89α). 

 

9.13.4 Εξέλιξη των τροχιών των οικογενειών S33 και S54 κατά µήκος των 

χαρακτηριστικών τους καµπύλων. Μελέτη ευστάθειας 

Η οικογένεια S33 χαρακτηρίζεται από ανάδροµες τροχιές που διαγράφονται γύρω 

από το σηµείο ισορροπίας της ζώνης E2, ενώ η οικογένεια S54 αποτελείται από 

ορθές τροχιές, οι οποίες διαγράφονται γύρω από το σηµείο ισορροπίας της ζώνης 

E1. Καθώς αυξάνεται η τιµή της σταθεράς C, οι τροχιές των δύο αυτών οικογενειών 

συρρικνώνονται και τελικά εκφυλίζονται σε σηµεία (Σχήµα 9.90β και 9.91β). Οι 

τροχιές της S33 εξελίσσονται έχοντας το σηµείο ισορροπίας Ε2 στο δεξιό τους άκρο, 

ενώ αυτές της S54 έχοντας το σηµείο ισορροπίας Ε1 στο αριστερό τους άκρο. Η 

ηµιπερίοδος της οικογένειας S33 κυµαίνεται από 0.31(VS)–1.7 (S) και της 

οικογένειας S54 από 0.34(VS)–2.73(M). Από την οικογένεια S33 προκύπτουν 

ευσταθείς και ασταθείς τροχιές (Σχήµα 9.90γ), µε συντελεστή ευστάθειας α ο οποίος 

λαµβάνει τιµές στο διάστηµα [-1.78 , 3.71]. Στο διάγραµµα ευστάθειας x0-α  

παρουσιάζονται  τέσσερα κρίσιµα σηµεία, δύο για κάθε είδος (Σχήµα 9.90δ), ενώ 

στο Σχήµα 9.90γ φαίνονται τα ασταθή και ευσταθή τµήµατα της χαρακτηριστικής 

καµπύλης. Τέσσερα κρίσιµα σηµεία εµφανίζονται και στο διάγραµµα ευστάθειας x0-

α της S54 (Σχήµα 9.91δ), ένα πρώτου είδους και τρία δεύτερου είδους. Σε αυτή την 

περίπτωση ο συντελεστής ευστάθειας  α  λαµβάνει τιµές στο διάστηµα [-148 , 2.50], 

ενώ στο Σχήµα 9.91γ φαίνονται τα ασταθή και ευσταθή τµήµατα της 

χαρακτηριστικής της καµπύλης. 
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Στον Πίνακα 9.16 παραθέτουµε ενδεικτικά τις τιµές των βασικών µεγεθών των 

τροχιών των  οικογενειών  S33  και S54. 
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(γ) (δ) 

Σχήµα 9.90. Οικογένεια S33 για β=5, e=-0.1.  

(α) Χαρακτηριστική καµπύλη µε σηµειωµένες τις τροχιές που 

απεικονίζονται στο διπλανό σχήµα, (β) εξέλιξη των τροχιών κατά 

µήκος της χαρακτηριστικής, (γ) χαρακτηριστική καµπύλη και 

τµήµατα ευστάθειας (δ) διάγραµµα ευστάθειας x0-α 

 

C=6.349C=6.410

C=8.030

5

9

0.12 0.18

x0

C

 

-1

1

-1 0 1

8.030

6.410

6.349

x

y

P2

P7

LE1

C

 

(α) (β) 



 460

5
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x0
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α

α=-1
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(γ) (δ) 

Σχήµα 9.91. Οικογένεια S54 για β=5, e=-0.1.  

(α) Χαρακτηριστική καµπύλη µε σηµειωµένες τις τροχιές που 

απεικονίζονται στο διπλανό σχήµα, (β) εξέλιξη των τροχιών 

κατά µήκος της χαρακτηριστικής, (γ) χαρακτηριστική καµπύλη 

και τµήµατα ευστάθειας, (δ) διάγραµµα ευστάθειας x0-α 

 

Πίνακας 9.16. Ενδεικτικές τιµές των µεγεθών των απλών περιοδικών τροχιών των 

οικογενειών S33  και S54 για ν=7, β=5 και e=-0.1 

 C x0 0
y�  xT/2 T/2

y�  T/2 Stability 

8.389989955 -0.288146106 0.124100354 -0.156520376 -0.145439591 0.305494549 U 

6.989949914 -0.497715773 0.332010490 -0.131255135 -0.487997960 0.528464141   U 

S
3

3
 

6.329999972 -0.893255760 0.376793843 -0.142772604 -1.256374800 1.526590230  S 

8.029989952 0.146596539 0.215349927 0.332743049 -0.173354235 0.343189850     U 

6.409999991 0.130749095 0.883721492 0.679275371 -0.526928796 0.861382830  S 

S
5

4
 

6.349029989 0.161621101 1.479235270 0.851405474 -0.743947627 2.185836274  U 

 

9.13.5 Μορφή και εξέλιξη των τροχιών των οικογενειών της δενδροειδούς 

κατανοµής στην περιοχή κάτω από το σηµείο ισορροπίας της ζώνης Ε2, κατά 

µήκος των χαρακτηριστικών τους καµπύλων(x0<0) 

Στη συνέχεια παραθέτουµε ενδεικτικά την εξέλιξη των τροχιών κάποιων 

οικογενειών της δενδροειδούς κατανοµής για αρνητικές τιµές της αρχικής θέσης x0, 

καθώς µε πανοµοιότυπο τρόπο εξελίσσονται και οι υπόλοιπες. Τα µέλη όλων αυτών 
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των οικογενειών είναι ανάδροµες τροχιές πλανητικού τύπου, γύρω από το κεντρικό 

primary P0 και η περιγραφή της εξέλιξής τους, η οποία γίνεται παρακάτω, 

αντιστοιχεί στα Σχήµατα 9.92 έως 9.94, όπου περιέχονται οι τροχιές των 

οικογενειών S22, S24 και S26. 

Παρατηρούµε ότι ξεκινώντας από τις µικρότερες  τιµές της σταθεράς C για κάθε 

οικογένεια, οι τροχιές τους έχουν τη µορφή «ροζέτας»
8
, που τα πέταλά της 

διασταυρώνονται µε τέτοιο τρόπο ώστε να δηµιουργούνται  µικροί βρόχοι οι οποίοι  

καταλήγουν σε  κόγχες που «στρέφονται» προς το P0. Καθώς αυξάνεται η τιµή της 

σταθεράς C οι τροχιές συρρικνώνονται, οι µικροί βρόχοι εξαλείφονται, ενώ οι 

κόγχες συνεχίζουν να  υφίστανται. Σε ακόµη µεγαλύτερες τιµές της σταθεράς C και 

κοντά στο ακρότατο της οικογένειας, τα πέταλα της «ροζέτας» εξοµαλύνονται,  

δίνοντας στις τροχιές µία µορφή πολυγώνου, µε τόσες πλευρές όσες και το πλήθος 

των πετάλων της ροζέτας.  

Όσον αφορά στον άλλο κλάδο της οικογένειας, η εξέλιξη της µορφής των τροχιών, 

ξεκινώντας από τις υψηλότερες τιµές της C, ακολουθεί την αντίστροφη πορεία από 

αυτήν που περιγράψαµε προηγουµένως. ∆ηλαδή, αρχικά εµφανίζονται µορφές 

πολυγωνικών τροχιών που περιβάλλουν το P0 και στη συνέχεια εξελίσσονται σε 

τροχιές που έχουν τη µορφή «ροζέτας». 

Όσο υψηλότερες είναι οι τιµές της σταθεράς C των σηµείων από τα οποία πηγάζουν 

οι περιοδικές τροχιές (bifurcating points), τόσο αυξάνει και ο αριθµός των πετάλων 

της αντίστοιχης «ροζέτας». Έτσι για την οικογένεια S22 προκύπτουν «ροζέτες» µε 

τέσσερις κορυφές (Σχήµα 9.92β ), για την οικογένεια S24 µε έξι  κορυφές (Σχήµα 

9.93β) και για την οικογένεια S26 µε οκτώ κορυφές (Σχήµα  9.94β). Παρατηρούµε 

ότι από δύο διαδοχικές οικογένειες προκύπτουν τροχιές που διαφέρουν κατά µία 

κορυφή.  

 

 

 

                                                           
8
 Η ροζέτα έχει το σχήµα  λουλουδιού, που τα πέταλά του διασταυρώνονται µε διάφορους τρόπους. 
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• ∆ιαγράµµατα της χαρακτηριστικής καµπύλης και των τροχιών της 

οικογένειας S22 
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(β) 

Σχήµα 9.92. Οικογένεια S22 για β=5, e=-0.1.  

(α) Χαρακτηριστική καµπύλη µε σηµειωµένες τις τροχιές που 

απεικονίζονται στο επόµενο σχήµα, (β) εξέλιξη των τροχιών κατά 

µήκος της χαρακτηριστικής  
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• ∆ιαγράµµατα της χαρακτηριστικής  καµπύλης και των τροχιών της 

οικογένειας S24 
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Σχήµα 9.93. Οικογένεια S24 για β=5, e=-0.1.  

(α) Χαρακτηριστική καµπύλη µε σηµειωµένες τις τροχιές που 

απεικονίζονται στο επόµενο σχήµα, (β) εξέλιξη των τροχιών 

κατά µήκος της χαρακτηριστικής 
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• ∆ιαγράµµατα της χαρακτηριστικής καµπύλης και των τροχιών της 

οικογένειας S26 
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Σχήµα 9.94. Οικογένεια S26 για β=5, e=-0.1.  

(α) Χαρακτηριστική καµπύλη µε σηµειωµένες τις τροχιές που 

απεικονίζονται στο επόµενο σχήµα, (β) εξέλιξη των τροχιών 

κατά µήκος της χαρακτηριστικής 

 

9.13.6 Μελέτη ευστάθειας των τροχιών των οικογενειών της δενδροειδούς 

κατανοµής στην περιοχή κάτω από το σηµείο ισορροπίας της ζώνης Ε2 (x0<0) 

Για τις οικογένειες που πηγάζουν από τον κεντρικό κλάδο της δενδροειδούς 

κατανοµής µε x0<0, µελετήσαµε ενδεικτικά την ευστάθεια των S21, S22, S23 και 
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S24. Έτσι στα Σχήµατα 9.95, 9.96 και 9.97 που ακολουθούν, παρατηρούµε ότι 

αριστερά του ακρότατου που παρουσιάζουν οι χαρακτηριστικές των S21, S22, S23 

αντίστοιχα, οι τροχιές που προκύπτουν είναι ασταθείς, ενώ δεξιά αυτού ευσταθείς. 

Επίσης παρουσιάζουν όλες ένα κρίσιµο σηµείο πρώτου είδους, ενώ και οι ασταθείς 

τροχιές χαρακτηρίζονται από σχετικά µικρές τιµές του συντελεστή ευστάθειας α. 
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Σχήµα 9.95. Οικογένεια S21 για β=5, e=-0.1.  

(α) χαρακτηριστική καµπύλη και τµήµατα ευστάθειας, 

 (β) διάγραµµα ευστάθειας x0-α  
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 x0

C

 

0.60
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Σχήµα 9.96. Οικογένεια S23 για β=5, e=-0.1. 

 (α) χαρακτηριστική καµπύλη και τµήµατα ευστάθειας,  

(β) διάγραµµα ευστάθειας x0-α  
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6

9

-0.6 0

 x0

C

 

-1.50

2.00

-0.6 0

α=-1

x0

α
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(α) (β) 

Σχήµα 9.97. Οικογένεια S24 για β=5, e=-0.1.  

(α) χαρακτηριστική καµπύλη και τµήµατα ευστάθειας, 

 (β) διάγραµµα ευστάθειας x0-α  

 

Αξιοσηµείωτη είναι η περίπτωση της οικογένειας S22, η ευστάθεια της οποίας 

παρουσιάζει εν µέρει ίδια συµπεριφορά µε τις προηγούµενες οικογένειες, Υπάρχουν 

όµως και εµφανείς διαφορές, οι οποίες εντοπίζονται στο γεγονός ότι 

παρουσιάζονται και τµήµατα ευστάθειας αριστερά του ακροτάτου, αλλά και 

αστάθειας δεξιά αυτού (Σχήµα 9.98α). Αποτέλεσµα αυτού είναι να εµφανίζονται 

κρίσιµες περιοδικές τροχιές πρώτου και δεύτερου είδους, ενώ για τις ασταθείς 

τροχιές ο συντελεστής α εξακολουθεί να µην λαµβάνει µεγάλες τιµές              

(Σχήµα 9.98β).  
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Σχήµα 9.98. Οικογένεια S22 για β=5, e=-0.1.  

(α) χαρακτηριστική καµπύλη και τµήµατα ευστάθειας, 

 (β) διάγραµµα ευστάθειας x0-α  
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Στον Πίνακα 9.17 που ακολουθεί, παραθέτουµε ενδεικτικά τις τιµές των βασικών 

µεγεθών των τροχιών των οικογενειών S21, S22, S23, S24 και S26 της 

δενδροειδούς κατανοµής κάτω από το σηµείο ισορροπίας Ε2.
 
  

 

Πίνακας 9.17.  Ενδεικτικές τιµές των µεγεθών των απλών περιοδικών τροχιών των 

οικογενειών S21, S22, S23, S24 και S26 για ν=7, β=5 και e=-0.1 

 C x0 0
y�  xT/2 T/2

y�  T/2 Stability 

6.171999731 -0.657774933 0.690629692 0.122215961 -0.524795148 2.300846606 U 

8.269979997 -0.209160156 0.786401636 0.217497833 -0.772622937 0.859882926 S 

S
2

1
 

6.674949889 -0.131028270 0.732518190 0.496507551 -0.661482570 1.584932686 S 

6.089029802 -0.783052002 0.649385987 0.752902971 -0.775969449 4.246400911 S 

6.994949830 -0.452202534 0.559217167 0.452744689 -0.560168067 1.875874135   U 

8.534989998 -0.211619751 0.590352894 0.211619140 -0.590368751 1.090054342   U 

8.534989998 -0.201173706 0.599576633 0.201172198 -0.599586412 1.090054521    S 

S
2

2
 

6.899949774 -0.130003175 0.484763830 0.129795008 -0.468064814 1.963760397 U 

6.714949661 -0.522517097 0.537360774 0.125412524 -0.197252212 2.782926083 U 

8.659989999 -0.197758270 0.481458461 0.209504229 -0.477312050 1.334805424 S 

S
2

3
 

8.119979924 -0.154117821 0.471027994 0.297369337 -0.461637804 1.563812354 S 

6.186019643 -0.76292528 0.58153225 0.707971693 -0.700083356 5.747549581 U 

7.129969712 -0.44483808 0.46390894 0.444248214 -0.470707831 2.74494451   U 

8.729989999 -0.1969221 0.40074753 0.196917202 -0.400750959 1.585702663   S S
2

4
 

8.334979927 -0.15915718 0.38039143 0.159146048 -0.380034731 1.774906049   S 

6.224019567 -0.725594028 0.577051789 0.737195315 -0.676049690 7.536645222  U 

7.399979719 -0.406415138 0.399592845 0.407005422 -0.397369157 3.315750519  U 

8.799999999 -0.196175989 0.298871550 0.196182618 -0.298908739 2.097631887  S S
2

6
 

8.699989975 -0.177078752 0.284410339 0.177085681 -0.284545304 2.155890925  S 
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9.13.7 Μορφή και εξέλιξη των τροχιών των οικογενειών της δενδροειδούς 

κατανοµής στην περιοχή κάτω από το σηµείο ισορροπίας της ζώνης Ε1, κατά 

µήκος των χαρακτηριστικών τους καµπύλων(x0>0) 

Οι διαφορές που υπάρχουν και αφορούν στα χαρακτηριστικά και στην εξέλιξη των 

τροχιών που προκύπτουν από τις οικογένειες αυτής της δενδροειδούς κατανοµής 

(x0>0), σε σχέση µε αυτές των οικογενειών της δενδροειδούς κατανοµής που 

περιγράψαµε για x0<0, είναι µικρές. Η βασικότερη από αυτές αφορά στο γεγονός ότι 

από αυτή την κατανοµή προκύπτουν ορθές τροχιές πλανητικού τύπου γύρω από το 

κεντρικό primary P0. Η περιγραφή της εξέλιξης τους, η οποία γίνεται παρακάτω, 

αντιστοιχεί στα Σχήµατα 9.99 έως 9.101, όπου απεικονίζονται δείγµατα τροχιών 

των οικογενειών S59, S61 και S65. 

Παρατηρούµε και εδώ ότι ξεκινώντας από τις µικρότερες τιµές της σταθεράς C για 

κάθε οικογένεια της κατανοµής, οι τροχιές έχουν τη µορφή «ροζέτας», της οποίας 

τα πέταλα είναι επιµήκη και πιο λεπτά, σε σχέση µε αυτά των αντίστοιχων τροχιών 

της δενδροειδούς κατανοµής για x0<0. 

Όσο αυξάνεται η τιµή της σταθεράς C οι βρόχοι που αποτελούν τα πέταλα της 

«ροζέτας» συρρικνώνονται και τελικά εξαφανίζονται µε αποτέλεσµα να 

δηµιουργούνται τροχιές που έχουν τη µορφή αστεριού, µε τόσες ακτίνες όσο ήταν 

και το πλήθος των πετάλων της ροζέτας. Όσο αυξάνεται περαιτέρω η τιµή της 

σταθεράς C, οι ακτίνες των αστεριών εξοµαλύνονται µε αποτέλεσµα να 

δηµιουργείται µία «δαντέλα», η οποία µε τη σειρά της αποκτά πολυγωνική µορφή 

κοντά στο ενεργειακό ακρότατο C της οικογένειας.  

Όσον αφορά στον άλλο κλάδο της οικογένειας και ξεκινώντας από τις υψηλότερες 

τιµές της C, η εξέλιξη της µορφής των τροχιών ακολουθεί ακριβώς την αντίστροφη 

πορεία από αυτήν που περιγράψαµε µέχρι τώρα. ∆ηλαδή, αρχικά εµφανίζονται 

τροχιές πολυγωνικής µορφής οι οποίες καταλήγουν σε τροχιές µε τη µορφή 

«ροζέτας». 

Όσο υψηλότερες είναι οι τιµές της σταθεράς C των σηµείων από τα οποία πηγάζουν 

οι περιοδικές τροχιές (bifurcating points), τόσο αυξάνει και ο αριθµός των πετάλων 

(βρόχων) της αντίστοιχης «ροζέτας». Έτσι για την οικογένεια S59 προκύπτουν 
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τροχιές µε έξι βρόχους (Σχήµα 9.99β), για την οικογένεια S61 οι τροχιές έχουν οχτώ  

βρόχους (Σχήµα 9.100β) και για την οικογένεια S65 οι βρόχοι είναι δώδεκα (Σχήµα  

9.101β). Όπως και στην περίπτωση της δενδροειδούς κατανοµής για x0<0, από δύο 

διαδοχικές οικογένειες προκύπτουν τροχιές που διαφέρουν κατά ένα βρόχο.  

 

• ∆ιαγράµµατα της χαρακτηριστικής καµπύλης και των τροχιών της 

οικογένειας S59 

C=8.010

C=6.740

C=8.720

C=8.580
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0.12 0.29
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C
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(β) 

Σχήµα 9.99. Οικογένεια S59 για β=5, e=-0.1.  

(α) Χαρακτηριστική καµπύλη µε σηµειωµένες τις τροχιές που 

απεικονίζονται στα επόµενα σχήµατα, (β) εξέλιξη των τροχιών 

κατά µήκος της χαρακτηριστικής 
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• ∆ιαγράµµατα της χαρακτηριστικής καµπύλης και των τροχιών της 

οικογένειας S61 

C=7.120

C=8.010
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C=8.790
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Σχήµα 9.100. Οικογένεια S61 για β=5, e=-0.1. 

 (α) Χαρακτηριστική καµπύλη µε σηµειωµένες τις τροχιές που απεικονίζονται στο 

επόµενο σχήµα, (β) εξέλιξη των τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής 
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• ∆ιαγράµµατα της χαρακτηριστικής καµπύλης και των τροχιών της 

οικογένειας S65 

C=6.990

C=8.850C=8.730

C=8.170
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Σχήµα 9.101. Οικογένεια S65 για β=5, e=-0.1. 

 (α) Χαρακτηριστική καµπύλη µε σηµειωµένες τις τροχιές που απεικονίζονται στο 

επόµενο σχήµα, (β) εξέλιξη των τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής 
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9.13.8 Μελέτη ευστάθειας των τροχιών των οικογενειών της δενδροειδούς 

κατανοµής στην περιοχή κάτω από το σηµείο ισορροπίας της ζώνης Ε1(x0>0) 

Για τις οικογένειες που πηγάζουν από τον κεντρικό κλάδο της δενδροειδούς 

κατανοµής µε  x0<0, µελετήσαµε ενδεικτικά την ευστάθεια των S56, S57, S59 και 

S61.Έτσι για την ευστάθεια της οικογένειας S56, παρατηρούµε στο Σχήµα 9.102α 

ότι αριστερά του ακρότατου που παρουσιάζει η χαρακτηριστική της, οι τροχιές που 

προκύπτουν είναι ασταθείς, ενώ δεξιά αυτού ευσταθείς, µέχρι την τιµή (C, 

x0)=(7.270, 0.455) όπου συµβαίνει αλλαγή ευστάθειας από ευσταθείς σε ασταθείς 

τροχιές, στο κρίσιµο σηµείο α=-1 (Σχήµα 9.102β). 
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Σχήµα 9.102. Οικογένεια S56 για β=5, e=-0.1.  

(α) χαρακτηριστική καµπύλη και τµήµατα ευστάθειας, 

 (β) διάγραµµα ευστάθειας x0-α  

 

Από την µελέτη της ευστάθειας των οικογενειών S57, S59 και S61 προέκυψαν τα 

Σχήµατα 9.103α, 9.104α και 9.105α αντίστοιχα, από τα οποία  παρατηρούµε ότι 

αριστερά του ακρότατου που παρουσιάζει η χαρακτηριστική τους, οι τροχιές που 

προκύπτουν είναι ασταθείς, ενώ δεξιά αυτού ευσταθείς. Παρουσιάζουν όλες ένα 

κρίσιµο σηµείο πρώτου είδους, ενώ και οι ασταθείς τροχιές δεν χαρακτηρίζονται 

από µεγάλες τιµές του συντελεστή ευστάθειας α (Σχήµατα 9.103β, 9.104β και 

9.105β). 
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Σχήµα 9.103. Οικογένεια S57 για β=5, e=-0.1.  

(α) χαρακτηριστική καµπύλη και τµήµατα ευστάθειας,  

(β) διάγραµµα ευστάθειας x0-α  
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Σχήµα 9.104. Οικογένεια S59 για β=5, e=-0.1.  

(α) χαρακτηριστική καµπύλη και τµήµατα ευστάθειας,  

(β) διάγραµµα ευστάθειας x0-α  
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(α) (β) 

Σχήµα 9.105. Οικογένεια S61 για β=5, e=-0.1.  

(α) χαρακτηριστική καµπύλη και τµήµατα ευστάθειας, 

 (β) διάγραµµα ευστάθειας x0-α  

 

Στον Πίνακα 9.18 που ακολουθεί παραθέτουµε ενδεικτικά τις τιµές των βασικών 

µεγεθών των τροχιών των οικογενειών S56, S57, S59, S61 και S65 της 

δενδροειδούς κατανοµής κάτω από το σηµείο ισορροπίας Ε1.  

 

Πίνακας 9.18. Ενδεικτικές τιµές των µεγεθών των απλών περιοδικών τροχιών των 

οικογενειών S56, S57, S59, S61 και S65 για ν=7, β=5 και e=-0.1 

 C X0 0
y�  xT/2 T/2

y�  T/2 Stability 

7.209959984 0.191485888 1.291139963 -0.468925386 -0.129210878 1.712437558 U 

8.149979992 0.236226744 0.793076883 -0.269332953 -0.633387440 1.116710386 U 

8.149979993 0.269322067 0.633527339 -0.236219625 -0.793079178 1.116710520 S 

7.279959988 0.453288238 0.161534300 -0.190233930 -1.261893060 1.644394962 S 

S
5

6
 

7.069959988 0.505798874 0.077072520 -0.188929319 -1.340469581 1.872067479 U 

6.554999964 0.156347197 1.360652397 -0.183559058 -1.510438693 3.659155050 U 

8.499989997 0.225360840 0.579306440 -0.225365603 -0.579264391 1.278517183 U 

8.499989997 0.232713135 0.546537821 -0.232714890 -0.546498139 1.278517228 S 

S
5

7
 

7.999979977 0.332833627 0.243685543 -0.332748868 -0.244123235 1.518385424 S 

6.739989701 0.144836946 1.123464841 -0.144836945 -1.123464828 4.156045250 U 

8.009979929 0.161205224 0.719657019 -0.161329165 -0.721586467 2.196395634   U 

S
5

9
 

8.579989985 0.186148294 0.522212387 -0.186170339 -0.522325533 1.819408172   U 
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8.719989998 0.209824555 0.408948066 -0.209836337 -0.408901098 1.744692975  U 

8.579989988 0.256437424 0.257945209 -0.256444444 -0.257717945 1.819408172     S 

7.119959733 0.143369906 0.903542580 -0.141399829 -0.849713636 4.219947542     U 

8.009979865 0.155552853 0.611617201 -0.155422362 -0.608553186 2.884350502  U 

8.719989987 0.188505924 0.380653791 -0.188487876 -0.380532906 2.297496776  U 

8.789999998 0.202288341 0.323479848 -0.202273702 -0.323460831 2.251486147  U 

S
6

1
 

8.699999983 0.242602086 0.200625701 -0.242584813 -0.200785180 2.310949050 S 

6.989969521 0.137697359 0.808977349 -0.136758076 -0.774465894 6.655561145    U 

8.169999813 0.155121846 0.449040669 -0.155097246 -0.448241157 4.036845334 U 

8.729999964 0.180701583 0.291031328 -0.180695923 -0.290940355 3.395151661 U 

8.849999999 0.211297018 0.185040500 -0.211292345 -0.185021719 3.281450072 S 

S
6

5
 

8.834999996 0.218895014 0.164511505 -0.218889966 -0.164499837 3.295284177 S 

 

9.13.9 Γενικές παρατηρήσεις για τις οικογένειες της δενδροειδούς κατανοµής 

♦ Το πλήθος των πετάλων ή γενικότερα των κορυφών που παρουσιάζονται στις 

τροχιές των οικογενειών που διακλαδίζονται µε τις κύριες οικογένειες αυτών 

των κατανοµών, δεν σχετίζεται µε το πλήθος των περιφερειακών σωµάτων. 

Απόδειξη ότι υπάρχουν τροχιές µε τρία, τέσσερα, κ.ο.κ. πέταλα, ενώ εµείς 

µελετήσαµε την περίπτωση για ν=7.   

♦ Για τιµές της σταθεράς C στην περιοχή του ακροτάτου της χαρακτηριστικής 

των οικογενειών της δενδροειδούς κατανοµής και κατ’ επέκταση κοντά στον 

κύριο κορµό της, οι τροχιές  εµφανίζουν συµµετρία και ως προς τον άξονα y. 

Για αυτές τις τιµές της σταθεράς C οι τροχιές ως επί το πλείστον 

παρουσιάζουν εξοµάλυνση των κορυφών τους, η οποία όµως καταστρέφεται 
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καθώς το C ελαττώνεται και µαζί της η συµµετρία των τροχιών ως προς τον 

άξονα y. 

 

9.13.10 Συµµετρία των ισοενεργειακών τροχιών (ίδια τιµή της σταθεράς C) που 

ανήκουν στην ίδια οικογένεια της δενδροειδούς κατανοµής 

Ενδιαφέρον παρουσιάζεται όταν σχεδιάσουµε τροχιές της ίδιας οικογένειας που 

αντιστοιχούν σε αρχικές συνθήκες κοντά στο ακρότατο της, βρίσκονται εκατέρωθεν 

της κεντρικής οικογένειας. και έχουν ίδια τιµή της σταθεράς C. Παρακάτω 

φαίνονται τα κοινά διαγράµµατα τέτοιων τροχιών, όπου αναδεικνύεται η συµµετρία 

ως προς τους 2-p άξονες του γραφήµατος που συνθέτουν και οι δύο µαζί, όπου p ο 

αριθµός των κορυφών κάθε τροχιάς. Η κάθε τροχιά προκύπτει από την άλλη µε 

στροφή π/p. Η συµµετρία αυτή καταστρέφεται όταν ελαττώνεται η τιµή της 

σταθεράς C. 

Το Σχήµα 9.106α δείχνει τροχιές της οικογένειας S23 µε C=8.35 (x0<0) όπου 

εµφανίζονται πέντε κορυφές, ενώ το Σχήµα 9.106β δείχνει τροχιές της οικογένειας 

S58 για C=7.950 (x0>0) µε πέντε κορυφές. 
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Σχήµα 9.106. Κοινά διαγράµµατα ισοενεργειακών τροχιών για τις 

οικογένειες: (α) S23, (β) S58  

 

9.13.11 Παραµετρική µεταβολή των διαγραµµάτων x0-C και x0-T/2 των 

οικογενειών των δενδροειδών κατανοµών, στις περιοχές κάτω από τα σηµεία 

ισορροπίας των ζωνών Ε1 και Ε2 

(i) Παραµετρική µεταβολή των χαρακτηριστικών καµπύλων x0-C 

Λαµβάνοντας υπόψη µας την παραµετρική εξέλιξη των διαγραµµάτων x0-C αλλά 

και των θέσεων ισορροπίας, όπως αυτά αναπτύχθηκαν σε προηγούµενα κεφάλαια, 

είναι αναµενόµενο το ότι αυξάνοντας κατά απόλυτη τιµή την παράµετρο e και 

διατηρώντας σταθερή την παράµετρο β, θα έχουµε µία µετατόπιση των 

χαρακτηριστικών καµπύλων προς χαµηλότερες τιµές της Ιακωβιανής σταθεράς C 

(Σχήµα 9.107), της αυτής τάξης µεγέθους µε αυτές της παραµετρικής εξέλιξης των 

διαγραµµάτων x0-C (βλέπε Κεφάλαιο 5). Η µετατόπιση αυτή συχνά µας εµποδίζει 

να εξετάσουµε την παραµετρική µεταβολή των τροχιών για διαφορετικές τιµές της 

παραµέτρου e, αφού δεν καθίσταται δυνατό να λάβουµε  ίδιες τιµές της σταθεράς C 

για δύο όµοιες οικογένειες. 
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(α) 
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C
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S55D(-0.17)
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S58(-0.17)S61(-0.17)

 

(β) 

 

Σχήµα 9.107. Παραµετρική µεταβολή των χαρακτηριστικών  καµπύλων των    

δενδροειδών κατανοµών µε την παράµετρο e (e=-0.1, -0.17) για β=5. (α) Όταν x0<0 

και (β) όταν x0>0 
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Να υπενθυµίσουµε ότι για σταθερή τιµή της αρνητικής παραµέτρου e, όταν 

αυξάνεται η τιµή της παραµέτρου µάζας β, οι Ιακωβιανές σταθερές CE1  και CE2 των 

θέσεων ισορροπίας των αντίστοιχων ζωνών αυξάνονται και οι ενεργειακές στάθµες 

τους τείνουν να συσσωρευτούν σε µια µικρή περιοχή τιµών. Αυτό δείχνεται στο 

Σχήµα 9.108, όπου φαίνεται επίσης ότι αυτή η οριακή συσσώρευση προκαλεί 

µεταβολές στις σχετικές θέσεις των χαρακτηριστικών καµπύλων των οικογενειών 

για κάθε τιµή της παραµέτρου β, όχι όµως µε τον ίδιο τρόπο για όλες.  

Αυτό γίνεται εµφανές στο Σχήµα 9.108α παρατηρώντας τις θέσεις των  

χαρακτηριστικών της οικογένειας S27 καθώς και στο Σχήµα 9.108β παρατηρώντας 

τις αντίστοιχες θέσεις των χαρακτηριστικών της οικογένειας S61 για e=-0.1 και β=5 

(µπλε καµπύλες) και β=16 (κόκκινες καµπύλες). Και για τις δύο αυτές οικογένειες 

παρατηρούµε ότι µε την αύξηση της παραµέτρου β, οι χαρακτηριστικές τους 

µετατοπίζονται σε  υψηλότερες τιµές της σταθεράς C, ενώ το αντίθετο συµβαίνει για 

οικογένειες που βρίσκονται στις χαµηλότερες ενεργειακές στάθµες της περιοχής, 

όπως λ.χ. συµβαίνει για τις χαρακτηριστικές των οικογενειών S20 (Σχήµα 9.108α) 

και S58 (Σχήµα 9.108β) οι οποίες µετατοπίζονται σε χαµηλότερες τιµές ενέργειας. 

Προφανώς για πολύ µεγάλες τιµές της παραµέτρου µάζας β, οι ενεργειακές 

αποστάσεις µεταξύ ίδιων οικογενειών θα είναι πολύ µικρές. 

1.5
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-1.5 -0.5
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CE2
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E2
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(α) 
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5

9

0.1 0.65

S55(16)

ZVC(16)

S56(5)

 x0

C
E1

E1

ZVC(5)

S58(16)

S61(16)

S56(16)

S58(5)

S55D(5)S61(5)

 

(β) 

Σχήµα 9.108. Παραµετρική µεταβολή των χαρακτηριστικών καµπύλων των 

δενδροειδών κατανοµών  µε την παράµετρο β(=5, 16) για e=-0.1. (α) Όταν x0<0 και 

(β) όταν  x0>0 

 

(ii) Παραµετρική µεταβολή των χαρακτηριστικών καµπύλων x0-T/2 

∆ιατηρώντας σταθερή την παράµετρο µάζας β και αυξάνοντας την απόλυτη τιµή της 

παραµέτρου Manev e, παρατηρούµε ότι οι καµπύλες x0-Τ/2 των οικογενειών των 

δενδροειδών κατανοµών, µετατοπίζονται προς µεγαλύτερες τιµές της περιόδου και 

µάλιστα όσο οι οικογένειες πλησιάζουν προς τα σηµεία ισορροπίας των ζωνών Ε2 

και Ε1, τόσο πιο µεγάλη είναι η µετατόπιση προς υψηλότερες τιµές της περιόδου 

(Σχήµα 9.109). 
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0

8
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x0
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S24(-0.1)
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S22(-0.1)
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(α) 
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S58(-0.17)

S61(-0.17)

 

(β) 

Σχήµα 9.109. Παραµετρική µεταβολή των  καµπύλων x0-T/2 των δενδροειδών 

κατανοµών  µε την παράµετρο e (e=-0.1, -0.17) για β=5. (α) Όταν x0<0  και  

 (β) όταν  x0>0   

 

Αντίθετα, διατηρώντας σταθερή την παράµετρο Manev e και αυξάνοντας την 

παράµετρο β, παρατηρούµε ότι οι καµπύλες x0-Τ/2 της οµάδας αυτής,  
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µετατοπίζονται προς µικρότερες τιµές της περιόδου για την ίδια αρχική θέση x0. Αν 

και πρόκειται για µικρή µετατόπιση των καµπύλων προς χαµηλότερες τιµές της 

περιόδου και εδώ όσο οι οικογένειες πλησιάζουν προς τα σηµεία ισορροπίας των 

ζωνών Ε2 και Ε1, τόσο πιο µεγάλη είναι η µετατόπιση προς χαµηλότερες τιµές της 

περιόδου (Σχήµα 9.110). 
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Σχήµα 9.110. Παραµετρική µεταβολή των  καµπύλων x0-T/2 των δενδροειδών 

κατανοµών µε την παράµετρο β για e=-0.1. (α) Όταν x0<0  και  (β) όταν  x0>0   

 

9.14 Οικογένειες που εξελίσσονται εντός της περιοχής R0 του φασικού χώρου 

x0-C, της περίπτωσης για ν=7, β=5 και e=-0.27. Μορφή και εξέλιξη των τροχιών 

κατά µήκος της χαρακτηριστικής τους καµπύλης 

Όλες οι χαρακτηριστικές καµπύλες της οµάδας εξελίσσονται κοντά στη βάση της 

«καµινάδας» που δηµιουργούν οι χαρακτηριστικές των S68 και S69, στην περιοχή 

R0 του διαγράµµατος x0-C για ν=7, β=5 και e=-0.27 όπου x0>0 και C>0 (Σχήµα 

9.23δ). 

Στη µεγέθυνση της περιοχής R0 που φαίνεται στο Σχήµα 9.111, διαπιστώνουµε ότι 

πρόκειται για τρεις κύριες οικογένειες (S90, S91 και S92), εκ των οποίων οι δύο 

(S90 και S91) διακλαδίζονται και µε άλλες οικογένειες απλών περιοδικών τροχιών, 

ενώ η τρίτη (S92) εξελίσσεται µόνη της χωρίς να έρχεται σε επαφή µε τις υπόλοιπες, 

έχοντας µορφή «άγκιστρου» παρόµοια µε αυτήν της S73. Συγκεκριµένα από την 

S90 πηγάζουν τρείς άλλες οικογένειες απλών περιοδικών τροχιών (S90Α, S90Β και 

S90G), ενώ από την  S91 πηγάζει η S91A (Σχήµατα 9.112α και 9.113α). 

5.5

7.6

1.1 1.4

 x0

C

S91

S90

S92

 

Σχήµα 9.111. Μεγέθυνση της περιοχής R0 του διαγράµµατος x0-C για 

ν=7, β=5 και e=-0.27 
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9.14.1 Μορφή και εξέλιξη των τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής  

καµπύλης των οικογενειών (S90-S90Α-S90B-S90G) και (S91-S91Α). Ευστάθεια 

Από τις κύριες οικογένειες S90 και S91 αλλά και από τις διακλαδώσεις αυτών 

(Σχήµα 9.112α και Σχήµα 9.113α), προκύπτουν ανάδροµες τροχιές πλανητικού 

τύπου, όπου το µικρό σώµα κινείται εξ ολοκλήρου στο εξωτερικό του φανταστικού 

κύκλου των primaries (Σχήµατα 9.112β,γ και 9.113β,γ). Για την S90 και τις 

τεµνόµενες µε αυτήν οικογένειες, η ηµιπερίοδος µεταβάλλεται µεταξύ των τιµών 

3.56 (Μ) και 5.43 (L), ενώ για τις τροχιές των S91- S91Α, η ηµιπερίοδος κυµαίνεται 

µεταξύ των τιµών 2.21 (Μ) και 2.96 (Μ). Στο τελευταίο ζεύγος τροχιών, 

παρατηρήσαµε µεγάλη σχετικά διαφορά ανάµεσα στην τιµή της αρχικής ταχύτητας 

και σε αυτήν στην ηµιπερίοδο. 

Όσον αφορά στην ευστάθεια των τροχιών αυτής της οµάδας, στα Σχήµατα 9.112δ 

και 9.113δ παραθέτουµε τις χαρακτηριστικές τους καµπύλες στις οποίες 

διακρίνονται τα τµήµατα από τα οποία προκύπτουν οι ευσταθείς και ασταθείς 

τροχιές. Ειδικότερα για τις τροχιές της οικογένειας S90 στο Σχήµα 112ε 

παρουσιάζουµε το διάγραµµα ευστάθειας α-x0 του ευσταθούς τµήµατος της 

οικογένειας, από το οποίο επιβεβαιώνουµε την ύπαρξη των τριών οικογενειών 

απλών περιοδικών τροχιών που πηγάζουν από αυτήν.  
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α=1
S90BS90A S90G

 

(δ) (ε) 

Σχήµα 9.112. Οικογένειες  S90, S90A, S90B και S90G για 

ν=7, β=5 και e=-0.27. (α) Χαρακτηριστικές καµπύλες µε 

σηµειωµένες τις τροχιές που απεικονίζονται στα επόµενα 

σχήµατα, (β)-(γ) εξέλιξη των τροχιών κατά µήκος της 

χαρακτηριστικών, (δ) χαρακτηριστική καµπύλη και τµήµατα 

ευστάθειας, (ε) διάγραµµα ευστάθειας x0-α της S90, µε 

σηµειωµένες τις θέσεις των τριών κρίσιµων περιοδικών τροχιών 

πρώτου είδους, που πηγάζουν από αυτήν 
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Σχήµα 9.113. Οικογένειες S91 και S91A για ν=7, β=5 και 

 e=-0.27. 

 (α) Χαρακτηριστικές καµπύλες µε σηµειωµένες τις τροχιές που 
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απεικονίζονται στα επόµενα σχήµατα, (β)-(γ) εξέλιξη των τροχιών 

κατά µήκος της χαρακτηριστικών, (δ) χαρακτηριστική καµπύλη 

και τµήµατα ευστάθειας 

 

9.14.2 Μορφή και εξέλιξη των τροχιών κατά µήκος της χαρακτηριστικής 

καµπύλης της οικογένειας S92. Ευστάθεια 

Οι τροχιές της οικογένειας S92, αν και δεν εκπορεύονται από κάποιο σηµείο 

ασταθούς ισορροπίας, περικλείουν  στο εσωτερικό τους το σηµείο ισορροπίας της 

ζώνης C1 και κανένα από τα primaries, ενώ τείνουν να εγκλωβίσουν µε το εξωτερικό 

τους µέρος τα primaries P1, P2 και P7 (Σχήµα 9.114β). Παρουσιάζουν ασταθή 

συµπεριφορά, γεγονός το οποίο καθίσταται εµφανές από το αντίστοιχο διάγραµµα 

ευστάθειας x0-α του Σχήµατος 9.114δ. 

Στη συγκεκριµένη περιοχή του φασικού χώρου εντοπίσαµε και τροχιές όµοιας 

µορφής, που µε το εξωτερικό τους µέρος τείνουν να εγκλωβίσουν εκτός των P1, P2, 

P7  και τα P3 και P6 (Σχήµα 9.114γ). 

Στον Πίνακα 9.19 παραθέτουµε ενδεικτικά τις τιµές των βασικών µεγεθών µερικών 

τροχιών από κάθε οικογένεια της περιοχής R0. 
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Σχήµα 9.114. Οικογένεια S92 για ν=7, β=5 και e=-0.27. 

 (α) Χαρακτηριστική καµπύλη µε σηµειωµένες τις τροχιές που 

απεικονίζονται στο διπλανό σχήµα, (β) εξέλιξη των τροχιών 

κατά µήκος της χαρακτηριστικής καµπύλης, (γ) µορφή τροχιών 

στην περιοχή της S92 και (δ) διάγραµµα ευστάθειας x0-α 

 

 

Πίνακας 9.19. Ενδεικτικές τιµές των µεγεθών των απλών περιοδικών τροχιών των 

οικογενειών της περιοχής R0 στο διάγραµµα x0-C, για ν=7, β=5 και e=-0.27 

 C x0 0
y�  xT/2 T/2

y�  T/2 Stability 

7.419989804 1.273858466 1.877698096 -0.951830949 -0.339772111 5.429493336 U 

7.094989782 1.248495410 2.276418902 -1.005806833 -0.675026042 3.559590593    S 

S
9

0
 

7.239979868 1.348037927 1.348328020 -0.867789481 -0.492918582 4.715791192 U 
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7.224989851 1.223904626 2.693004833 -1.160458146 -0.521758785 4.410551599 U 

7.119019660 1.260927681 2.104034832 -0.961969756 -0.648492201 3.633704843    S 
S

9
0
Α

 

7.159979789 1.288619238 1.800442810 -0.916990475 -0.597748701 3.864185961 U 

7.294989829 1.224981959 2.656037021 -0.854233222 -0.420848195 4.953639715 U 

7.217009803 1.242325391 2.344895248 -0.957640369 -0.566442950 3.937047380 S 

S
9

0
B

 

7.222009747 1.264559229 2.035008351 -1.013293855 -0.573911269 3.980364588 U 

7.329999741 1.264334908 2.011021661 -0.903924146 -0.423143229 4.614655554 S 

7.314999786 1.256979736 2.108116731 -0.946667214 -0.467036808 4.431701544 S 

S
9

0
G

 

7.348999796 1.252089093 2.167453856 -1.146321920 -0.398058169 4.897282213 U 

6.254870820 1.155797082 13.425214700 -0.724309020 -1.047826399 2.962214333 S 

6.319980599 1.158663867 9.885676891 -0.749901524 -1.028410361 2.905423436   U 

6.549978245 1.178661475 4.771681552 -0.851748833 -0.959210605 2.786173322   S 

6.619983228 1.196321289 3.642332517 -0.915504466 -0.946784028 2.751063204   U 

S
9

1
 

5.944957912 1.196380278 3.731326475 -0.963345950 -1.262980982 2.212101348     U 

6.569988374 1.175578760 5.086078640 -0.904928613 -0.969391264 2.767990704     U 

6.539970527 1.194662329 3.727898668 -0.799609290 -0.940434211 2.752457022     S 

S
9

1
Α

 

6.264904909 1.198314215 3.607327494 -0.612941827 -0.984414365 2.619997046     U 

7.029989966 1.282971564 1.888124854 2.518078641 -1.491512065 5.584146380      U 

7.039989977 1.296454124 1.766022572 2.444130577 -1.392850538 5.029313408 U 

S
9

2
 

7.109989985 1.318281624 1.579958007 2.394971018 -1.302758442 5.163991745 U 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  10 

 

ΕΠΙΠΕΔΕΣ ΣΥΜΜΕΤΡΙΚΕΣ ΠΟΛΛΑΠΛΕΣ ΠΕΡΙΟΔΙΚΕΣ 

ΤΡΟΧΙΕΣ-ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΕΣ ΚΑΜΠΥΛΕΣ-ΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΗ 

ΜΕΤΑΒΟΛΗ-ΕΥΣΤΑΘΕΙΑ 

 

10.1 Εισαγωγή 

 Όπως στην περίπτωση των απλών περιοδικών τροχιών, έτσι και στις διπλές και 

τριπλές περιοδικές τροχιές θα χρησιμοποιήσουμε την ίδια διάκριση σε 

κατηγορίες (π.χ δορυφορικού ή διαπλανητικού τύπου, κ.λ.π, απλές ή πολλαπλά 

συμμετρικές, ορθές ή ανάδρομες).  

 Επειδή, όσο αυξάνει η πολλαπλότητα της περιοδικής τροχιάς τόσο οι μορφές 

των τροχιών γίνονται συνθετότερες και οι πιθανότητες εγγύτατης προσέγγισης 

του μικρού σώματος με ένα ή περισσότερα primaries αυξάνουν, συχνά οι 

χαρακτηριστικές καμπύλες των οικογενειών εμφανίζουν μικρότερο μήκος στο 

διάγραμμα x0-C από αυτό των απλών περιοδικών τροχιών (τηρώντας πάντα την 

αρχή του φυσικού τερματισμού του Strömgren). 

 Όπως οι απλές, έτσι και οι πολλαπλά περιοδικές (διπλές και τριπλές) 

υπολογίσθηκαν για θετικές τιμές της αρχικής ταχύτητας 0y > 0 .  

 Το μοντέλο που χρησιμοποιήσαμε για την εφαρμογή, χαρακτηρίζεται από τις 

τιμές των παραμέτρων ν=7, β=5, e=-0.1, και συνεπώς βρίσκεται στην περιοχή II 

του διαγράμματος διακλαδώσεων του Σχήματος 9.22 του προηγούμενου 

κεφαλαίου, χαρακτηρίζεται δε από πέντε ζώνες ισορροπίας και αντίστοιχα πέντε 

ακρότατα των καμπύλων μηδενικής ταχύτητας του φασικού διαγράμματος             

x0-C. 

 Όπως και στη μελέτη των απλών περιοδικών τροχιών, έτσι και  εδώ, έχοντας ως 

αποκλειστικό κριτήριο την «χωροταξική» τους κατανομή στο επίπεδο x0-C, 
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ομαδοποιήσαμε τις χαρακτηριστικές καμπύλες των οικογενειών που 

εμφανίζονται. Κάθε ομάδα των διπλών περιοδικών τροχιών χαρακτηρίζεται με 

το σύμβολο G, ενώ για κάθε ομάδα τριπλών περιοδικών τροχιών 

χρησιμοποιούμε το σύμβολο H. Για την διακριτοποίηση των ομάδων 

χρησιμοποιούμε συμπληρωματικά έναν αριθμό δίπλα στα σύμβολα G και H. 

 Κατά τη μελέτη των διπλών και τριπλών περιοδικών τροχιών που έχουμε 

ομαδοποιήσει, εξετάζουμε την εξέλιξή τους, κατά μήκος των χαρακτηριστικών 

καμπύλων τους, καθώς επίσης σχεδιάζουμε και σχολιάζουμε τις αντίστοιχες 

καμπύλες x0-T/2, C-T/2. Στα σχήματα στα οποία φαίνονται οι χαρακτηριστικές 

καμπύλες των μελών της κάθε ομάδας, έχουμε σημειώσει με έγχρωμες κουκίδες 

τις τροχιές οι οποίες ενδεικτικά σχεδιάζονται στο επίπεδο xy. 

 Όσον αφορά στη μελέτη της ευστάθειας των τροχιών αυτών, στους πίνακες που 

παραθέτουμε με τις ενδεικτικές τιμές των χαρακτηριστικών  μεγεθών τους, όπως 

και στις απλές περιοδικές τροχιές έτσι κι εδώ, στην τελευταία στήλη 

χαρακτηρίζουμε την ευστάθεια τους ως ευσταθή (S Stable) ή ως ασταθή (U 

Unstable). Όπου κρίνουμε σκόπιμο και για την πληρότητα της μελέτης μας, 

παραθέτουμε διαγράμματα ευστάθειας x0-α ή και τις αντίστοιχες 

χαρακτηριστικές καμπύλες όπου φαίνονται τα τμήματα από τα οποία 

προκύπτουν ευσταθείς ή ασταθείς τροχιές. Κατά κύριο λόγο διαγράμματα 

ευστάθειας χρησιμοποιούμε κατά τη μελέτη των τροχιών των οικογενειών που 

βρίσκονται στην περιοχή κάτω από τα σημεία ισορροπίας Ε1 και Ε2 

(δενδροειδείς κατανομές). 

 Η μελέτη της παραμετρικής μεταβολής των τροχιών της κατηγορίας αυτής 

εντάσσεται στο μελλοντικό σχεδιασμό της έρευνας των επιπλέον 

χαρακτηριστικών του δυναμικού αυτού συστήματος. 
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10.2 ΔΙΠΛΕΣ ΠΕΡΙΟΔΙΚΕΣ ΤΡΟΧΙΕΣ 

10.2.1 Γενικά χαρακτηριστικά των διπλών περιοδικών τροχιών και κατανομές 

των χαρακτηριστικών τους καμπύλων, για την περίπτωση που θα μελετηθεί, στο 

αντίστοιχο διάγραμμα x0-C 

Οι διπλές περιοδικές τροχιές παρουσιάζουν δύο βασικούς βρόχους (loops) που σε 

κάποιες περιπτώσεις ο ένας (ο μεγαλύτερος) εγκλωβίζει πλήρως τον δεύτερο 

(μικρότερο) (nested loops) (Σχήμα 10.1α), ενώ σε κάποιες  άλλες, ο ένας βρόχος 

επικαλύπτει μερικώς τον δεύτερο (Σχήμα 10.1β). Βέβαια, ενδέχεται κατά μήκος της 

τροχιάς να εμφανίζονται και άλλοι μικρότεροι δευτερεύοντες βρόχοι (Σχήμα 10.1γ). 

Στην περίπτωση αυτή υπάρχει άρτιο πλήθος δευτερευόντων βρόχων που βρίσκονται σε 

συμμετρική θέση ως προς τον άξονα συμμετρίας Ox. Σε σχέση με τις απλές περιοδικές 

τροχιές, οι διπλές περιοδικές τροχιές χαρακτηρίζονται γενικά από μεγαλύτερες 

περιόδους όπως είναι φυσικό, ενώ το ίδιο παρατηρείται με τις διαστάσεις τους (μέγιστη 

απόσταση δύο σημείων της τροχιάς).  

y

x

y

x

(α) (β) 

y

x
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(γ) 

Σχήμα 10.1. Μορφές διπλών περιοδικών τροχιών. (α) nested loops, 

 (β) βρόχοι διπλών περιοδικών τροχιών μερικώς επικαλυπτόμενοι, 

(γ) διπλή περιοδική τροχιά με δευτερεύοντες  βρόχους 

 

Στην παρούσα διατριβή, εξετάσαμε αναλυτικά τις συμμετρικές διπλές περιοδικές 

τροχιές για ν=7, β=5 και e=-0.1, ενώ στο Σχήμα 10.2 που ακολουθεί δίνουμε την 

κατανομή των οικογενειών αυτών στην περιοχή του φασικού χώρου των αρχικών 

συνθηκών x0-C, που ορίζεται όπως και στην περίπτωση της αναζήτησης των απλών 

περιοδικών τροχιών, από τις τιμές, x0  [-2.5, 2.5] και C  [-6, 9].  
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D15
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D27
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D73
D67

D68

D21-22

 

Σχήμα 10.2. Χαρακτηριστικές καμπύλες οικογενειών διπλών περιοδικών τροχιών στο 

επίπεδο αρχικών συνθηκών x0-C, για ν=7, β=5 και  e=-0.1 
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Στον Πίνακα 10.1 που ακολουθεί, αναφέρονται οι ομάδες των διπλών περιοδικών 

τροχιών που δημιουργήσαμε, καθώς και οι οικογένειες-μέλη που περιέχονται σε 

καθεμία από αυτές και των οποίων τα χαρακτηριστικά θα μελετήσουμε. Τέλος να 

σημειώσουμε ότι θα ερευνηθούν ξεχωριστά οι  οικογένειες D28, D51, D52 και D67, 

που δεν περιέχονται σε κάποια ομάδα. 

 

Πίνακας 10.1. Ομαδοποίηση οικογενειών διπλών περιοδικών τροχιών 

ΟΜΑΔΑ ΟΙΚΟΓΕΝΕΙΩΝ ΟΙΚΟΓΕΝΕΙΕΣ-ΜΕΛΗ 

G1 D1-D5-D9 

G2 D15-D21-D22-D24 

G3 D30-D31-D33 

G4 D54-D56-D59-D66 

G5 

Δενδροειδής κατανομή 

οικογενειών κάτω από τα 

σημεία ισορροπίας των 

ζωνών Ε1 και Ε2 

 

10.3 ΟΜΑΔΑ OIKOΓΕΝΕΙΩΝ G1 (οικογένειες D1-D5-D9) 

10.3.1 Μορφή και εξέλιξη των διπλών περιοδικών τροχιών κατά μήκος της 

χαρακτηριστικής τους καμπύλης. Ευστάθεια 

Από όλες τις χαρακτηριστικές καμπύλες της ομάδας που παρουσιάζονται στο Σχήμα 

10.3, προκύπτουν τροχιές ανάδρομες διαπλανητικού τύπου. Από αυτές, η 

χαρακτηριστική D1 αναπτύσσεται εξ ολοκλήρου στις αρνητικές τιμές των C και 

παρουσιάζει ακρότατο. Να επισημάνουμε εδώ ότι οι χαρακτηριστικές καμπύλες των 

διάφορων οικογενειών προέκυψαν από την εφαρμογή της μεθόδου Grid-Search και 

ενδεχομένως η ανάπτυξη κάποιων από τις καμπύλες να συνεχίζει είτε κατά το ένα 

άκρο, είτε και κατά το άλλο.  
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C=-0.13

C=-2.70

C=-4.47

C=-2.71

C=-1.30

C=0.27

-6

1

-2.7 -1

 X0

C

D1

D9

D5

 

Σχήμα 10.3. Χαρακτηριστικές καμπύλες  της ομάδας οικογενειών G1, με 

σημειωμένες τις τροχιές που απεικονίζονται στο επόμενο σχήμα 10.4 

 

Οι τροχιές της οικογένειας D5 διαγράφονται έτσι ώστε να παραμένει έξω από αυτές το 

primary P1 (Σχήμα 10.4β), ενώ οι τροχιές των οικογενειών D1 (Σχήμα 10.4α)  και D9 

(Σχήμα 10.4γ) περικλείουν όλα τα primaries. 

Τέλος, καθώς η σταθερά C ελαττώνεται, όλες οι τροχιές της ομάδας συρρικνώνονται 

και η ταχύτητα τους στην ημιπερίοδο ελαττώνεται. Στον Πίνακα 10.2 παραθέτουμε 

ενδεικτικά τις τιμές των βασικών μεγεθών μερικών τροχιών από κάθε οικογένεια της 

ομάδας. 
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Σχήμα 10.4. Εξέλιξη των διπλών περιοδικών τροχιών κατά μήκος της 
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χαρακτηριστικής των οικογενειών: (α) D1, (β) D5 και (γ) D9 

 

Πίνακας 10.2. Ενδεικτικές τιμές των μεγεθών των διπλών περιοδικών τροχιών της 

ομάδας οικογενειών G1 

 C x0 0y  xT/2 T/2y  T/2 Stability 

-4.470027891 -1.365479063 3.278667780 -0.761442773 3.315920383 2.349023324 U 

-3.270000123 -1.661531387 3.104324152 -0.806549066 3.125404385 2.848416737    U 

D
1 

-2.710000065 -2.498953037 3.358273096 -0.864627021 3.031183927 3.716174293 U 

-2.700003026 -1.506141559 2.995303359 -1.372186575 2.996249613 2.524548364      U 

-1.180000064 -2.015932846 2.857747961 -1.565003967 2.733941376 3.300637330    U 

D
5 

-0.130000060 -2.498948820 2.949234009 -1.845040448 2.598489011 4.081930082 U 

-1.300007363 -1.599083866 2.759525065 -0.876077975 2.788447393 2.917845579 U 

-0.170000104 -1.902860868 2.627273554 -0.935275547 2.575833288 3.554695432    U 

D
9 

0.270000030 -2.040105561 2.603329423 -0.958517674 2.488191871 3.875936822 U 

 

10.3.2 Διαγράμματα  x0-T/2 και C-T/2 της ομάδας οικογενειών G1 

Όσον αφορά στα διαγράμματα x0-T/2 παρατηρούμε ότι σε όλες τις οικογένειες της 

ομάδας, παρατηρούμε ότι η τιμή της περιόδου ελαττώνεται, όταν η τιμή της x0 

πλησιάζει στην αρχή των αξόνων (Σχήμα 10.5α), ενώ στα διάγραμματα C-T/2 

παρατηρούμε ότι όταν αυξάνει η τιμή του C, αυξάνει η περίοδος (Σχήμα10.5β).  

Οι τροχιές της D1 χαρακτηρίζονται από ημιπεριόδους που κυμαίνονται από 2.35(Μ) 

έως 3.72(Μ), της D5 από ημιπεριόδους που κυμαίνονται από 2.52(Μ) έως 4.08(L) και 

τέλος της D9 από 2.92(Μ) έως 3.88(Μ). 



 499

2

4,5
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X0

T/2

D1

D9
D5

 

(α) 

2

5

-4,7 0

T/2

C

D1

D9

D5

 

(β) 

Σχήμα 10.5. Καμπύλες (α) x0-T/2 και (β) C-T/2 των οικογενειών της 

ομάδας G1 

 

10.4 ΟΜΑΔΑ OIKOΓΕΝΕΙΩΝ G2 (οικογένειες D15-D21-D22-D24) 

10.4.1 Μορφή και εξέλιξη των διπλών περιοδικών τροχιών κατά μήκος της 

χαρακτηριστικής τους καμπύλης. Ευστάθεια 

 Στο Σχήμα 10.6 παρατηρούμε την εξέλιξη των χαρακτηριστικών καμπύλων της 

ομάδας αυτής οι οποίες εκτός από την οικογένεια D15, αναπτύσσονται εξ ολοκλήρου 

στην περιοχή των θετικών τιμών της σταθεράς C. Οι χαρακτηριστικές των οικογενειών 
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D21 και D22 σχηματίζουν ανοιχτές «θηλιές» που σχεδόν ταυτίζονται, με τη δεύτερη να 

περικλείει την πρώτη. Αποτέλεσμα αυτής της εγγύτητας είναι για την ίδια τιμή της 

θέσης x0,. να παίρνουν σχεδόν τις ίδιες τιμές για τη σταθερά C. Ανοιχτή «θηλιά» αλλά 

πολύ στενότερη από τις προηγούμενες και με αντίθετο προσανατολισμό, σχηματίζει η 

χαρακτηριστική της  D24.  

Και σε αυτή την ομάδα όλες οι τροχιές είναι ανάδρομες διαπλανητικού τύπου. 

 

C=- 4.41

C=- 0.01
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C=0.05

C=1.47LC=1.38
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C=2.27

-5

4

-2.2 -0.65

 X0

C

D24

D21
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Σχήμα 10.6. Χαρακτηριστικές καμπύλες  ομάδας οικογενειών G2, με 

σημειωμένες τις τροχιές που απεικονίζονται στο επόμενο σχήμα 10.7 

 

Οι τροχιές της οικογένειας D15 περικλείουν όλα τα primaries και συρρικνώνονται 

καθώς αυξάνεται η τιμή της σταθεράς C (Σχήμα 10.7α). Οι τροχιές των D21- D22 δεν 

περιέχουν στο εσωτερικό τους τα  primaries P1, P2  και  P7  και η διαφορά τους έγκειται 

στο γεγονός ότι στις τροχιές της D21 ο ένας βρόχος επικαλύπτει μερικώς τον δεύτερο 

(Σχήμα 10.7β), ενώ σε αυτές της D22 ο μεγαλύτερος βρόχος εγκλωβίζει πλήρως τον 

μικρότερο (Σχήμα 10.7γ). Και για τις δύο αυτές οικογένειες  όταν η τιμή της σταθεράς 

C σε κάθε σκέλος τους μειώνεται, οι τροχιές τους συρρικνώνονται. Τέλος, οι τροχιές 

της οικογένειας D24 διαγράφονται με τέτοιο τρόπο ώστε να αφήνουν στο εξωτερικό 



 501

τους το κεντρικό σώμα P0 και τα περιφερειακά primaries P1 P2 και P7 (Σχήμα 10.7δ) και 

συρρικνώνονται όταν η τιμή της σταθεράς C μειώνεται και στα δύο σκέλη της. 

Στον Πίνακα 10.3 παραθέτουμε ενδεικτικά τις τιμές των βασικών μεγεθών μερικών 

τροχιών από κάθε οικογένεια της ομάδας. 
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Σχήμα 10.7. Εξέλιξη των διπλών περιοδικών τροχιών κατά μήκος της 

χαρακτηριστικής των οικογενειών: (α) D15, (β) D21, (γ) D22 και (δ) D24 

 

Πίνακας 10.3. Ενδεικτικές τιμές των μεγεθών των διπλών περιοδικών τροχιών της 

ομάδας οικογενειών G2 

 C x0 0y  xT/2 T/2y  T/2 Stability 

-4.410012166 -0.763281869 3.306652255 -1.371765435 3.269197132 2.363956946 U 

D
15

 

-1.000000048 -1.009466297 2.729594439 -3.838391090 4.150197074 5.065991637    U 
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-0.010000067 -1.034943247 2.540413594 -4.174876343 4.336875164 5.480772669 U 

2.099999917 -1.621264525 2.057009455 -0.930780463 2.089410297 3.096920984 U 

0.500002549 -1.274748893 2.412638410 -0.856856820 2.445416193 1.942654043    U 

D
21

 

3.219979905 -1.779470772 1.814901967 -0.958207276 1.800325551 3.267054264 U 

1.469999953 -1.480641597 2.190210364 -2.276782397 2.505620323 3.607511854 U 

0.049999810 -1.253331577 2.506585749 -1.671846375 2.515383179 2.266255631    U 

D
22

 

1.469999889 -1.322175868 2.196980513 -2.081649601 2.384622453 2.865422323 U 

1.989997979 -1.988748905 2.220621531 -1.261690801 2.082826421 2.423916234 U 

2.269999800 -2.109657917 2.227877312 -1.294019942 2.010095878 2.691845760    U 

D
24

 

1.380000187 -1.860883614 2.295873781 -1.248441376 2.226166605 2.253126140 U 

 

10.4.2 Διαγράμματα  x0-T/2 και C-T/2 της ομάδας οικογενειών G2 

Για τις τροχιές της D15 η τιμή της περιόδου αυξάνεται καθώς το x0 απομακρύνεται από 

την αρχή των αξόνων (Σχήμα10.8α), ενώ όταν αυξάνει η τιμή της σταθεράς C, η 

περίοδος αυξάνει επίσης (Σχήμα10.8.β). Η ημιπερίοδος τους κυμαίνεται από 2.38(Μ)  

εως 5.48(L). 

Αναφορικά με τις καμπύλες x0-T/2 και C-T/2 των οικογενειών D21, D22  και D24, 

παρατηρούμε ότι  εμφανίζουν ακρότατο και μάλιστα ακριβώς εκεί όπου παρουσιάζεται 

το ακρότατο και στο αντίστοιχο διάγραμμα x0-C (Σχήμα 10.8).  

Για τις τροχιές των D21 και D22 στο διάγραμμα x0-T/2, αριστερά του ακροτάτου, 

καθώς το x0 πλησιάζει σε αυτό (και συνεπώς στην αρχή των αξόνων), η περίοδος 

ελαττώνεται. Το αντίθετο συμβαίνει δεξιά του ακροτάτου όπου, καθώς το x0 

απομακρύνεται από την αρχή των αξόνων, η περίοδος αυξάνει (Σχήμα10.8.α). Στο 

διάγραμμα C-T/2 οι καμπύλες των D21 και D22 εμφανίζουν δύο σκέλη και η περίοδος 

αυξάνει και στα δύο σκέλη όταν αυξάνεται η τιμή της C (Σχήμα10.8.β). Οι τροχιές των  

D21 και  D22 χαρακτηρίζονται από  μικρές και μεσαίες τιμές ημιπεριόδου και για την 
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μεν πρώτη κυμαίνονται ανάμεσα στις τιμές 1.94 (S) και 3.27 (Μ), ενώ για τη δεύτερη 

μεταξύ των τιμών  2.26 (Μ)  έως  3.61 (Μ). 

Όσον αφορά στην οικογένεια  D24, παρατηρούμε στο διάγραμμα x0-T/2, ότι δεξιά του 

ακροτάτου καθώς το x0 απομακρύνεται από αυτό πλησιάζοντας προς την αρχή των 

αξόνων, η περίοδος ελαττώνεται, ενώ το ίδιο συμβαίνει και δεξιά του ακροτάτου 

(Σχήμα 10.8.β). Οι τιμές της ημιπεριόδου κυμαίνονται από 2.25(Μ) έως 2.69(Μ). Στο 

διάγραμμα C-T/2 η καμπύλη της D24 εμφανίζει δύο σκέλη και η περίοδος αυξάνει και 

στα δύο σκέλη όταν αυξάνεται η τιμή της C (Σχήμα 10.8.β). 
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Σχήμα 10.8. Καμπύλες (α) x0-T/2 και (β) C-T/2 των οικογενειών της 

ομάδας G2 

 

 

10.5 ΟΜΑΔΑ OIKOΓΕΝΕΙΩΝ G3 (οικογένειες D30-D31-D33) 

10.5.1 Μορφή και εξέλιξη των διπλών περιοδικών τροχιών κατά μήκος της 

χαρακτηριστικής τους καμπύλης. Ευστάθεια 

Για τις χαρακτηριστικές καμπύλες αυτής της ομάδας παρατηρούμε ότι οι μεν 

οικογένειες D30 και D31 αναπτύσσουν ένα μέρος τους στα θετικά C και  το υπόλοιπο 

στα αρνητικά, ενώ η οικογένεια D33 αναπτύσσεται εξ ολοκλήρου στις θετικές τιμές 

των C (Σχήμα 10.9). Σημειώνουμε επίσης ότι όλες οι χαρακτηριστικές παρουσιάζουν 

ακρότατο, ενώ όλες αποτελούνται από  τροχιές ανάδρομες διαπλανητικού τύπου. 
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Σχήμα 10.9. Χαρακτηριστικές καμπύλες  ομάδας οικογενειών G3, με 

σημειωμένες τις τροχιές που απεικονίζονται στο επόμενο σχήμα 10.10 

 

Όλες οι τροχιές της ομάδας αυτής διαγράφονται με τέτοιο τρόπο ώστε ο μικρότερος 

βρόχος τους να περικλείει τα primaries P0, P1, P2 και P7  και διαφοροποιούνται μόνο ως 

προς τον αριθμό και την ταυτότητα των primaries που περικλείει ο μεγάλος  βρόχος 

τους (Σχήμα 10.10). Έτσι στις τροχιές της D30 ο μεγάλος βρόχος περικλείει όλα τα 
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primaries (Σχήμα 10.10α), σε αυτές της D31 εκτός του μεγάλου βρόχου παραμένουν τα 

Ρ4 και Ρ5 (Σχήμα 10.10β), ενώ τέλος στις τροχιές της D33 εκτός του μεγάλου βρόχου 

παραμένουν τα primaries P3, P4, P5 και P6 (Σχήμα 10.10γ).    

Για κάθε χαρακτηριστική, ξεκινώντας από το άκρο με τη μικρότερη τιμή της θέσης x0 

και πλησιάζοντας το ακρότατό της, οι τροχιές συρρικνώνονται, ενώ από το ακρότατο 

προς το άκρο με τη  μεγαλύτερη τιμή της θέσης x0 οι τροχιές διευρύνονται. Με άλλα 

λόγια αριστερά του ακροτάτου και καθώς η τιμή της σταθεράς C μειώνεται οι τροχιές 

συρρικνώνονται, ενώ δεξιά του ακροτάτου και καθώς η τιμή της σταθεράς C 

αυξάνεται, οι τροχιές διευρύνονται. 

Στον Πίνακα 10.4 παραθέτουμε ενδεικτικά τις τιμές των βασικών μεγεθών μερικών 

τροχιών από κάθε οικογένεια της ομάδας. 
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Σχήμα 10.10. Εξέλιξη των διπλών περιοδικών τροχιών κατά μήκος της 

χαρακτηριστικής των οικογενειών: (α) D30, (β) D31 και (γ) D38 

 

Πίνακας 10.4. Ενδεικτικές τιμές των μεγεθών των διπλών περιοδικών τροχιών της 

ομάδας οικογενειών G3 

 C x0 0y  xT/2 T/2y  T/2 Stability 

1.309999965 -0.753788506 2.285002209 -3.978373482 3.994372190 5.318206108 
    U 

D
30

 

-0.960000035 -0.357544678 2.973027838 -3.119874174 3.540773682 3.979158930 
  U 
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0.619999934 -0.143995653 2.710142465 -3.679048476 3.804223327 4.686572767 
    U 

1.809995439 -0.755871925 2.172459842 -1.033266864 2.152721429 4.718386277 
    U 

-0.210000091 -0.298857563 2.920822120 -0.946546152 2.583234192 2.909899896 
  U 

D
31

 

1.409998280 -0.146951530 2.584711758 -1.018543214 2.244629125 4.014839441 
    U 

1.729999951 -0.721358187 2.198056243 -0.148583371 2.534619518 3.391851470 
    U 

0.049999872 -0.323423401 2.842576109 -0.295609589 2.880405363 2.208796945 
 U 

D
33

 

1.339999922 -0.162633606 2.686832522 -0.671666190 2.299185642 3.045541971 
    U 

 

10.5.2 Διαγράμματα  x0-T/2 και C-T/2 της ομάδας οικογενειών G3 

Αναφορικά με τις καμπύλες των οικογενειών της ομάδας, στο διάγραμμα  x0-T/2, αυτές 

εμφανίζουν ακρότατο (Σχήμα 10.11α). Αριστερά του ακροτάτου καθώς το x0 πλησιάζει 

σε αυτό (και συνεπώς στην αρχή των αξόνων), η περίοδος ελαττώνεται, ενώ το 

αντίθετο συμβαίνει δεξιά του ακροτάτου όπου, καθώς το x0 πλησιάζει στην αρχή των 

αξόνων, η περίοδος αυξάνει.  

Στο διάγραμμα C-T/2 οι καμπύλες των οικογενειών της ομάδας εμφανίζουν δύο σκέλη 

και η περίοδος αυξάνει και στα δύο σκέλη όταν αυξάνεται η τιμή της C (Σχήμα 

10.11β). Αξιοσημείωτο είναι ότι η καμπύλη C-T/2 της οικογένειας D33 αν και φαίνεται 

στο διάγραμμα ότι αποτελείται από μία καμπύλη, εν τούτοις πρόκειται για καμπύλη με 

δύο σκέλη. Το ίδιο συμβαίνει και με τις άλλες δύο οικογένειες. Όμως σε αυτή τη 

περίπτωση τα δύο σκέλη σχεδόν ταυτίζονται αφού για τις ίδιες τιμές της σταθεράς C, 

έχουν σχεδόν την ίδια περίοδο Τ. 

Και οι τρεις τροχιές χαρακτηρίζονται από μεσαίες ή μεγάλες ημιπεριόδους (Μ ή L) και 

οι τιμές τους κυμαίνονται από 3.93 (Μ) έως 5.32 (L) για την  D30, από 2.91(Μ) έως 

4.01 (L) για την D31 και από 2.21 (Μ) έως 3.4(Μ) για την D33.  
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Σχήμα 10.11. Καμπύλες (α) x0-T/2 και (β) C-T/2 των οικογενειών της 

ομάδας G3 

 

10.6. ΟΙΚΟΓΕΝΕΙΑ D28 

10.6.1 Μορφή και εξέλιξη των διπλών περιοδικών τροχιών κατά μήκος της 

χαρακτηριστικής καμπύλης. Διαγράμματα x0-T/2 και C-T/2 της οικογένειας. 

Ευστάθεια 

Η χαρακτηριστική καμπύλη της οικογένειας D28 εξελίσσεται στην περιοχή των 

θετικών τιμών της σταθεράς C, περατώνεται πολύ κοντά στην καμπύλη μηδενικής 

ταχύτητας (Σχήματα 10.2 και 10.12α) και αναπτύσσεται στην περιοχή όπου 
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αναπτύσσονται οι οικογένειες απλών περιοδικών τροχιών της ομάδας F7 ("Fish-type" 

κατανομή οικογενειών), που μελετήσαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο.  

Πρόκειται για ανάδρομες τροχιές πλανητικού τύπου, οι οποίες διαγράφονται έξω και 

γύρω από τον σχηματισμό των primaries (Σχήμα 10.12β) και οι οποίες συρρικνώνονται 

καθώς μειώνεται η τιμή της σταθεράς C, ενώ ταυτόχρονα αυξάνεται η τιμή της 

ταχύτητας στην ημιπερίοδο. 

Οι καμπύλες x0-T/2 και C-T/2 της D28 παρουσιάζουν ακρότατα. Για την καμπύλη x0-

T/2 (Σχήμα 10.12γ) και αριστερά του ακροτάτου καθώς το x0 πλησιάζει σε αυτό, η 

περίοδος αυξάνεται, ενώ το αντίθετο συμβαίνει δεξιά του ακροτάτου όπου καθώς το x0 

πλησιάζει στην αρχή των αξόνων η περίοδος ελαττώνεται. 

Για την καμπύλη C-T/2 (Σχήμα 10.12δ) αριστερά του ακρότατου και καθώς η τιμή της 

σταθεράς C αυξάνεται η περίοδος αυξάνεται, ενώ δεξιά αυτoύ η περίοδος ελαττώνεται 

καθώς συνεχίζει να αυξάνεται η τιμή της C. Τέλος οι τροχιές της D28 χαρακτηρίζονται 

από πολύ μεγάλες τιμές της ημιπεριόδου και κυμαίνονται από 9.63(VL) έως 9.78(VL). 

Από τη μελέτη της ευστάθειας της D28 προκύπτει το διάγραμμα x0-α του Σχήματος 

10.12ε, στο οποίο παρατηρούμε ότι παρουσιάζονται κρίσιμες περιοδικές τροχιές 

πρώτου και δεύτερου είδους, μία τον αριθμό για κάθε είδος. 

Στον Πίνακα 10.5 παραθέτουμε ενδεικτικά τις τιμές των βασικών μεγεθών μερικών 

τροχιών από κάθε οικογένεια της ομάδας. 
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Σχήμα 10.12. Οικογένεια διπλών περιοδικών τροχιών D28.  

(α) Χαρακτηριστική καμπύλη της οικογένειας,  

(β) εξέλιξη των τροχιών κατά μήκος της χαρακτηριστικής 

καμπύλης, (γ) καμπύλη  x0-T/2 της οικογένειας, (δ) καμπύλη  C-T/2 

της οικογένειας, (ε) διάγραμμα ευστάθειας x0-α 

 

Πίνακας 10.5. Ενδεικτικές τιμές των μεγεθών των διπλών περιοδικών τροχιών της 

οικογένειας D28 

 C x0 0y  xT/2 T/2y  T/2 Stability 

6.799950006 -2.469891113 1.285497968 -3.311696086 2.429206536 9.724859212 S 

6.639950006 -2.018768799 0.594787181 -3.764359008 3.008522007 9.767729764 
   U 

D
2

8
 

6.459990009 -1.758217342 0.150821563 -4.089586875 3.415053657 9.629297021 
U 
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10.7 ΟΜΑΔΑ OIKOΓΕΝΕΙΩΝ G4 (οικογένειες D54-D56-D59-D66) 

10.7.1 Μορφή και εξέλιξη των διπλών περιοδικών τροχιών κατά μήκος της 

χαρακτηριστικής τους καμπύλης. Ευστάθεια 

Για τις χαρακτηριστικές καμπύλες της ομάδας αυτής παρατηρούμε ότι όλες 

αναπτύσσονται εξ ολοκλήρου στις θετικές τιμές των C (Σχήμα 10.13), εκτός  της 

χαρακτηριστικής της D54 που αναπτύσσεται κατά ένα μέρος στα θετικά C και κατά 

ένα μέρος στα αρνητικά. Παρατηρούμε επίσης ότι όλες παρουσιάζουν ακρότατο και 

μάλιστα οι D54 και D56 μέγιστο, ενώ οι D59 και D66 ελάχιστο. Όλες οι  τροχιές και 

αυτής της ομάδας είναι ανάδρομες διαπλανητικού τύπου εκτός από τις τροχιές της 

οικογένειας D66 που είναι ανάδρομες δορυφορικού τύπου περί το primary P1 (Σχήμα 

10.14δ). Τέλος, στο διάγραμμα x0-C έχουμε σχεδιάσει και την χαρακτηριστική 

καμπύλη  της οικογένειας των απλών περιοδικών τροχιών S68, για να γίνει εμφανής η 

διακλάδωσή της με την οικογένεια διπλών περιοδικών τροχιών D66. Ήδη από το 

προηγούμενο κεφάλαιο και από τη μελέτη της ευστάθειας της S68 μέσω του 

διαγράμματος x0-α της S68 (Σχήμα 9.65δ), είχαμε αντιληφθεί την ύπαρξη της D66 

αφού στο διάγραμμα αυτό υπήρχαν δύο κρίσιμες τροχιές δευτέρου είδους με α=-1. 

Προφανώς τη δεύτερη οικογένεια διπλών περιοδικών τροχιών που πηγάζει από την S68  

δεν κατέστη δυνατόν να την εντοπίσουμε, είτε λόγω του μεγέθους του βήματος κατά 

την σάρωση, είτε λόγω των μικρών διαστάσεων της. Να σημειώσουμε επίσης, ότι τόσο 

οι απλές περιοδικές τροχιές S68, όσο και οι διπλές D66, είναι ίδιου τύπου και 

περικλείουν μόνο το primary P1 στο εσωτερικό τους. 
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Σχήμα 10.13. Χαρακτηριστικές καμπύλες  ομάδας οικογενειών G4 , με 

σημειωμένες τις τροχιές που απεικονίζονται στο επόμενο σχήμα 10.14 

 

Οι τροχιές των οικογενειών D54 και D56 διαγράφονται με τέτοιο τρόπο ώστε ο 

μικρότερος βρόχος τους να  περικλείει τα primaries P1, P2 και P7  και ο μεγαλύτερος 

βρόχος στη μεν πρώτη να περικλείει όλα τα primaries (Σχήμα 10.14α), στη δε δεύτερη 

να μένουν εκτός του μεγάλου βρόχου τα primaries P3, P4, P5 και P6 (Σχήμα 10.14β). 

Αριστερά και δεξιά των ακρότατων, όταν η τιμή της σταθεράς C μειώνεται οι τροχιές 

συρρικνώνονται. 

Στις τροχιές της οικογένειας D59 ο μικρότερος βρόχος τους διαγράφεται γύρω από το 

primary P1, ενώ ο μεγαλύτερος περικλείει όλα τα primaries (Σχήμα 10.14γ). Καθώς 

αυξάνεται η τιμή της θέσης x0, επέρχεται συρρίκνωση των τροχιών αυτών, η οποία 

είναι πιο είναι πιο εμφανής στο μικρό βρόχο της διπλής τροχιάς. 

Τέλος, για τις δορυφορικές τροχιές της οικογένειας D66 παρατηρούμε ότι εκατέρωθεν 

του ακρότατου και όταν η τιμή της σταθεράς C μειώνεται, οι τροχιές συρρικνώνονται 

(Σχήμα 10.14δ). 
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Στον Πίνακα 10.6 παραθέτουμε ενδεικτικά τις τιμές των βασικών μεγεθών μερικών 

τροχιών από κάθε οικογένεια της ομάδας. 
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Σχήμα 10.14. Εξέλιξη των διπλών περιοδικών τροχιών κατά μήκος της 

χαρακτηριστικής των οικογενειών: (α) D54, (β) D56, (γ) D59 και (δ) D66  

 

Πίνακας 10.6. Ενδεικτικές τιμές των μεγεθών των διπλών περιοδικών τροχιών της 

ομάδας οικογενειών G4 

 C x0 0y  xT/2 T/2y  T/2 Stability 

0.109999911 0.167327686 2.922093532 -3.373251228 3.601392528 4.088200245 
U 

D
54

 

0.979999965 0.265670349 2.756603050 -3.604062164 3.687689097 4.43731019U9 
   U 
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-1.119990654 0.423248184 2.929861311 -2.878006249 3.377420047 3.446235725 
U 

1.489999870 0.180995877 2.706867325 -0.682722249 2.262672471 2.843785806 
U 

2.069999934 0.264290703 2.553264674 -0.746906967 2.113514342 3.247402969 
   U 

D
56

 

0.830001874 0.388849302 2.615284446 -0.565249614 2.456088903 2.344300459 
U 

5.369960000 0.591916431 1.202141952 -3.634656894 3.068695793 6.245244142 
U 

4.469979993 0.877585498 1.595705153 -3.597072499 3.172048680 4.942985916 
   U 

D
59

 

4.759991123 1.104710159 3.214466779 -3.471217472 2.990214905 4.523027730 
U 

5.749968627 0.615478376 1.008646433 1.106233930 3.109959353 2.563323089 
U 

5.379999986 0.859050586 1.245996323 0.782567842 1.160097170 1.995785138 
 U 

D
66

 

5.669969926 1.079936638 2.453254336 0.629349066 1.036269643 2.423823632 S 

 

 

10.7.2 Διαγράμματα  x0-T/2 και C-T/2 της ομάδας οικογενειών G4 

Αναφορικά με τις καμπύλες των οικογενειών της ομάδας, στο διάγραμμα x0-T/2 όλες 

εκτός της οικογένειας D59 εμφανίζουν ακρότατο (Σχήμα 10.15α). Στις οικογένειες 

D54 και D56 δεξιά του ακρότατου καθώς η x0 πλησιάζει σε αυτό, η περίοδος 

αυξάνεται, ενώ το αντίθετο συμβαίνει δεξιά του ακρότατου, όπου καθώς η x0 πλησιάζει 

στην αρχή των αξόνων η περίοδος ελαττώνεται. Για την καμπύλη  x0-T/2 της D66 

καθώς η τιμή της θέσης x0 αυξάνεται, αριστερά του ακρότατου η περίοδος ελαττώνεται 

ενώ δεξιά αυτού η περίοδος αυξάνεται. Τέλος για την αντίστοιχη καμπύλη της 

οικογένειας D59 παρατηρούμε ότι καθώς η τιμή της θέσης x0 αυξάνεται η περίοδος 

ελαττώνεται.  

Στο διάγραμμα C-T/2 (Σχήμα 10.15β) οι καμπύλες των οικογενειών D54, D56 αλλά 

και της D66 εμφανίζουν δύο σκέλη, τα οποία είναι δυσδιάκριτα, ιδίως στην περίπτωση 

της D66 και η περίοδος αυξάνεται σε αυτά, όταν αυξάνεται η τιμή της C. Τέλος, η  C-

T/2 της D59 παρουσιάζει και αυτή δύο σκέλη με διαφορετικό προσανατολισμό όμως 

από τις προηγούμενες αντίστοιχες καμπύλες, όπου όταν αυξάνεται η τιμή της σταθεράς 
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C, στο μεν άνω σκέλος η περίοδος αυξάνεται, στο δε κάτω σκέλος η περίοδος 

μειώνεται. 

Οι  τροχιές χαρακτηρίζονται από μεσαίες ή μεγάλες ημιπεριόδους (Μ ή L) και οι τιμές 

τους κυμαίνονται από 3.44(Μ) έως 4.45(L) για την D54, από 2.34(Μ) έως 3.26(Μ) για 

την D56, από 4.52(L) έως 6.24(L) για την D59 και από 2.00(M)  έως 2.56(M) για την 

D66. 

1.7

7.5

0.1 1.4

X0

T/2

D56

D54

D66

D59

 

(α) 

1.5

7.5

-1.3 6

T/2

C

D56

D54

D66

D59

 

(β) 

Σχήμα 10.15. Καμπύλες (α) x0-T/2 και (β) C-T/2 των οικογενειών της 

ομάδας G4 
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10.8 ΟΙΚΟΓΕΝΕΙΑ D67 

10.8.1 Μορφή και εξέλιξη των διπλών περιοδικών τροχιών κατά μήκος της 

χαρακτηριστικής της καμπύλης. Διαγράμματα x0-T/2 και C-T/2 της οικογένειας. 

Ευστάθεια 

Η «αγκιστροειδής» χαρακτηριστική καμπύλη της οικογένειας D67 (Σχήμα 10.16α) 

εξελίσσεται στην περιοχή των θετικών τιμών της σταθεράς C και περατώνεται στην 

περιοχή του σημείου ισορροπίας της ζώνης C1. Οι τροχιές που την αποτελούν είναι 

ανάδρομες, πλανητικού τύπου, διαγράφονται έξω και γύρω από τον σχηματισμό των 

primaries (Σχήμα 10.16β) και  συρρικνώνονται  καθώς  αυξάνεται η τιμή της σταθεράς 

C. Η συρρίκνωση αυτή είναι πιο έντονη στο μικρότερο βρόχο των τροχιών της 

οικογένειας, ο οποίος διαγράφεται γύρω από το σημείο ισορροπίας της ζώνης C1. 

Τα διαγράμματα x0-T/2 και C-T/2 παρουσιάζουν ακρότατα. Για την πρώτη καμπύλη 

(Σχήμα 10.16γ) και αριστερά του ακροτάτου καθώς το x0 πλησιάζει σε αυτό, η 

περίοδος ελαττώνεται, ενώ το αντίθετο συμβαίνει δεξιά του ακροτάτου όπου καθώς το 

x0 απομακρύνεται από την αρχή των αξόνων, η περίοδος αυξάνεται. Για τη δεύτερη 

καμπύλη (Σχήμα 10.16δ) αριστερά και δεξιά του ακρότατου, καθώς η τιμή της 

σταθεράς C αυξάνεται η περίοδος αυξάνεται επίσης. Οι τιμές των ημιπεριόδων τους 

κυμαίνονται από 7.71 (L) μέχρι  6.64 (L). 

Στον Πίνακα 10.7 παραθέτουμε ενδεικτικά τις τιμές των βασικών μεγεθών μερικών 

τροχιών από κάθε οικογένεια της ομάδας. 

C=6.360

C=6.010

C=6.150

5.8

6.5

1.2 1.6

 X0

C

-3.5

0

3.5

-3.5 0 3.5

y

x

6.360

6.010

6.150

C

LC1

(α)  (β)  
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6.5

1.25 1.55

X0

T/2

6.5

5.9 6.5

T/2

C

(γ)  (δ)  

Σχήμα 10.16. Οικογένεια διπλών περιοδικών τροχιών D67. 

 (α) Χαρακτηριστική καμπύλη της οικογένειας, (β) εξέλιξη των 

τροχιών κατά μήκος της χαρακτηριστικής καμπύλης, (γ) καμπύλη  

x0-T/2 της οικογένειας, (δ) καμπύλη  C-T/2 της οικογένειας,  

 

Πίνακας 10.7. Ενδεικτικές τιμές των μεγεθών των διπλών περιοδικών τροχιών της 

οικογένειας D67 

 C x0 0y  xT/2 T/2y  T/2 Stability 

6.359990002 1.512691284 0.571879033 -2.999637348 2.134876066 7.062810244 U 

6.009980000 1.355208817 1.237213278 -3.364219835 2.648373817 6.720979200    U 

D
67

 

6.149979998 1.325566071 1.330391494 -0.100000000 2.584734958 7.771841230 U 

 

10.9 ΟΜΑΔΑ ΤΡΟΧΙΩΝ G5 (δενδροειδής κατανομή οικογενειών κάτω από τα  

σημεία ισορροπίας των ζωνών Ε1 και Ε2) 

Πρόκειται για την ομάδα τροχιών που εξελίσσεται στην περιοχή αναδίπλωσης της 

κεντρικής «καμινάδας», κάτω από τα σημεία ισορροπίας Ε1 και Ε2  και αποτελείται από 

οικογένειες που πηγάζουν από τις κύριες οικογένειες των απλών περιοδικών τροχιών 

της περιοχής, σχηματίζοντας πάλι μια δενδροειδή κατανομή. Άλλωστε από τη μελέτη 

της ευστάθειας αυτών των κύριων οικογενειών των απλών περιοδικών τροχιών και 

συγκεκριμένα από τα διαγράμματα ευστάθειας x0-α των SND και SPD που σχεδιάσαμε 



 520

και σχολιάσαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο (§9.4.8.2 Σχήμα 9.81β-γ και Σχήμα 9.83β-

γ αντίστοιχα), έγινε σαφής αναφορά στην ύπαρξη  οικογενειών συμμετρικών διπλών 

και τριπλών περιοδικών τροχιών, που πηγάζουν από  τον κεντρικό κορμό των απλών 

τροχιών των  δενδροειδών κατανομών. 

Στο Σχήμα 10.17 που ακολουθεί, φαίνεται η δενδροειδής κατανομή των διπλών 

περιοδικών τροχιών (πορτοκαλί καμπύλες), όπου για λόγους σαφέστερης αποτύπωσης 

της διάταξης των χαρακτηριστικών καμπύλων, έχουμε σχεδιάσει και τις κύριες 

οικογένειες των απλών περιοδικών τροχιών (μπλε καμπύλες). Να επισημάνουμε ότι 

όπως και στην περίπτωση των απλών περιοδικών τροχιών, έτσι κι εδώ οι 

χαρακτηριστικές καμπύλες αυτών των οικογενειών παρουσιάζουν ακρότατο και σε 

αυτό το ακρότατο διακλαδίζονται (bifurcating point) με τις κύριες οικογένειες των 

απλών περιοδικών τροχιών.  

4

9

-0.8 0.8

 x0

CE2

ZVC

ZVC

E1

SPD

SND

Σχήμα 10.17. Διάγραμμα των χαρακτηριστικών καμπύλων x0-C των διπλών 

περιοδικών τροχιών, των  δενδροειδών κατανομών κάτω από τα σημεία 

ισορροπίας των ζωνών Ε1 και Ε2 
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10.9.1 Μορφή και εξέλιξη των διπλών περιοδικών τροχιών των οικογενειών της 

δενδροειδούς κατανομής, στην περιοχή κάτω από το σημείο ισορροπίας της ζώνης 

Ε2, κατά μήκος των χαρακτηριστικών τους καμπύλων(x0<0). Μελέτη ευστάθειας 

Στο παρακάτω διάγραμμα x0-C του Σχήματος 10.18 παραθέτουμε λεπτομερέστερα την 

δενδροειδή κατανομή των οικογενειών των διπλών περιοδικών τροχιών για x0<0. Να 

σημειώσουμε ότι στην περιοχή αναπτύσσονται  άλλες δύο οικογένειες, οι οποίες όμως 

δεν αποτελούν μέρος της δενδροειδούς κατανομής και εξελίσσονται πολύ κοντά στην 

καμπύλη μηδενικής ταχύτητας. Σ’ αυτές τις οικογένειες, οι οποίες έχουν τις διακριτικές 

ονομασίες D51 και D52, θα αναφερθούμε αργότερα πιο αναλυτικά. 

4

7

-0.85 -0.45 -0.05

D44

 x0

CE2

ZVC

D41

D52

D42

D51

 D43

D46

D45

D47
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D38

 

Σχήμα 10.18. Οικογένειες της δενδροειδούς κατανομής των διπλών 

περιοδικών τροχιών, στην περιοχή κάτω από το σημείο ισορροπίας της 

ζώνης Ε2 και οι οικογένειες D51 και  D52 

 

Στη συνέχεια θα μελετήσουμε ενδεικτικά την εξέλιξη κάποιων τροχιών της 

δενδροειδούς κατανομής κατά μήκος των χαρακτηριστικών καμπύλων τους, καθώς 

επίσης τις αντίστοιχες καμπύλες x0-T/2, C-T/2 και μεταβολής της παραμέτρου 

ευστάθειας. Κοινό χαρακτηριστικό όλων αυτών των οικογενειών είναι ότι όλες οι 
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τροχιές που προκύπτουν από αυτές, είναι ανάδρομες, πλανητικού τύπου γύρω από το 

κεντρικό primary P0, τη μορφή των οποίων θα περιγράψουμε παρακάτω.  

Παρατηρούμε ότι ξεκινώντας από τις μικρότερες τιμές της σταθεράς C για κάθε 

οικογένεια, οι δύο βρόχοι των διπλών τροχιών σχηματίζουν «ροζέτες», τα πέταλα των 

οποίων διασταυρώνονται με τέτοιο τρόπο ώστε να σχηματίζουν γύρω από το κεντρικό 

primary P0 ένα αστέρι με περιττό πάντα αριθμό ακτινών, όσο και το πλήθος των 

πετάλων της κάθε ροζέτας (Σχήματα 10.19β, 10.20β, 10.21β). 

Όσο αυξάνεται η τιμή της σταθεράς C, οι τροχιές συρρικνώνονται και οι δύο βρόχοι 

πλησιάζουν όλο και περισσότερο ο ένας με τον άλλον, με αποτέλεσμα να εξαλείφεται η 

μορφή του σχηματιζόμενου αστεριού περί του πρωτεύοντος σώματος Ρ0. Τέλος, 

πλησιάζοντας στο ακρότατο κάθε οικογένειας οι τροχιές γίνονται σχεδόν κυκλικές, με 

τους δύο βρόχους σχεδόν να ταυτίζονται (Σχήματα 10.19β, 10.20β, 10.21β). 

Συνεχίζοντας να διατρέχουμε τον άλλο κλάδο της χαρακτηριστικής της ίδιας 

οικογένειας και ξεκινώντας από τις υψηλότερες τιμές της C, η εξέλιξη της μορφής των 

τροχιών ακολουθεί την αντίστροφη πορεία από αυτήν που περιγράψαμε μέχρι τώρα. 

Δηλαδή, αρχικά εμφανίζονται σχεδόν κυκλικές τροχιές περί του P0 και καταλήγουν σε 

τροχιές με την μορφή της «ροζέτας». 

Όσο υψηλότερες είναι οι τιμές της σταθεράς C των σημείων από τα οποία πηγάζουν οι 

διπλές περιοδικές τροχιές (bifurcating points), τόσο αυξάνει και ο αριθμός των 

πετάλων της κάθε ροζέτας. Έτσι, για τις οικογένειες D41, D42 και D45 προκύπτουν 

τροχιές με τρία, πέντε και έντεκα πέταλα αντίστοιχα (Σχήματα 10.19β, 10.20β, 

10.21β). 

Για τις οικογένειες διπλών περιοδικών τροχιών που πηγάζουν από τον κεντρικό κλάδο 

της κατανομής των απλών περιοδικών τροχιών, μελετήσαμε την ευστάθεια των D41, 

D42 και D45. Έτσι, στα Σχήματα 10.19γ, 10.20γ και 10.21γ που ακολουθούν, 

παρατηρούμε ότι αριστερά του ακρότατου που παρουσιάζουν οι χαρακτηριστικές των 

D41, D42 και D45 αντίστοιχα, οι τροχιές που προκύπτουν είναι ασταθείς, ενώ δεξιά 

αυτού ευσταθείς. Επίσης παρουσιάζουν όλες ένα κρίσιμο σημείο πρώτου είδους 
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(Σχήματα 10.19δ, 10.20δ και 10.21δ), ενώ και οι ασταθείς τροχιές χαρακτηρίζονται 

από σχετικά μικρές τιμές του συντελεστή ευστάθειας α. Ενδεικτικά για την οικογένεια 

D41 οι ασταθείς τροχιές της χαρακτηρίζονται από τιμές του συντελεστή α, που 

κυμαίνεται μεταξύ των τιμών 1.000002 και 1.001243. 

Στον Πίνακα 10.8 παραθέτουμε ενδεικτικά τις τιμές των βασικών μεγεθών των τροχιών 

των οικογενειών D41, D42 και D45. 

 

Πίνακας 10.8. Ενδεικτικές τιμές των μεγεθών των διπλών περιοδικών τροχιών των 

οικογενειών D41, D42 και D45  

 C x0 0y  xT/2 T/2y  T/2 Stability

5.719969936 -0.685344284 0.941263476 -0.142795860 1.479731296 2.612988937 
U 

6.659989963 -0.292106689 1.309308278 -0.263705716 1.390481350 1.294913938 
   U 

D
41

 

5.689969926 -0.137533291 1.394645455 -0.729274168 0.929141808 2.885347481 
   S 

6.354949744 -0.556619986 0.730454453 -0.129600195 0.865494804 3.082336344 
U 

7.999979980 -0.232758568 0.893550484 -0.210456661 0.941278697 1.519223946 
   U 

D
42

 

6.619989839 -0.136193695 0.967474074 -0.488147785 0.721419951 2.618864547 
S 

7.629979704 -0.364428719 0.448173810 -0.139804163 0.360856984 4.084553166 
U 

8.699989997 -0.208205544 0.435846974 -0.197463780 0.437497104 2.919032465 
   U 

D
45

 

8.579989963 -0.176161139 0.437179734 -0.238427134 0.431226450 3.017818120 
   S 
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 Διαγράμματα της χαρακτηριστικής καμπύλης και των τροχιών της 

οικογένειας D41. Διαγράμματα ευστάθειας  
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Σχήμα 10.19. Οικογένεια διπλών περιοδικών τροχιών D41. 

(α) Χαρακτηριστική καμπύλη με σημειωμένες τις τροχιές που 

απεικονίζονται στο επόμενο σχήμα, (β) εξέλιξη των τροχιών κατά 

μήκος της χαρακτηριστικής καμπύλης, (γ) χαρακτηριστική 

καμπύλη και τμήματα ευστάθειας, (δ) διάγραμμα ευστάθειας x0-α 

 

 Διαγράμματα της χαρακτηριστικής καμπύλης και των τροχιών της 

οικογένειας D42. Διαγράμματα ευστάθειας 

 

C=6.355

C=8.000

6

8.5

-0.6 0

 x0

C

 

(α) 

 



 526

-0.55

0

0.55

-0.55 0 0.55

8.000

7.260

6.355

x

y

C

 

(β) 

6

8.5

-0.6 0

x0

C

0.60

1.10

-0.6 0

α= 1

x0

α

(γ) (δ) 

Σχήμα 10.20. Οικογένεια διπλών περιοδικών τροχιών D42.  

(α) Χαρακτηριστική καμπύλη με σημειωμένες τις τροχιές που 

απεικονίζονται στο επόμενο σχήμα, (β) εξέλιξη των τροχιών κατά 

μήκος της χαρακτηριστικής καμπύλης, (γ) χαρακτηριστική 

καμπύλη και τμήματα ευστάθειας, (δ) διάγραμμα ευστάθειας x0-α 
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 Διαγράμματα της χαρακτηριστικής καμπύλης και των τροχιών της 

οικογένειας D45. Διαγράμματα ευστάθειας 
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Σχήμα 10.21. Οικογένεια διπλών περιοδικών τροχιών D45. 

 (α) Χαρακτηριστική καμπύλη με σημειωμένες τις τροχιές που 

απεικονίζονται στο επόμενο σχήμα, (β) εξέλιξη των τροχιών κατά 

μήκος της χαρακτηριστικής καμπύλης, (γ) χαρακτηριστική 

καμπύλη και τμήματα ευστάθειας, (δ) διάγραμμα ευστάθειας x0-α 

 

10.9.2 Διαγράμματα x0-T/2 και C-T/2 των οικογενειών της δενδροειδούς 

κατανομής, στην περιοχή κάτω από το σημείο ισορροπίας της ζώνης Ε2(x0<0) 

Τα διαγράμματα x0-T/2 των οικογενειών της δενδροειδούς κατανομής εμφανίζουν 

ακρότατο (Σχήμα 10.22α) και μάλιστα ακριβώς εκεί όπου παρουσιάζεται το ακρότατο 

και στο αντίστοιχο διάγραμμα x0-C. Όταν η απόλυτη τιμή της θέσης x0 μειώνεται 

πλησιάζοντας την αρχή των αξόνων, αριστερά του ακρότατου η περίοδος μειώνεται 

επίσης, ενώ δεξιά αυτού αυξάνεται.   

Στο διάγραμμα C-T/2 (Σχήμα 10.22β) ύστερα από τη λεπτομερή μελέτη των καμπύλων 

αλλά και των αριθμητικών δεδομένων, καταλήξαμε στο συμπέρασμα ότι αυτές 

αποτελούνται από δύο σκέλη τα οποία σχεδόν ταυτίζονται, αφού για τις ίδιες τιμές της 

σταθεράς C αντιστοιχούν παραπλήσιες τιμές των περιόδων. Παρατηρούμε ότι η 

περίοδος τους ελαττώνεται και στα δύο σκέλη όταν αυξάνεται η τιμή της C. Από τα 

αριθμητικά δεδομένα προκύπτει ότι το εύρος των τιμών των ημιπεριόδων των τροχιών 

αυτών των οικογενειών, κυμαίνεται από 1.3 (S) έως 8.0 (L). 
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Σχήμα 10.22. Διαγράμματα  των καμπύλων: (α) x0-T/2 και  

(β) C-T/2, των οικογενειών της δενδροειδούς κατανομής, στην 

περιοχή κάτω από το σημείο ισορροπίας της ζώνης Ε2(x0<0) 

 

10.10 ΟΙΚΟΓΕΝΕΙΕΣ D51 και D52  

10.10.1 Μορφή και εξέλιξη των διπλών περιοδικών τροχιών κατά μήκος της 

χαρακτηριστικής τους καμπύλης. Ευστάθεια 

Όπως έχουμε ήδη αναφέρει, οι χαρακτηριστικές καμπύλες των  οικογενειών D51 και 

D52 βρίσκονται πολύ κοντά στην καμπύλη μηδενικής ταχύτητας και αναπτύσσονται 
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σχεδόν παράλληλα με αυτήν (Σχήμα 10.18, Σχήμα 10.23α). Και οι δύο οικογένειες 

αποτελούνται από ορθές τροχιές πλανητικού  τύπου που διαγράφονται γύρω από το P0 

(Σχήμα 10.23β-γ). 

Για τις μικρότερες τιμές της σταθεράς C σε κάθε χαρακτηριστική, οι τροχιές έχουν την 

μορφή ροζέτας και συρρικνώνονται καθώς η σταθερά C αυξάνεται. Για μεγαλύτερες 

τιμές της C οι βρόχοι της κάθε ροζέτας μικραίνουν μέχρι να εξαλειφθούν. Επειδή οι 

καμπύλες εξελίσσονται κοντά στη καμπύλη μηδενικής ταχύτητας, ήταν δύσκολο κατά 

την σάρωση να μπορέσουμε να λάβουμε περισσότερες αρχικές συνθήκες τροχιών για 

αυτές τις οικογένειες. Εικάζουμε όμως ότι στο πέρας αυτών των χαρακτηριστικών θα 

προκύψουν τροχιές σχεδόν κυκλικές περί του πρωτεύοντος σώματος  P0. 

Στον Πίνακα 10.9 παραθέτουμε ενδεικτικά τις τιμές των βασικών μεγεθών μερικών 

τροχιών από κάθε οικογένεια της ομάδας.  
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Σχήμα 10.23. Οικογένειες διπλών περιοδικών τροχιών D51 και D52.  

(α) Χαρακτηριστική καμπύλη με σημειωμένες τις τροχιές που απεικονίζονται 

στα επόμενα σχήμα, (β) εξέλιξη των τροχιών της D51 κατά μήκος της 

χαρακτηριστικής καμπύλης, (γ) εξέλιξη των τροχιών της D52 κατά μήκος της 

χαρακτηριστικής καμπύλης,  
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Πίνακας 10.9. Ενδεικτικές τιμές των μεγεθών των διπλών περιοδικών τροχιών των 

οικογενειών D51 και D52 

 C x0 0y  xT/2 T/2y  T/2 Stability 

6.509989944 -0.702622011 0.270290299 0.151598806 1.323475944 4.799676366 
U 

6.819999912 -0.566398552 0.197439763 0.151885410 1.204626467 3.354014376 
   U 

D
51

 

7.099959915 -0.495015512 0.106801459 0.152706411 1.094492787 2.786332899 
U 

6.599989988 -0.672693334 0.157066840 0.265760536 1.406483219 3.062202553 
U 

6.679989987 -0.634008576 0.114228358 0.228123793 1.463727109 2.687380141 
   U 

D
52

 

6.769989987 -0.597592843 0.066875654 0.209652166 1.455183121 2.410842608 
U 

 

10.10.2 Διαγράμματα x0-T/2 και C-T/2 των οικογενειών D51 και D52 

Στο διάγραμμα x0-T/2 (Σχήμα 10.24) παρατηρούμε και για τις δύο οικογένειες ότι όσο 

αυξάνεται κατά απόλυτη τιμή η x0, η περίοδος των τροχιών ελαττώνεται.  

2

5

-0.8 -0.4

X0

T/2

D51

D52

 

Σχήμα 10.24. Καμπύλες x0-T/2 των οικογενειών D51 και D52 

 

Ελάττωση της ημιπεριόδου των τροχιών παρατηρούμε και στο διάγραμμα C-T/2 

(Σχήμα 10.25) όταν η τιμή της σταθεράς C αυξάνεται. Η ημιπερίοδος της D51 

κυμαίνεται από 2.78(Μ) έως 4.8(L) και της D52 από 2.41(Μ) έως 3.1(L). 
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Σχήμα 10.25. Καμπύλες  C-T/2 των οικογενειών D51 και D52 

 

10.11 Μορφή και εξέλιξη των διπλών περιοδικών τροχιών των οικογενειών της 

δενδροειδούς κατανομής, στην περιοχή κάτω από το σημείο ισορροπίας της ζώνης 

Ε1, κατά μήκος των χαρακτηριστικών τους καμπύλων(x0>0). Μελέτη ευστάθειας 

Από την δενδροειδή κατανομή των οικογενειών κάτωθεν του σημείου ισορροπίας της 

ζώνης Ε1 (Σχήμα 10.26), προκύπτουν ορθές τροχιές πλανητικού τύπου γύρω από το 

πρωτεύον  primary P0. Τη μορφή και την εξέλιξη των τροχιών αυτών περιγράφουμε 

παρακάτω. 
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Σχήμα 10.26. Οικογένειες της δενδροειδούς κατανομής των διπλών 

περιοδικών τροχιών, στην περιοχή κάτω από το σημείο ισορροπίας της 

ζώνης Ε1 

 

Παρατηρούμε ότι ξεκινώντας από τις μικρότερες τιμές της σταθεράς C για κάθε 

οικογένεια της κατανομής και διατρέχοντας την χαρακτηριστική τους προς 

μεγαλύτερες τιμές της C, οι δύο βρόχοι των τροχιών σχηματίζουν ένα αστέρι, με 

περιττό αριθμό ακτινών (Σχήμα 10.27β, 10.28β, 10.29β). 

Όσο αυξάνεται η τιμή της σταθεράς C οι δύο βρόχοι συρρικνώνονται, με αποτέλεσμα 

να εξομαλύνονται σταδιακά οι κορυφές των ακτινών των αστεριών, ώσπου 

πλησιάζοντας στο ακρότατο κάθε οικογένειας οι τροχιές να μετατρέπονται σε σχεδόν 

κυκλικές, με τους δύο βρόχους σχεδόν να ταυτίζονται (Σχήματα 10.27β, 10.28β, 

10.29β).  

Συνεχίζοντας στον άλλο κλάδο της χαρακτηριστικής της ίδιας οικογένειας και 

ξεκινώντας από τα υψηλότερες τιμές της C, η εξέλιξη της μορφής των τροχιών 

ακολουθεί την αντίστροφη πορεία από αυτήν που περιγράψαμε μέχρι τώρα. Δηλαδή, 
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αρχικά εμφανίζονται σχεδόν κυκλικές τροχιές που περιβάλουν το P0 και καταλήγουν 

σε τροχιές με τη μορφή αστεριού. 

Όπως και στην δενδροειδή κατανομή για x0<0, έτσι κι εδώ όσο υψηλότερες είναι οι 

τιμές της σταθεράς C των σημείων από τα οποία πηγάζουν οι διπλές περιοδικές τροχιές 

(bifurcating points), τόσο αυξάνει και ο αριθμός των ακτινών των αστεριών. 

Έτσι για τις οικογένειες D73, D74 και D79 προκύπτουν τροχιές σε σχήμα αστεριού με 

πέντε, επτά και δεκαεπτά ακτίνες αντίστοιχα (Σχήμα 10.27β, 10.28β, 10.29β).  

Από το Σχήμα 10.27γ που αφορά στην ευστάθεια της D73, παρατηρούμε ότι από το 

μεγαλύτερο τμήμα της χαρακτηριστικής που βρίσκεται αριστερά του ακροτάτου, 

προκύπτουν ασταθείς τροχιές, ενώ εντοπίστηκε και μία περιοχή ευσταθών τροχιών στις 

χαμηλότερες τιμές της σταθεράς C αυτού του σκέλους. Αντιθέτως δεξιά του 

ακροτάτου, από το μεγαλύτερο τμήμα της χαρακτηριστικής προκύπτουν ευσταθείς 

τροχιές και στις χαμηλότερες τιμές της σταθεράς C αυτού του σκέλους εντοπίσθηκαν 

ασταθείς τροχιές. Έτσι υπάρχουν τρία κρίσιμα σημεία όπου λαμβάνει χώρα «εναλλαγή 

ευστάθειας». Δύο πρώτου είδους και ένα δευτέρου είδους (Σχήμα 10.27δ-ε). 

Αξιοσημείωτη είναι η συμπεριφορά της ευστάθειας της οικογένειας τροχιών D74, όπου 

από το μεγαλύτερο τμήμα της χαρακτηριστικής της προκύπτουν ευσταθείς τροχιές, ενώ 

ασταθείς τροχιές εντοπίσθηκαν στο δεξιό σκέλος της, στην περιοχή με τις χαμηλότερες 

τιμές της σταθεράς C. 

Για την οικογένεια D79 από τα διαγράμματα ευστάθειας παρατηρούμε ότι αριστερά 

του ακρότατου της χαρακτηριστικής οι τροχιές είναι ασταθείς, ενώ δεξιά αυτού 

ευσταθείς. Την ίδια συμπεριφορά διαπιστώσαμε ότι ακολουθούν και οι οικογένειες 

D77 και D78. 

Τέλος, όπως και στις δενδροειδές κατανομές των απλών περιοδικών τροχιών, έτσι κι 

εδώ οι ασταθείς τροχιές χαρακτηρίζονται από μικρές σχετικά τιμές του συντελεστή 

ευστάθειας α. 

Στον Πίνακα 10.10 παραθέτουμε ενδεικτικά τις τιμές των βασικών μεγεθών των 

τροχιών των  οικογενειών  D73, D74 και D79. 
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Πίνακας 10.10. Ενδεικτικές τιμές των μεγεθών των διπλών περιοδικών τροχιών των 

οικογενειών D73, D74 και D79 

 C x0 0y  xT/2 T/2y  T/2 Stability

6.909999982 0.239830477 1.359225899 0.550154255 0.119593578 3.795271244 S 

7.589969980 0.238806261 1.083392338 0.361525262 0.511643314 2.438713001    U 

7.799969986 0.296155395 0.736653394 0.268777583 0.869190986 2.214240727    S D
73

 

6.839999981 0.579176890 0.071152010 0.248066893 1.365504140 4.080001038    U 

7.404959948 0.175510901 1.165732922 0.431625784 0.114303358 3.491823316 
S 

8.349989990 0.254575897 0.556562569 0.222409374 0.706011850 2.381503717 
   S 

D
74

 

7.339959949 0.444862832 0.091799567 0.174775346 1.189722920 3.611046975 
U 

8.099979761 0.156864834 0.566172615 0.327402260 0.018121018 5.924211789 
U 

8.799999995 0.219037118 0.248095265 0.201190862 0.307407175 4.760665917 
   U 

D
79

 

8.789999991 0.223030213 0.236307269 0.197982246 0.319512051 4.774289372 
   S 
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 Διαγράμματα της χαρακτηριστικής καμπύλης και των τροχιών της 

οικογένειας D73. Διαγράμματα ευστάθειας 
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Σχήμα 10.27. Οικογένεια διπλών περιοδικών τροχιών D73.  

(α) Χαρακτηριστική καμπύλη με σημειωμένες τις τροχιές που 

απεικονίζονται στο επόμενο σχήμα, (β) εξέλιξη των τροχιών κατά 

μήκος της χαρακτηριστικής καμπύλης, (γ) χαρακτηριστική 

καμπύλη και τμήματα ευστάθειας, (δ) διάγραμμα ευστάθειας x0-α, 

(ε) λεπτομέρεια διαγράμματος ευστάθειας x0-α 
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 Διαγράμματα της χαρακτηριστικής καμπύλης και των τροχιών της 

οικογένειας D74. Διαγράμματα ευστάθειας 
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Σχήμα 10.28. Οικογένεια διπλών περιοδικών τροχιών D74. 

 (α) Χαρακτηριστική καμπύλη με σημειωμένες τις τροχιές που 

απεικονίζονται στο επόμενο σχήμα, (β) εξέλιξη των τροχιών κατά 

μήκος της χαρακτηριστικής καμπύλης, (γ) χαρακτηριστική 

καμπύλη και τμήματα ευστάθειας, (δ) διάγραμμα ευστάθειας x0-α 

 

 Διαγράμματα της χαρακτηριστικής καμπύλης και των τροχιών της 

οικογένειας D79. Διαγράμματα ευστάθειας 
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Σχήμα 10.29. Οικογένεια διπλών περιοδικών τροχιών D79.  

(α) Χαρακτηριστική καμπύλη με σημειωμένες τις τροχιές που 

απεικονίζονται στο επόμενο σχήμα, (β) εξέλιξη των τροχιών κατά 

μήκος της χαρακτηριστικής καμπύλης, (γ) χαρακτηριστική 

καμπύλη και τμήματα ευστάθειας, (δ) διάγραμμα ευστάθειας x0-α 

 

10.11.1 Διαγράμματα x0-T/2 και C-T/2 των οικογενειών της δενδροειδούς 

κατανομής, στην περιοχή κάτω από το σημείο ισορροπίας της ζώνης Ε1(x0>0) 

Όπως και στην περίπτωση για x0<0, τα διαγράμματα x0-T/2 των οικογενειών της 

δενδροειδούς κατανομής εμφανίζουν ακρότατο εκεί όπου εμφανίζεται αυτό  και στο 
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αντίστοιχο διάγραμμα x0-C. Όταν η τιμή της θέσης x0 αυξάνεται, αριστερά του 

ακρότατου η ημιπερίοδος μειώνεται, ενώ δεξιά αυτού αυξάνεται (Σχήμα 10.30α). 

Από τη μελέτη των καμπύλων C-T/2 (Σχήμα 10.30β) προκύπτει ότι κι αυτές 

αποτελούνται από δύο σκέλη τα οποία σχεδόν ταυτίζονται. Η ημιπερίοδός τους 

ελαττώνεται και στα δύο σκέλη όταν αυξάνεται η τιμή της C. Από τα αριθμητικά 

δεδομένα προκύπτει ότι το εύρος των τιμών των ημιπεριόδων των τροχιών αυτών των 

οικογενειών, κυμαίνεται από 2.21 (Μ) έως 7.0 (L). 
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(β) 

Σχήμα 10.30. Διαγράμματα  των καμπύλων: (α) x0-T/2 και  

(β) C-T/2, των οικογενειών της δενδροειδούς κατανομής, στην 

περιοχή κάτω από το σημείο ισορροπίας της ζώνης Ε1(x0>0) 

 

10.12 Συμμετρία των ισοενεργειακών τροχιών (ίδια τιμή της σταθεράς C) που 

ανήκουν στην ίδια οικογένεια της δενδροειδούς κατανομής 

Όπως και στην περίπτωση των απλών περιοδικών τροχιών της δενδροειδούς 

κατανομής, σχεδιάσαμε τροχιές της ίδιας οικογένειας που αντιστοιχούν σε αρχικές 

συνθήκες που έχουν την ίδια τιμή για την σταθερά C και βρίσκονται εκατέρωθεν της 

κεντρικής οικογένειας των απλών περιοδικών τροχιών.  

Από τα κοινά διαγράμματα τέτοιων τροχιών, όπως της οικογένειας D43 (Σχήμα 

10.31α) για C=7.180 (x0<0) αλλά και της οικογένειας D74 (Σχήμα 10.31β) για C=7.470 

(x0>0) καταλήξαμε στο συμπέρασμα ότι τέτοιες τροχιές ταυτίζονται και μάλιστα δεν 

υπάρχει περιορισμός ως προς την περιοχή των τιμών της σταθεράς C όπως στην 

περίπτωση των απλών περιοδικών τροχιών, αφού η ταύτιση επαληθεύεται για κάθε 

ζεύγος ισοενεργειακών τροχιών.  
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Σχήμα 10.31. Ισοενεργειακές τροχιές των οικογενειών:  

(α) D43 και (β) D74 
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10.13 ΤΡΙΠΛΕΣ ΠΕΡΙΟΔΙΚΕΣ ΤΡΟΧΙΕΣ 

10.13.1 Γενικά χαρακτηριστικά των τριπλών περιοδικών τροχιών και κατανομές 

των χαρακτηριστικών τους καμπύλων, για την περίπτωση που θα μελετηθεί, στο 

αντίστοιχο διάγραμμα x0-C 

Όπως ήδη αναφέραμε στην αρχή του κεφαλαίου αυτού (§10.1), οι τριπλές περιοδικές 

τροχιές είναι συνθετότερες μορφές περιοδικών τροχιών και οι χαρακτηριστικές τους 

στο διάγραμα x0-C εμφανίζονται είτε ως αυτοτελείς καμπύλες, είτε ως διακλαδώσεις 

των οικογενειών απλών περιοδικών τροχιών (όπως λ.χ στην περιοχή της δενδροειδούς 

κατανομής των απλών περιοδικών τροχιών για την περίπτωση που e<0). Αποτελούνται 

από τρεις κύριους βρόχους οι οποίοι  περικλείουν από ένα (Σχήμα 10.32α) έως και όλα 

τα primaries. Στην τελευταία περίπτωση ανήκουν οι πλανητικού (Σχήμα 10.32β) και 

διαπλανητικού τύπου τριπλές περιοδικές τροχιές (Σχήμα 10.32γ-δ), με τις τελευταίες 

να αποτελούν τη συνηθέστερη μορφή τροχιών που συναντούμε. Οι τριπλές περιοδικές 

τροχιές χαρακτηρίζονται γενικά από μικρού μήκους χαρακτηριστικές καμπύλες σε 

σχέση με αυτές των απλών περιοδικών τροχιών, αφού οι πιθανότητες να περατωθούν 

σε τροχιές κρούσεις είναι αυξημένες σε σχέσεις με αυτές των απλών περιοδικών. 

Χαρακτηρίζονται επίσης από τιμές περιόδων μεγαλύτερες από αυτές των διπλών και 

πολύ μεγαλύτερες από αυτές των απλών. Τέλος είναι προφανές ότι η συνολική 

διαδρομή («διανυόμενο μήκος τροχιάς») στη διάρκεια μιας περιόδου είναι μεγαλύτερη 

από αυτήν των τροχιών μικρότερης πολλαπλότητας.  
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Σχήμα 10.32. Μορφές τριπλών περιοδικών τροχιών: (α) δορυφορικού τύπου τριπλή 

περιοδική τροχιά, (β) πλανητικού τύπου τριπλή περιοδική τροχιά (γ)-(δ) διαπλανητικού 

τύπου τριπλή περιοδική τροχιά 

 

Όπως και στην περίπτωση των διπλών περιοδικών τροχιών, έτσι κι εδώ θα εξετάσαμε 

αναλυτικά τις συμμετρικές τριπλές περιοδικές τροχιές για ν=7, β=5 και e=-0.1. Στο 

Σχήμα 10.33 που ακολουθεί παρουσιάζουμε την κατανομή αυτών των οικογενειών 

στην περιοχή του φασικού χώρου των αρχικών συνθηκών x0-C, που ορίζεται, όπως και 

στην περίπτωση της αναζήτησης των απλών-διπλών περιοδικών τροχιών, από τις τιμές, 

x0  [-2.5, 2.5] και C  [-6, 9].  
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Σχήμα 10.33. Χαρακτηριστικές καμπύλες οικογενειών τριπλών περιοδικών τροχιών 

στο επίπεδο αρχικών συνθηκών x0-C, για ν=7, β=5 και  e=-0.1  

 

Στον Πίνακα 10.11 που ακολουθεί αναφέρονται οι ομάδες τριπλών περιοδικών τροχιών 

που δημιουργήσαμε, καθώς και οι οικογένειες-μέλη που περιέχονται σε καθεμία από 

αυτές και των οποίων τη δυναμική συμπεριφορά θα μελετήσουμε. Τέλος να 

σημειώσουμε ότι θα ερευνηθεί ξεχωριστά η οικογένεια τροχιών Τ50, που δεν 

συμπεριλαμβάνεται σε κάποια ομάδα. 

 

Πίνακας 10.11. Ομαδοποίηση οικογενειών τριπλών περιοδικών τροχιών 

ΟΜΑΔΑ ΟΙΚΟΓΕΝΕΙΩΝ ΟΙΚΟΓΕΝΕΙΕΣ-ΜΕΛΗ 

H1 T1-T5-T7 

H2 T12-T14 –T15 

H3 T8-T10-T21 

H4 T17-T18 

H5 T45-T47-T49 
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H6 

Δενδροειδής κατανομή 

οικογενειών  κάτω από τα  

σημεία ισορροπίας των 

ζωνών Ε1 και Ε2 

 

10.14 ΟΜΑΔΑ ΟΙΚΟΓΕΝΕΙΩΝ Η1 (οικογένειες T1-T5-T7) 

10.14.1 Μορφή και εξέλιξη των τριπλών περιοδικών τροχιών κατά μήκος της 

χαρακτηριστικής τους καμπύλης. Ευστάθεια 

Με βάση τα αποτελέσματα που έχουμε συγκεντρώσει μέχρι στιγμής και για το τμήμα 

του φασικού χώρου των αρχικών συνθηκών που έχουμε ερευνήσει, οι μεν οικογένειες 

Τ1 και Τ5 της ομάδας φαίνονται να αναπτύσσονται στις αρνητικές τιμές των C, ενώ η 

οικογένεια Τ7  αναπτύσσεται και στις θετικές και στις αρνητικές τιμές της Ιακωβιανής 

σταθεράς C. Οι χαρακτηριστικές των T1 και Τ5 εξελίσσονται με σταθερή κλίση ως 

προς τον άξονα Οx0, ενώ αυτή της οικογένειας Τ7 έχει τη μορφή ανοιχτής «θηλιάς» και 

παρουσιάζει ακρότατο ως προς την C (Σχήμα 10.34). 

C=-2.90

C=-2.34
C=-1.90

C=-1.26

C=-0.56

C=0.64

-3

0.7

-2.7 -1

 X0

C

T1
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T7

Σχήμα 10.34. Χαρακτηριστικές καμπύλες της ομάδας οικογενειών Η1, με 
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σημειωμένες τις τροχιές που απεικονίζονται στο επόμενο σχήμα 10.35 

 

Όλες οι τροχιές αυτής της ομάδας είναι ανάδρομες, διαπλανητικού τύπου, και 

περικλείουν όλα τα primaries εντός των τριών βρόχων τους (Σχήμα 10.35). Ειδικά για 

τις τροχιές των Τ5 και Τ7, οι δύο μικρότεροι συμμετρικοί  ως προς τον Ox0 βρόχοι τους 

περικλείουν, η μεν πρώτη όλα τα primaries η δε δεύτερη όλα τα primaries εκτός του Ρ1 

και στην κοινή περιοχή που σχηματίζουν εγκλωβίζουν, η μεν πρώτη το κεντρικό Ρ0 και 

το Ρ1, η δε δεύτερη μόνο το Ρ0. Στον Πίνακα 10.12 παραθέτουμε ενδεικτικά τις τιμές 

των βασικών μεγεθών μερικών τροχιών από κάθε οικογένεια της ομάδας. 
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Σχήμα 10.35. Εξέλιξη των τριπλών περιοδικών τροχιών κατά μήκος της 

χαρακτηριστικής των οικογενειών: (α) Τ1, (β) Τ5 και (γ) Τ7 

 

Πίνακας 10.12. Ενδεικτικές τιμές των μεγεθών των τριπλών περιοδικών τροχιών της 

ομάδας οικογενειών Η1 

 C x0 0y  xT/2 T/2y  T/2 Stability 

-2.900000166 -1.826190828 3.080444374 1.715135382 -3.075493718 4.725419832 
U 

Τ
1 

-2.450000114 -2.369805599 3.243976545 2.090193349 -3.107099802 5.624099289 
   U 
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-2.340000108 -2.494969082 3.300305419 2.202286888 -3.140556723 5.844064995 
U 

-1.900000152 -2.047665478 2.994447380 1.825274660 -2.926586354 4.574081046 
U 

-1.460000089 -2.355328209 3.079126492 2.061616555 -2.930953262 5.169419803 
   U Τ

5 

-1.260000090 -2.495659738 3.132855453 2.185748970 -2.955183553 5.460711005 
U 

0.639999935 -2.497030163 2.814298947 2.832136210 -3.069329832 5.819211792 
U 

-0.560000097 -2.064792328 2.769730776 2.382962692 -2.947832208 4.801843208 
   U Τ

7 

0.109999944 -2.494400763 2.905122990 2.819067189 -3.144334390 6.057061794 
U 

 

 

10.14.2 Διαγράμματα x0-T/2 και C-T/2 της ομάδας οικογενειών Η1 

Για τις καμπύλες x0-T/2 των Τ1 και Τ5 παρατηρούμε ότι η τιμή της  περιόδου 

ελαττώνεται καθώς το x0 πλησιάζει την αρχή των αξόνων. Η αντίστοιχη καμπύλη της 

Τ7 αποτελείται από δύο σκέλη και εμφανίζει ακρότατο στο σημείο που ενώνονται, εκεί 

ακριβώς που παρουσιάζεται το ακρότατο και στο αντίστοιχο διάγραμμα x0-C. Η 

περίοδος αυξάνεται και στα δύο σκέλη όταν το x0 απομακρύνεται από την αρχή των 

αξόνων (Σχήμα 10.36α). 

Για τις καμπύλες C-T/2 των Τ1 και Τ5 παρατηρούμε ότι η τιμή της περιόδου αυξάνεται 

όταν αυξάνεται η τιμή της σταθεράς C, ενώ για την  αντίστοιχη καμπύλη της Τ7, που 

αποτελείται από δύο σκέλη και εμφανίζει ακρότατο στο σημείο που ενώνονται, η 

περίοδος επίσης αυξάνεται και στα δύο σκέλη όταν αυξάνεται η τιμή της C (Σχήμα 

10.36β). 

Όλες οι τροχιές της ομάδας χαρακτηρίζονται από μεγάλες τιμές της ημιπεριόδου και 

για την Τ1 κυμαίνονται από 4.73 (L) έως 5.84 (L), για τις τροχιές της Τ5 από 4.57 (L) 

έως 5.46 (L) και της Τ7 από 4.80 (L) έως 6.06 (L). 
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Σχήμα 10.36. Καμπύλες (α) x0-T/2 και (β) C-T/2 των οικογενειών της 

ομάδας Η1 

 

10.15 ΟΜΑΔΑ ΟΙΚΟΓΕΝΕΙΩΝ Η2 (οικογένειες T11-T12-T14) 

10.15.1 Μορφή και εξέλιξη των τριπλών περιοδικών τροχιών κατά μήκος της 

χαρακτηριστικής τους καμπύλης. Ευστάθεια 

Τα μέχρι τώρα αποτελέσματα δείχνουν ότι οι χαρακτηριστικές καμπύλες αυτής της 

ομάδας αναπτύσσονται στις αρνητικές τιμές των C, χωρίς να αποκλείεται το 

ενδεχόμενο οι καμπύλες να συνεχίζουν την εξέλιξή τους και κατά τα δύο άκρα τους. 
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Παρατηρούμε ακόμη ότι οι χαρακτηριστικές των Τ14 και Τ15 παρουσιάζουν ακρότατο 

ως προς την C (Σχήμα 10.37). 
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Σχήμα 10.37. Χαρακτηριστικές καμπύλες ομάδας οικογενειών Η2, με 

σημειωμένες τις τροχιές που απεικονίζονται στο επόμενο Σχήμα 10.38 

 

Όλες οι τροχιές της ομάδας είναι ανάδρομες, διαπλανητικού τύπου και ο μεγαλύτερος 

βρόχος τους περικλείει όλα τα primaries. Στην κοινή περιοχή που δημιουργούν οι δύο 

μικρότεροι βρόχοι της Τ12, περικλείονται τα Ρ0, Ρ3 και Ρ6 (Σχήμα 10.38α), ενώ οι δύο 

μικρότεροι βρόχοι της Τ15 στην κοινή τους περιοχή περικλείουν το κεντρικό primary 

P0 (Σχήμα 10.38γ). Για την τροχιά της Τ14 παρατηρούμε ότι ο μικρότερος βρόχος της 

περικλείει τα primaries, Ρ0, Ρ1, Ρ2 και Ρ7 (Σχήμα 10.38β). Όλες οι τροχιές της ομάδας 

αυτής συρρικνώνονται όταν η τιμή της σταθεράς C ελαττώνεται και ειδικότερα για την 

τροχιά της Τ12, διακρίνουμε ότι καταλήγουν σε τροχιές κρούσης με τα primaries Ρ3 

και Ρ6. 

Στον Πίνακα 10.13 παραθέτουμε ενδεικτικά τις τιμές των βασικών μεγεθών μερικών 

τροχιών από κάθε οικογένεια της ομάδας. 
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(γ) 

Σχήμα 10.38. Εξέλιξη των τριπλών περιοδικών τροχιών κατά μήκος της 

χαρακτηριστικής των οικογενειών: (α) Τ12, (β) Τ14 και (γ) Τ15 

 

Πίνακας 10.13. Ενδεικτικές τιμές των μεγεθών των τριπλών περιοδικών τροχιών της 

ομάδας οικογενειών Η2 

 C x0 0y  xT/2 T/2y  T/2 Stability 

-0.630000080 -0.999309052 2.661408535 0.806326269 -2.720292392 6.700962539 
U 

-1.450000079 -0.947826771 2.812985819 0.694415027 -2.851249789 5.711106081 
   U 

Τ
12

 

-2.490001522 -0.847131812 2.995464178 0.534128635 -3.076481542 4.288659450 
U 

-0.480000054 -0.171233192 3.031426221 4.952963127 -5.115031367 7.436942394 
U 

-1.360000039 -0.359505127 3.037286747 4.663229414 -4.932510227 7.106890332 
   U 

Τ
14

 

-0.010000031 -0.680621063 2.573467559 5.234737306 -5.338699953 8.035273931 
U 

-0.000000062 -0.611811730 2.596259601 0.836434419 -2.617350415 6.429501294 
U 

-0.660000078 -0.364389965 2.913950470 0.779339082 -2.716799570 5.517087502 
   U 

Τ
15

 

-0.270000092 -0.205042430 3.027134960 0.814461436 -2.656851439 5.789363794 
U 

 

10.15.2 Διαγράμματα x0-T/2 και C-T/2 της ομάδας οικογενειών Η2 

Στις καμπύλες x0-T/2 και C-T/2 των Τ14 και Τ15 παρουσιάζεται ακρότατο, στο σημείο 

όπου παρουσιάζεται το ακρότατο και στο αντίστοιχο διάγραμμα  x0-C. Ειδικότερα, 

όταν το x0 πλησιάζει την αρχή των αξόνων, στο διάγραμμα x0-T/2, αριστερά των 

ακρότατων η περίοδος ελαττώνεται, ενώ δεξιά αυτών αυξάνεται και για τις δύο 

οικογένειες (Σχήμα 10.39α). Στο αντίστοιχο διάγραμμα C-T/2 των δύο οικογενειών, 

όταν η τιμή της σταθεράς C αυξάνεται, αυξάνονται οι τιμές της περιόδου και στα δύο 

σκέλη της καμπύλης τους (Σχήμα 10.39β). Από την καμπύλη x0-T/2 της Τ12, 

προκύπτει ότι όσο απομακρύνεται το x0 από την αρχή των αξόνων, η περίοδος 
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αυξάνεται (Σχήμα 10.39α), ενώ παρατηρούμε επίσης αύξηση της περιόδου όταν η τιμή 

της σταθεράς C αυξάνεται στο αντίστοιχο διάγραμμα C-T/2 της Τ12 (Σχήμα 10.39β). 

Όλες οι τροχιές της ομάδας χαρακτηρίζονται από μεγάλες και σε κάποιες περιπτώσεις, 

πολύ μεγάλες τιμές της ημιπεριόδου και για την Τ12 κυμαίνονται από 4.29 (L) έως 

6.70 (L), για τις τροχιές της Τ14 από 7.05 (L)  έως  8.04 (VL) και της Τ15 από 5.44 (L) 

έως 6.43 (L). 
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Σχήμα 10.39. Καμπύλες (α) x0-T/2 και (β) C-T/2 των οικογενειών της 

ομάδας Η2 
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10.16 ΟΜΑΔΑ ΟΙΚΟΓΕΝΕΙΩΝ Η3 (οικογένειες T8-T10-T21) 

10.16.1 Μορφή και εξέλιξη των τριπλών περιοδικών τροχιών κατά μήκος της 

χαρακτηριστικής τους καμπύλης. Ευστάθεια 

Από τις τρεις χαρακτηριστικές καμπύλες της ομάδας αυτής, η Τ21 εξελίσσεται εξ 

ολοκλήρου σε θετικές τιμές της C, ενώ οι υπόλοιπες δύο τέμνουν τον άξονα Οx0. Να 

σημειώσουμε ότι η Τ10 στο κάτω άκρο της έχει τη μορφή «άγκιστρου» 

παρουσιάζοντας ακρότατο ως προς την C (Σχήμα 10.40). 
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Σχήμα 10.40.  Χαρακτηριστικές καμπύλες της ομάδας οικογενειών Η3, με 

σημειωμένες τις τροχιές που απεικονίζονται στο επόμενο Σχήμα 10.41 

 

Και αυτές οι τροχιές είναι ανάδρομες, διαπλανητικού τύπου. Στις τροχιές των Τ10 και 

Τ21 ο μεγαλύτερος βρόχος τους περικλείει όλα τα primaries, ενώ σε αυτές της Τ8 

παραμένουν εκτός τα  primaries Ρ1, Ρ2 και Ρ7 (Σχήμα 10.41α). Ο μικρότερος βρόχος της 

Τ10 περικλείει τα Ρ0, Ρ4 και Ρ5 (Σχήμα 10.41β), ενώ και οι δύο μικρότεροι βρόχοι της 

Τ21 διαγράφονται γύρω από τα Ρ2 και Ρ7 primaries (Σχήμα 10.41γ). Όταν ελαττώνεται 

η τιμή της σταθεράς C οι τροχιές συρρικνώνονται και στην περίπτωση της Τ21 

καταλήγουν σε τροχιά κρούσης με τα primaries Ρ2 και Ρ7. 

Στον Πίνακα 10.14 παραθέτουμε ενδεικτικά τις τιμές των βασικών μεγεθών μερικών 

τροχιών από κάθε οικογένεια της ομάδας. 
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(γ) 

Σχήμα 10.41. Εξέλιξη των τριπλών περιοδικών τροχιών κατά μήκος της 

χαρακτηριστικής των οικογενειών: (α) Τ8, (β) Τ10 και  (γ) Τ21  

 

Πίνακας 10.14. Ενδεικτικές τιμές των μεγεθών των τριπλών περιοδικών τροχιών της 

ομάδας οικογενειών Η3 

 C x0 0y  xT/2 T/2y  T/2 Stability 

-0.020000186 -1.678951665 2.530721510 0.727300491 -2.587939838 3.856831862 
U 

0.309999903 -1.824223610 2.505150488 0.761519117 -2.527657525 4.328288902 
    U Τ

8 

0.629999918 -1.971000170 2.499969923 0.792296672 -2.472250806 4.773797110 
U 

0.099999938 -1.782981831 2.533609962 3.390390770 -3.617677705 5.973937370 
U 

-0.580000117 -1.555957474 2.621050615 3.016193427 -3.404051181 5.045310636 
   U 

Τ
10

 

-0.420000144 -1.564414776 2.591163597 3.041620091 -3.400737648 5.003282607 
U 

3.259939945 -1.319810335 1.742948125 3.740424795 -3.501673459 5.552281844 
U 

3.639939919 -1.434214058 1.620402251 3.850537184 -3.559910441 6.244285646 
   U 

Τ
21

 

4.309939990 -1.983801506 1.612322355 3.945947377 -3.565144494 7.967015258 
U 

 

10.16.2 Διαγράμματα  x0-T/2 και C-T/2 της ομάδας οικογενειών Η3 

Από τις καμπύλες x0-T/2 των Τ8 και Τ21 παρατηρούμε ότι όσο αυξάνεται η απόλυτη 

τιμή της αρχικής θέσης x0, η περίοδος αυξάνεται(Σχήμα 10.42α), ενώ από τις καμπύλες 

C-T/2 των ίδιων οικογενειών, παρατηρούμε ότι όσο αυξάνεται η τιμή της σταθεράς C η 

περίοδος τους επίσης αυξάνεται (Σχήμα 10.42β). 

Στα διαγράμματα x0-T/2 και C-T/2 οι καμπύλες της Τ10, έχουν την μορφή 

«άγκιστρου» και αποτελούνται από δύο σκέλη, ενώ παρουσιάζουν ακρότατο, στο 

σημείο που παρουσιάζεται αυτό και στο διάγραμμα x0-C.  

Στο πρώτο διάγραμμα η περίοδος αυξάνεται και στα δύο σκέλη της καμπύλης όταν 

απομακρυνόμαστε από την αρχή των αξόνων(Σχήμα 10.42α), ενώ στο δεύτερο 
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διάγραμμα όταν αυξάνεται η τιμή της σταθεράς C, επίσης αυξάνεται η περίοδος και 

στα δύο σκέλη (Σχήμα 10.42β). 

Το εύρος τιμών της ημιπεριόδου των Τ8 και Τ10 είναι σχετικά μικρό, με τιμές 

ημιπεριόδου που κυμαίνονται για την Τ8, από 3.86 (Μ) έως 4.77 (L) και  για την Τ10, 

από 4.96 (L) έως 5.97 (L). Τέλος οι τροχιές της Τ21 χαρακτηρίζονται από μεγάλες 

τιμές ημιπεριόδου που κυμαίνονται μεταξύ των τιμών 5.00 (L) και 7.97 (L). 
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Σχήμα 10.42. Καμπύλες (α) x0-T/2 και (β) C-T/2 των οικογενειών της 

ομάδας Η3 
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10.17 ΟΜΑΔΑ ΟΙΚΟΓΕΝΕΙΩΝ Η4 (οικογένειες T17-T18) 

10.17.1 Μορφή και εξέλιξη των τριπλών περιοδικών τροχιών κατά μήκος της 

χαρακτηριστικής τους καμπύλης. Ευστάθεια 

Οι χαρακτηριστικές καμπύλες των οικογενειών Τ17 και Τ18 εξελίσσονται στην 

περιοχή των θετικών τιμών της σταθεράς C και περατώνεται πολύ κοντά στην καμπύλη 

μηδενικής ταχύτητας (Σχήματα 10.33 και 10.43). Να σημειώσουμε ότι πρόκειται για 

οικογένειες που αναπτύσσονται στην περιοχή όπου συνυπάρχουν οι οικογένειες απλών  

περιοδικών τροχιών της ομάδας F7 ("Fish-type" κατανομή  οικογενειών) και η 

οικογένεια διπλών περιοδικών τροχιών D28. 
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Σχήμα 10.43.  Χαρακτηριστικές καμπύλες της ομάδας οικογενειών Η4, με 

σημειωμένες τις τροχιές που απεικονίζονται στο επόμενο Σχήμα 10.44 

 

Πρόκειται για ανάδρομες τροχιές πλανητικού τύπου, οι οποίες διαγράφονται έξω και 

γύρω από τον σχηματισμό των primaries (Σχήμα 10.44) και χαρακτηρίζονται από 

εξαιρετικά μεγάλες τιμές της ημιπεριόδου. Οι τροχιές της Τ17 έχουν από τις 

μεγαλύτερες τιμές ημιπεριόδου σε σχέση με τις υπόλοιπες που συναντήσαμε έως τώρα 

και κυμαίνονται από 16.56(EL) έως 16.78(EL). Για την Τ18 η ημιπερίοδός τους 

κυμαίνεται από 12.77(EL) έως 12.82(EL). Να επισημάνουμε ότι ίδιας μορφής τροχιές 
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προκύπτουν και από τις αντίστοιχες ομάδες της περιοχής που αναφέραμε παραπάνω 

και η μόνη τους διαφορά περιορίζεται στον αριθμό των βρόχων που περικλείει κάθε 

φορά όλα τα primaries. 

Από τη μελέτη της ευστάθειας των Τ17 και Τ18 προκύπτουν τα διαγράμματα 

ευστάθειας του Σχήματος 10.41γ και δ, όπου διακρίνουμε τα τμήματα των 

χαρακτηριστικών από τα οποία προκύπτουν ευσταθείς και ασταθείς τροχιές και 

διαπιστώνουμε ότι παρουσιάζονται κρίσιμες περιοδικές τροχιές δευτέρου είδους      

(α=-1). 

Στον Πίνακα 10.15 παραθέτουμε ενδεικτικά τις τιμές των βασικών μεγεθών μερικών 

τροχιών από κάθε οικογένεια της ομάδας. 
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(δ) 

Σχήμα 10.44. Διαγράμματα της ομάδας οικογενειών Η4  

(α) Εξέλιξη των τριπλών περιοδικών τροχιών κατά μήκος της 

χαρακτηριστικής της οικογένειας  Τ17, (β) εξέλιξη των τριπλών περιοδικών 

τροχιών κατά μήκος της χαρακτηριστικής της οικογένειας  Τ18,  

(γ) χαρακτηριστική καμπύλη και τμήματα ευστάθειας των οικογενειών Τ17- 

Τ18 και (δ) διαγράμματα ευστάθειας x0-α των οικογενειών Τ17 και Τ18 

 

Πίνακας 10.15 Ενδεικτικές τιμές των μεγεθών των τριπλών περιοδικών τροχιών της 

οικογένειας Η4 

 C x0 0y  xT/2 T/2y  T/2 Stability 

6.549990010 -1.918362591 0.463120592 1.940481864 -0.554489612 16.787344118 
U 

6.609960008 -2.099553101 0.771605640 2.112046665 -0.807819756 16.676748199 
   S 

Τ
17

 

6.669960005 -2.490007813 1.364630395 2.490791592 -1.367855700 16.562059710 
S 

6.529990014 -1.815871979 0.204238863 5.250447830 -4.703527703 12.769183609 
U 

6.769960015 -2.117943024 0.697698604 4.913742767 -4.305331790 12.818239218 
   U 

Τ
18

 

6.979970014 -2.496106323 1.255628675 4.542424999 -3.861412630 12.768985324 
S 

 

10.17.2 Διαγράμματα  x0-T/2 και C-T/2 της ομάδας οικογενειών Η4 

Το εύρος τιμών της ημιπεριόδου και για τις δύο τροχιές είναι πολύ μικρό και αυτός 

είναι ο λόγος που στα διαγράμματα x0-T/2 και C-T/2 που θα ακολουθήσουν, κρίναμε 

σκόπιμο να τα παρουσιάσουμε ξεχωριστά για κάθε οικογένεια, ώστε να μην εξάγουμε 

λανθασμένα συμπεράσματα.  

Στο διάγραμμα x0-T/2 της Τ17 (Σχήμα 10.45α) παρατηρούμε ότι καθώς το x0 πλησιάζει 

την αρχή των αξόνων η περίοδος αυξάνεται, ενώ στο αντίστοιχο διάγραμμα C-T/2 

(Σχήμα 10.45β) όταν η τιμή της σταθεράς C αυξάνεται η περίοδος ελαττώνεται. 
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Οι καμπύλες x0-T/2 και C-T/2 της Τ18 παρατηρούμε ότι παρουσιάζουν ακρότατο και 

ειδικότερα για την καμπύλη x0-T/2 (Σχήμα 10.45γ), αριστερά του ακροτάτου όταν το 

x0 πλησιάζει προς αυτό, η περίοδος αυξάνεται, ενώ το αντίθετο συμβαίνει δεξιά του 

ακροτάτου, όπου καθώς το x0 πλησιάζει στην αρχή των αξόνων η περίοδος 

ελαττώνεται. Για την αντίστοιχη καμπύλη C-T/2 (Σχήμα 10.45δ) αριστερά του 

ακρότατου και καθώς η τιμή της σταθεράς C αυξάνεται η περίοδος επίσης αυξάνεται, 

ενώ δεξιά αυτoύ η περίοδος ελαττώνεται καθώς συνεχίζει να αυξάνεται η τιμή της C.  
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Σχήμα 10. 45. Καμπύλες x0-T/2  και C-T/2 των οικογενειών:  

(α)-(β) Τ17 και (γ)-(δ) Τ18 
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10.18 ΟΜΑΔΑ OIKOΓΕΝΕΙΩΝ Η5 (οικογένειες T45-Τ47-Τ49) 

10.18.1 Μορφή και εξέλιξη των τριπλών περιοδικών τροχιών κατά μήκος της 

χαρακτηριστικής τους καμπύλης. Ευστάθεια 

Για τις χαρακτηριστικές καμπύλες των οικογενειών Τ47 και Τ49 παρατηρούμε ότι 

αναπτύσσονται εξ ολοκλήρου στις θετικές τιμές των C (Σχήμα 10.46), ενώ από τα 

αριθμητικά δεδομένα που έχουμε συγκεντρώσει, δεν αποκλείεται το ενδεχόμενο για 

την χαρακτηριστική της Τ45 να συνεχίζει την εξέλιξή της και κατά τα δύο άκρα της 

στις αρνητικές τιμές των C. 

Όλες οι καμπύλες x0-C της ομάδας αυτής, παρουσιάζουν ακρότατο ως προς C και 

μάλιστα για την Τ47 και Τ49 ελάχιστο, ενώ για την Τ45 μέγιστο. Στο διάγραμμα x0-C 

(Σχήμα 10.46), παρατηρούμε ότι η Τ49 πηγάζει από την οικογένεια των απλών 

περιοδικών τροχιών S68, όπως ακριβώς συμβαίνει και με την διπλή τροχιά της 

οικογένειας D66. Να σημειώσουμε ότι από την S68, πηγάζει και η τριπλή περιοδική 

τροχιά Τ48, την οποία παραλείπουμε αφού η συμπεριφορά της δε διαφέρει σε τίποτα 

από αυτήν της Τ49. 

Όλες οι τροχιές και αυτής της ομάδας είναι ανάδρομες διαπλανητικού τύπου εκτός από 

τις τροχιές της οικογένειας T49 που είναι ανάδρομες δορυφορικού τύπου, περί του 

primary P1 (Σχήμα 10.47γ).    
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Σχήμα 10.46.  Χαρακτηριστικές καμπύλες της ομάδας οικογενειών Η5, με 

σημειωμένες τις τροχιές που απεικονίζονται στο επόμενο Σχήμα 10.47 
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Οι  μεγαλύτερος από τους τρεις βρόχους κάθε τροχιάς των Τ45 και Τ47 περικλείει όλα 

τα primaries, ενώ ο μικρότερος βρόχος τους, στη μεν πρώτη περικλείει τα  Ρ1,Ρ2 και Ρ7, 

στην δε δεύτερη μόνο το Ρ1 (Σχήμα 47α-β). Για την Τ45 εκατέρωθεν του ακρότατου, 

όταν η τιμή της σταθεράς C μειώνεται οι τροχιές συρρικνώνονται και καταλήγουν σε 

τροχιά κρούσης με τα Ρ2 και Ρ7, ενώ για την Τ47 οι τροχιές συρρικνώνονται όσο 

αυξάνεται το x0 και καταλήγουν σε τροχιά κρούσης με το Ρ1. Για τις τροχιές της Τ49 

παρατηρούμε ότι για τιμές των C στην περιοχή των άκρων, οι δύο μικρότεροι βρόχοι 

τους εγκλωβίζουν στην κοινή περιοχή που σχηματίζουν το Ρ1 και καθώς η σταθερά C 

μειώνεται διευρύνεται αυτή η περιοχή και συρρικνώνεται ο κύριος και μεγαλύτερος 

βρόχος της τριπλής τροχιάς. (Σχήμα 47γ). Τέλος  παρατηρούμε ότι  από τις  οικογένειες 

διπλών και τριπλών περιοδικών τροχιών D66 και T49 αντίστοιχα, και από την 

οικογένεια απλών περιοδικών τροχιών S68 από την οποία πηγάζουν, προκύπτουν 

τροχιές ίδιου τύπου και η μόνη τους διαφορά είναι το πλήθος των βρόχων που 

περικλείουν το primary P1. 

Στο Σχήμα 10.47δ έχουμε σχεδιάσει το διάγραμμα ευστάθειας x0-α της οικογένειας 

Τ49, στο οποίο διακρίνουμε δύο κρίσιμες περιοδικές τροχιές, μία για κάθε είδος.  
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Σχήμα 10.47. Εξέλιξη των τριπλών περιοδικών τροχιών κατά μήκος της 

χαρακτηριστικής των οικογενειών: (α) Τ45, (β) Τ47, (γ) Τ49 και (δ) διάγραμμα 

ευστάθειας x0-α της οικογένειας Τ49 

 

Στον Πίνακα 10.16 παραθέτουμε ενδεικτικά τις τιμές των βασικών μεγεθών μερικών 

τροχιών από κάθε οικογένεια της ομάδας. 
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Πίνακας 10.16. Ενδεικτικές τιμές των μεγεθών των τριπλών περιοδικών τροχιών της 

ομάδας οικογενειών Η5 

 C x0 0y  xT/2 T/2y  T/2 Stability 

0.239959945 0.188137795 2.936525258 5.048036914 -5.135421274 7.457800910 U 

0.639959963 0.270128113 2.811628627 5.127308512 -5.173158154 7.599089405    U 

Τ
45

 

-0.000040111 0.358627207 2.805714060 4.960331286 -5.074928914 7.260614652 U 

4.899970003 0.621681942 1.362508394 5.063836612 -4.676403866 9.140750127 U 

4.299889995 0.858437744 1.621763975 5.053367182 -4.729192701 8.292025880    U 

Τ
47

 

4.549900296 1.096003860 3.000761102 4.926587361 -4.569385467 7.860192985 U 

5.820000523 0.666261246 0.936992069 1.639068486 -0.851189385 2.493051233 U 

5.499919965 0.916488648 1.324552932 1.412402240 -1.255716762 2.444490230    S 

Τ
49

 

5.749930145 1.099311117 2.886059012 1.241595138 -2.170275949 2.825911726 U 

 

10.18.2 Διαγράμματα  x0-T/2 και C-T/2 της ομάδας οικογενειών Η5 

Λόγω του μικρού εύρους τιμών των ημιπεριόδου των τροχιών, στα διαγράμματα x0-T/2 

και C-T/2 που ακολουθούν, για κάποιες οικογένειες κρίναμε σκόπιμο να τα 

παρουσιάσουμε ξεχωριστά ως λεπτομέρεια των κύριων διαγραμμάτων, προς αποφυγή 

εσφαλμένων συμπερασμάτων. 

Οι τροχιές της Τ45 χαρακτηρίζονται από μεγάλες ημιπεριόδους που οι τιμές τους 

κυμαίνονται από 7.26 (L) έως 7.62 (L), της Τ47 από μεγάλες ή πολύ μεγάλες τιμές οι 

οποίες κυμαίνονται από 7.86 (L) έως 9.14 (VL) και τέλος λόγω της σχετικά μικρής 

διαδρομής του σώματος γύρω από το Ρ1, οι ημιπερίοδοι της Τ49 χαρακτηρίζονται από 

μεσαίες τιμές που κυμαίνονται  από 2.38 (M) έως 2.82 (M). 

Στο Σχήμα 10.48α, για την καμπύλη x0-T/2 της Τ45 παρατηρούμε ότι δεξιά του 

ακρότατου καθώς το x0 πλησιάζει σε αυτό, η περίοδος αυξάνεται, ενώ το αντίθετο 

συμβαίνει δεξιά του ακρότατου, όπου καθώς το x0 πλησιάζει στην αρχή των αξόνων η 

περίοδος ελαττώνεται. Για την σχέση της θέσης x0 με την περίοδο της Τ47, προκύπτει 
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ότι η περίοδος ελαττώνεται όταν  απομακρυνόμαστε από την αρχή των αξόνων. Για να 

γίνει εμφανές το ακρότατο που παρουσιάζει η καμπύλη x0-T/2 της Τ49, την 

σχεδιάσαμε μόνη της (Σχήμα  4.48β), οπότε γίνεται αντιληπτό ότι  καθώς η τιμή της 

θέσης x0 αυξάνεται, αριστερά του ακρότατου η περίοδος ελαττώνεται, ενώ δεξιά αυτού 

η περίοδος αυξάνεται. 
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Σχήμα 10.48.  Καμπύλες x0-T/2 των οικογενειών της ομάδας Η5:  

(α) Συνολικό διάγραμμα, (β) λεπτομέρεια για την Τ49 
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Στο διάγραμμα C-T/2 (Σχήμα 10.49α) οι καμπύλες όλων των οικογενειών εμφανίζουν 

δύο σκέλη. Για την περίπτωση της Τ45, επειδή αυτά είναι  δυσδιάκριτα, στο Σχήμα 

4.49β παραθέτουμε ξεχωριστά  την καμπύλη της. 

Για τις οικογένειες Τ45 και Τ49 η περίοδος και στα δύο σκέλη τους αυξάνεται, όταν 

αυξάνεται η τιμή της C. Τέλος, η C-T/2 της Τ47 όταν αυξάνεται η τιμή της σταθεράς 

C, στο μεν άνω σκέλος η περίοδος αυξάνεται, στο δε κάτω σκέλος η περίοδος 

μειώνεται. 
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Σχήμα 10.49. Καμπύλες C-T/2 των οικογενειών της ομάδας Η5: 

 (α) Συνολικό διάγραμμα, (β) λεπτομέρεια για την Τ45 
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10.19 ΟΙΚΟΓΕΝΕΙΑ T50 

10.19.1 Μορφή και εξέλιξη των τριπλών περιοδικών τροχιών κατά μήκος της 

χαρακτηριστικής της καμπύλης. Διαγράμματα x0-T/2 και C-T/2 της οικογένειας. 

Ευστάθεια 

Η «αγκιστροειδής» χαρακτηριστική καμπύλη της οικογένειας Τ50 (Σχήμα 10.50α) 

εξελίσσεται στην περιοχή των θετικών τιμών της σταθεράς C και περατώνεται στην 

περιοχή του σημείου ισορροπίας της ζώνης C1. Οι τροχιές που την αποτελούν είναι 

ανάδρομες, πλανητικού τύπου, διαγράφονται έξω και γύρω από τον σχηματισμό των 

primaries (Σχήμα 10.50β) και  συρρικνώνονται  καθώς  αυξάνεται η τιμή της σταθεράς 

C. Η συρρίκνωση αυτή είναι πιο έντονη στο μικρότερο βρόχο των τροχιών της 

οικογένειας, ο οποίος διαγράφεται γύρω από το σημείο ισορροπίας της ζώνης C1. Να 

σημειώσουμε ότι η Τ50 εξελίσσεται πολύ κοντά στην οικογένεια διπλών περιοδικών 

τροχιών D67 και παρουσιάζουν την ίδια μορφή τροχιών και την ίδια δυναμική 

συμπεριφορά. 

Τα διαγράμματα x0-T/2 και C-T/2 παρουσιάζουν ακρότατα. Για την πρώτη καμπύλη 

(Σχήμα 10.50γ) και αριστερά του ακροτάτου καθώς το x0 πλησιάζει σε αυτό, η 

περίοδος ελαττώνεται, ενώ το αντίθετο συμβαίνει δεξιά του ακροτάτου, όπου καθώς το 

x0 απομακρύνεται από την αρχή των αξόνων, η περίοδος αυξάνεται. Για τη δεύτερη 

καμπύλη (Σχήμα 10.50δ) αριστερά και δεξιά του ακρότατου, καθώς η τιμή της 

σταθεράς C αυξάνεται η περίοδος αυξάνεται επίσης. Οι τιμές των ημιπεριόδων τους 

κυμαίνονται από 9.87 (VL) έως 10.32 (VL). 

Στον Πίνακα 10.17 παραθέτουμε ενδεικτικά τις τιμές των βασικών μεγεθών μερικών 

τροχιών από κάθε οικογένεια της ομάδας. 
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Σχήμα 10.50. Οικογένεια τριπλών περιοδικών τροχιών Τ50.  

(α) Χαρακτηριστική καμπύλη της οικογένειας,  

(β) εξέλιξη των τροχιών κατά μήκος της χαρακτηριστικής καμπύλης,  

(γ) καμπύλη x0-T/2 της οικογένειας και (δ) καμπύλη C-T/2 της οικογένειας 

 

Πίνακας 10.17. Ενδεικτικές τιμές των μεγεθών των τριπλών περιοδικών τροχιών της 

οικογένειας T50 

 C x0 0y  xT/2 T/2y  T/2 Stability 

5.969930002 1.315119862 1.455769008 4.707366278 -4.171537395 10.318853386 
U 

5.929930003 1.337070801 1.351708049 4.702732972 -4.171250503 10.009952652 
   U 

T
50

 

6.109980007 1.426005180 0.943355708 4.545517417 -3.975894444 9.887529902 
     U 

 

10.20 ΟΜΑΔΑ ΤΡΟΧΙΩΝ Η6 (Δενδροειδής κατανομή οικογενειών κάτω από τα 

σημεία ισορροπίας των ζωνών Ε1 και Ε2) 

Σε αυτή την ομάδα ανήκουν οι οικογένειες των δενδροειδών κατανομών των τριπλών 

περιοδικών τροχιών οι οποίες, όπως οι απλές και οι διπλές τροχιές, πηγάζουν από τις 

κύριες οικογένειες των απλών περιοδικών τροχιών της περιοχής κάτω από τα σημεία 

ισορροπίας των ζωνών Ε1 και Ε2 

Από το διαγράμματα ευστάθειας x0-α των απλών περιοδικών τροχιών SND και SPD 

που σχεδιάσαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο (Σχήμα 9.81β-γ και Σχήμα 9.83β-γ 

αντίστοιχα), έγινε αντιληπτή η ύπαρξη δενδροειδών κατανομών τριπλών περιοδικών 

τροχιών και στο Σχήμα 10.51 που ακολουθεί φαίνεται αυτή η κατανομή (πράσινες 

καμπύλες) αλλά και οι κύριες οικογένειες των απλών περιοδικών τροχιών (μπλε 

καμπύλες), από τις οποίες πηγάζουν. 
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Σχήμα 10.51. Διάγραμμα των χαρακτηριστικών καμπύλων x0-C των 

τριπλών περιοδικών τροχιών, των δενδροειδών κατανομών κάτω από τα 

σημεία ισορροπίας των ζωνών Ε1 και Ε2 

 

10.20.1 Μορφή και εξέλιξη των τριπλών περιοδικών τροχιών των οικογενειών της 

δενδροειδούς κατανομής, στην περιοχή κάτω από το σημείο ισορροπίας της ζώνης 

Ε2, κατά μήκος των χαρακτηριστικών τους καμπύλων(x0<0). Μελέτη ευστάθειας 

Στο διάγραμμα x0-C του παρακάτω Σχήματος 10.52 φαίνονται λεπτομερέστερα οι 

οικογένειες της δενδροειδούς κατανομής για την περίπτωση των τριπλών περιοδικών 

τροχιών. 
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Σχήμα 10.52. Οικογένειες της δενδροειδούς κατανομής των τριπλών περιοδικών 

τροχιών, στην περιοχή κάτω από το σημείο ισορροπίας της ζώνης Ε2(x0<0) 

 

Όπως στις δενδροειδείς κατανομές των απλών και διπλών περιοδικών τροχιών έτσι κι 

εδώ θα μελετήσουμε ενδεικτικά την εξέλιξη κάποιων τριπλών περιοδικών τροχιών 

κατά μήκος των χαρακτηριστικών καμπύλων τους, καθώς και τις αντίστοιχες καμπύλες 

x0-T/2, C-T/2 και μεταβολής της παραμέτρου ευστάθειας.  

Κοινό χαρακτηριστικό όλων αυτών των οικογενειών είναι ότι όλες οι τροχιές που 

προκύπτουν από αυτές είναι ανάδρομες πλανητικού τύπου, γύρω από το κεντρικό 

primary P0, τη μορφή των οποίων θα περιγράψουμε παρακάτω.  

Παρατηρούμε ότι ξεκινώντας από τις μικρότερες τιμές της σταθεράς C για κάθε 

οικογένεια, οι τρεις βρόχοι των τριπλών τροχιών σχηματίζουν «ροζέτες», τα πέταλα 

των οποίων διασταυρώνονται με τέτοιο τρόπο ώστε να σχηματίζουν γύρω από το 

κεντρικό primary P0 ένα αστέρι με τόσες ακτίνες όσο και το πλήθος των πετάλων της 

κάθε ροζέτας (Σχήμα 10.53β, 10.54β, 10.55β). 

Όσο αυξάνεται η τιμή της σταθεράς C, οι τροχιές συρρικνώνονται και οι τρεις βρόχοι 

πλησιάζουν όλο και περισσότερο ο ένας τον άλλον, με αποτέλεσμα να εξαλείφεται η 



 577

μορφή του σχηματιζόμενου αστεριού περί του πρωτεύοντος σώματος Ρ0. Τέλος, 

πλησιάζοντας στο ακρότατο κάθε οικογένειας οι τροχιές γίνονται σχεδόν κυκλικές, με 

τους τρεις βρόχους σχεδόν να ταυτίζονται (Σχήματα 10.53β, 10.54β, 10.55β). 

Συνεχίζοντας να διατρέχουμε τον άλλο κλάδο της χαρακτηριστικής της ίδιας 

οικογένειας και ξεκινώντας από τα υψηλότερες τιμές της C, η εξέλιξη της μορφής των 

τροχιών ακολουθεί την αντίστροφη πορεία από αυτήν που περιγράψαμε μέχρι τώρα. 

Δηλαδή, αρχικά εμφανίζονται σχεδόν κυκλικές τροχιές περί του P0 και καταλήγουν σε 

τροχιές με την μορφή της «ροζέτας». 

Παρατηρούμε ότι όσο υψηλότερες είναι οι τιμές της σταθεράς C των σημείων από τα 

οποία πηγάζουν οι τριπλές περιοδικές τροχιές (bifurcating points), τόσο αυξάνει και ο 

αριθμός των ακτινών των πετάλων κάθε ροζέτας. Έτσι, για τις τροχιές των  Τ29, Τ31 

και Τ32 προκύπτουν τροχιές με μορφή ροζέτας που έχουν πέντε, οκτώ και δέκα πέταλα 

αντίστοιχα (Σχήματα 10.53β, 10.54β, 10.55β). Μελετώντας την ευστάθεια των 

οικογενειών Τ29, Τ31 και Τ32 παρατηρούμε παρόμοια συμπεριφορά με αυτήν των 

αντιστοίχων οικογενειών των απλών και διπλών περιοδικών τροχιών της δενδροειδούς 

κατανομής, που εξελίσσονται κάτω από τη θέση ισορροπίας Ε2. Δηλαδή  αριστερά του 

ακρότατου που παρουσιάζουν οι χαρακτηριστικές, οι τροχιές που προκύπτουν είναι 

ασταθείς, ενώ δεξιά αυτού ευσταθείς (Σχήματα 10.53γ, 10.54γ, 10.55γ). Επίσης άλλη 

μία ομοιότητα είναι ότι οι ασταθείς τροχιές χαρακτηρίζονται από μικρές τιμές του 

συντελεστή ευστάθειας α (Σχήματα 10.53δ, 10.54δ, 10.55δ), πολύ κοντά στη μονάδα, 

το οποίο είναι εμφανέστατο στην περίπτωση της οικογένειας Τ29, όπου για τις 

ασταθείς τροχιές  ο συντελεστής α λαμβάνει τιμές από 1.000002 έως 1.00663. 

Στον Πίνακα 10.18 παραθέτουμε ενδεικτικά τις τιμές των βασικών μεγεθών των 

τροχιών των  οικογενειών  Τ29, Τ31 και Τ32. 
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Πίνακας 10.18. Ενδεικτικές τιμές των μεγεθών των τριπλών περιοδικών τροχιών των 

οικογενειών T29, T31 και T32 

 C x0 0y  xT/2 T/2y  T/2 Stability

5.779929793 -0.723848530 0.882547657 0.132625161 -1.243080533 4.635142951 
U 

7.009949940 -0.238607575 1.324731565 0.282501996 -1.199902424 1.951108922 
   S 

Τ
2

9
 

5.829929841 -0.136413272 1.318821349 0.661575707 -0.934072149 4.142680492 
   U 

6.419939676 -0.547804092 0.704629032 0.547887725 -0.714985183 4.802835662 
U 

8.099979975 -0.230315132 0.843454143 0.230313986 -0.843476303 2.378630603 
   U 

Τ
3

1
 

6.489939654 -0.130632734 0.832097789 0.131065310 -0.851062207 4.590459836 
   S 

7.069959671 -0.427813419 0.605241541 0.426934472 -0.611287806 4.429633935 
U 

8.379989987 -0.202757217 0.717352670 0.202758338 -0.717361505 2.805530908 
   S 

Τ
3

2
 

7.289959689 -0.141044592 0.730912001 0.141230948 -0.737286254 4.040159459 
   S 

 

 Διαγράμματα της χαρακτηριστικής καμπύλης και των τροχιών της 

οικογένειας Τ29. Διαγράμματα ευστάθειας 
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Σχήμα 10.53. Οικογένεια τριπλών περιοδικών τροχιών Τ29. 

(α) Χαρακτηριστική καμπύλη με σημειωμένες τις τροχιές που απεικονίζονται στο 

επόμενο σχήμα, (β) εξέλιξη των τροχιών κατά 

μήκος της χαρακτηριστικής καμπύλης, (γ) χαρακτηριστική καμπύλη και τμήματα 

ευστάθειας και (δ) διάγραμμα ευστάθειας x0-α 
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 Διαγράμματα της χαρακτηριστικής καμπύλης και των τροχιών της 

οικογένειας Τ31. Διαγράμματα ευστάθειας 
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(γ) (δ) 

Σχήμα 10.54. Οικογένεια τριπλών περιοδικών τροχιών Τ31. 

 (α) Χαρακτηριστική καμπύλη με σημειωμένες τις τροχιές που απεικονίζονται στο 

επόμενο σχήμα, (β) εξέλιξη των τροχιών κατά  

μήκος της χαρακτηριστικής καμπύλης, (γ) χαρακτηριστική καμπύλη και τμήματα 

ευστάθειας και (δ) διάγραμμα ευστάθειας x0-α 

 

 Διαγράμματα της χαρακτηριστικής καμπύλης και των τροχιών της 

οικογένειας Τ32. Διαγράμματα ευστάθειας 
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Σχήμα 10.55. Οικογένεια τριπλών περιοδικών τροχιών Τ32. 

(α) Χαρακτηριστική καμπύλη με σημειωμένες τις τροχιές που απεικονίζονται στο 

επόμενο σχήμα, (β) εξέλιξη των τροχιών κατά 

μήκος της χαρακτηριστικής καμπύλης, (γ) χαρακτηριστική καμπύλη και τμήματα 

ευστάθειας και (δ) διάγραμμα ευστάθειας x0-α 

 

10.20.2 Διαγράμματα x0-T/2 και C-T/2 των οικογενειών της δενδροειδούς 

κατανομής, στην περιοχή κάτω από το σημείο ισορροπίας της ζώνης Ε2(x0<0) 

Τα διαγράμματα x0-T/2 των οικογενειών της δενδροειδούς κατανομής εμφανίζουν 

ακρότατο (Σχήμα 10.56) και μάλιστα ακριβώς εκεί όπου παρουσιάζεται το ακρότατο 

και στο αντίστοιχο διάγραμμα x0-C για κάθε οικογένεια. Όταν η απόλυτη τιμή της 

θέσης x0 μειώνεται, αριστερά του ακρότατου η περίοδος μειώνεται επίσης, ενώ δεξιά 

αυτού αυξάνεται. 

 



 583

1

5

-0.8 0

 X0

T/2

T29

T31
T32

T35

 

Σχήμα 10.56. Διαγράμματα x0-T/2 των οικογενειών της δενδροειδούς κατανομής, στην 

περιοχή κάτω από το σημείο ισορροπίας της ζώνης Ε2(x0<0)  

 
 

Στο διάγραμμα C-T/2 (Σχήμα 10.57) ύστερα από τη λεπτομερή μελέτη των καμπύλων 

αλλά και των αριθμητικών δεδομένων, καταλήξαμε στο συμπέρασμα ότι αυτές 

αποτελούνται από δύο σκέλη τα οποία σχεδόν ταυτίζονται αφού για τις ίδιες τιμές της 

σταθεράς C έχουν σχεδόν την ίδια περίοδο Τ. Παρατηρούμε ότι η περίοδος τους 

ελαττώνεται και στα δύο σκέλη όταν αυξάνεται η τιμή της C. Από τα αριθμητικά 

δεδομένα προκύπτει ότι το εύρος των τιμών των ημιπεριόδων των τροχιών αυτών των 

οικογενειών, κυμαίνεται από 1.94 (S) έως 7.58 (L). 
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Σχήμα 10.57. Διαγράμματα  C-T/2 των οικογενειών της δενδροειδούς κατανομής, 

στην περιοχή κάτω από το σημείο ισορροπίας της ζώνης Ε2(x0<0)  

 

10.21 Μορφή και εξέλιξη των τριπλών περιοδικών τροχιών των οικογενειών της 

δενδροειδούς κατανομής, στην περιοχή κάτω από το σημείο ισορροπίας της ζώνης 

Ε1, κατά μήκος των χαρακτηριστικών τους καμπύλων(x0>0). Μελέτη ευστάθειας 

Από την δενδροειδή κατανομή των οικογενειών κάτω από το σημείο  ισορροπίας της 

ζώνης Ε1 (Σχήμα 10.58), προκύπτουν ορθές τροχιές πλανητικού τύπου γύρω από το 

πρωτεύον primary P0, η μορφή και η εξέλιξη των οποίων περιγράφεται  παρακάτω. 
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Σχήμα 10.58. Οικογένειες της δενδροειδούς κατανομής των τριπλών περιοδικών 

τροχιών, στην περιοχή κάτω από το σημείο ισορροπίας της ζώνης Ε1(x0>0)  

 

Παρατηρούμε ότι ξεκινώντας από τις μικρότερες τιμές της σταθεράς C για κάθε 

οικογένεια της κατανομής και διατρέχοντας την χαρακτηριστική τους προς 

μεγαλύτερες τιμές της C, οι τρεις βρόχοι των τροχιών σχηματίζουν «ροζέτα», τα 

πέταλα της οποίας είναι λεπτά και επιμήκη. Αυτό είναι εμφανές στο Σχήμα 10.61β, 

όπου έχουμε σχεδιάσει τις τροχιές της οικογένειας Τ58 και λιγότερο εμφανές στο 

Σχήμα 10.59β, όπου έχουμε σχεδιάσει τις τροχιές της οικογένειας Τ53. 

Όσο αυξάνεται η τιμή της σταθεράς C, οι τρεις βρόχοι συρρικνώνονται  με αποτέλεσμα 

να εξαλείφεται η μορφή «ροζέτας» και να σχηματίζεται ένα αστέρι, με τόσες ακτίνες, 

όσα ήταν και τα πέταλά της. Για ακόμα μεγαλύτερες τιμές της σταθεράς C, οι ακτίνες 

των αστεριών εξομαλύνονται και δημιουργούν τροχιές που έχουν την μορφή 

«δαντέλας», ώσπου πλησιάζοντας στο ακρότατο κάθε οικογένειας οι τροχιές να 

μετατρέπονται σε σχεδόν κυκλικές, με τους τρεις βρόχους σχεδόν να ταυτίζονται 

(Σχήμα 10.59β, 10.60β, 10.61β). 
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Συνεχίζοντας να διατρέχουμε τον άλλο κλάδο της χαρακτηριστικής της ίδιας 

οικογένειας και ξεκινώντας από τα υψηλότερες τιμές της C, η εξέλιξη της μορφής των 

τροχιών ακολουθεί την αντίστροφη πορεία από αυτήν που περιγράψαμε μέχρι τώρα. 

Δηλαδή, αρχικά εμφανίζονται σχεδόν κυκλικές τροχιές περί του P0 και καταλήγουν σε 

τροχιές με τη μορφή «ροζέτας», όπως περιγράφηκε πρωτύτερα. 

Όπως και στην δενδροειδή κατανομή για x0<0, έτσι κι εδώ όσο υψηλότερες είναι οι 

τιμές της σταθεράς C των σημείων από τα οποία πηγάζουν οι τριπλές περιοδικές 

τροχιές (bifurcating points), τόσο αυξάνει και ο αριθμός των ακτινών των αστεριών. 

Έτσι για τις οικογένειες Τ53, Τ56 και Τ58 προκύπτουν τροχιές σε σχήμα αστεριού με 

οχτώ, δεκατρείς και δεκαέξι ακτίνες αντίστοιχα (Σχήμα 10.59β, 10.60β, 10.61β). 

Από την μελέτη της  ευστάθειας των οικογενειών Τ53 και Τ58 προέκυψαν τα Σχήματα 

10.59γ και 10.61γ αντίστοιχα, από τα οποία  παρατηρούμε ότι αριστερά του ακρότατου 

που παρουσιάζει η χαρακτηριστική τους, οι τροχιές που προκύπτουν είναι  ασταθείς, 

ενώ δεξιά αυτού ευσταθείς. Και στις δύο παρουσιάζεται ένα κρίσιμο σημείο πρώτου 

είδους, ενώ και οι ασταθείς τροχιές τους, δεν χαρακτηρίζονται από μεγάλες τιμές του 

συντελεστή ευστάθειας α (Σχήματα 10.59δ και 10.61δ). 

Για την  περίπτωση της οικογένειας Τ56, η ευστάθεια της παρουσιάζει εν μέρει ίδια 

συμπεριφορά με τις προηγούμενες οικογένειες, με μία  εμφανή διαφορά όμως, η οποία 

εντοπίζεται στο γεγονός ότι παρουσιάζονται και τμήματα αστάθειας δεξιά του 

ακροτάτου (Σχήμα 10.60γ). Αποτέλεσμα αυτού είναι να εμφανίζονται κρίσιμες 

περιοδικές τροχιές πρώτου και δεύτερου είδους, ενώ για τις ασταθείς τροχιές ο 

συντελεστής α εξακολουθεί να μην λαμβάνει μεγάλες τιμές (Σχήμα 10.60δ).  

Στον Πίνακα 10.19 παραθέτουμε ενδεικτικά τις τιμές των βασικών μεγεθών των 

τροχιών των  οικογενειών  T53 ,Τ56 και T58. 
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Πίνακας 10.19. Ενδεικτικές τιμές των μεγεθών των τριπλών περιοδικών τροχιών των 

οικογενειών T52, T53 και T56 

 C x0 0y  xT/2 T/2y  T/2 Stability

6.669949970 0.245720558 1.431854430 -0.212383053 -1.487204534 7.890066989 
U 

7.949979977 0.257158051 0.831494756 -0.257155727 -0.831463694 3.280899883 
   U 

Τ
5

3
 

7.399959966 0.417241641 0.313257768 -0.416865786 -0.313352623 4.226180432 
  S 

7.999989933 0.173751858 0.861986239 -0.335270609 -0.201765440 4.896149265 
       U 

8.549989989 0.215473587 0.568665721 -0.235955516 -0.480094627 4.062936495 
  U 

8.479989977 0.256612161 0.406553949 -0.201344629 -0.643845395 4.153738834 S Τ
5

6
 

8.049979918 0.327772910 0.217989853 -0.175450928 -0.844528772 4.807246536 
 U 

6.741009675 0.147506561 1.171237961 -0.156782498 -1.295101495 11.309211469       U 

8.669989995 0.210545410 0.464578531 -0.210552699 -0.464544604 4.752600349 U 

Τ
5

8
 

8.609989978 0.245001040 0.338916333 -0.245003749 -0.338818644 4.839472115       S 

 

 Διαγράμματα της χαρακτηριστικής καμπύλης και των τροχιών της 

οικογένειας Τ53. Διαγράμματα ευστάθειας 

C=7.950

C=6.670
6.6

8.2

0.1 0.45

 X0

C

 

(α) 
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-0.7

0

0.7

-0.7 0 0.7

6.670

7.950

7.310

x

y

C

 

(β) 

6.6

8.2

0.1 0.45

x0

C

0.00

1.50

0.1 0.45

x0

α

α= 1

(γ) (δ) 

Σχήμα 10.59.  Οικογένεια τριπλών περιοδικών τροχιών Τ53. 

(α) Χαρακτηριστική καμπύλη με σημειωμένες τις τροχιές που 

απεικονίζονται στο επόμενο σχήμα, (β) εξέλιξη των τροχιών κατά 

μήκος της χαρακτηριστικής καμπύλης, (γ) χαρακτηριστική 

καμπύλη και τμήματα ευστάθειας και  

(δ) διάγραμμα ευστάθειας x0-α 
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 Μορφή και εξέλιξη των τροχιών της οικογένειας Τ56 κατά μήκος της 

χαρακτηριστικής της καμπύλης. Διαγράμματα ευστάθειας 

 

C=8.000

C=8.550

7.9

8.6

0.15 0.35

 X0

C

 

(α) 

-0.4

0

0.4

-0.4 0 0.4

8.000

8.550
x

y

C

 

(β) 

7.9

8.6

0.15 0.35

x0

C

-2.50

1.50

0.15 0.35

x0

α

α=-1

α= 1

(γ) (δ) 
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Σχήμα 10.60. Οικογένεια τριπλών περιοδικών τροχιών Τ56. 

(α) Χαρακτηριστική καμπύλη με σημειωμένες τις τροχιές που 

απεικονίζονται στο επόμενο σχήμα, (β) εξέλιξη των τροχιών κατά 

μήκος της χαρακτηριστικής καμπύλης, (γ) χαρακτηριστική 

καμπύλη και τμήματα ευστάθειας και 

 (δ) διάγραμμα ευστάθειας x0-α 

 

 Διαγράμματα της χαρακτηριστικής καμπύλης και των τροχιών της 

οικογένειας Τ58. Διαγράμματα ευστάθειας 

C=6.741

C=7.840

C=8.670

6.5

9

0.1 0.3

 X0

C

 

(α) 

-0.7

0

0.7

-0.7 0 0.7

6.741

7.840

8.670

x

y

C
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(β) 

6.5

9

0.1 0.3

x0

C

0.00

1.50

0.1 0.3

x0

α

α= 1

(γ) (δ) 

Σχήμα 10.61. Οικογένεια τριπλών περιοδικών τροχιών Τ58. 

 (α) Χαρακτηριστική καμπύλη με σημειωμένες τις τροχιές που 

απεικονίζονται στο επόμενο σχήμα, (β) εξέλιξη των τροχιών κατά 

μήκος της χαρακτηριστικής καμπύλης, (γ) χαρακτηριστική 

καμπύλη και τμήματα ευστάθειας και 

 (δ) διάγραμμα ευστάθειας x0-α 

 

10.21.1 Διαγράμματα x0-T/2 και C-T/2 των οικογενειών της δενδροειδούς 

κατανομής στην περιοχή κάτω από το σημείο ισορροπίας της ζώνης Ε1(x0>0) 

Όπως και στην περίπτωση για x0<0, τα διαγράμματα x0-T/2 των οικογενειών της 

δενδροειδούς κατανομής εμφανίζουν ακρότατο εκεί όπου εμφανίζεται αυτό  και στο 

αντίστοιχο διάγραμμα x0-C. Όταν η τιμή της θέσης x0 αυξάνεται, αριστερά του 

ακρότατου η περίοδος μειώνεται, ενώ δεξιά αυτού αυξάνεται (Σχήμα 10.62). 
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1

9

0.1 0.7

 X0

T/2
T52

T53T56
T59

 

Σχήμα 10.62. Διαγράμματα  x0-T/2 των οικογενειών της δενδροειδούς κατανομής, 

στην περιοχή κάτω από το σημείο ισορροπίας της ζώνης Ε1(x0>0) 

 

Από τη μελέτη των καμπύλων C-T/2 (Σχήμα 10.63) προκύπτει ότι αυτές αποτελούνται 

από δύο σκέλη τα οποία σχεδόν ταυτίζονται, αφού για τις ίδιες τιμές της σταθεράς C 

έχουν σχεδόν την ίδια περίοδο Τ. Η περίοδος τους ελαττώνεται  και στα δύο σκέλη 

όταν αυξάνεται η τιμή της C. Από τα αριθμητικά δεδομένα προκύπτει ότι το εύρος των 

τιμών των ημιπεριόδων των τροχιών αυτών των οικογενειών, κυμαίνεται από 3.28 (Μ) 

έως 11.30 (VL). 

2

9

6

 C

T/2

T52 T53
T56

T59

 

Σχήμα 10.63. Διαγράμματα C-T/2 των οικογενειών της δενδροειδούς κατανομής, στην 

περιοχή κάτω από το σημείο ισορροπίας της ζώνης Ε1(x0>0) 
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10.22 Συμμετρία των ισοενεργειακών τροχιών (ίδια τιμή της σταθεράς C) που 

ανήκουν στην ίδια οικογένεια της δενδροειδούς κατανομής 

Όπως και στις απλές-διπλές περιοδικές τροχιές, σε αυτή τη παράγραφο εξετάζουμε την 

συμμετρία που παρουσιάζεται  όταν σχεδιάσουμε τροχιές της ίδιας οικογένειας που 

αντιστοιχούν σε αρχικές συνθήκες κοντά στο ακρότατο της, βρίσκονται εκατέρωθεν 

της κεντρικής οικογένειας των απλών περιοδικών τροχιών και έχουν ίδια τιμή της 

σταθεράς C. Παρακάτω φαίνονται τα κοινά διαγράμματα τέτοιων ισοενεργειακών 

τροχιών, μία από κάθε δενδροειδή κατανομή (για x0<0 και x0>0), της οικογένειας T29 

για C=6.030 και της οικογένειας T52 για C=6.830 αντίστοιχα (Σχήμα 10.64). Από τα 

διαγράμματα αυτά αναδεικνύεται η συμμετρία τους ως προς τους 2-p άξονες του 

γραφήματος που συνθέτουν και οι δύο μαζί, όπου p ο αριθμός των κορυφών κάθε 

τροχιάς. Η κάθε  τροχιά προκύπτει από την άλλη με στροφή π/p. 

 

-0.6

0

0.6

-0.6 0 0.6

x

y

C=6.030

 

(α) 
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-0.6

0

0.6

-0.6 0 0.6

x

y

C=6.830

 

(β) 

Σχήμα 10.64. Ισοενεργειακές τροχιές των οικογενειών:  

(α) Τ29 και (β) Τ52 

 

10.23 Κοινό διάγραμμα κατανομής των χαρακτηριστικών καμπύλων των απλών, 

διπλών και τριπλών περιοδικών τροχιών για ν=7, β=5 και e=-0.1 

Τελειώνοντας τη μελέτη των περιοδικών τροχιών που εντοπίσαμε έως και 

πολλαπλότητας τρία, παραθέτουμε στο παρακάτω Σχήμα 10.65 την περιοχή του 

φασικού χώρου των αρχικών συνθηκών (x0, C) που ορίζεται από τις τιμές, x0  [-2.5, 

2.5] και C  [-6, 9] και αφορά στην περίπτωση για ν=7, β=5 και e=-0.1, στον οποίο 

έχουμε σχεδιάσει τις παραπάνω τροχιές. Στο Σχήμα 10.65α φαίνεται η περιοχή του 

φασικού χώρου για x0<0, ενώ στο Σχήμα 10.65β για x0>0. Και στα δύο σχήματα 

διακρίνουμε τις διακλαδώσεις που προκύπτουν κάτω από τα σημεία ισορροπίας Ε1 και 

Ε2 αλλά κι άλλες διακλαδώσεις τροχιών διαφορετικής πολλαπλότητας, όπως για 

παράδειγμα οι οικογένειες που διακλαδίζονται με την S68 στην περιοχή κάτω από την 

«καμινάδα» που σχηματίζουν οι καμπύλες μηδενικής ταχύτητας για x0>0(Σχήμα 

10.65β). 
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-6.5

9

-2.5 0

x0

C2

E2 C

S.P.O.
D.P.O.
T.P.O.

zvc

 

(α) 

-6.5

9

0 2.5

C1A1

E1

 x0

C

S.P.O.
D.P.O.
T.P.O.

zvc

 

(β) 

Σχήμα 10.65. Κοινό διάγραμμα κατανομής των απλών (πράσινο), διπλών 

(πορτοκαλί) και τριπλών (μπλε) περιοδικών τροχιών: 

 (α) για x0<0 και (β) για x0>0 
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Σε όλη την πορεία της µελέτης των διπλών και τριπλών περιοδικών τροχιών έγιναν 

περισσότερο αντιληπτό από κάθε άλλη περίπτωση οικογενειών, οι διακλαδώσεις 

τροχιών διαφορετικής πολλαπλότητας, στην περιοχή αναδίπλωσης της κεντρικής 

«καµινάδας». 

Στα Σχήµατα 10.66 που ακολουθούν και αφορούν στην περίπτωση µε ν=7, β=5 και         

e=-0.1, κρίναµε σκόπιµο να σχεδιάσουµε αυτές τις τροχιές σε µία ενδεικτική περιοχή, 

όπου αναπτύσσονται οι δενδροειδείς κατανοµές, για να έχουµε ακόµα µια πιο σαφή 

εικόνα του τρόπου διακλάδωσης όλων των τροχιών. 

 

8.3

8.8

-0.301

C

x0

E2

ZVC

S22

D43

T32

SND

T33

S.P.O.

D.P.O.

T.P.O.
S25R

S25L

SNU

 

(α) 
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8.3

8.8

0.14 0.29

C

x0

E1

SPD

ZVC

D74

T55

T54

S57

S60R

S.P.O.

D.P.O.

T.P.O.

S60L

SPU

 

(β) 

Σχήµα 10.66. Λεπτοµέρεια του κοινού διαγράµµατος κατανοµής των απλών 

(πράσινο), διπλών (πορτοκαλί) και τριπλών (µπλε) περιοδικών τροχιών, 

 στην περιοχή κάτω από το σηµεία ισορροπίας των ζωνών: 

 (α) Ε2(x0<0) και (β) Ε1(x0>0) 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  11 

 

ΣΥΝΟΨΗ ΒΑΣΙΚΩΝ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΩΝ-ΠΡΟΟΠΤΙΚΕΣ ΓΙΑ 

ΠΕΡΑΙΤΕΡΩ ΕΡΕΥΝΑ 

 

11.1 Αντικείµενο της διδακτορικής διατριβής 

Στην παρούσα διατριβή µελετήσαµε τη δυναµική συµπεριφορά ενός µικρού σώµατος 

που κινείται στο πεδίο δυνάµεων που σχηµατίζουν Ν µεγάλα σώµατα από τα οποία τα 

ν=Ν-1 θεωρούνται οµογενή και σφαιρικά και βρίσκονται στις κορυφές ενός 

φανταστικού κανονικού ν-γώνου δηµιουργούν δε κλασικά νευτώνεια δυναµικά. Το Ν-

οστό σώµα που βρίσκεται στο κέντρο µάζας του πολυγώνου, που συµπίπτει µε το 

γεωµετρικό κέντρο του κανονικού πολυγώνου, δηµιουργεί δυναµικό τύπου Manev 

2

2

A B
V(r) = -k Mm +

r r

 
 
 

. Το δυναµικό αυτό µπορεί να περιγράφει κάποια ιδιαίτερα 

φυσικά ή γεωµετρικά χαρακτηριστικά του σώµατος, όπως την οµογενή εκποµπή 

ακτινοβολίας, τη θετική ή αρνητική πλάτυνσή (oblateness or prolateness) του κ.ο.κ. Τα 

µεγάλα σώµατα θεωρούµε ότι κατά την κίνησή τους βρίσκονται πάντα σε σχετική 

ισορροπία µεταξύ τους (relative equilibrium), περιστρέφονται δε περί το κέντρο µάζας 

τους µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω, που στις εφαρµογές τη θεωρούµε χάριν 

απλότητας ίση µε τη µονάδα. Στη συνέχεια παραθέτουµε τα σηµαντικότερα 

συµπεράσµατα που προέκυψαν από τη µέχρι τώρα µελέτη του προβλήµατος. Τα 

συµπεράσµατα και ο σχολιασµός οµαδοποιούνται κατά ενότητα και κεφάλαιο 

ακολουθώντας τη δοµή της διατριβής. Μαζί µε τα συµπεράσµατα που προέκυψαν από 

τη µελέτη του συγκεκριµένου προβλήµατος, κρίναµε ότι θα ήταν χρήσιµο για τους 

µελλοντικούς ερευνητές, αλλά και για την πληρότητα του κειµένου, να παραθέσουµε 

και τα βασικότερα συµπεράσµατα που αφορούν στο κλασικό βαρυτικό δακτυλιοειδές 

πρόβληµα των Ν+1 σωµάτων και τα οποία έχουν εξαχθεί από τη δεκαπενταετή και 
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πλέον µελέτη του προβλήµατος. Στο τέλος εκθέτουµε ορισµένες σκέψεις που αφορούν 

σε µελλοντικές επεκτάσεις του προβλήµατος, τροποποιήσεις του µοντέλου και πιθανές 

γενικεύσεις αυτού.  

 

11.2 Γενικά χαρακτηριστικά του δακτυλιοειδούς προβλήµατος των Ν+1 σωµάτων 

11.2.1 Γενικά χαρακτηριστικά που αφορούν στο πρόβληµα του πολυγωνικού 

σχηµατισµού των N+1 σωµάτων  

• Τόσο ο σχηµατισµός των primaries, όσο και το δυναµικό πεδίο παρουσιάζουν 

συµµετρία σε στροφές περί κατακόρυφο άξονα κατά γωνία θ=2π/ ν. 

• Αν ν=άρτιος (ν=2κ), τότε δύο αντιδιαµετρκές κορυφές ορίζουν έναν άξονα 

συµµετρίας. Εποµένως ορίζονται ν/2=κ άξονες συµµετρίας. Υπάρχουν όµως και 

άλλοι ν/2=κ άξονες συµµετρίας που ενώνουν δύο αντιδιαµετρικά µέσα πλευρών 

(διευθύνσεις των διχοτόµων των επίκεντρων γωνιών, ή διευθύνσεις των 

αποστηµάτων)  

•  Αν ν=περιττός (ν=2ρ+1), τότε η µεσοκάθετη κάθε πλευράς διέρχεται από την 

απέναντι κορυφή και αποτελεί άξονα συµµετρίας του. Το πλήθος των αξόνων 

αυτών είναι ν. 

• Αν ορίσουµε ως άξονα των x έναν άξονα συµµετρίας που συνδέει το κέντρο του 

ν-γώνου µε µία κορυφή του, τότε, ο κάθετος προς τον x άξονας y,  

♦ όταν ν=περιττός δεν αποτελεί άξονα συµµετρίας 

♦ όταν ν=άρτιος=2λ τότε είναι άξονας συµµετρίας. Στην περίπτωση αυτή, η 

διεύθυνσή του, 

� είτε θα διέρχεται από δύο αντιδιαµετρικές κορυφές του πολυγώνου όταν 

λ=άρτιος (λ=2, 4, 6,..) (όπως συµβαίνει π.χ στις περιπτώσεις µε ν=4, 8, 12, 

16, 32, κ.ο.κ.) 

� είτε θα συµπίπτει µε τη διεύθυνση της διχοτόµου της επίκεντρης γωνίας (ή 

του αποστήµατος) όταν λ=περιττός (λ=1, 2, 3,..) (όπως συµβαίνει π.χ. στις 

περιπτώσεις ν=2, 6, 10, 14, κ.ο.κ).  
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• Υπάρχουν τόσες singularities, όσο το πλήθος Ν όλων των µεγάλων σωµάτων του 

σχηµατισµού. 

• Το πρόβληµα είναι αυτόνοµο, αφού τόσο η συνάρτηση δυναµικού όσο και οι 

εξισώσεις κινήσεως δεν περιέχουν κατά τρόπο ρητό τον χρόνο.  

• Ο σχηµατισµός των µεγάλων σωµάτων χαρακτηρίζεται ως κεντρικός (central 

configuration) και µάλιστα τα µεγάλα σώµατα διατηρούν σταθερές τις µεταξύ 

τους αποστάσεις (relative equilibria). 

• Σχηµατισµοί αυτής της µορφής είναι ασταθείς κάτω από ορισµένες συνθήκες 

των παραµέτρων για ν<7 για τα Νευτώνεια δυναµικά (Salo & Yoder (1988), 

Sheeres (1992), Vanderbei & Kolemen (2007)) και για ν≤6 σε ορισµένα Μετα-

Νευτώνεια δυναµικά (Arribas et al., (2007)). 

• Όσον αφορά στις επίπεδες κινήσεις του µικρού σώµατος, γύρω από κάθε µεγάλο 

σώµα δηµιουργείται µία "καµινοειδής" τριδιάστατη επιφάνεια µηδενικής 

ταχύτητας C=C(x,y) στο χώρο, όπου ο τρίτος άξονας µετράει τις τιµές της 

Ιακωβιανής σταθεράς C. 

 

11.3 Συµµετρία, παράµετροι, θέσεις ισορροπίας, καµπύλες και επιφάνειες 

µηδενικής ταχύτητας, περιοχές επιτρεπτής επίπεδης κίνησης του µικρού σώµατος 

11.3.1 Συµµετρία και παράµετροι του προβλήµατος 

Όταν το δυναµικό τύπου Manev δηµιουργείται από το κεντρικό σώµα, τότε: 

• H συµµετρία του σχηµατισµού και του πεδίου δυνάµεων διατηρείται σε στροφές 

κατά γωνία θ=2π/ν περί άξονα κάθετο στο επίπεδο του σχηµατισµού, 

ανεξάρτητα από την τιµή της παραµέτρου e.  

• Η συµµετρία του σχηµατισµού και του δυναµικού πεδίου διατηρείται και ως 

προς όλους τους συνεπίπεδους µε τον σχηµατισµό, άξονες συµµετρίας. 

• Το πρόβληµα χαρακτηρίζεται από τρεις παραµέτρους: 

o Το πλήθος ν των περιφερειακών σωµάτων. Πρόκειται για µεταβλητή που 

παίρνει θετικές ακέραιες τιµές >1. 
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o Την παράµετρο µάζας β=m0/m, που µπορεί να πάρει θετικές πραγµατικές 

τιµές. 

o Την παράµετρο Manev e, που εµφανίζεται στον διαταρακτικό όρο της 

συνάρτησης δυναµικού και µπορεί να πάρει οποιαδήποτε πραγµατική τιµή σε 

ένα διάστηµα (εδώ για τιµές e < 0.2). 

• Σύµφωνα µε τη διαδικασία αδιαστατοποίησης που ακολουθήθηκε, η αδιάστατη 

ακτίνα R του κύκλου των primaries επηρεάζεται µόνο από την παράµετρο ν, η δε 

µεταβολή της µε την ν, παρουσιάζει µία κατά προσέγγιση γραµµική σχέση µε 

αυτήν.  

• Το πρόβληµα παρουσιάζει ένα Ιακωβιανού τύπου, ολοκλήρωµα της κίνησης.  

 

11.3.2 Επιφάνειες µηδενικής ταχύτητας για επίπεδες κινήσεις 

• Όταν e=0, τότε έχουµε το καθαρό βαρυτικό Νευτώνειο πρόβληµα. Οι επιφάνειες 

µηδενικής ταχύτητας σχηµατίζουν «καµινάδες» γύρω από κάθε primary. Οι 

«καµινάδες» των περιφερειακών primaries είναι όµοιες, ενώ αυτή γύρω από το 

κεντρικό σώµα είναι µεγαλύτερη όταν β>1 ή µικρότερη όταν β<1.  

• Όταν e>0, παρατηρείται παρόµοια εξέλιξη µε µικρές αλλαγές γύρω από το 

κεντρικό σώµα. Όταν το β διατηρείται σταθερό και αυξάνεται η παράµετρος e, 

τότε η κεντρική «καµινάδα» διευρύνεται (και αντίστροφα). 

• Όταν e<0, τότε παρατηρείται µία αναδίπλωση στην καµινάδα που σχηµατίζεται 

γύρω από το κεντρικό σώµα, προς το εσωτερικό της. 

  

11.3.3 Καµπύλες µηδενικής ταχύτητας C (x,y; β,e) για την επίπεδη κίνηση 

Η µορφή των καµπύλων µηδενικής ταχύτητας που οριοθετούν για κάθε τιµή της 

σταθεράς C, τις περιοχές της επιτρεπτής κίνησης του σωµατιδίου, όπως και η εξέλιξή 

τους όταν µεταβάλλεται η σταθερά αυτή, καθορίζεται από τις τιµές των παραµέτρων 

αφού οι τελευταίες επηρεάζουν άµεσα το πλήθος και τις τιµές της C των υπαρχουσών 

θέσεων ισορροπίας.  
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• Στη βαρυτική περίπτωση η εξέλιξη των καµπύλων µηδενικής ταχύτητας όταν η 

σταθερά C είναι σχετικά µεγάλη, αποκαλύπτει κλειστές περιοχές παγίδευσης της 

κίνησης του σωµατιδίου, οι οποίες περιβάλλουν τόσο το κεντρικό όσο και 

καθένα από τα περιφερειακά σώµατα.  

• Όταν e>0 η εξέλιξη των καµπύλων µηδενικής ταχύτητας και των περιοχών 

επιτρεπτής κίνησης είναι παρόµοια µε µόνη διαφορά µικρές αλλαγές στο 

µέγεθος των περιοχών αυτών. 

• Όταν e<0, συµβαίνουν σηµαντικές αλλαγές στις περιοχές επιτρεπτής κίνησης 

κοντά και γύρω από το κεντρικό primary.  

o Η σηµαντικότερη από αυτές οφείλεται στην “αναδίπλωση” της καµινοειδούς 

επιφάνειας µηδενικής ταχύτητας που αναπτύσσεται γύρω από το κεντρικό 

primary και συµβαίνει µόλις η παράµετρος e καταστεί αρνητική.  

o Η αναδίπλωση αυτή πραγµατοποιείται αρχικά σε εξόχως υψηλές τιµές της 

Ιακωβιανής σταθεράς και το «χείλος» της µετατοπίζεται προς µικρότερες 

τιµές αυτής καθώς αυξάνει η απόλυτη τιµή της e. 

o Καθώς ελαττώνεται η τιµή της C δηµιουργείται γύρω από το κεντρικό 

primary µία µικρή σχεδόν κυκλική περιοχή µέσα στην οποία η κίνηση είναι 

απαγορευµένη. Η περιοχή αυτή περιβάλλεται από µία άλλη στενή 

δακτυλιοειδή ζώνη όπου η κίνηση επιτρέπεται και αποτελεί περιοχή 

παγίδευσης του µικρού σώµατος.      

 

11.3.4 Θέσεις ισορροπίας 

• Όταν e=0 (Νευτώνεια περίπτωση) : 

•••• Οι θέσεις ισορροπίας του µικρού σώµατος κείνται όλες στο επίπεδο των 

primaries και οµαδοποιούνται σε πέντε (A1, A2, B, C2, C1) ή τρεις οµάδες 

(A1,C2,C1) που τις ονοµάζουµε ζώνες ισορροπίας (Kalvouridis, 1999a) και η 

κάθε µία αποτελείται από ν δυναµικά ισοδύναµες θέσεις, δηλαδή θέσεις που 
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χαρακτηρίζονται από την ίδια Ιακωβιανή σταθερά και την ίδια κατάσταση 

ευστάθειας.  

•••• Οι θέσεις κάθε οµάδας κατανέµονται πάνω σε φανταστικές περιφέρειες 

κύκλων, παρουσιάζουν την ίδια συµµετρία µε αυτήν των περιφερειακών 

σωµάτων και έχουν προσανατολισµούς ως προς αυτά που χαρακτηρίζονται 

είτε ως «οµοιόθετοι» (ίδιος προσανατολισµός µε τα primaries), είτε ως 

«οµογραφικοί» (προσανατολισµός σε στροφή θ=π/ν ως προς τα primaries). 

Οι τρεις από τις ζώνες αυτές βρίσκονται στο εσωτερικό του φανταστικού 

κύκλου των περιφερειακών primaries (A1, A2, B), ενώ οι υπόλοιπες δύο (C2, 

C1) εκτός αυτού. Τα σηµεία ισορροπίας που βρίσκονται πάνω στις ακτίνες 

που συνδέουν το κεντρικό µε τα περιφερειακά (όπως αυτά των ζωνών A1 και 

C1), ονοµάζονται συγγραµµικά. Τα σηµεία που βρίσκονται µέσα στις 

τριγωνικές περιοχές που σχηµατίζονται από το κεντρικό σώµα και δύο 

διαδοχικά περιφερειακά (όπως αυτά των ζωνών Α2, Β και C2), ονοµάζονται  

τριγωνικά.  

••••  Για κάθε  τιµή της παραµέτρου ν, η µετάβαση (bifurcation) από πέντε ζώνες 

σε τρεις συµβαίνει σε µία κρίσιµη τιµή της β=lν (Croustalloudi & Kalvouridis, 

2003, 2007a). Η τιµή αυτή αυξάνει σχεδόν εκθετικά µε την παράµετρο ν.  

••••  Βρέθηκε (Fakis et al., 2013) ότι οι κρίσιµες τιµές lν για διάφορα ν 

προσδιορίζονται µε πολύ ικανοποιητική προσέγγιση από την πολυωνυµική 

σχέση: 

              lν(ν) = 0.0000418632ν
4 
+ 0.018856ν

3
- 0.0648675ν

2 
– 0.104225ν +  

                        +0.40547   όπου ν=2, 3, 4, .. 

••••  Όσο αυξάνει η τιµή της παραµέτρου β τόσο οι ζώνες πλησιάζουν µεταξύ τους 

από διαφορετικές κατευθύνσεις προσεγγίζοντας τον φανταστικό κύκλο των 

primaries, ενώ παράλληλα η τιµή της Ιακωβιανής σταθεράς τους ελαττώνεται 

(Κalvouridis, 1999a). Επίσης, όσο µεγαλώνει το β τόσο οι απόλυτες διαφορές 

των Ιακωβιανών σταθερών τους Cw µικραίνουν, µε αποτέλεσµα να 
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«επισπεύδονται» οι τοπολογικές αλλαγές, αφού τα Cw διαφέρουν πολύ λίγο 

µεταξύ τους και συνεπώς να συµβαίνουν σε στενότερες περιοχές τιµών της C. 

• Όταν e>0,  

••••  Όλες οι θέσεις ισορροπίας κείνται στο επίπεδο των primaries και 

οµαδοποιούνται και πάλι σε πέντε ή τρεις οµάδες (ζώνες ισορροπίας) όπως 

και στη βαρυτική περίπτωση µε τη διαφορά ότι τώρα η µετάβαση από τις 

πέντε στις τρεις για κάθε τιµή του ν πραγµατοποιείται για ένα πλήθος τιµών-

ζευγών (e, β) ο γεωµετρικός τόπος των οποίων είναι µία καµπύλη (καµπύλη 

διακλαδώσεων) στο επίπεδο βe. Στο διάγραµµα αυτό, κάτω από την καµπύλη 

διακλάδωσης υπάρχουν πέντε ζώνες ισορροπίας, ενώ πάνω από αυτήν τρεις. 

Καθώς το πλήθος των περιφερειακών σωµάτων ν αυξάνει η καµπύλη 

διακλάδωσης µετατοπίζεται προς µεγαλύτερες τιµές της παραµέτρου β.  

•••• Επίσης, όταν αυξάνει η τιµή της παραµέτρου e, διατηρώντας την παράµετρο 

β σταθερή: 

o η τιµή της Ιακωβιανής σταθεράς C ελαττώνεται ελαφρά, 

o οι ακτίνες των ζωνών Α1 και C2 αυξάνονται, ενώ αντίθετα η ακτίνα της 

ζώνης C1 ελαττώνεται. 

• Όταν e<0, πολλές αλλαγές συµβαίνουν αναφορικά µε τις θέσεις ισορροπίας.  

••••  Η ύπαρξη των θέσεων ισορροπίας (αλλά και του ορισµού του ίδιου του 

προβλήµατος) προϋποθέτει ότι ∆>0. Αυτό σηµαίνει ότι αν για µία τιµή της ν, 

οι τιµές των δύο παραµέτρων β και e, µηδενίζουν την ποσότητα ∆, τότε το 

πρόβληµα δεν έχει λύση. Τα ζεύγη (e, β) που µηδενίζουν την ∆ για κάποιο ν, 

βρίσκονται πάνω σε µία καµπύλη που ονοµάζεται κρίσιµη καµπύλη ecr=ecr(β). 

Όσο µεγαλύτερο είναι το ν τόσο η καµπύλη αυτή µετατοπίζεται προς  

µεγαλύτερες απόλυτες τιµές του e.  

••••  Στην περίπτωση που ∆>0, τότε εκτός των πέντε γνωστών ζωνών, 

εµφανίζονται δύο νέες ζώνες και δύο "εκτός επιπέδου" σηµεία ισορροπίας. 

Αυτό σηµαίνει ότι για τους διάφορους συνδυασµούς τιµών των β και e, οι 
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ζώνες ισορροπίας στο επίπεδο των primaries, είναι επτά, πέντε ή τρεις. Στην 

προκειµένη περίπτωση το διάγραµµα διακλαδώσεων αποτελείται από τρεις 

καµπύλες που τέµνονται µεταξύ τους και διαχωρίζουν το επίπεδο eβ σε πέντε 

περιοχές (I-V). Σε κάθε µία από αυτές τις περιοχές εµφανίζεται διαφορετικός 

αριθµός ζωνών ή ίδιος αριθµός αλλά διαφορετικές ζώνες. 

•••• Όσον αφορά στις "εκτός επιπέδου" και επί του άξονα z δύο θέσεις 

ισορροπίας:  

o αυτές βρίσκονται σε συµµετρικές θέσεις ως προς την αρχή εκατέρωθεν του 

επιπέδου των primaries.  

o ∆ιατηρώντας τη β σταθερή, όσο  η απόλυτη τιµή της e αυξάνει, τόσο οι 

θέσεις αποµακρύνονται από την αρχή, ενώ η Ιακωβιανή τους σταθερά 

ελαττώνεται στην αρχή απότοµα για να διατηρηθεί σχεδόν σταθερή στη 

συνέχεια. 

o ∆ιατηρώντας την e σταθερή, όσο αυξάνεται η β, τόσο οι θέσεις 

αποµακρύνονται από την αρχή  αλλά  κατά πολύ λίγο, ενώ για σχετικά 

µεγάλες τιµές της β οι αποστάσεις συσσωρεύονται σε µία οριακή τιµή η 

οποία ικανοποιεί τη σχέση rad 2 e≈ . Τέλος, παρατηρούµε την αύξηση των 

τιµών της Ιακωβιανής σταθεράς που αντιστοιχούν στα L±z, καθώς 

αυξάνεται η παράµετρος µάζας β, ενώ και σε αυτή την περίπτωση για 

σχετικά µεγάλες τιµές της β οι καµπύλες που έχουν σχεδιαστεί τείνουν σε 

µία οριακή τιµή της σταθεράς CLz. 

• Όλες οι θέσεις ισορροπίας εντός και εκτός του επιπέδου των primaries είναι 

ασταθείς για κάθε τριάδα των παραµέτρων ν, β και e. 
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11.3.5 Περιοχές επιτρεπτής κίνησης και περιοχές παγίδευσης της κίνησης του 

µικρού σώµατος 

• Η εξέλιξη των περιοχών αυτών εξαρτάται από τις παραµέτρους β και e και 

συνεπώς από το πλήθος και τον τύπο των ζωνών ισορροπίας που υπάρχουν για 

το συγκεκριµένο ζεύγος (e, β). 

• Ο τρόπος της εξέλιξης αυτής εξαρτάται επίσης από τις Ιακωβιανές σταθερές Cw 

των υπαρχουσών ζωνών ισορροπίας και σχετίζεται άµεσα από την ακολουθία 

των τιµών αυτών. 

• Στις τιµές C=Cw συµβαίνουν διακλαδώσεις (bifurcations) στην τοπολογία των 

περιοχών επιτρεπτής κίνησης. Ως αποτέλεσµα, η εξέλιξη αυτών των περιοχών, 

καθώς και το πλήθος των περιοχών παγίδευσης της κίνησης του µικρού σώµατος 

µπορεί να µεταβάλλονται στις τιµές αυτές. 

 

11.4 ∆ιαγράµµατα x-C και παραµετρική µεταβολή αυτών-Εστιακά σηµεία και 

εστιακές καµπύλες 

11.4.1 ∆ιαγράµµατα C(x,y=0;ν,β,e) και παραµετρική µεταβολή τους  

Τα διαγράµµατα αυτά αποτελούν τις τοµές της επιφάνειας µηδενικής ταχύτητας µε το 

επίπεδο y=0, και οι αντίστοιχες καµπύλες του διαγράµµατος χαρακτηρίζονται από 

µηδενική ταχύτητα και ονοµάζονται και αυτές καµπύλες µηδενικής ταχύτητας. Στο 

επίπεδο αυτό, όταν e≥0 εµφανίζονται δίαυλοι στην περιοχή κάθε primary στο 

εσωτερικό των οποίων η κίνηση του σωµατιδίου είναι επιτρεπτή, ενώ όταν e<0 η 

αναστροφή της κεντρικής «καµινάδας» δηµιουργεί κοντά στην ασύµπτωτη έναν πολύ 

στενό δίαυλο στο εσωτερικό του οποίου η κίνηση του σωµατιδίου είναι απαγορευµένη. 

Οι «ασύµπτωτες» των διαύλων αυτών διέρχονται από τις θέσεις των primaries. 
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11.4.2 Συµµετρία των καµπύλων των διαγραµµάτων C(x,y=0;ν,β,e) 

Όσον αφορά στη συµµετρία των καµπύλων των διαγραµµάτων, 

• όταν το ν είναι περιττός, τότε το διάγραµµα δεν είναι συµµετρικό ως προς τον 

άξονα C, ενώ εµφανίζονται δύο δίαυλοι, από τους οποίους ο ένας στην περιοχή 

του κεντρικού primary P0 και ο δεύτερος στην περιοχή του σώµατος P1 

• όταν το ν είναι άρτιος, τότε το διάγραµµα είναι συµµετρικό ως προς τον άξονα 

C, και εµφανίζονται τρεις δίαυλοι, γύρω από το κεντρικό primary και γύρω από 

τα περιφερειακά σώµατα P1 και P(ν/2)+1.  

 

11.4.3 Τοπικά ακρότατα των καµπύλων των διαγραµµάτων C(x,y=0;ν,β,e) 

Τα τοπικά ακρότατα των καµπύλων απεικονίζουν τις θέσεις ισορροπίας πάνω στον 

άξονα x. Ειδικότερα: 

• όταν το ν είναι περιττός, εµφανίζονται σηµεία ισορροπίας, συγγραµµικά 

(collinear) και τριγωνικά (triangular), που αντιπροσωπεύουν όλες τις 

υπάρχουσες, για το συγκεκριµένο σετ παραµέτρων, ζώνες ισορροπίας. 

• όταν το ν είναι άρτιος, εµφανίζονται µόνο τα συγγραµµικά σηµεία ισορροπίας. 

 

11.4.4 Παραµετρική µεταβολή των καµπύλων C=C(x) 

(i) Μεταβολή µε την παράµετρο ν 

Όταν αυξάνει το πλήθος των περιφερειακών σωµάτων ν, τότε, 

• η βάση της κεντρικής «καµινάδας» περί το P0 διευρύνεται και µετατοπίζεται 

προς µεγαλύτερες τιµές της C. 

• οι περιφερειακές «καµινάδες» αποµακρύνονται από το κέντρο (αρχή) και 

παράλληλα οι βάσεις τους διευρύνονται και µετατοπίζονται και αυτές προς 

µεγαλύτερες τιµές της C.  

(ii) Μεταβολή µε την παράµετρο β για δεδοµένο ν και σταθερό e  

∆ιατηρώντας τις τιµές των παραµέτρων ν και e σταθερές και εφόσον e>0 οι καµπύλες 

παρουσιάζουν παρόµοια µορφή και εξέλιξη µε αυτήν της βαρυτικής περίπτωσης. 
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Όταν όµως e<0 εµφανίζονται σηµαντικές διαφοροποιήσεις που οφείλονται στην 

«αναδίπλωση» προς το εσωτερικό της «καµινάδας» που περιβάλλει το κεντρικό 

πρωτεύον σώµα. 

•••• όταν αυξάνεται η τιµή της παραµέτρου µάζας β, παρατηρείται µία διεύρυνση του 

αναδιπλουµένου τµήµατος της κεντρικής καµινάδας και µια στένωση της 

περιφερειακής καµινάδας. Ταυτόχρονα µετατοπίζονται οι βάσεις των διαύλων 

προς χαµηλότερες τιµές της C.  

•••• η µετατόπιση αυτή δηµιουργεί µία "συσσώρευση" των καµπύλων C=C(x) προς 

κάποια οριακή θέση η οποία εξαρτάται από την τιµή της e. 

 

 (iii) Μεταβολή µε την παράµετρο e για δεδοµένο ν και σταθερό β  

∆ιατηρώντας τα ν και β σταθερά, τότε διακρίνουµε τις περιπτώσεις: 

(Α) e>0 

Όταν αυξάνεται η τιµή της παραµέτρου e, τότε: 

• παρατηρείται µία διεύρυνση της βάσης της κεντρικής καµινάδας µε αντίστοιχη 

στένωση του περιφερειακού διαύλου.  

• µετατοπίζονται οι βάσεις των καµινάδων προς χαµηλότερες τιµές της C. 

(Β) e<0 

Όταν η απόλυτη τιµή της e αυξάνει, τότε: 

• το χείλος της αναδίπλωσης εξοµαλύνεται και ταυτόχρονα µετατοπίζεται προς 

µικρότερες τιµές της Ιακωβιανής σταθεράς C 

• παρουσιάζεται µια διεύρυνση του ανεστραµµένου τµήµατος της κεντρικής 

καµινάδας 

• παρόµοια διεύρυνση παρατηρείται και στις περιφερειακές καµινάδες µε 

παράλληλη µετατόπιση της βάσης τους, προς µεγαλύτερες τιµές της C. 

11.5 Εστιακά σηµεία και εστιακές καµπύλες 

Τα εστιακά σηµεία παρατηρήθηκαν στα διαγράµµατα 0(x ,C)  της βαρυτικής 

περίπτωσης (µία παράµετρος) του δακτυλιοειδούς προβλήµατος ως κοινά σηµεία 
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τοµής των καµπύλων µηδενικής ταχύτητας που είχαν σχεδιασθεί για διάφορες τιµές της 

παραµέτρου β στην περιοχή του κεντρικού σώµατος. Τα σηµεία αυτά συµβολίσθηκαν 

µε k και k'. Τα σηµεία αυτά βρέθηκε ότι ανήκουν σε χωρική καµπύλη που 

αναπτύσσεται πάνω στην επιφάνεια µηδενικής ταχύτητας C=C(x,y) και έχει 

κυµατοειδή µορφή. Τα σηµεία k και k´ αποτελούν τα ακρότατα της καµπύλης αυτής η 

οποία παρουσιάζει την ίδια συµµετρία µε αυτήν του σχηµατισµού των σωµάτων. Η 

ιδιότητα αυτή εµφανίζεται και στην περίπτωση µε κεντρικό δυναµικό τύπου Manev 

(δύο παράµετροι, β και e). 

Τα γενικά χαρακτηριστικά των εστιακών καµπύλων είναι ότι: 

• Παρατηρούνται στις επιφάνειες µηδενικής ταχύτητας που αναπτύσσονται γύρω 

από τα primaries εκείνα, στις εκφράσεις του δυναµικού των οποίων 

υπεισέρχονται οι παράµετροι 

• Είναι δύο τύπων, όσες και οι παράµετροι που υπεισέρχονται στο δυναµικό του 

κεντρικού primary: 

o Εστιακές καµπύλες για σταθερή τιµή της β που περιγράφονται από 

συναρτήσεις ανεξάρτητες από την παράµετρο e.  

o Εστιακές καµπύλες για σταθερή τιµή της e που περιγράφονται από 

συναρτήσεις ανεξάρτητες από την παράµετρο β. 

• Τα ακρότατα k αυτών των καµπύλων χαρακτηρίζονται ως συγγραµµικά και είναι 

ν το πλήθος, ενώ τα k' χαρακτηρίζονται ως τριγωνικά και είναι και αυτά ν το 

πλήθος. 

• Όταν ν είναι περιττός στον άξονα των x βρίσκεται ένα συγγραµµικό (θετικός 

ηµιάξονας) και ένα τριγωνικό (αρνητικός ηµιάξονας) εστιακό σηµείο τα οποία 

δεν είναι συµµετρικά ως προς τον άξονα C αφού έχουν διαφορετικές 

συντεταγµένες. 

• Όταν ν είναι άρτιος στον άξονα των x τα δύο εστιακά σηµεία είναι συγγραµµικά 

και εποµένως συµµετρικά ως προς τον  άξονα των C. Στην περίπτωση αυτή τα 
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δύο k´ εστιακά σηµεία εµφανίζονται στις διευθύνσεις των διχοτόµων δηλαδή σε 

στροφές κατά γωνία π/ν. 

• Οι θέσεις των συγγραµµικών εστιακών σηµείων είναι οµοιόθετες, ενώ των 

τριγωνικών οµογραφικές σε σχέση µε τις θέσεις των primaries (εστραµµένες 

κατά  γωνία π/ν ). 

 

11.5.1 Σχέση συγγραµµικών-τριγωνικών  εστιακών σηµείων µε τον άξονα y 

• Αν ν=άρτιος=2λ, τότε ο άξονας y είναι ένας επίπεδος άξονας συµµετρίας του 

πολυγωνικού σχηµατισµού και µάλιστα ισχύει ότι : 

o Εφόσον λ=περιττός ο άξονας y συµπίπτει µε τη διεύθυνση των τριγωνικών 

σηµείων k´). 

o Εφόσον λ=άρτιος ο άξονας y συµπίπτει µε τη διεύθυνση των συγγραµµικών 

εστιακών σηµείων k. 

• Αν ν=περιττός=2λ+1, τότε ο  άξονας y δεν είναι άξονας συµµετρίας, διχοτοµεί 

όµως πάντα τη γωνία που σχηµατίζουν δύο διαδοχικές διευθύνσεις k´- k που 

είναι εκατέρωθέν του, σε δύο ίσες γωνίες  π/(2ν) η καθεµία. Σε αυτή την 

περίπτωση ισχύει ότι : 

o Εφόσον λ=περιττός τότε δεξιά του άξονα y βρίσκεται η διεύθυνση k´ και 

αριστερά του η διεύθυνση k. 

o Εφόσον λ=άρτιος, τότε δεξιά του άξονα y βρίσκεται η διεύθυνση k, και 

αριστερά του βρίσκεται η διεύθυνση k´. 

Γενική παρατήρηση: 

Οι διαφορές των ακραίων τιµών των xk, xk´ και Ck, Ck´ µειώνονται καθώς αυξάνει το 

πλήθος των περιφερειακών σωµάτων ν. ∆ηλαδή, όσο το ν αυξάνει, οι τιµές των Ck, Ck' 

τείνουν να εξισωθούν µετατοπιζόµενες ταυτόχρονα προς το επάνω τµήµα της κεντρικής 

"καµινάδας", ενώ οι απόλυτες τιµές των xk και xk' τείνουν και αυτές να εξισωθούν 

αποµακρυνόµενες όµως από την αρχή των αξόνων. Ως αποτέλεσµα αυτής της 

µεταβολής, η χωρική κυµατοειδής εστιακή καµπύλη, καθώς αυξάνει το ν να τείνει να 
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εξοµαλυνθεί σε επίπεδη κυκλική καµπύλη της οποίας το επίπεδο είναι κάθετο στον 

άξονα των C και της οποίας οι διαστάσεις αυξάνουν µε το ν. 

 

11.5.2 Εστιακά σηµεία και εστιακή καµπύλη όταν η παράµετρος β παραµένει 

σταθερή-Η συνάρτηση Fβ 

Λαµβάνεται διατηρώντας το β σταθερό (για κάποια τιµή του ν) έχει δε τη µορφή: 

2 ν
0

β i

i=10 i

r 1
F (x;y ,β) = -1 = 0

K - r β r
∑   

2

3

Λ +βM
K =

2M
 

• H συνάρτηση Fβ είναι ανεξάρτητη του e και εκφράζει µία µονοπαραµετρική 

οικογένεια καµπύλων ως προς β. Η αντίστοιχη εστιακή καµπύλη αποτελεί τον 

γεωµετρικό τόπο των ριζών της συνάρτησης Fβ για διάφορες τιµές της                       

y,  µε -yc ≤y≤  yc και ± yc οι οριακές τιµές της. 

• Σε ένα πολυγωνικό σχηµατισµό µε περιττό ν, τα εστιακά σηµεία που 

εµφανίζονται ως ρίζες της συνάρτησης για διάφορες τιµές της y, είτε είναι δύο, 

είτε ένα (στις οριακές τιµές y= yc). 

• Για κάθε τιµή της β, τα εστιακά σηµεία (για διάφορες τιµές της y) και τα 

αντίστοιχα C βρίσκονται πάνω στο τµήµα της επιφάνειας µηδενικής ταχύτητας 

που ορίζεται µεταξύ των δύο ισοενεργειακών σταθµών β β
k k'C καιC , ή στην 

κλειστή περιοχή του επιπέδου xy που ορίζεται από τις καµπύλες µηδενικής 

ταχύτητας οι οποίες χαρακτηρίζονται από τις τιµές αυτές της Ιακωβιανής 

σταθεράς. 

• Όσο µεγαλώνει η τιµή της β, τόσο διευρύνεται η συνεχής εστιακή καµπύλη 

µετατοπιζόµενη προς χαµηλότερες τιµές της σταθεράς C. Το αντίθετο συµβαίνει 

όταν τη τιµή του β ελαττώνεται. Και στις δύο περιπτώσεις, οι τιµές της µέσης 
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ενεργειακής στάθµης β

µC τείνουν συσσωρευόµενες προς µία οριακή τιµή            

CL ≈ 5.64 (κάτω όριο) για β>1000 και CU ≈ 8.621(άνω όριο), όταν β→0.  

• Η εστιακή καµπύλη δεν µπορεί ποτέ να εκφυλισθεί σε σηµείο αφού πρέπει 

0
r 0≠ . 

 

11.5.3 Εστιακά σηµεία και εστιακή καµπύλη όταν η παράµετρος e παραµένει 

σταθερή-Η συνάρτηση Fe 

Λαµβάνεται διατηρώντας την e σταθερή (για κάποια τιµή του ν) έχει δε τη µορφή: 

 

2 2 ν
0

e i

i=10 i

M (1+ 2eM) r 1
F (x;y ,e) = -1= 0

Λ r + e r

 
 
 

∑
 

Τα εστιακά σηµεία αυτού του τύπου είναι οι ρίζες της Fe. ∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις: 

• e=0 ή e>0. Παρουσιάζονται πάντα δύο εστιακά σηµεία, τα οποία ανήκουν σε µία 

εστιακή καµπύλη, η οποία δεν εκφυλίζεται ποτέ σε σηµείο ή δεν εξαφανίζεται. 

• e<0. Παρουσιάζονται τέσσερα εστιακά σηµεία τα οποία ανήκουν ανά δύο σε δύο 

εστιακές καµπύλες. Από αυτές η µία αναπτύσσεται στην εξωτερική επιφάνεια 

της κεντρικής καµινάδας, ενώ η δεύτερη αναπτύσσεται στην εσωτερική 

επιφάνεια του αναδιπλούµενου τµήµατός της. Όταν ν≤25, καθώς αυξάνεται κατά 

απόλυτη τιµή  η e, τα σηµεία τοµής γίνονται τρία, εκ των οποίων τα δύο 

βρίσκονται στον αριστερό κλάδο του διαγράµµατος (αρνητικά x) και το τρίτο 

βρίσκεται στο δεξιό κλάδο (σηµείο επαφής). Στη συνέχεια τα εµφανιζόµενα 

εστιακά σηµεία γίνονται δύο (και τα δύο στον αριστερό κλάδο του 

διαγράµµατος). Τέλος, για κάποια µεγαλύτερη απόλυτη τιµή του e εµφανίζεται 

ένα µόνο εστιακό σηµείο στο αριστερό σκέλος του διαγράµµατος (σηµείο 

επαφής µε τον άξονα x), ενώ για µεγαλύτερες απόλυτες τιµές του e δεν 

υπάρχουν εστιακά σηµεία. Η µία από τις καµπύλες αυτές εµφανίζεται σε 
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υψηλότερες τιµές της Ιακωβιανής σταθεράς C, ενώ ή άλλη εµφανίζεται σε 

χαµηλότερες τιµές.  

• Τα συγγραµµικά και τριγωνικά εστιακά σηµεία της εξωτερικής καµπύλης τα 

ονοµάζουµε kex και  k´ex, ενώ αυτά της εσωτερικής εστιακής καµπύλης kin και 

k
´
in

 
αντίστοιχα. Τα µεν kin σηµεία βρίσκονται στις ίδιες διευθύνσεις µε τα kex 

σηµεία, ενώ τα k
´
in είναι στις ίδιες διευθύνσεις µε τα k´ex. Τα kex, k´ex σηµεία 

εξελίσσονται στην επιφάνεια της κεντρικής καµινάδας µεταξύ των τιµών ex

k
C , 

ex

k'
C , ενώ τα kin, k´in σηµεία εξελίσσονται στην επιφάνεια της αναδιπλούµενης 

περιοχής της κεντρικής καµινάδας, µεταξύ των αντίστοιχων τιµών in

k
C  και in

k'
C   

Αυτά τα ζεύγη τιµών των C δηµιουργούν στο επίπεδο xy δύο οµόκεντρες 

κλειστές και πολύ στενές (αφού τα ex

k
C , ex

k'
C   όπως και τα in

k
C , 

in

k'
C  διαφέρουν 

ελάχιστα µεταξύ τους) ζώνες µέσα στις οποίες εξελίσσονται οι προβολές των 

εστιακών καµπύλων στο επίπεδο xy. 

 

11.5.4 Κοινά σηµεία διέλευσης των καµπύλων Fβ= Fβ(x)  και Fe= Fe(x)  

Στα διαγράµµατα x-Fβ για σταθερή τιµή της παραµέτρου β και για διάφορες θετικές ή 

αρνητικές τιµές του συντελεστή Manev e ή και για e=0, παρουσιάζονται δύο κοινά 

σηµεία διέλευσης των καµπύλων Fβ= Fβ(x), ενώ το ίδιο συµβαίνει και στην περίπτωση 

των καµπύλων Fe= Fe(x) στα διαγράµµατα x-Fe για σταθερές τιµές του συντελεστή e 

(θετικές ή αρνητικές ή και για τη µηδενική τιµή) και για διάφορες τιµές της 

παραµέτρου µάζας β. Σε κάθε περίπτωση αυτά τα κοινά σηµεία διέλευσης είναι 

συµµετρικά ως προς τον άξονα τιµών των Fβ ή Fe και οι τετµηµένες τους βρίσκονται  

από την ίδια εξίσωση: 

2 2 1/2
0 0 i

1
r ό r (x y )

2Μ
= που = +

  

µε Fx x
β

= στην περίπτωση της Fβ και Fe
x x= στην περίπτωση της Fe. 



 615

∆ηλαδή σε κάθε περίπτωση τα κοινά σηµεία διέλευσης βρίσκονται πάνω σε ένα κύκλο 

ακτίνας 0

1
r

2Μ
= , η οποία είναι ανεξάρτητη από τις παραµέτρους e, β και εξαρτάται 

µόνο από την παράµετρο ν. 

 

11.5.6 Επίδραση της παραµέτρου ν στη συνάρτηση Fβ 

Παρατηρούµε ότι:  

• Για κάθε σχηµατισµό, καθώς µεταβάλλεται το β, η σταθερά C κινείται σε µία 

µικρή περιοχή τιµών, όπου για ν≤25 η C αυξάνεται, ενώ για ν>25 ελαττώνεται.  

• Όσο αυξάνεται ο αριθµός ν, η σταθερά C µετατοπίζεται προς υψηλότερες τιµές 

ενέργειας. 

• Σε κάθε σχηµατισµό οι αποστάσεις (τετµηµένες β

µx ) από το κεντρικό σώµα 

µεταβάλλονται εντός µιας στενής περιοχής τιµών και µάλιστα για ν≤25 

αυξάνονται, ενώ για ν>25 ελαττώνονται.  

• Όσο αυξάνεται το πλήθος των περιφερειακών σωµάτων, τόσο αποµακρύνονται 

τα εστιακά σηµεία από το κέντρο του σχηµατισµού. 

 

11.5.7 Επίδραση της παραµέτρου ν στη συνάρτηση Fe 

Εξετάζοντας την περίπτωση µε e<0, παρατηρούµε ότι: 

• Για κάθε τιµή του ν, η καµπύλη µε την υψηλότερη ενέργεια αναφέρεται στην 

εξωτερική εστιακή καµπύλη ενώ η άλλη στην εσωτερική.  

• Επίσης, όσο αυξάνεται το πλήθος ν των περιφερειακών σωµάτων, τόσο 

αυξάνεται και το εύρος τιµών των Ιακωβιανών σταθερών µέσα στις οποίες 

εξελίσσονται οι δυο  εστιακές καµπύλες. ενώ αυξάνεται και η αρχική ενεργειακή 

διαφορά τους.  
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• Προκύπτει ακόµη ότι ενώ για ν≤25 οι δύο εστιακές καµπύλες τείνουν  να 

ταυτιστούν σε κοινό επίπεδο, αφού µηδενίζεται η ενεργειακή τους διαφορά, αυτό 

δεν συµβαίνει για ν>25. 

• Για κάθε τιµή του ν, η καµπύλη µε τη µεγαλύτερη µέση απόσταση από το 

κεντρικό primary αναφέρεται στην εξωτερική εστιακή καµπύλη ενώ η άλλη στην 

εσωτερική.  

• Σε όλες τις περιπτώσεις τιµών ν η εξωτερική καµπύλη έχει µεγαλύτερη µέση 

ακτίνα και ενώ για ν≤25 τα εστιακά σηµεία της εσωτερικής και εξωτερικής 

καµπύλης ταυτίζονται για κάποια τιµή του e, για ν>25 αυτά διατηρούν µια 

απόσταση µεταξύ τους που δεν µηδενίζεται παρά µόνο αυξοµειώνεται (ν=27).  

• Όσο αυξάνεται το ν, αυξάνεται και η αρχική διαφορά των µέσων ακτίνων των 

εστιακών καµπύλων. 

• ∆ιαπιστώθηκε επίσης ότι για δακτυλιοειδείς σχηµατισµούς µε ν≤25, υπάρχει µία 

οριακή τιµή της παραµέτρου e=elim, όπου παύουν να υπάρχουν εστιακά σηµεία 

(και συνεπώς εστιακές καµπύλες) και ότι όσο αυξάνεται το πλήθος ν των 

περιφερειακών σωµάτων, αυξάνει κατά απόλυτη τιµή και η οριακή αυτή τιµή. 

 

11.6 Ελκτικές περιοχές 

11.6.1 Γενικά χαρακτηριστικά  

Η µελέτη που έγινε στις ελκτικές περιοχές των θέσεων ισορροπίας στο βαρυτικό 

δακτυλιοειδές πρόβληµα των Ν+1 σωµάτων από τους Croustalloudi & Kalvouridis 

(2004a, b, 2007a) οδήγησε στα παρακάτω γενικά χαρακτηριστικά και ιδιότητες: 

•••• Το σύνολο των αρχικών τιµών οι οποίες µε τη βοήθεια µιας αριθµητικής 

µεθόδου οδηγούν στις θέσεις ισορροπίας που ανήκουν σε µία ζώνη ισορροπίας 

αποτελεί µια '"ελκτική περιοχή (attracting domain)" ή "περιοχή σύγκλισης 

(region of convergence)" ή "ελκτική δεξαµενή (basin of attraction)". 

•••• Μία τέτοια περιοχή αποτελείται συνήθως από ένα "συµπαγές" τµήµα 

("compact") και από διάσπαρτα σηµεία. Τα σηµεία αυτά κατανέµονται στα όρια 



 617

των «συµπαγών» περιοχών που ανήκουν στην ίδια ζώνη ισορροπίας ή σε 

διαφορετικές ζώνες.  

•••• Τα όρια των συµπαγών περιοχών δεν είναι σαφή και σε αρκετές περιπτώσεις 

έχουν µορφοκλασµατική δοµή. 

•••• Στις «συµπαγείς» περιοχές όλα τα σηµεία-µέλη του υποσυνόλου συγκλίνουν σε 

κάποια από τις θέσεις ισορροπίας της συγκεκριµένης ζώνης, παρουσιάζουν δε 

(εκτός από τα ασαφή περιγράµµατα) ντετερµινιστική συµπεριφορά µε την έννοια 

ότι µικρές µεταβολές των αρχικών τιµών που ανήκουν στις περιοχές αυτές, 

οδηγούν σε θέσεις ισορροπίας της ίδιας ζώνης (ίδια θέση ή άλλη θέση 

ισορροπίας της ίδιας ζώνης). 

•••• Τα διάσπαρτα (ή µεµονωµένα) σηµεία διαχέονται στα ασαφή όρια των 

«συµπαγών» περιοχών τόσο της συγκεκριµένης ζώνης όσο και άλλων ζωνών 

ισορροπίας. 

•••• Οι ελκτικές περιοχές κάθε ζώνης παρουσιάζουν τα ίδια χαρακτηριστικά 

συµµετρίας µε αυτά του σχηµατισµού των primaries. Με άλλα λόγια υπάρχει ένα 

βασικό µοτίβο για κάθε ζώνη που επαναλαµβάνεται το ίδιο σε στροφή κατά 

γωνία θ=2π/ ν. 

•••• Οι παράµετροι του προβλήµατος παίζουν καθοριστικό ρόλο στο πλήθος των 

υπαρχουσών ζωνών ισορροπίας και κατ’ επέκταση στη διαµόρφωση των 

ελκτικών περιοχών. Στην περίπτωση του βαρυτικού προβλήµατος όπου υπάρχει 

µόνο η παράµετρος της µάζας β, το πλήθος των ζωνών είναι πέντε ή τρεις 

ανάλογα µε τον αν η β είναι µικρότερη (πέντε ζώνες) ή µεγαλύτερη (τρεις ζώνες) 

της κρίσιµης τιµής lν . Στη δεύτερη περίπτωση οι εξαφανιζόµενες ζώνες είναι οι 

Α2 και Β. 

•••• Όταν η β αυξάνει παραµένοντας όµως κάτω από την κρίσιµη τιµή lν , τότε η 

συµπαγής περιοχή της Β συρρικνώνεται, η ελκτική περιοχή της Α2 ελαττώνεται 

σηµαντικά, ενώ παρουσιάζεται µικρή µείωση και στις δύο άλλες ζώνες C2 και 

C1. Τις µειώσεις αυτές τις απορροφά η αύξηση της ελκτικής περιοχής της Α1.  
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•••• Στην τιµή β= lν  (µετάβαση από τις πέντε ζώνες στις τρείς), τα σηµεία των 

εξαφανιζόµενων ζωνών εµπλουτίζουν τις ζώνες που αποµένουν και κυρίως την 

ζώνη C2 η οποία παρουσιάζει απότοµη αύξηση. Καθώς η β αυξάνει πέρα από 

την κρίσιµη τιµή, η ελκτική περιοχή της ζώνης A1 συνεχώς επεκτείνεται, ενώ η 

αντίστοιχη της ζώνης C1 ελαφρά περιορίζεται. Όσον αφορά στην ελκτική 

περιοχή της ζώνης C2, µετά από την απότοµη αύξηση του πλήθους των σηµείων 

της, ακολουθεί µία µείωση του πλήθους των σηµείων της.  

•••• Όσον αφορά στις κλάσεις βηµάτων για την επίτευξη της σύγκλισης, οι περιοχές 

των ελκτικών περιοχών που παρουσιάζουν την ταχύτερη σύγκλιση (1-5 βήµατα) 

βρίσκονται στα κεντρικά τµήµατα των «συµπαγών» περιοχών και περιβάλλουν 

τις θέσεις ισορροπίας της αντίστοιχης ζώνης. Όµως παρατηρούνται και 

διάσπαρτα σηµεία γρήγορης σύγκλισης είτε σε περιοχές οι οποίες περιβάλλουν 

τα «γρήγορα» αυτά τµήµατα, είτε κοντά σε άλλες ζώνες ισορροπίας. 

Παρατηρήθηκε επίσης ότι σε όλες τις περιπτώσεις, η κλάση βηµάτων 6-10 είναι 

η πυκνότερη και πιο εκτεταµένη. 

•••• Σηµαντικός είναι και ο ρόλος της χρησιµοποιούµενης αριθµητικής µεθόδου για 

τη µελέτη των ελκτικών περιοχών. Συγκριτικές µελέτες που έγιναν από τους 

Gousidou-Koutita & Kalvouridis (2008a,b, 2009) και αφορούσαν εκτός της 

Newton-Raphson και άλλες µεθόδους, όπως η µέθοδος Broyden και η 

τροποποιηµένη µέθοδος Broyden, έδειξαν ότι η πρώτη συνέκλινε ταχύτερα και 

για πολύ περισσότερες αρχικές τιµές (x0,y0), ενώ απέδιδε αποτελέσµατα 

µεγαλύτερης ακρίβειας µε το µικρότερο υπολογιστικό κόστος.  

 

11.6.2 Ευαισθησία του αλγορίθµου στη µεταβολή των αρχικών τιµών  

Όσον αφορά στην ευαισθησία της χρησιµοποιούµενης αριθµητικής µεθόδου αλλά και 

του ίδιου του δυναµικού συστήµατος που εκφράζεται από τη µορφή της συνάρτησης 

δυναµικού, συναντούµε γενικά τις εξής περιπτώσεις κατά την πολύ µικρή µεταβολή 

των αρχικών συνθηκών: 
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•••• Ο αλγόριθµος συγκλίνει στην ίδια θέση ισορροπίας. 

•••• Ο αλγόριθµος συγκλίνει σε διαφορετική θέση ισορροπίας της ίδιας ζώνης. 

•••• Ο αλγόριθµος συγκλίνει σε κάποια θέση ισορροπίας διαφορετικής ζώνης. 

•••• Ο αλγόριθµος δεν συγκλίνει είτε επειδή από κάποιο βήµα κι έπειτα ταλαντώνεται 

µεταξύ των δύο τελευταίων προσεγγίσεων, είτε διότι οι υπολογιζόµενες τιµές 

συνεχώς αποµακρύνονται. 

 

11.6.3 Περίπτωση όπου το κεντρικό σώµα δηµιουργεί δυναµικό τύπου Manev  

Στοιχεία της µελέτης περιλαµβάνονται στην εργασία Croustalloudi, et al.,2013. 

•••• Όταν η παράµετρος e είναι θετική, παρατηρούµε ότι η εξέλιξη των περιοχών 

είναι εντελώς ανάλογη µε αυτήν της καθαρής Νευτώνειας περίπτωσης. 

•••• Όµως όταν e<0, παρατηρούνται σηµαντικές διαφορές επειδή:  

o Εµφανίζονται δύο νέες ζώνες ισορροπίας στο επίπεδο των σωµάτων οι E1 και 

E2 µε ν θέσεις η κάθε µία που αναπτύσσονται στην περιοχή της αναδίπλωσης 

κοντά και γύρω από το κεντρικό primary,  

o ∆ύο εκτός επιπέδου σηµεία L+z, L-z που κείνται πάνω στον άξονα Οz σε 

συµµετρικές θέσεις ως προς το επίπεδο xy (οι ελκτικές περιοχές των σηµείων 

αυτών δεν θα εξετασθούν στην παρούσα διατριβή). 

•••• Σε κάθε περίπτωση, οι ελκτικές περιοχές των ζωνών E1 και E2 είναι οι 

µικρότερες, ενώ αυτή της ζώνης C2 είναι η µεγαλύτερη.  

  

11.7 Μελέτη των επίπεδων περιοδικών τροχιών (απλών και πολλαπλών)-

Οικογένειες συµµετρικών τροχιών-Ευστάθεια  

11.7.1 Ικανή και αναγκαία συνθήκη για την επίλυση του προβλήµατος 

Το πρόβληµα θα έχει λύση αν και µόνο αν ισχύουν ταυτόχρονα οι δύο παρακάτω 

συνθήκες:   

� Οι τιµές των παραµέτρων ν, β και e είναι τέτοιες ώστε η ποσότητα ∆ να είναι 

πάντα θετική.   
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� Οι αρχικές τιµές των µεταβλητών είναι τέτοιες ώστε η κινητική ενέργεια Εκιν του 

µικρού σώµατος να είναι: Εκιν ≥ 0 . 

11.7.2 Ταξινόµηση των επίπεδων περιοδικών  τροχιών 

••••  Οι περιοδικές τροχιές µπορεί να είναι απλές ή πολλαπλά περιοδικές, ορθές 

(direct), ή ανάδροµες (retrograde). 

•••• Οι απλές περιοδικές διακρίνονται σε τροχιές πλανητικού τύπου, (planetary-type 

orbits), τροχιές δορυφορικού τύπου (satellite-type orbits), τροχιές διαπλανητικού 

τύπου (interplanetary orbits) και τροχιές που διαγράφονται γύρω από ένα σηµείο 

ισορροπίας (orbits around an equilibrium point). 

•••• Οι n-πολλαπλές  περιοδικές τροχιές αποτελούνται από n βασικούς βρόχους που 

είτε είναι εγκλωβισµένοι ο ένας µέσα στον άλλο, είτε επικαλύπτονται µερικά. 

•••• Οι περιοδικές τροχιές διακρίνονται επίσης σε απλές συµµετρικές (ως προς τον 

άξονα x), διπλά συµµετρικές (συνήθως ως προς τους άξονες x, y) ή πολλαπλά 

συµµετρικές (ως προς τον άξονα x και ως προς άλλους άξονες συµµετρίας που 

συµπίπτουν µε άξονες συµµετρίας του σχηµατισµού, π.χ στα δέντρα). Μερικοί 

συγγραφείς θεωρούν ως µη συµµετρικές τις τροχιές οι οποίες δεν είναι µεν 

συµµετρικές ως προς τον θεωρούµενο άξονα (Ox), αλλά είναι συµµετρικές ως 

προς τον άλλο άξονα (Oy). 

 

11.7.3  Γενικά συµπεράσµατα από τη  µελέτη των τροχιών  

� Τα διαγράµµατα x0-C της κατανοµής των χαρακτηριστικών καµπύλων των 

συµµετρικών περιοδικών τροχιών περιττής πολλαπλότητας (απλές, τριπλές, 

κ.ο.κ.) που λαµβάνονται αν θεωρήσουµε ότι 0y < 0� , συµπίπτουν ακριβώς µε τα 

διαγράµµατα xT/2-C των οικογενειών που λαµβάνονται θεωρώντας 0y > 0� . Αυτό 

δεν συµβαίνει στις τροχιές άρτιας πολλαπλότητας. 

� Η µεταβολή των παραµέτρων β και e, έχει ως αποτέλεσµα τη µεταβολή της 

κατανοµής των οικογενειών, καθώς κάποιες από αυτές παύουν να υπάρχουν, 

κάποιες µεταβάλουν την εξέλιξή τους και κάποιες άλλες γεννώνται. Όταν δεν 
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εµφανίζεται µία ζώνη ισορροπίας, τότε παύουν να υπάρχουν και οι 

χαρακτηριστικές των οικογενειών που εκπορεύονται από τα αντίστοιχα 

ακρότατα του διαγράµµατος x0-C. 

� Όσον αφορά στη µεταβολή µε την παράµετρο β των χαρακτηριστικών καµπύλων 

και των τροχιών, τα συµπεράσµατα µπορούν να επεκταθούν µέχρι την τιµή 

β=100 λαµβάνοντας βέβαια υπόψιν ότι όσο αυξάνει η β, οι µεταβολές που 

παρατηρούνται ελαττώνονται, έτσι ώστε στο διάστηµα τιµών 100<β<500 να 

είναι εξαιρετικά µικρές, και να τείνουν να µηδενισθούν όταν β>500. Η 

παρατήρηση αυτή αφορά τόσο στη βαρυτική όσο και στην περίπτωση Manev µε 

e>0 ή  e<0. 

� Για τις οικογένειες απλών αλλά και πολλαπλών περιοδικών τροχιών οι οποίες 

εκπορεύονται από ασταθή σηµεία ισορροπίας, παρατηρήσαµε ότι στις µεν απλές, 

οι τροχιές διαγράφονται γύρω από τα σηµεία αυτά, στις δε πολλαπλές αυτό 

συµβαίνει µε τον  µικρότερο βρόχο από τον οποίο αποτελούνται(π.χ. οικογένειες 

S73, D67, T50). 

� Η ανάλυση της ευστάθειας έδειξε ότι η κατάσταση της ευστάθειας (ή αστάθειας) 

των τροχιών που εµφανίζονται σε κάθε περίπτωση (e=0 ή >0 <0), δεν 

επηρεάζεται από τη µεταβολή των παραµέτρων  ν, β και e του προβλήµατος.  

 

11.7.4 Επίπεδες συµµετρικές κινήσεις στη Νευτώνεια βαρυτική περίπτωση 

•••• Οι παραµετρικές µεταβολές που παρατηρούνται για µία τιµή του ν, οφείλονται 

αποκλειστικά στη µεταβολή της παραµέτρου µάζας β. Ειδικότερα (Psarros & 

Kalvouridis, 2005), όταν η παράµετρος αυτή αυξάνει: 

•••• Οι χαρακτηριστικές καµπύλες των οικογενειών µετακινούνται προς το νοητό 

κύκλο πάνω στον οποίο είναι κατανεµηµένα τα περιφερειακά primaries. 

•••• Οι χαρακτηριστικές καµπύλες συσσωρεύονται προς τη νοητή αυτή καµπύλη, µε 

αποτέλεσµα οι µεταξύ τους αποστάσεις να ελαττώνονται. 
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•••• Οι καµπύλες των χαρακτηριστικών παρουσιάζουν µία κάµψη που είναι 

µεγαλύτερη σε αυτές που βρίσκονται εγγύτερα του κεντρικού primary. 

•••• Οι περίοδοι των τροχιών που χαρακτηρίζονται από την ίδια σταθερά του Jacobi 

αυξάνουν ενώ οι απόλυτες τιµές των ταχυτήτων κατά την ηµιπερίοδο t = T /2 

ελαττώνονται. 

•••• Το τµήµα των τροχιών που διαγράφεται εκτός του κύκλου των περιφερειακών 

primaries συρρικνώνεται, ενώ το τµήµα που διαγράφεται µέσα στον δακτύλιο 

των περιφερειακών διευρύνεται, µε αποτέλεσµα οι απλές περιοδικές να τείνουν 

να καταστούν σχεδόν κυκλικές. Παρόµοια τάση παρατηρείται και στους δύο 

(αντίστοιχα τρεις) βρόχους των διπλών (αντίστοιχα τριπλών) περιοδικών 

τροχιών. 

 

 

11.7.5 Επίπεδες συµµετρικές περιοδικές κινήσεις στην περίπτωση όπου το 

κεντρικό σώµα  δηµιουργεί δυναµικό τύπου Manev µε  e>0 

• Η περίπτωση µε e>0 παρουσιάζει τα ίδια ποιοτικά χαρακτηριστικά µε τη 

βαρυτική και δεν διαφοροποιούνται σηµαντικά τα όσα συµπεράσµατα έχουν 

εξαχθεί. 

 

11.7.6 Επίπεδες συµµετρικές περιοδικές κινήσεις στην περίπτωση όπου το 

κεντρικό σώµα  δηµιουργεί δυναµικό τύπου Manev µε  e<0 

 

Γενικός κανόνας που αφορά στις παραµετρικές µεταβολές του προβλήµατος 

Κατά την παραµετρική µεταβολή των διαφόρων µεγεθών του δυναµικού 

προβλήµατος διαπιστώσαµε ότι διατηρώντας σταθερή την τιµή της παραµέτρου 

µάζας β και αυξάνοντας την απόλυτη τιµή της e, τα λαµβανόµενα αποτελέσµατα 

ήταν παρόµοια µε αυτά της περίπτωσης εκείνης όπου διατηρώντας σταθερή την 

τιµή της e, µειώναµε την τιµή της σταθεράς β. Όµοια δυναµική συµπεριφορά 
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προέκυψε επίσης όταν διατηρώντας σταθερή την τιµή της e, αυξάναµε την τιµή της 

σταθεράς β, µε αυτήν κατά την οποία για σταθερή τιµή της παραµέτρου β, µειώναµε 

την απόλυτη τιµή της e. 

 

11.7.7 Επίπεδες συµµετρικές κινήσεις στην περιοχή αναδίπλωσης της κεντρικής 

«καµινάδας», στην περίπτωση όπου το κεντρικό σώµα δηµιουργεί δυναµικό τύπου 

Manev µε e<0 

Όταν στα ακρότατα των µηδενικών καµπύλων της περιοχής αναδίπλωσης της 

κεντρικής «καµινάδας» του διαγράµµατος x0-C, εµφανίζονται τα σηµεία ισορροπίας 

των ζωνών Ε2 (για x0<0) και Ε1 (για x0>0), κάτω από αυτά αναπτύσσονται δενδροειδείς 

κατανοµές οικογενειών, τα βασικά χαρακτηριστικά των οποίων αναφέρουµε 

παρακάτω: 

• Για διάφορες τιµές των παραµέτρων β, e και για ν=7, παρατηρήσαµε ότι οι 

κύριες οικογένειες των απλών συµµετρικών τροχιών που αποτελούν τον 

κεντρικό κορµό της κατανοµής, εξελίσσονται µε τρόπο που εξαρτάται από τις 

τιµές του ζεύγους των παραµέτρων (e, β). Έτσι για κάποια ζεύγη τιµών (e, β) οι 

κύριες οικογένειες δενδροειδούς κατανοµής κάτω από τα σηµεία ισορροπίας των 

ζωνών Ε2 και Ε1 αντίστοιχα, εξελίσσονται µε συνεχή και ενιαίο τρόπο, ενώ για 

κάποια άλλα ζεύγη τιµών, οι κύριες οικογένειες διασπώνται σε δύο κλάδους 

(άνω και κάτω κλάδος).  

• Όταν η παράµετρος µάζας β αυξάνεται, η απόλυτη τιµή της παραµέτρου e στην 

οποία διαχωρίζονται οι κύριες οικογένειες σε δύο κλάδους, αυξάνεται επίσης, 

ενώ η τιµή της σταθεράς C του σηµείου διάσπασης µειώνεται. 

• Οι δενδροειδείς κατανοµές για οικογένειες διαφορετικής πολλαπλότητας από της 

απλής, δεν εµφανίζουν κεντρικό κορµό αλλά πηγάζουν όλες από τον κεντρικό 

κορµό της δενδροειδούς κατανοµής των απλών περιοδικών τροχιών.  



 624

• Όλες οι οικογένειες αυτής της κατανοµής, απλής ή πολλαπλής περιοδικότητας, 

που πηγάζουν από τις κύριες οικογένειες της κατανοµής,  εµφανίζουν ακρότατο, 

το οποίο είναι και το σηµείο από το οποίο πηγάζουν.  

• Για x0<0 από τα µέλη της δενδροειδούς κατανοµής οικογενειών προκύπτουν 

ανάδροµες τροχιές πλανητικού τύπου, γύρω από το κεντρικό primary P0, ενώ για 

x0>0 προκύπτουν ορθές τροχιές πλανητικού τύπου γύρω από το κεντρικό 

primary P0 επίσης.  

• Για τις µικρότερες τιµές της σταθεράς C για κάθε οικογένεια που πηγάζει από τις 

κύριες οικογένειες της κατανοµής, οι τροχιές τους έχουν τη µορφή «ροζέτας», µε 

διαφορετικό αριθµό πετάλων για κάθε διαφορετική οικογένεια. Όσο υψηλότερες 

είναι οι τιµές της σταθεράς C των σηµείων από τα οποία πηγάζουν οι περιοδικές 

τροχιές (bifurcating points), τόσο αυξάνει και ο αριθµός των πετάλων της 

αντίστοιχης «ροζέτας». Το πλήθος των πετάλων ή γενικότερα των κορυφών που 

παρουσιάζονται στις τροχιές των οικογενειών που διακλαδίζονται µε τις κύριες 

οικογένειες αυτών των κατανοµών, δεν σχετίζεται µε το πλήθος των 

περιφερειακών σωµάτων.  

• Για τις απλές συµµετρικές περιοδικές τροχιές παρατηρήσαµε ότι από δύο 

διαδοχικές οικογένειες προκύπτουν τροχιές που διαφέρουν κατά ένα βρόχο. Για 

διαφορετικής πολλαπλότητας τροχιές δεν µπορούµε να εξάγουµε το ίδιο 

συµπέρασµα. 

• ∆ιατηρώντας σταθερή την παράµετρο µάζας β και αυξάνοντας την απόλυτη τιµή 

της παραµέτρου Manev e, παρατηρούµε ότι οι περίοδοι των οικογενειών των 

δενδροειδών κατανοµών αυξάνονται και µάλιστα όσο οι οικογένειες πλησιάζουν 

προς τα σηµεία ισορροπίας των ζωνών Ε2 και Ε1, τόσο είναι µεγαλύτερη η 

αύξηση που παρατηρείται. Το αντίθετο συµβαίνει, ακολουθώντας τον γενικό 

κανόνα της παραµετρικής µεταβολής του προβλήµατος. 

• Για τιµές της σταθεράς C στην περιοχή του ακρότατου της χαρακτηριστικής των 

οικογενειών της δενδροειδούς κατανοµής και  κατ επέκταση και κοντά στο κύριο 
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κορµό της, οι περιττής πολλαπλότητας ισοενεργειακές συµµετρικές τροχιές 

εµφανίζουν συµµετρία και ως προς τον άξονα y, η οποία όµως  καταστρέφεται 

καθώς το C ελαττώνεται και τα πέταλα έχουν εξοµαλυνθεί. Για τις άρτιας 

πολλαπλότητας ισονεργειακες τροχιές, παρατηρήσαµε ότι λαµβάνει χώρα η 

ταύτισή τους. 

• Μελετώντας την ευστάθεια των οικογενειών της δενδροειδούς κατανοµής που 

πηγάζουν από τις δύο κύριες οικογένειας των  απλών συµµετρικών τροχιών και 

για τις περιπτώσεις των απλών, διπλών και τριπλών τροχιών  που εξετάσαµε, 

παρατηρούµε εν γένει την ίδια συµπεριφορά. Κύριο χαρακτηριστικό της 

ευστάθειας τους, είναι ότι στις περισσότερες περιπτώσεις, αριστερά του 

ακρότατου που παρουσιάζουν οι χαρακτηριστικές, οι τροχιές που προκύπτουν 

είναι ασταθείς, ενώ δεξιά αυτού ευσταθείς. Επίσης άλλη µία οµοιότητα είναι ότι 

οι ασταθείς τροχιές χαρακτηρίζονται από µικρές τιµές του συντελεστή 

ευστάθειας α. 

 

11.8 Προοπτικές για περαιτέρω έρευνα 

11.8.1 Προοπτικές για το ίδιο µοντέλο 

•••• Μελέτη των κατακόρυφα κρίσιµων σηµείων των επίπεδων συµµετρικών 

περιοδικών τροχιών, από τα οποία εκπορεύονται οικογένειες τρισδιάστατων 

περιοδικών τροχιών(critical vertical orbits).  

••••  Μελέτη των µη συµµετρικών ως προς τον άξονα x επίπεδων περιοδικών 

τροχιών. 

••••  Regularization. 

••••  Παραµετρική µεταβολή των πολλαπλά περιοδικών τροχιών. 
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11.8.2 Επεκτάσεις-γενικεύσεις του µοντέλου 

••••  Θεώρηση ότι τα περιφερειακά primaries και το κεντρικό σώµα δηµιουργούν 

δυναµικά τύπου Manev µε διαφορετικές τιµές των παραµέτρων αλλά µε 

διατήρηση της συµµετρίας του δηµιουργούµενου πεδίου ως προς τον x–άξονα. 

••••  Θεώρηση ότι το µικρό σώµα είναι τρισδιάστατο στερεό ή γυροστάτης. 

••••  Εφαρµογή όλων των παραπάνω σε µοντέλα µε άλλες µορφές Μετα-Νευτώνειων 

δυναµικών (Schwartzschild, Elipe-Arribas-Kalvouridis-Palacios, e.t.c). 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α 
 

 

A.1 ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΑ MATHEMATICA 
 

Α.1.1 Πρόγραµµα "Programm Fz", για το διάγραµµα z-Fz 

  

"Programm Fz" 

n = 7; 

ppi = N[Pi, 15]; 

bet = 5. 

eps = -0.1 

y = 0; 

x = 0; 

phi = ppi/n; 

psi = 2.*phi; 

s = (iota - 1.)*phi; 

lamda = Sin[phi]^2./Sin[s]; 

Slamda = NSum[lamda, {iota, 2, n}]; 

mi = 2.*Sin[phi]; 

u[k_] := (1/mi)*Cos[(k - 1)*psi]; 

v[k_] := (1/mi)*Sin[(k - 1)*psi]; 

dist[k_] := Sqrt[((x - u[k])^2) + (y - v[k])^2 + (z^2)]; 

r = Sqrt[x^2 + y^2 + z^2]; 

R = Sum[1./dist[k], {k, 1, n}]; 

L = (bet/r^2)*(1./r + 2*eps/(r^2)); 

F = R + L; 

Plot[F, {z, -5, 5}, PlotRange -> {-10, 110},  

Ticks -> {{-5, 0, 5}, {80}}, ImageSize -> 350,  

PlotStyle -> {Thickness[0.0035], Blue}, AxesLabel -> {"z", "Fz"},  

LabelStyle -> Directive[Bold, Black, 16],  

PerformanceGoal -> "Quality"] 
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Α.2 ΘΕΣΕΙΣ ΙΣΟΡΡΟΠΙΑΣ ΣΤΟ ΕΠΙΠΕ∆Ο ΤΩΝ PRIMARIES ΓΙΑ ν=7 ΚΑΙ 

ΕΝ∆ΕΙΚΤΙΚΕΣ ΤΙΜΕΣ ΤΩΝ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ β ΚΑΙ e  

 
• ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ ΣΗΜΕΙΩΝ ΙΣΟΡΡΟΠΙΑΣ ΣΤΟ ΕΠΙΠΕ∆Ο xy  

• ΤΙΜΗ ΙΑΚΩΒΙΑΝΗΣ ΣΤΑΘΕΡΑΣ  C  ΚΑΙ  ΑΚΤΙΝΑ ΘΕΣΗΣ  rad       

• ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΜΟΣ ΕΥΣΤΑΘΕΙΑΣ ΘΕΣΕΩΝ ΙΣΟΡΡΟΠΙΑΣ        
 

 

 

 

Α.2.1  ΘΕΤΙΚΕΣ ΤΙΜΕΣ ΤΟΥ e 

 

β=2 και διάφορες  θετικές τιµές του  e 
β=2 e= 0.0001 zone x y C rad Stability 

    C2 -1.580801166 0.000000000 6.98027155 1.580801166 Unstable 

      -0.985613482 ± 1.235920058     Unstable 

      0.351761295 ± 1.541167193     Unstable 

      1.424252629 ± 0.685883937     Unstable 

    B -1.014778502 0.000000000 7.37666808 1.014743365 Unstable 

      -0.632682189 ± 0.793358269     Unstable 

      0.225801605 ± 0.989301639     Unstable 

      0.914252176 ± 0.440280656     Unstable 

    A2 -0.733963843     0.000000000 7.27903772 0.734114616 Unstable 

      -0.457713011 ± 0.573953891     Unstable 

      0.163355844 ± 0.715708836     Unstable 

      0.661414411 ± 0.318520402     Unstable 

    A1 0.649275241 0.000000000 7.39167351 0.649359365 Unstable 

      0.404868881 ± 0.507689643     Unstable 

      -0.144496143 ± 0.633078549     Unstable 

      -0.585052617 ± 0.281746371     Unstable 

    C1 1.743513169 0.000000000 7.22294432 1.743468029 Unstable 

      1.087035015 ± 1.363098963     Unstable 

      -0.387958479 ± 1.699756585     Unstable 

      -1.570811125 ± 0.756462645     Unstable 

β=2 e= 0.209 zone x y  C rad Stability 

    C2 -1.51601295 0.000000000 6.42547682 1.51601295 Unstable 

      -0.945218687 ± 1.185266593     Unstable 

      0.337344563 ± 1.478003353     Unstable 

      1.365880463 ± 0.657773384     Unstable 

    A1 0.710261225 0.000000000 6.93905229 0.710261225 Unstable 

      0.442840586 ± 0.555304622     Unstable 

      -0.158048064 ± 0.692453477     Unstable 

      -0.639923292 ± 0.308170713     Unstable 

    C1 1.701929602 0.000000000 6.69489764 1.701929602 Unstable 

      1.061135678 ± 1.330622201     Unstable 

      -0.378715096 ± 1.659258644     Unstable 

      -1.533385664 ± 0.738439419     Unstable 
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Α.2.2  ΑΡΝΗΤΙΚΕΣ ΤΙΜΕΣ ΤΟΥ e 
 

β=2 και διάφορες αρνητικές τιµές του e 
β=2 e=-0.0001 zone x y C rad Stability 

    C2 -1.580869609 0.000000000 6.98088046 1.580869609 Unstable 

      -0.985656156 ± 1.235973569     Unstable 

      0.351776525 ± 1.541233921     Unstable 

      1.424314294 ± 0.685913634     Unstable 

    B -1.014778502 0.000000000 7.3774155 1.014778502 Unstable 

      -0.632704096 ± 0.793385742     Unstable 

      0.225809424 ± 0.989335895     Unstable 

      0.914283833 ± 0.440295902     Unstable 

    A2 -0.733963843 0.000000000 7.2795969 0.733963843 Unstable 

      -0.457619006 ± 0.573836012     Unstable 

      0.163322294 ± 0.715561843     Unstable 

      0.661278569 ± 0.318454984     Unstable 

    E2 -0.000199999 0.000000000 3559.61239 0.00020000 Unstable 

      -0.000126275 ± 0.000155096     Unstable 

   0.000042528 ± 0.000195426   Unstable 

   0.000179306 ± 0.000088597   Unstable 

  Ε1 0.000199991 0.000000000 3559.61239 0.00020000 Unstable 

   0.000123209 ± 0.000157542   Unstable 

   -0.000046352 ± 0.000194555   Unstable 

   -0.000181009 ± 0.000085064   Unstable 

    A1 0.649275241 0.000000000 7.39212303 0.649275241 Unstable 

      0.404816431 ± 0.507623872     Unstable 

      -0.144477424 ± 0.632996534     Unstable 

      -0.584976826 ± 0.281710083     Unstable 

    C1 1.743513169 0.000000000 7.22352542 1.743513169 Unstable 

      1.087062599 ± 1.363133551     Unstable 

      -0.387968323 ± 1.699799621     Unstable 

      -1.570851169 ± 0.756482225     Unstable 

β=2 e=-0.05 zone x y C rad Stability 

    C2 -1.598393844 0.000000000 7.13836310 1.598393844 Unstable 

      -0.996582338 ± 1.249674567     Unstable 

      0.355676034 ± 1.558318786     Unstable 

      1.440103084 ± 0.693517114     Unstable 

    B -1.022838246 0.000000000 7.57197553 1.022838246 Unstable 

      -0.637729265 ± 0.799687103     Unstable 

      0.227602885 ± 0.997193564     Unstable 

      0.921545411 ± 0.443792894     Unstable 

    A2 -0.69368939 0.000000000 7.41838529 0.69368939 Unstable 

      -0.432508293 ± 0.542348178     Unstable 

      0.154360387 ± 0.676297154     Unstable 

      0.624992541 ± 0.300980553     Unstable 

    E2 -0.100252791 0.000000000 11.9275863 0.100252849 Unstable 

      -0.062422067 ± 0.078448194     Unstable 

      0.022413748 ± 0.097715186     Unstable 

      0.090371553 ± 0.043400646     Unstable 
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    E1 0.100252688 0.000000000 11.9275865 0.100252856 Unstable 

      0.062363018 ± 0.078495153     Unstable 

      -0.022487279 ± 0.097698298     Unstable 

      -0.090404195 ± 0.043332628     Unstable 

    A1 0.625257516 0.000000000 7.50317263 0.625257516 Unstable 

      0.389841615 ± 0.488846066     Unstable 

      -0.139132988 ± 0.609580981     Unstable 

      -0.563337608 ± 0.271288961     Unstable 

    C1 1.755158322 0.000000000 7.37392456 1.755158322 Unstable 

      1.09432323 ± 1.372237829     Unstable 

      -0.390559617 ± 1.711152805     Unstable 

      -1.581343091 ± 0.761534479     Unstable 

β=2 e=-0.1 zone x y C rad Stability 

    C2 -1.616909384 0.000000000 7.30814378 1.616909384 Unstable 

      -1.008126589 ± 1.264150599     Unstable 

      0.359796129 ± 1.576370103     Unstable 

      1.456785009 ± 0.701550706     Unstable 

    B -1.029768436 0.000000000 7.78441699 1.029768436 Unstable 

      -0.642050168 ± 0.805105343     Unstable 

      0.229144997 ± 1.003950000     Unstable 

      0.927789296 ± 0.446799791     Unstable 

    A2 -0.644152666 0.000000000 7.5515075 0.644152666 Unstable 

      -0.401622647 ± 0.503618811     Unstable 

      0.143337433 ± 0.628002418     Unstable 

      0.580361496 ± 0.279487372     Unstable 

    E2 -0.204316971 0.000000000 8.64206789 0.20431697 Unstable 

      -0.127387668 ± 0.159742938     Unstable 

      0.045467151 ± 0.199193781     Unstable 

      0.184084276 ± 0.088647637     Unstable 

    E1 0.204321537 0.000000000 8.64208994 0.204321537 Unstable 

      0.12738687 ± 0.159749416     Unstable 

      -0.045472713 ± 0.199197196     Unstable 

      -0.184090414 ± 0.088645417     Unstable 

    A1 0.59168225 0.000000000 7.60762989 0.59168225 Unstable 

      0.368907765 ± 0.462595877     Unstable 

      -0.131661805 ± 0.576847514     Unstable 

      -0.533087346 ± 0.256721184     Unstable 

    C1 1.767650498 0.000000000 7.5363172 1.767650498 Unstable 

      1.102111971 ± 1.382004879     Unstable 

      -0.393339392 ± 1.723331775     Unstable 

      -1.592598155 ± 0.766954627     Unstable 

        

β=2 e=-0.17 zone x y C rad Stability 

    C2 -1.644640229 0.000000000 7.56886094 1.644640229 Unstable 

      -1.025416489 ± 1.285831445     Unstable 

      0.365966821 ± 1.603405678     Unstable 

      1.481769637 ± 0.713582669     Unstable 

    B -1.038061644 0.000000000 8.11576706 1.038061644 Unstable 

      -0.647220899 ± 0.811589234     Unstable 

      0.230990409 ± 1.012035283     Unstable 
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      0.935261219 ± 0.450398079     Unstable 

    A2 -0.503832026 0.000000000 7.68776734 0.503832026 Unstable 

      -0.314134144 ± 0.393911728     Unstable 

      0.112113167 ± 0.491199906     Unstable 

      0.453936973 ± 0.218604517     Unstable 

    E2 -0.412552119 0.000000000 7.69494645 0.412552119 Unstable 

      -0.257222024 ± 0.322546247     Unstable 

      0.091801512 ± 0.402208569     Unstable 

      0.371696633 ± 0.178999701     Unstable 

    E1 0.426361871 0.000000000 7.69867232 0.426361871 Unstable 

      0.265832073 ± 0.333343297     Unstable 

      -0.094874708 ± 0.415672028     Unstable 

      -0.384138895 ± 0.184991227     Unstable 

    A1 0.460491471 0.000000000 7.69816709 0.460491471 Unstable 

      0.28711153 ± 0.360026894     Unstable 

      -0.10246926 ± 0.448945927     Unstable 

      -0.414888604 ± 0.199799503     Unstable 

    C1 1.786717904 0.000000000 7.78618064 1.786717904 Unstable 

      1.114000299 ± 1.396912382     Unstable 

      -0.397582296 ± 1.741921119     Unstable 

      -1.609777297 ± 0.775227658     Unstable 

β=2 e=-0.171 zone x y C rad Stability 

    C2 -1.645673228 0.000000000 7.57872045 1.645673228 Unstable 

      -1.026060554 ± 1.286639077     Unstable 

      0.366196685 ± 1.604412778     Unstable 

      1.482700337 ± 0.714030874     Unstable 

    B -1.038332971 0.000000000 8.12841535 1.038332971 Unstable 

      -0.647390068 ± 0.811801366     Unstable 

      0.231050785 ± 1.012299804     Unstable 

      0.935505676 ± 0.450515803     Unstable 

    A2 -0.483739005 0.000000000 7.68832482 0.483739005 Unstable 

      -0.301606346 ± 0.378202375     Unstable 

      0.107642054 ± 0.471610658     Unstable 

      0.435833789 ± 0.209886478     Unstable 

    E2 -0.43491115 0.000000000 7.68941617 0.43491115 Unstable 

      -0.271162662 ± 0.340027233     Unstable 

      0.096776852 ± 0.424007016     Unstable 

      0.391841418 ± 0.188700851     Unstable 

    C1 1.787436386 0.000000000 7.79564115 1.787436386 Unstable 

      1.114448266 ± 1.397474113     Unstable 

      -0.397742172 ± 1.742621588     Unstable 

      -1.610424627 ± 0.775539396     Unstable 

β=2 e=-0.17375 zone x y C rad Stability 

    C2 -1.646190891 0.000000000 7.58366526 1.646190891 Unstable 

      -1.026383311 ± 1.287043802     Unstable 

      0.366311876 ± 1.604917462     Unstable 

      1.483166735 ± 0.714255476     Unstable 

    B -1.038468059 0.000000000 8.13476199 1.038468059 Unstable 

      -0.647474295 ± 0.811906981     Unstable 

      0.231080844 ± 1.012431505     Unstable 
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      0.935627386 ± 0.450574416     Unstable 

    C1 1.787796653 0.000000000 7.80038616 1.787796653 Unstable 

      1.114672888 ± 1.397755782     Unstable 

      -0.39782234 ± 1.742972822     Unstable 

      -1.610749217 ± 0.775695709     Unstable 

 

 

β=5 και διάφορες αρνητικές τιµές του e 
β=5 e = -0.0001 zone x y C rad Stability 

  C2 -1.400310773 0.000000000 5.86557318 1.400310773 Unstable 

   -0.873079554 ± 1.094806993   Unstable 

   0.31159841 ± 1.365202070   Unstable 

   1.261636404 ± 0.607572089   Unstable 

  E2 -0.000200000 0.000000000 5240.66249 0.0002 Unstable 

   -0.000124698 ± 0.000156366   Unstable 

   0.000044504 ± 0.000194986   Unstable 

   0.000180194 ± 0.000086777   Unstable 

  Ε1 0.000200000 0.000000000 5240.66249 0.0002 Unstable 

   0.000124698 ± 0.000156366   Unstable 

   -0.000044504 ± 0.000194986   Unstable 

   -0.000180194 ± 0.000086777   Unstable 

  A1 0.756279575 0.000000000 6.33337905 0.756279575 Unstable 

   0.471532566 ± 0.591283211   Unstable 

   -0.168288101 ± 0.737318052   Unstable 

   -0.681384389 ± 0.328137334   Unstable 

  C1 1.629052255 0.000000000 6.16398474 1.629052255 Unstable 

   1.015697409 ± 1.273644386   Unstable 

   -0.362498342 ± 1.588208488   Unstable 

   -1.467725434 ± 0.706819143   Unstable 

        

β=5 e = -0.1 zone x y C rad Stability 

  C2 -1.450683514 0.000000000 6.2650687 1.450683514 Unstable 

   -0.904486447 ± 1.134189986   Unstable 

   0.322807398 ± 1.414311861   Unstable 

   1.307020676 ± 0.629428003   Unstable 

  E2 -0.202197281 0.000000000 8.89462771 0.202197281 Unstable 

   -0.126065978 ± 0.158085767   Unstable 

   0.044995583 ± 0.197127213   Unstable 

   0.18217455 ± 0.087727839   Unstable 

  E1 0.20219887 0.000000000 8.89464031 0.202198871 Unstable 

   0.126063149 ± 0.158090055   Unstable 

   -0.045000699 ± 0.197127675   Unstable 

   -0.182178101 ± 0.087724127   Unstable 

  A1 0.714331915 0.000000000 6.67573526 0.714331915 Unstable 

   0.44537862 ± 0.558487215   Unstable 

   -0.158953877 ± 0.696422106   Unstable 

   -0.643590856 ± 0.309937101   Unstable 

  C1 1.658028516 0.000000000 6.54255709 1.658028516 Unstable 

   1.033758058 ± 1.296303528   Unstable 
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   -0.368953342 ± 1.616456616   Unstable 

   -1.493835337 ± 0.719384839   Unstable 

        

β=5 e = -0.145 zone x y C rad Stability 

  C2 -1.476458280 0.000000000 6.47818451 1.47645828 Unstable 

   -0.920556752 ± 1.154341509   Unstable 

   0.328542823 ± 1.439440400   Unstable 

   1.330242938 ± 0.640611255   Unstable 

  B -0.921564425 0.000000000 6.69581915 0.921564425 Unstable 

   -0.574586065 ± 0.720508045   Unstable 

   0.205067343 ± 0.898458888   Unstable 

   0.830300852 ± 0.399851828   Unstable 

  A2 -0.883277274 0.000000000 6.69564674 0.883277274 Unstable 

   -0.550714416 ± 0.690573946   Unstable 

   0.196547652 ± 0.861131676   Unstable 

   0.795805321 ± 0.383239656   Unstable 

  E2 -0.300445094 0.000000000 7.57776129 0.300445094 Unstable 

   -0.187324247 ± 0.234897597   Unstable 

   0.066855586 ± 0.292912248   Unstable 

   0.270691797 ± 0.130357991   Unstable 

  E1 0.300509188 0.000000000 7.57797952 0.300509188 Unstable 

   0.187363340 ± 0.234948400   Unstable 

   -0.066870932 ± 0.292974488   Unstable 

   -0.270750025 ± 0.130384799   Unstable 

  A1 0.683886977 0.000000000 6.84274643 0.683886977 Unstable 

   0.426396505 ± 0.534684410   Unstable 

   -0.152179249 ± 0.666740484   Unstable 

   -0.616160919 ± 0.296727349   Unstable 

  C1 1.673227853 0.000000000 6.74488039 1.673278526 Unstable 

   1.043240436 ± 1.308182265   Unstable 

   -0.372328348 ± 1.631276509   Unstable 

   -1.507526277 ± 0.725986205   Unstable 

        

β=5 e = -0.2 zone x y C rad Stability 

  C2 -1.511044616 0.000000000 6.77443428 1.511044616 Unstable 

   -0.942120981 ± 1.181382194   Unstable 

   0.336239005 ± 1.473159585   Unstable 

   1.361404149 ± 0.655617704   Unstable 

  B -0.993413701 0.000000000 7.02788625 0.993413701 Unstable 

   -0.61938336 ± 0.776682068   Unstable 

   0.221055308 ± 0.968506754   Unstable 

   0.895034812 ± 0.431026062   Unstable 

  A2 -0.719906076 0.000000000 6.97466639 0.719906076 Unstable 

   -0.44885413 ± 0.562845208   Unstable 

   0.160194148 ± 0.701856533   Unstable 

   0.648612959 ± 0.312355546   Unstable 

  E2 -0.452484367 0.000000000 7.07067301 0.452484367 Unstable 

   -0.28211939 ± 0.353766522   Unstable 

   0.100687252 ± 0.441139637   Unstable 

   0.407674337 ± 0.196325591   Unstable 
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  E1 0.457419039 0.000000000 7.07519227 0.457419039 Unstable 

   0.285195895 ± 0.357624773   Unstable 

   -0.101785586 ± 0.445950526   Unstable 

   -0.412120441 ± 0.198466957   Unstable 

  A1 0.607876902 0.000000000 7.03713502 0.607876902 Unstable 

   0.379004973 ± 0.475257192   Unstable 

   -0.135265446 ± 0.592636134   Unstable 

   -0.54767822 ± 0.263747788   Unstable 

  C1 1.69428827 0.000000000 7.02668011 1.69428827 Unstable 

   1.056371387 ± 1.324647966   Unstable 

   -0.377014738 ± 1.651808896   Unstable 

   -1.52650106 ± 0.735123972   Unstable 

        

β=5 e = -0.2105 zone x y C rad Stability 

  C2 -1.521139685 0.000000000 6.86318879 1.521139685 Unstable 

   -0.948415154 ± 1.189274836   Unstable 

   0.338485369 ± 1.483001551   Unstable 

   1.370499492 ± 0.659997792   Unstable 

  B -1.002063995 0.000000000 7.12985871 1.002063995 Unstable 

   -0.62477673 ± 0.783445139   Unstable 

   0.22298018 ± 0.976940167   Unstable 

   0.902828458 ± 0.434779284   Unstable 

  A2 -0.656238607 0.000000000 7.04166163 0.656238607 Unstable 

   -0.409158109 ± 0.513067979   Unstable 

   0.146026806 ± 0.639785341   Unstable 

   0.591250552 ± 0.284731266   Unstable 

  E2 -0.523222338 0.000000000 7.05349952 0.523222338 Unstable 

   -0.326223809 ± 0.409071683   Unstable 

   0.116427915 ± 0.510104064   Unstable 

   0.471407039 ± 0.227017661   Unstable 

  C1 1.70054566 0.000000000 7.11124033 1.70054566 Unstable 

   1.060272805 ± 1.329540191   Unstable 

   -0.378407139 ± 1.657909488   Unstable 

   -1.532138775 ± 0.737838951   Unstable 

        

β=5 e = -0.222 zone x y C rad Stability 

  C2 -1.528042256 0.000000000 6.9244758 1.528042256 Unstable 

   -0.952718838 ± 1.194671483   Unstable 

   0.340021335 ± 1.489731059   Unstable 

   1.376718493 ± 0.662992704   Unstable 

  B -1.007108156 0.000000000 7.20076202 1.007108156 Unstable 

   -0.627921714 ± 0.787388823   Unstable 

   0.224102611 ± 0.981857861   Unstable 

   0.90737309 ± 0.436967864   Unstable 

  C1 1.704857568 0.000000000 7.16966853 1.704857568 Unstable 

   1.062961235 ± 1.332911378   Unstable 

   -0.37936663 ± 1.662113199   Unstable 

   -1.53602367 ± 0.739709816   Unstable 
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Α.3 "ΕΚΤΟΣ ΕΠΙΠΕ∆ΟΥ" ΘΕΣΕΙΣ ΙΣΟΡΡΟΠΙΑΣ L±Z ΓΙΑ ν=7 ΚΑΙ 

ΕΝ∆ΕΙΚΤΙΚΕΣ ΤΙΜΕΣ ΤΩΝ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ β ΚΑΙ e (e < 0) 

 
• ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ ΣΗΜΕΙΩΝ ΙΣΟΡΡΟΠΙΑΣ "ΕΚΤΟΣ ΕΠΙΠΕ∆ΟΥ"    

• ΤΙΜΗ ΙΑΚΩΒΙΑΝΗΣ ΣΤΑΘΕΡΑΣ  C  ΚΑΙ  ΑΚΤΙΝΑ ΘΕΣΗΣ  rad     

• ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΜΟΣ ΕΥΣΤΑΘΕΙΑΣ ΘΕΣΕΩΝ ΙΣΟΡΡΟΠΙΑΣ        

 

β=2 και διάφορες αρνητικές τιµές του e 
 x y z C rad Stability 

e = -0.0001 0.0 0.0 ±0.000200000 3559.61239 0.000200000 Unstable 

e = -0.01 0.0 0.0 ±0.019999634 40.1927854 0.019999634 Unstable 

e = -0.05 0.0 0.0 ±0.099775862 11.9021752 0.099775862 Unstable 

e = -0.1 0.0 0.0 ±0.196719389 8.53511098 0.196719389 Unstable 

e = -0.17 0.0 0.0 ±0.318839935 7.33807281 0.318839935 Unstable 

       

β=5 και διάφορες αρνητικές τιµές του e 
 x y z C rad Stability 

e = -0.0001 0.0 0.0 ±0.000200000 5240.66249 0.000200000 Unstable 

e = -0.01 0.0 0.0 ±0.019999854 55.5803849 0.019999854 Unstable 

e = -0.05 0.0 0.0 ±0.099909865 13.8422084 0.099909865 Unstable 

e = -0.1 0.0 0.0 ±0.198636971 8.82903117 0.198636971 Unstable 

e = -0.145 0.0 0.0 ±0.293798288 7.33421112 0.293798288 Unstable 

e=-0.2 0.0 0.0 ±0.383153050  6.74278899 0.383153050 Unstable 

       

e = -0.05 και διάφορες  τιµές της παραµέτρου β 
 x y z C rad Stability 

β=0.0 0.0 0.0 ±0.000000002 8.06667617 0.000000040 Unstable 

β=0.05 0.0 0.0 ±0.093172709 8.21671865 0.093172709 Unstable 

β=0.5 0.0 0.0 ±0.099126438 9.48862338 0.099126438 Unstable 

β=1.0 0.0 0.0 ±0.099555647 10.5214358 0.099555647 Unstable 

β=1.5 0.0 0.0 ±0.099702028 11.2975895 0.099702028 Unstable 

β=2.0 0.0 0.0 ±0.099775862 11.9021752 0.099775862 Unstable 

β=2.5 0.0 0.0 ±0.099820371 12.3864174 0.099820371 Unstable 

β=3.0 0.0 0.0 ±0.099850132 12.7829952 0.099850132 Unstable 

β=3.5 0.0 0.0 ±0.099871433 13.1137378 0.099871433 Unstable 

β=4.0 0.0 0.0 ±0.099887432 13.3937825 0.099887432 Unstable 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β 
 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΑ MATHEMATICA ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 4 
 
B.1 Πρόγραμμα σχεδιασμού καμπύλων και επιφανειών μηδενικής 
ταχύτητας 
 
ppi=N[Pi,15]; 
ni=7; 
bet=2 
epsi=-0.1 
phi=ppi/ni; 
psi=2.*phi; 
s=(iota-1.)*phi; 
lamda=Sin[phi]^2./Sin[s]; 
Slamda=NSum[lamda,{iota,2,ni}]; 
mi=2.*Sin[phi]; 
delta=mi*(Slamda+bet*mi^2+2.*bet*epsi*mi^3); 
x1=(1./mi)*Cos[0.*psi]; 
y1=(1./mi)*Sin[0.*psi]; 
x2=(1./mi)*Cos[1.*psi]; 
y2=(1./mi)*Sin[1.*psi]; 
x3=(1./mi)*Cos[2.*psi]; 
y3=(1./mi)*Sin[2.*psi]; 
x4=(1./mi)*Cos[3.*psi]; 
y4=(1./mi)*Sin[3.*psi]; 
x5=(1./mi)*Cos[4.*psi]; 
y5=(1./mi)*Sin[4.*psi]; 
x6=(1./mi)*Cos[5.*psi]; 
y6=(1./mi)*Sin[5.*psi]; 
x7=(1./mi)*Cos[6.*psi]; 
y7=(1./mi)*Sin[6.*psi]; 
a=x^2+y^2; 
b=(x-x1)^2+(y-y1)^2; 
c=(x-x2)^2+(y-y2)^2; 
d=(x-x3)^2+(y-y3)^2; 
e=(x-x4)^2+(y-y4)^2; 
f=(x-x5)^2+(y-y5)^2; 
g=(x-x6)^2+(y-y6)^2; 
h=(x-x7)^2+(y-y7)^2; 
r0=Sqrt[a]; 
r1=Sqrt[b]; 
r2=Sqrt[c]; 
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r3=Sqrt[d]; 
r4=Sqrt[e]; 
r5=Sqrt[f]; 
r6=Sqrt[g]; 
r7=Sqrt[h]; 
r=1./r1+1./r2+1./r3+1./r4+1./r5+1./r6+1./r7; 
omega=2.*((x^2+y^2)/2.+(1./delta)*(bet*(1./r0+epsi/r0^2)+r)); 
Framed[ContourPlot[omega, {x, -1.85, 1.85}, {y, -1.85, 1.85}, Contours -> 
60, PlotPoints -> 50,  
Axes -> True, AxesStyle -> {{Thin}, {Thin}},  
Frame -> {{True, False}, {True, False}}, AxesLabel -> {x, y},  
LabelStyle -> Directive[Black, FontFamily -> "Times", Bold, 16], 
ContourShading -> True, ColorFunction -> (ColorData["SolarColors"][#1] 
&)]] 
ParametricPlot3D[{x, y, omega}, {x, -1.9, 1.9}, {y, -1.9, 1.9}, PlotPoints -> 
50, Mesh -> False,  
AxesLabel -> {"x", "y", "c"},  
 LabelStyle -> Directive[Black, FontFamily -> "Times", Bold, 
16],MaxRecursion ->5, 
BoundaryStyle -> Automatic,BoxStyle -> Directive[Dashed,Blue], 
ColorFunction -> (ColorData["SolarColors"][#1] &)] 
 
B.2 Πρόγραμμα σχεδιασμού περιοχών παγίδευσης στο επίπεδο xy 
 
ppi=N[Pi,15]; 
ni=7; 
bet=5. 
epsi=0.1 
Clear[y] 
phi=ppi/ni; 
psi=2.*phi; 
s=(iota-1.)*phi; 
lamda=Sin[phi]^2./Sin[s]; 
Slamda=NSum[lamda,{iota,2,ni}]; 
mi=2.*Sin[phi]; 
delta=mi*(Slamda+bet*mi^2+2.*bet*epsi*mi^3); 
x1=(1./mi)*Cos[0.*psi]; 
y1=(1./mi)*Sin[0.*psi]; 
x2=(1./mi)*Cos[1.*psi]; 
y2=(1./mi)*Sin[1.*psi]; 
x3=(1./mi)*Cos[2.*psi]; 
y3=(1./mi)*Sin[2.*psi]; 
x4=(1./mi)*Cos[3.*psi]; 
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y4=(1./mi)*Sin[3.*psi]; 
x5=(1./mi)*Cos[4.*psi]; 
y5=(1./mi)*Sin[4.*psi]; 
x6=(1./mi)*Cos[5.*psi]; 
y6=(1./mi)*Sin[5.*psi]; 
x7=(1./mi)*Cos[6.*psi]; 
y7=(1./mi)*Sin[6.*psi]; 
a=x^2+y^2; 
b=(x-x1)^2+(y-y1)^2; 
c=(x-x2)^2+(y-y2)^2; 
d=(x-x3)^2+(y-y3)^2; 
e=(x-x4)^2+(y-y4)^2; 
f=(x-x5)^2+(y-y5)^2; 
g=(x-x6)^2+(y-y6)^2; 
h=(x-x7)^2+(y-y7)^2; 
r0=Sqrt[a]; 
r1=Sqrt[b]; 
r2=Sqrt[c]; 
r3=Sqrt[d]; 
r4=Sqrt[e]; 
r5=Sqrt[f]; 
r6=Sqrt[g]; 
r7=Sqrt[h]; 
r=1./r1+1./r2+1./r3+1./r4+1./r5+1./r6+1./r7; 
c=6.4 
omega=2.*((x^2+y^2)/2.+(1./delta)*(bet*(1./r0+epsi/r0^2)+r)); 
L2=ContourPlot[omega, {x, -2.9, 2.9}, {y, -2.9, 2.9}, Contours -> {c},  
PlotPoints -> 60,MaxRecursion->2,Axes -> True,AxesStyle -> 
{{Thickness[0.001], Dashing[0.0009],  
GrayLevel[0.7]}, {Thickness[0.001], Dashing[0.0009], GrayLevel[0.7]}},  
AxesLabel -> {Style["x", Large, Bold, Black], Style[y"", Large, Bold, 
Black]}, 
LabelStyle -> Directive[Black, Bold, 14],ContourShading -> {{Green}, 
{White}}]; 
L4=ContourPlot[{omega == c},{x, -2.9, 2.9}, {y, -2.9, 2.9} ,  
PlotPoints -> 50, Axes -> True,AxesLabel -> {Style["x", Large, Bold, Black], 
Style["y", Large, Bold, Black]}, 
LabelStyle -> Directive[Black, Bold, 14],AxesStyle -> {{Thickness[0.001], 
Dashing[0.0009],  
GrayLevel[0.7]}, {Thickness[0.001], Dashing[0.0009], GrayLevel[0.7]}}, 
ContourStyle->{Blue,Thickness[0.003]}] 
L5=Show[L2,L4] 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γ 
 
 

Γ.1 ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΑ MATHEMATICA ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 5 
 
Γ.1.1 Πρόγραμμα  για  τη σχεδίαση των διαγραμμάτων Fβ- x 
 
n = 7 
ppi = N[Pi, 15]; 
bet = 2.0 
eps = 0.1 
y = 0; 
phi = ppi/n; 
psi = 2.*phi; 
s = (iota - 1.)*phi; 
lamda = Sin[phi]^2./Sin[s]; 
Slamda = NSum[lamda, {iota, 2, n}]; 
mi = 2.*Sin[phi]; 
u[k_] := (1/mi)*Cos[(k - 1)*psi]; 
v[k_] := (1/mi)*Sin[(k - 1)*psi]; 
dist[k_] := Sqrt[((x - u[k])^2) + (y - v[k])^2]; 
r = Sqrt[x^2 + y^2]; 
R = Sum[1./dist[k], {k, 1, n}]; 
MB = (Slamda + bet*mi^2)/(2*mi^3); 
ZB = r + bet/r0 - MB/r^2; 
ZB1 = (r^2/(MB - r*bet))*R - 1; 
Plot[ZB1, {x, -5.0, 5.0}, Mesh -> False,  PlotRange -> {{-2.5, 2.5}, {-20, 20}}] 
 

 
Γ.1.2 Πρόγραμμα  για  τη σχεδίαση των διαγραμμάτων Fe- x 
 
n = 7; 
ppi = N[Pi, 15]; 
bet = 2. 
eps = 0.0 
y = 0.; 
phi = ppi/n; 
psi = 2.*phi; 
s = (iota - 1.)*phi; 
lamda = Sin[phi]^2./Sin[s]; 
Slamda = NSum[lamda, {iota, 2, n}]; 
mi = 2.*Sin[phi]; 
u[k_] := (1/mi)*Cos[(k - 1)*psi]; 
v[k_] := (1/mi)*Sin[(k - 1)*psi]; 
dist[k_] := Sqrt[((x - u[k])^2) + (y - v[k])^2]; 
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r = Sqrt[x^2 + y^2]; 
R = Sum[1./dist[k], {k, 1, n}]; 
ME = (mi^2 (1 + 2*eps*mi))/Slamda; 
Z = ((ME*r^2/(r + eps))*R) - 1; 
Plot[Z, {x, -0.8, 0.8}, Mesh -> False,  
AxesLabel -> {Style["x", Large, Bold, Blue],  Style["Fe", Large, Bold, Blue]}, 
LabelStyle -> Directive[Blue, Bold, 14], PlotRange -> {-1.5, 1.5},  Ticks -> None] 
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ΠΙΝΑΚΕΣ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ 
 

Πίνακας Γ1   Συντεταγμένες στο χώρο xyC  των εστιακών σημείων για ν=7, β=2 

και διάφορες τιμές της e 

Εστιακά σημεία στο χώρο xyC για β=2 

y x C y x C 
0 -0.48648 7.688334    
0 0.486113 7.699278    

0.05 -0.48386 7.689693 -0.05 -0.48386 7.689693 
0.05 0.483581 7.697914 -0.05 0.483581 7.697914 
0.1 -0.47593 7.693141 -0.1 -0.47593 7.693141 
0.1 0.475882 7.694463 -0.1 0.475882 7.694463 
0.15 -0.46247 7.697004 -0.15 -0.46247 7.697004 
0.15 0.462698 7.690608 -0.15 0.462698 7.690608 
0.2 -0.44307 7.699196 -0.2 -0.44307 7.699196 
0.2 0.443465 7.688419 -0.2 0.443465 7.688419 
0.25 -0.41694 7.698196 -0.25 -0.41694 7.698196 
0.25 0.417288 7.689405 -0.25 0.417288 7.689405 
0.3 -0.38272 7.694123 -0.3 -0.38272 7.694123 
0.3 0.382748 7.693480 -0.3 0.382748 7.693481 
0.35 -0.33783 7.689487 -0.35 -0.33783 7.689487 
0.35 0.337407 7.698137 -0.35 0.337407 7.698137 
0.4 -0.27685 7.688938 -0.4 -0.27685 7.688938 
0.4 0.276272 7.698656 -0.4 0.276272 7.698656 
0.45 -0.18415 7.696047 -0.45 -0.18415 7.696047 
0.45 0.184547 7.691585 -0.45 0.184547 7.691585 
0.48 -0.07697 7.698714 -0.48 -0.07697 7.698714 
0.48 0.079045 7.688828 -0.48 0.079045 7.688828 

 
 
 

Πίνακας Γ2  Συντεταγμένες x, C (y=0) των εστιακών σημείων για ν=7 ,e =0.001, 

0.01, 0.05, 0.1 και διάφορες τιμές της παραμέτρου β 

 x C 
-0.369739129 8.422695957 e = 0.001 

 0.369634409 8.424972345 
-0.372659153 8.428515012 e = 0.01 

 0.372550105 8.430923603 
-0.383407786 8.450370680 e = 0.05 

 0.383281531 8.453324688 
-0.393331761 8.471159884 e = 0.1 

 0.393187796 8.474709198 
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Πίνακας Γ3  Συντεταγμένες x, C (y=0) των εστιακών σημείων, για ν=7, e = -0.01, 

 -0.05, -0.1, -0.118, -
 
0.118036, -0.11804,

 
-0.11806 και διάφορες τιμές της 

παραμέτρου β 

 x C 
-0.365843500 8.415011233 

-0.010273340 8.066942041 

0.010273340 8.066942043 
e=-0.01 

0.365744328 8.417121015 

-0.347389614 8.379822983 

-0.058141408 8.075197470 

0.058141408 8.075197497 
e=-0.05 

0.347313375 8.381278108 

-0.301451008 8.300832895 

-0.147740224 8.121958000 

0.147740290 8.121961981 
e=-0.1 

0.301411199 8.301354903 

-0.237321689 8.210575664 

-0.229882252 8.201577609 

0.229954874 8.201750864 
e=-0.118 

0.237225300 8.210565292 

-0.235803359 8.208720994 

-0.231421376 8.203420895 e=-0.118036 

0.233590087 8.206158078 

-0.234285010 8.206866324 
e=-0.11804 

-0.232960501 8.205264181 

e=-0.11806 -0.233622755 8.206065253 
 

 

Πίνακας Γ4  Συντεταγμένες εστιακών σημείων στο χώρο xyC για ν=7, 

  e=-0.1 και διάφορες τιμές της παραμέτρου β 

y x C y x C 
0 -0.30145 8.300833    
0 -0.14774 8.121958    
0 0.14774 8.121962    
0 0.301411 8.301355    

0.02 -0.30078 8.300861 -0.02 -0.30078 8.300861 
0.02 -0.14638 8.121959 -0.02 -0.14638 8.121959 
0.02 0.14638 8.121961 -0.02 0.14638 8.121961 
0.02 0.300749 8.301327 -0.02 0.300749 8.301327 
0.04 -0.29878 8.300938 -0.04 -0.29878 8.300938 
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0.04 -0.14222 8.121961 -0.04 -0.14222 8.121961 
0.04 0.142222 8.121959 -0.04 0.142222 8.121959 
0.04 0.298753 8.30125 -0.04 0.298753 8.30125 
0.06 -0.2954 8.30105 -0.06 -0.2954 8.30105 
0.06 -0.13501 8.121962 -0.06 -0.13501 8.121962 
0.06 0.135008 8.121958 -0.06 0.135008 8.121958 
0.06 0.295396 8.301138 -0.06 0.295396 8.301138 
0.08 -0.29061 8.301173 -0.08 -0.29061 8.301173 
0.08 -0.12421 8.121961 -0.08 -0.12421 8.121961 
0.08 0.124206 8.121959 -0.08 0.124206 8.121959 
0.08 0.290628 8.301015 -0.08 0.290628 8.301015 
0.1 -0.28435 8.30128 -0.1 -0.28435 8.30128 
0.1 -0.10875 8.121959 -0.1 -0.10875 8.121959 
0.1 0.108753 8.121961 -0.1 0.108753 8.121961 
0.1 0.284375 8.300907 -0.1 0.284375 8.300908 

0.12 -0.27649 8.301345 -0.12 -0.27649 8.301345 
0.12 -0.08618 8.121958 -0.12 -0.08618 8.121958 
0.12 0.086181 8.121962 -0.12 0.086181 8.121962 
0.12 0.276536 8.300843 -0.12 0.276536 8.300843 
0.14 -0.26693 8.301347 -0.14 -0.26693 8.301347 
0.14 -0.04719 8.121961 -0.14 -0.04719 8.121961 
0.14 0.047193 8.121958 -0.14 0.047193 8.121959 
0.14 0.266969 8.30084 -0.14 0.266969 8.30084 
0.16 -0.25544 8.30128 -0.16 -0.25544 8.30128 
0.16 0.255479 8.300908 -0.16 0.255479 8.300908 
0.18 -0.24178 8.301154 -0.18 -0.24178 8.301154 
0.18 0.241792 8.301034 -0.18 0.241792 8.301034 
0.2 -0.22553 8.301001 -0.2 -0.22553 8.301001 
0.2 0.225514 8.301187 -0.2 0.225514 8.301187 

0.22 -0.20608 8.300872 -0.22 -0.20608 8.300872 
0.22 0.206035 8.301316 -0.22 0.206035 8.301316 
0.24 -0.18241 8.300836 -0.24 -0.18241 8.300836 
0.24 0.182343 8.301351 -0.24 0.182343 8.301351 
0.26 -0.15254 8.300953 -0.26 -0.15254 8.300953 
0.26 0.152493 8.301235 -0.26 0.152493 8.301235 
0.28 -0.1116 8.301216 -0.28 -0.1116 8.301216 
0.28 0.111653 8.300972 -0.28 0.111653 8.300972 
0.3 -0.02921 8.301258 -0.3 -0.02921 8.301258 
0.3 0.029467 8.300929 -0.3 0.029467 8.300929 
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Πίνακας Γ5  Συντεταγμένες x , C (y=0) των εστιακών σημείων για    

      ν = 7,11,27 και για διάφορες τιμές του β 

ν=7
β x C 
2 0.486113 7.699278 
5 0.509106 7.063285 
10 0.528688 6.588914 
20 0.545981 6.214148 
50 0.561664 5.905736 

ν=11
β x C 
2 0.792189 16.43545 
5 0.809858 15.78151 
10 0.827901 15.15897 
20 0.846592 14.55822 
50 0.866267 13.97032 

ν=27
β x C 
2 2.167223 77.95396 
5 2.166093 78.02553 
10 2.164571 78.12211 
20 2.162411 78.25954 
50 2.159109 78.47048 

 
 
 

Πίνακας  Γ6  Αριθμητικές τιμές  των μέσων αποστάσεων e
μx και των μέσων 

Ιακωβιανών σταθερών e
μC των εστιακών σημείων, της εξωτερικής και εσωτερικής 

εστιακής καμπύλης, για ν=27 και για διάφορες τιμές του e(y=0). 

 
e
μx  e

μC  

0.051087081 78.02970976 -0.05000 
 2.181319566 68.13675499 

0.104435429 68.15267365 -0.10000 
 2.181940675 78.03588949 

0.160182403 68.18098606 -0.15000 
 2.182622823 78.04267623 

0.218474638 68.22337237 -0.20000 
 2.183375327 78.05016646 

0.279468417 68.28173921 -0.25000 
 2.184209598                 78.05847490 

0.343329922 68.35825176 -0.30000 
 2.185139644 78.06774252 

-0.40000 0.480370294 68.57589129 
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2.187361002 78.08990054 
                 0.631115540 68.90028547 -0.50000 

 2.190241314 78.11867971 
0.797194147 69.36235344 -0.60000 

 2.194119979 78.15752006 
0.980212989 70.00150635 -0.70000 

                 2.199611910 78.21268454 
1.181396511 70.86629685 -0.80000 

 2.207946468 78.29678235 
1.400543471 72.01014113 -0.90000 

 2.221928564                  78.43890060 
1.632598665 73.46463211 -1.00000 

 2.249168491 78.71954043 
1.855478225 75.11561215 -1.10000 

 2.313842354 79.40623861 
1.875257668 75.27491837 -1.11000 

 2.324421694 79.52136285 
                 1.894270140 75.43008886 -1.12000 

 2.336060821 79.64894542 
1.912438459 75.58025635 -1.13000 

 2.348836449 79.79011151 
1.929694141 75.72460251 -1.14000 

 2.362816304 79.94594609 
2.012123342 76.43773272 -1.20000 

 2.473838655  81.23580235 
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EXTENDED ABSTRACT 

The N-body problem is one of the most important issues in Celestial Mechanics. In 

the relevant literature there are many particular cases for systems with N>3. One of 

these cases is based upon a model where the N-1 of the bodies-members of the 

system are considered to have equal masses m and are located at the vertices of an 

imaginary regular polygon, while another body with different mass m0 is located at 

the center of mass of the system. In the resultant force field created by the N big 

bodies, there is a very small body which moves without affecting the motion of the 

primaries. The initial statement of the problem was based on the assumption that all 

big bodies create Newtonian force fields.  

Newton’s theory dominated for many centuries, and still does, since it has been able 

to explain the motion of the bodies in a very simple way. However, some physical 

phenomena, such as the motion of the apsidal line of the Moon, which were already 

known at that time, could hardly be explained within this framework. Newton 

himself knew that his theory could not give a precise and convincing answer to this 

problem and for this reason he proposed in the "margin" of his famous and classic 

work Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (Book I, Article IX, Proposition 

XLIV, Theorem XIV, Corollary 2) an improvement of his universal law of gravity, 

by inserting a corrective term of the form 1/r2. Many years later, Manev (1924) 

proposed a similar corrective term. This corrective term was adjusted by some 

authors to provide a justification for the perihelion advance of Mercury, or to 

explain some relativistic effects without using the theory of relativity. In 2004, an 

improved version of the gravitational ring (N+1)-body problem was presented by 

Arribas & Elipe. It was based on the assumption that the central body of the 

primaries configuration is spheroid and the authors used the Manev-type potential to 

express the non-sphericity of the body. However, in this case the term was inserted 

only in the stage when the force function of the system was in its final form and not 

from the beginning of the process. A little later, Elipe et al., (2007) studied the 

periodic motions of the particle in the same dynamic system.  
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Here, we adopt the same model but the corrective term is taken into account from 

the start of the derivation process of the equations of motion of the small body, 

improving in this way the expression of the force function of the dynamic system. 

Although this small difference in the consideration of the problem does not create 

crucial changes to some of its dynamic aspects when the parameter measuring the 

oblateness is positive (oblate body), it may do so when this parameter is negative 

(prolate body).  

Under these circumstances we consider that the central body creates a Manev-type 

potential 2
2

A B
V(r) = -k Mm +

r r

 
 
 

, where A=1 and B=eα with α being the side of the 

regular polygon of the primaries configuration. The problem is characterized by 

three parameters, namely the number ν of the peripheral primaries, the mass 

parameter β=m0/m and a coefficient e which measures the contribution of the non-

Newtonian term of the potential. Parameter ν is always a positive integer number; 

parameter β takes real positive values, while parameter e takes small real values 

(either negative or positive). Obviously, when e=0 then we obtain the pure 

gravitational case. 

Besides the derivation of the dimensionless equations which describe the motion of 

the small body in a synodic coordinate system, we investigate the equilibrium 

locations, their stability and the effect of the above parameters on these features as 

well as, the zero-velocity curves and surfaces and their parametric evolution, the 

existing focal points and focal curves, the basins of attraction, the simple and 

multiple periodic orbits, their characteristic curves, their stability and their 

bifurcations for various values of the parameters β and e. 

The structure of the present dissertation involves an Introduction, eleven chapters, 

bibliography and three appendices. Subsequently, we shall give a brief description 

of the contents of the 11 main chapters of the thesis: 

Chapter 1. In the first part of this chapter we briefly refer to the basic principles of 

classic dynamics and the Newton’s Law of Gravitation. We explain the notion of the 

potential and we give a classification of the various types of it from a mathematical 
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point of view. Then we make a short introduction to the general N-body problem by 

focusing our interest to regular polygon formations and models that have been 

proposed and investigated in the past regarding their central character. We explain 

the meaning of the homographic solutions and the conditions under which there are 

states of relative equilibria among the bodies-members of configuration. In the 

second part of the chapter we make an historical review of the physical problems 

that the classical Newtonian theory was not able to give convincing answers to, and 

we shortly describe the efforts of Newton himself as well as of his descendants to 

insert various corrective terms in the fundamental expression of the Universal 

Gravitational law in order that these problems could be solved in the frame of the 

classical theory. Attempts to insert various forms of "corrective terms" have been 

made before and after the appearance of the theory of relativity. Manev in 1924 

proposed a corrective term to provide justification for the perihelion advance of 

Mercury and to explain some relativistic effects without using the theory of 

relativity. In the present thesis we assume that the central primary of a ring-type N-

body configuration creates a Manev-type potential. In this improved model we shall 

investigate some dynamic aspects of the small body which moves in the resultant 

field created by the big bodies of the configuration. 

Chapter 2. The first part of this chapter is dedicated to the description of the N+1 

bodies ring problem and some general geometric characteristics. We formulate the 

problem in an inertial coordinate system Oξηζ where plane Oξη coincides with the 

plane of the primaries. Then we express the equations of particle motion in a 

synodic system Oxyz located at the mass center of the primaries formation (Figure 

1), the plane Oxy of which coincides with Oξη plane. We assume that the primaries 

are in relative equilibrium and rotate around the perpendicular axis OζΟz with 

constant angular velocity ω, here taken as unity. We take the line which connects the 

central primary P0 with a peripheral one, let us say P1, as the x-axis of the synodic 

system. Finally we normalize the physical quantities to obtain a system of second 

order differential equations where all the quantities are dimensionless. From these 

equations we obtain a Jacobian-type integral of motion. Of great importance is Δ 
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quantity which appears in both the equations of motion and the Jacobian integral. 

This quantity depends on all three parameters ν, β and e and must always be 

positive, a fact that is reflected on all dynamic aspects of the system. In other words, 

in the case where e<0, the values of e must satisfy the relation, 

2

3

Λ +βM
e > -

2βM
                                                 

 

Figure 1. The configuration of the problem 

 

Chapter 3. We numerically investigate the existing equilibrium locations of the 

particle for various values of the parameters. When e0 all these positions are 

located on the xy-plane and are distributed on either five or three equilibrium zones 

depending on the values of parameters e and β. More specifically, when e=0 (pure 

gravitational case) there is a critical value β=lν where a transition from five to three 

zones occurs. When e>0, this change occurs for several pairs of the two parameters 

(β, e) the locus of which is a continuous curve whose exact form depends on the 

number ν of the peripheral primaries. The precise determination of this bifurcation 

curve is of great importance not only for the study of the equilibrium points but also 

in other areas of our investigation. We note that all the equilibria which belong to a 

particular zone are "dynamically equivalent" positions in the sense that they are 

characterized by the same Jacobian constant and have the same stability status. 

When e<0, two new equilibrium zones which lie on the same plane Oxy, namely E1 

and E2, may appear. These locations evolve inside the circle of the peripheral 

primaries and very close to the central primary. The equilibria of E1 zone lie on the 
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radii, where the equilibria that belong to A1 and C1 zones also appear (collinear 

equilibria), while those of E2 zone  lie on the same radii, where the equilibria of A2, 

B and C2 are traced (triangular equilibria). The study of the existing equilibrium 

zones when e<0 led us to construct a bifurcation diagram which consists of three 

bifurcation curves, BC0, BC1 and BC2 which intersect, converge or coincide in some 

parts of the diagram (e, β), this way dividing the whole area into five sub-regions. 

We have found that there are some general rules which determine the number and 

the type of the existing equilibrium zones in these sub-regions. These are 

summarized as follows: 

 On the left side of BC0, B and A2 zones appear.  

 On the left side of BC1, Ε1 and Α1 zones disappear.  

 On the left side of BC2, Α2 and Ε2 zones do not exist.  

The bifurcation diagram, the exact form of which depends on ν, is of great 

importance and constitutes the basis of any study related to the existence of the 

equilibrium points. When e<0, in addition to the planar equilibria, two out-of-plane 

equilibria L-Z and L+Z appear on the z-axis of the synodic system and in symmetric 

positions with respect to the xy-plane. In any case, the locations of the existing 

equilibria, their linear stability and their parametric variations have exhaustively 

been studied. We have found that all these equilibria are unstable for any value of 

the three parameters ν, β and e. 

Chapter 4. By means of the Jacobian-type integral and by assuming particle 

motions on the xy-plane, we draw the networks of zero-velocity curves, which for 

each value of C, separate the regions of this plane where motion is permitted 

(positive kinetic energy) from those where this motion is forbidden (negative kinetic 

energy). By considering a third axis which counts the values of the Jacobian 

constant C, we obtain, for each zero-velocity diagram, a corresponding three-

dimensional plot, called zero-velocity surface of particle planar motion. We observe 

that, in the zero-velocity surfaces, a folding of the central "chimney" towards its 

interior occurs immediately after e becomes negative and for very high values of the 

Jacobian constant C. This folding causes the appearance of the two new zones E1 
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and E2 and of the two out-of-plane equilibrium positions that we have mentioned 

before. As a consequence, when C decreases, the zero-velocity curves on the xy-

plane which evolve near the central primary form a small, almost circular area inside 

which the motion of the particle is forbidden. This area is surrounded by a narrow, 

almost circular ring-type area where motion is both permitted and trapped. We also 

investigate with the Jacobian constant C the evolution of the permitted areas of 

motion and we study the parametric variation of this evolution. When e<0 this 

evolution is affected and determined by the bifurcation curves of the respective 

bifurcation diagram.  

Chapter 5. In this chapter we discuss a property of the zero-velocity curves and 

surfaces which characterizes the planar motion of a particle in a ring-type (N+1)-

body system where the central primary creates a Manev-type potential field. For a 

given ν and by keeping one of the remaining two parameters, β or e (which are 

associated with the central primary) constant, we use the term "focal" points to 

denote the existing common intersection points of all superposed curves C=C(x, 

y=yC; ν, β, e) drawn for various values of the third parameter. This means that the 

focal points are of two kinds; those obtained by keeping β constant and by varying 

parameter e and those obtained by applying the process vice versa. We first prove 

their existence and we provide relations for the exact computation of their 

coordinates. These points belong to three-dimensional wavy continuous curves in 

the xyC space, the focal curves, which present the same symmetry as the geometric 

configuration of the primaries and of the resultant force field (rotations through an 

angle 2π/ν about an axis perpendicular to the plane of the primaries passing through 

the center of mass O). Therefore, for a particular ν, two kinds of focal curves may 

exist; (1) those obtained when β is kept constant and parameter e varies and, (2) 

those obtained when e is kept constant and the mass parameter β varies. In the 

former case there is always one focal curve which is the locus of the non zero-roots 

of a function Fβ that is independent of e, while in the latter case the focal points are 

the non-zero roots of a function Fe which is independent of β. Here we have two 

sub-cases; if e0 there is only one focal curve which evolves on and around the 
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central part of the zero-velocity surface. However, if e< 0, the existing focal curves 

develop on the external and the internal parts of the zero-velocity surface which 

surrounds the central primary. Their existence, size and evolution depend on the 

values of e and ν.  

Each focal curve has local minima and maxima regarding the Jacobian constant C. 

The maximum values Ck appear on the radii which connect the central primary to 

the peripheral ones (collinear or k focal points), while their minimum values Ck’ 

appear on the bisectors of the angles formed by the central and two consecutive 

primaries (triangular or k' focal points). The number of k and k' points, is equal to 

the number ν of the peripheral primaries. The absolute differences of the coordinates 

between the minima and maxima get smaller as ν increases.  We also deal with the 

parametric variation of these points and curves and explain the mechanism of their 

evolution. Finally, we have discovered that functions Fβ and Fe also have common 

intersection points which lie on circles the radii of which depend on the number ν of 

the peripheral primaries.  

Chapter 6. In this chapter we study the zero-velocity surfaces, that is, the surfaces 

which determine the regions of the permitted three-dimensional motion of the small 

body. If for a given triad (ν, β, e) we change the value of the Jacobian constant C, 

then we observe changes of the zero-velocity surfaces which have to do with their 

shape and dimensions. Some surfaces may be closed and some others may be open. 

However, crucial spatial changes of the zero-velocity surfaces occur at the values of 

C which characterize the existing equilibrium zones (or the out-of plane points). All 

these changes have been studied by means of the diagrams C-β which are 

constructed for a given ν and for a constant value of e. In such a diagram we plot the 

variation of C with the third parameter β for each existing equilibrium zone. 

Therefore we obtain as many curves as the number of the existing equilibrium zones 

(or out-of –plane points). These curves intersect in many points which are 

bifurcation points of the evolution of the zero-velocity surfaces in the sense that at 

the C-values of these points the aforementioned spatial changes take place. We have 

restricted our study to configurations with ν=7 and we have studied several cases 
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with various values of e and β in order to reveal and describe the complex evolution 

of the zero-velocity surfaces and therefore  the regions of three-dimensional space 

where solutions may exist. 

Chapter 7. Here we study the regions of convergence of the equilibrium positions 

of the small particle. The non-linear algebraic system, which results from the 

introduction of the necessary and sufficient conditions for equilibrium in the 

equations of particle motion, is solved numerically by using an algorithm, provided 

that an initial approximation is given. The iterative process stops at the desired target 

which is an equilibrium point. We can consider the process of the consecutive 

iterations as one, where the determination of successive approximating values-points 

forms a crooked path-line leading to the desired target, which is an equilibrium 

point. As a consequence, the set of the initial points that lead to the points of a 

particular equilibrium zone is called an "attracting domain" or "region of 

convergence" or "basin of attraction" (Croustalloudi & Kalvouridis, 2004, 2007; 

Kalvouridis, 2009). We shall use hereafter all three terms. We restrict our 

investigation to the planar equilibrium zones (z=0) and we apply the well-known 

Newton-Raphson’s method by scanning both axes of plane Oxy in the intervals 

 0x 2.5,0) (0,2.5   ,  0y 0,2.5  with steps Δx0=Δy0=0.005. The converging 

initial pairs (x0, y0) are then divided into as many groups as the number of the 

existing equilibrium zones. At the same time, we record the number of the iterations 

(steps) required to find an equilibrium position with a predetermined accuracy (here 

10-8). The attracting domain of each zone presents, as it is expected, all the 

symmetry elements of the primaries arrangement. It generally consists of some 

"compact" parts, that is, areas all the points of which lead to the equilibrium 

positions of this particular zone and therefore exhibit a deterministic quality since 

small alterations in their values lead to the same target. There are also dispersed 

points that lie on the boundaries of the "compact" regions of the aforementioned or 

other zones. Therefore, these boundaries are not clearly defined and are 

characterized by a chaotic behavior in the sense that these points are very sensitive 
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to small alterations of their values, so that the prediction of their final destination 

becomes extremely difficult.  

Chapter 8. This chapter is dedicated to the basic theory of the periodic orbits. We 

present the terminology used in the next two chapters and the general properties of 

the matrizant for this kind of solutions. Furthermore, we provide a short outline of 

the methods used in order to search and trace the periodic orbits which are 

symmetric with respect to the x-axis of the synodic coordinate system, and we 

briefly discuss both the methodology applied for the determination of the linear 

stability of the periodic orbits and the bifurcation theory concerning the 

characteristic curves of the families that these orbits form in the phase space of the 

initial conditions.    

Chapter 9-10. In chapter 9 we numerically investigate the symmetric simple 

periodic orbits, while in chapter 10 the symmetric multiple (double and triple) 

periodic orbits. We have applied the methodology developed in the previous chapter 

to both the gravitational case and five different cases of parameters with e<0 and 

more than 120 families have been found and examined in each of the 

aforementioned cases. The case of e>0 displays the same quality characteristics as 

the gravitational one without any major differences in the outcoming results. 

In each case we have investigated the evolution of the orbits along the characteristic 

curves, the parametric evolution of the diagrams x0-C, x0-T/2 and C-T/2, as well as 

the parametric variation of some dynamic characteristics, like the velocities at t=0 

and t=T/2 etc. More specifically, with respect to the simple periodic orbits, we have 

investigated the behavior of the dynamic system when, for a constant value of 

parameter e we have varied the mass parameter β and vice versa. 

All kinds of orbits have been calculated for positive values of the initial velocity 

( 0y > 0 ), while the variation of parameters β and e has resulted in a variation of 

family distribution, since some families cease to exist, some others change their 

evolution while others immerse. 

In the process of parametric variation of the different quantities of the simple 

symmetric orbits of the dynamic problem, for e<0, we have discovered that by 
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keeping the value of the mass parameter β constant while varying the absolute value 

of e, we obtain similar results to those obtained when we keep the negative value of 

e constant while decreasing the value of β.Moreover, when we increased the value 

of parameter β and  kept the negative value of e constant, the same dynamic 

behaviour occurred as in the process of decreasing the absolute value of e while 

keeping parameter β constant.  

Of great interest are the cases where for e<0 the equilibrium points of Ε2 (for x0<0) 

and Ε1 (for x0>0) zones appear. From these points two main families of s.p.o. 

emanate, which bifurcate with many families of simple, double, triple or multiple 

p.o. For a certain value of e, each of the main families breaks into two branches. As 

e decreases, the two groups of families finally disappear. 

We also investigate the linear stability by calculating the stability parameter α and 

by drawing the corresponding stability diagrams α-x0 or α–C. Based upon these 

diagrams we have located the bifurcation points on the characteristic curves from 

which second generation families emanate. 

Chapter 11. In the last chapter of the thesis we systematically summarize the rich 

conclusions and results obtained so far from the investigation of the dynamic 

properties of the small body in the considered configuration. The results are 

organized and coded in such a way as to give the reader just a faint idea of the hard 

work which is hidden behind the pages of this thesis. We close this chapter by 

exposing the future perspectives of the problem by either extending our study on the 

existing model or by improving it in various ways.  

Furthermore, the thesis contains:  

An extensive bibliography which gives the reader all the necessary information 

about the bibliographic sources which have been used in the present thesis and 

which could be useful for further study and three Appendices in which we give some 

of the codes and programs of Mathematica constructed throughout our study, as well 

as tables with numerical data and results obtained so far. 

The text is enriched with more than 750 figures, plots and diagrams as well as, with 

76 tables containing some indicative results.  
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By taking advantage of the rich experience acquired during the study of this 

particular problem, our future research will mainly focus on two scientific targets:  

o To improve the particular model by considering that all the peripheral bodies 

create Manev-type potential fields that are characterized by the same e as the 

central body or by a different Manev parameter e. In the latter case the 

number of the parameters and the complexity of the model, obviously 

increase. 

o To consider other types of potentials (Schwarzschild, Yukawa, etc.) which 

have been proposed in the past. 

 

 




