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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

Η μηχανική συζευγμένων ηλεκτρικών και ελαστικών πεδίων σε πιεζοηλεκτρικά μέσα 

συνδέεται με τα συνοριακά προβλήματα της ηλεκτροελαστικότητας .  

Η σύζευξη μηχανικών και ηλεκτρικών πεδίων καθώς και η ανισοτροπία προκαλούν 

επιπρόσθετες δυσκολίες στην ανάλυση των συνοριακών προβλημάτων της 

ηλεκτροελαστικότητας . Η τάξη των διαφορικών εξισώσεων αυξάνεται και το γεγονός ότι οι 

μηχανικές και ηλεκτρικές συνοριακές συνθήκες δεν είναι συνήθως διαχωρίσιμες μας 

αναγκάζει να εξετάσουμε τα μιγαδικά συνοριακά προβλήματα της μαθηματικής φυσικής . Η 

χρήση μιγαδικών μεταβλητών με σκοπό να λύσουμε τα διδιάστατα προβλήματα της 

ηλεκτροελαστικότητας , τα μετατρέπει στα αντίστοιχα συνοριακά προβλήματα που 

λύνονται μέσω της θεωρίας των αναλυτικών συναρτήσεων . Στην περίπτωση 

πιεζοκεραμικών οι μηχανικές και ηλεκτρικές ποσότητες εκφράζονται μέσω τριών 

αναλυτικών συναρτήσεων μιγαδικών μεταβλητών .  

Η ανάπτυξη διαφόρων μεθόδων που αφορούν  προβλήματα της μαθηματικής φυσικής , της 

ηλεκτροδυναμικής και της ελαστικότητας , κατέληξε στον σχεδιασμό μίας αρκετά ακριβούς 

προσέγγισης που ονομάζεται μέθοδος των συνοριακών ολοκληρωτικών εξισώσεων 

(method of boundary integral equations – mbie) . Βασίζεται στην αναπαράσταση των 

εσωτερικών ποσοτήτων (ποσότητες στο εσωτερικό του σώματος) από ολοκληρώματα στο 

σύνορο αυτού , τα τελευταία είναι οι συνελίξεις ορισμένων ‘’πυκνοτήτων’’ . Οι 

‘’πυκνότητες’’ στις ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις των λύσεων είναι έγκυρες μόνο στο 

σύνορο και το πρόβλημα του προσδιορισμού τους έχει μία λιγότερη διάσταση σε σχέση με 

το αρχικό συνοριακό πρόβλημα . Η αντικατάσταση των οριακών τιμών των λύσεων στις 

συνοριακές συνθήκες καταλήγει σε συνοριακές ολοκληρωτικές εξισώσεις με αγνώστους τις 

‘’πυκνότητες’’ . Η λύση λαμβάνεται αριθμητικά . Όταν ασχολούμαστε με προβλήματα 

περίθλασης ελαστικών κυμάτων σε ετερογένειες τύπου ρωγμής ή άκαμπτου εγκλείσματος , 

αυτό που είναι σημαντικό είναι η κατασκευή των ολοκληρωτικών αναπαραστάσεων των 

λύσεων , με τέτοιο τρόπο ώστε οι τελευταίες να μας παρέχουν την ύπαρξη του άλματος 

μετατόπισης ή της τάσης, όταν το κύμα φθάνει στο ελάττωμα .  

Στη διεπιφάνεια (ή στη ρωγμή) ορισμένες συνιστώσες των συζευγμένων πεδίων είναι 

ασυνεχείς , ενώ άλλες είναι συνεχείς . Οι ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις των λύσεων 

πρέπει να ικανοποιούν τις συνθήκες σύζευξης και να προσδιορίζουν τη συμπεριφορά των 

λύσεων στο άπειρο .  

Η παραπάνω προσέγγιση περιέχει τα εξής βασικά βήματα:  

1) την κατασκευή των θεμελιωδών λύσεων των αντιστοίχων εξισώσεων της 

ηλεκτροελαστικότητας  

2)  την εξαγωγή των ολοκληρωτικών αναπαραστάσεων των λύσεων  

3)  την αναγωγή των τελευταίων σε σύστημα ιδιόμορφων ολοκληρωτικών εξισώσεων   

4) την αριθμητική επίλυση των τελευταίων. Με το τελευταίο βήμα δεν θα 

ασχοληθούμε εκτενώς σε αυτήν την εργασία , το μόνο που θα αναφέρουμε είναι το 
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πώς καταλήγουμε από την ιδιόμορφη ολοκληρωτική εξίσωση σε ένα αλγεβρικό 

σύστημα εξισώσεων με αγνώστους τη συνάρτηση που αναζητούμε στους κόμβους 

της παρεμβολής [1] , παράρτημα-μέρος Α (στο παράρτημα-μέρος Α εισάγουμε και 

την έννοια της ιδιόμορφης ολοκληρωτικής εξίσωσης [3]) (Το μέρος Β του 

παραρτήματος αναπτύσσει ορισμένες έννοιες που είναι ίσως άγνωστες) . 

Στην εργασία αυτή θα παρουσιάσουμε την biem σε διδιάστατα στατικά και δυναμικά 

προβλήματα τμηματικά ομογενών πιεζοκεραμικών σωμάτων .  
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INTRODUCTION 

 

Mechanic of coupled electric and elastic fields in piezoelectric media is connected with the 

statement of boundary problems of electroelasticity. 

The coupling of mechanical with electric fields and anisotropy causes additional difficulties 

into the analysis of the boundary problems of electroelasticity. The order of the differential 

equations for the field quantities increases and the fact that the mechanical and electric 

boundary conditions are not usually separable forces us to consider the complex boundary 

problems of the mathematical physics. The use of complex variables to deal with two 

dimensional problems of electroelasticity reduces them to the corresponding boundary 

problems solved within the theory of analytical functions. For the case of piezoceramics the 

mechanical and electric field quantities are expressed by three analytical functions with 

complex variables.  

The development of the methods of the potentials theory for problems of mathematical 

physics, electrodynamics and elasticity brought to the design of a rather powerful and 

efficient approach usually called the method of boundary integral equations (mbie). It is 

based on the representation of the inner field quantities by integrals over the boundary 

areas which are the convolutions of some ‘’densities’’ with definite differential operators 

that are functions of the fundamental solutions of the corresponding equations. The 

‘’densities’’ in the integral representations of the solutions are valid only in the boundary 

area and therefore the problem of their determination has one less dimension than the 

initial boundary problem. The substitution of the limiting values of the solutions into the 

boundary conditions brings to boundary integral equations with respect to the ‘’densities’’. 

The solution is obtained numerically. When considering problems of diffraction of elastic 

waves on the linear heterogeneities of crack or rigid inclusion types, what is important is the 

construction of the integral representations for the solutions, in a way that they should 

provide the existence of the jump of the displacement (or stress) on the front of the defect.  

On the interphase (or on the line of the crack) certain components of the coupled fields have 

discontinuities, while others cross it continuously. Therefore the integral representations of 

the solutions of the boundary problem should be correct, they can satisfy these conditions 

of coupling and also definite behavior of the solutions at infinity. 

The proposed approach contains the following principal components:  

1) the construction of the fundamental solutions of the corresponding equations of 

electroelasticity 

2) the derivation of the integral representations of the boundary problems solutions 

3) the reduction of the latter to the system of singular integral equations  

4)  an approximate numerical solution of the obtained equations (with the last step will 

not deal extensively in this work). 

In this work we present the biem in two dimensional static and dynamic problems in 

partially homogeneous piezoceramic bodies. 
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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

 

 

Η διάρθρωση της εργασίας έχει ως εξής: 

Το 1ο κεφάλαιο είναι εισαγωγικό καθώς ασχολούμαστε με την εξίσωση θερμικής 

αγωγιμότητας , τις εξισώσεις Maxwell , τον νόμο του Hooke και με τα ιδιόμορφα πεδία που 

αναπτύσσονται σε ρηγματωμένα σώματα .  

Το 2ο κεφάλαιο πραγματεύεται τις βασικές εξισώσεις της γραμμικής ηλεκτροελαστικότητας 

και πιο συγκεκριμένα τη γραμμική θεωρία του πιεζοηλεκτρισμού , τις καταστατικές 

εξισώσεις των πιεζοηλεκτρικών κεραμικών , πως διατυπώνονται τα διδιάστατα προβλήματα 

της ηλεκτροελαστικότητας για διάφορες κρυσταλλογραφικές κλάσεις , τις συνοριακές 

εξισώσεις που διέπουν τα παραπάνω προβλήματα . Τέλος , κάνουμε μία εισαγωγή στη 

θραύση πιεζοηλεκτρικών υλικών λόγω άσκησης συζευγμένων πεδίων διαφορετικής φύσης 

(ελαστικά , ηλεκτρικά) .  

Στο 3ο κεφάλαιο παρουσιάζονται ορισμένα διδιάστατα στατικά προβλήματα της 

ηλεκτροελαστικότητας σε πιεζοηλεκτρικούς διμορφισμούς που διαθέτουν ατέλειες τύπου 

ρωγμών και κοιλοτήτων . Ο όρος διμορφισμός αναφέρεται σε ένα κυλινδρικό σώμα που 

αποτελείται από δύο συνεχώς συνδεδεμένα ετερογενή κυλινδρικά σώματα, κατά μήκος του 

κοινού μέρους της πλευρικής επιφανείας . Τέτοια τμηματικά ομοιόμορφα σώματα είναι οι 

σύνθετες πλάκες που αποτελούνται από δύο ετερογενείς πλάκες συνεχώς συνδεδεμένες 

κατά μήκος του επιπέδου συνόρου τους.Οι λύσεις μας θα έχουν μιγαδική μορφή , 

επιτρέποντας σε εμάς να καταδείξουμε τις ιδιομορφίες των πεδίων στη γειτονιά της αιχμής 

της ρωγμής . Επίσης , μετατρέπουμε τα αντίστοιχα συνοριακά προβλήματα της 

ηλεκτροελαστικότητας σε συστήματα ιδιόμορφων ολοκληρωτικών εξισώσεων. 

Το 4ο κεφάλαιο πραγματεύεται τη διάδοση κύματος διάτμησης σε πιεζοηλεκτρικό υλικό 

που περιέχει σήραγγες ρωγμών . Προβλήματα της ηλεκτροελαστικότητας μετατρέπονται , 

με τη βοήθεια της αντίστοιχης συνάρτησης Green , σε ιδιόμορφες ολοκληρωτικές εξισώσεις 

πρώτου είδους .  

Το 5ο κεφάλαιο πραγματεύεται αντεπίπεδα προβλήματα της ηλεκτροελαστικότητας καθώς 

ένα κύμα διάτμησης διαδίδεται σε πιεζοκεραμικό υλικό που περιέχει σήραγγα κοιλοτήτων 

και ανομοιογενή κυλινδρικά εγκλείσματα . Θα εξάγουμε τις ιδιόμορφες ολοκληρωτικές και 

ολοκληρο-διαφορικές εξισώσεις για τη διερεύνηση της συγκέντρωσης των τάσεων στη 

γειτονιά των ανομοιογενειών .  

Στο 6ο κεφάλαιο παρουσιάζουμε κάποιες εφαρμογές των συνοριακών ολοκληρωτικών 

εξισώσεων και των μεθόδων ολοκληρωτικών μετασχηματισμών που χρησιμοποιούνται για 

την επίλυση των μεικτών δυναμικών προβλημάτων της ηλεκτροελαστικότητας . 

Περιγράφουμε αντεπίπεδα συνοριακά προβλήματα ηλεκτρικής και μηχανικής φόρτισης 

πιεζοκεραμικών σωμάτων με ηλεκτρόδια .  
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Στο 7ο κεφάλαιο παραθέτουμε τη θεωρία για την αντεπίπεδη παραμόρφωση των 

πολωμένων πιεζοκεραμικών (στο πλαίσιο της γραμμικής δυναμικής των πιεζοηλεκτρικών) 

καθώς και ορισμένες εφαρμογές . Συγκεκριμένα , αρμονικές ως προς τον χρόνο δονήσεις 

(ελεύθερες και εξαναγκασμένες) πεπερασμένων σωμάτων (πολωμένων κεραμικών πλακών) 

και την ανάκλαση ενός αντεπιπέδου κύματος στο σύνορο ενός κεραμικού ημιχώρου. 

Τέλος, παρουσιάζονται τα συμπεράσματα της ανάλυσης που κάναμε και προτείνονται 
θέματα για μελλοντική έρευνα.  
 
Η παρούσα μεταπτυχιακή εργασία υλοποιήθηκε κατά το εαρινό εξάμηνο του 
ακαδημαικού έτους 2012‐13, στα πλαίσια του Διατμηματικού Προγράμματος 
Μεταπτυχιακών Σπουδών «Εφαρμοσμένη Μηχανική», με συντονίζουσα σχολή τη Σχολή 
Εφαρμοσμένων Μαθηματικών και Φυσικών Επιστημών ΕΜΠ. 
Στο σημείο αυτό, οφείλω να ευχαριστήσω τον Επιβλέποντα Καθηγητή της εργασίας 
Ευστάθιο Ε. Θεοτόκογλου, Καθηγητή ΕΜΠ, για τις συμβουλές και τις παρατηρήσεις του. 
Ιδιαίτερα θα ήθελα να ευχαριστήσω τον  Δρ. Πολιτικό Μηχανικό Ιωάννη 
Σταμπούλογλου, η βοήθεια του οποίου στην παρούσα εργασία υπήρξε πολύτιμη. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

 ΠΕΔΙΑ ΣΕ ΣΤΕΡΕΑ ΣΩΜΑΤΑ 

 

1.1 ΠΕΔΙΟ ΘΕΡΜΟΤΗΤΑΣ. Η ΕΞΙΣΩΣΗ ΘΕΡΜΙΚΗΣ ΑΓΩΓΙΜΟΤΗΤΑΣ 

 

Η θερμοκρασία ενός σώματος σχετίζεται με τη θερμική ισορροπία αυτού . Αν σε ένα 

πεπερασμένο σώμα , όγκου V , θεωρούμενο σαν ένα σύνολο υλικών σημείων ( )P χ

στοιχειώδους όγκου V , υπάρξει θερμική ισορροπία τη χρονική στιγμή t  και για ένα 

στοιχειώδες χρονικό διάστημα t  , τότε η θερμοκρασία ορίζεται από το βαθμωτό πεδίο 

 ( , ) ( , ), ( )iT T P t T t   χ χ χ ( i = 1,2,3)                                                                                 (1.1) 

Η ποσοτική περιγραφή της θερμικής κατάστασης ενός τυχόντος όγκου V με εξωτερική 

επιφάνεια S , σε ένα πεπερασμένο σώμα   , διατυπώνεται μέσω του αθροίσματος  

3 1 2Q Q Q                                                                                                                                       (1.2) 

όπου 1Q  το ποσό θερμότητας που ρέει λόγω θερμικής αγωγιμότητας στον όγκο V εντός 

στοιχειώδους χρονικού διαστήματος t και 2Q  το ποσό θερμότητας που οφείλεται σε 

δράση θερμικής πηγής εντός του όγκου V στο ίδιο χρονικό διάστημα t  .  

Αν q  το διάνυσμα θερμικής ροής τότε η θερμότητα που ρέει από την απειροστή επιφάνεια 

dS  , μοναδιαίου διανύσματος προσανατολισμού n  , σε χρόνο t   , λαμβανομένης υπό 

όψη και της φοράς του n  , εκτός του όγκου V  είναι 

1dQ =   tdS  q n    ,   q ( , )t q χ    (ΣΧΗΜΑ 1.1, [1])                                                                 (1.3) 

Από την (1.3) το ποσό θερμότητας 1Q που ρέει λόγω θερμικής αγωγιμότητας από τον όγκο 

V  σε χρόνο t  δίδεται από το επιφανειακό ολοκλήρωμα  

 1Q   ( )
S

tdS  q n    t ( )
S

dS q n                                                                                  (1.4) 
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ΣΧΗΜΑ 1.1. Υπολογισμός της  ροής  θερμότητας που                                                                                

διαπερνά την επιφάνεια Σ ενός ακανόνιστα θερμαινόμενου σώματος 

 

Η σχέση (1.4) λόγω του θεωρήματος του Gauss γράφεται  

 1Q  t ( )dS  t (div )dV
S V

      q n q                                                                             (1.5)    

Αν W  είναι η ποσότητα θερμότητας που απελευθερώνεται από τη θερμική πηγή ανά 

μονάδα χρόνου και όγκου τότε  

2Q W tdV  t WdV  ,  W W( , t) 
V V

      χ                                                                     (1.6)    

H συνολική ποσότητα θερμότητας 3 Q  προκαλεί μεταβολή τόσο στη θερμοκρασία T αλλά 

και στην εντατική κατάσταση, από την οποία εξαρτώνται τόσο η ειδική θερμοχωρητικότητα 

c  όσο και η πυκνότητα   του υλικού . Επομένως 

3dQ c dV c ( / t) tdV                                                                                                  (1.7)      

και με ολοκλήρωση στον όγκο V έχουμε: 

 3Q c ( / t) tdV  t c ( / t)dV  ,  c c   ,     ( )  ,     ( , t) 
V V

                 χ χ χ                                                                                                                                                                                                                            

                                                                                                                                                              (1.8)     

Η (1.2) λόγω των (1.5) , (1.6) , (1.7) , (1.8) γράφεται

       t c / t div – W dV  0 c / t div – W dV  0
V V

           q q  

Επειδή ο όγκος V  είναι τυχαίος , καταλήγουμε στην εξής σχέση 

c ( T / t) div –W  0     q                                                                                                        (1.9)  

                                                                                                                                                                     

Η (1.9) καλείται εξίσωση θερμικής ισορροπίας  . 
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Η ΕΞΙΣΩΣΗ ΘΕΡΜΙΚΗΣ ΑΓΩΓΙΜΟΤΗΤΑΣ 

(Α) Ισότροπο μέσο 

Στα ισότροπα σώματα το διάνυσμα θερμικής ροής q , σύμφωνα με τον νόμο θερμικής 

αγωγιμότητας του Fourier , λαμβάνοντας υπό όψη ( χρήση του αρνητικού προσήμου) τη 

θερμική ροή από τις υψηλότερες στις χαμηλότερες θερμοκρασίες , ισούται με 

  gradT  ,       0     q χ                                                                                           (1.10) 

όπου     ο συντελεστής θερμικής αγωγιμότητας . Η εξίσωση θερμικής ισορροπίας (1.9) 

λόγω της (1.10) γίνεται εξίσωση θερμικής αγωγιμότητας 

c ( / t)  div( gradT) W                                                                                                  (1.11) 

Αν το μέσο εκτός από ισότροπο είναι και ομογενές , οπότε τα c,   ,     είναι σταθερές , η 

(1.11) καταλήγει στην εξίσωση θερμικής αγωγιμότητας του ισότροπου , ομογενούς μέσου 

2

,ii/ t  w( , t)  ,       ,    /   ,  w( , t) W( , t) / ck c             χ χ χ                          

                                                                                                                                                            (1.12) 

όπου k  / c      ο συντελεστής θερμοκρασιακής αγωγιμότητας .  

 

(Β) Ανισότροπο μέσο 

Στα ανισότροπα σώματα αντί του συντελεστή υπάρχει ο δεύτερης τάξης συμμετρικός 

τανυστής θερμικής αγωγιμότητας λ  , επομένως 

i ij , j ij jigradT q   T   ,           q λ                                                                              (1.13) 

Παρόμοια ορίζεται και ο τανυστής θερμοκρασιακής αγωγιμότητας k  

ij ij (1/ c) k  / c    k λ                                                                                                  (1.14) 

Επομένως η (1.11) λόγω των (1.13) , (1.14) καταλήγει στην εξίσωση θερμικής αγωγιμότητας 

του ανισότροπου μέσου 

ij ,ijT / t k T w( , t)    χ                                                                                                              (1.15) 

 

 

 

 



 

18 
 

ΟΙ ΣΥΝΟΡΙΑΚΕΣ ΣΥΝΘΗΚΕΣ 

(Α) Συνοριακές συνθήκες 1ου είδους 

       Είναι γνωστό το θερμοκρασιακό πεδίο στο σύνορο S  του σώματος 

       T( , t) T*( , t)  ,  P S  ,  T* χ χ χ  γνωστή συνάρτηση                                             (1.16) 

(Β) Συνοριακές συνθήκες 2ου είδους 

      Είναι γνωστή η κάθετη συνιστώσα του διανύσματος θερμικής ροής σε κάθε σημείο του                                

συνόρου S του σώματος 

( , t)  *( , t)   ,  P( ) S  ,   *    q χ n q χ n χ q  γνωστή συνάρτηση                                      (1.17) 

όπου n   το διάνυσμα προσανατολισμού στο P  .  

(Γ) Μεικτές συνοριακές συνθήκες , όπου σε ένα μέρος του συνόρου S  ισχύουν οι 

συνοριακές συνθήκες 1ου είδους και στο υπόλοιπο οι συνοριακές συνθήκες 2ου είδους  

Η συνθήκη θερμικής μόνωσης διατυπώνεται ως εξής 

( , t)  0  ,  P( ) S  q χ n χ                                                                                                            (1.18) 
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1.2  ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΚΑ ΠΕΔΙΑ. ΟΙ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ MAXWELL 

 

Οι εξισώσεις Maxwell ([1], [14]) περιγράφουν τη συμπεριφορά των ηλεκτρομαγνητικών 

πεδίων καθώς αλληλεπιδρούν με την ύλη.  

Το πρώτο ζεύγος των εξισώσεων του Maxwell περιλαμβάνει τους νόμους των Faraday και 

Gauss .  

O νόμος του Faraday 

Συνδέει τον ρυθμό μεταβολής του διανύσματος ροής της μαγνητικής επαγωγής , / t Β  , 

διαμέσου της επιφανείας S  , με τη ροή (circulation) του ηλεκτρικού πεδίου E κατά μήκος 

του κλειστού δρόμου L (του συνόρου της S ) κατά τη φορά (η θετική φορά) του 

(ΣΧΗΜΑΤΟΣ 1.2 [1]) 

ΣΧΗΜΑ 1.2.                                                                                                                                             

 

d  (( / t) )dS
L S

      Ε r B n                                                                                           (1.19) 

O νόμος του Gauss 

Κατά την απουσία μαγνητικού πεδίου , δηλαδή όταν δεν υπάρχουν μαγνητικά ή ηλεκτρικά 

φορτία που δρουν ως πηγές μαγνητικού πεδίου , σε ένα σώμα όγκου V  που περικλείεται 

από κλειστή επιφάνεια S  , το διάνυσμα ροής της μαγνητικής επαγωγής B  πληροί τη σχέση 

( )dS  0
S

  B n                                                                                                                           (1.20) 

Το δεύτερο ζεύγος των εξισώσεων Maxwell περιλαμβάνει τις εξής εξισώσεις 

d (( / t) )dS
L S

      H r j D n  (η εξίσωση του Maxwell)                                           (1.21) 

Συνδέει τη ροή του διανύσματος πυκνότητας του επαγωγικού ρεύματος j (ρεύμα ανά 

μονάδα επιφανείας) και του ρεύματος μετατόπισης / t D διαμέσου της επιφανείας S  με 
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το ολοκλήρωμα του διανύσματος έντασης του μαγνητικού πεδίου H  στην κλειστή καμπύλη 

L . 

e( )d  dV
V



   D n  (το θεώρημα Gauss για ηλεκτρικό πεδίο εντός σώματος)                 

                                                                                                                                                            (1.22)  

Συνδέει τη ροή του διανύσματος ηλεκτρικής μετατόπισης D (φορτίο ανά μονάδα 

επιφανείας) από κλειστή επιφάνεια   με το περικλειόμενο (από την επιφάνεια) ελεύθερο 

ηλεκτρικό φορτίο, όπου e  είναι η πυκνότητα του ελεύθερου ηλεκτρικού φορτίου . Η 

εξίσωση (1.22) δείχνει ότι οι γραμμές πεδίου του διανύσματος D αρχίζουν από και 

σταματούν σε ηλεκτρικά φορτία .  

 

 ΟΙ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ MAXWELL ΣΕ ΔΙΑΦΟΡΙΚΗ ΜΟΡΦΗ 

Το πρώτο ζεύγος των εξισώσεων γράφεται 

rot  ( / t)   E B                                                                                                                        (1.23) 

div  0B                                                                                                                                         (1.24) 

Το δεύτερο ζεύγος των εξισώσεων γράφεται 

rot   / t   H j D                                                                                                                       (1.25) 

ediv  D                                                                                                                                                (1.26) 

Λαμβάνοντας υπ’όψη τις (1.25),(1.26) και την ταυτότητα div[rot ]  0H  καταλήγουμε 

στην εξίσωση συνέχειας του ηλεκτρικού φορτίου 

ediv / t  0   j                                                                                                                        (1.27) 

Το σύστημα των εξισώσεων Maxwell ολοκληρώνεται με τις σχέσεις που προσδιορίζουν τα 

διανύσματα μαγνήτισης M και ηλεκτρικής πόλωσης P (διπολική ροπή ανά μονάδα όγκου) . 

Για στερεό σώμα ισχύει                      

0 D E P                                                                                                                                    (1.28) 

 0 B Η Μ                                                                                                                             (1.29) 

Όπου 12

0  8.854 10  F / m     (ηλεκτρική σταθερά) και 7

0  12.566 10  H / m    

(μαγνητική σταθερά). 
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 ΜΑΓΝΗΤΙΣΗ 

Σε πολλά ισότροπα μέσα η μαγνήτιση Μ  γράφεται 

0 M H                                                                                                                                     (1.30) 

Όπου   μία αδιάστατη σταθερά καλούμενη μαγνητική επιδεκτικότητα. Αν 0  , το μέσο 

καλείται παραμαγνητικό, αν 0   το μέσο είναι διαμαγνητικό. Συνδυάζοντας τις 

(1.29),(1.30) παίρνουμε 

 0 0 1         B H H H                                                                                           (1.31) 

Όπου η σταθερά   (έχουσα διάσταση) είναι η απόλυτη μαγνητική διαπερατότητα και η 

αδιάστατη σταθερά 1    είναι η σχετική μαγνητική διαπερατότητα. 

Στη γενική περίπτωση των ανισότροπων κρυστάλλων , τα   , ,B H M   δεν είναι παράλληλα 

και ισχύουν ανάλογες σχέσεις με τις (1.30),(1.31)  

i 0 ij jM  H                                                                                                                                  (1.32) 

 
i ij jB  H                                                                                                                                                                       (1.33) 

Όπου 
ij  είναι ο τανυστής μαγνητικής επιδεκτικότητας , 

ij 0 ij ij ( )      είναι ο 

τανυστής μαγνητικής διαπερατότητας, 
ij ij ijM          είναι ο τανυστής σχετικής 

μαγνητικής διαπερατότητας (οι τανυστές 
ij  και 

ij   αποδεικνύεται ότι είναι συμμετρικοί). 

 

  ΗΛΕΚΤΡΙΚΗ ΠΟΛΩΣΗ 

Για ισότροπα μέσα ισχύουν τα ακόλουθα 

0  P E                                                                                                                                        (1.34) 

 0 0 1          D E E E                                                                                               (1.35) 

Όπου    είναι η ηλεκτρική επιδεκτικότητα,   η διηλεκτρική διαπερατότητα και 1       

η διηλεκτρική σταθερά. Για ανισότροπους κρυστάλλους έχουμε 

 i 0 ij jP  E                                                                                                                                     (1.39) 

Όπου ij  είναι ο τανυστής διηλεκτρικής επιδεκτικότητας και          

i ij jD  E                                                                                                                                      (1.40) 
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Όπου 
ij 0 ij ij ( )      είναι ο τανυστής διηλεκτρικής διαπερατότητας (αποδεικνύεται ότι 

οι τανυστές 
ij ij ij,   ,       είναι συμμετρικοί) .  

 

Η ΕΞΙΣΩΣΗ ΙΣΟΡΡΟΠΙΑΣ ΤΗΣ ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ ΤΩΝ ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΚΩΝ ΠΕΔΙΩΝ.ΤΟ ΔΙΑΝΥΣΜΑ 

UMOV-POYNTING 

( )d   ( / t / t )dV
V

          S n E D H B j E                                                  (1.41) 

 E H S     (το διάνυσμα Umov – Poynting)                                                                           (1.42) 

Το άθροισμα των 2 πρώτων όρων της ολοκληρωτέας ποσότητας στο δεξιό μέλος δίδει την 

ταχύτητα μεταβολής της πυκνότητας ενεργείας του μαγνητικού πεδίου σε δεδομένο σημείο 

εντός του όγκου V .                                                                          

O όρος  Jw  j E    είναι η πυκνότητα της θερμότητας Joule, δηλαδή ο ρυθμός κατά τον 

οποίο η θερμική ενέργεια αποθηκεύεται. Το αριστερό μέλος εκφράζει τη ροή του 

διανύσματος Umov – Poynting , περιγράφει την εισροή ηλεκτρομαγνητικής ενεργείας 

διαμέσου της επιφανείας   του σώματος. 

 

ΤΑ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΑ ΚΑΙ ΒΑΘΜΩΤΑ ΔΥΝΑΜΙΚΑ ΤΩΝ ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΚΩΝ ΠΕΔΙΩΝ 

Από την (1.24) έχουμε ότι το διάνυσμα μαγνητικής επαγωγής μπορεί να γραφεί  

rotΒ C ( C ένα τυχαίο διάνυσμα)                                                                                                

(Α) 

Για κάθε βαθμωτή συνάρτηση   ισχύει η ταυτότητα ( ) 0rot grad  . Ορίζουμε το 

διανυσματικό δυναμικό Αως εξής 

rotB A , grad A C                                                                                                              (Β) 

Αντικαθιστώντας τις (Α) και (Β) στην (1.23) λαμβάνουμε  

( ) 0rot
t


 


A
E                                                                                                                                  (Γ) 

Κάθε αστρόβιλο διανυσματικό πεδίο μπορεί να περιγραφεί με τη βοήθεια ενός βαθμωτού 

δυναμικού   

grad
t




  


A
E                                                                                                                              (Δ) 

Με τη βοήθεια των (Β), (Δ) το σύστημα των εξισώσεων Maxwell μπορει να γραφεί ως εξής 

rot / t   H j D                                                                                                                          (1.43)                                                                                                                                                                                                    
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ediv D                                                                                                                                                                                                                       (1.44) 

 rotB A                                                                                                                                         (1.45) 

 grad – / t  E A                                                                                                                    (1.46) 

Για τον υπολογισμό των δυναμικών Α  (διανυσματικό) και   (βαθμωτό) χρειαζόμαστε 

επιπλέον συνθήκες , τις συνθήκες βαθμονόμησης. Υποθέτουμε ότι  

div  0A                         (συνθήκη βαθμονόμησης Coulomb)                                                (1.47) 

(υποθέτουμε επίσης ότι τα δυναμικά στο άπειρο μηδενίζονται) 

 

ΟΙ ΣΥΝΟΡΙΑΚΕΣ ΣΥΝΘΗΚΕΣ 

Για να ολοκληρώσουμε το σύστημα των εξισώσεων Maxwell  είναι αναγκαίο να 

διατυπώσουμε τις συνθήκες στο σύνορο δύο διαφορετικών μέσων. 

Θεωρήστε τις ‘’επιφάνειες’’ που είναι πάνω και κάτω από την επιφάνεια S σε απόσταση 

2

h
 κατά τη διεύθυνση του n (ΣΧΗΜΑ 1.3, [1]) . Υποθέτουμε ότι το n κατευθύνεται από το 

μέσο ‘’-‘’ στο μέσο ‘’+’’  και αυτό σημαίνει ότι 

   

ΣΧΗΜΑ 1.3. 
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   n n n                                                                                                                                   (1.48) 

Αποδεικνύεται ότι [1] 

n nB                                                                                                                                           (1.49)   

(καταδεικνύει τη συνέχεια της κάθετης συνιστώσας της ροής της μαγνητικής επαγωγής B  

στην ενδιάμεση επιφάνεια)   

n nD D                                                                                                                                         (1.50)    

(καταδεικνύει τη συνέχεια της κάθετης συνιστώσας της ηλεκτρικής μετατόπισης D  στην 

ενδιάμεση επιφάνεια)   

Οι (1.49) και (1.50) ισχύουν όταν το σώμα είναι ηλεκτρικά ουδέτερο, e  0  . 

Στην περίπτωση που ένα λεπτό ηλεκτρόδιο υπάρχει στη διεπιφάνεια των μέσων  η 

ηλεκτρική ουδετερότητά αυτού διαταράσσεται. Τότε ισχύει [1]    

n nD D     (η επιφανειακή πυκνότητα των φορτίων)                                                   (1.51) 

Aν θεωρήσουμε μία επιφάνεια η οποία τέμνει την ενδιάμεση επιφάνεια (ΣΧΗΜΑ 1.4, [1]) 

(μετατοπίζουμε παράλληλα ένα τόξο AB που βρίσκεται στη διεπιφάνεια κατά 
1

2
h , κατά 

τη διεύθυνση του n ) , καταλήγουμε ότι [1] σε κάθε σημείο της επιφανείας , οι 

εφαπτομενικές συνιστώσες τωνΕ και Η (κατά μήκος του μοναδιαίου διανύσματος τ  που 

είναι εφαπτόμενο στην ενδιάμεση επιφάνεια) παραμένουν συνεχείς , δηλαδή    

E   

                                                                                                                                          (1.52) 

  

                                                                                                                                          (1.53)   

Στο εξωτερικό σύνορο του σώματος που περικλείεται από κενό ή αέρα ισχύουν οι  

συνθήκες  (1.49) , (1.50) , (1.51) , (1.52) , (1.53) . 

 

ΣΧΗΜΑ 1.4 
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Στην περίπτωση πιεζοηλεκτρικού μέσου (οι διηλεκτρικές σταθερές είναι πολύ μεγαλύτερες 

από αυτή του αέρα), χρησιμοποιούμε την προσεγγιστική συνθήκη 0nD  στην επιφάνεια 

του μέσου. 

 

ΤΟ ΣΤΑΤΙΚΟ ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΚΟ ΠΕΔΙΟ. ΗΛΕΚΤΡΟΣΤΑΤΙΚΗ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ   

Στα στατικά ηλεκτρομαγνητικά προβλήματα οι εξισώσεις Maxwell λαμβάνουν τη μορφή 

rot E 0     ή     grad E                                                                                                     (1.54) 

ediv D                                                                                                                                         (1.55)       

rot H j                                                                                                                                           (1.56) 

div 0B                                                                                                                                           (1.57) 

Για το δυναμικό    ισχύει 
ij , j ,i e( )  0       με τις (1.50) , (1.51) , (1.52) εν ισχύ. Η (1.52) 

παίρνει τη μορφή      (η συνθήκη συνέχειας του δυναμικού στην ενδιάμεση 

επιφάνεια) 
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1.3   ΤΑΣΕΙΣ ΚΑΙ ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΕΙΣ. Ο ΝΟΜΟΣ ΤΟΥ HOOKE 

 

Η ΕΝΤΑΤΙΚΗ ΚΑΤΑΣΤΑΣΗ  

Οι δυνάμεις που ενεργούν σε ένα σώμα είναι οι δυνάμεις όγκου και οι δυνάμεις 

επιφανείας. Στις δυνάμεις όγκου ανήκουν , π.χ. οι ηλεκτρομαγνητικές. Αυτές  οι δυνάμεις 

κατανέμονται σε όλη την έκταση του όγκου και για να τις προσδιορίσουμε χρησιμοποιούμε 

το διάνυσμα F  αναφερόμενο στη μονάδα όγκου ώστε η δύναμη που ασκείται στον όγκο 

dV  να είναι η dVF . Oι δυνάμεις επιφανείας απαντώνται όταν δύο ή παραπάνω σώματα 

είναι σε επαφή . Υπάρχουν δύο είδη επιφανειακών δυνάμεων: οι εξωτερικές επιφανειακές 

δυνάμεις, αποτέλεσμα των σωμάτων που περιβάλλουν το σώμα μας και οι εσωτερικές 

επιφανειακές δυνάμεις ,αποτέλεσμα των αλληλεπιδράσεων των διαφόρων τμημάτων εντός 

του σώματος. 

Ορίζοντας το τετράεδρο του Cauchy ([1],[4]) και επιβάλλοντας σε αυτό ισορροπία 

δυνάμεων (ΣΧΗΜΑ 1.5, [1]) καταλήγουμε ότι ισχύει  

 n i inT T                                                                                                                                         (1.58)          

 

ΣΧΗΜΑ 1.5. Το τετράεδρο του Cauchy 

Όπου nT  είναι η εσωτερική τάση ,n  το μοναδιαίο ,εξωτερικό ,κάθετο διάνυσμα στην 

επιφάνεια dS  και iΤ  το διάνυσμα του οποίου οι συνιστώσες καλούνται συνιστώσες τάσης 

και ορίζονται ως i ij j T e  ( je τα μοναδιαία διανύσματα του συστήματος αναφοράς). 

Οι τάσεις 11 22 33, ,     καλούνται κάθετες τάσεις και ενεργούν κατά μήκος των αξόνων 

κάθετα στις επιφάνειες του στοιχειώδους τετραέδρου. Οι τάσεις 12 21 13 31 23 32, , , , ,       

καλούνται εφαπτομενικές ή διατμητικές τάσεις. Οι θετικές φορές των  συνιστωσών 

φαίνονται στο (ΣΧΗΜΑ 1.6, [1]).          
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ΣΧΗΜΑ 1.6 

 

 ΟΙ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΙΣΟΡΡΟΠΙΑΣ ΚΑΙ ΚΙΝΗΣΗΣ. Η ΣΥΜΜΕΤΡΙΑ ΤΟΥ ΤΑΝΥΣΤΗ ΤΑΣΕΩΝ 

ij,i jF  0   (οι εξισώσεις ισορροπίας σώματος στο οποίο ενεργούν δυνάμεις όγκου)            

                                                                                                                                                            (1.59) 

ij ji     (η συμμετρία του τανυστή τάσεων)                                                                        (1.60) 

Η εξίσωση κίνησης είναι η εξής 

2 2

ij,i j i i iF u ,u d u / dt      η επιτάχυνση και   η πυκνότητα (u η μετατόπιση)    (1.61)                  

 

Η ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΙΑΚΗ ΚΑΤΑΣΤΑΣΗ  

Ας θεωρήσουμε την παραμόρφωση σώματος, όπου ένα σημείο   στο Καρτεσιανό σύστημα 

με συντεταγμένες  1 2 3, ,    υποβάλλεται σε μετατόπιση και ‘’μεταφέρεται’’ στο σημείο 

P  με συντεταγμένες  1 2 3, ,     , u PP  είναι το διάνυσμα μετατόπισης,  

i i iu –                                                                                                                                      (1.62) 

O τανυστής παραμόρφωσης [4] γράφεται  
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ij i, j j,i k,i k, j

1
 (u u u u )
2

                                                                                                          (1.63) 

Είναι συμμετρικός και εκφράζει τις μεταβολές των αποστάσεων μεταξύ των σημείων. 

Ο τανυστής στροφής [4] γράφεται 

ij i, j j,i

1
  (u – u )
2

                                                                                                                         (1.64)    

είναι αντισυμμετρικός και εκφράζει τη στροφή ολοκλήρου του σώματος ή μέρος αυτού, ως 

άκαμπτο σώμα. 

Όταν ο τανυστής παραμόρφωσης  εκφράζει απειροστές παραμορφώσεις , ισχύει 
ij| | 1  , 

όπως και για τον τανυστή στροφής , 
ij| | 1  . Επίσης όλα τα παράγωγα μεγέθη θα είναι 

απειροστά, όπως 
ij| u | 1 . Λόγω αυτών των υποθέσεων ο τανυστής παραμόρφωσης 

απλοποιείται 

ij i, j j,i

1
 (u u )
2

                                                                                                                           (1.65) 

Oι συνιστώσες του τανυστή 
ij  έχουν ιδιαίτερη μηχανική σημασία: οι διαγώνιες συνιστώσες 

11 22 33,  ,       παριστάνουν ένταση ανά μοναδιαίο μήκος κατά τους άξονες 1,O 2 3,O O 

αντιστοίχως , ενώ οι μη διαγώνιες συνιστώσες, π.χ. η συνιστώσα 12 21     παριστάνει τη 

μεταβολή της γωνίας μεταξύ των αρχικά ορθογωνίων στοιχείων κατά μήκος των αξόνων 

1   και 2 (ΣΧΗΜΑ 1.7, [1]) . Οι μη διαγώνιες συνιστώσες 
ij (i j)   λέγονται 

διατμητικές παραμορφώσεις .  

                                       

ΣΧΗΜΑ 1.7.H γεωμετρική ερμηνεία της διατμητικής παραμόρφωσης 12  
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ΟΙ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΣΥΜΒΙΒΑΣΤΟΥ  

H παραμόρφωση 
ij  είναι απολύτως προσδιορίσιμη από το πεδίο μετατόπισης 

iu  . Ωστόσο 

το πεδίο μετατόπισης 
iu  δεν αντιστοιχεί κατά ανάγκη σε κάποιο πεδίο παραμόρφωσης 

ij . 

Oι σχέσεις 
ij i, j j,i

1
 (u u )
2

    μπορούν να θεωρηθούν ως ένα σύστημα έξι εξισώσεων των 

τριών αγνώστων συναρτήσεων 
iu  .Oι παραπάνω σχέσεις που χρειάζονται επί των 

ij  για να 

μπορούμε να επιλύουμε ένα δεδομένο πρόβλημα είναι οι εξισώσεις συμβιβαστού [4] 

ik, jl kj,il il, jk lj,ik–   –      0                                                                                                      (1.66) 

Από τις 81 παραπάνω εξισώσεις μόνο 6 είναι ανεξάρτητες. Αυτές είναι οι 

11,22 22,11 12,12 22,33 33,22 23,23 11,33 33,11 13,13  2      ,        2    ,     2                        (1.67)                                                         

     12,3 31,2 23,1 11,23 23,1 12,3 31,2 22,31    31,2 32,1 12,3 33,12,1 ,2 ,3
  –       ,     –     ,      –                      

 

ΤΟ ΕΛΑΣΤΙΚΟ ΣΩΜΑ  

Ένα σώμα καλείται ελαστικό [4] όταν  

ij ij kl ( )                                                                                                                                     (1.68)  

Για την απαίτηση μίας μονότιμης σχέσης μεταξύ των τάσεων και των παραμορφώσεων σε 

ένα ελαστικό σώμα ,συνήθως προστίθεται η ανάγκη για απουσία μη μηχανικών απωλειών. 

Μαθηματικά  εκφράζεται με τη συνθήκη μηδενικού έργου επί μίας αυθαίρετα επιλεγμένης 

κλειστής καμπύλης  

ij ijdU d  0
L L

                                                                                                                 (1.69) 

Για να ισχύει η παραπάνω ισότητα πρέπει η ολοκληρωτέα ποσότητα να γράφεται ως 

πλήρες διαφορικό  

ij ijU /                                                                                                                                     (1.70) 

Η ελαστική ενέργεια ijU U( )  είναι το τασικό δυναμικό. Τα σώματα που ικανοποιούν τις 

(1.69) και (1.70) λέγονται υπερελαστικά αλλά πιο συχνά χρησιμοποιούμε τον όρο ελαστικά. 
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Ο ΝΟΜΟΣ ΤΟΥ HOOKE 

Για απειροστές παραμορφώσεις ελαστικών σωμάτων , η σχέση 
ij ij kl ( )    είναι 

γραμμική, υπακούοντας στο νόμο του Hooke [4]  

ij ijkl klc                                                                                                                                        (1.71)    

όπου 
ijklc  είναι οι σταθερές ακαμψίας για έναν κρύσταλλο. Η παραπάνω σχέση είναι 

μονότιμη, άρα μπορούμε να λάβουμε και την αντίστροφη γραμμική σχέση 

ij ijkl kls                                                                                                                                        (1.72)    

όπου 
ijkls  είναι οι σταθερές ενδοτικότητας για έναν κρύσταλλο. 

Στις δύο παραπάνω σχέσεις οι 
ijklc  και 

ijkl s  σχηματίζουν τον τετάρτης τάξης τανυστή 

ακαμψίας. Σε αυτούς τους τανυστές ο αριθμός των ανεξαρτήτων σταθερών είναι αρκετά 

μικρότερος των 81.Λόγω των συμμετριών των τανυστών τάσης και παραμόρφωσης  και της 

(1.70) ισχύουν οι εξής συμμετρίες  

ijkl ijlk ijkl jikl ijkl klijc c ,c c ,c c                                                                                                      (1.73) 

 
ijkl  klij ijkl ijlk ijkl jikls s ,s s ,s s                                                                                                      (1.74) 

(οι ανεξάρτητες συνιστώσες των 2 τανυστών 
ijklc  και 

ijkls δεν υπερβαίνουν τις 21). 

ΔΙΑΦΟΡΕΤΙΚΟΣ ΣΥΜΒΟΛΙΣΜΟΣ ΜΗΤΡΩΩΝ 

Είναι δυνατό να ενώσουμε τον πρώτο και τον δεύτερο δείκτη των τανυστών ijkls  και 
ijklc , 

όπως και τον τρίτο με τον τέταρτο δείκτη σύμφωνα με το εξής σχήμα 

11  1 , 22  2 , 33  3 , (23 , 32)  4 , (31 , 13)  5 , (12 , 21)  6 

(οι συνιστώσες των συμμετρικών τανυστών τάσης και παραμόρφωσης γράφονται ως εξής    

11 1 12 6 21 13 5 31 22 2 23 4 32 33 3 ,    ,    ,   ,    ,                            

11 1 12 6 21 13 5 31 22 2 23 4 32 33 3

1 1 1
 ,    ,    ,   ,    ,   )

2 2 2
                                                                                                                                 

Οι συνιστώσες του τανυστή ijkls  γράφονται ως εξής 

ijkl mns s  όταν ο m και ο n είναι ίσοι με 1 ή 2 ή 3 

ijkl mn 2s s  όταν είτε ο m είτε ο n είναι ίσοι με 4 ή 5 ή 6 

ijkl mn4s s  όταν ο m και ο n είναι ίσοι με 4 ή 5 ή 6 



 

31 
 

Με τη βοήθεια της γραφής αυτής μπορούμε να γράψουμε τον νόμο του Hooke σε μία πιο 

συμπαγή γραφή    

 i ij js   i, j  1,2,3,4,5,6    

Οι πολλαπλασιαστές 2 και 4 εισάγονται ακριβώς για να αποφύγουμε την εμφάνιση τους 

στην παραπάνω εξίσωση . Για τις συνιστώσες 
ijklc  δεν εισάγονται οι παραπάνω 

πολλαπλασιαστές , δηλαδή αν γράψουμε ότι 

ijkl mnc c  (i, j,k,l  1 ,  2 ,  3 ,m,n  1,2,3,4,5,6)    τότε  i ij jc   i, j  1,2,3,4,5,6    

Τα μητρώα 
ijc  και 

ijs  είναι συμμετρικά , αλλά δεν είναι τανυστές δεύτερης τάξης .                       
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1.4   ΙΔΙΟΜΟΡΦΑ ΦΥΣΙΚΑ ΠΕΔΙΑ 

Συχνά αντιμετωπίζουμε προβλήματα όπου βαθμωτές ή τανυστικές φυσικές ποσότητες ή 

συνιστώσες διανυσμάτων τείνουν στο άπειρο σε μερικά ειδικά σημεία του σώματος. Τέτοια 

φυσικά πεδία καλούνται ιδιόμορφα. Είναι σημαντικό να τονίσουμε ότι οι παρατηρούμενες 

ιδιομορφίες δεν αναφέρονται σε πραγματική κατάσταση ,αλλά στο μαθηματικό πρότυπο. 

Επομένως είναι έκδηλο ότι η εμφάνιση τους δεν υποδηλώνει ότι η κατάσταση είναι 

καταστροφική, είναι το αποτέλεσμα των απλοποιήσεων που υποθέσαμε για την κατασκευή 

του προτύπου. 

 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΠΡΟΤΥΠΟΠΟΙΗΣΗ ΡΩΓΜΩΝ ΣΕ ΕΛΑΣΤΙΚΟ ΣΩΜΑ  

Στη μηχανική θραύσεων οι πραγματικές ρωγμές θεωρούνται ως εν δυνάμει επεκτάσιμες 

κοιλότητες  (κενά) που ήδη υπάρχουν στο σώμα και/ή έχουν σχηματιστεί υπό την επίδραση 

εξωτερικών φορτίσεων. Η παρουσία κοιλοτήτων σε ένα σώμα αλλάζει ουσιαστικά την 

τασική του κατάσταση (συγκέντρωση τάσεων) . 

ΤΟ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ ΠΡΟΤΥΠΟ ΤΗΣ ΡΩΓΜΗΣ 

Θεωρώντας μία πραγματική ρωγμή σε ένα παραμορφωμένο στερεό σώμα (ΣΧΗΜΑ 1.8, [1]) 

μπορούμε πάντοτε να απομονώσουμε μία γραμμή – το μέτωπο της ρωγμής- στο οποίο οι 

επιφάνειες της κοιλότητας προσαρμόζονται – τα χείλη (edges) της ρωγμής. Στη γειτονιά του 

μετώπου συναντάμαι υψηλές συγκεντρώσεις τάσεων και εκεί ακριβώς τοπικές θραύσεις 

λαμβάνουν χώρα.  

 

ΣΧΗΜΑ 1.8. Μία πραγματική ρωγμή σε παραμορφώσιμο στερεό 

 

Από τη σκοπιά της θεωρίας ελαστικότητας τα χείλη της ρωγμής παίζουν το ρόλο 

επιπρόσθετων συνόρων του σώματος. Λαμβάνοντας υπό όψη τις μικρές αποστάσεις μεταξύ 

των συνόρων αυτών , η πραγματική ρωγμή μπορεί να θεωρηθεί ως μία μαθηματική τομή, 
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δηλαδή κοιλότητα μηδενικού όγκου οριοθετημένη από δύο γεωμετρικά συμπίπτουσες 

επιφάνειες –τα χείλη της ρωγμής. Στη γειτονιά οποιουδήποτε σημείου του μετώπου της 

ρωγμής, η μελέτη για την εντατική – παραμορφωσιακή κατάσταση μπορεί να 

πραγματοποιηθεί στο πλαίσιο του επιπέδου προβλήματος της θεωρίας ελαστικότητας [4]. 

 

ΤΟ ΕΠΙΠΕΔΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΗΣ ΘΕΩΡΙΑΣ ΕΛΑΣΤΙΚΟΤΗΤΑΣ  

Ένα πρόβλημα καλείται επίπεδο όταν οι μετατοπίσεις 1u  και 2u  εξαρτώνται μόνο από τις 

συντεταγμένες 1  και 2 και η μετατόπιση 3u  σε όλο το σώμα είναι σταθερή. Στο υπό 

μελέτη πρόβλημα οι ακόλουθες παραμορφώσεις και τάσεις είναι διάφορες του μηδενός.     

(  και   είναι οι ελαστικές σταθερές του υλικού) 

11 1 1 22 2 2 12 1 2 2 1

1
u /  ,  u /   ,    ( u / u / )

2
                                                    (1.75) 

   11 11 22 12 12 22 11 22 2   ,    2   ,    2                                           (1.76) 

Αυτή η κατάσταση εμφανίζεται , κατά προσέγγιση, σε έναν μακρύ κύλινδρο (ΣΧΗΜΑ 1.9, 

[1]) στην επιφάνεια του οποίου ενεργούν κάθετες φορτίσεις , οι οποίες κατανέμονται 

ομοιόμορφα κατά μήκος των στοιχείων του (κατάσταση επίπεδης παραμόρφωσης). Η ίδια 

κατάσταση εμφανίζεται  σε μία λεπτή πλάκα (ΣΧΗΜΑ 1.10, [1]) υπό την επίδραση ενός 

συστήματος εξωτερικών φορτίσεων , που είναι παράλληλες και συμμετρικά κατανεμημένες 

ως προς τη μέση επιφάνεια (κατάσταση επίπεδης έντασης) . 

 

ΣΧΗΜΑ 1.9. Επίπεδη παραμορφωσιακή κατάσταση σε μακρύ κύλινδρο 
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ΣΧΗΜΑ 1.10.Επίπεδη εντατική κατάσταση σε λεπτή πλάκα 

 

Στην επίπεδη παραμόρφωση οι ελαστικές σταθερές   και    σχετίζονται με το μέτρο 

ελαστικότητας   και τον λόγο Poisson   ως εξής 

      / 1 1 2  ,    / 2 1                  . Στην επίπεδη ένταση η σταθερά   

στις εξισώσεις που δίδουν τις 11 22 12,  ,       πρέπει να αντικατασταθεί από τη σταθερά  

 1 2 /1     . Για τις τάσεις , παραμορφώσεις και μετατοπίσεις είναι απαραίτητο να 

λάβουμε τις τιμές κατά μέσο όρο ,σύμφωνα με το πάχος της πλάκας. Για παράδειγμα η 

μετατόπιση θα είναι      1 2 1 2 3 3u , 1 / 2h u , , d

h

h

     


      

ΤΑΞΙΝΟΜΗΣΗ ΡΩΓΜΗΣ  

Σύμφωνα με το είδος της παραμορφωμένης κατάστασης στη γειτονιά των μετώπων των 

ρωγμών μπορούμε να διακρίνουμε τρεις κύριους τύπους παραμόρφωσης των τοπικών 

στοιχείων του μέσου , που περιέχουν το μέτωπο των ρωγμών , και ,ως εκ τούτου , τρεις 

τύπους ρωγμών [5]: ρωγμή συνεπίπεδου εφελκυσμού , ρωγμή συνεπίπεδης διάτμησης , 

ρωγμή αντεπίπεδης διάτμησης (ΣΧΗΜΑ 1.11, [1]) . 
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ΣΧΗΜΑ 1.11 

Και στις τρεις περιπτώσεις η εντατική – παραμορφωσιακή κατάσταση , σε μία μικρή 

γειτονιά γύρω από την αιχμή της ρωγμής- τομής δηλαδή καθώς 0r   , δίδονται από τις 

ασυμπτωτικές εξισώσεις (χρησιμοποιούμε πολικές συντεταγμένες με κέντρο την αιχμή της 

ρωγμής-τομής) 

(για συνεπίπεδο εφελκυσμό [5]) 

   11 1

1
  / 2 cos / 2   –   sin sin 3 / 2

2
r    
        

 

22 1

1
 [ / 2 ][cos( / 2)  sin sin(3 / 2)]

2
r                                                               (1.77) 

  12 1

1
 / 2 sin cos 3 / 2
2

r     
 

 

 

     2

1 1u  [(K ) / ( 2 )][ 1 / 2  – cos / 2 ]cos / 2r        

2

2 1u  [(K ) / ( 2 )][(  1) / 2  –  cos ( / 2)]sin( / 2)r                                             (1.78) 

 

(για συνεπίπεδη διάτμηση [5]) 

     11 2  / 2 sin / 2 2 cos / 2 cos 3 / 2r           
 

22 2 [ / 2 ]sin( / 2)cos( / 2)cos(3 / 2)r                                                                  (1.79) 

     12 2  / 2 cos / 2 1  – sin / 2 sin 3 / 2r          
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         2

1 2u  K / 2 sin / 2 1  / 2 cos / 2r            
 

2

2 2u  [(K ) / ( 2 )]cos( / 2)[( –  1) / 2   sin ( / 2)]r                                            (1.80) 

 

(για αντεπίπεδη διάτμηση [5]) 

 23 3 / 2 cos / 2r    
 

 

 13 3 [ / 2 ]sin / 2r                                                                                                        (1.81) 

1 2 3 3u  u  0 ,  u  (K / )[ 2 / ]sin( / 2)r                                                                    (1.82) 

(        3 – / 1     για επίπεδη εντατική κατάσταση ,    3  – 4   για επίπεδη 

παραμορφωσιακή κατάσταση) 

Οι εξισώσεις περιέχουν τρείς παραμέτρους , τους συντελεστές έντασης των τάσεων [5]

1 2 3,  ,      . Οι τιμές αυτών των παραμέτρων λαμβάνονται από τη λύση του αντιστοίχου 

προβλήματος της μαθηματικής θεωρίας της ελαστικότητας και χαρακτηρίζουν τα πεδία 

τάσης και μετατόπισης στο μέτωπο της ρωγμής . Οι συντελεστές έντασης των τάσεων 

εξαρτώνται από την εξωτερική φόρτιση , από τη γεωμετρία του ρηγματωμένου υλικού και 

τις συντεταγμένες του θεωρούμενου σημείου στο μέτωπο της ρωγμής . 

Με τις λύσεις των προβλημάτων αυτών , μπορούμε να ερευνήσουμε την εντατική 

κατάσταση στη γειτονιά ενός σημείου του μετώπου της ρωγμής με τυχαία κάθετα και 

εφαπτομενικά φορτία στα χείλη της . Στη γενική περίπτωση φόρτισης , τα πεδία τάσης και 

μετατόπισης προσδιορίζονται ως το άθροισμα των αντιστοίχων πεδίων για τις τρείς 

υποδεικνυόμενες καταστάσεις παραμόρφωσης των τοπικών στοιχείων . 

Είναι σημαντικό να σημειώσουμε ότι οι αντίστοιχες ασυμπτωτικές εξισώσεις λαμβάνονται 

ως αποτέλεσμα της λύσης του προβλήματος των ρωγμών υπό το πλαίσιο της γραμμικής 

θεωρίας της ελαστικότητας όπου θεωρούνται ως μαθηματικές τομές . Οι συνέπειες αυτής 

της τόσο ισχυρής προτυποποίησης είναι , π.χ. , άπειρες τάσεις στα σημεία του μετώπου της 

ρωγμής , που δεν παρατηρείται στην πραγματικότητα . Στο μέτωπο των πραγματικών 

ρωγμών οι τάσεις οριοθετούνται από τα όρια διαρροής του υλικού . Η χρήση της γραμμικής 

θεωρίας της ελαστικότητας μας δίδει μία σχεδόν – αληθή εικόνα για τη συμπεριφορά ενός 

υλικού με ρωγμές όπου η απόκλιση από τη γραμμική θεωρία της ελαστικότητας λαμβάνει 

χώρα σε μία μικρή περιοχή του μετώπου της ρωγμής μόνο . 
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ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΣΤΟΧΙΑΣ ΡΗΓΜΑΤΩΜΕΝΟΥ ΥΛΙΚΟΥ-Η ΘΕΩΡΙΑ ΤΟΥ GRIFFITH 

Το βασικό πρόβλημα της μηχανικής θραύσεων έγκειται στον προσδιορισμό της κρίσιμης 

τιμής του φορτίου . Αν εφαρμόσουμε το κρίσιμο φορτίο στη ρωγμή , η ρωγμή θα 

μεγεθυνθεί καταστροφικά . 

Αν θέλουμε η ρωγμή να διαδοθεί και η επιφάνεια της να μεγεθυνθεί κατά S  , πρέπει να 

προσφέρουμε έργο   2 S    για να καταβάλλει τη συνένωση των υλικών σωματιδίων  

(  είναι το έργο θραύσης ανά μοναδιαία περιοχή της επιφανείας της ρωγμής) . Η ενέργεια 

που απαιτείται για τη θραύση εμφανίζεται στη δαπάνη για τη μείωση της ενεργείας 

παραμόρφωσης U  και στη δαπάνη του έργου των εξωτερικών δυνάμεων   

   2 S   U –   A          ( E U A  ) 

Η ρωγμή παραμένει ακίνητη αν      

2 S                                                                                                                                     (1.83)     

και αρχίζει η διάδοση της όταν                                                                                                                           

  2 S                                                                                                                                   (1.84) 

H ισότητα προσδιορίζει την κρίσιμη κατάσταση κατά την οποία η ρωγμή χάνει τη 

σταθερότητα της . Καθώς S 0    η οριακή κατάσταση γράφεται ως εξής     

( E / S)  2                                                                                                                               (1.85)   

(η ποσότητα   είναι μία σταθερά σχετική με το υλικό και προσδιορίζεται πειραματικά) 

Από τη συνθήκη (1.85), μπορούμε είτε να προσδιορίσουμε το κρίσιμο φορτίο για ρωγμή 

δεδομένου μεγέθους ή το κρίσιμο μέγεθος της ρωγμής για δεδομένο φορτίο . 

Για να μπορέσουμε να υπολογίσουμε την αύξηση της επιφανείας της ρωγμής κατά S  

μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε μία φανταστική τομή η οποία αρχίζει από το μέτωπο της 

δεδομένης ρωγμής , κατά την ίδια διεύθυνση .Το μέγεθος της φανταστικής ρωγμής μπορεί 

να υπολογιστεί ενώ η ρωγμή φορτίζεται όπως περιγράφεται στο ΣΧΗΜΑ 1.12Α, [1]. 
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ΣΧΗΜΑ 1.12Α 

 Έπειτα αν μειώσουμε αργά τις τάσεις αυτές ως το μηδέν , μπορούμε να λάβουμε μία 

ρωγμή της οποίας η επιφάνεια αυξήθηκε κατά έναν παράγοντα S (ΣΧΗΜΑ 1.12Β, [1]). 

 

ΣΧΗΜΑ 1.12Β 

Η εκτίμηση της ροής ενεργείας G ( E / S)d d    με αυτόν τον τρόπο ισχύει μόνο στη 

γειτονιά του μετώπου της ρωγμής , όπου μπορούμε να χωρίσουμε την εντατική – 

παραμορφωσιακή κατάσταση σε τρείς συνιστώσες: συνεπίπεδου εφελκυσμού , 

συνεπίπεδης διάτμησης , αντεπίπεδης διάτμησης  και μπορούμε επίσης να 

χρησιμοποιήσουμε τις αντίστοιχες ασυμπτωτικές εξισώσεις . 

Για ρωγμές γενικής μορφής ισχύει [1] 

    2 2 2

1 2 3G   1 / 1  –            2               
                                              (1.86) 

(η συνθήκη τοπικής θραύσης σε σημείο του μετώπου της ρωγμής) 
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Για ρωγμή που υφίσταται συνεπίπεδο εφελκυσμό ( 2 3  0    ) 

2

1 1C  / 1E                                                                                                            (1.87) 

( 1C είναι σταθερά του υλικού και καλείται κρίσιμος συντελεστής έντασης των τάσεων [5]) 

Για ρωγμή που υφίσταται συνεπίπεδη διάτμηση ( 1 3  0    ) 

2 2C                                                                                                                                                                     (1.88) 

Για ρωγμή που υφίσταται αντεπίπεδη διάτμηση ( 1 2  0    ) 

3 3C  2 / 1         (σταθερά του υλικού)                                                            (1.89) 

Σύμφωνα με τις (1.87),(1.88),(1.89),η τοπική θραύση για δεδομένο υλικό λαμβάνει χώρα 

όταν προσεγγίζεται η σταθερά των κρίσιμων τιμών των συντελεστών έντασης των τάσεων. 

 

Η ΣΤΑΘΕΡΟΤΗΤΑ ΤΗΣ ΡΩΓΜΗΣ ΚΑΘΩΣ ΕΠΕΚΤΕΙΝΕΤΑΙ 

Η επέκταση της ρωγμής κατά μικρή ποσότητα d   0    μπορεί να συνοδεύεται από 

αύξηση του φορτίου dp  0  ή μείωση αυτού , dp  0  . H ρωγμή θεωρείται σταθερή αν 

dp / d   0   , δηλαδή για την περαιτέρω αύξηση της ρωγμής η εφαρμοζόμενη φόρτιση 

αυξάνεται . Όταν dp / d   0   , η ρωγμή επεκτείνεται ακαριαία ακόμη και υπό σταθερή ή 

μειούμενη φόρτιση και λέγεται ασταθής . 

Η ασταθής επέκταση μίας ρωγμής τυχαίας μορφής συνοδεύεται από μία αύξηση του 

ρυθμού έκλυσης ελαστικής ενεργείας , κατά την αύξηση του μήκους της ρωγμής , 

dG / d   0    . Προκειμένου να αναλύσουμε την ευστάθεια μίας ρωγμής γενικής μορφής 

αρκεί να γνωρίζουμε την εξάρτηση του συντελεστή έντασης των τάσεων από το μήκος της 

ρωγμής . Η συνθήκη ασταθείας είναι η ανισότητα 

2 2 2

1 2 3[(1 )( ) ] 0
d

da
      
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

ΟΙ ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΤΗΣ ΓΡΑΜΜΙΚΗΣ ΗΛΕΚΤΡΟΕΛΑΣΤΙΚΟΤΗΤΑΣ 

 

2.1   ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΗΝ ΚΡΥΣΤΑΛΛΟΦΥΣΙΚΗ  

 

Ένα σημαντικό ζήτημα , όσο αφορά τους κρυστάλλους , είναι πως συνδέεται η συμμετρία 

των κρυστάλλων με τη συμμετρία των φυσικών ιδιοτήτων τους . Η σύνδεση αυτή 

επιτυγχάνεται με τη θεμελιακή αρχή της κρυσταλλοφυσικής ή την αρχή του Neumann [2]: 

τα στοιχεία συμμετρίας οποιασδήποτε φυσικής ιδιότητας του κρυστάλλου πρέπει να 

περιέχουν τα στοιχεία συμμετρίας της σημειακής ομάδας του κρυστάλλου .  

Η σημειακή ομάδα του κρυστάλλου είναι η ομάδα των μακροσκοπικών στοιχείων της 

συμμετρίας , η δομή του οποίου τα συμπεριλαμβάνει . Η έννοια αυτή είναι η βάση του 

διαχωρισμού των κρυστάλλων σε 32 κατηγορίες .  

Πλέγμα στον χώρο λαμβάνεται ένα σύνολο απείρων σημείων διατεταγμένων με τέτοιο 

τρόπο ώστε για τυχαίο σημείο του πλέγματος τα γειτονικά του σημεία να έχουν την ίδια 

διάταξη ως προς ορισμένη τυχούσα διεύθυνση . Ο ορισμός αυτός εμπεριέχει την έννοια της 

περιοδικής επανάληψης στοιχειωδών γεωμετρικών οντοτήτων στον χώρο με παράλληλη 

μετατόπιση . Το κρυσταλλικό πλέγμα αποτελείται από σημεία και δίδεται από την κυψελίδα 

του, η οποία μπορεί να είναι απλή (κόμβοι μόνο στις κορυφές) ή πολλαπλή (κόμβοι και σε 

άλλες θέσεις εκτός των κορυφών) . Το κρυσταλλικό πλέγμα απεικονίζει την περιοδικότητα 

με την οποία η στοιχειώδης ομάδα ατόμων δημιουργεί την κρυσταλλική δομή , που 

ορίζεται ως μία διάταξη ατόμων στον χώρο με την τριδιάστατη περιοδικότητα . Η 

κρυσταλλική δομή αποτελείται από άτομα και δίδεται από το λεγόμενο στοιχειώδες 

κύτταρο , το οποίο ορίζεται από την κυψελίδα και τα περιεχόμενα σε αυτήν άτομα . Στο 

στοιχειώδες κύτταρο μπορεί να έχουμε άτομα σε όλους ή σε ορισμένους ή σε κανέναν από 

τους κόμβους της κυψελίδας , όπως και άτομα σε θέσεις που είναι ή δεν είναι κόμβοι της 

κυψελίδας .  

Έστω ότι σε μία τριδιάστατη δομή διακρίνουμε μία στοιχειώδη ομάδα ατόμων , η οποία 

επαναλαμβάνεται περιοδικά κατά παράλληλη μετατόπιση . Από την ομάδα αυτή μπορούμε 

πάντα να απομονώσουμε μία μικρότερη μονάδα ατόμων , μέσω της οποίας μπορούμε με 

κατάλληλες επαναλήψεις να παράξουμε ολόκληρη την κρυσταλλική δομή . Η 

χαρακτηριστική αυτή μονάδα ονομάζεται δομική μονάδα . Η επανάληψη της δομικής 

μονάδας δεν περιορίζεται μόνο σε παράλληλες μετατοπίσεις αλλά και σε άλλες 

γεωμετρικές πράξεις , οι οποίες ονομάζονται συμμετρίες χώρου . Συμμετρία χώρου είναι η 

γεωμετρική πράξη βάσει της οποίας , από μία δομική μονάδα της κρυσταλλικής δομής 

λαμβάνουμε άλλες ίσες προς την αρχική . Τα είδη ή στοιχεία των συμμετριών χώρου είναι 

τα ακόλουθα: 
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1) παράλληλη μετατόπιση 

2) κέντρο συμμετρίας (αναστροφή) , παριστάνεται με το σύμβολο T  

3) επίπεδα συμμετρίας (κατοπτρισμός) , παριστάνεται με το γράμμα m  

4) επίπεδα ολίσθησης , πρόκειται για τον συνδυασμό των γεωμετρικών πράξεων του 

κατοπτρισμού και της παράλληλης μετατόπισης 

5) άξονες συμμετρίας τάξης n , όπου έχουμε στροφή γύρω από τον άξονα κατά γωνία 

2

n


. Αποδεικνύεται ότι λόγω της περιοδικής επανάληψης των ατόμων στον χώρο , 

το n δεν μπορεί να λάβει άλλη τιμή εκτός από τις 2,3,4,6n  . Με τους αριθμούς 

αυτούς παριστάνουμε τους άξονες συμμετρίας , ανάλογα με την τάξη τους .  

6) άξονας αναστροφής , όπου έχουμε στροφή γύρω από τον άξονα με ταυτόχρονή 

αναστροφή . Παριστάνεται με αριθμό ίσο με την τάξη του άξονα και τη γραμμή από 

πάνω ( 2,3,4,6 ) . Το στοιχείο συμμετρίας 2 είναι ισοδύναμο με το m , το 3 είναι 

ισοδύναμο με έναν άξονα περιστροφής τάξης 3 και ένα κέντρο συμμετρίας , το 4

συμπεριλαμβάνει έναν άξονα περιστροφής τάξης 2 , το 6 είναι ισοδύναμο με τον 

συνδυασμό ενός άξονα περιστροφής τάξης 3 και ενός επιπέδου συμμετρίας το 

οποίο είναι κάθετο στον άξονα αυτόν , δηλαδή 6 
3

m
. 

7) Άξονας ελίκωσης τάξης n , όπου έχουμε στροφή γύρω από τον άξονα περιστροφής 

τάξης n με ταυτόχρονη παράλληλη μετατόπιση κατά τον άξονα αυτόν .  

Οι συμμετρίες του κυβικού κρυσταλλικού συστήματος είναι οι εξής  (ΣΧΗΜΑ 2.1, [2]) : 

α) τρεις άξονες περιστροφής τάξης 4 , διερχόμενοι από το κέντρο του κύβου και κάθετοι 

ανά δύο 

β) τέσσερεις άξονες περιστροφής τάξης 3 

γ) έξι άξονες περιστροφής τάξης 2 

δ) τρία επίπεδα συμμετρίας κάθετα επί των αξόνων περιστροφής τάξης 4 

ε) έξι επίπεδα συμμετρίας κάθετα επί των αξόνων περιστροφής τάξης 2 

ζ) ένα κέντρο συμμετρίας 
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ΣΧΗΜΑ 2.1 

Για κάθε κρυσταλλική δομή έχουμε ορισμένο αριθμό και είδος από τα παραπάνω 

αναφερθέντα στοιχεία συμμετρίας , τα οποία αποτελούν ένα σύνολο που ονομάζεται 

ομάδα συμμετριών χώρου . Η θεωρητική μελέτη των δυνατών συνδυασμών των 

στοιχείων συμμετρίας χώρου απέδειξε ότι ο αριθμός των συνδυασμών αυτών είναι 

πεπερασμένος και περιορίζεται σε 230 . Έχουμε 230 διαφορετικές ομάδες χώρου . 

Συνεπώς έχουμε μία από τις ομάδες αυτές , άρα και 230 ομάδες συμμετριών χώρου 

κρυσταλλικών δομών , οι οποίες κατανέμονται στα 14 είδη πλεγμάτων Bravais  

(ΠΙΝΑΚΑΣ 2.2, [2]) .  

Οι συμμετρίες χώρου δίδουν τις μακροσκοπικές συμμετρίες που παρατηρούνται τόσο 

στη διάσταση του στοιχειώδους κυττάρου όσο και ολοκλήρου του κρυστάλλου . 

Αποδεικνύεται ότι από τα στοιχεία συμμετρίας μόνο τα 5 έχουν μακροσκοπική έκφραση 

(εξαιρούνται οι άξονες ελίκωσης και τα επίπεδα ολίσθησης) . Τα στοιχεία αυτά 

ονομάζονται συμμετρίες σημείου και κάθε συνδυασμός τους αποτελεί κλάση ή ομάδα 

συμμετριών σημείου . Βάσει των συμμετριών σημείου και των συνδυασμών τους , οι 

230 ομάδες συμμετριών χώρου των κρυστάλλων διανέμονται σε 32 κλάσεις 

κρυσταλλικών δομών . Οι 32 κλάσεις κρυσταλλικών δομών διανέμονται στα 7 

κρυσταλλικά συστήματα (ΠΙΝΑΚΑΣ 2.3, [2]) .  
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ΠΙΝΑΚΑΣ 2.2 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 2.3 
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2.2   Η ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ΤΟΥ ΠΙΕΖΟΗΛΕΚΤΡΙΣΜΟΥ 

Η ανακάλυψη του πιεζοηλεκτρικού φαινομένου έγινε το 1880 από τους αδελφούς Curie . 

Αυτοί παρατήρησαν ότι κατά τη μηχανική φόρτιση κρυστάλλων χαλαζία , εμφανίζονται στις 

επιφάνειες του ετερόσημα ηλεκτρικά φορτία . Αυτήν την ηλεκτρομηχανική αλληλεπίδραση 

τη χαρακτήρισαν ως πιεζοηλεκτρικό φαινόμενο . Οι μετρήσεις έδειξαν ότι το πιεζοηλεκτρικό 

φαινόμενο είναι ανάλογο της εφαρμοσμένης φόρτισης .  

Μετά την ανακάλυψη του ευθέος πιεζοηλεκτρικού φαινομένου από τους αδελφούς Curie , 

ο Lippman θεωρητικά προέβλεψε την ύπαρξη του αντιστρόφου πιεζοηλεκτρικού 

φαινομένου, δηλαδή ότι άν επιδρά ένα ηλεκτρικό πεδίο σε έναν κρύσταλλο , θα 

παρατηρηθούν μεταβολές στις διαστάσεις του , συνεπώς ο κρύσταλλος θα παραμορφωθεί . 

Αυτήν την πρόβλεψη πειραματικά την επαλήθευσαν οι αδελφοί Curie .  

Το (ευθύ) πιεζοηλεκτρικό φαινόμενο στηρίζεται σε μία βασική ιδιότητα ορισμένων φυσικών 

ή συνθετικών κρυστάλλων, από τους οποίους αν κοπούν κατάλληλα πλακίδια και 

καταπονηθούν κατάλληλα, εμφανίζουν ηλεκτρικά φορτία αντιθέτου προσήμου στις 

απέναντι επιφάνειές τους. Τα ηλεκτρικά φορτία αλλάζουν πρόσημο με τη συχνότητα που 

αλλάζει φορά η καταπόνηση αυτών των κρυστάλλων. Το αντίστροφο πιεζοηλεκτρικό 

φαινόμενο εμφανίζεται όταν εφαρμοστεί ένα ηλεκτρικό δυναμικό στις απέναντι επιφάνειες 

ενός πιεζοηλεκτρικού πλακιδίου και τότε θα παραμορφωθεί εφελκυστικά ή θλιπτικά, 

ανάλογα με τη φορά του ηλεκτρικού δυναμικού. 

Απαραίτητη προυπόθεση για την εμφάνιση του πιεζοηλεκτρικού φαινομένου σε έναν 

κρύσταλλο είναι η απουσία κέντρου συμμετρίας. Σε κρυσταλλικές μορφές χαμηλής 

συμμετρίας οποιαδήποτε παραμόρφωση έχει σαν αποτέλεσμα την εμφάνιση πόλωσης, ενώ 

σε δομές με υψηλότερη συμμετρία απαιτείται παραμόρφωση κατά μήκος συγκεκριμένων 

αξόνων. 

Πιεζοηλεκτρικά υλικά είναι π.χ. ο κρυσταλλικός χαλαζίας (quartz-(SiO2)3), το τιτανικό βάριο 

(BaTiO3), το τιτανικό ζιρκόνιο (PZT), ο μετανιοβικός μόλυβδος (PbNb2O6), το θειικό λίθιο 

(LiSO4), το νιοβικό λίθιο (LiNbO3) και άλλα. 

Για να προκαλέσουμε την εμφάνιση του πιεζοηλεκτρικού φαινομένου επί του μακρο-όγκου 

ένος πιεζοηλεκτρικού κεραμικού (όπως το τιτανικό βάριο, ο μετανιοβικός μόλυβδος) πρέπει 

να επιβληθεί η πόλωση του υλικού (δηλαδή όλες οι κυψελίδες του κρυσταλλικού 

πλεγματός του προσανατολίζονται κατά μία ορισμένη διεύθυνση) και αυτή 

πραγματοποιείται με την επιβολή ισχυρού εξωτερικού ηλεκτρικού πεδίου                                

( 20 30 /kV cm  ) επί του κεραμικού για θερμοκρασία λίγο πιο κάτω από τη 

θερμοκρασία Curie του υλικού. 

Αν μετά από κάποιο εύλογο χρονικό διάστημα αφαιρεθεί το ηλεκτρικό πεδίο και ψυχθεί το 

δοκίμιο, η πόλωση θα παραμείνει . Το φαινόμενο αυτό ονομάζεται προκαταρκτική πόλωση. 

Σε κάθε σημείο του σώματος η τελευταία έχει συγκεκριμένο προσανατολισμό 

(διανυσματικό μέγεθος) . Το προκαταρκτικά πολωμένο κεραμικό ονομάζεται 

πιεζοκεραμικό. Τα πιεζοστοιχεία από αυτό το υλικό χρησιμοποιούνται για την κατασκευή 

των ηλεκτρομηχανικών μετασχηματιστών ενεργείας .  
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Για να αποφευχθεί η αποπόλωση των πιεζοκεραμικών, τα φορτίζουμε με ηλεκτρικά πεδία 

κατά πολύ ασθενέστερα σε σχέση με την πόλωση.  

Εν αντιθέσει με την περίπτωση του κενού , σε ένα υλικό που βρίσκεται υπό την επίδραση 

ενός εξωτερικού ηλεκτρομαγνητικού πεδίου εμφανίζονται αποτελέσματα ηλεκτρικής 

πόλωσης και μαγνήτισης . Οι εξισώσεις Maxwell στην περίπτωση αυτή γράφονται 

*div ,  rot  ( / t) ,  rot / t ,  div  0         D E B H D j B                                        (2.1) 

όπου D  η ηλεκτρική μετατόπιση , E  η ένταση του ηλεκτρικού πεδίου , Η  και Β  είναι η 

ένταση του μαγνητικού πεδίου και η μαγνητική επαγωγή , *  είναι η χωρική πυκνότητα 

ελεύθερου ηλεκτρικού φορτίου, j  η πυκνότητα ρεύματος (ρεύμα ανά μονάδα επιφανείας) 

ελεύθερου φορτίου . Οι συνιστώσες των D  και Η  δίδονται από  

i 0 i i i i 0 iD  ( ) P ,  H  (B / ) –                                                                                          (2.2) 

όπου P  η ηλεκτρική πόλωση , Μ  η μαγνήτιση του υπό μελέτη σώματος και οι σταθερές 
12

0  8.85 10   F/m , 7

0  12.56 10   Η/m   είναι η διηλεκτρική και μαγνητική 

επιδεκτικότητα του κενού , αντίστοιχα .Οι εξισώσεις (2.1) και (2.2) μπορούν να λυθούν 

υποθέτοντας ότι ( ), ( ), ( )  P P E M M B j j E , για δεδομένο υλικό οι συναρτήσεις αυτές 

συνήθως εκτιμώνται πειραματικά και λαμβάνουν τη μορφή γραμμικών σχέσεων .Για ένα 

ανισότροπο μέσο οι γραμμικές σχέσεις που συνδέουν τις συνιστώσες των D  και E  είναι 

i ij jD E                                                                                                                                            (2.3) 

Όπου 
ij  είναι ο συμμετρικός τανυστής των διηλεκτρικών σταθερών . 

Στην περίπτωση του ευθέος πιεζοηλεκτρικού φαινομένου και με την απουσία εξωτερικού 

ηλεκτρικού πεδίου , η ηλεκτρική πόλωση σχετίζεται κατά γραμμικό τρόπο με τις συνιστώσες 

του τανυστή τάσης 

i ikl kld                                                                                                                                            (2.4) 

Όπου ikld  είναι οι πιεζοηλεκτρικές συνιστώσες τανυστή τρίτης τάξης . 

Η γραμμική σχέση μεταξύ της έντασης του ηλεκτρικού πεδίου και του τανυστή 

παραμόρφωσης για έναν κρύσταλλο (στον οποίο ισχύει 
ij  0  ) είναι μία μαθηματική 

ερμηνεία του αντιστρόφου πιεζοηλεκτρικού φαινομένου 

ij kij k  d E                                                                                                                                           (2.5) 

Αφού ij ji    , o τανυστής kijd είναι συμμετρικός , σύμφωνα με τη (2.5) ως προς τους δύο 

τελευταίους δείκτες . Ο αριθμός των ανεξαρτήτων συνιστωσών του τανυστή μειώνεται από 

τις 27 στις 18 . 
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Υπό τη δράση εξωτερικών φορτίσεων και ενός ηλεκτρομαγνητικού πεδίου το ισοζύγιο 

ενεργείας για ένα πιεζοηλεκτρικό υλικό γράφεται [1] 

i i i i i i i i[ (1/ 2( U))dV] / t ( E )dV (q )dS
V V dV

u u u D u                                     (2.6) 

όπου U   είναι η πυκνότητα εσωτερικής ενεργείας , 
iu  είναι η μηχανική μετατόπιση , i  

είναι οι δυνάμεις μάζας , 
i ij jq  n  οι επιφανειακές δυνάμεις  ,   η πυκνότητα του 

υλικού , 
in  το μοναδιαίο εξωτερικό κάθετο διάνυσμα στην επιφάνεια dV  . 

Στο δεξιό μέλος της εξίσωσης (2.6) η έκφραση el i iU (E D )dV
V

     αντιπροσωπεύει τη 

ροή της ηλεκτρομαγνητικής ενεργείας και η ποσότητα i i i iL (X u )dV (q u )dS
V dV

         

είναι η ισχύς των εξωτερικών δυνάμεων .Η (2.6) ύστερα από πράξεις λαμβάνει τη μορφή 

ij ij i iUdV ( E D )dV
V V

                                                                                                      (2.7)             

ij ij i iU  E D                                                                                                                               (2.8) 

ij i ij ij i iU U( ,D ) U  ( U / ) ( U / D )D                                                                       (2.9)   

ij ij i iU / ,E U / D                                                                                                             (2.10) 

ij ij m mdU  d E dD                                                                                                                   (2.11)     

ij ij D m m( U / ) , E ( U / D )                                                                                              (2.12) 

(στη 2.12 οι δείκτες δείχνουν ότι οι ποσότητες D  και   είναι σταθερές κατά τη μερική 

παραγώγιση της συνάρτησης U ) 

   ij ij kl kl ij m mD
d / d / D dD


           

m m ij D ij m k kdE ( E / ) d ( E / D ) dD                                                                                  (2.13)                 

ή 

D

ij ijkl kl ijm md c d – h dD   

m mij ij mk kdE h d dD                                                                                                            (2.14)     

όπου 
D

ijklc   ο τανυστής  των ελαστικών σταθερών υπό σταθερή ηλεκτρική επαγωγή , 
mk

   

οι διηλεκτρικές σταθερές υπό σταθερές παραμορφώσεις και mijh  o τανυστής των 

πιεζοηλεκτρικών σταθερών .Οι (2.14) αφού ολοκληρωθούν λαμβάνουν τη μορφή 
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D

ij ijkl kl ijm mc – h D                                                                 

m mij ij mk kE h D                                                                                                                    (2.15)      

(οι γραμμικές καταστατικές εξισώσεις του πιεζοηλεκτρικού μέσου)        

Άλλες μορφές των καταστατικών εξισώσεων μπορούν να προέλθουν με τη βοήθεια άλλων 

θερμοδυναμικών μεταβλητών . Αν λάβουμε τις 
ij  και 

i  ως ανεξάρτητες μεταβλητές , τότε 

οι 
ij  και iD  είναι οι εξαρτημένες και σχετίζονται με τον εξής τρόπο 

E

ij ijkl kl ijm mc – e E                                                                                                                                         

m mk k mij ijD e                                                                                                                        (2.16) 

Όπου mk ijm,e  είναι οι τανυστές διηλεκτρικής επιδεκτικότητας (υπό σταθερή 

παραμόρφωση) και πιεζοηλεκτρικών σταθερών . 

 Μπορούμε να εξάγουμε και μία άλλη μορφή καταστατικών εξισώσεων  

E

ij ijkl kl kij ks d E    

i ijk jk ij jD d                                                                                                                          (2.17) 

Όταν μελετάμε διάδοση κυμάτων σε πιεζοηλεκτρικά μέσα μας βολεύει να χρησιμοποιούμε 

τις (2.15) , (2.16) ,ενώ σε πιεζοηλεκτρικά κελύφη και πλάκες , για τη διερεύνηση των 

συζευγμένων πεδίων , προτιμάμε τις (2.17) . 

Οι τανυστές ijklc , ijkls είναι συμμετρικοί ως προς τους δύο πρώτους ( ,i j ) και τους δύο 

τελευταίους ( ,k l ) δείκτες και μπορούν να γραφούν ως εξής: 

ijklc c , 
ijkls s ( , , , 1,2,3, , 1,2,3,4,5,6i j k l    ) 

Συνεπώς , οι συντελεστές c , s συνιστούν ένα τετραγωνικό μητρώο 6x6 .  

Λαμβάνοντας υπό όψη τη συμμετρία των τανυστών 
mije και 

mijd ως προς το ζεύγος των δύο 

τελευταίων δεικτών έχουμε 

, ( 1,2,3, 1,2,3,4,5,6)mij m mij me e d d m       

Λαμβάνουμε ένα μητρώο 3x6 που έχει ως στοιχεία του τις πιεζοηλεκτρικές σταθερές . Ως 

αποτέλεσμα αυτών , οι καταστατικές εξισώσεις (2.16) γράφονται  

( , 1,2,3, , 1,2,3,4,5,6)

m m

m mk k m

c e E

D E e m k

   



 

 

  

 

   
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Η κρυσταλλογραφική συμμετρία στο παραμορφώσιμο πιεζοηλεκτρικό σώμα μειώνει 

ουσιαστικά τον αριθμό των ανεξαρτήτων σταθερών στις παραπάνω εξισώσεις .  

Στον (ΠΙΝΑΚΑ 2.4, [1]) δίδονται οι μη μηδενικές συνιστώσες των μητρώων των ελαστικών , 

πιεζοηλεκτρικών και διηλεκτρικών σταθερών για ορισμένες κρυσταλλικές κλάσεις που 

χρησιμοποιούνται στους υπερήχους , quartz (κλάση 32) , νιοβικό λίθιο 3LiNbO (κλάση 3m), 

θειικό κάδμιο CdS (κλάση 6mm) , πολωμένα κεραμικά (κλάση 6mm) και κλάσης 43m .  

ΠΙΝΑΚΑΣ 2.4 

Υπό την απουσία ρεύματος αγωγιμότητας j  και ελεύθερων φορτίων *  , η λύση των 

εξισώσεων κίνησης   

 
ij j i i/ X  u                                                                                                                       (2.18)   

και Maxwell  (2.1) προσδιορίζει τη συμπεριφορά των κυμάτων λόγω των συζευγμένων 

ηλεκτρο-μαγνητο-ελαστικών επιδράσεων , δηλαδή ελαστικών κυμάτων που συνοδεύονται 

από ηλεκτρικό πεδίο , και ηλεκτρομαγνητικά κύματα συνοδευόμενα από παραμόρφωση 

του υλικού . Στην περίπτωση των ελαστικών κυμάτων μπορούμε να παραλείψουμε το 

μαγνητικό πεδίο που παράγεται από ηλεκτρισμό . Κατά την ημι-στατική (quasistatic) 

προσέγγιση του ηλεκτρικού πεδίου έχουμε: 

i irot / t E / ,div  0         E B 0 D                                                                (2.19) 
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Οι εξισώσεις που περιγράφουν το γραμμικό πιεζοηλεκτρικό μέσο λαμβάνονται εισάγοντας 

τις (2.16) στις (2.18) και στις i iD /  0   .Oι εκφράσεις για τις μηχανικές τάσεις και τις 

ηλεκτρικές επαγωγές θα έχουν τη μορφή  

E

ij ijkl l k kij kc u e      

i ikl l k ik kD  e u                                                                                                                      (2.20) 

Θέτοντας τις (2.20) στις (2.18) και στην ηλεκτροστατική εξίσωση div  0D  λαμβάνουμε το 

συζευγμένο σύστημα  εξισώσεων υπό το πλαίσιο της γραμμικής ηλεκτροελαστικότητας 

E 2 2

ijkl l j k kij k j ic u e   u / t          

ikl l i k ik k ie u 0                                                                                                                    (2.21) 

Οι παραπάνω εξισώσεις είναι ικανές για να αναλύσουμε τη διάδοση ακουστικών-

ηλεκτρικών κυμάτων σε πιεζοηλεκτρικά μέσα . Όταν λύνουμε ένα βασικό πρόβλημα της 

ηλεκτροελαστικότητας , π.χ. στην περίπτωση σωμάτων όπου υπάρχουν                                                    

συγκεντρώσεις τάσεων όπως ρωγμές , κοιλότητες και εγκλείσματα είναι αναγκαίο να 

θεωρήσουμε το σύστημα (2.21) με της αντίστοιχες συνοριακές συνθήκες που αφορούν 

μηχανικές και ηλεκτρικές ποσότητες . Η μέθοδος των ιδιόμορφων ολοκληρωτικών 

εξισώσεων που χρησιμοποιούμε για τον προσδιορισμό των συζευγμένων ηλεκτρικών και 

ελαστικών πεδίων στα προαναφερθέντα προβλήματα υποθέτει τη γνώση των θεμελιωδών 

λύσεων των εξισώσεων (2.21) . Τότε είναι δυνατό να  κατασκευάσουμε της ολοκληρωτικές 

αναπαραστάσεις των λύσεων που συνδέουν της συνοριακές τιμές των συναρτήσεων προς 

αναζήτηση με της τιμές της εντός της περιοχής που καταλαμβάνει το σώμα .  

Στον (ΣΧΗΜΑ 2.5, [2]) που ακολουθεί δίδεται η μορφή του μητρώου 3 6 των 

πιεζοηλεκτρικών συντελεστών για 21 μη κεντροσυμμετρικές κλάσεις κρυστάλλων .  
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ΣΧΗΜΑ 2.5 
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2.3   ΟΙ ΚΑΤΑΣΤΑΤΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΤΩΝ ΠΙΕΖΟΗΛΕΚΤΡΙΚΩΝ ΚΕΡΑΜΙΚΩΝ 

Οι γραμμικές καταστατικές εξισώσεις αυτής της παραγράφου αφορούν πιεζοηλεκτρικά 

κεραμικά πολωμένα κατά τη διεύθυνση του άξονα 3  (σε καρτεσιανό σύστημα 

συντεταγμένων) και είναι οι εξής ([1],[6]) 

E E E

11 11 11 12 22 13 33 31 3c c c – e E       

E E E

22 12 11 11 22 13 33 31 3c c c – e E        

 E E

33 13 11 22 33 33 33 3c     c – e E       

E

23 44 23 15 2 2c – e E   

E

13 44 13 15 1 2c – e E   

E E

12 11 12 12 (c – c )   

1 11 1 15 13D  2e     

2 11 2 15 23D 2e     

 E

3 33 3 31 11 22 33 33D E e  e                                                                                            (2.22) 

Οι (2.22) μπορούν , με τη βοήθεια των (2.15) , να γραφούν ως εξής 

D D D

11 11 11 12 22 13 33 31 3c c c – h D       

D D D

22 12 11 11 22 13 33 31 3c c c – h D       

 D D

33 13 11 22 33 33 33 3c   c – h D       

D D

23 44 23 15 2 13 44 13 15 1 2c – h D ,   2c – h D      

D D

12 11 12 12 1 15 13 11 1(c – c ) ,  2h D         

 2 15 23 11 2 3 31 11 22 33 33 33 3E 2h D , E h   – h D                                                   (2.23) 

Όπου 
ij j i i j

1
 ( u u )
2

      είναι οι συνιστώσες του τανυστή μικρών παραμορφώσεων 

D

ij,c
km m, ,h  είναι τα μέτρα ελαστικότητας υπό σταθερή ηλεκτρική επαγωγή , οι 

διηλεκτρικές επιδεκτικότητες υπό σταθερές παραμορφώσεις και οι σταθερές 

πιεζοηλεκτρικής σύζευξης, αντίστοιχα. Ο (ΠΙΝΑΚΑΣ 2.6, [1]) δίδει τις τιμές των παραμέτρων 

για τα πιο διαδεδομένα πιεζοηλεκτρικά υλικά.  
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ΣΧΗΜΑ 2.6 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

59 
 

2.4   ΔΙΔΙΑΣΤΑΤΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΤΗΣ ΗΛΕΚΤΡΟΕΛΑΣΤΙΚΟΤΗΤΑΣ 

Υποθέτοντας ότι 2u 0  και 2/ 0    , ο ορισμός του επιπέδου προβλήματος της 

ηλεκτροελαστικότητας είναι εφικτός για τις κρυσταλλογραφικές κλάσεις 2mm του ρομβικού 

συστήματος , 4mm του τετραγωνικού συστήματος και 6mm , 6m2 του εξαγωνικού 

συστήματος  

E 2 E * * 2 * 2 * * 2 2

11 1 1 13 55 1 3 3 55 3 1 11 1 13 15 1 3 1c u (c c ) u c u e (e e )  u / t                   

E 2 E * * 2 * 2 * 2 2 2

33 3 3 13 55 1 3 1 55 1 3 15 1 33 3 3c u (c c ) u c u e e u / t                 

E 2 * * * 2 * 2 e 2 2

11 1 1 13 15 1 3 1 33 3 3 13 1 3 11 1 33 3e u (e e ) u e u e u  0                            (2.24) 

όπου  i i 1 3u u ,   η μηχανική μετατόπιση και  1 3,      το ηλεκτρικό δυναμικό . 

Ο (ΠΙΝΑΚΑΣ 2.7, [1]) μας δίδει τις τιμές για τους συντελεστές με αστερίσκους , για 

διαφορετικές κλάσεις συμμετρίας .  

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 2.7 

 

Υποθέτοντας ότι 3 3u 0, / 0,     ο ορισμός του επιπέδου προβλήματος της 

ηλεκτροελαστικότητας είναι εφικτός για τις κρυσταλλογραφικές κλάσεις 422 του 

τετραγωνικού συστήματος και 6, 622, 6 2m του εξαγωνικού  

E 2 E E E 2 * 2 * * 2 2 2

11 1 1 12 66 1 2 2 66 2 1 11 1 22 1 2 11 2 1c u (c c ) u c u e – 3e – 2e u / t                   

E 2 E E E 2 * 2 * * 2 2 2

11 2 1 12 66 1 2 1 66 1 2 22 2 11 1 2 22 1 2c u (c c ) u c u e – 3e – 2e u / t                 
     

* 2 * * 2 * 2 * * 2 2 2

11 1 1 22 1 2 1 11 2 1 22 2 2 11 1 2 2 22 1 2 11 1 2e u – 3e u – 2e u e u – 3e u – 2e u ( ) 0                                                                             

                                                                                                                                                            (2.25)  

Οι τιμές των συντελεστών * *

11 22e ,e για τις προαναφερθείσες κλάσεις συμμετρίας δίδονται 

στον (ΠΙΝΑΚΑ 2.8, [1]). 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 2.8 

Ας θεωρήσουμε το πρόβλημα της αντεπίπεδης παραμόρφωσης των πιεζοηλεκτρικών 

υλικών. Έστω ότι  3 1 2(0,0,u , ) u  και 3/ 0   . Ο ορισμός του αντεπιπέδου 

προβλήματος της ηλεκτροελαστικότητας είναι εφικτός για τις κρυσταλλογραφικές κλάσεις 

222 , 2mm του ρομβικού συστήματος , 4 , 4  , 42m , 422 , 4mm του τετραγωνικού 

συστήματος  , 6 , 622 , 6mm του εξαγωνικού συστήματος και για όλες τις κατηγορίες του 

κυβικού συστήματος 

* 2 E 2 * 2 * 2 * * 2 2

55 1 3 44 2 3 15 1 24 2 14 25 1 2 3c u c u e e (e e ) u / t                  

* 2 * * * 2 2 * 2

15 1 3 14 25 1 2 3 24 2 3 11 1 22 2e u (e e ) u e u  0                                             (2.26) 

Όπου οι τιμές των συντελεστών με αστερίσκους των παραπάνω κλάσεων συμμετρίας 

δίδονται στον (ΠΙΝΑΚΑ 2.9, [1]) .                       ΠΙΝΑΚΑΣ 2.9 

 

Αν  2 1 3u (0,u , ,0)   και 2/ 0    , ο ορισμός του αντεπιπέδου προβλήματος είναι 

εφικτός μόνο για τις κλάσεις 222 του ρομβικού συστήματος , 422 , 42m  του τετραγωνικού 
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συστήματος , για όλες τις κυβικές συμμετρίες και για την κατηγορία 662 του εξαγωνικού 

συστήματος 

 * 2 E 2 * 2 2

66 1 2 44 3 2 14 36 1 3 2c u c u e  e u / t             

* 2 * 2

14 36 1 3 2 11 1 33 3(e e ) u  0                                                                                      (2.27) 

Στον (ΠΙΝΑΚΑ 2.10, [1]) δίδονται οι τιμές των σταθερών * * *

66 36 33, ,c e  . 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 2.10 
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2.5   ΣΥΝΟΡΙΑΚΕΣ ΣΥΝΘΗΚΕΣ 

Στα προβλήματα ηλεκτροελαστικότητας , οι συνοριακές συνθήκες μπορούν να 

κατηγοριοποιηθούν σε δύο ομάδες, τις μηχανικές και τις ηλεκτρικές . Οι μηχανικές 

συνοριακές συνθήκες είναι αυτές της κλασσικής ελαστικότητας 

ij j in q     στην  S     ,     *

i iu u    στην  S S                                                                  (2.28) 

όπου 
jn  το μοναδιαίο εξωτερικό κάθετο διάνυσμα στην S  και S  είναι το μέρος της 

επιφανείας S  στο οποίο εφαρμόζεται η εξωτερική φόρτιση iq  . 

 Πρέπει να λάβουμε υπόψη τη συνέχεια της εφαπτομενικής συνιστώσας του ηλεκτρικού 

πεδίου Ε  και της κάθετης συνιστώσας της ηλεκτρικής επαγωγής D  στην S (όταν δεν 

υπάρχουν ελεύθερα ηλεκτρικά φορτία στη διεπιφάνεια δύο μέσων). 

 Στην περίπτωση κατά την οποία το μέσο έρχεται σε επαφή με το κενό-αέρας (η διηλεκτρική 

επιδεκτικότητα 0  αυτού είναι πολύ μικρότερη των σταθερών
ij  για την πλειονότητα των 

πιεζοηλεκτρικών υλικών) η συνθήκη συνέχειας της κάθετης συνιστώσας της iD   

προσεγγίζεται από  

i iD n 0    στην  S                                                                                                                          (2.29) 

Η μορφή των ηλεκτρικών συνοριακών σταθερών σχετίζεται με την παρεχόμενη ηλεκτρική 

ενέργεια στο πιεζοηλεκτρικό υλικό . Αν για παράδειγμα , τα τμήματα S  στην επιφάνεια S  

είναι καλυμμένα με ηλεκτρόδια στα οποία εφαρμόζουμε  τάση i t

0V e   , η ηλεκτρική 

συνοριακή συνθήκη στην S  είναι  

i t

S 0| V e


                                                                                                                                    (2.30) 

Στην περίπτωση όπου έχουμε μία ρωγμή στο πιεζοηλεκτρικό υλικό και την 

προσομοιώνουμε με μία μαθηματική τομή L , θεωρούμε τις συνθήκες συνέχειας του 

ηλεκτρικού δυναμικού   και της κάθετης συνιστώσας της ηλεκτρικής επαγωγής  στην L    

n n , D D                                                                                                                           (2.31) 

Tα πρόσημα ‘’ ’’ και ‘’ ’’αντιστοιχούν στο δεξιό και αριστερό χείλος της ρωγμής L , 

καθώς κινούμαστε από την αρχή a προς το τέλος b.Υπό την παρουσία πραγματικών 

ελαττωμάτων τύπου ρωγμής , τα οποία με την επίδραση μηχανικών και ηλεκτρικών 

φορτίσεων οδηγούν σε αποτυχία του υλικού , η πρώτη συνθήκη των (2.31) δεν βρίσκει 

εφαρμογή . Π.χ. σε υλικά με μεγαλύτερες τιμές διηλεκτρικών σταθερών (σε σύγκριση με 

αυτή του κενού) η συνθήκη συνέχειας του ηλεκτρικού δυναμικού στα χείλη της ρωγμής δεν 

ικανοποιείται . Στην περίπτωση αυτή η ρωγμή προσεγγίζεται ως μία κοιλότητα γεμάτη με 

κενό (αέρα) και μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τη συνθήκη i iD n 0  στην επιφάνεια της 

ρωγμής . 
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2.6   Η ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΘΡΑΥΣΕΩΝ ΠΙΕΖΟΗΛΕΚΤΡΙΚΩΝ ΥΛΙΚΩΝ 

Το πιο σημαντικό ζήτημα στη θεωρία ρωγμών είναι ο σχηματισμός της συνθήκης τοπικής 

θραύσης σε δεδομένο σημείο του περιγράμματος της ρωγμής . Για παράδειγμα , μία τέτοια 

συνθήκη μπορεί να ληφθεί ως αποτέλεσμα προσδιορισμού της ροής ενεργείας κατά τη 

διάρκεια σχηματισμού μιας νέας επιφανείας θραύσης . Ας θεωρήσουμε δύο 

παραμορφωμένες καταστάσεις του πιεζοηλεκτρικού υλικού, όγκου V , που διαθέτει μία 

ρωγμή . Ας υποθέσουμε ότι δεν υπάρχουν δυνάμεις όγκου και ελεύθερα ηλεκτρικά φορτία . 

Έστω      0 0 0 (0)

ij ij i,  ,u ,      ο τανυστής τάσης , ο τανυστής παραμόρφωσης, το διάνυσμα 

μετατόπισης και το ηλεκτρικό δυναμικό σε κάποια αρχική κατάσταση του σώματος ΄΄0΄΄ , 

ενώ      1 1 1 (1)

ij ij i,  ,u ,      είναι οι αντίστοιχες ποσότητες της κατάστασης ΄΄1΄΄ όπου η 

επιφάνεια της ρωγμής αυξάνεται κατά   (η ρωγμή έχει επεκταθεί κατά dr στην 

αυθαίρετη διεύθυνση  και προς την ίδια διεύθυνση πραγματοποιεί ένα δεύτερο βήμα) [5]. 

Η έκφραση της εσωτερικής ενεργείας του πιεζοηλεκτρικού στις καταστάσεις ΄΄0΄΄ και ΄΄1΄΄ 

είναι [17] 

(k) (k) (k) (k) (k)

ij ij j j

1
U ( E D )dV            (k  0,1)

2 V
                                                       (2.32) 

H αύξηση της εσωτερικής ενεργείας κατά τη μετάβαση από την κατάσταση ΄΄0΄΄ στην 

κατάσταση ΄΄1΄΄ γράφεται [1] 

U                                                                                                                              (2.33)        

(δεν εφαρμόζονται μηχανικές φορτίσεις στην επιφάνεια της ρωγμής , 
 1

ij 0   στη  )  

           1 1 1 0 0 0(1) (0)

ij i j j ij i j j

1 1
( u – D )n dS    ( u – D )n dS

2 2
   

 
                           

είναι η αύξηση της εσωτερικής δύναμης (force) και του έργου του ηλεκτρικού πεδίου στην 

επιφάνεια  [1]. 

         0 1 0 1(1) (1) (0)

ij i j j j j

1 1
( u D )n dS – D   n dS

2 2
   

 
                           (2.34) 

είναι η ροή ενεργείας κατά τη διάρκεια σχηματισμού της επιφανείας θραύσης  [1].  

Η ολοκλήρωση στη (2.34) λαμβάνει χώρα σε δύο επιφάνειες θραύσης , 1 και 2 , (η 

αρχική επιφάνεια θραύσης και η τελική επιφάνεια θραύσης , η ρωγμή έχει επεκταθεί κατά 

dr στη διεύθυνση  και προς την ίδια διεύθυνση πραγματοποιεί ένα δεύτερο βήμα [5]) και 

τα κάθετα διανύσματα στις 1   και 2  κατευθύνονται εντός της ρωγμής. 

 Χρησιμοποιώντας τη (2.34) η συνθήκη διάδοσης της ρωγμής δίδεται από τη σχέση 

 1 2                                                                                                                    (2.35)            
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Όπου γ η πυκνότητα της επιφανειακής ενεργείας . Ολοκληρώνοντας στην επιφάνεια   

έχουμε την ακόλουθη έκφραση (λαμβάνοντας ως συνεχή τα    0 0(0)

ij j, ,D   στη  ) 

            
1 1

0 1 1 0 1 1

ij j j j j j

1 1
n (u u )dS D n dS –

2 2
  

   


 

       

                           

1 1

1 1 1 1 1 1 (0)

j j j j j j

1 1
(D D )n dS – (D D )n dS

2 2
  
     

 
            (2.36) 

Όπου τα πρόσημα ‘’ ’’ , ‘’ ’’ αντιστοιχούν στις οριακές τιμές των ποσοτήτων 
   1 1

i iu ,  ,  

 1

jD  στην επιφάνεια  , ενώ η ολοκλήρωση γίνεται στη 1 (η πρώτη επέκταση της 

ρωγμής) .  

Η διατύπωση του κριτηρίου για τη διάδοση μίας ρωγμής σε ένα πιεζοηλεκτρικό υλικό 

φαίνεται να εξαρτάται από τον τύπο των ηλεκτρικών συνοριακών συνθηκών στην 

επιφάνεια της ρωγμής . Όταν η ρωγμή θεωρείται ως μαθηματική επιφάνεια , αποδεχόμενοι 

τις συνθήκες συνέχειας του ηλεκτρικού δυναμικού (1)  και της κάθετης συνιστώσας της 

ηλεκτρικής επαγωγής ,  1

j jD n  , στην επιφάνεια   , παίρνουμε την ακόλουθη έκφραση  

ροής ενεργείας κατά τη διάρκεια σχηματισμού της επιφανείας θραύσης 

     0 1 1

ij j i i

1
n (u u )dS

2


 




                                                                                       (2.37) 

Σε αυτήν την περίπτωση η (2.35) λαμβάνει τη μορφή 

       

1
1

0 1 1

0 1 ij j i i

1
2 lim  [ 1 / n (u u )dS]

2
 

 

 


                                                    (2.38) 

Αποδεχόμενοι τη συνέχεια του ηλεκτρικού δυναμικού και της κάθετης συνιστώσας του 

διανύσματος της ηλεκτρικής επαγωγής στην επιφάνεια της ρωγμής , η συνθήκη τοπικής 

θραύσης για τα πιεζοηλεκτρικά μέσα συμπίπτει με τη συνθήκη θραύσης στα ελαστικά 

μέσα. 

Για πιεζοηλεκτρικά υλικά όπως τα πολωμένα πιεζοκεραμικά , εμφανίζεται στα χείλη (edges) 

της ανοικτής ρωγμής ένα άλμα ηλεκτρικού δυναμικού . Ως εκ τούτου για ρωγμές σε 

πιεζοκεραμικά  είναι δυνατό να χρησιμοποιήσουμε την προσεγγιστική συνθήκη  1

j jD n 0  

στη 1  . Στην περίπτωση αυτή χρησιμοποιώντας τις (2.35) , (2.36) και έχουμε 

              
1

1

0 1 1 0 1 1

0 1 ij j i i j j

1
2 lim  [ 1/ [ n (u u ) D n ]dS]

2
   

   

 


       

                                                                                                                                                            (2.39) 

Το χείλος (edge) της ρωγμής είναι μία περιοχή από την οποία εκλύεται ενέργεια και αυτή 

διανέμεται κατά μήκος του περιγράμματος της ρωγμής . Εισάγουμε το διάνυσμα 
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πυκνότητας  ενεργείας που εκλύεται  1 2,  Γ  για πιεζοηλεκτρικά υλικά , θεωρώντας 

στατικό και επίπεδο πρόβλημα .Οι συνιστώσες k  γράφονται ως εξής [1] 

k k ij i k j i i k(Hn – n d u D n E )dS
c

                                                                                     (2.40) 

Όπου c  είναι ένας τυχαίος κλειστός δρόμος που περιβάλλει την αιχμή (tip) της ρωγμής 

(ΣΧΗΜΑ 2.11, [1]) , i iH U E D  η ηλεκτρική ενθαλπία , kn  οι συνιστώσες του 

μοναδιαίου καθέτου διανύσματος στη c .  

 

ΣΧΗΜΑ 2.11 

Αποδεικνύεται ότι τα ολοκληρώματα k  δεν εξαρτώνται από την επιλογή του δρόμου c  , 

όταν στα χείλη (edges) της ρωγμής πληρούνται οι συνθήκες 
ij j j jn 0,D n 0   . 

Aν η διάδοση της ρωγμής σε ένα πιεζοηλεκτρικό υλικό εμφανίζεται στο αρχικό της επίπεδο,  

2 0  , η συνθήκη θραύσης γράφεται      

1 2                                                                                                                                              (2.41) 

Στη γενική περίπτωση ενός ανισότροπου υλικού η ποσότητα 2  εξαρτάται από τη θέση 

του σημείου   και τον προσανατολισμό του επιπέδου της ρωγμής στο σημείο αυτό . Για 

μία ρωγμή που αποκλίνει κατά γωνία   από την αρχική της θέση η ενέργεια που εκλύεται 

ισούται με την προβολή του Γ  στη διεύθυνση διάδοσης της ρωγμής . Σε αυτήν την 

περίπτωση το κριτήριο που προσδιορίζει την εκκίνηση της ρωγμής δίδεται από 

 1 2cos sin 2                                                                                                                (2.42) 

Όπου     είναι μία πειραματικά προσδιορίσιμη ποσότητα . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

ΣΤΑΤΙΚΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΗΛΕΚΤΡΟΕΛΑΣΤΙΚΟΤΗΤΑΣ ΓΙΑ ΔΙΜΟΡΦΙΣΜΟΥΣ ΜΕ ΣΥΓΚΕΝΤΡΩΣΗ 

ΤΑΣΕΩΝ 

 

Ο όρος διμορφισμός αναφέρεται σε ένα κυλινδρικό σώμα που αποτελείται από δύο 

συνεχώς συνδεδεμένα ετερογενή κυλινδρικά σώματα, κατά μήκος του κοινού μέρους της 

πλευρικής επιφανείας . Τέτοια τμηματικά ομοιόμορφα σώματα είναι οι σύνθετες πλάκες 

που αποτελούνται από δύο ετερογενείς πλάκες συνεχώς συνδεδεμένες κατά μήκος του 

επιπέδου συνόρου τους (με αυτές ασχολούμαστε σε αυτό το κεφάλαιο). 

 

 

3.1   ΜΙΓΑΔΙΚΗ ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΤΩΝ ΛΥΣΕΩΝ ΤΩΝ ΔΙΔΙΑΣΤΑΤΩΝ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ  

Ας θεωρήσουμε ένα πιεζοηλεκτρικό υλικό σε ένα καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων 

1 2 3   και στην περίπτωση αυτή ο άξονας 3 βρίσκεται κατά μήκος των δυναμικών 

γραμμών του ηλεκτρικού πεδίου της προκαταρκτικής πόλωσης του κεραμικού . Οι 

γραμμικές εξισώσεις του πιεζοηλεκτρισμου είναι οι εξής 

11 11 11 12 22 13 33 31 3 22 12 11 11 22 13 33 31 3s s s d E  ,  s s s d E  ,                  

 33 13 11 22 13 33 33 3 23 44 23 15 2 13 44 13 15 1s s d E  , 2 s d E  ,2 s d E ,                 

12 66 12 11 12 12 1 11 1 15 13 2 11 2 15 232 s 2(s – s )  , D E d  , D d  ,              

 3 33 3 31 11 22 33 33D E d d                                                                                               (3.1)        

Όπου E E

11 11 44 44s s ,  . . . ,s s  είναι οι ελαστικές ενδοτικότητες υπό σταθερή τιμή του 

ηλεκτρικού πεδίου , 31 15 33d ,d ,d είναι οι πιεζοηλεκτρικές σταθερές , 
11 11 33 33,        

είναι οι διηλεκτρικές επιδεκτικότητες υπό σταθερές τιμές των μηχανικών τάσεων , 
j και 

jD είναι οι συνιστώσες των διανυσμάτων έντασης του ηλεκτρικού πεδίου και ηλεκτρικής 

μετατόπισης , διευθυνόμενα προς τους άξονες
j , αντίστοιχα .  

Εκτός από τις παραπάνω καταστατικές εξισώσεις , είναι διαθέσιμες οι εξισώσεις ισορροπίας 

j ij 0   (απουσία δυνάμεων όγκου) , οι εξισώσεις Cauchy 
ij i j j i

1
( u u )

2
     , οι 

εξισώσεις συμβιβαστού και οι ηλεκτροστατικές εξισώσεις rot ,div 0 E 0 D  . 
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Αναζητούμε λύση της ηλεκτροελαστικής εξίσωσης που δεν εξαρτάται από τη συντεταγμένη 

2  . Υποθέτοντας ότι 22 0  και εισάγοντας το ηλεκτροελαστικό δυναμικό grad Ε  

και τις τασικές συναρτήσεις 1 3,   που δίδονται από [1] 

2 2

11 3 1 33 1 1 13 1 3 1 12 3 3 23 1 3, , , ,                                        

γράφουμε 

 * 2 * 2 *

11 11 3 1 13 1 1 31 3 12 11 22 3 3s s – d  ,  s – s  ,                                                                    

* 2 * 2 *

33 13 3 1 33 1 1 33 3 13 44 1 3 1 15 1 23 44 1 3s s – d  , 2 s – d ,2 s                      

* 2 * 2 *

1 15 1 3 1 11 1 2 15 1 3 3 31 3 1 33 1 1 33 3D d  , D d  , D d d                                  (3.2) 

όπου 

         * 2 * * 2 *

11 11 12 11 13 13 12 11 33 33 13 11 31 31 12 11s s – s / s ,s s 1– s / s ,s s – s / s ,d d 1– s / s ,   

* * 2

33 33 31 13 11 33 33 31 11d d – d (s / s ) , –(d / s )    

Οι εξισώσεις ισορροπίας ικανοποιούνται ταυτοτικά . Οι ανεξάρτητες εξισώσεις 

συμβιβαστού είναι οι εξής 

2 2

3 11 1 33 1 3 122          

3 21 1 23– 0                                                                                                                                  (3.3) 

Αντικαθιστώντας στις (3.3) και στην div 0D  τις εκφράσεις των παραμορφώσεων και της 

ηλεκτρικής μετατόπισης έχουμε το ακόλουθο σύστημα διαφορικών εξισώσεων 

 ij j 33 3l 0 , l 0      i, j 1,2     

 * 4 * 2 2 * 4 2 * 2

11 33 1 44 13 1 3 11 3 22 11 1 33 3 2l s s 2s s  , l ,                

* 2 * 3 2 2

12 21 15 33 1 3 31 3 33 44 1 11 12 3l l (d – d ) – d  , l s 2(s – s )                                               (3.4) 

(το σύστημα εξισώσεων 0ij jl   είναι ελλειπτικό) 

Ας θεωρήσουμε το πρόβλημα της επίπεδης παραμόρφωσης στο καρτεσιανό σύστημα 

συντεταγμένων 1 2 3    ενός πιεζοκεραμικού μέσου με διεύθυνση προκαταρκτικής 

πόλωσης αυτή του άξονα 3 . Το επίπεδο παραμόρφωσης είναι το 1 3  .  

Η πυκνότητα εσωτερικής ενεργείας ενός πιεζοηλεκτρικού υλικού δίδεται από                       

ij ij i i

1
U ( D )

2
                         

Εισάγοντας τη συνάρτηση  1 3V ,   ως εξής            
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1 22 2 12l V ,  l V                                                                                                                         (3.5) 

το σύστημα των εξισώσεων (3.4) δίδεται από την ακόλουθη έκτης τάξης ομογενή διαφορική 

εξίσωση 

2

11 22 12(l l – l )V 0                                                                                                                            (3.6) 

Η λύση της (3.6) είναι η  

 
3

1 3 k k k 1 k 3

1

V , 2Re f (z ) ,z ,k 1,2,3
k

    


                                                             (3.7) 

όπου k   είναι οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης [1] 

 * * 2 * 4 * 2 2 * * 2 2

33 44 13 11 11 33 15 33 31[s s 2s s ]( ) – (d – d d ) 0                             (3.8) 

Στον (ΠΙΝΑΚΑ (3.1), [1]) δίδονται οι ρίζες ( 1,2,3)k k  της (3.8) για ορισμένα πιεζοκεραμικά 

σε επίπεδη εντατική κατάσταση και σε επίπεδη παραμορφωσιακή κατάσταση .  

  

ΠΙΝΑΚΑ 3.1 

Το σύστημα (3.4) είναι ελλειπτικό , άρα kIm 0   . Έστω ότι km 0 (k 1,2,3)   . O 

τύπος (3.7) χρησιμοποιείται στην περίπτωση που οι ρίζες k  είναι απλές (μη πολλαπλές). 

Οι συναρτήσεις k kf (z ) είναι αυθαίρετες αναλυτικές συναρτήσεις των kz  . 

H τασική συνάρτηση 1  και το ηλεκτρικό δυναμικό 2   βρίσκονται από τις (3.5) 

 
3

2 2 * 2

1 1 3 k k k k k k k k 11 33 k

1

, 2Re f (z ) , f (z ) f / z  , 
k

     


         

 
3

3 3 * * 3

2 1 3 k k k k k k k 15 33 k 31 k

1

, 2Re f (z ) , f (z ) f / z  ,  (d – d ) – d
k

      


        

                                                                                                                                                              (3.9) 
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Χρησιμοποιώντας τις ηλεκτροστατικές εξισώσεις , τους τύπους (3.2) και την έκφραση για 

την τασική συνάρτηση 1  , οι συνιστώσες των μηχανικών και ηλεκτρικών ποσοτήτων 

δίδονται από [1] 

3 3
2

11 k k k k 33 k k k

1 1

2Re (z ),  2Re (z ),
k k

    
 

                                                                             

3 3 3

13 k k k k 1 k k k 3 k k k k

1 1 1

2Re (z ), E 2Re (z ), E 2Re (z ),
k k k

     
  

            

 
3 3

41

1 k k k k 3 k k k k 11 k k 15 k k k

1 1

D 2Re r (z ), D 2Re r (z ),r – d , (z) f (z)
k k

   

 

        

                                                                                                                                                                             

                                                                                                                                                            (3.10) 

Λαμβάνουμε τις συνιστώσες της μετατόπισης ολοκληρώνοντας τις εκφράσεις των  

παραμορφώσεων στις (3.2) , λαμβάνοντας υπόψη τις (3.9) και έχουμε 

3 3

1 k k k 3 k k k k k

1 1

u 2Re p (z ),u 2Re q (z ),  (z) (z),
k k

  
 

        

* 2 * * * 1 * *

k 11 k k 13 k 31 k k k 33 k k 13 k k 33 kp s s d , q s s d                                            (3.11) 

Το διάνυσμα και η ροπή των μηχανικών δυνάμεων , που δρούν στην πλευρά του θετικού 

ορθοκανονικού διανύσματος στο τόξο ΑΒ , στην περιοχή που εκτείνεται το υλικό , είναι 

3 3

1 1n k k k k 3 3n k k k

1 1

ds 2Re [ (z )]  , X X ds 2Re [ (z )]  ,
k k

     

 
 

 

           

1 3n 3 1n 1 1 1 1 3 3 1M (x X – x X )ds [ – (x x )]   




                                                         (3.12) 

Για να διατυπώσουμε τις ηλεκτρικές συνοριακές συνθήκες είναι αναγκαίο να γράψουμε 

τους τύπους για την κάθετη συνιστώσα nD και την εφαπτομενική συνιστώσα s στο τόξο 

ΑΒ . Λόγω των (3.10) έχουμε 

 
3

n 1 3 k k k k

1

D D cos D sin 2Re r (z )
k

   


     

 
3

s 3 1 k k k k

1

E E cos – sin 2Re (z )
k

    


                                                                (3.13) 

όπου  k kcos – sin       ,   είναι η γωνία μεταξύ του θετικού , ορθοκανονικού 

διανύσματος στο σημείο  1 3,   του τόξου ΑΒ και του άξονα 1 (ΣΧΗΜΑ 3.2, [1]).                              
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ΣΧΗΜΑ 3.2 

 

Η ροή του διανύσματος ηλεκτρικής μετατόπισης και η ροή (circulation) του διανύσματος 

έντασης του ηλεκτρικού πεδίου δίδονται από τις (3.13) και έχουν ως εξής 

 
3

n k k k

1

D ds 2Re r [ z ]
k

 






   

 
3

s k k k

1

E ds 2Re [ z ]
k

  






                                                                                                (3.14) 

Σύμφωνα με τις (3.12) και (3.10) έχουμε ότι οι μηχανικές συνθήκες του πρώτου βασικού 

προβλήματος (όταν γνωρίζουμε τις δυνάμεις) σε ολόκληρο το σύνορο της περιοχής
jL

παριστάνονται ως εξής 

 
3

k k k k 1n k k

1 0

2Re ( ) X s ds c     ,       Re Im ,  L

s

k

        


       

 
3

*

k k k 3n

1 0

2Re ( ) X s ds c

s

k

  


                                                                                        (3.15) 

* *{ , }, { , }j j j jc c L c c L     είναι σταθερές που θα προσδιοριστούν από τη λύση του 

συνοριακού προβλήματος , s είναι η συντεταγμένη του περιγράμματος των ρωγμών.  

Όταν μας δίδονται οι μετατοπίσεις    1 3g ,g   στο σύνορο του σώματος , οι συνοριακές 

συνθήκες σύμφωνα με τις (3.11) γράφονται ως εξής 

   
3 3

k k k 1 k k k 3

1 1

2Re p ( ) g  , 2Re q ( ) g
k k

     
 

                                                        (3.16) 

Σε ορισμένες περιπτώσεις είναι πιο βολικό να γράφουμε τις μηχανικές συνοριακές 

συνθήκες ως προς τις παραγώγους των k k(z )  . Είναι αναγκαίο να διαφορίσουμε τις (3.15) 
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και (3.16) κατά μήκος του συνόρου L . Για το πρώτο βασικό πρόβλημα (όταν γνωρίζουμε τις 

δυνάμεις) έχουμε 

   
3

(m)

k k k k k m

1

2Re ( ) F         (m 0,1)
k

     


    

       0 3n 1 1nF  , F     ,     L                                                                            (3.17) 

ενώ για το δεύτερο βασικό πρόβλημα (όταν γνωρίζουμε τις μετατοπίσεις) 

       
3

(m)

k k k k m

1

2Re p F                 m  0,1
k

   


    

(0) (1)

k k k k 0 1 1 3p p , p q , F ( ) g / s, F ( ) g / sd d d d                                                           (3.18) 

Oι ηλεκτρικές συνοριακές συνθήκες έχουν ως εξής: στην περιοχή του συνόρου *L  που είναι 

καλυμμένη με ηλεκτρόδια οι τιμές του ηλεκτρικού δυναμικού είναι καθορισμένες. Στην 

περίπτωση αυτή λόγω των (3.9) έχουμε ότι 

 
3

*

k k k

1

2Re ( ) V ,  L
k

    


                                                                                               (3.19) 

3

k k k k

1

2Re ( ) ( ) V( ) / s
k

d d    


                                                                                      (3.20)              

Στο τμήμα του συνόρου *L-L   που δεν είναι καλυμμένο με ηλεκτρόδια η προσεγγιστική 

συνθήκη nD 0  ισχύει και από την (3.13) έχουμε 

  
3

k k k k

1

2Re r ( ) 0
k

  


                                                                                                       (3.21) 

Άρα έχουμε δύο μηχανικές και μία ηλεκτρική συνοριακή συνθήκη για να προσδιορίσουμε 

τις τρεις συναρτήσεις k k(z )   . Όλα αυτά ισχύουν και στην περίπτωση επίπεδης έντασης 

(σε λεπτή πλακά) . Το μόνο αναγκαίο είναι να γράψουμε αντί των σταθερών * * *

ik ik 33s ,d ,   

τις 
ik, ik 33s ,d ,  . 
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3.2   ΔΙΜΟΡΦΙΣΜΟΣ ΜΕ ΡΩΓΜΕΣ ΣΕ ΕΝΑ ΑΠΟ ΤΑ ΔΥΟ ΥΛΙΚΑ ΠΟΥ ΤΟΝ ΣΥΝΙΣΤΟΥΝ 

Ας θεωρήσουμε ένα τμηματικά ομογενές πιεζοηλεκτρικό μέσο που απαρτίζεται από δύο 

συνεχώς συνδεδεμένα  , κατά μήκος του άξονα 1 , διαφορετικά πιεζοηλεκτρικά επίπεδα. 

Ας υποθέσουμε ότι η διεύθυνση του πεδίου της προκαταρκτικής πόλωσης του 

πιεζοκεραμικού είναι παράλληλη στον 3  άξονα . Το άνω επίπεδο περιέχει ρωγμές 
jL  

( j 1,2, ,k)   που μπορούν να περιγραφούν ως μαθηματικές τομές . Σε ομογενές πεδίο 

μηχανικών τάσεων οι ποσότητες (1) (2)

11 11 13 33, , ,            είναι καθορισμένες  

ενώ ένα διάνυσμα τάσης 1n 3n( ,X )  ενεργεί στα χείλη της ρωγμής-τομής. 

Υποθέτουμε ότι οι 
jL  είναι λεία , ασύνδετα τόξα , των οποίων οι παραμετρικές εξισώσεις 

των καμπυλών και οι συναρτήσεις 1n 3n,X   ικανοποιούν τη συνθήκη Holder (παράρτημα, 

μέρος Β, [3]) (είναι συναρτήσεις κλάσης  ) , οι 
jL  δεν έχουν κοινά σημεία και η δεδομένη 

σε αυτές φόρτιση είναι συνεχής από το ένα χείλος στο άλλο . Οι μηχανικές και ηλεκτρικές 

ποσότητες σε κάθε ημιεπίπεδο προσδιορίζονται χρησιμοποιώντας τρία μιγαδικά δυναμικά 

(z )   που δίδονται από τους τύπους (3.10). 

Η συνθήκη ιδανικής μηχανικής επαφής                                                                                               

(
       1 2 1 2(1) (2) (1) (2)

33 33 13 13 1 1 3 3, ,u u ,u u       ) πρέπει να πληρείται στη γραμμή 

σύζευξης 3 0   όπου οι ηλεκτρικές ποσότητες 1  και 3D  πρέπει να είναι συνεχείς . Οι 

συνθήκες ιδανικής μηχανικής επαφής μπορούν να γραφούν ως εξής [1] 

        
3

1 2(1) (2)

k 1 k 1

1

Re {c c } 0 , (k 1, ,  6) , (r 1,2)   


 


                               (3.22) 

(r) (r) (r) (r) (r) (r) (r) (r) (r) (r) (r) (r) (r)

1 2 3 4 5 6c  , c  , c p  , c q  , c  , c r                        

Oι ηλεκτρικές συνοριακές συνθήκες παρουσιάζονται ως συνθήκες σύζευξης του ηλεκτρικού 

πεδίου στη διεπιφάνεια δύο διηλεκτρικών [18] .Υπό τη μορφή δυναμικών γράφουμε 

        
3

(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)

p p 1 2

1

2Re b f   (p  1,2) , b  , b         


        






      

       
3

1(1) (1) (1) (1) (1)

n 3 4

1

Re b 0 (n  3,4) , b  , b r  ,        


     


     
   

         (1) (1) (1) (1)

1 1n 2 3ncos – sin  , f  , f X  ,  Re m  ,                      

   

1 2 j   i    L   ( j 1,2, ,k)                                                                                                     (3.23) 
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  είναι η γωνία μεταξύ του ορθοκανονικού διανύσματος στο αριστερό χείλος της 
jL   

(κατά  την κίνηση από την αρχή 
ja  στο τέλος 

jb ) και του άξονα 1 (ΣΧΗΜΑ 3.3Α, [1]) , το 

σύμβολο [ ] δείχνει το άλμα της αντίστοιχης ποσότητας όταν διέρχεται από την τομή-

ρωγμή.  

 

ΣΧΗΜΑ 3.3Α 

Το πρόβλημα έγκειται στον προσδιορισμό των δυναμικών (r) (r)(z )   υπό 1) τις συνθήκες 

σύζευξης στη διεπιφάνεια του μέσου (3.22) , 2) τις συνοριακές συνθήκες (3.23) και 3) τις 

συνθήκες στο άπειρο .  

Προκειμένου να λάβουμε τις ολοκληρωτικές εξισώσεις του προβλήματος συνοριακών τιμών 

της ηλεκτροελαστικότητας , πρώτα θα κατασκευάσουμε τη θεμελιώδη λύση για το σύνθετο 

πιεζοκεραμικό υλικό στην περίπτωση μη ύπαρξης ρωγμών . Ας θεωρήσουμε τη 

συγκεντρωμένη δύναμη 1 3P iP (ΣΧΗΜΑ 3.3Β, [1]) η οποία δρα στο σημείο  10 30,   στο 

άνω επίπεδο του σύνθετου μέσου (η λύση αυτού του προβλήματος λέγεται θεμελιώδης).  

 

ΣΧΗΜΑ 3.3Β 
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Τα δυναμικά λαμβάνουν την εξής μορφή [1] 

             
3

1 1 1 1 1 1 1(1) (1)

0 m m m0

1

(z ) ( / (z – z )) {( A )/(z –  z )}
m

      


     

         
3

2 1 1 2 1(2)

3,m m m0

1

(z ) ( A ) / (z – z )
m

    



                                                                  (3.24) 

30( 0,r 1,2 , 1,2,3)                                                                                                                          

(r) (r) (r) (r)

0 0 0 1 3 0 0 30z Rez Imz , z Rez Imz  , z i  , z i                            

Ο πρώτος όρος της πρώτης εξίσωσης αντιστοιχεί στη θεμελιώδη λύση για ένα ομογενές 

πιεζοκεραμικό μέσο . Για να υπολογίσουμε τις σταθερές (1)

  είναι αναγκαίο να λάβουμε 

υπόψη τις τρεις εξισώσεις για το μονότιμο της μετατόπισης , τη συνθήκη που αφορά το 

δυναμικό του ηλεκτρικού πεδίου και τις τρεις εξισώσεις ισορροπίας και διατήρησης του 

φορτίου: 1n 1 3n 3 nX ds P  ,  X ds P  ,  D ds
c c c

         ,  όπου c  είναι ένας τυχαίος 

κλειστός δρόμος που περιέχει το σημείο  10 30,  . Τελικά καταλήγουμε σε ένα σύστημα 

έξι αλγεβρικών εξισώσεων που μας δίδουν τις (1)

 [1] 

     
3

1 1 m  –  1

m

1

2Im A ( ) B / h   m 0 , ,  5   , 





                                                                                             

     1 1(1) (1) (1) (1)

0 1 33 11 33 33 1 33 13B (P / (2 s )){( s d / ) – s } ,       

       1 1 1 1(1) (1)

1 1 11 3 15 33 31 11 33B (1/ (2 )){P (d d ) } ,                                                                            

 (1) *

2 1 31 1 3 1 3 33B Pd / (2 )  ,    (1/ (2 ))( P d )  ,                                                                              

 (1) (1)

4 1 1 33 15B (P / (2 )) d – d   ,                                                                                                                

(1) (1)

5 3 1 2 3 13 1 3 13B ( / (2 )){P {(s ) / – d }– }  ,                                                                                        

         
21 1 1(1) (1) (1) (1) (1)

1 33 15 33 11 31 2 11 33 31d – d d   ,   s – d   ,                                                             

   1(1) (1) (1) (1)

3 33 15 31 11 11d – d d – s                                                                                           (3.25)        

όπου h  είναι το πάχος της πλάκας . Η ορίζουσα του συστήματος (3.25) είναι η [1] 

21 2 3
2 1 3 1 3 2 2 1 3 1 3 22

1 2 3

Im Im
8 | ( )( )( )( )( )( ) | 0

| |

m
D i

  
           

  


          
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Απαιτώντας η λύση (3.24) να ικανοποιεί τις συνθήκες σύζευξης (3.22) στη γραμμή 3 0   

καταλήγουμε στο ακόλουθο σύστημα γραμμικών αλγεβρικών εξισώσεων που μας δίδει τα 

 1

m     

         
3

1 1 2 1 1

n m n 3,m nm

1

{c c } c   


  



                                                                                         (3.26) 

(n 1, ,6  ,  m 1,2,3)                                                                                                                   

H θεμελιώδης λύση προσδιορίζεται από τις (3.24), (3.25), (3.26) . 

Αν η συγκεντρωμένη δύναμη δρα στο σημείο  10 20,    του κάτω επιπέδου , η αντίστοιχη 

θεμελιώδης λύση έχει τη μορφή 

     
3

1 1 1(2) (2) (2)

3 m m m1

1

(z ) ( , A ) / (z –  z ) ,
m

    



     

                 
3

2 2 2 2 2 2 2(2) (2)

1 m m m1

1

(z ) ( / (z – z )) – ( A )/(z – z )
m

      


                   (3.27) 

     2 2

m1 10 m 30 30z   0 , 1,2,3                                 

όπου οι 
 2(2)

m,   προσδιορίζονται από τις (3.25) , (3.26) (ο άνω δείκτης 1 

αντικαθίσταται  από τον 2) .  

Τα μιγαδικά δυναμικά για το συνοριακό πρόβλημα προέρχονται από την αντικατάσταση 

των σταθερών 
 1

m (m 1,2,3)  στην (3.24) 

       1 1

m m m jA (1/ 2 i) ds ,  L L                                                                  (3.28)                     

όπου ds  είναι το στοιχειώδες μήκος τόξου του
jL  .  

Kαι έχουμε [1] 

               
3

1 1 1 1 1 1(1) (1) (1) (1)

m m m m

1

(z ) (1 / 2 i) / ( – z )d ( / 2 i) / ( z )d
L L

m

                  


      

 

           
3

2 1 1 2 1(2) (2)

3,m m m m

1

(z ) ( / 2 i) / ( – z )d
L

m

         



                         (3.29) 

    (r) (r)

j j{ , L }, ( j 1,2, ,k) ,  Re Im  ,  L (r 1,2 ,  1,2,3)                               
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Οι σταθερές ( )rB πρέπει ταυτόχρονα να υποστηρίζουν την ύπαρξη του δεδομένου πεδίου 

τάσεων και να ικανοποιούν τις συνθήκες σύζευξης του μέσου στο άπειρο . Οι 

ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις (3.29) ικανοποιούν τις συνθήκες σύζευξης (3.22) 

ανεξάρτητα από την επιλογή των συναρτήσεων     . Αντικαθιστώντας τις οριακές τιμές 

των συναρτήσεων (3.29) και χρησιμοποιώντας τους τύπους Sokhotski – Plemelj 

(παράρτημα, μέρος Β, [3]) για τα γενικευμένα ολοκληρώματα τύπου Cauchy καταλήγουμε 

σε ένα σύστημα δύο ιδιόμορφων ολοκληρωτικών [3] και τεσσάρων αλγεβρικών εξισώσεων 

που μας δίδουν τις τρεις μιγαδικές ΄΄πυκνότητες΄΄    [1] 

     
 

 
3 3

1 1m0 (1)

p m m 0(1) (1) 1 (1)
1 10

m 0

2Re b {(1/ i) d ( / i) d } ( )
–

p
L L

m

W


  
   

   
     

    

 


  

 

 
3

n

1

Re b ( ) 0    p 1,2 , n 1,2,3,4 


 


    

  (1)

1 0 1n 11 0 13 0W 2 – 2( cos sin )            

 2 0 3n 13 0 33 0W 2 2( cos sin )                                                                    (3.30) 

     0 (1) (1)

n n n n 0 0 0 0 0 0 0 jb b  , b b  ,   ,  Re m  ,  L L                                        

Στο παραπάνω σύστημα προστίθενται οι εξής συνθήκες 

   
3

1 (1)

1

Re p d 0
jL

  


  


   

   
3

1 (1)

1

Re q d 0       ( j 1,2, ,k)
jL

  


  


                                                                 (3.31) 

που προέρχονται από την απαίτηση μοναδικότητας της μετατόπισης στο σύνθετο μέσο .  

Οι εξισώσεις (3.30) , (3.31) μοναδικά προσδιορίζουν τις συναρτήσεις  , 1,2,3    , 

στην κλάση συναρτήσεων που δεν φράσονται στα άκρα των 
jL . Τα δυναμικά ( ) ( )( )r rz 

δίδονται από τις (3.29) , τα μηχανικά και ηλεκτρικά πεδία δίδονται από τις (3.10) σε κάθε 

σημείο του σύνθετου μέσου .  

Η εξαγωγή των τύπων για τους συντελεστές έντασης των τάσεων προκύπτει από την 

ασυμπτωτική ανάλυση των αντιστοίχων τάσεων στη γειτονιά της αιχμής της ρωγμής .  

* * *

1 n 2 nslim 2 r  ,  K lim 2 r    (r 0)                                                                    (3.32) 
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Όπου n ns,   είναι η κάθετη και η εφαπτομενική τάση , σε μία γειτονιά της αιχμής της 

ρωγμής και *r  η απόσταση από το σημείο μέχρι την αιχμή c  .  

H παραμετρικοποίηση του περιγράμματος της 
jL  είναι η εξής 

   0 0 0,    ( 1 , 1)                  και ισχύει ότι   

     2

m m / 1  –                                                                                                        (3.33)                                                                                                                

όπου οι συναρτήσεις  m  (m 1,2,3)   είναι συνεχείς στο διάστημα  1,1  σύμφωνα 

με τη συνθήκη Ηolder [3] .  

Υπολογίζοντας τις ασυμπτωτικές τάσεις στην αιχμή χρησιμοποιώντας τις (3.10), (3.24) , 

(3.29) , (3.33) , από τις (3.32) βρίσκουμε[1] 

   
3

1 1 2

1 m m c m

1

K s ( 1) m { ( )} ( 1)
m

΄   



       

     
3

1 1 1

2 m m c m c m

1

K s ( 1) m ( )e ( ) ( 1)
m

΄    



                                                          (3.34) 

       1 1 1 1

m c m c c m c m c c( ) cos – sin  ,  e ( ) sin cos                                                            

όπου ο άνω δείκτης αντιστοιχεί στην αιχμή c b  , o κάτω στη c a  , c  είναι η γωνία 

μεταξύ του ορθοκανονικού διανύσματος στην 
jL  στην αιχμή c  και του άξονα 1  . 

Παραμετρικοποιώντας το περίγραμμα της 
jL στο διάστημα 1 1   το σύστημα (3.30) 

μπορεί να γραφεί ως εξής [1] 

13
* * *

0 0 0

1 1

3
* * * *

1

{ ( ) ( , ) ( ) ( , )} ( )

{ ( ) ( ) ( ) ( )} 0( 1,2, 1,2,3,4)

p p p

n n

G G d W

b b p n

   


   


         

     

 



 

   





                                                   (Α) 

*0 *0(1) 3
(1)

0 (1) (1) (1) (1)
10 0

* * *0

0 0 0

( )
( , ) { } ( )

( ) ( ), ( ) ( ), ( ), ( ), ( )

p pm

p m

m
m

p p p p

b ba
G s

i

W W b b


 

  

   


   

    

            



 
 

    


 

 Μπορούμε να υπολογίσουμε τις προσεγγιστικές τιμές των αγνώστων συναρτήσεων 

( )  στην (3.33) στις ρίζες του πολυωνύμου Chebyshev πρώτου είδους .Τα σημεία 

(collocation) ταξιθεσίας είναι οι ρίζες του πολυωνύμου Chebyshev δευτέρου είδους 

(παράρτημα , παράγραφος 1 , μέρος Α, [1]). 
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Εφαρμόζοντας τους τετραγωνικούς τύπους (Β.5) , (Β.8) του παραρτήματος και στις δύο 

ολοκληρωτικές εξισώσεις (Α) καθώς και στις επιπρόσθετες συνθήκες (3.31) , καταλήγουμε 

σε ένα 6N σύστημα γραμμικών αλγεβρικών εξισώσεων ως προς τις τιμές στους κόμβους 

της παρεμβολής ( 1,2,..., )N   των συναρτήσεων ( )i  και ( )( 1,2,3)i i   [1] 

3
*

1 1

3
* *

1 1

3
(1) (1)

1 1

{ ( , ) ( , )} ( )( 1,2, 1,2,..., 1)

{ ( ) ( ) } 0( 1,2,3,4)

Re ( ) 0

N

i ip m i ip m p m

i

N

ni i ni i

i

N

i i i

i

G G W p m N
N

b b n

p a s

   


   


  



    

 



 

 

 

     

    

 







             

3
(1) (1)

1 1

Re ( ) 0
N

i i i

i

q a s  



 

                                                                                                            (Β)                                                                               

(1) (1)( ), ( ), ( ) |i i i i

ds
a a s

d         



      

2 1
( ), cos , cos

2
m

m

N N
  

 
     


    

Οι δύο τελευταίες εξισώσεις (Β) αντιστοιχούν στις πρόσθετες συνθήκες (3.31) και εξάγονται 

με τη βοήθεια της εξίσωσης (1) (1)( )d a ds   .  

Για να υπολογίσουμε τις ποσότητες i ( 1) (i 1,2,3)   , που εμφανίζονται στις εκφράσεις 

(3.34) , χρησιμοποιούμε τους τύπους [1] 

      N i i

1

L [ , 1] (1 / N) 1 tan 2 –1 / 4





 






         

      N i i

1

L [ ,1] (1 / N) 1 cot 2 –1 / 4





 






                                                (3.35)  

 i i( )    

Αυξάνοντας την παράμετρο N , η λύση του συστήματος των αλγεβρικών εξισώσεων (Β) , 

που είναι το διακριτό ανάλογο των εξισώσεων (3.30) , (3.31) , συγκλίνει ομοιόμορφα στην 

ακριβή λύση .  
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3.3   ΔΙΜΟΡΦΙΣΜΟΣ ΜΕ ΚΟΙΛΟΤΗΤΕΣ ΣΕ ΕΝΑ ΑΠΟ ΤΑ ΔΥΟ ΥΛΙΚΑ ΠΟΥ ΤΟΝ ΣΥΝΙΣΤΟΥΝ 

Ας θεωρήσουμε το πρόβλημα ενός διμορφισμού που διαθέτει στο άνω επίπεδο κοιλότητες 

j  ( j 1,2, ,n  ). Υποθέτουμε ότι οι κοιλότητες περικλείουν κενό και ότι δρα στα 

περιγράμματα αυτών ένα διάνυσμα τάσης 1 3( , )n n  . Επίσης, εφαρμόζεται στο άπειρο 

ένα ομογενές τασικό πεδίο (1) (2)

11 11 13 33, , ,            και το ηλεκτρικό πεδίο 

(1) (2)

1 3 3, ,         . Υποθέτουμε ότι οι παραμετρικές εξισώσεις των περιγραμμάτων 

j και οι συναρτήσεις 1 3,n nX X ανήκουν στην κλάση των συναρτήσεων που είναι συνεχείς 

κατά Holder [3] και j  . 

Tο παραπάνω πρόβλημα μετατρέπεται στον προσδιορισμό των έξι μιγαδικών συναρτήσεων 
(r) (r)(z )  ( 1,2,3 , r 1,2)      από τις συνθήκες (3.22) στη διεπιφάνεια του μέσου, από 

τις συνθήκες στο άπειρο και από τις συνοριακές συνθήκες στα περιγράμματα των 

κοιλοτήτων 
j  . Οι τελευταίες μπορούν να παρασταθούν ως εξής [1] 

    
3

(1) (1)

pn p

1

2Re b f    (p 1,2,3) 


 




                                                                    (3.36)                                                          

         1(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)

1 2 3b  , b  , b r  , cos sin ,                              

          (1) (1)

1 1n 2 3n 3 1 2 jf  , f   , f 0 ,  Re m  ,  i   ( j 1,2, ,n)                           

  είναι η γωνία μεταξύ του ορθοκανονικού διανύσματος στο περίγραμμα 
j  και του 

άξονα 1 (ΣΧΗΜΑ 3.4, [1]) . Ως συναρτήσεις  (1) (1)

   θεωρούμε τις οριακές τιμές των 

(1) (1)( )z   καθώς z   
j (η μετάβαση αυτή πραγματοποιείται από το σώμα προς την 

οπή) . Η συνθήκη που αντιστοιχεί στο p 3  εκφράζει την ισότητα με το μηδέν της κάθετης 

συνιστώσας του διανύσματος της ηλεκτρικής επαγωγής στο 
j  .  

 

ΣΧΗΜΑ 3.4 
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Εφαρμόζοντας τη θεμελιώδη λύση (3.24) μπορούμε να γράψουμε τις αναλυτικές 

συναρτήσεις (r) (r)(z )  στην εξής μορφή [1] 

               
3 3

1 1 1 1 1 1 1(1) (1) (1)

k k m km m

1 1

(z ) q {( / (z –   )) ( )/(z – )}ds
k m

            


 

       

             
3 3

2 1 1 2 1(2) (2)

k 3,m km m

1 1

(z ) q ( ) / (z – )ds     1,2,3
k m

        


 

                                                                                     

                                                                                                                                                            (3.37) 

     j j j

1

q {q , },Imq 0,  
n

j

     


                                                                                    

όπου ds   είναι το στοιχειώδες μήκος τόξου του περιγράμματος   , οι σταθερές (r)



σχετίζονται με τα , δεδομένα στο άπειρο , ομογενή πεδία μηχανικών τάσεων και εντάσεων  

ηλεκτρικού πεδίου . Οι μιγαδικές σταθερές 
 1

km σχετίζονται με το σύστημα (3.25) ως εξής 

       1 1 1 1

m 1 1m 2m 3 3mA P P    (m 1,2,3)       

Οι ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις (3.37) ικανοποιούν τις συνθήκες σύζευξης (3.22) . 

Αντικαθιστώντας τις οριακές τιμές των αναπαραστάσεων (3.37) όταν 
 1 (1)

0z   στις 

συνοριακές συνθήκες (3.36) λαμβάνουμε ένα σύστημα τριών ιδιόμορφων ολοκληρωτικών 

εξισώσεων δευτέρου είδους [1] 

         
3

pk 0 k 0 k kp 0 p 0

1

{t q q G , ds} N    (p 1,2,3) ,
k

     




                         (3.38) 

 
   

 

 1 1 13 3
0 m km k

kp 0 p (1) (1)1 (1)
1 1 0

m 0

G , 2Re b { },
 m

 


  

  
 

   

 


   

 
 

 
         

103
p k * 0

pk 0 p 0 p 0 p 0 p p 0 0 0(1)
1 0

b
t 2 m ,  f f  , b b  , ,

 

 
 


        

 

       

   * (1) *

1 0 11 0 33 0 2 0 13 0 33 0f cos sin  , f cos sin  ,                        

         1 1 1 1* (1) (1)

3 0 15 13 11 1 0 31 11 33 33 33 3 0f (d )cos – (d d )sin                       

                                     

(1) (1)

0 0 0 0Re m  ,  ,              

(οι ολοκληρωτικές εξισώσεις (3.38) μπορούν να μετατραπούν σε ένα σύστημα γραμμικών 

αλγεβρικών εξισώσεων ως προς τις τιμές των ( )kq  στους κόμβους της παρεμβολής 

χρησιμοποιώντας τους τύπους τετραγωνισμού (παράρτημα , παράγραφος 2, μέρος Α, [1] )                                                                                         
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Οι συναρτήσεις    p pb ,f    προσδιορίζονται από τις (3.36) . 

Για να προσδιορίσουμε τη συγκέντρωση των τάσεων σε έναν διμορφισμό με κοιλότητες , 

πρώτα υπολογίζουμε την κάθετη τάση   στο περίγραμμα  (με τη βοήθεια της (3.10)) [1] 

     
3

2 2 (1) (1) 2 (1) (1)

0 11 0 33 0 13 0 0 0 0

1

sin cos – sin 2 2Re ( sin cos )    


            


                                                        

                                                                                                                                                            (3.39) 

Ως συναρτήσεις  (1) (1)

0   θεωρούμε τις οριακές τιμές των (1) (1)( )z   όταν 0z    

(η μετάβαση γίνεται από το σώμα προς την οπή) ,  είναι η γωνία μεταξύ της εφαπτομένης, 

κατά τη θετική φορά ,στο περίγραμμα της κοιλότητας στο σημείο 0 και του άξονα 1 . 

Πρέπει να σημειωθεί ότι οι καθορισμένες στο άπειρο μηχανικές και ηλεκτρικές ποσότητες 

δεν είναι τυχαίες (λόγω της κοινής παραμόρφωσης του άνω και κάτω επιπέδου) . Οι τάσεις 

13 33,   και η συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου 1  είναι συνεχείς κατά τη μετάβαση 

διαμέσου της διεπιφανείας αλλά οι 11  και 3   εμφανίζουν άλματα στις τιμές τους και 

μπορούν να προσδιοριστούν από το σύστημα [1] 

     2 1(2) (2) (2) (1) (1) (2) (1) (1)

11 11 31 3 11 11 13 13 33 31 3s d E s s – s d E                

           2 2 1 1 2 1(2) (2) (1) (1)

31 11 33 3 31 11 33 33 33 33 3d d (d – d )                                                                                                                

                                                                                                                                                            (3.40) 

Οι εξισώσεις (3.40) μας επιτρέπουν να προσδιορίσουμε τα (2)

11   και (2)

3   από τις 

δεδομένες ποσότητες (1) (1)

11 33 3, ,         . 
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3.4    ΣΥΝΘΕΤΗ ΠΛΑΚΑ ΜΕ ΡΩΓΜΗ ΠΟΥ ΔΙΑΠΕΡΝΑ ΤΗΝ ΕΝΔΙΑΜΕΣΗ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑ 

 Έστω ότι η ρωγμή L  διασχίζει την ενδιάμεση επιφάνεια στον κόμβο c  και ότι σε αυτό το 

σημείο η ρωγμή δεν είναι λεία (ΣΧΗΜΑ 3.5, [1]). 

ΣΧΗΜΑ 3.5 

 

Ας υποθέσουμε ότι στο άπειρο , το ομογενές πεδίο των μηχανικών τάσεων 
(1)

11 13 33, ,         είναι καθορισμένο και ένα διάνυσμα δυνάμεων ( 1n 3n,X ) δρα 

στα χείλη της ρωγμής . Υποθέτουμε ότι η διεύθυνση του ηλεκτρικού πεδίου της 

προκαταρκτικής πόλωσης του πιεζοκεραμικού είναι παράλληλη στον άξονα 3  . 

 Έστω rL ( r 1,2 ) το τμήμα της ρωγμής L που κείτεται στο r  ημιεπίπεδο . 

Χρησιμοποιώντας τις (3.10) οι μηχανικές και ηλεκτρικές συνοριακές συνθήκες στη ρωγμή 

μπορούν να γραφούν ως εξης [1] 

3
(r) (r) (r) (r) (r) (r)

pk k k p r

1

2Re b { ( )} f ( ) ,  L
k

  



    

     
3

r r(r)

nk k k

1

Re b [ ( )] 0   p 1,2,n 3,4
k




                                                                        (3.41) 

             r r r r r r r(r) (r) (r)

1k k k k 2k k k 3k k kb ( ) , b ( ) , b ( ) ,               

       r r r(r) (r) (r) (r) (r) (r)

4k k k k k 1 1n 2 3nb r ( ) ,  ( ) cos – sin   r 1,2  , f X  , f X             

Οι δύο τελευταίες συνθήκες της (3.41) εκφράζουν τη συνέχεια της κάθετης συνιστώσας του 

διανύσματος της ηλεκτρικής επαγωγής και της εφαπτομενικής συνιστώσας του 

διανύσματος έντασης του ηλεκτρικού πεδίου όταν διέρχονται από την rL . Το σύμβολο [ ] 

υποδηλώνει άλμα της αντίστοιχης ποσότητας στην L  ,   είναι η γωνία μεταξύ του 

ορθοκανονικού διανύσματος στο αριστερό χείλος της L  (καθώς κινούμαστε από την αρχή 

της a προς το τέλος της b) και του 1  άξονα .  
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Το πρόβλημα συνίσταται στον προσδιορισμό έξι δυναμικών (r) (r)(z ) ( 1,2,3,r 1,2)      

από τις συνοριακές συνθήκες (3.41) , τις συνθήκες σύζευξης (3.22) και τις συνθήκες στο 

άπειρο .  

Εφαρμόζοντας τη θεμελιώδη λύση (3.24) , (3.27) τα μιγαδικά δυναμικά έχουν ως εξής [1] 

(r) (r) (r) (r)3
(r) (r) (r) (r) ( )m

m(r) (r) (r) (r)
1

m

1 ( ) 1 ( )
(z ) d

2 – z 2 zr r

r

m
L L

m

d
i i


   

  

   
  

   

  


  + 

 
 

   

   
   

3

3 r 3 r3
3 r 3 r rm

3,m m3 r r
1 m

1 ( )
 d B

2 i –  zrL
m

 



 
 

 

 
 

 


                                                         (3.42)             

(r 1,2, 1,2,3)   

(r) (r) (r) (r) (r) (r) (r) (r)

1 3 1 3 1 3 rz  ,         ( , ) L                                                                   

3 0   στο r 1  και 3 0   στο r 2  . Οι σταθερές (r)

  εξαρτώνται από τη διαταραχή 

του ηλεκτρικού πεδίου λόγω των δεδομένων τάσεων στο άπειρο .  

 Αντικαθιστώντας τις οριακές τιμές των δυναμικών (r) (r)(z )   στις συνοριακές συνθήκες 

(3.41) όταν (r) (r)

0z   , λαμβάνουμε ένα σύστημα τεσσάρων ιδιόμορφων 

ολοκληρωτικών εξισώσεων [3] και οκτώ αλγεβρικών εξισώσεων ως προς τις έξι μιγαδικές 

‘’πυκνότητες’’ 
(r) (r)( )  ([1]) 

(r) (r) (r) (r)3 3
(r) (r) (r) ( )m

p 0 m(r) (r) ( ) ( )
1 10 0

1 ( ) 1 ( )
Re b {   d  

–  r r

r

m
r rL L

m
m

d
i i


  

   

   
  

      




    + 

 
3

(3 r) (3 r)3
(3 r) (3 r) (r) (r)m

3,m m p 0(3 r) (r)
1 m 0

1 ( )
   d } F ( )

–  rL
mi





 
  

  

 
 

 


           (p 1,2)  

3
(r) (r) (r)

n

1

Re b ( ) 0 


 


           (r 1,2,n 1,2,3,4)                                                          (3.43) 

(r) (r) (r) (r) (r) (r)

1 0 1n 11 0 13 0F ( ) cos sin             

(r) (r) (r) (r) (r)

2 0 3n 13 0 33 0F ( ) cos sin                                                                       

(r) (r) (r) (r) (r) (r) (r) (r) (r) (r)

0 0 n 0 n 0 1 3 0 r( ) , b b ( ) ,  i  ,  L                                                          

Στο παραπάνω σύστημα προστίθενται οι εξής συνθήκες 

2 3
(r) (r) (r) (r)

1 1

Re p ( )d 0
rL

r

  


  
 

   



 

85 
 

2 3
(r) (r) (r) (r)

1 1

Re q ( )d 0         (r 1,2 ,  1,2,3)
rL

r

  


   
 

                                         (3.44) 

οι οποίες παράγονται από την απαίτηση ότι τα άλματα (οι ασυνέχειες) στον κόμβο c  

πρέπει να είναι ίσα. 

Οι ορισμένες στο άπειρο τάσεις δεν είναι τυχαίες , οι συνθήκες για το μονότιμο της 

παραμόρφωσης στο άνω και κάτω επίπεδο προκαλεί τη σύνδεση που εκφράζεται μέσω των 

(3.40) . Υπό την απουσία ηλεκτρικού πεδίου στο άπειρο ( (1)

3 0   ) , η τάση (2)

11   

προσδιορίζεται από [1] 

 
 

   

   (2) (1) (2) (2) (1) (2)2(1) (2) (1)
31 33 33 33 13 132 131 31 33 11

11 11 332 (2) 2 (2) (2)2(2) (2)
31 33 1131 33 11

d d – d ( )d d s
{ } { }

( )d s

s s

d s
  

   
      

  

                                                                                                                                                                                                                                                    

                                                                                                                                                            (3.45) 

Η (3.45) μπορεί να χρησιμοποιηθεί για τον υπολογισμό της συνάρτησης 
   2 (2)

1 0F    που 

εμφανίζεται στις (3.43) . 

Οι πυρήνες των ολοκληρωτικών εξισώσεων (3.43) εκτός από την αιρόμενη ιδιομορφία 

τύπου Cauchy ([10], [11], [12], [13]), παρουσιάζουν και τη μη αιρόμενη ιδιομορφία στον 

κόμβο c . Η προσεγγιστική λύση του συστήματος (3.43) με τις (3.44)πρέπει να αναζητηθεί 

στην κλάση συναρτήσεων που δεν φράσονται στα δύο άκρα του περιγράμματος της rL . 

Αφού προσεγγίσουμε τη λύση του συστήματος (3.43) , (3.44) ,  σύμφωνα με τις (3.42) , 

υπολογίζουμε τα δυναμικά  ( ) ( )( )r rz   , τότε θεωρώντας τις μιγαδικές αναπαραστάσεις 

(3.10) οι συζευγμένες μηχανικές και ηλεκτρικές ποσότητες μπορούν να προσδιοριστούν σε 

οποιοδήποτε σημείο του σύνθετου μέσου . 

Παραμετρικοποιούμε το περίγραμμα ( 1,2)rL r  χρησιμοποιώντας τη σχέση 

( ) ( )( ), [ 1,1]r r      . Και γράφουμε [1] 

 

 

 

 

                                                                                                          (Α) 

 

(1)
(1) (1)

(2)
(2) (2)

( )

( )
( )

(1 ) 1

( )
( )

(1 ) 1

( 1) 0r


 


 




 

 


 

 




 




 

  
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όπου γ η τάξη της ιδιομορφίας (power singularity). Ο προσδιορισμός της γ μπορεί να γίνει 

με την ασυμπτωτική ανάλυση των ιδιόμορφων ολοκληρωτικών εξισώσεων στη γειτονιά του 

σημείου c στα τόξα rL .  

Υποθέτοντας ότι ισχύει η ανισότητα Re 1/ 2  , η αριθμητική υλοποίηση του αλγορίθμου 

επιτυγχάνεται γράφοντας [1] 

( )
( ) ( )

2

( )
( ) , 1,2,3, 1,2

1

r
r r r




  




  


                                                                                        (Β) 

και θεωρώντας (1) (2)( 1) 0, (1) 0      . 

Αναλύοντας ασυμπτωτικά τις τάσεις στις αιχμές της ρωγμής και χρησιμοποιώντας τις 

εξισώσεις (3.10) , (3.42) και τις  

   (r) (r) (r) 2( ) / 1  –      ( 1,2,3,r 1,2)                                                         

βρίσκουμε τις ακόλουθες εκφράσεις για τους συντελεστές έντασης των τάσεων [1] 

3
(r) (r) 2 (r)

1 m m d m

1

s ( 1) m { ( )} ( 1)
m

΄   



        

3
(r) (r) (r) (r)

2 m m m d m 1

1

K s ( 1) m e ( ) ( 1) , s ( 1) ds / d |  ,
m

΄ ΄     





          

(r) (r) (r) (r)

m d m d d m d m d d( ) cos – sin , e ( ) sin cos                                             (3.47) 

Το άνω πρόσημο αντιστοιχεί στην αιχμή της ρωγμής d b  ( r 1 ) , το κάτω πρόσημο στην      

d a  (r = 2) , d  είναι η γωνία μεταξύ του ορθοκανονικού διανύσματος στην L στην 

αιχμή d  και του άξονα 1  .  
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3.5   ΣΥΝΘΕΤΗ ΠΛΑΚΑ ΜΕ ΚΟΙΛΟΤΗΤΑ ΠΟΥ ΔΙΑΠΕΡΝΑ ΤΗΝ ΕΝΔΙΑΜΕΣΗ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑ 

Θα ερευνήσουμε τη συγκέντρωση τάσεων σε μία σύνθετη πιεζοκεραμική πλάκα που 

περιέχει μια κοιλότητα  η οποία διαπερνά την ενδιάμεση επιφάνεια στα σημεία 1c  και 2c

(ΣΧΗΜΑ 3.6, [1]) . Στα σημεία αυτά το σύνορο της κοιλότητας μπορεί να μην είναι λείο.  

 

ΣΧΗΜΑ 3.6 

 Ένα ομογενές πεδίο μηχανικών τάσεων (1)

11 13 33, ,         και ηλεκτρικού πεδίου

1 ,   2 3,      εφαρμόζονται στο άπειρο , η κοιλότητα είναι ελεύθερη από 

μηχανικές δυνάμεις (ο άξονας 3  συμπίπτει με τη διεύθυνση της προκαταρκτικής πόλωσης 

του πιεζοκεραμικού) .  

Συμβολίζοντας με r (r 1,2)   το τμήμα του συνόρου    που βρίσκεται στο r  επίπεδο, οι 

μηχανικές και ηλεκτρικές συνοριακές συνθήκες στο σύνορο της κοιλότητας είναι [1] 

3
(r) (r) (r)

nk k k

1

2Re b { ( )} 0     (r 1,2,n 1,2,3),
k

 



                                                          (3.48) 

(r) (r) (r) (r) (r) (r) (r) (r) (r) (r) (r) (r) (r)

1k k k k 2k k k 3k k kb ( ) , b ( ) , b r ( ) ,                                                    

 (r) (r) (r) (r) (r) (r) (r) (r) (r) (r)

k k k 1 3 1 3 rcos – sin  ,   , ( , )                                             

(r)  είναι η γωνία μεταξύ του ορθοκανονικού διανύσματος στο περίγραμμα r  και του 

άξονα 1 , ενώ ως συναρτήσεις (r) (r)

k k( )  θεωρούμε τις οριακές τιμές καθώς 

(r) (r)

0z   κινούμενοι από το σώμα προς την κοιλότητα. Από τις (3.48) αυτή που 

αντιστοιχεί στο n 3 καταδεικνύει την ισότητα με το μηδέν της κάθετης συνιστώσας του 

διανύσματος της ηλεκτρικής επαγωγής στο περίγραμμα (η κοιλότητα περιέχει αέρα).  
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Χρησιμοποιώντας τις (3.24) , (3.27) οι αναλυτικές συναρτήσεις (r) (r)(z )   γράφονται ως 

εξής [1] 

   
  

 

( ) (r)(r)3 3
km m(r) (r) (r) (r) k

k (r) (r) (r) (r)
1 1

z q ds
z –    zr

r

k m


 

   

 


 


 

 
 

    
  

   

3

(3 r) (3 r)3 3
km 3,m(3 r) (3 r) (r)

k (r) (3 r)
1 1 m

{q ( ) }ds B
z –  rk m







 




 

 


 

                                                                       

                                                                                                                                                            (3.49)                      

(r) (r) (r)

k 1 3 Imq 0 ,z    (r 1,2 ,  1,2,3)                                                                                                

όπου 3 0   στο r 1  και 3 0   στο r 2   , ds  είναι το στοιχειώδες μήκος τόξου του 

περιγράμματος  , οι σταθερές (r)

 σχετίζονται με τις συνθήκες στο άπειρο . Οι 

ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις (3.49) ικανοποιούν τις συνθήκες σύζευξης (3.22) .  

Αντικαθιστώντας τις οριακές τιμές των δυναμικών (r) (r)(z )  καθώς (r) (r)

0z   

λαμβάνουμε το εξής σύστημα[1] έξι ιδιόμορφων ολοκληρωτικών εξισώσεων δευτέρου 

είδους ([3]) 

(r) (r) (r)3 3 3 3
(r) (r) (r) (r) (r) (r) k km m

nk k 0 n 0 k (r) (r) (r) ( )
1 1 1 10 m 0

t q ( ) 2Re b { q ( )[ ]
–    r r

k k m

ds 


   

  
 

   
   

  


   

                

3

(3 r) (3 r)3 3
km 3,m(3 r) (3 r) (r) (r)

k n 0(r) (3 r)
1 1 0 m

 q ( ) }ds F ( )
–  rk m





 
 

 

 

 


 

                                        (3.50) 

(r 1,2 ,n 1,2,3)   

(r) (r)3
(r) (r) (r) (r) (r) (r)n 0 k

nk 1 0 11 0 13 0(r) (r)
1 0

b
t 2 m  , F ( ) cos sin ,

( )

 

 


     

 

           

(r) (r) (r) (r) (r) (r) (r) (r) (r)

2 0 13 0 33 0 3 0 15 13 11 1 0F ( ) cos sin  ,F ( ) (d E )cos –                                                     

(r) (r) (r) (r) (r) (r)

31 11 33 33 33 3 0(d d E )sin  ,             

(r) (r) (r) (r) (r) (r) (r) (r) (r) (r) (r)

0 0 n 0 n 0 1 3 0 r( ) , b b ( ) ,  i  ,  ,                                 

Στους κόμβους 1c και 2c οι πυρήνες του παραπάνω συστήματος παρουσιάζουν μη 

αιρόμενες ιδιομορφίες . Η λύση του συστήματος πρέπει να αναζητηθεί στην κλάση 

συναρτήσεων που υφίστανται άλματα στα άκρα των τόξων r , η τάξη των ιδιομορφιών 

(power singularities) της λύσης του συστήματος (3.50) προσδιορίζεται από την ασυμπτωτική 
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ανάλυση των ιδιόμορφων ολοκληρωτικών εξισώσεων στη γειτονιά των δύο αυτών κόμβων , 

των τόξων r . Από την ανάλυση αυτή λαμβάνουμε γραμμικές σχέσεις μεταξύ των 

αριστερών και των δεξιών ορίων της λύσης σε αυτούς τους κόμβους , οι οποίες θεωρούνται 

ως επιπρόσθετες συνθήκες για την εξασφάλιση του μονότιμου της λύσης του συστήματος 

(3.50) .  

Για να ερευνήσουμε τη συγκέντρωση τάσεων σε μία τμηματικά ομοιόμορφη πλάκα υπό την 

επίδραση δεδομένων μηχανικών και ηλεκτρικών πεδίων προσδιορίζουμε την κάθετη τάση 

  στο σύνορο   . Χρησιμοποιώντας τις μιγαδικές αναπαραστάσεις (3.10) έχουμε [1] 

3
(r) (r) (r) (r) (r) 2 (r) (r)

0 0 0 0

1

( ) 2Re ( sin cos ) ( )    


      


                                          (3.51) 

(η συνάρτηση ( ) ( )

0( ), 1,2r r r   υπολογίζεται στις οριακές της τιμές , όταν ( ) ( )

0

r rz  )     
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

 

ΔΙΑΔΟΣΗ ΚΥΜΑΤΟΣ ΔΙΑΤΜΗΣΗΣ ΣΕ ΜΕΣΟ ΠΟΥ ΠΕΡΙΕΧΕΙ ΣΗΡΑΓΓΑ ΡΩΓΜΩΝ  

(ΑΝΤΕΠΙΠΕΔΗ ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΗ) 

 

 

4.1   ΑΝΙΣΟΤΡΟΠΙΚΟΣ ΧΩΡΟΣ 

Αναφερόμενοι σε ένα καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων 1 2 3   , έστω ένα ελαστικό 

ανισοτροπικό υλικό που περιέχει σήραγγα, κατά μήκος του άξονα 3 ,καμπυλόγραμμων 

ρωγμών – τομών 
jL  ( j 1,2, ,k  ) .  

Ας υποθέσουμε ότι ένα επίπεδο μονοχρωματικό διατμητικό κύμα [16] ακτινοβολείται από 

το άπειρο προς τις ρωγμές και στις επιφάνειες τους ένα αρμονικά μεταβαλλόμενο με τον 

χρόνο , ανεξάρτητο από τη συντεταγμένη 3 , διάνυσμα τάσης 
1n 2nX 0,                            

i t

3n 3X Re(X e )   είναι πιθανό να υπάρχει .  

jL είναι τα απλά ασύνδετα τόξα ( jL  ) με παραμετρικές εξισώσεις που ικανοποιούν 

τη συνθήκη Ηolder [3] και η 
3 3 3

       είναι συνάρτηση που ανήκει στην  κλάση Η 

στο j1
L L

k

j
  .  

Υπό αυτές τις συνθήκες σε ένα ανισότροπο μέσο , λαμβάνει χώρα η διάδοση κύματος που 

αντιστοιχεί σε κατάσταση αντεπίπεδης παραμόρφωσης. Το πλήρες σύστημα εξισώσεων για 

αυτό το συνοριακό πρόβλημα περιλαμβάνει τις εξής βασικές σχέσεις 

2 2

1 13 2 23 3u / t                                                                                                                   (4.1) 

23 44 2 3 45 1 3 13 45 2 3 55 1 3c u c u ,  c u c u                                                                               (4.2) 

13 23 3n( cos sin )                                                                                                             (4.3) 

Η (4.1) είναι η εξίσωση κίνησης , οι (4.2) είναι οι καταστατικές εξισώσεις , η (4.3) είναι η 

συνθήκη στην επιφάνεια , 
ijc  είναι τα μέτρα ελαστικότητας του υλικού ,   είναι η 

πυκνότητα αυτού ,   είναι η γωνία μεταξύ του ορθοκανονικού διανύσματος στο αριστερό 

άκρο της jL  (όταν κινούμαστε από την αρχή ja  προς το τέλος jb ) και του άξονα 1

(ΣΧΗΜΑ 4.1, [1]) .  
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ΣΧΗΜΑ 4.1 

Το πεδίο μετατόπισης που οφείλεται σε κύμα , σε ένα μέσο με ρωγμές , αποτελείται από το 

πεδίο του εισερχομένου μονοχρωματικού κύματος (
 0

3u ) και από τη διαταραχή του πεδίου 

μετατόπισης λόγω της παρουσίας ελαττωμάτων ( *

3u ) . Επομένως γράφουμε 

(0) * * * i t

3 3 3 3 3u u u , u Re(U e )                                                                                                (4.4) 

όπου το πλάτος της μετατόπισης 
 0

3U  του κύματος δίδεται από [1] 

   0 0 i t

3 3u Re(U e ) ,
   1 1 2 20 i

3U e
   




 , 1 cos    , 

2  (Re cos m sin )           ,    

2

44 44 55 45 45 44/ c , c / c  ,  c c – c 0 ,  ( c i ) / c                                        (4.5)                                                                                                       

 είναι η γωνία μεταξύ της διεύθυνσης διάδοσης του επιπέδου μονοχρωματικού 

διατμητικού κύματος [16] που ακτινοβολείται από το άπειρο και του άξονα 1 ,  είναι ο 

κυματαριθμός (ο   είναι φανταστικός αριθμός) . 

Από τις (4.1) , (4.2) έχουμε ότι η διαφορική εξίσωση για το πλάτος της μετατόπισης είναι η 

 2 2 2

55 1 3 45 1 2 3 44 2 3 3 m mc U 2c U c U U 0 ,  / m 1,2                                     (4.6) 

H συνοριακή συνθήκη (4.3) για ένα τυχαίο σημείο  10 20 j, L    στο δεξιό και το αριστερό 

χείλος της ρωγμής-τομής έχει την εξής μορφή [1] 

0 3 10 0 3 10 3 0a( )( U / ) a( )( U / ) ( i / ) ( )                 

     0 0 0 0 0 10 10 20 10 10 20 0 10 20a cos – sin ,  ,  ,  ,  i                        
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1 1 2 1 1 2 1 1 2/ z ( – ) / ( ),  / z ( – ) / ( –   ) , z                                      (4.7) 

Η διαφορική εξίσωση (4.6) και οι συνοριακές συνθήκες (4.7) παριστάνουν ένα πρόβλημα 

συνοριακών τιμών για τον προσδιορισμό του πλάτους μετατόπισης *

3U  . Για να φέρουμε 

το πρόβλημα σε μορφή ολοκληρωτικής εξίσωσης , οι ακριβείς ολοκληρωτικοί τύποι των 

λύσεων πρέπει να κατασκευάζονται με τέτοιο τρόπο που να εξασφαλίζουν την ύπαρξη του 

άλματος μετατόπισης της *

3u  και τη συνέχεια του διανύσματος τάσης , διαπερνώντας τη 

ρωγμή-τομή 
jL (j 1,2, ,k)  (οι αναπαραστάσεις αυτές ικανοποιούν τις συνθήκες 

ακτινοβολίας στο άπειρο) . 

Οι ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις των παραγώγων του πλάτους μετατόπισης *

3U  είναι  

οι [1] 

 * 2

3 10 44 1U / z [c a( )p( ) E / i / 2 a( )q( ) ]ds
L

              

 * 2
103 44 1 1U / [c a( )p ( ) E / – i / 2 a( )q( ) ]ds

L
z                                          (4.8) 

 

           1 3 2 3 1 1 3 2 3 3p [ U * – U *] , p [ U * – U *] , q [U *] ,                   

  (1)

1 10 2 20 0 1 10 10 10 20– , – (i / 4 ) ( r) , r | – z | , z  ,                   

   10 10 20 1 1 2 1 2 10 20,  ,  , L ,  , Dz                

Στην (4.8) οι συναρτήσεις      1p ,p ,q    είναι οι ‘’πυκνότητες’’ που πρέπει να 

προσδιοριστούν ,  (1)

    είναι η συνάρτηση Hankel τάξης   , πρώτου είδους 

(παράρτημα-μέρος Β, [10], [11]),  1 10 2 20– , –     είναι η θεμελιώδης λύση της 

διαφορικής εξίσωσης (4.6)  ενώ ds  είναι το στοιχειώδες μήκος τόξου του περιγράμματος L   

Η ολοκληρωτική αναπαράσταση του πλάτους της μετατόπισης είναι η εξής [1] 

       *3 3
3 10 20 44 3

1 11

U * U * E
U * , c {E( a [ ] a [ ])+[U ]( a

L
       

 

  
  

 
  

  1a E / )}ds                                                                                                                  (4.9) 

H (4.9) εγγυάται την ύπαρξη του άλματος μετατόπισης στην jL (j 1,2, ,k)    και την 

ικανοποίηση των συνθηκών ακτινοβολίας .  

Οι (4.8) πρέπει να ικανοποιούν την απαίτηση συνέχειας του διανύσματος τάσης καθώς 

διαπερνά την jL  . Θα γράψουμε τις (4.8) σε μορφή αθροίσματος ιδιόμορφων και μη 

ιδιόμορφων μερών ως εξής (με τη βοήθεια των σχέσεων (4.10)) [1] 
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 

   
1n

n 1in0
nn

H ( r)
/ 2 e ( r)

z


 

  


 

  
n (1)

n in (1)0
n

n

H ( r)
( / 2) e H ( r)

z


 


 



 

 

 
12

2 (1)0
0

H ( r)
/ 4 ( r) ,  0

z z
ά


   


    

 
                                                          (4.10) 

0 0 1 2 0 10 20r | z – z | ,  arg(z – z ) , z i , z i           

και έχουμε [1] 

 
 * 44

3 10 1

1 10

pc
U / z d –

– z4 L





  


                                                                                                                   

i (1)

44 1 0[(c / )a( )e p( ) ( r) – i q( )a( )H ( r)]ds
8i L


          

1
3 10 44 1

1 10

p ( )
U * / (c / 4 ) d –

L
z

z


 


   


  

 1i

44 1 1 0 [(c / )a( )e p ( ) ( r) i q( )a( ) ( r)]ds
8i L


            

(1)

1 1 1 10

2i
H ( r) H ( r) ,  arg( – z )

r
   


                                                                             (4.11) 

Εφαρμόζοντας τους τύπους των Sokhotski – Plemelj (παράρτημα- μέρος Β, [3]) για τα 

γενικευμένα ολοκληρώματα τύπου Cauchy ([10],[11],[12],[13],[3]) , οι οριακές τιμές των 

παραγώγων (4.11) καθώς 10 10z L  είναι οι 

     0

1 1

1 10 1 10

1 1
[ d ] d
2 i – z 2 2 i –L L

     
 

    

                                                            (4.12) 

     0

1 1

1 10 1 10

1 1
[ dζ ] dζ
2 i 2 2 iL Lz

     

   

  
 

   

Υπολογίζοντας τη διαφορά των εκφράσεων (4.7) που αντιστοιχούν στο αριστερό και το 

δεξιό χειλος της L  υπό τη συνθήκη 3 3 3

      , λαμβάνουμε [1] 

*

3 3
1

iIm dU * iIm dU
p( ) [ ] , p ( ) [ ]

a( ) ds dsa( )

 
 

 
                                                                         (4.13) 
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Χρησιμοποιώντας τις (4.13) στις (4.8) μία ΄΄πυκνότητα΄΄ εμφανίζεται , λαμβάνοντας υπόψη 

το άλμα του πλάτους μετατόπισης *

3[U ]  στην L . Ικανοποιώντας τη συνοριακή συνθήκη 

(4.7) σε οποιοδήποτε από τα χείλη της L  (για παράδειγμα , στο αριστερό) λαμβάνουμε μία 

ιδιόμορφη ολοκληρο-διαφορική εξίσωση πρώτου είδους ως προς τη συνάρτηση 3[U *] ([1]) 

 *

3 0 3 0 0[ U / s]g( , )ds U * G( , )ds N( )
L L

d d                                                        (4.14) 

0i

0 1 0 0

1 10

1 a( )
g( , ) Re ( / 2) ( r )Re[a( )e ]

i –


    

  

    

 12

0 0 0 0G( , ) ( / 2) ( r )Re[a( )a( )]        

10 201 2 )i i(

0 3 0 0( ) (2i / ) ( ) – 2 m[a( )e ]e
            

 *

3 3 0 1 10 0 1 10

0

U dU * /ds ds , r | – | ,  arg( – )

s

                                                       

όπου το σημείο  10 20 j, L ( j 1,2, ,k)     , ο πυρήνας 0( , )G   παρουσιάζει 

λογαριθμική ιδιομορφία , ο πυρήνας 0( , )g   αποτελείται από μία ιδιόμορφη συνιστώσα 

τύπου Cauchy ([3],[10],[11],[12],[13]) και από μία συνιστώσα αιρόμενης ιδιομορφίας (λόγω 

των υποθέσεων που κάναμε για την L ).  

Για να έχει η (4.14) μοναδική λύση σε μία κλάση συναρτήσεων με παραγώγους οι οποίες 

δεν φράσονται στη γειτονιά των αιχμών των ρωγμών 
jL  είναι αναγκαίο να προσθέσουμε 

τις ακόλουθες συνθήκες 

   3dU * /ds ds 0   j 1,2, ,k
jL

                                                                                         (4.15) 

Οι συνθήκες (4.15) ρυθμίζουν την ισότητα με το μηδέν των αλμάτων μετατόπισης στις 

αιχμές του jL L  .  

Εισάγοντας την παραμετρικοποίηση του περιγράμματος της ρωγμής ως     , 

μπορούμε  να υποθέσουμε ότι [1] 

* *

3 0

2

0

( ) ( )
[ ]

( )( )( ) 1

( ) 0, [ 1,1]

dU p

ds a bs

ds
s

d

 

  





 

  

     

 

(η ‘’πυκνότητα’’ 
*

3dU

ds

 
 
 

παρουσιάζει ιδιομορφία στα άκρα της ρωγμής ,a b  και 

αποδεικνύεται ότι η τάξη της είναι ίση με 1/2 , για αυτό και έχει την παραπάνω μορφή)  
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Οι κύριες ασυμπτωτικές διατμητικές τάσεις στη γειτονιά των αιχμών της ρωγμής-τομής 

έχουν ως εξής [1] 

 

 

   
 

i t

044
13

10 1

Re[e 1 ]c Im
m  , z O a

2 2s 1 a[ 1 ] z –  a






  
  

  
 

 

 

   
 

i t

044
13

10 1

Re[e 1 ]c Imμ
Re  , z O b

2 2s 1 a[ 1 ] z – b






 
  


    

 

 

   
 

i t

044
23

10 1

Re[e 1 ]c Im
m  , z O a

2 2s 1 a[ 1 ] z – a







  
   

  
 

 

 

   
 

i t

044
23

10 1

Re[e 1 ]c Im
Re  , z O b

2 2s 1 a[ 1 ] z – b







 
 


                                                              (4.16) 

   1 1 1 1a 1  , b 1     

Η διατμητική τάση σε μία γειτονιά των δύο αιχμών της ρωγμής έχει την εξής μορφή [1] 

i t

0
n 13 23

Re[e ( 1)]
cos ( 1) sin ( 1)

2 2r *s ( 1)



    
  

     
 

                                              (4.17) 

r* | z c |,c   είναι η αιχμή , το κάτω πρόσημο αναφέρεται στην αρχή της ρωγμής-τομής 

c a   , το άνω πρόσημο στο τέλος c b  . O συντελεστής έντασης των τάσεων 3  

γράφεται 

3 r* 0 nlim 2 r *                                                                                                                   (4.18) 
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4.2   ΠΙΕΖΟΚΕΡΑΜΙΚΟΣ ΧΩΡΟΣ 

Θα μελετήσουμε ένα απεριόριστο πιεζοκεραμικό μέσο (ένα πιεζοηλεκτρικό εξαγωνικής 

κλάσης 6mm ) στο Καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων 1 2 3    που περιέχει μία 

σήραγγα καμπυλόγραμμων ρωγμών κατά μήκος του άξονα 
3 j,L ( j 1,2, ,k)    . 

Υποθέτουμε ότι στην επιφάνεια των ρωγμών , ένα σταθερό , κατά μήκος του άξονα 3  

και αρμονικά μεταβαλλόμενο με τον χρόνο , διάνυσμα τάσης της μορφής 
1n 2nX 0    , 

i t

3n 3X Re(X e )    δίδεται και από το άπειρο ένα επίπεδο μονοχρωματικό κύμα 

διάτμησης [16] 
   0 0 i t

3 3u Re(U e )  ακτινοβολείται .  

Οι υποθέσεις που κάναμε στην προηγουμένη παράγραφο για τις ρωγμές-τομές 
jL  και τις 

συναρτήσεις 
3n 3n 3nX X      ισχύουν και εδώ . 

Το πλήρες σύστημα των εξισώσεων περιέχει την εξίσωση κίνησης (4.1) , τις καταστατικές 

εξισώσεις του υλικού 

 E

m3 44 m 3 15 m m 15 m 3 11 mc d u – e E , D e d u m 1,2                                                      (4.19)  

και τις εξισώσεις 

1 2 2 1 3 1 1 2 2 2 3 1 1 3 3E – E H / t 0,  D D 0,  H D / t,  H D / t                        (4.20) 

όπου 1 2 3, ,   , 1 2D ,D  είναι , αντίστοιχα , οι συνιστώσες του διανύσματος έντασης του 

ηλεκτρικού και μαγνητικού πεδίου , καθώς και της ηλεκτρικής επαγωγής , E

44 15 11c ,e ,   

είναι , αντίστοιχα , το μέτρο διάτμησης μετρούμενο υπό σταθερές τιμές του ηλεκτρικού 

πεδίου , ενώ η πιεζοηλεκτρική σταθερά και η διηλεκτρική διαπερατότητα , μετρώνται υπό 

σταθερές παραμορφώσεις ,   είναι η μαγνητική διαπερατότητα του υλικού . Υποθέτουμε 

ότι δεν υπάρχουν εξωτερικά (ηλεκτρικά) φορτία και ότι η ειδική αγωγιμότητα του υλικού 

είναι ίση με μηδέν .  

Οι ηλεκτρομαγνητικές συνθήκες στα χείλη της τομής είναι οι εξής 

s s n n s s n nE , D D , H H , B B ,              B Η                                                          (4.21) 

όπου s   και s  είναι οι εφαπτομενικές συνιστώσες των διανυσμάτων έντασης του 

ηλεκτρικού και μαγνητικού πεδίου , n nD ,B  είναι οι κάθετες συνιστώσες των διανυσμάτων 

ηλεκτρικής και μαγνητικής επαγωγής . Οι συνθήκες (4.21) εκφράζουν τις περιπτώσεις στις 

οποίες οι συνιστώσες ενός ηλεκτρομαγνητικού πεδίου δεν υφίστανται άλματα όταν 

διαπερνούν τις ρωγμές-τομές jL  .  

Εισάγουμε τη συνάρτηση   που ορίζεται μέσω των σχέσεων [19] 

1 15 11 1 3 2 2 15 11 2 3 1 3 11E (e / ) u  ,  (e / ) u –  ,  / t                                    (4.22) 
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Αντικαθιστώντας από τις (4.19) τις εκφράσεις για τις τάσεις 13 23,   στην εξίσωση κίνησης 

(4.1) και λαμβάνοντας υπόψη τις (4.22) λαμβάνουμε την εξίσωση κύματος 

 2 2 2 2

3 * 3u – 1/ c u / t 0     

 
E 2

2 244 15
* 15 15 E

11 44

c e
c 1 k , k

c
  


                                                                                         (4.23) 

*c  είναι η ταχύτητα του κύματος διάτμησης στο πιεζοηλεκτρικό υλικό , 15k  είναι ο 

συντελεστής ηλεκτρομηχανικής σύζευξης . Από την πρώτη εξίσωση των (4.20) λαμβάνουμε  

2 2 2 2

11– (1/ c ) / t 0, c 1/ 

                                                                                 (4.24) 

c  είναι η ταχύτητα διάδοσης του ηλεκτρομαγνητικού κύματος στο πιεζοηλεκτρικό υλικό      

(στην περίπτωση που δεν έχουμε μεγάλες τομές , δηλαδή το μήκος των τομών είναι πολύ 

μικρότερο από το μήκος του ηλεκτρομαγνητικού κύματος , ο δεύτερος όρος στο πρώτο 

μέλος της (4.24) μπορεί να αμεληθεί) . 

Ο προσδιορισμός της συνάρτησης   χρησιμοποιώντας την ημι-στατική (quasi-static) 

προσέγγιση επιτυγχάνεται με τη βοήθεια της εξίσωσης 

2 0                                                                                                                                             (4.25) 

Λόγω των (4.19) και (4.22) έχουμε 

E 2 E 2

13 44 15 1 3 15 2 1 11 2 23 44 15 2 3 15 1 2 11 1c (1 k ) u – e , D ,  c (1 k ) u e ,D ,                      

 0 *

3 3 3 3u u u , D 0                                                                                                                   (4.26) 

Η ποσότητα *

3u  χαρακτηρίζει τη διαταραχή του πεδίου μετατόπισης λόγω της παρουσίας 

των ρωγμών- τομών . Υποθέτοντας ότι οι ακόλουθες σχέσεις ισχύουν [1] 

     1 1 2 20 0* * i t * i t i

3 3 3 3 3 3 1u Re(U e ),U U U , Re(Fe ),U e ,  cos ,
        

             

2 *sin ,  / c                                                                                                                      (4.27) 

(  είναι η γωνία μεταξύ της διεύθυνσης διάδοσης του κύματος και του άξονα 1 ) 

μπορούμε να γράψουμε τις (4.23) , (4.25) ,χρησιμοποιώντας τα πλάτη, ως εξής 

2 2 2

3 3U U 0,  F 0                                                                                                               (4.28) 

(η σχέση ανάμεσα στις συναρτήσεις 3F,U και του πλάτους του ηλεκτρικού δυναμικού *  

δίδεται παρακάτω) 
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Οι εξισώσεις (4.3) και (4.21) μπορούν να αναπαρασταθούν υπό την ακόλουθη μορφή [1] 

E 2 i i i i3 3
44 15 15 3

U U F F
c (1 k ){e ( ) e ( ) } ie {e ( ) e ( ) } X   

  

         
    

  
 

i i i i

15 11 3 3i(e / ){e [ U / ] e [ U / ]} e [ F / ] e [ F / ] 0                      

i ie [ F / ] – e [ F / ] 0        

 1 2 1 2 ji ,  – i ,  ,  L                                                                                     (4.29) 

To άνω πρόσημο αναφέρεται στο αριστερό χείλος των 
jL (j 1,2, ,k)   , όταν κινούμαστε 

από την αρχή 
ja  προς το τέλος 

jb  ,   είναι η γωνία μεταξύ του ορθοκανονικού 

διανύσματος στο αριστερό χείλος και του άξονα 1  .  

Το συνοριακό πρόβλημα περιορίζεται στον καθορισμό των συναρτήσεων 3U ,F  από τις 

εξισώσεις (4.28) και τις συνοριακές συνθήκες (4.29) . Οι ολοκληρωτικές εξισώσεις για το 

υπό μελέτη πρόβλημα λαμβάνονται αν αναπαραστήσουμε ολοκληρωτικά τις συναρτήσεις 
*

3 ,U F . Για την ολοκληρωτική αναπαράσταση των παραγώγων του πλάτους μετατόπισης 

*

3U έχουμε τις (4.8) και υποθέτουμε ότι E E

45 55 44 44 44c 0,c c ,c c ( i)                  

καταλήγωντας [1] 

     * E i 2 i

3 44U / z c {ip e E / / 2 e q }ds
L

                                                   (4.30) 

     * E i 2 i

3 44 1U / z c { ip e E / / 2 e q }ds
L

             

 3 1 3 3p( ) 2i[ U * / ], p ( ) 2i[ U * / ], q( ) U * ,                                                                            

   E (1)

1 1 2 2 44 0 1 2 1 2 jE E( – , – ) i / 4c H ( r), r | z |, z i ,  i L j 1,2, ,k                       

όπου οι παράγωγοι των αγνώστων συναρτήσεων ορίζονται σε ένα εσωτερικό σημείο                   

( 1 2,  ) της περιοχής .  

Η ολοκληρωτική αναπαράσταση του πλάτους μετατόπισης *

3U είναι [1] 

       * E i i i i

3 1 2 44 1U , c {q (e E / e E / ) – (i / 2)E(p e – p e )}ds
L

               
                           

                                                                                                                                                            (4.31) 

H αρμονική συνάρτηση F έχει την εξής μορφή [1] 

     1 2 1F , (1/ 2 i) {f ln( – z)d – f ln( z)d }
L

                                             (4.32) 
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(η φυσική ερμηνεία των συναρτήσεων 1f ,f  θα διευκρινιστεί αργότερα) 

Διαφορίζοντας την (4.32) και εφαρμόζοντας τους τύπους Sokhotski – Plemelj [3] της (4.12) 

καθώς 0z L   βρίσκουμε 

   0

0

f f
{ F / z} – (1 / 2 i) d

2 L

 
 

 

  
  

 
 1

1 0

0

f
{ F / z} f / 2 (1 / 2 i) dζ

L


 

 

   


                                                                     (4.33) 

Αντικαθιστώντας τις οριακές τιμές των συναρτήσεων (4.30) καθώς 0z L   στις 

συνοριακές συνθήκες (4.29) χρησιμοποιώντας τους τύπους (4.33) , λαμβάνουμε [1] 

i i

3 1 3 15 11p( ) e [ U * / s], p ( ) e [ U * / s], f ( ) (e / 2 )p( ),d d d d                                                       

   1 15 11 1f (e / 2 )p                                                                                                           (4.34) 

Οι τύποι (4.34) μας παρέχουν τη συνέχεια των ηλεκτρομαγνητικών ποσοτήτων διαμέσου 

των ρωγμών-τομών , ομοίως και του διανύσματος διατμητικής τάσης ( , ,s n nE D  ) . Και η 

συνιστώσα της μαγνητικής έντασης 3H είναι συνεχής. 

 Από τις (4.34) , όλες οι ‘’πυκνότητες’’ που εμφανίζονται στις ολοκληρωτικές 

αναπαραστάσεις (4.30) – (4.32) εκφράζονται μέσω του άλματος της παραγώγου [dU3*/ds] .  

Η μηχανική συνθήκη στην (4.29) μέσω των (4.34) επιφέρει την ακόλουθη ιδιόμορφη  

ολοκληρο-διαφορική εξίσωση [1] 

 3 0 3 0 0[ U * / s]g( , )ds U * G( , ) ds N( )
L L

d d                                                     (4.35) 

 
0i

2

0 15 1 0 0 0

0

e
g( , ) (1 / i)Im ( / 2) 1 k H ( r )sin( – )

–



      
 

     

 2 2 (1)

0 15 0 0 0G( , ) ( / 2) 1 k H ( r )cos( – )        

    1 10 2 20 )E 2 i(

0 44 3 0 15 0( ) 2i / c X ( ) – 2 1 k e cos( – )
       

    

(1)

1 1 0 0 0 0 0 0( r) (2i / r) H ( r), r | – |,  arg( – ) ,  ( ),                 

   3 3 0 10 20 j

0

U * [ U * / s]ds ,  i L j 1,2, ,k

s

d d             
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Ο πυρήνας 0( , )g   είναι ιδιόμορφος (τύπου Cauchy [3]) και ο πυρήνας 0( , )G  

παρουσιάζει λογαριθμική ιδιομορφία στο σημείο 0  .                                         

Για να έχει μοναδική λύση η (4.35) στην κλάση συναρτήσεων με παραγώγους μη φραγμένες 

στη γειτονιά των αιχμών των ρωγμών 
jL  , είναι αναγκαίο να προσθέσουμε τις εξής 

συνθήκες 

3[ U * / s]ds 0( j 1,2, ,k)
jL

d d                                                                                             (4.36) 

Οι (ασυμπτωτικές) διατμητικές τάσεις σε μία μικρή γειτονιά των δύο αιχμών της ρωγμής και 

ο συντελεστής έντασης των τάσεων δίδονται από [1](ίδιους συμβολισμούς με αυτούς της 

παραγράφου 4.1)  

E i ( 1) i t

13 23 44 0i c e {Re[ ( 1)e ] / 2 2r *s ( 1)}                                                              

E i t

3 r* 0 n 44 0lim 2 r * (c / 2) / s ( 1)Re[ ( 1)e ]   


        

 0
3 0

2

( ) ds
[ U * / s] , s ( ) 0,  ( ) 1,1

ds ( ) 1
d d


 

 


     

 
                                          (4.37) 

Η (ασυμπτωτική) κάθετη συνιστώσα του διανύσματος ηλεκτρικής επαγωγής σε μία μικρή 

γειτονιά των δύο αιχμών της ρωγμής δίδεται από [1] 

i t

0
n 1 2 15

Re[ ( 1)e ]
D D cos ( 1) D sin ( 1) e

2 2r *s ( 1)



 
 

     
 

                                                (4.38) 

Οι άλλες ηλεκτρομαγνητικές ποσότητες είναι φραγμένες . Από τις καταστατικές εξισώσεις 

(4.19) έχουμε 

3 3
44 15 15 11,E

n n n n

u u
c e E D e E

n n


 

    
 

 

Αφού [ ] [ ] 0n nD   και η ορίζουσα του παραπάνω συστήματος διαφέρει από το μηδέν , 

βρίσκουμε ότι 3 [ ] 0n

u
E

n

 
   

. Άρα το ηλεκτρικό πεδίο E παραμένει συνεχές διαμέσου 

της ρωγμής-τομής και αυτό σημαίνει ότι είναι συνεχές παντού .  

Μετά την επίλυση της ολοκληρωτικής εξίσωσης (4.35) οι συναρτήσεις * *

3 i 3F,U , U (i 1,2)   

δίδονται μέσω των (4.30) , (4.31) , (4.32) . Έπειτα μπορούμε να υπολογίσουμε τις 

εφαπτομενικές τάσεις , την ένταση και την επαγωγή του ηλεκτρικού πεδίου σε 

οποιοδήποτε σημείο της περιοχής χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (4.22) , (4.26) . Το πλάτος 

του ηλεκτρικού δυναμικού *  μπορεί να υπολογιστεί από την εξίσωση [1] 

     * 1 2 15 11 3 1 2 3, (e / ){U , 1/ 2 [dU * /ds]arg( z)ds}
L

                           (4.39) 
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Λόγω της συνθήκης (4.36) το ολοκλήρωμα στην (4.39) είναι η μοναδική συνάρτηση της 

μιγαδικής μεταβλητής z  και το πλάτος μετατόπισης  3 1 2U ,   υπολογίζεται 

χρησιμοποιώντας την (4.31) .  
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4.3   ΠΙΕΖΟΚΕΡΑΜΙΚΟΣ ΗΜΙΧΩΡΟΣ  

Για να κατασκευάσουμε τις ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις των λύσεων χρησιμοποιούμε 

τη συνάρτηση Green ( για μία εισαγωγή στις συναρτήσεις Green βλέπε [14], [15]) στον 

ημίχωρο .  

Θεωρούμε τον πιεζοκεραμικό ημίχωρο 2 0   που περιέχει μία σήραγγα ρωγμών-τομών , 

κατά μήκος του άξονα 3  , οι οποίες είναι καμπυλόγραμμες και συμβολίζονται ως 
jL                    

( j 1,2, ,k  ) . Στα σύνορα των 
jL  δρουν , ανεξάρτητα από τη συντεταγμένη 3 , συνεχείς 

κατά Holder [3] , διατμητικές φορτίσεις i t

3n 3n 3n 3X X Re(X e )       . 

Ακτινοβολείται από το άπειρο επίπεδο μονοχρωματικό διατμητικό κύμα [16] (ΣΧΗΜΑ 4.2, 

[1]).  

 

ΣΧΗΜΑ 4.2 

 

Ας υποθέσουμε ότι στο σύνορο του ημιχώρου οι ακόλουθοι δύο τύποι συνοριακών 

συνθηκών είναι δυνατοί 

α)  ο ημίχωρος είναι ανένδοτος (rigidly fixed) και καλυμμένος κατά μήκος του συνόρου από 

γειωμένο ηλεκτρόδιο  3 1 2u 0,E 0      0                                                                   (4.40) 

β)  στον ημίχωρο δεν ασκούνται δυνάμεις και περιβάλλεται από κενό                    

 23 2 20,D 0      0                                                                                                             (4.41) 

Υπό τις δεδομένες συνθήκες σε έναν ημίχωρο , κύματα διαδίδονται και περιγράφονται από 

τις ποσότητες ( m 1,2 ) 

     i t i t i t

m3 m3 1 2 m m* 1 2 m m* 1 2Re{S , e }, E Re{E , e }, D Re{D , e },                                           

  i t

3 3* 1 2H Re{H , e }    
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Το πλήρες σύστημα εξισώσεων που περιγράφουν το συνοριακό πρόβλημα αποτελείται από 

τις (4.1) , (4.19) , (4.20) , (4.29) . Στο σύστημα αυτό πρέπει να προσθέσουμε τις μηχανικές 

και ηλεκτρικές συνθήκες στο σύνορο του ημιχώρου .  

Οι διαφορικές εξισώσεις που αντιστοιχούν στο πλάτος μετατόπισης 3U  και στη συνάρτηση  

F  που δίδεται από την (4.32) είναι οι (όπως και στην παράγραφο 4.2) 

2 2 2

3 3U U 0,  F 0                                                                                                               (4.42) 

Το πρόβλημα περιορίζεται στον καθορισμό των συναρτήσεων 3U  και F  από τις εξισώσεις 

(4.42) , τις συνοριακές συνθήκες (4.29) στις ρωγμές-τομές και τις συνθήκες (μηχανικές και 

ηλεκτρικές) στο σύνορο του ημιχώρου .  

Οι συναρτήσεις Green ([14], [15]) των (4.42) είναι οι εξής [1] 

   1 1

0 0 0 1 0 0 0G(z ,z) H ( r) – AH ( r ), H(z ,z) ln(z – z) Aln(z – z*)                            (4.43) 

1 2 0 10 20 0 1 0z i , z i , r | z – z |, r | z – z *|                                                                          

H συνάρτηση 0G(z ,z)  είναι σε συμφωνία με την εξίσωση Helmholtz [14] και η 0(z ,z)  με 

την εξίσωση Laplace ([14], [15]) . H τιμή 1   αντιστοιχεί σε έναν ελεύθερο από δυνάμεις 

ημίχωρο περιβαλλόμενο από κενό,  η 1   σε έναν ανένδοτο και καλυμμένο από 

γειωμένα ηλεκτρόδια ημίχωρο . 

Το πεδίο μετατόπισης που οφείλεται σε κύμα , σε έναν ημίχωρο με ελαττώματα , 

αποτελείται από ένα ευθύ , ένα αντανακλώμενο (από το σύνορο του ημιχώρου) κύμα και 

από τη διαταραχή του πεδίου μετατόπισης που επιβάλλουν τα διασκορπισμένα 

ελαττώματα , άρα οι άγνωστες συναρτήσεις έχουν την ακόλουθη μορφή [1] 

     0 1

3 1 2 3 3 3U , (i / 4) [U ]( G( ,z) / n )ds U – AU
L

        

     1 2 1F , (1/ 2 i) {f ( ,z)d – f ( ,z)d }
L

                                                     (4.44) 

1 1 2 2 )(1) i(

3 1 2U e ,  i L
      

     

όπου 
   0 1

3 3U ,U  συμβολίζουν τα πλάτη της μετατόπισης λόγω του προσπίπτοντος και του 

αντανακλώμενου από το σύνορο του ημιχώρου κύματος 3 1,[U ],f ,f  είναι οι ‘’πυκνότητες’’ 

που αναζητούμε , οι συναρτήσεις G  και H   δίδονται από τις (4.43) , ο διαφορικός 

τελεστής / n   ορίζει την παράγωγο ως προς το ορθοκανονικό διάνυσμα στο περίγραμμα 

L,ds είναι το στοιχειώδες μήκος τόξου της L  .  

Οι ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις (4.44) είναι σε συμφωνία με τις (4.42) , τις μηχανικές 

και ηλεκτρικές συνοριακές συνθήκες στο σύνορο του ημιχώρου 2 0   και τις συνθήκες 
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ακτινοβολίας . Όταν 0   λαμβάνουμε τις αναπαραστάσεις των λύσεων για έναν  

πιεζοκεραμικό χώρο με ρωγμές . 

Χρησιμοποιώντας τους τύπους (4.22) , (4.26) , (4.44) λαμβάνουμε τις ολοκληρωτικές 

αναπαραστάσεις των ηλεκτρικών και μηχανικών ποσοτήτων . Αντικαθιστώντας τις 

αντίστοιχες οριακές τιμές αυτών των ποσοτήτων καθώς 0z L   στις συνοριακές 

συνθήκες (4.29) έχουμε τη σχέση (4.34) που συνδέει τις συναρτήσεις 1 3f ,f ,[dU / ds]   και 

την ιδιόμορφη ολοκληρο-διαφορική εξίσωση [1] 

         1 0 2 0 0p g , ds p g , ds N
L L

                                                               (4.45) 

 
0 0ii

2

1 0 15

0 0

e e
g , Im k Im

– –

 

 
   



    

       12 2 (1)

2 0 15 0 10 0 0 0 0g , ( i / 4)(1 k )[AH ( r )cos – ( r )cos –                                          

   (1)

2 0 0 0 2 10 0 0( r )cos – 2 – ( r )cos – 2 ]            

1 10 2 20 1 10 2 20( ) ( )2

0 3 0 15 0 0

44

( ) ( ) (1 )[ cos( ) cos( )]
i i

E
N X i k e e

c

       
        

        

     12 2

2 2 0 0 10 0 0 0 10 0( r) (4i / r ) H ( r), r | – |, r | |,  arg – ,  arg – ,                      

         0 0 3 0 10 20 0 j,  , p [U ] / 2, p dp / ds,  i ,  , L L                    

 

Η περίπτωση 1     αντιστοιχεί σε ελεύθερο από δυνάμεις ημίχωρο , περιβαλλόμενο από 

κενό , η 1   αντιστοιχεί σε ημίχωρο καλυμμένο με γειωμένα ηλεκτρόδια . Όταν 0   

λαμβάνουμε την ολοκληρωτική εξίσωση που αντιστοιχεί σε πιεζοκεραμικό χώρο με ρωγμές.  

Είναι αναγκαίο να προσθέσουμε την εξής συνθήκη στις (4.45) 

 p ds 0     ( j 1,2, ,k)
jL

                                                                                                (4.46) 

H έκφραση για τον συντελεστή έντασης των τάσεων 3  χρησιμοποιώντας τις 

αναπαραστάσεις (4.44) είναι η [1] 

E i t

3 44 0K c / s ( 1)Re{ ( 1)e }΄                                                                                      (4.47) 

 
 

   
   0

0
2

p ,  1,1
s 1–


 

 


    


           

Η αριθμητική επίλυση της ολοκληρο-διαφορικής εξίσωσης (4.45) γίνεται με τη μέθοδο του 

τετραγωνισμού (παράρτημα , παράγραφος 1 , μέρος Α).  
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Το πλάτος του ηλεκτρικού δυναμικού 
* δίδεται από [1] 

15
* 1 2 3 1 2

11

1
( , ) ( , ) ( )[arg( ) arg( )] ,

L

e
U p z A z L


        



 
      

  
  

(η ανάλυση στην παράγραφο αυτή έγινε για την περίπτωση όπου οι ρωγμές δεν φθάνουν 

στο σύνορο του ημιχώρου) 
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4.4   ΗΜΙΧΩΡΟΣ ΟΠΟΥ Η ΡΩΓΜΗ ΦΘΑΝΕΙ ΜΕΧΡΙ ΤΟ ΣΥΝΟΡΟ 

Έστω ότι η αρχή της ρωγμής-τομής a   βρίσκεται στο σύνορο του ημιχώρου 2 0  . Οι 

αναπαραστάσεις (4.44) ισχύουν σε αυτήν την περίπτωση . Διαφορίζοντας αυτές έχουμε [1] 

   
 3 1

dp dp
U / z (1/ 2 i) ( / 2 i) p ( ,z)ds

– z zL L L

 
   

 
       


            

   (0) (1)

3 3

1 A
(p a / 2 i) U – AU / z

a – z a  z


    
        

    
 

   
 3 2

dp dp
U / z (1/ 2 i) – ( / 2 i) p ( ,z)ds –

z  – zL L L

 
   

 
      


         

   (0) (1)

3 3

1 A
(p a / 2 i) U – AU /

a z a – z
z

    
        

    
 

   1f f
F / z (1 / 2 i) d ( / 2 i) dζ

– z zL L

 
  

 
     


   

   1f f
F / z (1 / 2 i) – (A / 2 i) d

z – zL L
d

 
   

 
  


   

*
12i2 i (1) 2i 2 i (1)

1 0 1 2 0 2 1( ,z) (i / 8)e [ ( r *) H ( r)e ] – (i / 8)e [ ( r) AH ( r *)e ]
                 

12i *2 i (1) 2 i (1) 2i

2 2 1 0 0 1 2( ,z) (i / 8)e [ ( r *)e ( r)] – (i / 8)e [ ( r *) H ( r)e ]
               

1 1arg(z – ),  * arg(z – ), r | z |, r * | z – |                                                            (4.48) 

Αντικαθιστώντας τις οριακές τιμές των παραγώγων (4.48) στη συνοριακή συνθήκη (4.29) 

λαμβάνουμε μία ιδιόμορφη ολοκληρο-διαφορική εξίσωση για τη συνάρτηση  p   της 

μορφής (4.45) , όπου αντί της (1)

2 10( r )  έχουμε την 2 10( r ) και                                                         

 
   

0i i

0

0 0

e e
g , m m

–  



 
   

   


                                                                              (4.49) 

(για έναν ανένδοτο (fixed) ημίχωρο p(a) 0 και οι όροι που δεν έχουν ολοκληρωτική 

μορφή μηδενίζονται , στην περίπτωση ελεύθερου ημιχώρου οι όροι που δεν έχουν 

ολοκληρωτική μορφή πάλι μηδενίζονται) . Στην (4.49) ο πρώτος όρος παρουσιάζει αιρόμενη 

ιδιομορφία τύπου Cauchy [3] και ο δεύτερος μη αιρόμενη ιδιομορφία στο σημείο 

0 a   .  
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Η συνάρτηση ( )p  στη γειτονιά της αιχμής b παρουσιάζει ιδιομορφία τάξης 
1

2
  . Στην 

περίπτωση ισοτροπικού ημιχώρου με ρωγμή που φθάνει στο σύνορο , η τάση στον 

ελεύθερο από δυνάμεις πιεζοκεραμικό ημίχωρο φράσεται στη γειτονιά της αιχμής a (στο 

σύνορο) , στην περίπτωση ανένδοτου (fixed) ημιχώρου εμφανίζεται ιδιομορφία τάξης 

που δίδεται από τη σχέση [1] 

1

1

( )[ ( ) ] ,0 ( )
2 2

( )[ ( ) ] , ( ) 0
2 2

{
a a a

a a a

 
  

 
  






  

   
    ( ( )a είναι η τιμή της ( )  στο σημείο a  )  
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4.5   ΑΡΜΟΝΙΚΗ ΔΙΕΓΕΡΣΗ ΗΜΙΧΩΡΟΥ ΑΠΟ ΕΞΩΤΕΡΙΚΕΣ ΠΗΓΕΣ 

Στους ηλεκτρακουστικους αισθητήρες οι πηγές των ταλαντώσεων σε πολλές περιπτώσεις 

μπορούν να θεωρηθούν γραμμικές . Αν μία γραμμική πηγή είναι τοποθετημένη κατά μήκος 

του άξονα συμμετρίας ενός πιεζοηλεκτρικού μέσου με εξαγωνική συμμετρία , το εσωτερικό 

του , όπου οι συζευγμένες ηλεκτρικές και ακουστικές ταλαντώσεις αντιστοιχούν σε 

αντεπίπεδη παραμόρφωση , θα διεγερθεί . Το αρχικό σύστημα εξισώσεων για το πλάτος 

μετατόπισης και το ηλεκτρικό δυναμικό είναι το εξής [1] 

 2 2 2

44 3 15 * 3 0 1 10 2 20c U e U P – , –E              

 2 2

15 3 11 * 0 1 10 2 20e U Q – , –                                                                               (4.50) 

0 0P ,Q  είναι οι γραμμικές πυκνότητες των συγκεντρωμένων δυνάμεων και φορτίων που 

δρουν στο σημείο 0 10 20z i     του μέσου ,      ,        είναι η συνάρτηση 

δέλτα Dirac . Η λύσεις του συστήματος (4.50) είναι οι [1] 

   
2

115 0 0
3 1 2 02 2

15 15 44 15

k Q P
U , { – }H ( r)

4ie (1 k ) 4ic (1 k )
  




 
 

   120 15 0
* 1 2 15 0 02 E

11 15 11 44

Q i e P
, lnr [ -k Q ]H ( r)

2 4(1 k ) c 
   


  

  
      

0 1 2r | z – z |,z i                                                                                                                   (4.51)         

Αν υποθέσουμε ότι το εξωτερικό μέσο είναι το κενό τότε , λαμβάνουμε εξισώσεις 

παρόμοιες με τις (4.51) όπου το r  αντικαθίσταται από το *

10r | z – |  και τα πλάτη 0 0P ,Q  

διπλασιάζονται .  

Για να ερευνήσουμε την επίδραση των εξωτερικών πηγών στον συντελεστή έντασης των 

τάσεων 3  σε έναν ημίχωρο με ρωγμές υπολογίζουμε το αντίστοιχο δεξιό μέλος της 

ολοκληρωτικής εξίσωσης (4.45) , το οποίο έχει ως εξής [1] 

     1E 2 (1)

0 0 44 1 0 15 0 15 1 0 0 0

0

2
N [( i P / 2c )H ( r *) ( k Q / 2e ){i ( r *) – }]cos – *

r *
        


    

   0 0 10 0 0 10 0 0r * | – |, * arg – ,                                                                         (4.52)  

Για να λύσουμε το πρόβλημα αρκεί να προσδιορίσουμε τη συνάρτηση  p   από την 

ολοκληρωτική εξίσωση (4.45) όπου το δεξιό μέλος δίδεται από την (4.52) . Ο συντελεστής 

έντασης των τάσεων  3   δίδεται από την (4.47) . Αν πρέπει να υπολογίσουμε τις τιμές των 

πεδίων στο εσωτερικό χρησιμοποιούμε τις ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις (4.44) και τις 

(4.22) , (4.26) .  
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4.6   ΑΥΘΑΙΡΕΤΗ ΩΣ ΠΡΟΣ ΤΟΝ ΧΡΟΝΟ ΔΙΕΓΕΡΣΗ ΗΜΙΧΩΡΟΥ 

Θα ερευνήσουμε τη συμπεριφορά του συντελεστή έντασης των τάσεων 3  υπό δυναμική 

φόρτιση σε έναν πιεζοκεραμικό ημίχωρο που περιέχει μία ρωγμή.  

Έστω ότι στη γραμμή 1 10 2 3, 0,          του συνόρου ενός ημιχώρου 

ελεύθερου από δυνάμεις και περικλειόμενος από κενό , δρουν διατμητικές δυνάμεις 

 1 0 1 10P( , t) P (t) –     ή φορτίζεται ηλεκτρικά  1 0 1 10Q( , t) Q (t) –   

(μεταβάλλονται αυθαίρετα ως προς τον χρόνο) . Στην περίπτωση αυτή η λύση είναι η 

υπέρθεση των ΄΄στοιχειωδών΄΄ λύσεων κατά μήκος ολοκλήρου του φάσματος συχνοτήτων . 

Εφαρμόζοντας τον ολοκληρωτικό μετασχηματισμό Fourier [15] 

      i t

3 1 2 1 2 3 1 2 1 2

0

ˆ ˆ{U , , , , , } (1 / 2 ) {u ( , , t), ( , , t)}e dt            


   

      i t

3 1 2 1 2 3 1 2 1 2

0

ˆ ˆ{u ( , , t), ( , , t)} 2 / Re {U , , , , , }e dω            


       (4.53) 

θεωρούμε πρώτα την περίπτωση όπου στο σύνορο ενός ομογενούς πιεζοηλεκτρικού 

ημιχώρου (χωρίς ελαττώματα) , στο 1 10   δρα μία γραμμική πηγή . Θεωρώντας τις ίδιες 

υποθέσεις που κάναμε στην παράγραφο 4.5 βρίσκουμε ότι τα αντίστοιχα 

μετασχηματισμένα πλάτη μετατόπισης και ηλεκτρικά δυναμικά δίδονται από [1] 

 
     

2

115 0 00

3 1 2 02 2

15 15 44 15

ˆ ˆk Q P
Û , , { – }H ( r*)

2ie (1 k ) 2ic (1 k )

 
   




 
 

    
 

 15 00 F 2 (1)

1 2 0 11 15 0 02

11 15 44

ˆe Pi ˆˆ , , (Q / )lnr * [ – k Q ] ( r*)
2 (1 k ) Ec






           

 
 

10 1 2r* | z – |,z i                                                                                                                (4.54) 

Στην περίπτωση ημιχώρου με ρωγμές όπου δρα μία πηγή στο συνορό του λαμβάνουμε μία 

ολοκληρωτική εξίσωση της μορφής (4.45) , το δεξιό μέρος της οποίας γράφεται ως εξής [1] 

         1E 2 (1)

0 0 44 1 0 15 0 15 1 0 0 0

0

2ˆˆN , [( i P / 2c )H ( r *) ( k Q / 2e ){i ( r *) – }]cos – *
r *

           


    

 0 0 10 0 0 10r * | – |, * arg –                                                                                              (4.55) 

Για να υπολογίσουμε τον συντελεστή έντασης των τάσεων 3 πρέπει να γράψουμε τη 

μετασχηματισμένη διατμητική τάση (το κύριο μέρος αυτής) σε μία μικρή γειτονιά των 

αιχμών της ρωγμής (έπειτα από ασυμπτωτική ανάλυση αυτής) [1] 
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0 44ˆ ( ) ,
ciE

n
L

c e
p Im ds c

z



 
 


 είναι η αιχμή της ρωγμής , ( )c c   

Εισάγοντας την παραμετρικοποίηση του περιγράμματος ( ( ))L    η παραπάνω σχέση 

γράφεται ως εξής [1] 

0 E

44 0 1
ˆ c ( 1, ) / 2rs ( 1),s ( 1) (ds / d )    ( 1 1)n    

                                                                                                               

0

2

( , )
( )

( ) 1
p

s

 


 


 

 
                                                                                                                  (4.56) 

όπου r | z c |    , το κάτω πρόσημο αντιστοιχεί στην αιχμή c a  και το άνω στη c b  .  

Εισαγάγουμε τώρα τις ‘’πρότυπες’’ λύσεις 1 2,   της ολοκληρωτικής εξίσωσης (4.45) με 

δεξιό μέλος την (4.55) μέσω του τύπου [1] 

         E

0 0 44 1 0 15 2
ˆˆ, (P / c ) , (Q / e ) ,                                                     (4.57) 

Οι συναρτήσεις  j ,  ( j 1,2)     αντιστοιχούν στα ακόλουθα δεξιά μέλη της 

ολοκληρωτικής εξίσωσης (4.45) [1] 

   (1)

1 0 1 0 0 0, ( i / 2) ( r *)cos – *          

   2 (1)

2 0 15 1 0 0 0

0

2
, ( k / 2){i ( r *) – }cos – *

r *
      


                                            (4.58) 

Σύμφωνα με τις (4.56) , (4.57) έχουμε ότι [1] 

     0 E

3 r 0 0 1 44 15 0 2
ˆˆ ˆˆK lim 2 r / s ( 1)[P ( 1, ) (c / e )Q ( 1, )]n       


          

Χρησιμοποιώντας την (4.53) ο συντελεστής έντασης των τάσεων γράφεται ως εξής 

   E i t

3 0 1 44 15 0 2

0

ˆˆK (t) 2 / s ( 1)Re [P ( 1, ) (c / e )Q ( 1, )]e d    


                                                           

                                                                                                                                                            (4.59) 

Οι εμφανιζόμενες στην (4.59) ‘’πρότυπες’’ λύσεις υπολογίζονται από το σύστημα 

εξισώσεων (4.45) , (4.46) , (4.58) με τη μέθοδο του τετραγωνισμού (παράρτημα , 

παράγραφος 1) .  

Αν στην ολοκληρωτική εξίσωση (4.45) με δεξιό μέλος την (4.55) αντικαταστήσουμε τη 

μεταβλητή   με τη –  , η λύση της νέας εξίσωσης    0 0*      ισούται με την 

0( )  . Αυτό ισχύει λόγω των σχέσεων 
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 1 i i (2)H (e z) e (z) 

 

   ,
   2 2

H (z) H (z)  ,
 12 2

2 2H ( r) (4i / r ) H ( r)      

Με βάση τα παραπάνω ο 3   γράφεται ως εξής 

   E i t

3 0 1 44 15 0 2
ˆˆK (t) 1 / 2s ( 1) [P ( 1, ) (c / e )Q ( 1, )]e d    



 



          (4.60)     
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4.7   ΠΙΕΖΟΚΕΡΑΜΙΚΟ ΣΤΡΩΜΑ 

Έστω ένα πιεζοκεραμικό στρώμα 1 2 30 a, ,             που 

αναφέρεται σε ένα καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων και διαθέτει μία σήραγγα ρωγμών 

κατά μήκος του άξονα 3 , οι ρωγμές 
jL (j 1,2, ,k)   διεγείρονται μέσω ενός 

μονοχρωματικού κύματος διάτμησης [16] το οποίο ακτινοβολείται από το άπειρο (ΣΧΗΜΑ 

4.3, [1]) . Στα σύνορα των ρωγμών δρουν διατμητικές τάσεις 
i t

3n 3n 3n 3X X Re(X e )        αρμονικά μεταβαλλόμενες με τον χρόνο και σταθερές 

κατά μήκος του άξονα 3  . Υποθέτουμε ότι το στρώμα δεν υπόκειται σε καμμία δύναμη 

και περιβάλλεται από κενό (η διεύθυνση πόλωσης του κεραμικού είναι παράλληλη προς 

τον άξονα 3 ) . Θα προσδιορίσουμε τον συντελεστή έντασης των τάσεων 3 .  

 

ΣΧΗΜΑ 4.3 

 

Το δεδομένο πρόβλημα περιέχει την ολοκλήρωση των (4.42) με τις αντίστοιχες συνοριακές 

συνθήκες στις ρωγμές-τομές (4.29) και τις μηχανικές και ηλεκτρικές συνθήκες στο σύνορο 

του στρώματος . Οι τελευταίες μπορούν να γραφούν ως εξής 

13 1 10, D 0 ( 0,a)                                                                                                               (4.61) 

Θα κατασκευάσουμε τη συνάρτηση Green ([14],[15]) για το πιεζοηλεκτρικό στρώμα . Τα 

συνοριακά προβλήματα (4.42) , (4.61) με αγνώστους τα πλάτη και χρησιμοποιώντας τις 

(4.26) γράφονται ως εξής 

2 2

3 3 1 3 1U U 0,  U 0  ( 0,a)                                                                                         (4.62) 

2

2 1F 0,  F 0                   ( 0,a)                                                                                       (4.63)    

Oι συναρτήσεις Green που αντιστοιχούν στα προβλήματα (4.62), (4.63) είναι οι [1] 
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 2 2 1 1

0

G( ,z)  b – cos  cos  


      




  

 2 2 1 1

1

E( ,z)  d – sin  sin  


      




  

 2 2

1 1 2 2G G – , – ,  / a                                                                                 (4.64) 

     2

1 1 2 2 1 1 2 2E – , – – –              

1 2 1 2z i ,  i                                       

όπου     είναι η συνάρτηση Dirac.  

     2 2 2 2 2 2| | || i | |

0b 1/ a e , b 1/ 2ia e , d 1/ a e       

        
      

 2 2– ,          

   2 2i – ,              1,2,                                                                                 (4.65) 

Η συνάρτηση ( ,z)  λαμβάνει τη μορφή [1] 

1 ( – z) ( z)
E( ,z) ln | sin sec |

2 2a 2a

   





  

1 2z i   , 1 2z i                                                                                                              (4.66) 

Με τη βοήθεια των (4.65) , (4.67) η συνάρτηση  στην (4.64) λαμβάνει την τελική της 

μορφή [1] 

 

  2 2a | | 2 2
0 m 1 1

1

| – | 1 ( z) ( z)
G 1/ a  a ( , )e ln | 4sin sin |

2a 2 2a 2a
m

m

       
 




 



 
      

 

m m 1 m 1 ma cos( )cos( ) /                                                                                                      (4.67) 

 

  2 2 2 2| | | |

m 2 2 m mc – (1/ )e (1/ )e   (m 1,2, )m m           
                                      (4.68) 

G

 2 2| |i

0 1 1 m 2 2 m 1 m 1

1

G( ,z) G G , G (1/ 2ia )e (1/ a)  c – cos( )cos( )
m

         






    
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Επομένως , οι συναρτήσεις ( ,z)  και G( ,z)  που προσδιορίζονται από τις (4.66) , (4.67), 

(4.68) είναι οι συναρτήσεις Green των συνοριακών προβλημάτων (4.62) , (4.63) για το 

στρώμα . 

Το πεδίο μετατόπισης 3U  δίδεται από τη σχέση [1] 

   0

3 1 2 3 3U , [U ]( G(z, ) / n )ds U ,  L
L

                                                             (4.69) 

Η άγνωστη ποσότητα 3[U ]αντιστοιχεί στο άλμα του πλάτους μετατόπισης 3U  στο L , ο 

ολοκληρωτικός όρος καταδεικνύει τη διαταραχή του πεδίου μετατόπισης λόγω των 

ρωγμών-τομών και η 
 0

3 2U exp( i )    αντιστοιχεί στο προσπίπτον κύμα διάτμησης . Η 

συνάρτηση F   δίδεται από [1] 

1 2F( , ) f ( ) ( ,z)ds
L

                                                                                                         (4.70) 

όπου ds   είναι το στοιχειώδες μήκος τόξου του περιγράμματος του L .  

Γράφουμε τις παραγώγους 3U / z    ,  3U / z    ως εξής [1] 

   
 

     2i2 2 i i

3 1 3

– z
U / z / 8ia p cosec d p R e R e ds – / 2 e

2aL L

  
     

 
     

 
   

      2i2 2 i i

3 2 4

( z)
U / ( / 8ia ) p cosec d p (R e R e )ds / 2 e

2aL L
z

  
     

         

   2 2| |i

1 1 2 2 1R ( ,z)  (i / 4a)e 1/ 2a A – B – i A B          

   2 2| |i 2 2

2 1 2 2 1

( z)
R ( ,z) (i / 4a)e ( / 8a )cosec – 1/ 2a A B i A – B

2a

    
   

        

   2 2| |i 2 2

3 1 2 2 1

( z)
R ( ,z) (i / 4a)e ( / 8a )cosec – 1/ 2a A B – i A – B

2a

    
   

       

   2 2| |i

4 1 2 2 1R ( ,z) (i / 4a)e 1/ 2a A – B i A B           

2

1

( z) ( – z)
A (a / 4 )ln | sin sec |

2a 2a

   
 


                                                                           

     2 2 2 2

1

2
| | | |2

1 1 { / e e }sin sin
2

 



     

    




      





    

   
 

  

       
1

2 2 2 1 1  sign – sin cos


          



   
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       
1

1 2 2 1 1  sign – cos sin


          



    

2 2

2 2 2

( – z) ( z)
( / 4) | – |  (a / 4 )ln | 4sin sin |

2a 2a

   
    


                                                     

   2 2 2 2

2
| | | |

1 1

1

 { – e e }cos cos
2

      

   
 


     




   



  
    

  
  

2 2 2 2| | | |
e e      


       ,    3p [U ] / 2                                                                        (4.71) 

Υπολογίζοντας τις οριακές τιμές της συνάρτησης (4.70) καθώς 0 z L  έχουμε [1]  

 i[ F / ] (e / 2)f       ,   i[ F / ] (e / 2)f                                                    (4.72) 

Η συνάρτηση  f   της (4.70) συνδέεται με την παράγωγο του άλματος μετατόπισης ως 

εξής [1] 

       15 11f (2e / )p , p dp / ds                                                                              (4.73) 

Αντικαθιστώντας τις (4.71) και τις παραγώγους F / z   , F / z   , καθώς 0z   , στη 

μηχανική συνοριακή συνθήκη (4.29) σε ένα από τα χείλη της ρωγμής και χρησιμοποιώντας 

τις (4.73) λαμβάνουμε μία ιδιόμορφη ολοκληρο-διαφορική εξίσωση ως προς το άλμα του 

πλάτους μετατόπισης στην L  [1] 

         1 0 2 0 0 p g , ds  p g , ds N
L L

                                                              (4.74) 

  0i 2

1 0 0 15 0g ( , ) 1/ a Im{e (cot[ ( ) / 2a]-k cot[ ( ) / 2a])}
           

  0 02 i i 0 i 0 i i 0 i 0

2 0 15 1 3 2 4g ( , ) 2 1 k {e (e R e R ) e (e R e R )}
              

    202 i

0 44 3 15 0N( ) 2 / c X 2i 1 k e sin
       

 0 0 0 10 20 j( ),  i L   j 1,2, ,k            

0

2

( )
( ) , [ 1,1]

( ) 1
p

s


 

 


   

 
 

Ο πυρήνας 1 0( , )g   είναι ιδιόμορφος τύπου Hilbert , ο πυρήνας 2 0( , )g   λόγω των 

υποθέσεων που κάναμε για το L παρουσιάζει αιρόμενη ιδιομορφία.  

(οι συναρτήσεις  0

m 0R R ,m    δίδονται από τις (4.71)) 
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Στην (4.74) προσθέτουμε και τη συνθήκη (4.46) που αφορά την 
jL (j 1,2, ,k)   . Με την  

ασυμπτωτική ανάλυση των τάσεων σε μία μικρή γειτονιά της αιχμής της ρωγμής 

καταλήγουμε στις (4.47) (για τον συντελεστή έντασης των τάσεων 
3K ) .  
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4.8  ΠΙΕΖΟΚΕΡΑΜΙΚΗ ΛΩΡΙΔΑ 

Ας υποθέσουμε ότι στα σύνορα της λωρίδας 1 2 30 a,0 ,            δεν 

ασκούνται δυνάμεις και περιβάλλονται από κενό . Στο σύνορο 2 0   μπορεί να 

εμφανίζονται οι ακόλουθοι τύποι μηχανικών και ηλεκτρικών συνθηκών 

α) δεν ασκούνται δυνάμεις και περιβάλλεται από κενό 

     23 20,D 0    

β) το σύνορο είναι ανένδοτο και καλύπτεται από ηλεκτρόδια τα οποία είναι γειωμένα 

      3 1u 0,E 0   

Οι συναρτήσεις Green ([14],[15]) προσδιορίζονται από τις (4.64) όπου τα b ,d   λαμβάνουν 

τη μορφή [1] 

 2 22 2| |
b (1/ a )[e e ]     

 
  

    

 2 22 2| |i i

0b (1/ 2ia )[e e ]
    


   

 2 22 2| |
d (1/ a )[e e ]     

 
  

          1,2,                                                       (4.75) 

Οι αντίστοιχες σειρές στην (4.64) χρησιμοποιώντας τις (4.75) λαμβάνουν τη μορφή [1] 

   2 2i 2 2 ( z) ( z)
G*( ,z) G( ,z) A{(i / 2a )e – 1/ 2 ln | 4sin sin |

2a 2a 2a

        
   

   
   

  

  m 2 2 m 1 m 1

1

1/ a c *( )cos( )cos( )}
m

     




   

( z) ( z)
*( ,z) E( ,z) (A / 2 )ln | sin sec |

2a 2a

   
  

 
    

         2 2 2 2

m 2 2 m mc * 1/ e – 1/ e    m m       
          m 1,2,   

1 2 1 2z i ,  i                                                                                                                     (4.76) 

Η τιμή 1    αντιστοιχεί σε ελεύθερο σύνορο (δεν ασκούνται δυνάμεις) που 

περιβάλλεται από κενό , η τιμή 1   αντιστοιχεί σε ανένδοτο (fixed) και καλυμμένο με 

γειωμένα ηλεκτρόδια σύνορο 2 0 
 
της λωρίδας , οι συναρτήσεις G  και   

προσδιορίζονται από τις (4.66) , (4.67) , (4.68).  

Η ολοκληρωτική αναπαράσταση των λύσεων των αρχικών εξισώσεων (4.62) , (4.63) στην 

περίπτωση της λωρίδας έχει παρόμοια μορφή με αυτή των (4.69) , (4.70) [1] 
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     0 1

3 1 2 3 3 3U , [U ]( G*( ,z) / n )ds U – AU
L

       

   1 2F , f *( ,z)ds
L

       ,  1 2z i ,  L                                                          (4.77) 

όπου 
 1

3 2U exp(i )   αντιστοιχεί στο αντανακλόν από το σύνορο 2 0    κύμα 

διάτμησης .  

Με τη βοήθεια των (4.76) , (4.77) λαμβάνουμε την ακόλουθη ολοκληρωτική εξίσωση [1]  

         1 0 2 0 0p g * , ds p g * , ds N
L L

                                                         (4.78)
 

0* 2 i

1 0 1 0 15 0 0g ( , ) g ( , ) ( k / a)Im[e (cot[ ( ) / 2a]+cot[ ( ) / 2a])]
               

  0 0i2 i i i i i

2 0 15 1 3 2 4g * , 2(1 k ){e (R *e R *e ) e (R *e R *e ) }
             

    20 202 i i

0 44 3 15 0( ) 2 / c X 2i 1 k sin (e e )
           

   2 2( )0 i 2 2

1 1 1 2 2 1

( z)
R * R (i / 4a)e ( / 8a )cosec – 1/ 2a A *  B *  i A * B *

2a

    
  

         
 

   2 2( )0 i 2 2

2 2 1 2 2 1

( z)
R * R – (i / 4a)e – ( / 8a )cosec – 1/ 2a A *  B *  i A * B *

2a

    
  

       
 

   2 2( )0 i 2 2

3 3 1 2 2 1

( z)
R * R – (i / 4a)e – ( / 8a )cosec – 1/ 2a A *  B *  i A *  B *

2a

    
  

       
 

   2 2( )0 i 2 2

4 4 1 2 2 1

( +z)
R * R (i / 4a)e ( / 8a )cosec – 1/ 2a A *  B *  i A *  B *

2a

    
 

         
 

         2 2 2 2

1

2

1 1 1 1A * A A { / e e }sin sin 



     

          



   

    

     
1

2 2 1 1*   sin cos


        



     

     1 1 1 1

1

* cos sin   


     






      

       2 2 2 2

1

2 2 1 1* { e e }cos cos 



     

        



   

       
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   2 2 2 2e – e      


       ,     3p [U ] / 2   1,2,                                                       

Οι συναρτήσεις    0

1 0 i i i 0g , , ,B ,R R ,i     προσδιορίζονται από τις (4.71) , (4.74) . 

Στις  (4.78) προστίθεται και η συνθήκη (4.46) .  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

 

ΔΙΑΔΟΣΗ ΚΥΜΑΤΟΣ ΔΙΑΤΜΗΣΗΣ ΣΕ ΜΕΣΟ ΠΟΥ ΠΕΡΙΕΧΕΙ ΚΥΛΙΝΔΡΙΚΕΣ ΑΝΟΜΟΙΟΓΕΝΕΙΕΣ  

(ΑΝΤΕΠΙΠΕΔΗ ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΗ) 

 

 

5.1   ΧΩΡΟΣ ΚΑΙ ΗΜΙΧΩΡΟΣ ΜΕ ΣΗΡΑΓΓΕΣ ΚΟΙΛΟΤΗΤΩΝ 

Θεωρούμε ένα ημιάπειρο πιεζοκεραμικό μέσο 2( 0)   αναφερόμενο σε ένα καρτεσιανό 

σύστημα συντεταγμένων 1 2 3    που περιέχει σήραγγες κοιλοτήτων m(m 1,2, ,n)  

κατά μήκος του άξονα 3 . Μία σταθερή διατμητική φόρτιση i t

n Re(Ze )   δρα κατά 

μήκος του άξονα 3   στις επιφάνειες των κοιλοτήτων και έστω ότι ένα επίπεδο 

μονοχρωματικό κύμα ακτινοβολείται από το άπειρο υπό γωνία   (με τον άξονα 1 ) [1] 

       1 1 2 20 0 0 ii t

3 3 3 1 2

E 2 1/2

44 15

u Re(U e ),U e ,  cos ,  sin , 

/ c, c [c (1 k ) / ] ,

          

  

    

  
    

2 2 E

15 15 11 44k e / c                                                                                                                          (5.1)                                                                      

Το σύνορο του ημιχώρου 2 0   λαμβάνεται ως ανένδοτο (fixed) ή ελεύθερο από 

φορτίσεις . Στην περίπτωση όπου ο ημίχωρος είναι ανένδοτος (fixed) θεωρούμε ότι το 

σύνορο είναι καλυμένο από γειωμένο ηλεκτρόδιο ( 1 0  ) , για έναν ελεύθερο ημίχωρο 

περιβαλλόμενο από κενό υποθέτουμε ότι 2D 0  στο σύνορο.  

Υποθέτουμε , επίσης , ότι το ηλεκτρικό δυναμικό είναι ίσο με μηδέν στις επιφάνειες των 

κοιλοτήτων , που σημαίνει ότι η επένδυση των κοιλοτήτων είναι γειωμένα ηλεκτρόδια . 

Θεωρούμε ότι οι καμπύλες m m( )    και τα πλάτη των διατμητικών δυνάμεων 

 m m{ , }      ικανοποιούν τη συνθήκη Ηolder [3]. 

Υπό το πλαίσιο αυτό , το σώμα (η περιοχή  ) υπόκειται στα συζευγμένα πεδία  των 

μηχανικών τάσεων    13 1 2 23 1 2, , ,       καθώς και των ηλεκτρικών και μαγνητικών 

τάσεων      1 1 2 2 1 2 3 1 2, , , , ,         .  

Ακολουθώντας την ανάλυση που παρουσιάσαμε στην παράγραφο 4.2 , το πλήρες σύστημα 

των εξισώσεων του αντεπιπέδου προβλήματος της ηλεκτροελαστικότητας υπό την ημι- 

στατική (quasistatic) προσέγγιση μετατρέπεται στις εξισώσεις Helmholtz [14]και Laplace 

(4.42) με άγνωστες συναρτήσεις τις  3 1 2U ,   και  1 2F ,   . Η μόνη διαφορά είναι οι 
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μηχανικές και ηλεκτρικές συνοριακές συνθήκες στην επιφάνεια των κοιλοτήτων m        

(m 1,2, ,n)   . Στην περίπτωση αυτή , λόγω των (4.22) , (4.26) , οι συνθήκες αυτές 

γράφονται ως εξής [1] 

E 2 i i i i

44 15 3 3 15c (1 k )[e U / e U / ] – ie [e F / – e F / ]                    

i i i i

15 11 3 3(ie / )[e U / – e U / ] e F / e F / 0                                              (5.2) 

Οι παράγωγοι 3 3U / , U / , F / , F /            υπολογίζονται καθώς 

1 2z i       , από το μέσο προς την οπή , ενώ  είναι η γωνία μεταξύ του 

ορθοκανονικού διανύσματος στο περίγραμμα της κοιλότητας και του άξονα 1 (ΣΧΗΜΑ 

5.1, [1]) .  

 

ΣΧΗΜΑ 5.1 

 

Το αρχικό πρόβλημα συνοριακών τιμών μετατρέπεται στον προσδιορισμό των 

συναρτήσεων 3U ,F  από τις διαφορικές εξισώσεις (4.42) , τις συνοριακές συνθήκες (5.2) 

και τις συνθήκες στο σύνορο του ημιχώρου . Για την εξαγωγή των αντιστοίχων 

ολοκληρωτικών εξισώσεων είναι απαραίτητο να γράψουμε τα 3U ,F  . Το πεδίο 

μετατόπισης σε έναν ημίχωρο με κοιλότητες είναι το αποτέλεσμα της υπέρθεσης του 

προσπίπτοντος και του αντανακλώμενου (από το σύνορο) κύματος καθώς και από τη 

διαταραχή του πεδίου μετατόπισης λόγω των κοιλοτήτων που υπάρχουν, άρα γράφουμε [1] 

         0 1 1(1)

3 1 2 3 3 0 0 1U , U – AU p [ ( r) – AH ( r )]ds    


    

   1 2 1

1
F , f (lnr Alnr )ds  

 

 
  
 

  

1 1 2 mr | z |,r | z |,z i  ,                                                                  (5.3) 
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Οι  p   και  f  είναι οι άγνωστες ‘’πυκνότητες’’ ,  (1)

    είναι η συνάρτηση Hankel 

([10],[11]) πρώτου είδους και τάξης ν, η ποσότητα    1

3 1 1 2 2U exp( i – )       είναι το 

πλάτος μετατόπισης του αντανακλώμενου κύματος από το σύνορο σε ομογενή ημίχωρο . Η 

τιμή 1    αντιστοιχεί σε ελεύθερο , περιβαλλόμενο από κενό ημίχωρο . Η τιμή 1   

αντιστοιχεί σε ανένδοτο (fixed) και καλυμμένο με γειωμένα ηλεκτρόδια ημίχωρο.  

Οι ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις (5.3) ικανοποιούν τις (4.42) , τις μηχανικές και 

ηλεκτρικές συνθήκες στο σύνορο του ημιχώρου 2 0 
 
καθώς και τις συνθήκες 

ακτινοβολίας .  

Αντικαθιστώντας τις οριακές τιμές των παραγώγων των 3U ,F   (ως προς τις z,z ) καθώς 

0 mz   (m  1,2, ,n)  στις συνοριακές συνθήκες (5.2) λαμβάνουμε ένα σύστημα 

δύο ιδιόμορφων ολοκληρωτικών εξισώσεων δευτέρου είδους [3] με αγνώστους τις 

   p ,f   [1] 

           0 1 0 2 0 1 0p p g , ds f g , ds N
L L

            

           0 3 0 4 0 2 0f f g , ds p g , ds N
L L

                                                (5.4) 

 

   

i

1 0

0

(1)

1 0 0 0 1 10 0 10

1 e
g , Re( ) –

–

i
[ ( r )cos – – ( r )cos –   ] ,

2



 
  


     

 
  
 

  

 

       

  0 0

15
2 0 0 3 0 0E 2

44 15

i

0

0 0

ie
g , ( )ImG , , g , ReG , , 

2c (1 k )

1 1
G , [e ( )]

  –     

i
e

 

       

 
    

 


   
   

   

 

 

0E 2 i

44 15
4 0

15 0

1

1 0 0 0 1 10 0 10

c k 2 e
g ( , ) { Im( )

e –

[ ( r )sin( – ) – ( r )sin( – )]}

i



 
  

      

 
  
 

  

 

 
 

       1 10 2 20 1 10 2 20

0

1 0 E 2

44 15

i i

0 0

 
2ic (1 k )

[e cos – – e cos ]
2

       





   

   


  



 
   
 

 

         1 10 2 20 1 10 2 20i i15
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ie
( )[e sin – – e sin ]

       




    

   
   


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     

   

(1)

1 1 0 0 10 0 0 0

10 0 0 0

2i
, r | – |, r | |,  arg – , 

arg ,  ,

        


     

      

  

   

0 10 20 0i  ,  ,        

Οι συναρτήσεις 2 0 4 0( , ), ( , )g g    είναι ιδιόμορφοι πυρήνες τύπου Cauchy [3] (η τιμή 

1   αντιστοιχεί σε ανένδοτο (fixed) ημίχωρο , η 1    σε ελεύθερο ημίχωρο , όταν 

0   έχουμε χώρο με κοιλότητες). 

To σύστημα (5.4) έχει μοναδική λύση υπό την προυπόθεση ότι το αντίστοιχο ομογενές 

σύστημα ολοκληρωτικών εξισώσεων έχει μόνο την τετριμμένη λύση .  

Για να προσδιορίσουμε τη συγκέντρωση των τάσεων σε έναν ημίχωρο με κοιλότητες πρέπει 

να υπολογίσουμε τη διατμητική τάση 23 13cos – sin      στην επιφάνεια 

j( j 1,2, ,n)      

Από [1] έχουμε ότι 
i tRe(Te )


                                                                                             (5.5) 

  0 0

0 0

iE 2 i

10 20 44 15 3 0 3 0

ii

15 0 0

0 m

T T , ic (1 k )(e U / – e U / )

e (e F / e F / ),

(m 1,2, ,n)

 

 

   

 







       

     

  

 

Oι μερικές παράγωγοι υπολογίζονται καθώς 0z    ,   είναι η γωνία μεταξύ της 

θετικά προσανατολισμένης εφαπτομένης (positive tangential) στο περίγραμμα της 

κοιλότητας στο σημείο 0  και του άξονα 1 .  

Μία άλλη μορφή της ποσότητας    είναι η εξής [1] (δίχως να περιέχει όρους της F ) 

         2

0 15 15 2 0 4 0 0T (e / k )[N p g , ds]  ( )
L

                                               (5.6) 

(οι συναρτήσεις    4 0 2 0g , ,     δίδονται από την (5.4)) 

Πρέπει να σημειώσουμε ότι τα παραπάνω αποτελέσματα ανταποκρίνονται στην περίθλαση 

επιπέδου μονοχρωματικού κύματος στην κοιλότητα . Πρακτικά , ενδιαφέρον έχει η μελέτη 

της αλληλεπίδρασης των κυμάτων με τα ελαττώματα . Ως ανακλαστήρες του διατμητικού 

κύματος ας μελετήσουμε τις γραμμικές πηγές , και αυτές μπορεί να είναι είτε ηλεκτρικά 

φορτία είτε διατμητικές δυνάμεις , συγκεντρωμένες στη γραμμή  

1 10 2 3, 0 ,          του συνόρου του ελεύθερου ημιχώρου (χώρου).Τα 

αριστερά μέλη των εξισώσεων του συστήματος (5.4) παραμένουν ίδια ενώ τα δεξιά μέλη 

προσδιορίζονται, χρησιμοποιώντας τις (4.51) και τις συνοριακές συνθήκες (5.2), ως εξής [1] 
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   * (1)

1 0 0 0 0 1 0E 2

44 15

(1)15 0
1 0

11 0

1–
N cos – { P ( r *) –

8c (1 k )

e Q 2i
[ ( r *) ]}

r *

    

 

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 



  

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11 44 15
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1– P ie
N sin – * { H ( r *) –

4 c (1 k )

i k 2
Q [ H ( r *) – ]}

1 k r *




   









 




 

 0 0 0 0 10r * | – |, * arg – , 0  1ή                                                                               (5.7) 
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5.2   ΠΑΛΜΙΚΗ ΔΙΕΓΕΡΣΗ ΗΜΙΧΩΡΟΥ ΜΕ ΚΟΙΛΟΤΗΤΕΣ  

Θεωρούμε ημιάπειρο πιεζοκεραμικό μέσο 1 2 3,  0 ,                

που αναφέρεται στο καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων 1 2 3   και περιέχει μία 

σήραγγα κοιλοτήτων m(m   1,2, ,n) κατά μήκος του άξονα 3  . Έστω ότι στη γραμμή 

1 10 2, 0,    3     του ελεύθερου από δυνάμεις συνόρου του ημιχώρου 

διατμητικές δυνάμεις  1 0 1 10P( , t) P (t) –     ή ηλεκτρικά φορτία 

 1 0 1 10Q( , t) Q (t) –     , τυχαία μεταβαλλόμενα με τον χρόνο , δρουν (     είναι η 

συνάρτηση δέλτα Dirac, t είναι ο χρόνος) .  

Υποθέτουμε ότι ο ημίχωρος περιβάλλεται από κενό , οι επιφάνειες των κοιλοτήτων m

είναι ελεύθερες από μηχανικές φορτίσεις ενώ καλύπτονται  από γειωμένα ηλεκτρόδια       

(ο άξονας 3  συμπίπτει με τη διεύθυνση του ηλεκτρικού πεδίου της προκαταρκτικής 

πόλωσης). 

Οι αρχικές σχέσεις υπό την ημι-στατική (quasistatic) προσέγγιση περιορίζονται στο σύστημα 

των δύο διαφορικών εξισώσεων (4.23),(4.25) με αγνώστους τη μετατόπιση u3 και τη   . 

Εφαρμόζοντας τον ολοκληρωτικό μετασχηματισμό Fourier [15] ως προς τον χρόνο 

λαμβάνουμε τις εξισώσεις Helmholtz [14] και Laplace (4.42) με αγνώστους τους 

μετασχηματισμούς των 3u ,  .Οι συνοριακές συνθήκες στο περίγραμμα m  λαμβάνουν τη 

μορφή (5.2) και αυτό μας επιτρέπει να χρησιμοποιήσουμε το σύστημα ολοκληρωτικών 

εξισώσεων (5.4) με δεξιό μέλος την (5.7) (την οποία γράφουμε με τις μετασχηματισμένες 

συναρτήσεις των 0 0P (t),Q (t) ) .  

Η εφαπτομενική τάση  στην επιφάνεια της κοιλότητας m γράφεται ως εξής [1] 

      i t

0 0
0

2 / Re  T , e d

     


   

     2

0 15 15 4 0 0 m, * (e / k ) p g , ds , 
m

     


      

 
      (1)

11 0 15 0 0 0 1 02

15 11

i 1– ˆˆT* [ P – e Q ]sin – * ( r *)
4(1 k )






    


  

 
                           (5.8) 

Οι συναρτήσεις  4 0 0 0g , ,r *, *    στην (5.8) προσδιορίζονται στις (5.4) , (5.7) , 

   0 0
ˆP̂ ,Q   είναι οι μετασχηματισμοί Fourier των συναρτήσεων 0 0P (t),Q (t)  .  
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5.3   ΣΥΓΚΕΝΤΡΩΣΗ ΤΑΣΕΩΝ ΣΕ ΣΤΡΩΜΑ ΜΕ ΚΟΙΛΟΤΗΤΕΣ 

Έστω πιεζοκεραμικό στρώμα ( 1 2 30 a, ,          ) αναφερόμενο στο 

καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων 1 2 3    που περιέχει σήραγγα κοιλοτήτων 

m(m 1,2, ,n)    κατά μήκος του άξονα 3 . Στην επιφάνεια των κοιλοτήτων μία 

διατμητική φόρτιση i t

n Re(Ze )  (που μεταβάλλεται αρμονικά με τον χρόνο) , 

ανεξάρτητη της συντεταγμένης 3 , δρα και επίσης ακτινοβολείται ένα επίπεδο διατμητικό 

κύμα από το άπειρο [1] 

  2
0 i0 i t 0

3 3 3 *u Re(U e ),U e ,  / c
                                                                                (5.9) 

όπου η ταχύτητα του διατμητικού κύματος *c  προσδιορίζεται από την (5.1) .  

Υποθέτουμε ότι το σύνορο του στρώματος είναι ελεύθερο από δυνάμεις και περιβάλλεται 

από κενό , ενώ οι επιφάνειες των κοιλοτήτων m   καλύπτονται από ηλεκτρόδια τα οποία 

είναι γειωμένα (4.61 , 5.2) . Οι  καμπύλες των περιγραμμάτων m  και τα πλάτη των 

διατμητικών δυνάμεων  m m{ , }     ικανοποιούν τη συνθήκη Ηolder .  

To παραπάνω πρόβλημα συνοριακών τιμών , υπό την ήμι-στατική (quasistatic) προσέγγιση, 

περιγράφεται από τις (4.42). Για να το μετατρέψουμε σε ολοκληρωτικές εξισώσεις θα 

γράψουμε τις άγνωστες συναρτήσεις 3U ,F  ως εξής [20] 

     0

3 1 2 3U , U p G( ,z)ds   


    

   1 2F , f ( ,z)ds   


                                                                                                    (5.10) 

1 2 1 2 mz i  , i              

όπου , οι συναρτήσεις    p ,f   πρέπει να προσδιοριστούν , ds  είναι το στοιχειώδες 

μήκος τόξου του περιγράμματος   και   η περιοχή που καταλαμβάνει το σώμα . Για ένα 

πιεζοκεραμικό στρώμα οι  συναρτήσεις Green G  και    καθορίζονται από τις (4.66) , 

(4.67), (4.68) . Οι ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις των λύσεων (5.10) ικανοποιούν τις 

μηχανικές και ηλεκτρικές συνοριακές συνθήκες στο σύνορο του στρώματος και τις 

συνθήκες ακτινοβολίας στο άπειρο .  

Αντικαθιστώντας τις αντίστοιχες παραγώγους καθώς 0 mz (m 1,2, ,n)     στις 

συνοριακές συνθήκες (5.2) λαμβάνουμε το ακόλουθο σύστημα ιδιόμορφων ολοκληρωτικών 

εξισώσεων για τον προσδιορισμό των  p   και  f    [1] 

           0 1 0 2 0 1 0p p g , ds f g , ds N       
 

     
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           0 3 0 4 0 2 0f f g , ds p g , ds N       
 

                                         (5.11) 

  0 0 0i i i

1 0 0 1 2g ( , ) 1/ 2a Re[e cot[ ( ) / 2a]] Pe P e
           

 
15

2 0 3 0E 2

44 15

e
g ( , ) Img ,  g ( , ) Reg / 2a

2ac 1 k
   

 
  
 
 

  

    0 0 02 E i i i

4 0 15 44 15 0 1 2g ( , ) ik c / e { i / 2a Im[e cot[ ( ) / 2a]] Pe P e }
            

 0i

0 0g e {cot[ ( ) / 2a cot ( ) / 2a]}
           

k 1

0 1k k k 1 k 10A   cos( )sin( )     




  

 
k 1

0 0k 20 2 k 1 k 10B   sign – cos( )cos( )      




  

2 20 2 20| | | |

mk m m

k k

1 1
e ek k    

 

     

       1 0 0 2 0 0 0P P S 1/ a A iB ,P P S 1/ a A iB ,P 1/ 4a cot[ ( ) / 2a]             

   
 

2 20 20| | i0i

2 20 1 0 0E 2

44 15

2
S (1/ 2ia)sign – (1 e ) , ( ) 2i e sin

c (1 k )

   
     

    


 

   20i

2 0 15 11 0 0 0 0 10 20 m(2i e / )e cos , , i (m 1,2, ,n)
        

          

Οι 2 0 4 0( , ), ( , )g g    είναι ιδιόμορφοι πυρήνες (τύπου Hilbert) , οι 1 0 3 0( , ), ( , )g g   

δεν διαθέτουν παρά μόνο μία αιρόμενη ιδιομορφία.  

Η εφαπτομενική τάση i tRe(Te )


  και η ποσότητα  0  γράφεται ως εξής [1] 

15
0 4 0 2 02

15

( ) ( ) ( , ) ( )
e

p g ds N
k

    


     
                                                              (5.12) 

όπου οι συναρτήσεις    4 0 2 0g , ,    δίδονται από την (5.11) .  
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5.4   ΛΩΡΙΔΑ ΜΕ ΚΟΙΛΟΤΗΤΕΣ 

Εφαρμόζοντας τη ληφθείσα στην παράγραφο 4.8 συνάρτηση του Green για πιεζοκεραμική 

λωρίδα ( 1 2 30 a,  0 ,             ) μπορούμε κατά παρόμοιο τρόπο να 

ερευνήσουμε την περίθλαση των κυμάτων διάτμησης [16] σε σήραγγα κοιλοτήτων που 

διαθέτει μία λωρίδα . Υποθέτοντας ότι τα σύνορα της λωρίδας είναι ελεύθερα από 

δυνάμεις και περιβάλλονται από κενό και ότι στο σύνορο 2 0   ισχύουν είτε οι συνθήκες 

(4.41) (έλλειψη δυνάμεων , επαφή με το κενό) είτε οι (4.40) (το σύνορο είναι ανένδοτο και 

καλυμμένο με γειωμένα ηλεκτρόδια) .  

Οι ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις των λύσεων γράφονται ως εξής [1] 

     10

3 1 2 3 3U , U – AU p G*( ,z)ds   


    

   1 2F ,  f *( ,z)ds   


                                                                                               (5.13) 

1 2 1 2 mz i , i              

O όρος 
 1

3 2U exp(i )  αντιστοιχεί στα διατμητικά κύματα που ανακλώνται από το 

σύνορο της λωρίδας 2 0   , οι εκφράσεις των συναρτήσεων G*,E *  δίδονται από την 

(4.76). Η τιμή 1    αντιστοιχεί σε ελεύθερη , περιβαλλόμενη από κενό λωρίδα , ενώ η 

τιμή 1   σε ανένδοτο (fixed) και καλυμμένο με γειωμένα ηλεκτρόδια σύνορο 2 0 
 
της 

λωρίδας.  

Χρησιμοποιώντας τις (5.13) και τις συνοριακές συνθήκες (5.2) λαμβάνουμε ένα σύστημα 

ιδιόμορφων ολοκληρωτικών εξισώσεων παρόμοιο με αυτό της (5.11) , με τις εξής αλλαγές  

0i

0 0 0 0g e {cot[ ( ) / 2a]-cot[ ( ) / 2a]+A[cot[ ( ) / 2a]-cot[ ( ) / 2a]]}
                

 

  0 0 0P 1/ 4a {cot[ ( ) / 2a]-A[cot[ ( ) / 2a]-cot[ ( ) / 2a]]}             

     2 202 20| |i i

2 20S (1/ 2ia){sign – [1 e 1– e ]}
     


    

k 1

0 1k 1k k k 1 k 10 ( A ) cos( )cos( )      



                                                                     (5.14) 

 
k 1

0 0k 20 2 0k k 1 k 10 [ sign – – ]cos( )cos( )       



     

2 20 2 20| | | |m m

mk k k(1/ )e (1/ )ek k              
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 
 

20 20i0 i

1 0 0E 2

44 15

2
2i (sin )(e e )

c (1 k )

 
   

    


 

  20 20i i

2 0 15 11 0(2i e / )(cos )(e e )
    

      

Η (5.12) μπορεί να χρησιμοποιηθεί για τον προσδιορισμό της εφαπτομενικής τάσης   , οι 

συναρτήσεις    4 0 2 0g , , ,    μπορούν να υπολογιστούν με τη βοήθεια των (5.11) , 

(5.14) .  
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5.5   ΧΩΡΟΣ ΚΑΙ ΗΜΙΧΩΡΟΣ ΜΕ ΚΥΛΙΝΔΡΙΚΑ ΕΓΚΛΕΙΣΜΑΤΑ 

Θεωρούμε μέσο , στον ημίχωρο 2 0   , που αναφέρεται στο καρτεσιανό σύστημα 

συντεταγμένων 1 2 3    και περιέχει ετερογενή κυλινδρικά εγκλείσματα (οι περιοχές
j ) 

(συνεχώς συνδεδεμένα με το κυρίως υλικό-τη μήτρα)  με σύνορα 
jC (j 1,2, ,k)  κατά 

μήκος του άξονα 3 (ΣΧΗΜΑ 5.2, [1]).  

ΣΧΗΜΑ 5.2 

 

Υποθέτουμε ότι το υλικό του ημιχώρου και των εγκλεισμάτων είναι πιεζοηλεκτρικό 

εξαγωνικής συμμετρίας με τον άξονα συμμετρίας αυτών να συμπίπτει με τον άξονα 3  . 

Ένα επίπεδο μονοχρωματικό κύμα διάτμησης ακτινοβολείται από το άπειρο υπό γωνία   

με τον άξονα 1 , η συνιστώσα της μετατόπισης 
 0,0

3u
 
(λόγω του κύματος) και το 

ηλεκτρικό δυναμικό 0 δίδονται από [1] 

1 1 2 2 )(0,0) (0,0) i t (0,0) i(

3 3 3u Re(U e ),U e         

 1 1 2 2ii t

0 0 0 15 11Re( e ), ( e / )e
     

                                                                           (5.15) 

όπου τα i  προσδιορίζονται από την (5.1) ,    σταθερά .  

Υποθέτουμε ότι το σύνορο του ημιχώρου είναι είτε ανένδοτο και καλυμμένο με γειωμένα 

ηλεκτρόδια ( 3 1u 0,E 0  ) είτε ελεύθερο από δυνάμεις και περιβάλλεται από κενό               

( 23 20, 0D   ) . Στις επιφάνειες που έρχονται σε επαφή η περιοχή  (η μήτρα) με τα 

εγκλείσματα απαιτούμε την ικανοποίηση των συνθηκών συνέχειας των διανυσμάτων 

μετατόπισης και τάσης καθώς διερχόμαστε διαμέσου των jC  . Οι ηλεκτρικές συνθήκες 

είναι οι εξής
n n s sD D ,E E      .  
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Υποθέτουμε ότι οι παραμετρικές εξισώσεις των καμπυλών των συνόρων 
jC   ικανοποιούν 

τη συνθήκη Ηolder [3] και τη σχέση i jC C (i, j 1,2, ,k)    .  

Υπό την ημι-στατική (quasistatic) προσέγγιση καταλήγουμε στο σύστημα διαφορικών 

εξισώσεων (4.42) . Οι μετατοπίσεις και οι ηλεκτρικές ποσότητες εκφράζονται μέσω των 

συναρτήσεων 3U  και F  και υπολογίζονται στις (4.22) , (4.26) .  

Ο δείκτης j προσδιορίζει όλες τις ποσότητες που αναφέρονται στο j έγκλεισμα . 

Χρησιμοποιώντας τις (4.26) οι συνθήκες σύζευξης γράφονται [1] 

E 2 E( j) ( j) 2 ( j)

44 15 0 15 0 44 15 j 15 jc (1 k ) ie c [1 (k ) ] ie             

( j) ( j) ( j)

3 3 15 11 0 0 15 11 j jU – U 0 ,  (ie / ) (ie / )                 

( j)

11 0 11 j

      (συνθήκη συνέχειας της nD  διαμέσου των 
jC )                                  (5.16) 

όπου οι διαφορικοί τελεστές 
m m,   δίδονται από [1] 

0 0ii (m) (m)

m 3 0 3 0 0 10 20[e U / e U / ] ,  i
               

0 0ii (m) (m)

m 0 0 0 10 20[e F / e F / ] ,  – i
              

   0 0

3 3U U , F F (m 0,1, ,k)     

Στην (5.16) ως ποσότητες 
( j) ( j) ( j) ( j) ( j)

3 3 0 3 0 0 0U , U / , U / , F / , F /            θεωρούμε 

τις οριακές τιμές τους καθώς 
1 2 0 jz i C       όπου η μετάβαση γίνεται από τη 

μήτρα προς τα 
j 0,  είναι η γωνία μεταξύ του ορθοκανονικού διανύσματος στο σύνορο 

του εγκλείσματος και του άξονα 1  στο σημείο 0  .  

Το πεδίο μετατόπισης σε έναν ημίχωρο με εγκλείσματα αποτελείται από το προσπίπτον , το 

ανακλώμενο από το σύνορο του ημιχώρου κύμα και από τη διαταραχή του πεδίου 

μετατόπισης λόγω των ετερογενών εγκλεισμάτων . Σύμφωνα με τα παραπάνω , οι 

ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις των συναρτήσεων που αναζητούμε είναι οι εξής [1] 

     0,0 0,1

3 3 3 0 0U (z) U – AU p { G ( ,z) / d G ( ,z) / d },z
C

               

 ( j) ( j,0) ( j,1)

3 3 3 j j j jU (z) U – AU  p { G ( ,z) / d G ( ,z) / d },z
C

                                                                      

   11F (1/ )  f ( ,z)ds,z
C

        

 ( j) ( j)

11 jF (z) (1/ )  f ( ,z)ds,z
C

                                                                          (5.17) 
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( ,0) ( ) ( ) ( ,1) ( ) ( )

3 1 1 2 2 3 1 1 2 2exp[ ( )], exp[ ( )]j j j j j jU i U i                ( 0,...,m k ) 

( j) ( j)

1 j 2 j 1 0 jcos , sin ,r | z |,r | z |, , C C (j 1,2, ,k)                      

jp,p ,f  είναι οι ‘’πυκνότητες’’ που πρέπει να προσδιοριστούν , ds  είναι το στοιχειώδες 

μήκος τόξου του συνόρου    1
C,H   είναι η συνάρτηση Hankel ([10], [11]) πρώτου 

είδους και τάξης   . Η παράμετρος    καταδεικνύει τον τύπο των συνοριακών συνθηκών: 

όταν 1    έχουμε ελεύθερο , περιβαλλόμενο από κενό ημίχωρο , όταν 1   έχουμε 

ανένδοτο (fixed) και καλυμμένο με γειωμένα ηλεκτρόδια ημίχωρο . Η τιμή 0 

αντιστοιχεί σε πιεζοκεραμικό χώρο με εγκλείσματα .  

Οι ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις (5.17) ικανοποιούν: τις (4.42) στις αντίστοιχες περιοχές 

j,   , τις μηχανικές και ηλεκτρικές συνθήκες (ανάλογα με τον τύπο των συνοριακών 

συνθηκών που ισχύουν στο σύνορο του ημιχώρου 2 0  ) και τις συνθήκες ακτινοβολίας .  

Αντικαθιστώντας τις οριακές τιμές των συναρτήσεων (5.17) και τις παραγώγους τους στις 

συνθήκες σύζευξης (5.16) λαμβάνουμε το εξής σύστημα ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων 

δευτέρου είδους [1] 

           ( j) ( j) ( j)

1 2 j 3 4 j 5 0{G p G p G p G p G f }
C

ds             

         ( j)

0 j 0 6 7 j 0p p {G p G p }ds M
C

                                                         (5.18) 

     

           

( j)

15 0 15 j j 0 j 0

( j) ( j) ( j)

8 9 j 10 11 j 12 0

2e p 2e p (1 )f

{G p G p G p G p G f } L
C

ds

    

     

    

     
 

όπου  

   
0 0

E 2 ( j) E( j) ( j) 2

1 44 15 2 44 15

iE 2 i

3 44 15 20 10

G 2 / c (1 k )Img , G 2 / c (1 (k ) )Img , 

G c (1 k )(e – e ) ,
 

 



    

   
   

0

0 0

i
i( j) E( j) 2 i ( j)

4 44 15 1j 2 j j 11 11

0

( j)
( j) 115 15

5 0( j)

11 11

e
g  , G c (1 k )(e – e ) ,  /  ,

–

e e
 G ( – ) mg  ,


   

 


 







      

 
 

 

   
0i

(1) (1)

0 6 1 0 0 1 10 10

0

e 1
g g A  , G i [ ( r )cos – – ( r )cos ] ,

2



      
 

     


  

   1 1

m 0 m 0 m 1 1G ( ,z) H ( r) – AH ( r ) , E( ,z) lnr Alnr     
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     

   

1( j) (1)

7 j 1 j 10 10 1 j 0 0

( j) ( j)

8 15 9 15 j

1
G i [AH ( r )cos – ( r )cos – ] ,

2

 G 2 / e Reg , G 2 / e Reg ,

      

  

  

  

 

 

0 0 0 0i i ( j) ( j) i i

10 15 10 20 11 15 j 1j 2 j

( j)

12 j 0

G ie (e e ), G ie (e e ),

G 1/ ( –1)Reg ,

   

 

         


 

 

0

0

2i2 i (1)

1m m 0 m 10 2 m 0

1 2ii (1)

0 m 0 2 m 10

K (i / 4){e [ ( r ) H ( r )e ] –

e [ ( r ) AH ( r )e ]},





  

 





  

  
 

10

0

2i2 i (1) (1)

2m m 2 m 10 0 m 0

2ii (1)

2 m 0 0 m 10

(i / 4){e [ ( r )e ( r )] –

e [ ( r )e ( r )]},





  

 

   

   
 

   

 

E( j) ( j) 2 E 2

0 44 15 j 0 44 15 0 0

( j) ( j)

0 0 1 0 1

N c (1 (k ) )d – c (1 k )d , 

1
(W – AW –W AW ) ,

2

  



  

  
   

     

     

( j)

0 15 j j 0 15 0 0

m 0 m m 0 m 0

L e e – e e ,

 d i [B cos – – cos ],

   

      



   
   

         

   

2 (1)

m 0 m m 0 m 0 2 2

j j j 0 j 0

e i [B sin – – sin ] ,  4i /  , 

p dp / ds , p dp / ds  ,

        

 

      

  
 

   

 

(m) (m)

m 1 10 2 20 0 0

0 0 10 0 0 0

B exp[ i( )] ,   ,   , 

r | | , r | – | ,  arg –  ,

          

      

     

   
 

 10 0 0 0 1 2 0 jarg( – ) , s s( ) ,  i C ,  C   j 1,2, ,k                (m=0,…,k)                      

Οι πυρήνες ( ) ( )

1 2 5, ,j jG G G είναι ιδιόμορφοι , ενώ οι άλλοι πυρήνες , λόγω των υποθέσεων 

που κάναμε για τα
jC , μπορεί να έχουν παρά μόνο μία αιρόμενη ιδιομορφία.                                      

Για να ερευνήσουμε τη συγκέντρωση των τάσεων σε ημίχωρο με εγκλείσματα πρέπει να 

υπολογίσουμε τις τάσεις n 13 0 23 0cos sin       και s 23 0 13 0cos – sin      στο 

σημείο του συνόρου 0 C    . Χρησιμοποιώντας τις (5.17) και (4.26) οι εκφράσεις για το 

πλάτος των τάσεων είναι [1] 

           

 

E 2

n 0 1 0 3 0 44 15 0 0

15 11 0

T [p G , p G , ]ds c (1 k )d –

(e / ) f mg ds

C

C



       

 

   

  




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   

       0 0

E 2

s 0 44 15 0

ii

10 20 0 0

T c (1+k ){2p –

2 / p Regds i p (e e )ds e }
C C

 

 

   







       
            

   15 11 0 0( / ){ ( ) 1/ Reg ds}
C

e f f                                                                               (5.19) 

   

       0 0

E( j) ( j) 2

s 0 44 15 j 0

ii

j j 1j 2 j j 0

T c (1 (k ) ){2p

2 / p Regds i p (e e )ds – e } 
C C

 

 

   





   

      
                                

     ( j) ( j)

15 11 0 0(e / ){f 1/ f Reg ds}
C

        

Οι συναρτήσεις m im m m 0G ,K ,d ,e ,g,g  δίδονται στην (5.18) , τα πρόσημα ‘’+’’ και ‘’-‘’  

δείχνουν τις οριακές τιμές του πλάτους των τάσεων s  στις περιοχές των j  εγκλεισμάτων 

και στη μήτρα , αντίστοιχα .  

Οι ολοκληρο-διαφορικές εξισώσεις (5.18) μπορούν να μετατραπούν σε σύστημα γραμμικών 

αλγεβρικών εξισώσεων χρησιμοποιώντας τη μέθοδο του τετραγωνισμού (παράρτημα , 

παράγραφος 3 , μέρος Α).  
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5.6   ΑΛΛΗΛΕΠΙΔΡΑΣΗ ΚΟΙΛΟΤΗΤΩΝ ΜΕ ΡΩΓΜΕΣ 

Στο καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων 1 2 3    θεωρούμε πιεζοκεραμικό χώρο που 

περιέχει μία σήραγγα , κατά τη διεύθυνση του άξονα 3 , 
jL (j 1,2, ,k)   ρωγμών και 

κοιλοτήτων mC (m 1,2, ,n)   . Ένα μονοχρωματικό επίπεδο διατμητικό κύμα [16] 

ακτινοβολείται από το άπειρο , υπό γωνία   με τον άξονα 1  και προκαλεί μετατόπιση  

   0 0 i t

3 3u Re(U e ) (ΣΧΗΜΑ 5.3, [1]) . Υποθέτουμε ότι οι επιφάνειες των  κοιλοτήτων 

είναι καλυμμένες με ηλεκτρόδια τα οποία είναι γειωμένα , ενώ τάσεις (longitudinal) 

διαμήκους διάτμησης i t

n Re(Ze )   εφαρμόζονται (ανεξάρτητες από τη συντεταγμένη 

3 ) . Στα χείλη της ρωγμής μπορεί να δρουν αυτοϊσορροπούμενες διατμητικές δυνάμεις  

3nX = i t

3Re(X e ) αρμονικά μεταβαλλόμενες με τον χρόνο .  

 

ΣΧΗΜΑ 5.3 

Υποθέτουμε ότι οι παραμετρικές εξισώσεις των 
m jC ,L ,  και τα πλάτη 

   1 2 3 1 2, , ,      είναι συναρτήσεις που ανήκουν στην κλάση Holder και ισχύει 

j m jL ,C L   .  

Το συνολικό πεδίο μετατόπισης ικανοποιεί την εξίσωση Helmholtz (4.42) και γράφεται ως 

εξής 

i t (0)

3 3 3 3 3u Re(U e ),U U U *                                                                                           (5.21) 
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3U *είναι η διαταραχή του πεδίου μετατόπισης λόγω της παρουσίας των ετερογενειών , 

ενώ η ποσότητα 
 0

3U  δίδεται από την (4.27) .  

Οι ηλεκτρικές συνοριακές συνθήκες στην επιφάνεια των κοιλοτήτων και των ρωγμών είναι  

s m0 ( / s 0) C (m 1,2, ,n)                                                                        (5.22) 

 s s n n jE E , D D   L j 1,2, ,k                                                                                (5.23) 

  είναι το δυναμικό του ηλεκτρικού πεδίου , s   και nD  είναι η εφαπτομενική συνιστώσα 

του διανύσματος της ηλεκτρικής έντασης και η κάθετη συνιστώσα του διανύσματος της 

ηλεκτρικής επαγωγής , s  είναι η συντεταγμένη του μήκους τόξου .  

Βασιζόμενοι στις (4.22) , (4.26) για τις συνιστώσες του ηλεκτροελαστικού πεδίου που 

αντιστοιχεί στην κατάσταση αντεπίπεδης παραμόρφωσης , θα γράψουμε τις άγνωστες 

συναρτήσεις 3U  και F ως υπέρθεση των ολοκληρωτικών αναπαραστάσεων (5.3),(4.44)  [1]  

         0 1(1)

3 1 2 3 0 1 3 0U , U p * ( r *)ds – 1/ 4  [U ]( H ( r*) / n )ds
C L

           

     1 2 15 11 3 1F , (e / ){ 1/ 2  [dU / ds]lnr *ds  f * lnr *ds}
L C

                                                                                                          

                                                                                                                                                            (5.24) 

1 1 2 j mr* | z |,r * | * z |,z i , L L , * C C                

   1

nH   είναι η συνάρτηση Hankel πρώτου είδους και n -οστής τάξης , οι αγκύλες 

αντιστοιχούν σε άλματα των ποσοτήτων που βρίσκονται εντός αυτών , ds  είναι το 

στοιχειώδες μήκος τόξου του συνόρου .  

Οι ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις των λύσεων (5.24) ικανοποιούν τις διαφορικές 

εξισώσεις (4.42) , μας παρέχουν την ύπαρξη του άλματος μετατόπισης του 3U *στις ρωγμές 

και ικανοποιούν τις ηλεκτρικές συνθήκες (5.23) . Οι ‘’πυκνότητες’’    3[U ],p * ,f *   

πρέπει να προσδιοριστούν χρησιμοποιώντας τις μηχανικές συνοριακές συνθήκες στα C  και 

L  καθώς και τις ηλεκτρικές συνθήκες (5.22) .  

Οι τελευταίες λαμβάνοντας υπό όψη τις (4.26) , μπορούν να γραφούν ως εξής [1] 

1 1

1 1

*
iE 2 i

44 15 3 3

*
ii

15

c (1 k ){e ( U / *) e ( U / ) } –

ie {e ( F / *) e ( F / ) }

 

 

 

 

 

 

     

       

 

1 1

1 1

*
ii

15 11 3 3

*
ii

(ie / ){e ( U / *) e ( U / ) }

e ( F / *) e ( F / ) 0

 

 

 

 

 

 

      

      

                                                      (5.25) 
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E 2 i i

44 15 3 3

i i

15 3

c (1 k ){e ( U / ) e ( U / ) } –

ie {e ( F / ) e ( F / ) }

 

 

 

 

  

  

     

       
         

Οι μεταβλητές έχουν υπολογιστεί καθώς z * C   και z L   από το σώμα προς 

τα ελαττώματα , οι συναρτήσεις      και  1 1 *     συμβολίζουν τις γωνίες 

μεταξύ του άξονα 1  και των ορθοκανονικών διανυσμάτων στις επιφάνειες L  και C . H 

δεύτερη συνθήκη στην (5.25) εκφράζει την ισότητα με το μηδέν της εφαπτομενικής 

συνιστώσας του διανύσματος της ηλεκτρικής έντασης στην επιφάνεια των κοιλοτήτων . 

Λόγω του γεγονότος ότι οι αναπαραστάσεις (5.24) μας παρέχουν τη συνέχεια του 

διανύσματος τάσης διαμέσου των ρωγμών αρκούμαστε στο να ικανοποιουν τις μηχανικές 

συνοριακές συνθήκες σε ένα από τα δύο χείλη , π.χ. στο αριστερό .   

Αντικαθιστώντας τις οριακές τιμές των συναρτήσεων (5.24) στις συνοριακές συνθήκες (5.25) 

λαμβάνουμε ένα σύστημα τριών ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων δευτέρου είδους [1] 

   

         

3 1 0 3 2 0

3 0 4 0 1 0

 {[dU / ds]g , [U ]g , }ds

 {p * g *, f * g *, }ds N

L

C

   

      

 

  




                                             (5.26) 

     

         

0 3 5 0 3 6 0

*

7 0 8 0 2 0

p * {[dU / ds]g , * [U ]g , * }ds

{p * g *, * f * g *, * }ds N

L

C

    

      

   

  




 

     

         

0 3 9 0 3 10 0

*

11 0 12 0 3 0

f *  {[dU / ds]g , * [U ]g , * }ds

{p * g *, * f * g *, * }ds N

L

C

    

      

  

  




 

 
0i

1 0

0

1 e
g , m

2 –



 
 

   

   2 2 (1)

2 0 15 2 0 0 0 0 0 0g , (i / 8) (1 k )[H ( r )cos( 2 ) – ( r )cos ]                 

   2 (1)

3 0 15 1 1 0 1g *, (1 k ) ( r )cos           

   
0 10i i

2

4 0 15 5 0

0 0

e e
g *, k Im , g , * ( / 4 i)Im

* * *

 

     
   

  
 

 

     2 (1) (1)

6 0 2 2 10 2 0 2 0g , * /16 [ ( r )cos( 2 ) – ( r )cos ]                 

     
10i

7 0 1 3 10 3

0

e
g *, * ( / 2i)H ( r )cos – 1/ Re

* *



      
 

  

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     
10 10i i

8 0 9 0

0 0

e e
g *, * ( / 2 i)Im  , g , * 1/ 2 Re

* * *

 

      
   

  
 

  

   2 (1) (1)

10 0 2 2 0 2 0 2 10g , * (i / 8)[ ( r )sin( 2 ) ( r )sin ]                 

   

   

10

10

i

11 0 1 3 10 3

0

i

12 0

0

e
g *, * ( r )sin – (2i / ) m  , 

* *

e
g *, * 1 / Re

* *





      
 

  
 

    


 


 

       (1) 2 (1)

1 1 2 2(2i / ) , (4i / )            

       1 10 2 20E 2 i

1 0 44 3 0 15 0( / c )X i (1 k )e cos –
   

     


     

       1 10 2 20

2
* *i 15

2 0 10E 2 2

44 15 15

k
* – / 2 e cos – ,

2ic (1 k ) 1 k

   
    


   

 
  

     1 10 2 20* *i

3 0 10N * i e sin –
   

   


   

 

   

0 1 0 2 0 3 0 0

1 0 2 0

r | – |, r | * |, r | – * |, r | * * |, arg – ,

arg * , arg – * ,

          

     

      

  
 

       3 0 0 0 10 1 0

1 2 0 10 20 1 2 0 10 20

arg * * , , , * ,

i , i , * * i *, * * i *

           

           

    

       
 

0 j 0 m, L L , *, * C C        

Στο σύστημα (5.26) προστίθεται η εξής εξίσωση 

     3dU / ds ds 0  j 1,2, ,k
jL

                                                                                          (5.27) 

που εκφράζει την απουσία των αλμάτων μετατόπισης 3U  στις αιχμές των ρωγμών .  

Για να προσδιορίσουμε τον συντελεστή έντασης των τάσεων εισάγουμε την 

παραμετρικοποίηση του συνόρου         

                    (5.28) 

O συντελεστής έντασης των τάσεων γράφεται ως εξής [1] 

 
 

   
   3

2
,[dU / ds] /,s ds / d 0, 1,1

s 1


     

 


     

 
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i t
0 E

3 (r 0) * 44

Re[e ( 1)]
K lim 2 r c

2 s ( 1)
n



 






 
  

 
                                                                   (5.29) 

i t
0 E

n 44 1

*

Re[e ( 1)]
c  , s ( 1) (ds / d ) ,

2 (2 r s ( 1)



 






 
   

 
  

( 0

n είναι το κύριο μέρος της διατμητικής τάσης σε μία μικρή γειτονιά των αιχμών της 

ρωγμής) 

Το κάτω πρόσημο αντιστοιχεί στην αιχμή a , το άνω πρόσημο στην αιχμή b  , *r  είναι η 

απόσταση μεταξύ του σημείου και της αιχμής .  

Για να προσδιορίσουμε τη συγκέντρωση των τάσεων σε ένα σώμα με κοιλότητες πρέπει να 

υπολογίσουμε την εφαπτομενική τάση 23 13cos – sin      στην επιφάνεια C .   

Έχουμε από την [1] ότι 

  10 10

10 10

*
E 2 i i

0 44 15 3 0 3 0

*
i i

15 0 0

* ic (1 k )(e U / * e U / )

e (e F / * e F / )

 

 

  

 





        

     

 

i t

10 1 0 0Re(Te ), ( *), * C

                                                                                         (5.30) 

Στην (5.30) οι μερικές παράγωγοι υπολογίζονται στις οριακές τους τιμές καθώς 0z *  . 

Εφαρμόζοντας τις (5.24) βρίσκουμε ότι [1] 

   

     

E 2

0 44 15 3 10 0

11 0 0

* c (1 k ){  [U ]g , * ds

 p * g *, * ds S * } –

L

C

  

   

   

 




                                                                        

   

 

10

10

i
E 2

44 15 3 0

0

i

0

e
(c k / ){ 1 / 2  [dU / ds]Re ds – f *

*

e
 f * Re ds}

*   *

L

C





  
 


 

 









                                    (5.31) 

Για την ποσότητα  0S *   έχουμε τις εξής περιπτώσεις:  1)  0S * 0 
 
όταν διατμητικές 

δυνάμεις δρουν στην κοιλότητα ή στις ρωγμές και 2) 

     1 10 2 20* *i

0 10S * i e sin –
   

   


  όταν έχουμε ακτινοβολία κύματος .  

Η λύση του συστήματος των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων (5.26) , (5.27) με τη βοήθεια 

της (5.28) , λαμβάνεται αριθμητικά χρησιμοποιώντας τη μέθοδο του τετραγωνισμού 

(παράρτημα , παράγραφοι 1 και 2 , μέρος Α) . Ο συντελεστής έντασης των τάσεων και η 

συγκέντρωση των τάσεων στην επιφάνεια της κοιλότητας υπολογίζονται μέσω των (5.29) , 

(5.31).  
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5.7   Η ΘΕΜΕΛΙΩΔΗΣ ΛΥΣΗ ΓΙΑ ΣΥΝΘΕΤΟ ΑΝΙΣΟΤΡΟΠΙΚΟ ΧΩΡΟ 

Θεωρούμε σύνθετο ανισοτροπικό υλικό που αναφέρεται στο καρτεσιανό σύστημα 

συντεταγμένων 1 2 3    και στο οποίο δρουν , συγκεντρωμένες στη γραμμή 

1 1 2 2 3, 0, ,           αρμονικά μεταβαλλόμενες με τον χρόνο διατμητικές 

δυνάμεις   i t

1 1 2 2q Re(Q – , – e )      σταθερής έντασης , κατά μήκος του άξονα

3  ( t είναι ο χρόνος ,   είναι η κυκλική συχνότητα ,  ,    είναι η συνάρτηση δέλτα 

Dirac) . Υποθέτουμε ότι τα υλικά του σύνθετου χώρου είναι ορθότροπα .  

Υπό τις δεδομένες συνθήκες στον σύνθετο χώρο εμφανίζεται η διάδοση κύματος , που 

αντιστοιχεί σε κατάσταση αντεπίπεδης παραμόρφωσης . Το σύστημα των εξισώσεων που 

αντιστοιχεί στο πρόβλημα αυτό είναι το εξής [1] 

(r) (r) 2 (r) 2 1

1 13 2 23 r 3 r( u / t ) – q                                                                                      (5.32) 

(r) (r) (r) (r) (r) (r)

23 44 2 3 13 55 1 3c u , c u (r 1,2)                                                                         (5.33) 

H (5.32) είναι η εξίσωση κίνησης, οι (5.33) είναι οι καταστατικές εξισώσεις, 
ijc είναι τα 

μέτρα ελαστικότητας,  είναι η πυκνότητα του υλικού, j

r είναι το δέλτα του Kronecker . O 

δείκτης r(r 1,2)  αναφέρεται στον r ημίχωρο, 2 0   αν  r 1 και 2 0   αν r 2  . Στο 

σύνορο της διεπιφανείας 2 0   είναι αναγκαίο να απαιτήσουμε την ικανοποίηση των 

συνθηκών ιδανικής μηχανικής επαφής [1]                                                       

   1 2 (1) (2)

3 3 23 23u u ,                                                                                                               (5.34) 

Από τις (5.32) , (5.33) λαμβάνουμε τις εξισώσεις Helmholtz για το πλάτος της μετατόπισης 

σε σύνθετο χώρο [1] 

         1 12 2 1/2

(1) 3 1 3 1 1 1 1 2U U (Q / ) – , –      0             

 
   2 22 2

3 2 3 22
U U 0                                       ( 0)                                                    (5.35) 

2 2 2 2 2

(r) 1 r/ /         

(r) (r) i t (r) 1/2 (r) (r)

3 3 r r r r r 44 r 44 55

r 2 r 2 1

u Re(U e ), / c ,c ( / c ) , c c ,

m , m 0 ,

   

     

     

    
                                                                                                                                                                                                                                                                 

 1/2 (r)

r r 44i( / c )      r 1,2     

To πρόβλημα περιορίζεται στον προσδιορισμό των συναρτήσεων από τις (5.35), (5.34) . 

 Αποδεικνύεται ότι [1] 
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        1 1

3 1 2 1 2 1 0 1 *U , ; , (iQ / 4 )H                                                                                                     

     1 1 1 2 2 1ip m

1 1 2(Q / 4 ) ( (p) / )e e dp 0
        

    


    

 

* 1 * 1 1 2 * 1 1 2

1 1 2 2 1 1 2 2

| z – z |,z  ,z ,

p ( – ) / ( ),

      

    

    

     
                                                                    (5.36) 

 2 2 1/2 2 2 1/2

r r r r r ri( – p ) , | p |      (p – ) , | p |    r 1,2ή            

     1 2 2 1 2 2 2
2 1 m mip

3 1 2 1 2 1 2

1

1 (p)
U , ; , (Q / 4 )  e e e dp ( 0)

       
     




   




    

Η ποσότητα    1

1 0 1 *(iQ / 4 )H    είναι η θεμελιώδης λύση για ομογενή ανισότροπο 

χώρο .  

Χρησιμοποιώντας τις καταστατικές εξισώσεις (5.33) και τις (5.36) προσδιορίζουμε τις 

εκφράσεις για τα πλάτη των τάσεων σε σύνθετο ανισότροπο χώρο . Λαμβάνοντας υπό όψη 

τις (4.10) και τις  1 1 1 2 1 1 1 1/ z / z  ,  / z / z                 έχουμε [1] 

   r (r) i t

kj kjRe(S e )     r 1,2                                                                                                  (5.37) 

   

  1 1 2 2 1

1(1)

23 1 2 1 2 1 1 1 *

) ( ) mip(

S ( , ; , ) iQ / 4 ( )sin –

(Q / 4 ) p e e dp
     

       

 


  



  

 
 

         1 1 1 2 1 2 2 2
2 m mip

23 1 2 1 2 2 1 2 1S , ; , (Q / 4 ) /   / [1 (p)]e e e dp
              


   



    

 

       

     1 1 1 2 2 1

1 1 (1)

13 1 2 1 2 55 1 1 1 1 *

1 mip

55 1 1

S , ; , (iQc / 4 ) cos

(iQc / 4 )  (p (p) / )e e dp
     

       

 


   



    

  

       1 1 1 2 1 2 2 2
2 2 m mip

13 1 2 1 2 55 1 1S , ; , (iQc / 4 )  (p / )[1 (p)]e e e dp
             


   



    
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5.8   ΑΝΙΣΟΤΡΟΠΙΚΟΣ ΔΙΜΟΡΦΙΣΜΟΣ ΜΕ ΣΗΡΑΓΓΑ ΚΟΙΛΟΤΗΤΩΝ 

Στο καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων 1 2 3   αναφέρεται ένας σύνθετος ανισότροπος 

χώρος (διμορφισμός) που περιέχει στον άνω ημίχωρο 2 0   σήραγγα κοιλοτήτων κατά 

μήκος του άξονα  
3 j, ( j 1,2, ,n)     . Κατά μήκος της γραμμής

3 1 1 2 2 , , 0,            μία συγκεντρωμένη , μεταβαλλόμενη με τον χρόνο , 

μη εξαρτημένη από τη συντεταγμένη 3 , διατμητική δύναμη    

  i t

1 1 2 2q Re(Q – , – e )       δρα και στην επιφάνεια της κοιλότητας μπορεί να δρα 

μία διατμητική τάση i t

3n 3Re(X e )   . Υποθέτουμε ότι οι καμπύλες των συνόρων 
j  

και η συνάρτηση 3  ανήκουν στην κλάση Holder [3] j( )   (τα υλικά που συνιστούν 

τον διμορφισμό είναι ορθοτροπικά). 

Υπό τις δεδομένες συνθήκες ο σύνθετος χώρος βρίσκεται σε κατάσταση αντεπίπεδης 

παραμόρφωσης και περιγράφεται από το σύστημα εξισώσεων (5.32) , (5.33) . Είναι 

αναγκαίο να προσθέσουμε τη συνθήκη σύζευξης (5.34) στις προηγούμενες  καθώς και τις 

συνοριακές συνθήκες στην επιφάνεια των κοιλοτήτων στο σημείο 

1 2 j

(1) (1)

13 23 3n

i ( j 1,2, ,n)              

cos sin

  

   

    

  
                                                                                  (5.38)                

                                                                                                                                                                                         

  είναι η γωνία μεταξύ του ορθοκανονικού διανύσματος στο σύνορο 
j  στο σημείο   

και του άξονα 1 (ΣΧΗΜΑ 5.4, [1]).  

 

ΣΧΗΜΑ 5.4 

 

Υποθέτοντας ότι (r) (r) i t

3 3u Re(U e )  γράφουμε τη συνοριακή συνθήκη (5.38) ως προς το 

πλάτος της μετατόπισης ως εξής [1]       
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(1) (1)

3 1 3 1 3 1a( )( U / ) a( )( U / ) i /                                                                       (5.39) 

   1 1 1 1 2 1 2a cos sin ,  ,  ,               

(ως μερικές παραγώγους του πλάτους μετατόπισης θεωρούμε τις οριακές τιμές τους καθώς 

z    ) 

Επομένως , απαιτείται να προσδιορίσουμε τα πλάτη μετατόπισης στον διμορφισμό από τις 

διαφορικές εξισώσεις Helmholtz (5.35) , τις συνθήκες σύζευξης (5.34)  , τη συνοριακή 

συνθήκη (5.39) και τις συνθήκες ακτινοβολίας στο άπειρο .  

Το πεδίο μετατόπισης σε διμορφισμό με ετερογένειες αποτελείται από το πεδίο που 

προκαλεί η δράση μίας αρμονικής πηγής και από τη διαταραχή του πεδίου μετατόπισης 

λόγω της παρουσίας των ελαττωμάτων . Χρησιμοποιώντας τη θεμελιώδη λύση που 

προσδιορίζεται από την (5.36) μπορούμε να αναπαραστήσουμε το πλάτος μετατόπισης 

στην περιοχή 2 0   ως εξής [1] 

   1

3 3U (z)  f ( ,z)ds U *(z) 


                                                                                   (5.40) 

     1 1 1 2 2 1m(1) ip

1 0 1 * 1

1

(p)
K( ,z) (i / 4 ) (i / 4 ) e e dp

     
   




   



       

* 1 1 1 1 1 2 1 2 1 2| z – |, , i ,z i                    

Η μετατόπιση 3U *(z)   που προκαλείται από τη δράση της πηγής προσδιορίζεται από την 

(5.36) ( 2 0  ) , ds είναι το στοιχειώδες μήκος τόξου του συνόρου   .  

Λαμβάνοντας υπό όψη την (5.36) παίρνουμε μία ανάλογη αναπαράσταση [1] στην περιοχή 

2 0 
    

 

   2

3 3U (z)  f L( ,z)ds U **(z) 


                                                                                (5.41) 

 1 1 1 2 1 2 2 2m mip

1

1

1 (p)
L( ,z) (1 / 4 ) e e e dp

       
 




   




    

όπου η συνάρτηση 3U **(z)  προσδιορίζεται από την (5.36) ( 2 0  ) .  

Αντικαθιστώντας τις οριακές τιμές των παραγώγων της συνάρτησης 
 1

3U (z)  καθώς 

0z    στις συνοριακές συνθήκες (5.39) λαμβάνουμε μία ιδιόμορφη ολοκληρωτική 

εξίσωση δευτέρου είδους [1] 

       0 0 0(f / 2)  f G , ds N    


                                                                         (5.42) 
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             01 i

0 1 1 * 0 0 1 0 0 2 0

1
G , ( / 4i)H ( P )Im[w a ]+ [a , – a , ]

8

          



    

       10 1 1 20 2 1
k mip

k 0

1

p
,  [ – 1 ] (p)e e dp

     
  




   



    

   0 3 0 * 0N –QG*(z , )     

*(1) 0 i

* 0 1 1 1 * 0

0 1 * 0 0 2 * 0

G *(z , ) ( / 4i)H ( P )Im[e a( )]

(1 / 8 )[a( ) (z , ) – a( ) (z , )]

   

    

 

  
 

     10 1 1 20 2 1
k mip

k * 0

1

p
(z , )  [ – 1 ] (p)e e dp

     
 




   



    

0

* 10 1 * 10 * 0 10 * * 10 *P – ,P | – z |, arg | – z |, arg( – z )           

   0 0 0 10 20 10 10 1 20 10 20 j, i , , ,  ( j 1,2, ,n)                      

(  * 1 1 2 2z 0       είναι το σημείο εφαρμογής της συγκεντρωμένης διατμητικής 

δύναμης) 

Η ιδιόμορφη ολοκληρωτική εξίσωση (5.42) επιλύεται με τη μέθοδο του τετραγωνισμού .  

Για να ερευνήσουμε τη συγκέντρωση των τάσεων στην κοιλότητα και την επίδραση της 

διεπιφανείας του μέσου σε αυτήν , είναι αναγκαίο να υπολογίσουμε την τάση 

s 23 13cos – sin      στο σύνορο . Έχουμε ότι [1] 

i t

s sRe(T e )                                                                                                                              (5.43) 

(1) (1)

s 0 1 0 3 10 0 3 10T ( ) i {e( )( U / ) – e( )( U / )}           

 0 0 1 0e cos sin      

(ως μερικές παραγώγους θεωρούμε τις οριακές τιμές αυτών καθώς 0z    ) 

Χρησιμοποιώντας την ολοκληρωτική αναπαράσταση (5.40) λαμβάνουμε [1] 

             s 0 0 0 0 0 * * 0T 1/ 2 q Re[e / a ] q , ds H (z , )       


               (5.44) 

         0i(1)

0 1 1 1 * 0 0 1 0 2, (i / 4) ( P )Im[e e – 1/ 8 e – e ]
       

        

       *i(1) 0

* * 0 1 1 1 * 0 0 1 0 2(z , ) (i / 4) ( P )Im[e e – 1/ 8 e – e ]
      

                           

(οι ποσότητες k k,M  δίδονται στην (5.42)) 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6 

 ΔΥΝΑΜΙΚΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΤΗΣ ΗΛΕΚΤΡΟΕΛΑΣΤΙΚΟΤΗΤΑΣ ΓΙΑ ΠΙΕΖΟΗΛΕΚΤΡΙΚΑ ΣΩΜΑΤΑ 

ΜΕ ΗΛΕΚΤΡΟΔΙΑ ΣΤΗΝ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑ ΤΟΥΣ 

 

 

6.1   ΧΩΡΟΣ ΜΕ ΣΗΡΑΓΓΑ ΚΟΙΛΟΤΗΤΩΝ 

Θεωρούμε σε καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων 1 2 3    ένα απεριόριστο 

πιεζοκεραμικό μέσο με σήραγγα κοιλοτήτων κατά μήκος του άξονα 3 , η διατομή της 

οποίας είναι μία λεία καμπύλη C . Στην ελεύθερη από μηχανικές τάσεις επιφάνεια της 

κοιλότητας 2n απεριορίστου μήκους (κατά τη διεύθυνση του άξονα 3 ) λεπτά 

ηλεκτρόδια με καθορισμένη διαφορά ηλεκτρικού δυναμικού είναι τοποθετημένα και οι 

περιοχές της επιφανείας της κοιλότητας στις οποίες δεν βρίσκονται ηλεκτρόδια  

περιβάλλονται από κενό (αέρα) . Έστω ότι τα σύνορα του k  ηλεκτροδίου προσδιορίζονται 

από τις ποσότητες 2k 1  και 2k (k 1, ,2n)   και ότι i t

k k* Re( *e )   (ΣΧΗΜΑ 6.1Α, 

[1]) . Υποθέτουμε ότι τα ηλεκτρόδια είναι αβαρή και ότι έχουν αμελητέα ακαμψία .  

 

ΣΧΗΜΑ 6.1Α 

 

Υπό την ημι-στατική (quasistatic) προσέγγιση , το σύστημα εξισώσεων του αντεπιπέδου 

συνοριακού προβλήματος της ηλεκτροελαστικότητας περιορίζεται σε σύστημα διαφορικών 

εξισώσεων με αγνώστους τη μετατόπιση i t

3 3u Re(U e )  και το ηλεκτρικό δυναμικό 

i tRe( e )   .  

2 2 2 2

44 3 15 3c u e ( u / t )E         

2 2

15 3 11e u 0                                                                                                                           (6.1) 
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όπου 
44 11 15c , ,e ,    είναι το μέτρο διάτμησης μετρούμενο σε σταθερό ηλεκτρικό πεδίο , η 

διηλεκτρική διαπερατότητα μετρούμενη υπό σταθερή παραμόρφωση , η πιεζοηλεκτρική 

σταθερά και η πυκνότητα μάζας του υλικού , αντίστοιχα , t  είναι ο χρόνος .  

Από το σύστημα (6.1) λαμβάνουμε τις εξής εξισώσεις [1] 

2 2 2 2 2

3 3u – (1/ c ) u / t 0, F 0                                                                                              (6.2) 

E 2 E

15 11 3 44 15 15 15 44 11(e / )u F,c c (1 k ) / ,k e / c          

όπου c  είναι η ταχύτητα του κύματος διάτμησης στο μέσο , 15k  είναι ο ηλεκτρομηχανικός 

συντελεστής σύζευξης .  

Οι συνιστώσες του ηλεκτρικού πεδίου εκφράζονται ως συναρτήσεις των 3u  και F [1] 

E 2

13 23 44 15 3 15– i 2 [c (1 k )u e F] / z                                                                                   (6.3) 

1 2 11D – iD 2 F / z      

1 2 15 11 3 1 2E – iE 2 [F (e / )u ] / z,z i                                             

ij  είναι η τάση διαμήκους διάτμησης , 
jD  και 

j  είναι οι συνιστώσες των διανυσμάτων 

μετατόπισης και έντασης του ηλεκτρικού πεδίου , αντίστοιχα .  

Λαμβάνοντας υπό όψη τις (6.2) , (6.3) οι μηχανικές και ηλεκτρικές συνοριακές συνθήκες 

στην επιφάνεια της κοιλότητας μπορούν να γραφούν ως εξής [1] 

E 2

44 15 3 15{c (1 k )u e F} / n 0      στη C  

15 11 3( , t) F (e / )u *( , t), C

                                                                                  (6.4) 

n 11D F / n 0       στην C \ C   

όπου C   είναι το μέρος της C  που αντιστοιχεί στην επιφάνεια της κοιλότητας που 

καλύπτεται από ηλεκτρόδια , 
*( , t)   είναι δεδομένη συνάρτηση , t  είναι ο χρόνος .  

Αν γράψουμε τις (6.2) με αγνώστους τα πλάτη *

3,U F , λαμβάνουν τη μορφή [1] 

2 2 2

3 3U U 0 , F* 0                                                                                                             (6.5) 

15 11 3(e / )U F*,  / c                                      

όπου   είναι ο κυματαριθμός .  
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Πρέπει να προσδιορίσουμε το πλάτος της μετατόπισης 3U  και την αρμονική συνάρτηση 

F*  από τις διαφορικές εξισώσεις (6.5) και τις συνοριακές συνθήκες (6.4) .  

Αναζητούμε λύσεις της μορφής [1] 

   E (1)

3 1 2 44 0U , (1/ c )  p ( r)ds
C

                                                                                 (6.6) 

   1 2F* ,  f ( lnr / n ) ds,r | z |, C
C

           

όπου  (1)

    είναι η συνάρτηση Hankel πρώτου είδους και τάξης ,ds είναι το 

στοιχειώδες μήκους τόξου της καμπύλης C  , o διαφορικός τελεστής / n   προσδιορίζει 

την παράγωγο κατά τη διεύθυνση του ορθοκανονικού διανύσματος στην καμπύλη C  . Η 

αναπαράσταση της  3 1 2U ,   στην (6.6) ικανοποιεί τις συνθήκες ακτινοβολίας στο 

άπειρο .  

Αντικαθιστώντας τις οριακές τιμές των (6.6) καθώς 0z C   στις συνοριακές συνθήκες 

(6.4) καταλήγουμε στο σύστημα ιδιόμορφων ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων δευτέρου 

είδους [1] 

           0 1 0 2 0 1 0 02ip {p g , f g , }ds N ,  C
C

             

           0 3 0 4 0 2 0 0f {p g , f g , }ds N ,  C
C

               

   5 0 0 f g , ds 0,  C \ C
C

                                                                                            (6.7) 

 
 

 
0i

1 0 1 0 0 0

0

e
g , (2 / i)Re ( r )cos –

–



      
 

    

     
 

0i

15
2 0 5 0 5 02

15 0

e e
g , g , , g , m

1 k –



     
 

  


 

       
 

i
2 (1)

3 0 15 15 0 0 4 0

0

e
g , k / e H r , g , Re

–



    
 

 
    

 

 

           (1)

1 0 2 0 0 1 10, * ,f df / ds,H 2i /              

   0 0 0 0 10 0r | – |, arg – ,           

 είναι η γωνία μεταξύ του ορθοκανονικού διανύσματος στην καμπύλη C και του άξονα 

 1 0, *    είναι η κατά τμήματα σταθερή συνάρτηση που περιγράφει τις τιμές των 

δυναμικών στις περιοχές που καλύπτονται από τα ηλεκτρόδια .  
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Βρίσκουμε τις συναρτήσεις ( ), ( )p f  από το σύστημα (6.7) βασιζόμενοι στις (6.2) , (6.3) 

και χρησιμοποιώντας τις (6.6) , με σκοπό να υπολογίσουμε τα ηλεκτροελαστικά μεγέθη στο 

μέσο .  

Παραμετρικοποιώντας την καμπύλη C  με τη βοήθεια των 

   0 0 0,  (0 , 2 )            βρίσκουμε την έκφραση που μας δίδει το πλάτος 

της κατανομής της  πυκνότητας του ηλεκτρικού φορτίου  kq   στο k  ηλεκτρόδιο . 

Λαμβάνοντας υπό όψη το γεγονός ότι η κοιλότητα περιέχει κενό , γράφουμε      

   (k)

k n 2k 1 2kq D ,      (k 1, ,2n)                                                                     (6.8) 

 (k)

nD   είναι το πλάτος της κάθετης συνιστώσας του διανύσματος της ηλεκτρικής 

μετατόπισης στην επιφάνεια της κοιλότητας που καλύπτεται από το k  ηλεκτρόδιο . 

Χρησιμοποιώντας την (6.6) για την  1 2F* ,   και λαμβάνοντας υπό όψη τις (6.3) , (6.8) 

βρίσκουμε ότι [1] 

   
 

0i

k 0 11 0

0

e
q  f m ds,  C

– kC




  
 

                                                                     (6.9) 

όπου C
k

είναι το μέρος της C στο οποίο είναι τοποθετημένο το ηλεκτρόδιο .  

Ολοκληρώνοντας την έκφραση (6.9) ως προς τη μεταβλητή 0 (από το 2 1k  έως το 2k ) , 

λαμβάνουμε την τιμή του συνολικού φορτίου kQ του k ηλεκτροδίου . Μπορούμε να 

προσδιορίσουμε το ρεύμα που διέρχεται από το δεδομένο ηλεκτρόδιο χρησιμοποιώντας 

τον τύπο [1] 

     
2

2 1

i t

k k 0 0 0 0 0(t) Re{i e q s d }, s ds / d
k

k

΄







     



                                              (6.10) 

Θα εξετάσουμε τώρα την περίπτωση όπου ένα πιεζοκεραμικό υλικό με σήραγγα κοιλοτήτων 

χρησιμοποιείται ως γεννήτρια ηλεκτρικής ενεργείας . Η μηχανική διέγερση στην περίπτωση 

αυτή προκαλείται από δύο επίπεδα μονοχρωματικά διατμητικά κύματα που διαδίδονται 

στην αρνητική και στη θετική διεύθυνση του άξονα 2 . Θεωρούμε ότι οι τιμές του 

πλάτους της μετατόπισης 3u και του ηλεκτρικού δυναμικού δίδονται από [1] 

2 2(1) (2)

3 1 3 2

( ) ( )15
3

11

, ,

( 1,2)

i i

j j

U e U e

e
U j

 



 
 

  


                                                                                                        

Επίσης , υποθέτουμε ότι η διατομή της κοιλότητας είναι συμμετρική ως προς τους άξονες 

συντεταγμένων και ότι στην επιφάνεια της υπάρχουν δύο απείρως εκτεινόμενα ηλεκτρόδια 

που είναι τοποθετημένα συμμετρικά ως προς τον άξονα 2 .  
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ΣΧΗΜΑ 6.1Β 

 

Για να λάβουμε διαφορά ηλεκτρικού δυναμικού 2 ( )V t κατά την παραμόρφωση του μέσου , 

είναι αναγκαία η παρουσία ηλεκτρικών φορτίων (αντιθέτων) στις επιφάνειες που 

καλύπτονται από ηλεκτρόδια . Αυτό απαιτεί 1 2     . 

Η ενέργεια που παράγεται , καταναλώνεται στο εξωτερικό ηλεκτρικό κύκλωμα που συνδέει 

τα ηλεκτρόδια και μπορεί να προτυποποιηθεί ως απώλειες στο στοιχείο με αγωγιμότηταY

(ΣΧΗΜΑ 6.1Β, [1]) . Στην περίπτωση αυτή οι άγνωστες ποσότητες είναι η τιμή της διαφοράς 

δυναμικού στα ηλεκτρόδια 2 ( )V t  και το ρεύμα ( )I t στο κύκλωμα. Η ηλεκτρική συνοριακή 

συνθήκη στο παραπάνω πρόβλημα λαμβάνεται εφαρμόζοντας τον νόμο του Ohm στο 

εξωτερικό κύκλωμα 

( ) 2 ( )I t YV t                                                                                                                                       (Α) 

Στην περίπτωση αυτή η κατασκευή της λύσης του συνοριακού προβλήματος εξάγεται 

εκφράζοντας την άγνωστη διαφορά ηλεκτρικού δυναμικού 2 ( )V t στα ηλεκτρόδια . Από τις 

εξισώσεις (6.9) , (6.10) , (Α) μπορούμε να προσδιορίσουμε το πλάτος του ηλεκτρικού 

δυναμικού ( )V t στο ηλεκτρόδιο [1] 

2

1

0

* 11 1

11 2

0 0 0

0

0

( )
2

( ) ( ) ( 1,2)

( ) ( )

m m

i

m m
C

i
V

i

A s d m

e
A f m ds
















  

 
 

 


   

  


  






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Οι συναρτήσεις ( )( 1,2)mf m  είναι οι λύσεις του συστήματος (6.7) στο οποίο τα δεξιά 

μέλη είναι [1] 

1 0 2

3 0 4

(1)

1 0 44 0 20

(1) 15
2 0 20

11

(2)

1 0

1,(2)

2 0 1, 0 10 20

( ) 2 sin cos( )

2
( ) sin( )

( ) 0

( ) { ,

EN i c

e
N i

N

N i C



  

  

   

 



    

  








   

 

Όπου οι ποσότητες ( 1,2,3,4)k k  προσδιορίζουν τις θέσεις των ηλεκτροδίων .  

Διακρίνουμε δύο ακραίες περιπτώσεις , 0Y  καιY   . Στην πρώτη περίπτωση το ολικό 

φορτίο στα ηλεκτρόδια δεν μεταβάλλεται κατά την παραμόρφωση του μέσου και στη 

δεύτερη ( ) 0V t  .  

Το σύστημα (6.7) λύνεται αριθμητικά με τη μέθοδο του τετραγωνισμού (παράρτημα, μέρος 

Α, παράγραφος 3) .  

Η κατανομή των ηλεκτρικών και μηχανικών ποσοτήτων μεταβάλλεται ουσιαστικά ανάλογα 

με το μέγεθος των ηλεκτροδίων και τις τιμές των δυναμικών σε αυτά.  
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6.2   ΑΛΛΗΛΕΠΙΔΡΑΣΗ ΔΥΟ ΚΟΙΛΟΤΗΤΩΝ 

Θεωρούμε πιεζοκεραμικό μέσο που περιέχει δύο σήραγγες , κατά μήκος του άξονα 3 , 

κοιλοτήτων 1C και 2C στο καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων 1 2 3   (ΣΧΗΜΑ 6.2, [1]) .  

ΣΧΗΜΑ 6.2 

 

  

 

Στις ελεύθερες από μηχανικές τάσεις επιφάνειες των κοιλοτήτων 1C και 2C , 12n και 22n  

απείρου μήκους (κατά τη διεύθυνση του άξονα 3 ) ηλεκτρόδια είναι τοποθετημένα , με 

καθορισμένες διαφορές ηλεκτρικού δυναμικού . Οι περιοχές που δεν καλύπτονται από 

ηλεκτρόδια περικλείονται από κενό (αέρα) . Τα σύνορα του k ηλεκτροδίου που βρίσκεται 

στη mC προσδιορίζονται από τις ποσότητες (m)

2k 1 
και (m)

2k 1(k 1,2, ,2n   , αν 

2m 1,k 1,2, ,2n   , αν m 2 ) και το ηλεκτρικό δυναμικό σε αυτό καθορίζεται από την 

ποσότητα (m) (m) i t

k kRe( e )   .  

Οι μηχανικές και ηλεκτρικές συνοριακές συνθήκες στις κοιλότητες έχουν τη μορφή των 

(6.4), όπου υποθέτουμε ότι 1 2C C C  .  

Οι λύσεις (τα πλάτη) των (6.5) γράφονται ως εξής [1] 

     
1 2

(1) (1)

3 1 2 1 0 2 0U ,  p ( r)ds  p * ( r*)ds
C C

           

     
1 2

1 2 1 2F* , f ( lnr / n)ds f * ( lnr * / n)ds
C C

                                            (6.11) 

1 2r | z |,r* | * z |, C , * C           

όπου (1)

  είναι η συνάρτηση Hankel ([10], [11]) πρώτου είδους και τάξης  .  

Οι ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις (6.11) ικανοποιούν τις συνθήκες ακτινοβολίας στο 

άπειρο . Αντικαθιστώντας τις οριακές τιμές των συναρτήσεων (6.11) , καθώς 0 1z C   

και  0 2z * C  , στις συνοριακές συνθήκες (6.4) καταλήγουμε στο εξής σύστημα 

ιδιόμορφων ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων [1] 
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                 
1 2

1 0 1 1 0 1 2 0 2 1 0 2 2 0 0 12ip {p g , f g , }ds {p * g *, f * g *,  }ds  0,
C C

C                      

                 
1 2

*

2 0 1 1 0 1 2 0 2 1 0 2 2 0 0 22ip * {p g , * f g , * }ds {p * g *, * f * g *, * }ds 0,
C C

C                    
 

                   
1 2

1 0 1 3 0 1 4 0 2 3 0 2 4 0 1 0 0 1f {p g , f g , }ds {p * g *, f * g *, }ds * ,
C C

C                        
 

                   
1 2

*

2 0 1 3 0 1 4 0 2 3 0 2 4 0 2 0 0 2f * {p g , * f g , * }ds {p * g *, * f * g *, * }ds * * ,
C C

C                        
 

       
1 2

1 5 0 2 5 0 0 1 1f g , ds  f * g *, ds 0, C \ C
C C

            

       
1 2

1 5 0 2 5 0 0 2 2 f g , * ds  f * g *, * ds 0, * C \ C
C C

                            (6.12) 

 
 

 
0i

1 1 0 0 0

e
g , (2 / i)Re ( r )cos –

–



      
 

    

       
 

i
(1)15

2 5 3 15 11 0 0 5E 2

44 15

e e
g , g , ,g , (e / ) ( r ),g , m ,

c (1 k ) –


        

 
     


 

     
 

   
i

(1)

1 1 4 0 m m 0

e
(2i / ) ,g , Re ,r | |,f df / ds, arg – ,



          
 

       


  

   0 ,        

  είναι η γωνία μεταξύ του ορθοκανονικού διανύσματος στην καμπύλη C   και του άξονα 

 1 m, *    είναι η κατά τμήματα σταθερή συνάρτηση που μας δίδει τις τιμές του 

ηλεκτρικού δυναμικού στα ηλεκτρόδια . Βρίσκουμε τις συναρτήσεις ( ), ( )m mp f  από τις 

(6.12) και από τις (6.3) χρησιμοποιώντας τις (6.11) προσδιορίζουμε τις ηλεκτροελαστικές 

ποσότητες στο μέσο.  

Η έκφραση για το πλάτος της κατανομής της πυκνότητας του ηλεκτρικού φορτίου στο k   

ηλεκτρόδιο , (m) (m)

kq ( )  , το οποίο είναι τοποθετημένο στη mC  , βρίσκεται 

παραμετρικοποιώντας την καμπύλη mC  με τη βοήθεια των    (1) (2), * *                          

(m)(0 2 )    και λαμβάνοντας υπό όψη το γεγονός ότι οι κοιλότητες περιέχουν κενό , 

γράφουμε 

(m) (m) (m,k) (m) (m) (m) (m)

k n 2k 1 2kq ( ) D ( ),   (m 1,2)                                             (6.13) 

(m,k) (m)

nD ( )  αναπαριστά το πλάτος της κάθετης συνιστώσας του διανύσματος της 

ηλεκτρικής επαγωγής που αντιστοιχεί στην περιοχή της mC  που καλύπτεται από το k 

ηλεκτρόδιο .  



 

155 
 

Χρησιμοποιώντας την (6.11) και λαμβάνοντας υπό όψη την (6.13) βρίσκουμε [1] 

 
 

 
 

0 0

1 2

i i
(m) (m)

k 0 11 1 2

e e
q ( ) {  f m ds f * m ds}

– *C C

 
  

   
      

             (6.14) 

όπου 
(m)

0 m m( ) C ,C
k k     είναι τo μέρος της mC  όπου το k  ηλεκτρόδιο είναι 

τοποθετημένο .  

Ολοκληρώνοντας την (6.14) από το ( )

2 1

m

k 
μέχρι το ( )

2

m

k , λαμβάνουμε την  τιμή του 

συνολικού φορτίου ( )m

kQ του k ηλεκτροδίου στη mC .  

Το ρεύμα που ρέει διαμέσου του δεδομένου ηλεκτροδίου προσδιορίζεται ως εξής [1] 

              (6.15) 

Το αριθμητικό σχήμα για την επίλυση του συστήματος (6.12) δίδεται στο παράρτημα, μέρος 

Α, παράγραφος 3 .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( )
2

( )
2 1

(m) i t (m) (m) (m) (m) (m) (m)

k k 0 0 0 0 0I (t) Re{i e q ( )s ( )d },s ( ) ds / d

m
k

m
k







     



   
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6.3   ΔΙΕΓΕΡΣΗ ΜΕΣΟΥ ΜΕ ΚΟΙΛΟΤΗΤΑ ΜΕΣΩ ΗΛΕΚΤΡΙΚΟΥ ΠΑΛΜΟΥ 

Θα ασχοληθούμε με την περίπτωση μη σταθερής (non-stationary) μεταβολής (παλμός) ,με 

τον χρόνο, των διαφορών ηλεκτρικού δυναμικού . Η λύση του δυναμικού προβλήματος 

είναι η υπέρθεση των ‘’στοιχειωδών’’ λύσεων σε όλο το φάσμα των συχνοτήτων . 

Χρησιμοποιώντας τον ολοκληρωτικό μετασχηματισμό Fourier   

 
  i t1

( , t) , e d
2

    








                                                                                      (6.16)        

 
 

   i t1
, ( , t)e dt , M , ,

2

       






                                                    

το αρχικό μεικτό πρόβλημα περιορίζεται σε εξισώσεις τύπου (6.5) με αγνώστους τη 

μετασχηματισμένη μετατόπιση 3u   και τη συνάρτηση F  , υπό τις αντίστοιχες συνοριακές 

συνθήκες (6.4) . Εξάγουμε τη λύση με τη βοήθεια του αντιστρόφου μετασχηματισμού 

Fourier (6.16) .  

Παραμετρικοποιώντας τη C  με τη βοήθεια των    0 0,                                        

0(0 , 2 )    , βρίσκουμε την έκφραση για τη συνάρτηση φάσματος της κατανομής της 

πυκνότητας του ηλεκτρικού φορτίου ,  kq ,   , στο k  ηλεκτρόδιο . Λαμβάνοντας υπό 

όψη το γεγονός ότι η κοιλότητα περιέχει κενό , γράφουμε 

   (k)

k n 2k 1 2kq , D , ,                                                                                          (6.17) 

 (k)

nD ,   είναι η μετασχηματισμένη κάθετη συνιστώσα του διανύσματος της 

ηλεκτρικής επαγωγής στην επιφάνεια της κοιλότητας που καλύπτεται από το k  ηλεκτρόδιο. 

Από την (6.6) για την  1 2F* , ,    και την 
n 11D F / n      βρίσκουμε ότι [1] 

   
 

 
0i

k 0 11 0 0

0

e
q ,  f m ds,  C

– kC




    
 

                                                    (6.18) 

όπου C
k

 είναι το μέρος της καμπύλης C  όπου το k  ηλεκτρόδιο είναι  τοποθετημένο .  

Ολοκληρώνοντας την έκφραση (6.18) ως προς 0  , από 2k 1   έως 2k  , λαμβάνουμε τη 

συνάρτηση φάσματος του ολικού φορτίου του k ηλεκτροδίου . Τελικά , βρίσκουμε ότι [1] 

 
0

2
( )  Re ( ) i t

k kQ t I e d 



                                                                                                (6.19) 

2

2 1
0 0 0( ) ( , ) ( )

k

k
k kI q s d




    



                                                                                                        

(η  f   υπολογίζεται από το σύστημα (6.7) για κάθε τιμή του  ) 
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6.4   ΗΜΙΧΩΡΟΣ ΜΕ ΣΗΡΑΓΓΑ ΚΟΙΛΟΤΗΤΩΝ  

Έστω ότι στο καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων 1 2 3    αναφέρεται πιεζοκεραμικός 

ημίχωρος που περιέχει σήραγγα κοιλοτήτων κατά μήκος του άξονα 3  , η διατομή της 

οποίας είναι μία λεία καμπύλη C  (ΣΧΗΜΑ 6.3Α, [1]) . Τα σύνορα του k  ηλεκτροδίου 

προσδιορίζονται από τις 2k 1 2k,  (k 1, ,2n)  και το ηλεκτρικό δυναμικό δίδεται από 

i t

k k* Re( *e )    . Υποθέτουμε ότι η διατομή της κοιλότητας είναι συμμετρική ως προς 

τον άξονα 2  , τα ηλεκτρόδια είναι αβαρή και η ακαμψία (rigidity) τους είναι αμελητέα .  

                                     ΣΧΗΜΑ 6.3Α 

 

Θεωρούμε δύο τύπους συνοριακών συνθηκών στο σύνορο του ημιχώρου 2 0    

Α)  ο ημίχωρος είναι ανένδοτος (rigidly fixed) και καλυμμένος με γειωμένα ηλεκτρόδια                      

3u 0     ,       0                                                                                                                        (6.20) 

Β)  ο ημίχωρος είναι ελεύθερος από δυνάμεις και περικλείεται από κενό

23 20    ,      D 0                                                                                                                      (6.21) 

Tο συνοριακό πρόβλημα της ηλεκτροελαστικότητας περιορίζεται στον προσδιορισμό των 

συναρτήσεων 3U  και F*   από τις διαφορικές εξισώσεις Helmholtz και Laplace (6.5) και τις 

συνοριακές συνθήκες (6.4), (6.20) ή (6.21) . Οι 3U  και F*  σε ολοκληρωτική μορφή 

γράφονται [1] 

     1E (1)

3 1 2 44 0 0 1U , (1/ c ) p [ ( r) – AH ( r )]ds
C

                                                     (6.22) 

    1
1 2

(lnr – Alnr )
F* , f ds

nC


  



  

1r | z |,r | z |, C        

(οι (6.22) πρέπει να ικανοποιούν τις συνθήκες (6.20) ή (6.21) και τις συνθήκες ακτινοβολίας 

στο άπειρο) 
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   1
H   είναι η συνάρτηση Hankel πρώτου είδους και νιοστής τάξης , ds  είναι το 

στοιχειώδες μήκους τόξου της καμπύλης C  . Η τιμή 1    αντιστοιχεί σε ελεύθερο από 

δυνάμεις ημίχωρο που περικλείεται από κενό , η τιμή 1   αντιστοιχεί σε ανένδοτο και 

καλυμμένο από γειωμένα ηλεκτρόδια ημίχωρο . Για 0   έχουμε έναν απεριόριστο χώρο 

με σήραγγα κοιλοτήτων .  

Αντικαθιστώντας τις οριακές τιμές των συναρτήσεων (6.22) καθώς 0z C   στις 

συνοριακές συνθήκες (6.4) , καταλήγουμε στο σύστημα ιδιόμορφων ολοκληρο-διαφορικών 

εξισώσεων δευτέρου είδους (6.7) , όπου οι πυρήνες mg (m 1,2,3,4,5)  και τα δεξιά μέλη 

δίδονται από [1] 

      
0i

(1)

1 0 1 0 0 0 1 10 0 10

0

e
g , (2 / i)Re [ ( r )cos – – ( r )cos – ]

–



         
 

      

          1 12 2

2 0 15 15 5 0 3 0 15 15 0 0 0 10g , (e / (1 k ))g , , g , (k / e )[H ( r ) – AH ( r )] ,           

  
   

 
i i

4 0

0 0

e e
 g , Re{ – }, f df / ds,

– –

 

  
   


   

  
   

     
0 0i i

5 0 1 0 2 0 0

0 0

e e
g , m{ },  0, * ,

–

 

    
   


       


 

      0 0 0 0 10 0 10 0r | – |,  arg – , r | |,  arg ,  ,                             

  0 0 0,  , C                                                                                                                     (6.23) 

  είναι η γωνία μεταξύ του ορθοκανονικού διανύσματος στην καμπύλη C  και του άξονα 

 1 0, *    είναι η κατά τμήματα σταθερή συνάρτηση που προσδιορίζει τις τιμές του 

ηλεκτρικού δυναμικού στο σύστημα των ηλεκτροδίων . Οι πυρήνες 2 0 5 0( , ), ( , )g g   

είναι ιδιόμορφοι , οι άλλοι πυρήνες , λόγω της υπόθεσης ότι η καμπύλη C είναι λεία , δεν 

παρουσιάζουν παρά μόνο μία αιρόμενη ιδιομορφία.  

Στην περίπτωση αυτή το πλάτος της κατανομής της πυκνότητας του ηλεκτρικού φορτίου 

 kq   στο k  ηλεκτρόδιο δίδεται από [1] 

    
   

0 0i i

k 0 11

0 0

e e
 q f m{ }ds

–C

 
 

   


    


                                                       (6.24) 

(
0 C ,C

k k    είναι το μέρος του συνόρου C  όπου το k ηλεκτρόδιο είναι τοποθετημένο) 

Χρησιμοποιώντας την (6.3) βρίσκουμε τις τιμές των συνιστωσών του ηλεκτροελαστικού 

πεδίου στην περιοχή ενός τμηματικά ομογενούς ημιχώρου [1] 
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   2 (1) (1)

13 15 1 1 1 1 15

1 A
* (1 k ) p { ( r)cos – ( r )cos }ds e f m[ ]ds

– z  zC C
       

 
      


 

      

   2 (1) (1)

23 15 1 1 1 1 15

1 A
* (1 k ) p { ( r)sin – ( r )sin }ds e f Re[ ]ds

– z zC C
       

 
     


   

   2 (1) (1)

1 15 15 1 1 1 1

1 A
E * (k / e ) p { ( r)cos – ( r )cos }ds f m[ ]ds

– z zC C
      

 
      


   

   2 (1) (1)

2 15 15 1 1 1 1

1 A
E * (k / e ) p { ( r)sin – ( r )sin }ds f Re[ ]ds

– z zC C
      

 
     


   

   1 11 2 11

1 A 1 A
D * ( ) f m[ ]ds,D * ( ) f Re[ ]ds

– z – zz zC C

  
  

         
 

   

1arg( – z), arg( z),  C                                                                                           (6.25) 

Θα εξετάσουμε την περίπτωση όπου το ανένδοτο και γειωμένο σύνορο 2 0 
 
του 

πιεζοκεραμικού ημιχώρου με σήραγγα κοιλοτήτων χρησιμοποιείται ως γεννήτρια 

ηλεκτρικής ενεργείας . Στην περίπτωση αυτή η μηχανική διέγερση προκαλείται από δύο 

επίπεδα μονοχρωματικά διατμητικά κύματα που διαδίδονται κατά τη θετική και αρνητική 

διεύθυνση του άξονα 1 . Τα πλάτη της μετατόπισης 3u και του ηλεκτρικού δυναμικού   

έχουν την ακόλουθη μορφή [1] 

1 1 1 1(1) (2)

3 1 3 2

( ) ( )15
3

11

( ), ( )

( 1,2)

i i i i

j j

U e Ae U e Ae

e
U j

   



  
   

  


 

H τιμή 1A  αντιστοιχεί σε ανένδοτο ημίχωρο με μηδενικό δυναμικό στο σύνορο, ενώ η 

τιμή 0A  αντιστοιχεί σε χώρο .  

Υποθέτουμε ότι η διατομή της κοιλότητας έχει κάθετο και οριζόντιο άξονα συμμετρίας και 

ότι στην επιφάνεια της είναι τοποθετημένα συμμετρικά δύο απείρως εκτεινόμενα (κατά τον 

άξονα 3O ) ηλεκτρόδια (ΣΧΗΜΑ 6.3Β, [1]) . Για να επιβληθεί διαφορά ηλεκτρικού 

δυναμικού 2 ( )V t  όταν παραμορφώνεται το μέσο είναι αναγκαίο να υποθέσουμε ότι 

1 2     .  



 

160 
 

 

ΣΧΗΜΑ 6.3Β 

 

Η ενέργεια που παράγεται , καταναλώνεται στο εξωτερικό ηλεκτρικό κύκλωμα που συνδέει 

τα ηλεκτρόδια και μπορεί να προτυποποιηθεί ως απώλειες στο στοιχείο με αγωγιμότηταY . 

Το άγνωστο πλάτος του δυναμικού ( )V t στο ηλεκτρόδιο γράφεται (όμοια με την 

παράγραφο 6.1) [1] 

2

1

0 0

* 11 1

11 2

0 0 0

0

0 0

( ) ,
2

( ) ( ) ( 1,2)

( ) ( ) { }

m m

i i

m m
C

i B
V

Y i B

B A s d m

e Ae
A f m ds









 






  

 
   




 

 


   

 





  

Οι συναρτήσεις ( )( 1,2)mf m  αντιπροσωπεύουν τις λύσεις του συστήματος (6.7) με 

πυρήνες που δίδονται από την (6.23) και τα δεξιά μέλη στις (6.7) γράφονται [1] 

1 0 2

3 0 4

(1)

1 0 44 0 10

(1) 15
2 0 10

11

(2)

1 0

1,(2)

2 0 1, 0 10 20

( ) 2 (1 )cos cos( )

2
( ) (1 )sin( )

( ) 0

( ) { ,

EN i c A

e
N i A

N

N i C



  

  

   

 



    

  

 

 




   

 

Όπου ( 1,2,3,4)k k  συμβολίζει τη θέση των ηλεκτροδίων .  
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6.5   ΣΤΡΩΜΑ  

Έστω ένα πιεζοκεραμικό στρώμα ( 1 2 30 a, ,            ) που 

αναφέρεται στο καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων 1 2 3   και περιέχει σήραγγα 

κοιλοτήτων κατά μήκος του άξονα 3  , η διατομή της οποίας είναι μία λεία καμπύλη C  

(ΣΧΗΜΑ 6.4Α, [1]) . Υποθέτουμε ότι τα σύνορα του στρώματος είναι ελεύθερα από δυνάμεις 

και περικλείονται από κενό (η διεύθυνση της πόλωσης του κεραμικού είναι παράλληλη 

στον άξονα 3 ) . Στην ελεύθερη από μηχανικές τάσεις επιφάνεια της σήραγγας , 2n  

λεπτά ηλεκτρόδια είναι τοποθετημένα , με καθορισμένες διαφορές ηλεκτρικού δυναμικού 

και οι περιοχές της επιφανείας  που δεν είναι καλυμμένες με ηλεκτρόδια περικλείονται από 

κενό (αέρα) . Τα σύνορα του k  ηλεκτροδίου προσδιορίζονται από τις 

2k 1 2k, (k 1, ,2n)     και το ηλεκτρικό δυναμικό σε αυτό καθορίζεται από την ποσότητα 

i t

k k* Re( *e )   .  

Οι μηχανικές και ηλεκτρικές συνοριακές συνθήκες στα σύνορα του στρώματος δίδονται από  

13 1 10, D 0  ( 0,a)                                                                                                              (6.26) 

Οι συνοριακές συνθήκες (6.4) παραμένουν εν ισχύ στην επιφάνεια της κοιλότητας .  

 

ΣΧΗΜΑ 6.4Α 

 

Για να λύσουμε το προαναφερθέν πρόβλημα πρέπει οι ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις των 

λύσεων να ικανοποιούν τις συνθήκες (6.26) καθώς και τις συνθήκες ακτινοβολίας στο 

άπειρο .  

Τα συνοριακά προβλήματα (6.5) , (6.26) γράφονται ως εξής 

2

3 3 1 3 1U U 0,  U 0   ( 0,a)                                                                                          (6.27) 
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2

1 1F 0,  F* 0              ( 0,a)                                                                                         (6.28) 

Η συνάρτηση Green που αντιστοιχεί στο (6.27) δίδεται από τις (4.67) και (4.68) . Η έκφραση 

της συνάρτησης Green του (6.28) γράφεται ως εξής [1] 

2 2

( – z) ( z)
E( ,z) (| – | /2a) (1 / 2 )ln | 4sin sin |

2a 2a

   
   


                                (6.29) 

     2

1 1 2 2 1 1 2 2– , – – –               

1 2 1 2,z i i         

Όπου ( )  είναι η συνάρτηση δ – Dirac.  

Χρησιμοποιώντας τις συναρτήσεις Green οι λύσεις γράφονται ως εξής [1] 

   3 1 2U ,  p G( ,z)ds
C

      

1 2F*( , ) f ( )( ( ,z) / n )ds,  C
C

                                                                           (6.30) 

ds  είναι το στοιχειώδες μήκος τόξου της καμπύλης C  . Οι (6.30) ικανοποιούν και τις 

συνοριακές συνθήκες (6.26) στα σύνορα του στρώματος και τις συνθήκες ακτινοβολίας στο 

άπειρο .  

Λαμβάνοντας υπό όψη την (6.29) η  1 2F* ,   λαμβάνει την εξής μορφή [1] 

   1 2F* , f ( ,z)ds
C

                                                                                                   (6.31) 

     i

2 2( ,z) (sin / 2a)sign( ) 1/ 4a Re{e cot ( z) / 2a cot ( z) / 2a]}             

               

      είναι η γωνία μεταξύ του ορθοκανονικού διανύσματος στην καμπύλη C  και του 

άξονα 1  ( C  ) .   

Χρησιμοποιώντας τους τύπους Sokhotski-Plemelj [1] και τη σχέση 

   
2 2

1

1
cοt (1 / ) 2 /  

– mm

   






   , η έκφραση για τις οριακές τιμές των 

ολοκληρωμάτων στην (6.31) , με πυρήνες τύπου Hilbert , καθώς 0z  C  γράφονται [1] 

  0 0f ( )cot[ (z ) / 2a]d 2iaf ( ) f ( )cot[ ( ) / 2a]d
C C

         


                  (6.32) 

          0 0f cot z / 2a d 2iaf f cot / 2a d
C C

         


       
      
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Διαφορίζοντας την  1 2F* ,    στην (6.30) έχουμε [1] 

 2 i 2 i 2( – z) ( z)
F* / z ( /16a ) f {e sec – e sec }ds

2a 2aC

    
   

                           (6.33) 

2 i 2 i 2( z) ( z)
F* / z ( /16a ) f ( ){e sec e sec }ds

2a 2aC

    
    

     

(καθώς 0z C   τα ολοκληρώματα στην (6.33) αποκλίνουν , για να τα καταστήσουμε 

συγκλίνοντα είναι αναγκαίο να ολοκληρώσουμε κατά μέρη αποδεχόμενοι ότι η συνάρτηση

( )f z είναι περιοδική) .  

Αντικαθιστώντας τις οριακές τιμές των (6.30) , (6.31) και τις παραγώγους τους καθώς            

0z C   λαμβάνοντας υπό όψη τις συνοριακές συνθήκες (6.4) και τις (6.32) 

λαμβάνουμε το σύστημα ιδιόμορφων ολοκληροδιαφορικών εξισώσεων δευτέρου είδους [1] 

           0 1 0 2 0 1 0p  p g , ds f g , ds N
C C

                                              (6.34) 

             0 3 0 4 0 2 01/ 2 f {p g , f g , }ds N ,  C
C

              

5 0 0 f ( )g ( , )ds 0 ,   C \ C
C

       

            0 0 0ii i

1 0 0 0 1 2g , 1/ 2a Re e cot / 2a cot / 2a]] Pe P e
               

 

 
15

2 0 5 0E 2

44 15

2e
g ( , ) g ( , )

c 1 k
   

 
 
 
 

 

15 20 2 0 0
3 0

11

e | – | 1 ( – ) ( )
g ( , ) { ln | 4sin sin |

2a 2 2a 2a

       
 




   


   

 20 2| |i

m 20 2 m 1 m 10

1

(1 / 2ia )e 1/ a c ( – )cos( )cos( )}
m

        






    

     i

4 0 0 0 20 2g ( , ) 1/ 4a Re{e cot ( ) / 2a cot ( ) / 2a}]] (sin / 2a)sign( )                 

     0i

5 0 0 0g ( , ) 1/ 4a Im{e cot ( ) / 2a cot ( ) / 2a]]}
            

      2 20| |i

1 0 0 2 0 0 2 20P S – 1/ a ( – iB ), P S – 1/ a ( – iB ), S 1/ 2ia sign( – )(1 e ) ,
    

                  

  0 1k k k 1 k 10 0 0k 20 2 k 1 k 10

1 1

cos( )sin( ),    sign – cos( )cos( )
k k

            
 

 

      
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2 20 2 20 20 2 20 2| | | | | | | |

mk m 20 2 m m(1/ )e (1/ )e , c ( – ) (1/ )e (1/ )ek k m mm m

k k

                            

 

(m=0,1) 

 

 0*   είναι η κατά τμήματα σταθερή συνάρτηση που προσδιορίζει την τιμή του 

ηλεκτρικού δυναμικού στο σύστημα των ηλεκτροδίων . Οι πυρήνες    2 0 5 0g , ,g ,     

είναι ιδιόμορφοι τύπου Hilbert .  

 Το σχήμα της διατομής της κοιλότητας  , η θέση της και η θέση των κατά ζεύγη 

ηλεκτροδίων πρέπει να έχουν συγκεκριμένη συμμετρία ως προς τα σύνορα . Αν αυτή η 

απαίτηση παραβιαστεί το σύστημα (6.34) δεν λύνεται .  

Το πλάτος της κατανομής της πυκνότητας του ηλεκτρικού φορτίου  kq   στο k  

ηλεκτρόδιο δίδεται από [1] 

   0i

k 0 11 0 0 0q ( ) ( /4a) f ( )Im{e cot ( ) / 2a cot ( ) / 2a]]}ds,
kC

C


                                  

όπου C
k

 είναι το μέρος της καμπύλης C  που είναι τοποθετημένο το k  ηλεκτρόδιο.  

Θα εξετάσουμε την περίπτωση όπου το πιεζοκεραμικό στρώμα με σήραγγα κοιλοτήτων 

χρησιμοποιείται ως γεννήτρια ηλεκτρικής ενεργείας . Στην περίπτωση αυτή η μηχανική 

διέγερση προκαλείται από δύο επίπεδα μονοχρωματικά διατμητικά κύματα που 

διαδίδονται κατά τη θετική και αρνητική διεύθυνση του άξονα 2 και ισχύει για τα πλάτη 

της μετατόπισης 3u και του ηλεκτρικού δυναμικού   

2 2(1) (2)

3 1 3 2

( ) ( )15
3

11

, ,

( 1,2)

i i

j j

U e U e

e
U j

 



 
 

  


 

Υποθέτουμε ότι η διατομή της κοιλότητας είναι συμμετρική ως προς τον κάθετο άξονα και 

στην επιφάνεια αυτής βρίσκονται δύο συμμετρικά τοποθετημένα ηλεκτρόδια απείρου 

μήκους (κατά τον άξονα Οχ3) (ΣΧΗΜΑ 6.4Β, [1]) . Για να είναι η διαφορά ηλεκτρικού 

δυναμικού 2 ( )V t κατά τη διάρκεια παραμόρφωσης του μέσου , πρέπει να εμφανίζονται 

αντίθετα ηλεκτρικά φορτία στις περιοχές που καλύπτονται από ηλεκτρόδια και αυτό 

απαιτεί 1 2     . 

         1 0 2 0 0 0 0 00,  * ,  ,  ,  , C                
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ΣΧΗΜΑ 6.4Β 

 

 Το άγνωστο πλάτος του ηλεκτρικού δυναμικού ( )V t στο ηλεκτρόδιο είναι [1] 

2

1

0

* 11 1

11 2

0 0 0

0 0
0

( ) ,
2

( ) ( ) ( 1,2),

1 ( ) ( )
( ) ( ) { [cot( ) cot( )]}

4 2 2

m m

i

m m
C

i B
V

Y i B

B A s d m

A f m e ds
a a a
















  

     
 




 

 

 
   





  

όπου οι συναρτήσεις ( )( 1,2)mf m  είναι οι  λύσεις του συστήματος (6.34) και τα δεξιά 

μέλη αυτού δίδονται από [1] 

1 0 2

3 0 4

(1)

1 0 20 0

(1) 15
2 0 20

11

(2)

1 0

1,(2)

2 0 1,

( ) 4 cos( )sin ,

2
( ) sin( ),

( ) 0,

( ) {

N i

ie
N

N

N



  

  

   

 



  

  










 

όπου οι ποσότητες k ( 1,2,3,4k  ) περιγράφουν τη θέση των ηλεκτροδίων .  
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6.6   ΑΛΛΗΛΕΠΙΔΡΑΣΗ ΚΟΙΛΟΤΗΤΑΣ (ΠΟΥ ΚΑΛΥΠΤΕΤΑΙ ΜΕΡΙΚΩΣ ΑΠΟ ΗΛΕΚΤΡΟΔΙΑ) ΜΕ                           

ΡΩΓΜΗ 

Θα ερευνήσουμε τη συμπεριφορά του συντελεστή έντασης των τάσεων στην αιχμή μίας 

ρωγμής που διαθέτει ένα σώμα που διεγείρεται αρμονικά (ως προς τον χρόνο) από ένα 

σύστημα ηλεκτροδίων που βρίσκεται σε μία κοιλότητα .   

Στο καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων 1 2 3    θεωρούμε πιεζοκεραμικό χώρο που 

περιλαμβάνει σήραγγα κοιλοτήτων , κατά τον άξονα 3 , και ρωγμή L . Στην ελεύθερη 

από μηχανικές δυνάμεις επιφάνεια της κοιλότητας είναι τοποθετημένα 2n  απείρου 

μήκους, κατά τον άξονα 3  , λεπτά ηλεκτρόδια με δεδομένες τις διαφορές ηλεκτρικού 

δυναμικού σε αυτά . Η περιοχή της επιφανείας της κοιλότητας που δεν καλύπτεται από 

ηλεκτρόδια περικλείεται από κενό (αέρα) , τα σύνορα του k   ηλεκτροδίου προσδιορίζονται 

από τις 2k 1  , 2k  (k 1, ,2n)    και το ηλεκτρικό δυναμικό σε αυτό είναι 

i t

k k* Re( *e )    . 

Υποθέτοντας ότι τα χείλη της ρωγμής είναι ελεύθερα από μηχανικές τάσεις , οι μηχανικές 

και ηλεκτρικές συνοριακές συνθήκες στην L  γράφονται ως εξής 

13 23( cos sin ) 0                                                                                                               (6.35) 

s s n nE , D D                                                                                                                         (6.36) 

sE  και nD  είναι η εφαπτομενική συνιστώσα του διανύσματος ηλεκτρικής έντασης και η 

κάθετη συνιστώσα του διανύσματος ηλεκτρικής μετατόπισης , αντίστοιχα ,   είναι η γωνία 

μεταξύ του ορθοκανονικού διανύσματος στο αριστερό χείλος της L  και του άξονα 1  , 

τα πρόσημα ‘’+’’ και ‘’-‘’ αναφέρονται στο αριστερό και δεξιό χείλος της ρωγμής-τομής 

(καθώς κινούμαστε από την αρχή a  προς το τέλος b ) (ΣΧΗΜΑ 6.5, [1]) . 

 

ΣΧΗΜΑ 6.5 

 

Λαμβάνοντας υπό όψη τις (6.3) , οι συνοριακές συνθήκες στις επιφάνειες της κοιλότητας 

και της ρωγμής γράφονται ως εξής 
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E 2

44 15 3 15{c (1 k )U e F*}/ n 0        στην  C  

* * * *15
3

11

( ),
e

F U C
    


                                                                                                   (6.37) 

n 11D * ( F* / n) 0         στην C \ C  

E 2

44 15 3 15{c (1 k )U e F*} / n 0       στην L  

όπου C  είναι το μέρος της C  που αντιστοιχεί στην επιφάνεια της κοιλότητας που 

καλύπτεται από ηλεκτρόδια .  

Υποθέτουμε ότι [1] 

       1 (1)

3 0 1 3 0U z p( *) ( r )ds – i / 4 U ( H ( r) / n )ds
C L

        

  15
1 3

11

e
F*(z)  f * ( lnr / n )ds [dU / ds]arg(z – )ds

2C L
 

 


   
                        (6.38) 

* *

1, , ,r z r z L C          

(οι παραπάνω ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις ικανοποιούν τις ηλεκτρικές συνθήκες (6.36)) 

Αντικαθιστώντας τις οριακές τιμές των (6.38) και των παραγώγων τους καθώς 0z L   

και 0z * C   υπό τις συνοριακές συνθήκες (6.37) , καταλήγουμε στο σύστημα 

ιδιόμορφων ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων δευτέρου είδους [1] 

           0 1 0 2 0 3 3 02ip * p * g *, * ds f * g *, * ds [dU / ds]g , * ds
C C L

                                   

 3 4 0[U ]g , * ds 0
L

     

           0 5 0 6 0 3 7 0f * p * g *, * ds f * g *, * ds [dU / ds]g , * ds
C C C

                                        

   3 8 0 0 0[U ]g , * ds * * ,  * C
C

        

     9 0 3 10 0 0f * g *, * ds [dU / ds]g , * ds 0,  * C \ C
C L

                             (6.39) 

           11 0 12 0 3 13 0 3 14 0 p * g *, ds f * g *, ds [dU / ds]g , ds [U ]g , ds 0
C C L L

                 

 
 

 
10i

1 0 1 0 10 10

0

e
g *, * (2 / i)Re ( r )cos –

* *



      
 

  

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 
 

 
 

10 10i i

15
2 0 3 0E 2 2

44 15 0 15 0

e e 1 e
g *, * Im , g , * Im

c (1 k ) * * 2 (1 k ) – *

 

   
    

 
  

 

   2 (1)

4 0 2 20 10 20 0 20 10g , * (i / 8)[ ( r )cos( – 2 ) – ( r )cos – ]              

   
 

 
1i

(1)

5 0 15 11 0 10 6 0 7 0 15 11 20

0

e
g *, * (e / ) ( r ), g *, * Re , g , * (e / 2 ) ,

* *


         

 
     


   

     
 

10i
(1)

8 0 15 11 1 20 20 9 0

0

e
g , * (ie / 4 ) ( r )cos – , g , * m ,

* *


       

 
    


                            

10i

10 0 15 11

0

e
g ( , *) (e / 2 ) m ,

– *


  

 
                                                                                                    

0i

11 0 1 30 0 30

0

e
g ( *, ) (2 / i)Re ( r )cos( – ),

*



      
 

  


                                                                       

   

0 0i i

15
12 0 13 0E 2 2

0 044 15 15

e e 1 e
g ( *, ) Im , g ( , ) Im ,

* –c 1 k 2 1 k

 

   
   

 
  
   
 

  

 12

14 0 2 0 0 0 0 0 0g ( , ) (i / 8)[ ( r )cos( 2 ) – ( r )cos( – )],                 

       (1) 2 (1)

1 1 2 2(2i / ) ,  (4i / )          
0 0, L, *, * C       

* * * *

0 0 0 0 10 0 10 0

* * * *

20 0 20 0 30 0 30 0

, arg( ), , arg( ),

, arg( ), , arg( ),

r r

r r

         

         

       

       
 

* * * *

1 0 0 10 0 0 0( ), ( ), ( ), ( ), , , ,L C                      

  και 1  είναι οι γωνίες μεταξύ των ορθοκανονικών διανυσμάτων στις καμπύλες L  και C  

και του άξονα 1  , αντίστοιχα ,  0* *   είναι η κατά τμήματα σταθερή συνάρτηση 

που μας δίδει τα πλάτη των ηλεκτρικών δυναμικών στα ηλεκτρόδια.  

Για την επίλυση του συστήματος (6.39) στην κλάση των συναρτήσεων με παραγώγους μη 

φραγμένες στη γειτονιά των αιχμών της ρωγμής L  , είναι αναγκαίο να προσθέσουμε σε 

αυτό τη συνθήκη 

3[dU / ds]ds 0
L

                                                                                                                       (6.40) 

που εκφράζει την ισότητα με το μηδέν των αλμάτων της μετατόπισης στις αιχμές της L  .  

Η θέση των ηλεκτροδίων , η σχετική θέση της κοιλότητας και της ρωγμής καθώς και τα 

σχήματα αυτών καθορίζουν αν το σύστημα (6.39) είναι επιλύσιμο ή όχι .  
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Έχοντας προσδιορίσει τις συναρτήσεις    3[U ],p * ,f *   από το σύστημα (6.39)  , 

σύμφωνα με τις (6.3) και με τη βοήθεια των (6.38) μπορούμε να προσδιορίσουμε όλες τις 

συνιστώσες του ηλεκτροελαστικού πεδίου σε έναν κατά τμήματα ομογενή χώρο .  

Εισάγοντας την παραμετρικοποίηση της καμπύλης C  , με τη βοήθεια των  * *    , 

 0 0 0* *  (0 , 2 )        , βρίσκουμε την έκφραση για το πλάτος κατανομής της 

πυκνότητας του ηλεκτρικού φορτίου  kq   στο k  ηλεκτρόδιο . Λαμβάνοντας υπό όψη το 

γεγονός ότι η κοιλότητα περιβάλλεται από κενό γράφουμε 

   (k) *

k n 2k 1 2kq (D ) ,                                                                                            (6.41) 

(k) *

n(D )  είναι το πλάτος της κάθετης συνιστώσας του διανύσματος της ηλεκτρικής 

μετατόπισης στην επιφάνεια της κοιλότητας που καλύπτεται από το k  ηλεκτρόδιο . 

Χρησιμοποιώντας την (6.38) βρίσκουμε ότι [1] 

   
 

10i

k 0 11 0

0

e
q f * m ds, * C

* * kC




  
 

    
                                                      (6.42) 

όπου C
k

 είναι το μέρος της κλειστής καμπύλης C  όπου το k  ηλεκτρόδιο είναι 

τοποθετημένο.  

Ολοκληρώνοντας την (6.42) ως προς 0  , εντός των ορίων 2k 1 2k, ,   λαμβάνουμε το 

πλάτος του ολικού φορτίου kQ  του k  ηλεκτροδίου . Το ρεύμα που ρέει διαμέσου 

δεδομένου ηλεκτροδίου και που είναι ίσο με το ρεύμα αγωγιμότητας στη γεννήτρια του 

κυκλώματος μπορεί να προσδιοριστεί από την (6.10).  

Για να προσδιορίσουμε τον συντελεστή έντασης των τάσεων 3K  , εισάγουμε , αρχικά , την 

παραμετρικοποίηση της επιφανείας της ρωγμής ,      και έχουμε [1] 

       2

3 0[dU / ds] / s 1 , s ds / d 0,  1 1                                           (6.43) 

(η τάξη της ιδιομορφίας (power singularity) στη γειτονιά των αιχμών ,a b της ρωγμής είναι 

1

2
  )  

όπου η συνάρτηση  0   είναι συνεχής κατά Holder .  

Η διατμητική τάση σε μία μικρή γειτονιά των αιχμών της ρωγμής γράφεται (ασυμπτωτική 

ανάλυση αυτής) [1] 

ii t E E i

n n n 44 3 44 3 3Re(S e ), S c ( U / n) c [e ( U / z) e ( U / z)]c c                       (6.44) 
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όπου c  είναι η αιχμή της τομής , c (c)   .  

Mε βάση την (6.38) γράφουμε το κύριο μέρος της (6.44) [1] 

0 44 3 0
44

*
1

( 1)
Im , ( 1)

2 2 2 ( 1)

ciE
E

n

L

c dU e ds
S ds c s

ds z dr s



   

  
         

                               (6.45) 

                                                                                                                                                         
*r z c    (το κάτω πρόσημο αναφέρεται στην αιχμή c a  , το άνω στη c b ) 

O συντελεστής έντασης των τάσεων γράφεται 

0 E i t

3 r* 0 n 44 0K lim   2 r * (c / 2) / s ( 1)Re[ ( 1)e ]   


                                      (6.46) 

H κάθετη συνιστώσα του διανύσματος της ηλεκτρικής μετατόπισης σε μία μικρή γειτονιά 

των αιχμών της ρωγμής-τομής γράφεται [1] 

i t

n 1 2 15 0D D cos ( 1) D sin ( 1) e  Re[ ( 1)e ] / 2 2r *s ( 1)                                (6.47) 

Η επίλυση του συστήματος των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων (6.39) και της (6.40) 

υλοποιείται με τη μέθοδο του τετραγωνισμού (παράρτημα , μέρος Α , παράγραφοι 1 , 2).  
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6.7   ΚΟΙΛΟΤΗΤΑ ΠΟΥ ΑΛΛΗΛΕΠΙΔΡΑ ΜΕ ΑΚΑΜΠΤΟ ΕΓΚΛΕΙΣΜΑ 

Θεωρούμε μέσο που περιέχει σήραγγα κοιλοτήτων C και λεπτό άκαμπτο (rigid) έγκλεισμα 

L  (stringer) . H διάδοση της ταλάντωσης πραγματοποιείται λόγω της διαφοράς δυναμικού 

που εφαρμόζεται στα 2l  ηλεκτρόδια (που είναι τοποθετημένα στην επιφάνεια της 

κοιλότητας) .  

Αφού το έγκλεισμα (stringer) είναι σταθερό (fixed) , οι μηχανικές και ηλεκτρικές συνοριακές 

συνθήκες στο L έχουν ως εξής 

3u 0                                                                                                                                               (6.48) 

s s n nE E , D D                                                                                                                        (6.49) 

sE  και nD  είναι η εφαπτομενική συνιστώσα του διανύσματος ηλεκτρικής έντασης και η 

κάθετη συνιστώσα του διανύσματος ηλεκτρικής μετατόπισης , αντίστοιχα , τα πρόσημα ‘’+’’ 

και ‘’-‘’ αναφέρονται στην αριστερή και δεξιά πλευρά του εγκλείσματος L  καθώς 

κινούμαστε από την αρχή a  προς το τέλος b (ΣΧΗΜΑ 6.6, [1]) .  

 

 

ΣΧΗΜΑ 6.6 

 

Την (6.48) γράφουμε ως εξής  

3( u / s) 0                                                                                                                                  (6.50)   

( s η συντεταγμένη τόξου) 

Οι συνοριακές συνθήκες στην επιφάνεια της κοιλότητας που καλύπτεται μερικώς από 

ηλεκτρόδια δίδονται από την (6.4) .  

Οι 3U  και F*  δίδονται από [1]  
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     (1) (1)

3 1 2 0 0 1E 2

44 15

i
U , { q ( r)ds p * ( r )ds}

4c (1 k ) L C
        

    

   1 2 11 1F* , (1/ 2 )  f * ( lnr / n)ds
C

                                                                   (6.51) 

1r | z |, r | * z |,  L,  * C          

   1
H   είναι η συνάρτηση Hankel πρώτου είδους και νιοστής τάξης , ds  είναι το 

στοιχειώδες μήκος τόξου των καμπυλών . 

 Oι (6.51) ικανοποιούν τις διαφορικές εξισώσεις (6.5) και τις συνθήκες (6.50) στο L  καθώς 

και τη συνθήκη (6.48) ( 
3 3 3[U ] U U 0     ) .  

Αντικαθιστώντας τις οριακές τιμές των (6.51) και των παραγώγων τους καθώς 0z L   

και 0z * C   στις συνοριακές συνθήκες (6.4) , (6.50) , καταλήγουμε στο εξής σύστημα 

ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων δευτέρου είδους [1] 

       1 0 2 0 0q G , ds p * G *, ds 0,  L
L C

                                                     (6.52) 

             3 0 4 0 5 0 0 0q G , * ds p * G *, * ds f * G *, * ds – 2p * 0,  * C
L C C

                 

   6 0 0 f * G *, * ds 0,  * C \ C
C

       

               7 0 8 0 9 0 11 0 0 0q G , * ds p * G *, * ds f * G *, * ds (1/ 2 )f * * , * C
L C C



                     

   
 

0i

1 0 1 0 0 0

0

e
G , ( r )sin – – (2i / ) m

–



      
 

    

       (1) (1)

2 0 1 10 0 10 3 0 1 20 10 20G *, ( r )sin – , G , * i ( r )cos – ,                   

     
 

10i

4 0 1 30 10 30

0

e
G *, * i ( r )cos – 2 / Re ,

* *



      
 

  


   

 
 

10i

5 0 15 11

0

e
G *, * (2e / ) m ,

* *


  

 
   


 

10

* *

6 0 * *

0

( , ) Im
i

e
G



 
 




       

       
2 2

1 115 15
7 0 0 20 8 0 0 302 2

15 15 15 15

ik ik
G , * H ( r ), G *, * H ( r ),

4e (1 k ) 4e (1 k )
      

 
 

   
 

   
1i

(1)

9 0 11 1 1 0 0

0

e
G *, * 1/ 2 Re ,  (2i / ) , r | – |,         

* *


       

 

 
         
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   10 0 20 0 30 0 0 0 10 0r | * |, r | – *|, r | * *|,  arg ,  arg * ,                              

       20 0 30 0 0 0 10 1 0 0 0arg – * ,  arg * * ,  ,  * ,  , L,  *, * C                         

 και 1  είναι οι γωνίες μεταξύ των ορθοκανονικών διανυσμάτων στις καμπύλες L  και C  

με τον άξονα 1  , αντίστοιχα ,  0* *  είναι η κατά τμήματα σταθερή συνάρτηση που 

μας δίδει την τιμή του πλάτους του ηλεκτρικού δυναμικού στις περιοχές της επιφανείας της 

κοιλότητας που καλύπτονται από ηλεκτρόδια .  

Η θέση των ηλεκτροδίων , η σχετική θέση της κοιλότητας και του εγκλείσματος και το 

σχήμα αυτών καθορίζουν αν το σύστημα (6.52) είναι επιλύσιμο .  

Από τις (6.51) για το πλάτος της μετατόπισης έχουμε ότι [1] 

  E 2

44 15 3q c (1 k )[ U / n]                                                                                                     (6.53) 

(οι αγκύλες συμβολίζουν το άλμα της αντίστοιχης ποσότητας στο L ) 

Από τις καταστατικές εξισώσεις (4.19) και την (6.49) βρίσκουμε ότι [1]    

i t

n nRe(T e )                                                                                                                             (6.54) 

 E

n 44 3 15 15 11 3[T ] c [ U / n] e [ / n ,  / n] (e / )[ U / n]             

Από τις (6.53) , (6.54) έχουμε ότι      

  nq [ ]                                                                                                                                       (6.55) 

Με βάση την (6.55) , η συνάρτηση  q    εκφράζει την ένταση των δυνάμεων επαφής 

καθώς αλληλεπιδρά το άκαμπτο (rigid) έγκλεισμα με το μέσο . Επίσης , πρέπει να πληρείται 

η εξής εξίσωση (ισορροπία του εγκλείσματος)   

 q ds 0
L

                                                                                                                                 (6.56) 

Στα άκρα του L η συνάρτηση ( )q  παρουσιάζει ιδιομορφίες .  

(η (6.56) πρέπει να προστίθεται στο σύστημα (6.52)  για την επίλυση του τελευταίου στην 

κλάση των συναρτήσεων που δεν είναι φραγμένες στα άκρα του L ) 

Λόγω των (4.19) , (6.49) , (6.50) έχουμε ότι                                                                                                     

s 11 s[D *] [ *] 0                                                                                                                         

 
 

2

15
n 15 11 3 2

15 15

k
E * (e / )[ U / n] q( )

1 k e

 
 
       
 
 

                                                     (6.57)  
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(οι αστερίσκοι συμβολίζουν τα πλάτη των αντιστοίχων ποσοτήτων) 

Από τις (6.57) βλέπουμε ότι το διάνυσμα της ηλεκτρικής μετατόπισης D  είναι συνεχές 

διαμέσου του L και το διάνυσμα της ηλεκτρικής έντασης Ε  υφίσταται άλματα . 

Εισάγοντας την παραμετρικοποίηση της C  με τη βοήθεια των  * * ,    

 0 0 0* *  (0 , 2 )         και λαμβάνοντας υπό όψη ότι η κοιλότητα περιέχει κενό , 

μπορούμε να γράψουμε το πλάτος της κατανομής της πυκνότητας των ηλεκτρικών φορτίων, 

 k   , στο k ηλεκτρόδιο 

   (k)

k n 2k 1 2kD ,                                                                                                  (6.58) 

 (k)

nD   είναι το πλάτος της κάθετης συνιστώσας του διανύσματος της ηλεκτρικής 

μετατόπισης στην αντίστοιχη περιοχή της C  που καλύπτεται από ηλεκτρόδια . 

Χρησιμοποιώντας την (6.51) για τη συνάρτηση *

1 2( , )F    βρίσκουμε ότι  

   
 

10i

k 0 11 0

0

e
f * m ds, * C

* * kC




   
 

    
                                                     (6.59) 

C
k

 είναι το μέρος της C  που είναι τοποθετημένο το k  ηλεκτρόδιο .  

Για να προσδιορίσουμε τις συγκεντρώσεις των διατμητικών τάσεων κοντά στην κοιλότητα 

θα υπολογίσουμε την τάση s 23 1 13 1cos – sin     στην επιφάνειά της . Λαμβάνοντας 

υπό όψη την (4.19) και τις ηλεκτροστατικές εξισώσεις           

div 0D  

grad E                                                                                                                                     (6.60) 

έχουμε ότι  

 i t E 2

s s s 0 44 15 3 15Re(T e ),T * c (1 k )( U / s) e ( F* / s)                                        (6.61) 

(ως μερικές παραγώγους των αντιστοίχων ποσοτήτων θεωρούμε τις οριακές τους τιμές 

καθώς 0z * ) 

Από τις (6.61) και (6.51) βρίσκουμε [1] 

               s 0 1 0 2 0 3 0 15 11 0T * q g , * ds p * g *, * ds f * g *, * ds (e / 2 )f *
L C C

                 
                                        

                                                                                                                                                            (6.62) 

   (1)

1 0 1 20 10 20g , * (i / 4) ( r )sin –         
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   (1)

2 0 1 30 10 30g *, * (i / 4) ( r )sin –         

 
 

0i

3 0 15 11

0

e
g *, * (e / 2 )Re

* *


  

 
  


 

(οι ποσότητες 10 20 30 20 30, r ,r , ,    προσδιορίζονται στην (6.52)) 

Oι (6.62) μας επιτρέπουν να ερευνήσουμε τη συγκέντρωση των τάσεων συναρτήσει της 

συχνότητας της αρμονικής διέγερσης, της διατομής της κοιλότητας και του εγκλείσματος, 

της θέσης και του μεγέθους των ενεργών επιφανειακών ηλεκτροδίων . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7 

 
 

ΑΝΤΕΠΙΠΕΔΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΣΕ ΠΟΛΩΜΕΝΑ ΚΕΡΑΜΙΚΑ 

 
Στο κεφάλαιο αυτό παραθέτουμε τη θεωρία για την αντεπίπεδη παραμόρφωση των 
πολωμένων πιεζοκεραμικών (στο πλαίσιο της γραμμικής δυναμικής των πιεζοηλεκτρικών) 
καθώς και ορισμένες εφαρμογές. Συγκεκριμένα, αρμονικές ως προς τον χρόνο δονήσεις 
(ελεύθερες και εξαναγκασμένες) πεπερασμένων σωμάτων (πολωμένων κεραμικών 
πλακών). Επίσης παρουσιάζουμε την ανάκλαση αντεπιπέδου κύματος σε πιεζοκεραμικό 
ημίχωρο ([6],[7]). 

 

 
Θεωρούμε κινήσεις που ικανοποιούν τη σχέση 3 0  σε κεραμικά που είναι πολωμένα 

κατά τη διεύθυνση 3 . Ισχύουν οι εξισώσεις  

1 2 0u u                                                                                                                                           (7.1) 

3 3 1 2 1 2( , , ), ( , , )u u t t                                                                                                       (7.2)                                                                           

Οι μη μηδενικές συνιστώσες της παραμόρφωσης και του ηλεκτρικού πεδίου είναι  

13 1

23 2

2
,

2

E
u

E






   
      

  
                                                                                                           (7.3) 

1 1 2 2    i i                                                                                                                                  (7.4) 

Οι μη μηδενικές συνιστώσες των ,ij iD είναι οι εξής 

13 1

23 2

,
D

c u e e u
D


 



   
           

  
                                                                                 (7.5) 

44 15 11, ,c c e e                                                                                                                           (7.6)     

Οι εξισώσεις κίνησης και φορτίου λαμβάνουν την εξής μορφή 
2 2c u e f u                                                                                                                      (7.7) 
2 2

ee u           ( e η πυκνότητα ελεύθερου φορτίου)                                                   (7.8) 

( 3f f η μαζική δύναμη, 2 2 2

1 2     )                                                                                   (7.9) 

Εισάγουμε τη συνάρτηση 
e

u  


και οι παραπάνω συνιστώσες  και εξισώσεις 

γράφονται ως εξής 

23 3,2 ,2

31 3,1 ,1

cu e

cu e

 

 

 

 
                                                                                                                          (7.10)                        

1 11 ,1

2 11 ,2

D

D





  

  
                                                                                                                                 (7.11) 

 

2

2

e

e

e
c u f u  

 

   


   

                                                                                                            (7.12) 
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όπου 
2 2

2 2(1 ),
e e

c c c k k
c

    
 

(ο ηλεκτρομηχανικός συντελεστής σύζευξης)      (7.13) 

Σημαντικό είναι το ότι οι συναρτήσεις ,u  είναι αποσυζευγμένες .  
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ 1 

 

THICKNESS-SHEAR ΔΟΝΗΣΗ ΠΙΕΖΟΚΕΡΑΜΙΚΗΣ ΠΛΑΚΑΣ                                                                 

(ΔΙΕΓΕΡΣΗ ΚΑΤΑ ΜΗΚΟΣ ΤΟΥ ΠΑΧΟΥΣ) 

 

 

 

ΣΧΗΜΑ 7.1 

 

Θεωρούμε πολωμένη κεραμική πλάκα κατά μήκος του άξονα 3 . Η πλάκα οριοθετείται από 

τα 2 επίπεδα 1 h   , στα οποία δεν ασκούνται δυνάμεις αλλά εφάπτονται σε αυτές 

ηλεκτρόδια , τα οποία εφαρμόζουν μία τάση αρμονικά μεταβαλλόμενη ως προς τον χρόνο 

κατά μήκος του πάχους της πλάκας (ΣΧΗΜΑ 7.1, [6]) .  

Το πρόβλημα συνοριακών τιμών λαμβάνει τη μορφή 

, ,, 0ji j i i iu D     (οι εξισώσεις κίνησης και φορτίου)                                                      (7.14) 

ij ijkl kl kij kc e E   , i ikl kl ik kD e E     (οι καταστατικές εξισώσεις)                              (7.15) 

, ,

,,
2

i j j i

ij i i

u u
E 


                                                                                                                (7.16) 

1 10,j h      (η μηχανική συνοριακή συνθήκη)                                                              (7.17) 

1 1( ) ( ) i th h Ve           (η ηλεκτρική συνοριακή συνθήκη)                                  (7.18) 

Θεωρούμε λύση της μορφής (thickness-shear δόνηση και διέγερση κατά μήκος του πάχους) 

3 3 1 1 2 1( ) , 0, 0, ( )i t i tu u e u u e                                                                                   (7.19) 

2 2

3 3 1 3 3 1 3( ) ( )i t i tu u e i u u e u                                                                            (7.20) 
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Οι μη μηδενικές συνιστώσες της παραμόρφωσης και του ηλεκτρικού πεδίου είναι (7.16) 

3,1

13 31 1 ,1,
2

u
E                                                                                                                   (7.21) 

(ο αρμονικός όρος δεν παίζει κάποιον ιδιαίτερο ρόλο) 

Οι μη μηδενικές συνιστώσες της τάσης και της ηλεκτρικής μετατόπισης είναι (7.15) 

31 55 3,1 15 ,1

1 15 3,1 11 ,1

c u e

D e u

 



 

  
                                                                                                                       (7.22) 

Οι εξισώσεις που πρέπει να ικανοποιούνται είναι οι (7.14) (κίνησης και φορτίου) 

2

13,1 55 3,11 15 ,11 3

1,1 15 3,11 11 ,11 0

c u e u

D e u

  



   

   
                                                                                              (7.23) 

Ολοκληρώνουμε τη δεύτερη από τις (7.23) και η  λαμβάνει την εξής μορφή 

15
3 1 1 2

11

e
u B B   


                                                                                                                  (7.24) 

όπου 1 2,B B είναι ολοκληρωτικές σταθερές (η 2B είναι άνευ φυσικής σημασίας) 

Αντικαθιστώντας την (7.24) στις εκφράσεις για τις 31 1,D και στην πρώτη εξίσωση από τις 

(7.23) λαμβάνουμε τα εξής 

2

15 15
31 55 3,1 15 3,1 1 31 55 3,1 15 1 3,1 15 1

11 11

15
1 15 3,1 11 3,1 1 1 11 1

11

2 2
2 215 15

55 3,11 15 3,11 3 55 3,11 3 3,11 3

11 11

( ) ( )

( )

( ) ( ) 0

e e
c u e u B c u d B cu e B

e
D e u u B D B

e e
c u e u u c u u u u

c

 


 

        
 

       


         
 

 (7.25) 

Η γενική λύση της τρίτης από τις εξισώσεις (7.25) και η αντίστοιχη έκφραση για το 

ηλεκτρικό δυναμικό (7.24) είναι οι εξής 

3 1 1 2 1

15
1 1 2 1 1 1 2

11

sin cos

( sin cos )

u A A

e
A A B B

 

   

 

   


                                                                          (7.26) 

όπου 1 2,A A είναι ολοκληρωτικές σταθερές και 
2

2

c


  . 

Η έκφραση για την τάση (7.25.1) είναι η εξής 
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31 1 1 2 1 15 1( cos sin )c A A e B                                                                                     (7.27) 

Οι συνοριακές συνθήκες (7.17), (7.18) γράφονται  

1 2 15 1

1 2 15 1

15
1 1

11

( cos sin ) 0

( cos sin ) 0

2
sin 2

c A h A h e B

c A h A h e B

e
A h B h V

   

   



  

  

 


                                                                                    (7.28) 

ή , προσθέτοντας τις πρώτες δύο , και αφαιρώντας τη δεύτερη από την πρώτη καταλήγουμε 

στις  

1 15 1

2

15
1 1

11

cos 0

sin 0

2
sin 2

c A h e B

cA h

e
A h B h V

 

 



 



 


                                                                                                           (7.29) 

 

ΕΛΕΥΘΕΡΗ ΔΟΝΗΣΗ 

Έστω ότι 0V  . Οι εξισώσεις (7.29) αποσυζεύγνυνται σε δύο ομάδες εξισώσεων .  

ΣΥΜΜΕΤΡΙΚΟΣ ΤΡΟΠΟΣ ΔΟΝΗΣΗΣ 

Η μία ομάδα καλείται συμμετρική 

2 sin 0cA h                                                                                                                                 (7.30) 

Ύπαρξη  μη μηδενικών λύσεων έχουμε ότανsin 0h  ή ( )

2

n n

h


  , 0,2,4,6,...n  και 

προσδιορίζει τις ιδιοσυχνότητες 

( ) 2
( ) 2 ( ) ( ) ( )( )

( ) , 0,2,4,6,...
2

n
n n n n n c

n
hc c

   
   


                              (7.31) 

Από τις (7.29) και (7.30) συμπεραίνουμε ότι 1 1 0A B  . Οι 3u και   (7.26) γράφονται στην 

περίπτωση αυτή  

( ) ( ) ( ) ( )15
3 1 1

11

cos , cosn n n ne
u      


                                                                                       (7.32) 

 

 



 

182 
 

ΑΝΤΙΣΥΜΜΕΤΡΙΚΟΣ ΤΡΟΠΟΣ ΔΟΝΗΣΗΣ 

Η άλλη ομάδα καλείται αντισυμμετρική 

1 15 1

15
1 1

11

cos 0

sin 0

c A h e B

e
A h B h

 



 

 


                                                                                                                (7.33) 

Οι ιδιοσυχνότητες προσδιορίζονται από τη σχέση 

15 2

15

15 2
11

11

cos

cos sin 0 tan
sin ( )

c h e
e h

c h h h he
h h k

 


   


    




                                       (7.34) 

όπου 
2 2 2

2 15 15

2 2

11 5511

( )
(1 ) 1

e e k
k

c k kc
  

  
                                                                           (7.35) 

 Από τις (7.33) και (7.29) συμπεραίνουμε ότι 2 0A  . Οι 3,u  δίδονται από τις (7.26).  

 

ΕΞΑΝΑΓΚΑΣΜΕΝΗ ΔΟΝΗΣΗ 

Στις εξισώσεις (7.29) θέτουμε 2 0A  , αυτό σημαίνει ότι απομένει η αντισυμμετρική ομάδα 

εξισώσεων μόνο και έχουμε ότι  

15

15
1 2

1515

11
15

11

0

2

cos 2 cos 2 sin
2

sin 2

e

V h Ve
A

ec h e hc h h
e

h h

    




 






                                                          (7.36) 

15

11

1 2

1515

11
15

11

cos 0

2
sin

cos

2cos 2 cos sin
2

sin 2

c h

e
h V

V c h
B

ec h e hc h h
e

h h

 


 

    




 






                                                           (7.37) 

1 11 1 11 112 2
15

11

2 2 ( ) tan
tan

e

V V h
D B

e h h k h
h h

c

 


 
 

          





                (7.38) 
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όπου 
e είναι η πυκνότητα φορτίου (ανά μονάδα επιφανείας) στο ηλεκτρόδιο που 

βρίσκεται στην επιφάνεια 3 h  . Οι 3,u  δίδονται από τις (7.26) και η συχνότητα δόνησης 

της πλάκας είναι αυτή της αρμονικής διέγερσης. 

Η χωρητικότητα ανά μονάδα επιφανείας δίδεται από τη σχέση 

11

22 ( ) tan

e h
C

V h h k h

 

 


 


                                                                                                   (7.39) 

και ισχύουν για αυτή τα εξής 

15 0 11

2

e
C

h

 
                                                                                                                               (7.40) 

0 211 11
02

(1 )
2 2( )

h
C k C

h hh k h

 

 

  
   


, 0C η στατική χωρητικότητα                  (7.41) 

Η σχετική χωρητικότητα mC ορίζεται ως εξής 

0mC C C  =
211

2
(1 )

2 ( ) tan

h
k

h h k h



 

 
  

 

2 11

2

tan

2 ( ) tan

h h
k

h h k h

 

 

 



                     (7.42) 

Η mC εξαρτάται από τον συντελεστή ηλεκτρομηχανικής σύζευξης .  
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ 2 

 

THICKNESS-SHEAR ΔΟΝΗΣΗ ΠΙΕΖΟΚΕΡΑΜΙΚΗΣ ΠΛΑΚΑΣ                                                          

(ΠΛΕΥΡΙΚΗ ΔΙΕΓΕΡΣΗ) 

 

 

 

ΣΧΗΜΑ 7.2 

 

Θεωρούμε πιεζοκεραμική πλάκα πολωμένη κατά τη διεύθυνση 3 . Στις δύο μεγαλύτερες 

επιφάνειές της δεν ασκούνται δυνάμεις και δεν υπάρχουν ηλεκτρόδια . Αλλά εφαρμόζεται 

μία τάση (εκτός πιεζοκεραμικής πλάκας) με αποτέλεσμα να παράγεται ένα ομογενές 

ηλεκτρικό πεδίο (ΣΧΗΜΑ 7.2, [6]) (εντός πιεζοκεραμικής πλάκας)                                         

1( ) i tE t Ee                                                                                                                                     (7.43) 

Το πρόβλημα συνοριακών τιμών είναι το εξής 

, ,, 0ji j i i iu D      (οι εξισώσεις κίνησης και φορτίου)                                                     (7.44) 

,ij ijkl kl kij k i ikl kl ik kc e E D e E         (οι καταστατικές εξισώσεις)                               (7.45) 

, ,

,,
2

i j j i

ij i i

u u
E 


                                                                                                                (7.46) 

3 3 30, 0,j D h       (οι συνοριακές συνθήκες)                                                              (7.47) 

1

i tEe                                                                                                                                       (7.48) 
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Θεωρούμε λύση της μορφής   (thickness-shear δόνηση, πλευρική διέγερση) 

 

2

1 1 3 1 1 3 1 1 3

2 3

( ) ( ) ( )

0

i t i t i tu u e u u e i u u e

u u

           

 
                                               (7.49) 

Οι μη μηδενικές συνιστώσες της παραμόρφωσης και του ηλεκτρικού πεδίου είναι 

1,3 13 12 ,u E E                                                                                                                           (7.50) 

(ο αρμονικός όρος δεν παίζει κάποιον ιδιαίτερο ρόλο)                         

Οι μη μηδενικές συνιστώσες της τάσης και της ηλεκτρικής μετατόπισης (7.45) είναι οι εξής 

13 31 1313 13 113 1 55 13 15 1c e E c e E                                                                                     (7.51) 

1 113 13 11 1 15 13 11 1D e E e E                                                                                                 (7.52) 

Οι ηλεκτρικές συνοριακές συνθήκες (7.47) και η εξίσωση φορτίου (7.44) ικανοποιούνται 

ταυτοτικά 

1,1 0D                                                                                                                                              (7.53) 

3 30,D h                                                                                                                                 (7.54) 

Η εξίσωση κίνησης (7.44) και οι μηχανικές συνοριακές συνθήκες (7.47) λαμβάνουν τη 

μορφή 

2

13,3 1 1313 13,3 1

2 2

1313 1,33 1 55 1,33 1 3,

u c u

c u u c u u h h

   

  

    

       
                                                          (7.55) 

31 13 55 1,3 15 1 30 0,c u e E h                                                                                    (7.56) 

Η γενική λύση της εξίσωσης κίνησης (7.55) είναι η εξής 

1 1 3 2 3sin cosu A A                                                                                                            (7.57) 

όπου οι 1 2,A A είναι οι σταθερές ολοκλήρωσης και
2 2

55
55

cc

                  (7.58) 

Οι συνοριακές συνθήκες (7.47) (μηχανικές και ηλεκτρικές) γράφονται 

13 55 1 3 2 3 15 1 3( cos sin ) 0,c A A e E h                                                            (7.59) 

55 1 2 15 1

55 1 2 15 1

( cos sin ) 0

( cos sin ) 0

c A h A h e E

c A h A h e E

   

   

  

  
                                                                                 (7.60) 

Προσθέτοντας τις (7.60) και μετά αφαιρώντας τη δεύτερη από την πρώτη καταλήγουμε στις 
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55 1 15 1

55 2

cos

sin 0

c A h e E

c A h

 

 




                                                                                                                    (7.61) 

 

ΕΛΕΥΘΕΡΗ ΔΟΝΗΣΗ 

Θεωρούμε ελεύθερες δονήσεις ( 1 0E  ). Για να έχουμε συμμετρικό τρόπο δόνησης της 

πλάκας πρέπει 

από την (7.61.2) μη μηδενική λύση έχουμε όταν  

( )sin 0 , 0,2,4,6,...
2

n n
h h n


                                                                                     (7.62) 

και ορίζονται οι ακόλουθες ιδιοσυχνότητες 

( ) 55 , 0,2,4,6,...
2

n c n
n

h





                                                                                                   (7.63) 

Συνεπάγεται, από τις (7.61),  ότι 1 0A  . Η αντίστοιχη μετατόπιση (7.57) γράφεται 

( )

1 3cos nu    

 

Για αντισυμμετρικό τρόπο δόνησης, από την (7.61.1) έχουμε ότι  

( )cos 0 , 1,3,5,...
2

n n
h h n


                                                                                          (7.64) 

και ορίζονται οι ακόλουθες ιδιοσυχνότητες 

( ) 55 , 1,3,5,...
2

n c n
n

h





                                                                                                         (7.65) 

Συνεπάγεται, από τις (7.61), ότι 2 0A  . Η αντίστοιχη μετατόπιση (7.57) γράφεται 

( )

1 3sin nu   .  

 

ΕΞΑΝΑΓΚΑΣΜΕΝΗ ΤΑΛΑΝΤΩΣΗ 

Για εξαναγκασμένες ταλαντώσεις 15 1
2 1

55

0,
cos

e E
A A

c h 
  . Η μετατόπιση(7.57) δίδεται από  

15 1
1 3

55

sin
cos

i te E
u e

c h


 

 (αντισυμμετρικός τρόπος δόνησης)                              
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ 3 

 

ΑΝΑΚΛΑΣΗ ΑΝΤΕΠΙΠΕΔΟΥ ΚΥΜΑΤΟΣ ΣΕ ΗΜΙΧΩΡΟ 

 

 

 

              (Free space) 

 

ΣΧΗΜΑ 7.3 

 

Θεωρούμε ένα αντεπίπεδο κύμα ( 3 3 1( )u u  ) που προσπίπτει στο επίπεδο σύνορο ενός 

κεραμικού ημιχώρου πολωμένου κατά τη διεύθυνση 3 . Το σύνορο είναι ανένδοτο και δεν 

υπάρχουν ηλεκτρόδια σε αυτό (το ηλεκτρικό πεδίο στον ελεύθερο χώρο δεν το λαμβάνουμε 

υπό όψη) (ΣΧΗΜΑ 7.3, [6]) . 

Το προσπίπτον και το αντανακλώμενο κύμα μαζί , πρέπει να ικανοποιούν τις ακόλουθες 

εξισώσεις και συνοριακές συνθήκες 

2 2

2, 0, 0c u u                                                                                                              (7.66) 

2 ,2 20, 0 0, 0u D                                                                                                        (7.67) 

Για τo προσπίπτον κύμα ισχύουν τα εξής 

1 2exp[ ( sin cos )]u A i a a vt                                                                                          (7.68) 

0                                                                                                                                                  (7.69) 

( v είναι η ταχύτητα του κύματος) 
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και το θεωρούμε δεδομένο . Το προσπίπτον κύμα (μόνο του) ικανοποιεί τις διαφορικές 

εξισώσεις (7.66) αν 

2 2

T

c
v v


                                                                                                                                       (7.70) 

όπου Tv  είναι η ταχύτητα ενός εγκαρσίου κύματος που διαδίδεται σε διεύθυνση κάθετη 

στη διεύθυνση πόλωσης του κεραμικού . Το ηλεκτρικό δυναμικό , η ηλεκτρική μετατόπιση 

και η μηχανική μετατόπιση στο σύνορο  λαμβάνουν τις εξής τιμές 

0 0
e e

u u       
 

                                                                                                (7.71) 

1 2 0D D  , 0u                                                                                                                         (7.72) 

Ομοίως , γράφουμε για το αντανακλώμενο κύμα  

1 2exp[ ( sin cos )]

0

u B i vt    



  


                                                                                   (7.73) 

που ικανοποιεί την (7.70) και αναζητούμε τα ,B  . Η συνοριακή συνθήκη είναι η 0u  . 

Το προσπίπτον και το αντανακλώμενο κύμα ικανοποιούν ήδη τις εξισώσεις (7.66) χωριστά , 

το ίδιο ισχύει και για το άθροισμα τους . Στο σύνορο , το άθροισμα των δύο κυμάτων 

πρέπει να ικανοποιεί την εξής συνθήκη 

1 1exp[ ( sin )] exp[ ( sin )] 0A i a vt B i vt        , 1,t                                           (7.74) 

Η παραπάνω ισότητα συνεπάγεται ότι ,a A B    και με αυτόν τον τρόπο καθορίσαμε 

το αντανακλώμενο κύμα .  
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ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ ΚΑΙ ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ ΓΙΑ ΜΕΛΛΟΝΤΙΚΗ ΕΡΕΥΝΑ 

 

Τα συμπεράσματα που εξάγουμε είναι τα εξής: 

Ο συντελεστής έντασης των τάσεων εξαρτάται σε μεγάλο βαθμό από τη συχνότητα της 

αρμονικής φόρτισης , το είδος της ανισοτροπίας του υλικού και από τη διεύθυνση της 

ρωγμής κατά τους κύριους άξονες ανισοτροπίας. Στην περίπτωση που συνυπάρχουν 

κοιλότητες και ρωγμές στο υλικό, ο συντελεστής έντασης των τάσεων εξαρτάται και από την 

αμοιβαία θέση των ελαττωμάτων. (κεφάλαια 4,5) 

Η συμπεριφορά των ηλεκτρικών και μηχανικών ποσοτήτων εξαρτάται σημαντικά από τη 

συχνότητα της αρμονικής φόρτισης , τη σχετική θέση και το σχήμα των ετερογενειών. 

Επίσης σημαντικό ρόλο παίζουν η θέση, τα μεγέθη των επιφανειακών ηλεκτροδίων και οι 

τιμές των δυναμικών σε αυτά. (κεφάλαιο 6) 

Μία πιεζοκεραμική πλάκα (όταν δονείται ελεύθερα) είτε διεγείρεται κατά μήκος του 

πάχους της (από ηλεκτρόδια στις επιφάνειές της) είτε διεγείρεται πλευρικά, μπορεί να 

δονηθεί κατά συμμετρικό ή αντισυμμετρικό τρόπο. Όταν υπάρχει εξαναγκασμένη δόνηση 

εμφανίζεται μόνο ο ένας τρόπος δόνησης. (κεφάλαιο 7) 

 

Προτάσεις για μελλοντική έρευνα είναι οι εξής: 

 

1) Μελέτη της αλληλεπίδρασης μεταξύ κυμάτων διαφόρων τύπων (π.χ. 

ηλεκτρακουστικών) με ελαττώματα τύπου ρωγμής ή/και κοιλοτήτων εντός 

πιεζοηλεκτρικών μέσων. 

2) Με τη θεμελίωση των ηλεκτροελαστικών εφαρμογών με τις οποίες ασχοληθήκαμε, 

ανοίγει ένα νέο πεδίο έρευνας, στα πλαίσια της Μηχανικής Συζευγμένων Πεδίων, 

που αφορά σε θερμοηλεκτροελαστικές εφαρμογές με την παρεμβολή ενός 

θερμοκρασιακού πεδίου στο πεδίο ορισμού του προβλήματος. 

3) Η μέθοδος συνοριακών στοιχείων (boundary elements method) σε πιεζοηλεκτρικά , 

ρηγματωμένα σώματα ([8], [9]). Με τη μέθοδο αυτή επιτυγχάνουμε την αριθμητική 

επίλυση των ιδιόμορφων ολοκληρωτικών εξισώσεων στις οποίες καταλήγουμε 

(βήμα 4). Τα 3 πρώτα βήματα της προσέγγισης που κάναμε είναι τα εξής: η 

κατασκευή των θεμελιωδών λύσεων των αντιστοίχων εξισώσεων της 

ηλεκτροελαστικότητας (βήμα 1) , η εξαγωγή των ολοκληρωτικών αναπαραστάσεων 

των λύσεων (βήμα 2) και η αναγωγή των τελευταίων σε σύστημα ιδιόμορφων 

ολοκληρωτικών εξισώσεων (βήμα 3). Με τη βοήθεια αυτών των βημάτων 

καταφέραμε να παρουσιάσουμε την αναλυτική επίλυση διαφόρων προβλημάτων 

της ηλεκτροελαστικότητας. 

 

 



 

192 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

193 
 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 

 

(ΜΕΡΟΣ Α)  

 

Ένας τελεστής που ορίζεται ως εξής 

0
0 0

0

1 ( , ) ( )
( ) ( )

L

t t t
K A t t dt

i t t


 




 

                                                                                          (1) 

καλείται ιδιόμορφος τελεστής με πυρήνα τύπου Cauchy [3] , όπου το L  συμβολίζει μία 

λεία γραμμή , τα t  και 0t  είναι σημεία της L , οι συναρτήσεις 0( )A t , 0( , )t t δίδονται στην 

L και ικανοποιούν κάποιες συνθήκες που θα αναφερθούν αργότερα . Η (1) γράφεται και ως 

εξής 

0
0 0 0

0

( ) ( ) 1
( ) ( ) ( , ) ( )

L L

B t t
K A t t dt k t t t dt

i t t i


  

 
  

                                                           (2) 

Όπου  

0 0 0
0 0 0 0

0

( , ) ( , )
( ) ( , ), ( , )

t t t t
B t t t k t t

t t

 
  


                                                                              (3) 

Ο τελεστής 0K , που ορίζεται ως εξής 

0 0
0 0

0

( ) ( )
( ) ( )

L

B t t
K A t t dt

i t t


 


 

                                                                                               (4) 

καλείται κύριο μέρος του τελεστή K , και οι ( ), ( )A t B t συντελεστές του κυρίου μέρους . Η 

συνάρτηση 0

0

( , )t t

t t




λέγεται πυρήνας του τελεστή K .  

Υποθέτουμε τα παρακάτω  

1)Η γραμμή L αποτελείται από πεπερασμένο αριθμό λείων , μη τεμνομένων καμπυλών 

(είτε τόξα είτε/και κλειστές καμπύλες) 

2)Οι συναρτήσεις 0( ), ( , )A t t t (και ( )B t ) ικανοποιούν τη συνθήκη H 

3) Οι συναρτήσεις  

( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )S t A t B t D t A t B t                                                                                              (5)  

δεν μηδενίζονται πουθενά στην L .   
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Σε ορισμένες περιπτώσεις , υποθέτουμε ότι η γραμμή L είναι το σύνορο μίας απλά 

συνεκτικής περιοχής (η συνθήκη αυτή δεν επηρεάζει τη γενικότητα των αποτελεσμάτων) .  

Εξισώσεις του τύπου  

0
0 0 0

0

1 ( , ) ( )
( ) ( ) ( )

L

t t t
K A t t dt f t

i t t


 




  

                                                                           (6) 

καλούνται ιδιόμορφες ολοκληρωτικές εξισώσεις με πυρήνα τύπου Cauchy (που υπόκειται 

στις συνθήκες 1) , 2) , 3) . Η ( )f t είναι μία δεδομένη συνάρτηση και η ( )t είναι η άγνωστη 

συνάρτηση . Η ( )f t υποθέτουμε ότι ικανοποιεί τη συνθήκη H και αναζητούμε λύσεις που 

ικανοποιούν την τελευταία συνθήκη .  

Μέσω της (2) η (6) μπορεί να γραφεί ως εξής 

0
0 0 0 0

0

( ) ( ) 1
( ) ( ) ( , ) ( ) ( )

L L

B t t
K A t t dt k t t t dt f t

i t t i


  

 
   

                                            (7) 

Η εξίσωση  

0 0
0 0 0

0

( ) ( )
( ) ( ) ( )

L

B t t
K A t t dt f t

i t t


 


  

                                                                                (9) 

καλείται η κύρια εξίσωση που αντιστοιχεί στην (6) . 

 

Για να λύσουμε μία ιδιόμορφη ολοκληρωτική εξίσωση εφαρμόζουμε τη μέθοδο 

τετραγωνισμού (quadratures) η οποία μετατρεπεί αυτές τις εξισώσεις σε σύστημα 

γραμμικών αλγεβρικών εξισώσεων.  

 

1) Η προσεγγιστική λύση της ιδιόμορφης ολοκληρο-διαφορικής εξίσωσης που μας δίδεται  

σε λεία ασύνδετα περιγράμματα [1] 

 

Έστω η εξίσωση (παράγραφος (4.1)) 

 
1 1

0 0 0

01 1

( )
( ) ( , ) ( ), 1,1

p
d p G d N


      

 
 


   

                                                                (1) 

Η συνάρτηση 0( , )G   μπορεί να παρουσιάζει αιρόμενη ιδιομορφία.  

Στην (1) προστίθεται η εξής συνθήκη 

1

1

( ) 0p d 


                                                                                                                                        (2) 
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Αναζητώντας τη λύση της ολοκληρο-διαφορικής εξίσωσης στην κλάση συναρτήσεων με 

παραγώγους μη φραγμένες στα άκρα του διαστήματος  1,1 υποθέτουμε ότι 

0
0

2

( )
( ) , ( ) [ 1,1]

1
p


 




    


                                                                                                (3) 

Γράφουμε το πολυώνυμο παρεμβολής του Lagrange για την άγνωστη συνάρτηση 0( )

στη μορφή 

1
0 0

0

1 0 1

0

0

2 1
[ , ] cos( )cos( )

2 1
, ( ),

2

cos ( 1,2,..., )

n n n

m

L m m
n n

n

n

  
 

  

 




 

 



  

      


    

  

  

                                                              (4) 

Όπου  είναι οι ρίζες του πολυωνύμου Chebysev πρώτου είδους [12].  

Εφαρμόζοντας τον τύπο του Gauss στη συνθήκη (2) έχουμε 

1

2
11

( )
( )

1

n

d
n




  
  

 




                                                                                                               (5) 

( 0  ) 

Και λαμβάνουμε 

0

1

0
n


 

                                                                                                                                               (6) 

Στην (4) το τελευταίο άθροισμα μηδενίζεται . Για τον πρώτο όρο της (1) γράφουμε 

1

1

2
11

( ) ( ) ( )
( )

( )1 ( )

n
n

n

U
d

n



 

     
  

    





 
  

                                                                (7) 

Όπου 1
2

sin( arccos )
( ) cos( arccos ), ( )

1
n n

n
n U


  


  


είναι , αντίστοιχα , τα 

πολυώνυμα Chebyshev πρώτου και δευτέρου είδους [12].  

Στα σημεία cos( ), 1,2,..., 1m

m
m n

n


    , που είναι οι ρίζες του πολυωνύμου Chebyshev 

δευτέρου είδους [12] , η (7) συμπίπτει με την (5) 

1

2
11

( ) ( )
, 1,2,..., 1

1 ( )

n

mm

d m n
n



 

    


    

  
 

                                                             (8) 
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Οι (5) και (8) είναι ακριβώς ίδιες άν η ( )  είναι πολυώνυμο με βαθμό μικρότερο ή ίσο του 

2 1n  και 2n , αντίστοιχα.  

Ολοκληρώνοντας την (4) και λαμβάνοντας υπό όψη την (6) βρίσκουμε  

0

11

2
( ) ( )

n

m m

m

p dp S
n



  


                                                                                                        (9) 

1

1

cos( )sin( )n
m

m

l

l l
S

l








 
  

Με τη βοήθεια των (5) και (9) λαμβάνουμε τον τετραγωνικό τύπο 

1

0

2
1 11

2
( ) ( , ) ( , )sin

n n

m k k m

k

p G d S G
n

  



     

 

                                                           (10) 

Χρησιμοποιώντας τους τετραγωνικούς τύπους (5) , (8) , (10) στα ολοκληρώματα της (1) και 

στη (2) και λαμβάνοντας υπό όψη την (6) καταλήγουμε σε ένα σύστημα n γραμμικών 

αλγεβρικών εξισώσεων με άγνωστη τη συνάρτηση 0( ) στους κόμβους της παρεμβολής 

( 1,2,..., )n     

0

1

0

1

, 1,2,..., 1

0

n

m m

n

c m n 









    

 




 

2
1

0

0

2
( , ) sin ( , )

( ), ( )

n

m m k k k m

k

m m

c g S G
n n

N N

  

 

 
   

 



  

   


                                                                        (11) 

Στα σημεία 1   το πολυώνυμο παρεμβολής (4) λαμβάνει τη μορφή 

0

0

1

0

0

1

1 2 1
[ , 1] ( 1) tan

4

1 2 1
[ ,1] ( 1) cot

4

n
n

n

L
n n

L
n n
























    


    




                                                                                    (12) 

Αυξάνοντας το n , το άθροισμα των τριγωνομετρικών πολυωνύμων παρεμβολής συγκλίνει 

στη λύση των εξισώσεων (1) , (2) . 
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2)H προσεγγιστική λύση της ιδιόμορφης ολοκληρωτικής εξίσωσης που μας δίδεται σε 

λεία συνδεδεμένα περιγράμματα [1] 

 

Έστω η ιδιόμορφη ολοκληρωτική εξίσωση δευτέρου είδους [3] (παράγραφος (5.1)) 

2 2

0 0 0 0

00 0

( )
( ) ( ) ( , ) ( ), [0,2 ]

f
f d f F d M

 


        
 

   
                                        (13) 

Ο πυρήνας 0( , )F   δεν έχει παρά μόνο μία αιρόμενη ιδιομορφία , η 0( 2 )M   είναι 

περιοδική συνάρτηση και ικανοποιεί τη συνθήκη Holder [3] (με περίοδο 2 ) .  

Χρησιμοποιούμε τον τύπο τετραγωνισμού 

 
2

*

0

10

2
( ) ( , ) ( ) ( , )

n

j j m

j

g d g
n




        


                                                                             (14) 

Όπου *2 ( 1)
, , 1,2,...,j j j

j
j n

n n

 
  


    , είναι οι κόμβοι παρεμβολής και 

ταξιθεσίας (collocation) , αντίστοιχα .  

Ο τύπος παρεμβολής για τη συνάρτηση ( )f  για περιττό n λαμβάνει τη μορφή 

1

( )1
[ , ] ( )sin cos

2 2

n
j j

m j

j

n
L f f ec

n

   
 



 
                                                                   (15) 

Στους κόμβους ταξιθεσίας (collocation) , 
* ( 1,..., )m m n  , ισχύει 

*

*

1

1
[ , ] ( 1) ( )cos

2

n
m jm j

m j

j

L f f ec
n

 
 




                                                                             (16) 

Λαμβάνοντας υπό όψη τους τύπους (14) , (16) , η (13) μετασχηματίζεται σε σύστημα n

αλγεβρικών εξισώσεων με άγνωστη τη συνάρτηση ( )f  στους κόμβους παρεμβολής 

( 1,2,..., )j j n   

*

0 * *

1

* * *

*

0 *

1
{( 1) cos 2 ( , )}

2

1
( , ) ( , )

( ), ( ), 1,2,...,

n
m jm j

j j m m

j

j m j m

j m

j j m m

f ec F M
n

F F

f f M M m n

 
  

   
 

 






  

 


  



                                                        (17) 

Καθώς το n , η προσεγγιστική λύση συγκλίνει στην ακριβή λύση της (13). 
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3)Η προσεγγιστική λύση της ιδιόμορφης ολοκληρο-διαφορικής εξίσωσης που μας δίδεται 

σε λεία συνδεδεμένα περιγράμματα [1] 

 

Το πολυώνυμο παρεμβολής του Lagrange για τις προς προσδιορισμό συναρτήσεις ( )p  και 

( )f  στους κόμβους 
2 ( 1)

, 1,...,j

j
j N

N





  έχει τη μορφή 

0 0

* *

1

( )1
[{ ( ), }; ] { , }sin cos

2 2

N
j j

N j j

j

N
L p f p f ec

N

   
 



 
                                        (18) 

0

* *( ) ( ), ( )j jp p p p     

0

* *( ) ( ), ( )j jf f f f     

Η (18) ισχύει στην περίπτωση περιττού αριθμού κόμβων διαμέρισης του περιγράμματος C . 

Ολοκλήρωση του πολυωνύμου (18) ως προς την 
* ( )f  με τη βοήθεια της εξίσωσης 

1

sin(2 1) sin 2
2

sin 2

m

k

m x kx
dx x

x k


   

καταλήγουμε στην ακόλουθη έκφραση για τη συνάρτηση *( )f   

0

*

1

1
[ ( ); ] ( )

N

N j j

j

M f f A  


  

                                                                                            (19) 

1

2

1

sin( ( )) sin( )
( ) 2

N

j j

j

k

k k

k

  
 





 
     

Η σταθερά A προσδιορίζεται από τη συνθήκη περιοδικότητας της συνάρτησης *( )f  , η 

οποία λόγω της (19) λαμβάνει τη μορφή 

0

1

0
N

j

j

f


                                                                                                                                             (20) 

Χρησιμοποιώντας τη (19) βρίσκουμε την εξής τετραγωνική μορφή 

2

* 0 * *

* 2
1 1 10

2 2
( ) ( , ) ( , ) ( , )

N N N

j jm m m

j m m

A
f G d f G G

N N


 

       
  

                             (21) 

Όπου ( )jm j m  . Στους κόμβους ταξιθεσίας (collocation) * (2 1)
, 1,...,l

l
l N

N





  , 

(όταν το N είναι περιττό) , το πολυώνυμο (18) λαμβάνει τη μορφή 
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*

* 0

*

1

1
[ ( ); ] ( 1) cos , 1,...,

2

N
l jl j

N l j

j

L p p ec l N
N

 
  




                                                    (22) 

Επίσης , ισχύει ότι (για το ιδιόμορφο ολοκλήρωμα στην (5.18), παράγραφος 5.5 και (6.34) 

παράγραφος 6.5) 

*
0 0

2 ( )
0

* * *
10 00

2
( )Im ( ) Im ( )

( ) ( ) ( ) ( )

li iN

j j

jl j l

e e
f s d f s

N

   
   

       

  
 

                      (23) 

Αντικαθιστώντας τα ολοκληρώματα στην (5.18) από τους τύπους (21) , (23) και 

χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις (19) , (20) , (22) , καταλήγουμε σε σύστημα 2 1N 

αλγεβρικών εξισώσεων με αγνώστους τις τιμές των συναρτήσεων ( )p  και ( )f  στους 

κόμβους παρεμβολής , 1,...,j j N  και τη σταθερά A . 

Η προσέγγιση , μέσω του τύπου (18) , της συνάρτησης ( )f  δεν είναι ακριβώς σωστή διότι 

η συνάρτηση αυτή παρουσιάζει ιδιομορφίες στα άκρα των ηλεκτροδίων  . Όμως , σε κάποια 

απόσταση από τα άκρα , λαμβάνουμε αποτελέσματα που είναι αρκετά ικανοποιητικά . 

Λύνοντας το σύστημα των (5.18) με βάση το παραπάνω σχήμα , λόγω της συνέχειας της 

λύσης του , η προαναφερθείσα μη ακρίβεια δεν υπεισέρχεται .  

Εν κατακλείδι , η προαναφερθείσα διαδικασία διερευνήθηκε κατά την αριθμητική 

προσέγγιση των συνοριακών προβλημάτων της ηλεκτροελαστικότητας για σώματα με 

ελαττώματα και αποδεικνύεται ότι είναι αρκετά ακριβής .  

 

(ΜΕΡΟΣ Β) 

 

Θα παρουσιάσουμε σε αυτό το μέρος κάποιες έννοιες που περιέχονται στην εργασία αυτή 

και είναι ίσως άγνωστες στον αναγνώστη .  

 

(Α) Η συνάρτηση ( )t λέγεται ότι ικανοποιεί τη συνθήκη Holder [3] στο τόξο L  , αν για 

κάθε δύο σημεία 1t , 2t του L ισχύει 

2 1 2 1| ( ) ( ) | | |t t A t t      

Όπου A και είναι θετικές σταθερές . A είναι η σταθερά Holder και  ο δείκτης Holder              

( 0 1  ) . Αν μία συνάρτηση είναι συνεχής κατά Holder (ή ανήκει στην κλάση H) στο τόξο 

L , τότε είναι συνεχής στο τόξο L . 
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(Β) Για την εξίσωση Bessel ([10], [11])
2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 0             υπάρχει η 

εξής μιγαδική βάση 

(1)

(2)

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

H J iY

H J iY

  

  

  

  

 

 
 

(και οι δύο συναρτήσεις έχουν πραγματικά ορίσματα αλλά μιγαδικές τιμές) 

J και Y είναι οι συναρτήσεις Bessel πρώτου και δευτέρου είδους , αντίστοιχα ,  τάξης .  

Οι παραπάνω συναρτήσεις λέγονται συναρτήσεις Hankel πρώτου και δευτέρου είδους 

([10], [11]) , αντίστοιχα ,   τάξης και η λύση της εξίσωσης Bessel γράφεται 

(1) (2)( ) ( ) ( )AH BH       

Οι συναρτήσεις Hankel γράφονται και ως εξής 

1
( )( )

(1) 2
10

1
( )( )0

(2) 2
1

1
( )

1
( )

i

i

te
t

t
t

e

dt
H e

i t

dt
H e

i t







 



 

























       ( μη ακέραιος αριθμός)  

Αφού ο  είναι μη ακέραιος αριθμός , η ολοκληρωτέα συνάρτηση δεν είναι μονότιμη και 

χρειαζόμαστε μία εγκοπή στο μιγαδικό επίπεδο , έστω τον αρνητικό πραγματικό ημιάξονα . 

Το σημείο t i είναι σημείο σάγματος για την 
(1)( )H  ενώ το σημείο t i  είναι σημείο 

σάγματος για την
(2)( )H  .   

 

(Γ) Το κύμα διάτμησης [16] είναι ένα εγκάρσιο κύμα, δηλαδή η μετατόπιση είναι κάθετη στη 

διεύθυνση διάδοσης του κύματος. Το κύμα διαδίδεται εντός του ελαστικού μέσου και όχι 

στην επιφάνεια αυτού (όπως τα επιφανειακά κύματα), και η κύρια δυναμη επαναφοράς 

προέρχεται από διατμητικά φαινόμενα. 

 

(Δ) Θα καταλήξουμε στους τύπους Sokhotskii-Plemelj [3] καθώς ερευνούμε τη 

συμπεριφορά του ολοκληρώματος Cauchy 
1 ( )

2 L

t
dt

i t z



  κοντά στη γραμμή ολοκλήρωσης 

L. Η L θεωρούμε ότι είναι μία λεία γραμμή, δηλαδή, ένωση πεπερασμένου αριθμού μη 

τεμνομένων λείων τόξων ή βρόχων ( είναι μία αναλυτική συνάρτηση στην L). Έστω ότι η L 

είναι βρόχος και ότι η θετική φορά της L επιλέγεται με τέτοιο τρόπο ώστε το πεπερασμένο 

μέρος του επιπέδου, που περικλείεται από την L, να παραμένει αριστερά. Με S 

συμβολίζουμε το μέρος του επιπέδου που ευρίσκεται αριστερά της L και με S


το υπόλοιπο 
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μέρος, δεν περιλαμβάνεται η L ούτε στο S 
ούτε στο S 

. Έστω z ένα οποιοδήποτε σημείο 

του επιπέδου που δεν ανήκει στην L και 0t ένα σημείο της L. Τότε η  

0 01 ( ) ( ) ( ) 1
( )

2 2L L

t t t
z dt dt

i t z i t z

  

 


  

     λαμβάνει την τιμή 

0
0

1 ( ) ( )
( ) ( )

2 L

t t
z dt t

i t z

 





  

    για   z S   

01 ( ) ( )
( )

2 L

t t
z dt

i t z

 




 

    για  z S   

Όταν 0z t , η ( )z  τείνει ομοιόμορφα στα εξής όρια 

0
0 0

0

0
0

0

1 ( ) ( )
( ) ( )

2

1 ( ) ( )
( )

2

L

L

t t
t t dt

i t t

t t
t dt

i t t

 




 








  




 







  

(εξαρτάται από το αν το z καθώς προσεγγίζει το 0t παραμένει αριστερά ή δεξιά της L) 

Αφού η L είναι βρόχος τότε
0

1 1 1

2 2L
dt

i t t


   και λαμβάνουμε τους εξής τύπους 

(Sokhotskii-Plemelj) από τις παραπάνω εξισώσεις 

0 0

0

0 0

0

1 1 ( )
( ) ( )

2 2

1 1 ( )
( ) ( )

2 2

L

L

t
t t dt

i t t

t
t t dt

i t t















  


   






 

 Οι τύποι αυτοί ισχύουν και στην περίπτωση που η L είναι μία τυχαία λεία γραμμή, εφόσο η

( )t ικανοποιεί τη συνθήκη Holder στην L και το 0t δεν συμπίπτει με κάποιο από τα σημεία 

για τα οποία ισχύει 0( ) 0t  . Τέλος, υπάρχουν δύο τύποι που είναι ισοδύναμοι με τους 

τύπους Sokhotskii-Plemelj και έχουν ως εξής 

0 0 0

0 0

0

( ) ( ) ( )

1 ( )
( ) ( )

L

t t t

t
t t dt

i t t







 

 

  

  


 

 

(Ε) Η συνθήκη ακτινοβολίας του Sommerfeld αφορά ένα βαθμωτό πεδίο που ικανοποιεί την 

εξίσωση Helmholtz. Θεωρούμε την εξίσωση Helmholtz 2 2( )k u f    στον nR όπου 

2,3n  είναι η διάσταση του χώρου, f είναι μία δεδομένη συνάρτηση με συμπαγή φορέα 
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και παριστάνει μία πηγή ενεργείας, k είναι ο κυματαριθμός (σταθερά). Μία λύση u της 

εξίσωσης Helmholtz ικανοποιεί τη συνθήκη ακτινοβολίας του Sommerfeld όταν 

(ομοιόμορφη σύγκλιση) 

1

2

| |
lim | | ( ) 0

| |

n

ik u


 






 
  

 
  (όπου είναι η ευκλείδεια νόρμα)   

Υποθέτουμε ότι το αρμονικά (ως προς τον χρόνο) μεταβαλλόμενο πεδίο έχει τη μορφή
i te u

. Αν όμως έχει τη μορφή
i te u

τότε πρέπει να αντικαταστήσουμε το i της συνθήκης 

με το i . Η συνθήκη ακτινοβολίας του Sommerfeld χρησιμοποιείται για να λύσουμε 

μοναδικά την εξίσωση Helmholtz.    
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