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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

Στο δεύτερο µισό του προηγούµενου αιώνα η τεχνολογική ανάπτυξη, που 
σηµειώθηκε, ήταν ραγδαία. Ένας µεγάλος αριθµός τεχνολογικών καινοτοµιών 
κατέκλυσε την αγορά, ενώ ταυτόχρονα, πότε δεν σταµάτησε η αναβάθµισή 
τους. Οι µεγαλύτερες εταιρείες της παγκόσµιας αγοράς δραστηριοποιούνται 
στον τεχνολογικό τοµέα, τροφοδοτώντας την αγορά µε την παραγωγή τους. 
Τα στελέχη των εταιρειών, υπεύθυνα για το marketing των προϊόντων αλλά 
και γενικότερα την οικονοµική πρόοδο της επιχείρησης, καλούνται να 
απαντήσουν σε ερωτήµατα, όπως, είτε πόσο και πότε θα πουλήσουν είτε 
πότε να εξαχθεί στην αγορά η νέα γενιά τεχνολογίας. 

Τα Μαθηµατικά, µέσω των µαθηµατικών µοντέλων, αναλαµβάνουν να 
απαντήσουν σε τέτοια σηµαντικά ερωτήµατα για τη βέλτιστη διάδοση των 
καινοτοµιών. Στην εργασία αυτή, πραγµατευόµαστε το µοντέλο Bass, το 
σηµαντικότερο από τα µοντέλα διάδοσης τεχνολογικής καινοτοµίας. Επίσης, 
εφαρµόζουµε το µοντέλο Bass για να προβλέψουµε τη διάδοση των 
συνδέσεων ADSL στην Ελλάδα, µιας καινοτοµίας που τα τελευταία χρόνια 
έχει εξαπλωθεί σε όλον τον κόσµο, προσφέροντας γρήγορη και συνεχή 
πλοήγηση στον αχανή κόσµο του διαδικτύου. 

Στο πρώτο κεφάλαιο, παρουσιάζεται µια σύντοµη ανάλυση της διαδικασίας 
κατασκευής ενός µαθηµατικού µοντέλου και το λογιστικό µοντέλο 
εφαρµοσµένο στη διάδοση τεχνολογικής καινοτοµίας. Επίσης, αναλύονται τα 
βασικά σηµεία των µαθηµατικών εργαλείων από τον κλάδο της Στατιστικής, τα 
οποία είναι απαραίτητα για την ανάπτυξη και εφαρµογή των µοντέλων. 

Στο δεύτερο κεφάλαιο, αναλύεται ολόκληρη η εργασία του Frank Bass, 
δηλαδή  η θεωρία και η κατασκευή του µοντέλου Bass καθώς και η εφαρµογή 
του σε έντεκα τεχνολογικές καινοτοµίες. Τέλος, αναφέρονται κάποιες 
βελτιώσεις του µοντέλου, µε σηµαντικότερη εκείνη των Srinivasan και Mason. 

Στο τρίτο κεφάλαιο, εισάγεται η έννοια της αντικατάστασης τεχνολογίας µέσω 
του µοντέλου Fisher-Pry και αναλύεται το µοντέλο Norton-Bass, ένα πιο 
πολύπλοκο µοντέλο που εξηγεί τη διάδοση αλλά και την αντικατάσταση της 
τεχνολογίας σε πολλές διαδοχικές γενεές τεχνολογικών προϊόντων και 
βασίζεται στο απλό µοντέλο Bass. 

Στο τέταρτο κεφάλαιο, εφαρµόζεται το µοντέλο Bass στα δεδοµένα µας για τις 
συνδέσεις ADSL στην χώρα µας µε χρήση του στατιστικού πακέτου R ενώ 
αξιολογούνται τα αποτελέσµατα και συγκρίνονται µε άλλες παρόµοιες 
εργασίες που έγιναν για την ελληνική αγορά. 

 

 

 

 



iv 

 

ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 

1 Εισαγωγή  

1.1 Μαθηµατική µοντελοποίηση......................................................... 1 

1.2 Λογιστική εξίσωση - ∆ιάδοση τεχνολογικής καινοτοµίας............. 5 

1.3 Στοιχεία µοντέλων αξιοποιστίας................................................... 7 

1.4 Γραµµική παλινδρόµηση............................................................... 9 

1.5 Μη γραµµική παλινδρόµηση......................................................... 13 

2 Μοντέλο Bass  

2.1 Εισαγωγή 14 

2.2 Θεωρία της αποδοχής και της διάδοσης....................................... 15 

2.3 Βασική υπόθεση του µοντέλου.................................................... 18 

2.4 Κατασκευή του µοντέλου.............................................................. 19 

2.5 Κατάσταση διακριτού χρόνου....................................................... 23 

2.6 Περίπτωση περιορισµένων δεδοµένων...................................... 25 

2.7 Ανάλυση παλινδρόµησης............................................................. 26 

2.8 Αποτελέσµατα της εργασίας του Bass............................................ 27 

2.9 Πρόγνωση µε ελάχιστα δεδοµένα................................................. 35 

2.10 Κριτική µοντέλου........................................................................... 36 

3 Μοντέλο ταυτόχρονης διάδοσης και αντικατάστασης 
σειράς διαδοχικών γενεών τεχνολογίας Bass – Norton 

3.1 Εισαγωγή....................................................................................... 38 

3.2 Μοντέλο αντικατάστασης τεχνολογίας Fisher-Pry....................... 39 

3.3 Ορολογία και υποθέσεις του µοντέλου......................................... 47 

3.4 Ανάπτυξη του µοντέλου................................................................ 48 

3.5 Αποτελέσµατα εγασίας Norton-Bass............................................. 55 

4 Εφαρµογή µοντέλου Bass στις συνδέσεις ADSL 
στην Ελλάδα 

 

4.1 Καινοτοµία ADSL και αριθµητικά δεδοµένα.................................. 63 

4.2 Εφαρµογή µοντέλου µε την µέθοδο OLS...................................... 66 

4.3 Εφαρµογή µοντέλου µε την µέθοδο NLS...................................... 78 

4.4 Σύγκριση των µεθόδων και αποτίµηση των αποτελεσµάτων...... 89 

   

 Βιβλιογραφία.................................................................... 93 



 

1 

 

Κεφάλαιο 1 

Εισαγωγή 
Στο κεφάλαιο αυτό χρησιµοποιήθηκαν οι πηγές [6] και [16] έως [22]. 

1.1 Μαθηµατική Μοντελοποίηση 

Η Μαθηµατική Μοντελοποίηση (Προτυποποίηση) είναι ο κλάδος των 
Μαθηµατικών που επιχειρεί να δηµιουργήσει εξισώσεις (µαθηµατικά πρότυπα 
ή µοντέλα) τα οποία αναπαριστούν ή προσεγγίζουν διαδικασίες που 
προέρχονται από τον πραγµατικό κόσµο. Οι διαδικασίες αυτές µπορεί να 
σχετίζονται µε τη Μηχανική, τη Φυσική, τη Χηµεία, τη Βιολογία, την Ιατρική, 
την Οικονοµία, το Μάρκετινγκ κ.α.. Τα µαθηµατικά µοντέλα είναι ιδιαίτερα 
χρήσιµα καθώς αναπτύσσουν την κατανόηση µας για τον πραγµατικό κόσµο 
αλλά και επιστηµονικά θέµατα, ελέγχουν τις επιδράσεις αλλαγών σε ένα 
σύστηµα καθώς και βοηθούν στην λήψη τακτικών αποφάσεων. Η διαδικασία 
της κατασκευής ενός µαθηµατικού µοντέλου συνίσταται στα εξής βήµατα : 

1. Κατανόηση της διαδικασίας του φυσικού προβλήµατος και 
καθορισµός των βασικών χαρακτηριστικών της. 

Σε αυτό το πρώτο βήµα γίνεται ο ορισµός των βασικών µεταβλητών του 
προβλήµατος και η εύρεση των υπόλοιπων µεταβλητών που επηρεάζουν τις 
βασικές και που είναι δυνατόν να βρίσκονται στο µοντέλο. Ακόµα, γίνεται η 
επιλογή της ακρίβειας του µοντέλου που εξαρτάται από τον σκοπό της 
κατασκευής του µοντέλου. 

2. ∆ηµιουργία αναγκαίων παραδοχών και υποθέσεων για την 
µαθηµατικοποίηση του προβλήµατος. 

Τα προβλήµατα του πραγµατικού κόσµου συνήθως είναι ιδιαίτερα πολύπλοκα 
και τις περισσότερες φορές είναι αδύνατο να εξηγηθούν πλήρως από µια 
σειρά εξισώσεων. Για αυτόν τον λόγο, είναι απαραίτητο να γίνουν κάποιες 
παραδοχές, απλουστεύοντας, έτσι, την µοντελοποίηση του φυσικού 
προβλήµατος. Οι παραδοχές συνοψίζουν τον τρόπο µε τον οποίο λειτουργεί η 
φυσική διαδικασία στα µάτια του µαθηµατικού (διαίσθηση). Είναι πιθανόν οι 
παραδοχές, αυτόµατα, να δηµιουργήσουν την ζητούµενη εξίσωση ή ένα 
µέρος της.  

3. Κατασκευή, µελέτη και λύση εξισώσεων που να περιγράφουν 
ικανοποιητικά το φυσικό πρόβληµα. 

Οι εξισώσεις που θα χρησιµοποιηθούν µπορεί να προϋπάρχουν είτε να 
κατασκευαστούν ειδικά για το υπό εξέταση πρόβληµα. Οι εξισώσεις αυτές, 
εκτός από το ότι θα πρέπει να περιγράφουν ικανοποιητικά το πρόβληµα, είναι 
επιθυµητό να είναι επιλύσιµες είτε αναλυτικά είτε προσεγγιστικά (αριθµητικά ή 
ασυµπτωτικά). Κάποιες από τις µεθόδους που βοηθούν σε αυτό το βήµα είναι 
: 
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i. Η χρήση γνωστών φυσικών αρχών π.χ. διατήρηση της ενέργειας είτε 
γνωστών εξισώσεων π.χ. λογιστική εξίσωση. 

ii. Η διαστατική ανάλυση των ποσοτήτων που υπεισέρχονται στο πρόβληµα 
δηλαδή η µελέτη του πως σχετίζονται µεταξύ τους από άποψη διαστάσεων. 

iii. Η κανονικοποίηση δηλαδή η επιλογή νέων αδιάστατων µεταβλητών και η 
επαναδιατύπωση του προβλήµατος µε τις νέες αυτές µεταβλητές.  

iv. Η µέθοδος της ασυµπτωτικής ανάλυσης δηλαδή η προσέγγιση ή η 
εύρεση της λύσης κάποιας εξίσωσης, για µικρές παραµέτρους. 

v. Η ανάλυση ευαισθησίας δηλαδή η τεχνική µεταβολής των τιµών 
ορισµένων µεταβλητών, για να διερευνηθεί η επίπτωσή τους σε ορισµένες 
άλλες µεταβλητές. 

vi. Η µέθοδος διαταραχών δηλαδή η προσεγγιστική µέθοδος λύσης 
εξισώσεων που περιέχουν µικρούς όρους. 

4. Σύγκριση µε πειραµατικά δεδοµένα και αξιολόγηση των 
αποτελεσµάτων. 

Ο µαθηµατικός οφείλει να ελέγξει τις δυνατότητες του µοντέλου τού, µε το να 
συγκρίνει τα αποτελέσµατα εφαρµογών του µοντέλου του µε πραγµατικές ή 
πειραµατικές µετρήσεις. Από την στιγµή που η απόδοση του µοντέλου δεν 
κριθεί ικανοποιητική τότε απαιτείται η επιστροφή στα βήµατα 1, 2 και 3 µε 
σκοπό την βελτίωση του µοντέλου.    

Τέλος, αξίζει να αναφέρουµε πως τα µαθηµατικά µοντέλα χωρίζονται σε δύο 
µεγάλες κατηγορίες : τα προσδιοριστικά (deterministic) και τα στοχαστικά 
(stochastic) µοντέλα. Στα προσδιοριστικά µοντέλα οι τιµές των 
παρατηρήσεων δεν υπόκεινται σε τυχαίες αποκλίσεις και έτσι έχουµε πάντα 
το ίδιο αποτέλεσµα ξεκινώντας από το ίδιο αρχικό σηµείο. Αντίθετα, στα 
στοχαστικά µοντέλα οι τιµές των παρατηρήσεων περιέχουν σφάλµατα µε 
µέση τιµή 0.  

 

Παράδειγµα : Μονόδροµη Χηµική Αντίδραση 

Έστω ότι επιθυµούµε να µοντελοποιήσουµε τη µονόδροµη χηµική αντίδραση 
δύο ουσιών Α και Β (αντιδρώντα) που παράγουν την ουσία Γ (προϊόν) στην 
οποία απαιτούνται ένα mol από τις ουσίες Α και Β για να παραχθεί ένα mol 
της ουσίας Γ. Μονόδροµη ονοµάζεται η αντίδραση κατά την οποία 
παρατηρείται 100% µετατροπή των αντιδρώντων σε προϊόντα. Η χηµική 
εξίσωση που περιγράφει την αντίδραση µας είναι : 

Α+Β→Γ  
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Συγκέντρωση ενός διαλύµατος ονοµάζουµε τον αριθµό των γραµµοµορίων 
(mol) ανά λίτρο διαλύµατος1. Υποθέτουµε πως όσο µεγαλύτερες είναι οι 
συγκεντρώσεις των αντιδρώντων, έστω [ ]cΑ  και [ ]cΒ , τόσο µεγαλύτερος θα 
είναι ο αριθµός των συγκρούσεων των µορίων τους. Εποµένως, η πιθανότητα 
για τα µόρια της ουσίας Α, όσο και για τα µόρια της ουσίας Β να βρίσκονται 
στην κατάλληλη περιοχή ώστε να αντιδράσουν είναι ίση µε το γινόµενο των 
συγκεντρώσεων τους. Τέλος υποθέτουµε πώς οι συγκεντρώσεις των ουσιών 
Α και Β είναι µικρότερες από την µονάδα ώστε οι πιθανότητες να είναι 
ανεξάρτητες. Τότε ο ρυθµός µεταβολής της αντίδρασης θα είναι : 

                   
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
d t da t d t a t t
dt d t dt
γ β λ β=− =− =                (1.1)  

Όπου,  ( )a t : συγκέντρωση της ουσίας Α ( [ ]cΑ ) την χρονική στιγµή t  

            ( )tβ : συγκέντρωση της ουσίας Β ( [ ]cΒ ) την χρονική στιγµή  t  

            ( )tγ :  συγκέντρωση της ουσίας  Γ ( [ ]c Γ ) την χρονική στιγµή t   

            λ    : σταθερός συντελεστής αναλογίας. 

Με αρχικές συνθήκες : 0(0)a a= , 0(0)β β=  και (0) 0γ = . 

Το αρνητικό πρόσηµο στους ρυθµούς µεταβολής των συγκεντρώσεων των 
ουσιών Α και Β υπάρχει λόγω της µείωσης τους κατά την διάρκεια της 
αντίδρασης ενώ τη στιγµή 0 θεωρούµε πως έχουµε µηδενική ποσότητα 
προϊόντος. 

Η σχέση (1.1) ονοµάζεται νόµος δράσεων των µαζών των Gulberg και 
Waage. 

 

Από τις αρχικές συνθήκες προκύπτουν οι σχέσεις : 

                  0( ) ( )a t a tγ= −   και 0( ) ( )t tβ β γ= −  

Εποµένως, η διαφορική εξίσωση θα γίνει 

0 0

( ){ ( ( ))( ( )),d t t t
dt
γ λ α γ β γ= − −   (0) 0}γ =  ,                      (1.2)  

µε λύση την : 

                                                        

1 Η συγκέντρωση διαλύματος ορίζεται με διάφορους τρόπους, όπως µόρια ανά όγκο, όγκο ανά 
όγκο, µάζα ανά µάζα, µάζα ανά όγκο κλπ. 
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                  0 0
0

0
0 0

0

1 exp( ( ) )( )
1 exp( ( ) )

ta
a

t

λ β αγ τ
λ β α

β

− − −=
− − −

 .                  (1.3)  

 

 

Σχήµα 1.1 

Εφαρµόζοντας το µοντέλο για αρχικές ποσότητες 3 mol ανά λίτρο για την 
ουσία Α και 2 mol ανά λίτρο για την ουσία Β, µπορούµε να δούµε στο σχήµα 
1.1 την πορεία των συγκεντρώσεων των αντιδρώντων και του προϊόντος. 
Παρατηρούµε, πως στο τέλος της αντίδρασης η ουσία Γ έχει συγκέντρωση 2 
mol ανά λίτρο ενώ η ουσία Α έχει συγκέντρωση 0 και η ουσία Β που ήταν σε 
περίσσια ακόµα έχει συγκέντρωση 1 mol ανά λίτρο. Αυτά ήταν αναµενόµενα 
καθώς όλοι οι συντελεστές της χηµικής εξίσωσης µας ήταν ίσοι µε την 
µονάδα. 
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1.2 ∆ιάδοση τεχνολογικής καινοτοµίας - Λογιστική 
εξίσωση 

Το λογιστικό µοντέλο ή µοντέλο Verhulst είναι ένα από τα πλέον διαδεδοµένα 
µοντέλα µε µεγάλο αριθµό εφαρµογών. Χρησιµοποιείται στην βιολογία 
(δυναµική πληθυσµών), στην διάδοση τεχνολογικής καινοτοµίας, στην 
αντικατάσταση τεχνολογίας και σε πολλές άλλες περιπτώσεις. Στην ενότητα 
αυτή θα ασχοληθούµε µε την λογιστική εξίσωση και τις ιδιότητές της στα 
πλαίσια της διάδοσης µιας τεχνολογικής καινοτοµίας. 

Έστω ότι µια τεχνολογική καινοτοµία εισάγεται σε ένα κοινωνικό σύστηµα 
σταθερού πληθυσµού m τη χρονική στιγµή 0t = . Έστω ( )p t  τα άτοµα που 

έχουν υιοθετήσει την καινοτοµία τη στιγµή t . Υποθέτουµε πως το ( )p t  είναι 

µεγάλο ( ( ) 1p t >> ) ώστε να θεωρηθεί διαφορίσιµη συνάρτηση µε πεδίο 

ορισµού το [0, )∞  (
1( )p t C∈ ). Επίσης, υποθέτουµε πως η διάδοση της 

καινοτοµίας µέσα στα πλαίσια του κοινωνικού συστήµατος γίνεται µόνο µέσω 
πληροφόρησης µεταξύ των µελών του συστήµατος και πως τη στιγµή 0 
υπάρχει ένα άτοµο που έχει υιοθετήσει την καινοτοµία, ώστε να είναι δυνατό 
ξεκινήσει η διάδοση ( (0) 1p = ). Η βασική παραδοχή του µοντέλου είναι ότι  ο 
ρυθµός διάδοσης της καινοτοµίας είναι ανάλογος του αριθµού των 
ατόµων που έχουν υιοθετήσει την καινοτοµία και του αριθµού των 
ατόµων που δεν την έχουν υιοθετήσει ακόµη. Με αυτές τις υποθέσεις το 
µοντέλο γίνεται : 

                   
( ){ ( )( ( )),dp t kp t m p t
dt

= −    (0) 1}p = ,           (1.4)   

                 ή     2( ){ ( ) ( ),dp t kmp t kp t
dt

= −    (0) 1}p = . 

Με λύση την : 

                      ( )
1 ( 1) exp( )

m
p t

m kmt
=
+ − −

.                           (1.5)  

Παρατηρούµε στην σχέση (1.4) ότι καθώς ο αριθµός των ατόµων που 
υιοθετούν την καινοτοµία αυξάνεται, ο αρνητικός όρος θα γίνει σηµαντικός και 
θα περιορίσει την αύξηση του πληθυσµού.  

Εύκολα µπορούµε να βρούµε το σηµείο καµπής του ( )p t , που είναι το µισό 
του πληθυσµού (Σχήµα 1.2). 
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( ) 0p t′′ = ⇒  2 0km kp− = ⇒  ( )
2k

mp t =  

Ο αριθµός των ατόµων που έχουν υιοθετήσει την καινοτοµία ( )p t m→  

όταν  t→∞  (Σχήµα 1.2).  

 

`

 

 

Σχήµα 1.2 
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1.3 Στοιχεία µοντέλων αξιοπιστίας 

Έστω συνεχής τυχαία µεταβλητή 0T > , η οποία εκφράζει την διάρκεια ζωής 

µιας µονάδας προϊόντος µε συνάρτηση πυκνότητας ( ),f t  0t > .  Τότε η 
συνάρτηση κατανοµής ορίζεται ως : 

                       0( ) ( ) ( )tF t P T t f u du= ≤ = ∫  

Με τις γνωστές τις ιδιότητες : 

1. 0 ( ) 1,F t≤ ≤  Rt∀ ∈  

2. 1 2( ) ( )F t F t≤  όταν 1 2t t≤  

3. 
0

( ) 0lim
t
F t

→
=  και ( ) 1lim

t
F t

→∞
=  

Ορίζεται, τότε, η συνάρτηση αξιοπιστίας ( )S t  ως η πιθανότητα η διάρκεια 

ζωής να είναι µεγαλύτερη από t  : 

                    ( ) 1 ( ) ( ) ( )tS t F t P T t f u du∞= − = > = ∫ . 

Ακόµη, ορίζεται η συνάρτηση διακινδύνευσης ( )h t  της τ.µ. T  η οποία 

εκφράζει την τάση προς αγορά στο χρονικό διάστηµα ( ,t  ]t tδ+   µε 

δεδοµένη τη µη αγορά έως την στιγµή t :   

Με δεδοµένο ότι  ( ) ( )P t T t t f t tδ δ< ≤ + =   έχουµε : 

( ) ( )
( )

( ) ( )
P t T t t f t t

P t T t t T t
P T t S t

δ δδ < ≤ +
< ≤ + > = =

>
 

Τότε ορίζεται :    
0

( ) / ( ) ( )
( ) lim

( )t

f t t S t f t
h t

t S tδ

δ
δ→

= =  

Εποµένως,        ( )h t
( )

1 ( )
f t
F t

=
−

                                                                              

 

Συνήθως, η συµπεριφορά της συνάρτησης διακινδύνευσης ανήκει στις 
παρακάτω περιπτώσεις : 
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• ( )h t λ=  

• ( )h t  αύξουσα συνάρτηση του t  

• ( )h t  φθίνουσα συνάρτηση του t  

• ( )h t  συνδυάζει τις παραπάνω συµπεριφορές. 

Τέλος, αναφέρουµε πως η αναµενόµενη διάρκεια ζωής είναι : 

                0 0( ) ( ) ( )E T tf t dt S t dt∞ ∞= =∫ ∫ . 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Τ ακολουθεί την εκθετική κατανοµή µε σ.π.π. 

την ( ) ,tf t e λλ −=  0,t >  0λ > . 

Τότε έχουµε για την συνάρτηση αξιοπιστίας  ( ) ( )t
tS t f u du e λ∞ −= =∫    

και για την συνάρτηση διακινδύνευσης         
( )

( )
( )
f t

h t
S t

λ= =  

          

Σχήµα 1.3 
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1.4 Γραµµική Παλινδρόµηση 

Ανάλυση παλινδρόµησης ονοµάζεται η µέθοδος που χρησιµοποιείται για να 
προσδιοριστεί η όποια σχέση υπάρχει µεταξύ δύο ή περισσοτέρων 
ποσοτικών µεταβλητών. Η απλούστερη περίπτωση είναι το απλό γραµµικό 
µοντέλο το οποίο περιλαµβάνει δύο µεταβλητές που συνδέονται µε µια 
γραµµική σχέση. Αν υπάρχουν περισσότερες από δύο µεταβλητές 
αναζητούµε, επίσης, την γραµµική σχέση που συνδέει τις µεταβλητές στο 
λεγόµενο πολλαπλό γραµµικό µοντέλο. 

Έστω ότι έχουµε την µεταβλητή Y  και ζητάµε να την προβλέψουµε από τις 
k  µεταβλητές 1 2, , ..., kX X X . Το γενικό γραµµικό µοντέλο έχει την µορφή 

: 

                 0 1 1 2 2 ... k kY Xβ β β β ε= + Χ + Χ + + + .             (1.6)  

• Η µεταβλητή Y  λέγεται µεταβλητή απόκρισης ή εξαρτηµένη.   

• Οι µεταβλητές 1 2, , ..., kX X X  λέγονται ανεξάρτητες ή προβλέπουσες. 

• Οι 0 1, , ..., kβ β β  λέγονται συντελεστές παλινδρόµησης και είναι 

άγνωστοι ενώ ε  είναι το σφάλµα.   

Για την εύρεση του µοντέλου παλινδρόµησης χρησιµοποιούνται δεδοµένα 
όπου έχουν προκύψει από µια σειρά n  παρατηρήσεων, όπως φαίνεται στον 
πίνακα :   

11 21 1 1

12 22 2 2

1 2

...

...

... ... ... ... ...

...

k

k

n n kn n

x x x y

x x x y

x x x y

 
 
 
 
 
 

                               (1.7)  

 

Από τη σχέση παλινδρόµησης (1.1) και τα δεδοµένα του πίνακα 1.2 
σχηµατίζεται το σύστηµα : 

1 0 1 11 2 21 1 1... k ky x x xβ β β β ε= + + + + +    

2 0 1 12 2 22 2 2... k ky x x xβ β β β ε= + + + + +                            (1.8)  

................................................................... 

0 1 1 2 2 ...n n n k kn ny x x xβ β β β ε= + + + + + . 
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Υποθέτουµε για τα σφάλµατα ότι : 

• Ακολουθούν την Κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 0, δηλαδή 

 
iε ~

2(0, )iN σ  (Υπόθεση κανονικότητας). 

• Έχουν την ίδια διασπορά, δηλαδή  
2( ) ,  1,...,iVar i nε σ= ∀ =   

(Υπόθεση οµοσκεδαστικότητας). 

• Είναι ασυσχέτιστα, δηλαδή  ,( ) 0,i jCov ε ε =  i j≠  (Υπόθεση 

Ανεξαρτησίας). 

Συνοπτικά, µπορούµε να γράψουµε :  ε ~
2(0, )n nσΝ Ι  , όπου 

1, 2( ,..., )nε ε ε ε ⊥=   το διάνυσµα των σφαλµάτων. 

Η µέθοδος που χρησιµοποιείται για τη βέλτιστη λύση του συστήµατος, δηλαδή 
την εύρεση των εκτιµήσεων των συντελεστών παλινδρόµησης, είναι η 
µέθοδος ελάχιστων τετραγώνων, δηλαδή η ελαχιστοποίηση του 
αθροίσµατος των τετραγώνων των σφαλµάτων. Είναι ευκολότερο να 
γράψουµε το µοντέλο µε την βοήθεια πινάκων στην µορφή : 

                                     Y β ε= Χ +                                             (1.9)  

 όπου :  

11 12 1

21 22 2

1 2

1 ...

1 ...

... ... ... ... ...

1 ...

k

k

n n nk

x x x

x x x
X

x x x

 
 
 =
 
 
 

 και     

1 2

0, 1

1, 2

( , ,..., )

( ,..., )

( ,..., )

n

k

n

Y y y y

β β β β

ε ε ε ε

⊥

⊥

⊥

=

=

=

 

Ο πίνακας X  ονοµάζεται πίνακας σχεδιασµού. Με απαίτηση να 

ελαχιστοποιείται το 2

1

n

i
i
ε ε ε⊥

=
=∑  βρίσκουµε τις εκτιµήτριες των 

συντελεστών της παλινδρόµησης. Αν 1( ) [ ]ijc
⊥ −Χ Χ = ,  , 0,...,i j k=   

τότε, 
1ˆ ( )β ⊥ − ⊥= Χ Χ Χ Υ  µε ˆ( )i iE β β=  ,  

2ˆ( )i iiV cβ σ= ,       

και µάλιστα  ˆ
iβ ~ 

2( , )iicβ σΝ . 
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Το µοντέλο, πλέον, µπορεί να γραφτεί σαν ˆˆ βΥ = Χ , όπου Ŷ  είναι η 
εκτίµηση της πραγµατικής τιµής µε δεδοµένες τις τιµές του πίνακα σχεδιασµού 

και ορίζονται τα υπόλοιπα ˆ
i i iε = Υ −Υ . Το άθροισµα των τετραγώνων 

των υπολοίπων συµβολίζεται µε SSE . Όµως, 
2( / ( 1))E SSE n k σ− − =  

και εποµένως το 
2

1

SSE
s

n k
=

− −
 εκτιµά αµερόληπτα τη διασπορά των 

σφαλµάτων. Ονοµάζουµε τυπικό σφάλµα της παλινδρόµησης τη θετική 

τετραγωνική του ρίζα 
1

SSE
s

n k
=

− −
. Όσο µικρότερη είναι, τόσο καλύτερη 

είναι η προσαρµογή του µοντέλου. Το σηµαντικότερο µέγεθος για την 
αξιολόγηση της συµβατότητας του µοντέλου είναι ο συντελεστής 

προσδιορισµού 
2R , ο οποίος εκφράζει το ποσοστό της µεταβλητότητας που 

εξηγείται από το µοντέλο παλινδρόµησης ενώ αν το µέγεθος του δείγµατος 
είναι µικρό σε σχέση µε το πλήθος των ανεξάρτητων µεταβλητών 

χρησιµοποιείται ο διορθωµένος συντελεστής προσδιορισµού 
2R  : 

1

1

2
ˆ( )

1
( )

n

i i
i
n

i i
i

y y
R

y y

=

=

−∑
= −

−∑
    και  1

1

2
ˆ( ) / ( 1)

1
( ) / ( 1)

n

i i
i

n

i i
i

y y n k
R

y y n

=

=

− − −∑
= −

− −∑
 

Τέλος, για να ελέγξουµε την στατιστική σηµαντικότητα των ανεξάρτητων 
µεταβλητών χρησιµοποιούµε τον F - έλεγχο και τους t - ελέγχους. 

 Οι t -έλεγχοι ελέγχουν τις υποθέσεις : 0
ˆ: 0iH β =  µε εναλλακτική την  

1
ˆ: 0iH β ≠  για κάθε συντελεστή ξεχωριστά. Το “στατιστικό ελέγχου” είναι το 

î

ii

t
s c

β
= , το οποίο ακολουθεί την κατανοµή 1n kt − −  υπό την 0H . 

Ο F -έλεγχος είναι ισχυρότερος από τους t -ελέγχους καθώς ελέγχει την 

υπόθεση 0
ˆ: 0iH β =  , 1,...,i k∀ =  µε εναλλακτική την 0

ˆ: 0iH β ≠  για 
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τουλάχιστον ένα i . Το στατιστικό ελέγχου 
0 1

1

( ) /

/ ( 1)

SSE SSE k
F

SSE n k

−
=

− −
 , τότε,  

ακολουθεί την κατανοµή , 1k n kF − −  υπό την 0H . 

Τέλος, µπορούµε να βρούµε και 100(1 )%a−  διαστήµατα εµπιστοσύνης για 

τις εκτιµήτριες των συντελεστών iβ  και των προβλέψεων iΥ  ως εξής : 

1, /2
ˆ( )i n k a iit s cβ − −±      και  1, /2

ˆ( [ ] [ ])i n k a ij ii ijt x c xσ ⊥
− −Υ ±  

όπου i jx , η i  γραµµή του πίνακα X . 

Υπάρχουν πολλά στατιστικά προγράµµατα που µπορούν να διενεργήσουν 
την µέθοδο των ελάχιστων τετραγώνων όπως τα SPSS, Minitab, Matlab, R 

κ.α.. Στην εργασία αυτή, επελέγη να χρησιµοποιηθεί η R, ένα πρόγραµµα το 
οποίο µπορεί οποιοσδήποτε να «κατεβάσει» από το διαδίκτυο, από την 

ιστοσελίδα  http://www.r-project.org. Χρήσιµο είναι, εποµένως, να παρατεθούν 
οι βασικές εντολές που επιστρέφουν τα αποτελέσµατα της παλινδρόµησης. 

result<-lm(y~x1+x2+…) →  µέθοδος ελάχιστων τετραγώνων 

summary(result) →  εκτιµήτριες συντελεστών,F -έλεγχος, t -έλεγχοι, 
συντελεστής προσδιορισµού, διορθωµένος συντελεστής προσδιορισµού, 
τυπικό σφάλµα της παλινδρόµησης  

predict(result, int=”c” ) →  προβλεπόµενες τιµές και 95% διαστήµατα 
εµπιστοσύνης της εξαρτηµένης µεταβλητής 

confint(result) →95% διαστήµατα εµπιστοσύνης για τους συντελεστές της 
παλινδρόµησης 

 

Εξέταση υπολοίπων 

residuals(result) →  τιµές των υπολοίπων 

qqnorm(residuals(result)) →  Εξέταση κανονικότητας υπολοίπων 

plot(result$res,result$fitted) →Εξέταση οµοσκεδαστικότητας υπολοίπων 

plot(1: n,result$res) →  Εξέταση ανεξαρτησίας υπολοίπων 

plot(residuals(result,”partial”)[,i],[x]) →Εξέταση γραµµικότητας υπολοίπων 
(για κάθε ανεξάρτητη µεταβλητή) 

 

http://www.r-project.org/
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1.5 Μη γραµµική παλινδρόµηση 

Πολλές φορές η εξαρτηµένη µεταβλητή δεν εξαρτάται γραµµικά από τις 
ανεξάρτητες µεταβλητές. Τότε η σχέση παλινδρόµησης 1.9 θα πάρει τη µορφή 
: 

                            ( , )Y f X β ε= + .                                               (1.10)  

Οι µεταβλητές ορίζονται όπως στο γραµµικό µοντέλο2 και, φυσικά, για τα 

σφάλµατα ισχύει ότι ε ~
2(0, )n nσΝ Ι . Τότε, η συνάρτηση πιθανοφάνειας 

θα είναι : 

2

1
2 /2 2

( ( , ))
1( ) exp{ }

(2 ) 2

n

i i
i

n

y f x
L

β
β

πσ σ
=

−∑
= − .                          

Για την εύρεση εκτιµητριών îβ  των συντελεστών απαιτούµε τη µεγιστοποίηση 

της συνάρτησης πιθανοφάνειας που ισοδυναµεί µε ελαχιστοποίηση του 
αθροίσµατος των τετραγώνων των σφαλµάτων ( )S β . Εποµένως, 

διαφορίζοντας το ( )S β  ως προς β  παίρνουµε : 

1

( , )( ) 2 ( ( , ))
n

i
i i

i

f xS y f x ββ β
β β=

∂∂ = − −∑∂ ∂
. 

Εξισώνοντας τις µερικές παραγώγους µε 0, έχουµε τις εξισώσεις µε τις οποίες 

βρίσκουµε τις εκτιµήτριες των συντελεστών της παλινδρόµησης îβ  ενώ οι 

διασπορές των εκτιµητριών θα είναι 
2 1ˆ( ) ( )V s F Fβ ⊥ −=   µε { }ijF F=  και 

ˆ( , )
ij

j

f x
F

β
β

∂
=

∂
. Όµοια µε τη γραµµική περίπτωση µπορούµε να φτιάξουµε 

διαστήµατα εµπιστοσύνης για τα µεγέθη µας, να βρούµε τις προβλέψεις των 
τιµών της εξαρτηµένης µεταβλητής καθώς και να ελέγξουµε υποθέσεις µε τη 
βοήθεια των t -ελέγχων. Τέλος, η λύση σε αυτά τα προβλήµατα δίνεται 
αριθµητικά. Στην R εφαρµόζουµε τη µη γραµµική παλινδρόµηση µε την 
εντολή result<-nls(y~formula,start=list(vector)), όπου formula αναφέρεται ο 
αλγεβρικός τύπος της συνάρτησης f και vector το διάνυσµα αρχικών τιµών 
των παραµέτρων. Οι υπόλοιπες εντολές για την ανάλυση των δεδοµένων 
είναι ίδιες µε εκείνες της γραµµικής παλινδρόµησης.  

                                                        

2  Γενικά, οι διαστάσεις του πίνακα σχεδιασμού  Χ  δεν είναι ίδιες με τις αντίστοιχες στο 
γραμμικό μοντέλο. 
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Κεφάλαιο 2 

Μοντέλο Bass 
Το κεφάλαιο αυτό αποτελεί µία ανάλυση της θεωρίας και των 
αποτελεσµάτων της εργασίας Bass Frank M ., ‘‘A New Product 
Growth Model for Consumer Durables ’’, Management Science 15 
(January 1969), 215-227. 

Στο κεφάλαιο αυτό χρησιµοποιήθηκαν οι πηγές [1], [5], [7], [10] έως[12]. 

2.1 Εισαγωγή 

Ο Frank M. Bass (1926 – 2006) δηµοσίευσε το Σεπτέµβρη του 1969 στο 
περιοδικό Management Science την εργασία µε τίτλο « A new product growth 
for model consumer durables ». Η εργασία αυτή έφερε µία επανάσταση στα 
µοντέλα που ασχολούνταν µε τη διάδοση της τεχνολογικής καινοτοµίας, 
αντικαθιστώντας το απλό λογιστικό µοντέλο που µέχρι τότε ήταν το επικρα- 
τέστερο. Η µαθηµατική θεµελίωση του µοντέλου Bass έχει σαν βάση ένα 
συµπαγές θεωρητικό υπόβαθρο όπως είναι η «θεωρία της αποδοχής και της 
διάδοσης» του Everett Rogers. Πρόκειται για ένα κοινωνιολογικού 
περιεχοµένου βιβλίο που υιοθετήθηκε από την επιστήµη του marketing.     
Από την έκδοση της εργασίας και έπειτα, οι περισσότερες δηµοσιεύσεις που 
αφορούν στη διάδοση τεχνολογικής καινοτοµίας περιορίζονται στην 
προσπάθεια βελτίωσης του µοντέλου Bass.  

Το µοντέλο Bass χρησιµοποιείται ευρύτατα, γιατί προσαρµόζεται 
ικανοποιητικά σε διάφορα δεδοµένα και αγορές, µε ιδιαίτερη έµφαση στις νέες 
τεχνολογίες. Βέβαια, η εφαρµογή του µοντέλου αφορά αποκλειστικά προϊόντα 
των οποίων η χρήση διαρκεί και δεν αντικαθίστανται συχνά. Οι τεχνολογικές 
καινοτοµίες συνήθως αποτελούν το ιδανικό παράδειγµα για τέτοιου είδους 
προϊόντα. Η θεωρία δεν αφορά νέες µάρκες ή νεότερα µοντέλα παλιότερων 
προϊόντων αλλά αποκλειστικά καινοτοµίες. Το µοντέλο του Βass επιχειρεί να 
εξηγήσει σε ποια χρονική στιγµή λαµβάνει χώρα µια αρχική αγορά ενός νέου 
προϊόντος (καινοτοµίας) από τους καταναλωτές. Τα αποτελέσµατα δείχνουν 
ότι αρχικά υπάρχει µια εκθετική αύξηση στις πωλήσεις της καινοτοµίας µέχρι 
κάποιο µέγιστο και έπειτα µια εκθετική µείωση, ενώ οι αθροιστικές πωλήσεις 
αναπαριστώνται από µία καµπύλη τύπου s (s-shaped curve). 
 
Αυτό που έκανε το µοντέλο τόσο σηµαντικό, όπως και κάθε επιτυχηµένο 
µοντέλο, ήταν τα εντυπωσιακά αποτελέσµατα που είχε. Ο Bass εφάρµοσε το 
µοντέλο του σε δεδοµένα των δεκαετιών του 1920 έως και του 1960 από 
έντεκα τεχνολογικές καινοτοµίες. Οι περισσότερες εξ αυτών είναι συσκευές 
απαραίτητες για την καθηµερινότητα µας, µέχρι και στις µέρες µας. Οι 
προβλεπόµενες τιµές των πωλήσεων από το µοντέλο βρίσκονταν σε 
εξαιρετική συµφωνία µε τις πραγµατικές τιµές των πωλήσεων. Ακολουθεί µια 
λεπτοµερής παρουσίαση της εργασίας. 
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2.2 Θεωρία της αποδοχής και της διάδοσης 

Ο κοινωνιολόγος Everett Rogers (1931-2004) εξέδωσε ένα πολύ σηµαντικό 
βιβλίο µε τίτλο «Diffusion of innovations ». Σε αυτό το βιβλίο ο Rogers 
δηµιούργησε µια θεωρία για την αποδοχή και τη διάδοση νέων ιδεών ή νέων 
προϊόντων από ένα κοινωνικό σύστηµα. Αυτή η εργασία του Rogers είναι σε 
µεγάλο βαθµό θεωρητική ενώ ο Bass αναφέρει : « ...δεν είναι πάντα εύκολο 
στην θεωρία (του Rogers) να διαχωρίσεις τις υποθέσεις από τα 
συµπεράσµατα. ». Όµως ένα κοµµάτι της θεωρίας αυτής θα παίξει 
καθοριστικό ρόλο στην γέννηση του µοντέλου Bass. Τα τέσσερα βασικά 
στοιχεία της θεωρίας είναι η καινοτοµία, οι δίαυλοι επικοινωνίας, ο χρόνος και 
το κοινωνικό σύστηµα. 

Η καινοτοµία θεωρείται µία ιδέα, µία µέθοδος ή ένα αντικείµενο, που ένα 
άτοµο υποδέχεται σαν κάτι νέο. Ο ρυθµός αποδοχής µιας καινοτοµίας 
καθορίζεται από συγκεκριµένα χαρακτηριστικά της. Αυτά είναι: 

1. Το συγκριτικό πλεονέκτηµα (relative advantage), δηλαδή τα στοιχεία της 
καινοτοµίας, που διακρίνει ένα άτοµο, τα οποία κάνουν την καινοτοµία να 
υπερτερεί σε σχέση µε παρόµοια προϊόντα. 

2. Η συµβατότητα (compatibility), δηλαδή τα στοιχεία της καινοτοµίας που 
είναι συµβατά µε την προσωπικότητα του ατόµου. 

3. Η πολυπλοκότητα (complexity), δηλαδή η δυσκολία µε την οποία µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί η καινοτοµία από ένα άτοµο. 

4. Η δοκιµαστικότητα (trialability), δηλαδή το αν η καινοτοµία µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί από το άτοµο για ένα µικρό χρονικό διάστηµα πριν αγοραστεί. 

5. Η ικανότητα που έχει ένα άτοµο να παρατηρήσει και να κατανοήσει τα 
χαρακτηριστικά της καινοτοµίας (observability). 

Οι δίαυλοι επικοινωνίας είναι τα µέσα από τα οποία ανταλλάσσονται οι 
πληροφορίες µεταξύ των ατόµων, µε θέµα την καινοτοµία. Από την µία, τα 
µέσα µαζικής ενηµέρωσης δηµιουργούν, κατά βάση, γνώση περί της 
καινοτοµίας στα άτοµα, από την άλλη οι διαπροσωπικές σχέσεις είναι 
αποτελεσµατικότερες στο να διαµορφώνουν απόψεις, θετικές ή αρνητικές, για 
την καινοτοµία. 

Ο χρόνος εµπλέκεται στην θεωρία της αποδοχής και της διάδοσης µε 
πολλούς τρόπους. Σύµφωνα µε τον Rogers, σε κάθε άτοµο λαµβάνει χώρα η 
νοητική διαδικασία µέσω της οποίας το άτοµο αποφασίζει για την αποδοχή 
της καινοτοµίας. Η διαδικασία αυτή έχει πέντε στάδια: 

1. Το άτοµο γνωρίζει αρχικά κάποια χαρακτηριστικά της καινοτοµίας. 

2. Το άτοµο σχηµατίζει την άποψη του, υπέρ ή κατά της καινοτοµίας. 

3. Το άτοµο αποφασίζει να αποδεχτεί ή όχι την καινοτοµία. 

4.Το άτοµο κάνει χρήση της καινοτοµίας. 
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5. Το άτοµο αξιολογεί την απόφασή του. 

Όµως για την µαθηµατική σκοπιά της διάδοσης της καινοτοµίας, ο 
σηµαντικότερος τρόπος που εµπλέκεται ο χρόνος είναι η καινοτοµικότητα  
(innovativeness) ενός ατόµου, δηλαδή το πόσο νωρίτερα αποδέχεται νέες 
καινοτοµίες σε σχέση µε άλλα άτοµα. Όλες οι οµάδες του πληθυσµού, κατά 
την κατηγοριοποίηση του Rogers, σύµφωνα µε το σε ποια χρονική στιγµή θα 
αποκτήσουν την καινοτοµία, είναι (Σχήµα 2.1) : 

1. Καινοτόµοι (Innovators) 

Αποτελούν τα πρώτα 2,5% των ατόµων σε ένα κοινωνικό σύστηµα που 
αποδέχονται µια καινοτοµία. Θεωρούνται άτοµα που έχουν πάθος µε τις νέες 
ιδέες και αυτό τους οδηγεί στο να περιορίζουν τις κοινωνικές επαφές τους σε 
άλλους καινοτόµους. Συνήθως είναι άτοµα µε καλή γνώση για τεχνικά 
ζητήµατα και είναι πρόθυµοι να ρισκάρουν την αγορά µιας καινοτοµίας, χωρίς 
να είναι σίγουροι για τα χαρακτηριστικά της. Όµως, ο ρόλος τους στην 
διάδοση της καινοτοµίας είναι σηµαντικός αφού είναι εκείνοι που εισάγουν την 
καινοτοµία εντός των ορίων του κοινωνικού συστήµατος που ανήκουν.  

2. Πρώιµοι Αγοραστές (Early adopters) 

Αποτελούν τα επόµενα 13,5% των ατόµων σε ένα κοινωνικό σύστηµα που 
αποδέχονται µια καινοτοµία. Στα περισσότερα κοινωνικά συστήµατα 
αναφέρονται σαν Opinion Leaders. Σε αντίθεση µε τους καινοτόµους, είναι 
άτοµα ανοικτά στα υπόλοιπα µέλη του συστήµατος. Είναι η οµάδα που 
επηρεάζει, περισσότερο από οποιαδήποτε άλλη, τις άλλες οµάδες ως προς 
την απόφαση για την αποδοχή της καινοτοµίας. Τα υπόλοιπα µέλη του 
συστήµατος, συνήθως, ζητούν την άποψη των πρώιµων αγοραστών και για 
αυτόν τον λόγο, ο ρόλος στην διάδοση της καινοτοµίας είναι πολύ σηµαντικός. 

3. Πρώιµη Πλειοψηφία (Early Majority) 

Αποτελούν τα επόµενα 34% των ατόµων σε ένα κοινωνικό σύστηµα που 
αποδέχονται µια καινοτοµία. Αυτή και η αργή πλειοψηφία είναι οι 
πολυπληθέστερες οµάδες του πληθυσµού. Είναι επίσης σηµαντική οµάδα 
καθώς είναι εκείνη που διαµέσω των διαπροσωπικών επαφών ενώνει τους 
opinion leaders  µε τις υπόλοιπες οµάδες του κοινωνικού συστήµατος.  

4. Αργή Πλειοψηφία (Late Majority) 

Αποτελούν τα επόµενα 34% των ατόµων σε ένα κοινωνικό σύστηµα που 
αποδέχονται µια καινοτοµία. Είναι άτοµα που χαρακτηρίζονται από 
συντηρητικότητα και σκεπτικισµό ως προς την αποδοχή νέων ιδεών και 
πείθονται αφού το µεγαλύτερο µέρος του πληθυσµού έχει ήδη πεισθεί. 
Πείθονται να αποδεχτούν µια καινοτοµία ύστερα από τις εσωτερικές πιέσεις 
του κοινωνικού συστήµατος. 
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5. Αργοπορηµένοι (Laggards) 

Αποτελούν το τελευταίο 16% των ατόµων σε ένα κοινωνικό σύστηµα που 
αποδέχονται µια καινοτοµία. Είναι άτοµα ιδιαίτερα συντηρητικά και πολλοί 
από αυτούς είναι σχεδόν αποκοµµένοι από το υπόλοιπο κοινωνικό σύστηµα. 
Είναι απαραίτητο για εκείνους να είναι απόλυτα βέβαιοι για την χρησιµότητα 
της καινοτοµίας. 

Το τέταρτο κύριο στοιχείο στη διάχυση των νέων ιδεών είναι το κοινωνικό 
σύστηµα. Ένα κοινωνικό σύστηµα ορίζεται ως ένα σύνολο αλληλένδετων 
µονάδων που συµµετέχουν στην επίλυση ενός κοινού προβλήµατος για να 
ολοκληρώσουν έναν κοινό στόχο. Τα µέλη ή οι µονάδες ενός κοινωνικού 
συστήµατος µπορούν να είναι άτοµα, άτυπες οµάδες, οργανώσεις κλπ. Το 
κοινωνικό σύστηµα αποτελεί ένα όριο µέσα στο οποίο µια καινοτοµία 
διαχέεται. 

Συµπερασµατικά, η θεωρία της αποδοχής και της διάδοσης αναφέρει ότι 
κάποια άτοµα αποφασίζουν να αποκτήσουν µια καινοτοµία ανεξάρτητα από 
τις αποφάσεις των υπόλοιπων σε ένα κοινωνικό σύστηµα. Αυτά τα άτοµα 
ονοµάζονται καινοτόµοι ή νεωτεριστές. Σε αντίθεση µε τους καινοτόµους οι 
υπόλοιπες οµάδες του πληθυσµού επηρεάζονται και από τις αποφάσεις των 
υπολοίπων όσον αφορά στην απόκτηση της καινοτοµίας. Λειτουργεί, δηλαδή, 
µια εσωτερική επίδραση σε αυτά τα άτοµα (από στόµα σε στόµα). Η θεωρία 
του Rogers µπορεί να ήταν ατελής και πολύ θεωρητική υπήρξε όµως το 
έναυσµα για να δηµιουργηθεί το µοντέλο του Bass και µέχρι σήµερα να 
αποτελεί το πιο επιτυχηµένο µοντέλο στην διάδοση της τεχνολογικής 
καινοτοµίας.  

 

ΣΧΗΜΑ 2.1 (Πηγή : [5]) 
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2.3 Βασική υπόθεση του µοντέλου 

Ο Bass άθροισε τις οµάδες του πληθυσµού από (2) έως (5) που 
κατασκευάστηκαν παραπάνω και τους ονόµασε Μιµητές. Εποµένως, οι 
µιµητές είναι η πληθυσµιακή οµάδα που η απόφασή της για το αν θα 
αποκτήσει την καινοτοµία εξαρτάται από τις αποφάσεις του υπόλοιπου 
πληθυσµού. Σε αντίθεση, οι καινοτόµοι αποφασίζουν να αποκτήσουν την 
καινοτοµία τελείως ανεξάρτητα από τα υπόλοιπα µέλη της κοινωνίας. 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, για να προχωρήσει η µαθηµατικοποίηση του 
προβλήµατος θα δώσουµε τους αρχικούς ορισµούς για να βρεθούµε σε θέση 
να γράψουµε τη βασικότερη υπόθεση πάνω στην οποία βασίζεται ολόκληρο 
το µοντέλο και απαιτεί λεπτοµερή εξέταση. 

Ας ορίσουµε την συνεχή τυχαία µεταβλητή T  σαν τον χρόνο που συµβαίνει 
µια αγορά συγκεκριµένης καινοτοµίας για πρώτη φορά από κάποιον 
καταναλωτή. Η T  έχει συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ( )f t  και 

συνάρτηση κατανοµής ( )F t  µε ( )F t ( )P T t= ≤
0

( )t f u du= ∫  και 

(0) 0F = .   

Τότε υποθέτουµε πως η πιθανότητα, έστω ( )P t , να συµβεί µία πρώτη αγορά 

προϊόντος σε χρόνο t  µε δεδοµένο ότι καµία άλλη αγορά δεν έχει γίνει ήδη 
είναι µία γραµµική συνάρτηση του αριθµού των προηγούµενων αγοραστών. 
∆ηλαδή : 

( )P t  = p  + 
q
m

( )Y t                                            ( )2.1  

 p  , 
q
m

 : σταθεροί συντελεστές 

( )Y t       : αριθµός των αγοραστών στο διάστηµα [0, )t  

 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 

1.Την στιγµή 0t = , προφανώς δεν υπάρχουν προηγούµενοι αγοραστές, 

δηλαδή (0) 0Y = . Εποµένως, 

        (2.1) (0)P⇒  = p  + 
q
m

(0)Y  ⇒ (0)P  = p .  

∆ηλαδή, p  είναι η πιθανότητα να γίνει µία αρχική αγορά την στιγµή 0t =  και 
άρα το µέγεθος του p  δηλώνει την επιρροή των καινοτόµων στη  
διάδοση της καινοτοµίας και ονοµάζεται συντελεστής καινοτοµίας. 
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2.Το γινόµενο 
q

m
( )Y t  δηλώνει τις πιέσεις που δέχονται οι µιµητές καθώς ο 

αριθµός των προηγούµενων αγοραστών ( )Y t  αυξάνεται. Ο q  ονοµάζεται 
συντελεστής µίµησης. 
 

3. Η υπόθεση που περιγράφεται από την σχέση (2.1) αποτελεί την 
µαθηµατική µορφή της θεωρίας του Rogers που στηρίζονταν σε 
κοινωνιολογική έρευνα ενώ εµπειρικά και λογικά φαίνεται αληθοφανής. 

4. Η επόµενη υπόθεση που πρέπει να γίνει είναι ότι m θα είναι ο πιθανός 
αριθµός πρώτων αγορών και εφόσον ασχολούµαστε µε προϊόντα που δεν 
αγοράζονται συχνά (π.χ. τεχνολογικά) ο αριθµός αυτός θα συµπίπτει µε τον 
αριθµό των πιθανών αγοραστών. Ουσιαστικά, m είναι το µέγεθος της 
αγοράς. 

 

2.4 Κατασκευή του µοντέλου 

Θα εισάγουµε µία έννοια από την θεωρία µοντέλων αξιοπιστίας (βλέπε 1.3), 
τροποποιώντάς την, ώστε να αφορά στην δική µας τυχαία µεταβλητή T ,  η 
οποία θα µας βοηθήσει να αναπτύξουµε το µοντέλο Bass. 

Η συνάρτηση διακινδύνευσης ( )h t  της τ.µ. T  εκφράζει την τάση προς 

αγορά στο χρονικό διάστηµα ( ,t  ]t tδ+   µε δεδοµένη την µη αγορά έως την 

στιγµή tκαι ισχύει ότι :  ( )h t
( )

1 ( )
f t
F t

=
−

.                                          (2.2)                    

Άµεσα, παρατηρούµε ότι η συνάρτηση διακινδύνευσης από τον ορισµό της 
ταυτίζεται µε την πιθανότητα ( )P t  που ορίσαµε στην βασική υπόθεση του 
µοντέλου και περιγράφεται στην σχέση (2.1). Άρα, εξισώνοντας τις σχέσεις 
(2.1) και (2.2) παίρνουµε : 

( )P t = ( )h t ⇒ p  + 
q
m

( )Y t  
( )

1 ( )
f t
F t

=
−

 

                     ⇒ ( )f t = ( )( ) 1 ( )
q

p Y t F t
m

 + − 
 

                 ( )2.3  
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Έστω ( )S t  ο αριθµός αγοραστών την στιγµή t . Ισχύουν ότι  m ο αριθµός 

πιθανών αγοραστών και ( )f t  η πιθανότητα αγοράς την στιγµή t  που 

συµπίπτει µε το ποσοστό αγοραστών την ίδια στιγµή. Επίσης, m− ( )Y t  ο 

αριθµός πιθανών αγοραστών που αγοράζουν για πρώτη φορά και ( )P t  το 
αντίστοιχο ποσοστό. Τότε : 

                ( )S t  ( ) ( )[ ( )]mf t P t m Y t= = − .                                (2.4) 

Τότε ο συνολικός αριθµός αγοραστών στο διάστηµα (0, )t  είναι :    

( )Y t  = 0 ( )t S u du∫ = 0 ( )tmf u du∫ 0 ( )tm f u du= ∫  ( )mF t= . (2.5)  

Εποµένως από το δεύτερο σκέλος της (2.4) :  

(2.4)⇒ ( )S t ( )[ ( )] [ ( )][ ( )]
q

P t m Y t p Y t m Y t
m

= − = + −  

            ⇒   
2( ) ( ) ( ) ( )

q
S t pm q p Y t Y t

m
= + − −  .                 (2.6)   

   

Η σχέση (2.6) είναι πάρα πολύ σηµαντική καθώς µας δίνει τη σχέση ανάµεσα 
στις πωλήσεις σε µια χρονική στιγµή και των πωλήσεων που είχαν γίνει µέχρι 
τη στιγµή αυτή. Με άλλα λόγια, µας δίνει την δυνατότητα πρόβλεψης των 
πωλήσεων µε βάση τις πωλήσεις που έχουν γίνει ήδη. Λεπτοµερέστερη 
ανάλυση παρατίθεται παρακάτω. 

 

Από την σχέση (2.3) µε την βοήθεια της (2.5) έχουµε : 

( ) [ ( )][1 ( )]f t p qF t F t⇒ = + −                    

2( ) ( ) ( ) ( )f t p q p F T qF T⇒ = + − −  

⇒                   
2( )

dF
p q p F qF

dt
= + − −  .                           (2.7)  

 

Αυτή είναι µία µη γραµµική διαφορική εξίσωση πρώτου βαθµού και θα την 
ονοµάζουµε διαφορική εξίσωση Bass. 
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Παρατηρούµε, επίσης, ότι είναι µια γενικότερη µορφή της λογιστικής εξίσωσης 
αφού για 0p=  παίρνουµε άµεσα την λογιστική εξίσωση 

2dF
aF bF

dt
= −    µε συντελεστές a b q= = .  

 

Η λύση της διαφορικής εξίσωσης µε (0) 0F =  είναι 

             

( )

( )

1
( )

1

p q t

p q t

e
F t

q
e
p

− +

− +

−
=

+
.                                                 (2.8)  

Από την (2.8) βρίσκουµε και τις λύσεις των ( )f t  και ( )S t  που είναι : 

 

( )f t =
( )2

( ) 2

( )

(1 )

p q t

p q t

p q e
qp e
p

− +

− +

+

+
                               (2.9)  

( )S t =
( )2

( ) 2

( )

(1 )

p q t

p q t

m p q e
qp e
p

− +

− +

+

+
 .                           (2.10)  

∆ιαφορίζοντας την ( )S t  µπορούµε να βρούµε τον χρόνο µεγιστοποίησης των 

πωλήσεων 
*t : 

( )S t′ =

( )( )

( ) 3

( 1)

( 1)

p q tp q t

p q t

q
e e

p
q
e
p

− +− +

− +

−

+
                                      

 

Εξισώνοντας µε το 0 : 
*( ) 0S t′ = ⇒     * 1

t
p q

=
+

ln( )
q
p
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Ενώ οι µέγιστες πωλήσεις είναι :     

2
* ( )

( )
4

m p q
S t

q
+

=  

• Αν *1 [0, )
q

q p t
p
> ⇒ > ⇒ ∈ ∞  στο οποίο είναι ορισµένη η 

συνάρτηση ( )S t  και 
*( ) 0S t′′ > , τότε  το 

*t  είναι σηµείο τοπικού 

µεγίστου της ( )S t . (Σχήµα 2.2(α)) 

• Αντίθετα αν *1 0
q

t
p
≤ ⇒ <   και η ( )S t  είναι φθίνουσα στο πεδίο 

ορισµού της. (Σχήµα 2.2(β)) 

 

 

Σχήµα 2.2 
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Τέλος, µπορούµε να υπολογίσουµε και τον αναµενόµενο χρόνο αγοράς :                

0
1

( ) ( ) ln( )
p q

E T tf t dt
q p

∞ +
= =∫ . 

Από τις σχέσεις στις οποίες καταλήξαµε µπορούµε να συµπεράνουµε κάποια 
χαρακτηριστικά του µοντέλου για επιτυχηµένα νέα προϊόντα: 

1. Πρακτικά, ο συντελεστής µίµησης θα πρέπει να είναι αρκετά µεγαλύτερος 
από τον συντελεστή καινοτοµίας. 

2. 
*

0
*( ) ( )

2
t q p

Y t S t dt m
q
−

= =∫  εποµένως οι πωλήσεις 

µεγιστοποιούνται  όταν οι αθροιστικές πωλήσεις προσεγγίζουν το 
2
m

 .  

2.5 Κατάσταση διακριτού χρόνου  

Το βασικό µοντέλο που περιγράφεται από τη σχέση (2.6) συνδέει τις 
πωλήσεις την στιγµή t  µε τις αθροιστικές πωλήσεις µέχρι την στιγµή αυτή. 
Είναι λογικό ότι, αν και θεµελιώσαµε το µοντέλο µε τον χρόνο σαν µία συνεχή  
µεταβλητή, είναι πρακτικά αδύνατο να γίνουν µετρήσεις των πωλήσεων και 
κατ’ επέκταση εκτίµηση των παραµέτρων της εξίσωσης µε συνεχή τρόπο. 
Κατά βάση οι µετρήσεις των πωλήσεων γίνονται ανά τρίµηνο, εξάµηνο ή έτος.  
Για αυτόν ακριβώς τον λόγο πρέπει να βρεθεί ένας τρόπος να εκφράσουµε 
την σχέση (2.6) σε διακριτή µορφή. Ο Bass χρησιµοποιεί την εξής διακριτή 
προσέγγιση : 

                
2

1 1t t tS a bY cY− −= + +  ,  2,3,...t =                     (2.11)  

( )tS S t=            οι πωλήσεις την περίοδο  t  

1
1

1

t
t i

i
Y S

−
−

=
= ∑     οι αθροιστικές πωλήσεις µέχρι την περίοδο 1t − . 

Τότε, η a  θα είναι η εκτιµήτρια του pm , η b  θα είναι η εκτιµήτρια του 

q p−  και η c  του 
q

m
 . 

Αφού βρούµε τις εκτιµήσεις των παραµέτρων , ,a b c τότε µπορούµε να 
βρούµε τις εκτιµήσεις των συντελεστών , ,p q m  λύνοντας το παρακάτω 3x3  
σύστηµα εξισώσεων : 
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     {a pm

b q p

q
c

m

=

= −

=
            

⇔
     

2 4
2

{
a

p
m

q mc

b b ca
m

c

=

= −

− − −
=

                              

 

Εδώ, ουσιαστικά, η υπόθεση που κάνει ο Bass είναι ότι αντικαθιστά το 

0
( )

t
S u du∫  µε το άθροισµα 

1

1

t

i
Si

−

=
∑ . Αυτή η υπόθεση έχει βάση µόνο στην 

περίπτωση πολλών δεδοµένων (παρατηρήσεων). 

Μια σηµαντική παρατήρηση που θεµελιώνει την προσέγγιση διακριτού 
χρόνου είναι η παρακάτω. Γράφουµε τις πωλήσεις σαν συνάρτηση των 
αθροιστικών πωλήσεων : 

2
1 1 1( )t t t tS S Y a bY cY− − −= = + + . 

∆ιαφορίζοντας και θέτοντας µε 0 παίρνουµε : 

1
1

1

( )
0 2 0t

t
t

dS Y
b cY

dY
−

−
−

= ⇒ + = ⇒ 

* *
1

( )
( )

2 2t
b q p

Y m Y t
c q−

−
= − = = . 

Ταυτόχρονα, 

2 2 2
* *

1
( )

( ) ( )
2 4 4t t
b b p q

S Y a m S t
c c q−

+
= − + = = . 

 

Εποµένως, η µέγιστη τιµή του S σαν συνάρτηση του χρόνου συµπίπτει µε 
την µέγιστη τιµή του S  σαν συνάρτηση των αθροιστικών πωλήσεων. 
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2.6 Περίπτωση περιορισµένων δεδοµένων 

Στην περίπτωση πολύ περιορισµένων δεδοµένων µία άλλη διαδικασία 
ακολουθείται. Το µοντέλο Bass προτείνει µε τα µεγέθη πωλήσεων και 
αθροιστικών πωλήσεων ορισµένα, όπως προηγουµένως : 

2
1 1( ) ( )t t tS a bk t Y ck t Y− −= + +   

 όπου 

1

( )
( )

t

Y t
k t

Y −
= .  

Για µικρές τιµές των p  και t  η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας που έχει 
κατασκευαστεί είναι προσεγγιστικά εκθετική. Για την εκθετική κατανοµή ισχύει 
πως : 

1
( ) [ ( 1) ( )]f x F x F x

k
= + −   και  (0) 0F = . 

Από γνωστό θεώρηµα της στατιστικής συνεπάγεται ότι :  

    
1

0

1
( ) ( )

x

t
f t F x

k

−

=
=∑ . 

Μετά από πολλές πράξεις και προσεγγίσεις, που δεν έχει νόηµα να 

παρατεθούν εδώ, καταλήγουµε στην τιµή του k  :  

( ) 1p qe
k

p q

+ −
=

+
. 

Εποµένως, 1 1' 't t tS a b Y c Y− −= + +  , µε  ' ,b kb=  2'c k c=   

Η εύρεση των συντελεστών , ,p q m  γίνεται όπως στην περίπτωση πολλών 
παρατηρήσεων (µε λίγο πιο πολύπλοκο 3x3 σύστηµα).  
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2.7 Ανάλυση παλινδρόµησης  

Η εκτίµηση των παραµέτρων γίνεται µε την µέθοδο της ανάλυσης 
παλινδρόµησης, της οποίας η θεωρία έχει αναφερθεί συνοπτικά στο πρώτο 
κεφάλαιο. Η πρώτη µέθοδος µε την οποία µπορούν να εκτιµηθούν οι 
παράµετροι είναι η γραµµική παλινδρόµηση δηλαδή η µέθοδος των συνήθων 
ελάχιστων τετραγώνων OLS (ordinary least squares).                                     
Ο Bass χρησιµοποίησε την µέθοδο αυτή µέσω της σχέσης (2.11) θέτοντας 

1 1tY X− =  και 
2

1 2tY X− = . 

Έτσι, κατασκευάζει τη σχέση (1.1) µε δύο ανεξάρτητες µεταβλητές 1 2,X X  : 

1 2tS a bX cX= + +  

Σε µετέπειτα έρευνες για την εκτίµηση των παραµέτρων του µοντέλου 
αναφέρθηκαν πολλές νέες µέθοδοι, όπως η µέθοδος εκτίµησης µέγιστης 
πιθανοφάνειας των Schmittlein και Mahajan [11], οι οποίοι αναφέρουν 
«...δηµιουργείται ένα σφάλµα µε την µέθοδο OLS, καθώς χρησιµοποιούνται 
διακριτές χρονοσειρές για να εκτιµηθεί ένα µοντέλο συνεχούς χρόνου.». 

Τελικά, η εργασία των Srinivasan και Mason του 1986 µε τίτλο «Nonlinear 
least squares estimation of new product diffusion models» [12] έφερε την 
µέθοδο NLS  των µη γραµµικών ελάχιστων τετραγώνων, η οποία είναι πλέον 
κοινώς αποδεκτό πως είναι η καλύτερη δυνατή για την εκτίµηση των 
παραµέτρων. Η προτεινόµενη σχέση παλινδρόµησης είναι : 

1( ) [ ( ) ( )]i i iS i m F t F t ε−= − +    ή                                              (2.12)  

 

1

1

1 exp(( ) ) 1 exp(( ) )( ) [ ]
1 exp(( ) ) 1 exp(( ) )

i i
i

i i

p q t p q tS i m q qp q t p q t
p p

ε−

−

− − − − − −= − +
+ − − + − −

Όπως έχουµε αναφέρει στην ενότητα 1.5 οι λύσεις της µεθόδου προκύπτουν 
αριθµητικά και εποµένως απαιτούνται κάποιες αρχικές τιµές για τις 
παραµέτρους. Οι Srinivasan και Mason αναφέρουν πως πολύ καλές αρχικές 
τιµές µπορούν να αποτελέσουν οι εκτιµήτριες από την µέθοδο OLS. 

Αυτή η µέθοδος, εκτός από το γεγονός ότι έχει αποδειχθεί ακριβέστερη στην 
πλειοψηφία των περιπτώσεων καινοτοµιών, µας επιτρέπει να βρούµε τυπικά 
σφάλµατα και κατ’ επέκταση διαστήµατα εµπιστοσύνης για τις παραµέτρους 

, ,p q m . Είναι απαραίτητο να αναφέρουµε πως πρόκειται, ουσιαστικά, για ένα 
νέο µοντέλο βασισµένο στο µοντέλο Bass καθώς η σχέση (2.12) 
χρησιµοποιείται, όχι µόνο για την εκτίµηση των παραµέτρων αλλά και για 
πρόβλεψη των τιµών των πωλήσεων. 
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2.8 Αποτελέσµατα της εργασίας του Bass 

Με στόχο να ελέγξει την ορθότητα του µοντέλου τού, ο Bass χρησιµοποίησε 
ετήσια δεδοµένα από έντεκα τεχνολογικές καινοτοµίες. Η περίοδος της 
ανάλυσης επιλέχθηκε κατάλληλα ώστε ο παράγοντας των αγορών 
αντικατάστασης να επηρεάζει τα δεδοµένα στο ελάχιστο. 

Τα αποτελέσµατα της ανάλυσης παλινδρόµησης για την σχέση (2.11) για τα 
δεδοµένα απεικονίζονται στον Πίνακα 2.1. Το πρώτο που παρατηρεί κάποιος 

στον πίνακα είναι οι τιµές του συντελεστή προσδιορισµού 
2R  , οι οποίες 

βρίσκονται σε ιδιαίτερα ικανοποιητικό επίπεδο. Οι υψηλές τιµές του 
συντελεστή προσδιορισµού δείχνουν πως υπάρχει καλή προσαρµογή των 
ελάχιστων τετραγώνων στο µοντέλο παλινδρόµησης. Εν συνεχεία, βλέπουµε 
πως οι εκτιµήτριες των συντελεστών , ,p q m  είναι λογικές σε σχέση µε τον 
τρόπο που έχει θεµελιωθεί το µοντέλο. Όλοι οι συντελεστές είναι θετικοί,  
δηλαδή η παλινδρόµηση έδωσε αρνητικές τιµές για κάθε καινοτοµία στην 

παράµετρο c  και θετικές στις παραµέτρους ,a b . Ταυτόχρονα, η τάξη 
µεγέθους του συντελεστή m, ο οποίος υποδεικνύει το µέγεθος της αγοράς, 
ήταν η αναµενόµενη. Τέλος, επιβεβαιώθηκε το συµπέρασµα της θεωρίας του 
µοντέλου για επιτυχηµένες καινοτοµίες καθώς η τιµές του συντελεστή µίµησης 
q  ήταν καθαρά µεγαλύτερες από τις αντίστοιχες τιµές του συντελεστή 
καινοτοµίας p . 

Στο σχήµα 2.3 µπορούµε να συγκρίνουµε άµεσα τις τιµές των πραγµατικών 
πωλήσεων και των προβλεπόµενων, από την ανάλυση παλινδρόµησης , 
τιµών των πωλήσεων στην περίπτωση των απλών ψυγείων (home freezers) 
και της ασπρόµαυρης τηλεόρασης (black & white television) την περίοδο 
1947-1961. Φαίνεται πως οι εξισώσεις παλινδρόµησης περιγράφουν την 
γενική τάση της πορείας των πωλήσεων σε πολύ καλό βαθµό. Αυτό συµβαίνει 
για όλες τις καινοτοµίες του πίνακα 2.3. Οι αποκλίσεις µπορούν να εξηγηθούν 
σε µεγάλο βαθµό από τις βραχυπρόθεσµες αποκλίσεις εισοδήµατος την 
περίοδο ενδιαφέροντος. 
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TABLE I 

  Growth Model Regression Results for Eleven Consumer Durables 

Product Period 2R  
3(10 )m  p  q  

Electric 
Refrigerators 

1920 
1940 0.903 40001 0.002617 0.21566 

Home Freezer 1946 
1961 0.742 21973 0.018119 0.17110 

Black-White 
Television 

1946 
1961 0.576 96117 0.027877 0.25105 

Water 
Softeners 

1946 
1961 0.919 5793 0.017703 0.29695 

Room Air 
Conditioners 

1946 
1961 0.911 16895 0.010399 0.41861 

Clothes 
Dryers 

1948 
1961 0.896 15092 0.017206 0.35688 

Power Lawn-
mowers 

1948 
1961 0.932 44751 0.009184 0.33790 

Electric Bed 
Coverings 

1949 
1961 0.976 76589 0.005876 0.24387 

Automatic 
Coffee Makers 

1946 
1961 0.883 58838 0.017135 0.30145 

Steam irons 1949 
1960 0.828 55696 0.028632 0.32791 

Recover 
Players 

1952 
1961 0.899 21937 0.024796 0.65410 

 

Data Sources: Economic Almanac, Statistical Abstracts of the U.S., Electrical 
Merchandising, and Electrical Merchandising Week. 

ΠΙΝΑΚΑΣ 2.1 : (Πηγή : [1]) 

  

 

 



Σχήµατα
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Σχήµατα 2.3 (α),(β) (Πηγή : [1])                                                                  
(Επανασχεδιασµένο στην R)  
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Ακόµη µια θεαµατική επιτυχία του µοντέλου είναι η πρόβλεψη της χρονικής 

στιγµής των µέγιστων πωλήσεων * 1
t

p q
=

+
ln( )
q
p

  και της τιµής τους 

2
* ( )

( )
4

m p q
S t

q
+

=  .  

Είναι λογικό να χρησιµοποιηθεί ο χρόνος t  σαν µεταβλητή και οι εκτιµήσεις 
των παραµέτρων από την παλινδρόµηση (Πίνακας 2.1). Η λογική παραδοχή - 
προσαρµογή  που κάνει ο Bass για να συγκρίνει την προβλεπόµενη τιµή 
µεγίστου  µε την πραγµατική τιµή µεγίστου είναι ότι ορίζει σαν την χρονική 
περίοδο 1, την περίοδο κατά την οποία οι πωλήσεις είναι ίσες ή ξεπερνούν το 
γινόµενο pm  για πρώτη φορά.  

Για παράδειγµα, στην περίπτωση της ασπρόµαυρης τηλεόρασης η χρονική 
περίοδος 1t =  ορίζεται το έτος 1949 όπως φαίνεται στο σχήµα 2.4. Αυτή η 
παραδοχή προκύπτει σαν συνέπεια  της σχέσης (2.11) : 

2
1 1t t tS a bY cY− −= + +

0
(0) (0)

t
S a S pm

=
= ⇒ =⇒ .          (2.13)  

Τα αποτελέσµατα βρίσκονται στον πίνακα 2.2 και είναι εντυπωσιακά. Οι 
προβλεπόµενες τιµές των χρονικών τιµών µε µέγιστες πωλήσεις 
προσεγγίζουν µε µεγάλη ακρίβεια τις πραγµατικές χρονικές στιγµές µέγιστων 
πωλήσεων. Το ίδιο παρατηρούµε να συµβαίνει µε τις τιµές των µέγιστων 
πωλήσεων.  

Τελικό βήµα του Bass είναι να ελέγξει την ακρίβεια µε την οποία το µοντέλο 
θα µπορούσε να παρέχει προβλέψεις για τις πωλήσεις των καινοτοµιών για 
κάποιο µακροχρόνιο διάστηµα αν υπάρχει η γνώση των τιµών των 
συντελεστών , ,p q m .  

Η µέθοδος για αυτό είναι η προφανής. Παίρνει την βασική µορφή του 
µοντέλου της σχέσης (2.10), αντικαθιστά τις εκτιµήσεις των παραµέτρων του 
Πίνακα 2.1 και ταυτόχρονα ο χρόνος «ξεκινά» από τη στιγµή που οι πωλήσεις 
φτάνουν ή ξεπερνούν το γινόµενο pm   για πρώτη φορά, σύµφωνα µε την 
τελευταία παραδοχή. Η καλή προσαρµογή των νέων προβλεπόµενων τιµών 
από την σχέση (2.10) µε τις πραγµατικές καθορίζεται από τις τιµές του 

δειγµατικού συντελεστή συσχέτισης 
2r  , οι οποίες βρίσκονται στον Πίνακα 2.3 

αλλά και από τα διαγράµµατα πραγµατικών και προβλεπόµενων  τιµών  του 
µοντέλου (Σχήµα 2.4). Παρατηρούµε για τις περισσότερες καινοτοµίες ότι 
υπάρχει καλή προσαρµογή στα δεδοµένα. Ακόµα και στην περίπτωση της 

ασπρόµαυρης τηλεόρασης, όπου η τιµή του 
2r  είναι µικρή το µοντέλο δείχνει 

να δίνει µια καλή περιγραφή της τάσης του διαγράµµατος πραγµατικών 
πωλήσεων όπως παρατηρούµε στο σχήµα 2.4. 
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TABLE 2 

Comparison of Predicted Time and Magnitude of Peak with Actual Values for 
Eleven Consumer Durables Products 

Product 
Predicted 
Time of 

Peak *t  

Actual Time 
of Peak #  

Predicted 
Magnitude of 

Peak 
* 6( )(10 )S t  

Actual 
Magnitude 

of Peak 
6(10 )  

Electric 
Refrigerators 20.1 † 2.2 † 

Home 
Freezer 11.6 13 1.2 1.2 

Black-White 
Television 7.8 7 7.5 7.8 

Water 
Softeners 8.9 9 0.5 0.5 

Room Air 
Conditioners 8.6 7 1.8 1.7 

Clothes 
Dryers 8.1 7 1.5 1.5 

Power Lawn-
mowers 10.3 11 4.0 4.2 

Electric Bed 
Coverings 14.9 14 4.8 4.5 

Automatic 
Coffee 
Makers 

9.0 10 4.8 4.9 

Steam irons 6.8 7 5.5 5.9 

Recover 
Players 4.8 5 3.8 3.7 

† Interrupted by war Prewar peak in year 16(1940) at 2.6 millions units 

# Time period one is defined as that period for which sales equal or exceeds 
pm for the first time 

Πίνακας 2.2 (Πηγή : [1])                                                                   



Σ
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Σχήµατα 2.4 (α),(β) (Πηγή : [1])                                                   
(Επανασχεδιασµένα στην R) 

 

 

: [1])                                                                  
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TABLE 3 

Forecasting Accuracy of the Model for Eleven Consumer Durables 

Product Period of forecast 2r  

Electric Refrigerators 1926-1940 0.762 

Home Freezer 1947-1961 0.473 

Black-White Television 1949-1961    0.077 * 

Water Softeners 1950-1961 0.920 

Room Air 
Conditioners 1950-1961 0.900 

Clothes Dryers 1950-1961 0.858 

Power Lawn-mowers 1949-1961 0.898 

Electric Bed 
Coverings 1950-1961 0.934 

Automatic Coffee 
Makers 1951-1961 0.690 

Steam irons 1950-1961 0.730 

Recover Players 1953-1958 0.953 

*The low variance for this product is accounted for by extreme deviations from 
trend in two periods. Actually, the model provides a fairly good description of 
the growth rate, as indicated in Figure 9. 

Πίνακας 2.3 (Πηγή : [1]) 
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2.9 Πρόγνωση µε ελάχιστα δεδοµένα 

Το τελικό µέρος της εργασίας του Bass αφορά την προσπάθεια πρόβλεψης 
των πωλήσεων όταν υπάρχουν ελάχιστα δεδοµένα ακολουθώντας την θεωρία 
της αντίστοιχης υποενότητας που έχει προηγηθεί. Τα δεδοµένα που 
χρησιµοποιεί αφορούν τις πωλήσεις της έγχρωµης τηλεόρασης την περίοδο 
1963-1965 (Πίνακας 2.4). 

 

 

Sales 

(millions of units) 
Year 

0.7 1963 

1.35 1964 

2.50 1965 

    

Πίνακας 2.4 (Πηγή: [1]) 

 

Λύνοντας το σύστηµα : 

0

1

2

0.7

1.35 0.7 ' 0.49 '

2.50 2.05 ' 4.2 '

S a

S a b c

S a b c

= =

= = + +

= = + +
 

Όπου, ' ,b kb=  2'c k c=  και 

( ) 1p qe
k

p q

+ −
=

+
. 

Παίρνουµε τελικά τις λύσεις : 37.4, 0.018, 0.67m p q= = = . 

Οι λύσεις είναι αληθοφανείς και τις χρησιµοποιούµε στην σχέση (2.10) για να 
προβλέψουµε τις πωλήσεις των επόµενων ετών. Τα αποτελέσµατα φαίνονται 
στον πίνακα 2.5 και στο σχήµα 2.6. 

     

 

 



Forecast

Year 

1964 

1965 

1966 

1967 

1968 

1969 

1970 

 

35 

 

TABLE 5 

Forecast of Color Television Sales (1966-1970) 

Sales (millions)

1.35 

2.5 

4.1 

5.8 

6.7 

6.3 

4.7 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 2.5 (Πηγή : [1])                                                                  

 

Σχήµα 2.5 (Πηγή : [1])                                                                  
(Επανασχεδιασµένο στην R) 

Sales (millions) 

(Πηγή : [1])                                                                   

 

(Πηγή : [1])                                                                  
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2.10 Κριτική του µοντέλου 

Το µοντέλο Bass αποτελεί µε βεβαιότητα µια σταθερή βάση για την πλήρη 
κατανόησή µας στο θέµα της διάχυσης των καινοτοµιών. Όµως, δεν είναι 
τέλειο, όπως και οποιοδήποτε άλλο µοντέλο, και από το 1969 που 
δηµοσιεύτηκε έχουν γίνει πολλές προσπάθειες για την βελτίωση του. Για να 
βελτιωθεί ένα µοντέλο, όπως αναφέραµε στην εισαγωγή πρέπει κάποιες 
υποθέσεις του µοντέλου να µεταβληθούν και αυτές οι µεταβολές να 
επηρεάσουν την εξίσωσή του. Κάποιες από τις κυριότερες παραδοχές του 
µοντέλου που έχουν τεθεί υπό αµφισβήτηση είναι : 
 
1. Το µέγεθος της αγοράς m παραµένει σταθερό καθ’ όλη την διάρκεια 
της διαδικασίας διάδοσης της καινοτοµίας. 
 
 Έχει εξετασθεί το µέγεθος της αγοράς σαν συνάρτηση της τιµής και της 
αβεβαιότητας για την απόδοση της. 
 
2. Ο συντελεστής µίµησης είναι σταθερός καθ’ όλη την διάρκεια της 
διαδικασίας διάδοσης της καινοτοµίας.  
 
Φαίνεται λογικό η διαδικασία διάδοσης (από άτοµο σε άτοµο) που 
αντιπροσωπεύει το q  να εµφανίζεται ενισχυµένη στην αρχή και στο τέλος 
της διαδικασίας διάδοσης. 
 
3. Οι πωλήσεις της καινοτοµίας παραµένουν ανεπηρέαστες από 
διαδικασίες διάδοσης άλλων προϊόντων. 
 
Πολλά τεχνολογικά προϊόντα εξαρτώνται άµεσα από τις πωλήσεις άλλων 
προιόντων π.χ. οι πωλήσεις εξελιγµένων τηλεοράσεων επηρεάζουν τις 
πωλήσεις των DVD players ή των blue-ray players. 
 
4. Το µοντέλο δεν περιλαµβάνει πολλαπλές πωλήσεις ή πωλήσεις 
αντικατάστασης. 
 
5.  Η διαδικασία διάδοσης δεν επηρεάζεται από τις στρατηγικές του 
marketing.  
 
Αξίζει να σηµειωθεί εδώ το γενικευµένο µοντέλο Bass που δηµοσιεύτηκε το 
1994 από τους Bass, Krishnan και Jain και στο οποίο περιλαµβάνονται οι 
επιδράσεις της τιµής του προϊόντος και της δαπάνης για διαφήµιση. Η σχέση 
(2.7) µεταβάλλεται ως εξής : 

 
                     ( ) [ ( )][1 ( )] ( )f t p qF t F t x t= + −    

 

Όπου :
( ) ( 1) ( ) ( 1)

( ) 1 max{0, }
( 1) ( 1)

P t P t A t A t
x t a

P t A t
β− − − −

= + +
− −
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( )P t  : η τιµή του προιόντος την στιγµή t  
 

( )A t  : η δαπάνη διαφήµιση την στιγµή t  
 
  a      : συντελεστής που δείχνει την ποσοστιαία αύξηση του ρυθµού 
διάδοσης όταν παρατηρείται µείωση 1% στην τιµή 
 
  β     : συντελεστής που δείχνει την ποσοστιαία αύξηση του ρυθµού 
διάδοσης όταν παρατηρείται αύξηση 1% στην διαφήµιση 
 
Τέλος, πολλές µελέτες έχουν δηµοσιευτεί µε θέµα την βέλτιστη εκτίµηση των 
παραµέτρων του µοντέλου µε τεχνικές µέγιστης πιθανοφάνειας, µπεϋζιανές 
µεθόδους και µη γραµµική παλινδρόµηση που αναφέρθηκαν στην ενότητα 
2.7. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

38 

 

Κεφάλαιο 3 

Μοντέλο ταυτόχρονης διάδοσης και 
αντικατάστασης σειράς διαδοχικών γενεών 
τεχνολογίας Bass-Norton 
Το κεφάλαιο αυτό αποτελεί µια ανάλυση της θεωρίας και των 
αποτελεσµάτων της εργασίας Norton John A. and Bass Frank M., 
‘‘A diffusion theory model of adoption and substitution for 
successive generations of high-technology products’’, 
Management Science 33 (September 1987), 1069-1086. 

Στο κεφάλαιο αυτό χρησιµοποιήθηκαν οι πηγές [1] έως [4] και [9]. 

3.1 Εισαγωγή 

Αποτελεί γεγονός πως νεότερες τεχνολογίες διαρκώς αντικαθιστούν 
παλαιότερες. Οι νεότερες τεχνολογίες δεν αποτελούν καινοτοµίες µε την 
έννοια που θεωρείται η πρώτη γενιά αυτών αλλά προσφέρουν σηµαντική 
βελτίωση στην απόδοση του τεχνολογικού προϊόντος. Χαρακτηριστικό  
παράδειγµα αποτελεί το τηλέφωνο, το οποίο βρίσκεται στις µέρες µας, στην 
τέταρτη γενιά τεχνολογίας. Οι Bass και Norton χρησιµοποιούν το παράδειγµα 
της θαλάσσιας βιοµηχανίας, όπου ο ατµός αντικατέστησε τα πανιά και 
αργότερα αντικαταστάθηκε από την µηχανή εσωτερικής καύσης. 

Αν και θεωρείται δεδοµένο πως οι νεότερες τεχνολογίες ενσωµατώνουν 
καλύτερα χαρακτηριστικά από τις παλαιότερες, παρατηρείται πως δεν 
αγοράζονται άµεσα από τους καταναλωτές αλλά λαµβάνει χώρα µια 
διαδικασία διάδοσης παρόµοια µε εκείνη της µοναδικής γενιάς τεχνολογικής 
καινοτοµίας που υποδεικνύει το µοντέλο Bass. Επίσης, τα τελευταία χρόνια, 
κυρίως στα ηλεκτρονικά προϊόντα, παρατηρείται µια δραστική µείωση του 
χρονικού διαστήµατος µεταξύ των στιγµών εισαγωγής στην αγορά διαδοχικών 
γενεών των προϊόντων. Αυτό οδηγεί σε µία αύξηση της επίδρασης των 
νεότερων τεχνολογιών στις παλιότερες αφού, για παράδειγµα, δίνεται η 
ευκαιρία σε καταναλωτές που δεν έχουν αποκτήσει την προηγούµενη γενιά 
τεχνολογίας να επιλέξουν µεταξύ της νέας και της παλαιάς γενιάς.     

Εποµένως, είναι απαραίτητη η ανάπτυξη µοντέλων που θα εξηγούν τις 
διαδικασίες διάδοσης πολλαπλών γενεών µιας τεχνολογικής καινοτοµίας και 
τις σχέσεις µεταξύ αυτών. Οι Frank Bass και John Norton δηµοσίευσαν το 
1986 στο περιοδικό Management Science την εργασία µε τίτλο « A diffusion 
theory model of adoption and substitution for successive generations of high-
technology products ». Με αυτή την εργασία επιχείρησαν να εξάγουν ένα 
µοντέλο διάδοσης για την απόκτηση και αντικατάσταση διαδοχικών γενεών 
προϊόντων υψηλής τεχνολογίας. Για τον σκοπό αυτό, είναι αναγκαία η 
επέκταση του µοντέλου Bass ώστε να περιλαµβάνει θεωρίες αντικατάστασης 
τεχνολογιών όπως εκείνη των J.C Fisher και R.H. Pry. 
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3.2 Μοντέλο τεχνολογικής αντικατάστασης Fisher-Pry 

Η παράγραφος αυτή αποτελεί µια ανάλυση της θεωρίας και των 
αποτελεσµάτων της εργασίας Fisher J C. and Pry R.H., ‘‘A simple 
Substitution Model of Technological change’’,Technological 
forecasting and social change,75-88 (1971). 

Οι Fisher και Pry δηµοσίευσαν το 1971 την εργασία µε τίτλο « A simple 
substitution model of technological change » στο περιοδικό Technological 
Forecasting and Social Change µε σκοπό την κατασκευή ενός απλού 
µοντέλου για την αντικατάσταση µιας παλαιάς τεχνολογίας µε κάποια νεότερη. 
Τα ικανοποιητικά αποτελέσµατα και η απλότητα της εργασίας τους την 
µετέτρεψε σε ένα χρήσιµο εργαλείο στα χέρια ερευνητών και ανθρώπων που 
ασχολούνται µε το µάρκετινγκ. 

Το µοντέλο βασίζεται σε τρεις βασικές παραδοχές : 

1. Πολλές τεχνολογικές εξελίξεις µπορούν να θεωρηθούν σαν ανταγωνιστικές 
αντικαταστάσεις µιας µεθόδου κάλυψης µιας ανάγκης από µία άλλη. 

2. Αν µία αντικατάσταση έχει προχωρήσει µέχρι ένα µικρό ποσοστό, θα 
φτάσει µέχρι την ολοκλήρωση. 

3. Το ποσοστό του ρυθµού του ποσοστού της αντικατάστασης της παλιάς 
τεχνολογίας από τη νέα είναι ανάλογο του ποσοστού της παλιότερης 
τεχνολογίας που έχει αποµείνει να αντικατασταθεί. 

Η πρώτη παραδοχή είναι απολύτως λογική καθώς είναι κοινώς αποδεκτό το 
γεγονός ότι µια νεότερη µέθοδος έχει τις δυνατότητες να είναι βελτιωµένη και 
φθηνότερη από την παλαιότερη. Η δεύτερη παραδοχή βασίζεται στην 
παρατήρηση της συµπεριφοράς της αγοράς. Πιο συγκεκριµένα, η εµπειρία 
έχει δείξει πως προϊόντα που εισάγονται στην αγορά µε στόχο την 
αντικατάσταση κάποιων άλλων και έχουν κατορθώσει να κερδίσουν ένα µικρό 
µερίδιο αγοράς, έχουν µετέπειτα δείξει την βιωσιµότητα να αντικαταστήσουν 
πλήρως τα παλαιότερης τεχνολογίας.  

Η τρίτη παραδοχή αποτελεί όλη την ουσία του µοντέλου και είναι µία ειδική 
µορφή του νόµου του Pearl που χρησιµοποιείται στην µελέτη και κατασκευή 
πληθυσµιακών και βιολογικών προτύπων. Οι Fisher και Pry χρησιµοποιούν 
αυτόν τον νόµο µετά την παρατήρηση πως οι µέθοδοι που αντικαθιστούν 
παλαιότερες ακολουθούν µία απλή καµπύλη τύπου ‘‘s’’ που περιέχει δύο 
σταθερές: τον αρχικό ρυθµό αύξησης και τον χρόνο στον οποίο η 
αντικατάσταση φτάνει στο 50%.  

Η µαθηµατική µορφή της τρίτης παραδοχής είναι : 

                                    
1

2 (1 )
df

a f
f dt

= − ,                                      (3.1)  
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µε αρχική συνθήκη :    0
1

( )
2

f t = .                                                   (3.2)                                                           

( )f t   : ποσοστό της αγοράς που έχει αντικατασταθεί 

2a     : ετήσιο ποσοστό αύξησης της µεθόδου 

0t        : χρόνος στον οποίο η αντικατάσταση έχει φτάσει στο 50% 

 

Η διαφορική εξίσωση (3.1) είναι µια µορφή της λογιστικής εξίσωσης και έχει 
σαν λύση την έκφραση της s-καµπύλης (Σχήµα 3.2(α)) : 

                              ( ) 0
1

[1 tanh ( )]
2

f t a t t= + − .                     (3.3)   

Ή την ισοδύναµη µορφή της : 

                              

0

1
( )

1 exp[ 2 ( )]
f t

a t t
=

+ − −
.                      (3.4)  

 

Σχήµα 3.1(α) (Πηγή :[3]) 
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Μία περισσότερο χρήσιµη µορφή της (3.3) µπορεί να προκύψει µε απλά 
βήµατα αν βρούµε το λόγο του ποσοστού αντικατάστασης προς το ποσοστό 
που δεν έχει ακόµη αντικατασταθεί : 

                              0
( )

exp 2 ( )
1 ( )
f t

a t t
f t

= −
−

.                              (3.5)  

 

Η έκφραση (3.5) είναι ιδιαίτερα εύχρηστη αφού λογαριθµίζοντας το δεύτερο 
µέλος της, µπορούµε να αναπαραστήσουµε γραφικά τα δεδοµένα της 
αντικατάστασης στην µορφή / (1 )f f−  ως προς τον χρόνο, βρίσκοντας την 
βέλτιστη ευθεία ανάµεσα από τα σηµεία των παρατηρήσεων (Σχήµα 3.1 (β)). 
Η ευθεία έχει κλίση 2a  ενώ ο χρόνος στον οποίο η αντικατάσταση έχει 

φτάσει στο 50% βρίσκεται στο σηµείο όπου / (1 ) 1f f− = . 

 

 

Σχήµα 3.1 (β) (Πηγή : [3]) 
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Ακόµη, οι Fisher και Pry ορίζουν ένα χαρακτηριστικό µέγεθος που βοηθάει 
στην µελέτη της αντικατάστασης µε την ονοµασία χρόνος ανάληψης (takeover 
time). Ως χρόνος ανάληψης t∆  ορίζεται το χρονικό διάστηµα που ξεκινά 
όταν το ποσοστό της αντικατάστασης είναι 10% και σταµατά όταν το ποσοστό 
της αντικατάστασης αγγίξει το 90%. Ο χρόνος αυτός εύκολα βρίσκεται ότι είναι 
αντιστρόφως ανάλογος του a  και συγκεκριµένα : 

                              0.9 0.1
2.2

t t t
a

∆ = − = .                                   (3.6)   

             

Στα σχήµατα 3.1(α) και 3.1(β) φαίνονται η έναρξη και λήξη του χρόνου 
ανάληψης µε δύο κύκλους στην s-καµπύλη και στην ευθεία αντίστοιχα. 
Επίσης, ο χρόνος ανάληψης µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την 
κανονικοποίηση του µεγέθους του χρόνου. Θέτοντας την σχέση (3.6)  στις 
σχέσεις (3.3), (3.4) και (3.5) παίρνουµε : 

                              01
( ) [1 tanh 2 ]

2
t t

f t
t

−
= +

∆
,                       (3.3 ')  

                              
0

1
( )

1 exp[ 2.2(2 )]
f t

t t
t

=
−

+ −
∆

,                (3.4 ')  

                              
0( )

exp[2.2(2 )]
1 ( )

t tf t
f t t

−
=

− ∆
 .                 (3.5 ')  

 

Τα δεδοµένα της εργασίας αφορούσαν δεκαεπτά  αντικαταστάσεις προϊόντων 
που αναφέρονται στον πίνακα 3.1. Το µοντέλο των Fisher και Pry έδειξε πως 
εξηγεί ιδιαίτερα καλά τα δεδοµένα των αντικαταστάσεων. Χαρακτηριστικά, 
µπορούµε να δούµε στο σχήµα 3.2  την ευθεία αντικατάστασης φυσικών ινών 
από συνθετικές να βρίσκεται σε εξαιρετική συµφωνία µε τα δεδοµένα των 
παρατηρήσεων. Η ευθεία αντικατάστασης ταυτίζεται µε την ευθεία ελάχιστων 
τετραγώνων της παλινδρόµησης της σχέσης (3.4). Η πρόβλεψη του µοντέλου 
για τη στιγµή 0t  είναι το έτος 1969 ενώ τα όρια του χρόνου ανάληψης είναι τα 

έτη 1940 και 1998  (µε σταυρό), δίνοντας χρόνο ανάληψης ( t∆ ) 58 χρόνια. 

 

 



Οι Fisher και Pry εκτέλεσαν την ίδια εργασία για ακόµη δεκαέξι τεχνολογικές 
αντικαταστάσεις. Τα αποτελέσµατα ήταν εντυπωσιακά στις περισσότερες των
υπό µελέτη αντικαταστάσεων. 
αντικαταστάσεις αυτές µαζί µε τις προβλέψεις του µοντέλου 
ανάληψης και τον χρόνο µισής αντικατάστασης κάθε περίπτωσης.

Τέλος, χρησιµοποιούνται οι σχέσεις (3.4’) και (3.5’), που χρησιµοποιούν το 

αδιάστατο µέγεθος 2
t t

αντικαταστάσεων να παρ
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Σχήµα 3.2 (Πηγή : [3]) 

 

εκτέλεσαν την ίδια εργασία για ακόµη δεκαέξι τεχνολογικές 
Τα αποτελέσµατα ήταν εντυπωσιακά στις περισσότερες των

αντικαταστάσεων. Στον πίνακα 3.1 µπορούµε να δούµε τις 
αντικαταστάσεις αυτές µαζί µε τις προβλέψεις του µοντέλου για τον χρόνο 
ανάληψης και τον χρόνο µισής αντικατάστασης κάθε περίπτωσης.

Τέλος, χρησιµοποιούνται οι σχέσεις (3.4’) και (3.5’), που χρησιµοποιούν το 

02
t t

t

−

∆
, µε σκοπό τα δεδοµένα και των δεκαεπτά 

αντικαταστάσεων να παρουσιαστούν γραφικά µαζί (Σχήµατα 3.3 

 

 

 

 

εκτέλεσαν την ίδια εργασία για ακόµη δεκαέξι τεχνολογικές 
Τα αποτελέσµατα ήταν εντυπωσιακά στις περισσότερες των  

Στον πίνακα 3.1 µπορούµε να δούµε τις 
για τον χρόνο 

ανάληψης και τον χρόνο µισής αντικατάστασης κάθε περίπτωσης. 

Τέλος, χρησιµοποιούνται οι σχέσεις (3.4’) και (3.5’), που χρησιµοποιούν το 

τα δεδοµένα και των δεκαεπτά 

 (α) και (β)).  
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Takeover Times ( t∆ ) and Substitution Midpoints ( 0t ) for a number of 
substitution cases 

Substitution t∆  0t  

Synthetic/Natural Rubber 58 1956 

Synthetic/Natural Fiber 58 1969 

Plastic/Natural Leather 57 1957 

Margarine/Natural Butter 56 1957 

Electric-Arc/Open Hearth Specialty Steels 47 1947 

Water-based/Oil-based House Paints 43 1967 

Open Hearth/Bessemer Steel 42 1907 

Sulphate/Tree-tapped Turpentine 42 1959 

/2TiO PbO ZnO−  Paint Pigments 26 1949 

Plastic/Hardwood Residence Floors 25 1966 

Plastic/Other Pleasure Boat Hulls 20 1966 

Organic/Inorganic Insecticides 19 1946 

Synthetic/Natural Tire Fibers 17.5 1948 

Plastic/Metal cars 16 1981 

BOF/Open  Hearth Steels 10.5 1968 

Detergent/Natural Soap(U.S.) 8.75 1951 

Detergent/Natural Soap (Japan) 8.25 1962 

 

 

Πίνακας 3.1 (Πηγή : [3]) 

 

 

 

 



Σχήµα
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Σχήµατα 3.3 (α), (β) (Πηγή : [3]) 
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Το απλό µοντέλο αντικατάστασης των Fisher και Pry, από την άλλη µεριά, 
έχει το µειονέκτηµα ότι δεν αφορά αντικαταστάσεις πολλαπλών γενεών 
τεχνολογίας παρά µόνο δύο διαδοχικές γενιές. Όµως, το 1977 ο  V. Peterka 
δηµοσίευσε την εργασία µε τίτλο « Macrodynamics of Technological change: 
Market Penetration by new Technologies ». Αυτή η εργασία επεκτείνει το 
µοντέλο των Fisher και Pry στην περίπτωση περισσοτέρων των δύο γενεών 
αντικαθιστώντας την (3.5) µε την : 

                              0exp[2 ( )]j

i

f
a t t

f
= − ,                                  (3.7)  

 

,i j     : γενιές τεχνολογιών, µε την j  νεότερη από την i , 

jf      : ποσοστό της αγοράς που έχει αντικαταστήσει  η j  τεχνολογία. 
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3.3 Ορολογία και υποθέσεις του µοντέλου  

Το µοντέλο των Norton και Bass αφορά διαδοχικές γενεές καινοτοµιών 
υψηλής τεχνολογίας. Το θεωρητικό υπόβαθρο του µοντέλου καθορίζεται από 
µια σειρά παραδοχών και υποθέσεων, απαραίτητων για την κατασκευή του 
µοντέλου. Εξίσου απαραίτητη  για την κατανόηση του µοντέλου είναι η 
συγκεκριµένη ορολογία που χρησιµοποιούν οι Norton και Bass. Με τον όρο 
συσκευή (device) αναφέρονται σε ένα εξάρτηµα ενός µεγαλύτερου 
προϊόντος. Με τον όρο εφαρµογή (application) αναφέρονται σε µία 
χρησιµότητα της συσκευής σε ένα συγκεκριµένο προϊόν ενώ µε τον όρο 
αποδοχή (adoption) εννοούν την ενσωµάτωση της συσκευής στον 
σχεδιασµό του προϊόντος. Για παράδειγµα, ας υποθέσουµε ότι 
ενσωµατώνουµε ένα ολοκληρωµένο κύκλωµα (συσκευή) σε ένα προϊόν, το 
οποίο έχει σαν αποτέλεσµα τη βελτίωση του προϊόντος µε κάποιο τρόπο 
(εφαρµογή). Τότε, το προϊόν έχει αποδεχθεί τη χρήση της συσκευής. 

Οι παραδοχές του µοντέλου είναι : 

1. Αν µία εφαρµογή ενσωµατώσει κάποιο επίπεδο τεχνολογίας, τότε δεν 
επιστρέφει στο επίπεδο της παλαιότερης τεχνολογίας στην σχετική 
περίοδο του χρόνου. 

2. Στην περίπτωση που οι καταναλωτές αγοράζουν πολλές µονάδες της 
νέας καινοτοµίας, οι πωλήσεις ισούνται µε το γινόµενο του αριθµού των 
µονάδων ανά αγοραστή και του αριθµού των αγοραστών. 

3. Ο µέσος ρυθµός κατανάλωσης ανά χρονική περίοδο προσεγγίζει µια 
σταθερά. Ισοδύναµα, οι ρυθµοί χρήσεων των εφαρµογών κατανέµονται 
ανεξάρτητα και ισόνοµα µε σταθερή µέση τιµή. 

4. Ο αριθµός των χρησιµοτήτων µιας συγκεκριµένης συσκευής 
µεταβάλλεται µε την πάροδο του χρόνου. 

5. Η νέα συσκευή αποδίδει καλύτερα από οποιαδήποτε άλλη που 
βρίσκεται στην αγορά. 

6. Παρά το γεγονός ότι ο αριθµός των χρησιµοτήτων κάποιων 
καινοτοµιών αυξάνεται, υποθέτουµε ότι περιορίζεται από κάποιο 
σταθερό ανώτατο όριο. 

7. Ο ρυθµός αύξησης των εφαρµογών που ενσωµατώνονται σε µία 
δεδοµένη συσκευή εξαρτάται από τον αριθµό των εφαρµογών που 
υπάρχουν ήδη και από τον αριθµό των εφαρµογών που δεν έχουν 
εµφανιστεί ακόµη.    
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3.4 Ανάπτυξη του µοντέλου 

Αρχικά ορίζουµε τρεις σταθερές : 

M  : το άνω φράγµα του αριθµού των εφαρµογών για τις οποίες η καινοτοµία 
είναι κατάλληλη, 

r     : ο ρυθµός µε τον οποίο µία µέση εφαρµογή καταναλώνει το αποτέλεσµα 
του ενδιαφέροντος από τους καταναλωτές, 

m   : το άνω φράγµα των πωλήσεων ανά χρονική περίοδο. 

Ισχύει η σχέση :              m M r= ⋅ .                                               (3.8)  

Η διαδικασία ενσωµάτωσης µιας νέας τεχνολογίας σε ένα δεδοµένο προϊόν 
είναι µια διαδικασία που περιέχει την διάδοση της γνώσης για τα 
χαρακτηριστικά της νέας τεχνολογίας. Οι Bass και Norton χρησιµοποιούν την 
λύση της διαφορικής εξίσωσης Bass (2.8) από το προηγούµενο κεφάλαιο. 
Εποµένως, το ποσοστό της αγοράς στο οποίο έχει διαδοθεί η καινοτοµία την 
στιγµή t  θα είναι : 

                              

( )

( )

1
( )

1

p q t

p q t

e
F t

q
e
p

− +

− +

−
=

+
.                                (2.8)  

Στην περίπτωση µιας γενιάς καινοτοµίας χωρίς προκάτοχο, οι Norton και 
Bass προτείνουν ότι οι πωλήσεις θα είναι ανάλογες µε την συνάρτηση 
κατανοµής του χρόνου διάδοσης (σχέση (3.9)) ενώ οι πρώτες διαφορές θα 
είναι ανάλογες µε την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του χρόνου 
διάδοσης. 

                                 ( ) ( )S t mF t= .                                                (3.9)    

                                        
Σχήµα 3.4 
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Στην περίπτωση περισσότερων της µίας γενιάς, τα πράγµατα είναι τελείως 
διαφορετικά. Θεωρούµε πως κάθε γενιά εισάγεται στην αγορά πριν η 
προκάτοχός της διαχυθεί πλήρως στον πιθανό πληθυσµό. Κάθε διαδοχική 
γενιά θα περιέχει πωλήσεις τριών ειδών : 

1. Πωλήσεις σε πελάτες που δεν θα αγόραζαν το προϊόν παλαιότερης 
γενιάς αλλά επέλεξαν να αγοράσουν το προϊόν νέας γενιάς λόγω νέων 
εφαρµογών που προσφέρει.  

2. Πωλήσεις σε πελάτες που είχαν ήδη αγοράσει το προϊόν 
προηγούµενης γενιάς και θέλησαν να αγοράσουν και της νέας γενιάς. 

3. Πωλήσεις σε πελάτες που σκόπευαν να αγοράσουν το προϊόν 
παλαιότερης γενιάς αλλά τελικά επέλεξαν να αγοράσουν εκείνο της 
νέας.3 

Εισαγωγικά, θα αναλύσουµε την περίπτωση δύο γενεών ενός συγκεκριµένου 
τύπου συσκευής (καινοτοµίας) υψηλής τεχνολογίας. Θεωρώντας πως η 
πρώτη γενιά εισάγεται στην αγορά την χρονική στιγµή 0  και η δεύτερη γενιά 
την χρονική στιγµή 2τ , οι πωλήσεις 1 2( ), ( )S t S t  τη χρονική περίοδο t  των 

γενεών 1 και 2 αντίστοιχα θα είναι : 

 

Για  0t >  :          1 1 1 2 2 1 1( ) ( ) ( ) ( )S t F t m F t F t mτ= − − , 

                               

                               1 1 2 2( ) [1 ( )]F t m F t τ= − − ,           (3.9)  

 

Για  2t τ>  :       2 2 2 2 2 2 1 1( ) ( ) ( ) ( )S t F t m F t F t mτ τ= − + − , 

                               

                                2 2 2 1 1( )[ ( ) ]F t m F t mτ= − + .     (3.10)  

 

 

 

                                                        

3 Τα είδη των πωλήσεων 2 και 3 δεν µπορούν να διακριθούν στο µοντέλο και είναι οµαδοποιηµένα 
στις εξισώσεις του µοντέλου (3.9) και (3.10). 
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 

 

1. 

( )

( )

1
( )

1

p q t

p q t

i i

i
i i i

i

e
F t

q
e

p

− +

− +

−
=

+
  ,  1,2i =   (από την σχέση 2.8) 

2. Για 2t τ<  ισχύει 
2 2
( ) 0F t τ− = , αφού δεν υπάρχει διάδοση της 

δεύτερης γενιάς τεχνολογίας πριν τη χρονική στιγµή 2τ . Προφανώς και οι 

πωλήσεις είναι µηδενικές. 

3. 1m  είναι ο αριθµός πιθανών πωλήσεων της πρώτης γενιάς τεχνολογίας, 

που, όµως πιθανόν να αγοράσουν και προϊόντα δεύτερης γενιάς ή ακόµη 
και µόνο δεύτερης γενιάς. 

4. 2m  είναι ο αριθµός αποκλειστικών πωλήσεων της δεύτερης γενιάς. 

5. Οι πωλήσεις 1 ( )S t  µεγιστοποιούνται στην στιγµή 2τ  ή αργότερα, 

ανάλογα µε την σχέση των 1F  και 2F . 

6. Η συνάρτηση των πωλήσεων 2 ( )S t  είναι γνησίως αύξουσα ενώ το 

µέγιστο επίπεδο που µπορεί να φτάσει είναι το άθροισµα των πιθανών 
πωλήσεων των δύο γενεών είναι 1 2m m+ . 

7.  Ο όρος 2 2 1 1( ) ( )F t F t mτ− , ο οποίος αφαιρείται στην (3.9) και    

προστίθεται στην (3.10) είναι ο όρος της αντικατάστασης της 
τεχνολογίας και αποτελείται από τις πωλήσεις της δεύτερης γενιάς 
προερχόµενες από τον πληθυσµό 1m  που είτε είχε αγοράσει προϊόντα 

της πρώτης γενιάς τεχνολογίας είτε είχε την ευκαιρία να αγοράσει και 
επέλεξε να απευθυνθεί απευθείας στην δεύτερη γενιά. Ουσιαστικά, 
συµπεριλαµβάνονται στον όρο αντικατάστασης τα είδη πωλήσεων 2 και 3 
(βλ. Σελ. 33).       

 

 

 

 



 

51 

 

 

Σχήµα 3.5 

Οι Norton και Bass, στην συνέχεια, προχωρούν σε µία ακόµη υπόθεση µε 
στόχο την απλοποίηση της χρήσης του µοντέλου. Υποθέτουν πως οι 
συντελεστές καινοτοµίας και µίµησης παραµένουν σταθεροί µέσα στις 
διαδοχικές γενεές της καινοτοµίας. Εποµένως : 

ip p=   και  iq q=  για κάθε τεχνολογική γενιά i .                      (3.11)   

Η συνάρτηση κατανοµής του χρόνου διάδοσης F , περιέχει δύο 
παραµέτρους, την p  και την q . Χωρίς την υπόθεση σταθερότητας των 
συντελεστών οι παράµετροι που θα πρέπει να εκτιµηθούν, αν εξετάζουµε την 
περίπτωση 2n ≥  διαδοχικών γενεών καινοτοµίας, θα είναι 3n . Ενώ αν 
συµπεριλάβουµε την υπόθεση σταθερών συντελεστών, µειώνονται σε 2 n+ .  
Η υπόθεση δεν είναι αβάσιµη καθώς, δοσµένης µιας οµάδας τεχνολογικών 
προϊόντων, αναµένεται η διαδικασία αποδοχής του ενδιαφέροντος για κάθε 
τεχνολογική γενιά να είναι παρόµοια. Βέβαια, η παραδοχή των σταθερών 
συντελεστών έχει βρεθεί στο επίκεντρο της κριτικής σε αρκετές εργασίες, 
επιστηµόνων που ασχολούνται µε τη διάδοση τεχνολογικής καινοτοµίας.4  

                                                        

4 Islam T. , Meade N.,'' The Diffusion of Successive Generations of a Technology : A More General Model’’, Technological 
Forecasting and Social Change 56 (January 1997), 49-60. 
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Η γενική περίπτωση µε n  διαδοχικές γενεές τεχνολογικών καινοτοµιών 
µπορεί να περιγραφεί µε το εξής σύστηµα ταυτόχρονων εξισώσεων : 

Έστω ότι  
M

k k i
i k

G m F
=

= Π   µε 1,2,...,i k n= =                             (3.11)  

και  ( ) 0i iF F t τ= − ≡   για it τ≤ ,                                              (3.12)  

όπου M  συµβολίζει τον αριθµό της γενιάς τεχνολογίας. 

Τότε οι πωλήσεις της γενιάς n  θα είναι : 

                              11
( ) (1 )

M

n nkk
S t G F +=

= −Σ   .                             (3.13)  

 

Στη γενική µορφή του µοντέλου, έχουµε συµπεριλάβει την υπόθεση της 
σταθερότητας των συντελεστών. Ο δείκτης i  υπονοεί τη χρονική στιγµή της 
εισαγωγής στην αγορά της κάθε τεχνολογικής γενιάς και όχι διαφορετική 
συνάρτηση κατανοµής του χρόνου διάδοσης ανά γενιά. Εποµένως, τα 
γραφήµατα των iF  θα είναι πανοµοιότυπα αλλά µετατοπισµένα προς τα δεξιά 

στον άξονα του χρόνου κατά 1 2,τ τ   κ.ο.κ..  

Τα im  είναι ο αριθµός πιθανών πωλήσεων της i  γενιάς, οι οποίοι δεν 

είναι δυνατόν να απευθυνθούν σε γενιά τεχνολογίας j , όπου j i< . 

Για παράδειγµα, για τρεις γενεές τεχνολογίας στις εξισώσεις (3.14 - 3.16) 
παρατηρούµε ότι οι πωλήσεις της πρώτης γενιάς προέρχονται από τον 
πληθυσµό5 1m , της δεύτερης από τους πληθυσµούς 1 2,m m  και της τρίτης 

και από τους τρεις πληθυσµούς. Άρα, ο πληθυσµός 3m απευθύνεται 

αποκλειστικά στην τρίτη γενιά.    

 

                                                        

5 Αναφέροντας την λέξη « πληθυσμός» δεν αναφερόµαστε σε άτοµα αλλά αγορασµένες µονάδες  
προϊόντων. 
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Σχήµα 3.6 

 

Για τρεις διαδοχικές γενεές τεχνολογίας το µοντέλο παίρνει τη µορφή των 
εξισώσεων (3.14) – (3.16) : 

1 1 2( ) ( ) [1 ( )]S t F t m F t τ= − −  

2 2 2 1 3( ) ( )[ ( ) ][1 ( )]S t F t m F t m F tτ τ= − + − −  

3 3 3 2 2 1( ) ( )[ ( )[ ( ) ]]S t F t m F t m F t mτ τ= − + − +  
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Σχήµα 3.7 

 

Για τέσσερις διαδοχικές γενεές τεχνολογίας το µοντέλο παίρνει τη µορφή των 
εξισώσεων (3.17) - (3.20) : 

1 1 2( ) ( ) [1 ( )]S t F t m F t τ= − −

2 2 2 1 3( ) ( )[ ( ) ][1 ( )]S t F t m F t m F tτ τ= − + − −

3 3 3 2 2 1 4( ) ( )[ ( )[ ( ) ]][1 ( )]S t F t m F t m F t m F tτ τ τ= − + − + − −

4 4 4 3 3 2 2 1( ) ( )[ ( )[ ( )[ ( ) ]]]S t F t m F t m F t m F t mτ τ τ= − + − + − +
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3.5 Αποτελέσµατα της εργασίας των Bass-Norton 

Τα δεδοµένα της εργασίας αφορούν τρία είδη καινοτοµιών υψηλής 
τεχνολογίας και πιο συγκεκριµένα µε τα βασικότερα είδη ολοκληρωµένων 
κυκλωµάτων (IC), την µνήµη και τα λογικά κυκλώµατα. Στην πρώτη 
περίπτωση, τα DRAM (dynamic random access memory) µε τέσσερις γενεές 
4k,16k,64k και 256k αντίστοιχα και τα SRAM (static random access memory)  
µε τρεις γενεές 4k,16k και 64k αντίστοιχα. Τέλος, θα ασχοληθούµε µε δύο 
γενεές λογικών κυκλωµάτων, τα MPU (microprocessors) και τα MCU 
(microcontrollers). Οι δεδοµένα που διέθεταν οι συγγραφείς ήταν 44 
τριµηνιαίες παρατηρήσεις (1974-1984) για τα DRAM, 36 τριµηνιαίες 
παρατηρήσεις (1974-1984) για τα SRAM και 32 τριµηνιαίες παρατηρήσεις 
(1974-1983) για τα λογικά κυκλώµατα. 

Το επόµενο βήµα είναι η εφαρµογή της ανάλυσης παλινδρόµησης µε στόχο 
την εκτίµηση των παραµέτρων. Στην περίπτωση των DRAM διαθέτουµε 
δεδοµένα για τέσσερις γενιές, εποµένως χρησιµοποιούνται οι εξισώσεις (3.17) 
- (3.20). Αντίστοιχα, για τα SRAM χρησιµοποιούµε τις εξισώσεις (3.14) - (3.16) 
για 3 γενιές, ενώ για τα λογικά κυκλώµατα τις εξισώσεις (3.9) και (3.10) για 
δύο γενιές. 

Στην περίπτωση των DRAM, oι παράµετροι προς εκτίµηση είναι έξι: ο 
συντελεστής καινοτοµίας p , ο συντελεστής µίµησης q  και τα τέσσερις 

αυξανόµενοι αριθµοί πιθανών αγοραστών από 1m  έως 4m . Η µέθοδος που 

χρησιµοποιείται για την εκτίµηση των παραµέτρων είναι η µη γραµµική 
µέθοδος ελάχιστων τετραγώνων σε τρία στάδια (SYSNLIN).  

Στον πίνακα 3.2 παρατίθενται οι εκτιµήτριες των παραµέτρων και τα τυπικά 
τους σφάλµατα. Οι εκτιµήτριες έχουν λογικές τιµές, καθώς όλες είναι θετικές,  
οι αριθµοί πιθανών αγοραστών αυξάνονται από µια γενιά στην επόµενη ενώ 
οι συντελεστές καινοτοµίας και µίµησης είναι µέσα στο εύρος τιµών που βρήκε 
ο Bass στην εργασία που αναλύθηκε στο δεύτερο κεφάλαιο. Ακόµη, τα τυπικά 
σφάλµατα των εκτιµητριών είναι πολύ χαµηλά σε σχέση µε τις τιµές τους ενώ 
οι τιµές των συντελεστών προσδιορισµού των πωλήσεων είναι ιδιαίτερα 
υψηλές, µε την µικρότερη να υπερβαίνει το 96% (πίνακας 3.3). Παρόµοια 
καλά αποτελέσµατα έχουµε και για τα SRAM και τα λογικά κυκλώµατα, µε 
πολύ µεγάλους συντελεστές προσδιορισµού και αληθοφανείς εκτιµήτριες µε  
µικρά τυπικά σφάλµατα. 

Στο σχήµα 3.8 βλέπουµε το γράφηµα των πραγµατικών πωλήσεων ανά 
χρονική περίοδο  µαζί µε τις καµπύλες του µοντέλου από την ανάλυση 
παλινδρόµησης για την περίπτωση των DRAM. Η µέθοδος των ελάχιστων 
τετραγώνων φαίνεται να είναι κατάλληλη και οι εκτιµήτριες των παραµέτρων 
να βρίσκονται κοντά στην πραγµατικότητα. 
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Parameter estimates 

Product Parameter Estimate Std. Error 
D

R
A

M
 

1m  22523.24 654.24 

2m  59789.50 1778.39 

3m  338434 9796.27 

4m  762917 33995.63 

p  0.003706 0.000130 

q  0.336920 0.007109 

 

S
R

A
M

 

1m  32537.61 424.86 

2m  180055 6135.39 

3m  280094 19820.41 

p  0.00246 0.000160 

q  0.32156 0.000549 

 

L
O

G
IC

 C
IR

C
U

IT
S

 

1m  79287.59 1287.67 

2m  54756.73 17962.66* 

p  0.00095 0.000015 

q  0.13370 0.01094 

 

Πίνακας 3.2 (Πηγή : [2]) 

 

 

 

 

 



 

57 

 

Product Variable R-square 

D
R

A
M

 

1( )S t  0.9672 

2 ( )S t  0.9646 

3 ( )S t  0.9993 

4 ( )S t  0.9676 
S

R
A

M
 

1( )S t  0.9911 

2 ( )S t  0.9962 

3 ( )S t  0.9811 

L
O

G
IC

 
C

IR
C

U
IT

 

1( )S t  0.9916 

2 ( )S t  0.9858 

 

Πίνακας 3.3 (Πηγή : [2]) 

 

Επίσης, σύµφωνα µε τη θεωρία του µοντέλου οι πρώτες διαφορές των 
πωλήσεων, αν θεωρούσαµε µια µοναδική γενιά τεχνολογίας, θα ήταν 
ανάλογες µε την συνάρτηση πυκνότητας του χρόνου διάδοσης της 
τεχνολογίας. Τα πράγµατα είναι διαφορετικά όταν µπαίνει στην αγορά η 
επόµενη γενιά και ξεκινά η διαδικασία αντικατάστασης. Τότε, το σχήµα 3.8 
είναι αυτό που περιγράφει την πορεία των πρώτων διαφορών. Οι πρώτες 
διαφορές θα µεγιστοποιηθούν την χρονική στιγµή του σηµείου καµπής των 
πωλήσεων. Παρατηρούµε πως σε κάποιο σηµείο οι διαφορές θα γίνουν 
αρνητικές, όµως ο ρυθµός της αντικατάστασης θα αρχίσει να µειώνεται 
συνεχώς καθώς η νέα τεχνολογία θα εξαντλεί τα αποθέµατα της από την 
αντικατάσταση. Για τα δεδοµένα της πρώτης γενιάς (4k) των DRAM, το σχήµα 
3.9 δείχνει τις πρώτες διαφορές τους να έχουν παρόµοια γενική πορεία, αν και 
«θορυβώδη» - δηλαδή µε µικρές µη προσδιορισµένες διαταρραχές-, µε εκείνη 
του µοντέλου. Άρα, το µοντέλο φαίνεται να περιγράφει µε ικανοποιητικό 
τρόπο την αντικατάσταση της τεχνολογίας. 
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Σχήµα 3.8 (Πηγή : [2]) 
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Σχήµα 3.9 (Πηγή : [2]) 

Από τη στιγµή που η παλινδρόµηση είναι κατάλληλη, το µοντέλο είναι έτοιµο 
να εφαρµοστεί και να ελεγχθεί κατά πόσο µπορεί να προβλέψει πρόσφατες 
και µελλοντικές πωλήσεις. Οι Norton και Bass χρησιµοποίησαν διάφορα 
χρονικά διαστήµατα για να εκτιµήσουν τις παραµέτρους (όσο το δυνατόν 
λιγότερες) µε στόχο να εφαρµοστεί το µοντέλο. Γενικά, η µέθοδος είναι η 
εκτίµηση για i  τεχνολογίες από δεδοµένα που σταµατούν τη χρονική στιγµή 
που η 1i +  τεχνολογία εισαχθεί στην αγορά και στη συνέχεια η εφαρµογή 
των εξισώσεων του µοντέλου. 

Έχει παρατηρηθεί σε διάφορες µελέτες της ανάλυσης ευαισθησίας των 
παραµέτρων του µοντέλου Bass ότι οι εκτιµήτριες των παραµέτρων είναι 
ευσταθείς µόνο στην περίπτωση που βασίζονται σε δεδοµένα που ξεπερνούν 
το µέγιστο της καµπύλης. Εποµένως, αυξάνοντας σταδιακά τα χρονικά 
διαστήµατα των παρατηρήσεων είναι δυνατόν να εκτιµηθούν πρόσφατες ή 
µελλοντικές πωλήσεις και να βρεθεί η επίδραση αυτών στις πωλήσεις 
παλαιότερων γενεών. Εποµένως, σταδιακά εκτιµούµε τα 1, , ,..., ip q m m  από 

παρατηρήσεις του χρονικού διαστήµατος µέχρι την εισαγωγή στην αγορά της 
i  τεχνολογίας και «µαντεύοντας» το 

1im +
. Τα αποτελέσµατα ήταν : 

1. ∆ύο τεχνολογίες (4k,16k) 

Tα 16k DRAM έφτασαν το 2% της αγοράς την περίοδο 14. Εποµένως, θα 
εκτιµηθούν τα 1, ,p q m   µε τις 14 πρώτες παρατηρήσεις και θα γίνει η 

αυθαίρετη υπόθεση ότι ο πιθανός αριθµός αγοραστών που έχουν τα 16k είναι 
τετραπλάσιος από εκείνον των 4k. ∆ηλαδή,

2 14m m= . Οι 14 πρώτες 
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παρατηρήσεις βρίσκονται πριν την στιγµή µεγίστου των πωλήσεων των 4k. 
Για αυτόν τον λόγο, οι προβλεπόµενες πωλήσεις του µοντέλου βρίσκονται 
αισθητά κάτω από τις πραγµατικές για τα 4k και αρκετά πάνω από τις 
πραγµατικές για τα 16k. 

2. Τρεις τεχνολογίες (4k,16k,64k) 

Τα 64k DRAM έφτασαν το 2% της αγοράς την περίοδο 29. Όπως και στην 
προηγούµενη περίπτωση εκτιµώνται τα 1 2, , ,p q m m µε τις πρώτες 29 

παρατηρήσεις ενώ το
3m  υποτίθεται ίσο µε 1 24( )m m+ . Όπως βλέπουµε στο 

σχήµα 3.10 οι προβλέψεις του µοντέλου βρίσκονται πολύ κοντά στην 
πραγµατικότητα. Παρατηρείται µεγάλη διαφορά από τις προβλέψεις της 
προηγούµενης περίπτωσης. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι στις 
παρατηρήσεις περιέχεται το µέγιστο των πωλήσεων των 4k. 

3.  Τέσσερις τεχνολογίες (4k,16k,64k,256k) 

Τα 256k DRAM έφτασαν το 2% της αγοράς την περίοδο 40. Στις 40 πρώτες 
παρατηρήσεις περιέχονται τα µέγιστα των πωλήσεων των 4k και 16k. 
Εποµένως, αναµένουµε την καλύτερη πρόβλεψη του µοντέλου να συµβεί µε 
αυτές τις εκτιµήσεις. Όµως, τα αποτελέσµατα βρίσκονται πολύ κοντά στα 
αποτελέσµατα που βρέθηκαν στο σχήµα 3.10. 

     
Σχήµα 3.10 (Πηγή : [2]) 
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Όλες οι εκτιµήσεις των παραµέτρων για κάθε περίπτωση των γενεών 
τεχνολογίας των DRAM βρίσκονται στον πίνακα 3.4. 

 

TABLE 7 - Parameter estimation for DRAM subsets 

Παρατηρήσεις 1m  2
m  3m  

4
m  p  q  

14 15171    0.0020 0.5065 

29 22037 50499   0.0028 0.3938 

40 22398 61230 390948  0.0030 0.2521 

44 22523 59790 338834 762917 0.0037 0.3369 

 

Πίνακας 3.4 (Πηγή : [2]) 

 

TABLE 8 - Parameter estimation for SRAM subsets 

Παρατηρήσεις 1m  2
m  3m  p  q  

21 21875   0.0013 0.3474 

32 29659 206159  0.0016 0.2764 

36 32537 180055 280094 0.0025 0.2317 

 

Πίνακας 3.5 (Πηγή : [2]) 
Τέλος, οι Norton και Bass δίνουν µακροχρόνιες προβλέψεις του µοντέλου για 
τις πωλήσεις των DRAM. Οι προβλέψεις αφορούν τα τρία επόµενα χρόνια, 
δηλαδή δώδεκα τριµηνιαίες προβλέψεις, ξεκινώντας από το επόµενο τρίµηνο 
στο οποίο σταµατούν οι παρατηρήσεις των πωλήσεων. Τα αποτελέσµατα 
βρίσκονται στον πίνακα 3.6. 
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TABLE 9 - Three year DRAM forecast 

Period 16k 64k 256k 

45 19823 309257 34515 

46 14946 327619 54283 

47 11056 338055 81710 

48 8058 340318 118931 

49 5806 334375 168157 

50 4149 320364 231237 

51 2947 298716 308997 

52 2084 270381 400467 

53 1469 237012 502364 

54 1033 200924 609238 

55 725 164752 714489 

56 509 130917 811907 

 

Πίνακας 3.6 (Πηγή : [2]) 
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Κεφάλαιο 4 

Εφαρµογή µοντέλου Bass για τις συνδέσεις 
ADSL στην Ελλάδα 
Στο κεφάλαιο αυτό χρησιµοποιήθηκαν οι πηγές [1], [8], [12] έως [15] και [22]. 

4.1 Καινοτοµία ΑDSL και αριθµητικά δεδοµένα 

Σε αυτή την ενότητα θα επιχειρήσουµε να εφαρµόσουµε το µοντέλο Bass για 
την διάδοση της καινοτοµίας των ευρυζωνικών συνδέσεων internet ΑDSL 
στην Ελλάδα. Με τον όρο «ευρυζωνικότητα» ορίζεται η υποδοµή σε δίκτυα 
ηλεκτρονικών επικοινωνιών που χαρακτηρίζονται από αδιάλειπτη σύνδεση, 
υψηλή ταχύτητα και χαµηλό κόστος ώστε να επιτρέψουν την ανάπτυξη νέων 
υπηρεσιών στους καταναλωτές. Η τεχνολογία ADSL εισήχθη στην ελληνική 
αγορά τον Σεπτέµβρη του 2003 και µε αργούς ρυθµούς, σε σχέση µε άλλα 
κράτη της Ευρωπαϊκής Ένωσης, γίνεται µια καινοτοµία απαραίτητη για τους 
Έλληνες. Σύµφωνα µε την ΕΕΤΤ κατά το πρώτο τρίµηνο του 2010 η Ελλάδα 
βρίσκεται στην εικοστή τρίτη θέση στην Ευρωπαϊκή Ένωση των είκοσι επτά 
µε ευρυζωνική διείσδυση στο 18,6% (Σχήµα 4.1). 

Τα αρχικά ADSL σηµαίνουν Asymmetric Digital Subscriber Line (Ασύµµετρη 
Ψηφιακή Συνδροµητική Γραµµή). Η ADSL είναι µία ευρυζωνική τεχνολογία 
που χρησιµοποιεί τα υπάρχοντα καλώδια χαλκού των τηλεφωνικών 
συνδέσεων αξιοποιώντας ένα µεγάλο φάσµα συχνοτήτων πάνω από την ήδη 
υπάρχουσα τηλεφωνική γραµµή για να αποδώσει πολύ µεγαλύτερες 
ταχύτητες από το κλασικό 56Kbps Modem. ∆ιαχωρίζει το σήµα σε δύο 
κανάλια, ένα για το τηλέφωνο και ένα για µεγάλης ταχύτητας σύνδεση 
δεδοµένων και για αυτό τον λόγο, είναι δυνατό να χρησιµοποιείται ταυτόχρονα 
το τηλέφωνο και το διαδίκτυο.  

Εύκολα διακρίνει κάποιος τα πλεονεκτήµατα της καινοτοµίας ΑDSL σε σχέση 
µε τις απλές dial-up συνδέσεις. Ταχύτατη πλοήγηση στο διαδίκτυο, γρήγορο 
ανέβασµα/κατέβασµα αρχείων, αδιάκοπη σύνδεση στο διαδίκτυο χωρίς 
περαιτέρω χρεώσεις καθώς και ταυτόχρονη χρήση τηλεφώνου και διαδικτύου. 
Χαρακτηριστικό της υπηρεσίας είναι πως µπορεί να φανεί χρήσιµη σε µεγάλο 
αριθµό πιθανών αγοραστών αλλά από την άλλη µεριά η χρησιµοποίηση της 
απαιτεί τηλεφωνική γραµµή, ηλεκτρονικό υπολογιστή καθώς και ένα router. 
Εποµένως, ένα άτοµο που θέλει να αποκτήσει την υπηρεσία είναι απαραίτητο 
να είναι εξοικειωµένο µε την χρήση ηλεκτρονικού υπολογιστή. 

Τα δεδοµένα µας προέρχονται από την Εθνική Επιτροπή Τηλεπικοινωνιών 
και Ταχυδροµείων, η οποία από το 2006 δηµοσιεύει εκθέσεις, ανά τρίµηνο, µε 
θέµα την πορεία της ευρυζωνικότητας στην χώρα µας. Εποµένως, υπάρχει η 
δυνατότητα να χρησιµοποιηθούν στοιχεία για τις broadband συνδέσεις από το 
τελευταίο τρίµηνο του 2003 µέχρι και το δεύτερο τρίµηνο του 2010 (Σχήµα 
4.2) . Από το διάγραµµά παίρνουµε µία πρώτη ένδειξη για την καταλληλότητα 
του µοντέλου µας καθώς το γράφηµα των πωλήσεων  µπορεί να 
προσεγγιστεί καλά µε µια καµπύλη τύπου s. 



 

64 

 

 

Σχήµα 4.1 (Πηγή: ΕΕΤΤ [11]) 

Σχήµα 4.2 (Πηγή: ΕΕΤΤ [11]) 
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Με σκοπό να επηρεαστούν τα αποτελέσµατα µας κατά ελάχιστο από τον 
παράγοντα της διακύµανσης του εισοδήµατος ανά χρονική περίοδο (τρίµηνο) 
επιλέξαµε να διπλασιάσουµε την χρονική περίοδο, µετατρέποντάς την σε 
εξάµηνο. Εποµένως, ενώνουµε τα τρίµηνα Α, Β και Γ, ∆ αντίστοιχα, 
δηµιουργώντας µόνο Α και Β εξάµηνα για κάθε έτος. Εξαίρεση αποτελεί η 
πρώτη µας παρατήρηση όπου το  τέταρτο τρίµηνο του 2003 θα θεωρηθεί, 
από µόνο του ως εξάµηνο. Εποµένως, τα δεδοµένα µας για τις συνδέσεις και 
τις αθροιστικές συνδέσεις ανά χρονική περίοδο βρίσκονται στον πίνακα 4.1. 

 

Εξάµηνο Περίοδος T  Πωλήσεις 
TS  Αθροιστικές πωλήσεις

1TY −
 

Β-2003* 1 10478 0 

Α-2004 2 14908 10478 

Β-2004 3 26092 25386 

Α-2005 4 42375 51478 

Β-2005 5 66260 93853 

Α-2006 6 136977 160113 

Β-2006 7 191089 297090 

Α-2007 8 272900 488179 

Β-2007 9 256396 761079 

Α-2008 10 228499 1017475 

Β-2008 11 260640 1245974 

Α-2009 12 246386 1506614 

Β-2009 13 164000 1753000 

Α-2010 14 188000 1917000 

 

Πίνακας 4.1 

Στις επόµενες σελίδες παρατίθενται αναλυτικά ολόκληρος ο κώδικας στο 
στατιστικό πακέτο R που περιέχει την ανάλυση παλινδρόµησης µε εκτιµήσεις 
των παραµέτρων του µοντέλου Bass µε τις µεθόδους OLS και NLS, καθώς 
και εφαρµογή και σύγκριση του προβλεπόµενων τιµών από το µοντέλο µε τις 
πραγµατικές. Τέλος, παραθέτουµε προβλέψεις για την πορεία των ADSL 
συνδέσεων στην Ελλάδα για τα έτη 2010 έως 2012. Ακολουθεί σχολιασµός 
των αποτελεσµάτων.   
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4.2 Αποτελέσµατα µοντέλου µε την µέθοδο OLS 

Ορισµός δεδοµένων 

sales<-c(14908,26092,42375,66260,136977,191089,272900,256396, 
228499,260640,246386,164000,188000) 

total<-c(10478,25386,51478,93853,160113,297090,488179,761079, 
1017475, 1245974,1506614,1753000,1917000) 

t<-c(1:13) 

square<-total^2 

max_sales<-max(sales) 

 

Εφαρµογή ελάχιστων τετραγώνων 

result<-lm(sales~total+square) 

summary(result) 

 

Call: lm(formula = sales ~ total + square) 

 

Residuals: 

   Min     1Q Median     3Q    Max  

-50586 -23645 -11965  32969  67136  

 

Coefficients: 

                  Estimate Std. Error          t  value     Pr(>|t|)     

(Intercept)  3.870e+04    1.858e+04   2.083     0.063902 .   

total            4.400e-01     6.105e-02    7.207     2.9e-05 *** 

square       -2.002e-07     3.314e-08   -6.041    0.000125 *** 

 

Residual standard error: 38030 on 10 degrees of freedom 

Multiple R-squared: 0.8663,     Adjusted R-squared: 0.8396  

F-statistic:  32.4 on 2 and 10 DF,  p-value: 4.27e-05 
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Προϋποθέσεις παλινδρόµησης 

1. Κανονικότητα  

qqnorm(result$res) 

qqline(result$res) 

 
Σχήµα 4.3 

2. Γραµµικότητα  

plot(residuals(result,"partial")[,1],total) 

plot(residuals(result,"partial")[,2],square) 

  

Σχήµα 4.4 
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3. Οµοσκεδαστικότητα 

plot(result$res,fitted_sales) 

 

Σχήµα 4.5 

4. Ανεξαρτησία 

plot(1:13,result$res) 

 

Σχήµα 4.6 
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Εκτίµηση παραµέτρων µοντέλου – Προβλεπόµενες πωλήσεις 

pqm<-coefficients(result) 

m<-(-pqm[2]-sqrt(((pqm[2])^2)-4*pqm[1]*pqm[3]))/(2*pqm[3]) 

m         2282282  

 p<- pqm[1]/m 

 p         0.01695530  

 q<- -pqm[3]*m 

 q         0.4569144 

fitted_sales<-predict(result) 

fitted_sales 

1                  2               3              4               5                6              7 

 43284.67  49736.55  60814.45  78224.80 104007.56 151734.02 205764.00 

8                  9                 10             11              12              13  

257575.92  279085.32  276072.57 247112.61 194726.53 146383.02 

 

∆ιάγραµµα πραγµατικών και προβλεπόµενων (από την  
παλινδρόµηση) πωλήσεων 

plot(sales,type="l",col=2,ylim=c(0,300000),axes=FALSE,ann=FALSE) 

par(new=TRUE) 

plot(fitted_sales,ylim=c(0,300000),axes=FALSE,ann=FALSE) 

title(main="Regression",xlab="Χρόνος",ylab="Πωλήσεις (σε χιλιάδες)") 

axis(2,at=c(0,150000,300000),lab=c("0","150","300"),las=1) 

axis(1,at=c(1:14),lab=c("Α04","Β04","Α05","Β05","Α06","Β06","Α07","Β07", 
"Α08","Β08","Α09","Β09","Α10","")) 

legend(7,130000,c("Προβλεπόµενες","Πραγµατικές"),bty="n",lty=c(0,1), 
col=c(1,2),pch=c(21,NA_integer_)) 

box() 
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Σχήµα 4.7 
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Εφαρµογή του µοντέλου Bass 

tf<-c(1:11) 

model<-(m/p)*((p+q)^2)*exp((-p-q)*tf)/(1+(q/p)*exp((-p-q)*tf))^2 

model 

1                 2              3                 4               5                6                7 

59543.63  89435.54 129563.43 178154.99 228091.81 266638.05 280371.60 

8                 9                 10              11                               

263779.34 223474.25 173179.70 125202.69   

i<-1    sales_f<-rep(NA,11) 

for(i in 1:11) {sales_f[i]<-sales[i+2]} 

cor(sales_f,model)^2      0.83471 

t_peak<-log(q/p)/(p+q) 

t_peak                        6.95 

t_peak_actual<-which.max(sales_f) 

t_peak_actual             5 

Sales_peak<-(m/(4*q))*(p+q)^2 

Sales_peak                  280409.2 

Sales_peak_actual<-max(sales) 

Sales_peak_actual       272900 

∆ιάγραµµα πραγµατικών και προβλεπόµενων από το µοντέλο, 
πωλήσεων 

plot(t,sales,type="l",col=2,xlim=c(3,13),ylim=c(0,300000),axes=FALSE, 
ann=FALSE)   

par(new=TRUE) 

plot(tf,model, xlim=c(1,11),ylim=c(0,300000),axes=FALSE,ann=FALSE) 

title(main="Μοντέλο Bass",xlab="Χρόνος",ylab="Πωλήσεις (σε χιλιάδες)") 

axis(1,at=c(3:13),lab=c("Α05","Β05","Α06","Β06","Α07","Β07","Α08","Β08", 
"Α09","Β09","Α10")) 
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Σχήµα 4.8 
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axis(2,at=c(0,150000,300000),lab=c("0","150","300"),las=1) 

legend(7,130000,c("Προβλεπόµενες","Πραγµατικές"),bty="n",lty=c(0,1), 
col=c(1,2),pch=c(21,NA_integer_))  

 box() 

 

Προβλέψεις για τα έτη 2010 έως 2012 

t_pr<-c(1:16) 

model_pr<-(m/p)*((p+q)^2)*exp((-p-q)*t_pr)/(1+(q/p)*exp((-p-q)*t_pr))^2 

model_pr 

 1                 2              3                 4               5                6                 

59543.63  89435.54 129563.43 178154.99 228091.81 266638.05  

 7                  8                9                10              11              12 

280371.60  263779.34 223474.25 173179.70 125202.69 86065.00  

 13             14              15                16                 

57137.81 37064.32   23683.540  14988.258    

total_sales<-2105000+cumsum(forecast) 

total_sales 

 2191065 2248203 2285267 2308951 2323939 

∆ιάγραµµα των προβλέψεων των συνδέσεων τα έτη 2010 και 2011 

t_for<-c(12:16) 

forecast<-(m/p)*((p+q)^2)*exp((-p-q)*t_for)/(1+(q/p)*exp((-p-q)*t_for))^2 

plot(t,cumsum(sales),type="l",col=1,xlim=c(1,18),ylim=c(0,2350000),axes=FA
LSE,ann=FALSE) 

par(new=TRUE) 

plot(t_for+2,total_sales,type="l",col=3,xlim=c(1,18),ylim=c(0,2350000),axes=F
ALSE,ann=FALSE,lty=2) 

par(new=TRUE) 

plot(tf+2,cumsum(model),type="l",col=2,xlim=c(1,18),ylim=c(0,2350000),axes
=FALSE,ann=FALSE) 

par(new=TRUE) 
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plot(c(13,14),c(cumsum(sales)[13],total_sales[1]),type="l",col=3,xlim=c(1,18),
ylim=c(0,2350000),axes=FALSE,ann=FALSE,lty=2) 

title(main="Πoρεία συνδέσεων ΑDSL 2004-2011", xlab="Χρόνος", 
ylab="Πωλήσεις (σε χιλιάδες)") 

axis(1,at=c(1:18),lab=c("Α04","Β04","Α05","Β05","Α06","Β06","Α07", 
"Β07","Α08","Β08","Α09","Β09","Α10","Β10","Α11","Β11","A12","B12")) 

axis(2,at=c(0,500000,1000000,1500000,2000000), 
lab=c("0","500","1000","1500","2000"),las=1) 

legend(8,1000000,c("Πραγµατικές","Μοντέλο","Προβλέψεις"),bty="n", 
lty=c(1,1,2),col=c(1,2,3)) 

box() 
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Σχήµα 4.9 
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Σχολιασµός των αποτελεσµάτων 

Αρχικά, ορίσαµε τα δεδοµένα, για δεκατρείς χρονικές περιόδους, από το 
πρώτο εξάµηνο του 2004 µέχρι και το πρώτο εξάµηνο του 2010 για να 
εκτελέσουµε την παλινδρόµηση µέσω της εξίσωσης διακριτού χρόνου (2.11): 

1 1
2

T T T iS a bY cY ε− −= + + +  ,  2,3,...,14T = . 

Στην συνέχεια, βλέποντας τα διαγράµµατα 4.4 και 4.6 παρατηρούµε να 
τηρούνται οι προϋποθέσεις της γραµµικότητας και της ανεξαρτησίας των 
σφαλµάτων. Αντίθετα, βλέπουµε πως τα σφάλµατα δεν κατανέµονται 
κανονικά σε ικανοποιητικό βαθµό στο διάγραµµα 4.3 ενώ ταυτόχρονα η 
οµοσκεδαστικότητα των σφαλµάτων τίθεται υπό αµφισβήτηση (σχήµα 4.5). 
Εποµένως, από στατιστική άποψη οι εκτιµήτριες που προκύπτουν από το 
γραµµικό µοντέλο παλινδρόµησης είναι επισφαλείς. 

Ταυτόχρονα, το σχετικό σφάλµα των υπολοίπων φαίνεται αρκετά µεγάλο 
(38030). Αντίθετα, ο συντελεστής προσδιορισµού του µοντέλου είναι στο 
86,63%, ενώ ο διορθωµένος συντελεστής προσδιορισµού βρίσκεται στο 
83,95%. Αυτό σηµαίνει πως το 86,63% της διασποράς των πωλήσεων 
εξηγείται µε βάση το µοντέλο παλινδρόµησης.  

Από τα αποτελέσµατα του F - ελέγχου φαίνεται να απορρίπτεται η υπόθεση 

0 :H  0b c= = . Εποµένως, είναι σωστό να προσπαθούµε να 

προσδιορίσουµε τις τιµές των πωλήσεων από τις τιµές των αθροιστικών 
πωλήσεων µέχρι την στιγµή αυτή. Στο ίδιο συµπέρασµα µας οδηγούν οι       t
- έλεγχοι για τις µηδενικές υποθέσεις των παραµέτρων b  και c . Αντίθετα, η 
υπόθεση 0 :H  0a =  δεν αποτυγχάνει, υποδεικνύοντάς µας πως το a   

µπορεί να πάρει την τιµή 0. Όµως, a pm=  και αφού ο αριθµός συνολικών 

αγοραστών της καινοτοµίας m δεν είναι δυνατόν να είναι µηδενικός, 
συµπεραίνουµε ότι ο συντελεστής καινοτοµίας µπορεί να είναι µηδέν. Αυτό θα 
µετατρέψει την διαφορική εξίσωση Bass στην απλή λογιστική εξίσωση. 

Αποτελέσµατα παλινδρόµησης 

ADSL 
Περίοδος p  q  m 2R  

Α’2004-Α’2010 0.017 0.46 2282282 86,63% 

 

Πίνακας 4.2 

Οι εκτιµήσεις των παραµέτρων καινοτοµίας (0.017) και µίµησης (0.46) είναι 
απολύτως αληθοφανείς και βρίσκονται κοντά σε αντίστοιχες τιµές άλλων 
καινοτοµιών, όπως µπορεί να δει κάποιος στον πίνακα 2.1. Ακόµη, ο 
συντελεστής µίµησης είναι αρκετά µεγαλύτερος του συντελεστή καινοτοµίας 
όπως προβλέπει το µοντέλο για επιτυχηµένες καινοτοµίες. Όσον αφορά το 
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µέγεθος της αγοράς η τιµή των 2.282.282 είναι µία λογική τιµή για την χώρα 
µας. 

Στο σχήµα 4.7 έχουµε αναπαραστήσει τις πραγµατικές τιµές µαζί µε τις 
προβλεπόµενες του µοντέλου παλινδρόµησης. Η προσαρµογή των 
προβλέψεων είναι πολύ ικανοποιητική και περιγράφει σε µεγάλο βαθµό την 
γενική τάση των πωλήσεων.   

Με βάση την επιτυχηµένη παλινδρόµηση και εκτίµηση των παραµέτρων 
προχωρούµε στην εφαρµογή του µοντέλου Bass. Όπως έχουµε αναφέρει 
στην θεωρία του µοντέλου σαν πρώτη χρονική περίοδος ορίζεται η περίοδος 
κατά την οποία οι πραγµατικές πωλήσεις ξεπερνούν το γινόµενο pm . Έτσι, 
σαν πρώτη χρονική περίοδος ορίζεται το πρώτο εξάµηνο του 2005.  

Στο διάγραµµα 4.8 αναπαριστώνται οι πραγµατικές τιµές µαζί µε τις 
προβλεπόµενες από το µοντέλο. Η γενική πορεία των προβλέψεων φαίνεται 
να βρίσκεται σε καλή συµφωνία µε εκείνη των πραγµατικών τιµών. Σε αυτό 
συνηγορεί και η µεγάλη τιµή του τετραγώνου του δειγµατικού συντελεστή 

συσχέτισης 
2r ( 83,4%), που εκτιµά την ποσότητα : 

2
1/2

( , )
[ ( ) ( )]
Cov A F
V A V F

ρ = . 

Από την άλλη µεριά, το µοντέλο αποτυγχάνει να δώσει ακριβή χρόνο 
µεγιστοποίησης των πωλήσεων. Οι µέγιστες πωλήσεις έλαβαν χώρα το 
πρώτο εξάµηνο του 2007 ενώ το µοντέλο προβλέπει µέγιστες πωλήσεις λίγο 
πριν την ολοκλήρωση του πρώτου εξαµήνου του 2008. Το µοντέλο 
καταφέρνει, όµως, να προβλέψει µε αρκετά µεγάλη ακρίβεια την τιµή των 
µέγιστων πωλήσεων (Πίνακας 4.3). 

 

Προβλέψεις µοντέλου για µεγιστοποίηση των πωλήσεων 

ADSL 

Πραγµατικός 
χρόνος 

µεγιστοποίησης 

Προβλεπόµενος 
χρόνος 

µεγιστοποίησης 

Πραγµατικές 
µέγιστες 

πωλήσεις 

Προβλεπόµενες 
µέγιστες 

πωλήσεις 

5 (Α‘ 2007)  6.95 272900 280410 

 

Πίνακας 4.3 

Τέλος, επιχειρήθηκε η µεσοπρόθεσµη πρόβλεψη της πορείας των συνδέσεων 
ADSL στην Ελλάδα για τα έτη 2010, 2011 και 2012. Τα αποτελέσµατα 
βρίσκονται στον πίνακα 4.4 αλλά και αναπαριστώνται γραφικά στο σχήµα 4.9. 
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Προβλέψεις µοντέλου για τα έτη 2010 - 2012 

ADSL 

Χρονική 
περίοδος Νέες Συνδέσεις Σύνολο 

Συνδέσεων 

Β’ 2010 86065 2191065 

Α’ 2011 57138 2248203 

Β’ 2011 37064 2285267 

A’2012 23684 2308951 

B’2012 14988 2323939 

 

 Πίνακας 4.4 

Παρατηρούµε πως το µοντέλο προβλέπει πως οι νέες συνδέσεις θα είναι 
διαρκώς φθίνουσες φτάνοντας µόλις στις 14988 κατά το δεύτερο εξάµηνο του 
2012. Όσον αφορά τις συνολικές συνδέσεις οι προβλέψεις δείχνουν να 
αγγίζουν τις 2324000 στο τέλος του 2012 ξεπερνώντας την εκτίµηση του 
µοντέλου για το µέγεθος της αγοράς που είναι 2282282. 
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4.3 Εφαρµογή µοντέλου µε την µέθοδο NLS 

Ορισµός δεδοµένων 

sales_nls<-c(10478,14908,26092,42375,66260,136977,191089,272900, 
256396, 228499,260640,246386,164000,188000) 

t<-c(1:14) 

 

Μη γραµµικά ελάχιστα τετράγωνα 

nonlinear<-nls(sal~m8*((1-exp((-p8-q8)*t))/(1+(q8/p8)*exp((-p8-q8)*t))-          
(1-exp((-p8-q8)*(t-1)))/(1+(q8/p8)*exp((-p8-q8)*(t-1)))), 
start=list(p8=0.0169553,q8=0.4569144,m8=2282282)) 

summary(nonlinear) 

 

Formula: sal ~ m8 * ((1 - exp((-p8 - q8) * t))/(1 + (q8/p8) * exp((-p8 -  

    q8) * t)) - (1 - exp((-p8 - q8) * (t - 1)))/(1 + (q8/p8) *  

    exp((-p8 - q8) * (t - 1)))) 

 

Parameters: 

    Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)     

p8 6.200e-03  1.717e-03   3.611  0.00409 **  

q8 4.328e-01  4.156e-02  10.413 4.93e-07 *** 

m8 2.469e+06  1.640e+05  15.057 1.10e-08 *** 

 

Residual standard error: 29480 on 11 degrees of freedom 

 

Number of iterations to convergence: 9  

Achieved convergence tolerance: 3.005e-06 

 

 

 

 



 

80 

 

Προϋποθέσεις παλινδρόµησης 

1. Κανονικότητα 

qqnorm(residuals(nonlinear)) 

qqline(residuals(nonlinear)) 

 

Σχήµα 4.10 

 

hist(residuals(nonlinear)) 

 

Σχήµα 4.11 
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3. Οµοσκεδαστικότητα 

plot(residuals(nonlinear),predict(nonlinear)) 

    

Σχήµα 4.12 

3. Ανεξαρτησία 

plot(1:14,residuals(nonlinear)) 

abline(h=0,lty=2) 

 

Σχήµα 4.13 
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∆ιαστήµατα εµπιστοσύνης συντελεστών - Προβλέψεις πωλήσεων 

confint(nonlinear) 

           2.5%                 97.5% 

p    3.377460e-03   1.029887e-02 

q    3.471679e-01    5.220100e-01 

m   2.138700e+06   2.863742e+06 

 

fitted_sales_nls<-predict(nonlinear) 

fitted_sales_nls 

   1                2                    3                  4                  5                 6 

19073.23     29009.63       43664.06     64698.83     93673.45    131176.74 

    7               8                      9                  10                11               12 

175369.05   220456.85     256658.30    273407.27   265024.25  234413.51 

    13             14 

191123.40  145746.21 

 

∆ιάγραµµα πωλήσεων και προβλέψεων µοντέλου 

plot(sales_nls,type="l",col=2,ylim=c(0,300000),axes=FALSE,ann=FALSE) 

par(new=TRUE) 

plot(fitted_sales_nls,ylim=c(0,300000),axes=FALSE,ann=FALSE) 

title(main="Regression NLS",xlab="Χρόνος",ylab="Πωλήσεις (σε χιλιάδες)") 

axis(2,at=c(0,150000,300000),lab=c("0","150","300"),las=1) 

axis(1,at=c(1:15),lab=c(“B03”,"Α04","Β04","Α05","Β05","Α06","Β06","Α07", 
"Β07", "Α08","Β08","Α09","Β09","Α10","")) 

legend(7,130000,c("Προβλεπόµενες","Πραγµατικές"),bty="n",lty=c(0,1), 
col=c(1,2),pch=c(21,NA_integer_)) 

box() 
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Σχήµα 4.14 
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Εφαρµογή µοντέλου 

cor(sales_nls,fitted_sales_nls)^2    0.9293353 

 t_peak_nls<-log(q/p)/(p+q) 

 t_peak_nls                                      9.671119  

t_peak_acual_nls<-which.max(sales_nls) 

 t_peak_acual_nls                            8 

sales_peak_nls<-(m/(4*q))*(p+q)^2 

 sales_peak_nls                               274887  

sales_peak_actual_nls<-max(sales_nls) 

sales_peak_actual_nls                    272900 

 

Προβλέψεις για τα έτη 2010 έως 2012 

t_pr<-1:19 

srinivasan<-m*((1-exp((-p-q)*t_pr))/(1+(q/p)*exp((-p-q)*t_pr))-                       
(1-exp((-p-q)*(t_pr-1)))/(1+(q/p)*exp((-p-q)*(t_pr-1)))) 

srinivasan 

      1                 2                 3                 4                 5                 6 

 19073.23      29009.63    43664.06    64698.83    93673.45   131176.74 

       7                8                 9                10               11               12 

175369.05   220456.85  256658.30  273407.27  265024.25   234413.51 

     13               14              15                16                17              18 

191123.40   145746.21  105573.70    73659.54    50058.29     33413.74 

     19   

  22037.06 

total_sales_nls<-2105000+cumsum(forecast) 

total_sales_nls 

2210574      2284233     2334292     2367705      2389742 
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∆ιάγραµµα των προβλέψεων των συνδέσεων τα έτη 2010 - 2012 

t_f<-15:19 

forecast_nls<-m*((1-exp((-p-q)*t_f))/(1+(q/p)*exp((-p-q)*t_f))-                        
(1-exp((-p-q)*(t_f-1)))/(1+(q/p)*exp((-p-q)*(t_f-1)))) 

plot(t,cumsum(sales_nls),xlim=c(1,19),ylim=c(0,2500000),axes=FALSE, 
ann=FALSE,type="l") 

par(new=TRUE) 

plot(t,cumsum(srinivasan),xlim=c(1,19),ylim=c(0,2500000),axes=FALSE, 
ann=FALSE,type="l",col=2) 

par(new=TRUE) 

plot(t_f,total,xlim=c(1,19),ylim=c(0,2500000),axes=FALSE,ann=FALSE,col=3,
type="l",lty=2) 

title(main="Πoρεία συνδέσεων ΑDSL 2003-2012", xlab="Χρόνος", 
ylab="Πωλήσεις (σε χιλιάδες)") 

axis(1,at=c(1:19),lab=c(“B03”,"Α04","Β04","Α05","Β05","Α06","Β06","Α07", 
"Β07","Α08","Β08","Α09","Β09","Α10","Β10","Α11","Β11","A12","B12")) 

axis(2,at=c(0,500000,1000000,1500000,2000000,2500000), 
lab=c("0","500","1000","1500","2000",”2500”),las=1) 

legend(8,1000000,c("Πραγµατικές","Μοντέλο","Προβλέψεις"),bty="n", 
lty=c(1,1,2),col=c(1,2,3)) 

box() 
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Σχήµα 4.15 
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Σχολιασµός των αποτελεσµάτων 

Αρχικά, ορίσαµε τα δεδοµένα, για δεκατέσσερις χρονικές περιόδους, από το 
δεύτερο εξάµηνο του 2003 µέχρι και το πρώτο εξάµηνο 2010, για να 
εκτελέσουµε την παλινδρόµηση µέσω της προσέγγισης Srinivasan-Mason 
(2.12) : 

1( ) [ ( ) ( )]i i i iS t m F t F t ε−= − +   , 1,...,14it = . 

Στα διαγράµµατα 4.10 και 4.11 (ιστόγραµµα συχνοτήτων των υπολοίπων) 
παρατηρούµε ότι τα υπόλοιπα ακολουθούν την κανονική κατανοµή. 
Ταυτόχρονα, τηρούνται οι προϋποθέσεις της οµοσκεδαστικότητας και της 
ανεξαρτησίας των υπολοίπων. 

Το σχετικό σφάλµα της παλινδρόµησης παραµένει µεγάλο (29480) αλλά είναι 
πολύ µειωµένο σε σχέση µε το αντίστοιχο στη γραµµική περίπτωση. Επίσης, 
όλοι οι συντελεστές είναι στατιστικά σηµαντικοί αφού όλοι οι t -έλεγχοι 
δείχνουν να απορρίπτουν τις µηδενικές υποθέσεις για τους συντελεστές 

, ,p q m . 

Αποτελέσµατα παλινδρόµησης 

ADSL 
Περίοδος p  q  m 

Β’2003-Α’2010 0.0062 0.4328 2469000 

 

Πίνακας 4.5 

Οι εκτιµήσεις των παραµέτρων καινοτοµίας και µίµησης είναι αληθοφανείς 
ενώ φαίνονται αισθητά µικρότερες από τις αντίστοιχες της γραµµικής 
παλινδρόµησης (ειδικά για τον συντελεστή καινοτοµίας). Αντίθετα, το µέγεθος 
της αγοράς εκτιµάται µεγαλύτερο κατά σχεδόν 200000. Στον πίνακα 4.6 
παρατίθενται τα 95% διαστήµατα εµπιστοσύνης για τους συντελεστές. 

95% διαστήµατα εµπιστοσύνης 

ADSL 
p  q  m 

[0.0037,0.0102] [0.34716,0.52201] [2138700,2863742] 

 

Πίνακας 4.6 

Στο σχήµα 4.14 έχουν παρασταθεί γραφικά οι πραγµατικές πωλήσεις και οι 
προβλέψεις από το µοντέλο παλινδρόµησης των Srinivasan και Mason. Η 
καµπύλη του µοντέλου φαίνεται να βρίσκεται σε πολύ καλή συµφωνία τις 
πραγµατικές πωλήσεις, βελτιωµένη σίγουρα σε σχέση µε την γραµµική 
παλινδρόµηση. 
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 Προβλέψεις µοντέλου για µεγιστοποίηση των πωλήσεων 

ADSL 

Πραγµατικός   
χρόνος  

µεγιστοποίησης 

Προβλεπόµενος 
χρόνος 

µεγιστοποίησης 

Πραγµατικές 
µέγιστες 

πωλήσεις 

Προβλεπόµενες 
µέγιστες 

πωλήσεις 

8 (Α’ 2007) 9.67 272900 274887 

 

Πίνακας 4.7 

Το µοντέλο αποτυγχάνει να δώσει ακριβή χρόνο µεγιστοποίησης των 
πωλήσεων όπως και το γραµµικό. Η πρόβλεψη δίνει σαν χρόνο 
µεγιστοποίησης µετά το µέσο του δευτέρου εξαµήνου του 2007, µία 
πρόβλεψη λίγο καλύτερη από αυτήν του διακριτού µοντέλου του Bass. Ακόµα, 
το µέγεθος των µέγιστων πωλήσεων αγγίζει το πραγµατικό, σηµειώνοντας µια 
απόκλιση µόλις 2000 πωλήσεων. 

Τέλος, επιχειρήθηκε η µεσοπρόθεσµη πρόβλεψη της πορείας των συνδέσεων 
ADSL στην Ελλάδα για τα έτη 2010, 2011 και 2012. Τα αποτελέσµατα 
βρίσκονται στον πίνακα 4.8 αλλά και αναπαριστώνται γραφικά στο σχήµα 
4.15. 

 

Προβλέψεις µοντέλου για τα έτη 2010 - 2012 

ADSL 

Χρονική 
περίοδος Νέες Συνδέσεις Σύνολο 

Συνδέσεων 

Β’ 2010 105574    2210574 

Α’ 2011 73659     2284233 

Β’ 2011 50059  2334292 

A’ 2012 33413 2367705 

B’ 2012           22037 2389742 

 

 Πίνακας 4.8 

Παρατηρούµε πως το µοντέλο προβλέπει πως οι νέες συνδέσεις θα είναι 
διαρκώς φθίνουσες φτάνοντας στις 22037 κατά το δεύτερο εξάµηνο του 2012. 
Όσον αφορά τις συνολικές συνδέσεις οι προβλέψεις δείχνουν να αγγίζουν τις 
2389800 στο τέλος του 2012.  
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4.4 Σύγκριση των µεθόδων και αποτίµηση των 
αποτελεσµάτων 

Είναι σηµαντικό να καταφέρουµε να αξιολογήσουµε τα αποτελέσµατά στα 
οποία έχουµε καταλήξει και να αποφανθούµε για την ισχύ των µελλοντικών 
προβλέψεων, καθώς και να συγκρίνουµε τις δύο µεθόδους παλινδρόµησης. Ο 
αριθµός των παρατηρήσεων µας για τις πωλήσεις είναι µικρός (14) αλλά όχι 
απαγορευτικός για την στατιστική ανάλυση που επιχειρούµε. Από καθαρά 
στατιστική σκοπιά, οι εκτιµήσεις των παραµέτρων , ,p q m  µε την µέθοδο 
OLS χαρακτηρίζονται τουλάχιστον επισφαλείς. Ήδη, έχουµε αναφέρει τα 
προβλήµατα κανονικότητας και οµοσκεδαστικότητας των σφαλµάτων. Μέρος 
των προβληµάτων αυτών, πιθανόν να προέρχεται από την µεγάλη 
πολυσυγγραµµικότητα µεταξύ των αθροιστικών πωλήσεων και των 
τετραγώνων τους, όπως παρατηρούν οι Srinivasan και Mason [11]. Αντίθετα,  
στην µέθοδο NLS δεν παρουσιάζονται στατιστικά προβλήµατα και το σφάλµα 
της παλινδρόµησης είναι αρκετά µικρότερο από αυτό της µεθόδου OLS. 

Αξίζει όµως να προχωρήσουµε στην αποτίµηση του «πόσο καλά» 
περιγράφονται οι πωλήσεις από τις προβλέψεις µας αλλά και ποια είναι η 
ικανότητα µελλοντικών προβλέψεων από τις εξισώσεις µας. Το µοντέλο OLS 
δίνει προβλέψεις για 11 χρονικές περιόδους (Α’ εξάµηνο 2005 έως Α’ εξάµηνο 
2010), ενώ το ΝLS για 14 (Β’ εξάµηνο 2003 έως Α’ εξάµηνο 2010). 
Εποµένως, έχει νόηµα να συγκρίνουµε τα δύο µοντέλα για τις 11 χρονικές 
περιόδους που υπάρχουν τιµές και για τα δύο. Με σκοπό να αποφανθούµε 
για την ισχύ των µελλοντικών προβλέψεων που έχουµε κάνει θα ορίσουµε  
νέα δείγµατα µε 7 τιµές που θα περιλαµβάνει τις τιµές από την περίοδο της 
µεγιστοποίησης (Α’ εξάµηνο 2005) και έπειτα.  Ας ορίσουµε κάποια µέτρα 
αποτελεσµατικότητας των µοντέλων : 

Mean error                                     
1
( )

1 n

i i
i

A FME
n =

−= ∑  

Mean absolute error                      
1

1 n

i i
i

MAE A F
n =

= −∑  

Mean square error                         2

1

1 ( )
n

i i
i

MSE A F
n =

= −∑  

Mean absolute deviation                
1

1 n

i i
i

MAD F F
n =

= −∑  

Mean percentage error                  
1

1 100%
n

i i

i i

A FMPE
n A=

−= ×∑  
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Mean absolute percentage error     
1

1 100%
n

i i

i i

A FMAPE
n A=

−= ×∑   

Όπου :  iA  οι πραγµατικές τιµές  

             iF  οι προβλέψεις του µοντέλου,  

             iF  η µέση τιµή των προβλέψεων   

             n  το µέγεθος του δείγµατος.  

 

∆είκτες ικανότητας προβλέψεων 

Μέθοδος OLS NLS 

∆είγµα whole after peak whole after peak 

ΜΕ 3280,7 8012 161,3 4284,5 

MAE 24149 29279 23146 26192 

MSE 9,5e+08 13,4e+08 8,2e+08 10,6e+08 

MAD 62788 42155 58535 35069 

MPE -3,4% 3,6% -6,6% 1,2% 

MAPE 16,4% 13,2% 17,4% 12,1% 

 
Πίνακας 4.9 

Μελετώντας τον πίνακα 4.9 παρατηρούµε πως στην πλειονότητα των δεικτών 
υπερισχύει η µη γραµµική µέθοδος των Srinivasan και Mason. Στα δείγµατα 
των 11 παρατηρήσεων, η µέθοδος OLS είναι καλύτερη στους δείκτες που 
περιλαµβάνουν σχετικά σφάλµατα αλλά όσον αφορά στα απόλυτα σφάλµατα 
η  NLS υπερισχύει αισθητά. Εποµένως, και τα δύο µοντέλα κρίνονται περίπου 
ισοδύναµα στην προσαρµογή στα υπάρχοντα δεδοµένα. Αντίθετα, στα 
δείγµατα που αφορούν τις παρατηρήσεις από τον χρόνο µεγιστοποίησης και 
έπειτα η NLS υπερισχύει σε όλους τους δείκτες δείχνοντας µεγαλύτερη 
ικανότητα στην µελλοντική πρόβλεψη του φαινοµένου. Τα παραπάνω 
φαίνονται και στο σχήµα 4.16. 
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Σχήµα 4.16 

 

Οι Μιχαλακέλης, Βαρούτας και Σφηκόπουλος δηµοσίευσαν το 2008 στην 
εργασία τους [8]6 για την κινητή τηλεφωνία στην Ελλάδα την εφαρµογή και 
των δύο µεθόδων για το µοντέλο Bass. Χρησιµοποίησαν ετήσια δεδοµένα 
από το 1994 έως το 2005 και τα αποτελέσµατα για τους συντελεστές του 
µοντέλου φαίνονται στον πίνακα 4.10. Συγκρίνοντας τα αποτελέσµατα µας µε 
τα αντίστοιχα για την κινητή τηλεφωνία (µπορούµε να κάνουµε σύγκριση αφού 
έχουµε κοινό κοινωνικό σύστηµα) µπορούµε να δούµε µια αισθητή µείωση 
στον συντελεστή µίµησης και µε τις δύο µεθόδους. Όσον αφορά τον 
συντελεστή καινοτοµίας, παρατηρούµε µια µεγάλη αύξηση στα αποτελέσµατά 
µας µε τη µέθοδο OLS αλλά και µία µικρή µείωση στη µέθοδο NLS. 

 

 

 
                                                        

6  Κατά την προσωπική µας άποψη, τα αποτελέσµατα της συγκεκριµένης εργασίας είναι επισφαλή 
καθώς το µοντέλο Bass από την κατασκευή του δεν εµπεριέχει είτε πολλαπλές αγορές από ένα άτοµο 
είτε αγορές αντικατάστασης, που είναι βέβαιο ότι περιέχονται σε µεγάλο βαθµό στα δεδοµένα της 
εργασίας.  
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Συντελεστές µοντέλου Bass στην κινητή τηλεφωνία στην Ελλάδα 

Κινητή 
τηλεφωνία 

Χρονική 
περίοδος Μέθοδος p  q  m 

1994-2005 
OLS 0,001 0,626 12248730 

NLS 0,0087 0,6528 11725280 

     

Πίνακας 4.10 (Πηγή : [8]) 

Τέλος, αξίζει να αναφέρουµε πως στο τελικό στάδιο της εργασίας αυτής 
δηµοσιεύτηκε από την Ε.Ε.Τ.Τ. οι συνδέσεις ADSL για το τρίτο τρίµηνο του 
2010 ήταν 49206. Μάλιστα, σηµειώνεται στην έκθεση πως ο αριθµός των 
νέων συνδέσεων ήταν ο µικρότερος από τις αρχές του 2006 και, πιθανόν, να 
οφείλεται στην τρέχουσα οικονοµική συγκυρία. Αναµένοντας, τα 
αποτελέσµατα του τέταρτου εξαµήνου του 2010 παρατηρούµε πως αν οι νέες 
συνδέσεις δεν καταφέρουν να ξεπεράσουν τον αριθµό του προηγούµενου 
εξαµήνου, η πρόβλεψη της µεθόδου ΟLS θα βρίσκεται πιο κοντά στην 
πραγµατική. Βέβαια, όπως φαίνεται από την παραπάνω ανάλυση αυτό δεν θα 
συµβεί λόγω µεγαλύτερης καταλληλότητας της µεθόδου αλλά στην οικονοµική 
κρίση που διέρχεται η χώρα µας. 
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