
Μιγαδικά Μέτρα και Εϕαρμογές

Δήμητρα Μάρκου

Εθνικό Μετσόβιο Πολυτεχνείο

Σχολή Εϕαρμοσμένων Μαθηματικών και Φυσικών Επιστημών

ΔΠΜΣ Εϕαρμοσμένες Μαθηματικές Επιστήμες

Τομέας Μαθηματικών

11/02/2014



2



Περιεχόμενα

1 Εισαγωγικές Έννοιες 7
1.1 Θετικά Μέτρα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.1.1 σ-άλγεβρα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.1.2 θετικά μέτρα και μετρήσιμες συναρτήσεις . . . . . . . . . . . . 9
1.1.3 ολοκλήρωμα Lebesgue και ολοκληρώσιμες συναρτήσεις . . . . 11
1.1.4 Θεώρημα αναπαράστασης του Riesz . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.2 Προσημασμένα Μέτρα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2 Μιγαδικά Μέτρα 31
2.1 Κύμανση Μέτρου . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.2 Θεώρημα Radon-Nikodym . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.3 Θεώρημα Αναπαράστασης του Riesz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3 Εϕαρμογές 47
3.1 Κατασκευή συναρτήσεων που αναπαριστάνονται από δυναμοσειρές . 47
3.2 Εϕαρμογή στην Ανάλυση Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.2.1 Μετασχηματισμός Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
3.2.2 Μιγαδικά Μέτρα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3



4 ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ



Πρόλογος

Στο κεϕάλαιο 1 δίνονται βασικές έννοιες και ορισμοί που αϕορούν χώρους θετικού
μέτρου και χώρους προσημασμένου μέτρου.
Το κεϕάλαιο 2 αναϕέρεται σε χώρους μιγαδικού μέτρου. Σε αυτό το κεϕάλαιο πα-
ραθέτουμε το θεώρημα αναπαράστασης του Riesz και ένα από τα σημαντικότερα
θεωρήματα της θεωρίας μέτρου, Θεώρημα Radon-Nikodym.
Tέλος, παραθέτουμε δύο εϕαρμογές των μιγαδικών μέτρων: Έναν τρόπο κατασκευής
συναρτήσεων που αναπαριστάνονται από δυναμοσειρές και μια εϕαρμογή τους στην
Ανάλυση Fourier.
Θα ήθελα να ευχαριστήσω τον επιβλέποντα καθηγητή μου, κ.Ι.Σαραντόπουλο για
τη βοήθειά του. Επίσης, θέλω να ευχαριστήσω τους καθηγητές κ.N.Γιαννακάκη και
κ.Γ.Σμυρλή για το χρόνο που διέθεσαν.
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Κεϕάλαιο 1

Εισαγωγικές Έννοιες

1.1 Θετικά Μέτρα

1.1.1 σ-άλγεβρα

Ορισμός 1.1.1 Έστω Χ ένα μη κενό σύνολο. Μία οικογένεια A υποσυνόλων του Χ
καλείται άλγεβρα (υποσυνόλων του Χ) αν ικανοποιεί τις παρακάτω απαιτήσεις:

1. X ∈ A

2. Αν A ∈ A, τότε Ac(= X − A) ∈ A

3. Αν {Ai : i ∈ I} ⊂ A, τότε ∪i∈IAi ∈ A, όπου Ι πεπερασμένο σύνολο.

Αν η σχέση (3) ισχύει και για Ι απείρως αριθμήσιμο, τότε η A καλείται σ-άλγεβρα
(υποσυνόλων του Χ).
Ένα ζεύγος (X,A) , όπου X μη κενό σύνολο και A σ-άλγεβρα υποσυνόλων του Χ, κα-
λείται μετρήσιμος χώρος και ένα A ∈ A καλείται μετρήσιμο σύνολο.

Παρατηρήσεις 1.1.1 1. Στον παραπάνω ορισμό η απαίτηση (1) μπορεί να αντικα-
τασταθεί από την

(α) ∅ ∈ A ή την

(ϐ) H A είναι μη κενή οικογένεια.

2. Εύκολα αποδεικνύεται ότι έπειτα από αριθμήσιμο το πλήθος συνολοθεωρητικές
πράξεις μεταξύ μετρήσιμων συνόλων προκύπτουν μετρήσιμα σύνολα.

Παραθέτουμε ένα πολύ σημαντικό παράδειγμα σ-άλγεβρας, τη σ-άλγεβρα Borel.
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Υπενθυμίζονται οι παρακάτω ορισμοι:

Ορισμός 1.1.2 Έστω Χ μη κενό σύνολο. Μία οικογένεια τ υποσυνόλων του Χ καλεί-
ται τοπολογία αν ικανοποιεί τις παρακάτω απαιτήσεις:

1. ∅ ∈ τ

2. Aν N ∈ N και A1, A2, . . . , AN ∈ τ, τότε ∩N
i=1Ai ∈ τ.

3. Αν Ι αυθαίρετο σύνολο και Ai ∈ τ για κάθε i ∈ I, τότε ∪i∈IAi ∈ τ.

To ζεύγος (X, τ) καλείται τοπολογικός χώρος και τα υποσύνολα του Χ που ανήκουν
στην τ καλούνται ανοικτά του Χ (ως προς την τοπολογία τ).

Πρόταση 1.1.1 Έστω Χ μη κενό σύνολο και C κλάση υποσυνόλων του Χ. Υπάρχει
η ελάχιστη (με την έννοια του εγκλεισμού) σ-άλγεβρα A υποσυνόλων του Χ που πε-
ριέχει την κλάση A. H A καλείται παραγόμενη σ-άλγεβρα από τη C και συμβολικά
γράϕουμε A = σ(C).

Απόδειξη Aρχικά θα δείξουμε ότι η τομή μιας μη κενής κλάσης σ-αλγεβρών υπο-
συνόλων του Χ είναι σ-άλγεβρα. Πράγματι, έστω σύνολο Ι και {Ai : i ∈ I} οικογένεια
σ-αλγεβρών υποσυνόλων του Χ. Θα δείξουμε ότι η κλάση A = ∩i∈IAi αποτελεί σ-
άλγεβρα υποσυνόλων του Χ. Πράγματι, X ∈ A, αϕού X ∈ Ai ,∀i ∈ I. Έπειτα, αν
A ∈ A, τότε A ∈ Ai, για κάθε i ∈ I. Aϕού για κάθε i ∈ I η Ai είναι σ-άλγεβρα, ισχύει
ότι Ac ∈ Ai, για κάθε i ∈ I. Oπότε Ac ∈ A. Tέλος, έστω J αριθμήσιμο σύνολο και
{Aj : j ∈ J} ⊂ A. Tότε {Aj : j ∈ J} ⊂ Ai για κάθε i ∈ I, οπότε ∪j∈JAj ∈ Ai, για κάθε i ∈ I.
Ισοδύναμα, ∪j∈JAj ∈ A .Άρα η A αποτελεί σ-άλγεβρα υποσυνόλων του Χ.
Θεωρούμε την οικογένεια{

M ⊂ P(X ) :M σ-άλγεβρα υποσυνόλων του Χ, C ⊂ M
}

Η παραπάνω οικογένεια είναι μη κενή αϕού περιέχει το P(X ). Το σύνολο

∩
{
M ⊂ P(X )) :M σ-άλγεβρα υποσυνόλων του Χ, C ⊂ M

}
είναι σ-άλγεβρα στο Χ, περιέχει την κλάση C και είναι προϕανώς η ελάχιστη με αυτές
τις ιδιότητες.

�

Ορισμός 1.1.3 Έστω (X, τ) τοπολογικός χώρος. Η σ-άλγεβρα σ(τ) καλείται σ-άλγεβρα
Borel υποσυνόλων του Χ και συμβολίζεται με B(X ). Είναι δηλαδή η ελάχιστη σ-
άλγεβρα υποσυνόλων του X που περιέχει τα ανοικτά του ως προς την τοπολογία τ.
Ένα A ∈ B(X ) καλείται σύνολο Borel του Χ.
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1.1.2 θετικά μέτρα και μετρήσιμες συναρτήσεις

Ορισμός 1.1.4 Έστω (X,A) μετρήσιμος χώρος. Μία συνολοσυνάρτηση µ : A → [0,+∞]
καλείται θετικό μέτρο αν ισχύουν τα παρακάτω:

1. µ(∅) = 0

2. µ(∪i∈IAi) =
∑

i∈I µ(Ai), όπου Ι αριθμήσμο σύνολο και τα (Ai)i ∈ I ξένα ανά δύο.

Αν η (2) ισχύει μόνο για Ι πεπερασμένο, τότε το μ καλείται πεπερασμενα προσθετικό
μέτρο και μπορεί να οριστεί και σε μία άλγεβρα. Η τριάδα (X,A, µ), όπου (X,A) μετρή-
σιμος χώρος και μ θετικό μέτρο σε αυτόν καλείται χώρος θετικού μέτρου.

Ορισμός 1.1.5 Ένα θετικό μέτρο μ ορισμένο σε ένα μετρήσιμο χώρο (X,A) καλείται

• πεπερασμένο, αν µ(X ) < +∞

• σ-πεπερασμένο, αν X = ∪i∈IAi, όπου Ι αριθμήσιμο σύνολο και για κάθε i ∈ I ισχύει
Ai ∈ A με µ(Ai) < +∞.

Τότε ο (X,A, µ) καλείται χώρος πεπερασμένου θετικού μέτρου και χώρος σ-πεπερασμένου
θετικού μέτρου αντίστοιχα.

Σημειώνουμε τώρα κάποια γνωρίσματα του θετικού μέτρου.

Πρόταση 1.1.2 (μονοτονία του θετικού μέτρου) Έστω (X,A, µ) χώρος θετικού μέτρου.
Αν A, B ∈ A και A ⊂ B, τότε µ(A) ≤ µ(B). Αν, επιπλέον, µ(A) < +∞ , τότε
µ(B − A) = µ(B) − µ(A).

Απόδειξη Έχουμε B = A ∪ (B − A). Τα A, B − A είναι ξένα μετρήσιμα σύνολα οπότε
µ(B) = µ(A) + µ(B − A). Αϕού µ(B − A) ≥ 0), έπεται ότι µ(B) ≥ µ(A). Aν, επιπλέον,
µ(A) < +∞, τότε µ(B − A) = µ(B) − µ(A).

�

Πρόταση 1.1.3 (σ-υποπροσθετικότητα του θετικού μέτρου ή ανισότητα Boole) Έστω
(X,A, µ) χώρος θετικού μέτρου. Αν (An)n∈N ακολουθία στοιχείων της A, τότε
µ(∪∞n=1An) ≤ ∑∞

n=1 µ(An).

Απόδειξη Έστω Bn = An − ∪i<nAi, για n = 1, 2, . . .. Τότε για κάθε n = 1, 2, . . . έχουμε
ότι Bn ∈ A και Bn ⊂ An. Aπό την πρόταση 1.1.2 έχουμε ότι µ(Bn) ≤ µ(An) για κάθε
n = 1, 2, . . .. Επίσης, τα Bn, n = 1, 2, . . . είναι ξένα ανά δύο και ∪∞n=1Bn = ∪∞n=1An.
Eπομένως

µ(∪∞n=1An) = µ(∪∞n=1Bn)

=

∞∑
n=1

µ(Bn)

≤
∞∑

n=1

µ(An).
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�

Πρόταση 1.1.4 (συνέχεια του θετικού μέτρου) Έστω (X,A, µ) χώρος θετικού μέτρου.

1. Αν (An)n∈N αύξουσα ακολουθία στην A, τότε µ(∪∞n=1An) = limn→∞ µ(An).

2. Αν (An)n∈N ϕθίνουσα ακολουθία στηνA και µ(A1) < ∞, τότε µ(∩∞n=1An) = limn→∞ µ(An).

Απόδειξη

1. Έστω B1 = A1 και Bn = An − An−1 για n ≥ 2. Τότε για κάθε n = 1, 2, . . . ισχύει
Bn ∈ A, τα Bn, n = 1, 2, . . . είναι ξένα ανά δύο, ∪∞n=1An = ∪∞n=1Bn και ∪n

k=1Bk = An,
για κάθε n = 1, 2, . . .. Επομένως

µ(∪∞n=1An) = µ(∪∞n=1Bn)

=

∞∑
k=1

µ(Bk)

= lim
n→∞

n∑
k=1

µ(Bk)

= lim
n→∞

µ(An).

2. Θέτουμε C1 = A1 και Cn = A1 − An ,για κάθε n = 2, 3, . . .. Τότε η (Cn)n∈N είναι
αύξουσα ακολουθία στην A και ∪∞n=1Cn = A1 − ∩∞n=1An. Από το (1) έπεται ότι

µ
( ∪∞n=1 Cn

)
= limn→∞ µ(Cn),

δηλαδή

µ(A1 − ∩∞n=1An) = limn→∞ µ(A1 − An).

Αϕού µ(A1) < ∞, από την πρόταση 1.1.4 έπεται ότι

µ(A1 − ∩∞n=1An) = µ(A1) − µ(∩∞n=1An)

και

µ(A1 − An) = µ(A1) − µ(An).
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Επομένως

µ(A1) − µ(∩∞n=1) = µ(A1) − limn→∞ µ(An).

Δηλαδή,

µ(∩∞n=1An) = limn→∞ µ(An).

�

Ορισμός 1.1.6 Έστω (X,A), (Y,B) μετρήσιμοι χώροι. Μία συνάρτηση
f : (X,A)→ (Y,B) καλείται (A,B)-μετρήσιμη αν για κάθε B ∈ B το
f −1(B)

(
= {x ∈ X : f (x) ∈ B}

)
∈ A. Αν B = B(Y ), δηλαδή η B είναι η σ-άλγεβρα Borel

του Υ (ως προς μια τοπολογία τ), τότε η f καλείται Borel μετρήσιμη συνάρτηση.

1.1.3 ολοκλήρωμα Lebesgue και ολοκληρώσιμες συναρτήσεις

Αρχικά θα ορίσουμε το ολοκλήρωμα Lebesgue μη αρνητικών συναρτήσεων.

Ορισμός 1.1.7 Έστω Χ μη κενό σύνολο. Μία συνάρτηση σ : X → C καλείτα απλή αν
το σύνολο τιμών της, s(X ), είναι πεπερασμένο.

Παρατηρήσεις 1.1.2 Aν s(X ) = {α1, α2, . . . , αN }, όπου N ∈ N, τότε εύκολα βλέπουμε
ότι η συνάρτησή μας γράϕεται ως σ =

∑N
i=1 αiχAi , όπου Ai = s−1({αi}) για καθε

i ∈ {1, 2, . . . .N}. Αυτή η παράσταση λέγεται κανονική μορϕή της σ. Εύκολα, επίσης,
βλέπουμε ότι η σ είναι μετρήσιμη συνάρτηση αν και μόνο αν το Ai είναι μετρήσιμο
σύνολο για κάθε i ∈ {1, 2, . . . .N}.

Ορισμός 1.1.8 Έστω (X,A, µ) χώρος θετικού μέτρου και f : X → [0,+∞) απλή μετρή-
σιμη συνάρτηση. Αν s =

∑∞
i=1 αiχAi η κανονική της μορϕή, τότε ορίζεται το ολοκλήρωμα

Lebesgue της f (ως προς μ) να είναι ο αριθμός∫
fdµ =

∑N
i=1 αiµ(Ai)

εϕόσον είναι πεπερασμένο. Αν
∑N

i=1 αiµ(Ai) = ∞, λέμε ότι το ολοκλήρωμα Lebesgue
της f ως προς μ δεν υπάρχει. Επίσης, αν στο πιο πάνω άθροισμα εμϕανιστεί ο όρος
0 · (+∞), τότε ορίζουμε 0 · (+∞) = 0. Αν E ∈ A, το ολοκλήρωμα Lebesgue της f (ως
προς μ) στο E ορίζεται ως ∫

E
fdµ =

∑N
i=1 αiµ(Ai ∩ E)

Πρόταση 1.1.5 Έστω (X,A, µ) χώρος θετικού μέτρου, f, g : X → [0,+∞) απλές μετρή-
σιμες συναρτήσεις και α ≥ 0. Ισχύουν τα εξής:
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1.
∫

αfdµ = α
∫

fdµ

2.
∫

(f + g)dµ =
∫

fdµ +
∫

gdµ

3. Αν f ≤ g, τότε
∫

fdµ ≤
∫

gdµ

Απόδειξη Έστω f =
∑N

i=1 αiχAi και g =
∑M

j=1 ϐjχBj , όπου N, M ∈ N, αi ≥ 0, για κάθε
i = 1, . . . , N, ϐj ≥ 0. για κάθε j = 1, . . . , M, τα Ai , i = 1, . . . , N καθώς και τα Bj, j = 1, . . . , M
είναι ξένα ανά δύο μετρήσιμα σύνολα και ∪N

i=1 = Ai = ∪M
j=1Bj = X .

1. ∫
αfdµ =

∫ N∑
i=1

ααiχAi dµ

=

N∑
i=1

ααiµ(Ai)

= α

∫
fdµ.

2. Έχουμε f + g =
∑

i,j(αi + ϐj)χAi∩Bj και τα Ai ∩ Bj είνα ξένα μεταξύ τους. Άρα

∫
(f + g)dµ =

∑
i,j

(αi + ϐj)µ(Ai ∩ Bj)

=
∑

i,j

αiµ(Ai ∩ Bj) +
∑

i,j

ϐjµ(Ai ∩ Bj)

=
∑

i

αi

∑
j

µ(Ai ∩ Bj) +
∑

j

ϐj

∑
j

µ(Ai ∪ Bj)

=
∑

i

αiµ(Ai) +
∑

j

ϐjµ(Bj)

=

∫
fdµ +

∫
gdµ.

3. H g − f είναι απλή και ισχύει g − f ≥ 0. Από το (2) έχουμε∫
gdµ =

∫
(g − f )dµ +

∫
fdµ

και επειδή
∫

(g − f )dµ ≥ 0, έπεται ότι
∫

fdµ ≤
∫

gdµ.

�
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Ορισμός 1.1.9 Έστω (X,A, µ) χώρος θετικού μέτρου και f : X → [0,+∞] Borel μετρή-
σιμη συνάρτηση. Το ολοκλήρωμα Lebesgue της f (ως προς μ) ορίζεται ως εξής:∫

fdµ = sup
{ ∫

sdµ : s απλή, 0 ≤ s ≤ f
}

Αν E ∈ A, το ολοκλήρωμα Lebesgue της f (ως προς μ ) στο Ε ορίζεται ως∫
E

fdµ =
∫

f · χEdµ.

Παρατηρήσεις 1.1.3 Αν η f είναι απλή, τότε ο ορισμός αυτός συμπίπτει με τον ορισμό
1.1.8 διότι από την προηγούμενη πρόταση η μεγαλύτερη απλή συνάρτηση s με
0 ≤ s ≤ f είναι η s=f η οποία και θα δώσει τη μέγιστη τιμή στο

∫
sdµ. Επίσης, είναι

σαϕές ότι
∫

fdµ ∈ [0,+∞].

Πρόταση 1.1.6 Έστω (X,A, µ) χώρος θετικού μέτρου, f, g : X → [0,+∞] Borel μετρή-
σιμες συναρτήσεις, A, B ∈ A και α ≥ 0. Tότε

1.
∫

αfdµ = α
∫

fdµ

2. Αν f ≤ g, τότε
∫

fdµ ≤
∫

gdµ

3. Aν A ⊂ B, τότε
∫

A
fdµ ≤

∫
B

gdµ

4. Αν µ(A) = 0 ή αν f=0 στο Α, τότε
∫

A
fdµ = 0

Απόδειξη

1. Aν α=0, τότε προϕανώς ισχύει. Αν α > 0, τότε από την πρόταση 1.1.5 , το (1),

∫
αfdµ = sup

{ ∫
sdµ : s απλη, 0 ≤ s ≤ αf

}
= α sup

∫ {1
α

sdµ : s απλη, 0 ≤ 1
α
· s ≤ f

}
= α sup

{ ∫
tdµ : t απλη, 0 ≤ t ≤ f

}
= α

∫
fdµ.

2. Αν f ≤ g, τότε για κάθε απλή συνάρτηση s ≥ 0 με s ≤ f έχουμε s ≤ g. Άρα από
τον ορισμό 1.1.9 έπεται το ζητούμενο.

3. Αν A ⊂ B, τότε f · χA ≤ f · χB και από το (2),
∫

f · χAdµ ≤
∫

f · χBdµ, δηλαδή∫
A

fdµ ≤
∫

B
fdµ.
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4. Αν μ(Α)=0, τότε για κάθε απλή συνάρτηση s με 0 ≤ s ≤ fχA έχουμε
∫

sdµ = 0.
Άρα

∫
f · χAdµ = 0, δηλαδή

∫
A

fdµ = 0. Αν f = 0 στο Α, τότε f · χA = 0 στο Χ και
άρα

∫
A

fdµ =
∫

f · χAdµ = 0.

�

Θεώρημα 1.1.1 (Θεώρημα Μονότονης Σύγκλισης του Lebesgue) Έστω (X,A, µ) χώ-
ρος θετικού μέτρου και fn : X → [0,+∞], n = 1, 2, . . . αύξουσα ακολουθία μετρήσιμων
συναρτήσεων (δηλαδή f1 ≤ f2 ≤ . . .) και f = limn fn. Τότε∫

fdµ = limn

∫
fndµ.

Για την απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος θα χρειαστούμε το επόμενο

Λήμμα 1.1.1 Έστω (X,A, µ) χώρος θετικού μέτρου και s : X → [0,+∞] απλή συνάρ-
τηση. Θέτουμε ν : A → [0,+∞] με ν(A) =

∫
A

sdµ. Tότε το ν είναι θετικό μέτρο στον
(X,A).

Απόδειξη Έστω s =
∑n

i=1 αiχAi όπου n ∈ N, τα Ai , i = 1, . . . , n είναι ξένα ανά δυο
μετρήσιμα σύνολα και αi ≥ 0, για κάθε i = 1, 2, . . . , n. Τότε για κάθε ακολουθία
(Bm)m∈N ξένων ανά δύο στοιχείων του A έχουμε ότι

ν(∪∞m=1Bm) =
∫
∪∞m=1Bm

sdµ

=

n∑
i=1

αiµ(Ai ∩ ∪∞m=1Bm)

=

n∑
i=1

αiµ(∪∞m=1(Ai ∩ Bm)) =
n∑

i=1

αi

∞∑
m=1

µ(Ai ∩ Bm)

=

∞∑
m=1

n∑
i=1

αiµ(Ai ∩ Bm)

=

∞∑
m=1

ν(Bm).

Επιπλέον, ν(∅) =
∫
∅ sdµ = 0. Άρα το ν είναι θετικό μέτρο στο μετρήσιμο χώρο (X,A).

�

Απόδειξη του Θεωρήματος 1.1.1 Εφόσον η f είναι αύξουσα, ορίζεται η συνάρτηση
f = limn fn, f : X → [0,∞] και είναι μετρήσιμη αϕού οι συναρτήσεις f1, f2, . . . είναι με-
τρήσιμες (βλ. [3], πρόταση 5.10). Άρα ορίζεται το

∫
fdµ. Επίσης, αν n ∈ N, τότε

fn ≤ fn+1 ≤ f οπότε
∫

fndµ ≤
∫

fn+1dµ ≤
∫

fdµ. Συνεπώς, υπάρχει το limn

∫
fn και

limn

∫
fndµ ≤

∫
fdµ. Θέτουμε α = limn

∫
fndµ. Μένει να δείξουμε ότι α ≥

∫
fdµ. Έστω s

απλή με 0 ≤ s ≤ f και θ ∈ (0, 1).
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Θέτουμε

An = [fn ≥ θs], n = 1, 2, . . .

Τότε An ∈ A (αϕού οι fn και s είναι μετρήσιμες), η An είναι αύξουσα (αϕού η fn είναι
αύξουσα) και X = ∪∞n=1An (διότι για κάθε x ∈ X . αν f (x) = 0, τότε s(x) = 0 οπότε x ∈ A1

ενώ αν f (x) > 0, τότε θ · s(x) < f (x) και άρα υπάρχει n ώστε θ · s(x) < fn(x), οπότε
x ∈ An). Θέτουμε

ν : A → [0,+∞] με ν(A) =
∫

A
sdµ.

Από το προηγούμενο Λήμμα έχουμε ότι το ν είναι θετικό μέτρο στον (X,A). Έχουμε

θ · ν(An) = θ ·
∫

An
sdµ =

∫
θ · s · χAn dµ ≤

∫
fnχAn dµ ≤

∫
fndµ,

και παίρνοντας το όριο όταν n → +∞,

θ · ν(X ) ≤ α, δηλαδη θ
∫

sdµ ≤ α.

Αυτή η ανισότητα ισχύει για κάθε θ ∈ (0, 1) και κάθε απλή συνάρτηση s με 0 ≤ s ≤ f .
Παίρνοντας το όριο όταν θ → 1 έχουμε

∫
sdµ ≤ α. Τέλος, παίρνοντας το supremum

για όλες τις απλές συναρτήσεις s με 0 ≤ s ≤ f , έπεται ότι
∫

fdµ ≤ α.

�

Πόρισμα 1.1.1 (Θεώρημα Beppo-Levi) Έστω (X,A, µ) χώρος θετικού μέτρου,
fn : X → [0,+∞], n = 1, 2, . . . ακολουθία μετρήσιμων συναρτήσεων και f =

∑∞
n=1 fn. Τότε∫

fdµ =
∑∞

n=1

∫
fndµ.

Πόρισμα 1.1.2 (Λήμμα Fatou) Έστω (X,A, µ) χώρος θετικού μέτρου και
fn : X → [0,+∞], n = 1, 2, . . . ακολουθία μετρήσιμων συναρτήσεων. Τότε∫

lim infn fndµ ≤ lim infn

∫
fndµ

Πόρισμα 1.1.3 Έστω (X,A, µ) χώρος θετικού μέτρου και f : X → [0,+∞] μετρήσιμη
συνάρτηση. Θέτουμε ν = ν(f, µ) : A → [0,+∞], με ν(A) =

∫
A

fdµ. Tότε

1. Το ν είναι θετικό μέτρο.

2. Αν A ∈ A και µ(A) = 0, τότε ν(A) = 0.

3. Αν g : X → [0,+∞] μετρήσιμη συνάρτηση, τότε
∫

gdν =
∫

gfdµ.

Παρατηρήσεις 1.1.4 1. Συχνά συμβολίζουμε dν = fdµ και αυτό σημαίνει οτι∫
gdν =

∫
gfdµ, για κάθε μετρήσιμη συνάρτηση g : X → [0,+∞].
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2. Στο αντίστροϕο του παραπάνω πορίσματος,το οποίο καλείται θεώρημα
Radon- Nikodym, θα αναϕερθούμε σε επόμενη παράγραϕο. Αποτελεί ένα πολύ
σημα- ντικό αποτέλεσμα της θεωρίας μέτρου.

Ορισμός 1.1.10 Έστω (X,A, µ) χώρος θετικού μέτρου και f : X → [0,+∞] Borel με-
τρήσιμη συνάρτηση. Θέτουμε ν = ν(f, µ) : A → [0,+∞] με ν(A) =

∫
A

fdµ. Τo ν λέγεται
αόριστο ολοκλήρωμα της f ως προς µ.

Ορισμός 1.1.11 Έστω (X,A, µ) χώρος θετικού μέτρου και f : X → [−∞,+∞] Borel
μετρήσιμη συνάρτηση. Θέτουμε f + = f ∨0 (= max{f, 0}) και f − = (−f )∨0 (= max{−f, 0}). Αν
ένα τουλάχιστον από τα

∫
f +dµ,

∫
f −dµ είναι πεπερασμένο, ορίζουμε το ολοκλήρωμα

Lebesgue της f ( ως προς µ ) ως∫
fdµ =

∫
f +dµ −

∫
f −dµ,

διαϕορετικά λέμε ότι δεν ορίζεται.
Αν E ∈ A, τότε ορίζουμε

∫
E

fdµ =
∫

f · χEdµ.
Αν

∫
f +dµ < +∞ και

∫
f −dµ < +∞, τότε η f καλείται (Lebesgue) ολοκληρώσιμη ως

προς µ . Το συνολο των (Lebesgue) ολοκληρώσιμων (ως προς µ) συναρτήσεων με
πραγματικές τιμές συμβολίζεται με L1

R(µ).

Παρατηρήσεις 1.1.5 H f καλείται (Lebesgue) ολοκληρώσιμη ( ως προς µ ) αν∫
|f |dµ < +∞. Το

∫
|f |dµ ορίζεται γιατί η f είναι θετική Borel μετρήσιμη συνάρτηση. Το

σύνολο των (Lebesgue) ολοκληρώσιμων συναρτήσεων (ως προς µ ) συναρτήσεων με
μιγαδικές τιμές συμβολίζεται με L1(µ).

Ορισμός 1.1.12 Έστω (X,A, µ) χώρος θετικού μέτρου και f : X → C ολοκληρώσιμη
συνάρτηση, f = u + iv. Ορίζουμε το ολοκλήρωμα Lebesgue της f (ως προς µ) ως∫

fdµ =
∫

udµ + i
∫

vdµ.

Aν E ∈ A, τότε ορίζουμε
∫

E
fdµ =

∫
f · χEdµ.

Παρατηρήσεις 1.1.6 Τα
∫

udµ,
∫

vdµ ορίζονται διότι οι u, v είναι Borel μετρήσιμες
πραγματικές συναρτήσεις μικρότερες από την f .

Πρόταση 1.1.7 Έστω (X,A, µ) χώρος θετικού μέτρου, f, g ∈ L1(µ) και α, ϐ ∈ C. Τότε

1. αf + ϐg ∈ L1(µ)

2.
∫

(αf + ϐg)dµ = α
∫

fdµ + ϐ
∫

gdµ.

Πρόταση 1.1.8 Έστω (X,A, µ) χώρος θετικού μέτρου και f, g ∈ L1(µ) με f ≤ g. Τότε∫
fdµ ≤

∫
gdµ
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Πρόταση 1.1.9 Έστω (X,A, µ) χώρος θετικού μέτρου και f ∈ L1(µ). Τότε∫
fdµ ≤

∫
|f |dµ.

Πρόταση 1.1.10 Έστω (X,A, µ) χώρος θετικού μέτρου και f, g ∈ L1(µ).

1. Αν f = g, µ-σχεδόν παντού, τότε
∫

fdµ =
∫

gdµ.

2. Αν f = 0, µ-σχεδόν παντού αν και μόνο αν
∫

A
fdµ = 0.

Θεώρημα 1.1.2 (Κυριαρχημένης Σύγκλισης του Lebesgue) Έστω fn : X → C,
n = 1, 2, . . ., ακολουθία μετρήσιμων συναρτήσεων και f : X → C ώστε f = limn fn. Έστω
ότι υπάρχει g ∈ L1

R(µ) ώστε |fn | ≤ g για κάθε n = 1, 2, . . .. Τοτε f ∈ L1(µ), fn ∈ L1(µ), για
κάθε n = 1, 2, . . . και ισχύει ότι

limn

∫
fndµ =

∫
fdµ.

Για την απόδειξη του Θεωρήματος Κυριαρχημένης Σύγκλισης παραπέμπουμε στο
[3].

Στη συνέχεια παραθέτουμε κάποιους ορισμούς προκειμένου να διατυπώσουμε δύο
πολύ σημαντικά θεωρήματα: Tο Θεώρημα Αναλυσης του Lebesgue και το Θεώρημα
Radon-Nikodym.

Ορισμός 1.1.13 Έστω µ, ρ θετικά μέτρα σε ένα μετρήσιμο χώρο (X,A). Λέμε ότι το ρ
είναι απόλυτα συνεχές ως προς το µ και συμβολίζουμε ρ ≪ µ αν ρ(E) = 0 για κάθε
E ∈ A με µ(E) = 0.

Ορισμός 1.1.14 Έστω (X,A, µ) χώρος θετικού μέτρου. Λέμε ότι το µ είναι συγκεντρω-
μένο σε ένα σύνολο A ∈ A αν ισχύει µ(E) = µ(A ∩ E), για κάθε E ∈ A ή, ισοδύναμα, αν
µ(E) = 0, για κάθε E ∈ A με A ∩ E = ∅.

Ορισμός 1.1.15 Έστω µ1, µ2 θετικά μέτρα σε ένα μετρήσιμο χώρο (X,A). Λέμε ότι τα
µ1, µ2 είναι κάθετα και συμβολίζουμε µ1 ⊥ µ2 αν το µ1 είναι συγκεντρωμένο σε ένα
σύνολο A ∈ A, το µ2 είναι συγκεντρωμένο σε ένα σύνολο B ∈ A και τα A, B είναι ξένα
μεταξύ τους.

Θεώρημα 1.1.3 (Θεώρημα Lebesgue-Radon-Nikodym) Έστω µ, ν θετικά πεπερασμένα
μέτρα στο μετρήσιμο χώρο (X,A).

1. Υπάρχουν δύο μοναδικά πεπερασμένα θετικά μέτρα ρ, τ στον (X,A) ώστε

ν = ρ + τ, ρ ≪ µ και τ ⊥ µ.
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2. Υπάρχει μοναδική µ−σχεδόν παντού συνάρτηση h ∈ L1
R(µ), h ≥ 0 ώστε

ν(A) =
∫

A
hdµ,

για κάθε A ∈ A.

Tο πρώτο σκέλος του παραπάνω θεωρήματος καλείται Θεώρημα ανάλυσης του
Lebesgue (για θετικά πεπερασμένα μέτρα) και το ζεύγος (ρ, τ) καλείται ανάλυση
Lebesgue του ν ως προς µ.
Το δεύτερο σκέλος του θεωρήματος καλείται Θεώρημα Radon-Nikodym (για θετικά
πεπερασμένα μέτρα) και η συνάρτηση h καλείται Radon-Nikodym παράγωγος του
ν ως προς µ.

Αρχικά θα δώσουμε ένα χρήσιμο για την απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος Λήμμα.

Λήμμα 1.1.1 Έστω µ, ν θετικά πεπερασμένα μέτρα στο μετρήσιμο χώρο (X,A). Tότε
συμβαίνει ακριβώς ένα από τα εξής:

1. µ ⊥ ν ή

2. Υπάρχει A ∈ A με µ(A) > 0 και ε > 0 ώστε ε · µ(B) ≤ ν(B) για κάθε B ∈ A με B ⊂ A.

Για την απόδειξη του παραπάνω Λήμματος παραπέμπουμε στο [3].

Aπόδειξη του Θεωρήματος 1.1.3 Θεωρούμε το σύνολο συναρτήσεων

K =
{
f : X → [0,+∞], f μετρήσιμη και

∫
A

fdµ ≤ ν(A) για κάθε A ∈ A
}
.

Ισχύουν τα εξής:

1. K , ∅ (αϕού 0 ∈ K ).

2. Αν f1, f2 ∈ K , τότε f1 ∨ f2 (= max{f1, f2}) ∈ K .

Πράγματι, για κάθε A ∈ A,

∫
A

f1 ∨ f2dµ =

∫
A∩[f1≥f2]

f1dµ +

∫
A∩[f1<f2]

f2dµ

≤ ν(A ∩ [f1 ≥ f2]) + ν(A ∩ [f1 < f2])
= ν(A).
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3. Αν {hn}n∈N αύξουσα ακολουθία στο K και h = limn∈N hn, τότε h ∈ K . Πράγματι,
για κάθε n ∈ N έχουμε

∫
A

hndµ ≤ ν(A) και από το θεώρημα μονότονης σύγκλισης
του Lebesgue,

∫
A

hdµ ≤ ν(A).

Θέτουμε α = sup
{ ∫

hdµ : h ∈ K
}
.

4. α ≤ ν(X ) < +∞ ( διότι
∫

fdµ ≤ ν(X ), για κάθε f ∈ K ).

5. Υπάρχει h ∈ K ώστε
∫

hdµ = α.

Πράγματι, από τον ορισμό του α και το (4) για κάθε n υπάρχει fn ∈ K ώστε∫
fndµ > α − 1/n.

Από το (2) μπορούμε να υποθέσουμε ότι η f1 είναι αύξουσα (αντικαθιστώντας
την f1 με την f1 ∨ f2 ∨ . . . ∨ fn ). Aπό την (3) έπεται ότι η h = limn fn ανήκει στο K
και είναι σαϕές ότι

∫
hdµ = α

(αϕού α − 1/n ≤
∫

fdµ ≤ α).
Η συνάρτηση h μπορεί να πάρει την τιμή +∞. Όμως, επειδή

∫
hdµ = α < +∞,

ισχύει ότι

µ
({

x ∈ X : h(x) = +∞})
=0

(από [3], πόρισμα 8.14). Μπορούμε να αλλάξουμε τις τιμές της f σε αυτό το
σύνολο ώστε η f να παίρνει μόνο πραγματικές μη αρνητικές τιμές.

Άρα έχουμε ότι h ∈ L1(µ).

Ορίζουμε ρ, τ : A → [0,+∞] με

ρ(A) =
∫

A
hdµ για κάθε A ∈ A και τ = ν − ρ.

Ειναι σαϕές ότι τα ρ, τ είναι θετικά μέτρα (αϕού h ≥ 0 και ρ(A) ≤ ν(A) ) και ρ ≪ µ
(πόρισμα 6.12, [3]).

Θα δείξουμε ότι τ ⊥ µ. Έστω ότι αυτό δεν ισχύει. Τότε, (Λήμμα 10.11, [3]),
υπάρχει α ∈ A με µ(A) > 0 και ε > 0 ώστε εµ(B) ≤ τ(B) για κάθε B ∈ A με B ⊂ A.

Θεωρούμε τη συνάρτηση f = h + εχA. Τότε για κάθε B ∈ A έχουμε
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∫
B

fdµ =

∫
B

hdµ + εµ(A ∩ B)

≤
∫

B
hdµ + τ(A ∩ B)

=

∫
A∩B

hdµ +

∫
B−A

hdµ

= τ(A ∩ B)

= ρ(A ∩ B) +
∫

B−A
hdµ + τ(A ∩ B)

= ν(A ∩ B) +
∫

B−A
hdµ

≤ ν(A ∩ B) + ν(B − A)
= ν(B).

Άρα, f ∈ K και ∫
fdµ =

∫
hdµ + ε · µ(A) > α,

το οποίο έρχεται σε αντίθεση με τον τρόπο που ορίστηκε το α. Συνεπώς, τ ⊥ µ.

Μένει να δειχθεί η μοναδικότητα των ρ, τ και f . Έστω ρ
′
, τ
′ πεπερασμένα μέτρα

ώστε ρ
′
+ τ

′
= ν (= τ + ρ), ρ

′ ≪ µ και τ
′ ⊥ µ. Τότε τ − τ

′ ≡ ρ − ρ
′, τ − τ

′ ⊥ µ και
ρ
′ − ρ ≪ µ. Άρα τ − τ

′
= ρ

′ − ρ = 0. Επίσης, αν h
′ ∈ L1(µ), h ≥ 0 και∫

A
h
′
dµ = ρ(A) =

∫
A

hdµ

για κάθε A ∈ A, τότε h
′
= h µ-σχεδόν παντού (πρόταση 6.20, [3]).

�

1.1.4 Θεώρημα αναπαράστασης του Riesz

Θα αρχίσουμε με κάποιους τοπολογικούς ορισμούς:

Ορισμός 1.1.16 Έστω (X, τ) τοπολογικός χώρος. Ένα E ⊂ X καλείται κλειστό αν το
συμπλήρωμά του, X − E, είναι ανοικτό.

Ορισμός 1.1.17 Έστω (X, τ) τοπολογικός χώρος και x ∈ X . Ένα A ⊂ X καλείται γει-
τονιά του x αν ειναι ανοικτό και περιέχει το x.
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Ορισμός 1.1.18 Έστω (X, τ) τοπολογικός χώρος. Ένα E ⊂ X καλείται συμπαγές αν
για κάθε ανοικτό κάλυμμά του υπάρχει πεπερασμένο υποκάλυμμα. Δηλαδή, αν D
μία κλάση ανοικτών υποσυνόλων του Χ ώστε η ένωσή τους να περιέχει το Ε, τότε η
ένωση των συνόλων ενός πεπερασμένου υποσυνόλου της D περιέχει επίσης το Ε.
Ο τοπολογικός χώρος (X, τ) καλείται συμπαγής αν το Χ είναι συμπαγές σύνολο.

Ορισμός 1.1.19 Ένας τοπολογικός χώρος (X, τ) καλείται τοπικά συμπαγής αν σε
κάθε σημείο του υπάρχει μια γειτονιά της οποίας η κλειστότητα είναι συμπαγές σύ-
νολο. (Υπενθυμίζουμε ότι κλειστότητα ενός συνόλου τοπολογικού χώρου ορίζεται να
είναι το μικρότερο κλειστό υποσύνολο του Χ που το περιέχει.)

Ορισμός 1.1.20 Ένας τοπολογικός χώρος (X, τ) καλείται Hausdorff αν για κάθε
x1, x2 ∈ X με x1 , x2 υπάρχουν U1, U2 ∈ τ με U1 ∩ U2 = ∅, x1 ∈ U1 και x2 ∈ U2.

Ορισμός 1.1.21 Έστω Χ διανυσματικός χώρος. Καλούμε γραμμικό συναρτησοειδές
μια γραμμική απεικόνιση Λ : X → C. Ισχύει, δηλαδή, ότι Λ(αx + ϐy) = αΛ(x) + ϐΛ(y),
για κάθε x, y ∈ X και κάθε α, ϐ ∈ C.

Έστω 1 ≤ p ≤ +∞. Yπενθυμίζουμε ότι συμβολίζουμε με Lp(µ) το σύνολο όλων των

μετρήσιμων συναρτήσεων f με μιγαδικές τιμές με ||f ||p < +∞, όπου ||f ||p =
( ∫
|f |pdµ

) 1
p

,
αν 1 ≤ p < +∞ και ||f ||∞ = inf{ϐ ∈ [0,+∞] : µ([|f | > ϐ]) = 0}. Aντίστοιχα, συμβολίζουμε
με Lp

R(µ) το σύνολο όλων των μετρήσιμων συναρτήσεων f με πραγματικές τιμές με
||f ||p < +∞

Θεώρημα 1.1.4 Έστω 1 ≤ p < +∞, µ σ-πεπερασμένο θετικό μέτρο στον Χ και Φ ένα
φραγμένο γραμμικό συναρτησοειδές στον Lp(µ). Υπάρχει μοναδική g ∈ Lq(µ), όπου
1 ≤ q < +∞ με 1

p +
1
q = 1 (ο q λέγεται συζυγής εκθέτης του p), ώστε

Φ(f ) =
∫

fgdµ, f ∈ Lp(µ).

Επιπλέον,

||Φ|| = ||g||q.

Μ΄αλλα λόγια, ο Lq(µ) είναι ισομετρικά ισομορφικός με τον Lp(µ).

Για την απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος παραπέμπουμε στο [1].

Ορισμός 1.1.22 Έστω (X, τ) τοπολογικός χώρος. Συμβολιζουμε με C0(X ) το σύνολο
των πραγματικών συναρτήσεων που μηδενίζονται στο άπειρο (δηλαδη για κάθε ε > 0
υπάρχει ένα συμπαγές σύνολο Κ του Χ ώστε |f (x)| < ε, για κάθε x ∈ X − K ) Επίσης,
συμβολίζουμε με Cc(X,C) το σύνολο των μιγαδικών συναρτήσεων που μηδενίζονται στο
άπειρο.
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Συμβολίζουμε με Cc(X ) ή Cc(X,C) το σύνολο των συνεχών συναρτήσεων με συμπαγή
ϕορέα και με Cc(X,R) το σύνολο των πραγματικών συναρτήσεων στον Cc(X ). Υπενθυ-
μίζουμε ότι ϕορέας μιας συνεχούς συνάρτησης καλείται το σύνολο s(f ) = suppf =

{x ∈ X : f (x) , 0}.

Θεώρημα 1.1.5 Έστω 1 ≤ p ≤ +∞. Το Cc(X ) είναι πυκνό στον Lp(µ), δηλαδή

Cc(X ) = Lp(µ).

Απόδειξη Έστω S το σύνολο όλων των μιγαδικών μετρήσιμων απλών συναρτήσεων
στο Χ. Αν s ∈ S και ε > 0, τότε υπάρχει g ∈ Cc(X ) ώστε g(x) = s(x) στο Χ εκτός από ένα
σύνολο μέτρου μικρότερου του ε και |g| ≤ ||s||∞ (από θεώρημα Lusin (παραπομπή
στο [1])).
Συνεπώς,

||g − s||p ≤ ε1/p||s||∞.

Αϕού το S είναι πυκνό στο Lp(µ), το ζητούμενο έχει αποδειχθεί.

�

Ορισμός 1.1.23 Έστω (X, τ) τοπικά συμπαγής τοπολογικός χώρος Hausdorff. Ένα
θετικό μέτρο ορισμένο στο μετρήσιμο χώρο (X,B(X )) ονομάζεται μέτρο Borel.

Ορισμός 1.1.24 Έστω X χώρος Hausdorff, A σ-άλγεβρα στο Χ ώστε B(X ) ⊂ A και µ
θετικό μέτρο στον (X,A). Το µ καλείται κανονικό αν ισχύουν τα επόμενα:

1. µ(K) < +∞, για κάθε K ⊂ X συμπαγές

2. µ(A) = inf{µ(U ) : U ανοικτό στο X , A ⊂ U }, για κάθε A ∈ A

3. µ(K) = sup{µ(K) : K συμπαγές στο Χ, K ⊂ U }, για κάθε U ανοικτό στο Χ.

Η ιδιότητα (2) λέγεται εξωτερική κανονικότητα του µ και η (3) εσωτερική κανονικότητα
του µ.

Θεώρημα 1.1.6 (Αναπαράστασης του Riesz). Έστω (X, τ) τοπικά συμπαγής τoπολογι-
κός χώρος Hausdorff και Λ : X → C θετικό γραμμικό συναρτησοειδές στον Cc(X,R).
Υπάρχει μοναδικό κανονικό μέτρο Borel µ στον Χ ώστε

Λf =
∫

fdµ, για κάθε f ∈ Cc(X ).

Για την απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος θα χρειαστούμε κάποια αποτελέσματα.
Θα αρχίσουμε με το θεώρημα Καραθεοδωρή.
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Ορισμός 1.1.25 Έστω Χ ένα σύνολο. Μια συνολοσυνάρτηση φ : P(X ) → [0. + ∞]
λέγεται εξωτερικό μέτρο αν ικανοποιεί τις παρακάτω απαιτήσεις:

1. φ(∅) = 0,

2. αν A ⊂ B ⊂ X , τότε φ(A) ≤ ϕ(B) (μονοτονία) και

3. αν (An)n∈N ακολουθία υποσυνόλων του Χ, τότε φ(∪∞n=1An) ≤ ∑∞
n=1 φ(An)

(αριθμήσιμη υποπροσθετικότητα ή σ-υποπροσθετικότητα).

Ορισμός 1.1.26 Έστω φ : P(X ) → [0,+∞] εξωτερικό μέτρο. Ένα σύνολο B ⊂ X κα-
λείται φ-μετρήσιμο αν

φ(A) = φ(A ∩ B) + φ(A − B),

για κάθε A ⊂ X . Συμβολίζουμε μεMϕ την οικογένεια όλων των φ-μετρήσιμων υποσυ-
νόλων του Χ.

Ορισμός 1.1.27 Έστω (X,A, µ) χώρος θετικού μέτρου. Ένα σύνολο N ⊂ X καλείται
µ− μηδενικό αν υπάρχει A ∈ A ώστε N ⊂ A και µ(A) = 0.
Ο (X,A, µ) καλείται πλήρης χώρος και το µ πλήρες μέτρο αν κάθε µ-μηδενικό σύνολο
Ν ανήκει στην A (και άρα µ(N) = 0.)

Θεώρημα 1.1.7 (Θεώρημα Καραθεοδωρή) Έστω φ ένα εξωτερικό μέτρο στο Χ. Τότε η
Mφ είναι σ-άλγεβρα στο Χ και ο περιορισμός φ|Mφ του φ στηM(φ) είναι πλήρες μέτρο.

Για την απόδειξη του Θεωρήματος Καραθεοδωρή παραπέμπουμε στο [3].

Πρόταση 1.1.11 Έστω Χ τοπικά συμπαγής χώρος Hausdorff, K συμπαγές υποσύ-
νολο του Χ και U ανοικτό υποσύνολο του Χ ώστε K ⊂ U . Τότε υπάρχει f ∈ Cc(X ) ώστε
χK ≤ f ≤ χU και s(f ) ⊂ U .

Για την απόδειξη της παραπάνω πρότασης παραπέμπουμε στο [3].

Λήμμα 1.1.2 Έστω Χ χώρος Hausdorff, K συμπαγές υποσύνολο του Χ και U1, U2 ανοι-
κτά υποσύνολα του Χ ώστε K ⊂ U1 ∪ U2. Tότε υπάρχουν συμπαγή σύνολα K1, K2 ώστε
L = K1 ∪ K2, K1 ⊂ U1 και K2 ⊂ U2.

Για την απόδειξη του παραπάνω λήμματος παραπάμπουμε στο [3].

Πρόταση 1.1.12 Έστω Χ τοπικά συμπαγής τοπολογικός χώρος Hausdorff, K συμπα-
γές υποσύνολο του Χ και U1, U2, . . . , Un ανοικτά υποσύνολα του Χ ώστε K ⊂ ∪n

i=1Ui. Τότε
υπάρχουν fi ∈ Cc(X ), i = 1, . . . , n, ώστε s(fi) ⊂ Ui , fi ≥ 0 ∀i ∈ {1, . . . , n} και

∑n
i=1 fi(X ) =

1,∀x ∈ K.
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Απόδειξη Aποδεικνύουμε πρώτα την πρόταση για n=2. (Για n=1 η πρόταση είναι
η πρόταση 1.1.11.) Από το λήμμα 1.1.2, υπάρχουν συμπαγή σύνολα K1, K2 ώστε
K = K1 ∪ K2, K1 ⊂ U1 και K2 ⊂ U2. Από την πρόταση 1.1.11, υπάρχουν h1, h2 ∈ Cc(X )
ώστε χKi ≤ χUi και s(hi) ⊂ Ui για ι=1,2. Θέτουμε

f1 = h1 και f2 = h2 − (h1 ∧ h2).

Είναι ϕανερό ότι f1, f2 ∈ Cc(X ), f1 ≥ 0 και f2 ≥ 0. Επίσης,

f1 + f2 = h1 + h2 − (h1 ∧ h2) = h1 ∨ h2,

άρα f1(x)+f2(x) = 1 για κάθε x ∈ K. Τέλος, s(f1) = s(h1) ⊂ U1 και s(f2) = s(h2−(h1∧h2)) =

{x ∈ X : h2(x) > h1(x)} ⊂ s(h2) ⊂ U2.
Η γενική περίπτωση αποδεικνύεται επαγωγικά. Έστω ότι η πρόταση ισχύει για n-1.
Aπό τα παραπάνω, υπάρχουν g1, g2 ∈ Cc(X ) ώστε g1 ≥ 0, g2 ≥ 0, g1(x) + g2(x) = 1 για
κάθε x ∈ K, s(g1) ⊂ ∪n−1

i=1 U1 και s(g2) ⊂ Un. Από την επαγωγική υπόθεση έχουμε ότι
υπάρχουν h1, . . . , hn−1 ∈ Cc(X ) ώστε hi ≥ 0,∀i ∈ {1, . . . , n − 1}, h1(x) + . . . + hn−1(x) = 1
για κάθε x ∈ s(g1) και s(hi) ⊂ Ui για i = 1, . . . , n − 1. Τότε οι συναρτήσεις

f1 = h1g1, f2 = h2g1, . . . , fn−1 = hn−1g1 και fn = g2

ικανοποιούν το συμπέρασμα, δηλαδή η πρόταση ισχύει για το n.

�

Λήμμα 1.1.3 Αν µ είναι ένα κανονικό μέτρο Borel σε ένα τοπικά συμπαγή χώρο
Hausdorff X, τότε

µ(U ) = sup
{ ∫

fdµ : f ∈ Cc(X ), 0 ≤ f ≤ χU

}
= sup

{ ∫
fdµ : f ∈ Cc(X ), 0 ≤ f ≤ χU , s(f ) ⊂ U

}
για κάθε ανοικτό σύνολο U ⊂ X .

Απόδειξη Προϕανώς
∫

fdµ ≤ µ(U ) για κάθε f ∈ Cc(X ) με 0 ≤ f ≤ χU . Άρα αρκεί να
δειχθεί ότι

µ(U ) ≤ sup
{ ∫

fdµ : 0 ≤ f ≤ χU , s(f ) ⊂ U
}
.

Έστω ϐ ∈ R με 0 ≤ ϐ < µ(U ) (αν µ(U ) = 0, η ανισότητα είναι προϕανής). Από την
εσωτερική κανονικότητα του µ υπάρχει ένα συμπαγές σύνολo K ⊂ U ώστε µ(K) > ϐ.
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Από την πρόταση 1.1.11, υπάρχει f ∈ Cc(X ) ώστε χK ≤ f ≤ χU και s(f ) ⊂ U . Tότε∫
fdµ ≥ µ(K) > ϐ και άρα

sup
{ ∫

fdµ : f ∈ Cc(X ), 0 ≤ f ≤ χU , s(f ) ⊂ U
}
.

Αϕού αυτό ισχύει για κάθε ϐ με 0 ≤ ϐ < µ(U ), η απόδειξη είναι πλήρης.

�

Απόδειξη του Θεωρήματος 1.1.6 Η μοναδικότητα του µ έπεται από το λήμμα
1.1.3. Πράγματι, αν µ, ν δύο κανονικά μέτρα Borel στο Χ ώστε I(f ) =

∫
fdµ =

∫
fdν

για κάθε f ∈ Cc(X ), τότε από το λήμμα έπεται ότι µ(U ) = ν(U ) για κάθε ανοικτό σύνολο
U και από την εξωτερική κανονικότητα των µ και ν έπεται ότι µ = ν.
Προχωράμε στην κατασκευή του µ. Ορίζουμε φ : P(X )→ [0,+∞] ως εξής:

φ(U ) == sup{I(f ) : f ∈ Cc(X ), 0 ≤ χ(U ), s(f ) ⊂ U }

για κάθε ανοικτό σύνολο U και επεκτείνουμε τη φ σε όλα τα υποσύνολα Α του Χ
θέτοντας

φ(A) = inf{φ(U ) : U ανοικτό στο Χ, A ⊂ U }.

Αϕού η φ είναι μονότονη συνολοσυνάρτηση στα ανοικτά σύνολα, έπεται ότι η φ είναι
καλά ορισμένη στο P(X ) (δηλαδή αν U ανοικτό σύνολο, τότε η φ δίνει την ίδια τιμή
και στους δύο τύπους.)
Παρατηρούμε ότι αν υποθέσουμε ότι το µ είναι ένα κανονικό μέτρο Borel που ικα-
νοποιεί το συμπέρασμα, τότε από το λήμμα 1.1.3 και την εξωτερική κανονικότητα
του µ θα πρέπει µ = φ|B(X ). Θα αποδείξουμε πρώτα ότι το φ είναι εξωτερικό μέτρο
και θα εϕαρμόσουμε το Θεώρημα Καραθεοδωρή.
Στη συνέχεια της απόδειξης όταν γράϕουμε f ≺ U θα εννοούμε ότι f ∈ Cc(X ), το U
είναι ανοικτό σύνολο, 0 ≤ f ≤ χU και s(f ) ⊂ U . Η απόδειξη ότι το φ|B(X ) είναι το
ζητούμενο μέτρο θα γίνει σε τέσσερα βήματα:

1. Θα δείξουμε ότι το φ είναι εξωτερικό μέτρο.
Eίναι ϕανερό ότι η φ είναι μονότονη συνολοσυνάρτηση. Έστω {An}n∈N ακολουθία υπο-
συνόλων του Χ και ε > 0. Για κάθε n ∈ N υπάρχει ανοικτό σύνολο Un ώστε A ⊂ Un και
φ(Un) ≤ φ(An)+ε/2n. Έστω f ∈ Cc(X ) με f ≺ ∪∞n=1Un. Αϕού το s(f ) είναι συμπαγές υπάρ-
χει n0 ώστε s(f ) ⊂ ∪n0

n=1Un. Από την πρόταση 1.1.12, υπάρχουν f1, . . . , fn0 ∈ Cc(X ), fn ≥ 0
για κάθε n ∈ {1, . . . , n0} ώστε

∑n0
n=1 fn = 1 στο s(f ) και fn ≺ Un για κάθε n ∈ {1, . . . , n0}.
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Τότε f =
∑n0

n=1 fnf και άρα

I(f ) =
n0∑

n=1

I(fnf )

≤
n0∑

n=1

φ(Un)

≤
n0∑

n=1

φ(Un).

Αϕού αυτό ισχύει για κάθε f ∈ Cc(X ), με f ≺ ∪∞n=1Un έπεται ότι φ(∪∞n=1Un) ≤ ∑∞
n=1 φ(Un).

Έτσι έχουμε

φ(∪∞n=1An) ≤ φ(∪∞n=1Un)

≤
∞∑

n=1

φ(Un)

≤
∞∑

n=1

φ(An) + ε.

και αϕού το ε > 0 είναι τυχαίο,

φ(∪∞n=1An) ≤ ∑∞
n=1 φ(An).

2. Θα δείξουμε ότι κάθε σύνοό Borel του Χ είναι φ−μετρήσιμο (δηλαδη B(X ) ⊂ Mφ).
Παρατηρούμε πρώτα ότι

φ(V ) ≥ φ(V ∩ U ) + φ(V\U )

για κάθε δύο ανοικτά σύνολα U και V στο Χ. Πράγματι, αν φ(V ) = +∞ η ανισότητα
είναι προϕανής. Έστω ότι φ(V ) < +∞ και ε > 0. Επιλέγουμε f1 ∈ Cc(X ) ώστε f1 ≺ V ∩U
και I(f1) > φ(V ∩ U ) − ε/2. Το V\s(f1) είναι ανοικτό σύνολο άρα υπάρχει f2 ∈ Cc(X )
ώστε f2 ≺ V\s(f1) και I(f2) > φ(V\s(f1))− ε/2. Τότε f1 + f2 ≺ V (αϕού οι f1 και s(f2) έχουν
ξένους ϕορείς) και άρα

φ(V ) ≥ I(f1 + f2) = I(f1) + I(f2)
≥ φ(V ∩ U ) + φ(V\s(f1)) − ε

≥ φ(V ∩ U ) + φ(V\U ) − ε.

Αϕού το ε > 0 είναι τυχαίο, έπεται ότι φ(V ) ≥ φ(V ∩ U ) + φ(V\U ).
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Για να αποδείξουμε ότι B(X ) ⊂ Mφ αρκεί να δείξουμε ότι κάθε ανοικτό σύνολο U
ανήκει στηMφ, δηλαδή ότι

φ(A) ≥ φ(A ∩ U ) + φ(A\U )

για κάθε A ⊂ X . Έστω ε > 0. Επιλέγουμε ένα σύνολο ανοικτό U ⊃ A ώστε
φ(V ) ≤ φ(A) + ε. Τότε, χρησιμοποιώντας την παραπάνω παρατήρηση, έχουμε ότι

φ(A) + ε ≥ φ(V )
≥ φ(V ∩ U ) + φ(V\U )
≥ φ(A ∩ U ) + φ(A\U ).

Αϕού το ε > 0 είναι τυχαίο, έπεται ότι φ(A) ≥ φ(A ∩ U ) + φ(A\U ).
Aπό τα βήματα (1) και (2) και το Θεώρημα Καραθεοδωρή έπεται ότι το µ|B(X ) είναι
μέτρο Borel στο Χ.

3. Θα δείξουμε ότι το µ είναι κανονικό μέτρο.
H εξωτερική κανονικότητα του µ είναι άμεση από τον ορισμό του φ.
Παρατηρούμε ότι αν f ∈ Cc(X ) με 0 ≤ f ≤ 1, τότε I(f ) ≤ µ(s(f )). Πράγματι, για
κάθε ανοικτό σύνολο U με s(f ) ⊂ U έχουμε f ≺ U και άρα I(f ) ≤ φ(U ). Επομένως
I(f ) ≤ φ(s(f )) = µ(s(f )). Αν το U είναι ανοικτό σύνολο, έχουμε

µ(U ) = φ(U )
= sup{I(f ) : f ∈ Cc(X ), f ≺ U }
≤ sup{µ(s(f )) : f ∈ Cc(X ), f ≺ U }.

Αϕού το s(f ) είναι συμπαγές υποσύνολο του U για κάθε f ∈ Cc(X ) με f ≺ U , έπεται η
εσωτερική κανονικότητα του µ.
Τέλος, µ(K) < ∞ για κάθε συμπαγές σύνολο Κ. Πράγματι, από την πρόταση 1.1.11
υπάρχει f ∈ Cc(X ) με χK ≤ f . Έστω ε ∈ (0, 1) και U = {x ∈ X : f (x) > 1 − ε}. Τότε το U
είναι ανοικτό σύνολο, K ⊂ U και για κάθε g ∈ Cc(X ) με g ≺ U έχουμε ότι g ≤ 1

1−ε f , άρα

µ(K) ≤ µ(U )

≤ 1
1 − ε

I(f )

< ∞.

Παρατηρήσεις 1.1.7 Παρατηρούμε ότι παίρνοντας το όριο όταν ε → 0 στην παρα-
πάνω ανισότητα έπεται ότι ισχύει µ(K) ≤ I(f ) για κάθε συμπαγές σύνολο Κ και κάθε
f ∈ Cc(X ) με I(f ) ≤ f .
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Συνέχεια της απόδειξης του Θεωρήματος 1.1.6

4. Θα δείξουμε ότι I(f ) =
∫

fdµ για κάθε f ∈ Cc(X ).
Αϕού η f είναι ϕραγμένη υπάρχουν α, ϐ ∈ R, α < ϐ, ώστε f (X ) ⊂ (α, ϐ]. Έστω ε > 0.
Επιλέγουμε yi ∈ [α, ϐ], i = 0, 1, . . . , n, ώστε y0 = α < y1 < y2 < . . . < yn = ϐ και
y1 − yi−1 < ε για i = 1, . . . , n. Θέτουμε K = s(f ) και

Ei = {x ∈ X : yi−1 < f (x) ≤ yi} ∩ K

για i = 1, . . . , n. Από την εξωτερική κανονικότητα του µ, υπάρχουν ανοικτά σύνολα
Ui , i = 1, . . . , n, ώστε Ei ⊂ Ui , µ(Ui) ≤ µ(Ei) + ε/n και f (x) < yi + ε για κάθε x ∈ Ui

.Αϕού K ⊂ ∪n
i=1Ui, από την πρόταση 1.1.12 υπάρχουν fi ∈ Cc(X ), i = 1, . . . , n, ώστε

fi ≥ 0, s(fi) ⊂ Ui και
∑n

i=1 fi(x) = 1 για κάθε x ∈ K.
Aπό την προηγούμενη παρατήρηση έχουμε ότι µ(K) ≤ I

(∑n
i=1 fi

)
(αϕού χK ≤

∑n
i=1 fi.)

Επίσης παρατηρούμε ότι f =
∑n

i=1 ffi , ffi ≤ (yi+ε)fi και µ(K) =
∑n

i=1 µ(Ei) (αϕού K = ∪n
i=1Ei

και τα Ei , i = 1, . . . , n είναι ξένα ανά δύο). Έχουμε

I(f ) =
n∑

i=1

I(ffi) ≤
n∑

i=1

(yi + ε)I(fi)

=

n∑
i=1

(|α| + yi + ε)I(fi) − |α|
n∑

i=1

I(fi)

≤
( n∑

i=1

(|α| + yi + ε)
(
µ(Ei) +

ε

n

)) − |α|µ(K)

=

n∑
i=1

(yi + ε)µ(Ei) +
ε

n

n∑
i=1

(|α| + yi + ε)

=

n∑
i=1

(yi − ε)µ(Ei) + 2µ(K) +
ε

n

n∑
i=1

(|α| + yi + ε)

≤
∫ n∑

i=1

(yi − ε)χEi dµ + 2εµ(K) + ε(|α| + ϐ + ε)

≤
∫

fdµ + ε(2µ(K) + |α| + ϐ + ε).

Αϕού το ε > 0 είναι τυχαίο, έπεται ότι I(f ) ≤
∫

fdµ για κάθε f ∈ Cc(X ). Εξάλλου, από
τη γραμμικότητα του Ι έχουμε

−I(f ) = I(−f ) ≤
∫

(−f )dµ = −
∫

fdµ,

άρα I(f ) ≥
∫

fdµ. Επομένως I(f ) =
∫

fdµ για κάθε f ∈ Cc(X ).

�
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1.2 Προσημασμένα Μέτρα

Ορισμός 1.2.1 Έστω (X,A) μετρήσιμος χώρος. Μία συνολοσυνάρτηση µ : A → R
καλείται προσημασμένο (ή πραγματικό) μέτρο αν ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες:

1. µ(∅) = 0

2. µ(∪i∈IAi) =
∑

i∈I µ(Ai), όπου Ι αριθμήσιμο σύνολο και τα Ai , i ∈ I ξένα ανά δύο.

Παρατηρήσεις 1.2.1 H σειρά στην ιδιότητα (2) του παραπάνω ορισμού συγκλίνει
απολύτως επειδή προφανώς κάθε αναδιάταξή της συγκλίνει.

Ένα χρήσιμο για τη συνέχεια παράδειγμα προσημασμένου μέτρου είναι το εξής:

Παράδειγμα 1.2.1 Έστω (X,A, µ) χώρος θετικού μέτρου και f ∈ L1
R(µ). Ορίζουμε ν :

A → R με ν(A) =
∫

A
fdµ. Το ν είναι προσημασμένο μέτρο στον (X,A).

Πρόταση 1.2.1 (Συνέχεια του προσημασμένου μέτρου) Έστω (X,A, µ) χώρος προση-
μασμένου μέτρου.

1. Αν (An)n∈N αύξουσα ακολουθία στην A, τότε µ(∪∞n=1An) = limn→∞ µ(An).

2. Αν (An)n∈N ϕθίνουσα ακολουθία στην A, τότε µ(∩∞n=1An) = limn→∞ µ(An).

Ορισμός 1.2.2 Έστω (X,A, µ) χώρος προσημασμένου μέτρου και A ∈ A. Το A λέγεται
θετικό σύνολο αν για κάθε B ∈ A με B ⊂ A ισχύει µ(B) ≥ 0. Αντίστοιχα, το A λέγεται
αρνητικό σύνολο αν για κάθε B ∈ A με B ⊂ A ισχύει µ(B) ≤ 0.

Θεώρημα 1.2.1 (Ανάλυσης Hahn) Έστω (X,A, µ) χώρος προσημασμένου μέτρου. Υπάρ-
χουν P, N ∈ A μοναδικά µ−σχεδόν παντού με P ∩N = ∅ ώστε X = P ∪N , το P θετικό και
το N αρνητικό σύνολο. Το ζεύγος (P, N) καλείται ανάλυση Hahn του µ.

Θεώρημα 1.2.2 (Ανάλυσης Jordan) Έστω (X,A, µ) χώρος προσημασμένου μέτρου.
Υπάρχουν θετικά πεπερασμένα μέτρα µ+, µ− μοναδικά µ−σχεδόν παντού ώστε
µ = µ+ − µ−. Το ζεύγος (µ+, µ−) καλείται ανάλυση Jordan του µ.

Ορισμός 1.2.3 Έστω µ θετικό μέτρο κα ρ προσημασμένο μέτρο σε ένα μετρήσιμο
χώρο (X,A). Λέμε ότι το ρ είναι απόλυτα συνεχές ως προς το µ και συμβολίζουμε
ρ ≪ µ αν ρ(E) = 0 για κάθε E ∈ A με µ(E) = 0.

Ορισμός 1.2.4 Έστω (X,A, µ) χώρος προσημασμένο μέτρου. Λέμε ότι το µ είναι συ-
γκεντρωμένο σε ένα σύνολο A ∈ A αν ισχύει µ(E) = µ(A ∩ E), για κάθε E ∈ A ή,
ισοδύναμα, αν µ(E) = 0, για κάθε E ∈ A με A ∩ E = ∅.
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Ορισμός 1.2.5 Έστω µ1, µ2 προσημασμένα μέτρα σε ένα μετρήσιμο χώρο (X,A). Λέμε
ότι το µ1, µ2 είναι κάθετα και συμβολίζουμε µ1 ⊥ µ2 αν το µ1 είναι συγκεντρωμένο σε
ένα σύνολο A, το µ2 είναι συγκεντρωμένο σε ένα σύνολο B και τα A, B είναι ξένα μεταξύ
τους.

Πρόταση 1.2.2 Έστω µ θετικό μέτρο και λ, λ1, λ2 προσημασμένα μέτρα σε ένα μετρή-
σιμο χώρο (X,A).

1. Αν λ1 ⊥ µ και λ2 ⊥ µ, τότε λ1 + λ2 ⊥ µ.

2. Αν λ1 ≪ µ και λ2 ≪ µ, τότε λ1 + λ2 ≪ µ.

3. Αν λ1 ≪ µ και λ2 ⊥ µ, τότε λ1 ⊥ λ2.

4. Αν λ ≪ µ και λ ⊥ µ, τότε λ = 0.

Απόδειξη

1. Έστω ότι λ1 ⊥ µ και λ2 ⊥ µ. Υπάρχουν ξένα σύνολα A1, B1 ώστε το λ1 να είναι
συγκεντρωμένο στο A1 και το µ στο B1. Eπίσης, υπάρχουν ξένα σύνολα A2, B2

ώστε το λ2 να είναι συγκεντρωμένο στο A2 και το µ στο B2. Tότε το λ1+λ2 θα είναι
συγκεντρωμένο στο A = A1 ∪ A2, το µ θα είναι συγκεντρωμένο στο B = B1 ∩ B2

και A ∩ B = ∅. Δηλαδή λ1 + λ2 ⊥ µ.

2. Προϕανές.

3. Έστω ότι λ1 ≪ µ και λ2 ⊥ µ. Εφόσον λ2 ⊥ µ, υπάρχει σύνολο A ∈ A με µ(A) = 0
στο οποίο το λ2 είνα συγκεντρωμένο. Εφόσον λ1 ≪ µ, ισχύει ότι λ1(E) = 0, για
κάθε E ⊂ A. Δηλαδή το λ1 είναι συγκεντρωμένο στο συμπλήρωμα του . Άρα
λ1 ⊥ λ2.

4. Έστω ότι λ ≪ µ και λ ⊥ µ. Aπο την (3) έπεται ότι λ ⊥ λ. Συνεπώς λ = 0.

�



Κεϕάλαιο 2

Μιγαδικά Μέτρα

2.1 Κύμανση Μέτρου

Ορισμός 2.1.1 Έστω (X,A, µ) μετρήσιμος χώρος. Μία συνολοσυνάρτηση µ : A → C
καλείται μιγαδικό μέτρο στον (X,A) αν ισχύουν οι παρακάτω απαιτήσεις:

1. µ(∅) = 0

2. µ(E) =
∑∞

i=1 µ(Ei) για κάθε μετρήσιμη διαμέριση {Ei , i ∈ N} του E, E ∈ A, όπου η
σειρά συγκλίνει. (Υπενθυμίζουμε ότι αν E ∈ A, μία οικογένεια {Ei , i ∈ N} συνόλων
της A καλείται μετρήσιμη διαμέριση του E αν Ei ∩ Ej = 0, για κάθε i, j ∈ N, με
i , j και E = ∪i∈NEi ).

Για κάθε μιγαδικό μέτρο μ υπάρχει μοναδικό ζεύγος θετικών μέτρων (µ1, µ2) ώστε
µ = µ1 + µ2i. Το µ1 καλείται πραγματικό μέρος του µ και το µ2 φανταστικό μέρος
του µ.

Παρατηρήσεις 2.1.1 1. Η κλάση των προσημασμένων μέτρων είναι υποσύνολο
της κλάσης των μιγαδικών μέτρων αφού κάθε προσημασμένο μέτρο μπορεί να
θεωρηθεί μιγαδικό με μηδενικό φανταστικό μέρος. Επίσης, ένα θετικό μέτρο για
να είναι μιγαδικό θα πρέπει να είναι πεπερασμένο.

2. Η σειρά
∑∞

i=1 Ei θα πρέπει να συγκλίνει απολύτως αφού θα πρέπει να συγκλίνει
κάθε αναδιάταξή της. Αυτό συμβαίνει διότι η ένωση των Ei , i ∈ N δεν αλλάζει αν
αλλάξει η σειρά τους.

Ορισμός 2.1.2 Έστω (X,A, µ) χώρος μιγαδικού μέτρου. Ορίζουμε συνολοσυνάρτηση
|µ| : A → [0,+∞] με |µ|(E) = sup

{∑∞
i=1 |µ(Ei)| : {Ei , i ∈ N} μετρήσιμη διαμέριση του E

}
,

E ∈ A. H συνολοσυνάρτηση μ καλείται κύμανση του μιγαδικού μέτρου μ.

Παρατηρήσεις 2.1.2 Αν στον παραπάνω ορισμό το µ είναι θετικό μέτρο, τότε ισχύει
ότι |µ| = µ.

31
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Για την απόδειξη του επόμενου θεωρήματος θα χρειαστούμε το παρακάτω λήμμα
το οποίο μας δίνει μια ανισότητα των μιγαδικών αριθμών αντίστοιχη της τριγωνικής
ανισότητας για τους πραγματικούς αριθμούς.

Λήμμα 2.1.1 Έστω N ∈ N και z1, z2, . . . , zN μιγαδικοί αριθμοί. Υπάρχει ∆ ⊂ {1, 2, . . . , N}
ώστε

∣∣∣∣∣ ∑k∈∆ zk

∣∣∣∣∣ ≥ 1
π

∑N
k=1 |zk |

Απόδειξη Είναι z1 = |z1|eiϑ1 , z2 = |z2|eiϑ2 , . . . .zN = |zN |eiϑN για κάποια ϑ1, ϑ2, . . . , ϑN ∈ R
(υποθέτουμε ότι τα z1, z2, . . . , zN είναι διάϕορα του μηδενός).
Για −π ≤ ϑ ≤ π, έστω

∆(ϑ) :=
{
k ∈ {1, 2, . . . , N} : cos(ϑk − ϑ) > 0

}
=

{
k ∈ {1, 2, . . .} : −π

2 + ϑ < ϑk < π
2 + ϑ

}
.

Το σύνολο S(ϑ) := {zk : k ∈ ∆(ϑ)} αποτελείται από όλα εκείνα τα zk που βρίσκονται στο
ημιεπίπεδο H(ϑ) = {z : Rze−iϑ > 0} (βλέπε το παρακάτω σχήμα).
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Τότε ∣∣∣∣∣∣ ∑
k∈∆(ϑ)

zk

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ ∑

k∈∆(ϑ)

e−iϑzk

∣∣∣∣∣∣
≥ R

∑
k∈∆(ϑ)

e−iϑzk

= R
∑

k∈∆(ϑ)

|zk |ei(ϑk−ϑ)

=
∑

k∈∆(ϑ)

|zk |Rei(ϑk−ϑ)

=
∑

k∈∆(ϑ)

|zk | cos(ϑ − ϑk)

=

N∑
k=1

|zk | cos+(ϑ − ϑk),

όπου

cos+(ϑ − ϑk) =
{

cos(ϑ − ϑk), αν cos(ϑ − ϑk) > 0
0, αν cos(ϑ − ϑk) ≤ 0

Αν f (ϑ) :=
∑N

k=1

∣∣∣zk

∣∣∣ cos+(ϑ − ϑk), παίρνουμε το ϑ0 ∈ [−π, π] , έτσι ώστε

f (ϑ0) = maxϑ∈[−π,π] f (ϑ) = maxϑ∈[−π,π]
∑N

k=1 |zk | cos+(ϑ − ϑk).

Το f (ϑ0) είναι μεγαλύτερο ή ίσο από τη μέση τιμή της f στο διάστημα [−π, π], δηλαδή

f (ϑ0) ≥ 1
2π

∫ π

−π
f (ϑ)dϑ

=

N∑
k=1

|zk |
1

2π

∫ π

−π
cos+(ϑ − ϑk)dϑ.

Όμως,

1
2π

∫ π

−π
cos+(ϑ − ϑk)dϑ = 1

2π

∫ ϑ+π/2

ϑk−π/2 cos(ϑ − ϑk)dϑ.

Θέτουμε t = ϑ − ϑ0, οπότε

1
2π

∫ π

−π
cos+(ϑ − ϑk)dϑ =

1
2π

∫ π/2

−π/2
cos tdt

=
1
π
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και επομένως ∣∣∣∣ ∑k∈∆(ϑ0) zk

∣∣∣∣ ≥ f (ϑ0) ≥ 1
π

∑N
k=1 |zk |.

Άρα η ζητούμενη σχέση ισχύει για ∆ = ∆(ϑ0).

�

Θεώρημα 2.1.1 Έστω (X,A, µ) χώρος μιγαδικού μέτρου. Η κύμανση |µ| του µ είναι
θετικό πεπερασμένο μέτρο στο μετρήσιμο χώρο (X,A).

Απόδειξη Αρχικά θα αποδείξουμε ότι το µ είναι θετικό μέτρο. Είναι προϕανές ότι
µ(∅) = 0. Έστω {An, n ∈ N} ακολουθία ξένων ανά δύο συνόλων στην A και A = ∪∞n=1An.
Αρκεί να δείξουμε ότι |µ(A)| = ∑∞

n=1 |µ|(An).
Έστω m ∈ N και B1, B2, . . . , Bm μετρήσιμη διαμέριση του A. Tότε για κάθε
k ∈ {1, 2, . . . , m} ισχύει Bk = ∪∞n=1(Bk ∩ An) και άρα

m∑
k=1

|µ(Bk)| =
m∑

k=1

|µ(∪∞n=1(Bk ∩ An))|

=

m∑
k=1

∣∣∣∣∣ ∞∑
n=1

µ(Bk ∩ An)
∣∣∣∣∣

≤
m∑

k=1

∞∑
n=1

|µ(Bk ∩ An)|

=

∞∑
n=1

m∑
k=1

|µ(Bk ∩ An)|

≤
∞∑

n=1

|µ|(An),

Αϕού η {Bk ∩ An : k = 1, . . . , m} είναι μετρήσιμη διαμέριση του An. Συνεπώς,

µ(A) ≤ ∑∞
n=1 |µ|(An |.

Για την απόδειξη της αντίστροϕης ανισότητας,

µ(A) ≥ ∑∞
n=1 |µ|(An),

παρατηρούμε ότι είναι προϕανής αν |µ|(A) = +∞. Έστω, λοιπόν, ότι |µ|(A) < +∞ και
ε > 0. Για κάθε n = 1, 2, . . . έχουμε ότι µ(An) < +∞ και άρα υπάρχει μία μετρήσιμη
διαμέριση {Bn,k : k = 1, . . . , mn} του An ώστε

|µ|(An) <
∑mn

k=1 |µ(Bn,k)| + e/2n.
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Τότε για κάθε j = 1, 2, . . . έχουμε

j∑
n=1

|µ|(An) <
j∑

n=1

mn∑
k=1

|µ(Bn,k)| + ε

≤ |µ|(A) + ε

Χρησιμοποιώντας τη μετρήσιμη διαμέριση

{Bn,k : k = 1, . . . , n, n = 1, . . . , j} ∪ {∑∞n=j+1 An}

του A. Παίρνοντας το όριο όταν j → +∞, έπεται ότι∑∞
n=1 |µ|(An) ≤ |µ|(A) + ε

και αϕού το ε είναι τυχαίο, ∑∞
n=1 |µ|(An) ≤ |µ|(A).

Μένει να δείξουμε ότι |µ|(X ) < +∞. Έστω ότι υπάρχει σύνολο E ∈ A με |µ|(E) = +∞.
Θέτουμε t = π(1 + |µ(E)|). Εϕόσον |µ|(E) > t, υπάρχει διαμέριση {Ei , i ∈ N} του E ώστε∑N

i=1 |µ(Ei)| > t

για κάποιο N. Εϕαρμόζοντας το Λήμμα 2.1.1 με zt = µ(Et), ∀t ∈ {1, . . . , N} συ-
μπεραίνουμε ότι υπάρχει υποσύνολο A του E (το A είναι η ένωση κάποιων από τα
{Ei , i ∈ {1, . . . , N}}) για το οποίο

|µ(A)| > t/π > 1.

Θέτοντας B = E − A, έχουμε ότι

|µ(B)| = |µ(E) − µ(A)|
≥ |µ(A)| − |µ(E)|
> t/π − |µ(E)|
= 1.

Έχουμε γράψει το E ώς ένωση δύο ξένων συνόλων A και B με |µ(A)| > 1 και |µ(B)| > 1.
Προϕανώς τουλάχιστον ένα από αυτά είναι +∞.
Aν |µ|(X ) = +∞, τοτε υπάρχουν A1, B1 ώστε X = A1 ∪ B1, |µ(A1)| > 1 και |µ(B1)| = +∞.
Έπειτα, υπάρχουν A2, B2 ώστε B1 = A2 ∪ B2, |µ(A2)| > 1 και |µ(B2)| = +∞. Συνεχίζοντας
με αυτόν τον τρόπο, έχουμε μία απείρως αριθμήσιμη οικογένεια {Ai , i = 1, 2, . . .}
ξένων ανά δύο συνόλων με |µ(Ai)| > 1,∀i ∈ {1, 2, . . .}. Απο τη σ-προσθετικότητα του µ
έχουμε ότι
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µ
( ∪∞i=1 Ai

)
=

∑∞
i=1 µ(Ai).

Η παραπάνω σειρά, όμως, δε συγκλίνει αϕού το µ(Ai) δεν τείνει στο 0 καθώς το
i → +∞. Λόγω αυτής της αντίϕασης, συμπεραίνουμε ότι |µ|(X ) < +∞.

�

Παρατηρήσεις 2.1.3 Αν (X,A, µ) χώρος μιγαδικού μέτρου, τότε για κάθε E ∈ A
ισχύει ότι |µ(E)| ≤ |µ|(E) ≤ |µ|(X ) < +∞. Συνεπώς κάθε μιγαδικό μέτρο είναι ϕραγμένο.
Επίσης, αν για κάποιο μέτρο ισχύει ότι |µ|(X ) < +∞, τότε λέμε ότι το µ είναι ϕραγμένης
κύμανσης.

Ορισμός 2.1.3 Έστω (X,A, µ) χώρος προσημασμένου μέτρου. Ορίζουμε µ+ = 1
2(|µ|+µ),

το οποίο καλείται θετική κύμανση του µ και µ− = 1
2(|µ| −µ), το οποίο καλείται αρνητική

κύμανση του µ. (Με |µ| συμβολίζουμε την κύμανση του µ).

Παρατηρήσεις 2.1.4 Τα µ+, µ− στον παραπάνω ορισμό είναι θετικά μέτρα στο με-
τρήσιμο χώρο (X,A). Επιπλέον, είναι πεπερασμένα αϕου, όπως μας εξασϕαλίζει το
Θεώρημα 2.1.1, |µ|(X ) < +∞. Ισχύει, επίσης, ότι µ = µ+ − µ− και |µ| = µ+ + µ−. Αυτή η
αναπαράσταση του μέτρου ως διαϕορά δύο θετικών μέτρων είναι η ανάλυση Jordan
του µ, την οποία είδαμε στο προηγούμενο καϕάλαιο. Στη συνέχεια θα δείξουμε ότι η
ανάλυση Jordan έχει την ελαχιστική ιδιότητα, δηλαδή αν µ = λ − ν όπου λ, ν θετικά
μέτρα στο μετρήσιμο χώρο (X,A), τότε λ > µ+ και ν > µ−.

2.2 Θεώρημα Radon-Nikodym

Αρχικά, δίνουμε κάποιους αναγκαίους ορισμούς και ιδιότητες με σκοπό να δια-
τυπώσουμε Θεώρημα Lebesgue και το σπουδαιότερο, ίσως, θεώρημα της θεωρίας
μέτρου, Θεώρημα Radon-Nikodym.

Ορισμός 2.2.1 Έστω µ θετικό μέτρο και λ αυθαίρετο μέτρο σε ένα μετρήσιμο χώρο
(X,A). Λέμε ότι το λ είναι απόλυτα συνεχές ως προς το µ και συμβολίζουμε λ ≪ µ αν
λ(E) = 0 για κάθε E ∈ A με µ(E) = 0.

Παρατηρήσεις 2.2.1 Είναι φανερό οτι κάθε μέτρο είναι απόλυτα συνεχές ως προς
την κύμανσή του.

Ορισμός 2.2.2 Έστω (X.A, µ) χώρος αυθαίρετου μέτρου. Λέμε ότι το λ είναι συγκε-
ντρωμένο σε ένα σύνολο A ∈ A αν ισχύει λ(E) = λ(A∩E), για κάθε E ∈ A ή, ισοδύναμα,
αν λ(E) = 0 για κάθε E ∈ A με A ∩ E = ∅.

Ορισμός 2.2.3 Έστω λ1, λ2 αυθαίρετα μέτρα σε ένα μετρήσιμο χώρο (X,A). Λέμε ότι
τα λ1, λ2 είναι κάθετα και συμβολίζουμε λ1 ⊥ λ2 αν το λ1 είναι συγκεντρωμένο σε ένα
σύνολο A, το λ2 είναι συγκεντρωμένο σε ένα σύνολο B και τα A, B είναι ξένα μεταξύ
τους.
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Στην επόμενη πρόταση δίνoνται κάποιες ιδιότητες σχετικές με τους παραπάνω ορι-
σμούς.

Πρόταση 2.2.1 Έστω µ θετικό μέτρο και λ, λ1, λ2 αυθαίρετα μέτρα σε ένα μετρήσιμο
χώρο (X,A).

1. Αν το λ είναι συγκεντρωμένο σε ένα σύνολο A ∈ A, τότε και το |λ| είναι συγκε-
ντρωμένο στο A.

2. Αν λ1 ⊥ λ2, τότε |λ1| ⊥ |λ2|.

3. Αν λ1 ⊥ µ και λ2 ⊥ µ, τότε λ1 + λ2 ⊥ µ.

4. Aν λ1 ≪ µ και λ2 ≪ µ, τότε λ1 + λ2 ≪ µ.

5. Aν λ ≪ µ, τότε |λ| ≪ µ.

6. Aν λ1 ≪ µ και λ2 ⊥ µ, τότε λ1 ⊥ λ2.

7. Αν λ ≪ µ και λ ⊥ µ, τότε λ = 0.

Απόδειξη

1. Έστω ότι το λ είναι συγκεντρωμένο σε ένα σύνολο A. Έστω E ∈ A με E ∩ A = ∅
και {Ej, j ∈ N} μια διαμέριση του E. Τότε λ(Ej) = 0 για κάθε j ∈ N. Άρα |λ|(E) = 0.

2. Προκύπτει άμεσα από το 1.

3. Έστω ότι λ1 ⊥ µ και λ2 ⊥ µ. Υπάρχουν ξένα σύνολα A1, B1 ∈ A ώστε το λ1 να
είναι συγκεντρωμένο στο A1 κσι το µ στο B1. Επίσης, υπάρχουν ξένα σύνολα
A2, B2 ∈ A ώστε το λ2 να είναι συγκεντρωμένο στο A2 και το µ στο B2. Τότε το
λ1 + λ2 θα είναι συγκεντρωμένο στο A = A1 ∪ A2, το µ θα είναι συγκεντρωμένο
στο B1 ∩ B2 και A ∩ B = ∅.

4. Προϕανές.

5. Έστω ότι λ ≪ µ και E ∈ A με µ(E) = 0. Έστω {Ej, j ∈ N} μία διαμέριση του E. Τότε
µ(Ej) = 0, ∀j ∈ N. Εϕόσον λ ≪ µ, ισχύει ότι λ(Ej) = 0, ∀j ∈ N. Έτσι,

∑∞
j=1 |λ(Ej)| = 0.

Άρα |λ|(E) = 0.

6. Έστω ότι λ1 ≪ µ και λ2 ⊥ µ. Εϕόσον λ2 ⊥ µ, υπάρχει σύνολο A με µ(A) = 0 στο
οποίο το λ2 είναι συγκεντρωμένο. Eϕόσον λ1 ≪ µ, ισχύει ότι λ1(E) = 0, για κάθε
E ∈ A. Δηλαδή το λ1 είναι συγκεντρωμένο στο συμπλήρωμα του A. Άρα λ1 ⊥ λ2.

7. Έστω ότι λ ≪ µ και λ ⊥ µ. Aπό την 6 προκύπτει ότι λ ⊥ λ. Άρα λ = 0.

�
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Το επόμενο Θεώρημα μας εξηγεί τον όρο ”συνέχεια” στον πιο πάνω ορισμό. Επίσης,
η πρόταση 2 χρησιμοποιείται συχνά ως ορισμός της απόλυτης συνέχειας.

Θεώρημα 2.2.1 Έστω µ θετικό μέτρο και λ μιγαδικό μέτρο ορισμένα σε ένα μετρήσιμο
χώρο (X,A). Τα επόμενα είναι ισοδύναμα:

1. λ ≪ µ

2. Για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε |λ(E)| < ε για κάθε E ∈ A με µ(E) < δ.

Απόδειξη Έστω ότι η (2) ισχύει και έστω E ∈ A με µ(E) = 0. Τότε µ(E) < δ, για κάθε
δ > 0. Οπότε |λ(E)| < ε, για κάθε ε > 0. Άρα λ(E) = 0, δηλαδή η (1) ισχύει.
Μένει να αποδείξουμε ότι η (1) συνεπάγεται τη (2). Υποθέτουμε ότι η (2) δεν ισχύει.
Θα υπάρχει, λοιπόν, ε > 0 και ακολουθία (En)n∈N συνόλων της A ώστε µ(En) < 1/2n

και |λ(En)| ≥ ε για κάθε n ∈ N. Οπότε |λ|(En) ≥ ε, ∀n ∈ N.
Θέτουμε

An = ∪∞i=nEi και A = ∩∞n=1An.

Τότε για κάθε n ∈ N ισχύε µ(An) < 2−n+1 και η ακολουθία (An)n∈N είναι ϕθίνουσα.
Από Π ρόταση 1.1.4 έχουμε ότι µ(A) = 0 και

|λ|(A) = limn→+∞ |λ|(An) ≥ ε > 0,

αϕού |λ|(An) ≥ |λ|(En).
Δείξαμε, λοιπόν, ότι το |λ| δεν είναι απόλυτα συνεχές ως προς το µ. Από Πρόταση
2.2.1 (5) το |λ| δεν είναι απόλυτα συνεχές ως προς το µ, δηλαδή η (1) δεν ισχύει,
άτοπο.

�

Παρατηρήσεις 2.2.2 Αν στο παραπάνω Θεώρημα τo λ είναι θετικό μη πεπερασμένο
μέτρο, τότε η ιδιότητα (1) δε συνεπάγεται τη (2). (Για την απόδειξη αυτού παραπέμπουμε
στο [3],Παράδειγμα 10.26).

To λήμμα που ακολουθεί περιγράφει μία από τις σημαντικότερες ιδιότητες των σ-
πεπερασμένων θετικών μέτρων.

Λήμμα 2.2.1 Έστω (X,A, µ) χώρος σ-πεπερασμένου θετικού μέτρου. Υπάρχει συνάρ-
τηση w ∈ L1(µ), με 0 < w(x) < 1, για κάθε x ∈ X .

Απόδειξη Τo µ είναι σ-πεπερασμένο θετικό μέτρο, δηλαδή το σύνολο X γράϕεται
σαν αριθμήσιμη ένωση μετρήσιμων συνόλων πεπερασμένου μέτρου. Έστω, λοιπόν,
ότι X = ∪∞n=1Xn, όπου για κάθε n ∈ N ισχύει ότι Xn ∈ A και µ(Xn) < +∞. Θέτουμε

wn =

{
2−n/(1 + µ(En)), αν x ∈ En

0, αλλιώς
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Η συνάρτηση w =
∑∞

n=1 wn ικανοποιεί τις ζητούμενες απαιτήσεις.

�

Παρατηρήσεις 2.2.3 Το παραπάνω λήμμα μας λέει ότι σε κάθε σ-πεπερασμένο μέ-
τρο μ αντιστοιχεί ένα πεπερασμένο μετρο dµ̃ = wµ για το οποίο ισχύει ότι µ̃(A) = 0 αν
και μόνο αν µ(A) = 0. Αυτό συμβαίνει διότι w > 0.

Θεώρημα 2.2.2 (Θεώρημα Lebesgue-Radon-Nikodym) Έστω µ σ-πεπερασμένο θε-
τικό μέτρο και λ μιγαδικό μέτρο σε ένα μετρήσιμο χώρο (X,A).

1. Υπάρχει μοναδικό ζεύγος μιγαδικών μέτρων (ρ, τ) στο μετρήσιμο χώρο (X,A) ώστε

λ = ρ + τ, ρ ≪ µ, και τ ⊥ µ (2.1)

Το ζεύγος (ρ, τ) καλείται ανάλυση Lebesgue του λ ως προς µ.

2. Υπάρχει μοναδική µ−σχεδόν παντού συνάρτηση h ∈ L1(µ) ώστε

ρ(E) =
∫

E
hdµ, E ∈ A (2.2)

Η συνάρτηση h καλείται Radon-Nikodym παράγωγος του ρ ως προς µ.

Το πρώτο σκέλος του παραπάνω θεωρήματος καλείται Θεώρημα Lebesgue και το
δεύτερο σκέλος καλείται Θεώρημα Radon-Nikodym.

Για την απόδειξή τους χρειαζόμαστε το εξής:

Λήμμα 2.2.2 Έστω Έστω (X,A, µ) χώρος θετικού μέτρου με µ(X ) < +∞, f ∈ L1(µ),
S κλειστό σύνολο στο μιγαδικό επίπεδο και AE =

1
µ(E)

∫
E

fdµ ∈ S, για κάθε E ∈ A, με
µ(E) > 0. Τότε f (x) ∈ S µ−σχεδόν παντού στο X .

Για την απόδειξη του παραπάνω Λήμματος παραπέμπουμε στο [1].

Περνάμε, λοιπόν, στην απόδειξη του θεωρήματος Lebesgue-Radon-Nikodym :

Απόδειξη του Θεωρήματος 2.2.2 Ας υποθέσουμε ότι το λ είναι ϕραγμένο θετικό
μέτρο και έστω w η αντίστοιχη συνάρτηση στο µ του Λήμματος 2.2.1. Τότε το
dφ = dλ+wµ είναι επίσης ϕραγμένο θετικό μέτρο στο μετρήσιμο χώρο (X,A). Iσχύει
ότι ∫

X
fdφ =

∫
X

fdλ +
∫

X
fwdµ,
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για κάθε μη αρνητική Borel μετρήσιμη συνάρτηση f .
Για κάθε f ∈ L2(φ) από την ανισότητα Cauchy-Schwarz ισχύει ότι

∣∣∣∣ ∫
X

fdλ
∣∣∣∣ ≤ ∫

X
|f |dλ

≤
∫

X
|f |dφ

≤
{∫

X
|f |2dφ

}2{
φ(X )

}1/2.

Εϕόσον φ(X ) < +∞, έχουμε ότι η απεικόνιση

f →
∫

X
fdλ

είναι ϕραγμένο γραμμικό συναρτησοειδές στον L2(φ) και αϕού ο L2(φ) είναι χώρος
Hilbert, υπάρχει g ∈ L2(φ) ώστε ∫

X
fdλ =

∫
X

fgdφ.

για κάθε f ∈ L2(φ).
Γνωρίζουμε ότι κάθε φραγμένο γραμμικό συναρτησοειδές σε έναν χώρο Hilbert δί-
νεται από το εσωτερικό γινόμενο με κάποιο στοιχείο του χώρου. Συνεπώς, υπάρχει
g ∈ L2(φ) ώστε ∫

X
fdλ =

∫
X

fgdφ

για κάθε f ∈ L2(φ).

Παρατηρήσεις 2.2.4 Παρατηρούμε ότι η ύπαρξη του g οφείλεται στην πληρότητα
του χώρου L2(φ).

Συνέχεια της απόδειξης του Θεωρήματος 2.2.2 Στην πιο πάνω σχέση θέτουμε
f = χE, όπου E ∈ A, με φ(E) > 0. Τότε

∫
X

fdλ = λ(E) και αϕού 0 ≤ λ ≤ φ, έχουμε ότι

0 ≤ 1
φ(E)

∫
E

gφ = λ(E)
φ(E) ≤ 1.

Οπότε από το Λήμμα 2.2.2 έχουμε ότι g(x) ∈ [0, 1], φ−σχεδόν παντού. Μπορούμε,
λοιπόν να υποθέσουμε ότι 0 ≤ g(x) ≤ 1, για κάθε x ∈ X .
Έχουμε ∫

X
(1 − g)fdλ =

∫
E

fgwdµ.
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Θέτουμε

A = {x : 0 ≤ g(x) < 1}, B = {x : g(x) = 1}

και ορίζουμε μέτρα ρ και τ ως εξής:

ρ(E) = λ(A ∩ E) και τ(E) = λ(B ∩ E),

για κάθε E ∈ A.
Για f = χE έχουμε ότι

∫
X

(1 − g)fdλ = 0 και
∫

X
fgwdµ =

∫
wdµ. Αϕού w(x) > 0 για όλα

τα x ∈ X , έπεται ότι µ(B) = 0. Συνεπώς τ ⊥ µ. Εϕόσον το g είναι ϕραγμένο, η σχέση∫
X

(1 − g)fdλ =
∫

X
fwdµ ισχύει αν αντικαταστήσουμε το g με το

(1 + g + g2 + · · · + gn)wdµ,

για n = 1, 2, . . . και E ∈ A. H προηγούμενη σχέση γίνεται∫
E
(1 − gn+1)dλ =

∫
E

g(1 + g + g2 + · · · + gn)wdµ.

Για κάθε x ∈ B, g(X ) = 1, οπότε 1 − gn+1(x) = 0. Για κάθε x ∈ A, gn+1 → 0 μονότονα.
Άρα ∫

E
(1 − gn+1)dλ → λ(A ∩ E) = ρ(E) καθώς n → +∞.

Το g(1+ g+ g2 + · · ·+ gn)w είναι αύξουσα και τείνει σε μία μη αρνητική συνάρτηση h.
Aπό το θεώρημα μονότονης σύγκλισης του Lebesgue, ισχύει ότι∫

E
g(1 + g + · · · + gn)wdµ →

∫
E

hdµ καθώς το n → +∞.

Αποδείξαμε, λοιπόν, ότι η σχέση 2.2 ισχύει για κάθε E ∈ A. Παίρνοντας E = X ,
βλέπουμε ότι h ∈ L1(µ), αϕού ρ(X ) < +∞. Τέλος, η σχέση 2.2 μας δείχνει ότι ρ ≪ µ,
οπότε για λ θετικό μέτρο το ζητούμενο έχει αποδειχθεί.
Αν το λ είναι μιγαδικό μέτρο, τότε λ = λ1 + λ2i, για κάποια θετικά μέτρα λ1, λ2.
Ακολουθούμε, λοιπόν, την παραπάνω διαδικασία για τη θετική και την αρνητική
κύμανση των λ1, λ2.

�

Παρατηρήσεις 2.2.5 Στην περίπτωση που το λ είναι θετικό σ-πεπερασμένο μέτρο
υπάρχει συνάρτηση που ικανοποιει το αποτέλεσμα του παραπάνω θεωρήματος η οποία,
ομως, δεν είναι Lebesgue ολοκληρώσιμη αλλά είναι ”τοπικά στον L1(µ)”, δηλαδή αν
X = ∪∞n=1Xn με µ(Xn) < +∞ και λ(Xn) < +∞ για κάθε n ∈ N, τότε

∫
Xn

hdµ < +∞, ∀n ∈ N.

Ακολουθούν κάποιες συνέπειες του θεωρήματος Radon-Nikodym.
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Θεώρημα 2.2.3 (Πολική αναπαράσταση του μιγαδικού μέτρου) Έστω (X,A, µ) χώρος
μιγαδικού μέτρου. Υπάρχει Borel μετρήσιμη συνάρτηση h ώστε

|h(x)| = 1,

για κάθε x ∈ X και

dµ = hd|µ|.

H τελευταία ισότητα καλείται πολική αναπαράσταση ή πολική ανάλυση του µ (σε
αναλογία με τους μιγαδικούς αριθμούς οι οποίοι γράφονται ως γινόμενο του μέτρου
τους και ενός μιγαδικού αριθμού με μέτρο τη μονάδα).

Απόδειξη Προϕανώς ισχύει ότι |µ| ≪ µ οπότε, από Θεώρημα Radon-Nikodym, υπάρ-
χει συνάρτηση h ∈ L1(|µ|) ώστε dµ = hd|µ|.
Έστω r > 0, Ar = {x : |h(x)| < r} και {Ej}j∈N μία διαμέριση του Ar.Τότε∑

j

|µ(Ej)| =
∑

j

∣∣∣∣ ∫
Ej

hd|µ|
∣∣∣∣

≤
∑

j

r |µ|(Ej)

= r |µ|(Ar).

Οπότε, |µ|(Ar)| ≤ r |µ|(Ar).
Αν r < 1, τότε |µ(Ar)| = 0. Οπότε |h | ≥ 1 |µ|−σχεδόν παντού.
Αν |µ|(E) > 0, τότε ∣∣∣∣∣ 1

|µ|(E)

∫
E

hdµ
∣∣∣∣∣ = |µ(E)|

|µ|(E) ≤ 1.

Εϕαρμόζοντας το Λήμμα 2.2.2 (με τον μοναδιαίο κύκλο στη θέση του S), συμπεραί-
νουμε ότι |h | ≤ 1, |µ|−σχεδόν παντού. Έστω B = {x ∈ X : |h(x)| , 1}. Όπως δείξαμε,
|µ|(B) = 0, οπότε αν ορίσουμε h(x) = 1, για κάθε x ∈ B, τότε η h είναι η ζητούμενη
συνάρτηση.

�

Έτσι, από το παραπάνω πόρισμα ορίζουμε το ολοκλήρωμα Lebesgue μιας συνάρτη-
σης ως προς μιγαδικό μέτρο.

Ορισμός 2.2.4 Έστω µ μιγαδικό μέτρο στο μετρήσιμο χώρο (X,A), h η συνάρτηση
του παραπάνω πορίσματος και f μετρήσιμη συνάρτηση. Ορίζουμε το ολοκλήρωμα
Lebesgue της f ως προς µ ως εξής:∫

fdµ =
∫

fhd|µ|.
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Θεώρημα 2.2.4 Έστω (X,A, µ) χώρος θετικού μέτρου, g ∈ L1(µ) και

λ(E) =
∫

E
gdµ, E ∈ A.

Τότε

|λ|(E) =
∫

E
|g|dµ, E ∈ A.

Απόδειξη Από το Θεώρημα 2.2.3, υπάρχει συνάρτηση h με απόλυτη τιμή 1 ώστε
dλ = gdµ. Συνεπώς,

hdλ = gdµ.

Άρα

dλ = h̄gdµ.

Aς το συγκρίνουμε με το τρίτο σκέλος του πορίσματος 1.1.3 . Eϕόσον |λ| ≥ 0 και
µ ≥ 0 έπεται ότι h̄g ≥ 0 µ−σχεδόν παντού. Έτσι, h̄g = |g| |µ|−σχεδόν παντού.

�

2.3 Θεώρημα Αναπαράστασης του Riesz

Ορισμός 2.3.1 Έστω (X,A, µ) χώρος μιγαδικού μέτρου. Το µ καλείται κανονικό αν η
κύμανσή του, |µ|, είναι κανονικό μέτρο.

Θεώρημα 2.3.1 (Αναπαράστασης του Riesz) Έστω (X, τ) τοπικά συμπαγής τοπολογι-
κός χώρος Hausdorff και Φ : X → C ϕραγμένο γραμμικό συναρτησοειδές στον C0(X ).
Υπάρχει μοναδικό κανονικό μιγαδικό μέτρο Βorel µ στον X ώστε

Φf =

∫
fdµ, f ∈ C0(X ) (2.3)

Επιπλέον,
||Φ|| = |µ|(X ) (2.4)

Απόδειξη Θα αποδείξουμε πρώτα τη μοναδικότητα του ζητούμενου μέτρου. Έστω
µ ένα κανονικό μιγαδικό μέτρο Borel στον X ώστε

∫
fdµ = 0, για κάθε f ∈ C0(X ).

Από το Θεώρημα 2.2.3 υπάρχει h ∈ L1(µ), με |h | = 1, ώστε dµ = hd|µ|. Τότε για κάθε
ακολουθία (fn)∈N στο C0(X ) ισχύει ότι

|µ|(X ) =
∫

(h̄ − fn)hdµ ≤
∫
|h̄ − fn |dµ (2.5)
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και αϕού ο Cc(X ) είναι πυκνός υπόχωρος του L1(µ) (από Θεώρημα 1.1.5) μπορούμε
να επιλέξουμε την (fn)n∈N ώστε

∫
|h̄ − fn |dµ → +∞ καθώς n → 0. Οπότε |µ(X )| = 0, άρα

µ = 0. Εύκολα μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι η διαϕορά δύο κανονικών μιγαδικών
μέτρων Borel είναι κανονικό μέτρο. Συνεπώς, το πολυ ενα μέτρο µ ατιστοιχεί σε κάθε
Φ.
Ας υποθέσουμε, τώρα, ότι έχουμε ένα ϕραγμένο γραμμικό συναρτησοειδές Φ στον
C0(X ). Έστω, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι ||Φ|| = 1. Θα κατασκευάσουμε ένα
θετικό γραμμικό συναρτησοειδές Λ στον Cc(X ), ώστε

|Φ(f )| ≤ Λ(|f |) ≤ ||f ||, f ∈ Cc(X ), (2.6)
όπου || · || η supremum νόρμα.
Από το Θεώρημα Αναπαράστασης του Riesz για θετικα μέτρα (Θεώρημα 1.1.6) σε
κάθε Λ αντιστοιχίζουμε ένα θετικό μέτρο Borel λ στον X ώστε Λf =

∫
fdλ. Το μέτρο

λ θα είναι κανονικό αν λ(x) < +∞. Εϕόσον

λ(X ) = sup{Λ(f ) : 0 ≤ f < 1, f ∈ Cc(X )} (2.7)

και αϕού |Λ(f )| ≤ 1 αν ||f || ≤ 1, βλέπουμε ότι στην πραγματικότητα ισχύει λ(X ) ≤ 1.
Από την (2.7) έπεται ότι

|Φ(X )| ≤ Λ(|f |) =
∫
|f |dλ = ||f ||1, f ∈ Cc(X ).

Η || · ||1 αναϕέρεται στο χώρο L1(λ). Το Φ είναι γραμμικό συναρτησοειδές στον Cc(X )
με νόρμα το πολύ 1, ως προς την L1−νόρμα στον Cc(X ). Υπάρχει γραμμικό συναρ-
τησοειδές στον L1(λ) που επεκτείνει το Φ (δηλαδή η νόρμα διατηρείται) κι έτσι, από
το Θεώρημα 1.1.4 (για p = 1) έχουμε μοναδική Borel συνάρτηση g με |g| ≤ 1, ώστε

|Φ(f )| =
∫

fgdλ, f ∈ Cc(X ). (2.8)

Στην πιο πάνω ισότητα και τα δύο μέλη παριστάνουν ένα συνεχές συναρτησοειδές
στον C0(X ).Ο Cc(X ) είναι πυκνός στον C0(X ). Οπότε, η (2.8) ισχύει για όλα τα f ∈ C0(X ),
κι έτσι έχουμε την αναπαράσταση του Φ με µ = gdλ. Αφού ||Φ|| = 1, από την (2.8)
έχουμε ότι ∫

|g|dλ ≥ sup{|Φ(f )| : f ∈ C0(X ), ||f || ≤ 1} = 1.

Γνωρίζουμε, επίσης, ότι λ(X ) ≤ 1 και ότι |g| ≤ 1. Αυτό ισχύει μόνο αν λ(X ) = 1 και
|g| = 1 λ−σχεδόν παντού, Συνεπώς, d|µ| = |g|dλ = dλ, από το Θεώρημα 2.2.4, και

|µ|(X ) = λ(X ) = 1 = ||Φ||,

που σημαίνει ότι η 3.4 έχει αποδειχθει.
Μένει να βρούμε ένα θετικό γραμμικό συναρτησοειδές Λ που να ικανοποιεί την
(2.7). Αν f ∈ C+c (X ) (C+c (X ) είναι η κλάση όλων των μη αρνητικών στοιχείων της Cc(X )),
oρίζουμε
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Λ(f ) = sup
{|Φ(h)| : h ∈ Cc(X ), |h | ≤ f

}
.

Τότε λ(f ) ≥ 0, η Λ ικανοποιεί την 2.7, 0 ≤ f1 ≤ f2 και Λ(cf ) = cΛ(f ), αν c θετική
σταθερά. Θα δείξουμε ότι

Λ(f + g) = Λ(f ) + Λ(g),
για κάθε f, g ∈ C+c (X ). Έπειτα, θα επεκτείνουμε το Λ σε ένα γραμμικό συναρτησοειδές
στο Cc(X ).
Έστω f, g ∈ Cc(X ). Αν ε > 0, υπάρχουν h1, h2 ∈ Cc(X ) ώστε h1 ≤ f , h2 ≤ g και

Λ(f ) ≤ |Φ(h1)| + ε, Λ(g) ≤ |Φ(h2)| + ε.
Υπάρχουν μιγαδικοί αριθμοί αi, i = 1, 2, με |αi | = 1 έτσι ώστε αiΦ(hi) = |Φ(hi)|, για
i = 1, 2. Τότε

Λ(f ) + Λ(g) ≤ |Φ(h1)| + |Φ(h2)| + 2ε

= Φ(αh1 + αh2) + 2ε

≤ Λ(|h1| + |h2|) + 2ε

≤ λ(f + g) + 2ε,

κι έτσι βλέπουμε ότι ισχύει Λ(f + g) ≥ Λ(f ) + Λ(g).
Συνεχίζοντας, έστω h ∈ Cc(X ), υπό την προηπόθεση ότι |h | ≤ f + g. Θέτουμε
V = {x ∈ X : f (x) + g(x) > 0} και ορίζουμε

h1(x) = f (x)h(x)
f (x)+g(x) , h2(x) = g(x)h(x)

g(x)+h(x) , αν x ∈ V και

h1(x) = h2(x) = 0, διαϕορετικά.

Προϕανώς η h1 είναι συνεχής σε κάθε x0 ∈ V . Διαϕορετικά, h1(x0) = 0. Εϕόσον η
h1 είναι συνεχής, |h1(x)| ≤ |h2(x)|, για όλα τα x ∈ X , έπεται ότι το x0 είναι σημείο
συνέχειας της h1. Συνεπώς, h1 ∈ Cc(X ) και το ίδιο ισχύει και για την h2.
Aϕού h1 + h2 = h και h1 ≤ f , h2 ≤ g, έχυμε ότι

|Φ(h)| = |Φ(h1) + Φ(h2)|
≤ |Φ(h1)| + |Φ(h2)|
≤ Λ(f ) + Λ(g).

Άρα Λ(f + g) ≤ Λ(f ) + Λ(g). Αποδείξαμε, λοιπόν, ότι ισχύει Λ(f + g) = Λ(f ) + Λ(g).
Aν η f ειναι πραγματική συνάρτηση, f ∈ Cc(X ), τότε 2f + = |f | + f , ώστε f + ∈ C+c (X ) και
f − ∈ C−c (X ) και εϕόσον f = f + − f −, θα ορίσουμε

Λ(f ) = Λ(f +) − Λ(f −), f ∈ Cc(X ), f πραγματική συνάρτηση
και

Λ(u + iv) = Λ(u) + iΛ(v).

Άρα η επέκτασή μας αποτελεί γραμμικό συναρτησοειδές στον Cc(X ).

�
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Κεϕάλαιο 3

Εϕαρμογές

3.1 Κατασκευή συναρτήσεων που αναπαριστάνονται
από δυναμοσειρές

Ορισμός 3.1.1 Έστω r > 0 και α ∈ C. Το σύνολο

D(α; r) = {z ∈ C : |z − α| < r}

καλείται ανοικτός κυκλικός δίσκος στο α με ακτίνα r. To σύνολο

D̄(α; r) = {z ∈ C : |z − α| ≤ r}

είναι η κλειστότητά του και το συνολο

D′(α; r) = {z ∈ C : 0 < |z − α| < r}

είναι o διάτρητος ανοικτός κυκλικός δίσκος στο α με ακτίνα r.

Ορισμός 3.1.2 Έστω Ω ⊂ C, συνάρτηση f : Ω→ C και z0 ∈ Ω. Αν το όριο

limz→z0
f (z)−f (z0)

z−z0

υπάρχει, τότε καλείται παράγωγος της f στο z0. Αν η παράγωγος υπάρχει σε κάθε
z ∈ Ω, τότε η f καλείται ολόμορϕη (ή αναλυτική) στο Ω. To σύνολο των ολόμορϕων
συναρτήσεων στο Ω συμβολίζεται με H(Ω).

Θα δούμε λίγα πράγματα για δυναμοσειρές και συναρτήσεις που αναπαριστάνονται
από αυτές.

47
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Αρχικά, υποθέτουμε ότι σε καθε δυναμοσειρά∑∞
n=0 cn(z − α)n

αντιστοιχεί ένας αριθμός R ∈ [0,+∞] ώστε η σειρά να συγκλίνει απολύτως και ομοιό-
μορφα στο D̄(α; r) για κάθε r < R και να αποκλίνει διαϕορετικά. Η ακτίνα σύγκλισης
R δίνεται απο το κριτηριο ρίζας

1
R = lim supn→+∞ |cn |1/n.

Ορισμός 3.1.3 Έστω Ω ⊂ C ανοικτό και f : Ω → C. H f καλείται αναπαριστανόμενη
από δυναμοσειρά αν για κάθε δίσκο D(α; r) ⊂ Ω υπάρχει σειρά

∑∞
n=0 cn(z − α)n που

συγκλίνει στο f (z) για κάθε z ∈ D(α; r).

Θεώρημα 3.1.1 Έστω Ω ⊂ C ανοικτό και f : Ω → C. Αν η f είναι αναπαριστανόμενη
από δυναμοσειρα στο Ω, τότε f ∈ H(Ω) και η f ′ είναι επίσης αναπαριστανόμενη από
δυναμοσειρά. Πιο συγκεκριμένα, αν

f (z) =
∞∑

n=0

cn(z − α)n, z ∈ D(α; r), (3.1)

τότε

f ′(z) =
∞∑

n=1

ncn(z − α)n−1, z ∈ D(α; r). (3.2)

Αποδειξη Αν η σειρά 3.1 συγκλίνει στο D(α; r), το κριτήριο ρίζας μας δείχνει ότι και
η σειρά 3.2 συγκλίνει στο D(α; r). Χωρίς βλάβη της γενικότητας, θέτουμε α = 0 και
συμβολίζουμε g(z) =

∑∞
n=1 ncn(z − α)n−1, z ∈ D(α; r). Έστω w ∈ D(α; r) και επιλέγουμε ρ

τέτοιο ώστε |w| < ρ < r.
Αν z , w, τότε έχουμε

f (z)−f (w)
z−w − g(w) =

∑∞
n=1 cn

∣∣∣∣ zn−wn

z−w − nwn−1
∣∣∣∣.

Για n = 1 η ποσότητα που βρίσκεται μέσα στις αγκύλες ισούται με 0 και για n ≥ 2
ισούται με

(z −w)
∑n−1

k=1 kwk−1zn−k−1.

Για κάθε z ∈ C με |z| < ρ, ισχύει ότι∣∣∣∣ ∑n−1
k=1 kwk−1zn−k−1

∣∣∣∣ < n(n−1)
2 ρn−2.
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Συνεπώς, ∣∣∣∣ f (z)−f (w)
z−w − g(w)

∣∣∣∣ ≤ |z −w|∑∞n=2 n2|cn |ρn−2.

Εφόσον ρ < r, η παραπάνω σειρά συγκλίνει. Οπότε το δεξί μέλος της παραπάνω
ανισότητας τείνει στο 0 καθώς z → w. Άρα g(w) = f (w). Αυτό ισχύει για κάθε
z ∈ D(α; r), άρα f ′(z) =

∑∞
n=1 ncn(z − α)n−1, z ∈ D(α; r).

�

Έστω Ω ⊂ C ανοικτό και f : Ω→ C. Αν η f αναπαριστάνεται από δυναμοσειρά στο Ω,
τότε, από το προηγούμενο Θεώρημα, η f είναι ολόμορφη και η f είναι αναπαριστα-
νόμενη από δυναμοσειρές. Εφαρμόζοντας το παραπάνω θεώρημα στην f ′, έχουμε
ότι η f ΄ είναι ολόμορφη και η f ΄΄ είναι αναπαριστανόμενη από δυναμοσειρές. Συνεχί-
ζοντας, μποροούμε να εφαρμόσουμε το παραπάνω θεώρημα σε όλες τις παραγώγους
της f . Προκύπτει, λοιπόν, το παρακάτω

Πόρισμα 3.1.1 Έστω Ω ⊂ C ανοικτό και f : Ω → C. Αν η f είναι αναπαριστανόμενη
από δυναμοσειρά στο Ω, τότε υπάρχουν οι παράγωγοι της f όλων των τάξεων κάθε μία
από τις οποίες είναι αναπαριστανόμενη από δυναμοσειρά στο Ω. Επίσης, αν
f (z) =

∑∞
n=0 cn(z − α)n, z ∈ D(α; r), τότε

f (k)(z) =
∑∞

n=k n(n − 1) · · · (n − k + 1)cn(z − α)n−k, z ∈ D(α; r).

Φτάσαμε,λοιπόν, στο σημείο να διατυπώσουμε ένα θεώρημα το οποίο μας περιγρά-
φει μία διαδικασία κατασκευής συναρτήσεων που αναπαριστάνονται από δυναμο-
σειρές.

Θεώρημα 3.1.2 Έστω µ μιγαδικό μέτρο στο μετρήσιμο χώρο (X,A), φ : X → C Borel
μετρήσιμη συνάρτηση και Ω ⊂ C με Ω ∩ φ(X ) = ∅. Αν

f (z) =
∫

X

dµ(ζ )
φ(ζ ) − z

, z ∈ Ω, (3.3)

τότε η f είναι αναπαριστανόμενη από δυναμοσειρά στο Ω.

Απόδειξη Έστω D(α; r) ⊂ Ω. Επειδή Ω ∩ φ(X ) = ∅, ισχύει και ότι D(α; r) ∩ φ(X ) = ∅, ,
οπότε |φ(ζ ) − α| ≥ r, για κάθε ζ ∈ X . Για κάθε z ∈ D(α; r) και κάθε ζ ∈ X έχουμε ότι∣∣∣∣∣ z−α

φ(z)−α

∣∣∣∣∣ ≤ |z−α|
r < r

r = 1
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H γεωμετρική σειρά

∞∑
n=0

(z − α)n)
(φ(ζ ) − α)n+1 =

1
φ(ζ ) − α

∞∑
n=0

(
z − α

φ(ζ ) − α

)n

=
1

φ(ζ ) − α
· 1
1 − z−α

φ(ζ )−α

=
1

φ(ζ ) − z

συγκλίνει ομοιόμορφα στο X για κάθε z ∈ D(α; r). Τότε

f (z) =
∫

X

1
φ(ζ ) − z

dµ(ζ )

=

∫
X

∞∑
n=0

(z − α)n

(φ(ζ ) − α)n+1 dµ(ζ )

=

∞∑
n=0

( ∫
X

dµ(ζ )
(φ(ζ ) − α)n+1

)
(z − α)n

=

∞∑
n=0

cn(z − α)n,

όπου cn =
∫

X
dµ(ζ )

(φ(ζ )−α)n+1 , n = 0, 1, 2, . . . .
Επίσης, από την παραπάνω σχέση έχουμε ότι

|cn | ≤
∫

X

|dµ(ζ )|
|φ(ζ ) − α|n+1

≤ 1
rn+1 ·

∫
X
|dµ(ζ )|

=
1

rn+1 · |µ|(X ),

n = 0, 1, 2, . . . .

�
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3.2 Εϕαρμογή στην Ανάλυση Fourier

3.2.1 Μετασχηματισμός Fourier

Ορισμός 3.2.1 Έστω f : T → C μετρήσιμη συνάρτηση, όπου το T συμβολίζει τον
μοναδιαίο κύκλο στο μιγαδικό επίπεδο, δηλαδή T = {z ∈ C : |z| = 1}. Έστω

||f ||p =
(

1
2π

∫ π

−π
|f (eit)|pdt

)1/p
, όπου 0 < p < +∞

και

||f ||∞ = infM>0

{
M : |{eit : |f (eit)| > M}| = 0

}
,

όπου το |B| συμβολίζει το μέτρο Lebesgue του συνόλου B. Ορίζουμε τους χώρους
Lebesgue Lp(T), 0 < p ≤ +∞ ως εξής:

Lp(T) =
{
f : ||f ||p < +∞}

.

Ορισμός 3.2.2 Έστω ακολουθία μιγαδικών αριθμών Z = (zn)n∈N,

||Z ||p =
(∑+∞

n=−∞ |zn |p
)1/p

, 0 < p < +∞
και

||Z ||∞ = supn∈Z |zn |.
Για κάθε 0 < p ≤ +∞ ορίζουμε τους χώρους ακολουθιών

lp(Z) =
{
Z : ||Z ||p < +∞}

.

Ορισμός 3.2.3 Έστω f ∈ L1(T). Για κάθε n ∈ Z ορίζουμε το n-οστό συντελεστή Fourier
της f ως εξής:

f̂ (n) = 1
2π

∫ π

−π
f (eit)e−intdt.

Η ακολουθία f̂ = (f (n))n∈Z, καλείται μετασχηματισμός Fourier της f .

Ορισμός 3.2.4 Έστω f, g ∈ L1(T). Ορίζουμε τη συνέλιξη των f, g ως εξής:

(f ∗ g)(eit) =
∫ π

−π
f (eiτ)g(ei(t−τ))dτ

για όλα σχεδόν τα eit ∈ T.
Παρατηρήσεις 3.2.1 Στον παραπάνω ορισμό μπορούμε να ορισουμε σχεδόν παντού
στο T το ολοκλήρωμα

∫ π

−π
f (eiτ)g(ei(t−τ))dτ διότι

∫ π

−π
|f (eiτ)g(ei(t−τ))|dτ < ∞ σχεδόν παντού

στο T. Πράγματι, με χρηση του Θεωρήματος Fubini (παραπομπή [3]) έχουμε ότι∫ π

−π

( ∫ π

−π
f (eiτ)g(ei(t−τ))dτ

)
dt =

∫ π

−π
|f (eiτ)|

( ∫ π

−π
|g(ei(t−τ))|dt

)
dτ

=

( ∫
|f (eiτ |dτ

)( ∫
|g(eis|ds

)
Η τελευταία παράσταση είνα πεπερασμένη αϕού f, g ∈ L1(T). Συνεπώς,∫ π

−π

( ∫ π

−π
f (eiτ)g(ei(t−τ))dτ

)
dt < ∞.
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3.2.2 Μιγαδικά Μέτρα

Συμβολίζουμε με M(T) το σύνολο των μιγαδικών μέτρων Borel στο T. H κύμανση
του µ ∈ M αποτελεί νόρμα ||µ|| = |µ|(T) στο χώροM(T).

Γνωρίζουμε ότι για κάθε συνάρτηση f ∈ L1(T) υπάρχει μέτρο Borel

dµ(eit) = 1
2π f (eit)dt.

Eπειδή ||µ|| = ||f ||1, η αντιστοιχία αυτή αποτελεί εμϕύτευση του L1(T) στονM(T).

Ορισμός 3.2.5 Έστω µ ∈ M(T). Για κάθε n ∈ Z ορίζουμε το n-οστό συντελεστη
Fourier του µ ως

µ̂(n) =
∫
T

e−intdµ(eit).

Η ακολουθία µ̂ = (µ̂(n))n∈Z καλείται μετασχηματισμός Fourier του μέτρου µ.

Λήμμα 3.2.1 Έστω µ ∈ M(T). Τότε µ̂ ∈ l∞(Z) και

||µ̂||∞ ≤ ||µ||.

Συγκεκριμένα, για κάθε f ∈ L1,

||f̂ ||∞ ≤ ||f ||1.

Απόδειξη Για κάθε n ∈ N ισχύει

|µ̂(n)| =
∣∣∣∣ ∫
T

e−intdµ(eit)
∣∣∣∣

≤
∫
T

|eint |d|µ|(eit)

= |µ|(T)
= ||µ||.

Η δεύτερη ανισότητα είναι ειδική περίπτωση της πρώτης με dµ(eit) = f (eit)dt/2π. Σε
αυτή την περίπτωση, µ̂(n) = f̂ (n) και ||µ|| = ||f ||1.

�
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Συμπεραίνουμε, λοιπόν, ότι ο μετασχηματισμός Fourier είναι μία γραμμική απει-
κόνισηM(T)→ l∞(Z) με νορμα το πολύ 1.

Συμβολίζουμε με C(T) το σύνολο όλων των συνεχών συναρτήσεων με πεδίο ορισμού
το T.

Ορισμός 3.2.6 Έστω µ, ν ∈ M(T) και Λ : C(T)→ C με

Λ(φ) =
∫
T

∫
T

φ(ei(t+τ))dµ(eit)dν(eiτ), φ ∈ C(T).

Το Λ είναι φραγμένο γραμμικό συναρτησοειδές στο C(T) οπότε από το θεώρημα ανα-
παράστασης του Riesz υπάρχει μοναδικό μέτρο Borel το οποίο συμβολίζουμε με µ ∗ ν
και καλούμε συνέλιξη των µ, ν ώστε

Λ(φ) =
∫
T

φ(eit)d(µ ∗ ν)(eit), φ ∈ C(T).

Επιπλέον,

||Λ|| = ||µ ∗ ν||.

Έχουμε ορίσει το µ ∗ ν ώστε∫
T

φ(eit)d(µ ∗ ν)(eit) =
∫
T

∫
T

φ(ei(t+τ))dµ(eit)dν(eiτ), (3.4)

για κάθε φ ∈ C(T) και ισχύει ότι

||µ ∗ ν|| ≤ ||µ|| · ||ν||.

Παρατηρήσεις 3.2.2

Θεώρημα 3.2.1 Έστω µ, ν ∈ M(T) . Τότε

µ̂ ∗ ν(n) = µ̂(n)ν̂(n), για κάθε n ∈ Z.

Ειδικότερα, αν f, g ∈ L1(T), τότε

̂f ∗ g(n) = f̂ (n)ĝ(n), για κάθε n ∈ Z.
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Απόδειξη Έστω n ∈ Z. Στην ισότητα 3.4 θέτουμε φ(eit) = e−int. Τότε έχουμε

µ̂ ∗ ν(n) =
∫
T

e−intd(µ ∗ ν)(eit)

=

∫
T

∫
T

e−in(t+τ)dµ(eit)dν(eiτ)

=

∫
T

e−intdµ(eit) ×
∫
T

e−inτdν(eiτ)

= µ̂(n)ν̂(n).

�

Το παραπάνω θεώρημα μας δείχνει τη σημασία της ανάλυσης Fourier στη συνέ-
λιξη, καθώς με χρήση του μετασχηματισμoύ Fourier μετατρέπουμε τη συνέλιξη δύο
συναρτήσεων στο γινόμενό τους.

Θεώρημα 3.2.2 Έστω µ ∈ M(T) και f ∈ L1(T). Έστω, επίσης,

dν(eit) = f (eit)dt.

Τότε το μέτρο µ ∗ ν είναι απόλυτα συνεχές ως προς το μέτρο Lebesgue και ισχύει ότι

d(µ̂ ∗ ν)(eit) =
( ∫
T

f (ei(t+τ)dµ(eiτ)
)
dt.

Απόδειξη Σύμϕωνα με την 3.4, για κάθε φ ∈ C(T) έχουμε ότι

∫
T

φ(eit)d(µ ∗ ν)(eit) =
∫
T

∫
T

φ(ei(t+τ))dµ(eit)dν(eiτ)

=

∫
T

∫
T

φ(ei(t+τ))dµ(eit)f (eiτ)dτ

=

∫
T

φ(eis)
( ∫
T

f (ei(s−t))dµ(eit)
)
ds.

Από τη μοναδικότητα που μας εξασϕαλίζει το Θεώρημα Αναπαράστασης του Riesz,
έχουμε ότι

d(µ ∗ ν)(eis) =
( ∫
T

f
(
ei(s−t))dµ(eit)

)
ds.

�
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Πίνακας Συμβόλων

σ(C) σελ.8 D(α; r) σελ.47

B(X ) σελ.8 D̄(α, r) σελ.47

f −1B σελ.11 D′(α, r) σελ.47

ν(f, µ) σελ.16 H(Ω) σελ.47

f +, f − σελ.16 ||f ||p σελ.51

L1
R(µ) σελ.16 ||f ||∞ σελ.51

L1(µ) σελ.16 Lp(T) σελ.51

ρ ≪ µ σελ.17,29,36 ||Z ||p σελ.51

|µ| σελ. 31 ||Z ||∞ σελ.51

ρ ⊥ µ σελ.17,30,36 lp(Z) σελ.51

f1 ∨ f2 σελ.18 f̂ (n) σελ.51

s(X ) σελ.11 f ∗ g σελ.51

C(T) σελ.52 M(T) σελ.52

Cc(X ), Cc(X,C) σελ.22 µ̂(n) σελ.51

Cc(X,R) σελ.22 µ ∗ ν σελ.53

s(f ), suppf σελ.22 L∞(T) σελ.51

M(φ) σελ.23 f̂ σελ.51

f ≺ U σελ.25 µ̂ σελ.52

µ+, µ− σελ.29,36 Lp(µ), Lp
R(µ) σελ.21

T σελ.51
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