
 

ΕΘΝΙΚΟ ΜΕΤΣΟΒΙΟ ΠΟΛΥΤΕΧΝΕΙΟ 

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 
ΚΑΙ ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ 

ΤΟΜΕΑΣ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ 

 
 

  ∆ΠΜΣ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ 
 
 
 

Μεταπτυχιακή εργασία 
της ΚΟΥΤΣΙΟΥΜΠΑ Γ. ∆ΗΜΗΤΡΑΣ 

 
 
 
 
 

∆ΙΕΡΕΥΝΗΣΗ ΤΩΝ ΟΡΩΝ ΤΗΣ ΕΛΑΣΤΙΚΗΣ 
ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ ΣΤΑ ΑΝΙΣΟΤΡΟΠΑ ΥΛΙΚΑ 

 

Επιβλέπων 

Ανδριανόπουλος Π. Νίκος, Καθηγητής, 
Σχολή Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών και Φυσικών Επιστηµών 
 

Αθήνα, Μάρτιος 2011

 



 



ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 
Σελίδα 

 
 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1.  Η ελαστική ενέργεια παραµόρφωσης                                   1-5 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ  2. Ανισότροπα υλικά  
2.1. Κρυσταλλογραφία   6-7 

2.2. Είδη ανισοτροπίας – Τα επτά συστήµατα κρυστάλλου 8-13 
2.3. Συµµετρία κατά περιπτώσεις 14-21 
2.4. Ελαστική ενέργεια παραµόρφωσης 22-30 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3.   Μηδενισµός του 3ου όρου 31-37 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4.   Συµπεράσµατα 38 - 39 

Βιβλιογραφία 40 - 41 
  
  
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

                                                  1 
 

 
 
 
 

Κεφάλαιο 1 
 

Η ΕΛΑΣΤΙΚΗ ΕΝΕΡΓΕΙΑ ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΗΣ 
 

Κάθε υλικό το οποίο καταπονείται υπό µία εντατική κατάσταση [σij] αναπτύσσει παραµορφώσεις [εij] . 

Λόγω της φόρτισης, αποθηκεύεται στο υλικό ένα ποσό ενέργειας ίσο µε το έργο των εξωτερικών 

δυνάµεων το οποίο δαπανάται για την δηµιουργία παραµόρφωσης. Η ενέργεια αυτή, εφόσον το υλικό 

αναπτύσσει αποκλειστικά ελαστικές παραµορφώσεις, επανακτάται εις το ακέραιο εφόσον 

αποµακρυνθούν τα εξωτερικά φορτία και καλείται ελαστική ενέργεια παραµόρφωσης T. 

Έτσι, σε ένα υλικό που υπακούει τον νόµο του Hooke ( σ = Ε*ε ) ορίζεται εύκολα ένα µέγεθος 

ενέργειας που ονοµάζεται ελαστικό δυναµικό ή πυκνότητα ελαστικής ενέργειας παραµορφώσεων και 

συµβολίζεται µε Τ. Αν κάνουµε ένα υποθετικό πείραµα µονοαξονικού εφελκυσµού και ασκήσουµε σε 

ένα υλικό τάση (σ) (η οποία βέβαια δεν θα αναγκάσει το υλικό να αστοχήσει) τότε θα παρατηρήσουµε 

σε αυτό µία παραµόρφωση (ε). 

Ως πυκνότητα ελαστικής ενέργειας παραµορφώσεων ή ελαστικό δυναµικό, ορίζουµε το µέγεθος 

                                              Τ=
1
2
σ
%%

ιjε
%%
ιj            (1.1.1) 

το οποίο έχει διαστάσεις  

ενέργειας όπως φαίνεται και από τον ορισµό. 

Για µικρές παραµορφώσεις και ισόθερµες ή αδιαβατικές µεταβολές, η παραπάνω καταστατική εξίσωση 

ισοδυναµεί µε τον νόµο του Hooke, o οποίος σε γενικευµένη µορφή δίνεται από τον τύπο 

σ =C ε                 (1.1.4) 

ή σε γραφή µε δείκτες σIJ =Cijkl  εkl            (1.1.5) 

∆ηλαδή, ο τανυστής C είναι τετάρτης τάξεως άρα έχει 81 συντελεστές και ονοµάζεται και τανυστής 

ελαστικότητας. Αποδεικνύεται ότι ο τανυστής C αντιστρέφεται, δηλαδή υπάρχεί S µη-µηδενικός 

τανυστής τέταρτης τάξεως µε την ιδιότητα

 Cijmn Smnkl        =SijmnC mnkl              
=  I  ijkl                         (1.1.6) 
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όπου I είναι το µοναδιαίο στοιχείο του χώρου των τανυστών τέταρτης τάξεως. Ο τανυστής S 

ονοµάζεται και τανυστής ενδόσεως. Με βάση αυτά, αποδεικνύονται οι σχέσεις: 

2T=σε=σij  εij                                   2T=σSσ=εCε                   2T=S ijkl   σ iij  σkl=C ijkl   εij    εkl                (1.1.7) 

οι οποίες συνδέουν τα µεγέθη τάση, παραµόρφωση, ελαστικό δυναµικό, τανυστή ελαστικότητας και 

τανυστή ενδόσεως. Όπως αποδείχθηκε από τον Sokolnikoff ισχυεί ότι:

σιj=σji      και ειj=εji                                   (1.1.8) 

Άρα οι τανυστές (δευτέρας τάξεως) της τάσης και της παραµόρφωσης αποτελούνται από 6 

ανεξάρτητες ποσότητες (αντί για 9) και από τις παραπάνω σχέσεις φαίνεται ότι και οι τανυστές 

ελαστικότητας και ενδόσεως αποτελούνται από 36 ανεξάρτητες ποσότητες (αντί για 81). 

Επιπλέον, από το θερµοδυναµικό αξίωµα που απαιτεί την παραγωγή µηδενικού έργου σε κλειστό 

κύκλο φορτίσεως αποδεικνύεται περαιτέρω ότι oι δύο αυτοί τανυστές (o C και S) αποτελούνται 

τελικά από 21 ανεξάρτητες ποσότητες. 

Ένα άλλο σηµαντικό σηµείο για την ενέργεια Τ είναι ο διαχωρισµός της σε διογκωτική ενέργεια και 

στροφική ενέργεια. Στην φύση και βάσει της ευκλείδιας γεωµετρίας, υπάρχουν µόνον δύο τρόποι για 

να αλλάξει το σχήµα ενός στοιχειώδους κύβου µε, έστω, απειροστές διαστάσεις {dx, dx , dx}. 
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Ο ένας τρόπος είναι να αλλάξει ο όγκος του και από στοιχείώδης κύβος διαστάσεων {dx , dx , dx} 

να γίνεί στοιχειώδης κύβος διαστάσεων {(dx+da) , (dx+da) , (dx+da)} χρησιµoπoιώvτας, βέβαια, και 

την κατάλληλη φόρτιση που απλά θα του µεγαλώσεί τον όγκο (δύσκολο να υπολογιστεί. σε κάποιες 

περιπτώσεις τουλάχιστον πάντα υπάρχει µια τέτοια φόρτιση). Για αυτό είναι υπεύθυνη η συνιστώσα 

της διογκωτικής ενέργειας Τν, δηλαδή σε αλλαγή  όγκου, και µόνον όγκου, έχουµε την συνθήκη Td 

= 0, δηλαδή στην αλλαγή όγκου ισχύει:    

                                                  ΤΟΛΙΚΟ=Τ=1/2σIJεIJ=TV+0=TV          (1.1.10)  

                                                        Όπου  TV =  Αλλαγή όγκου                                                                                                

Ένας άλλος τρόπος για να αλλάξεις το σχήµα ενός στοιχειώδους κύβου είναι να του αλλάξεις τις 

γωνίες που έχει. Ο αφόρτιστος κύβος έχει όλες του τις γωνίες ίσες µε 90° µοίρες ενώ µετά την 

επιβολή κάποιου τασικού πεδίου ο κύβος αποκτά τυχαίες γωνίες ηον κυµαίνονται από 0° µοίρες 

έως 180° µοίρες. Αλλά η αλλαγή γωνιών µπορεί να αφορά και οποιαδήποτε άλλη γωνία π.χ. σε µια 

πλευρά του κύβου παίρνουµε τις διαγωνίους της και σχηµατίζονται 4 τρίγωνα. Κάθε αλλαγή στις 

γωνίες που σχηµατίζονται από τις διαγωνίους συνιστά αλλαγή σχήµατος. Kαι εδώ πρέπει να 

υπογραµµίσουµε ότι σε κάποια είδη ανίσοτροπίας υλικών είναι πολύ δύσκολο να βρεθεί µία τέτοια 

φορτίση, αλλά πάντα υπάρχεί. Για αλλαγή γωνιών και µόνον γωνιών είναι υπεύθυνη η συνιστώσα 

της στροφικής ενέργείας Td οπότε εύκολα προκύπτει  Τν = 0, δηλαδή για αλλαγή γωνιών: 

                                           ΤΟΛΙΚΟ=Τ=1/2σIJεIJ= 0 +TD =TD                                    (1.1.11)  
 
                                      Όπου  TD =  Αλλαγή σχήµατος                                                                                                                       

                                                                                                                                                                                                                                                                                   

Μόνο αλλαγή        
όγκου  

 

Μόνο αλλαγή 
σχήµατος  
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Eιδικά για τα ισότροπα υλικά ισχύουν τα εξής: 

Ένα σηµαντικό σηµείο και άξιο αναφοράς στην ελαστική ενέργεια είναι ο τρόπος που µπορεί να 

υπολογιστεί η κάθε µια συνιστώσα Τν και Td. H µεθοδολογία -απόδειξη είναι η ακόλουθη: 

Έστω ένα τασικό πεδίο σιj=[σxx σyy σzz σxy σyz σzx]     το οποίο  

ασκείται σε ένα στοιχειώδη κύβο από κάποιο υλικό µε γνωστές µηχανικές ιδιότητες. 

To τασικό αυτό πεδίο προκαλεί µία παραµόρφωση η οποία εκφράζεται µαθηµατικά µε το 

παραµορφωσιακό πεδίο ... 

ειj=[εxx εyy εzz εxy εyz εzx]     

 

Θέτουµε ως  

IJ  ε =[εm εm εm  0 0 0]     

 

όπου συµβολίζουµε ως εm την ποσότητα .. εm=
εxx+εyy+εzz

3  

 

Παρατηρούµε ότι ο τανυστής IJε   είναι σφαιρικός τανυστής, δηλαδή περιέχει εκείνα τα 

στοιχεία του τανυστή των τάσεων σιj  που προκαλούν στο σώµα µόνον αλλαγή όγκου. 
Εν συνεχεία, ορίζουµε ως ...ειj=[(εxx -εm) (εyy -εm)  (εzz  - εm)  εxy εyz εzx]    Εξ ορισµού, ο τανυστής  

ειj περιέχει µόνον τάσεις που αλλάζουν το γεωµετρικό σχήµα (δηλαδή τις γωνίες) του 

στοιχειώδους κύβου που θεωρήσαµε. 

Εύκολα φαίνεται  ότι ισχύει ... ειj= IJε + eιj 

Έχοντας αυτό υπ’οψιν και από την σχέση προκύπτει ότι ισχύει  

Τ=1/2σIJ εIJ=1/2σIJ ( IJ  ε +eIJ ) =1/2 σIJ  IJε +1/2σIJ  eIJ   = Tv   + TD           (1.1.12) 

Έχουµε καταφέρει λοιπόν, διαχωρίζοντας τον τανυστή των παραµορφώσεων σε άθροισµα ενός 

σφαιρικού IJ  ε  και ενός αποκλίνοντος eιj τανυστή παραµορφώσεων, να διαχωρίσουµε την 

ελαστική ενέργεια (πυκνότητα ενέργειας παραµορφώσεων) σε δύο ανεξάρτητα τµήµατα: 

α)ένα υπέυθυνο για την αλλαγή του όγκου  Tv  και    

β)ένα υπευθυνο για την αλλαγή του σχήµατος (των γωνιών) TD 
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Έτσι, από το νόµο του Ηοοke  συµπεραίνουµε ότι η ελαστική ενέργεια Τ δίνεται 

Τ=1/2σIJ εIJ =1/2σ S σ=1/2ε C ε 

 

Στην περίπτωση ισοτροπίας, η ενέργεια T µπορεί να παρουσιαστεί υπό µορφή ποσού της 

ενέργειας που συνδέεται µε την αλλαγή του όγκου T(σΙ) και την αλλαγή του σχήµατος T(s) 

συγκεκριµένα : 

Τ=T(σΙ)+ T(s)= 1
2K

σ2+ 1
4G

ss                   (1.1.13)    

Όπου 

  

      Όταν µια αυθαίρετη ανισοτροπία εξετάζεται, η ανάλυση στα συνθετικά της ενέργειας  
στα µέρη που συνδέονται µε την αλλαγή του όγκου T(σΙ) και την αλλαγή της µορφής T(σ)  
είναι αδύνατη. 

Από εξισωση (1.1.13) ακολουθεί αυτό για την ανισοτροπία. 
 

2Τ(σ)=σ S σ =σ 2 I S I + s S s +2 σ I S s ,  ,   C=S-1 µε αντικατάσταση η εξίσωση 

γράφεται 

 
όπου          ο τρίτος όρος είναι      2 σ I S s ,  ≠ 0          (1.1.14)           
 
σ  o τανυστής των τάσεων και σ η υδροστατική πίεση 
 
Κάποιοι υποστηρίζουν ότι στα ανισότροπα υλικά, ο διαχωρισµός της ενέργειας σε 
έναν όρο υπεύθυνο για την αλλαγή όγκου και έναν για την αλλαγή σχήµατος δεν 
είναι εφικτός. 
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Κεφάλαιο 2 
 

 
 
ΑΝΙΣΟΤΡΟΠΑ ΥΛΙΚΑ  
 
2.1 ΚΡΥΣΤΑΛΛΟΓΡΑΦΙΑ 
 
 
Η κρυσταλλογραφία είναι η επιστήµη του καθορισµού της ρύθµισης των ατόµων µέσα σε οποιαδήποτε 

στερεά δοµή, συµπεριλαµβανοµένου και τους πολύτιµους λίθους. Όλοι οι πολύτιµοι λίθοι είναι 

κρυστάλλινες δοµές που γίνονται από το µίγµα διαφορετικών στοιχειωδών ενώσεων, και η µορφή ενός 

κρυστάλλου είναι βασισµένη στην ατοµική δοµή αυτών των στοιχειωδών δοµικών µονάδων. 

Τα άτοµα µέσα σε ένα µετάλλευµα τακτοποιούνται σε ένα καθορισµένο γεωµετρικό σχέδιο 

αποκαλούµενο, δοµή, η οποία θα καθορίζει την κρυσταλλική δοµή. 

Η συνταγή ή το µίγµα αυτών των ενώσεων γίνεται το σχεδιάγραµµα για το πώς το κρύσταλλο θα 

αυξηθεί. Το σχέδιο αύξησης ενός κρυστάλλου είναι γνωστό σε εµάς ως κρυσταλλικές συνήθειες. 

 

 

  

 

Μεµονωµένα συστήµατα κρυστάλλου και το αξονικό σύστηµα 
 
 
 
Το σύστηµα κρυστάλλου είναι µια οµαδοποίηση των δοµών κρυστάλλου που είναι ταξινοµηµένες 

σύµφωνα µε τον αξονικό σύστηµα που χρησιµοποιείται για να περιγράψει την ατοµική δοµή του 

δικτυωτού πλέγµατός τους.  

Το δικτυωτό πλέγµα ενός κρυστάλλου είναι ένα τρισδιάστατο δίκτυο των ατόµων που τακτοποιούνται 

σε ένα συµµετρικό σχέδιο. 
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Κάθε σύστηµα κρυστάλλου αποτελείται από ένα σύνολο τριών κρυσταλλογραφικών αξόνων (a,b and 

c) σε µια ιδιαίτερη γεωµετρική ρύθµιση. Τα επτά µοναδικά συστήµατα κρυστάλλου, που 

απαριθµούνται κατά σειρά  µείωσης της συµµετρίας, είναι: 1. Ισοµετρικό σύστηµα, 2. Εξαγωνικό 

σύστηµα, 3. Tετραγωνικό σύστηµα, 4.Τριγωνικό σύστηµα  5. Ορθοροµβικό σύστηµα, 6. Μονοκλινές 

σύστηµα, 7. Tρικλινές σύστηµα 

 

 

∆ικτυωτά πλέγµατα Bravais 

 
Tα πλέγµατα Bravais περιγράφουν το γεωµετρικό κανονισµό των µεµονωµένων σηµείων του 

πλέγµατος µέσα σε κάθε ένα από τα επτά συστήµατα κρυστάλλων.  

Υπάρχουν δεκατέσσερα πλέγµατα Bravais που είναι ευδιάκριτα το ένα από το άλλο από την συµµετρία 

που περιέχουν, και όλα τα κρυστάλλινα µεταλλεύµατα ταιριάζουν σε έναν από αυτούς τους µοναδικούς 

δεκατέσσερεις κανονισµούς. 

Το µοναδιαίο κελί 
 

Το µοναδιαίο κελί είναι η µικρότερη διαιρετή µονάδα, ενός δεδοµένου µεταλλεύµατος µε συµµετρικά 

χαρακτηριστικά που είναι µοναδικά σε κάθε κρυσταλλική δοµή. Η δοµή του µοναδιαίου κελιού είναι ο 

διακανονισµός των ατόµων του χώρου (µοτίβο), τα οποία είναι στοιβαγµένα σε ένα τρισδιάστατο 

διάστηµα για να διαµορφώσουν το κρύσταλλο. Η δοµή του µοναδιαίου κελιού απαρτίζεται από 

µοναδικές περαµέτρους του δικτυωτού πλέγµατος, το µήκος από τα άκρα του κελιού και από τα άκρα 

µεταξύ τους. Οι θέσεις των ατόµων µέσα στο µονάδα-κελί περιγράφονται από το σύνολο ατοµικών 

θέσεων (xi, yi, zi) µετρηµένες από το δεδοµένο δικτυωτό πλέγµα.  
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2.2 ΕΙ∆Η ΑΝΙΣΟΤΡΟΠΙΑΣ – ΤΑ ΕΠΤΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΚΡΥΣΤΑΛΛΟΥ 
 

Με βάση την κρυσταλλογραφία (και προφανώς την ευκλείδεια γεωµετρία) αποδεικνύεται ότι 

υπάρχουν 7 βασικοί ανεξάρτητοι τρόποι δόµησης ενός κρυστάλλου, δηλαδή 7 είδη ανισοτροπίας. 

Αναλυτικότερα, τα 7 είδη ανισοτροπίας είναι τα εξής: 

 

1. Κυβική ανισοτροπία  

Το κυβικό σύστηµα ειναι γνωστό και ως ισοµετρικό σύστηµα. 

Το κυβικό σύστηµα χαρακτηρίζεται από τη συνολική συµµετρία του, έχει τρεις κρυσταλλογραφικούς 
άξονες που είναι όλοι κάθετοι ο ένας στο άλλο και έχουν ίδια µήκη (µέτρο διανύσµατος). 

∆ηλαδή, όπως φαίνεται και στο σχήµα 

γωνίες α = 90°, β = 90°, γ = 90° 

µήκη µοναδιαίων διανυσµάτων κυψελίδας a0 = b0 = c0 
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2. Τετραγωνική ανισοτροπία 

 

Το τετραγωνικό σύστηµα είναι ορθογώνιο παραλληλόγραµµο µε τετραγωνική βάση. 

Αποτελείται από τρεις άξονες δύο ίσους και έναν άνισο κάθετο µεταξύ τους. 

∆ηλαδή όταν 

α = 90°, β = 90°, γ = 90°  

a0 = b0 ≠ c0 
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3. Εξαγωνική ανισοτροπία 

 

Το εξαγωνικό σύστηµα έχει τέσσερις κρυσταλλογραφικούς άξονες  τρεις ίσους οριζόντιους (a, 
b και d) άξονες τοποθετηµένους ανά 120°   και ένα κάθετο (c ) άξονα που µπορεί να είναι 
κοντύτερος ή µακρύτερος από τους οριζόντιους άξονες. 

   ∆ηλαδή όταν 

α1 = 90°, γ = 90°, β =120°   

   a0 = b0 ≠  c0 
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4. Τριγωνική ανισοτροπία 

Το τριγωνικό σύστηµα έχει τρεις ίσους άξονες στο ίδιο επίπεδο τοποθετηµένους ανά 120° και 
έναν τέταρτο άξονα κάθετο σε αυτούς και άνισο. 

∆ηλαδή όταν 

  α1 =90°, β = 90°, γ =120°   

   a0 = b0 ≠  c0 
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5. Ορθοροµβική ανισοτροπία 

Το ορθοροµβικό σύστηµα έχει τρείς κάθετους άξονες όλοι µε διαφορετικά µήκη.  

∆ηλαδή όταν 

 α = 90°, β = 90°, γ = 90°  

a0 ≠ b0 ≠ c0 
                    

                    
 
 
 
 
6. Μονοκλινής ανισοτροπία 

Κρύσταλλοι που σχηµατίζονται  µε τρεις άνισους κρυσταλλογραφικούς άξονες. Οι (α) και  (c) 
κρυσταλλογραφικοί άξονες σχηµατίζουν µια µη-ορθή γωνία και ο (b) άξονας είναι κάθετος 
στους a και c.  

∆ηλαδή όταν 

 α = 90°, β ≠ 90°, γ = 90°   

  a0 ≠ b0 ≠  c0 
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7. Τρικλινής ανισοτροπία 

Κρύσταλλοι που σχηµατίζονται  µε τρεις άνισους κρυσταλλογραφικούς άξονες και άνισες 
γωνίες. 

 

∆ηλαδή όταν 

α ≠90°, β ≠90°, γ ≠90°  

a0 ≠ b0 ≠ c0 
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2.3 ΣYΜΜΕΤΡΙΑ ΚΑΤΑ ΠΕΡΙΠΤΩΣΕΙΣ  
 
 
Ισχύει ο γενικευµένος νόµος του Hooke, όπως προαναφέραµε στο κεφ.1 
σIJ =Cijkl  εkl             
Όπου C=[Cijkl ] ο τανυστής 4ης τάξεως των ελαστικών σταθερών 
εIJ =Sijkl  σkl             
Όπου S =[Sijkl ] o τανυστής ενδόσεως 4ηςτάξεως 
Ο οποίος σε µητρωική γραφή δίνεται ως εξής: 
  

11
22
33
23
13
12
32
31
21

σ
σ
σ
σ
σ
σ
σ
σ
σ

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

C1111  C1122  C1133  C1123  C1113  C1112 C1132  C1131  C1121

C2211  C2222  C2233 C2223  C2213  C2212 C2232 C2231   C2221

C3311  C3322 C3333  C3323  C3313  C3312 C3332  C3331  C3321

C2311  C2322  C2333  C2323 C2313  C2312  C2332  C2331  C2321

C1311  C1322  C1333  C1323  C1313  C1312 C1332 C1331  C1321 

C1211  C1222  C1233  C1223  C1213  C1212 C1232 C1231  C1221

C3211  C3222  C3233  C3223  C3213  C3212 C3232 C3231  C3221

C3111  C3122  C3133  C3123  C3113  C3112 C3132 C3131  C3121

C2111  C2122  C2133  C2123  C2113  C2112  C2132 C2131  C2121

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11
22
33
23
13
12
32
31
21

ε
ε
ε
ε
ε
ε
ε
ε
ε

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
ή 
 
  

11
22
33
23
13
12
32
31
21

ε
ε
ε
ε
ε
ε
ε
ε
ε

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

C1111  C1122  C1133  C1123  C1113  C1112 C1132  C1131  C1121

C2211  C2222  C2233 C2223  C2213  C2212 C2232 C2231   C2221

C3311  C3322 C3333  C3323  C3313  C3312 C3332  C3331  C3321

C2311  C2322  C2333  C2323 C2313  C2312  C2332  C2331  C2321

C1311  C1322  C1333  C1323  C1313  C1312 C1332 C1331  C1321 

C1211  C1222  C1233  C1223  C1213  C1212 C1232 C1231  C1221

C3211  C3222  C3233  C3223  C3213  C3212 C3232 C3231  C3221

C3111  C3122  C3133  C3123  C3113  C3112 C3132 C3131  C3121

C2111  C2122  C2133  C2123  C2113  C2112  C2132 C2131  C2121

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11
22
33
23
13
12
32
31
21

σ
σ
σ
σ
σ
σ
σ
σ
σ

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
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Οι τανυστές ελαστικών σταθερών Cijkl   και ενδόσεως Sijkl  είναι αντίστροφοι, δηλαδή ισχύει 

ότι : 
Cijkl S kl mn       =Sij kl C kl  mn            =  I ijmn                         
 

Οι τανυστές Cijkl και Sijkl αποτελούνται από 81 συνιστώσες. ∆εν είναι όµως όλες ανεξάρτητες 

µεταξύ τους. Εξηγούµε αναλυτικά το γιατί παρακάτω : 

A.   Οι τανυστές των  τάσεων   σ = [σij] και  ε = [εij] είναι συµµετρικοί, δηλ. ισχύουν τα εξής 
 
σij=σji             →                     Cijkl = Cjikl                      Cijkl= Cijlk 

eij=eji             →                      Sijkl   = Sjikl                      Sijkl= Sijlk 
οπότε o αριθµός των ανεξάρτητων συνιστωσών µειώνεται σε 36. 

 
 
 

Β.   Βάσει του αξιώµατος της θερµοδυναµικής, το οποίο απαιτεί την παραγωγή µηδενικού έργου υπό ενός 

ελαστικού µέσου σε κλειστό δρόµο φόρτισης, προκύπτει ότι 

Cijkl = Cklij 

Sijkl = Sklij 

οπότε ο αριθµός των ανεξάρτητων συνιστωσών µειώνεται σε 21. 
 

Άρα στη γενικότερη περίπτωση ανισοτροπίας έχω 21 ανεξάρτητες ελαστικές σταθερές. Εφαρµόζοντας 

τις ανωτέρω συµµετρίες, µπορώ να ξαναγράψω (συστολή τανυστών) το γενικευµένο νόµο του Hooke 

ως εξής : 

 
11
22
33
23
13
12

σ
σ
σ
σ
σ
σ

 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

C1111  C1122 C1133 C1123  C1113  C1112

C1122  C2222 C2233 C2223  C2213  C2212

C1133  C2233 C3333  C3323  C3313  C3312

C1123  C2223  C3323  C2323  C2313  C2312

C1113  C2213  C3313  C2313  C1313  C1312

1112C 2212 3312 2312 1312 1212C C C C C

 
 
 
 
 
 
 
 
 

11
22
33

2 23
2 13
2 12

ε
ε
ε
ε
ε
ε

 
 
 
 
 
 
 
 
 
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και αντίστοιχα 
 
 

11
22
33

2 23
2 13
2 12

ε
ε
ε
ε
ε
ε

 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

S1111  S1122 S1133 S1123  S1113  S1112

S1122  S2222 S2233 S2223  S2213  S2212

S1133  S2233 S3333  S3323  S3313  S3312

S1123  S2223  S3323  S2323  S2313  S2312

S1113  S2213  S3313  S2313  S1313  S1312

1112S 2212 3312 2312 1312 1212S S S S S

 
 
 
 
 
 
 
 
 

11
22
33
23
13
12

σ
σ
σ
σ
σ
σ

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
Για περαιτέρω ευκολία, θα χρησιµοποιήσω το συµβολισµό του Voigt (1910). Αντικαθιστώ στα ανωτέρω όπου : 
 
11→1 
22→ 2                                                                    σ11=σ1,      σ22=σ2,  σ33=σ3 
33→ 3                                                 και              σ23=σ4,      σ13=σ5,  σ12=σ6 
23..ή   32 →4                                                         ε11=ε1,       ε22=ε2,    ε33=ε3 
13   ή  31 →5                                                        2ε23=ε4,     2ε13=ε5,  2ε12=ε6 
12΄ ή   21 →6 
 
 
οπότε η έκφραση του γενικευµένου νόµου του Hooke απλοποιείται ως εξής 
 
 
 

1
2
3
4
5
6

σ
σ
σ
σ
σ
σ

 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

c11  c12  c13  c14  c15  c16

c12  c22  c23  c24  c25  c26

c13  c23  c33  c34  c35  c36

c14  c24  c34  c44  c45  c46

c15  c25  c35  c45  c55  c56

c16  c26  c36  c46  c56  c66

 
 
 
 
 
 
 
 
 

1
2
3
4
5
6

ε
ε
ε
ε
ε
ε

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
και 
 
 

1
2
3
4
5
6

ε
ε
ε
ε
ε
ε

 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

s11  s12  s13  s14  s15  s16

s12  s22  s23  s24  s25  s26

s13  s23 s33  s34  s35  s36

s14  s24  s34  s44  s45  s46

s15  s25  s35  s45  s55  s56

s16  s26  s36  s46  s56  s66

 
 
 
 
 
 
 
 
 

1
2
3
4
5
6

σ
σ
σ
σ
σ
σ

 
 
 
 
 
 
 
 
 
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όπου επίσης έχω αντικαταστήσει τα εξής:   

                                                                   s mn, ,  όταν mή n<3  

  Cijkl = cmn           και        Sijkl =        →          1/2smn, ; όταν mή n<3  

                                                             1/4smn, ; όταν mή n>3  
 

Σε προηγούµενη παράγραφο µιλήσαµε για κρυσταλλογραφία και πως οι 7 διαφορετικές κρυσταλλικές δοµές 

καθορίζουν 7 ανεξάρτητα είδη ανισοτροπίας. Αρκετά χρόνια πριν (1885) ο Neumann είχε διατυπώσει την 

ακόλουθη αρχή, µε βάση την οποία προκύπτουν περαιτέρω συµµετρίες κατά περίπτωση ανισοτροπίας: 

Αρχή του Neumann: Κάθε συµµετρία στη µικροδοµή ενός υλικού συνεπάγεται αντίστοιχης µορφής συµµετρία 

και στην καταστατική σχέση που περιγράφει τη συµπεριφορά του υλικού. 

Με βάση λοιπόν την παραπάνω αρχή, η µορφή του µητρώου ενδόσεως διαµορφώνεται κατά περίπτωση ως εξής: 
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Τρικλινές Κρυσταλλικό Σύστηµα 

Πρόκειται για τη γενικότατη περίπτωση ανισοτρόπου υλικού, για την οποία δεν υπάρχει καµία περαιτέρω 

συµµετρία στη µικροδοµή, συνεπώς ούτε στις ελαστικές σταθερές 
 
 

S1=

s11  s12 s13 s14  s15  s16

        s22 s23 s24  s25  s26

              s33  s34  s35  s36

                     s44  s45  s46

                            s55  s56

                                   s66













 
 
 
 



                                 21 ανεξάρτητες ποσότητες     

 
 
 
 
 
 
 

Μονοκλινές κρυσταλλικό σύστηµα 
 
το µητρώο ενδόσεως διαµορφώνεται ως εξής 
 

S2=

s11  s12   s13   0    0  s16
       s22   s23   0    0  s26
               s33  0    0   s36
                     s44   s45  0      
                             s55  0      
                                  s66

 
 
 
 
 
 
 
 
  

                              13 ανεξάρτητες ποσότητες 
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Ορθοροµβικό κρυσταλλικό σύστηµα 
 
το µητρώο ενδόσεως διαµορφώνεται  ως εξής 
 
 
 

S3=

s11  s12  s13  0  0   0
       s22  s23  0  0   0
              s33  0   0   0
                    s44  0  0
                         s55 0
                             s66  

 
 
 
 
 
 
 
 
  

                             9 ανεξάρτητες ποσότητες 

 

Τριγωνικό κρυσταλλικό σύστηµα 

Υπάρχουν 2 υποκατηγορίες: 

α.) Το µητρώο ενδόσεως διαµορφώνεται ως εξής 

 

S4=

s11   s12  s13  s14   - s15    0

        s11  s13   -s14   s15    0

               s33     0      0        0

                          s44  0     s15

                                s44   s14

                                   2(s11 - s12)

 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                     7 ανεξάρτητες ποσότητες     

 
 

β.) το µητρώο ενδόσεως διαµορφώνεται  ως εξής 
 
 
 
 

S5=

s11  s12   s13   s14   0       0
       s11   s13   -s14  0        0
               s33    0     0        0
                      s44    0        0
                             s44      s14
                                  2(s11 - s12)

 
 
 
 
 
 
 
 
  

                                        6 ανεξάρτητες ποσότητες     
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Τετραγωνικό κρυσταλλικό σύστηµα  

Κι εδώ υπάρχουν 2 υποκατηγορίες: 

α.)το µητρώο ενδόσεως διαµορφώνεται ως εξής 

S6=

s11  s12  s13  0   0   s16   
       s11  s13  0   0  -s16
              s33  0   0   0
                   s44  0   0
                         s44  0
                               s66

 
 
 
 
 
 
 
 
  

                                                  7 ανεξάρτητες ποσότητες 

 

 

 

β.) το µητρώο ενδόσεως διαµορφώνεται ως εξής 

S7= 

s11  s12  s13  0   0  0
       s11  s13  0   0  0
              s33  0   0  0
                   s44  0  0
                        s44 0
                             s66

 
 
 
 
 
 
 
 
  

                                                         6 ανεξάρτητες ποσότητες 

Εξαγωνικό κρυσταλλικό σύστηµα 
 
το µητρώο ενδόσεως διαµορφώνεται  ως εξής 
 
 

 

S8=

s11  s12  s13  0   0      0

       s11  s13  0   0       0

              s33  0    0     0

                    s44  0    0

                         s44     0

                         2(s11 - s12)

 


















                                                          6 ανεξάρτητες ποσότητες 
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Κυβικό κρυσταλλικό σύστηµα 

το µητρώο ενδόσεως διαµορφώνεται ως εξής 

 
 
 

S9=    

s11  s12  s12   0    0    0
       s11  s12   0    0    0
              s11   0    0    0
                    s44   0    0
                           s44  0
                                s44

 
 






 









                                           3 ανεξάρτητες ποσότητες 
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2.4 ΕΛΑΣΤΙΚΗ ΕΝΕΡΓΕΙΑ ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΗΣ 
 

 
Ο νόµος του Hooke περιγράφει τη συµπεριφορά του υλικού µέσα στην γραµµική 

ελαστική περιοχή. 

Όπως προαναφέραµε στο κεφ.1, από το νόµο του Ηοοke συµπεραίνουµε ότι η ελαστική 

ενέργεια Τ δίνεται από τη σχέση: 

Τ=1/2σIJ εIJ =1/2σ S σ=1/2ε C ε                       (2.4.1)    

Στην περίπτωση ισοτροπίας, η ενέργεια T µπορεί να παρουσιαστεί υπό µορφή ποσού της 

ενέργειας που συνδέεται µε την αλλαγή του όγκου T(σΙ) και την αλλαγή του σχήµατος T(s) 

συγκεκριµένα: 

Τ=Τ(σ)=T(σΙ)+ T(s)= 1
2K

σ2 + 1
4G

ss                   (2.4.2)    

Όπου 

σ=   trσ     και s=σ-σΙ 

 

Ο Μ.Τ.HUBER, στον καθορισµό του κριτηρίου για τα ισότροπα υλικά, υπέθεσε ότι  

µόνο η στροφική ενέργεια είναι υπεύθυνη για τη δηµιουργία πλαστικών παραµορφώσεων, δηλ. 

µόνο το µέρος Τ(s). To ίδιο υπέθεσαν και οι  MΙSES και  HENCKY. 

 

H οριακή συνθήκη 

 Τ(s)≤1, όπου h=                                      (2.4.3)    

Είναι ισοδύναµη  µε  ss=2k²                           (2.4.4)    

και είναι καλά - γνωστός ως όρος Huber-Mises-Hencky. Είναι ένας από τους πολύ συχνά 

εφαρµοσµένους όρους για την ισοτροπία. 
  

Όταν µια αυθαίρετη ανισοτροπία εξετάζεται, o διαχωρισµός της ενέργειας  στα µέρη που 

συνδέονται µε την αλλαγή του όγκου T(σΙ) και την αλλαγή του σχήµατος T(σ)  είναι αδύνατος. 
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Από εξίσωση (2.4.1) ακολουθεί αυτό για την ανισοτροπία. 

2Τ(σ)=σ S σ =σ 2 I S I + s S s +2 σ I S s ,   

  

 
όπου ο τρίτος όρος είναι     2 σ I S s ,  ≠ 0          (2.4.5)           
 
σ  o τανυστής των τάσεων και σ η υδροστατική πίεση 
 
Υποστηρίζουν ότι η ανάλυση της ενέργειας σε Τ(σΙ) αλλαγή όγκου και T(s) αλλαγή 

σχήµατος δεν είναι δυνατή. 

Στην διεθνή βιβλιογραφία µπορούµε να βρούµε πολλές προσπάθειες να επιτεθεί µια 

τέτοια ανάλυση. 

 Ο W. BURZYNSKI, στη διδακτoρική διατριβή του, διατύπωσε την υπόθεση ότι δεν 

υπάρχει κανένας φυσικός λόγος ενάντια στην ανάλυση της ελαστικής ενέργειας σε αυτά 

τα δύο συστατικά Τ (σΙ) και Τ(s) (2.4.2) και στην περίπτωση των ανισότροπων υλικών. 

Η υπόθεση Burzynski είναι ισοδύναµη µε την εξίσωση (2.4.5) υπό την προυπόθεση ότι ο 

τρίτος όρος  σ I S s   =0     (2.4.7)   

         
Αυτό σηµαίνει ότι όλοι τα ανισότροπα υλικά είναι ως  προς τον όγκο ισοτροπικά.  
 

Πράγµατι, ο διαχωρισµός του τανυστή των τάσεων σε υδροστατικό και αποκλίνοντα 

εκτός από τα ισότροπα υλικά, ισχύει και για τα κυβικά ανισότροπα υλικά, αφού ο τρίτος 

όρος της εξίσωσης (2.4.5)  µηδενίζεται αλγεβρικά.   

 

Ας δούµε αναλυτικά τη µορφή του 3ου όρου για κάθε τύπο ανισσοτροπίας. Για τα επόµενα 

ισχύουν τα εξής. 

Ο 3ος όρος= 2σ I S s ,   

όπου s  = σ− p I  ,   

και σ=p υδροστατική πίεση και ισχύει p=
1 2 3

3
σ σ σ+ +
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 p I = 
0
0
0

p
p
p

 
 
 
 
 
 
 
 
  

=

1 2 3
3

1 2 3
3

1 2 3
3

0

0

0

σ σ σ

σ σ σ

σ σ σ

+ +

+ +

+ +

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  ,   σ= zz
z

xz
x

σχχ
σψψ
σ
σψ
σ
σ ψ

 
 
 
 
 
 
 
 
  

=

1
2
3
4
5
6

σ
σ
σ
σ
σ
σ

 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

 

όπου s  = σ− p I  ,   
 
 

s =

2 1 2 3
3

1 2 2 3
3

1 2 2 3
3

4

5

6

σ σ σ

σ σ σ

σ σ σ

σ

σ

σ

− −

− + −

− − +

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
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Α.Κυβικό κρυσταλλικό σύστηµα 
 
αντικαθιστώντας  στην εξίσωση του τρίτου όρου q9 = 2pITS9s,    
 
όπου S9, όπως προαναφέρθηκε ο τανυστής ενδόσεως του κυβικού κρυσταλλικού µέσου.  Τα 

στοιχεία του µητρώου αυτού είναι πραγµατικοί αριθµοί, καθότι αποτελούν το αποτέλεσµα 

των φυσικών µετρήσεων των ελαστικών χαρακτηριστικών του ελαστικού µέσου. 

 

S9=

s11  s12  s12   0    0   0
s12  s11  s12   0    0   0
s12  s12  s11   0    0   0
0      0      0   s44   0   0
0       0     0    0   s44  0
0       0     0    0    0  s44

 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

 
Προκύπτει, µε τη βοήθεια του προγράµµατος Mathematica, 
 

q9=

1 2 3 1 2 3 2 1 2 311 2 12
3 3 3 3 3 3 3 3 3

1 2 3 1 2 3 1 2 32 11 2 12 2
3 3 3 3 3 3 3 3 3
1 2 3 1 2 33 12 2

3 3 3 3 3 3

s s

s s

s

σ σ σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ




        + + + + + − − +              
         + + + + + − + − +             
    + + − − +      

 
 
 
  
   
 
 
 
 
 
    

 

 

 

q9=2 [ ]( ) [ ]( ) ( )( )11 12 1 11 12 2 12 32 2 3s p s p p s p s p p s p pσ σ σ+ − + + − + − = 

=2 ( ) ( ) ( ) ( )( )11 12 1 11 12 2 12 32 [ 2 ] 3s s p p s p s p p s p pσ σ σ+ − + + − + − = 

=2 ( ) ( )11 12 1 2 32s s p p p pσ σ σ+ − + − + − = 

=2 ( ) ( )11 12 1 2 32 3s s p pσ σ σ+ + + − = 0 

 

Αφού σ1+σ2+σ3-3p=0,  ισχύει  p=
1 2 3

3
σ σ σ+ +

 

 

Για τα υπόλοιπα ανισότροπα υλικά θα πρέπει να ισχύουν κάποιες επιπλέον σχέσεις µεταξύ 

των ελαστικών σταθερών για να µηδενίζεται ο τρίτος όρος.  

Έτσι έχουµε,  
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Β.Τρικλινές Κρυσταλλικό Σύστηµα 
 
αντικαθιστώντας  στην εξίσωση του τρίτου όρου q1 = 2pITS1s,   όπου 
 

S1=

s11  s12 s13 s14  s15  s16

        s22 s23 s24  s25  s26

              s33  s34  s35  s36

                     s44  s45  s46

                            s55  s56

                                   s66













 
 
 
 



   

 
Προκύπτει, µε τη βοήθεια του προγράµµατος Mathematica, 
     
 
q1= 2/9 (σ1+σ2+σ3) (s13 σ1-s22 σ1-2 s23 σ1-s33 σ1-2 s13 σ2+2 s22 
σ2+s23 σ2-s33 σ2+s12 (σ1+σ2-2 σ3)+s11 (2 σ1-σ2-σ3)+(s13-s22+s23+2 
s33) σ3+3 ((s14+s24+s34) σ4+(s15+s25+s35) σ5+(s16+s26+s36) σ6)) 
 
 
Για να µηδενίζεται ο 3ος όρος θα πρέπει η παραπάνω παράσταση  να µηδενίζεται.  
 
Αρα   θα πρέπει να ισχύουν ειδικές συνθήκες ανάµεσα στα sij. 
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Γ. Μονοκλινές κρυσταλλικό σύστηµα 
 

S2=

s11  s12   s13   0    0  s16
       s22   s23   0    0  s26
               s33  0    0   s36
                     s44   s45  0      
                             s55  0      
                                  s66

 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

Προκύπτει, µε τη βοήθεια του προγράµµατος Mathematica, 
 
 
  q2 = 2 pIT.S2. s= 

2/9 (σ1+σ2+σ3) (s13 σ1-s22 σ1-2 s23 σ1-s33 σ1-2 s13 σ2+2 s22 σ2+s23 

σ2-s33 σ2+s12 (σ1+σ2-2 σ3)+s11 (2 σ1-σ2-σ3)+(s13-s22+s23+2 s33) σ3+3 

(s16+s26+s36) σ6) 
 
 
Για να µηδενίζεται ο 3ος όρος θα πρέπει η παραπάνω παράσταση  να µηδενίζεται.  
 
Αρα   θα πρέπει να ισχύουν ειδικές συνθήκες ανάµεσα στα sij. 
 

 

∆.Ορθοροµβικό κρυσταλλικό σύστηµα 
 

S3=

s11  s12  s13  0  0   0
       s22  s23  0  0   0
              s33  0   0   0
                    s44  0  0
                         s55 0
                             s66  

 
 
 
 
 
 
 
 
  

                              

 
Προκύπτει, 

q3= 2 pIT.S3. s= 

2/9 (σ1+σ2+σ3) (s13 σ1-s22 σ1-2 s23 σ1-s33 σ1-2 s13 σ2+2 s22 σ2+s23 

σ2-s33 σ2+s12 (σ1+σ2-2 σ3)+s11 (2 σ1-σ2-σ3)+(s13-s22+s23+2 s33) σ3) 
 
 
 
Για να µηδενίζεται ο 3ος όρος θα πρέπει η παραπάνω παράσταση  να µηδενίζεται.  
 
Αρα   θα πρέπει να ισχύουν ειδικές συνθήκες ανάµεσα στα sij. 
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Ε. Τριγωνικό κρυσταλλικό σύστηµα 
 
 

S4=

s11   s12  s13  s14   - s15    0

        s11  s13   -s14   s15    0

               s33     0      0        0

                          s44  0     s15

                                s44   s14

                                   2(s11 - s12)

 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                   

 
 
Προκύπτει, 

q4= 2 pIT.S4. s 

 

2/9 (s11+s12-s13-s33) (σ1+σ2-2 σ3) (σ1+σ2+σ3) 
 
Για να µηδενίζεται ο 3ος όρος θα πρέπει η παραπάνω παράσταση  να µηδενίζεται.  
 
 
Αρα  s11+s12-s13-s33=0, θα πρέπει να ισχύουν ειδικές συνθήκες ανάµεσα στα sij. 
 
 
 
 

S5=

s11  s12   s13   s14   0       0
       s11   s13   -s14  0        0
               s33    0     0        0
                      s44    0        0
                             s44      s14
                                  2(s11 - s12)

 
 
 
 
 
 
 
 
  

                                         

 
 
Προκύπτει, 
 

q5= 2 pIT.S5. s 

 
2/9 (s11+s12-s13-s33) (σ1+σ2-2 σ3) (σ1+σ2+σ3) 
 
 
 
Οµοίως για να µηδενίζεται ο 3ος όρος θα πρέπει η παραπάνω παράσταση  να µηδενίζεται.  
 
 
Αρα  s11+s12-s13-s33=0, θα πρέπει να ισχύουν ειδικές συνθήκες ανάµεσα στα sij. 
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Ζ.Τετραγωνικό κρυσταλλικό σύστηµα  

 

S6=

s11  s12  s13  0   0   s16   
       s11  s13  0   0  -s16
              s33  0   0   0
                   s44  0   0
                         s44  0
                               s66

 
 
 
 
 
 
 
 
  

                                                   

 
 
Προκύπτει, 
 
q6= 2 pIT.S6. s 
 
 
 
=2/9 (s11+s12-s13-s33) (σ1+σ2-2 σ3) (σ1+σ2+σ3) 
 
Οµοίως για να µηδενίζεται ο 3ος όρος θα πρέπει η παραπάνω παράσταση  να µηδενίζεται.  
 
 
Αρα  s11+s12-s13-s33=0, θα πρέπει να ισχύουν ειδικές συνθήκες ανάµεσα στα sij. 
 
 
 
 

S7= 

s11  s12  s13  0   0  0
       s11  s13  0   0  0
              s33  0   0  0
                   s44  0  0
                        s44 0
                             s66

 
 
 
 
 
 
 
 
  

     

 
 
          Προκύπτει, 

        q7= 2 pIT.S7. s 
 
 
 
2/9 (s11+s12-s13-s33) (σ1+σ2-2 σ3) (σ1+σ2+σ3) 
 
 
Οµοίως για να µηδενίζεται ο 3ος όρος θα πρέπει η παραπάνω παράσταση  να µηδενίζεται.  
 
 
Αρα  s11+s12-s13-s33=0, θα πρέπει να ισχύουν ειδικές συνθήκες ανάµεσα στα sij. 
 
 
 
 
 
 



 
 

30

Η. Εξαγωνικό κρυσταλλικό σύστηµα 
 

S8=

s11  s12  s13  0   0      0

       s11  s13  0   0       0

              s33  0    0     0

                    s44  0    0

                         s44     0

                         2(s11 - s12)

 


















 

 
 
         
 
 Προκύπτει, 

q8= 2 pIT.S8. s 

 
2/9 (s11+s12-s13-s33) (σ1+σ2-2 σ3) (σ1+σ2+σ3) 

 
 
Οµοίως για να µηδενίζεται ο 3ος όρος θα πρέπει η παραπάνω παράσταση  να µηδενίζεται.  
 
 
Αρα  s11+s12-s13-s33=0, θα πρέπει να ισχύουν ειδικές συνθήκες ανάµεσα στα sij. 
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Κεφάλαιο 3 
 

ΜΗ∆ΕΝΙΣΜΟΣ ΤΟΥ 3ΟΥ ΟΡΟΥ 
 
 

Η διαδικασία που ακολουθούµε για να µηδενιστεί ο τρίτος όρος για κάθε τάξη 

ανισοτροπίας –εκτός της κυβικής είναι η εξής: 

Αρχικά, βρίσκουµε τις τάσεις που προκαλούν καθαρή αλλαγή όγκου  

 

 

ε= 
 

 

που αντιστοιχεί σ=S-1*ε και ισοδυναµεί µε το S*σ=ε. Εν συνεχεία λύνουµε το 

σύστηµα σ1*S*(σ-σ1)=0 ως προς k. To σύστηµα αυτό έχει µοναδική λύση. 

Βρίσκοντας πλέον την τιµή του k, µπορούµε να υπολογίσουµε τα εx, ey, ez, σx, σy, 

σz, txy, txz, tyz.    

Aφού υπολογίσουµε την τιµή του k για κάθε περίπτωση, γνωρίζουµε πλέον πλήρως 

τον τανυστή         ε= 

 

 

οπότε και υπολογίζουµε πλήρως και τον τανυστή σπ= S-1*ε  που προκαλεί την 

παραµόρφωση. Ο τανυστής σπ είναι αυτός που προκαλεί την καθαρή αλλαγή όγκου 

στο υλικό. Αρα ο τανυστής σδ=σ-σπ, προκαλεί την αλλαγή σχήµατος.  

Με αυτή τη διαδικασία επιτυγχάνουµε να εκφράσουµε τον τυχαίο τανυστή των 

τάσεων σ ως άθροισµα δύο τανυστών σπ+σδ, έναν υπευθυνο για την αλλαγή όγκου  

και έναν για την αλλαγή σχήµατος. 

 

Επειδή πλέον η παρουσίαση και συνεπώς και η ανάγνωση τόσων αποτελεσµάτων 

καθίσταται ολοένα και πιο δύσχρηστη, θα παρουσιάσουµε από εδώ και στο εξής 

µόνο τις εκφράσεις που αφορούν τους τανυστές κατά περίπτωση. 

k  0  0 

0  k  0

0   0  k

 
 
 
  

k  0  0 

0  k  0

0   0  k

 
 
 
  
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Να σηµειώσουµε επίσης ότι η παρουσίαση των αποτελεσµάτων για το τρικλινές 

κρυσταλλικό σύστηµα είναι πρακτικά αδύνατη (οι αναλυτικοί τύποι για αυτές τις 

περιπτώσεις απαιτούν διψήφιο αριθµό σελίδων) και γι αυτό παραλείπεται. 

Τα αποτελέσµατα που µπορούµε να παρουσιάσουµε είναι τα ακόλουθα: 

 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Μονοκλινές κρυσταλλικό σύστηµα 
 
σπ=={-((s262 s33+s12 s26 s36-2 s23 s26 s36-s12 s362+s22 s362+s16 (-s26 
s33-s22 s36+s23 (s26+s36))+(-s12 s23+s232+s12 s33-s22 s33) s66+s13 
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(s26 (-s26+s36)+(s22-s23) s66)) (-σ1-σ2-σ3))/(2 s16 s26 (-
s12+s13+s23-s33)+s262 (s11-2 s13+s33)+s162 (s22-2 s23+s33)-2 (s16 
(s13+s22-s23)+(s11-s13+s23) s26-s12 (s16+s26)) s36+(s11-2 s12+s22) 
s362+(s122+s132-s11 s22+2 s13 (s22-s23)+2 s11 s23+s232-2 s12 (s13+s23-
s33)-(s11+s22) s33) s66),-((s162 (-s23+s33)+s16 (-s26 s33+s13 (s26-2 
s36)+(s12+s23) s36)+s36 (s13 s26-s12 s36+s11 (-s26+s36))+(-s13 (s12-
s13+s23)+s11 (s23-s33)+s12 s33) s66) (-σ1-σ2-σ3))/(2 s16 s26 (-
s12+s13+s23-s33)+s262 (s11-2 s13+s33)+s162 (s22-2 s23+s33)-2 (s16 
(s13+s22-s23)+(s11-s13+s23) s26-s12 (s16+s26)) s36+(s11-2 s12+s22) 
s362+(s122+s132-s11 s22+2 s13 (s22-s23)+2 s11 s23+s232-2 s12 (s13+s23-
s33)-(s11+s22) s33) s66),-((s162 (s22-s23)+s26 (-s13 s26+s11 (s26-
s36)+s12 s36)+s16 ((s13+s23) s26-s22 s36+s12 (-2 s26+s36))+(s122-s11 
s22+s13 s22+s11 s23-s12 (s13+s23)) s66) (-σ1-σ2-σ3))/(2 s16 s26 (-
s12+s13+s23-s33)+s262 (s11-2 s13+s33)+s162 (s22-2 s23+s33)-2 (s16 
(s13+s22-s23)+(s11-s13+s23) s26-s12 (s16+s26)) s36+(s11-2 s12+s22) 
s362+(s122+s132-s11 s22+2 s13 (s22-s23)+2 s11 s23+s232-2 s12 (s13+s23-
s33)-(s11+s22) s33) s66),0,0,-((s16 s232+s132 s26+s11 s23 s26-s16 s22 
s33-s11 s26 s33+s122 s36+s11 (-s22+s23) s36+s13 (s16 (s22-s23)-
(s12+s23) s26+(-s12+s22) s36)+s12 (-s16 s23+s16 s33+s26 s33-s23 
s36)) (σ1+σ2+σ3))/(-2 s13 s262+s262 s33+s162 (s22-2 s23+s33)+2 s12 s26 
s36+2 s13 s26 s36-2 s23 s26 s36-2 s12 s362+s22 s362+2 s16 (s26 (-
s12+s13+s23-s33)+(s12-s13-s22+s23) s36)+(s122+s132+2 s13 s22-2 s13 
s23+s232-2 s12 (s13+s23-s33)-s22 s33) s66+s11 ((s26-s36)2-(s22-2 
s23+s33) s66))} 
 
 
 

 
σδ=σ-σπ= 
σ1+((s262 s33+s12 s26 s36-2 s23 s26 s36-s12 s362+s22 s362+s16 (-s26 
s33-s22 s36+s23 (s26+s36))+(-s12 s23+s232+s12 s33-s22 s33) s66+s13 
(s26 (-s26+s36)+(s22-s23) s66)) (-σ1-σ2-σ3))/(2 s16 s26 (-
s12+s13+s23-s33)+s262 (s11-2 s13+s33)+s162 (s22-2 s23+s33)-2 (s16 
(s13+s22-s23)+(s11-s13+s23) s26-s12 (s16+s26)) s36+(s11-2 s12+s22) 
s362+(s122+s132-s11 s22+2 s13 (s22-s23)+2 s11 s23+s232-2 s12 (s13+s23-
s33)-(s11+s22) s33) s66),σ2+((s162 (-s23+s33)+s16 (-s26 s33+s13 (s26-
2 s36)+(s12+s23) s36)+s36 (s13 s26-s12 s36+s11 (-s26+s36))+(-s13 
(s12-s13+s23)+s11 (s23-s33)+s12 s33) s66) (-σ1-σ2-σ3))/(2 s16 s26 (-
s12+s13+s23-s33)+s262 (s11-2 s13+s33)+s162 (s22-2 s23+s33)-2 (s16 
(s13+s22-s23)+(s11-s13+s23) s26-s12 (s16+s26)) s36+(s11-2 s12+s22) 
s362+(s122+s132-s11 s22+2 s13 (s22-s23)+2 s11 s23+s232-2 s12 (s13+s23-
s33)-(s11+s22) s33) s66),((s162 (s22-s23)+s26 (-s13 s26+s11 (s26-
s36)+s12 s36)+s16 ((s13+s23) s26-s22 s36+s12 (-2 s26+s36))+(s122-s11 
s22+s13 s22+s11 s23-s12 (s13+s23)) s66) (-σ1-σ2-σ3))/(2 s16 s26 (-
s12+s13+s23-s33)+s262 (s11-2 s13+s33)+s162 (s22-2 s23+s33)-2 (s16 
(s13+s22-s23)+(s11-s13+s23) s26-s12 (s16+s26)) s36+(s11-2 s12+s22) 
s362+(s122+s132-s11 s22+2 s13 (s22-s23)+2 s11 s23+s232-2 s12 (s13+s23-
s33)-(s11+s22) s33) s66)+σ3,σ4,σ5,((s16 s232+s132 s26+s11 s23 s26-s16 
s22 s33-s11 s26 s33+s122 s36+s11 (-s22+s23) s36+s13 (s16 (s22-s23)-
(s12+s23) s26+(-s12+s22) s36)+s12 (-s16 s23+s16 s33+s26 s33-s23 
s36)) (σ1+σ2+σ3))/(-2 s13 s262+s262 s33+s162 (s22-2 s23+s33)+2 s12 s26 
s36+2 s13 s26 s36-2 s23 s26 s36-2 s12 s362+s22 s362+2 s16 (s26 (-
s12+s13+s23-s33)+(s12-s13-s22+s23) s36)+(s122+s132+2 s13 s22-2 s13 
s23+s232-2 s12 (s13+s23-s33)-s22 s33) s66+s11 ((s26-s36)2-(s22-2 
s23+s33) s66))+σ6} 
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Ορθοροµβικό κρυσταλλικό σύστηµα 
 
σπ= {((s13 (s22-s23)+s232-s22 s33+s12 (-s23+s33)) 
(σ1+σ2+σ3))/(s122+s132-s11 s22+2 s13 (s22-s23)+2 s11 s23+s232-2 s12 
(s13+s23-s33)-(s11+s22) s33),((-s13 (s12-s13+s23)+s11 (s23-s33)+s12 
s33) (σ1+σ2+σ3))/(s122+s132-s11 s22+2 s13 (s22-s23)+2 s11 s23+s232-2 
s12 (s13+s23-s33)-(s11+s22) s33),((s122+s13 s22-s12 (s13+s23)+s11 (-
s22+s23)) (σ1+σ2+σ3))/(s122+s132-s11 s22+2 s13 (s22-s23)+2 s11 
s23+s232-2 s12 (s13+s23-s33)-(s11+s22) s33),0,0,0} 
 
 
 
 
 
σδ=σ-σπ= {σ1+((-s232+s13 (-s22+s23)+s12 (s23-s33)+s22 s33) 
(σ1+σ2+σ3))/(s122+s132-s11 s22+2 s13 (s22-s23)+2 s11 s23+s232-2 s12 
(s13+s23-s33)-(s11+s22) s33),σ2+((s13 (s12-s13+s23)-s12 s33+s11 (-
s23+s33)) (σ1+σ2+σ3))/(s122+s132-s11 s22+2 s13 (s22-s23)+2 s11 
s23+s232-2 s12 (s13+s23-s33)-(s11+s22) s33),σ3-((s122+s13 s22-s12 
(s13+s23)+s11 (-s22+s23)) (σ1+σ2+σ3))/(s122+s132-s11 s22+2 s13 (s22-
s23)+2 s11 s23+s232-2 s12 (s13+s23-s33)-(s11+s22) s33),σ4,σ5,σ6} 
 
 
 
 
 
 
 
 
Τριγωνικό κρυσταλλικό 7-σύστηµα    

 
σπ=  {((-s13+s33) (σ1+σ2+σ3))/(s11+s12-4 s13+2 s33),((-s13+s33) 
(σ1+σ2+σ3))/(s11+s12-4 s13+2 s33),((s11+s12-2 s13) 
(σ1+σ2+σ3))/(s11+s12-4 s13+2 s33),0,0,0} 
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σδ=σ-σπ= {σ1+((s13-s33) (σ1+σ2+σ3))/(s11+s12-4 s13+2 s33),σ2+((s13-
s33) (σ1+σ2+σ3))/(s11+s12-4 s13+2 s33),σ3-((s11+s12-2 s13) 
(σ1+σ2+σ3))/(s11+s12-4 s13+2 s33),σ4,σ5,σ6} 

 

 

 

 

 
Τριγωνικό κρυσταλλικό 6-σύστηµα   
 
σπ=  {((-s13+s33) (σ1+σ2+σ3))/(s11+s12-4 s13+2 s33),((-s13+s33) 
(σ1+σ2+σ3))/(s11+s12-4 s13+2 s33),((s11+s12-2 s13) 
(σ1+σ2+σ3))/(s11+s12-4 s13+2 s33),0,0,0} 
 
 
σδ=σ-σπ= {σ1+((s13-s33) (σ1+σ2+σ3))/(s11+s12-4 s13+2 s33),σ2+((s13-
s33) (σ1+σ2+σ3))/(s11+s12-4 s13+2 s33),σ3-((s11+s12-2 s13) 
(σ1+σ2+σ3))/(s11+s12-4 s13+2 s33),σ4,σ5,σ6} 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Τετραγωνικό κρυσταλλικό -7 σύστηµα  
 

σπ=    {((-s13+s33) (σ1+σ2+σ3))/(s11+s12-4 s13+2 s33),((-s13+s33) 
(σ1+σ2+σ3))/(s11+s12-4 s13+2 s33),((s11+s12-2 s13) 
(σ1+σ2+σ3))/(s11+s12-4 s13+2 s33),0,0,0}  
 
σδ=σ-σπ= 
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{σ1+((s13-s33) (σ1+σ2+σ3))/(s11+s12-4 s13+2 s33),σ2+((s13-s33) 
(σ1+σ2+σ3))/(s11+s12-4 s13+2 s33),σ3-((s11+s12-2 s13) 
(σ1+σ2+σ3))/(s11+s12-4 s13+2 s33),σ4,σ5,σ6} 

 

 

 

 

 

 

 
Τετραγωνικό κρυσταλλικό -6 σύστηµα  

 
σπ=  {((-s13+s33) (σ1+σ2+σ3))/(s11+s12-4 s13+2 s33),((-s13+s33) 
(σ1+σ2+σ3))/(s11+s12-4 s13+2 s33),((s11+s12-2 s13) 
(σ1+σ2+σ3))/(s11+s12-4 s13+2 s33),0,0,0} 
 
 
σδ=σ-σπ= {σ1+((s13-s33) (σ1+σ2+σ3))/(s11+s12-4 s13+2 s33),σ2+((s13-
s33) (σ1+σ2+σ3))/(s11+s12-4 s13+2 s33),σ3-((s11+s12-2 s13) 
(σ1+σ2+σ3))/(s11+s12-4 s13+2 s33),σ4,σ5,σ6} 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Εξαγωνικό κρυσταλλικό σύστηµα 

 
σπ=  {((-s13+s33) (σ1+σ2+σ3))/(s11+s12-4 s13+2 s33),((-s13+s33) 
(σ1+σ2+σ3))/(s11+s12-4 s13+2 s33),((s11+s12-2 s13) 
(σ1+σ2+σ3))/(s11+s12-4 s13+2 s33),0,0,0} 
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σδ=σ-σπ=  {σ1+((s13-s33) (σ1+σ2+σ3))/(s11+s12-4 s13+2 s33),σ2+((s13-
s33) (σ1+σ2+σ3))/(s11+s12-4 s13+2 s33),σ3-((s11+s12-2 s13) 
(σ1+σ2+σ3))/(s11+s12-4 s13+2 s33),σ4,σ5,σ6} 
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Κεφάλαιο 4 
 

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
 

 

Ο διαχωρισµός της ελαστικής ενέργειας παραµορφώσεων είναι πολύ σηµαντικός για 

την επιστήµη της µηχανικής των υλικών. 

Στην παρούσα εργασία είδαµε ότι στην περίπτωση των ισότροπων και κυβικά 

ανισότροπων υλικών είναι πάντοτε εφικτός ο διαχωρισµός της ενέργειας σε ένα 

τµήµα που συνδέεται µε την αλλαγή όγκου και σε ένα άλλο τµήµα που συνδέεται µε 

την αλλαγή σχήµατος. Αυτό επιτυγχάνεται γράφοντας τον τανυστή των τάσεων ως 

άθροισµα ενός υδροστατικού και ενός αποκλίνοντος τανυστή. Η επιβολή 

υδροστατικής πίεσης προκαλεί µόνο αλλαγή όγκου ενώ η επιβολή του αποκλίνοντος 

τανυστή τάσεων προκαλεί µόνο αλλαγή σχήµατος. Για τις υπόλοιπες τάξεις 

ανισοτροπίας όµως ένας τέτοιος διαχωρισµός του τανυστή των τάσεων δεν έχει το 

επιθυµητό αποτέλεσµα. Αντί αυτού προκύπτει και ένας τρίτος όρος ενέργειας µεικτής 

φύσεως. Σκοπός µας ήταν να διερευνήσουµε πότε µηδενίζεται αυτός ο τρίτος όρος. 

Με τον διαχωρισµό του τανυστή των τάσεων σε έναν υδροστατικό και έναν 

αποκλίνοντα είδαµε ότι για να µηδενισθεί ο τρίτος όρος θα πρέπει οι ελαστικές 

σταθερές του υλικού να ικανοποιούν κάποιες επιπρόσθετες συνθήκες που δεν 

προκύπτουν µε φυσικό τρόπο. Συµπεράναµε λοιπόν ότι θα πρέπει να διαχωρίσουµε 

µε κάποιον άλλο τρόπο των τανυστή των τάσεων ουτοσόστε να µηδενισθεί ο τρίτος 

όρος. Απαιτήσαµε λοιπόν, ένα κοµµάτι του τανυστή των τάσεων να προκαλεί 

οµοιόθετη αλλαγή όγκου και το υπόλοιπο αλλαγή σχήµατος. 

Με βάση αυτή τη λογική εισάγετε µια γεωµετρική παράµετρος κ, η οποία δηλώνει το 

µέγεθος της αλλαγής όγκου (αλλαγή µηκών), η οποία υπολογίζεται σε κάθε 

περίπτωση ανισοτροπίας ακριβώς όταν ικανοποιείται η συνθήκη µηδενισµού του 3ου 

όρου. Καταφέραµε δηλαδή µε αυτόν τον τρόπο να µηδενίσουµε τον 3 όρο της 

ελαστικής ενέργειας παραµόρφωσης και να υπολογίσουµε για κάθε τύπο 
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ανισοτροπίας έναν µαθηµατικό τύπο που µας δίνει την ενέργεια αλλαγής όγκου και 

την ενέργεια αλλαγής σχήµατος. Πιστεύουµε ότι αυτή η προσέγγιση δίνει έναν νέο 

τρόπο αντιµετώπισης του προβλήµατος του µηδενισµού του 3 ου όρου και επιπλέον 

διαφαίνεται ότι θα πρέπει να εγκαταλειφθεί η ιδέα του διαχωρισµού του τανυστή των 

τάσεων σε έναν υδροστατικό και έναν αποκλίνοντα στην περίπτωση των 

ανισοτρόπων υλικών. 
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