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ΠΔΡΙΛΗΦΗ 

 

Ζ επηινγή κεηαβιεηψλ ζε ρψξν πςειήο δηάζηαζεο έρεη ακθηζβεηήζεη πνιιά 

ζχγρξνλα ζηαηηζηηθά πξνβιήκαηα, ηα νπνία πξνέξρνληαη απφ πνιινχο 

επηζηεκνληθνχο θιάδνπο. Οη πξφζθαηεο ηερλνινγηθέο εμειίμεηο έρνπλ θαηαζηήζεη 

δπλαηή ηε ζπιινγή ελφο ηεξάζηηνπ πνζνχ απφ πιεξνθνξίεο ζπκκεηαβιεηψλ, φπσο 

κηθξνζπζηνηρηψλ, πξσηενκηθήο θαη SNP δεδνκέλσλ κέζσ ηεο ηερλνινγίαο ηεο βην-

απεηθφληζεο, θαζψο παξαηεξνχκε ηηο πιεξνθνξίεο επηβίσζεο αζζελψλ ζε θιηληθέο 

κειέηεο. Δπίζεο, ε ίδηα πξφθιεζε εθαξκφδεηαη ζηελ αλάιπζε επηβίσζεο πξνθεηκέλνπ 

λα γίλεη θαηαλνεηή ε ζρέζε κεηαμχ γνληδησκαηηθψλ θαη θιηληθψλ πιεξνθνξηψλ 

ζρεηηθά κε ην ρξφλν επηβίσζεο. ηελ εξγαζία απηή, επεθηείλνπκε ηε δηαδηθαζία ηνπ 

ζίγνπξνπ θξεζαξίζκαηνο [Fan, J. and Lv, J. (2008)] ζην κνληέιν αλαινγηθνχ 

θηλδχλνπ ηνπ Cox κε κηα δηαζέζηκε επαλαιεπηηθή έθδνζε. Μειέηεο αξηζκεηηθήο 

πξνζνκνίσζεο έρνπλ δείμεη ελζαξξπληηθά απνηειέζκαηα γηα ηελ πξνηεηλφκελε 

κέζνδν ζε ζχγθξηζε κε άιιεο ηερληθέο, φπσο ε LASSO. Απηφ απνδεηθλχεη ηελ 

ρξεζηκφηεηα θαη ηελ επειημία ηνπ επαλαιεπηηθνχ ζίγνπξνπ θξεζαξίζκαηνο. 

Σν πξψην θεθάιαην, απνηειεί κηα εηζαγσγή ζην γεληθφ γξακκηθφ κνληέιν θαη 

ζηηο βαζηθέο ηερληθέο εθηίκεζεο ησλ παξακέηξσλ. ηε ζπλέρεηα, αλαθέξεηαη έλα 

πιήζνο κεζφδσλ επηινγήο κεηαβιεηψλ θαη παξνπζηάδεηαη κηα εθηελήο αλάιπζε θαη 

αμηνιφγεζε ησλ λέσλ κεζφδσλ πνπ βαζίδνληαη ζηελ εηζαγσγή κηαο ζπλάξηεζεο 

πνηλήο ζηελ πηζαλνθάλεηα. 

ην δεχηεξν θεθάιαην παξνπζηάδνληαη κέζνδνη αληηκεηψπηζεο γηα ηα 

πξνβιήκαηα πςειήο δηάζηαζεο. Παξνπζηάδεηαη ην «ζίγνπξν» θξεζάξηζκα (sure 

screening) θαη πξνηείλεηαη κηα κέζνδνο πάλσ ζε απηφ, ε νπνία βαζίδεηαη ζηε κάζεζε 

ζπζρέηηζεο θαη θαιείηαη Sure Independence Screening (SIS). Ζ κέζνδνο απηή 

ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα κεηψζνπκε ηε δηάζηαζε απφ πςειή ζε κηα κέηξηαο θιίκαθαο 

πνπ είλαη κηθξφηεξε απφ ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο. Καηφπηλ, αλαιχεηαη ε 

επαλαιεπηηθή κέζνδνο SIS, ε νπνία θαιείηαη (I)SIS. Σέινο παξνπζηάδνληαη θάπνηεο 

πξνζνκνηψζεηο, απφ ηηο νπνίεο πξνθχπηεη φηη νη κέζνδνη SIS θαη  (I)SIS ιεηηνπξγνχλ 

αξθεηά ηθαλνπνηεηηθά ζηα πξνβιήκαηα πςειήο δηάζηαζεο. 
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Σν ηξίην θεθάιαην, πξαγκαηεχεηαη ηελ αλάιπζε επηβίσζεο. πγθεθξηκέλα, 

θαηαγξάθνληαη νη βαζηθέο έλλνηεο θαη αλαιχεηαη ην κνληέιν αλαινγηθήο 

δηαθηλδχλεπζεο ηνπ Cox, νη επεθηάζεηο ηνπ θαη νη έιεγρνη ηεο ππφζεζεο ηεο 

αλαινγηθφηεηαο ησλ θηλδχλσλ. Δπίζεο, παξνπζηάδεηαη ε δηαδηθαζία πνπ ην κνληέιν 

απηφ ζπλδπάδεηαη κε ηηο κεζφδνπο πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο. 

ην ηέηαξην θεθάιαην, επεθηείλνπκε ηε δηαδηθαζία ηνπ ζίγνπξνπ 

θξεζαξίζκαηνο ζην κνληέιν αλαινγηθνχ θηλδχλνπ ηνπ Cox κε κηα δηαζέζηκε 

επαλαιεπηηθή έθδνζε. Παξνπζηάδνληαη κειέηεο αξηζκεηηθήο πξνζνκνίσζεο, νη 

νπνίεο δείρλνπλ ελζαξξπληηθά απνηειέζκαηα γηα ηελ πξνηεηλφκελε κέζνδν ζε 

ζχγθξηζε κε άιιεο ηερληθέο, φπσο ε LASSO. Απηφ απνδεηθλχεη ηε ρξεζηκφηεηα θαη 

ηελ επειημία ηνπ επαλαιεπηηθνχ ζίγνπξνπ θξεζαξίζκαηνο (I)SIS. 
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ABSTRACT 

 

Variable selection in high dimensional space has challenged many 

contemporary statistical problems from many frontiers of scientific disciplines. 

Recent technological advances have made it possible to collect a huge amount of 

covariate information such as microarray, proteomic and SNP data via bioimaging 

technology while observing survival information on patients in clinical studies. Thus, 

the same challenge applies in survival analysis in order to understand the association 

between genomics information and clinical information about the survival time. In 

this work, it is mentioned the sure screening procedure to Cox’s proportional hazards 

model with an iterative version available. Numerical simulation studies have shown 

encouraging performance of the proposed method in comparison with other 

techniques such as LASSO. This demonstrates the utility and versatility of the 

iterative sure independence screening scheme. 

The first chapter is an introduction to the general linear model and to the basic 

parameter estimation techniques. Afterwards, many variable selection methods are 

mentioned and a thorough analysis and evaluation of the new methods, which are 

based in the introduction of a penalty in the likelihood function, is presented.  

In the second chapter, it is proposed a sure screening method, SIS, and it is 

referred its rationale as well as its connection with other methods of dimensionality 

reduction. Then, several known techniques for model selection in the reduced feature 

space are reviewed and two simulations and one real data example are presented, in 

order to study the performance of SIS-based model selection methods. At the end of 

the chapter, some extensions of SIS are mentioned and, in particular, an iterative SIS 

is proposed and illustrated by three simulated examples. 

The third chapter deals with survival analysis. Specifically, the basic concepts 

are cited and the Cox’s proportional hazards model is analyzed, in addition with its 

extensions and tests of proportionality assumption. Furthermore, the procedure of the 

combination of this model with the penalized likelihood methods is presented. 
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Finally, in the fourth chapter, it is mentioned the sure screening procedure to 

Cox’s proportional hazards model with an iterative version available. Afterwards, 

numerical simulation studies are presented, which have shown encouraging 

performance of the proposed method in comparison with other techniques such as 

LASSO. This demonstrates the utility and versatility of the iterative sure 

independence screening scheme. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 1ο 

ΜΔΘΟΓΟΙ ΔΠΙΛΟΓΗ ΜΔΣΑΒΛΗΣΧΝ 

 

1.1 ΔΙΑΓΧΓΗ 

 

Πεηξάκαηα εθηεινχληαη ζε φιεο ηηο επηζηήκεο κε ζθνπφ λα εμεηαζηνχλ θαη λα 

αλαθαιπθζνχλ λέεο δηαδηθαζίεο ή θαηλνχξηα ζπζηήκαηα, αιιά θαη ζηηο βηνκεραλίεο 

κε ζηφρν ηε βειηηζηνπνίεζε ησλ πξντφλησλ πνπ παξάγνπλ. Όκσο ζε θάζε πξντφλ 

επηδξνχλ δηαθνξεηηθνί παξάγνληεο, ν θαζέλαο ζε μερσξηζηφ βαζκφ. Γηα ην ιφγν απηφ 

θάζε παξάγνληαο πξέπεη λα κειεηεζεί ρσξηζηά. Δίλαη εκθαλέο φηη, ζα ήηαλ ηδηαίηεξα 

ρξήζηκν λα εληνπηζηνχλ θαη λα εμεηαζηνχλ νη παξάγνληεο πνπ επηδξνχλ ζεκαληηθά 

ζην πξντφλ, κε ιίγεο εθηειέζεηο ηνπ πεηξάκαηνο. ηελ πξαγκαηηθφηεηα, ν αξηζκφο 

ησλ παξαγφλησλ πνπ επεξεάδνπλ έλα πξντφλ είλαη κηθξφο ζε ζχγθξηζε κε ηνλ αξηζκφ 

ησλ παξαγφλησλ πνπ εμεηάδνληαη. 

Σα απνηειέζκαηα θαη ηα ζπκπεξάζκαηα θάζε πεηξάκαηνο εμαξηψληαη απφ ηνλ 

ηξφπν κε ηνλ νπνίν ζπιιέγνληαη ηα δεδνκέλα- ζρεδηαζκφο ηνπ πεηξάκαηνο- θαη απφ 

ηε κέζνδν πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ αλάιπζε απηψλ ησλ δεδνκέλσλ. Ζ δηαδηθαζία 

ζρεδηαζκνχ θαη εθηέιεζεο ελφο πεηξάκαηνο, έηζη ψζηε λα ζπιιερζνχλ δεδνκέλα 

θαηάιιεια γηα ζηαηηζηηθή αλάιπζε, ηα νπνία λα κπνξνχλ λα δψζνπλ έγθπξα θαη 

αληηθεηκεληθά απνηειέζκαηα θαιείηαη ζηαηηζηηθφο ζρεδηαζκφο ηνπ πεηξάκαηνο ή 

πεηξακαηηθφο ζρεδηαζκφο (experimental design). 

Γηα λα βειηησζνχλ ηα απνηειέζκαηα ηνπ πεηξάκαηνο ζα πξέπεη λα επηιεγεί 

έλα θαιχηεξν ζχλνιν απφ αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο. Απηφ ζεκαίλεη φηη απαηηείηαη ε 

εθαξκνγή ζπζηεκαηηθψλ πεηξακάησλ, ζέηνληαο ηηο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο θαη 

παξαηεξψληαο ηα απνηειέζκαηα. ηελ πξνζέγγηζε απηή ρξεηάδεηαη έλαο 

πεηξακαηηθφο ζρεδηαζκφο, πνπ αθνινπζείηαη απφ ζηαηηζηηθή αλάιπζε. 

χκθσλα κε ηνπο Myers θαη Montgomery (1995), ε πξψηε θάζε ελφο 

πεηξάκαηνο είλαη ε θάζε θξεζαξίζκαηνο. Σν θξεζάξηζκα είλαη ε ζεκαληηθφηεξε 
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θάζε ελφο πεηξακαηηθνχ ζρεδηαζκνχ, γηαηί θάπνην ιάζνο ζην πείξακα ζα έρεη σο 

ζπλέπεηα ηε ιήςε ιαλζαζκέλσλ ζπκπεξαζκάησλ. 

ε πνιιέο ζηαηηζηηθέο εθαξκνγέο ζπλαληάηαη ην πξφβιεκα ηεο κειέηεο ηεο 

ζρέζεο δχν ή πεξηζζφηεξσλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ. Ζ ζρέζε απηή κπνξεί λα 

πξνζδηνξηζηεί κε βάζε νξηζκέλεο παξαηεξήζεηο. ε θάζε ζχζηεκα, ζην νπνίν νη  

κεηαβιεηέο πνζφηεηεο αιιάδνπλ ή κεηαβάιινληαη, έρεη ελδηαθέξνλ λα εμεηαζηνχλ νη 

επηδξάζεηο πνπ θάπνηεο κεηαβιεηέο αζθνχλ (ή θαίλεηαη φηη αζθνχλ) ζε θάπνηεο άιιεο 

κεηαβιεηέο. ηηο θπζηθέο δηαδηθαζίεο ε χπαξμε κηαο ηέηνηαο απιήο ζρέζεο απνηειεί 

κάιινλ ηελ εμαίξεζε παξά ηνλ θαλφλα. πλήζσο ππάξρεη κηα ζπλαξηεζηαθή ζρέζε ε 

νπνία είλαη ηφζν πνιχπινθε ψζηε δελ κπνξεί λα γίλεη θαηαλνεηή ή λα πεξηγξαθεί κε 

απινχο φξνπο. ε κηα ηέηνηα πεξίπησζε, ην θαιχηεξν είλαη λα γίλεη κηα πξνζέγγηζε 

απηήο ηεο πνιχπινθεο ζπλαξηεζηαθήο ζρέζεο κε κηα απιή καζεκαηηθή ζπλάξηεζε, 

φπσο πνιπψλπκν, ε νπνία λα πεξηιακβάλεη ηηο θαηάιιειεο κεηαβιεηέο θαη λα 

πξνζεγγίδεη ηελ θαλνληθή ζπλάξηεζε γηα θάπνην πεξηνξηζκέλν εχξνο κεηαβιεηψλ 

πνπ εκπιέθνληαη ζηε δηαδηθαζία. Ζ εμέηαζε απηήο ηεο απιήο καζεκαηηθήο 

ζπλάξηεζεο κπνξεί λα δψζεη πεξηζζφηεξεο πιεξνθνξίεο γηα ηελ ππάξρνπζα αιεζηλή 

ζρέζε θαη λα νδεγήζεη ζε εθηίκεζε ησλ μερσξηζηψλ κεηαβιεηψλ αιιά θαη ησλ 

επηδξάζεσλ πνπ παξάγνληαη απφ ηηο αιιαγέο ζε ζπγθεθξηκέλεο ζεκαληηθέο 

κεηαβιεηέο. 

Αθφκα θαη φηαλ ινγηθά δελ ππάξρεη θπζηθή ζρέζε κεηαμχ ησλ κεηαβιεηψλ, 

κπνξεί λα ζέινπκε λα ηηο ζπζρεηίζνπκε κε θάπνηα καζεκαηηθή εμίζσζε. Δλψ ε 

εμίζσζε κπνξεί λα ζηεξείηαη θπζηθήο έλλνηαο, κπνξεί λα είλαη εμαηξεηηθά πνιχηηκε 

γηα ηελ πξφβιεςε ησλ ηηκψλ θάπνησλ κεηαβιεηψλ απφ ηηο γλψζεηο πνπ δηαζέηνπκε 

γηα άιιεο κεηαβιεηέο, φηαλ ηζρχνπλ θάπνηεο ζπγθεθξηκέλεο ζπλζήθεο. 

Πξνζδηνξίδνληαο ηε ζρέζε ησλ κεηαβιεηψλ, ιέκε φηη έρνπκε πξνζδηνξίζεη 

έλα κνληέιν. Ζ εθηίκεζε ελφο ζηαηηζηηθνχ κνληέινπ γίλεηαη κε αλάιπζε ζηαηηζηηθψλ 

δεδνκέλσλ, δειαδή παξαηεξήζεσλ ηεο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο Υ ζε επηιεγκέλα 

επίπεδά ηεο. Οη ζηαηηζηηθέο ηερληθέο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ην ζθνπφ απηφ 

αλαθέξνληαη σο αλάιπζε παιηλδξφκεζεο. 
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Έζησ 
~
Y  κηα κεηαβιεηή πνπ καο ελδηαθέξεη θαη 1 2

~ ~ ~

, ,..., pX X X έλα ζχλνιν 

επεμεγεκαηηθψλ κεηαβιεηψλ ή παξαγφλησλ (explanatory variables or factors), ηα 

νπνία απνηεινχλ δηαλχζκαηα n παξαηεξήζεσλ. Ζ επηινγή κεηαβιεηψλ (Variable 

Selection) ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ πξφβιεςε ηνπ «θαιχηεξνπ» ππνζπλφινπ 

αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ 1 2
~ ~ ~

, ,..., pX X X . θνπφο δειαδή, είλαη λα επηιεγνχλ νη 

παξάγνληεο πνπ έρνπλ ζεκαληηθή επίδξαζε ζηελ απφθξηζε Y . Με απηφλ ηνλ ηξφπν 

εμεγνχκε ηα δεδνκέλα κε ηνλ απινχζηεξν ηξφπν, δηφηη νη πεξηηηέο πξνβιέςεηο 

αθαηξνχληαη. Ζ αξρή ηεο κεηξηνπάζεηαο (Law of parsimony)  νξίδεη φηη κεηαμχ ησλ 

δηαθφξσλ πηζαλψλ εμεγήζεσλ γηα κηα πεξίπησζε, ε απινχζηεξε είλαη θαη ε 

θαιχηεξε. Ζ εθαξκνγή ηεο ζηελ αλάιπζε παιηλδξφκεζεο απνδεηθλχεη φηη ην 

κηθξφηεξν κνληέιν πνπ ηαηξηάδεη κε ηα δεδνκέλα είλαη θαη ην θαιχηεξν. 

Δπηπξνζζέησο, νη πεξηηηνί πξνγλσζηηθνί παξάγνληεο ζα πξνζζέζνπλ  πεξηζζφηεξα 

εκπφδηα ζηνλ πξνζδηνξηζκφ άιισλ πνζνηήησλ, νη νπνίεο καο ελδηαθέξνπλ. Απηφ ζα 

έρεη σο απνηέιεζκα λα απμεζνχλ νη βαζκνί ειεπζεξίαο. 

Όηαλ ιακβάλνπκε ππφςε κφλν ηνπο ζηαηηζηηθά ζεκαληηθνχο παξάγνληεο, ν 

αξηζκφο ησλ νπνίσλ είλαη αξθεηά κηθξφηεξνο ζε ζρέζε κε ην αξρηθφ ζχλνιφ ηνπο 

(κηα ηδηφηεηα γλσζηή σο «αξρή ηεο ζπνξαδηθφηεηαο ησλ επηδξάζεσλ» (sparsity-of-

effects principle), γιηηψλνπκε ρξφλν θαη ρξήκα θαηά ηε δηάξθεηα κηαο κειέηεο. Έρνπλ 

πξνηαζεί αξθεηέο κέζνδνη επηινγήο κεηαβιεηψλ, εθ ησλ νπνίσλ νη πεξηζζφηεξεο 

απνηεινχλ αλαπφζπαζην θνκκάηη ζηαηηζηηθψλ παθέησλ. Ζ ρξήζε ηνπο γίλεηαη 

νινέλα θαη πην απαξαίηεηε, δηφηη ην κέγεζνο ησλ δεδνκέλσλ πνπ πξνθχπηνπλ έπεηηα 

απφ δηάθνξεο κειέηεο, ζπλερψο κεγαιψλεη. Παξφιν ην γεγνλφο φηη ν αξηζκφο ησλ 

κεζφδσλ απηψλ είλαη κεγάινο, ην πεδίν ηεο επηινγήο κεηαβιεηψλ βξίζθεηαη αθφκα 

ππφ έξεπλα θαη ζπλερψο πξνηείλνληαη λεφηεξεο θαη πην βειηησκέλεο κέζνδνη. 

 

1.2.  Σο γενικό γπαμμικό μονηέλο παλινδπόμηζηρ 

 

Αξθεηέο θνξέο ζπλαληάκε πξνβιήκαηα, γηα ηα νπνία ππάξρεη ε ππνςία φηη νη 

ηηκέο θάπνηαο κεηαβιεηήο εμαξηψληαη απφ 2k   επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο. Σν 

γεληθφ γξακκηθφ κνληέιν, ην νπνίν πεξηγξάθεη απηή ηε ζρέζε είλαη 
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0 1 1 2 2 0

1

... , 1,2,...,
k

i i i k ki i j ij i

j

y x x x x i n       


                  (1.1),  

 φπνπ  

iy  είλαη νη ηηκέο ηεο απφθξηζεο, 

ijx  είλαη νη ηηκέο ησλ επεμεγεκαηηθψλ κεηαβιεηψλ (ππνζέηνπκε, φπσο θαη ζην απιφ 

γξακκηθφ κνληέιν, φηη νη κεηξήζεηο καο δελ ππφθεηληαη ζε ζθάικαηα), 

j  είλαη νη άγλσζηεο παξάκεηξνη ηνπ κνληέινπ νη νπνίεο θαη πξέπεη λα εθηηκεζνχλ, 

i  είλαη ηα ζθάικαηα ή ππφινηπα, ηα νπνία απνηεινχλ ηπραίεο κεηαβιεηέο θαη 

ππνζέηνπκε φηη ηθαλνπνηνχλ ηηο παξαθάησ ζρέζεηο: 

 

 ( ) 0iE i    . 

 2( )iVar   , δειαδή ηα ζθάικαηα ηθαλνπνηνχλ ηελ ππφζεζε 

  ηεο νκνηνζθεδαζηηθφηεηαο. 

 ( , ) 0,i jCov i j    , δειαδή ηα ζθάικαηα είλαη αζπζρέηηζηα. 

Απφ ηε ζρέζε (1.1) θαίλεηαη φηη ε απφθξηζε 
iy  (response) είλαη κηα γξακκηθή 

ζπλάξηεζε ησλ ζπληειεζηψλ παιηλδξφκεζεο (regression coefficients) j , κε 

1,2,...,j k . 

Ζ εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ ηνπ κνληέινπ, δειαδή ησλ j , κε 1,2,...,j k   

κπνξεί λα γίλεη κε δχν κεζφδνπο: 

 Σε κέζνδν ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ (least squares method).  

 Σε κέζνδν κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο (maximum likelihood method). 

 

1.2.1 Δκηίμηζη ηυν παπαμέηπυν ηος μονηέλος με ηη μέθοδο ελασίζηυν  

ηεηπαγώνυν 

 

Έζησ φηη n>k. Γηα λα εθηηκεζνχλ νη παξάκεηξνη j  ηνπ κνληέινπ, 

ρξεζηκνπνηείηαη ε κέζνδνο ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ (least squares method). Απηή ε 

κέζνδνο ζπλίζηαηαη θαηά ηα γλσζηά ζηελ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ αζξνίζκαηνο 

ηεηξαγψλσλ ησλ ζθαικάησλ. 
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2

2

0 1 0

1 1 1

( , ,..., )
n n k

k i i j ij

i i j

S y x     
  

 
    

 
   , 

νπφηε ηειηθά πξνθχπηνπλ νη εθηηκεηέο 0 1
ˆ ˆ ˆ, ,..., k   . Δίλαη πξνηηκφηεξν λα γξάςνπκε 

ησλ εμίζσζε (1.1) ππφ ηελ κνξθή πηλάθσλ, δειαδή 

Y X   ,  

 

φπνπ 

1

2

n

y

y
Y

y

 
 
 
 
 
  ,     

11 1

221

1

1

1

1

k

k

n nk

x x

xx
X

x x

 
 
 
 
 
   

 

0

1

k








 
 
 
 
 
  ,         

1

2

n








 
 
 
 
 
  . 

Σν Y  είλαη έλα 1n  δηάλπζκα ησλ παξαηεξήζεσλ, ν X  είλαη έλαο n k  πίλαθαο 

ησλ επεμεγεκαηηθψλ κεηαβιεηψλ, ην   είλαη έλα 1k  δηάλπζκα ησλ ζπληειεζηψλ 

παιηλδξφκεζεο θαη ην   είλαη έλα 1n  δηάλπζκα ησλ ηπραίσλ ζθαικάησλ. 

πλεπψο, γηα  λα βξεζεί ε εθηηκήηξηα ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ ̂  πξέπεη λα 

ειαρηζηνπνηεζεί  ην άζξνηζκα ησλ ηεηξαγψλσλ ησλ ζθαικάησλ 

2

1

( ) ' ( ) '( )
n

i

i

S Y X Y X     


     . 

Έηζη πξνθχπηεη φηη  

1ˆ ( ' ) 'X X X Y  . 

 

Αλαθέξνπκε θαη θάπνηεο ηδηφηεηεο ηεο εθηηκήηξηαο ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ. 
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Καηαξρήλ, 

1ˆ( ) ( ' ) 'E E X X X Y      

1( ' ) '( )E X X X X      

1 1( ' ) ' ( ' ) 'E X X X X X X X        , 

θαζφηη 

( ) 0E    

θαη 

   
1( ' ) 'X X X X I  . 

Άξα ην   απνηειεί ακεξφιεπηε εθηηκήηξηα (unbiased estimator) ηνπ  . Δπίζεο 

έρνπκε φηη 

1ˆ( ) ( ' ) 'Var Var X X X Y      

1 1( ' ) ' ( ) ( ' ) ' 'X X X Var Y X X X          

2 1 1( ' ) ' ( ' )X X X X X X    
2 1( ' )X X  . 

1.2.2. Δκηίμηζη ηυν παπαμέηπυν ηος μονηέλος με ηη μέθοδο μέγιζηηρ 

πιθανοθάνειαρ 

 

Αλ ζηηο βαζηθέο ππνζέζεηο ηνπ απινχ γξακκηθνχ κνληέινπ πξνζζέζνπκε θαη 

ην γεγνλφο φηη ηα ζθάικαηα είλαη θαλνληθά θαηαλεκεκέλα, ηφηε δελ είλαη κφλν 

αζπζρέηηζηα αιιά θαη΄ αλάγθε είλαη θαη αλεμάξηεηα. Υξεζηκνπνηψληαο δηαλχζκαηα, 

γξάθνπκε 2(0, )N   , δειαδή ην   αθνινπζεί n-δηάζηαηε πνιπκεηαβιεηή 

θαλνληθή θαηαλνκή κε ( ) 0E    θαη 2( )Var    . Σφηε ε εθηηκήηξηα ειαρίζησλ 

ηεηξαγψλσλ ̂   ηαπηίδεηαη κε ηελ εθηηκήηξηα κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο. Όζνλ αθνξά 

ηελ ηειεπηαία κέζνδν, ηζρχνπλ ηα παξαθάησ. 

Ζ κέζνδνο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο, πξνηάζεθε απφ ηνλ R.A. Fisher (1997). 

πγθεθξηκέλα, ππνζέηνπκε φηη έλαο πιεζπζκφο έρεη άγλσζηε παξάκεηξν 

1 2( , ,..., )k      θαη ε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο είλαη ( | )f x   θη 

εκείο ζέινπκε λα εθηηκήζνπκε ηελ παξακέηξνπ  . 
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Θεσξνχκε έλα ηπραίν δείγκα 
1 2, ,..., nX X X  απφ ηνλ πιεζπζκφ. Αλ  

1 2( | ), ( | ),..., ( | )nf x f x f x    είλαη ε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο θάζε 

ηηκήο ηνπ ηπραίνπ δείγκαηνο, ηφηε ε απφ θνηλνχ ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο 

ησλ κεηαβιεηψλ 
1 2, ,..., nX X X   είλαη 

               
1 2 1 2( , ,..., | ) ( | ) ( | ) ( | )n nf x x x f x f x f x                             (1.2). 

 

ηελ πεξίπησζε ζπγθεθξηκέλσλ παξαηεξήζεσλ 
1 2, ,..., nx x x  ηπραίνπ 

δείγκαηνο, ε (1.2) είλαη ζπλάξηεζε κφλν ηεο παξακέηξνπ   θαη ζπκβνιίδεηαη σο 

εμήο: 

 

     1 2 1 2

1

( | , ,..., ) ( | ) ( | ) ( | ) ( | )
n

n n i

i

L x x x f x f x f x f x    


               (1.3). 

Ζ (1.3) θαιείηαη ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο (likelihoodfunction) ηνπ ηπραίνπ 

δείγκαηνο 
1 2, ,..., nX X X  θαη εθθξάδεη ην πφζν «πηζαλνθαλείο», δειαδή πφζν 

ζχκθσλεο κε ην ζπγθεθξηκέλν δείγκα είλαη νη δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ  . 

Ζ κέζνδνο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο ζπλίζηαηαη ζηελ επηινγή ηεο ηηκήο   ε 

νπνία κεγηζηνπνηεί ηε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο, 

1 2 1 2
ˆ( | , ,..., ) sup ( | , ,..., )n nL x x x L x x x



 


 . 

Ζ ηηκή ̂  θαιείηαη εθηηκήηξηα κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο ηεο  . Μεγηζηνπνίεζε 

ηεο 
1 2( | , ,..., )nL x x x  ζεκαίλεη κεγηζηνπνίεζε ηεο πηζαλφηεηαο εκθάληζεο ησλ ηηκψλ 

1 2, ,..., nx x x  ζην δείγκα 
1 2, ,..., nX X X . Ζ ηηκή απηή 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ( , ,..., )k    , βξίζθεηαη κε 

ιχζε ησλ εμηζψζεσλ 

   1 2log ( | , ,..., )
0, 1,2,...,n

r

L x x x
r k






 


  . 

Φπζηθά, γηα λα είλαη ε ιχζε απηή ζεκείν κεγίζηνπ, ζα πξέπεη ν Δζζηαλφο πίλαθαο 

2 log ( )

i j k k

L 

 


 
 

   

 

λα είλαη γλήζηα αξλεηηθφο γηα ˆ  . 
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Ζ εθηίκεζε κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο έρεη φιεο ηηο ηδηφηεηεο θαιήο 

εθηηκήηξηαο, δειαδή είλαη ακεξφιεπηε, ζπλεπήο, απνηειεζκαηηθή θαη επαξθήο. Γηα 

απηφ θαη απηή ε κέζνδνο είλαη ε θαιχηεξε κέζνδνο εθηίκεζεο παξακέηξσλ. 

1.3. Μέθοδορ επιλογήρ καλύηεπος ςποζςνόλος 

 

Τπάξρνπλ πεξηπηψζεηο πνπ θαζηζηνχλ αλαγθαία ηελ επηινγή ελφο κηθξνχ 

ππνζπλφινπ απφ έλα κεγαιχηεξν ζχλνιν κεηαβιεηψλ νη νπνίεο ρξεζηκνπνηνχληαη 

γηα ηελ πξφβιεςε κηα εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο. Γηα παξάδεηγκα, ε δηαδηθαζία 

πξφβιεςεο ηεο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο Υ κπνξεί λα ζεσξείηαη νηθνλνκηθά 

αζχκθνξε θαη αξθεηά ρξνλνβφξα εθφζνλ ρξεζηκνπνηεζνχλ φιεο νη ηηκέο πνπ έρνπκε 

γηα ηηο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο, γηα ην ιφγν απηφ αλαδεηνχκε έλα κηθξφ ππνζχλνιν 

κεηαβιεηψλ, ην νπνίν ζα κπνξεί κε αξθεηή αθξίβεηα λα πξνβιέςεη ηελ ηηκή ηεο 

κεηαβιεηήο Υ. Ζ επηινγή απηνχ ηνπ ζπλφινπ ζα κπνξνχζε πξνθαλψο ζηε ζπλέρεηα 

λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα θάπνηα κειινληηθή πξφβιεςε εθφζνλ ηα δεδνκέλα είλαη 

αληηπξνζσπεπηηθά ησλ ζπλζεθψλ ππφ ηηο νπνίεο ζα γίλεη ε πξφβιεςε. Απφ ηελ άιιε 

πιεπξά, ζηελ πξνζπάζεηά καο λα θαηαλνήζνπκε ηελ επίδξαζε πνπ έρεη ε κηα 

κεηαβιεηή πάλσ ζηελ άιιε, ηδηαίηεξα φηαλ ηα δεδνκέλα πνπ έρνπκε ζπιιέμεη είλαη 

κέζσ παξαηήξεζεο ή κέζσ έξεπλαο θαη φρη δεδνκέλα πνπ πξνήιζαλ κέζσ 

πεηξακάησλ, κπνξεί λα είλαη επηζπκεηφ λα κελ ρξεζηκνπνηήζνπκε πνιιέο 

κεηαβιεηέο νη νπνίεο έρνπλ θάπνηα ηζρπξή επίδξαζε κεηαμχ ηνπο. 

Κάπνηεο θνξέο ηα δεδνκέλα γηα ηελ πξφβιεςε πνπ ζέινπκε λα θάλνπκε έρνπλ 

ήδε ζπιιερζεί γηα πξνεγνχκελεο πξνβιέςεηο ή γηα άιινπο ζθνπνχο κε απνηέιεζκα 

λα κελ ππάξρεη επηπιένλ θφζηνο εάλ ζπκπεξηιεθζνχλ ζην κνληέιν πξφβιεςεο. ε 

άιιεο πεξηπηψζεηο κπνξεί λα ππάξρεη ζεκαληηθφ επηπιένλ θφζηνο εάλ 

ρξεζηκνπνηεζνχλ φια ηα δεδνκέλα. 

 

Μεξηθνί απφ ηνπο ιφγνπο γηα ηε ρξήζε κφλν ελφο ππνζπλφινπ δηαζέζηκσλ 

κεηαβιεηψλ πξφβιεςεο (ζχκθσλα κε ην Miler, 1984) είλαη: 

 Να εθηηκήζνπκε ή λα πξνβιέςνπκε κε κηθξφ θφζηνο ηε κείσζε ηνπ αξηζκνχ 

ησλ κεηαβιεηψλ απφ ηα δεδνκέλα πνπ πξφθεηηαη λα ζπιιερζνχλ. 

 Να πξνβιέςνπκε κε πεξηζζφηεξε αθξίβεηα θαηαξγψληαο αλνχζηεο 

κεηαβιεηέο. 
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 Να πεξηγξάςνπκε κηα ζεηξά πνιπκεηαβιεηψλ δεδνκέλσλ κε κεηξηφηεηα 

(parsinomy). 

 Να εθηηκήζνπκε ηνπο ζπληειεζηέο παιηλδξφκεζεο κε κηθξφηεξα ζθάικαηα 

(εηδηθά φηαλ κεξηθνί απφ ηνπο πξνγλσζηηθνχο παξάγνληεο ζρεηίδνληαη πνιχ 

κεηαμχ ηνπο) , (Burak Eksioglu, Riza Demirer, Ismail Capar, 2005). 

 

 

Ζ κέζνδνο επηινγήο θαιχηεξνπ ππνζπλφινπ (best subset selection method) 

ρξεζηκνπνηεί δηάθνξα θξηηήξηα, βάζεη ησλ νπνίσλ επηιέγεηαη ην θαιχηεξν 

ππνζχλνιν κεηαβιεηψλ, ην νπνίν θαη ζα νδεγήζεη ζην ζσζηφηεξν αληίζηνηρν 

κνληέιν. Σα θξηηήξηα απηά ρσξίδνληαη ζε ηέζζεξηο κεγάιεο θαηεγνξίεο: 

 Κξηηήξηα πξφβιεςεο (prediction criteria). 

 Κξηηήξηα βαζηζκέλα ζηελ πηζαλνθάλεηα ή ζηελ πιεξνθνξία (likelihood or 

information based criteria). 

 Κξηηήξηα πνπ πξνθχπηνπλ θαη θξηηήξηα πνπ θαζνδεγνχληαη, απφ ηα δεδνκέλα 

(Data-reuse and data driven criteria). 

 Κξηηήξηα κεγηζηνπνίεζεο ησλ Μπευδηαλψλ εθ ησλ πζηέξσλ πηζαλνηήησλ 

(maximizing Bayesian posterior probabilities). 

 

 Σα θξηηήξηα πξφβιεςεο βαζίδνληαη ζηα ζθάικαηα πξφβιεςεο. Σα πην 

γλσζηά είλαη ην θξηηήξην FPE  (Final Prediction Error) (Akaike, 1969) θαη ην 

θξηηήξην pC Mallows (Mallows, 1973). Σα θξηηήξηα πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηα 

δεδνκέλα ή αιιηψο bootstrap κέζνδνη, εηζήρζεζαλ απφ ηνλ Efron θαη παξέρνπλ 

εχθνινπο θαη απνηειεζκαηηθνχο ηξφπνπο γηα λα εθηηκήζνπκε ηελ αλακελφκελε 

ζπλνιηθή δηαθνξά κεηαμχ ηνπ ζσζηνχ θαη ηνπ ππνςήθηνπ κνληέινπ. Ο Breiman 

(1992) πξφηεηλε έλα ηέηνην θξηηήξην θαη απφ ηηο πξνζνκνηψζεηο πνπ πξαγκαηνπνίεζε, 

έδεημε φηη είλαη θαιχηεξν απφ ην pC . Όζνλ αθνξά ηα θξηηήξηα θαζνδεγνχκελα απφ 

ηα δεδνκέλα ή κέζνδνη δηαζηαπξσκέλεο επηθχξσζεο (Cross-validation methods), 

απηά βαζίδνληαη ζην δηαρσξηζκφ ησλ δεδνκέλσλ ζε δχν ππνζχλνια, φπνπ ην έλα 

ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ επηινγή ηνπ κνληέινπ θαη ην άιιν γηα ηνλ θαζνξηζκφ ηεο 

πξνβιεπηηθήο ηθαλφηεηαο ηνπ κνληέινπ. Μηα ηέηνηα κέζνδνο, είλαη ε γεληθεπκέλε 

δηαζηαπξσκέλε επηθχξσζε (Generalized Cross validation GCV ), ε νπνία επηιέγεη 
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ην κνληέιν κε ηελ θαιχηεξε κέζε πξνβιεπηηθή ηθαλφηεηα, ρξεζηκνπνηψληαο 

δηάθνξνπο ηξφπνπο δηαρσξηζκνχ ηνπ αξρηθνχ ζπλφινπ δεδνκέλσλ. Σέινο, νη 

Μπευδηαλέο κέζνδνη, ρξεζηκνπνηνχλ κηα ηεξαξρηθή εθ ησλ πξνηέξσλ θαηαλνκή 

(hierarchical prior), ψζηε λα αλαζέζoπλ κεγαιχηεξεο εθ ησλ πζηέξσλ πηζαλφηεηεο 

ζε πεξηζζφηεξν ππνζρφκελα κνληέια. 

 

1.3.1. Κπιηήπια βαζιζμένα ζηην πιθανοθάνεια ή ζηην πληποθοπία 

 

Σα θξηηήξηα απηά κπνξνχλ λα ζεσξεζνχλ σο ζρεδφλ ακεξφιεπηνη εθηηκεηέο 

ηεο αλακελφκελεο ζπλνιηθήο δηαθνξάο κεηαμχ ηνπ ζσζηνχ θαη ηνπ ππνςήθηνπ 

κνληέινπ. πλήζσο έρνπλ δχν φξνπο, φπνπ ν πξψηνο απνηειεί έλαλ κεξνιεπηηθφ 

εθηηκεηή θαη ν δεχηεξνο είλαη κηα δηφξζσζε ή πνηλή (penalty) φπσο ιέγεηαη θαη έηζη 

ν εθηηκεηήο γίλεηαη ζρεδφλ ακεξφιεπηνο. ηε ζπλέρεηα, ζα αλαιχζνπκε ηα πην 

γλσζηά θξηηήξηα, ζπγθεθξηκέλα ην AIC  (Akaike Information Criterion) θαη ην BIC  

(Bayesian Information Criterion) θαζψο θαη κηα ζεηξά άιισλ επίζεο ζεκαληηθψλ 

θξηηεξίσλ. ηα επφκελα, jl  ζα είλαη ε κέγηζηε ηηκή ηνπ ινγαξίζκνπ ηεο ζπλάξηεζεο 

πηζαλνθάλεηαο ηνπ πξνζαξκνζκέλνπ κνληέινπ, jp  ην πιήζνο ησλ ζπκκεηαβιεηψλ 

ζην κνληέιν θαη ηέινο n  ζα είλαη  ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο. 

Σν θξηηήξην AIC  πξνηάζεθε απφ ηνλ Hirotsugu Akaike, κε ην φλνκα «ην 

θξηηήξην πιεξνθνξηψλ» (information criterion). Σν θξηηήξην απηφ ζηεξίδεηαη ζηελ 

ηδέα ηεο εληξνπίαο ησλ πιεξνθνξηψλ. ηελ πξαγκαηηθφηεηα πξνζθέξεηαη σο έλα 

ζρεηηθφ κέηξν γηα ηα ζηνηρεία πνπ ράλνληαη ζε έλα πξαγκαηηθφ κνληέιν. Θα 

κπνξνχζακε λα πνχκε φηη ην θξηηήξην απηφ πεξηγξάθεη ηε ζρέζε κεηαμχ ηεο 

αθξίβεηαο θαη ηεο πνιππινθφηεηαο ηνπ κνληέινπ. Όκσο ην θξηηήξην απηφ δελ κπνξεί 

λα πεξηγξάςεη εάλ ην κνληέιν πνπ κειεηάκε ηαηξηάδεη ηθαλνπνηεηηθά κε ηα δεδνκέλα 

καο.  

Σν AIC απνηειεί έλα θξηηήξην επηινγήο ηνπ βέιηηζηνπ κνληέινπ κε ην φζν ην 

δπλαηφλ κηθξφηεξν αξηζκφ παξακέηξσλ. ηε γεληθή πεξίπησζε νξίδεηαη απφ ηε 

ζρέζε 

       ( ) 2( )j jAIC j l p   . 
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θνπφο είλαη λα επηιερζεί ην κνληέιν πνπ δίλεη ηε κηθξφηεξε ηηκή ηνπ θξηηεξίνπ. 

Μηα ηζνδχλακε κνξθή ηνπ AIC , ζεσξψληαο φηη ηα ζθάικαηα είλαη αλεμάξηεηα θαη 

θαλνληθά θαηαλεκεκέλα, είλαη 

      ( ) [ln(2 / ) 1] 2 jAIC j n RSS n p   , 

φπνπ n  ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο θαη RSS  ην άζξνηζκα ηεηξαγψλσλ ησλ 

ζθαικάησλ. Δπίζεο, ζηελ πεξίπησζε ησλ γεληθεπκέλσλ γξακκηθψλ κνληέισλ, 

παίξλεη ηε κνξθή 

      
1

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) 2 ' ( ' ) ( ) ( , ) 2( 2)
n

i i i i j

i

AIC j y x b x c y p    


      
  , 

φπνπ ( )   θαη ( )c  είλαη ζπλαξηήζεηο ηεο παξακέηξνπ θιίκαθαο . 

Σειηθά, ε εηζαγσγή επηπιένλ παξακέηξσλ ζην κνληέιν κεηψλεη ηελ ηηκή ηνπ AIC 

κφλν αλ απηέο βειηηψλνπλ ηελ πξνζαξκνγή ηνπ κνληέινπ. 

Οη Hurvich θαη Tsai (1989) αζρνιήζεθαλ κε ηελ πεξίπησζε φπνπ έρνπκε 

κηθξά δείγκαηα, θαη πξφηεηλαλ κηα βειηίσζε ηνπ AIC  γηα ηελ πεξίπησζε απηή, 

νπφηε έρνπκε ην θξηηήξην 

       
2( 1)( 2)

2

j j

c

j

p p
AIC AIC

n p

 
 

 
. 

Με ην θξηηήξην απηφ, επηιέγνληαη κηθξφηεξα ππνζχλνια κεηαβιεηψλ φηαλ ν αξρηθφο 

ηνπο ζπλνιηθφο αξηζκφο είλαη κεγαιχηεξνο ζε ζρέζε κε ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο n . 

Δπίζεο, γηα n  κεγάιν, έρεη παξφκνηα ζπκπεξηθνξά κε ην AIC . Να ζεκεηψζνπκε φηη 

ζηηο πξνζνκνηψζεηο πνπ έθαλαλ απνδείρζεθε ε πνιχ θαιχηεξε απφδνζε θαη 

απνηειεζκαηηθφηεηα ηνπ θξηηεξίνπ, ζπγθξηλφκελν κε πιήζνο άιισλ θξηηεξίσλ, φζνλ 

αθνξά ηελ επηινγή ηνπ ζσζηνχ κεγέζνπο κνληέινπ θαη ζηηο πεξηπηψζεηο φπνπ 

έρνπκε κηθξφ δείγκα θαη αξηζκφ κεηαβιεηψλ. 

Με βάζε ηελ εμίζσζε ηνπ Bayes, ν Schwartz (1978) αλέπηπμε έλα άιιν 

θξηηήξην, ην νπνίν ην νλφκαζε θξηηήξην πιεξνθνξίαο ηνπ Bayes επεηδή είλαη 

θξηηήξην πιεξνθνξηψλ κε βάζε ηε Bayesian Μέζνδν. Γεκηνπξγήζεθε απφ ηνλ 

Gideon E. Schwarz θαη νπζηαζηηθά είλαη έλα θξηηήξην γηα ηελ επηινγή κνληέισλ 
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κεηαμχ κηαο νκάδαο παξακεηξηθψλ κνληέισλ κε δηαθνξεηηθνχο αξηζκνχο 

παξακέηξσλ. Γηαιέγνληαο έλα κνληέιν γηα ηε βειηηζηνπνίεζε ηνπ BIC είλαη κηα 

κνξθή θαλνληθνπνίεζεο. 

 

Σν θξηηήξην BIC  δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 

          ( ) (1/ 2) ln( )j jBIC j l p n  . 

Σν κνληέιν πνπ επηιέγεηαη είλαη απηφ πνπ δίλεη ηε κεγαιχηεξε ηηκή ηνπ θξηηεξίνπ. 

Να ζεκεηψζνπκε επίζεο, φηη ππάξρεη κηα θιίκαθα (Raftery’s scale), πνπ αλάινγα κε 

ηελ απφιπηε δηαθνξά ζηηο ηηκέο ηνπ θξηηεξίνπ BIC  κεηαμχ δχν κνληέισλ, θξίλεηαη 

θαηά πφζν ην έλα κνληέιν είλαη θαιχηεξν απφ ην άιιν. Ζ θιίκαθα απηή αλαγξάθεηαη 

ζηνλ παξαθάησ Πίλαθα 1.Α. 

 

|Γιαθοπά ηυν ηιμών BIC| Ένδειξη 

0-2 Αζζελήο (Weak) 

2-8 Θεηηθή (Positive) 

6-10 Ηζρπξή (Strong) 

>10 Πνιχ Ηζρπξή (Very Strong) 

Πίνακαρ 1.A: Κλίμακα Raftery 

 

1.3.2. ηαηιζηική ζςνάπηηζη Cp – Mallows 

 

Έλα άιιν κέηξν γηα ηελ αμηνιφγεζε ηεο θαηαιιειφηεηαο ηνπ κνληέινπ, είλαη 

ε ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε Cp – Mallows. Βαζίδεηαη ζηελ αθξίβεηα πξφβιεςεο ηνπ 

κνληέινπ θαη πην ζπγθεθξηκέλα ζην Μέζο Τεηραγωνικό Σθάλμα, ην νπνίν νξίδεηαη 

γεληθψο γηα ηελ εθηηκήηξηα ̂  κηαο παξακέηξνπ ζ απφ ηε ζρέζε 

2ˆ ˆ( ) E( )      

   
2ˆ ˆ ˆE[ ( ) ( ) ]E E        
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2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆE[ ( )] 2 [ ( )]E[ ( ) ] [ ( ) ]E E E E E E               

                        
2ˆ ˆ( ) [ ( ) ]V E      

                        
2ˆ( )V bias   

Ζ παξαπάλσ ζρέζε καο δίλεη θαη ην ιφγν πνπ ζηξέθνπκε ηελ πξνζνρή καο ζην ΜΤΣ. 

Σν ΜΤΣ ζπλδέεηαη κε ηε κεξνιεςία (bias) εθηηκεηξηψλ παξακέηξσλ ελφο κνληέινπ 

πνπ δελ έρεη νξηζηεί ζσζηά θαη δίλεη κεξνιεπηηθέο εθηηκήηξηεο. Δπηπιένλ, ε 

δηαδηθαζία επηινγήο κεηαβιεηψλ δελ θαηαιήγεη ζην ζσζηφ ππνζχλνιν κεηαβιεηψλ 

θάζε θνξά ιφγσ δεηγκαηνιεπηηθνχ ζθάικαηνο ή κεηαβιεηφηεηαο. Άξα πξέπεη λα 

ιάβνπκε ππφςε ηε κεξνιεςία. 

Γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο Cp 
 βαζηδφκαζηε ζην ζπλνιηθφ ΜΤΣ ηεο πξφβιεςεο 

δειαδή ζην  

    
2

1 1

ˆ ˆ(y ) (y (y ))
n n

i i i

i i

E E
 

    . 

Έζησ νη πξνβιέςεηο  1
ˆ ˆy ,..., yn  ηνπ ππφ εμέηαζε κνληέινπ κε p φξνπο ( p = 

πιήζνο επεμεγεκαηηθψλ κεηαβιεηψλ+1), φρη απαξαηηήησο ην κνληέιν πνπ πεξηέρεη 

φιεο ηηο δηαζέζηκεο ππνςήθηεο επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο. Σφηε ην ζπλνιηθφ ΜΤΣ 

δηαηξεκέλν κε ζ
2
  αθνινπζψληαο ηελ πξνεγνχκελε δηαδηθαζία, δίλεηαη απφ ηε ζρέζε 

 
2 1

2 2 2
1 1

ˆ(y )
1 (p)

ˆ ˆ(y ) (y ) (y )

n

in n
i

p i i i

i i

V
SB

E E V
  



 

 
      

 


   

φπνπ 
2(p)SB bias . 

Ο δεχηεξνο φξνο απινπνηείηαη σο εμήο: 

                 
1

ˆ ˆ(y ) ( (y)) ( (Hy)) (H (y)H )
n

i

i

V tr V tr V tr V


    

                               2 2 2 2 2(H( I)H ) (H ) (H)tr tr tr p        
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Πξνθεηκέλνπ λα βξνχκε κηα έθθξαζε γηα ην (p)SB , εμεηάδνπκε ην άζξνηζκα 

ηεηξαγψλσλ ησλ ππνινίπσλ γηα ην κνληέιν κε ηνπο  p  φξνπο, δειαδή ην  

2

1

ˆ(p) (y y )
n

i i

i

SSE


  . 

Ζ αλακελφκελε ηηκή ηνπ (p)SSE  κπνξεί λα ππνινγηζηεί σο 

                   
2

1

ˆ( (p)) E (y y )
n

i i

i

E SSE


     

                                      
2 2 2

1

ˆ(y ) ( ) 2
n

i i i ii

i

V h   


       ,   κε ˆ(y )i iE   

                                      
2 2 2

1 1 1

ˆ(y ) ( ) 2
n n n
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n V h   
  

        

                                      2 2 2(p) 2n p SB p       

                                      2(n p) (p)SB    

αθνχ 

2 2ˆ ˆE (y y ) [(y ) (y )]i i i i i iE             , κε (y )i iE   
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2 2 2ˆ(y ) ( ) 2i i i iiV h        , φπνπ ˆ(y )i iE  . 

Αληηθαζηζηψληαο ην (p)SB  ζηε ζρέζε p  ιακβάλνπκε 

        
2

2

2 2 2

1 E( (p))
(E( (p)) (n p) ) 2p

p SSE
SSE p n




  
         

Ζ πνζφηεηα p  εθηηκάηαη απφ ηελ  

2

(p)
2

ˆ
p

SSE
C p n


    

Γειαδή ην E( (p))SSE  έρεη αληηθαηαζηαζεί απφ ην παξαηεξνχκελν άζξνηζκα 

ηεηξαγψλσλ ησλ ππνινίπσλ ηνπ ππφ εμέηαζε κνληέινπ θαη ην 2  απφ κηα θαιή 

εθηίκεζε ηνπ 2̂ . πλήζσο ρξεζηκνπνηείηαη ην κνληέιν πνπ πεξηέρεη φιεο ηηο 

ππνςήθηεο κεηαβιεηέο jx  (θαη φρη ην ηξέρνλ κνληέιν κε ηνπο p φξνπο), δειαδή 

2 (p )
ˆ

SSE

n p






, φπνπ p  = ην πιήζνο φισλ ησλ δηαζέζηκσλ επεμεγεκαηηθψλ 

κεηαβιεηψλ +1. 

Αλ ε κεξνιεςία ζην κνληέιν κε ηηο  p κεηαβιεηέο είλαη ακειεηέα, ηφηε (p) 0SB  

θαη  

2

2

(n p)
0 2pE C Bias p n p






     
 

 

Δπνκέλσο, σο βέιηηζην  κνληέιν ζεσξείηαη εθείλν γηα ην νπνίν ηζρχεη 

pC p  

Δηδηθφηεξα, αλ ππάξρνπλ πεξηζζφηεξα απφ έλα κνληέιν κε  pC p , πξνηηκφηεξν 

είλαη εθείλν κε ην κηθξφηεξν p, δειαδή απηφ πνπ πεξηέρεη ηηο ιηγφηεξεο κεηαβιεηέο. 

πλερίδνπκε κε ην θξηηήξην ηνπ Rissanen (1978), ζχκθσλα κε ην νπνίν 

αλαδεηείηαη ην κνληέιν πνπ κεγηζηνπνηεί ηελ πνζφηεηα 
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2

2

2
1

( ) ln ( 1) ln( 2) ...
jp

j

j i j

i i

l
RC j nl p n



 
        

 , 

φπνπ 
i  είλαη νη παξάκεηξνη ηνπ κνληέινπ. Σν θξηηήξην απηφ είρε ρξεζηκνπνηεζεί 

γηα ηελ πξνζαξκνγή απηνπαιηλδξνκνχκελσλ κνληέισλ θηλεηνχ κέζνπ 

(Autoregressive Moving Average Models ARMA ) θαη ν ηειεπηαίνο φξνο ήηαλ 

2ln( 1)( 1)r s  , φπνπ r  θαη s  νη ηάμεηο ηνπ απηνπαιηλδξνκνχκελνπ θαη ηνπ θηλεηνχ 

κέζνπ κέξνπο ηνπ κνληέινπ αληίζηνηρα, κε jp r s  . 

Σν 1979, νη Hannan θαη Quinn αζρνιήζεθαλ κε ηελ επηινγή κνληέισλ 

ρξνλνζεηξψλ, γηα ηελ πεξίπησζε φπνπ ν αξηζκφο ησλ παξακέηξσλ ζην κνληέιν 

απμάλεη κε ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο. Οπφηε πξφηεηλαλ ην θξηηήξην Hannan θαη 

Quinn 

     ( ) ln 2 ln(ln )j

RSS
HQC j n p c n

n

 
  

 
, 

ην νπνίν θαη πξέπεη λα κεγηζηνπνηεζεί γηα θάπνην 1c   (ζηηο πξνζνκνηψζεηο ηνπο 

ρξεζηκνπνίεζαλ ηελ ηηκή 1c  ). 

Σειεηψλνληαο, αλαθέξνπκε έλα αθφκα θξηηήξην, αξθεηά πξφζθαην, απηφ ησλ 

Bryant θαη Cordero-Brana, νη νπνίνη ην 2000 βαζίζηεθαλ ζην MDL  (Minimum 

Description Length) γηα ηελ θαηαζθεπή ηνπ θξηηεξίνπ. πγθεθξηκέλα, φξηζαλ σο 

MDL  κηα θιάζεο, M , κνληέισλ σο ηελ θιάζε φισλ ησλ γξακκηθψλ ππνζπλφισλ 

ησλ κεηαβιεηψλ, δειαδή 

ˆ ˆ( | , ) ln ( , ) ln ( )MDL Y M g f Y g    , 

φπνπ Y  είλαη ηα δεδνκέλα, f  είλαη ε ππθλφηεηα πηζαλφηεηαο (ηεο θαλνληθήο), ̂  

είλαη ην δηάλπζκα ησλ ζπληειεζηψλ παιηλδξφκεζεο θαη g  είλαη ην κήθνο ηνπ 

κελχκαηνο πνπ απαηηείηαη γηα ηελ θσδηθνπνίεζε ησλ βέιηηζησλ ηηκψλ ησλ 

ζπληειεζηψλ. πλεπψο, ν ηειεπηαίνο φξνο ζεσξείηαη κηα πνηλή ζηελ αχμεζε ησλ 

κεηαβιεηψλ. Σν θξηηήξην Bryant θαη Cordero-Brana ζπλίζηαηαη ζηελ 

ειαρηζηνπνίεζε ηεο πνζφηεηαο 
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2

0 max min( / 2) ln ln (( ) / 2) ln( / ) ln ln( / ) ( )
RSS

MDL n n p p R G n
n

  
 

       
 

φπνπ   

1
( ) ln ln

2

n n
G n n

n


 
  

 
, 

0R  είλαη ν αξηζκφο ησλ ηππηθψλ απνθιίζεσλ, εχξνπο φζνη θαη νη θαλνληθνπνηεκέλνη 

ζπληειεζηέο παιηλδξφκεζεο (π.ρ. αλ ην εχξνο είλαη 5  ηππηθέο απνθιίζεηο, ην 

0 10R  ), ζηνπο νπνίνπο έρεη ππνινγηζζεί ην MDL θαη 
min max

ˆ     φισλ ησλ ππφ 

ζεψξεζε κνληέισλ. 

 

1.4 Ποινικοποιημένα ελάσιζηα ηεηπάγυνα και ποινικοποιημένη 

πιθανοθάνεια 

 

1.4.1  Διζαγυγή 

Οη πην γλσζηέο θαη ζπρλφηεξα ρξεζηκνπνηνχκελεο κέζνδνη επηινγήο 

κεηαβιεηψλ, είλαη σο γλσζηφλ ε θαηά βήκαηα απαινηθή (stepwise deletion) θαη ε 

κέζνδνο επηινγήο θαιχηεξνπ ππνζπλφινπ (best subset selection). Έρνπλ φκσο ην 

κεηνλέθηεκα φηη αγλννχλ ηα ζηνραζηηθά ζθάικαηα πνπ εκθαλίδνληαη θαηά ηε 

δηαδηθαζία ηεο επηινγήο κεηαβιεηψλ θαζψο θαη φηη είλαη ππνινγηζηηθά ρξνλνβφξεο. 

Οη Fan θαη Li (2001), πξφηεηλαλ κηα θαηλνχξηα κεζνδνινγία, βαζηζκέλε ζηα 

πνηληθνπνηεκέλα ειάρηζηα ηεηξάγσλα (penalized least squares), ε νπνία δηαηεξεί ηηο 

θαιέο ηδηφηεηεο ηεο παιηλδξφκεζεο θνξπθνγξακκήο αιιά θαη ηεο κεζφδνπ επηινγήο 

θαιχηεξνπ ππνζπλφινπ. Ζ κεζνδνινγία ηνπο απηή, επεθηείλεηαη θαη ζε κνληέια 

βαζηζκέλα ζηελ πηζαλνθάλεηα, φπσο π.ρ. ζηελ πεξίπησζε φπνπ έρνπκε δίηηκε 

απφθξηζε (binary response). Μηα γλσζηή νηθνγέλεηα ηέηνησλ κνληέισλ είλαη ηα 

γεληθεπκέλα γξακκηθά κνληέια. Δπίζεο, ε κέζνδνο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί θαη 

ζηελ αλάιπζε δεδνκέλσλ επηβίσζεο, θάηη πνπ ζα γίλεη ζηελ παξνχζα εξγαζία. 

Οπζηαζηηθά, απηφ πνπ ηειηθά επηηπγράλεηαη, είλαη φηη ηαπηφρξνλα γίλεηαη θαη 

εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ ηνπ κνληέινπ θαη κεδεληζκφο θάπνησλ, άξα ηθαλνπνηείηαη 

ν ζθνπφο ηεο επηινγήο κεηαβιεηψλ.  
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Ζ δηαδηθαζία ηεο πνηληθνπνίεζεο ρξεζηκνπνηείηαη ζπρλά ζηελ επηινγή 

κεηαβιεηψλ θαη ζπλίζηαηαη ζηελ εηζαγσγή θάπνησλ ζπλαξηήζεσλ πνηλήο (penalty 

functions), νη νπνίεο πξέπεη λα έρνπλ ηηο αθφινπζεο ηδηφηεηεο: 

 Να είλαη ηδηάδνπζεο (singular) ζηελ αξρή ψζηε λα παξάγνπλ 

ζπνξαδηθέο ιχζεηο (πνιινί εθ ησλ εθηηκεζέλησλ ζπληειεζηψλ λα έρνπλ ηηκή 

κεδέλ). 

 Να ηθαλνπνηνχλ ζπγθεθξηκέλεο απαηηήζεηο ψζηε λα παξάγνπλ ζπλερή 

κνληέια (continuous models), νπφηε ε επηινγή ηνπ κνληέινπ λα ραξαθηεξίδεηαη 

απφ ζηαζεξφηεηα (stability). 

 Να θξάζζνληαη απφ κηα ζηαζεξά, ψζηε λα παξάγνπλ ζρεδφλ 

ακεξφιεπηνπο εθηηκεηέο γηα κεγάινπο ζπληειεζηέο. 

 

Ζ παιηλδξφκεζε bridge πνπ πξνηάζεθε απφ ηνπο Frank θαη Friedman (1993), 

θαη ε κέζνδνο LASSO πνπ πξνηάζεθε απφ ηνλ Tibshirani (1996) είλαη κέιε ηεο 

κεζφδνπ ησλ πνηληθνπνηεκέλσλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ, κε ηε δηαθνξά φηη νη 

ζρεηηθέο κε ηηο κεζφδνπο απηέο, ζπλαξηήζεηο πνηλήο qL , δελ ηθαλνπνηνχλ φιεο ηηο 

πξναλαθεξζείζεο απαηηήζεηο.  

Όπσο αλαθέξακε θαη πξνεγνπκέλσο, ε θαηλνχξηα κέζνδνο επεθηάζεθε θαη ζε 

κνληέια βαζηζκέλα ζηε πηζαλνθάλεηα (likelihood-based models). Ζ δηαθνξά ζε 

ζρέζε κε ηηο παξαδνζηαθέο κεζφδνπο (φπνπ ζπλήζσο ρξεζηκνπνηείηαη ηεηξαγσληθή 

ζπλάξηεζε πνηλήο), είλαη φηη νη λέεο ζπλαξηήζεηο πνηλήο είλαη ζπκκεηξηθέο, θπξηέο 

ζην (0, )  θαη δηαθαηέρνληαη απφ ηδηνκνξθίεο (singularities) ζηελ αξρή. Να 

ζεκεησζεί, φηη ελ αληηζέζεη κε ηηο παξαδνζηαθέο κεζφδνπο επηινγήο κεηαβιεηψλ, ε 

λέα κέζνδνο έρεη ηζρπξφ ζεσξεηηθφ ππφβαζξν. Δπίζεο, ζηελ εξγαζία ηνπο, νη Fan θαη 

Li (2001), πξφηεηλαλ έλα αξθεηά απνδνηηθφ αιγφξηζκν βειηηζηνπνίεζεο ηεο 

πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο ν νπνίνο νδεγεί ζηελ εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ 

θαη ζηνλ ππνινγηζκφ ηνπ ηππηθνχ ζθάικαηνο. Γφζεθε κηα ζπγθεθξηκέλε θφξκνπια 

ππνινγηζκνχ ηνπ ζθάικαηνο γηα ηνπο εθηηκεζέληεο ζπληειεζηέο ρξεζηκνπνηψληαο ηε 

κέζνδν sandwich. Ζ κέζνδνο απηή έρεη δνθηκαζηεί θαη είλαη αξθεηά αθξηβήο γηα 

πξαθηηθνχο ζθνπνχο αθφκα θαη ζηε πεξίπησζε κέηξηνπ κεγέζνπο δείγκαηνο. Οη 

πξνηεηλφκελεο απηέο δηαδηθαζίεο επηινγήο ζπγθξηλφκελεο κε άιιεο κεζφδνπο 

επηινγήο κεηαβιεηψλ δίλνπλ πάληα θαιχηεξα θαη νξζφηεξα απνηειέζκαηα. 
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πλερίδνληαο ηελ πεξηγξαθή ησλ ραξαθηεξηζηηθψλ ησλ κεζφδσλ απηψλ, 

αλαθέξνπκε ην κεγαιχηεξν πιενλέθηεκά ηνπο. πγθεθξηκέλα, επηιέγνπλ ηηο 

ζεκαληηθέο κεηαβιεηέο θαη εθηηκνχλ ηνπο ζπληειεζηέο ηνπο ηαπηφρξνλα. Οπφηε 

κπνξνχλ λα αλαπηπρζνχλ νη δεηγκαηηθέο ηδηφηεηεο (sampling properties) ησλ 

κεζφδσλ. ηελ ζπλέρεηα παξνπζηάδνπκε πσο νη δείθηεο ζχγθιηζεο (rates of 

convergence) ησλ πξνηεηλφκελσλ εθηηκεηψλ ηεο πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο 

(penalized likelihood estimators) εμαξηψληαη απφ ηελ παξάκεηξν θαλνληθνπνίεζεο. 

Να ζεκεησζεί, φηη νη εθηηκεηέο πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο, έρνπλ ηφζν θαιή 

απφδνζε φζνλ αθνξά ηελ επηινγή ηνπ ζσζηνχ κνληέινπ, φζν θαη ε δηαδηθαζία 

πξνβιεςηκφηεηαο (oracle procedure), αξθεί λα έρεη επηιεγεί ζσζηά ε παξάκεηξνο 

θαλνληθνπνίεζεο (regularization parameter). αλ λα ήηαλ δειαδή γλσζηφ εμ’ αξρήο 

ην ζσζηφ ππν-κνληέιν (submodel). Απηφ πξαθηηθά, ζεκαίλεη φηη φηαλ νη ζσζηέο 

παξάκεηξνη ηνπ κνληέινπ έρνπλ θάπνηεο κεδεληθέο ζπληζηψζεο, απηέο εθηηκψληαη 

απφ ηε κέζνδν σο κεδεληθέο κε πηζαλφηεηα λα ηείλεη ζηε κνλάδα. Δλψ φζνλ αθνξά 

ηηο κε κεδεληθέο ζπληζηψζεο, απηέο εθηηκψληαη ηφζν θαιά φπσο φηαλ είλαη γλσζηφ ην 

ζσζηφ ππν-κνληέιν. Απηφ πξνθαλψο απμάλεη ηελ αθξίβεηα εθηίκεζεο ηφζν ησλ 

κεδεληθψλ φζν θαη ησλ κε κεδεληθψλ ζπληζησζψλ. Οπφηε θαη ππεξηεξνχλ ηεο 

κεζφδνπ εθηίκεζεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο. ηε ζπλέρεηα ζα γίλεη κηα εθηελήο 

ζπδήηεζε ηεο φιεο κεζνδνινγίαο.  

 

1.4.2. Δπιλογή μεηαβληηών μέζυ ποινικοποιημένυν ελασίζηυν ηεηπαγώνυν  

 

Θεσξνχκε ην γλσζηφ γξακκηθφ κνληέιν 

Y X    

φπνπ Y  είλαη έλα 1n  δηάλπζκα ησλ παξαηεξήζεσλ, ν X  είλαη έλαο n d  πίλαθαο 

ησλ επεμεγεκαηηθψλ κεηαβιεηψλ,   είλαη έλα 1d   δηάλπζκα ησλ ζπληειεζηψλ 

παιηλδξφκεζεο θαη ην   είλαη έλα 1n  δηάλπζκα ησλ ηπραίσλ ζθαικάησλ. Όπσο 

θαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ κνληέινπ γξακκηθήο παιηλδξφκεζεο, ππνζέηνπκε φηη ηα 
iy  

είλαη ππφ ζπλζήθε αλεμάξηεηα, δνζέλησλ ησλ ijx . Δπίζεο, ππνζέηνπκε θαη φηη νη 
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ζηήιεο ηνπ πίλαθα X  είλαη νξζνθαλνληθέο (orthonormal). Ο ππνινγηζκφο ηεο 

εθηηκήηξηαο γίλεηαη κέζσ ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηεο πνζφηεηαο  

2|| ||Y X , 

ε νπνία ηζνδπλακεί κε ηελ πνζφηεηα  

2ˆ|| ||  , 

φπνπ  

ˆ 'X Y   

είλαη ε OLS  (ordinary least squares) εθηηκήηξηα. Θέηνληαο ηψξα σο 

'z X Y  

θαη έζησ φηη 

ˆ 'Y XX Y , 

κηα κνξθή ησλ πνηληθνπνηεκέλσλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ είλαη ε εμήο: 

2 2 2

1 1 1

1 1 1ˆ|| || (| |) || || ( ) (| |)
2 2 2

d d d

j j j j j j

j j j

Y X p Y Y z p     
  

                 (1.4). 

Να ζεκεησζεί φηη νη ζπλαξηήζεηο πνηλήο jp  ζηελ  (1.4) δελ είλαη απαξαίηεηα νη ίδηεο 

γηα φια ηα j . Γηα παξάδεηγκα κπνξεί λα ζέινπκε λα θξαηήζνπκε νξηζκέλεο 

ζεκαληηθέο κεηαβιεηέο ζε έλα παξακεηξηθφ κνληέιν θαη γηα απηφ ην ιφγν λα κε 

ζέινπκε λα πνηληθνπνηήζνπκε ηηο αληίζηνηρεο παξακέηξνπο ηνπο. Γηα επθνιία φκσο, 

ζεσξνχκε φηη νη ζπλαξηήζεηο πνηλήο είλαη νη ίδηεο γηα φινπο ηνπο ζπληειεζηέο,  θαη 

ζα ζπκβνιίδνληαη σο (| |)p  . Δπίζεο, αληί (| |)p   ζα ρξεζηκνπνηνχκε ην 

ζπκβνιηζκφ (| |)p  , δείρλνληαο έηζη φηη ην (| |)p   εμαξηάηαη απφ ην  .  

Σν πξφβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο ηεο (1.4) είλαη ηζνδχλακν κε ηελ 

ειαρηζηνπνίεζε ησλ ζπληζησζψλ. Οπφηε ζεσξνχκε ην παξαθάησ πξφβιεκα 

ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ 
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21

( ) (| |)
2

z p   (1.5). 

Δλ ζπλερεία, ρξεζηκνπνηψληαο ηε Hard  ζπλάξηεζε πνηλήο (βι. ζρήκα 1.1) 

2 2(| |) (| | ) (| | )p I          , 

πξνθχπηεη ε Hard  εθηηκήηξηα (βι. ζρήκα 1.2α) 

  ˆ (| | )zI z                         (1.6). 

Με άιια ιφγηα, ε ιχζε ηεο είλαη  

    (| | )j jz I z   

ε νπνία ζπκπίπηεη κε ηελ επηινγή θαιχηεξνπ ππνζπλφινπ θαη ηελ θαηά βήκαηα 

πξφζζεζε θαη απαινηθή ζηνπο νξζνθαλνληθνχο ζρεδηαζκνχο. εκεηψλνπκε επηπιένλ 

πσο ε ζπλάξηεζε πνηλήο Hard  είλαη νκαιφηεξε απφ ηελ ζπλάξηεζε πνηλήο 

εληξνπίαο (entropy penalty) 

                                         

2

(| |) (| | 0)
2

p I


 

 
  
 

, 

ε νπνία θαη απηή νδεγεί ζηε ιχζε (1.6).  

 

Μηα ζπλάξηεζε πνηλήο γηα λα είλαη θαιή, πξέπεη λα δίλεη εθηηκεηέο κε ηηο 

αθφινπζεο ηδηφηεηεο: 

 Ακεξνιεςία: Ο πξνθχπησλ εθηηκεηήο πξέπεη λα είλαη ζρεδφλ 

ακεξφιεπηνο, ηδίσο ζηελ πεξίπησζε φπνπ ε ζσζηή άγλσζηε παξάκεηξνο j  

είλαη κεγάιε. Απνθεχγεηαη έηζη ε κεξνιεςία ηνπ κνληέινπ. 

 πνξαδηθφηεηα: Ο πξνθχπησλ εθηηκεηήο πξέπεη λα απνηειεί θαλφλα 

πεξηνξηζκνχ (thresholdin rule), ψζηε νη εθηηκεζέληεο ζπληειεζηέο κε κηθξή ηηκή, 

λα κεδελίδνληαη. Έηζη, κεηψλεηαη ε πνιππινθφηεηα ηνπ κνληέινπ. 

 πλέρεηα: Ο πξνθχπησλ εθηηκεηήο πξέπεη είλαη ζπλερήο. Απνθεχγεηαη 

θαηά απηφλ ηνλ ηξφπν ε αζηάζεηα ζηε πξφβιεςε ηνπ κνληέινπ. 
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Αο εμεγήζνπκε ηψξα ηηο παξαπάλσ ηδηφηεηεο. Καηαξρήλ ε πξψηε παξάγσγνο 

ηεο 
21

( ) (| |)
2

z p   σο πξνο   είλαη 

 sgn( ) | | (| |)p z    . 

Παξαηεξνχκε φηη φηαλ (| |) 0p    γηα κεγάιν | | , ηφηε ν πξνθχπησλ 

εθηηκεηήο είλαη ίζνο κε z , φηαλ ην | |z  είλαη επαξθψο κεγάιν. Γηα απηφ ην ιφγν, φηαλ 

ε πξαγκαηηθή παξάκεηξνο | |  είλαη κεγάιε, ε ηηκή | |z  είλαη θαη απηή κεγάιε θαη κε 

κεγάιε πηζαλφηεηα. Οπφηε, ν PLS  (penalized least squares) εθηηκεηήο είλαη 

        ˆ z  , 

ν νπνίνο θαη είλαη ζρεδφλ ακεξφιεπηνο. Γειαδή, ε πξνυπφζεζε (| |) 0p    γηα 

κεγάιν | | , είλαη κηα επαξθήο πξνυπφζεζε γηα ηελ ακεξνιεςία κηαο κεγάιεο 

πξαγκαηηθήο παξακέηξνπ. Όζνλ αθνξά ηε δεχηεξε ηδηφηεηα, γηα λα απνηειεί ν 

πξνθχπησλ εθηηκεηήο θαλφλα πεξηνξηζκνχ, πξέπεη λα ηζρχεη φηη 

     min | | (| |) 0p


   . 

Σν παξαθάησ γξάθεκα (ρήκα 1.3) παξέρεη πεξηζζφηεξεο εμεγήζεηο ζρεηηθά κε 

απηφ.  

Όηαλ ηψξα  

   
0

| | min | | (| |)z p


 


   

ε παξάγσγνο ηεο 
21

( ) (| |)
2

z p    είλαη ζεηηθή γηα φια ηα ζεηηθά   θαη αξλεηηθή 

γηα φια ηα αξλεηηθά  . Οπφηε ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε, ν PLS  εθηηκεηήο ̂  είλαη 

κεδέλ. Όηαλ φκσο  
0

| | min | | (| |)z p


 


  , δχν δηαζηαπξψζεηο (crossings) κπνξνχλ 

λα ππάξμνπλ, φπσο θαίλεηαη θαη ζην ρήκα 1.1. Ζ κεγαιχηεξε είλαη ν PLS  

εθηηκεηήο. Απηφ ζπλεπάγεηαη φηη ηθαλή θαη αλαγθαία ζπλζήθε γηα ηελ χπαξμε 
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ζπλέρεηαο είλαη ην  min | | (| |)p


   λα πεηπραίλεηαη ζην κεδέλ. Απφ απηφ 

αληηιακβαλφκαζηε πσο ε ζπλάξηεζε πνηλήο πνπ ηθαλνπνηεί ηηο ηδηφηεηεο ηεο 

ζπνξαδηθφηεηαο θαη ηεο ζπλέρεηαο, πξέπεη λα είλαη ηδηάδνπζα (singular) ζηελ αξρή.  

Δίλαη γλσζηφ πσο ε ζπλάξηεζε πνηλήο 
2L  

      
2(| |) | |p     

νδεγεί ζηελ παιηλδξφκεζε θνξπθνγξακκήο. Ζ ζπλάξηεζε πνηλήο 
1L , νδεγεί ζηνλ 

soft νξηαθφ θαλφλα 

   ˆ sgn( )(| | )j j jz z    , 

πνπ πξνηάζεθε απφ ηνπο Donoho θαη Johnstone (1994α). H LASSO  πνπ πξνηείλεηαη 

απφ ηνλ Tibshirani (1996, 1997) είλαη ν PLS  εθηηκεηήο κε ζπλάξηεζε πνηλήο ηελ 
1L

.  Δπίζεο, ε qL  ζπλάξηεζε πνηλήο 

       (| |) | |qp     

νδεγεί ζηελ παιηλδξφκεζε bridge. Ζ ιχζε είλαη ζπλερήο κφλν γηα 1q  . Παξφια 

απηά, φηαλ 1q  , δελ παξάγεηαη κηα ζπνξαδηθή ιχζε. Ζ κφλε ζπλερήο ιχζε κε 

θαλφλα πεξηνξηζκνχ ζε απηή ηελ νηθνγέλεηα ζπλαξηήζεσλ είλαη κε ηε ζπλάξηεζε 

πνηλήο 
1L , απηφ φκσο πξνθχπηεη κεηαβάιινληαο ηνλ εθηηκεηή θαηά κηα ζηαζεξά ι, 

άξα ράλεηαη θαη ε ακεξνιεςία (ρήκα 1.2(b)). Δπίζεο γηα 0 1q  , δελ 

ηθαλνπνηείηαη ε ζπλζήθε ηεο ζπλέρεηαο. 
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Σσήμα 1.1: (a) Οι ηπειρ ζςναπηήζειρ ποινήρ και οι ηεηπαγυνικέρ ηοςρ πποζεγγίζειρ. 

 

 

 

 

Σσήμα 1.2: Οι εκηιμήηπιερ (thresholding functions) (a) Hard, (b) Soft ή LASSO και (c) SCAD,   

όπος για ηην ηελεςηαία λ=2 και a=3.7. 
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                                   Σσήμα 1. 3. Η ζςνάπηηζη (| |)p


   υρ ππορ  . 

 

 

 

 

Σσήμα 1.4: Οι ζςναπηήζειρ (| |)p


  υρ ππορ  , για (a) ηιρ ζςναπηήζειρ ποινήρ 
q

L , (b) ηη Hard 

ζςνάπηηζη ποινήρ και (c) ηη SCAD. Σηο (a), η πασιά γπαμμή  ανηιζηοισεί ζηην 
1

L , η διακεκομμένη 

ζηην 
0.5

L  και η λεπηή γπαμμή ζηην 
2

L  ζςνάπηηζη ποινήρ.  
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1.4.2.1. Η ζςνάπηηζη ποινήρ SCAD 

Οη ζπλαξηήζεηο πνηλήο qL  θαη Hard δελ ηθαλνπνηνχλ θαη ηηο ηξεηο απαηηήζεηο 

ηεο ακεξνιεςίαο, ηεο ζπνξαδηθφηεηαο θαη ηεο ζπλέρεηαο. Με ζθνπφ ηε βειηίσζε ηεο 

1L  θαη ηεο Hard , νη Fan θαη Li (2001) εηζήγαγαλ κηα ζπλερήο θαη δηαθνξίζηκε 

ζπλάξηεζε πνηλήο, ηε SCAD  (Smoothly Clipped Absolute Deviation penalty) 

(ρήκα1.1(c)), ε νπνία νξίδεηαη σο 

( )
( ) ( ) ( )

( 1)
p I I

 
     

 


 
     

 
, γηα θάπνην 2a   θαη 0  . 

Ζ ζπγθεθξηκέλε ζπλάξηεζε δελ πνηληθνπνηεί ππεξβνιηθά ηηο κεγάιεο ηηκέο ηνπ   θαη 

δίλεη κηα ζπλερήο ιχζε, ηελ 

 

sgn( )(| | ) , | | 2

ˆ ( 1) sgn( ) / ( 2), 2 | |

, | |

                                     

               

                                                            

z z z

z z z

z z

 

     



 


     




                       (1.7) 

Ζ ιχζε απηή δφζεθε απφ ηνλ Fan (1997), ν νπνίνο έθαλε κηα εθηελήο ζπδήηεζε γηα 

ηελ πεξίπησζε ησλ θπκαηνζπλαξηήζεσλ (wavelets).  

Ζ ιχζε (1.7) έρεη δχν άγλσζηεο παξακέηξνπο,   θαη  . ηελ πξάμε ζα 

κπνξνχζακε λα ππνινγίζνπκε ην βέιηηζην δεχγνο ( , )   βάζεη θάπνησλ θξηηεξίσλ, 

φπσο ηεο δηαζηαπξσκέλεο επηθχξσζεο θαη ηεο γεληθεπκέλεο δηαζηαπξσκέλεο 

επηθχξσζεο. Κάηη πνπ κπνξεί λα είλαη ππνινγηζηηθά ρξνλνβφξν. Οη Fan θαη Li 

(2001), ρξεζηκνπνηψληαο εξγαιεία Μπευδηαλήο αλάιπζεο ξίζθνπ (Bayesian risk 

analysis),  θαηέιεμαλ ζηελ επηινγή ηνπ 3.7  .  

 

1.4.2.2. Απόδοζη ηυν οπιακών κανόνυν 

 

Οη Marron et al. (1998), εθαξκφδνληαο αλάιπζε ξίζθνπ, πξνζπάζεζαλ λα 

θαηαλνήζνπλ ηε ζπκπεξηθνξά ησλ Hard θαη Soft νξηαθψλ θαλφλσλ, ζηελ πεξίπησζε 
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κηθξψλ δεηγκάησλ. Οη Fan θαη Li, ρξεζηκνπνίεζαλ ηελ ηηκή 2   γηα ηνλ Hard  

νξηαθφ θαλφλα. Πξνζάξκνζαλ ην   γηα ηνπο άιινπο δχν νξηαθνχο θαλφλεο, ψζηε λα 

δίλνπλ ηηο ίδηεο εθηηκήζεηο γηα ηελ πεξίπησζε φπνπ 3   θαη θαηέιεμαλ ζην φηη ε 

SCAD  ζπκπεξηθέξεηαη εμίζνπ θαιά ζε ζχγθξηζε κε ηνπο άιινπο δχν θαη δηαηεξεί 

ηηο καζεκαηηθέο ηδηφηεηέο ηνπο. Κάηη πνπ θαίλεηαη θαη απφ ην ρήκα 1.1.  

 

1.4.3. Δπιλογή μεηαβληηών μέζυ ποινικοποιημένηρ πιθανοθάνειαρ 

 

Ζ κέρξη ζηηγκήο αλαπηπρζείζα κεζνδνινγία, κπνξεί λα εθαξκνζζεί ζε 

πιήζνο ζηαηηζηηθψλ κνληέισλ, φπσο γξακκηθά κνληέια παιηλδξφκεζεο (linear 

regression models), εχξσζηα γξακκηθά κνληέια (robust linear models) θαη 

γεληθεπκέλα γξακκηθά κνληέια βαζηζκέλα ζηελ πηζαλνθάλεηα (likelihood-based 

generalized linear models). Απφ εδψ θαη ζην εμήο, ζα ζεσξνχκε φηη ν πίλαθαο 

ζρεδηαζκνχ ( )ijX x  είλαη θαλνληθνπνηεκέλνο, ψζηε θάζε ζηήιε λα έρεη κέζε ηηκή 0 

θαη δηαζπνξά 1.  

ην θιαζηθφ κνληέιν παιηλδξφκεζεο νη εθηηκεηέο ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ 

παξάγνληαη κε ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ ηεηξαγψλσλ ησλ 

ζθαικάησλ.  Οπφηε ε (1.4) κπνξεί λα επεθηαζεί γηα ηελ πεξίπησζε φπνπ ν πίλαθαο 

ζρεδηαζκνχ δελ είλαη νξζνθαλνληθφο (orthonormal). Μηα ηζνδχλακε κνξθή ηεο (1.4) 

είλαη 

1

1
( ) '( ) (| |)

2

d

j

j

Y X Y X n p  


    .              (1.8) 

Διαρηζηνπνηψληαο ηελ (1.8) σο πξνο  , νδεγνχκαζηε ζε έλαλ εθηηκεηή 

πνηληθνπνηεκέλσλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ ηνπ  . 

Δίλαη γλσζηφ ηψξα φηη ν OLS  εθηηκεηήο δελ είλαη εχξσζηνο. Μπνξνχκε 

φκσο λα ζεσξήζνπκε ηε ζπλάξηεζε   ηνπ Huber (1981), νπφηε αληί ηεο 

ειαρηζηνπνίεζεο ηεο (1.8), κπνξνχκε λα ειαρηζηνπνηήζνπκε ηελ 
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1 1

(| ' |) (| |)
n d

i i j

i j

y x n p  
 

   ,            (1.9) 

σο πξνο  ,  ψζηε λα πάξνπκε έλαλ εχξσζην πνηληθνπνηεκέλν εθηηκεηή ηνπ  .  

Με ηε βνήζεηα ηψξα ηνπ πνηληθνπνηεκέλνπ εθηηκεηή κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο, 

κπνξνχκε λα επηιέμνπκε ζεκαληηθέο κεηαβιεηέο. Έρνπκε ηα εμήο: Καηαξρήλ, έζησ 

φηη ηα δεδνκέλα ( , )i ix Y  έρνπλ ζπιιερζεί αλεμάξηεηα. Γεδνκέλσλ ησλ 
ix , ε 

iY  έρεη 

ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο 

         ( ( ' ), )i i if g x y , 

φπνπ g  είλαη κηα γλσζηή ζπλάξηεζε ζχλδεζεο. Έζησ θαη φηη 

 logi il f  

είλαη ν ινγάξηζκνο ηεο πηζαλνθάλεηαο ηνπ 
iY . Οπφηε κπνξνχκε λα νξίζνπκε ηελ 

πνηληθνπνηεκέλε πηζαλνθάλεηα σο 

        
1 1

( ( ' ), ) (| |)
n d

i i i j

i j

l g x y n p 
 

  . 

Ζ κεγηζηνπνίεζε ηεο σο άλσ ζπλάξηεζεο, είλαη ηζνδχλακε κε ηελ ειαρηζηνπνίεζε 

ηεο 

      
1 1

( ( ' ), ) (| |)
n d

i i i j

i j

l g x y n p 
 

                   (1.10) 

σο πξνο  . Αλ απηφ γίλεη γηα θάπνηα νξηαθή παξάκεηξν  , ζα πάξνπκε ηνλ 

πνηληθνπνηεκέλν εθηηκεηή κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο (penalized maximum likelihood 

estimator). 

 

1.4.3.1. Γειγμαηοληπηικέρ και πποβλεπηικέρ ιδιόηηηερ 

 

ε απηήλ ηελ ελφηεηα ζα αλαπηχμνπκε ηελ αζπκπησηηθή ζεσξία ηνπ κε 

θνίινπ εθηηκεηή πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο. Έζησ  
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0 10 0 10 20( ,..., ) ' ( , ) 'd       . 

Υσξίο βιάβε ηεο γεληθφηεηαο, ζεσξνχκε φηη  

     20 0  . 

Έζησ φηη 
0( )I   είλαη ν πίλαθαο πιεξνθνξίαο ηνπ Fisher (Fisher information matrix) 

θαη έζησ 
1 10( ,0)I   ε πιεξνθνξία θαηά Fisher, γλσξίδνληαο φηη 

20 0  . Αξρηθά ζα 

δείμνπκε φηη ππάξρεη έλαο εθηηκεηήο πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο πνπ ζπγθιίλεη 

ζην 

            
1/2( )p nO n    

φπνπ  

   0 0max (| |) : 0
nn j jp                               (1.11). 

Απηφ ζεκαίλεη φηη γηα ηηο Hard  θαη SCAD  ζπλαξηήζεηο πνηλήο, ν εθηηκεηήο 

πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο είλαη n -ζπλεπήο (root-consistent) αλ 0n  .  

Δπηπιένλ ζα δείμνπκε φηη γηα ηνλ εθηηκεηή απηφλ πξέπεη λα ηζρχεη φηη 

    2
ˆ 0   

θαη φηη ην 1̂  είλαη αζπκπησηηθά ηεο θαλνληθήο θαηαλνκήο κε πίλαθα ζπλδηαζπνξάο 

1

1

 I 
, αλ 

1/2

nn   . 

Απηφ ζπλεπάγεηαη φηη ν εθηηκεηήο πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο 

ζπκπεξηθέξεηαη ηφζν θαιά φζν αλ ήηαλ γλσζηφ φηη  
20 0  . 

Απηή ε πξνβιεπηηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ εθηηκεηή ζρεηίδεηαη άκεζα κε ην 

θαηλφκελν ππεξ-απνδνηηθφηεηαο (super efficiency phenomenon). Έζησ ην 

απινχζηεξν γξακκηθφ κνληέιν παιηλδξφκεζεο 

1nY    , 
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φπνπ 

    (0, )n nN I . 

Έλαο ππεξ-απνδνηηθφο εθηηκεηήο γηα ην   είλαη 

1/4

1/4

, | |

, | |

     

   
n

Y Y n

cY Y n






 
 


. 

Αλ ζέζνπκε ην 0c  , ηφηε ην 
n  ζπκπίπηεη κε ηνλ Hard  εθηηκεηή κε παξάκεηξν 

1/4

n n  . Απηφο ν εθηηκεηήο ππνινγίδεη αθξηβψο ηελ παξάκεηξν ζην 0  ρσξίο λα ηελ 

ππνινγίδεη ζε νπνηνδήπνηε άιιν ζεκείν. 

Αο γεληθεχζνπκε ηψξα ην απνηέιεζκα, ζεσξψληαο φηη ε πνηληθνπνίεζε 

πξαγκαηνπνηείηαη ζε θάζε ζπληζηψζα ηνπ  . Ζ πεξίπησζε φπνπ θάπνηεο 

ζπληζηψζεο δελ πνηληθνπνηνχληαη, φπσο γηα παξάδεηγκα ε δηαζπνξά ζην γξακκηθφ 

κνληέιν, δελ παξνπζηάδεη θάπνην πξφβιεκα. Έζησ ινηπφλ 

         ( , )i i iV X Y , κε 1,...,i n  

θαη φηη ( )L   είλαη ν ινγάξηζκνο ηεο πηζαλνθάλεηαο ησλ παξαηεξήζεσλ 
1,..., nV V . 

Έζησ επίζεο φηη  

     
1

( ) ( ) (| |)
n

d

j

j

Q L n p  


   , 

είλαη ε πνηληθνπνηεκέλε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο. Θα αλαθέξνπκε ζηε ζπλέρεηα ηα 

ζρεηηθά ζεσξήκαηα θαη ιήκκαηα ησλ Fan θαη Li (2001) ησλ νπνίσλ νη απνδείμεηο 

ππάξρνπλ ζην παξάξηεκα, αιιά πξσηίζησο ζα αλαθέξνπκε θάπνηεο απαξαίηεηεο 

ππνζέζεηο θαλνληθφηεηαο (regularity conditions): 

(A) Οη παξαηεξήζεηο 
iV  είλαη i.i.d. κε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο 

( , )f V  . Ζ ( , )f V   έρεη κηα θνηλή βάζε θαη ην κνληέιν είλαη αλαγλσξίζηκν 

(identifiable). Δπίζεο, ε πξψηε θαη ε δεχηεξε ινγαξηζκεκέλε παξάγσγνο ηεο f  

ηθαλνπνηεί ηηο εμηζψζεηο 
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log ( , )
0

j

f V
E





 
 

  

, γηα 1,...,j d  

θαη  

2

( ) log ( , ) log ( , ) log ( , )jk

j k j k

I E f V f V E f V    
   

     
     

         

. 

 

(B) Ο πίλαθαο πιεξνθνξίαο ηνπ Fisher 

    ( ) log ( , ) log ( , )I E f V f V  
 

      
     

        
 

 

είλαη πεπεξαζκέλνο θαη ζεηηθά νξηζκέλνο ζην 
0  . 

 

(C) Τπάξρεη έλα αλνηθηφ ππνζχλνιν   ηνπ   ην νπνίν πεξηέρεη ηελ 

πξαγκαηηθή παξάκεηξν 
0  ηέηνην ψζηε γηα ζρεδφλ φια ηα V , ε ζπλάξηεζε 

ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ( , )f V   επηδέρεηαη ηηο παξαγψγνπο ηξίηεο ηάμεο 

( , )

j k l

f V 

  



  
, γηα φια ηα   . 

Δπίζεο, ππάξρνπλ ζπλαξηήζεηο jklM  ηέηνηεο ψζηε 

3

log ( , ) ( )jkl

j k l

f V M V
  




  
, γηα φια ηα   , 

φπνπ 
0
[ ]jkl jklm E M  , , , j k l . 
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Θεώπημα 1 

Έζησ φηη ηα 
1,..., nV V  είλαη i.i.d. (independent and identically distributed), 

θάζε έλα κε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ( , )f V   θαη φηη ηθαλνπνηνχλ ηηο 

παξαπάλσ ππνζέζεηο (Α)-(C). Αλ 

       0 0max | (| |) |: 0 0
n j jp     , 

ηφηε ππάξρεη έλα ηνπηθφ κέγηζην ̂  ηνπ ( )Q   ηέηνην ψζηε 

1/2

0
ˆ|| || ( )p nO n     , 

κε ην 
n  λα δίλεηαη απφ ηελ (1.11). Απφ ην ζεψξεκα απηφ είλαη πξνθαλέο φηη κε κηα 

ζσζηή επηινγή ηνπ 
n  ζα ππάξμεη έλαο n -ζπλεπήο πνηληθνπνηεκέλνο εθηηκεηήο. 

Θα δείμνπκε ηψξα φηη ν εθηηκεηήο απηφο έρεη ηελ ηδηφηεηα ηεο ζπνξαδηθφηεηαο 

2
ˆ 0  . 

 

 

Λήμμα 1 

Έζησ πάιη φηη ηα 
1,..., nV V  είλαη i.i.d., θάζε έλα κε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο 

πηζαλφηεηαο ( , )f V   θαη φηη ηθαλνπνηνχλ ηηο ππνζέζεηο (Α)-(C). Έζησ φηη 

0
liminf lim inf ( ) / 0

n n
n

p


 
 

  .         (1.12) 

Αλ 0n   θαη 
nn   φζν ην n , ηφηε κε πηζαλφηεηα πνπ ηείλεη ζην 1, γηα 

θάζε δνζκέλν 
1  πνπ ηθαλνπνηεί 

      1/2

1 10|| || ( )pO n     

θαη γηα θάζε ζηαζεξά C , ηζρχεη φηη 
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1/2
2

11

|| ||
2

max
0 Cn

Q Q






       
       

        

. 

 

Οξίδνπκε ηψξα σο 

 10 0(| |,..., (| |)
n sdiag p     

θαη 

 10 10 0 0(| |)sgn( ),..., (| |)sgn( ) '
n n s sb p p      . 

 

Θεώπημα 2 (Πποβλεπηική ιδιόηηηα) 

Θεσξνχκε μαλά φηη ηα 
1,..., nV V  είλαη i.i.d, θάζε έλα κε ζπλάξηεζε 

ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ( , )f V   θαη φηη ηθαλνπνηνχλ ηηο ππνζέζεηο (Α)-(C). Έζησ 

επίζεο φηη ε ζπλάξηεζε πνηλήο (| |)
n

p   ηθαλνπνηεί ηε ζπλζήθε (1.12). Αλ 0n   

θαη 
nn   φζν ην n , ηφηε κε πηζαλφηεηα πνπ ηείλεη ζην 1, νη n -ζπλεπείο 

εθηηκεηέο 
1

2

ˆ
ˆ

ˆ






 
 
 
 

, ηνπ Θεσξήκαηνο 1, πξέπεη λα ηθαλνπνηνχλ ηα παξαθάησ: 

 πνξαδηθφηεηα (sparsity):  

2
ˆ 0  . 

 Αζπκπησηηθή θαλνληθφηεηα (assymptotic normality):  

      
1

1 10 1 10 1 10 1 10
ˆ( ) ( ) 0, ( )n I I b I    



     , 

φπνπ  

1 10 1 10( ) ( ,0)I I   

ε πιεξνθνξία θαηά Fisher, γλσξίδνληαο φηη 
2 0  .                                                                                 
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πλεπψο, ν αζπκπησηηθφο πίλαθαο ζπλδηαζπνξάο ηνπ 1̂  είλαη  

   
1 1

1 10 1 10 1 10

1
( ) ( ) ( )I I I

n
  

 

  , 

θαη γηα ηηο ζπλαξηήζεηο πνηλήο πνπ αλαπηχρζεθαλ ζηελ ελφηεηα 1.4.2, είλαη 

πξνζεγγηζηηθά ίζνο κε 

1

1 10

1
( )I

n


 αλ ην 0n  . 

Να ζεκεησζεί φηη γηα ηηο SCAD  θαη Hard  ζπλαξηήζεηο πνηλήο, αλ 0n   

ηφηε 0n  . Οπφηε βάζεη ηνπ Θεσξήκαηνο 2, φηαλ 
nn  , νη αληίζηνηρνη 

εθηηκεηέο πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο έρνπλ ηελ πξνβιεπηηθή ηδηφηεηα (oracle 

property) θαη ζπκπεξηθέξνληαη ηφζν θαιά φζν θαη νη εθηηκεηέο κέγηζηεο 

πηζαλνθάλεηαο, φζνλ αθνξά ηελ εθηίκεζε ηνπ 
1 , δεδνκέλνπ φηη 

2 0  . Παξφια 

απηά, γηα ηελ 
1L  ζπλάξηεζε πνηλήο, ηζρχεη φηη 

n n  . Οπφηε, ε n -ζπλέπεηα 

απαηηεί 1/2( )n pO n  . Όκσο, ε πξνβιεπηηθή ηδηφηεηα ηνπ Θεσξήκαηνο 2 απαηηεί 

nn  . Οη δχν απηέο ζπλζήθεο γηα ηε LASSO  δελ ηθαλνπνηνχληαη ηαπηφρξνλα. 

πλεπψο, δελ ηζρχεη ε πξνβιεπηηθή ηδηφηεηα γηα ηελ 
1L  ζπλάξηεζε πνηλήο. 

Αληηζέησο, γηα ηελ qL  ζπλάξηεζε πνηλήο, κε 1q  , ε πξνβιεπηηθή ηδηφηεηα ηζρχεη αλ 

έρνπκε επηιέμεη ην ζσζηφ 
n . 

πλερίδνπκε, θάλνληαο κηα αλαθνξά πεξί ησλ ζπλζεθψλ θαλνληθφηεηαο (A)-

(C), φζνλ αθνξά ηα γεληθεπκέλα γξακκηθά κνληέια. Με κηα  θαλνληθή ζχλδεζε 

(canonical link), ε θαηαλνκή ηνπ Y  δεδνκέλνπ φηη X x , αλήθεη ζηελ θαλνληθή 

(canonical) εθζεηηθή νηθνγέλεηα, κε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο 

' ( ' )
( , , ) ( )exp

( )

yx b x
f y x c y

 


 

 
  

 
. 

Πξνθαλψο, ε ζπλζήθε (Α) ηθαλνπνηείηαη. Ο πίλαθαο πιεξνθνξίαο ηνπ Fisher 

είλαη 
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 ( ) ( ' ) ' / ( )I E b x xx    . 

Οπφηε αλ ην  ( ' ) 'E b x xx  είλαη πεπεξαζκέλν θαη ζεηηθά νξηζκέλν, ηφηε 

ηζρχεη θαη ε ζπλζήθε (B). Δπίζεο, αλ γηα φια ηα   ζε θάπνηα γεηηνληά ηνπ 
0 , 

ηζρχεη φηη 

  (3)

0| ( ' ) | ( )b x M x   

γηα θάπνηα ζπλάξηεζε 
0 ( )M x  πνπ ηθαλνπνηεί 

    
0 0( ) j k lE M x X X X   , , j k l , 

ηφηε ηζρχεη θαη ε ζπλζήθε (C). Γηα γεληθφηεξεο ζπλαξηήζεηο ζχλδεζεο, παξφκνηεο 

ππνζέζεηο πξέπεη λα ηθαλνπνηνχληαη ψζηε λα ηζρχνπλ νη ζπλζήθεο (A)-(C). Σα 

απνηειέζκαηα ησλ Θεσξεκάησλ 1 θαη 2 κπνξνχλ λα πξνθχςνπλ θαη γηα ηηο 

πεξηπηψζεηο ησλ πνηληθνπνηεκέλσλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ (1.8) θαη ηεο 

πνηληθνπνηεκέλεο εχξσζηεο γξακκηθήο παιηλδξφκεζεο (1.9). 

 

1.4.3.2 Ο πποηεινόμενορ αλγόπιθμορ 

 

Ο Tibshirani (1996) πξφηεηλε έλαλ αιγφξηζκν γηα ηελ επίιπζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ ηεο LASSO , ελψ ν Fu (1998) πξφηεηλε έλαλ 

“shooting” αιγφξηζκν γηα ηελ κέζνδν LASSO . ηελ ελφηεηα απηή ζα αλαπηχμνπκε  

έλαλ λέν αιγφξηζκν πνπ πξνηάζεθε απφ ηνπο Fan θαη Li (2001), κε ηε βνήζεηα ηνπ 

νπνίνπ επηιχνληαη ηα πξνβιήκαηα ειαρηζηνπνίεζεο (1.8), (1.9) θαη (1.10). Απηφ 

γίλεηαη κέζσ ηνπηθψλ ηεηξαγσληθψλ πξνζεγγίζεσλ (local quadratic approximations). 

Ο πξψηνο φξνο ησλ (1.8), (1.9) θαη (1.10) κπνξεί λα ζεσξεζεί σο κηα ζπλάξηεζε 

απψιεηαο (loss function) ηνπ  . Αο ηελ νλνκάζνπκε ( )l  . Οπφηε νη (1.8), (1.9) θαη 

(1.10)  κπνξνχλ λα γξαθνχλ ζε κηα εληαία κνξθή σο 

1

( ) (| |)
d

j

j

l n p 


  .          (1.13) 
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Οη ζπλαξηήζεηο πνηλήο 
1L , SCAD  θαη Hard  είλαη ηδηάδνπζεο ζηελ αξρή θαη 

δελ έρνπλ ζπλερείο παξαγψγνπο δεχηεξεο ηάμεο. Παξφια απηά, κπνξνχλ λα 

πξνζεγγηζζνχλ ηνπηθά απφ κηα ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε σο αθνινχζσο: Τπνζέηνπκε 

φηη έρνπκε κηα αξρηθή ηηκή 
0  ε νπνία είλαη πνιχ θνληά ζηελ ηηκή πνπ ειαρηζηνπνηεί 

ηελ (1.13). Αλ ην 0j  είλαη πνιχ θνληά ζην 0, ηφηε ζέηνπκε ˆ 0j  . Απηφ ζεκαίλεη 

ηε δηαγξαθή ηεο jx  απφ ην ηειηθφ κνληέιν. Δηδάιισο,  ρξεζηκνπνηνχκε κηα ηνπηθή 

πξνζέγγηζε ηεο ζπλάξηεζεο πνηλήο (| |)jp  , βάζεη κηαο ηεηξαγσληθήο ζπλάξηεζεο, 

ήηνη 

      0 0(| |) (| |)sgn( ) (| |) | |j j j j j jp p p              , φηαλ 0j  . 

Με άιια ιφγηα, έρνπκε φηη 

            2 2

0 0 0 0

1
(| |) (| |) (| |) | |

2
j j j j j jp p p          ,                (1.14) 

γηα 0j j  . 

Σν ρήκα 1.1 δείρλεη ηηο ζπλαξηήζεηο πνηλήο 
1L , SCAD  θαη Hard  θαζψο 

θαη ηηο πξνζεγγίζεηο ηνπο βάζεη ηεο (1.14), γηα δχν δηαθνξεηηθέο ηηκέο ηνπ 0j . Σν 

κφλν κεηνλέθηεκα ηεο πξνζέγγηζεο απηήο, είλαη φηη απφ ηε ζηηγκή πνπ θάπνηνο 

ζπληειεζηήο ζα ζπξξηθλσζεί ζην 0, ζα παξακείλεη ζε απηήλ ηελ ηηκή.  

Αλ ηψξα ε ( )l   είλαη ε 
1L  ζπλάξηεζε απψιεηαο, φπσο ζηελ (1.9), ηφηε δελ 

έρεη ζπλερείο κεξηθέο παξαγψγνπο δεπηέξαο ηάμεο σο πξνο  . Παξφια απηά, ε 

πνζφηεηα (| ' |)y x   ζηελ (1.9) κπνξεί θαηά αλάινγν ηξφπν λα πξνζεγγηζζεί απφ 

ηελ 

      2 2

0 0( ' ) / ( ' ) ( ' )y x y x y x      , 

αξθεί ε αξρηθή ηηκή 
0  ηνπ   λα είλαη αξθεηά θνληά ζηελ ηηκή ειαρηζηνπνίεζεο. 

Όηαλ θάπνηα απφ ηα ππφινηπα 
0| ' |y x   είλαη κηθξά, ε πξνζέγγηζε απηή δελ είλαη 
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θαιή. ηελ επφκελε ελφηεηα ζα αλαιχζνπκε θάπνηεο δηαθνξνπνηήζεηο απηήο ηεο 

πξνζέγγηζεο. 

Τπνζέηνπκε ζηε ζπλέρεηα φηη ν ινγάξηζκνο ηεο πηζαλνθάλεηαο έρεη ζπλερείο 

κεξηθέο παξαγψγνπο δεπηέξαο ηάμεο σο πξνο  . πλεπψο, είλαη εθηθηφ ν πξψηνο 

φξνο ηεο (1.13) λα πξνζεγγηζζεί απφ κηα ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε. Οπφηε, ην 

πξφβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο (1.13) κπνξεί λα ππνβηβαζζεί ζε έλα ηεηξαγσληθφ 

πξφβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο (quadratic minimization problem) θαη ν αιγφξηζκνο 

Newton-Raphson κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί. Πξάγκαηη, ε (1.13) πξνζεγγίδεηαη 

(εθηφο απφ έλαλ ζηαζεξφ φξν) απφ ηελ πνζφηεηα 

2

0 0 0 0 0 0 0

1 1
( ) ( ) '( ) ( ) ' ( )( ) ' ( )

2 2
l l l n


                   , (1.15) 

φπνπ  

0

0

( )
( )

l
l







 


, 

2

02

0

( )
( )

'

l
l




 


 

 
, 

 0 10 10 0 0( ) (| |)/ | |,..., (| |)/ |d ddiag p p 
      . 

Σν ηεηξαγσληθφ πξφβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο (1.15),  έρεη σο ιχζε ηελ 

   
1

2

1 0 0 0 0 0 0
ˆ ˆ ( ) ( ) ( ) ( )l n l n

 
      



       . 

Όηαλ επέιζεη ζχγθιηζε ηνπ αιγνξίζκνπ, ν εθηηκεηήο ηθαλνπνηεί ηε ζπλζήθε 

0

0 0

ˆ( )
ˆ ˆ(| |)sgn( ) 0j j

j

l
np


 




 


, 

ε νπνία απνηειεί ηελ εμίζσζε πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο, γηα ηα κε κεδεληθά 

ζηνηρεία ηνπ 0̂ . πγθεθξηκέλα, γηα ην πξφβιεκα πνηληθνπνηεκέλσλ ειαρίζησλ 
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ηεηξαγψλσλ (1.8), ε ιχζε βξίζθεηαη κε επαλαιεπηηθφ (iterative) ππνινγηζκφ ηεο 

παιηλδξφκεζεο θνξπθνγξακκήο 

     
1

1 0' ( ) 'X X n X Y


 


   . 

Οκνίσο, ε ιχζε ηεο  (1.9) πξνθχπηεη κε επαλαιεπηηθφ ππνινγηζκφ ηεο 

1

1 0

1
' ( ) '

2
X WX n X WY


 



 
  
 

 , 

φπνπ  

 2 2

1 1 0 1 1 0 0 0(| ' |) / ( ' ) ,..., (| ' |) / ( ' )n n n nW diag y x y x y x y x          . 

Όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ εθηηκεηή κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο, έρνληαο κηα 

θαιή αξρηθή ηηκή 
0 , ε κνλνβεκαηηθή δηαδηθαζία κπνξεί λα είλαη εμίζνπ απνδνηηθή 

φζν θαη ε πιήξσο επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία φπνπ παίξλνπκε ηνλ εθηηκεηή 

πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο, θάλνληαο ρξήζε ηνπ αιγνξίζκνπ Newton-Raphson. 

Αλ ηψξα ζεσξήζνπκε σο ( 1)k   κηα θαιή αξρηθή ηηκή ζην k  βήκα, ν επφκελνο 

επαλαιεπηηθφο ππνινγηζκφο κπνξεί λα ζεσξεζεί σο κνλνβεκαηηθή δηαδηθαζία, άξα ν 

πξνθχπησλ εθηηκεηήο εμαθνινπζεί λα κπνξεί λα είλαη ην ίδην απνδνηηθφο φζν απηφο 

πνπ ζα πξνέθππηε κε ηελ πιήξσο επαλαιεπηηθή κέζνδν. πκπεξαζκαηηθά, ν 

εθηηκεηήο πνπ ζα πξνθχςεη κε ηνλ αιγφξηζκν πνπ αλαθέξακε θάλνληαο ιίγεο 

επαλαιήςεηο, κπνξεί λα ζεσξεζεί σο εθηηκεηήο ελφο βήκαηνο θαη ζα έρεη ηελ ίδηα 

απφδνζε. Οπφηε βάζεη απηνχ ηνπ ζθεπηηθνχ, δελ ρξεηάδεηαη λα επαλαιάβνπκε ηνλ 

αιγφξηζκν κέρξη λα επέιζεη ζχγθιηζε, αξθεί νη αξρηθέο εθηηκήζεηο λα είλαη θαιέο. Χο 

αξρηθέο εθηηκήζεηο ηψξα, κπνξνχλ λα δνζνχλ απηέο ηνπ πιήξνπο κνληέινπ, αξθεί λα 

κελ είλαη ππεξβνιηθά παξακεηξνπνηεκέλεο. 

 

1.4.3.3. Τπολογιζμόρ ηος ηςπικού ζθάλμαηορ 

 

Σα ηππηθά ζθάικαηα ησλ εθηηκεζέλησλ παξακέηξσλ κπνξνχλ άκεζα λα 

ππνινγηζζνχλ, ιφγσ ηνπ φηη γίλεηαη ηαπηφρξνλε εθηίκεζε παξακέηξσλ θαη επηινγή 
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κεηαβιεηψλ. Ο sandwich ηχπνο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ εθηίκεζε ηεο 

ζπλδηαζπνξάο ηνπ 1̂ , ε κε εμαθαληζκέλε ζπληζηψζα ηνπ ̂ . Οπφηε έρνπκε, 

    
1 1

2 2

1 1 1 1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcov( ) ( ) ( ) cov ( ) ( ) ( )l n l l n

 
     

 

       . (1.16) 

Ο ηχπνο απηφο είλαη αξθεηά αθξηβήο θαη γηα κέηξηα κεγέζε δεηγκάησλ.  

Όηαλ ρξεζηκνπνηείηαη ε 
1L  ζπλάξηεζε απψιεηαο ζηελ εχξσζηε 

παιηλδξφκεζε, πξέπεη λα πξαγκαηνπνηεζνχλ θάπνηεο ηξνπνπνηήζεηο ζηνλ αιγφξηζκν 

θαζψο επίζεο θαη ζηνλ αληίζηνηρν sandwich ηχπν. ηελ πεξίπησζε φπνπ ( ) | |x x  , 

ηα δηαγψληα ζηνηρεία ηνπ W  είλαη  

    
1{| | }ir


, κε 
0'i i ir y x    θαη 1,...,i n . 

Οπφηε γηα κηα δνζείζα ηηκή ηνπ 
0 , φηαλ θάπνηα απφ ηα ππφινηπα { }ir  είλαη θνληά 

ζην 0, απηά ηα ζεκεία απνθηνχλ πνιχ βάξνο. Γηα απηφ ην ιφγν αληηθαζίζηαηαη ην 

βάξνο κε 

1( | | )n ir  . 

ηηο εθαξκνγέο πνπ έθαλαλ νη Fan θαη Li, ρξεζηκνπνίεζαλ σο 
n  ην 

1/22n

quantile ησλ απνιχησλ ηηκψλ ησλ ππνινίπσλ, {| |}ir . Οπφηε ην 
n  άιιαδε ζε θάζε 

επαλάιεςε. 

 

1.4.3.4 Έλεγσορ ηη ζύγκλιζηρ ηος αλγοπίθμος 

Οη Fan θαη Li (2001), απέδεημαλ κε ρξήζε ηνπ πξνγξάκκαηνο MATLAB φηη 

φλησο ν αιγφξηζκνο πνπ πξφηεηλαλ ζπγθιίλεη ζηε ζσζηή ιχζε. πγθεθξηκέλα, 

ρξεζηκνπνίεζαλ έλα δηάλπζκα   δηάζηαζεο 100, απνηεινχκελν απφ 50 κεδεληθά 

θαη 50 κε κεδεληθά ζηνηρεία πνπ θαη δεκηνπξγήζεθαλ απφ ηελ θαηαλνκή 2(0,5 )N . 

Δπίζεο ρξεζηκνπνίεζαλ έλαλ 100 100  νξζνθαλνληθφ πίλαθα ζρεδηαζκνχ, γηα ην 

ιφγν φηη ηα πνηληθνπνηεκέλα ειάρηζηα ηεηξάγσλα ( PLS ) έρνπλ ηφηε καζεκαηηθή 

ιχζε θιεηζηήο κνξθήο, νπφηε θαη ήηαλ εθηθηή ε ζχγθξηζή ηεο κε απηήλ ηεο 
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αιγνξηζκηθήο κεζφδνπ ηνπο. Σν δηάλπζκα ησλ απνθξίζεσλ Y  δεκηνπξγήζεθε βάζεη 

ηνπ γξακκηθνχ κνληέινπ Y X   . Σα απνηειέζκαηα ήηαλ ηα εμήο: Σν MATLAB 

ρξεηάζηεθε 0.27, 0.39 θαη 0.16 sec γηα λα επέιζεη ζχγθιηζε φζνλ αθνξά ηα PLS  κε 

ηε SCAD , 
1L  θαη Hard  ζπλάξηεζε πνηλήο αληίζηνηρα. Δπίζεο, ν αξηζκφο ησλ 

επαλαιήςεσλ ήηαλ 30, 30 θαη 5 αληίζηνηρα. Να ζεκεησζεί, φηη ζηε δέθαηε 

επαλάιεςε, ν PLS  εθηηκεηήο ήηαλ ήδε αξθεηά θνληά ζηε ζσζηή ηηκή.  

 

1.4.4. Απιθμηηικέρ ζςγκπίζειρ  

 

ηελ ελφηεηα απηή, ζα ζπγθξίλνπκε ηελ απφδνζε ησλ πξνηεηλφκελσλ 

κεζφδσλ κε ηηο ήδε ππάξρνπζεο θαη ζα ειέγμνπκε ηελ αθξίβεηα ηεο κεζφδνπ εχξεζεο 

ηνπ ηππηθνχ ζθάικαηνο. Δπίζεο ζα αλαθέξνπκε θαη θάπνηεο κειέηεο πξνζνκνίσζεο 

(simulation studies) πνπ έθαλαλ νη Fan θαη Li (2001) ρξεζηκνπνηψληαο ηηο 

πνηληθνπνηεκέλεο κεζφδνπο.  

 

1.4.4.1 θάλμα ππόβλετηρ και ζθάλμα μονηέλος 

 

Σν ζθάικα πξφβιεςεο (prediction error) νξίδεηαη σο ην κέζν ζθάικα ζηελ 

πξφβιεςε ηνπ Y , δεδνκέλνπ λένπ x  (πνπ πξνθαλψο δελ ρξεζηκνπνηήζεθε ζηελ 

θαηαζθεπή ηεο εμίζσζεο πξφβιεςεο). Τπάξρνπλ δχν πεξηπηψζεηο, ην X  λα είλαη 

ηπραίν (random) θαη ην X  λα είλαη ειεγρφκελν (controlled). ηελ πξψηε πεξίπησζε, 

ηφζν ην Y  φζν θαη ην x  είλαη ηπραία επηιεγκέλα. ηε  δεχηεξε πεξίπησζε, ν πίλαθαο 

ζρεδηαζκνχ επηιέγεηαη απφ ηνπο πεηξακαηηζηέο θαη κφλν ην Y  είλαη ηπραίν. ην εμήο 

ζα ζεσξνχκε φηη ην X  είλαη ηπραίν. 

ε απηήλ ηελ πεξίπησζε, ηα δεδνκέλα ( , )i ix Y  ζεσξνχληαη ηπραίν δείγκα απφ 

θάπνηα θαηαλνκή. Σφηε, αλ ˆ( )x  είλαη ε πξφβιεςε βάζεη ησλ δεδνκέλσλ πνπ έρνπκε 

ζηελ θαηνρή καο, ην ζθάικα πξφβιεςεο νξίδεηαη σο 

      2ˆ ˆ( ) { ( )}PE E Y x   . 
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Ο παξαπάλσ ηχπνο κπνξεί λα αλαιπζεί σο 

2 2ˆ ˆ( ) { ( | )} { ( | ) ( )}PE E Y E Y x E E Y x x     . 

Ο πξψηνο φξνο είλαη ην ζθάικα πξφβιεςεο ιφγσ ηνπ ζνξχβνπ ζηα δεδνκέλα θαη ν 

δεχηεξνο ιφγσ ηεο έιιεηςεο πξνζαξκνγήο (lack of fit) ηνπ κνληέινπ. Απηφο ν 

δεχηεξνο φξνο νλνκάδεηαη ζθάικα κνληέινπ (model error) θαη ζπκβνιίδεηαη σο 

ˆ( )ME  . Να ζεκεηψζνπκε φηη αλ 'Y x e  , κε ( | ) 0E e x  , ηφηε 

ˆ ˆˆ( ) ( ) ' ( ')( )ME E xx       . 

 

1.4.4.2. Δπιλογή ηυν οπιακών παπαμέηπυν 

 

Οη Fan θαη Li (2001), πξνθεηκέλνπ λα εθηηκήζνπλ ηε ξπζκηζηηθή (tuning) 

παξάκεηξν  , φπνπ ( , )    γηα ηε SCAD  ζπλάξηεζε πνηλήο θαη ηε    γηα ηε 

LASSO  θαη Hard , ρξεζηκνπνίεζαλ δχν κεζφδνπο. Σελ πεληαπιή (fivefold) 

δηαζηαπξσκέλε επηθχξσζε θαη ηε γεληθεπκέλε δηαζηαπξσκέλε επηθχξσζε. Θα 

αλαπηχμνπκε ηηο δχν απηέο δηαδηθαζίεο γηα ηελ πεξίπησζε ησλ γξακκηθψλ κνληέισλ 

παιηλδξφκεζεο. Ζ επέθηαζε ησλ δηαδηθαζηψλ απηψλ ζε εχξσζηα γξακκηθά κνληέια 

παιηλδξφκεζεο θαζψο θαη ζε γξακκηθά κνληέια βαζηζκέλα ζηελ πηζαλνθάλεηα, δελ 

εκπεξηέρεη ηδηαίηεξεο δπζθνιίεο. 

ηε κέζνδν ηεο πεληαπιήο δηαζηαπξσκέλεο επηθχξσζεο, ζπκβνιίδνπκε σο T  

ην ζχλνιν ησλ δεδνκέλσλ θαη σο T T  θαη T  ην ζχλνιν εθπαίδεπζεο (training set) 

θαη ην ζχλνιν ειέγρνπ (test set) αληίζηνηρα, κε 1,...,5  . Γηα θάζε   θαη  , 

βξίζθνπκε ηνλ εθηηκεηή 
( )ˆ ( )   ηνπ  , ρξεζηκνπνηψληαο ην ζχλνιν εθπαίδεπζεο 

T T . Δλ ζπλερεία, εθαξκφδνπκε ην θξηηήξην ηεο δηαζηαπξσκέλεο επηθχξσζεο 

      
5 2

( )

1 ( , )

ˆ( ) ' ( )

k k

k k

y x T

CV y x






  
 

    

θαη βξίζθνπκε ην ̂  πνπ ειαρηζηνπνηεί ην ( )CV  .  
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ηε κέζνδν ηεο γεληθεπκέλεο δηαζηαπξσκέλεο επηθχξσζεο, κεηαηξέπνπκε ηε 

ιχζε σο 

      
1

1 0( ) ' ( ) 'X X n X Y


  


   . 

Οπφηε ε πξνζαξκνζκέλε ηηκή Ŷ  ηνπ Y  είλαη  

        
1

0
ˆ' ( ) 'X X X n X Y






   

θαη κπνξνχκε λα ζεσξήζνπκε σο πίλαθα πξνβνιήο ηνλ 

 
1

ˆ ˆ{ ( )} ' ( ) 'XP X X X n X


  


   . 

Οξίδνληαο ηψξα ην πιήζνο ησλ ζεκαληηθψλ παξακέηξσλ ζηελ πξνζαξκνγή 

ηνπ πνηληθνπνηεκέλνπ κνληέινπ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ σο 

ˆ( ) [ { ( )}]Xe tr P   , 

ην θξηηήξην ηεο γεληθεπκέλεο δηαζηαπξσκέλεο επηθχξσζεο είλαη 

2

2

|| ( ) ||1
( )

{1 ( ) / }

Y X
GCV

n e n

 








 

θαη 

     ˆ arg min{ ( )}GCV


  . 

 

1.4.4.3. Πποζομοιώζειρ 

 

Οη Fan θαη Li  ζηα αθφινπζα παξαδείγκαηα πξνζνκνηψζεσλ, ζχγθξηλαλ ηηο 

πξνηεηλφκελεο κεζφδνπο επηινγήο κεηαβιεηψλ κε ηηο αθφινπζεο κεζφδνπο: 

Α) Διάρηζηα ηεηξάγσλα. 

Β) Παιηλδξφκεζε θνξπθνγξακκήο. 
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Γ) Δπηινγή θαιχηεξνπ ππνζπλφινπ. 

Γ) Garrote 

 

Οη πξνζνκνηψζεηο έγηλαλ κε ρξήζε ηνπ MATLAB. Υξεζηκνπνηήζεθε επίζεο 

ε γεληθεπκέλε δηαζηαπξσκέλε επηθχξσζε γηα ηελ εθηίκεζε ησλ νξηαθψλ 

παξακέηξσλ.  

Πξνζνκνίσζε 1-Γξακκηθή παιηλδξφκεζε: Γεκηνπξγήζεθαλ 100 ζχλνια 

δεδνκέλσλ, απνηεινχκελα απφ n  παξαηεξήζεηο, βάζεη ηνπ κνληέινπ 

      'Y x    , 

φπνπ ηα x  θαη   είλαη ηεο ηππνπνηεκέλεο θαλνληθήο θαηαλνκήο θαη 

(3,1.5,0,0,2,0,0,0) '  . Ζ ζπζρέηηζε κεηαμχ ησλ 
ix  θαη jx  είλαη | |i j   κε 0.5  . 

Αξρηθά, έγηλε ε επηινγή ηνπ 40n   θαη ηνπ 3  . Έπεηηα, κεηψζεθε ην   ζε 1 θαη 

ην n  απμήζεθε ζηηο 60 παξαηεξήζεηο. Σν ζθάικα ηνπ κνληέινπ ζπγθξίζεθε κε απηφ 

ηνπ εθηηκεηή ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ. Ζ δηάκεζνο ησλ ζρεηηθψλ ζθαικάησλ ηνπ 

κνληέινπ (Median of Relative Model Errors MRME ) απφ 100 πξνζνκνησκέλα 

ζχλνια δεδνκέλσλ, ππάξρεη ζηνλ πίλαθα A. Δπίζεο, ζηνλ ίδην πίλαθα θαίλεηαη θαη ν 

κέζνο αξηζκφο ησλ κεδεληθψλ ζπληειεζηψλ, κε ηε ζηήιε «correct» λα αληηζηνηρεί 

ζην κέζν αξηζκφ ησλ ζσζηά εθηηκεζέλησλ σο κεδεληθνί ζπληειεζηψλ, ελψ ε ζηήιε 

«incorrect» αληηζηνηρεί ζε απηνχο πνπ ιαλζαζκέλα εθηηκήζεθαλ σο κεδεληθνί. 
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Πίνακαρ 1.4: Αποηελέζμαηα πποζομοιώζευν για ηο γπαμμικό μονηέλο παλινδπόμηζηρ. Για ηη 

SCAD
1
 ηο α επιλέσθηκε βάζει ηηρ GCV και για ηηSCAD

2
 έσει ηην ηιμή 3.7. 

 

Απφ ηνλ παξαπάλσ πίλαθα, παξαηεξνχκε φηη φηαλ ν ζφξπβνο είλαη πςειφο 

θαη ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο κηθξφ, ε LASSO  έρεη ηελ θαιχηεξε απφδνζε. Δπίζεο 

κεηψλεη ζεκαληηθά ηφζν ην ζθάικα ηνπ κνληέινπ φζν θαη ηελ πνιππινθφηεηά ηνπ. 

Απηφ ηζρχεη θαη γηα ηηο ππφινηπεο κεζφδνπο επηινγήο κεηαβιεηψλ, ελψ αληηζέησο, ε 

παιηλδξφκεζε θνξπθνγξακκήο κεηψλεη κφλν ην ζθάικα ηνπ κνληέινπ. Όηαλ φκσο 

κεηψζεθε ν ζφξπβνο, ε SCAD  είλαη απνδνηηθφηεξε απφ ηε LASSO  θαη ηε Hard . Ζ 

παιηλδξφκεζε θνξπθνγξακκήο έρεη θαθή απφδνζε ελψ ε κέζνδνο επηινγήο 

θαιχηεξνπ ππνζπλφινπ έρεη παξφκνηα απφδνζε κε ηε SCAD . Δπίζεο, ε  garrote  

έρεη γεληθά θαιή απφδνζε. Να ζεκεηψζνπκε θαη φηη ε SCAD είρε πνιχ θαιά 

απνηειέζκαηα κε επηινγή ηνπ 3.7  , ε νπνία ηηκή ρξεζηκνπνηήζεθε θαη ζηηο 

επφκελεο πξνζνκνηψζεηο. Σειεηψλνληαο, ζπκπεξαίλνπκε φηη αλακέλεηαη ε SCAD λα 

έρεη ηφζν θαιά απνηειέζκαηα φζν απηά ηνπ oracle εθηηκεηή (ν νπνίνο επίζεο 
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ρξεζηκνπνηήζεθε ψζηε λα ζπγθξηζεί κε ηηο πξνηεηλφκελεο κεζφδνπο), θαζψο ην 

κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο απμάλεη.  

Όζνλ αθνξά ηψξα ηελ αθξίβεηα ηεο κεζφδνπ ππνινγηζκνχ ηνπ ηππηθνχ 

ζθάικαηνο (1.16), έρνπκε ηα εμήο: Ζ δηάκεζνο ησλ απνιχησλ ηηκψλ ηεο απφθιηζεο 

ησλ 100 εθηηκεζέλησλ ζπληειεζηψλ ησλ 100 ζπλφισλ δεδνκέλσλ, δηαηξεκέλε κε 

0.6745, ζπκβνιηδφκελε σο SD θαη κπνξεί λα ζεσξεζεί σο ην πξαγκαηηθφ ηππηθφ 

ζθάικα. Ζ δηάκεζνο ησλ 100 απηψλ εθηηκεζέλησλ SDs, ζπκβνιίδεηαη κε SDm  θαη ε 

δηάκεζνο ησλ απνιχησλ ηηκψλ ηνπ ζθάικαηνο ηεο απφθιηζεο ησλ 100 εθηηκεκέλσλ 

ηππηθψλ ζθαικάησλ δηαηξεκέλε κε 0.6745, ζπκβνιίδεηαη κε SDmad απνηεινχλ κηα 

απνηίκεζε ηεο ζπλνιηθήο απφδνζεο ηεο (1.16). Ο πίλαθαο (1.5) πεξηέρεη ηα 

απνηειέζκαηα γηα ηνπο κε κεδεληθνχο ζπληειεζηέο, ζηελ πεξίπησζε φπνπ 60n  . 

ηελ πεξίπησζε φπνπ 40n  , είρακε παξφκνηα απνηειέζκαηα. Βάζεη ηνπ πίλαθα 

απηνχ, ζπκπεξαίλνπκε φηη ν sandwich ηχπνο είλαη αξθεηά απνηειεζκαηηθφο. 

 

 

Πίνακαρ 1.5: Τςπικέρ αποκλίζειρ ηυν εκηιμηηών ζηο γπαμμικόμονηέλο παλινδπόμηζηρ (n=60). 

 

Πξνζνκνίσζε 2-Δχξσζηε γξακκηθή παιηλδξφκεζε: Γεκηνπξγήζεθαλ 100 

ζχλνια δεδνκέλσλ απνηεινχκελα απφ 60 παξαηεξήζεηο, βάζεη ηνπ κνληέινπ 

'Y x    , 

κε ηα ίδηα   θαη x  φπσο θαη ζηελ πξνεγνχκελε πξνζνκνίσζε. Σν   είλαη ηεο 

ηππνπνηεκέλεο θαλνληθήο θαηαλνκήο κε έλα πνζνζηφ 10% άηππσλ ζεκείσλ 

(outliers) ηεο θαηαλνκήο Cauchy. Σα απνηειέζκαηα βξίζθνληαη ζηνλ πίλαθα (1.6). 

Βιέπνπκε φηη ηελ θαιχηεξε απφδνζε ηελ έρεη ε SCAD. Δπίζεο, νη αιεζείο θαη νη 
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εθηηκψκελεο βάζεη ηεο (1.6) ηππηθέο απνθιίζεηο ησλ εθηηκεηψλ βξίζθνληαη ζηνλ 

πίλαθα 1.7, φπνπ θαη θαηαδεηθλχεηαη ε πνιχ θαιή απφδνζε ηεο κεζφδνπ.  

 

 

Πίνακαρ 1.6: Αποηελέζμαηα πποζομοίυζηρ για ηο εύπυζηο γπαμμικό μονηέλο παλινδπόμηζηρ. 

 

 

Πίνακαρ 1.7: Τςπικέρ αποκλίζειρ ηυν εκηιμηηών για ηο εύπυζηο γπαμμικό μονηέλο 

παλινδπόμηζηρ. 

 

Πξνζνκνίσζε 3-Λνγηζηηθή παιηλδξφκεζε: Γεκηνπξγήζεθαλ 100 ζχλνια 

δεδνκέλσλ απνηεινχκελα απφ 200 παξαηεξήζεηο, βάζεη ηνπ κνληέινπ  

{ ( ' )}Y Bernoulli p x  , 

φπνπ  

exp( )
( )

1 exp( )

u
p u

u



, 
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κε ηηο πξψηεο 6 ζπληζηψζεο ησλ   θαη x  λα είλαη νη ίδηεο κε απηέο ηεο πξψηεο 

πξνζνκνίσζεο. Οη δχν ηειεπηαίεο ζπληζηψζεο ηνπ x  ήηαλ i.i.d. απφ ηελ Bernοulli 

θαηαλνκή κε πηζαλφηεηα επηηπρίαο 0.5. Δπίζεο, φιεο νη κεηαβιεηέο ήηαλ 

θαλνληθνπνηεκέλεο. Σα ζθάικαηα ηνπ κνληέινπ ππνινγίζζεθαλ κέζσ 1000 Monte 

Carlo πξνζνκνηψζεσλ. Σα απνηειέζκαηα βξίζθνληαη ζηνπο πίλαθεο (1.8) θαη (1.9). 

Ζ εθηηκήηξηα πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο κε ρξήζε ηεο SCAD είρε θαιχηεξε 

απφδνζε απφ απηήλ ηεο LASSO θαη ηεο Hard. Δπηπιένλ, είρε παξφκνηα απφδνζε 

ζπγθξηηηθά κε ηνλ oracle εθηηκεηή φζνλ αθνξά ην MRME θαη ηελ αθξίβεηα ησλ 

εθηηκψκελσλ ηππηθψλ ζθαικάησλ.  

 

Πίνακαρ 1.8: Αποηελέζμαηα πποζομοίυζηρ για ηη λογιζηική παλινδπόμηζη. 

 

 

Πίνακαρ 1.9: Τςπικέρ αποκλίζειρ ηυν εκηιμηηών για ηη λογιζηική παλινδπόμηζη. 

Παξαηεξνχκε φηη νη εθηηκψκελεο ηππηθέο απνθιίζεηο γηα ηνλ 
1L  εθηηκεηή 

πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο (LASSO) είλαη κηθξφηεξεο απφ απηέο ηεο SCAD, 

αιιά κε ην ζπλνιηθφ MRME κεγαιχηεξν. Απηφ ζεκαίλεη φηη ε κεξνιεςία ησλ 

εθηηκεηψλ ηεο LASSO είλαη κεγάιε. Κάηη πνπ ηζρχεη θαη γηα φιεο ηηο 

πξναλαθεξζείζεο πξνζνκνηψζεηο. 



Μέθοδοι επιλογής μεταβλητών σε δεδομένα υψηλής διάστασης για το μοντέλο 
αναλογικού κινδύνου του Cox Σελίδα 58 
 

1.4.5. ςμπεπάζμαηα 

 

Οη κέζνδνη πνπ πξφηεηλαλ νη Fan θαη Li, απνδεδεηγκέλα έρνπλ πνιχ θαιή 

απφδνζε φζνλ αθνξά ηελ επηινγή ζεκαληηθψλ κεηαβιεηψλ. Ο sandwich ηχπνο πνπ 

θαηαζθεχαζαλ γηα ηελ εθηίκεζε ησλ ηππηθψλ ζθαικάησλ είλαη επίζεο αξθεηά 

απνηειεζκαηηθφο θαη ν αιγφξηζκνο πινπνίεζεο ηεο φιεο κεζφδνπ ππνζηεξίδεηαη απφ 

ζηαηηζηηθή ζεσξία, κε απνηέιεζκα νη εθηηκεηέο πνπ θαηαζθεπάδνληαη λα έρνπλ 

θαιέο ζηαηηζηηθέο ηδηφηεηεο. ε ζχγθξηζε κε ηε κέζνδν επηινγήο θαιχηεξνπ 

ππνζπλφινπ, ε νπνία είλαη αξθεηά ρξνλνβφξα, νη λέεο κέζνδνη δίλνπλ απνηειέζκαηα 

αξθεηά πην γξήγνξα. Σν κεγάιν πιενλέθηεκά ηνπο είλαη ε ηαπηφρξνλε επηινγή 

ζεκαληηθψλ κεηαβιεηψλ θαη ε εθηίκεζε ησλ ζπληειεζηψλ, θάηη πνπ γίλεηαη 

βειηηζηνπνηψληαο κηα πνηληθνπνηεκέλε πηζαλνθάλεηα. Απηφ έρεη σο απνηέιεζκα θαη 

ηελ αθξηβήο εθηίκεζε ησλ ηππηθψλ ζθαικάησλ. Δπίζεο, απέδεημαλ φηη ε ζπλάξηεζε 

πνηλήο SCAD, έρεη ηελ θαιχηεξε απφδνζε ζηελ επηινγή ζεκαληηθψλ κεηαβιεηψλ, 

ρσξίο λα δεκηνπξγείηαη κεξνιεςία, ελ αληηζέζεη κε ηε LASSO κέζνδν ηνπ Tibshirani 

φπνπ ρξεζηκνπνηείηαη ε 
1L  ζπλάξηεζε πνηλήο. Ζ φιε δηαδηθαζία ηεο 

πνηληθνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο κπνξεί εχθνια λα επεθηαζεί θαη ζε άιια πεδία ηεο 

ηαηηζηηθήο, φπσο ε Αλάιπζε Δπηβίσζεο, θάηη πνπ παξνπζηάδεηαη ιεπηνκεξψο ζε 

επφκελε ελφηεηα.  

 

1.5. Μια επεξήγηζη ηηρ διακλιμάκυζηρ 

 

Αο ππνζέζνπκε φηη γηα έλα ζπγθεθξηκέλν ζχλνιν δεδνκέλσλ έρνπκε 

ππνινγίζεη ηνπο ζπληειεζηέο παιηλδξφκεζεο, βάζεη ηεο κεζφδνπ ειαρίζησλ 

ηεηξαγψλσλ. Έζησ φηη θάπνηνη εμ απηψλ έρνπλ ηηκή γχξσ ζην 100 ελψ θάπνηνη άιινη 

γχξσ ζην 0.01. Σφηε κηα πξνζαχμεζε θαηά κηα κνλάδα ζην πξψην ζχλνιν 

ζπληειεζηψλ ζα έρεη ειάρηζηε επηξξνή ζηελ πξνζαξκνγή ελψ ε ίδηα ελέξγεηα ζα 

επηθέξεη κεγάιε επίδξαζε ζηνπο ζπληειεζηέο κε ηηο κηθξέο ηηκέο. Αλ φκσο 

πξνζαξκφζνπκε ηα ειάρηζηα ηεηξάγσλα βάδνληαο έλα θξάγκα ζην άζξνηζκα ησλ 

απνιχησλ ηηκψλ ησλ ζπληειεζηψλ, ηφηε νη κεγάινη ζπληειεζηέο ζα ζπξξηθλσζνχλ 

ζεκαληηθά, ελψ νη κηθξνί ζα παξακείλνπλ ζρεδφλ αλεπεξέαζηνη. Οπφηε θαη γίλεηαη 
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κηα δηαθιηκάθσζε (scaling) ζηηο ηηκέο ησλ ζπληειεζηψλ, θάηη πνπ ζα νδεγήζεη ζε 

θαιχηεξεο εθηηκήζεηο απηψλ.  

 

 

1.6. Η διαδικαζία PRESS 

 

Ζ δηαδηθαζία επηινγήο κεηαβιεηψλ ηνπ πξνβιεπφκελνπ αζξνίζκαηνο 

ηεηξαγψλσλ ησλ ππνινίπσλ PRESS (prediction sum of squares) πξνηάζεθε απφ ηνλ 

Allen (1971). Ζ δηαδηθαζία εθαξκνγήο ηνπ θξηηεξίνπ μεθηλά κε ηε δηαγξαθή ηνπ 

πξψηνπ ζπλφινπ παξαηεξήζεσλ γηα ηελ εμαξηεκέλε θαη ηηο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο 

θαη πξνζαξκφδνληαο ην κνληέιν ζηηο επφκελεο παξαηεξήζεηο. Δλ ζπλερεία, 

ρξεζηκνπνηνχκε ην θάζε γξακκηθφ κνληέιν γηα λα ππνινγίζνπκε ην 
^

1Y  θαη  θαηφπηλ 

εθηηκνχκε ην εθηηκψκελν ζθάικα 
^

1 1Y Y . Δπαλαιακβάλνπκε ηελ ίδηα δηαδηθαζία 

δηαγξάθνληαο ην δεχηεξν ζχλνιν παξαηεξήζεσλ γηα ηελ εμαξηεκέλε θαη ηηο 

αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο, έηζη ψζηε λα πξνβιέςνπκε ην 
2Y  θαη λα πάξνπκε ηηο ηηκέο 

ηνπ εθηηκψκελνπ ζθάικαηνο 
^

2 2Y Y  θαη ζπλερίδνπκε κε ηνλ ίδην ηξφπν κέρξη λα 

πάξνπκε ηφζεο δηαγξαθέο φζεο θαη νη παξαηεξήζεηο καο. Γηα θάζε έλα απφ ηα 

πξνθχπηνληα κνληέια παιηλδξφκεζεο, ππνινγίδνπκε ην παξαθάησ άζξνηζκα 

ηεηξαγψλσλ ησλ ζθαικάησλ πξφβιεςεο:  

      
2

(i)

1

ˆ(Y )
n

i i

i

PRESS Y


   

Αθνχ νινθιεξσζεί ε δηαδηθαζία ηνπ θξηηεξίνπ PRESS επηιέγνπκε σο 

βέιηηζην κνληέιν παιηλδξφκεζεο εθείλν πνπ δίλεη ηε κηθξφηεξε ηηκή γηα ην 

άζξνηζκα ηεηξαγψλσλ ησλ εθηηκψκελσλ ζθαικάησλ θαη ηαπηφρξνλα δελ 

πεξηιακβάλεη πνιιέο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο. 
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1.7. Η μέθοδορ nonnegative garrote 

 

Ζ κέζνδνο nonnegative garrote δεκηνπξγήζεθε πηνζεηψληαο ηνλ NNLS 

(nonnegative least squares) θψδηθα ησλ Lawson θαη Hanson (1974) θαη είλαη κηα 

θιηκαθσηή έθδνζε ηεο αξρήο ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ. χκθσλα κε ηε κέζνδν απηή 

ειαρηζηνπνηείηαη ε πνζφηεηα 2

1

ˆ(Y )
N

i j j ij

i j

c X 


   , φπνπ 0jc  j θαη | |j

j

c t

γηα θάπνηα t . 

Δπίζεο, , j 1,....,kj   είλαη νη ζπληειεζηέο παιηλδξφκεζεο ηεο κεζφδνπ 

ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ γηα ην πιήξεο κνληέιν. Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη δηαθνξεηηθφο 

ζπληειεζηήο ζπξξίθλσζεο jc  επηβάιιεηαη ζε θάζε ζπληειεζηή. Αλ k  είλαη ην 

πιήζνο ησλ πξνβιεπνπζψλ κεηαβιεηψλ, ηφηε καο ελδηαθέξνπλ νη ηηκέο γηα ηηο νπνίεο 

ηζρχεη t k .  

Σν 1993 ν Breiman βειηίσζε ηελ παξαπάλσ κέζνδν ρξεζηκνπνηψληαο κηα 

barrier κέζνδν γηα λα εηζάγεη έλαλ επηπιένλ πεξηνξηζκφ ζην άζξνηζκα ησλ 

ζπληειεζηψλ. H nonnegative garotte ειαρηζηνπνηεί ην άζξνηζκα ησλ ηεηξαγψλσλ 

ησλ ππνινίπσλ, ππφ ηνλ πεξηνξηζκφ φηη ην άζξνηζκα ησλ απνιχησλ ηηκψλ ησλ 

ζπληειεζηψλ λα είλαη κηθξφηεξν απφ κηα ζηαζεξά. Ζ garotte μεθηλά κε ηνπο 

ζπληειεζηέο ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ θαη ηνπο ζπξξηθλψλεη κε κε αξλεηηθνχο 

παξάγνληεο, ησλ νπνίσλ ην άζξνηζκα πεξηνξίδεηαη. ε εθηεηακέλεο κειέηεο 

πξνζνκνίσζεο ν Breiman έδεημε φηη ε garotte έρεη κε ζπλέπεηα κηθξφηεξν ζθάικα 

πξφβιεςεο απφ ηελ επηινγή ππνζπλφινπ (subset selection) θαη είλαη εμίζνπ 

αληαγσληζηηθή κε ηε ridge regression (παιηλδξφκεζε δηαζέινπ), εθηφο απφ ηελ 

πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία ην κνληέιν έρεη πνιινχο κηθξνχο κε κεδεληθνχο 

ζπληειεζηέο. Έλα κεηνλέθηεκα ηεο garotte είλαη φηη νη ιχζεηο ηεο εμαξηψληαη ηφζν 

απφ ην πξφζεκν φζν θαη απφ ην κέγεζνο ησλ OLS εθηηκεηψλ. πλεπψο, ζε 

πεξηπηψζεηο θαηά ηηο νπνίεο νη OLS εθηηκεηέο (εθηηκεηέο ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ) 

δελ απνδίδνπλ θαιά, ε garotte επεξεάδεηαη. 
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1.8. Μέθοδορ LASSO  

 

Σν θίλεηξν γηα ηε δεκηνπξγία ηεο LASSO (Least Absolute Shrinkage and 

Selection Operator) πξνήιζε απφ κηα ελδηαθέξνπζα πξφηαζε ηνπ Breiman (1993). 

Έρεη ην πιενλέθηεκα φηη πξνθαιεί ην κεδεληζκφ θάπνησλ ζπληειεζηψλ θη έηζη δίλεη 

εξκελεχζηκα κνληέια. Απηφ ζπκβαίλεη, δηφηη ειαρηζηνπνηεί ην άζξνηζκα ησλ 

ηεηξαγψλσλ ησλ ππνινίπσλ, ππφ ηνλ πεξηνξηζκφ ην άζξνηζκα ησλ απνιχησλ ηηκψλ 

ησλ ζπληειεζηψλ λα είλαη κηθξφηεξν απφ κηα ζηαζεξά. Με ηηο πξνζνκνηψζεηο πνπ 

έθαλε ν Tibshirani, απνδείρζεθε φηη ε LASSO παξνπζηάδεη παξφκνηεο ηδηφηεηεο κε ηε 

κέζνδν επηινγήο θαιχηεξνπ ππνζπλφινπ, φζνλ αθνξά ηελ εξκελεία ησλ κνληέισλ 

πνπ πξνθχπηνπλ θαη παξνπζηάδεη ηελ ίδηα ζηαζεξφηεηα φπσο ε κέζνδνο ηεο 

παιηλδξφκεζεο δηαζέινπ. Ζ LASSO είλαη εθαξκφζηκε ζε πνιιά κνληέια. 

 

1.8.1. Πεπιγπαθή ηηρ μεθόδος LASSO 

 

Θεσξνχκε φηη έρνπκε ηα δεδνκέλα (x , y )i

i , i=1,2,…,N, φπνπ 

1x (x ,..., x )i T

i ip  είλαη νη αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο θαη yi
 νη απνθξίζεηο. Χο ζπλήζσο, 

ππνζέηνπκε φηη είηε νη παξαηεξήζεηο είλαη αλεμάξηεηεο ή φηη νη απνθξίζεηο yi
 είλαη 

ππφ ζπλζήθε αλεμάξηεηεο απφ ηα ijx  πνπ καο δφζεθαλ. Δπίζεο, ππνζέηνπκε φηη ηα

ijx είλαη θαλνληθνπνηεκέλα, έηζη ψζηε    0
ij

i

x

N



   θαη 

2

1
ij

i

x

N



. 

Έζησ  1
ˆ ˆ ˆ( ,..., )T

p   , ηφηε νη εθηηκεηέο  LASSO  νξίδνληαη σο εμήο: 

2

1

ˆˆ( , ) argmin (y )
N

i j ij

i j

x   


 
   

 
  , 

κε ηνλ πεξηνξηζκφ φηη  | |j

j

t  , φπνπ 0t  .  

Ζ t νλνκάδεηαη ξπζκηζηηθή παξάκεηξνο (tuning parameter). 
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Έηζη γηα φια ηα t ηζρχεη φηη ˆ y  . Μπνξνχκε λα θάλνπκε απαινηθή ηνπ α, 

ππνζέηνληαο ρσξίο βιάβε ηεο γεληθφηεηαο φηη 0y  . 

Ο ππνινγηζκφο ηεο ιχζεο ηεο εμίζσζεο 

2

1

ˆˆ( , ) argmin (y )
N

i j ij

i j

x   


 
   

 
   είλαη έλα πξφβιεκα ηεηξαγσληθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ κε γξακκηθνχο αληζνηηθνχο πεξηνξηζκνχο. 

Ζ παξάκεηξνο t  ειέγρεη ην κέγεζνο ηεο ζπξξίθλσζεο, ζην νπνίν ππφθεηληαη 

νη ζπληειεζηέο. Έζησ 0ˆ
j   είλαη νη εθηηκεηέο ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ θαη  

0

0
ˆ| |j

j

t 

, ηφηε νη ηηκέο ησλ t, νη νπνίεο είλαη κηθξφηεξεο απφ 
0t  ζα πξνθαιέζεη ζπξξίθλσζε 

ησλ ιχζεσλ πξνο ην κεδέλ θαη νξηζκέλνη απφ ηνπο ζπληειεζηέο κπνξεί λα γίλνπλ 

αθξηβψο κεδέλ. Γηα παξάδεηγκα, αλ 0

2

t
t  , ηφηε ην απνηέιεζκα ζα είλαη ζρεδφλ ίδην 

κε ην λα βξνχκε ην θαιχηεξν ππνζχλνιν κεγέζνπο 
2

p
. Δπίζεο, αμίδεη λα ζεκεησζεί 

φηη ν πίλαθαο ζρεδηαζκνχ δελ είλαη απαξαίηεην λα είλαη πιήξνπο βαζκνχ.  

 

1.8.2. Η πεπίπηυζη ηος οπθοκανονικού πίνακα ζσεδιαζμού. 

 

Καιχηεξε εηθφλα ζρεηηθά κε ηε θχζε ηεο ζπξξίθλσζεο κπνξεί λα καο δψζεη 

ν νξζνθαλνληθφο πίλαθαο ζρεδηαζκνχ. Έζησ X  έλαο n p  πίλαθαο ζρεδηαζκνχ, ν 

νπνίνο είλαη νξζνθαλνληθφο, δειαδή ηζρχεη φηη TX X I . Οη ιχζεηο ηεο εμίζσζεο 

2

1

ˆˆ( , ) argmin (y )
N

i j ij

i j

x   


 
   

 
   είλαη 0 0ˆ ˆ ˆsgn( )(| | )j j j      , φπνπ ην γ 

θαζνξίδεηαη απφ ηε ζρέζε  | |j t  . 

ηελ πεξίπησζε νξζνθαλνληθνχ πίλαθα ζρεδηαζκνχ, ε κέζνδνο επηινγήο 

θαιχηεξνπ ππνζπλφινπ κεγέζνπο k , επηιέγεη ηνπο k  κεγαιχηεξνπο ζπληειεζηέο  

θαηά απφιπηε ηηκή θαη ηαπηφρξνλα ζέηεη ηνπο ππφινηπνπο ίζνπο κε κεδέλ. Γηα 
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θάπνηα επηινγή ηνπ  , απηφ είλαη ηζνδχλακν κε ην λα ζέζνπκε 0ˆ ˆ
j j   φηαλ 

0ˆ| |j   θαη ˆ 0j   φηαλ 0ˆ| |j  . 

Ζ παιηλδξφκεζε δηαζέινπ (ridge regression) ειαρηζηνπνηεί ηελ πνζφηεηα

2 2

1

(y )
N

i j ij j

i j

x  


    , ή ηζνδχλακα ειαρηζηνπνηεί ηελ 2

1

(y )
N

i j ij

i j

x


  , 

δεδνκέλνπ φηη 
2

j t  . 

Οη ιχζεηο (ridge solutions) πνπ πξνθχπηνπλ είλαη 01 ˆ
1

j


, φπνπ ην γ 

εμαξηάηαη απφ ην ι ή ην t. Σέινο, νη εθηηκεηέο garotte είλαη
0

02

ˆ(1 )
ˆ j

j






 . 

ηα παξαθάησ ζρήκαηα, βιέπνπκε ηε κνξθή ησλ ιχζεσλ απηψλ. 

 

Σσήμα 1.10: (a) Μέθοδορ επιλογήρ καλύηεπος ςποζςνόλος, (b) παλινδπόμηζη διαζέλος, (c) μέθοδορ 

LASSO και (d) μέθοδορ garrote :  μοπθή ηηρ ζςππίκνυζηρ ηυν ζςνηελεζηών ζηην πεπίπηυζη 

ηος οπθοκανονικού πίνακα ζσεδιαζμού. 

 

 

Παξαηεξνχκε φηη ε κέζνδνο παιηλδξφκεζεο δηαζέινπ θιηκαθψλεη ηνπο 

ζπληειεζηέο θαηά έλα ζηαζεξφ παξάγνληα, ελψ ε LASSO ηνπο κεηαζέηεη θαηά έλα 

ζηαζεξφ παξάγνληα, πεξηθφπηνληαο θάπνηνπο κεδεληθνχο. Ζ garrote είλαη παξφκνηα 
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κε ηε LASSO αιιά επηβάιιεη ιηγφηεξε ζπξξίθλσζε ζηνπο κεγαιχηεξνπο 

ζπληειεζηέο. Όπσο έρνπλ δείμεη νη πξνζνκνηψζεηο, νη δηαθνξέο κεηαμχ ηεο garrote 

θαη ηεο LASSO γίλνληαη κεγάιεο ζηελ πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία ν πίλαθαο 

ζρεδηαζκνχ δελ είλαη νξζνγψληνο ( ' nX X nI ). 

 

 

1.8.3. Η γευμεηπία ηηρ LASSO 

 

Δίλαη θαλεξφ απφ ην ζρήκα 1.10  γηα πνην ιφγν ε κέζνδνο LASSO δίλεη 

ζπρλά ζπληειεζηέο κε ηηκή αθξηβψο κεδέλ. Σα εξσηήκαηα, φκσο, πνπ ηίζεληαη είλαη 

γηαηί απηφ ζπκβαίλεη θαη ζηε γεληθή πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία ν πίλαθαο 

ζρεδηαζκνχ δελ είλαη νξζνγψληνο, θαζψο επίζεο γηα πνην ιφγν ε ridge regression 

(παιηλδξφκεζε δηαζέινπ), ε νπνία ρξεζηκνπνηεί ηνλ πεξηνξηζκφ 
2

j t  , έρεη ηελ 

ίδηα ηδηφηεηα. 

Ζ εμήγεζε πξνθχπηεη θαηά θάπνην ηξφπν απφ ην ρήκα 1.11, ζηελ πεξίπησζε 

θαηά ηελ νπνία p=2. 

 

Σσήμα 1.11: (a) Γευμεηπία ηηρ LASSO για p=2, (b) γευμεηπία ηηρ παλινδπόμηζηρ διαζέλος για 

p=2. 
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Σν θξηηήξην 2

1

(y )
N

i j ij

i j

x


  ηζνδπλακεί κε ηελ ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε 

0 0ˆ ˆ( ) ( )( )TX X        (ζπλ κηα ζηαζεξά ). 

Δίλαη θεληξαξηζκέλα ζηνπο OLS εθηηκεηέο. Δπίζεο, ε πεξηνξηζηηθή πεξηνρή  

είλαη ν ρξσκαηηζκέλνο ξφκβνο. Ζ ιχζε πνπ δίλεη ε LASSO, είλαη ην πξψην ζεκείν 

φπνπ ηα πεξηγξάκκαηα αθνπκπνχλ ην ξφκβν. Απηφ θάπνηεο θνξέο ζπκβαίλεη ζε 

θάπνηα γσλία, νπφηε έρνπκε θαη ηελ πεξίπησζε κεδεληθνχ ζπληειεζηή. ην ρήκα 

1.11(b) θαίλεηαη ε ελαιιαθηηθή πεξίπησζε ηεο παιηλδξφκεζεο δηαζέινπ, φπνπ δελ 

ππάξρνπλ γσλίεο γηα λα ζπλαληήζνπλ νη ειιείςεηο, νπφηε θαη είλαη αξθεηά δχζθνιν 

λα πξνθχςνπλ κεδεληθνί ζπληειεζηέο.  

πλερίδνπκε, ζέηνληαο ην εμήο εξψηεκα: Τπάξρεη πεξίπησζε ηα πξφζεκα ησλ 

εθηηκεζέλησλ ζπληειεζηψλ ηεο κεζφδνπ LASSO λα δηαθέξνπλ απφ απηά ησλ OLS 

εθηηκεηψλ 0ˆ
j ; Απφ ηε ζηηγκή πνπ είλαη θαλνληθνπνηεκέλεο νη κεηαβιεηέο, γηα ηελ 

πεξίπησζε φπνπ 2p  , νη θχξηνη άμνλεο ησλ ειιείςεσλ είλαη ζε θιίζε 45o  σο πξνο 

ηνπο άμνλεο ζπληεηαγκέλσλ θαη κπνξεί λα δεηρζεί φηη νη ειιείςεηο πξέπεη λα 

ζπλαληήζνπλ ην ξφκβν ζην ηεηαξηεκφξην πνπ πεξηέρεη ην 
0̂ . Αλ παξφια απηά ην 

2p   θαη ππάξρεη έζησ θαη κηα κέηξηα ζπζρέηηζε ζηα δεδνκέλα, απηφ δελ είλαη 

ζίγνπξν φηη ηζρχεη. ην επφκελν ρήκα 1.12 θαίλεηαη έλα παξάδεηγκα ζηηο ηξεηο 

δηαζηάζεηο. Με ηε βνήζεηα ηεο θάηνςεο (b) βιέπνπκε φηη ε έιιεηςε αθνπκπά ηελ 

πεξηνξηζηηθή πεξηνρή ζε νθηεκφξην δηαθνξεηηθφ απφ απηφ φπνπ βξίζθεηαη ην θέληξν 

ηεο.Οπφηε, παξφιν πνπ ε κέζνδνο garotte δηαηεξεί ην πξφζεκν θάζε 0ˆ
j , απηφ είλαη 

δπλαηφλ λα κελ ηζρχεη γηα ηε LASSO.  
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Σσήμα 1.12: (a) Πεπίπηυζη όπος η  LASSO εκηιμήηπια βπίζκεηαι ζε οκηημόπιο διαθοπεηικό από 

εκείνο ηηρ εκηιμήηπιαρ ελασίζηυν ηεηπαγώνυν, (b) κάηοτη. 

 

 

1.8.4. Σςπικά ζθάλμαηα  και εκηίμηζη ηηρ παπαμέηπος t. 

 

Οη εθηηκεηέο LASSO είλαη κηα κε γξακκηθή θαη κε δηαθνξίζηκε ζπλάξηεζε 

ησλ ηηκψλ ηεο απφθξηζεο. Απηφ έρεη σο απνηέιεζκα λα είλαη δχζθνιε ε αθξηβήο 

εθηίκεζε ησλ ηππηθψλ ζθαικάησλ ηνπο. Έλαο ηξφπνο αληηκεηψπηζεο ηνπ 

πξνβιήκαηνο απηνχ, είλαη κε ρξήζε ηεο κεζφδνπ bootstrap: είηε κπνξνχκε λα 

ζεσξήζνπκε ην t  ζηαζεξφ, είηε κπνξνχκε λα βειηηζηνπνηήζνπκε σο πξνο t  γηα θάζε 

δείγκα bootstrap. ηαζεξνπνίεζε ηνπ t , νπζηαζηηθά ζεκαίλεη λα επηιέμνπκε ην 

θαιχηεξν ππνζχλνιν θαη έπεηηα λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην ηππηθφ ζθάικα ησλ 

ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ γηα ην ππνζχλνιν απηφ. 

Μηα πξνζεγγηζηηθή θιεηζηήο κνξθήο εθηίκεζε κπνξεί λα απνθηεζεί 

γξάθνληαο ηε ζπλάξηεζε πνηλήο | |j

j

  σο 
2 | |j j

j

  . πλεπψο, βάζεη ηεο LASSO 

εθηηκήηξηαο  , κπνξνχκε λα πξνζεγγίζνπκε ηε ιχζε κε ρξήζε παιηλδξφκεζεο 

δηαζέινπ (ridge regression) ηεο κνξθήο 

1* ( ' ) 'X X W X Y     , 

φπνπ W  είλαη ν δηαγψληνο πίλαθαο κε ζηνηρεία | |j , ν W   είλαη ν γεληθεπκέλνο 

αληίζηξνθνο ηνπ W  θαη ην   έρεη επηιεγεί θαηά ηξφπνλ ψζηε | |*j

j

t  . Ο 
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πίλαθαο ζπλδηαζπνξάο ησλ εθηηκεηψλ κπνξεί ηφηε λα πξνζεγγηζζεί απφ ηελ 

πνζφηεηα 

1 1 2ˆ( ' ) ' ( ' )X X W X X X X X       , 

φπνπ 
2̂  είλαη ε εθηίκεζε ηεο δηαζπνξάο ηνπ ζθάικαηνο. Ζ δπζθνιία ηεο 

κεζνδνινγίαο απηήο είλαη φηη δίδεη εθηηκψκελε δηαζπνξά ίζε κε 0 γηα ηηο κεηαβιεηέο 

κε ˆ 0j  . 

Όζνλ αθνξά ηψξα ηελ εθηίκεζε ηεο παξακέηξνπ t , ν Tibshirani 

ρξεζηκνπνίεζε ηξεηο κεζφδνπο. Απηέο είλαη ε δηαζηαπξσκέλε επηθχξσζε, ε 

γεληθεπκέλε δηαζηαπξσκέλε επηθχξσζε θαη έλαλ αλαιπηηθφ ακεξφιεπην εθηηκεηή 

ξίζθνπ ηνπ Stein. Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη νη δχν πξψηεο κέζνδνη είλαη εθαξκφζηκεο 

ζηελ πεξίπησζε πνπ ν πίλαθαο ζρεδηαζκνχ είλαη ηπραίνο, νπφηε θαη ππνζέηνπκε φηη 

νη παξαηεξήζεηο ( , )X Y  έρνπλ δεκηνπξγεζεί απφ κηα άγλσζηε θαηαλνκή. Ζ 

ηειεπηαία κέζνδνο πξνυπνζέηεη ζπγθεθξηκέλν X . Παξφια απηά, ζε πξαγκαηηθά 

πξνβιήκαηα, ζπρλά δελ ππάξρεη θαζαξή δηάθξηζε κεηαμχ ησλ δχν πεξηπηψζεσλ θαη 

απιά πξνηηκάκε ηε βνιηθφηεξε κέζνδν. 

 

1.8.5. Adaptive LASSO 

 

Ζ LASSO ζην Tibshirani (1996) έρεη ρξεζηκνπνηεζεί επξέσο εμαηηίαο ηεο 

θπξηφηεηάο ηεο. Όκσο, δεκηνπξγεί κεξνιεςία εθηίκεζεο. Σν πξφβιεκα απηφ 

επηζεκάλζεθε απφ ηνπο Fan & Li (2001) θαη επηζήκσο θαίλεηαη απφ ην Zou (2006) 

αθφκε θαη ζε κηα πεπεξαζκέλε ξχζκηζε παξακέηξσλ. Γηα μεπεξαζηεί απηφ ην 

πξφβιεκα κεξνιεςίαο, ν Zou (2006) πξφηεηλε κηα πξνζαξκνζκέλε LASSO θαη ν 

Meinshausen (2007) πξφηεηλε κηα «ραιαξή» (relaxed) LASSO.  

Ζ ηδέα ζην Zou (2006) είλαη λα ρξεζηκνπνηεζεί κηα πξνζαξκνζκέλε 

ζηαζκηζκέλε 
1l -πνηλή ζην πνηληθνπνηεκέλν πξφβιεκα ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ. 

Δηδηθφηεξα, εηζήγαγε ηνλ φξν ηεο πνηληθνπνίεζεο 

                   
1

d

j j

j

  


 , 
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φπνπ 0   είλαη κηα παξάκεηξνο θαλνληθνπνίεζεο θαη   1,...,
T

d    είλαη έλα 

γλσζηφ ζηαζκηζκέλν δηάλπζκα. Πξφηεηλε επίζεο ηε ρξήζε ηνπ ζηαζκηζκέλνπ 

δηαλχζκαηνο  ˆˆ 1


   ,  φπνπ  0  , ε δχλακε είλαη θαηαλνεηή θαηά ζπληζηψζεο 

θαη ̂  είλαη κηα ξίδα n ζπλερνχο εθηηκήηξηαο. Χζηφζν, ην κεδέλ είλαη κηα 

απνξξνθεηηθή θαηάζηαζε ηεο πξνζαξκνζκέλεο LASSO. 

Ζ πεξίπησζε 1   είλαη ζηελά ζπλδεδεκέλε κε ηε κε-αξλεηηθή garrote ζην 

Breiman (1995). O Zou (2006) έδεημε επίζεο φηη ε πξνζαξκνζκέλε LASSO κπνξεί λα 

ιπζεί απφ ηνλ αιγφξηζκν  LARS, ν νπνίνο είρε πξνηαζεί  ζην Efron et al. (2004). 

Υξεζηκνπνηψληαο ηελ ίδηα πεπεξαζκέλε παξάκεηξν φπσο θαη ζηνπο Knight & Fu 

(2000) θαη Zou (2006) δηαπηζηψζεθε φηη ε πξνζαξκνζκέλε LASSO έρεη ηηο oracle 

ηδηφηεηεο θαζψο ε παξάκεηξνο ζπληνληζκνχ επηιέγεηαη κε ηέηνην ηξφπν ψζηε  

1 2 0n   θαη  ( 1) 2n     θαζψο  n . 

 

1.9. Dantzig selector 

 

ε πνιιέο ζεκαληηθέο ζηαηηζηηθέο εθαξκνγέο, ν αξηζκφο ησλ κεηαβιεηψλ ή 

παξακέηξσλ p είλαη πνιχ κεγαιχηεξνο απφ ηνλ αξηζκφ ησλ παξαηεξήζεσλ n. Γηα 

παξάδεηγκα, ζηε ξαδηνινγία θαη ζηε βηνταηξηθή απεηθφληζε ππάξρνπλ πνιιέο 

πεξηπηψζεηο ζηηο νπνίεο p n . Τπνζέηνπκε φηη έρνπκε παξαηεξήζεηο γηα ηηο νπνίεο 

ηζρχεη Y X z  , φπνπ    είλαη έλα δηάλπζκα παξακέηξσλ, Φ είλαη έλαο 

πίλαθαο κε πνιχ ιηγφηεξεο ελδερνκέλσο γξακκέο απφ ζηήιεο ( n p ) θαη 

2(0, I )nz N   είλαη έλα δηάλπζκα αλεμάξηεησλ θαλνληθψλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ. 

Γηα λα ππνινγίζνπκε ην β, εηζάγνπκε έλα λέν εθηηκεηή, πνπ πξνηάζεθε απφ ηνπο 

Candes & Tao (2007) γηα λα αλαθηήζεη έλα αξαηφ πςειήο δηάζηαζεο δηάλπζκα 

παξακέηξσλ ζην γξακκηθφ κνληέιν, ν νπνίνο ιέγεηαη επηινγέαο Dantzig (Dantzig 

selector) θαη είλαη κηα ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο 
1l  θαλνληθνπνίεζεο  

1

min
p l



 

δεδνκέλνπ φηη 
* 1(1 t ) 2logrX p 


    φπνπ r είλαη ην δηάλπζκα ππνινίπσλ 

Y X . 
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Έζησ φηη ην Φ ππαθνχεη ζε κηα εληαία αξρή αβεβαηφηεηαο θαη ε πξαγκαηηθή 

παξάκεηξνο β είλαη αξθεηά αξαηή, ηφηε κε πνιχ  κεγάιε πηζαλφηεηα ηζρχεη φηη: 

2

2
2 2 2 2ˆ 2log min( , )i

l
i

C p    
 

     
 

  

Σα απνηειέζκαηά καο είλαη κε αζπκπησηηθά θαη δίλνπκε ηηκέο γηα ζηαζεξφ C. 

Αθφκε θαη αλ ην n είλαη πνιχ κηθξφηεξν ηνπ p, ν εθηηκεηήο καο επηηπγράλεη κηα 

απψιεηα ζε έλα ινγαξηζκηθφ παξάγνληα ηνπ ηδαληθνχ κέζνπ ηεηξαγσληθνχ 

ζθάικαηνο. Απηφ ζα επηηεπρζεί κε έλα oracle ην νπνίν παξέρεη πιήξε πιεξνθφξεζε 

ζρεηηθά κε ην πνηεο ζπκκεηαβιεηέο είλαη κε κεδεληθέο θαη ε νπνία ήηαλ πάλσ απφ ην 

επίπεδν ζνξχβνπ. 

ηελ πνιπκεηαβιεηή παιηλδξφκεζε θαη απφ ηελ άπνςε ηεο επηινγήο 

κνληέινπ, ην απνηέιεζκα καο ιέεη φηη είλαη δπλαηφλ λα επηιεγεί ην θαιχηεξν 

ππνζχλνιν κεηαβιεηψλ κε ηελ επίιπζε ελφο πνιχ απινχ θπξηνχ πξνγξάκκαηνο 

(convex program) ην νπνίν ζηελ πξαγκαηηθφηεηα κπνξεί εχθνια λα αλαδηαηππσζεί 

ζαλ έλα βνιηθφ γξακκηθφ πξφγξακκα. 
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σήμα 1.13 (a) SCAD ποινή (        ) και οι ηοπικέρ γπαμμικέρ (- - - - ) και ηεηπαγυνικέρ  

πποζεγγίζειρ και (b)  p
  για ηην ποινικοποιημένη L1 (         ), SCAD με λ=1 (- - - - ) και λ=1.5 

   και πποζαπμοζμένη LASSO (        ) με γ=0.5. 
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          ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2ο 

 

                 ΜΔΘΟΓΟ ΙΓΟΤΡΟΤ ΚΡΗΑΡΙΜΑΣΟ  

                (SURE INDEPENDENCE SCREENING (SIS)) 

 

2.1. Διζαγυγή 

 

Ζ επηινγή κεηαβιεηψλ παίδεη έλα ζεκαληηθφ ξφιν ζηα ζηαηηζηηθά κνληέια 

κεγάιεο δηάζηαζεο, ηα νπνία εκθαλίδνληαη ζε πνιινχο ηνκείο θαη είλαη ην θιεηδί γηα 

πνιιέο επηζηεκνληθέο αλαθαιχςεηο. ε πξνβιήκαηα κε κεγάιε δηάζηαζε p, ε 

αθξίβεηα ησλ εθηηκήζεσλ θαη ην ππνινγηζηηθφ θφζηνο είλαη δχν ζεκαληηθνί 

παξάγνληεο.  

Γηα ηα πξνβιήκαηα κεγάιεο δηάζηαζεο, παξνπζηάζηεθε ην «ζίγνπξν» 

θξεζάξηζκα (sure screening) θαη πξνηάζεθε κηα κέζνδνο πάλσ ζε απηφ, πνπ 

βαζίδεηαη ζηε κάζεζε ζπζρέηηζεο θαη θαιείηαη Sure Independence Screening. Ζ 

κέζνδνο απηή ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα κεηψζνπκε ηε δηάζηαζε απφ πςειή ζε κηα 

κέηξηαο θιίκαθαο πνπ είλαη κηθξφηεξε απφ ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο. 

ε έλα αξθεηά γεληθφ πιαίζην, ε κάζεζε ζπζρέηηζεο θαίλεηαη φηη έρεη ηελ 

ηδηφηεηα ηνπ ζίγνπξνπ θξεζαξίζκαηνο αθφκα θαη γηα δηάζηαζε πνπ απμάλεηαη 

εθζεηηθά. 
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Θεσξνχκε ην πξφβιεκα ηεο εθηίκεζεο ελφο p-δηαλχζκαηνο ησλ παξακέηξσλ 

β απφ ην γξακκηθφ κνληέιν 

      y X                          (2.1) 

φπνπ 1(Y ,...,Y )T

ny   είλαη έλα n-δηάζηαην δηάλπζκα απνθξίζεσλ, 1(x ,..., x )T

nX   

έλαο n p  ηπραίνο πίλαθαο κε αλεμάξηεηα θαη ηαπηφζεκα θαηαλεκεκέλα (i.i.d.) 

1x ,..., xn , 1( ,..., )T

p    έλα δηάλπζκα παξακέηξσλ p-δηάζηαζεο θαη 1( ,..., )T

n    

έλα δηάλπζκα απφ ηαπηφζεκα θαηαλεκεκέλα ηπραία ζθάικαηα n-δηάζηαζεο. 

Όηαλ ε δηάζηαζε p είλαη κεγάιε, ηφηε κπνξνχκε λα ζεσξήζνπκε φηη κφλν 

έλαο κηθξφο αξηζκφο επεμεγεκαηηθψλ κεηαβιεηψλ  κεηαμχ ησλ 1,..., pX X   κπνξεί λα 

νδεγήζεη ζηελ απφθξηζε, θάηη ην νπνίν κπνξεί λα καο νδεγήζεη ζην ζπκπέξαζκα φηη 

ην παξακεηξηθφ δηάλπζκα β είλαη αξαηφ. Με ηελ αξαηφηεηα, ε επηινγή κεηαβιεηψλ 

κπνξεί λα βειηηψζεη ηελ αθξίβεηα ηεο εθηίκεζεο πξνζδηνξίδνληαο απνηειεζκαηηθά ην 

ππνζχλνιν ησλ ζεκαληηθψλ επεμεγεκαηηθψλ κεηαβιεηψλ θαη ηαπηφρξνλα λα 

εληζρχζεη επεμεγεκαηηθά ην κνληέιν κε θεηδσιή εθπξνζψπεζε. 

Ζ αξαηφηεηα ζπρλά ζπλδέεηαη κε δεδνκέλα κεγάιεο δηάζηαζεο, ηα νπνία 

ζπλαληάκε ζε πνιινχο ηνκείο ηεο ζχγρξνλεο ζηαηηζηηθήο. Σα πξνβιήκαηα απηά 

ζπρλά εκθαλίδνληαη ζηε γνληδησκαηηθή ηαηξηθή, φπσο ζηελ έθθξαζε γνληδίσλ, ζηε 

βηνταηξηθή απεηθφληζε, ζηε ιεηηνπξγία ηεο καγλεηηθήο ηνκνγξαθίαο, ζηελ 

επεμεξγαζία ζήκαηνο, ζηελ αλάιπζε εηθφλαο θαη ζηα νηθνλνκηθά, φπνπ ν αξηζκφο 

ησλ κεηαβιεηψλ ή ησλ παξακέηξσλ p κπνξεί λα είλαη πνιχ κεγαιχηεξνο απφ ην 

κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο n. Γηα παξάδεηγκα, θάπνηνο ζα κπνξνχζε λα επηζπκεί λα 

ηαμηλνκήζεη ηνπο φγθνπο ρξεζηκνπνηψληαο εθθξάζεηο γνληδίσλ κε ζπζηνηρίεο ή κε 

πξσηετληθά δεδνκέλα ή ζα κπνξνχζε λα ζπλδέζεη ηηο ζπγθεληξψζεηο πξσηετλψλ κε 

ηελ έθθξαζε ησλ γνληδίσλ ή γηα ηελ πξφβιεςε νξηζκέλσλ θιηληθψλ πξνγλψζεσλ 

(π.ρ. ρξφλν επηβίσζεο) ρξεζηκνπνηψληαο δεδνκέλα γνληδηαθήο έθθξαζεο. Γηα απηνχ 

ηνπ είδνπο ηα πξνβιήκαηα, ε δηάζηαζε κπνξεί λα είλαη κεγαιχηεξε απφ ην κέγεζνο 

ηνπ δείγκαηνο, θάηη πνπ καο νδεγεί ζε λέεο ή εθηεηακέλεο ζηαηηζηηθέο κεζφδνπο θαη 

ζεσξίεο. 
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ην κνληέιν πνπ ζεσξήζακε αξρηθά (2.1), κηα πξφθιεζε είλαη λα βξνχκε 

δέθα ζεκαληηθέο κεηαβιεηέο απφ ηηο ρηιηάδεο επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο, κε αξηζκφ 

παξαηεξήζεσλ ζπλήζσο ζε δεθάδεο ή εθαηνληάδεο.  

 

2.1.1.  Μείυζη διάζηαζηρ 

 

Ζ κείσζε ηεο δηάζηαζεο ή ε επηινγή ραξαθηεξηζηηθψλ είλαη κηα 

απνηειεζκαηηθή ζηξαηεγηθή γηα ηελ αληηκεηψπηζε ησλ πξνβιεκάησλ κεγάιεο 

δηάζηαζεο. Μεηψλνληαο ηε δηάζηαζε, ην «βάξνο» ησλ ππνινγηζκψλ κπνξεί λα 

κεησζεί αηζζεηά. Δλ ησ κεηαμχ, κπνξνχκε λα ιάβνπκε αθξηβείο εθηηκήζεηο 

ρξεζηκνπνηψληαο κεξηθέο κεζφδνπο ρακειήο δηάζηαζεο πνπ έρνπλ αλαπηπρζεί. 

Δπνκέλσο, ηίζεηαη ην εμήο δήηεκα: 

«Η μείυζη ηηρ διάζηαζηρ p από μια μεγάλη κλίμακα (έζηυ exp{O(n )}  για 

κάποιο 0   ) ζε μια άλλη ζσεηικά μεγάλη κλίμακα d ( (n)o  ) με μία γπήγοπη και 

αποηελεζμαηική μέθοδο». 

Γηα λα ην πεηχρνπκε απηφ, κπνξνχκε λα εηζάγνπκε ηελ ηδέα ηνπ ζίγνπξνπ 

θξεζαξίζκαηνο θαη λα πξνηείλνπκε κηα κέζνδν ζίγνπξνπ θξεζαξίζκαηνο, ε νπνία 

βαζίδεηαη ζηε κάζεζε ζπζρέηηζεο θαη ε νπνία απνκαθξχλεη ηα ραξαθηεξηζηηθά πνπ 

έρνπλ αζζελή ζπζρέηηζε κε ηελ απφθξηζε. Έλα ηέηνην θξεζάξηζκα ζπζρέηηζεο 

θαιείηαη Sure Independence Screening (SIS). Απφ δσ θαη ζην εμήο, κε ηνλ φξν 

ζίγνπξν θξεζάξηζκα ζα ελλννχκε ηελ ηδηφηεηα φπνπ φινη νη ζεκαληηθνί παξάγνληεο 

επηβηψλνπλ κεηά απφ ην θξεζάξηζκα ησλ κεηαβιεηψλ κε πηζαλφηεηα πνπ ηείλεη ζην 

1. Απηφ πεξηνξίδεη ζεκαληηθά ηνλ έιεγρν γηα ζεκαληηθέο επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο. 

 

2.2. Μέθοδορ  ίγοςπος Κπηζαπίζμαηορ: μάθηζη ζςζσέηιζηρ 

 

Με ηνλ φξν ζίγνπξν θξεζάξηζκα ελλννχκε ηελ ηδηφηεηα φπνπ φιεο νη 

ζεκαληηθέο κεηαβιεηέο επηβηψλνπλ κεηά ηελ εθαξκνγή ηεο δηαδηθαζίαο 

θξεζαξίζκαηνο κεηαβιεηψλ κε πηζαλφηεηα πνπ ηείλεη ζην 1. Ζ κέζνδνο γηα ηε 

κείσζε ηεο δηάζηαζεο είλαη επηζπκεηή αλ έρεη ηελ ηδηφηεηα ηνπ ζίγνπξνπ 
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θξεζαξίζκαηνο. Θα παξνπζηάζνπκε κηα απιή κέζνδν ζίγνπξνπ θξεζαξίζκαηνο πνπ 

ρξεζηκνπνηεί ηε  κάζεζε ζπζρέηηζεο. Δζηηάδνπκε ζε θάζε κεηαβιεηή εηζφδνπ έηζη 

ψζηε ε παξαηεξνχκελε κέζε ηηκή λα είλαη 0 θαη πεξηνξίδνπκε θάζε επεμεγεκαηηθή 

κεηαβιεηή, έηζη ψζηε ε ηππηθή απφθιηζε ηνπ δείγκαηνο λα είλαη 1. Έζησ φηη

 1 : 0iM i p       είλαη ην πξαγκαηηθφ αξαηφ κνληέιν κε κε-αξαηφ κέγεζνο 

*s M . Οη ππφινηπεο p s  κεηαβιεηέο κπνξνχλ λα ζπζρεηηζηνχλ κε ηε κεηαβιεηή 

απφθξηζεο κέζσ ηεο ζχλδεζεο κε ηηο επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο πνπ πεξηέρνληαη 

ζην κνληέιν. 

Έζησ 1( ,..., )T

p    έλα p-δηάζηαζεο δηάλπζκα πνπ πξνθχπηεη απφ ηελ 

θαηά ζπληζηψζεο  παιηλδξφκεζε 

TX y                (2.2) 

φπνπ, κε κηθξή θαηάρξεζε ηεο ζεκεηνγξαθίαο, ηα n p  ζηνηρεία ηνπ πίλαθα Υ, 

ηππνπνηνχληαη θαηά ζηήιε.  Χο εθ ηνχηνπ, ην σ είλαη πξάγκαηη έλα δηάλπζκα ησλ 

νξηαθψλ ζπζρεηίζεσλ ησλ επεμεγεκαηηθψλ κεηαβιεηψλ κε ηε κεηαβιεηή απφθξηζεο 

λα αιιάδεη κέγεζνο ιφγσ ηεο  ηππηθήο απφθιηζεο ηεο απφθξηζεο. 

Γηα νπνηνδήπνηε δνζκέλν (0,1)   ηαμηλνκνχκε ηα p κεγέζε ηνπ θνξέα ηνπ 

δηαλχζκαηνο ω ζε θζίλνπζα ζεηξά θαη νξίδνπκε ην ππνκνληέιν 

  M 1 :  λα είλαη αλάκεζα ζην πξψην  πνπ είλαη ην κεγαιχηεξν απφ φιαi ni p    

φπνπ  n  είλαη ην αθέξαην κέξνο ηνπ  
n . 

Απηφο είλαη έλαο ηξφπνο γηα λα ζπξξηθλψζνπκε νιφθιεξν ην κνληέιν  1,...., p  ζην 

ππν-κνληέιν M  κε κέγεζνο  nd n  . 

Μηα ηέηνηα κάζεζε ζπζρέηηζεο θαηαηάζζεη ηε ζεκαληηθφηεηα ησλ 

ραξαθηεξηζηηθψλ ζχκθσλα κε ηελ νξηαθή ζπζρέηηζε κε ηε κεηαβιεηή απφθξηζεο θαη 

απνξξίπηεη απηά πνπ έρνπλ αδχλακεο νξηαθέο ζπζρεηίζεηο κε ηε κεηαβιεηή 

απφθξηζεο. Απηή ηε κέζνδν θξεζαξίζκαηνο ζπζρέηηζεο ηελ νλνκάδνπκε SIS, αθνχ 

θάζε ραξαθηεξηζηηθφ ρξεζηκνπνηείηαη αλεμάξηεηα σο κηα επεμεγεκαηηθή κεηαβιεηή, 

ψζηε λα απνθαζίζεη πφζν ρξήζηκν είλαη λα πξνβιεθζεί ε κεηαβιεηή απφθξηζεο. 
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Απηή ε έλλνηα είλαη επξχηεξε απφ ηε ζπζρέηηζε θξεζαξίζκαηνο θαη εθαξκφδεηαη ζε 

γεληθεπκέλα γξακκηθά κνληέια, θαζψο θαη ζε πξνβιήκαηα ηαμηλφκεζεο κε δηάθνξεο  

ιεηηνπξγίεο  απψιεηαο ή δεκηάο . 

Σν ππνινγηζηηθφ θφζηνο ηεο SIS ή κάζεζεο ζπζρέηηζεο εκθαλίδεηαη φηαλ 

πνιιαπιαζηάδνπκε έλαλ p n  πίλαθα κε έλα n-δηάζηαζεο δηάλπζκα θαη παίξλνπκε 

ην κεγαιχηεξν d πεξηερφκελν ηνπ p-δηαλχζκαηνο. Έηζη ε SIS παξνπζηάδεη  

ππνινγηζηηθή πνιππινθφηεηα O(n  p) . 

Αμίδεη λα ζεκεηψζνπκε φηη ε SIS ρξεζηκνπνηεί κφλν ηελ ηάμε ησλ  

ραξαθηεξηζηηθψλ ησλ ζπληζησζψλ ηνπ ω, έηζη ψζηε λα είλαη αλαιινίσηε θάησ απφ 

θιίκαθα. Αθφκα, ε ηδέα ηεο SIS είλαη ηδαληθή ζηελ επηινγή επεμεγεκαηηθψλ 

κεηαβιεηψλ ρξεζηκνπνηψληαο ηηο ζπζρεηίζεηο ηνπο κε ηελ απφθξηζε. Γηα λα 

εθαξκνζηεί ε SIS, πξέπεη ηα γξακκηθά κνληέια κε πάλσ απφ n παξακέηξνπο, λα κελ 

είλαη αλαγλσξίζηκα κε κφλν n ζηνηρεία δεδνκέλσλ. Έηζη, κπνξνχκε λα επηιέμνπκε 

 nd   λα είλαη ζπληεξεηηθφ, π.ρ. 1n  ή / log(n)n , αλάινγα κε ηελ ηάμε ηνπ 

κεγέζνπο ηνπ δείγκαηνο n. Παξφιν πνπ ε SIS έρεη πξνηαζεί γηα λα κεηψζεη ηε 

δηάζηαζε p απφ πςειή ζε ρακειφηεξε απφ ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο n, ηίπνηα δελ 

κπνξεί λα καο ζηακαηήζεη απφ ην λα ρξεζηκνπνηήζνπκε σο ηειηθφ κέγεζνο ηνπ 

δείγκαηνο κνληέινπ d n , έζησ 1  . Δίλαη θαλεξφ φηη κεγαιχηεξν απφ d ζεκαίλεη 

κεγαιχηεξε πηζαλφηεηα λα πεξηέρεηαη ην πξαγκαηηθφ κνληέιν 
*M  ζην ηειηθφ κνληέιν 

M . 

Ζ SIS  είλαη κηα δχζθνιε κέζνδνο. Γηα νξζνγψληνπο ζρεδηαζκνχο πηλάθσλ 

είλαη θαηαλνεηή. Όκσο γηα γεληθέο κεζφδνπο ζρεδηαζκνχ πηλάθσλ, δελ ππάξρεη 

ζεσξεηηθφ ππφβαζξν. Γη’ απηφ, παξφιν πνπ ζπρλά ρξεζηκνπνηείηαη ζηηο εθαξκνγέο, 

είλαη ζεκαληηθφ λα νξίζνπκε ηηο ζπλζήθεο θάησ απφ ηηο νπνίεο νη ηδηφηεηεο ηνπ 

ζίγνπξνπ θξεζαξίζκαηνο ηζρχνπλ. Με άιια ιφγηα, επηιέγνπκε  n  κεηαβιεηέο, πνπ 

έρνπλ ην κεγαιχηεξν κέγεζνο ζπζρέηηζεο κε ηε κεηαβιεηή απφθξηζεο, ρσξίο λα 

ππνινγίζνπκε ηε ζπκβνιή ησλ άιισλ ζπκκεηαβιεηψλ ζηελ παιηλδξφκεζε. 

Απνδεηθλχεηαη φηη κηα ηέηνηα απιή δηαδηθαζία έρεη ηελ ηδηφηεηα ηνπ ζίγνπξνπ 

θξεζαξίζκαηνο  κε ηελ εμήο έλλνηα: 
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           *P(M M ) 1   θαζψο n  

γηα δνζέλ γ. Πην ζπγθεθξηκέλα, έρνπκε: 

 

Θεώπημα 1. Τπνζέηνπκε φηη: 

(α) p n  θαη log(p) O(n )  γηα θάπνην (0,1 2 )   , φπνπ ην κ δίλεηαη απφ ηελ 

ηξίηε  ζπλζήθε 

(β) 2N(0, )   γηα θάπνην 0   θαη  1 2x  έρεη ζθαηξηθή ζπκκεηξηθή θαηαλνκή 

πνπ ηθαλνπνηεί ηελ ηδηφηεηα ηεο ζπγθέληξσζεο, φπνπ  ν πίλαθαο ζπλδηαζπνξάο ηνπ 

x, 

(γ) var(Y)   θαη γηα θάπνην 0   θαη 0c  , 

                              
*

min i
t M

c

n



  θαη 

*

1min cov( Y,X )i i
t M

c 


  

(δ) ππάξρεη θάπνην 0   θαη * 0c   έηζη ψζηε  

           
*

max ( ) c Tn   . 

Αλ 2 1   , ηφηε ππάξρεη θάπνην 1 2      έηζη ψζηε φηαλ cn    κε 0c  , 

ηφηε έρνπκε γηα θάπνην 0C  , 

             
1 2

*(M M ) 1 O(exp( Cn / logn))P 



    . 

Απφ ην ζεψξεκα ζπλεπάγεηαη φηη ν κε αξαηφο αξηζκφο  [ ]ns  . Απνδεηθλχεη 

έηζη φηη ε SIS κπνξεί λα κεηψζεη ηε δηάζηαζε p απφ ηελ εθζεηηθά απμαλφκελε ζε κηα 

ζρεηηθά κεγάιε θιίκαθα 
1[ ] O(n ) nnd     γηα θάπνην 0   θαη ην κεησκέλν 

κνληέιν M  εμαθνινπζεί λα πεξηέρεη φιεο ηηο κεηαβιεηέο πνπ ππάξρνπλ ζην 

πξαγκαηηθφ κνληέιν κε ζπληξηπηηθή πηζαλφηεηα. Πην ζπγθεθξηκέλα, κπνξνχκε λα 

επηιέμνπκε ην κέγεζνο ηνπ ππνκνληέινπ 1d n   ή / logn n , λα είλαη ζπληεξεηηθφ.  

Παξά ην γεγνλφο φηη ε SIS πξνηείλεηαη γηα ηε κείσζε ηνπ αξηζκνχ ησλ κεηαβιεηψλ 

ηνπ κνληέινπ απφ p ζε d, φπνπ ην d είλαη κηθξφηεξν απφ ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο n, 
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ηίπνηα δελ καο ζηακαηά απφ ην λα ην εθαξκφζνπκε κε ηειηθφ κέγεζνο κνληέινπ 

d n . Δίλαη πξνθαλέο φηη κεγαιχηεξν d ζεκαίλεη θαη κεγαιχηεξε πηζαλφηεηα λα 

πεξηιακβάλεη ην πξαγκαηηθφ κνληέιν 
*M  ζην ηειηθφ κνληέιν M . 

Όηαλ ππάξρνπλ πεξηζζφηεξεο επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο απφ ηηο 

παξαηεξήζεηο, ν ζφξπβνο θαηά ηελ εθηίκεζε κπνξεί λα είλαη πνιχ κεγάινο, 

πξνθαιψληαο overfitting θαη ζπζζψξεπζε ζνξχβνπ. Γηα λα κεησζεί ν ζφξπβνο, ζπρλά 

ρξεζηκνπνηείηαη θαλνληθνπνίεζε. 

 Έζησ 1( ,..., )T

p

      έλα δηάλπζκα p-δηάζηαζεο πνπ πξνθχπηεη απφ ηελ 

παιηλδξφκεζε : 

           
1(X X I )T T

p X y    , 

Όπνπ 0   είλαη κηα παξάκεηξνο θαλνληθνπνίεζεο. Σφηε, κπνξεί θάπνηνο λα 

θξεζάξεη ηηο κεηαβιεηέο κε βάζε ην κέγεζνο ηνπ i

 .Παξαηεξνχκε φηη  

              θαζψο    . 

Καηαιήγνπκε φηη ε θαηά ζπληζηψζεο παιηλδξφκεζε ω αληηζηνηρεί ζηε ridge 

παιηλδξφκεζε κε   . 

 

2.3.ύνδεζη με άλλερ μεθόδοςρ μείυζηρ διάζηαζηρ 

 

Ζ SIS ρξεζηκνπνηεί ηηο νξηαθέο πιεξνθνξίεο ηεο ζπζρέηηζεο γηα λα κεηψζεη 

ηε δηάζηαζε.  

Θα κειεηήζνπκε ηε SIS ζηα πιαίζηα ηεο ηαμηλφκεζεο, ζηελ νπνία ε ηδέα ηνπ 

αλεμάξηεηνπ θξεζαξίζκαηνο εκθαλίδεηαη θπζηθά θαη έρεη ρξεζηκνπνηεζεί επξέσο. 

Σν πξφβιεκα ηεο ηαμηλφκεζεο κπνξνχκε λα ην δνχκε σο κηα εηδηθή 

πεξίπησζε παιηλδξφκεζεο κε κεηαβιεηέο απφθξηζεο κε δηαθξηηέο ηηκέο, φπσο 1 . 

Γηα ηα πξνβιήκαηα κεγάιεο δηάζηαζεο, φπσο ε ηαμηλφκεζε ηνπ φγθνπ κε ρξήζε 

γνληδηαθήο έθθξαζεο ή πξσηετληθψλ δεδνκέλσλ είλαη πξνηηκφηεξν λα κελ 

ηαμηλνκήζνπκε ηα δεδνκέλα ρξεζηκνπνηψληαο ην πιήξεο δηάζηεκα ραξαθηεξηζηηθψλ 
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γλσξηζκάησλ, ιφγσ ηεο ζπζζψξεπζεο ηνπ ζνξχβνπ θαη ηεο επεμεγεκαηηθφηεηαο. 

Δπίζεο, πνιιά απφ ηα ραξαθηεξηζηηθά έξρνληαη ζην πξνζθήλην κέζσ ηεο ζχλδεζεο 

κε ηηο ζεκαληηθέο επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο. Παξφια απηά, ε επηινγή 

ραξαθηεξηζηηθψλ είλαη ζεκαληηθή γηα ηελ ηαμηλφκεζε πςειήο δηάζηαζεο. 

Ζ SIS κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα κεηψζεη ην ρψξν ησλ 

ραξαθηεξηζηηθψλ. Τπνζέηνπκε φηη έρνπκε 
1n  δείγκαηα απφ ηελ θιάζε 1 θαη 

2n  

δείγκαηα απφ ηελ θιάζε -1. Σφηε ν θαηά ζπληζηψζεο  εθηηκεηήο παιηλδξφκεζεο  

(2.2) γίλεηαη: 

          
1 1i i

i i

Y Y

x x
 

    

φπνπ θάζε κεηαβιεηή έρεη νκαινπνηεζεί νξηαθά. 

Αλ ην γξάςνπκε πην αλαιπηηθά ην j-νζηφ ζηνηρείν ηνπ p-δηαλχζκαηνο ω είλαη: 

               1 ,1 2 ,2 / (  απφθιηζε ηνπ j-νζηνχ ραξαθηεξηζηηθνχ)j j jn X n X ή    

φπνπ ηα ,1jX  είλαη ν κέζνο ηνπ δείγκαηνο ηνπ j ραξαθηεξηζηηθνχ θιάζεο 1, θαη  ,2jX  

είλαη ν κέζνο ηνπ δείγκαηνο ηνπ j ραξαθηεξηζηηθνχ θιάζεο -1. Όηαλ 
1 2n n , j  είλαη  

απιά κηα εθδνρή δχν δεηγκάησλ t-ζηαηηζηηθήο, κε εμαίξεζε κηα θιηκαθσηή ζηαζεξά.  

Με ηε ρξήζε ηεο SIS κπνξνχκε λα μερσξίζνπκε ηα ζεκαληηθά 

ραξαθηεξηζηηθά θαη λα κεηψζνπκε ζεκαληηθά ην ρψξν ησλ ραξαθηεξηζηηθψλ ζε έλα 

ρψξν πνιχ ρακειφηεξεο δηάζηαζεο. 

 

2.4.Σεσνικέρ επιλογήρ μονηέλος βαζιζμένερ ζηη SIS 

 

Με ηε κάζεζε ζπζρέηηζεο, κπνξνχκε λα ζπξξηθλψζνπκε νιφθιεξν ην 

κνληέιν  1,...., p  ζε έλα ππνζχλνιν ηνπ κνληέινπ M   κε κέγεζνο  nd  . Σν 

αξρηθφ πξφβιεκα ηεο εθηίκεζεο ηνπ αξαηνχ p-δηαλχζκαηνο β ζην κνληέιν (2.1) 

κεηψλεηαη ζην λα εθηηκεζεί ην αξαηφ d-δηάλπζκα 1( ,..., )T

d    πνπ βαζίδεηαη ηψξα 

ζην πνιχ κηθξφηεξν ππνκνληέιν 
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My X     

φπνπ 1(x ,..., x )T

M nX   ππνδειψλεη έλα n d  ππνπίλαθα ηνπ Φ πνπ πξνθχπηεη απφ 

ηελ αθαίξεζε ησλ ζηειψλ ηνπ πνπ αληηζηνηρνχλ ζηνπο δείθηεο ζην Μ. Ζ SIS  κπνξεί 

λα επηηαρχλεη δξαζηηθά ηελ επηινγή κεηαβιεηψλ φηαλ ε αξρηθή δηάζηαζε  p είλαη 

πάξα πνιχ κεγάιε. 

 

2.5. Μέθοδοι επιλογήρ μονηέλος βαζιζμένερ ζηη SIS 

 

Γηα ηα πξνβιήκαηα επηινγήο κεηαβιεηψλ κεγάιεο δηάζηαζεο, αξρηθά 

πξνηείλνπκε λα ρξεζηκνπνηεζεί κηα κέζνδνο ζίγνπξνπ θξεζαξίζκαηνο φπσο ε SIS  

γηα ηε κείσζε ηεο δηάζηαζεο απφ p ζε ζρεηηθά κεγάιε θιίκαθα d θάησ απφ ην 

κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο n. ηε ζπλέρεηα ρξεζηκνπνηνχκε κηα κέζνδν επηινγήο 

κνληέινπ ρακειφηεξεο δηάζηαζεο φπσο ε SCAD, o Dantzig επηινγέαο, ε  LASSO ή ε  

adaptive LASSO. Καινχκε ηε SIS πνπ αθνινπζείηαη απφ ηε SCAD θαη ηνλ  Dantzig 

επηινγέα σο SIS-SCAD θαη SIS-DS αληίζηνηρα, γηα ράξε ζπληνκίαο. ε νξηζκέλεο 

πεξηπηψζεηο, κπνξεί λα ζέινπκε λα κεηψζνπκε πεξηζζφηεξν ην κέγεζνο ηνπ κνληέινπ 

ζε d d   ρξεζηκνπνηψληαο κηα κέζνδν, φπσο ν Dantzig επηινγέαο ή ε LASSO κε 

θαηάιιειν ζπληνληζκφ, θαη ηειηθά λα επηιέμνπκε έλα κνληέιν κε κηα πην 

εθιεπηπζκέλε κέζνδν φπσο ε SCAD ή ε adaptive LASSO, πνπ ζα θαινχληαη SIS-

DS-SCAD θαη SIS-DS-AdaLASSO αληίζηνηρα γηα επθνιία. ην παξαθάησ ζρήκα 2.1 

έρνπκε ηε ζρεκαηηθή απεηθφληζε απηψλ ησλ πξνζεγγίζεσλ. 

 

 

σήμα  2.1. Μέθοδοι  ηηρ επιλογήρ μονηέλος με ςτηλή διάζηαζη. 
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Ζ ηδέα ηνπ λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε SIS, θάλεη πην εθηθηφ λα θάλνπκε 

επηινγή κνληέινπ κε πνιχ κεγάιε δηάζηαζε θαη επηηαρχλεη δξαζηηθά ηελ επηινγή 

κεηαβιεηψλ. Καζηζηά επίζεο ην πξφβιεκα ηεο επηινγήο κνληέινπ πην 

απνηειεζκαηηθφ. Ζ SIS κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί κε νπνηαδήπνηε άιιε κέζνδν 

επηινγήο κνληέινπ, φπσο νη Bayesian κέζνδνη θαη ε LASSO. 

 

2.6. Απιθμηηικέρ μελέηερ 

 

Γηα ηε κειέηε ηεο απφδνζεο ησλ κεζφδσλ επηινγήο κνληέινπ πνπ βαζίδνληαη 

ζηε SIS θαη είδακε παξαπάλσ, ζα παξνπζηάζνπκε ηηο παξαθάησ πξνζνπνηψζεηο. 

 

2.6.1. Πποζομοίυζη Ι: «ανεξάπηηηα σαπακηηπιζηικά» 

 

Γηα ηελ πξψηε πξνζνκνίσζε, ρξεζηκνπνηήζακε ην γξακκηθφ κνληέιν (2.1)  

κε i.i.d. θαλνληθέο επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο θαη θαλνληθφ ζφξπβν κε ηππηθή 

απφθιηζε 1.5  . Θεσξήζακε δχν ηέηνηα κνληέια κε (n,p) (200,1000)  θαη 

(n,p) (800,20000) . Σα κεγέζε s ησλ πξαγκαηηθψλ κνληέισλ, δειαδή νη αξηζκνί 

ησλ κε κεδεληθψλ ζπληειεζηψλ, επηιέρζεθαλ λα είλαη 8 θαη 18, θαζψο θαη νη κε 

κεδεληθέο ζπληζηψζεο ησλ p-δηαλπζκάησλ β επηιέρζεθαλ ηπραία σο εμήο:  Οξίδνπκε 

1 24log(n) / n   θαη 1 25log(n) / n  αληίζηνηρα θαη επηιέγνπκε κε κεδεληθνχο 

ζπληειεζηέο ηεο κνξθήο   ( 1)u z   γηα θάζε κνληέιν, φπνπ ην u  πξνέξρεηαη απφ 

κηα θαηαλνκή Bernoulli κε παξάκεηξν 0.4 θαη ην z πξνέξρεηαη απφ ηελ ηππηθή 

θαλνληθή θαηαλνκή. Δηδηθφηεξα, νη 
2l - λφξκεο   ησλ δχν πξνζνκνησκέλσλ 

κνληέισλ είλαη 6.795 θαη 8.908. Γηα θάζε κνληέιν πξνζνκνηψζακε 200 ζχλνια 

δεδνκέλσλ. Αθφκε θαη κε ηηο i.i.d. θαλνληθέο επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο, απηέο νη 

ξπζκίζεηο είλαη κε ηεηξηκκέλεο αθνχ ππάξρεη κε ακειεηέα ζπζρέηηζε δείγκαηνο 

κεηαμχ ησλ επεμεγεκαηηθψλ κεηαβιεηψλ, ε νπνία αληηθαηνπηξίδεη ηε δπζθνιία ηεο 

επηινγήο κεηαβιεηψλ πςειήο δηάζηαζεο. Χο απφδεημε, αλαθέξνπκε ζην ρ. 2.2 ηηο 

θαηαλνκέο ηεο κέγηζηεο απφιπηεο ζπζρέηηζεο δείγκαηνο φηαλ  200n   θαη  

1000p  θαη 5000p  . Απηφ απνθαιχπηεη ζεκαληηθή ζπζρέηηζε δείγκαηνο κεηαμχ 
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ησλ επεμεγεκαηηθψλ κεηαβιεηψλ. Ζ πνιιαπιή θαλνληθή ζπζρέηηζε κεηαμχ δχν 

νκάδσλ επεμεγεκαηηθψλ κεηαβιεηψλ κπνξεί λα είλαη κεγαιχηεξε. 

Γηα λα εθηηκεζνχλ ηα αξαηά  p-δηαλχζκαηα  β, εθαξκφδνπκε έμη κεζφδνπο: ηνλ 

επηινγέα Dantzig ρξεζηκνπνηψληαο έλαλ αξρέγνλν δηπιφ αιγφξηζκν, ηε LASSO 

ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ LARS αιγφξηζκν θαη ηηο κεζφδνπο  SIS-SCAD, SIS-DS, SIS-

DS-SCAD θαη SIS-DS-AdaLASSO (βι. ρ. 2.1). Γηα ηηο SIS-SCAD θαη SIS-DS  

κεζφδνπο , επηιέμακε  log(n)d n  θαη γηα ηηο  δχν ηειεπηαίεο κεζφδνπο επηιέμακε 

1d n   θαη  log(n)d n  , ελψ ζην κεζαίν βήκα ρξεζηκνπνηήζεθε ν επηινγέαο 

Dantzig γηα λα κεηψζεη ην κέγεζνο ηνπ κνληέινπ πεξηζζφηεξν απφ ην d  ζην  d  , 

επηιέγνληαο κεηαβιεηέο κε ηα d   κεγαιχηεξα θαηά ζπληζηψζεο κεγέζε ηνπ 

εθηηκψκελνπ  d-δηαλχζκαηνο (βι. ρ. 2.1). 

 

 

σήμα 2.2. Καηανομέρ ηηρ μέγιζηηρ απόλςηηρ ζςζσέηιζηρ δείγμαηορ όηαν 200n   και  

1000p   (           ) και 200n  και 5000p   (-----). 
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σήμα 2.3. Καηανομή ηος μικπόηεπος απιθμού επιλεγμένυν μεηαβληηών πος απαιηούνηαι να 

ζςμπεπιληθθούν ζηο ππαγμαηικό μονηέλο σπηζιμοποιώνηαρ ηη SIS όηαν (a) 

200 θαη  1000n p    και  (b) 800 θαη  20000n p   ζηην πποζομοίυζη Ι. 

 

 

 

Πίνακαρ 2.1. Αποηελέζμαηα ηηρ πποζομοίυζηρ Ι: οι μέζοι ηυν μεγεθών ηυν επιλεγμένυν 

μονηέλυν και ζθαλμάηυν εκηίμηζηρ (ζηην παπένθεζη). 
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Σα απνηειέζκαηα ηεο πξνζνκνίσζεο ζπλνςίδνληαη ζην ρήκα 2.3 θαη ζηνλ 

Πίλαθα 2.1., ν νπνίνο παξήρζε πάλσ ζηε βάζε ησλ 500 πξνζνκνηψζεσλ, εηθνλίδεη 

ηελ θαηαλνκή ηνπ ειάρηζηνπ αξηζκνχ ησλ επηιεγκέλσλ κεηαβιεηψλ, δειαδή ην 

επηιεγκέλν κέγεζνο κνληέινπ, πνπ απαηηείηαη γηα ην ζίγνπξν θξεζάξηζκα κε ηε 

ρξήζε ηεο SIS. Γείρλεη ζαθψο φηη θαη ζηηο δχν ξπζκίζεηο είλαη αζθαιέο λα 

ζπξξηθλσζεί ην πιήξεο κνληέιν ζε έλα ππνκνληέιν ηνπ κεγέζνπο   log(n)n  κε ηε 

SIS, ην νπνίν είλαη ζπλεπέο κε ηελ ηδηφηεηα ηνπ ζίγνπξνπ θξεζαξίζκαηνο  ηεο  SIS 

πνπ θαίλεηαη ζην Θεψξεκα 1. Γηα παξάδεηγκα, ζηελ πεξίπησζε φπνπ 

200 θαη p=1000n  , κεηψλνληαο ην κέγεζνο ηνπ κνληέινπ ζε 50 πεξηιακβάλεη ηηο 

κεηαβιεηέο ζην πξαγκαηηθφ κνληέιν κε πςειή πηζαλφηεηα θαη γηα ηελ πεξίπησζε 

800 θαη p=20000n  , είλαη αζθαιέο λα κεηψζνπκε ηε δηάζηαζε ζε πεξίπνπ 500. Γηα 

θαζεκία απφ ηηο παξαπάλσ έμη κεζφδνπο, έρνπκε εθζέζεη ζηνλ Πίλαθα 2.1  ηε 

δηάκεζε ηηκή ησλ επηιεγκέλσλ κεγεζψλ κνληέινπ θαη ηε δηάκεζν ησλ ζθαικάησλ 

εθηίκεζεο ̂   ζηε 
2l -λφξκα. Σέζζεξηο θαηαρσξήζεηο ζηνλ Πίλαθα 2.1 ιείπνπλ 

ιφγσ ηεο πεξηνξηζκέλεο ππνινγηζηηθήο ηζρχνο θαη ηνπ ινγηζκηθνχ πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθε. ε ζχγθξηζε, ε SIS κεηψλεη ζεκαληηθά  ηελ ππνινγηζηηθή 

επηβάξπλζε. 

Απφ ηνλ Πίλαθα 2.1 θαίλεηαη φηη ν Dantzig  επηινγέαο δίλεη κε-αξαηέο ιχζεηο 

θαη ε LASSO ρξεζηκνπνηψληαο ηε δηαζηαπξσκέλε επηθχξσζε γηα ηελ επηινγή ηεο 

παξακέηξνπ ζπληνληζκνχ παξάγεη κεγάια κνληέια. Απηφ κπνξεί λα νθείιεηαη ζην φηη 

νη κεξνιεςίεο ζηε LASSO απαηηνχλ έλα κηθξφ εχξνο δψλεο ζηε δηαζηαπξσκέλε 

επηθχξσζε. Όκσο έλα κηθξφ εχξνο δψλεο νδεγεί ζε έιιεηςε ηεο «sparsistency» 

ζχκθσλα κε ηελ νξνινγία ηνπ Ravikumar et al. (2007). Απηφ έρεη επίζεο 

παξαηεξεζεί θαη απνδεηρζεί ζηελ εξγαζία ησλ Lam & Fan (2007) ζην πιαίζην ηεο 

εθηίκεζεο αξαηήο ζπλδηαθχκαλζεο ή πηλάθσλ αθξηβείαο. Θα πξέπεη λα επηζεκάλνπκε 

εδψ φηη κηα παξαιιαγή ηνπ επηινγέα Dantzig, ν Gauss-Dantzig επηινγέαο ζηνπο 

Candes & Tao (2007), ζα πξέπεη λα δψζεη πνιχ κηθξφηεξα κνληέια. Απφ φιεο ηηο 

κεζφδνπο, ε SIS-SCAD εθηειείηαη θαιχηεξα θαη παξάγεη πνιχ κηθξφηεξα θαη πην 

αθξηβή κνληέια. Παξαηεξψληαο ηα ζθάικαηα εθηίκεζεο, γίλεηαη ζαθέο φηη ε SCAD 

δίλεη πην αθξηβείο εθηηκήζεηο απφ ηελ πξνζαξκνζκέλε LASSO (adaptive LASSO). 

Δπίζεο, ε SIS αθνινπζνχκελε απφ ηνλ Dantzig επηινγέα, θαη κφλν απφ απηφλ, 
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βειηηψλεη ηελ αθξίβεηα ηεο εθηίκεζεο, γεγνλφο ην νπνίν είλαη ζχκθσλν κε ηα 

ζεσξεηηθά καο απνηειέζκαηα. 

 

2.6.2. Πποζομοίυζη ΙΙ: «εξαπηημένα» σαπακηηπιζηικά 

 

Γηα ηε δεχηεξε πξνζνκνίσζε, ρξεζηκνπνηήζακε παξφκνηα κνληέια κε εθείλα 

ζηελ πξνζνκνίσζε Η εθηφο απφ ην φηη νη επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο  ηψξα 

ζπζρεηίδνληαη κεηαμχ ηνπο. Θεσξήζακε ηξία κνληέια κε  , , (200,1000,5)n p s  , 

 200,1000,8  θαη  800,20000,14 , φπνπ ην s ππνδειψλεη ην κέγεζνο ηνπ 

πξαγκαηηθνχ κνληέινπ, δειαδή ηνλ αξηζκφ ησλ κε κεδεληθψλ ζπληειεζηψλ. Σα ηξία 

p-δηαλχζκαηα β παξήρζεζαλ θαηά ηνλ ίδην ηξφπν φπσο θαη ζηελ πξνζνκνίσζε Η. 

Θέηνπκε    1 2, 1,2log(n) ,n    1 21.5,4log(n) ,n  1 22,4log(n) n . Δηδηθφηεξα, 

νη 
2l -λφξκεο    ησλ ηξηψλ πξνζνκνησκέλσλ κνληέισλ είλαη  3.304, 6.795 θαη  

7.257. Γηα λα εηζάγνπκε ηε ζπζρέηηζε κεηαμχ ησλ επεμεγεκαηηθψλ κεηαβιεηψλ, 

αξρηθά ρξεζηκνπνηήζακε ηε MATLAB ζπλάξηεζε sprandsym γηα λα 

δεκηνπξγήζνπκε ηπραία έλα s s  ζπκκεηξηθφ ζεηηθά νξηζκέλν πίλαθα Α κε  

1 2 log(n)n  θαη δεκηνπξγήζακε δείγκαηα απφ s επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο  

1,..., sX X  απφ  (0,A)N . ηε ζπλέρεηα, πήξακε 1Z ,..., (0, I )s p p sZ N    θαη  νξίζακε 

ηηο ελαπνκείλαζεο επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο σο  X ,  1,...,2i i i sZ rX i s s    , θαη  

  1X 1 ,  2 1,...,pi iZ r X i s      κε r 1 4log(n) p  , 1 5log(n) p  θαη  

1 5log(n) p .  Γηα θάζε κνληέιν πξνζνκνηψζακε 200 ζχλνια δεδνκέλσλ. 

 Δθαξκφζακε ηηο ίδηεο έμη κεζφδνπο, φπσο απηέο ζηελ πξνζνκνίσζε Η, γηα λα 

εθηηκήζνπκε ηα αξαηά p-δηαλχζκαηα β. Γηα ηηο  SIS-SCAD θαη  SIS-DS κεζφδνπο, 

επηιέμακε  
3 3

log(n) , log(n)  θαη log(n)
2 2

d n n n
   

    
   

, θαη  γηα ηηο δχν ηειεπηαίεο 

κεζφδνπο, επηιέμακε 1d n   θαη 
3

log(n) ,
2

d n
 

   
 

3
log(n)

2
n

 
 
 

θαη log(n)n . Σα 

απνηειέζκαηα πξνζνκνίσζεο ζπλνςίδνληαη ζην ρ. 2.4 (ην νπνίν βαζίδεηαη ζε 500 

πξνζνκνηψζεηο) θαη ζηνλ Πίλαθα 2.2. Παξφκνηα ζπκπεξάζκαηα φπσο απηά απφ ηελ 



Μέθοδοι επιλογής μεταβλητών σε δεδομένα υψηλής διάστασης για το μοντέλο 
αναλογικού κινδύνου του Cox Σελίδα 85 
 

πξνζνκνίσζε Η κπνξνχλ λα εμαρζνχλ. Δπίζεο, φπσο θαη ζηελ πξνζνκνίσζε Η, γηα 

ιφγνπο απιφηεηαο δελ ζπκπεξηιάβακε ηνλ Gauss-Dantzig επηινγέα. Δίλαη ελδηαθέξνλ 

λα παξαηεξήζνπκε φηη ζηελ πξψηε ξχζκηζε, ε LASSO δίλεη κεγάια κνληέια θαη ηα 

ζθάικαηα εθηίκεζήο ηνπο είλαη αηζζεηά ζε ζχγθξηζε κε ηε λφξκα ησλ πξαγκαηηθψλ 

ζπληειεζηψλ β. 

 

σήμα 2.4. Καηανομή ηος ελάσιζηος απιθμού επιλεγμένυν μεηαβληηών πος απαιηούνηαι να 

ζςμπεπιληθθούν ζηο ππαγμαηικό μονηέλο με ηη σπήζη ηηρ SIS όηαν (a) 

200 θαη p=1000 θαη s=5n  (b) 200 θαη p=1000 θαη s=8n  (c) 800n   και p=20000

και s=8  ζηην πποζομοίυζη ΙΙ. 

 

 

Πίνακαρ 2.2. Αποηελέζμαηα πποζομοίυζηρ ΙΙ: οι διάμεζοι ηυν επιλεγμένυν μεγεθών μονηέλος 

και εκηιμηηέρ ζθάλμαηορ (μέζα ζηην παπένθεζη). 
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2.7. Μεπικέρ επεκηάζειρ ηηρ μάθηζηρ ζςζσέηιζηρ 

 

Ζ βαζηθή ηδέα ηεο SIS είλαη ε εθαξκνγή κηαο εληαίαο παιηλδξφκεζεο θαηά 

ζπληζηψζεο. Σξία πηζαλά ζέκαηα κπνξεί λα πξνθχςνπλ φκσο κε απηή ηελ 

πξνζέγγηζε: 

(α) θάπνηεο κε ζεκαληηθέο επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο πνπ ζπλδένληαη πάξα πνιχ κε 

ζεκαληηθέο επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο κπνξεί λα έρνπλ κεγαιχηεξε πξνηεξαηφηεηα 

λα επηιερζνχλ απφ ηε SIS απφ νπνηαδήπνηε ζεκαληηθή επεμεγεκαηηθή κεηαβιεηή 

πνπ ζπλδέεηαη αζζελά κε ηελ απφθξηζε. 

(β) κηα ζεκαληηθή επεμεγεκαηηθή κεηαβιεηή πνπ είλαη νξηαθά αζπζρέηηζηε αιιά 

ζπζρεηίδεηαη κε ηελ απφθξηζε, κπνξεί λα κελ επηιερζεί απφ ηε SIS θαη έηζη λα κελ 

κπεη ζην κνληέιν.  

(γ) ην ζέκα ηεο ζπγγξακκηθφηεηαο κεηαμχ δχν επεμεγεκαηηθψλ κεηαβιεηψλ 

πξνζζέηεη δπζθνιία ζην πξφβιεκα ηεο επηινγήο κεηαβιεηψλ. 

 

Όηαλ νη ππνζέζεηο ηνπ κνληέινπ ηθαλνπνηνχληαη, πεξηιακβάλεη δειαδή ηα 

ηξία πξναλαθεξζέληα πξνβιήκαηα, ε SIS κπνξεί λα κεηψζεη κε αθξίβεηα ηε δηάζηαζε 

απφ πςειή ζε κηα κέηξηα θιίκαθα, θάησ απφ ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο. Όκσο, φηαλ 

νη πξνυπνζέζεηο δελ ηθαλνπνηνχληαη, κπνξεί ε SIS λα ράζεη θάπνηεο ζεκαληηθέο 

επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο. Γηα λα αληηκεησπηζηεί απηφ ην πξφβιεκα κπνξνχκε λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε άιιεο κεζφδνπο φπσο είλαη ε ISIS, ε νπνία είλαη κηα 

επαλαιεπηηθή εθαξκνγή ηεο πξνζέγγηζεο SIS  ζηελ επηινγή κεηαβιεηψλ. 

 

2.8. Δπαναληπηική SIS – Δπαναληπηική μάθηζη ζςζσέηιζηρ 

 

Θα δείμνπκε φηη φηαλ νη ππνζέζεηο ησλ κνληέισλ ηθαλνπνηνχληαη, νη νπνίεο 

απνθιείνπλ ηα ηξία πξναλαθεξζέληα πξνβιήκαηα, ε SIS κπνξεί κε αθξίβεηα λα 

κεηψζεη ηε δηάζηαζε απφ πςειή ζε κηα κέηξηαο θιίκαθαο, θάησ απφ ην κέγεζνο ηνπ 

δείγκαηνο. Αιιά φηαλ νη ππνζέζεηο απνηπγράλνπλ, ζα κπνξνχζε ε SIS λα ράζεη 

θάπνηεο απφ ηηο ζεκαληηθέο επεμεγεκαηηθέο  κεηαβιεηέο. Γηα λα μεπεξάζνπκε απηφ 
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ην πξφβιεκα πξνηείλνπκε ηελ ISIS, νχησο ψζηε λα εληζρχζνπκε ηελ ηζρχ ηεο 

κεζνδνινγίαο. Ζ ISIS είλαη κηα επαλαιεπηηθή εθαξκνγή ηεο πξνζέγγηζεο SIS ζηελ 

επηινγή κεηαβιεηψλ. Ζ νπζία είλαη λα εθαξκνζηεί επαλαιεπηηθά έλα θξεζάξηζκα 

κεηαβιεηψλ κεγάιεο θιίκαθαο, αθνινπζνχκελν απφ κηαο κέηξηαο θιίκαθαο 

πξνζεθηηθή επηινγή κεηαβιεηψλ. 

Ζ ISIS ιεηηνπξγεί σο εμήο:  Αξρηθά, επηιέγνπκε έλα ππνζχλνιν 1k   

κεηαβιεηψλ  
1 1

1 ,...,
ki iA X X  ρξεζηκνπνηψληαο κηα κέζνδν επηινγήο κνληέινπ 

βαζηζκέλν ζηε SIS, φπσο είλαη νη κέζνδνη  SIS-SCAD ή SIS-LASSO. Απηέο νη 

κεηαβιεηέο επηιέρζεθαλ, ρξεζηκνπνηψληαο ηε SCAD ή ηε LASSO, επί ηε βάζεη ησλ 

θνηλψλ πιεξνθνξηψλ ησλ  log(n)n  κεηαβιεηψλ, νη νπνίεο επηβίσζαλ κεηά ην 

θξεζάξηζκα ζπζρέηηζεο. Καηφπηλ, έρνπκε έλα n-δηάλπζκα ππνινίπσλ απφ ηελ 

παιηλδξφκεζε ηεο απφθξηζεο Y  πάλσ ζηα 
1 1

,...,
ki iX X  . ην επφκελν βήκα, 

κεηαρεηξηδφκαζηε απηά ηα ππφινηπα σο ηηο λέεο απνθξίζεηο θαη εθαξκφδνπκε ηελ ίδηα 

κέζνδν φπσο ζην πξνεγνχκελν βήκα ζηηο ελαπνκείλαζεο 
1p k  κεηαβιεηέο, ην νπνίν 

θαηαιήγεη ζε έλα ππνζχλνιν 
2k  κεηαβιεηψλ  

1 2
2 ,...,

kj jA X X . εκεηψλνπκε φηη ε 

πξνζαξκνγή ησλ ππνινίπσλ απφ ην πξνεγνχκελν βήκα ζην  1 1,..., /pX X A   κπνξεί 

λα εμαζζελίζεη ζεκαληηθά ηελ πξνηεξαηφηεηα απηψλ ησλ κε ζεκαληηθψλ 

κεηαβιεηψλ, πνπ είλαη αξθεηά  ζπζρεηηζκέλεο κε ηελ απφθξηζε κέζσ ησλ ζρέζεσλ 

ηνπο κε ηα 
1 1

,...,
ki iX X , δεδνκέλνπ φηη ηα ππφινηπα είλαη αζπζρέηηζηα κε απηέο ηηο 

επηιεγκέλεο κεηαβιεηέο ζην 
1A . Απηφ βνεζάεη ζην λα ιπζεί ην πξψην δήηεκα. 

Δπίζεο, θαζηζηά δπλαηφ απηέο νη ζεκαληηθέο επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο  πνπ έρνπλ 

ραζεί ζην πξνεγνχκελν βήκα λα επηβηψζνπλ. Απηφ δηεπζχλεη ην δεχηεξν δήηεκα. 

ηελ πξαγκαηηθφηεηα, κφιηο νη κεηαβιεηέο ζην 
1A  εηζαρζνχλ ζην κνληέιν, εθείλεο 

πνπ είλαη νξηαθά αζζελψο ζπζρεηηζκέλεο κε ηελ Y , ιφγσ ηεο παξνπζίαο ησλ 

κεηαβιεηψλ ζην 
1A  ζα πξέπεη λα ζπζρεηηζηνχλ κε ηα ππφινηπα. Μπνξνχκε λα 

ζπλερίζνπκε λα ην θάλνπκε απηφ κέρξη λα απνθηήζνπκε l  ππνζχλνια 
1,..., lA A  ησλ 

νπνίσλ ε έλσζε 
1

l

ii
A A


  έρεη κέγεζνο d , ην νπνίν είλαη κηθξφηεξν ηνπ  n . Με 

πξαθηηθή εθαξκνγή, κπνξνχκε λα επηιέμνπκε, γηα παξάδεηγκα, ην κεγαιχηεξν l  
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ππνζχλνιν, γηα ην νπνίν ηζρχεη  A n . Απφ ηα επηιεγκέλα ραξαθηεξηζηηθά ζην A , 

κπνξνχκε λα επηιέμνπκε ηα ραξαθηεξηζηηθά ρξεζηκνπνηψληαο κηαο  κέηξηαο θιίκαθαο 

κέζνδν, φπσο είλαη ε SCAD,  ε LASSO ή ν επηινγέαο  Dantzig. 

Γηα ηα πξνβιήκαηα επηινγήο κεηαβιεηψλ πςειήο  δηάζηαζεο έρνπκε ηψξα ηηο 

κεζφδνπο επηινγήο κνληέινπ βαζηζκέλεο ζηελ ISIS, νη νπνίεο είλαη πξνεθηάζεηο ησλ 

κεζφδσλ επηινγήο κνληέινπ πνπ βαζίδνληαη ζηε SIS. Δθαξκφδνληαο κηα κέηξηαο 

δηάζηαζεο κέζνδν, φπσο ε SCAD, ν επηινγέαο  Dantzig, ε  LASSO ή ε 

πξνζαξκνζηηθή  LASSO ζην A  ζα παξαρζεί έλα κνληέιν πνπ είλαη πνιχ θνληά ζην 

πξαγκαηηθφ αξαηφ κνληέιν 
*M . Ζ ηδέα ηεο ISIS ζρεηίδεηαη  κε θάπνην ηξφπν κε ηνλ 

αιγφξηζκν ελίζρπζεο (boosting algorithm) (Freund & Schapire, 1997). Δηδηθφηεξα, αλ 

ε SIS ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα δηαιέγεη κία κφλν κεηαβιεηή ζε θάζε επαλάιεςε, π.ρ. 

1iA  , ε ISIS είλαη ηζνδχλακε κε κηα κνξθή ηαηξηάζκαηνο ελφο άπιεζηνπ 

αιγφξηζκνπ γηα ηελ επηινγή κεηαβιεηψλ. (Barron et al., 2008). 

 

2.9. Ομαδοποίηζη και μεηαζσημαηιζμόρ ηυν μεηαβληηών ειζόδος. 

 

Ζ νκαδνπνίεζε ησλ κεηαβιεηψλ εηζφδνπ (input variables)  ρξεζηκνπνηείηαη 

ζπλήζσο ζε δηάθνξα πξνβιήκαηα. Γηα παξάδεηγκα, κπνξνχκε λα ρσξίζνπκε ηηο p 

κεηαβιεηέο ζε νκάδεο ησλ πέληε κεηαβιεηψλ. Ζ ηδέα ηνπ θξεζαξίζκαηνο 

κεηαβιεηψλ κέζσ ηεο SIS κπνξεί λα εθαξκνζηεί γηα ηελ επηινγή ελφο κηθξφηεξνπ 

αξηζκνχ νκάδσλ. Με απηφ ηνλ ηξφπν, ππάξρεη κηθξφηεξε πηζαλφηεηα λα ραζνχλ 

ζεκαληηθέο κεηαβιεηέο  εθκεηαιιεπφκελνη ηελ θνηλή βάζε πιεξνθνξηψλ κεηαμχ ησλ 

επεμεγεκαηηθψλ κεηαβιεηψλ. Χο εθ ηνχηνπ, έλα πην αμηφπηζην κνληέιν κπνξεί λα 

θαηαζθεπαζηεί. 

Μηα αμηνζεκείσηε δπζθνιία ζηελ επηινγή κεηαβιεηψλ νθείιεηαη ζηε 

ζπγγξακκηθφηεηα κεηαμχ ησλ ζπκκεηαβιεηψλ. Έλαο απνηειεζκαηηθφο ηξφπνο λα 

απνθιεηζηνχλ απηέο νη κε ζεκαληηθέο κεηαβιεηέο, νη νπνίεο είλαη αξθεηά 

ζπζρεηηζκέλεο κε ηηο ζεκαληηθέο, είλαη λα απνθιεηζηνχλ κεηά. Μηα θαιή ηδέα είλαη 

λα κεηαζρεκαηηζηνχλ νη κεηαβιεηέο εηζφδνπ. Γχν πηζαλνί ηξφπνη μερσξίδνπλ. Ο έλαο 
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είλαη ν subject-related κεηαζρεκαηηζκφο θαη ν άιινο είλαη ν ζηαηιζηικός 

κεηαζρεκαηηζκφο. 

Ο κεηαζρεκαηηζκφο  subject-related  είλαη έλα ρξήζηκν εξγαιείν. ε κεξηθέο 

πεξηπηψζεηο, έλαο απιφο γξακκηθφο κεηαζρεκαηηζκφο ησλ κεηαβιεηψλ εηζφδνπ 

κπνξεί λα βνεζήζεη ζηε κείσζε ηεο ζπζρέηηζεο κεηαμχ ησλ ζπκκεηαβιεηψλ. Γηα 

παξάδεηγκα, ζηηο κειέηεο ζσκαηφηππνπ ε θνηλή ινγηθή καο ιέεη φηη νη 

επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο φπσο ηα βάξε  
1 2 3, ,w w w  ζπζρεηίδνληαη ζεηηθά κε ηηο 

ειηθίεο 2, 9 θαη 18. Θα κπνξνχζακε απεπζείαο  λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηα 
1 2 3, ,w w w  

σο ηηο κεηαβιεηέο εηζφδνπ ζε έλα γξακκηθφ κνληέιν παιηλδξφκεζεο, αιιά έλαο 

θαιχηεξνο ηξφπνο επηινγήο κνληέινπ ζε απηή ηελ πεξίπησζε είλαη λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ιηγφηεξεο ζπζρεηηζκέλεο επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο φπσο 

 1 2 1 3 2, ,
T

w w w w w  , ην νπνίν είλαη έλαο γξακκηθφο κεηαζρεκαηηζκφο ηνπ 

 1 2 3, ,
T

w w w , πνπ πξνζδηνξίδεη  ηηο αιιαγέο  ησλ βαξψλ αληί ησλ ίδησλ ησλ βαξψλ. Ζ 

δηαθνξνπνίεζε κπνξεί λα εμαζζελίζεη ζεκαληηθά ηε ζπζρέηηζε αλάκεζα ζε απηέο ηηο 

κεηαβιεηέο.  

Οη κέζνδνη ζηαηηζηηθψλ κεηαζρεκαηηζκψλ πεξηιακβάλνπλ κηα εθαξκνγή ελφο 

αιγφξηζκνπ νκαδνπνίεζεο, φπσο είλαη ε ηεξαξρηθή νκαδνπνίεζε ή ν αιγφξηζκνο k-

κέζνπ, ρξεζηκνπνηψληαο κεηξηθέο ζπζρέηηζεο πξψηα ζηελ νκάδα κεηαβιεηψλ κέζα 

ζε πςειά ζπζρεηηζκέλεο νκάδεο θαη χζηεξα εθαξκφδνληαο αξαηή αλάιπζε θχξησλ 

ζπληζησζψλ γηα λα θαηαζθεπάζνπκε αζζελψο ζπζρεηηζκέλεο επεμεγεκαηηθέο 

κεηαβιεηέο. Σψξα, απηέο νη αζζελψο ζπζρεηηζκέλεο επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο απφ 

θάζε νκάδα κπνξεί λα ζεσξεζνχλ σο νη λέεο ζπκκεηαβιεηέο θαη κηα κέζνδνο 

επηινγήο κεηαβιεηψλ βαζηζκέλε ζηε SIS κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ επηινγή 

ηνπο. 

Οη ζηαηηζηηθέο ηερληθέο πνπ αλαθέξακε παξαπάλσ κπνξνχλ λα βνεζήζνπλ 

ζην λα πξνζδηνξηζηνχλ ηα ζεκαληηθά ραξαθηεξηζηηθά θαη επνκέλσο λα βειηησζεί ε 

απνηειεζκαηηθφηεηα ηεο ζηξαηεγηθήο επηινγήο κνληέινπ βαζηζκέλν ζηε SIS. Ζ 

εηζαγσγή ησλ κε γξακκηθψλ φξσλ θαη ε κεηαηξνπή ησλ κεηαβιεηψλ κπνξεί επίζεο 

λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα κεηψζεη ηηο ηάζεηο κνληεινπνίεζεο ησλ γξακκηθψλ 
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κνληέισλ. Ο Ravikumar et al. (2007) εηζήγαγε αξαηά πξνζζεηηθά κνληέια γηα ηελ 

αληηκεηψπηζε ηεο επηινγήο κε γξακκηθψλ ραξαθηεξηζηηθψλ. 

 

 

2.10. Απιθμηηικά ζηοισεία 

 

Γηα λα κειεηεζεί ε απφδνζε ηεο κεζφδνπ ISIS πνπ πξνηάζεθε παξαπάλσ, 

παξνπζηάδνπκε ηξία παξαδείγκαηα πξνζνκνίσζεο. Ο ζηφρνο είλαη λα εμεηάζνπκε ην 

βαζκφ ζηνλ νπνίν ε ISIS κπνξεί λα βειηηψζεη ηε SIS ζηελ θαηάζηαζε φπνπ νη 

ζπλζήθεο ηεο SIS απνηπγράλνπλ. Αμηνινγνχκε ηηο κεζφδνπο κεηξψληαο ηηο 

ζπρλφηεηεο φπνπ ηα επηιεγκέλα κνληέια πεξηιακβάλνπλ φιεο ηηο κεηαβιεηέο ζην 

πξαγκαηηθφ κνληέιν, δειαδή ε ηθαλφηεηα ηνπ ζσζηνχ θξεζαξίζκαηνο κε-

ζεκαληηθψλ κεηαβιεηψλ. 

 

2.10.1 Πποζομοιυμένο παπάδειγμα 

Γηα ην πξνζνκνησκέλν παξάδεηγκα, ρξεζηκνπνηήζακε έλα γξακκηθφ κνληέιν  

 1 2 35 5 5Y X X X    
 

φπνπ ηα 1,..., pX X  είλαη  p επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο θαη (0,1)N  είλαη ν 

ζφξπβνο πνπ είλαη αλεμάξηεηνο απφ ηηο επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο. ηελ 

πξνζνκνίσζε, έλα δείγκα  1,..., pX X  κε κέγεζνο n ζπληάρζεθε απφ κηα 

πνιπκεηαβιεηή θαλνληθή θαηαλνκή (0, )N   ηνπ νπνίνπ ν πίλαθαο ζπλδηαθχκαλζεο  

 ij p p



  έρεη θαηαρσξήζεηο 1ii   , 1,...,i p   θαη  ij  , i j .  Θεσξήζακε 

20 ηέηνηα κνληέια πνπ ραξαθηεξίδνληαη απφ  , ,p n   κε 100,1000p  , n=20,50,70  

θαη  =0,0.1,0.5,0.9   θαη γηα θάζε κνληέιν πξνζνκνηψλνπκε 200 ζχλνια δεδνκέλσλ. 

Γηα θάζε κνληέιν, εθαξκφζακε ηε SIS θαη ηελ ISIS γηα λα επηιέμνπκε n 

κεηαβιεηέο θαη δνθηκάζακε ηελ αθξίβεηά ηνπο  ζην λα πεξηιακβάλνπλ ην πξαγκαηηθφ 
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κνληέιν  1 2 3, ,X X X . Γηα ηελ ISIS, ε SIS-SCAD κέζνδνο κε  log(n)d n   

ρξεζηκνπνηήζεθε ζε θάζε βήκα θαη ζπλερίζακε λα ζπιιέγνπκε κεηαβιεηέο ζε απηέο 

ηηο αζπλερείο jA  κέρξη λα έρνπκε n κεηαβιεηέο (αλ ππήξραλ πεξηζζφηεξεο 

κεηαβιεηέο απφ απηέο πνπ ρξεηάδνληαη ζην ηειηθφ ζηάδην, ζα πεξηιακβάλακε κφλν 

εθείλεο κε ηνπο  κεγαιχηεξνπο απφιπηνπο ζπληειεζηέο). ηνλ Πίλαθα 2.3, 

αλαθέξνπκε ηα πνζνζηά ηεο SIS, LASSO θαη ISIS πνπ πεξηιακβάλεη ην πξαγκαηηθφ 

κνληέιν. Όιεο απηέο νη ηξεηο κέζνδνη επηιέγνπλ n 1  κεηαβιεηέο, γηα λα θάλνπλ 

δίθαηεο ζπγθξίζεηο. Δίλαη ζαθέο φηη ε ζπγγξακκηθφηεηα (κεγάιε ηηκή ηνπ ρ) θαη ε 

πςειή δηάζηαζε επηδεηλψλεη ηελ απφδνζε ηεο SIS θαη ηεο  LASSO, θαη ε LASSO 

ππεξηεξεί ηεο SIS θαηά θάπνην ηξφπν. Χζηφζν, φηαλ ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο είλαη 

50 ή κεγαιχηεξν, ε δηαθνξά ζηελ απφδνζε είλαη πνιχ κηθξή, αιιά ε SIS έρεη πνιχ 

ιηγφηεξν ππνινγηζηηθφ θφζηνο. ε αληίζεζε, ε ISIS βειηηψλεη δξακαηηθά ηελ 

απφδνζε απηήο ηεο απιήο SIS θαη LASSO. Πξάγκαηη, ζε απηή ηελ πξνζνκνίσζε, ε 

ISIS επηιέγεη πάληα φιεο ηηο πξαγκαηηθέο κεηαβιεηέο. Μπνξεί αθφκε θαη λα έρεη 

ιηγφηεξν ππνινγηζηηθφ θφζηνο απφ φηη ε LASSO, φηαλ ε LASSO ρξεζηκνπνηείηαη 

θαηά ηελ εθαξκνγή ηεο ISIS.  

 

Πίνακαρ 2.3. Αποηελέζμαηα ηος παπαδείγμαηορ πποζομοίυζηρ: ακπίβεια ηηρ SIS, ηηρ LASSO 

και ηηρ  ISIS πος πεπιλαμβάνονηαι ζηο ππαγμαηικό μονηέλο  1 2 3, ,X X X .  
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2.10.2. Πποζομοιυμένο Παπάδειγμα ΙΙ 

 

Γηα ην δεχηεξν πξνζνκνησκέλν παξάδεηγκα, ρξεζηκνπνηήζακε ηελ ίδηα 

δηάηαμε φπσο ζην παξάδεηγκα Η εθηφο απφ ην φηη ην ρ θαζνξίδεηαη λα είλαη 0,5 γηα 

ιφγνπο επθνιίαο θαη απιφηεηαο. Δπηπιένλ, έρνπκε πξνζζέζεη κηα ηέηαξηε κεηαβιεηή 

4X  ζην κνληέιν θαη ην γξακκηθφ κνληέιν είλαη πιένλ 

                
1 2

1 2 3 45 5 5 15Y X X X X       

φπνπ ε 
4 (0,1)X N  θαη έρεη ζπζρέηηζε 1 2  κε φιεο ηηο άιιεο p-1 κεηαβιεηέο. Ο 

ηξφπνο, κε ηνλ νπνίν  ε 
4X  έρεη εηζαρζεί,  είλαη γηα λα ην θαηαζηήζεη αζπζρέηηζην κε 

ηελ απφθξηζε Υ. Χο εθ ηνχηνπ, ε SIS δελ κπνξεί λα πάξεη ην πξαγκαηηθφ κνληέιν 

εθηφο απφ ηχρε. 

Καη πάιη πξνζνκνηψζακε 200 ζχλνια δεδνκέλσλ γηα θάζε κνληέιν. ηνλ 

Πίλαθα 2.4, αλαθέξνπκε ηα πνζνζηά ηεο SIS, ηεο LASSO θαη ηεο ISIS πνπ 

πεξηιακβάλνπλ ην πξαγκαηηθφ κνληέιν ησλ ηεζζάξσλ κεηαβιεηψλ. ε απηφ ην 

παξάδεηγκα πξνζνκνίσζεο, ε SIS ζπκπεξηθέξεηαη θαηά θάπνην ηξφπν θαιχηεξα απφ 

ηε LASSO ζην θξεζάξηζκα κεηαβιεηψλ, θαη ε ISIS ππεξηεξεί ζεκαληηθά ηεο απιήο 

SIS θαη LASSO. ε απηή ηελ πξνζνκνίσζε πάληα παίξλεη φιεο ηηο πξαγκαηηθέο 

κεηαβιεηέο. Απηφ απνδεηθλχεη φηη ε ISIS κπνξεί λα ρεηξηζηεί απνηειεζκαηηθά ην 

δεχηεξν πξφβιεκα πνπ αλαθέξζεθε παξαπάλσ. 

            

Πίνακαρ 2.4. Αποηελέζμαηα ηος παπαδείγμαηορ πποζομοίυζηρ ΙΙ: ακπίβεια ηηρ SIS, ηηρ LASSO 

και ηηρ ISIS πος πεπιλαμβάνονηαι ζηο ππαγμαηικό μονηέλο  1 2 3 4, , ,X X X X . 
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2.10.3. Παπάδειγμα Πποζομοίυζηρ ΙΙΙ 

 

Γηα ην ηξίην παξάδεηγκα πξνζνκνίσζεο, ρξεζηκνπνηήζακε ηελ ίδηα δηάηαμε 

φπσο θαη ζην παξάδεηγκα ΗΗ εθηφο απφ ην φηη πξνζζέζακε ζην κνληέιν  κηα πέκπηε 

κεηαβιεηή  
5X   θαη ην γξακκηθφ κνληέιν ηψξα γίλεηαη 

             
1 2

1 2 3 4 55 5 5 15Y X X X X X        

φπνπ 
5 (0,1)X N  θαη δελ ζρεηίδεηαη κε φιεο ηηο άιιεο  p-1 κεηαβιεηέο. Καη πάιη ε 

4X  είλαη αζπζρέηηζηε κε ηελ απφθξηζε Υ. Ο ηξφπνο κε ηνλ νπνίν ε 
5X  έρεη εηζαρζεί, 

ήηαλ γηα λα θαηαζηήζεη λα έρεη κηα πνιχ κηθξή ζπζρέηηζε κε ηελ απφθξηζε θαη ζηελ 

πξαγκαηηθφηεηα ε κεηαβιεηή 
5X  έρεη ηελ ίδηα αλαινγία ζπλεηζθνξάο ζηελ απφθξηζε 

φπσο θαη ν ζφξπβνο  . Γηα απηφ ην ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα, ε 
5X  έρεη αζζελή 

νξηαθή ζπζρέηηζε κε ηελ Υ απφ φηη νη 6 ,..., pX X  θαη σο εθ ηνχηνπ  έρεη ιηγφηεξε  

πξνηεξαηφηεηα ζην λα επηιερζεί απφ ηε SIS. 

Γηα θάζε κνληέιν πξνζνκνηψζακε 200 ζχλνια δεδνκέλσλ. ηνλ Πίλαθα 2.5, 

αλαθέξνπκε ηελ αθξίβεηα ζε πνζνζηφ ηεο SIS, ηεο LASSO θαη ηεο ISIS ζην λα 

πεξηιακβάλνπλ ην πξαγκαηηθφ κνληέιν. Δίλαη ζαθέο φηη ε ISIS κπνξεί λα βειηηψζεη 

ζεκαληηθά ζε ζρέζε κε ηελ απιή SIS θαη ηε LASSO θαη πάληα παίξλεη φιεο ηηο 

πξαγκαηηθέο κεηαβιεηέο. Απηφ δείρλεη θαη πάιη φηη ε ISIS κπνξεί λα επηιέμεη δχν 

δηαθνξεηηθέο κεηαβιεηέο 
4 5 θαη X X , ε νπνία αληηκεησπίδεη ηαπηφρξνλα ην δεχηεξν 

θαη ηξίην πξφβιεκα πνπ αλαθέξακε παξαπάλσ. 
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Πίνακαρ 2.5. Αποηελέζμαηα παπαδείγμαηορ πποζομοίυζηρ ΙΙΙ: ακπίβεια ηηρ SIS, ηηρ LASSO και 

ηηρ ISIS πος πεπιλαμβάνονηαι ζηο ππαγμαηικό μονηέλο  1 2 3 4 5, , , ,X X X X X . 

 

 

 

 

       

Πίνακαρ 2.6. Πποζομοιώζειρ Ι και ΙΙ: οι διάμεζοι ηυν μεγεθών ηος μονηέλος πος επιλέσθηκαν  

και ηα ζθάλμαηα εκηίμηζηρ (μέζα ζηην παπένθεζη) για ηη ISIS-SCAD μέθοδο. 
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2.10.4. Πποζομοιώζειρ Ι και ΙΙ ηηρ πποηγούμενηρ ενόηηηαρ 

 

Γηα θαζέλα απφ ηα δχν πξνεγνχκελα παξαδείγκαηα, ρξεζηκνπνηήζακε ηελ 

ηερληθή ηεο ISIS κε SCAD θαη  log(n)d n  γηα λα επηιέμνπκε  log(n)q n  

κεηαβιεηέο. Μεηά απφ απηφ, εθηηκήζακε ην q-δηάλπζκα β κε ηε ρξήζε ηεο SCAD. 

Απηή ε κέζνδνο αλαθέξεηαη σο ISIS-SCAD. Αλαθέξνπκε ζηνλ Πίλαθα 2.6  ηε 

δηάκεζν ησλ επηιεγκέλσλ κεγεζψλ κνληέινπ θαη ηε δηάκεζν ησλ ζθαικάησλ 

εθηίκεζεο ̂   ζηε 
2l -λφξκα. Μπνξνχκε εχθνια λα δηαπηζηψζνπκε φηη ε ISIS 

βειηηψλεηαη ζε ζρέζε κε ηελ απιή SIS. Οη βειηηψζεηο είλαη πην δξαζηηθέο γηα ηελ 

πξνζνκνίσζε ΗΗ ζηελ νπνία νη ζπκκεηαβιεηέο είλαη πην ζπζρεηηζκέλεο θαη νη 

επηινγέο κεηαβιεηψλ δεκηνπξγνχλ πεξηζζφηεξεο πξνθιήζεηο. 

 

 

2.10.5. ςμπεπαζμαηικά ζσόλια. 

 

Πξνηάζεθε κηα κέζνδνο ζίγνπξνπ θξεζαξίζκαηνο πνπ βαζίδεηαη ζηε κάζεζε 

ζπζρέηηζεο θη ε νπνία νλνκάδεηαη SIS. Ζ SIS είλαη ηθαλή λα κεηψζεη ηε δηάζηαζε  

απφ εθζεηηθά απμαλφκελε ζε θάησ απφ ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο, κε αθξίβεηα. 

Δπηηαρχλεη δξαζηηθά ηελ επηινγή κεηαβιεηψλ θαη κπνξεί λα βειηηψζεη ηελ αθξίβεηα 

ηεο εθηίκεζεο φηαλ ε δηάζηαζε είλαη πςειή. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 3
ο
 

ΜΟΝΣΔΛΟ ΑΝΑΛΟΓΙΚΗ ΓΙΑΚΙΝΓΤΝΔΤΗ ΣΟΤ COX 

 

3.1 Διζαγυγικά ζηοισεία 

 

Ζ αλάιπζε δεδνκέλσλ δηάξθεηαο δσήο είλαη ν θιάδνο ηεο ηαηηζηηθήο πνπ 

αζρνιείηαη κε δεδνκέλα, ηα νπνία αληηπξνζσπεχνπλ ρξφλν κέρξη ηελ εκθάληζε ελφο 

γεγνλφηνο. Όηαλ αζρνινχκαζηε κε ηερληθά ζπζηήκαηα είλαη γλσζηή σο ζεσξία 

αμηνπηζηίαο (Reliability Theory), ελψ φζνλ αθνξά ηηο βηνταηξηθέο εθαξκνγέο σο 

αλάιπζε επηβίσζεο (Survival Analysis). 

Σν ραξαθηεξηζηηθφ γλψξηζκα ησλ ρξφλσλ επηβίσζεο (Survival Analysis) είλαη 

φηη δελ αθνινπζνχλ ζρεδφλ πνηέ ηελ θαλνληθή θαηαλνκή. Απηή είλαη κηα απφ ηηο 

αηηίεο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη δηαθνξεηηθέο κέζνδνη ζηαηηζηηθήο αλάιπζεο απφ ηηο 

ζπλεζηζκέλεο. Γεληθά, ε αλάιπζε επηβίσζεο εζηηάδεηαη ζηελ εθηίκεζε ηεο 

πηζαλφηεηαο επηβίσζεο ελφο αηφκνπ γηα έλα δεδνκέλν ρξνληθφ δηάζηεκα.  

Έλαο επηπιένλ ιφγνο, εμαηηίαο ηνπ νπνίνπ, ηα δεδνκέλα επηβίσζεο δελ 

αλαιχνληαη κε ηελ ρξήζε ζπλεζηζκέλσλ ζηαηηζηηθψλ ηερληθψλ, είλαη φηη νη ρξφλνη 

επηβίσζεο νξηζκέλσλ παξαηεξήζεσλ είλαη απνθνκκέλνη. 

 

3.1.1. ςνάπηηζη καηανομήρ 

 

Ζ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο (distribution function), F(t), νξίδεηαη σο ε 

πηζαλφηεηα λα έρνπκε απνηπρία πξηλ ην ρξφλν t, δειαδή 

( ) ( )F t P T t  0
( )

t

f u du  . 

Δμ’ νξηζκνχ, ε F(t)  είλαη αχμνπζα, κε 
0

lim ( ) 0
t

F t


  θαη lim ( ) 1
t

F t


 . 
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3.1.2. ςνάπηηζη πςκνόηηηαρ πιθανόηηηαρ (probability density function ή density 

function) 

 

Ζ ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο (probability density function) ( )f t ηνπ 

ρξφλνπ επηβίσζεο T , εθηηκάηαη σο ην φξην ηεο πηζαλφηεηαο έλα άηνκν λα απνηχρεη 

ζε έλα κηθξφ ρξνληθφ δηάζηεκα (t, t+Γt) αλά κνλάδα πιάηνπο Δt, δειαδή:  

0

(t T t dt)
(t) lim

dt

P
f

dt

  
  

Ζ θακπχιε ηεο f(t) νλνκάδεηαη καμπύλη πσκνόηηηας (density curve). Γηα ηε  

ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ηνπ ρξφλνπ Τ ηζρχνπλ νη εμήο ηδηφηεηεο:  

        f(t)≥0 γηα t≥0 θαη f(t)=0 γηα t<0  

Σν εκβαδφλ κεηαμχ ηεο θακπχιεο πηζαλφηεηαο θαη ηνπ άμνλα ηνπ t  ηζνχηαη κε 1.  

Καηφπηλ ππνινγηζκψλ πξνθχπηεη φηη: 

( ) ( ) ( )
d d

f u F t S t
dt dt

   , 

φπνπ S(t) είλαη  ε ζπλάξηεζε επηβίσζεο (survival function). 

 

3.1.3. ςνάπηηζη επιβίυζηρ 

 

Ζ ζπλάξηεζε επηβίσζεο (survival function), S(t), νξίδεηαη σο ε πηζαλφηεηα 

έλα άηνκν λα επηβηψζεη  γηα ρξφλν κεγαιχηεξν απφ t. 

( ) ( ) ( ) .
t

S t P T t f u du



     

H S(t) είλαη κηα θζίλνπζα ζπλάξηεζε ηνπ t κε ηηο εμήο ηδηφηεηεο:  

S(t)=1 γηα t=0  

S(t)=0 γηα t   
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Γειαδή, ε πηζαλφηεηα ην άηνκν λα επηβηψζεη ηνπιάρηζηνλ ζε ρξφλν 0 είλαη 1 θαη ε 

πηζαλφηεηα επηβίσζεο ζε άπεηξν ρξφλν είλαη 0.  

Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο S(t) ζπλαξηήζεη ηνπ t νλνκάδεηαη καμπύλη 

επιβίωζης (survival curve). 

Μηα απφηνκα θζίλνπζα θακπχιε, φπσο απηή ηνπ παξαθάησ γξαθήκαηνο, 

ππνδεηθλχεη ρακειφ πνζνζηφ επηβίσζεο ή κηθξή δηάξθεηα επηβίσζεο.  

                                    

 

Αληηζέησο, κηα βαζκηαία θζίλνπζα θακπχιε, φπσο ηεο παξαθάησ γξαθηθήο 

παξάζηαζεο, ππνδεηθλχεη πςειφ πνζνζηφ ή κεγαιχηεξε δηάξθεηα επηβίσζεο. 

                                      

Ζ ζπλάξηεζε επηβίσζεο ή ε θακπχιε επηβίσζεο ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ 

εχξεζε ηεο δηακέζνπ ηνπ ρξφλνπ επηβίσζεο (median survival time). Δίλαη ν ρξφλνο 

ζηνλ νπνίν ην  50%  ησλ ππφ κειέηε αζζελψλ επηβηψλεη.   
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3.1.4. ςνάπηηζη διακινδύνεςζηρ 

 

Ζ ζπλάξηεζε δηαθηλδχλεπζεο ή ζπλάξηεζε βαζκνχ θηλδχλνπ (hazard 

function), ( )h t , νξίδεηαη σο: 

0

[ ( ) ( )] / ( ) ( )
( ) lim .

( )t

S t S t t S t f t
h t

t S t





  
  

 
 

 

Δθθξάδεη ηελ πηζαλφηεηα έλα άηνκν ειηθίαο t λα βηψζεη ην γεγνλφο ζηελ ακέζσο 

επφκελε ρξνληθή ζηηγκή. 

Ζ ζπλάξηεζε δηαθηλδχλεπζεο είλαη δπλαηφ λα απμάλεη, λα θζίλεη, λα κέλεη 

ζηαζεξή ή λα δειψλεη κηα πην ζχλζεηε δηαδηθαζία.   

 

 

3.1.5. υπεςηική ζςνάπηηζη διακινδύνεςζηρ 

 

Ζ ζσξεπηηθή ζπλάξηεζε δηαθηλδχλεπζεο (cumulative hazard function), 

ζπκβνιίδεηαη κε Ζ(t) θη νξίδεηαη σο  

0
( ) ( ) .

t

H t h u du   

Απφ ηνπο παξαπάλσ νξηζκνχο πξνθχπηεη φηη: 

 
00 0 0

( ) ( )
( ) ( ) ln( ( )) ln ( )

( ) ( )

t t t tf u S u
H t h u du du du S u S t

S u S u


         , 

άξα  

     ( ) exp ( ) .S t H t   

Απφ ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο θαίλεηαη φηη νη ζπλαξηήζεηο ( )S t , ( )h t , ( )f t , 

( )F t  θαη ( )H t  είλαη καζεκαηηθά ηζνδχλακεο, δηφηη γλσξίδνληαο κία απφ απηέο, είλαη 

δπλαηφ λα ππνινγίζνπκε θαη ηηο ππφινηπεο.  
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3.2. Σο μονηέλο αναλογικήρ διακινδύνεςζηρ ηος Cox 

 

Σν κνληέιν αλαινγηθήο δηαθηλδχλεπζεο ηνπ Cox, είλαη έλα κνληέιν 

παιηλδξφκεζεο πνπ κνληεινπνηεί ηε ζπλάξηεζε δηαθηλδχλεπζεο h(t) θαη επηηξέπεη ηε 

ζχγθξηζε ησλ επεμεγεκαηηθψλ κεηαβιεηψλ, ψζηε λα γίλεη δπλαηή ε επηινγή ησλ 

ζηαηηζηηθά ζεκαληηθφηεξσλ εμ’ απηψλ. Σν κνληέιν απηφ έρεη πνιιέο εθαξκνγέο 

θπξίσο ζηε βηνταηξηθή επηζηήκε, θαζψο θαη ζε πξνβιήκαηα πηζησηηθνχ θηλδχλνπ 

ηξαπεδψλ. 

 

3.2.1.  Πεπιγπαθή ηος μονηέλος ηος Cox 

 

Έζησ 1 2( , ..., )px x x x  είλαη ην δηάλπζκα ησλ κεηαβιεηψλ κηαο κειέηεο, ε 

νπνία απνηειείηαη απφ n άηνκα θαη 1 2( , ..., )i i i ipx x x x , 1,2,...,i n , είλαη ην δηάλπζκα 

κε ηηο ηηκέο ησλ ζπκκεηαβιεηψλ πνπ αληηζηνηρεί ζην i  άηνκν. Αλ νη ηηκέο ησλ 

ζπκκεηαβιεηψλ παξακέλνπλ ζηαζεξέο κε ηελ πάξνδν ηνπ ρξφλνπ (δειαδή είλαη 

αλεμάξηεηεο απφ ηνλ ρξφλν), ηφηε ην κνληέιν αλαινγηθήο δηαθηλδχλεπζεο ηνπ Cox 

δίλεηαη απφ ηε ζρέζε:  

      
'

0( , ) ( )
x

h t x h t e


                                                 (3.1) 

φπνπ ( , )h t x  ε ζπλάξηεζε δηαθηλδχλεπζεο ζην ρξφλν t, ε 
0 ( )h t  είλαη γλσζηή σο 

βαζηθή ζπλάξηεζε δηαθηλδχλεπζεο (baseline hazard function) ζην ρξφλν t θαη 

εθθξάδεη ηνλ θίλδπλν ζαλάηνπ ή απνηπρίαο, φηαλ φιεο νη επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο 

jx  είναι ίζες με μηδέν,  γηα j=1,2,….,k θαη ην 1 2( , ,..., )p     είλαη ην δηάλπζκα 

ησλ ζπληειεζηψλ παιηλδξφκεζεο, νη νπνίνη εθθξάδνπλ πνζνηηθά ηελ επίδξαζε θάζε 

κεηαβιεηήο θαη πξέπεη λα εθηηκεζνχλ. 

Θεσξνχκε ηψξα ην ιφγν: 

1

1

'
( ) '0

'

1 0

( , ) ( )

( , ) ( )

i

i i

i

x
x xi

x

i

h t x h t e
e

h t x h t e
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πνπ είλαη γλσζηφο σο αλαινγία θηλδχλνπ (hazard ratio). 

Σν δηάλπζκα 
ix  αληηζηνηρεί ζην δηάλπζκα ησλ k επεμεγεκαηηθψλ κεηαβιεηψλ γηα ην 

i-νζηφ άηνκν πνπ ζπκκεηέρεη ζην πείξακα. 

Απφ ηελ παξαπάλσ ζρέζε παξαηεξνχκε φηη ε ηηκή ησλ επεμεγεκαηηθψλ 

κεηαβιεηψλ δελ εμαξηάηαη απφ ηνλ ρξφλν t  θη φηη ε πνζφηεηα 1(x ' x )i ie


 είλαη ζηαζεξή 

ζην ρξφλν. Δμαηηίαο απηνχ ηνπ γεγνλφηνο ην κνληέιν ηνπ Cox είλαη γλσζηφ σο 

μονηέλο αναλογικής διακινδύνεσζης. 

Ηζνδχλακε έθθξαζε ηνπ κνληέινπ είλαη ε εμήο: ~
1 1

0

(t, x)
ln ...

(t)
k k

h
x x

h
    . 

Ζ ηειεπηαία κνξθή απινπνηεί ζεκαληηθά ηελ εξκελεία ησλ ζπληειεζηψλ. 

πγθεθξηκέλα, ην
i  ηζνδπλακεί κε ην ινγάξηζκν ηνπ ζρεηηθνχ θηλδχλνπ φηαλ 

έρνπκε αχμεζε κηαο κνλάδαο ζηε κεηαβιεηή 
ix , ελψ νη άιιεο παξακέλνπλ ζηαζεξέο. 

Με άιια ιφγηα, ε ζρέζε ie
  εθθξάδεη ην ζρεηηθφ ξίζθν πνπ ιακβάλεηαη φηαλ ε 

επεμεγεκαηηθή κεηαβιεηή 
ix  απμάλεηαη θαηά κηα κνλάδα, ελψ νη ππφινηπεο 

κεηαβιεηέο παξακέλνπλ ζηαζεξέο. 

Γεληθά, ε ζπλάξηεζε δηαθηλδχλεπζεο 
~

(t, x)h εμαξηάηαη απφ δχν παξάγνληεο: 

ηε ζπλάξηεζε 
0 (t)h  θαη ην δηάλπζκα 

1
~ ~ ~

( ,...., )k   . Ζ ζπλάξηεζε 
0 (t)h , ε νπνία 

εμαξηάηαη κφλν απφ ην ρξφλν, ζην κνληέιν ηνπ Cox αθήλεηαη απζαίξεηε θαη 

ζεσξείηαη ίδηα γηα ην ζχλνιν ησλ n αηφκσλ ηεο κειέηεο. Γηα ην ιφγν απηφ, ην 

κνληέιν αλαινγηθνχ θηλδχλνπ ηνπ Cox ζεσξείηαη εκη-παξακεηξηθφ (semi- 

parametric), αθνχ δελ θαζνξίδεη ηε κνξθή ηεο 
0 (t)h , αιιά ππνζέηεη φηη νη επηδξάζεηο 

ησλ κεηαβιεηψλ παξακέλνπλ ζηαζεξέο ζην ρξφλν θαη είλαη πξνζζεηηθέο ζε κηα 

ζπγθεθξηκέλε θιίκαθα. 

Έηζη γλσξίδνπκε φηη  
' '

0 0

0

( , ) ( ) ( )

t
x x

H t x h u e du H t e
 

  . 
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Με ηε βνήζεηα ηεο ζρέζεο:  ( ) exp ( )S t H t   πξνθχπηεη φηη 

   
'

'

0 0( ) exp ( ) ( )
x

ex
S t H t e S t




   . 

πλεπψο πξνθχπηεη φηη   

        
'

0( ) ( )
x

e
S t S t



 ,              (3.2)   

φπνπ  0 0( ) exp ( )S t H t   είλαη ε βαζηθή ζπλάξηεζε επηβίσζεο (baseline survival 

function). 

  Με ηε βνήζεηα ηεο  ζρέζεο (3.2), κπνξεί λα εθηηκεζεί ε ζπλάξηεζε επηβίσζεο 

νπνηνπδήπνηε αηφκνπ πνπ ζπκκεηέρεη ζηε κειέηε.
 

 

3.2.2. ςνάπηηζη μεπικήρ πιθανοθάνειαρ 

 

Αο ζεσξήζνπκε φηη κεηά ηε ιήμε ελφο πεηξάκαηνο έρνπκε n αξηζκφ 

παξαηεξήζεσλ, εθ ησλ νπνίσλ νη k παξαηεξήζεηο είλαη κε απνθνκκέλεο, δειαδή 

είλαη πιήξεηο. Άξα νη n-k είλαη απνθνκκέλεο. Θεσξνχκε ηνπο αληίζηνηρνπο ρξφλνπο 

απνηπρίαο (1) (2) (k), ,...,t t t . Σφηε αλ jR  είλαη ην ζχλνιν ησλ αηφκσλ πνπ βξίζθνληαη ζε 

θίλδπλν ηελ ρξνληθή ζηηγκή jt , ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο (partial likelihood)  

νξίδεηαη σο εμήο: 

     
1

( )
j

j

j

xk

x
j

i R

e
L

e
















 

Σν γεγνλφο φηη ζηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία δελ πξνζδηνξίδεηαη ε 
0 (t)h  εμεγεί 

ηνλ φξν «κεξηθή πηζαλνθάλεηα». Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη ε κνλαδηθή ζπκβνιή ησλ 

πεηξακαηηθψλ δεδνκέλσλ ζηελ πηζαλνθάλεηα, είλαη νη ρξνληθέο ζηηγκέο ζηηο νπνίεο 

παξαηεξνχληαη ηα κε απνθνκκέλα δεδνκέλα. 

Όπσο απέδεημε ν Cox, ε κεξηθή πηζαλνθάλεηα κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί σο 

κηα ζπλεζηζκέλε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο εθηίκεζεο ̂  
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ησλ i . Όκσο είλαη απνηειεζκαηηθή ζηελ πεξίπησζε πνπ θάζε ρξφλνο επηβίσζεο 

εκθαλίδεηαη κφλν κηα θνξά ζηα πεηξακαηηθά καο δεδνκέλα. 

ε αληίζεηε πεξίπησζε νη απαξαίηεηνη ππνινγηζκνί γηα ηελ εθηίκεζε ησλ 

ζπληειεζηψλ είλαη αξθεηά πνιχπινθνη. Σα ζηαηηζηηθά παθέηα πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη 

γηα ηελ εθηίκεζε απηψλ, ρξεζηκνπνηνχλ ζπρλά κηα πξνζέγγηζε πνπ δφζεθε απφ 

καζεκαηηθφ R. Peto ην 1990, ε νπνία απνδεηθλχεηαη ππφ ηελ πξνυπφζεζε ν αξηζκφο 

ησλ ηαπηφρξνλσλ γεγνλφησλ λα είλαη κηθξφο ζε ζχγθξηζε κε ηα άηνκα πνπ 

βξίζθνληαη ζε θίλδπλν γηα θάζε ρξνληθή ζηηγκή. ηελ πεξίπησζε πνιιαπιψλ 

ηαπηφρξνλσλ ζαλάησλ απνδεηθλχνληαη απνηειεζκαηηθέο νη πξνζεγγίζεηο ηεο κεξηθήο 

πηζαλνθάλεηαο ησλ Breslow θαη Efron. 

πγθεθξηκέλα, έζησ φηη έρνπκε jd  απνηπρίεο (π.ρ. ζαλάηνπο) ζην ρξφλν ( )jt  

θαη φηη jD  είλαη ην ζχλνιν ησλ αηφκσλ πνπ απνηπγράλνπλ ζην ρξφλν ( )jt . Ζ 

πξνζέγγηζε ηνπ Breslow είλαη: 

                     
1

( )
[ ]i j

j

k
j

x d
j

i R

L
e









 
  

  
 
  




,  

φπνπ exp[( ) ]
j

j i

i D

x 


    

Δπηπιένλ, ε πξνζέγγηζε ηνπ Efron είλαη: 

                              

( ) ( )
1 ' '

1

( )
1j

i i

j j

k
j

d
j x x

i R i Dl j

L
l

e e
d
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Μεγηζηνπνηψληαο ινηπφλ ηελ ( )L  , ζα πξνθχςεη ε εθηηκήηξηα κέγηζηεο 

πηζαλνθάλεηαο ̂ σο εμήο: Αξρηθά ινγαξηζκνχκε ηε ζρέζε 
1

( )
j

j

j

xk

x
j

i R

e
L

e
















 θαη 

έρνπκε: ( )'

( )

1 1

( ) ' ln i

j

k k
x

j

j j i R

l x e


 
  

  
   

  
   . 

Οη πξψηεο κεξηθέο παξάγσγνη είλαη 

                  (i) (i)

(j) r (i) r

1 1

/
j j

k k
x x

j j i R i Rr

l
x x e e

 



 

   

 
   

   
      ,  r = 1,2,…,k 

Ζ παξαπάλσ ζρέζε απνηειεί ζχζηεκα p-εμηζψζεσλ, ην νπνίν ιχλεηαη κε 

επαλαιεπηηθέο κεζφδνπο, φπσο είλαη ε κέζνδνο Newton-Raphson. 

 

 

3.3. Μονηέλο διακινδύνεςζηρ ηος Cox ζηην πεπίπηυζη σπονοεξαπηημένυν 

επεξηγημαηικών μεηαβληηών. 

 

ην κνληέιν αλαινγηθήο δηαθηλδχλεπζεο ηνπ Cox νη κεηαβιεηέο ζεσξνχληαη 

ζηαζεξέο σο πξνο ηνλ ρξφλν. Τπάξρεη, φκσο, πεξίπησζε απηέο λα κεηαβάιινληαη κε 

ηελ πάξνδν ηνπ ρξφλνπ, κε απνηέιεζκα λα έρνπκε δχν θαηεγνξίεο 

ρξνλνεμαξηεκέλσλ κεηαβιεηψλ (time dependent). Απηέο είλαη νη εζσηεξηθέο 

(internal) θαη νη εμσηεξηθέο (external). 

Αο ζεσξήζνπκε έλα πξφβιεκα επηβίσζεο πνπ αθνξά ηελ εμέιημε ησλ 

αζζελψλ κε φγθν ζην ήπαξ. ηελ θαηεγνξία ησλ εζσηεξηθψλ κεηαβιεηψλ αλήθνπλ 

εθείλεο, ησλ νπνίσλ νη ηηκέο κπνξνχλ λα ιεθζνχλ κφλν φζν ν αζζελήο βξίζθεηαη ελ 

δσή, ελψ ζηελ θαηεγνξία ησλ εμσηεξηθψλ αλήθνπλ νη κεηαβιεηέο, νη νπνίεο κπνξνχλ 

λα πάξνπλ ηηκή αλεμάξηεηα αλ ν αζζελήο είλαη δσληαλφο ή φρη. Γηα παξάδεηγκα, ην 

κέγεζνο ηνπ φγθνπ ηνπ αζζελνχο θη ν αξηζκφο ησλ εξπζξψλ ηνπ αηκνζθαηξίσλ 

απνηεινχλ εζσηεξηθέο ρξνλνεμαξηψκελεο κεηαβιεηέο, ελψ ε ζεξκνθξαζία ηνπ αέξα 

θαη ε ζπγθέληξσζε δηνμεηδίνπ ηνπ άλζξαθα (
2CO ) είλαη εμσηεξηθέο 

ρξνλνεμαξηψκελεο κεηαβιεηέο. 
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3.3.1. ςνάπηηζη διακινδύνεςζηρ για ηο μονηέλο ηος Cox με σπονοεξαπηώμενερ 

μεηαβληηέρ 

 

Έζησ φηη ππάξρνπλ n άηνκα ζε κηα κειέηε θη φηη ην ζχλνιν ησλ 

ζπκκεηαβιεηψλ (covariates), δειαδή ησλ επεμεγεκαηηθψλ κεηαβιεηψλ πνπ 

εηζάγνληαη ζην πξφβιεκα, είλαη p. 

Σφηε ε ζπλάξηεζε δηαθηλδχλεπζεο γηα ην i-νζηφ άηνκν πνπ βξίζθεηαη ππφ κειέηε 

δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

     1(t) h (t) e

p

j ji

j

x

i oh





  , 

φπνπ jix  είλαη ε ηηκή ηεο  j-νζηήο επεμεγεκαηηθήο κεηαβιεηήο γηα ην i-νζηφ άηνκν. 

Γεληθεχνληαο ην παξαπάλσ κνληέιν γηα ηελ πεξίπησζε παξνπζίαο 

ρξνλνεμαξηψκελσλ κεηαβιεηψλ έρνπκε ηνλ αθφινπζν κεηαζρεκαηηζκφ: 

    1

(t)

(t) h (t) e

p

j ji

j

x

i oh





  , 

φπνπ 1,2,...,i n   θαη 1,2,...,pj   θαη ην (t)jix  είλαη ρξνλνεμαξηψκελν. 

 

3.3.2. Δκηιμήηπια μεπικήρ πιθανοθάνειαρ 

 

Ο ινγάξηζκνο κεξηθήο πηζαλνθάλεηαο ζηελ πεξίπησζε ρξνλνεμαξηψκελσλ 

κεηαβιεηψλ δίλεηαη απφ ηε ζρέζε : 

         
(t )

1 1 (t )

lnL( ) ( (t ) log( ))j jk i

i

pn
x

ji i j

i j k R

x e


 
  

    , 

φπνπ 
it  είλαη ε ρξνληθή ζηηγκή ζαλάηνπ ηνπ i-νζηνχ αηφκνπ, ( )iR t  είλαη ην ζχλνιν 

ησλ αηφκσλ πνπ βξίζθνληαη ζε θίλδπλν ηελ ρξνληθή ζηηγκή t, 
i  είλαη ε 

ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε απνθνπήο  γηα  ηελ νπνία αλ C είλαη ην ζχλνιν ησλ 
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απνθνκκέλσλ παξαηεξήζεσλ θαη U είλαη ην ζχλνιν ησλ κε απνθνκκέλσλ 

παξαηεξήζεσλ έρνπκε: 

      
0,

1,i
i

i C

U



 


 

 

Δίλαη πξνθαλέο φηη  ζηελ πεξίπησζε ησλ ρξνλνεμαξηεκέλσλ κεηαβιεηψλ θαη 

ε ζρεηηθή δηαθηλδχλεπζε 
0

(t)

(t)

ih

h
 εμαξηάηαη απφ ηνλ ρξφλν. πλεπψο, ζηελ πεξίπησζε 

απηή δελ ηζρχεη ε ππφζεζε ηεο αλαινγηθήο δηαθηλδχλεπζεο. 

 

3.4. Σο ζηπυμαηοποιημένο μονηέλο ηος Cox 

 

ηελ πεξίπησζε πνπ ζε κηα ζηαηηζηηθή κειέηε έρνπκε κηα ή πεξηζζφηεξεο 

θαηεγνξηθέο κεηαβιεηέο, ππάξρεη πεξίπησζε λα κελ ηζρχεη ε ππφζεζε ηεο 

αλαινγηθφηεηαο θαη γη’ απηφ ην ιφγν πξέπεη λα ειεγρζεί. 

Έζησ φηη ζε έλα πείξακα κία απφ ηηο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο είλαη ην θχιν 

ηνπ αζζελνχο. Ζ ζπλάξηεζε δηαθηλδχλεπζεο κπνξεί λα δηακνξθψλεηαη δηαθνξεηηθά 

γηα ηηο δχν ηηκέο ηεο κεηαβιεηήο, έηζη ψζηε λα κελ ηζρχεη ε ππφζεζε ηεο 

αλαινγηθφηεηαο. Ο ηξφπνο αληηκεηψπηζεο απηνχ ηνπ θαηλνκέλνπ είλαη ε ιεγφκελε 

ζηξσκαηνπνίεζε (stratification) σο πξνο ηε ζπγθεθξηκέλε θαηεγνξηθή κεηαβιεηή. 

ηελ πεξίπησζε απηή, ζεσξνχκε φηη ηα άηνκα πνπ αλήθνπλ ζε δηαθνξεηηθφ επίπεδν 

(ζηξψκα) ηεο κεηαβιεηήο έρνπλ δηαθνξεηηθή ζπλάξηεζε δηαθηλδχλεπζεο θη φηη φιεο 

νη ππφινηπεο επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο ηθαλνπνηνχλ ηελ ππφζεζε ηεο 

αλαινγηθφηεηαο ησλ θηλδχλσλ ζε θάζε ζηξψκα (stratum). Έζησ φηη ην πιήζνο ησλ 

ζηξσκάησλ είλαη s, ηφηε γηα θάζε ζηξψκα ιακβάλνπκε δηαθνξεηηθή βαζηθή 

ζπλάξηεζε δηαθηλδχλεπζεο 
0 (t)kh , φπνπ k {1,2,...,s} . 

Ζ ζπλάξηεζε δηαθηλδχλεπζεο ηνπ i-νζηνχ αηφκνπ είλαη: 0(t) h (t) e ikx

ik kh


   , 

φπνπ k είλαη  ην ζηξψκα ζην νπνίν αλήθεη ην άηνκν θαη x ik
 είλαη ην δηάλπζκα ηηκψλ 

ησλ επεμεγεκαηηθψλ κεηαβιεηψλ γηα ην άηνκν απηφ. 
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Απφ ηελ παξαπάλσ ζρέζε παξαηεξνχκε φηη νη ζπληειεζηέο   είλαη νη ίδηνη 

ζε θάζε ζηξψκα. Ζ πξνζαξκνγή ηνπ κνληέινπ γίλεηαη κε ρξήζε ζηαηηζηηθψλ 

παθέησλ. 

 

 

3.5. Έλεγσοι καηαλληλόηηηαρ ηος μονηέλος 

 

Σν κνληέιν ηνπ Cox απνηειεί κελ ην γλσζηφηεξν κνληέιν αλάιπζεο 

δεδνκέλσλ επηβίσζεο κε ζπκκεηαβιεηέο, αιιά πάληα ππνζέηνπκε φηη ηζρχεη ε 

ππφζεζε ηεο αλαινγηθήο δηαθηλδχλεπζεο, δηαθνξεηηθά ππάξρεη πεξίπησζε λα 

πξνθχςνπλ ιαλζαζκέλα ζπκπεξάζκαηα. Απηφ ζεκαίλεη φηη είλαη απαξαίηεην λα 

γίλεηαη έιεγρνο θαηαιιειφηεηαο ηνπ κνληέινπ γηα θάζε ζπληειεζηή. Ο έιεγρνο 

πξαγκαηνπνηείηαη κε βάζε δχν ηξφπνπο, νη νπνίνη είλαη νη εμήο: 

 Με ρξήζε ηεο γξαθηθήο κεζφδνπ 

 Με ρξήζε ειέγρνπ ππνινίπσλ 

 

 

3.5.1.Γπαθικόρ έλεγσορ 

 

Ο γξαθηθφο έιεγρνο θαηαιιειφηεηαο πξαγκαηνπνηείηαη σο εμήο: 

Λνγαξηζκνχκε ηε ζπλάξηεζε  επηβίσζεο: 

            0(t, x) exp{ H(t, x)} exp{ H (t)e }
x

S


     

θη έρνπκε : 

       0ln{ ln (t, x)} lnH (t)S x    

Απηφ γξαθηθά ζεκαίλεη φηη νη θακπχιεο ln{ ln (t, x)}S  θαη  
0lnH (t)   πξέπεη λα είλαη 

παξάιιειεο γηα θάζε x  θαη t>0.  πλεπψο, φιεο νη θακπχιεο ln{ ln (t, x )}S   γηα 
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δηάθνξα x i
 ζα πξέπεη λα είλαη παξάιιειεο γηα λα ηζρχεη ε αλαινγηθφηεηα ηνπ 

θηλδχλνπ. 

Με βάζε ηελ παξαπάλσ δηαπίζησζε κπνξνχκε λα απνθαλζνχκε γξαθηθά, 

ζρεηηθά κε ηελ θαηαιιειφιεηα ηνπ κνληέινπ, πξαγκαηνπνηψληαο έιεγρν γηα θάζε 

κεηαβιεηή πνπ εκπεξηέρεηαη ζην αξρηθφ πξφβιεκα. Γηα λα είλαη ε κέζνδνο αμηφπηζηε 

πξέπεη ν αξηζκφο ησλ ζπκκεηαβιεηψλ (covariates) λα είλαη πεξηνξηζκέλνο. Όκσο, ην 

ζεκαληηθφηεξν πιενλέθηεκα ηεο κεζφδνπ είλαη φηη κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα 

νπνηνδήπνηε κνληέιν αλαινγηθήο δηαθηλδχλεπζεο θη φρη κφλν γηα ην κνληέιν ηνπ 

Cox. 

ηελ πεξίπησζε πνπ ε κεηαβιεηή είλαη πνζνηηθή, πξέπεη πξψηα λα γίλεη 

θαηεγνξηνπνίεζε. Γηα λα γίλεη φκσο ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο 

ln{ ln ( , )}S t x  κε ην ρξφλν, πξέπεη πξψηα λα πξνζδηνξηζζνχλ νη εθηηκήηξηεο ηεο 

ζπλάξηεζεο επηβίσζεο γηα επηιεγκέλεο ηηκέο ησλ x . Ηζρχεη φκσο φηη  

exp( ' )

0
ˆ ˆ( , ) { ( )}

x
S t x S t


 θαη 0

ˆ ( )

0
ˆ ( )

H t
S t e


 . 

Άξα, απαηηείηαη ε εθηίκεζε ηεο βαζηθήο ζσξξεπηηθήο ζπλάξηεζεο 

δηαθηλδχλεπζεο γηα θάζε δηαθνξεηηθφ ζηξψκα-επίπεδν ηεο κεηαβιεηήο. Απηφ γίλεηαη 

θάλνληαο ρξήζε ηεο κε παξακεηξηθήο εθηηκήηξηαο ηνπ Breslow 

0 '
( )

( )

ˆ ( )
i

j

j

x
t j t

i R t

d
H t

e






 
 

  
 
 




 

κε ( )jR t  ην ζχλνιν ησλ αηφκσλ ζε θίλδπλν ην ρξφλν jt . 

 

3.5.2. Έλεγσορ καηαλληλόηηηαρ μονηέλος μέζυ ςπολοίπυν 

 

Έλαο άιινο ηξφπνο ειέγρνπ ηεο θαηαιιειφηεηαο ηνπ κνληέινπ είλαη κέζσ 

ππνινίπσλ, ηα νπνία απνηεινχλ έλα κέηξν ζπκθσλίαο ησλ πξνβιέςεσλ ηεο 

ζηαηηζηηθήο αλάιπζεο κε πξαγκαηηθέο ηηκέο. 
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Δλ ζπλερεία, ππνζέηνπκε ην κνληέιν ηνπ Cox κε k επεμεγεκαηηθέο 

κεηαβιεηέο, ηέηνηεο ψζηε λα ηζρχεη : 

1 1 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆ...i i i k kix x x x         

θαη ζεσξνχκε έλα δείγκα n αηφκσλ, φπνπ νη n-r ρξφλνη επηβίσζεο είλαη δεμηά 

απνθνκκέλνη. Ζ ζπλάξηεζε δηαθηλδχλεπζεο γηα ην i άηνκν, κε i=1,2,…,n είλαη ε 

εμήο:  

                   0
ˆ ˆˆ(t) exp( ) (t)i ih x h  , 

κε 0
ˆ (t)h  λα είλαη ε εθηίκεζε ηεο βαζηθήο ζπλάξηεζεο δηαθηλδχλεπζεο. Καηφπηλ, 

νξίδνπκε θάπνηεο θαηεγνξίεο ππνινίπσλ. 

Τπόλοιπα Cox-Snell 

To Cox-Snell ππφινηπν γηα ην i άηνκν δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν: 

0
ˆ ˆr exp( ) (t )CSi i ix H ,  

φπνπ t i
 είλαη ν παξαηεξνχκελνο ρξφλνο επηβίσζεο  ηνπ i-νζηνχ αηφκνπ. 

Σα ππφινηπα απηά ρξεζηκνπνηνχληαη θπξίσο ζηα παξακεηξηθά κνληέια θη φρη ηφζν 

ζην εκη-παξακεηξηθφ κνληέιν ηνπ Cox. 

Τπόλοιπα Μartingale 

Σα ππφινηπα Μartingale νξίδνληαη βάζεη ησλ ππνινίπσλ Cox-Snell  σο εμήο:      

      r rMi i CSi  ,  

φπνπ 
i =0  γηα απνθνκκέλε παξαηήξεζε θαη 

i =1 γηα κε απνθνκκέλε παξαηήξεζε. 

Σα ππφινηπα Μartingale παίξλνπλ ηηκέο κεηαμχ ηνπ   θαη ηεο κνλάδαο θαη 

ρξεζηκεχνπλ γηα ηελ εχξεζε ηεο ζπλαξηεζηαθήο κνξθήο κηαο κεηαβιεηήο πνπ 

πξφθεηηαη λα εηζαρζεί ζην κνληέιν ηνπ Cox. 
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Τπόλοιπα Deviance 

 Σα ππφινηπα Deviance νξίδνληαη σο εμήο: 

   
1/2sgn(r )[ 2{r log( r )}]Di Mi Mi i i Mir      ,   

κε  
1, 0

sgn(x)
1, 0

x

x


 

 
  θαη ρξεζηκνπνηνχληαη  αληί  ησλ  Μartingale, επεηδή είλαη πην 

εχρξεζηα ζηε γξαθηθή ηνπο εξκελεία. 

Τπόλοιπα Schoenfeld 

 Σα ππφινηπα Schoenfeld δελ νξίδνληαη γηα φια ηα άηνκα ηνπ δείγκαηνο, αιιά 

κφλν γηα ηηο κε απνθνκκέλεο παξαηεξήζεηο, ελψ δε δίλνπλ αθξηβή ηηκή γηα θάζε 

κνλάδα αιιά έλα ζχλνιν ηηκψλ. Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπο δελ ρξεηάδεηαη εθηίκεζε 

ηεο ζσξεπηηθήο ζπλάξηεζεο δηαθηλδχλεπζεο. 

Δπίζεο, ε πηζαλφηεηα απνηπρίαο ηεο  j-νζηήο ππφ κειέηε κνλάδαο είλαη ε εμήο: 

       
k

i

j

x

j x

i R

e
p

e














, 

φπνπ R j  είλαη ην ζχλνιν ησλ αηφκσλ πνπ βξίζθνληαη ζε θίλδπλν ηελ ρξνληθή ζηηγκή 

jt . 

Σν δηάλπζκα ησλ επεμεγεκαηηθψλ κεηαβιεηψλ έρεη αλακελφκελε ηηκή: 

                (x | R )

k

j

i

j

j

x

k

k R

j k k x
k R

i R

x e

E x p
e















 





. 

Σειηθά ηα ππφινηπα Schoenfeld νξίδνληαη σο εμήο: 

ˆ (x | R )j j jr x E  ,  

φπνπ ε εθηηκήηξηα ηεο αλακελφκελεο κέζεο ηηκήο πξνθχπηεη κε αληηθαηάζηαζε ησλ 

εθηηκεηξηψλ ̂ . 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 4ο 

ΔΠΙΛΟΓΗ ΜΔΣΑΒΛΗΣΧΝ ΤΦΗΛΗ ΓΙΑΣΑΗ ΓΙΑ ΣΟ 

ΜΟΝΣΔΛΟ ΑΝΑΛΟΓΙΚΧΝ ΚΙΝΓΤΝΧΝ ΣΟΤ COX 

 

4.1 Διζαγυγή 

 

Ζ επηινγή κεηαβιεηψλ ζε ρψξν πςειήο δηάζηαζεο έρεη ακθηζβεηήζεη πνιιά 

ζχγρξνλα ζηαηηζηηθά πξνβιήκαηα απφ πνιινχο επηζηεκνληθνχο θιάδνπο. Οη 

πξφζθαηεο ηερλνινγηθέο εμειίμεηο έρνπλ θαηαζηήζεη δπλαηή ηε ζπιινγή κηαο 

ηεξάζηηαο πνζφηεηαο απφ κεηαβιεηέο πιεξνθνξίαο, φπσο κηθξνζπζηνηρηψλ, 

πξσηενκηθή θαη SNP δεδνκέλσλ κέζσ ηεο ηερλνινγίαο ηεο βην-απεηθφληζεο, 

παξαηεξψληαο ηαπηφρξνλα ηηο πιεξνθνξίεο γηα ηελ επηβίσζε ησλ αζζελψλ ζε 

θιηληθέο κειέηεο. Έηζη, ε ίδηα πξφθιεζε εθαξκφδεηαη ζηελ αλάιπζε επηβίσζεο 

πξνθεηκέλνπ λα γίλεη θαηαλνεηή ε ζρέζε κεηαμχ γνληδησκαηηθψλ θαη θιηληθψλ 

πιεξνθνξηψλ ζρεηηθά κε ην ρξφλν επηβίσζεο. ην θεθάιαην απηφ, επεθηείλνπκε ηε 

δηαδηθαζία ηνπ ζίγνπξνπ θξεζαξίζκαηνο [Fan, J. and Lv, J. (2008)] ζην κνληέιν 

αλαινγηθνχ θηλδχλνπ ηνπ Cox κε κηα δηαζέζηκε επαλαιεπηηθή έθδνζε. Μειέηεο 

αξηζκεηηθήο πξνζνκνίσζεο έρνπλ δείμεη ελζαξξπληηθά απνηειέζκαηα γηα ηελ 

πξνηεηλφκελε κέζνδν ζε ζχγθξηζε κε άιιεο ηερληθέο, φπσο ε LASSO. Απηφ 

απνδεηθλχεη ηε ρξεζηκφηεηα θαη ηελ επειημία ηνπ επαλαιεπηηθνχ ζίγνπξνπ 

θξεζαξίζκαηνο. 

Ζ αλάιπζε επηβίσζεο είλαη κηα θνηλψο ρξεζηκνπνηνχκελε κέζνδνο γηα ηελ 

αλάιπζε ηνπ ρξφλνπ απνηπρίαο φπσο ηνπ βηνινγηθνχ ζαλάηνπ ή ηεο κεραληθήο 

βιάβεο. ην πιαίζην απηφ, ν ζάλαηνο ή ε απνηπρία/αλεπάξθεηα αλαθέξεηαη επίζεο 

θαη σο «γεγνλφο». Ζ αλάιπζε επηβίσζεο πξνζπαζεί λα δηακνξθψζεη/κνληεινπνηήζεη 

ηελ επηβίσζε ρξφλνπ δεδνκέλσλ, ε νπνία ζπλήζσο ππφθεηληαη ζε ινγνθξηζία ιφγσ 

ηνπ ηεξκαηηζκνχ ηεο κειέηεο. Ο βαζηθφο ζθνπφο είλαη λα κειεηήζνπκε ηελ εμάξηεζε 

ηνπ ρξφλνπ Τ ζηηο κεηαβιεηέο ζπλδηαζπνξάο 1(X ,...,X )T

pX  , φπνπ ην p δειψλεη ηε 
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δηάζηαζε ηνπ ρψξνπ ζπλδηαζπνξάο. Έλαο θνηλφο ηξφπνο γηα ηελ επίηεπμε απηνχ ηνπ 

ζηφρνπ είλαη ν θίλδπλνο παιηλδξφκεζεο, ε νπνία κειεηά πσο ε ππνζεηηθή ζπλάξηεζε 

θηλδχλνπ Τ εμαξηάηαη απφ ηε ζπκκεηαβιεηή X x , ε νπνία νξίδεηαη σο εμήο: 

 
0

1
(t x) lim ,

t
h P t T t t T t X x

t 
     


 

χκθσλα κε ηνλ νξηζκφ, ε ππνζεηηθή ζπλάξηεζε θηλδχλνπ δελ είλαη ηίπνηα 

άιιν απφ ην ζηηγκηαίν ξπζκφ απνηπρίαο ζε ρξφλν t, πνπ δίλεη κηα ζπγθεθξηκέλε ηηκή 

ηνπ x γηα ηε ζπκκεηαβιεηή Φ. Σν κνληέιν αλαινγηθνχ θηλδχλνπ είλαη πνιχ 

δεκνθηιέο, ελ κέξεη ιφγσ ηεο απιφηεηαο θαη ηεο επθνιίαο ηνπ ζηελ αληηκεηψπηζε ηεο 

ινγνθξηζίαο. 

 

Σν κνληέιν ππνζέηεη φηη  

                                  0(t x) (t) (x)h h   

ζηελ νπνία ην 
0 (t)h  είλαη ε ζπλάξηεζε θηλδχλνπ θαη (x)  είλαη ην απνηέιεζκα ηεο 

ζπκκεηαβιεηφηεηαο. εκεηψλνπκε φηη ην κνληέιν απηφ δελ είλαη κνλαδηθά 

θαζνξηζκέλν ζην 
0 (t)ch  θαη ε (x) / c  δίλεη ην ίδην κνληέιν γηα νπνηνδήπνηε c 0 . 

Έηζη, κηα ζπλζήθε ηαπηνπνίεζεο πξέπεη λα πξνζδηνξίδεηαη. Όηαλ ε ζπλζήθε 

ηαπηνπνίεζεο (0) 1   έρεη επηβιεζεί, ε ζπλάξηεζε 
0 (t)h , δειαδή ε ππνζεηηθή 

ζπλάξηεζε θηλδχλνπ ηνπ Τ,  δίλεη 0X   θαη θαιείηαη βαζηθή ζπλάξηεζε θηλδχλνπ 

(baseline). Αλ μαλαπαξακεηξηθνπνηήζνπκε (x)(x) e  , ν Cox [(1972), (1975)] 

εηζήγαγε ην αλαινγηθφ κνληέιν θηλδχλνπ 

(x)

0(t x) (t)eh h   

Δδψ, ε βαζηθή ζπλάξηεζε θηλδχλνπ 
0 (t)h  είλαη ζπλήζσο εληειψο 

απξνζδηφξηζηε θαη ρξεηάδεηαη λα εθηηκεζεί κε παξακεηξηθά. Μπνξεί λα γίλεη κηα 

παξαδνρή ηνπ γξακκηθνχ κνληέινπ (x) xT  , φπνπ 1 2( , ,..., )T

p     είλαη ην 

δηάλπζκα παξακεηξηθήο παιηλδξφκεζεο. Καηά ηε δηεμαγσγή ηεο αλάιπζεο 

επηβίσζεο, δελ ρξεηάδεηαη κφλν λα εθηηκήζνπκε ην β αιιά πξέπεη αθφκα λα 

εθηηκήζνπκε θαη ηε βαζηθή ζπλάξηεζε θηλδχλνπ 
0 (t)h  κε παξακεηξηθά. 
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Οη πξφζθαηεο ηερλνινγηθέο εμειίμεηο έρνπλ θαηαζηήζεη δπλαηή ηε ζπιινγή 

ελφο ηεξάζηηνπ πνζνχ  απφ πιεξνθνξίεο ζπκκεηαβιεηψλ, φπσο κηθξνζπζηνηρηψλ, 

πξσηενκηθήο θαη SNP δεδνκέλσλ κέζσ ηεο ηερλνινγίαο ηεο βην-απεηθφληζεο, θαζψο 

παξαηεξνχκε ηηο πιεξνθνξίεο επηβίσζεο αζζελψλ ζε θιηληθέο κειέηεο. Χζηφζν, είλαη 

πνιχ πηζαλφ φηη δελ ζα ζρεηίδνληαη φιεο νη δηαζέζηκεο ζπκκεηαβιεηέο κε ηελ θιηληθή 

έθβαζε, φπσο ν ρξφλνο επηβίσζεο. ηελ πξαγκαηηθφηεηα, ζπλήζσο έλα κηθξφ θιάζκα 

ζπκκεηαβιεηψλ ζρεηίδεηαη κε ηνλ θιηληθφ ρξφλν. Απηή είλαη ε έλλνηα ηεο αξαηφηεηαο 

θαη ζπλεπψο θαιεί γηα ηελ ηαπηνπνίεζε ησλ ζεκαληηθψλ παξαγφλησλ θηλδχλνπ θαη 

ηελ ίδηα ζηηγκή ππνινγίδεη ηε ζπκβνιή ηνπ θηλδχλνπ φηαλ αλαιχνπκε ηα δεδνκέλα 

επηβίσζεο ρξφλνπ κε πνιιέο επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο. Απφ καζεκαηηθήο άπνςεο, 

απηφ ζεκαίλεη φηη ζα πξέπεη λα πξνζδηνξίζνπκε πνηα j  είλαη κε κεδεληθά θαη 

επίζεο λα εθηηκήζνπκε απηά ηα κε κεδεληθά j . 

Οη πην θιαζζηθέο ηερληθέο επηινγήο κνληέινπ έρνπλ επεθηαζεί απφ ηε 

γξακκηθή παιηλδξφκεζε ζηελ αλάιπζε επηβίσζεο, νη νπνίεο αλαθέξνληαη ζε 

πξνεγνχκελν θεθάιαην. 

Πξφζθαηα έρνπκε δεη κηα απφηνκε αχμεζε ηνπ ελδηαθέξνληνο ζηελ επηινγή 

κεηαβιεηήο κε εμαηξεηηθά πςειή δηάζηαζε. Με εμαηξεηηθά πςειή δηάζηαζε [Fan, J. 

αnd Lv, J. (2008)] ελλννχκε φηη ε δηάζηαζε απμάλεηαη εθζεηηθά ζην κέγεζνο ηνπ 

δείγκαηνο, δειαδή log(p) O(n )a , γηα θάπνην (0,1 2) . Γηα ηε γξακκηθή 

παιηλδξφκεζε πςειήο δηάζηαζεο, έρεη πξνηαζεί ε SIS πνπ βαζίδεηαη ζηελ 

ηαμηλφκεζε νξηαθήο ζπζρέηηζεο, φπσο είδακε θαη ζε πξνεγνχκελε ελφηεηα. Ζ 

αζπκπησηηθή ζεσξία έρεη θαηαθέξεη λα απνδείμεη φηη, κε κεγάιε πηζαλφηεηα, ε SIS 

δηαηεξεί φιεο ηηο επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο κε πνζνζηφ εζθαικέλεο επηινγήο πνπ 

εμαθαλίδεηαη. Μηα ζεκαληηθή επέθηαζε ηεο SIS, ε ISIS, πξνηάζεθε επίζεο γηα λα 

αληηκεησπίζεη ηηο δχζθνιεο επεμεγεκαηηθέο πεξηπηψζεηο, φπσο φηαλ θάπνηεο 

επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο είλαη νξηαθά αζπζρέηηζηεο κε ηελ απφθξηζε. 

Πξνθεηκέλνπ λα αληηκεησπηζηεί ην πξφβιεκα κε ηα πην ζχλζεηα πξαγκαηηθά 

δεδνκέλα, νη SIS θαη ISIS επεθηάζεθαλ ζε πην γεληθά κνληέια απψιεηαο [Fan, J., 

Samworth, R. and Wu, Y. (2009)], φπσο ηα γεληθεπκέλα γξακκηθά κνληέια,ε ηζρπξή 

ππνρψξεζε θαη ηαμηλφκεζε, θαη βειηηψζεθαλ θάπνηα ζεκαληηθά βήκαηα ηεο αξρηθήο 

ISIS. Δηδηθφηεξα, πξνηάζεθε ε ηδέα ηεο ππφ φξνπο νξηαθήο παιηλδξφκεζεο θη έηζη 
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κηα λέα παξαιιαγή ηεο κεζφδνπ, ε νπνία βαζίδεηαη ζε δείγκαηα δηαρσξηζκνχ, 

δεκηνπξγήζεθε. Έλα κε αζπκπησηηθφ ζεσξεηηθφ απνηέιεζκα δείρλεη φηη ε λέα 

παξαιιαγή δηαρσξηζκνχ, κπνξεί λα κεηψζεη ην πνζνζηφ εζθαικέλεο αλαθάιπςεο. 

Παξά ην γεγνλφο φηη ε επέθηαζε θαιχπηεη έλα επξχ θάζκα ησλ ζηαηηζηηθψλ 

κνληέισλ, δελ θαηέζηε δπλαηφ λα δηεξεπλεζεί θαηά πφζν ε ISIS κέζνδνο κπνξεί λα 

επεθηαζεί ζηελ παιηλδξφκεζε θηλδχλνπ κε απνθνκκέλν (censoring) ρξφλν. Θα 

επηθεληξσζνχκε ινηπφλ ζην αλαινγηθφ κνληέιν θηλδχλνπ ηνπ Cox θαη ζα 

επεθηείλνπκε ηε SIS θαη ISIS αλαιφγσο. 

Σν ππφινηπν θεθάιαην είλαη νξγαλσκέλν σο εμήο: ηε δεχηεξε ελφηεηα 

δίλνληαη νη ιεπηνκέξεηεο ηεο κεζφδνπ ηνπ Cox, ζηελ ηξίηε ελφηεηα γίλεηαη 

επηζθφπεζε ηεο επηινγήο κεηαβιεηψλ κέζσ πνηληθνπνηεκέλεο πξνζέγγηζεο. ηελ 

ηέηαξηε ελφηεηα, γίλεηαη επέθηαζε ηεο SIS θαη ISIS, ζηελ πέκπηε ελφηεηα παίξλνπκε 

ηα απνηειέζκαηα ηεο πξνζνκνίσζεο ελψ ζηελ έθηε θαη ηειεπηαία ελφηεηα 

απνδεηθλχνπκε ηελ απνηειεζκαηηθφηεηα ηεο SIS. 

 

4.2. Σο μονηέλο αναλογικών κινδύνυν ηος Cox 

 

Έζησ Τ, C, X  λα δειψλνπλ ην ρξφλν επηβίσζεο, ην ρξφλν απνθνπήο θαη ηηο 

ζπζρεηηδφκελεο ζπκκεηαβιεηέο, αληίζηνηρα. Δπίζεο, αληίζηνηρα ζπκβνιίδνπκε κε 

min{T,C}Y   ηνλ παξαηεξνχκελν ρξφλν θαη κε I(T C)    ην δείθηε απνθνπήο ή 

ινγνθξηζίαο. Γηα ιφγνπο απιφηεηαο, ππνζέηνπκε φηη T θαη C είλαη δπλεηηθά 

αλεμάξηεηεο δνζέληνο Φ θαη δεδνκέλνπ φηη ν κεραληζκφο απνθνπήο είλαη non-

informative. 

Σν παξαηεξνχκελν ζχλνιν δεδνκέλσλ καο {(x , y , ) : x , y ,p

i i i i i  

{0,1},i 1,2,...,n}i    είλαη αλεμάξηεην θαη ηδαληθά θαηαλεκεκέλν ηπραίν δείγκα 

απφ έλα νξηζκέλν πιεζπζκφ  ( , , )  . Οξίδνπκε {i : 0}iC    θαη {i : 1}iU    

λα είλαη ην ζχλνιν ησλ δεηθηψλ πνπ έρνπλ απνθνπεί θαη πνπ δελ έρνπλ απνθνπεί 

αληίζηνηρα. Σφηε ε πιήξεο πηζαλφηεηα ηνπ παξαηεξνχκελνπ ζπλφινπ δεδνκέλσλ 

δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 
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1

L (y / x ) (y / x ) (y / x ) (y / x )
n

i i i i i i i i

i U i C i U i

f F h F
   

      

φπνπ (t/ x)f είλαη ε δεζκεπκέλε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο, F(t/ x) (s/ x)ds
t

f



   ε 

δεζκεπκέλε ζπλάξηεζε επηβίσζεο θαη h(t/ x) f(t/ x) / F(t/ x)  ε δεζκεπκέλε 

ζπλάξηεζε δηαθηλδχλεπζεο ηνπ Φ  δνζκέλνπ Φ=x . 

Έζησ 
0 0 0

1 2t t ... tN    είλαη ηα δηαθεθξηκέλα δηαηεηαγκέλα παξαηεξνχκελα 

ρξνληθά δηαζηήκαηα απνηπρίαο. Έζησ (j) ν δείθηεο πνπ ζπλδέεηαη κε ηηο 

ζπκκεηαβιεηέο (j)x  θαη (t)R  είλαη ν θίλδπλνο πξηλ απφ ην ρξφλν t: (t) {i : y t}iR   . 

Θεσξνχκε ην κνληέιν αλαινγηθνχ θηλδχλνπ, 

0h(t/ x) h (t)exp(x )T  ,              (4.1) 

φπνπ 
0h (t)  είλαη ε βαζηθή ζπλάξηεζε δηαθηλδχλεπζεο. ε απηφ ην κνληέιν, ηφζν ε

0h (t)  φζν θαη ε  β είλαη άγλσζηεο θαη πξέπεη λα εθηηκεζνχλ. χκθσλα κε ην κνληέιν 

(4.1), ε πηζαλφηεηα γίλεηαη: 

 0 (j) (j) 0

1 1

L (y )exp(x ) exp{ (y )exp(x )}
N N

T T

i i

j i

h H 
 

    

Όπνπ 
0 0

0

(t) (s)ds

t

H h   είλαη ε αληίζηνηρε αζξνηζηηθή βαζηθή ζπλάξηεζε 

δηαθηλδχλεπζεο. Αθνινπζψληαο ηελ ηδέα ηνπ Breslow, ζεσξνχκε ηε ιηγφηεξν 

informative κε παξακεηξηθή κνληεινπνίεζε γηα 
0 (t)H , ζην νπνίν 

0 (t)H  έρεη έλα 

άικα jh  ζηνλ παξαηεξεζέληα ρξφλν απνηπρίαο 
0t j , δειαδή 0

0

1

(t) (t t)
N

j j

j

H h I


  . 

Σφηε  

0

0

1

(y ) (i (t ))
N

i j j

j

H h I R


                                          (4.2) 

πλεπψο, ε ινγαξηζκηθή πηζαλνθάλεηα γίλεηαη 

0

(j)

1 1 1

{log( ) x } (i (t ))exp(x )
N n N

T T

j j j i

j i j

h h I R 
  

 
   

 
   . 
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Ζ κεγηζηνπνίεζε ηεο jh  δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

0

1

(t )

ˆ ( ) { exp(x )}

j

T

j i

i R

h   



                                         (4.3) 

Αληηθαζηζηψληαο ηε κεγηζηνπνηεκέλε jh ζηε ινγαξηζκηθή πηζαλνθάλεηα έρνπκε: 

0

(j)

1 (t )

[x log{ exp(x )}]

j

N
T T

i

j i R

 
 

   

πνπ είλαη ηζνδχλακε κε 

1 1 (y )

( ) x log exp(x )
i

n n
T T

i i i j

i i j R

    
  

  
   

  
                      (4.4) 

[Fan, J. αnd Li, R. (2001)]. 

 

Μεγηζηνπνηψληαο  ηελ ( )  ζηε (4.4) ζε ζρέζε κε ηε β, κπνξνχκε λα 

πάξνπκε κηα εθηίκεζε ̂  ηεο παξακέηξνπ ηεο παιηλδξφκεζεο. Μφιηο ην ̂  είλαη 

δηαζέζηκν, κπνξνχκε λα ην αληηθαηαζηήζνπκε ζηελ (4.3) γηα λα πάξνπκε ην ˆ ˆ( )jh  . 

Απηφ ην πξφζθαην ˆ ˆ( )jh   κπνξεί λα αληηθαηαζηαζεί ζηελ (4.2) γηα λα πάξνπκε ηελ 

κε-παξακεηξηθή εθηίκεζε ηεο αζξνηζηηθήο ζπλάξηεζεο θηλδχλνπ. 

 

4.3. Δπιλογή μεηαβληηών για ηο μονηέλο αναλογικού κινδύνος ηος Cox 

μέζυ ποινικοποίηζηρ 

 

ην ζχζηεκα εθηίκεζεο πνπ παξνπζηάζηεθε, θαλέλαο απφ ηνπο ζπληειεζηέο 

παιηλδξφκεζεο πνπ εθηηκήζεθαλ δελ είλαη αθξηβψο κεδέλ, αθήλνληαο φιεο ηηο 

ζπκκεηαβιεηέο ζην ηειηθφ κνληέιν. πλεπψο, δελ είλαη θαηάιιειν γηα ηελ επηινγή 

ζεκαληηθψλ κεηαβιεηψλ θαη ην ρεηξηζκφ ηεο ππφζεζεο κε p n . Γηα λα επηηχρνπκε 

επηινγή κεηαβιεηψλ, θιαζζηθέο ηερληθέο φπσο ε επηινγή ηνπ θαιχηεξνπ 

ππνζπλφινπ, ε ζηαδηαθή επηινγή θαη νη δηαδηθαζίεο εθθίλεζεο, επεθηάζεθαλ 

αλάινγα έηζη ψζηε λα επηηεπρζεί θαιχηεξνο ρεηξηζκφο ηνπ κνληέινπ αλαινγηθψλ 

θηλδχλσλ ηνπ Cox. 
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’ απηή ηελ ελφηεηα, ζα επηθεληξσζνχκε ζε θάπνηεο πξνεγκέλεο ηερληθέο γηα 

ηελ επηινγή κεηαβιεηψλ κέζσ πνηληθνπνίεζεο. Ζ επηινγή κεηαβιεηψλ κέζσ 

πνηληθνπνίεζεο έρεη ιάβεη ηδηαίηεξε πξνζνρή ηειεπηαία. Βαζηθά, ρξεζηκνπνηεί 

θάπνηα επηινγή κεηαβιεηψλ κε δπλαηφηεηα ζπλάξηεζεο πνηλήο πξνθεηκέλνπ λα 

θαλνληθνπνηήζεη ηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε θαηά ηελ εθηέιεζε ηεο 

βειηηζηνπνίεζεο. Έρνπλ πξνηαζεί πνιιέο κέζνδνη επηινγήο κεηαβιεηψλ κε 

ζπλαξηήζεηο πνηλήο. Έλα πνιχ γλσζηφ παξάδεηγκα είλαη ε L1 πνηλή 
1

p

j

j

 


  πνπ 

είλαη επίζεο γλσζηή σο πνηλή LASSO [Tibshirani, R. J. (1996)]. 

 

Θεσξνχκε κηα γεληθή ζπλάξηεζε πνηλήο κε ( )p  , φπνπ ι>0 είλαη κηα 

παξάκεηξνο θαλνληθνπνίεζεο. Απφ ηηο απαγσγέο ζηελ ηειεπηαία ελφηεηα, ε 

πνηληθνπνηεκέλε πηζαλνθάλεηα είλαη ηζνδχλακε κε ηελ πνηληθνπνηεκέλε κεξηθή 

πηζαλνθάλεηα: Καζψο κεγηζηνπνηνχκε ην ( )  ζηε (4.4), θάπνηνο κπνξεί λα ην 

θαλνληθνπνηήζεη ρξεζηκνπνηψληαο ην 
1

( )
p

j

j

p 


 . Ηζνδχλακα, επηιχνπκε 

1

min ( ) ( )
p

j

j

p 


   ζπκπεξηιακβάλνληαο ην αξλεηηθφ πξφζεκν (-) κπξνζηά απφ 

ην ( )  [Tibshirani, R. (1997)]. 

Καηφπηλ, ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε SCAD πνηλή γηα ηηο επεθηάζεηο ηεο SIS θαη 

ISIS, φπνηε είλαη αλαγθαίν. Ζ ζπλάξηεζε SCAD είλαη κηα ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε 

spline θαη ζπκκεηξηθή γχξσ απφ ηελ αξρηθή. Μπνξεί λα νξηζηεί ζε φξνπο ηεο πξψηεο 

ηάμεο παξαγψγνπ 

                              

γηα θάπνηα 2   θαη 0  . Δδψ, ην α είλαη κηα παξάκεηξνο θαη νη Fan θαη Li 

πξφηεηλαλ λα ρξεζηκνπνηεζεί ην 3.7   πνπ βαζίδεηαη ζην Μπευδηαλφ επηρείξεκα 

[Fan, J. and Li, R. (2001)]. Γηα ηε SCAD πνηληθνπνηεκέλε βειηηζηνπνίεζε, νη Fan 

θαη Li πξφηεηλαλ ηελ ηνπηθή ηεηξαγσληθή πξνζέγγηζε, νη Zou θαη Li (2001) πξφηεηλαλ 

ηελ ηνπηθή γξακκηθή πξνζέγγηζε, νη Wu θαη Liu (2009) παξνπζίαζαλ ην δηαθνξεηηθφ 
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θπξηφ αιγφξηζκν. Δδψ, φηαλ είλαη απαξαίηεην, ρξεζηκνπνηνχκε ηνλ ηνπηθφ γξακκηθφ 

αιγφξηζκν πξνζέγγηζεο γηα ηελ επίιπζε ηεο SCAD πνηληθνπνηεκέλεο 

βειηηζηνπνίεζεο. 

 

4.4. SIS και ISIS  για ηο μονηέλο αναλογικού κινδύνος ηος Cox 

 

Ζ πνηλή κε ηηο θπκαηλφκελεο ηερληθέο επηινγήο κεηαβιεηψλ ιεηηνπξγεί ηέιεηα 

κε έλα κέηξην πιήζνο ζπκκεηαβιεηψλ. Χζηφζν, ε ρξεζηκφηεηά ηνπο είλαη 

πεξηνξηζκέλε θαζψο έξρεηαη αληηκέησπε κε πςειήο δηάζηαζεο [Fan, J. and Lv, J. 

(2008)]. ηελ πεξίπησζε γξακκηθήο παιηλδξφκεζεο, πξνηάζεθε ε ηαμηλφκεζε ησλ 

ζπκκεηαβιεηψλ αλάινγα κε ηελ απφιπηε ηηκή ηεο νξηαθήο ηνπο ζπζρέηηζεο κε ηε 

κεηαβιεηή απφθξηζεο, επηιέγνληαο ηηο ζπκκεηαβιεηέο πνπ είλαη ζε πςειή θαηάηαμε. 

Γηα λα είλαη ζίγνπξν φηη απηή ε απιή θαηάηαμε ζπζρέηηζεο δηαηεξεί φιεο ηηο 

ζεκαληηθέο ζπκκεηαβιεηέο κε κεγάιε πηζαλφηεηα δφζεθε ζεσξεηηθφ απνηέιεζκα. 

Έηζη ε κέζνδνο νλνκάζηεθε ζίγνπξν αλεμάξηεην θξεζάξηζκα (sure independent 

screening) SIS. Γηα λα ρεηξηζηεί δχζθνια πξνβιήκαηα φπσο απηφ κε θάπνηεο 

ζεκαληηθέο ζπκκεηαβιεηέο πνπ είλαη νξηαθά αζπζρέηηζηεο κε ηελ απφθξηζε, 

πξνηάζεθε ε επαλαιεπηηθή SIS, ε νπνία θαιείηαη ISIS. Ζ ISIS αξρίδεη κε ηε SIS, 

κεηά ππνζηξέθεη (regresses) ηελ απφθξηζε ζηηο ζπκκεηαβιεηέο πνπ έρεη επηιέμεη ε 

SIS θαη ζηε ζπλέρεηα ρξεζηκνπνηεί ηα ππφινηπα (residuals) παιηλδξφκεζεο σο 

«working» απφθξηζε γηα ηε ιήςε πεξηζζφηεξσλ ζπκκεηαβιεηψλ κε ηε SIS. Απηή ε 

δηαδηθαζία κπνξεί λα επαλαιεθζεί έσο φηνπ θάπνην θξηηήξην ζχγθιηζεο λα 

ηθαλνπνηεζεί. Δκπεηξηθή βειηίσζε πάλσ ζηε SIS έρεη παξαηεξεζεί γηα ηε ISIS. Γηα 

λα κπνξέζεη λα απμεζεί ε δχλακε ηεο ηερληθήο ηνπ ζίγνπξνπ αλεμάξηεηνπ 

θξεζαξίζκαηνο, νη SIS θαη ISIS έρνπλ επεθηαζεί ζε γεληθφηεξα κνληέια φπσο ηα 

γεληθεπκέλα γξακκηθά κνληέια, ε αλζεθηηθή (robust) παιηλδξφκεζε θη ε ηαμηλφκεζε 

θαη έγηλαλ αξθεηά ζεκαληηθέο βειηηψζεηο [Fan, J., Samworth, R. and Wu, Y. (2009).].  

Θα επεθηείλνπκε ηψξα ηε βαζηθή ηδέα ηεο SIS θαη ISIS γηα λα ρεηξηζηνχκε ην 

κνληέιν αλαινγηθνχ θηλδχλνπ ηνπ Cox. 
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Έζησ *M  είλαη ην ζχλνιν ησλ δεηθηψλ ηνπ αξαηνχ κνληέινπ πνπ 

ππνθξχπηεηαη, δειαδή 
* *{j: 0 θαη 1 }jM j p     φπνπ ηα 

*

j  είλαη νη 

πξαγκαηηθνί ζπληειεζηέο παιηλδξφκεζεο ηνπ αλαινγηθνχ κνληέινπ ηνπ Cox  (4.1). 

 

 

4.4.1. Καηάηαξη με οπιακή σπηζιμόηηηα 

 

Αξρηθά ζα ζπκεζνχκε ηνλ νξηζκφ ηεο ηδηφηεηαο ηνπ ζίγνπξνπ θξεζαξίζκαηνο. 

 

Οπιζμόρ 1. (Ηδηφηεηα ζίγνπξνπ θξεζαξίζκαηνο) 

Λέκε φηη κηα δηαδηθαζία επηινγήο κνληέινπ ηθαλνπνηεί ηελ ηδηφηεηα ηνπ ζίγνπξνπ 

θξεζαξίζκαηνο αλ ην επηιεγκέλν κνληέιν M̂  κε κέγεζνο (n)po  πεξηέρεη ην 

πξαγκαηηθφ κνληέιν *M  κε πηζαλφηεηα πνπ ηείλεη ζην 1. 

Γηα θάζε ζπκκεηαβιεηή (1 m p)mX   , νξίδνπκε ηελ νξηαθή ηεο 

ρξεζηκφηεηα σο ηε κέγηζηε ηηκή ηεο κεξηθήο πηζαλνθάλεηαο ηεο εληαίαο 

ζπκκεηαβιεηήο 

    
1 1 (y )

u max( log exp(x ) )
m

i

n n

m i im m i jm m

i i j R

x


   
  

  
   

  
    

Δδψ, 
imx  είλαη ην m-νζηφ ζηνηρείν ηεο x i

, δειαδή 1 2( , ,..., )T

i i i ipx x x x . 

Γηαηζζεηηθά, φζν κεγαιχηεξε είλαη ε νξηαθή ρξεζηκφηεηα, ηφζεο πεξηζζφηεξεο 

πιεξνθνξίεο πεξηέρεη ε αληίζηνηρε ζπκκεηαβιεηή ζρεηηθά κε ηελ έθβαζε επηβίσζεο. 

Μφιηο έρνπκε ζπγθεληξψζεη φιεο ηηο νξηαθέο ρξεζηκφηεηεο um
 γηα m 1,2,...,p , 

θαηαηάζζνπκε φιεο ηηο ζπκκεηαβιεηέο ζχκθσλα κε ηηο αληίζηνηρεο νξηαθέο 

ρξεζηκφηεηέο ηνπο απφ ηε κεγαιχηεξε πξνο ηε κηθξφηεξε θαη επηιέγνπκε ηηο d 

θνξπθαίεο ζε θαηάηαμε ζπκκεηαβιεηέο. Γειψλνπκε κε  Ι  ην ζχλνιν ησλ δεηθηψλ 

ησλ d  ζπκκεηαβιεηψλ πνπ έρνπκε επηιέμεη. 
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Σν ζχλνιν ησλ δεηθηψλ Ι αλακέλεηαη λα θαιχςεη ην πξαγκαηηθφ ζχλνιν 

δεηθηψλ *M  κε πςειή πηζαλφηεηα,  εηδηθά φηαλ ρξεζηκνπνηνχκε έλα ζρεηηθά κεγάιν 

d. Απηφ ζπλήζσο δείρλεηαη γηα ην γξακκηθφ κνληέιν κε ην Gaussian ζφξπβν θαη ηηο 

θαλνληθέο ζπκκεηαβιεηέο θαη επεθηάζεθε ζεκαληηθά ζηα γεληθεπκέλα γξακκηθά 

κνληέια κε κε Gaussian ζπκκεηαβιεηέο [Fan, J. and Song, R. (2010)]. Ζ παξάκεηξνο 

d ζπλήζσο επηιέγεηαη λα είλαη αξθεηά κεγάιε ψζηε λα δηαζθαιηζηεί ε ηδηφηεηα ηνπ 

ζίγνπξνπ θξεζαξίζκαηνο. Χζηφζν, ην εθηηκψκελν ζχλνιν δεηθηψλ Ι κπνξεί επίζεο 

λα πεξηιακβάλεη πνιιέο κε ζεκαληηθέο ζπκκεηαβιεηέο. Γηα λα βειηηψζνπκε ηηο 

επηδφζεηο, ε πξνζέγγηζε ηεο επηινγήο κεηαβιεηψλ πνπ βαζίδεηαη ζηε πνηληθνπνίεζε 

κπνξεί λα εθαξκνζηεί ζην επηιεγκέλν ππνζχλνιν ησλ κεηαβιεηψλ {X , j I}j   γηα λα 

δηαγξάςεη επηπιένλ αζήκαληεο κεηαβιεηέο. Μαζεκαηηθά, κπνξνχκε λα ιχζνπκε ην 

παξαθάησ πξφβιεκα πνηληθνπνηεκέλεο κεξηθήο πηζαλνθάλεηαο 

                   , , j

1 1 (y )

min log exp( ) ( )
I

i

n n
T T

i I i I i I I m

i i j R m I

x x p


    
   

   
        
     

φπνπ ,I ix  είλαη ππν-δηάλπζκα ηνπ 
ix  κε δείθηεο ζην Ι θαη νκνίσο γηα ην

I . Θα 

νδεγήζεη ζε αξαηά εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ παιηλδξφκεζεο  ˆ
I . Υαξαθηεξίδεη ην 

ζχλνιν δεηθηψλ κε κεδεληθψλ ζπληζησζψλ ηνπ ˆ
I  απφ ην Μ, ην νπνίν ζα καο 

ρξεζηκεχζεη σο ε ηειηθή εθηίκεζή καο  *M . 

 

4.4.2.  Καηάηαξη σαπακηηπιζηικών ςπό όποςρ και επαναληπηική επιλογή 

σαπακηηπιζηικών 

 

Οη Fan θαη Lv (2008) επηζήκαλαλ φηη ε SIS κπνξεί λα απνηχρεη άζρεκα γηα 

θάπνηα πξνθιεηηθά ζελάξηα, φπσο ζηελ πεξίπησζε φπνπ ππάξρνπλ θνηλέο 

ζρεηηδφκελεο αιιά νξηαθά αζπζρέηηζηεο ζπκκεηαβιεηέο ή θνηλέο αζπζρέηηζηεο 

ζπκκεηαβιεηέο πνπ έρνπλ πςειφηεξε νξηαθή ζπζρέηηζε κε ηελ απφθξηζε απφ 

νξηζκέλεο ζεκαληηθέο επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο. Γηα λα αληηκεησπηζηνχλ ηέηνηα 

δχζθνια ζελάξηα, έρεη πξνηαζεί ε επαλαιεπηηθή SIS (ISIS). ε ζχγθξηζε κε ηε SIS 

πνπ βαζίδεηαη ζε νξηαθέο πιεξνθνξίεο κφλν, ε ISIS πξνζπαζεί λα ρξεζηκνπνηήζεη 

πεξηζζφηεξν ηηο πιεξνθνξίεο ησλ θνηλψλ ζπκκεηαβιεηψλ. Ζ επαλαιεπηηθή SIS 
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μεθηλά κε ηε ρξήζε ηεο SIS, γηα ηελ επηινγή ελφο ζπλφινπ δεηθηψλ 1Î , θαηά ηελ 

νπνία εθαξκφδεηαη κηα πνηλή πνπ βαζίδεηαη ζην βήκα ηεο επηινγήο κεηαβιεηψλ γηα 

λα πάξεη κηα εθηίκεζε ηεο παξακέηξνπ παιηλδξφκεζεο 
1
ˆ
ˆ

I
 . Μηα εθιεπηπζκέλε 

εθηίκεζε ηνπ αιεζνχο ζπλφινπ δεηθηψλ ιακβάλεηαη θαη ζπκβνιίδεηαη κε 1M̂ , φπνπ ν 

δείθηεο αληηζηνηρεί ζηα κε κεδεληθά ζηνηρεία ηνπ 
1
ˆ
ˆ

I
 . 

Οξίδνπκε ηελ ππφ φξνπο ρξεζηκφηεηα ηεο θάζε ζπκκεηαβιεηήο m πνπ δελ 

είλαη ζην 1M̂ , σο εμήο: 

1 1 1 11 ˆ
1

ˆ ˆ ˆ ˆjmˆ , ,,
1 1 (y )

max ( ) log exp( )
m M

i

n n
T T T

i im m i mM i M M j Mm M
i i j R

u x x x x
 

     
  

   
         

    

Απηή ε ππφ φξνπο ρξεζηκφηεηα κεηξά ηελ πξφζζεηε ζπλεηζθνξά ηεο m-νζηήο 

ζπκκεηαβιεηήο, δεδνκέλνπ φηη φιεο νη ζπκκεηαβιεηέο κε δείθηεο ζην 1M̂  έρνπλ 

ζπκπεξηιεθζεί ζην κνληέιν. Μφιηο νη ππφ φξνπο ρξεζηκφηεηεο έρνπλ νξηζηεί γηα 

θάζε ζπκκεηαβιεηή πνπ δελ είλαη ζην 1M̂ , ηηο θαηαηάζζνπκε απφ ηηο κεγαιχηεξεο 

ζηηο κηθξφηεξεο θαη επηιέγνπκε εθείλεο ηηο ζπκκεηαβιεηέο πνπ έρνπλ πςειέο 

ηαμηλνκήζεηο. Οξίδνπκε ην ζχλνιν δεηθηψλ απηψλ ησλ επηιεγκέλσλ ζπκκεηαβιεηψλ 

κε 2Î . Έρνληαο νξίζεη ην 2Î , ειαρηζηνπνηνχκε  

1 2 1 2 1 2

1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , j
ˆ ˆ1 1 (y )

( ) log exp( ( )
i

n n
T T

i i jM I i M I M I
i i j R m M I

x x p   
  

    

  
   

  
             (4.5) 

ζε ζρέζε κε ην 
1 2
ˆ ˆM I




, γηα λα πάξεη αξαηή εθηίκεζε 
1 2
ˆ ˆ
ˆ

M I



. Οξίδνπκε ην ζχλνιν 

δεηθηψλ πνπ αληηζηνηρνχλ ζηα κε κεδεληθά ζηνηρεία ηνπ  
1 2
ˆ ˆ
ˆ

M I



 λα είλαη ην 2M̂ , πνπ 

είλαη ν αλαλεσκέλνο εθηηκεηήο ηνπ ζπλφινπ δεηθηψλ *M . Παξαηεξνχκε φηη απηφ ην 

βήκα κπνξεί λα δηαγξάςεη θάπνηεο κεηαβιεηέο   1ˆjX M  πνπ είρακε επηιέμεη 

πξνεγνπκέλσο [Fan, J., Samworth, R.and Wu, Y. (2009)]. 
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Ζ παξαπάλσ επαλάιεςε κπνξεί λα επαλαιεθζεί κέρξη θάπνην θξηηήξην 

ζχγθιηζεο λα ηθαλνπνηεζεί. Τηνζεηνχκε ην θξηηήξην πνπ είηε έρνπλ εληνπηζηεί d 

ζπκκεηαβιεηέο ή ηζρχεη 1
ˆ ˆ

j jM M   γηα θάπνην  j. 

 

4.4.3  Νέερ παπαλλαγέρ ηηρ SIS και ISIS για ηη μείυζη ηηρ FSR 

 

Οη Fan, Samworth θαη Wu (2009) παξαηήξεζαλ φηη ε ηδέα ηνπ δηαρσξηζκνχ 

ηνπ δείγκαηνο κπνξεί επίζεο λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηε κείσζε ηνπ πνζνζηνχ ηεο 

εζθαικέλεο επηινγήο (FSR). Υσξίο βιάβε ηεο γεληθφηεηαο, ππνζέηνπκε φηη ην 

κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο είλαη άξηην. Υσξίδνπκε ηπραία ην δείγκα ζε δχν ίζα κέξε. ηε 

ζπλέρεηα, εθαξκφδνπκε μερσξηζηά ηε SIS ή ISIS ζηα δεδνκέλα ηνπ θάζε κέξνπο γηα 

λα πάξνπκε δχν εθηηκήζεηο (1)Î  θαη  (2)Î  ηνπ αξρηθνχ ζπλφινπ δεηθηψλ *M . Καη νη 

δχν απηέο εθηηκήζεηο ζα κπνξνχζαλ λα έρνπλ πςειή FSR επεηδή βαζίδνληαη ζε κηα 

απιή θαη αθαηέξγαζηε κέζνδν θξεζαξίζκαηνο. Παξφια απηά, θάζε κία απφ απηέο ζα 

πξέπεη λα πεξηιακβάλεη φιεο ηηο ζεκαληηθέο ζπκκεηαβιεηέο κε πςειέο πηζαλφηεηεο. 

Γειαδή, νη ζεκαληηθέο ζπκκεηαβιεηέο ζα πξέπεη λα εκθαλίδνληαη θαη ζηα δχν 

ζχλνια κε πηζαλφηεηα πνπ ηείλεη ζην 1 αζπκπησηηθά. Οξίδνπκε κηα λέα εθηίκεζε 

απφ ηελ ηνκή: (1) (2)ˆ ˆ ˆI I I  . Ο λένο εθηηκεηήο Î  ζα πξέπεη λα πεξηιακβάλεη φιεο ηηο 

ζεκαληηθέο ζπκκεηαβιεηέο κε πςειή πηζαλφηεηα ιφγσ θαη ησλ ηδηνηήησλ ηνπ θάζε 

εθηηκεηή. Χζηφζν, απφ ηελ θαηαζθεπή, ν αξηζκφο ησλ αζήκαλησλ ζπκκεηαβιεηψλ 

ζηε λέα εθηίκεζε Î  είλαη πνιχ κηθξφηεξνο. Ο ιφγνο είλαη φηη, πξνθεηκέλνπ γηα κηα 

αζήκαληε ζπκκεηαβιεηή λα εκθαλίδεηαη ζην Î , ζα πξέπεη λα ζπκπεξηιακβάλεηαη 

ηπραία θαη ζηα 
(1)Î  θαη 

(2)Î . 

Γηα ηε λέα κέζνδν παξαιιαγήο, πνπ βαζίδεηαη ζηνλ ηπραίν δηαρσξηζκφ, νη 

Fan, Samworth θαη Wu (2009) έιαβαλ θάπνηα κε-αζπκπησηηθή πηζαλφηεηα πνπ 

δεζκεχεηαη  ζηελ πεξίπησζε πνπ r αζήκαληεο ζπκκεηαβιεηέο πεξηέρνληαη ζηελ ηνκή 

Î , γηα νπνηνδήπνηε θπζηθφ αξηζκφ r θάησ απφ θάπνηεο ζπλζήθεο ηζνηηκίαο ζε φιεο 

ηηο αζήκαληεο ζπκκεηαβιεηέο. Σν φξην ηεο πηζαλφηεηαο κεηψλεη ηε δηάζηαζε, 

δείρλνληαο κηα  «επινγία» δηάζηαζεο. Πξέπεη λα επηζεκάλνπκε φηη ην ζεσξεηηθφ φξην 

ηζρχεη θαη ζηα δεδνκέλα επηβίσζεο ρξφλνπ, επεηδή ην ζεσξεηηθφ φξην βαζίδεηαη ζην 
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δηαρσξηζκφ ηνπ δείγκαηνο ζε δχν κέξε θαη απαηηεί κφλν ηελ αλεμαξηεζία απηψλ ησλ 

δχν κεξψλ. 

Καζψο νξίδνπκε λέεο παξαιιαγέο, ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην ίδην d πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθε ζηελ αξρηθή SIS θαη ISIS. Παξφια απηά, ζα νδεγήζεη ζε έλα πνιχ 

«επηζεηηθφ» θξεζάξηζκα. Θα θαινχκε ηελ αληίζηνηρε παξαιιαγή σο ηελ πξψηε 

παξαιιαγή ηεο  (Η)SIS. Δλαιιαθηηθά, ζε θάζε βήκα ζα επηιέγνπκε κεγαιχηεξα 
(1)Î  

θαη  
(2)Î  γηα λα δηαζθαιίζνπκε φηη ε ηνκή ηνπο 

(1) (2)ˆ ˆI I  έρεη d ζπκκεηαβιεηέο, ηελ 

νπνία ζα θαινχκε δεχηεξε παξαιιαγή. Ζ δεχηεξε παξαιιαγή δηαζθαιίδεη φηη 

ππάξρνπλ ηνπιάρηζηνλ d ζπκκεηαβιεηέο πνπ ζπκπεξηιακβάλνληαη πξηλ ηελ 

εθαξκνγή ηεο πνηλήο ζε θάζε βήκα θαη είλαη ιηγφηεξν «επηζεηηθή». Αξηζκεηηθά 

παξαδείγκαηα ζα ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα λα αλαθαιχςνπκε ηελ επίδνζε  θαη ηελ 

επηινγή ηεο πξψηεο ελαιιαγήο. 

 

4.5. Πποζομοίυζη 

 

4.5.1 σεδιαζμόρ πποζομοίυζηρ 

 

ε απηή ηελ ελφηεηα, ζα δηεμάγνπκε κειέηεο πξνζνκνίσζεο γηα λα δείμνπκε 

ηε δχλακε ηεο (I)SIS θαη ησλ παξαιιαγψλ ηεο ζπγθξίλνληάο ηα κε ηε LASSO 

[Tibshirani, R. (1997).] ζην αλαινγηθφ κνληέιν θηλδχλνπ ηνπ Cox.  Δδψ, ε 

παξάκεηξνο θαλνληθνπνίεζεο ηεο LASSO είλαη ζπληνληζκέλε κε πεληαπιάζηα 

επηθχξσζε. Οη πεξηζζφηεξεο απφ ηηο ξπζκίζεηο πηνζεηνχληαη απφ ηνπο Fan θαη Lv 

(2008) θαη Fan, Samworth θαη Wu (2009). Σέζζεξηο δηαθνξεηηθέο πεξηπηψζεηο 

ζεσξνχληαη κε n=300 θαη p=400. Καη νη δχν απφ απηέο έρνπλ αλαζεσξεζεί κε έλα 

δηαθνξεηηθφ δεπγάξη κεγέζνπο  δείγκαηνο n=400 θαη p=1000. Γεκηνπξγνχληαη έηζη, 

ζπκκεηαβιεηέο κε δηαθνξεηηθέο ξπζκίζεηο, σο εμήο: 

Πεπίπηυζη 1: 1,..., pX X  είλαη αλεμάξηεηεο θαη ηαπηφζεκα θαηαλεκεκέλεο Ν(0,1) 

ηπραίεο    κεηαβιεηέο 

Πεπίπηυζη 2: 1,..., pX X  είλαη θαλνληθέο πνιππαξαγνληηθέο, νξηαθά Ν(0,1) θαη κε 

ζπζρέηηζε (X ,X )i jcorr  , αλ i j . Δδψ δερφκαζηε 0.5   
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Πεπίπηυζη 3: 1,..., pX X  είλαη θαλνληθέο πνιππαξαγνληηθέο, νξηαθά Ν(0,1) θαη κε 

δνκή ζπζρέηηζεο 4(X ,X ) 1 2icorr   γηα φια ηα 4i   θαη  

(X ,X ) 1 2i jcorr   αλ ηα i θαη j είλαη δηαθξηηά ζηνηρεία ηνπ 

   1,..., \ 4p . 

Πεπίπηυζη 4: 1,..., pX X  είλαη θαλνληθέο πνιππαξαγνληηθέο, νξηαθά Ν(0,1) θαη κε 

δνκή ζπζρέηηζεο 
5(X ,X ) 0icorr   γηα φια ηα 5i  , 

4(X ,X ) 1 2icorr   γηα φια ηα {4,5}i  θαη (X ,X ) 1 2i jcorr   αλ ηα 

i θαη j είλαη δηαθξηηά ζηνηρεία ηνπ    1,..., \ 4,5p . 

Πεπίπηυζη 5:  Όπσο ε πεξίπησζε 2 εθηφο απφ : n=400 θαηp=1000. 

Πεπίπηυζη 6:  Όπσο ε πεξίπησζε 4 εθηφο απφ : n=400 θαηp=1000. 

 

Δδψ ε ππφζεζε 1 κε αλεμάξηεηεο επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο είλαη ε πην απιή γηα 

επηινγή κεηαβιεηψλ. ηηο πεξηπηψζεηο 2-6, φκσο, έρνπκε ζπζρέηηζε, έηζη ψζηε ην 

(X ,X )i jcorr  λα κελ θζίλεη θαζψο ην i j  απμάλεηαη. Αξγφηεξα, ζα δνχκε φηη γηα 

ηηο πεξηπηψζεηο 3, 4 θαη 6 νη αιεζηλνί ζπληειεζηέο είλαη εηδηθά επηιεγκέλνη, έηζη ψζηε 

ε απφθξηζε λα είλαη νξηαθά αλεμάξηεηε αιιά λα εμαξηάηαη απφ θνηλνχ κε ην 
4X . 

πλεπψο, πεξηκέλνπκε ε επηινγή κεηαβιεηψλ, ζε απηέο ηηο πεξηπηψζεηο, λα είλαη πην 

δχζθνιεο, εηδηθά γηα ηηο εθδφζεηο (versions) ηεο SIS πνπ είλαη κε 

επαλαιακβαλφκελεο. Παξαηεξνχκε φηη ζηελ αζπκπησηηθή ζεσξία ηεο SIS, απηφ ην 

είδνο εμάξηεζεο έρεη απνθιεηζηεί απφ ηηο ζπλζήθεο [Fan, J. and Li, R. (2001)]. 

ηελ εθαξκνγή καο, επηιέγνπκε 
4log

n
d

n

 
  
 

 ηφζν γηα ηε Vanilla εθδνρή ηεο 

SIS (Van-SIS) φζν θαη γηα ηε δεχηεξε παξαιιαγή (Var2-SIS). Γηα ηελ πξψηε 

παξαιιαγή (Var1-SIS), σζηφζν, ρξεζηκνπνηνχκε 
log

n
d

n

 
  
 

 (παξαηεξνχκε φηη 

αθνχ νη επηιεγκέλεο κεηαβιεηέο γηα ηελ πξψηε παξαιιαγή είλαη ε ηνκή ησλ δχν 

ζπλφισλ κεγέζνπο  d, ζπλήζσο θαηαιήγνπκε κε πνιχ ιηγφηεξεο απφ d κεηαβιεηέο 
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πνπ επηιέγνληαη κε απηή ηε κέζνδν). Γηα θάζε ηχπν ηεο SIS ή ISIS, εθαξκφδνπκε ηε 

SCAD κε απηέο ηηο επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο λα παίξλνπλ κηα ηειηθή εθηίκεζε ησλ 

ζπληειεζηψλ παιηλδξφκεζεο ζην ηέινο ηνπ βαζκνχ θξεζαξίζκαηνο. Όπνηε 

απαηηείηαη, ρξεζηκνπνηείηαη ε BIC γηα λα επηιέμνπκε ηελ θαιχηεξε, ζηα πιαίζηα ηεο 

θαλνληθνπνίεζεο, παξάκεηξν. 

ε φιεο ηηο ξπζκίζεηο, ν ρξφλνο απνθνπήο παξάγεηαη απφ ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή κε 

κέζε ηηκή 10. Απηφ αληηζηνηρεί ζην λα επηιέμνπκε ηελ αξρηθή ζπλάξηεζε θηλδχλνπ  

0(t) 0.1h   γηα 0t  . Οη πξαγκαηηθνί ζπληειεζηέο παιηλδξφκεζεο θαη ην πνζνζηφ 

απνθνπήο ζε θάζε κία απφ ηηο έμη πεξηπηψζεηο έρνπλ  σο εμήο: 

Πεπίπηυζη 1: 
1 1.6328   , 

2 1.3988  , 
3 1.6497   , 

4 1.6353  , 
5 1.4209   , 

6 1.7022   θαη 0j   γηα 6j  . Σν αληίζηνηρν πνζνζηφ απνθνπήο 

είλαη 33%. 

Πεπίπηυζη 2:  Οη ζπληειεζηέο είλαη ίδηνη φπσο θαη ζηελ πεξίπησζε 1. Σν αληίζηνηρν 

πνζνζηφ απνθνπήο είλαη 27%. 

Πεπίπηυζη 3: 
1 4  , 

2 4  , 
3 4  , 4 6 2    θαη 0j   γηα 4j  . Σν 

αληίζηνηρν πνζνζηφ απνθνπήο είλαη 30%. 

Πεπίπηυζη 4: 
1 4  , 

2 4  , 
3 4  , 4 6 2   , 

5 4 / 3   θαη 0j   γηα 5j  . 

Σν αληίζηνηρν πνζνζηφ απνθνπήο είλαη 31%. 

Πεπίπηυζη 5:  
1 1.5140   , 

2 1.2799  , 
3 1.5307   , 

4 1.5164  , 

5 1.3020   , 
6 1.5833   θαη 0j   γηα 6j  . Σν αληίζηνηρν 

πνζνζηφ απνθνπήο είλαη 23%. 

Πεπίπηυζη 6: Οη ζπληειεζηέο είλαη ίδηνη φπσο θαη ζηελ πεξίπησζε 4. Σν αληίζηνηρν 

πνζνζηφ απνθνπήο είλαη 36%. 

 

ηηο πεξηπηψζεηο 1, 2 θαη 5, νη ζπληειεζηέο επηιέρζεθαλ ηπραία, θαη παξήρζεζαλ

(4logn/ / 4) Un Z  κε Z N(0,1)  θαη U=1 κε πηζαλφηεηα 0.5, θαη 1U    κε 
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πηζαλφηεηα 0.5, αλεμάξηεηα ηνπ Ε. Γηα ηηο πεξηπηψζεηο 3, 4 θαη 6 νη επηινγέο 

εμαζθαιίδνπλ φηη, κνινλφηη  
4 0  , ηα 

4X  θαη Υ είλαη νξηαθά αλεμάξηεηα. Σν 

γεγνλφο φηη ην 
4X  είλαη νξηαθά αλεμάξηεην ηεο απφθξηζεο, έρεη ζρεδηαζηεί γηα λα 

θαηαζηήζεη δχζθνιν γηα ηελ θνηλή αλεμάξηεηε κάζεζε λα επηιέμεη απηή ηε 

κεηαβιεηή. ηηο πεξηπηψζεηο 4 θαη 6, πξνζζέηνπκε κηα άιιε ζεκαληηθή κεηαβιεηή, 

ηελ 
5X ,  κε έλα κηθξφ ζπληειεζηή γηα λα ην θαηαζηήζεη αθφκα δπζθνιφηεξν. 

 

4.5.2  Σα αποηελέζμαηα ηυν πποζομοιώζευν 

 

Αλαθέξνπκε ηα απνηειέζκαηα ηεο πξνζνκνίσζήο καο, ηα νπνία είλαη 

βαζηζκέλα ζε 100 επαλαιήςεηο Monte Carlo γηα θάζε ξχζκηζε ζηνπο πίλαθεο 4.1- 

4.7. Γηα λα παξνπζηάζνπκε ηα απνηειέζκαηα ηεο πξνζνκνίσζήο καο, 

ρξεζηκνπνηήζακε πνιιά δηαθνξεηηθά κέηξα απφδνζεο. ηηο γξακκέο κε ηελ έλδεημε 

1

ˆ   θαη  
2

2

ˆ   αλαθέξνπκε ην κέζν 
1L  θαη ην ηεηξαγσληθφ 

2L  ζθάικα 

εθηίκεζεο 
1

1

ˆ ˆ
p

j j

j

   


    θαη 

2
2

2
1

ˆ ˆ
p

j j

j

   


   , αληίζηνηρα, φπνπ ε 

δηάκεζνο είλαη πάλσ απφ ηηο 100 επαλαιήςεηο. ηηο γξακκέο κε ηελ έλδεημε 
1P , 

αλαθέξνπκε ην πνζνζηφ ησλ 100 επαλαιήςεσλ φπνπ ε δηαδηθαζία (I)SIS, θαηφπηλ 

εμέηαζεο, πεξηιακβάλεη φιεο ηηο ζεκαληηθέο κεηαβιεηέο ζην κνληέιν, ελψ ε γξακκή 

κε εηηθέηα 
2P  αλαθέξεη ην αληίζηνηρν πνζνζηφ ησλ θνξψλ πνπ νη ηειηθέο επηιεγκέλεο 

κεηαβιεηέο, κεηά απφ  πεξαηηέξσ εθαξκνγή ηεο πνηλήο SCAD, πεξηιακβάλνπλ φιεο 

ηηο ζεκαληηθέο. Δπίζεο, αλαθέξνπκε ην κέζν κέγεζνο ηνπ ηειηθνχ  κνληέινπ  κεηαμχ 

ησλ 100 επαλαιήςεσλ ζηε ζεηξά κε ηελ έλδεημε MMS.  

Αλαθέξνπκε ηα απνηειέζκαηα ησλ πεξηπηψζεσλ 1 θαη 2 ζηνλ πίλαθα 4α. 

Τπελζπκίδνπκε φηη νη ζπκκεηαβιεηέο ζηελ πεξίπησζε 1 είλαη φιεο αλεμάξηεηεο.  
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ΠΙΝΑΚΑ 4α. Σα αποηελέζμαηα ηυν πεπιπηώζευν 1 και 2. Σο P1 ανηιζηοισεί ζηην πιθανόηηηα η 

(I)SIS να ζςμπεπιλαμβάνει ηο αληθινό μονηέλο, ηο οποίο έσει ςποζηεί sure screening (ζίγοςπο 

κπηζάπιζμα).  Σο P2 ανηιζηοισεί ζηην πιθανόηηηα η (I)SIS να ζςμπεπιλαμβάνει ηο ηελικό 

μονηέλο, ηο οποίο έσει ςποζηεί sure screening (ζίγοςπο κπηζάπιζμα).  Σο MMS (Median Mode 

lSize) ανηιζηοισεί ζηο μέζο μέγεθορ ηος μονηέλος μεηαξύ 100 επαναλήτευν. Σο μέγεθορ ηος 

δείγμαηορ είναι n=300 κι ο απιθμόρ ηυν μεηαβληηών είναι p=400. 

 

’ απηή ηελ πεξίπησζε, ε  Van-SIS εθηειείηαη αξθεηά θαιά. Χζηφζν, δελ 

απνδίδεη θαιά γηα ηελ εμαξηεκέλε πεξίπησζε (πεξίπησζε 2). Παξαηεξνχκε φηη ε 

κφλε δηαθνξά κεηαμχ ηεο πεξίπησζεο 1 θαη 2 είλαη ε δνκή ηεο ζπλδηαθχκαλζεο  ησλ 

ζπκκεηαβιεηψλ. Καη γηα ηηο δχν πεξηπηψζεηο, ηε Vanilla ISIS θαη ηε δεχηεξε 

παξαιιαγή, ηηο απνδίδεη πνιχ θαιά. Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη ε ISIS βειηηψλεη 

ζεκαληηθά ηε SIS, φηαλ νη ζπκκεηαβιεηέο είλαη εμαξηεκέλεο, ζε φηη αθνξά ηελ 

πηζαλφηεηα λα ζπκπεξηιεθζνχλ φιεο νη αιεζηλέο ζπκκεηαβιεηέο θαη ε κείσζε ηνπ 

ζθάικαηνο εθηίκεζεο. Απηή ε ζχγθξηζε δείρλεη φηη ε ISIS απνδίδεη πνιχ θαιχηεξα 

φηαλ ππάξρεη ζνβαξή ζπζρέηηζε κεηαμχ ησλ ζπκκεηαβιεηψλ. 

Καηά ηελ εθαξκνγή ηεο πνηλήο LASSO ζην κνληέιν αλαινγηθνχ θηλδχλνπ 

ηνπ Cox, πηνζεηνχκε ηνλ πεγαίν θψδηθα Fortran ζην παθέην R “glmpath”. 

Τπελζπκίδνπκε φηη ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ηεο πνηλήο LASSO ζην κνληέιν 

αλαινγηθνχ θηλδχλνπ ηνπ Cox είλαη θπξηή θαη κε-γξακκηθή. Απηφ πνπ θάλεη ε 

Fortran είλαη λα θαιεί κηα ππνξνπηίλα MINOS γηα λα επηιχζεη ην αληίζηνηρν κε 

γξακκηθφ θπξηφ πξφβιεκα βειηηζηνπνίεζεο. Δδψ ε MINOS είλαη κηα 

βειηηζηνπνίεζε ηνπ ινγηζκηθνχ πνπ αλαπηχρζεθε απφ ην Δξγαζηήξην 

Βειηηζηνπνίεζεο πζηεκάησλ ζην Παλεπηζηήκην ηνπ Stanford. Απηφ ην κε 

γξακκηθφ, θπξηφ πξφβιεκα βειηηζηνπνίεζεο είλαη πην πνιχπινθν απφ φηη ην γεληθφ 

ηεηξαγσληθφ πξφβιεκα πξνγξακκαηηζκνχ. Έηζη, γεληθά ρξεηάδεηαη πνιχ πεξηζζφηεξν 
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ρξφλν γηα ηελ επίιπζε, εηδηθά φηαλ ε δηάζηαζε είλαη πςειή, φπσο επηβεβαηψλεηαη 

ζηνλ Πίλαθα 4γ. Παξφια απηά, ν αιγφξηζκνο πνπ ρξεζηκνπνηήζακε, ζπγθιίλεη θαζψο 

ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε είλαη απζηεξά θπξηή. 

Ο Πίλαθαο 4α δείρλεη φηη ε LASSO έρεη ηελ ηδηφηεηα ηνπ ζίγνπξνπ 

θξεζαξίζκαηνο, φπσο ε SIS, σζηφζν, ην κέζν κέγεζνο κνληέινπ είλαη 10 θνξέο 

κεγαιχηεξν απφ απηφ ηεο SIS. Χο ζπλέπεηα, έρεη επίζεο, κεγαιχηεξν ζθάικα 

εθηίκεζεο ζηνπο φξνπο 
1

ˆ   θαη  
2

2

ˆ  . Σν γεγνλφο φηη ην κέζν απφιπην 

ζθάικα απφθιηζεο είλαη πνιχ κεγαιχηεξν απφ ην κέζν ηεηξαγσληθφ ζθάικα 

ππνδειψλεη φηη ε LASSO επηιέγεη πνιινχο κηθξνχο κε-κεδεληθνχο ζπληειεζηέο γηα 

εθείλεο ηηο αζήκαληεο κεηαβιεηέο. Απηφ επαιεζεχεηαη επίζεο απφ ην γεγνλφο φηη ε 

LASSO έρεη έλα πνιχ κεγάιν κέζν κέγεζνο κνληέινπ. Ζ εμήγεζε είλαη ην ζέκα 

δηαζηξέβισζεο πνπ έρεη ζεκεησζεί απφ ηνπο Fan θαη Li (2001). Γηα λα έρεη ε LASSO 

κηθξή δηαζηξέβισζε γηα κε-κεδεληθνχο ζπληειεζηέο, έλα κηθξφ ι ζα πξέπεη λα 

επηιεγεί. Χζηφζν, έλα κηθξφ ι πξνζιακβάλεη πνιινχο κηθξνχο ζπληειεζηέο γηα κε 

ζεκαληηθέο κεηαβιεηέο. Γηα ηελ πεξίπησζε 2, ε LASSO έρεη παξφκνηα απφδνζε 

φπσο θαη ζηελ πεξίπησζε 1, γεγνλφο πνπ ζεκαίλεη φηη πεξηιακβάλεη φιεο ηηο 

ζεκαληηθέο κεηαβιεηέο αιιά έρεη έλα πνιχ κεγαιχηεξν κέγεζνο κνληέινπ. 

Σα απνηειέζκαηα ησλ πεξηπηψζεσλ  3 θαη 4 αλαθέξνληαη ζηνλ Πίλαθα 4β.  

 

ΠΙΝΑΚΑ 4β. Αποηελέζμαηα για ηιρ Πεπιπηώζειρ 3 και 4. 

 

Παξαηεξνχκε φηη, θαη ζηηο δχν πεξηπηψζεηο, ν ζρεδηαζκφο δηαζθαιίδεη φηη ην 

4X  είλαη νξηαθά αλεμάξηεην αιιά ηαπηφρξνλα εμαξηάηαη θαη απφ ην Τ. Απηή ε 

εηδηθή ζρεδίαζε δελ αθήλεη ηε SIS λα ζπκπεξηιάβεη ηε 
4X  ζην αληίζηνηρν 
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ηαπηνπνηεκέλν κνληέιν, φπσο επηβεβαηψζεθε απφ ηα αξηζκεηηθά καο απνηειέζκαηα. 

Παξφια απηά, ρξεζηκνπνηψληαο ηελ ISIS, είκαζηε ζε ζέζε λα επηιέμνπκε ηε 
4X  γηα 

θάζε επαλάιεςε. Παξαδφμσο, ε LASSO ζπάληα πεξηιακβάλεη ηε 
4X , αθφκα θαη αλ 

δελ είλαη κηα κέζνδνο πνπ βαζίδεηαη ζην νξηαθφ θξεζάξηζκα. ηελ πεξίπησζε 5, 

είλαη αθφκα πην δχζθνιν. Δπηπξφζζεηα, κε ηελ ίδηα πξφθιεζε ηεο πεξίπησζεο 4, ν 

ζπληειεζηήο 
5  είλαη ηξεηο θνξέο κηθξφηεξνο απφ ηηο ηέζζεξηο πξψηεο κεηαβιεηέο. 

Μέζσ ηεο ζπζρέηηζεο κε ηηο ηέζζεξηο πξψηεο κεηαβιεηέο, κε ζεκαληηθέο κεηαβιεηέο 

 : 6jX j   έρνπλ κεγαιχηεξε νξηαθή ρξεζηκφηεηα κε ηελ Y παξά κε ηελ 
5X . 

Παξφια απηά, ε ISIS ιεηηνπξγεί πνιχ θαιά θαη απνδεηθλχεη γηα κηα αθφκα θνξά φηη 

ρξεζηκνπνηεί επαξθψο ηε ζπκκεηαβιεηή πιεξνθνξία. 

πγθξίλνπκε επίζεο ην ππνινγηζηηθφ θφζηνο ησλ Van-ISIS θαη LASSO ζηνλ 

Πίλαθα 4γ  γηα ηηο πεξηπηψζεηο 1-4.  

       

ΠΙΝΑΚΑΣ 4γ. Ο μέζορ σπόνορ «ηπεξίμαηορ» (ζε δεςηεπόλεπηα) ζςγκπιηικά για ηη Van-ISIS και 

LASSO 

 

Ο Πίλαθαο 4γ  δείρλεη φηη ε LASSO θάλεη αξθεηέο ψξεο γηα θάζε επαλάιεςε, 

ελψ ε Van-ISIS κπνξεί λα ηειεηψζεη ζε κεξηθά κφιηο ιεπηά. Απηφ είλαη κηα ηεξάζηηα 

βειηίσζε. Γη’ απηφ ην ιφγν, γηα ηηο πεξηπηψζεηο 5 θαη 6 φπνπ p=1000, αλαθέξνπκε 

κφλν ηα απνηειέζκαηα ηεο ISIS δεδνκέλνπ φηη ε LASSO ρξεηάδεηαη αξθεηέο κέξεο 

γηα λα νινθιεξψζεη κηα κφλν επαλάιεςε. Σα απνηειέζκαηα ησλ Πεξηπηψζεσλ 5 θαη 

6 εκθαλίδνληαη ζηνλ Πίλαθα 4δ. Ο Πίλαθαο θαηαδεηθλχεη παξφκνηεο επηδφζεηο φπσο 

θαη ζηηο Πεξηπηψζεηο 2 θαη 4 αθφκε θαη κε πεξηζζφηεξεο ζπκκεηαβιεηέο. 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 4δ. Αποηελέζμαηα για ηιρ Πεπιπηώζειρ 5 και 6. 

Γηα λα νινθιεξψζνπκε ηελ ελφηεηα ηεο πξνζνκνίσζεο, ζα αλαθεξζνχκε ζηε 

δπζθνιία ησλ πξνζνκνησκέλσλ κνληέισλ καο λα καο δείμνπλ ηελ θαηαλνκή κεηαμχ 

100 πξνζνκνηψζεσλ, ηεο ειάρηζηεο t -ζηαηηζηηθήο γηα ηηο εθηηκήζεηο ησλ 

πξαγκαηηθψλ κε-κεδεληθψλ ζπληειεζηψλ παιηλδξφκεζεο ζην Oracle κνληέιν, ην 

νπνίν πεξηιακβάλεη κφλν αιεζηλέο επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο. Πην ζπγθεθξηκέλα, 

θαηά ηε δηάξθεηα θάζε επαλάιεςεο θάζε πξνζνκνίσζεο, παξηζηάλνπκε φηη 

γλσξίδνπκε ην ζχλνιν δεηθηψλ *M , ην πξαγκαηηθφ ππνθείκελν αξαηφ κνληέιν πνπ 

ηαηξηάδεη ζην κνληέιν αλαινγηθνχ θηλδχλνπ ηνπ Cox, ρξεζηκνπνηψληαο κφλν ηηο 

επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο κε δείθηεο ζην *M  θαιψληαο ηε ζπλάξηεζε “coxph” ηνπ 

παθέηνπ «επηβίσζεο» R, θαη αλαθέξνπκε ηε κηθξφηεξε απφιπηε ηηκή ηεο t-

ζηαηηζηηθήο γηα ηηο εθηηκήζεηο παιηλδξφκεζεο. Γηα παξάδεηγκα, ζηελ Πεξίπησζε 1, 

ην κέγεζνο  κνληέινπ είλαη κφλν 6 θαη ην ειάρηζην t -ζηαηηζηηθήο ππνινγίδεηαη 

βαζηδφκελν ζ’ απηέο ηηο έμη εθηηκήζεηο ηεο θάζε πξνζνκνίσζεο. Απηφ δείρλεη ηε 

δπζθνιία λα αλαθηήζνπκε φιεο ηηο ζεκαληηθέο κεηαβιεηέο  αθφκα θαη ζην κνληέιν 

Oracle κε ην ειάρηζην κέγεζνο κνληέινπ. Σν αληίζηνηρν boxplot γηα θάζε πεξίπησζε 

εκθαλίδεηαη ζην ρήκα 4.2. Γηα λα απνδείμνπκε ηελ επίδξαζε ηνπ λα 

ζπκπεξηιάβνπκε ηηο κε-ζεκαληηθέο κεηαβιεηέο, ε κηθξφηεξε/ ειάρηζηε t -

ζηαηηζηηθή γηα ηηο εθηηκήζεηο ησλ πξαγκαηηθψλ κε-κεδεληθψλ ζπληειεζηψλ 

παιηλδξφκεζεο ππνινγίδεηαη εθ λένπ θαη θαίλεηαη απφ ηα boxplots ζην ρήκα 4.1.(α) 

γηα ην κνληέιν κε ηηο πξαγκαηηθέο ζεκαληηθέο κεηαβιεηέο θαη 20 κε ζεκαληηθέο 

κεηαβιεηέο. 
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Όπσο ήηαλ αλακελφκελν, νη Πεξηπηψζεηο 1 θαη 2 είλαη ζρεηηθά εχθνιεο 

ππνζέζεηο, ελψ νη Πεξηπηψζεηο 3 θαη 4 είλαη ζρεηηθά πην δχζθνιεο ζην κνληέιν 

Oracle. Όηαλ δελ είκαζηε ζην κνληέιν Oracle κε 20 κεηαβιεηέο ζνξχβνπ λα έρνπλ 

πξνζηεζεί, ε δπζθνιία απμάλεηαη, φπσο θαίλεηαη ζην ρήκα 4.1.(β) Έρεη κεγαιχηεξε 

επίδξαζε ζηηο πεξηπηψζεηο 3, 4 θαη 6. 
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σήμα 4.1. Σο boxplot ηηρ ελάσιζηηρ t -ζηαηιζηική ζηα μονηέλα α) μεηαξύ 100 πποζομοιώζευν 

και β) όηαν έσοςν πποζηεθεί 20 μεηαβληηέρ θοπύβος. 
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4.6. Ππαγμαηικά δεδομένα 
 

ε απηή ηελ ελφηεηα, ρξεζηκνπνηνχκε έλα πξαγκαηηθφ ζχλνιν δεδνκέλσλ γηα 

λα δείμνπκε ηελ ηζρχ ηεο πξνηεηλφκελεο κεζφδνπ. Σν ζχλνιν δεδνκέλσλ 

λεπξνβιαζηψκαηνο νθείιεηαη  ζηνλ Oberthuer et al (2006). Υξεζηκνπνηήζεθε γηα 

κειέηεο ηαμηλφκεζεο. Σν λεπξνβιάζησκα είλαη έλαο εμσθξαληαθφο ζηεξεφο θαξθίλνο. 

Δίλαη πην ζπρλφ ζηελ παηδηθή θαη λεπηαθή ειηθία. Ο εηήζηνο αξηζκφο πεξηζηαηηθψλ 

είλαη πεξίπνπ αξθεηέο εθαηνληάδεο ζηηο Ζλσκέλεο  Πνιηηείεο. Σν λεπξνβιάζησκα 

είλαη έλαο θαθνήζεο φγθνο ηεο παηδηαηξηθήο πνπ πξνέξρεηαη απφ λεπξηθά αθξνινθία 

ζηνηρεία ηνπ ζπιαρληθνχ λεπξηθνχ ζπζηήκαηνο. Ζ κειέηε πεξηιακβάλεη 251 αζζελείο 

ησλ Γεξκαληθψλ δνθηκψλ λεπξνβιαζηψκαηνο NB90-NB2004, νη νπνίνη είραλ 

δηαγλσζηεί κεηαμχ 1989 θαη 2004. Οη ειηθίεο ησλ αζζελψλ πνηθίιινπλ απφ 0 κέρξη 

296 κήλεο ζηε δηάγλσζε κε κέζε ειηθία 15 κελψλ. Σα δείγκαηα ησλ 

λεπξνβιαζησκάησλ ησλ 251 αζζελψλ αλαιχζεθαλ κε ηε ρξήζε πξνζαξκνζκέλσλ 

κηθξνζπζηνηρηψλ νιηγνλνπθιενηηδίσλ. Ο ζηφρνο είλαη λα κειεηεζεί ε ζχλδεζε ηεο 

γνληδηαθήο έθθξαζεο κε κεηαβιεηέο θιηληθέο πιεξνθνξίεο φπσο ν ρξφλνο επηβίσζεο 

θαη ε επηβίσζε αηφκσλ γηα ηξία ρξφληα ρσξίο ηε λφζν, κεηαμχ άιισλ. 

Έρνπκε ιάβεη ηα δεδνκέλα γηα ην λεπξνβιάζησκα απφ ηνλ Πνηνηηθφ Έιεγρν 

Μηθξνζπζηνηρηψλ θάζεο ΗΗ (MAQC-II) πνπ δηεμήρζε απφ ηελ FDA (Food Drug 

Administration). Σν πιήξεο ζχλνιν δεδνκέλσλ πεξηιακβάλεη ηελ έθθξαζε γνληδίσλ 

ζε 10.707 έξεπλεο. Πεξηιακβάλεη επίζεο ηα ζηνηρεία επηβίσζεο θάζε αζζελή. ε απηφ 

ην παξάδεηγκα, επηθεληξσλφκαζηε ζηε ζπλνιηθή επηβίσζε. Τπάξρνπλ πέληε δηαηάμεηο 

ζηνηρείσλ αθξαίσλ ηηκψλ. Αθνχ αθαηξεζνχλ νη δηαηάμεηο ζηνηρείσλ αθξαίσλ ηηκψλ 

απφ ηελ εμέηαζε, ππάξρνπλ 246 αζζελείο. Οη πιεξνθνξίεο επηβίσζεο είλαη δηαζέζηκεο 

γηα φινπο ηνπο 246 αζζελείο. Σν πνζνζηφ δηαγξαθήο είλαη 205/246, ην νπνίν είλαη 

πνιχ κεγάιν. Οη ρξφλνη επηβίσζεο ησλ 246 αζζελψλ ζπλνςίδνληαη ζην ρήκα 4.2. 

Δπεηδή ηα πξαγκαηηθά δεδνκέλα είλαη πάληα πνιχπινθα, κπνξεί λα ππάξρνπλ 

θάπνηα γνλίδηα πνπ είλαη νξηαθά κε ζεκαληηθά αιιά δνπιεχνπλ απφ θνηλνχ κε άιια 

γνλίδηα. Έηζη, είλαη ζθφπηκν λα εθαξκφδεηαη ε επαλαιεπηηθή SIS αληί ηεο SIS, 

δεδνκέλνπ φηη ε πξψηε είλαη πην ηζρπξή. Σππνπνηνχκε θάζε επεμεγεκαηηθή 
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κεηαβιεηή λα έρεη κέζε ηηκή κεδέλ θαη ηππηθή απφθιηζε 1 θη  εθαξκφδνπκε  ηε Van-

ISIS ζηα ηππνπνηεκέλα δεδνκέλα  κε 43
log

n
d

n

 
  
 

. Ζ ISIS αθνινπζνχκελε απφ 

ηε SCAD πνηληθνπνηεκέλε παιηλδξφκεζε Cox επηιέγεη 8 γνλίδηα κε ηα νλφκαηα 

έξεπλαο: Α_23_P31816, A_23_P31816, A_23_P31816, A_32_P424973, 

A_32_P159651, Hs61272.2, Hs13208.1, θαη Hs150167.1. 

 

 

Σσήμα 4.2. Η ζςνάπηηζη εκηιμώμενηρ επιβίυζηρ για 246 αζθενείρ. 

 

Σψξα πξνζπαζνχκε λα θαηαλνήζνπκε ηε ζεκαληηθφηεηα απηψλ ησλ 

επηιεγκέλσλ γνληδίσλ ζηελ πξφβιεςε ησλ πιεξνθνξηψλ επηβίσζεο ζε ζχγθξηζε κε 

άιια γνλίδηα πνπ δελ έρνπλ επηιεγεί. Αξρηθά, εθαξκφδνπκε ην κνληέιν αλαινγηθνχ 

θηλδχλνπ ηνπ Cox ζε φια απηά ηα 8 γνλίδηα. Οη εθηηκψκελνη ζπληειεζηέο πνπ 

δίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 4ε, εθηηκνχλ ηελ αξρηθή ζπλάξηεζε επηβίσζεο πνπ 

παξηζηάλεηαη ζην ρήκα 4.2, θαη ηελ αληίζηνηρε ινγαξηζκηθή log-(κεξηθή) 

πηζαλνθάλεηα, ε νπνία είλαη -129.3517. Ζ log-πηζαλνθάλεηα πνπ αληηζηνηρεί ζην null 

κνληέιν ρσξίο θακία επεμεγεκαηηθή κεηαβιεηή είλαη  -215.4561. Μηα δνθηκή 2  

δείρλεη ηελ πξνθαλή ζεκαληηθφηεηα ηνπ κνληέινπ κε ηα 8 επηιεγκέλα γνλίδηα. Ο 

Πίλαθαο 4ε δείρλεη φηη ππάξρνπλ δχν εθηηκεκέλνη ζπληειεζηέο  πνπ είλαη ζηαηηζηηθά 

κε-ζεκαληηθνί ζε επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο α=1%. 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 4ε. Δκηιμημένοι ζςνηελεζηέρ για ηα δεδομένα Νεςποβλαζηώμαηορ. 

 

ηε ζπλέρεηα, γηα θάζε έλα απφ απηά ηα 8 γνλίδηα, ην αθαηξνχκε, 

εθαξκφδνπκε ην αλαινγηθφ κνληέιν θηλδχλνπ ηνπ Cox γηα ηα ππφινηπα 7 γνλίδηα θαη 

παίξλνπκε ηελ αληίζηνηρε log-πηζαλνθάλεηα. Οη 8 ινγαξηζκηθέο πηζαλνθάλεηεο είλαη : 

-137.5785, -135.1846, -129.4621, -142.4066, -156.4644, -158.3799, -141.0432 θαη -

129.8390. Ο κέζνο φξνο ηνπο είλαη -141.2948, κηα κείσζε ηεο ινγαξηζκηθήο 

πηζαλνθάλεηαο θαηά 11.9431, πνπ είλαη πνιχ ζεκαληηθή κε ηε κείσζε ελφο γνληδίνπ 

(κείσζε ηνπ βαζκνχ ειεπζεξίαο θαηά 1). ε ζχγθξηζε κε ην κνληέιν ησλ 8 

επηιεγκέλσλ γνληδίσλ, ην 2  ηέζη δείρλεη ηε ζεκαληηθφηεηα γηα φια ηα επηιεγκέλα 

γνλίδηα, εθηφο απφ ηα Α_23_P31816 θαη Hs150167.1. Απηφ ηαηξηάδεη κε ηηο p-values 

πνπ αλαθέξζεθαλ ζηνλ Πίλαθα 4ε. 

Σέινο, επηιέγνπκε ηπραία 2 γνλίδηα απφ ηα γνλίδηα πνπ δελ έρνπλ επηιεγεί, 

εθαξκφδνπκε ην αλαινγηθφ κνληέιν θηλδχλνπ ηνπ Cox κε ηα παξαπάλσ 8 γνλίδηα 

καδί κε ηα δχν γνλίδηα πνπ έρνπκε επηιέμεη θαη θαηαγξάθνπκε ηελ αληίζηνηρε 

ινγαξηζκηθή–πηζαλνθάλεηα. Δπαλαιακβάλνπκε απηή ηε δηαδηθαζία 20 θνξέο. 

Βξίζθνπκε φηη ν κέζνο φξνο απηψλ ησλ 20 λέσλ ινγαξηζκηθψλ–πηζαλνθαλεηψλ είλαη 

-128.3933, κηα αχμεζε ηεο ινγαξηζκηθήο-πηζαλνθάλεηαο κφλν θαηά 0.9584 κε δχν 

επηπιένλ κεηαβιεηέο λα πεξηιακβάλνληαη. πγθξίλνληαο κε ην κνληέιν ησλ 8 

επηιεγκέλσλ κεηαβιεηψλ, ην 2  ηεζη δε δείρλεη θακία ζεκαληηθφηεηα γηα ην κνληέιν 

πνπ αληηζηνηρεί ζε νπνηαδήπνηε απφ ηηο 20 επαλαιήςεηο. 

Σα παξαπάλσ πεηξάκαηα δείρλνπλ φηη ηα επηιεγκέλα 8 γνλίδηα είλαη πνιχ 

ζεκαληηθά. Γηαγξάθνληαο έλα, κεηψλεηαη αξθεηά ε ινγαξηζκηθή-πηζαλνθάλεηα, ελψ 

πξνζζέηνληαο δχν ηπραία γνλίδηα δελ απμάλεηαη πνιχ ε ινγαξηζκηθή-πηζαλνθάλεηα. 
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4.7. ςμπεπάζμαηα 

 

Έρεη αλαπηπρζεί κηα ηερληθή επηινγήο κεηαβιεηψλ γηα ηελ αλάιπζε 

επηβίσζεο, κε ηε δηάζηαζε λα είλαη πνιχ κεγαιχηεξε απφ ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο. 

Δπηθεληξσλφκαζηε ζηελ επαλαιεπηηθή SIS, ε νπνία εθαξκφδεη επαλαιεπηηθά κηα 

κεγάιε θιίκαθα θξεζαξίζκαηνο πνπ θηιηξάξεη κε ζεκαληηθέο κεηαβιεηέο, 

ρξεζηκνπνηψληαο ηελ ππφ φξνπο νξηαθή ρξεζηκφηεηα θαη κηαο κέηξηαο θιίκαθαο 

επηινγή ρξεζηκνπνηψληαο ηε κέζνδν πνηληθνπνηεκέλεο κεξηθήο πηζαλνθάλεηαο, ε 

νπνία επηιέγεη πεξαηηέξσ ηηο αθηιηξάξηζηεο κεηαβιεηέο. Ζ κεζνδνινγηθή δχλακε ηεο 

Vanilla ISIS έρεη απνδεηρζεί κέζσ πξνζερηηθψλ ζρεδηαζκψλ γηα κειέηεο 

πξνζνκνίσζεο. Έρεη ζίγνπξα ηελ ηδηφηεηα ηνπ αλεμάξηεηνπ θξεζαξίζκαηνο κε πνιχ 

κηθξή επηινγή ζθάικαηνο. πγθξίλνληαο ηελ κε ηελ έθδνζε ηεο LASSO πνπ 

ρξεζηκνπνηήζακε, είλαη πνιχ πην απνδνηηθή ππνινγηζηηθά θαη πνιχ πην 

ζπγθεθξηκέλε ζηελ επηινγή ζεκαληηθψλ κεηαβιεηψλ. Χο απνηέιεζκα, έρεη πνιχ 

κηθξφηεξε απφιπηε απφθιηζε ζθάικαηνο, θαζψο θαη κηθξφηεξν κέζν ηεηξαγσληθφ 

ζθάικα.  
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 

 

1.Ανάλςζη επιβίυζηρ 

 

Ζ αλάιπζε δεδνκέλσλ δηάξθεηαο δσήο είλαη ν θιάδνο ηεο ηαηηζηηθήο πνπ 

αζρνιείηαη κε δεδνκέλα, ηα νπνία αληηπξνζσπεχνπλ ρξφλν κέρξη ηελ εκθάληζε ελφο 

γεγνλφηνο. Όηαλ αζρνινχκαζηε κε ηερληθά ζπζηήκαηα είλαη γλσζηή σο ζεσξία 

αμηνπηζηίαο (Reliability Theory), ελψ φζνλ αθνξά ηηο βηνταηξηθέο εθαξκνγέο σο 

αλάιπζε επηβίσζεο (Survival Analysis). 

Σν ραξαθηεξηζηηθφ γλψξηζκα ησλ ρξφλσλ επηβίσζεο (Survival Analysis) είλαη 

φηη δελ αθνινπζνχλ ζρεδφλ πνηέ ηελ θαλνληθή θαηαλνκή. Απηή είλαη κηα απφ ηηο 

αηηίεο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη δηαθνξεηηθέο κέζνδνη ζηαηηζηηθήο αλάιπζεο απφ ηηο 

ζπλεζηζκέλεο.Γεληθά, ε αλάιπζε επηβίσζεο εζηηάδεηαη ζηελ εθηίκεζε ηεο 

πηζαλφηεηαο επηβίσζεο ελφο αηφκνπ γηα έλα δεδνκέλν ρξνληθφ δηάζηεκα.  

Έλαο επηπιένλ ιφγνο, εμαηηίαο ηνπ νπνίνπ, ηα δεδνκέλα επηβίσζεο δελ 

αλαιχνληαη κε ηελ ρξήζε ζπλεζηζκέλσλ ζηαηηζηηθψλ ηερληθψλ, είλαη φηη νη ρξφλνη 

επηβίσζεο νξηζκέλσλ παξαηεξήζεσλ είλαη αποκομμένοι (censored). 
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2. Αποκομμένα δεδομένα 

Όπσο αλαθέξακε πξνεγνπκέλσο, έλα ραξαθηεξηζηηθφ ησλ δεδνκέλσλ 

επηβίσζεο ην νπνίν θαη δελ επηηξέπεη ηε ρξήζε ησλ ζπλεζηζκέλσλ ζηαηηζηηθψλ 

ηερληθψλ, είλαη ε χπαξμε απνθνκκέλσλ παξαηεξήζεσλ. Ζ ζπλήζεο αηηία πνπ 

ζπκβαίλεη απηφ, είλαη φηη αξθεηέο θνξέο, δελ εηζάγνληαη ζηε κειέηε φια ηα άηνκα ηελ 

ίδηα ρξνληθή ζηηγκή. Απηφ έρεη σο απνηέιεζκα, ν ρξφλνο παξαθνινχζεζεο 

νξηζκέλσλ εμ απηψλ λα κελ επαξθεί ψζηε λα παξνπζηαζηεί ην ππφ κειέηε γεγνλφο 

(π.ρ. ζάλαηνο). Πξηλ νξίζνπκε ηα είδε απνθνπήο, ζα δψζνπκε έλα παξάδεηγκα γηα λα 

γίλεη πεξηζζφηεξν θαηαλνεηή ε έλλνηα ηεο απνθνπήο. 

 

Παπάδειγμα 1 

Έζησ φηη δηεμάγεηαη κηα έξεπλα φπνπ κειεηάηαη ε απνηειεζκαηηθφηεηα κηαο 

λέαο ζεξαπείαο γηα κηα αζζέλεηα. Μαο ελδηαθέξεη ν ρξφλνο επηβίσζεο (ζε εκέξεο) 

ησλ ζπκκεηερφλησλ ζηε κειέηε. Ζ δηάξθεηα ηεο είλαη πξνθαζνξηζκέλε, ελψ δελ 

εηζήιζαλ φινη νη αζζελείο ηελ ίδηα ρξνληθή ζηηγκή ζε απηήλ. Έηζη, θαηαγξάθεηαη γηα 

θάζε αζζελή, ν ρξφλνο απφ ηελ είζνδφ ηνπ ζηε κειέηε κέρξη ην ζάλαηφ ηνπ, νπφηε 

θαη έρνπκε πιήξε ρξφλν (κε απνθνκκέλε παξαηήξεζε). Αλ δελ παξνπζηαζηεί 

ζάλαηνο γηα θάπνηνλ αζζελή πξηλ ιήμεη ε κειέηε ή αλ γηα θάπνην ιφγν ζηακαηήζεη ε 

παξαθνινχζεζή ηνπ, θαηαγξάθεηαη ε ηειεπηαία ρξνληθή ζηηγκή θαηά ηελ νπνία 

είρακε ζηε δηάζεζε καο πιεξνθνξία γηα ηνλ αζζελή. Οη ηειεπηαίεο απηέο πεξηπηψζεηο 

απνηεινχλ απνθνκκέλεο παξαηεξήζεηο. Παξαζέηνπκε θαη ην παξαθάησ γξάθεκα A, 

γηα λα γίλνπλ πεξηζζφηεξν θαηαλνεηά ηα φζα πξναλαθέξακε. ε απηφ θαίλνληαη νη 

ρξφλνη επηβίσζεο ηξηψλ αζζελψλ. 

 

    ΓΡΑΦΗΜΑ Α 
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Παξαηεξνχκε ηα εμήο: Ο αζζελήο 1, εηζήιζε ζηε κειέηε αθξηβψο ηε ζηηγκή 

ηεο έλαξμήο ηεο θαη πεζαίλεη ηε ρξνληθή ζηηγκή Σ1 νπφηε δίλεη κε απνθνκκέλε 

παξαηήξεζε. Ο αζζελήο 2, εηζήιζε αξγφηεξα ζηε κειέηε θαη ζην ηέινο ηεο βξίζθεηαη 

αθφκα ελ δσή. Οπφηε πξφθεηηαη γηα απνθνκκέλε παξαηήξεζε. Ο αζζελήο 3, εηζήιζε 

θαη απηφο κεηά απφ θάπνην ρξνληθφ δηάζηεκα απφ ηελ έλαξμε ηεο κειέηεο, θαη ηε 

ρξνληθή ζηηγκή Σ3 ράζεθε απφ παξαθνινχζεζε, δίλνληαο θαη απηφο απνθνκκέλε 

παξαηήξεζε (νη δχν απνθνκκέλνη ρξφλνη ζην ζρήκα ζπκβνιίδνληαη κε +).  

Να ζεκεησζεί φηη νη ζπλεζέζηεξνη ιφγνη παχζεο ηεο παξαθνινχζεζεο (νπφηε 

έρνπκε απνθνκκέλε παξαηήξεζε) είλαη νη εμήο: Καηαξρήλ ππάξρεη ε πεξίπησζε ηεο 

απηφβνπιεο απφζπξζεο ηνπ αζζελή απφ ηε κειέηε, ιφγσ κεηαθφκηζήο ηνπ, ιφγσ 

αιιαγήο ηνπ ζεξάπνληα ηαηξνχ, ή θαη γηα άιινπο πξνζσπηθνχο ιφγνπο. Οπφηε 

αλαγθαζηηθά ράλεηαη ε επαθή καδί ηνπ. Τπάξρεη επίζεο ην ελδερφκελν, κηα ζεξαπεία 

λα έρεη πνιιέο παξελέξγεηεο, νπφηε θαη θαζίζηαηαη αλαγθαία ε απνκάθξπλζή ηνπ 

αζζελή απφ ηε ζεξαπεία θαη θαη’ επέθηαζε απφ ηε κειέηε. Σέινο, δε ζα πξέπεη λα 

μερλάκε θαη ηελ πεξίπησζε ζαλάηνπ ηνπ αζζελή απφ αίηηα πνπ δελ έρνπλ ζρέζε κε 

ηελ φιε κειέηε. 

Όζνλ αθνξά ηα είδε απνθνπήο, απηά είλαη ηξηα. Ζ δεμηά απνθνπή (right-

censoring), ε αξηζηεξή (left censoring) θαη ε απνθνπή δηαζηήκαηνο (interval 

censoring). Δπηπιένλ, πξνθχπηνπλ ηξεηο κεραληζκνί απνθνπήο παξαηεξήζεσλ. Ζ 

απνθνπή ηχπνπ Η (type I censoring), ε απνθνπή ηχπνπ ΗΗ (type II censoring) θαη ε 

απνθνπή ηχπνπ ΗΗΗ (type IIΙ censoring). 

 

Οπιζμόρ 1: Γεμηά απνθνπή, έρνπκε φηαλ ν ρξφλνο επηβίσζεο είλαη 

κεγαιχηεξνο απφ ηνλ ρξφλν ιήμεο ηεο κειέηεο ή γεληθφηεξα κεγαιχηεξνο απφ θάπνην 

ρξνληθφ φξην (π.ρ. ηε ζηηγκή πνπ γηα θάπνην ιφγν ράζεθε ε επαθή καδί ηνπ). Απηφ 

ζεκαίλεη φηη πξνθαλψο δελ είλαη γλσζηφο, αιιά ηνπιάρηζηνλ ίζνο κε ηε δηάξθεηα 

παξακνλήο ηνπ αηφκνπ ζηε κειέηε.  

 

Οπιζμόρ 2: Ζ αξηζηεξή απνθνπή ζπκβαίλεη φηαλ ν πξαγκαηηθφο ρξφλνο 

επηβίσζεο είλαη κηθξφηεξνο απφ ηνλ παξαηεξνχκελν δειαδή μέξνπκε πσο ην άηνκν 
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είρε ήδε πεζάλεη ζε ρξφλν 0t c  αιιά ην αθξηβέο ρξνληθφ ζεκείν 0t t  (φπνπ t c  

θαη 0t  ε ρξνληθή ζηηγκή έληαμήο ηνπ ζηε κειέηε) πνπ ζπλέβε απηφ είλαη άγλσζην. 

 

Οπιζμόρ 3: Ζ απνθνπή δηαζηήκαηνο, παξαηεξείηαη φηαλ μέξνπκε πσο ην ππφ 

κειέηε ζπκβάλ έρεη πξαγκαηνπνηεζεί ζε έλα δηάζηεκα θαη πάιη φκσο ρσξίο λα είλαη 

γλσζηφ ην αθξηβέο ζεκείν. Απηφ παξαηεξείηαη ζπλήζσο φηαλ έρνπκε πεξηνδηθή 

παξαθνινχζεζε ηνπ αζζελή.  

 

Οπιζμόρ 4: ηελ απνθνπή ηχπνπ Η, ε δηάξθεηα ηεο κειέηεο είλαη 

πξνθαζνξηζκέλε θαη ίζε έζησ κε *t . Οπφηε είηε γλσξίδνπκε ηε δηάξθεηα δσήο, αλ 

*T t , αιιηψο ην κφλν πνπ μέξνπκε είλαη φηη έρεη ππεξβεί ην *t  ( *T t ).  

 

Οπιζμόρ 5: ηελ απνθνπή ηχπνπ ΗΗ, ε κειέηε ζπλερίδεηαη εσο φηνπ 

παξνπζηαζηεί ην γεγνλφο πνπ καο ελδηαθέξεη ζε k  ην πιήζνο άηνκα, κε  k

πξνθαζνξηζκέλν.  

 

Οπιζμόρ 6: Ο ηειεπηαίνο κεραληζκφο απνθνπήο ηχπνπ ΗΗΗ (ή ηπραίαο 

απνθνπήο), εκθαλίδεηαη ζηηο πεξηζζφηεξεο θιηληθέο θαη επηδεκηνινγηθέο κειέηεο. Σν 

θχξην ραξαθηεξηζηηθφ ηνπο είλαη φηη ε δηάξθεηα ηεο κειέηεο είλαη πξνθαζνξηζκέλε, 

ελψ νη αζζελείο δελ εηζέξρνληαη ηελ ίδηα ρξνληθή ζηηγκή ζε απηήλ (βι. πξνεγνχκελν 

παξάδεηγκα). Απνηέιεζκα απηνχ, είλαη νη ρξφλνη απνθνπήο λα είλαη ηπραίνη (random 

censoring). Να ζεκεησζεί φηη θαη νη ηξεηο απηνί κεραληζκνί αλήθνπλ ζηελ θαηεγνξία 

ηεο δεμηάο απνθνπήο. 

 

 

 

 



Μέθοδοι επιλογής μεταβλητών σε δεδομένα υψηλής διάστασης για το μοντέλο 
αναλογικού κινδύνου του Cox Σελίδα 141 
 

 

Παπάδειγμα 2 

 

Σειεηψλνπκε αλαθέξνληαο έλα αθφκα παξάδεηγκα, φπνπ δηαθαίλεηαη ηφζν ε 

πεξίπησζε ηεο (δεμηάο) απνθνπήο φζν θαη νη δχν πξψηνη κεραληζκνί απνθνπήο. Έζησ 

φηη 6 πνληίθηα (A, B, C, D, E, F) ππνβάιινληαη ζε δηαδηθαζία θαξθηλνγέλεζεο κε 

εκβνιηαζκφ θαξθηληθψλ θπηηάξσλ ηελ ίδηα ρξνληθή ζηηγκή. Απηφ πνπ ελδηαθέξεη ηνλ 

εξεπλεηή είλαη ν ρξφλνο πνπ απαηηείηαη γηα ηελ αλάπηπμε φγθνπ πξνθαζνξηζκέλνπ 

κεγέζνπο. Οπφηε ην ππφ κειέηε ζπκβάλ ην νπνίν θαη πξέπεη λα παξνπζηαζηεί πξηλ ην 

πέξαο ηεο κειέηεο, ψζηε λα έρνπκε πιήξε ρξφλν απνηπρίαο, είλαη ε δεκηνπξγία 

φγθνπ. Ζ δηάξθεηα ηεο κειέηεο είλαη πξνθαζνξηζκέλε ζηηο 30 εβδνκάδεο. ην 

παξαθάησ γξάθεκα Β, βιέπνπκε φηη ηα πνληίθηα Α, B θαη D αλέπηπμαλ φγθν έπεηηα 

απφ 10, 15 θαη 25 εβδνκάδεο αληίζηνηρα (νη ρξφλνη απηνί είλαη πιήξεηο ρξφλνη 

απνηπρίαο), ελψ ηα πνληίθηα C θαη E δελ αλέπηπμαλ φγθν θαηά ηε δηάξθεηα ηεο 

κειέηεο, άξα νη ρξφλνη αλάπηπμεο φγθνπ δελ είλαη γλσζηνί (δεμηά απνθνκκέλεο 

παξαηεξήζεηο). Σν πνληίθη F πέζαλε μαθληθά έπεηηα απφ 19 εβδνκάδεο    

παξαθνινχζεζεο (ρσξίο λα έρεη αλαπηχμεη θάπνηνλ φγθν), άξα δίλεη θαη απηφ 

απνθνκκέλε παξαηήξεζε. Έηζη, ηα δεδνκέλα επηβίσζεο είλαη 10, 15, 30+, 25, 30+ 

θαη 19+ εβδνκάδεο. Σα απνθνκκέλα δεδνκέλα ζηελ πεξίπησζε απηή είλαη ηχπνπ Η θαη 

ζπκβνιίδνληαη κε “+” [25]. 
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ΓΡΑΦΗΜΑ Β 

 

ηελ πεξίπησζε φκσο, πνπ ν εξεπλεηήο ήζειε λα ζηακαηήζεη ηε κειέηε ηε 

ζηηγκή πνπ 4 πνληίθηα εκθαλίζνπλ φγθν (γξάθεκα Γ), ηα δεδνκέλα πνπ ζα έπαηξλε ζα 

ήηαλ 10, 15, 35+, 25, 35 θαη 19+ εβδνκάδεο θαη ε απνθνπή ζα ήηαλ ηχπνπ ΗΗ.  

 

 

   ΓΡΑΦΗΜΑ Γ 
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