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Περίληψη

Στην εργασία αυτή, αναλύεται η δυναµική του µοντέλου που περιγράφει µια επίπεδη
φλόγα διάχυσης µε θερµικές απώλειες ακτινοβολίας, η οποία συµπεριλαµβάνει κινητική
απλού βήµατος για αριθµό Lewis ίσο µε τη µονάδα. Κατασκευάζεται το ολοκληρωµένο
διάγραµµα διακλάδωσης συναρτήσει του αριθµούDamköhler, το οποίο περιλαµβάνει και
τους κλάδους των ταλαντευόµενωνλύσεων. Βάσει αυτής της ανάλυσης, βρέθηκαν οµοκλι-
νικές διακλαδώσεις, οι οποίες σηµατοδοτούν την απότοµη εξαφάνιση των µη γραµµικών
ταλαντώσεων της φλόγας κοντά στην απόσβεσή της, το οποίο έχει παρατηρηθεί τόσο σε
πειράµατα όσο και σε πραγµατικές διατάξεις καύσης.

λέξεις κλειδιά φλόγες διάχυσης µε ακτινοβολία, µη γραµµικές ταλαντώσεις, ανάλυση
διακλαδώσεων, οµοκλινική διακλάδωση
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Abstract

We analyse the dynamics of a model describing a planar diffusion flame with radia- tive
heat losses incorporating a single step kinetic for Lewis number equal to one. We construct
the full bifurcation diagram with respect to the Damköhler number including the branches of
oscillating solutions. Based on this analysis we found, for the first time, homoclinic bifurcations
that mark the abrupt disappearance of the nonlinear oscillations near extinction as reported in
experiments.

keywords radiating diffusion flames, nonlinear oscillations, bifurcation analysis, homoclinic
bifurcation
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Πρόλογος

Η παρούσα εργασία αποτελεί τη διπλωµατική µου εργασία και σηµατοδοτεί την ολο-
κλήρωση των σπουδών µου στο Διαπανεπιστηµιακό Πρόγραµµα Μεταπτυχιακών Σπου-
δών Εφαρµοσµένης Μηχανικής της σχολής των Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών και Φυσι-
κών Επιστηµών, Ε.Μ.Π..

Το περιεχόµενο της εργασίας αποτελεί ένα χαρακτηριστικό παράδειγµα µελέτης της
µη-γραµµικής δυναµικής προβληµάτων καύσης που εµφανίζονται όλο και συχνότερα,
λόγω της ανάγκης για µελέτη των ιδιοτήτων των νέων καυσίµων και τη βελτίωση της
λειτουργίας των κινητήρων που τα χρησιµοποιούν. Η χρήση αυτών των καυσίµων επιβάλ-
λει ολοένα και περισσότερη µελέτη της συµπεριφοράς τους. Η εργασία, επίσης, αποτελεί
αντικείµενο έρευνας, µίας εκ των πολλών, οι οποίες λαµβάνουν µέρος αυτή τη στιγµή
τόσο στον τοµέαΜηχανικής του ΕθνικούΜετσόβιου Πολυτεχνείου, όσο και σε αντίστοιχα
άλλα ερευνητικά ιδρύµατα σε όλον τον κόσµο.

Το θέµα της εργασίας, επίσης, προκάλεσε και το προσωπικό µου ενδιαφέρον, καθώς
διαπραγµατεύεται έναν από τους κλάδους των µαθηµατικών ο οποίος εφαρµόζεται σε
κάθε πρόβληµα που ανάγεται σε σύστηµα εξισώσεων. Η µη-γραµµική δυναµική των συ-
στηµάτων, η θεωρία διακλαδώσεων και η υπολογιστική µηχανική των ρευστών αποτελούν
χρήσιµα εργαλεία για τη µελέτη προβληµάτων, στα οποία οι κλασικές συµβατικές (γραµ-
µικές) µέθοδοι αποτυγχάνουν. Συνεπώς, µε εφαρµογή αυτών πάνω σε ένα από τα προ-
βλήµατα καύσης, µπόρεσα να δω τον τρόπο µε τον οποίο µπορώ να αντιµετωπίζω τέτοια
προβλήµατα και επέκτεινα τις γνώσεις µου πάνω σε µεθόδους µελέτης µη-γραµµικών
προβληµάτων.

Η εργασία αποτελεί, ουσιαστικά, την ανάλυση διακλάδωσης του µοντέλου και των
αποτελεσµάτων που περιγράφονται στην εργασία των Kavousanakis et al.[1] πάνω στην
περιγραφή των ασταθειών φλογών διάχυσης, της συσχέτισής τους µε την εµφάνιση οµο-
κλινικών διακλαδώσεωνστο σύστηµα των εξισώσεωνπου τις περιγράφουν, καθώς και τον
τρόπο επίλυσης αυτών µέσω αριθµητικών µεθόδων.

Η εργασία ξεκινάει µε την Εισαγωγή, στην οποία αναφέρονται οι λόγοι µελέτης της
παρούσας εργασίας, αναφέρονται ιστορικά οι µελέτες που έχουν γίνει µέχρι τώρα, το µο-
ντέλο της µελέτης της εργασίας, καθώς και ο τρόπος µε τον οποίο θα γίνει η προσέγγιση
στο πρόβληµα της µελέτης.

ΣτοΜαθηµατικόΥπόβαθροπεριγράφεται ο κλάδος των δυναµικών συστηµάτων, ανα-
φέρονται έννοιες, όπως τα είδη της δυναµικής συµπεριφοράς, η ευστάθεια και τα είδη
των σηµείων ισορροπίας. Επίσης, γίνεται συνοπτική περιγραφή της θεωρίας διακλαδώ-
σεων, εισάγονται οι έννοιές της, ενώ περιγράφονται τα σηµαντικότερα είδη διακλαδώ-
σεων, όπως η διακλάδωση Hopf-Andronov και η διακλάδωση οµοκλινικού βρόγχου. Τέλος
αναφέρεται η συσχέτισή τους µε την απόσβεση της φλόγας και µε φαινόµενα χάους.

Στο Κεφάλαιο 1 γίνεται αναφορά στις µηχανές εσωτερικής καύσης και στην ανάγκη
για βελτίωση της λειτουργίας τους. Περιγράφεται ο κλάδος της υπολογιστικής µηχανι-
κής των ρευστών ως εργαλείο προσέγγισης των προβληµάτων καύσης και εξάγονται οι
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σχέσεις των προσεγγίσεων µέσω της µεθόδου των πεπερασµένων διαφορών. Τέλος, πε-
ριγράφονται διάφορες τεχνικές συνέχειας των παραµέτρων για που θα χρησιµοποιηθούν
ως εργαλεία κατά τη διάρκεια της επίλυσης του προβλήµατος.

Στο Κεφάλαιο 2 γίνεται αναλυτική περιγραφή της δυναµικής συµπεριφοράς των φλο-
γών. Αναφέρονται τα είδη της φλόγας, καθώς και ο διαχωρισµός τους σε προαναµεµειγ-
µένες και σε φλόγες διάχυσης. Στη συνέχεια, αναφέρονται οι αστάθειες που παρουσιάζο-
νται στις φλόγες διάχυσης, τα είδη των ασταθειών αυτών, ενώ συζητούνται οι µηχανισµοί
έναρξης των ασταθειών, η µη-γραµµική συµπεριφορά τους και η ανάγκη για µελέτη µέσω
µη-γραµµικής ανάλυσης.

Στο Κεφάλαιο 3 τοποθετείται το φυσικοχηµικό πρόβληµα της µελέτης, κατασκευάζε-
ται το µαθηµατικό µοντέλο, ενώπεριγράφονται αναλυτικά οι αριθµητικές µέθοδοι που θα
χρησιµοποιηθούν για την επίλυση, καθώς και η διαδικασία εύρεσης της προσεγγιστικής
λύσης. Στησυνέχειαπαρατίθενται δύοαριθµητικάπαραδείγµατα,ώστε ναγίνει καλύτερη
η κατανόηση του µοντέλου, καθώς και αντίστοιχα ολικά διαγράµµατα διακλάδωσης, ενώ
υπολογίζεται η θέση της οµοκλινικής διακλάδωσης και παρατίθεται η συµπεριφορά της
φλόγας γύρω από αυτή. Τέλος, παρατίθενται τα συµπεράσµατα, καθώς και προτάσεις για
µελλοντική έρευνα.

Έγινε προσπάθεια να εξηγηθούν όλες οι έννοιες και διαδικασίες, τόσο αναλυτικάώστε
να γίνονται κατανοητές στον κάθε αναγνώστη. Σκοπός είναι, κάθε κεφάλαιο να είναι όσο
τον δυνατόν αυτόνοµο για ναµη χρειάζεται ο αναγνώστης ναπαραπέµπεται, συνεχώς, µε
αναφορές σε προηγούµενα κεφάλαια. Η διαδικασία µε την οποία προσεγγίζεται το πρό-
βληµα που παρουσιάζεται στη συγκεκριµένη εργασία, ελπίζω να αποτελέσει οδηγό για
κάποιον, φοιτητή ή όχι, που θα έρθει αντιµέτωπος µε παρόµοια θέµατα και εύχοµαι η όλη
εργασία, γενικά, να αποτελέσει κίνητρο για κάποιον άλλο, ώστε νααγαπήσει και να ασχο-
ληθεί µε τον κλάδο των θετικών επιστηµών και ειδικότερα µε τη θεωρία διακλαδώσεων
και την υπολογιστική µηχανική των ρευστών .

Αθήνα, Οκτώβριος 2013
Δηµήτρης Μ. Μανιάς
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2.5 Η καµπύλη S του ρυθµού καύσης της φλόγας. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.1 Σχηµατική απεικόνιση της µονοδιάστατης φλόγας διάχυσης µεταξύ δύο πο-
ρωδών τοιχωµάτων. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.2 Γραφική ερµηνεία της µεθόδου Newton-Raphson. . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
3.3 Γραφική ερµηνεία της µεθόδου Pseudo-ArcLength. . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.4 Παραµετρική εξάρτηση της θερµοκρασίας στο x = 0 συναρτήσει του αριθ-
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Εισαγωγή

Έχει προκύψει από πολλές πειραµατικές εργασίες [2–6] ότι µπορούν ναπαρατηρηθούν
αστάθειες και καταστάσεις ταλάντωσης στις φλόγες διάχυσης, ειδικά κοντά στην από-
σβεσή τους [5]. Παραδείγµατα ασταθειών στις φλόγες διάχυσης είναι οι λωρίδες φλόγας
και οι παλλόµενες φλόγες, οι οποίες έχουν αναφερθεί σε πλήθος εφαρµογών, όπως εί-
ναι οι φλόγες του κεριού και οι φλόγες στους κινητήρες αεριώθησης (jet). Μια πρόσφατη
έρευνα είναι αυτή του Matalon [7]. Πιο συγκεκριµένα, ταλαντώσεις παρατηρήθηκαν πει-
ραµατικά σε καύσιµα κατά τη διαδικασία υγροποίησης [2], σε κεριά και σε κρεµάµενες
σταγόνες καύσιµου σε περιβάλλοντα µικροβαρύτητας [3, 4], σε φλόγες κινητήρων αεριώ-
θησης [5], σε φλόγες ψεκασµού [6] και σε φλόγες πάνω από λιµνάζοντα καύσιµα [8, 9].

Ανεξάρτητα από τα πειραµατικά στοιχεία µιας τέτοιας υπερβολικά µη γραµµικής δυ-
ναµικής συµπεριφοράς που συσχετίζεται µε την αστάθεια θερµότητας-διάχυσης, οι φλό-
γες διάχυσης έχουν µελετηθεί, θεωρητικά, πολύ λιγότερο σε σχέση µε τις προαναµεµειγ-
µένες φλόγες. Ως εκ τούτου, αποµένουν να διευκρινιστούν, ειδικότερα, η µη γραµµική δυ-
ναµική που ακολουθεί µετά την έναρξη των ασταθειών. Ένας λόγος είναι ότι σε όλα τα
προαναφερθέντα πειράµατα η δυναµική των ρευστών είναι, γενικά, µη τετριµµένη, µε
αποτέλεσµα η σύγκριση µε τις θεωρητικές προβλέψεις να είναι πολύ δύσκολη [7]. Μια τέ-
τοια δυσκολία έχει, πρόσφατα, παρακαµφθεί µε την πειραµατική παραδοχή της επίπεδης
ατάνυτης (unstrained) φλόγας διάχυσης [10], η οποία µπορεί, πλέον, να χρησιµοποιηθεί
για να επαληθεύσει τις θεωρητικές και αριθµητικές προβλέψεις. Παρ’ όλο που η πρώτη
θεωρητική εργασία χρονολογείται από τους Burke και Schumann [11], µόνο προσφάτως
έχει εφαρµοστεί γραµµική ανάλυση ευστάθειας από τους Cheatham και Matalon [12] και
τον Kim et al. [13], προκειµένου να αναλυθούν οι παλλόµενες και οι κυψελώδεις αστάθειες
στις φλόγες διάχυσης.

Τα τελευταία χρόνια, άλλες θεωρητικές [14–17] και αριθµητικές έρευνες [18] έχουν δεί-
ξει ότι, όµοιαµε τιςπροαναµεµειγµένεςφλόγες, ο ανταγωνισµόςµεταξύ τηςθερµικής διά-
χυσης και της διάχυσης της µάζας είναι, επίσης, υπεύθυνος για την εµφάνιση των αστα-
θειών στις φλόγες. Η πλειοψηφία αυτών των θεωρητικών µελετών βασίζεται στη γραµ-
µική ανάλυση ευστάθειας, η οποία είναι ικανή να προβλέψει την έναρξη των ασταθειών,
αλλά, δενµπορεί να δώσει πληροφορίες για τηµακροπρόθεσµηµηγραµµική δυναµική της
φλόγας. Σε µερικές δηµοσιεύσεις έχουν αναλυθεί θεωρητικά [16] και αριθµητικά [19–24] η
µη γραµµική δυναµική των φλογών διάχυσης. Οι ογκοµετρικές απώλειες θερµότητας εί-
ναι άλλος ένας λόγος για την ύπαρξη των παλλόµενων ασταθειών στις φλόγες διάχυσης.
Οι φλόγες διάχυσης µε απώλεια θερµότητας µελετήθηκαν, αρχικά, από τους Cheatham
και Matalon [12] και τους Kukuck και Matalon [17], οι οποίοι ανέλυσαν τη µεταβολή της
καµπύλης υστέρησης της µόνιµης κατάστασης, καθώς οι σχετικές παράµετροι αλλάζουν.

Παρακινούµενοι από τα πειραµατικά αποτελέσµατα που προέκυψαν από το πρόγραµ-
µα του Διαστηµικού Λεωφορείου της NASA, σχετικά µε την ταλαντευόµενη συµπεριφορά
της καύσης σταγόνων [4], Οι Sohn et al. [22] ανέλυσαν ταλαντώσεις φλογών, οι οποίες
ενεργοποιήθηκαν από την απώλεια ακτινοβολίας. Βρήκαν ότι οι απώλειες αυτές επιφέ-
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ρουν ακόµα πιο πολύπλοκες δυναµικές, συµπεριλαµβανοµένης της ύπαρξης οριακών κύ-
κλων, δηλαδή ύπαρξη ταλαντευόµενων φλογών. Οι οριακοί κύκλοι προκύπτουν τόσο από
υπερκρίσιµες, όσο και από υποκρίσιµεςHopf-Andronov διακλαδώσεις. Για το ίδιο µοντέλο,
πραγµατοποιήθηκε γραµµική ανάλυση ευστάθειας [25], καθιστώντας ικανό τον υπολο-
γισµό του χάρτη ευστάθειας του συστήµατος, συναρτήσει του αριθµού Damköhler του
συντελεστή απελευθέρωσης θερµικής ακτινοβολίας. Αργότερα, ο Miklavcic [26] συµπέ-
ρανε ότι στο όριο µια πολύ µεγάλης θερµοκρασίας ενεργοποίησης, εµφανίζεται διπλα-
σιασµός της περιόδου ταλάντωσης της φλόγας σε ένα περιορισµένο εύρος τιµών του αριθ-
µού Damköhler. Οι Matalon και Meĵener [27] µελέτησαν την επίδραση της θερµικής δια-
στολής στην ευστάθεια των επίπεδων ατάνυτων φλογών διάχυσης λαµβάνοντας υπόψιν
τις διακυµάνσεις της πυκνότητας. Η υιοθέτηση µη γραµµικής ανάλυσης χρονοσειρών, σε
συνδυασµό µε τη µέθοδο της αµοιβαίας πληροφορίας, έθεσε τη βάση για µια περαιτέρω
έρευνα πάνω στη µετάβαση στο χάος [28].

Πρόσφατα, οι Gotoda et al. [29] εφάρµοσαν µη γραµµικές µεθόδους πρόβλεψης για να
προβλέψουν τη βραχυπρόθεσµη δυναµική της αστάθειας της φλόγας. Ως εκ τούτου, η
µη γραµµική ανάλυση των κρίσιµων καταστάσεων για την έναρξη των ταλαντευόµενων
φλογών, καθώς και των διακλαδώσεων, είναι πρωταρχικής σηµασίας για την κατανόηση
των κύριων φυσικών και χηµικών µηχανισµών που εµπλέκονται στις αστάθειες θερµότη-
τας - διάχυσης κοντά στη απόσβεση των φλογών. Παρ’ όλα αυτά, ένας ολοκληρωµένος
χαρακτηρισµός της µη γραµµικής δυναµικής των φλογών διάχυσης µπορεί να υπάρξει
µόνο αν υπολογιστούν συστηµατικά οι διακλαδώσεις και η αστάθεια των περιοχών ταλά-
ντωσής τους.

Μέχρι στιγµής, µία τέτοια αριθµητική µελέτη λείπει από τη βιβλιογραφία των αστα-
θειών των φλογών διάχυσης. Επιπλέον, τα πειραµατικά αποτελέσµατα που δείχνουν ότι
οι ταλαντώσεις των φλογών εξαφανίζονται απότοµα µε αποτέλεσµα η φλόγα να αποσβέ-
νει [5], προτείνουν ότι σε τόσο κρίσιµες συνθήκες µπορεί να προκύψουν τοπικές και ολικές
διακλαδώσεις. Οι διακλαδώσεις των οριακών κύκλων µπορούν να υπολογιστούν αποτε-
λεσµατικά και συστηµατικά, αν εφαρµοστεί η θεωρία διακλαδώσεων σε συνδυασµό µε
τεχνικές συνέχειας των παραµέτρων. Για αυτό το λόγο, η εφαρµογή των κλασικών αριθ-
µητικών µεθόδων συνέχειας [30, 31] αποτελεί ένα ανεκτίµητο εργαλείο για συστήµατα
µικρής-µεσαίας κλίµακας.

Αυτή η εργασία στοχεύει στο να συνεισφέρει προς αυτήν την κατεύθυνση: δείχνοντας,
δηλαδή, ότι, εφαρµόζοντας µια συστηµατική προσέγγιση χαρακτηρισµού της ευστάθειας
και των διακλαδώσεων των οριακών κύκλων, µπορούν να εξαχθούν πολλές περισσότε-
ρες πληροφορίες για τη δυναµική των φλογών διάχυσης κοντά στην απόσβεσή τους. Ειδι-
κότερα, χρησιµοποιώντας µεθόδους που βασίζονται στις εργασίες[32–34], επιτεύχθηκε να
κατασκευαστεί το ολοκληρωµένο διάγραµµα διακλαδώσεων, συµπεριλαµβανοµένων των
κλάδων των οριακών κύκλων. Το επιλεγµένο µοντέλο µελέτης είναι σχετικά εύκολο και
περιγράφει τη δυναµική µιας επίπεδης φλόγας αντιρροής, µε θερµικές απώλειες ακτινο-
βολίας και αριθµόLewis ίσο µε µονάδα [22, 26].Με το συστηµατικό εντοπισµό των κλάδων
των ταλαντευόµενων λύσεων, βρέθηκε η ακριβής θέση των οµοκλινικών διακλαδώσεων,
οι οποίες σηµατοδοτούν την απότοµη εξαφάνιση των ταλαντευόµενων λύσεων και οδη-
γούν στην απόσβεση τηςφλόγας. Σύµφωναµε την εργασία [1], µέχρι στιγµής, αυτή είναι η
πρώτη φορά όπου µια ολική διακλάδωση, όπως αυτή της οµοκλινικής, αναφέρεται στη βι-
βλιογραφία των φλογών διάχυσης. Τέλος, παρατίθενται ιδέες για το πως τα ευρήµατα της
εργασίας αυτής µπορούν να συσχετιστούν µε πειραµατικές παρατηρήσεις και πως τέτοιες
αστάθειες µπορούν να εντοπιστούν πειραµατικά.
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Μαθηµατικό Υπόβαθρο

Δυναµική Συστηµάτων¹

Στο φυσικό κόσµο, ο όρος δυναµικό σύστηµα περιγράφει κάθε φυσικό φαινόµενο που
εξελίσσεται µε το χρόνο. Ένα φυσικό σύστηµα µπορεί να περιγραφεί από ένα σύνολο µε-
ταβλητών, οπό το δυναµικό σύστηµα είναι ένα φυσικό σύστηµα, στο οποίο µία ή περισσό-
τερες µεταβλητές µεταβάλλονται µε το χρόνο. Τα περισσότερα φαινόµενα που παρατη-
ρούµε στηφύση εξελίσσονται µε το χρόνο, οπότε είναι φανερό ότι η µελέτη των δυναµικών
συστηµάτων είναι πολύ σηµαντική.

Τα δυναµικά συστήµατα µελετώνται συστηµατικά από µαθηµατικούς, φυσικούς και
χηµικούς εδώ και 150 χρόνια. Παρ’ όλα αυτά, συχνά, αναφέρεται η θεωρία των δυναµικών
συστηµάτων ως ένα µοντέρνος κλάδος των φυσικών επιστηµών. Αυτό συµβαίνει λόγω
της ’ανακάλυψης’ του παράξενου ή, αλλιώς, χαοτικού ελκυστή. Η χαοτική απόκριση είναι
ένα είδος δυναµικής συµπεριφοράς που χαρακτηρίζεται από µεγάλη ευαισθησία του συ-
στήµατος στις αρχικές συνθήκες (δηλαδή, το σύστηµα εξελίσσεται πολύ διαφορετικά αν
αλλάξουν πολύ λίγο οι αρχικές καταστάσεις), µη προβλεπόµενη για µεγάλους µελλοντι-
κούς χρόνους, αλλά που περιγράφεται από ντετερµινιστικούς νόµους.

Βασικές Έννοιες

Θεωρούµε ένα φυσικό σύστηµα. το οποίο περιγράφεται από τις εξισώσεις της µορφής:

dx1
dt

= f1(x1, x2, ..., xn, µ1, µ2, ..., µp)

dx2
dt

= f2(x1, x2, ..., xn, µ1, µ2, ..., µp)

...
dxn
dt

= fn(x1, x2, ..., xn, µ1, µ2, ..., µp)

(1)

Προφανώς, η Εξ. (1), µπορεί να γραφεί µε έναν πιο συµπαγή τρόπο,

ẋ = f(x,µ) = fµ(x) (2)

όπου x ∈ Rn, t ∈ R1 και µ ∈ Rp. Στην Εξ. (2) η τελεία πάνω από το σύµβολο σηµαίνει d
dt και

το έντονο σύµβολο παριστά ένα διάνυσµα. Το διάνυσµα x το καλούµε δυναµικές µεταβλη-
τές, τοµπαραµέτρους του συστήµατος και t τονχρόνο. Σε έναφυσικό σύστηµα, το x είναι οι
µεταβλητές που παρατηρούµε πειραµατικά, είτε άµεσα είτε µέσω µιας συνάρτησης από-
κρισης, Το διάνυσµα µ είναι οι παράµετροι του συστήµατος και παραµένουν σταθερές.

¹Μέρος του κειµένου αποτελεί τµήµα από τα βιβλία Δυναµικών Συστηµάτων[35–37].
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Φυσικά, και ο χρόνος t είναι µία µεταβλητή, αλλά, εφόσον δεν µπορούµε να επέµβουµε
στης εξέλιξή της τη θεωρούµε ανεξάρτητη µεταβλητή. Αν θεωρήσουµε ως παράδειγµα τη
χρονική εξέλιξη µιας οµογενούς χηµικής αντίδρασης, τότε, x είναι οι συγκεντρώσεις των
αντιδρώντων ή των προϊόντων και µ µπορεί να είναι η θερµοκρασία, η πίεση ή ο όγκος.

Η Εξ. (2) συχνά, καλείται συνήθης διαφορική εξίσωση (ΣΔΕ), διανυσµατικό πεδίο ή απλά,
δυναµικό σύστηµα. Στην περίπτωση που το δεξιό σκέλος της Εξ. (2) είναι µία µη-γραµµική
συνάρτηση, τότε, την καλούµε µη-γραµµικό δυναµικό σύστηµα. Ως διάσταση του δυναµι-
κού συστήµατος ορίζεται το πλήθος των δυναµικών µεταβλητών που απαιτούνται για να
περιγράψουν το σύστηµα. Στην περίπτωση της Εξ. (2) η διάσταση είναι n. Η Εξ. (2) µαζί
µε κάποιες αρχικές συνθήκες, συχνά καλείται πρόβληµα αρχικών συνθηκών. Τέλος, αν το
δεξιό σκέλος της Εξ. (2) δεν εξαρτάται άµεσα από το χρόνο, τότε το δυναµικό σύστηµα
ονοµάζεται αυτόνοµο.

Δυναµικά συστήµατα της µορφής της Εξ. (2) µπορούν να περιγράψουν εξελισσόµενες
διαδικασίες µε ειδικές ιδιότητες, οι οποίες έχουν ιδιαίτερη σηµασία στη Φυσικοχηµεία. Αυ-
τές οι ιδιότητες [38] είναι οι:

• Ντετερµινιστικότητα: Ολόκληρο το µέλλον και ολόκληρο το παρελθόν του συστή-
µατος ορίζονται µονοσήµαντα από την κατάσταση που βρίσκεται το σύστηµα στον
παρόντα χρόνο. (Το σύστηµα καλείται ντετερµινιστικό)

• Πεπερασµένη Διάσταση: Ο αριθµός των µεταβλητών που απαιτούνται για την περι-
γραφή του συστήµατος είναι πεπερασµένος

• Διαφορισιµότητα: Η µεταβλητή της κατάστασης µε το χρόνο περιγράφεται από δια-
φορίσιµες συναρτήσεις.

Ο χώρος που ορίζεται από τις δυναµικές µεταβλητές ονοµάζεται χώρος των φάσεων
ή χώρος των καταστάσεων. Προφανώς, η διάσταση του χώρου αυτού είναι n. Η λύση της
Εξ. (2) υπό ορισµένες αρχικές συνθήκες x0 ≡ x(t = t0) γράφεται ως x(t, t0, x0) και καλείται
τροχιάή καµπύλη στο χώρο τωνφάσεωνπουπερνάαπό το σηµείο x0 για t = t0. Το γράφηµα
x(t, t0, x0)ως προς το t ονοµάζεται ολοκληρωµένη καµπύλη. Τέλος, το σύνολο των σηµείων
του χώρου των φάσεων τα οποία ανήκουν σε µία τροχιά που περνά από το x0 καλείται
τροχιά που περνά απο το x0.

Είδη δυναµικής συµεριφοράς

Παρακάτω, παρατίθενται µερικού ορισµοί διαφόρων ειδών δυναµικής συµπεριφοράς.

• Σταθερό σηµείο. Σταθερό ή στατικό σηµείο ενός δυναµικού συστήµατος που περι-
γράφεται από την Εξ. (2) είναι ένα σηµείο x̄ ∈ Rn, τέτοιο, ώστε

f(x̄) = 0 (3)

Από την Εξ. (3) παρατηρούµε ότι το σταθερό σηµείο είναι µία λύση, η οποία δε µετα-
βάλλεται µε το χρόνο. Τασταθεράσηµεία καλούνται επίσης σηµεία ισορροπίαςή στα-
τικές καταστάσεις. Υπάρχουν διαφορετικά είδη σταθερών καταστάσεων, τα οποία
θα αναφερθούν παρακάτω.
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• Περιοδική λύση.Μία περιοδική λύση ενός συστήµατος διαφορικών εξισώσεων της
µορφής της Εξ. (2) είναι µια συνάρτηση για την οποία ισχύει:

x(t+ T ) = x(t), ∀t (4)

Η περίοδος της περιοδικής λύσης είναι η µικρότερη τιµή του Τ για την οποία ισχύει
η Εξ. (4). Μια περιοδική λύση ενός συστήµατος n-διαφορικών εξισώσεων σχηµατίζει
µια κλειστή καµπύλη στο n-διάστατο χώρο των φάσεων.

• Οριακός κύκλοςΑς θεωρήσουµε την Εξ. (2) όπου x̄ ∈ Rn. Ο οριακός κύκλος ορίζεται
ως µία αποµονωµένη περιοδική τροχιά.

• Χάος. Το χάος αποτελεί µη περιοδική συµπεριφορά, ευαίσθητη στις αρχικές συνθή-
κες, οι οποίες αποδίδουν πολύ διαφορετικά αποτελέσµατα για τα δυναµικά συστή-
µατα, καθιστώντας, σε γενικές γραµµές, τη µακροπρόθεσµη πρόβλεψη αδύνατη.

Ευστάθεια

Ας θεωρήσουµε το αυτόνοµο δυναµικό σύστηµα Εξ. (2). Έστω x̄(t) µια λύση του συ-
στήµατος. Η λύση x̄(t) είναι ευσταθής αν άλλες λύσεις που βρίσκονται κοντά στο x̄(t) σε
ένα δεδοµένο χρόνο, παραµένουν κοντά στο x̄(t) για όλους τους επόµενους χρόνους. Η
λύση θα είναι ασυµπτωτικά ευσταθής αν γειτονικές λύσεις συγκλίνουν στη λύση x̄(t) όταν
t → ∞. Οι ορισµοί αυτοί µπορούν να γραφούν συνοπτικά ως εξής [39]:

Ορισµός 0.0.1. (Ευστάθεια Lyapunov) Η λύση x̄(t) ονοµάζεται ευσταθής (ευσταθής κατά
Lyapunov) αν, για δεδοµένο ϵ, υπάρχει δ = δ(ϵ) έτσι ώστε, για κάθε άλλη λύση y(t) που
ικανοποιεί τη σχέση

|x̄(t0)− y(t0)| < δ, τότε |x̄(t)− y(t)| < ϵ για t > t0.

Μια γεωµετρική ερµηνεία της ευστάθειας Lyapunov παρουσιάζεται στο Σχ. 1(α)².

Ορισµός 0.0.2. (Ασυµπτωτική ευστάθεια) Η λύση x̄(t) ονοµάζεται ασυµπτωτικά ευσταθής
(ευσταθής κατά Lyapunov) αν είναι ευσταθής κατά Lyapunov και αν υπάρχει σταθερή β > 0
έτσι, ώστε, αν |x̄(t0)− y(t0)| < β, τότε limt→∞ |x̄(t)− y(t)| = 0.

Μια γεωµετρική ερµηνεία της ασυµπτωτικής ευστάθειας παρουσιάζεται στο Σχ. 1(β).
Τέλος, ένα σηµείο ισορροπίας καλείται ασταθές όταν δεν είναι ευσταθές.

Όπως φαίνεται και από τον παραπάνω ορισµό, η ευστάθεια αναφέρεται σε ένα ση-
µείο ισορροπίας και, εποµένως, αποτελεί µία ιδιότητα τοπικού χαρακτήρα. Αν κάποιος
ενδιαφέρεται για την ολική συµπεριφορά του συστήµατος, τις λύσεις για όλες τις αρχικές
συνθήκες, τότε το ερώτηµα που πρέπει να απαντηθεί είναι ποιες τροχιές θα συγκλίνουν
σε µία ευσταθή λύση και ποιες θα αποκλίνουν από αυτήν.

Ας θεωρήσουµε ένα γραµµικό σύστηµα της µορφής:

ẋ = Ax (5)

Είναι γνωστό πως το γραµµικό σύστηµα (5) έχει µόνο ένα σηµείο ισορροπίας (x̄ = 0),
η ευστάθεια του οποίου καθορίζεται από τις ιδιοτιµές του πίνακα κατάστασης A. Αν όλες

²Από το βιβλίο[35]
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Σχήµα 1: Είδη ευστάθειας.

οι ιδιοτιµές έχουν αρνητικό πραγµατικό µέρος, τότε το σύστηµα είναι ασυµπτωτικά ευ-
σταθές. Αν έστω και µία ιδιοτιµή έχει θετικό πραγµατικό µέρος, τότε το σύστηµα είναι
ασταθές.

Σηµείωση Στα γραµµικά συστήµατα η περιοχή έλξης ενός ασυµπτωτικά ευσταθούς ση-
µείου ισορροπίας είναι ολόκληρος ο χώρος των φάσεων: Όλες οι αρχικές συνθήκες δίνουν
τροχιές οι οποίες πλησιάζουν την αρχή.

Σε αντίθεση µε τα γραµµικά συστήµατα, σε ένα µη-γραµµικό σύστηµα το πλήθος των
σηµείων ισορροπίας ποικίλλει. Ένα σύστηµα µπορεί να έχει ένα, περισσότερα από ένα ή
και καθόλου σηµεία ισορροπίας. Επίσης, η περιοχή έλξης τους µπορεί να είναι περιορι-
σµένη, οπότε η ύπαρξη ενός ευσταθούς σηµείου ισορροπίας δεν εγγυάται και την ευστά-
θεια του συστήµατος.

Στις περισσότερες περιπτώσεις, στα µη-γραµµικά συστήµατα, µπορούµε να προσδιο-
ρίσουµε την ευστάθεια γύρω από ένα σηµείο ισορροπίας x̄ εξετάζοντας την ευστάθεια στο
αντίστοιχο γραµµικοποιηµένο σύστηµα.

Ορίζοντας

∆x = x− x̄ (6)

και κρατώντας µόνο τους όρους πρώτης τάξης από το ανάπτυγµα της f σε σειρά Taylor
γύρω από το x̄, τότε καταλήγουµε στο ακόλουθο γραµµικό σύστηµα:

∆ẋ = J∆x (7)

όπου ο πίνακας J αποτελεί τον Ιακωβιανό πίνακα της f ως προς το x επί του x̄ και ορί-
ζεται ως:

J =
∂f

∂x

∣∣∣∣
x=x̄

= fx(x̄) (8)

Η ευστάθεια του σηµείου ισορροπίας x̄ καθορίζεται από την ευστάθεια του γραµµικο-
ποιηµένου συστήµατος βάσει των ιδιοτιµών του ιακωβιανού πίνακα J , όπως προηγουµέ-
νως. Πιο συγκεκριµένα:

• Εάν όλες οι ιδιοτιµές της fx έχουν αρνητικό πραγµατικό µέρος, τότε το σηµείο ισορ-
ροπίας x είναι ασυµπτωτικά ευσταθές.
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• Εάν, τουλάχιστον µία ιδιοτιµή της ιακωβιανής του γραµµικοποιηµένου συστήµατος
έχει θετικό πραγµατικό µέρος, τότε το σηµείο ισορροπίας x είναι ασταθές.

Ιδιοτιµές, ιδιοδιανύσµατα και πολλαπλότητες

Μέχρι στιγµής, έχουµε δείξει ότι το γραµµικοποιηµένο σύστηµα (7) µπορεί να παρέ-
χει χρήσιµες πληροφορίες, όσον αφορά την ευστάθεια των σηµείων ισορροπίας του µη-
γραµµικού συστήµατος (2). Παρακάτω, θα δούµε πως τα ιδιοδιανύσµατα του γραµµικο-
ποηµένου συστήµατος µπορούν να γενικευθούν και για την µη-γραµµική περίπτωση.

Είναι γνωστό ότι η απόκριση του γραµµικού συστήµατος (5) για οποιαδήποτε αρχική
συνθήκη, µπορεί να εκφραστεί µε όρους του δεξιού (v) και του αριστερού (w) ιδιοδιανύ-
σµατος του πίνακα κατάστασης Α. Τα ιδιοδιανύσµατα αυτά ικανοποιούν τις σχέσεις:

Avi = λivi i = 1, ..., n

wT
i A = λiwT

i i = 1, ..., n
(9)

Για απλούστευση, θεωρούµε ότι το γραµµικοποιηµένο σύστηµα έχει n ιδιοτιµές, διά-
φορες µεταξύ τους, τέτοιες ώστε για διαφορετικές ιδιοτιµές, το δεξιό και αριστερό ιδιοδιά-
νυσµα να είναι ορθογώνια µεταξύ τους:

wT
i vi = 0 i ̸= j (10)

Η απόκριση του γραµµικού συστήµατος για αρχική συνθήκη x0, δίνεται:

x(t) =
n∑

i=1

eλitviwT
i x0 (11)

Θεωρώντας, τώρα, µια αρχική συνθήκη x0, συγγραµµική µε το δεξιό ιδιοδιάνυσµα vi,
(x0 = αvi, α ∈ R) και αντικαθιστώντας την στη σχέση (11), µε χρήση της (10), θα πά-
ρουµε:

x(t) = αeλit(wT
i vi)vi = bvi, b ∈ R (12)

Η σχέση (12) υποδηλώνει την αναλλοίωτη ιδιότητα του δεξιού ιδιοδιανύσµατος. Επι-
πλέον, αν η ιδιοτιµή λi έχει αρνητικό πραγµατικό µέρος, τότε η τροχιά x(t) που δίνεται
από τη σχέση (12) προσεγγίζει το σηµείο ισορροπίας, στην αρχή, αφού ο όρος eλit τείνει
στο µηδέν, καθώς t → ∞. Αντίστοιχα, αν η ιδιοτιµή λi έχει θετικό πραγµατικό µέρος, τότε
η αντίστροφη τροχιά x(t) ξεκινάει από το σηµείο ισορροπίας (για t → −∞).

Όλοι οι υπόχωροι που παράγονται από έναν αριθµό (δεξιών) ιδιοδιανυσµάτων έχουν
την ίδια αναλλοίωτη ιδιότητα. Συγκεκριµένα, ο υπόχωρος που παράγεται από όλα τα ιδιο-
διανύσµατα που αντιστοιχούν σε ιδιοτιµές µε αρνητικά πραγµατικά µέρη, σχηµατίζει τον
ευσταθή ιδιοχώρο του γραµµικοποιηµένου συστήµατος. Όλες οι τροχές σε αυτόν τον υπό-
χωρο προσεγγίζουν την αρχή, καθώς t → ∞. Ο υπόχωρος που παράγεται από τα ιδιο-
διανύσµατα που αντιστοιχούν σε ιδιοτιµές µε θετικά πραγµατικά µέρη, σχηµατίζει τον
ασταθή ιδιοχώρο. Όλες οι τροχές σε αυτόν τον υπόχωρο προσεγγίζουν ξεκινούν την αρχή
και αποµακρύνονται καθώς t → ∞. Τέλος, ο υπόχωρος που παράγεται από τα ιδιοδια-
νύσµατα που αντιστοιχούν σε ιδιοτιµές µε µηδενικά πραγµατικά µέρη, σχηµατίζει τον
κεντρικό ιδιοχώρο [40].
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Σε ένα µη-γραµµικό σύστηµα η αναλλοίωτη ιδιότητα των ιδιοδιανυσµάτων και των
ιδιοχώρων µεταφέρεται στο χώρο των φάεων στις αναλλοίωτες πολλαπλότητες ίδιας διά-
στασης.Με τον όρο πολλαπλότητα εννοούµε µία λεία καµπύλη γραµµή, επιφάνεια ή υπε-
ρεπιφάνεια, χωρίς ιδιόµορφα σηµεία. Η αναλλοίωτη πολλαπλότητα είναι ένας υπόχωρος
του χώρου των φάσεων, τέτοιος, ώστε κάθε τροχιά που ξεκινάει από την πολλαπλότητα,
να παραµένει σε αυτόν, συνεχώς.

Ο ευσταθής, ο ασταθής και ο κεντρικός ιδιοχώρος του γραµµικοποιηµένου συστήµατος
γύρω από ένα σηµείο ισορροπίας αντιστοιχούν στην ευσταθή, την ασταθή και τη κεντρική
πολλαπλότητα του µη-γραµµικού συστήµατος. Ακριβώς, όπως στην περίπτωση του ευ-
σταθούς ιδιοχώρου, όλες οι τροχιές µε αρχικές συνθήκες πάνω στην ευσταθή πολλαπλό-
τητα, παραµένουν στην πολλαπλότητα, συνεχώς και, προσεγγίζουν το σηµείο ισορροπίας
καθώς t → ∞. Οµοίως, όλες οι αντίστροφες τροχιές πάνω στην ασταθή πολλαπλότητα
ξεκινάν από το σηµείο ισορροπίας, δηλαδή, το πλησιάζουν καθώς t → −∞. Κοντά στο
σηµείο ισορροπίας οι τοπικές πολλαπλότητες εφάπτονται στους αντίστοιχους ιδιοχώρους
του γραµµικοποιηµένου συστήµατος.

Οι πολλαπλότητες µπορούν είτε να διαφεύγουν στο άπειρο είτε να ενώνονται οµαλά
(µια ευσταθής και µία ασταθής), είτε να οδηγούνται σε διαφορετικούς τόπους, είτε να τέ-
µνονται. Στην τελευταία περίπτωση, µια πολλαπλότητα δεν µπορεί να τέµνει τον εαυτό
της, ούτε και µία πολλαπλότητα ίδιας ευστάθειας, άλλου σταθερού σηµείου. Έτσι, µια
πολλαπλότητα µπορεί να τέµνει µόνο µία αντίθετης ευστάθειας πολλαπλότητα.

Όταν η ευσταθής πολλαπλότητα τέµνει την ασταθή πολλαπλότητα του ίδιου σταθε-
ρού σηµείου, τότε το σηµείο τοµής ονοµάζεται οµοκλινικό σηµείο. Όταν η ευσταθής πολλα-
πλότητα τέµνει την ασταθή πολλαπλότητα διαφορετικού σταθερού σηµείου, τότε το ση-
µείο τοµής ονοµάζεται ετεροκλινικό σηµείο. Όπως θα αναφέρουµε και παρακάτω, ύπαρξη
οµοκλινικών σηµείων συνεπάγεται την εµφάνιση χάους στη γειτονιά στο σταθερού ση-
µείου.

Είδη σηµείων ισορροπίας

Τα ασυµπτωτικά ευσταθή σηµεία ισορροπίας ενός µη γραµµικού συστήµατος ονοµά-
ζονται καταβόθρες ή ευσταθείς κόµβοι . Αν όλες οι ιδιοτιµές έχουν θετικό πραγµατικό µέ-
ρος, τότε τα ασταθή σηµεία ισορροπίας καλούνται πηγές ή ασταθείς κόµβοι. Αν κάποιες
ιδιοτιµές έχουν θετικό πραγµατικό µέρος και όλες οι υπόλοιπες έχουν αρνητικά πραγµα-
τικά µέρη, τότε τα ασταθή σηµεία ισορροπίας ονοµάζονται σαγµατικά σηµεία.

Σηµείωση Ηγραµµικοποίηση δεν παρέχει καµία πληροφορία για την ευστάθεια ενός ση-
µείου ισορροπίας, όταν για το οποίο ο αντίστοιχος ιακωβιανός πίνακας έχει µία ή περισ-
σότερες ιδιοτιµές µε µηδενικό πραγµατικό µέρος.

Σχήµα 2: Είδη σηµείων ισορροπίας.
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Η ευστάθεια ενός τέτοιου σηµείου (ιδιοτιµές µε µηδενικό πραγµατικό µέρος) προσδιο-
ρίζεται χρησιµοποιώντας τον ορισµό της ευστάθειας: Αν για κάθε περιοχή κοντά στο ση-
µείο ισορροπίας x̄ = 0 υπάρχουν αρχικές συνθήκες για τις οποίες οι τροχιές του συστήµα-
τος δεν είναι φραγµένες, τότε το σηµείο ισορροπίας είναι ασταθές. Αυτό το συγκεκριµένο
είδος σηµείου ισορροπίας ονοµάζεται σαγµατικός κόµβος.

Για συστήµαταπρώτης τάξης, τα τρία είδη σηµείων ισορροπίαςφαίνονται στο Σχήµα 2.
Ο χώρος των φάσεων είναι η ευθεία γραµµή, ενώ, τα βέλη δείχνουν την κατεύθυνση των
τροχιών [40]. Σε συστήµατα πολλαπλών µεταβλητών, ένας σαγµατικός κόµβος χαρακτη-
ρίζεται από τον Ιακωβιανό πίνακα, ο οποίος έχει µία µηδενική ιδιοτιµή. Κοντά στο σαγ-
µατικό κόµβο υπάρχει µία κατεύθυνση στον χώρο των φάσεων, κατά µήκος της οποίας οι
τροχιές συµπεριφέρονται όπως φαίνεται στο Σχήµα 2(γ). Δηλαδή, από τη µια πλευρά του
σηµείου ισορροπίας να συγκλίνουν σε αυτόν, ενώ από την άλλη µεριά να αποκλίνουν.

Ένα άλλο ιδιαίτερο είδος σηµείου ισορροπίας είναι το κέντρο. Το κέντρο είναι ένα ση-
µείο ισορροπίας, το γραµµικοποιηµένο σύστηµα του οποίου χαρακτηρίζεται από ένα ζεύ-
γος συζυγών µιγαδικών ιδιοτιµών µε µηδενικό πραγµατικό µέρος. Συνεπώς, υπό την επί-
δραση του φανταστικού µέρους των ιδιοτιµών αυτών, όλες οι τροχιές σε µια περιοχή γύρω
από αυτό είναι περιοδικές.

Γενικά, σε δυναµικά συστήµατα προβληµάτων µηχανικής κάποιος πρέπει να εξετάσει
ένας µεγάλο εύρος από σηµεία, κάποια από τα οποία µπορεί να είναι ευσταθή, ενώ, κά-
ποια άλλα ασταθή. Είναι, λοιπόν, αναπόφευκτο η ιδιαίτερη περίπτωση του σαγµατικού
κόµβου να υφίσταται ενδιάµεσα στις περιπτώσεις ευστάθειας και αστάθειας.

Για την περίπτωση του οριακού κύκλου, ο ορισµός της ευστάθειας είναι ανάλογος µε
αυτόν του σηµείου ισορροπίας:

• Ένας οριακός κύκλος είναι ασυµπτωτικά ευσταθής, εάν όλες οι τροχιές που ξεκινάνε
κοντά στον οριακό κύκλο πλησιάζουν σε αυτόν καθώς αυξάνεται ο χρόνος.

• Ένας οριακός κύκλος είναι ασταθής, εάν υπάρχουν τροχιές που ξεκινάνε κοντά στον
οριακό κύκλο, οι οποίες αποµακρύνονται από αυτόν καθώς αυξάνεται ο χρόνος.

Σχήµα 3: Ταλαντωτής Van der Pol. Παράδειγµα ευσταθούς οριακού κύκλου.

9



Παράδειγµα ευσταθούς οριακού κύκλου

Μπορεί εύκολα να δειχθεί, χρησιµοποιώντας αριθµητική προσοµοίωση, ότι όλες οι τρο-
χιές που ξεκινάνε κοντά σε ένα ασταθές σηµείο ισορροπίας, τελικά, καταλήγουν σε µία
περιοδική ταλάντωση, η οποία φαίνεται στο Σχήµα 3 στο χώρο των φάσεων σαν µια κλει-
στή καµπύλη. Αφού η περιοδική λύση είναι αποµονωµένη, τότε, είναι οριακός κύκλος.
Όπως φαίνεται και στο σχήµα, όλες οι τροχιές που ξεκινάνε είτε εξωτερικά, είτε εσωτε-
ρικά του οριακού κύκλου προσεγγίζουν την περιοδική λύση. Συνεπώς, ο οριακός κύκλος
είναι ασυµπτωτικά ευσταθής.

Παράδειγµα ασταθούς οριακού κύκλου

Σε αυτήν την περίπτωση το σύστηµα έχει ένα σηµείο ισορροπίας στην αρχή των αξό-
νων. Οι τροχιές που ξεκινάνε από αρχικές συνθήκες µικρότερες από τις αρχικές συνθήκες
του σηµείου xcr συγκλίνουν σπειροειδώς προς το σηµείο ισορροπίας, ενώ, οι τροχιές των
λύσεων µε αρχικές συνθήκες µεγαλύτερες αυτών του κρίσιµου σηµείου xcr αποκλίνουν.
Όπως φαίνεται στο Σχήµα 4, από τις δύο τροχιές (µε διακεκοµµένη γραµµή) που ξεκινάνε
κοντάστο κρίσιµο σηµείο, η µία συγκλίνει στο σηµείο ισορροπίας και η άλληπουβρίσκεται
λίγο πιο µακριά από το κρίσιµο σηµείο αποκλίνει και απειρίζεται. Μεταξύ των δύο αυτών
τροχιών µπορούµε να αναγνωρίσουµε έναν ασταθή οριακό κύκλο, ο οποίος φαίνεται µε
µαύρη έντονη γραµµή. Ο οριακός κύκλος διαχωρίζει τον χώρο τωνφάσεων σε δύο µέρη. Το
εσωτερικό του οριακού κύκλου αποτελεί την περιοχή έλξης του σηµείου ισορροπίας και ο
ίδιος ο κύκλος αποτελεί το σύνορο της περιοχής έλξης. Κάθε τροχιά που ξεκινάει από τον
οριακό κύκλο παραµένει σε αυτόν συνέχεια. Τέλος, όλος ο υπόλοιπος χώρος των φάσεων
αποτελεί την ασταθή πολλαπλότητα.

Σχήµα 4: Παράδειγµα ασταθούς οριακού κύκλου.
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Θεωρία Διακλαδώσεων

Όπως έχουµε δει µέχρι τώρα, η δυναµική των διανυσµατικών πεδίων είναι αρκετά
περιορισµένη: όλες οι λύσεις είτε συγκλίνουν στα σηµεία ισορροπίας, είτε απειρίζονται.
Όµως, το ενδιαφέρον µε τα δυναµικά συστήµατα είναι η εξάρτησή τους από τις παραµέ-
τρους. Η ποιοτική δοµή της ροής µπορεί να αλλάξει καθώς οι παράµετροι µεταβάλλονται.
Συγκεκριµένα [37], σταθερά σηµεία µπορεί να δηµιουργηθούν ή να εξαφανιστούν, ή µπο-
ρεί να αλλάξει η ευστάθειά τους. Αυτές οι ποιοτικές αλλαγές στη δυναµική ονοµάζονται
διακλαδώσεις και οι τιµές των παραµέτρων, στις οποίες υφίστανται διακλαδώσεις ονοµά-
ζονται σηµεία διακλάδωσης.

Η θεωρία διακλαδώσεων εξετάζει πότε ένα µη γραµµικό σύστηµα το οποίο περιγρά-
φεται από διαφορικές εξισώσεις ή από σύστηµα διαφορικών και αλγεβρικών εξισώσεων
αλλάζει ριζικά την ποιοτική δοµή και συµπεριφορά του για σχετικά µικρή µεταβολή των
παραµέτρων του [41, 42].

Οι διακλαδώσεις αποτελούν ένα σηµαντικό µέρος της επιστήµης, διότι παρέχουν µο-
ντέλα για τις µεταβάσεις και τις αστάθειες των συστηµάτων, καθώς οι παράµετροι µετα-
βάλλονται. Συνεπώς, µπορούµε να ξεκινήσουµε να περιγράφουµε τους τρόπους µε τους
οποίους ταλαντώσεις µπορεί να ξεκινούν και να σταµατούν.

Τον όρο διακλάδωση, αρχικά, τον χρησιµοποίησε ο Poincare για να περιγράψει το δια-
χωρισµό των σηµείων ισορροπίας σε µια οικογένεια διαφορικών εξισώσεων. Ο όρος αυτός
προέρχεται από το γεγονός του ότι διαφορετικοί κλάδοι σηµείων ισορροπίας τέµνονται
µεταξύ τους, εξού και η ονοµασία ’διακλάδωση’.

Αν θεωρήσουµε το σύστηµα της Εξ. (2), τότε, τα σηµεία ισορροπίας του συστήµατος για
τις διάφορες τιµές των παραµέτρων µ, δίνονται από τις λύσεις της Εξ. (3), η οποία µπορεί
να γραφτεί και ως

f(x̄,µ) = fµ(x̄) = 0 (13)

Καθώς τοµµεταβάλλεται, το θεώρηµα των πεπλεγµένων συναρτήσεων³ συνεπάγεται
ότι αυτά τα σηµεία ισορροπίας περιγράφονται από οµαλές συναρτήσεις του µ µακριά από
αυτά. Στα σηµεία αυτά η ιακωβιανή έχει µηδενική ιδιοτιµή. Συνεπώς, σε τέτοια σηµεία η
Ιακωβιανή είναι ιδιόµορφη, οπότε το θεώρηµα πεπλεγµένων συναρτήσεων δεν µπορεί να

³Θεώρηµα Πεπλεγµένων Συναρτήσεων: Έστω F (x, y) µια C1−συνάρτηση ορισµένη σε ένα ανοιχτό σύ-
νολο S ⊆ R2, (x0, y0) ∈ S. Υποθέτουµε ότι

(i) F (x0, y0) = 0 και

(ii) Fy(x0, y0) ̸= 0.

Τότε, υπάρχουν δ1 > 0, δ2 > 0 τέτοια ώστε στο ορθογώνιο R = {(x, y), |x − x0| ≤ δ1, |y − y0| ≤ δ2} ⊆ S να
ισχύουν τα ακόλουθα:

(αʹ) ∀x ∈ (x0 − δ1, x0 + δ1) ∃!y ∈ (y0 − δ2, y0 + δ2) τέτοιο ώστε

F (x, y) = 0

Κατά συνέπεια, υπάρχει καλώς ορισµένη y = f(x) που ικανοποιεί

F (x, f(x)) = 0, x ∈ (x0 − δ1, x0 + δ1).

(βʹ) Έστω y = f(x) η µοναδική συνάρτηση που ορίζεται στο (αʹ), τότε η συνάρτηση f : (x0 − δ1, x0 + δ1) →
(y0 − δ2, y0 + δ2) είναι συνεχής µε συνεχή παράγωγο και ικανοποιεί τη σχέση

f ′(x) = −Fx(x, f(x))

Fy(x, f(x))
.
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εφαρµοστεί. Το γράφηµα κάθε µίας από αυτές τις συναρτήσεις αποτελεί έναν κλάδο ισορ-
ροπίας της Εξ. (2). Σε ένα σηµείο ισορροπίας (x0,µ0), όπου η Ιακωβιανή έχει µια µηδενική
ιδιοτιµή, µπορεί να εµφανιστούν πολλοί κλάδοι ισορροπίας, οπότε, όπως αναφέραµε και
πριν, το σηµείο (x0,µ0) αποτελεί ένα σηµείο διακλάδωσης.

Σε ευρύτερο πλαίσιο, ο ορισµός της διακλάδωσης περιέχει την έννοια της τοπολογι-
κής ισοδυναµίας. Δηλαδή, παράγονται µεταβολές στην τοπολογική δοµή µιας ροής, ενώ
υπάρχουν πολλά άλλα είδη µεταβολών οι οποίες υφίστανται σε τοπολογικά ισοδύναµες
κλάσεις ροών. Αν το πορτραίτο των φάσεων αλλάζει την τοπολογική δοµή του καθώς µία
παράµετρος µεταβάλλεται, τότε, λέµε ότι έχει συµβεί µία διακλάδωση. Τέτοια παραδείγ-
µατα περιλαµβάνουν µεταβολή στα παρακάτω ποιοτικά χαρακτηριστικά του συστήµα-
τος:

1. στο πλήθος των σηµείων ισορροπίας

2. στο πλήθος των οριακών κύκλων

3. στην ευστάθεια των σηµείων ισορροπίας ή των οριακών κύκλων

4. στην περίοδο των περιοδικών λύσεων

5. στις κλειστές τροχιές, γενικά ή σε ταυτίσεις σαγµατικών σηµείων

Ο χαρακτηρισµός των διακλαδώσεων είναι ένα από τα µεγαλύτερα επιτεύγµατα της
θεωρίας των δυναµικών συστηµάτων. Η θεωρία διακλαδώσεων παρέχει τη βάση για την
ερµηνεία των παρατηρούµενων ποιοτικών αλλαγών των ελκυστών και άλλων οριακών
καταστάσεων των δυναµικών συστηµάτων. Οι διακλαδώσεις κατατάσσονται σε δύο κα-
τηγορίες. Στις τοπικές διακλαδώσεις, όπου µεταβάλλεται η ποιοτική συµπεριφορά του συ-
στήµατος σε ’σχετικά µικρή’ περιοχή γύρω από τα σηµεία ισορροπίας και στις ολικές δια-
κλαδώσεις, όπου µεταβάλλεται η ποιοτική συµπεριφορά του συστήµατος συνολικά, στο
χώρο των φάσεων.

Στις επόµενες ενότητες αναφέρονται τρεις από τις πιο συνηθισµένες κατηγορίες δια-
κλαδώσεων.

Διακλάδωση σαγµατικού κόµβου

Ας θεωρήσουµε το σύστηµα διαφορικών εξισώσεων της µορφής της Εξ. (2) µε σηµείο
ισορροπίας αυτό της Εξ. (13). Διακλάδωση σαγµατικού κόµβου έχουµε όταν σε ένα σηµείο
συναντιόνται δύο κλάδοι ισορροπίας. Στη διακλάδωση αυτή το σηµείο ισορροπίας γίνεται
σαγµατικός κόµβος, όπως λέει και το όνοµά του. Όπως αναφέραµε και προηγουµένως, σε
αυτό το σηµείο η ιακωβιανή του συστήµατος είναι ιδιόµορφη. Συνεπώς, οι απαραίτητες
συνθήκες για µία διακλάδωση σαγµατικού κόµβου δίνονται από την εξίσωση ισορροπίας
(13) και από την ακόλουθη συνθήκη ιδιοµορφίας:

det(fx(x̄,µ)) = 0 (14)

Δεν είναι, όµως, όλα τα σηµεία που ικανοποιούν αυτές τις απαραίτητες συνθήκες ση-
µεία διακλάδωσης σαγµατικού κόµβου. Για να φανεί η φύση των ικανών συνθηκών, θεω-
ρούµε ένα βαθµωτό σύστηµα. Για ένα τέτοιο σύστηµα οι ικανές συνθήκες για διακλάδωση
σαγµατικού κόµβου είναι:
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f(x̄, µ) = 0 (15αʹ)
∂f

∂x
= 0 (15βʹ)

∂f

∂µ
̸= 0 (15γʹ)

∂2f

∂x2
̸= 0 (15δʹ)

Οι συνθήκες (15γʹ) και (15δʹ) συνήθως καλούνται συνθήκες εγκαρσιότητας. Η πρώτη
(15γʹ) εξασφαλίζει την ύπαρξη µιας οµαλής τοπικής συνάρτησης µ = h(x) στο σηµείο δια-
κλάδωσης (µ0, x̄0). Γεωµετρικά, αυτό σηµαίνει ότι ευσταθής πολλαπλότητα (15αʹ) τέµνει
την ευθεία x = x̄0 κάθετα.Η τελευταίασυνθήκη (15δʹ) συνεπάγεται ότι η ευσταθήςπολλα-
πλότητα παραµένει τοπικά στη µία µεριά της ευθείας µ = µ0. Γενικά, για ένα µη-γραµµικό
σύστηµα πρώτου βαθµού:

Στη διακλάδωση σαγµατικού κόµβου δύο σηµεία ισορροπίας, ένα ευσταθές και
ένα ασταθές, συγχωνεύονται και αφανίζονται.

Βλέποντάς το διαφορετικά, αν η παράµετρος µ γίνει µεγαλύτερη από την τιµή µ0 και µειω-
θεί σιγά σιγά, τότε, στο σηµείο διακλάδωσης θα εµφανιστούν ταυτόχρονα δύο σηµεία
ισορροπίας, ένα ευσταθές και ένα ασταθές. Αυτή η ιδιότητα µπορεί να γενικευθεί για συ-
στήµατα µε πολλαπλές µεταβλητές:

Στη διακλάδωση σαγµατικού κόµβου δύο σηµεία ισορροπίας συγχωνεύονται
και αφανίζονται -(ή εµφανίζονται ταυτόχρονα), όπως φαίνεται και στο Σχ. 5).
Το ένα από τα σηµεία ισορροπίας (x(2))έχει ιδιοτιµή µε θετικό πραγµατικό µέ-
ρος, ενώ το άλλο (x(1)) έχει ιδιοτιµή µε αρνητικό πραγµατικό µέρος, µε αποτέ-
λεσµα και τα δύο να µηδενίζονται στη διακλάδωση.

Σχήµα 5: Διακλάδωση σαγµατικού κόµβου.
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Αν όλες οι υπόλοιπες ιδιοτιµές του συστήµατος αυτού (εκτός αυτής που µηδενίζεται
στη διακλάδωση) έχουν αρνητικά πραγµατικά µέρη, ο κλάδος (g(1)(µ)) του σηµείου ισορ-
ροπίας (x(1)) είναι ευσταθής και ο (g(2)(µ)) που φαίνεται µε διακεκοµµένη γραµµή , αστα-
θής.

Σε συστήµατα µε πολλαπλές µεταβλητές, η διακλάδωση σαγµατικού κόµβου είναι ένα
σηµείο ισορροπίας µε µηδενική ιδιοτιµή και ικανοποιεί τις συνθήκες εγκαρσιότητας [43]. Η
κεντρική πολλαπλότητα του σαγµατικού κόµβου είναι µια καµπύλη στο n-διάστατο χώρο
των φάσεων που εφάπτεται στο δεξί ιδιοδιάνυσµα της µηδενικής ιδιοτιµής. Η κεντρική
πολλαπλότητα αποτελείται από µία ευσταθή και µία ασταθή πολλαπλότητα, οι οποίες
διαχωρίζονται από ένα σηµείο ισορροπίας, όπως φαίνεται και στο Σχ. 2(γ).

Διακλάδωση Hopf-Andronov

Μέχρι τώρα είδαµε ότι µία διακλάδωση σαγµατικού κόµβου χαρακτηρίζεται από µία
µηδενική ιδιοτιµή και ότι η απόκριση του συστήµατος στον σαγµατικό κόµβο είναι µονό-
τονη και η διακλάδωση συνοδεύεται από τροχιές που είναι απεριοδικές. Τώρα, θα συζητή-
σουµε για την εµφάνιση ταλαντευόµενης αστάθειας. Ένα σηµείο ευσταθούς ισορροπίας
µπορεί να µετατραπεί σε ασταθές αν ακολουθήσει µια µεταβολή της παραµέτρου του συ-
στήµατος, η οποία αναγκάζει ένα ζεύγος µιγαδικών ιδιοτιµών του γραµµικοποιηµένου
συστήµατος να περάσουν τον άξονα του φανταστικού µέρους στο µιγαδικό επίπεδο. Δη-
λαδή, όταν µηδενίζεται το πραγµατικό τους µέρος και στη συνέχεια αλλάξει πρόσηµο.
Αυτού του είδους η ταλαντευόµενη αστάθεια συνδέεται στα µη-γραµµικά συστήµατα µε
τη διακλάδωση Hopf-Andronov.

Οι αναγκαίες συνθήκες για την ύπαρξη διακλάδωσης Hopf-Andronov είναι οι εξής
τρεις:

1. Έστω ότι η διακλάδωση εµφανίζεται σε µία τιµήµ∗ της παραµέτρου του συστήµατος.
Αφού αποτελεί λύση του συστήµατος (2), τότε θα ισχύει η Εξ. (13):

f(x̄,µ∗) = 0

2. Η ιακωβιανή τουσυστήµατος έχει ένα ζεύγοςφανταστικών ιδιοτιµώνλ1,2 = λ(µ∗)1,2 =
±ib, b ∈ R, και καµία άλλη ιδιοτιµή µε πραγµατικό µέρος µηδέν.

3. Ισχύει η σχέση
∂Re [λ(µ∗)]

∂µ
̸= 0

Τότε, όπως θα δούµε και στη συνέχεια, γεννιέται ένας κλάδος οριακών κύκλων, ο οποίος
έχει αρχική περίοδο T = 2π/b.

Σηµείωση Τα περισσότερα σηµεία ισορροπίας µε καθαρά φανταστικές ιδιοτιµές θα εί-
ναι σηµεία διακλάδωσηςHopf-Andronov, αλλά, όµοια µε την περίπτωση της διακλάδωσης
σαγµατικού κόµβου, µπορεί να υπάρχουν ιδιαίτερες περιπτώσεις, για τις οποίες το πραγ-
µατικό µέρος του κρίσιµου ζεύγους ιδιοτιµών να µην αλλάζει πρόσηµο µετά τη µηδένισή
του. Αυτά τα σηµεία δεν είναι σηµεία διακλάδωσης Hopf-Andronov. Επίσης, διακλαδώ-
σεις Hopf-Andronov µπορούν να υφίστανται σε χώρους φάσεων οποιασδήποτε διάστασης
n ≥ 2.
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Ενώ στη διακλάδωση σαγµατικού κόµβου η περιοχή έλξης του ευσταθούς κλάδου συρ-
ρικνώνεται λόγω του ότι πλησιάζει στον ασταθή, ώσπου, τελικά, χάνεται όταν οι δύο κλά-
δοι συγχωνεύονται, στη διακλάδωση Hopf-Andronov η ευστάθεια ενός σηµείου ισορρο-
πίας χάνεται µέσω της αλληλεπίδρασής της µε έναν οριακό κύκλο. Έτσι, υπάρχουν δύο
είδη διακλάδωσης Hopf-Andronov, οι οποίες εξαρτώνται από τη φύση αυτής της αλληλε-
πίδρασης:

• Υπερκρίσιµη Διακλάδωση Hopf-Andronov. Καθώς µεταβάλλονται οι παράµετροι
του συστήµατος, ένας ευσταθής οριακός κύκλος δηµιουργείται στη διακλάδωση και
ένασηµείο ευσταθούς ισορροπίαςµετατρέπεται σε ασταθές το οποίοπροκαλεί ταλα-
ντώσεις µεσυνεχώςαυξανόµενοπλάτος ταλάντωσης.Οι ταλαντώσεις αυτές, τελικά,
ελκύονται από τον ευσταθή οριακό κύκλο, µε αποτέλεσµα ο δεύτερος να αυξάνει σε
πλάτος.

• Υποκρίσιµη Διακλάδωση Hopf-Andronov. Καθώς µεταβάλλονται οι παράµετροι
του συστήµατος, ένας ασταθής οριακός κύκλος, ο οποίος υπήρχε πριν τη διακλά-
δωση, συρρικνώνεται και, τελικά, εξαφανίζεται, καθώς συγχωνεύεται µε το σηµείο
ευσταθούς ισορροπίας που περιέβαλε,στη διακλάδωση. Μετά τη διακλάδωση, το ση-
µείο ισορροπίας γίνεται ασταθές, µε αποτέλεσµα λύσεις που υπήρχαν κοντά στη
διακλάδωση να αναγκάζονται σε ταλαντώσεις µε συνεχώς αυξανόµενο πλάτος τα-
λάντωσης.

Ο τύπος αυτός της υποκρίσιµης διακλάδωσης είναι πιο ”δραµατικός” και δυνητικά πιο
επικίνδυνος σε εφαρµογές µηχανικής. Μετά από αυτή τη διακλάδωση, οι τροχιές πρέπει
να µεταπηδήσουν σε κάποιον αποµακρυσµένο ελκυστή, ο οποίος µπορεί να είναι ένα στα-
θερό σηµείο, ένας άλλος οριακός κύκλος, το άπειρο, ή, στην περίπτωση τριών ή περισσότε-
ρων διαστάσεων, ένας χαοτικός ελκυστής [37]. Περιπτώσεις υποκρίσιµων διακλαδώσεων
Hopf-Andronov εµφανίζονται στη δυναµική των νευρικών κυττάρων [44], στον αεροελα-
στικό πτερυγισµό και σε άλλες δονήσεις των πτερυγίων αεροπλάνων [45–47].

Σηµείωση Στην περίπτωση της υποκρίσιµης διακλάδωσης, όταν οι λύσεις αναγκάζονται
σε ταλαντώσεις µε συνεχώς αυξανόµενο πλάτος ταλάντωσης, το σύστηµα θα έχει, τότε,
υποστεί υστέρηση: από τη στιγµή που έχουν ξεκινήσει ταλαντώσεις µε µεγάλο πλάτος,
δεν µπορούν να σταµατήσουν αν γυρίσουµε σε προηγούµενη τιµή της παραµέτρου του
συστήµατος. Για την ακρίβεια, οι µεγάλες ταλαντώσεις θα επιµείνουν µέχρις ότου ένας
ευσταθής και ένας ασταθής οριακός κύκλος συγκρουστούν και αφανιστούν. Αυτού του
είδους καταστροφής των οριακών κύκλων µεγάλου πλάτους υφίσταται µέσω ενός άλλου
τύπου διακλάδωσης, ο οποίος θα συζητηθεί στην επόµενη ενότητα.

Σχήµα 6: Υποκρίσιµη και υπερκρίσιµη διακλάδωση Hopf-Andronov.

15



Οι δύο τύποι της διακλάδωσης Hopf-Andronov παριστάνονται γραφικά στο Σχ. 6. Η
ευθεία γραµµή αντιστοιχεί σε σηµεία ισορροπίας, ενώ η καµπύλη αναπαριστά το πλάτος
του οριακού κύκλου. Οι έντονες γραµµές αντιστοιχούν σε ευσταθή σηµεία ισορροπίας (ή
οριακό κύκλο), ενώ η διακεκοµµένη γραµµή σε ασταθή σηµειά (ή οριακό κύκλο). Σε κάθε
γράφηµα, η τετµηµένη είναι η παράµετρος µ του συστήµατος και µ0 είναι η τιµή της δια-
κλάδωσης. Η τεταγµένη αναπαριστά το πλάτος του οριακού κύκλου.

Στο Σχ. 6(α) το πλάτος του ασταθούς οριακού κύκλου φαίνεται να µειώνεται, καθώς
η παράµετρος πλησιάζει την τιµή της διακλάδωσης. Στο σηµείο διακλάδωσης ο οριακός
κύκλος εξαφανίζεται και το σηµείο ισορροπίας µετατρέπεται από ευσταθές σε ασταθές.
Η περιοχή έλξης του ευσταθούς σηµείου ισορροπίας πριν τη διακλάδωση, φράσσεται από
την ευσταθή πολλαπλότητα του ασταθούς οριακού κύκλου. Οι τροχιές µετά τη διακλά-
δωση είναι µη φραγµένες. Αυτό το φαινόµενο ονοµάζεται σφοδρή απώλεια ευστάθειας
[48]. Η διακλάδωση ονοµάζεται υποκρίσιµη, διότι ο κλάδος του οριακού κύκλου που προ-
έρχεται από τη διακλάδωση κατευθύνεται προς τα αριστερά, δηλαδή, υφίσταται για µι-
κρότερες τιµές της παραµέτρου.

Η εξέλιξη της απόκρισης του συστήµατος είναι περίπου διαφορετική για την περί-
πτωση της υπερκρίσιµης διακλάδωσηςHopf-Andronov, η οποία απεικονίζεται στοΣχ. 6(β).
Πριν τη διακλάδωση δεν υπάρχει οριακός κύκλος που να φράσσει την περιοχή έλξης της
ευσταθούς λύσης. Ο οριακός κύκλος δηµιουργείται στο σηµείο διακλάδωσης και είναι ευ-
σταθής. Μετά τη διακλάδωση οι τροχιές που ξεκινούν κοντά στην ασταθή λύση ελκύονται
από την ευσταθή οριακό κύκλο, µε αποτέλεσµα οι οποιεσδήποτε ταλαντώσεις να είναι
φραγµένες. Αυτό το φαινόµενο ονοµάζεται ήπια απώλεια ευστάθειας [48]. Από µία γενική
σκοπιά, αυτού του είδους η διακλάδωση προκαλεί ελάχιστη µεταβολή, αρχικά. Πράγµατι,
πριν τη διακλάδωση οι τροχιές συγκλίνουν στα ευσταθή σηµεία ισορροπίας µε ελαφρώς
φθίνουσες, σταθερές ταλαντώσεις. Αµέσωςµετά τη διακλάδωση οι ίδιες τροχιές ελκύονται
από τον ευσταθή, µικρού πλάτους οριακό κύκλο.

Δοθέντος ότι µια διακλάδωση Hopf-Andronov υφίσταται, πώς µπορούµε να πούµε αν
είναι υπό ή υπέρ-κρίσιµη; Η γραµµικοποίηση δεν παρέχει κάποιον κανόνα διαχωρισµού:
και στις δύο περιπτώσεις, ένα ζεύγος ιδιοτιµών κινείται από το αριστερό στο δεξί ηµιεπί-
πεδο των µιγαδικών. Παρότι, υπάρχει ένα αναλυτικό κριτήριο, η χρήση του είναι αρκετά
δύσκολο να γίνει. Ο πιο γρήγορος τρόπος για µία τέτοια προσέγγιση είναι µε χρήση υπο-
λογιστή. Αν, για παράδειγµα, ένας οριακός κύκλος µε µικρή έλξη εµφανιστεί αµέσωςµετά
αφότου ένα σταθερό σηµείο γίνει ασταθές και, αν το πλάτος του αρχίσει να µηδενίζεται
καθώς η παράµετρος αντιστρέφεται, τότε η διακλάδωση είναι υπερκρίσιµη. Διαφορετικά,
είναι, πιθανότατα, υποκρίσιµη, οπότε, σε αυτή την περίπτωση, ο κοντινότερος ελκυστής
µπορεί να βρίσκεται µακριά από το σταθερό σηµείο και το σύστηµα να παρουσιάσει υστέ-
ρηση καθώς η παράµετρος αντιστρέφεται.

Διακλάδωση οµοκλινούς βρόγχου - Οµοκλινική Διακλάδωση

Υπάρχουν αρκετοί τρόποι µε τους οποίους οριακοί κύκλοι δηµιουργούνται και κατα-
στέφονται. Η διακλάδωσηHopf-Andronov είναι η πιο διαδεδοµένη, διότι οι υπόλοιποι είναι
πιο δύσκολο να ανιχνευτούν, αφού εµπλέκουν µεγάλες περιοχές του χώρου των φάσεων,
αντί για τη γειτονιά µόνο ενός απλού σταθερού σηµείου. Έτσι, λοιπόν, κατ’ αντιστοιχία
µε τις τοπικές διακλαδώσεις των προηγούµενων ενοτήτων, αυτές καλούνται ολικές δια-
κλαδώσεις, όπως είχαµε αναφέρει στην αρχή του κεφαλαίου.

Σε ένααπόαυτά τασενάρια [37], έχουµε ότι µέρος του οριακούκύκλου (κόκκινηγραµµή
στο Σχ. 7α) κινείται όλο και πιο κοντά σε ένα σαγµατικό κόµβο. Στο σηµείο της διακλάδω-
σης ο κύκλος εφάπτεται του σαγµατικού κόµβου και µετατρέπεται σε µία αποµονωµένη
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Σχήµα 7: Οµοκλινική διακλάδωση.

κλειστή καµπύλη που ονοµάζεται οµοκλινική διακλάδωση. Η διακλάδωση αυτή συµβαίνει
για µία κρίσιµη τιµή µcr της παραµέτρου του συστήµατος. Για τιµές µικρότερες από την
µcr ο οριακός κύκλος περνάει κοντά από τον σαγµατικό κόµβο και φράσσει την περιοχή
έλξης(Σχ. 7α,β). Καθώς το µ αυξάνεται, ο οριακός κύκλος ελκύεται(Σχ. 7γ,δ) και, τελικά,
στο µcr χτυπάει τον σαγµατικό κόµβο(Σχ. 7ε), µε αποτέλεσµα να δηµιουργηθεί η οµοκλι-
νική τροχιά. Για τιµές µεγαλύτερες του µcr η ένωση του σάγµατος σπάει και ο βρόγχος
καταστρέφεται(Σχ. 7στ).

Ας κοιτάξουµε το φαινόµενο από την αρχή, υποθέτοντας ότι ακόµα δεν υπάρχει ορια-
κός κύκλος κοντά στην περιοχή αυτή. Το κλειδί σε αυτού του είδους τη διακλάδωση είναι
η συµπεριφορά της ασταθούς πολλαπλότητας του ασταθούς σηµείου ισορροπίας (σαγ-
µατικού κόµβου): ο ένας κλάδος της ασταθούς πολλαπλότητας του σαγµατικού κόµβου
ταυτίζεται µε έναν κλάδο ευσταθούς πολλαπλότητάς του. Τότε, δηµιουργείται ο οµοκλι-
νικός βρόγχος, ο οποίος περνάει από το σαγµατικό κόµβο. Αυτός ο βρόγχος που αποτε-
λείται από τις πολλαπλότητες του σαγµατικού κόµβου, φράσσει την περιοχή έλξης του
ευσταθούς σηµείου ισορροπίας.

Κατά τη διάρκεια αυτής της διακλάδωσης δηµιουργείται ένας ασταθής οριακός κύκλος,
ο οποίος, φράσσει την περιοχή έλξης του ευσταθούς κόµβου. Με περαιτέρω αύξηση της
παραµέτρου, η ένωση του σάγµατος θα σπάσει, ο βρόγχος θα καταστραφεί και ο οριακός
κύκλος θα αρχίσει να συρρικνώνεται και να πλησιάζει το ευσταθές σηµείο ισορροπίας, µέ-
χρι ότου ο κύκλος να ταυτιστεί µε το ευσταθές σηµείο ισορροπίας που περιέβαλε(Σχ. 7στ).

Παρατήρηση Σε αυτήν την περίπτωση, όπως είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, όταν
ο οριακός κύκλος ταυτιστεί µε το ευσταθές σηµείο ισορροπίας το οποίο περιέβαλε, τότε
θα δηµιουργήσει, µε την εξαφάνισή του, ένα ασταθές σηµείο ισορροπίας. Αυτό το φαινό-
µενο είναι η περίπτωση της υποκρίσιµης διακλάδωσης Hopf-Andronov που περιγράψαµε
παραπάνω. Στην επόµενη ενότητα θα µιλήσουµε περαιτέρω για αυτή τη σχέση των δύο
διακλαδώσεων.

Για κάθε µία από τις διακλαδώσεις υπάρχουν χαρακτηριστικοί νόµοι κλιµάκωσης, οι
οποίοι διέπουν το πλάτος και την περίοδο του οριακού κύκλου, καθώς η διακλάδωση προ-
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σεγγίζεται. Για την περίπτωση της οµοκλινικής διακλάδωσης, η κλιµάκωση της περιόδου
καθορίζεται µε την εκτίµηση του χρόνου που χρειάζεται η τροχιά για να περάσει από τον
σαγµατικό κόµβο. Σε χώρους φάσεων µεγαλύτερης διάστασης, οι αντίστοιχες διακλαδώ-
σεις υπακούν στους ίδιους νόµους κλιµάκωσης:

1. Μπορεί να υφίστανται πολλές επιπλέον διακλαδώσεις ή οριακοί κύκλοι.

2. Η οµοκλινική διακλάδωση είναι πολύ πιο ευαίσθητη για να αναλυθεί. Συχνά, δη-
µιουργεί χαοτικές δυναµικές ως επακόλουθο [39, 40].

Εξετάζοντας την κλιµάκωση της περιόδου και του πλάτους των ταλαντώσεων κοντά
σε αυτή τη διακλάδωση, µπορούµε να πάρουµε πληροφορίες για τις δυναµικές του συστή-
µατος. Με αυτόν τον τρόπο, πιθανά µοντέλα µπορούν να προταθούν ή να απορριφθούν.

Σχέχη µεταξύ οµοκλινικής και υποκρίσιµης διακλάδωσης Hopf-Andronov

Όπως και παραπάνω, έχει παρατηρηθεί ότι υποκρίσιµες διακλαδώσειςHopf-Andronov
που εµφανίστηκαν, να συνοδεύονται από περιοδικές τροχιές, οι οποίες είναι σχεδόν οµο-
κλινικές.

Η Hopf-οµοκλινική διακλάδωση δεν συµβαίνει σε γενικές οικογένειες µιας µεταβλη-
τής. Παρόλ’ αυτά, τροχιές που προσεγγίζουν Hopf-οµοκλινικές διακλαδώσεις, φαίνεται
να έχουν παραχθεί από Hopf-Andronov διακλαδώσεις, ακόµα και σε περιπτώσεις που τα
συστήµατα δε βρίσκονται κοντά σε οµοκλινικές διακλαδώσεις. σε οικογένειες πολλαπλών
µεταβλητών. Εν ολίγοις, αυτό συµβαίνει από εγκάρσια ευστάθεια κατά µήκος της ευστα-
θούς πολλαπλότητας ενός σηµείου ισορροπίας, το οποίο έχει (ελαφρώς) ασταθή πολλα-
πλότητα που έχει δηµιουργηθεί από Hopf-Andronov διακλάδωση. Μεγάλες περιοχές του
χώρου των φάσεων προσελκύονται στην περιοχή της ευσταθούς πολλαπλότητας και κι-
νούνται παράλληλα µε την ευσταθή πολλαπλότητα κοντά στο σηµείο ισορροπίας, προτού
απωθηθούν κατά µήκος της ασταθούς πολλαπλότητας.

Όταν το σύστηµα βρίσκεται κοντά και σε οµοκλινική και Hopf-Andronov διακλάδωση,
είναι αναγκαίο να καθοριστούν περιοχές παραµέτρων που να καθορίζουν την επίδραση
της εκάστοτε επικρατούσας διακλάδωσης, ώστε η µελέτη του συστήµατος να γίνει µε την
αντίστοιχη κατάλληλη προσέγγιση, ώστε να να καθοριστούν οι ταλαντώσεις των τροχιών
µε µεγάλη περίοδο. Ένα σύστηµα πρέπει να βρίσκεται πολύ πιο κοντά σε µία οµοκλινική
διακλάδωση, παρά σε µία Hopf-Andronov, προκειµένου η οµοκλινικότητα να παίξει σηµα-
ντικό ρόλο στην αύξηση της περιόδου της περιοδικής τροχιάς.

Η σύµπτωση της Hopf-Andronov και της οµοκλινικής διακλάδωσης έχει αναλυθεί από
τους Hirsch και Knobloch [49] και, Bosch και Simo [50], αλλά η φαινοµενολογία στη δεύ-
τερη περίπτωση είναι σηµαντικά διαφορετική. Η περίπτωση της υποκρίσιµης διακλάδω-
σης, όπου το σηµείο ισορροπίας γεννάει τον ασταθή οριακό κύκλο, µελετήθηκε αρχικά,
από τον Belyakov [51] το 1974, ο οποίος απέδειξε ότι η οµοκλινική τροχιά ενός σηµείου
ισορροπίας διακλαδώνεται σε δύο οµοκλινικές τροχιές του γεννώµενου ασταθούς ορια-
κού κύκλου, καθώς αυτή διαβαίνει τη Hopf-Andronov διακλάδωση. Το 1995 οι Deng και
Sakamoto [52] επιβεβαίωσαν και επέκτειναν αυτήν την ανάλυση, ώστε να δώσουν µία πε-
ριγραφή της συµπεριφοράς του συστήµατος στη γειτονιά µιας δισδιάστατης παραµέτρου
για µία Hopf-µονοκλινική διακλάδωση. Έδωσαν µία εκτενή περιγραφή για την ύπαρξη
χαοτικών και οµοκλονικών τροχιών σε υποκρίσιµη Hopf-οµοκλινική διακλάδωση.

Η εµφάνιση των οµοκλινικών τροχιών που ξεκινούν ως συνέπεια υποκρίσιµης Hopf-
Andronov διακλάδωσης, συµβαίνουν επειδή µεγάλες περιοχές του χώρου των φάσεων
ενός συστήµατος που υποβάλλεται σε µία υποκρίσιµη Hopf-οµοκλινική διακλάδωση, ρέ-
ουν κοντά στην ευσταθή πολλαπλότητα του διακλαδιζόµενου σηµείου ισορροπίας. Αυτό
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το φαινόµενο είναι γενικό και εµφανίζεται σε πολλές εφαρµογές. Ο ελκυστής που εµφα-
νίζεται κατόπιν της υποκρίσιµης Hopf-Andronov διακλάδωσης, είναι, συχνά, τροχιά µε
µεγάλη περίοδο, ενώ, αν έχει άµεση γειτνίαση µε τη Hopf-οµοκλινική διακλάδωση, τότε
είναι δυνατόν να υπάρξουν χαοτικοί ελκυστές τύπου Shilniκov [53, 54].

Γενικά, σε συστήµατα που βρίσκονται σε χαµιλτονιανή µορφή, ο υπολογισµός µίας
συνθήκης που να καθορίζει σε ποια, ακριβώς, τιµή της παραµέτρου του συστήµατος θα
εµφανιστεί οµοκλινική διακλάδωση και, περαιτέρω, χαοτικός ελκυστής, είναι αντικείµενο
µελέτης του θεωρήµατος Melnikov [55]. Συστήµατα που δε βρίσκονται σε χαµιλτονιανή
µορφή αποτελούν αντικείµενο έρευνας, διότι δεν υπάρχουν ευρέως γνωστές διαδικασίες
εύρεσης της κρίσιµης αυτής τιµής της παραµέτρου για την οποία θα εµφανιστεί οµοκλι-
νική διακλάδωση.

Μετάβαση στο Χάος

Μέχρι τώρα, έχουµε αναφέρει ότι οι οµοκλινικές τροχιές είναι ιδιαίτερες τροχιές που
συνδέουν σηµεία ισορροπίας, οι διακλαδώσεις των οποίων µπορεί να προκαλέσουν χάος
ή περιοδικές τροχιές [40, 56]. Έτσι, οι οµοκλινικές τροχιές των δυναµικών συστηµάτων εί-
ναι σηµαντικές, διότι µπορεί να αποτελέσουν ”κέντρα οργάνωσης” για τη δυναµική στην
περιοχή που εµφανίζονται. Λόγω της ύπαρξής τους, κάποιος µπορεί, υπό συγκεκριµένες
συνθήκες, να συµπεράνει την ύπαρξη χάους κοντά στην περιοχή (π.χ. δυναµικές που σχε-
τίζονται µε το πέταλο του Smale [57]), ή συµπεριφορά διακλάδωσης των περιοδικών τρο-
χιών.

Τα τελευταία χρόνια υπάρχει πολύ µεγάλο ενδιαφέρον για τη µελέτη της επίδρασης
των µεταβλητών σε µη γραµµικά συστήµατα και τους τρόπους µετάβασής του στο χάος.
Αναλυτικές τεχνικές, όπως η θεωρία διαταραχών πολλαπλής κλιµάκωσης και η µέθοδος
του Melnikov, µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την µελέτη µη-γραµµικών φαινοµένων
και οµοκλινικών διακλαδώσεων, συγκεκριµένα.

Στην κλασική βιβλιογραφία των µη-γραµµικών δυναµικών συστηµάτων, υπάρχουν
τρία σενάρια που αντιστοιχούν σε τρεις διαφορετικούς τρόπους δηµιουργίας διαδοχικών
διακλαδώσεων, µε τα οποία εµφανίζεται χαοτική συµπεριφορά:

1. Το Feigenbaum σενάριο, το οποίο αντιστοιχεί σε δηµιουργία διαδοχικών διακλαδώ-
σεων µέσω διπλασιασµού της περιόδου

2. Το Ruelle-Takens σενάριο, το οποίο εµπεριέχει την περαιτέρω διακλάδωση τριών δια-
δοχικώνHopf-Andronov διακλαδώσεων µε την επακόλουθη καταστροφή του προκύ-
πτοντος τρισδιάστατου τόρου.

3. Το Pomeau-Manneville σενάριο για µετάβαση στο χάος µέσω διαλείπουσας συµπερι-
φοράς⁴

Το Feigenbaum σενάριο είναι ένας µοναδικός τρόπος για τη µετάβαση στο χάος, σε
µη-γραµµικά δυναµικά συστήµατα. Το κύριο χαρακτηριστικό του είναι ότι µία ευσταθής
περιοδική λύση του συστήµατος εξαφανίζεται, καθώς η παράµετρος µεταβάλλεται, αλλά
αφήνει πίσω της ένα ”ίχνος” της ύπαρξής της, µε αποτέλεσµα οι τροχιές του συστήµατος
να αρχίζουν να ταλαντώνονται. Αυτές οι ταλαντώσεις είναι σχεδόν πανοµοιότυπες µε
εκείνες της προηγούµενης ευσταθούς περιοδικής τροχιάς, αλλά κοµµένες, κατά σηµεία,

⁴Με τον όρο διαλείπουσα εννοούµε την ακανόνιστη εναλλαγή των φάσεων των φαινοµενικά περιοδικών
και χαοτικών δυναµικών είτε µέσω διακλάδωσης σαγµατικού κόµβου, είτε µέσω υποκρίσιµης Hopf-Andronov
διακλάδωσης, είτε µέσω αντίστροφης διακλάδωσης διπλασιασµού περιόδου.
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σχηµατίζοντας ανώµαλες χαοτικές διακυµάνσεις (Σχ. 8). Η πιθανότητα ύπαρξης ενός τέ-
τοιου φαινοµένου απεικονίζεται µόνο από µαθηµατικά µοντέλα που διαπραγµατεύονται
απλές µονοδιάστατες απεικονίζεις και διαφορικές εξισώσεις.

Σχήµα 8: Μετάβαση στο χάος µε διπλασιασµό της περιόδου.

Το Ruelle-Takens σενάριο µετάβασης στο χάος, καθώς και το Landau σενάριο που βα-
σίζεται σε µία άπειρη ακολουθία Hopf-Andronov διακλαδώσεων, στηρίζονται στο αξίωµα
ότι ένας τρισδιάστατος τόρος δηµιουργείται, αναγκαστικά, κατά τη διάρκεια των εν λόγω
µεταβάσεων διακλάδωσης.

Το Pomeau-Manneville σενάριο (το οποίο και περιέχει όλες τις έννοιες που έχουµε ανα-
φέρει µέχρι τώρα) περιγράφει τρεις διαδροµές για διαλείπουσα, όπου ένα σχεδόν περιο-
δικό σύστηµα παρουσιάζει διαστήµατα µε ακανόνιστες εκρήξεις χάους. Αυτές οι διαδρο-
µές αντιστοιχούν στην προσέγγιση µιας διακλάδωσης σαγµατικού κόµβου, µιας υποκρί-
σιµης Hopf-Andronov διακλάδωσης ή µιας αντίστροφης διακλάδωσης διπλασιασµού της
περιόδου. Στις εµφανείς περιοδικές φάσεις, η συµπεριφορά είναι σχεδόν περιοδική και,
σιγά-σιγά, παρασυρόµενη µακριά από την ασταθή περιοδική τροχιά. Τελικά, το σύστηµα
φτάνει αρκετά µακριά από την περιοδική τροχιά, µε αποτέλεσµα να µην επηρεάζεται από
χαοτικές δυναµικές στον υπόλοιπο χώρο των φάσεων, µέχρις ότου πλησιάσει την τροχιά
ξανά και, επιστρέψει πάλι στην σχεδόν περιοδική συµπεριφορά. Αφού ο χρόνος που πα-
ρέµεινε κοντά στην περιοδική τροχιά εξαρτάται από το πόσο κοντά το σύστηµα εισήλθε
στη γειτονιά της, η διάρκεια της κάθε φάσης είναι απρόβλεπτη.

Διαλείπουσα συµπεριφορά παρατηρείται πιο συχνά σε προβλήµατα ροής τυρβώδων
ρευστών ή ρευστών κοντά στη µετάβαση σε τύρβη. Σε ιδιαίτερα τυρβώδεις ροές η διαλεί-
πουσα φαίνεται στην ακανόνιστη διάχυση της κινητικής ενέργειας. Εµφανίζεται, επίσης
στην ακανόνιστη εναλλαγή µεταξύ τυρβώδους και µη-τυρβώδους ρευστού που εµφανίζε-
ται στους κινητήρες αεριώθησης, αλλά και σε άλλες τυρβώδεις ροές, ελεύθερες από διά-
τµηση. Στη ροή σωλήνων και σε άλλων έγκλειστων, διατµητικών ροών υπάρχουν ριπές
διαλείπουσας που είναι κεντρικής σηµασίας για τη διαδικασία της µετάβασης από στρωτή
σε τυρβώδη ροή. Τέλος, διαλείπουσα συµπεριφορά έχεις, επίσης, αποδειχθεί πειραµατικά
σε ταλαντωτές κυκλωµάτων και σε χηµικές αντιδράσεις.
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Κεφάλαιο 1

Θεωρία καύσης και υπολογιστική
δυναµική των ρευστών

”Η καύση είναι η πιο σηµαντική αντίδραση σε ολόκληρη την ανθρωπότητα. Η
ύπαρξη όλων των ανθρώπων και των ζώων εξαρτάται από την καύση και τις πη-
γές ενέργειάς της. Η πρώτη πραγµατική πρόοδος της ανθρωπότητας που απο-
τέλεσε τη διαφοροποίηση και εξέλιξη από τη µέχρι τότε ”ανθρωποµορφική” ζωή
του, εξαρτήθηκε από τον έλεγχο της φωτιάς ή, της καύσης, γενικότερα. Με πολ-
λούς τρόπους, η περαιτέρω εξέλιξή µας εξαρτάται από όλο και πιο έξυπνη και
αποτελεσµατική διαχείριση της καύσης. Αρχικά, χρησιµοποιήθηκε για να δηµιουρ-
γήσει µία τρεµάµενηφλόγακαι λατρεύτηκεως ο ”ΘεόςΦωτιά”.Περαιτέρωεµπει-
ρία και γνώση οδήγησαν σε πιο αποτελεσµατικές χρήσεις της καύσης, ως πηγή
θερµότητας και, σχετικά πρόσφατα, ως πηγή ισχύος στους κινητήρες εσωτερι-
κής καύσης.”¹

Παρότι, η περίπτωση της τρεµάµενης φλόγας είναι γνωστή από τα αρχαία χρόνια,
ακόµα µελετάµε αυτές τις ”απλές” φλόγες διάχυσης και προσπαθούµε να καταλάβουµε
τους µηχανισµούς που τις διέπουν. Η ενέργεια της καύσης χρησιµοποιείται κυρίως για να
παράγει θερµότητα και ισχύ. Παραδείγµατα αυτής της εφαρµογής είναι η οικιακή θέρ-
µανση, πυροδότηση των βιοµηχανικών κλιβάνων και η χρήση κινητήρων αυτοκινήτου και
τουρµπίνων καυσίµου. Συνεπώς, η σχεδίαση και χρήση συσκευών θερµότητας και ισχύος,
καθώς, επίσης, και κινητήρων συνδέεται στενά µε το θέµα της αποδοτικής χρησιµοποίη-
σης ενέργειας. Λόγω της σηµασίας που έχουν τα οχήµατα µεταφοράς ως µεγάλοι κατανα-
λωτές καυσίµων προϊόντων πετρελαίου και συµβάλλοντες στην ατµοσφαιρική ρύπανση,
υπήρξε εκτεταµένη ανάπτυξη από τις αρχές της δεκαετίας του 1970 για πιο αποτελεσµα-
τική και καθαρότερη καύση στους κινητήρες εσωτερικής καύσης των αυτοκινήτων.

1.1 Μηχανές εσωτερικής καύσης

Ο όρος µηχανή εσωτερικής καύσης αναφέρεται, συχνά, σε έναν κινητήρα του οποίου
η καύση είναι διακεκοµµένη, όπως είναι οι πιο γνωστοί τετράχρονοι και δίχρονοι κινη-
τήρες, µαζί µε άλλες παραλλαγές αυτών. Μία δεύτερη κατηγορία κινητήρων εσωτερικής
καύσης χρησιµοποιεί συνεχόµενη καύση. Τέτοιοι κινητήρες είναι οι αεροστρόβιλοι (τουρ-
µπίνες) και οι κινητήρες αεριώθησης, όπως και οι κινητήρες τωνπυραύλων, κάθε ένας από

¹Τµήµα της εισαγωγής του συµποσίου καύσης του 1928 [11].
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τους οποίους αποτελεί κινητήρα εσωτερικής καύσηςπου χρησιµοποιεί σύστηµασυνεχόµε-
νης καύσης, όπου συµπίεση, καύση και εκτόνωση υφίστανται ταυτόχρονα, σε διαφορετικά
µέρη του κινητήρα, µε αποτέλεσµα αυτός να δίνει συνεχή ισχύ.

Οι κινητήρες εσωτερικής καύσης χρησιµοποιούνται λόγω της υψηλής τους απόδοσης
και ευκολίαςσανπηγή ισχύος για κάθε είδουςµέσουµεταφοράς -πλοία, υποβρύχια, τρένα,
αυτοκίνητα - αλλά είναι απολύτως απαραίτητοι µόνο για αεροσκάφη και πηδαλιουχού-
µενα. Η ικανότητα απογείωσης ενός αεροπλάνου εξαρτάται από την ταχύτητά του µέσω
του αέρα, η οποία, µε τη σειρά της, εξαρτάται από την ισχύ του κινητήρα.Μέχρις ότου οι κι-
νητήρες εσωτερικής καύσης να γίνουν διαθέσιµοι, µε την ελάχιστη αναλογία βάρος ανά
ιπποδύναµη που είχαν, το βάρος της µονάδας του κινητήρα υπερέβαινε την ανυψωτική
ικανότητα του αεροπλάνου. Ακριβώς όπως έκανε ο κινητήρας εσωτερικής καύσης δυνατή
τη δηµιουργία του αεροπλάνου, έτσι και η περαιτέρω ανάπτυξη του αεροπλάνου εξαρτά-
ται από ακόµα µικρότερους λόγους βάρους ανά ιπποδύναµη.

Η αποτελεσµατικότητα των σηµερινών αεροπλάνων είναι τόσο υψηλή, ώστε υπάρχει
ελάχιστη δυνατότητα βελτίωσης προς αυτή την κατεύθυνση. Αλλά, αν το βάρος του κινη-
τήρα και του καυσίµου µπορούσε να µειωθεί ή να αυξηθεί, αναλογικά, η ισχύς του, τότε θα
µπορούσε να µεταφερθεί ακόµα περισσότερο ”ωφέλιµο φορτίο”. Ένας πρακτικός τρόπος
για να µειωθεί το βάρους του κινητήρα ή να αυξηθεί η ισχύς και η αποτελεσµατικότητα,
είναι να αυξηθεί η αναλογία συµπίεσης. Αυτός ο λόγος συµπίεσης είναι περιορισµένος
λόγω µιας ιδιαίτερης µορφής καύσης, γνωστής και ως κρουστική καύση ή καύση έκρη-
ξης. Έχουν γίνει πολλές έρευνες και πειράµατα πάνω στους µηχανισµούς καύσης στην
προσπάθεια να υπολογιστεί η θερµοκρασία αυτανάφλεξης καυσίµων, ώστε να βρεθεί η
πραγµατική αιτία της καύσης έκρηξης των κινητήρων.

1.2 Βελτιστοποίηση της απόδοσης

Κατά συνέπεια, υπάρχει αυξηµένο ενδιαφέρον για τον έλεγχο της καύσης. Ο στόχος
είναι να βελτιστοποιηθεί η λειτουργία του καυστήρα, να παρακολουθηθεί η διαδικασία
καύσης και να µειωθούν οι αστάθειες και οι σοβαρές επιπτώσεις τους. Σε άλλες περιπτώ-
σεις, σκοπός είναι να επεκταθεί η περιοχή ευστάθειας, µε το να µειωθούν τα επίπεδα των
ταλαντώσεων που προκαλούνται από τη σύζευξη µεταξύ τρόπων συντονισµού και καύ-
σης.

Για τις αεροστρόβιλους, έχουν σχεδιαστεί καυστήρες προαναµεµειγµένου καυσίµου,
οι οποίοι λειτουργούν σε θερµοκρασίες χαµηλότερες από εκείνες των συµβατών συστη-
µάτων. Στους καυστήρες προαναµεµειγµένου καυσίµου που λειτουργούν κοντά στο όριο
ευστάθειας, η φλόγα είναι ευαίσθητη στο να σβήσει, ενώ η φτωχή ικανότητα καύσης πε-
ριορίζει τη λειτουργία και οδηγεί σε ταλάντωση. Οι µηχανισµοί που οδηγούν σε αστάθεια
είναι πολλοί, ενώαρκετοί απόαυτούς είναι ακόµαάγνωστοι, µε αποτέλεσµα ναµην υπάρ-
χει αξιόπιστη µέθοδος για να προβλεφθεί πιθανή εµφάνιση και τα χαρακτηριστικά των
ασταθειών καύσης, χωρίς να µπει σε λειτουργία ο καυστήρας.

Πολλές προσπάθειες µοντελοποίησης έχουν γίνει, για να παράξουν ευλόγως απλου-
στευµένες λύσεις σε αυτό το δύσκολο πρόβληµα [58, 59]. Ένας αριθµός µηχανισµών αστα-
θειών καύσης, συµπεριλαµβανοµένων των παραµετρικών, υδροδυναµικών και παλµικών
ασταθειών και της περιοδικής απόσβεσης, έχουν µελετηθεί από τον Candel [60]. Οι καυ-
στήρες στη βιοµηχανία των αεριοστροβίλων λειτουργούν σε σύστηµα µε τυρβώδη ροή. Η
τυρβώδης καύση προκύπτει από την αλληλεπίδραση µεταξύ χηµείας και στροβιλισµού
[61]. Η καύση, ακόµα και χωρίς την ύπαρξη τύρβης, αποτελεί µία εγγενώς πολύπλοκη
διαδικασία που περιλαµβάνει µεγάλες περιοχές χηµικών χρονοκλιµάκων και κλιµάκων
µήκους [62] και η ακριβής περιγραφή του στροβιλισµού είναι, πιθανώς, ένα από τα πιο
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δύσκολα προβλήµατα στους τοµείς έρευνας της ρευστοµηχανικής.
Ωστόσο, κάποια εικόνα µπορεί να αποκτηθεί σχετικά µε τους µηχανισµούς ελέγχου

της αστάθειας, µε ανάπτυξη αναλυτικών και υπολογιστικών εργαλείων µοντελοποίησης.
Ο σκοπός είναι να χρησιµοποιηθούν µοντέλα που να µπορούν να χειριστούν τις µη- γραµ-
µικές εξισώσεις που προκύπτουν από τα παραπάνω προβλήµατα. Οι πιο απλές µέθοδοι
αναπτύσσονται κάνοντας χρήση αριθµητικών προσεγγίσεων των όρων των παραγώγων
των µερικών διαφορικών εξισώσεων που προκύπτουν και διέπουν τα προβλήµατα αυτά.
Άµεση αριθµητική επίλυση των µερικών διαφορικών εξισώσεων της µηχανικής των ρευ-
στών συνιστά το πεδίο της Υπολογιστικής Δυναµικής των ρευστών (CFD²). Η υπολογιστική
δυναµική των ρευστών είναι το πιο δυνατό εργαλείο που, µαζί µε τα πειράµατα και τη
θεωρία, µπορεί ν α παράξει πληροφορίες πολλαπλών κλιµάκων, οι οποίες δεν µπορούν
να επιτευχθούν µε καµία άλλη τεχνική. Υπάρχουν αρκετές πιθανές τεχνικές επίλυσης µε
CFD µεθόδους, οπότε, πρέπει να γίνει επιλογή της κατάλληλης τεχνικής που πρόκειται
να εφαρµοστεί στην εκάστοτε έρευνα.

1.2.1 Υπολογιστική Δυναµική των ρευστών

Όπως είπαµε προηγουµένως, η υπολογιστική δυναµική των ρευστών αποτελεί κλάδο
της µηχανικής των ρευστών, ο οποίος χρησιµοποιεί αριθµητικές µεθόδους και αλγόριθ-
µους για να επιλύσει και να αναλύσει προβλήµατα που εµπεριέχουν ροές ρευστών. Υπο-
λογιστές χρησιµοποιούνται για να εκτελέσουν τους υπολογισµούς που χρειάζονται για να
προσοµοιώσουν την αλληλεπίδραση των ρευστών και αερίων µε επιφάνειες, οι οποίες ορί-
ζονται ως συνοριακές συνθήκες. Λόγω της φύσης των προβληµάτων χρίζεται αναγκαία η
χρήση υπερυπολογιστών υψηλής ταχύτητας, ώστε να επιτευχθούν καλύτερες λύσεις.

Οι προσοµοιώσεις µέσω CFD επιτρέπουν στους ερευνητές να κατανοήσουν της συµπε-
ριφοράς της ροής και να ποσοτικοποιήσουν σηµαντικές παραµέτρους ροής. Οι προσοµοιώ-
σεις µέσω CFD έχουν γίνει ένα πολύτιµο εργαλείο στο να βοηθήσουν τόσο στην ανάλυση,
όσο και το σχεδιασµό των συστηµάτων των ρευστών. Είναι σηµαντικό να πούµε ότι η ακρί-
βεια των CFD προσοµοιώσεων εξαρτάται σοβαρά από τις υποθέσεις που έχουν γίνει. Σε
γενικές γραµµές, όσο λιγότερο περιοριστικές είναι οι υποθέσεις, τόσο πιο ακριβή θα είναι
τααποτελέσµατα.Ωστόσο, οι υποθέσεις µπορούν νασυνεισφέρουν σηµαντικήµείωσηστο
χρόνο που θα καταναλωθεί, χωρίς απώλεια της ακρίβειας της λύσης.

Η θεµελιώδης βάση όλων, σχεδόν, των CFD προβληµάτων είναι οι Navier-Stokes εξι-
σώσεις, οι οποίες καθορίζουν κάθε µονοφασική (αέριο ή υγρό, αλλά όχι και τα δύο) ροή
ρευστού. Αυτές οι εξισώσεις µπορούν να απλοποιηθούν αν αµελήσουµε όρους που περι-
γράφουν συµπεριφορές ιξώδους, ώστε να δώσουν τις εξισώσεις Euler. Περαιτέρω απλο-
ποίηση µπορεί να γίνει αν αµελήσουµε και τους όρους στροβιλότητας, ώστε να πάρουµε
τις εξισώσεις δυναµικού. Τέλος, για µικρές διαταραχές σε υπερηχητικές και υποηχητικές
ροές, αυτές οι εξισώσεις µπορούν να γραµµικοποιηθούν και να δώσουν τις γραµµικοποι-
ηµένες εξισώσεις δυναµικού.

Διακριτοποίηση

Όπως είπαµεπροηγουµένως, βασική ιδέα είναι ναµοντελοποιηθούν οι παράγωγοι που
εµφανίζονται στις µερικές διαφορικές εξισώσεις µε αριθµητικές µεθόδους. Όταν χρησι-
µοποιείται αυτή η προσέγγιση, ολόκληρο το πεδίο ροής πρέπει να διακριτοποιηθεί, ώστε
ο χώρος της µελέτης να οριστεί µε όρους ενός πλέγµατος (ευθεία, σε γραµµικά προβλή-
µατα) από σηµεία. Πρέπει να βρεθούν οι τιµές του πεδίου ροής σε κάθε σηµείο του πλέγ-

²Computational Fluid Dynamics
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µατος, οπότε, για κάθε σηµείο του πλέγµατος, γράφονται οι εξισώσεις που διέπουν το
πρόβληµα σε διακριτοποιηµένη µορφή. Η διακριτοποίηση των εξισώσεων έχει σαν απο-
τέλεσµα ένα σύστηµα από αλγεβρικές εξισώσεις. Συνήθως, απαιτείται µεγάλος αριθµός
σηµείων διακριτοποίησης, ώστε να εξασφαλιστεί ακρίβεια των λεπτοµερειών του πεδίου
ροής, µε αποτέλεσµα πολύ µεγάλου βαθµού σύστηµα εξισώσεων.

Κατά τη διατύπωση της µαθηµατικής αναπαράστασης ενός προβλήµατος πεδίου ροής,
πρέπει να δοθεί ιδιαίτερη προσοχή τόσο στις εξισώσεις του µοντέλου, όσο και στις συνο-
ριακές συνθήκες. οι συνοριακές συνθήκες πρέπει να επιλεγούν σωστά. Λάθος εκτίµηση
των συνοριακών συνθηκών θα οδηγήσει και ανακριβή λύση. Μία κατάλληλη διαδικασία
απαιτεί:

• Μετατροπή καταστατικών διαφορικών εξισώσεων σε αλγεβρική µορφή.

• Καθορισµό συνοριακών συνθηκών.

• Καθορισµό συστήµατος συντεταγµένων.

Αναυτές οι συνθήκες ικανοποιούνται, τότε το µαθηµατικό πρόβληµαθεωρείται καλώς
τοποθετηµένο και είναι έτοιµο προς επίλυση. Το σύστηµα των αλγεβρικών εξισώσεων λύ-
νεται αριθµητικά, µε τη βοήθεια ενός υπολογιστή, για κάθε σηµείο του πλέγµατος της
διακριτοποίησης. Η επίλυση γίνεται επαναληπτικά, για τη µόνιµη κατάσταση η όχι των
εξισώσεων. Στη συνέχεια η λύση υφίσταται επεξεργασία για να εξαχθούν οι ποσότητες
που µας ενδιαφέρουν (π.χ. τιµές της θερµοκρασίας, της πίεσης).

Η διακριτοποίηση του χώρου παράγει ένα σύστηµα συνήθων διαφορικών εξισώσεων
για χρονικά µεταβαλλόµενα προβλήµατα ή ένα σύστηµα αλγεβρικών εξισώσεων για στα-
θερά προβλήµατα. Γενικά, χρησιµοποιούνται έµµεσες µέθοδοι για την ολοκλήρωση των
συνήθων διαφορικών εξισώσεων, παράγοντας, έτσι, ένα σύστηµα από µη-γραµµικές, συ-
νήθως, αλγεβρικές εξισώσεις. Εφαρµόζοντας επαναληπτικές διαδικασίες τύπου Newton
η Picard, παράγεται ένα σύστηµα γραµµικών αλγεβρικών εξισώσεων. Η επίλυση των αλ-
γεβρικών εξισώσεων µπορεί να γίνει είτε να άµεσες µεθόδους είτε µε έµµεσες.

Μπορούν να χρησιµοποιηθούν προσεγγίσεις των παραγώγων µέσω της µεθόδου των
πεπερασµένων διαφορών, για να αντικατασταθούν οι συγκεκριµένοι όροι των µερικών δια-
φορικών εξισώσεων. Η χρήση µεθόδων πεπερασµένων διαφορών παράγει, λόγω της δια-
κριτοποίησης, σύνολα διακριτών αριθµητικών προσεγγίσεων, συχνά, µε την έννοια του
χρονικού βήµατος. Η επιτυχία των αριθµητικών µεθόδων των µερικών διαφορικών εξι-
σώσεων απαιτεί τα φυσικά χαρακτηριστικά των εξισώσεων να αντικατοπτρίζονται στην
αριθµητική προσέγγιση. Η επιλογή ενός συγκεκριµένου τύπου πεπερασµένων διαφορών
εξαρτάται από τη φυσική του προβλήµατος που µελετάται.

1.3 Μέθοδος των πεπερασµένων διαφορών

Όπως αναφέρθηκε και προηγουµένως, οι µέθοδοι των πεπερασµένων διαφορών είναι
αριθµητικές µέθοδοι για τον προσδιορισµό των λύσεων των διαφορικών εξισώσεων, χρη-
σιµοποιώντας εξισώσεις πεπερασµένων διαφορών για την προσέγγιση των παραγώγων.
Οι µέθοδοι αυτές αποτελούν τον πιο διαδεδοµένο τρόπο διακριτοποίησης σε CFD προβλή-
µατα.

Η πεπερασµένη διαφορά είναι µία τεχνική, µε την οποία οι παράγωγοι των συναρ-
τήσεων προσεγγίζονται από διαφορές των τιµών της συνάρτησης µεταξύ µιας δοσµένης
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τιµής της µεταβλητής, έστω x0, και µιας µικρής αύξησης (x0+h). Για παράδειγµα, από τον
ορισµό της παραγώγου:

df

dx
= lim

h→0

f (x+ h)− f (x)

h
(1.1)

µπορούµε να προσεγγίσουµε την τιµή του df/dx χρησιµοποιώντας προσέγγιση πεπε-
ρασµένης διαφοράς

f (x+ h)− f (x)

h
(1.2)

για µικρή τιµή του h.

Πεπερασµένες διαφορές που βασίζονται σε ανάπτυγµα σειράς Taylor

Το ανάπτυγµα Taylor µιας συνάρτησης f(x) σε ένα σηµείο x0 δίνεται από τον τύπο:

f (x) =

∞∑
n=0

f (n) (x0)

n!
(x− x0)

n (1.3)

όπου f (n)(x0) =
dnf
dxn

∣∣∣
x=x0

και f (0)(x0) = f(x0).
Αν θεωρήσουµε x = x0 + h, τότε x− x0 = h και η σειρά µπορεί να γραφεί:

f (x0 + h) =

∞∑
n=0

f (n) (x0)

n!
hn = f (x0) + +

f ′ (x0)

1!
h+

f ′′ (x0)

2!
h2 +O

(
h3
)

(1.4)

Όπου η έκφραση O(h3) αναπαριστά τους υπόλοιπους όρους της σειράς, οι οποίοι είναι
µικρότεροι-ίσοι της τάξης του h3. Επειδή το h είναι µικρή ποσότητα, µπορούµε να γρά-
ψουµε 1 > h και h > h2 > h3 > h4 > .... Συνεπώς, οι εναποµείναντες όροι της σειράς
που αναπαρίστανται από την ποσότητα O(h3) παρέχουν το βαθµό του σφάλµατος που
δηµιουργείται αν παραλείψουµε αυτή την ποσότητα κατά τη διάρκεια του υπολογισµού
του f(x0 + h).

Από το ανάπτυγµα της σειράς της σχέσης (1.4) µπορούµε να πάρουµε την έκφραση της
παραγώγου f ’(x0):

f ′ (x0) =
f (x0 + h)− f (x0)

h
+

f ′′ (x0)

2!
h+O

(
h2
)
=

f (x0 + h)− f (x0)

h
+O (h) . (1.5)

Σε πρακτικές εφαρµογές των πεπερασµένων διαφορών, αντικαθιστούµε την πρώτου
βαθµού παράγωγο df/dx στο x = x0 µε την έκφραση (f(x0 + h) − f(x0))/h, διαλέγοντας
µία κατάλληλη τιµή για το h, υποδεικνύοντας ότι το σφάλµα στρογγύλευσης του υπολο-
γισµού είναι της τάξης του h, δηλαδή, O(h).

Μπροστά,πίσωκαικεντρικέςπροσεγγίσειςπεπερασµένωνδιαφορώνγια τηνπρώ-
τη παράγωγο

Η προσέγγιση

df

dx
=

f (x0 + h)− f (x0)

h
(1.6)
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καλείται µπροστά προσέγγιση διαφορών, επειδή η παράγωγος βασίζεται στην τιµή x =
x0 και περιέχει τη συνάρτηση f(x) στο σηµείο x = x0+h, το οποίο βρίσκεται µπροστά από
το x = x0 κατά µία αύξηση h.

Αν συµπεριλάβουµε τις τιµές της f(x) στα σηµεία x = x0 − h και x = x0, τότε, η προ-
σέγγιση γράφεται

df

dx
=

f (x0)− f (x0 − h)

h
(1.7)

και καλείται πίσω προσέγγιση διαφορών. Η τάξη του σφάλµατος είναι ακόµα O(h).

Η κεντρική προσέγγιση διαφορών για τον όρο df/dx θαπεριέχει τα σηµεία (x0−h, f(x0−
h)) και (x0 + h, f(x0 + h)). Για να βρούµε την έκφραση της προσέγγισης αυτής, καθώς και
την τάξη του σφάλµατος, χρησιµοποιούµε άλλη µία φορά το ανάπτυγµα Taylor. Αρχικά,
γράφουµε την εξίσωση που αντιστοιχεί στην µπροστά προσέγγιση διαφορών:

f(x0 + h) = f(x0) + f(x0) · h+
1

2
· f(x0) · h2 +

1

6
· f (3)(x0) · h3 +O(h4). (1.8)

Κατόπιν, γράφουµε την εξίσωση που αντιστοιχεί στην πίσω προσέγγιση διαφορών:

f(x0 − h) = f(x0)− f(x0) · h+
1

2
· f(x0) · h2 −

1

6
· f (3)(x0) · h3 +O(h4). (1.9)

Αφαιρώντας τις εξισώσεις (1.8) και (1.9), παίρνουµε

f(x0 + h)− f(x0 − h) = 2 · f ′(x0) · h+ 1/3 · f (3)(x0) · h3 +O(h5). (1.10)

Παρατηρούµε ότι οι όροι h2, h4, ... εξαφανίζονται. Συνεπώς, η τάξη των υπολοίπων
όρων είναιO(h5). Λύνοντας τηνπαραπάνωσχέσηωςπρος f ′(x0)θαπάρουµε την έκφραση
της κεντρικής προσέγγισης διαφορών:

df

dx
=

f (x0 + h)− f (x0 − h)

2h
+O

(
h2
)
. (1.11)

Το αποτέλεσµα αυτό δείχνει ότι η προσέγγιση µε κεντρικές διαφορές έχει σφάλµα τά-
ξης O(h2), ενώ, οι άλλες δύο έχουν σφάλµα τάξης O(h). Έτσι, το σφάλµα της χρήσης των
κεντρικών διαφορών είναι το µικρότερο απ’ όλα.

Μπροστά, πίσω και κεντρικές προσεγγίσεις πεπερασµένων διαφορών για τη δεύ-
τερη παράγωγο

Για νακατασκευάσουµε τησχέση τηςπροσέγγισης κεντρικών διαφορώνγια τη δεύτερη
παράγωγο, θα ξεκινήσουµε µε χρήση των αναπτυγµάτων των σχέσεων (1.8) και (1.9) µε
χρήση όρων µέχρι τάξης O(h5). Συνεπώς:

f (x0 + h) = f (x0)+f (x0) ·h+
1

2
·f (x0) ·h2+

1

6
·f (3) (x0) ·h3+

1

24
·f (4)(x0) ·h4+O(h5) (1.12)

και

f (x0 − h) = f (x0)−f (x0) ·h+
1

2
·f (x0) ·h2−

1

6
·f (3) (x0) ·h3+

1

24
·f (4)(x0) ·h4−O(h4). (1.13)
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Στη συνέχεια, προσθέτουµε τις εξισώσεις (1.12) και (1.13) και λύνουµε ως προς f ′′(x0):

d2f

dx2
=

f (x0 + h)− 2 · f (x0) + f (x0 − h)

h2
+O

(
h2
)
. (1.14)

Έτσι, οι εκφράσεις της δεύτερης παραγώγου τωνµπροστά και πίσω διαφορών δίνονται,
αντίστοιχα

d2f

dx2
=

f (x0 + 2 · h)− 2 · f (x0 + h) + f (x0)

h2
+O(h) (1.15)

και
d2f

dx2
=

f (x0)− 2 · f (x0 − h) + f (x0 − 2 · h)
h2

+O(h). (1.16)

Συµβολισµός µε χρήση δεικτών

θεωρούµε τη συνήθη διαφορική εξίσωση

dy

dx
= g(x, y), y(x1) = y1. (1.17)

Χρησιµοποιώντας την µπροστά προσέγγιση διαφορών στον όρο dy/dx, θα πάρουµε:

dy

dx
=

y (x+ h)− y (x)

h
. (1.18)

Τότε, η διαφορική εξίσωση θα µετασχηµατιστεί στην ακόλουθη εξίσωση διαφορών:

y (x+ h)− y (x)

h
= g(x, y), (1.19)

από την οποία,

y(x+ h) = y(x) + hg(x, y)³. (1.20)

Αν υποθέσουµε ότι το εύρος τιµών (a, b) της ανεξάρτητης µεταβλητής είναι γνωστό
και, ότι χρησιµοποιούµε µια σταθερή τιµή βήµατος h = ∆x για να µοιράσουµε το πεδίο σε
n− 1 ίσα τµήµατα. Θέτοντας x1 = a και xn = b, τότε, παίρνουµε την τιµή του βήµατος

∆x = (xn − x1)/(n− 1) = (b− a)/(n− 1). (1.21)

Αφού ξέρουµε τη συνοριακή συνθήκη (x1, y1) µπορούµε να αρχίσουµε να λύνουµε ως
προς y στο x2 = x1 + h, στη συνέχεια στο x3 = x2 + h και ούτω καθ’ εξής. Με αυτόν τον
τρόπο, δηµιουργούµε µία σειρά από σηµεία (x1, y1), (x2, y2),…, (xn, yn), τα οποία αντιστοι-
χούν σε µία αριθµητική λύση της συνήθους διαφορικής εξίσωσης. Το µέχρι που θα τρέξει
η µέθοδος καθορίζεται αρχικά, ή διαµορφώνεται κατά τη διάρκεια της επίλυσης.

Η επαναληπτική εξίσωση για την επίλυση του y δίνεται

yi+1 = yi +∆x · g(xi, yi)⁴, i = 1, 2, ..., n− 1 (1.22)

³Η σχέση αυτή είναι γνωστή ως µπροστά µέθοδος Euler για αριθµητική επίλυση συνήθων διαφορικών εξι-
σώσεων πρώτου βαθµού. Αν, αντίστοιχα, χρησιµοποιήσουµε κεντρικές ή πίσω πεπερασµένες διαφορές, θα
πάρουµε και την αντίστοιχη µέθοδο Euler. Συνοπτικά οι προσεγγίσεις της 1ης και 2ης παραγώγου φαίνονται
στον πίνακα 1.1.

⁴Επειδή η µέθοδος λύνει την εξίσωση yi+1 = f(xi, yi,∆x), δηλαδή µία τιµή σε κάθε τρέξιµο, η µέθοδος
καλείται άµεση (explicit) µέθοδος.
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Αν ξαναγράψουµε τη σχέση (1.18) µε όρους της σχέσης (1.22), θα πάρουµε την εξίσωση
της παραγώγου µε χρήση δεικτών

dy

dx
=

yi + 1− yi
∆x

+O(∆x). (1.23)

Χρησιµοποιώντας το συµβολισµό των δεικτών, µπορούµε να συνοψίσουµε τις µπρο-
στά, κεντρικές και πίσω προσεγγίσεις της πρώτης και δεύτερης παραγώγου:

Πεπερασµένες διαφορές Πρώτη παράγωγος Δεύτερη παράγωγος

Μπροστά
dy

dx
=

yi+1 − yi
∆x

+O(∆x)
d2y

dx2
=

yi+2 − 2 · yi+1 + yi
∆x2

+O(∆x)

Κεντρικές
dy

dx
=

yi+1 − yi−1

2 ·∆x
+O(∆x2)

d2y

dx2
=

yi+1 − 2 · yi+ yi−1

∆x2
+O(∆x2)

Πίσω
dy

dx
=

yi − yi−1

∆x
+O(∆x)

d2y

dx2
=

yi − 2 · yi−1 + yi−2

∆x2
+O(∆x)

Πίνακας 1.1: Πεπερασµένες διαφορές για την 1η και 2η παράγωγο

Άµεσες και έµµεσες µέθοδοι

Η ιδέα πίσω από την άµεση µέθοδο είναι να µπορούµε να υπολογίσουµε τιµές όπως

yi+1 = f(xi, yi), yi+2 = f (xi, xi+1, yi, yi+1) , κoκ.. (1.24)

Με άλλα λόγια, η λύση πραγµατοποιείται µε το να επιλύεται άµεσα, µία καινούρια
άγνωστη τιµή στο διάνυσµα της λύσης, µε χρήση όλων των υπολοίπων τιµών του δια-
νύσµατος. Από την άλλη, οι έµµεσες µέθοδοι συνεπάγονται ταυτόχρονη επίλυση των n
γραµµικών αλγεβρικών εξισώσεων και παρέχουν, κατευθείαν, τα στοιχεία του διανύσµα-
τος της λύσης. Συνοψίζοντας:

Άµεσες µέθοδοι

• Ικανές ναπραγµατοποιήσουν επίλυση (σε ένασηµείο) κατευθείαν, για όλες τις άγνω-
στες τιµές της διαµέρισης των πεπερασµένων διαφορών.

• Ευσταθείς για συγκεκριµένα, µόνο, µεγέθη χρονικού βήµατος (ή πιθανότατα ποτέ
ευσταθείς).

Η ευστάθεια µπορεί να ελεγχθεί µε χρήση ανάλυσης Fourier ή von Neumann. Το µέγε-
θος του χρονικού βήµατος καθορίζεται από τη συνθήκη Courant.

Έµµεσες µέθοδοι

• Δεν υπάρχει προσέγγιση άµεσης µεθόδου σε κάθε σηµείο, µόνο ένα σύνολο ταυτό-
χρονων εξισώσεων, οι οποίες πρέπει να επιλυθούν σε όλο το εύρος του πλέγµατος.

• Είναι ευσταθείς για οποιοδήποτε µέγεθος βήµατος.
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Οι έµµεσες µέθοδοι, παρ’ ότι ευσταθείς, µπορεί να διαρκέσουν περισσότερο χρόνο από
ότι οι άµεσες µέθοδοι, για να υπολογίσουν τη λύση. Για να επιταχύνουµε τους υπολογι-
σµούς τους χρησιµοποιούµε επαναληπτικές µεθόδους. Οι επαναληπτικές µέθοδοι βελτιώ-
νουν τη λύση του συστήµατος των αλγεβρικών εξισώσεων, χρησιµοποιούν άµεση µέθοδο
ή υπόθεση για την αρχική εκτίµηση της λύσης και είναι πολύ χρήσιµες για µεγάλα, αραιά
συστήµατα.

1.4 Η µέθοδος Newton και τεχνικές συνέχειας

Οι επαναληπτικές µέθοδοι δεν µπορούν να εφαρµοστούν πάντοτε και τα κριτήρια σύ-
γκλισης πρέπει ναπληρούνται προτού εφαρµοστούν.Παρόλααυτά, οι µέθοδοι αυτές είναι
ιδανικές για πεπερασµένες διαφορές. Οι επαναληπτικές µέθοδοι ξεκινάνε από µία αρχική
εκτίµηση της λύσης του συστήµατος των αλγεβρικών εξισώσεων, Κάθε επανάληψη ανα-
νεώνει την εκάστοτε εκτίµηση, η οποία συγκλίνει στην ακριβή λύση, ενώ διαφορετικές
µέθοδοι έχουν διαφορετικούς χρόνους σύγκλισης.

Πολλάπροβλήµατα υπολογιστικού ενδιαφέροντος, όπως αυτά της µηχανικής των ρευ-
στών, µπορούν να γραφούν στη γενική µορφή

G(u, µ) = 0 (1.25)

όπου u ∈ X, µ ∈ Rn και G : X× Rn → X (Ο X είναι χώρος Banach⁵)
Το u αντιπροσωπεύει τη ”λύση” (π.χ. πεδίο ροής, µετατοπίσεις, κλπ) και το µ µία πραγ-

µατική φυσική παράµετρο (π.χ. ο αριθµός Reynold’s, φορτίο, κλπ). Οι εξισώσεις της µορ-
φής (1.25) που καλούνται να λυθούν ονοµάζονται µη-γραµµικά ελλειπτικά προβλήµατα
ιδιοτιµών. Απαιτούµαι να βρούµε λύσεις για κάποια διαστήµατα της τιµής µ, δηλαδή τους
”κλάδους λύσεων” (u(µ), µ). Όταν ο τελέστής G είναι µη-γραµµικός στο u και στο µ, συ-
νήθως λύνεται αριθµητικά µε κάποιου είδους µεθόδου Newton, οι οποίες εφαρµόζονται
στο (1.25) γιαµίασταθερή τιµή τηςπαραµέτρουµκαι κάνουνχρήση της ιακωβιανήςGu(u, µ).

Σχήµα 1.1: Κρίσιµα σηµεία, στροφής και διακλάδωσης.

Παρ’ όλααυτά, οι κλάδοι τωνλύσεων, συχνά, παρουσιάζουν κάποιες πολύ ενδιαφέρου-
σες, αλλά και πολύπλοκες µη-γραµµικές συµπεριφορές διακλάδωσης, µεταξύ των οποίων

⁵Χώρος ή πλήρης χώρος Banach ονοµάζεται ένας γραµµικός χώρος εφοδιασµένος µε νόρµα που ικανοποιεί
το γενικό κριτήριο Cauchy. Όλοι οι χώροι Rn είναι χώροι Banach.
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είναι και η ύπαρξη πολλαπλών λύσεων, η ύπαρξη ιδιαζόντων ή κρίσιµων σηµείων (Σχ. 1.1),
γνωστά ως σηµεία καµπής ή στροφής (όπου ο κλάδος της λύσης κάµπτεται πίσω προς τον
εαυτό του) και ως σηµεία διακλάδωσης (όπου δύο ή περισσότεροι κλάδοι λύσεων τέµνονται
µεταξύ τους).

Στη συνέχεια αναφέρονται µέθοδοι και τεχνικές συνέχεις για τον υπολογισµό των λύ-
σεων της µορφής 1.25.

1.4.1 Μέθοδος Newton

Δοσµένης µιας τιµής τουµ και µιας αρχικής εκτίµησης u0 της λύσηςu(µ), χρησιµοποιεί-
ται η κλασική επαναληπτική µέθοδοςNewton µέχρι τη σύγκλιση (||δui|| < ϵ, 0 < ϵ << 1):

Gi
uδu

i = −G(ui, µ), (1.26)

u(i+1) = ui + δui. (1.27)

Η απλή αυτή διαδικασία χρησιµοποιείται, γενικά, για την επίλυση µη γραµµικών προ-
βληµάτων. Συγκλίνει τετραγωνικά, όταν αυτό, βέβαια, επιτυγχάνεται. Μπορεί, αντίθετα,
να αποκλίνει όταν η αρχική εκτίµηση δεν είναι κοντά στην πραγµατική λύση ή όταν για
την τιµή του µ δεν υπάρχει λύση. Στην περίπτωσηπροβληµάτων µε κρίσιµο σηµείο µ = µ∗,
για τιµές µ > µ∗ δεν υπάρχει κοντινή λύση και έτσι η µέθοδος αποκλίνει (Σχ. 1.2).

1.4.2 Μέθοδος φυσικής συνέχειας Euler-Newton (natural continuation)

Μία εύλογη διαδικασία για να ξεπεραστεί αυτή η δυσκολία σύγκλισης, όπως επίσης
και να καθοριστεί η εξάρτηση του u από το µ είναι να ξεκινήσουµε από µία ήδη γνωστή
λύση (u0, µ0) στην καµπύλη της λύσης, να τη χρησιµοποιήσουµε σαν την αρχική εκτίµηση
της επαναληπτικής διαδικασίας Newton και να βρούµε τη λύση σε ένα γειτονικό σηµείο
στην καµπύλη της λύσης µε µ κοντά στο µ0. Η διαδικασία µετά επαναλαµβάνεται. Μπο-
ρούµε να τη βελτιώσουµε µε το να υπολογίσουµε την παράγωγο, uµ (το εφαπτόµενο στην
καµπύλη διάνυσµα), σε µία γνωστή λύση και να τη χρησιµοποιήσουµε για να βρούµε µία
καλύτερη αρχική πρόβλεψη για την επόµενη τιµή του µ µε τρόπο πρόβλεψης-διόρθωσης⁶.
Η µέθοδος αυτή καλείται µέθοδος φυσικής συνέχειας, διότι αντιστοιχεί στο να παραµε-
τροποιεί την καµπύλη της λύσης από το µ, δηλαδή, την παράµετρο που υπάρχει φυσικά
στο πρόβληµα.

Διαδικασία της µεθόδου Euler-Newton. Δοθείσας µιας γνωστής λύσης (u0, µ0), υπολογί-
ζουµε τις λύσεις στις γειτονικές τιµές του µ ως εξής:

1. Πρώτα, υπολογίζουµε την εφαπτόµενη uµ στο (u0, µ0) από τη σχέση

⁶ Λαµβάνοντας υπόψη ένα αρχικό σηµείο στην µια καµπύλη λύσεων ενός αρχικού προβλήµατος, µπο-
ρούµε επαναληπτικά να ακολουθήσουµε τα παρακάτω βήµατα πρόβλεψης-διόρθωσης:

• Προγνώστης: Πρώτη προσέγγιση κατά µήκος της καµπύλης της λύση, συνήθως προς την κατεύθυνση
της εφαπτοµένης. Διαφορετικοί προγνώστες µπορεί να προέρχονται µέσω αριθµητικών µεθόδων για
το πρόβληµα αρχικών τιµών.

• Διορθωτής: Επαναληπτική προσέγγιση της λύσης του αρχικού συστήµατος, π.χ. χρησιµοποιώντας µε-
θόδου τύπου Newton για να επαναφέρει τον προγνώστη πίσω στην καµπύλη της λύσης.

Μιααποτελεσµατικήµέθοδοςπρόβλεψης-διόρθωσηςαποτελείται από κατάλληλους συνδυασµούς των τεσ-
σάρων πτυχών: προγνώστες, τοπική παραµετροποίηση της καµπύλης της λύσης, διορθωτές και έλεγχο του
µεγέθους του βήµατος.
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Guuµ = Gµ

η οποία προκύπτει από τη σχέση (1.26) µε παραγώγισή της.

2. Στη συνέχεια, εφαρµόζουµε ένα βήµα πρόβλεψης τύπου Euler:

u0 = u0 + u1(µ− µ0)

3. Χρησιµοποιούµε τη u0 ως αρχική εκτίµηση στη µέθοδο Newton

Gi
u(u

i+1 − ui) = G(ui, µ)

µέχρι να συγκλίνει.

4. Χρησιµοποιούµε το σηµείο (u(µ), µ) ως καινούριο (u0, µ0) και επαναλαµβάνουµε το
βήµα 1.

Σηµείωση Ο υπολογισµός της παραγώγου uµ δεν απαιτεί πολύ υπολογιστικό κόστος,
γιατί συνήθως έχουµε την παραγοντοποίηση της ιακωβιανής Gu, η οποία έχει ήδη υπολο-
γιστεί στο βήµα της Newton. Χρησιµοποιώντας µια τέτοια µέθοδο πρόβλεψης-διόρθωσης
µας επιτρέπει συχνά να λάβουµε ένα πολύ µεγαλύτερο βήµα µ και, έτσι να µειωθεί το
συνολικό κόστος του να προσδιορίσουµε την εξάρτηση της u από το µ.

Σχήµα 1.2: Η αποτυχία της µεθόδου Euler-Newton κοντά στο κρίσιµο σηµείο.

Δυστυχώς, αυτή η διαδικασία χρειάζεται κάποια τροποποίηση προκειµένου να χειρι-
στεί γενικά µη-γραµµικά συστήµατα, λόγω της πιθανότητας ύπαρξης µη-µοναδικής λύ-
σης. Η µη-µοναδικότητα εκδηλώνεται συνήθως µε τη µορφή της ύπαρξης κρίσιµου ση-
µείου, όπου η ιακωβιανή Gu είναι ιδιάζουσα (Σχ. 1.1)). Η απευθείας εφαρµογή των µεθό-
δων τύπου Newton για τη λύση της (1.25) συναντά δυσκολίες κοντά στα κρίσιµα σηµεία.

Οι δυσκολίες που συναντά µια διαδικασία φυσικής συνέχειας στα κρίσιµα σηµεία είναι
πολλές. Πρώτααπό όλα, εφόσον ηGu είναι ιδιάζουσαστα σηµεία αυτά, η µέθοδοςNewton,
στην καλύτερη περίπτωση, θα συγκλίνει γραµµικά, γεγονός που καθιστά πολύ πιο δαπα-
νηρό τον υπολογισµό της λύσης. Επιπλέον, κοντά σε ένα οριακό σηµείο, µπορεί να µην
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υπάρχει µια λύση για µια δεδοµένη τιµή του µ (Σχ. 1.2) και ως εκ τούτου οι επαναλήψεις
να µην καταφέρουν να συγκλίνουν. Τέλος, χρειάζονται κάποιοι µηχανισµοί µεταπήδησης
κλάδων σε ένα σηµείο διακλάδωσης.

Για να ξεπεραστούν αυτές οι δυσκολίες, εφαρµόζονται µέθοδοι συνέχειας ακολουθού-
µενης διαδροµής. Αυτές οι µέθοδοι συνέχειας σχεδιάζονται για να συνεχίζουν να ακολου-
θούν τον κλάδο µετά τα σηµεία στροφής και µπορούν να τροποποιηθούν ώστε να αλλά-
ζουν κλάδο στα σηµεία της διακλάδωσης.

1.4.3 Μέθοδος συνέχειας µέσω του µήκους τόξου της καµπύλης (arc length
continuation)

Στην µέθοδο συνέχειας µέσω της προσέγγισης του ψευδο-µήκους τόξου της καµπύ-
λης (pseudo arc length) [63] δεν παραµετροποιούµε τη λύση u από το µ, αλλά παραµετρο-
ποιούµε τους κλάδους της λύσης χρησιµοποιώντας µία παράµετρο µήκους τόξου s, και
καθορίζουµε πόσο µακριά κατά µήκος του τρέχοντος κλάδου της λύσης θέλουµε να προ-
χωρήσουµε.

Για να είµαστε πιο συγκεκριµένοι, ορίζουµε s την παράµετρο του µήκους τόξου, και
θωρούµε τη u(s) και το µ(s) ως συναρτήσεις του s. Μπορούµε να υπολογίσουµε την εφα-
πτοµένη [u̇(s0), µ̇(s0)] (όπου οι κουκίδες υποδηλώνουν παραγώγιση ως προς το s) από µία
γνωστή λύση στο s = s0 από τις ακόλουθες δύο εξισώσεις:

Guu̇0 + µ̇0Gµ = 0 (1.28)

||u̇0||2 + |µ̇0|2 − 1 = 0 (1.29)

Η εξίσωση (1.28) λαµβάνεται απόπαραγώγιση τηςG(u, µ)ωςπρος sκαι η εξίσωση (1.29)
θέτει τη συνθήκη του µήκους τόξου. Θα µπορούσαµε θεωρητικά να φτιάξουµε την κα-
µπύλη τηςλύσηςµε την ολοκλήρωση τουαρχικούπροβλήµατος επιλύοντας τις (1.28), (1.29)
ως προς u̇(s) και µ̇(s). Αν και αυτή η διαδικασία υπόκειται στις συνήθεις αστάθειες που πα-
ρουσιάζονται στη διαδικασία επίλυσης προβληµάτων αρχικών τιµών, µπορεί να είναι µια
εξαιρετικά αποτελεσµατική διαδικασία. Πράγµατι, η µέθοδος συνέχειας µέσω του ψευδο-
µήκους τόξου της καµπύλης µπορεί να θεωρηθεί ως µια µέθοδος για τη σταθεροποίηση
της ολοκλήρωσης κατά Euler των (1.28), (1.29).

Στη µέθοδο συνέχειας µέσω του ψευδο-µήκους τόξου της καµπύλης προχωρούµε από
το s0 στο s κατά µήκος της εφαπτοµένης στον κλάδο της λύσης και απαιτούµε νέα λύση
u(s) και µ(s), τέτοια, ώστε να ικανοποιούν τη σχέση

N (u(s), µ(s)) ≡ u̇T0 (u(s)− u(s0)) + µ̇0 (µ(s)− µ(s0))− (s− s0) = 0 (1.30)

Επιπλέον, απαιτούµε, βέβαια

G (u(s), µ(s)) = 0. (1.31)

Η εξίσωση (1.30) είναι η γραµµικοποίηση της εξίσωσης (3.11) και, όπως δείχνει, ανα-
γκάζει τη νέα λύση να βρίσκεται σε ένα υπερεπίπεδο κάθετο προς το διάνυσµα της εφα-
πτοµένης της καµπύλης της λύσης στο s0 και σε απόσταση (s − s0) από αυτό. Επίσης, η
εξίσωση (3.11) απαιτεί τα u(s) και µ(s) να βρίσκονται πάνω στην καµπύλη της πραγµατι-
κής λύσης (Σχ. 1.3).
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Σχήµα 1.3: Μέθοδος συνέχειας ψευδο-µήκους τόξου.

Μπορούµε τώρα να λύσουµε το συζευγµένο σύστηµα των εξισώσεων (1.30) και (3.11)
ως προς u(s) και µ(s), µε δεδοµένο µέγεθος βήµατος (s − s0). Χρησιµοποιούµε τη µέθοδο
Newton, όπουθαπρέπει να λύσουµε το ακόλουθο γραµµικό σύστηµασε κάθε επανάληψη:

A
[
δu
δµ

]
=

[
Gu Gµ

NT
u Nµ

] [
δu
δµ

]
= −

[
G
N

]
(1.32)

Προκειµένου να λυθεί το γραµµικό σύστηµα (1.32) µε άµεσες µεθόδους, αρκετές προ-
σεγγίσεις είναι δυνατές. Μέθοδοι συνέχειας διαφόρων µορφών και επιπέδων πολυπλοκό-
τητας έχουν χρησιµοποιηθεί ευρέως στη βιβλιογραφία προβληµάτων µηχανικής, ενώ διά-
φορες παραλλαγές έχουν εφαρµοστεί σε άλλα προβλήµατα στην µηχανική των ρευστών.
Η προσέγγιση που υιοθετείται για την επίλυση του προβλήµατος της παρούσας εργασίας
οφείλεται σε αυτήν του Keller [63, 64] και διαµορφώνεται, κατά ένα µέρος, σύµφωνα µε
τη µέθοδο της [34]. Το ίδιο πρόβληµα επιλύθηκε από τους Kavousakis et al.[1] µε χρήση
µιας τροποποιηµένηςπροσέγγισης χρονικού βήµατοςψευδο-µήκους τόξου [34] σε µίαπρό-
σφατη έρευνα αριθµητικών µεθόδων σε πρόβληµα διακλάδωσης, που υπολόγιζε, πέραν
των άλλων λύσεων, και την περίοδο των ταλαντευόµενων λύσεων (οριακών κύκλων).
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Κεφάλαιο 2

Δυναµική των Φλογών

Ηθεωρία έχει επηρεάσει πολύ την επιστήµη της καύσης και συνεχίζει να παίζει σηµα-
ντικό ρόλο στο εγγύς µέλλον. Οι πρόσφατες πρόοδοι στις πειραµατικές µεθόδους, αλλά
και στις υπολογιστικές ικανότητες, συµπεριλαµβανοµένου της πρόσβασης σε υπολογι-
στές και τις δυνατότητες των αριθµητικών εργαλείων, παρέχουν στους επιστήµονες που
µελετάνε την καύση επαρκείς πληροφορίες, οι οποίες χρειάζονται κατανόηση και ερµη-
νεία. Ουσιαστική κατανόηση επιτυγχάνεται µε την κατασκευή απλοποιηµένων µοντέ-
λων, τα οποία διατηρούν τα κύρια χαρακτηριστικά των φαινοµένων που εξετάζονται, και
την αναζήτηση λύσεων, είτε αναλυτικά, είτε αριθµητικά, κατά τρόπο που καθιστά εµφα-
νείς τις φυσικές αλληλεπιδράσεις που συµβαίνουν στις διάφορες περιοχές του πεδίου ροής
και τις συνέπειες που αυτές έχουν στη συνολική διαδικασία.

Η µοντελοποίηση συστηµάτων καύσης περιλαµβάνει ολόκληρο το φάσµα των δυσκο-
λιών -που σχετίζονται µεπολυσυστατικές ροές, µεταφοράθερµότητας και µάζας και χηµι-
κές αντιδράσεις, οι οποίες περιπλέκονται περαιτέρω, εξαιτίας ενός µεγάλου αριθµού στοι-
χειωδών χηµικών αντιδράσεων και της πολυδιάστατης και χρονικά εξαρτώµενης φύσης
της ροής. Λόγω της πολυπλοκότητας και της εξαιρετικά µη-γραµµικής φύσης των εξισώ-
σεων που διέπουν τα προβλήµατα καύσης, γίνονται ταξινοµήσεις και κατηγοριοποιήσεις
των φαινοµένων καύσης, ενώ εισάγονται, σχεδόν πάντοτε, απλουστεύσεις.

2.1 Σηµαντικές Διαχωρίσεις Φαινοµένων Καύσης

2.1.1 Προαναµεµειγµένη και Μη-προαναµεµειγµένη Καύση

Αυτή είναι πιθανότατα η πιο σηµαντική ταξινόµηση των φαινοµένων καύσης. Γενικά,
τα συστήµατα καύσηςαποτελούνται, συχνά, από δύοαντιδρώντα: το καύσιµο και τον οξει-
δωτή. Τα δύοαυτάαντιδρώνταπρέπει να έρθουν σε επαφήκαι νααναµειχθούν σεµοριακό
επίπεδο, πριν η αντίδραση λάβει χώρα. Ως εκ τούτου, οι µηχανισµοί ανάµειξης αποτελούν
ουσιώδη στοιχεία, τα οποία επηρεάζουν την καύση. Η απαίτηση της ικανότητας ανάµει-
ξης συνεπάγεται, επίσης, ότι τουλάχιστον ένα από τα αντιδρώντα θα πρέπει να βρίσκεται
είτε στην αέρια κατάσταση, είτε στην υγρή, προκειµένου τα µόριά του να µπορούν ”εξα-
πλωθούν” γύρω από τα µόρια του άλλου αντιδρώντος.

Λόγω της σηµασίας της ικανότητας µοριακής ανάµειξης, τα συστήµατα καύσης συ-
µπεριφέρονται εντελώς διαφορετικά, ανάλογα µε το αν τα αντιδρώντα είναι αρχικά ανα-
µεµειγµένα ή όχι. Σε ένα προαναµεµειγµένο σύστηµα, τα αντιδρώντα είναι ήδη καλά ανα-
µεµειγµένα προτού η αντίδραση αρχίσει. Ωστόσο, σε ένα µη-προαναµεµειγµένο σύστηµα
τα αντιδρώντα είναι, αρχικά, διαχωρισµένα και ενώνονται, µέσω της µοριακής διαδικα-
σίας της διάχυσης και της χύδην (bulk) κίνησης αγωγιµότητας, σε µία κοινή περιοχή όπου
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λαµβάνει µέρος ανάµειξη και στη συνέχεια αντίδραση. Η περίπτωση της µη προαναµε-
µειγµένη καύσης είναι, επίσης, γνωστή ως καύση διάχυσης, διότι η µετακίνηση µέσω διά-
χυσης είναι απαραίτητη για την πραγµατοποίηση της ανάµειξης των αντιδρώντων στο
µοριακό επίπεδο.

Είναι σηµαντικό να αναγνωρίσουµε ότι µε το να καλούµε ένα µη-προαναµεµειγµένο
σύστηµα, διαχυτικό, δεν συνεπάγεται ότι ένα προαναµεµειγµένο σύστηµα, είναι µη - δια-
χυτικό. Η λέξη ”διαχυτικό” υποδεικνύει µόνο την ανάγκη να έρθουν τα αντιδρώντα σε
επαφή, µέσω αυτού του µηχανισµού µετακίνησης. Σε ένα προαναµεµειγµένο σύστηµα, η
διάχυση επίσης χρειάζεται για να µεταφέρει µείγµα προς -και τη θερµική ενέργεια και τα
προϊόντα καύσης µακριά από- την περιοχή αντίδρασης, όπου τα αντιδρώντα καταναλώ-
νονται και η θερµική ενέργεια και τα προϊόντα παράγονται.

2.1.2 Η Φλόγα Bunsen

Σχήµα 2.1: Η Φλόγα Bunsen.

Η Φλόγα Bunsen, όπως φαίνεται στο Σχήµα 2.1, παρέχει µία απεικόνιση των δύο ει-
δών φλόγας: Καθώς το αέριο καύσιµο εκρέει από το ακροφύσιο, αέρας εισάγεται µέσω
ενός προσαρµόσιµου στοµίου και στη συνέχεια αναµειγνύεται µε το καύσιµο, καθώς κι-
νούνται κατά µήκος του σωλήνα-καυστήρα. Η µετέπειτα αντίδραση µεταξύ καύσιµου και
οξυγόνου σε αυτό το µείγµα, αποτελεί µία προαναµεµειγµένη φλόγα. Υποθέτοντας ότι ο
ρυθµός ροής του αέρα µπορεί να µεταβληθεί ελεγχόµενα, τότε η φλόγα που θα παραχθεί
µπορεί να είναι είτε φλόγα πλούσια σε καύσιµο, είτε φλόγα φτωχή σε καύσιµο, ανάλογα µε
το κατά πόσον το οξυγόνο ή το καύσιµο µπορεί να καταναλωθεί τελείως.

Αν το µείγµα αυτό είναι φτωχό σε καύσιµο, τότε το πλεονάζον οξυγόνο θα παραµεί-
νει ανέπαφο, καθώς θα περνάει µέσα από τη φλόγα και θα εξατµιστεί στο περιβάλλον.
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Ωστόσο, αν το µείγµα είναι πλούσιο σε καύσιµο, τότε, το πλεονάζον καύσιµο, αφότου πε-
ράσει µέσα από την προαναµεµειγµένη φλόγα, µπορεί να αντιδράσει µε το οξυγόνο του
αέρα που το περιβάλλει. Αφού το οξυγόνο και το καύσιµο, είναι αρχικά διαχωρισµένα,
πρέπει να µεταφερθούν σε µία κοινή περιοχή, όπου ανάµειξη και αντιδράσεις υφίστα-
νται. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα µία µη-προαναµεµειγµένη φλόγα, στην οποία τα είδη του
καυσίµου που εξέρχονται από την προαναµεµειγµένη φλόγα αντιδρούν σχεδόν τελείως
µε το οξυγόνο που εισέρχεται σε αυτήν. Το σύνολο αυτής της φλόγας αποτελείται από µία
προαναµεµειγµένη και µία µη-προαναµεµειγµένη φλόγα. Τελικά, στην περίπτωση όπου
το στόµιο εισόδου αέρα κλείσει τελείως, το µείγµα δεν περιέχει καθόλου οξυγόνο και, συ-
νεπώς, υφίσταται µόνο µη-προαναµεµειγµένη φλόγα.

Είναι φανερό ότι κάποιος δε θα µπορούσε να βρει περιπτώσεις προαναµείξεων στη
φύση, διότι θα είχαν αντιδράσει ήδη, ακόµα και αν είναι ελαφρώς αντιδραστικές. Από την
άλλη, µη-προαναµεµειγµένα συστήµατα αφθονούν. Όντως, µε το οξυγόνο στον αέρα ως
οξειδωτής, όλα τα υλικά που µπορούν να καούν στον αέρα λειτουργούν ως καύσιµα. Τέ-
τοια παραδείγµατα αποτελούν τα φυσικά καύσιµα, όπως το πετρέλαιο και ο γαιάνθρα-
κας, τα υλικά κυτταρίνης, όπως το χαρτί και το ύφασµα, και µεταλλικά στοιχεία, όπως το
αλουµίνιο και το µαγνήσιο.

2.1.3 Στρωτή και Τυρβώδης Καύση

Μίαφλόγαχαρακτηρίζεται, επίσης, από τηφύση της ροής της, κατάπόσον είναι στρωτή
ή τυρβώδης. Στη στρωτή ροή υπάρχουν ευδιάκριτες ροϊκές γραµµές για τη χύδην, κίνηση
συναγωγής, ενώστην τυρβώδηροή, τέτοιες ροϊκές γραµµές δεν υπάρχουν, µεαποτέλεσµα,
σε οποιοδήποτε σηµείο του πεδίου ροής, οι ποσότητες της ροής να διακυµαίνονται τυχαία
στο χρόνο. Η ύπαρξη διαταραχής, γενικά, διευκολύνει τη διαδικασία ανάµειξης και, συνε-
πώς, έχει ιδιαίτερα µεγάλη επιρροή στα µη-προαναµεµειγµένα συστήµατα, στα οποία η
ανάµειξη των αντιδρώντων απαραίτητη. Η τελική ανάµειξη πριν η αντίδραση λάβει χώρα
πρέπει και πάλι να συµβεί µέσω της διαδικασίας της µοριακής διάχυσης είτε η ροή είναι
στρωτή, είτε τυρβώδης.

2.2 Φλόγες Διάχυσης

Όπως είπαµε και στο προηγούµενο κεφάλαιο, οι φλόγες µπορούν να χωριστούν σε
δύο κατηγορίες: στις φλόγες τύπου Bunsen, στις οποίες το καύσιµο και ο οξειδωτής προ-
αναµειγνύονται προτού η ανάφλεξη λάβει χώρα και στις φλόγες όπου το καύσιµο και
ο οξειδωτής συναντώνται τυχαία µε αποτέλεσµα την καύση τους. Οι φλόγες µε αυτό το
χαρακτηριστικό ανήκουν στην κατηγορία των φλογών διάχυσης, αφού, όπως είπαµε και
προηγουµένως, η διάχυση αποτελεί τον κύριο µηχανισµό που διέπει τη διαδικασία της
καύσης.

Στην ευρεία έννοιά της, η φλόγα διάχυσης περιέχει ένα µεγάλο εύρος προβληµάτων.
Τέτοια είναι φλόγα ενός σπίρτου ή ενός κεριού που καίγεται στον αέρα, ένα φύλλο αλου-
µινίου που καίγεται σε υπερηχητική ροή αέρα, µία πυρκαγιά και η φλόγα µιας σταγόνας
καυσίµου που καίγεται σε οξυγόνο σε κινητήρα πυραύλου ή αεριώθησης. Επίσης, στα προ-
βλήµατααυτά συµπεριλαµβάνονται διαδικασίες που έχουν να κάνουνµε ασταθή ροή, ροή
υψηλής ταχύτητας και κινήσεις υπερβολικά τυρβώδεις.

Σε µία πιο αυστηρή έννοια, η φλόγα διάχυσης µπορεί να ορισθεί ως µία µη - προανα-
µεµειγµένη, ηµισταθερή, σχεδόν ισοβαρής φλόγα, στην οποία το µεγαλύτερο µέρος της
αντίδρασης λαµβάνει χώρα σε µία στενή ζώνη, η οποία µπορεί να προσεγγιστεί σαν µία
επιφάνεια. Όταν το καύσιµο και ο οξειδωτής, από αρχικά διαχωρισµένα, έρθουν κοντά,
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τότε ανάµειξη και αντίδραση θα λάβει χώρα, ταυτόχρονα, σε αυτή τη ζώνη αντίδρασης, η
οποία ονοµάζεται επιφάνεια φλόγας.

Αντίθετα µε τις προαναµεµειγµένες φλόγες, οι φλόγες διάχυσης δεν έχουν χαρακτηρι-
στική ταχύτητα.Ο ρυθµός καύσης καθορίζεται από το ρυθµόµε τον οποίο το καύσιµο και ο
οξειδωτής µεταφέρονται από αντίθετες µεριές µε τις σωστές αναλογίες, προκειµένου να
υποστούν χηµική αντίδραση. Επίπεδες προαναµεµειγµένες φλόγες επιτυγχάνονται εύ-
κολα στο εργαστήριο, σε µία οµοιόµορφη και προσεκτικά ελεγχόµενη ροή, αντίστοιχη µε
την ταχύτητα της στρωτής φλόγας. Από την άλλη, σταθερή επίπεδη φλόγα διάχυσης σε
µονοδιάστατη διάταξη, µε το καύσιµο να παρέχεται από τη µία µεριά κατά τη διεύθυνση
του ρεύµατος και τον οξειδωτή από την άλλη, αντίθετα προς το ρεύµα, δεν είναι εφικτή.
Για να υπάρξει σταθερή φλόγα διάχυσης, πρέπει να µην υπάρχουν διακυµάνσεις στη ροή
του καυσίµου κ του οξειδωτήπρος τηφλόγα, πράγµααδύνατον σε µονοδιάστατη ροή, διότι
η επιφάνεια της ροής του καυσίµου πάνω στο άκρο πρέπει να παραµένει σταθερή.

Ένα µονοδιάστατο µοντέλο - η θαλαµωτή φλόγα διάχυσης - µπορεί να κατασκευαστεί,
εάν ένααπό τααντιδρώνταπαρέχεται σεπεπερασµένηθέση [65, 66]. Ηπειραµατικήπραγ-
µατοποίηση µιας επίπεδης ατάνυτης φλόγας διάχυσης, άνοιξε το δρόµο για τη µελλοντική
εξερεύνηση τωνθεµελιωδών ερωτηµάτωνπουσχετίζονται µε τιςφλόγες διάχυσης, και για
την πειραµατική επιβεβαίωση των θεωρητικών και αριθµητικών µοντέλων. Παρείχε, για
πρώτη φορά, µια επαλήθευση των ασταθειών των φλογών, οι οποίες αρχικά βασίστηκαν
στο µοντέλο της θαλαµωτής φλόγας διάχυσης [16, 17, 67].

2.2.1 Το µοντέλο των Burke και Schumann

Σχήµα 2.2: Το µοντέλο φλόγας των Burke και Schumann.

Η πρώτη επιτυχηµένη λεπτοµερής ανάλυση προβλήµατος φλόγας διάχυσης δόθηκε
από τους Burke και Schumann το 1928 [11]. Η διάταξη που µελετήθηκε είναι η µόνιµης
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κατάστασης οµοαξονική ροή ενός αέριου καυσίµου που εξέρχεται σε οξειδωτικό αέριο,
όπως φαίνεται στο Σχήµα 2.2¹. Καύσιµο (ή οξειδωτής) εξέρχεται µέσω ενός κυλινδρικού
σωλήνα σε έναν οµόκεντρο κυλινδρικό αγωγό, µέσα στον οποίο ρέει ο οξειδωτής (ή το καύ-
σιµο). Μία φλόγα επιτυγχάνεται στο στόµιο του σωλήνα και, είτε εξαπλώνεται µέχρι το
τοίχωµα του αγωγού (περίπτωση υποαερισµένης φλόγας, Σχ. 2.3(β)), είτε συγκλίνει προς
των άξονα (περίπτωση υπεραερισµένης φλόγας Σχ. 2.3(α)).

Το ύψος της φλόγας², που καθορίζεται ως η παράλληλη µε τον άξονα απόσταση από το
στόµιο του σωλήνα µέχρι το σηµείο στο οποίο η φλόγα φτάνει είτε το τοίχωµα του αγωγού
είτε τον άξονα, είναι αναγκαίο για τον σχεδιασµό καυστήρων τέτοιου τύπου. Οι Burke και
Schumann έβγαλαν αρκετά ακριβείς προβλέψεις για το ύψος και το σχήµα της φλόγας για
στρωτή ροή, οι οποίες είναι σε πολύ καλή συµφωνία µε τα πειραµατικά αποτελέσµατα.

Είναι φανερό ότι η φλόγα αυτής της µορφής µπορεί να είναι κλειστή ή ανοιχτή στο
πάνω άκρο της, ανάλογα µε το λόγο της διαµέτρου του σωλήνα προς τη διάµετρο του αγω-
γού, τη συγκέντρωση του καυσίµου και του οξειδωτή µέσα στις αντίστοιχες ροές τους και,
το στοιχειοµετρικό λόγο της συγκέντρωσης του καυσίµου ως προς του οξειδωτή. Συνεπώς,
για την περίπτωση που ο λόγος της παροχής του οξειδωτή είναι στοιχειοµετρικά περισ-
σότερος από αυτόν του καυσίµου, θα έχουµε την υπεραερισµένη (Σχ. 2.3(β)) φλόγα που
περιγράψαµε προηγουµένως, διαφορετικά θα έχουµε υποαερισµένη φλόγα (Σχ. 2.3(α)).

Σχήµα 2.3: Περιπτώσεις υπο-υπεραερισµένης φλόγας.

Επίσης, θεώρησαν ότι η αξονική µάζα ροής ρv κατά µήκος του αγωγού, παραµένει
σταθερή. Εισήγαγαν, αποτελεσµατικά, µία προσέγγιση σταθερής πυκνότητας, ώστε να
αποσυνδέσουν τις υδροδυναµικές εξισώσεις από τις εξισώσεις µεταφοράς. Αυτή η διατύ-
πωση της σταθερής πυκνότητας µπορεί συστηµατικά να θεωρηθεί ως ένα ασυµπτωτικό
όριο όταν η παράµετρος απελευθέρωσης θερµότητας είναι µικρή. Ωστόσο, σε πραγµατικά
συστήµατα, η απελευθέρωση θερµότητας δεν είναι ποτέ µικρή και η πυκνότητα διαφέρει
σηµαντικά από σηµείο σε σηµείο στη φλόγα. Παρ’ όλα αυτά, η προσέγγιση είναι χρήσιµη
στο να διευκρινίσει κάποιες από τις περιπλοκές που συσχετίζονται µε πτυχές θερµότητας-
διάχυσης της καύσης.

¹Από το βιβλίο [68]
²Θεωρούµε σύστηµασυντεταγµένωνµεαρχήστο στόµιο του σωλήνα (y :απόστασηκατάµήκος τουάξονα,

x :απόστασηαπό τονάξονα). Υποθέτουµε τηνακτίνα του εσωτερικού σωλήνα xin και του εξωτερικούαγωγού
xout. Ως YO και YF ορίζονται οι συγκεντρώσεις του οξειδωτή και του καυσίµου, αντίστοιχα, ενώ οι συνθήκες
στο y = 0 προσδιορίζονται µε το δείκτη 0.
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Η διάταξη της φλόγας διάχυσης των Burke και Schumann [11] έχει αποτελέσει µια βο-
λική πλατφόρµα για τη µελέτη της συµπεριφοράς της καύσης σε στρωτές ροές µε κοινή
διεύθυνση. Από καθαρά θεωρητικής πλευράς, η έρευνα έχει καταβάλει προσπάθειες για
να ξεφύγει από τις απλοποιηµένες υποθέσεις της αρχικής ανάλυσης και προσπαθεί να
παράσχει µία πιο ρεαλιστική περιγραφή της φυσικής του προβλήµατος. Από την πειραµα-
τικήσκοπιά, έχει διεξαχθεί έρευναγια να εξεταστούν ταλεπτοµερήυδροδυναµικά/χηµικά
µοντέλα αυτών των φλογών, καθώς και για να συγκριθούν µε τα θεωρητικά/αριθµητικά
µοντέλα πρόβλεψης. Ωστόσο, όλες οι παραπάνω εργασίες θεωρούν µόνο αέρια καύσιµα
και οξειδωτές.

2.2.2 Το Φύλλο Αντίδρασης

Στη µαθηµατική περιγραφή του µοντέλου της φλόγας, οι Burke και Schumann εισή-
γαγαν το άπειρο όριο της γρήγορης χηµείας. Υπέθεσαν ότι η χηµική αντίδραση θα λάβει
µέρος σε µία επιφάνεια-φύλλο, το φύλλο της αντίδρασης ή η στοιχειοµετρική επιφάνεια, η
οποία διαχωρίζει µία περιοχή που βρίσκεται το καύσιµο και όχι οξειδωτής, από µία άλλη
που βρίσκεται οξειδωτής, αλλά όχι καύσιµο. Το καύσιµο και ο οξειδωτής ρέουν προς το
φύλλο αυτό της αντίδρασης σε στοιχειοµετρικές αναλογίες. Μία συνθήκη που, µαζί µε
την απαίτηση για πλήρη κατανάλωση των αντιδρώντων, καθορίζει το πεδίο της καύσης,
συµπεριλαµβανοµένου της θέσης του φύλλου της αντίδρασης ή της στοιχειοµετρικής επι-
φάνειας. Η τελευταία, εξαρτάται από τις συγκεντρώσεις του καυσίµου και του οξειδωτή
στα σύνορα, ή την αρχική σκληρότητα³ του µείγµατος ϕ και από την ικανότητα διάχυσης
των αντιδρώντων LeF και LeO⁴. Επίσηµα, η λύση των Burke και Schumann αντιστοιχεί στο
όριο Da⁵ → ∞ που είναι ο αριθµός Damköhler [69, 70].

Μια σηµαντική πρόοδος στην ανάλυση των φλογών διάχυσης οφείλεται στον Liñán
[71], ο οποίος επανεξέτασε τη δοµή της ζώνης αντίδρασης, στο πλαίσιο µιας φλόγας αντιρ-
ροής, υποθέτοντας ότι τόσο ο αριθµός Damköhler, όσο και η παράµετρος ενέργειας ενερ-
γοποίησης είναι µεγάλα, αλλά σχετίζονται σε ένα κατάλληλο όριο. Η δοµή της ζώνης
αντίδρασης, τότε θα εξαρτάται από το µειωµένο αριθµόDamköhler, δ, ο οποίος µετρά την
ένταση της χηµικής αντίδρασης, ή την αποχώρηση από τις συνθήκες ισορροπίας. Ολο-
κλήρωση κατά µήκος της ζώνης αντίδρασης δείχνει ότι η ισορροπία µεταξύ αντίδρασης-
διάχυσης συντηρείται µόνο όταν δ ≥ δc. Η κρίσιµη τιµή δc καθορίζει τη χαµηλότερη δυ-
νατή τιµή του αριθµού Damköhler, Daext και αντιστοιχεί στην απόσβεση της φλόγας. Για
τη φλόγα αντιρροής ο αριθµός Daext καθορίζει το µέγιστο δυνατό ποσό παραµόρφωσης
πάνω από το οποίο συµβαίνει η απόσβεση, ενώ για σφαιρική φλόγα καθορίζει τι κρίσιµο
µέγεθος, κάτω από το οποίο θα συµβεί απόσβεση.

Στο Σχ. 2.4 φαίνεται το σχετικό τµήµα της καµπύλης S⁶ που χαρακτηρίζει τη λύση, η
οποία εκτείνεται από πλήρη καύση µέχρι κάτω στην απόσβεση, δηλαδή Daext ≤ Da < ∞.
Το σχήµα δείχνει την εξάρτηση της θερµοκρασίας της φλόγας T από το Da. Το σηµείο
στροφής Da = Daext αντιστοιχεί την απόσβεση της φλόγας [7]. Το διακεκοµµένο τµήµα
αντιστοιχεί στην περιοχή όπου, ανάλογα µε τους αριθµούς Lewis και την αρχική σκλη-
ρότητα του µείγµατος, µπορεί να υπάρχει αστάθεια. Η κρίσιµη τιµή Da∗ αποτελεί την
οριακή µόνιµη κατάσταση. Καθώς Da → ∞ η καµπύλη κινείται ασυµπτωτικά στη λύση

³Ορίζεται ως ο λόγος της µάζας καυσίµου προς τη µάζα οξειδωτή που παρέχεται από τις αντίστοιχες ροές
τους, κανονικοποιηµένες στις στοιχειοµετρικές αναλογίες τους [10].

⁴Αριθµοί Lewis, οι οποίοι ορίζονται ως ο λόγος της θερµικής διάχυσης του κάθε αντιδρώντος προς τη µα-
ζική διάχυσή του. Στις προαναµεµειγµένες φλόγες υπάρχει µόνο ένας αριθµός Le, ο οποίος αναφέρεται στη
διάχυση του µείγµατος.

⁵Ορίζεται ως ο λόγος του χρόνου διάχυσης προς το χρόνο της χηµικής αντίδρασης.
⁶Βλέπε παράγραφο 2.3.3.
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των Burke-Schumann, η οποία αντιστοιχεί στην πλήρη καύση µε τη θερµοκρασία της φλό-
γας να είναι ίση µε τη στοιχειοµετρική θερµοκρασία Ts. Η ένταση της φλόγας ελαττώνε-
ται, καθώς ο αριθµός Da µειώνεται. Ως συνέπεια, η θερµοκρασία της φλόγας πέφτει και
υπάρχει σηµαντική διαρροή µη καµµένων αντιδρώντων στη ζώνη της αντίδρασης. Η από-
σβεση συµβαίνει όταν η διαρροή γίνει υπερβολική και η θερµοκρασία της φλόγας ελατ-
τωθεί υπερβολικά.

Σχήµα 2.4: Η εξάρτηση της θερµοκρασίας της φλόγας από τον αριθµόDamköhler.
(πάνω µέρος της καµπύλης S)

2.3 Αστάθειες στις Φλόγες

Μελέτες των ασταθειών φλογών έχουν γίνει σε προβλήµατα που αφορούν προαναµε-
µειγµένη καύση, αλλά υπάρχουνανεπαρκήπειραµατικά στοιχεία για αστάθειες στις φλό-
γες διάχυσης. Η πρώτη γνωστή µελέτη έγινε από τους Gardside και Jackson [72], ο οποίοι
παρατήρησαν ότι η επιφάνειαµιαςφλόγας κινητήρααεριώθησης υδρογόνου-αέρα, συχνά,
αποτελείται από τριγωνικές κυψέλες, σε σχήµα πολυέδρου. Αργότερα, οι Dongworth και
Melvin [73] παρατήρησαν ότι κάτω από συγκεκριµένες συνθήκες η ίσια βάση µιας φλόγας
διάχυσης υδρογόνου-οξυγόνου ενός καυστήρα γίνεται κυψελώδης. Παρόµοιες παρατηρή-
σεις αναφέρθηκαν σε πρόσφατες µελέτες σε καυστήραWolĢard–Parker [74], σε καυστήρα
αεριώθησης [10, 75] και φλόγες διάχυσης αντιροής [76]. Ένα κοινό χαρακτηριστικό όλων
αυτών των παρατηρήσεων είναι ότι η αστάθεια προκύπτει σε αρκετά υψηλές ταχύτητες
ροής, ή σε συνθήκες κοντά στην απόσβεση της φλόγας. Μία άλλη ιδιαιτερότητα είναι ότι
σχηµατίζονται κυψέλες όταν έστω και ένας από τους αριθµούς Lewis είναι αρκετά µεγά-
λος.

Μέχρι σήµερα, οι αστάθειες των φλογών έχουν συσχετιστεί µε τους αριθµούς Lewis,
µε χαµηλόDa και µε απώλειες θερµότητας. Για παράδειγµα, εµφανίστηκαν αστάθειες σε
φλόγες υδρογόνου-οξυγόνουαραιωµένες⁷ σεCO2, N2 ήAr, µε αριθµόLewis LeF 0.33−0.35,
αλλά όχι όταν διαλύθηκαν σε He, διότι ο αριθµός LeF βρίσκεται κοντά στη µονάδα και ο
LeO είναι αρκετά µεγάλος. Οµοίως, αστάθειες σχηµατίζονται σε φλόγες µεθανίου-αέρα
αραιωµένες σε SF6, όπου LeO, LeF 0.4 − 0.5, αλλά όχι όταν διαλύθηκαν σε He ή N2, διότι
οι αριθµοί Lewis είναι και πάλι κοντά ή µεγαλύτεροι της µονάδας. Η τάση των φλογών
διάχυσης να σχηµατίζουν κυψέλες αυξάνεται όταν µειώνεται η αρχική σκληρότητα του
µίγµατος.

Ένα άλλο είδος ασταθειών που εµφανίζεται σε µη-προαναµεµειγµένα συστήµατα, εί-
ναι η αυθόρµητες ταλαντώσεις φλογών. Όπως αναφέραµε και στην εισαγωγή, ταλαντώ-

⁷Βλέπε παράγραφο 2.3.2.
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σεις παρατηρήθηκαν σε καύσιµα κατά τη διαδικασία υγροποίησης [2], σε κεριά και σε
κρεµάµενες σταγόνες καύσιµου σε περιβάλλοντα µικροβαρύτητας [3, 4], σε φλόγες κι-
νητήρων αεριώθησης [5], σε φλόγες ψεκασµού [6] και σε φλόγες πάνω από λιµνάζοντα
καύσιµα [8, 9].

Η φύση των ταλαντώσεων σε κάθε µία από αυτές τις περιπτώσεις είναι περίπου διαφο-
ρετική: Η φλόγα των κρεµάµενων σταγόνων υφίσταται ακτινικές ταλαντώσεις και στους
κινητήρες αεριώθησης η φλόγα διαστέλλεται και συστέλλεται σαν σύνολο, κατά τη διάρ-
κεια ενός κύκλου. Το άκρο της φλόγας κεριού σε περιβάλλον µικροβαρύτητας κινείται
µπρος πίσω κατά µήκος της ηµισφαιρικής επιφάνειάς της. Στην εξάπλωση της φλόγας
οι ταλαντώσεις συµβαίνουν, κατά κύριο λόγο, κοντά στις άκρες και εξασθενίζουν καθώς
ακολουθούν τη φλόγα διάχυσης.

Αν και οι κυψελώδεις δοµές και οι ταλαντώσεις φλόγας είναι οι κυρίαρχες µορφές
αστάθειας, µπορεί να υπάρχουν και άλλοι πιθανοί τρόποι ταλάντωσης, όπως οι ταλα-
ντευόµενες κυψελώδεις δοµές, στις περιοχές µετάβασης µεταξύ των διαφόρων καταστά-
σεων ή για ακραίες τιµές των παραµέτρων. Πολλοί τρόποι ασταθειών έχουν αναφερθεί,
γιαπαράδειγµα, στις φλόγες διάχυσης αεριώθησης σε µορφήµετακινούµενωνήπεριστρε-
φόµενων κυψελών [10], ενώ, µακρές κυψέλες αναφέρθηκαν σε µια πρόσφατη µελέτη µη-
προαναµεµειγµένης φλόγας σε σωλήνα [77].

Πράγµατι, ταλαντώσεις παρατηρήθηκαν σε φλόγες αεριώθησης, όταν σε ένα κλάσµα
καυσίµου που εισήχθη σε µορφή υγρών σταγονιδίων, τα τελευταία εξήγαγαν θερµότητα
λόγω της διαδικασίας αεριοποίησης κατά την εξάτµισή τους [6]. Υπό παρόµοιες συνθή-
κες, αλλά µε την αντικατάσταση των σταγονιδίων από αναθυµιάσεις καυσίµου, η φλόγα
ήταν σταθερή. Περαιτέρω πειστικές αποδείξεις του ρόλου της απώλειας θερµότητας έγι-
ναν όταν σταγονίδια νερού εγχύθηκαν, αντί των σταγονιδίων καυσίµου, πράγµαπου οδή-
γησε σε ταλαντώσεις παρόµοιας συχνότητας. Η επίδραση της θερµικής διαστολής στην
ευστάθεια της επίπεδης φλόγας διάχυσης επίπεδου έχει εξεταστεί µόνο πρόσφατα από
τους Meĵener και Matalon [27].

Η υδροδυναµική που διέπει τα προαναφερθέντα πειράµατα είναι, γενικά, µη τετριµ-
µένη, συµπεριλαµβάνοντας πολυδιάστατες διατµητικές και τεταµένες ροές, οι οποίες πα-
ράγουν ανοµοιόµορφες συνθήκες πάνω στην επιφάνεια της φλόγας, µε αποτέλεσµα να
περιπλέκουν τη σύγκριση µε τις θεωρητικές προβλέψεις. Η πρόσφατη επίτευξη υλοποίη-
σης ατάνυτης επίπεδης φλόγας διάχυσης παρέχει τη δυνατότητα της έρευνας των αστα-
θειών των φλογών στην απλούστερη µορφή τους.

2.3.1 Ταλαντώσεις των Φλογών Διάχυσης

Η έναρξη των ασταθειών θερµότητας-διάχυσης σε προαναµεµειγµένες φλόγες είναι
επαρκώς κατανοητή. Ένα προαναµεµειγµένο σύστηµα, πέραν της στοιχειοµετρίας, εξαρ-
τάται κυρίως από τον αριθµό Lewis, Le. Η θεωρία προβλέπει [78, 79] ότι, όταν Le = 1, µία
προαναµεµειγµένη φλόγα είναι σταθερή σε επιδράσεις θερµότητας-διάχυσης. Αστάθειες
αναπτύσσονται µόνο όταν ο αριθµός Le είτε υπερβαίνει ή είναι κάτω από µια κρίσιµη
τιµή. Μια κυψελώδης αστάθεια προβλέπεται όταν ο Le είναι επαρκώς µικρότερος από το
1, και µία αστάθεια που σχετίζεται µε παλµικές κινήσεις ή/και η ανάπτυξη κυµάτων που
ταξιδεύουν κατά µήκος του µετώπου της φλόγας προβλέπονται όταν ο Le είναι επαρκώς
µεγαλύτερος από το 1. Ως εκ τούτου, αναµένεται ότι η διαφοράµεταξύ της ικανότητας διά-
χυσης του καυσίµου και των οξειδωτώναφενός, και µεταξύµάζας και θερµότητας από την
άλλη, παίζουν παρόµοιο ρόλο στην αυθόρµητη ανάπτυξη των κυψελών σε φλόγες διάχυ-
σης.

Μια πλήρης θεωρία σχετικά µε τη ευστάθεια των φλογών διάχυσης φαίνεται πιο περί-
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πλοκη από ό,τι εκείνη των προαναµεµειγµένων φλογών. Αρχικά, όπως έχουµε αναφέρει,
για µια φλόγα διάχυσης υπάρχουν δύο αριθµοί Lewis (ένας που συνδέεται µε το καύσιµο,
LeF , και ένας µε τον οξειδωτή, LeO). Οι παρατηρήσεις που αναφέρθηκαν από τους Chen
et al [74] δείχνουν ότι, σε γενικές γραµµές, η ύπαρξη των κυψελωδών φλογών δεν περιορί-
ζεται στην περίπτωση όπου LeF = LeO. Δεύτερον, σε αντίθεση µε τις προαναµεµειγµένες
φλόγες, η δοµή της φλόγας διάχυσης ποικίλλει ανάλογα µε τον αριθµό Damköhler, Da.

Για πολύ µεγάλο Da εµφανίζεται πλήρης καύση σε ένα απειροελάχιστα λεπτό φύλλο
αντίδρασης και η διαδικασία καύσης είναι απόλυτα σταθερή, όπως προβλέπεται από τους
Burke και Schumann [11], ενώ, για µέτριες τιµές του Da η καύση είναι ατελής και υπάρχει
διαρροή του ενός ή και των δύο αντιδρώντων µέσα της ζώνης αντίδρασης. Τότε, η φλόγα
είναι πιο επιρρεπής σε αστάθεια στην παρουσία απωλειών θερµότητας και αυθόρµητες
ταλαντώσεις µπορεί να αναπτυχθούν για αριθµούς Lewis µεγαλύτερες από µία κρίσιµη
τιµή.

Η αστάθεια εµφανίζεται για ένα συγκεκριµένο εύρος τιµών του αριθµού Damköhler
και/ή για ένα συγκεκριµένο εύρος τιµών της συγκέντρωσης των οξειδωτών του περιβάλ-
λοντος. Επιπλέον, η καύση δεν είναι δυνατή όταν το Da είναι πολύ χαµηλό. Είναι γνωστό
ότι απόσβεση συµβαίνει σε ένα Da = Daext όπου αναπτύσσεται υπερβολική διαρροή του
ενός ή και των δύο αντιδρώντων. Ο αριθµός Damköhler είναι, συνεπώς, µια σηµαντική
παράµετρος που ελέγχει, µεταξύ άλλων, την έναρξη της ύπαρξης κυψελών.

Οι αναλύσεις της ευστάθειας των φλογών διάχυσης έχουν, κατά κύριο λόγο, χρησιµο-
ποιήσει µία επίπεδη φλόγα ως αδιατάρακτη κατάσταση⁸. Παρότι τα µοντέλα που χρησι-
µοποιήθηκαν από διάφορους ερευνητές διαφέρουν ελάχιστα λόγω των συνοριακών συν-
θηκών, αυτές οι ελάχιστες διαφορές δεν επηρεάζουν τα αποτελέσµατα σηµαντικά. Τα πιο
λεπτοµερή αποτελέσµατα λαµβάνονται µε την υπόθεση του φύλλου αντίδρασης και την
περαιτέρω υπόθεση ότι η πυκνότητα είναι σταθερή, προκειµένου να φιλτράρουν τις υδρο-
δυναµικές διαταραχές. Το πρόβληµα ιδιοτιµών επιλύθηκε αριθµητικά [27] και, µαζί µε τα
αναλυτικά αποτελέσµατα, προέκυψαν ολοκληρωµένααποτελέσµατα, τα οποία περιείχαν
τις κρίσιµες συνθήκες για την έναρξη των ασταθειών και τον χαρακτηρισµό των προτύ-
πωνπου είναι πιθανόν ναπαρατηρηθούν πέραν από το όριο αστάθειας. Η λύση των Burke
και Schumann πλήρους καύσης είναι άνευ όρων ευσταθής. Εάν η επίπεδη φλόγα διατα-
ραχθεί ελαφρά, η απαίτηση της πλήρους κατανάλωσης των αντιδρώντων αναγκάζει το
φύλλο αντίδρασης να επιστρέψει στην επίπεδη µορφή, η οποία, για δεδοµένες παραµέ-
τρους, είναι η µόνη στοιχειοµετρική επιφάνεια.

Αστάθειες µπορούν να υφίστανται µόνο όταν υπάρχει αισθητή διαρροή αντιδρώντων,
ή όταν ο αριθµός Damköhler γίνει αρκετά µικρός (η διακεκοµµένη περιοχή του Σχ. 2.4),
δηλαδή, όταν βρίσκεται Daext ≤ Da < Da∗. Η οριακή κατάσταση ευστάθειας Da∗ και η
φύση της αστάθειας όταν το Da µειωθεί κάτω από την τιµή Da∗, εξαρτάται από τη σύν-
θεση του µείγµατος και την κινητικότητα των αντιδρώντων: Οι ταλαντώσεις ευνοούνται
σε σχετικά πλούσιο µείγµα. Ταλαντώσεις σε θαλαµωτή φλόγα διάχυσης παρατηρήθηκαν
πρόσφατα σε πλούσια µείγµατα, έχοντας έναν από τους αριθµούς Lewis αρκετά µεγάλο.
Οι θεωρητικές προβλέψεις για τις κρίσιµες συνθήκες, συµπεριλαµβανοµένου της ταχύ-
τητας ροής, της σκληρότητας του µείγµατος και των αριθµών Lewis και Damköhler για
την έναρξη των ασταθειών, βρίσκονται σε συµφωνία µε τα πειραµατικά αποτελέσµατα.
Ενώ, οι συνθήκες που αφορούν την έναρξη των ταλαντώσεων εµφανίζονται ανάλογες µε
άλλες πειραµατικές παρατηρήσεις [5].

Είναι δυνατό να υπάρξει µια απλή, µηχανιστική εξήγηση για την ευστάθεια του φύλ-
λου φλόγας των Burke και Schumann. Ωστόσο, είναι δύσκολο, σε γενικές γραµµές, να
υπάρξει µια απλή µηχανιστική εξήγηση για την έναρξη της χρονοεξαρτώµενης αστά-

⁸Στις εργασίες [12–18, 25, 27]
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θειας. Σηµειωτέον ότι δεν υπάρχει ικανοποιητική εξήγηση για την αστάθεια των παλλό-
µενων προαναµεµειγµένων χρόνων, παρά το γεγονός ότι ανακαλύφθηκαν περισσότερο
από είκοσι χρόνια πριν. Παρόλα αυτά, έχουν γίνει προσπάθειες για εύλογη περιγραφή για
την ανάπτυξη των ταλαντώσεων. Η λύση των Burke και Schumann πλήρους καύσης ενός
απείρως µεγάλου αριθµούDamköhler είναι άνευ όρων ευσταθής. Σε αυτή την περίπτωση,
ο χρόνος παραµονής στη ζώνη της καύσης είναι πολύ µεγαλύτερος από αυτόν της χηµικής
αντίδρασης και η πλήρης καύση αναγκαστικά λαµβάνει χώρα σε µία περιοχή όπου καύ-
σιµο και οξειδωτής συναντώνται σε στοιχειµετρική αναλογία. Συνεπώς, ακόµα και όταν η
φλόγα είναι ελαφρώς µετατοπισµένη, λόγω κάποιας διαταραχής, η πλήρης καύση πρέπει
να επαναφέρει τη φλόγα, σχεδόν στιγµιαία, στην αρχική της θέση.Με τη µείωση του αριθ-
µούDamköhler, η φλόγα διευρύνεται και ο χρόνος παραµονής της µειώνεται σε σχέση µε
το χρόνο της χηµικής αντίδρασης.

Η φλόγα είναι τώρα πιο ευαίσθητη σε εξωτερικές διαταραχές. Ούσα µετατοπισµένη,
η φυσική τάση της φλόγας είναι προς τα πίσω, ώστε να επαναφέρει τον εαυτό της κοντά
στην αδιατάρακτη θέση. Ωστόσο, τόσο η απώλεια θερµότητας, όσο και αρκετά µεγάλοι
αριθµοί Lewis προκαλούν µείωση της θερµοκρασίας της φλόγας, µε αποτέλεσµα η τάση
της φλόγας να είναι προς τα έξω. Αυτή η παλινδροµική κίνηση αποσβένει όταν οι αριθ-
µοί Lewis βρίσκονται κάτω από τις κρίσιµες τιµές ή ο ρυθµός µεταφοράς θερµότητας στη
φλόγα ενισχυθεί µε άλλο τρόπο.

2.3.2 Εξήγηση του µηχανισµού των φαινοµένων ταλάντωσης

Ο φυσικός µηχανισµός, µε τον οποίο αστάθειες ταλάντωσης λαµβάνουν χώρα, κάτω
από ισχυρές συνθήκες µεταφοράς θερµότητας, µπορεί να εξηγηθεί ως εξής: Η υψηλή τα-
χύτητα ψύξης, που συνδέεται µε την αυξηµένη µεταφορά θερµότητας, µειώνει τη θερ-
µοκρασία της φλόγας, προκαλώντας το ρυθµό αντίδρασης να µειωθεί εκθετικά. Αυτό µε
τη σειρά του επιβραδύνει την κατανάλωση των αντιδρώντων, επιτρέποντας στη µοριακή
διάχυση επαρκή χρόνο για να αυξηθούν τοπικά οι συγκεντρώσεις των αντιδρώντων. Κατά
συνέπεια, ο ρυθµός αντίδρασης και µεταφοράς θερµότητας να αυξηθούν πάλι, σχηµατί-
ζοντας έτσι έναν κύκλο ταλάντωσης. Οι αστάθειες ταλάντωσης, οι οποίες προκαλούνται
λόγο του ότι η µεταφορά θερµότητας είναι ισχυρότερη από τη µεταφορά µάζας, µπορούν
να αναλυθούν σε ένα πλαίσιο αστάθειας διάχυσης-θερµότητας, το οποίο έχει αναπτυχθεί
για να εξηγήσει κάποια κυψελώδη µοτίβα που παρατηρήθηκαν σε προαναµεµειγµένες
φλόγες µε αριθµό Lewis µικρότερο της µονάδας. Αστάθεια ταλαντευόµενης φλόγας που
συνδέεται µε την υψηλή ταχύτητα µεταφοράς θερµότητας ανήκει στην κατηγορία των
Turing ασταθειών [80].

Υπάρχουν πλήθος φυσικών µηχανισµών που ενισχύουν το ρυθµό µεταφοράς θερµό-
τητας σε σχέση µε το ρυθµό µεταφοράς µάζας, όπως η αραίωση µε ελαφρά αδρανή µόρια
ή µεταφορά θερµότητας µέσω ακτινοβολίας. Η µεταφορά θερµότητας µέσω ακτινοβολίας
έχει βρεθεί να είναι σηµαντική σε µια σειρά από περιπτώσεις. Σε φλόγες που λαµβάνουν
χώρα µέσα σε ροές πολλαπλών σωµατιδίων ή σε φλόγες µε πολύ καπνό η µεταφορά θερ-
µότητας µπορεί να ενισχυθεί µε ακτινοβολία σε ένα επίπεδο αρκετά ισχυρό, τέτοιο ώστε
να εκκινήσει ταλαντευόµενη καύση [16, 81]. Ακόµα και σε φλόγες αερίων, η µεταφορά
θερµότητας µέσω ακτινοβολίας βρίσκεται να είναι όλο και πιο πολύ σηµαντική σε φλόγες
κοντά στο όριο της ανάφλεξης σε συνθήκες µικροβαρύτητας, όπως έχει αντιµετωπιστεί σε
προβλήµατα σφαιρικών φλόγών [82], καθώς και σε απόσβεση χαµηλής διαστολής προα-
ναµεµειγµένων φλογών και φλογών διάχυσης [83–85].
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2.3.3 Έναρξη των ταλαντώσεων στις φλόγες διάχυσης

Μία φλόγα διάχυσης µπορεί να χαρακτηριστεί από την απόκριση του ρυθµού καύσης
σε έναν κατάλληλα ορισµένο αριθµό Damköhler. Ανάλογα µε τη συγκέντρωση των οξει-
δωτών στο περιβάλλον και τους αριθµούς Lewis, η απόκριση µπορεί να είναι σε σχήµα S
ή µία µονότονη καµπύλη. Αν και η καµπύλη S εµφανίζει φαινόµενα ανάφλεξης και από-
σβεσης, η µονοτονική καµπύλη δείχνει ότι υπάρχει µια σταδιακή µετάβαση από έντονη
καύση σε µια σχεδόν κατεψυγµένη κατάσταση και το αντίστροφο. Εκτιµήσεις ευστάθειας
δείχνουν ότι αυθόρµητες ταλαντώσεις αναπτύσσονται όταν ο αριθµός Lewis είναι αρκετά
µεγάλος ή/και οι απώλειες θερµότητας είναι υπερβολικές.

Αυτό υποδηλώνει ότι οι συνθήκες ανάφλεξης/απόσβεσης, που συνήθως συνδέονται µε
τα σηµεία διακλάδωσης της καµπύλης S, πρέπει να τροποποιηθούν και να συνδεθούν µε
τα σηµεία αλλαγής ευστάθειας. Για µια µονότονη καµπύλη απόκρισης, οι ταλαντώσεις
οδηγούν σε απόσβεση, η οποία δεν µπορεί να προβλεφθεί διαφορετικά. Οι ταλαντώσεις
κοντά στο όριο που προβλέφθηκαν είναι ποιοτικά παρόµοιες µε εκείνες που παρατηρή-
θηκαν στο πείραµα φλόγας κεριού σε περιβάλλον µικροβαρύτητας και οι συχνότητες των
ταλαντώσεων που προβλέφθηκαν είναι της ίδιας τάξης µεγέθους.

Η εξάρτηση του ρυθµού καύσης από τον αριθµό Damköhler, Da, έχει διαφορετικά χα-
ρακτηριστικάανάλογαµε τηνσυγκέντρωση των οξειδωτώνκαι τωναριθµώνLewis. Σε πε-
ριβάλλον µε µειωµένους οξειδωτές, η µετάβαση από την έντονη καύση σε µια κατάσταση
χηµείας σχεδόν κατάψυξης, εµφανίζεται σταδιακά. Αυτές οι µεταβατικές καταστάσεις,
ωστόσο, δεν είναι πάντα σταθερές. Για αριθµούς Lewis ίσους µε τη µονάδα διαπιστώθηκε
ότι, χωρίς απώλειες θερµότητας, οι µεταβατικές καταστάσεις είναι πάντα σταθερές.

Ωστόσο, όταν οι απώλειες ακτινοβολίας γίνουν αρκετά µεγάλες, αστάθειες που συν-
δέονται µε την ταλαντευόµενη καύση µπορεί να συµβούν. Αν για παράδειγµα µειωθεί ο
αριθµός Damköhler, Da, τότε, µια σταδιακή µείωση του ρυθµού καύσης λαµβάνει χώρα
και η φλόγα προσαρµόζεται αυτόµατα, στη χαµηλότερη τιµή του Da. Κάτω από την κρί-
σιµη τιµή Da, αυθόρµητες ταλαντώσεις αναπτύσσονται µε συνεχώς αυξανόµενο πλάτος,
οδηγώντας σε απόσβεση. Αυτές οι ταλαντώσεις είναι παρόµοιες µε εκείνες που παρατη-
ρήθηκαν στο πείραµα φλόγας κεριού που αναφέρθηκαν νωρίτερα, από την άποψη των
συνθηκών έναρξής τους και της συχνότητάς τους. Για αριθµούς Lewis ανεξάρτητους της
µονάδας, διαπιστώθηκε ότι οι ταλαντώσεις µπορεί να αναπτυχθούν ακόµη και χωρίς την
απώλεια θερµότητας.

Αυτό που χαρακτηρίζει το S σχήµα στην καµπύλη είναι η απότοµη αλλαγή από την
έντονη καύση (που αντιπροσωπεύεται από τον άνω κλάδο της καµπύλης S) σε µια κατά-
σταση χηµείας σχεδόν κατάψυξης (που αντιπροσωπεύεται από τον κάτω κλάδο της κα-
µπύλης S) και αντίστροφα, η οποία συµβαίνει ως αποτέλεσµα της µείωσης ή της αύξησης
τουαριθµούDamköhler, αντίστοιχα. Τασηµεία στροφής της καµπύλης S (Σχ. 2.5) πουαντι-
στοιχούν στα Da = Da∗ ή Da = Da∗ αποτελούν τα σηµεία ανάφλεξης ή απόσβεσης. Πίσω
από αυτή την περιγραφή είναι η υπόθεση ότι οι σταθερές καταστάσεις στο άνω κλάδο για
Da > Da∗ και οι καταστάσεις του κάτω κλάδου για Da < Da∗, είναι ευσταθείς. Επιπλέον,
πιστεύεται ότι ολόκληρο µεσαίος κλάδος αντιστοιχεί σε ασταθείς καταστάσεις που δεν
µπορούν να υλοποιηθούν στην πράξη.

Εάν, ωστόσο, ορισµένες από τις καταστάσεις του άνω ή κάτω κλάδου κοντά τα σηµεία
στροφής είναι ασταθείς, οι αριθµοίDamköhler της ανάφλεξης,Daing, ή απόσβεσης,Daext,
πρέπει να συνδέονται µε τις τιµές που αντιστοιχούν στην εµφάνιση των ασταθειών και
όχι µε τα σηµεία στροφής [12]. Ως εκ τούτου, σε αντίθεση µε την περίπτωση στο Σχ. 2.4,
µπορεί να ισχύει Daing < Da∗ ή/και Daext > Da∗ (Σχ. 2.5). Έχει αποδειχθεί ότι αυτή εί-
ναι η περίπτωση όπου ο αριθµός Lewis είναι αρκετά µεγαλύτερος της µονάδας ή/και οι
απώλειες θερµότητας είναι σηµαντικές. Επιπλέον, έχει αποδειχθεί πλήρως ότι ο µεσαίος
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Σχήµα 2.5: Η καµπύλη S του ρυθµού καύσης της φλόγας.

κλάδος της καµπύλης S είναι πάντα ασταθής.
Επιπλέον, έχει ήδη παρατηρηθεί ότι σε κυψελώδεις προαναµεµειγµένες φλόγες [86,

87], οι δοµές λωρίδων φλόγας βρέθηκε να είναι σε θέση να επιβιώσουν για τιµή των αριθ-
µώνDamköhler πολύ µικρότερη από αυτής της απόσβεσηςDaext. Δεδοµένου ότι ο αριθµός
Damköhler µειώνεται κάτω από τον κρίσιµο αριθµόDa∗ που αντιστοιχεί στην έναρξης της
κατάστασης αστάθειας, προκύπτουν διάφορα µοτίβα καύσης των λωρίδων φλόγας.

Δεδοµένου ότι η ένταση της αντίδρασης στην περιοχή αντίδρασης των λωρίδων είναι
πολύ µεγαλύτερη από εκείνη της µονοδιάστατης φλόγας, τα µοτίβα λωρίδας µπορούν να
ξεπεράσουν το µικρότερο χρόνο παραµονής των αντιδρώντων στη ζώνη της αντίδρασης,
που επιβάλλονται από το µικρότερο αριθµό Damköhler. Με την περαιτέρω µείωση του
αριθµούDamköhler, ο αριθµός των λωρίδων µειώνεται µε αποτέλεσµα την απόσβεση των
ασθενέστερων λωρίδων φλόγας. Ολόκληρη η φλόγα τελικά αποσβένει σε έναν αριθµό
Damköhler πολύ µικρότερο από το στατικό αριθµό απόσβεσης Daext.

Ωστόσο, πρέπει ναγίνει ακόµηπλήρωςκατανοητός ο τρόποςµε τον οποίο διαφορετικοί
κλάδοι της λύσης κάτω από το όριο σχετίζονται µεταξύ τους. Ένας αριθµός από αριθµη-
τικά πειράµατα διεξήχθησαν [20] για να προσδιοριστεί η έκβαση κάθε λύσης κάτω του
ορίου στο χώρο του αριθµού Damköhler, αποδίδοντας έτσι µια βασική δοµή διακλάδω-
σης των λωρίδων φλογών διάχυσης που σχηµατίζονται σε ένα πρόβληµα αντιρροής, λόγω
αστάθειας θερµότητας-διάχυσης. Το πρόβληµα της εύρεσης της δοµής διακλάδωσης είναι
ιδιαίτερα ενδιαφέρον σε συνδυασµό µε τη δυναµική των άκρων της φλόγας.

2.3.4 Μη γραµµικές Ταλαντώσεις στις Φλόγες Διάχυσης

Ηµη-γραµµικές συµπεριφορές που συσχετίζονται µε αστάθειες διάχυσης-θερµότητας
στις προαναµεµειγµένες φλόγες έχουν επανειληµµένα παρατηρηθεί και οι µηχανισµοί
που τις διέπουν έχουν γίνει πλήρως κατανοητοί [88, 89]. Τα χαρακτηριστικά καύσης εξαρ-
τώνται από τον αριθµό Lewis, Le. Όταν ο αριθµός Le είναι αρκετά µικρότερος της µονά-
δας, οι φλόγες µπορεί να εµφανίσουν χαοτική δοµή, ενώ, όταν είναι αρκετά µεγαλύτερο
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της µονάδας, το µέτωπο των φλογών µπορεί να υποβληθεί σε µη-γραµµικές ταλαντώσεις.
Πρόσφαταπειράµατασεφλόγες διάχυσης έχουν εντοπίσει µερικές συναρπαστικές µη-

γραµµικές συµπεριφορές, ειδικά κοντάστο όριο της απόσβεσής τους⁹. Γιαπαράδειγµα, λω-
ρίδες φλόγας και µη-γραµµικές ταλαντώσεις έχουν αναφερθεί τόσο σεφλόγες υδρογόνου,
όσο και σε φλόγες υδρογονάνθρακα/αέρα σε πειράµατα που περιελάµβαναν µία ποικιλία
διατάξεων, όπως φλόγες κεριού και φλόγες jet κινητήρων. Πολλά από τα χαρακτηριστικά
που παρατηρήθηκαν σε αυτές τις φλόγες είναι όµοια µε εκείνα που παρατηρήθηκαν στις
προαναµεµειγµένες φλόγες, γεγονός που υποδηλώνει ότι ο αριθµός Lewis είναι µία ση-
µαντική παράµετρος που επηρεάζει τη δυναµική της φλόγας διάχυσης.

Ωστόσο, οι προαναµεµειγµένες φλόγες και οι φλόγες διάχυσης είναι διαφορετικές, και
οι µη-γραµµικές συµπεριφορές των φλογών διάχυσης παρουσιάζουν τα δικά τους χαρα-
κτηριστικά. Οι κυψελώδεις αστάθειες στις φλόγες διάχυσης χαρακτηρίζονται από τακτι-
κές δοµές από σταθερές λωρίδες, παρά από τις χαοτικές κυψελώδεις δοµές στις προανα-
µεµειγµένες φλόγες. Περαιτέρω, η θέση του φύλλου της φλόγας στις φλόγες διάχυσης
περιορίζεται µέσα σε µία κλειστή γειτονιά της στοιχειοµετρικής επιφάνειας. Έτσι, οι παλ-
µικές κινήσεις που αναφέρθηκαν στις φλόγες διάχυσης δεν αντιστοιχούν στη µετατόπιση
της θέσης του φύλλου αντίδρασης, αλλά στις ταλαντώσεις της θερµοκρασίας ή άλλων
σχετικών µεγεθών [15]. Ως εκ τούτου, είναι απαραίτητο να ανιχνευτούν µεταβολές των
διανυσµατικών ποσοτήτων, όπως η θερµοκρασία της φλόγας ή οι χηµικές συγκεντρώσεις,
προκειµένου να εντοπιστεί ταλαντευόµενη καύση. Παρά τη δυσκολία αυτή, ταλαντευόµε-
νες αστάθειες στις φλόγες διάχυσης συµβαίνουν και ορισµένες από αυτές είναι ανιχνεύ-
σιµες.

Οι παρατηρήσεις αυτές υποδηλώνουν ότι τα χαρακτηριστικά καύσης της φλόγας διά-
χυσης απαιτούν ξεχωριστή µαθηµατική επεξεργασία. Σε σύγκριση µε τις κατανοητές,
πλέον, ταλαντώσεις των προαναµεµειγµένων φλογών, υπήρξαν σχετικά λίγες θεωρητι-
κές έρευνες της δυναµικής των φλογών διάχυσης. Παρά το γεγονός ότι µια πρώιµη έρευνα
διεξήχθη από τους Burke και Schumann [11] το 1928 και τους Kirkby και Schmiĵ [65] το 1966,
όπως αναφέραµε στην εισαγωγή, δεν ήταν µέχρι πρόσφατα που οι Cheatham και Matalon
[12] και οKim et al. [13] µελέτησαν επίσηµα τηςπαλλόµενες και κυψελώδεις αστάθειες των
φλογών διάχυσης, αντίστοιχα, χρησιµοποιώντας γραµµική ανάλυση ευστάθειας. Για το
ίδιο µοντέλο, πραγµατοποιήθηκε γραµµική ανάλυση ευστάθειας [25], καθιστώντας ικανό
τον υπολογισµό του χάρτη ευστάθειας του συστήµατος, συναρτήσει του αριθµού Dam−
köhler του συντελεστή απελευθέρωσης θερµικής ακτινοβολίας. Αργότερα, οMiklavcic [26]
συµπέρανε ότι στο όριο µια πολύ µεγάλης θερµοκρασίας ενεργοποίησης, εµφανίζεται δι-
πλασιασµός της περιόδου ταλάντωσης της φλόγας σε ένα περιορισµένο εύρος τιµών του
αριθµού Damköhler.

Η εργασία τους και οι επακόλουθες θεωρητικές [14–17] και αριθµητικές έρευνες [18]
δείχνουν ότι, όπως και στις προαναµεµειγµένες φλόγες, ο ανταγωνισµός µεταξύ της θερ-
µικής διάχυσης του µείγµατος και της µαζικής διάχυσης των αντιδρώντων διαδραµατίζει
σηµαντικό ρόλο στην ανάπτυξη των ασταθειών της φλόγας. Όταν η φλόγα βρίσκεται κο-
ντά στην απόσβεσή της και ταυτόχρονα οι αριθµοί Lewis που αναφέρονται στο καύσιµο
και τον οξειδωτή, LeF και LeO, είναι αρκετά µικρότεροι της µονάδας, η φλόγα εµφανί-
ζει κυψελώδη αστάθεια, ενώ όταν LeF και LeO είναι αρκετά µεγαλύτεροι της µονάδας, η
φλόγα εµφανίζει παλλόµενη αστάθεια.

Ενώηγραµµικές αναλύσεις ευστάθειαςπουχρησιµοποιούνται σεαυτές τις θεωρητικές
µελέτες [12–17] είναι σε θέση να προβλέψουν την εµφάνιση της αστάθειας και να αποκα-
λύψουν µερικά ενδιαφέροντα φαινόµενα σχετικά µε την µη-γραµµική εξέλιξη των αστα-
θειών της φλόγας, οι παράµετροι που χρησιµοποιήθηκαν σε αυτές τις µελέτες ήταν πολύ

⁹Στις εργασίες [2, 4, 5, 10, 74, 76].
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περιορισµένες.Η επακόλουθησυµπεριφοράµπορεί ναπεριγραφτεί απόµη-γραµµικήανά-
λυση ευστάθειας. Ωστόσο, η µη-γραµµική ανάλυση ευστάθειας της δυναµικής των φλο-
γών είναι πολύ πιο περίπλοκη στις φλόγες διάχυσης από τις προαναµεµειγµένες φλόγες,
λόγω κάποιων τεχνικών δυσκολιών στην ανάλυση της δοµής της ζώνης αντίδρασης. Ως εκ
τούτου, µέχρι τώρα, µόνο µία θεωρητική [16, 90] και µερικές αριθµητικές [19–24] εργασίες
έχουν ασχοληθεί µε τη µη-γραµµική δυναµική των φλογών διάχυσης.

2.4 Μελέτη µέσω µη-γραµµικής ανάλυσης

Μέχρι σήµερα, µη-γραµµικές αναλύσεις, οι οποίες µπορούν να µας καθοδηγήσουν στο
να αναγνωρίσουµε πλήρως τις συνέπειες των ασταθειών ταλάντωσης, είναι εξαιρετικά
περιορισµένες. Ένα από τα αξιοσηµείωτα αποτελέσµατα µη-γραµµικής ανάλυσης, αν και
σπάνια, είναι η ανάλυση των Joulin και Sivashinsky [91], από την οποία προέκυψε µια µη-
γραµµική εξίσωση εξέλιξης κοντά στην απόσβεση για µη αδιαβατικές επίπεδες προανα-
µεµειγµένες φλόγες στην περιοχή των παλλόµενων ασταθειών. Από τη µη-γραµµική εξί-
σωση εξέλιξης, διαπίστωσαν ότι ο χαρακτήρας διακλάδωσης της αστάθειας είναι υποκρί-
σιµος και η µη-γραµµική συνέπεια της παλλόµενη αστάθειας είναι µερικοί κύκλοι καύσης
αυξανόµενης ταλάντωσης που ακολουθούνται από σβήσιµο της φλόγας.

Τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από την ανάλυση του Pearlman [92] δείχνουν ότι
ένα µη-γραµµικό αποτέλεσµα της ταλαντευόµενης αστάθειας δεν είναι κατ’ ανάγκην η
απόσβεση της φλόγας, αλλά µπορεί να είναι συνεχώς διατηρητέα πολυδιάστατα µοτίβα
ταλάντωσης. Ωστόσο, δεν είναι ακόµα σαφές ποιο µη γραµµικό αποτέλεσµα θα µπορούσε
να πραγµατοποιηθεί σε κάθε µοτίβο της ταλαντευόµενης αστάθειας.

Για να εξετάσει την εξέλιξηπέρααπό το όριο αστάθειας, οCheatham [90] πραγµατοποί-
ησε ανάλυση διακλάδωσης και οδηγήθηκε είτε σε περιοδικές λύσεις πεπερασµένου πλά-
τους που αντιστοιχούν σε διαρκείς ταλαντώσεις, ή σε µη φραγµένες λύσεις που αντιστοι-
χούν σε πρόωρη απόσβεση ή καύση εκτόνωσης. Η εξάρτηση αυτών των αποτελεσµάτων
σχετικά µε τις παραµέτρους συζητήθηκε στην εργασία [24]. Συγκεκριµένα, ο Cheatham
βρήκε µια εξίσωση εξέλιξης για το πλάτος της διαταραχής σε φλόγα σταγονιδίου χρησι-
µοποιώντας µία ασθενώς µη-γραµµική θεωρία, και παρείχε ένα διάγραµµα απεικόνισης
διαφόρωνπιθανών συµπεριφορώνµακράς διαρκείας. Προσδιορίστηκαν τρεις πιθανοί τρό-
ποι ταλάντωσης της φλόγας:

• Η διαταραχή µπορεί να αποσβεστεί.

• Η διαταραχή µπορεί να γίνει απεριόριστη σε πεπερασµένο χρονικό διάστηµα.

• Η διαταραχή µπορεί να προσεγγίσει ένα σταθερό πλάτος.

Οι Lee και Kim [15] εξέτασαν αριθµητικά τη µη-γραµµική δυναµική των λωρίδων φλο-
γών διάχυσης, οι οποίες σχηµατίζονται σε πεδίο αντιρροής µε αριθµούς Lewis αρκετά µι-
κρότερους της µονάδας. Τα αποτελέσµατα τους δείχνουν ότι η δοµή της δισδιάστατης λω-
ρίδας φλόγας είναι σε θέση να επιβιώσει για αριθµούς Damköhler σηµαντικά κάτω από
το στατικό αριθµόDamköhler,Daext µονοδιάστατης δοµής φλόγας, λόγω της ενισχυµένης
έντασης της αντίδρασης στα τµήµατά της από την υπερβολική διάχυση των αντιδρώντων.
Επίσης, είχε προβλεφθεί υστέρηση.

Ένα από τα πιο πειστικά πειραµατικά αποτελέσµατα ελήφθη σε πείραµα φλόγας στα-
γονιδίου, επί του Διαστηµικού Λεωφορείου, στο οποίο καταγράφηκαν οκτώ κύκλοι ταλά-
ντωσης των φύλλων αντίδρασης πριν από την απόσβεση [4]. Παρακινούµενοι από αυτά
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τα πειραµατικά αποτελέσµατα της ταλαντευόµενης συµπεριφοράς, Οι Sohn et al. [22] ανέ-
λυσαν ταλαντώσεις φλογών, οι οποίες ενεργοποιήθηκαν από την απώλεια ακτινοβολίας.
Βρήκαν ότι οι απώλειες αυτές επιφέρουν ακόµα πιο πολύπλοκες δυναµικές, συµπεριλαµ-
βανοµένης της ύπαρξης οριακών κύκλων, δηλαδή ύπαρξη ταλαντευόµενων φλογών. Οι
οριακοί κύκλοι προκύπτουν τόσο από υπερκρίσιµες, όσο και από υποκρίσιµεςHopf-Andro-
nov διακλαδώσεις.

Οι αριθµοί Lewis θεωρήθηκαν αρκετά µεγαλύτεροι από τη µονάδα, και η εργασία τους
έδειξε ότι η ταλάντωση της φλόγας ενισχύθηκε όταν ο αρχικός αριθµός Damköhler, Da
ήταν µικρότερος από τον αριθµό διακλάδωσης Da∗. Από την άλλη πλευρά, όταν Da >
Da∗, η ταλάντωση υφίστατο απόσβεση, εκτός κι αν η διαταραχή του αρχικού αριθµού
Damköhler ήταν επαρκώς µεγάλη, στην οποία περίπτωση µια υποκρίσιµη διακλάδωση
στις αυξανόµενες ταλαντώσεις έλαβε χώρα. Τέλος, καµία συµπεριφορά οριακού κύκλου
δεν προβλέφθηκε στην απουσία θερµικής απώλειας ακτινοβολίας.

Πρόσφατα, Οι Gotoda et al. [29] εφάρµοσαν µη γραµµικές µεθόδους πρόβλεψης για
να προβλέψουν τη βραχυπρόθεσµη δυναµική της αστάθειας της φλόγας. Ως εκ τούτου, η
µη γραµµική ανάλυση των κρίσιµων καταστάσεων για την έναρξη των ταλαντευόµενων
φλογών, καθώς και των διακλαδώσεων, είναι πρωταρχικής σηµασίας για την κατανόηση
των κύριων φυσικών και χηµικών µηχανισµών που εµπλέκονται στις αστάθειες θερµότη-
τας - διάχυσης κοντά στη απόσβεση των φλογών. Παρ’ όλα αυτά, ένας ολοκληρωµένος
χαρακτηρισµός της µη γραµµικής δυναµικής των φλογών διάχυσης µπορεί να υπάρξει
µόνο αν υπολογιστούν συστηµατικά οι διακλαδώσεις και η αστάθεια των περιοχών ταλά-
ντωσής τους.

Επιπλέον, τα πειραµατικά αποτελέσµατα που δείχνουν ότι οι ταλαντώσεις των φλο-
γών εξαφανίζονται απότοµα µε αποτέλεσµα η φλόγα να αποσβένει [5], προτείνουν ότι
σε τόσο κρίσιµες συνθήκες µπορεί να προκύψουν τοπικές και ολικές διακλαδώσεις. Συνε-
πώς, µία µη-γραµµική ανάλυση ευστάθειας κοντά στα σηµεία της διακλάδωσης χρειάζε-
ται, προκειµένου να γίνουν πιο κατανοητές οι λεπτοµέρειες των χαρακτηριστικών καύσης
σε έναν ευρύτερο χώρο των παραµέτρων. Οι διακλαδώσεις των οριακών κύκλων µπορούν
να υπολογιστούν αποτελεσµατικά και συστηµατικά, αν εφαρµοστεί η θεωρία διακλαδώ-
σεων σε συνδυασµό µε τεχνικές συνέχειας.

Στο επόµενο κεφάλαιο γίνεται αριθµητική ανάλυση σε ένα σύστηµα, πανοµοιότυποµε
εκείνο των εργασιών [21, 22, 26]. Το επιλεγµένο µοντέλο µελέτης είναι σχετικά εύκολο και
περιγράφει τη δυναµική µιας επίπεδης φλόγας αντιρροής, µε θερµικές απώλειες ακτινο-
βολίας και αριθµούς Lewis ίσους µε µονάδα. Εφαρµόζοντας µια συστηµατική προσέγγιση
χαρακτηρισµού της ευστάθειας και των διακλαδώσεων των οριακών κύκλων, µπορούν
να εξαχθούν πολλές περισσότερες πληροφορίες για τη δυναµική των φλογών διάχυσης
κοντά στην απόσβεσή τους. Θα κατασκευαστεί το ολοκληρωµένο διάγραµµα διακλαδώ-
σεων, συµπεριλαµβανοµένων των κλάδων των οριακών κύκλων. Τέλος, µε το συστηµα-
τικό εντοπισµό των κλάδων των ταλαντευόµενων λύσεων, θα βρεθεί η ακριβής θέση των
οµοκλινικών διακλαδώσεων, οι οποίες σηµατοδοτούν την απότοµη εξαφάνιση των ταλα-
ντευόµενων λύσεων και οδηγούν στην απόσβεση της φλόγας.
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Κεφάλαιο 3

Το Μοντέλο της Φλόγας

3.1 Το φυσικοχηµικό πρόβληµα

3.1.1 Το µαθηµατικό µοντέλο

Η αριθµητική ανάλυση θα εκτελεστεί σε µία µονοδιάστατη φλόγα διάχυσης που εν-
σωµατώνει την επίδραση της απώλειας θερµότητας ακτινοβολίας, η οποία φαίνεται σχη-
µατικά στο Σχ. 3.1. Σε αυτή τη διαµόρφωση της φλόγας, οι συγκεντρώσεις καυσίµου και
οξειδωτή διατηρούνται σταθερές µέσω πορωδών τοιχωµάτων τοποθετηµένων ο ένας απέ-
ναντι στον άλλο. Καύσιµο ρέει από ένα µεγάλο ντεπόζιτο που βρίσκεται πίσω από ένα
πορώδες τοίχωµα στα αριστερά και ο οξειδωτής διαχέεται από ελεύθερη ροή µέσα από το
πορώδες τοίχωµα στα δεξιά. Τα αντιδρώντα του αερίου φθάνουν στη ζώνη φλόγας µόνο
µε µοριακή διάχυση, χωρίς να επιβάλλεται χύδην ροή. Το µοντέλο υποθέτει σταθερή πυ-
κνότητα, µολονότι οι επιδράσεις που οφείλονται σε θερµική διαστολή µπορεί να είναι σχε-
τικές, ακόµη και στην απουσία της χύδην ροής.

Σχήµα 3.1: Σχηµατική απεικόνιση της µονοδιάστατης φλόγας διάχυσης µεταξύ δύο πορω-
δών τοιχωµάτων.

Υποθέτοντας ότι οι πορώδεις πλάκες επεκτείνονται απεριόριστα στις κατευθύνσεις ορ-
θογώνια προς την διεύθυνση x, το πρόβληµα ανάγεται σε ένα µονοδιάστατο πρόβληµα
στο επίπεδο της x-συντεταγµένης. Αυτή η διαµόρφωση της φλόγας είναι ιδιαίτερα ελκυ-
στική, διότι παρέχει το απλούστερο µαθηµατικό µοντέλο χωρίς να χάσει κανένα από τα
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βασικά φυσικά χαρακτηριστικά της παλλόµενης αστάθειας της φλόγας που προκαλείται
από την απώλεια θερµότητας ακτινοβολίας.

Προκειµένου νααπλουστευθεί το πρόβληµα, γίνονται οι ακόλουθες προσεγγίσεις / πα-
ραδοχές:

• Όλες οι µοριακές ιδιότητες, το µέσο µοριακό βάρος και η πυκνότητα θεωρούνται στα-
θερά.

• Η ικανότητα διάχυσηςθερµικής ενέργειας, του καυσίµου και του οξειδωτή, θεωρείται
ότι είναι η ίδια και συµβολίζεται µεD, ενώ θεωρείται ίδια µε την ικανότητα διάχυσης
της θερµότητας DT , µε αποτέλεσµα να υπάρχει µόνο ένας αριθµός Lewis, ο οποίος
ορίζεται Le = DT /D και είναι ίσος µε τη µονάδα.

• Δεν υπάρχουν παράµετροι που σχετίζονται µε διαφορική διάχυση και να εµπλέκο-
νται στο παρών πρόβληµα.

Οι χωρικές και χρονικές συντεταγµένες αδιαστατοποιούνται ως εξής:

x = x∗/d∗c , t = t∗/t∗c , (3.1)

όπου ο δείκτης ∗ δείχνει διαστατέςποσότητες. Συνεπώςη διαστατήαπόσταση x∗ µετρά-
ται από την µέση των δύο πορωδών τοιχωµάτων και το χαρακτηριστικό µήκος d∗c ορίζεται
ως το µισό της µεταξύ τους απόστασης.

Τα σύνορα του καυσίµου και του οξειδωτή βρίσκονται να είναι στο -1 και 1, αντίστοιχα.
Από τηνάλληπλευρά, η χαρακτηριστικός χρόνος διάχυσης t∗c ορίζεται να είναι t∗c = d∗2c /D∗

T .
Οι εξαρτηµένες µεταβλητές αδιαστατοποιούνται ως εξής:

T = c∗p
(T ∗ − T ∗

b )

Q∗Y ∗
o,b

+ T0

Yf =
Y ∗
f

νY ∗
o,b

Yo =
Y ∗
o

νY ∗
o,b

, ρ =
ρ∗

ρ∗b

(3.2)

όπου ρ είναι η πυκνότητα, Yf και Yo τα κλάσµαταµάζας του καυσίµου και του οξειδωτή,
αντίστοιχα, T ∗ η διαστατή θερµοκρασία, T0 η αδιάστατη αρχική θερµοκρασία αναφοράς,
ν η στοιχειοµετρική αναλογία του καυσίµου προς τον οξειδωτή, c∗p είναι η ειδική θερµο-
κρασία υπό σταθερή πίεση, Q∗ είναι η απελευθέρωση θερµότητας ανά µονάδα µάζας του
οξειδωτή που καταναλώνεται και ο δείκτης b συµβολίζει το σύνορο του οξειδωτή.

Για να απλοποιήσουµε περαιτέρω το πρόβληµα, οι κανονικοποιηµένες συγκεντρώσεις
του καυσίµου και του οξειδωτή σε κάθε σύνορο θεωρούνται ίσες, δηλαδή, Yf (x = −1) = 1
και Yo(x = 1) = Yo,b = 1, έτσι, ώστε το στοιχειοµετρικό κλάσµα του µείγµατος και είναι 1/2
και το φύλλο της αντίδρασης να βρίσκεται στο κέντρο της απόστασης των δύο πορωδών
τοιχωµάτων, δηλαδή, στο x = 0. Επιπλέον, οι θερµοκρασίες στα σύνορα θεωρούνται ίσες
µε T0.

3.1.2 Το χηµικό µοντέλο

Για το χηµικό µοντέλο, εφαρµόζεται µία συνολική µη αντιστρεπτή χηµική αντίδραση,
µονού βήµατος, µε στοιχειοµετρικούς συντελεστές αντίδρασης ίσους µε τη µονάδα, τόσο
για το καύσιµο, όσο και για τον οξειδωτή, της οποίας η ταχύτητα υπακούει έναν νόµο
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Arrhenius. Συνεπώς, η χηµική αντίδραση µοντελοποιείται από τη συνολική µη αντιστρε-
πτή αντίδραση της µορφής

νf (Kαύσιµo) + νo(Oξϵιδωτ ής) → (νf + νo)(Πρoϊóντα) (3.3)

όπου νf και νo, είναι οι στοιχειοµετρικοί συντελεστές του καυσίµου και του οξειδωτή, αντί-
στοιχα.

Σηµείωση Η ταχύτητα της αντίδρασης θεωρείται ότι υπακούει έναν νόµο Arrhenius µο-
νού βήµατος µε ένα προεκθετικό παράγονταA και συνολική ενέργεια ενεργοποίησης Ea.
Οι χηµικές αντιδράσεις, γενικά, θεωρούνται µε όρους µονοµοριακών ή διµοριακών αντι-
δράσεων µεταξύ των αλληλεπιδρώντων ειδών. Μια σειρά από µη-γραµµικές, πρώτης τά-
ξης, συνήθεις διαφορικές εξισώσεις περιγράφουν το ρυθµό των αλλαγών που οφείλονται
σε αλληλεπιδράσεις µεταξύ των ειδών. Καµία χωρική βαθµίδα ή παράγωγοι δεν είναι πα-
ρούσες σε αυτές τις εξισώσεις. Οι εκφράσεις για τα ποσοστά που απαντώνται συνήθως
στην κινητική της καύσης, συνήθως γράφονται στη µορφή Arrhenius:

k = A(T/T0)
ne

−
Ea
R̄T

όπου T0 είναι η θερµοκρασία αναφοράς, ώστε να επιτρέπει στη δύναµη n να είναι αδιά-
στατη και R̄ είναι η παγκόσµια σταθερά για τα αέρια.

Ηθερµοκρασία υπολογίζεται από την εξίσωση ενέργειαςµαζί µε την εξίσωσηArhenius
για χηµική κινητική. Όταν οι χηµικές αντιδράσεις απελευθερώνουν ή να απορροφούν µια
µεγάλη ποσότητα ενέργειας, η κινητική της αντίδρασης είναι έντονα συνδεδεµένη µε συ-
ναγωγή µέσω πίεσης και πυκνότητας. Αυτές οι εξόχως ενδόθερµες ή εξώθερµες αντιδρά-
σεις δηµιουργούν µια ισχυρή σύνδεση µεταξύ της χηµείας και της δυναµικής των ρευστών.

Η αρχική σκληρότητα του µείγµατος που αντιπροσωπεύει την αναλογία της µάζας του
καυσίµουπρος του οξειδωτήπουπαρέχεται από τααντίστοιχασύνορα, κανονικοποιηµένη
µε τις στοιχειοµετρικές αναλογίες τους, δίνεται

ϕ =
Yf/Yo,b

νfWf/νoWo

όπουWf καιWo είναι τα µοριακά βάρη του καυσίµου και του οξειδωτή, αντίστοιχα.

3.1.3 Καταστατικές εξισώσεις και Συνοριακές Συνθήκες

Οι Sohn et al. [22] ήταν οι πρώτοι που έδειξαν ότι, σε ένα ειδικό σύνολο παραµέτρων,
οι γραµµικά αυξανόµενες ταλαντώσεις µπορεί να εξελιχθούν σε µία σταθερά ταλαντευό-
µενηφλόγα όταν χρησιµοποιηθεί η προσέγγιση της µη γραµµικής ακτινοβολίαςRDa(T 4−
T 4
0 ), όπουR ο λόγος του χαρακτηριστικού χρόνου αντίδρασης προς το χρόνο ακτινοβολίας.

Καθώς R → 0 η χηµική αντίδραση υπερισχύει και η ακτινοβολία γίνεται ασήµαντη.
Ο αδιάστατος βαθµός της αντίδρασης, οποίος µετράει τη µάζα του οξειδωτή που κατα-

ναλώνεται ανά µονάδα όγκου και ανά µονάδα χρόνου, δίνεται

ω = DaYoYfe
−Ta/T (3.4)

όπου Ta = Ea/R̄T ∗
b είναι η αδιάστατη θερµοκρασία ενεργοποίησης, Ea η συνολική ενέρ-

γεια ενεργοποίησης και R̄ είναι η παγκόσµια σταθερά για τα αέρια.
Οι αδιάστατες εξισώσεις που µοντελοποιούν τη συγκεκριµένη διάταξη [25, 26, 28] δίνο-

νται
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∂T

∂t
=

∂2T

∂x2
+ ω −RDα

(
T 4 − T 4

0

)
, (3.5αʹ)

Le
∂Yo
∂t

=
∂2Yo
∂x2

− ω, (3.5βʹ)

Le
∂Yf
∂t

=
∂2Yf
∂x2

− ω. (3.5γʹ)

όπου, T = T (x, t) είναι η θερµοκρασία της φλόγας, T0 ηαδιάστατη αρχική θερµοκρασία
αναφοράς των τοιχωµάτων, Yo και Yf , ως γνωστόν, τα κλάσµατα µάζας του οξειδωτή και
του καυσίµου, αντίστοιχα, Le ο αριθµός Lewis που είναι κοινός και Lewis = 1. O αριθµός
Damköhler δίνεται

Da = B∗t∗cνY
∗
o,b = B∗νY ∗

o,bd
∗2
c /D∗

T

όπου, B∗ είναι ένας συντελεστής συχνότητας µε µονάδες αντίστροφες του χρόνου.

Σηµείωση Είναι αξιοσηµείωτο ότι η απώλεια θερµότητας ακτινοβολίας είναι ανάλογη µε
τον αριθµόDamköhler. Τόσο η απώλεια θερµότητας ακτινοβολίας όσο και ο όρος της αντί-
δρασης είναι ανεξάρτητες από το την απόσταση d∗c που διαχωρίζει στη µέση την καύση,
ενώ η µεταφορά θερµότητας διάχυσης είναι αντιστρόφως ανάλογη προς το d∗2c . Κανονι-
κοποιηµένος από το χαρακτηριστικό µήκος διάχυσης και τις χρονικές κλίµακες, ο όρος
της αντίδρασης, καθώς και ο όρος της απώλεια θερµότητας ακτινοβολίας γίνονται ανά-
λογα προς τον αριθµόDamköhler. Ως εκ τούτου, θεωρείται ότι το µεγάλο όριο του αριθµού
Damköhler δεν αντιστοιχεί πλέον στο όριο των Burke και Schumann, και πολλά φαινόµενα
πουπροκύπτουναπό τηνπεπερασµένου ρυθµούχηµεία, όπωςηαπόσβεση τηςφλόγας και
η αστάθεια, είναι δυνατή στο µεγάλο όριο Damköhler λόγω της υπερβολικής απώλειας
θερµότητας ακτινοβολίας.

Οι συνοριακές συνθήκες που θεωρούνται, βάσει των υποθέσεων του µοντέλου, είναι

στo x = −1 : T = T0 Yf = 1 Yo = 0 (3.6αʹ)

στo x = 1 : T = T0 Yf = 0 Yo = 1 (3.6βʹ)

Το σύστηµα των εξισώσεων (3.4)− (3.6) διακριτοποιούνται µε χρήση κεντρικών πεπε-
ρασµένων διαφορών δεύτερης τάξης για την προσέγγιση των χωρικών παραγώγων που
υπάρχουνσ’ αυτό και επιλύεται επαναληπτικάµεµίααριθµητικήµέθοδο συνέχειας, όπως
θα δούµε στη συνέχεια. Ειδικότερα, ο µονοδιάστατος χώρος διακριτοποιείται σε N = 100
ισοµήκη διαστήµατα (δηλαλή, N + 1 = 101 κόµβους, έτσι, ώστε η απόσταση µεταξύ δύο
διαδοχικών κόµβων είναι ∆x = h = 0, 02). Για να ελεγχθεί η ακρίβεια της συγκεκριµένης
διακριτοποίησης, συγκρίναµε τις λύσεις για τη µόνιµη κατάσταση (που λαµβάνονται για
διαφορετικές τιµές Da και R) µε λύσεις που πήραµε για διάφορες διακριτοποιήσεις πυ-
κνότερου πλέγµατος. Οι λύσεις παρουσίασαν πολύ µικρές διαφορές µε µεταξύ τους, έτσι,
ώστε όλοι οι µετέπειτα υπολογισµοί εκτελέστηκαν σε αυτό το πλέγµα (101 κόµβοι).
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3.2 Διακριτοποίηση

Διακριτοποιώντας¹ τις εξισώσεις (3.4)− (3.6), καταλήγουµε στο αντίστοιχο σύστηµα
κεντρικών πεπερασµένων διαφορών

dTi

dt
=

(Ti+1 − 2Ti + Ti−1)

h2
+ wi −RDa

(
T 4
i − T 4

0

)
(3.7αʹ)

dYf,i
dt

=

(
Yf,i+1 − 2Yf,i + Yf,i−1

)
h2

− wi (3.7βʹ)

dYo,i
dt

=

(
Yo,i+1 − 2Yo,i + Yo,i−1

)
h2

− wi (3.7γʹ)

όπου
wi = DaYo,iYf,ie

−Ta/Ti i = 2, ..., N (3.8)
µε συνοριακές συνθήκες αντίστοιχες µε αυτές της σχέσης (3.6):

T1 = T0, Yf,1 = 1, Yo,1 = 0 (3.9αʹ)

TN+1 = T0, Yf,N+1 = 0, Yo,N+1 = 1 (3.9βʹ)

Σηµείωση Ηποσότητα T0 αντιστοιχεί στη σταθερή αρχική θερµοκρασία των τοιχωµάτων
της σχέσης (3.6), και όχι σε τιµή του δείκτη i. Ο δείκτης παίρνει τιµές από 1 µέχρι 101. Οι
εξισώσεις της σχέσης (3.7) µε δείκτες 2 µέχρι 100 αναφέρονται στους εσωτερικούς κόµβους
της διαµέρισης στους οποίους θα γίνει η επίλυση του συστήµατος.

Φτιάξαµε, λοιπόν, ένα αυτόνοµο µη γραµµικό σύστηµα συνήθων διαφορικών εξισώ-
σεων της µορφής

du (t)
dt

= G (u (t) , µ) (3.10)

όπου, µ = Da και u = uj =


u1
u2
...

u3(N−1)

 =

 Ti

Yo,i
Yf,i


[(3(N−1))×1]

, j = 1, 2, ..., (3(N−1)).

Το u συµβολίζει το διάνυσµα κατάστασης, το µ είναι η παράµετρος του συστήµατος,
η οποία λειτουργεί ως η παράµετρος διακλάδωσης και G είναι µια όχι άµεσα διαθέσιµη
συνάρτηση, η οποία µε τη µετατροπή σε αλγεβρικό σύστηµα αποτελεί έναν τριδιαγώνιο
πίνακα της µορφής:

G =

 dT/dt
dY/dt
dYf/dt

 =



• •
• • •

• • •
. . .
• • •

• • •
• •


[3(N−1)×3(N−1)]

¹Βλέπε παράγραφο 1.3.
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Το ερώτηµα είναι πώς θα κατασκευαστεί συστηµατικά το διαγράµµατα διακλάδωσης
των σταθερών και περιοδικών λύσεων και θα εκτελεστεί η ανάλυση της ευστάθειας τους.
Η απάντηση έρχεται από την έννοια του χρονικού βήµατος και τη µέθοδο συνέχειας µέσω
του ψευδο-µήκους τόξου της καµπύλης².

3.3 Χρησιµοποιούµενες µέθοδοι συνέχειας

3.3.1 Χρήση της µεθόδου Newton-Raphson

Χρησιµοποιήθηκε η µέθοδος Newton-Raphson για να λυθεί το σύστηµα των µη γραµ-
µικών εξισώσεων (3.7)- (3.9):

Σε κάθε επανάληψη, η διαδικασία περιλαµβάνει µία λύση (u0,Da,0 ) της

G (u,Da) = 0 (3.11)

καθώς και το διάνυσµα κατεύθυνσης u̇0 = du/dDa. Θέλουµε να υπολογίσουµε τη λύση
u1 στο Da,1= Da,0+∆Da,, όπως φαίνεται στο Σχ. 3.2.

Σχήµα 3.2: Γραφική ερµηνεία της µεθόδου Newton-Raphson.

Για τον υπολογισµό της λύσης u1 η µέθοδος Newton είναι η εξής: Gu

(
u(k)1 ,Da,1

)
∆u(k)1 = −G

(
u(k)1 ,Da,1

)
,

u(k+1)
1 = u(k)1 +∆u(k)1 , k = 0, 1, 2, . . .

(3.12)

Ως αρχική συνθήκη, χρησιµοποιούµε

u(0)1 = u0 +∆Dau̇0. (3.13)

Όσο η Gu(u1, Da1) είναι µη-ιδιόµορφη και το ∆Da είναι σηµαντικά µικρό, τότε η θεω-
ρία σύγκλισης για τη µέθοδο Newton εγγυάται ότι αυτή η επανάληψη θα συγκλίνει. Μετά
τη σύγκλιση, το καινούριο διάνυσµα κατεύθυνσης u̇1 µπορεί να υπολογιστεί µέσω της επί-
λυσης της

Gu(u1, Da,1 )u̇1 = −GDa(u1, Da,1 )³. (3.14)
²Βλέπε παράγραφο 1.4.3.
³Η εξίσωση αυτή εξάγεται από διαφόριση της G(u(Da),Da) = 0 ως προς το Da στο Da = Da,1.
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Σηµείωση HGu είναι η ιακωβιανή του πίνακα G του συστήµατος, η οποία έχει τη µορφή

Gu =
( (

dG
dT

) (
dG
dY

) (
dG
dYf

) )

=




• •
• • •

• • •
. . .


dG
dT 

• •
• • •

• • •
. . .


dG
dY o 

• •
• • •

• • •
. . .


dG
dYf


[9(N−1)×9(N−1)]

Ωςεκ τούτου, θαπρέπει ναλυθεί ένα τριγωνικόσύστηµαγια κάθε επανάληψηNewton.

Όµως, όπως έχουµε ήδη αναφέρει, ο κλάδος της λύσης έχει ένα κρίσιµο σηµείο όπου η
µέθοδος συνέχειας αποτυγχάνει.

3.3.2 Συνέχιση µε χρήση της µεθόδου Pseudo Arc-Length

Για να επιτραπεί η συνέχεια του κλάδου της λύσης µετά το κρίσιµο σηµείο, χρησιµοποι-
ήθηκε η µέθοδος συνέχειας Pseudo-Arclength του Keller [63], βάσει της οποίας αν έχουµε
µία λύση (u0,Da,0 ) της (3.11), καθώς και το διάνυσµα κατεύθυνσης (u̇0, ˙Da,0) του κλάδου
της λύσης. Η µέθοδος Pseudo-Arclength επιλύει τις ακόλουθες εξισώσεις για την εύρεση
του (u1,Da,1 ):  G(u1, Da,1 ) = 0,

Ν(u1, Da,1 ) = 0
(3.15)

όπου
Ν(u1, Da,1 ) = (u1 − u0)u̇0 + (Da,1−Da,0 ) ˙Da,0 −∆s. (3.16)

Σχήµα 3.3: Γραφική ερµηνεία της µεθόδου Pseudo-ArcLength.
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Η µέθοδος Newton-Raphson για τη συνέχεια της Pseudo-Arclength στην k-επανάληψη
γίνεται (

(G1
u)

(k)
(G1

Da)
(k)

u̇ Ḋa

)(
∆u(k)1

∆Da,
(k)
1

)
= −

(
G(u(k)1 ,Da,

(k)
1 )

N(u(k)1 ,Da,
(k)
1 )

)
(3.17)

µε νέο διάνυσµα κατεύθυνσης, το οποίο ορίζεται ως:(
G1
u G1

Da

u̇0 ˙Da,0

)(
u̇1
˙Da,1

)
=

(
0
1

)
(3.18)

Το Σχ. 3.3 δείχνει µία γραφική ερµηνεία αυτής της µεθόδου συνέχειας.

Σηµείωση Για τον παραπάνω ορισµό µπορούµε να πούµε ότι:

• Στην πράξη το (u̇1, ˙Da,1) µπορεί να υπολογιστεί µε µόνο µία αντικατάσταση.

• Η περιστροφή του κλάδου διατηρείται αν το ∆s είναι αρκετά µικρό.

• Το διάνυσµα κατεύθυνσης πρέπει να επανακλιµακωθεί, έτσι ώστε να ισχύει η σχέση

∥u̇1∥2 + ˙Da,
2
1 = 1. (3.19)

Για την κατασκευή του διαγράµµατος διακλάδωσης, στον ορισµό των παραγώγων u̇
και Ḋa, θεωρήσαµε δύο αρχικές λύσεις (u0,Da,0 ) και (u1,Da,1 ) της (3.11) και θέσαµε

u̇ =
(u1 − u0)T

∆s
και Ḋa =

(Da,1−Da,0 )

∆s
. (3.20)

Συνεπώς, για τηλύση (u,Da) της κάθε επανάληψης, η γραµµικοποιηµένησυνθήκη (3.16)
της Pseudo-Arclength µεθόδου θα γίνει

Ν(u, Da) = (u− u1)
(u1 − u0)T

∆s
+ (Da−Da,1 )

(Da,1−Da,0 )

∆s
−∆s = 0, (3.21)

οπότε, η σχέση (3.15) θα γίνει

H (u,Da) =

(
G (u,Da)
N (u,Da)

)
= 0. (3.22)

Αν θέσουµε x = (u,Da), τότε η ιακωβιανή της H δίνεται

∂H
∂x

=


∂G
∂u

∂G
∂Da

∂N
∂u

∂N
∂Da

 =

(
Gu GDa

Nu NDa

)
(3.23)

η οποία αποτελεί έναν τριδιαγώνιο πίνακα διάστασης [9(N − 1) × 9(N − 1)] µε µία
επιπλέον γραµµή και στήλη. Δηλαδή, έχει τη µορφή
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∂H
∂x

=



• • •
• • • •

• • • •
• • • •

• • • •
. . .

...
• • • •

• • • •
• • • •

• • • •
• • •

• • • • • · · · • • • • • •


Συνεπώς, η µέθοδος Newton-Raphson για τη συνέχεια της Pseudo-Arclength, σύµφωνα

µε τη σχέση (3.17), γίνεται(
Gu GDa

Nu NDa

)(
∆u
∆Da

)
= −

(
G(u,Da)
N(u,Da)

)
, (3.24)

όπου, τελικά,

Nu =
(u1 − u0)T

∆s
και NDa =

(Da,1−Da,0 )

∆s

Τέλος, το νέο διάνυσµα κατεύθυνσης ορίζεται ως:(
Gu GDa

Nu NDa

)(
u
Da

)
=

(
0
1

)
(3.25)

ενώ η συνθήκη (3.19) γίνεται√
∆u2 +∆Da2 =

√
(u1 − u0)T (u1 − u0) + (Da,1−Da,0 )2 = ∆s. (3.26)

3.4 Το διάγραµµα διακλάδωσης

Αρχικά, υπολογίσαµε δύο λύσεις (u0,Da,0 ) και (u1,Da,1 ) για τη µόνιµη κατάσταση,

όπου τελικά
du
dt

= 0, µε χρήση της µεθόδου Euler-Newton για τιµέςDa ∼ O(102) όπου γνω-
ρίζουµε ότι ο κλάδος της λύσης είναι ευσταθής και µακριά από τα κρίσιµα σηµεία, µε απο-
τέλεσµα η µέθοδος να συγκλίνει. Οι λύσεις αυτές βρέθηκαν µε ολοκλήρωση Runge-KuĴa.
Για να δοκιµαστεί η ακρίβεια των υπολογιζόµενων λύσεων συγκρίναµε τα αποτελέσµατα
µε διάφορα γνωστά πακέτα επίλυσης συνήθων διαφορικών εξισώσεων (πακέτα ODE του
προγράµµατος MATLABTM [93]). Η σύγκριση έδειξε αµελητέα διαφορά στα λαµβανό-
µενα αποτελέσµατα.

Στη συνέχεια, µε χρήση της µεθόδου Pseudo-Arclength βρέθηκε η λύση µόνιµης κατά-
στασης κατά µήκος όλων των κλάδων της λύσης, τόσο των ευσταθών, όσο και των αστα-
θών.

Στο Σχ. 3.4 φαίνεται το διάγραµµα διακλάδωσης της λύσης της µόνιµης κατάστασης
της θερµοκρασίας συναρτήσει της παραµέτρου Da στο x = 0, T (0). Το διαγράµµατα δια-
κλάδωσης κατασκευάστηκε για Ta = 1⁴ . Η λύση που αναπαρίσταται αντιστοιχεί σε λύση

⁴Επιλέξαµε µία πολύ χαµηλή θερµοκρασία ενεργοποίησης Ta = 1, διότι σε αυτό το Ta είναι πολύ πιο
εύκολο να δείξουµε την εξέλιξη του διαγράµµατος διακλάδωσης.
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µόνιµης κατάστασης για R = 0.2 και εύρος τιµών της παραµέτρου log10Da ∈ [2, 5.5]. Με
µαύρη συνεχόµενη γραµµή υποδηλώνονται οι ευσταθείς κλάδοι, µε κόκκινη διακεκοµ-
µένη γραµµή οι ασταθείς κλάδοι, ενώ για τα σηµεία διακλάδωσης, µε µαύρο κύκλο υπο-
δηλώνεται το σηµείο στροφής και µε λευκό τρίγωνο τα σηµεία Hopf-Andronov.

Σχήµα 3.4: Παραµετρική εξάρτηση της θερµοκρασίας στο x = 0 συναρτήσει του αριθµού
Damköhler για R = 0.2 και Ta = 1.

3.4.1 Χαρακτηρισµός των κλάδων της λύσης και των σηµείων διακλάδωσης

Για κάθε λύση µπορούµε να βρούµε τη µεγαλύτερη (κυρίαρχη) ιδιοτιµή της ιακωβιανής
Gu του γραµµικού συστήµατος, η οποία καθορίζει την ευστάθεια της λύσης µόνιµης κα-
τάστασης. Είναι γνωστό, ότι αν όλες ιδιοτιµές σ της ιακωβιανήςGu έχουν αρνητικά πραγ-
µατικά µέρη, τότε όλες οι λύσεις του συστήµατος (3.7)- (3.9) που ξεκινούν ως µικρές δια-
ταραχές της λύσης µόνιµης κατάστασης µειώνονται εκθετικά προς αυτήν, τότε η µόνιµη
κατάσταση είναι ευσταθής. Η µόνιµη κατάσταση είναι ασταθής, εάν υπάρχει µια σ ιδιο-
τιµή µε θετικό πραγµατικό µέρος.

Όταν η κυρίαρχη ιδιοτιµή είναι µιγαδική και το πραγµατικό µέρος της αλλάζει πρό-
σηµο καθώς µεταβάλλεται η παράµετρος Da, τότε εµφανίζεται µία διακλάδωση Hopf-
Andronov. Η διακλάδωση Hopf-Andronov είναι είτε υπερκρίσιµη ή υποκρίσιµη⁵.

• Όταν η Hopf-Andronov διακλάδωση είναι υπερκρίσιµη, τότε ευσταθείς περιοδικές
ταλαντώσεις (οριακοί κύκλοι) εξελίσσονται από µικρές διαταραχές των ασταθών λύ-
σεων που είναι κοντά στο σηµείο διακλάδωσης στην πλευρά όπου η κυρίαρχη ιδιο-
τιµή έχει θετικό πραγµατικό µέρος.Με άλλα λόγια, µικρές διαταραχές των ασταθών
λύσεων µόνιµης κατάστασης κοντά στην υπερκρίσιµη διακλάδωση εξελίσσονται σε
µία περιοδική ευσταθή λύση.

• Όταν η διακλάδωση είναι υποκρίσιµη, τότε µία ασταθής περιοδική λύση υπάρχει
στην πλευρά όπου η κυρίαρχη ιδιοτιµή έχει αρνητικό πραγµατικό µέρος. Μικρές δια-
ταραχές της ασταθούς λύσης µόνιµης κατάστασης κοντά στο σηµείο της υποκρί-
σιµης διακλάδωσης µπορούν να οδηγήσουν στην απόσβεση, όπως θα δούµε παρα-
κάτω.

⁵Βλέπε µαθηµατικό υπόβαθρο.
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Σχήµα 3.5: Έναρξη περιοδικών ταλαντώσεων κοντά στο σηµείο της διακλάδωσης.

Για να προσδιορίσουµε τον τύπο της διακλάδωσης Hopf-Andronov κάναµε µια µικρή
αρχική διαταραχή της ασταθούς λύσης µόνιµης κατάστασης κοντά στο σηµείο της διακλά-
δωσης και λύσαµε το σύστηµα (3.7)- (3.9) µε την άµεση µέθοδο συνέχειας Euler-Newton.
Είναι σηµαντικό να βρισκόµαστε αρκετά κοντά στο σηµείο διακλάδωσης και το µέγεθος
της διαταραχής να είναι αρκετά µικρό (Σχ. 3.5). Το σχήµα διαταραχής δεν έχει σηµασία.
Ωστόσο, εάν βρισκόµαστε πολύ κοντά στο σηµείο διακλάδωσης ή η διαταραχή είναι πολύ
µικρή, τότε παίρνει πολύ χρόνο για να καθοριστεί αν µια περιοδική λύση εξελίσσεται. Από
την άλλη, η εξέλιξη των µικρών διαταραχών των ασταθών λύσεων µόνιµης κατάστασης
που βρίσκονται πιο µακριά από το σηµείο διακλάδωσης µπορεί να ακολουθήσει διάφορα
σενάρια. Σε πολλούς υπολογισµούς το αποτέλεσµα ήταν πάντα είτε ευσταθείς περιοδικές
ταλαντώσεις ή απόσβεση της φλόγας.

ΓιαR = 0.2 και Ta = 1, βρήκαµε τέσσερις διακλαδώσειςHopf-Andronov, εκ των οποίων,
εκείνες στα σηµεία log10Da = 3.2610 και log10Da = 4.0198 είναι υπερκρίσιµες. Μεταξύ των
διακλαδώσεων αυτών οι λύσεις µόνιµης κατάστασης είναι γραµµικά ασταθείς. Ωστόσο,
διαταραχές όλων αυτών τα ασταθών λύσεων οδηγούν σε ευσταθείς ταλαντώσεις, όπως
ήδη αναφέραµε.

3.4.2 Κατασκευή του κλάδου οριακών κύκλων

Για την κατασκευή του κλάδου των περιοδικών λύσεων επιλύσαµε το σύστηµα (3.7)-
(3.9) µε την άµεση µέθοδο συνέχειας Euler-Newton παίρνοντας ως αρχική λύση µια διατα-
ραγµένη λύση του ασταθούς κλάδου για τιµές log10Da ∈ (3.2610, 4.0198). Η µέθοδος έτρεξε
µέχρις ότου τα πλάτη των ταλαντώσεων των λύσεων να έχουν αµελητέα διαφορά. Οι υπο-
λογισµένοι οριακοί κύκλοι βρέθηκαν όλοι σταθεροί. Με αυτόν τον τρόπο κατασκευάστηκε
ο κλάδος των οριακών κύκλων που καθορίζει το µέγιστο ύψος των ταλαντώσεων. Ειδι-
κότερα, έχουµε σχεδιάσει τη µέγιστη τιµή του T (0) κατά τη διάρκεια µιας περιόδου της
ταλάντωσης. Συνεπώς, το Σχ. 3.4 θα γίνει

Όπου, όπως και πριν, αναπαράγεται το διάγραµµα διακλάδωσης της µόνιµης κατά-
στασης για R = 0.2 και ο πλήρης κλάδος τωνπεριοδικών λύσεωνµεταξύ των σηµείωνHopf-
Andronov.Μεµαύρησυνεχόµενηγραµµήυποδηλώνονται οι ευσταθείς κλάδοι, µε κόκκινη
διακεκοµµένη γραµµή οι ασταθείς κλάδοι, ενώ για τα σηµεία διακλάδωσης, µε µαύρο κύ-
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Σχήµα 3.6: Ολικό διάγραµµα διακλάδωσης της θερµοκρασίας στο σηµείο x = 0συναρτήσει
του αριθµού Damköhler για R = 0.2 και Ta = 1.

κλο υποδηλώνεται το σηµείο στροφής και µε λευκό τρίγωνο τα σηµεία Hopf-Andronov. Ο
κλάδος των περιοδικών λύσεων αναπαρίσταται από τη συνεχή γραµµή µε τους λευκούς
κύκλους.

Σχήµα 3.7: Παραµετρική εξάρτηση της περιόδου των ταλαντώσεων συναρτήσει του αριθ-
µού Damköhler για R = 0.2 και Ta = 1.

Σε αυτό το διάγραµµα φαίνεται καθαρά ότι η φλόγα δεν υφίσταται απόσβεση στα
πλαίσια αυτού του διαστήµατος.

Η εξάρτηση της περιόδου Tper των οριακών κύκλων ως συνάρτηση του αριθµούDam−
köhler απεικονίζεται στο Σχ. 3.7. Τα ένθετα σχήµατα στα σηµεία που απεικονίζονται µε
µαύρους κύκλους αντιστοιχούν σε πορτρέτα φάσης της θερµοκρασίας T (0) του µείγµατος
συναρτήσει του κλάσµατος µάζας καυσίµου Yf (0) του µείγµατος.
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3.5 Υπολογισµός της θέσης των οµοκλινικών διακλαδώσεων

Με αύξηση της τιµής του R, ενώ η τιµή της θερµοκρασίας ενεργοποίησης Ta διατηρεί-
ται σταθερή (Ta = 1), η περιοχή µεταξύ του αριστερού Hopf-Andronov σηµείου διακλάδω-
σης και του σηµείου στροφής µειώνεται µέχρι την πλήρη εξαφάνισή της στο R = 0.233. Η
εξάρτηση του T (0) από τοDa για Ta = 1 καιR = 0.233 φαίνεται λεπτοµερώς στο Σχ. 3.8. Οι
ευσταθείς και ασταθείς κλάδοι αναπαρίστανται µε µαύρη συνεχόµενη και κόκκινη δια-
κεκοµµένη γραµµή, αντίστοιχα. Ο κλάδος των περιοδικών λύσεων αναπαρίσταται από
τη συνεχή γραµµή µε τους λευκούς κύκλους. Μαύροι κύκλοι και λευκά τρίγωνα χρησιµο-
ποιούνται για να δηλώσουν το σηµείο στροφής και τα σηµεία Hopf-Andronov, αντίστοιχα.
Το σηµείο οµοκλινικής διακλάδωσης αναπαριστάνεται µε µαύρο αστέρι.

Το αντίστοιχο διάγραµµα διακλάδωσης δείχνει και πάλι την ύπαρξη µιας περιοχής τι-
µών Da, όπου µπορούν να υπάρξουν ευσταθείς περιοδικές λύσεις. Ειδικότερα, ευσταθείς
περιοδικές λύσεις προκύπτουν από ένα υπερκρίσιµοHopf-Andronov σηµείο διακλάδωσης,
το οποίο εντοπίζεται στην τιµή log10Da = 3.7753. O κλάδος αυτός των ταλαντευόµενων λύ-
σεων κόβεται απότοµα ως συνέπεια µιας οµοκλινικής διακλάδωσης, η οποία προκαλείται
στο log10Da = 3.4381.

Σχήµα 3.8: Παραµετρική εξάρτηση της θερµοκρασίας στο x = 0 συναρτήσει του αριθµού
Damköhler για R = 0.233 και Ta = 1.

Η οµοκλινική διακλάδωση είναι µια ολική διακλάδωση, όπως έχουµεαναφέρει, η οποία
συµβαίνει όταν µια περιοδική τροχιά συγκρούεται µε ένα σαγµατικό σηµείο. Στο σηµείο
διακλάδωσης η περίοδος των ταλαντώσεων τείνει στο άπειρο και ο οριακός κύκλος µετα-
τρέπεται σε οµοκλινική τροχιά⁶. Αυτό απεικονίζεται και στο Σχ. 3.9αʹ, το οποίο δείχνει την
εξάρτηση της περιόδου ταλάντωσης ως συνάρτηση του αριθµού Damköhler. Το Σχ. 3.9βʹ
δείχνει τη σύγκρουση του οριακού κύκλου µε το σηµείο διακλάδωσης στο log10Da = 3.4377.
Εδώ, συγκεκριµένα, η ταλαντευόµενη (παλλόµενη) λύση συγκρούεται µε τη λύση µόνι-
µης κατάστασης που αντιστοιχεί στο σηµείο στροφής (µαύρος κύκλος στο Σχ. 3.8) στο
log10Da = 3.4377.

Η δυναµική συµπεριφορά του συστήµατος απεικονίζεται στο Σχ. 3.10 για διάφορες τι-
µές του Da γύρω από την οµοκλινική διακλάδωση. Συγκεκριµένα, φαίνεται η εξέλιξη των

⁶Βλέπε στην παράγραφο Διακλάδωση οµοκλινούς βρόγχου - Οµοκλινική Διακλάδωση.
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(αʹ)

(βʹ)

Σχήµα 3.9: Πορτρέτα φάσης της θερµοκρασίας T (0) του µείγµατος ως προς το κλάσµα
µάζας καυσίµου Yf (0) του µείγµατος.

α’) Παραµετρική εξάρτηση της περιόδου των ταλαντώσεων συναρτήσει του αριθµού Damköhler

για R = 0.2 και Ta = 1. Τα ένθετα διαγράµµατα αντιστοιχούν σε πορτρέτα φάσης του T (0) ως
προς Yf (0). (β΄) Σύγκρουση της περιοδικής τροχιάς στο log10Da = 3.4381 µε το σηµείο διακλάδωσης,
σηµατοδοτώντας την ύπαρξη οµοκλινικής διακλάδωσης.

προφίλ της θερµοκρασίας για τρεις τιµές του αριθµού Da µεταξύ του σηµείου οµοκλινι-
κής διακλάδωσης στο log10Da = 3.4381 και του υπερκρίσιµου σηµείου Hopf-Andronov στο
log10Da = 3.7753.

Ως αρχικές συνθήκες χρησιµοποιήθηκαν οι αντίστοιχες (διαταραγµένες) ασταθείς λύ-
σεις µόνιµης κατάστασης. Το Σχ. 3.10αʹ δείχνει την εξέλιξη για log10Da = 3.4500, όπου
µπορεί κανείς να δει την εµφάνιση ευσταθούς ταλαντευόµενης συµπεριφοράς. Καθώς
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(αʹ) (βʹ)

(γʹ)

Σχήµα 3.10: Εξέλιξη των ασταθών προφίλ θερµοκρασίας µόνιµης κατάστασης (κλάδος
κόκκινης διακεκοµµένης γραµµή µεταξύ των Hopf-Andronov σηµείων στο Σχ. 3.8)

Εξέλιξη σε: (α’) ευσταθείς ταλαντώσεις πέρα από το σηµείο οµοκλινικής διακλάδωσης, π.χ.
log10Da = 3.4500, (β’) ευσταθείς ταλαντώσεις µεγάλων περιόδων Tper στην περιοχή του σηµείου
οµοκλινικής διακλάδωσης, π.χ. log10Da = 3.4378, (γ) ευσταθές προφίλ µόνιµης κατάστασης για
αριθµόDamköhler κάτω από το σηµείο οµοκλινικής διακλάδωσης, π.χ. log10Da = 3.4377. Εδώ, η τα-
λαντευόµενη συµπεριφορά που παρατηρήθηκε στην αρχή της εξέλιξης εξασθενίζει γρήγορα και
το σύστηµα εξελίσσεται προς την αντίστοιχη ευσταθή λύση µόνιµης κατάστασης (κλάδος µαύρης
συνεχόµενης γραµµής στο Σχ. 3.8).

πλησιάζουµε στο σηµείο της οµοκλινικής διακλάδωσης, π.χ. στο log10Da = 3.4378, αυτή
η συµπεριφορά ταλάντωσης εξακολουθεί να παρατηρείται µε µεγάλες περιόδους ταλά-
ντωσης (Σχ. 3.10βʹ). Τέλος, όταν διασχίζουµε το σηµείο οµοκλινικής διακλάδωσης, π.χ. στο
log10Da = 3.4377, οι περιοδικές λύσεις παύουν να υπάρχουν πια και το σύστηµα εξελίσσε-
ται προς την ευσταθή λύση µόνιµης κατάστασης, κοντά στην απόσβεση (Σχ. 3.10γʹ).

Βάσει των προηγουµένων, αν το σύστηµα εξελίσσεται µε ευσταθή ταλαντευόµενη συ-
µπεριφορά κοντά στην οµοκλινική διακλάδωση, µία µικρή διαταραχή στον αριθµό Da
προς τη διακλάδωση θα οδηγήσει το σύστηµα σε µόνιµη κατάσταση. Αυτό το εύρηµα είναι
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ποιοτικά σε συµφωνία µε πειραµατικές παρατηρήσεις των ταλαντώσεων που εξαφανίζο-
νται απότοµα κοντά στην απόσβεση της φλόγας.
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Κεφάλαιο 4

Συµπεράσµατα

Η µη γραµµική ανάλυση των κρίσιµων καταστάσεων για την έναρξη των ταλαντευό-
µενων φλογών, καθώς και των διακλαδώσεων, είναι πρωταρχικής σηµασίας για την κα-
τανόηση των κύριων φυσικών και χηµικών µηχανισµών που εµπλέκονται στις αστάθειες
θερµότητας διάχυσης κοντά στη απόσβεση των φλογών. Παρ’ όλα αυτά, ένας ολοκλη-
ρωµένος χαρακτηρισµός της µη γραµµικής δυναµικής των φλογών διάχυσης µπορεί να
υπάρξει µόνο αν υπολογιστούν συστηµατικά οι διακλαδώσεις και η αστάθεια των περιο-
χών ταλάντωσής τους.

Χρησιµοποιώντας τα εργαλεία της θεωρίας διακλαδώσεων για να αναλύσουµε τη δυ-
ναµική ενός µοντέλου επίπεδης φλόγας αντιρροής µε απώλειες ακτινοβολίας θερµότη-
τας, και ενσωµατώνοντας κινητική µονού βήµατος µε συστηµατικό τρόπο, καταφέραµε
να κατασκευάσουµε τα πλήρη διαγράµµατα διακλάδωσης, συµπεριλαµβανοµένων των
κλάδων των οριακών κύκλων επιλέγοντας τον αριθµόDamköhler σαν την παράµετρο συ-
νέχειας. Ειδικότερα, υπολογίσαµε συστηµατικά την ευστάθεια και την διακλάδωση των
παλλόµενων λύσεων για αριθµό Lewis ίσο µε τη µονάδα και για διαφορετικές τιµές της
απώλειας ακτινοβολίας και της ενέργειας ενεργοποίησης.

Δείξαµε ότι, για ορισµένες τιµές των παραµέτρων, υπάρχουν οµοκλινικές διακλαδώ-
σεις που είναι υπεύθυνες για την ξαφνική απόσβεση των ταλαντώσεων της φλόγας. Με
το συστηµατικό εντοπισµό των κλάδων των ταλαντευόµενων λύσεων, βρέθηκε η ακριβής
θέση αυτών των οµοκλινικών διακλαδώσεων. Τα αποτελέσµατα που ελήφθησαν αποκα-
λύπτουν µηχανισµούς, οι οποίοι µπορεί να είναι υπεύθυνοι για την απότοµη απώλεια της
ευστάθειας τωνπαλλόµενων λύσεων, µια συµπεριφορά, η οποία έχει παρατηρηθεί σε σχε-
τικά πειράµατα [5]. Τέλος, η προτεινόµενη διαδικασία φαίνεται να είναι κατάλληλη για
την ανάλυση της δυναµικής πιο σύνθετων µοντέλων µεγάλης κλίµακας, συµπεριλαµβα-
νοµένης µιας λεπτοµερούς χηµικής κινητικής .

Μερικά ενδιαφέροντα χαρακτηριστικά ανακαλύφθηκαν, επιπλέον, στην εργασία [1],
αναλύοντας το διάγραµµα διακλάδωσης που προέκυψε µε την περαιτέρω αύξηση της τι-
µής της θερµοκρασίας ενεργοποίησης σε Ta = 1.2 και για R = 0.01. Σε αυτήν την περί-
πτωση κάποιος µπορεί να παρατηρήσει µια περιοχή ασταθών λύσεων, η οποία περιορίζε-
ται από δύο σηµεία στροφής. Τα σηµεία Hopf-Andronov υποδεικνύουν µια µικρή περιοχή
ευσταθών περιοδικών λύσεων. Με αύξηση της παραµέτρου Da, στους οριακούς κύκλους,
αρχικά, αυξάνεται το πλάτος, και στη συνέχεια µειώνεται για να φθάσει τον κλάδο της
ευσταθούς λύσης µόνιµης κατάστασης.

Αυξάνοντας την τιµή του R σε R = 0.04, µία νέα συµπεριφορά παρατηρείται. Παρατη-
ρείται µια περιοχή ασταθών λύσεων που περιορίζεται από τα σηµεία στροφής. Τα Hopf-
Andronov σηµεία σηµατοδοτούν µια µεγάλη, αυτή τη φορά, περιοχή ευσταθών περιοδι-
κών λύσεων. Ωστόσο, η µετάβαση από τις λύσεις µόνιµης κατάστασης στις ταλαντευόµε-
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νες είναι διαφορετική από εκείνη που παρατηρήθηκε για Ta = 1.2 και R = 0.01. Πράγµατι,
κοντά στην πρώτη Hopf-Andronov διακλάδωση, η ταλάντωση της θερµοκρασίας αυξάνει
σε πλάτος απότοµαµέχρι µία νέα οµοκλινική διακλάδωση.Ο κλάδος των οριακών κύκλων
που δηµιουργείται δεν ξεκινά συνεχόµενα από αυτό το σηµείο της οµοκλινικής διακλάδω-
σης. Χωρίζεται από αυτό µε ένα νέο σηµείο οµοκλινικής διακλάδωσης.

4.1 Μελλοντική έρευνα

Προκειµένου να κατανοήσουµε την πλήρη µη γραµµική δυναµική δοµή, είναι απαραί-
τητο να αποκαλύψουµε τον τρόπο µε τον οποίο τα σηµεία Hopf-Andronov (δλδ οι οµοκλι-
νικές διακλαδώσεις) -και κατ’ επέκτασης οι περιοχές των ταλαντευόµενων λύσεων- συν-
δέονται και µεταβάλλονται σε σχέση µε τη µεταβολή της θερµοκρασίας ενεργοποίησης
και το συντελεστή απώλειας ακτινοβολίας. Θα ήταν µια χρήσιµη επέκταση της παρούσας
µελέτης η διερεύνηση τηςπλήρους δοµής µε τηνµελέτη της εξέλιξης των οµοκλινικών δια-
κλαδώσεων για διαφορετικές τιµές της θερµοκρασίας ενεργοποίησης και διαφορετικούς
συντελεστές απώλειας ακτινοβολίας, σε ολόκληρο το εύρος των τιµών της παραµέτρου
Da, δηλαδή σε σύστηµα µικρής-µεγάλης κλίµακας.

Ήδη, η θεωρία διαταραχών πολλαπλής κλιµάκωσης και η µέθοδος του Melnikov [55],
µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την µελέτη µη-γραµµικών φαινοµένων και οµοκλινι-
κών διακλαδώσεων, συγκεκριµένα. Ετσί, θα µπορούσε να εξεταστεί το αν είναι δυνατό
να εξαχθεί µία γενική και αναλυτική συνθήκη για την εύρεση της οµοκλινικής διακλάδω-
σης, δίχως να είναι απαραίτητη η επίλυση του συστήµατος των εξισώσεων που διέπουν
το πρόβληµα. Θα µπορούσε, δηλαδή, να αποτελέσει αντικείµενο µελέτης του θεωρήµα-
τος του Melnikov. Η θεωρία αυτή απαιτεί ως προϋπόθεση τη µετατροπή του συστήµατος
σε Χαµιλτονιανή µορφή. Συνεπώς, µένει ανοιχτό το ερώτηµα αν είναι δυνατό να έρθει σε
αυτή τη µορφή το σύστηµα των µη γραµµικών διαφορικών εξισώσεων που εξετάσαµε.

Επίσης, θα µπορούσε να γίνει περαιτέρω ανάλυση της συµπεριφοράς της φλόγας κο-
ντά στην απόσβεση, κάνοντας χρήση αλγοριθµικών µεθοδολογιών για την ανάλυση πολ-
λαπλών χρονοκλιµάκων του δυναµικού συστήµατος, όπως η CSP [94–97] ή η ILDM [94, 98].
Με τη χρήση αυτών των αλγορίθµων µελετώνται οι γρήγορες και αργές πολλαπλότητες
της λύσης, έτσι ώστε να ανιχνευτούν οι εκρηκτικές χρονοκλίµακες, οι οποίες µπορούν να
µας δώσουν πληροφορίες για τις ποσότητες εκείνες του δυναµικού συστήµατος που οδη-
γούν τη λύση και χαρακτηρίζουν κατά κύριο λόγο τη συµπεριφορά της φλόγας.Με κατάλ-
ληλο χειρισµό αυτών των ποσοτήτων µέσα στο σύστηµα θα µπορούσε να υπάρξει πλήρης
έλεγχος του πλάτους ταλάντωσης ή ακόµα και αποφυγή των περιοδικών λύσεων πριν την
απόσβεση.
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