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Ðåñßëçøç

Óôçí ðáñïýóá äéáôñéâÞ èá åîåôÜóïõìå ëýóåéò ìåëáíþí ïðþí óõæåõãìÝíùí ìå âáèìùôü ðåäßï.
Áñ÷éêÜ èá ðáñïõóéÜóïõìå ìéá ãåíßêåõóç ôçò öïñôéóìÝíçò C - ìåôñéêÞò óýììïñöá óõæåõã-
ìÝíçò ìå Ýíá âáèìùôü ðåäßï ðáñïõóßá êïóìïëïãéêÞò óôáèåñÜò. Ãéá óõãêåêñéìÝíåò ôéìÝò
ôçò åðéôÜ÷õíóçò êáé ôçò êïóìïëïãéêÞò óôáèåñÜò, ç êùíéêÞ áíùìáëßá ìðïñåß íá áðáëåéöèåß
êáé ôï ðåäßï åßíáé ïìáëü ðáíôïý. Ç ìåëáíÞ ïðÞ ôüôå ðñïóïìïéÜæåé ðåñéóóüôåñï ìå ìåëáíÞ
÷ïñäÞ ìå ôïí ïñßæïíôá ãåãïíüôùí íá åêôåßíåôáé ìÝ÷ñé ôï Üðåéñï êáé íá ðáñÝ÷åé óôïí åáõôü
ôçò ôçí áðáñáßôçôç åðéôÜ÷õíóç.

ÅðéðëÝïí ðáñïõóéÜæïõìå ìéá íÝá êëÜóç ëýóåùí ìåëáíþí ïðþí åëÜ÷éóôá óõæåõãìÝíùí
ìå Ýíá âáèìùôü ðåäßï ðáñïõóßá áñíçôéêÞò êïóìïëïãéêÞò óôáèåñÜò. Èåùñïýìå ìéá ìïíïðá-
ñáìåôñéêÞ ïéêïãÝíåéá äõíáìéêþí, ðáñáìåôñïðïéçìÝíùí áðü ìéá áäéÜóôáôç ðáñÜìåôñï g, ìç
ìçäåíéêÞ ôéìÞ ôçò ïðïßáò óçìáßíåé óðÜóéìï ôçò óýììïñöçò áíáëëïéüôçôáò. ÈåñìïäõíáìéêÜ,
õðÜñ÷åé ìéá êñßóéìç èåñìïêñáóßá óå ìçäåíéêÞ ìÜæá ôçò ìåëáíÞò ïðÞò, üðïõ ðáñáôçñåßôáé
ìéá äåýôåñçò ôÜîçò áëëáãÞ öÜóçò óå ìéá ìåëáíÞ ïðÞ ÷ùñßò âáèìùôü ðåäßï. Åêôüò áõôïý,
âñßóêïõìå Ýíáí êëÜäï ëýóåùí ïé ïðïßåò ðáñïõóéÜæïõí ìéá ðñþôçò ôÜîçò áëëáãÞ öÜóçò óå
ìéá äåýôåñç êñßóéìç èåñìïêñáóßá ç ïðïßá åîáñôÜôáé áðü ôï g. Êáèþò g → 0, áõôÞ ç äåýôåñç
èåñìïêñáóßá áðïêëßíåé.

Åðéðñüóèåôá èåùñïýìå Ýíá âáñõôéêü óýóôçìá ìçäåíéêÞò êïóìïëïãéêÞò óôáèåñÜò ìå çëå-
êôñïìáãíçôéêü ðåäßï êáé âáèìùôü ðåäßï ôïõ ïðïßïõ ïé ðáñÜãùãïé åßíáé óõæåõãìÝíïé ìå ôïí
ôáíõóôÞ ôïõ Einstein. Ìéá Reissner-Nordstr�om ìåëáíÞ ïðÞ ðáñïõóéÜæåé ìéá äåýôåñçò ôÜîçò
áëëáãÞ öÜóçò óå ìéá ãåíéêÜ áíéóïôñïðéêÞ ìåëáíÞ ïðÞ ìå âáèìùôü ðåäßï, óå ìéá óõãêåêñé-
ìÝíç êñßóéìç èåñìïêñáóßá ôçí ïðïßá êáé õðïëïãßæïõìå. ÅîåôÜæïíôáò ôéò éäéüôçôåò ôçò ëýóçò
êïíôÜ óôçí êñßóéìç èåñìïêñáóßá âñßóêïõìå üôé åßíáé åíåñãåéáêÜ ðñïôéìçôÝá óå ó÷Ýóç ìå
ôçí áíôßóôïé÷ç Reissner-Nordstr�om ìåëáíÞ ïðÞ.

ÔÝëïò åîåôÜæïõìå ôçí áëëáãÞ öÜóçò ìéáò Reissner-Nordstr�om ìåëáíÞò ïðÞò óå ìéá ìå
âáèìùôü ðåäßï óå áóõìðùôéêÜ åðßðåäï ÷ùñü÷ñïíï. Ôï öïñôéóìÝíï êáé ìå ìÜæá âáèìùôü
ðåäßï åßíáé óõæåõãìÝíï ìÝóù ôùí ðáñáãþãùí ôïõ ìå ôïí ôáíõóôÞ ôïõ Einstein. Ëýíïõìå ôéò
åîéóþóåéò áíáëõôéêÜ êïíôÜ óôçí èåñìïêñáóßá ìåôÜâáóçò êáé äåß÷íïõìå üôé ôï ðåäßï åßíáé
óõãêåíôñùìÝíï êïíôÜ óôïí ïñßæïíôá ãåãïíüôùí êáé öèßíåé åêèåôéêÜ ìáêñéÜ áðü áõôüí.
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Abstract

In this thesis we discuss black hole solutions coupled with scalar �elds. Firstly we present
a generalisation of the charged C - metric conformally coupled with a scalar �eld in the
presence of a cosmological constant. For certain cases of enhanced acceleration with a
negative cosmological constant, the conical singularity disappears alltogether and the scalar
�eld is everywhere regular. The black hole is then rather a black string with its event
horizon extending all the way to asymptotic in�nity and providing itself the necessary
acceleration.

Furthermore we present a new class of black hole solutions with a minimally coupled
scalar �eld in the presence of a negative cosmological constant. We consider an one-
parameter family of self-interaction potentials parametrized by a dimensionless parameter
g. A non-vanishing parameter signals the departure from conformal invariance. Thermo-
dynamically, there is a critical temperature at vanishing black hole mass, where a higher-
order phase transition occurs to a black hole without a scalar �eld. Beside that we obtain
a branch of hairy solutions which undergo a �rst-order phase transition at a second critical
temperature which depends on g. As g → 0, this second critical temperature diverges.

Additionally we consider a gravitating system of vanishing cosmological constant con-
sisting of an electromagnetic �eld and a scalar �eld coupled to the Einstein tensor. A
Reissner-Nordstr�om black hole undergoes a second-order phase transition to a hairy black
hole of generally anisotropic hair at a certain critical temperature which we compute. Cal-
culating the properties of a hairy black hole con�guration near the critical temperature
we show that it is energetically favorable over the corresponding Reissner-Nordstr�om black
hole.

Finally we discuss a phase transition of a Reissner-Nordstr�om black hole to a hairy
black hole in asymptotically at spacetime. The hair is due to a massive charged scalar
�eld with a derivative coupling to the Einstein tensor. We solve the equations analytically
near the transition temperature and show that the hair is concentrated near the horizon
decaying exponentially away from it.

vii



viii



Åõ÷áñéóôßåò

Ðñùôßóôùò èá Þèåëá íá åõ÷áñéóôÞóù ôïí åðéâëÝðïíôá ôçò äéäáêôïñéêÞò ìïõ äéáôñéâÞò Êá-
èçãçôÞ ê. ÅëåõèÝñéï Ðáðáíôùíüðïõëï, ãéá üëç ôçí åìðéóôïóýíç ðïõ åðÝäåéîå óôï ðñüóùðü
ìïõ, ôçí âïÞèåéÜ ôïõ óå üëåò ôéò äõóêïëßåò ðïõ êáôÜ êáéñïýò áíÝêõøáí, ôï åéëéêñéíÝò åí-
äéáöÝñïí ôïõ ãéá ôçí åðéóôçìïíéêÞ ìïõ åîÝëéîç áëëÜ êáé ãéá üëåò ôéò öïñÝò ðïõ ìïõ Ýëõóå
áëëÜ êáé äçìéïýñãçóå íÝåò áðïñßåò.

Åðßóçò èá Þèåëá íá åõ÷áñéóôÞóù ôá ìÝëç ôçò óõìâïõëåõôéêÞò ìïõ åðéôñïðÞò ê.ê. Ãéþñãï
Êïõôóïýìðá êáé ×ñÞóôï ×áñìïýóç, ü÷é ìüíï ãéá ôç Üøïãç óõíåñãáóßá ìáò áëëÜ êáé ãéáôß
ðÜíôá ìïõ ðñïóÝöåñáí ôç âïÞèåéÜ ôïõò üóåò öïñÝò ôç ÷ñåéÜóôçêá. Ôïí äå ×ñÞóôï èá Þèåëá
éäéáéôÝñùò íá ôïí åõ÷áñéóôÞóù, ôüóï ãéá ôéò äéåõêïëýíóåéò üóï êáé ãéá ôç öéëïîåíßá ðïõ
ìïõ ðñïóÝöåñå üóåò öïñÝò åðéóêÝöôçêá ôç Ãáëëßá.

Äå èá ìðïñïýóá íá ìçí åõ÷áñéóôÞóù ôï ÌçíÜ ÔóïõêáëÜ ãéá üëá áõôÜ ôá ÷ñüíéá öéëßáò,
áíôáëëáãÞò áðüøåùí, éäåþí êáé ðñïâëçìáôéóìþí. Åðßóçò ôïí ÐáíôåëÞ êáé ôçí ¸ñç ãéá üóåò
öïñÝò ìå öéëïîÝíçóáí óôï Ðáñßóé, êáèþò êáé ôïõò ößëïõò Âáóßëç, Âßêõ, Ãéþñãï, ÅéñÞíç,
Çëßá, Êþóôá, Íßêï(x3), ÐÜñç, ×ñýóá êáé üëïõò üóïõò îå÷íÜù ãéá üëá üóá Ý÷ïõìå ðåñÜóåé
êáé ðéåß êáôÜ ôç äéÜñêåéá áõôþí ôùí ÷ñüíùí.

¼ìùò ðñéí êáé ðÜíù áðü üëïõò, äåí Ý÷ù ëüãéá íá åêöñÜóù ôç âáèéÜ ìïõ åõãíùìïóýíç
óôçí ïéêïãÝíåéÜ ìïõ ãéá üëç ôçí áãÜðç êáé ôçí çèéêÞ êáé õëéêÞ õðïóôÞñéîç ðïõ áðëü÷åñá
ìïõ ÷Üñéóáí üëá áõôÜ ôá ÷ñüíéá. Åßíáé âÝâáéï üôé äåí èá ôá êáôÜöåñíá ÷ùñßò áõôïýò. ¸íá
åõ÷áñéóôþ åßíáé ðïëý ëßãï.

Ç ðáñïýóá Ýñåõíá Ý÷åé óõã÷ñçìáôïäïôçèåß áðü ôçí ÅõñùðáúêÞ ¸íùóç (Åõñùðáúêü Êïé-
íùíéêü Ôáìåßï - ÅÊÔ) êáé áðü åèíéêïýò ðüñïõò ìÝóù ôïõ Åðé÷åéñçóéáêïý ÐñïãñÜììáôïò
£Åêðáßäåõóç êáé Äéá Âßïõ ÌÜèçóç¤ ôïõ Åèíéêïý Óôñáôçãéêïý Ðëáéóßïõ ÁíáöïñÜò (ÅÓÐÁ)
- Åñåõíçôéêü ×ñçìáôïäïôïýìåíï ¸ñãï: ÇñÜêëåéôïò ÉÉ. ÅðÝíäõóç óôçí êïéíùíßá ôçò ãíþóçò
ìÝóù ôïõ Åõñùðáúêïý Êïéíùíéêïý Ôáìåßïõ.
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Ðñüëïãïò

Ôï èåþñçìá åîÜëëåéøçò é÷íþí (no-hair theorem) ëÝåé üôé [1, 2]: ¼ëåò ïé óôÜóéìåò, áóõ-
ìðôùôéêÜ åðßðåäåò, ôåôñáäéÜóôáôåò ëýóåéò ìåëáíþí ïðþí ðïõ åßíáé ëýóåéò ôùí åîéóþóåùí
ôïõ Einstein óôï êåíü Þ ìå çëåêôñïìáãíçôéêü ðåäßï, ÷áñáêôçñßæïíôáé áðü ôç ìÜæá, ôç
óôñïöïñìÞ êáé ôï çëåêôñéêü (Þ ìáãíçôéêü) öïñôßï.

Óýìöùíá ëïéðüí ìå áõôü ôï èåþñçìá, ïé ìåëáíÝò ïðÝò ÷áñáêôçñßæïíôáé ìüíï áðü ôñåéò
ðïóüôçôåò: ìÜæá, óôñïöïñìÞ êáé öïñôßï. Ç ãåùìåôñßá ôïõò áíÞêåé óôçí Kerr-Newman
ïéêïãÝíåéá ìåôñéêþí êáé áõôÝò ïé ðïóüôçôåò åßíáé ïëéêÜ öïñôßá (äéáôçñÞóéìá ìåãÝèç) ðïõ
ìðïñïýí íá ìåôñçèïýí óôï Üðåéñï. ÅÜí Ýíá Üóôñï êáôáññåýóåé ëüãù ôçò âáñýôçôáò êáé
ó÷çìáôßóåé ìéá ìåëáíÞ ïðÞ, ðáñüôé ôï áñ÷éêü Üóôñï ðåñéãñÜöåôáé áðü ðïëëÝò ðáñáìÝôñïõò,
ç ôåëéêÞ êáôÜóôáóç éóïññïðßáò ç ïðïßá åßíáé ìéá ìåëáíÞ ïðÞ, ðåñéãñÜöåôáé áðü Ýíá ìéêñü
áñéèìü ðáñáìÝôñùí. ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôçò äéáäéêáóßáò êáôÜññåõóçò ìéá ìåãÜëç ðïóüôçôá
ðëçñïöïñßáò ÷Üíåôáé. Ìå ôïí ßäéï ôñüðï, üôáí Ýíá áíôéêåßìåíï äéáó÷ßæåé ôïí ïñßæïíôá
ãåãïíüôùí, üôáí ôï óýóôçìá éóïññïðÞóåé êáé ðÜëé, ç ìüíç äéáöïñÜ ìåôáîý ôçò áñ÷éêÞò êáé
ôåëéêÞò êáôÜóôáóçò èá åßíáé äéáöïñÜ óôç ìÜæá, ôç óôñïöïñìÞ êáé ôï öïñôßï.

ÅÜí êÜðïéïò õðïèÝóåé ôåôñáäéÜóôáôï, óôÜóéìï êáé áóõìðôùôéêÜ åðßðåäï ÷ùñü÷ñïíï êáé
ôéò åîéóþóåéò ðåäßïõ ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ìéá Einstein-Hilbert äñÜóç ìå çëåêôñïìáãíçôéêü
ðåäßï, ôüôå ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ìáèçìáôéêÜ. ÅÜí üìùò êÜðïéá
áðü ôéò ðáñáðÜíù õðïèÝóåéò áðïññéöèåß, ôüôå êáé ôï èåþñçìá ìðïñåß íá ìçí éó÷ýåé. Ãéá
ðáñÜäåéãìá, åÜí óõìðåñéëçöèåß áñíçôéêÞ êïóìïëïãéêÞ óôáèåñÜ, Ýôóé þóôå ï ÷ùñü÷ñïíïò
íá ìçí åßíáé ðëÝïí áóõìðôùôéêÜ åðßðåäïò áëëÜ anti-de Sitter, ôüôå Ý÷ïõìå ôçí ðéèáíüôçôá
ãéá ìç óöáéñéêïýò áëëÜ åðßðåäïõò Þ õðåñâïëéêïýò ïñßæïíôåò ãåãïíüôùí, ðáßñíïíôáò Ýôóé ôéò
åðïíïìáæüìåíåò ôïðïëïãéêÝò ìåëáíÝò ïðÝò [3, 4, 5].

Óå üëåò ôéò ðåñéðôþóåéò ëýóåùí ìåëáíþí ïðþí ìå âáèìùôü ðåäßï ðïõ Ý÷ïõí áíáöåñèåß
óôç âéâëéïãñáößá, äåí õðÜñ÷åé êÜðïéá óôáèåñÜ ïëïêëÞñùóçò ãéá ôï âáèìùôü ðåäßï. Áõôü
óçìáßíåé üôé äåí õðÜñ÷åé óõíå÷Þò ôñüðïò íá ðåñÜóåé êÜðïéïò áðü ìéá ëýóç ìå ìÜæá Ì êáé
âáèìùôü ðåäßï óå ìéá ëýóç ìå ôçí ßäéá ìÜæá êáé ÷ùñßò âáèìùôü ðåäßï. ¸ôóé ðñïêáëåßôáé
ìéá áëëáãÞ öÜóçò äåýôåñçò ôÜîçò óôçí åëåýèåñç åíÝñãåéá, ãåãïíüò ðïõ åßíáé ôï âáñõôéêü
áíÜëïãï ôùí õðåñáãùãþí [6]. ¸ôóé ç ìåôÜâáóç áðü ìßá ìåôáëëéêÞ êáôÜóôáóç óå ìéá
õðåñáãþãéìç óå Ýíá éó÷õñÜ óõæåõãìÝíï óýóôçìá ìðïñåß íá ðåñéãñáöåß áðü Ýíá áóèåíþò
óõæåõãìÝíï âáñõôéêü óýóôçìá, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí AdS/CFT áíôéóôïé÷ßá [7]. Óå áñêåôÜ
õøçëÝò èåñìïêñáóßåò õðÜñ÷åé áðïóýæåõîç ôïõ óõóôÞìáôïò ìåëáíÞò ïðÞò-âáèìùôïý ðåäßïõ
êáé ç ìåëáíÞ ïðÞ åßíáé åõóôáèÞò. Ç óõíïñéáêÞ èåùñßá âáèìßäáò ðåñéãñÜöåé ìßá ìåôáëëéêÞ êá-
ôÜóôáóç. ¼ôáí ç èåñìïêñáóßá ìåéþíåôáé, ç ìåëáíÞ ïðÞ ãßíåôáé áóôáèÞò êáé ìßá íÝá ìåëáíÞ
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ïðÞ ìå âáèìùôü ðåäßï ó÷çìáôßæåôáé. Ôüôå ç èåùñßá âáèìßäáò ðåñéãñÜöåé ìéá õðåñáãþãéìç
êáôÜóôáóç.

Óôçí ðáñïýóá äéáôñéâÞ èá åîåôÜóïõìå ëýóåéò ìåëáíþí ïðþí óõæåõãìÝíùí ìå âáèìùôü
ðåäßï. Áñ÷éêÜ èá êÜíïõìå ìéá áíáóêüðçóç óôéò ðéï ãíùóôÝò ëýóåéò ìåëáíþí ïðþí ìå
âáèìùôü ðåäßï. Ç ðñþôç ëýóç [8] åßíáé óå áóõìðôùôéêÜ åðßðåäï ÷ùñü÷ñïíï (Λ = 0), ðáñïõ-
óéÜæåé üìùò êÜðïéåò ðáèïãÝíåéåò. Ôï âáèìùôü ðåäßï áðåéñßæåôáé óôïí ïñßæïíôá ãåãïíüôùí
ôçò ìåëáíÞò ïðÞò, åíþ óôï [9] âñÝèçêå üôé åßíáé áóôáèÞò. ¸ôóé äåí ðáñáâéÜæåôáé ôï no-hair
èåþñçìá. Óôç óõíÝ÷åéá èá ðáñïõóéÜóïõìå ôç ëýóç ÌÔÆ [10] ç ïðïßá õðÜñ÷åé óå áóõìðôù-
ôéêÜ AdS ÷ùñü÷ñïíï Λ < 0. Èá äïýìå üôé ç åéóáãùãÞ êïóìïëïãéêÞò óôáèåñÜò ìåôáôïðßæåé
ôïí ïñßæïíôá êáëýðôïíôáò ôïí áðåéñéóìü ôïõ âáèìùôïý ðåäßïõ, êáèéóôþíôáò Ýôóé ôüóï ôç
ìåôñéêÞ üóï êáé ôï âáèìùôü ðåäßï, ïìáëÜ óå üëï ôï ÷ùñü÷ñïíï. Ç ýðáñîç ôçò áñíçôéêÞò
êïóìïëïãéêÞò óôáèåñÜò åðéôñÝðåé óôïí ïñßæïíôá íá Ý÷åé õðåñâïëéêÞ ãåùìåôñßá. Èá áíá-
ëýóïõìå ôéò èåñìïäõíáìéêÝò éäéüôçôåò ôçò ìåëáíÞò ïðÞò êáé èá äïýìå üôé ðáñáôçñåßôáé ìéá
áëëáãÞ öÜóçò äåýôåñçò ôÜîçò, áðü ôçí ôïðïëïãéêÞ ëýóç êåíïý óå áõôÞí ìå ôï âáèìùôü
ðåäßï. Óå èåñìïêñáóßåò ÷áìçëüôåñåò áðü ìéá êñßóéìç ôéìÞ åðéêñáôåß ç hairy ìåëáíÞ ïðÞ. èá
ðáñïõóéÜóïõìå åðßóçò ôçí çëåêôñéêÜ öïñôéóìÝíç ìïñöÞ ôçò ëýóçò [11].

Óôç óõíÝ÷åéá èá ðáñïõóéÜóïõìå ôç ãåíßêåõóç ôçò öïñôéóìÝíçò C - ìåôñéêÞò óýììïñöá
óõæåõãìÝíçò ìå âáèìùôü ðåäßï, ðáñïõóßá êïóìïëïãéêÞò óôáèåñÜò [12]. Ç ìåôñéêÞ ôïõ
÷ùñü÷ñïíïõ Ý÷åé ôç óõíÞèç ìïñöÞ ôçò C - ìåôñéêÞò ìå êïóìïëïãéêÞ óôáèåñÜ, üðïõ ç ìÜæá
êáé ôï çëåêôñéêü öïñôßï åßíáé ßóá. Èá äïýìå üôé üôáí ç êïóìïëïãéêÞ óôáèåñÜ ìçäåíßæåôáé
ôï âáèìùôü ðåäßï áðåéñßæåôáé ìüíï óôïí Ýíá ðüëï ôïõ ïñßæïíôá ãåãïíüôùí. Ç ðáñïõóßá ôçò
êïóìïëïãéêÞò óôáèåñÜò ìðïñåß åí ãÝíåé íá êÜíåé ôï ðåäßï íá åßíáé ïìáëü üðïõ åßíáé ïìáëÞ êáé
ç ìåôñéêÞ, óðñþ÷íïíôáò ôçí áíùìáëßá ðßóù áðü ôïí ïñßæïíôá ãåãïíüôùí. Ãéá óõãêåêñéìÝíåò
ôéìÝò ôçò åðéôÜ÷õíóçò ìå áñíçôéêÞ êïóìïëïãéêÞ óôáèåñÜ, ç êùíéêÞ áíùìáëßá åîáöáíßæåôáé
êáé ôï âáèìùôü ðåäßï åßíáé ðáíôïý ïìáëü. Ç ìåëáíÞ ïðÞ ôüôå ðñïóïìïéÜæåé ðåñéóóüôåñï óå
ìåëáíÞ ÷ïñäÞ, ìå ôïí ïñßæïíôá ãåãïíüôùí íá åêôåßíåôáé ìÝ÷ñé ôï áóõìðôùôéêü Üðåéñï êáé
ðáñÝ÷ïíôáò óôïí ßäéï ôçò ôïí åáõôü ôçí áðáñáßôçôç åðéôÜ÷õíóç.

Óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï èá ðáñïõóéÜóïõìå ìéá íÝá êëÜóç ëýóåùí ìåëáíþí ïðþí åëÜ÷éóôá
óõæåõãìÝíùí ìå Ýíá âáèìùôü ðåäßï ðáñïõóßá áñíçôéêÞò êïóìïëïãéêÞò óôáèåñÜò [13]. Èá
èåùñÞóïõìå ìéá ìïíïðáñáìåôñéêÞ ïéêïãÝíåéá áõôï-áëëçëåðéäñþíôùí äõíáìéêþí, ðáñáìåôñï-
ðïéçìÝíùí áðü ìéá áäéÜóôáôç óôáèåñÜ g. ¼ôáí g = 0, áíáêôïýìå ôç óýììïñöá áíáëëïßùôç
ëýóç ìåëáíÞò ïðÞò ôùí Martinez-Troncoso-Zanelli (MTZ). ¸íá ìç ìçäåíéêü g óçìáßíåé
áðïìÜêñõíóç áðü ôç óýììïñöç áíáëëïéüôçôá. ÈåñìïäõíáìéêÜ, õðÜñ÷åé ìéá êñßóéìç èåñ-
ìïêñáóßá óå ìçäåíéêÞ ìÜæá, üðïõ óõìâáßíåé ìéá áíþôåñçò ôÜîçò áëëáãÞ öÜóçò: ðÜíù áðü
áõôÞí ôç èåñìïêñáóßá ç hairy ìåëáíÞ ïðÞ ÷Üíåé ôï âáèìùôü ðåäßï êáé ìåôáôñÝðåôáé óå ìßá
ìåëáíÞ ïðÞ óôï êåíü. Åðéðñüóèåôá, ðáñáôçñïýìå Ýíá êëÜäï hairy ëýóåùí ðïõ õößóôáíôáé
ìéá ðñþôçò ôÜîåùò áëëáãÞ öÜóçò óå ìéá äåýôåñç êñßóéìç èåñìïêñáóßá ç ïðïßá åîáñôÜôáé
áðü ôï g êáé åßíáé õøçëüôåñç áðü ôç êñßóéìç èåñìïêñáóßá ôçò ÌÔÆ. Êáèþò ôï g → 0, áõôÞ
ç äåýôåñç êñßóéìç èåñìïêñáóßá áðïêëßíåé.

Óôï ÊåöÜëáéï 4 èåùñïýìå Ýíá âáñõôéêü óýóôçìá ìçäåíéêÞò êïóìïëïãéêÞò óôáèåñÜò ðïõ
áðïôåëåßôáé áðü Ýíá çëåêôñïìáãíçôéêü ðåäßï êáé Ýíá âáèìùôü ðåäßï óõæåõãìÝíï ìå ôïí ôá-
íõóôÞ Einstein [14]. Èá èåùñÞóïõìå ìéá óöáéñéêÜ óõììåôñéêÞ Reissner-Nordstr�om ìåëáíÞ
ïðÞ ùò õðüâáèñï êáé èá ôç äéáôáñÜîïõìå åéóÜãïíôáò ôç óýæåõîç ôùí ðáñáãþãùí ôïõ âáè-
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ìùôïý ðåäßïõ ìå ôïí ôáíõóôÞ ôïõ Einstein. Èá äïýìå üôé ç Reissner-Nordstr�om õößóôáôáé
ìéá äåýôåñçò ôÜîçò áëëáãÞ öÜóçò óå ìéá hairy ìåëáíÞ ïðÞ ðïõ Ý÷åé ãåíéêÜ áíéóïôñïðéêÜ
hair, óå ìßá êñßóéìç èåñìïêñáóßá ôçí ïðïßá êáé èá õðïëïãßóïõìå. Èá äïýìå ôéò éäéüôçôåò
ôçò ëýóçò êïíôÜ óôçí êñßóéìç èåñìïêñáóßá êáé èá äåßîïõìå üôé åßíáé åíåñãåéáêÜ ðñïôéìçôÝá
áðü ôçí áíôßóôïé÷ç Reissner-Nordstr�om ìåëáíÞ ïðÞ.

Óôï ÊåöÜëáéï 5, èá ìåëåôÞóïõìå ðéèáíÝò áóôÜèåéåò ìéáò Reissner-Nordstr�om ìåëáíÞò
ïðÞò êïíôÜ óôïí ïñßæïíôá ãåãïíüôùí óå áóõìðôùôéêÜ åðßðåäï ÷ùñü÷ñïíï (ìçäåíéêÞ êïóìï-
ëïãéêÞ óôáèåñÜ). Èá äïýìå üôé õðÜñ÷åé ìéá êñßóéìç èåñìïêñáóßá óôçí ïðïßá ðáñáôçñåßôáé
ìéá áëëáãÞ öÜóçò ôçò Reissner-Nordstr�om óå ìßá hairy ìåëáíÞ ïðÞ [15]. Ç hairy ëýóç,
ç ïðïßá åßíáé óöáéñéêÜ óõììåôñéêÞ, ïöåßëåôáé óå Ýíá massive öïñôéóìÝíï âáèìùôü ðåäßï ïé
ðáñÜãùãïé ôïõ ïðïßïõ åßíáé óõæåõãìÝíïé ìå ôïí ôáíõóôÞ ôïõ Einstein. Èá äåßîïõìå üôé ôï
âáèìùôü ðåäßï åßíáé óõãêåíôñùìÝíï êïíôÜ óôïí ïñßæïíôá êáé ðÝöôåé åêèåôéêÜ ìáêñéÜ áðü
áõôüí. ÔÝëïò èá êëåßóïõìå ìå ôá óõìðåñÜóìáôÜ ìáò.
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ÊåöÜëáéï 1

Ëýóåéò Ìåëáíþí Ïðþí ÓõæåõãìÝíùí ìå
Âáèìùôü Ðåäßï

1.1 Ç ëýóç BBMB

Áò èåùñÞóïõìå 4{äéÜóôáôç âáñýôçôá êáé Ýíá âáèìùôü ðåäßï ðïõ ðåñéãñÜöïíôáé áðü ôç
äñÜóç

I[g�� ; �] =

∫
d4x

√
−g
[

R

16�G
− 1

2
g��@��@��− 1

12
R�2

]
; (1.1)

üðïõ G ç óôáèåñÜ ôïõ Newton.
Ïé åîéóþóåéò ðåäßïõ åßíáé

G�� = 8�GT�� ; (1.2)

�� =
1

6
R� ; (1.3)

üðïõ ï ôáíõóôÞò åíÝñãåéáò−ïñìÞò äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

T �
�� = @��@��− 1

2
g��g

��@��@��+
1

6
[g���−∇�∇� +G�� ]�

2 : (1.4)

Ïé ðáñáðÜíù åîéóþóåéò äÝ÷ïíôáé ôç óôáôéêÞ ëýóç [8] (� =
√

4�G
3
):

ds2 = −
(
w� ± w−�

2

)2 (
− w2�dt2 + w−2�hijdx

idxj
)
; (1.5)

� =
1

�

1∓ w2�

1± w2�
(1.6)

üðïõ � = +
√

1− 3�2 êáé � ∈ [−3−1=2; 3−1=2] ìéá åëåýèåñç ðáñÜìåôñïò. Ôá ðÜíù
ðñüóçìá áíôéóôïé÷ïýí óôç ëýóç ôýðïõ Á, åíþ ôá êÜôù óôçí ôýðïõ Â. Ãéá � = 0 ç ëýóç A
åßíáé ç ëýóç êåíïý, åíþ ç Â äåí ïñßæåôáé.
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Áí ç ëýóç êåíïý åßíáé áóõìðôùôéêÜ åðßðåäç ôüôå åßíáé åðßóçò êáé ç ëýóç Á. Ãéá ìéá
êáôÜëëçëç áêôéíéêÞ óõíôåôáãìÝíç r, w → 1 − M=r áóõìðôùôéêÜ, üðïõ M ç ìÜæá ôçò
ëýóçò êåíïý. Ðñïêýðôåé üôé ç ìÜæá ôçò ëýóçò Á åßíáé �M . ÁóõìðôùôéêÜ ôï ðåäßï ðÜåé
ùò � → �M=(�r) ïðüôå ìðïñïýìå íá äïýìå ôï q = �M=� óáí ôï âáèìùôü ôïõ ìïíüðïëï.
Ôüôå ï ëüãïò ôïõ âáèìùôïý \\öïñôßïõ"" ùò ðñïò ôç ìÜæá åßíáé �=(��) êáé ðáßñíåé ôéìÝò
óôï äéÜóôçìá (−∞;+∞).

1.1.1 Ëýóç ôýðïõ Á

ÁõôÞ ç áóõìðôùôéêÜ åðßðåäç ëýóç áíôéóôïé÷åß óôá ðÜíù ðñüóçìá ôùí åîéóþóåùí (1.5) êáé
(1.6) êáé ãéá � = 0 ðáßñíïõìå ôçí Schwarzschild. Åêôüò áðü áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç, êáé ãéá
� = ±1=2, ç åðéöÜíåéá r = 2M åßíáé ìéá ãõìíÞ áíùìáëßá, äçëáäÞ ôï R��R�� áðåéñßæåôáé
áëëÜ ïé áêôéíéêÝò öùôïåéäåßò ãåùäåóéáêÝò ìðïñïýí íá äñáðåôåýóïõí, áðü üóï êïíôÜ óôï
r = 2M , óôï Üðåéñï.

Ãéá 0 < |�| < 1=2 üëåò ïé åéóåñ÷üìåíåò öùôïåéäåßò Þ ÷ñïíïåéäåßò áêôéíéêÝò ãåùäåóéáêÝò
ìðïñïýí íá öôÜóïõí ôçí áíùìáëßá óå ðåðåñáóìÝíï ÷ñüíï t. ¼ëá ôá åîåñ÷üìåíá öùôüíéá
åßíáé ìåôáôïðéóìÝíá óôï åñõèñü (õðïèÝôïíôáò M > 0). Ç áíùìáëßá Ý÷åé Üðåéñï åìâáäüí:
ôï åìâáäüí ôùí åðéöáíåéþí r = óôáè. ìåãáëþíåé ÷ùñßò üñéï êáèþò r → 2M . Åßíáé öáíåñü
üôé ëüãù óõíÝ÷åéáò, ôï åìâáäüí ôÝôïéùí óöáéñþí ðñÝðåé íá öôÜóåé êÜðïéï åëÜ÷éóôï ìåôáîý
ôïõ r = 2M êáé ôïõ r = ∞. ¸ôóé ìéá åîåñ÷üìåíç óöáßñá öùôüò ðñþôá èá ìåéùèåß êáé ìåôÜ
èá áõîçèåß óå åìâáäüí! ÁõôÞ ç ðåñßåñãç óõìðåñéöïñÜ åßíáé áðïôÝëåóìá ôïõ ãåãïíüôïò üôé
ï ôáíõóôÞò åíÝñãåéáò−ïñìÞò äåí éêáíïðïéåß ðÜíôïôå ôçí (áóèåíÞ) åíåñãåéáêÞ óõíèÞêç:(

T�� −
1

2
g�� T

)
k �k � > 0 ; (1.7)

üðïõ ôï k � åßíáé Ýíá ôõ÷áßï äéÜíõóìá ôýðïõ öùôüò. ¸ôóé ç óýãêëéóç ìéáò äÝóìçò öùôåéíþí
áêôßíùí äåí ÷ñåéÜæåôáé íá áõîÜíåé ìïíïôïíéêÜ üðùò óôéò ðåñéóóüôåñåò ðåñéðôþóåéò, êáé ôï
åìâáäüí åíüò öùôåéíïý ìåôþðïõ ìðïñåß íá áõîçèåß áöïý ðñþôá Ý÷åé ìåéùèåß.

Ãéá 1=2 < |�| ≤ 3−1=2 ç áíùìáëßá óôï r = 2M åßíáé óçìåßï. Åéóåñ÷üìåíåò öùôïåéäåßò
áêôéíéêÝò ãåùäåóéáêÝò ìðïñïýí íá ôç öôÜóïõí óå ðåðåñáóìÝíï ÷ñüíï t, áëëÜ ïé ÷ñïíïåéäåßò
ãåùäåóéáêÝò äåí ìðïñïýí íá ôç öôÜóïõí êáèüëïõ. Åîåñ÷üìåíá öùôüíéá ðïõ Ýñ÷ïíôáé êïíôÜ
áðü ôï r = 2M åßíáé ðÜíôïôå ìåôáôïðéóìÝíá óôï éþäåò üôáí ëáìâÜíïíôáé óå ìåãÜëá r.

Ãéá � = ±1=2, ç åðéöÜíåéá r = 2M Ý÷åé åìâáäüí �M2 êáé åßíáé ïìáëÞ. Áõôü åßíáé ðéï
åìöáíÝò åÜí ïñßóïõìå ìéá íÝá áêôéíéêÞ óõíôåôáãìÝíç r̄ = M(1−w)−1 ãéá ôçí ïðïßá ç ëýóç
ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

ds2 = −
(
1− M

2r̄

)2

dt2 +

(
1− M

2r̄

)−2

dr̄2 + r̄2dΩ2 ; (1.8)

� =
M

2�(r̄ −M=2)
: (1.9)

ÂëÝðïõìå ïôé ç áíùìáëßá óôï r = 2M (r̄ = M) Ý÷åé áðïìáêñõíèåß, áëëÜ ìéá íÝá Ý÷åé
åìöáíéóôåß óôï r̄ = M=2. Ç ìåôñéêÞ (1.8) åßíáé ßäéá ìå ôç ãåùìåôñßá ôçò extreme Reissner{
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Nordstr�om (e = m) ìå ìÜæá m = M=2. Óôçí åðüìåíç åíüôçôá èá äïýìå ôç ó÷Ýóç áõôÞò
ôçò ëýóçò ìå ìéá ìáýñç ôñýðá.

Óôçí ðåñéï÷Þ 0 < r < 2M ç ãåùìåôñßá ôçò ëýóçò A äåí ïñßæåôáé: ç ìåôñéêÞ åêåß ãßíåôáé
ìéãáäéêÞ (åêôüò ãéá � = 0). Óôçí ðåñéï÷Þ −∞ < r < 0 ç ëýóç áíáðáñéóôÜ ìéá áóõìðôùôéêÜ
åðßðåäç ãåùìåôñßá ìÜæáò −M=2, ìå ìéá ãõìíÞ óçìåéáêÞ áíùìáëßá óôï r = 0.

1.1.2 Ëýóç ôýðïõ B

ÁõôÞ ç ëýóç áíôéóôïé÷åß óôá êÜôù ðñüóçìá ôùí åîéóþóåùí (1.5) êáé (1.6). Ãéá � = 0 äåí
ïñßæåôáé. Óå üëåò ôéò Üëëåò ðåñéðôþóåéò ç (öùôïåéäÞò) åðéöÜíåéá r = ∞ äåí åßíáé Üðåéñï: ôï
åìâáäüí ôçò åßíáé ðåðåñáóìÝíï, 4��2M2, êáé áêôéíéêÝò (Þ öùôïåéäåßò) ÷ñïíïåéäåßò ãåùäå-
óéáêÝò ìðïñïýí íá ôç öôÜóïõí óå ðåðåñáóìÝíï éäéï÷ñüíï (ðïõ åßíáé áöéíéêÞ ðáñÜìåôñïò).
ÅðéðëÝïí, ôï R���R

��� åßíáé ïìáëü óå áõôÞ : ðñïêýðôåé üôé ç ãåùìåôñßá ðñÝðåé íá åßíáé
åðåêôÜóéìç ðÝñá áðü ôï r = ∞. ¼ìùò, åðåéäÞ ôï � êáé ôï �; ��

; � áðåéñßæïíôáé óôï r = ∞,
ìéá áíáëõôéêÞ åðÝêôáóç äåí èá åß÷å öõóéêü íüçìá.

Ãéá � = ±1=2 ìå Ýíá ìåôáó÷çìáôéóìü óå ìéá íÝá áêôéíéêÞ óõíôåôáãìÝíç r̄ = M(1+w)−1

ðáßñíïõìå ôç ëýóç ôùí åîéóþóåùí (1.5) êáé (1.6). ¸ôóé, ãéá � = ±1=2 ïé ëýóåéò Á êáé
Â óõìðßðôïõí, ìå ôçí ðåñéï÷Þ 2M ≤ r ≤ ∞ ôçò ëýóçò Â íá áíôéóôïé÷åß óôçí ðåñéï÷Þ
2M ≥ r ≥ M ôçò ëýóçò Á.

Ãéá 0 < |�| < 1=2 ç åðéöÜíåéá r = 2M åßíáé áíùìáëßá Üðåéñïõ åìâáäïý: ôï R��R
�� áðï-

êëßíåé óå áõôÞ. ÁêôéíéêÝò ÷ñïíïåéäåßò (Þ öùôïåéäåßò) ãåùäåóéáêÝò ìðïñïýí íá ôç öôÜóïõí
óå ðåðåñáóìÝíï éäéï÷ñüíï.

Ãéá 1=2 < |�| ≤ 3−1=2 ç åðéöÜíåéá r = 2M åßíáé óçìåéáêÞ áíùìáëßá. Ïé öùôïåéäåßò áêôé-
íéêÝò ãåùäåóéáêÝò ìðïñïýí íá ôç öôÜóïõí óå ðåðåñáóìÝíï éäéï÷ñüíï, áëëÜ ïé ÷ñïíïåéäåßò
äåí ìðïñïýí íá ôç öôÜóïõí ðïôÝ.

Ç ðåñéï÷Þ 0 < r < 2M äåí Ý÷åé íüçìá áöïý ç ìåôñéêÞ åßíáé ìéãáäéêÞ åêåß. ¼ìùò, ç
ðåñéï÷Þ −∞ < r < 0 Ý÷åé íüçìá ãéá üëá ôá �. Åðåêôåßíåôáé áðü ìßá óçìåéáêÞ áíùìáëßá
óôï r = 0 óå ìßá ïìáëÞ öùôïåéäÞ åðéöÜíåéá óôï r = −∞ ìå éäéüôçôåò ôåëåßùò áíÜëïãåò
áõôþí ôïõ r = ∞. Åßíáé ðéèáíü áõôÞ ç ðåñéï÷Þ íá åßíáé ç áíáëõôéêÞ åðÝêôáóç ôçò ðåñéï÷Þò
2M < r < ∞. Ôüôå ôï r = ∞ êáé ôï r = −∞ èá ôáõôßæïíôáí.

1.2 ÇëåêôñéêÜ öïñôéóìÝíç BBMB

Áò èåùñÞóïõìå ôç óôáôéêÞ ìåôñéêÞ

dS2 = −U−2dt2 + U2�ijdx
idxj ; (1.10)

üðïõ �ij, ç Åõêëßäåéá ìåôñéêÞ ôïõ 3−äéÜóôáôïõ ÷þñïõ êáé ôï U éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóç ôïõ
Laplace óå åðßðåäï ÷þñï, (

�
1
2�ijU; j

)
; i
= 0 ; (1.11)
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ìå �ij�jk = �ik, êáé � = det(�ij). Ïñßæïõìå

� =
�

�(U − 1)
; (1.12)

F�� = �(U−1);i(�
i

� �
0

� − � 0
� � i

� ) (1.13)

üðïõ � êáé � óôáèåñÝò. Ëüãù ôçò (1.11), ðñïêýðôåé R = 0 ãéá ôç ìåôñéêÞ (1.10). Ôüôå
áðü ôçí (1.11) ðñïêýðôåé üôé ôï � éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóç (1.3) êáé ôï F�� ôéò åîéóþóåéò ôïõ
Maxwell

@ �
[√

−gF ��
]
= 0 : (1.14)

ÅðéðëÝïí, ç åîßóùóç ôïõ Einstein ãéá � = � = 0 éêáíïðïéåßôáé ãéá êÜèå ëýóç ôçò
åîßóùóçò (1.11) áñêåß íá éó÷ýåé

�2 + �2 = 1 : (1.15)

Ïé õðüëïéðåò åîéóþóåéò ôïõ Einstein ãåíéêÜ éêáíïðïéïýíôáé ìüíï áí åðéâÜëëïõìå êáé Üëëïõò
ðåñéïñéóìïýò. Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí � = 0 éêáíïðïéïýíôáé ôáõôïôéêÜ. Ôüôå ç (1.10) êáé ç
(1.13) ïñßæïõí ìßá Papapetrou-Majumdar çëåêôñïìáãíçôéêÞ ëýóç êåíïý.

Óå ðåñéðôþóåéò õøçëÞò óõììåôñßáò ç óõíèÞêç R = 0 êáé ïé ôáõôüôçôåò Bianchi ìðïñïýí
íá éêáíïðïéÞóïõí ôéò õðüëïéðåò åîéóþóåéò ôïõ Einstein ÷ùñßò åðéðëÝïí ðåñéïñéóìïýò. Áõôü
óõìâáßíåé ãéá ôçí áóõìðôùôéêÜ åðßðåäç óöáéñéêÜ óõììåôñéêÞ ëýóç ìå

U = 1 +
m

r
; �ijdx

idxj = dr2 + r2dΩ2 : (1.16)

Ôï m áíôéóôïé÷åß óôç ìÜæá, ôï q = �m=� ôï âáèìùôü ìïíüðïëï êáé ôï e = �m ôï çëå-
êôñéêü öïñôßï ôçò ëýóçò. Ìüíï äýï áðü áõôÝò ôéò ðáñáìÝôñïõò åßíáé áíåîÜñôçôåò : ç ôñßôç
êáèïñßæåôáé áðü ôçí (1.15) (ìå ìéá åëåõèåñßá óôçí åðéëïãÞ ðñïóÞìïõ).

Ãéá ôçí íÝá óõíôåôáãìÝíç r̄ = r+m, ç ìåôñéêÞ (1.10) êáé (1.16) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ (1.8)
ìå M=2 = m, åíþ

� =
q

r̄ −m
; (1.17)

F�� =
e(� i

� �
0

� − � 0
� � i

� )

r̄2
: (1.18)

¸ôóé âëÝðïõìå üôé ç ëýóç åßíáé ìéá öïñôéóìÝíç ãåíßêåõóç ôùí ëýóåùí ôçò ðñïçãïýìåíçò
åíüôçôáò ãéá � = ±1=2. Ç ãåùìåôñßá åßíáé áõôÞ ìéáò extreme Reissner{Nordstr�om, ìÜæáò

m =
√
e2 + �2q2 (1.19)

áëëÜ áíôßèåôá ìå ôçí extreme Reissner{Nordstr�om ðïõ Ý÷åé ìüíï ìßá åëåýèåñç ðáñÜ-
ìåôñï, e, áõôÞ Ý÷åé äýï, e êáé q. Ðáñ' üëá áõôÜ äåí ðáñáâéÜæåé ôçí õðüèåóç no hair áöïý
ôá � êáé �; ��

; � áðåéñßæïíôáé óôïí ïñßæïíôá ãåãïíüôùí r̄ = m, ðïõ ãßíåôáé Ýôóé ìßá ìç
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ïìáëÞ åðéöÜíåéá. ¸ôóé ç ëýóç åßíáé ìåëáíÞ ïðÞ (ïìáëüò ïñßæïíôáò ãåãïíüôùí) ìüíï ãéá
ôçí ðåñßðôùóç q = 0 (ðïõ åßíáé ç Reissner{Nordstr�om). Óôçí ðåñßðôùóç q 6= 0 Ýíá óù-
ìáôßäéï ðïõ áëëçëåðéäñÜ Üìåóá ìå ôï ðåäßï � èá áíôéìåôþðéæå ðáèïãÝíåéåò óôï r̄ = m êáé
ðéèáíþò èá êáôáóôñåöüôáí. ¸íá óùìáôßäéï ðïõ äå èá áëëçëåðéäñïýóå ìå ôï � èá ìðïñïýóå
êáôáñ÷Þí íá ðåñÜóåé áðü ôï r̄ = m êáé íá ìðåé óôç ìáýñç ôñýðá. ÁëëÜ óôçí ðñÜîç êÜèå
öõóéêü óùìáôßäéï èá áëëçëåðéäñÜóåé ìå ôï �, ôïõëÜ÷éóôïí Ýììåóá ìÝóù ôçò ãåùìåôñßáò.
¸ôóé ëïéðüí áðü üôé öáßíåôáé Ýíá óùìáôßäéï äåí ìðïñåß íá åéóÝëèåé óôç ìáýñç ôñýðá ÷ùñßò
íá êáôáóôñáöåß óôï r̄ = m. Ïðüôå äåí õðÜñ÷åé êÜðïéïò ëüãïò áðü öõóéêÞò ðëåõñÜò íá
èåùñÞóïõìå ôç ëýóç ùò ìáýñç ôñýðá, åêôüò áí q = 0.

1.3 Ç ëýóç ÌÔÆ

Áò èåùñÞóïõìå 4−äéÜóôáôç âáñýôçôá ìå ìéá áñíçôéêÞ êïóìïëïãéêÞ óôáèåñÜ (Λ =
−3`−2 üðïõ ` åßíáé ç áêôßíá ôïõ AdS), êáé Ýíá âáèìùôü ðåäßï ðïõ ðåñéãñÜöïíôáé áðü
ôç äñÜóç

I[g�� ; �] =

∫
d4x

√
−g
[
R− 2Λ

16�G
− 1

2
g��@��@��− V (�)

]
; (1.20)

üðïõ G ç óôáèåñÜ ôïõ Newton. Èåùñïýìå ôï ðáñáêÜôù äõíáìéêü áõôïáëëçëåðßäñáóçò

V (�) = − 3

4�G` 2
sinh2

√
4�G

3
� ; (1.21)

ôï ïðïßï Ý÷åé ïëéêü ìÝãéóôï óôï � = 0, êáé Ýíáí üñï ìÜæáò m2 = V ′′|�=0 = −2`−2. ÁõôÞ ç
ìÜæá éêáíïðïéåß ôï üñéï Breitenlohner{Friedman ðïõ åîáóöáëßæåé ôç óôáèåñüôçôá ôïõ AdS
êÜôù áðü äéáôáñá÷Ýò. Ôï äõíáìéêü áõôü Ý÷åé ìéá öõóéêÞ åñìçíåßá óôï óýììïñöï óýóôçìá
áíáöïñÜò, üðùò èá äïýìå óôçí åíüôçôá 1.3.2.

Ïé åîéóþóåéò ðåäßïõ åßíáé

G�� + Λg�� = 8�GT�� ; (1.22)

��− dV

d�
= 0 ; (1.23)

üðïõ � ≡ g��∇�∇� , êáé ï ôáíõóôÞò åíÝñãåéáò−ïñìÞò äßíåôáé áðü

T�� = @��@��− 1

2
g��g

��@��@��− g��V (�) : (1.24)

Ïé ðáñáðÜíù åîéóþóåéò äÝ÷ïíôáé ôç óôáôéêÞ ëýóç ìåëáíÞò ïðÞò ìå ôïðïëïãßá R2 × Σ,
üðïõ ôï Σ åßíáé ìéá äéäéÜóôáôç ðïëëáðëüôçôá áñíçôéêÞò óôáèåñÞò êáìðõëüôçôáò. Ç ìåëáíÞ
ïðÞ åßíáé [10]

ds2 =
r(r + 2G�)

(r +G�)2

−(r2
`2

−
(
1 +

G�

r

)2
)
dt2 +

(
r2

`2
−
(
1 +

G�

r

)2
)−1

dr2 + r2d�2

 ;

(1.25)
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åíþ ôï âáèìùôü ðåäßï äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

� =

√
3

4�G
Arctanh

G�

r +G�
: (1.26)

Ôï d�2 åßíáé ç ìåôñéêÞ ôçò Σ.
Ç ëýóç (1.25) åßíáé áóõìðôùôéêÜ ôïðéêÜ AdS, ìå Ýíá ÷ñïíïåéäÝò äéÜíõóìá Killing, @t,

áñêåß ôï Σ íá åßíáé óõìðáãÝò ÷ùñßò üñéá.
¼ðùò èá äïýìå ðáñáêÜôù ç ìÜæá ôçò ëýóçò åßíáé

M =
�

4�
� ; (1.27)

üðïõ � ôï åìâáäüí ôïõ Σ . Ïé ìïíáäéêÝò áíùìáëßåò ôçò êáìðõëüôçôáò êáé ôïõ âáèìùôïý
ðåäßïõ óõìâáßíïõí üôáí ìçäåíßæåôáé ï óýììïñöïò óõíôåëåóôÞò óôçí (1.25), äçëáäÞ üôáí
r = 0 êáé r = −2G�. Ôï ðåäßï ïñéóìïý ôïõ r åßíáé r > −2G� ãéá áñíçôéêÞ ìÜæá, êáé r > 0
áëëéþò. ÁõôÝò ïé áíùìáëßåò ðåñéâÜëëïíôáé áðï Ýíáí ïñßæïíôá ãåãïíüôùí ðïõ âñßóêåôáé óôç
èÝóç

r+ =
`

2

(
1 +

√
1 + 4G�=`

)
; (1.28)

áñêåß ç ìÜæá íá åßíáé ìåãáëýôåñç áðü

� > − `

4G
: (1.29)

Ç ÌÔÆ Ý÷åé ôçí ßäéá áéôéáêÞ äïìÞ ìå ôçí Schwarzschild−AdS, áñêåß óå êÜèå óçìåßï ôïõ
äéáãñÜììáôïò Penrose íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôç óöáßñá S2 ìå Σ .

Ãéá ìç áñíçôéêÝò ìÜæåò, ç áêôßíá ôïõ ïñßæïíôá éêáíïðïéåß ôç ó÷Ýóç r+ ≥ `. Óôçí Üìáæç
ðåñßðôùóç ç ìåôñéêÞ ðáßñíåé ôçí áðëÞ ìïñöÞ

ds̄2 = −
(
r2

`2
− 1

)
dt2 +

(
r2

`2
− 1

)−1

dr2 + r2d�2 ; (1.30)

ç ïðïßá åßíáé ôïðéêÜ AdS (äçëáäÞ Ý÷åé óôáèåñÞ êáìðõëüôçôá), êáé ôï âáèìùôü ðåäßï ìç-
äåíßæåôáé. Ãéá −`(4G)−1 < � < 0, ç áêôßíá ôïõ ïñßæïíôá ðáßñíåé ôéìÝò óôï äéÜóôçìá
`=2 < r+ < `, åíþ ãéá � = −`(4G)−1 ç r+ = `=2 ãßíåôáé äéðëÞ ñßæá ðïõ óõìðßðôåé ìå ôéò
áíùìáëßåò.

Óçìåéþíïõìå üôé äåí ìðïñïýìå íá ìçäåíßóïõìå ôï âáèìùôü ðåäßï êñáôþíôáò ôç ìÜæá
óôáèåñÞ. Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá õðÜñ÷åé ìüíï ìéá óôáèåñÜ ïëïêëÞñùóçò (�), êáé ãéá � →
0 ç ãåùìåôñßá ðñïóåããßæåé áõôÞí ôçò Üìáæçò ìáýñçò ôñýðáò (1.30). Áõôü óçìáßíåé üôé
ãéá äåäïìÝíç ìÜæá õðÜñ÷ïõí äýï äéáöïñåôéêÝò ëýóåéò ìåëáíÞò ïðÞò: ç ëýóç ÌÔÆ ìå ìç
ôåôñéììÝìï âáèìùôü ðåäßï (1.25){(1.26), êáé ç ëýóç êåíïý (ìå � = 0) ðïõ âñÝèçêå óôá
[5, 16], ôçò ïðïßáò ç ìåôñéêÞ åßíáé

ds20 = −
[
�2

`2
− 1− 2G�0

�

]
dt2 +

[
�2

`2
− 1− 2G�0

�

]−1

d�2 + �2d�2 ; (1.31)

ìå ìÜæá M = ��0=4�, êáé ôçí ïðïßá èá áðïêáëïýìå TBHAdS.
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1.3.1 ÈåñìïäõíáìéêÞ

Ç óõíÜñôçóç åðéìåñéóìïý ãéá Ýíá èåñìïäõíáìéêü óýóôçìá ôáõôßæåôáé ìå ôï Åõêëßäåéï ïëï-
êëÞñùìá äéáäñïìÞò óôçí ðñïóÝããéóç saddle óçìåßïõ ãýñù áðü ôçí Åõêëßäåéá óõíÝ÷åéá
(t → it) ôçò êëáóéêÞò ëýóçò. ¸ôóé èåùñïýìå ôçí Åõêëßäåéá óõíÝ÷åéá ôçò äñÜóçò (1.20) óå
×áìéëôïíéáíÞ ìïñöÞ

I =

∫ [
�ij ġij + p�̇−NH−N iHi

]
d 3xdt+B; (1.32)

üðïõ �ij êáé p ïé óõæõãåßò ïñìÝò ôçò ìåôñéêÞò êáé ôïõ ðåäßïõ áíôßóôïé÷á, êáé ôï B åßíáé Ýíáò
åðéöáíåéáêüò üñïò. Èåùñïýìå ôï óýíïëï ôùí óôáôéêþí, óöáéñéêÜ óõììåôñéêþí, Åõêëßäåéùí
ìåôñéêþí

ds2 = N2(r)f 2(r)dt2 + f −2(r)dr2 +R2(r)d�2 (1.33)

ìå ôï 0 ≤ t ≤ � ðåñéïäéêü, r ≥ r+ êáé Ýíá âáèìùôü ðåäßï ôçò ìïñöÞò � = �(r). Ôï
áíôßóôñïöï ôçò ðåñéüäïõ � áíôéóôïé÷åß óôç èåñìïêñáóßá T .

Ç ×áìéëôïíéáíÞ äñÜóç ãßíåôáé

I = −� �
∫ ∞

r+

N(r)H(r)dr +B; (1.34)

üðïõ � ôï åìâáäüí ôïõ Σ, êáé

H = NR2

[
1

8�G

(
(f 2)′R ′

R
+

2f 2R ′′

R
+

1

R 2
(1 + f 2)

)
+Λ+

1

2
f 2(�′)2 + V (�)

]
:

Ç Åõêëßäåéá ëýóç åßíáé óôáôéêÞ êáé éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóç H = 0. ÅðïìÝíùò, ç ôéìÞ
ôçò äñÜóçò óôï êëáóéêü üñéï äßíåôáé áðëþò áðü ôïí åðéöáíåéáêü üñï B, ï ïðïßïò ðñÝðåé
íá åßíáé ôÝôïéïò þóôå ç äñÜóç (1.32) íá Ý÷åé ìÝãéóôï ìÝóá óôçí êëÜóç ôùí ðåäßùí ðïõ
èåùñïýìå. Õðïëïãßæïõìå ôþñá ôçí äñÜóç üôáí éó÷ýïõí ïé åîéóþóåéò ðåäßïõ. Ç óõíèÞêç
üôé ïé ãåùìåôñßåò ðïõ åðéôñÝðïíôáé óôç ìåôáâïëÞ ôçò äñÜóçò äåí ðñÝðåé íá Ý÷ïõí êùíéêÝò
áíùìáëßåò óôïí ïñßæïíôá, áðáéôåß

�
{
N(r)(f 2(r))′

}∣∣
r=r+

= 4� ; (1.35)

ðïõ ãéá ôç ëýóç (1.25), äßíåé ôçí ðåñßïäï � ùò óõíÜñôçóç ôïõ r+,

T = �−1 =
1

2�`

(
2r+
`

− 1

)
: (1.36)

Äïõëåýïíôáò óôç ìåãáëïêáíïíéêÞ êáôáíïìÞ, äçëáäÞ êáôÜ ôéò ìåôáâïëÝò ôçò äñÜóçò èåù-
ñïýìå óôáèåñü ôï �, ç ìåôáâïëÞ ôïõ åðéöáíåéáêïý üñïõ åßíáé

�B ≡ �B� + �BG ;
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üðïõ

�BG =
��

8�G

[
N
(
RR ′�f 2 − (f 2)′R�R

)
+ 2f 2R (N�R ′ −N ′�R)

]∞
r+
; (1.37)

êáé ç óõíåéóöïñÜ áðü ôï âáèìùôü ðåäßï åßíáé

�B� = ��NR 2f 2�′��
∣∣∞
r+
: (1.38)

Ãéá ôçí ÌÔÆ ìáýñç ôñýðá (1.25), (1.26) ç ìåôáâïëÞ ôùí ðåäßùí óôï Üðåéñï åßíáé

�f 2
∣∣
∞ =

2G

` 2

(
G�− ` 2 + 3G 2�2

r
− 2G�` 2 − 8G 3�3

r2
+O

(
r−3
))

�� ; (1.39)

��
∣∣
∞ =

√
3G

4�

(
1

r
− 2G�

r2
+O

(
r−3
))

�� ; (1.40)

�R
∣∣
∞ =

(
−G 2�

r
+

3G 3�2

r2
+O(r−3)

)
�� ; (1.41)

êáé Ýôóé âñßóêïõìå

�BG

∣∣
∞ =

3��

4�` 2

(
G�r − 4(G�)2 − ` 2=3 +O

(
r−1
) )

�� : (1.42)

Ðáñáôçñïýìå üôé ôï �BG

∣∣
∞ Ý÷åé Ýíáí åí äõíÜìåé åðéêßíäõíï áðïêëßíùíôá üñï. Áõôü åßíáé

áðïôÝëåóìá ôïõ ðéï áñãïý fall-o� ôçò ìåôñéêÞò áõôÞò óå ó÷Ýóç ìå áõôÞí ôçò êáèáñÞò âáñý-
ôçôáò ìå ìéá óõíçèéóìÝíç, ôïðéêÜ åíôïðéóìÝíç, êáôáíïìÞ ýëçò. Áõôü óõìâáßíåé ãéáôß óôï
Üðåéñï, ôï âáèìùôü ðåäßï ôåßíåé óôï ìçäÝí ìå áñãüôåñï ñõèìü áðü üôé õðïèÝôïõìå óõíÞèùò.
Ùò áðïôÝëåóìá áõôïý Ý÷ïõìå Ýíá ìç ìçäåíéêü �B�|∞ ðïõ äßíåôáé áðü

�B�

∣∣
∞ = − 3��

4�` 2

(
G�r − 4(G�)2 +O

(
r−1
) )

�� ; (1.43)

ðïõ áêõñþíåé áêñéâþò ôçí áðüêëéóç ðïõ ðñïÝñ÷åôáé áðü �BG|∞ êáé äßíåé ìéá ðåðåñáóìÝíç
óõíåéóöïñÜ, ïäçãþíôáò óå ìéá ðåðåñáóìÝíç Ýêöñáóç ãéá ôçí ïëéêÞ ìåôáâïëÞ ôïõ åðéöáíåéá-
êïý üñïõ óôï Üðåéñï,

B
∣∣
∞ = −��

4�
� : (1.44)

Ç ìåôáâïëÞ ôïõ åðéöáíåéáêïý üñïõ óôïí ïñßæïíôá âñßóêåôáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò ó÷Ýóåéò

�R|r+ = �R(r+)− R ′|r+ �r+ ;

�f 2
∣∣
r+

= − (f 2)′
∣∣
r+
�r+ ;

ìáæß ìå ôçí (1.35), óôéò Åî. (1.37, 1.38). Ðáñáôçñïýìå üôé ôï �B�|r+ ìçäåíßæåôáé, êáé Ýôóé

�B|r+ = − ��

16�G
N(r+) (f

2)′
∣∣
r+
�R 2(r+)

= − �

4G
�R 2(r+) :
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ÅðïìÝíùò, ï åðéöáíåéáêüò üñïò óôïí ïñßæïíôá åßíáé

B|r+ = − �

4G
R 2(r+) : (1.45)

ÓõíäõÜæïíôáò ôéò åîéóþóåéò (1.44) êáé (1.45), ç ôéìÞ ôçò Åõêëßäåéáò äñÜóçò üôáí éó÷ýïõí
ïé åîéóþóåéò ðåäßïõ åßíáé

I = −��

4�
�+

�

4G
R 2(r+) : (1.46)

ÅðåéäÞ ç Åõêëßäåéá äñÜóç ó÷åôßæåôáé ìå ôçí åëåýèåñç åíÝñãåéá (óå ìïíÜäåò üðïõ ~ = kB = 1)
ùò I = −�F , Ý÷ïõìå

I = S − �M ; (1.47)

üðïõ M êáé S åßíáé ç ìÜæá êáé ç åíôñïðßá áíôßóôïé÷á.
Óõãêñßíïíôáò ôéò åêöñÜóåéò (1.46) êáé (1.47), ç ìÜæá êáé ç åíôñïðßá åßíáé

M =
�

4�
� ;

êáé

S =
�

4G
R2(r+) =

ÁÇ

4G
;

áíôßóôïé÷á. Ìðïñïýìå íá äïýìå üôé ï ðñþôïò íüìïò ôçò ÈåñìïäõíáìéêÞò dM = TdS
éêáíïðïåßôáé.

Ç åéäéêÞ èåñìüôçôá õðïëïãßæåôáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò åîéóþóåéò (1.28) êáé (1.36)

C =
@M

@T
=
�` 2

4G

(
2r+
`

− 1

)
;

ðïõ åßíáé ðÜíôïôå èåôéêÞ ãéá r+ > `=2 (äçëáäÞ G� > −`=4), êáé Ýôóé ç ìåëáíÞ ïðÞ ìå ôï
âáèìùôü ðåäßï ìðïñåß ðÜíôá íá öôÜóåé óå èåñìïäõíáìéêÞ éóïññïðßá ìå Ýíá ëïõôñü èåñìüôç-
ôáò. ¼ìùò ãéá êáèïñéóìÝíç èåñìïêñáóßá, ç äñÜóç (1.20), ìå ôéò ßäéåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò,
åðéäÝ÷åôáé åðßóçò ôçí ëýóç TBHAdS ôçò åîßóùóçò (1.31) ìå � = 0. Aõôü åãåßñåé ôï åñþ-
ôçìá åÜí ç ìßá ìáýñç ôñýðá ìðïñåß íá áëëÜîåé öÜóç êáé íá ìåôáðÝóåé óôçí Üëëç. Áöïý
Z = exp(−�F ), áõôü ìðïñåß íá åëåãèåß õðïëïãßæïíôáò ôç äéáöïñÜ ìåôáîý ôùí áíôßóôïé÷ùí
åëåýèåñùí åíåñãåéþí. Ç èåñìïêñáóßá ôçò TBHAdS åßíáé

T0 =
1

4�

(
3�+
` 2

− 1

�+

)
; (1.48)

üðïõ �+ ≥ `=
√
3. Óõãêñßíïíôáò ôçí ìå ôç èåñìïêñáóßá ôçò åîßóùóçò (1.36) ðáßñíïõìå ôç

ó÷Ýóç ìåôáîý ôùí ïñéæüíôùí

r+ =
3�+
4

− ` 2

4�+
+
`

2
: (1.49)

Ç Åõêëßäåéá äñÜóç õðïëïãéóìÝíç ãéá ôçí ìåôñéêÞ (1.31) äßíåé

I0 =
�

4G

� 4
+ + ` 2� 2

+

3� 2
+ − ` 2

;
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êáé åðïìÝíùò, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí åîßóùóç (1.46), ç äéáöïñÜ ìåôáîý ôùí Åõêëßäåéùí äñÜ-
óåùí äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

∆I = I� − I0 =
�

16G

(`− �+)
3

�+

` 2 + 3`�+ + 4� 2
+

3� 2
+ − ` 2

: (1.50)

ÁíÜëïãá, ãéá äïóìÝíç èåñìïêñáóßá, ç äéáöïñÜ ìåôáîý ôùí äýï ìáæþí åßíáé

∆M = M� −M0 = − �

8�G

(�+ + `)(�+ − `)2

� 2
+`

2

[
� 2
+ − `�+

8
− ` 2

8

]
; (1.51)

ç ïðïßá äåí ìðïñåß íá åßíáé èåôéêÞ ãéá ôçí åðéôñåðüìåíåò ôéìÝò ôïõ �+, äçëáäÞ , ∆M =
M� −M0 ≤ 0. ¼ìïéá, åðåéäÞ S0 = ��2+(4G)−1, ïé åíôñïðßåò éêáíïðïéïýí ôç ó÷Ýóç ∆S =
S� − S0 ≤ 0. Êáé ïé äýï áíéóüôçôåò éêáíïðïéïýíôáé ãéá r+ = �+ = `. ¼ìùò óå áõôÞí ôçí
áêôßíá ôï ∆I áëëÜæåé ðñüóçìï, öáíåñþíïíôáò ôçí ýðáñîç ìéá áëëáãÞò öÜóçò óôçí êñßóéìç
èåñìïêñáóßá:

Tc =
1

2�`
:

Óå áõôÞí ôç èåñìïêñáóßá, êáé ïé äýï ëýóåéò ìåëáíþí ïðþí äéáóôáõñþíïíôáé óôçí Üìáæç
ëýóç (1.30) (ìå M� = M0 = 0), ðåñéãñÜöïíôáò Ýíá ÷ùñü÷ñïíï ìå áñíçôéêÞ óôáèåñÞ êáìðõ-
ëüôçôá (äçëáäÞ ôïðéêÜ AdS). Ïé äýï öÜóåéò óå êÜèå ðëåõñÜ ôïõ êñßóéìïõ óçìåßïõ åßíáé:

T > Tc :
Óå áõôÞí ôç öÜóç, �+ > `, êáé ïé äýï ìáýñåò ôñýðåò Ý÷ïõí èåôéêÞ ìÜæá. Êáèþò ôï

∆I óôçí åîßóùóç (1.50) åßíáé áñíçôéêü, õðÜñ÷åé ìåãáëýôåñç ðéèáíüôçôá ãéá ôçí ìåôÜðôùóç
ôçò ÌÔÆ óôçí ÔÂÇ, ëüãù èåñìéêþí äéáêõìÜíóåùí. ÊáôÜ ôç äéáäéêáóßá, ç ÌÔÆ áðïññïöÜ
èåñìüôçôá áðü ôï ëïõôñü èåñìüôçôáò, áõîÜíïíôáò ôçí áêôßíá ôïõ ïñßæïíôá ôçò êáé êáô'
åðÝêôáóç ôçí åíôñïðßá ôçò. Áõôü óçìáßíåé üôé êáôÜ ôç äéáäéêáóßá, ôï âáèìùôü ðåäßï, êáôÜ
êÜðïéï ôñüðï, áðïññïöÜôáé áðü ôçí ìáýñç ôñýðá.

T < Tc :
Óå áõôÞí ôç öÜóç, �+ < `, êáé ïé äýï ìáýñåò ôñýðåò Ý÷ïõí áñíçôéêÞ ìÜæá, áëëÜ ôþñá

∆I > 0, ðïõ óçìáßíåé üôé ç ëýóç ìå âáèìùôü ðåäßï Ý÷åé ìåãáëýôåñç ðéèáíüôçôá. Ùò óõíÝðåéá,
êÜôù áðü ôçí êñßóéìç èåñìïêñáóßá, ç \\ãõìíÞ"" ìåëáíÞ ïðÞ õößóôáôáé Ýíá áõèüñìçôï
\\íôýóéìï"" ìå ôï âáèìùôü ðåäßï. ÊáôÜ ôç äéáäéêáóßá, ç ìÜæá êáé ç åíôñïðßá ìåéþíïíôáé,
êáé ç äéáöïñÜ óôçí åíÝñãåéá êáé ôçí åíôñïðßá ìåôáöÝñïíôáé óôï ëïõôñü èåñìüôçôáò.

Óôçí êñßóéìç èåñìïêñáóßá, ç ìåôÜâáóç ôùí èåñìïäõíáìéêþí óõíáñôÞóåùí ôùí äýï öÜ-
óåùí ãßíåôáé ìå óõíå÷Þ ôñüðï, êáé åðïìÝíùò ç áëëáãÞ öÜóçò åßíáé äåýôåñçò ôÜîçò. Ç
ðáñÜìåôñïò ðïõ ÷áñáêôçñßæåé ôçí áëëáãÞ ìðïñåß íá ïñéóôåß ìå âÜóç ôçí ôéìÞ ôïõ âáèìùôïý
ðåäßïõ óôïí ïñßæïíôá,

� =

∣∣∣∣∣tanh
√

4�G

3
�(r+)

∣∣∣∣∣ =


Tc − T

Tc + T
; gia T < Tc

0 ; gia T > Tc
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1.3.2 Óýììïñöï óýóôçìá áíáöïñÜò

Ç ìïñöÞ ôïõ äõíáìéêïý (1.21) ìðïñåß íá ðáñáôçñçèåß öõóéêÜ ìÝóù ôçò ó÷Ýóçò ìåôáîý ôïõ
óýììïñöïõ (Jordan) êáé ôïõ Einstein óõóôÞìáôïò áíáöïñÜò. ÊÜíïíôáò Ýíá óýììïñöï
ìåôáó÷çìáôéóìü, êáé Ýíáí åðáíïñéóìü ôïõ âáèìùôïý ðåäßïõ ôçò ìïñöÞò

ĝ�� =

(
1− 4�G

3
Ψ2

)−1

g�� ; Ψ =

√
3

4�G
tanh

√
4�G

3
� ; (1.52)

ç äñÜóç (1.20, 1.21) ãßíåôáé (ìå � = −2�ΛG= 9)

I[ĝ�� ;Ψ] =

∫
d4x
√
−ĝ

[
R̂ + 6`−2

16�G
− 1

2
ĝ��@�Ψ@�Ψ− 1

12
R̂Ψ2 − �Ψ4

]
: (1.53)

Óå áõôü ôï óýóôçìá áíáöïñÜò, ç äñÜóç åßíáé áíáëëïßùôç êÜôù áðü áõèáßñåôïõò ôïðéêïýò
ìåôáó÷çìáôéóìïýò ĝ�� → Ω2(x)ĝ�� êáé Ψ → Ω−1(x)Ψ, ïðüôå ç åîßóùóç ôïõ âáèìùôïý
ðåäßïõ åßíáé óýììïñöá áíáëëïßùôç.

Ïé åîéóþóåéò ðåäßïõ ãßíïíôáé

G�� + Λg�� = 8�GT�� ; (1.54)

�Ψ =
1

6
RΨ+ 4�Ψ3 ; (1.55)

ìå ôïí ôáíõóôÞ åíÝñãåéáò−ïñìÞò íá äßíåôáé ôþñá áðü ôç ó÷Ýóç

T�� = @�Ψ @�Ψ− 1

2
g��g

��@�Ψ@�Ψ+
1

6
[g���−∇�∇� +G�� ] Ψ

2 − g�� �Ψ
4 (1.56)

ÅðåéäÞ óå áõôü ôï óýóôçìá áíáöïñÜò ôï ß÷íïò ôïõ T�� åßíáé ìçäÝí ðñïêýðôåé üôé R = 4Λ.
ÐñÜãìáôé åßíáé

T ≡ g��T�� = g��@�Ψ @�Ψ− 1

2
g��g��g

��@�Ψ@�Ψ+
1

6
g��g���Ψ2

−1

6
g��∇�∇�Ψ

2 +
1

6
g��G��Ψ

2 − g��g�� �Ψ
4

= g��@�Ψ @�Ψ− 4

2
g��@�Ψ@�Ψ+

4

6
�Ψ2

−1

6
�Ψ2 +

1

6

(
g��R�� −

1

2
Rg��g��

)
Ψ2 − 4�Ψ4

= −g��@�Ψ @�Ψ+
1

2
�Ψ2 +

1

6
(R− 2R)Ψ2 − 4�Ψ4

= −g��@�Ψ @�Ψ+
1

2

(
2g��@�Ψ @�Ψ+ 2Ψ�Ψ

)
− 1

6
RΨ2 − 4�Ψ4

= Ψ
(
�Ψ− 1

6
RΨ− 4�Ψ3

)
= 0 ;
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ëüãù ôçò åîßóùóçò (1.55) åíþ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôç ó÷Ýóç �Ψ2 = 2g��@�Ψ @�Ψ+2Ψ�Ψ.
Ïðüôå ðáßñíïíôáò ôï ß÷íïò ôùí åîéóþóåùí ôïõ Einstein Ý÷ïõìå:

g��
(
G�� + Λg��

)
= 0

g��R�� −
1

2
R g��g�� + 4Λ = 0

R = 4Λ :

Ç ìáýñç ôñýðá (1.25), (1.26) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

dŝ2 = −

[
r2

` 2
−
(
1 +

G�

r

)2
]
dt2 +

[
r2

` 2
−
(
1 +

G�

r

)2
]−1

dr2 + r2d�2 ; (1.57)

ìå

Ψ =

√
3

4�G

G�

r +G�
: (1.58)

Ç ìåôÜâáóç (1.52) áðü ôï Ýíá óýóôçìá áíáöïñÜò óôï Üëëï åßíáé áíôéóôñÝøéìç óôçí
ðåñéï÷Þ üðïõ ï óõíôåëåóôÞò (1− 4�GΨ2=3) åßíáé èåôéêüò. Áõôü óçìáßíåé, ãéá ìç áñíçôéêÞ
ìÜæá (� ≥ 0) ãéá r > 0, êáé ãéá áñíçôéêÞ ìÜæá, ãéá r > −2G�.

Ãéá ìç áñíçôéêÝò ìÜæåò ç ëýóç Ý÷åé ìüíï Ýíáí ïñßæïíôá ãåãïíüôùí êáé Ý÷åé ôçí ßäéá áé-
ôéáêÞ äïìÞ üðùò êáé óôï óýóôçìá áíáöïñÜò Einstein. ¼ìùò, ãéá ôï õðüëïéðï åðéôñåðüìåíï
ðåäßï ôéìþí, −`=4 < G� < 0, ç ìåôñéêÞ áðïêôÜ ôñåéò ïñßæïíôåò, ãéá ôïõò ïðïßïõò éó÷ýåé
0 < r−− < −G� < r− < `=2 < r+. Ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé áõôÞ ç ëýóç ðåñéãñÜöåé ìéá
ìáýñç ôñýðá ìÝóá óå ìéá Üëëç. Óå áõôü ôï óýóôçìá áíáöïñÜò, ôï âáèìùôü ðåäßï áðåéñßæåôáé
ãéá r = −G�, áëëÜ åðåéäÞ ç ãåùìåôñßá êáèþò êáé ï ôáíõóôÞò åíÝñãåéá ïñìÞò åßíáé ïìáëïß
åêåß, ç áíùìáëßá öáßíåôáé áêßíäõíç.

1.4 Ç ëýóç MTS

Áò èåùñÞóïõìå ôþñá ôç äñÜóç

I =

∫
d4x

√
−g
[
R− 2Λ

16�G
− 1

2
g��@��@��− 1

12
R�2 − ��4 − 1

16�
F ��F��

]
(1.59)

üðïõ ôï � åßíáé ìéá áõèáßñåôç óôáèåñÜ óýæåõîçò.
Ïé åîéóþóåéò ðåäßïõ åßíáé

G�� + Λg�� = 8�G
(
T �
�� + T em

��

)
; (1.60)

�� =
1

6
R�+ ��3 ; (1.61)

@�
(√

−gF ��
)
= 0 ; (1.62)
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üðïõ ôï âáèìùôü êáé çëåêôñïìáãíçôéêü êïììÜôé ôïõ ôáíõóôÞ åíÝñãåéáò ïñìÞò äßíïíôáé áðü
ôéò ó÷Ýóåéò

T �
�� = @��@��− 1

2
g��g

��@��@��+
1

6
[g���−∇�∇� +G�� ]�

2 − g����
4 ; (1.63)

T em
�� =

1

4�
g��

(
F��F�� −

1

4
g��F�F��g

�

)
; (1.64)

áíôßóôïé÷á.
Ç åîßóùóç (1.61) ìðïñåß íá ðñïêýøåé áðü ôçí (1.60) áí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç äéáôÞñçóç

ôïõ ôáíõóôÞ åíÝñãåéáò ïñìÞò. ÅðåéäÞ ôï âáèìùôü ðåäßï åßíáé óýììïñöá óõæåõãìÝíï, ôï
ß÷íïò ôïõ T �

�� åßíáé ìçäÝí üðùò êáé ôïõ T
em
�� . Áõôü óõíåðÜãåôáé üôé ï âáèìùôüò Ricci åßíáé

R = 4Λ.
Ïé åîéóþóåéò ëýíïíôáé áðü ôçí óôáôéêÞ ìåôñéêÞ [11]

ds2 = −

[
−Λr2

3
−
(
1 +

G�

r

)2
]
dt2 +

[
−Λr2

3
−
(
1 +

G�

r

)2
]−1

dr2 + r2d�2 (1.65)

ìå ôï âáèìùôü ðåäßï êáé ôï çëåêôñïìáãíçôéêü äõíáìéêü íá åßíáé

� =

√
− Λ

6�

G�

r +G�
; (1.66)

A = −q

r
dt : (1.67)

Ôï âáèìùôü ðåäßï åßíáé ðñáãìáôéêü ãéá � > 0.
Oé óôáèåñÝò ïëïêëÞñùóçò � êáé q äåí åßíáé áíåîÜñôçôåò ìåôáîý ôïõò áëëÜ óõíäÝïíôáé

ìÝóù ôçò ó÷Ýóçò

q2 = −G�2

(
1 +

2�ΛG

9�

)
: (1.68)

¼ðùò èá äïýìå ðáñáêÜôù ç ìÜæá M êáé ôï öïñôßï Q åßíáé

M =
�

4�
� êáé Q =

�

4�
q (1.69)

áíôßóôïé÷á.
ÕðÜñ÷åé ìßá ìüíï áíùìáëßá óôçí êáìðõëüôçôá óôçí áñ÷Þ (r = 0) åíþ ãéá ôï âáèìùôü

ðåäßï óôï r = −G� ìüíï áí ç ìÜæá åßíáé áñíçôéêÞ.
Ç åîßóùóç (1.68) ïñßæåé Ýíá Üíù üñéï ãéá ôï �

0 < � ≤ −2�ΛG

9
(1.70)

¼ôáí áõôü ôï üñéï éêáíïðïåßôáé ôüôå ôï öïñôßï ìçäåíßæåôáé êáé ðáßñíïõìå ôçí ÌÔÆ
(1.57), (1.58).
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1.4.1 ÈåñìïäõíáìéêÞ

Èá áíáëýóïõìå ôéò èåñìïäõíáìéêÝò éäéüôçôåò ôçò ìåëáíÞò ïðÞò (1.65) ìå ôçí Åõêëßäåéá ðñï-
óÝããéóç. Óå áõôÞí ôç ìÝèïäï ç óõíÜñôçóç åðéìåñéóìïý åíüò èåñìïäõíáìéêïý óõóôÞìáôïò
âñßóêåôáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï Åõêëßäåéï ïëïêëÞñùìá äéáäñïìÞò óôçí ðñïóÝããéóç óáãìáôé-
êïý óçìåßïõ ãýñù áðü ôçí Åõêëßäåéá óõíÝ÷åéá ôçò êëáóéêÞò ëýóçò. Ç Åõêëßäåéá óõíÝ÷åéá
ðáñáôçñåßôáé êÜíïíôáò ôï ìåôáó÷çìáôéóìü t → it, üðïõ ï öáíôáóôéêüò ÷ñüíïò Ý÷åé ðåñßïäï
�, ðïõ ôáõôßæåôáé ìå ôçí áíôßóôñïöç èåñìïêñáóßá. ¸ôóé ãéá Ýíá èåñìïäõíáìéêü óýóôçìá ç
äñÜóç óõíäÝåôáé ìå ôçí åëåýèåñç åíÝñãåéá F ùò I = �F .

Èåùñïýìå ôç ×áìéëôïíéáíÞ ìïñöÞ ôçò Åõêëßäåéáò äñÜóçò (1.59)

I = −
∫ [

�ij ġij + E iȦi + ���̇−N⊥H⊥ −N iHi + AtE i;i
]
d 3xdt+B ; (1.71)

üðïõ ôï Â åßíáé Ýíáò åðéöáíåéáêüò üñïò.
Èåùñïýìå ôï óýíïëï ôùí Åõêëßäåéùí óôáôéêþí, óöáéñéêÜ óõììåôñéêþí ìåôñéêþí

ds2 = N2(r)f 2(r)dt2 +
1

f 2(r)
dr2 + r2d�2 ; (1.72)

ìå ôï 0 ≤ t ≤ � ðåñéïäéêü, ôï r ≥ r+, ôï âáèìùôü ðåäßï óõíÜñôçóç ìüíï ôçò áêôéíéêÞò
óõíôåôáãìÝíçò � = �(r) êáé Ýíá áêôéíéêü çëåêôñéêü ðåäßï Er ≡ p(r)

√
=4�. Ôï  åßíáé ç

ïñßæïõóá ôçò ìåôñéêÞò ôïõ d�2. ¸ôóé ç ×áìéëôïíéáíÞ äñÜóç ãßíåôáé

I =
��

4�

∫ ∞

r+

(
N(r)H(r)− Atp

′)dr +B ; (1.73)

üðïõ � ôï åìâáäüí ôçò ðïëëáðëüôçôáò Σ, êáé

H =
r2

2G

[
8�G

{
1

6
f 2(�′)2 − 1

6
��′
[
(f 2)′ +

4

r
f 2

]
− 1

3
�f 2�′′ + ��4

}
(1.74)

+

(
1− 4�G

3
�2

)(
(f 2)′

r
− 1

r2
(−1− f 2)

)
+
Gp2

r4
+ Λ

]
: (1.75)

Ãéá íá ìçí Ý÷ïõìå êùíéêÝò áíùìáëßåò óôïí ïñßæïíôá ðñÝðåé

�
{
N(r)(f 2(r)) ′}∣∣

r=r+
= 4� ; (1.76)

ôï ïðïßï äßíåé

�−1 =
1

2�`

(
2r+
`

− 1

)
: (1.77)

ÅðåéäÞ èåùñïýìå ôç ìåãáëïêáíïíéêÞ êáôáíïìÞ, ç èåñìïêñáóßá �−1 ôçò ìåëáíÞò ïðÞò êáé
ôï çëåêôñéêü äõíáìéêü Φ = At(r+)− At(∞) åßíáé óôáèåñÜ.
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Ç Åõêëßäåéá ëýóç ìåëáíÞò ïðÞò éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóç H = 0. ÅðïìÝíùò ç äñÜóç
ôçò êëáóéêÞò ëýóçò äßíåôáé áðëÜ áðü ôïí åðéöáíåéáêü üñï B, ôïí ïðïßï õðïëïãßæïõìå
áðáéôþíôáò ç äñÜóç (1.73) íá Ý÷åé áêñüôáôï, äçëáäÞ �I = 0. ¸ôóé âñßóêïõìå

�B = − ��

8�G

[
Nr

(
1− 4�G

3
�2

)
�f 2 +Nr2

4�G

3

{
�
(
(f 2)′��− �′�f 2

)
+ f 2(4�′��− 2���′)

}]∞
r+

+
��

4�
At�p

∣∣∞
r+
: (1.78)

Óçìåéþíïõìå üôé p = q üôáí éó÷ýïõí ïé åîéóþóåéò ðåäßïõ. Ç ìåôáâïëÞ ôùí ðåäßùí óôïí
ïñßæïíôá åßíáé

�p |r+ = �q ; (1.79)

�f 2|r+ = −(f 2)′|r+ �r+ ; (1.80)

��|r+ = ��(r+)− �′|r+ �r+ : (1.81)

Åßíáé ÷ñÞóéìï íá ïñßóïõìå ìéá åíåñãÞ óôáèåñÜ Newton áðü ôç ó÷Ýóç

1

G̃(�(r+))
=

1

G

(
1− 4�G

3
�2(r+)

)
: (1.82)

¸ôóé áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1.78) { (1.81) ðáßñíïõìå

�B(r+) = �

(
A+

4G̃+

)
+
��

4�
At(r+)�q ; (1.83)

üðïõ A+ = �r2+ åßíáé ôï åìâáäüí ôïõ ïñßæïíôá. Ç ïëïêëÞñùóç ôçò ðáñáðÜíù ó÷Ýóçò
äßíåé

B(r+) =
A+

4G̃+

+
��

4�
Φq : (1.84)

Ãéá ôç ìåôáâïëÞ óôï Üðåéñï Ý÷ïõìå

�p |∞ = �q ; (1.85)

�f 2|∞ = −2G

r
��+O(r−2) ; (1.86)

��|∞ =

√
− Λ

6�

rG

(r +G�)2
�� ; (1.87)

��′|∞ = −
√

− Λ

6�

(r −G�)G

(r +G�)3
�� : (1.88)
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êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí (1.78) âñßóêïõìå

�B(∞) =
��

4�
��: (1.89)

Ôüôå

B(∞) =
��

4�
�; (1.90)

áöïý ôï � åßíáé óôáèåñü. ÔåëéêÜ ç äñÜóç ãßíåôáé

I = B(∞)−B(r+) =
��

4�
�− A+

4G̃+

− ��

4�
Φq : (1.91)

Ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôç ìÜæá M , ôï öïñôßï Q êáé ôçí åíôñïðßá S ÷ñçóéìïðïéþ-
íôáò ôéò èåñìïäõíáìéêÝò ó÷Ýóåéò ôçò ìåãáëïêáíïíéêÞò êáôáíïìÞò

M =

(
@

@�
− �−1Φ

@

@Φ

)
I =

�

4�
� ; (1.92)

Q = −�−1 @I

@Φ
=

�

4�
q ; (1.93)

S =

(
�
@

@�
− 1

)
I =

A+

4G̃+

: (1.94)

ÂëÝðïõìå üôé ç åíôñïðßá äåí éêáíïðïéåß ôï íüìï ôïõ åìâáäïý. Áõôü ïöåßëåôáé óôïí
üñï R�2 óôç äñÜóç. Ãéá ôçí áöüñôéóôç ìáýñç ôñýðá ç åíôñïðßá åßíáé ðÜíôá èåôéêÞ åðåéäÞ
G̃+ > 0. ¼ìùò áí Q 6= 0 ôüôå ç åíôñïðßá åßíáé èåôéêÞ ìüíï áí

−

√
3`2�
2�G

(1 +
√

3`2�
2�G

)2
<
�G

`
<

√
3`2�
2�G

(1−
√

3`2�
2�G

)2
(1.95)

Ç ìåëáíÞ ïðÞ åßíáé èåñìïäõíáìéêÜ óôáèåñÞ áöïý óôç ìåãáëïêáíïíéêÞ êáôáíïìÞ, ç Åõ-
êëßäåéá äñÜóç (1.91) åßíáé áñíçôéêÞ óôçí ðåñßðôùóç ðïõ � = 0. Ïðüôå äåí ðñüêåéôáé íá
óõìâåß ìéá áëëáãÞ öÜóçò Hawking-Page. Ç åéäéêÞ èåñìüôçôá åßíáé

C =
@M

@T
=
�`2

4G

(
2r+
`

− 1

)
; (1.96)

ðïõ åßíáé ðÜíôá èåôéêÞ, êáé Ýôóé ç ìáýñç ôñýðá ìå ôï âáèìùôü ðåäßï ìðïñåß ðÜíôïôå íá
öôÜóåé óå èåñìïäõíáìéêÞ éóïññïðßá ìå Ýíá ëïõôñü èåñìüôçôáò.
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ÊåöÜëáéï 2

C - ÌåôñéêÞ ÓõæåõãìÝíç ìå Âáèìùôü
Ðåäßï

2.1 ÅéóáãùãÞ

Óå áõôü ôï ÊåöÜëáéï èá ðáñïõóéÜóïõìå ìéá ãåíßêåõóç ôçò öïñôéóìÝíçò C - ìåôñéêÞò
óýììïñöá óõæåõãìÝíçò ìå Ýíá âáèìùôü ðåäßï, ðáñïõóßá êïóìïëïãéêÞò óôáèåñÜò. Ç ëýóç
åßíáé åßôå áóõìðôùôéêÜ åðßðåäç åßôå ÷ùñü÷ñïíïò óôáèåñÞò êáìðõëüôçôáò. Ç ìåôñéêÞ ôïõ
÷ùñü÷ñïíïõ Ý÷åé ôç óõíÞèç ìïñöÞ ôçò C - ìåôñéêÞò ìå êïóìïëïãéêÞ óôáèåñÜ, üôáí ç ìÜæá
êáé ôï çëåêôñéêü öïñôßï åßíáé ßóá. ¼ôáí ç êïóìïëïãéêÞ óôáèåñÜ ìçäåíßæåôáé ôï âáèìùôü
ðåäßï áðåéñßæåôáé ìüíï óôïí Ýíá ðüëï ôïõ ïñßæïíôá ãåãïíüôùí. Ç ðáñïõóßá ôçò êïóìïëï-
ãéêÞò óôáèåñÜò ìðïñåß åí ãÝíåé íá êÜíåé ôï ðåäßï íá åßíáé ïìáëü üðïõ åßíáé ïìáëÞ êáé ç
ìåôñéêÞ, óðñþ÷íïíôáò ôçí áíùìáëßá ðßóù áðü ôïí ïñßæïíôá ãåãïíüôùí. Ãéá óõãêåêñéìÝíåò
ôéìÝò ôçò åðéôÜ÷õíóçò ìå áñíçôéêÞ êïóìïëïãéêÞ óôáèåñÜ, ç êùíéêÞ áíùìáëßá åîáöáíßæåôáé
êáé ôï âáèìùôü ðåäßï åßíáé ðáíôïý ïìáëü. Ç ìåëáíÞ ïðÞ ôüôå ðñïóïìïéÜæåé ðåñéóóüôåñï óå
ìåëáíÞ ÷ïñäÞ, ìå ôïí ïñßæïíôá ãåãïíüôùí íá åêôåßíåôáé ìÝ÷ñé ôï áóõìðôùôéêü Üðåéñï êáé
ðáñÝ÷ïíôáò óôïí ßäéï ôçò ôïí åáõôü ôçí áðáñáßôçôç åðéôÜ÷õíóç.

Ç C - ìåôñéêÞ åßíáé ìéá óôáôéêÞ êáé áîïíéêÜ óõììåôñéêÞ ëýóç ôùí åîéóþóåùí ôïõ Ein-
stein. ¸÷åé ôéò óõììåôñßåò ìéáò Weyl ìåôñéêÞò (âë. ôçí áíÜëõóç óôï [17] óõìðåñéëáìâá-
íïìÝíçò ôçò êïóìïëïãéêÞò óôáèåñÜò) êáé áíÞêåé óôçí åéäéêÞ ÔÜîç ôùí Petrov ôýðïõ D -
ìåôñéêþí üðùò ïé ðéï êïéíÝò ëýóåéò ìåëáíþí ïðþí óôï êåíü. Ç ëýóç ðåñéãñÜöåé äýï ïìáëþò
åðéôá÷õíüìåíåò ìåëáíÝò ïðÝò óå áíôßèåôåò êáôåõèýíóåéò. Ãéá íá áíôéóôáèìéóôåß ç áìïéâáßá
âáñõôéêÞ Ýëîç ôùí ìåëáíþí ïðþí, ìéá êùíéêÞ áíùìáëßá áíáðôýóóåôáé óôïí Ýíáí áðü ôïõò
ãùíéáêïýò ðüëïõò. ÁõôÞ ç êïìâéêÞ áíùìáëßá (nodal singularity), ðïõ åìöáíßæåôáé óõ÷íÜ
óå Weyl ìåôñéêÝò ðïëëáðëþí ìåëáíþí ïðþí, åñìçíåýôçêå [18] åßôå ùò ìéá ñÜâäïò áíÜìåóá
óôéò äõï ïðÝò ðïõ ôéò êñáôÜåé ìáêñéÜ, åßôå ùò äýï ÷ïñäÝò áðü ôï Üðåéñï ðïõ ôñáâÜíå ç
êáèåìßá ìéá ìåëáíÞ ïðÞ ìå ôÝôïéï ôñüðï þóôå íá ðáñáôçñåßôáé ìéá (áóôáèÞò) óôáôéêÞ éóïñ-
ñïðßá. Ç ñÜâäïò Þ ïé ÷ïñäÝò âñßóêïíôáé êáôÜ ìÞêïò ôïõ Üîïíá óõììåôñßáò êáé ìðïñïýí íá
èåùñçèïýí ùò ç áéôßá (Þ ôï áðïôÝëåóìá) ôçò ïìáëÞò åðéôÜ÷õíóçò ôïõ æåýãïõò ôùí ìåëáíþí
ïðþí. Ç nodal singularity ìéáò öïñôéóìÝíçò C - ìåôñéêÞò ìðïñåß íá áðáëåéöèåß ìå Ýíáí êá-
ôÜëëçëï ìåôáó÷çìáôéóìü, åéóÜãïíôáò Ýíá åîùôåñéêü çëåêôñïìáãíçôéêü ðåäßï [19]. Óå áõôÞ
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ôçí íÝá áêñéâÞ Ernst C - ìåôñéêÞ ëýóç ç åðéôÜ÷õíóç ôïõ æåýãïõò ôùí áíôéèÝôùò êéíïýìåíùí
çëåêôñéêÜ öïñôéóìÝíùí ìåëáíþí ïðþí, ðáñÝ÷åôáé áðü ôç äýíáìç Lorentz ðïõ óõíäÝåôáé ìå
ôï åîùôåñéêü ìáãíçôéêü ðåäßï. Ïé ãåùìåôñéêÝò éäéüôçôåò êáé ç öõóéêÞ åñìçíåßá ôçò C -
ìåôñéêÞò áíáðôý÷èçêå ðåñáéôÝñù êáé óõæçôÞèçêå óôï [20].

Ç C - ìåôñéêÞ ìðïñåß íá ãåíéêåõèåß åéóÜãïíôáò óôç ëýóç ìéá NUT ðáñÜìåôñï, óôñïöïñìÞ
êáé Ýíáí üñï êïóìïëïãéêÞò óôáèåñÜò Λ [21], åíþ óôï [22] Ýíá äéëáôïíéêü ðåäßï (dilaton
�eld) ìç-åëÜ÷éóôá óõæåõãìÝíï óõìðåñéëÞöèçêå óôç ëýóç. Ïé Emparan êáé Reall [23] âñÞêáí
ôçí ðåíôáäéÜóôáôç ìåôñéêÞ ìåëáíïý äá÷ôõëéäéïý (black ring), ç ïðïßá Üíïéîå Ýíáí ïëüêëçñï
íÝï ôïìÝá óôéò ìåãáëýôåñùí äéáóôÜóåùí ìåëáíÝò ïðÝò [24]. Ç åêäï÷Þ ìå êïóìïëïãéêÞ
óôáèåñÜ áõôþí ôùí ìåãáëýôåñùí äéáóôÜóåùí ìåëáíþí ïðþí äåí Ý÷åé áêüìç âñåèåß [17],
[25] (äåò ðÜíôùò ôéò ðñïóåããéóôéêÝò ìåèüäïõò [26]). Ç åðßðåäç ðåñéóôñåöüìåíç C - ìåôñéêÞ
ìåëåôÞèçêå ðåñáéôÝñù [27, 28, 29] êáé åéäéêÜ óôï [29], ìåôáó÷çìáôéóôçêå óå ìïñöÞ Weyl êáé
åñìçíåýôçêå ùò äýï ïìáëÜ åðéôá÷õíüìåíåò ðåñéóôñåöüìåíåò ìåëáíÝò ïðÝò ðïõ óõíäÝïíôáé
ìå ìéá ñÜâäï.

Ç ðáñïõóßá ôçò êïóìïëïãéêÞò óôáèåñÜò äåí áëëÜæåé ôá ãåíéêÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôçò C -
ìåôñéêÞò. Ç êëßìáêá ìÞêïõò l ôçò êïóìïëïãéêÞò óôáèåñÜò, ðáßæåé Ýíá óõìðëçñùìáôéêü ñüëï
óôçí ðáñÜìåôñï åðéôÜ÷õíóçòÁ ìåôáôïðßæïíôáò ôéò èÝóåéò ôùí ïñéæüíôùí. Ðéï óõãêåêñéìÝíá,
óôçí ðåñßðôùóç ôïõ ÁdS ÷þñïõ õðÜñ÷åé ìéá ó÷Ýóç ìåôáîý ôçò ðáñáìÝôñïõ åðéôÜ÷õíóçò Á
êáé ôïõ l. Ç ðåñßðôùóç A < 1=l ìåëåôÞèçêå óôï [30] åíþ ç ðåñßðôùóç A = 1=l åñåõíÞèçêå
óôï [31]. Ç ðåñßðôùóç A > 1=l ìåëåôÞèçêå åêôåíþò óôï [32] üðïõ ç áíÜëõóç ôçò áéôéáêÞò
äïìÞò ôçò ëýóçò Ýäåéîå üôé ðåñéãñÜöåé Ýíá æåýãïò ìåëáíþí ïðþí óå AdS õðüâáèñï.

Ç Åõêëåßäéá åêäï÷Þ ôçò C - ìåôñéêÞò Ý÷åé ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá ôç äçìéïõñãßá æåýãïõò
ìåëáíþí ïðþí. Óôï [22] ìéá ãåíßêåõóç ôçò åðßðåäçò C - ìåôñéêÞò ìå Ýíá dilaton �eld, ôñï-
ðïðïéçìÝíç ìå ìéá åðßðåäç Ernst ëýóç þóôå íá äéáóöáëßæåôáé Ýíá ïìáëü instanton, åöáñ-
ìüóôçêå óôï ðëáßóéï ôçò êâáíôéêÞò äçìéïõñãßáò æåýãïõò ìåëáíþí ïðþí ðïõ áðü ôç óôéãìÞ
ðïõ äçìéïõñãïýíôáé ìÝóù êâáíôéêÞò óÞñáããáò áðïìáêñýíïíôáé åðéôá÷õíüìåíåò. Åðßóçò ç
ëýóç C - ìåôñéêÞò ìå ìéá ãåíéêÞ êïóìïëïãéêÞ óôáèåñÜ Λ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå óôá [33, 34, 35]
ãéá íá ðåñéãñÜøåé ôçí ôåëéêÞ êáôÜóôáóç ôçò êâáíôéêÞò äéáäéêáóßáò ôçò äçìéïõñãßáò æåý-
ãïõò ìåëáíþí ïðþí. Ç êâáíôéêÞ äéáäéêáóßá ðïõ ìðïñåß íá äçìéïõñãÞóåé ôï æåýãïò, èá Þôáí
ôï âáñõôéêü áíÜëïãï ôçò Schwinger ðáñáãùãÞò æåýãïõò öïñôéóìÝíùí óùìáôéäßùí óå Ýíá
åîùôåñéêü çëåêôñïìáãíçôéêü ðåäßï.

Ç óõíÞèçò ìïñöÞ ôçò C - ìåôñéêÞò Ý÷åé ìéá óõíáñôçóéáêÞ äïìÞ ç ïðïßá åßíáé êõâéêü ðï-
ëýùíõìï ôçò ìåôáâëçôÞò ôçò, åíþ ç öïñôéóìÝíç ðåñßðôùóç åßíáé ôåôÜñôïõ âáèìïý. Ìéá íÝá
ìïñöÞ ôçò çëåêôñéêÜ öïñôéóìÝíçò C - ìåôñéêÞò ðñïôÜèçêå óôï [36] óôçí ïðïßá ç óõíáñôç-
óéáêÞ äïìÞ ìåôÜ áðü Ýíá ìåôáó÷çìáôéóìü óõíôåôáãìÝíùí ìðüñåóå íá ãñáöåß óå ðáñáãïíôï-
ðïéçìÝíç ìïñöÞ. ÁõôÞ ç ìïñöÞ ïäçãåß óå ðïëëÝò áðëïðïéÞóåéò, óå äéáéóèçôéêÞ êáôáíüçóç
åíþ åðßóçò åðéôñÝðåé íá ãñáöåß ç ìåôñéêÞ óå Weyl óõíôåôáãìÝíåò. Ìéá áíÜëïãç íÝá ìïñöÞ
ôçò öïñôéóìÝíçò ðåñéóôñåöüìåíçò C - ìåôñéêÞò ðñïôÜèçêå óôï [37] óå ðáñáãïíôïðïéçìÝíç
ìïñöÞ. Ç äéáöïñÜ ìå ôç ìç ðåñéóôñåöüìåíç ëýóç åßíáé üôé óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç äå
óõíäÝåôáé ìå Ýíá ìåôáó÷çìáôéóìü óõíôåôáãìÝíùí.

Óôç óõíÝ÷åéá èá ðáñïõóéÜóïõìå ôç ãåíßêåõóç ôçò öïñôéóìÝíçò C-ìåôñéêÞò ìå Ýíá óõ-
æåõãìÝíï âáèìùôü ðåäßï. Ç ëýóç åßíáé ðáñüìïéá ìå ôçí öïñôéóìÝíç C - ìåôñéêÞ üôáí
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M = Q1 áëëÜ åðéðëÝïí Ý÷åé Ýíá âáèìùôü êáé Ýíá çëåêôñïìáãíçôéêü ðåäßï, ðïõ Ý÷ïõí çëå-
êôñéêü, ìáãíçôéêü êáé âáèìùôü öïñôßï ðïõ óõíäÝïíôáé ìÝóù ìéáò ó÷Ýóçò ìå ôç ìÜæá êáé
ôçí êïóìïëïãéêÞ óôáèåñÜ. Óôï üñéï ðïõ ç åðéôÜ÷õíóç êáé ç êïóìïëïãéêÞ óôáèåñÜ ìçäå-
íßæïíôáé âñßóêïõìå ôç óýììïñöá óõæåõãìÝíç ìå âáèìùôü ðåäßï ìåëáíÞ ïðÞ ôçò Åíüôçôáò
1.1 [8]. ÁõôÞ ç ëýóç Ý÷åé ìéá ïìáëÞ ìåôñéêÞ, ìå ôïí ïñßæïíôá íá êáëýðôåé ìéá ðáãéäåõìÝíç
ãåùìåôñßá ìåëáíÞò ïðÞò ìå Ýíá ìç ôåôñéììÝíï âáèìùôü ðåäßï. Ôï âáèìùôü ðåäßï üìùò
áðåéñßæåôáé óôïí ïñßæïíôá óå óõìöùíßá ìå ôï èåþñçìá åîÜëåéøçò é÷íþí (no hair theorem).
Áí åðéôñÝøïõìå ôçí ýðáñîç ôçò êïóìïëïãéêÞò óôáèåñÜò, ìðïñïýìå íá óðñþîïõìå ôçí áíù-
ìáëßá ôïõ ðåäßïõ ðßóù áðü ôïí ïñßæïíôá ãåãïíüôùí êáé íá ðÜñïõìå ìéá ïìáëÞ ëýóç ìéáò
öïñôéóìÝíçò ìåëáíÞò ïðÞò, óýììïñöá óõæåõãìÝíçò ìå Ýíá âáèìùôü ðåäßï üðùò âñÝèçêå êáé
óôï [10] êáé åßäáìå óôçí Åíüôçôá 1.3. Ãéá ôç ëýóç ðïõ âñßóêïõìå åäþ èá äïýìå üôé ç åðéôÜ-
÷õíóç ðáßæåé Ýíáí ðáñüìïéï ñüëï ìå ôç êïóìïëïãéêÞ óôáèåñÜ. Èá äïýìå üôé ãéá êáôÜëëçëç
åðéëïãÞ ôùí ðáñáìÝôñùí, ôï âáèìùôü ðåäßï åßíáé ïìáëü óôïí ïñßæïíôá êáé Ýîù áðü áõôüí
áí Λ 6= 0 êáé áðåéñßæåôáé óôçí êùíéêÞ Üêñç ôïõ ïñßæïíôá óôçí åðßðåäç ðåñßðôùóç. ÅðéðëÝïí
ãéá áñíçôéêÞ êïóìïëïãéêÞ óôáèåñÜ êáé åðáõîçìÝíç åðéôÜ÷õíóç èá äïýìå üôé ç åðéôá÷õíü-
ìåíç ìåëáíÞ ïðÞ ðñïóïìïéÜæåé ðåñéóóüôåñï óå ìåëáíÞ ÷ïñäÞ ìå ôïí ïñßæïíôá ãåãïíüôùí íá
öôÜíåé ìÝ÷ñé ôï áóõìðôùôéêü Üðåéñï. ÁõôÞ ç ðåñßðôùóç áêïëïõèåß óôåíÜ ôçí ðåñéãñáöÞ óôï
[31] ôçò óôáèåñïý êåíïý AdS C - ìåôñéêÞò. Èá äïýìå üôé ôï âáèìùôü ðåäßï óõìðåñéöÝñåôáé
êáëÜ óå üëç ôçí åðéôñåðüìåíç ðåñéï÷Þ ôùí óõíôåôáãìÝíùí êáé åðéðëÝïí ç ìåôñéêÞ äåí Ý÷åé
ðéá êùíéêÞ áíùìáëßá. Áêïëïõèþíôáò ôï [31] ìðïñïýìå íá åñìçíåýóïõìå áõôü ôï ãåãïíüò,
ùò ç ÷ïñäÞ íá åîïìáëýíåôáé áðü ôçí ßäéá ôçí åðéôá÷õíüìåíç ÷ïñäÞ, ç ïðïßá åêôåßíåôáé ìÝ÷ñé
ôï Üðåéñï. Õðü áõôÞí ôçí Ýííïéá ç êùíéêÞ áíùìáëßá áíôéêáèßóôáôáé áðü ôïí ßäéï ôïí ïñßæï-
íôá ôçò ìåëáíÞò ïðÞò! Áõôü ôï öáéíüìåíï åðïìÝíùò äåí ïöåßëåôáé óôï âáèìùôü ðåäßï üðùò
èá ìðïñïýóå êÜðïéïò áñ÷éêÜ íá õðïèÝóåé. Óôçí åðüìåíç Åíüôçôá ðáñïõóéÜæïõìå ôç ëýóç
êáé ýóôåñá ìåôáó÷çìáôßæïõìå óå Hong-Teo [36] óõíôåôáãìÝíåò. Óôçí ôåëåõôáßá Åíüôçôá
áêïëïõèïýí ôá óõìðåñÜóìáôá.

2.2 Åðéôá÷õíüìåíç ÖïñôéóìÝíç ÌåëáíÞ ÏðÞ ÓõæåõãìÝíç ìå Âáèìùôü

Ðåäßï

Èåùñïýìå ôç äñÜóç

I =

∫
d4x

√
−g
[
R− 2Λ

16�
− 1

2
g��@��@��− 1

12
R�2 − ��4 − 1

16�
F��F

��

]
; (2.1)

1ÊÜðïéïò èá ìðïñïýóå íá ìðåé óôïí ðåéñáóìü íá ïíïìÜóåé áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç extremal áëëÜ åäþ ï
åóùôåñéêüò Cauchy ïñßæïíôáò êáé ï ïñßæïíôáò ãåãïíüôùí äåí óõìðßðôïõí üðùò óôçí Reissner-Nordstr�om
ìåôñéêÞ.
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üðïõ � åßíáé ìéá áäéÜóôáôç óôáèåñÜ. Ïé åîéóþóåéò ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôç äñÜóç åßíáé
(G = c = 1)

G�� + Λg�� = 8�
(
T

(S)

�� + T
(EM)

��

)
; (2.2)

�� =
1

6
R�+ 4��3 ; (2.3)

@� [
√
−gF �� ] = 0 ; (2.4)

üðïõ ïé ôáíõóôÝò åíÝñãåéáò-ïñìÞò ôïõ âáèìùôïý êáé ôïõ çëåêôñïìáãíçôéêïý ðåäßïõ åßíáé
áíôßóôïé÷á,

T
(S)

�� = @��@��− 1

2
g��g

��@��@��+
1

6
[g���−∇�∇� +G�� ]�

2 − �g���
4 ; (2.5)

T
(EM)

�� =
1

4�
g��

[
F��F�� −

1

4
g��g

�F�F��

]
; (2.6)

êáé � ≡ g��∇�∇� .
Ôï âáèìùôü ðåäßï åßíáé óýììïñöá óõæåõãìÝíï, ïðüôå ï ïëéêüò ôáíõóôÞò åíÝñãåéáò-ïñìÞò

T�� åßíáé traceless, êáé Ýôóé ï âáèìùôüò Ricci åßíáé óôáèåñüò, R = 4Λ. Ôï ãåãïíüò üôé ï T
(S)

��

åßíáé traceless, èá ðáßîåé, ãéá óõãêåêñéìÝíåò óõæåýîåéò, ôïí ßäéï ñüëï ìå ôïí ôáíõóôÞ ôïõ

çëåêôñïìáãíçôéêïý ðåäßïõ T
(EM)

�� . Ïé åîéóþóåéò ðåäßïõ (2.2)-(2.4) åðéäÝ÷ïíôáé ôçí áêüëïõèç
ëýóç,

ds2 =
1

A2(x− y)2

[
F (y)dt2 − 1

F (y)
dy2 +

1

G(x)
dx2 +G(x)d'2

]
; (2.7)

F (y) =
Λ

3A2
+ 1− y2 − 2mAy3 −m2A2y4 ; (2.8)

G(x) = 1− x2 − 2mAx3 −m2A2x4 ; (2.9)

�(y; x) =

√
− Λ

6�

Am(x− y)

1 + Am(x+ y)
; (2.10)

A = eydt+ gxd' ; (2.11)

üðïõ e êáé g åßíáé ðáñÜìåôñïé ðïõ óõíäÝïíôáé ìå ôï çëåêôñéêü êáé ìáãíçôéêü öïñôßï êáé
óõíäÝïíôáé ìå ôç ìÜæá ìÝóù ôçò ó÷Ýóçò

e2 + g2 = m2

(
1 +

2�Λ

9�

)
: (2.12)

Ç ãåùìåôñßá ôçò ìåëáíÞò ïðÞò (2.7) åßíáé ßäéá ìå ôç öïñôéóìÝíç C - ìåôñéêÞ, ìå ìüíç äéáöïñÜ
üôé ï ëüãïò ôùí çëåêôñïìáãíçôéêþí öïñôßùí ðñïò ôç ìÜæá Ý÷åé Ýíá üñéï üðùò ìðïñåß íá äåé
êáíåßò áðü ôç ó÷Ýóç (2.12) êáé üôé ôá óõíÞèç ðïëõþíõìá ôçò C - ìåôñéêÞò F êáé G åßíáé
ôáõôüóçìá ìå ôçí çëåêôñéêÜ öïñôéóìÝíç C - ìåôñéêÞ ìÜæáò M êáé öïñôßïõ Q ãéá M = Q.
Ãéá ôçí áêñßâåéá, ëüãù ôçò (2.12), öáßíåôáé üôé ôï âáèìùôü êáé ôï çëåêôñïìáãíçôéêü ðåäßï
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ôçò êÜèå ìåëáíÞò ïðÞò äñïõí áðëþò ùò äïêéìáóôéêÜ ðåäßá óôç ãåùìåôñßá ìå Q = M ,
åðéôñÝðïíôáò íá ðáñáôçñçèåß ìéá óôáôéêÞ éóïññïðßá.

Ìðïñïýìå åðßóçò íá ãñÜøïõìå ôç ëýóç óôï Einstein frame. ÊÜíïíôáò Ýíá óýììïñöï
ìåôáó÷çìáôéóìü, ìå Ýíáí åðáíïñéóìü ãéá ôï âáèìùôü ðåäßï ôçò ìïñöÞò

g̃�� =

(
1− 4�

3
�2

)
g�� ; Ψ =

√
3

4�
Arctanh

(√
4�

3
�

)
; (2.13)

ç äñÜóç (2.1) ãßíåôáé

I =

∫
d4x
√

−g̃

[
R̃− 2Λ

16�
− 1

2
g̃��@�Ψ@�Ψ− V (Ψ)− 1

16�
F��F

��

]
; (2.14)

üðïõ ôï äõíáìéêü áõôï-áëëçëåðßäñáóçò (self-interaction potential) ãßíåôáé

V (Ψ) =
Λ

8�

[
cosh4

(√
4�

3
Ψ

)
+

9�

2�Λ
sinh4

(√
4�

3
Ψ

)
− 1

]
: (2.15)

Óå áõôü ôï frame ç ëýóç ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

ds2 =
u(y; x)

A2(x− y)2

[
F (y)dt2 − 1

F (y)
dy2 +

1

G(x)
dx2 +G(x)dz2

]
; (2.16)

u(y; x) = 1 +
2�Λ

9�

(
Am(x− y)

1 + Am(x+ y)

)2

; (2.17)

Ψ(y; x) =

√
3

4�
Arctanh

(√
−2�Λ

9�

Am(x− y)

1 + Am(x+ y)

)
; (2.18)

ìå ôéò F (y), G(x) êáé A íá äßíïíôáé áðü ôéò ó÷Ýóåéò (2.8), (2.9) êáé (2.11) áíôßóôïé÷á. Óå
áõôü ôï frame ôï âáèìùôü Ψ åßíáé åëÜ÷éóôá óõæåõãìÝíï, ìå áðïôÝëåóìá íá Ý÷ïõìå óôç
äñÜóç Ýíá áêñéâÝò äõíáìéêü áõôï-áëëçëåðßäñáóçò óå áíôßèåóç ìå ìéá áðëÞ êïóìïëïãéêÞ
óôáèåñÜ. Ôï üñéï Λ → 0 åðéôõã÷Üíåôáé üôáí êáé ç óôáèåñÜ � → 0 Ýôóé þóôå ï ëüãïò �

Λ
íá

ðáñáìÝíåé óôáèåñüò. Ç ëýóç ðñïóåããßæåé ïìáëÜ ôç ëýóç ðïõ âñÝèçêå óôï [8] ãéá ìçäåíéêÞ
åðéôÜ÷õíóç A = 0. ¼ôáí A 6= 0 áëëÜ Λ = 0 ôï äõíáìéêü ìçäåíßæåôáé äßíïíôáò ôç ëýóç [22]
óôçí åëÜ÷éóôç óýæåõîç ôïõ çëåêôñïìáãíçôéêïý ìå ôï âáèìùôü ðåäßï. ÔÝëïò åÜí Λ 6= 0,
âñßóêïõìå ôéò ëýóåéò [38], [10], [11].

2.2.1 Éäéüôçôåò ôçò Ëýóçò

Ç ëýóç ðïõ ðáñïõóéÜóáìå áêïëïõèåß ôéò éäéüôçôåò ôçò öïñôéóìÝíçò C - ìåôñéêÞò ãéá Q = M ,
(äåò ãéá ðáñÜäåéãìá [32]). Åäþ èá äþóïõìå ôéò ãåíéêÝò éäéüôçôåò êáé èá åðéêåíôñùèïýìå
óôçí ïìáëüôçôá Þ ìç ôïõ âáèìùôïý ðåäßïõ. Áõôü åßíáé åí ìÝñåé ó÷åôéêü ìå ôá èåùñÞìáôá
no-hair ôçò ÃåíéêÞò Ó÷åôéêüôçôáò. Ãéá íá Ý÷åé ç ìåôñéêÞ (2.7) ôç óùóôÞ õðïãñáöÞ ðñÝðåé
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ôï G(x) íá åßíáé èåôéêü åíþ ôï F (y) áñíçôéêü. Ãéá Am 6= 0 ç åîßóùóç G(x) = 0 Ý÷åé ìÝ÷ñé
ôÝóóåñéò ðñáãìáôéêÝò ñßæåò

�1 =
−1−

√
1 + 4Am

2Am
; (2.19)

�2 =
−1−

√
1− 4Am

2Am
; (2.20)

�3 =
−1 +

√
1− 4Am

2Am
; (2.21)

�4 =
−1 +

√
1 + 4Am

2Am
: (2.22)

¼ôáí Λ = 0 Ý÷ïõìå F (�) = G(�) êáé ç êáôÜóôáóç åßíáé ó÷åôéêÜ áðëÞ. ¼ôáí Λ 6= 0 ôá
ãùíéáêÜ ôìÞìáôá y = óôáè. åßíáé ßäéá áëëÜ ôá ôìÞìáôá x = óôáè. ìåôáôïðßæïíôáé. Ãéá íá
âñïýìå ôïõò ïñßæïíôåò ðñÝðåé íá ëýóïõìå ôçí åîßóùóç F (y) = 0, ç ïðïßá a priori äßíåé
ôÝóóåñéò ëýóåéò,

y1 =
−1−

√
1 + 4Am

√
1 + Λ=3A2

2Am
; (2.23)

y2 =
−1−

√
1− 4Am

√
1 + Λ=3A2

2Am
; (2.24)

y3 =
−1 +

√
1− 4Am

√
1 + Λ=3A2

2Am
; (2.25)

y4 =
−1 +

√
1 + 4Am

√
1 + Λ=3A2

2Am
: (2.26)

Ãéá íá åßíáé ôá yi ðáñáãìáôéêÜ åßíáé áíáãêáßï íá Ý÷ïõìå 1 + Λ=3A2 ≥ 0 ôï ïðïßï
éêáíïðïéåßôáé ðÜíôïôå ãéá Λ ≥ 0 êáé ãéá AdS ÷þñï ç ó÷Ýóç éêáíïðïéåßôáé åÜí | A | >
1=l. Ôþñá ôá y2; y3 åßíáé ðñáãìáôéêïß åÜí Am ≤ 1

4
√

1+Λ=3A2
êáé ôá y1; y4 üôáí Am ≥

− 1

4
√

1+Λ=3A2
. Óôï y → −∞ Ý÷ïõìå áðåéñéóìü óôç êáìðõëüôçôá (curvature singularity), êáé

ãéá áõôü ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå üôé ç óõíÞèçò áêôéíéêÞ óõíôåôáãìÝíç åßíáé áíôéóôñüöùò
áíÜëïãç ôïõ y (r ∼ − 1

y
). Ôá öùôïåéäÞ êáé ÷ñïíïåéäÞ Üðåéñá ðñïêýðôïõí üôáí ìçäåíßæåôáé ï

óýììïñöïò ðáñÜãïíôáò (conformal factor) óôï x = y. Ãéá íá Ý÷ïõìåG(x) > 0, ðåñéïñßæïõìå
ôç x óõíôåôáãìÝíç óôï äéÜóôçìá (xs; xn), åíþ ç y ðñÝðåé íá áíÞêåé óôï äéÜóôçìá −∞ ≤
y < x ãéá üëá ôá x ∈ (xs; xn). ÁíÜëïãá ìå ôçí ôéìÞ ôïõ Am Ý÷ïõìå ôéò åîÞò ðåñéðôþóåéò:

Ðåñßðôùóç I. Am > 0

Ia. Am < 1

4
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Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ç åîßóùóç G(x) = 0 Ý÷åé ôÝóóåñéò ðñáãìáôéêÝò ñßæåò, üðïõ Ý÷ïõìå,
�4 > 0 > �3 > �2 > �1 êáé

G(x) > 0 ⇒


�3 < x < �4

or
�1 < x < �2

Åðéêåíôñùíüìáóôå óôï äéÜóôçìá �3 ≤ x ≤ �4 ãéá íá Ý÷åé ç ìåôñéêÞ ôç óùóôÞ Lorentz
õðïãñáöÞ. Ï Üîïíáò x = �3 äåß÷íåé ðñïò ôï ÷ùñéêü Üðåéñï, êáé ï Üîïíáò x = �4 ðñïò
ôçí Üëëç ìåëáíÞ ïðÞ. Ç åðéöÜíåéá y = y1 åßíáé ï åóùôåñéêüò ïñßæïíôáò, ç y = y2 åßíáé ï
ïñßæïíôáò ãåãïíüôùí êáé ç y = y3 ï ïñßæïíôáò åðéôÜ÷õíóçò. ¼ðùò åßðáìå íùñßôåñá, ãéá Λ =
0 ïé ñßæåò ôùí F êáéG óõìðßðôïõí, ïðüôå ç ÷ùñïåéäÞò y ðåñéï÷Þ åßíáé ôï äéÜóôçìá (�2; �3) êáé
y < x ãéá êÜèå �3 ≤ x ≤ �4. ÅðïìÝíùò ïé åðéöÜíåéåò óôáèåñïý y ôïðïëïãéêÜ åßíáé óöáßñåò
[39]. ÅðéôñÝðïíôáò íá Ý÷ïõìå èåôéêÞ êïóìïëïãéêÞ óôáèåñÜ ìåéþíåôáé ôï äéÜóôçìá (y2; y3),
äçëáäÞ �2 < y2 < y3 < �3 êáé ãéá áõôü ç ôïðïëïãßá ôïõ ãùíéáêïý ôìÞìáôïò ðáñáìÝíåé
óöáéñéêÞ. Áõôü åßíáé áíáìåíüìåíï áöïý ìéá èåôéêÞ êïóìïëïãéêÞ óôáèåñÜ \åðáõîÜíåé" ôçí
åðéôÜ÷õíóç. Ãéá íá õðÜñ÷ïõí ïé ïñßæïíôåò ãåãïíüôùí êáé åðéôÜ÷õíóçò Ý÷ïõìå Ýíá êÜôù
üñéï (öñÜãìá) ãéá ôç ìÜæá ôçò ìåëáíÞò ïðÞò, äçëáäÞ 1

16m2 ≥ A2 + Λ
3
. Áíôßèåôá ãéá Λ < 0

Ý÷ïõìå y2 < �2 < �3 < y3 êáé üðïôå y > �3 Ý÷ïõìå ìüíï Ýíáí Üîïíá (áöïý y < x) [31].
Áõôü óçìáßíåé üôé Ý÷ïõìå ìéá ôïðïëïãéêÞ áëëáãÞ êáèþò y > �3 êáé ïé ÷þñïé óôáèåñïý y
ôüôå, ôïðïëïãéêÜ åßíáé R2. Ï ïñßæïíôáò y = y3 åßíáé ôüôå ï AdS ïñßæïíôáò.

Áò åîåôÜóïõìå ôþñá ôç óõìðåñéöïñÜ ôïõ âáèìùôïý ðåäßïõ óôá åðéôñåðüìåíá äéáóôÞìáôá
ôùí x êáé y. Áõôü ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé åßíáé ç ïìáëüôçôá ôïõ ðåäßïõ. ¸ôóé èá åîåôÜóïõìå
ôïí ðáñïíïìáóôÞ ôïõ. ¸÷ïõìå,

Σ = 1 + Am(x+ y) ≥ 1 + Am(�3 + y2) =
1

2

√
1− 4Am−

√
1− 4Am

√
1 +

Λ

3A2


Ïé ñßæåò ôïõ Σ = 0 åßíáé åêåß ðïõ ôï âáèìùôü ðåäßï áðåéñßæåôáé. ÂëÝðïõìå üôé ãéá Λ = 0
Ý÷ïõìå Σ ≥ 0 2, ãéá Λ > 0, ôï Σ åßíáé ðáíôïý èåôéêü, åíþ ãéá Λ < 0, ôï Σ ìðïñåß íá
ìçäåíéóôåß ðñéí êáí öôÜóïõìå óôïí ïñßæïíôá ãåãïíüôùí.

Ib. Am ≥ 1

4

Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç �4 > 0 > �1 êáé G(x) > 0 óôï äéÜóôçìá �1 < x < �4 (ãéá Am = 1
4

Ý÷ïõìå �1 < �2 = �3 < �4). Áõôü óçìáßíåé üôé üëåò ïé ëýóåéò ãéá Λ ≥ 0 åßíáé singular áöïý
F < 0 áñéóôåñÜ ôïõ y = y1 êáé Ýôóé åßìáóôå åêôåèåéìÝíïé óå ìéá naked singularity. Ç ìüíç
åíäéáöÝñïõóá ðåñßðôùóç åßíáé ãéá Λ < 0 üðïõ ôá y = y2 êáé y = y3 åîáêïëïõèïýí íá åßíáé
ðñáãìáôéêÜ. ¸ôóé Ý÷ïõìå y ≤ x < �4 êáé ÷þñïé ìå óôáèåñÜ y ôïðïëïãéêÜ åßíáé R

2 åðßðåäá.
Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç, [31] ï ïñßæïíôáò ãåãïíüôùí ìðïñåß íá öôÜóåé óôï áóõìðôùôéêü
Üðåéñï Ýôóé þóôå ç ëýóç íá ìïéÜæåé ìå ìåëáíÞ ÷ïñäÞ. Ðáñüëá áýôÜ, åßíáé åýêïëï íá äåßîïõìå

2Σ = 0 óôïí ïñßæïíôá êáé èåôéêü Ýîù áðü áõôüí, êáé üðùò èá äïýìå óôçí åðüìåíç åíüôçôá ç éäéïìïñößá
(singularity) åßíáé ìüíï óôïí Ýíáí ðüëï ôïõ G(x).
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üôé Σ ≥ 1+ 2Amy2 ôï ïðïßï Ý÷åé ðÜíôá ëýóç ãéá 4Am ≥ 1 êáé åðïìÝíùò ôï âáèìùôü ðåäßï
èá áðåéñßæåôáé ãéá y2 < y < y3.

Case II. Am < 0

IIa. Am > −1

4

Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ç åîßóùóç G(x) = 0 Ý÷åé ôÝóóåñéò ðñáãìáôéêÝò ñßæåò, üðïõ:
�2 > �1 > �4 > 0 > �3 êáé

G(x) > 0 ⇒


�3 < x < �4

or
�1 < x < �2

Ðåñéïñéæüìáóôå óôï äéÜóôçìá �1 ≤ x ≤ �2 Ýôóé þóôå ç ìåôñéêÜ íá Ý÷åé õðïãñáöÞ Lorentz
êáé íá åßíáé y < x. Ôï öùôïåéäÝò êáé ÷ñïíïåéäÝò Üðåéñï åðéôõã÷Üíåôáé üôáí y → x. Ï Üîïíáò
x = �1 äåß÷íåé ðñïò ôï ÷ùñéêü Üðåéñï, åíþ ï Üîïíáò x = �2 ðñïò ôçí Üëëç ìåëáíÞ ïðÞ. Ç
åðéöÜíåéá y = y3 åßíáé ï åóùôåñéêüò ïñßæïíôáò, ç y = y4 ï ïñßæïíôáò ãåãïíüôùí êáé ç y = y1
ï ïñßæïíôáò åðéôÜ÷õíóçò.

¸÷ïõìå ãéá ôïí ðáñïíïìáóôÞ ôïõ âáèìùôïý ðåäßïõ:

Σ = 1 + Am(x+ y) ≥ 1 + Am(�1 + y4) =
1

2

√1 + 4Am

√
1 +

Λ

3A2
−
√
1 + 4Am


üðïõ ôþñá åßíáé ðáíôïý èåôéêüò ãéá Λ < 0, êáé ìðïñåß íá åßíáé ìçäÝí ãéá Λ > 0, åíþ ãéá
Λ = 0 åßíáé ìçäÝí êáé ðÜëé ðÜíù óôïí ïñßæïíôá. ¸ôóé ç êáôÜóôáóç åßíáé áíôßóôñïöç ìå ôçí
áëëáãÞ ôïõ ðñïóÞìïõ ôçò êïóìïëïãéêÞò óôáèåñÜò óå ó÷Ýóç ìå ôçí ðåñßðôùóç 0 < Am < 1

4
.

IIb. Am ≤ −1

4

Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç �2 > 0 > �3 êáé åßíáé G(x) > 0 åê ðñïúïéìßïõ óôï äéÜóôçìá
�3 < x < �2 (ãéá Am = −1

4
Ý÷ïõìå �3 < �4 = �1 < �2). Áõôü óçìáßíåé üôé üëåò ïé Λ ≥ 0

ëýóåéò åßíáé singular áöïý F < 0 áñéóôåñÜ ôïõ y = y3 êáé Ýôóé åßìáóôå åêôåèåéìÝíïé óå ìéá
naked singularity. Ç ìüíç åíäéáöÝñïõóá ðåñßðôùóç åßíáé ãéá Λ < 0 üðïõ ôá y = y4 êáé
y = y1 ìðïñïýí íá åßíáé ðñáãìáôéêÜ. Ìå Üëëá ëüãéá Ý÷ïõìå ðáñüìïéá ðåñßðôùóç ìå ôçí Ia.
Åäþ èá Ý÷ïõìå y ≤ x < �2 êáé ÷þñïé ìå óôáèåñü y ôïðïëïãéêÜ åßíáé R2 åðßðåäá. Êáé ðÜëé,
[31] ï ïñßæïíôáò ãåãïíüôùí öôÜíåé ìÝ÷ñé ôï áóõìðôùôéêü Üðåéñï óôï y = x, ïðüôå ç ëýóç
ìïéÜæåé ìå ìéá ìåëáíÞ ÷ïñäÞ. ÕðÜñ÷åé ìéá óçìáíôéêÞ äéáöïñÜ üìùò ìå ôçí ðåñßðôùóç Ia.

Åäþ, åßíáé åýêïëï íá äåßîïõìå üôé Σ ≥ 1 + 2Amy4 =

√
1 + 4Am

√
1 + Λ

3A2 ôï ïðïßï åßíáé

ðÜíôïôå èåôéêü (ïðüôå ôï âáèìùôü ðåäßï åßíáé ðáíôïý ïìáëü) óôï åðéôñåðüìåíï äéÜóôçìá
ôùí óõíôåôáãìÝíùí

− 1

4
√
1 + Λ

3A2

< Am ≤ −1

4
: (2.27)
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ÅðéðëÝïí, ç áðÜëëåéøç ôçò nodal singularity óôï ôìÞìá (x; ') õðïäåéêíýåé [32] üôé

G ′(xs) = −G ′(xn) : (2.28)

Ìðïñïýìå åýêïëá íá åëÝãîïõìå üôé ç ðáñáðÜíù ó÷Ýóç éêáíïðïéåßôáé åÜí (xs; xn) = (�2; �3)
êáé ç åðáõîçìÝíç åðéôÜ÷õíóç, Am, åßíáé åßôå ìåãáëýôåñç áðü 1=4 åßôå ìéêñüôåñç áðü −1=4
(ðåñéðôþóåéò Éb, ÉÉb). ÓõãêåêñéìÝíá áëçèåýåé ãéá ôï åýñïò ôéìþí ôçò (2.27). Ïðüôå, ôï
âáèìùôü ðåäßï åßíáé ïìáëü êáé äåí õðáñ÷ïýí êùíéêÝò áíùìáëßåò åÜí ôï Am âñßóêåôáé óôï
äéÜóôçìá (2.27). Åäþ èá ðñÝðåé íá ôïíßóïõìå üôé ç áðïõóßá êùíéêÞò áíùìáëßáò äåí åßíáé
÷áñáêôçñéóôéêü ôçò ðáñïõóßáò ôïõ âáèìùôïý ðåäßïõ. êÜôé áíôßóôïé÷ï óõìâáßíåé êáé ãéá ôçí
öïñôéóìÝíç C - ìåôñéêÞ üôáí Q = M . Ïðüôå ðþò ìðïñåß ç ìåëáíÞ ïðÞ íá åðéôá÷ýíåôáé
÷ùñßò ìéá ÷ïñäÞ íá ðáñÝ÷åé ôçí åðéôÜ÷õíóç; ¼ðùò åßäáìå ç ôïðïëïãßá ôïõ ïñßæïíôá ãåãï-
íüôùí ôçò ìåëáíÞò ïðÞò áëëÜæåé áðü óöáéñéêÞ óå åðßðåäç. ÅðéðëÝïí åßäáìå üôé ï ïñßæïíôáò
öôÜíåé ìÝ÷ñé ôï áóõìðôùôéêü Üðåéñï. ÅðïìÝíùò ç ÷ïñäÞ ðïõ ðñïêáëåß ôçí åðéôÜ÷õíóç Ý÷åé
áíôéêáôáóôáèåß áðü ôçí ßäéá ôçí ìåëáíÞ ïðÞ-÷ïñäÞ. Ï ïñßæïíôáò åßíáé ïõóéáóôéêÜ ç ßäéá
ç ÷ïñäÞ! Ç ðåñßðôùóç (2.27) åßíáé ç ìïíáäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ, ç ìåôñéêÞ êáé ôï âáèìùôü
ðåäßï Ý÷ïõí C2 ïìáëüôçôá óôï åðéôñåðôü äéÜóôçìá óõíôåôáãìÝíùí.

2.3 ÐáñáãïíôïðïéçìÝíç ÌïñöÞ ôçò Ëýóçò

Ãéá íá Ý÷ïõìå ìéá êáëýôåñç êáôáíüçóç ôùí åìðëåêüìåíùí ðáñáìÝôñùí, ìðïñïýìå íá
ãñÜøïõìå ôç ìåôñéêÞ (2.7) óå ìéá ðéï ïéêåßá ìïñöÞ. Ãéá íá åðéôý÷ïõìå êÜôé ôÝôïéï åßíáé
âïëéêü íá ðáñáãïíôïðïéÞóïõìå ôç óõíÜñôçóç G(x). Áêïëïõèþíôáò ôï [36] ãñÜöïõìå

G(x) = (1− x2)(1 + Ak1x)(1 + Ak2x) ; (2.29)

êáé êÜíïõìå ôïí áêüëïõèï ìåôáó÷çìáôéóìü óõíôåôáãìÝíùí

x → Bc0(x− c1) ; (2.30)

y → Bc0(y − c1) ; (2.31)

t → c0
B
t ; (2.32)

' → c0
B
' ; (2.33)

üðïõ ôá c0; c1; B åßíáé ðñáãìáôéêÝò óôáèåñÝò. Ãéá íá äéáôçñÞóïõìå ôç ìïñöÞ ôïõ line element
ðñÝðåé íá Ý÷ïõìå

A → A

B
;

G(�) → B2G(�) : (2.34)
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Áðü ôçí åîßóùóç (2.34) ðáßñíïõìå:

m =
M

c20
√
1 + 2AM

; (2.35)

c0 =
1 + AM + 2AMc1√

1 + 2AM
; (2.36)

c1 =
−1− AM +

√
1 + 2AM + 5A2M2

2AM
; (2.37)

B =

√
1 + 2AM

1 + 2AM + A2M2
; (2.38)

k2 =
M

1 + 2AM
; (2.39)

üðïõ Ý÷ïõìå èÝóåé k1 = M .
Ôüôå, ç óõíÜñôçóç G(x) ôçò åîßóùóçò (2.29) ãñÜöåôáé

G(x) = (1− x2)(1 + AMx)

(
1 +

AM

1 + 2AM
x

)
; (2.40)

ìå ñßæåò

�1 = 1 ; �2 = −1 ; �3 = − 1

AM
; �4 = −1 + 2AM

AM
: (2.41)

ÕðïèÝôïõìå üôé �1 > �2 > �3 > �4
3. Ôüôå G(x) > 0 óôï äéÜóôçìá −1 < x < 1 (Þ óôï

�4 < x < �3). Äå ìðïñïýìå íá áðáëëåßøïõìå êáé ôéò äýï êùíéêÝò áíùìáëßåò x = −1 êáé
x = +1, ôáõôü÷ñïíá, áöïý ìðïñïýìå åýêïëá íá äïýìå üôé ç óõíèÞêç G ′(�1) = −G ′(�2) äåí
éó÷ýåé.

Ãéá íá öÝñïõìå ôç ìåôñéêÞ óå ìéá ðéï ãíùóôÞ ìïñöÞ ìðïñïýìå íá èÝóïõìå

y = − 1

Ar
; (2.42)

x = cos � : (2.43)

Ôüôå, ç ëýóç ãñÜöåôáé ùò åîÞò

ds2 =
1

(1 + Ar cos �)2

[
−f(r)

r2
dt2 +

r2

f(r)
dr2 +

r2

p(�)
d�2 + r2 sin2 �p(�)d'2

]
(2.44)

f(r) = −Λ

3
r4 +

(
1− A2r2

)
(r −M)

(
r − M

1 + 2AM

)
; (2.45)

p(�) = (1 + AM cos �)

(
1 +

AM

1 + 2AM
cos �

)
; (2.46)

�(r; �) =

√
− Λ

6�

k(Ar cos � + 1)

r + k(Ar cos � − 1)
; (2.47)

A = −e

r
dt+ g cos �d' ; (2.48)

3Áõôü óçìáßíåé 0 < AM

1+2AM < AM < 1
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üðïõ

k =
M

1 + AM
: (2.49)

Ïé ðáñÜìåôñïé ôïõ çëåêôñéêïý êáé ìáãíçôéêïý öïñôßïõ óõíäÝïíôáé ìå ôç ìÜæá ìÝóù ôçò
ó÷Ýóçò

e2 + g2 =
M2

1 + 2AM

(
1 +

2�Λ

9�

)
: (2.50)

Ïé óôáèåñÝò A;M; e; g óõíäÝïíôáé ìå ôçí åðéôÜ÷õíóç, ìÜæá, çëåêôñéêü êáé ìáãíçôéêü
öïñôßï áíôßóôïé÷á, üðùò ìðïñïýìå íá äïýìå ðáßñíïíôáò ôá êáôÜëëçëá üñéá.

Ãéá A = 0 êáé g = 0, e = 0 (äçëáäÞ � = −2�Λ=9) âñßóêïõìå ôç ëýóç MTZ ìéáò
ôåôñáäéÜóôáôçò ìåëáíÞò ïðÞò óå dS ÷þñï óõæåõãìÝíç ìå âáèìùôü ðåäßï [38], Ýôóé ìðïñïýìå
íá áíáãíùñßóïõìå ôï M ùò ôç ìÜæá ôçò ìç åðéôá÷õíüìåíçò ìåëáíÞò ïðÞò. Ãéá A = 0,
g = 0 âñßóêïõìå ôç ëýóç MTS ìéáò öïñôéóìÝíçò ìåëáíÞò ïðÞò ìå âáèìùôü ðåäßï [11], Ýôóé
ôï e åßíáé ôï çëåêôñéêü öïñôßï, åíþ åÜí Ý÷ïõìå êáé Λ = 0 âñßóêïõìå ôç ëýóç BBMB [8].
Ïé ôåëåõôáßåò äýï ëýóåéò ðáñïõóéÜóôçêáí óôï ÊåöÜëáéï 1. ÔÝëïò åÜí äåí Ý÷ïõìå âáèìùôü
ðåäßï Ý÷ïõìå ôç öïñôéóìÝíç C - ìåôñéêÞ ìå e = M ([18], [32], [36]).

¸÷åé åíäéáöÝñïí íá äïýìå ôç ðåñßðôùóç Λ = e = g = 0. Tüôå ôï âáèìùôü ðåäßï ãßíåôáé

�(r; �) =

√
3

4�

k(Ar cos � + 1)

r + k(Ar cos � − 1)
: (2.51)

Õðåíèõìßæïõìå üôé óôç BBMB ìåëáíÞ ïðÞ [8] ôï âáèìùôü ðåäßï áðåéñßæåôáé óôïí ïñßæïíôá
ãåãïíüôùí. Óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò r = r+ = M Ý÷ïõìå

�(r+; �) =

√
3

4�

M(AM cos � + 1)

M(1 + AM) +M(AM cos � − 1)
; (2.52)

⇒ �(r+; �) =

√
3

4�

AM cos � + 1

AM(1 + cos �)
: (2.53)

¸ôóé ôï ðåäßï åßíáé ðåðåñáóìÝíï óôïí ïñßæïíôá åêôüò áðü ôï óçìåßï � = �, äçëáäÞ
óôïí ðüëï x = −1. Èá Þôáí åðéèõìçôü íá áðáëëåßøïõìå êáé ôéò äýï êùíéêÝò áíùìáëßåò
ìå Ýíá åîùôåñéêü çëåêôñéêü ðåäßï, åöáñìüæïíôáò ôï ìç÷áíéóìü ôïõ Ernst. Óå ìéá ôÝôïéá
ðåñßðôùóç ôï ðåäßï èá Þôáí ïìáëü ðáíôïý.

Áêïëïõèþíôáò ôá ßäéá âÞìáôá ìå ðñéí, ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå ôç ìåôñéêÞ (2.44) óå
õðåñâïëéêÞ ìïñöÞ. Ïñßæïõìå

y = − 1

Ar
; (2.54)

x = cosh � : (2.55)

27



êáé ç ëýóç ãñÜöåôáé

ds2 =
1

(1 + Ar cosh �)2

[
−f(r)

r2
dt2 +

r2

f(r)
dr2 +

r2

p(�)
d�2 + r2 sinh2 �p(�)d'2

]
(2.56)

f(r) = −Λ

3
r4 −

(
1− A2r2

)
(r +M)

(
r +

M

1 + 2AM

)
; (2.57)

p(�) = (1− AM cosh �)

(
1− AM

1 + 2AM
cosh �

)
; (2.58)

�(r; �) =

√
− Λ

6�

k(Ar cosh � + 1)

r − k(Ar cosh � − 1)
; (2.59)

A = −e

r
dt+ g cosh �d' ; (2.60)

üðïõ

k =
M

1 + AM
; (2.61)

êáé ôï çëåêôñéêü êáé ìáãíçôéêü öïñôßï óõíäÝïíôáé ìå ôç ìÜæá ìÝóù ôçò ó÷Ýóçò

e2 + g2 = − M2

1 + 2AM

(
1 +

2�Λ

9�

)
: (2.62)

Ãéá A = 0 êáé g = e = 0 (äçëáäÞ � = −2�Λ=9) ðáßñíïõìå ôç ëýóç ÌÔÆ óå AdS ÷þñï [10]
(âë. Åíüôçôá 1.3).

2.4 ÓõìðåñÜóìáôá

ÐáñïõóéÜóáìå ìéá íÝá ëýóç ìéáò öïñôéóìÝíçò C - ìåôñéêÞò óõæåõãìÝíçò ìå âáèìùôü
ðåäßï ðáñïõóßá êïóìïëïãéêÞò óôáèåñÜò. Ç ãåùìåôñßá ôçò ìåôñéêÞò åßíáé ôáõôüóçìç ìå
ôçí \extremal" öïñôéóìÝíç C - ìåôñéêÞ ìå ôç äéáöïñÜ üôé ï ëüãïò öïñôßïõ ðñïò ìÜæá åßíáé
öñáãìÝíïò. Ç ëýóç ìðïñåß íá åßíáé áóõìðôùôéêÜ dS, AdS Þ Minkowski áíÜëïãá ìå ôçí ôéìÞ
ôçò êïóìïëïãéêÞò óôáèåñÜò. ÕðÜñ÷åé Ýíá äéÜóôçìá ôùí ðáñáìÝôñùí üðïõ ôï âáèìùôü ðåäßï
åßíáé ïìáëü ðÜíù êáé Ýîù áðü ôïí ïñßæïíôá. ÓõãêåêñéìÝíá ãéá Λ = 0 âëÝðïõìå üôé ôï ðåäßï
áðåéñßæåôáé ìüíï óôïí Ýíáí ðüëï ôïõ ïñßæïíôá áöïý ç åðéôÜ÷õíóç êáëýðôåé ôçí õðüëïéðç
singular åðéöÜíåéá. Õðü ìßá Ýííïéá ç åðéôÜ÷õíóç ôçò ìåëáíÞò ïðÞò ðáßæåé Ýíá ðáñüìïéï ñüëï
ìå ôçí êïóìïëïãéêÞ óôáèåñÜ üðùò óôçí ðåñßðôùóç ôùí ÂÂÌÂ êáé ÌÔÆ ëýóåùí, áëëÜ ü÷é
ôüóï þóôå íá åðéôñÝðåé scalar hair! Ãéá ìéá åðéëïãÞ ðáñáìÝôñùí, ïé êùíéêÝò áíùìáëßåò êáé
óôïõò äýï ðüëïõò áðáëåßöïíôáé, ðáñüìïéá ìå ôï üñéï Q = M ôçò öïñôéóìÝíçò C - ìåôñéêÞò
[18], [35]. Åßäáìå üôé óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ç AdS ìåëáíÞ ïðÞ ìïéÜæåé ìå ìåëáíÞ ÷ïñäÞ,
ìå ôïí ïñßæïíôá ãåãïíüôùí íá öôÜíåé óôï ÷ùñéêü Üðåéñï êáé Ý÷ïíôáò åðßðåäç ôïðïëïãßá.
Óå ìßá ðåñßðôùóç, IIb, êáé ôï âáèìùôü ðåäßï åßíáé ðáíôïý ïìáëü êáé ç ìåôñéêÞ äåí Ý÷åé
êùíéêÝò áíùìáëßåò. Ç ìåëáíÞ ïðÞ åðéôá÷ýíåôáé áðü ôçí ßäéá ìåëáíÞ ÷ïñäÞ ðïõ ðáñÝ÷åé
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ôçí êáíïíéêïðïßçóç ôçò nodal singularity. Ç ðåñßðôùóç áõôÞ åßíáé ðáñüìïéá ìå åêåßíç ðïõ
ðåñéãñÜöçêå óôï [31] ãéá ôçí AdS C - ìåôñéêÞ.

Åßäáìå üôé Ýíá óýììïñöá óõæåõãìÝíï âáèìùôü ðåäßï ðáßæåé Ýíá ðáñüìïéï ñüëï ìå Ýíáí
çëåêôñïìáãíçôéêü ôáíõóôÞ åíÝñãåéáò-ïñìÞò üóï Q = M . Èá Þôáí åíäéáöÝñïí íá äïýìå åÜí
áõôÞ ç ðáñáôÞñçóç ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß óå ìç÷áíéóìïýò åýñåóçò ëýóåùí óå ìåôñéêÝò
Weyl Þ Papapetrou ìå ôåëéêü óêïðü íá âñïýìå ìéá ëýóç ðåñéóôñåöüìåíçò ìåëáíÞò ïðÞò ìå
scalar charge.
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ÊåöÜëáéï 3

Ìéá ÍÝá ÊëÜóç Áíáëõôéêþí Ëýóåùí
Hairy Ìåëáíþí Ïðþí

3.1 ÅéóáãùãÞ

Óå áõôü ôï ÊåöÜëáéï èá ðáñïõóéÜóïõìå ìéá íÝá êëÜóç ëýóåùí ìåëáíþí ïðþí åëÜ÷éóôá
óõæåõãìÝíùí ìå Ýíá âáèìùôü ðåäßï ðáñïõóßá áñíçôéêÞò êïóìïëïãéêÞò óôáèåñÜò. Èåù-
ñïýìå ìéá ìïíïðáñáìåôñéêÞ ïéêïãÝíåéá áõôï-áëëçëåðéäñþíôùí äõíáìéêþí, ðáñáìåôñïðïéç-
ìÝíùí áðü ìéá áäéÜóôáôç óôáèåñÜ g. ¼ôáí g = 0, áíáêôïýìå ôç óýììïñöá áíáëëïßùôç
ëýóç ìåëáíÞò ïðÞò ôùí Martinez-Troncoso-Zanelli (MTZ). ¸íá ìç ìçäåíéêü g óçìáßíåé
áðïìÜêñõíóç áðü ôç óýììïñöç áíáëëïéüôçôá. ÈåñìïäõíáìéêÜ, õðÜñ÷åé ìéá êñßóéìç èåñìï-
êñáóßá óå ìçäåíéêÞ ìÜæá, üðïõ óõìâáßíåé ìéá áíþôåñçò ôÜîçò áëëáãÞ öÜóçò, üðùò êáé óôçí
ðåñßðôùóç ôçò ÌÔÆ. Åðéðñüóèåôá, ðáñáôçñïýìå Ýíá êëÜäï hairy ëýóåùí ðïõ õößóôáíôáé
ìéá ðñþôçò ôÜîåùò áëëáãÞ öÜóçò óå ìéá äåýôåñç êñßóéìç èåñìïêñáóßá ç ïðïßá åîáñôÜôáé
áðü ôï g êáé åßíáé õøçëüôåñç áðü ôç êñßóéìç èåñìïêñáóßá ôçò ÌÔÆ. Êáèþò ôï g → 0, áõôÞ
ç äåýôåñç êñßóéìç èåñìïêñáóßá áðïêëßíåé.

Ïé ôåôñáäéÜóôáôåò ëýóåéò ìåëáíþí ïðþí åíüò óõóôÞìáôïò üðïõ ç âáñýôçôá ôïõ Ein-
stein åßíáé óõæåõãìÝíç ìå Ýíá âáèìùôü ðåäßï, áðïôåëïýí áíôéêåßìåíï ìåëÝôçò åäþ êáé ðïëëÜ
÷ñüíéá. ÅñùôÞìáôá ðïõ áöïñïýí óôçí ýðáñîÞ ôïõò, ìïíáäéêüôçôá êáé óôáèåñüôçôÜ ôïõò
áíáæçôïýí áðáíôÞóåéò óå üëï áõôü ôï äéÜóôçìá. Ïé ëýóåéò Kerr êáé Kerr-Newman, ôåôñá-
äéÜóôáôùí áóõìðôùôéêÜ åðßðåäùí ìåëáíþí ïðþí óôï êåíü Þ óõæåõãìÝíùí ìå çëåêôñïìá-
ãíçôéêü ðåäßï, åðÝâáëëáí ðïëý áõóôçñÝò ðñïûðïèÝóåéò ãéá ôçí ýðáñîÞ ôïõò õðü ôç ìïñöÞ
ôùí èåùñçìÜôùí no-hair. Óôçí ðåñßðôùóç åíüò åëÜ÷éóôá óõæåõãìÝíïõ âáèìùôïý ðåäßïõ óå
áóõìðôùôéêÜ åðßðåäï ÷ùñü÷ñïíï, áõôÜ ôá èåùñÞìáôá áðïäåß÷ôçêáí åðéâÜëëïíôáò óõíèÞêåò
ãéá ôï äõíáìéêü áõôï-áëëçëåðßäñáóçò [40]. ÁõôÜ ôá èåùñÞìáôá åðßóçò ãåíéêåýôçêáí ãéá
ìç-åëÜ÷éóôá óõæåõãìÝíá âáèìùôÜ ðåäßá [41].

Ãéá áóõìðôùôéêÜ åðßðåäï ÷ùñü÷ñïíï, ìéá ôåôñáäéÜóôáôç ìåëáíÞ ïðÞ óõæåõãìÝíç ìå
âáèìùôü ðåäßï ìå ìçäåíéêü äõíáìéêü åßíáé ãíùóôÞ áðü ôéò áñ÷Ýò ôçò äåêáåôßáò ôïõ 1970 [8].
¼ìùò, ôï ðåäßï áðïêëßíåé óôïí ïñßæïíôá êáé åðéðëÝïí ç ëýóç äåí åßíáé åõóôáèÞò [42], Ýôóé äåí
õðÜñ÷åé ðáñáâßáóç ôùí èåùñçìÜôùí. Óôçí ðåñßðôùóç èåôéêÞò êïóìïëïãéêÞò óôáèåñÜò ìå
Ýíá åëÜ÷éóôá óõæåõãìÝíï ðåäßï êáé ìå äõíáìéêü, áíáëõôéêÝò ëýóåéò ìåëáíþí ïðþí âñÝèçêáí
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óôï [43] êáèþò êáé áñéèìçôéêÜ óôï [44], áëëÜ Þôáí áóôáèÞò. ÅÜí ôï ðåäßï åßíáé ìç-åëÜ÷éóôá
óõæåõãìÝíï, õðÜñ÷åé ëýóç ìå Ýíá �4 äõíáìéêü [38], áëëÜ êáé áõôÞ áðïäåß÷ôçêå üôé åßíáé
áóôáèÞò [9, 45].

Óôçí ðåñßðôùóç áñíçôéêÞò êïóìïëïãéêÞò óôáèåñÜò, åõóôáèåßò ëýóåéò âñÝèçêáí áñéèìç-
ôéêÜ ãéá óöáéñéêÝò ãåùìåôñßåò [46, 47] êáé ìéá áêñéâÞò áíáëõôéêÞ ëýóç óå áóõìðôùôéêÜ
AdS ÷þñï ìå õðåñâïëéêü ïñßæïíôá âñÝèçêå óôï [10] üðùò åßäáìå êáé óôçí Åíüôçôá 1.3, åíþ
ãåíéêåýôçêå áñãüôåñá þóôå íá ðåñéëáìâÜíåé çëåêôñéêü öïñôßï [11] (Åíüôçôá 1.4). ÁõôÞ ç
ëýóç åßíáé åõóôáèÞò óå äéáôáñá÷Ýò ãéá áñíçôéêÞ ìÜæá êáé ìðïñåß íá åêäçëþóåé áóôÜèåéåò ãéá
èåôéêÞ ìÜæá [48]. Ç èåñìïäõíáìéêÞ áõôÞò ôçò ëýóçò ìåëåôÞèçêå óôï [10] üðïõ âñÝèçêå üôé
õðÜñ÷åé ìéá äåýôåñçò ôÜîç áëëáãÞ öÜóçò ôçò hairy ìåëáíÞò ïðÞò óå ìéá êáèáñÜ ôïðïëïãéêÞ
ìåëáíÞ ïðÞ ÷ùñßò hair. Ï áíáëõôéêüò êáé áñéèìçôéêüò õðïëïãéóìüò ôùí quasi-normal modes
âáèìùôþí, çëåêôñïìáãíçôéêþí êáé ôáíõóôéêþí äéáôáñá÷þí áõôþí ôùí ìåëáíþí ïðþí åðé-
âåâáßùóå áõôÞí ôç óõìðåñéöïñÜ [49]. Ìéá ðåíôáäéÜóôáôç Schwarzschild-AdS ìåëáíÞ ïðÞ
óõæåõãìÝíç ìå âáèìùôü ðåäßï óõæçôÞèçêå óôï [51], åíþ äéëáôïíéêÝò ëýóåéò ìåëáíþí ïðþí
ìå Ýíáí üñï Gauss-Bonnet óå äéÜöïñåò äéáóôÜóåéò óõæçôÞèçêáí óôï [52].

Áðü ìßá ãíùóôÞ ëýóç ìåëáíÞò ïðÞò óõæåõãìÝíçò ìå âáèìùôü ðåäßï, Üëëåò ëýóåéò ìðï-
ñïýí íá âñåèïýí ìÝóù ìéáò óýììïñöçò áðåéêüíéóçò (conformal mappings) [53]. Óå üëåò ôéò
ëýóåéò óôï Einstein frame ôï ðåäßï åßíáé åëÜ÷éóôá óõæåõãìÝíï óôç âáñýôçôá. Åöáñìüæï-
íôáò Ýíá óýììïñöï ìåôáó÷çìáôéóìü óå áõôÝò ôéò ëýóåéò, Üëëåò ëýóåéò ìðïñïýí íá âñåèïýí
óôï Jordan frame ïé ïðïßåò äåí åßíáé öõóéêÜ éóïäýíáìåò ìå ôéò ðñïçãïýìåíåò [54]. Ôï
ðåäßï óôï Jordan frame åßíáé ìç-åëÜ÷éóôá óõæåõãìÝíï ìå ôç âáñýôçôá êáé áõôÞ ç óýæåõîç
÷áñáêôçñßæåôáé áðü ìßá áäéÜóôáôç ðáñÜìåôñï �. ÕðÜñ÷ïõí éó÷õñÜ èåùñçôéêÜ, áóôñïöõ-
óéêÜ êáé êïóìïëïãéêÜ åðé÷åéñÞìáôá (ãéá ìßá åðéóêüðçóç äåò [54]) ôá ïðïßá äßíïõí ôçí ôéìÞ
� = 1=6. ÅÜí ôï äõíáìéêü ôïõ ðåäßïõ åßíáé ìçäÝí Þ ôÝôáñôçò äýíáìçò, ç èåùñßá åßíáé óýì-
ìïñöá áíáëëïßùôç. áëëéþò Ýíá ìç ôåñéììÝíï äõíáìéêü åéóÜãåé ìßá êëßìáêá óôç èåùñßá êáé
ç óýììïñöç áíáëëïéüôçôá óðÜåé.

Óôç óõíÝ÷åéá ëïéðüí èá ðáñïõóéÜóïõìå ìéá êëÜóç ëýóåùí ìåëáíþí ïðþí ôåôñáäéÜóôáôçò
âáñýôçôáò óõæåõãìÝíçò ìå Ýíá âáèìùôü ðåäßï êáé ìå êïóìïëïãéêÞ óôáèåñÜ. Áíáëýïõìå ôç
äïìÞ êáé ìåëåôÜìå ôéò éäéüôçôåò áõôþí ôùí ëýóåùí óôï Einstein frame. Óå áõôü ôï frame,
ôï äõíáìéêü ôïõ ðåäßïõ ÷áñáêôçñßæåôáé áðü ìßá áäéÜóôáôç ðáñÜìåôñï g. ÅÜí áõôÞ ç ðáñÜìå-
ôñïò ìçäåíéóôåß, ôüôå îáíáâñßóêïõìå ôéò ãíùóôÝò ëýóåéò ìåëáíþí ïðþí åëÜ÷éóôçò óýæåõîçò
ìå âáèìùôü ðåäßï óå (Á)dS ÷þñï [38, 10]. Ìåôáó÷çìáôßæïíôáò áõôÝò ôéò ëýóåéò óôï Jordan
frame, ç ðáñÜìåôñïò g ìðïñåß íá åéäùèåß ùò ìßá áðüêëéóç áðü ôç óýììïñöç áíáëëïéüôçôá.
Áõôü ôï óðÜóéìï ôçò óýììïñöçò áíáëëïéüôçôáò åðéôñÝðåé ôçí ïðéóèïóêÝäáóç ôùí êõìÜôùí
ôïõ âáèìùôïý ðåäßïõ óôï êáìðõëùìÝíï õðüâáèñï ôïõ ÷ùñü÷ñïíïõ, êáé ôç äçìéïõñãßá \ïõ-
ñþí" áêôéíïâïëßáò. Áõôü ôï öáéíüìåíï ìðïñåß íá Ý÷åé óçìáíôéêÜ ðáñáôçñÞóéìåò óõíÝðåéåò
óôçí êïóìïëïãßá [55].

Áêïëïõèþíôáò ôï [56], åêôåëïýìå ìéá äéáôáñáêôéêÞ áíÜëõóç åõóôÜèåéáò ôùí ëýóåùí.
Âñßóêïõìå üôé ç hairy ìåëáíÞ ïðÞ åßíáé åõóôáèÞò êïíôÜ óôï óýììïñöï óçìåßï åÜí ç ìÜæá
åßíáé áñíçôéêÞ êáé ìðïñåß íá åêäçëþóåé áóôÜèåéåò óôçí ðåñßðôùóç èåôéêÞò ìÜæáò. Åðßóçò
ìåëåôïýìå ôç èåñìïäõíáìéêÞ ôùí ëýóåùí. Õðïëïãßæïíôáò ôçí åëåýèåñç åíÝñãåéá, âñßóêïõìå
üôé õðÜñ÷åé ìßá êñßóéìç èåñìïêñáóßá ðÜíù áðü ôçí ïðïßá ç hairy ìåëáíÞ ïðÞ ÷Üíåé ôï hair
ôçò óå ìßá ìåëáíÞ ïðÞ óôï êåíü. ÁõôÞ ç êñßóéìç èåñìïêñáóßá óõìâáßíåé óå Ýíá óçìåßï
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üðïõ ç ìÜæá ôçò ìåëáíÞò ïðÞò áëëÜæåé ðñüóçìï, üðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç ôçò ÌÔÆ [10].
Åßíáé áñêåôÜ åíäéáöÝñïí üôé õðÜñ÷åé Üëëç ìßá áëëáãÞ öÜóçò óå ìßá õøçëüôåñç èåñìïêñá-
óßá, ç ïðïßá åßíáé ðñþôçò ôÜîçò êáé ðåñéëáìâÜíåé Ýíáí äéáöïñåôéêü êëÜäï ôçò ëýóçò ìáò.
ÁõôÞ íÝá êñßóéìç èåñìïêñáóßá áðïêëßíåé êáèþò ç óôáèåñÜ óýæåõîçò ôïõ äõíáìéêïý g → 0.
ÁõôÝò ïé áêñéâåßò ëýóåéò ìåëáíþí ïðþí ìðïñïýí íá Ý÷ïõí åíäéáöÝñïõóåò åöáñìïãÝò óå
ïëïãñáöéêïýò õðåñáãùãïýò [57, 58], üðïõ íÝïé ôýðïé ïëïãñáöéêþí õðåñáãùãþí ìðïñïýí íá
êáôáóêåõáóôïýí [48, 59].

Ç äïìÞ ôïõ Êåöáëáßïõ Ý÷åé ùò åîÞò. Óôçí Åíüôçôá 3.2 åéóÜãïõìå ôï äõíáìéêü êáé
ðáñïõóéÜæïõìå ôç ëýóç. Óôçí Åíüôçôá 3.3 óõæçôÜìå ôç èåñìïäõíáìéêÞ ôçò ëýóçò. Óôçí
Åíüôçôá 3.4 êÜíïõìå ìßá äéáôáñáêôéêÞ áíÜëõóç åõóôÜèåéáò. ÔÝëïò óôçí Åíüôçôá 3.5 ðá-
ñïõóéÜæïõìå ôá óõìðåñÜóìáôá.

3.2 ÌåëáíÞ ÏðÞ ìå Scalar Hair

Ãéá íá âñïýìå ìßá ëýóç ìå âáèìùôü ðåäßï, îåêéíÜìå ìå ìßá 4{äéÜóôáôç äñÜóç ç ïðïßá
Ý÷åé ôïí Einstein-Hilbert üñï ìå áñíçôéêÞ êïóìïëïãéêÞ óôáèåñÜ Λ, ìáæß ìå Ýíá âáèìùôü
ðåäßï,

I =

∫
d4x

√
−g
[
R− 2Λ

16�G
− 1

2
g��@��@��− V (�)

]
; (3.1)

üðïõ G åßíáé ç óôáèåñÜ ôïõ Newton êáé R ï âáèìùôüò Ricci. Ïé åîéóþóåéò ðåäßïõ åßíáé

G�� + Λg�� = 8�GTmatter
�� ;

2� =
dV

d�
; (3.2)

ìå ôïí ôáíõóôÞ åíÝñãåéáò-ïñìÞò íá äßíåôáé áðü

Tmatter
�� = @��@��− 1

2
g��g

��@��@��− g��V (�) : (3.3)

Ôï äõíáìéêü ôïõ ðåäßïõ åßíáé
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Λ
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[
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(√
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(
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√
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)]
(3.4)

ìå óôáèåñÜ óýæåõîçò g. ¼ôáí g = 0 ðáßñíïõìå ôç äñÜóç ôçò ÌÔÆ ìåëáíÞò ïðÞò [10]. ÁõôÞ
ç ìïñöÞ ôïõ äõíáìéêïý åðéëÝ÷èçêå þóôå ïé åîéóþóåéò ðåäßïõ íá ëýíïíôáé áíáëõôéêÜ. Ç ðïéï-
ôéêÞ öýóç ôùí áðïôåëåóìÜôùí ìáò äåí åîáñôÜôáé áðü ôç ëåðôïìåñÞ ìïñöÞ ôïõ äõíáìéêïý.
¸íá ðáñüìïéï äõíáìéêü èåùñÞèçêå óå äéáöïñåôéêü ðëáßóéï óôï [43] (äåò åðßóçò ôï [59] ãéá

33



ôçí åîáãùãÞ äõíáìéêïý ðïõ äßíåé áíáëõôéêÞ ëýóç ãéá óöáéñéêü ïñßæïíôá). ÅÜí êÜðïéïò ðÜåé
óôï Jordan frame, óôï ïðïßï ôï âáèìùôü ðåäßï õðáêïýåé óôçí åîßóùóç Klein-Gordon

2�− �R�− dV

d�
= 0 ; (3.5)

ìå � = 1=6, ôï äõíáìéêü Ý÷åé ôç ìïñöÞ

V (�) = −2�GΛ

9
�4 − gΛ

16�G

[√
16�G

3
�

(
1− 4�G

3
�2 +
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9

�2
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3

�2

)

−
(
1− 4�G

3
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)(
1 +

4�G

3
�2

)
ln

1 +
√

4�G
3

�

1−
√

4�G
3
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 : (3.6)

Ðñïöáíþò, ôï âáèìùôü ðåäßï åßíáé óýììïñöá óõæåõãìÝíï áëëÜ ç óýììïñöç áíáëëïéüôçôá
óðÜåé ãéá ìç{ìçäåíéêÞ ôéìÞ ôïõ g.

Ç ìÜæá ôïõ ðåäßïõ äßíåôáé áðü

m2 = V ′′(0) = − 2

l2
(3.7)

üðïõ ïñßóáìå Λ = −3=l2. Óçìåéþíïõìå üôé åßíáé áíåîÜñôçôï áðü ôï g êáé óõìðßðôåé ìå
ôç ìÜæá ôïõ ðåäßïõ ôçò ÌÔÆ ìåëáíÞò ïðÞò [10]. ÁóõìðôùôéêÜ (r → ∞), ôï âáèìùôü

ðåäßï óõìðåñéöÝñåôáé ùò � ∼ r−∆± üðïõ ∆± = 3
2
±
√

9
4
+m2l2. Óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò

∆+ = 2 êáé ∆− = 1. Êáé ïé äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò åßíáé áðïäåêôÝò êáèþò êáé ïé
äýï äßíïõí êáíïíéêïðïéÞóéìá modes. Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìåéêôÝò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò
(êáèþò r → ∞)

�(r) =
�

r
+
c�2

r2
+ : : : ; c = −

√
4�G

3
< 0 : (3.8)

ÁõôÞ ç åðéëïãÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ c óõìðßðôåé ìå ôçò ëýóçò MTZ [10].
Ëýóåéò ôùí åîéóþóåùí ôïõ Einstein ìå ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (3.8) Ý÷ïõí âñåèåß óôçí

ðåñßðôùóç óöáéñéêþí ïñéæüíôùí êáé Ý÷åé äåé÷èåß üôé åßíáé áóôáèåßò [56]. Óå áõôÞí ôçí
ðåñßðôùóç, ãéá � > 0, Ý÷åé äåé÷èåß üôé c < 0 ðÜíôïôå êáé ç hairy ìåëáíÞ ïðÞ Ý÷åé èåôéêÞ
ìÜæá. Áðü ôçí Üëëç, ç ìåëáíÞ ïðÞ ÌÔÆ, ç ïðïßá Ý÷åé õðåñâïëéêü ïñßæïíôá êáé õðáêïýåé
óôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (3.8) ìå c < 0, ìðïñïýí íá åßíáé åõóôáèåßò åÜí Ý÷ïõí áñíçôéêÞ
ìÜæá [48]. Áõôü åßíáé áäýíáôï ãéá óöáéñéêïýò ïñßæïíôåò åðåéäÞ ðÜíôïôå ðåñéÝ÷ïõí ìåëáíÝò
ïðÝò èåôéêÞò ìÜæáò. Ç áñéèìçôéêÞ ôéìÞ ôïõ c äåí åßíáé óçìáíôéêÞ (åêôüò áðü ôï ãåãïíüò
üôé c 6= 0) êáé åðéëÝãåôáé üðùò óôçí åîßóùóç (3.8) ãéá åõêïëßá.

Ïé åîéóþóåéò ðåäßïõ åðéäÝ÷ïíôáé ëýóåéò ðïõ åßíáé ìåëáíÝò ïðÝò ôïðïëïãßáò R2×Σ, üðïõ
Σ åßíáé ìéá äõäéÜóôáôç ðïëëáðëüôçôá áñíçôéêÞò óôáèåñÞò êáìðõëüôçôáò. ÌåëáíÝò ïðÝò ìå
áñíçôéêÞ óôáèåñÞ êáìðõëüôçôá åßíáé ãíùóôÝò ùò ôïðïëïãéêÝò ìåëáíÝò ïðÝò (TBHs - äåò
ãéá ðáñÜäåéãìá [4, 60]). Ç ðéï áðëÞ ëýóç ãéá Λ = −3=l2 åßíáé

ds2 = −fTBH(�)dt2 +
1

fTBH(�)
d�2 + �2d�2 ; fTBH(�) =

�2

l2
− 1− �0

�
; (3.9)
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üðïõ �0 åßíáé ìßá óôáèåñÜ ç ïðïßá åßíáé áíÜëïãç ôçò ìÜæáò êáé åßíáé öñáãìÝíç áðü êÜôù
(�0 ≥ − 2

3
√
3
l), d�2 åßíáé ôï line element ôçò äõäéÜóôáôçò ðïëëáðëüôçôáò Σ ç ïðïßá åßíáé

ôïðéêÜ éóïìïñöéêÞ óôçí õðåñâïëéêÞ ðïëëáðëüôçôá H2 êáé ôçò ìïñöÞò

Σ = H2=Γ , Γ ⊂ O(2; 1) ; (3.10)

ìå Γ ìßá åëåõèÝñùò äñþóá äéáêñéôÞ õðïïìÜäá éóïìåôñéþí. Ôï line element d�2 ôïõ Σ ìðïñåß
íá ãñáöåß ùò

d�2 = d�2 + sinh2 �d'2 ; (3.11)

ìå � ≥ 0 êáé 0 ≤ � < 2� ôéò óõíôåôáãìÝíåò ôïõ õðåñâïëéêïý ÷þñïõ H2 Þ øåõäïóöáßñáò,
ï ïðïßïò åßíáé Ýíáò ìç-óõìðáãÞò äõäéÜóôáôïò ÷þñïò óôáèåñÞò áñíçôéêÞò êáìðõëüôçôáò.
Áõôüò ï ÷þñïò ãßíåôáé óõìðáãÞò, óôáèåñÞò áñíçôéêÞò êáìðõëüôçôáò ìå genus g ≥ 2 ôáõ-
ôßæïíôáò, óýìöùíá ìå ôïõò êáíüíåò ôçò äéáêñéôÞò õðïïìÜäáò Γ, ôéò áðÝíáôé Üêñåò åíüò
4g-ðëåõñïõ ðïëõãþíïõ ôïõ ïðïßïõ ïé ðëåõñÝò åßíáé ãåùäáéôéêÝò êáé âñßóêåôáé óôçí áñ÷Þ
� = ' = 0 ôçò øåõäïóöáßñáò. Ôï ïêôÜãùíï åßíáé ôï ðéï áðëü ðïëýãùíï, äßíïíôáò ìßá
óõìðáãÞ åðéöÜíåéá genus g = 2 êÜôù áðü áõôÝò ôéò ôáõôïðïéÞóåéò. ¸ôóé, ç äõäéÜóôáôç
ðïëëáðëüôçôá Σ åßíáé ìßá óõìðáãÞò Riemann 2-åðéöÜíåéá ìå genus g ≥ 2. Ôï line element
ôçò åîßóùóçò (3.9) åßíáé Ýíáò áóõìðôùôéêÜ ôïðéêÜ ÁdS ÷ùñü÷ñïíïò. Ç äïìÞ ôïõ ïñßæïíôá
ôçò (3.9) êáèïñßæåôáé áðü ôéò ñßæåò ôçò óõíÜñôçóçò fTBH(�), äçëáäÞ

fTBH(�) =
�2

l2
− 1− �0

�
= 0 : (3.12)

Ãéá− 2
3
√
3
l < �0 < 0, ç åîßóùóç Ý÷åé äýï äéáêñéôÝò ìç{åêöõëéóìÝíåò ëýóåéò, ðïõ áíôéóôïé÷ïýí

óå Ýíáí åóùôåñéêü êáé Ýíáí åîùôåñéêü ïñßæïíôá �− êáé �+ áíôßóôïé÷á. Ãéá �0 ≥ 0, ç
fTBH(�) Ý÷åé ìüíï ìßá ìç{åêöõëéóìÝíç ñßæá, Ýôóé ç ìåëáíÞ ïðÞ (3.9) Ý÷åé ìüíï Ýíáí ïñßæïíôá
�+. Ïé ïñßæïíôåò êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò ôïõ �0 Ý÷ïõí ôç ìç{ôåôñéììÝíç ôïðïëïãßá ôçò
ðïëëáðëüôçôáò Σ. Óçìåéþíïõìå üôé ãéá �0 = − 2

3
√
3
l, ç fTBH(�) Ý÷åé ìßá åêöõëéóìÝíç ñßæá,

áëëÜ ï ïñßæïíôáò äåí ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò ïñßæïíôáò ìåëáíÞò ïðÞò.
Ôï óýíïñï Ý÷åé ôç ìåôñéêÞ

ds2@ = −dt2 + l2d�2 ; (3.13)

Ýôóé ÷ùñéêÜ åßíáé ìßá õðåñâïëéêÞ ðïëëáðëüôçôá áêôßíáò l (êáé êáìðõëüôçôáò −1=l).
Ç äñÜóç (3.1) ìå ôï äõíáìéêü ôçò åîßóùóçò (3.4) äÝ÷åôáé ìßá óôáôéêÞ ëýóç ìåëáíÞò ïðÞò

ìå ôïðïëïãßá R2 × Σ êáé ìå scalar hair, ç ïðïßá äßíåôáé áðü

ds2 =
r(r + 2r0)

(r + r0)2

[
−F (r)dt2 +

dr2

F (r)
+ r2d�2

]
; (3.14)

üðïõ

F (r) =
r2

l2
− g

r0
l2
r − 1 + g

r20
l2

−
(
1− 2g

r20
l2

)
r0
r

(
2 +

r0
r

)
+ g

r2

2l2
ln

(
1 +

2r0
r

)
; (3.15)

åíþ ôï âáèìùôü ðåäßï äßíåôáé áðü

�(r) =

√
3

4�G
arctanh

(
r0

r + r0

)
; (3.16)

êáé õðáêïýåé óôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (3.8) üðùò ó÷åäéÜóôçêå.
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3.3 ÈåñìïäõíáìéêÞ

Ãéá íá ìåëåôÞóïõìå ôç èåñìïäõíáìéêÞ ôçò ìåëáíÞò ïðÞò èåùñïýìå ôçí Åõêëßäåéá óõíÝ-
÷åéá (t → i�) ôçò äñÜóçò óå ×áìéëôïíéáíÞ ìïñöÞ

I =

∫ [
�ij ġij + p�̇−NH−N iHi

]
d 3xdt+B; (3.17)

üðïõ �ij êáé p ïé óõæõãåßò ïñìÝò ôçò ìåôñéêÞò êáé ôïõ ðåäßïõ áíôßóôïé÷á êáé B Ýíáò åðéöá-
íåéáêüò üñïò. Ç ëýóç ãñÜöåôáé:

ds2 = N2(r)f 2(r)d� 2 + f −2(r)dr2 +R2(r)d�2 (3.18)

üðïõ

N(r) =
r(r + 2r0)

(r + r0)2
; f 2(r) =

(r + r0)
2

r(r + 2r0)
F (r) ; R2(r) =

r3(r + 2r0)

(r + r0)2
; (3.19)

ìå ðåñéïäéêü � , ç ðåñßïäïò ôïõ ïðïßïõ åßíáé áíôßóôñïöç ôçò èåñìïêñáóßáò, � = 1=T .
Ç ×áìéëôïíéáíÞ äñÜóç ãßíåôáé

I = −� �
∫ ∞

r+

N(r)H(r)dr +B; (3.20)

üðïõ � ôï åìâáäüí ôïõΣ êáé

H = NR2

[
1

8�G

(
(f 2)′R ′

R
+

2f 2R ′′

R
+

1

R 2
(1 + f 2) + Λ

)
+

1

2
f 2(�′)2 + V (�)

]
: (3.21)

Ç Åõêëßäåéá ëýóç åßíáé óôáôéêÞ êáé éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóç H = 0. ¸ôóé, ç ôéìÞ ôçò äñÜóçò
óôï êëáóéêü üñéï åßíáé áðëþò ï åðéöáíåéáêüò üñïò B, ï ïðïßïò ðñÝðåé íá ìåãéóôïðïéåß ôç
äñÜóç ìÝóá óôçí êëÜóç ôùí èåùñïýìåíùí ðåäßùí.

Õðïëïãßæïõìå ôç äñÜóç üôáí ïé åîéóþóåéò ðåäßïõ éó÷ýïõí. Ç óõíèÞêç üôé ïé åðéôñåðü-
ìåíåò ãåùìåôñßåò äåí ðñÝðåé íá Ý÷ïõí êùíéêÝò áíùìáëßåò óôïí ïñßæïíôá, óõíåðÜãåôáé

T =
F ′(r+)

4�
: (3.22)

Èåùñþíôáò ìåãáëïêáíïíéêÞ êáôáíïìÞ (äçëáäÞ èåùñþíôáò óôáèåñÞ ôç èåñìïêñáóßá), ç ìå-
ôáâïëÞ ôïõ åðéöáíåéáêïý üñïõ åßíáé

�B ≡ �B� + �BG ;

üðïõ

�BG =
��

8�G

[
N
(
RR ′�f 2 − (f 2)′R�R

)
+ 2f 2R

(
N�R ′ −N ′�R

)]∞
r+
; (3.23)
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êáé ç óõíåéóöïñÜ áðü ôï âáèìùôü ðåäßï éóïýôáé ìå

�B� = ��NR 2f 2�′��
∣∣∞
r+
: (3.24)

Ãéá ôç ìåôñéêÞ, ç ìåôáâïëÞ ôùí ðåäßùí óôï Üðåéñï äßíåé

�f 2
∣∣
∞ =

(
2

l2
r0 −

2(3 + (9− 8g)r20=l
2)

3r
− 4r0(1− 4r20=l

2)

r2
+O(r−3)

)
�r0 ;

��
∣∣
∞ =

√
3

4�G

(
1

r
− 2r0

r2
+O(r−3)

)
�r0 ;

�R
∣∣
∞ =

(
−r0
r
+

3r20
r2

+O(r−3)

)
�r0 ; (3.25)

Ýôóé

�BG

∣∣
∞ =

��

8�G

(
6r0(r − 4(1− 2g=9)r0)

l2
− 2 +O(r−1)

)
�r0 ;

�B�

∣∣
∞ =

��

8�G

(
− 6r0(r − 4r0)

l2
+O(r−1)

)
�r0 : (3.26)

Ï åðéöáíåéáêüò üñïò óôï Üðåéñï åßíáé

B
∣∣
∞ = −��(3− 8gr20=l

2)

12�G
r0 : (3.27)

Ç ìåôáâïëÞ ôïõ åðéöáíåéáêïý üñïõ óôïí ïñßæïíôá ìðïñåß íá âñåèåß ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò
ó÷Ýóåéò:

�R|r+ = �R(r+)− R ′|r+ �r+ ;

�f 2
∣∣
r+

= − (f 2)′
∣∣
r+
�r+ :

Ðáñáôçñïýìå üôé ôï �B�|r+ ìçäåíßæåôáé, áöïý f2(r+) = 0, êáé

�B|r+ = − ��

16�G
N(r+) (f

2)′
∣∣
r+
�R 2(r+)

= − �

4G
�R 2(r+) :

¸ôóé ï åðéöáíåéáêüò üñïò óôïí ïñßæïíôá åßíáé

B|r+ = − �

4G
R 2(r+) : (3.28)

ÅðïìÝíùò, üôáí éêáíïðïéïýíôáé ïé åîéóþóåéò ðåäßïõ, ç Åõêëßäåéá äñÜóç ãñÜöåôáé

I = −��(3− 8gr20=l
2)

12�G
r0 +

�

4G
R 2(r+) : (3.29)
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Ç Åõêëßäåéá äñÜóç óõíäÝåôáé ìå ôçí åëåýèåñç åíÝñãåéá ìÝóù ôçò ó÷Ýóçò I = −�F . Ïðüôå
âñßóêïõìå

I = S − �M ; (3.30)

üðïõ M êáé S ç ìÜæá êáé ç åíôñïðßá áíôßóôïé÷á.

M =
�(3− 8gr20=l

2)

12�G
r0 ; S =

�

4G
R2(r+) =

AH

4G
(3.31)

Ìðïñïýìå åýêïëá íá äïýìå üôé ï 1ïò èåñìïäõíáìéêüò íüìïò dM = TdS éó÷ýåé. Ãéá g = 0, ïé
ðáñáðÜíù åêöñÜóåéò éóïýôáé ìå ôéò áíôßóôïé÷åò ãéá ôçí ÌÔÆ ìåëáíÞ ïðÞ [10]. ÅíáëëáêôéêÜ,
ç ìÜæá ôçò ìåëáíÞò ïðÞò ìðïñåß íá âñåèåß ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç ìÝèïäï Ashtekar-Das [61].
Ï õðïëïãéóìüò åðéâåâáéþíåé ôï áðïôÝëåóìá ãéá ôçí Ýêöñáóç (3.31) ôçò ìÜæáò.

Óôçí ðåñßðôùóç ôçò ôïðïëïãéêÞò ìåëáíÞò ïðÞò (3.12) ç èåñìïêñáóßá, åíôñïðßá êáé ìÜæá
åßíáé áíôßóôïé÷á,

TÔÂÇ =
3

4�l

(
�+
l

− l

3�+

)
; STBH =

��2+
4G

; MTBH =
��+
8�G

(
�2+
l2

− 1

)
; (3.32)

êáé åðßóçò éêáíïðïéåßôáé ï íüìïò dM = TdS.
Óçìåéþíïõìå üôé, óôï üñéï r0 → 0; F (r) → r2

l2
− 1 ëüãù ôçò åîßóùóçò (3.15), êáé

ç áíôßóôïé÷ç èåñìïêñáóßá (3.22) ãßíåôáé T = 1
2�l
; ðïõ éóïýôáé ìå ôçí èåñìïêñáóßá ôçò

ôïðïëïãéêÞò ìåëáíÞò ïðÞò (3.32) óôï üñéï �0 → 0 (�+ → 1). Ôï êïéíü üñéï

ds2AdS = −
[
r2

l2
− 1

]
dt2 +

[
r2

l2
− 1

]−1

dr2 + r2d�2 (3.33)

åßíáé ìßá ðïëëáðëüôçôá áñíçôéêÞò óôáèåñÞò êáìðõëüôçôáò êáé Ý÷åé ïñßæïíôá ãåãïíüôùí óôï
r = l. Ç TBH êáé ç äéêÞ ìáò ëýóç ôáéñéÜæïõí óõíå÷þò óôçí êñßóéìç èåñìïêñáóßá

T0 =
1

2�l
; (3.34)

ðïõ áíôéóôïé÷åß óå MTBH = M = 0, ìå ôçí (3.33) íá áðïôåëåß ìéá ìåôáâáôéêÞ ëýóç.
Óôçí êñßóéìç èåñìïêñáóßá (3.34) ðáñáôçñåßôáé ìßá áëëáãÞ öÜóçò üðùò êáé óôçí ðåñß-

ðôùóç ôçò ÌÔÆ ìåëáíÞò ïðÞò (ìå g = 0). ÅéóÜãïíôáò ôïõò üñïõò ìå g 6= 0 óôï äõíáìéêü
äåí ðáñáôçñåßôáé ðïéïôéêÞ áëëáãÞ ôùí áðïôåëåóìÜôùí.

Óôç óõíÝ÷åéá èá áíáëýóïõìå ëåðôïìåñþò ôç èåñìïäõíáìéêÞ åîåôÜæïíôáò äéÜöïñåò ôéìÝò
ôçò óôáèåñÜò óýæåõîçò g. Ãéá åõêïëßá èá äïõëÝøïõìå óå ìïíÜäåò üðïõ l = 1. Îåêé-
íïýìå ìå Ýíá ãåùìåôñéêü ÷áñáêôçñéóôéêü ôçò ìåëáíÞò ïðÞò, ôïí ïñßæïíôá r+ (ñßæá ôçò F (r)
(åî. (3.15)). Óôï äéÜãñáììá 3.1 âëÝðïõìå ôçí r0 åîÜñôçóç ôïõ ïñßæïíôá ãéá áíôéðñïóùðåõ-
ôéêÝò ôéìÝò ôçò óôáèåñÜò óýæåõîçò, g = 3 êáé g = 0:0005: Ðáñáôçñïýìå üôé, ãéá g = 3;
ï ïñßæïíôáò ìðïñåß íá áíôéóôïé÷åß óå ðåñéóóüôåñåò áðü ìßá ôéìÝò ôçò ðáñáìÝôñïõ r0: Ãéá
g = 0:0005 âëÝðïõìå üôé, åðéðñüóèåôá, õðÜñ÷åé ìéá ìÝãéóôç ôéìÞ ãéá ôçí áêôßíá ôïõ ïñßæïíôá.

Óçìåéþíïõìå üôé ìðïñïýìå íá åêöñÜóïõìå ôïí ïñßæïíôá r+ õðü ôïõò üñïõò ôçò áäéÜ-
óôáôçò ðáñáìÝôñïõ

� =
r0
r+

(3.35)
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ùò

r+ =
1 + �√

1 + g�(1 + �)(−1 + 2� + 2�2) + 1
2
g ln(1 + 2�)

: (3.36)

Ç èåñìïêñáóßá åßíáé

T =
1 + �(1 + �)(4− g(1 + 2� + 2�2)) + 1

2
g(1 + 2�)2 ln(1 + 2�)

2�(1 + 2�)
√

1 + g�(1 + �)(−1 + 2� + 2�2) + 1
2
g ln(1 + 2�)

; (3.37)

Þ éóïäýíáìá

T =
(r+ + r0)(r

2
+ + 4r0r+ + 4r20 − 8gr30r+ − 8gr40)

2�r3+
; (3.38)

ìßá ôñßôçò ôÜîçò åîßóùóç ùò ðñïò ôï r+; äåß÷íïíôáò Ýôóé, ðùò ãéá äïèåßóá èåñìïêñáóßá,
õðÜñ÷ïõí ãåíéêÜ ôñåéò ðéèáíÝò ôéìÝò ôïõ �. ¸ôóé âñßóêïõìå ôñåéò äéáöïñåôéêïýò êëÜäïõò
ëýóåùí ôçò hairy ìåëáíÞò ïðÞò.

Áñ÷ßæïõìå ôçí áíÜëõóç ìáò ìå ìßá ó÷åôéêÜ ìåãÜëç ôéìÞ ôçò óôáèåñÜò óýæåõîçò g, äç-
ëáäÞ g = 3 êáé õðïëïãßæïõìå ôçí áêôßíá ôïõ ïñßæïíôá ãåãïíüôùí, ôç èåñìïêñáóßá êáé
ôçí Åõêëßäåéá äñÜóç ãéá äéÜöïñåò ôéìÝò ôïõ r0. Óôï áñéóôåñü äéÜãñáìá 3.2 ó÷åäéÜæïõìå
ôï r0 óõíáñôÞóåé ôïõ T êá åßíáé öáíåñü üôé õðÜñ÷åé Ýíá äéÜóôçìá ôçò èåñìïêñáóßáò T
óôï ïðïßï áíôéóôïé÷ïýí ôñåéò ôéìÝò ôïõ r0: ¸îù áðü áõôü ôï äéÜóôçìá, õðÜñ÷åé ìßá ìüíï
ëýóç. Ôï áíôßóôïé÷ï ãñÜöçìá ãéá ôçí Åõêëßäåéá äñÜóç öáßíåôáé äåîéÜ óôï ßäéï äéÜãñáììá.
Ç äñÜóç ãéá ôçí ôïðïëïãéêÞ ìåëáíÞ ïðÞ ìå ôçí êïéíÞ èåñìïêñáóßá T Ý÷åé ó÷åäéáóôåß ìå
ìßá óõíå÷Þ ãñáììÞ, åíþ ïé äñÜóåéò ãéá ôéò hairy ìåëáíÝò ïðÝò ìå ôç ìïñöÞ óçìåßùí. Óç-
ìåéþíïõìå üôé ç åîßóùóç (3.12) äßíåé ãéá ôç èåñìïêñáóßá ôçò ôïðïëïãéêÞò ìåëáíÞò ïðÞò

T = 1
4�

(
3�+
l2

+ 1
�+

)
⇒ �+ = 2�T

3
+
√(

2�T
3

)2 − 1
3
: Ç ìåãáëýôåñç Åõêëßäåéá äñÜóç (ç ìéêñü-

ôåñç åëåýèåñç åíÝñãåéá) èá åðéêñáôÞóåé.
¼ðùò åßäáìå õðÜñ÷ïõí ôñåéò äéáöïñåôéêïß êëÜäïé ëýóåùí ãéá ôç hairy ìåëáíÞ ïðÞ, ðïõ

áíôéóôïé÷ïýí óôéò ôñåéò äéáöïñåôéêÝò ôéìÝò ôïõ r0: ÓõãêåêñéìÝíá ãéá äåäïìÝíç èåñìïêñáóßá
(ð.÷., T = 0:16) ôï áëãåâñéêÜ ìéêñüôåñï r0 áíôéóôïé÷åß óôçí áëãåâñéêÜ ìéêñüôåñç Åõêëßäåéá
äñÜóç. ¼ìïéá ç ìÝóç êáé ç ìåãéóôç ôéìÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ r0 áíôéóôïé÷ïýí óôç ìÝóç êáé
ìÝãéóôç ôéìÞ ôçò Åõêëßäåéáò äñÜóçò. Ç ìÝóç Åõêëßäåéá äñÜóç ãéá ôç ìåëáíÞ ïðÞ åßíáé
ðïëý êïíôÜ óôçí ôéìÞ ôçò äñÜóçò ãéá ôçí ôïðïëïãéêÞ. Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, åßíáé ëßãï
ìéêñüôåñç áðü ôç äåýôåñç ãéá T < 1

2�
≈ 0:159 êáé åëáöñþò ìåãáëýôåñç ìåôÜ áðü áõôÞí

ôçí ôéìÞ. ÅÜí Þôáí ï ìïíáäéêüò êëÜäïò, èá ìðïñïýóáìå íá ðïýìå üôé ç hairy ìåëáíÞ ïðÞ
åðéêñáôåß ãéá ìéêñÝò èåñìïêñáóßåò, åíþ ãéá ìåãÜëåò èåñìïêñáóßåò ç ôïðïëïãéêÞ ìåëáíÞ ïðÞ
åßíáé ðñïôéìçôÝá. ÁõôÞ èá Þôáí ìßá ðáñüìïéá êáôÜóôáóç ìå ôçí ÌÔÆ.

¼ìùò ç ðáñïõóßá Üëëùí äýï êëÜäùí ëýóåùí áëëÜæåé ôåëåßùò ôá óõìðåñÜóìáôÜ ìáò.
Ï Üíù êëÜäïò äåß÷íåé üôé ç hairy ìåëáíÞ ïðÞ åðéêñáôåß ìÝ÷ñé T ≈ 0:20: ¼ôáí ç óôáèåñÜ
óýæåõîçò g ìåéþíåôáé, ç åîßóùóç (3.37) ìáæß ìå ôçí áðáßôçóç ç èåñìïêñáóßá íá åßíáé èåôéêÞ,
äåß÷íïõí üôé ïé áðïäåêôÝò ôéìÝò ôïõ r0 åßíáé äýï áíôß ãéá ôñåéò, üðùò ìðïñïýìå íá äïýìå óôï
áñéóôåñü äéÜãñáììá 3.3. Ï ÷áìçëüôåñïò êëÜäïò ôïõ ðñïçãïýìåíïõ áíôßóôïé÷ïõ äéáãñÜì-
ìáôïò 3.2 ìéêñáßíåé ãéá ìåéïýìåíï g êáé ôåëéêÜ åîáöáíßæåôáé. Ìßá åíäéáöÝñïõóá óõíÝðåéá
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Ó÷Þìá 3.1: Ï ïñßæïíôáò ùò ðñïò ôçí ðáñÜìåôñï r0 ãéá g = 3 (áñéóôåñÜ) êáé g = 0:0005
(äåîéÜ).

áõôïý åßíáé üôé ç èåñìïêñáóßá Ý÷åé Ýíá Üíù üñéï. Ôï äéÜãñáììá ãéá ôéò Åõêëßäåéåò äñÜóåéò
(äéÜãñáììá 3.3, äåîéÜ) åðçññåÜæåôáé áíôßóôïé÷á. ÕðÜñ÷ïõí ìüíï äýï êëÜäïé ãéá ôç hairy
ìåëáíÞ ïðÞ, áíôß ãéá ôñåéò óôï äéÜãñáììá 3.2 êáé ôï ãñÜöçìá ôåëåéþíåé óôï äåîß ìÝñïò óôï
T ≈ 1:25: Ç óõíå÷Þò ôéìÞ áíáðáñéóôÜ ôç äñÜóç ôçò ôïðïëïãéêÞò ìåëáíÞò ïðÞò óôçí ßäéá
èåñìïêñáóßá. Ðáñüìïéåò ðáñáôçñÞóåéò éó÷ýïõí üðùò êáé óôçí ðñïçãïýìåíç ðåñßðôùóç, ãéá
ðáñÜäåéãìá ç áëëáãÞ öÜóçò ìåôáôïðßæåôáé óôï T ≈ 0:80: Åðéðñüóèåôá, ç ìåãáëýôåñç ôéìÞ
ôïõ r0 áíôéóôïé÷åß óôïí Üíù êëÜäï ôçò hairy ìåëáíÞò ïðÞò.

Ãéá íá êáôáíïÞóïõìå ôç öýóç áõôÞò ôçò áëëáãÞò öÜóçò ìðïñïýìå íá ó÷åäéÜóïõìå Ýíá
äéÜãñáììá öÜóçò, Ýôóé þóôå íá äïýìå ðïéá åßíáé ç åðéêñáôïýóá ëýóç ãéá äåäïìÝíï æåýãïò
g êáé T: Ôï áðïôÝëåóìá öáßíåôáé óôï äéÜãñáììá 3.4. Ç hairy ëýóç åðéêñáôåß êÜôù áðü
ôçí êáìðýëç ç ïðïßá äåß÷íåé ôçí êñßóéìç èåñìïêñáóßá ùò óõíÜñôçóç ôçò óôáèåñÜò óýæåõîçò
g. Ôï ðéï åíôõðùóéáêü ÷áñáêôçñéóôéêü ôïõ äéáãñÜììáôïò åßíáé üôé ç êñßóéìç èåñìïêñáóßá
áðïêëßíåé êáèþò g → 0. ¸ôóé äå óõãêëßíåé óôçí ôéìÞ ãéá ôçí ÌÔÆ, 1

2�
≈ 0:159 óôï

g = 0. Áêüìá êáé ãéá ôéò ðéï åëÜ÷éóôåò ìç ìçäåíéêÝò ôéìÝò ôïõ g ç êñßóéìç èåñìïêñáóßá
áðïêôÜ åîáéñåôéêÜ õøçëÝò ôéìÝò! Áõôü äåß÷íåé íá èÝôåé ôï óçìåßï óýììïñöçò áíáëëïéüôçôáò
(MTZ ìåëáíÞ ïðÞ) ùò ìßá åéäéêÞ ðåñßðôùóç ìÝóá óôï óýíïëï áõôþí ôùí hairy ìåëáíþí
ïðþí. Ìå Üëëá ëüãéá, ç áðïêáôáóôÜóç ôçò óýììïñöçò áíáëëïéüôçôáò äåí åßíáé ìßá ïìáëÞ
äéáäéêáóßá, êáé ç ÌÔÆ äåí ìðïñåß íá ðáñáôçñçèåß ìå óõíå÷Ýò ôñüðï êáèþò g → 0. Óôçí
ðñáãìáôéêüôçôá, öáßíåôáé üôé (áêüìá êáé áðåéñïóôÜ) ìáêñéÜ áðü ôï óýììïñöï óçìåßï g = 0
ïé ìåëáíÝò ïðÝò åßíáé êáôÜ âÜóç hairy!

3.4 ÁíÜëõóç ÅõóôÜèåéáò

Ãéá íá åîåôÜóïõìå ôçí åõóôÜèåéá ôçò hairy ìåëáíÞò ïðÞò åßíáé ðéï âïëéêü íá äïõëÝøïõìå
óôï Einstein frame. Èá äïõëÝøïõìå óå óýóôçìá ìïíÜäùí üðïõ ç áêôßíá ôïõ óõíüñïõ åßíáé
l = 1.
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Ó÷Þìá 3.2: Ç ðáñÜìåôñïò r0 (áñéóôåñÜ) êáé ç Åõêëßäåéá äñÜóç ùò ðñïò ôç èåñìïêñáóßá ãéá
g = 3 (äåîéÜ).

ÎåêéíÜìå áðü ôï line element ôçò hairy ìåëáíÞò ïðÞò,

ds20 =
r̂(r̂ + 2r0)

(r̂ + r0)2

[
−F (r̂)dt2 +

dr̂2

F (r̂)
+ r̂2d�2

]
; (3.39)

ôï ïðïßï ìðïñåß íá ãñáöåß óôç ìïñöÞ

ds2 = −f0
h2
0

dt2 +
dr2

f0
+ r2d�2 (3.40)

÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïõò ïñéóìïýò

f0(r) = F (r̂)

(
1 +

r20
(r̂ + 2r0)(r̂ + r0)

)2

;

h0(r) =

(
1 +

r20
(r̂ + 2r0)(r̂ + r0)

)
r̂ + r0√
r̂(r̂ + 2r0)

; (3.41)
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Ó÷Þìá 3.3: PÇ ðáñÜìåôñïò r0 (áñéóôåñÜ) êáé ç Åõêëßäåéá äñÜóç ùò ðñïò ôç èåñìïêñáóßá
ãéá g = 0:0005 (äåîéÜ).
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Ó÷Þìá 3.4: ÄéÜãñáììá öÜóçò. Ãéá óçìåßá êÜôù áðü ôçí êáìðýëç ç hairy ëýóç åßíáé
ðñïôéìçôÝá.

õðü ôï ìåôáó÷çìáôéóìü óõíôåôáãìÝíùí

r =
r̂3=2(r̂ + 2r0)

1=2

r̂ + r0
: (3.42)

Ç ëýóç ãéá ôï âáèìùôü ðåäßï åßíáé,

�0(r) =

√
3

4�G
tanh−1 r0

r̂ + r0
; (3.43)

ðïõ éêáíïðïéåß ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (3.8) ìå

� = �0 =

√
3

4�G
|r0| : (3.44)

Åíäéáöåñüìáóôå íá äïýìå ðüôå ç ìåëáíÞ ïðÞ åßíáé áóôáèÞò (÷Üíåé ôï hair êáé ìåôáôñÝ-
ðåôáé óôçí ÔÂÇ) êáé íá óõæçôÞóïõìå ôá áðïôåëÝóìáôá óôï ðëáßóéï ôçò èåñìïäõíáìéêÞò.
Åöáñìüæïõìå ôç äéáôáñá÷Þ

f(r; t) = f0(r)+f1(r)e
!t; h(r; t) = h0(r)+h1(r)e

!t; �(r; t) = �0(r)+
�1(r)

r
e!t : (3.45)

ç ïðïßá óÝâåôáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (3.8) ìå ! > 0 ãéá íá åîåëé÷èåß ìéá áóôÜèåéá.
Ïé åîéóþóåéò ðåäßïõ ãñÜöïíôáé:

− 1− f − rf ′ + rf
h′

h
+ 8�Gr2V (�) = 0 ; (3.46)

ḟ + rf�̇�′ = 0 ; (3.47)

2h′ + rh

[
h2

f 2
�̇2 + �′2

]
= 0 ; (3.48)
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(
ḣ

f
�̇

)
− 1

r2

(
r2
f

h
�′
)′

+
1

h
V ′(�) = 0 : (3.49)

Ïé åîéóþóåéò äßíïõí ìßá êõìáôéêÞ åîßóùóç ôýðïõ Schr�odinger ãéá ôç âáèìùôÞ äéáôáñá÷Þ,

− d2�1

dr2∗
+ V�1 = −!2�1 ; (3.50)

üðïõ ïñßóáìå ôçí óõíôåôáãìÝíç
dr∗
dr

=
h0

f0
; (3.51)

êáé ôï e�ective äõíáìéêü äßíåôáé áðü

V =
f0
h2
0

[
−1

2
(1 + r2�′

0
2
)�′

0
2
f0 + (1− r2�′

0
2
)
f ′
0

r
+ 2r�′

0V
′(�0) + V ′′(�0)

]
: (3.52)

Ç áêñéâÞò ìïñöÞ ôçò åîßóùóçò Schr�odinger åßíáé:

− F (r̂)
d

dr̂

[
F (r̂)

d�1

dr̂

]
+ V�1 = −!2�1; (3.53)

üðïõ ç óõíáñôçóéáêÞ ìïñöÞ ôçò óõíÜñôçóçò F Ý÷åé äïèåß óôçí åîßóùóç (3.15) êáé 1

V =
r20F (r̂)

r̂2
(
1 + 2r0

r̂

)2 (
1 + 3r0

r̂
+

3r20
r̂2

)2 {5 + 2 + (11g + 54)r20
r0r̂

+
29 + (47g + 189)r20

r̂2
(3.54)

+
r0(150 + (−3g + 270)r20)

r̂3
+
r20(396 + (−351g + 135)r20)

r̂4
+
r30(612− 873gr20)

r̂5
(3.55)

+
r40(582− 1047gr20)

r̂6
+

324r50(1− 2gr20)

r̂7
+

81r60(1− 2gr20)

r̂8
(3.56)

+
g

2

(
5 +

54r0
r̂

+
189r20
r̂2

+
270r30
r̂3

+
135r40
r̂4

)
ln

(
1 +

2r0
r̂

)}
: (3.57)

ÊïíôÜ óôïí ïñßæïíôá ç åîßóùóç Schr�odinger áðëïðïéåßôáé ùò,

− [f ′(r̂+)]
2�
d

d�

[
�
d�1

d�

]
= −!2�1; � = r̂ − r̂+ (3.58)

êáé ç áðïäåêôÞ ëýóç ôçò ãñÜöåôáé

�1 ∼ ��!; � =
1

f ′(r̂+)
; ! > 0 : (3.59)

1¸÷ïõìå èÝóåé 8�G = 1 .
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Ç áðáßôçóç ãéá ïìáëüôçôá ôïõ âáèìùôïý ðåäßïõ óôïí ïñßæïíôá (r → r+) åðéâÜëëåé ôéò
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

�1 = 0 ; (r − r+)�
′
1 = �!�1 ; � > 0 : (3.60)

Ãéá äïóìÝíï ! > 0, êáèïñßæïõí ìïíáäéêÜ ôç êõìáôïóõíÜñôçóç.
Óôï óýíïñï (r̂ → ∞); ç êõìáôéêÞ åîßóùóç ðñïóåããßæåôáé áðü

− d2�1

dr2∗
+ 5r20�1 = −!2�1 ; (3.61)

ìå ëýóåéò

�1 = e±Er∗ ; E =
√
!2 + 5r20 ; (3.62)

üðïõ r∗ =
∫

dr̂
f(r̂)

= −1
r
+ : : : . ÅðïìÝíùò, ãéá ìåãÜëá r,

�1 = A+
B

r
+ : : : (3.63)

Ãéá íá ôáéñéÜæïõí ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (3.8), ðñÝðåé

B

A
= 2c�0 = −2r0 : (3.64)

Áöïý ç êõìáôïóõíÜñôçóç Ý÷åé Þäç êáèïñéóôåß áðü ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôïí ïñßæïíôá
êáé åðïìÝíùò êáé ï ëüãïò B=A, ðáßñíïõìå Ýíáí ðåñéïñéóìü ãéá ôï !: Áí ç åîßóùóç (3.64)
Ý÷åé ëýóç, ôüôå ç ìåëáíÞ ïðÞ åßíáé áóôáèÞò. ÅÜí äåí Ý÷åé, ôüôå äåí õðÜñ÷åé áóôÜèåéá
ôÝôïéïõ ôýðïõ (ðáñüëá áõôÜ, èá ðñÝðåé íá åßíáé êáíåßò ðñïóåêôéêüò ãéá ìç{äéáôáñáêôéêÝò
áóôÜèåéåò.).

Óôï ó÷Þìá 3.5 (áñéóôåñÜ) äåß÷íïõìå ôï ëüãï B=A ãéá ôçí êáíïíéêÞ MTZ ìåëáíÞ ïðÞ
(ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï g = 0) ùò ðñïò ôï ! óå ìßá ôõðéêÞ ôéìÞ ãéá ôçí ðáñÜìåôñï ìÜæáò,
äçëáäÞ r0 = −0:10: Åßíáé öáíåñü üôé ç ôéìÞ ôïõ ëüãïõ åßíáé êÜôù áðü ôéò ôéìÝò 2r0 = +0:20:
Åßíáé ðñïöáíÝò üôé äåí ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå ëýóç ãéá áõôÞí ôçí åîßóùóç, ïðüôå ç ëýóç åßíáé
åõóôáèÞò. Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá áõôÞ ç ôéìÞ ôçò ìÜæáò âñßóêåôáé óôï åíäéáöÝñïí äéÜóôçìá
ãéá áõôÞí ôçí ìåëáíÞ ïðÞ, áöïý óýìöùíá ìå ôç èåñìïäõíáìéêÞ áðáéôåßôáé üôé ãéá áñíçôéêÝò
ôéìÝò ôïõ r0 ç MTZ åßíáé ðñïôéìçôÝá óå ó÷Ýóç ìå ôçí ôïðïëïãéêÞ ìåëáíÞ ïðÞ. Âñßóêïõìå
üôé ç ÌÔÆ åßíáé åõóôáèÞò.

Óôç óõíÝ÷åéá åîåôÜæïõìå ôçí ðåñßðôùóç g = 0:0005; ãéá ôçí ïðïßá Ý÷ïõìå Þäç ðá-
ñïõóéÜóåé äåäïìÝíá óôï ó÷Þìá 3.3. ¼ðùò åîçãÞóáìå åêåß, ï ðéï åíäéáöÝñïí êëÜäïò ôùí
äéáãñáììÜôùí åßíáé ï áíþôåñïò, óôï äåîß ãñÜöçìá, ï ïðïßïò êõñéáñ÷åß óôéò ÷áìçëÝò èåñìï-
êñáóßåò T êáé áíôéóôïé÷åß óå ìåãÜëåò ôéìÝò ôïõ r0 (ôõðéêÜ ãýñù óôï 30 óôá áñéóôåñÜ ôïõ
ßäéï ó÷Þìáôïò). ¸ôóé èÝôïõìå g = 0:0005; r0 = +30 êáé ó÷åäéÜæïõìå ôï ëüãï B=A ùò
ðñïò ôï ! óôï äåîß äéÜãñáììá ôïõ ó÷Þìáôïò 3.5. Åßíáé öáíåñü üôé ç êáìðýëç âñßóêåôáé
óõóôçìáôéêÜ êÜôù áðü ôçí ôéìÞ −2r0 = −60 êáé Ýôóé äåí õðÜñ÷åé ëýóç, Ýôóé ç hairy ìåëáíÞ
ïðÞ ìå áõôÝò ôéò ðáñáìÝôñïõò åßíáé åõóôáèÞò.
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Ó÷Þìá 3.5: ÅõóôÜèåéá ôçò ìåëáíÞò ïðÞò MTZ (áñéóôåñÜ) ãéá r0 = −0:10. ¼ìïéá ãéá ôç
hairy ìåëáíÞ ïðÞ ãéá g = 0:0005; r0 = +30 (äåîéÜ).
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Ó÷Þìá 3.6: ÅõóôÜèåéá ôçò hairy ìåëáíÞò ïðÞò ãéá g = 3 êáé r0 = +0:40 (áñéóôåñÜ). ¼ìïéá
ãéá r0 = −0:30 (äåîéÜ).

ÔÝëïò åîåôÜæïõìå ôçí ðåñßðôùóç ìå g = +3; ç ïðïßá Ý÷åé ôñåéò êëÜäïõò. Óôï áñé-
óôåñÜ äéÜãñáììá ôïõ ó÷Þìáôïò 3.6 âëÝðïõìå ôá áðïôåëÝóìáôá ãéá r0 = +0:40; ðïõ áíôé-
óôïé÷åß óôïí Üíù êëÜäï ôïõ ó÷Þìáôïò 3.2. Ç êáìðýëç êáé ðÜëé åßíáé êÜôù áðü ôçí ôéìÞ
−2r0 = −0:80 êáé äåí åßíáé äõíáôÞ ìßá ëýóç, ïðüôå ç hairy ìåëáíÞ ïðÞ åßíáé åõóôáèÞò. Óôï
äåîéü äéÜãñáììá ôïõ ó÷Þìáôïò 3.6 ðáñïõóéÜæïõìå ôá áðïôåëÝóìáôá ãéá r0 = −0:30; ðïõ
áíôéóôïé÷åß óôïí ÷áìçëüôåñï êëÜäï ôïõ ó÷Þìáôïò 3.2, ðïõ åîáöáíßæåôáé ãéá ìåéïýìåíï g:
Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç âñßóêïõìå êÜôé ðïéïôéêÜ äéáöïñåôéêü: ç êáìðýëç ôÝìíåé ôçí åõèåßá
−2r0 = +0:60 ãýñù óôï ! ≈ 0:40 êáé åßíáé äõíáôÞ ìéá ëýóç, äåß÷íïíôáò áóôÜèåéá. ¸ôóé,
ãéá g = 3 ç hairy ìåëáíÞ ïðÞ ìðïñåß íá åßíáé åõóôáèÞò Þ áóôáèÞò, áíÜëïãá ìå ôçí ôéìÞ ôïõ
r0:

45



3.5 ÓõìðåñÜóìáôá

ÐáñïõóéÜóáìå ìßá íÝá êëÜóç ëýóåùí hairy ìåëáíþí ïðþí óå áóõìðôùôéêÜ ÁdS ÷þñï.
Ôï âáèìùôü ðåäßï åßíáé åëÜ÷éóôá óõæåõãìÝíï óôç âáñýôçôá êáé Ý÷åé Ýíá ìç ôåôñéììÝíï
äõíáìéêü áõôï-áëëçëåðßäñáóçò. Ìßá óôáèåñÜ óýæåõîçò g óôï äõíáìéêü ðáñáìåôñïðïéåß ôéò
ëýóåéò. ÅÜí g = 0 åðéóôñÝöïõìå óôçí óýììïñöá áíáëëïßùôç ëýóç ìåëáíÞò ïðÞò ÌÔÆ. ÅÜí
g 6= 0 ìßá íÝá êëÜóç ëýóåùí hairy ìåëáíþí ïðþí äçìéïõñãåßôáé. Ôï âáèìùôü ðåäßï åßíáé
óýììïñöá óõæåõãìÝíï áëëÜ ïé ëýóåéò äåí åßíáé óýììïñöá áíáëëïßùôåò. ÁõôÝò ïé ëýóåéò
åßíáé óôáèåñÝò êÜôù áðü äéáôáñá÷Ýò êïíôÜ óôï óýììïñöï óçìåßï ãéá áñíçôéêÞ ìÜæá êáé
ìðïñïýí íá áíáðôýîïõí áóôÜèåéá ãéá èåôéêÞ ìÜæá.

ÅîåôÜóáìå ôéò èåñìïäõíáìéêÝò éäéüôçôåò ôùí ëýóåùí. Õðïëïãßæïíôáò ôçí åëåýèåñç
åíÝñãåéá äåßîáìå üôé ãéá ãåíéêü g, ðÝñá áðü ôçí áëëáãÞ öÜóçò ôçò ìåëáíÞò ïðÞò ÌÔÆ
óôç êñßóéìç èåñìïêñáóßá T = 1=2�l, õðÜñ÷åé áêüìá ìßá êñßóéìç èåñìïêñáóßá, õøçëüôåñç
áðü ôçò ÌÔÆ, ç ïðïßá åîáñôÜôáé áðü ôï g êáé óôçí ïðïßá óõìâáßíåé ìßá ðñþôçò ôÜîçò áë-
ëáãÞ öÜóçò ôçò ôïðïëïãéêÞò ìåëáíÞò ïðÞò ðñïò ôçí hairy. Ç ýðáñîç ìßáò äåýôåñçò êñßóéìçò
èåñìïêñáóßáò ïöåßëåôáé óôï óðÜóéìï ôçò óýììïñöçò áíáëëïéüôçôáò. Êáèþò g → 0 áõôÞ ç
äåýôåñç êñßóéìç èåñìïêñáóßá áðïêëßíåé, õðïäåéêíýïíôáò üôé äåí õðÜñ÷åé óõíå÷Ýò üñéï óôç
ëýóç ÌÔÆ.

Ïé ëýóåéò ðïõ ðáñïõóéÜóôçêáí êáé óõæçôÞèçêáí óå áõôü ôï ÊåöÜëáéï Ý÷ïõí õðåñâïëéêü
ïñßæïíôá. ÕðÜñ÷ïõí åðßóçò êáé ëýóåéò ôçò ßäéáò ìïñöÞò ìå åðßðåäï Þ óöáéñéêü ïñßæïíôá.
¼ìùò áõôÝò ïé ëýóåéò Ý÷ïõí ðáèïëïãßåò. Óôçí ëýóç ìå åðßðåäï ïñßæïíôá, ôï âáèìùôü ðåäßï
áðïêëßíåé óôïí ïñßæïíôá, óå áíôéóôïé÷ßá ìå ôá èåùñÞìáôá \no-hair". Óôçí ðåñßðôùóç ôïõ
óöáéñéêïý ïñßæïíôá, õðïëïãßæïíôáò ôçí åëåýèåñç åíÝñãåéá âñßóêïõìå üôé ç ëýóç êåíïý åßíáé
ðÜíôïôå ðñïôéìçôÝá. ÅðéðëÝïí, ìåëåôþíôáò ôçí áóõìðôùôéêÞ óõìðåñéöïñÜ âñßóêïõìå üôé
åßíáé áóôáèÞò ãéá ïðïéáäÞðïôå ôéìÞ ôçò ìÜæáò.
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ÊåöÜëáéï 4

Scalar Hair áðü ôç Óýæåõîç ôùí
Ðáñáãþãùí åíüò Âáèìùôïý Ðåäßïõ ìå
ôïí ÔáíõóôÞ ôïõ Einstein

4.1 ÅéóáãùãÞ

Óôç óõíÝ÷åéá èá èåùñÞóïõìå Ýíá âáñõôéêü óýóôçìá ìçäåíéêÞò êïóìïëïãéêÞò óôáèåñÜò
ðïõ áðïôåëåßôáé áðü Ýíá çëåêôñïìáãíçôéêü ðåäßï êáé Ýíá âáèìùôü ðåäßï óõæåõãìÝíï ìå ôïí
ôáíõóôÞ ôïõ Einstein. Ìßá Reissner-Nordstr�om ìåëáíÞ ïðÞ õößóôáôáé ìéá äåýôåñçò ôÜîçò
áëëáãÞ öÜóçò óå ìéá hairy ìåëáíÞ ïðÞ ðïõ Ý÷åé ãåíéêÜ áíéóïôñïðéêÜ hair, óå ìßá êñßóéìç
èåñìïêñáóßá ôçí ïðïßá êáé õðïëïãßæïõìå. Õðïëïãßæïõìå áêñéâþò ôéò éäéüôçôåò ôçò ëýóçò
êïíôÜ óôçí êñßóéìç èåñìïêñáóßá êáé âñßóêïõìå üôé åßíáé åíåñãåéáêÜ ðñïôéìçôÝá áðü ôçí
áíôßóôïé÷ç Reissner-Nordstr�om ìåëáíÞ ïðÞ.

Tá èåùñÞìáôá \no-hair" åßíáé ðïëý éó÷õñÜ åñãáëåßá ãéá ôç ìåëÝôç ëýóåùí ìåëáíþí
ïðþí üôáí ç âáñýôçôá åßíáé óõæåõãìÝíç ìå ýëç. ÐåñéãñÜöïõí ôçí ýðáñîç êáé åõóôÜèåéá
ôåôñáäéÜóôáôùí áóõìðôùôéêÜ åðßðåäùí ìåëáíþí ïðþí óõæåõãìÝíùí ìå çëåêôñïìáãíçôéêü
ðåäßï Þ óôï êåíü. Óôçí ðåñßðôùóç åëÜ÷éóôá óõæåõãìÝíùí âáèìùôþí ðåäßùí óå áóõìðôùôéêÜ
åðßðåäï ÷ùñü÷ñïíï ôá èåùñÞìáôá Ý÷ïõí áðïäåé÷ôåß åéóÜãïíôáò óõíèÞêåò óôç ìïñöÞ ôïõ
äõíáìéêïý áõôïáëëçëåðßäñáóçò [40]. Åðßóçò Ý÷ïõí ãåíéêåõôåß óå ìç åëÜ÷éóôá óõæåõãìÝíá
âáèìùôÜ ðåäßá [41].

Ðñüóöáôá Üñ÷éóáí íá ìåëåôþíôáé scalar-tensor èåùñßåò ìå óýæåõîç ìåôáîý ôùí ðáñá-
ãþãùí ôïõ âáèìùôïý ðåäßïõ êáé ôçò êáìðõëüôçôáò. Ç ðéï ãåíéêÞ ËáãêñáíæéáíÞ, ãñáììéêÞ
óôçí êáìðõëüôçôá ìÝóù ôïõ âáèìùôïý Ricci R, ôåôñáãùíéêÞ ùò ðñïò ôï �, êáé ðåñéÝ÷ïíôáò
üñïõò ìå ôÝóóåñéò ðáñáãþãïõò ìåëåôÞèçêå óôï [62]. Åêåß äåß÷ôçêå üôé áõôÞ ç èåùñßá äåí
ìðïñåß íá åðáíáäéáôõðùèåß óå Einsteinian ìïñöÞ ìÝóù åíüò óýììïñöïõ åðáíïñéóìïý. Åðé-
ðëÝïí üôé áêüìá êáé ÷ùñßò íá èåùñçèåß Ýíá e�ective äõíáìéêü, ìðïñåß íá äçìéïõñãçèåß ìéá
e�ective êïóìïëïãéêÞ óôáèåñÜ êáé ìéá ðëçèùñéóôéêÞ öÜóç.

Áêïëïýèùò óôï [63] âñÝèçêå üôé ç åîßóùóç êßíçóçò ãéá Ýíá âáèìùôü ðåäßï ìðïñåß íá
ìåéùèåß óå äåýôåñçò ôÜîçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç üôáí åßíáé êéíçôéêÜ óõæåõãìÝíï ìå ôïí ôáíõóôÞ
ôïõ Einstein. ¾óôåñá èåùñÞèçêå ç êïóìïëïãéêÞ åîÝëéîç ôïõ âáèìùôïý ðåäßïõ óõæåõãìÝíïõ
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ìå ôïí ôáíõóôÞ ôïõ Einstein êáé äåß÷ôçêå üôé ôï óýìðáí óôá ðñþôá óôÜäéá Ý÷åé ìßá quasi-
de Sitter óõìðåñéöïñÜ, ðïõ áíôéóôïé÷åß óå ìßá êïóìïëïãéêÞ óôáèåñÜ áíôéóôñüöùò áíÜëïãç
ôçò óôáèåñÜò óýæåõîçò ôïõ ðåäßïõ ìå ôïí ôáíõóôÞ ôïõ Einstein. ÁõôÝò ïé éäéüôçôåò ôçò
óýæåõîçò ôùí ðáñáãþãùí ôïõ âáèìùôïý ìå ôçí êáìðõëüôçôá, ðõñïäüôçóáí ôï åíäéáöÝñïí
ãéá ôç ìåëÝôç ôùí êïóìïëïãéêþí óõíåðåéþí áõôÞò ôçò íÝïõ ôýðïõ scalar-tensor èåùñßáò
[64, 65, 66, 67].

Ç äõíáìéêÞ åîÝëéîç åíüò âáèìùôïý ðåäßïõ óõæåõãìÝíïõ ìå ôïí ôáíõóôÞ ôïõ Einstein
óôï õðüâáèñï ìéáò Reissner-Nordstr�om ìåëáíÞò ïðÞò ìåëåôÞèçêå óôï [68]. Õðïëïãßæïíôáò
ôï quasinormal öÜóìá ãéá âáèìùôÝò äéáôáñá÷Ýò, âñÝèçêå üôé ãéá áóèåíÞ óýæåõîç êáé ãéá
ìéêñÞ óôñïöïñìÞ, ôï e�ective äõíáìéêü Ýîù áðü ôïí ïñßæïíôá ôçò ìåëáíÞò ïðÞò åßíáé ðÜíôá
èåôéêü, õðïäçëþíïíôáò üôé ç ìåëáíÞ ïðÞ ôïõ õðïâÜèñïõ åßíáé åõóôáèÞò ãéá áóèåíÞ óýæåõîç.
¼ìùò ãéá ìåãáëýôåñç óôñïöïñìÞ êáé êáèþò ç óôáèåñÜ óýæåõîçò áõîÜíåé ðåñéóóüôåñï áðü
ìéá êñßóéìç ôéìÞ, ôï e�ective äõíáìéêü áíáðôýóóåé Ýíá áñíçôéêü ÷Üóìá êïíôÜ óôïí ïñßæïíôá
ãåãïíüôùí, õðïäçëþíïíôáò áóôÜèåéá ôçò ìåëáíÞò ïðÞò õðïâÜèñïõ.

Ç ðñïçãïýìåíç óõæÞôçóç õðïäåéêíýåé üôé ç óýæåõîç ôùí ðáñáãþãùí åíüò âáèìùôïý
ðåäßïõ ìå ôïí ôáíõóôÞ ôïõ Einstein, óå õðüâáèñï åßôå êïóìïëïãéêü åßôå ìåëáíÞò ïðÞò,
äçìéïõñãåß Ýíá öáéíüìåíï ðáñüìïéï ìå ôçí ðáñïõóßá ìéáò e�ective êïóìïëïãéêÞò óôáèåñÜò.
Óå áõôü ôï êåöÜëáéï åñåõíïýìå áõôü ôï öáéíüìåíï ðåñéóóüôåñï. Èåùñïýìå ìéá óöáéñéêÜ
óõììåôñéêÞ Reissner-Nordstr�om ìåëáíÞ ïðÞ ùò õðüâáèñï êáé ôç äéáôáñÜóïõìå åéóÜãïíôáò
Ýíáí üñï ðïõ ðåñéÝ÷åé óýæåõîç ôùí ðáñáãþãùí ôïõ âáèìùôïý ðåäßïõ ìå ôïí ôáíõóôÞ ôïõ
Einstein. Äåß÷íïõìå üôé óå áõôü ôï âáñõôéêü óýóôçìá õðÜñ÷åé ìßá êñßóéìç èåñìïêñáóßá
óôçí ïðïßá ðáñáôçñåßôáé ìßá äåýôåñçò ôÜîçò áëëáãÞ öÜóçò óå ìßá áíéóïôñïðéêÞ hairy ìåëáíÞ
ïðÞ êáé üôé ôï âáèìùôü ðåäßï åßíáé ïìáëü óôïí ïñßæïíôá.

Ëýíïíôáò áñéèìçôéêÜ êïíôÜ óôçí êñßóéìç èåñìïêñáóßá ôï óõæåõãìÝíï äõíáìéêü óýóôçìá
ôùí Einstein-Maxwell-Klein-Gordon åîéóþóåùí ìåëåôÜìå ôç óõìðåñéöïñÜ ôçò hairy ëýóçò
ìåëáíÞò ïðÞò. Õðïëïãßæïõìå ôç èåñìïêñáóßá ôçò êáé ôç óõãêñßíïõìå ìå ôçí áíôßóôïé÷ç
èåñìïêñáóßá ôçò Reissner-Nordstr�om ìåëáíÞò ïðÞò. Âñßóêïõìå üôé ðÜíù áðü ôçí êñß-
óéìç èåñìïêñáóßá ç Reissner-Nordstr�om åßíáé áóôáèÞò êáé õðïëïãßæïíôáò ôéò åëåýèåñåò
åíÝñãåéåò äåß÷íïõìå üôé ç íÝá hairy ìåëáíÞ ïðÞ åßíáé åíåñãåéáêÜ ðñïôéìçôÝá áðü ôçí áíôß-
óôïé÷ç Reissner-Nordstr�om.

Óôçí Åíüôçôá 4.2 ðáñïõóéÜæïõìå ôéò åîéóþóåéò êáé ðåñéãñÜöïõìå ôç ëýóç. Óôçí Åíüôçôá
4.3 âñßóêïõìå ôçí ìçäåíéêÞò ôÜîçò ëýóç êáé õðïëïãßæïõìå ôçí êñßóéìç èåñìïêñáóßá êïíôÜ
óôçí ïðïßá ç Reissner-Nordstr�om ìåëáíÞ ïðÞ ìðïñåß íá ãßíåé áóôáèÞò êáé íá áðïêôÞóåéò
hair. Óôçí Åíüôçôá 4.4 âñßóêïõìå ôéò ðñþôçò ôÜîçò ëýóåéò ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí Einstein-
Maxwell-Klein-Gordon åîéóþóåùí, ïé ïðïßåò åßíáé hairy ìåëáíÝò ïðÝò êïíôÜ óôçí êñßóéìç
èåñìïêñáóßá. Óôçí Åíüôçôá 4.5 óõæçôïýìå ôçí èåñìïäõíáìéêÞ åõóôÜèåéá ôçò ðñþôçò ôÜîçò
ëýóçò. Óôçí Åíüôçôá 4.6 óõæçôÜìå ôçí áêñßâåéá ôçò äéáôáñáêôéêÞò ìåèüäïõ. ÔÝëïò óôçí
Åíüôçôá 4.7 êëåßíïõìå ìå ôá óõìðåñÜóìáôá.
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4.2 Ïé åîéóþóåéò ðåäßïõ

Èåùñïýìå ôç ËáãêñáíæéáíÞ ðõêíüôçôá

L =
R

16�G
− 1

4
F��F

�� − (g�� + �G��)D�'(D�')
∗ −m2|'|2 ; (4.1)

üðïõ D� = @� − ieA� êáé e, m ôï öïñôßï êáé ç ìÜæá ôïõ âáèìùôïý ðåäßïõ êáé � ç óôáèåñÜ
óýæåõîçò ôïõ ðåäßïõ ìå ôïí ôáíõóôÞ ôïõ Einstein, ìå äéáóôÜóåéò ìÞêïò óôï ôåôñÜãùíï.

Óå áõôü ôï ÊåöÜëáéï èá åðéêåíôñùèïýìå óôçí ðåñßðôùóç Üìáæïõ êáé áöüñôéóôïõ âáè-
ìùôïý ðåäßï, èÝôïíôáò

m = 0 ; e = 0 ; (4.2)

êáé èá áöÞóïõìå ôçí ìåëÝôç ôçò ãåíéêÞò ðåñßðôùóçò ãéá ôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï. Óõíåðþò ôï
âáèìùôü ðåäßï ' åßíáé ðñáãìáôéêü.

Ìå ôçí åðéëïãÞ ôùí ðáñáìÝôñùí (4.2) ïé åîéóþóåéò ðåäßïõ ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôçí
ËáãêñáíæéáíÞ (4.1) åßíáé ïé åîéóþóåéò ôïõ Einstein:

R�� = 8�T�� (4.3)

ïé åîéóþóåéò ôïõ Maxwell

∇�F�� = 0 ; F�� = ∇�A� −∇�A� (4.4)

êáé ç åîßóùóç Klein-Gordon

1√
−g

@�
[√

−g(g�� + �G��)@�'
]
= 0 (4.5)

Ï ôáíõóôÞò åíÝñãåéáò ïñìÞò Ý÷åé ôñåéò óõíåéóöïñÝò

T�� = T (EM)
�� + T (')�� + �Theta�� (4.6)

üðïõ T (EM)
�� ï ôáíõóôÞò åíÝñãåéáò ïñìÞò ôïõ çëåêôñïìáãíçôéêïý ðåäßïõ, T (')

�� ôïõ âáèìùôïý
ðåäßïõ

T (')
�� = @�'@�'− 1

2
g��g

��@�'@�' (4.7)

êáé Θ�� ìéá åðéðëÝïí ðçãÞ ýëçò ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôç óýæåõîç ðáñáãþãùí ôïõ âáèìùôïý
ðåäßïõ ìå ôïí ôáíõóôÞ ôïõ Einstein

Θ�� = −1

2
∇�'∇�'R− 1

2
(∇')2G�� +

1

2
∇�∇�(∇')2 −

1

2
g���(∇')2 (4.8)

−1

2
g��∇�'∇�'R

�� + 2∇�'∇(�'R
�
�) +

1

2
�(∇�'∇�')−∇�∇(�(∇�)'∇�')

+
1

2
g��∇�∇�(∇�'∇�'):
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Ïé åîéóþóåéò ðåäßïõ ãéá ' = 0 Ý÷ïõí ùò ëýóç ôç Reissner-Nordstr�om ìåëáíÞ ïðÞ.
Åíäéáöåñüìáóôå íá âñïýìå hairy ëýóåéò, ìå ' 6= 0. Ôï èåþñçìá no-hair èá ðáñáêáìèåß
åîáéôßáò ôçò óýæåõîçò ìå ôïí ôáíõóôÞ ôïõ Einstein (Einstein hair).

Ãéá íá ëýóïõìå ôéò ìç ãñáììéêÝò åîéóþóåéò ðåäßïõ, èá áíáðôýîïõìå ãýñù áðü ìéá
Reissner-Nordstr�om ìåëáíÞ ïðÞ. Èá ðñÝðåé íá ôïíéóôåß üôé äåí ìðïñïýí üëåò ïé Reissner-
Nordstr�om íá èåùñçèïýí ùò õðüâáèñï óå ìéá ôÝôïéá äéáôáñáêôéêÞ áíÜðôõîç. Èá äåßîïõìå
üôé ãéá äåäïìÝíï öïñôßï ôçò ìåëáíÞò ïðÞò, õðÜñ÷åé ãåíéêÜ ìïíáäéêÞ ìÜæá ãéá ôçí Reissner-
Nordstr�om. Ç áíôßóôïé÷ç èåñìïêñáóßá ôüôå, áíáìÝíåôáé íá åßíáé ìéá êñßóéìç èåñìïêñáóßá
êáôÜ ôçí ïðïßá ðáñáôçñåßôáé ìéá áëëáãÞ öÜóçò áðü ìéá Reissner-Nordstr�om óå ìéá hairy
ìåëáíÞ ïðÞ.

ÅéóÜãïíôáò ëïéðüí ôçí (ìéêñÞ) ðáñÜìåôñï ôÜîçò ", èÝôïõìå

' = "('(0) + "2'(1) + · · · ) (4.9)

g�� = g(0)�� + "2g(1)�� + · · · (4.10)

A� = A(0)
� + "2A(1)

� + · · · (4.11)

êáé ëýíïõìå ôéò åîéóþóåéò äéáôáñáêôéêÜ.
Ãéá íá âñïýìå ìéá óôáôéêÞ ëýóç, åßíáé âïëéêü íá èåùñÞóïõìå ôç ìåôñéêÞ1 êáé ôï çëå-

êôñïìáãíçôéêü äõíáìéêü

ds2 = −e−�dt2 + l2e�
[
e−�(dr2 + r2d�2) + r2 sin2 �d�2

]
(4.12)

At = A(r; �) ; ~A = ~0 (4.13)

Ïé óõíáñôÞóåéò ôçò ìåôñéêÞò áíáðôýóóïíôáé ùò åîÞò:

l = l0 + "2l1 + · · · (4.14)

� = �0 + "2�1 + · · · (4.15)

� = �0 + "2�1 + · · · (4.16)

åíþ ôï çëåêôñïóôáôéêü äõíáìéêü ùò

A = A0 + "2A1 + · · · (4.17)

Ãéá ôïí ôáíõóôÞ åíÝñãåéáò-ïñìÞò ôïõ çëåêôñïìáãíçôéêïý ðåäßïõ Ý÷ïõìå:

T
(EM)t
t = −T (EM)�

� =
1

2r2l2g
[r2(@rA)

2 + (@�A)
2] (4.18)

T (EM)r
r = −T (EM)�

� =
1

2r2l2g
[r2(@rA)

2 − (@�A)
2] (4.19)

T (EM)�
r =

1

l2g
@rA@�A (4.20)

1ÁõôÞ åßíáé ìéá ìïñöÞ ôçò ìåôñéêÞò Lewis-Papapetrou ãñáììÝíç óå éóïôñïðéêÝò óõíôåôáãìÝíåò, óôçí
ïðïßá üëåò ïé óõíáñôÞóåéò f , l êáé g åîáñôþíôáé ìüíï áðü r êáé � [69].

50



¸ôóé ïé åîéóþóåéò ôïõ Einstein ãñÜöïíôáé

Rt
t +R�

� = 8�G(T t
t + T �

� − T ) (4.21)

Rt
t = 8�G(T t

t −
1

2
T ) (4.22)

Rr
r −R�

� = 8�G(T r
r − T �

� ) (4.23)

üðïõ
T = T �

� = −(@')2 (4.24)

êáé ðñÝðåé íá ëõèïýí ìáæß ìå ôçí åîßóùóç ôïõ Maxwell (Íüìïò ôïõ Gauss)

∇�∇�A = 0 (4.25)

êáé ôçí Klein-Gordon (4.5).
H èåñìïêñáóßá Hawking ôçò ëýóçò ìåëáíÞò ïðÞò ìðïñåß íá áíáðôõ÷èåß ùò

T = T0 + "2T1 + · · · (4.26)

¼ôáí " = 0 ç èåñìïêñáóßá åßíáé Ô = Ô0. ÁõôÞ åßíáé ç êñßóéìç èåñìïêñáóßá êáôÜ ôçí ïðïßá
ðáñáôçñåßôáé ìéá äåýôåñçò ôÜîçò áëëáãÞ öÜóçò óå ìéá hairy ìåëáíÞ ïðÞ, åÜí áõôÞ õðÜñ÷åé
êáé åßíáé åíåñãåéáêÜ ðñïôéìçôÝá. Ãéá ìéêñÞ ðáñÜìåôñï ôÜîçò åßíáé,

" ∼ |T − T0|1=2 (4.27)

Ýôóé ôï áíÜðôõãìá ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò áíÜôõîç ãýñù áðü ôçí êñßóéìç èåñìïêñáóßá.
Óôç óõíÝ÷åéá ðñï÷ùñïýìå óôç äéáôáñáêôéêÞ ëýóç ôùí åîéóþóåùí.

4.3 ÌçäåíéêÞò ôÜîçò äéüñèùóç

Óå ìçäåíéêÞ ôÜîç Ý÷ïõìå ôéò åîéóþóåéò Einstein-Maxwell

R(0)
�� = 8�GT (EM)(0)

�� ; ∇�F (0)
�� = 0 ; (4.28)

êáèþò åðßóçò êáé ôçí Klein-Gordon

1√
−g(0)

@�

[√
−g(0)(g(0)�� + �R(0)��)@�'

(0)
]
= 0 ; (4.29)

üðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå G(0)
�� = R

(0)
�� ãéá ôç ëýóç ôçò åîßóùóçò (4.28). ¸ôóé óå áõôÞí ôçí

ôÜîç, ïé Einstein-Maxwell åîéóþóåéò âëÝðïõìå üôé ìðïñïõí íá áðïóõæåõ÷èïýí (ïõóéáóôéêÜ,

" = 0), êáé ç ëýóç g(0)�� , A
(0)
� äåí Ý÷åé hair (ð.÷.,ìéá ìåëáíÞ ïðÞ Reissner-Nordstr�om).

Ðáñáôçñïýìå üôé ç åîßóùóç Klein-Gordon ãéá ôï '(0) óôï õðüâáèñï (g
(0)
�� ; A

(0)
� ) ðå-

ñéïñßæåé ôï õðüâáèñï, êáèþò äåí ïäçãïýí üëåò ïé ëýóåéò ôùí Einstein-Maxwell åîéóþóåùí
óå ïìáëÝò óõíáñôÞóåéò ãéá ôï '(0). Ç áðáßôçóç ãéá ïìáëüôçôá åðéâÜëëåé ðåñéïñéóìïýò óôç
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ó÷åóç ìåôáîý ôùí ðáñáìÝôñùí ôçò ëýóçò Reissner-Nordstr�om. Åáí ôï äïýìå óáí èåñìïäõ-
íáìéêü óýóôçìá, ç êñßóéìç èåñìïêñáóßá T0 åðßóçò ðåñéïñßæåôáé áðáéôþíôáò ïìáëüôçôá ôïõ
ðåäßïõ '(0).

Ïé åîéóþóåéò Einstein-Maxwell óå ìçäåíéêÞ ôÜîç (4.28) Ý÷ïõí ùò ëýóç ôç ìåëáíÞ ïðÞ
Reissner-Nordstr�om. Óå óõíôåôáãìÝíåò Lewis-Papapetrou,

l0 = 1− �2

r2
; l0e

�0=2 = 1 +
�2

r2
+

2� cothB

r
; �0 = 0 ; (4.30)

åíþ ôï çëåêôñïóôáôéêü äõíáìéêü åßíáé

A
(0)
t = Φ− Q

rl0
e−�0=2 ; Q =

2�√
G sinhB

; Φ =
e−B√
G

; (4.31)

üðïõ Q åßíáé ôï öïñôßï ôçò ìåëáíÞò ïðÞò, êáé Φ åßíáé ç ôéìÞ ôïõ äõíáìéêïý êáèþò r → ∞,
êáíïíéêïðïéçìÝíï Ýôóé þóôå ôï A�A

� íá åßíáé ðåðåñáóìÝíï óôïí ïñßæïíôá.
Ãéá íá öÝñïõìå ôç ëýóç óå ìéá ðéï ïéêåßá ìïñöÞ, êÜíïíôáò ôï ìåôáó÷çìáôéóìü óõíôå-

ôáãìÝíùí

� = l0re
�0=2 = r +

�2

r
+ 2� cothB ;

ç ìåôñéêÞ ãßíåôáé

ds2 = −f(�)dt2 + d�2

f(�)
+ �2dΩ2 ; f(�) = 1−

(
1 +

GQ2

�2+

)
�+
�

+
GQ2

�2
; (4.32)

üðïõ âëÝðïõìå üôé ï ïñßæïíôáò åßíáé óôï � = �+ ,

�+ = Q
√
G eB :

Ôï çëåêôñïóôáôéêü äõíáìéêü åßíáé A(0)
t = Q

�
, åðéâåâáéþíïíôáò üôé ôï Q åßíáé ôï öïñôßï ôçò

ìåëáíÞò ïðÞò. Ç èåñìïêñáóßá åßíáé

T =
f ′(�+)

4�
=

1

4��+

(
1− GQ2

�2+

)
=
e−2B sinh2B

4��
: (4.33)

Ç ìÜæá, åíôñïðßá êáé ôï äõíáìéêü åßíáé áíôßóôïé÷á,

M =
2�

G
cothB ; S =

4��2

G

e2B

sinh2B
; Φ =

e−B√
G

: (4.34)

Áðü ôéò ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò (Þ ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí Åõêëßäåéá äñÜóç), åîÜãïõìå ôçí åëåýèåñç
åíÝñãåéá Gibbs

F = M − TS −QΦ =
�

G
: (4.35)

Åðéðñüóèåôá, ôï âáèìùôü ðåäßï õðáêïýåé óôç åîßóùóç Klein-Gordon (4.29). Ãéá � = 0,
äåí õðÜñ÷åé ïéìáëÞ ëýóç, êÜôé ðïõ åßíáé óõíÝðåéá ôïõ èåùñÞìáôïò no-hair [40, 41]. ¼ìùò
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ãéá � 6= 0, âñßóêïõìå ïìáëÝò óôáôéêÝò ëýóåéò ãéá óõãêåêñéìÝíåò ôéìÝò ôùí ðáñáìÝôñùí
� êáé B. Óôï [68] ç åîßóùóç Klein-Gordon (4.29) ëýèçêå áñéèìçôéêÜ óôï õðüâáèñï ìéáò
Reissner-Nordstr�om ìåëáíÞò ïðÞò. Ç áíôßóôïé÷ç èåñìïêñáóßá T0 ôçò Reissner-Nordstr�om
åßíáé ç êñßóéìç èåñìïêñáóßá, êïíôÜ óôçí ïðïßá ç ìåëáíÞ ïðÞ ìðïñåß ãßíåé áóôáèÞò êáé íá
áðïêôÞóåé hair, áðïöåýãïíôáò Ýôóé ôï èåþñçìá no-hair.

Ãéá íá õðïëïãßóïõìå ôçí êñßóéìç èåñìïêñáóßá, åßíáé âïëéêü íá åéóÜãïõìå ôç óõíôåôáã-
ìÝíç

z =
�

r
; (4.36)

Ýôóé þóôå ôï Üðåéñï íá åßíáé óôï z = 0 êáé ï ïñßæïíôáò óôï z = 1.
ØÜ÷íïõìå ãéá ïìáëÝò ëýóåéò ôçò Klein-Gordon (4.29) óôï äéÜóôçìá [0; 1]. ÔÝôïéåò ëýóåéò

óõæçôÞèçêáí óôï [68] üðïõ âñÝèçêå ìéá áóôÜèåéá óôéò quasinormal óõ÷íüôçôåò ãéá ` 6= 0.
Ãéá íá äïýìå ìéá ôÝôïéá óõìðåñéöïñÜ èåùñïýìå Ýíá ìç óöáéñéêü ansatz ãéá ôï âáèìùôü
ðåäßï

'(0) = Z(z)P`(cos �) : (4.37)

ÌåôÜ áðü ëßãç Üëãåâñá, âñßóêïõìå

z2

l0
(l0(1 + �R)Z ′)

′ − (1− �R)`(`+ 1)Z = 0 ; (4.38)

üðïõ ï ôüíïò óçìáßíåé ðáñáãþãéóç ùò ðñïò z êáé ïñßóáìå

R = R(0)t

t = R(0)z

z = −R(0)�

� =
8 sinh2B

�2

z4

[(1 + z2) sinhB + 2z coshB]4
: (4.39)

Ç åîßóùóç Klein-Gordon (4.29) äåí Ý÷åé ëýóç ìå ïìáëü âáèìùôü ðåäßï óôïí ïñßæïíôá
ãéá ` = 0. Áõôü óçìáßíåé üôé åÜí õðÜñ÷åé ëýóç ìå âáèìùôü ðåäßï, ôüôå áõôü ðñÝðåé íá åßíáé
áíéóïôñïðéêü.2 Èá åðéêåíôùèïýìå óôçí ðåñßðôùóç åíüò äéðüëïõ,

` = 1 : (4.40)

Óôï óýíïñï ðáñáôçñïýìå z2Z ′′ − `(`+ 1)Z ≈ 0, åðïìÝíùò

Z ∼ z`+1 :

Óôïí ïñßæïíôá Ý÷ïõìå ((1 − z)Z ′)′ ≈ 0, åðïìÝíùò Z ′ ∼ 0 or Z ′ ∼ 1
1−z . Ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ

öïñôßïõ Q, ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé ìïíáäéêïò óõíäõáóìüò ôùí ðáñáìÝôñùí � êáé B ï ïðïßïò
íá äßíåé óõãêëßíùí Z ′ (êáé åðïìÝíùò ðåðåñáóìÝíï Z) óôïí ïñßæïíôá. Ãéá äåäïìÝíï �,
èá êáèïñßóïõìå áñéèìçôéêÜ æåýãç � êáé B áðü ôçí åîßóùóç (4.38) êáé ïé ôéìÝò ôïõò èá
÷ñçóéìïðïéçèïýí ãéá íá êáèïñßóïõìå ôçí T0 ùò óõíÜñôçóç ôïõ öïñôßïõ Q ÷ñçóéìïðïéþíôáò
ôçí (4.33).

2ÐñÝðåé íá åðéóçìÜíïõìå üôé óöáéñéêÜ óõììåôñéêÜ ëýóåéò ôçò Klein-Gordon ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôç Ëá-
ãêñáíæéáíÞ ðõêíüôçôá (4.1) ìðïñïýí íá õðÜñ÷ïõí óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôï âáèìùôü ðåäßï Ý÷åé ìÜæá êáé
öïñôßï. ÁõôÞ ç ðéï ãåíéêÞ ðåñßðôùóç èá åîåôáóôåß óôï åðüìåíï êåöÜëáéï.
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Ó÷Þìá 4.1: ÃñáöéêÞ ëýóç ôçò (4.42) ùò ðñïò B, ðïõ äåß÷íåé üôé B = 0:158.

Ãéá íá ëýóïõìå ôçí åîßóùóç (4.38) áñéèìçôéêÜ, èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí ìÝèïäï ìåôá-
âïëþí (variational method). Ðéï óõãêåêñéìÝíá áíáðôýóóïõìå ãýñù áðü ôïí ïñßæïíôá

Z(z) = z2W (z) = z2
∞∑
n=0

Wn(1− z)n : (4.41)

Ðñïêýðôåé üôé ãéá áêñßâåéá êáëýôåñç áðü 10%, ðñÝðåé íá êñáôÞóïõìå ôïõëÜ÷éóôïí 10 üñïõò
óôï áíÜðôõãìá.

Ïé óõíôåëåóôÝò Wn åîáñôþíôáé áðü ôï � êáé ôï B: Óêïðüò ìáò åßíáé íá âñïýìå Ýíá
ìïíáäéêü � ðïõ èá äþóåé ðåðåñáóìÝíá Z(z) êáé Z(z)′ óôïí ïñßæïíôá z = 1: Ìðïñïýìå íá
îáíáãñÜøïõìå ôçí åî. (4.38) ùò

� =

∫ 1

0
dz(1− z2)[2Z(z)2=z2 + Z ′2(z)]∫ 1

0
dz(1− z2)R(z)[2Z(z)2=z2 −Z ′2(z)]

; (4.42)

ç ïðïßá ìðïñåß íá ëõèåß ãñáöéêÜ. Ãéá ôçí åðéëïãÞ

� = 10 ; Q = 9:5 ; (4.43)

óå ìïíÜäåò 8�G = 1, âñßóêïõìå � = 0:15, B = 0:158 (äåò ôï ãñÜöçìá 4.1), ðïõ äßíåé ôçí
êñßóéìç èåñìïêñáóßá

Tc ≈ 0:01 : (4.44)

Óôï ãñÜöçìá 4.2, ó÷åäéÜæïõìå ôç âáèìùôÞ óõíÜñôçóç Z(z) ãéá ôéò åðéëåãìÝíåò ôéìÝò ôùí
ðáñáìÝôñùí, êáíïíéêïðïéçìÝíç Ýôóé þóôå Z(1) ∼ T0. Ç êáíïíéêïðïßçóç åßíáé áõèáßñåôç,
áöïý ç êõìáôéêÞ åîßóùóç åßíáé ãñáììéêÞ, áëëÜ Ý÷ïõìå åðéëÝîåé ìéá ìéêñÞ óõíïëéêÞ êáíïíé-
êïðïßçóç ç ïðïßá ðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá äéáôáñáêôéêÞ áíÜðôõîç êïíôÜ óôçí êñßóéìç
èåñìïêñáóßá. Ç óõíÜñôçóç Z(z) åßíáé ðåðåñáóìÝíç óå üëï ôï åýñïò Ýîù áðü ôïí ïñßæïíôá,
üðùò Þôáí åðéèõìçôü.
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Ó÷Þìá 4.2: Ç óõíÜñôçóç Z(z) ãéá ôï âáèìùôü ðåäßï ùò ðñïò z ãéá ôéò ðáñáìÝôñïõò ôïõ
ãñáöÞìáôïò 4.1

 0

 0.01

 0.02

 0.03

 0.04

 0.05

 0.06

 0.07

 0.08

 0.09

 0.1

 0.11

 0  2  4  6  8  10  12  14  16  18

T
_c

Q

Ó÷Þìá 4.3: Ç êñßóéìç èåñìïêñáóßá T0 ùò ðñïò ôï öïñôßï Q ãéá äéÜöïñåò ôéìÝò ôïõ �: Ôá
ìáýñá ôåôñÜãùíá áíôéóôïé÷ïýí óå � = 15; ôá ëåõêÜ óå � = 10; åíþ áêïëïõèïýí ïé ôéìÝò
� = 5; � = 3 and � = 1:
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Ãéá ôéò ðñþôçò ôÜîçò ëýóåéò ôçò åðüìåíçò åíüôçôáò ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôéò ôéìÝò ôùí � êáé
Q ôçò åîßóùóçò (4.43). Ðáñüëá áõôÜ, ãéá íá äåßîïõìå ðùò ç êñßóéìç èåñìïêñáóßá åîáñôÜôáé
áðü ôéò ðáñáìÝôñïõò, óôï ãñÜöçìá 4.3, ðáñïõóéÜæïõìå ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò áñéèìçôéêÞò
áíÜëõóçò ôçò êñßóéìçò èåñìïêñáóßáò T0 óõíáñôÞóåé ôïõ öïñôßïõ Q ôçò ìåëáíÞò ïðÞò ãéá
äéÜöïñåò ôéìÝò ôçò óôáèåñÜò óýæåõîçò �, áðü � = 1 Ýùò � = 15. Ç êñßóéìç èåñìïêñáóßá
áðïêëßíåé êáèþò Q → 0 (üñéï Schwarzschild) ãéá üëåò ôéò ôéìÝò ôïõ �.

4.4 Ðñþôçò ôÜîçò ëýóç

Óå ðñþôç ôÜîç, ïé åîéóþóåéò ðåäßïõ ðáñÝ÷ïõí ìéá ëýóç êïíôÜ óôçí êñßóéìç èåñìïêñáóßá,
üðïõ ôï âáèìùôü ðåäßï ' åðéäñÜ óôç ìåôñéêÞ.

Ãéá íá åîÜãïõìå ôéò ðñþôçò ôÜîçò åîéóþóåéò áðü ôï óýíïëï ôùí ìç ãñáììéêþí åîéóþóåùí
ðåäßïõ, ðáñáôçñïýìå üôé ï ôáíõóôÞò åíÝñãåéá ïñìÞò óå áõôÞí ôçí ôÜîç, Ý÷åé óõíåéóöïñÜ áðü
ôïí çëåêôñïìáãíçôéêü ôáíõóôÞ (4.18), áðü ôï âáèìùôü ðåäßï (åî.(4.7) êáé (4.8), ìå ôï '

íá áíôéêáèßóôáôáé áðü "'(0) êáé ôï g�� áðü ôç ëýóç RN g
(0)
�� ). Ãéá ôç óõíåéóöïñÜ ôïõ (4.8),

ìåôÜ áðü ëßãç Üëãåâñá âñßóêïõìå ôçí áêñéâÞ Ýêöñáóç

Θt
t = Θz

z = −Θ�
� = −Θ�

� = "2
2z6e−3�

�4l60 sinh
2B

[
z2Z ′2 cos2 � + Z2 sin2 �

]
+O("4) : (4.45)

Ïé ôå÷íéêÝò ëåðôïìÝñåéåò ôçò åðßëõóçò ôùí åîéóþóåùí (4.21)-(4.25) ðáñïõóéÜæïíôáé óôï
ÐáñÜñôçìá. ¸÷ïíôáò ôéò ëýóåéò ôùí åîéóþóåùí (4.21)-(4.25) èá êáèïñßóïõìå áñéèìçôéêÜ
ôéò óõíáñôÞóåéò � êáé � ôçò ìåôñéêÞò êáé ôï çëåêôñéêü äõíáìéêü A. Óçìåéþíïõìå üôé ç
ðáñÜìåôñïò ôÜîçò " êáé ç êáíïíéêïðïßçóç ôïõ ìçäåíéêÞò ôÜîçò âáèìùôïý ðåäßïõ '(0) äåí
åßíáé áíåîÜñôçôá ïñéóìÝíá, êáèþò ìüíï ôï ãéíüìåíï ôïõò (ôï ïðïßï ðñÝðåé íá åßíáé ìéêñü ãéá
íá éó÷ýåé ôï äéáôáñáêôéêü áíÜðôõãìá) åéóÝñ÷åôáé óôéò åîéóþóåéò. Ãéá åõêïëßá, èá èÝóïõìå
" = 1 óôïõò áñéèìçôéêïýò õðïëïãéóìïýò, êÜíïíôáò ôçí êáíïíéêïðïßçóç ôïõ '(0) ìéêñÞ.

ÈÝëïõìå íá âñïýìå ôéò óõíáñôÞóåéò �10(z), A10(z), �12(z), A12(z) ïé ïðïßåò åìöáíßæïíôáé
óôéò ðñþôçò ôÜîçò äéïñèþóåéò

�1 = �10(z)P0(cos �) + �12(z)P2(cos �) ;

A1 = A10(z)P0(cos �) + A12(z)P2(cos �) : (4.46)

Ðñþôá èá õðïëïãßóïõìå ôéò ãùíéáêÜ áíåîÜñôçôåò äéïñèþóåéò ðñþôçò ôÜîçò. Ãéá ôç
äéüñèùóç �10 äïõëåýïõìå ìå ôçí åîßóùóç (A.10) ðáñáôçñþíôáò üôé óôï óýíïñï �10(z) ∼ �z;
åíþ óôïí ïñßæïíôá Ý÷ïõìå ìßá Ýêöñáóç ôçò ìïñöÞò a + b ln(1 − z): ÊáôÜëëçëïò ïñéóìüò
ôïõ � èá äþóåé b = 0; äçëáäÞ, ïìáëÞ ëýóç. Óôï ôå÷íéêü ìÝñïò, ïõóéáóôéêÜ áëëÜæïõìå
ôç ìåôáâëçôÞ �10 óå �0 ≡ �10

z
ìå ôéò íÝåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò �0(0) = �; � ′0(0) = 0: Ôï

ãñÜöçìá 4.4 äåß÷íåé ôá áðïôåëÝóìáôá ãéá ôï �10 ãéá � = −0:000421852; ôï ïðïßï åßíáé ìßá
ïìáëÞ ëýóç.

Ç ðñþôçò ôÜîçò äéüñèùóç ôïõ çëåêôñïóôáôéêïý äõíáìéêïý A(z) = A0+ "2A10 ìðïñåß íá
õðïëïãéóôåß Üìåóá åÜí ôï � åßíáé ãíùóôü ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí åî.(A.9) êáé ôï áðïôÝëåóìá
Ý÷åé ó÷åäéáóôåß óôï ãñÜöçìá4.5.
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Ó÷Þìá 4.4: Ç óõíÜñôçóç �10(z) ôïõ ãùíéáêÜ áíåîÜñôçôïõ ìÝñïõò ôçò ðñþôçò ôÜîçò äéüñ-
èùóçò ôçò ìåôñéêÞò.
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Ó÷Þìá 4.5: Ôï çëåêôñïóôáôéêü äõíáìéêü A(z) óå ðñþôç ôÜîç.
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Ìßá äéáäéêáóßá üìïéá ìå áõôÞí ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ãéá ôï âáèìùôü ðåäßï èá áêïëïõ-
èÞóïõìå êáé ãéá ôçí åðßëõóç ôùí åîéóþóåùí (5.6) êáé (A.12) ãéá ôéò ãùíéáêÜ åîáñôþìåíåò
ðñþôçò ôÜîçò äéïñèþóåéò A12 êáé �12: ×ñçóéìïðïéïýìå ôá áíáðôýãìáôá:

�12(z) = z3
∞∑
n=1

�̃
(n)
12 (1− z)n; A12(z) = z3

∞∑
n=1

Ã
(n)
12 (1− z)n; (4.47)

üðïõ ôá �̃
(n)
12 ; Ã

(n)
12 åîáñôþíôáé áðü ìßá åëåýèåñç ðáñÜìåôñï ç ïðïßá ìðïñåß íá åðéëåãåß íá

åßíáé ç Ã(2)
12 (ìðïñïýìå åýêïëá íá äïýìå üôé ï ðñþôïò üñïò ìçäåíßæåôáé, Ã(1)

12 = 0). ÁõôÞ ç
ðáñÜìåôñïò ìðïñåß íá êáèïñéóôåß ìå ôçí ìÝèïäï ìåôáâïëþí. ÐïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí åî.(5.6)
ìå A12 êáé ïëïêëçñþíïõìå. Âñßóêïõìå∫ 1

0

dz

[
−(A′

12)
2 −

(
− l2

z2D2
+

2

z2D
− 1− 3z2

z2l20
+

6

z2

)
A2

12 +
Ql0
�D2

A12�
′
12

]
= 0 (4.48)

üðïõ ïñßóáìå
D(z) = 1 + z2 + 2z cothB : (4.49)

Ðáñüìïéá, åÜí ðïëëáðëáóéÜóïõìå ôçí åî.(A.12) ìå �12, âñßóêïõìå∫ 1

0

dz

[
−(�′

12)
2 −

(
−1 + z2

l20
+

6

z2
+

8

(D sinhB)2

)
�2
12 +

16�GQ

�l0
�12A

′
12 − 16�G

�Q2

z2
�2

]
= 0 :

(4.50)

Êáé ïé äýï åîéóþóåéò ðñÝðåé íá éêáíïðïéïýíôáé óôç óùóôÞ ôéìÞ ôïõ Ã(2)
12 . ÏðïéáäÞðïôå áðü

áõôÝò ôéò äýï ìðïñåß íá êáèïñßóåé áõôÞí ôçí ôéìÞ.
Óôï ãñÜöçìá 4.6 ðáñïõóéÜæïõìå ôá áðïôåëÝóìáôá ãéá ôéò ìåôáâáëëüìåíåò åêöñÜóåéò óõ-

íáñôÞóåé ôçò áðñïóäéüñéóôçò ðáñáìÝôñïõ Ã(2)
12 êáé âñßóêïõìå üôé Ã(2)

12 = 0:2: Áðåéêïíßæïõìå
ôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò (4.50) êáé ôï Üèñïéóìá ôùí (4.48) êáé (4.50) êñáôþíôáò ôÝóóåñéò
üñïõò óå êÜèå áíÜðôõãìá (4.47). Ðáñáôçñïýìå üôé ïé äýï êáìðýëåò åßíáé ó÷åäüí ôáõôüóç-
ìåò êáé üôé êáé ïé äýï ðëçóéÜæïõí ôï ìçäÝí óôçí ßäéá ôéìÞ, åðéâåâáéþíïíôáò ôç óõíÝðåéá ôçò
áñéèìçôéêÞò ðñïóÝããéóçò. Óôï ãñÜöçìá 4.7 áðåéêïíßæïõìå ôç ëýóç ãéá A12; åíþ óôï ãñÜ-
öçìá 4.8 ôç ëýóç ãéá �12: ÅðïìÝíùò, ïé ðñþôçò ôÜîçò äéïñèþóåéò A12 êáé �12 åßíáé ïìáëÝò
ðáíôïý.

ÔÝëïò, ç óõíÜñôçóç � ôçò ìåôñéêÞò ç ïðïßá äßíåôáé áðü ôçí åî. (5.17) Ý÷åé ùò ðñþôçò
ôÜîçò ãùíéáêÜ áíåîÜñôçôç äéüñèùóç ôç óõíÜñôçóç �10 ôçò åî. (A.18) ç ïðïßá ðáñïõóéÜæåôáé
óôï ãñÜöçìá 5.21. Ç óõíÜñôçóç �1 ôçò ãùíéáêÜ åîáñôþìåíçò ðñþôçò ôÜîçò óõíåéóöïñÜò
äßíåôáé áðü ôçí (A.19) êáé öáßíåôáé óôï ãñÜöçìá 4.10. ÅðïìÝíùò êáé ïé äýï äéïñèþóåéò
åßíáé ïìáëÝò óå üëï ôï åýñïò ôïõ z.

4.5 ÈåñìïäõíáìéêÞ åõóôÜèåéá óå ðñþôç ôÜîç

Óå áõôÞí ôçí åíüôçôá èá óõæçôÞóïõìå ôç èåñìïäõíáìéêÞ åõóôÜèåéá ôçò ëýóçò ìáò. ÐñÝ-
ðåé íá îÝñïõìå ôç èåñìïêñáóßá ôçò hairy ëýóçò, ç ïðïßá óå ðñþôç ôÜîç, åêöñáóìÝíç óå
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Ó÷Þìá 4.6: Ïé åêöñÜóåéò ôùí åîéóþóåùí (4.48) êáé (4.50) ùò ðñïò Ã(2)
12 ðïõ äåß÷íïõí üôé

Ã
(2)
12 = 0:2:
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Ó÷Þìá 4.7: Ç óõíÜñôçóç A12(z) ãéá ôéò ðáñáìÝôñïõò ôïõ äéáãñÜììáôïò 4.1 êáé Ã(2)
12 = 0:2:
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Ó÷Þìá 4.8: Ç óõíÜñôçóç �12(z) ãéá ôéò ðáñáìÝôñïõò ôïõ äéáãñÜììáôïò 4.1 êáé Ã(2)
12 = 0:2:

59



0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.005

0.010

0.015

0.020

0.025

Ó÷Þìá 4.9: Ç óõíÜñôçóç �10 ùò ðñïò z:
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Ó÷Þìá 4.10: Ç óõíÜñôçóç �11 ùò ðñïò z:
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üñïõò ôçò êñßóéìçò èåìïêñáóßáò åßíáé

Thair = T0e
"2(−�10(1)+�10(1)=2) : (4.51)

Ðáñáôçñïýìå üôé Thair ≥ T0, Ýôóé ç RN ìåëáíÞ ïðÞ åßíáé áóôáèÞò óå õøçëÝò èåñìïêñáóßåò
(ìåãáëýôåñåò áðü T0) ãéá äåäïìÝíï öïñôßï Q. Êáèþò ç ìÜæá M ðñïóåããßæåé ôçí åëÜ÷éóôç
ôéìÞ ôçò, ç RN black ìåëáíÞ ïðÞ ãßíåôáé åõóôáèÞò.

Êáèþò ç äéüñèùóç åßíáé ôåôñáãùíéêÞ ùò ðñïò ôï âáèìùôü ðåäßï, ðáßñíïõìå ãéá ôçí ôéìÞ
ôïõ ðåäßïõ óôïí ïñßæïíôá,

'+ ≡ '
∣∣∣
z=1

= 

√
Thair
T0

− 1 : (4.52)

Áò âñïýìå ìéá RN ìåëáíÞ ïðÞ óå áõôÞí ôç èåñìïêñáóßá. Èá âñïýìå ìßá ìå ôï ßäéï öïñôßï Q.
Áò èåùñÞóïõìå ôéò ðáñáìÝôñïõò ãéá áõôÞí ôç ìåëáíÞ ïðÞ �′ = �+ "2�1 êáé B

′ = B+ "2B1.
ÅðåéäÞ �= sinhB = óôáè., Ý÷ïõìå

B1 = tanhB
�1

�
:

¶ëëç ìßá ó÷Ýóç ìåôáîý ôùí B1 êáé �1 ìðïñïýìå íá âñïýìå èÝôïíôáò

�T

T0

= "2
[
−�10(1) +

�10(1)

2

]
:

Âñßóêïõìå

−�10(1) +
�0(1)

2
=

4

e2B − 1
B1 −

�1

�
:

ÁõôÝò ïé äýï ó÷Ýóåéò êáèïñßæïõí ôá B1 êáé �1. Ãéá ôçí åëåýèåñç åíÝñãåéá, âñßóêïõìå

�FRN
FRN

= "2
1 + e2B

3− e2B

[
−��0(1) +

�0(1)

2

]
:

Ðáñáôçñïýìå üôé �FRN > 0 üóï éó÷ýåé e2B < 3.
ÐñÝðåé íá ôç óõãêñßíïõìå ìå ôçí åëåýèåñç åíÝñãåéá ôçò hairy ìåëáíÞò ïðÞò. Ç ìÜæá ôçò

hairy ìåëáíÞò ïðÞò âñßóêåôáé áðü ôçí áóõìðôùôéêÞ óõìðåñéöïñÜ ôïõ �,

GM =
�

2
�′
0(0) ;

üðïõ ï ôüíïò äçëþíåé ðáñáãþãéóç ùò ðñïò z. ÅðïìÝíùò,

GMhair = GMRN + "2
�

2
�′
10(0) :

Áõôü âñßóêåôáé áðü ôïí åðéöáíåéáêü (Gibbons-Hawking) üñï óôç äñÜóç. Ç åíôñïðßá âñß-
óêåôáé áðü ôï åìâáäüí ôïõ ïñßæïíôá,

Shair = SRNe
−"2[−�10+�10=2]

∣∣∣
z=1

:
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ÅðïìÝíùò, ôï ãéíüìåíï TS ðáñáìÝíåé áìåôÜâëçôï.
ÕðÜñ÷åé ìßá åðéðñüóèåôç óõíåéóöïñÜ áðü ôçí Einstein-Hilbert äñÜóç åðåéäÞ ï âáèìùôüò

Ricci äå ìçäåíßæåôáé. Ðáñáôçñïýìå ìßá óõíåéóöïñÜ óôçí åëåýèåñç åíÝñãåéá

�FEH = −
∫

d3x
√
−g R

16�G
= −"2

2

∫
d3x

√
−g(@'(0))2 :

ÁõôÞ åßíáé ç êõñßáñ÷ç áëëáãÞ óôçí åëåýèåñç åíÝñãåéá êáé åßíáé ðñïöáíþò áñíçôéêÞ. Óõãêå-
êñéìÝíá,

�FEH = −2��

3

∫ 1

0

dz

z2
"2
[
(zZ ′)2 + 2Z2

]
< 0 :

ÅðïìÝíùò, ç äéáöïñÜ óôéò åëåýèåñåò åíÝñãåéåò åßíáé

∆F = �Fhair − �FRN =
1

2
"2�′

10(0)FRN − 1 + e2B

3− e2B
"2
[
−�10(1) +

�10(1)

2

]
FRN + �FEH :

(4.53)
Áíôéêáèéóôþíôáò ôéìÝò óôçí (4.53) âñßóêïõìå ∆F = −0:08091, ðïõ óçìáßíåé üôé ç hairy

ìåëáíÞ ïðÞ åßíáé èåñìïäõíáìéêÜ åõóôáèÞò.

4.6 ÓõæÞôçóç ôçò ëýóçò

Ãéá íá ïëïêëçñþóïõìå ìå ôçí ðñþôçò ôÜîçò ëýóç êáé íá åðáëçèåýóïõìå ôçí éó÷ý ôçò
äéáôáñá÷Þò, èá õðïëïãßóïõìå ôçí ðñþôç ôÜîçò äéüñèùóç ãéá ôï âáèìùôï ðåäßï êáé èá õðï-
ëïãßóïõìå äéÜöïñåò áíáëëïßùôåò ðïóüôçôåò ôçò ìåôñéêÞò. Èá äåßîïõìå üôé õðÜñ÷åé ïìáëÞ
óõìðåñéöïñÜ ðÜíù óôïí ïñßæïíôá êáé Ýîù áðü áõôüí, êáèþò äåí õðÜñ÷åé êáíÝíáò áðåéñéóìüò
óå áõôÞí ôçí ôÜîç.

Ìå ôçí åðéëïãÞ ôïõ ìçäåíéêÞò ôÜîçò âáèìùôïý ðåäßïõ '(0) ùò äéðüëïõ (åî. (4.37) êáé
(4.40)), ç ðñþôçò ôÜîçò äéüñèùóç (åî. (4.9)) ðåñéÝ÷åé ôüóï Ýíá äßðïëï üóï êáé Ýíáí üñï
` = 3. Áò èåùñÞóïõìå

'(1)(z; �) = '10(z) cos � + '11(z) cos 3� : (4.54)

Ç åîßóùóç ðïõ õðáêïýåé ôï '(1) âñßóêåôáé óõëëÝãïíôáò ôïõò ðñþôçò ôÜîçò üñïõò óôçí åîß-
óùóç Klein-Gordon(4.5). Ç åîßóùóç ðïõ ðñïêýðôåé, ìðïñåß íá äåé÷ôåß üôé ïäçãåß óå áðïóý-
æåõîç ôùí åîéóþóåùí ãéá ôá '10 êáé '11, êáé ðåñéÝ÷åé ôéò óõíáñôÞóåéò '

(0)(z); �10(z); �12(z);
�10(z) êáé �11(z), ïé ïðïßåò Ý÷ïõí Þäç õðïëïãéóôåß. Ôüóï ôï '10(z) üóï êáé ôï '11(z)
óõìðåñéöÝñïíôáé ùò c10z

2 êáé c11z
2 óôï üñéï z → 0: Ìðïñïýìå íá êáèïñßóïõìå ôïõò óõíôå-

ëåóôÝò c10 êáé c11 Ýôóé þóôå íá åîáóöáëßóïõìå üôé ïé äéïñèþóåéò ìçäåíßæïíôáéï óôïí ïñßæïíôá
z = 1: Ôï áðïôÝëåóìá ãéá ôéò äýï óõíáñôÞóåéò ðáñïõóéÜæåôáé óôï ãñÜöçìá 4.11. Ìðïñïýìå
íá äïýìå, óõãêñßíïíôáò ìå ôï ãñÜöçìá 4.2, üôé ïé äéïñèþóåéò åßíáé ôçò ôÜîçò ìåãÝèïõò ôçò
ìçäåíéêÞò ôÜîçò óõíåéóöïñÜò, Ýôóé ïé óåéñÝò ôïõ " áíáìÝíåôáé íá Ý÷ïõí ðåðåñáóìÝíç áêôßíá
óýãêëéóçò.
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Ó÷Þìá 4.11: Ïé ðñþôåò ôÜîçò äéïñèþóåéò ôïõ âáèìùôïý ðåäßïõ, '10(z) (áñéóôåñÜ) êáé '11(z)
(äåîéÜ).

Ó÷Þìá 4.12: Ï âáèìùôüò Ricci R óõíáñôÞóåé ôçò ãùíßáò � ãéá z = 0:3; 0:6; 0:9: Áíôßóôïé÷á,
R = −0:011; 0:0027; 0:086 óôï � = �

2
= 0:157:

¸÷ïíôáò äåßîåé ôçí ïìáëüôçôá óôéò ðñþôçò ôÜîçò äéïñèþóåéò ôïõ âáèìùôïý ðåäßïõ,
óôñåöüìáóôå ôþñá óôç ìåôñéêÞ. Èá õðïëïãßóïõìå áíáëëïßùôåò ðïóüôçôåò, üðùò ï âáèìù-
ôüò Ricci R, ï ïðïßïò ìçäåíßæåôáé óå ìçäåíéêÞ ôÜîç, ìéáò êáé áíôéóôïé÷åß óôç ìåëáíÞ ïðÞ
Reissner-Nordstr�om. Õðïëïãßóáìå ôïí R óå ðñþôç ôÜîç ôüóï áñéèìçôéêÜ üóï êáé áíáëõôéêÜ
êáé âñÞêáìå üôé åßíáé ïìáëüò ðáíôïý. Óôï ãñÜöçìá 4.12 ðáñïõóéÜæïõìå ôïí R óõíáñôÞ-
óåé ôçò ãùíßáò � ãéá áíôéðñïóùðåõôéêÝò ôéìÝò ôçò áêôßíáò, z = 0:3; z = 0:6 êáé z = 0:9:
ÅðéðëÝïí, õðïëïãßóáìå Üëëåò äýï áíáëëïßùôåò ðïóüôçôåò, ôá R��R

�� êáé R����R
���� óå

ðñþôç ôÜîç, ôüóï áíáëõôéêÜ üóï êáé áñéèìçôéêÜ êáé åßäáìå üôé åßíáé ïìáëÜ ðáíôïý (ãñÜöçìá
4.13). ÐáñïõóéÜæïõìå ôéò ôéìÝò ôïõ ãéíïìÝíïõ R��R

�� ôïõ ôáíõóôÞ Ricci, êáèþò êáé ôïõ
ãéíïìÝíïõ R����R

���� ôïõ ôáíõóôÞ Riemann óõíáñôÞóåé ôçò ãùíßáò � ãéá äéÜöïñåò ôéìÝò

63



Ó÷Þìá 4.13: R��R
�� (áñéóôåñÜ) êáé R����R

���� (äåîéÜ) óõíáñôÞóåé ôçò ãùíßáò � ãéá z =
0:3; 0:6; 0:9 (áðü ðÜíù ðñïò ôá êÜôù).

ôïõ z. Âñßóêïõìå êáé ðÜëé üôé ôá áðïôåëÝóìáôá åßíáé ðåðåñáóìåíá êáé ó÷åäüí ôçò ßäéáò
ôÜîçò ìåãÝèïõò ãéá ôéò ôñåéò ôéìÝò ôïõ z:

4.7 ÓõìðåñÜóìáôá

ÌåëåôÞóáìå ôçí åðßäñáóç ôçò ðáñïõóßáò óôçí Einstein-Hilbert äñÜóç, åíüò üñïõ üðïõ ïé
ðáñÜãùãïé åíüò âáèìùôïý ðåäßïõ åßíáé óõæåõãìÝíïé ìå ôïí ôáíõóôÞ ôïõ Einstein, óå óôáôé-
êÝò ëýóåéò ìåëáíþí ïðþí. ÈåùñÞóáìå ôçí Reissner-Nordstr�om ìåëáíÞ ïðÞ óå éóïôñïðéêÝò
óõíôåôáãìÝíåò êáé óå áõôü ôï õðüâáèñï åéóáãÜãáìå Ýíá âáèìùôü ðåäßï óõæåõãìÝíï ìå ôïí
ôáíõóôÞ ôïõ Einstein. Ãéá ìéêñÝò ôéìÝò ôïõ âáèìùôïý ðåäßïõ ìåëåôÞóáìå ëåðôïìåñþò ðþò
áõôÞ ç óýæåõîç åðéäñÜ óôç ìåôñéêÞ, ëýíïíôáò ôï ðëÞñåò óõæåõãìÝíï äõíáìéêü óýóôçìá ôùí
åîéóþóåùí Einstein-Maxwell-Klein-Gordon.

ÂñÞêáìå üôé ç Reissner-Nordstr�om ìåëáíÞ ïðÞ ðÜíù áðü ìßá óõãêåêñéìÝíç êñßóéìç èåñ-
ìïêñáóßá áðïóôáèåñïðïéåßôáé óå ìéá íÝá hairy ìåëáíÞ ïðÞ. ÌåëåôÞóáìå ôéò éäéüôçôåò áõôÞò
ôçò íÝáò ìåëáíÞò ïðÞò êïíôÜ óôçí êñßóéìç èåñìïêñáóßá êáé äåßîáìå üôé ôï âáèìùôü ðå-
äßï åßíáé ïìáëü óôïí ïñßæïíôá êáé óôï Üðåéñï. Ôï no-hair èåþñçìá áðïöåýãåôáé ëüãù ôçò
óõæåõãìÝíçò ðáñáãþãïõ ôïõ âáèìùôïý ðåäßïõ ìå ôïí ôáíõóôÞ ôïõ Einstein. ÁõôÞ ç íÝá
\Einstein hair" ëýóç åßíáé óå ãåíéêÝò ãñáììÝò áíéóïôñïðéêÞ ìå ôï âáèìùôü ðåäßï êáé ôéò
óõíáñôÞóåéò ôçò ìåôñéêÞò íá åîáñôþíôáé åðßóçò êáé áðü ôç ãùíéáêÞ óõíôåôáãìÝíç. Õðïëï-
ãßóáìå ôç ìÜæá êáé ôç èåñìïêñáóßá ôçò íÝáò hairy ëýóçò ìåëáíÞò ïðÞò êáé åîåôÜæïíôáò ôéò
åëåýèåñåò åíÝñãåéåò äåßîáìå üôé ç íÝá ëýóç åßíáé èåñìïäõíáìéêÜ åõóôáèÞò.
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ÊåöÜëáéï 5

ÁëëáãÞ ÖÜóçò óå ìéá Hairy ÌåëáíÞ ÏðÞ
óå ÁóõìðôùôéêÜ Åðßðåäï ×ùñü÷ñïíï

5.1 ÅéóáãùãÞ

Óôç óõíÝ÷åéá èá ðáñïõóéÜóïõìå ôçí áëëáãÞ öÜóçò ìéáò Reissner-Nordstr�om ìåëáíÞò
ïðÞò óå ìßá hairy ìåëáíÞ ïðÞ óå áóõìðôùôéêÜ åðßðåäï ÷ùñü÷ñïíï. Ôï hair ïöåßëåôáé óå
Ýíá öïñôéóìÝíï âáèìùôü ðåäßï ìå ìÜæá. Ìðïñïýìå íá îåðåñÜóïõìå ôï no-hair èåþñçìá
÷Üñç óôçí óýæåõîç ôùí ðáñáãþãùí ôïõ âáèìùôïý ðåäßïõ ìå ôïí ôáíõóôÞ ôïõ Einstein. Ç
ðñïêýðôïõóá hairy ëýóç åßíá óöáéñéêÜ óõììåôñéêÞ. Ëýíïõìå ôéò åîéóþóåéò áíáëõôéêÜ êïíôÜ
óôçí èåñìïêñáóßá ìåôÜâáóçò êáé äåß÷íïõìå üôé ôï âáèìùôü ðåäßï åßíáé óõãêåíôñùìÝíï
êïíôÜ óôïí ïñßæïíôá êáé ðÝöôåé åêèåôéêÜ ìáêñéÜ áðü áõôüí.

Ïé scalar-tensor èåùñßåò áíÞêïõí óå ìßá êëÜóç èåùñéþí ðïõ ôñïðïðïéïýí ôç ÃåíéêÞ
Èåùñßá ôçò Ó÷åôéêüôçôáò êáé âñßóêïíôáé êÜôù áðü Ýíôïíç ìåëÝôç ôá ôåëåõôáßá ÷ñüíéá. Ç ðéï
åíäéáöÝñïõóá áðü áõôÝò ðåñéãñÜöåôáé áðü ôç ËáãêñáíæéáíÞ ôïõ Horndeski [70], ç ïðïßá óôéò
ôÝóóåñéò äéáóôÜóåéò äßíåé åîéóþóåéò ðåäßïõ ìå ðáñáãþãïõò ìÝ÷ñé äåýôåñçò ôÜîçò. Óýíôïìá
Ýãéíå áíôéëçðôü üôé ôá scalar-tensor ìïíôÝëá Ý÷ïõí ìéá Galilean óõììåôñßá [71, 72, 73], êáé
üôé ôá ðåñéóóüôåñá áðü áõôÜ åßíáé ìéá åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôçò èåùñßáò Horndeski.

¸íáò áðü ôïõò üñïõò ðïõ åìöáíßæïíôáé óôç ËáãêñáíæéáíÞ Horndeski åßíáé ç óýæåõîç
ôùí ðáñáãþãùí åíüò âáèìùôïý ðåäßïõ ìå ôïí ôáíõóôÞ ôïõ Einstein. Ïé êïóìïëïãéêÝò åðé-
ðôþóåéò áõôÞò ôçò óýæåõîçò áñ÷éêÜ óõæçôÞèçêáí óôï [62], êáé âñÝèçêå üôé äßíåé äåýôåñçò
ôÜîçò åîéóþóåéò ðåäßïõ [63], óå óõìöùíßá ìå ôç èåùñßá Horndeski. ¸íá êïóìïëïãéêü ìï-
íôÝëï óõæçôÞèçêå óôá [64, 74], üðïõ ç óýæåõîç ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ãéá íá åîçãçèåß ç äéáóôïëÞ
ôïõ Óýìðáíôïò ôüóï óå áñ÷éêïýò üóï êáé óå ìåôÝðåéôá ÷ñüíïõò. ÌïíôÝëá ãéá quintessence
êáé phantom cosmology ìÝóù áõôÞò ôçò óýæåõîçò ðáñïõóéÜóôçêáí óôá [66, 75], åíþ ç åðé-
ôá÷õíüìåíç äéáóôïëÞ óõæçôÞèçêå óôá [65, 76]. Ç ðñþéìç ðëçèùñéóôéêÞ öÜóç ìåëåôÞèçêå
óôï [67], üðïõ âñÝèçêå üôé ç óýæåõîç äñá ùò ðáñÜãïíôáò åðéâñÜäõíóçò. ÂñÝèçêå åðßóçò üôé
áõôüò ï üñïò Ý÷åé ìéá Galilean óõììåôñßá [77].

ÐáñáôçñçóéáêÜ ôåóô ðëçèùñéóìïý ìå Ýíá ðåäßï óõæåõãìÝíï ìå ôïí ôáíõóôÞ ôïõ Einstein
ðáñïõóéÜóôçêáí óôï [78], åíþ óôï [79] âñÝèçêå üôé ç óýæåõîç ôùí ðáñáãþãùí ôïõ ðåäßïõ
ìå ôç âáñýôçôá ðáñÝ÷åé Ýíá öõóéêü ìç÷áíéóìü ãéá íá áíáóôáëëåß ç õðåñðáñáãùãÞ âáñÝùí
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óùìáôéäßùí ìåôÜ ôïí ðëçèùñéóìü. Ç äçìéïõñãßá óùìáôéäßùí óôï ôÝëïò ôçò ðëçèùñéóôéêÞò
öÜóçò õðü ôï ßäéï ðñßóìá óõæçôÞèçêå åðßóçò óôï [80].

ÁõôÞ ç åíäéáöÝñïõóá êïóìïëïãéêÞ óõìðåñéöïñÜ ôçò óýæåõîçò ôùí ðáñáãþãùí ôïõ âáè-
ìùôïý ðåäßïõ ìå ôïí ôáíõóôÞ ôïõ Einstein ðñïÝñ÷åôáé áðü ôï ãåãïíüò üôé áõôüò ï üñïò
åéóÜãåé ìßá êëßìáêá (scale) óôç èåùñßá êáé äñá ùò ìéá êïóìïëïãéêÞ óôáèåñÜ [63]. ¼ðùò
åßíáé ãíùóôü, ç ðáñïõóßá ôçò êïóìïëïãéêÞò óôáèåñÜò ìåôáâÜëëåé ôéò ôïðéêÝò éäéüôçôåò ôïõ
÷ùñü÷ñïíïõ, äßíïíôáò ôç äõíáôüôçôá íá ðáñáêáìöèïýí ôá no-hair èåùñÞìáôá. Ëýóåéò hairy
ìåëáíþí ïðþí Ý÷ïõí âñåèåß õðü ôçí ðáñïõóßá êïóìïëïãéêÞò óôáèåñÜò. ÅðïìÝíùò, ðñïêý-
ðôåé öõóéêÜ ôï åñþôçìá êáôÜ ðüóï õðÜñ÷ïõí ëýóåéò ìåëáíþí ïðþí áðïõóßá êïóìïëïãéêÞò
óôáèåñÜò áëëÜ ìå óýæåõîç ôïõ ôáíõóôÞ ôïõ Einstein ìå ôéò ðáñáãþãïõò åíüò âáèìùôïý
ðåäßïõ.

Ëýóåéò ìåëáíþí ïðþí óôç ãåíéêÞ èåùñßá Horndeski äåí åßíáé ãíùóôÝò. Ëýóåéò ìåëáíþí
ïðþí óå èåùñßåò ðïõ ðñïêýðôïõí áðü èåùñßåò ìåãáëýôåñùí äéáóôÜóåùí, ïé ïðïßåò óôéò ôÝó-
óåñéò äéáóôÜóåéò äßíïõí äåýôåñçò ôÜîçò åîéóþóåéò, óõæçôÞèçêáí óôï [85]. Óå Ýíá âáñõôéêü
ìïíôÝëï üðïõ ôï âáèìùôü ðåäßï åßíáé óõæåõãìÝíï ìå ôïí ôáíõóôÞ ôïõ Einstein, âñÝèçêå ìéá
áóôÜèåéá Ýîù áðü ôïí ïñßæïíôá ìéáò Reissner-Nordstr�om ìåëáíÞò ïðÞò, õðïëïãßæïíôáò ôï
quasinormal öÜóìá âáèìùôþí äéáôáñá÷þí [68]. ÂñÝèçêå üôé ãéá ìåãÜëïõò êâáíôéêïýò áñéè-
ìïýò óôñïöïñìÞò êáé óôáèåñÜ óýæåõîçò ìåãáëýôåñçò áðü ìéá óõãêåêñéìÝíç ôéìÞ, ôï åíåñãü
(e�ective) äõíáìéêü áíáðôýóóåé Ýíá áñíçôéêü ÷Üóìá êïíôÜ óôïí üñßæïíôá ãåãïíüôùí. Áõôü
õðïäçëþíåé üôé ìðïñåß íá ðñïêýøåé ìéá áëëáãÞ öÜóçò óå ìéá hairy ìåëáíÞ ïðÞ.

Óôï ðñïçãïýìåíï ÊåöÜëáéï (äåò êáé [14]), åñåõíÞóáìå áõôü ôï öáéíüìåíï ëåðôïìåñþò.
ÈåùñÞóáìå Ýíá âáñõôéêü óýóôçìá ìå çëåêôñïìáãíçôéêü ðåäßï êáé Ýíá âáèìùôü ðåäßï óõ-
æåõãìÝíï ìå ôïí ôáíõóôÞ ôïõ Einstein êáé ìçäåíéêÞ êïóìïëïãéêÞ óôáèåñÜ. ÂñÞêáìå üôé ìéá
Reissner-Nordstr�om ìåëáíÞ ïðÞ õößóôáôáé ìéá äåýôåñçò ôÜîçò áëëáãÞ öÜóçò óå ìßá hairy
ìåëáíÞ ïðÞ, ãåíéêÜ ìå áíéóïôñïðéêÜ hair, óå ìéá êñßóéìç èåñìïêñáóßá. ×ñçóéìïðïéþíôáò
èåùñßá äéáôáñá÷þí, õðïëïãßóáìå áíáëõôéêÜ ôéò éäéüôçôåò ôçò hairy ìåëáíÞò ïðÞò êáé äåßîáìå
üôé åßíáé åíåñãçôéêÜ ðñïôéìçôÝá áðü ôç Reissner-Nordstr�om. ÓöáéñéêÜ óõììåôñéêÝò ëýóåéò
ìåëáíþí ïðþí óõæçôÞèçêáí åðßóçò óôï [77].

Ïé ðñüóöáôåò ðñüïäïé óôçí ïëïãñáößá êáé óõãêåêñéìÝíá ç åöáñìïãÞ ôçò áíôéóôïé÷ßáò
èåùñßáò âáèìßäáò/âáñýôçôáò (gauge/gravity duality) óå óõóôÞìáôá óõìðõêíùìÝíçò ýëçò
(ãéá ìéá åðéóêüðçóç, äåò [6]) Ý÷ïõí áíáæùðõñþóåé ôï åíäéáöÝñïí ãéá ôç äõíáìéêÞ åíüò âáè-
ìùôïý ðåäßïõ Ýîù áðü ôïí ïñßæïíôá ãåãïíüôùí ìéáò ìåëáíÞò ïðÞò. Ç ìåôÜâáóç áðü ìßá
ìåôáëëéêÞ êáôÜóôáóç óå ìéá õðåñáãþãéìç óå Ýíá éó÷õñÜ óõæåõãìÝíï óýóôçìá ìðïñåß íá ðå-
ñéãñáöåß áðü Ýíá áóèåíþò óõæåõãìÝíï âáñõôéêü óýóôçìá, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí AdS/CFT
áíôéóôïé÷ßá [7]. Ôï ðéï áðëü ïëïãñáöéêü õðåñáãþãéìï ìïíôÝëï [57] ðåñéãñÜöåôáé áðü ìßá
Einstein-Maxwell-Âáèìùôïý Ðåäßïõ èåùñßá ìå áñíçôéêÞ êïóìïëïãéêÞ óôáèåñÜ. Óå áñêåôÜ
õøçëÝò èåñìïêñáóßåò õðÜñ÷åé áðïóýæåõîç ôïõ óõóôÞìáôïò ìåëáíÞò ïðÞò-âáèìùôïý ðåäßïõ
êáé ç ìåëáíÞ ïðÞ åßíáé åõóôáèÞò. Ç óõíïñéáêÞ èåùñßá âáèìßäáò ðåñéãñÜöåé ìßá ìåôáëëéêÞ
êáôÜóôáóç. ¼ôáí ç èåñìïêñáóßá ìåéþíåôáé, ç ìåëáíÞ ïðÞ ãßíåôáé áóôáèÞò êáé ìßá íÝá
ìåëáíÞ ïðÞ ìå âáèìùôü ðåäßï ó÷çìáôßæåôáé. Ôüôå ç èåùñßá âáèìßäáò ðåñéãñÜöåé ìéá õðå-
ñáãþãéìç êáôÜóôáóç (ãéá ìéá åðéóêüðçóç, äåò [86]). ¸íá áêñéâÝò âáñõôéêü áíÜëïãï åíüò
gapless ïëïãñáöéêïý õðåñáãùãïý óõæçôÞèçêå óôï [48].

Ç äõíáìéêÞ åíüò ïëïãñáöéêïý õðåñáãùãïý åîáñôÜôáé áðü ôç óõìðåñéöïñÜ ôïõ âáèìùôïý
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ðåäßïõ êïíôÜ óôïí ïñßæïíôá ôçò ìåëáíÞò ïðÞò. Óôá [88, 89] ðáñïõóéÜóôçêå Ýíá ìïíôÝëï ðïõ
áðïôåëïýíôáí áðü Ýíá çëåêôñïìáãíçôéêü êáé Ýíá âáèìùôü ðåäßï åëÜ÷éóôá óõæåõãìÝíï ìå ôç
âáñýôçôá êáé ìå áñíçôéêÞ êïóìïëïãéêÞ óôáèåñÜ. ÂñÝèçêå üôé ç e�ective ìÜæá ôïõ âáèìùôïý
ðåäßïõ ãßíåôáé áñíçôéêÞ ãéá ìåãÜëåò ôéìÝò ôïõ öïñôßïõ ôçò Reissner-Nordstr�om ìåëáíÞò
ïðÞò õðïâÜèñïõ, óðÜæïíôáò Ýôóé ôçí ÁâåëéáíÞ óõììåôñßá âáèìßäáò Ýîù áðü ôïí ïñßæïíôá
ãåãïíüôùí ôçò Reissner-Nordstr�om. Áõôü ìÝóù ôçò gauge/gravity duality, áíôéóôïé÷åß
óôï ó÷çìáôéóìü åíüò óõìðõêíþìáôïò óôç óõíïñéáêÞ èåùñßá âáèìßäáò, ôï ïðïßï êÜôù áðü
ìéá êñßóéìç èåñìïêñáóßá ðñïêáëåß ôç ìåôÜâáóç áðü ìéá ìåôáëëéêÞ óå ìéá õðåñáãþãéìç
êáôÜóôáóç. ¸íáò ôñüðïò íá åîçãçèåß áõôÞ ç óõìðåñéöïñÜ ôïõ âáèìùôïý ðåäßïõ Ýîù áðü
ôïí ïñßæïíôá ðáñïõóéÜóôçêå óôï [89]. ÅÜí ôï âáèìùôü óùìáôßäéï Ý÷åé ìåãÜëï öïñôßï, ôüôå
ç âáñõôéêÞ Ýëîç ðñïò ôç ìåëáíÞ ïðÞ õðåñíéêÜôáé áðü ôçí çëåêôñïóôáôéêÞ Üðùóç, êáé åðåéäÞ
ï ÷þñïò Ý÷åé Ýíá óýíïñï (üíôáò áóõìðôùôéêÜ AdS), áíáêëÜôáé êáé óõìðõêíþíåôáé Ýîù áðü
ôïí ïñßæïíôá ôçò ìåëáíÞò ïðÞò. Óôï [90] ðáñïõóéÜóôçêå ìßá ãåíßêåõóç óå ìåãáëýôåñåò
äéáóôÜóåéò êáé Üëëåò ôïðïëïãßåò ôïõ ïñßæïíôá.

Óå áõôü ôï ÊåöÜëáéï, èá ìåëåôÞóïõìå ðéèáíÝò áóôÜèåéåò ìéáò ìåëáíÞò ïðÞò êïíôÜ óôïí
ïñßæïíôá óå áóõìðôùôéêÜ åðßðåäï ÷ùñü÷ñïíï (ìçäåíéêÞ êïóìïëïãéêÞ óôáèåñÜ). Èåùñïýìå
Ýíá âáñõôéêü óýóôçìá ðïõ áðïôåëåßôáé áðü Ýíá çëåêôñïìáãíçôéêü ðåäßï êáé Ýíá öïñôéóìÝíï
âáèìùôü ðåäßï, ôï ïðïßï åßíáé åëÜ÷éóôá óõæåõãìÝíï ìå ôç âáñýôçôá êáé ïé ðáñÜãùãïß ôïõ
åßíáé óõæåõãìÝíïé ìå ôïí ôáíõóôÞ ôïõ Einstein. ¼ðùò áíáöÝñèçêå êáé óôï [89], ÷ùñßò áõôÞí
ôç óýæåõîç, äåí ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå Ýíá \ãåùìåôñéêü" óðÜóéìï ôçò ÁâåëéáíÞò óõììåôñßáò
êïíôÜ óôïí ïñßæïíôá ôçò ìåëáíÞò ïðÞò, áöïý ï ÷þñïò åßíáé áóõìðôùôéêÜ åðßðåäïò.

Ëýíïíôáò ëïéðüí ôï äõíáìéêü óýóôçìá ôùí Einstein-Maxwell-Klein-Gordon åîéóþóåùí,
èá äåßîïõìå üôé õðÜñ÷åé ìéá êñßóéìç èåñìïêñáóßá óôçí ïðïßá ðáñáôçñåßôáé ìéá áëëáãÞ öÜ-
óçò óå ìéá hairy ìåëáíÞ ïðÞ. Ç äéáóôáôéêÞ óôáèåñÜ óýæåõîçò ðáñÝ÷åé ôç êëßìáêá ãéá ôï
äõíáìéêü åãêëùâéóìïý, Ýíá áíôßóôïé÷ï öáéíüìåíï ìå ôçí áêôßíá ôïõ AdS ðïõ ðñïÝñ÷åôáé
áðü ôçí êïóìïëïãéêÞ óôáèåñÜ. ÁõôÞ ç íÝá hairy ìåëáíÞ ïðÞ, ç ïðïßá åßíáé óöáéñéêÜ óõì-
ìåôñéêÞ, ðñïÝñ÷åôáé áðü ôï óðÜóéìï ôçò ÁâåëéáíÞò óõììåôñßáò êïíôÜ óôïí ïñßæïíôá ëüãù
âáñõôéêþí åðéäñÜóåùí.

Óôçí Åíüôçôá 5.2, ðáñïõóéÜæïõìå ôç äñÜóç êáé âñßóêïõìå ôéò åîéóþóåéò ðåäßïõ. Óôçí
Åíüôçôá 5.3, ëýíïõìå ôéò åîéóþóåéò äéáôáñáêôéêÜ. ÓõæçôÜìå ôç ëýóç ãéá ôéò ðñþôåò äýï
ôÜîåéò ðñïóÝããéóçò. ÐáñïõóéÜæïõìå êáé áíáëõôéêÜ êáé áñéèìçôéêÜ áðïôåëÝóìáôá. ÔÝëïò,
êëåßíïõìå ìå ôá óõìðåñÜóìáôá óôçí Åíüôçôá 5.4.

5.2 Ïé åîéóþóåéò ðåäßïõ

Ôï óýóôçìÜ ìáò áðïôåëåßôáé áðü Ýíá U(1) äõíáìéêü âáèìßäáò A�, êáé Ýíá âáèìùôü ðåäßï
' ìÜæáò m êáé öïñôßïõ q, óå Ýíá âáñõôéêü äõíáìéêü õðüâáèñï ìå ìçäåíéêÞ êïóìïëïãéêÞ
óôáèåñÜ. ¸ôóé ï ÷ùñü÷ñïíïò åßíáé áóõìðôùôéêÜ åðßðåäïò. Ç äñÜóç åßíáé

I =

∫
d4x

√
−g
[

R

16�G
− 1

4
F��F

�� − (g�� − �G��)D�'(D�')
∗ −m2|'|2

]
; (5.1)

üðïõ D� = ∇� − iqA�, êáé F�� = @�A� − @�A�. Óôç äñÜóç (5.1) õðÜñ÷åé óýæåõîç ìåôáîý
ôçò ðáñáãþãïõ ôïõ âáèìùôïý ðåäßïõ êáé ôïõ ôáíõóôÞ ôïõ Einstein, ìå óôáèåñÜ óýæåõîçò �
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äéáóôÜóåùí ìÞêïõò ôåôñÜãùíï. Ãéá åõêïëßá, èåùñïýìå

Φ�� ≡ D�'(D�')
∗ ; Φ ≡ g��Φ�� : (5.2)

Ïé åîéóþóåéò ðåäßïõ ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôç äñÜóç (5.1) åßíáé ïé åîéóþóåéò ôïõ Einstein

G�� = 8�GT�� ; T�� = T (')
�� + T (EM)

�� − �Θ�� ; (5.3)

üðïõ,

T (')
�� = Φ�� + Φ�� − g��(g

abΦab +m2|'|2) ; (5.4)

T (EM)
�� = F �

� F�� −
1

4
g��F��F

�� ; (5.5)

Θ�� = − g��R
abΦab +R a

� (Φ�a + Φa�) +R a
� (Φa� + Φ�a)−

1

2
R(Φ�� + Φ��)

− G��Φ− 1

2
∇a∇�(Φa� + Φ�a)−

1

2
∇a∇�(Φ�a + Φa�) +

1

2
2(Φ�� + Φ��)

+
1

2
g��∇a∇b(Φ

ab + Φba) +
1

2
(∇�∇� +∇�∇�)Φ− g��2Φ ; (5.6)

ç åîßóùóç Klein-Gordon

(@� − iqA�)
[√

−g(g�� − �G��)(@� − iqA�)'
]
=

√
−gm2' ; (5.7)

êáé ïé åîéóþóåéò Maxwell

∇�F
�� + (g�� − �G��)

[
2q2A� |'|2 + iq('∗∇�'− '∇�'

∗)
]
= 0 : (5.8)

Óêïðüò ìáò åßíáé íá âñïýìå óöáéñéêÜ óõììåôñéêÝò ëýóåéò ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí ðáñáðÜíù
åîéóþóåùí (5.3), (5.7) êáé (5.8). Åêôüò áðü ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôçò óõíåéóöïñÜò ôïõ Θ��

(5.6) óôïí ôáíõóôÞ åíÝñãåéáò-ïñìÞò T�� , õðÜñ÷åé Üëëç ìßá ôå÷íéêÞ äõóêïëßá óôçí åðßëõóç
ôùí åîéóþóåùí. Ç ðáñïõóßá ôçò äéáóôáôéêÞò óôáèåñÜò óýæåõîçò �, äåí åðéôñÝðåé óôï âáè-
ìùôü ðåäßï íá åßíáé óýììïñöá óõæåõãìÝíï ìå ôç âáñýôçôá. Óå ðïëëÝò áðü ôéò õðÜñ÷ïõóåò
hairy ëýóåéò ìåëáíþí ïðþí, ç óýììïñöç óõììåôñßá óôï âáèìùôü êïììÜôé âïçèÜåé óôçí
åýñåóç áíáëõôéêþí ëýóåùí [10, 11, 12].

Ãéá ìéá óöáéñéêÜ óõììåôñéêÞ ëýóç, ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï ansatz ãéá ôç ìåôñéêÞ

ds2

�2
= −e−�(z)dt2 + l(z)e�(z)

z2

[
dz2

z2
+ dΩ2

]
; (5.9)

üðïõ � åßíáé ìßá áõèáßñåôç êëßìáêá êáé üëåò ïé óõíáñôÞóåéò åîáñôþíôáé ìüíï áðü ôçí áêôé-
íéêÞ óõíôåôáãìÝíç z (äåí Ý÷ïõìå åîÜñôçóç áðü ôéò ãùíéáêÝò óõíôåôáãìÝíåíåò Ω = (�; �),
Þ ôïí ÷ñüíï t). Èá ôïðïèåôÞóïõìå ôïí ïñßæïíôá óôï z = 1, êáé èá åðéëÝîïõìå óõíôåôáã-
ìÝíåò ôÝôïéåò þóôå ôï le� íá ðáñáìÝíåé ðåðåñáóìÝíï óôïí ïñßæïíôá. ÅðéðëÝïí, õðïèÝôïõìå
áóõìðôùôéêÜ åðßðåäï ÷ùñü÷ñïíï êáèþò z → 0 (Ýôóé þóôå � → 0, êáé l → 1). Ç áõèáßñåôç
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êëßìáêá � ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò ç èÝóç ôïõ ïñßæïíôá, áëëÜæïíôáò ôçí áêôéíéêÞ óõíôåôáã-
ìÝíç óôçí r ç ïðïßá ïñßæåôáé ìÝóù ôçò z = �

r
. Áöïý åðáíïñßóïõìå t → t=�, ç ìåôñéêÞ äåí

åîáñôÜôáé ðëÝïí áðü ôçí ðáñÜìåôñï � (åîáñôÜôáé áðü áõôÞí ìüíï ìÝóù ôùí óõíáñôÞóåùí �
êáé l), êáé ï ïñßæïíôáò âñßóêåôáé óôï r = �. Óôïõò õðïëïãéóìïýò, ìðïñïýìå íá áãíïÞóïõìå
ôï �, èÝôïíôáò � = 1, áëëÜ ðñÝðåé íá ôï áðïêáôáóôÞóïõìå óå äéáóôáôéêÝò ðïóüôçôåò (ð.÷.,
� → �=�2).

Ç èåñìïêñáóßá ôçò ìåëáíÞò ïðÞò åßíáé (õðåíèõìßæïõìå üôé ôï le� åßíáé ðåðåñáóìÝíï óôïí
ïñßæïíôá, üðùò åðéëÝîáìå ôéò óõíôåôáãìÝíåò)

T =
1

2��l(1)e�(1)

√
l′′(1)

2
: (5.10)

×ñçóéìïðïéþíôáò ôï ansatz (5.9) ãéá ôç ìåôñéêÞ, ïé åîéóþóåéò ðåäßïõ äßíïõí ôéò áêüëïõèåò
åîéóþóåéò.

Ïé åîéóþóåéò ôïõ Einstein (5.3) ãñÜöïíôáé

R�
� = 8�G

[
T �
� − 1

2
���T

�
�

]
: (5.11)

Ìüíï ôá äéáãþíéá óôïé÷åßá åßíáé ìç ìçäåíéêÜ, åíþ ôá äýï ãùíéáêÜ åßíáé ßóá ëüãù ôçò
óöáéñéêÞò óõììåôñßáò. ÅðïìÝíùò, õðÜñ÷ïõí ôñåéò áíåîÜñôçôåò åîéóþóåéò ðïõ äßíïíôáé áðü,

Rt
t = −z4e−�

4�2l

[
l′

l
�′ + 2�′′

]
;

Rz
z =

z4e−�

4�2l

[
−4

l′2

l2
+
l′

l

(
4

z
+ �′

)
+ 4

l′′

l
+ 2�′2 + 2�′′

]
;

R�
� = R�

� =
z4e−�

4�2l

[
− l′2

l2
+
l′

l

(
−2

z
+ �′

)
+ 2

l′′

l
+ 2�′′

]
: (5.12)

Ç óõíåéóöïñÜ ôïõ ôáíõóôÞ åíÝñãåéáò-ïñìÞò åßíáé

T
(EM)t
t = T (EM)z

z = −T (EM)�
� = −T (EM)�

� =
z4

2�2l
A′
t
2
; (5.13)

�2T
(')t
t = −1

4

[
m2 + q2e�A2

t

]
'2 − z4

4l
e−�'′2 ;

�2T (')z
z = −1

4

[
m2 − q2e�A2

t

]
'2 +

z4

4l
e−�'′2 ;

�2T
(')�
� = �2T

(')�
� = −1

4

[
m2 − q2e�A2

t

]
'2 − z4

4l
e−�'′2 : (5.14)
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êáé

�2Θt
t = −q2z4

16l3
A2
t'

2
[
−3l′

2
+ 2ll′�′ + 4ll′′ + l2(�′2 + 4�′′)

]
− z6e−2�

16l4
'′
[
7z2l′

2
'′

+(24− 24z�′ + 3z2�′2 − 4z2�′′)l2'′ − 8z(−2 + z�′)l2'′′ − 4z2ll′′'′

+2z(3(−4 + z�′)'′ − 4z'′′)ll′
]
;

�2Θz
z = −q2z3

16l3
A2
t'
[
zl′

2
'+ 4ll′((9− 1 + z�′)'+ 2z'′)

]
+
q2z3

2l2
AtA

′
t'

2 [zl′ + (−2 + z�′)l]

z6e−2�

16l4
'′2
[
−12zll′ + 3z2l′

2
+ (8− 3z2�′2)l2

]
;

�2Θ�
� = �2Θ�

� =
q2z3

16l3
A2
t

[
− 2zl′

2
'2 + 2l(l′ + zl′′)'2 + l2(8z'′2 + (4�′ + z�′2 + 4z�′′))'2

+8((1 + z�′)'′ + z'′′)'
]
+
q2z4

2l
A′
t
2
'2

+
q2z3

2l
At' [4zA′

t'
′ + ((1 + z�′)A′

t + zA′′
t )'] +

z7e−2�

4l3
[−2l + zl′]'′'′′

+
z6e−2�

16l4
'′2
[
−4z2l′

2
+ (−16 + 4z�′ + z2�′2)l2 + 2z((7− z�′)l′ + zl′′)l

]
:

(5.15)

Ç Klein-Gordon åîßóùóç (5.7) ãñÜöåôáé

z4e−�

l3=2

(√
lA'′

)′
− �2m2

e�' = 0 ; (5.16)

üðïõ

A = 1 +
�z3e−�

4�2l

[
4l′

l
− zl′2

l2
+ z�′2

]
;

m2
e� = m2 − q2e�A2

t

[
1− �z4e−�

4�2l

(
−3l′2

l2
+ 2�′ l

′

l
+

4l′′

l
+ �′2 + 4�′′)

)]
: (5.17)

ÔÝëïò, ïé Maxwell åîéóþóåéò áíÜãùíôáé óôïí Íüìï ôïõ Gauss,

A′′
t +

[
l′

2l
+ �′

]
A′
t+

q2

2

[
e�l

z4
− �

4�2

(
−3l′2

l2
+ 2�′ l

′

l
+

4l′′

l
+ �′2 + 4�′′)

)]
'2At = 0: (5.18)

Ôï ðáñáðÜíù óýóôçìá ôùí ìç ãñáììéêþí åîéóþóåùí ðñÝðåé íá ëõèåß ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò
�; l; At; '. Èá èÝóïõìå 16�G = 1.

5.3 ÄéáôáñáêôéêÞ ëýóç

Ãéá íá ëýóïõìå ôï óõæåõãìÝíï ìç ãñáììéêü óýóôçìá åîéóþóåùí (5.11), (5.16) êáé (5.18),
èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå èåùñßá äéáôáñá÷þí. Áíáðôýóóïõìå ôéò óõíáñôÞóåéò ôçò ìåôñéêÞò êáé
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ôï âáèìùôü äõíáìéêü ãéá ìéêñÝò ôéìÝò ôïõ âáèìùôïý ðåäßïõ '. ÅéóÜãïíôáò ôçí ðáñÜìåôñï
�, Ý÷ïõìå

� = �0 + ��1 + �2�2 + : : :

l = l0 + �l1 + �2l2 + : : :

At = At0 + �At1 + �2At2 + : : :

' = �'0 + �2'1 + �3'2 + : : : : (5.19)

5.3.1 Ðñùôåýïõóá ôÜîç

Óå ìçäåíéêÞ ôÜîç, Ý÷ïõìå ôï óýóôçìá

l′0
l0
�′
0 + 2�′′

0 + e�0A′
t0
2
= 0 ;

−4z
l′0

2

l20
+
l′0
l0
(4 + z�′

0) + 4z
l′′0
l0

+ 2z(�′
0
2
+ �′′

0)− ze�0A′
t0
2
= 0 ;

−z l
′
0
2

l20
+
l′0
l0
(−2 + z�′

0) + 2z
l′′0
l0

+ 2z�′′
0 + ze�0A′

t0
2
= 0 ;

A′′
t0 +

[
l′0
2l0

+ �′
0

]
A′
t0 = 0 ;

z4e−�0

l
3=2
0

(√
l0A0'

′
0

)′
− �2m2

e�;0'0 = 0 ; (5.20)

üðïõ

A0 = 1 +
�z3e−�0

4�2l

[
4l′0
l0

− zl′0
2

l20
+ z�′

0
2

]
;

m2
e�;0 = m2 − q2e�0A2

t0

[
1− �z4e−�0

4�2l0

(
−3l′0

2

l20
+ 2�′

0

l′0
l0

+
4l′′0
l0

+ �′
0
2
+ 4�′′

0)

)]
: (5.21)

ÅÜí ôï âáèìùôü ðåäßï ìçäåíßæåôáé (no hair), ç åîßóùóç Klein-Gordon ðñïöáíþò éêáíïðïéåß-
ôáé áõôüìáôá, êáé ïé õðüëïéðåò åîéóþóåéò ó÷çìáôßæïõí Ýíá óýóôçìá ôùí Einstein-Maxwell
åîéóþóåóùí, ôïõ ïðïßïõ ëýóç åßíáé ç Reissner-Nordstr�om ìåëáíÞ ïðÞ êáé ç ïðïßá óå óõ-
íôåôáãìÝíåò Papapetrou ãñÜöåôáé,

�0 = ln
(1 + 2z cothB + z2)2

l0
; l0 = (1−z2)2 ; At0 = 2e−B− 4z

(1 + z2) sinhB + 2z coshB
:

(5.22)
H ìÜæá êáé ôï öïñôßï âñßóêïíôáé áðü ôïõòO(z) üñïõò óôá � êáé At. Âñßóêïõìå, áíôßóôïé÷á,

M

�
= 8 cothB ;

Q

�
=

4

sinhB
: (5.23)
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Ðáñáôçñïýìå üôé ï ëüãïò Q
M

= 1
2 coshB

åßíáé óõíÜñôçóç ìüíï ôïõ B. Êáèþò B → ∞, Q
M

→ 0,
êáé ðáßñíïõìå ôç Schwarzschild ìåëáíÞ ïðÞ. Ãéá B = 0, ï ëüãïò áðïêôÜ ôç ìÝãéóôÞ ôïõ
ôéìÞ, Q

M
= 1

2
, ç ïðïßá áíôéóôïé÷åß óôçí extremal Reissner-Nordstr�om ìåëáíÞ ïðÞ.

Ç èåñìïêñáóßá âñßóêåôáé áðü ôçí (5.10) üôé åßíáé

T = T0 =
e−2B sinh2B

4��
: (5.24)

Ãéá ôç Schwarzschild ìåëáíÞ ïðÞ (B → ∞), T = 1
16��

, åíþ ãéá ôçí extremal Reissner-

Nordstr�om (B = 0), T = 0, üðùò áíáìåíüôáí.
Ãéá ìéá hairy ëýóç, ÷ñåéáæüìáóôå Ýíá ìç ìçäåíéêü âáèìùôü ðåäßï. Óå ìçäåíéêÞ ôÜîç,

ðñÝðåé íá Ý÷ïõìå '0 6= 0. ÅðïìÝíùò, åðéðñüóèåôá, ðñÝðåé íá âñïýìå ôç ëýóç óôç ìçäåíéêÞò
ôÜîçò Klein-Gordon åîßóùóçò (ç ôåëåõôáßá åîßóùóç óôçí (5.20). ïé ðñþôåò ôÝóóåñéò åßíáé
áíåîÜñôçôåò áðü ôï '0). Áõôü ðåñéïñßæåé ôçí 2-ðáñáìåôñéêÞ ïéêïãÝíåéá ëýóåùí ðïõ ìüëéò
åßäáìå (ïé Reissner-Nordstr�om ìåëáíÝò ïðÝò ðáñáìåôñïðïéïýíôáé áðü (M;Q), Þ éóïäýíáìá
(�;B)).

×ñçóéìïðïéþíôáò ôéò óõíáñôÞóåéò ôçò Reissner-Nordstr�om ìåôñéêÞò (5.22), ïé óõíáñôÞ-
óåéò (5.21) ðïõ åðåéóÝñ÷ïíôáé óôçí ìçäåíéêÞò ôÜîçò Klein-Gordon åîßóùóç åßíáé

A0 = 1 +
4�

�2

z4 sinh2B

[(1 + z2) sinhB + 2z coshB]4
; (5.25)

m2
e�;0 = m2 − 4q2e−2B (1− z)2

(1 + z)2
− 16q2�e−2B sinh2B

�2

z4(1− z)2

(1 + z)2[(1 + z2) sinhB + 2z coshB]4
:

Ðáñáôçñïýìå üôé ãéá � ≥ 0, Ý÷ïõìå ðÜíôá A0 > 0. ¸ôóé, ôï m2
e�;0 ðáñÝ÷åé Ýíá e�ective äõ-

íáìéêü ðïõ êáèïñßæåé ôçí ýðáñîç ëýóåùí ôçò âáèìùôÞò åîßóùóçò (\äÝóìéåò êáôáóôÜóåéò").
Ãéá íá Ý÷ïõìå ëýóç, ÷ñåéáæüìáóôå m2

e�;0 < 0 óå Ýíá ðåðåñáóìÝíï äéÜóôçìá Ýîù áðü ôïí ïñß-
æïíôá. Ðñïöáíþò, ãéá áñêïýíôùò ìåãÜëï öïñôßï q ôïõ ðåäßïõ, Ý÷ïõìå m2

e�;0 < 0 óå áñêåôÜ
ìåãÜëï äéÜóôçìá ðïõ åããõÜôáé ôçí ýðáñîç ëýóçò, ðïõ óõíåðÜãåôáé ìéá ðéèáíÞ áóôÜèåéá ôçò
ìåëáíÞò ïðÞò. Óôçí áðïõóßá ôçò óýæåõîçò ôïõ ôáíõóôÞ ôïõ Einstein ìå ôéò ðáñáãþãïõò ôïõ
âáèìùôïý ðåäßïõ (� = 0), áõôü ôï äéÜóôçìá áíáãêáóôéêÜ ðåñéëáìâÜíåé ôï Üðåéñï (z = 0),
áððïêôþíôáò ôçí áóõìðôùôéêÞ ôéìÞ m2

e�;0 = �2 < 0, üðïõ

�2 ≡ m2 − 4q2e−2B : (5.26)

Óõíåðþò, Ýíá âáèìùôü óùìáôßäéï ðïõ áðïìáêñýíåôáé áðü ôïí ïñßæïíôá (ëüãù áðùèçôéêÞò
çëåêôñéêÞò äýíáìçò ðïõ õðåñâáßíåé ôçí âáñõôéêÞ Ýëîç) èá öôÜóåé ìÝ÷ñé ôï Üðåéñï êáé äå
ìðïñåß ðïôÝ íá óõìðõêíùèåß [89]. Áðü ôçí Üëëç, äåí õðÜñ÷åé êáìßá áóôÜèåéá ãéá �2 ≥ 0.
Áõôü åßíáé óå óõìöùíßá ìå ôï no-hair èåþñçìá óå áóõìðôùôéêÜ åðßðåäïõò ÷ùñü÷ñïíïõò.

Ç ðáñáðÜíù åéêüíá áëëÜæåé åÜí � > 0 1. Åíþ ãéá �2 < 0 åîáêïëïõèïýìå íá ìçí Ý÷ïõìå
óõìðýêíùóç, ãéá �2 > 0 ïé åðéðñüóèåôïé üñïé áíÜëïãïé ôïõ � åéóÜãïõí Ýíá ðçãÜäé äõíáìéêïý

1ÅÜí ç óôáèåñÜ óýæåõîçò � åßíáé áñíçôéêÞ, ôüôå ôï óýóôçìá ôùí Einstein-Maxwell-Klein-Gordon åîé-
óþóåùí (5.11), (5.16), êáé (5.18), åßíáé áóôáèÝò êáé äåí ìðïñåß íá âñåèåß êáìßá ëýóç. Ôï ðñüóçìï ôçò
óôáèåñÜò óýæåõîçò � óõæçôÞèçêå åðßóçò óôï [67], üðïõ õðïóôçñß÷èçêå üôé Ýíá áñíçôéêü � åéóÜãåé ghosts
óôç èåùñßá. ÔÝëïò, óôï [79] áðïäåß÷ôçêå üôé Ýíá ðïëý ìéêñü \ðáñÜèõñï" ãéá áñíçôéêü � ìðïñåß íá åðéôñáðåß.
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Ó÷Þìá 5.1: H e�ective ìÜæá m2
eff (5.25) ùò óõíÜñôçóç ôçò áêôéíéêÞò óõíôåôáãìÝíçò z

Ýîù áðü ôïí ïñßæïíôá (ðïõ âñßóêåôáé óôï z = 1) ãéá óôáèåñÜ óýæåõîçò (áðü ðÜíù ðñïò ôá
êÜôù) � = 100; 170; 500; 1000, êáé ìÜæá êáé öïñôßï ãéá ôï âáèìùôü ðåäßï (ìåëáíÞ ïðÞ),
m = 0:3; q = 0:5 (M = 3:2; Q = 1:0), áíôßóôïé÷á.

ôï ïðïßï ìðïñåß íá åãêëùâßóåé âáèìùôÜ óùìáôßäéá. Ãéá áñêåôÜ ìåãÜëåò ôéìÝò ôçò óôáèåñÜò
óýæåõîçò �, áõôü ôï ðçãÜäé åßíáé áñêåôÜ âáèý þóôå ôá óùìáôßäéá íá óõìðõêíþíïíôáé, üðùò
èá äåßîïõìå. ¸ôóé, îåðåñíÜôáé ôï no-hair èåþñçìá êáé ó÷çìáôßæïíôáé hair.

Óôï Ó÷Þìá 5.1, ó÷åäéÜæïõìå ôï m2
e�;0 ùò óõíÜñôçóç ôçò áêôéíéêÞò óõíôåôáãìÝíçò z ãéá

äéÜöïñåò åíäåéêôéêÝò ôéìÝò ôùí ðáñáìÝôñùí áðü ôéò ïðïßåò åîáñôÜôáé, ìå �2 > 0. ÅðéëÝãïõìå
m = 0:3 êáé q = 0:5 ãéá ôï âáèìùôü ðåäßï. Åðßóçò êáèïñßóáìå ôç ìÜæá êáé ôï öïñôßï ôçò
Reissner-Nordstr�om ìåëáíÞò ïðÞò óôéò ôéìÝòM = 3:2 êáé Q = 1:0, áíôßóôïé÷á. Ïé ôÝóóåñéò
êáìðýëåò (áðü ðÜíù ðñïò ôá êÜôù) áíôéóôïé÷ïýí óôéò ôéìÝò � = 100; 170; 500; 1000, áíôß-
óôïé÷á. Ìðïñïýìå íá äïýìå ôï ðçãÜäé äõíáìéêïý ðïõ ó÷çìáôßæåôáé óå üëåò ôéò ðåñéðôþóåéò,
üìùò ãéá � = 100; 170, ç êáìðýëç åßíáé ðÜíù áðü ôïí Üîïíá êáé ç êõìáôéêÞ åîßóùóç äåí
Ý÷åé ëýóç. Ãéá � = 500; 1000, ôï ðçãÜäé äõíáìéêïý âñßóêåôáé óå áñíçôéêÝò ôéìÝò. ÁõôÞ åßíáé
áíáãêáßá áëëÜ ü÷é éêáíÞ óõíèÞêç ãéá ôçí ýðáñîç ëýóåùí. Ãéá ôéò åðéëåãìÝíåò ôéìÝò ôçò
ìÜæáò êáé ôïõ öïñôßïõ ôïõ óùìáôéäßïõ, ìðïñåß íá âñåèåß ëýóç ðïõ áíôéóôïé÷åß óå ðçãÜäéá
äõíáìéêïý ôçò ìïñöÞò ôïõ ó÷Þìáôïò 5.1 ãéá � = 1000, êáé ìÜæá êáé öïñôßï ôçò ìåëáíÞò
ïðÞò êïíôÜ óôéò ðáñáðÜíù ôéìÝò.

Óôç óõíÝ÷åéá, èá äïýìå ôçí áñéèìçôéêÞ ëýóç ôçò ìçäåíéêÞò ôÜîçò êõìáôéêÞò åîßóùóçò (ç
ôåëåõôáßá åîßóùóç óôçí (5.20) ìå ôá A0 êáé m

2
e�;0 íá äßíïíôáé áðü ôçí (5.25)). Åßíáé âïëéêü

íá áðïìïíþóïõìå ôçí áóõìðôùôéêÞ óõìðåñéöïñÜ ôïõ âáèìùôïý ðåäßïõ. Êáèþò z → 0
(r = �

z
→ ∞), ðáñáôçñïýìå

'0(z) ∼ z1+2��e−
��
z ∼ 1

r1+2��
e−�r ; � ≡ �

sinhB
− m2

�
(5.27)

üðïõ ôï � Ý÷åé ïñéóôåß óôçí (5.26). Ðáñáôçñïýìå üôé ôï ðåäßï ðÝöôåé åêèåôéêÜ êáèþò
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r → ∞, óå áíôßèåóç ìå ôç óõíÞèç power law óõìðåñéöïñÜ óå AdS ÷þñï (üðïõ Ý÷åé äåé÷ôåß
üôé õðÜñ÷ïõí hairy ëýóåéò). ¸ôóé, åÜí õðÜñ÷åé ëýóç óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò, ç óõìðýêíùóç
óõìâáßíåé óôçí ðåñéï÷Þ ôïõ ïñßæïíôá êáé ðÝöôåé ãñÞãïñá ìáêñéÜ áðü áõôüí.

Ïñßæïõìå
'0(z) = z1+2��e−

��
z �(z) ; (5.28)

êáé èá ëýóïõìå ôçí êõìáôéêÞ åîßóùóç áñéèìçôéêÜ ãéá ôï �. ÁõôÞ ç óõíÜñôçóç åßíáé ïìáëÞ
óôï z = 0, êáé åßíáé áõèáßñåôá êáíïíéêïðïéçìÝíç áöïý õðáêïýåé óå ìéá ãñáììéêÞ åîßóùóç.
Ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå �(0) = 1 ùò ìéá áðü ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. Ç Üëëç óõíèÞêç
êáèïñéæåôáé áðü ôçí áíáëõôéêÞ ëýóç ôçò êõìáôéêÞò åîßóùóçò áíåðôõãìÝíç ãýñù áðü ôï
z = 0 (ðïõ åßíáé Ýíá ïìáëü óçìåßï ãéá ôçí �). Ðáßñíïõìå,

�(z) = 1 +
2��(1 + 2��)− 2�2�2

(
5�2 + 2�2 coth2B − 8�2 cothB

)
+ 8�2m2 (2 cothB − 1)

2��
z

+ O(z2) ; (5.29)

áðü üðïõ ìðïñïýìå íá âñïýìå ôï �′(0), ãéá íá áðïôåëÝóåé ôç äåýôåñç óõíèÞêç. ¸ôóé, ãéá
äåäïìÝíï óýíïëï ðáñáìÝôñùí ôïõ âáèìùôïý ðåäßïõ (m; q), ìðïñïýìå íá âñïýìå ìßá ìïíáäéêÞ
ëýóç. ¼ìùò áõôÝò ïé ëýóåéò åßíáé ãåíéêÜ ìç áðïäåêôÝò åðåéäÞ áðïêëßíïõí ëïãáñéèìéêÜ óôïí
ïñßæïíôá (�(z) ∼ ln(1 − z), êáèþò z → 1). ÅÜí � = 0, üëåò ïé ëýóåéò áðïêëßíïõí óôïí
ïñßæïíôá óå ðëÞñç óõìöùíßá ìå ôï no-hair èåþñçìá. Ãéá � > 0, õðÜñ÷ïõí æåýãç ðáñáìÝôñùí
ìåëáíÞò ïðÞò (M;Q) ãéá ôá ïðïßá õðÜñ÷ïõí ïìáëÝò ëýóåéò óå üëï ôï äéÜóôçìá z ∈ (0; 1].
Óôï äõäéÜóôáôï ðáñáìåôñéêü ÷þñï ó÷çìáôßæïõí ìßá ìïíïäéÜóôáôç êáìðýëç ç ïðïßá ÷ùñßæåé
ôçí ðåñéï÷Þ ôçò åõóôÜèåéáò áðü áõôÞí ôçí áóôÜèåéáò ãéá ìéá Reissner-Nordstr�om ìåëáíÞ
ïðÞ.

Ôï ó÷Þìá 5.2 áðåéêïíßæåé ôï äéÜãñáììá ôïõ âáèìùôïý ðåäßïõ '0 ðïõ âñÝèçêå ëýíïíôáò
áñéèìçôéêÜ ôçí êõìáôéêÞ åîßóùóç üðùò ðåñéãñÜöçêå ðáñáðÜíù. ÅðéëÝîáìå ãéá ôéò ðáñáìÝ-
ôñïõò ôïõ âáèìùôïý ðåäßïõ ôéò ôéìÝò m = 0:30 êáé q = 0:50. Ìßá ïìáëÞ ëýóç âñÝèçêå ãéá
ôéò ðáñáìÝôñïõò ôçò ìåëáíÞò ïðÞò M = 3:20 êáé Q = 1:05. Ôï âáèìùôü ðåäßï åßíáé óõãêå-
íôñùìÝíï åíôüò z . 0:2, äçëáäÞ ìÝóá óå ðåñßðïõ ðÝíôå öïñÝò ôçí áêôßíá ôïõ ïñßæïíôá (óôçí
áêôéíéêÞ óõíôåôáãìÝíç r = �

z
), ðÝñá áðü üðïõ ðÝöôåé åêèåôéêÜ ('0 ∼ e−�r, ãéá r & 5�).

ÔÝëïò óôï ó÷Þìá 5.3, ó÷åäéÜæïõìå êñßóéìåò åõèåßåò ãéá äéÜöïñåò ôéìÝò ôçò óôáèåñÜò
óýæåõîçò � (� = 1000, 3000, 5000, 10000, áðü ðÜíù ðñïò ôá êÜôù). ÊÜôù áðü êÜèå êñßóéìç
åõèåßá, ç Reissner-Nordstr�om ìåëáíÞ ïðÞ åßíáé åõóôáèÞò, åíþ ðÜíù áðü áõôÞ åìöáíßæåôáé
áóôÜèåéá. ÅðéëÝîáìå ôéò ôéìÝò m = 1:0; q = 0:5; ãéá ôç ìÜæá êáé ôï öïñôßï ôïõ ðåäßïõ
áíôßóôïé÷á. Ðáñáôçñïýìå üôé êáèþò ôï � ìåéþíåôáé, ç ðåñéï÷Þ ôçò áóôÜèåéáò ìåéþíåôáé
ðñïò ôçí extremal ôéìÞ Q=M = 0:5 (ìçäåíéêÞ èåñìïêñáóßá). Áõôü åßíáé áíáìåíüìåíï,
åðåéäÞ ç êõìáôéêÞ åîßóùóç äåí Ý÷åé ïìáëÞ ëýóç ãéá ìéêñÜ � (ãéá � = 0, ôÝôïéåò ëýóåéò
áðáãïñåýïíôáé ëüãù ôïõ no-hair èåùñÞìáôïò).

5.3.2 Äåõôåñåýïõóá ôÜîç

¸÷ïíôáò âñåé ôç ìçäåíéêÞò ôÜîçò ëýóç óôéò åîéóþóåéò ðåäßïõ, óôñåöüìáóôå ôþñá óôçí
åðüìåíçò ôÜîçò äéüñèùóç óôç ìåôñéêÞ, ôï çëåêôñïóôáôéêü äõíáìéêü êáé óôï âáèìùôü ðåäßï.
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Ó÷Þìá 5.2: Ôï âáèìùôü ðåäßï '0 Ýîù áðü ôïí ïñßæïíôá (0 < z ≤ 1) ãéá óôáèåñÜ óýæåõîçò
� = 1000, êáé ìÜæá êáé öïñôßï ãéá ôï âáèìùôü ðåäßï (ìåëáíÞ ïðÞ), m = 0:30; q = 0:50
(M = 3:187; Q = 1:048), áíôßóôïé÷á.

ÅðåéäÞ ôï âáèìùôü ðåäßï õðåéóÝñ÷åôáé óôéò Einstein-Maxwell åîéóþóåéò ôåôñáãùíéêÜ (ìÝóù
ôïõ ôáíõóôÞ åíÝñãåéáò-ïñìÞò), ðñïêýðôåé üôé ïé O(�) äéïñèþóåéò ìçäåíßæïíôáé (�1 = l1 =
At1 = 0). ÅðïìÝíùò, ïé åðüìåíçò ôÜîçò äéïñèþóåéò äßíïíôáé áðü ôïõò üñïõò O(�2).

Áèñïßæïíôáò ôéò tt êáé �� åîéóþóåéò ôïõ Einstein, ðáßñíïõìå ãéá O(�2),

l′′2 −
1− 5z2

z(1− z2)
l′2 +

8z2

(1− z2)2
l2 = L ; (5.30)

üðïõ ôï äåîß ìÝëïò áðïôåëåßôáé áðü ìçäåíéêÞò ôÜîçò óõíáñôÞóåéò ðïõ Ý÷ïõí Þäç õðïëïãéóôåß,

L = −�
[
q2e�0l0A

2
t0'0 + z3e−�0

(
−1 +

zl′0
2l0

)
'′
0

]
'′′
0

+�e−�0

[
−q2e2�0l0A

2
t0 +

z4l′0
2

8l20
+
z2

4
(4− 2z�′

0 + z2�′
0
2
) +

z3

4

(
(−1 + z�′

0)
l′0
l0

− z
l′′0
l0

)]
'′
0
2

−q2�e�0l0At0'0'
′
0

[
4A′

t0 + At0

(
−1

z
+ 2�′

0 +
l′0
l0

)]
+
e�0l20
z4

[
−m2 + q2e�0A2

t0

]
'2
0 −

q2�e�0l0
8z

'2
0

[
8zA′

t0
2

+8At0

(
z
l′0
l0
A′
t0 + (−1 + 2z�′

0)A
′
t0 + zA′′

t0

)
+A2

t0

(
−z l

′
0
2

l20
+ 2(−1 + 2z�′

0)
l′0
l0

+ 2z
l′′0
l0

− 4�′
0 + 4z�′

0
2
+ 4z�′′

0

)]
: (5.31)

Ðáñáôçñïýìå üôé ôï L ìçäåíßæåôáé êáé óôïí ïñßæïíôá êáé óôï Üðåéñï (óôá z = 0; 1). ÁõôÞ
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MÓ÷Þìá 5.3: Êñßóéìåò êáìðýëåò ðïõ äéá÷ùñßæïõí ôçí ðåñéï÷Þ ôçò áóôÜèåéáò (ðÜíù áðü êÜèå
êáìðýëç) áðü ôçí ðåñéï÷Þ ôçò åõóôÜèåéáò (êÜôù áðü ôçí êáìðýëç) ãéá óôáèåñÜ óýæåõîçò
(áðü ðÜíù ðñïò ôá êÜôù) � = 1000; 3000; 5000; 10000, êáé ìÜæá êáé öïñôßï ôïõ âáèìùôïý
ðåäßïõ m = 1:0; q = 0:5; áíôßóôïé÷á. Ï ïñéæüíôéïò Üîïíáò åßíáé M êáé ï êÜèåôïò Q=M ,
üðïõ M êáé Q ç ìÜæá êáé ôï öïñôßï ôçò ìåëáíÞò ïðÞò, áíôßóôïé÷á.
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ç åîßóùóç ìðïñåß íá ëõèåß ãéá ôï l2 áíáëõôéêÜ. Âñßóêïõìå

l2(z) = −z2(1− z2)

∫ 1

z

dw
L(w)
2w

− (1− z2)2
∫ z

0

dw
wL(w)

2(1− w2)
; (5.32)

üðïõ åðéëÝîáìå ôá Üêñá ïëïêëÞñùóçò áðáéôþíôáò l2(0) = l′2(1) = 0 (ôï l ðñÝðåé íá Ý÷åé
äéðëÞ ñßæá óôïí ïñßæïíôá, z = 1). ¸÷åé ó÷åäéáóôåß óôï ó÷Þìá 5.4 ãéá ôéò ßäéåò ôéìÝò ôùí
ðáñáìÝôñùí ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå êáé ãéá ôï äéÜãñáììá ôïõ ìçäåíéêÞò ôÜîçò âáèìùôïý
ðåäßïõ (ó÷. 5.2).

Óôç óõíÝ÷åéá åîåôÜæïõìå ôçí tt åîßóùóç ôïõ Einstein ìáæß ìå ôïí Íüìï ôïõ Gauss. Ãéá
O(�2), áðïôåëïýí Ýíá óõæåõãìÝíï óýóôçìá ãñáììéêþí åîéóþóåùí ðïõ ðñÝðåé íá ëõèåß ãéá
ôá {�2; At2},

�′′
2 +

l′0
2l0

�′
2 −

[
�′′
0 +

l′0
2l0

�′
0

]
�2 + e�0A′

t0A
′
t2 = P ; (5.33)

A′′
t2 +

[
l′0
2l0

+ �′
0

]
A′
t2 + A′

t0�
′
2 = Q ; (5.34)

üðïõ ôï äåîß ìÝëïò áðïôåëåßôáé áðü üñïõò ìå óõíáñôÞóåéò ìçäåíéêÞò ôÜîçò ìüíï

P =
�

4�2l0
z3e−�0

[
zl′0
l0

− 2 + z�′
0

]
'′
0'

′′
0 +

1

8
'′
0
2
+
e�0l0
8z4

[
m2 + e�0q2A2

t0

]
'2
0

−�z2e−�0

32�2l0

[
7z2l′0

2

l20
+

6zl′0
l0

(−4 + z�′
0)−

4z2l′′0
l0

+ 24− 24z�′
0 + 3z2�′

0
2 − 4z2�′′

0

]
'′
0
2

−q2�e�0A2
t0

32

[
−3

l′0
2

l20
+ 2

l′0
l0
�′
0 + 4

l′′0
l0

+ �′
0
2
+ 4�′′

0

]
'2
0 −

l′′2
l0

+
l′2
2l0

[
3l′0
l0

− �′
0

]
+
l2
4l0

[
−9

l′0
2

l20
+ 4

l′0
l0
�′
0 + 8

l′′0
l0

]
;

Q = −q2A2
t0e

�0l0
2z4

'2
0 +

q2�A2
t0

8

[
−3

l′0
2

l20
+ 2

l′0
l0
�′
0 + 4

l′′0
l0

+ �′
0
2
+ 4�′′

0

]
'2
0

−A′
t0l

′
2

2l0
+
l2
l0

[
A′
t0

(
l′0
l0

+ �′
0

)
+ A′′

t0

]
: (5.35)

Ç åîßóùóç (5.34) åßíáé ðñþôçò ôÜîçò ùò ðñïò A′
t2, êáé äßíåé

A′
t2(z) =

4(1− z2) sinhB

[(1 + z2) sinhB + 2z coshB]2

×
[
4 sinhB�2(z) + C +

∫ z

0

dw
[(1 + w2) sinhB + 2w coshB]2Q(w)

1− w2

]
;(5.36)

üðïõ ôï C åßíáé ìéá áõèáßñåôç óôáèåñÜ ïëïêëÞñùóçò. Ç äéüñèùóç óôï çëåêôñïóôáôéêü
äõíáìéêü âñßóêåôáé ïëïêëçñþíïíôáò êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò üôé At2(1) = 0,

At2(z) = −
∫ 1

z

dwA′
t2(w) : (5.37)
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Áõôü äßíåé ìéá äéüñèùóç óôï öïñôßï Q ôçò ìåëáíÞò ïðÞò,

�Q

�
= −�2A′

t2(0) = − 4�2C

sinhB
= −C�2Q

�
; (5.38)

üðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå üôé �2(0) = 0.
Ëüãù ôçò (5.36), ç åîßóùóç (5.33) ãßíåôáé äåýôåñçò ôÜîçò ãéá ôï �2,

�′′
2 −

2z

1− z2
�′
2 −

8

[(1 + z2) sinhB + 2z coshB]2
�2 = P ′ ; (5.39)

üðïõ êáé ðÜëé ôï äåîß ìÝëïò Ý÷åé ìçäåíéêÞò ôÜîçò (äçëáäÞ ãíùóôÝò) óõíáñôÞóåéò ,

P ′ = P+
16 sinhB

[(1 + z2) sinhB + 2z coshB]3

[
C +

∫ z

0

dw
[(1 + w2) sinhB + 2w coshB]2Q(w)

1− w2

]
;

(5.40)
ÁõôÞ ðñÝðåé íá ëõèåß ãéá ôï �2 ìå óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò �2(0) = 0 êáé �2(1) < ∞. ÁõôÞ ç
åîßóùóç ìðïñåß íá ëõèåß áñéèìçôéêÜ.

Ç ëýóç ðïõ âñßóêåôáé ìå áõôüí ôïí ôñüðï ðåñéÝ÷åé ìéá áõèáßñåôç óôáèåñÜ C. ÁõôÞ ç
ðáñÜìåôñïò èá ðñïóäéïñéóôåß ëýíïíôáò ôçí Kleinn-Gordon óå O(�2), ç ïðïßá ãßíåôáé

z4e−�0

l
3=2
0

(√
l0A0'

′
2

)′
− �2m2

e�;0'2 =
z4e−�0l2

2l
5=2
0

(√
l0A0'

′
0

)′
+ �2m2

e�;1'0 (5.41)

− z4e−�0

l
3=2
0

(
1√
l0

(
−�z3e−�0

�2
A1 +

l2
2
A0

)
'′
0

)′

;

üðïõ ôï äåîß ìÝëïò ðåñéÝ÷åé ãíùóôÝò óõíáñôÞóåéò (ìçäåíéêÞò êáé ðñþôçò ôÜîçò ðïõ Ý÷ïõìå
Þäç õðïëïãßóåé),

A1 =
l′2
l20

[
−1 +

zl′0
2l0

]
+

l2
4l0

[
8l′0
l0

− 3zl′0
2

l20
+ z�′

0
2

]
+
z

2
�′
0�

′
2 + �2

[
l′0
l0

− zl′0
2

4l20
+
z

4
�′
0
2

]
;

m2
e�;1 = −m2

[
l2
l0

+ �2

]
+ q2At0e

�0

[
2At2 +

l2
l0
At0

]
+

�

4�2
q2
z4

l0
At0At2

[
−3l′0

2

l20
+ 2�′

0

l′0
l0

+
4l′′0
l0

+ �′
0
2
+ 4�′′

0

]
+

�

4�2
q2
z4

l0
A2
t0

[
�′′
2 +

�′
2

2

(
l′0
l0

+ �′
0

)
+
�2

4

(
−3l′0

2

l20
+ 2�′

0

l′0
l0

+
4l′′0
l0

+ �′
0
2
+ 4�′′

0

)]
+

�

4�2
q2
z4

l0
A2
t0

[
l′′2
l0

+
l′2
2l0

(
−3l′0
l0

+ �′
0

)
+
l2
l0

(
−3l′0

2

l20
+
l′0
l0
�′
0 + 2

l′′0
l0

)]
: (5.42)

ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò êáé ôá äýï ìÝëç ôçò åî. (5.41) ìå
e�0 l

3=2
0

z4
'0, êáé ïëïêëçñþíïíôáò óôï

äéÜóôçìá [0; 1], ôï áñéóôåñü ìÝëïò ìçäåíßæåôáé ëüãù ôùí (5.16) êáé (5.25). ¸ôóé ðáßñíïõìå

0 =

∫ 1

0

dz(1− z2)

[(
l2
2l0

)′

A0'0'
′
0 −

�e−�0

�2l0
A1'

′
0
2 − �2 e

�0l0
z4

m2
e�;1'

2
0

]
: (5.43)
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Ó÷Þìá 5.4: Ç äåõôåñåýïõóáò ôÜîçò óõíÜñôçóç ôçò ìåôñéêÞò l2(z) ãéá åðéëïãÞ ðáñáìÝôñùí
üðùò óôï Ó÷Þìá 5.2.

Ðáñüôé öáßíåôáé ðïëýðëïêç, ðñüêåéôáé ãéá ìéá áðëÞ ãñáììéêÞ áëãåâñéêÞ åîßóùóç ãéá ôçí
Üãíùóôç ðáñÜìåôñï C. Ìðïñåß åýêïëá íá ëõèåß ãéá ôï C.

Ãéá ôçí åðéëïãÞ ôùí ðáñáìÝôñùí ôïõ ó÷Þìáôïò 5.2, áðü ôçí (5.43) âñßóêïõìå C = 8:0.
Ìå áõôÞí ôéìÞ, ìðïñïýìå íá ëýóïõìå áñéèìçôéêÜ ôçí (5.39) ãéá ôï �2. ×ñçóéìïðïéþíôáò

ôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç �2(0) = 0 êáé åðéëÝãïíôáò ôï �′
2(0) áõèáßñåôá, âñßóêïõìå ìßá ëýóç ç

ïðïßá åí ãÝíåé, áðïêëßíåé ëïãáñéèìéêÜ óôïí ïñßæïíôá. ÌåôáâÜëëïíôáò ôçí ôéìÞ ôïõ �′
2(0),

âñßóêïõìå ôçí ïìáëÞ ëýóç, ç ïðïßá ðáñïõóéÜæåôáé óôï ó÷Þìá 5.5.
Óôç óõíÝ÷åéá, ÷ñçóéìïðïéïýìå ôçí áñéèìçôéêÞ ëýóç ãéá ôï �2 ãéá íá êáèïñßóïõìå ôç

äéüñèùóç óôï çëåêôñïóôáôéêü äõíáìéêü At2. Ôï áðïôÝóìá ðáñïõóéÜæåôáé óôï ó÷Þìá 5.6.
Ìå áõôü ïëïêëçñþóáìå ôïí êáèïñéóìü üëùí ôùí óõíáñôÞóåùí ôçò ìåôñéêÞò êáèþò êáé

ôïõ çëåêôñïóôáôéêïý äõíáìéêïý êáé óôçí åðüìåíçò ôÜîçò äéüñèùóç.
Ç hairy ìåëáíÞ ïðÞ Ý÷åé ôéò åîÞò ãåíéêÝò éäéüôçôåò. Ç ìÜæá ôçò åßíáé

M = −2��′(0) = 8� cothB − 2��2�′
2(0) +O(�4) ; (5.44)

üðïõ ôï �′
2(0) êáèïñßæåôáé áðü ôç ëýóç ôçò åîßóùóçò (5.39), ôï öïñôßï ôçò åßíáé

Q = −�A′
t(0) =

[
1− C�2

] 4�

sinhB
+O(�4) ; (5.45)

üðïõ ôï C âñßóêåôáé áðü ôçí åîßóùóç (5.43), êáé ç èåñìïêñáóßá ôçò âñßóêåôáé áðü ôçí (5.10)
üôé åßíáé

T

T0

= 1− �2� +O(�4) ; � =

(
�2 +

l2
l0

− l′′2
2l′′0

)∣∣∣∣
z=1

= �2(1) +

∫ 1

0

dz
zL(z)

4(1− z2)
; (5.46)

üðïõ ôï T0 äßíåôáé áðü ôç ìçäåíéêÞò ôÜîçò ðñïóÝããéóç (5.24), ôï �2(1) êáèïñßæåôáé áðü ôç
ëýóç ôçò åîßóùóçò (5.39), êáé ôï L Ý÷åé ïñéóôåß óôçí (5.31).
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Ó÷Þìá 5.5: Ç äåõôåñåýïõóáò ôÜîçò óõíÜñôçóç ôçò ìåôñéêÞò �2(z) ãéá åðéëïãÞ ðáñáìÝôñùí
üðùò óôï Ó÷Þìá 5.2. Åðéðñüóèåôá Ý÷ïõìå åðéëÝîåé �′

2(0) = −0:0000105:
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Ó÷Þìá 5.6: Ç äåõôåñåýïõóáò ôÜîçò óõíÜñôçóç ôïõ çëåêôñïóôáôéêïý äõíáìéêïý At2(z) ãéá
åðéëïãÞ ðáñáìÝôñùí üðùò óôï Ó÷Þìá 5.2.
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5.4 ÓõìðåñÜóìáôá

ÈåùñÞóáìå Ýíá âáñõôéêü óýóôçìá ÷ùñßò êïóìïëïãéêÞ óôáèåñÜ (êáé åðïìÝíùò áóõìðôù-
ôéêÜ åðßðåäï ÷ùñü÷ñïíï) ìå çëåêôñïìáãíçôéêü ðåäßï êáé Ýíá öïñôéóìÝíï âáèìùôü ðåäßï ìå
ìÜæá, ôïõ ïðïßïõ ïé ðáñÜãùãïé Þôáí óõæåõãìÝíïé ìå ôïí ôáíõóôÞ ôïõ Einstein, ìå óôáèåñÜ
óýæåõîçò �. Ãéá ìéêñÝò ôéìÝò ôïõ âáèìùôïý ðåäßïõ ëýóáìå ôï óõæåõãìÝíï óýóôçìá ôùí
åîéóþóåùí Einstein-Maxwell-Klein Gordon äéáôáñáêôéêÜ.

ÂñÞêáìå üôé ãéá áñêåôÜ ìåãÜëåò ôéìÝò ôçò óôáèåñÜò óýæåõîçò �, ìéá ÁâåëéáíÞ U(1)
óõììåôñßá âáèìßäáò óðÜåé óôçí ðåñéï÷Þ ôïõ ïñßæïíôá ôçò ìåëáíÞò ïðÞò, ïäçãþíôáò óå ìéá
íÝá ìåëáíÞ ïðÞ ìå éóïôñïðéêÜ hair. ¸íá ìç-ìçäåíéêü � ìáò åðÝôñåøå íá îåðåñÜóïõìå ôï
èåþñçìá no-hair. Ç êëßìáêá ðïõ åéóÜãåôáé ìÝóù ôçò äéáóôáôéêÞò óôáèåñÜ óýæåõîçò � äñá
ðáñüìïéá ìå áõôÞí ìéáò êïóìïëïãéêÞò óôáèåñÜò óå AdS ÷þñï, äçìéïõñãþíôáò Ýíá ðçãÜäé
äõíáìéêïý ðïõ ìðïñåß íá åãêëùâßóåé âáèìùôÜ óùìáôßäéá êïíôÜ óôïí ïñßæïíôá. Óå áíôßèåóç
ìå ôïí AdS ÷þñï, óôïí ïðïßï åìöáíßæåôáé ìéá power law áóõìðôùôéêÞ óõìðåñéöïñÜ ãéá ôï
âáèìùôü ðåäßï, óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò äåßîáìå üôé ôï âáèìùôü ðåäßï ðÝöôåé åêèåôéêÜ ìáêñéÜ
áðü ôïí ïñßæïíôá.

Èá Þôáí åíäéáöÝñïí íá õðïëïãßóïõìå correlation functions óå áõôü ôï õðüâáèñï êáé íá
åîåñåõíÞóïõìå ôçí ðéèáíüôçôá ìéáò áíôéóôïé÷ßáò ìå ìéá èåùñßá âáèìßäáò, ðáñüìïéá ìå ôçí
áíôéóôïé÷ßá èåùñßáò âáèìßäáò/ âáñýôçôçôáò óå AdS ÷þñï. Èá Þôáí åðßóçò åíäéáöÝñïí íá
âñïýìå ìéá ðëÞñç áñéèìçôéêÞ ëýóç ôùí åîéóþóåùí ðåäßïõ ãéá ìçäåíéêÞ èåñìïêñáóßá, ðïõ èá
ìáò åðÝôñåðå íá åñåõíÞóïõìå ôç èåìåëéþäç êáôÜóôáóç ôïõ óõóôÞìáôïò.
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ÊåöÜëáéï 6

Åðßëïãïò

Óôá ðëáßóéá ôçò ðáñïýóáò äéáôñéâÞò, ìåëåôÞèçêå ç ýðáñîç ëýóåùí ìåëáíþí ïðþí óõæåõã-
ìÝíùí ìå âáèìùôü ðåäßï óå ôÝóóåñéò äéáóôÜóåéò.

Áñ÷éêÜ êÜíáìå ìéá áíáóêüðçóç óôéò ðéï ãíùóôÝò ëýóåéò ìåëáíþí ïðþí óõæåõãìÝíùí
ìå âáèìùôü ðåäßï. Ç ðñþôç ëýóç [8] åßíáé óå áóõìðôùôéêÜ åðßðåäï ÷ùñü÷ñïíï (Λ = 0).
Åßäáìå êÜðïéåò áðü ôéò éäéüôçôÝò ôçò êáé ðáñïõóéÜóáìå êáé ôçí çëåêôñéêÜ öïñôéóìÝíç ëýóç.
Ç ëýóç áõôÞ üìùò Ý÷åé êÜðïéåò ðáèïãÝíåéåò. Ôï âáèìùôü ðåäßï áðåéñßæåôáé óôïí ïñßæïíôá
ãåãïíüôùí ôçò ìåëáíÞò ïðÞò, åíþ óôï [9] âñÝèçêå üôé åßíáé áóôáèÞò. ¸ôóé äåí ðáñáâéÜæåôáé
ôï no-hair èåþñçìá. Óôç óõíÝ÷åéá ðáñïõóéÜóáìå ôç ëýóç ÌÔÆ [10] ç ïðïßá õðÜñ÷åé óå
áóõìðôùôéêÜ AdS ÷ùñü÷ñïíï Λ < 0. Åßäáìå üôé ç åéóáãùãÞ êïóìïëïãéêÞò óôáèåñÜò
ìåôáôïðßæåé ôïí ïñßæïíôá êáëýðôïíôáò ôïí áðåéñéóìü ôïõ âáèìùôïý ðåäßïõ, êáèéóôþíôáò
Ýôóé ôüóï ôç ìåôñéêÞ üóï êáé ôï âáèìùôü ðåäßï ïìáëÜ óå üëï ôï ÷ùñü÷ñïíï. Ç ýðáñîç ôçò
áñíçôéêÞò êïóìïëïãéêÞò óôáèåñÜò åðéôñÝðåé óôïí ïñßæïíôá íá Ý÷åé õðåñâïëéêÞ ãåùìåôñßá.
Áíáëýóáìå ôéò èåñìïäõíáìéêÝò éäßïôçôåò ôçò ìåëáíÞò ïðÞò êáé åßäáìå üôé ðáñáôçñåßôáé ìéá
áëëáãÞ öÜóçò äåýôåñçò ôÜîçò, áðü ôçí ôïðïëïãéêÞ ëýóç êåíïý óå áõôÞí ìå ôï âáèìùôü
ðåäßï. Óå èåñìïêñáóßåò ÷áìçëüôåñåò áðü ìéá êñßóéìç ôéìÞ åðéêñáôåß ç hairy ìåëáíÞ ïðÞ.
Åßäáìå åðßóçò ôçí çëåêôñéêÜ öïñôéóìÝíç ìïñöÞ ôçò ëýóçò [11].

Áêïëïýèùò ðáñïõóéÜóáìå ôç ãåíßêåõóç ôçò öïñôéóìÝíçò C - ìåôñéêÞò óýììïñöá óõæåõã-
ìÝíçò ìå âáèìùôü ðåäßï, ðáñïõóßá êïóìïëïãéêÞò óôáèåñÜò. Ç ëýóç åßíáé åßôå áóõìðôùôéêÜ
åðßðåäç (Λ = 0) åßôå ÷ùñü÷ñïíïò óôáèåñÞò êáìðõëüôçôáò (Λ 6= 0). Ç ìåôñéêÞ ôïõ ÷ù-
ñü÷ñïíïõ Ý÷åé ôç óõíÞèç ìïñöÞ ôçò C - ìåôñéêÞò ìå êïóìïëïãéêÞ óôáèåñÜ, üðïõ ç ìÜæá
êáé ôï çëåêôñéêü öïñôßï åßíáé ßóá. Åßäáìå üôé ç åðéôÜ÷õíóç ðáßæåé Ýíáí ðáñüìïéï ñüëï ìå
ôç êïóìïëïãéêÞ óôáèåñÜ. Ãéá êáôÜëëçëç åðéëïãÞ ôùí ðáñáìÝôñùí ôï âáèìùôü ðåäßï åßíáé
ïìáëü óôïí ïñßæïíôá êáé Ýîù áðü áõôüí áí Λ 6= 0 êáé áðåéñßæåôáé óôçí êùíéêÞ Üêñç ôïõ
ïñßæïíôá óôçí åðßðåäç ðåñßðôùóç. ÅðéðëÝïí ãéá áñíçôéêÞ êïóìïëïãéêÞ óôáèåñÜ êáé åðáõ-
îçìÝíç åðéôÜ÷õíóç, åßäáìå üôé ç åðéôá÷õíüìåíç ìåëáíÞ ïðÞ ðñïóïìïéÜæåé ðåñéóóüôåñï óå
ìåëáíÞ ÷ïñäÞ ìå ôïí ïñßæïíôá ãåãïíüôùí íá öôÜíåé ìÝ÷ñé ôï áóõìðôùôéêü Üðåéñï. ÁõôÞ
ç ðåñßðôùóç áêïëïõèåß óôåíÜ ôçí ðåñéãñáöÞ ôçò AdS C - ìåôñéêÞò óôï [31]. Åðßóçò ôï
âáèìùôü ðåäßï óõìðåñéöÝñåôáé êáëÜ óå üëç ôçí åðéôñåðüìåíç ðåñéï÷Þ ôùí óõíôåôáãìÝíùí
êáé åðéðëÝïí ç ìåôñéêÞ äåí Ý÷åé ðéá êùíéêÞ áíùìáëßá. Áêïëïõèþíôáò ôï [31] åñìçíåýóáìå
áõôü ôï ãåãïíüò, ùò ç ÷ïñäÞ íá åîïìáëýíåôáé áðü ôçí ßäéá ôçí åðéôá÷õíüìåíç ÷ïñäÞ, ç
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ïðïßá åêôåßíåôáé ìÝ÷ñé ôï Üðåéñï. Õðü áõôÞí ôçí Ýííïéá ç êùíéêÞ áíùìáëßá áíôéêáèßóôáôáé
áðü ôïí ßäéï ôïí ïñßæïíôá ôçò ìåëáíÞò ïðÞò! Áõôü ôï öáéíüìåíï åðïìÝíùò äåí ïöåßëåôáé
óôï âáèìùôü ðåäßï üðùò èá ìðïñïýóå êÜðïéïò áñ÷éêÜ íá õðïèÝóåé

Óôï åðüìåíï êåöÜëáéï ðáñïõóéÜóáìå ìéá íÝá êëÜóç ëýóåùí ìåëáíþí ïðþí åëÜ÷éóôá óõ-
æåõãìÝíùí ìå Ýíá âáèìùôü ðåäßï ðáñïõóßá áñíçôéêÞò êïóìïëïãéêÞò óôáèåñÜò. ÈåùñÞóáìå
ìéá ìïíïðáñáìåôñéêÞ ïéêïãÝíåéá áõôï-áëëçëåðéäñþíôùí äõíáìéêþí, ðáñáìåôñïðïéçìÝíùí
áðü ìéá áäéÜóôáôç óôáèåñÜ g. ¼ôáí g = 0, áíáêôïýìå ôç óýììïñöá áíáëëïßùôç ëýóç
ìåëáíÞò ïðÞò ôùí Martinez-Troncoso-Zanelli (MTZ). ¸íá ìç ìçäåíéêü g óçìáßíåé áðïìÜ-
êñõíóç áðü ôç óýììïñöç áíáëëïéüôçôá. ÅêôåëÝóáìå ìéá äéáôáñáêôéêÞ áíÜëõóç åõóôÜèåéáò
ôùí ëýóåùí. ÂñÞêáìå üôé ç hairy ìåëáíÞ ïðÞ åßíáé åõóôáèÞò êïíôÜ óôï óýììïñöï óçìåßï åÜí
ç ìÜæá åßíáé áñíçôéêÞ êáé ìðïñåß íá åêäçëþóåé áóôÜèåéåò óôçí ðåñßðôùóç áñíçôéêÞò ìÜæáò.
Åðßóçò ìåëåôÞóáìå ôç èåñìïäõíáìéêÞ ôùí ëýóåùí. Õðïëïãßóáìå ôçí åëåýèåñç åíÝñãåéá, êáé
âñÞêáìå üôé õðÜñ÷åé ìßá êñßóéìç èåñìïêñáóßá ðÜíù áðü ôçí ïðïßá ç hairy ìåëáíÞ ïðÞ ÷Üíåé
ôï âáèìùôü ðåäßï êáé ìåôáôñÝðåôáé óå ìßá ìåëáíÞ ïðÞ óôï êåíü. ÁõôÞ ç êñßóéìç èåñìï-
êñáóßá óõìâáßíåé óå Ýíá óçìåßï üðïõ ç ìÜæá ôçò ìåëáíÞò ïðÞò áëëÜæåé ðñüóçìï, üðùò êáé
óôçí ðåñßðôùóç ôçò ÌÔÆ [10]. Åðéðñüóèåôá, ðáñáôçñÞóáìå Ýíá êëÜäï hairy ëýóåùí ðïõ
õößóôáíôáé ìéá ðñþôçò ôÜîåùò áëëáãÞ öÜóçò óå ìéá äåýôåñç êñßóéìç èåñìïêñáóßá ç ïðïßá
åîáñôÜôáé áðü ôï g êáé åßíáé õøçëüôåñç áðü ôç êñßóéìç èåñìïêñáóßá ôçò ÌÔÆ. ÁõôÞ íÝá
êñßóéìç èåñìïêñáóßá áðïêëßíåé êáèþò ç óôáèåñÜ óýæåõîçò ôïõ äõíáìéêïý g → 0.

Åðéðñüóèåôá óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï èåùñÞóáìå Ýíá âáñõôéêü óýóôçìá ìçäåíéêÞò êï-
óìïëïãéêÞò óôáèåñÜò ðïõ áðïôåëåßôáé áðü Ýíá çëåêôñïìáãíçôéêü ðåäßï êáé Ýíá âáèìùôü
ðåäßï óõæåõãìÝíï ìå ôïí ôáíõóôÞ Einstein. ÈåùñÞóáìå ìéá óöáéñéêÜ óõììåôñéêÞ Reissner-
Nordstr�om ìåëáíÞ ïðÞ ùò õðüâáèñï êáé ôç äéáôáñÜîáìå åéóÜãïíôáò ìßá óýæåõîç ôùí ðáñá-
ãþãùí ôïõ âáèìùôïý ðåäßïõ ìå ôïí ôáíõóôÞ ôïõ Einstein. Äåßîáìå üôé óå áõôü ôï âáñõôéêü
óýóôçìá õðÜñ÷åé ìßá êñßóéìç èåñìïêñáóßá óôçí ïðïßá ðáñáôçñåßôáé ìßá äåýôåñçò ôÜîçò áë-
ëáãÞ öÜóçò óå ìßá áíéóïôñïðéêÞ hairy ìåëáíÞ ïðÞ êáé üôé ôï âáèìùôü ðåäßï åßíáé ïìáëü
óôïí ïñßæïíôá. Ëýíïíôáò áñéèìçôéêÜ êïíôÜ óôçí êñßóéìç èåñìïêñáóßá, ôï óõæåõãìÝíï äõíá-
ìéêü óýóôçìá ôùí Einstein-Maxwell-Klein-Gordon åîéóþóåùí, ìåëåôÞóáìå ôç óõìðåñéöïñÜ
ôçò hairy ëýóçò ìåëáíÞò ïðÞò. Õðïëïãßóáìå ôç èåñìïêñáóßá ôçò êáé ôç óõãêñßíáìå ìå ôçí
áíôßóôïé÷ç èåñìïêñáóßá ôçò Reissner-Nordstr�om ìåëáíÞò ïðÞò. ÂñÞêáìå üôé ðÜíù áðü ôçí
êñßóéìç èåñìïêñáóßá ç Reissner-Nordstr�om åßíáé áóôáèÞò êáé õðïëïãßæïíôáò ôéò åëåýèåñåò
åíÝñãåéåò äåßîáìå üôé ç íÝá hairy ìåëáíÞ ïðÞ åßíáé åíåñãåéáêÜ ðñïôéìçôÝá áðü ôçí áíôßóôïé÷ç
Reissner-Nordstr�om.

ÔÝëïò, óôï ôåëåõôáßï ÊåöÜëáéï, èåùñÞóáìå êáé ðÜëé Ýíá âáñõôéêü óýóôçìá ðïõ áðïôå-
ëåßôáé áðü Ýíá çëåêôñïìáãíçôéêü ðåäßï êáé Ýíá öïñôéóìÝíï âáèìùôü ðåäßï, ôï ïðïßï åßíáé
åëÜ÷éóôá óõæåõãìÝíï ìå ôç âáñýôçôá êáé ïé ðáñÜãùãïß ôïõ åßíáé óõæåõãìÝíïé ìå ôïí ôáíõ-
óôÞ ôïõ Einstein. ¼ðùò áíáöÝñèçêå êáé óôï [89], ÷ùñßò áõôÞí ôç óýæåõîç, äåí ìðïñïýìå
íá Ý÷ïõìå Ýíá \ãåùìåôñéêü" óðÜóéìï ôçò ÁâåëéáíÞò óõììåôñßáò êïíôÜ óôïí ïñßæïíôá ôçò
ìåëáíÞò ïðÞò, áöïý ï ÷þñïò åßíáé áóõìðôùôéêÜ åðßðåäïò. Óêïðüò ìáò Þôáí íá ìåëåôÞ-
óïõìå ðéèáíÝò áóôÜèåéåò ìéáò ìåëáíÞò ïðÞò êïíôÜ óôïí ïñßæïíôá óå áóõìðôùôéêÜ åðßðåäï
÷ùñü÷ñïíï (ìçäåíéêÞ êïóìïëïãéêÞ óôáèåñÜ). Ëýíïíôáò ôï äõíáìéêü óýóôçìá ôùí Einstein-
Maxwell-Klein-Gordon åîéóþóåùí, åßäáìå üôé õðÜñ÷åé ìéá êñßóéìç èåñìïêñáóßá óôçí ïðïßá
ðáñáôçñåßôáé ìéá áëëáãÞ öÜóçò ìéáò Reissner-Nordstr�om ìåëáíÞò ïðÞò óå ìßá hairy ìåëáíÞ
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ïðÞ. Ç hairy ëýóç åßíá óöáéñéêÜ óõììåôñéêÞ. Ëýíïíôáò ôéò åîéóþóåéò áíáëõôéêÜ êïíôÜ óôçí
èåñìïêñáóßá ìåôÜâáóçò, äåßîáìå üôé ôï âáèìùôü ðåäßï åßíáé óõãêåíôñùìÝíï êïíôÜ óôïí ïñß-
æïíôá êáé ðÝöôåé åêèåôéêÜ ìáêñéÜ áðü áõôüí. Ç äéáóôáôéêÞ óôáèåñÜ óýæåõîçò ðáñÝ÷åé ôçí
áðáñáßôçôç êëßìáêá ãéá ôï äõíáìéêü åãêëùâéóìïý, Ýíá áíôßóôïé÷ï öáéíüìåíï ìå ôçí áêôßíá
ôïõ AdS ðïõ ðñïÝñ÷åôáé áðü ôçí êïóìïëïãéêÞ óôáèåñÜ.
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ÐáñÜñôçìá A

Ëýóç ôùí Einstein-Maxwell Åîéóþóåùí

Óå áõôü ôï ÐáñÜñôçìá èá äþóïõìå ôéò ôå÷íéêÝò ëåðôïìÝñåéåò ôçò åðßëõóçò ôùí åîéóþóåùí
(4.21)-(4.25). ÎåêéíÜìå ìå ôçí (4.21). Óôï äåîß ìÝëïò, ìüíï ôï ' óõíåéóöÝñåé êáé ìüíï
ìÝóù ôïõ Θ�� . Åöüóïí åßíáé ìéêñü, Ý÷ïõìå

z2@2
z l − z@zl + @2

� l + 2 cot �@�l = 8�G
�2�

z2
(
1− z2

)3
e�(−Θt

t −Θ�
�) = 0 ;

ôï ïðïßï Ý÷åé ùò ëýóç

l = 1− z2 ; (A.1)

åðïìÝíùò ôï l ðáñáìÝíåé ßäéï (äåò åî. (4.30) êáé (4.36) ãéá ìéá RN ìåëáíÞ ïðÞ).
Êáôüðéí ëýíïõìå ôçí åîßóùóç Maxwell ç ïðïßá ðáßñíåé ôçí ìïñöÞ

z2@2
zA+ z2@z(�+ ln l)@zA+ @2

�A+ [cot � + @�� + @� ln l] @�A = 0 : (A.2)

Óå ðñþôç ôÜîç,

z2@2
zA+

[
−2z

l
+ @z�

]
z2@zA+ @2

�A+ cot �@�A = 0 :

Áðü ôçí (4.22), óå ðñþôç ôÜîç Ý÷ïõìå

z2@2
z�− 2z3

l
@z�+ @2

�� + cot �@�� = 8�Ge�
[
(z@zA)

2 + 2�2�
l

z2
Θt
t

]
:

Áíáðôýóóïõìå óå ðïëõþíõìá Legendre,

� = �0(r)P0(cos �) + �2P2(cos �) ;

A = A0(r)P0(cos �) + A2P2(cos �) ;

�2 l

z2
e�Θt

t = Q0(r)P0(cos �) +Q2(r)P2(cos �) ; (A.3)
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üðïõ �2 êáé A2 åßíáé äéïñèþóåéò ðñþôçò ôÜîçò, êáé

Q0 =
4 sinh2B

3�2

z4

(1− z2)[(1 + z2) sinhB + 2z coshB]4

[
1

2
(zZ ′)2 + Z2

]
;

Q2 =
4 sinh2B

3�2

z4

(1− z2)[(1 + z2) sinhB + 2z coshB]4
[
(zZ ′)2 −Z2

]
: (A.4)

×ñçóéìïðïéþíôáò ôç ó÷Ýóç

P ′′
` (cos �) + cot �P ′

`(cos �) = −`(`+ 1)P`(cos �) ;

ðáßñíïõìå

A′′
0 +

[
−2z

l
+ �′

0

]
A′

0 = 0 ; (A.5)

A′′
2 +

[
−2z

l
+ �′

0

]
A′

2 −
6

z2
A2 = −�′

2A
′
0 ; (A.6)

�′′
0 −

2z

l
�′
0 − 8�Ge�0A′

0
2
= 16�G�

Q0

z2
; (A.7)

�′′
2 −

2z

l
�′
2 −

6

z2
�2 − 8�Ge�0A′

0
2
�2 = 16�Ge�0A′

0A
′
2 + 16�G�

Q2

z2
: (A.8)

Áðü ôçí (A.5) âñßóêïõìå

A0(z) =
Q

�

∫ 1

z

dz′

l(z′)
e−�0(z′) : (A.9)

Ç åî. (A.7) äßíåé

�0 = �RN + ��0 ;

üðïõ �RN åßíáé ç ëýóç Reissner-Nordstr�m ðïõ äßíåôáé áðü ôéò åî.(4.30) êáé ç äéüñèùóç
ðñþôçò ôÜîçò éêáíïðïéåß

��′′
0 −

2z

1− z2
��′

0 −
8

[(1 + z2) sinhB + 2z coshB]2
��0 = 16�G

�Q0

z2
: (A.10)

Ãéá íá ôç ëýóïõìå êïéôÜìå ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. Óôï óýíïñï, ��′′
0 ≈ 0, åðïìÝíùò

��0 ∼ �z :

Óôïí ïñßæïíôá, (1−z)��′′
0−��′

0 ≈ 0, åðïìÝíùò ��0 ∼const., Þ ��0 ∼ ln(1−z). Ç ëýóç ðïõ
ðáÝé áóõìðôùôéêÜ óôï �z êáèþò z → 0 äßíåé ìéá ìßîç ��0 ∼ a+ b ln(1− z) óôïí ïñßæïíôá.
ÕðÜñ÷åé ìßá ìïíáäéêÞ ôéìÞ ôïõ � ãéá ôçí ïðïßá b = 0 êáé ç ëýóç åßíáé ïìáëÞ.
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Ïé äýï åîéóþóåéò ðïõ áðïìÝíïõí áðïôåëïýí Ýíá óõæåõãìÝíï óýóôçìá ðïõ ðñÝðåé íá ëõèåß
ãéá ôá A2 êáé �2. ÓõãêåêñéìÝíá,

A′′
2 −

2

z

[
l

1 + z2 + 2z cothB
− 1

l

]
A′

2 −
6

z2
A2 +

Q

�

l

(1 + z2 + 2z cothB)2
�′
2 = 0 ;

(A.11)

�′′
2 −

2z

l
�′
2 −

[
6

z2
+

8

[(1 + z2) sinhB + 2z coshB]2

]
�2 +

16�GQ

�

1

l
A′

2 − 16�G
�Q2

z2
= 0 :

(A.12)

Êáèþò z → 0, Ý÷ïõìå
A2 = Az3 + : : : ; �2 = az3 + : : :

ïé óôáèåñÝò A êáé a êáèïñßæïíôáé áðáéôþíôáò �2 = A2 = 0 óôïí ïñßæïíôá (Ýôóé þóôå íá
ìçí õðÜñ÷åé ãùíéáêÞ åîÜñôçóç ôçò èåñìïêñáóßáò Þ Ýíá çëåêôñéêü ðåäßï êáôÜ ìÞêïò ôïõ
ïñßæïíôá).

ÔÝëïò, âñßóêïõìå ôï � áðü ôçí ôñßôç åîßóùóç ôïõ Einstein (4.23). Óå ìçäåíéêÞ ôÜîç,
Ý÷ïõìå

0 = −1

2
(z�′

RN)
2 − 3

zl′

l
+ 2

(
zl′

l

)2

− z2l′′

l
+ 8�Ge�RN (zA′

RN)
2 ;

ç ïðïßá åýêïëá âëÝðïõìå üôé åðáëçèåýåôáé.
Ãéá íá ëýóïõìå ôçí åîßóùóç óå ðñþôç ôÜîç, èÝôïõìå

� = �0(z) + �1(z) cos
2 � : (A.13)

êáé ðáßñíïõìå ôçí
(1 + z2)z�′

0 = S0(z) ; (A.14)

üðïõ

S0(z) =
4z2[(1 + z2) coshB + 2z sinhB]

(1 + z2) sinhB + 2z coshB

(
��′

0 −
1

2
�′
2

)
− 8z2(1− z2)

[(1 + z2) sinhB + 2z coshB]2

(
��0 −

1

2
�2

)
− 8�G(1− z2)

[
1− 4�z4

�2[(1 + z2) sinhB + 2z coshB]4

]
Z2 : (A.15)

ç ïðïßá ðñÝðåé íá ëõèåß ùò ðñïò �0(z), êáé

(1 + z2)z�′
1 − 2(1− z2)�1 = S1(z) ; (A.16)

üðïõ

S1(z) =
12z2[(1 + z2) coshB + 2z sinhB]

(1 + z2) sinhB + 2z coshB
�′
2 +

12z2(1− z2)

[(1 + z2) sinhB + 2z coshB]2
�2

+ 8�G(1− z2)[(zZ ′)2 + Z2] + 8�G
4�z4(1− z2)

�2[(1 + z2) sinhB + 2z coshB]4
[(zZ ′)2 −Z2] ;

(A.17)
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ç ïðïßá ðñÝðåé íá ëõèåß ùò ðñïò �1(z).
Åßíáé êáé ïé äýï åîéóþóåéò ðñþôçò ôÜîçò êáé ïëïêëçñþíïíôáé åýêïëá. ¸÷ïõìå

�0(z) =

∫ z

0

dy

y(1 + y2)
S0(y) (A.18)

üðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç �0(0) = 0.
Ãéá ôï �1, ÷ñåéáæüìáóôå �1 = 0 êáé óôá äýï Üêñá. ¸÷ïõìå

�1 = − z2

(1 + z2)2

∫ 1

z

dy

y3
(1 + y2)S1(y) (A.19)

üðïõ ôï üñéï ôçò ïëïêëÞñùóçò åðéëÝ÷èçêå Ýôóé þóôå �1 = 0 óôïí ïñßæïíôá (z = 1). Ðá-
ñáôçñïýìå üôé �1 ∼ O(z2) êáèþò z → 0 (r → ∞), Ýôóé êáé ç Üëëç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç
éêáíïðïéåßôáé.
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