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1. Δηζαγσγή 

 

Σηο ηειεπηαίεο δεθαεηίεο νη κηθξνζπζθεπέο θαη ηα κηθξν-ειεθηξνκεραληθά ζπζηήκαηα (MEMS) 

έρνπλ αλαδεηρζεί ζε δεκνθηιή ηνκέα ηεο έξεπλαο, ιόγσ ηεο νινέλα απμαλόκελεο απαίηεζεο γηα 

δηαρείξεζε κηθξώλ όγθσλ ξεπζηώλ. Οη κηθξνζπζθεύεο απηέο έρνπλ εθαξκνγή ζε έλα πιήζνο 

επηζηεκνληθώλ ηνκέσλ κεξηθνί από ηνπο νπνίνπο είλαη ε βηνινγία, ε ηαηξηθή, ε θαξκαθεπηηθή θαη 

ε ηερλνινγία ειεθηξνληθώλ ζπζηεκάησλ. ε θαζέλαλ από απηνύο ηνπο ηνκείο απαηηείηαη ε 

κεηαρείξηζε ξεπζηώλ ζε όγθνπο κεξηθώλ λαλνιίηξσλ, όπσο επί παξαδείγκαηη γηα ηελ ςύμε 

κηθξνηζίπ, γηα ηαηξηθέο εμεηάζεηο, γηα ηε κεηαθνξά βηνινγηθώλ δεηγκάησλ ζε κηθξνζθνπηθά 

ζπζηήκαηα πξνζδηνξηζκνύ θαη ινηπέο άιιεο εθαξκνγέο.  

 

Γηάθνξεο κνξθέο κηθξνζπζθεπώλ έρνπλ αλαπηπρζεί, νη νπνίεο πνηθίινπλ από απιέο 

ζπζθεπέο, όπσο είλαη νη κηθξναηζζεηήξεο θαη νη κηθξναληιηέο, έσο θαη πνιππινθόηεξα 

ζπζηήκαηα γηα ηε δηαρείξεζε ξεπζηώλ απνηεινύκελα από αληιίεο, βαιβίδεο, αηζζεηήξεο ξνήο, 

ηξηρνεηδή δηαρσξηζκνύ, αληρλεπηέο ρεκηθώλ θαη ινηπά κέξε. [7] 

 

Καηά ηε δεθαεηία ηνπ 1980, κεηαμύ ησλ πξώησλ κηθξναληιηώλ πνπ αλαπηύρζεθαλ, θάπνηεο 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζε ζπζηήκαηα ειεγρόκελεο ρνξήγεζεο ηλζνπιίλεο ζε αζζελείο κε δηαβήηε, 

γηα ηε δηαηήξεζε ηνπ επηπέδνπ ησλ ζαθράξσλ ζην αίκα ηνπο, κεηώλνληαο ηελ απαηηνύκελε 

ζπρλόηεηα ελέζηκεο ηλζνπιίλεο. Δπίζεο, βξήθαλ εθαξκνγή ζηελ ρνξήγεζε ηερλεηώλ 

καθξνκνξίσλ ζε όγθνπο ή/θαη ζηε ξνή ηνπ αίκαηνο, θαζώο επίζεο πην πξόζθαηα έξεπλεο 

εζηίαζαλ θαη ζηα κηθξνζθνπηθά ζπζηήκαηα αλάιπζεο βηνινγηθώλ θαη ρεκηθώλ δεηγκάησλ. Σα 

πιενλεθηήκαηα ζηηο εθαξκνγέο απηέο αθνξνύλ αθελόο ηε κείσζε ηνπ όγθνπ ηνπ απαηηνύκελνπ 

δείγκαηνο, αιιά θαη ηελ κεγαιύηεξε ηαρύηεηα ηεο αλάιπζεο, ηε δπλαηόηεηα θαηαζθεπήο 

θνξεηώλ κνλάδσλ, ιόγσ ηνπ ζεκαληηθά κηθξνύ κεγέζνπο ησλ κηθξνζπζθεπώλ, θαη ηεο 

κεησκέλεο ρεηξσλαθηηθήο επέκβαζεο.[1] 

 

Πξόζθαηα, ε ρξήζε κηθξναληιηώλ γηα ηελ θαηαζθεύε θαζκαηνκέηξσλ κάδαο κηθξνύ βάξνπο 

έδσζε ζεκαληηθά πιενλεθηήκαηα θαη ζηελ επηζηήκε ηεο εμεξεύλεζεο ηνπ δηαζηήκαηνο, όπνπ ν 

απαηηνύκελνο εμνπιηζκόο είλαη πιένλ εθηθηό λα κεηαθέξεηαη από ηα ειαθξά δηαζηεκόπινηα, 

δείρλoληαο έηζη ηηο αλαξίζκεηεο εθαξκνγέο ησλ κηθξνζπζθεπώλ θαη ησλ MEMS. 
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Οη κηθξναληιίεο, ινηπόλ, θαηέρνπλ ζεκαληηθή ζέζε αλάκεζα ζηηο κηθξνζπζθεπέο, θαζώο ε 

ρξήζε ηνπο θαιύπηεη έλα επξύ θάζκα εθαξκνγώλ: ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηε κεηαθνξά 

ειάρηζησλ πνζνηήησλ ξεπζηώλ από ην έλα κέξνο ελόο εξγαζηεξίνπ-ζε-ηζηπ (lab-on-a-chip) ζε 

έλα άιιν, παξέρνπλ κηθξόιηηξα δεηγκάησλ αλζξώπηλσλ θπηηάξσλ ζε κηθξνθαλάιηα γηα 

δηαρσξηζκό, εληνπηζκό θαη ηαπηνπνίεζε ζηα πιαίζηα ζεξαπείαο ηνπ θαξθίλνπ, παξέρνπλ ηελ 

δπλαηόηεηα ρνξήγεζεο βηνηερλνινγηθώλ θαξκάθσλ ε νπνία δελ είλαη δπλαηή κε ηηο ζπκβαηηθέο 

κεζόδνπο, ελώ ηέινο, ζηε ρεκηθή βηνκεραλία ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηελ παξαγσγή 

κηθξνπνζνηήησλ ρεκηθώλ. 

 

Οη αληιίεο εκπίπηνπλ ζε κία εθ ησλ δύν κεγάισλ θαηεγνξηώλ: ζηηο αληιίεο εθηόπηζεο θαη ζηηο 

δπλακηθέο αληιίεο. Οη πξώηεο πξνζδίδνπλ δπλάκεηο πίεζεο ζην ξεπζηό κέζσ ελόο ή 

πεξηζζόηεξσλ θηλεηώλ ζπλόξσλ, ελώ νη δεύηεξεο πξνζζέηνπλ δηαξθώο ελέξγεηα ζην ξεπζηό κε 

ηξόπν πνπ απμάλεη ηελ νξκή ηνπ ή θαη απεπζείαο ηελ πίεζε απηνύ. Η πξνζδηδόκελε νξκή, ζηηο 

αληιίεο εθηόπηζεο, κεηαηξέπεηαη αθνινύζσο ζε πίεζε κε ηελ εθαξκνγή εμσηεξηθήο αληίζηαζεο.  

 

Πνιιέο από ηεο αληιίεο απηήο ηεο θαηεγνξίαο ιεηηνπξγνύλ κε πεξηνδηθό ηξόπν θαη 

ελζσκαηώλνπλ κεραληζκνύο δηόξζσζεο ηεο ξνήο ώζηε λα επηηπγράλεηαη ζπλερήο ξνή. 

Μπνξνύλ, αθόκα, λα δηαρσξηζηνύλ πεξαηηέξσ ζε παιηλδξνκηθέο θαη πεξηζηξνθηθέο, αλάινγα κε 

ην είδνο θίλεζεο ηνπ θηλεηνύ ζπλόξνπ πνπ ρξεζηκνπνηνύλ. 

 

Οη πεξηζζόηεξεο κηθξναληιίεο πνπ έρνπλ αλαθεξζεί ζε εξεπλεηηθά ζπγγξάκκαηα αθνξνύλ 

κηθξναληιίεο εθηόπηζεο, όπνπ ηα θηλεηά ζύλνξα ή επηθάλεηεο πξνζδίδνπλ πίεζε κε πεξηνδηθό 

ηξόπν. ε αληίζεζε κε ηηο αληίζηνηρεο αληιίεο καθξνθιίκαθαο, πνπ ιεηηνπξγνύλ κε πηζηόληα, νη 

πεξηζζόηεξεο κηθξναληιίεο εθηόπηζεο ρξεζηκνπνηνύλ παξακνξθώζηκεο πιάθεο από γπαιί, 

ζηιηθόλε ή/θαη πιαζηηθό, πνπ θαινύληαη δηαθξάγκαηα ή κεκβξάλεο, θαη έρνπλ ζηεξεσκέλεο ηηο 

αθκέο ηνπο ζην ζάιακν ηεο κηθξναληιίαο. 
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Σα θύξηα ζηνηρεία κηαο κηθξναληιίαο εθηόπηζεο είλαη ν ζάιακνο, ζην έλα ζύλνξν ηνπ νπνίνπ 

ζηεξεώλεηαη ην θηλεηό δηάθξαγκα, ν ελεξγνπνηεηήο/νδεγόο κεραληζκόο θαη δύν παζεηηθέο 

βαιβίδεο ειέγρνπ, κία ζηελ είζνδν (πιεπξά αλαξξόθεζεο) θαη κία ζηελ έμνδν (πιεπξά 

θαηάζιηςεο) ηνπ ζαιάκνπ ηεο κηθξναληιίαο. Καηά ηε ιεηηνπξγία, ν ελεξγνπνηεηήο κεραληζκόο 

ελεξγεί ζην δηάθξαγκα θαη απμνκεηώλεηαη ν όγθνο ηνπ ζαιάκνπ. Σν ξεπζηό εηζέξρεηαη ζην 

ζάιακν θαηά ηελ απνξξόθεζε θαη εμέξρεηαη από απηόλ θαηά ηελ θαηάζιηςε. Οη βαιβίδεο 

ειέγρνπ είλαη ηέηνηεο ώζηε λα επλννύλ ηελ είζνδν θαη έμνδν ηνπ ξεπζηνύ αληίζηνηρα, 

δηνξζώλνληαο ηε ξνή θαη επηηπγράλνληαο θαζαξή ξνή ζε έλα δίρξνλν θύθιν άληιεζεο.  

 

 

 

Οη ελεξγνπνηεηέο/νδεγνί πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη δηαθέξνπλ θαηά πεξίπησζε θαη εθαξκνγή: 

ζεξκνειαζηηθά, ειεθηξνζηαηηθά, ειεθηξνκαγλεηηθά, ζεξκνπιαζηηθά θαη δηκεηαιιηθά πιηθά είλαη 

κεξηθά από ηα πιηθά πνπ αλαθέξνληαη ζηε ζύγρξνλε βηβιηνγξαθία. ε απηά έξρνληαη λα 

πξνζηεζνύλ ηα “έμππλα πιηθά”, όπσο είλαη ηα θξάκαηα κλήκεο ζρήκαηνο θαη ηα πηεδνειεθηξηθά 

θεξακηθά. 

 

Οη πεξηζζόηεξεο κηθξναληιίεο κε κεκβξάλε ρξεζηκνπνηνύλ βαιβίδεο εηζαγσγήο/εμαγσγήο 

γηα ηελ θαηεύζπλζε ηεο ξνήο ηνπ ξεπζηνύ. Καηά ηε ζκίθξπλζε, όκσο, κηαο ηέηνηαο δηάηαμεο 

παξνπζηάδνληαη πξνβιήκαηα ηόζν ζην θαηαζθεπαζηηθό κέξνο, όζν θαη ζην ιεηηνπξγηθό. Η 

αληιία έρεη απμεκέλν θίλδπλν θόπσζεο θαη θζνξάο, ελώ ζηελ πεξίπησζε όπνπ ην 

δηαρεηξηδόκελν ξεπζηό πεξηέρεη ζηεξεά, ππάξρεη ν θίλδπλνο απόθξαμεο ησλ βαιβίδσλ. Σέινο, 

εάλ ηα ζηεξεά πνπ δηαθηλνύληαη κέζσ ηνπ πγξνύ είλαη έκβηεο νληόηεηεο (όπσο γηα παξάδεηγκα 

απνηθίεο θπηηάξσλ) ππάξρεη ν θίλδπλνο ζαλάηνπ απηώλ, ιόγσ ησλ ηάζεσλ πνπ αλαπηύζνληαη 

ζηα θηλεηά κέξε ησλ βαιβίδσλ. 

Στήμα 1 - Ανηλία με ζηοιτεία 
ακροθσζίοσ/διατύηη 
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 Γηα ηελ απνθπγή απηώλ ησλ κεηνλεθηεκάησλ, ηα ηειεπηαία ρξόληα μεθίλεζαλ λα 

αλαπηύζνληαη κηθξναληιίεο πνπ ρξεζηκνπνηνύλ δηόδνπο ξνήο ηνπ ηύπνπ αθξνθπζίνπ/δηαρύηε. 

Οη δίνδνη απηέο έρνπλ δηαθνξεηηθή αληίζηαζε ζηε ξνή όηαλ απηή αληηζηξέθεηαη. Καηά ηε ζεηηθή 

δηεύζπλζε ηεο ξνήο κέζσ ηνπ δηαρύηε ε ηαρύηεηα κεηώλεηαη θαη αλαθηάηαη ζηαδηαθά ε ζηαηηθή 

πίεζε. Όηαλ ε ξνή αληηζηξέθεηαη, ην ζηνηρείν ιεηηνπξγεί σο αθξνθύζην, πξνθαιώληαο 

κεγαιύηεξε πηώζε πίεζεο κε απνηέιεζκα, θαηά ηελ παιηλδξνκηθή θίλεζε, λα δεκηνπξγείηαη 

θαζαξή ξνή. Η εθαξκνγή ζηνηρείσλ αθξνθπζίνπ/δηαρύηε ζε κηθξναληιίεο έγηλε πξώηε θνξά 

από ηνπο Stemme G. θαη Stemme E., θαη κεηέπεηηα από ηνπο Gerlach θαη Wurmus [6],[9].  

 

ηελ παξνύζα εξγαζία αζρνινύκαζηε κε ην ζρεδηαζκό κηθξναληιίαο ρσξίο βαιβίδεο ηεο 

νπνίαο ην δηάθξαγκα εθηειεί εμαλαγθαζκέλε πεξηνδηθή ηαιάλησζε κε πηεδνειεθηξηθό 

ελεξγνπνηεηή, ελώ ε ξύζκηζε ηεο ξνήο γίλεηαη κε ζηνηρεία ηύπνπ αθξνθπζίνπ/δηαρύηε.  

 

ηηο ελόηεηεο πνπ αθνινπζνύλ πεξηγξάθνληαη ηα ζηνηρεία πνπ απνηεινύλ ηελ κηθξναληιία θαη 

νη εμηζώζεηο πνπ δηέπνπλ ηε ιεηηνπξγία απηώλ, ελώ επηρεηξείηαη ε πεξηγξαθή ησλ θαηλνκέλσλ 

ηεο ειεθηξνκεραληθήο θαη ξεπζηνκεραληθήο ζύδεπμεο ηνπ πξνβιήκαηνο ζρεδηαζκνύ κέζα από 

κεζόδνπο πνπ παξέρνληαη από ηε ζρεηηθή βηβιηνγξαθία. 
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2. Το πρόβλημα του σχεδιασμού 
 

Όπσο ήδε αλαθέξζεθε παξαπάλσ, ε κηθξναληιία απνηειείηαη από ηνλ ζάιακν, ην 

δηάθξαγκα κε ηνλ ελεξγνπνηεηή θαη ηα ζηνηρεία αθξνθπζίν/δηαρύηεο. Η αλάιπζε ηεο ιεηηνπξγίαο 

ηεο, ινηπόλ, απνηειείηαη από ηελ αλάιπζε ιεηηνπξγίαο ησλ επηκέξνπο ζηνηρείσλ ηεο θαζώο 

επίζεο θαη από ηελ αιιειεπίδξαζε ησλ ηκεκάησλ απηήο. Όπσο ζα θαλεί, νη πξαγκαηηθέο 

ζπλζήθεο ιεηηνπξγίαο παξνπζηάδνπλ δπζθνιία ζηελ επίιπζε ή πξνζνκνίσζή ηνπο θαη 

ζπγθεθξηκέλεο παξαδνρέο ρξεηάδεηαη λα ιεθζνύλ γηα ηελ εμαγσγή γεληθώλ ζπκπεξαζκάησλ ηα 

νπνία δηεπθνιύλνπλ ζηελ αλάιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 

 

Ο ζρεδηαζκόο ηεο κηθξναληιίαο νθείιεη λα αληαπνθξίλεηαη ζηηο απαηηήζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο 

όπνπ πξόθεηηαη λα ρξεζηκνπνηεζεί. Οη απαηηήζεηο απηέο ζπλήζσο αλαθέξνληαη είηε ζην 

ελεξγεηαθό θνκκάηη, δειαδή ην ειεθηξηθό δπλακηθό πνπ είλαη δηαζέζηκν γηα ηελ ελεξγνπνίεζε 

ηνπ πηεδνειεθηξηθνύ ππνθηλεηή θαη θαη’ επέθηαζε ηνπ δηαθξάγκαηνο ηεο αληιίαο, είηε ζην ηκήκα 

ησλ νγθνκεηξηθώλ παξνρώλ. Η ηειεπηαία απαίηεζε κπνξεί λα εθθξαζηεί είηε σο κηα νξηζκέλε 

πξναπαηηνύκελε νγθνκεηξηθή παξνρή ζηελ είζνδν ηεο κηθξναληιίαο, είηε σο έλαο νξηζκέλνο 

πξναπαηηνύκελνο κέζνο νγθνκεηξηθόο ξπζκόο εθξνήο. 

ηελ παξνύζα εξγαζία εμεηάδεηαη ην πξόβιεκα ηνπ ζρεδηαζκνύ κηαο κηθξναληιίαο ρσξίο 

βαιβίδεο, γηα κεηαθνξά δσληαλώλ θπηηάξσλ, γηα ηελ νπνία πξναπαηηείηαη ζπγθεθξηκέλε κέζε 

νγθνκεηξηθή εθξνή   
̅̅̅̅ . 

 

Η κέζε νγθνκεηξηθή ξνή ππνινγίδεηαη νινθιεξώλσληαο θαηά ηε δηάξθεηα κηαο πεξηόδνπ ηνλ 

ξπζκό εθξνήο από ην ζηνηρείν αθξνθύζην/δηαρύηεο ζηελ έμνδν ηεο αληιίαο: 

 

  
̅̅̅̅  

 

 
∫      

 

 
     (1) 

 

Πιένλ, ην πξόβιεκα ηνπ ζρεδηαζκνύ κεηαηξέπεηαη ζε πξόβιεκα έθθξαζεο ηνπ ξπζκνύ 

εθξνήο θαηά ηε δηάξθεηα κηαο πεξηόδνπ, θαζώο επίζεο θαη ηεο πεξηγξαθήο ηεο ζπρλόηεηαο 

ηαιάλησζεο ηνπ δηαθξάγκαηνο ζπλαξηήζεη ησλ θπζηθώλ ραξαθηεξηζηηθώλ ηνπ ζπζηήκαηνο. 

 

Πξνο ηελ θαηεύζπλζε απηή ππάξρνπλ δηαθνξεηηθέο πξνζεγγίζεηο πνπ νδεγνύλ ζε 

απνηειέζκαηα πνπ κπνξνύλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ γηα ηελ εμαγσγή ηόζν πνηνηηθώλ όζν θαη 

πνζνηηθώλ ζπκπεξαζκάησλ, ηα νπνία ζα κειεηεζνύλ ζηηο παξαθάησ ελόηεηεο. 
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3. Στοιχεία Ακροφύσιο / Διαχύτης 
 

Γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ ξπζκνύ εθξνήο ζα πξέπεη λα ιεθζεί ππόςηλ ε επίδξαζε ησλ 

ζηνηρείσλ ηνπ αθξνθπζίνπ θαη δηαρύηε ζηε ξνή ηνπ ξεπζηνύ ζηα δηαθνξεηηθά ζηάδηα ηεο 

άληιεζεο, ηόζν θαηά ηε καθξνζθνπηθή αλάιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο, όζν θαη θαηά ηελ αλάιπζε 

κε ζπλήζεηο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο. 

 

Η γεληθή ιεηηνπξγία ησλ ζηνηρείσλ αθξνθπζίνπ/δηαρύηε είλαη λα επηηαρύλνπλ (ή λα 

επηβξαδύλνπλ) ηε ξνή ηνπ ξεπζηνύ κε αύμεζε (ή κείσζε) ηεο δηαηνκήο ηνπο θαηά κήθνο ηνπ 

άμνλα ηεο ξνήο. Με ηνλ ηξόπν απηό επηθέξνπλ ηόζν ηε κεηαηξνπή ηεο ελέξγεηαο από θηλεηηθή 

ζε δπλακηθή θαη αληίζηξνθα, όζν θαη ηελ απώιεηα ελέξγεηαο ζε κνξθή ζεξκόηεηαο. Σα 

θαηλόκελα απηά είλαη δύζθνιν λα θαζνξηζηνύλ επαθξηβώο, εηδηθά γηα κεγάιεο ηηκέο ηνπ αξηζκνύ 

Reynolds.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.1.1 Ιδαμική Ροή 

 

Γηα λα απνθηήζνπκε κηα γεληθή εηθόλα εμεηάδνπκε ηε ζεσξεηηθή πεξίπησζε ηεο ξνήο κε-

ημώδνπο ξεπζηνύ (ηδαληθή ξνή). Η ελέξγεηα δελ απνκαθξύλεηαη σο ζεξκόηεηα θαη δελ ππάξρνπλ 

αλαηαξάμεηο ζην ξεπζηό. Έηζη ην νινθιήξσκα ηνπ Bernoulli κπνξεί λα εθαξκνζηεί γηα θάζε 

δηαηνκή ζηελ πνξεία ηεο ξνήο: 

 

       
 

 
   

     
 

 
  

      (2) 

 

Στήμα 2 - Σηοιτείο ακροθύζιο/διατύηης 
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όπνπ p είλαη ε πδξνζηαηηθή πίεζε, ξ ε ππθλόηεηα ηνπ ξεπζηνύ θαη u ε ηαρύηεηα. Η εμίζσζε 

απηή ιέεη πσο γηα νπνηνδήπνηε ζεκείν ηεο ξνήο, ην άζξνηζκα ηεο δπλακηθή ελέξγεηαο 

(πδξνζηαηηθή πίεζε) θαη ηεο θηλεηηθήο ελέξγεηαο (δπλακηθή πίεζε) παξακέλεη ζηαζεξό.  

 

Οξίδνληαο:  

 

                  (3.1) 

                     (3.2) 

                     (3.3) 

                   (3.4) 

 

 

 

θαη αληηθαζηζηώληαο ην u(z) κε ηε βνήζεηα ηεο εμίζσζεο ζπλέρεηαο:  

 

        
  

    
                       (4) 

 

ε εμίζσζε Bernoulli γξάθεηαη πιένλ σο εμήο: 

 

       
 

 
  

  

    
    

    
 

 
   

        (5) 

ιύλνληαο σο πξνο p(z) βξίζθνπκε ηε γεληθή ζρέζε ηεο ηνπηθήο πίεζεο: 

 

       
 

 
   

  *   
  

    
  +          (6) 

 

Γηα ρσξηθνύο δηαρύηεο, δειαδή γηα ηνπο δηαρύηεο όπνπ ε δηαηνκή πνπ βξίζθεηαη θάζεηα ζην 

επίπεδν ηεο ξνήο κεηαβάιιεηαη κε ην z2, ηζρύεη: 

 

    

  
        

 

 
    (

 

 
)             (7) 
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επνκέλσο ε πξνήγνπκελε ζρέζε γίλεηαη: 

 

       
 

 
   

  [  
 

     
 

 
     

 

 
   

]      (8)  

Γηα λα γεληθεύζνπκε ην πξόβιεκα ρξεζηκνπνηνύκε ηε ζρεηηθή ηνπηθή κεηαβιεηή     
 

 
. 

πζρεηίδνληαο ηελ ηνπηθή πδξνζηαηηθή πίεζε κε ηε δπλακηθή πίεζε ζην ζεκείν z = 0, πξνθύπηεη: 

 

    
 

 
   

                 (9) 

 

 

 

όπνπ  

       
 

           
 
 
   

 

 

 

Σν ζ κπνξεί λα εξκελεπζεί σο ε ζρεηηθή κείσζε ηεο θηλεηηθήο ελέξγεηαο ζηε ζέζε δ 

αλαθνξηθά κε ηε κηθξόηεξε δηαηνκή θαη είλαη ηζρπξά εμαξηώκελε από ηε γσλία ηνπ αλνίγκαηνο 

a. Απηό γίλεηαη θαηαλνεηό από ην ηνλ ζρεηηθό ηνπηθό ξπζκό κεηαηξνπήο ηεο ελέξγεηαο: 

 

       
 

  
       

 

 

ην ζεκείν απηό πξνθύπηνπλ δύν εξσηήκαηα: ππάξρεη ειάρηζην απαηηνύκελν κήθνο 

εμαξηώκελν από ηε γσλία αλνίγκαηνο, a, ώζηε λα πξνθύπηεη θαηάιιειε ιεηηνπξγία, θαη αλ λαη 

πσο κπνξεί λα πξνζδηνξηζηεί; Αθόκα, ε εμαξηώκελε από ην a κεηαηξνπή ηεο ελέξγεηαο 

επεξεάδεη ηελ απώιεηα ελέξγεηαο ζηα πξαγκαηηθά ξεπζηά; 
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Αλαθνξηθά κε ην πξώην εξώηεκα ν T. Gerlarch έρεη εθηηκήζεη πσο έλαο πνιύ κηθξνύ κήθνπο 

δηαρύηεο απνηπγράλεη λα ιεηηνπξγήζεη σο δηαρύηεο θαζώο ηα θαηλόκελα κεηαηξνπήο ελέξγεηαο 

πνπ πξνθαινύληαη από ηε ζπλερή κεηαβνιή ηεο δηαηνκήο θαηά κήθνο ηεο ξνήο δελ επηθξαηνύλ 

ζηε ξνή (θαζώο γηα    ην θαλάιη γίλεηαη ηδαληθό ζηόκην). Τπνζέηεη, αθόκα, πσο γηα ηε ζσζηή 

ιεηηνπξγία ηνπ δηαρύηε, ηα παξαπάλσ θαηλόκελα κεηαηξνπήο ελέξγεηαο νθείινπλ λα 

νινθιεξώλνληαη κέζα ζην κήθνο h ηνπ ζηνηρείνπ. Δπνκέλσο ε ζρεηηθή κείσζε ηεο ελέξγεηαο ζ 

πξέπεη λα ηζνύηαη ή λα είλαη κεγαιύηεξε κηαο ηηκήο ζ0.  

 

Έηζη, επηιύνληαο σο πξνο δ, πξνθύπηεη ε ζρεηηθή ζέζε δ0: 

 

         
 

      
 

 
 
 [

 

√    
   ]    (10) 

 

 

όπνπ ην δ0 κπνξεί λα εξκελεπζεί σο ην ειάρηζην ζρεηηθό κήθνο ηνπ δηαρύηε.[3] 

 

 

3.1.2 Απώλειες Εμέργειας 

 

Η αλάιπζε πνπ πξνεγήζεθε είρε σο ζηόρν λα δεκηνπξγήζνπκε κηα γεληθή εηθόλα γηα ηελ 

αξρή ιεηηνπξγίαο ελόο ζηνηρείνπ αθξνθπζίνπ/δηαρύηε. Γηα ην ιόγν απηό αγλνήζεθαλ νη απώιεηεο 

ελέξγεηαο θαηά ηε ξνή, θάηη πνπ όκσο δελ ζπκβαίλεη ζηε ξνή ησλ πξαγκαηηθώλ ξεπζηώλ, ηα 

νπνία ραξαθηεξίδνληαη από ην ημώδεο ηνπο, πνπ πξνθαιεί ηε δηάρπζε ηεο ελέξγεηαο ππό ηε 

κνξθή ζεξκόηεηαο. Η πνζόηεηα ηεο δηαρεώκελεο ελέξγεηαο γηα νπνηνλδήπνηε πδξαπιηθό αγσγό 

κπνξεί λα πεξηγξαθεί από ηελ απώιεηα πίεζεο θεθαιήο, ζύκθσλα κε ηε ζρέζε: 

 

      
 

 
   

        (11)  

 

όπνπ ην ξ είλαη ε ππθλόηεηα ηνπ ξεπζηνύ, u0 ε κέζε ηαρύηεηα ζηε δηαηνκή αλαθνξάο θαη ην μ 

ζπκβνιίδεη ηνλ ζπληειεζηή απώιεηαο πίεζεο. Σν μ είλαη αδηάζηαηε παξάκεηξνο θαη εμαξηάηαη 

κόλν από ηε γεσκεηξία ηνπ θαλαιηνύ θαη από ηνλ αξηζκό Reynolds. Η παξαπάλσ εμίζσζε 

πξνζηίζεηαη ζην νινθιήξσκα Bernoulli ώζηε λα αληαλαθιάηαη ε ηζνξξνπία ηεο δπλακηθήο, 

θηλεηηθήο θαη απσιεζζείζαο ελέξγεηαο ηεο πξαγκαηηθή ξνήο.  
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Η εμίζσζε (11) κπνξεί λα γξαθεί θαη σο: 

 

   √       (12) 

Όπνπ ην C είλαη ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο ηεο ξνήο: 

 

  
  

√
 

 
  

           
  

√
 

 
   

         
  

√
 

 
   

    (13) 

 

An είλαη ε δηαηνκή ηνπ ζηνηρείνπ ζην ιαηκό θαη ξ ε ππθλόηεηα ηνπ ξεπζηνύ. Σν μ είλαη κηθξό 

γηα ξνή πξνο ηα δεμηά θαη κεγάιν γηα ξνή πξνο ηα αξηζηεξά, ελώ γηα ην C ηζρύεη ην αληίζεην. 

 

Από ηελ θιαζζηθή ξεπζηνδπλακηθή ππάξρνπλ επαξθή εκπεηξηθά δεδνκέλα γηα ηνλ 

ζπληειεζηή απώιεηαο πίεζεο γηα αγσγνύο δηαθνξεηηθήο γεσκεηξίαο. Οη θύξηεο πεξηπηώζεηο πνπ 

καο ελδηαθέξνπλ αθνξνύλ ζηε ζπλερή ή απόηνκε ζύγθιηζε/απόθιηζε ηνπ αγσγνύ, ζηε γσλία 

αλνίγκαηνο (a) θαη ζηηο απόηνκεο ή ζηξνγγπινκέλεο άθξεο ηνπ αγσγνύ. 

 

Στήκα 3 - Σσληειεζηές απώιεηας 

 

Παξαηεξείηαη πσο νη κεγαιύηεξεο απώιεηεο εκθαλίδνληαη γηα ηε ζπλερή απόθιηζε ηνπ 

αγσγνύ κε κεγάιε γσλία a, θαζώο θαη γηα απόηνκε απόθιηζε. Γηα ηελ πξώηε πεξίπησζε, ην 

ξεπζηό θηλείηαη ζε απόηνκε αύμεζε ηεο πίεζεο, ε νπνία επηβξαδύλεη ηε ξνή θπξίσο θνληά ζηα 

ηνηρώκαηα ηνπ αγσγνύ. Απηό έρεη σο απνηέιεζκα ηελ απνθόιιεζε ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο θαη 

ηε δεκηνπξγία αλαθπθινθνξίαο ή δώλε αληίζηξνθεο ξνήο κε ηζρπξέο αλαηαξαρέο θαη επνκέλσο 

κεγάιεο απώιεηεο ζεξκηθήο ελέξγεηαο.  
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   ε γεληθόηεξν επίπεδν, ιόγσ ηεο κεγάιεο κεηαηξνπήο ελέξγεηαο γηα κεγάιεο γσλίεο 

αλνίγκαηνο a, ην κεγαιύηεξν πνζνζηό θηλεηηθήο ελέξγεηαο θπξίσο ράλεηαη σο ζεξκηθή ελέξγεηα 

παξά κεηαηξέπεηαη ζε δπλακηθή. Γηα ηε δεύηεξε πεξίπησζε, ην ξεπζηό εμέξρεηαη σο ειεύζεξνο 

πίδαθαο θαη θαηαιήγεη ζε αλνηρηή δεμακελή (ζην ζάιακν ηεο κηθξναληιίαο) κε απνηέιεζκα λα 

ράλεη όιε ηελ θηλεηηθή ηνπ ελέξγεηα. 

 

 Γηα ην ιόγν απηό ε αληίζηνηρε ηηκή ηνπ μ είλαη κνλάδα. Γηα απόθιηζε κε κηθξή γσλία 

αλνίγκαηνο δελ επέξρεηαη απνθόιιεζε ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο θαη ε αλάθηεζε ηεο πίεζεο είλαη 

ζεκαληηθά πην απνηειεζκαηηθή. Απηό εμεγεί θαη ηε ζεκαληηθά κηθξόηεξε ηηκή ηνπ μ κεηαμύ ησλ 

δύν γσληώλ γηα ίδην ηύπν απόθιηζεο ηνπ αγσγνύ. 

 

Η ξνή ζε ζπλερή ζπζηνιή ή ζύγθιηζε γίλεηαη ζρεδόλ ρσξίο απώιεηεο, όκνηα κε ηελ ηδαληθή 

ξνή. Υαξαθηεξίδεηαη από ζεκαληηθή πηώζε ηεο πίεζεο θαηά ηε δηεύζπλζε ηεο ξνήο θαη ζρεδόλ 

όιε ε δπλακηθή ελέξγεηα κεηαηξέπεηαη ζε θηλεηηθή, ελώ κηθξέο απώιεηεο ελέξγεηαο 

παξαηεξνύληαη κόλν θνληά ζηα ηνηρώκαηα. 

 

πλνςίδνληαο, νη απώιεηεο ελέξγεηαο ζε πξαγκαηηθά ζηνηρεία αθξνθπζίνπ/δηαρύηε είλαη 

εμαξηώκελεο από ηε γεσκεηξία ηνπ ζηνηρείνπ θαη ηελ θαηεύζπλζε ηεο ξνήο. Η εμάξηεζε από ηελ 

ηειεπηαία, όκσο, ιακβάλεη ρώξα κόλν γηα κεγαιύηεξεο ηαρύηεηεο ξνήο, θαζώο βαζίδεηαη ζηελ 

κεηαθνξά νξκήο (θαη άξα ζε ζεκαληηθά πνζά θηλεηηθήο ελέξγεηαο).  

 

Αληηζέησο, θαηά ηε ζηξσηή ξνή ζε κηθξόηεξεο ηαρύηεηεο δελ ππάξρεη θακία εμάξηεζε από 

ηελ θαηεύζπλζε ηεο ξνήο. Η δηαζέζηκε θηλεηηθή ελέξγεηα κπνξεί λα ζεσξεζεί ακειεηέα θαη ε 

πηώζε πίεζεο είλαη ζε ηζνξξνπία κε ηηο δπλάκεηο ημώδνπο. πκπεξαζκαηηθά, ηα πξνθίι 

ηαρύηεηαο θαη γηα ηηο δύν θαηεπζύλζεηο είλαη όκνηα εθηόο ηνπ πξνζήκνπ ηνπο. [3] 
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4. Μέθοδοι Προσέγγισης του σχεδιαστικού προβλήματος 

4.1 Αμαλυτική Προσέγγιση – Μομτέλο συγκεμτρωτικής μάζας 

 

Σν δηάθξαγκα, ππό ηε ζπλζήθε πσο ζε απηό αζθείηαη κεδεληθή δηαθνξά πίεζεο, ζεσξείηαη 

πσο εθηειεί εκηηνλνεηδή ηαιάλησζε νγθνκεηξηθνύ ύςνπο V0 θαη κέγηζηεο νγθνκεηξηθήο 

κεηαηόπηζεο 2V0. Σν ύςνο ηεο κεηαηόπηζεο ηνπ δηαθξάγκαηνο εμαξηάηαη από ηε ζπρλόηεηα 

ηαιάλησζεο θαη από ηνλ πηεδνειεθηξηθό ππνθηλεηή. 

 

ύκθσλα κε ηε βηβιηνγξαθία, νη δηαθνξεηηθέο κηθξναληιίεο απηνύ ηνπ είδνπο ιεηηνπξγνύλ 

θνληά ζηελ πξώηε κεραληθή ζπρλόηεηα δόλεζεο ηνπ πιηθνύ, ε νπνία κπνξεί λα πξνζεγγηζηεί 

ρξεζηκνπνηώληαο ηελ αλαινγία κάδαο – ειιαηεξίνπ, όπνπ νη ειαζηηθέο ηδηόηεηεο ηνπ 

δηαθξάγκαηνο αλαπαξηζηνύλ ην ειιαηήξην θαη ην ηαιαληνύκελν ξεπζηό, ζηα ζηνηρεία 

αθξνθπζίνπ / δηαρύηε, ηε κάδα.  

 

Δάλ ην ζύζηεκα ζεσξεζεί ζπληεξεηηθό θαη ην πξνθίι ηεο ηαρύηεηαο επίπεδν, ηόηε ε 

ζπρλόηεηα ηαιάλησζεο γηα κηθξναληιία κε έλα ζάιακν είλαη: 

 

   
 

  
*
      

 
         

           
 

 

+

 

 

     (14) 

Όπνπ       
   

  
 , w0 είλαη ην θεληξηθό πιάηνο ηαιάλησζεο ηνπ δηαθξάγκαηνο, P ε 

δηαθνξηθή πίεζε, b ην βάζνο ηνπ ζαιάκνπ, D θαη d ηα πιάηε εμόδνπ θαη εηζόδνπ ηνπ ζηνηρείνπ 

αθξνθύζην/δηαρύηεο αληίζηνηρα,     
  

  
   

   

  
 , V ν όγθνο ηνπ ζαιάκνπ (κε επίπεδν 

δηάθξαγκα),   
  

  
 θαη L ην κήθνο ηνπ ζηνηρείνπ αθξνθύζην/δηαρύηεο.[4] 

 

Η ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ νγθνκεηξηθή κεηαηόπηζε γξάθεηαη σο εμήο: 

 

                    (15) 

 

Όπνπ,      , είλαη ε γσληαθή ζπρλόηεηα. 
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Όηαλ ε πίεζε θάησ από ην δηάθξαγκα είλαη κεγαιύηεξε ηεο πίεζεο άλσζελ απηνύ (ζπλήζσο 

ηεο αηκνζθαηξηθήο) αθνινπζεί κηα ππεξηηζέκελε αλνδηθή θίλεζε απηνύ. 

 

Θεσξώληαο πσο ε θίλεζε απηή εμηζνξξνπείηαη από κηα αληίζεηε δύλακε ηύπνπ ειιαηεξίνπ, ε 

κεηαβνιή ηνπ όγθνπ είλαη αλάινγε ηεο δηαθνξάο πίεζεο: 

  

                (16) 

 

Δάλ pb είλαη ε πίεζε γηα ηελ νπνία, όηαλ απηή εθαξκόδεηαη, ε κεηαηόπηζε είλαη ίζε ηνπ 

πιάηνπο ηαιάλησζεο V0: 

 

                 (17) 

 

Σόηε ε εμίζσζε (14) γξάθεηαη: 

  

     
        

         
     (18) 

 

H pb εμαξηάηαη από ηελ αθακςία ηνπ πιηθνύ ηνπ δηαθξάγκαηνο. 

 

Η εμίζσζε (13) κπνξεί πιένλ λα γξαθηεί έηζη ώζηε λα ζπκπεξηιακβάλεη ηελ επίδξαζε ηεο 

δηαθνξάο πίεζεο: 

 

                  
        

         
    (19) 

 

Η νπνία αθνύ δηαθνξηζηεί κε ην ρξόλν δίλεη: 

 

  

  
              

  

  

       
   (20) 
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Ο ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ όγθνπ ηζνύηαη κε ην ξπζκό εθξνήο, Q2, κείσλ ην ξπζκό εηζξνήο, Q1, 

ζηελ αληιία. Δπνκέλσο: 

  

  
                    

  

  

       
   (21) 

Όπνπ: 

     √      ,γηα Pin-P>0 

      √           ,γηα Pin-P<0 

     √       ,γηα P-Pout>0 

     √         ,γηα P-Pout<0 

 

Η εμίζσζε (19) γξάθεηαη ζε κνξθή πεπεξαζκέλσλ δηαθνξώλ: 

 

  

  
                    

      
  

       
   (22) 

 

Γηα θάζε ρξόλν t, ε εμίζσζε (22) επηιύεηαη αξηζκεηηθά σο πξνο p. Έπεηηα, ππνινγίδεηαη ην Q2 

πνπ είλαη ε ξνή εμόδνπ. 

Γηα ηελ εηδηθή πεξίπησζε πνπ ε αθακςία ηνπ δηαθξάγκαηνο είλαη πνιύ κεγάιε (θαη επνκέλσο 

ε pb πνιύ πςειή) ε επίδξαζε ηεο δηαθνξάο πίεζεο ζην δηάθξαγκα είλαη ακειεηέα. Σόηε, ν 

ηειεπηαίνο όξνο ηεο εμίζσζεο (21) κπνξεί λα αγλνεζεί θαη λα ιεθζεί αλαιπηηθή ιύζε. Η ιύζε 

απηή ιακβάλεηαη γηα ηα ηξία ζηάδηα: 

1) Γηα P>Pout>Pin. Ο ξπζκόο εθξνήο είλαη      √      . Η ιύζε δίλεη: 

 

   

(
  
  

)
 

             √*(
  
  

)
 

  +   (
          

  
)
 

(
  
  

)
 

  

   (23) 

Όπνπ ΓP είλαη ε δηαθνξά πίεζεο Pout – Pin. 
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2) Γηα P<Pin<Pout. Η ιύζε δίλεη: 

 

   

              √*(
  
  

)
 

  +   ( 
          

  
)
 

(
  
  

)
 

  

   (24) 

 

3) Γηα Pin<P<Pout. Η ιύζε δίλεη: 

 

   
 

 
           √

 

 
  

    
 

 
               (25) 

 

Γηα ηελ εηδηθή πεξίπησζε όπνπ Pin = Pout, ε νινθιήξσζε ηεο  εμίζσζεο (1) κπνξεί λα γίλεη 

αλαιπηηθά θαη ν κέζνο ξπζκόο εθξνήο : 

 

  
̅̅̅̅  

   

 

     

     
    (26) 

 

Καζώο ε αξρή ηνπ πξνβιήκαηνο ζρεδηαζκνύ είλαη αθξηβώο ε ηηκή ηεο κέζεο νγθνκεηξηθήο 

εθξνήο ηεο αληιίαο, κεηά ηελ επίιπζε ηεο εμίζσζεο (1) ή (26) απαηηείηαη ε επηινγή ησλ 

ραξαθηεξηζηηθώλ ηνπ πηεδνειεθηξηθνύ ππνθηλεηή.  

 

4.1.1 Πιεζοηλεκτρικός υποκιμητής  

 

ηηο κηθξναληιίεο δίρσο βαιβίδεο, νη νπνίεο ρξεζηκνπνηνύλ πηεδνειεθηξηθό δηάθξαγκα σο 

ελεξγνπνηεηή, ην ξεπζηό δηαθηλείηαη από ηελ ηαιάλησζε ηεο κεκβξάλεο. Σν ίδην ην ξεπζηό 

απνηειεί ζεκαληηθό παξάγνληα αληίζηαζεο ζηελ ηαιάλησζε απηή. Η ηαιάλησζε ηεο κεκβξάλεο 

θαη ε ξνή ηνπ ξεπζηνύ είλαη, ζπλεπώο, θπζηθά ζπδεπγκέλα κεγέζε. Δθόζνλ ε επίδξαζε ηνπ 

ξεπζηνύ ζεσξεζεί ακειεηέα, ηόηε ε κεκβξάλε ηαιαληώλεηαη ζηε ζπρλόηεηα ηεο πηεδνειεθηξηθήο 

δύλακεο γηα ηαιαληώζεηο κηθξνύ πιάηνπο. Όκσο, ζύκθσλα θαη κε ηε βηβιηνγξαθία, ε 

ηαιάλησζε δελ είλαη αλεμάξηεηε ηεο ξνήο ηνπ ξεπζηνύ ζε πξαγκαηηθέο εθαξκνγέο θαη ε 

επίδξαζε ηεο ζύδεπμεο είλαη ζεκαληηθή θαηά ηελ πξνζνκνίσζε ηεο ιεηηνπξγίαο κηθξναληιηώλ. 

Με-γξακκηθά θαηλόκελα θπξηαξρνύλ ζηελ απόθξηζε ηεο κεκβξάλεο, αθόκα θαη όηαλ ην πιάηνο 

ηαιάλησζεο είλαη κηθξό. [7] 
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Από ηηο δηάθνξεο πηεδνειεθηξηθέο δηακνξθώζεηο πνπ έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί ζε πξαθηηθό 

αιιά θαη εξεπλεηηθό επίπεδν, ε δηάηαμε δίζθνπ είλαη από ηηο πιένλ δηαδεδνκέλεο. ε πιήζνο 

εθαξκνγώλ ρξεζηκνπνηνύληαη κνλόκνξθα ηα νπνία απνηεινύληαη από πηεδνειεθηξηθό ζηξώκα 

παθησκέλν αλάκεζα ζε δύν ειεθηξόδηα θαη ζε νξηζκέλν αξηζκό παζεηηθώλ ζηξσκάησλ από 

δηάθνξα πιηθά. Η δηακόξθσζε απηή έρεη έλαλ επηθξαηνύληα d31 πηεδνειεθηξηθό ζπληειεζηή θαη 

επνκέλσο ε δηέγεξζε θαηά ηελ εγθάξζηα, σο πξνο ηα ειεθηξόδηα, δηέπζπλζε επηθέξεη ηάζε θαηά 

ηελ αθηηληθή δηεύζπλζε. Ο ζπληειεζηήο d31 πξνθαιεί ηελ εθηξνπή ηεο κεκβξάλεο εθόζνλ απηή 

είλαη παθησκέλε ζηηο θπθιηθέο αθκέο ηεο. [14]  

 

πγθεθξηκέλα, θαζώο έλα ειεθηξηθό πεδίν Ez εθαξκόδεηαη θαηά ηε δηεύζπλζε ηνπ άμνλα z 

(θαηαθόξπθνο άμνλαο) ζε πηεδνειεθηξηθό πιηθό πνισκέλν θαηά ηελ ίδηα δηεύζπλζε, ην νπνίν 

εξεκεί, παξάγεηαη ηάζε ε θαηά ηηο x- θαη y- δηεπζύλζεηο, ζύκθσλα κε ηε ζρέζε: 

             (27)  

 

Καζώο ην πηεδνϋιηθό είλαη ζπλδεδεκέλν κε θάπνην  ππόζηξσκα, ην πξώην δελ δύλαηαη λα 

ζπζηαιεί ειεύζεξα θαη εθειθπζηηθή ηάζε εθαξκόδεηαη ζε απηό, ζύκθσλα κε ηε ζρέζε ηάζεο-

θαηαπόλεζεο ε νπνία είλαη ζπγθεθξηκέλε βάζεη πιηθνύ. H παξακόξθσζε ηνπ δηαθξάγκαηνο 

πεξηιακβάλεη δύν θύξηα θαηλόκελα: ηελ θάκςε ιόγσ εθαξκνδόκελεο νξκήο θαη ηε ζπζηνιή 

ιόγσ θαζαξήο δύλακεο θαηά ηε δηεύζπλζε ηεο πηεδν-θαηαπόλεζεο. [12] 

 

 

4.1.2 Πιεζοηλεκτρικός υποκιμητής και διάφραγμα 

 

Η δόλεζε ηνπ δηαθξάγκαηνο πεξηγξάθεηαη από ηελ θαηαθόξπθε κεηαηόπηζε απηνύ. Καζώο ε 

κεηαηόπηζε είλαη κηθξή ζε ζύγθξηζε κε ην κηθξόηεξν ραξαθηεξηζηηθό κήθνο ηεο κεκβξάλεο, ε 

ζεσξία θάκςεο ιεπηώλ πιαθώλ ηνπ Kirchoff κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα απνηππώζεη ηελ 

κεηαηόπηζε απηή σο ζπλάξηεζε ηνπ ειεθηξηθνύ δπλακηθνύ, ηεο πίεζεο θαη ησλ ραξαθηεξηζηηθώλ 

ηνπ πιηθνύ ηεο κεκβξάλεο ζε ζρέζε κε ην ρξόλν.  

 

Η δύλακε δηέγεξζεο, fe, κπνξεί λα ιεθζεί επηιύνληαο ηελ εμίζσζε πνπ πεξηγξάθεη ηελ 

ειεθηξνκεραληθή ζύδεπμε πνπ αθνξά ζηνλ ελεξγνπνηεηή: 

 

                                                      
                 (28)  
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όπνπ εkl είλαη ν ηαλπζηήο κεραληθήο ηάζεο, ζij ν ηαλπζηήο ηεο κεραληθήο πίεζεο, Ek ην 

δηάλπζκα ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ, eijk ν ηαλπζηήο πηεδνειεθηξηθήο ζηαζεξάο θαη CE
ijkl ν ηαλπζηήο 

ζηαζεξάο ειαζηηθήο δπζθακςία γηα ζηαζεξό ειεθηξηθό πεδίν. Ο ηειεπηαίνο ηαλπζηήο πξόθεηηαη 

γηα ηνλ παξαθάησ 6x6 ζπκκεηξηθό ηαλπζηή: 

 

C1111 C1122 C1133 0 0 0 

C1122 C2222 C2233 0 0 0 

C1133 C2233 C3333 0 0 0 

0 0 0 C1212 0 0 

0 0 0 0 C2323 0 

0 0 0 0 0 C1313 

 

 

 

θαη: 

      
             

 
 (29.α),       

             

 
 (29.β),      

      
             

 
  (29.γ),       

               

 
 (29.δ), 

      
               

 
 (29.ε),       

               

 
 (29.ζη), 

          (29.δ),           (29.ε),           (29.ζ) 

                             (29.η), 

                                    (29.θ) 

 

 

 

όπνπ κε ιij ζπκβνιίδνληαη νη ιόγνη Poisson, κε Εij νη ζπληειεζηέο Young  θαη κε Gij νη 

ζπληειεζηέο δηάηκεζεο ηνπ πηεδνειεθηξηθνύ πιηθνύ. 

Μηα ηππηθή δνκή πηεδνειεθηξηθά ππνληθνύκελνπ δηαθξάγκαηνο απνηειείηαη, όπσο ήδε 

αλαθέξζεθε, από ην πηεδνειεθηξηθό ζηξώκα, ην ζπλδεηηθό ζηξώκα θαη ηελ παζεηηθή πιάθα 

(κεκβξάλε). Σν πηεδνειεθηξηθό ζηξώκα είλαη θνιιεκέλν ζηελ παζεηηθή πιάθα κε αγώγηκε 

ζύλδεζε (ζπλδεηηθό ζηξώκα). ην παξαθάησ ζρήκα παξνπζηάδεηαη ε δηαηνκή ηεο δνκήο ελόο 

πηεδνειεθηξηθνύ ππνθηλεηή. 
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ρήκα 4 - Πηεδνειεθηξηθόο ππνθηλεηήο θαη δηάθξαγκα 

 

Οη δηάκεηξνη ηνπ ζηξώκαηνο ζύλδεζεο θαη ηνπ πηεδνειεθηξηθνύ ζπκβνιίδνληαη σο a, ελώ ε 

δηάκεηξνο ηεο παζεηηθήο πιάθαο σο b. Η απόζηαζε κεηαμύ ηεο νπδέηεξεο επηθάλεηαο ηνπ 

ππνθηλεηή, ηελ νπνία ζα εμεγήζνπκε παξαθάησ, θαη ηεο θάησ επηθάλεηαο ηεο παζεηηθήο 

πιάθαο ζπκβνιίδεηαη σο h θαη ε απόζηαζε κεηαμύ ηνπ ήκηζπ ηνπ πάρνπο ηνπ πηεδνειεθηξηθνύ 

ζηξώκαηνο θαη ηεο νπδέηεξεο επηθάλεηαο ζπκβνιίδεηαη σο h1. Σα πάρε ηεο παζεηηθήο πιάθαο, 

ηνπ ζηξώκαηνο ζύλδεζεο θαη ηνπ πηεδνειεθηξηθνύ ζηξώκαηνο ζπκβνιίδνληαη σο hp, hb θαη hpzt 

αληίζηνηρα.  

 

 

Με ηελ εθαξκνγή ζπλερνύο ξεύκαηνο ε πξνθαινύκελε κεηαηόπηζε ζεσξείηαη ζπκκεηξηθή σο 

πξνο ηνπο δύν άμνλεο. Η αλάιπζε γηα ιόγνπο επθνιίαο γίλεηαη ζε θπιηλδξηθέο ζπληεηαγκέλεο.  

 

 

Βαζηθέο παξαδνρέο πνπ κεηέρνπλ ζηε ζεσξία θάκςεο ιεπηώλ πιαθώλ ηνπ Kirchoff 

απνηεινύλ νη εμήο: 

 

 

1. Η θάζεηε ηάζε ζzz ακειείηαη (ζzz=0). 

2. Σν επζύγξακκν ζηνηρείν πνπ βξίζθεηαη θάζεην ζηελ νπδέηεξε επηθάλεηα πξηλ ηελ 

παξακόξθσζε είλαη θάζεην ζε απηή θαη κεηά ηελ παξακόξθσζε (erz=eζz=0). 

3. Σν πηεδνειεθηξηθό ζηξώκα είλαη πνισκέλν θαηά ηε δηεύζπλζε z ηνπ πάρνπο ηνπ θαη ην 

ειεθηξηθό δπλακηθό ηνπ κεηαβάιιεηαη κε ηνλ λόκν ηνπ ηεηξαγώλνπ θαηά ην πάρνο ηνπ 

(z). 

4. Η παζεηηθή πιάθα είλαη παθησκέλε θαηά ηελ θπθιηθή αθκή 
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ύκθσλα κε ηε ζεσξία ησλ ιεπηώλ πιαθώλ ηνπ Kirchhoff, νη κεηαηνπίζεηο ζηνλ 

πηεδνειεθηξηθό ππνθηλεηή νξίδνληαη ώο εμήο: 

 

                                                                                            (30) 

                                        
   

  
              (31) 

                                                     
   

   
                             (32) 

όπνπ ηα uz, ur  θαη uζ είλαη νη κεηαηνπίζεηο θαηά ηελ εγθάξζηα θαηεύζπλζε z, ηελ αθηηληθή r θαη 

ηελ εθαπηνκεληθή ζ, αληίζηνηρα. 

 

 

Καζώο ζπλερέο εμσηεξηθό δπλακηθό αζθείηαη ζην πηεδνειεθηξηθό ζηξώκα, νη γξακκηθέο ηάζεηο 

πνπ εκθαλίδνληαη ζηε δνκή ζε ζρέζε κε ηελ αθηηληθή θαη εθαπηνκεληθή δηεύζπλζε εθθξάδνληαη 

σο: 

    
   

  
   

   

   
     (33) 

    
  

 
   

  

   
     (34) 

 

Οη ηάζεηο ζηελ ειαζηηθή παζεηηθή πιάθα είλαη: 

 

   
  

  

    
              

   

    
  

   

   
 

    

   
    (35) 

   
  

  

    
              

   

    
  

  

   
 

     

   
    (36) 

 

όπνπ ν εθζέηεο “1” δειώλεη ηηο κεηαβιεηέο γηα ηελ παζεηηθή πιάθα, ελώ επίζεο ηα Ep θαη vp 

είλαη ην κέηξν ειαζηηθόηεηαο Young θαη ν ιόγνο Poisson ηεο παζεηηθήο πιάθαο, αληίζηνηρα. 

 

Λόγσ ηνπ όηη ην ζηξώκα ζύλδεζεο είλαη ζεκαληηθά πην ιεπηό από ην πηεδνειεθηξηθό ζηξώκα 

θαη από ηελ παζεηηθή πιάθα, ε ημσδνειαζηηθή ηνπ ζπκπεξηθνξά κπνξεί λα αγλνεζεί. Έηζη νη 

αληίζηνηρεο ηάζεηο γηα ην ζηξώκα ζύλδεζεο ιακβάλνληαη σο: 

    
  

  

    
              

   

    
  

   

   
 

    

   
    (37) 

   
  

  

    
              

   

    
  

  

   
 

     

   
    (38) 
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όπνπ ν εθζέηεο “2” δειώλεη ηηο κεηαβιεηέο γηα ην ζηξώκα ζύλδεζεο, ελώ ηα Eb θαη vb είλαη ην 

κέηξν ειαζηηθόηεηαο Young θαη ν ιόγνο Poisson γηα ην ζηξώκα ζύλδεζεο, αληίζηνηρα. 

Σν πηεδνειεθηξηθό ζηξώκα ζεσξείηαη σο εγθάξζηα ηζνηξνπηθό πιηθό. Από ηε γξακκηθή 

θαηαζηαηηθή εμίζσζε γηα πηεδνειεθηξηθά πιηθά, νη ηάζεηο ζην ζηξώκα απηό βξίζθνληαη σο: 

 

   
  

 

   
       

            
   

   
      

    
 

   
       

 
   

    
   

   
  

   

   
      

       (39) 

   
  

 

   
       

            
   

   
      

    
 

   
       

 
  

   
 

    

     
   

   
      

               (40) 

 

 

 

όπνπ ν εθζέηεο “3” δειώλεη ηηο κεηαβιεηέο γηα ην πηεδνειεθηξηθό ζηξώκα,ελώ επίζεο 

      
     

 είλαί ν ιόγνο Poisson ηνπ πηεδνειεθηξηθνύ ζηξώκαηνο, sE
11 θαη sE

12 είλαη νη 

ζηαζεξέο ζπκκόξθσζεο ηνπ πηεδνειεθηξηθνύ πιηθνύ, d31 είλαη ε πηεδνειεθηξηθή ζηαζεξά ηνπ 

πιηθνύ θαη Ez είλαη ε έληαζε ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ θαηά ηε δηέζπλζε ηνπ z, αληίζηνηρα. 

 

ύκθσλα κε ηελ παξαδνρή (3), ην ειεθηξηθό δπλακηθό ζεσξείηαη πσο κεηαβάιιεηαη αλάινγα 

κε ην πάρνο ζύκθσλα κε ην λόκν ηνπ ηεηξαγώλνπ: 

 

                  (41) 

 

όπνπ ηα θ0, θ1 θαη θ2 είλαη παξάκεηξνη πνπ εμαξηώληαη από ην r.  

 

Η έληαζε ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ θαη ε ειεθηξηθή κεηαηόπηζε θαηά κήθνο ηεο δηεύζπλζεο ηνπ 

πάρνπο (Εz,Dz) εθθξάδνληαη σο εμήο: 

 

    
  

  
             (42) 

                                    
     

            (43) 

 

όπνπ ε33 είλαη ε δηειεθηξηθή ζηαζεξά ηνπ πηεδνειεθηξηθνύ πιηθνύ. 

 

ύκθσλα κε ην λόκν ηνπ Maxwell, ε απόθιηζε ηεο ειεθηξηθήο ξνήο νθείιεη λα εθιείςεη, 

ζπλεπώο: 

 

   

  
        (44) 
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Αληηθαζηζηώληαο ηηο εμηζώζεηο (39),(40),(42) θαη (43) ζηελ εμίζσζε (44), ε ζηαζεξά θ2 δίλεηαη 

σο: 

 

   
   

    
      

         
 
   

   
 

  

   
     (45) 

 

 

Οη ειεθηξηθέο νξηαθέο ζπλζήθεο γηα ηελ άλσ θαη θάησ επηθάλεηα ηνπ πηεδνειεθηξηθνύ 

ζηξώκαηνο είλαη: 

 

  
   

    

 

        (46) 

  
   

    

 

        (47) 

όπνπ          
    

 
  . ύκθσλα κε ηνπο Dobrucki θαη Pruchnicki, ππάξρεη κηα 

νπδέηεξε επηθάλεηα ζηελ πνιπζηξσκαηηθή δνκή ζηελ νπνία δελ εκθαλίδεηαη εγθάξζηα ή αθηηληθή 

ηάζε. 

 

 Η απόζηαζε h κεηαμύ ηεο νπδέηεξεο επηθάλεηαο θαη ηεο θάησ επηθάλεηαο ηεο παζεηηθήο 

πιάθαο είλαη: 

 

  
 

 

    
 

    
  

              
  

    
  

                            

    

    

    
  

    

    
  

        

    

   (48) 

 

όπνπ Εpzt είλαη ην κέηξν ειαζηηθόηεηαο Young ηνπ πηεδνειεθηξηθνύ πιηθνύ [2]. 

 

Αληηθαζηζηώληαο ηελ εμίζσζε (41) ζηηο εμηζώζεηο (46) θαη (47), πξνθύπηεη: 

 

   
     

    
           (49) 

 

όπνπ V1 - V2 είλαη ε επηβαιιόκελε, ζην πηεδνειεθηξηθό ζηξώκα, δηαθνξά δπλακηθνύ. 

 

 

ύκθσλα κε ηηο εμηζώζεηο ηνπ πεδίνπ κεηαηόπηζεο, ε ειαζηηθή δπλακηθή ελέξγεηα ηεο παζεηηθήο 

πιάθαο, ηνπ ζηξώκαηνο ζύλδεζεο θαη ηνπ πηεδνειεθηξηθνύ ζηξώκαηνο κπνξνύλ λα εμαρζνύλ 

ππό όξνπο ηνπ πεδίνπ ησλ ηάζεσλ σο: 
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●    ∫ ∫ ∫
 

 
    

        
              

  

 

   

 

    

  
   (50) 

               

      
  

 ∫    
   

   
      

   

   

  

  
 

 

 
 
  

  
     

   

 

 

 

 

 

 

●    ∫ ∫ ∫
 

 
    

        
              

  

 

   

 

       

    
  

 (51) 

                      

      
  

 ∫    
   

   
      

   

   

  

  
 

 

 
 
  

  
     

   

 

 

 

 

●    ∫ ∫ ∫
 

 
    

        
             

  

 

   

 

   
    

 

   
    

 

           (52) 

                            

    
       

 ∫    
   

   
     

   

   

  

  
 

 

 
 
  

  
     

   

 

 

 
                                

    
      

 ∫    
   

   
   

  

  
      

   

 

 

 
                               

    
      

 ∫    
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ύκθσλα κε ηελ αλάιπζε ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ, ε ειεθηξηθή δπλακηθή ελέξγεηα ηνπ 

πηεδνειεθηξηθνύ ζηξώκαηνο είλαη: 

 

   ∫ ∫ ∫
 

 
            

  

 

   

 

   
    

 

   
    

 

    (53) 

      
     

 

   
      

  ∫ ∫    
              

       
   

 

   
    

 

   
    

 

 

 
    

   
      

 ∫ ∫            
   

   
 

 

 

  

  
      

   

 

   
    

 

   
    

 

 

 

Υξεζηκνπνηώληαο ηε κέζνδν Rayleigh – Ritz ιακβάλεηαη: 

 

                     (54) 

Οη κεραληθέο νξηαθέο ζπλζήθεο είλαη     
  

  
           

 

 
           . 

ύκθσλα κε απηέο, ε γεληθή έθθξαζε ηεο κεηαηόπηζεο κπνξεί λα ζεσξεζεί σο: 

 

       (  
   

  )
 

[     (  
   

  )    (  
   

  )
 

]   (55) 

 

Αληηθαζηζηώληαο ηηο εμηζώζεηο (50) – (53) θαη (55) ζηελ εμίζσζε (54), κπνξνύλ λα 

ππνινγηζηνύλ νη ζπληειεζηέο Ci επηιύνληαο ηελ εμίζσζε 
  

   
               

 

Δπνκέλσο, ζεσξώληαο πσο θαηά ηελ πιήξε παξακόξθσζε ηνπ δηαθξάγκαηνο ιακβάλεηαη 

ζρήκα έιιεηςεο, κε ηελ επίιπζε ηεο εμίζσζεο (55) γηα r=0 είλαη δπλαηό λα ππνινγηζηεί ε ηηκή 

ηνπ νγθνκεηξηθνύ ύςνπο γηα ηελ εμίζσζε (20). 

 

Με ηνλ ηξόπν απηό, κπνξνύλ πιένλ λα ξπζκηζηνύλ νη παξάκεηξνη ηνπ πηεδνειεθηξηθνύ 

ππνθηλεηή, όπσο ηα ρξεζηκνπνηνύκελα πιηθά, νη δηαζηάζεηο θαη ην ειεθηξηθό δπλακηθό, γηα 

δεδνκέλα ζηνηρεία αθξνθπζίνπ/δηαρύηε είηε ην αληίζηξνθν. 
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4.2 Αμαλυτική Προσέγγιση – Μη γραμμικό μομτέλο 

 

Καζώο γηα ηηο πεξηζζόηεξεο κηθξναληιίεο ε κεηαηόπηζε ηεο κεκβξάλεο είλαη πνιύ κηθξή 

ζπγθξηλόκελε κε ην κηθξόηεξν ραξαθηεξηζηηθό κέγεζνο ηεο αληιίαο, ε ζεσξία θάκςεο ιεπηώλ 

πιαθώλ κπνξεί λα εθαξκνζηεί. ύκθσλα κε απηή, ε εμίζσζε πνπ δηέπεη ηελ εμαλαγθαζκέλε 

δόλεζε ηνπ δηαθξάγκαηνο είλαη: 

 

    

         
  

  

   
 

  

   
         

   

   
           (56)  

 

όπνπ W, Ε, ρm, h, κ, είλαη ε κεηαηόπηζε , ην κέηξν ειαζηηθόηεηαο, ε ππθλόηεηα, ην πάρνο θαη 

ν ιόγνο Poisson ηνπ δηαθξάγκαηνο, αληίζηνηρα, t είλαη ν ρξόλνο,  
  

    
  

    
  είλαη ν 

δηζδηάζηαηνο δηπιόο θνξέαο ηνπ Laplace, Ρ ε δπλακηθή πίεζε πνπ αζθείηαη ζηε κεκβξάλε από 

ην ξεπζηό θαη fe ε πεξηνδηθή πηεδνειεθηξηθή δύλακε δηέγεξζεο.  

 

Η πίεζε, P, πνπ εκθαλίδεηαη ζηελ εμίζσζε (56) εμαξηάηαη όρη κόλν από ηηο πηέζεηο ζηελ 

είζνδν θαη έμνδν ηεο αληιίαο, αιιά θαη από ηε ζέζε θαη ηαρύηεηα ηνπ δηαθξάγκαηνο. Η εμίζσζε 

(56) είλαη, ζπλεπώο, κηα κε-γξακκηθή κεξηθή δηαθνξηθή εμίζσζε. Από ηε ζθνπηά ηεο κεραληθήο 

ζηεξεώλ απαηηείηαη, ινηπόλ, ε πίεζε λα είλαη γλσζηή σζηέ λα κπνξεί λα ιπζεί ε ελ ιόγσ 

εμίζσζε.  

 

Από ηε ζθνπηά ηεο ξεπζηνκεραληθήο, νη εμηζώζεηο πνπ πεξηγξάθνπλ ηελ αζπκπίεζηε ζηξσηή 

ξνή είλαη νη εμηζώζεηο Navier - Stokes(57) θαη ε εμίζσζε ζπλέρεηαο κάδαο(58):  

   

 
  

  
                                       (57) 

 

                                                            (58) 

 

όπνπ ρL είλαη ε ππθλόηεηα ηνπ ξεπζηνύ, κ ην δπλακηθό ημώδεο θαη u ε ηαρύηεηα. 
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Η πίεζε κπνξεί λα ιεθζεί εθόζνλ ιπζνύλ νη εμηζώζεηο Navier-Stokes. Γηα λα ζπκβεί απηό, 

όκσο, πξέπεη λα είλαη γλσζηή εθ ησλ πξνηέξσλ ε ηαρύηεηα ηνπ δηαθξάγκαηνο ή ε πίεζε πνπ 

αζθείηαη ζε απηό. Παξαηεξνύκε, δειαδή, πσο είλαη αδύλαην λα θαζνξίζνπκε ηελ πίεζε πξηλ 

ιπζνύλ νη εμηζώζεηο (56) θαη (57). Η πίεζε, ζπλεπώο, απνηειεί ηνλ παξάγνληα ζύδεπμεο κεηαμύ 

ηεο δόλεζεο ηνπ δηαθξάγκαηνο θαη ηεο ξνήο ζην εζσηεξηθό ηνπ ζαιάκνπ ηεο αληιίαο. Η πην 

ζπλεπήο πνξεία είλαη ε επίιπζε ησλ εμηζώζεσλ (56) θαη (57) γηα θάζε ρξνληθό βήκα, θάηη πνπ 

είλαη αξθεηά πνιύπνινθν θαη απαηηεί εθηεηακέλε ππνινγηζηηθή πξνζπάζεηα. [7,13] 

 

Δλαιιαθηηθά, ε πίεζε κπνξεί λα ζπζρεηηζζεί κε ηελ ηαρύηεηα ηνπ δηαθξάγκαηνο κέζσ ελόο 

πξνζεγγηζηηθνύ κνληέινπ. Γηα λα επηηεπρζεί απηό δηαηεξνύληαη ηα θύξηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ 

πεδίνπ ξνήο, ελώ αγλννύληαη ζπγθεθξηκέλνη παξάγσληεο. Έηζη κπνξνύκε λα ππνζέζνπκε γηα 

ην εζσηεξηθό ηεο αληιίαο ηα εμήο: 

 

 Η απώιεηα ηεο ηνπηθήο πίεζεο ηεο ξνήο δηακέζσ ησλ ζηνηρείσλ αθξνθπζίνπ/δηαρύηε 

ππεξηζρύεη ησλ ζπλνιηθώλ απσιεηώλ 

 Η πίεζε ζην εζσηεξηθό ηνπ ζαιάκνπ ηεο αληιίαο είλαη νκνηόκνξθε 

 

Οη παξαπάλσ ππνζέζεηο κπνξνύλ λα ιεθζνύλ εθόζνλ ε δηαηνκή ηνπ ζαιάκνπ είλαη 

ζεκαληηθά κεγαιύηεξε ζε ζύγθξηζε κε απηή ησλ ζηνηρείσλ αθξνθπζίνπ/δηαρύηε. Με βάζε ηηο 

παξαπάλσ ππνζέζεηο, ε πίεζε ζηελ εμίζσζε (56) κπνξεί λα εθθξαζηεί κέζσ ησλ νγθνκεηξηθώλ 

ξνώλ  δηακέζνπ ησλ ζηνηρείσλ αθξνθπζίνπ/δηαρύηε, θαζώο επίζεο θαη κέζσ ηεο πίεζεο ζηελ 

είζνδν θαη έμνδν. Δπηπιένλ, ρξεζηκνπνηώληαο ηε ζρέζε κεηαμύ ηεο παιηλδξνκηθήο θίλεζεο ηνπ 

δηαθξάγκαηνο θαη ηηο νγθνκεηξηθέο ξνέο εηζόδνπ/εμόδνπ, ε πίεζε κπνξεί λα εθθξαζηεί 

ζπλαξηήζεη ηεο ηαρύηεηαο ηνπ δηαθξάγκαηνο. [7]  

 

Η δηαδηθαζία άληιεζεο κπνξεί λα ρσξηζηεί ζε ηξία ζηάδηα: ην ζηάδην απνθόξηηζεο 

(Pin<Pout<Pc), ην ζηάδην θόξηηζεο (Pc<Pin<Pout) θαη ην κεηαβαηηθό ζηάδην (Pin<Pc<Pout), όπνπ κε 

Pc, Pin, Pout ζπκβνιίδνπκε ηελ πίεζε ζην ζάιακν ηεο αληιίαο, ηελ είζνδν θαη ηελ έμνδν 

αληίζηνηρα. Η πίεζε εηζόδνπ είλαη πάληα κηθξόηεξε ηεο πίεζεο εμόδνπ, ελώ ε νγθνκεηξηθή ξνή 

κέζα από έλα ζηνηρείν αθξνθπζίν/δηαρύηεο ζπζρεηίδεηαη κε ηελ πίεζε κε ηελ παξαθάησ ζρέζε: 

 

    
 

   
                                                   (59) 

όπνπ Κ είλαη ν ζπληειεζηήο απώιεηαο θαη Αt ε επηθάλεηα ηεο δηαηνκήο ζην ιαηκό ηνπ ζηνηρείνπ.  
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     Η ιεηηνπξγία ηεο αληιίαο κπνξεί λα ρσξηζηεί ζε ηξηα ζηάδηα: ην ζηάδην απνθόξηηζεο, ην 

ζηάδην θόξηηζεο θαη ην κεηαβαηηθό ζηάδην. Γηα επθνιία ζηελ αλάιπζε ζεσξνύκε όηη ηα ζηνηρεία 

εηζόδνπ θαη εμόδνπ είλαη ίδηα, επνκέλσο νη ζπληειεζηέο απσιεηώλ απιώο αληηζηξέθνληαη θαζώο 

αληηζηξέθεηαη ε ξνή ζε απηά. 

 

 

1. Σηάδιο αποθόρηιζης (Pin<Pout<Pc): Σν ξεπζηό εμέξρεηαη από ην ζάιακν ηεο αληιίαο ιόγσ ηεο 

πςειήο πίεζεο ηνπ ζαιάκνπ. Σν ζηνηρείν εηζόδνπ ιεηηνπξγεί σο ζηόκην ελώ ην ζηνηρείν εμόδνπ 

σο δηαρύηεο.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ύκθσλα κε ηηο παξαπάλσ ππνζέζεηο θαη ηε ζρέζε κεηαμύ απώιεηαο πίεζεο θαη 

νγθνκεηξηθήο ξνήο, νη πηέζεηο γηα ηελ είζνδν θαη ηελ έμνδν κπνξνύλ λα γξαθνύλ σο: 

 

 

             
 

   
   

   
                                (60.1) 

 

          
 

   
   

   
       (60.2) 
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Γηα λα ιεθζεί ε εμάξηηζε κεηαμύ ηεο πίεζεο P θαη ηεο ηαρύηεηαο κε ηελ νπνία δνλείηαη ε 

κεκβξάλε, εηζάγνπκε έλαλ όγθν ν νπνίνο κεηαβάιιεηαη κε ην ρξόλν σο εμήο: 

 

       ∫ ∫      
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

                                         (61) 

   

ύκθσλα κε ηε γεσκεηξηθή ζρέζε θαη ηελ εμίζσζε ζπλέρεηαο, ν όγθνο ηεο εμίζσζεο (61) 

θαη νη ξνέο πνπ εκθαλίδνληαη ζηηο εμηζώζεηο (60.1) θαη (60.2) ηθαλνπνηνύλ: 

 

 ̇                                                       (62) 
 

ηε ζπγθεθξηκέλε θαηάζηαζε πίεζεο, νη όξνη ηεο εμίζσζεο (44) ηθαλνπνηνύλ ηηο 

αληζώζεηο: 

 

 ̇              
 

 

Δπηιύνληαο ηαπηόρξνλα ηηο εμηζώζεηο (60.1), (60,2) θαη (62) πξνθύπηεη: 

 

   
  

  ̇ √  
   

  ̇   (  
    

 )      

  
    

                            (63.1) 

 

    
   

  ̇ √  
   

  ̇   (  
    

 )      

  
    

                           (63.2) 

 

      
  

 

  
    

    
 

   

  
   

  ̇

   
    

   
 *   

    
   ̇   √  

   
  ̇      

    
        +        (63.3) 

 

 

,όπνπ ΔΡ = Pout – Pin 
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2. Σηάδιο θόρηιζης (Pc<Pin<Pout): Σν ξεπζηό εηζέξρεηαη ζην ζάιακν ηεο αληιίαο. Σα 

ζηνηρεία εηζόδνπ θαη εμόδνπ ιεηηνπξγνύλ αληίζηξνθα από όηη ζην ζηάδην απνθόξηηζεο. 

 

        
 

   
   

   
             (64.1) 

 

            
 

   
   

   
          (64.2) 

 

 

Η εμίζσζε (62) ηζρύεη αθόκα, όκσο νη όξνη ηεο είλαη αξλεηηθνί. Δπηιύνληαο ηηο εμηζώζεηο (62), 

(64.1) θαη (64.2) ηαπηόρξνλα, πξνθύπηνπλ: 

 

    
  

  ̇ √  
   

  ̇   (  
    

 )      

  
    

                               (65.1) 

 

   
  

  ̇ √  
   

  ̇   (  
    

 )      

  
    

                                     (65.2) 

 

      
  

 

  
    

    
 

   

  
   

  ̇

   
    

   
 *   

    
   ̇   √  

   
  ̇      

    
        +        (65.3) 
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3. Mεηαβαηικό ζηάδιο (Pin<Pc<Pout): Σν ξεπζηό εηζέξρεηαη ζην ζάιακν ηεο αληιίαο από ηελ 

έμνδν θαη ην ζηνηρείν ιεηηνπξγεί σο αθξνθύζην. πγρξόλσο, ην ξεπζηό εθξέεη από ηελ είζνδν, 

όπνπ ην ζηνηρείν ιεηηνπξγεί, επίζεο, σο αθξνθύζην. 

 

       

                      
 

   
   

   
 

       (66.1) 

 

                      
 

   
   

   
                 (66.2) 

 

Η εμίζσζε (62) ζπλερίδεη λα ηζρύεη, όκσο πιένλ:          . Από ηηο εμηζώζεηο (62), 

(66.1) θαη (66.2) έρνπκε: 

 

   
  

  ̇ √
 (  

    
 )    

 
   

  
 ̇ 

   
                                 (67.1) 

 

 

   
  

  ̇ √
 (  

    
 )    

 
   

  
 ̇ 

   
                                 (67.2) 

 

      
  

 

   
    

 

   

  
 
 ̇

   
   [ √

   
 
    

    
  

 ̇
 
]                         (67.3) 
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ηηο παξαπάλσ εμηζώζεηο ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ όγθνπ  ̇ πξέπεη λα ηθαλνπνηεί | ̇|  

√
     

   
 .  Με μn

t θαη μd
t ζπκβνιίδνληαη νη ζπληειεζηέο ζπλνιηθήο απώιεηαο γηα αθξνθύζην θαη 

δηαρύηε αληίζηνηρα. Οη ξπζκνί ξνήο Qn θαη Qd ζεσξνύληαη ζεηηθνί όηαλ ην ξεπζηό έρεη 

θαηεύζπλζε πξνο ην εμσηεξηθό ηεο αληιίαο θαη αξλεηηθνί όηαλ εηζέξρεηαη ζε απηή. 

 

Η εμίζσζε ηεο δόλεζεο ηνπ δηαθξάγκαηνο κπνξεί λα εθθξαζηεί πιένλ σο εμήο, όηαλ 

| ̇|  √
     

   
  : 

          
   

        
      ( ̇)     

   

   
        

 ̇

  ̇ 

  
 

  
    

              (68.1)             

 

 

δηαθνξεηηθά,  

 

         
   

        
      ( ̇)     

   

   
        

 ̇

   ̇ 
                    (68.2) 

 

Όπνπ ηα P1 θαη P2 είλαη αληίζηνηρα: 

 

               ( ̇)  
 

   

  
   

  ̇

   
    

   
 *   

    
  | ̇|   √  

   
  ̇      

    
        +                 (69)  

 

 

                                             ( ̇)  
 

  

 ̇

 
√

   
     

     
  ̇  

                                      (70) 

 

Αθνύ επηιπζεί ε εμίζσζε (68), ε κέζε ξνή ηνπ ξεπζηνύ πνπ δηαθηλείηαη από ηελ αληιία 

κπνξεί λα ππνινγηζηεί κέζσ ηεο εμίζσζεο: 

 

                                                    
 

 
∫     

 

 
                                            (71) 

 

,όπνπ Σ είλαη ε πεξίνδνο ηεο δύλακεο πνπ εθαξκόδεηαη ζην δηάθξαγκα. 
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Γηα ηελ πεξίπησζε όπνπ Pin=0 θαη ΓP=0, νη εμηζώζεηο (68) θαη (71) απινπνηνύληαη σο εμήο: 

 

   

        
    

   
   

   ̇ 

   (√  
  √  

 )

  ̇      ̈              (72) 

 

           
 

 (√  
  √  

 )
∫ (√  

     ̇  √  
     ̇ )  ̇  

 

 
           (73) 

 

Όπνπ     ̇ είλαη ε βεκαηηθή ζπλάξηεζε, ε νπνία είλαη κνλάδα γηα  ̇    θαη κεδέλ γηα 

 ̇    . 

Αθόκα θαη έπεηηα από ηηο παξαπάλσ ιεθζείζεο παξαδνρέο γηα ηελ πεξηγξαθή ηεο ξνήο ηνπ 

ξεπζηνύ ζην εζσηεξηθό ηεο αληιίαο, ε παξαρζείζα εμίζσζε πνπ πεξηγξάθεη ηε δόλεζε ηνπ 

δηαθξάγκαηνο (68)  θαζώο θαη νη εμηζώζεηο (69) θαη (70) παξακέλνπλ ζεκαληηθά πνιύπινθεο σο 

πξνο ηελ επίιπζή ηνπο θαζώο πξόθεηηαη γηα κε γξακκηθέο εμηζώζεηο. 

 Γηα ηελ πεξαηηέξσ δηεξεύλεζε θαη εμαγσγή απνηειεζκάησλ, ζηε βηβιηνγξαθία 

εθαξκόδνληαη επηπιένλ πξνζεγγηζηηθέο κέζνδνη όπνπ επί παξαδείγκαηη ε δύλακε πνπ αζθείηαη 

ζην δηάθξαγκα ζεσξείηαη αξκνληθή (δειαδή ε ζπρλόηεηά ηεο είλαη κηθξόηεξε ή ίζε κε ηελ 

πξώηε αξκνληθή ζπρλόηεηα ηνπ δηαθξάγκαηνο, ελώ επίζεο, ε κεκβξάλε ζεσξείηαη ηεηξάγσλνπ 

ζρήκαηνο (a=b) θαη παθησκέλε ζηηο ηέζζεξηο πιεπξέο ηεο. Γηα ηε ζπγθεθξηκέλε κεκβξάλε, ηα 

ζρήκαηα θαλνληθήο ηαιάλησζεο είλαη νξζνγσληθά κεηαμύ ηνπο θη επνκέλσο ε κεηαηόπηζε W 

κπνξεί λα αλαπηπρζεί σο εμήο: 

  ∑                  (74) 

 

,όπνπ εj(t) είλαη ε γεληθεπκέλε ζπληεηαγκέλε θαη Φj(x,y) ε εμίζσζε ζρήκαηνο θαλνληθήο 

ηαιάλησζεο, πνπ αληαπνθξίλεηαη ζηελ j θπζηθή ζπρλόηεηα (σj). Γειαδή ε Φj(x,y) ηθαλνπνηεί ηελ 

εμίζσζε: 

 

 

          
            

             (75) 
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Γεληθά νη πξώηνη όξνη ηεο εμίζσζεο (74) επηθξαηνύλ ζηε ζπκπεξηθνξά, νπόηε νη ηέζζεξηο 

πξώηνη ρξεζηκνπνηνύληαη ζηε ζπγθεθξηκέλε αλάιπζε. Η εμίζσζε (72) γξάθεηαη πξνζεγγηζηηθά 

σο εμήο: 

 

     ∑   
     

 
    

   
   

   ̇ 

      (√  
  √  

 )

  ̇  ∑    ̈   
   

  

   
          (76) 

 

ύκθσλα κε ηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο θαηαλνκήο ησλ εμηζώζεσλ θαλνληθήο ηαιάλησζεο γηα 

ηεηξάγσλε πιάθα, ηζρύεη: 

 

    ∫ ∫              
 

 

 
 

 

    
 

 

 
 

 

     (77) 

 

Δπνκέλσο, από ηελ εμίζσζε (61) πξνθύπηεη: 

 

     ̇   ̇ ∫ ∫   

 

 

 
 

 

    
 

 

 
 

 

  ̇  ̃    (78) 

 

Αληηθαζηζηώληαο ηελ (78) ζηελ (76) θαη εθαξκόδσληαο ηελ νξζνγσληθόηεηα ηεο Φj(x,y), ε 

εμίζσζε (76) γίλεηαη: 

 

     ̈     ̇   ̇    
      

            (79) 

 

,θαη 

 

 ̈    
                     (80) 

,όπνπ 

 

       
   ̃  

   
 

    (√  
  √  

 )

 

 

  
      (81) 
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Καη  

  
   

 

(    ̃  
 )

       (82) 

To β ζηελ εμίζσζε (81) πξόθεηηαη γηα αδηάζηαηε κεηαβιεηή πνπ αλαπαξηζηά ηα 

απνηειέζκαηα ηεο ζύδεπμεο ξεπζηνύ – κεκβξάλεο θαη ηεο δνκήο ησλ ζηνηρείσλ 

αθξνθύζην/δηαρύηεο.  

 

Η εμίζσζε (79) κπνξεί λα γξαθηεί θαη σο εμήο: 

 

         

   
    |

  

  
|
  

  
   

     
          (83) 

,όπνπ η=σt. 

 

Η ζπκβνιή ηνπ θάζε όξνπ ζην αξηζηεξό ηκήκα ηεο εμίζσζεο (83) εμαξηάηαη από ην ιόγν ησλ 

ζπληειεζηώλ. Καζώο νη ιόγνη απηνί κεηαβάιινληαη κε ηε ζπρλόηεηα ελεξγνπνίεζεο, σ, θαη ην 

ζπληειεζηή ζύδεπμεο, β, κεηαβάιιεηαη θαη ε απόθξηζε δόλεζεο γηα δεδνκέλν πιάηνο θνξηίνπ F.  

 

Γηα ηελ πεξίπησζε όπνπ σ2/β/σ1<0.01, ε εμίζσζε (83) είλαη αζζελώο κε γξακκηθή. 

Δπνκέλσο, κε εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ απόθιηζεο κηθξώλ παξακέηξσλ, ε πξνζεγγηζηηθή ιύζε 

κπνξεί λα γξαθεί σο: 

        
   

  
                 (84) 

 

Γηα ηελ πεξίπησζε όπνπ      ή πνπ ην β είλαη αξθεηά κεγάιν, ε εμίζσζε (83) γίλεηαη 

ζεκαληηθά κε γξακκηθή. ηελ πεξίπησζε απηή, ν δεύηεξνο όξνο ηεο (83) είλαη πνιύ 

κεγαιύηεξνο ησλ άιισλ δύν. Η κέζνδνο απόθιηζεο κηθξώλ παξακέηξσλ κπνξεί αθόκα λα 

εθαξκνζηεί θαη ε παξάγσγνο ηνπ ε εθθξάδεηαη σο: 

 

  

  
 

{
 

 
  

 
√

 

 
√                  

 
  

 
√

 

 
√                

      (85) 
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Καη ε πξνθύπηνπζα ιύζε είλαη: 

 

  
  

 
√

 

 
{

∫ √    
 

 
   ∫ √    

 

 
 

            

∫ √    
 

 
 

   ∫ √     
 

 
            

    (86)  

 

Η εμίζσζε (83) κπνξεί λα είλαη έληνλα κε-γξακκηθή ζε βαζκό πνπ ε κέζνδνο απόθιηζεο 

κηθξώλ παξακέηξσλ λα κελ κπνξεί λα εθαξκνζηεί, θαζώο ν δεύηεξνο όξνο ηεο (ν κε 

γξακκηθόο) κπνξεί λα είλαη παξόκνηνπ κεγέζνπο κε ηνπο άιινπο δύν. ηελ πεξίπησζε απηή, 

ιύζε ζεσξείηαη ε: 

 

                    (87) 

 

,όπνπ ην πιάηνο ε0 θαη ε δηαθνξά θάζεο θαηά ηελ νπνία πζηεξεί ε απόθξηζε από ηε δύλακε 

δηέγεξζεο, ζ, είλαη ζπλαξηήζεηο ηεο πξώηεο θπζηθή ζπρλόηεηαο θαη ηεο ζπρλόηεηαο δηέγεξζεο 

(σ1, σ), θαζώο θαη ηνπ πιάηνπο ηνπ θνξηίνπ, F, θαη ηνπ ζπληειεζηή ζύδεπμεο, β. 

 

Με ηε κέζνδν Galerkin κπνξνύλ λα πξνζδηνξηζηνύλ κνλαδηθά ηα ε0 θαη ζ σο: 

 

   
 

*    (    
 )

 
 √        

 

         (    
 )

 
+

           (88) 

        

[
 
 
 
 

 

√   (        (    
 )

 
    

 )
 

         (    
 )

 
    

 

]
 
 
 
 

    (89) 

Κάλνληαο ηελ αληηθαηάζηαζε    ̃     ζηελ εμίζσζε (73) θαη εθαξκόδνληαο ηελ εμίζσζε 

(84), ε κέζε νγθνκεηξηθή ξνή δηακέζνπ ηεο αληιίαο είλαη: 

 

  
√  

  √  
 

√  
  √  

 

 ̃

 
        (90) 
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Από ηελ εμίζσζε (88) παξαηεξνύκε πσο ην πιάηνο ε0 είλαη ζπλάξηεζε ηνπ ζπληειεζηή 

ζύδεπμεο, β, θαη ε εμάξηεζε ηεο κεζεο νγθνκεηξηθήο ξνήο από ηνπο ζπληειεζηέο απώιεηαο μn, 

μd είλαη, ζπλεπώο, αξθεηά πνιύπινθε. 

 

Όηαλ ε ζπρλόηεηα δηέγεξζεο είλαη αξθεηά κηθξή, ε επίδξαζε ηνπ β είλαη ακειεηέα θαη ε κέζε 

νγθνκεηξηθή ξνή κπνξεί πιένλ λα εθθξαζηεί σο: 

 

   
√  

  √  
 

√  
  √  

 
 

  √
  
 

  
 

  √
  
 

  
 

     (91) 

Όζν κηθξόηεξνο είλαη ν ιόγνο ησλ ζπληειεζηώλ απσιεηώλ, ηόζν κεγαιύηεξε ζα είλαη ε ηηκή 

ηεο κέζεο νγθνκεηξηθή ξνήο. 

ηελ πεξίπησζε πνπ ηζρύεη σ = σ1 : 

  
√  

  √  
 

√  
   

 
      (92) 

 

Η κέζε νγθνκεηξηθή ξνή απμάλεηαη κε ηε κείσζε ηεο ηηκήο ηνπ ιόγνπ   
   

 ⁄ . 
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5. Αποτελέσματα και συμπεράσματα τωμ μεθόδωμ 
 

  Δμεηάδνληαο ηελ αξηζκεηηθή ιύζε πνπ πξνέθπςε από ην κνληέιν ζπγθεληξσηηθήο κάδαο, 

εμ.(22), κπνξνύλ λα εμαρζνύλ ζπκπεξάζκαηα αλαθνξηθά κε ηελ επίδξαζε ησλ ζεκαληηθώλ 

ζρεδηαζηηθώλ παξακέηξσλ, όπσο είλαη ε δηάκεηξνο ησλ ζηνηρείσλ ηύπνπ αθξνθύζην/δηαρύηεο, 

ην πιάηνο ηεο ηαιάλησζεο θαη ε ζπρλόηεηα δηέγεξζεο, ζηελ επηζπκεηή κέζε νγθνκεηξηθή 

παξνρή ηεο κηθξναληιίαο. 

 

ηε βηβιηνγξαθία, εθαξκόδνληαο ηελ εμίζσζε (22) εμεηάδεηαη ε επίδξαζε αθξνθπζίσλ 

δηαθόξσλ δηακέηξσλ ζην ξπζκό εθξνήο, σο ζπλάξηεζε ηεο δηαθνξάο πίεζεο κεηαμύ εηζόδνπ 

θαη εμόδνπ ηεο αληιίαο. Γηα ηε δηεξεύλεζε απηή έρνπλ ππνηεζεί πίεζε εηζόδνπ 0.1bar, μΗ = 1.0, 

μL = 0.2, κέγηζηε νγθνκεηξηθή κεηαηόπηζε 2V0 = 0.001 ml, ζπρλόηεηα f = 100 Hz, κε 

δηαθηλνύκελν ξεπζηό λεξό, ππθλόηεηαο ξ = 1000 kg/m3. Σα απνηειέζκαηα γηα δηακέηξνπο 

κεηαμύ 0.2 θαη 0.08 mm παξνπζηάδνληαη ζην ζρήκα 5.[10] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
Στήμα 5 – Μέζος ρσθμός εκροής. Επίδραζη 

διαμέηροσ ακροθσζίοσ και pb 



39 |  ε ι ί δ α  
 

ηελ παξαπάλσ δηεξεύλεζε έρνπλ εμεηαζηεί ε πεξίπησζε όπνπ δελ ππάξρεη ε αληίζεηε 

πίεζε pb, κε ηελ έληνλε γξακκή, θαη ε πεξίπησζε ζηελ νπνία ε pb είλαη κεγέζνπο 1.3bar.  

Παξαηεξείηαη όηη θαη ζηηο δύν πεξηπηώζεηο, ην αθξνθύζην κε ηε κεγαιύηεξε δηάκεηξν (Dn = 

0.2mm), ζπκπεξηθέξεηαη ίδηα. Ο ξπζκόο εθξνήο κεδελίδεηαη ζε πνιύ κηθξή δηαθνξά πίεζεο. Γηα 

λα απμεζεί ε απνηειεζκαηηθόηεηα ηεο αληιίαο ζε κεγαιύηεξεο δηαθνξέο πίεζεο απαηηείηαη ε 

ρξήζε αθξνθπζίνπ κε κηθξόηεξε δηάκεηξν.  

Γηα ζηνηρεία δηακέηξνπ κηθξόηεξεο ηνπ 0.1mm δελ ππάξρεη ιύζε γηα ηελ πξώηε πεξίπησζε. 

Ο ιόγνο γηα απηό είλαη πσο θαζώο κεηώλεηαη ε δηάκεηξνο ηνπ αθξνθπζίνπ, απμάλεηαη ε 

δηαθύκαλζε ηεο πίεζεο ζην εζσηεξηθό ηεο αληιίαο, κε απνηέιεζκα λα παξαηεξείηαη αξλεηηθή 

πίεζε γηα κηθξέο δηακέηξνπο. 

ηελ πεξίπησζε όπνπ ιακβάλεηαη ππόςηλ ε αληηζηαζκηζηηθή πίεζε pb, ην κνληέιν δίλεη, σο 

αλακελόηαλ, θαηώηεξεο επηδόζεηο. Όκσο, ζε αληίζεζε κε πξηλ όπνπ ε κείσζε ηεο δηακέηξνπ 

ζήκαηλε αύμεζε ηεο παξαγόκελεο πίεζεο, πιένλ πξνβιέπεηαη κείσζε ηνπ ξπζκνύ εθξνήο ζε 

ρακειή δηαθνξά πίεζεο θαη αύμεζή ηνπ  ζε κεγαιύηεξεο δηαθνξέο πίεζεο θαζώο κεηώλεηαη ε 

δηάκεηξνο ηνπ αθξνθπζίνπ.  

Σέινο, ζε αληίζεζε κε ηελ πεξίπησζε όπνπ δελ ππάξρεη pb, νη κέγηζηεο θαη ειάρηζηεο πηέζεηο 

πεξηνξίδνληαη κεηαμύ ηεο πίεζεο εηζόδνπ ζπλ/πιελ ηελ pb, όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα 6. 

  

Στήμα 6 – Ελάτιζηη και μέγιζηη πίεζη. 
Επίδραζη διαμέηροσ ακροθσζίοσ και pb 
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Αλαθνξηθά κε ην κε γξακκηθό κνληέιν, αλ θαη έρνπλ αγλνεζεί νη δνκηθέο θαη γεσκεηξηθέο κε 

γξακκηθόηεηεο, ε απόθξηζε δόλεζεο ηεο κεκβξάλεο ζηελ δηεγείξνπζα δύλακε παξακέλεη κε 

γξακκηθή ιόγσ ηνπ θαηλνκέλνπ ζύδεπμεο κεκβξάλεο – ξεπζηνύ.  

Αθνινπζώληαο ηελ πνξεία επίιπζεο ηεο εμίζσζεο (83), ηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο δόλεζεο 

εμαξηώληαη από ηξεηο παξάγνληεο: ηελ αδξαλεηαθή θίλεζε ηεο κεκβξάλεο (πξώηνο όξνο), ηε 

ζύδεπμε κεκβξάλεο – ξεπζηνύ (δεύηεξνο όξνο) θαη ηελ ειαζηηθή παξακόξθσζε (ηξίηνο όξνο). 

Καζώο κεηαβάιιεηαη ε ζπρλόηεηα δηέγεξζεο, σ, θαη ε παξάκεηξνο ζύδεπμεο, β, ε ζπλεηζθνξά 

θάζε όξνπ κεηαβάιιεηαη θαζώο θαη ηα ραξαθηεξηζηηθά δόλεζεο ηεο κεκβξάλεο.  

Όηαλ ε ζπρλόηεηα δηέγεξζεο είλαη πνιύ κηθξόηεξε ηεο πξώηεο θπζηθήο ζπρλόηεηαο (σ<<σ1 

ή δηαθνξεηηθά         √ ) ε επίδξαζε ηεο ζύδεπμεο θαη ηεο δύλακεο αδξάλεηαο είλαη πνιύ 

κηθξέο ζε ζύγθξηζε κε ηελ δύλακε ηεο ειαζηηθήο παξακόξθσζεο ηεο κεκβξάλεο. Δπνκέλσο ε 

δηεγεξηηθή δύλακε αληηζηαζκίδεηαη από ηε δύλακε ειαζηηθήο παξακόξθσζεο θαη ηα γξακκηθά 

ραξαθηεξηζηηθά ηεο δόλεζεο ηεο κεκβξάλεο επηθξαηνύλ, όπσο θαίλεηαη θαη από ηελ εμίζσζε 

(84). 

Όηαλ ε ζπρλόηεηα δηέγεξζεο είλαη θνληά ζηελ πξώηε θπζηθή ζπρλόηεηα (    ), ε 

παξάκεηξνο ζύδεπμεο, β, είλαη ζεκαληηθά κεγάιε θαη νη άιινη δύν όξνη πνιύ κηθξνί ζπγθξηηηθά, 

κε απνηέιεζκα λα αγλννύληαη. Παξόιν πνπ ε κε γξακκηθόηεηα θπξηαξρεί ζε απηή ηελ 

πεξίπησζε, ε δόλεζε σο απνηέιεζκα ηεο δηέγεξζεο θαη ηνπ παξάγνληαη ζύδεπμεο ιακβάλεη 

απιή κνξθή (εμηζώζεηο  (85) – (86)).  

πλήζσο, θαηά ηελ εμαλαγθαζκέλε ηαιάλησζε, ην κέγεζνο ηεο ηαρύηαο εμαξηάηαη από ηε 

ζπρλόηεηα δηέγεξζεο σ. Η εμίζσζε (85), όκσο, δείρλεη πσο ε πξνθύπηνπζα ηαρύηεηα είλαη 

αλεμάξηεηε ηνπ σ αιιά αλάινγε ηεο ηεηξαγσληθήο ξίδαο ηνπ ιόγνπ F/β. Όζν κεγαιύηεξε είλαη ε 

ηηκή ηεο παξακέηξνπ ζύδεπμεο, ηόζν κηθξόηεξν είλαη ην πιάηνο ηεο ηαρύηεηαο. πλεπώο, όηαλ ε 

ζπρλόηεηα δηέγεξζεο είλαη πιεζίνλ ηεο πξώηεο θπζηθήο ζπρλόηεηαο, ε παξάκεηξνο β 

ππαγνξεύεη ηε δόλεζε. 

Η ζύγθξηζε ησλ δπν παξαπάλσ πεξηπηώζεσλ θαίλεηαη ζην ζρήκα 7, όπνπ έρνπλ 

ρξεζηκνπνηεζεί F = 1 θαη β = 185.5. Φαίλεηαη πσο ζηελ πεξίπησζε όπνπ σ = 0.002σ1, ε 

εμίζσζε απόθξηζεο είλαη ζρεδόλ ίδηα κε ηε δύλακε δηέγεξζεο, δειαδή ε δόλεζε είλαη ζρεδόλ 

ζύγρξνλε κε ηε δύλακε δηέγεξζεο. ηελ πεξίπησζε όπνπ σ=σ1, ε απόθξηζε παξνπζηάδεη 

θαζπζηέξεζε θάζεο ελόο ηεηάξηνπ ηεο πεξηόδνπ. Απηό δείρλεη πσο ε κε γξακκηθόηεηα πνπ 

ζρεηίδεηαη κε ηε ζύδεπμε κεκβξάλεο – ξεπζηνύ παίδεη παξόκνην ξόιν κε ηνλ όξν απόζβεζεο 

ζηε γξακκηθή ηαιάλησζε.  
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Αθόκα, ην πιάηνο ηαιάλησζεο είλαη κηθξόηεξν ζηε δεύηεξε πεξίπησζε, ζε αληίζεζε κε ηελ 

εμαλαγθαζκέλε γξακκηθή ηαιάλησζε, όπνπ παξαηεξείηαη κέγηζην πιάηνο. πλεπώο 

παξαηεξείηαη πσο ε ζύδεπμε παίδεη ελεξγό ξόιν ζην λα απνηξέπεη ηελ ηαιάλησζε ηεο 

κεκβξάλεο ζηελ ηδηνζπρλόηεηά ηεο.[7] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αλαθνξηθά κε ην ξπζκό εθξνήο, όπσο απηόο πξνθύπηεη από ηηο εμηζώζεηο (90) – (92), 

παξαηεξείηαη πσο ε αύμεζε ηεο κέζεο ξνήο, Q,  κε ηε κείσζε ηεο ηηκήο ηνπ ιόγνπ   
   

 ⁄  ηζρύεη 

γηα θάζε ζπρλόηεηα δηέγεξζεο ζην δηάζηεκα έσο       Απηό ην ζπκπέξαζκα είλαη ινγηθό από 

ζθνπηάο ξεπζηνκεραληθήο, θαζώο γηα δεδνκέλν πιάηνο θαη ζπρλόηεηα δηέγεξζεο, όζν 

κηθξόηεξνο είλαη ν ιόγνο ηόζν κεγαιύηεξε πνζόηεηα ξεπζηνύ ζα εμέξρεηαη από ηελ αληιία 

θαζώο κηθξόηεξε πνζόηεηα ζα εηζξέεη εληόο ηεο αληιίαο από ην δηαρύηε ζηνλ θύθιν κηαο 

πεξηόδνπ. Δπνκέλσο είλαη ζεκαληηθό ν ιόγνο   
   

 ⁄  λα δηαηεξείηαη κηθξόο όηαλ ππάξρεη 

απαίηεζε γηα κεγάιεο ηηκέο ξπζκνύ εθξνήο. 

Η παξάκεηξνο ζύδεπμεο, β, επίζεο επεξεάδεη ηε κέζε ξνή, Q. Η εμίζσζε (90) δείρλεη πσο ην 

Q είλαη αλάινγν ηνπ πιάηνπο ε0 ην νπνίν κεηώλεηαη κε ηελ αύμεζε ηεο ηηκήο ηνπ β. πλεπώο γηα 

κεγάιεο ηηκέο εθξνήο ην β πξέπεη λα δηαηεξείηαη ζε ρακειέο, όζν ην δπλαηόλ, ηηκέο.  

Από ηελ εμίζσζε (81) θαίλεηαη πσο έλαο ηξόπνο γηα λα γίλεη απηό είλαη λα απμεζεί ν ιόγνο 

ηεο επηθάλεηαο δηαηνκήο ησλ ζηνηρείσλ αθξνθύζην/δηαρύηεο, Α, πξνο ηελ επηθάλεηα ηεο 

κεκβξάλεο, α2.  

  

Στήμα 7 – Σύγκριζη απόκριζης για  δύο 
διαθορεηικές ζστνόηηηες διέγερζης 
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Σα παξαπάλσ ζπκπεξάζκαηα αθνξνύζαλ δεδνκέλε ηηκή ζπρλόηεηαο δηέγεξζεο. Όκσο ε 

δηαθύκαλζε ηεο κέζεο ξνήο κε ηε κεηαβνιή ηνπ πιάηνπο θαη ηεο ζπρλόηεηαο δηέγεξζεο κπνξεί 

λα είλαη πνιύ κεγάιε. Δλώ ην πιάηνο, ε0, κεηώλεηαη κε ηελ αύμεζε ηεο ζπρλόηεηαο, σ, ν όξνο 

σε0, ηνπ νπνίνπ είλαη αλάινγε ε κέζε ξνή, απμάλεη πξνο κία θαηεύζπλζε γηα θάζε ηηκή ηνπ 

θνξηίνπ F, γηα δεδνκέλν β. ηα ζρήκαηα 8 θαη 9 παξνπζηάδεηαη ηε κεηαβνιή απηή γηα β = 185.5 

θαη β = 500.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Παξαηεξείηαη πσο γηα θάζε δύλακε δηέγεξζεο νη θακπύιεο είλαη ζρεδόλ νξηδόληηεο γηα 

 

  
     . Απηό ζεκαίλεη πσο ε αύμεζε ηεο κέζεο εθξνήο γηα κεγάιεο κεηαβνιέο ηνπ σ είλαη 

πνιύ κηθξή ζηελ πεξηνρή απηή.  

Δπνκέλσο, κηα κηθξναληιία πνπ ιεηηνπξγεί ζε ηηκή σ>>0.15σ1 ζα έρεη ζεκαληηθέο απώιεηεο 

ελέξγεηαο κε νπζηαζηηθά κεδακηλό ώθεινο ζηε κέζε εθξνή. Από ηελ άιιε πιεπξά, ζην ηκήκα 

σ/σ1 < 0.08, νη θακπύιεο είλαη αξθεηά απόηνκεο, ώζηε κε κείσζε ηεο ζπρλόηεηαο δηέγεξζεο 

παξαηεξείηαη ζεκαληηθή πηώζε ηεο κέζεο εθξνήο. πλεπώο ζα πξέπεη λα απνθεύγεηαη 

ιεηηνπξγία ζηελ πεξηνρή απηή. 

 

 

 

 

 

Στήμα 9 – Μεηαβολή μέζης εκροής με ηη 
δύναμη διέγερζης. β=500 

Στήμα 8 – Μεηαβολή μέζης εκροής με ηη 
δύναμη διέγερζης. β=185.5 
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πκπεξαζκαηηθά, ππάξρεη κηα βέιηηζηε πεξηνρή ζπρλνηήησλ ιεηηνπξγίαο γηα δεδνκέλε ηηκή 

ηεο παξακέηξνπ ζύδεπμεο, β, ε νπνία είλαη δπλαηόλ λα νξηζηεί θαη αλαιπηηθά, κέζσ ηεο 

εμίζσζεο (88).  

Η εμίζσζε απηή, γηα δεδνκέλε ηηκή F θαη β, ν όξνο (σε0/σ) παίξλεη ηε κέγηζηε ηηκή ηνπ 

√       ζηε ζπρλόηεηα σ = σ1. Δάλ νξίζνπκε ηε ζπρλόηεηα σ(α) σο απηή πνπ αληαπνθξίλεηαη 

ζην Q = αQmax, ή αιιηώο           √      , ηόηε: 

 

    

  
 √  

   

  
(√   

  

   
   )     (93) 

 

Όπνπ γ = α-2 – α2. Η βέιηηζηε ζπρλόηεηα ιεηηνπξγίαο κπνξεί λα βξεζεί αθνύ νξηζηεί πξώηα 

ην α. [7] 
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6. Επίλογος 
 

Η δηαδηθαζία κνληεινπνίεζεο κηαο κηθξναληιίαο απνηεινύκελεο από πηεδνειεθηξηθά 

παξαθηλνύκελν δηάθξαγκα θαη ζηνηρεία αθξνθπζίνπ/δηαρύηε πεξηιακβάλεη ηελ αλάιπζε πεδίσλ 

ξνήο, ηόζν κέζα ζην ζάιακν ηεο αληιίαο όζν θαη ζηα ζηνηρεία εηζόδνπ θαη εμόδνπ, θαζώο θαη 

ειεθηξνκεραληθή αλάιπζε γηα ην ηκήκα ηνπ πηεδνειεθηξηθνύ ππνθηλεηή. Σα ηκήκαηα απηά είλαη 

θπζηθά ζπδεπγκέλα σο πξνο ηε ιεηηνπξγία ηνπο θαη ε επί κέξνπο κειέηε ηνπο κπνξεί λα είλαη 

ρξήζηκε γηα ηελ απόθηηζε κηαο γεληθήο εηθόλαο ηνπ πξνβιήκαηνο, είηε γηα ηελ πξνζπάζεηα 

βειηηζηνπνίεζεο ησλ επηδόζεώλ ηνπο.  

 

Καζώο όκσο πεξηνξίδνληαη νη παξαδνρέο πνπ ιακβάλνληαη, ζηνρεύνληαο ζηελ νινέλα θαη 

αθξηβέζηεξε πεξηγξαθή ηνπ πξνβιήκαηνο, ηα ζπζηήκαηα εμηζώζεσλ πνπ απαηηείηαη λα ιπζνύλ 

είλαη πνιύπινθα θαη απαηηείηαη ζεκαληηθή ππνινγηζηηθή ηζρύο γηα ηελ πιήξε κνληεινπνίεζε 

απηώλ, κε ρξήζε πξνγξακκάησλ ππνινγηζηηθήο ξεπζηνδπλακηθήο. 

 

Με ηηο παξαπάλσ κεζόδνπο πξνζέγγηζεο θαζίζηαηαη δπλαηή ε κειέηε ηεο κεηαμύ ηνπο 

εμάξηεζεο ησλ ζρεδηαζηηθώλ παξακέηξσλ, όπσο είλαη νη ζπληειεζηέο απσιεηώλ ησλ ζηνηρείσλ 

ηύπνπ αθξνθύζην/δηαρύηεο, ην κέγεζνο, ζρήκα θαη πιηθό ηεο κεκβξάλεο, ε ζπρλόηεηα 

δηέγεξζεο, ηα ηερληθά ραξαθηεξηζηηθά ησλ ρξεζηκνπνηνύκελσλ πιηθώλ θαη ην ειεθηξηθό 

δπλακηθό ηνπ πηεδνειεθηξηθνύ ππνθηλεηή θαη άιια. 

 

Αλ θαη πξνζεγγηζηηθέο, νη παξαπάλσ αλαιύζεηο είλαη ηθαλέο λα δώζνπλ ζεκαληηθέο 

ζρεδηαζηηθέο πιεξνθνξίεο νη νπνίεο είλαη κάιηζηα ζε ζπκθσλία κε πεηξακαηηθά ζηνηρεία θαη 

ζηνηρεία πξνζνκνηώζεσλ, δίλνληαο έηζη ηε δπλαηόηεηα θαηαλόεζεο θαη αληηκεηώπηζεο ηνπ 

ζρεδηαζκνύ κηαο ηέηνηαο κηθξναληιίαο.  

 

Οη πιεξνθνξίεο πνπ ιακβάλνληαη, ζπλεπώο, είλαη ζεκαληηθέο νδεγνί ηόζν ζηελ πεξαηηέξσ 

δηεξεύλεζε ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ πξνβιήκαηνο ζρεδηαζκνύ, όζν θαη γηα ηελ επέθηαζε απηνύ, 

όπσο γηα παξάδεηγκα, ζηελ πεξίπησζε ρξήζεο πνιιαπιώλ κηθξναληιηώλ ζε ζεηξά ή 

παξάιιειε ζύλδεζε είηε ηε δηεξεύλεζε ηεο επίπησζεο ελόο κε λεπησληθνύ ξεπζηνύ σο ξεπζηό 

άληιεζεο ζηηο ζρεδηαζηηθέο παξακέηξνπο. 
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