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1 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

 

 Η παροφςα διπλωματικι εργαςία πραγματεφεται τθ Γεωμετρικά Μθ 
Γραμμικι Ανελαςτικι Ανάλυςθ Δοκϊν  προςπακϊντασ να αναδείξει τθ ςθμαςία τθσ 
γεωμετρικισ μθ γραμμικότθτασ και τθσ μθ γραμμικότθτασ υλικοφ ςτθν απόκριςι 
τουσ, κακϊσ επίςθσ και τθν επιρροι των διατμθτικϊν παραμορφϊςεων. 
Προκειμζνου να πραγματοποιθκεί αυτό, κρίκθκε απαραίτθτο θ διπλωματικι να ζχει 
τθν εξισ μορφι: 

 Κεφάλαιο 1: Στοιχεία μθχανικισ του ςυνεχοφσ μζςου, κεωρίασ 
ελαςτικότθτασ και κεωρίασ πλαςτικότθτασ. Αναλφονται βαςικζσ ζννοιεσ, 
ϊςτε ςτθ ςυνζχεια να γίνουν αντιλθπτά πιο ςφνκετα προβλιματα. 

 Κεφάλαιο     2:   Ομοιόμορφθ διάτμθςθ δοκοφ. Διατφπωςθ του προβλιματοσ 
και αρικμθτικι επίλυςι του.  

 Κεφάλαιο  3: Γεωμετρικά μθ γραμμικι ανελαςτικι ανάλυςθ δοκϊν με 
επιρροι διατμθτικϊν παραμορφϊςεων. Διατφπωςθ του προβλιματοσ και 
αρικμθτικι επίλυςι του. 

 Κεφάλαιο     4: Αρικμθτικά  παραδείγματα .Παρουςιάηονται και ςχολιάηονται 
εκτενϊσ τα αποτελζςματα  των αναλφςεων που ζγιναν και αφοροφν ςτθν 
ανελαςτικι απόκριςθ διαφόρων τφπων δοκϊν. 

 Συμπεράςματα επί των αναλφςεων που προθγικθκαν. 

 Παράρτθμα  1: Η πεδιακι BEM για ςυνικεισ διαφορικζσ εξιςϊςεισ 2θσ τάξθσ. 
Αναλφονται βαςικζσ ζννοιεσ τθσ μεκόδου, βάςει τθσ οποίασ εκτελοφνται οι 
αναλφςεισ των αρικμθτικϊν παραδειγμάτων που παρουςιάηονται 
προθγουμζνωσ. 
 
Στο ςθμείο αυτό είναι πολφ ςθμαντικό να ευχαριςτιςω τουσ επιβλζποντεσ 

τθσ παροφςασ διπλωματικισ εργαςίασ κ. Σαπουντηάκθ Ευάγγελο (Κακθγθτι ΕΜΠ) 
και κ. Καμπίτςθ Ανδρζα (Υποψιφιο Διδάκτορα ΕΜΠ) για τθ ςυνεχι βοικεια, 
κακοδιγθςθ και επίλυςθ αποριϊν κακ’ όλο το χρονικό διάςτθμα που διιρκθςε θ 
εργαςία αυτι, κακϊσ επίςθσ και τθν οικογζνειά μου για τθ ςτιριξθ και τθ 
ςυμπαράςταςθ κακ’ όλθ τθ διάρκεια του πενταετοφσ κφκλου ςπουδϊν. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 
Στοιχεία Μηχανικήσ Συνεχοφσ Μέςου, Θεωρίασ 

Ελαςτικότητασ και Πλαςτικότητασ  

 
1.1 Θεωρία Παραμόρφωςησ 
 
1.1.1 Μετατοπίςεισ 

Θεωροφμε παραμορφϊςιμο ςϊμα, το οποίο τθ χρονικι ςτιγμι t 0  
καταλαμβάνει τθν περιοχι Q  του χϊρου. Στθ γενικι περίπτωςθ ο χϊροσ είναι 

τριδιάςτατοσ. Θεωροφμε επίςθσ ςτακερό καρτεςιανό ςφςτθμα αναφοράσ 1 2 3Ox x x . 

Θ αρχικι κζςθ τυχόντοσ ςθμείου P  του ςϊματοσ περιγράφεται από τισ χωρικζσ 

μεταβλθτζσ 1x , 2x , 3x . Σε τυχοφςα χρονικι ςτιγμι t , θ κζςθ του ςϊματοσ 

μεταβάλλεται με αποτζλεςμα να καταλαμβάνει πλζον τθν περιοχι Q' . Θ τελικι 

κζςθ του ςθμείου P  ςυμβολίηεται με  1 2 3P , , ,t   . Οι ςυντεταγμζνεσ τθσ τελικισ 

κζςθσ του P  δίδονται ωσ 
 

 1 1 1 2 3x ,x ,x ,t       2 2 1 2 3x ,x ,x ,t       3 3 1 2 3x ,x ,x ,t              (1.1.1α,β,γ) 

 
Υποκζτουμε ότι οι ςυντεταγμζνεσ 1 , 2 , 3  είναι ςυνεχείσ και 

διαφορίςιμεσ ωσ προσ τισ χωρικζσ ςυντεταγμζνεσ και τον χρόνο. Θ φυςικι ςθμαςία 
τθσ υπόκεςθσ αυτισ είναι ότι ςτο παραμορφϊςιμο ςϊμα δεν αναπτφςςονται 
ρωγμζσ ςε καμία χρονικι ςτιγμι. Επιπλζον, απαιτοφμε να υπάρχει 1-1 αντιςτοιχία 
μεταξφ του P  και του P , δθλαδι θ μετατόπιςθ του ςϊματοσ να είναι 
μονοςιμαντθ. Τοφτο ςθμαίνει ότι κα μποροφςαμε να κεωριςουμε τισ 
ςυντεταγμζνεσ τθσ τελικισ κζςθσ ωσ ανεξάρτθτεσ ςυντεταγμζνεσ του χϊρου και να 
εκφράςουμε τισ ςυντεταγμζνεσ τθσ αρχικισ κζςθσ ωσ 
 

 1 1 1 2 3x x , , ,t          2 2 1 2 3x x , , ,t          3 3 1 2 3x x , , ,t               (1.1.2α,β,γ) 

 
Θ περιγραφι των ςχζςεων (1.1.1) καλείται περιγραφι Lagrange, ενϊ θ 

περιγραφι των ςχζςεων (1.1.2) καλείται περιγραφι Euler. Με τθν περιγραφι 

Lagrange εςτιάηουμε ςε ςυγκεκριμζνο υλικό ςθμείο  1 2 3P x ,x ,x  του ςϊματοσ και 

μελετοφμε τθ μετατόπιςθ του ωσ προσ το χρόνο. Με τθν περιγραφι Euler 

εςτιάηουμε ςε ςυγκεκριμζνο ςθμείο του χϊρου  1 2 3P , ,    και μελετοφμε τα 

υλικά ςθμεία που διζρχονται από το ςθμείο αυτό ςε κάκε χρονικι ςτιγμι t . 
Στθν περίπτωςθ που μελετοφμε τθ κζςθ του ςϊματοσ ςε ςυγκεκριμζνθ 

χρονικι ςτιγμι t , τότε οι παραπάνω ςχζςεισ είναι ανεξάρτθτεσ του χρόνου.  
Θ μετατόπιςθ του ςθμείου P  ορίηεται ωσ το διάνυςμα 
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                                          (1.1.3)      

 
όπου 1e , 2e , 3e  είναι τα μοναδιαία διανφςματα που ορίηουν τουσ άξονεσ 1Ox , 2Ox

, 3Ox  του ςυςτιματοσ αναφοράσ, αντίςτοιχα, ενϊ 1u , 2u , 3u  είναι οι ςυνιςτϊςεσ 

τθσ μετατόπιςθσ οι οποίεσ ορίηονται ωσ 
 
                          1 1 1u x              2 2 2u x           3 3 3u x                      (1.1.4α,β,γ) 

 

Το διάνυςμα u  μπορεί να ςυμβολιςτεί απλά και ωσ  1 2 3u ,u ,uu . Είναι προφανζσ 

ότι  1 1 1 2 3u u x ,x ,x ,  2 2 1 2 3u u x ,x ,x ,  3 3 1 2 3u u x ,x ,x  και ότι οι ςυνιςτϊςεσ 

1u , 2u , 3u  είναι ςυνεχείσ και διαφορίςιμεσ ωσ προσ τισ ςυντεταγμζνεσ του χϊρου. 

Το πεδίο μετατοπίςεων δεν μπορεί να είναι αυκαίρετο. Προκειμζνου να ιςχφει θ 
αντιςτοιχία 1-1 μεταξφ των P  και P' , αποδεικνφεται ότι πρζπει να ιςχφει 
 

1 1 1 1 1 1

1 2 3 1 2 3

2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

3 3 3 3 3 3

1 2 3 1 1 1

u u u
1

x x x x x x

u u u
J 0 J 1 0

x x x x x x

u u u
1

x x x x x x

  

  

  

     


     

     
      

     

     


     

X                  (1.1.5) 

 
όπου X  είναι μθτρϊο διαςτάςεων 3 3  το οποίο καλείται διανυςματικι κλίςθ ι 
βακμίδα παραμόρφωςθσ (deformation gradient), ενϊ J  είναι θ ορίηουςα του X . 
Επειδι τθ χρονικι ςτιγμι t 0  το ςϊμα βρίςκεται ςτθν αρχικι του κζςθ, ιςχφει 

1u 0 , 2u 0 , 3u 0 . Συνεπϊσ, προκφπτει εφκολα ότι 

 
     (1.1.6) 
 

Επειδι θ J  πρζπει να είναι ςυνεχισ και ωσ προσ το χρόνο, από τισ (1.1.5), (1.1.6) 
προκφπτει ότι πρζπει να ιςχφει 
  

        J 0 , t 0    (1.1.7) 
 
Θ εξ.(1.1.7) αποτελεί τθν ικανι και αναγκαία ςυνκικθ για τθν φπαρξθ 1-1 
αντιςτοιχίασ μεταξφ των P  και P'  για κάκε χρονικι ςτιγμι τθσ 
παραμόρφωςθσ/μετατόπιςθσ του ςϊματοσ. 
 
1.1.2 Παραμορφώςεισ 

Στθν περίπτωςθ των απολφτωσ ςτερεϊν (απαραμόρφωτων) ςωμάτων, ο 
προςδιοριςμόσ των μετατοπίςεων κάκε υλικοφ ςθμείου αρκεί πλιρωσ για τθν 
περιγραφι τθσ κίνθςισ του. Σε παραμορφϊςιμο ςϊμα ωςτόςο, οι μετατοπίςεισ δεν 
αρκοφν για τθν περιγραφι τθσ τελικισ διαμόρφωςισ του. Ακόμα κι αν είναι γνωςτζσ 
οι κζςεισ όλων των υλικϊν ςθμείων ςτθν παραμορφωμζνθ διαμόρφωςθ, είναι 
αναγκαίο να προςδιοριςτοφν και οι ςχετικζσ κζςεισ τουσ προκειμζνου να αποκτθκεί 

  1 2 3u u u1 2 3u e e e

 J t 0 1 
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ςαφισ εικόνα τθσ παραμόρφωςθσ του ςϊματοσ. Επομζνωσ είναι αναγκαία θ μελζτθ 
των μεταβολϊν των μθκϊν και των γωνιϊν που ζχουν υποςτεί τα διάφορα ςτοιχεία 
του ςϊματοσ. Στθ γενικι περίπτωςθ, το ςϊμα κα υποςτεί τόςο μεταβολζσ μθκϊν 
όςο και μεταβολζσ γωνιϊν. Θ ανάλυςθ διευκολφνεται αν κεωρθκοφν πολφ μικρά 
(απειροςτά) ςτοιχεία αντί για ςτοιχεία πεπεραςμζνου μικουσ. 
 
1.1.3 Μεταβολή Μήκουσ Απειροςτοφ Στοιχείου 

Θεωροφμε το απειροςτό ςτοιχείο PA  του αρχικά απαραμόρφωτου ςϊματοσ, 

μικουσ ds . Το P  ζχει ςυντεταγμζνεσ  1 2 3P x ,x ,x  ενϊ το A  ζχει ςυντεταγμζνεσ 

 1 1 2 2 3 3A x dx ,x dx ,x dx   . Για το μικοσ ds  ιςχφει 

 
 

(1.1.8) 
 
 

Μετά τθν παραμόρφωςθ, το PA  βρίςκεται ςε νζα κζςθ P A  , όπου  1 2 3P , ,    

και  1 1 2 2 3 3A d , d , d         . Στθ γενικι περίπτωςθ κα ζχουμε τόςο μεταβολι 

του μικουσ όςο και μεταβολι τθσ κατεφκυνςθσ του PA . Το παραμορφωμζνο 
ςτοιχείο P A   κα ζχει μικοσ 

 

 
                                                                          

(1.1.9)  

 
 
Με τθ βοικεια των ςχζςεων (1.1.2), (1.1.4), λαμβάνουμε 
 

1 1 1 1 1 1
1 1 2 3 1 1 2 3

1 2 3 1 2 3

u u u
d dx dx dx d 1 dx dx dx

x x x x x x

  
 

      
        
      

       (1.1.10α) 

 

2 2 2 2 2 2
2 1 2 3 2 1 2 3

1 2 3 1 2 3

u u u
d dx dx dx d dx 1 dx dx

x x x x x x

  
 

      
        
      

    (1.1.10β) 

 

3 3 3 3 3 3
3 1 2 3 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

u u u
d dx dx dx d dx dx 1 dx

x x x x x x

  
 

      
        
      

     (1.1.10γ) 

 
Ζπειτα από κάποιεσ πράξεισ προκφπτει ότι 
 

 
 (1.1.11) 

             

   

2 2 2
1 1 1 2 2 2 3 3 3

2 2 2 2
1 2 3

ds x dx x x dx x x dx x

ds dx dx dx

             

  

         

   

2 2 2
1 1 1 2 2 2 3 3 3

2 2 2 2
1 2 3

ds d d d

ds d d d

 
                         

  

  

    

  

2 2 2 2 2
11 1 22 2 33 3

12 1 2 13 1 3 23 2 3

1
ds ds dx dx dx

2

2 dx dx 2 dx dx 2 dx dx
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όπου ςτθν παραπάνω ςχζςθ οι ποςότθτεσ ij  ( i 1,2,3 , j 1,2,3 ) καλοφνται 

τροπζσ (strains) και ορίηονται ωσ 
 

 
 

(1.1.12α) 
 
 

2 2 2

32 1 2
22

2 2 2 2

uu u u1

x 2 x x x


        
         

                                

(1.1.12β)

 
 

                                   

2 2 2

3 31 2
33

3 3 3 3

u uu u1

x 2 x x x


        
         

          

                     (1.1.12γ) 

                                                                    

                    3 32 1 1 1 2 2
12

1 2 1 2 1 2 1 2

u uu u u u u u1 1

2 x x 2 x x x x x x


         
       

          
     (1.1.12δ) 

     

3 3 31 1 1 2 2
13

1 3 1 3 1 3 1 3

u u uu u u u u1 1

2 x x 2 x x x x x x


         
       

                

(1.1.12ε) 

                          

3 3 32 1 1 2 2
23

2 3 2 3 2 3 2 3

u u uu u u u u1 1

2 x x 2 x x x x x x


         
       

            

(1.1.12ςτ) 

 
Ο τανυςτισ παραμόρφωςθσ Green εκφράηεται ωσ 

 
 
    (1.1.13) 
  
 

 

όπου ij  ( i 1,2,3 , j 1,2,3 ) είναι οι ςυνιςτϊςεσ του τανυςτι παραμόρφωςθσ 

Green, οι οποίεσ ορίηονται μζςω των εξ.(1.1.12). Οι ςυνιςτϊςεσ 21 , 31 , 32  

ορίηονται από τισ εξ.(1.1.12δ-ςτ) με αντιςτροφι των δεικτϊν και ιςχφει 
 
  
                                        21 12       31 13       32 23                               

(1.1.14α,β,γ)
  

  
 
επομζνωσ 

 
                                               (1.1.15) 

 


        
         

          

2 2 2

31 1 2
11

1 1 1 1

uu u u1

x 2 x x x

  

  

  

 
 


 
  

11 12 13
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31 32 33
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δθλαδι ο τανυςτισ παραμόρφωςθσ Green είναι ςυμμετρικόσ.  
Ωσ μζτρο μεταβολισ μικουσ του PA  (magnification factor of the extension of 

line element PA ) ορίηεται θ ποςότθτα 
 

 
 (1.1.16) 

 
Με χριςθ των ςυνθμίτονων κατεφκυνςθσ του ςτοιχείου PA  1n , 2n , 3n                        

( 1 1n dx / ds , 2 2n dx / ds , 3 3n dx / ds ) και διαιρϊντασ με 2ds  και τα δφο μζλθ 

τθσ εξ.(Π4.1.11), προςδιορίηεται το AMF  ςυναρτιςει των τροπϊν ωσ 

 
(1.1.17) 

 
Για τθ ςχετικι μεταβολι μικουσ του PA  Ae  που επικυμοφμε να προςδιορίςουμε, 

ιςχφει 
 
                               (1.1.18) 

 
Το AMF  ςυςχετίηεται εφκολα με το Ae  ωσ 

 
 
 
(1.1.19) 
 
 
 

 
Οι παραπάνω ςχζςεισ ιςχφουν με κάποιουσ περιοριςμοφσ. Επειδι το μικοσ του 
ςτοιχείου δεν μπορεί να μθδενιςτεί, κα πρζπει ds 0  , επομζνωσ οι εξ.(1.1.18-19) 

ιςχφουν με τουσ περιοριςμοφσ Ae 1   και  AMF 1 / 2  , αντίςτοιχα. 

Θ εξ.(1.1.19) μπορεί να αναπτυχκεί ςε ανάπτυγμα Taylor ωσ 
 

 
(1.1.20) 

 
Με τθ βοικεια τθσ εξ.(1.1.20) είναι δυνατό να αποδοκεί φυςικι ςθμαςία 

ςτο μζτρο μεταβολισ μικουσ. Για AMF 1 , ιςχφει A Ae MF , δθλαδι το AMF  

ιςοφται περίπου με τθ ςχετικι μεταβολι μικουσ τθσ (τυχοφςασ) ίνασ PA . 
Ακολουκϊντασ παρόμοια ςυλλογιςτικι, προςδιορίηεται και θ φυςικι ςθμαςία των 
τροπϊν που ζχουν οριςτεί μζςω των εξ.(1.1.12α-γ). Παρατθρείται ότι αν ςτθν 
απαραμόρφωτθ διαμόρφωςθ κεωρθκεί ίνα με κατεφκυνςθ κατά τον άξονα 1Ox , 

  
    

   

2

A 2

1 ds
MF 1

2 ds

          2 2 2
A 11 1 22 2 33 3 12 1 2 13 1 3 23 2 3MF n n n 2 n n 2 n n 2 n n

 
 

   A A

ds ds
e ds 1 e ds

ds

 

        

         
                    

       
  

2 2 22 2 2
A

A 2 2 2

2
A A A

1 e ds ds1 ds 1 ds ds 1
MF 1

2 2 2ds ds ds

1
1 e 1 e 1 2MF 1

2

  2
A A A

1
e MF MF ...

2
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ιςχφει 1n 1 , 2n 0 , 3n 0 . Σ’ αυτιν τθν περίπτωςθ, θ εξ.(1.1.17) δίδει 

2
Ax1 11 1 Ax1 11MF n MF    , ενϊ από τθν εξ.(1.1.20) λαμβάνουμε 

 
                                       (1.1.21) 
 

Υποκζτοντασ ότι οι παραμορφϊςεισ είναι μικρζσ, κα ζχουμε  
2

11 111 0    , 

επομζνωσ θ εξ.(1.1.21) δίδει 
 
   (1.1.22) 

 
Συμπεραίνεται ότι θ παραμόρφωςθ ii  ( i 1,2,3 ) ιςοφται περίπου με τθ 

μεταβολι μικουσ απειροςτισ ίνασ που αρχικά ζχει κατεφκυνςθ κατά τον άξονα iOx

. Οι τροπζσ ii  ( i 1,2,3 ) καλοφνται ορκζσ παραμορφϊςεισ και είναι «υπεφκυνεσ» 

για τισ μεταβολζσ μικουσ των ινϊν του ςϊματοσ που αρχικά είναι παράλλθλεσ ωσ 
προσ τουσ άξονεσ του ςυςτιματοσ αναφοράσ. 
 
1.1.4 Μεταβολή Κατεφθυνςησ Απειροςτοφ Στοιχείου 

Θ χωρικι κατεφκυνςθ τθσ ίνασ PA  πριν τθν παραμόρφωςθ προςδιορίηεται 
από το μοναδιαίο διάνυςμα 

 
                                     (1.1.23) 

 
όπου ςτο παρόν εδάφιο τα ςυνθμίτονα κατεφκυνςθσ ςυμβολίηονται με A1n , A2n , 

A3n  (ιςχφει A1 1n dx / ds , A2 2n dx / ds , A3 3n dx / ds ) και τα μοναδιαία 

διανφςματα με i , j , k . Στθν παραμορφωμζνθ διαμόρφωςθ το ςτοιχείο βρίςκεται 

ςτθ νζα κζςθ P A  , με  1 2 3P , ,    και  1 1 2 2 3 3A d , d , d         . Θ νζα 

χωρικι κατεφκυνςθ του ςτοιχείου προςδιορίηεται από το μοναδιαίο διάνυςμα 
 

                                     (1.1.24) 
 

όπου A1 1n d / ds  , A2 2n d / ds  , A3 3n d / ds  . Με χριςθ του κανόνα τθσ 

αλυςίδασ, λαμβάνουμε 

 

i
Ai

d ds
n

ds ds


 


, i 1,2,3              (1.1.25) 

 
Από τισ εξ.(1.1.10) προκφπτει ότι 
 

31 1 1 1 2 1 1 1 1 1
A1 A2 A3

1 2 3 1 2 3

dxd u dx u dx u d u u u
1 1 n n n

ds x ds x ds x ds ds x x x

         
           

        
  

                                                                                                                                        (1.1.26α) 
 

   2
Ax1 11 11

1
e ...

2

Ax1 11e

  A1 A2 A3n n nAn i j k

     A1 A2 A3n n nAn i j k
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32 2 1 2 2 2 2 2 2 2
A1 A2 A3

1 2 3 1 2 3

dxd u dx u dx u d u u u
1 n 1 n n

ds x ds x ds x ds ds x x x

         
           
        

(1.1.26β)

                                                                          
 

3 3 3 3 3 3 3 3 31 2
A1 A2 A3

1 2 3 1 2 3

d u u u dx d u u udx dx
1 n n 1 n

ds x ds x ds x ds ds x x x

         
           
        

 

                                                                                                                                         (1.1.26γ)  
 
Επιπλζον, θ εξ.(1.1.18) δίδει 
 

 

  .( 4.1.19 )
A

A A

A

ds 1 ds 1
ds 1 e ds

ds 1 e ds 1 1 2MF 1

ds 1

ds 1 2MF

       
    

 
 

(1.1.27) 

 
Με τθ βοικεια των εξ.(1.1.26-27) προςδιορίηονται τα ςυνθμίτονα κατεφκυνςθσ τθσ 
τελικισ κζςθσ ςυναρτιςει των μετατοπίςεων και των αρχικϊν (γνωςτϊν) 
ςυνθμίτονων κατεφκυνςθσ ωσ 
 

 
    (1.1.28α) 

 
 
   (1.1.28β) 

 
 
    (1.1.28γ)  

 
Θ φυςικι ςθμαςία των τροπϊν 12 , 13 , 23  προςδιορίηεται μελετϊντασ τθ 

μεταβολι τθσ γωνίασ που υφίςτανται 2 ςτοιχεία PA , PB . Ζςτω  , θ γωνία που 
ςχθματίηουν αρχικά τα ςτοιχεία, και   θ τελικι γωνία που ςχθματίηουν τα ςτοιχεία 

P A  , P B  . Λαμβάνοντασ το εςωτερικό γινόμενο μεταξφ των μοναδιαίων 
διανυςμάτων An  και Bn  που ορίηουν τθν κατεφκυνςθ των P A   και P B  , 

αντίςτοιχα, προκφπτει ότι 
 
 
          (1.1.29) 

 
 

  

     
   

  

1 31 1 1 2
A1 1 2 3

A A A

u / x1 u / x u / x
n n n n

1 2MF 1 2MF 1 2MF

  

     
   

  

2 32 1 2 2
A2 1 2 3

A A A

u / xu / x 1 u / x
n n n n

1 2MF 1 2MF 1 2MF

  

      
   

  

3 1 3 2 3 3
A3 1 2 3

A A A

u / x u / x 1 u / x
n n n n

1 2MF 1 2MF 1 2MF

  



              

         A1 B1 A2 B2 A3 B3

cos 1 1cos cos

cos n n n n n n

A B A B A Bn n n n n n
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όπου με   ςυμβολίηεται το εςωτερικό γινόμενο μεταξφ διανυςμάτων. Για να 
απλοποιθκεί το πρόβλθμα κεωροφμε τθν ακόλουκθ υποπερίπτωςθ. Θεωροφμε ότι 
τα PA , PB  να κατευκφνονται προσ τουσ άξονεσ 1Ox , 2Ox  αντίςτοιχα. Είναι φανερό 

ότι ιςχφει    A1 A2 A3n ,n ,n 1,0,0 ,    B1 B2 B3n ,n ,n 0,1,0 , A 11MF  , 

22MF  , ενϊ προφανϊσ για τθν αρχικι γωνία  , ιςχφει / 2  . Οι 

εξ.(Π4.1.28) δίδουν 
                                                                                                  
 

                                      

1 1
A1

11

1 u / x
n

1 2

  
 


         1 2

B1
22

u / x
n

1 2

 
 


           

(1.1.30α,β)

 

                                       

 

                                     

2 1
A2

11

u / x
n

1 2

 
 


            2 2

B2
22

1 u / x
n

1 2

  
 


        

(1.1.30γ,δ)

                                            

 

                                            3 1
A3

11

u / x
n

1 2

 
 


         3 2

B3
22

u / x
n

1 2

 
 


                  (1.1.30ε,ςτ) 

 
Αντικακιςτϊντασ τα παραπάνω μεγζκθ ςτθν εξ.(1.1.29) και εκτελϊντασ τισ πράξεισ, 
λαμβάνουμε 

 
 
 
              (1.1.31) 

 
 

Χρθςιμοποιϊντασ τον οριςμό τθσ τροπισ 12  (βλ. εξ.(1.1.12δ)), τελικά προκφπτει ότι 

 
 
                                   (1.1.32) 

 
Επομζνωσ αν υποκζςουμε ότι οι παραμορφϊςεισ είναι μικρζσ, ιςχφουν οι 
ακόλουκεσ προςεγγίςεισ. 

 οι ορκζσ παραμορφϊςεισ είναι μικρζσ, επομζνωσ 11 1  , 22 1   και κα 

ιςχφει 111 / 1 2 1  , 221 / 1 2 1   (βλ. εξ.(Π4.1.19-21)). 

 οι γωνίεσ ςτροφισ μεταξφ των δφο ςτοιχείων είναι μικρζσ, επομζνωσ sin ' ' 

. Όμωσ ιςχφει   cos sin / 2     , άρα  cos / 2 cos            

, αφοφ ζχει λθφκεί ότι θ αρχικι γωνία ιςοφται με / 2 . 
Θ εξ.(1.1.32) γράφεται ωσ 

 
       (1.1.33) 

 
Θ φυςικι ςθμαςία τθσ τροπισ 12  είναι ότι ιςοφται περίπου με το μιςό τθσ 

μεταβολισ τθσ κάκετθσ γωνίασ που ςχθματίηεται μεταξφ 2 ινϊν που αρχικά είναι 


 

      
   

       
 

 

3 32 1 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

11 22

u uu u u u u u

x x x x x x x x
cos

1 2 1 2




 
 

 

12

11 22

2
cos

1 2 1 2

    122
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παράλλθλεσ ωσ προσ τουσ άξονεσ 1Ox , 2Ox . Με παρόμοια ςυλλογιςτικι μπορεί 

γενικά να αποδειχκεί ότι το διπλάςιο τθσ τροπισ ij  ( i 1,2,3 , j 1,2,3  με i j ) 

ιςοφται περίπου με τθ μεταβολι τθσ (κάκετθσ) γωνίασ μεταξφ 2 ινϊν που αρχικά 

είναι παράλλθλεσ ωσ προσ τουσ άξονεσ iOx  και jOx . Ορίηουμε ωσ 

  

 ij ij2  , i 1,2,3 , j 1,2,3  με i j             (1.1.34)  

 

Οι ποςότθτεσ ij  καλοφνται διατμθτικζσ παραμορφϊςεισ και είναι «υπεφκυνεσ» για 

τισ μεταβολζσ των (κάκετων) γωνιϊν μεταξφ των ινϊν που αρχικά είναι παράλλθλεσ 
ωσ προσ τουσ άξονεσ του ςυςτιματοσ αναφοράσ. 
 
1.1.5 Μεταβολή Όγκου Απειροςτοφ Στοιχείου 

Όπωσ κα φανεί ςτθ ςυνζχεια είναι χριςιμο να προςδιοριςτεί θ αλλαγι όγκου 
και επιφάνειασ που υφίςτανται κατά τθν παραμόρφωςθ τα απειροςτά ςτοιχεία του 
ςϊματοσ. Θεωροφμε κυβικό ςτοιχείο του ςϊματοσ πριν τθν παραμόρφωςθ με 
πλευρζσ παράλλθλεσ ωσ προσ τουσ άξονεσ 1Ox , 2Ox , 3Ox . Προφανϊσ το ςτοιχείο 

κα ζχει όγκο 1 2 3dV dx dx dx . Για να προςδιοριςτεί ο όγκοσ dV   του ςτοιχείου μετά 

τθν παραμόρφωςθ, εξετάηονται οι μεταβολζσ που ζχουν υποςτεί οι ακμζσ του. Θ 

πλευρά  1dx ,0,0OA  μετατρζπεται ςτθν πλευρά  OΑ  για τθν οποία ιςχφει 

 
 
          (1.1.35α)    

 
Θ παραπάνω ςχζςθ προζκυψε με εφαρμογι των εξ.(1.1.9) που ςυνδζουν τισ 
προβολζσ του ςτοιχείου ςτουσ 3 άξονεσ του ςυςτιματοσ αναφοράσ πριν και μετά 
τθν παραμόρφωςθ. Εξετάηοντασ και τισ άλλεσ 2 ακμζσ που ορίηουν τον κφβο, 

λαμβάνουμε αντίςτοιχα για τισ πλευρζσ  20,dx ,0OB  και  30,0,dxOΓ  τισ 

ςχζςεισ 
 

 
          (1.1.35β) 

 
 
           (1.1.35γ) 
 

 
Με βάςθ γνωςτι ταυτότθτα τθσ αναλυτικισ γεωμετρίασ, ο όγκοσ dV   του 
παραλλθλεπίπεδου ςτθν παραμορφωμζνθ διαμόρφωςθ δίδεται ωσ 
 

                                     (1.1.36) 

 
 

 
 

  
  

     
   

31 2
1 2 3 1 1 1

1 1 1

d ,d ,d dx , dx , dx
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31 2
1 2 3 2 2 2

2 2 2

d ,d ,d dx , dx , dx
x x x

O Β

 
 

  
  

     
   

31 2
1 2 3 3 3 3

3 3 3
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x x x
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όπου με   ςυμβολίηεται το εξωτερικό γινόμενο μεταξφ διανυςμάτων. Εκτελϊντασ 
τισ πράξεισ ςτθν παραπάνω ςχζςθ, προκφπτει ότι 

 
 (1.1.37) 

 
όπου J  είναι θ ορίηουςα τθσ βακμίδασ τθσ παραμόρφωςθσ που ζχει οριςτεί μζςω 
τθσ εξ.(1.1.5). 
 
1.1.6 Μεταβολή Επιφάνειασ Απειροςτοφ Στοιχείου 

Θεωροφμε ςτοιχειϊδθ επιφάνεια εμβαδοφ dA  πριν τθν παραμόρφωςθ και το 
κάκετο διάνυςμα n  επί αυτισ. Ζςτω ότι θ επιφάνεια κα ζχει νζο εμβαδόν dA  με 
κάκετο διάνυςμα n  επί αυτισ μετά τθν παραμόρφωςθ. Προκειμζνου να 
ςυςχετιςτεί θ παραμορφωμζνθ επιφάνεια με τθν αρχικι κα προςδιορίςουμε τθν 
αλλαγι του όγκου που υφίςταται ςτοιχείο που ορίηεται από τθν εξεταηόμενθ 

επιφάνεια και τυχαίο απειροςτό διάνυςμα  1 2 3dx ,dx ,dx1n . Ο όγκοσ του 

ςτοιχείου πριν τθν παραμόρφωςθ ιςοφται με  
 
                                             (1.1.38) 

 
Μετά τθν παραμόρφωςθ μεταβάλλονται γενικά τόςο το 1n  όςο και τα 

χαρακτθριςτικά (εμβαδόν, προςανατολιςμόσ) τθσ επιφάνειασ. Ο όγκοσ του νζου 
ςτοιχείου ιςοφται με 

 
   (1.1.39) 

 

όπου  1 2 3d ,d ,d   1n  είναι το διάνυςμα 1n  ςτθν παραμορφωμζνθ 

διαμόρφωςθ. Με τθ βοικεια των εξ.(1.1.5), (1.1.10) ςυμπεραίνουμε ότι θ βακμίδα 
τθσ παραμόρφωςθσ Χ  ζχει τθν ιδιότθτα να ςυνδζει το (τυχόν) διάνυςμα πριν τθν 
παραμόρφωςθ με το διάνυςμα μετά τθν παραμόρφωςθ. Πιο ςυγκεκριμζνα ιςχφει 

 
 (1.1.40) 

 
Από τθν εξ.(1.1.37) λαμβάνεται ότι 
 

 
            (1.1.41)  

 
 

Επειδι θ παραπάνω ςχζςθ ιςχφει για οποιοδιποτε διάνυςμα 1n , τελικά προκφπτει 

ότι 
 
                                       (1.1.42) 

 
 

 dV JdV

  dV dA1n n

    dV dA1n n

 1 1n Χn

   

   

       

    

.( 1.1.40 )
dV JdV dA J dA

dA J dA

1 1

1 1

n n n n

Χn n n n

   


  dA J dAn Χ n
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Παρατθρείται ότι θ ο υπολογιςμόσ τθσ βακμίδασ παραμόρφωςθσ αρκεί για τον 
προςδιοριςμό τθσ εξεταηόμενθσ επιφάνειασ ςτθν παραμορφωμζνθ διαμόρφωςθ. 
 
1.1.7 Απειροςτικόσ Τανυςτήσ Παραμόρφωςησ 

Στα εδάφια 1.1.2.1-2 δόκθκε θ φυςικι ςθμαςία του τανυςτι παραμόρφωςθσ 
Green, θ οποία προκφπτει με τθν υπόκεςθ ότι οι παραμορφϊςεισ είναι μικρζσ. Με 
βάςθ τθν υπόκεςθ αυτι είναι δυνατό να αγνοθκοφν οι μθ γραμμικοί όροι των 
ςυνιςτωςϊν του τανυςτι αυτοφ ςε όλεσ τισ ςχζςεισ που υπειςζρχονται, δθλαδι 
ιςχφει 
 

                            ij 1         ij ij 0   , i, j , i 1,2,3 , j 1,2,3                   (1.1.43,44) 

   
Εναλλακτικι παραδοχι με τθν οποία περιορίηεται περιςςότερο θ κλάςθ των 
προβλθμάτων που μποροφν να διερευνθκοφν αποτελεςματικά είναι θ υπόκεςθ των 
μικρϊν μετατοπίςεων. Με βάςθ τθν υπόκεςθ αυτι, οι μθ γραμμικοί όροι των 
μετατοπίςεων που υπειςζρχονται ςτισ ςχζςεισ παραμορφϊςεων - μετατοπίςεων 
(1.1.12) κεωροφνται πολφ μικροί και κατά ςυνζπεια μποροφν να αγνοθκοφν. Ωσ εκ 
τοφτου, προκφπτουν γραμμικζσ ςχζςεισ παραμορφϊςεων - μετατοπίςεων, οι οποίεσ 
εκφράηονται ωσ 
 

                    
 


 


1
11 xx

1

u

x
         


 


2
22 yy

2

u

x
         


 


3
33 zz

3

u

x         
(1.1.45α,β,γ)

                  
 

       

  
  

    
  

2 1
21 12 xy

1 2

u u1

2 x x
      

  
    

  

3 1
31 13 xz

1 3

u u1

2 x x
       

(1.1.45δ,ε) 

                                           

  
  

    
  

3 2
32 23 yz

2 3

u u1

2 x x
                         

(1.1.45ςτ)

 

 

 
Ο απειροςτικόσ τανυςτισ παραμόρφωςθσ (infinitesimal strain tensor) ςε περιγραφι 
κατά Lagrange εκφράηεται ωσ 

 
 
                                        (1.1.46) 

 

όπου οι ςυνιςτϊςεσ ij  ( i 1,2,3 , j 1,2,3 ) λαμβάνονται από τισ εξ.(1.1.45). 

Αν τυχόν ςτοιχείο υποβλθκεί ςε ςτροφι ςτερεοφ ςϊματοσ και χρθςιμοποιθκεί 
ο απειροςτικόσ τανυςτισ παραμόρφωςθσ, κα υπολογιςτεί μθ μθδενικι 
παραμόρφωςθ. Αυτό το αποτζλεςμα είναι φυςικά λανκαςμζνο αφοφ οποιαδιποτε 
κίνθςθ (μετατόπιςθ ι ςτροφι) ςτερεοφ ςϊματοσ δεν προκαλεί παραμόρφωςθ. 
Συμπεραςματικά, ο απειροςτικόσ τανυςτισ παραμόρφωςθσ δίδει ικανοποιθτικά 
αποτελζςματα μόνο ςτθν περίπτωςθ που θ αρχικι και θ τελικι διαμόρφωςθ του 
ςϊματοσ διαφζρουν ελάχιςτα. Επομζνωσ, αν ςε ςϊμα ιςχφει θ υπόκεςθ των μικρϊν 
μετατοπίςεων εξαςφαλίηεται ότι και οι παραμορφϊςεισ κα είναι μικρζσ. Ωςτόςο το 
αντίςτροφο δεν ιςχφει κατ’ ανάγκθ. Κάτι τζτοιο κακίςταται ςαφζσ από το 
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παραπάνω παράδειγμα τθσ ςτροφισ ςτερεοφ ςϊματοσ, όπου θ αρχικι και θ τελικι 
διαμόρφωςθ διαφζρουν αιςκθτά αλλά θ παραμόρφωςθ του ςτοιχείου (μεταβολζσ 
μθκϊν και γωνιϊν) είναι μθδενικι. 

Τζλοσ, παρότι οι κινθματικζσ ςχζςεισ (1.1.46) που ςυνδζουν τισ μετατοπίςεισ 
με τισ παραμορφϊςεισ ζχουν προκφψει γεωμετρικά, είναι δυνατόν να δοκοφν ςε 
αυτζσ γεωμετρικζσ ερμθνείεσ με φυςικι ςθμαςία. Ζτςι, τα ανθγμζνα (αδιάςτατα) 

μεγζκθ  xx yy zz, ,    εκφράηουν τισ ανά μονάδα μικουσ επιμθκφνςεισ ι βραχφνςεισ 

των εδρϊν  dx,dy,dz  του ςτοιχειϊδθ κφβου μετά τθν παραμόρφωςθ (Σχ.1α), 

δθλαδι xx dx dx  , yy dy dy   και zz dz dz  , ενϊ τα ανθγμζνα μεγζκθ 

 xy xz yz, ,    εκφράηουν τισ μεταβολζσ τθσ ορκισ γωνίασ τθν οποία ςχθματίηουν ανά 

ηεφγθ τα απειροςτά τμιματα  dx,dy ,  dx,dz  και  dy,dz , αντίςτοιχα (Σχ.1.β). 

Αναφορικά με τα πρόςθμα των ανθγμζνων παραμορφϊςεων, οι ορκζσ 

παραμορφϊςεισ  xx yy zz, ,    κεωροφνται κετικζσ όταν αντιςτοιχοφν ςε 

επιμθκφνςεισ των αντίςτοιχων ακμϊν, ενϊ οι γωνιακζσ παραμορφϊςεισ 

 xy xz yz, ,    κεωροφνται κετικζσ όταν προκαλοφν μείωςθ των μεταξφ των κετικϊν 

θμιαξόνων δθμιουργοφμενων ορκϊν γωνιϊν του ςτοιχείου.  
 
 

 
(α) 

 
(β) 

Σχήμα 1.1 Φυςική ερμηνεία ορθών (α) και γωνιακών παραμορφώςεων (β). 
 
 
1.2 Θεωρία Τάςησ 
 
1.2.1 Διάνυςμα Τάςησ 

Εδϊ και ςτα παρακάτω εδάφια, θ χρονικι ςτιγμι ςτθν οποία αναφζρονται τα 
διάφορα μεγζκθ ςυμβολίηεται με χριςθ άνω αριςτεροφ δείκτθ. Ζτςι π.χ. ο 

ςυμβολιςμόσ 1ε  δθλϊνει τον τανυςτι παραμόρφωςθσ τθν χρονικι ςτιγμι 1t t . 

Θεωροφμε ςϊμα Q  τθν (τυχοφςα) χρονικι ςτιγμι 1t t , επί του οποίου 

αςκοφνται οριςμζνεσ δράςεισ. Θεωροφμε επίςθσ τυχοφςα τομι, θ οποία χωρίηει το 

ςϊμα ςε δφο τμιματα 1Q , 2Q  κακϊσ επίςθσ και ςτοιχειϊδθ επιφάνεια 1d A  ςε 

  z, w 

 y, v 

 x, u 

 dy 

 dz 

 Δdz 
dx 

Δdx 

 Δdy 
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2
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ςθμείο  1 2 3P , ,    επί τθσ τομισ, με μοναδιαίο κάκετο διάνυςμα 1n  για το τμιμα 

1Q  και 1 n  για το τμιμα 2Q . Ορίηουμε ωσ διάνυςμα τάςθσ ι ελκυςτι (traction 

vector)  1 1t n , που αντιςτοιχεί ςτο διάνυςμα 1n  και ςτο ςθμείο P , το 

διανυςματικό μζγεκοσ 
 
                                         (1.2.1) 

 

όπου 1d p  είναι θ ςυνιςτάμενθ (επιφανειακι) δφναμθ που αςκείται επί τθσ 

ςτοιχειϊδουσ επιφάνειασ 1d A . 

Από τθν Νευτϊνεια Αρχι Δράςθσ - Αντίδραςθσ, θ δφναμθ που αςκείται ςτο 1Q  

(επί τθσ 1d A , ςτο ςθμείο P ) κα είναι ίςθ και αντίκετθ με τθ δφναμθ που αςκείται 

ςτο 2Q . Επομζνωσ από τον οριςμό τθσ εξ.(2.1) ζπεται κατευκείαν ότι 

 
                                           (1.2.2) 
 

Θ παραπάνω βαςικι ςχζςθ είναι γνωςτι ωσ Αρχι του Cauchy. 
Από τον παραπάνω οριςμό κακίςταται ςαφζσ ότι ο ελκυςτισ δεν αποτελεί 

διανυςματικό πεδίο με τθν κλαςικι ζννοια, αφοφ ςε κάκε ςθμείο του χϊρου που 
καταλαμβάνει το ςϊμα δεν αντιςτοιχίηεται μοναδικόσ ελκυςτισ. Για να 
προςδιοριςτεί ο ελκυςτισ πρζπει να δοκοφν τόςο το ςθμείο ςτο οποίο αναφζρεται 
όςο και το κάκετο διάνυςμα τθσ ςτοιχειϊδουσ επιφάνειασ που διζρχεται από αυτό. 
Συνεπϊσ, ςε ςθμείο του ςϊματοσ μποροφν να οριςτοφν άπειροι ελκυςτζσ, κακζνασ 
από τουσ οποίουσ κα αντιςτοιχίηεται ςε ςυγκεκριμζνθ προςανατολιςμζνθ 
ςτοιχειϊδθ επιφάνεια που διζρχεται από το ςθμείο. 

Εκτόσ από τισ επιφανειακζσ δυνάμεισ (traction forces) που υπειςζρχονται ςτον 
οριςμό του διανφςματοσ τάςθσ, πολλζσ φορζσ ςτα ςϊματα αςκοφνται και μαηικζσ 
δυνάμεισ (body forces), δθλαδι δυνάμεισ που αςκοφνται απευκείασ πάνω ςτουσ 
«κόκκουσ» του ςϊματοσ. Τζτοιεσ δυνάμεισ δεν μποροφν να «εμφανιςτοφν» ςτθ 
διεπιφάνεια κάποιασ τομισ ςτο ςϊμα, ενϊ χαρακτθρίηονται ωσ δυνάμεισ πεδίου. 
Χαρακτθριςτικό παράδειγμα μαηικισ δφναμθσ είναι το ίδιο βάροσ του ςϊματοσ. 

Θεωρϊντασ ςτοιχειϊδθ όγκο 1d V  ςε ςθμείο  1 2 3P , ,    του ςϊματοσ, ορίηεται 

ωσ μαηικι δφναμθ ανά μονάδα όγκου θ ποςότθτα 
 

 
                                               (1.2.3) 

 

όπου 1d fp  είναι θ ςυνιςταμζνθ των μαηικϊν δυνάμεων που αςκοφνται ςτο 

ςτοιχειϊδθ όγκο 1d V . Παρατθρείται ότι το 1f  αποτελεί διανυςματικό πεδίο, ςε 

αντίκεςθ με τον ελκυςτι 1t . 
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d A
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1.2.2 Τανυςτήσ Τάςησ Cauchy 

Χωρίσ βλάβθ τθσ γενικότθτασ μποροφμε να κεωριςουμε ότι το ςφςτθμα 
αναφοράσ με τθ βοικεια του οποίου περιγράφεται θ κίνθςθ είναι ςτακερό και δεν 

μεταβάλλεται με το χρόνο. Θεωροφμε ςτοιχειϊδθ επιφάνεια 1d A  κάκετθ ςτον 

άξονα 1Ox . Προφανϊσ ιςχφει  1 1,0,0 1n e , όπου 1e  είναι το μοναδιαίο 

διάνυςμα που ορίηει τον άξονα 1Ox . Ωσ 1
1 j , j 1,2,3  ορίηονται οι ςυνιςτϊςεσ 

του ελκυςτι  1
1t e , δθλαδι ιςχφει 

 
                                      (1.2.4) 
 

Γενικεφοντασ, κεωροφνται και οι ςυνιςτϊςεσ των ελκυςτϊν που αντιςτοιχοφν και 
ςτουσ άλλουσ 2 άξονεσ του ςυςτιματοσ αναφοράσ. Ζτςι, λαμβάνουμε 

 
                             (1.2.5α) 

 
                             (1.2.5β) 
 

              (1.2.5γ) 
 

Ο τανυςτισ πραγματικισ τάςθσ ι τανυςτισ τάςθσ Cauchy (true or Cauchy stress 

tensor) 1σ  εκφράηεται ωσ 
 

 
11 12 13

1
21 22 23

31 32 33

  

  

  

 
 


 
  

σ         (1.2.6)  

 
όπου για εποπτικοφσ λόγουσ παραλείπεται εδϊ και παρακάτω ο χρονικόσ δείκτθσ 

από τισ ςυνιςτϊςεσ ij . Συμπεραςματικά θ ςυνιςτϊςα ij , i 1,2,3 , j 1,2,3  του 

εξεταηόμενου τανυςτι ορίηεται ωσ το πθλίκο τθσ ςτοιχειϊδουσ δφναμθσ που δρα 

κατά τθ κατά τθν κατεφκυνςθ του jOx  διά τθ ςτοιχειϊδθ επιφάνεια 1d A  με 

(μοναδιαίο) κάκετο διάνυςμα ie . Σθμειϊνεται ότι ςε κάκε ςθμείο του ςϊματοσ 

αντιςτοιχεί μοναδικόσ τανυςτισ τάςθσ Cauchy (ςε δεδομζνθ χρονικι ςτιγμι).  
 
1.2.3 Εξιςώςεισ Ιςορροπίασ 

Πριν ςυνεχιςτεί θ περιγραφι των υπόλοιπων τανυςτϊν τάςθσ που 
χρθςιμοποιοφνται, είναι απαραίτθτο να διατυπωκοφν οι εξιςϊςεισ ιςορροπίασ 
ςυναρτιςει των ιδθ οριςκζντων ελκυςτϊν και του τανυςτι τάςθσ Cauchy. 

Για να ςυςχετιςτεί ο (τυχόν) ελκυςτισ  1 1t n  με τισ ςυνιςτϊςεσ του τανυςτι 

τάςθσ Cauchy 1σ , εξετάηεται θ ιςορροπία ςτοιχειϊδουσ τετραζδρου, το οποίο 

διακζτει για πλευρζσ τισ ςτοιχειϊδεισ επιφάνειεσ που είναι κάκετεσ ςτα 1e , 2e , 3e  

και 1n . Υποκζτοντασ ότι οι ςυνκικεσ είναι ψευδοςτατικζσ, δθλαδι οι αδρανειακζσ 

     1 1 1 1
11 12 13, ,1t e

      1 1 1 1
11 12 131 1 2 3t e e e e

      1 1 1 1
21 22 232 1 2 3t e e e e

      1 1 1 1
31 32 333 1 2 3t e e e e
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δυνάμεισ μποροφν να αγνοθκοφν και αμελϊντασ τουσ όρουσ των μαηικϊν δυνάμεων 
που είναι μικρότερθσ τάξθσ από τουσ αντίςτοιχουσ όρουσ των επιφανειακϊν 
δυνάμεων, λαμβάνονται οι ακόλουκεσ ςχζςεισ ιςορροπίασ 
 

                                                 
1 1 1 1

1 11 1 21 2 31 3t n n n    
                               (1.2.7α)         

                                             
1 1 1 1

2 12 1 22 2 32 3t n n n    
                               (1.2.7β) 

                                           
1 1 1 1

3 13 1 23 2 33 3t n n n    
                                (1.2.7γ)  

 

με    1 1 1 1 1
1 2 3t , t , tt n  και  1 1 1 1

1 2 3n , n , nn . Οι εξ.(1.2.7) μποροφν να 

διατυπωκοφν ςυνοπτικότερα με διανυςματικι γραφι ωσ 
 

 
     (1.2.8) 

 
Οι παραπάνω ςχζςεισ όπωσ κα φανεί παρακάτω είναι χριςιμεσ ςτθν διατφπωςθ 
ςυνοριακϊν ςυνκθκϊν προβλθμάτων Μθχανικισ Συνεχοφσ Μζςου. 

Αποκόπτεται τυχόν όγκοσ 1V  από το ςϊμα (ςτθν παραμορφωμζνθ 
διαμόρφωςθ, τθν χρονικι ςτιγμι 1t t ), που περικλείεται από τθν επιφάνεια 

1 1A V  . Ιςορροπία λαμβάνεται όταν θ ςυνιςταμζνθ των δυνάμεων και των 

ροπϊν που αςκοφνται επί του 1V  μθδενίηονται, εάν κεωρθκοφν ψευδοςτατικζσ 
ςυνκικεσ. Θ εξίςωςθ ιςορροπίασ των δυνάμεων γράφεται ςυναρτιςει των 

ελκυςτϊν 1t  (που αςκοφνται ςτθν 1A ) και των ανθγμζνων μαηικϊν δυνάμεων 1f  

(που αςκοφνται ςτον 1V ) ωσ 
 
                                (1.2.9) 
 

Με τθ βοικεια τθσ εξ.(2.8), θ παραπάνω εξίςωςθ ιςορροπίασ εκφράηεται ωσ 
 
                             (1.2.10) 

 
και με τθ βοικεια του κεωριματοσ απόκλιςθσ του Gauss (Gauss divergence 
theorem), το επιφανειακό ολοκλιρωμα τθσ εξ.(1.2.10) μετατρζπεται ςε τριπλό, 
οπότε θ εξ.(1.2.10) δίδει 
 

1 1 1

T T
1 1 1 1 1 1 1

V V V
div d V d V div d V

                      
  σ f 0 σ f 0       (1.2.11) 

 

όπου  div   είναι θ απόκλιςθ (divergence) του διανυςματικοφ πεδίου ι του 

τανυςτι 2θσ τάξθσ που βρίςκεται εντόσ τθσ παρζνκεςθσ. Στθν περίπτωςθ 

διανυςματικοφ πεδίου, ιςχφει    
3

i i
i 1

div / x


      ενϊ ςτθν περίπτωςθ τανυςτι 

   
 

T
1 1 1 1t n σ n

    1 1

1 1 1 1 1

A V
d A d Vt n f 0

   
  1 1

T
1 1 1 1 1

A V
d A d Vσ n f 0
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2θσ τάξθσ ιςχφει     
3 3

ij j
i 1 j 1

div / x
 

      ie . Επειδι θ παραπάνω ςχζςθ ιςχφει 

για οποιοδιποτε όγκο 1V , προκφπτει ότι 
 

  
                                        (1.2.12) 

 
Οι εξ.(1.2.12) αποτελοφν τισ κυρίαρχεσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ ιςορροπίασ ςε ιςχυρι 
μορφι. Αναλυτικά οι εξιςϊςεισ αυτζσ γράφονται ωσ 
 

 
                              (1.2.13α) 
 
 
                              (1.2.13β) 
 
 
                             (1.2.13γ) 
 

 
Υπογραμμίηεται ότι οι παράγωγοι ςτισ παραπάνω εξιςϊςεισ είναι ωσ προσ τθν 
τρζχουςα διαμόρφωςθ τθσ χρονικισ ςτιγμισ που εξετάηεται (μεταβλθτζσ κζςθσ 1 , 

2 , 3 ) και όχι ωσ προσ τθν αρχικι διαμόρφωςθ (μεταβλθτζσ κζςθσ 1x , 2x , 3x ). Οι 

παραπάνω εξιςϊςεισ μποροφν να εξαχκοφν εναλλακτικά, εάν εξεταςτεί θ ιςορροπία 
ςτοιχειϊδουσ ορκογωνίου παραλλθλεπιπζδου που ορίηεται από τουσ άξονεσ του 

ςυςτιματοσ αναφοράσ και με μικθ πλευρϊν 1d , 2d , 3d . 

Θ εξίςωςθ ιςορροπίασ των ροπϊν ωσ προσ τυχαίο ςθμείο K  διατυπϊνεται ωσ 
 

      (1.2.14) 

 

όπου 1E A  ςθμείο που διατρζχει το επιφανειακό ςφνορο του όγκου και 1B V  

ςθμείο που διατρζχει τον όγκο 1V . Ακολουκϊντασ τθν ίδια διαδικαςία με τισ 
εξ.(1.2.9-13), θ εξ.(1.2.14) ζπειτα από κάποιεσ πράξεισ καταλιγει ςτθν παρακάτω 
ςχζςθ 

 
 (1.2.15) 

 
 
Θ ςχζςθ αυτι δθλϊνει ότι ο τανυςτισ τάςθσ Cauchy είναι ςυμμετρικόσ. Αναλυτικά 
κα ζχουμε 
 

                                  21 12           31 13           32 23                        (1.2.16α,β,γ) 
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ςυμπεραίνοντασ ότι οι ανεξάρτθτεσ ςυνιςτϊςεσ τάςεων περιορίηονται από εννιά ςε 
ζξι. 
 
1.2.4 1οσ Τανυςτήσ Τάςησ Piola - Kirchhoff 

Ο 1οσ τανυςτισ τάςθσ Piola - Kirchhoff αναπτφχκθκε ςτθν προςπάκεια να 
διατυπωκοφν οι εξιςϊςεισ ιςορροπίασ του ςϊματοσ ςυναρτιςει των μεταβλθτϊν 
κζςθσ τθσ αρχικισ διαμόρφωςθσ t 0 . Θ εξίςωςθ ιςορροπίασ για τθν τρζχουςα 
διαμόρφωςθ 1t t  (2.9) δίδει 

 
(1.2.17) 

 
Για να διευκολυνκεί θ ανάλυςθ ορίηονται δφο επιπλζον μεγζκθ. Πρόκειται για τον 

ελκυςτι ανά μονάδα απαραμόρφωτθσ επιφάνειασ  1 0
0 t n  και το διάνυςμα των 

μαηικϊν δυνάμεων ανά μονάδα απαραμόρφωτου όγκου 1
0f  τα οποία ορίηονται ωσ 

 

                                
 

0

1
1 0
0 0

d A 0

d
lim

d A


p
t n            

0

1
1
0 0

d V 0

d
lim

d V
 fp

f
                    

(1.2.18α,β) 

 
ςθμειϊνοντασ ότι ο κάτω αριςτερόσ δείκτθσ ςυμβολίηει τθ διαμόρφωςθ ωσ προσ 
τθν οποία εκφράηεται το κάκε μζγεκοσ. Στθν περίπτωςθ ταφτιςθσ του πάνω 
αριςτεροφ και κάτω αριςτεροφ δείκτθ, ο τελευταίοσ παραλείπεται. Από τουσ 
οριςμοφσ των ςχζςεων (2.1) και (2.18α) προκφπτει θ ακόλουκθ βαςικι ιδιότθτα 
 

 
          (1.2.19α) 

 
Επίςθσ από τουσ οριςμοφσ των ςχζςεων (1.2.3) και (1.2.18β) λαμβάνουμε 
 

 
                                  (1.2.19β) 

 

αφοφ από τθν εξ.(1.1.27) ζχουμε ότι 1 0d V Jd V . Θ εξίςωςθ ιςορροπίασ (1.2.17) 
μεταςχθματίηεται ςτθν ακόλουκθ εξίςωςθ 

 
                           (1.2.20)  

 
 
Θ ςχζςθ (1.2.19α) γράφεται ωσ (βλ. εξ.(1.2.8)) 
 

   
               (1.2.21) 

         1 1 0 0

1 1
1 1 1 1 1 1 0 1 0

0 0A V A V

d A d V
d A d V d A d V

d A d V
t n f 0 t f 0

         
1

1 0 0 1 1 1 1 0 1 1
0 0 0

d A
d A d A

d A
t n t n t n t n

  
1

1 1 1 1
0 00

d V
J

d V
f f f f

    0 0

1 0 0 1 0
0 0A V

d A d Vt n f 0

         
 

1 1T
1 0 1 1 1 0 1 1
0 00 0

d A d A

d A d A
t n t n t n σ n
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και με τθ βοικεια τθσ εξ.(Π4.1.42) που ςυνδζει τθν απαραμόρφωτθ με τθν 
παραμορφωμζνθ επιφάνεια τελικά λαμβάνουμε 
 

 
       (1.2.22) 
 

 
αφοφ ο τανυςτισ τάςθσ Cauchy είναι ςυμμετρικόσ. 

Ο 1οσ τανυςτισ τάςθσ Piola - Kirchhoff 1
0 P  εκφράηεται ωσ 

 
  
                                          (1.2.23) 
 

 
Από τθν εξ.(1.2.22) είναι φανερό ότι ο 1οσ τανυςτισ τάςθσ Piola - Kirchhoff ςυνδζει 

το κάκετο διάνυςμα 0 n  τθσ (τυχοφςασ) απαραμόρφωτθσ επιφάνειασ 0d A  με τον 

ελκυςτι ανά μονάδα απαραμόρφωτθσ επιφάνειασ  1 0
0 t n , δθλαδι ιςχφει 

  
                                            (1.2.24) 
 

Θ εξίςωςθ ιςορροπίασ (1.2.20) γράφεται ςυναρτιςει του τανυςτι 1
0 P  ωσ 

 
                              (1.2.25) 

 
και με τθ βοικεια του κεωριματοσ απόκλιςθσ Gauss λαμβάνουμε 

    
     (1.2.26)                      
 

Επειδι θ ιςορροπία ιςχφει ανεξαρτιτωσ του όγκου 0V  που εξετάηεται, προκφπτει θ 
τελικι μορφι τθσ εξίςωςθσ ιςορροπίασ ςε διαφορικι μορφι ωσ 

 
   (1.2.27) 

 
Αναλυτικά θ παραπάνω εξίςωςθ γράφεται ωσ (παραλείπονται για εποπτικοφσ 

λόγουσ εδϊ και παρακάτω οι αριςτεροί δείκτεσ ςτισ ςυνιςτϊςεσ του τανυςτι 1
0 P ) 

 
                                (1.2.28α) 

 
                                
                              (1.2.28β) 

 

   
  

       
     

T
1 0 1 1 0 1 0 1 1 0
0 0J Jt n σ Χ n t n σ Χ n


 
 

1 1 1
0 JP σ Χ

  1 0 1 0
0 0t n P n

  0 0

1 0 0 1 0
0 0A V

d A d VP n f 0

        
   0 0 0

1 0 1 0 1 1 0
0 0 0 0V V V

div d V d V div d VP f 0 P f 0

  1 1
0 0div P f 0

 
   

  

11311 12
0 1

1 2 3

PP P
f 0

x x x

 
   

  

12321 22
0 2

1 2 3

PP P
f 0

x x x



Κεφάλαιο 1                                   Στοιχεία Μθχανικισ Συνεχοφσ Μζςου, Θεωρίασ Ελαςτικότθτασ και Πλαςτικότθτασ 

21 

 
 
                                (1.2.28γ) 

 
Από τισ παραπάνω ςχζςεισ ςυμπεραίνεται ότι με τον 1ο τανυςτι τάςθσ Piola - 
Kirchhoff μποροφμε να εκφράςουμε τισ εξιςϊςεισ ιςορροπίασ ςυναρτιςει των 
μεταβλθτϊν κζςθσ τθσ αρχικισ διαμόρφωςθσ ι με άλλα λόγια να 
χρθςιμοποιιςουμε περιγραφι Lagrange. Επίςθσ από τθν εξ.(1.2.23) κακίςταται 
ςαφζσ ότι ο ςυγκεκριμζνοσ τανυςτισ (ςε αντίκεςθ με τον τανυςτι τάςθσ Cauchy) 
δεν είναι κατ’ ανάγκθν ςυμμετρικόσ αφοφ αποτελεί γινόμενο ςυμμετρικοφ τανυςτι 
και τθσ βακμίδασ παραμόρφωςθσ θ οποία δεν είναι κατ’ ανάγκθ ςυμμετρικι. 
 
1.2.5 Αρχή Δυνατών Ζργων 

Προτοφ οριςτεί ο 2ο τανυςτισ τάςθσ Piola - Kirchhoff που είναι χριςιμοσ ςτθ 
μελζτθ τθσ γεωμετρικά μθ γραμμικισ ςυμπεριφοράσ παραμορφϊςιμων ςωμάτων, 
διατυπϊνεται θ Αρχι Δυνατϊν Ζργων που αποτελεί τθ βάςθ τθσ αρικμθτικισ 
επίλυςθσ πολλϊν προβλθμάτων τθσ μθχανικισ. Θ Αρχι Δυνατϊν Ζργων αποτελεί 
εναλλακτικι διατφπωςθ των εξιςϊςεων ιςορροπίασ που διζπουν τθ ςυμπεριφορά 
των ςωμάτων. Το βαςικό πλεονζκτθμά τθσ ζναντι των εξιςϊςεων ιςορροπίασ που 
ζχουν ιδθ διατυπωκεί είναι ότι πρόκειται για βακμωτι εξίςωςθ, ςε αντίκεςθ με τισ 
εξιςϊςεισ που ζχουμε ιδθ εξετάςει οι οποίεσ είναι ςε διανυςματικι μορφι. 

Θεωροφμε ςϊμα ςτθν παραμορφωμζνθ διαμόρφωςι του τθν χρονικι ςτιγμι 

1t t . Για τυχόν όγκο 1V  που αποκόπτουμε από το ςϊμα, ζχουμε ιδθ διατυπϊςει 

τθν εξίςωςθ ιςορροπίασ ςε ολοκλθρωτικι μορφι (βλ. εξ. (1.2.21)). Θεωρϊντασ 
τυχόν πεδίο μετατοπίςεων για τθν τρζχουςα διαμόρφωςθ του εξεταηόμενου 

ςϊματοσ 1 r  
 
                                     (1.2.29) 
 

το οποίο ωςτόςο ςζβεται τισ κινθματικζσ ςυνοριακζσ ςυνκικεσ του προβλιματοσ, 
τότε λαμβάνεται θ αςκενισ μορφι τθσ διανυςματικισ εξίςωςθσ ιςορροπίασ (1.2.12) 
 

  
                          (1.2.30) 

 

όπου το ςφμβολο     ςυμβολίηει τον τελεςτι δ του λογιςμοφ των μεταβολϊν 

(calculus of variations). Υπογραμμίηεται ότι θ ςχζςθ (1.2.30) είναι βακμωτι κακϊσ 
εντόσ του ολοκλθρϊματοσ ζχουμε εςωτερικό γινόμενο μεταξφ διανυςμάτων. 
Κάνοντασ χριςθ τθσ ιδιότθτασ 
 

 
              (1.2.31) 

 
θ εξ.(1.2.30) μεταςχθματίηεται ωσ 

  
   

  

131 32 33
0 3

1 2 3

P P P
f 0

x x x

    1 1 1 1
1 2 3u , u , ur


           

1

T
1 1 1 1

V
div d V 0σ f r

     
           

T T
1 1 1 1 1 1 1div div trσ r σ r σ r
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1

1 1

T
1 1 1 1 1 1 1 1

V

T
1 1 1 1 1 1 1 1 1

V V

div tr d V 0

div d V tr d V

  

  

            

         



 

σ r σ r f r

σ r f r σ r

            (1.2.32)  

 

Στισ παραπάνω εξιςϊςεισ,  tr   είναι το ίχνοσ (trace) του τετραγωνικοφ μθτρϊου 

που βρίςκεται εντόσ των παρενκζςεων, το οποίο ορίηεται ωσ το άκροιςμα των 

διαγϊνιων ςτοιχείων του μθτρϊου αυτοφ. Επίςθσ, 1 1 r  είναι θ διανυςματικι 

κλίςθ του διανυςματικοφ πεδίου 1 r  θ οποία ορίηεται παρακάτω μζςω τθσ 
εξ.(1.2.34). Αξιοποιϊντασ το κεϊρθμα απόκλιςθσ Gauss για το αριςτερό μζλοσ τθσ 
παραπάνω εξίςωςθσ, προκφπτει ότι 
 

   1 1 1

T
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

A V V
d A d V tr d V  

             
  σ n r f r σ r

   
(1.2.33α) 

 
Θ παραπάνω ςχζςθ μπορεί να γραφεί εναλλακτικά, με χριςθ τθσ ςχζςθσ (2.8), ωσ  
 

   1 1 1

T
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

A V V
d A d V tr d V  

             
  t n r f r σ r     (1.2.33β)  

 
Στθν παραπάνω εξίςωςθ (θ οποία καλείται εξίςωςθ χωρικοφ δυνατοφ ζργου (spatial 
virtual work equation)), το αριςτερό μζλοσ καλείται χωρικό δυνατό εξωτερικό ζργο 

(spatial external virtual work) και ςυμβολίηεται με 1
extW  ενϊ το δεξιό μζλοσ 

καλείται χωρικό δυνατό εςωτερικό ζργο (spatial internal virtual work) και 

ςυμβολίηεται με 1
intW . Θ ορολογία αυτι δικαιολογείται από το γεγονόσ ότι οι 

ποςότθτεσ που υπειςζρχονται ςτα διάφορα ολοκλθρϊματα είναι ζργα 
επιφανειακϊν και μαηικϊν δράςεων ανθγμζνεσ ωσ προσ τισ επιφάνειεσ και τουσ 
όγκουσ επί των οποίων αςκοφνται, αντίςτοιχα. Ο όροσ «χωρικό» χρθςιμοποιείται 
για να δθλϊςει ότι τα ζργα εκφράηονται ςυναρτιςει τθσ τρζχουςασ διαμόρφωςθσ, 
ςτθν οποία χρθςιμοποιοφνται οι χωρικζσ μεταβλθτζσ κζςθσ 1 , 2 , 3  (περιγραφι 

Euler). 

Θ ποςότθτα 1 1 r  εκφράηεται αναλυτικά ωσ 
 

 

1 1 1
1 1 1

1 2 3

1 1 1
1 1 2 2 2

1 2 3

1 1 1
3 3 3

1 2 3

u u u

u u u

u u u

  

  

  


  

  

  

   
 
   

 
    
   
 
   
    

r          (1.2.34)  
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Παρατθρείται ότι θ ποςότθτα αυτι εκφράηεται επίςθσ ςυναρτιςει των μεταβλθτϊν 
κζςθσ τθσ τρζχουςασ και όχι τθσ αρχικισ διαμόρφωςθσ. Εκτελϊντασ τισ πράξεισ ςτο 
δεξιό μζλοσ τθσ εξ.(1.2.33β) και χρθςιμοποιϊντασ τθν ιδιότθτα ςυμμετρίασ 

T
1 1  
 
σ σ  (βλ. εξ.(1.2.15)), λαμβάνουμε 

 

                               

T
1 1 1 31 2 1 2

11 22 33 12
1 2 3 2 1

3 31 2
13 23

3 1 3 2

uu u u u
tr

u uu u

   
    

    

  
 

   

                       

     
      

      

σ r

    (1.2.35) 

 
όπου ςτο δεξιό μζλοσ τθσ παραπάνω ςχζςθσ παραλιφκθκαν οι αριςτεροί ενδείκτεσ. 
Από τθν παραπάνω ςχζςθ ςυμπεραίνουμε ότι ιςχφει 
 

 
                             (1.2.36) 

 
όπου 
 

 

31 1 2 1

1 2 1 3 1

1 31 2 2 2

2 1 2 3 2

3 3 31 2

3 1 3 2 3

uu u u u1 1

2 2

uu u u u1 1

2 2

u u uu u1 1

2 2

    

    

    

       
    

        
 

           
        
 

       
             

ε  (1.2.37)  

 
είναι ο απειροςτικόσ τανυςτισ παραμόρφωςθσ εκπεφραςμζνοσ ωσ προσ τθν 

τρζχουςα διαμόρφωςθ 1t t . Το ηεφγοσ 1σ , 1ε  καλείται ςυηυγζσ ωσ προσ το ζργο 

(work conjugate) αναφορικά με τον (παραμορφωμζνο) όγκο του ςϊματοσ τθσ 
τρζχουςασ διαμόρφωςθσ. 
 
1.2.6 2οσ Τανυςτήσ Τάςησ Piola - Kirchhoff 

Για να εκφραςτεί το δυνατό εςωτερικό ζργο ςυναρτιςει των μεταβλθτϊν 
κζςθσ 1x , 2x , 3x  τθσ αρχικισ διαμόρφωςθσ, είναι δυνατό να χρθςιμοποιθκεί ο 1οσ 

τανυςτισ τάςθσ Piola - Kirchhoff που ζχει ιδθ οριςτεί. Πράγματι, εκκινϊντασ από 
τθν Αρχι Δυνατϊν Ζργων τθσ ςχζςθσ (1.2.33β) και εκτελϊντασ παρόμοιουσ 
μεταςχθματιςμοφσ με αυτοφσ του εδαφίου 2.4, καταλιγουμε ςτθν ακόλουκθ 
αναδιατφπωςθ τθσ Αρχισ Δυνατϊν Ζργων 
 

   0 0 0

T
1 0 1 0 1 1 0 1 1 0
0 0 0A V V

d A d V tr d V  
             

  t n r f r P Χ

       
(1.2.38)  

 

int 
      

1

T
1 1 1 1

V
W tr d Vσ ε
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Το int
1W  πλζον εκφράηεται ωσ προσ τθν αρχικι διαμόρφωςθ, δθλαδι ιςχφει 

 
 
                            (1.2.39) 

 

Παρατθρείται ότι ο τανυςτισ 1
0 P  μαηί με τθ βακμίδα παραμόρφωςθσ 1Χ  

αποτελοφν ςυηυγζσ ηεφγοσ. 
Ο 2οσ τανυςτισ τάςθσ Piola - Kirchhoff επινοικθκε ςτθν προςπάκεια να 

ευρεκεί ο ςυηυγισ τανυςτισ τάςθσ του τανυςτι παραμόρφωςθσ Green 1
0

Gε . Ο 

τανυςτισ παραμόρφωςθσ Green ζχει ςθμαντικι φυςικι ςθμαςία (εκφράηει τισ 
ςχετικζσ μεταβολζσ μθκϊν και γωνιϊν των ινϊν του ςϊματοσ (βλ. εδάφια 1.1.2.1-2)) 
και για το λόγο αυτό είναι πιο πλεονεκτικό να εκφραςτεί το δυνατό εςωτερικό ζργο 
ςυναρτιςει του τανυςτι παραμόρφωςθσ Green αντί τθσ βακμίδασ παραμόρφωςθσ. 
Εξάλλου, οι ςχζςεισ τάςεων - παραμορφϊςεων ςυνικωσ εκφράηονται με τον 
ςυγκεκριμζνο τανυςτι παραμόρφωςθσ (τουλάχιςτον ςτθν περίπτωςθ τθσ κεωρίασ 
μεγάλων μετατοπίςεων - μικρϊν παραμορφϊςεων) γεγονόσ που κακιςτά 
απαραίτθτθ τθν εφρεςθ του ςυηυγοφσ ηεφγουσ του. Για να οριςτεί ο 2ο τανυςτισ 

τάςθσ Piola - Kirchhoff, αρχικά ορίηεται διάνυςμα «ψευδοδφναμθσ» 0d p , με το 

οποίο αντιςτοιχίηεται θ τρζχουςα αςκοφμενθ δφναμθ 1d p  ςτθν αρχικι 

διαμόρφωςθ ωσ ακολοφκωσ 
 
                                          (1.2.40)                                       

 
Από τισ ςχζςεισ (1.2.24) και (1.2.18α) προκφπτει άμεςα ότι 
. 

                             
                                  (1.2.41α) 

       

ενϊ από τον οριςμό του 1
0 P  (βλ. ςχζςθ (1.2.23)) ζχουμε  

 
                       (1.2.41β) 

 
 

Πλζον, είναι δυνατό να οριςτεί ο 2ο τανυςτισ τάςθσ Piola - Kirchhoff 1
0S  ωσ το 

μζγεκοσ που ςυνδζει τθν απαραμόρφωτθ επιφάνεια 0 0d An  με τθν 

«ψευδοδφναμθ» 0d p . Από τθν παραπάνω ςχζςεισ ζπεται ότι 

 
    

 (1.2.42α) 
 

ι 

int 
      

0

T
1 1 1 0

0V
W tr d VP Χ


 
 

1
0 1 1d dp Χ p


 
 

1
0 1 1 0 0

0d d Ap Χ P n

           

1
0 1 1 1 0 0d J d Ap Χ σ Χ n

 
   
   

1
1 1 1 1
0 JS Χ σ Χ
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                                          (1.2.42β) 

 

Από τθν ςχζςθ (1.2.42α) ςυμπεραίνεται ότι ο τανυςτισ 1
0S  είναι ςυμμετρικόσ (ςε 

αντίκεςθ με τον 1
0 P ), δθλαδι ιςχφει 

 
  
                                                (1.2.43) 

 
Εκκινϊντασ από τθ διατφπωςθ τθσ εξ.(1.2.39) για το δυνατό εςωτερικό ζργο 

και αξιοποιϊντασ τθν ιδιότθτα (βλ. εξ.(1.1.5), (1.1.12)) 
 

  
                                   (1.2.44) 

 
όπου 
 

 
      (1.2.45) 

 
καταλιγουμε ζπειτα από πράξεισ ςτθν ακόλουκθ ζκφραςθ για το δυνατό εςωτερικό 
ζργο 

  
                           (1.2.46) 

 

Συνεπϊσ, οι τανυςτζσ 1
0S , 1

0
Gε  αποτελοφν ςυηυγζσ ηεφγοσ, ενϊ θ Αρχι Δυνατϊν 

Ζργων διατυπϊνεται ςυναρτιςει των τανυςτϊν αυτϊν ωσ 
 

   0 0 0

T
1 0 1 0 1 1 0 1 1 0
0 0 0 0A V V

d A d V tr d V  
             

  
Gt n r f r S ε       (1.2.47)  

 
Στθν παραπάνω ςχζςθ απαιτείται προςοχι να μθν εκφραςτεί λανκαςμζνα το 

δυνατό εξωτερικό ζργο ςυναρτιςει του 1
0S . Ο ελκυςτισ  1 0

0 t n  που υπειςζρχεται 

ςτο ext
1W  ςυςχετίηεται με τον 1ο τανυςτι τάςθσ Piola - Kirchhoff 1

0 P  και όχι με τον 

τανυςτι 1
0S , όπωσ εξάλλου υποδεικνφει και θ ςχζςθ (1.2.24). 

 
 
1.2.7 Φυςική Σημαςία των Τανυςτών Τάςησ 

Ο τανυςτισ τάςθσ Cauchy αναφζρεται ςε δυνάμεισ τθσ τρζχουςασ 
διαμόρφωςθσ ανθγμζνεσ ςε παραμορφωμζνεσ επιφάνειεσ τθσ τρζχουςασ 


 
 

1
1 1 1
0 0S Χ P

  
 

T
1 1
0 0S S

          

1 1 1
0

1

2

Gε Χ Χ I

 
 


 
  

1 0 0

0 1 0

0 0 1

I

int 
      

0

T
1 1 1 0

0 0V
W tr d VGS ε
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διαμόρφωςθσ. Για παράδειγμα, θ ςυνιςτϊςα 1
11  του τανυςτι είναι θ κάκετθ 

ςυνιςτϊςα τθσ δφναμθσ που αςκείται επί τθσ (τρζχουςασ) ςτοιχειϊδουσ επιφάνειασ 
1d A , θ οποία είναι κάκετθ ςτον άξονα 1Ox  του ςυςτιματοσ αναφοράσ τθσ 

τρζχουςασ διαμόρφωςθσ, διαιρεμζνθ με το εμβαδόν τθσ 1d A . 
Ο 1οσ τανυςτισ τάςθσ Piola - Kirchhoff αναφζρεται ςε δυνάμεισ τθσ τρζχουςασ 

διαμόρφωςθσ ανθγμζνεσ ςε απαραμόρφωτεσ επιφάνειεσ τθσ αρχικισ 

διαμόρφωςθσ. Για παράδειγμα, θ ςυνιςτϊςα 1
0 11P  του τανυςτι είναι θ ςυνιςτϊςα 

τθσ δφναμθσ που είναι παράλλθλθ ωσ προσ τον άξονα 1Ox  του ςυςτιματοσ 

αναφοράσ τθσ αρχικισ διαμόρφωςθσ, θ οποία αςκείται επί τθσ ςτοιχειϊδουσ 

επιφάνειασ 1d A , διαιρεμζνθ με το εμβαδόν τθσ αρχικισ επιφάνειασ 0d A . Θ αρχικι 

επιφάνεια 0d A  είναι πάντα κάκετθ ςτον άξονα 1Ox  του ςυςτιματοσ αναφοράσ τθσ 

αρχικισ διαμόρφωςθσ, ωςτόςο θ τρζχουςα επιφάνεια 1d A  δεν είναι κατ’ ανάγκθ 
κάκετθ ςτον άξονα αυτόν. 

Ο 2οσ τανυςτισ τάςθσ Piola - Kirchhoff αναφζρεται ςε δυνάμεισ τθσ τρζχουςασ 
διαμόρφωςθσ ανθγμζνεσ ςε απαραμόρφωτεσ επιφάνειεσ τθσ αρχικισ 
διαμόρφωςθσ. Θ διαφορά με τον 1ο τανυςτι τάςθσ Piola - Kirchhoff ζγκειται ςτο ότι 
θ ανάλυςθ τθσ τρζχουςασ δφναμθσ ςε ςυνιςτϊςεσ γίνεται ωσ προσ διαφορετικό 

ςφςτθμα αναφοράσ. Ζτςι για παράδειγμα, θ ςυνιςτϊςα 1
0 11S  του τανυςτι είναι θ 

κάκετθ ςυνιςτϊςα τθσ δφναμθσ που αςκείται επί τθσ (τρζχουςασ) ςτοιχειϊδουσ 

επιφάνειασ 1d A  διαιρεμζνθ με το εμβαδόν τθσ αρχικισ επιφάνειασ 0d A . Θ αρχικι 

επιφάνεια είναι απαραιτιτωσ κάκετθ ςτον άξονα 1Ox  του ςυςτιματοσ αναφοράσ 

τθσ αρχικισ διαμόρφωςθσ, ωςτόςο θ τρζχουςα επιφάνεια 1d A  δεν είναι κατ’ 
ανάγκθ κάκετθ ςτον άξονα.  

Συμπεραςματικά, ο 2οσ τανυςτισ τάςθσ Piola - Kirchhoff «παρακολουκεί» τισ 
ςτροφζσ (ςτροφι ςτερεοφ ςϊματοσ και διατμθτικζσ παραμορφϊςεισ) που 
υφίςταται κατά τθν παραμόρφωςθ το υπό εξζταςθ ςτοιχείο όγκου, ενϊ ο τανυςτισ 
τάςθσ Cauchy και ο 1οσ τανυςτισ τάςθσ Piola - Kirchhoff ορίηονται πάντα με βάςθ 
τουσ άξονεσ του ςυςτιματοσ αναφοράσ τθσ εκάςτοτε διαμόρφωςθσ. Θ 
ςυγκεκριμζνθ ιδιότθτα του 2ου τανυςτι τάςθσ Piola - Kirchhoff τον κακιςτά πολφ 
χριςιμο εργαλείο ςτθν ανάλυςθ μθ γραμμικϊν προβλθμάτων τθσ Μθχανικισ 
Συνεχοφσ Μζςου. Τζλοσ, επιςθμαίνεται ότι μζςω των ςχζςεων (1.2.23) και (1.2.42α) 
μποροφν να προςδιοριςτεί ο 1οσ τανυςτισ τάςθσ Piola - Kirchhoff και ο τανυςτισ 
τάςθσ Cauchy, εάν είναι γνωςτόσ ο 2οσ τανυςτισ τάςθσ Piola - Kirchhoff και θ 
βακμίδα παραμόρφωςθσ. 
 
1.2.8 Τανυςτήσ Τάςησ Cauchy Μικρών Μετατοπίςεων 

Σε όλεσ τισ εκφράςεισ των εξιςϊςεων ιςορροπίασ που ζχουν εξαχκεί δεν ζχει 
διατυπωκεί καμία υπόκεςθ ςχετικά με το μζγεκοσ των μετατοπίςεων ι των 
παραμορφϊςεων. Στθν περίπτωςθ που οι μετατοπίςεισ είναι μικρζσ, θ διαφορά 
μεταξφ τθσ αρχικισ διαμόρφωςθσ (μεταβλθτζσ κζςθσ 1x , 2x , 3x ) και τθσ τελικισ 

διαμόρφωςθσ (μεταβλθτζσ κζςθσ 1 , 2 , 3 ) κεωρείται πολφ μικρι, ςυνεπϊσ ο 

τανυςτισ τάςθσ Cauchy μπορεί να ειςαχκεί ςτισ εξιςϊςεισ ιςορροπίασ 
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εκπεφραςμζνοσ ωσ προσ τθν αρχικι διαμόρφωςθ. Ζτςι, οι ςχζςεισ (1.2.13) 
γράφονται για τθν περίπτωςθ των μικρϊν μετατοπίςεων ωσ 

 
                              (1.2.48α)    
 

 
                            
                             (1.2.48β) 

 
                              
                             (1.2.48γ) 
 
 

ενϊ οι ςχετικζσ ςυνοριακζσ ςυνκικεσ (βλ. εξ.(1.2.7)) διαμορφϊνονται εδϊ ωσ  
 

                                           0 1 11 0 1 21 0 2 31 0 3t n n n                                    (1.2.49α) 

                                             0 2 12 0 1 22 0 2 32 0 3t n n n                                  (1.2.49β)  

                                             0 3 13 0 1 23 0 2 33 0 3t n n n                                  (1.2.49γ) 

 
Θ παραγϊγιςθ των ςυνιςτωςϊν του τανυςτι τάςθσ Cauchy πραγματοποιείται πλζον 
ωσ προσ γνωςτζσ μεταβλθτζσ κζςθσ και όχι ωσ προσ άγνωςτεσ μεταβλθτζσ τθσ 
τρζχουςασ διαμόρφωςθσ, γεγονόσ που ςυνιςτά ςθμαντικι απλοποίθςθ των 
εξιςϊςεων ιςορροπίασ. Ο τανυςτισ τάςθσ Cauchy μικρϊν μετατοπίςεων και ο 
απειροςτικόσ τανυςτισ παραμόρφωςθσ (βλ. εξ.(1.1.45-46)) αποτελοφν ςυηυγζσ 
ηεφγοσ. 
 
 
1.3 Συνθήκεσ Συμβιβαςτοφ Παραμορφώςεωσ 

Ζςτω ότι ςε ςθμείο παραμορφϊςιμου ςϊματοσ είναι γνωςτζσ οι τρεισ 
ςυνιςτϊςεσ  u,v,w  του διανφςματοσ μετατόπιςθσ και ηθτοφνται οι ζξι ανεξάρτθτεσ 

ςυνιςτϊςεσ παραμόρφωςθσ ij . Στθν περίπτωςθ αυτι οι ηθτοφμενεσ ςυνιςτϊςεσ 

παραμόρφωςθσ υπολογίηονται άμεςα από τισ εξ.(1.1.45). Αντίςτροφα, αν είναι 
γνωςτζσ οι ζξι ςυνιςτϊςεσ παραμόρφωςθσ και ηθτοφνται οι τρεισ ςυνιςτϊςεσ 
μετατόπιςθσ, το πρόβλθμα είναι υπεροριςμζνο, δθλαδι ζχουμε υπερεπάρκεια 
δεδομζνων, μια και από τισ ζξι δεδομζνεσ ανεξάρτθτεσ τιμζσ πρζπει να 
υπολογιςτοφν τρεισ άγνωςτεσ τιμζσ με τθ βοικεια ζξι ανεξάρτθτων διαφορικϊν 
εξιςϊςεων (εξ.1.1.45). Ζτςι, ςτθν περίπτωςθ που είναι γνωςτό το πεδίο 
παραμόρφωςθσ και ηθτείται το πεδίο των μετατόπιςθσ, για να είναι οι λφςεισ 

 u,v,w  μονότιμεσ και ςυνεχείσ ςυναρτιςεισ, κα πρζπει να πλθροφνται επιπλζον 

ςυνκικεσ για τισ ςυνιςτϊςεσ παραμόρφωςθσ. Οι ςυνκικεσ αυτζσ, που εξάγονται 
από τισ εξ.(1.1.45) με απαλοιφι των ςυνιςτωςϊν μετατόπιςθσ και εν ςυνεχεία με 
διαδοχικζσ παραγωγίςεισ, ονομάηονται ςυνκικεσ ςυμβιβαςτοφ παραμόρφωςθσ και 
διατυπϊνονται ωσ  

 
                      (1.3.1α) 
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                    (1.3.1β) 

 
 
                     (1.3.1γ) 

 
 
          (1.3.1δ) 

 
 
          (1.3.1ε)                        

                    
 

 
            (1.3.1η)                
 

Αξίηει εδϊ να ςθμειωκεί ότι οι εξ.(1.3.1) που αποδείχκθκαν από τον Saint-Venant 
εκφράηουν τθ μακθματικι διατφπωςθ τθσ ςυνζχειασ ενόσ παραμορφϊςιμου 
ςϊματοσ. Επίςθσ, ςτθν περίπτωςθ που το πεδίο μετατόπιςθσ είναι δεδομζνο οι 
εξιςϊςεισ ςυμβιβαςτοφ εξ.(1.3.1) πλθροφνται ταυτοτικά, μια και οι ανθγμζνεσ 
παραμορφϊςεισ υπολογίηονται από τισ μετατοπίςεισ με παραγϊγιςθ και όχι 
αντίςτροφα με ολοκλιρωςθ.  

Θ πλιρωςθ των εξιςϊςεων ςυμβιβαςτοφ των παραμορφϊςεων, για ςϊμα 
για το οποίο αποκλείεται θ μετατόπιςι του ωσ ςτερεό, αποτελεί αναγκαία ςυνκικθ 
για τθν φπαρξθ μονοςιμαντου ςυνεχοφσ πεδίου μετατοπίςεων. Επιπροςκζτωσ, εάν 
το ςϊμα είναι απλά ςυνεκτικό (δθλαδι χωρίσ οπζσ) τότε θ πλιρωςθ των εξ.(1.3.1) 
αποτελεί και ικανι ςυνκικθ για μονότιμο και ςυνεχζσ πεδίο μετατόπιςθσ. Όμωσ 
ςτθν περίπτωςθ ςωμάτων πολλαπλισ ςυνοχισ πρζπει ςτθ γενικι περίπτωςθ να 
ιςχφουν και πρόςκετεσ ικανζσ ςυνκικεσ, το πλικοσ των οποίων ιςοφται με το 
βακμό πολλαπλότθτασ ςυνοχισ του χωρίου και οι οποίεσ προκφπτουν από τθ 
φυςικι κεϊρθςθ του εκάςτοτε εξεταηόμενου προβλιματοσ (Fung, 1965). Τζλοσ 
ςθμειϊνεται ότι, εκτόσ από το ςυμβιβαςτό των παραμορφϊςεων ςτο εςωτερικό 
ενόσ ελαςτικοφ ςϊματοσ, κα πρζπει να ικανοποιείται επιπλζον και το ςυμβιβαςτό 
των μετατοπίςεων ςτο ςφνορό του ανάλογα με τον τρόπο ςτιριξισ του (ςυνοριακζσ 
ςυνκικεσ). 
 
 
1.4 Καταςτατικέσ Εξιςώςεισ Ελαςτικών Υλικών  

Από τα προαναφερκζντα προζκυψε ότι για τθν περιγραφι τθσ εντατικισ 
κατάςταςθσ απαιτοφνται ςυνολικά ζξι ςυνιςτϊςεσ τάςθσ, αν και οι διατικζμενεσ 
διαφορικζσ εξιςϊςεισ (εξιςϊςεισ ιςορροπίασ, εξ.1.2.13) είναι τρεισ. Επίςθσ, για τθν 
περιγραφι τθσ παραμορφωςιακισ κατάςταςθσ απαιτοφνται ςυνολικά ζξι 
ςυνιςτϊςεσ παραμόρφωςθσ, οι οποίεσ ςυνδζονται γεωμετρικά με τισ τρεισ 
ςυνιςτϊςεσ μετατόπιςθσ μζςω ζξι διαφορικϊν εξιςϊςεων (εξ.1.1.45). Ζτςι, 
απαιτείται ςυνολικά ο υπολογιςμόσ δεκαπζντε αγνϊςτων μεγεκϊν (ζξι ςυνιςτϊςεσ 
τάςθσ, ζξι ςυνιςτϊςεσ τροπισ και τρεισ ςυνιςτϊςεσ μετατόπιςθσ), ενϊ οι 
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διατικζμενεσ εξιςϊςεισ είναι μόνο εννζα. Σθμειϊνεται ότι οι εξιςϊςεισ 
ςυμβιβαςτοφ που περιγράφτθκαν παραπάνω δεν αποτελοφν πρόςκετεσ εξιςϊςεισ, 
αλλά δίδουν τισ απαραίτθτεσ ςυνκικεσ ςυνζχειασ του παραμορφωςίμου ςϊματοσ.  

Συνεπϊσ, για τθν επίλυςθ των προβλθμάτων τθσ κεωρίασ ελαςτικότθτασ, οι 
διατικζμενεσ εξιςϊςεισ από μόνεσ τουσ δεν επαρκοφν οφτε ποςοτικά, διότι το 
πρόβλθμα είναι υπερςτατικό και ςυγκεκριμζνα ζξι φορζσ ςτατικά αόριςτο, αλλά 
οφτε και ποιοτικά, κακϊσ οι προαναφερκείςεσ εξιςϊςεισ δεν εξαςφαλίηουν τθ 
ςυςχζτιςθ μεταξφ των παραμζτρων τθσ ζνταςθσ και τθσ παραμόρφωςθσ. Θ αοριςτία 
μπορεί να αρκεί λαμβάνοντασ υπόψθ τον καταςτατικό (φυςικό) νόμο 
ςυμπεριφοράσ του υλικοφ του ςϊματοσ, ο οποίοσ ςυςχετίηει τισ τάςεισ με τισ 
παραμορφϊςεισ.  

Ο απλοφςτεροσ καταςτατικόσ νόμοσ, που χρθςιμοποιείται ευρφτατα και με 
αρκετι επιτυχία όςον αφορά τθν πραγματικι απόκριςθ πολλϊν δομικϊν υλικϊν, 
είναι ο νόμοσ του Hooke, ο οποίοσ ςτθ γενικι του μορφι μπορεί να λθφκεί από 
κατάλλθλεσ ενεργειακζσ κεωριςεισ. Στα πλαίςια τθσ γραμμικισ ελαςτικισ κεωρίασ 
απειροςτϊν παραμορφϊςεων ο γενικευμζνοσ νόμοσ του Hooke λαμβάνει τθ μορφι  
  

   ij ijkl klk ( i, j,k,l x,y,z )                               (1.4.1) 

 
όπου ο τανυςτισ τζταρτθσ τάξθσ ijklk  των ελαςτικϊν ςτακερϊν ζχει 34=81 

ςυνιςτϊςεσ.  
 
Επειδι οι τανυςτζσ τάςθσ και παραμόρφωςθσ είναι ςυμμετρικοί οι ανεξάρτθτεσ 
ςυνιςτϊςεσ κα είναι 36, οπότε ο γενικευμζνοσ νόμοσ του Hooke γράφεται ωσ  
 
 

 

 
 
 
  (1.4.2)                       

 
ι  
 

                              (1.4.3) 

 

όπου  K  είναι το μθτρϊο δυςκαμψίασ και ijk  (i,j=1,2,…,6) οι ελαςτικζσ ςτακερζσ ι 

δείκτεσ δυςκαμψίασ, ενϊ για λόγουσ ευκολίασ τα τετραγωνικά μθτρϊα των τάςεων 

   και παραμορφϊςεων    αντικαταςτάκθκαν με μονόςτθλα μθτρϊα    , EΣ  με 

ζξι ςυνιςτϊςεσ, αντίςτοιχα. Σθμειϊνεται ότι θ εξ.(1.4.2) μπορεί να αντιςτραφεί και 
να γραφεί ωσ 

 
               (1.4.4) 
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όπου 
 

 
 
 
    (1.4.5) 

 
είναι το μθτρϊο ευκαμψίασ και οι ςυνιςτϊςεσ ijf  (i,j=1,2,…,6) οι δείκτεσ ευκαμψίασ. 

Τα μθτρϊα  K  και  F , λόγω τθσ φπαρξθσ τθσ ςυνάρτθςθσ ανθγμζνου ζργου 

παραμόρφωςθσ, αποδεικνφεται ότι είναι ςυμμετρικά, δθλαδι ij jik k  και ij jif f . 

Ζτςι, ςτθ γενικι περίπτωςθ ενόσ ανιςότροπου γραμμικά ελαςτικοφ ςϊματοσ οι 
ανεξάρτθτεσ ςυνιςτϊςεσ περιορίηονται ςε 21. Όταν το υλικό παρουςιάηει ζνα 
επίπεδο ςυμμετρίασ των μθχανικϊν ιδιοτιτων του ονομάηεται μονοκλινζσ και οι 21 
ςτακερζσ ijk  μειϊνονται ςε 13, ενϊ όταν υπάρχουν τρία επίπεδα ςυμμετρίασ 

κάκετα μεταξφ τουσ το υλικό ονομάηεται ορκότροπο (π.χ. ξφλο) και οι ςτακερζσ 
μειϊνονται ςε 9. Αν ςε κάκε ςθμείο υλικοφ υπάρχει ζνα επίπεδο πάνω ςτο οποίο 
διατθροφνται οι μθχανικζσ ιδιότθτεσ προσ όλεσ τισ διευκφνςεισ, τότε το υλικό 
ονομάηεται εγκάρςια ιςότροπο (π.χ. ςφνκετα πολυμερι ενιςχυμζνα με υαλονιματα 
ι ανκρακονιματα) και οι ανεξάρτθτεσ ςτακερζσ μειϊνονται ςε 5. Τζλοσ, τα υλικά 
ςτα οποία κάκε διεφκυνςθ είναι διεφκυνςθ υλικισ ςυμμετρίασ ονομάηονται 
ιςότροπα και οι ανεξάρτθτεσ ςτακερζσ είναι 2, ενϊ το μθτρϊο δυςκαμψίασ 
γράφεται ωσ  

 
 
 

                                                
(1.4.6) 

 

 
Από τθν εξ.(1.4.6) προκφπτει ότι ςτα ιςότροπα υλικά το μθτρϊο δυςκαμψίασ 
επιτρζπει τον πλιρθ διαχωριςμό των ορκϊν από τισ διατμθτικζσ παραμορφϊςεισ, 
αφοφ θ εξ.(1.4.2) με τθ βοικεια τθσ εξ.(1.4.6) μπορεί να διαςπαςκεί ςε  
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ενϊ ανάλογεσ εξιςϊςεισ μποροφν να γραφοφν και για το μθτρϊο ευκαμψίασ  F .  

Περαιτζρω κζτουμε  
 

   12k             11 12 2k k      (1.4.8α,β) 

 
όπου οι δφο ανεξάρτθτεσ ςτακερζσ   και   ονομάηονται ςτακερζσ Lamé. Οι τιμζσ 

των μθχανικϊν ςτακερϊν, οι οποίεσ χαρακτθρίηουν ζνα υλικό, προςδιορίηονται από 
πειράματα απλοφ εφελκυςμοφ και κακαρισ διάτμθςθσ. Από τα πειράματα αυτά οι 
μθχανικζσ ςτακερζσ που υπολογίηονται είναι το μζτρο ελαςτικότθτασ E , ο λόγοσ 
του Poisson v  ( 0 1 2v  , για 1 2v   το υλικό είναι αςυμπίεςτο) και το μζτρο 

διάτμθςθσ G , τα οποία μεγζκθ ςυνδζονται με τισ (ελαςτικζσ) ςτακερζσ Lamé με τισ 
ςχζςεισ  
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                              (1.4.9α,β) 

 
ι αντίςτροφα  
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                              (1.4.10α,β) 

Ζτςι, ςτθν περίπτωςθ ιςότροπου υλικοφ θ καταςτατικι εξίςωςθ τάςεων–
παραμορφϊςεων ςε μθτρωϊκι μορφι γράφεται ωσ 
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1.5 Ελαςτοςτατικά Προβλήματα Συνοριακών Τιμών 
Συνοψίηοντασ τθν προαναφερκείςα ανάλυςθ παρατθροφμε ότι για τθν 

επίλυςθ του προβλιματοσ τθσ γραμμικισ ελαςτικότθτασ τα άγνωςτα μεγζκθ είναι 
 

 3 ςυνιςτϊςεσ μετατόπιςθσ u, v, w 
Συνολικά  

15 άγνωςτα μεγζκθ 
 6 ςυνιςτϊςεσ παραμόρφωςθσ  

 6 ςυνιςτϊςεσ τάςθσ  

 
και οι διατικζμενεσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ (ελλειπτικοφ τφπου) είναι 
 

 6 εξ. παραμορφϊςεων–μετατοπίςεων 
(εξ.Π1.18) Συνολικά  

15 εξιςϊςεισ  6 εξ. τάςεων–παραμορφϊςεων (εξ.Π1.24) 

 3 εξ. ιςορροπίασ (εξ.Π1.21) 
 

Θ επίλυςθ επομζνωσ του γενικοφ προβλιματοσ τθσ κεωρίασ ελαςτικότθτασ 
είναι “κεωρθτικά” δυνατι (θ λφςθ ςε κλειςτι μορφι ςτθν πλειονότθτα των 
περιπτϊςεων είναι αδφνατθ και μπορεί να προςδιοριςτεί μόνο υπολογιςτικά) υπό 
τθν προχπόκεςθ ότι ικανοποιοφνται και οι ςυνοριακζσ ςυνκικεσ (ςτατικζσ και 
κινθματικζσ) του ςϊματοσ. Τονίηεται ότι οι ςυνοριακζσ ςυνκικεσ για απειροςτζσ 
τροπζσ εφαρμόηονται ςτο απαραμόρφωτο ςφνορο του ςϊματοσ. Επίςθσ, για να 
είναι εφικτι θ επίλυςθ του προβλιματοσ κα πρζπει να τθροφνται και οι ςυνκικεσ 
για “καλά τοποκετθμζνο” πρόβλθμα (ςυνκικεσ Hadamard), οι οποίεσ αφοροφν τθν 
φπαρξθ, τθ μοναδικότθτα και τθν ευςτάκεια τθσ λφςθσ. Σθμειϊνεται ότι μια λφςθ 
παρουςιάηει ευςτάκεια αν μια μικρι διαταραχι ςτθ διζγερςθ δεν προκαλεί 
ςθμαντικζσ μεταβολζσ ςτθ λφςθ. Οι ςυνκικεσ αυτζσ για απειροςτζσ τροπζσ 
αποδεικνφεται ότι πλθροφνται. Αξίηει εδϊ να ςθμειωκεί ότι, ςτθν πλζον γενικι 
περίπτωςθ θ εξζταςθ τθσ φπαρξθ λφςθσ είναι αρκετά περίπλοκθ και αποτελεί 
ςιμερα αντικείμενο εκτεταμζνθσ ζρευνασ. Ζτςι, ανάλογα με τθ φφςθ των 
ςυνοριακϊν ςυνκθκϊν προκφπτουν τα παρακάτω τρία κεμελιϊδθ προβλιματα τθσ 
ελαςτοςτατικισ.  
 
1ο Θεμελιϊδεσ Πρόβλθμα (Πρόβλθμα Neumann): Ηθτείται να προςδιοριςτοφν οι 
τάςεισ και οι μετατοπίςεισ ςτο εςωτερικό ελαςτικοφ ςϊματοσ που βρίςκεται ςε 
ιςορροπία, αν είναι γνωςτζσ οι μαηικζσ δυνάμεισ που αςκοφνται ςε ολόκλθρο το 

ςϊμα και οι επιφανειακζσ δυνάμεισ (διάνυςμα τάςθσ : δεδομζνο) που 

αςκοφνται ςτθ ςυνοριακι του επιφάνεια (ςτατικζσ ςυνοριακζσ ςυνκικεσ).  
 
2ο Θεμελιϊδεσ Πρόβλθμα (Πρόβλθμα Dirichlet): Ηθτείται να προςδιοριςτοφν οι 
τάςεισ και οι μετατοπίςεισ ςτο εςωτερικό ελαςτικοφ ςϊματοσ που βρίςκεται ςε 
ιςορροπία, αν είναι γνωςτζσ οι μαηικζσ δυνάμεισ που αςκοφνται ςε ολόκλθρο το 
ςϊμα και οι μετατοπίςεισ ( : δεδομζνεσ) των ςθμείων τθσ ςυνοριακισ του 

επιφάνειασ (κινθματικζσ ςυνοριακζσ ςυνκικεσ). 
 
3ο Θεμελιϊδεσ Πρόβλθμα (Μικτό Πρόβλθμα): Ηθτείται να προςδιοριςτοφν οι τάςεισ 
και οι μετατοπίςεισ ςτο εςωτερικό ελαςτικοφ ςϊματοσ που βρίςκεται ςε ιςορροπία, 

ij

ij

( n )
iT

iu
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αν είναι γνωςτζσ οι μαηικζσ δυνάμεισ που αςκοφνται ςε ολόκλθρο το ςϊμα, οι 
μετατοπίςεισ ( ) των ςθμείων ενόσ τμιματοσ τθσ ςυνοριακισ του επιφάνειασ ( ) 

και οι επιφανειακζσ δυνάμεισ ( ) που αςκοφνται ςτο υπόλοιπο τμιμα τθσ 

ςυνοριακι του επιφάνειασ ( ).  

Τονίηεται ότι ςτο 1ο κεμελιϊδεσ πρόβλθμα οι επιφανειακζσ δυνάμεισ πρζπει 
να ικανοποιοφν τισ ςυνκικεσ ιςορροπίασ του ςϊματοσ. Θ λφςθ που προκφπτει ςτθν 
περίπτωςθ αυτι προςδιορίηεται ςυναρτιςει δφο αυκαίρετων ςτακερϊν (πρόβλθμα 
Neumann, διαφορικζσ εξιςϊςεισ ελλειπτικοφ τφπου) οι οποίεσ ειςάγουν κίνθςθ 
απολφτωσ ςτερεοφ ςϊματοσ. Οι ςυνιςτϊςεσ των τάςεων και παραμορφϊςεων 
όμωσ δεν επθρεάηονται από τισ ςτακερζσ αυτζσ, διότι ςτισ ςχζςεισ προςδιοριςμοφ 
των εν λόγω μεγεκϊν υπειςζρχονται μόνο οι παράγωγοι των μετατοπίςεων. 
Ωςτόςο, κατά τθν υπολογιςτικι επίλυςθ του προβλιματοσ Neumann απαιτείται να 
λθφκεί ειδικι μζριμνα, κακϊσ οι προαναφερκείςεσ ςτακερζσ ζχουν ωσ ςυνζπεια 
τθν εμφάνιςθ δυςχερειϊν κατά τθν επίλυςθ του ςυςτιματοσ των αλγεβρικϊν 
εξιςϊςεων του προβλιματοσ (το μθτρϊο του ςυςτιματοσ δεν αντιςτρζφεται), θ 
μόρφωςθ του οποίου πραγματοποιείται με αρικμθτικζσ μεκόδουσ. Επίςθσ, 
ςθμειϊνεται ότι τα ανωτζρω τρία προβλιματα μποροφν να διατυπωκοφν με ενιαίο 
τρόπο μζςω γενικισ μορφισ ςυνοριακϊν ςυνκθκϊν, θ οποία περιλαμβάνει τισ 
ςυνοριακζσ δυνάμεισ και τισ ςυνοριακζσ μετατοπίςεισ και οι οποίεσ ςυςχετίηονται 
μζςω κατάλλθλων (δεδομζνων) ςυναρτιςεων. Θ διατφπωςθ αυτι κατά τθν 
αρικμθτικι επίλυςθ του προβλιματοσ, παρότι αυξάνει το πλικοσ των αγνϊςτων, 
προςδίδει ςθμαντικά υπολογιςτικά πλεονεκτιματα, ενϊ διευκολφνει ςτθν 
περίπτωςθ που οι ςτατικζσ και κινθματικζσ ςυνοριακζσ ςυνκικεσ είναι ςυηευγμζνεσ 
(πρόβλθμα Robin), όπωσ π.χ. ςτθ περίπτωςθ ελαςτικϊν ςτθρίξεων.  

Τζλοσ, αξίηει εδϊ να ςθμειωκεί θ μεγάλθ αξία που ζχει ςτθν επίλυςθ των 
γραμμικϊν προβλθμάτων ςυνοριακϊν τιμϊν τθσ ελαςτικότθτασ θ αρχι τθσ 
επαλλθλίασ (αρχι τθσ υπζρκεςθσ) και θ αρχι του Saint–Venant. Θ αρχι τθσ 
επαλλθλίασ επιτρζπει τα φορτία που αςκοφνται ςε καταςκευι να κλιμακϊνονται με 
κάποιο φορτικό ςυντελεςτι και να ςυνδυάηονται μεταξφ τουσ, απλοποιϊντασ ζτςι 
ςθμαντικά τθν επίλυςθ των προβλθμάτων. Θ αρχι του Saint–Venant επιτρζπει τθν 
αντικατάςταςθ μιασ φόρτιςθσ, που εφαρμόηεται ςε περιοριςμζνθ περιοχι του 
ςϊματοσ, με μια ιςοπολικι φόρτιςθ, κακϊσ θ επίδραςθ των δφο αυτϊν φορτίςεων 
ςε περιοχζσ που βρίςκονται “αρκετά μακριά” από το ςθμείο εφαρμογισ τουσ είναι 
περίπου ίδια (οι διαφορικζσ εξιςϊςεισ τθσ κεωρίασ ελαςτικότθτασ είναι ελλειπτικοφ 
τφπου). Ζτςι, είναι δυνατόν απλοποιϊντασ τισ ςυνοριακζσ ςυνκικεσ να προκφψει 
ζνα ςθμαντικά ποιο εφκολο πρόβλθμα. Το κόςτοσ μιασ τζτοιασ απλοποίθςθσ είναι 
βζβαια θ αλλοίωςθ του εντατικοφ πεδίου ςτθ γειτονικι περιοχι εφαρμογισ των 
ιςοδφναμων φορτίων. Στο μεγαλφτερο τμιμα του ςϊματοσ όμωσ θ λφςθ εν γζνει 
ιςχφει. Ο Saint–Venant διατφπωςε τθν αρχι του με ςκοπό τθ διατφπωςθ του 
προβλιματοσ ομοιόμορφθσ ςτρζψθσ ράβδων τυχόντοσ ςχιματοσ. Ωςτόςο, τονίηεται 
ότι θ αρχι του Saint–Venant κα πρζπει να χρθςιμοποιείται με ιδιαίτερθ προςοχι, 
διότι όπωσ διαπιςτϊνεται ςτο κεφάλαιο 1 ςε αρκετζσ ράβδουσ (π.χ. ανοικτισ 
διατομισ μικροφ μικουσ) θ αρχι αυτι δεν τθρείται πάντα κακϊσ θ ςτρζψθ 
ενδζχεται να είναι ανομοιόμορφθ.  
 
 
 

iu 1Γ
( n )
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1.6 Στοιχεία Θεωρίασ Υπερελαςτικότητασ και Κλαςςικήσ Πλαςτικότητασ 
Παραπάνω εξετάηονται ξεχωριςτά οι παραμορφϊςεισ ςϊματοσ και οι 

δράςεισ που αςκοφνται ςε αυτό. Θ ςυγκεκριμζνθ μεκοδολογία διευκολφνει 
ςθμαντικά τθν κατανόθςθ του προβλιματοσ, αφοφ θ ανάλυςθ τθσ παραμόρφωςθσ 
βαςίηεται αποκλειςτικά ςε γεωμετρικζσ κεωριςεισ ενϊ αυτι των τάςεων ςτουσ 
κεμελιϊδεισ νόμουσ τθσ Νευτϊνειασ Μθχανικισ. Ωςτόςο από φυςικι διαίςκθςθ 
κακίςταται αντιλθπτό ότι οι δράςεισ και οι παραμορφϊςεισ δεν είναι ανεξάρτθτεσ 
αλλά ςυνδζονται μεταξφ τουσ. Είναι αδφνατο να παραμορφωκεί κάποιο ςϊμα 
χωρίσ να αςκθκεί επάνω του κάποια δράςθ. Επιπρόςκετα, είναι γνωςτό ότι υπάρχει 
πολφ μεγάλθ ποικιλία ςτον τρόπο με τον οποίο ανταποκρίνονται τα διάφορα υλικά 
ςτισ επιβαλλόμενεσ δράςεισ. 

Θ ακριβισ κεωρθτικι αντιμετϊπιςθ του προςδιοριςμοφ των ςχζςεων τάςεων - 
παραμορφϊςεων κα απαιτοφςε τθ μελζτθ των ιδιοτιτων του υλικοφ ςε μοριακό 
επίπεδο. Κάτι τζτοιο ωςτόςο είναι εξαιρετικά δυςχερζσ. Ζτςι αναπτφχκθκαν 
φαινομενολογικζσ ςχζςεισ τάςεων - παραμορφϊςεων όπου θ ςυμπεριφορά του 
υλικοφ εξετάηεται ςε μακροςκοπικι κλίμακα. Θ ςυγκεκριμζνθ προςζγγιςθ βαςίηεται 
αφενόσ ςε αξιωματικζσ κεωριςεισ και μακθματικζσ απλοποιιςεισ, αφετζρου ςτθν 
πειραματικι διερεφνθςθ των ιδιοτιτων του υλικοφ. Επιπλζον, γενικά θ επιβολι 
δράςεων ςε οποιοδιποτε ςϊμα κα προκαλζςει και μεταβολι κερμοκραςίασ εκτόσ 
από παραμορφϊςεισ και αντιςτρόφωσ. Στθν παροφςα διατριβι εξετάηονται μόνο 
καταςτατικζσ ςχζςεισ ςτα πλαίςια ιςόκερμων μεταβολϊν, δθλαδι οι δράςεισ και οι 
παραμορφϊςεισ κεωροφνται ανεξάρτθτεσ τθσ κερμοκραςίασ. Παρακάτω 
παρουςιάηονται ςτοιχεία καταςτατικισ ςυμπεριφοράσ υπερελαςτικϊν και κλαςικά 
πλαςτικϊν υλικϊν. 
 
1.6.1 Θεωρία Υπερελαςτικότητασ 

Εξετάηουμε τθν παραμόρφωςθ που υφίςταται απειροςτό ςτοιχείο ςϊματοσ 
κατά τθ μετάβαςθ από τθν αρχικι ςτθν τελικι διαμόρφωςι του. Το υλικό του 
ςτοιχείου καλείται (ιδεατά) ελαςτικό (ideally elastic) όταν θ ενζργεια που απαιτείται 
για τθν παραμόρφωςθ του είναι ανεξάρτθτθ από τον τρόπο με τον οποίο 
πραγματοποιείται θ μετάβαςθ από τθν αρχικι (παραμορφωςιακι) διαμόρφωςθ 
ςτθν τελικι. Άμεςεσ ςυνζπειεσ του οριςμοφ αυτοφ είναι οι ακόλουκεσ. 

 Αφοφ οι δράςεισ εξαρτϊνται από τισ παραμορφϊςεισ, ζπεται ότι και οι δράςεισ 
είναι ανεξάρτθτεσ από τθ μετάβαςθ από τθν αρχικι ςτθν τελικι διαμόρφωςθ. 
Επομζνωσ οι δράςεισ εξαρτϊνται αποκλειςτικά από τισ παραμορφϊςεισ τθσ 
διαμόρφωςθσ που εξετάηεται και είναι ανεξάρτθτεσ από τθν ιςτορία τθσ 
φόρτιςθσ. 

 Σε κλειςτι παραμορφωςιακι ι ταςικι όδευςθ, το ςυνολικό ζργο των δράςεων 
είναι μθδενικό. Ωσ αποτζλεςμα, αν ςϊμα φορτιςτεί και ςτθ ςυνζχεια 
αποφορτιςτεί, το ςϊμα κα επιςτρζψει ςτθν ίδια ακριβϊσ κατάςταςθ που 
βριςκόταν πριν τθ φόρτιςθ ανεξαρτιτωσ του τρόπου με τον οποίο κα ςυμβεί θ 
αποφόρτιςθ. 

Υπάρχουν διάφορεσ κλάςεισ ελαςτικϊν υλικϊν όπωσ υπερελαςτικά, 
υποελαςτικά, βιςκοελαςτικά κ.λ.π. Στο παρόν κεφάλαιο μόνο θ υπερελαςτικι 
καταςτατικι ςυμπεριφορά. Ελαςτικό υλικό χαρακτθρίηεται ωσ υπερελαςτικό 
(hyperelastic) ι Green - ελαςτικό (Green - elastic) όταν υπάρχει ςυνάρτθςθ 



Κεφάλαιο 1                                   Στοιχεία Μθχανικισ Συνεχοφσ Μζςου, Θεωρίασ Ελαςτικότθτασ και Πλαςτικότθτασ 

35 

 t t t t t t t t t
0 11 0 22 0 33 0 21 0 12 0 31 0 13 0 32 0 23 1 2 3F F , , , , , ,x ,x ,x             που 

εξαρτάται από τισ ςυνιςτϊςεσ του τανυςτι παραμόρφωςθσ Green και τισ 

μεταβλθτζσ κζςθσ τθσ αρχικισ διαμόρφωςθσ  1 2 3x ,x ,x , τζτοια ϊςτε να ιςχφει θ 

ακόλουκθ ζκφραςθ 
 

 
         (1.6.1) 

 

όπου 0
1 2 3d V d x d x d x     είναι ο όγκοσ του εξεταηόμενου απειροςτοφ ςτοιχείου 

ςτθν αρχικι απαραμόρφωτθ διαμόρφωςθ, t
0 ij  ( i 1,2,3 , j 1,2,3 ) είναι οι 

ςυνιςτϊςεσ του τανυςτι παραμόρφωςθσ Green (εξ.(1.1.12)), td W  είναι θ ςυνολικι 
ενζργεια (ζργο) που απαιτείται για τθν (ιςόκερμθ) παραμόρφωςθ του ςτοιχειϊδουσ 

όγκου 0d V  του ςτοιχείου, ενϊ οι αριςτεροί δείκτεσ των διαφόρων μεγεκϊν 
επεξθγοφνται ςτα εδάφια 1.2.1, 1.2.4. Θ ςυνάρτθςθ F  καλείται ςυνάρτθςθ 
ενζργειασ παραμόρφωςθσ ι τροπικισ ενζργειασ ανά μονάδα αρχικοφ όγκου (strain 
energy function per unit initial volume). Στθν περίπτωςθ που θ F  λαμβάνει τθ 
μορφι 
 

 
                         (1.6.2) 

 
δθλαδι είναι ανεξάρτθτθ των μεταβλθτϊν κζςθσ, τότε το υλικό καλείται ομογενζσ 
(homogeneous). Στο παρόν κεφάλαιο εξετάηονται αποκλειςτικά ομογενι ι κατά 
τμιματα ομογενι ςϊματα. Υπογραμμίηεται ότι θ μορφι τθσ ςυνάρτθςθσ F  
παραμζνει ςτακερι και ανεξάρτθτθ τθσ χρονικισ ςτιγμισ όπου εξετάηεται θ 
παραμόρφωςθ του ςϊματοσ, αφοφ ο χρόνοσ ειςάγεται μόνο ζμμεςα ςτθν εξ.(1.6.1) 
ι ςτθν εξ.(1.6.2) μζςω των ςυνιςτωςϊν τθσ παραμόρφωςθσ. 

Από τθν εξ.(1.2.46) ζχει προκφψει ότι ο 2οσ τανυςτισ τάςθσ Piola - Kirchhoff 
και ο τανυςτισ παραμόρφωςθσ Green είναι ςυηυγείσ ωσ προσ το ζργο. Επομζνωσ, 

για απειροςτι μεταβολι  d   ωσ προσ το χρόνο των παραμορφωςιακϊν μεγεκϊν 

ιςχφει 
 

   t t t t t t t t t 0
0 11 0 11 0 22 0 22 0 23 0 23 0 32 0 32d d W S d S d ... S d S d d V        

          
(1.6.3) 

 

Από τθν εξ.(1.6.2), με διαφόριςθ ωσ προσ  d   προκφπτει ότι 

 

 t t t t t 0
0 11 0 22 0 23 0 32t t t t

0 11 0 22 0 23 0 32

F F F F
d d W d d ... d d d V   

   

    
           

 

                                                                                                                                             (1.6.4) 
 
επομζνωσ από τισ εξ.(1.8.3-4) ζπεται ότι 

       t t t t t t t 0
0 11 0 22 0 33 0 12 0 13 0 23 1 2 3d W F , , , , , ,x ,x ,x d V

       t t t t t t
0 11 0 22 0 33 0 12 0 13 0 23F F , , , , ,
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                                                     t
0 ij t

0 ij

F
S







, i, j 1,2,3                                  (1.6.5α-ςτ) 

 
Οι 6 ςχζςεισ (1.6.5α-ςτ) είναι οι καταςτατικζσ ςχζςεισ υπερελαςτικοφ υλικοφ. 
Παρατθρείται ότι ο κακοριςμόσ τθσ ςυνάρτθςθσ F  αρκεί για τον πλιρθ 
προςδιοριςμό των καταςτατικϊν ςχζςεων, με τισ οποίεσ κακίςταται δυνατό να 
επιλυκεί το πρόβλθμα τθσ τριδιάςτατθσ κεωρίασ ελαςτικότθτασ (15 άγνωςτοι με 15 
διατικζμενεσ εξιςϊςεισ). 

Προκειμζνου να επιλεχκεί κατάλλθλθ μορφι τθσ F , αρχικά εξετάηεται θ 
πλζον γενικι περίπτωςθ ανάπτυξισ τθσ ςε δυναμοςειρά ωσ προσ τισ ανεξάρτθτεσ 
μεταβλθτζσ τθσ ωσ ακολοφκωσ 

 
 
 
                (1.8.6) 

 
 

όπου ijA , ijklB , ijklmnC , ... ( i, j,k,l,m,n 1,2,3 ) είναι ςτακεροί ςυντελεςτζσ. Από 

τθν εξ.(1.6.6) παραλιφκθκαν αρνθτικζσ δυνάμεισ ςυνιςτωςϊν του τανυςτι 

παραμόρφωςθσ, αφοφ για t
0 ij 0   κα λαμβάναμε td W  . Το αποτζλεςμα αυτό 

δεν ζχει φυςικό νόθμα. Ο ςτακερόσ όροσ παραλιφκθκε επίςθσ, αφοφ κατά τθ 
μερικι παραγϊγιςθ των εξ.(1.6.5) κα απαλειφκεί, επομζνωσ δεν παίηει κανζνα ρόλο 
ςτον υπολογιςμό των τάςεων ενδιαφζρουν. Αντικακιςτϊντασ τθν εξ.(1.6.6) ςτισ 
εξ.(1.6.5), προκφπτει ότι 
 

   
3 3 3 3 3 3

t t t t
0 rs rsij 0 ij rsijkl 0 ij 0 kl

i 1 j 1 i 1 j 1 k 1l 1

S A B C ...  
     

         , r,s 1,2,3         (1.6.7) 

 
Εξετάηοντασ τθν ειδικι περίπτωςθ όπου ςτθν απαραμόρφωτθ διαμόρφωςθ δεν 
υπάρχει αρχικι ζνταςθ, για τθν εξ.(1.6.7) κα πρζπει να ιςχφει 
 

 (1.6.8) 

 
ςυνεπϊσ θ ςυγκεκριμζνθ ςχζςθ κα γραφεί ωσ 
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        , r,s 1,2,3              (1.6.9)   

 

Με τθν υπόκεςθ ότι οι παραμορφϊςεισ είναι μικρζσ, ιςχφει t
0 ij 1  , 

i, j 1,2,3  , επομζνωσ οι μθ γραμμικοί όροι τθσ εξ.(1.6.9) που περιζχουν γινόμενα 
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δφο ι περιςςότερων ςυνιςτωςϊν του τανυςτι παραμόρφωςθσ μποροφν να 
αγνοθκοφν. Συνεπϊσ προκφπτει θ ακόλουκθ γραμμικι ςχζςθ τάςεων - 
παραμορφϊςεων 

 
  (1.6.10) 

 
όπου ςτθν παραπάνω ςχζςθ υιοκετικθκε μθτρωικόσ - διανυςματικόσ ςυμβολιςμόσ 

με    
T

t t t t t t
0 11 0 22 0 33 0 12 0 13 0 23S , S , S , S , S , St

0S  να είναι διάνυςμα που προκφπτει 

από τισ ανεξάρτθτεσ ςυνιςτϊςεσ του 2ου τανυςτι τάςθσ Piola - Kirchhoff, 

   
T

t t t t t t t t t
0 11 0 22 0 33 0 12 0 12 0 13 0 13 0 23 0 23, , , 2 , 2 , 2           t G

0ε  να είναι 

διάνυςμα που προκφπτει από τισ ανεξάρτθτεσ ςυνιςτϊςεσ του τανυςτι 
παραμόρφωςθσ Green και που ςυμπεριλαμβάνει τισ διατμθτικζσ παραμορφϊςεισ 
t

0 12 , t
0 13 , t

0 23  και eD  να είναι καταςτατικό μθτρϊο ςτακερϊν ςυντελεςτϊν ijk  (

i, j 1,2,...,6 ) διαςτάςεων 6 6 . Οι ποςότθτεσ ijk  ( i, j 1,2,...,6 ) καλοφνται 

ελαςτικζσ ςτακερζσ. Ο παραπάνω κεμελιϊδθσ καταςτατικόσ νόμοσ είναι γνωςτόσ 
ωσ γενικευμζνοσ νόμοσ του Hooke (generalized Hooke’s law). Στθν περίπτωςθ που 
υιοκετθκεί θ επιπρόςκετθ υπόκεςθ των μικρϊν μετατοπίςεων, τότε ο νόμοσ του 
Hooke μπορεί να διατυπωκεί ωσ 
 

      (1.6.11) 

 

όπου    11 22 33 12 13 23, , , , ,


     σ  είναι διάνυςμα που προκφπτει από τισ 

ανεξάρτθτεσ ςυνιςτϊςεσ του τανυςτι τάςθσ Cauchy μικρϊν μετατοπίςεων (εδάφιο 

1.2.8) και    11 22 33 12 12 13 13 23 23, , , 2 , 2 , 2


           ε  είναι διάνυςμα που 

προκφπτει από τισ ανεξάρτθτεσ ςυνιςτϊςεσ του απειροςτικοφ τανυςτι 
παραμόρφωςθσ (εδάφιο 1.2.5). 

Γενικά το καταςτατικό μθτρϊο elD  περιζχει 6 6 36   ανεξάρτθτεσ ελαςτικζσ 

ςτακερζσ ijk  που πρζπει να προςδιοριςτοφν. Ωςτόςο, ςυνικωσ τα περιςςότερα 

υλικά διακζτουν διευκφνςεισ ςυμμετρίασ ωσ προσ τισ οποίεσ οι ελαςτικζσ ςτακερζσ 
να παραμζνουν αμετάβλθτεσ. Ζτςι ςτθν πλζον γενικι περίπτωςθ όπου δεν υπάρχει 
καμία ςυμμετρία, τα υλικά χαρακτθρίηονται ωσ ανιςότροπα (anisotropic). Υλικά με 3 
επίπεδα ςυμμετρίασ χαρακτθρίηονται ωσ ορκότροπα (orthotropic), ενϊ ςτθν 
περίπτωςθ όπου θ μθχανικι ςυμπεριφορά είναι ίδια προσ όλεσ τισ διευκφνςεισ το 
υλικό χαρακτθρίηεται ωσ ιςότροπο (isotropic). Θ φπαρξθ διευκφνςεων ςυμμετρίασ 
οδθγεί ςε ςυςχετίςεισ των ελαςτικϊν ςτακερϊν μεταξφ τουσ με αποτζλεςμα να 

μειϊνεται ο αρικμόσ των ανεξάρτθτων ςτακερϊν ijk . 

Στθν παροφςα διατριβι μελετάται αποκλειςτικά θ ιςότροπθ υπερελαςτικι 
καταςτατικι ςυμπεριφορά. Με ςτοιχειϊδεισ γεωμετρικοφσ μεταςχθματιςμοφσ, 

αποδεικνφεται διαδοχικά για τθν περίπτωςθ αυτι ότι για το μθτρϊο elD  ιςχφουν τα 
ακόλουκα. 

 Παραμζνει αμετάβλθτο ςε οποιαδιποτε ςτροφι του ςυςτιματοσ αναφοράσ 

t el t G
0 0S D ε

 elσ D ε
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 Είναι ςυμμετρικό, δθλαδι ιςχφει 
 

 ij jik k , i, j 1,2,3      (1.6.12)  

 

 Υπάρχουν μόνο 2 ανεξάρτθτεσ ελαςτικζσ ςτακερζσ. Το μθτρϊο δίδεται από τθν 
ακόλουκθ ςχζςθ 

 
 
 

 
 
      (1.6.13) 

 
 
Θζτοντασ 
 

 12k                   11 12k k 2   (1.6.14α,β) 

 
λαμβάνονται οι (ανεξάρτθτεσ) ςτακερζσ του Lamé  ,   (Lamé constants). Οι 

ςχζςεισ τάςεων - παραμορφϊςεων μποροφν να αντιςτραφοφν και να λθφκοφν οι 
ακόλουκεσ εξιςϊςεισ ςυςχζτιςθσ παραμορφωςιακϊν ςυναρτιςει ταςικϊν μεγεκϊν 
 

 
                          (1.6.15α) 

 
 

 
       (1.6.15β) 
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                                                                                                                                (1.6.15δ,ε,ςτ) 
 

όπου    E 3 2 /        είναι το μζτρο ελαςτικότθτασ ι μζτρο Young (elastic 

modulus, Young’s modulus), G   είναι το μζτρο διάτμθςθσ (shear modulus) και 
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 / 2        είναι ο λόγοσ του Poisson (Poisson’s ratio). Οι ςτακερζσ E,G,  

δεν είναι ανεξάρτθτεσ μεταξφ τουσ αλλά ςυνδζονται μζςω τθσ ςχζςθσ 
 

  
                                               (1.6.16) 

 
Χρθςιμοποιϊντασ τισ ςτακερζσ E,G, , οι ςχζςεισ (1.6.15) μποροφν να γραφοφν και 

αντίςτροφα ωσ 
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 (1.6.17α) 
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 (1.6.17β) 

 
  

   t t t t
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E
S 1
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 (1.6.17γ) 

t t t
0 12 0 12 0 12S 2G G       t t t

0 13 0 13 0 13S 2G G        t t t
0 23 0 23 0 23S 2G G     

  (1.6.17δ,ε,ςτ) 
 
1.6.2 Θεωρία Κλαςςικήσ Πλαςτικότητασ 

Εξετάηουμε τθν παραμόρφωςθ που υφίςταται απειροςτό ςτοιχείο ςϊματοσ 
κατά τθ μετάβαςθ από τθν αρχικι ςτθν τελικι διαμόρφωςι του. Το υλικό του 
ςτοιχείου καλείται ελαςτοπλαςτικό (elastoplastic, inelastic) όταν το ζργο 
παραμόρφωςθσ εξαρτάται από τον τρόπο μετάβαςθσ από τθν αρχικι 
παραμορφωςιακι κατάςταςθ του ςτθν τελικι. Άμεςεσ ςυνζπειεσ του οριςμοφ 
αυτοφ είναι οι ακόλουκεσ. 

 Οι ςχζςεισ τάςεων - παραμορφϊςεων δεν είναι αμφιμονοςιμαντεσ όπωσ ςτθν 
περίπτωςθ τθσ ελαςτικότθτασ, αλλά εξαρτϊνται από τθν ιςτορία τθσ φόρτιςθσ. 

 Σε κλειςτι παραμορφωςιακι ι ταςικι όδευςθ, το ςυνολικό ζργο των δράςεων 
είναι μθ μθδενικό. Ωσ αποτζλεςμα, αν ςϊμα φορτιςτεί και ςτθ ςυνζχεια 
αποφορτιςτεί, το ςϊμα δεν κα επιςτρζψει ςτθν ίδια ακριβϊσ παραμορφωςιακι 
κατάςταςθ που βριςκόταν πριν τθ φόρτιςθ και κα αναπτφξει παραμζνουςεσ 
(μόνιμεσ) πλαςτικζσ παραμορφϊςεισ. 

Όταν τα ταςικά μεγζκθ κακορίηονται αποκλειςτικά από παραμορφωςιακά μεγζκθ 
και τθν ιςτορία τθσ φόρτιςθσ, τότε αναφερόμαςτε ςε ελαςτοπλαςτικι κεωρία 
ανεξάρτθτθ του ρυκμοφ (ταχφτθτασ) παραμόρφωςθσ (rate - independent 
elastoplasticity). Αν θ ςυμπεριφορά του υλικοφ εξαρτάται και από το ρυκμό τθσ 
παραμόρφωςθσ ωσ προσ τον χρόνο τότε αναφερόμαςτε ςε ελαςτοπλαςτικι κεωρία 
εξαρτϊμενθ από το ρυκμό παραμόρφωςθσ (rate - dependent elastoplasticity, 
viscoplasticity). Στο παρόν κεφάλαιο μελετάται μόνο θ πρϊτθ περίπτωςθ 
ελαςτοπλαςτικισ καταςτατικισ ςυμπεριφοράσ. 
 
1.6.2.1 Θεωρία Μικρών Μετατοπίςεων - Μικρών Παραμορφώςεων 

Ιςτορικά θ κεωρία κλαςικισ πλαςτικότθτασ (ανεξάρτθτθ του ρυκμοφ των 
παραμορφϊςεων) αναπτφχκθκε με ςτα πλαίςια τθσ κεωρίασ μικρϊν μετατοπίςεων 

 




E
G

2 1
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- μικρϊν παραμορφϊςεων. Συνεπϊσ, ςτο παρόν εδάφιο χρθςιμοποιοφνται ο 
τανυςτισ τάςθσ Cauchy μικρϊν μετατοπίςεων (εδάφιο 1.2.8) και ο απειροςτικόσ 
τανυςτισ παραμόρφωςθσ. Θ κεωρία βαςίηεται ςτισ ακόλουκεσ παραδοχζσ. 
1. Τα ςυνολικά παραμορφωςιακά μεγζκθ του εξεταηόμενου απειροςτοφ ςτοιχείου 

μεταξφ 2 χρονικϊν ςτιγμϊν ,  ιςοφνται με το άκροιςμα των 

ελαςτικϊν (αναςτρζψιμων) και ανελαςτικϊν (μθ αναςτρζψιμων) 
παραμορφωςιακϊν μεγεκϊν, δθλαδι ιςχφει 

 

                                                                                                          (1.6.18α) 
 

όπου με το ςυμβολίηεται απειροςτι μεταβολι του μεγζκουσ που βρίςκεται 

εντόσ τθσ παρζνκεςθσ ωσ προσ τον χρόνο. Επιςθμαίνεται ότι δεν αποτελεί 
ςυμβολιςμό ολικοφ διαφορικοφ αλλά μόνο μεταβολι ωσ προσ το χρόνο. Επίςθσ, 

 είναι διάνυςμα που προκφπτει από τισ 

ανεξάρτθτεσ ςυνιςτϊςεσ του απειροςτικοφ τανυςτι παραμόρφωςθσ και που 
ςυμπεριλαμβάνει τισ διατμθτικζσ παραμορφϊςεισ, ςθμειϊνοντασ ότι θ 

παραμόρφωςθ πραγματοποιείται μεταξφ 2 χρονικϊν ςτιγμϊν , . 

 είναι διάνυςμα που προκφπτει από το 

ελαςτικό μζροσ των ςυνιςτωςϊν του  και 

 είναι διάνυςμα που προκφπτει από το 

πλαςτικό μζροσ των ςυνιςτωςϊν του . Τζλοσ, ςθμειϊνεται ότι εξαιτίασ τθσ 
ιςχφοσ τθσ εξ.(1.8.18α), με απλι χρονικι ολοκλιρωςθ προκφπτει ότι αντίςτοιχθ 

ςχζςθ ιςχφει και για πεπεραςμζνο χρονικό διάςτθμα. Ζτςι, λαμβάνοντασ  

(αρχικι απαραμόρφωτθ διαμόρφωςθ) προκφπτει ότι 
 

                                                                        (1.6.18β)  

 

όπου τα , , 

 περιζχουν ολικά ςυνολικά, ελαςτικά και 

πλαςτικά παραμορφωςιακά μεγζκθ, αντίςτοιχα, τα οποία πραγματοποιοφνται 
μεταξφ τθσ αρχικισ και τθσ τρζχουςασ χρονικισ ςτιγμισ.  

2. Οι τάςεισ προςδιορίηονται με βάςθ το νόμο του Hooke (εξ.(1.6.11)) με τθ 
κεμελιϊδθ διαφορά ότι θ ςυςχζτιςθ γίνεται με τισ αναςτρζψιμεσ (ελαςτικζσ) 
παραμορφϊςεισ και όχι με τισ ολικζσ. 

3. Το υλικό δεν παρουςιάηει βλάβθ (ηθμιά) κατά τθν πλαςτικι διαρροι (plastic 
flow), δθλαδι οι καταςτατικζσ ςχζςεισ τάςεων - ελαςτικϊν παραμορφϊςεων 
παραμζνουν αμετάβλθτεσ και δεν εξαρτϊνται από τθν εξζλιξθ ι τθ ςτάκμθ των 
πλαςτικϊν παραμορφϊςεων. 

Για να αποφανκοφμε αν το υλικό ζχει υποςτεί πλαςτικι διαρροι 
(πλαςτικοποίθςθ), χρθςιμοποιείται ςυνάρτθςθ  τθσ μορφισ 
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                                                                                              (1.6.19)  

 
θ οποία καλείται ςυνάρτθςθ διαρροισ (yield function). Στθν παραπάνω ςχζςθ  

είναι διάνυςμα εςωτερικϊν μεταβλθτϊν (internal variables) του υλικοφ που 
κακορίηει όλεσ τισ καταςτατικζσ παραμζτρουσ που περιγράφουν τθν 
ελαςτοπλαςτικι ςυμπεριφορά του,  είναι διάνυςμα καταςτατικϊν παραμζτρων 
που περιγράφουν τθ «μεταφορά» τθσ επιφάνειασ διαρροισ ςε νζα κζςθ χωρίσ 
όμωσ αλλαγι του ςχιματοσ ι του μεγζκουσ τθσ (για οριςμό τθσ επιφάνειασ 

διαρροισ βλζπε παρακάτω εξ.(1.6.20β)) και  είναι καταςτατικι παράμετροσ που 

ορίηει τθν τάςθ κατά τθν οποία το υλικό διαρρζει ςε πείραμα μονοαξονικοφ 
εφελκυςμοφ. Το διάνυςμα  ςυνικωσ είναι μθ μθδενικό κατά τθν ανακυκλικι 
φόρτιςθ και προςδιορίηεται από τον νόμο κινθματικισ κράτυνςθσ (kinematic 

hardening law). Θ μεταβολι του  περιγράφει τθν ομοιόμορφθ επζκταςθ ι 

ςυρρίκνωςθ τθσ επιφάνειασ διαρροισ και προςδιορίηεται από τον νόμο ιςότροπθσ 
κράτυνςθσ (isotropic hardening law). Στθν παροφςα διατριβι κεωροφμε ότι το υλικό 
δεν παρουςιάηει κινθματικι κράτυνςθ, ςυνεπϊσ το  δεν υπειςζρχεται ςτθ 
ςυνάρτθςθ διαρροισ.  

Το υλικό παρουςιάηει ελαςτικι ςυμπεριφορά όταν ιςχφει 
 

                                                                                                          (1.6.20α)               

  
 
και διαρρζει πλαςτικά εάν 
 

                                                                                                          (1.6.20β)                       

 
Θ παραπάνω εξίςωςθ αποτελεί επιφάνεια ςτο χϊρο των τάςεων και καλείται 
επιφάνεια διαρροισ ι κριτιριο διαρροισ (yield surface, yield criterion). 

Υπογραμμίηεται ότι θ περίπτωςθ  δεν αντιςτοιχεί ςε πραγματικι 

εντατικι κατάςταςθ του υλικοφ και είναι αδφνατο να ςυμβεί. Θεωροφμε τθν 
περίπτωςθ όπου ζχει πραγματοποιθκεί πλαςτικι διαρροι (δθλαδι ιςχφει 

) και αναηθτοφμε τθν εντατικι και παραμορφωςιακι κατάςταςθ 

του εξεταηόμενου απειροςτοφ ςτοιχείου για απειροςτι προςαφξθςθ (ωσ προσ το 

χρόνο) των ολικϊν παραμορφϊςεων , θ οποία κεωρείται εκ των προτζρων 
γνωςτι. Με βάςθ τισ προαναφερκείςεσ παραδοχζσ 2 και 3, οι ςχζςεισ 
προςαυξθτικϊν τάςεων - παραμορφϊςεων εκφράηονται ωσ 
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 (1.6.21)  

 

όπου  είναι διάνυςμα που προκφπτει από 

τισ ανεξάρτθτεσ ςυνιςτϊςεσ του τανυςτι τάςθσ Cauchy μικρϊν μετατοπίςεων που 
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ιςχφουν ςε 2 χρονικζσ ςτιγμζσ , . Από τθν παραπάνω ςχζςθ προκφπτει 

ότι είναι αδφνατο να προςδιοριςτοφν οι ςχζςεισ τάςεων - παραμορφϊςεων αν δεν 

κακοριςτοφν με οποιονδιποτε τρόπο οι πλαςτικοί όροι . Οι όροι αυτοί 
υπολογίηονται από το ακόλουκο νόμο πλαςτικισ ροισ (flow rule), ο οποίοσ είναι 
γνωςτόσ και ωσ εξιςϊςεισ των Prandtl - Reuss 
 

                                                                                                                  (1.6.22)     

 

όπου  είναι βακμωτό μζγεκοσ που καλείται ςυντελεςτισ αναλογίασ 

(proportionality factor) και  είναι 

διάνυςμα που προκφπτει από τθν παραγϊγιςθ τθσ ςυνάρτθςθσ διαρροισ  ωσ 

προσ τισ ςυνιςτϊςεσ του διανφςματοσ . Ο νόμοσ αυτόσ δθλϊνει ότι το διάνυςμα 
των πλαςτικϊν παραμορφϊςεων είναι παράλλθλο με το διάνυςμα που είναι κάκετο 

ςτθν επιφάνεια διαρροισ. Το  δεν είναι δυνατό να προςδιοριςτεί από το 
κριτιριο διαρροισ και μόνο αλλά είναι αναγκαία θ μελζτθ τθσ χρονικισ μεταβολισ 
τθσ ςυνάρτθςθσ διαρροισ. Με διαφόριςθ (ωσ προσ το χρόνο) τθσ ςυνάρτθςθσ 
διαρροισ  λαμβάνουμε 

 

                                                                                                (1.6.23)                                                       

 
όπου με « » ςυμβολίηεται το εςωτερικό γινόμενο μεταξφ διανυςμάτων. 
Διακρίνονται οι ακόλουκεσ 3 περιπτϊςεισ. 

 Εάν , τότε ςτθ νζα χρονικι ςτιγμι  κα ιςχφει , 

αφοφ για τθν χρονικι ςτιγμι  ζχει λθφκεί ότι . Θ περίπτωςθ 

είναι αδφνατο να ιςχφει αφοφ ζρχεται ςε αντίκεςθ με τον περιοριςμό 

. 

 Εάν , τότε ςτθ νζα χρονικι ςτιγμι  κα ιςχφει , 

επομζνωσ το υλικό παρουςιάηει ελαςτικι ςυμπεριφορά και ωσ εκ τοφτοι οι 
πλαςτικοί όροι κα μθδενίηονται, οπότε προκφπτει ότι 
 

                                                      
 

  
. 1.6.22

d 0pldε 0                              (1.6.24)                 
 
Θ κατάςταςθ αυτι χαρακτθρίηεται ωσ ελαςτικι αποφόρτιςθ (elastic unloading). 

 Εάν , τότε διακρίνονται οι ακόλουκεσ υποπεριπτϊςεισ. 

1.  Εάν , τότε από τθν εξ.(1.6.22) ζπεται ότι , δθλαδι οι 
πλαςτικζσ παραμορφϊςεισ δεν αυξάνονται. Θ κατάςταςθ αυτι 
χαρακτθρίηεται ωσ ουδζτερθ φόρτιςθ (neutral loading). 
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2. Εάν , τότε , δθλαδι ζχουμε ςυνζχιςθ τθσ πλαςτικισ 
διαρροισ. Θ κατάςταςθ αυτι χαρακτθρίηεται ωσ πλαςτικι φόρτιςθ (plastic 
loading). Αναγκαία ςυνκικθ για να ζχουμε πλαςτικι φόρτιςθ είναι θ ιςχφσ 
τθσ ςχζςθσ , θ οποία καλείται και νόμοσ τθσ ςυνζπειασ (consistency 

condition) 

Θ τιμι του  ζχει προςδιοριςτεί ςε όλεσ τισ περιπτϊςεισ εκτόσ από τθν πλαςτικι 
φόρτιςθ. Για τθν περίπτωςθ αυτι, θ εξ.(1.6.23) δίδει με τθ βοικεια τθσ εξ.(1.6.21) 
 

 
 
             (1.6.25) 
 
 
 

Προκειμζνου να ςυνεχιςτεί θ παροφςα ανάλυςθ, είναι αναγκαίο να κεωρθκεί 

ςυγκεκριμζνοσ νόμοσ μεταβολισ τθσ τάςθσ διαρροισ  (νόμοσ ιςότροπθσ 

κράτυνςθσ) κακϊσ και ςυγκεκριμζνο κριτιριο διαρροισ. Στθν παροφςα διατριβι 
χρθςιμοποιείται το κριτιριο διαρροισ Von Mises, το οποίο δίδεται ωσ 
 

                                                                                     (1.6.26)         

 

όπου  είναι θ δρϊςα τάςθ (effective stress) ςτθν περίπτωςθ τθσ πλζον γενικισ 

τριςδιάςτατθσ εντατικισ κατάςταςθσ, θ οποία δίδεται ωσ 
 

  

                                                                                                                                           (1.6.27) 
 

Θεωροφμε επίςθσ ότι θ τάςθ διαρροισ  εξαρτάται αποκλειςτικά από τθν ολικι 

ιςοδφναμθ πλαςτικι παραμόρφωςθ (total equivalent plastic strain) , θ οποία κα 

είναι θ μοναδικι εςωτερικι μεταβλθτι του υλικοφ. Συνεπϊσ, λαμβάνουμε  
 

                                                                                        (1.6.28,29)            

  

Θ ολικι ιςοδφναμθ πλαςτικι παραμόρφωςθ  ορίηεται από τθ ςχζςθ 

 

                                                                                                                  (1.6.30)     

 

όπου  είναι o ρυκμόσ μεταβολισ τθσ ιςοδφναμθσ πλαςτικισ παραμόρφωςθσ, ο 

οποίοσ ορίηεται ωσ 
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 (1.6.31) 

 
Παρατθροφμε ότι ιςχφει 
 

                                                                         (1.6.32)                  

 

όπου  είναι θ παράγωγοσ τθσ τάςθσ διαρροισ ωσ προσ , θ οποία καλείται 

μζτρο κράτυνςθσ (plastic modulus). Σθμειϊνεται ότι το μζτρο κράτυνςθσ  

αποτελεί χαρακτθριςτικι καταςτατικι ιδιότθτα του υλικοφ. Στθν περίπτωςθ που 

, το  μεταβάλλεται γραμμικά και θ περίπτωςθ αυτι 

χαρακτθρίηεται ωσ γραμμικόσ ιςότροποσ νόμοσ κράτυνςθσ. Θ περίπτωςθ αυτι είναι 

και θ απλοφςτερθ. Για  ζχουμε επζκταςθ τθσ επιφάνειασ διαρροισ και θ 

περίπτωςθ αυτι χαρακτθρίηεται ωσ κράτυνςθ (hardening), για  ζχουμε 

ςυρρίκνωςθ τθσ επιφάνειασ διαρροισ και θ περίπτωςθ αυτι χαρακτθρίηεται ωσ 

χαλάρωςθ (softening), ενϊ για  θ επιφάνεια διαρροισ δεν μεταβάλλεται 

και θ περίπτωςθ αυτι χαρακτθρίηεται ωσ ελαςτικι - ιδεατά πλαςτικι (elastic - 
perfectly plastic). 

Για να υπολογιςτεί το άγνωςτο μζγεκοσ  τθσ εξ.(1.6.25), πρζπει να 

προςδιοριςτεί ο ρυκμόσ μεταβολισ . Από τισ εξ.(1.8.26-27), προκφπτουν 

ζπειτα από κάποιεσ πράξεισ οι ακόλουκεσ ςχζςεισ 
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                                                                                                                       (1.6.34)               

 

Λαμβάνοντασ υπόψθ ότι  (βλζπε εξ.(1.6.26)), θ εξ.(1.6.25), με τθ 

βοικεια τθσ εξ.(1.6.34), γράφεται ωσ 
 

                                                          (1.6.35)      

 
Επειδι εξετάηεται θ περίπτωςθ τθσ πλαςτικισ φόρτιςθσ, ζχει ιδθ εξαχκεί ότι 

, ςυνεπϊσ θ εξ.(1.6.35) επιτρζπει τον προςδιοριςμό του  ωσ ακολοφκωσ 
 

                                                                 (1.6.36)                

 

Μετά τον υπολογιςμό του  ςυναρτιςει των απειροςτϊν ολικϊν 

προςαυξθτικϊν παραμορφϊςεων , είναι πλζον δυνατό να προςδιοριςτεί 
πλιρωσ το ελαςτοπλαςτικό καταςτατικό μθτρϊο. Αντικακιςτϊντασ τθν εξ.(1.6.22) 
ςτθν εξ.(1.6.21) προκφπτει 
 

                                                                                                 (1.6.37)       

 

Το ελαςτοπλαςτικό καταςτατικό μθτρϊο  προκφπτει αντικακιςτϊντασ τθν 

τιμι του  από τθν εξ.(1.6.36) ςτθν εξ.(1.6.37). Τελικά λαμβάνουμε 
 

                                                                                                                 (1.6.38)                  
 
όπου 
 

                                                                         (1.6.39)                

 
Τζλοσ, επιςθμαίνεται ότι θ ελαςτοπλαςτικι καταςτατικι ςυμπεριφορά μπορεί να 
εκφραςτεί για πεπεραςμζνο χρονικό διάςτθμα ολοκλθρϊνοντασ χρονικά τθν 
εξ.(1.6.21). Αξιοποιϊντασ τθν εξ.(1.6.18β) και λαμβάνοντασ υπόψθ τθν 
προαναφερκείςα παραδοχι 3, προκφπτει ότι 
 

                                                                                                            (1.6.40)               
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1.6.2.2 Θεωρία Μεγάλων Μετατοπίςεων - Μικρών Παραμορφώςεων 

Στθν περίπτωςθ υπερελαςτικοφ υλικοφ ζχουμε εξάγει ότι θ αντικατάςταςθ του 
τανυςτι τάςθσ Cauchy μικρϊν μετατοπίςεων με τον 2ο τανυςτι τάςθσ Piola - 
Kirchhoff και του απειροςτικοφ τανυςτι παραμόρφωςθσ με τον τανυςτι 
παραμόρφωςθσ Green αρκεί για να προςδιοριςτοφν πλιρωσ οι ςχζςεισ τάςεων - 
παραμορφϊςεων, όταν ιςχφει θ υπόκεςθ των μικρϊν παραμορφϊςεων. Στθν 
κλαςικι πλαςτικότθτα, ςτα πλαίςια τθσ κεωρίασ μεγάλων μετατοπίςεων - μικρϊν 
παραμορφϊςεων ιςχφει παρόμοια επζκταςθ με αυτιν τθσ κεωρίασ ελαςτικότθτασ. 
Σε όλεσ τισ ςχζςεισ που ζχουν εξαχκεί, αρκεί θ παραπάνω αντικατάςταςθ των 
τανυςτϊν τάςεων και παραμορφϊςεων για να προςδιοριςτεί πλιρωσ θ 
ςυμπεριφορά του ελαςτοπλαςτικοφ υλικοφ (βλ. και *Bathe 1996, Gruttmann et al. 
2000, Παπαδρακάκθσ 1998+). 
 
1.7 Μη γραμμικότητα υλικοφ 
1.7.1 Ειςαγωγή 

 Στθν κακθμερινι ηωι τθσ δουλειάσ του μθχανικοφ, κάποια υλικά 
ςυμπεριφζρονται με εξιδανικευμζνο τρόπο, ϊςτε να είναι δυνατι θ επίλυςθ 
κάποιων ςφνκετων προβλθμάτων. Θ υπόκεςθ αυτι βεβαίωσ μπορεί να γίνει μόνο 
για υλικά που θ ςυμπεριφορά τουσ πλθςιάηει πράγματι προσ τθν εξιδανικευμζνθ 
και βαςίηεται ςυχνά ςε δφο παραδοχζσ: 

 

  Θ ελαςτικι και θ πλαςτικι περιοχι διαχωρίηονται απόλυτα μεταξφ τουσ ςτο 
όριο διαρροισ , δθλαδι τα όρια αναλογίασ και ελαςτικότθτασ ςυμπίπτουν με 
το όριο διαρροισ. 

 

 Θ ςχζςθ τάςεων – ανθγμζνων παραμορφϊςεων υποτίκεται γραμμικι, ακόμα 
και ςτθν πλαςτικι περιοχι. 

 
Με βάςθ τισ δφο παραπάνω παραδοχζσ, ορίηονται τα εξιδανικευμζνα 

προςομοιϊματα για γραμμικά ελατικά υλικά, γραμμικά ελαςτικά – απολφτωσ 
πλαςτικά υλικά και, τζλοσ, γραμμικά ελαςτικά – γραμμικά κρατυνόμενα υλικά. 

 
1.7.2 Γραμμικά Ελαςτικά Υλικά 

Υλικά ςτα οποία τα επίπεδα των αναπτυςςόμενων τάςεων και ανθγμζνων 
παραμορφϊςεων είναι επαρκϊσ μικρά, χαρακτθρίηονται από γραμμικι 
ςυμπεριφορά δθλαδι οι τάςεισ ς με τισ ανθγμζνεσ παραμορφϊςεισ ε με μια ςχζςθ 
τθσ μορφισ   ,και ελαςτικι ςυμπεριφορά, δθλαδι οι κλάδοι φόρτιςθσ κι 
αποφόρτιςθσ ςυμπίπτουν και μετά από πλιρθ αποφόρτιςθ δεν υπάρχουν 
παραμζνουςεσ παραμορφϊςεισ. Τα υλικά αυτά λζγονται γραμμικά ελαςτικά και θ 
ςυμπεριφορά τουσ περιγράφεται από μία ευκεία γραμμι, όπωσ απεικονίηεται ςτο 
Σχιμα 1.2.  

Θ γραμμικι ελαςτικι ςυμπεριφορά ορίηεται από το μζτρο ελαςτικότθτασ  E
για μονοαξονικι εντατικι κατάςταςθ, ενϊ ςε περιπτϊςεισ πολυαξονικισ ζνταςθσ 
για τθν περιγραφι τθσ απαιτείται, εκτόσ του μζτρου ελαςτικότθτασ και ο λόγοσ 
Poisson v  . Ο λόγοσ Poisson είναι μία ςτακερά, θ οποία ορίηεται ωσ ο λόγοσ τθσ 
εγκάρςιασ ανθγμζνθσ παραμόρφωςθσ προσ τθν αντίςτοιχθ διαμικθ, και 
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προδιορίηεται πειραματικά. Ο λόγοσ του Poisson του χάλυβα ιςοφται κατά 
προςζγγιςθ με 0.30  για τθν ελαςτικι περιοχι και 0.50 με για τθν πλαςτικι περιοχι. 

 

 

Σχήμα 1.2  Γραμμική ελαςτική ςυμπεριφορά 
 
Επίςθσ ςθμαντικό μζγεκοσ για τθν περιγραφι μιασ πολυαξονικισ 

κατάςταςθσ είναι το μζτρο διάτμθςθσ G,που είναι ο λόγοσ τθσ διατμθτικισ τάςθσ 
προσ τθν αντίςτοιχθ διατμθτικι παραμόρφωςθ. Σφμφωνα με τθ κεωρία 
ελαςτικότθτασ, το μζτρο διάτμθςθσ ςυνδζεται με το μζτρο ελαςτικότθτασ και με το 
λόγο Poisson με τθ ςχζςθ: 

 
 

                                  (1.7.1) 

 

1.7.3 Γραμμικά Ελαςτικά – Απολφτωσ Πλαςτικά Υλικά 
Υλικά που χαρακτθρίηονται από γραμμικά ελαςτικι ςυμπεριφορά μζχρι 

κάποια τιμι των αναπτυςςόμενων τάςεων και ανθγμζνων παραμορφϊςεων, τα 
οποία όμωσ μπορεί να καταπονθκοφν εντονότερα, και να υπερβοφν το όριο 
διαρροισ, μποροφν απλοποιθτικά να περιγραφοφν με ζνα διάγραμμα τάςεων – 
ανθγμζνων παραμορφϊςεων που αποτελείται από δφο ευκφγραμμα τμιματα : α) 
ζνα ζωσ τθν τάςθ διαρροισ 

yf , που αντιςτοιχεί ςε γραμμικι ελαςτικι 

ςυμπεριφορά, και περιγράφεται με μια ςχζςθ τθσ μορφισ   , και β) άλλο 
ζνα, οριηόντιο, από το ςθμείο διαρροισ ωσ τθ κραφςθ, όπου θ παραμόρφωςθ 
αυξάνει ενϊ θ τάςθ κεωρείται ςτακερι (Σχιμα 1.3). Τα υλικά αυτά λζγονται 
γραμμικά ελαςτικά –απολφτωσ πλαςτικά. 

Θ αρχικι γραμμικι περιοχι είναι και ελαςτικι, δθλαδι οι κλάδοι φόρτιςθσ 
και αποφόρτιςθσ ςυμπίπτουν, και μετά από πλιρθ αποφόρτιςθ δεν υπάρχουν 
παραμζνουςεσ παραμορφϊςεισ. Στθν πλαςτικι περιοχι θ ςυμπεριφορά είναι 
ανελαςτικι και κατά τθν αποφόρτιςθ ακολουκείται μία ευκεία γραμμι, παράλλθλθ 
με τον αρχικό, ελαςτικό κλάδο, ενϊ ςε περίπτωςθ πλιρουσ αποφόρτιςθσ 
παραμζνουν ςτο δοκίμιο κάποιεσ παραμορφϊςεισ, οι λεγόμενεσ πλαςτικζσ ι μίνμεσ 
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ι παραμζνουςεσ παραμορφϊςεισ. Θ πλαςτικι παραμόρφωςθ r
, ςε υλικά με 

γραμμικι ελαςτικά – απολφτωσ πλαςτικι ςυμπεριφορά δίνεται από τθ ςχζςθ: 

 
γραμμικι ελαςτικι περιοχι 
απολφτωσ πλαςτικι περιοχι 

αποφόρτιςθ 
 

Σχήμα 1.3 Γραμμική ελαςτική – απολφτωσ πλαςτική ςυμπεριφορά 

                        (1.7.2) 

 
όπου ε είναι θ ανθγμζνθ παραμόρφωςθ τθ ςτιγμι ζναρξθσ τθσ αποφόρτιςθσ και εy 
είναι θ ανθγμζνθ παραμόρφωςθ διαρροισ. 

Θ γραμμικι ελαςτικι – απολφτωσ πλαςτικι ςυμπεριφορά περιγράφεται, για 

μονοαξονικι εντατικι κατάςταςθ, από το μζτρο ελαςτικότθτασ E , τθν τάςθ 
διαρροισ 

yf  (ι τθν ανθγμζνθ παραμόρφωςθ διαρροισ / y yf E ), και τθν 

ανθγμζνθ παραμόρφωςθ κράυςθσ u
. Σε περιπτϊςεισ πολυαξονικισ ζνταςθσ, για 

τθν περιγραφι τθσ ςυμπεριφοράσ απαιτείται επιπλζον και ο λόγοσ Poisson    (ι το 
μζτρο διάτμθςθσ G ).  
 
 
1.7.4 Γραμμικά Ελαςτικά – Γραμμικά Κρατυνόμενα Υλικά 

Ο χάλυβασ ζχει τθ δυνατότθτα να παραλάβει τάςθ μεγαλφτερθ μετά τθ 
διαρροι, ιδιότθτα που είναι γνωςτι ωσ κράτυνςθ. Υλικά με αςκενι κράτυνςθ 
μποροφν να εξιδανικεφονται ωσ γραμμικά ελαςτικά – τελείωσ πλαςτικά. Για υλικά 
όμωσ με ιςχυρι κράτυνςθ, αυτι θ προςζγγιςθ κα ιταν πολφ ςυντθρθτικι. Καλφτερθ 
προςζγγιςθ ςε αυτζσ τισ περιπτϊςεισ δίνει θ εξιδανίκευςθ με ζνα διάγραμμα 
τάςεων – ανθγμζνων παραμορφϊςεων, το οποίο μζχρι τθ διαρροι ςυμπίπτει με 
εκείνο των γραμμικά ελαςτικϊν – τελείωσ πλαςτικϊν υλικϊν, μετά τθ διαρροι όμωσ 
αποτελείται από μία δεφτερθ κεκλιμζνθ ευκεία, με κλίςθ ςθμαντικά μικρότερθ από 

ς 

ε 
εy εr εu 

1 
 
E 

διαρροι κραφςθ 
fy 

  r yE
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εκείνθ τθσ ελαςτικισ περιοχισ, θ οποία περιγράφει τθν κράτυνςθ (Σχιμα 1.4). Στο 
δεφτερο αυτό τμιμα ιςχφει μια αναλογία μεταξφ μεταβολϊν των τάςεων και 
μεταβολϊν των παραμορφϊςεων, με ςυντελεςτι αναλογίασ μια τιμι 

tE  που 

κυμαίνεται μεταξφ 0.005  και  0.05  επί το μζτρο ελαςτικότθτασ E . Τα υλικά αυτά 
λζγονται γραμμικά ελαςτικά – γραμμικά κρατυνόμενα. 

Και εδϊ θ γραμμικι περιοχι είναι και ελαςτικι, δθλαδι οι κλάδοι φόρτιςθσ 
και αποφόρτιςθσ ςυμπίπτουν και μετά από πλιρθ αποφόρτιςθ δεν υπάρχουν 
παραμζνουςεσ παραμορφϊςεισ. Επίςθσ, ςτθν πλαςτικι περιοχι θ ςυμπεριφορά 
είναι ανελαςτικι, και κατά τθν αποφόρτιςθ ακολουκείται μια ευκεία γραμμι, 
παράλλθλθ με τον αρχικό ελαςτικό κλάδο, ενϊ ςε περίπτωςθ πλιρουσ αποφόρτιςθσ 
παραμζνουν ςτο δοκίμιο οι λεγόμενεσ πλαςτικζσ ι παραμζνουςεσ παραμορφϊςεισ. 
Θπλαςτικι παραμόρφωςθr

ςε υλικά με γραμμικά ελαςτικι –γραμμικά 

κρατυνόμενθ ςυμπεριφορά δίνεται από τθ ςχζςθ: 
 

                                        1  
 

   
 

t
r y

E

E
                                                (1.7.3) 

 

όπου   είναι θ ανθγμζνθ παραμόρφωςθ τθ ςτιγμι ζναρξθσ τθσ αποφόρτιςθσ. 

 
γραμμικι ελαςτικι περιοχι 

    πλαςτικι περιοχι με κράτυνςθ 
αποφόρτιςθ 

 

Σχήμα 1.4 Γραμμικά ελαςτική – γραμμικά κρατυνόμενη ςυμπεριφορά 
 

 

 

 Θ γραμμικι ελαςτικι – γραμμικι κρατυνόμενθ ςυμπεριφορά περιγράφεται, 

για μονοαξονικι εντατικι κατάςταςθ, από το μζτρο ελαςτικότθτασ E , τθν τάςθ 

ς 

ε 
εy εr εu 

fy 

fu 
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διαρροισ
yf (ι τθν ανθγμζνθ παραμόρφωςθ διαρροισ / y yf E ), το μζτρο 

κράτυνςθσ 
tE ,και τθν τάςθ κραφςθσ 

uf  (ι τθν ανθγμζνθ παραμόρφωςθ κραφςθσ 

u
). Σε περιπτϊςεισ πολυαξονικισ ζνταςθσ, για τθν περιγραφι τθσ ςυμπεριφοράσ 

απαιτείται επιπλζον και ο λόγοσ Poisson v  (ι το μζτρο διάτμθςθσ G ). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

Ομοιόμορφη Διάτμηςη Δοκοφ       

 

 

2.1Ειςαγωγή 
Δοκόσ υποβαλλόμενθ ςε εγκάρςιεσ δυνάμεισ αναπτφςςει διατμθτικι ζνταςθ, 

θ οποία ςυνικωσ ςυνδυάηεται με καμπτικι. Στθν περίπτωςθ που θ διεφκυνςθ των 
εξωτερικά επιβαλλόμενων εγκάρςιων δυνάμεων δεν διζρχεται από το κζντρο 
διάτμθςθσ τθσ διατομισ τθσ ράβδου αναπτφςςεται εκτόσ τθσ διατμθτικισ και 
ςτρεπτικι ζνταςθ λόγω εκκεντρότθτασ, κακϊσ το κζντρο διάτμθςθσ είναι το ςθμείο 
εκείνο τθσ διατομισ από το οποίο διζρχεται θ εςωτερικά αναπτυςςόμενθ τζμνουςα 
δφναμθ (ολοκλιρωμα διατμθτικϊν τάςεων). Ζτςι, ςτθν περίπτωςθ αυτι κα πρζπει 
ςτθν εντατικι κατάςταςθ να προςτεκεί και θ ςτρεπτικι ζνταςθ. Στθ ςυντριπτικι 
πλειοψθφία των καταςκευϊν Πολιτικοφ Μθχανικοφ ςυναντάται θ ανάλυςθ μελϊν 
φορζα υποκείμενων ςε διατμθτικι ζνταςθ. Ο ψακυρόσ (απροειδοποίθτοσ) τρόποσ 
αςτοχίασ ραβδωτϊν ςτοιχείων ςκυροδζματοσ τα οποία δεν είναι ςωςτά 
διαςταςιολογθμζνα για τθ παραλαβι διάτμθςθσ, κακϊσ και ότι ο ζλεγχοσ ζναντι 
τζμνουςασ δφναμθσ κατά τθ διαςταςιολόγθςθ είναι ςυνικωσ ο κρίςιμοσ ςε 
καταςκευζσ που βρίςκονται ςε ςειςμογενείσ περιοχζσ, όπου ο κακοριςτικόσ 
ςυνδυαςμόσ φόρτιςθσ είναι ο ςειςμικόσ, απαιτεί ακριβι ανάλυςθ. 

Σε ραβδωτά ςτοιχεία από ςιδθροπαγζσ ςκυρόδεμα ςταδίου ΙΙ δεν ιςχφει θ 
κεωρία ελαςτικότθτασ και για τθ διαςταςιολόγθςθ ζναντι διάτμθςθσ 
χρθςιμοποιοφνται προςεγγιςτικά προςομοιϊματα τφπου δικτυϊματοσ Mörsch 
*EΚΩΣ 2000, παρ.11.2+. Ωςτόςο, καταςκευζσ από προεντεταμζνο ςκυρόδεμα, 
μεταλλικζσ καταςκευζσ, κακϊσ και πολλζσ ςφμμικτεσ καταςκευζσ ςχεδιάηονται να 
λειτουργοφν ςτθν ελαςτικι περιοχι και επομζνωσ, ςτισ καταςκευζσ αυτζσ θ 
ανάλυςθ και διαςταςιολόγθςθ ζναντι διάτμθςθσ πραγματοποιείται με τθ βοικεια 
τθσ κεωρίασ ελαςτικότθτασ. 

Οι διατμθτικζσ τάςεισ λόγω τζμνουςασ δφναμθσ ςτθ γενικι περίπτωςθ 
αναπτφςςονται ανομοιόμορφα ςτθ διατομι ράβδου. Επομζνωσ, θ κατανομι των 
διατμθτικϊν παραμορφϊςεων κα είναι και αυτι ανομοιόμορφθ με αποτζλεςμα θ 
διατομι (όπωσ και ςτθ ςτρζψθ) να ςτρεβλϊνει διατμθτικά προσ τθ διαμικθ 
διεφκυνςθ, δθλαδι να μθν ιςχφει πλζον θ παραδοχι Bernoulli περί επιπεδότθτασ 
διατομισ όπωσ φαίνεται ςτο Σχιμα 2.1. Στθν περίπτωςθ ράβδου που θ τζμνουςα 
δφναμθ κατά μικοσ τθσ είναι ςτακερι και οι διαμικεισ μετατοπίςεισ που 
προκαλοφν ςτρζβλωςθ δεν παρεμποδίηονται, θ εφαρμοηόμενθ διατμθτικι φόρτιςθ 
αναλαμβάνεται μόνο από διατμθτικζσ τάςεισ οι οποίεσ μεγιςτοποιοφνται ςτο 
ςφνορο. Η διάτμθςθ αυτι ονομάηεται ομοιόμορφθ *(Love, 1944), (Sokolnikoff, 
1956), (Timoshenko and Goodier, 1951)+. Αντίκετα, εάν θ τζμνουςα δφναμθ 
μεταβάλλεται κατά μικοσ τθσ ράβδου ι/και θ διατμθτικι ςτρζβλωςθ 
παρεμποδίηεται λόγω φόρτιςθσ ι ςυνκθκϊν ςτιριξθσ, θ διάτμθςθ ςτθ ράβδο 
αναπτφςςεται ανομοιόμορφα. Θεωρίεσ αναφορικά με τθν ανομοιόμορφθ διάτμθςθ 
ομογενϊν ράβδων διατυπϊνονται από τουσ Hofmann [1992] και Fatmi [2007a, 
2007b]. 
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Η ςτρζβλωςθ λόγω διάτμθςθσ κεωρείται εν γζνει μικρι ςυγκρινόμενθ με τθν 
αντίςτοιχθ λόγω ςτρζψθσ, με αποτζλεςμα οι αναπτυςςόμενεσ τάςεισ ςτρζβλωςθσ 
λόγω διάτμθςθσ να επιτρζπεται με ικανοποιθτικι προςζγγιςθ να αγνοοφνται ςτθν 
ανάλυςθ. Ζτςι, θ εντατικι κατάςταςθ (τάςεισ) ςε ράβδουσ λόγω τζμνουςασ 
δφναμθσ προςδιορίηεται με τθ κεϊρθςθ ομοιόμορφθσ διάτμθςθσ, ενϊ ςτθν 
παραμορφωςιακι κατάςταςθ θ επιρροι τθσ ςτρζβλωςθσ λαμβάνεται ζμμεςα 
υπόψιν με τθ βοικεια κατάλλθλων διορκωτικϊν ςυντελεςτϊν διάτμθςθσ. Ο 
Timoshenko *1921, 1922+ ιταν ο πρϊτοσ που ζλαβε υπόψθ τθν επιρροι διατμθτικισ 
παραμόρφωςθσ μζςω διορκωτικϊν ςυντελεςτϊν διάτμθςθσ, τροποποιϊντασ 
κατάλλθλα τισ εξιςϊςεισ ιςορροπίασ τθσ ράβδου. Για το λόγο αυτό θ κεωρία δοκοφ 
που λαμβάνει υπόψθ τθν επιρροι διατμθτικϊν παραμορφϊςεων είναι γνωςτι ωσ 
κεωρία Timoshenko. Σθμειϊνεται ότι ο αντίςτροφοσ του διορκωτικοφ ςυντελεςτι 

διάτμθςθσ    καλείται ςυντελεςτισ διατμθτικισ παραμόρφωςθσ  1a  .  

 
 

 
                                                                (α) 

 
                                                         (β) 

Σχήμα 2.1. Στρζβλωςη λόγω τζμνουςασ δφναμησ ορθογωνικήσ (α) και κοίλησ 
τετραγωνικήσ (β) διατομήσ. 

 
 

Το πρόβλθμα τθσ ομοιόμορφθσ διάτμθςθσ περιλαμβάνει τον υπολογιςμό 
των παρακάτω μεγεκϊν: 
 

I. Υπολογιςμόσ διατμθτικϊν τάςεων 
II. Υπολογιςμόσ κζςθσ κζντρου διάτμθςθσ S  

III. Υπολογιςμόσ ςυντελεςτϊν διατμθτικισ παραμόρφωςθσ 
 

Η ακριβισ διατφπωςθ του προβλιματοσ ομοιόμορφθσ διάτμθςθσ 
περιγράφεται από προβλιματα ςυνοριακϊν τιμϊν, τα οποία μορφϊνονται με τθ 
βοικεια τθσ κεωρίασ ελαςτικότθτασ. Η μόρφωςθ των προβλθμάτων αυτϊν μπορεί 
να πραγματοποιθκεί με βάςθ το πεδίο των μετατοπίςεων ι το πεδίο των τάςεων. Η 
διατφπωςθ με τθ βοικεια του πεδίου των τάςεων προςφζρεται, κακϊσ ζτςι 
λαμβάνεται ευκολότερα υπόψιν ο λόγοσ του Poisson v , θ επιρροι του οποίου 
ενδζχεται να είναι ςθμαντικι. Σε οριςμζνεσ διατομζσ απλισ γεωμετρίασ θ λφςθ των 
προβλθμάτων ςυνοριακϊν τιμϊν μπορεί να δοκεί ςε κλειςτι μορφι *Fung, 1965]. 
Σε όλεσ τισ άλλεσ περιπτϊςεισ θ λφςθ προςδιορίηεται μόνο αρικμθτικά (FDM, FEM, 
BEM).  
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Στθν πράξθ ςυνικωσ οι διατμθτικζσ τάςεισ ςε χοντρότοιχεσ διατομζσ με ζναν 

άξονα ςυμμετρίασ, π.χ. άξονασ ςυμμετρίασ ο z  και εγκάρςια δφναμθ zQ  ωσ προσ 

τον άξονα z , υπολογίηονται ςε μια οριηόντια τομι παράλλθλθ ςτο άξονα y  από τθ 

γνωςτι ςχζςθ ( 0xy  ) 

 
 
                                                 (2.1.1)  
 

όπου cut
yS  θ ςτατικι ροπι ωσ προσ τον κεντροβαρικό άξονα y  τθσ αποκομμζνθσ 

διατομισ, yyI  θ καμπτικι ροπι αδράνειασ τθσ ςυνολικισ διατομισ ωσ προσ τον 

κεντροβαρικό άξονα y  και b  το πλάτοσ τθσ τομισ. Στθν παραπάνω ςχζςθ τα μόνα 

μεταβλθτά μεγζκθ είναι θ cut
yS  και το b , ενϊ θ αξονικι δφναμθ κατά μικοσ τθσ 

ράβδου κεωρείται ςτακερι. Ωςτόςο πολλζσ φορζσ ςτθν πράξθ αγνοείται το γεγονόσ 
ότι θ εξίςωςθ (2.1.1), που προκφπτει με τθ βοικεια τθσ τεχνικισ κεωρία δοκοφ, 
είναι προςεγγιςτικι και παρουςιάηει αρκετά μειονεκτιματα *(Hartmann and Katz, 
2004), (Sauer, 1980)+. Σθμειϊνεται ότι θ εξίςωςθ (2.1.1) δίδει τθν ακριβι τιμι των 
διατμθτικϊν τάςεων μόνο ςε ράβδουσ ορκογωνικισ διατομισ με μθδενικό λόγο 

Poisson  0v  . Τα κφρια μειονεκτιματα τθσ εξίςωςθσ (2.1.1) είναι τα ακόλουκα: 

 
a) Η εξίςωςθ (2.1.1) ιςχφει ςε διατομζσ με άξονα ςυμμετρίασ 
b) Η εξίςωςθ (2.1.1) δεν ιςχφει για διατομζσ πολλαπλισ ςυνοχισ (δθλαδι διατομζσ 

με οπζσ), διότι κατά τθ μόρφωςι τθσ δεν λαμβάνονται υπόψθ οι εξιςϊςεισ 
ςυμβιβαςτοφ. 

c) Η εξίςωςθ (2.1.1) δεν λαμβάνει υπόψιν το λόγο Poisson, ο οποίοσ ςε 
χοντρότοιχεσ διατομζσ ενδζχεται να επθρεάηει ςθμαντικά τθν κατανομι και το 
μζγεκοσ των διατμθτικϊν τάςεων.  

d) Η εξίςωςθ (2.1.1) ςτθρίηεται ςτθν παραδοχι ότι οι διατμθτικζσ τάςεισ κατά το 
πλάτουσ b  τθσ τομισ είναι ςτακερά κατανεμθμζνεσ. Στθν τομι a a  τθσ 
διατομισ του Σχιματοσ 2.2 θ παραδοχι αυτι δεν τθρείται. Επίςθσ, δεν τθρείται 
και ςε ορκογωνικζσ διατομζσ με λόγο Poisson διάφορο του μθδενόσ. Μόνο θ 
τιμι τθσ διατμθτικισ ροισ (επικαμπφλια ολοκλιρωςθ τάςεων, δφναμθ ανά 
μικοσ) κατά μικοσ του πλάτουσ b  τθσ τομισ που υπολογίηεται με τθ βοικεια 
τθσ εξίςωςθ (2.1.1) είναι ακριβισ, διότι θ εξίςωςθ (2.1.1) προζκυψε απαιτϊντασ 
τθν ιςορροπία τμιματοσ ράβδου πεπεραςμζνων διαςτάςεων και όχι τθν 
ιςορροπία κάκε ςτοιχειϊδουσ κφβου τθσ κεωρίασ ελαςτικότθτασ. 

e) Παρατθρϊντασ τθν (2.1.1) ςυμπεραίνουμε ότι ςτα ακραία ςθμεία τθσ διατομισ 
κατά τον άξονα z  θ ςτατικι ροπι μθδενίηεται και επομζνωσ θ διατμθτικι τάςθ 
ςτα ςθμεία αυτά είναι μθδενικι. Ωςτόςο, ςτθ διατομι του Σχιματοσ 2.2 οι 

διατμθτικζσ τάςεισ ςτα τμιματα 1 3B B  και 1 3Δ Δ  δεν είναι παντοφ μθδενικζσ. 

f) Σφμφωνα με τθν εξίςωςθ (2.1.1), ςτισ κζςεισ απότομθσ μεταβολισ του πλάτουσ 
τθσ διατομισ οι διατμθτικζσ τάςεισ παρουςιάηουν αςυνζχεια. Ζτςι, ςτθ διατομι 
του Σχιματοσ 2.2 κατά μικοσ του τμιματοσ 2 2B Δ  ςτο ςθμείο Γ  θ διατμθτικι 

τάςθ κα παρουςιάηει άλμα, το οποίο όμωσ ςτθν πραγματικότθτα δεν μπορεί να 

 

cut
z y

xz

yy

Q S

I b
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υπάρχει, αφοφ δεν υπάρχει κάποια εξωτερικι δφναμθ που να επιβάλλεται ςτο 
ςθμείο εμφάνιςθσ του άλματοσ. 

Επομζνωσ, ςφμφωνα με τα προαναφερκζντα ςε χοντρότοιχεσ διατομζσ 
ράβδων οι διατμθτικζσ τάςεισ κα πρζπει να υπολογίηονται από τθν επίλυςθ του 
ακριβοφσ προβλιματοσ ομοιόμορφθσ διάτμθςθσ. Αξίηει εδϊ να αναφερκεί ότι οι 
διατμθτικζσ τάςεισ μθδενίηονται ςτισ γωνιακζσ εξοχζσ και “απειρίηονται” 
(κεωρθτικά) ςτισ γωνιακζσ εςοχζσ. Κατά τθν ανάλυςθ διατομϊν με γωνιακζσ εςοχζσ 
ςυνιςτάται πρϊτον, να μθν λαμβάνονται υπόψιν μόνο οι τοπικζσ τάςεισ αλλά να 
αξιολογείται θ κατανομι των τάςεων ςε ολόκλθρο το ςφνορο τθσ διατομισ και 
δεφτερον, κοντά ςτθν περιοχι τθσ γωνιακισ εςοχισ οι τάςεισ να ολοκλθρϊνονται 
και να αξιολογείται θ προκφπτουςα διατμθτικι ροι.  
 
 

                       
 

α α 

Β2 

Δ2 

Γ 

b(y) 

Qz 

z 

y C 

(C: Κέντρο Βάροσς) 

Β1 Β3 

Δ1 Δ3 

 

Σχήμα 2.2. Χοντρότοιχη διατομή μορφήσ πλακοδοκοφ μονήσ ςυμμετρίασ ωσ προσ 
άξονα z. 

 
 

Στισ λεπτότοιχεσ ράβδουσ (όπωσ και ςτθ ςτρζψθ) λόγω τθσ ιδιαιτερότθτασ 
του πάχουσ τουσ μποροφν να γίνουν οριςμζνεσ απλοποιθτικζσ παραδοχζσ 
αναφερόμενεσ ςτθ μζςθ γραμμι s  των τοιχωμάτων, με τθ βοικεια των οποίων θ 
ολοκλιρωςθ των κυρίαρχων διαφορικϊν εξιςϊςεων του προβλιματοσ 
ομοιόμορφθσ διάτμθςθσ να είναι εφικτι ςε κλειςτι μορφι. Οι βαςικζσ παραδοχζσ 
ςτισ οποίεσ ςτθρίηεται θ κεωρία λεπτότοιχων ράβδων *Vlasov, 1964, 1965+ για τον 
υπολογιςμό των διατμθτικϊν τάςεων λόγω τζμνουςασ είναι οι εξισ: 
 
a) Οι διατμθτικζσ τάςεισ ςτθ διεφκυνςθ του πάχουσ των τοιχωμάτων τθσ διατομισ 

κεωροφνται ςτακερζσ.  
b) Οι διατμθτικζσ τάςεισ ζχουν διεφκυνςθ παράλλθλθ προσ τθ μζςθ γραμμι τθσ 

διατομισ. 
c) Η φορά των διατμθτικϊν τάςεων είναι τζτοια ϊςτε θ ςυνολικι δφναμθ λόγω 

των διατμθτικϊν τάςεων να είναι ίςθ με τθν εγκάρςια δφναμθ που καταπονεί τθ 
διατομι. 

d) Στα ελεφκερα άκρα των τοιχωμάτων οι διατμθτικζσ ροζσ μθδενίηονται. 
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e) Σε κάκε κόμβο τθσ διατομισ (τομι μζςων γραμμϊν) πρζπει για λόγουσ 
ιςορροπίασ το αλγεβρικό άκροιςμα όλων των ειςερχόμενων και εξερχόμενων 
διατμθτικϊν ροϊν να μθδενίηεται. Αυτι είναι θ αιτία που θ διατμθτικι ροι 
ςυγκρίνεται με τθ ροι νεροφ. 

f) Για φόρτιςθ zQ  και κεωρϊντασ κφριο ςφςτθμα αξόνων, το μζτρο των 

διατμθτικϊν τάςεων υπολογίηεται από τθ ςχζςθ  
 

 
                                (2.1.2)   

 
όπου t  το πάχοσ του τοιχϊματοσ ςτθ κζςθ υπολογιςμοφ τθσ τάςθσ και sq  θ 

διατμθτικι ροι ςτα τοιχϊματα τθσ διατομισ, που ορίηεται ωσ  
 

 
 
                       (2.1.3)                

 

Σθμειϊνεται ότι θ διατμθτικι ροι c
sq  μθδενίηεται ςε ανοικτζσ διατομζσ, 

κακϊσ και ςε κλειςτζσ ςυμμετρικζσ διατομζσ που φορτίηονται κατά τον άξονα 
ςυμμετρίασ, εάν θ νοθτι τομι γίνει ςε ζνα από τα ςθμεία όπου ο άξονασ τζμνει τθ 
διατομι. Από τα παραπάνω ςυμπεραίνουμε ότι, ςτισ ανοικτζσ διατομζσ το μζτρο 
των διατμθτικϊν τάςεων υπολογίηεται με τθ βοικεια τθσ εξίςωςθσ (2.1.1), αρκεί το 
b  να αντικαταςτακεί από το πάχοσ t  του τοιχϊματοσ. 

Επειδι δεν υπάρχουν ςαφι όρια που να κακορίηουν πότε μια διατομι 
μπορεί να υπολογιςτεί ικανοποιθτικά ωσ λεπτότοιχθ και δεδομζνου ότι, ςτισ 
λεπτότοιχεσ διατομζσ, λόγω τθσ μεγάλθσ φζρουςασ ικανότθτάσ τουσ και του μικροφ 
εμβαδοφ τουσ, οι διατμθτικζσ τάςεισ είναι ιδιαίτερα ςθμαντικζσ και παίηουν 
ιςοδφναμο ρόλο με τισ ορκζσ (για το πλικοσ των φορτίςεων), θ πιο ενδεδειγμζνθ 
μεκοδολογία για τον υπολογιςμό των διατμθτικϊν τάςεων και ςτισ λεπτότοιχεσ 
ράβδουσ αποτελεί θ επίλυςθ του ακριβοφσ προβλιματοσ ομοιόμορφθσ διάτμθςθσ. 

Εφόςον οι διατμθτικζσ τάςεισ λόγω τζμνουςασ δφναμθσ είναι γνωςτζσ, θ 
κζςθ του κζντρου διάτμθςθσ και οι διορκωτικοί ςυντελεςτζσ διάτμθςθσ 
(ςυντελεςτζσ διατμθτικισ παραμόρφωςθσ) μποροφν να υπολογιςτοφν. Το κζντρο 
διάτμθςθσ προκφπτει από τθν απαίτθςθ, ωσ προσ οποιοδιποτε ςθμείο του 
επιπζδου τθσ διατομισ, θ ςτρεπτικι ροπι των εξωτερικά επιβαλλόμενων ςτο 
κζντρο διάτμθςθσ εγκάρςιων δυνάμεων να ιςοφται με τθν εςωτερικά 
αναπτυςςόμενθ ςτρεπτικι ροπι που οφείλεται ςτισ διατμθτικζσ τάςεισ λόγω 
τζμνουςασ δφναμθσ. Συνιςτάται το ςθμείο υπολογιςμοφ των ςτρεπτικϊν ροπϊν να 
είναι το κζντρο βάρουσ. Εάν το ςθμείο αυτό είναι το κζντρο διάτμθςθσ, τότε 
προκφπτει ότι θ ςτρεπτικι ροπι που οφείλεται ςτισ διατμθτικζσ τάςεισ λόγω 
τζμνουςασ δφναμθσ ςτο κζντρο διάτμθςθσ μθδενίηεται. Στθν περίπτωςθ που οι 
διατμθτικζσ τάςεισ υπολογιςτοφν για μθδενικό λόγο Poisson v , τότε το 
υπολογιηόμενο κζντρο διάτμθςθσ είναι κακαρά γεωμετρικό μζγεκοσ και ταυτίηεται 
με το κζντρο ςτρζψθσ *(Weber, 1924), (Trefftz, 1935)+.Υπάρχουν επομζνωσ δφο 
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ανεξάρτθτοι μεταξφ τουσ τρόποι προςδιοριςμοφ τθσ κζςθσ των δφο αυτϊν ςθμείων 
τθσ διατομισ ράβδων.  

Οι διορκωτικοί ςυντελεςτζσ διάτμθςθσ ζχουν αποτελζςει αντικείμενο 
εκτεταμζνθσ ζρευνασ *(Kaneko, 1975), (Renton, 1991, 1997), (Hutchinson, 2001)]. 
Σφμφωνα με τον Timoshenko *1921, 1922+, ο διορκωτικόσ ςυντελεςτισ διάτμθςθσ 
προκφπτει ωσ ο λόγοσ τθσ μζςθσ τιμισ όλων των αναπτυςςόμενων ςτθ διατομι 
διατμθτικϊν τάςεων διαιρεμζνθ με τθν τιμι τθσ διατμθτικισ τάςθσ ςτο κζντρο 
βάρουσ τθσ διατομισ. Προφανϊσ όταν το κζντρο βάρουσ βρίςκεται εκτόσ διατομισ, 
ο προαναφερόμενοσ οριςμόσ παρουςιάηει δυςκολίεσ ςτθν εφαρμογι του. Αργότερα 
ο Cowper [1966+, μορφϊνοντασ τισ εξιςϊςεισ ιςορροπίασ τθσ ράβδου με 
ολοκλιρωςθ των εξιςϊςεων ιςορροπίασ τθσ τριςδιάςτατθσ ελαςτικότθτασ, πρότεινε 
ζνα νζο διορκωτικό ςυντελεςτι διάτμθςθσ ο οποίοσ λάμβανε (ςε ςχζςθ με τον 
ςυντελεςτι του Timoshenko) καλφτερα υπόψιν τθν επιρροι τθσ ςτρζβλωςθσ κυρίωσ 
ςτθ δυναμικι ανάλυςθ υψίςυχνων δοκϊν. Οι προτεινόμενοι ςυντελεςτζσ των 
Timoshenko και Cowper για διάφορεσ απλζσ διατομζσ ταυτίηονται για μθδενικό 
λόγο Poisson v . Ο ςυντελεςτισ Cowper αφορά μόνο ςυμμετρικζσ διατομζσ 
προςανατολιςμζνεσ ςτο κφριο καμπτικό ςφςτθμα αξόνων, με αποτζλεςμα τθν 
φπαρξθ δφο ςυντελεςτϊν διατμθτικισ παραμόρφωςθσ yya  και zza . Οι Mason και 

Herrmann [1968+ επιχείρθςαν να επεκτείνουν τθ μζκοδο Cowper ςε μθ ςυμμετρικζσ 
διατομζσ με τυχαίο προςανατολιςμό του ςυςτιματοσ αξόνων, με αποτζλεςμα, 

εκτόσ από τουσ ςυντελεςτζσ yya  και zza , να δϊςουν και ςυντελεςτζσ yza  και zya  

άνιςουσ όμωσ μεταξφ τουσ. Προφανϊσ θ χριςθ άνιςων ςυντελεςτϊν yza  και zya  

ςτθν ανάλυςθ δεν προςφζρεται, διότι μθ ςυμμετρικοί ςυντελεςτζσ διάτμθςθσ 
οδθγοφν και ςε μθ ςυμμετρικά μθτρϊα δυςκαμψίασ. Οι προαναφερκζντεσ 
ςυντελεςτζσ διατμθτικισ παραμόρφωςθσ δεν λαμβάνουν υπόψθ το λόγο πλάτοσ b  
προσ φψοσ h  τθσ διατομισ, με αποτζλεςμα θ χριςθ τουσ να οδθγεί ςε ανακριβι 
αποτελζςματα κακϊσ το φψοσ τθσ διατομισ μειϊνεται. Ζτςι, ο Stephen [1980] 
ςτθριηόμενοσ ςτθ κεωρία του Cowper πρότεινε μια νζα ζκφραςθ για τουσ 
ςυντελεςτζσ διατμθτικισ παραμόρφωςθσ που λαμβάνει υπόψθ το λόγο b h . Ο 

Hutchinson *2001+ χρθςιμοποιϊντασ διαφορετικι μεκοδολογία καταλιγει επίςθσ 
ςτθ ίδια ζκφραςθ με τον Stephen. Οι Puchegger et al. *2003+ επιβεβαίωςαν 
πειραματικά τθν ακρίβεια του ςυντελεςτι Stephen–Hutchinson για ορκογωνικι 
διατομι με λόγο b h  μεταξφ 1 και 4. Ωςτόςο ο ςυντελεςτισ των Stephen–

Hutchinson, που ιςχφει για ςυμμετρικζσ διατομζσ, κακϊσ αυξάνεται ο λόγοσ b h  

παρουςιάηει αςυνζχεια και εν ςυνεχεία παίρνει αρνθτικζσ τιμζσ, με αποτζλεςμα να 
μθν λαμβάνει υπόψιν ρεαλιςτικά για οριςμζνουσ λόγουσ b h  τθν επιρροι τθσ 

ςτρζβλωςθσ.  
Μια διαφορετικι διατφπωςθ των ςυντελεςτϊν διατμθτικισ παραμόρφωςθσ 

μπορεί να επιτευχκεί με τθ βοικεια τθσ ενεργειακισ μεκόδου *(Bach und Baumann, 
1924), (Stojek, 1964), (Gruttmann and Wagner, 2001)+, ςφμφωνα με τθν οποία θ 
ακριβισ ενζργεια παραμόρφωςθσ τθσ δοκοφ, οφειλόμενθ ςτισ διατμθτικζσ τάςεισ 
όπωσ αυτζσ προκφπτουν από τθ κεωρία ελαςτικότθτασ, ιςοφται με τθν 
προςεγγιςτικι ενζργεια παραμόρφωςθσ δοκοφ, οφειλόμενθ ςτισ διατμθτικζσ τάςεισ 
όπωσ αυτζσ προκφπτουν από τθ κεωρία Timoshenko. Η ενεργειακι μζκοδοσ δίδει 
για τυχοφςα διατομι με τυχαίο προςανατολιςμό του ςυςτιματοσ αξόνων και τουσ 
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τζςςερισ ςυντελεςτζσ διατμθτικισ παραμόρφωςθσ yya , zza , yza , zya , με τουσ 

ςυντελεςτζσ yza  και zya  ςυμμετρικοφσ ( yz zya a ), οι οποίοι λαμβάνουν υπόψιν το 

λόγο του Poisson v  και το λόγο πλάτοσ προσ φψοσ τθσ διατομισ b h  [(Schramm et 

al., 1994), (Pilkey, 2002)+. Υπογραμμίηεται ότι, οι ςυντελεςτζσ που προκφπτουν με 
τθν ενεργειακι μζκοδο (επειδι λαμβάνουν υπόψιν το λόγο b h ) αποδεικνφονται 

ιδιαίτερα αποτελεςματικοί ςτθν αντιμετϊπιςθ του υπολογιςτικοφ προβλιματοσ του 
διατμθτικοφ κλειδϊματοσ (shear–locking) [(Pilkey, 2002), (Wunderlich and Pilkey, 
2003)]. Επίςθσ, θ αξιοπιςτία των ςυντελεςτϊν διατμθτικισ παραμόρφωςθσ 
ςτθριηόμενθ ςτθν ενεργειακι μζκοδο επιβεβαιϊνεται με τθ βοικεια ςτερεϊν 
πεπεραςμζνων ςτοιχείων *Fatmi and Zenzri, 2004+. Επομζνωσ, θ πιο ενδεδειγμζνθ 
μεκοδολογία για τθ μόρφωςθ ςυντελεςτϊν διατμθτικισ παραμόρφωςθσ είναι θ 
ενεργειακι μζκοδοσ.  

Οι ςυντελεςτζσ  ija , i, j y,z  αποτελοφν ςυνιςτϊςεσ επίπεδου ( 2 2 ) 

ςυμμετρικοφ τανυςτι δεφτερθσ τάξθσ, κακϊσ υπακοφουν ςτο νόμο 
μεταςχθματιςμοφ επίπεδων τανυςτϊν δεφτερθσ τάξθσ *Schramm et al., 1997+. Ζτςι, 
ςε αντιςτοιχία με τον επίπεδο τανυςτι καμπτικϊν ροπϊν αδράνειασ, θ 

διαγωνοποίθςθ του τανυςτι  ija , i, j y,z  [Pilkey, 2002] κα οδθγιςει ςε ζνα κφριο 

ςφςτθμα, που καλείται κφριο διατμθτικό ςφςτθμα και το οποίο για μθ ςυμμετρικζσ 
διατομζσ δεν ταυτίηεται με το αντίςτοιχο κφριο καμπτικό ςφςτθμα αξόνων. 
Αποτζλεςμα αυτισ τθσ διαφοροποίθςθσ των κυρίων αξόνων είναι οι ςυνιςτϊςεσ 
των μετατοπίςεων τθσ δοκοφ ωσ προσ τουσ άξονεσ y  και z  να είναι εν γζνει 

ςυηευγμζνεσ, ζςτω και αν το ςφςτθμα αξόνων τθσ διατομισ ταυτίηεται με το κφριο 
καμπτικό ςφςτθμα [(Schramm et al., 1997), (Pilkey, 2002)]. Εάν θ διατομι είναι 
ςυμμετρικι ωσ προσ ζναν άξονα, το κφριο διατμθτικό ςφςτθμα ταυτίηεται με το 
αντίςτοιχο κφριο καμπτικό ςφςτθμα. Στθν περίπτωςθ αυτι οι ςυνιςτϊςεσ των 
μετατοπίςεων (βυκίςεισ) ωσ προσ τισ κφριεσ διευκφνςεισ δεν είναι πλζον 
ςυηευγμζνεσ ( 0yz zya a   και 0yz zyI I  ).  

Στθ ςυνζχεια του κεφαλαίου αυτοφ διατυπϊνεται το πρόβλθμα ελαςτικισ 
ομοιόμορφθσ διάτμθςθσ ομογενϊν ι ςφνκετων ράβδων ςτακερισ διατομισ 
τυχόντοσ ςχιματοσ με τθ βοικεια τθσ κεωρίασ ελαςτικότθτασ και επιλφεται 
αρικμθτικά με τθ Μζκοδο Συνοριακϊν Στοιχείων (BEM) [Katsikadelis, 2002+. Η 
ςφνκετθ ράβδοσ αποτελείται από υλικά ςε επαφι, κάκε ζνα από τα οποία μπορεί 
να περικλείει πεπεραςμζνο αρικμό εγκλειςμάτων. Τα υλικά ζχουν διαφορετικά 
μζτρα ελαςτικότθτασ και διάτμθςθσ με κοινό λόγο Poisson και είναι ςτακερά 
ςυνδεδεμζνα μεταξφ τουσ. Η ράβδοσ με οπζσ (πολλαπλισ ςυνοχισ) προκφπτει ωσ 
μερικι περίπτωςθ με μθδενιςμό του μζτρου ελαςτικότθτασ και διάτμθςθσ των 
εγκλειςμάτων, ενϊ θ ςυμπαγισ ράβδοσ (απλισ ςυνοχισ) προκφπτει ωσ μερικι 
περίπτωςθ κεωρϊντασ τα ίδια μζτρα ελαςτικότθτασ και διάτμθςθσ των υλικϊν. Η 
ανάλυςθ πραγματοποιείται ωσ προσ το κεντροβαρικό ςφςτθμα αξόνων, του οποίου 
οι άξονεσ δεν είναι κατϋ ανάγκθ κφριοι. Η εγκάρςια δφναμθ εφαρμόηεται ςτο κζντρο 
διάτμθςθσ τθσ διατομισ τθσ ράβδου, αποφεφγοντασ με τον τρόπο αυτό τθ 
δθμιουργία ςτρεπτικισ ροπισ. Σφμφωνα με τθν προτεινόμενθ μζκοδο μορφϊνονται 
με βάςθ το πεδίο των τάςεων δφο προβλιματα ςυνοριακϊν τιμϊν αναφορικά με 
δφο ταςικζσ ςυναρτιςεισ, αντίςτοιχα. Τα προβλιματα αυτά, τα οποία λαμβάνουν 
υπόψιν το λόγο Poisson, επιλφονται με τθ βοικεια “αμιγοφσ” Μεκόδου Συνοριακϊν 
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Στοιχείων, δθλαδι μεκόδου θ οποία χρθςιμοποιεί αποκλειςτικά ςυνοριακι 
διακριτοποίθςθ. Οι ταςικζσ ςυναρτιςεισ που παρουςιάηονται δεν χρειάηεται να 
διαςπαςτοφν ςε δφο εναλλακτικζσ ςυναρτιςεισ (κφρια και ςυμπλθρωματικι) 
[(Weber, 1924), (Gruttmann et al., 1999)+ και ικανοποιοφν τισ εξιςϊςεισ ιςορροπίασ 
και εξιςϊςεισ ςυμβιβαςτοφ. Ο υπολογιςμόσ των διατμθτικϊν τάςεων ςε 
οποιοδιποτε εςωτερικό ςθμείο τθσ διατομισ τθσ ράβδου επιτυγχάνεται με 
απευκείασ παραγϊγιςθ των ταςικϊν ςυναρτιςεων, ενϊ οι ςυντεταγμζνεσ του 
κζντρου διάτμθςθσ και οι ςυντελεςτζσ διατμθτικισ παραμόρφωςθσ διατυπωμζνοι 
με τθν ενεργειακι μζκοδο προκφπτουν από αυτζσ τισ ςυναρτιςεισ 
χρθςιμοποιϊντασ μόνο ςυνοριακι ολοκλιρωςθ. Στισ ςφνκετεσ ράβδουσ 
λαμβάνονται υπόψιν οι ςυνοριακζσ ςυνκικεσ ςτισ διεπιφάνειεσ που διαχωρίηουν τα 
διαφορετικά υλικά, δθλαδι οι διεπιφάνειεσ αντιμετωπίηονται ορκϊσ ωσ ςφνορα και 
όχι ωσ εςωτερικζσ περιοχζσ του εξεταηομζνου ςϊματοσ. Ζτςι, οι ςυνοριακζσ 
ςυνκικεσ των ταςικϊν ςυναρτιςεων ςτισ παράπλευρεσ επιφάνειεσ των υλικϊν 
προκφπτουν από τισ ακόλουκεσ φυςικζσ κεωριςεισ *Muskhelishvili, 1953]: 
 
a) Η ελεφκερθ επιφάνεια τθσ ράβδου είναι αφόρτιςθ.  
b) Οι διατμθτικζσ τάςεισ ωσ προσ το κάκετο διάνυςμα n  ςτισ διεπιφάνειεσ είναι 

ίςεσ κατά μζγεκοσ και αντίκετθσ φοράσ.  
c) Οι ςυνιςτϊςεσ των μετατοπίςεων παραμζνουν ςυνεχείσ ςτισ διεπιφάνειεσ, 

κακϊσ εξ οριςμοφ τα υλικά είναι ςτερεά ςυνδεδεμζνα μεταξφ τουσ.  
 

Οι δφο πρϊτεσ κεωριςεισ οδθγοφν ςε ςυηευγμζνεσ ςυνοριακζσ ςυνκικεσ 
τφπου Neumann, ενϊ θ τρίτθ εξαςφαλίηει τθ ςυνζχεια των ταςικϊν ςυναρτιςεων 
κατά μικοσ των ςυνόρων τθσ ςφνκετθσ διατομισ. Σθμειϊνεται ότι, οι ςυνοριακζσ 
ςυνκικεσ Neumann υπερζχουν των αντίςτοιχων τφπου Dirichlet, κακϊσ ςε 
ομογενείσ ράβδουσ πολλαπλισ ςυνοχισ ι ςε ςφνκετεσ ράβδουσ δεν απαιτοφνται 
επιπλζον περιοριςμοί για τθν ικανοποίθςθ των ςυνοριακϊν ςυνκθκϊν, όπωσ 
ςυμβαίνει ςτισ ςυνοριακζσ ςυνκικεσ Dirichlet λόγω αυκαίρετων ςτακερϊν 
ολοκλιρωςθσ *(Weber, 1924), (Sauer, 1980)+. Η προτεινόμενθ μζκοδοσ μπορεί να 
εφαρμοςτεί αποτελεςματικά όχι μόνο ςε χοντρότοιχεσ ράβδουσ, αλλά και ςε 
ομογενείσ ι ςφνκετεσ ράβδουσ λεπτότοιχων διατομϊν κακϊσ και ςε 
πολυςτρωματικζσ διατομζσ, χωρίσ να υπόκειται ςτουσ περιοριςμοφσ τθσ κεωρίασ 
Vlasov και γενικότερα των “βελτιωμζνων προςομοιωμάτων” (“refined models”) 
[(Reddy, 1989), (Touratier, 1992), (Karama et al., 2003)+. Υπογραμμίηεται ότι, τα 
“refined models” δεν ικανοποιοφν τισ ςυνκικεσ ςυνεχείασ των ελκυςτϊν ςτισ 
διεπιφάνειεσ των ςτρωμάτων και υποκζτουν ότι οι διατμθτικζσ τάςεισ κατά μικοσ 
τθσ ςυντεταγμζνθσ του πάχουσ των ςτρωμάτων παραμζνουν ςτακερζσ, με 
αποτζλεςμα να μθν ικανοποιοφνται πάντα κινθματικζσ ι ςτατικζσ παραδοχζσ. 
Επίςθσ, αξίηει εδϊ να αναφερκεί ότι τα περιςςότερα υπάρχοντα προγράμματα 
πεπεραςμζνων ςτοιχείων τθσ αγοράσ επιλφουν ομογενείσ ράβδουσ *NASTRAN, 
1999+, ενϊ αυτά που επιλφουν και ςφνκετεσ ράβδουσ ςυνικωσ αγνοοφν τισ 
ςυνοριακζσ ςυνκικεσ ςτισ διεπιφάνειεσ *SectionBuilder, 2002+, με πολφ λίγεσ 
εξαιρζςεισ κυρίωσ μθ εμπορικϊν προγραμμάτων *Debard/RDM5.01, 1997]. 

Ο αλγόρικμοσ τθσ προτεινόμενθσ μεκόδου προςφζρεται για τθν ανάλυςθ 
διατμθτικά καταπονοφμενθσ ράβδου με τθ βοικεια θλεκτρονικοφ υπολογιςτι. Η 
αρικμθτικι μζκοδοσ που προτείνεται για τθν επίλυςθ των ιδιόμορφων ςυνοριακϊν 
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ολοκλθρωτικϊν εξιςϊςεων αποδεικνφεται αποτελεςματικι. Η αποτελεςματικότθτα 
και το εφροσ εφαρμογισ τθσ μεκόδου ζχει παρουςιαςτεί μζςα από παραδείγματα 
με ιδιαίτερο πρακτικό ενδιαφζρον και θ ακρίβεια των αποτελεςμάτων ζχει 
ςυγκρικεί με υπάρχουςεσ αναλυτικζσ ι αρικμθτικζσ λφςεισ και είναι αξιοςθμείωτθ 
*διδακτορικι διατριβι Βαςίλθ Μόκου+. Επίςθσ, θ αξιοπιςτία και ακρίβεια των 
υπολογιηόμενων ςυντελεςτϊν διατμθτικισ παραμόρφωςθσ ζχει διαπιςτωκεί με τθ 
βοικεια ςτερεϊν πεπεραςμζνων ςτοιχείων *Fatmi and Zenzri, 2004].  
 
 
2.2 Διατφπωςη Προβλήματοσ Ομοιόμορφησ Διάτμηςησ 

Ζςτω ομογενισ ευκφγραμμθ ράβδο μικουσ l  ςτακερισ διατομισ τυχόντοσ 
ςχιματοσ αποτελοφμενθ από ζνα υλικό, με μζτρο ελαςτικότθτασ E  και διάτμθςθσ 
G  και ίδιο λόγο Poisson v , το οποίο καταλαμβάνει  τθν περιοχι    του επιπζδου 
y,z  όπωσ φαίνεται ςτο Σχιμα 2.3. Το υλικό τθσ ράβδου κεωρείται ομογενζσ, 

ιςότροπο, ςυνεχζσ και γραμμικά ελαςτικό (δθλαδι θ ράβδοσ είναι κατά τμιματα 
ςυνεχισ. Χωρίσ να περιορίηεται θ γενικότθτα, κεωρείται ότι το ζνα άκρο τθσ ράβδου 
είναι πακτωμζνο και το άλλο ελεφκερο (πρόβολοσ), ενϊ ο άξονασ x  του 
ςυςτιματοσ ςυντεταγμζνων διζρχεται από το κζντρο βάρουσ C  των διατομϊν τθσ 
ράβδου.  

Στο ελεφκερο άκρο τθσ, θ ράβδοσ υποβάλλεται ςε ςυγκεντρωμζνο ςτατικό 
εγκάρςιο φορτίο Q , το οποίο εφαρμόηεται ςτο κζντρο διάτμθςθσ τθσ ςφνκετθσ 

διατομισ. Οι βυκίςεισ λόγω τθσ φόρτιςθσ κεωροφνται μικρζσ και δεδομζνου ότι το 
υλικό είναι γραμμικά ελαςτικό θ ανάλυςθ τθσ ράβδου είναι γραμμικι. Κατά τθν 
επιβολι του φορτίου κεωρείται ότι το ςχιμα τθσ διατομισ διατθρείται, δεν 
αναπτφςςονται δθλαδι εγκάρςιεσ παραμορφϊςεισ τθσ διατομισ (distortion). Σε 
απόςταςθ x  από το πακτωμζνο άκρο λόγω του φορτίου Q  αναπτφςςονται 

εςωτερικζσ δυνάμεισ yQ  και zQ , οι οποίεσ αποτελοφν τισ ςυνιςτϊςεσ του φορτίου 

Q  (τζμνουςεσ) κατά τουσ άξονεσ y  και z , αντίςτοιχα, κακϊσ και καμπτικζσ ροπζσ 

yM , zM  οι οποίεσ δίδονται από τισ ςχζςεισ  

 
                        (2.1.4α) 

 
   (2.1.4β) 

 
Λαμβάνοντασ υπόψιν ότι θ ράβδοσ δεν υποβάλλεται ςε αξονικι καταπόνθςθ και 
υιοκετϊντασ τθν παραδοχι περί επιπεδότθτασ των διατομϊν οι ορκζσ τάςεισ που 
δρουν ςτθ ςφνκετθ διατομι δίδονται ωσ *Pilkey, 2002]  
 
 

 
          (2.1.5)        

 
 

με τα γνωςτά ολοκλθρϊματα από τθν κεωρία κλαςικισ μθχανικισ  
 

   y zM Q l x

  z yM Q l x

 
    
     
        

y yz z yy y zz z yz

xx 2 2
yy zz yz yy zz yz

Μ Ι +Μ Ι Μ Ι +Μ Ι
y+ z

Ι Ι - I Ι Ι - I
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                            (2.1.6α)         

 
 

                                           (2.1.6β) 

 
 

         (2.1.6γ) 
 

να είναι οι καμπτικζσ ροπζσ αδράνειασ ωσ προσ τουσ άξονεσ y  και z  και το 

γινόμενο αδρανείασ, αντίςτοιχα. Αντικακιςτϊντασ τισ (2.1.4α,β) ςτθν (2.1.5) οι 
ςυνιςτϊςεσ των ορκϊν τάςεων γράφονται 

 
  

         (2.1.7) 

 
 

 
 

(α)                                        (β) 
Σχήμα 2.3. Ομογενήσ ράβδοσ υποβαλλόμενη ςε διατμητική καταπόνηςη (α) με 

ςταθερή διατομή τυχόντοσ ςχήματοσ (β). 
 
 

Ακολουκϊντασ τθν παραδοχι του Saint Venant για τισ ράβδουσ, ότι οι 

ςυνιςτϊςεσ των τάςεων   yy ,   zz  και   yz  είναι πολφ μικρζσ και επομζνωσ 

μποροφν να αγνοθκοφν, το πεδίο των τάςεων περιγράφεται από τισ ςυνιςτϊςεσ των 

διατμθτικϊν τάςεων   xy  και   xz . Απουςία μαηικϊν δυνάμεων οι δφο τελευταίεσ 

εξιςϊςεισ ιςορροπίασ τθσ τριςδιάςτατθσ κεωρίασ ελαςτικότθτασ γράφονται ωσ 
 

 
                              (2.1.8α)  

 
 

   (2.1.8β) 
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Από τισ εξιςϊςεισ (2.1.8) προκφπτει ότι οι διατμθτικζσ τάςεισ   xy  και   xz  είναι 

ςυναρτιςεισ μόνο των ςυντεταγμζνων y  και z  και επομζνωσ είναι ίδιεσ για κάκε 

διατομι τθσ ράβδου. Ο υπολογιςμόσ αυτϊν των τάςεων κα πραγματοποιθκεί 
κεωρϊντασ ότι θ ράβδοσ υποβάλλεται ξεχωριςτά ςτισ διατμθτικζσ δυνάμεισ yQ  και 

zQ , οπότε επειδι θ ανάλυςθ είναι γραμμικι οι διατμθτικζσ τάςεισ λόγω του 

φορτίου Q  κα προκφψουν ωσ επαλλθλία των διατμθτικϊν τάςεων που οφείλονται 

ςτισ δυνάμεισ yQ  και zQ , αντίςτοιχα.  

Αξίηει εδϊ να ςθμειωκεί ότι, ςτθν πλζον γενικι περίπτωςθ μιασ ςφνκετθσ 
ράβδου αποτελοφμενθσ από υλικά με διαφορετικοφσ λόγουσ Poisson, το πρόβλθμα 
τθσ ομοιόμορφθσ διάτμθςθσ γίνεται ιδιαίτερα περίπλοκο, επειδι ςτθν περίπτωςθ 

αυτι δεν μποροφν να αγνοθκοφν οι ςυνιςτϊςεσ των τάςεων   yy ,   zz  και   yz  

[Muskhelishvili, 1963+. Ωςτόςο ζχοντασ υπόψιν ότι οι τιμζσ του λόγου Poisson για τα 
περιςςότερα υλικά είναι ςχεδόν ίδιεσ, ακόμθ και για υλικά με ςθμαντικά 
διαφορετικά μζτρα ελαςτικότθτασ, προκφπτει ότι θ προαναφερκείςα παραδοχι 
περί κοινοφ λόγου Poisson των υλικϊν είναι ςε αρκετζσ περιπτϊςεισ ρεαλιςτικι. 

Ζτςι, κεωρϊντασ ότι θ ράβδοσ υποβάλλεται μόνο ςτθ διατμθτικι δφναμθ zQ  

θ πρϊτθ εξίςωςθ ιςορροπίασ τθσ τριςδιάςτατθσ ελαςτικότθτασ απουςία μαηικϊν 
δυνάμεων γράφεται ωσ 
 

 
                   (2.1.9) 

 
Χρθςιμοποιϊντασ τον καταςτατικό νόμο του Hooke για ιςότροπο και γραμμικά 
ελαςτικό υλικό οι παραμορφϊςεισ δίδονται ςυναρτιςει των τάςεων ωσ  
 

 
                                           (2.1.10α) 

 
 

                    (2.1.10β) 

 
  

                     (2.1.10γ) 

 
  

                   (2.1.10δ) 

 
 

                                     (2.1.10ε) 
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                                           (2.1.10ςτ)                                                        

 
Οι παραμορφϊςεισ αυτζσ ικανοποιοφν τζςςερισ από τισ ςυνκικεσ ςυμβιβαςτοφ 
ταυτοτικά. Οι υπόλοιπεσ δφο ςυνκικεσ χρθςιμοποιϊντασ τθν εξίςωςθ (2.1.7) για 

0yQ   γράφονται ωσ  

 
 

            (2.1.11α)
  

 
 

                (2.1.11β) 

 

Οι διατμθτικζσ τάςεισ   xy  και   xz  εκφράηονται ςτθ ςυνζχεια ςυναρτιςει μιασ 

ταςικισ ςυνάρτθςθσ    y,z , θ οποία κεωρείται ότι ζχει ςυνεχείσ μερικζσ 

παραγϊγουσ μζχρι δεφτερθσ τάξθσ και ζχει επιλεγεί ζτςι ϊςτε οι δφο ςυνκικεσ 
ςυμβιβαςτοφ (2.1.11α,β) να ικανοποιοφνται ταυτοτικά, δθλαδι 

 
 

                (2.1.12α) 

 
 (2.1.12β) 

                               (2.1.12β) 

 
όπου y zd ,d  είναι οι y,z  ςυνιςτϊςεσ του διανφςματοσ d  που ορίηεται ωσ 

 
2 2 2 2

2 2
y z zz yz zz yz

y z y z
d d I yz I I I yz 

       
            

         
y z y zd i i i i       (2.1.13) 

 
Στισ εξιςϊςεισ (2.1.13) ,y zi i  είναι τα μοναδιαία διανφςματα κατά τουσ άξονεσ y,z  

αντίςτοιχα, ενϊ το μζγεκοσ B  ορίηεται ωσ  
 

                              (2.1.14) 

 
το οποίο εξαρτάται από το μζτρο ελαςτικότθτασ του υλικοφ, το λόγο Poisson και τθ 
γεωμετρία τθσ διατομισ. Προφανϊσ, οι ςυνολικζσ διατμθτικζσ τάςεισ ςτο εςωτερικό 
του χωρίου    κα δίδονται από τθ ςχζςθ 

 
 
                                    (2.1.15) 
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Αντικακιςτϊντασ τισ εξιςϊςεισ (2.1.12) ςτθν εξίςωςθ (2.1.9) προκφπτει θ ακόλουκθ 
δεςπόηουςα μερικι διαφορικι εξίςωςθ τφπου Poisson για τθν ταςικι ςυνάρτθςθ 

   y,z   

 
  (2.1.16) 

 
 

όπου      2 22 2 2      y z  είναι ο αρμονικόσ τελεςτισ . 

 
Οι ςυνοριακζσ ςυνκικεσ ςτισ παράπλευρεσ επιφάνειεσ του υλικοφ προκφπτουν 
όπωσ προαναφζρκθκε από τισ ακόλουκεσ φυςικζσ κεωριςεισ  
 
a) Η ελεφκερθ παράπλευρθ επιφάνεια τθσ ράβδου είναι αφόρτιςτθ, επομζνωσ οι 

κάκετεσ διατμθτικζσ τάςεισ ςτισ εξωτερικζσ επιφάνειεσ είναι μθδενικζσ, δθλαδι 
 

 
                                 (2.1.17) 

 
 

όπου yn cos  , zn sin  είναι τα ςυνθμίτονα κατεφκυνςθσ του κάκετου 

διανφςματοσ n  ςτo ςφνορo    τθσ ράβδου, με y,  n , δθλαδι   είναι θ γωνία 

μεταξφ του άξονα y  και του κάκετου διανφςματοσ n . Τονίηεται ότι και ςτισ δφο 

πλευρζσ τθσ ιςότθτασ τθσ (1.17β) το κάκετο διάνυςμα n  κατευκφνεται προσ μία 
κοινι κατεφκυνςθ και είναι κετικό όταν κατευκφνεται προσ το εξωτερικό του 
χωρίου j , ενϊ θ τρίτθ φυςικι κεϊρθςθ εξαςφαλίηει τθ ςυνζχεια τθσ ταςικισ 

ςυνάρτθςθσ   y,z  ςτο εςωτερικό των χωρίων  . 

Αντικακιςτϊντασ τισ (2.1.12) ςτθ (2.1.17) προκφπτει θ ςυηευγμζνθ ςυνοριακι 

ςυνκικθ τφπου Neumann για τθν ταςικι ςυνάρτθςθ    ωσ  

 

 
jn

 
  

 
n d               ςτο   (2.1.18) 

 

όπου ο τελεςτισ      y zj j j
/ n n y n z         δθλϊνει παραγϊγιςθ ωσ προσ 

το κάκετο διάνυςμα n  και n d  δθλϊνει το εςωτερικό γινόμενο των διανυςμάτων 
n  και d . Στισ ελεφκερεσ επιφάνειεσ το   είναι το ελεφκερο ςφνορο του χωρίου  . 
Τα E  είναι το μζτρο ελαςτικότθτασ των χωρίων  , ενϊ ςτισ ελεφκερεσ επιφάνειεσ 
το 0iE   (ελεφκερεσ επιφάνειεσ είναι και οι οπζσ). Υπογραμμίηεται ότι οι 

παράγωγοι τθσ ταςικισ ςυνάρτθςθσ ωσ προσ το κάκετο διάνυςμα n  μεταβάλλονται 
αςυνεχϊσ κατά μικοσ των εςωτερικϊν ςυνόρων.  
 

   2 2  yz zzI y I z

      0    xn xy y xz zn n
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Ομοίωσ, κεωρϊντασ ότι θ ράβδοσ υποβάλλεται μόνο ςτθ διατμθτικι δφναμθ 

yQ  και υποκζτοντασ μια ταςικι ςυνάρτθςθ    y,z  θ οποία ζχει ςυνεχείσ 

μερικζσ παραγϊγουσ μζχρι δεφτερθσ τάξθσ τζτοια ϊςτε όλεσ οι ςυνκικεσ 

ςυμβιβαςτοφ (2.1.11) να ικανοποιοφνται ταυτοτικά, οι διατμθτικζσ τάςεισ   xy  και 

  xz  διατυπϊνονται ωσ  

 
 

                               (2.1.19α) 

 
 

                              (2.1.19β) 

 
όπου y ze ,e  είναι οι y,z  ςυνιςτϊςεσ του διανφςματοσ e  που ορίηεται ωσ  

 
2 2 2 2

2 2
y z yy yz yy yz

y z y z
e e I I yz I yz I 

       
           

         
y z y ze i i i i        (2.1.20) 

 
Αντικακιςτϊντασ τισ (2.1.19) ςτθν πρϊτθ εξίςωςθ ιςορροπίασ τθσ τριςδιάςτατθσ 
κεωρίασ ελαςτικότθτασ απουςία μαηικϊν δυνάμεων και ςτισ ςυνοριακζσ ςυνκικεσ 
(2.1.17), προκφπτει το ακόλουκο πρόβλθμα ςυνοριακϊν τιμϊν τφπου Neumann για 

τθν ταςικι ςυνάρτθςθ    y,z  ωσ  

 

                                           
   2 2  yz yyI z I y                    ςτο    (2.1.21) 

                                                       n

 
  

 
n e            ςτο    (2.1.22) 

 
Τα δφο παρουςιαηόμενα προβλιματα ςυνοριακϊν τιμϊν τφπου Neumann για τισ 

ταςικζσ ςυναρτιςεισ    y,z  και    y,z  ζχουν λφςθ, αν και μόνο αν 

ικανοποιοφν αντίςτοιχα τισ ακόλουκεσ ςυνκικεσ *Muskhelishvili, 1963] 
 

                                                                            
(2.1.23α)   

  
                           

                             (2.1.23β) 

 
Η εξίςωςθ (2.1.23α) ςφμφωνα με τθ ςυνοριακι ςυνκικθ (2.1.18) γράφεται ωσ 
 

 
               (2.1.24) 
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και με τθ βοικεια του κεωριματοσ απόκλιςθσ του Gauss προκφπτει 

 
 

          (2.1.25) 

 
Η απόκλιςθ divd  ιςοφται με 
 

  
                            (2.1.26) 

 
οπότε θ εξίςωςθ (1.25) γράφεται ωσ  
 

 2
  

 
 

                      
  zz yzE E ds v E E I zd I yd

n n
 

  (2.1.27) 

 
Τα ολοκλθρϊματα  

 
                                         (2.1.28α) 

 
  (2.1.28β) 

 
εκφράηουν τισ ςτατικζσ ροπζσ κάμψθσ ωσ προσ τουσ άξονεσ y, z  του χωρίου  . 

Επειδι το ςφςτθμα αξόνων Cyz  είναι κεντροβαρικό οι ςτατικζσ ροπζσ  yS  και 

 zS  είναι μθδενικζσ, επομζνωσ το δεξιό μζλοσ τθσ εξίςωςθσ (2.1.27) μθδενίηεται 

με αποτζλεςμα θ ςυνκικθ φπαρξθσ λφςθσ του προβλιματοσ Neumann για τθν 

ταςικι ςυνάρτθςθ    y,z  να ικανοποιείται. Ομοίωσ, αποδεικνφεται και θ 

ςυνκικθ φπαρξθσ λφςθσ για τθν ταςικι ςυνάρτθςθ    y,z . 

Το κζντρο διάτμθςθσ προκφπτει από τθν απαίτθςθ, ωσ προσ οποιοδιποτε 
ςθμείο του επιπζδου τθσ διατομισ, θ ςτρεπτικι ροπι των εξωτερικά 
επιβαλλόμενων ςτο κζντρο διάτμθςθσ εγκάρςιων δυνάμεων να ιςοφται με τθν 
εςωτερικά αναπτυςςόμενθ ςτρεπτικι ροπι που οφείλεται ςτισ διατμθτικζσ τάςεισ 
λόγω τζμνουςασ δφναμθσ. Θεωρείται ωσ ςθμείο υπολογιςμοφ των ςτρεπτικϊν 
ροπϊν το κζντρο βάρουσ, οπότε  
 

   


        
 S z S y x S z S y xz xy

j
y Q z Q M y Q z Q y z d  (2.1.29) 

 
Για 0yQ   και αντικακιςτϊντασ τισ (1.12) ςτθν (1.29) προκφπτει  

 
 

       (2.1.30)        

  div
 

 


     
      

     
 E E ds E E

n n
d

 div 2
 

   
 

zz yz

y z
d d

v I z I y
y z

d

 


 yS zd

 


 zS yd



 


    
      

     
S z y

1
y E y z yd zd d

B z y
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Ομοίωσ, για 0zQ   και αντικακιςτϊντασ τισ (1.19) ςτθν (1.29) προκφπτει 

 
 

        (2.1.31)         

 
 

Οι ςχζςεισ (2.1.30) και (2.1.31) δίδουν τισ ςυντεταγμζνεσ  S Sy ,z  του κζντρου 

διάτμθςθσ ωσ προσ το κεντροβαρικό ςφςτθμα αξόνων Cyz . Από τισ εξιςϊςεισ 

(2.1.29) προκφπτει ότι, εάν το ςθμείο υπολογιςμοφ των ςτρεπτικϊν ροπϊν είναι το 
κζντρο διάτμθςθσ τότε θ ςτρεπτικι ροπι που οφείλεται ςτισ διατμθτικζσ τάςεισ 
λόγω τζμνουςασ δφναμθσ μθδενίηεται. 

Οι ςχζςεισ (2.1.30) και (2.1.31) δθλϊνουν ότι θ κζςθ του κζντρου διάτμθςθσ 
είναι ανεξάρτθτθ τθσ διατμθτικισ φόρτιςθσ. Εάν οι ταςικζσ ςυναρτιςεισ 
υπολογιςτοφν για μθδενικό λόγο Poisson v , τότε το υπολογιηόμενο από τισ ςχζςεισ 
(2.1.30) και (2.1.31) κζντρο διάτμθςθσ S  ταυτίηεται με το κζντρο ςτρζψθσ M  
*(Weber, 1926), (Trefftz, 1935)+, δθλαδι 
 

  S My y                 (2.1.32α) 

 (2.1.32β) 

 
 Ο Trefftz (1935) απζδειξε τθν ταφτιςθ αυτι χρθςιμοποιϊντασ τθν ενεργειακι 
μζκοδο *Pilkey, 2002+. Ζτςι, για ςφνκετθ ράβδο μικουσ l  ςτθριηόμενθ ωσ πρόβολοσ 
που ςτο ελεφκερο άκρο τθσ υποβάλλεται μόνο ςε ςυγκεντρωμζνθ ςτρεπτικι ροπι θ 
ςτρεπτικι ενζργεια παραμόρφωςθσ τθσ ράβδου αγνοϊντασ τθν παρεμπόδιςθ τθσ 
ςτρεπτικισ ςτρζβλωςθσ δίδεται από τθ ςχζςθ 
 
 

 
(2.1.33) 

 

όπου     P P
xy xz,  οι πρωτογενείσ ςτρεπτικζσ διατμθτικζσ τάςεισ ωσ προσ το 

κεντροβαρικό ςφςτθμα αξόνων Cyz . Υπενκυμίηεται ότι οι τάςεισ     P P
xy xz,  είναι 

ανεξάρτθτεσ τθσ κζςθσ του ςυςτιματοσ αξόνων. Εάν θ ράβδοσ υποβάλλεται ςτο 
ελεφκερο άκρο τθσ μόνο ςε ςυγκεντρωμζνεσ εγκάρςιεσ δυνάμεισ y zQ ,Q  θ καμπτικι 

ενζργεια παραμόρφωςθσ τθσ ράβδου αγνοϊντασ τθν παρεμπόδιςθ τθσ διατμθτικισ 
ςτρζβλωςθσ δίδεται από τθ ςχζςθ 
 

 
(2.1.34) 

 

1



 


    
       

    
S y zz E z y ze ye d

B y z

S Mz z

   
2 2
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t P P
in xy xz
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Π d

G Ω
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όπου     xy xz,  οι διατμθτικζσ τάςεισ λόγω τζμνουςασ δφναμθσ και   xx  οι 

ορκζσ τάςεισ λόγω κάμψθσ ωσ προσ το κεντροβαρικό ςφςτθμα αξόνων Cyz . Επίςθσ, 

εάν θ ράβδοσ υποβάλλεται ςτο ελεφκερο άκρο τθσ ταυτόχρονα ςε ςυγκεντρωμζνθ 
ςτρεπτικι ροπι και ςε ςυγκεντρωμζνεσ εγκάρςιεσ δυνάμεισ y zQ ,Q  θ ςυνολικι 

ενζργεια παραμόρφωςθσ τθσ ράβδου αγνοϊντασ τθν παρεμπόδιςθ τθσ ςτρεπτικισ 
και διατμθτικισ ςτρζβλωςθσ δίδεται από τθ ςχζςθ 
 

         
2 2 21

2 2
    

             
 

tot P P
in xy xy xz xz xx

l
Π d d

G EΩ Ω
Ω Ω              (2.1.35) 

 
Στθν περίπτωςθ που οι εγκάρςιεσ δυνάμεισ εφαρμόηονται ςτο κζντρο διάτμθςθσ, 
τότε εξ οριςμοφ δεν παράγουν πρόςκετθ ςτρζψθ ςτθ ράβδο, οπότε θ ςυνολικι 
ενζργεια παραμόρφωςθσ μπορεί να λθφκεί προςκζτοντασ απλά τθν καμπτικι και 
ςτρεπτικι ενζργεια των εξιςϊςεων (2.1.33) και (2.1.34)  

 
                                             (2.1.36) 

 
Αντικακιςτϊντασ τισ εξιςϊςεισ (2.1.33), (2.1.34) και (2.1.35) ςτθν εξίςωςθ (2.1.36) 
προκφπτει  
 

 
                               (2.1.37) 

 
Η εξίςωςθ (2.1.37) καλείται ςυνκικθ Trefftz και εκφράηει τθν απαίτθςθ που πρζπει 
να τθρείται ϊςτε θ κάμψθ να είναι ανεξάρτθτθ τθσ ςτρζψθσ *Trefftz, 1935+. Οι 
πρωτογενείσ ςτρεπτικζσ διατμθτικζσ τάςεισ ωσ προσ το κεντροβαρικό ςφςτθμα 
αξόνων Cyz  δίδονται από τισ ςχζςεισ (2.1.10α,γ)  

 
 

                                (2.1.38α) 

 
                                                                     

(2.1.38β)                                                                             
  

 
 
Με τισ τάςεισ αυτζσ θ ςυνκικθ Trefftz τθσ εξίςωςθσ (2.1.37) γράφεται ωσ  

 
 

   (2.1.39) 

 
  
Για 0yQ   θ (1.29) δίδει 

 tot t b
in in inΠ Π Π

      0     
 

P P
xy xy xz xz d
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                        (2.1.40) 

 
Η ςχζςθ (2.1.39) μπορεί να γραφεί ςτθ μορφι  
 

       
 

   
     

                   
 

P P
O O

xz xy xy xzy z d d
y zΩ Ω

Ω Ω  (2.1.41) 

 
Το ολοκλιρωμα ςτο δεξιό μζλοσ τθσ (2.1.41) εφαρμόηοντασ παραγοντικι 
ολοκλιρωςθ (κεϊρθμα Gauss-Green) γράφεται ωσ  
 

   
 

 
     

              


P P
O O

xy xz d
y zΩ

Ω

 
     


            
                            

 
P P
O xy O xy xy xyP

Od d
y y y yΩ Ω

Ω Ω    (2.1.42) 

 
Εφαρμόηοντασ το κεϊρθμα απόκλιςθσ του Gauss (Παράρτθμα B-εξίςωςθ Β.14) για 
το χωρίο  , το πρϊτο ολοκλιρωμα ςτο δεξιό μζλοσ τθσ εξίςωςθσ (2.1.42) γράφεται 
ωσ  
 

     


   
  

     
                   

 
P P
O xy O xy P

O xn xnd ds
y yΩ

Ω  (2.1.43) 

 
οπότε ςφμφωνα με τθν ςχζςθ (2.1.17β) προκφπτει  

 
  
                               (2.1.44) 

 
Το δεφτερο ολοκλιρωμα ςτο δεξιό μζλοσ τθσ εξίςωςθσ (2.1.42) με τθ βοικεια τθσ 
(2.1.9) γράφεται ωσ  
 

     
 

 
     

      
      

 
xy xyP P z

O O yz zz2
yy zz yz

Q
d yI zI d

y y Ι Ι - IΩ Ω
Ω Ω          (2.1.45) 

 
Συνδυάηοντασ τισ (2.1.40)–(2.1.42), (2.1.44), (2.1.45) προκφπτει 
 

  
                            (2.1.46) 

 
 

      
 S z xz xyy Q y z d

Ω
Ω

0
        

     
         


P P
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d
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Ανάλογα προκφπτει  
 

 
                             (2.1.47) 

 
Οι βαςικζσ ροπζσ αδράνειασ ςτρζβλωςθσ τθσ ομογενοφσ διατομισ   ωσ προσ το 
κεντροβαρικό ςφςτθμα δίδονται από τισ ςχζςεισ  
 

 
                                            (2.1.48α) 

 
 
                                             (2.1.48β) 

 
Αντικακιςτϊντασ τισ (2.1.48α,β) ςτισ (2.1.46), (2.1.47) προκφπτει  
 

  
                                      (2.1.49α) 

 
 
 (2.1.49β) 

 

Επειδι τα μεγζκθ 
wy

A , 
wz

A  εξαρτϊνται μόνο από τθ γεωμετρία τθσ ςφνκετθσ 

διατομισ οι ςυντεταγμζνεσ  S Sy ,z  του κζντρου διάτμθςθσ υπολογιηόμενεσ από τισ 

ςχζςεισ (2.1.49α,β) είναι ανεξάρτθτεσ του λόγου Poisson v . Οι εξιςϊςεισ (2.1.49) 
δίνουν τισ ςυντεταγμζνεσ του κζντρου ςτρζψθσ και ςυνεπϊσ οι εξιςϊςεισ (2.1.32) 
ικανοποιοφνται. Αξίηει να ςθμειωκεί ότι τθν ταφτιςθ κζντρου ςτρζψθσ και κζντρου 
διάτμθςθσ για μθδενικό λόγο Poisson απζδειξε πρϊτοσ ο Weber *1926+ 
εφαρμόηοντασ τθν ταυτότθτα αμοιβαιότθτασ Betty–Maxwell.  

Η προςεγγιςτικι ζκφραςθ τθσ ενζργειασ παραμόρφωςθσ δοκοφ μοναδιαίου 
μικουσ οφειλόμενθ ςτισ διατμθτικζσ τάςεισ λόγω τζμνουςασ δφναμθσ δίνεται 
ςφμφωνα με τθ κεωρία Timoshenko από τθ ςχζςθ *Pilkey, 2002] 
 

s,appr. s,appr. s,appr. s,appr. s,appr.
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2 2
1 1

2 2

1 1

2 2

   
     

  



 

 

ys,appr. z
in sy szA Asy szsy sz

y yz z
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ys,appr. z
in sy szA Asy sz

sy sz

y z z y

szy szyA Aszy szy
syz szy

Q Q
Π dA dA

G GA A

Q Q Q Q
dA dA
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 2 21

2
   s,appr.

in y y z z yz y z zy z yΠ a Q a Q a Q Q a Q Q
GA

 

 2 21

2
   s,appr.

in y y z z yz y z zy z yΠ a Q a Q a Q Q a Q Q
AG

 (2.1.50) 

 
ενϊ θ αντίςτοιχθ ακριβισ ζκφραςθ τθσ ενζργεια παραμόρφωςθσ δίδεται με τθ 
βοικεια τθσ κεωρίασ ελαςτικότθτασ ωσ 
 
 

 
                (2.1.51) 

 
με  
 

 
                                                        (2.1.52) 

 
Οι ςυντελεςτζσ διατμθτικισ παραμόρφωςθσ ya , za , yz zya a  κα 

προςδιοριςτοφν, ςφμφωνα με τθν ενεργειακι μζκοδο *Schramm et al., 1997], 
εξιςϊνοντασ τθν ακριβι με τθν προςεγγιςτικι ζκφραςθ τθσ ενζργειασ 
παραμόρφωςθσ. Ζτςι, για τον προςδιοριςμό του ςυντελεςτι ya , που λαμβάνει 

υπόψιν τθν επιρροι τθσ διατμθτικισ παραμόρφωςθσ ςτισ μετατοπίςεισ κατά τθ 
διεφκυνςθ y  λόγω εγκάρςιασ δφναμθσ ςτθν ίδια διεφκυνςθ, κεωροφμε 

 0 0y zQ , Q   και s,exact s ,appr.
in inΠ = Π  . Ζτςι, με τθ βοικεια των εξιςϊςεων (2.1.12) 

προκφπτει  
 

 
                    (2.1.53) 

 

Ομοίωσ, για τον προςδιοριςμό του ςυντελεςτι za  κεωροφμε  0 0y zQ , Q   και 

s,exact s ,appr.
in inΠ = Π , οπότε ςφμφωνα με τθν ςχζςθ (2.1.19) προκφπτει  
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               (2.1.54)

  
 

Για τον προςδιοριςμό του ςυντελεςτι yza  zya , που λαμβάνει υπόψιν τθν 

επιρροι τθσ διατμθτικισ παραμόρφωςθσ ςτισ μετατοπίςεισ κατά τθ διεφκυνςθ y  

λόγω εγκάρςιασ δφναμθσ ςτθ διεφκυνςθ z , κεωροφμε  0 0y zQ , Q   και 

s,exact s ,appr.
in inΠ = Π . Στθν περίπτωςθ αυτι οι ςυνολικζσ διατμθτικζσ τάςεισ δίδονται 

από τισ εξιςϊςεισ (2.1.12), (2.1.19) ςφμφωνα με τθν αρχι τθσ επαλλθλίασ ωσ  
 
 

             (2.1.55α) 

 
 

          (2.1.55β)      
  

 
 
Ζτςι, με τθ βοικεια των εξιςϊςεων (2.1.53), (2.1.54) και (2.1.55) προκφπτει  
 

 
          (2.1.56) 

 
Με τθ βοικεια των ςυντελεςτϊν διατμθτικισ παραμόρφωςθσ ya , za , yz zya a  για 

ςφνκετθ ράβδο να ορίηονται οι διατμθτικζσ αντιςτάςεισ τθσ κεωρίασ Timoshenko ωσ  
 

                                  (2.1.57α)      

 
                                  (2.1.57β)   

 
                                (2.1.57γ)    

 
Οι ςυντελεςτζσ διατμθτικισ παραμόρφωςθσ μποροφν να γραφοφν ςε μθτρωϊκι 
μορφι ωσ  

               
          (2.1.58) 
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                       (2.1.59)                                                                                                              
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Το μθτρϊο  A  είναι επίπεδοσ ςυμμετρικόσ τανυςτισ δεφτερθσ τάξθσ *Pilkey, 2002]. 

Οι κφριεσ τιμζσ του τανυςτι μποροφν να προςδιοριςτοφν από το πρόβλθμα 
ιδιοτιμϊν 

 
                                       (2.1.60)  

 

όπου  I  το μοναδιαίο μθτρϊο. Από τθν επίλυςθ του προβλιματοσ προκφπτουν τα 

ιδιοηεφγθ    1 2i i
a , x , i , . Τα ιδιοδιανφςματα   1 2

i
x , i ,  είναι τα διανφςματα 

βάςθσ του κυρίου ςυςτιματοσ, που καλείται κφριο διατμθτικό ςφςτθμα, ενϊ οι 
ιδιοτιμζσ 1 2ia ,i ,  είναι οι κφριοι ςυντελεςτζσ διατμθτικισ παραμόρφωςθσ, οι 

οποίοι αποδεικνφεται ότι είναι πάντα μεγαλφτεροι θ ίςοι τθσ μονάδασ [Schramm et 
al., 1997]. Σθμειϊνεται ότι, οι διαγϊνιοι ςυντελεςτζσ yz zya a  ωσ προσ το κφριο 

διατμθτικό ςφςτθμα με αρχι το κζντρο βάρουσ μθδενίηονται, ενϊ με αρχι το κζντρο 

διάτμθςθσ μεγιςτοποιοφνται *Pilkey, 2002]. Η γωνία S  του κυρίου διατμθτικοφ 

ςυςτιματοσ αξόνων ωσ προσ το κεντροβαρικό ςφςτθμα αναφοράσ δίδεται από τθ 
ςχζςθ  
 

 
                                           (2.1.61) 

 

Στθ γενικι περίπτωςθ, θ γωνία S  είναι διάφορθ τθσ γωνία B  του κυρίου 

καμπτικοφ ςυςτιματοσ αξόνων, που δίδεται από τθ ςχζςθ  
 

 
 (2.1.62) 

 

Αποτζλεςμα αυτισ τθσ διαφοροποίθςθσ των κυρίων αξόνων ( S B  ) είναι οι 

ςυνιςτϊςεσ των μετατοπίςεων τθσ ράβδου ωσ προσ τουσ άξονεσ y  και z  να είναι εν 

γζνει ςυηευγμζνεσ, ζςτω και αν το ςφςτθμα αξόνων τθσ διατομισ ταυτίηεται με το 
κφριο καμπτικό ςφςτθμα. Εάν θ διατομι είναι ςυμμετρικι ωσ προσ ζναν άξονα, το 
κφριο διατμθτικό ςφςτθμα ταυτίηεται με το αντίςτοιχο κφριο καμπτικό ςφςτθμα και 
οι βυκίςεισ ωσ προσ τισ κφριεσ διευκφνςεισ δεν είναι πλζον ςυηευγμζνεσ (

0yz zya a   και 0yz zyI I  ) [Pilkey, 2002].  

Τζλοσ, κεωρϊντασ ότι θ ράβδοσ υποβάλλεται μόνο ςτθ διατμθτικι δφναμθ 

zQ  οι ςυνιςτϊςεσ των διατμθτικϊν τάςεων ςε ςθμεία του ςυνόρου    

προςδιορίηονται από τισ υπολογιηόμενεσ τιμζσ   και   n  ςφμφωνα με τισ 

ςχζςεισ  
 

 
                               (2.1.63α) 
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                    (2.1.63β) 

 
Ομοίωσ, κεωρϊντασ ότι θ ράβδοσ υποβάλλεται μόνο ςτθ διατμθτικι δφναμθ yQ  οι 

ςυνιςτϊςεσ των διατμθτικϊν τάςεων ςε ςθμεία του ςυνόρου    προςδιορίηονται 

από τισ υπολογιηόμενεσ τιμζσ   και   n  ςφμφωνα με τισ ςχζςεισ  

 
  

                               (2.1.64α) 

 
 

    (2.1.64β) 

 
Προφανϊσ, οι ςυνολικζσ διατμθτικζσ τάςεισ ςε ςθμεία του ςυνόρου   κα δίδονται 
από τθ ςχζςθ 
 

 
                                   (2.1.65) 

 

Σθμειϊνεται ότι οι εφαπτομενικζσ παράγωγοι         t s  και 

        t s  υπολογίηονται αρικμθτικά χρθςιμοποιϊντασ κατάλλθλα 

κεντρικζσ, οπίςκιεσ ι εμπρόςκιεσ διαφορζσ. Στισ ςφμμικτεσ ράβδουσ θ γνϊςθ των 

κάκετων διατμθτικϊν τάςεων   xn  είναι απαραίτθτθ για τον υπολογιςμό των 

διατμθτικϊν ςυνδζςμων. Τονίηεται ότι οι περιςςότερεσ αςτοχίεσ ςτισ ςφμμικτεσ 
καταςκευζσ παρατθροφνται ςτισ ςυνδζςεισ των υλικϊν.  
 
 
2.3 Ολοκληρωτικέσ Παραςτάςεισ – Αριθμητική Επίλυςη 

Οι ιδιόμορφεσ ςυνοριακζσ ολοκλθρωτικζσ εξιςϊςεισ των ταςικϊν 

ςυναρτιςεων    y,z  και    y,z  διατυπϊνονται ωσ 
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2

1
2 1 1
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q

yz zz yz zz q

cos a
( p ) E E E ( q ) ln r ds

r

E E I y I z ln r r cos a I cos I sin ln r r ds

n dΦ Φ

 (2.1.66α) 
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        2

2

1
2 1 1
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q

yz yy yz yy q

cos a
( p ) E E E ( q ) ln r ds

r

E E I z I y ln r r cos a I sin I co s ln r r ds

n eΘ Θ

 (2.1.66β) 
 
Ζτςι, χρθςιμοποιϊντασ N  ςτακερά ςυνοριακά ςτοιχεία για τθν προςζγγιςθ των 
επικαμπφλιων ολοκλθρωμάτων και τεχνικι διακριτοποίθςθσ ςε N  ςυνοριακά 
κομβικά ςθμεία, προκφπτουν τα δφο ακόλουκα γραμμικά ςφςτθμα αλγεβρικϊν 
εξιςϊςεων 

 
                                       (2.1.67α) 

 
 
 (2.1.67β) 

 
από τθν επίλυςθ των οποίων προκφπτουν οι άγνωςτεσ ςυνοριακζσ ποςότθτεσ 

   X , X   αναφορικά με τισ ταςικζσ ςυναρτιςεισ  
j

  και  
j

 , αντίςτοιχα, 

ενϊ A , A    
   

 είναι τετραγωνικά N N  γνωςτά μθτρϊα ςυντελεςτϊν και 

   B , B   είναι μθτρϊα ςτιλεσ με διάςταςθ 1N   γνωςτϊν ςυντελεςτϊν. 

 

Οι παράγωγοι ωσ προσ το κάκετο διάνυςμα n  των ταςικϊν ςυναρτιςεων   / n  

και   / n  είναι γνωςτζσ μόνο ςτα ελεφκερα ςφνορα. Οι τιμζσ τουσ  μποροφν να 

υπολογιςτοφν επιλφοντασ τισ ακόλουκεσ ςυνοριακζσ ολοκλθρωτικζσ εξιςϊςεισ, 
αντίςτοιχα (πρόβλθμα Dirichlet) 
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1

1
2 1 1

2
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yz zz yz zz q

cos a ( q )
( p ) ( q ) ln r ds

r n

I y I z ln r r cos a I cos I sin ln r r ds

Φ
Φ Φ

   

(2.1.68α)
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q

yz yy yz yy q

cos a ( q )
( p ) ( q ) ln r ds

r n

I z I y ln r r cos a I sin I co s ln r r ds

Θ
Θ Θ

 (2.1.68β) 

 
Οι παράγωγοι ωσ προσ το εφαπτομενικό διάνυςμα t  των ταςικϊν ςυναρτιςεων 

  / n  και   / n  ςτα ςφνορα υπολογίηεται με τθ βοικεια κεντρικισ, 

εμπρόςκιασ ι οπίςκιασ διαφοράσ, αντίςτοιχα.  

Γνωρίηοντασ τισ τιμζσ των ςυναρτιςεων   ,   / n  και   ,   / n  

ςτα ςφνορα, οι τιμζσ των ταςικϊν ςυναρτιςεων   ,    κακϊσ και οι παράγωγοί 

       
 
A X B

       
 
A X B
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τουσ ωσ προσ y  και z  ςε τυχόν εςωτερικό ςθμείο του χωρίου   υπολογίηονται 

από τισ ακόλουκεσ ςυνοριακζσ ολοκλθρωτικζσ παραςτάςεισ, ζτςι για τθν ταςικι 

ςυνάρτθςθ    ιςχφει  
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( P ) ( q ) ln r ds
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 (2.1.69) 
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   (2.1.70α) 
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I z I y sinωcos a ln r sin β ds

I sin β I cos β ln r r sinωds
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   (2.1.70β) 

 

και αντίςτοιχα για τθν ταςικι ςυνάρτθςθ  
j
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   (2.1.71) 
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q

yy yz q

yy yz q

( P ) cos( a ) ( q ) cos
( q ) ds

y n rr

I y I z sinωcos a ln r sin β ds

I co s β I sin β ln r r sinωds

Θ Θ
Θ

 (2.1.72β) 

 
Προκειμζνου να διατθρθκεί ο αμιγϊσ ςυνοριακόσ χαρακτιρασ τθσ Μεκόδου 

Συνοριακϊν Στοιχείων μετατρζπονται, με τθ βοικεια του κεωριματοσ απόκλιςθσ 
του Gauss και τθσ δεφτερθσ ταυτότθτασ του Green (Παράρτθμα B), τα πεδιακά 
ολοκλθρϊματα των εξιςϊςεων (2.1.6), (2.1.30), (2.1.31), (2.1.52-54), (2.1.56) ςε 
ςυνοριακά. Ζτςι, χρθςιμοποιϊντασ το κεϊρθμα απόκλιςθσ του Gauss για τισ ροπζσ 
αδράνειασ, το γινόμενο αδρανείασ και το εμβαδόν μποροφμε να γράψουμε τισ 
ακόλουκεσ ςχζςεισ  
 

 
                              (2.1.73α) 

 
  
                                   (2.1.73β) 

 
 
                             (2.1.73γ) 

 
 
                 (2.1.73δ) 

 

ενϊ οι ςυντεταγμζνεσ  S Sy ,z του κζντρου διάτμθςθσ S  προςδιορίηονται από τισ 

ολοκλθρωτικζσ ςχζςεισ  
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 (2.1.74α) 
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 (2.1.74β) 
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Επίςθσ, εφαρμόηοντασ τθ δεφτερθ ταυτότθτα του Green για τισ ςυναρτιςεισ 

       , y ,        , z ,        , y ,        , z ,      
j j
, y    

και        , z  οι ςυντελεςτζσ διατμθτικισ παραμόρφωςθσ ya , za , yz zya a  

προςδιορίηονται ωσ 
 

    2 2 2
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4
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A
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 (2.1.75α) 

 

    2 2 2

2

1
4 2

4
  



 
      

 
z zz z yz y zz yz ed d

A
a v I I I I v I I I I

E
 (2.1.75β) 

 

 
(2.1.75γ) 

 
όπου eI , eI  και dI  είναι ςυνοριακά ολοκλθρϊματα που ορίηονται ωσ 

 
 

                    (2.1.76α) 

 
 

                        (2.1.76β) 

 
 

           (2.1.76γ) 

 
ενϊ yI , zI , yI , zI  και edI  είναι πεδιακά ολοκλθρϊματα που ορίηονται ωσ 

  
                                (2.1.77α) 
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                                 (2.1.77γ) 
 
 

                                 (2.1.77δ) 
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και τα οποία μποροφν να μετατραποφν ςε ςυνοριακά ολοκλθρϊματα εφαρμόηοντασ 

τθ δεφτερθ ταυτότθτα του Green για τισ ςυναρτιςεισ   3 , z ,   3 , y , 

  3 , z  και   3 , y  ωσ 

 

        3 2 4 2
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1
2 3

6
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y j i yz yy j
j j

I E E I y z I y z sin co s y y ds
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 (2.1.78α) 
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 (2.1.78β) 
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 (2.1.78γ) 
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 (2.1.78δ) 
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ed j i
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  (2.1.78ε) 

 
Ενϊ, χρθςιμοποιϊντασ το κεϊρθμα απόκλιςθσ του Gauss οι ςυντεταγμζνεσ του 
κζντρου βάρουσ C  ωσ προσ αυκαίρετο ςφςτθμα ςυντεταγμζνων Oyz  

προςδιορίηονται από τισ ςχζςεισ  
 

 
 
                            (2.1.79α) 

 
 
 
                            (2.1.79β) 
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Τζλοσ, κεωρικθκε ςκόπιμο να παρατεκοφν οι εκφράςεισ των διατμθτικϊν 

ςυντελεςτϊν za  όπωσ αυτοί προτάκθκαν για ορκογωνικι διατομισ από τουσ 

Timoshenko [1922], Cowper *1966+ και Renton*1991+ κακϊσ και το ςυντελεςτι που 
προκφπτει με τθ βοικεια τθσ τεχνικι κεωρίασ, για λόγουσ πλθρότθτασ και 
κατανόθςθσ. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 
Γεωμετρικά Μη Γραμμική Ανελαςτική Ανάλυςη Δοκϊν με 

Επιρροή Διατμητικϊν Παραμορφϊςεων       
 
3.1 Διατφπωςη του προβλήματοσ 

3.1.1 Μετατοπίςεισ – Παραμορφϊςεισ – Τάςεισ 

Ασ υποκζςουμε πριςματικι δοκό μικουσ l (Σχ.3.1) με ςυμπαγι διατομι 

διπλισ ςυμμετρίασ, θ οποία καταλαμβάνει επιφάνεια   του επιπζδου y,z  
ςτθριηόμενθ ςτισ καμπφλεσ  j j 1,2,...,K  οι οποίεσ είναι τμθματικά λείεσ, 

δθλαδι ζχουν πεπεραςμζνο αρικμό γωνιϊν. Στο Σχιμα 3.1 Cyz  είναι το κακολικό 

ςφςτθμα ςυντεταγμζνων το οποίο διζρχεται απ’ το κζντρο βάρουσ τθσ διατομισ. Η 
ςχζςθ κανονικισ ζνταςθσ-παραμόρφωςθσ για το υλικό κεωρείται ελαςτικι-

πλαςτικι-κρατυνόμενθ με αρχικό μζτρο ελαςτικότθτασ E , μζτρο διάτμθςθσ G

,μζτρο κράτυνςθσ  
tE , τάςθ διαρροισ  YO

  και παραμόρφωςθ διαρροισ YO
. Η 

δοκόσ υποβάλλεται ςε ςυνδυαςμό φορτίςεωσ ενόσ κατανεμθμζνου ι 
ςυγκεντρωμζνου αξονικοφ φορτίου ( )x xp p x , εγκάρςιου φορτίου ( )y yp p y , 

( )z zp p z  και ροπζσ κάμψεωσ  ( )y ym m x , ( )z zm m x  κατά τουσ άξονεσ ,y z

αντίςτοιχα (Σχ.3.1).  
 Υπό τθ δράςθ των προαναφερκζντων φορτίων, το πεδίο των μετατοπίςεων,  
λαμβάνοντασ υπ’ όψιν τθν επιρροι των διατμθτικϊν παραμορφϊςεων, δίνεται απ’ 
τθ ςχζςθ  

 

                              (3.1.1α) 

 

                                                        ( ) ( )v x v x   ( ) ( )w x w x                                    (3.1.1β,γ) 

όπου , ,u v w  είναι οι ςυνιςτϊςεσ τθσ εγκάρςιασ μετατόπιςθσ τθσ δοκοφ ςε ςχζςθ με 

το κακολικό ςφςτθμα ςυντεταγμζνων Cyz : ( )u x , ( )v x , ( )w x είναι οι αντίςτοιχεσ 

ςυνιςτϊςεσ τθσ μετατόπιςθσ του κζντρου βάρουσ C  και  y x ,  z x  είναι οι 

γωνίεσ ςτροφισ λόγω τθσ κάμψεωσ τθσ διατομισ ςε ςχζςθ με το κζντρο βάρουσ. 
Αξίηει να ςθμειωκεί ότι, εφόςον λαμβάνεται υπ’ όψιν θ πρόςκετθ γωνία ςτροφισ 
λόγω τθσ διατμθτικισ παραμόρφωςθσ, θ γωνία ςτροφισ δεν ιςοφται με τθν 
παράγωγο τθσ μετατόπιςθσ (δθλαδι   y w ,  z v ).  

 Θεωρϊντασ τισ ςχζςεισ παραμορφϊςεων-μετατοπίςεων  τθσ τριςδιάςτατθσ 
ελαςτικότθτασ για μετρίωσ μεγάλεσ μετατοπίςεισ *Ramm and Hofmann 1995, 
Rothert and  Gensichen 1987+, οι ςυνιςτϊςεσ τθσ παραμόρφωςθσ αποκτοφν τθ 
μορφι 

( , , ) ( ) ( ) ( )   z yu x y z u x y x z x
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 (3.1.2α) 

xz

w u v v w w

x z x z x z
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  (3.1.2β,γ) 

 yy zz yz 0      (3.1.2δ) 

 

 

Σχήμα 3.1 x-z επίπεδο πριςματικήσ ςυμπαγοφσ δοκοφ διπλήσ ςυμμετρίασ  
                  υπό αξονικό-καμπτικό φορτίο. 
  

Αντικακιςτϊντασ τισ ςυνιςτϊςεσ τθσ παραμόρφωςθ των εξ.(3.1) με τισ μθ 
γραμμικζσ ςχζςεισ ζνταςθσ–μετατόπιςθσ του τανυςτι τάςθσ Green-Lagrange κι 
εκμεταλλευόμενοι τα ςυμπεράςματα τθσ κεωρίασ μετρίωσ μεγάλων μετατοπίςεων    

(  
2

u x u x     ,       u x u z u x u z          , 

      u z u y u z u y          ), οι ςυνιςτϊςεσ τθσ ςυνολικισ ζνταςθσ 

αποκτοφν τθ μορφι 

 

 
         

2
yz

xx

d xdu x d x dv x dw x1
x,y,z y z

dx dx dx 2 dx dx




 
     

 
 (3.1.3α) 

  
 

 xy z

dv x
x x

dx
          

 
 xz y

dw x
x x

dx
    (3.1.3β,γ) 

 

 Θεωρϊντασ μικρζσ παραμορφϊςεισ, χρθςιμοποιϊντασ τον τανυςτι τάςθσ 
Piola-Kirchoff [John Wiley and Sons,1991+, υποκζτοντασ ιςοότροπο και ομογενζσ 
υλικό χωρίσ να υφίςταται καμία βλάβθ κατά τθν πλαςτικοποίθςι του και 
αγνοϊντασ τισ ςυνιςτϊςεσ 

yyS , 
zzS , 

yzS , οι ηάζεις ορίδονηαι ζε όροσς 

παραμορθώζεων ως        

(Ω)

Γ1

Γk Γ2

y,v

z,w

C
S

Pz(x)

x,u

z,w

pz(x)

l  

my(x)

E

ζY0

EtSxx

εxx

px(x)

Timoshenko Beam

Cross Section 
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el
xxxx
el

xy xy

el
xz xz

ddS E

dS G d

GdS d







    
     

    
    
     

 (3) 

 

όπου το ( )d υποδθλϊνει ςτοιχειϊδεισ ποςότθτεσ και ο εκκζτθσ el το ελαςτικό 

μζροσ τθσ παραμόρφωςθσ και     E E 1 1 1 2         . Για τθν περίπτωςθ 

επίπεδθσ ζνταςθσ, ιςχφει 2/ (1 )  E E v , ενϊ το E ςυνικωσ χρθςιμοποιείται αντί 

του E ςτισ δοκοφσ *Vlasov 1963, Armenakas 2006].  
 Εφόςον το υλικό παραμζνει ελαςτικό ι ςτθν περίπτωςθ ελαςτικισ φόρτιςθσ  
 

                                               
TT el el el

xx xy xz xx xy xzd d d d d d       (3.1.5) 

 

οι τάςεισ ορίηονται ςε όρουσ ολικϊν παραμορφϊςεων με βάςθ το νόμο του Hooke 

(εξ.3.1.4) , ενώ ζηεν περίπηωζε πλαζηικής ροής 

 

                              

     
T TT el el el pl pl pl

xx xy xz xx xy xz xx xy xzd d d d d d d d d           (3.1.6) 

 

οι τάςεισ ορίηονται ςε ςχζςθ με τισ ελαςτικζσ και τισ πλαςτικζσ παραμορφϊςεισ 
μζςω των ςχζςεων (3.1.4) και (3.1.6) ωσ  
 

                                            

pl
xx xxxx

pl
xy xy xy

pl
xz xz xz

d ddS E

dS G d d

GdS d d

 

 

 

          
     

          

 (3.1.7) 

 

όπου ο εκκζτθσ pl υποδθλϊνει το πλαςτικό μζροσ τθσ ςυνιςτϊςασ τθσ 
παραμόρφωςθσ. Το κριτιριο διαρροισ Von Mises, ζνασ κανόνασ ροισ κι ζνασ 
ιςοτροπικόσ κανόνασ κράτυνςθσ, επιτρζπουν τον προςδιοριςμό των ςυνιςτωςϊν 
τθσ πλαςτικισ παραμόρφωςθσ. Η ςυνκικθ διαρροισ περιγράφεται απϋτθν 
παρακάτω ςχζςθ  
 

 

 

 
 

2 2 2
xx xy xz

VM pl
Y eq

S 3 S S
1 0

 

 
                   (3.1.8) 

όπου 
 είναι θ τάςθσ διαρροισ και pl

eq
 

είναι θ ιςοδφναμθ πλαςτικι 

παραμόρφωςθ, θ τιμι τθσ οποίασ ορίηεται ςτθν *John Wiley and Sons,1991+ και 
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είναι ίςθ με  pl
eqd d  , όπου d  ποςοτικόσ ςυντελεςτισ. Επίςθσ, το μζτρο 

πλαςτικότθτασ h  ορίηεται ωσ pl
Y eqh d d   ι Yd hd   και μπορεί να 

προςδιοριςτεί από μία δοκιμι εφελκυςμοφ  t th E E E E   (Σχ. 3.2). 

Σφμφωνα με το νόμο ροισ οι πλαςτικζσ παραμορφϊςεισ εκφράηονται ωσ εξισ 
 

                                    
T

T
pl pl pl VM VM VM
xx xy xz

xx xy xz

d d d d
S S S

  
   

    
  

    

 (3.1.9) 

Χρθςιμοποιϊντασ τθν προαναφερκείςα ςχζςθ που ςυνδζει τισ τάςεισ διαρροισ και 
τον ποςοτικό ςυντελεςτι, εξ. (3.1.3),(3.1.5)-(3.1.7), και αξιοποιϊντασ τθ ςυνκικθ 
πλαςτικισ φόρτιςθσ ( df 0 ), οι ςχζςεισ τάςεων-ολικϊν παραμορφϊςεων 

λαμβάνουν τθ μορφι  

                                                          

elpl

xx 11 xx

xy 21 22 xy

31 32 33xz xz

D

dS c sym. d
1

dS c c d
c

c c cdS d







    
    

    
        

 (3.1.10) 

όπου ο όροσ elplD  είναι το μθτρϊο με ςυντελεςτζσ  
                                                   

 2 2 2 2
e xx xy xzc hS ES 9G S S              2 2 2

11 e xy xzc E hS 9G S S   
 

 (3.1.11α,β) 

 

21 xx xyc 3EGS S    2 2 2
22 e xx xzc G hS ES 9GS   

 
  31 xx xzc 3EGS S   (3.1.11γ,δ,ε) 

 
2

32 xy xzc 9G S S    2 2 2
33 e xx xyc G hS ES 9GS   

 
                    (3.1.11ςτ,θ) 

 2 2 2
e xx xy xzS S 3 S S                                               (3.1.11κ) 

 
Θζτοντασ ςτισ παραπάνω ςχζςεισ h 0 , προκφπτει το μθτρϊο Baba and Kajita [44], 
ενϊ αν μία εκ των διατμθτικϊν τάςεων (μαηί με τθν αντίςτοιχθ διατμθτικι 
παραμόρφωςθ) παραλειφκεί, ιςχφουν και οι ςχζςεισ των Chen and Trahair με 
ικανοποιθτικι ακρίβεια.  
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 (α) 

 
σY 

pl

eq
 

O 

σY0 

 h 
 

(β) 

Σχήμα 3.2 Σχζςεισ ορθών  τάςεων-παραμορφώςεων (α) και τάςησ διαρροήσ-                       
ιςοδφναμησ πλαςτικήσ παραμόρφωςησ. 

 

3.1.2 Εξιςϊςεισ Ιςορροπίασ και Συνοριακέσ Συνθήκεσ 

Για τον προςδιοριςμό των εξιςϊςεων ιςορροπίασ και των ςυνοριακϊν 
ςυνκθκϊν, χρθςιμοποιείται θ αρχι των δυνατϊν ζργων αγνοϊντασ τισ μαηικζσ 
δυνάμεισ 

                         extintW W         (3.1.12)  

όπου το     υποδθλϊνει δυνατζσ ποςότθτεσ, intW  είναι θ ενζργεια τθσ δοκοφ 

λόγω ορκϊν και διατμθτικϊν τάςεων και extW  είναι το ζργο λόγω των εξωτερικϊν 

φορτίων που ορίηεται ωσ  

                                      dint xx xx xy xy xz xzV
W S S S V                          (3.1.13α) 

                             

 

 

ext

0, l

x y y y z y z
l

b by bz bz z by y
b

W p u p v m p w m dx

N u V v V w M M

     

    


     

    





       (3.1.13β) 

όπου V είναι ο όγκοσ και l  το μικοσ τθσ δοκοφ ςτθν απαραμόρφωτθ κατάςταςθ, 
ενϊ bN , byV , bzV , byM  και bzM  είναι οι εξωτερικϊσ επιβαλλόμενεσ δυνάμεισ και 

ροπζσ ςτα ςφνορα τθσ δοκοφ. Στο παρόν κεφάλαιο, θ ζνταςθ τθσ δοκοφ ορίηεται ωσ 
εξισ  
 
                                                            xxN S d


   (3.1.14α) 

 
y

y xyA
Q S d         

z
z xzA

Q S d   (3.1.14β) 

 y xxS zd


       z xxS yd


    (3.1.14γ) 

 

S

ε

Ε

σΥ0

O
εY0

Εt
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όπου N , yQ , zQ  είναι θ αξονικι δφναμθ και διατμθτικζσ δυνάμεισ και οι καμπτικζσ 

ροπζσ κατά τουσ άξονεσ y  και z  αντίςτοιχα. Συνεπϊσ, αντικακιςτϊντασ τισ 

εκφράςεισ των ςυνιςτωςϊν των τάςεων απ’ τισ εξιςϊςεισ (4.1.7) και αξιοποιϊντασ 
τισ ςχζςεισ παραμορφϊςεων-μετατοπίςεων (4.1.3), θ ζνταςθ τθσ δοκοφ προκφπτει 
ωσ εξισ 
 
 

   
pl

2 2 pl 2 2 pl
xx

N

1 1
N EA u' v w' E dA EA u' v w' N

2 2


   
           

   
  (3.1.15α) 

          
pl
z

pl pl
z z y xz z y zAz

Q

Q GA w' x x G dA GA w' x x Q            (3.1.15β) 

          
pl
z

pl pl
y y z xy y z yAy

Q

Q GA v' x x G dA GA v' x x Q            (3.1.15γ) 

 

pl
y

pl pl
y y y xx y y y

M

M EI E z dA EI M


        (3.1.15δ) 

 

pl
z

pl pl
z z z xx z z z

M

M EI E y dA EI M


        (3.1.15ε) 

 

όπου με το ( )  υποδθλϊνεται παραγϊγιςθ ωσ προσ x , plN , pl
zQ , pl

yQ , pl
zM  και 

pl
yM

 
είναι το πλαςτικό μζροσ τθσ ζνατςθσ, A  είναι θ επιφάνεια τθσ διατομισ,

 yI , 

zI είναι οι ροπζσ αδράνειασ ωσ προσ τουσ άξονεσ κάμψεωσ και yGA , zGA  είναι οι 

διατμθτικζσ δυςκαμψίεσ τθσ κεωρίασ δοκοφ Timoshenko, όπου 
 

 z z
z

1
A A A

a
         y y

y

1
A A A

a
     (3.1.16α,β) 

είναι οι επιφάνεισ διατμιςεωσ ωσ προσ τουσ άξονεσ y και z , αντίςτοιχα με y , z

είναι διορκωτικοί ςυντελεςτζσ και ya , za  είναι οι ςυντελεςτζσ διατμθτικισ 

παραμόρφωςθσ. Αξίηει να ςθμειωκεί ότι αυτζσ οι ςυνιςτϊςεσ τθσ ζνταςθσ 
αναφζρονται ςτθ διεφκυνςθ των απειροςτϊν ςτοιχείων τθσ διατομισ ςτθν 
απαραμόρφωτθ κατάςταςι τθσ, όπωσ αυτζσ ορίςτθκαν ωσ προσ το δεφτερο τανυςτι 
τάςθσ Piola-Kirchoff [John Wiley and Sons,1991].  
Με αντικατάςταςθ των ςχζςεων και (3.1.3) και (3.1.15) ςτθν εξ.(3.1.12) και 
εκτελϊντασ οριςμζνεσ πράξεισ προκφπτουν οι εξιςϊςεισ ιςορροπίασ.   
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pl

x

N
EA u v v w w p

x


         


 (3.1.17α)

 
 

 
                   

pl pl
y2 2

y z y

d N v Q1
EA u' v w' v GA v p

2 dx x
 (4.1.17β) 

 
 

 
                   

pl
pl

2 2 z
z y z

d N w Q1
EA u' v w' w GA w p

2 dx x
 (4.1.17γ) 

                     
pl
y pl

y y z y z y

dM
EI GA w Q m

dx
          (3.1.17δ) 

                
pl

plz
z z y z y z

dM
EI GA v Q m

dx
          (3.1.17ε) 

 

ι ςε όρουσ ολικϊν τάςεων  

 

                                              
 el pl

x x

d N N dN
p p

dx dx


      (3.1.18α) 

 
 

  
y

y

dQd Nv
p

dx dx
               

 
  z

z

d Nw dQ
p

dx dx
 (3.1.18β,γ) 

 
y

z y

dM
Q m

dx
                          z

y z

dM
Q m

dx
    (3.1.18δ,ε) 

 

Επίςθσ,θ εφαρμογι τθσ αρχισ των δυνατϊν ζργων ικανοποιεί τισ ςυνοριακζσ 
ςυνκικεσ ωσ εξισ 
 

                                                           1 2 b 3a u x a N x a   (3.1.19α) 

    1 2 by 3v x V x              1 z 2 bz 3x x       (3.1.19β,γ) 

    1 2 bz 3w x V x               1 y 2 by 3x x       (3.1.19δ,ε) 

 

Στισ εξιςϊςεισ (3.1.19β-ε) οι ολικζσ κατακόρυφεσ αντιδράςεισ byV , bzV
 
και καμπτικζσ 

ροπζσ byM , bzM   δίνονται απ’ τισ ςχζςεισ 

 

                  
   2 2 pl pl

by y z y

1
V EA u' v w' v N v GA v Q

2


 
          

           

(3.1.20α) 
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    2 2 pl pl
bz z y z

1
V EA u' v w' w' N w GA w Q

2


 
         

 
 (3.1.20β) 

 
pl

by y y yM EI M            
pl

bz z z zM EI M     (3.1.20γ,δ) 

 

Τζλοσ, οι ςυντελεςτζσ j j j j j, , , ,      ( j 1,2,3 ) είναι ςυναρτιςεισ οριςμζνεσ ςτα 

άκρα τθσ δοκοφ. Οι εξιςϊςεισ (3.1.19) περιγράφουν τισ πιο γενικζσ ςυνκικεσ 
ςτιριξθσ που ςχετίηονται με το πρόβλθμα και μποροφν να  ςυμπεριλάβουν και 
ελαςτικι ςτιριξθ. Είναι προφανζσ ότι όλοι οι τφποι ςυμβατικϊν ςυνκθκϊν ςτιριξθσ 
(πάκτωςθ, απλι ςτιριξθ, ελεφκερο άκρο) μπορεί να προκφψει απ’ αυτζσ τισ 
εξιςϊςεισ ορίηοντασ κατάλλθλα αυτζσ τισ εξιςϊςεισ. (π.χ για ζνα πακτωμζνο άκρο 

είναι 1 1 1 1     , 1 1 1   , 2  3  2  3  2  3  2  3  2 

3 0  ). Αφινοντασ τισ πλαςτικζσ ςυνιςτϊςεσ των εξιςϊςεων ιςορροπίασ, 

διαμορφϊνεται το πρόβλθμα ςυνοριακϊν τιμϊν του ςυγκεκριμζνου προβλιματοσ. 

 

3.1.3 Συντελεςτέσ Διατμητικήσ Παραμόρφωςησ 

Η εκτίμθςθ των ςυντελεςτϊν διατμθτικισ παραμόρφωςθσ  y
, z

 που 

αντιςτοιχοφν ςτο κακολικό ςφςτθμα ςυντεταγμζνων 
yzC  υλοποιείται ςφμφωνα με 

τθ κεωρία τθσ ελαςτικότθτασ. Αυτοί οι ςυντελεςτζσ προςδιορίηονται απ’ τθν 
εξίςωςθ τθσ διατμθτικισ ενζργειασ παραμόρφωςθσ ανά μονάδα μικουσ [Stephen, 
1980+ που δίνεται απ’ τθν προςεγγιςτικι  ςχζςθ  

                                                                  

 

2 2
y y z z

appr.

a Q a Q
U

2AG 2AG
   (3.1.21) 

 

με τθν ακριβι τιμι τθσ που δίνεται απ’ τθ ςχζςθ  

                                            

                                                  
   

22
xz xy

exactU d
2G

 



                                    (3.1.22) 

και προκφπτουν ωσ εξισ *Sapountzakis, E.J. and Mokos, V.G. , 2005] 

                                   y 2
y

1 A
a d


  

 
            e e  (3.1.23α) 

    z 2
z

1 A
a d


  

 
            d d  (3.1.23β) 
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Όπου    xz xyj j
,   είναι οι εγκάρςιεσ ςυνιςτϊςεσ τθσ διατμθτικισ ζνταςθσ, 

     y z      y zi i  είναι ζνα ςυμβολικό διάνυςμα με ,y zi i  μοναδιαία 

διανφςματα κατά τουσ άξονεσ y  και z  αντίςτοιχα, δίνεται απ’ τθ ςχζςθ, ν είναι ο 

ςυντελεςτισ Poisson του υλικοφ τθσ διατομισ,είναι διανφςματα οριςμζνα ωσ  
 

                                                   
2 2

y y

y z
I I yz

2
 
 

   
 

y ze i i  (3.1.24α) 

        
2 2

z z

y z
I yz I

2
 

 
   

 
y zd i i  (3.1.24β) 

και  y,z ,  y,z  οι είναι ςυναρτιςεισ τάςεισ,οι οποίεσ εκτιϊνται απϋτθ λφςθ 

του πρακάτω προβλιματοσ ςυνοριακϊν τιμϊν Neumann [47].  
                             

                                                  2
y2I y   ςτο      (3.1.25α) 

 
n


 


n e ςτο 

K 1

j
j 1

 




  (3.1.25β) 

 

 2
z2I z   ςτο      (3.1.26α) 

      
n


 


n d ςτο 

K 1

j
j 1

 




    (3.1.26β) 

όπου n  είναι το ορκό διάνυςμα ςτο ςφνορο  . Στθν περίπτωςθ που αγνοοφνται οι 

διατμθτικζσ παραμορφϊςεισ, z ya a 0  . Αξίηει να ςθμειωκεί ότι οι ςυνοριακζσ 

ςυνκικεσ (εξ.(3.1.25β) και (3.1.26β)) ζχουν προκφψει απϋτθ φυςικι κεϊρθςθ ότι το 
διάνυςμα κίνθςθσ κατά τθ διεφκυνςθ του ορκοφ διανφςματοσ n  εξαφανίηεται ςτθν 
ελεφκερθ επιφάνεια τθσ δοκοφ.  
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3.2 Αριθμητική επίλυςη 

3.2.1.Αριθμητικόσ υπολογιςμόσ των μετατοπίςεων  u,v,w  και των ςτροφϊν y z, 
 

 Σφμφωνα με τθν προθγοφμενθ ανάλυςθ, το γεωμετρικά μθ γραμμικό 
ανελαςτικό πρόβλθμα των δοκϊν Timoshenko ςτθριηόμενων ςε ανελαςτικό και 
χωρίσ ζνταςθ ζδαφοσ, μείωνει τισ αξονικζσ κι εγκάρςιεσ ςυνιςτϊςεσ τθσ 

μετατόπιςθσ  u x ,  v x ,  w x  , κακϊσ επίςθσ και τισ ςτροφζσ λόγω κάμψθσ  y x , 

 z x
 

ζχοντασ ςυνεχείσ παραγϊγουσ μζχρι 2ασ τάξεωσ ωσ προσ x  και 

ικανοποιϊντασ το πρόβλθμα ςυνοριακϊν τιμϊν όπωσ αυτό περιγράφεται απ’ τθν 

εξ.(4.1.17) και τισ ςυνοριακζσ ςυνκικεσ τθσ εξ.(4.1.19) ςτα άκρα τθσ δοκοφ 0,x l . 

Αυτό το πρόβλθμα ςυνοριακϊν τιμϊν επιλφεται με τθ μζκοδο 
BEM[Katsikadelis JT, 2002+ όπωσ αυτι αναπτφχκθκε ςτισ παραγράφουσ 
[Sapountzakis and Kampitsis 2013, Sapountzakis 2000+ για τθ λφςθ εξιςϊςεων 
παραγϊγων 2ασ τάξεωσ, μετά από τθν παρακάτω τροποποίθςθ. Αυτι θ τεχνικι 
χρθςιμοποιείται για να διατθρθκοφν τα πλεονεκτιματα τθσ μεκόδου BEM, 
χρθςιμοποιϊντασ απλζσ λφςεισ και αποφεφγοντασ πεπεραςμζνεσ διαφορζσ για τθν 

επίλυςθ του προβλιματοσ. Σφμφωνα μ’ αυτι τθ μζκοδο, ζςτω ότι    1u x u x , 

   2u x v x ,    3u x w x ,     4 yu x x  και    5 zu x x  είναι θ ηθτοφμενθ 

λφςθ του προβλιματοσ. Η λφςθ τθσ εξίςωςθ πραγϊγου 2ασ τάξεωσ 2 2
id u dx q                       

( i 1,2,..5 )  και ( y zq u,v,w, ,      ) δίνεται ςε ολκλθρωτικι μορφι ωσ 

 

                                        

l
2 *l

* *i i
i i2

0 0

d u du u
u u dx u u

dx xdx


 
   

  
      i 1,2,..5      (3.1.27) 

όπου *u  είναι θ κεμελίωδθσ λφςθ 

που δίνεται απ’ τον τφπο 

                                             (3.1.28)

  

με τα r x   , x,  ςθμεία τθσ δοκοφ. Εφόςον οι όροι EA , zGA , yGA , yEI  και 

zEI  είναι ανεξάρτθτοι του x , οι εξ.(3.1.27) μποροφν να γραφοφν ωσ εξισ 

                                                                                   

 
2

2
0

d

ll
1 1

1 2 2 1 1
0

u u
EAu EA x EA u

xx
   

   
         
  (3.1.29α) 

  
2

2
0

d

ll
2 2

y 2 y 2 y 2 1 2
0

u u
GA u GA x GA u

xx
   

   
         
  (3.1.29β) 

* 1
u r

2
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2

2
0

d

ll
3 3

z 3 z 2 z 2 1 3
0

u u
GA u GA x GA u

xx
   

   
         
  (3.1.29γ) 

  
2

2
0

d

ll
4 4

y 4 y 2 y 2 1 4
0

u u
EI u EI x EI u

xx
   

   
         
  (3.1.29δ) 

  
2

2
0

d

ll
5 5

z 5 z 2 z 2 1 5
0

u u
EI u EI x EI u

xx
   

   
         
  (3.1.29ε) 

 

όπου  οι πυρινεσ    j jr x,    ( j 1,2 ) δίνονται ωσ 

                                                     sgn1

1
r r

2
         2

1
r r

2
   (3.1.30) 

Λφνοντασ τισ εξ.(3.1.17α-ε) ωσ προσ EAu , yGA v , zGA w , y yEI   και z zEI    και 

αντιακιςτϊντασ τισ τιμζσ αυτζσ ςτισ εξ.(3.1.29α-ε) αντίςτοιχα, προκφπτουν οι 
ακόλουκοι τφποι ολοκλθρωμάτων 

      

 

   
2pl 2l

3 32 2
1 x 22 2

0

l
1

2 1 1
0

du d udN du d u
EAu p x EA dx

dx dx dxdx dx

du
EA u

dx

 

 

  
         

  

 
  

 



 (3.1.31β) 

  

  
       
  

  
      
                     





22 2 pl
3 32 1 2 2 2 2

y 2 2 2
l

y 2 22 2 2 2 pl
0 pl1 2 2 2 2 z

y2 2

du d udu d u du d u du dudN
GA EA

dx dx dx dx dx dxdx dx dx
GA u dx

du du du d u d u Q1
EA N p

dx 2 dx dx xdx dx

GA  
 

 
 

l
2

y 2 1 2
0

du
u

dx

 (3.1.31β) 

  

  
       
  

  
      
                     





22 2 pl
3 3 3 3 31 2 2

z 2 2 2
l

z 3 22 2 2 2 pl
0 pl3 31 2 2 z

z2 2

du du d u du dud u du d u dN
GA EA

dx dx dx dx dx dxdx dx dx
GA u dx

d u d udu du du Q1
EA N p

dx 2 dx dx xdx dx

GA  
 

 
 

l
3

z 2 1 3
0

du
u

dx

(3.1.31γ) 
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pl ll
ypl3 4

y 4 z 4 y y 2 y 2 1 4
00

Mdu du
EI u GA u Q m dx EI u

dx x dx
   

    
               
 (3.1.31δ) 

 
lpll

pl 52 z
z 5 y 5 z z 2 z 2 1 5

00

dudu M
EI u GA u Q m dx EI u

dx x dx
   

    
               
  (3.1.31ε) 

 

      Μετά από οριςμζνεσ ολοκλθρϊςεισ, οι εξ.(3.1.31) παίρνουν τθ μορφι 

 
22l l l

pl 32
1 x 2 1 1

0 0 0

l
22 l

pl32 1
2 2 1 1

0
0

du1 du
EAu p dx N dx EA dx

2 dx dx

du1 du du
EA N EA u

2 dx dx dx

   

  

   
         

     

                             

  

 (3.1.32α)

  

 

   

  

                      

   

                    

  

 

22l l l
31 2 2

y 2 y 2 y 2 1 1

0 0 0

l l
lpl pl2

1 y 1 y 2 1 0
0 0

22
pl31 2

dudu du du1
GA u p dx GA u dx EA dx

dx 2 dx dx dx

du
N dx Q dx GA u

dx

dudu du1
EA N

dx 2 dx dx
 

 
              

 

l

pl2 2
2 y 4 y 2

0

du du
GA u Q

dx dx

(3.1.32β) 

 

 

   

  

                      

   

                    

  

 

22l l l
3 31 2

z 3 z 2 z 3 1 1

0 0 0

l l
lpl pl3

1 z 1 z 3 1 0
0 0

22
pl31 2

du dudu du1
GA u p dx GA u dx EA dx

dx 2 dx dx dx

du
N dx Q dx GA u

dx

dudu du1
EA N

dx 2 dx dx
 

 
              

 

l

pl3 2
2 z 5 z 2

0

du du
GA u Q

dx dx

 (3.1.32γ) 

 
l l l l

pl pl3
y 4 z 4 2 z 2 y 1 y 2

0 0 0 0

l
l

pl 4
y 2 y 2 1 4

0
0

du
EI u GA u dx Q dx M dx m dx

dx

du
M EI u

dx

    

  

 
      

 

        

   
 (3.1.32δ) 

 
l l l l

pl pl2
z 5 y 5 2 y 2 z 1 z 2

0 0 0 0

l
l

pl 5
z 2 z 2 1 5

0
0

du
EI u GA u dx Q dx M dx m dx

dx

du
M EI u

dx

    

  

 
      

 

        

   
 (3.1.32ε) 
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ενϊ κζτοντασ τισ ςυνκικεσ ςτιριξθσ ςε μια πιο απλι μορφι, τα ολοκλθρϊματα 

παίρνουν τθ μορφι  

                                                                                 

 

 

22l l l
pl 32

1 x 2 1 1

0 0 0

l
2 1 1 0

du1 du
EAu p dx N dx EA dx

2 dx dx

N EA u

   

 

   
         

     

 

  
 (3.1.32α)

    

   

                     

     

  

 

22l l l
31 2 2

y 2 y 2 y 2 1 1

0 0 0

l l lpl pl2
1 y 1 by 2 y 2 1 0

0 0

dudu du du1
GA u p dx GA u dx EA dx

dx 2 dx dx dx

du
N dx Q dx V GA u

dx

 (3.1.32β) 

 

 

   

   

                     

   

  

 

22l l l
3 31 2

z 3 z 2 z 3 1 1

0 0 0

l l
lpl pl3

1 z 1 bz 2 z 3 1 0
0 0

du dudu du1
GA u p dx GA u dx EA dx

dx 2 dx dx dx

du
N dx Q dx V GA u

dx

 (3.1.32γ) 

  3
4 4 2 2 1 2

0 0 0 0

2 4 1 0

l l l l
pl pl

y z z y y

l

by y

du
EI u GA u dx Q dx M dx m dx

dx

M EI u


 

         
 

     

   
 (3.1.32δ) 

 

 

2
5 5 2 2 1 2

0 0 0 0

2 5 1 0

l l l l
pl pl

z y y z z

l
bz z

du
EI u GA u dx Q dx M dx m dx

dx

M EI u


 

         
 

   

   
 (3.1.32ε) 

 

Αν αγνοθκοφν τα φαινόμενα διατμθτικισ παραμόρφωςθσ,τότε 5 2u u  και 

4 3u u . Σε τζτοιεσ περιπτϊςεισ, αρικμθτικζσ μζκοδοι που απαιτοφν προςζγγιςθ 

άγνωςτων μεγεκϊν, όπωσ θ FEM, παρουςιάηουν διατμθτικό κλείδωμα, ενϊ θ 
κεωρία Τimoshenko εφαρμόηεται ακόμα και ςε περιπτϊςεισ που κα μποροφςε να 
χρθςιμοποιθκεί θ κεωρία Euler-Bernoulli [Zienkiewicz and Taylor, 2005]. Δεδομζνου 
ότι ςτθν παροφςα αρικμθτικι τεχνικι γίνεται πεδιακι προςζγγιςθ των άγνωςτων 
μεγεκϊν, τα προβλιματα περιορίηονται χρθςιμοποιϊνατσ ίδιασ τάξθσ προςζγγιςθ 
για τισ 4 5u ,u  and 2 3u ,u  . Προκειμζνου να εμφανιςτοφν ακριβϊσ τα μεγζκθ 2 3u ,u   

ςτισ εξ. (3.1.32β,γ), αντίςτοιχα οι ολοκλθρωτικζσ εκφράςεισ παραγωγίηονται ωσ 
προσ  , κι ζτςι προκφπτει 
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l
2 2 2

y y 1 y 2 1 2 3 2

0

l lpl pl
2 y sy 1 by 1 0

0

du 1
GA p dx GA u EA u u u u

d 2

N u Q p dx V


     



  

 
        

 

      





 (3.1.33α) 

 
          

   

l
3 2 2

z z 1 z 3 1 2 3 3

0

l
lpl pl

3 z sz 1 bz 1 0
0

u 1
GA p dx GA u EA u u u u

d 2

N u Q p dx V


     



  

 
        

 

   





 (3.1.33β) 

Ακόμθ, λαμβάνοντασ υπ’ όψιν ότι οι τάςεισ εξαρτϊνται απ’ τισ παραγϊγουσ των 
ςυνιςτωςϊν τθσ μετατόπιςθσ, κα πρζπει και οι όροι 1u , 4 5u ,u   να υπολογιςτοφν, 

ϊςτε να ευρεκοφν οι ςυνολικζσ τάςεισ (κακϊσ και ςυνιςτϊςεσ τθσ παραμόρφωςθσ), 

κι ζτςι τα ολοκλθρϊματα (4.1.32α,δ,ε) παραγωγίηονται ωσ προσ   λαμβάνοντασ τθν 

εξισ μορφι 
 

 
 

        
l

l1 pl 2 2
x 1 2 3 1 0

0

du 1
EA p dx N EA u u N

d 2


    


       (3.1.34α) 

 4 3
1 4 1 1 1 0

0 0 0

l l l
lpl pl

y y z z y by

du du
EI m dx GA u dx Q dx M M

d dx





 
             

 
    (3.1.34β) 

 
 5 2

1 5 1 1 1 0
0 0 0

l l l
lpl pl

z z z y z bz

du du
EI m dx GA u dx Q dx M M

d dx





 
          

 
    (3.1.34γ) 

 

Ζτςι οι εξ.(3.1.32δ,ε), (3.1.33α,β) και (3.1.34α-γ) ζχουν ζρκει ςε μία μορφι από τθν 

οποία είναι εφκολοσ ο υπολογιςμόσ των άγνωςτων μεγεκϊν. Ζτςι το τμιμα  0,l  

διαιρείται ςε L  ςτοιχεία, ςε κακζνα από τα οποία οι άγνωςτεσ ποςότθτεσ μαηί με 
το πλαςτικό μζροσ των τάςεων διαφοροποιοφνται ςφμφωνα μ’ ζνα ςυγκεκριμζνο 
νόμο (ςυνεχι, γραμμικό, παραβολικό κλπ).  
Εδϊ γίνεται θ υπόκεςθ ότι το ςτοιχείο είναι γραμμικό (Σχ. 4.3) εφόςον θ αρικμθτικι 
εφαρμογι είναι απλι και τα αποτελζςματα που προκφπτουν είναι ικανοποιθτικά. 
Αξίηει να ςθμειωκεί ότι θ μζκοδοσ δεν απαιτεί οφτε παραγϊγιςθ των ςυναρτιςεων 
ςχιματοσ οφτε εφαρμογι πεπεραςμζνων διαφορϊν. 

Χρθςιμοποιϊνατσ τθν προαναφερκείςα διαδικαςία, προκφπτει ζνα ςφςτθμα  

 7 L 1  αλγεβρικϊν εξιςϊςεων. Ζξι επιπλζον αλγεβρικζσ εξιςϊςεισ προκφπτουν 

εφαρμόηοντασ το ολοκλθρωτικι παράςταςθ (3.1.32α-γ) ςτα άκρα τθσ δοκοφ 0,l 

ενϊ και οι δζκα ςυνοριακζσ ςυνκικεσ μαηί (εξ.(3.1.19)) ςχθματίηουν ζνα γραμμικό 
ςφςτθμα 7L 23  αλγεβρικϊν εξιςϊςεων. 
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            ext plK d d b b d                                        (3.1.35) 

όπου  K d  είναι ζνα γενικευμζνο ελαςτικό (γεωμετρικά) μθ γραμμικό μθτρϊο 

δυςκαμψίασ,  d  είναι ζνα  7L 23  άγνωςτο γενικευμζνο διάνυςμα που δίνεται 

απ’ τθ ςχζςθ  

 

   
1 2 3 4 4 5 5 1

2 3

...

...

j j j j j j j iT

i i i zi yi yi zi

u u u u u u u u
d

u u N Q Q M M

          
  
  

   
j 1,2,..L 1

i 1,L 1

   
 
   

 (3.1.36) 

 

ενϊ τα  extb ,   plb d  είναι διανφςματα που περιζχουν όλουσ τουσ όρουσ που 

ςχετίηονται με το εξωτερικϊσ επιβαλλόμενο φορτίο και το πλαςτικό τμιμα των 
τάςεων, αντίςτοιχα. Τζλοσ, μετά τθν επίλυςθ των εξιςϊςεων (3.1.35), τα 
ολοκλθρϊματα (3.1.32α-γ) μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν ςε επόμενο βιμα  ϊςτε 
να προκφψουν οι ςυνιςτϊςεσ τθσ αξονικισ και τθσ εγκάρςιασ μετατόπιςθσ 

 1u u x ,  2u v x ,  3u w x , αντίςτοιχα ς’ οποιοδιποτε εςωτερικό ςθμείο i   

( i 1,2,...,L 1  ) τθσ δοκοφ. 

 

 

Σχήμα 3.3. Διακριτοποίηςη τμήματοσ τησ δοκοφ ςε γραμμικά ςτοιχεία, κατανομή    
                    των κόμβων  και προςζγγιςη των μεγεθών.                                                                                        

 
 
3.2.2 Αλγόριθμοσ επίλυςησ  

Το πρϊτο βιμα για τθν επαυξθτικι επαναλθπτικι  διαδικαςία είναι ο 
προςδιοριςμόσ του διανφςματοσ εξωτερικοφ φορτίου. Ζτςι, ελζγχεται το φορτίο ςε 
κάκε βιμα, ενϊ οι ςτάκμεσ του φορτίου επιλζγονται με βάςθ το ιςτορικό φόρτιςθσ 
και τισ απαιτιςεισ ςφγκλιςθσ. Σε κάκε ςτάκμθ του φορτίου, το ςφςτθμα των μθ 
γραμμικϊν εξιςϊςεων (35) επιλφεται αρικμθτικά με τθ βοικεια μιασ επαναλθπτικισ 
διαδικαςίασ. Στο παρόν κεφάλαιο ζχει χρθςιμοποιθκεί ο τροποποιθμζνοσ 

L 1




l

x

i i 1


 

     

 

: linear element assumption

Approximation of   within element  :

1 2i i 1

pl pl pl pl pl
y z z y y z

f x j

f x N f N f

f u ,v ,w , , ,N ,Q ,Q ,M ,M 


 

  

element j shape functions:  1 2

j 1 j 1
1 2

j j 1 j j 1

j 1 j

N , N

x x
N 1 ,N

x

 

   

 

 

 



 
  

 

 

nodal points
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αλγόρικμοσ του Powell, ο οποίοσ αποτελεί και διαφοροποιιςθσ τθσ μεκόδου 
Newton, προχποκζτοντασ τισ παρακάτω ποςότθτεσ  
α. ζνα ιακωβιανό μθτρϊο μθ γραμμικϊν εξιςϊςεων το οποίο αντιςτοιχεί ςτο       
γενικευμζνο μθτρϊο δυςκαμψίασ. Αυτό το μθτρϊο ορίηεται επακριβϊσ, ϊςτε ν’ 
αποφευχκοφν τυχόν ανακρίβειεσ λόγω πεπεραςμζνων διαφορϊν, ενϊ μειϊνεται 
ςθμαντικά το υπολογιςτικό κόςτοσ.  

β. μια αρχικι εκτίμθςθ τθσ λφςθσ  initd  ςε κάκε ςτάκμθ του φορτίου. Το διάνυςμα 

 d τθσ ςτάκμθσ του φρτίου ςτθν οποία ζχει επιτευχκεί ςφγκλιςθ χρθςιμοποιείται 

ςτο παρόν καεφάλαιο ωσ    init convd d , ενϊ το    d 0  χρθςιμοποιείται ςτθν 

αρχικι ςτάκμθ του φορτίου. 
γ. μία παράμετροσ ανοχισ ςφάλματοσ tol θ οποία ικανοποιεί το κριτιριο ςφγκλιςθσ. 
Στο παρόν κεφάλαιο, αυτι οι τιμζσ αυτισ τθσ παραμαζτρου κυμαίνονται ωσ εξισ 

7 10tol 10 10   . 
Ζπειτα, ορίηεται ζνασ αρικμόσ διατομϊν ελζγχου. Οι διατομζσ αυτζσ 

ςυμπίπτουν με τουσ κόμβουσ του τμιματοσ τθσ δοκοφ που ζχει διακριτοποιθκεί 
(Σχ.3). Πρζπει να ακολουκθκεί θ μζκοδοσ των ινϊν για τθν ενςωμάτωςθ των 

εςωτερικϊν δυνάμεων και ροπϊν τθσ διατομισ. Κάκε διατομι διαιρείται ςε 

τριγωνικά ι τετραεδρικά ςτοιχεία και χρθςιμοποιοφνται διςδιάςτατοι κανόνεσ 
ολοκλιρωςθσ Gauss για τθν επίλυςθ των πλαςτικϊν μερϊν των ςυνιςτωςϊν των 
τάςεων. Αν χρθςιμοποιείται ο ίδιοσ αρικμϊν ςθμείων Gauss ςε κάκε ςτοιχείο, τότε 
ιςχφει ότι dof cells GaussN N N   . Ζτςι τα ςθμεία ζλζγχου κάκε διατομισ 

ςυμπίπτουν με τα ςθμεία Gauss των ςτοιχείων τθσ. Σε κάκε ςτάκμθ του φορτίου το 
ςφςτθμα των μθ γραμμικϊν εξιςϊςεων (35) δεν εκφράηεται επακριβϊσ λόγω τθσ 
γεωμετρικισ μθ γραμμικότθτασ, αλλά χρθςιμοποιϊντασ τισ τιμζσ των τάςεων xxS , 

xyS , xzS , τισ πλαςτικζσ παραμορφϊςεισ pl
eq , pl

xx , pl
xy , pl

xz  και τισ κινθματικζσ 

ςυνιςτϊςεσ 1u , 2u , 3u , 4u , 4u , 5u , 5u  τθσ ςτάκμθσ του φορτίου ςτθν οποία είχε 

προθγθκεί ςφγκλιςθ, ςτθ ςτάκμθ του φορτίου ςτθν οποία γίνεται ο ζλεγχοσ και 
adhering ςτα επόμενα βιματα (ο εκκζτθσ cur υποδθλϊνει τθν τρζχουςα τιμι τθσ 
ποςότθτασ θ οποία υπολογίηεται απ’ τον αλγόρικμο και ο εκκζτθ conv  υποδθλϊνει 
τθν τιμι ςτθν οποία ζχει ςυγκλίνει μία ποςότθτα από προθγοφμενθ ςτάκμθ 
φορτίου).  
i) Βήμα ελαςτικήσ πρόβλεψησ: Σε κάκε ςθμείου ελζγχου τθσ δοκοφ, εκτίμθςθ 

των ςυνιςτωςϊν των τάςεων ωσ  
 

           
2Tr

xx xx 1 cell 4 cell 5 2 3conv

1
S S E u Ez u Ey u E u u

2
                (3.1.37α) 

       Tr Tr
xy xy y 2 4

conv
S S k G u G u      (3.1.37β) 

       Tr Tr
xz xz z 3 5

conv
S S k G u G u      (3.1.37γ) 

όπου    i i icur conv
u u u       i 1,2,..5 . 
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ii) Κριτήριο αςτοχίασ: Σε κάκειο ςθμείο ελζγχου τθσ δοκοφ, ικανοποιείται το 

κριτιριο αςτοχίασ Von Mises, χρθςιμοποιϊντασ τισ εξ.(3.1.8) 

 Αν         
2 2 2

Tr Tr Tr Tr pl
VM xx xy xz Y eq

conv
S 3 S S 1 0  

 
     

 
 τότε θ 

δοκιμι αυτι είναι και θ τελικι, οι ςυνιςτϊςεσ τθσ πλαςτικισ παραμόρφωςθσ 
του ςυγκεκριμζνου βιματοσ είναι μθδενικζσ και οι ςυνιςτϊςεσ τθσ 
ςυνολικισ πλαςτικισ παραμόρφωςθσ παίρνουν τιμζσ απ’ τθ ςτάκμθ του 
φορτίου ςτθν οποία είχε γίνει ςφγκλιςθ προθγουμζνωσ. 

 Αν Tr
VM 0   τότε υπάρχει πλαςτικοποίθςθ και πρζπει να δοκεί θ αντίςτοιxθ 

πλαςτικοποιθμζνθ επιφάνεια (βιμα πλαςτικισ διόρκωςθσ). Μια μζκοδοσ 
Newton – Raphson ξεκινάει προκειμζνου να ενςωματωκοφν οι ανελαςτικζσ 
καταςτατικζσ εξιςϊςεισ χρθςιμοποιϊντασ τον γενικευμζνο αλγόρικμο *Ortiz 
and Simo, 1986+. Οι ςυνιςτϊςεσ τθσ πλαςτικισ παραμόρφωςθσ εντόσ του 
βιματοσ μαηί με τθν ιςοδφναμθ πλαςτικι παραμόρφωςθ αλλάηουν 

χρθςιμοπιϊντασ μια προκακοριςμζνθ ανοχι 5
cptol 10  ςτο κριτιριο 

ςφγκλιςθσ κι ζτςι επιλφονται οι πλαςτικζσ ςυνιςτϊςεσ τισ παραμόρφωςθσ, 
προςκζτοντασ ςτο προθγοφμενο ςτάδιο ςφγκλιςθσ τα αντίςτοιχα μεγζκθ 
που προζκυψαν εντόσ του βιματοσ.  
 

iii) Σε κάκε διατομι ελζγχου τθσ δοκοφ, το πλαςτικό τμιμα των τάςεων  
υπολογίηεται αρικμθτικά με τθ βοικεια του διςδιάςτατου αρικμθτικοφ ςχιματοσ 
ολοκλιρωςθσ. 

 
iv) Χριςθ των πλαςτικϊν ςυνιςτωςϊν των τάςεων που προζκυψαν  για τον 
υπολογιςμό του διανφςματοσ τθσ εξ.(35). Εκτόσ από ςτοιχειϊδεισ πράξεισ, αυτό το 
βιμα απαιτεί τον υπολογιςμό γραμμικϊν ολοκλθρωμάτων κατά μικοσ τθσ δοκοφ 
εξ.(32δ,ε), (33α,β) και (34α,γ)), ο οποίοσ γίνεται με τθ βοικεια ενόσ θμι-αναλυτικοφ 
ςχιματοσ *Sapountzakis and Kampitsis, 2013+. Αξίηει να ςθμειωκεί, ότι τα γραμμικά 

ολοκλθρϊματα που εμφανίηονται ςτον όρο    
curcur

K d d    τθσ εξ.(35) 

(ςυμπεριλαμβανομζνων κι αυτϊν που ςχετίηονται με τθ γεωμετρικι μθ 
γραμμικότθτα), υπολογίηονται κι αυτά θμι-αναλυτικά χωρίσ δυςκολία. 

 
v) Η επιβολι του εξωτερικοφ φορτίου κατά βιματα ςυνεχίηεται μζχρι αυτό να 
επιβλθκεί ολόκλθρο ι μζχρι να μθν μπορεί ικανοποιθκεί το κριτιριο ςφγκλιςθσ, 
που ςθμαίνει ότι το τελευταίο βιμα δεν μπορεί να ολοκλθρωκεί (πλαςτικι 
κατάρρευςθ). 
Τζλοσ,αξίηει να ςθμειωκεί ότι οι ςυνιςτϊςεσ τισ μετατόπιςθσ u , v  και w  κατά τα 
ςτάδια ελζγχου ς’ οποιοδιποτε ςθμείο τθσ δοκοφ, λαμβάνουν νζεσ τιμζσ μετά από 
τθ ςφγκλιςθ ςε κάκε βιμα, οι οποίεσ προκφπτουν απϋτισ εξ.(32α-γ), αντίςτοιχα.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4
Αριθμητικά Παραδείγματα

 

4.1   1ο αριθμητικό παράδειγμα: Διατομή ΗΕΑ600 

Στο  πρώτο  αριθμητικό  παράδειγμα  αναλύεται  αμφίπακτη  δοκός  διατομής  
HEA(600) με διαστάσεις  0.59=h m ,  0.3=b m , 0.013=s m  , 0.025=t m    και  6=L m . 
Η  δοκός  υποβάλλεται  σε  ομοιόμορφα  κατανεμημένο  φορτίο  με  τιμή 

40 / .=yp MN m . 
 

 
Πίνακας 4.1  Γεωμετρικά χαρακτηριστικά διατομής  HEA600 

 

Ύψος  0.59=h m   Πλάτος πελμάτων  0.025=t m  

Πλάτος  0.3b m=   Πλάτος κορμού  0.013=s m  

 
 
Πιο  συγκεκριμένα,  το  υλικό  λήφθηκε  πλήρως  ελαστικό  με  μέτρο 

ελαστικότητας  210=E GPa , ενώ πραγματοποιήθηκαν αναλύσεις χρησιμοποιώντας 
δύο  διαφορετικούς  τύπους  προσομοιωμάτων.  Ο  πρώτος  τύπος  βασίζεται  σε 
στοιχεία  δοκού  (1D‐Beam  Elements),  ενώ  ο  δεύτερος  τύπος  προσομοίωσης 
βασίζεται  σε  στοιχεία  κελύφους.  Στο  Σχήμα  4.1  παρουσιάζονται  οι  δύο 
προσομοιώσεις,  όπως  εμφανίζονται  στο  γραφικό  περιβάλλον  του  προγράμματος 
NX‐Nastran, καθώς κι οι αντίστοιχοι βαθμοί ελευθερίας που προκύπτουν μετά από 
διακριτοποίηση με στοιχεία δοκού και  στοιχεία κελύφους, αντίστοιχα.  

Για  κάθε  μία  απ’  αυτές  τις  περιπτώσεις,  πραγματοποιήθηκε  ανάλυση 
θεωρώντας μικρές μετατοπίσεις και ανάλυση με θεώρηση μεγάλων μετατοπίσεων 
(επιρροή γεωμετρικής μη γραμμικότητας).  

Στο Σχήμα 4.2 απεικονίζονται οι καμπύλες φορτίου‐μετατοπίσεως στο μέσον 
της δοκού, όπως αυτές εξήχθησαν από την προτεινόμενη μέθοδο για την περίπτωση 
πλήρως  ελαστικού  υλικού,  λαμβάνοντας  υπ’  όψιν  ή αγνοώντας  τη  γεωμετρική μη 
γραμμικότητα.  Στο  ίδιο  σχήμα  παρουσιάζονται  και  τα  αποτελέσματα  που 
ελήφθησαν  απ’  το  πρόγραμμα  πεπερασμένων  στοιχείων  για  προσομοίωση  με 
στοιχεία κελύφους. Είναι προφανές ότι οι καμπύλες τόσο στη γραμμική όσο και στη 
μη  γραμμική  ανάλυση  ταυτίζονται.  Επίσης,  δεν  υπάρχει  σημαντική  διαφορά  στη 
συνολική μετατόπιση του φορέα ανάμεσα στους δύο τύπους αναλύσεων. 
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 (α)  (β) 
Σχημα 4.1. Προσομοίωση στο πρόγραμμα πεπερασμένων στοιχείων NX‐Nastran με 

στοιχεία δοκού (α) και στοιχεία κελύφους (β), καθώς κι οι αντίστοιχοι βα 
μοί ελευθερίας. 

 

 
Σχήμα 4.2. Καμπύλες φορτίου‐μετατοπίσεως αμφίπακτης δοκού του       
                    παραδείγματος 1 για  210=E GPa . 

 
Στον  Πίνακα  4.2  παρουσιάζεται  ο  απαιτούμενος  χρόνος  εκτέλεσης  των 

αναλύσεων λαμβάνοντας υπ’ όψιν ή αγνοώντας τη γεωμετρική μη γραμμικότητα, με 
προσομοιώματα  πεπερασμένων  στοιχείων.  Διαπιστώνεται  ότι  με  τη  χρήση  των 
στοιχείων  δοκού  και  της  προτεινόμενης  μεθόδου,  οι  ανάλυσεις  εκτελέστηκαν 
ταχύτερα.  
 
Πίνακας 4.2 Απαιτούμενος χρόνος εκτέλεσης των αναλύσεων 

Υλικό  Ελαστικό 
Είδος ανάλυσης  Γραμμική  Μη γραμμική 

Προτεινόμενη μέθοδος  00:00:01  00:00:03 
Στοιχεία δοκού  00:00:01  00:00:01 

Στοιχεία κελύφους  00:01:21  00:06:35 
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Present Study ‐ Linear Analysis
Present Study ‐ Nonlinear Analysis
Shell Model ‐ Linear Analysis
Shell Model ‐ Nonlinear Analysis

Κόμβοι: 61 

Στοιχεία: 60 

Κόμβοι: 18361

Στοιχεία:17400 
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Στα Σχήματα 4.3,4.4 απεικονίζεται η παραμορφωμένη κατάσταση του φορέα 

κατά τη διεύθυνση του φορτίου και η εγκάρσια μετατόπιση στο μέσο της δοκού  ‐ 
w(L/2),  για  διακριτοποίηση  με  στοιχεία  δοκού  και  στοιχεία  κελύφους  και  για 
διάφορες τιμές της στάθμης του φορτίου, αγνοώντας ή λαμβάνοντας υπ’ όψιν την 
επιρροή της γεωμετρικής μη γραμμικότητας. Οι εικόνες ελήφθησαν απ’ το γραφικό 
περιβάλλον του προγράμματος ΝΧ‐Nastran. 

Στον Πίνακα 4.3 παρουσιάζεται η τιμή του φορτίου στο οποίο υποβλήθηκε η 
δοκός  και  η  αντίστοιχη  μετατόπιση,για  τις  δύο  τύπους  προσομοίωσης  και 
ανάλυσης.  
 

         
(α)  (β) 

 
(α)  (β) 

Σχήμα 4.3. Αμφίπακτη δοκός στην παραμορφωμένη κατάσταση με προσομοίωμα  
                    δοκού (α) και στοιχεία κελύφους (β) για διάφορες τιμές του συντελεστή  
                   φόρτιστης (γραμμική ανάλυση). 
 
Πίνακας 4.3 Φορτίο και μετατοπίσεις του φορέα 
  Φορτίο (ΜΝ/m)  Μετατόπιση (m) 

Είδος 
ανάλυσης  Γραμμική  Μη γραμμική  Γραμμική  Μη γραμμική 

Προτεινόμενη 
μέθοδος  40  40  0.67  0.54 

Στοιχεία 
δοκού   40  40  0.67  0.54 

Στοιχεία 
κελύφους  40  40  0.67  0.54 

 

     w(L/2): 0.335m 

w(L/2):0.67m 

συντ. φόρτισης:1 

w(L/2):0.335m 
συντ. φόρτισης:0.5 

   w(L/2):0.67m 

συντ. φόρτισης:1 



Κεφάλαιο 4                                                                                                                                      Αριθμητικά Παραδείγματα 

102 
 

(α)  (β) 

(α)  (β) 
Σχήμα 4.4. Αμφίπακτη δοκός στην παραμορφωμένη κατάσταση με προσομοίωμα  
                    δοκού (α) και στοιχεία κελύφους (β) για διάφορες τιμές του συντελεστή  
                    φόρτιστης (μη γραμμική ανάλυση). 

 
 

Συμπεράσματα 
 
  Τα  κυριότερα  συμπεράσματα  που  προέκυψαν  απ’  τις  προαναφερθείσες 
αναλύσεις είναι: 

1. Απ΄τη μη γραμμική ανάλυση προκύπτει μικρότερη εγκάρσια μετατόπιση της 
δοκού και για τους δύο τύπους προσομοίωσης. 

2. Τόσο  στη  γραμμική  όσο  και  στη  μη  γραμμική  ανάλυση,  οι  καμπύλες 
φορτίου‐μετατόπισης  για  τους  δύο  διαφορετικούς  τύπους  προσομοίωσης 
και  χρησιμοποιώντας  την  προτεινόμενη  μέθοδο  ταυτίζονται, 
επιβεβαιώνοντας έτσι την ακρίβεια της προτεινόμενης μεθόδου. 

3. Υπάρχει  σημαντική  διαφορά  ανάμεσα  στους  χρόνους  ανάλυσης  για 
προσομοίωση  με  στοιχεία  δοκού  και  χρησιμοποιώντας  την  προτεινόμενη 
μέθοδο  σε σχέση με την  προσομοίωση με στοιχεία κελύφους. 

 
 

 
 
 
 
 

w(L/2):0.27m

συντ. φόρτισης:0.5 

w(L/2) :0.54m

συντ. φόρτισης:1 

w(L/2) :0.54m 

συντ.φόρτισης:1 

      w(L/2):0.27m 

συντ. φόρτισης:0.5 
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4.2  2o  αριθμητικό  παράδειγμα:  Συμπαγής  δοκός  ορθογωνικής    
διατομής     
 
  0.3=b m    
 
 
 
 

0.6=h m    
 
 
  6=L m  
 
 
 
 
  Στο  δεύτερο  αριθμητικό  παράδειγμα,  αναλύεται  αμφίπακτη  συμπαγής 
ορθογωνική  δοκός  με  διαστάσεις,  0.3=b m ,  0.6=h m και  6=L m   .  Η  δοκός 
υποβάλλεται σε ομοιόμορφο κατανεμημένο φορτίο  yp . 

Πιο  συγκεκριμένα,  αναλύθηκαν  δύο  περιπτώσεις  υλικού,  (i)  ελαστικό‐
πλήρως  πλαστικό  υλικό  με  μέτρο  ελαστικότητας    20=E GPa   και  (ii) 
ελαστοπλαστικό‐γραμμικά κρατυνόμενο υλικό με μέτρο ελαστικότητας  20=E GPa  
και  μέτρο  κράτυνσης  1=tE GPa .  Η    τάση  διαρροής  του  υλικού  λήφθηκε  ίση  με

20σ =y MPa . Για κάθε μία απ’ αυτές τις περιπτώσεις, πραγματοποιήθηκε ανάλυση 
θεωρώντας  μικρές  μετατοπίσεις  και  μη  γραμμικότητα  υλικού  (Material Nonlinear 
Analysis‐MNA)  και  ανάλυση  με  επιρροή  τόσο  της  γεωμετρικής  μη  γραμμικότητας 
όσο και της μη γραμμικότητας υλικού (Geometrical and Material Nonlinear Analysis‐
GMNA). 

Προκειμένου  να  ελέγχθει  η  ορθότητα  της  αριθμητικής  μεθόδου,  τα 
αποτελέσματα  συγκρίθηκαν  με  αυτά  που  ελήφθησαν  από  αναλύσεις  στο 
πρόγραμμα  πεπερασμένων  στοιχείων  NX‐Nastran  (2007)  χρησιμοποιώντας  δύο 
τύπους προσομοιωμάτων. Ο πρώτος τύπος βασίζεται σε στοιχεία δοκού  (1D‐Beam 
Elements),  ενώ  ο  δεύτερος  τύπος  προσομοίωσης  βασίζεται  σε  8‐εδρικά  στοιχεία 
τρισδιάστατης ελαστικότητας  (3D‐Solid Hexahedral  (brick) Element).  Στο Σχήμα 6.5 
παρουσιάζονται οι δύο προσομοιώσεις όπως εμφανίζονται στο γραφικό περιβάλλον 
του  προγράμματος  NX‐Nastran  καθώς  και  οι  αντίστοιχοι  βαθμοί  ελευθερίας  που 
προκύπτουν  μετά  από  διακριτοποίηση  με  61  στοιχεία  δοκού  και  1080  στοιχεία 
τρισδιάστατης ελαστικότητας για τους δύο τύπους προσομοίωσης, αντίστοιχα. 
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(α) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(β) 
Σχήμα 4.5 Προσομοίωση στο πρόγραμμα πεπερασμένων στοιχείων NX‐Nastran          

με στοιχεία δοκού (α) και στοιχεία τρισδιάστατης ελαστικότητας (β)   
καθώς κι οι αντίστοιχοι βαθμοί ελευθερίας. 

 
Στο Σχήμα 4.6 απεικονίζονται οι καμπύλες φορτίου‐μετατοπίσεως στο μέσον 

της δοκού, όπως αυτές εξήχθησαν από την προτεινόμενη μέθοδο για την περίπτωση 
ελαστικού ‐ πλήρως πλαστικού υλικού ( 0=tE ), λαμβάνοντας υπ’ όψιν ή αγνοώντας 
τη  γεωμετρική  μη  γραμμικότητα.  Στο  ίδιο  σχήμα  παρουσιάζονται  και  τα 
αποτελέσματα  που  ελήφθησαν  απ’  το  πρόγραμμα  πεπερασμένων  στοιχείων  για 
τους δύο τύπους προσομοίωσης. Ομοίως στο Σχήμα 4.7 απεικονίζονται οι καμπύλες 
φορτίου‐μετατοπίσεως    στο  μέσον  της  δοκού  για  την  περίπτωση  ελαστικού  – 
κρατυνόμενου  πλαστικού  υλικού  για  όλες  τις  παραπάνω  αναλύσεις.  Από  τις 
καμπύλες  αυτές  επιβεβαιώνεται  η  ακρίβεια  της  προτεινόμενης  μεθόδου  στην 
περίπτωση τόσο γραμμικής ανάλυσης όσο και γεωμετρικά μη γραμμικής ανάλυσης. 

Πιο συγκεκριμένα,  τα αποτελέσματα που προκύπτουν από την προτεινόμενη 
μεθόδου  σχεδόν  ταυτίζονται  με  αυτά  που  προκύπτουν  από  τις  αναλύσεις  με  6‐
εδρικά  στοιχεία  τρισδιάστατης  ελαστικότητας  ενώ  στην  περίπτωση  ελαστικού  ‐ 
πλήρως πλαστικού υλικού διαπιστώνεται ότι με τη χρήση των στοιχείων δοκού του 
προγράμματος  NX‐Nastran,  ο  φορέας  αστόχησε  πριν  το  φορτίο  κατάρρευσης 
έχοντας ως μέγιστη εγκάρσια μετατόπιση τα 0.015m. 

Στον  Πίνακα  4.4  παρουσιάζεται  ο  απαιτούμενος  χρόνος  εκτέλεσης  των 
αναλύσεων για  τις   δύο περιπτώσεις υλικού λαμβάνοντας υπόψη η αγνοώντας  τη 
γεωμετρική  μη  γραμμικότητα,  σε  σχέση  με  αντίστοιχα  αποτελέσματα  που 
προκύπτουν  από  τις  αναλύσεις  με  προσομοιώματα  πεπερασμένων  στοιχείων. 
Διαπιστώνεται  ότι  με  τη  χρήση  της  προτεινόμενης  μεθόδου  οι  αναλύσεις 
εκτελέστηκαν σημαντικά ταχύτερα απ’ ότι με τη χρήση 3D 8‐εδρικών στοιχείων, ενώ 
παράλληλα λαμβάνουμε ακρίβεια αντίστοιχη των 3D FEM αναλύσεων. 
 

Κόμβοι: 1708

Στοιχεία: 1080 

Κόμβοι: 61 

Στοιχεία: 60 
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Σχήμα  4.6  Καμπύλες  φορτίου–μετατοπίσεως  αμφίπακτης  δοκού  του   

παραδείγματος 2, για  0=tE . 
 

 
Σχήμα  4.7.  Καμπύλες  φορτίου‐μετατοπίσεως  αμφίπακτης  δοκού  του 

παραδείγματος 2, για  1=tE GPa . 
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Πίνακας 4.4 Απαιτούμενος χρόνος εκτέλεσης αναλύσεων 

Υλικό  Ελαστικό‐Πλήρως πλαστικό  Ελαστικό‐Γραμμικά 
κρατυνόμενο 

Είδος ανάλυσης  Γραμμική  Μη 
γραμμική  Γραμμική  Μη 

γραμμική 
Προτεινόμενη μέθοδος  00:00:08  00:00:12  00:00:10  00:00:17 

Στοιχεία δοκού  00:00:10  00:00:05  00:00:10  00:00:15 
Στοιχεία τρισδιάστατης 

ελαστικότητας  00:07:55  00:10:40  00:07:45  00:08:30 

Στα  Σχήματα  4.8,4.9  παρουσιάζεται  η  παραμορφωμένη  κατάσταση  του 
φορέα  κατά  τη  διεύθυνση  του φορτίου  και  η  εγκάρσια  μετατόπιση  στο  μέσο  της 
δοκού ‐ w(L/2)  , για διακριτοποίηση με 3D 8‐εδρικά στοιχεία και στοιχεία δοκού και 
για διάφορες τιμές της στάθμης του φορτίου, αγνοώντας ή λαμβάνοντας υπ’ όψιν 
την  επιρροή  την  επιρροή  της  γεωμετρικής  μη  γραμμικότητας,  αντίστοιχα  για 
ελαστικό‐πλήρως πλαστικό υλικό με μέτρο ελαστικότητας  20=E GPa . Ομοίως, Στα 
Σχήματα 4.10,4.11  παρουσιάζεται  η  παραμορφωμένη  κατάσταση  του φορέα  κατά 
τη διεύθυνση του φορτίου και η εγκάρσια μετατόπιση στο μέσο της δοκού ‐ w(L/2), 
για τις παραπάνω περιπτώσεις για ελαστικό‐γραμμικά κρατυνόμενο υλικό με μέτρο 
ελαστικότητας 20=E GPa   και μέτρο κράτυνσης  1=tE GPa   .  Τέλος,  στους Πίνακες 
4.5,4.6  παρουσιάζονται  το  φορτίο  κατάρρευσης  κι  η  αντίστοιχη  εγκάρσια 
μετατόπιση  αστοχίας  για  όλες  τις  παραπάνω  περιπτώσεις  ανάλυσης.  Από  τη 
σύγκριση  των  αποτελεσμάτων  είναι  προφανής  η  ακρίβεια  της  προτεινόμενης 
αριθμητικής μεθόδου. 

 
 

 
(α)  (β) 

 
 
 

 
(α)  (β) 

Σχήμα 4.8. Αμφίπακτη δοκός στην παραμορφωμένη κατάσταση με  
                    προσομοίωμα δοκού (α) και 3D 8‐εδρικά στοιχεία (β) για διάφορες  
                    τιμές του συντελεστή φόρτισης (γραμμική ανάλυση).              

w(L/2)=0.016m 

συντ. φόρτισης:1 

w(L/2)=0.004m 

συντ. φόρτισης:0.43 

w(L/2)=0.141m

συντ. φόρτισης:1 

w(L/2)=0.004m

φ 1
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(α)  (β) 

 
 

 
 

      

      
(α)  (β) 

Σχήμα 4.9. Αμφίπακτη δοκός στην παραμορφωμένη κατάσταση με   
                    προσομοίωμα δοκού (α) και 3D 8‐εδρικά στοιχεία (β) για διάφορες 
                    τιμές του συντελεστή φόρτισης (μη γραμμική ανάλυση).                  

 
 
 
Πίνακας 4.5 Φορτίο και μετατόπιση αστοχίας του φορέα ( 0=tE ) 
  Φορτίο αστοχίας(kN/m)  Μετατόπιση αστοχίας(m) 

Είδος 
ανάλυσης  Γραμμική  Μη γραμμική  Γραμμική  Μη γραμμική 

Προτεινόμενη 
μέθοδος  278  330  0.15  0.33 

Στοιχεία 
δοκού   240.5  240.7   0.016  0.016 

Στοιχεία 
τρισδιάστατης 
ελαστικότητας 

277.02  330  0.14  0.32 

 

w(L/2)=0.016m 

συντ. φόρτισης:0.72 

w(L/2)=0.323m

συντ. φόρτισης:1 

w(L/2)=0.0057m

συντ. φόρτισης:0.5 

w(L/2)=0.004m 

συντ. φόρτισης:0.36 
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(α)  (β) 
 
 
 
 

 

(α)  (β) 
Σχήμα 4.10. Αμφίπακτη δοκός στην παραμορφωμένη κατάσταση με  
                      προσομοίωμα δοκού (α) και 3D 8‐εδρικά στοιχεία (β)  για  
                      διάφορες τιμές του συντελεστή φόρτισης (γραμμική ανάλυση). 

 
 
 
Πίνακας 4.6 Φορτίο και μετατόπιση αστοχίας του φορέα ( 1=tE GPa ) 
  Φορτίο αστοχίας(kN/m)  Μετατόπιση αστοχίας(m) 

Είδος 
ανάλυσης  Γραμμική  Μη γραμμική  Γραμμική  Μη γραμμική 

Προτεινόμενη 
μέθοδος  510  520    0.12  0.123 

Στοιχεία 
δοκού  510  517.4      0.044  0.045 

Στοιχεία 
τρισδιάστατης 
ελαστικότητας 

510  520      0.123  0.123 

 

w(L/2)=0.01m 

συντ. φόρτισης:0.5 

w(L/2)=0.0114m

συντ. φόρτισης:0.5 

w(L/2)=0.044m 

συντ. φόρτισης:1 

w(L/2 )=0.123m 

συντ. φόρτισης:1 
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(α)  (β) 

 

 
 

 
 
 

 

(α)  (β) 
Σχήμα 4.11. Αμφίπακτη δοκός στην παραμορφωμένη κατάσταση με  
                      προσομοίωμα δοκού (α) και 3D 8‐εδρικά στοιχεία (β) για διάφορες 
                      τιμές του συντελεστή φόρτισης (μη γραμμική ανάλυση). 

 
Συμπεράσματα 
 
  Τα κυριότερα συμπεράσματα που προέκυψαν απ΄τις προαναφερθείσες 
αναλύσεις είναι: 

1. Για  ελαστικό  –  πλήρως  πλαστικό  υλικό  ( 0=tE ),  προκύπτει  ταύτιση  των 
καμπυλών  φορτίου  –  μετατόπισης    για  διακριτοποίηση  του  φορέα  με 
στοιχεία δοκού, τόσο για γραμμική όσο και για μη γραμμική ανάλυση. 

2. Επίσης, απ΄τη γραμμική ανάλυση προκύπτει ότι ο φορέας αστοχεί σε φορτίο 
φορτίο μικρότερο απ’  αυτό που  του  επιβάλλεται  ( 280 /kN m )  και  για  τους 
δύο τύπους προσομοίωσης, δίνοντας όμως περίπου ίδια μετατόπιση (0.15m
). 

3. Για ελαστικό – γραμμικά κρατυνόμενο υλικό, το φορτίο αστοχίας αυξάνεται 
σημαντικά,  ανεξαρτήτως  του  τύπου  προσομοίωσης  και  του  είδους  της 
ανάλυσης. 

4. Όσον αφορά στο υπολογιστικό κόστος, υπάρχει σημαντική διαφορά κυρίως 
στους χρόνους  ανάλυσης μεταξύ των διαφορετικών τύπων προσομοίωσης. 

5. Επιβεβαιώνεται η ακρίβεια της προτεινόμενης μεθόδου, λόγω της ταύτισης 
των καμπυλών φορτίου‐μετατόπισης. 

 

w(L/2)=0.01 

συντ. φόρτισης:0.5 

w(L/2)=0.012m

συντ. φόρτισης:0.5 

w(L/2)=0.045m 

συντ. φόρτισης:1 

w(L/2)=0.124m

συντ. φόρτισης:1 
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4.3   3ο αριθμητικό παράδειγμα:  Δοκός διατομής  Ι  
  Σ’  αυτό  το  παράδειγμα  εξετάζεται  η  επιρροή  της  γεωμετρικής  μη 
γραμμικότητας  και  της  διατμητικής  παραμόρφωσης  (αξονική‐διατμητική‐καμπτική 
ένταση). Γι’ αυτό το λόγο, εξετάστηκε μία δοκός διατομής I και μήκους  2L m= . Τα 
γεωμετρικά χαρακτηριστικά της διατομής που επελέγη παρουσιάζονται στον Πίνακα 
4.7,  ενώ  το  υλικό  της  δοκού  λήφθηκε  ελαστικό‐πλήρως  πλαστικό  με  μέτρο 
ελαστικότητας  213.4=E GPa ,  μέτρο  διατμήσεως  82=G GPa και  τάση  διαρροής 

285σ =YO MPa . Η δοκός είναι είτε πακτωμένη είτε μονόπακτη, ενώ υποβάλλεται σε 
μονοτονικώς  αυξανόμενο  ομοιόμορφο  κατανεμημένο  φορτίο.  Η  δοκός 
διακριτοποιείται  με  22  γραμμικά  διαμήκη  στοιχεία  και  43  τετραεδρικά  στοιχεία 
κελύφους (12 στρώσεις στον κορμό και 2 σε κάθε πέλμα). 

 
Πίνακας 4.7  Γεωμετρικά χαρακτηριστικά διατομής Ι 

Ύψος  0.3h m=   Πλάτος πελμάτων  0.02ft m=  

Πλάτος  0.3b m=   Πλάτος κορμού  0.01wt m=  

Ροπή αδράνειας  -5 425.0247 10yI m= ×  
Συντελεστής 
διατμητικής 
διόρθωσης 

5.3897za =  

 
Στα Σχήματα 4.12,4.13 παρουσιάζονται οι καμπύλες φορτίου‐μετατοπίσεως, 

για γεωμετρική μη γραμμική (GMNL) και για γραμμική ανελαστική (MNL) ανάλυση, 
και  για  τις  δύο περιπτώσεις συνθηκών στηρίξεως.  Τα αποτελέσματα συγκρίνονται 
με εκείνα που λήφθηκαν απ΄ την ανάλυση ενός μοντέλου FEM διακριτοποιημένου 
με 2400 τετραεδρικά στοιχεία κελύφους και παρατηρείται πλήρης ταύτιση. Στα ίδια 
σχήματα  παρουσιάζεται  και  η  κατανομή  των  τάσεων  Mises  σVM ,  όπου  είναι 
εμφανής  η  πλαστικοποίηση  του  κορμού,  καθώς  επίσης  και  η  ασυμμετρία  των 
κανονικών  τάσεων  λόγω  της  αξονικής  δύναμης  που  αναπτύσσεται.  Σ’  αυτά  τα 
σχήματα αποτυπώνεται, ακόμη, και αμιγώς καμπτική απόκριση της δοκού. Εφόσον 
η δοκός αστοχεί λόγω διάτμησης, το μοντέλο Euler‐Bernοulli αδυνατεί να λάβει υπ’ 
όψιν τη μη γραμμική συμπεριφορά και υπερεκτιμά το φορτίο αστοχίας περίπου στο 
320% για της πακτωμένης και στο 256% για την μονόπακτη δοκό. 

Ο  βασικός  λόγος  γι΄αυτή  την  απόκλιση  είναι  η  αδυναμία  του  αμιγώς 
καμπτικού  μοντέλου  να  προβλέψει  τον  ακριβή  μηχανισμό  κατάρρευσης,  αφού 
αγνοεί την ανάπτυξη διατμητικών τάσεων. Πιο συγκεκριμένα, στα Σχήματα 4.14 α,β 
παρουσιάζεται η κατανομή των τάσεων κατά μήκος του κορμού για γεωμετρικά μη 
γραμμική  και  γραμμική  ανάλυση  αντίστοιχα,  υποδηλώνοντας  το  διατμητικό 
χαρκτήρα  του  μηχανισμού  κατάρρευσης.  Στο  ίδιο  σχήμα  παρουσιάζεται  και  η 
παραμορφωμένη κατάσταση του φορέα ο οποίος έχει διακριτοποιηθεί με στοιχεία 
κελύφους  FEM.  Αντίθετα,  στο  Σχήμα  10γ  φαίνεται  η  κατανομή  των  τάσεων  Von 
Mises θεωρώντας μοντέλο αμιγώς καμπτικό δείχνοντας το μηχανισμό κατάρρευσης 
λόγω κάμψεως, ο οποίος προϋποθέτει τη δημιουργία τριών πλατικών αρθρώσεων, 
αντί  για  δύο  στην  περίπτωση  του  μοντέλου  με  συνδυασμό  αξονικής‐διατμητικής‐
καμπτικής καταπόνησης. 

Ακόμη,  από  άποψη  αποτελεσματικότητας,  αξίζει  να  σημειωθεί  ότι  παρόλο 
που  οι  δύο  προσεγγίσεις  έχουν  θεμελιώδεις  διαφορές,  (δηλαδή  22  πεπερασμένα 
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στοιχεία για το συγκεκριμένο μοντέλο αντί για 2400 στοιχεία κελύφους), η διαφορά 
στο  χρόνο  υπολογισμού  είναι  σημαντική,  ενώ  τα  αποτελέσματα  έχουν  την  ίδια 
ακρίβεια.  Ενδεικτικά,  αναφέρεται  ότι  για  το  μοντέλο  με  στοιχεία  κελύφους 
απαιτήθηκαν 30sec‐ 1h ανάλογα με το είδος της ανάλυσης, ενώ για το συγκεκριμένο 
μοντέλο απιτήθηκαν 10sec‐40sec για τα ίδια είδη ανάλυσης.  

Τέλος,  στα  Σχήματα  4.12,4.13  παρουσιάζονται  οι  καμπύλες  φορτίου‐
μετατοπίσεως  του  δοκού,  για  γεωμετρική  μη  γραμμική  ή  γραμμική  ανελαστική 
ανάλυση  και  για  τις  δύο  περιπτώσεις  συνθηκών  στήριξης,  καθιστώντας  προφανή 
την  επιρροή  της  γεωμετρικής  μη  γραμμικότητας  στην  απόκριση  του  συστήματος. 
Ακόμη,  σ’  αυτά  τα  σχήματα  αποτυπώνεται  και  η  αμιγώς  καμπτική  απόκριση, 
δείχνοντας  ακόμη  μία  φορά  τη  σημασία  της  διατμητικής  παραμόρφωσης  στην 
απόκριση της δοκού. 

Σχήμα 4.12. Καμπύλη φορτίο‐ μετατόπισης στο μέσον της αμφίπακτης δοκού του 
του παραδείγματος 3. 
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Σχήμα 4.13. Καμπύλη φορτίου‐μετατόπισης στο μέσον της μονόπακτης δοκού του 

του παραδείγματος 3 
 
 
Συμπεράσματα 
 
      Τα  κυριότερα  συμπεράσματα  που  προέκυψαν  απ’  τις  προαναφερθείσες 
αναλύσεις είναι: 

1. Απ΄την ανακολουθία των αποτελεσμάτων των γραμμικών και μη γραμμικών 
αναλύσεων  καθίσταται  προφανής  η  επιρροή  της  γεωμετρικής  μη 
γραμμικότητας. 

2. Το  συγκεκριμένο  μοντέλο  λαμβάνει  υπ’  όψιν  την  ταυτόχρονη  επιρροή  των 
καμπτικών‐αξονικών‐διατμητικών  παραμορφώσεων,  τονίζοντας  έτσι  τη 
σημασία αυτής  της αλληλεπίδρασης στην ανελαστική ανάλυση θεωρώντας 
είτε μικρές είτε μεγάλες παραμορφώσεις. 

3. Απαιτείεται  μικρός  αριθμός  στοιχείων  προκειμένου  να  επιτευχθεί 
ικανοποιητική σύγκλιση. 

4. Η χρήση της μεθόδου BEM επιτρέπει τον ακριβή υπολογισμό των τάσεων, 
πράγμα που διευκολύνει τόσο το σχεδιασμό όσο και την ανάλυση δοκών. 
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(a) 

(b) 

(c) 
Σχήμα 4.14.  Διαγράμματα  κατανομής  τάσεων Von Mises  κατά  μήκος  του  κορμού   

για  γεωμετρικά  μη  γραμμική  (a)  και  γραμμική  (b)  ανάλυση    για 
προσομοίωση  με  στοιχεία  κελύφους.  Μοντέλο  καμπτικής  
παραμόρφωσης (c). 
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ΤΜΠΕΡΑΜΑΣΑ  

 
 

Έπειτα από τθν εκτζλεςθ των αναλφςεων που παρουςιάςτθκαν 

προθγουμζνωσ τα κυριότερα ςυμπεράςματα που προζκυψαν είναι τα ακόλουκα: 

 Η εκτζλεςθ γραμμικισ ι μθ γραμμικισ ανάλυςθσ, δθλαδι θ κεϊρθςθ μικρϊν 

ι μεγάλων μετατοπίςεων αντίςτοιχα, κακϊσ και θ επιρροι των διατμθτικϊν 

παραμορφϊςεων επθρεάηουν ςθμαντικά τθν απόκριςθ του φορζα. 

 Σο είδοσ του υλικοφ ζχει κακοριςτικι ςθμαςία ςτθ ςυμπεριφορά του φορζα. 

Ειδικά για ελαςτικό – γραμμικά κρατυνόμενο υλικό, το φορτίο αςτοχίασ 

αυξάνεται ςθμαντικά.  

 Η διακριτοποίθςθ του φορζα με ςτοιχεία τριςδιάςτατθσ ελαςτικότθτασ 

παρζχει πιο ακριβι αποτελζςμετα ςε ςχζςθ μ’ αυτά που προκφπτουν απϋτθν 

προςομοίωςι του με γραμμικά ςτοιχεία. 

 Yπάρχει ςθμαντικι διαφορά ςτουσ χρόνουσ εκτζλεςθσ των αναλφςεων με 

γραμμικά ςτοιχεία και ςτοιχεία τριςδιάςτατθσ ελαςτικότθτασ. 

 Η προτεινόμενθ μζκοδοσ υπερζχει, διότι επιτυγχάνει τθ μεγαλφτερθ δυνατι 

ακρίβεια με το μικρότερο δυνατό υπολογιςτικό κόςτοσ. 

 

Όπωσ προαναφζρκθκε, οι αναλφςεισ που εκτελζςτθκαν ςτθν παροφςα 

διπλωματικι εργαςία ιταν ςτατικζσ. Ωσ αντικείμενο μελλοντικισ ζρευνασ, κα 

παρουςίαηε ιδιαίτερο ενδιαφζρον θ δυναμικι απόκριςθ φορζων διαφόρων 

διατομϊν, για διάφορουσ τφπουσ φορτίων και ςυνκθκϊν ςτιριξθσ. 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 1 
Η Πεδιακή BEM για  

Συνήθεις Διαφορικζς Εξισώσεις 2ης Τάξης 
 
Π.1Εισαγωγή 

τθ ςυγκεκριμζνθ διπλωματικι εργαςία, οριςμζνα από τα προβλιματα 
ςυνοριακϊν τιμϊν που διατυπϊνονται επιλφονται αρικμθτικά με τθν Πεδιακι 
Μζκοδο υνοριακϊν τοιχείων (Domain BEM). H μζκοδοσ αυτι ανικει ςτθν 
οικογζνεια Μεκόδων υνοριακϊν τοιχείων (BEM). Η Πεδιακι BEM μπορεί να 
εφαρμοςτεί για τθν επίλυςθ γραμμικϊν ι μθ γραμμικϊν, ςτατικϊν ι δυναμικϊν 
προβλθμάτων ςυνοριακϊν τιμϊν με ςτακεροφσ ι μεταβλθτοφσ ςυντελεςτζσ, που 
υπόκεινται ςε γραμμικζσ ι μθ γραμμικζσ ςυνοριακζσ ςυνκικεσ. Με τθ μζκοδο αυτι 
είναι δυνατό να επιλυκοφν αρικμθτικά προβλιματα ςυνοριακϊν τιμϊν των οποίων 
θ κεμελιϊδθσ λφςθ (fundamental solution) δεν είναι γνωςτι. Κακϊσ θ κεμελιϊδθσ 
λφςθ δεν διατίκεται, ςε τζτοια προβλιματα είναι αδφνατο να εφαρμοςτεί «αμιγισ» 
Μζκοδοσ υνοριακϊν τοιχείων, δθλαδι μζκοδοσ που να χρθςιμοποιεί 
αποκλειςτικά ςυνοριακι διακριτοποίθςθ. Η Πεδιακι BEM περιλαμβάνει και 
πεδιακι διακριτοποίθςθ του εξεταηόμενου χωρίου, πζρα από τθ ςυνοριακι 
διακριτοποίθςθ. 

τθ διεκνι βιβλιογραφία ζχουν παρουςιαςτεί διάφορεσ διατυπϊςεισ 
Πεδιακισ BEM (π.χ. βλ. τθν εργαςία των Ingber et al. *2001+). τθν παρόν κεφάλαιο 
ακολουκοφνται οι διατυπϊςεισ των Sapountzakis and Katsikadelis *1992+ (βλ. και 
[Katsikadelis and Sapountzakis 1988], [Katsikadelis et al. 1990], [Sapountzakis and 
Katsikadelis 1991], [Katsikadelis and Sapountzakis 1991+) και του Sapountzakis 
*2000+ (βλ. και *Ingber et al. 2001+), αφοφ τροποποιθκοφν κατάλλθλα. Η πρϊτθ 
μζκοδοσ βαςίηεται ςτθν άμεςθ αρικμθτικι ολοκλιρωςθ των πεδιακϊν 
ολοκλθρωμάτων που προκφπτουν κατά τθν εφαρμογι τθσ Πεδιακισ BEM. Η 
δεφτερθ μζκοδοσ βαςίηεται ςτθν αρχικι προςζγγιςθ του άγνωςτου μεγζκουσ που 
αναηθτοφμε με απλζσ ςυναρτιςεισ ςχιματοσ ςε κάκε ςτοιχείο τθσ πεδιακισ 
διακριτοποίθςθσ. Σα προκφπτοντα ολοκλθρϊματα περιζχουν αποκλειςτικά γνωςτά 
μεγζκθ και μποροφν να υπολογιςτοφν είτε αρικμθτικά είτε αναλυτικά, 
ςθμειϊνοντασ ότι ςτθν παροφςα εργαςία ακολουκείται αναλυτικόσ προςδιοριςμόσ. 

Η πρϊτθ μζκοδοσ πλεονεκτεί ςτισ περιπτϊςεισ όπου είναι δυςχερζσ να 
εκφραςτεί ρθτά το εξεταηόμενο πρόβλθμα ςυνοριακϊν τιμϊν ωσ προσ τα άγνωςτα 
μεγζκθ ςε κάκε ςθμείο του χωρίου. Μια τζτοια περίπτωςθ είναι θ εξζταςθ τθσ 
ςυμπεριφοράσ ελαςτοπλαςτικϊν ςωμάτων, όπου τα πλαςτικά μζρθ των εντατικϊν 
μεγεκϊν μποροφν να υπολογιςτοφν ςε πεπεραςμζνο αρικμό ςθμείων κατά μικοσ 
τθσ ράβδου, ωςτόςο προςδιορίηονται δυςχερϊσ ςε κλειςτι μορφι ςυναρτιςει των 
άγνωςτων μεγεκϊν ςε κάκε ςθμείο. Η δεφτερθ μζκοδοσ πλεονεκτεί ςτισ 
περιπτϊςεισ όπου το εξεταηόμενο πρόβλθμα ςυνοριακϊν τιμϊν είναι ρθτά 
προςδιοριςμζνο ωσ προσ τα άγνωςτα μεγζκθ ςε κάκε ςθμείο του χωρίου. Μια 
τζτοια περίπτωςθ είναι θ εξζταςθ γεωμετρικά μθ γραμμικισ ςυμπεριφοράσ 
ελαςτικϊν ςωμάτων. υνεπϊσ, εδϊ θ πρϊτθ μζκοδοσ εφαρμόηεται ςτο πρόβλθμα 
τθσ μθ γραμμικισ ανομοιόμορφθσ ςτρζψθσ ελαςτοπλαςτικϊν ράβδων με επιρροι 
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δευτερογενϊν διατμθτικϊν παραμορφϊςεων, ενϊ θ δεφτερθ μζκοδοσ εφαρμόηεται 
ςτο πρόβλθμα τθσ γεωμετρικά μθ γραμμικισ ανομοιόμορφθσ ςτρζψθσ ελαςτικϊν 
ράβδων με επιρροι δευτερογενϊν διατμθτικϊν παραμορφϊςεων. Παρακάτω, οι 
δφο μζκοδοι παρουςιάηονται για τθν περίπτωςθ ςυνικουσ διαφορικισ εξίςωςθσ 2θσ 
τάξθσ, ςθμειϊνοντασ ότι θ εφαρμογι τουσ ςε ςυνικεισ διαφορικζσ εξιςϊςεισ 4θσ 
τάξθσ είναι ανάλογθ, όπωσ επίςθσ και ςε ςυςτιματα ςυνικων διαφορικϊν 
εξιςϊςεων, τα οποία περιζχουν μζχρι 2θσ ι 4θσ τάξθσ παραγϊγουσ. 

Οι δφο μζκοδοι περιζχουν άγνωςτεσ ποςότθτεσ και ςτο εςωτερικό του 
εξεταηόμενου χωρίου. Μποροφν να εφαρμοςτοφν δφο τεχνικζσ υπολογιςμοφ των 
αγνϊςτων αυτϊν *Ingber et al. 2001+. Αναφορικά με τθν πρϊτθ τεχνικι, οι άγνωςτοι 
αυτοί υπολογίηονται επαναλθπτικά αφοφ υιοκετθκεί κάποια αρχικι εκτίμθςθ για 
τον υπολογιςμό τουσ. Η τεχνικι αυτι απαιτεί επαναλθπτικι επίλυςθ των εξιςϊςεων 
του προβλιματοσ ακόμα και ςτθν περίπτωςθ γραμμικϊν προβλθμάτων ενϊ θ 
ςφγκλιςθ δεν είναι εγγυθμζνθ *Ingber et al. 2001+. Αναφορικά με τθ δεφτερθ 
τεχνικι, εφαρμόηεται θ μζκοδοσ τθσ ταξικεςίασ (collocation method) ςφμφωνα με 
τθν οποία οι ολοκλθρωτικζσ εξιςϊςεισ του προβλιματοσ εκφράηονται ςτισ κζςεισ 
των άγνωςτων ποςοτιτων ςτο εςωτερικό του χωρίου. Έτςι είναι δυνατό να 
μορφωκεί ςφςτθμα εξιςϊςεων με ίςο πλικοσ άγνωςτων ποςοτιτων και 
διατικζμενων εξιςϊςεων. Η τεχνικι αυτι υιοκετείται ςτθν παροφςα διατριβι και 
απαιτεί επαναλθπτικι επίλυςθ των εξιςϊςεων του προβλιματοσ μόνο ςτθν 
περίπτωςθ μθ γραμμικϊν προβλθμάτων. 
 
Π1.2 Βασικζς Ζννοιες της Πεδιακής Μεθόδου Συνοριακών Στοιχείων 

 
Θεωροφμε το μονοδιάςτατο πρόβλθμα ςυνοριακϊν τιμϊν 

 
 

   
2

2

dN x,u,ud u
g x , x 0,l

dxdx


         (Π1.1.1α) 

  1 2 3

du
a N x,u,u a u a , x 0,l

dx

 
     

 
     (Π1.1.1β) 

 

όπου ο ςυμβολιςμόσ    δθλϊνει παραγϊγιςθ κατά x ,  N   είναι γραμμικόσ ι μθ 

γραμμικόσ μονοδιάςτατοσ τελεςτισ πρϊτθσ τάξθσ, ia  ( i 1,2,3 ) είναι γνωςτοί 

ςυντελεςτζσ που ορίηονται ςτα άκρα του εξεταηόμενου διαςτιματοσ,  g x  είναι 

τυχαία κατανεμθμζνο φορτίο ι πθγι ςτο εςωτερικό διάςτθμα  0,l  και  u u x  

είναι θ ςυνάρτθςθ τθσ λφςθσ, θ οποία είναι ςυνεχισ και δφο φορζσ ςυνεχϊσ 

παραγωγίςιμθ ςτο  0,l . Σο πρόβλθμα αυτό προκφπτει ςυχνά ςτισ εφαρμογζσ που 

εξετάηονται. Λαμβάνοντασ υπόψθ τισ προθγοφμενεσ εξιςϊςεισ εκφράηεται εδϊ ωσ 
 

               
x ll u u u

2 1 20 x 0
u x, N x,u,u g x dx x, u x x, u x      





             

  (Π1.1.2) 
 

όπου u
1 , u

2  είναι διςθμειακοί πυρινεσ. Μετά από κατάλλθλθ ολοκλιρωςθ κατά 

παράγοντεσ θ παραπάνω ζκφραςθ διαμορφϊνεται ωσ 
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l lu u
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u x, g x dx x, N x,u,u dx

x, N x,u,u x, u x x, u x

    

     
 

 

 

       
   

 
 (Π1.1.3) 

 
Παραγωγίηοντασ ωσ προσ   τθν παραπάνω εξίςωςθ, λαμβάνουμε 

 

              
x ll u u

1 10 x 0
u x, g x dx N ,u,u x, u x N x,u,u     





             (Π1.1.4) 

 

τθ ςυνζχεια προχωροφμε ςτθ διακριτοποίθςθ του διαςτιματοσ  0,l , 

διαιρϊντασ το διάςτθμα αυτό ςε L  ςτοιχεία. Οι ςχζςεισ (Π1.2.3-4) διατυπϊνονται 
ωσ 
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L
l u u
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u u
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x 0

u x, g x dx x, N x,u,u dx

x, u x x, u x N x,u,u


    

   







 

     
 

 
 (Π1.1.5) 

              
x ll u u

1 10 x 0
u x, g x dx N ,u,u x, u x N x,u,u     





             (Π1.1.6) 

 
Π1.3 Μζθοδος Αριθμητικής Ολοκλήρωσης 

Όπωσ προαναφζρκθκε, θ παροφςα μζκοδοσ πλεονεκτεί ςτισ περιπτϊςεισ όπου 
είναι δυςχερζσ να εκφραςτεί ρθτά το εξεταηόμενο πρόβλθμα ςυνοριακϊν τιμϊν ωσ 
προσ τα άγνωςτα μεγζκθ ςε κάκε ςθμείο του χωρίου. Σα ολοκλθρϊματα 

   
j

u
1 x, N x,u,u dx


    ( j 1,2,...,L ) τθσ εξ.(Π1.1.5) προςδιορίηονται 

εφαρμόηοντασ τθ μζκοδο αρικμθτικισ ολοκλιρωςθσ Gauss (με GaussL  πλικοσ 

ςθμείων Gauss ςε κάκε ςτοιχείο) ωσ 
 

        
Gauss

j

L
u u
1 1 jk jk jk jk k

k 1

x, N x,u,u dx x , N x ,u ,u w

   



    (Π1.1.7) 

 

όπου kw  ( Gaussk 1,2,...,L ) είναι γνωςτά βάρθ τθσ μεκόδου Gauss, ενϊ jkx  (

Gaussk 1,2,...,L ) είναι γνωςτά ςθμεία Gauss τα οποία βρίςκονται επί του ςτοιχείου 

j  ( j 1,2,...,L ). Η εξ.(Π1.1.5) διαμορφϊνεται με βάςθ τθν παραπάνω ςχζςθ ωσ 

 

   

         
GaussLL

l u u
2 1 jk jk jk jk k0

j 1 k 1

u x, g x dx x , N x ,u ,u w    
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u u
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(Π1.1.8) 
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Εφαρμόηοντασ ςε GaussL L  ςθμεία ταξικεςίασ i jkx   ( Gaussi 1,2,...,L L  , 

j 1,2,...,L , Gaussk 1,2,...,L ) τισ ολοκλθρωτικζσ εξιςϊςεισ (Π1.1.8), (Π1.1.6) 

κακϊσ και ςτα άκρα τθσ ράβδου 0 0   , 
GaussL L 1 l      τθν ολοκλθρωτικι 

εξίςωςθ (Π1.1.8), προκφπτουν Gauss2L L 2   εξιςϊςεισ ωσ προσ Gauss2L L 4   

αγνϊςτουσ (πρόκειται για τισ τιμζσ των iu , iu  ( Gaussi 1,2,...,L L  ) ςτα GaussL L  

εςωτερικά κομβικά ςθμεία και τισ ςυνοριακζσ τιμζσ των u ,  u N x,u,u   (

j 1,L 1  ) ςτα άκρα τθσ ράβδου 0 0   , 
GaussL L 1 l     ). Οι εξιςϊςεισ αυτζσ 

μαηί με τισ 2  ςυνοριακζσ ςυνκικεσ που ιςχφουν ςτα άκρα τθσ ράβδου (βλ. 
εξ.(Π3.2.1β)) μορφϊνουν ςφςτθμα Gauss2L L 4   αλγεβρικϊν εξιςϊςεων με 

Gauss2L L 4   αγνϊςτουσ. Από τθν επίλυςθ του ςυςτιματοσ αυτοφ, υπολογίηονται 

οι τιμζσ των u , u  ςτα GaussL L  εςωτερικά κομβικά ςθμεία κακϊσ και οι τιμζσ τθσ 

u  και  u N x,u,u   ςτα άκρα του εξεταηόμενου διαςτιματοσ. Τπογραμμίηεται ότι 

οι τιμζσ των u , u  μποροφν εφκολα να ευρεκοφν ςε οποιοδιποτε ςθμείο  0,l   

εφαρμόηοντασ τισ ολοκλθρωτικζσ εξιςϊςεισ (Π1.1.8), (Π1.1.6) αντίςτοιχα, για τθν 
εξεταηόμενθ τιμι του  . Αξίηει επίςθσ να ςθμειωκεί ότι τα ολοκλθρϊματα τθσ 

μορφισ    
l u

10
x, g x dx  ,    

l u
20

x, g x dx   που υπειςζρχονται ςτο ςφςτθμα 

εξιςϊςεων υπολογίηονται χωρίσ δυςκολία με αναλυτικι ολοκλιρωςθ για τισ 

ςυνικεισ ςυναρτιςεισ  g x . Σζλοσ, ςτθν περίπτωςθ που το ςθμείο ταξικεςίασ i  

βρίςκεται εντόσ του ςτοιχείου j , παρουςιάηεται ιδιομορφία ςτον υπολογιςμό του 

ολοκλθρϊματοσ τθσ εξ.(Π1.1.7). Η ομαλοποίθςι του πραγματοποιείται 
εφαρμόηοντασ τθν τεχνικι που παρουςιάηεται ςτθν εργαςία των Katsikadelis and 
Sapountzakis *1988+. Έτςι, το ολοκλιρωμα τθσ εξ.(Π1.1.7) γράφεται ωσ 
 

 
          

                                               

j j

j

u u
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u
i i i 1 i

x, N x,u,u dx x, N x,u,u N ,u ,u dx
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 (Π1.1.9) 

 

Κακϊσ θ ποςότθτα       u
1 i i i ix, N x,u,u N ,u ,u     του πρϊτου 

ολοκλθρϊματοσ τθσ παραπάνω ςχζςθσ ζχει πεπεραςμζνθ τιμι, το πρϊτο 
ολοκλιρωμα είναι ομαλό και μπορεί να υπολογιςτεί με αρικμθτικι ολοκλιρωςθ 
Gauss. Σο δεφτερο ολοκλιρωμα τθσ παραπάνω ςχζςθσ υπολογίηεται εφκολα 
αναλυτικά. 
 
Π1.4 Μζθοδος Προσζγγισης του Άγνωστου Μεγζθους 

Όπωσ προαναφζρκθκε, θ παροφςα μζκοδοσ πλεονεκτεί ςτισ περιπτϊςεισ όπου 
το εξεταηόμενο πρόβλθμα ςυνοριακϊν τιμϊν είναι ρθτά προςδιοριςμζνο ωσ προσ 
τα άγνωςτα μεγζκθ ςε κάκε ςθμείο του χωρίου. Τιοκετείται θ υπόκεςθ ότι το 
άγνωςτο μζγεκοσ u  μεταβάλλεται εντόσ του κάκε ςτοιχείου j  με βάςθ 

ςυγκεκριμζνο νόμο (π.χ. γραμμικι, παραβολικι, κυβικι κατανομι κ.λ.π.). Με βάςθ 
το νόμο αυτό, υπολογίηεται εφκολα θ μεταβολι εντόσ του κάκε ςτοιχείου j  τθσ 

παραγϊγου u . Ο ρθτόσ προςδιοριςμόσ του προβλιματοσ ςυνοριακϊν τιμϊν ωσ 
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προσ τα u , u  ςε κάκε ςθμείο του χωρίου επιτρζπει τον προςδιοριςμό των 

ολοκλθρωμάτων    
j

u
1 x, N x,u,u dx


    ( j 1,2,...,L ) τθσ εξ.(Π1.1.5) 

ςυναρτιςει των άγνωςτων κομβικϊν ποςοτιτων του νόμου μεταβολισ του u . Σα 
ολοκλθρϊματα που υπειςζρχονται ςτισ προκφπτουςεσ εκφράςεισ υπολογίηονται 
ςτθν παροφςα διατριβι αναλυτικά χωρίσ δυςκολία. 

Εφαρμόηοντασ ςε L  ςθμεία ταξικεςίασ i  ( i 1,2,...,L ) τισ ολοκλθρωτικζσ 

εξιςϊςεισ (Π1.1.5-6) κακϊσ και ςτα άκρα τθσ ράβδου 0 0   , L 1 l     τθν 

ολοκλθρωτικι εξίςωςθ (Π1.1.5), προκφπτουν 2L 2  εξιςϊςεισ ωσ προσ 2L 4  
αγνϊςτουσ (πρόκειται για τισ κομβικζσ ποςότθτεσ του νόμου μεταβολισ του u  ςτα 

L  κομβικά ςθμεία και τισ ςυνοριακζσ τιμζσ των ju ,  j j j ju N x ,u ,u   ( j 1,L 1  ) 

ςτα άκρα τθσ ράβδου 0 0   , L 1 l    ). Οι εξιςϊςεισ αυτζσ μαηί με τισ 2  

ςυνοριακζσ ςυνκικεσ που ιςχφουν ςτα άκρα τθσ ράβδου (βλ. εξ.(Π1.1.1β)) 
μορφϊνουν ςφςτθμα 2L 4  αλγεβρικϊν εξιςϊςεων με 2L 4  αγνϊςτουσ. Από τθν 
επίλυςθ του ςυςτιματοσ αυτοφ, υπολογίηονται οι τιμζσ των κομβικϊν ποςοτιτων 
του νόμου μεταβολισ του u   ςτα L  κομβικά ςθμεία κακϊσ και οι τιμζσ τθσ u  και 

 u N x,u,u   ςτα άκρα του εξεταηόμενου διαςτιματοσ. Τπογραμμίηεται ότι οι 

τιμζσ των u , u  μποροφν εφκολα να ευρεκοφν ςε οποιοδιποτε ςθμείο  0,l   

εφαρμόηοντασ τισ ολοκλθρωτικζσ εξιςϊςεισ (Π1.1.5), (Π1.1.6) αντίςτοιχα, για τθν 
εξεταηόμενθ τθν τιμι του  . Αξίηει επίςθσ να ςθμειωκεί ότι τα ολοκλθρϊματα τθσ 

μορφισ    
l u

10
x, g x dx  ,    

l u
20

x, g x dx   που υπειςζρχονται ςτο ςφςτθμα 

εξιςϊςεων υπολογίηονται χωρίσ δυςκολία με αναλυτικι ολοκλιρωςθ για τισ 

ςυνικεισ ςυναρτιςεισ  g x . Σζλοσ, επιςθμαίνεται ότι οι κζςεισ των ςθμείων 

ταξικεςίασ προςδιορίηονται με βάςθ τισ κζςεισ των κομβικϊν ςθμείων του νόμου 
μεταβολισ του u , ενϊ ςε περίπτωςθ που ο τελεςτισ N  ζχει ειδικι μορφι (π.χ. δεν 
εξαρτάται από το u  αλλά μόνο από το u ), δεν χρειάηεται να χρθςιμοποιθκοφν και 
οι δφο ολοκλθρωτικζσ εξιςϊςεισ (Π1.1.5-6) για τθν επίλυςθ του προβλιματοσ. 
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