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Περύληψη 
 

Οι απϊλειεσ δινορρευμάτων ςτουσ μόνιμουσ μαγνιτεσ ςε μθχανζσ εναλλαςςομζνου 

ρεφματοσ με δρομείσ μονίμων μαγνθτϊν ςυνικωσ αγνοοφνται, κακϊσ θ κεμελιϊδθσ 

ςυνιςτϊςα του μαγνθτικοφ πεδίου ςτο διάκενο περιςτρζφεται ςε ςυγχρονιςμό με τον 

δρομζα και οι αρμονικζσ χρόνου τθσ κυματομορφισ του ρεφματοσ και χϊρου του 

μαγνθτικοφ πεδίου του διακζνου που οφείλονται ςτθ διαμόρφωςθ των τυλιγμάτων του 

ςτάτθ είναι γενικά μικρζσ. Ωςτόςο, λόγω των πλεονεκτθμάτων μθ επικάλυψθσ των 

τερματικϊν ςυνδζςεων των τυλιγμάτων, αναπτφςςεται πρόςφατα μια ςθμαντικι 

κατθγορία μθχανϊν, οι οποίεσ ζχουν ςυγκεντρωμζνα τυλίγματα κλαςματικισ αφλακασ, 

ςτισ οποίεσ θ κεμελιϊδθσ ςυνιςτϊςα τθσ μαγνθτεγερτικισ δφναμθσ του ςτάτθ εμφανίηει 

διαφορετικό αρικμό πόλων από αυτοφσ του δρομζα. τισ μθχανζσ αυτζσ θ ροπι 

παράγεται από ανϊτερθ αρμονικι ςυνιςτϊςα τθσ μαγνθτεγερτικισ δφναμθσ του δρομζα. 

Η κεμελιϊδθσ ςυνιςτϊςα και άλλεσ χαμθλισ τάξθσ αρμονικζσ ςυνιςτϊςεσ του μαγνθτικοφ 

πεδίου του ςτάτθ μποροφν ςτισ περιπτϊςεισ αυτζσ να προκαλζςουν δινορρεφματα 

ςθμαντικισ ζνταςθσ και αντίςτοιχεσ απϊλειεσ ςτουσ μόνιμουσ μαγνιτεσ. Κακίςταται 

επομζνωσ απαραίτθτο να αναπτυχκεί μια αποδοτικι μεκοδολογία εκτίμθςθσ τθσ 

πυκνότθτασ δινορρευμάτων και των αντιςτοίχων απωλειϊν που επιφζρουν ςτουσ 

μόνιμουσ μαγνιτεσ. Για τον ςκοπό αυτόν, ςτθν παροφςα εργαςία αναπτφςςονται δφο 

μεκοδολογίεσ, οι οποίεσ χρθςιμοποιϊντασ αναλυτικζσ μεκόδουσ επίλυςθσ του 

μαγνθτικοφ πεδίου επιτρζπουν ικανοποιθτικι εκτίμθςθ των δινορρευμάτων και των 

αντιςτοίχων απωλειϊν ςτουσ μαγνιτεσ των μθχανϊν αυτοφ του τφπου. Με βάςθ τισ 

προαναφερόμενεσ μεκοδολογίεσ επιχειρικθκε επίςθσ παραμετρικι διερεφνθςθ τθσ 

επίδραςθσ των θλεκτρικϊν και γεωμετρικϊν μεγεκϊν ςτισ εκτιμϊμενεσ απϊλειεσ  και τα 

λειτουργικά χαρακτθριςτικά τθσ μθχανισ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Λζξεισ κλειδιά:  Απϊλειεσ δινορρευμάτων, δρομείσ μονίμων μαγνθτϊν, ςφγχρονεσ 

θλεκτρικζσ μθχανζσ, τυλιγματα κλαςματικισ αφλακασ.  
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Abstract 
 

The eddy current losses in the permanent magnets of brushless ac machines are usually 

neglected, since the fundamental component of the air-gap field usually rotates in 

synchronism with the rotor and time harmonics in the current waveform and air-gap 

magnetic field space harmonics due to the winding distribution are generally small. 

However, due to advantages of non-overlapping end zone winding parts an important 

category of brushless ac machine design is emerging, those with fractional slot 

concentrated windings, in which the fundamental component of the stator MMF has 

different number of poles than the rotor. The torque in these machines is developed by a 

higher order MMF harmonic. The fundamental component and lower order MMF 

harmonics can then give rise to significant eddy currents and respective losses in the rotor 

magnets. It is thereby useful to establish an efficient methodology enabling prediction of 

the density of eddy currents and their corresponding losses in the magnets. For this 

purpose two methodologies have been developed in this thesis, which use analytical 

methods for the magnetic field distribution analysis enabling prediction of the eddy 

currents and the respective losses developed in the permanent magnets of such machines.  

By using the above mentioned methodologies, the impact of various electric and geometric 

variables on the eddy current losses as well as on the machine operating characteristics 

has been investigated. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Keywords:  Eddy current losses, surface permanent magnet rotors, synchronous electrical 

machines, fractional slot windings. 
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Κεφϊλαιο 1 Ειςαγωγό 
 

1.1 Σκοπόσ τησ εργαςύασ 

 

κοπόσ τθσ παροφςθσ διπλωματικισ εργαςίασ είναι να αναπτυχκοφν κατάλλθλεσ 

μεκοδολογίεσ βαςιςμζνεσ ςε αναλυτικζσ λφςεισ για το πρόβλθμα προςδιοριςμοφ των 

δινορρευμάτων και των απωλειϊν που αναπτφςςονται ςτουσ μόνιμουσ μαγνιτεσ των 

δρομζων των μθχανϊν εναλλαςςομζνου ρεφματοσ και ςτθ ςυνζχεια θ χρθςιμοποίθςθ 

αυτϊν των αποτελεςμάτων για τον υπολογιςμό μζςω ανάπτυξθσ κατάλλθλου 

αρικμθτικοφ κϊδικα τθσ επίδραςθσ των γεωμετρικϊν και θλεκτρικϊν μεγεκϊν τθσ 

μθχανισ ςτισ απϊλειεσ. Για το ςκοπό αυτό αναπτφχκθκαν δφο μεκοδολογίεσ, μία ςε 

καρτεςιανζσ και μία ςε πολικζσ ςυντεταγμζνεσ, οι οποίεσ ακολουκοφν διαφορετικζσ 

προςεγγίςεισ ςτο πρόβλθμα και είναι κατάλλθλεσ ςε διαφορετικοφσ τφπουσ μθχανϊν. 

 

το προγραμματιςτικό μζροσ τθσ εργαςίασ ο κϊδικασ υπολογιςμοφ των απωλειϊν 

για τα μοντζλα γράφτθκε ςε προγραμματιςτικό περιβάλλον MATLAB. 

 

1.2 Δομό τησ εργαςύασ 

 

Η εργαςία περιλαμβάνει 5 κεφάλαια, που καλφπτουν τισ επιμζρουσ κεματικζσ 

ενότθτεσ. το πρϊτο κεφάλαιο περιλαμβάνονται ο ςκοπόσ τθσ εργαςίασ και ςφντομθ 

παρουςίαςι τθσ μζςω περιγραφισ των περιεχομζνων των κεφαλαίων. Ειδικότερα: 

 

 το δεφτερο κεφάλαιο επιχειρείται μια ειςαγωγι ςτθ ςυμπεριφορά των 

δινορρευμάτων. Εξετάηεται ο τρόποσ δθμιουργίασ τουσ και περιγράφονται οι 

κφριεσ επιδράςεισ τουσ αλλά και οι αρνθτικζσ επιπτϊςεισ τουσ ςτθ λειτουργία των 

μθχανϊν. 

 το τρίτο κεφάλαιο αναλφονται οι μθχανζσ μονίμων μαγνθτϊν με ςυγκεντρωμζνα 

τυλίγματα. Η τοπολογία των τυλιγμάτων των μθχανϊν αυτϊν διαφζρει από τισ 

ςυμβατικζσ μθχανζσ κατανεμθμζνων τυλιγμάτων πράγμα που διαφοροποιεί και 

τον τρόπο λειτουργίασ τουσ. Επεξθγείται επίςθσ πϊσ διαμορφϊνεται ο 

ςυντελεςτισ τυλίγματοσ, θ μαγνθτεγερτικι δφναμθ και οι αρμονικζσ ςυνιςτϊςεσ 

τθσ ςτισ μθχανζσ αυτζσ. 

 το τζταρτο κεφάλαιο καταςτρϊνονται οι εξιςϊςεισ Maxwell και διαμορφϊνεται 

θ εξίςωςθ διάχυςθσ του μαγνθτικοφ πεδίου που διζπει τα φαινόμενα των 

δινορρευμάτων. Περιγράφονται επίςθσ οι μζκοδοι επίλυςθσ τθσ εξίςωςθσ αυτισ, 

θ πιό διαδεδομζνθ των οποίων βαςίηεται ςτθν τεχνικι του χωριςμοφ των 

μεταβλθτϊν. Επιλφονται οι εξιςϊςεισ για οριςμζνεσ τυπικζσ γεωμετρίεσ 

προβλθμάτων οι οποίεσ προςφζρονται για αναλυτικι επίλυςθ και υπολογίηεται θ 

πυκνότθτα δινορρευμάτων ςε αγϊγιμα μζςα. 



 

14 

 

 το πζμπτο κεφάλαιο αναπτφςςονται δφο μοντζλα μθχανϊν, ζνα ςε καρτεςιανζσ 

και ζνα ςε πολικζσ ςυντεταγμζνεσ, τα οποία βαςίηονται ςε αναλυτικό υπολογιςμό 

των απωλειϊν δινορρευμάτων. Καταςτρϊνονται ζτςι ϊςτε να επιτρζπουν τθν 

ανάλυςθ ευαιςκθςίασ για διάφορεσ παραμζτρουσ των μθχανϊν και εξετάηεται θ 

ςυμβατότθτα των μοντζλων μεταξφ τουσ.  

 το ζκτο κεφάλαιο επιχειρείται θ ανακεφαλαίωςθ τθσ εργαςίασ, ςυγκεντρϊνονται 

τα κυριότερα ςυμπεράςματα που προζκυψαν, παρουςιάηονται τα ςθμεία  

επιςτθμονικισ ςυνειςφοράσ τθσ και προτείνονται κζματα για περαιτζρω 

διερεφνθςθ βάςει των αποτελεςμάτων τθσ εργαςίασ. 
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Κεφϊλαιο 2 Το φαινόμενο των δινορρευμϊτων 
 

2.1 Οριςμόσ 

 

Δινορρεφματα ονομάηονται τα θλεκτρικά ρεφματα που δθμιουργοφνται ςε αγωγοφσ εντόσ 

τον οποίων υπάρχει μεταβαλλόμενο μαγνθτικό πεδίο. Η ονομαςία τουσ προζρχεται από 

τουσ ςχθματιςμοφσ τθσ διαδρομισ τουσ ςτο υλικό που κυμίηει τισ δίνεσ που προκαλοφνται 

ςτθν επιφάνεια ενόσ υγροφ φςτερα από μια διαταραχι. Η μορφι αυτϊν των διαδρομϊν 

δίνεται ςτο ςχιμα 2.1 ενϊ φαίνεται επίςθσ θ κατεφκυνςθ του πεδίου που τα δθμιουργεί. 

 

 
χήμα 2.1 Δινορεφματα ςε αγώγιμο υλικό 

 

Σο πλάτοσ των δινορρευμάτων εξαρτάται από τθν ζνταςθ του μαγνθτικοφ πεδίου και τθ 

ςυχνότθτά του, από τθν αγωγιμότθτα του υλικοφ και το πάχοσ του. 

 

2.2 Εφαρμογϋσ και επιπτώςεισ 

 

Σα δινορρεφματα ζχουν μεγάλο πλικοσ από εφαρμογζσ. Μερικζσ από αυτζσ είναι οι 

ακόλουκεσ: 

 

 Μθ καταςτροφικόσ ζλεγχοσ: Σο δοκίμιο ενόσ υλικοφ μπορεί να ελεγχκεί για 

ρωγμζσ ι άλλεσ ατζλεισ τθσ γεωμετρίασ του μζςω του εντοπιςμοφ δινορρευμάτων 

ςε αυτό 

 Ηλεκτρομαγνθτικι πζδθςθ: Μια μεταλλικι πλάκα που κινείται εντόσ 

επιβαλόμενου εξωτερικοφ μαγνθτικοφ πεδίου μπορεί να επιβραδυνκεί μζςω τθσ 
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αλλθλεπίδραςθσ του εξωτερικοφ πεδίου με το μαγνθτικό πεδίο των 

δινορρευμάτων. 

 Αναγνϊριςθ μετάλλων: Όπωσ ςτθν θλεκτρομαγνθτικι πζδθςθ, ζνα μεταλλικό 

δοκίμιο το οποίο περνά από ςτακερά μεταβαλλόμενο μαγνθτικό πεδίο κα 

επιβραδυνκεί. Διαφορετικά μζταλλα επιβραδφνονται με διαφορετικοφσ ρυκμοφσ, 

γεγονόσ που επιτρζπει τθν αναγνϊριςι τουσ. 

 Μαγνθτικι αιϊρθςθ: Η δθμιουργία αντίκετου μαγνθτικοφ πεδίου από τα 

δινορρεφματα μπορεί να καταςτιςει δυνατι τθν αιϊρθςθ ενόσ μαγνιτθ. Αυτι θ 

αρχι επιτρζπει τθ λειτουργία των υπερταχειϊν μαγνθτικισ αιϊρθςθσ. 

 

Αρκετζσ ακόμα εφαρμογζσ των δινορρευμάτων μποροφν να αναφερκοφν, οι οποίεσ 

υπογραμμίηουν τθ χρθςιμότθτά τουσ. Ωςτόςο τα δινορρεφματα ζχουν και ανεπικφμθτεσ 

παρενζργειεσ ςε ζνα πλικοσ άλλων εφαρμογϊν, όπωσ θ πρόκλθςθ του επιδερμικοφ 

φαινομζνου και του φαινομζνου γειτνίαςθσ. Σα φαινόμενα αυτά ευκφνονται για τισ 

διαφεφγουςεσ απϊλειεσ ςτισ θλεκτρικζσ μθχανζσ, γι’ αυτό  κα εξεταςτοφν 

λεπτομερζςτερα. 

 

2.2.1 Το επιδερμικό φαινόμενο 

 

Όταν ζνασ αγωγόσ διαρρζεται από εναλλαςςόμενο θλεκτρικό ρεφμα, εμφανίηεται θ τάςθ 

το ρεφμα αυτό να κατανζμεται με μεγαλφτερθ πυκνότθτα κοντά ςτθν επιφάνεια του 

αγωγοφ. Αυτό ονομάηεται επιδερμικό φαινόμενο. Μια αναπαράςταςι του δίνεται ςτο 

ςχιμα 2.2 

 

 
χήμα 2.2 Σο επιδερμικό φαινόμενο ςε αγωγό 
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Σο εναλλαςςόμενο ρεφμα που διαρρζει τον αγωγό κατά μθκοσ του δθμιουργεί το 

εναλλαςςόμενο μαγνθτικό πεδίο με ζνταςθ Η που βλζπουμε ςτο ςχιμα 2.2. Αυτό με τθ 

ςειρά του δθμιουργεί τα δινορρεφματα. φμφωνα με το νόμο του Lenz, θ φορά των 

δινορρευμάτων είναι τζτοια ϊςτε να αντιτίκενται ςτθν πθγι που τα δθμιοφργθςε, δθλαδι 

το μαγνθτικό πεδίο Η. Βλζπουμε ότι το διανυςματικό άκροιςμα των δινορρευμάτων με το 

ρεφμα του αγωγοφ ζχει ωσ αποτζλεςμα τθ μείωςθ τθσ ζνταςθσ ςτον εςωτερικό όγκο του 

αγωγοφ και τθν αφξθςθ ςτισ περιοχζσ που βρίςκονται πιο κοντά ςτθν επιφάνειά του.  

Σελικά θ ςυγκζντρωςθ τθσ πυκνότθτασ ρεφματοσ ςε διατομι μικρότερθσ επιφάνειασ 

οδθγεί ςτθν αφξθςθ τθσ αντίςταςθσ του αγωγοφ. 

 

Από τθν περιγραφι του μθχανιςμοφ γζνεςθσ γίνεται κατανοθτό ότι για μεγαλφτερεσ 

ςυχνότθτεσ το μαγνθτικό πεδίο και κατ’ επζκταςθ τα δινορρεφματα κα ζχουν μεγαλφτερθ 

ζνταςθ και ζτςι το επιδερμικό φαινόμενο κα είναι εντονότερο. Γενικά το ρεφμα ςε ζναν 

αγωγό μειϊνεται εκκετικά απο τθν επιφανειά του προσ το εςωτερικό του. Μια μζτρθςθ 

τθσ μείωςθσ δίνεται από το βάκοσ διείςδυςθσ, το οποίο είναι το μικοσ από τθν επιφάνεια 

του αγωγοφ ςτο οποίο θ ζνταςθ τθσ πυκνότθτασ ρεφματοσ ζχει μειωκεί ςε ποςοςτό 1/e ι 

περίπου 37% τθσ αρχικισ τιμισ του. ε ςυνικεισ περιπτϊςεισ αγωγϊν το μζγεκοσ αυτό 

προςεγγίηεται ικανοποιθτικά από τον τφπο (2.1) για χαμθλζσ ςυχνότθτεσ [1]: 

 

0

2

r




 
                                              (2.1) 

 

όπου δ είναι το βάκοσ διείςδυςθσ, ω θ κυκλικι ςυχνότθτα του ρεφματοσ του αγωγοφ, μr 

είναι θ ςχετικι μαγνθτικι διαπερατότθτα του αγωγοφ, μ0 θ μαγνθτικι διαπερατότθτα του 

κενοφ και ρ θ ειδικι αντίςταςθ του αγωγοφ. 

 

 
χήμα 2.3 Βάθοσ διείςδυςησ για διάφορα υλικά και ςυχνότητεσ 
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Σο ςχιμα 2.3 απεικονίηει τα αποτελζςματα τθσ ςχζςθσ (2.1) για μια ποικιλία υλικϊν και ςε 

ζνα μεγάλο φάςμα ςυχνοτιτων. Η κάκετθ κόκκινθ γραμμι του ςχιματοσ δεικτοδοτεί τθ 

ςυχνότθτα των 50 Hz.  

 

Όπωσ αναφζρκθκε, το επιδερμικό φαινόμενο αυξάνει τθ φαινόμενθ αντίςταςθ του 

αγωγοφ. Ζνα άλλο φαινόμενο το οποίο επίςθσ αυξάνει τθ φαινόμενθ αντίςταςθ και 

ςχετίηεται άμεςα με τα δινορρεφματα είναι το φαινόμενο γειτνίαςθσ. 

 

2.2.2 Το φαινόμενο γειτνύαςησ 

 

ε ζναν αγωγό ο οποίοσ διαρρζεται από εναλλαςςόμενο ρεφμα, αν υπάρχουν 

ρευματοφόροι αγωγοί εναλλαςςόμενου ρεφματοσ κοντά του, τότε ςτον πρϊτο αγωγό θ 

κατανομι ρεφματοσ κα περιοριςτεί ςε μικρότερθ περιοχι. Ο λόγοσ που ςυμβαίνει αυτό 

είναι ότι το ρεφμα των διπλανϊν αγωγϊν κα επάγει δινορρεφματα μζςω του μαγνθθτικοφ 

πεδίου που κα δθμιουργεί ςτον πρϊτο αγωγό. Είναι μθχανιςμόσ εντελϊσ ανάλογοσ με το 

επιδερμικό φαινόμενο με τθ διαφορά ότι το μαγνθτικό πεδίο δεν δθμιουργείται από το 

ρεφμα του ίδιου του αγωγοφ. Αυτό ςυνεπάγεται ότι το ρεφμα δεν κα κατανεμθκεί 

ομοιόμορφα προσ τθν επιφάνεια του αγωγοφ αλλά κα ζχει μεγαλφτερθ πυκνότθτα προσ 

τθν περιοχι του εκείνθ που βρίςκεται πιο μακριά από τουσ γειτονικοφσ αγωγοφσ, αν το 

ρεφμα των αγωγϊν ζχει τθν ίδια κατεφκυνςθ. 

 

Επειδι το φαινόμενο εξαρτάται από τα επαγόμενα δινορρεφματα, θ ζνταςι του 

αυξάνεται κακϊσ θ ςυχνότθτα των ρευμάτων μεγαλϊνει. Σο αποτζλεςμα είναι ςθμαντικι 

αφξθςθ τθσ φαινόμενθσ αντίςταςθσ του αγωγοφ, θ οποία μπορεί να φτάςει ςε 

δεκαπλάςια τιμι ςε ςχζςθ με τθν αντίςταςθ ςε ςυνεχζσ ρεφμα. Η μακθματικι περιγραφι 

του φαινομζνου εξαρτάται και από άλλεσ παραμζτρουσ, όπωσ θ γεωμετρία των αγωγϊν 

και θ απόςταςθ μεταξφ τουσ. 

2.3 Δινορρεύματα ςτισ ηλεκτρικϋσ μηχανϋσ 

 

Σα δινορρεφματα είναι γενικά ανεπικφμθτα ςτθ λειτουργία των θλεκτρικϊν μθχανϊν. 

Εμφανίηονται κυρίωσ ςτο δρομζα τθσ μθχανισ και προκαλοφν απϊλειεσ οι οποίεσ 

μειϊνουν τισ επιδόςεισ και τθν απόδοςθ τθσ μθχανισ, ενϊ επίςθσ τθ κερμαίνουν 

μειϊνοντασ τθ διάρκεια ηωισ των μονϊςεων των τυλιγμάτων. Ζτςι απαιτείται ςυχνότερθ 

ςυντιρθςθ και ςυνεπϊσ επιφζρουν μεγαλφτερο κόςτοσ ςτθ λειτουργία τθσ μθχανισ. 

 

Η αναλυτικι ζκφραςθ των δινορρευμάτων ςτουσ μαγνιτεσ κα δοκεί ςτθ ςυνζχεια μζςω 

των πεδιακϊν εξιςϊςεων, επομζνωσ είναι χριςιμο να γίνει μια ειςαγωγι για τθν 

περιγραφι των μθχανϊν που κα μασ απαςχολιςουν, το τφλιγμά τουσ και τισ ιδιομορφίεσ 

των πεδιακϊν μεγεκϊν τουσ. 
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Κεφϊλαιο 3 Μηχανϋσ μονύμων μαγνητών 
 

Παρά το γεγονόσ ότι θ χριςθ μονίμων μαγνθτϊν για ςκοποφσ θλεκτρομθχανικισ 

μετατροπισ και ςυγκεκριμζνα για τθν καταςκευι θλεκτρικϊν κινθτιρων είχε 

πραγματοποιθκεί ιδθ από τα τζλθ του 19ου αιϊνα, δε ςυνεχίςτθκε λόγω τθσ μικρισ 

ιςχφοσ που είχαν οι μθχανζσ αυτζσ. Σθ κζςθ τουσ πιραν οι θλεκτρομαγνιτεσ, οι οποίοι 

διατιρθςαν κυρίαρχθ κζςθ ςτισ εμπορικζσ εφαρμογζσ μζχρι περίπου και το τζλοσ του 

20ου αιϊνα. Ωςτόςο ιδθ από τθ δεκαετία του 1930 είχε ξεκινιςει θ ζρευνα για τον 

εντοπιςμό καλφτερων μονίμων μαγνθτϊν. Σότε βρζκθκαν οι μόνιμοι μαγνιτεσ από κράμα 

αλλουμινίου, νικελίου και κοβαλτίου με ςίδθρο [2], οι οποίοι ιταν δφο φορζσ ιςχυρότεροι 

από τουσ μόνιμουσ μαγνιτεσ κραμάτων ςιδιρου τθσ εποχισ και εκατό φορζσ ιςχυρότεροι 

από τουσ φυςικοφσ μαγνιτεσ. τθ ςυνζχεια εμφανίςτθκαν οι μόνιμοι μαγνιτεσ ςπανίων 

γαιϊν (ςαμαρίου και κοβαλτίου) τθ δεκαετία του 60 [3] οι οποίοι αντικαταςτάκθκαν από 

τουσ μαγνιτεσ νεοδυμίου-ςιδιρου [3], που εμφανίςτθκαν τθ δεκαετία του 80. Οι 

μαγνιτεσ νεοδυμίου-ςιδιρου ξεπερνοφν ςε ζνταςθ μαγνθτικοφ πεδίου κάκε άλλο είδοσ 

μαγνιτθ, ζχουν καλι αντίςταςθ απομαγνιτιςθσ από επιβολι εξωτερικοφ πεδίου αλλά 

είναι ςχετικά ευαίςκθτοι όςον αφορά απομαγνιτιςθ απο αφξθςθ τθσ κερμοκραςίασ [4]. 

Οι μαγνιτεσ αυτοί είναι επίςθσ ςχετικά φκθνοί. Σα παραπάνω χαρακτθριςτικά κάνουν 

πολφ ελκυςτικι τθ χριςθ τουσ ςε μεγάλθ ποικιλία εφαρμογϊν με αποτζλεςμα να είναι 

αρκετά διαδεδομζνοι ςιμερα. 

 

 

 
χήμα 3.1 Δείγμα νεοδυμίου 
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Εν ςυνεχεία κα εξετάςουμε τισ καταςκευαςτικζσ ιδιαιτερότθτεσ και τα χαρακτθριςτικά 

των μθχανϊν μονίμων μαγνθτϊν που χρθςιμοποιοφνται ςιμερα. 

 

3.1 Τύλιγμα 

 

Σο τφλιγμα ςτισ μθχανζσ μονίμων μαγνθτϊν είναι ςυνικωσ ςυγκεντρωμζνο. Αυτό ζρχεται 

ςε αντίκεςθ με τισ μθχανζσ με εξωτερικι τροφοδοςία ςτισ οποίεσ επιλζγεται ςυχνότερα 

κατανεμθμζνο τφλιγμα. το ςχιμα 3.2 μποροφμε να δοφμε τθ διαφορά μεταξφ των δφο 

τυλιγμάτων. 

 

 
χήμα 3.2 (a) Κατανεμημζνο τφλιγμα  (b) υγκεντρωμζνο τφλιγμα 

 

Σο κατανεμθμζνο τφλιγμα χαρακτθρίηεται από ςυμμετρία των πόλων μιασ φάςθσ ωσ προσ 

τον άξονα του δρομζα τθσ μθχανισ. Σο βιμα ςυςτάδοσ μιασ φάςθσ είναι τρία αυλάκια ι 

πολλαπλάςια αυτοφ. Σα τυλίγματα αυτά ζχουν ςυνικωσ αρικμό αυλάκων ανά πόλο και 

φάςθ μεγαλφτερο ι ίςο του ζνα. Αντίκετα ςτο ςυγκεντρωμζνο τφλιγμα κάκε φάςθ ζχει 

ςυςτάδεσ που τυλίγονται ςε διαδοχικά αυλάκια και είναι επομζνωσ μθ επικαλυπτόμενα. 

Σο βιμα ςυςτάδοσ μιασ φάςθσ είναι ςτθν περίπτωςθ αυτι ίςο με ζνα αυλάκι του ςτάτθ 

και ςυνικωσ ο αρικμόσ αυλάκων ανά πόλο και φάςθ είναι μικρότεροσ του ζνα. Ο αρικμόσ 

αυλάκων ανά πόλο και φάςθ επιλζγεται ςυνικωσ όπωσ αναφζρκθκε λόγω τθσ επίδραςθσ 

που ζχει ςτισ αρμονικζσ τθσ μαγνθτεγερτικισ δφναμθσ ανάλογα με τα χαρακτθριςτικά 

κάκε τυλίγματοσ όπωσ κα δοφμε ςτθ ςυνζχεια.  

 

Από καταςκευαςτικι άποψθσ το ςυγκεντρωμζνο τφλιγμα πλεονεκτεί ζναντι του 

κατανεμθμζνου επειδι είναι ευκολότερθ και φκθνότερθ λφςθ, γεγονόσ που το κακιςτά 

ελκυςτικό για εφαρμογζσ που απαιτοφν χαμθλό κόςτοσ καταςκευισ. Επιπρόςκετα το 



 

21 

 

ςυγκλεντρωμζνο τφλιγμα ζχει μικρότερα άκρα τυλίγματοσ και ςυνεπϊσ χαμθλότερεσ 

απϊλειεσ χαλκοφ, ενϊ θ μθ επικάλυψθ των τυλιγμάτων των φάςεων επιτρζπει τθν εφκολθ 

αντικατάςταςθ των ςυςτάδων και το μοντάριςμα του τυλίγματοσ ξεχωριςτά από τθν 

μθχανι, περιορίηοντασ το κόςτοσ ςυντιρθςθσ. Σαυτόχρονα δίνεται θ δυνατότθτα 

ελαχιςτοποίθςθσ του όγκου τθσ μθχανισ.  

 

 
χήμα 3.3 Άκρα τυλίγματοσ (a) για κατενεμημζνο τφλιγμα (b) για ςυγκεντρωμζνο τφλιγμα 

 

3.2 Συντελεςτόσ Τυλύγματοσ 

 

Ο ςυντλεςτισ τυλίγματοσ είναι ζνασ αδιάςτατοσ αρικμόσ ο οποίοσ εκφράηει το ποςοςτό 

απομείωςθσ τθσ επαγόμενθσ θλεκτρεγερτικισ δφναμθσ ςτα τυλίγματα του τυμπάνου μιασ 

μθχανισ. Εξαιτίασ τθσ γεωμετρίασ του ςτάτθ και τθσ κατανομισ των τυλιγμάτων ςτα 

αυλάκια, θ μαγνθτεγερτικι δφναμθ (θ οποία κακορίηει τθ μορφι τθσ θλεκτρεγερτικισ 

δφναμθσ που εμφανίηεται) δεν είναι αμιγϊσ θμιτονοειδισ. Αυτό ειςάγει αρμονικζσ ςτισ 

κυματομορφζσ αυτϊν των μεγεκϊν, οι οποίεσ μετατρζπουν χριςιμθ ενζργεια ειςόδου ςε 

απϊλειεσ. Ο ςυντελεςτισ τυλίγματοσ αποτελζι το μζτρο αυτϊν των απωλειϊν και 

υπολογίηεται ωσ γινόμενο τριϊν ξεχωριςτϊν ςυντελεςτϊν [5]: 

 

w p sd
k k k k                                 (3.1) 

 

Σο kd ονομάηεται ςυντελεςτισ κατανομισ (distribution factor) και εκφράηει τθ μειϊςθ τθσ 

θλεκτρεγερτικισ δφναμθσ λόγω τθσ κατανομισ των ςυςτάδων κάκε φάςθσ ςε 

περιςςότερα από ζνα αυλάκια. Σο kp είναι ο ςυντελεςτισ βιματοσ (pitch factor) και 

αφορά τα τυλίγματα ςτα οποία το βιμα μιασ ςυςτάδασ αγωγϊν είναι μικρότερο από το 

πολικό βιμα (κλαςματικά τυλίγματα). Σζλοσ το ks είναι ζνασ ςυντελεςτισ (skewing factor) 

που αφορά τθ μείωςθ τθσ θλεκτρεγερτικισ δφναμθσ ςτθν περίπτωςθ που οι ςυςτάδεσ των 

φάςεων ζχουν τοποκετθκεί ςτα αυλάκια του δρομζα υπό γωνία. τθν ανάλυςι μασ δεν 

κα μασ απαςχολιςει αυτόσ ο ςυντελεςτισ. 
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Ο ςυντελεςτισ βιματοσ μπορεί να υπολογιςτεί για κάκε τφλιγμα από [6]: 

 

sin
2

p

Q

y
k

y




 
 
 
 

                 (3.2) 

 

όπου y το βιμα ςυςτάδασ και yQ το πλιρεσ βιμα. Για ςυγκεντρωμζνο τφλιγμα είναι y=1 

και 2yQ=Q/ps  [7] , όπου Q ο αρικμόσ των αυλάκων και ps = gcd(Q,2p) ο μζγιςτοσ κοινόσ 

διαιρζτθσ του αρικμοφ των αυλάκων και του αρικμοφ των πόλων, οπότε ο τφποσ (3.2) 

γίνεται: 

 

sin( )s
p

p
k

Q



              (3.3) 

 

θμειϊνεται εδϊ ότι για τθν περίπτωςθ ςυγκεντρωμζνου τυλίγματοσ μονισ ςτρϊςθσ ο 

ςυντελεςτισ βιματοσ ιςοφται με τον ςυντελεςτι τυλίγματοσ (αφοφ δεν υπάρχει κατανομι 

ςυςτάδων ςε πολλά αυλάκια). Για τυλίγματα διπλισ ςτρϊςθσ, ο υπολογιςμόσ του 

ςυντελεςτι κατανομισ δεν είναι προφανισ και εξαρτάται από τθ ςυγκεκριμζνθ 

διαμόρφωςθ του τυλίγματοσ. Ζνασ τρόποσ είναι να υπολογιςτεί απευκείασ ο ςυντελεςτισ 

τυλίγματοσ χρθςιμοποιϊντασ το διάνυςμα θλεκτρεγερτικισ δφναμθσ που επάγει θ κάκε 

ςυςτάδα αγωγϊν του τυλίγματοσ ςτα αυλάκια που βρίςκεται και μετά να υπολογιςτεί 

μζςω αυτοφ και του ςυντελεςτι βιματοσ ο ςυντελεςτισ κατανομισ. Αυτι θ μζκοδοσ 

διανυςματικοφ υπολογιςμοφ τθσ ΗΕΔ ονομάηεται ςτθν αγγλικι ορολογία star of slots. 



 

23 

 

 
χήμα 3.4 Διανφςματα ΗΕΔ μηχανήσ 24 αυλάκων με q = 4 αυλάκια ανά πόλο και φάςη 

 

το ςχιμα 3.4 βλζπουμε πϊσ είναι τα διανφςματα ΗΕΔ για μθχανι 24 αυλάκων με q=4 

αυλάκια ανά πόλο και φάςθ (δθλαδι 2 πόλουσ), κατανεμθμζνο τφλιγμα και αρικμθμζνεσ 

ςυςτάδεσ αγωγϊν. Κάκε χρϊμα αντιςτοιχεί και ςε μια φάςθ.  

 

 
χήμα 3.5 Άθροιςμα διανυςμάτων ΗΕΔ μιασ φάςησ  

 

το ςχιμα 3.5 ζχει ςχεδιαςτεί το διανυςματικό άκροιςμα των ςυνιςτωςϊν τθσ φάςθσ με 

μπλζ χρϊμα. Οι ςυςτάδεσ 13 εωσ 16 ζχουν αντίκετθσ φοράσ ρεφμα, γι’ αυτό παρότι 

μετατοπιςμζνεσ κατά 180ο χωρικά, καταλιγουν να είναι ομόρροπεσ με τισ 1 εωσ 4. τον  

υπολογιςμό τθσ ΗΕΔ Εα ζχει ςυμπεριλθφκεί θ επίδραςθ τθσ κατανομισ των ςυςτάδων ςτα 
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αυλάκια κακϊσ. Η μθχανι του ςχιματοσ δεν ζχει κλαςματικό βιμα αλλά θ επίδραςι κα 

φαινόταν ωσ διαφορά πλάτουσ μεταξφ των ςυνιςτωςϊν 1 εωσ 4 και 13 εωσ 16. Σα ίδια 

ιςχφουν και για τισ υπόλοιπεσ φάςεισ τθσ μθχανισ ανεξάρτθτα του πλικουσ τουσ. Σελικά ο 

ςυντελεςτισ τυλίγματοσ υπολογίηεται ωσ ο λόγοσ τθσ ΗΕΔ Εα προσ το αλγεβρικό άκροιςμα 

των επιμζρουσ ςυνιςτωςϊν τθσ, το οποίο είναι θ ΗΕΔ μιασ ίδιασ μθχανισ χωρίσ 

κλαςματικό βιμα και κατανομι ςυςτάδων.  

 

a

j

w

j

E

e
k 


                                                                 (3.4) 

 

Γνωρίηοντασ τον ςυντελεςτι τυλίγματοσ είναι δυνατό να υπολογιςτεί και ο ςυντελεςτισ 

κατανομισ, αν και ςτθν περίπτωςθ του κατανεμθμζνου τυλίγματοσ μπορεί να υπολογιςτεί 

και αναλυτικά. 

 

Αν το προθγοφμενο παράδειγμα είχε 4 πόλουσ, τότε κα είχαμε 2 ηϊνεσ φάςθσ και κα 

κεωροφςαμε μόνο τισ ΗΕΔ 1,2,13 και 14, γιατί οι 3,4,15,16 κα ζδιναν ταυτόςθμα 

αποτελζςματα. Με 8 πόλουσ κα είχαμε ιδανικό ςυντελεςτι τυλίγματοσ (ίςο με τθ 

μονάδα). 

Η εφαρμογι αυτισ τθσ μεκόδου ςε περιπτϊςεισ τυλιγμάτων με μθ ακζραιο αρικμό 

αυλάκων ανά πόλο και φάςθ είναι αρκετά πολφπλοκθ για να αναλυκεί εδϊ και ξεφεφγει 

από τουσ ςκοποφσ αυτισ τθσ εργαςίασ. το ςχιμα 3.6 δίνεται ζνα γραφικό παράδειγμα 

υπολογιςμοφ για τθν περίπτωςθ μθχανισ διπλισ ςτρϊςθσ με 12 αυλάκια και 10 πόλουσ 

[7], [8]. 

 

 
χήμα 3.6 Μηχανή με 12 αυλάκια-10 πόλουσ και τυλιγμα διπλήσ ςτρώςησ 
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χήμα 3.7 Διανφςματα ΗΕΔ για τη μηχανή του ςχήματοσ 3.6 

 

 

Τπολογίηοντασ το ςυντελεςτι τυλίγματοσ όπωσ ςτο προθγοφμενο παράδειγμα και ζχοντασ 

υπολογίςει το ςυντελεςτι βιματοσ είμαςτε ςε κζςθ να γνωρίηουμε και το ςυντελεςτι 

κατανομισ για τθ ςυγκεκριμζνθ μθχανι. 

 

Μποροφμε να παρατθριςουμε ότι θ γωνία μεταξφ των διανυςμάτων ΗΕΔ διαδοχικϊν 

αυλάκων αλλάηει ανάλογα με τθν τάξθ τθσ αρμονικισ. Είναι ενδιαφζρον ότι για τθν 

τοπολογία αυτι θ 5θ και θ 7θ αρμονικι ζχουν πολφ μεγαλφτερο πλάτοσ από τθ κεμελιϊδθ.  

 

Σα παραπάνω αποτελζςματα αφοροφν ανάλυςθ ομοιόμορφου διακζνου, αγνοοφν 

δθλαδι τισ επιπτϊςεισ που ζχει το άνοιγμα αφλακοσ. Σθν παράμετρο αυτι τθ 

λαμβάνουμε υπόψιν μζςω του ακόλουκου ςυντελεςτι: 

 

sin( )

( )
s

b

s

np b
k

np b
              (3.5) 

 

3.3 Μαγνητεγερτικό Δύναμη 

 

Η μαγνθτεγερτικι δφναμθ (ΜΕΔ) είναι το ανάλογο τθσ θλεκτρεγερτικισ δφναμθσ για τα 

μαγνθτικά κυκλϊματα. Ορίηεται από το νόμο του διαρρεφματοσ ωσ [9] 
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F Ni Hdl                                   (3.6) 

 

όπου Ν ο αρικμόσ των ςπειρϊν του πθνίου, i το ρεφμα που διαρρζει τουσ αγωγοφσ. Σο 

ολοκλιρωμα αφορά μια κλειςτι διαδρομι που περικλείει Νi αμπερελίγματα και περνάει 

από το διάκενο. 

 

το ςχιμα 3.8 βλζπουμε τισ κλειςτζσ τροχιζσ τθσ μαγνθτεγερτικισ δφναμθσ για ζνα 

ςυγκεντρωμζνο τφλιγμα ςε μια μθχανι. Αν υποκζςουμε ότι θ μαγνθτικι αντίςταςθ είναι 

ςυγκεντρωμζνθ ςτο διάκενο και ότι θ ζνταςθ του μαγνθτικοφ πεδίου είναι ακτινικι ςτο 

διάκενο το οποίο ζχει μικοσ g μποροφμε να γράψουμε: 

 

2gH(θ)= Ni                           (3.7) 

Για να εγκαταςτακεί θ μαγνθτικι ροι ςτο διάκενο κεωροφμε ότι αςκείται μια ΜΕΔ, 

κατανεμθμζνθ κατά μικοσ του διακζνου. τισ κζςεισ όπου θ μαγνθτικι ροι διαςχίηει το 

διάκενο με φορά από το δρομζα ςτο ςτάτθ κεωροφμε ότι αςκείται ΜΕΔ ίςθ με Ni/2, ενϊ 

ςτισ ςυμμετρικζσ τουσ κζςεισ όπου θ ροι διαςχίηει το διάκενο με φορά απϋτ το ςτάτθ ςτο 

δρομζα κεωροφμε ότι αςκείται ΜΕΔ ίςθ με -Ni/2. 

 

 
χήμα 3.8 Μαγνητεγερτική δφναμη ςυγκεντρωμζνου τυλίγματοσ 

 

Η μαγνθτεγερτικι δφναμθ αποκτά μια τετραγωνικι κυματομορφι, όπωσ φαίνεται ςτο 

ανάπτυγμα του ςχιματοσ 3.9. ε μια τριφαςικι μθχανι θ ςυνιςταμζνθ μαγνθτεγερτικι 
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δφναμθ είναι το άκροιςμα των επιμζρουσ ςυνιςτωςϊν κάκε φάςθσ. Μποροφμε να 

υπολογίςουμε τθ ςυνειςφορά κάκε φάςθσ όπωσ ςτο ςχιμα 3.9 και να ζχουμε μια εικόνα 

τθσ ςυνολικισ μαγνθτεγερτικισ δφναμθσ ςτο διάκενο. το ςχιμα 3.10 δίνεται ζνα 

παράδειγμα αυτοφ του υπολογιςμοφ για μθχανι κατανεμθμζνου τυλίγματοσ. Μποροφμε 

να παρατθριςουμε ότι θ ςυνολικι μαγνθτεγερτικι δφναμθ παίρνει θμιτονοειδι μορφι 

χάρθ ςτθν τοπολογία του κατανεμθμζνου τυλίγματοσ. 

 

 
χήμα 3.9 Μαγνητεγερτική δφναμη ςτο ανάπτυγμα τησ μηχανήσ 

 

 

 
χήμα 3.10 Μαγνητεγερτική δφναμη ςε κλαςματικό κατανεμημζνο τφλιγμα διπλήσ ςτρώςησ 

 

Σο ςυγκεντρωμζνο τφλιγμα δίνει αρκετά διαφορετικι κυματομορφι μαγνθτεγερτικισ 

δφναμθσ ςε ςφγκριςθ με το κατανεμθμζνο τφλιγμα. το ςχιμα 3.11 βλζπουμε ζνα 

ποιοτικό παράδειγμα για μθχανι με κλαςματικό ςυγκεντρωμζνο τφλιγμα διπλισ ςτρϊςθσ 
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και 36 αυλάκια ςτο ςτάτθ. Δίνεται το ανάπτυγμα τθσ μθχανισ με τθ διαδοχι των φάςεων, 

θ θλεκτρικι φόρτιςθ και θ μαγνθτεγερτικι δφναμθ ςτο διάκενο όταν θ φάςθ Α ζχει 

μζγιςτο ρεφμα. 

 

 
χήμα 3.11 α) Ανάπτυγμα μηχανήσ β) Ηλεκτρική φόρτιςη γ)Μαγνητεγερτική Δφναμη 

 

Είναι ςθμαντικό να παρατθριςουμε ότι θ μορφι τθσ μαγνθτεγερτικισ δφναμθσ δεν 

παραμζνει ςτακερι ςτο χρόνο, αλλά μεταβάλλεται κακϊσ μεταβάλλεται το ρεφμα των 

αγωγϊν. 

 

3.4 Αρμονικϋσ Μαγνητεγερτικόσ Δύναμησ 

 

Αφοφ θ μαγνθτεγερτικι δφναμθ εγκακιςτά τθ μαγνθτικι ροι ςτο διάκενο και άρα το 

μαγνθτικό πεδίο εκεί, είναι υπεφκυνθ και για τθ δθμιουργοφμενθ ροπι ςτο δρομζα ι για 

τθν κυματομορφι τθσ επαγόμενθσ τάςθσ ανάλογα με τθ λειτουργία τθσ μθχανισ, δθλαδι 

είναι καταλυτικόσ παράγοντασ για τισ επιδόςεισ τθσ μθχανισ Για το λόγο αυτό είναι 

ςθμαντικό να υπολογιςτοφν οι αρμονικζσ τθσ μαγνθτεγερτικισ δφναμθσ και θ επίδραςι 

τουσ. 

 

Για να γίνει ο υπολογιςμόσ χρειάηεται να αναλυκεί κατά Fourier θ κυματομορφι τθσ 

μαγνθτεγερτικισ δφναμθσ κάκε ςυςτάδασ αγωγϊν ςε άκροιςμα ςυνθμιτόνων. Η ανάλυςθ 

αυτι μπορεί να γίνει εφκολα ςε κατανεμθμζνο τφλιγμα πλιρουσ βιματοσ και κα 

παρουςιαςτεί εδϊ για λόγουσ καλφτερθσ και απλόυςτερθσ κατανόθςθσ. τα 

ςυγκεντρωμζνα τυλίγματα ο υπολογιςμόσ γίνεται με ανάλογο τρόπο λαμβάνοντασ υπόψιν 

τισ γεωμετρικζσ παραμζτρουσ τθσ εκάςτοτε μορφοποίθςθσ. 

 

Σο βαςικό τφλιγμα του ςχιματοσ 3.9 μασ δίνει τθν κυματομορφι που κα αναλφςουμε. 

Επειδι θ κυματομορφι αυτι είναι ςυμμετρικι γφρω από το μαγνθτικό τθσ άξονα, δεν κα 

υπάρχουν αρμονικζσ άρτιασ τάξθσ. Η ανάλυςθ Fourier μασ δίνει: 
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4 1 1 1
cos( ) cos(3 ) cos(5 ) cos(7 )...

2 3 5 7
   



 
    

 

ph

ph

Ni
F         (3.8) 

 

ε ζνα ςυμμετρικό τριφαςικό τφλιγμα οι άλλεσ δφο φάςεισ βρίςκονται μετατοπιςμζνεσ 

χωρικά κατά 2π/3, επομζνωσ ζχουν τθν ίδια ζκφραςθ για τθ μαγνθτεγερτικι δφναμθ με τθ 

διαφορά ότι το όριςμα των ςυνθμίτονων είναι (νθ±2π/3). Σο ρεφμα ςτθν εξίςωςθ 3.8 

κεωροφμε ότι είναι κακαρά θμιτονοειδζσ και περιγράφεται ωσ: 

 

ˆcos( 2 / 3)  phi I t k                   (3.9) 

 

όπου Î  είναι το πλάτοσ του ρεφματοσ και θ μεταβλθτι k είναι 0 για τθ φάςθ a,  -1  για τθ 

φάςθ b και 1 για τθ φάςθ c, ςε αντιςτοιχία με το όριςμα των ςυνθμίτονων τθσ 

μαγνθτεγερτικισ δφναμθσ για κάκε φάςθ. Αν αντικαταςτιςουμε τθν ζκφραςθ του 

ρεφματοσ και πολλαπλαςιάςουμε κάκε ςυνθμίτονο από τθν 3.8 με το ςυνθμίτονο τθσ 3.9, 

τότε ζχουμε γινόμενα ςυνθμίτονων τα οποία μποροφμε να αντικαταςτιςουμε με τθν 

τριγωνομετρικι ταυτότθτα 

 

cos( ) cos( )
cos cos

2

   
 

  
                (3.10) 

 

Χρθςιμοποιϊντασ τθν ταυτότθτα 

 

cos( ) cos( / 3) cos( 2 / 3) 0                     (3.11) 

 

και ςυγκεντρϊνοντασ όρουσ, καταλιγουμε ςτθν ακόλουκθ ζκφραςθ για το άκροιςμα των 

ςυνιςτωςϊν τθσ μαγνθτεγερτικισ δφναμθσ των φάςεων 

 

ˆ3 1 1
cos( ) cos( 5 ) cos( )...

5 7
     



 
         

 
tot a b c

IN
F F F F t t t     (3.12) 

 

Βλζπουμε ότι το αποτζλεςμα αποτελείται από όρουσ τθσ μορφισ (1/ν)cos(ωt±νθ). Οι όροι 

αυτοί ικανοποιοφν τθν κυματικι εξίςωςθ, πρόκειται δθλαδι για κφματα ΜΕΔ που 

διαδίδονται ςτο διάκενο. Η κατεφκυνςθ διάδοςθσ δεν είναι πάντα αυτι τθσ κεμελιϊδουσ, 

αλλά υπάρχουν και αντιςτρόφωσ περιςτρεφόμενεσ αρμονικζσ. Η μεταβλθτι ν αντιςτοιχεί 

ςτθν τάξθ τθσ αρμονικισ. Πρζπει να τονίςουμε ότι θ τάξθ τθσ αρμονικισ αναφζρεται ςτον 

αρικμό των πολλαπλάςιων μθκϊν κφματοσ τθσ αρμονικισ ςε ςχζςθ με τα μικθ κφματοσ 

που ζχει θ κεμελιϊδθσ τάξθ. τθν περίπτωςθ που εξετάηουμε θ κεμελιϊδθσ ζχει ζνα 

μικοσ κφματοσ ςτο διάκενο. τθ γενικι περίπτωςθ εξαρτάται από τθν περιοδικότθτα τθσ 

κυματομορφισ τθσ μαγνθτεγερτικισ δφναμθσ θ οποία με τθ ςειρά τθσ εξαρτάται από τθν 

περιοδικότθτα του τυλίγματοσ. Θα ονομάηουμε βαςικό τφλιγμα το κομμάτι του 
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τυλίγματοσ το οποίο επαναλαμβάνεται για να ςχθματίςει το ςυνολικό. Ζνα βαςικό 

τφλιγμα αντιςτοιχεί ςε ζνα μικοσ κφματοσ κεμελιϊδουσ αρμονικισ. 

 

Από τθν εξίςωςθ 3.12 είναι φανερό ότι οι αρμονικζσ που μασ απαςχολοφν είναι χωρικζσ, 

οφείλονται δθλαδι ςτθν κατανομι τθσ μαγνθτεγερτικισ δφναμθσ ςτο διάκενο. Αρμονικζσ 

χρόνου υπάρχουν όταν τα ρεφματα των φάςεων δεν είναι κακαρά θμιτονοειδι και δεν κα 

μασ απαςχολιςουν ςε αυτιν τθν εργαςία.  

 

Μποροφμε να παρατθριςουμε ότι όλεσ οι αρμονικζσ ζχουν τθν ίδια κυκλικι ςυχνότθτα ω 

που ζχουν και τα ρεφματα των φάςεων. Επίςθσ βλζπουμε ότι ο αρικμόσ μθκϊν κφματοσ 

για μια αρμονικι δίνεται από το ςυντελεςτι τθσ χωρικισ μεταβλθτισ θ και είναι ίςοσ με ν. 

Επομζνωσ μποροφμε να βροφμε τθν ταχφτθτα διάδοςθσ του κφματοσ τθσ ν-οςτισ 

αρμονικισ ωσ 

 

, ,    mech el             (3.13)   

 

Αφοφ όμωσ ωel,ν=ω και λν=λ/ν , προκφπτει ότι θ ταχφτθτα περιςτροφισ τθσ ν-οςτισ 

αρμονικισ ςτο διάκενο ίςθ με 

 

,1

,







mech

mech                          (3.14) 

 

Ο τφποσ 3.14 μασ λζει ότι αρμονικζσ υψθλότερθσ τάξθσ περιςτρζφονται πιο αργά ςτο 

διάκενο. Παρότι θ ανάλυςθ αυτι ζγινε ςτο απλοφςτερο δυνατό τφλιγμα, τα 

αποτελζςματα επάγονται άμεςα ςε περιπτϊςεισ πιο περίπλοκων ςυγκεντρωμζνων 

τυλιγμάτων. Σο αποτζλεςμα για τθ μαγνθτεγερτικι δφναμθ ενόσ ςυγκεντρωμζνου 

τυλίγματοσ δίνεται από [10] 

 

 3 ( )
2 1

4
sin

2





  


 



 
 
 
 

 
cn

cc
ph

c p
p

N
F F F

p
             (3.15) 

 

όπου p ο αρικμόσ πόλων τθσ μθχανισ, τcc το βιμα τθσ c-οςτισ ςυςτάδασ, τp το πολικό 

βιμα και F+, F- οι ευκζωσ και αντιςτρόφωσ περιςτρεφόμενεσ αρμονικζσ τθσ 

μαγνθτεγερτικισ δφναμθσ οι οποίεσ δίνονται ωσ 

 

1 2ˆcos( ( )) cos ( 1) 2
2 3


         

         
  

c yF I t n       (3.16) 
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1 2ˆcos( ( )) cos ( 1) 2
2 3


         

         
  

c yF I t n       (3.17) 

 

όπου γ θ γωνία του ρεφματοσ, θc θ γωνία του μαγνθτικοφ άξονα τθσ c-οςτισ ςυςτάδασ και 

ny ζνασ όροσ που λζγεται παράγοντασ θλεκτρικισ μετατόπιςθσ και υπάρχει επειδι θ 

κατανομι τθσ μαγνθτεγερτικισ δφναμθσ δεν είναι ίδια για κάκε πόλο ςε τυλίγματα 

κλαςματικοφ βιματοσ . 

 

Μποροφμε να εξετάςουμε τι ςθμαίνει θ ζκφραςθ 3.14 για το ςυνδυαςμό πόλων – 

αυλάκων μιασ μθχανισ και για το τφλιγμά τθσ. Για παράδειγμα αν ζχουμε μια μθχανι με 

12 αυλάκια και 10 πόλουσ ςτο δρομζα, όπωσ αυτι του ςχιματοσ 3.6, γνωρίηουμε ότι ζχει 

ςφγχρονθ ταχφτθτα  

 

120
s

f
n

P
        (3.18) 

και ςτθν περίπτωςι μασ για f=50Hz και P=10 πόλουσ προκφπτει ίςθ με 600 ςτροφζσ ανά 

λεπτό ι 10 Hz. Η μθχανι αυτι αποτελείται από ζνα βαςικό τφλιγμα χωρίσ επαναλιψεισ, 

επομζνωσ θ κεμελιϊδθσ αρμονικι καταλαμβάνει ζνα μικοσ κφματοσ ςτο διάκενο. Από 

τθν εξίςωςθ 3.14 μποροφμε να υπολογίςουμε ότι θ ταχφτθτα περιςτροφισ τθσ 

κεμελιϊδουσ αρμονικισ ςτο διάκενο είναι 50 Hz, ενϊ τθσ 5θσ αρμονικισ είναι 10 Hz. Αυτό 

ςθμαίνει ότι θ αρμονικι που παράγει τθ χριςιμθ ροπι για τθ μθχανι είναι θ 5θ και όχι θ 

1θ. Γενικά, θ τάξθ που παράγει ωφζλιμθ ιςχφ ςε μια μθχανι ονομάηεται κφρια τάξθ (main 

harmonic). Αυτό είναι ζνα φαινόμενο που ςτθν πράξθ δεν το παρατθροφμε ςε μθχανζσ 

κατανεμθμζνου τυλίγματοσ. Ο λόγοσ είναι ότι θ διαμόρφωςθ του κατανεμθμζνου 

τυλίγματοσ ζχει ςαν αποτζλεςμα μεγάλθ τιμι ςυντελεςτι τυλίγματοσ για τθ κεμελιϊδθ 

αρμονικι, οπότε επιλζγεται αυτι ωσ κφρια αρμονικι. 

 

ε ζνα τφλιγμα με περιςςότερεσ από μία ςυμμετρίεσ θ κεμελιϊδθσ αρμονικι ζχει τόςα 

μικθ κφματοσ ςτο διάκενο όςεσ είναι οι ςυμμετρίεσ του τυλίγματοσ. Η τάξθ τθσ αρμονικισ 

αναφζρεται ςε πολλαπλάςια μικουσ κφματοσ τθσ κεμελιϊδουσ και όχι ςε απόλυτο 

αρικμό μθκϊν κφματοσ. Για μθχανι ςυγκεντρωμζνου τυλίγματοσ με 24 αυλάκια και 20 

πόλουσ ζχουμε 2 επαναλιψεισ τθσ μθχανισ του ςχιματοσ 3.6 των 12 αυλάκων – 10 

πόλων. Η κφρια αρμονικι ςε αυτιν τθν περίπτωςθ είναι και πάλι θ 5θ με τθ διαφορά ότι 

τϊρα περιςτρζφεται ςτο διάκενο με τθ μιςι ταχφτθτα. τθ γενικι περίπτωςθ, μια μθχανι 

ςυγκεντρωμζνου τυλίγματοσ ζχει ωσ κφρια αρμονικι τάξθ τθν 

 

gcd( , )
f

P
f

Q P
         (3.19) 

 

όπου gcd(Q,P) ο μζγιςτοσ κοινόσ διαιρζτθσ μεταξφ του αρικμοφ αυλάκων και πόλων τθσ 

μθχανισ. Η τάξθ αυτι ορίηει ςυμβατικά τθν ορκι φορά περιςτροφισ των αρμονικϊν. 
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Η αρίκμθςθ των αρμονικϊν μπορεί να γίνει με δφο τρόπουσ. Είτε κα κεωρθκεί ωσ πρϊτθ 

αρμονικι θ κεμελιϊδθσ , είτε κα κεωρθκεί ωσ πρϊτθ αρμονικι θ τάξθ τθσ κφριασ. τθ 

δεφτερθ περίπτωςθ οι αρμονικζσ μικρότερθσ τάξθσ ςυνιςτοφν μια ομάδα κατ’ουςίαν 

υφαρμονικϊν. Σθ διάκριςθ αυτι αποςαφθνίηει το ςχιμα 3.12 [11] το οποίο δείχνει τα 

πλάτθ των αρμονικϊν μαγνθτεγερτικισ δφναμθσ για διάφορεσ τάξεισ ςε δφο διαφορετικζσ 

μθχανζσ. Σο πάνω διάγραμμα αναφζρεται ςε μθχανι 12 αυλάκων 14 πόλων με 

ςυγκεντρωμζνο τφλιγμα, ενϊ το κάτω διάγραμμα ςε μθχανι 42 αυλάκων 14 πόλων με 

κατανεμθμζνο τφλιγμα. Ο οριηόντιοσ άξονασ μετράται ςε μικθ κφματοσ για μιαν αρμονικι 

ςτο διάκενο. Εφόςον οι δφο μθχανζσ ζχουν 14 πόλουσ, απαιτοφνται 7 μικθ κφματοσ για 

μια τάξθ αρμονικισ μαγνθτεγερτικισ δφναμθσ ϊςτε αυτι να μπορεί να είναι θ ςφγχρονθ. 

Βλζπουμε ότι για τθ μθχανι με το κατανεμθμζνο τφλιγμα, το οποίο επαναλαμβάνεται 

άλλεσ ζξι φορζσ (δθλαδι υπάρχουν επτά βαςικά τυλίγματα), θ κεμελιϊδθσ αρμονικι που 

ζχει επτά μικθ κφματοσ περιφεριακά του διακζνου είναι και θ κφρια τάξθ. Αντίκετα ςτο 

ςυγκεντρωμζνο τφλιγμα, το οποίο ζχει μια ςυμμετρία μόνο ςτο τφλιγμά του, θ κφρια τάξθ 

είναι θ ζβδομθ. Σο διάγραμμα εξθγεί τθν αρίκμθςθ των αρμονικϊν και με τουσ δφο 

τρόπουσ.  

 
χήμα 3.12 Αρμονικζσ μαγνητεγερτικήσ δφναμησ ςε δφο διαφορετικζσ μηχανζσ με ίδιο αριθμό πόλων 
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Είναι προφανζσ ότι θ μθχανι με το ςυγκεντρωμζνο τφλιγμα μπορεί να είναι πολφ 

μικρότερθ ςε όγκο από αυτιν με το κατανεμθμζνο,  όπωσ είδαμε και από τθν παράγραφο 

3.1. Ωςτόςο, το αρμονικό περιεχόμενο και ιδιαίτερα θ φπαρξθ υφαρμονικϊν με μεγάλθ 

ταχφτθτα περιςτροφισ μπορεί να οδθγιςει ςε ςθμαντικι αφξθςθ των δινορρευμάτων και 

των απωλειϊν ςιδιρου τθσ μθχανισ. Σο γεγονόσ αυτό κακιςτά επιτακτικι τθν ανάγκθ για 

τον υπολογιςμό των δινορρευμάτων ςε μθχανζσ μονίμων μαγνθτϊν ςυγκεντρωμζνου 

τυλίγματοσ, ειδικά αν λάβουμε υπόψιν τθ χαμθλι κερμοκραςία ςτθν οποία μπορεί να 

επζλκει απομαγνιτιςθ των μαγνθτϊν νεοδυμίου που αποτελοφν τθν πλειοψθφία των 

μαγνθτϊν για εφαρμογζσ ςε θλεκτρικζσ μθχανζσ. 
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Κεφϊλαιο 4 Αναλυτικόσ Υπολογιςμόσ Δινορρευμϊτων 
 

 

τα προθγοφμενα κεφάλαια κάναμε μια ειςαγωγι ςτα δινορρεφματα και τισ μθχανζσ 

μονίμων μαγνθτϊν και είδαμε γιατί δεν μποροφμε να αγνοιςουμε τθν επίδραςθ των 

δινορρευμάτων ςτισ μθχανζσ αυτζσ. Σϊρα κα μελετιςουμε πϊσ μποροφμε να εξάγουμε 

αναλυτικζσ ςχζςεισ υπολογιςμοφ των δινορρευμάτων και τι δυςκολίεσ ςυναντάμε κατά τθ 

διαδικαςία αυτι. Επίςθσ κα εξετάςουμε οριςμζνεσ ειδικζσ περιπτϊςεισ γεωμετριϊν που 

παρουςιάηουν ενδιαφζρον. 

 

4.1 Εξιςώςεισ Maxwell 

 

Η κεμελίωςθ του γενικοφ προβλιματοσ κα γίνει μζςω των εξιςϊςεων Maxwell που 

ιςχφουν για κάκε ςθμείο του χϊρου. Αυτζσ είναι 

 


  



B
E

t
                 (4.1) 

 


  



D
H J

t
                  (4.2) 

 

0 B             (4.3) 

 

 D                           (4.4) 

 

Πριν χρθςιμοποιιςουμε αυτζσ τισ ςχζςεισ, πρζπει να διατυπϊςουμε τισ γενικζσ υποκζςεισ 

που κα ιςχφουν για τα προβλιματα που κα οριςτοφν ςε αυτό το κεφάλαιο, κακϊσ και γα 

τθν εξαγωγι τθσ γενικισ λφςθσ. Οι υποκζςεισ αυτζσ είναι: 

 

 Σα αγϊγιμα μζςα ζχουν ςτακερι ςχετικι μαγνθτικι διαπερατότθτα μr. Αυτι είναι 

πολφ βαςικι υπόκεςθ θ οποία αφενόσ μεν επιτρζπει να αντιμετωπιςτοφν τα 

μαγνθτικά προβλιματα ωσ γραμμικά, αφετζρου δε κακιςτά δυνατι τθν υπζρκεςθ 

των αποτελεςμάτων διαφορετικϊν ςυχνοτιτων ςτθν περίπτωςθ αρμονικισ 

ανάλυςθσ. 

 Σα αγϊγιμα μζςα κεωροφνται ομοιογενι και ιςοτροπικά. Αυτό ςθμαίνει ότι ςε κάκε 

ςθμείο τουσ και προσ κάκε κατεφκυνςθ ζχουν ςτακερι θλεκτρικι και μαγνθτικι 

διαπερατότθτα. 

 Σο ρεφμα μετατόπιςθσ αγνοείται κακϊσ ςτο εφροσ ςυχνοτιτων που μελετϊνται τα 

προβλιματα οι διαςτάςεισ των περιοχϊν όπου εξετάηονται τα πεδία είναι μικρζσ ςε 

ςφγκριςθ με το μικοσ κφματοσ που ζχουν. 
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 Δεν ζχουμε ςυςϊρρευςθ ςτατικοφ φορτίου ςτον όγκο των αγϊγιμων μζςων 

 

Επίςθσ τα προβλιματα αντιμετωπίηονται ςτθ μόνιμθ θμιτονοειδι κατάςταςθ, κάτι που 

ςθμαίνει ότι δεν κα μασ απαςχολιςουν μεταβατικά φαινόμενα. Τπό το πρίςμα αυτϊν των 

υποκζςεων, μποροφμε να αναδιατυπϊςουμε τισ εξιςϊςεισ του Maxwell ωσ εξισ 

 

B
E

t


  


              (4.5) 

 

H J                          (4.6) 

 

0B            (4.7) 

 

0E            (4.8) 

 

Αντίςτοιχα με τισ ςθμειακζσ εξιςϊςεισ μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε τθν ολοκλθρωτικι 

μορφι τουσ 

 

A

E ds B dA
t


   

                       (4.9) 

 

A

H ds J dA                               (4.10) 

 

0
A

B dA                        (4.11) 

 

0
A

E dA                        (4.12) 

 

Σζλοσ είναι απαραίτθτο να χρθςιμοποιιςουμε τισ ςυντακτικζσ ςχζςεισ των μζςων του 

προβλιματοσ, οι οποίεσ ςφμφωνα με τισ υποκζςεισ περί ιςοτροπικότθτασ και 

ομοιογζνειάσ τουσ είναι 

 

 B H                      (4.13) 

 

J E                    (4.14) 

 

όπου μ θ μαγνθτικι διαπερατότθτα και ς θ θλεκτρικι αγωγιμότθτα του μζςου.  
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4.2 Η εξύςωςη διϊχυςησ 

 

Ζχοντασ ορίςει ζνα ςφςτθμα εξιςϊςεων για το πρόβλθμα, μποροφμε να εξάγουμε μια 

ςυνολικι εξίςωςθ θ λφςθ τθσ οποίασ κα είναι λφςθ του προβλιματοσ. Για να το 

πετφχουμε αυτό ςυνδυάηουμε κατάλλθλα τισ εξιςϊςεισ 4.5 ζωσ 4.8. Από τθν 4.5 εάν 

εφαρμόςουμε τον τελεςτι ανάδελτα ωσ εξωτερικό γινόμενο και ςτα δφο μζλθ τθσ 

εξίςωςθσ προκφπτει 

 

H J                (4.15) 

 

Αντικακιςτϊντασ τθ ςυντακτικι ςχζςθ 4.14 παίρνουμε 

 

( )H E                  (4.16) 

 

Χρθςιμοποιϊντασ τθν 4.5 και τθ ςυντακτικι ςχζςθ 4.13, θ 4.16 γίνεται 

 

H
H

t



  


              (4.17) 

 

Από τον οριςμό τθσ λαπλαςιανισ ενόσ διανυςματικοφ μεγζκουσ Α ωσ 

 
2 ( ) ( )A A A                          (4.18) 

 

και το γεγονόσ ότι για τθ μαγνθτικι ζνταςθ, από τισ εξιςϊςεισ 4.7 και 4.13, ο πρϊτοσ όροσ 

μθδενίηεται καταλιγουμε τελικά ςτθν εξίςωςθ 

 

2 H
H

t



 


            (4.19) 

 

Η εξίςωςθ 4.19 είναι θ εξίςωςθ διάχυςθσ για τθ μαγνθτικι ζνταςθ. Η εξίςωςθ διάχυςθσ 

είναι μια γραμμικι μερικι διαφορικι εξίςωςθ δεφτερθσ τάξθσ θ οποία περιγράφει τθ 

δυναμικι των πυκνοτιτων των εξεταηόμενων μεγεκϊν ςε θλεκτρομαγνθτικά, κερμικά και 

προβλιματα ρευςτϊν. τθν προκείμενθ περίπτωςθ θ επίλυςθ τθσ εξίςωςθσ διάχυςθσ 

προςδιορίηει τθ μαγνθτικι ζνταςθ και μποροφμε μζςω του νόμου του Ampere (εξίςωςθ 

4.6) να υπολογίςουμε τθν πυκνότθτα δινορρευμάτων ςτο μζςο που μασ ενδιαφζρει και 

ακολοφκωσ τισ απϊλειζσ τουσ.  

 

Από τισ ςχζςεισ που ςυνδζουν τθ μαγνθτικι ζνταςθ, τθ μαγνθτικι επαγωγι, τθν 

πυκνότθτα ρεφματοσ και το μαγνθτικό δυναμικό μποροφμε να εξάγουμε εκφράςεισ τθσ 

εξίςωςθσ διάχυςθσ για όλα αυτά τα μεγζκθ. Ειδικά κα μασ απαςχολιςει θ ζκφραςθ για το 
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μαγνθτικό δυναμικό επειδι θ διζγερςθ προζρχεται από περίπλοκθ πθγι, ενϊ επίςθσ θ 

γενικι λφςθ και οι ςυνοριακζσ ςυνκικεσ γίνονται πιο διαχειρίςιμεσ [12]. Σο μαγνθτικό 

δυναμικό ςχετίηεται με τθ μαγνθτικι επαγωγι ωσ 

 

B A                          (4.20) 

 

Τπάρχουν διάφορεσ μζκοδοι για τθν επίλυςθ τθσ εξίςωςθσ διάχυςθσ. Οι ςθμαντικότερεσ 

είναι οι εξισ: 

 

 Μζκοδοσ χωριςμοφ μεταβλθτϊν 

 Μεταβολικι μζκοδοσ 

 Αρικμθτικι επίλυςθ ολοκλθρωτικϊν ςχζςεων 

 

Η μεταβολικι μζκοδοσ (variational method) ςυνίςταται ςτθν αντικατάςταςθ τθσ λφςθσ 

μιασ διαφορικισ εξίςωςθσ από τθν λφςθ που λαμβάνουμε απαιτϊντασ μια ςυνκικθ για 

μια κατάλλθλθ ποςότθτα (functional). τον θλεκτρομαγνθτιςμό θ ποςότθτα αυτι είναι 

 

2 2

,

1 1
( )
2 2

v t

dxdydzdtF E B J A 


                         (4.21) 

 

και θ απάιτθςθ που κεωροφμε βαςίηεται ςτθν αρχι του Hamilton, ςφμφωνα με τθν οποία 

θ κατάςταςθ ενόσ ςυςτιματοσ χαρακτθρίηεται από το ελάχιςτο επίπεδο ενζργειασ ςε 

κάκε χρονικι ςτιγμι [13]. Η εφαρμογι αυτισ τθσ μεκόδου είναι αρκετά πολφπλοκθ. 

 

Με τον όρο αρικμθτικι επίλυςθ ολοκλθρωτικϊν ςχζςεων εννοοφμε τθν επίλυςθ τθσ 

εξίςωςθσ διάχυςθσ όπωσ αυτι προκφπτει αν χρθςιμοποιιςουμε τισ ολοκλθρωτικζσ 

μορφζσ των εξιςϊςεων Maxwell για τθν εξαγωγι τθσ. Σο βαςικό πλεονζκτθμα αυτισ τθσ 

μεκόδου είναι ότι οι ςυνοριακζσ ςυνκικεσ δεν ςυμμετζχουν άμεςα ςτθ μακθματικι 

περιγραφι του προβλιματοσ, ζτςι είναι εφικτό να περιγράψουν περίπλοκεσ γεωμετρίεσ. 

Η λφςθ αυτϊν των εξιςϊςεων μπορεί να γίνει με επαναλθπτικζσ αρικμθτικζσ μεκόδουσ, 

επομζνωσ είναι καταλλθλότερεσ για ανάλυςθ μζςω κατάλλθλου προγράμματοσ 

υπολογιςτι και ςυγκεκριμζνα μζςω τθσ μεκόδου των πεπεραςμζνων ςτοιχείων (finite 

element analysis). 

 

Η μζκοδοσ χωριςμοφ μεταβλθτϊν είναι μια κλαςςικι μζκοδοσ για τθν επίλυςθ μερικϊν 

διαφορικϊν εξιςϊςεων. Παρακάτω κα δοφμε τρόπουσ αντιμετϊπιςθσ τζτοιου είδουσ 

εξιςϊςεων ςε διάφορεσ ςυντεταγμζνεσ κακϊσ και μερικά παραδείγματα τθσ εφαρμογισ 

τθσ ςε οριςμζνεσ βαςικζσ γεωμετρίεσ. 
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4.2.1 Χωριςμόσ μεταβλητών ςε καρτεςιανϋσ ςυντεταγμϋνεσ 

 

Αρχικά κα δοφμε πϊσ μπορεί να εφαρμοςτεί ο χωριςμόσ μεταβλθτϊν ςε μια βακμωτι 

ποςότθτα Φ για τθν οποία ιςχφει 

 
2 0               (4.22) 

 

Η εξίςωςθ 4.22 αντιςτοιχεί ςτθν εξίςωςθ Laplace και ιςχφει ςε περιοχζσ χωρίσ 

αγωγιμότθτα. Θα τθν εξετάςουμε εδϊ επειδι θ λφςθ τθσ είναι μζροσ τθσ λφςθσ για τθν 

εξίςωςθ διάχυςθσ 4.19. Αν κεωριςουμε ότι θ ςυνάρτθςθ Φ είναι τθσ μορφισ Φ(x,y,z), 

τότε κεωροφμε ότι θ λφςθ ζχει τθ μορφι 

 

( , , ) ( ) ( ) ( )   x y z X x Y y Z z          (4.23) 

 

Η μεταβλθτι τθσ χρονικισ εξάρτθςθσ t ζχει απαλειφκεί κεωρϊντασ ότι θ ανάλυςθ γίνεται 

για τθ μόνιμθ θμιτονοειδι κατάςταςθ. Εφαρμόηοντασ τθν 4.23 ςτθ ςχζςθ 4.22 ζχπυμε το 

πρόβλθμα 

 
2 2 2

2 2 2

1 1 1
0  

d X d Y d Z

X dx Y dy Z dz
      (4.24) 

 

Ο κάκε όροσ τθσ εξίςωςθσ 4.24 είναι ςυνάρτθςθ μιασ μεταβλθτισ και επομζνωσ κάκε 

όροσ πρζπει να είναι ίςοσ με μια ςτακερά προκειμζνου θ εξίςωςθ 4.24 να ικανοποιείται 

για αυκαίρετεσ τιμζσ των μεταβλθτϊν x,y,z. Αυτό ςθμαίνει ότι 

 
2
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2

1
 x

d X
k

X dx
       (4.25) 
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1
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d Y
k

Y dy
       (4.26) 

 
2
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1
 z

d Z
k

Z dz
       (4.27) 

 

Για τισ ςτακερζσ διαχωιςμοφ ιςχφει ότι 

 
2 2 2 0  x y zk k k            (4.28) 

 

 

 



 

40 

 

Η ςχζςθ 4.25 μπορεί να γραφεί και ωσ 

 

0 X X                                              (4.29) 

 

που είναι ζνα πρόβλθμα ιδιοτιμϊν Sturm-Liouville με λ=-kχ
2. Αντίςτοιχα μποροφμε να 

γράψουμε 

 

0 Y Y           (4.30) 

 

( ) 0   Z Z                (4.31) 

 

Σελικά καταφζρνουμε να διαχωρίςουμε το αρχικό πρόβλθμα ςτα επιμζρουσ 4.29-4.31 τα 

οποία είναι προβλιματα Sturm-Liouville με αλλθλοςχετιηόμενεσ ςτακερζσ. Η τελικι λφςθ 

που παίρνουμε είναι τθσ μορφισ 

 

1 2 1 2 1 2( , , ) ( sin cos )( sin cos )( sinh cosh )    x x y y z zx y z A k x A k x B k y B k y C k z C k z  (4.32) 

 

Οι ςτακερζσ Α1, Α2, Β1, Β2, C1, C2 προςδιορίηονται μζςω των οριακϊν ςυνκθκϊν του 

προβλιματοσ. Για το διανυςματικό μαγνθτικό δυναμικό θ εξίςωςθ Laplace είναι 

 
2 2 2 2

0 0 0 0                 x y zA A x A y A z        (4.32) 

 

Επομζνωσ ζχουμε να λφςουμε ςτθ γενικι περίπτωςθ 3 εξιςϊςεισ Laplace για βακμωτζσ 

ςυναρτιςεισ όπωσ είδαμε προθγουμζνωσ. Σο πρόβλθμα μπορεί να λυκεί ςε κάκε 

περίπτωςθ χωρίσ να χρειάηονται επιπλζον ςυνκικεσ πζραν των οριακϊν ςυνκθκϊν. 

Τποκζτοντασ κατάλλθλεσ ςυνοριακζσ ςυνκικεσ μπορεί να δειχκεί [14] ότι το πρόβλθμα 

είναι καλά τοποκετθμζνο και ότι θ λφςθ που βρζκθκε είναι μοναδικι. 

 

4.2.2 Χωριςμόσ μεταβλητών ςε κυλινδρικϋσ ςυντεταγμϋνεσ 

 

Ο χωριςμόσ μεταβλθτϊν ςε κυλινδρικζσ ςυντεταγμζνεσ παρουςιάηει μεγαλφτερεσ 

δυςκολίεσ ςε ςχζςθ με το αντίςτοιχο πρόβλθμα των καρτεςιανϊν ςυντεταγμζνων. Θα 

λφςουμε πάλι τθν εξίςωςθ Laplace 4.22 για μια βακμωτι ςυνάρτθςθ Φ, μόνο που τϊρα 

κα ζχουμε Φ=Φ(r,φ,z). Η εξίςωςθ παίρνει τθ μορφι [12] 

 
2 2

2

2 2 2

1 1
( , , ) ( ) 0



     
     

   
r z r

r r r r z
        (4.33) 

 

Χρθςιμοποιϊντασ τθ μζκοδο χωριςμοφ των μεταβλθτϊν υποκζτουμε λφςθ τθσ μορφισ 
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( , , ) ( ) ( ) ( )  r z R r F Z z        (4.34) 

 

Αντικακιςτϊντασ τθν 4.34 ςτθν 4.33 και πολλαπλαςιάηοντασ με τον παράγοντα r2/RFZ 

πάιρνουμε 
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r d dR d F d Z
r r

R dr dr F d Z dz
               (4.35) 

 

Ο δεφτεροσ όροσ τθσ 4.35 είναι ανεξάρτθτοσ των μεταβλθτϊν r και z και θ εξίςωςθ ιςχφει 

για κάκε τιμι των μεταβλθτϊν r,φ,z μόνο αν ζιναι ςτακερόσ 
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d F
n

F d
         (4.36) 

 

Η 4.36 είναι περιοδικό πρόβλθμα Sturm-Liouville κακϊσ πρζπει θ Φ να είναι μονότιμθ, 

δθλαδι Φ(2π)=Φ(0). Αυτό ςθμαίνει ότι θ ςτακερά διαχωριςμοφ n είναι ακζραιοσ αρικμόσ. 

Η γενικι λφςθ δίνεται από 

 

1 2( )    jn jnF Be B e                   (4.37) 

 

Αν χρθςιμοποιιςουμε τθν 4.36 ςτθν 4.35, διαιρζςουμε με r2 και αναδιατάξουμε τουσ 

όρουσ, ζχουμε ςαν αποτζλεςμα 
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d dR n d Z
r

R r dr dr r Z dz
         (4.38) 

 

Κάκε όροσ πρζπει να είναι ίςοσ με μια ςτακερά για να ιςχφει θ εξίςωςθ. Ζςτω ότι θ 

ςτακερά διαχωριςμοφ είναι k2, τότε ο πρϊτοσ όροσ τθσ 4.38 μασ δίνει 

 
2 2

2

2 2

1
( ) 0   

d R dR n
k R

dr r dr r
        (4.39) 

 

Η εξίςωςθ 4.39 είναι μια εξίςωςθ Bessel με γενικι λφςθ 

 

1 2( ) ( ) ( ) n nR r A J kr A Y kr        (4.40) 

 

όπου Jn είναι θ ςυνάρτθςθ Bessel πρϊτου είδουσ τάξθσ n και Yn θ ςυνάρτθςθ Bessel 

δεφτερου είδουσ τάξθσ n.  
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Μζνει να κακοριςτεί ο δεφτεροσ όροσ τθσ 4.38 για τον οποίον ιςχφει 

 
2

2

2
0 

d Z
k Z

dz
                      (4.41) 

 

Όπωσ ζχουμε δει από τισ 4.31 και 4.32 θ λφςθ για αυτιν τθν εξίςωςθ είναι 

 

1 2( ) sinh cosh Z z C kz C kz         (4.42)  

 

Επομζνωσ θ γενικι λφςθ του αρχικοφ προβλιματοσ είναι 

 

1, 2, 1, 2,

1, 2,

( , , ) ( ) ( )

sinh cosh

          

  

 jn jn
n n n n n n

n k

k k

r z A J kr A Y kr B e B e

C kz C kz
                (4.43) 

 

Για το κυλινδρικό ςφςτθμα ςυντεταγμζνων θ λαπλαςιανι του μαγνθτικοφ δυναμικοφ 

δίνεται ωσ  

 
2 2 2

2

02 2 2 2 2 2

2 2 2

02 2 2 2 2 2

2 2 2

02 2 2 2

1 1 1 2

1 1 1 2

1 1
0



   



 


 



    
       

     

    
      

      

    
     

    

r r r r
r

r

z z z z

AA A A A
A A r

r r r r r r z

A A A AA
A

r r r r r r z

A A A A
z

r r r r z

                (4.44) 

 

Μόνο ο τρίτοσ όροσ τθσ εξίςωςθσ 4.44 είναι διαχωρίςιμοσ. Για τουσ άλλουσ δφο όρουσ ο 

χωριςμόσ μεταβλθτϊν είναι εφαρμόςιμοσ αν κεωρθκοφν επιπλζον ςυνκικεσ. 

 

4.2.3 Χωριςμόσ μεταβλητών ςε πολικϋσ ςυντεταγμϋνεσ 

 

Είδαμε ότι θ εξίςωςθ διάχυςθσ λαμβάνει αρκετά πολφπλοκθ λφςθ ςτθν περίπτωςθ των 

κυλινδρικϊν ςυντεταγμζνων. Μια απλοποίθςθ που μπορεί να γίνει είναι να κεωρθκεί το 

πεδίο ανεξάρτθτο τθσ διάςταςθσ z, να λυκεί το πρόβλθμα ςε πολικζσ ςυντεταγμζνεσ και 

να υπολογιςτεί το αποτζλεςμα ανά μονάδα μικουσ κατά τον άξονα z.  

 

Η εξίςωςθ 4.22 παίρνει ςε αυτιν τθν περίπτωςθ τθ μορφι 

 
2 2

2 2 2

1 1
0



    
  

  r r r r
                   (4.45) 
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Εφαρμόηοντασ το χωριςμό μεταβλθτϊν υποκζτουμε λφςθ τθσ μορφισ 

 

( , ) ( ) ( )  r R r F                 (4.46) 

 

και λαμβάνουμε τα ακόλουκα δφο προβλιματα 

 

0 F F           (4.47) 

 
2 0   r R rR R                (4.48) 

 

Η λφςθ του περιοδικοφ προβλιματοσ Sturm-Liouville 4.47 είναι 

 

( ) cos( ) sin( )   n nF A n B n           (4.49) 

 

ενϊ το πρόβλθμα 4.48 περικλείει τθν εξίςωςθ Euler, τθσ οποίασ θ γενικι λφςθ δίνεται ςτθ 

μορφι 

 

1 2

3 4

ln , 0

, 1,2,3,..
( ) 

 

 




n n n
C C r n
C r C r n

R r                       (4.50) 

 

Η μορφι τθσ γενικισ λφςθσ του προβλιματοσ 4.45 είναι 

 

    0 0

1

( , ) ln cos sin  




 
      

n

n n n n
n n n nr A B r A r B r n C r D r n            (4.51) 

 

Για το μαγνθτικό δυναμικό ιςχφει 

 
2 2

2

02 2 2 2 2

2 2

02 2 2 2 2

1 1 1 2

1 1 1 2
0



  



 


 

   
      

    

    
      

     

r r r
r

r

AA A A
A A r

r r r r r r

A A A A
A

r r r r r r

        (4.52) 

 

Και ςε αυτιν τθν περίπτωςθ θ μζκοδοσ χωριςμοφ μεταβλθτϊν είναι εφικτι εάν 

κεωριςουμε επιπλζον ςυνκικεσ. 

  

τθν παράγραφο 4.2 εφαρμόςαμε το χωριςμό μεταβλθτϊν ςε εξιςϊςεισ Laplace. Ο λόγοσ 

είναι ότι τα προβλιματα που κα αντιμετωπίςουμε ςτθν εργαςία αυτι αφοροφν τθ μόνιμθ 

θμιτονοειδι κατάςταςθ, για τθν οποία το δεφτερο μζλοσ τθσ εξίςωςθσ 4.19 που είναι μια 

μερικι παράγωγοσ τθσ ςυνάρτθςθσ του προβλιματοσ ωσ προσ το χρόνο εκφυλίηεται ςε 

γινόμενο τθσ ςυνάρτθςθσ με τθ ςυχνότθτα λειτουργίασ χρθςιμοποιϊντασ τον 
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παραςτατικό μιγά τθσ ςυνάρτθςθσ. Με αυτόν τον τρόπο καταλιγουμε ςε μια εξίςωςθ 

Poisson, τθν οποία αντιμετωπίηουμε υπερκζτοντασ τθν τυπικι λφςθ του αντίςτοιχου 

ομογενοφσ προβλιματοσ Laplace με τθν ειδικι λφςθ που προκφπτει από τον μθ ομογενι 

όρο. 

 

4.2.4 Συνοριακϋσ ςυνθόκεσ 

 

Οι γενικζσ εκφράςεισ που εξάγαμε παραπάνω προκειμζνου να εφαρμοςτοφν ςε ζνα 

πρόβλθμα πρζπει αυτό να είναι καλά τοποκετθμζνο, να ζχει δθλαδι κατάλλθλεσ 

ςυνοριακζσ ςυνκικεσ. Για τα θλεκτρομαγνθτικά προβλιματα αυτζσ είναι τζτοιεσ ϊςτε να 

εξαςφαλίηεται θ ςυνζχεια των πεδίων όταν υπάρχει διαχωριςτικι επιφάνεια μεταξφ 

μζςων με ανόμοια θλεκτρικι και μαγνθτικι διαπερατότθτα. Επίςθσ χρειάηονται 

προκειμζνου να κακορίςουν τα ςφνορα του προβλιματοσ με κατάλλθλθ ζκφραςθ από 

μακθματικισ και φυςικισ ςκοπιάσ. Οι ςυνοριακζσ ςυνκικεσ ζχουν καταλυτικι επίδραςθ 

ςτον προςδιοριςμό τθσ τυπικισ λφςθσ του προβλιματοσ. 

 

Για τα θλεκτρομαγνθτικά προβλιματα χρθςιμοποιοφνται οι εξιςϊςεισ ςυνζχειασ ωσ 

ςυνοριακζσ ςυνκικεσ λαμβάνοντασ υπόψιν τθν υπόκεςθ ότι δεν ζχουμε ςυςςϊρευςθ 

φορτίου και είναι 

 

 2 1 12 0  B B n         (4.53) 

 

 12 2 1   sn H H K           (4.54) 

 

 

 
χήμα 4.1 υνοριακζσ ςυνθήκεσ 
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όπου n12 το κάκετο διάνυςμα από το μζςο 1 προσ το μζςο 2 όπωσ βλζπουμε ςτο ςχιμα 

4.1, και Β1, Β2, Η1, Η2 τα μεγζκθ τθσ μαγνθτικισ επαγωγισ και ζνταςθσ ςτο μζςο που 

υποδεικνφει το όριςμα πολφ κοντά ςτθ διαχωριςτικι επιφάνεια. Η  οριςτικι ζκφραςθ 

αυτϊν των ςυνκθκϊν εξαρτάται από το ςφςτθμα ςυντεταγμζνων και τθ γεωμετρία του 

εκάςτοτε προβλιματοσ.  

 

4.3 Παραδεύγματα αναλυτικού υπολογιςμού δινορρευμϊτων 

 

Η παραπάνω ανάλυςθ κα εφαρμοςτεί ςε μερικζσ απλζσ περιπτϊςεισ υπολογιςμοφ 

δινορρευμάτων που δεν ςχετίηονται άμεςα με γεωμετρίεσ θλεκτρικϊν μθχανϊν αλλά 

είναι πιο γενικζσ. Κάποια από τα αποτελζςματα κα χρθςιμεφςουν ςτθν ανάλυςθ που κα 

γίνει για πολυπλοκότερα μοντζλα. Θα εξετάςουμε τρείσ περιπτϊςεισ, μία ςε καρτεςιανζσ, 

μία ςε πολικζσ και μία ςε κυλινδρικζσ ςυντεταγμζνεσ. 

 

4.3.1 Κυλινδρικϋσ ςυντεταγμϋνεσ – Διϋγερςη από ρευματοφόρο βρόχο 

παρϊλληλο ςε ημιϊπειρη πλϊκα 

 

 

 
χήμα 4.2 Ρευματοφόροσ βρόχοσ παράλληλοσ ςε ημιάπειρη πλάκα 
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Ο ρευματοειδισ βρόχοσ του ςχιματοσ 4.2 τοποκετείται παράλλθλα ωσ προσ τθ 

διαχωριςτικι επιφάνεια με το αγϊγιμο μζςο που καταλαμβάνει τον θμιχϊρο (περιοχι 2). 

Η περιοχι 1 καταλαμβάνεται από αζρα. Ο βρόχοσ επάγει δινορρεφματα ςτο αγϊγιμο 

μζςο, τα οποία κα υπολογίςουμε ακολοφκωσ. [12] 

 

Οι διαφορικζσ εξιςϊςεισ που ιςχφουν για το μαγνθτικό δυναμικό ςτισ περιοχζσ 1 και 2 

είναι αντίςτοιχα 

 
2

1 0 A          (4.55) 

 

2 2
2 


 



A
A

t
              (4.56) 

 

Σο καταλλθλότερο ςφςτθμα ςυντεταγμζνων για αυτό το πρόβλθμα είναι το κυλινδρικό, με 

τθν αρχι να επιλζγεται ςτο κζντρο του βρόχου. Εφόςον το ρεφμα είναι κυκλικό, θ μόνθ 

ςυνιςτϊςα του μαγνθτικοφ δυναμικοφ κα είναι θ Αθ. Επίςθσ αφοφ το ρεφμα είναι 

ομοιόμορφο, δεν υπάρχει εξάρτθςθ του μαγνθτικοφ δυναμικοφ από τθ θ-ςυνιςτϊςα, 

δθλαδι εξαρτάται μόνο από τα r,z. Ζτςι από τθν εξίςωςθ 4.55 προκφπτει μόνο μία 

διαφορικι εξίςωςθ για τθν περιοχι 1 θ οποία είναι 

 
2 2

1 1 1 1

2 2 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )1
0

  
   

  

A r z A r z A r z A r z

r r r r z
        (4.57) 

 

Ζχουμε παραλείψει το δείκτθ θ, αφοφ είναι θ μόνθ ςυνιςτϊςα. Εφαρμόηοντασ τθ μζκοδο 

χωριςμοφ των μεταβλθτϊν, υποκζτουμε γενικι λφςθ τθσ εξίςωςθσ 4.57 ςτθ μορφι 

 

1 1

/( , ) ( / ) kz aA r z e J kr a                   (4.58) 

 

Όπου k είναι θ ςτακερά χωριςμοφ. Για τθν περιοχι 2 ιςχφει θ ακόλουκθ διαφορικι 

εξίςωςθ 

 
2 2

2 2 2 2
22 2 2 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )1
( , )

  
   

  

A r z A r z A r z A r z
j A r z

r r r r z
                (4.59) 

 

Εφαρμόηοντασ ξανά τθ μζκοδο χωριςμοφ των μεταβλθτϊν λαμβάνουμε τθ γενικι λφςθ 

τθσ εξίςωςθσ 4.59 ωσ εξισ 

 
1
22 2

2 1

( ) /( , ) ( / )  k jp z aA r z e J kr a                         (4.60) 
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όπου  

 
2 2 2 22 /   p                 (4.61) 

 

και δ το πάχοσ διείςδυςθσ. Σο μαγνθτικό διανυςματικό δυναμικό που οφείλεται ςε βρόχο 

ακτίνασ α ςτον άπειρο χϊρο ςε ζνα ςφςτθμα κυλινδρικϊν ςυντεταγμζνων είναι 

 

0 0 1 1

0

( , ) 2 ( ) ( )
k z

A A r z I e J kr J ka dk   



                   (4.62) 

 

όπου J1 είναι θ ςυνάρτθςθ Bessel πρϊτου είδουσ. Σο πεδίο ζξω από το μζςο (ςτθν 

περιοχι 1) είναι το άκροιςμα δφο ςυνιςτωςϊν, μία λόγω του ρευματοφόρου βρόχου και 

μία λόγω των δινορρευμάτων εντόσ του μζςου. Επομζνωσ από τα προθγοφμενα 

αποτελζςματα το διανυςματικό μαγνθτικό δυναμικό ςτον αζρα είναι 

 

/ /

1 0 1 1

0

( , ) ( ) ( / )
2

kz a kz a
k

I
A r z e J k L e J kr a dk



 
  

 
                    (4.63) 

 

Ο δεφτεροσ όροσ του ακροίςματοσ των ολοκλθρωτζων αντιςτοιχεί ςτθ ςτθ ςυνιςτϊςα του 

πεδίου που προκαλείται από τα δινορρεφματα. Με παρόμοιο τρόπο υπολογίηουμε το 

μαγνθτικό διανυςματικό δυναμικό εντόσ του μζςου 

 

1
2 2 2( ) /

2 0 1

0

( , ) ( / )z k jp a
r kA r z M e J kr a dk 


                   (4.64) 

 

Οι ςτακερζσ Lk και Mk είναι προςδιοριςτζεσ. Για να τισ υπολογίςουμε, κάνουμε χριςθ των 

οριακϊν ςυνκθκϊν που ιςχφουν ςτθ διαχωριςτικι επιφάνεια, οι οποίεσ για το πρόβλθμα 

αυτό είναι 

 

z

A A
B

r r


 


                                              (4.65) 

  

r

A
B

z


 


                     (4.66) 

 

Χρθςιμοποιϊντασ τισ παραπάνω ςχζςεισ για z=b καταλιγουμε ςτισ ακόλουκεσ εκφράςεισ 

για τισ ςτακερζσ: 
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2 2
2 /

1
2 2

( )
2

kb ar
k

r

k k jp I
L e J k

k k jp





 


 
                        (4.67) 

 

2 2/ ( ) /

1
2 2

( )kb a k jp b a
k

r

k
M Ie e J k

k k jp

   
 

                         (4.68) 

 

Γνωρίηοντασ τισ εκφράςεισ για τισ ςτακερζσ μποροφμε να τισ αντικαταςτιςουμε και να 

βροφμε τισ εκφράςεισ για το διανυςματικό μαγνθτικό δυναμικό εντόσ και εκτόσ του μζςου 

 

2 2
/ ( )/ ( )/0

1 1 1
2 2

0

( , ) ( ) ( / )
2

kb a k z b a k z b ar

r

I k k jp
A r z e J k J kr a e e dk

k k jp

 





    
  

  
   

       (4.69) 
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2 2 2/ ( ) ( )/

2 0 1
2 2

0

( , ) ( / )kb a k jp z b a
r

r

k
A r z I e J kr a e dk

k k jp
 





   
 

         (4.70) 

 

Από τθ ςχζςθ οριςμοφ τθσ μαγνθτικισ επαγωγισ μζςω του μαγνθτικοφ δυναμικοφ (4.20), 

μποροφμε να υπολογίςουμε τισ ςυνιςτϊςεσ του μαγνθτικοφ πεδίου ςτισ δφο περιοχζσ του 

χϊρου 

 
1

2 2 2
/ ( )/ ( )/0

1, 1 1 1
2 2 2
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( , ) ( ) ( / )
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kb a k z b a k z b ar
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I k k jp
B r z e J k J kr a e e kdk

a k k jp

 





   
  
  
   

      (4.71) 

 

1, ( , ) 0B r z                (4.72) 
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/ ( )/ ( )/0

1, 1 0 1
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2 ( )
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r

I k k jp
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      (4.73) 

 

Αντίςτοιχα για τθν περιοχι 2 εξάγουμε τισ εξισ ςχζςεισ για το μαγνθτικό πεδίο 

 

1
2 2 2

1
2 2 2

/ ( ) ( )/0
2, 1 1 1

2 2 2
0
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( , ) ( ) ( / )

( )

kb a k jp z b ar
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B r z e J k J kr a e dk
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           (4.74) 

 

2, ( , ) 0B r z              (4.75) 
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1
2 2 2

2
/ ( ) ( )/0

2, 1 0 1
2 2 2

0

( , ) ( ) ( / )
( )

kb a k jp z b ar
z

r

I k
B r z e J k J kr a e dk

a k k jp

 





   
 

           (4.76) 

Εφαρμόηοντασ τθν εξίςωςθ 4.5 του Maxwell και τθ ςυντακτικι ςχζςθ 4.14 μποροφμε να 

υπολογίςουμε τθν πυκνότθτα των δινορρευμάτων ςτο εςωτερικό του μζςου, θ οποία ζχει 

μόνο θ-ςυνιςτϊςα. Η ςχζςθ που προκφπτει είναι 

 

2 2
2

/

2, 1 12 2 2
0

( )/
( , ) ( ) ( / )kb a

r

k jp z b ajp I k
J r z e J k J kr a e dk
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            (4.77) 

 

Η εξίςωςθ 4.69 δείχνει τισ ξεχωριςτζσ επιδράςεισ τθσ διζγερςθσ και των δινορρευμάτων 

ςτο μαγνθτικό διανυςματικό δυναμικό. Ο πρϊτοσ όροσ τθσ αγκφλθσ μζςα ςτο 

ολοκλιρωμα αφορά το βρόχο, ενϊ ο δεφτεροσ αντιςτοιχεί ςτθ ςυνειςφορά των 

δινορρευμάτων. 

 

Οι εξιςϊςεισ που αφοροφν το μαγνθτικό δυναμικό και τθν πυκνότθτα δινορρευμάτων 

μποροφν να απλοποιθκοφν κάνοντασ χριςθ των αδιάςτατων μεταβλθτϊν του 

προβλιματοσ. Προκφπτουν ζτςι δφο περιοριςμζνεσ μορφζσ οι οποίεσ ζχουν ενδιαφζρον. 

 

 Resistance Limited 

 

Αυτι θ μορφι ιςχφει υποκζτοντασ ότι  

 

2 2

rk k jp            (4.78) 

 

ε αυτιν τθν περίπτωςθ οι εξιςϊςεισ γίνονται 

 

 / ( )/ ( )/0
1 1 1
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( ) ( / )
2

kb a k z b a k z b aI
A e J k J kr a e e dk




                 (4.79) 

 

2 2 ( )//

2 0 1 1

0

( ) ( / )
k jp z b akb a

rA I e J k J kr a e dk 


             (4.80) 

 

2 2 ( )//

2 0 1 1

0

( ) ( / )
k jp z b akb aJ j I e J k J kr a e dk 



               (4.81) 

 

Σα δινορρεφματα κακυςτεροφν ςε ςχζςθ με το ρεφμα διζγερςθσ κατα περίπου 90ο. Αυτι 

είναι θ ςυνικθσ προςζγγιςθ χαμθλϊν ςυχνοτιτων και θ ςυμπεριφορά καλείται resistance 

limited. Η ςυνκικθ 4.78 είναι κεωρθτικά αδφνατθ για μικρζσ τιμζσ του k. Ζνασ γενικόσ 
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κανόνασ για να ιςχφει αυτι θ προςζγγιςθ είναι να ζχουμε μεγάλθ τιμι μαγνθτικισ 

διαπερατότθτασ ςτο μζςο και μικρι ακτίνα βρόχου [12]. 

 

 Inductance Limited 

 

Για αυτι τθ μορφι υποκζτουμε 

 

rp k             (4.81) 

 

Οι εξιςϊςεισ γίνονται ςε αυτιν τθν περίπτωςθ 
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                        (4.82) 
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                         (4.83) 

 

1
( ) //2

2 1 12

0

( ) ( / )
jp z b akb apI

J j e J k J kr a e kdk
a



                          (4.84) 

 

Παρατθρϊντασ τθν εξίςωςθ 4.82 βλζπουμε ότι το μαγνθτικό πεδίο ςτο αζρα (περιοχι 1) 

επθρεάηεται ςθμαντικά από τθν κατανομι των δινορρευμάτων ςτο μζςο. Ζχουμε μείωςθ 

τθσ κάκετθσ ςυνιςτϊςασ κοντά ςτθ διαχωριςτικι επιφάνεια και ενίςχυςθ τθσ οριηόντιασ. 

Σο εξωτερικό μαγνθτικό πεδίο δεν ειςχωρεί ςτο μζςο. 

 

Τπ’αυτζσ τισ ςυνκικεσ, τα δινορρεφματα κακυςτεροφν κατά περίπου 45ο ςε ςχζςθ με το 

ρεφμα διζγερςθσ. Η ςυμπεριφορά αυτι καλείται inductance limited. Σο μοντζλο αυτό ζχει 

πιο περιοριοριςμζνθ εφαρμογι, αφοφ θ ικανοποίθςθ τθσ ςυνκικθσ 4.81 μοιάηει αδφνατθ 

δεδομζνου ότι το k λαμβάνει τιμζσ ζωσ το άπειρο, περιγράφει ωςτόςο μια ςυνκικθ ϊςτε 

να κωρακιςτεί ζνα μζςο από το περιβάλλον μαγνθτικό του πεδίο. 

 

4.3.2 Καρτεςιανϋσ Συντεταγμϋνεσ – Διϋγερςη από νηματοειδϋσ ρεύμα 

παρϊλληλα ςε ημιϊπειρη πλϊκα 

 

Η γεωμετρία του παραδείγματοσ φαίνεται ςτο ςχιμα 4.3. Τπάρχουν δφο περιοχζσ ςτο 

χϊρο, θ περιοχι 1 περιζχει αζρα ενϊ τθ δεφτερθ καταλαμβάνει το αγϊγιμο μζςο. Σο νιμα 

τοποκετείται παράλλθλα προσ τθ διαχωριςτικι επιφάνεια και ςε απόςταςθ b από αυτιν 

και διαρρζεται από εναλλαςόμενο ρεφμα το οποίο επιςτρζφει μζςω τθσ πλάκασ. Η 

κατανομι τθσ πυκνότθτασ δινορρευμάτων εντόσ του μζςου είναι παράλλθλθ με το νιμα, 
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ζτςι το πρόβλθμα γίνεται διδιάςτατο. Οι εξιςϊςεισ για το διανυςματικό μαγνθτικό 

δυναμικό ςτισ δφο περιχζσ του χϊρου ζχουν ωσ εξισ 

 
2

1 0A          (4.85) 

 

2 2 22
2 2 ,

A
A jp A p

t
 


   


                (4.86) 

 

 

 
χήμα 4.3 Νηματοειδζσ ρεφμα παράλληλο ςε ημιάπειρα πλάκα 

 

Λόγω τθσ ςυμμετρίασ του προβιματοσ ωσ προσ τον y άξονα, θ μοναδικι ςυνιςτϊςα του 

μαγνθτικοφ δυναμικοφ Α1(x,y) ζχει λφςθ τθσ μορφισ 

 

 1 1 2

0

( , ) cos( )my myA x y Q e Q e mx dm


                 (4.87) 

 

όπου θ ςτακερά διαχωριςμοφ m παίρνει οποιαδιποτε κετικι πραγματικι τιμι. τθ 

ςυνζχεια υποκζτουμε ότι το ολοκλιρωμα τθσ ςχζςθσ 4.87 ςυγκλίνει. Σότε οι ςυνιςτϊςεσ 

τθσ μαγνθτικισ επαγωγισ κα είναι 

 

 1
1 1 2

0

cos( )my my
x

A
B Q e Q e m my dm

y




  
                     (4.88) 

 

 1
1 1 2

0

sin( )my my
y

A
B Q e Q e m mx dm

x




   

           (4.89) 
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Εξετάηοντασ τισ εξιςϊςεισ 4.88, 4.89 ςυμπεραίνουμε ότι ο όροσ που περιζχει τον 

παράγοντα emy αντιςτοιχεί ςτθ ςυνειςφορά του νιματοσ ςτο πεδίο, ενϊ ο όροσ που 

περιζχει τον παράγοντα e-my αντιςτοιχεί ςτθ ςυνειςφορά των δινορρευμάτων τθσ πλάκασ 

ςτο πεδίο.  

 

Σο μαγνθτικό πεδίο ςε ζνα τυχαίο ςθμείο (x,y) τθσ περιοχισ 1 δίνεται από 

 

0
1

1
( , )

2

I
B x y

r




            (4.90) 

 

όπου r=[x2+(b-y)2]1/2 θ απόςταςθ του ςθμείου από το νιμα. Οι ςυνιςτϊςεσ του πεδίου 

μποροφν να γραφοφν υπό μορφι ολοκλθρωμάτων Fourier ωσ εξισ 

 

0 0
1 2 2

cos( )
2 ( ) 2

b y m

x

I Ib y
B e mx dm

x b y

 

 

 
 

             (4.91) 

 

0 0
1 2 2

sin( )
2 ( ) 2

b y m

y

I Ix
B e mx dm

x b y

 

 

 
 

             (4.92) 

 

υγκρίνοντασ αυτι τθ μορφι με τθ μορφι των εξιςϊςεων 4.88, 4.89 προκφπτει ότι 

 

0
1( )

2

bmI e
Q m

m







                           (4.93) 

 

Για τθν περιοχι 1 θ 4.85 ζχει λφςεισ τθσ μορφισ 

 

( ) cos( ) ,myQ m e mx y b                          (4.94) 

 

τθν οποία μποροφμε να γράψουμε και ωσ 

 

( )cos( )my myQ e Q e mx           (4.95) 

 

ϊςτε να εκφράςουμε το γεγονόσ ότι το ςυνολικό πεδίο είναι άκροιςμα των ςυνιςτωςϊν 

που προκφπτουν από τθ διζγερςθ του νιματοσ και από τα δινορρεφματα. Ακολουκϊντασ 

τθν ίδια διαδικαςία με πριν προκφπτει ότι 

 

0
1( )

2

bmI e
Q m

m




               (4.96) 

 

και οι εξιςϊςεισ 4.87 ζωσ 4.89 γίνονται 
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                    (4.97) 
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        (4.98) 
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                               (4.99) 

 

Ωσ αποτζλεςμα τθσ ςυμμετρίασ του πεδίου ωσ προσ τον y άξονα, και επειδι κακϊσ το y 

τείνει ςτο μείον άπειρο το πεδίο ςτο εςωτερικό του μζςου πρζπει να μθδενίηεται, θ 

εξίςωςθ 4.86 λαμβάνει γενικι λφςθ 

 

2

0

( , ) ( ) cos( ) , 0qyA x y K m e mx dm y


                                (4.100) 

 
1

2 2 2( )q m jp                                    (4.101) 

 

Οι ςυνιςτϊςεσ του μαγνθτικοφ πεδίου ςε κάκε άξονα είναι 

 

2
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( ) cos( )qy
x

A
B K m qe mx dm
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             (4.102) 

 

2
2

0

( ) sin( )qy
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             (4.103) 

 

Για να κακορίςουμε τισ ςτακερζσ Q2  και Km των εξιςϊςεων 4.97-4.98 και 4.102-4.103 

εφαρμόηουμε τισ ςυνοριακζσ ςυνκικεσ ςτθν επιφάνεια y=0. Αυτζσ είναι θ ςυνζχεια τθσ 

κάκετθσ ςυνιςτϊςασ τθσ μαγνθτικισ επαγωγισ και θ ςυνζχεια τθσ οριηόντιασ ςυνιςτϊςασ 

τθσ μαγνθτικισ ζνταςθσ 

 

1, 2, 1, 2,

0

1 1
,y y x xB B B B

 
                        (4.104) 

 

Μετά τθν εφαρμογι των οριακϊν ςυνκθκϊν οι ςτακερζσ γίνονται 
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                              (4.105) 
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0 1
( ) bm

r m q
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                 (4.106) 

 

Αντικακιςτϊντασ τισ παραπάνω τιμζσ προκφπτουν οι τελικζσ εκφράςεισ για το 

διανυςματικό μαγνθτικό δυναμικό 

 

0
1

0

( , ) cos( )
2

m qmy my
bmr

m q
r

I e e
A x y e mx dm

m m

 

 

  




 
  

 
         (4.107) 

ι 
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    (4.108) 

και 

 

0
2

0

( , ) cos( )
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                                      (4.109) 

 

Εφαρμόηοντασ όπωσ ςτο προθγοφμενο παράδειγμα τον νόμο 4.5 του Maxwell και τθ 

ςυντακτικι ςχζςθ 4.14 , θ πυκνότθτα των δινορρευμάτων βρίςκεται από τθ ςχζςθ 

 

2( , )
A

i x y
t


 


                                                             (4.110) 

ι 

 

2( , ) ( , )i x y j A x y                                                      (4.111) 

 

Σελικά θ πυκνότθτα των δινορευμάτων είναι ίςθ με 
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( , ) cos( )
qy mb
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p I e e
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                  (4.112) 

 

Η ςχζςθ 4.111 δείχνει γιατί είναι βολικό να χρθςιμοποιοφμε το μαγνθτικό δυναμικό όταν 

κζλουμε να υπολογίςουμε τθν πυκνότθτα δινορρευμάτων ςε μια διάταξθ. 

Ολοκλθρϊνοντασ τθ ςχζςθ 4.112 ςε μια διατομι κατά τον z άξονα βρίςκουμε ότι το 

ςυνολικό ρεφμα είναι ίςο με το ρεφμα Ι του νιματοσ, όπωσ περιμζναμε από τθν αρχικι 

υπόκεςθ ότι το ρεφμα επιςτρζφει μζςω τθσ πλάκασ. 
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4.3.3 Πολικϋσ Συντεταγμϋνεσ – Στοιχειώδησ περιςτρεφόμενη μηχανό 

 

το παράδειγμα αυτό κα μελετιςουμε μια ςτοιχειϊδθ διάταξθ θλεκτρικισ μθχανισ με 

λείο δρομζα και ςτάτθ. Η εξωτερικι επιφάνεια του δρομζα ζχει ακτίνα r=R1 ενϊ θ 

εςωτερικι επιφάνεια του ςτάτθ ζχει ακτίνα r=R2. τισ επιφάνειεσ αυτζσ υπάρχουν 

θμιτονοειδείσ επιφανειακζσ πυκνότθτεσ ρεφματοσ KR και KS αντίςτοιχα, με κατεφκυνςθ 

προσ τον άξονα z. Η διάταξθ φαίνεται ςτο ςχιμα 4.4. Μποροφμε να κεωριςουμε ςτακερά 

τα μεγζκθ κατά τον z άξονα και κατά ςυνζπεια να λφςουμε το πρόβλθμα ςτισ δφο 

διαςτάςεισ.  

 

 
χήμα 4.4 τοιχειώδησ περιςτρεφόμενη μηχανή 

 

Αν ο ςτάτθσ ζχει p πόλουσ και ο δρομζασ n, τότε οι εκφράςεισ για τθν επιφανειακι 

πυκνότθτα ρεφματοσ γίνονται 

 

cos( )s sK z K p                     (4.113) 

 

cos( ( ))R RK z K n a                         (4.114) 

 

Η μεταβλθτι α αντιςτοιχεί ςτθ γωνιακι μετατόπιςθ μεταξφ δρομζα και ςτάτθ, ενϊ φ είναι 

θ μθχανικι μετατόπιςθ του δρομζα. Η διαφορικι εξίςωςθ που περιγράφει το πρόβλθμα 

προςδιοριςμοφ του μαγνθτικοφ δυναμικοφ είναι ςε αυτιν τθν περίπτωςθ 
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1 1
s R

A A
r K K

r r r r




   
    

   
         (4.115) 

 

κακϊσ το μαγνθτικό δυναμικό ζχει μόνο φ ςυνιςτϊςα και εξαρτάται από τισ μεταβλθτζσ r 

και φ. 
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Η γενικι λφςθ τθσ εξίςωςθσ 4.115 είναι όπωσ ζχουμε δει 

 

  ( , ) sin( ) cos( ) m m
m m m m

m

A r B m A m C r D r                          (4.116) 

 

Θεωροφμε τισ ςυνοριακζσ ςυνκικεσ 

 

10 ,tH r R           (4.117) 

 

2,tH J r R             (4.118) 

 

όπου J είναι επιφανειακι πυκνότθτα ρεφματοσ. Τπολογίηουμε τθ μαγνθτικι ζνταςθ μζςω 

τθσ γενικισ λφςθσ 
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        (4.119) 

 

και εφαρμόηουμε τισ ςυνοριακζσ ςυνκικεσ ςε αυτιν τθν ζκφραςθ 
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               (4.120) 

 

  1 1
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                (4.121) 

 

Για m≠p γνωρίηουμε ότι κα ιςχφει 

 

 1 1

1 1 0 0m m
m m m mC R D R C D                                            (4.122) 

 

ενϊ για m=p παίρνουμε από τθ ςχζςθ 4.121 
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                     (4.123) 

 

Αν κζςουμε x=R1/R2 θ λφςθ το ςυςτιματοσ των εξιςϊςεων 4.122 και 4.123 μασ δίνει 
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        (4.124) 
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όπου Jmax είναι θ μζγιςτθ τιμι τθσ επιφανειακισ πυκνότθτασ ρεφματοσ. Εφαρμόηοντασ τθν 

αρχι τθσ επαλλθλίασ, καταλιγουμε ςτθν τελικι λφςθ για το μαγνθτικό δυναμικό 
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         (4.125) 

 

Από τθ ςχζςθ 4.20 μποροφμε να υπολογίςουμε τθ μαγνθτικι επαγωγι από το μαγνθτικό 

δυναμικό 
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                          (4.126) 
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              (4.127) 
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Κεφϊλαιο 5 Μοντελοπούηςη μηχανών μονύμων μαγνητών 

ςυγκεντρωμϋνου τυλύγματοσ 
 

ε αυτό το κεφάλαιο κα εξετάςουμε τρόπουσ για να μοντελοποιθκεί θ γεωμετρία μιασ 

μθχανισ μονίμων μαγνθτϊν με ςυγκεντρωμζνο τφλιγμα με τρόπο που κα μασ επιτρζψει 

να εξάγουμε αναλυτικζσ εκφράςεισ για τισ απϊλειεσ δινορρευμάτων ςτουσ μαγνιτεσ τθσ. 

τόχοσ μασ είναι θ μοντελοποίθςθ να ζχει τθ δυνατότθτα διερεφνθςθσ τθσ επίδραςθσ των 

γεωμετρικϊν και θλεκτρικϊν χαρακτθριςτικϊν τθσ μθχανισ και να μποροφμε να εξάγουμε 

ςυμπεράςματα πάνω ςτθ μεταβολι αυτϊν των χαρακτθριςτικϊν για μια ςυγκεκριμζνθ 

μθχανι. Σζλοσ κα εξετάςουμε τθ χρθςιμότθτα των μοντζλων για τθν προκαταρκτικι 

ςχεδίαςθ μθχανϊν με μόνιμουσ μαγνιτεσ. Σα μοντζλα μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν 

επίςθσ για τον υπολογιςμό άλλων μεγεκϊν όπωσ θ επαγωγι του ιςοδφναμου κυκλϊματοσ 

[15] αλλά αυτι θ δυνατότθτα δεν κα μασ απαςχολιςει ςτθν εργαςία αυτι. 

 

Για τουσ ςκοποφσ αυτοφσ αναπτφχκθκαν δφο μοντζλα, ζνα ςε καρτεςιανζσ και ζνα ςε 

πολικζσ ςυντεταγμζνεσ, τα οποία αναλφονται παρακάτω.  

 

5.1 Μοντϋλο ςε καρτεςιανϋσ ςυντεταγμϋνεσ 

 

5.1.1 Οριςμόσ γεωμετρύασ μοντϋλου  

 

το ςχιμα 5.1 βλζπουμε μια αναπαράςταςθ τθσ γεωμετρίασ του μοντζλου [16]. Σο 

μοντζλο χρθςιμοποιεί μία ςτρϊςθ για το υλικό ςτο οποίο κζλουμε να υπολογίςουμε τισ 

απϊλειεσ δινορρευμάτων και ςε αυτιν τθν περίπτωςθ ςυγκεκριμζνα ςτουσ μαγνιτεσ τθσ 

μθχανισ. τθν επιφάνεια y=0 κεωροφμε ότι εφαρμόηεται πυκνότθτα ρεφματοσ Ksν θ οποία 

αναπαριςτά τθν θλεκτρικι φόρτιςθ ςτο διάκενο τθσ μθχανισ. Η μθχανι ζχει Q αυλάκια 

ςτο ςτάτθ , pr ηεφγθ πόλων ςτο δρομζα και μικοσ Lx το οποίο αντιςτοιχεί ςτθν περίμετρο 

μιασ ιςοδφναμθσ περιςτρεφόμενθσ μθχανισ. 

 

Πρζπει να παρατθριςουμε δφο πράγματα όςον αφορά τθν πυκνότθτα ρεφματοσ. Πρϊτον 

πρόκειται για γραμμικι πυκνότθτα ρεφματοσ, εφόςον υποκζτουμε ομοιομορφία των 

αποτελεςμάτων κατά τον z άξονα αγνοϊντασ τα φαινόμενα άκρων. Αυτό ςθμαίνει ότι το 

αποτζλεςμα των απωλειϊν που κα υπολογιςτεί κα είναι ανά μονάδα μικουσ κατά τον 

άξονα αυτόν. Δεφτερον, θ πυκνότθτα ρεφματοσ χρειάηεται να προςαρμοςτεί ζτςι ϊςτε να 

ανταποκρίνεται ςτθν θλεκτρικι φόρτιςθ τθσ μθχανισ. Γνωρίηουμε ότι θ θλεκτρικι 

φόρτιςθ αναπαριςτάται ωσ ορκογωνικι κυματομορφι και όχι θμιτονοειδισ. Ζνα 

παράδειγμα τζτοιασ κυματομορφισ για μθχανι 36 αυλάκων μποροφμε να δοφμε ςτο 

ςχιμα 3.11. Σο αποτζλεςμα είναι θ ειςαγωγι αρμονικϊν χϊρου ςτθν θλεκτρικι φόρτιςθ 

και κατ’ επζκταςθ ςτθ μαγνθτεγερτικι δφναμθ που αναπτφςςεται ςτο διάκενο, όπωσ 
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είδαμε ςτο κεφάλαιο 3. Επομζνωσ θ πυκνότθτα ρεφματοσ ορίηεται ωσ ςυνθμιτονικι ςειρά 

Fourier που ςυγκλίνει ςτθν ορκογωνικι κυματομορφι που ζχει θ θλεκτρικι φόρτιςθ ςτο 

διάκενο. Με αυτιν τθ κεϊρθςθ μποροφμε να υπολογίηουμε τισ απϊλειεσ για κάκε 

αρμονικι τάξθ ξεχωριςτά, ενϊ παράλλθλα κακιςτά δυνατι τθν εφαρμογι των μεκόδων 

που αναλφςαμε ςτο κεφάλαιο 4 και οι οποίεσ προχπζκεταν ότι τα πεδιακά μεγζκθ 

βρίςκονται ςτθ μόνιμθ θμιτονοειδι κατάςταςθ. 

 

 

y

x
z

Lx

μαγνιτθσ

πυκνότθτα 
ρεφματοσ ςτάτθ

 
χήμα 5.1 Αναπαράςταςη γεωμετρίασ μοντζλου ςε καρτεςιανζσ ςντεταγμζνεσ 

 

 

Από τα παραπάνω γίνεται ςαφζσ ότι είναι απαραίτθτο να υπερκζςουμε τισ επιμζρουσ 

απϊλειεσ για κάκε τάξθ αρμονικισ προκειμζνου να υπολογίςουμε το τελικό αποτζλεςμα. 

Για να είναι εφικτό κάτι τζτοιο χρειάηεται τα υλικά ςτα οποία εφαρμόηονται οι πεδιακζσ 

εξιςϊςεισ να ζχουν γραμμικζσ μαγνθτικζσ και θλεκτρικζσ ιδιότθτεσ. Ζνασ βολικόσ τρόποσ 

να επιτευχκεί είναι υποκζτοντασ ότι θ μαγνθτικι και θλεκτρικι διαπερατότθτα των 

υλικϊν είναι ςτακερζσ. Σθν υπόκεςθ αυτι κα εφαρμόςουμε και ςτα δφο μοντζλα που κα 

παρουςιαςτοφν ςε αυτιν τθν εργαςία. 

 

Μια άλλθ ςυνζπεια των παραπάνω υποκζςεων είναι θ δυνατότθτα ανάλυςθσ 

ομοιόμορφου διακζνου. Εφόςον θ πυκνότθτα ρεφματοσ ζχει οριςτεί με τρόπο που 

περιλαμβάνει τισ αρμονικζσ χϊρου, ο ςτάτθσ μπορεί να κεωρθκεί ςαν λείο ςφνορο, χωρίσ 

αυλάκια, αφοφ τα τελευταία είναι που ειςάγουν τισ αρμονικζσ. Η παρατιρθςθ αυτι μασ 

επιτρζπει να λαμβάνουμε υπόψιν τθν επίδραςθ των γεωμετρικϊν χαρακτθριςτικϊν του 

ςτάτθ, ενϊ ταυτόχρονα προςαρμόηεται ωσ ςφνορο ςε μορφι θ οποία είναι διαχειρίςιμθ 

από τθν άποψθ των ςυνοριακϊν ςυνκθκϊν που κα χρειαςτοφν για να ςυμπλθρϊςουν το 

πρόβλθμα μερικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων που περιγράφουν το μοντζλο. 
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τα πλαίςια αυτά μποροφμε να εκφράςουμε τθν πυκνότθτα ρεφματοσ Ksν ωσ 

 

/( ) 



 
 

j x
ssK x K e



                           (5.1) 

 

όπου 𝛫 sν είναι το πλάτοσ τθσ ν-οςτισ αρμονικισ και τν το μικοσ κφματοσ τθσ ν-οςτισ 

αρμονικισ το οποίο δίνεται από τον τφπο 5.2 ωσ 

2 gcd( , )

x

r

L

Q p






                                                            (5.2) 

 

Η εξαγωγι του τφπου 5.2 ζχει τισ ρίηεσ τθσ ςτθν ανάλυςθ του κεφαλαίου 3 για τισ 

αρμονικζσ τθσ μαγνθτεγερτικισ δφναμθσ. Κακϊσ θ μαγνθτεγερτικι δφναμθ και θ 

θλεκτρικι φόρτιςθ μιασ μθχανισ ςχετίηονται άμεςα μεταξφ τουσ και με το τφλιγμά τθσ,  

μπορεί να εφαρμοςτεί θ αρμονικι ανάλυςθ ςτο κφμα τθσ θλεκτρικισ φόρτιςθσ με τον ίδιο 

τρόπο όπωσ ζγινε για τθ μαγνθτεγερτικι δφναμθ. Ο αρικμόσ μθκϊν κφματοσ μιασ 

αρμονικισ εξαρτάται επομζνωσ από τισ επαναλιψεισ του βαςικοφ τυλίγματοσ. τον τφπο 

5.2 το μικοσ κφματοσ δίνεται ςε μονάδεσ μικουσ και εξαρτάται από το μικοσ Lx τθσ 

μθχανισ.  

 

5.1.2 Αρμονικϋσ ΜΕΔ 

 

Η ανάλυςθ Fourier τθσ μαγνθτεγερτικισ δφναμθσ (εξίςωςθ 3.12)  περιζχει ςυνθμιτονικοφσ 

όρουσ οι οποίοι εκφράηουν κφματα που διαδίδονται ςε δφο κατευκφνςεισ. Ζτςι οι 

αρμονικζσ μποροφν να χωριςτοφν ςε δφο ομάδεσ, αυτζσ που περιςτρζφονται κατά τθν 

ευκεία διεφκυνςθ (forward rotating) και αυτζσ που περιςτρζφονται αντίςτροφα 

(backward rotating). υμβατικά κεωροφμε ωσ forward rotating τθν ομάδα αρμονικϊν που 

περιζχει τθν κφρια τάξθ.  

 

τισ μθχανζσ κατανεμθμζνου τυλίγματοσ θ ςυνικθσ επιλογι ςυνδυαςμοφ αυλάκων και 

πόλων ζχει ςαν αποτζλεςμα θ κεμελιϊδθσ αρμονικι τθσ μαγνθτεγερτικισ δφναμθσ να 

είναι και θ κφρια, ζτςι ςχεδόν πάντα κεωρείται forward rotating θ ομάδα που περιζχει τισ 

τάξεισ ν=6k+1 , k=0,1,2,… ενϊ οι τάξεισ  ν=6k-1 , k=1,2,3,…. Θεωροφνται backward rotating. 

τισ μθχανζσ ςυγκεντρωμζνου τυλίγματοσ περιλαμβάνονται κατά κανόνα και οι άρτιεσ 

τάξεισ επομζνωσ οι δφο ομάδεσ αρμονικϊν που προκφπτουν είναι ν=3k+1 , k=0,1,2,… και 

ν=3k-1 , k=1,2,3,…. Ο τφποσ 3.19 και θ περιοδικότθτα του βαςικοφ τυλίγματοσ κακορίηουν 

τθν κφρια τάξθ αρμονικισ και επομζνωσ τισ forward και backward rotating αρμονικζσ. 

 

τα προβλιματα του κεφαλαίου 4 θ ανάλυςθ και οι υπολογιςμοί ζγιναν ςε περιπτϊςεισ 

ςτισ οποίεσ δεν υπιρχε ςχετικι κίνθςθ του εξεταηόμενου μζςου με τθν πθγι των 

δινορρευμάτων. ε μια μθχανι όμωσ ο δρομζασ και οι μαγνιτεσ κινοφνται, ενϊ ο ςτάτθσ, 
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ςτον οποίο βρίςκεται το τφλιγμα, μζνει ςτακερόσ. υνεπϊσ, θ εφαρμογι των εξιςϊςεων 

ςε μοντζλα μθχανϊν προχποκζτει τθ χρθςιμοποίθςθ ενόσ πλαιςίου αναφοράσ ακίνθτου 

ωσ προσ το δρομζα τθσ μθχανισ. Αυτό ςθμαίνει ότι θ ςυχνότθτα που χρθςιμοποιείται ςτισ 

εξιςϊςεισ και αναφζρεται ςε χωρικι μετατόπιςθ των μεγεκϊν χρειάηεται να 

αναπροςαρμοςτεί κατάλλθλα. Η ταχφτθτα ςε πλαίςιο αναφοράσ του δρομζα υπολογίηεται 

από τθ ςχζςθ 

 

sgn 1
2r

r

f
p

 


 
  

 
                                         (5.3) 

 

Η ςυνάρτθςθ πρόςθμου sign ςτον παραπάνω τφπο παίρνει τισ τιμζσ 1 αν θ τάξθ αρμονικισ 

αντιςτοιχεί ςε forward rotating και -1 αν αντιςτοιχεί ςε backward rotating. 

 

 
χήμα 5.2 Σαχφτητα αρμονικών ςτο ςτρεφόμενο πλαίςιο του δρομζα 

 

το ςχιμα 5.2 βλζπουμε μια αναπαράςταςθ τθσ ταχφτθτασ αρμονικϊν μαγνθτεγερτικισ 

δφναμθσ ςε ςχζςθ με τθ ςφγχρονθ ταχφτθτα [16]. Παρατθροφμε ότι αςχζτωσ προςιμου θ 

ταχφτθτα προςεγγίηει για πολφ μεγάλεσ τιμζσ του ν τθν οριακι τιμι -2πf/pr θ οποία είναι θ 

αντιςτρόφωσ περιςτρεφόμενθ ςφγχρονθ ταχφτθτα. Οι αρμονικζσ τθσ μαγνθτεγερτικισ 

δφναμθσ επάγουν θλεκτργερτικι δφναμθ με ςυχνότθτα αρμονικϊν που δίνεται από τον 

τφπο 5.4 
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sgn
2

r
r

r

f f
p




 



                                (5.4) 

 

Αυτι είναι θ ςυχνότθτα των επαγόμενων δινορρευμάτων όπωσ κα χρθςιμοποιθκεί ςτουσ 

εξαγόμενουσ τφπουσ. Σο ςχιμα 5.3 μασ δίνει μια εικόνα για τθ διαμόρφωςθ των 

ςυχνοτιτων ςτο πλαίςιο αναφοράσ του δρομζα. 

 

 

 
χήμα 5.3 υχνότητα αρμονικών δινορρευμάτων ςτο πλαίςιο αναφοράσ του δρομζα 

 

5.1.3 Αναλυτικόσ υπολογιςμόσ απωλειών δινορρευμϊτων 

 

Η ανάλυςθ του μοντζλου είναι διδιάςτατθ, επομζνωσ το μαγνθτικό δυναμικό είναι 

ςυνάρτθςθ των χωρικϊν μεταβλθτϊν x,y. Λόγω τθσ κατεφκυνςθσ τθσ επιφανειακισ 

πυκνότθτασ ρεφματοσ θ μοναδικι μθ μθδενικι ςυνιςτϊςα του μαγνθτικοφ δυναμικοφ ζχει 

κατεφκυνςθ προσ τον άξονα z. Η πεδιακι εξίςωςθ για τθν περιοχι των μαγνθτϊν που 

προκφπτει από τθν εξίςωςθ διάχυςθσ για τθ μόνιμθ θμιτονοειδι κατάςταςθ όπωσ 

ορίςτθκε ςτο κεφάλαιο 4 και με τισ υποκζςεισ που διατυπϊκθκαν για το μοντζλο είναι 

 
2 2

2 2

( , ) ( , )
2 ( , ) 0 

 
  

 

z z
r z

A x y A x y
j f A x y

x y
                              (5.5) 
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Οι μεταβλθτζσ μ και ς είναι θ μαγνθτικι και θλεκτρικι διαπερατότθτα του υλικοφ 

αντίςτοιχα. Οι ςυνοριακζσ ςυνκικεσ που ςυμπλθρϊνουν τθ μερικι διαφορικι εξίςωςθ 

5.5 είναι για τθν επιφάνεια y=0  

 

( ,0) ( )x sH x K x                            (5.6) 

 

Απαιτοφμε δθλαδι θ εφαπτομενικι ςυνιςτϊςα τθσ μαγνθτικισ ζνταςθσ ςτο ςφνορο y=0  

να είναι ίςθ με τθν επιφανειακι πυκνότθτα ρεφματοσ. Η δεφτερθ ςυνκικθ που ειςάγαμε 

ςτθ ςχζςθ 4.53 μπορεί να αντικαταςτακεί με τθν ιςοδφναμθ για το μαγνθτικό δυναμικό 

(ςχζςθ 5.7). 

( , ) 0y mA x y                                                               (5.7) 

 

Ζχουμε πλζον ζνα καλά τοποκετθμζνο πρόβλθμα ςυνοριακϊν τιμϊν του οποίου θ λφςθ 

δίνεται από τθν εξίςωςθ 

 

( , )

  

j x dys
z

K
A x y e e

d
                       (5.8) 

 

Σο μζγεκοσ d του παραπάνω τφπου είναι ίςο με 

 

2

2 




 



 
  

 


rd j f                                 (5.9) 

 

Από τθ ςχζςθ 4.110 θ οποία ςυνδζει το μαγνθτικό δυναμικό με τθν πυκνότθτα των 

δινρρευμάτων ςτο μζςο μποροφμε να ζχουμε μια ζκφραςθ με τθν ολοκλιρωςθ τθσ 

οποίασ υπολογίηονται οι απϊλειεσ ςτο μζςο 

 

2 2 *

0
2  

my

rq f AA dy                                       (5.10) 

  

Η ολοκλιρωςθ γίνεται κατά τον άξονα y. Ο παράγοντασ π/τν ςτθν εξίςωςθ 5.8 μετατρζπει 

τθν απόςταςθ x ςε ιςοδφναμθ γωνία, όπωσ χρθςιμοποιικθκε και ςτον τφπο 5.1 για τθν 

επιφανειακι πυκνότθτα ρεφματοσ. τθν ζκφραςθ 5.10 ο πολλαπλαςιαςμόσ με το ςυηυγι 

του μαγνθτικοφ δυναμικοφ κα απαλείψει τον όρο που εξαρτάται από τθ μεταβλθτι x, 

επομζνωσ δεν υπάρχει εξάρτθςθ από αυτιν τθ διάςταςθ. Κατά ςυνζπεια θ ολοκλιρωςθ 

ςτον τφπο 5.10 γίνεται μόνο ςτθ διάςταςθ του άξονα y. Σο γεγονόσ αυτό ςε ςυνδυαςμό με 

όςα παρατθριςαμε για τθν ομοιομορφία τθσ πυκνότθτασ ρεφματοσ κατά τον άξονα z 

κακιςτοφν ςαφζσ ότι το αποτζλεςμα του τφπου 5.10 είναι θ πυκνότθτα απωλειϊν 

δινορρευμάτων ςτο μζςο, θ οποία μετράται ςε Watt ανά τετραγωνικό μζτρο. 
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Η επίλυςθ του ολοκλθρϊματοσ δίνει τθν αναλυτικι ζκφραςθ για τθν πυκνότθτα απωλειϊν 

δινορρευμάτων 

 

 

24

3
4 44

ˆ1

cos( / 2) 4







  





s
ym

K
q k                                         (5.11) 

 

Σο μζγεκοσ ξ καλείται ειδικό μικοσ κφματοσ και δίνεται από τθν ζκφραςθ 5.12 

 

2 


                                                             (5.12) 

Η μεταβλθτι δ αντιςτοιχεί ςτο πάχοσ διείςδυςθσ και δίνεται, όπωσ είδαμε και ςτο 

κεφάλαιο 4, από τον τφπο 

 

1/    rf                                                        (5.13) 

 

Η γωνία φ ορίηεται μζςω τθσ ςχζςθσ 

 
2tan ( / )                                                            (5.14) 

 

Σζλοσ ο όροσ kym αναπαριςτά ζναν παράγοντα μείωςθσ και είναι ίςοσ με 

 
4 442 cos( /2) /

1     
  m

ym

y
k e                                             (5.15) 

 

Προκφπτει ζτςι μια αρκετά απλι αναλυτικι ζκφραςθ για τον υπολογιςμό τθσ πυκνότθτασ 

απωλειϊν δινορρευμάτων. 

 

5.1.4 Εφαρμογό μοντϋλου 

 

Σο μοντζλο που αναπτφχκθκε εξετάηεται για μια ςυγκεκριμζνθ τοπολογία μθχανισ. Ο 

υπολογιςμόσ τον ςχζςεων ζγινε ςε προγραμματιςτικό περιβάλλον MATLAB.  
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5.1.4.1 Χαρακτηριςτικά μηχανήσ 

 

Σα γεωμετρικά και θλεκτρικά χαρακτθριςτικά τθσ μθχανισ ςτθν οποία δοκιμάςτθκε το 

μοντζλο φαίνονται ςτον πινάκα 1. 

 
Πίνακασ 1: Δεδομζνα για τη μηχανή του πρώτου μοντζλου 

Μζγεθοσ υμβολιςμόσ Σιμή 

Αρικμόσ φάςεων q 3 

Μικοσ μθχανισ Lx 0,5π m 

Πάχοσ μαγνιτθ ym 15 mm 

Αρικμόσ πόλων δρομζα pr 34 

Αρικμόσ αυλάκων Q 36 

Πλάτοσ ανοίγματοσ αφλακοσ β0 40% 

Ηλεκτρικι αγωγιμότθτα ς 694.000 S 

Μαγνθτικι διαπερατότθτα μ 4π∙10-7 

Πλάτοσ πυκνότθτασ ρεφματοσ Κs 10.000 A/m 

Ονομαςτικι ταχφτθτα δρομζα ωs 840 rpm 
 

 

Σο πλάτοσ ανοίγματοσ αφλακοσ εκφράηεται ωσ ποςοςτό επί του ςυνολικοφ μικουσ 

διακζνου. Η θλεκτρικι ςυχνότθτα των ρευμάτων ςτα τυλίγματα του ςτάτθ κεωρείται 

τζτοια ϊςτε ϊςτε θ εκάςτοτε ταχφτθτα περιςτροφισ να είναι ςφγχρονθ. 

 

Σα ςτοιχεία τθσ μθχανισ αυτισ προζρχονται από τθν αναφορά [16] και είναι μία από τισ 

περιπτϊςεισ ςτισ οποίεσ εξετάςτθκε το μοντζλο. 

 

5.1.4.2 Διάγραμμα Ροήσ 

 

το ςχιμα 5.4 δίνεται το διάγραμμα ροισ για τον αναλυτικό υπολογιςμό των απωλειϊν 

δινορρευμάτων μζςω των ςχζςεων που εξιχκθςαν παραπάνω. ε πρϊτο ςτάδιο ορίηονται 

τα γεωμετρικά και θλεκτρικά χαρακτθριςτικά τθσ μθχανισ όπωσ δίνονται ςτον πίνακα 5.4 

και κακορίηονται θ κφρια τάξθ αρμονικισ και οι ομάδεσ των forward και backward 

rotating αρμονικϊν χρθςιμοποιϊντασ τθ ςχζςθ 3.19. τθ ςυνζχεια ορίηεται ζνασ 

επαναλθπτικόσ βρόχοσ ο οποίοσ ςε κάκε επανάλθψθ αυξάνει τθν τάξθ αρμονικισ, ελζγχει 

εάν ανικει ςε μία από τισ δφο ομάδεσ αρμονικϊν που ςυνειςφζρουν ςτισ απϊλειεσ 

δινορρευμάτων και υπολογίηει για τισ τάξεισ ενδιαφζροντοσ τα ενδιάμεςα μεγζκθ και τισ 

απϊλειεσ για τθν τάξθ αυτι. Όταν θ τάξθ αρμονικισ ξεπεράςει κάποιο όριο που ζχουμε 

κζςει (threshold) τότε ςταματοφν οι υπολογιςμοί και ακροίηονται τα επιμζρουσ 

αποτελζςματα για να προκφψει το τελικό.  

 

Μζςω του κϊδικα μποροφν να υπολογιςτοφν εκτόσ από τισ απϊλειεσ και άλλα ενδιάμεςα 

μεγζκθ τα οποία ζχουν ενδιαφζρον για τον τρόπο που μεταβάλλονται ανάλογα με τθν 
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αρμονικι τάξθ και τθν επίδραςθ που ζχουν ςτισ απϊλειεσ. Επίςθσ δίνεται θ δυνατότθτα 

να ςχεδιαςτοφν διαγράμματα μεταβολισ αυτϊν των μεγεκϊν αλλάηοντασ μια ποικιλία 

από παραμζτρουσ τθσ μθχανισ, είτε θλεκτρικζσ είτε γεωμετρικζσ.  

 

Αρχή

Καθορισμός 

forward – 

backward   

αρμονικών

Έλεγχος τάξης 

αρμονικής

Υπολογισμός 

ενδιάμεσων 

μεγεθών

Υπολογισμός 

απωλειών

Άθροιση 

αποτελεσμάτων 

απωλειών

Τέλος

Ορισμός ηλεκτρικών και 

γεωμετρικών μεγεθών

n≠3k, k=1,2,..

n>threshold

n<threshold

 
χήμα 5.4 Διάγραμμα ροήσ για τον αναλυτικό υπολογιςμό απωλειών 

 

 

5.1.4.3 Αποτελέςματα 

 

Σο ειδικό μικοσ κφματοσ είναι ζνα μζγεκοσ με μεγάλθ και ίςωσ τθν κυριότερθ επίδραςθ 

ςτισ απϊλειεσ δινορρευμάτων όπωσ μποροφμε να διαπιςτϊςουμε από τθ ςχζςθ 5.11. Σο 

ςχιμα 5.5 παρουςιάηει τθ μεταβολι του ειδικοφ μικουσ κφματοσ ςυναρτιςει τθσ τάξθσ 

αρμονικισ. Βλζπουμε τισ περιβάλλουςεσ ξεχωριςτά για κάκε μια από τισ δφο ομάδεσ 

αρμονικϊν ανάλογα με τθ φορά περιςτροφισ τουσ. 
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χήμα 5.5 Ειδικό μήκοσ κφματοσ ςε ςυνάρτηςη με την τάξη αρμονικήσ 

 

Παρατθροφμε ότι το ειδικό μικοσ κφματοσ μθδενίηεται για τθν κφρια αρμονιι τάξθ τάξθ 

δθλαδι για ν=pr και ςτθν περίπτωςι μασ ν=17. Αυτό ςυνεπάγεται ότι θ τάξθ αυτι δεν 

προκαλεί απϊλειεσ και δεν επάγει δινορρεφματα, ςυμπζραςμα το οποίο περιμζναμε 

κακϊσ τα πεδία ςτάτθ και δρομζα είναι ακίνθτα μεταξφ τουσ για τθν ταχφτθτα αυτι. 

Επίςθσ μποροφμε να παρατθριςουμε ότι το ειδικό μικοσ κφματοσ λαμβάνει υψθλζσ τιμζσ 

για τισ τάξεισ οι οποίεσ είναι μικρότερεσ τθσ κφριασ. Για μεγαλφτερεσ τάξεισ και οι δφο 

ομάδεσ τείνουν προσ το μθδζν. 

 

 
χήμα 5.6 Απώλεισ ςυναρτήςει του ειδικοφ μήκουσ κφματοσ για την 1

η
 αρμονική τάξη 
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χήμα 5.7 Απώλεισ ςυναρτήςει του ειδικοφ μήκουσ κφματοσ για την 4

η
 αρμονική τάξη 

 

 

 
χήμα 5.8 Απώλεισ ςυναρτήςει του ειδικοφ μήκουσ κφματοσ για την 7

η
 αρμονική τάξη 
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χήμα 5.9 Απώλεισ ςυναρτήςει του ειδικοφ μήκουσ κφματοσ για την 19

η
 αρμονική τάξη 

 

 

τα ςχιματα 5.6 ζωσ 5.9 παρατθροφμε τθν επίδραςθ του ειδικοφ μικοσ κφματοσ ςτισ 

απϊλειεσ δινορρευμάτων για τθ μθχανι που εξετάηουμε. Η ςυμπεριφορά τθσ ςυνάρτθςθσ 

είναι γραμμικι όταν το ειδικό μικοσ κφματοσ παίρνει μεγάλεσ τιμζσ, ενϊ για μικρζσ τιμζσ 

θ ςυμπεριφορά είναι εκκετικι. Σο ςχιμα 5.5 δείχνει ότι οι μεγαλφτερεσ τάξεισ αρμονικϊν 

χαρακτθρίηονται από μικρότερο ειδικό μικοσ κφματοσ, επομζνωσ θ περιοχι που μασ 

ενδιαφζρει γι’αυτζσ παρουςιάηει εκκετικι μεταβολι. Ακόμθ βλζπουμε ότι οι απϊλειεσ για 

το ίδιο μικοσ κφματοσ αυξάνονται ςθμαντικά για μεγαλφτερεσ αρμονικζσ τάξεισ. Θα 

δοφμε κατά πόςο αυτό μπορεί να αυξιςει πράγματι τισ απϊλειεσ δινορρευμάτων για τισ 

μεγαλφτερεσ τάξεισ αρμονικϊν. 

 

 

 

 
χήμα 5.10 Βάθοσ διείςδυςησ ςε ςυνάρτηςη με την τάξη αρμονικήσ 
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Σο ςχιμα 5.10 παρουςιάηει το βάκοσ διείςδυςθσ ςυναρτιςει τθσ τάξθσ αρμονικισ. Η 

ςυχνότθτα για ν=pr αποτελεί τθ ςυχνότθτα ςυντονιςμοφ όταν θ ταχφτθτα περιςτροφισ 

του δρομζα είναι θ ςφγχρονθ και ζτςι το βάκοσ διείςδυςθσ γίνεται άπειρο για τθ 

ςυχνότθτα αυτι. Όπωσ είδαμε όμωσ θ κφρια τάξθ δεν προκαλεί απϊλειεσ δινορρευμάτων 

και επομζνωσ δεν αποτελεί πρόβλθμα. 

 

 
χήμα 5.11 υντελεςτήσ μείωςησ ςε ςυνάρτηςη με την τάξη αρμονικήσ 

 

το ςχιμα 5.11 βλζπουμε πϊσ μεταβάλλεται ο ςυντελεςτισ μείωςθσ kym τθσ εξίςωςθσ 

5.11 για διάφορεσ τάξεισ αρμονικϊν. Ο ςυντελεςτισ ζχει ςθμαντικι επίδραςθ μόνο για 

χαμθλζσ τάξεισ αρμονικϊν για τισ οποίεσ λαμβάνει τιμζσ μεταξφ 0,7 και 1. Από τθν 40θ 

τάξθ και ζπειτα είναι ςχεδόν ίςοσ με τθ μονάδα και δεν επιδρά ςτο αποτζλεςμα. 

 

 
χήμα 5.12 Απώλειεσ ςε ςυνάρτηςη με τη ςυχνότητα περιςτροφήσ 

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

1

Τάξη απμονικήρ

Σ
ς
ν
ηε

λ
ε
ζ

ηή
ρ
 μ

ε
ίω

ζ
η

ρ

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
0

500

1000

1500

2000

2500

Σςσνόηηηα (Hz)

Α
π

ώ
λ
ε
ιε

ρ
 (

W
)



 

72 

 

το ςχιμα 5.12 φαίνεται θ εξάρτθςθ των απωλειϊν ςε ςχζςθ με τθ ςυχνότθτα  

περιςτροφισ του δρομζα. Οι απϊλειεσ αυξάνονται κακϊσ θ ςυχνότθτα περιςτροφισ 

μεγαλϊνει. Από φυςικισ ςκοπιάσ γνωρίηουμε ότι θ αφξθςθ τθσ ςυχνότθτασ ζχει ωσ 

ςυνζπεια τθν ενίςχυςθ τθσ ζνταςθσ των επαγόμενων πεδίων και επομζνωσ και των 

δινορρευμάτων κακϊσ και των απωλειϊν που προκαλοφν. Σο αποτζλεςμα αυτό είναι 

αναμενόμενο εξετάηοντασ τισ αναλυτικζσ εξιςϊςεισ και ιδιαίτερα από τον τφπο 5.11 ςτον 

οποίο θ μεταβολι τθσ ταχφτθτασ επιδρά ςτθ ςυχνότθτα των επαγόμενων δινορρευμάτων. 

Πιο ςυγκεκριμζνα το πρϊτο κλάςμα τθσ εξίςωςθσ είναι αυτό που κακορίηει τθ μορφι του 

διαγράμματοσ 5.12 και θ ςυνάρτθςθ αυτι ζχει πράγματι μια τζτοια απεικόνιςθ. 

 

5.2 Μοντϋλο ςε πολικϋσ ςυντεταγμϋνεσ 

 

Οι πεδιακζσ εξιςϊςεισ που χρθςιμοποιοφνται ςτθν ανάλυςθ ομοιόμορφου διακζνου 

αναλφονται ςτθν αναφορά [17]. Ιςχφουν οι ίδιεσ υποκζςεισ που διατυπϊκθκαν και ςτο 

πρϊτο μοντζλο και οι οποίεσ ςυνοπτικά είναι οι εξισ:  

 

 Όλα τα υλικά ζχουν ςτακερι μαγνθτικι και θλεκτρικι διαπερατότθτα, μ και ς 

αντίςτοιχα, οι οποίεσ εξαρτϊνται από το είδοσ του υλικοφ. 

 Η εςωτερικι επιφάνεια του ςτάτθ κεωρείται λεία, χωρίσ αυλάκια. Η γεωμετρία 

των αυλακιϊν και θ ςυνεπαγόμενθ θλκτρικι φόρτιςθ αντικακίςτανται με 

κατάλλθλθ πυκνότθτα ρεφματοσ. 

 Ιςχφουν οι ίδιεσ παρατθριςεισ για τισ αρμονικζσ, τθν ταχφτθτα περιςτροφισ και τθ 

μεταφορά των μεγεκϊν ςε πλαίςιο αναφοράσ ςφγχρονο με το δρομζα όπωσ 

διατυπϊκθκαν και για το πρϊτο μοντζλο. 

 

Μια επιπλζον υπόκεςθ που κάνουμε για το μοντζλο αυτό είναι ότι τα δινορρεφματα είναι 

resistance limited. Σθ μορφι αυτι ςυναντιςαμε ςτο παράδειγμα τθσ παραγράφου 4.3.1.  
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5.2.1 Γεωμετρύα μοντϋλου 

 

Η γεωμετρία του μοντζλου αυτοφ παρουςιάηεται ςτο ςχιμα 5.13. 

 

 
χήμα 5.13 Μοντζλο πολικών ςυντεταγμζνων 

 

Σθν περιοχι με r<Rr καταλαμβάνει ο δρομζασ, ςτθν περιοχι Rr<r<Rm βρίςκονται οι 

μαγνιτεσ των οποίων τα όρια διακρίνονται ςτο ςχιμα, ενϊ ςτθν περιοχι με Rm<r<Rs 

κεωροφμε το διάκενο τθσ μθχανισ. Η τελευταία περιοχι, r>Rs , θ οποία είναι το ςϊμα του 

ςτάτθ δεν μασ απαςχολεί ςτουσ υπολογιςμοφσ, κακϊσ ζχει ιδθ λθφκεί υπόψιν θ 

επίδραςι τθσ ςτθ δθμιουργία του πεδίου εςωτερικά τθσ μθχανισ. 

 

5.2.2 Αναλυτικόσ υπολογιςμόσ δινορρευμϊτων 

 

Η ιςοδφναμθ πυκνότθτα ρεφματοσ ςτθν εςωτερικι επιφάνεια του ςτάτθ δίνεται από τον 

τφπο 5.16 

 

1, 1,2,3,... 1, 0,1,2,...

( , ) cos( ) cos( )
2

  
     

 
      

 
 s n s r n s r

n qk k n qk k

q
J t J np p t J np p t      (5.16) 

 

όπου q o αρικμόσ των φάςεων, Ω θ κυκλικι ςυχνότθτα του ρεφματοσ, ps θ περιοδικότθτα 

του βαςικοφ τυλίγματοσ, pr ο αρικμόσ ηευγϊν πόλων του δρομζα, θ θ γωνιακι μετατόπιςθ 

και Jn το πλάτοσ τθσ ν-οςτισ αρμονικισ τθσ πυκνότθτασ ρεφματοσ, το οποίο δίνεται από 

τον τφπο 
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2


 s m

n wn

s

N I
J K

R
                                  (5.17) 

 

όπου Νs ο αρικμόσ των εν ςειρά τυλιγμάτων ανά φάςθ, Im το πλάτοσ του ρεφματοσ των 

αγωγϊν και Kwn ο ςυντελεςτισ τυλίγματοσ για τθ n-οςτι αρμονικι τάξθ. Ο ςυντελεςτισ 

τυλίγματοσ για το ςυγκεντρωμζνο τφλιγμα αναλφκθκε ςτο κεφάλαιο 3, ςτθν περίπτωςθ 

του μοντζλου ο ςυντελεςτισ που κεωροφμε δίνεται από τον τφπο [18] 

 

0

0

sin( )
sin

( )

s s
wn

s

np np
K

Q np

 



 
  

 
                   (5.18) 

 

όπου Q ο αρικμόσ αυλάκων του ςτάτθ και β0 το πλάτοσ του ανοίγματοσ αφλακοσ ςε rad. 

Σο πρϊτο θμίτονο είναι ο ςυντελεςτισ βιματοσ όπωσ είδαμε ςτο κεφάλαιο 3, ενϊ το 

κλάςμα του τφπου 5.18 είναι ζνασ παράγοντασ που ςυμπεριλαμβάνει τθν επίδραςθ των 

δοντιϊν του ςτάτθ ςτο ςυντελεςτι τυλίγματοσ. τθν ιδανικι περίπτωςθ το άνοιγμα 

αφλακοσ τείνει ςτο μθδζν και το κλάςμα τείνει ςτθ μονάδα, οπότε ο ςυντελεςτισ 

τυλίγματοσ παίρνει τθ μορφι που ειςάγαμε ςτθ ςχζςθ 3.3. 

 

 

Ανάγοντασ τθν ιςοδφναμθ πυκνότθτα ρεφματοσ του ςτάτθ ςε πλαίςιο αναφοράσ 

ςφγχρονο με το δρομζα θ ζκφραςθ 5.16 γίνεται 

 

1, 1,2,3,...

1, 0,1,2,...

( , ) cos( ( ) )
2

cos( ( ) )

 



  

  


   




    







s n s s r

n qk k

n s s r

n qk k

q
J t J np np p t

J np np p t

                       (5.19) 

 

Η ζκφραςθ για το μαγνθτικό δυναμικό ςε δφο διαςτάςεισ ςε πολικζσ ςυντεταγμζνεσ για 

μθχανζσ με επιφανειακοφσ μαγνιτεσ για τθν περιοχι του διακζνου και των μαγνθτϊν 

μπορεί να εξαχκεί αναλυτικά [18], [19] και δίνεται από 
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                  (5.20) 

 

Η ςυνάρτθςθ Frn εξαρτάται από τθν απόςταςθ r και τθν τάξθ αρμονικισ n και δίνεται από 
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                       (5.21) 

 

φμφωνα με τα παραπάνω και λαμβάνοντασ υπόψιν τισ υποκζςεισ του μοντζλου θ 

πυκνότθτα δινορρευμάτων δίνεται από [20] 

 

( , , )1
( , , ) ( )z

e
A r t

J r r C t
t







  


                                   (5.22) 

 

Η μεταβλθτι ρ αντιςτοιχεί ςτθν θλεκτρικι αγωγιμότθτα του υλικοφ. Η ςυνάρτθςθ C(t) 

διαςφαλίηει ότι το ςυνολικό ρεφμα ςε ζνα κομμάτι μαγνιτθ κα είναι ίςο με το μθδζν. 

Αυτι θ απαίτθςθ χρθςιμοποιείται για να ορίςει τθ ςυνάρτθςθ ωσ 

 
/2

/2

( , , )
m i

r i

R a a

e

R a a

J r t rd dr 



                                                 (5.23) 

 

Η μεταβλθτι αi είναι θ γωνιακι μετατόπιςθ του μαγνθτικοφ άξονα του i-οςτοφ μαγνιτθ 

ςε ςχζςθ με το δρομζα, α είναι το πλάτοσ του μαγνιτθ ςε rad. 

 

Οι απϊλειεσ μποροφν να υπολογιςτοφν από το ακόλουκο ολοκλιρωμα 

 
2 / /2

2

0 /2
2



 







   

m

r

R a

m r

R a

P J rdrd dt                 (5.24) 

 

Η επίλυςθ του ολοκλθρϊματοσ μασ δίνει τθν αναλυτικι ζκφραςθ απωλειϊν για το 

μοντζλο και είναι 

 

 


  cn an

n

P P P                                                      (5.25) 

 

Οι δφο όρου ςτο άπειρο άκροιςμα του τφπου 5.25 δίνονται από τουσ τφπουσ 
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όπου οι ςυναρτιςεισ Fn, Gn ορίηονται από τισ ακόλουκεσ ςχζςεισ 
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Από τισ ςχζςεισ 5.26 – 5.29 μποροφμε να υπολογίςουμε τθν πυκνότθτα απωλειϊν 

δινορρευμάτων. Σο αποτζλεςμα δίνεται ςε Watt/m κακϊσ ςτον τφπο 5.24 ζχει αγνοθκεί ο 

άξονασ z (κεωροφμε ότι ολοκλιρωςθ κατά τον άξονα αυτό ιςοδυναμεί με 

πολλαπλαςιαςμό του αποτελζςματοσ με το μικοσ τθσ μθχανισ). 

 

5.2.3 Εφαρμογό μοντϋλου 

 

Σο μοντζλο που αναπτφχκθκε εξετάηεται για μια ςυγκεκριμζνθ τοπολογία μθχανισ. Ο 

υπολογιςμόσ τον ςχζςεων και των αποτελεςμάτων ζγινε ςε προγραμματιςτικό 

περιβάλλον MATLAB.  

 

5.2.3.1 Χαρακτηριςτικά μηχανήσ 

 

Σα γεωμετρικά και θλεκτρικά χαρακτθριςτικά τθσ μθχανισ ςτθν οποία δοκιμάςτθκε το 

μοντζλο φαίνονται ςτον ακόλουκο πινακα. 

 
Πίνακασ 2: Δεδομζνα για τη μηχανή του δεφτερου μοντζλου 

Μζγεθοσ υμβολιςμόσ Σιμή 

Αρικμόσ φάςεων q 3 

Αρικμόσ εν ςειρά ελιγμάτων Ns 42 

Ακτίνα δρομζα Rr 0,0117 m 

Ακτίνα μαγνιτθ Rm 0,0157 m 

Ακτίνα ςτάτθ Rs 0,0165 m 

Μικοσ μθχανισ L 0,1 m 

Πάχοσ μαγνιτθ ym 4 mm 

Αρικμόσ πόλων δρομζα pr 10 

Αρικμόσ αυλάκων Q 12 

Πλάτοσ ανοίγματοσ αφλακοσ β0 40% 

Ηλεκτρικι αγωγιμότθτα ς 694.000 S 

Μαγνθτικι διαπερατότθτα μ 4π∙10-7 

Πλάτοσ ρεφματοσ Im 20  A 

Σαχφτθτα λειτουργίασ ωs 8.400 rpm 
 

 

Όπωσ και ςτο πρϊτο μοντζλο το πλάτοσ ανοίγματοσ αφλακοσ εκφράηεται ωσ ποςοςτό επί 

του ςυνολικοφ μικουσ διακζνου. Η θλεκτρικι ςυχνότθτα των ρευμάτων ςτα τυλίγματα 

του ςτάτθ κεωρείται ςτακερι και ίςθ με 50 Hz. 
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χήμα 5.14 Αναπαράςταςη τησ μηχανήσ και του πεδίου τησ 

 

Σο ςχιμα 5.14 δίνει μια αναπαράςταςθ για τθ μθχανι και για το μαγνθτικό πεδίο που 

δθμιουργείται ςε αυτιν όταν θ φάςθ Α διαρρζεται από ρεφμα μζγιςτου πλάτουσ. 

Βλζπουμε ότι θ μαγνθτικι ροι ςυγκεντρϊνεται ςτα δόντια του ςτάτθ όπωσ αναμζναμε, 

ενϊ υπάρχει επίςθσ ςθμαντικι ροι που διαρρζει τουσ μαγνιτεσ.  

5.2.3.2 Αποτελέςματα 

 

Η αναλυτικι ζκφραςθ επιτρζπει τθν εξζταςθ διαφόρων παραμζτρων τθσ μθχανισ ςε 

ςυνάρτθςθ με τισ απϊλειεσ. τα επόμενα διαγράμματα κα δοφμε πϊσ τισ μεταβάλλουν 

οριςμζνεσ από αυτζσ. 

 
χήμα 5.15 Απώλειεσ ςε ςυνάρτηςη με το άνοιγμα αφλακοσ 
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το ςχιμα 5.15 ζχουμε υπολογίςει τισ απϊλειεσ για τθ μθχανι με τα δεδομζνα του πίνακα 

2 αλλάηοντασ το άνοιγμα αφλακοσ. Αυτό επθρεάηει τον ςυντελεςτι τυλίγματοσ όπωσ τον 

ζχουμε ορίςει ςτθ ςχζςθ 5.18. Βλζπουμε ότι μεγαλφτερο άνοιγμα αφλακοσ επιφζρει 

μικρότερεσ τιμζσ απωλειϊν. Αυτό ςυμβαίνει εξαιτίασ τθσ κατανάλωςθσ ενζργειασ ςτο 

διάκενο τθσ μθχανισ. Η μαγνθτικι ροι που παράγει ο ςτάτθσ με τθν οποία επιδρά το 

πεδίο των μανγθτϊν για να γίνει εφικτι θ θλεκτρομθχανικι μετατροπι ςυγκεντρϊνεται 

πάμω από τθ επιφάνεια των δοντιϊν του ςτάτθ. Αν το άνοιγμα αφλακοσ μεγαλϊςει, αυτό 

ςθμαίνει ότι θ ροι περιορίηεται ςε μικρότερθ επιφάνεια με μεγαλφτερθ μαγνθτικι 

αντίςταςθ και ζτςι καταναλϊνεται εκεί. Οι απϊλειεσ μειϊνονται αλλά μειϊνεται επίςθσ 

και θ επίδοςθ τθσ μθχανισ.  

 

 
χήμα 5.16 Απώλειεσ ςε ςυνάρτηςη με το πάχοσ διακζνου 

 

Ανάλογθ επίδραςθ με το άνοιγμα αφλακοσ ζχει θ μεταβολι του διακζνου. Αυτι εξετάηεται 

μεταβάλλοντασ τθν ακτίνα τθσ εςωτερικισ επιφάνειασ του ςτάτθ ενϊ οι υπόλοιπεσ 

παράμετροι τθσ μθχανισ παραμζνουν ςτακερζσ. Βλζπουμε ότι θ αφξθςθ του διακζνου 

ζχει ωσ αποτζλεςμα τθ μείωςθ των απωλειϊν δινορρευμάτων ςτουσ μαγνιτεσ. Για πολφ 

μικρι τιμι διακζνου, πρακτικά αδφνατθ, οι απϊλειεσ φτάνουν τα 7 watt, ενϊ για διάκενο 

τθσ τάξθσ των 10 χιλιοςτϊν, τιμι αρκετά μεγάλθ, οι απϊλειεσ περιορίηονται ςτα 4,5 watt 

περίπου. Η φυςικι ερμθνεία είναι ίδια με πριν. Η αφξθςθ του διακζνου ςθμαίνει 

μεγαλφτερθ κατανάλωςθ μαγνθτικισ ενζργειασ προκειμζνου να εγκαταςτακεί θ ροι. 

Σελικά οι απϊλειεσ μειϊνονται αλλά ταυτόχρονα μειϊνεται και θ επίδοςθ τθσ μθχανισ. 

 

Παρότι εκ πρϊτθσ όψεωσ οι παράγοντεσ που είδαμε επιδιϊκεται να ελαχιςτοποιοφνται ςε 

κλαςικοφσ ςχεδιαςμοφσ μθχανϊν, εντοφτοισ ίςωσ είναι απαραίτθτο να επιλεχκοφν 

διαφορετικά ςτισ περιπτϊςεισ μονίμων μαγνθτϊν. Οι αιτίεσ είναι αφενόσ μεν θ προςταςία 

των μαγνθτϊν από υπερκζρμανςθ, ανάλογα και με τισ δυνατότθτεσ τθσ εφαρμογισ για 

ψφξθ τθσ μθχανισ και αφετζρου θ εξοικονόμθςθ υλικϊν και θ ευκολία ςυναρμολόγθςθσ. 
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χήμα 5.17 Απώλειεσ ςε ςυνάρτηςη με την τάξη αρμονικήσ 

 

το ςχιμα 5.17 ζχουμε αναλφςει τισ απϊλειεσ ςτισ  αρμονικζσ τάξεισ ςτισ οποίεσ ανικουν. 

Με κόκκινο χρϊμα βλζπουμε τισ τάξεισ που περιςτρζφονται αντίςτροφα με τθ κφρια 

(backward rotating) ενϊ με μπλε ςυμβολίηονται οι τάξεισ που περιςτρζφονται με τθ φορά 

τθσ κφριασ (forward rotating). Παρατθροφμε ότι οι backward αρμονικζσ προκαλοφν πολφ 

μεγαλφτερεσ απϊλειεσ ςε ςχζςθ με τθν ομάδα των forward αρμονικϊν. Αυτό ςυμβαίνει 

επειδι θ ςχετικι ταχφτθτα των backward αρμονικϊν ςτο πλαίςιο αναφοράσ του δρομζα 

είναι μεγαλφτερθ απ’ ότι των forward αρμονικϊν και ζτςι οι απϊλειεσ αυτϊν των τάξεων 

είναι αυξθμζνεσ. Όπωσ ζχουμε αναφζρει και προθγουμζνωσ θ κφρια τάξθ θ οποία ςτθν 

περίπτωςθ αυτισ τθσ μθχανισ είναι θ 5θ δεν προκαλεί απϊλειεσ. Επίςθσ είναι φανερό ότι 

το μεγαλφτερο μζροσ των απωλειϊν οφείλεται ςε υφαρμονικζσ, ενϊ το ςφνολό τουσ 

ςχεδόν περιορίηεται ςε μια μικρι ομάδα χαμθλϊν τάξεων οι οποίεσ χαρακτθρίηονται από 

μεγάλθ ταχφτθτα περιςτροφισ ςτο διάκενο. 

 

 
χήμα 5.18 Απώλειεσ ςε ςυνάρτηςη με την τμηματοποίηςη των μαγνητών του δρομζα 
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Σο ςχιμα 5.17 εξετάηει τθν επίδραςθ που ζχει θ τμθματοποίθςθ των μαγνθτϊν 

διατθρϊντασ τισ παραμζτρουσ του πίνακα 5.13. Η τμθματοποίθςθ που γίνεται εδϊ είναι 

περιφερειακι (circumferential segmentation), ενϊ είναι δυνατι και θ αξονικι 

τμθματοποίθςθ θ οποία παρουςιάηει επίςθσ ενδιαφζροντα αποτελζςματα [21]. Βλζπουμε 

ότι θ τμθματοποίθςθ μπορεί να ζχει καταλυτικι επίδραςθ ςτθ μείωςθ των απωλειϊν. 

Χωρίηοντασ το κάκε κομμάτι μαγνιτθ ςε δφο κομμάτια με ίδια πολικότθτα οι απϊλειεσ 

μειϊνονται κατά 65%. Βλζπουμε ότι περαιτζρω τμθματοποίθςθ ζχει επίςθσ αρκετά 

ςθμαντικι επίδραςθ, θ οποία όμωσ περιορίηεται ζπειτα από τθν πζμπτθ φορά, 

πλθςιάηοντασ ςυνολικι μείωςθ που αγγίηει το 90% τθσ αρχικισ τιμισ απωλειϊν. 

Επομζνωσ θ τμθματοποίθςθ μπορεί να αποτελζςει μζκοδο για τον περιοριςμό των 

απωλειϊν δινορρευμάτων, εάν υπάρχει τζτοια ανάκγθ για τθν αποδοτικι λειτουργία τθσ 

μθχανισ.  

 

 
χήμα 5.19 Απώλειεσ ςε ςυνάρτηςη με τη ςυχνότητα περιςτροφήσ 

 

το ςχιμα 5.19 παρουςιάηεται θ εξζλιξθ τθσ καμπφλθσ απωλειϊν ςε ςυνάρτθςθ με τθ 

ςυχνότθτα περιςτροφισ του δρομζα. Παρατθροφμε ότι οι απϊλειεσ παρουςιάηουν 

εξάρτθςθ από το τετράγωνο τθσ ςυχνότθτασ περιςτροφισ. Αυτό το αποτζλεςμα το 

περιμζνουμε ωσ ςυνζπεια των ςχζςεων ςτουσ τφπουσ 5.26 και 5.27.  
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χήμα 5.20 Απώλειεσ ςε ςυνάρτηςη με την τμηματοποίηςη των μαγνητών και τη ςυχνότητα περιςτροφήσ 

 

το ςχιμα 5.20 μποροφμε να δοφμε ζνα ςυνδυαςμό των αποτελεςμάτων που λάβαμε για 

τισ αναλφςεισ ωσ προσ τθν τμθματοποίθςθ των μαγνθτϊν και τθ ςυχνότθτα περιςτροφισ 

του δρομζα τθσ μθχανισ. Είναι φανερό ότι οι καμπφλεσ που εξιχκθςαν ςτα δφο 

προθγοφμενα ςχιματα διατθροφν τθ μορφι και τθ ςυμπεριφορά τουσ για οποιονδιποτε 

αρικμό τμθμάτων ι ςυχνότθτα λειτουργίασ ωσ προσ τθν ελεφκερθ παράμετρο που 

επιλζγεται. Και πάλι βλζπουμε πόςο μπορεί να μειϊςει τισ απϊλειεσ θ τμθματοποίθςθ 

ςτουσ μαγνιτεσ κακϊσ και τθν ουςιαςτικι αφξθςθ που παρουςιάηουν οι απϊλειεσ ςε 

υψθλζσ ςυχνότθτεσ περιςτροφισ. Επίςθσ παρατθροφμε ότι για οποιαδιποτε ταχφτθτα 

υπάρχει ζνα όριο αρικμοφ τμθμάτων πζραν του οποίου δεν μειϊνονται ςθμαντικά οι 

απϊλειεσ ενϊ ταυτόχρονα γίνεται αναίτια δφςκολθ και περίπλοκθ θ καταςκευι τθσ 

μθχανισ και για τθν περίπτωςθ που εξετάηουμε βλζπουμε ότι ο αρικμόσ αυτόσ είναι 4 με 

5 κομμάτια. 
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χήμα 5.21 Απώλειεσ ςε ςυνάρτηςη με το διάκενο και το άνοιγμα αφλακοσ 

 

το ςχιμα 5.21 βλζπουμε ζνα ςυνδυαςτικό διάγραμμα απωλειϊν κακϊσ μεταβάλλεται το 

διάκενο και το άνοιγμα αφλακοσ. ε κάκε περίπτωςθ μικρότερο διάκενο ςυνεπάγεται 

αφξθςθ των απωλειϊν, όπωσ είδαμε και ςτο ςχιμα 5.16, ενϊ φςτερα από  τα 2,5 χιλιοςτά 

δεν  επθρεάηει ςθμαντικά τισ απϊλειεσ. Σο άνοιγμα του αυλακιοφ ζχει παρόμοια 

επίδραςθ, θ μείωςι του αυξάνει τισ απϊλειεσ, όμωσ παρατθροφμε ότι θ επίδραςι του 

εξαρτάται από το διάκενο τθσ μθχανισ. Για μικρό διάκενο μπορεί να υπερδιπλαςιάςει τισ 

απϊλειεσ, αλλά αν το διάκενο είναι μεγαλφτερο περιορίηεται ςθμαντικά θ μεταβολι των 

απωλειϊν κατά τθν αλλαγι του ανοίγματοσ αφλακοσ. Και τα δφο φαινόμενα ςυνδζονται 

άρρθκτα με τον τρόπο που μεταβάλλουν τθν αντίςταςθ που ςυναντά θ μαγνθτικι ροι 

κατά τθν εγκατάςταςι τθσ ςτο διάκενο. 

 

5.3 Σύγκριςη των δύο μοντϋλων 

 

Η ανάλυςθ των δφο μοντζλων και θ εφαρμογι τουσ προςζφεραν αρκετζσ πλθροφορίεσ 

για τθν εξάρτθςθ των απωλειϊν δινορρευμάτων από διάφορα χαρακτθριςτικά τθσ 

μθχανισ, γεωμετρικά ι θλεκτρικά. τθν παράγραφο αυτι κα εξετάςουμε κατά πόςο τα 

δφο μοντζλα που αναπτφχκθκαν ςυγκλίνουν ςτθν τιμι απωλειϊν που προβλζπουν για τθν 

ίδια μθχανι. Χρθςιμοποιοφνται οι δφο μθχανζσ ςτισ οποίεσ εξετάςτθκαν τα μοντζλα. 
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5.3.1 Μηχανό δεδομϋνων πύνακα 1 – 36 αυλϊκων 34 πόλων 

 

Η μθχανι με τα δεδομζνα του πίνακα 1 δοκιμάηεται ςτισ αναλυτικζσ εξιςϊςεισ του 

δεφτερου μοντζλου.  

 

 
 

χήμα 5.22 Απώλειεσ ςε ςυνάρτηςη με τη ςυχνότητα περιςτροφήσ για τα δφο μοντζλα 

 

το ςχιμα 5.22 εξετάηεται θ ςυμφωνία των δφο μοντζλων ςτθν πρόβλεψθ απωλειϊν για 

διάφορεσ ςυχνότθτεσ. Χρθςιμοποιείται διαφορετικό χρϊμα για κάκε μοντζλο, το μπλε 

χρϊμα αντιςτοιχεί ςτθ μοντελοποίθςθ που αναπτφχκθκε ςε πολικζσ ςυντεταγμζνεσ, ενϊ 

το ιςτόγραμμα με κόκκινο χρϊμα παρουςιάηει τα αποτελζςματα του πρϊτου μοντζλου το 

οποίο αναπτφχκθκε ςε καρτεςιανζσ ςυντεταγμζνεσ. Μποροφμε να δοφμε ότι τα δφο 

μοντζλα ςυμφωνοφν αρκετά ςτισ προβλζψεισ τουσ ζχοντασ μζγιςτο ςφάλμα τθσ τάξθσ του 

30% για τθ μεγαλφτερθ ταχφτθτα λειτουργίασ. Βλζπουμε επίςθσ ότι το ςφάλμα αυτό 

αυξάνεται κακϊσ μεγαλϊνει θ ταχφτθτα τθσ μθχανισ. Αυτό ςυμβαίνει επειδι το πρϊτο 

μοντζλο ενςωματϊνει τθν ταχφτθτα ςτισ εξιςϊςεισ του με διαφορετικό τρόπο ςε ςχζςθ με 

το δεφτερο μοντζλο. υγκεκριμζνα το πρϊτο μοντζλο μεταβάλλει το ειδικό μικοσ κφματοσ 

ςε ςχζςθ με τθν ταχφτθτα και το ειδικό μικοσ κφματοσ ςυμμετζχει ςτισ εξιςϊςεισ 

υψωμζνο ςε διάφορεσ δυνάμεισ , ενϊ οι αναλυτικζσ ςχζςεισ του δεφτερου μοντζλου 

υποδεικνφουν ότι το αποτζλεςμα των απωλειϊν εξαρτάται κακαρά από το τετράγωνο τθσ 

ταχφτθτασ λειτουργίασ. 
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Μια ςθμαντικι παρατιρθςθ είναι ότι το πρϊτο μοντζλο δεν μπορεί να εξετάςει τα 

αποτελζςματα τθσ τμθματοποίθςθσ (segmentation) των μαγνθτϊν. Ο λόγοσ είναι ότι ο 

γεωμετρικόσ οριςμόσ του μοντζλου κεωρεί το ςφνολο του υλικοφ των μαγνθτϊν 

ςυγκεντρωμζνο ςε μια περιοχι και υπολογίηει τισ απϊλειεσ εκεί. Η διαίρεςθ τθσ περιοχισ 

αυτισ ςε μικρότερα κομμάτια ιςοδυναμεί με τον υπολογιςμό των απωλειϊν ςε ιςάρικμο 

πλικοσ μθχανϊν με ίδιεσ παραμζτρουσ και όχι με υπολογιςμό ςε τμθματοποιθμζνουσ 

μαγνιτεσ.  

 

5.3.2 Μηχανό δεδομϋνων πύνακα 2 – 12 αυλϊκων 10 πόλων 

 
χήμα 5.23 Απώλειεσ για διάφορεσ τιμζσ ςυχνότητασ περιςτροφήσ για τη μηχανή του πίνακα 2 

 

 
χήμα 5.24 υνδυαςτικό διάγραμμα απωλειών για τη μηχανή του πίνακα 2 
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Βλζπουμε ότι υπάρχει κάποια διαφορά μεταξφ των απωλειϊν που προβλζπει το πρϊτο 

μοντζλο αν ειςάγουμε ωσ δεδομζνθ τθ γεωμετρία και τα χαρακτθριςτικά τθσ μθχανισ του 

δοκιμάςαμε ςτο δεφτερο μοντζλο και τα οποίο φαίνονται ςτον πίνακα 2. Σα αντίςτοιχα 

αποτελζςματα του δευτζρου μοντζλου μποροφμε να τα δοφμε ςτο ςχιμα 5.19 ενϊ το 

ςχιμα 5.24 απεικονίηει τα αποτελζςματα των δφο μοντζλων ςτο ίδιο διάγραμμα. 

Παρατθροφμε ότι για τθ μζγιςτθ ταχφτθτα των 140 Hz θ τιμι απωλειϊν που δίνει το 

πρϊτο μοντζλο (8,2 Watt) είναι ςχεδόν διπλάςια από τα 4,7 Watt που ςυναντάμε ςτο 

δεφτερο. Ωςτόςο μποροφμε να ερμθνεφςουμε αυτι τθ ςυμπεριφορά αν λάβουμε υπόψιν 

μασ ότι το πρϊτο μοντζλο κεωρεί τθν θλεκτρικι φόρτιςθ ςτο διάκενο πάρα πολφ κοντά 

ςτουσ μαγνιτεσ τθσ μθχανισ ενϊ ςτο δεφτερο μοντζλο υπάρχει το πάχοσ διακζνου και 

επίςθσ ότι παρά αυτιν τθ διαφορά οι πυκνότθτεσ ρεφματοσ ςτισ δφο περιπτϊςεισ 

κεωρικθκαν ίδιεσ. Αν παρατθριςουμε το ςχιμα 5.15 το οποίο αναφζρεται ςε ίδιεσ 

ςυνκικεσ λειτουργίασ μποροφμε να δοφμε πωσ το αποτζλεςμα του δεφτερου μοντζλου 

προςαρμόηεται ςτα 8 Watt περίπου όταν το διάκενο τείνει να μθδενιςτεί.  

 

Όπωσ ςτθν προθγοφμενθ παράγραφο ζτςι και εδϊ δεν μποροφμε να εξετάςουμε τθν 

τμθματοποίθςθ των μαγνθτϊν λόγω του τρόπου που ορίςτθκε το πρϊτο μοντζλο. 

 

5.4 Συμπερϊςματα 

 

Αναπτφχκθκαν δφο μοντζλα για τθν πρόβλεψθ των απωλειϊν δινορρευμάτων ςε μθχανζσ 

κλαςματικοφ ςυγκεντρωμζνου τυλίγματοσ, ζνα ςε καρτεςιανζσ και ζνα ςε πολικζσ 

ςυντεταγμζνεσ. Σα μοντζλα χρθςιμοποιικθκαν για ςυγκεκριμζνων χαρακτθριςτικϊν 

μθχανζσ και ζγινε ςφγκριςθ των αποτελεςμάτων τουσ. Παρατθρικθκαν μικρζσ διαφορζσ 

μεταξφ τουσ οι οποίεσ εξθγοφνται από τθ διαφορετικι προςζγγιςθ που ζγινε για τθν 

υλοποίθςθ του κάκε μοντζλου. Σελικά τα αποτελζςματα που λιφκθκαν ςυμφωνοφν 

ικανοποιθτικά μεταξφ τουσ.  

 

Ζνα ςθμαντικό ςτοιχείο που πρζπει να ζχουμε υπόψιν κατά τθ μελζτθ των μοντζλων είναι 

οι περιοριςμοί κάτω από τουσ οποίουσ αναπτφχκθκαν. Επιγραμματικά, για το πρϊτο 

μοντζλο κεωρικθκε ςτακερι θλεκτρικι και μαγνθτικι διαπερατότθτα των υλικϊν και 

αντικαταςτάκθκε θ γεωμετρία των αυλακιϊν του ςτάτθ από ιςοδφναμθ επιφανειακι 

πυκνότθτα ρεφματοσ θ οποία αντικατοπτρίηει τθν επίδραςθ των αυλακιϊν ςτισ αρμονικζσ 

χϊρου, ενϊ για το δεφτερο μοντζλο ιςχφει επιπρόςκετα θ υπόκεςθ ότι τα επαγόμενα 

δινορρεφματα είναι resistance limited και επομζνωσ δεν επθρεάηουν ςθμαντικά το πεδίο 

που δθμιουργεί ο ςτάτθσ. 

 

Οι διαφορζσ των δφο μοντζλων ςυγκεντρϊνονται κυρίωσ ςτθ γεωμετρικι περιγραφι. Σο 

πρϊτο μοντζλο, των καρτεςιανϊν ςυντεταγμζνων, διακρίνεται για τθν απλότθτα τθσ 

περιγραφισ τθσ γεωμετρίασ του προβλιματοσ και για τθν ςφντομθ και απλι εξαγωγι των 

εξιςϊςεων. Σο δεφτερο μοντζλο επιτυγχάνει καλφτερθ περιγραφι τθσ γεωμετρίασ μιασ 
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περιςτρεφόμενθσ μθχανισ και επιτρζπει ακόμθ τθν εξζταςθ τθσ επίδραςθσ τθσ 

τμθματοποίθςθσ των μαγνθτϊν. Από τα παραπάνω ςυμπεραίνουμε ότι το δεφτερο 

μοντζλο μπορεί να κεωρθκεί πιο αξιόπιςτο ςτισ προβλζψεισ του, ειδικά για 

περιςτρεφόμενεσ μθχανζσ. 

 

ε κάκε περίπτωςθ θ μζτρθςθ των απωλειϊν δινορρευμάτων ςτουσ μαγνιτεσ μιασ 

μθχανισ μονίμων μαγνθτϊν είναι ιδιαίτερα δφςκολθ. Σο γεγονόσ αυτό υπογραμμίηει τθ 

ςθμαςία που ζχει θ δυνατότθτα πρόβλεψθσ των απωλειϊν και τθ χρθςιμότθτα τθσ 

μοντελοποίθςθσ. Σαυτόχρονα ςυνειδθτοποιοφμε τουσ περιοριςμοφσ που τίκενται ςτθν 

ακρίβεια που μπορεί να ζχει θ πρόβλεψθ. 

 

Μζςω των μοντζλων παρζχεται θ δυνατότθτα δθμιουργίασ ενόσ χάρτθ απωλειϊν. Αυτόσ 

είναι ζνασ πίνακασ ο οποίοσ περιζχει τα αποτελζςματα που προκφπτουν από ζνα μοντζλο 

για μια ςυγκεκριμζνθ μθχανι μεταβάλλοντασ μια παράμετρο ενδιαφζροντοσ. Κακίςταται 

ζτςι εφκολθ θ ςφγκριςθ των απωλειϊν και διευκολφνεται θ επιλογι παραμζτρων 

γνωρίηοντασ τισ απϊλειεσ, αν όχι ωσ απόλυτο νοφμερο, τουλάχιςτον ωσ τάξθ μεγζκουσ. Η 

διαδικαςία αυτι μπορεί να αποδειχκεί ςθμαντικι κατά τθν προκαταρκτικι ςχεδίαςθ 

μθχανϊν μονίμων μαγνθτϊν αλλά και κατά τθ διαδικαςία βελτιςτοποίθςθσ τθσ 

γεωμετρίασ. 

 

5.5 Ιδιαύτερεσ περιπτώςεισ 

 

Σα αποτελζςματα των μοντζλων οφείλουν να αντιμετωπίηονται με ςκεπτικιςμό ςε 

περιπτϊςεισ ςτισ οποίεσ είναι φανερό ότι παραβιάηονται οι υποκζςεισ που διατυπϊκθκαν 

κατά τθν ανάπτυξι τουσ. Μια τζτοια περίπτωςθ είναι όταν θ μθχανι λειτουργεί ςε 

περιοχι όπου υπάρχει κορεςμόσ του μαγνθτικοφ πεδίου ςτουσ μαγνιτεσ. Αυτό αναιρεί 

τθν υπόκεςθ περί γραμμικότθτασ και δεν μποροφμε να υπερκζςουμε τα αποτελζςματα 

για κάκε τάξθ αρμονικισ, ενϊ δεν ιςχφει θ ςυντακτικι ςχζςθ που ςυνδζει τθ μαγνθτικι 

ζνταςθ και τθ μαγνθτικι επαγωγι.  

 

Μια άλλθ περίπτωςθ που αφορά ιδίωσ το δεφτερο μοντζλο είναι όταν δεν ιςχφει θ 

υπόκεςθ ότι τα δινορρεφματα είναι resistance limited. Κάτι τζτοιο μπορεί να ςυμβεί εάν ο 

μαγνιτθσ του δρομζα τθσ μθχανισ αποτελείται από ζναν κυλινδρικό δακτφλιο με πολλοφσ 

πόλουσ [20]. ε μια τζτοια περίπτωςθ το βάκοσ διείςδυςθσ του υλικοφ των μονίμων 

μαγθτϊν είναι μόνο ζνα κλάςμα του πολικοφ βιματοσ τθσ κεμελιϊδουσ αρμονικισ τθσ 

μαγνθτεγερτικισ δφναμθσ, γεγονόσ που αναιρεί τθν υπόκεςθ. Γενικά το βάκοσ διείςδυςθσ 

πρζπει να είναι αρκετά μεγαλφτερο από το πάχοσ των μαγνθτϊν για να ιςχφει θ resistance 

limited μορφι λφςθσ, διαφορετικά απαιτείται άλλθ προςζγγιςθ [22]. 
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Κεφϊλαιο 6 Συμπερϊςματα 
 

 

τθν παροφςα διπλωματικι εργαςία αναπτφxκθκαν αναλυτικζσ εκφράςεισ για τον 

υπολογιςμό των απωλειϊν δινορρευμάτων ςτουσ μόνιμουσ μαγνιτεσ των δρομζων 

μθχανϊν εναλλαςςομζνου ρεφματοσ με κλαςματικά ςυγκεντρωμζνα τυλίγματα κακϊσ και 

τα αποτελζςματα τθσ μοντελοποίθςθσ αυτϊν ςε ςυγκεκριμζνεσ γεωμετρίεσ μθχανϊν. Η 

εργαςία περιλαμβάνει ζξι κεφάλαια τα οποία διαρκρϊνονται ωσ εξισ: 

 

 το πρϊτο κεφάλαιο παρουςιάςτθκαν ο ςκοπόσ και θ δομι τθσ εργαςίασ. 

 

 το δεφτερο κεφάλαιο μετά από μια ειςαγωγι ςτουσ φυςικοφσ μθχανιςμοφσ με 

τουσ οποίουσ δθμιουργοφνται τα δινορρεφματα, αναφζρκθκαν οι εφαρμογζσ οι 

οποίεσ ςτθρίηονται ςτθν φπαρξθ των δινορρευμάτων και επεξθγικθκαν οι 

αρνθτικζσ τουσ επιπτϊςεισ ςτθ λειτουργία των θλεκτρικϊν μθχανϊν. 

 

 το τρίτο κεφάλαιο αναλφκθκαν οι μθχανζσ μονίμων μαγνθτϊν. Προτάχκθκε μια 

ιςτορικι αναδρομι ςτθ χριςθ μονίμων μαγνθτϊν ςε εφαρμογζσ θλεκτρικϊν 

μθχανϊν. τθ ςυνζχεια εξετάςκθκαν τα ςυγκεντρωμζνα τυλίγματα, τα οποία 

χρθςιμοποιοφνται ςυνθκζςτερα ςε αυτζσ τισ μθχανζσ και αναλφκθκαν οι 

μαγνθτεγερτικζσ δυνάμεισ που αναπτφςςουν. Θεωρϊντασ τον αςτζρα αυλάκων 

(star of slots) υπολογίςκθκε ο ςυντελεςτισ τυλίγματοσ και ςυνδζκθκε με τισ 

αρμονικζσ χϊρου των μαγνθτεγερτικϊν δυνάμεων. 

 

 το τζταρτο κεφάλαιο διατυπϊκθκαν οι εξιςϊςεισ του Maxwell που διζπουν τθν 

κατανομι του θλεκτρομαγνθτικοφ πεδίου και οι καταςταςτικζσ εξιςϊςεισ για 

γραμμικά μζςα. τθ ςυνζχεια καταςτρϊκθκε θ εξίςωςθ διάχυςθσ του μαγνθτικοφ 

πεδίου που διζπει τα προβλιματα δινορρευμάτων. Εξετάςτθκαν μζκοδοι  

επίλυςισ τθσ και υπολογίςκθκαν οι κατανομζσ του μαγνθτικοφ πεδίου και των  

δινορρευμάτων ςε απλζσ γεωμετρίεσ χρθςιμοποιϊντασ κατάλλθλα ςυςτιματα 

ςυντεταγμζνων επιλφοντασ τθν τεχνικι χωριςμοφ των μεταβλθτϊν. 

 

 το πζμπτο κεφάλαιο αναπτφχκθκαν δφο μοντζλα αναλυτικοφ υπολογιςμοφ 

δινορρευμάτων για μθχανζσ μονίμων μαγνθτϊν, ζνα ςε καρτεςιανζσ και ζνα ςε 

πολικζσ ςυντεταγμζνεσ και παρουςιάςκθκε θ αναλυτικι κατάςτρωςθ των 

εξιςϊςεων για κάκε μοντζλο. Οι αναλυτικζσ λφςεισ αξιοποιικθκαν για τθν 

υλοποίθςθ κϊδικα ςε προγραμματιςτικό περιβάλλον Matlab, με τον οποίο 

υπολογίςκθκαν ςτθν ςυνζχεια οι απϊλειεσ δινορρευμάτων κακϊσ και θ μεταβολι 

λειτουργικϊν χαρακτθριςτικϊν ςε ςυνάρτθςθ με θλεκτρικζσ και γεωμετρικζσ  

παραμζτρουσ τθσ μθχανισ. 
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6.1 Κυριότερα ςυμπερϊςματα 

 

Σα κυριότερα ςυμπεράςματα που προζκυψαν από αυτι τθν εργαςία είναι 

ςυγκεντρωτικά τα εξισ: 

 

 Οι μθχανζσ μονίμων μαγνθτϊν ςυγκεντρωμζνων τυλιγμάτων παρουςιάηουν 

ςθμαντικά αυξθμζνεσ απϊλειεσ δινορρευμάτων ςτουσ μόνιμουσ μαγνιτεσ. 

Διαπιςτϊκθκε ότι ςε τζτοιου τφπου τυλίγματα θ αρμονικι ςυνιςτϊςα με το 

μεγαλφτερο πλάτοσ που χρθςιμοποιείται για τθν παραγωγι κινθτιριασ ροπισ είναι 

ανϊτερθσ τάξθσ, με αποτζλεςμα τθν φπαρξθ υφαρμονικϊν, οι οποίεσ δθμιουργοφν 

δινορρεφματα που δεν μποροφν να αμελθκοφν. Οι τοπολογίεσ αυτζσ ωςτόςο είναι 

ελκυςτικζσ λόγω των καταςκευαςτικϊν πλεονεκτθμάτων τουσ και τθσ εφκολθσ 

ςυντιρθςθσ των τυλιγμάτων.  

 

 Τπάρχει μεγάλο πλικοσ παραμζτρων οι οποίεσ μποροφν να επθρεάςουν τισ 

απϊλειεσ δινορρευμάτων. Οι παράμετροι που εξετάςκθκαν είναι θ 

τμθματοποίθςθ των μαγνθτϊν, το μικοσ διακζνου, θ ταχφτθτα περιςτροφισ του 

δρομζα, ο αρικμόσ αυλάκων και πόλων, το μζγεκοσ τθσ μθχανισ, θ ζνταςθ του 

ρεφματοσ των αγωγϊν του τυλίγματοσ και το πλάτοσ των δοντιϊν του ςτάτθ. Οι 

παράμετροι αυτζσ μελετικθκαν αποκλειςτικά από τθ ςκοπιά των δινορρευμάτων, 

κακϊσ επθρεάηουν επίςθσ τθν επίδοςθ και τθ ςυνολικι απόδοςθ τθσ μθχανισ. 

Κάποιεσ από τισ παραμζτρουσ αποδείχκθκε ότι ζχουν μεγαλφτερθ βαρφτθτα ςτθ 

διαμόρφωςθ των απωλειϊν. 

 

 Μεταξφ των παραμζτρων που εξετάςκθκε θ επίδραςι τουσ ςτισ απϊλειεσ 

δινορρευμάτων ιδιαίτερο ενδιαφζρον παρουςιάηει θ τμθματοποίθςθ των 

μαγνθτϊν. Διαπιςτϊκθκε ότι για τθ μθχανι που μελετικθκε θ τμθματοποίθςθ 

περιόριςε τισ απϊλειεσ ςε ποςοςτό που άγγιηε το 10% τθσ αρχικισ τιμισ τουσ. 

Παρατθρικθκε επίςθσ ότι υπάρχει ζνα πρακτικό όριο τμθματοποίθςθσ πζραν του 

οποίου θ μείωςθ των απωλειϊν είναι περιοριςμζνθ με αποτζλεςμα να μθν 

δικαιολογείται θ αφξθςθ τθσ πολυπλοκότθτασ που ειςάγεται ςτθν καταςκευι. Σο 

όριο αυτό εξαρτάται από τθν εκάςτοτε μθχανι. 

 

 Σα αποτελζςματα των δφο μοντζλων που αναπτφχκθκαν, χωρίσ να ςυμφωνοφν 

απόλυτα μεταξφ τουσ, παρζχουν ικανοποιθτικι επιβεβαίωςθ τθσ παρεχόμενθσ 

ακρίβειασ, λαμβάνοντασ υπόψθ ότι πρόκειται για δφο προςεγγίςεισ που 

χρθςιμοποιοφν διδιάςτατθ ανάλυςθ ςε διαφορετικά ςυςτιματα ςυντεταγμζνων. 
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6.2 Σημεύα καινοτομικόσ ςυνειςφορϊσ 

 

Σα παρακάτω ςθμεία αναδεικνφουν τθν επιςτθμονικι ςυνειςφορά τθσ εργαςίασ: 

 

 Η υλοποίθςθ προγράμματοσ αναλυτικοφ υπολογιςμοφ απωλειϊν δινορρευμάτων 

για μθχανζσ μονίμων μαγνθτϊν κλαςματικϊν ςυγκεντρωμζνων τυλιγμάτων. Οι 

αναλυτικζσ εκφράςεισ είναι δυνατόν να εκτιμιςουν τισ απϊλειεσ ςε πολφ 

περιοριςμζνο χρόνο υπολογιςμοφ με ςυμβατικοφσ υπολογιςτζσ. Με αυτόν τον 

τρόπο μπορεί να διευκολυνκεί θ προκαταρκτικι ςχεδίαςθ τθσ μθχανισ, ζτςι ϊςτε 

να εξοικονομθκεί χρόνοσ από χρονοβόρεσ διαδικαςίεσ υπολογιςμοφ μζςω 

προγραμμάτων πεπεραςμζνων ςτοιχείων ςε ςυνδυαςμό με αλγορίκμουσ 

βελτιςτοποίθςθσ γεωμετρίασ. 

 

 Η καταγραφι τθσ ανάλυςθσ ευαιςκθςίασ των αποτελεςμάτων του προγράμματοσ 

για πλικοσ παραμζτρων των μθχανϊν που εξετάςκθκαν. Σα αποτελζςματα 

περιλαμβάνουν τόςο τισ απϊλειεσ δινορρευμάτων όςο και ενδιάμεςα μεγζκθ που 

ορίηουν οι αναλυτικζσ λφςεισ που αναπτφχκθκαν και τα οποία επιτρζπουν τθ 

φυςικι ερμθνεία τθσ επίδραςθσ που ζχει θ μεταβολι μιασ παραμζτρου ςτισ 

απϊλειεσ δινορρευμάτων των μαγνθτϊν. Δίνεται ζτςι θ δυνατότθτα άμεςθσ 

πρόβλεψθσ τθσ μεταβολισ των απωλειϊν, γεγονόσ που είναι πολφ χριςιμο κατά 

τθ διαδικαςία τθσ προκαταρκτικισ ςχεδίαςθσ μιασ μθχανισ. 

 

6.3 Προτϊςεισ για περαιτϋρω διερεύνηςη 

 

Σα κζματα που ανζδειξε θ εργαςία ότι χριηουν περαιτζρω διερεφνθςθσ είναι τα εξισ: 

 

 Πειραματικι επιβεβαίωςθ των ευρθμάτων τθσ εργαςίασ. 

 

 Ενςωμάτωςθ του κϊδικα που αναπτφχκθκε ςε μεκοδολογία βελτιςτοποίθςθσ 

γεωμετρίασ θλεκτρικϊν μθχανϊν. 
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