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Πρόλογος - Ευχαριστίες

Μερικές από τις πιο σημαντικές συνεισφορές στη ϑεωρία και εφαρμογή της στατιστι-

κής συμπερασματολογίας του εικοστού αιώνα έγιναν στην περιοχή των στατιστικών

σχεδιασμών. Οι στατιστικές αρχές που διέπουν το σχεδιασμό πειραμάτων αναπτύ-

χθηκαν κυρίως από τον Ronald A. Fisher κατά την πρωτοποριακή έρευνά του σε

έναν αγροτικό πειραματικό σταθμό στην Αγγλία τις δεκαετίες 1920 και 1930. Ο Fi-

sher ήταν τότε υπεύθυνος για τη στατιστική ανάλυση δεδομένων και παρατήρησε ότι

ο τρόπος με τον οποίο γινόταν η εκτέλεση ενός πειράματος επηρέαζε την ανάλυση

των δεδομένων και την εξαγωγή κατάλληλων συμπερασμάτων. Ο Fisher εισήγαγε το

στατιστικό τρόπο σκέψης και έθεσε τις βασικές αρχές στις πειραματικές έρευνες, ό-

πως την έννοια του παραγοντικού σχεδιασμού και την ανάλυση διασποράς. Η χρήση

των πειραματικών σχεδιασμών αυξήθηκε ραγδαία τη δεκαετία του 1950 από την α-

νάπτυξη της μεθοδολογίας των αποκριτικών επιφανειών από τους Box και Wilson.

Στα τέλη της δεκαετίας του 1970 το ενδιαφέρον της δυτικής βιομηχανίας για τη βελ-

τίωση της ποιότητας ήταν ιδιαιτέρως αυξημένο και η εργασία του Genichi Taguchi

συνέβαλε σημαντικά στη χρήση των πειραματικών σχεδιασμών. Πλέον οι στατιστικοί

πειραματικοί σχεδιασμοί χρησιμοποιούνται σε πολλούς τομείς της επιστήμης και της

βιομηχανίας, σε επιχειρήσεις και οργανισμούς, και αποτελούν ένα ενεργό και συνεχώς

αναπτυσσόμενο πεδίο επιστημονικής έρευνας.

´Ενα πειραματικό πρόβλημα αποτελείται από δύο βασικές συνιστώσες, το σχεδια-

σμό του πειράματος και τη στατιστική ανάλυση των δεδομένων. Οι παραγοντικοί

σχεδιασμοί χρησιμοποιούνται ευρέως σε πειραματικές διαδικασίες καθώς μας επιτρέ-

πουν να εκτιμήσουμε τις επιδράσεις κάθε πειραματικού παράγοντα στην απόκριση
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καθώς και πιθανές αλληλεπιδράσεις των παραγόντων. Στη διατριβή αυτή ασχολού-

μαστε με την κατασκευή παραγοντικών σχεδιασμών καθώς και την ανάλυση τέτοιων

σχεδιασμών. Η διατριβή χωρίζεται σε τρία μέρη και αποτελείται από δέκα κεφάλαια.

Το πρώτο μέρος της διατριβής ασχολείται με την κατασκευή κατάλληλων σχεδια-

σμών για τη μελέτη και ανάλυση αποκριτικών επιφάνειων. Στο πρώτο κεφάλαιο δί-

νονται βασικά στοιχεία της ϑεωρίας των σχεδιασμών αποκριτικών επιφανειών και στο

δεύτερο κεφάλαιο προτείνεται μία νέα μέθοδος κατασκευής παραγοντικών σχεδιασμών

τριών επιπέδων. Οι νέοι σχεδιασμοί που κατασκευάζονται με την προτεινόμενη μέθο-

δο μπορούν να εκτιμήσουν αποδοτικά ένα μοντέλο δεύτερης τάξης με έναν οικονομικό

αριθμό εκτελέσεων. Στο τρίτο κεφάλαιο παρουσιάζεται μία νέα μεθοδολογία για την

κατασκευή σχεδιασμών πέντε επιπέδων με καλές ιδιότητες. Στο τέταρτο κεφάλαιο

παρουσιάζεται μία αλγοριθμική μέθοδος κατασκευής σχεδιασμών τεσσάρων επιπέδων

και στο πέμπτο κεφάλαιο ασχολούμαστε με την κατασκευή σχεδιασμών μεικτών επι-

πέδων μέσω της εφαρμογής ενός γενετικού αλγορίθμου.

Το δεύτερο μέρος της διατριβής αφορά τους υπερκορεσμένους σχεδιασμούς. Στο

έκτο κεφάλαιο παρουσιάζεται μία νέα μεθοδολογία για την κατασκευή τμηματικών συ-

νόλων διαφορών τα οποία μπορούν να χρησιμοποιηθούν στην κατασκευή νέων υπερ-

κορεσμένων σχεδιασμών πολλών επιπέδων με μεγάλο πλήθος παραγόντων και μικρό

αριθμό εκτελέσεων. Το Κεφάλαιο 7 προτείνει μία εύκολη και απλή προσέγγιση για

την αποδοτική επιλογή μεταβλητών σε υπερκορεσμένους σχεδιασμούς δύο επιπέδων.

Στο τρίτο μέρος της διατριβής παρουσιάζονται δύο νέες μέθοδοι για την ανάλυση

μη επαναλαμβανόμενων παραγοντικών σχεδιασμών δύο επιπέδων. Πρώτα κάνουμε μία

σύντομη ανασκόπηση της σχετικής ϑεωρίας στο Κεφάλαιο 8 και στο Κεφάλαιο 9 προ-

τείνουμε μία νέα μέθοδο για τον προσδιορισμό των ενεργών επιδράσεων σε τέτοιους

σχεδιασμούς η οποία βασίζεται στην ανάλυση κατά συστάδες. Στο δέκατο κεφάλαιο

παρουσιάζουμε μία μέθοδο ανάλυσης για τους μη επαναλαμβανόμενους παραγοντικούς

σχεδιασμούς η οποία κάνει χρήση των διαγραμμάτων συσσωρευτικών αθροισμάτων.
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• Mixed-level response surface designs via a hybrid genetic algorithm (με Π. Αγ-
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• A cusum control chart approach for screening active effects in orthogonal satu-
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Statistics, έχει γίνει δεκτή για δημοσιεύση.



Μέρος I

Σχεδιασμοί αποκριτικών

επιφανειών





Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή στις αποκριτικές

επιφάνειες

1.1 Μεθοδολογία αποκριτικών επιφανειών

Η μεθοδολογία αποκριτικών επιφανειών (response surface methodology) είναι μία συλ-

λογή μαθηματικών και στατιστικών εργαλείων που χρησιμοποιείται για τη μελέτη και

ανάλυση προβλημάτων όπου ϑεωρούμε ότι η μεταβλητή απόκρισης επηρεάζεται από

διάφορες επεξηγηματικές μεταβλητές και ϑέλουμε να βελτιστοποιήσουμε την τιμή της

απόκρισης. Η μεθοδολογία αυτή περιλαμβάνει αρχικά το σχεδιασμό πειραμάτων τα

οποία ϑα μας δώσουν επαρκείς και αξιόπιστες μετρήσεις για τη μεταβλητή απόκρι-

σης που μελετάμε. ´Επειτα γίνεται η προσαρμογή ενός μαθηματικού μοντέλου στα

δεδομένα των πειραμάτων το οποίο ϑα πρέπει να περιγράφει όσο το δυνατόν καλύτε-

ρα την πραγματική σχέση μεταξύ της μεταβλητής απόκρισης και των επεξηγηματικών

μεταβλητών. Αφού καταλήξουμε στο μοντέλο που προσαρμόζεται καλύτερα στα δε-

δομένα καθορίζουμε τις βέλτιστες συνθήκες για τους πειραματικούς παράγοντες ώστε

να επιτύχουμε τη βέλτιστη τιμή της απόκρισης.

Η προσαρμογή και η ανάλυση μίας αποκριτικής επιφάνειας διευκολύνεται ιδιαί-

τερα από την επιλογή του κατάλληλου πειραματικού σχεδιασμού για τις εκάστοτε

πειραματικές συνθήκες. Στα πλαίσια της έρευνάς μας ασχολούμαστε με την κατα-
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σκευή παραγοντικών σχεδιασμών που μπορούν να χρησιμοποιηθούν αποτελεσματικά

στην ανάλυση αποκριτικών επιφανειών. Στο κεφάλαιο αυτό ϑα αναφερθούμε αρχικά

σε μερικές βασικές έννοιες για την επιλογή και τα κριτήρια αξιολόγησης σχεδιασμών

και στα επόμενα ϑα παρουσιάσουμε μεθόδους κατασκευής αποδοτικών σχεδιασμών

για την προσαρμογή ενός μοντέλου δεύτερης τάξης.

1.2 Η επιλογή του μοντέλου

Στα προβλήματα που αφορούν αποκριτικές επιφάνειες η πραγματική σχέση μεταξύ

της μεταβλητής απόκρισης και των πειραματικών παραγόντων είναι συνήθως άγνωστη.

Οπότε και το πρώτο βήμα που πρέπει να ακολουθήσουμε σε ένα τέτοιο πρόβλημα

είναι να προσπαθήσουμε να βρούμε μία καλή προσέγγιση της σχέσης αυτής. Γενικά

η πρώτη απόπειρα είναι να εφαρμόσουμε ένα πολυώνυμο μικρής τάξης σε ένα μέρος

της πειραματικής περιοχής. Αν η σχέση μεταξύ της μεταβλητής απόκρισης y και

των k επεξηγηματικών μεταβλητών x1, x2, . . . , xk είναι γραμμική, τότε η προσεγγιστική

συνάρτηση είναι το μοντέλο πρώτης τάξης:

y = β0 +

k∑
j=1
βjxj + ε, (1.1)

όπου τα β0, βj, j = 1, . . . , k είναι άγνωστες παράμετροι και το ε είναι ένας τυχαίος

όρος σφάλματος.

Εάν το μοντέλο πρώτης τάξης είναι ανεπαρκές για την περιγραφή της πραγματικής

σχέσης μεταξύ των μεταβλητών εξαιτίας της ύπαρξης καμπυλότητας, τότε ϑα πρέπει

να χρησιμοποιήσουμε ένα πολυώνυμο μεγαλύτερης τάξης όπως είναι το μοντέλο δεύ-

τερης τάξης:

y = β0 +

k∑
j=1

βjxj +

k∑
j=1

βjjx
2
j +

k∑
i=1

k∑
j=1︸ ︷︷ ︸

i<j

βijxixj + ε, (1.2)

όπου το β0 αντιστοιχεί στο γενικό μέσο, βj, j = 1, . . . , k είναι οι συντελεστές των επι-

δράσεων πρώτης τάξης, βjj, j = 1, . . . , k είναι οι συντελεστές των επιδράσεων δεύτερης

τάξης, τα βij, i = 1, . . . , k − 1, j = i + 1, . . . , k εκφράζουν τις αλληλεπιδράσεις δεύτερης
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τάξης μεταξύ των κυρίων επιδράσεων και ε είναι ένας τυχαίος όρος σφάλματος με

μέσο μηδέν και διασπορά σ2.

1.3 Η επιλογή του σχεδιασμού

Μία βασική επιλογή στην ανάλυση μίας αποκριτικής επιφάνειας είναι να βρούμε τον

κατάλληλο πειραματικό σχεδιασμό είτε για να εκτιμήσουμε το μέγεθος των επιδράσεων

είτε για να πετύχουμε την ακρίβεια στην πρόβλεψη της απόκρισης. Οι Box και Dra-

per [13] παρουσίασαν τις ιδιότητες που πρέπει να έχει ένας σχεδιασμός αποκριτικής

επιφάνειας από τις οποίες οι πιο σημαντικές είναι:

1. Ο σχεδιασμός παρέχει μία ικανοποιητική κατανομή πληροφορίας από την πε-

ριοχή που μας ενδιαφέρει.

2. Ο σχεδιασμός μας επιτρέπει να κάνουμε έλεγχο έλλειψης προσαρμογής του μο-

ντέλου.

3. Ο σχεδιασμός εξασφαλίζει ότι η προσαρμοσμένη τιμή πλησιάζει όσο το δυνατόν

περισσότερο την πραγματική τιμή.

4. Ο σχεδιασμός επιτρέπει να εκτελούνται τα πειράματα σε μπλοκ.

5. Ο σχεδιασμός παρέχει μία εσωτερική εκτίμηση της διασποράς του σφάλματος.

6. Ο σχεδιασμός δεν απαιτεί μεγάλο αριθμό εκτελέσεων ούτε μεγάλο αριθμό επιπέ-

δων για τις ανεξάρτητες μεταβλητές.

7. Ο σχεδιασμός εξασφαλίζει τον εύκολο υπολογισμό των εκτιμήσεων των παραμέ-

τρων του μοντέλου.

Επιπλέον ϑέλουμε ο σχεδιασμός που ϑα χρησιμοποιήσουμε να είναι ορθογώνιος

και περιστρέψιμος, δύο βασικές ιδιότητες που προσπαθούμε να ικανοποιούν και οι

σχεδιασμοί που ϑα κατασκευάσουμε στα επόμενα κεφάλαια.
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1.3.1 Ορθογωνιότητα

´Ενας σχεδιασμός είναι ορθογώνιος όταν οι όροι του προσαρμοσμένου μοντέλου είναι

ασυσχέτιστοι μεταξύ τους οπότε ϑα είναι ασυσχέτιστες και οι εκτιμήσεις των παρα-

μέτρων. Σε ένα ορθογώνιο σχεδιασμό η διασπορά της προβλεπόμενης απόκρισης σε

οποιοδήποτε σημείο της πειραματικής περιοχής μπορεί να εκφραστεί ως ένα σταθμι-

σμένο άθροισμα των διασπορών των εκτιμήσεων των παραμέτρων του μοντέλου. Για

παράδειγμα ένας σχεδιασμός πρώτης τάξης είναι ορθογώνιος εάν όλα τα στοιχεία ε-

κτός της διαγωνίου του πίνακα X ′X είναι ίσα με το μηδέν και έχει την ικανότητα να

εκτιμήσει όλες τις παραγοντικές επιδράσεις που περιλαμβάνει το μοντέλο.

Σε περιπτώσεις όπου ο σχεδιασμός δεν είναι ορθογώνιος (συνήθως για λόγους οι-

κονομίας στον αριθμό των απαιτούμενων εκτελέσεων) οι Box και Draper [19] πρότειναν

ως μέτρο της εκτιμητικής ικανότητας του σχεδιασμού τη μεγιστοποίηση της ορίζουσας

του πίνακα πληροφορίας. Στα πλαίσια της έρευνάς μας χρησιμοποιούμε το κριτήριο

D− efficiency που πρότειναν οι Wang και Draper [19] για τον προσδιορισμό της απο-

δοτικότητας εκτίμησης ενός συνόλου p επιδράσεων:

Deff = |X ′X|1/p, (1.3)

όπου X είναι ο πίνακας μοντέλου με τυποποιημένες τις στήλες του, δηλαδή είναι

X = [x0/||x0||, x1/||x1||, . . . , xp/||xp||], το x0 αντιστοιχεί στο διάνυσμα του οποίου όλα

τα στοιχεία είναι μονάδες, και xi είναι το διάνυσμα που αντιστοιχεί στην i επίδραση,

i = 1, . . . , p. Εφόσον οι στήλες του X έχουν τυποποιηθεί, η D− efficiency λαμβάνει τη

μέγιστη τιμή της, που ισούται με τη μονάδα, αν και μόνο αν τα διανύσματα xi είναι

ορθογώνια μεταξύ τους.

1.3.2 Περιστρεψιμότητα

Την έννοια της περιστρεψιμότητας εισήγαγαν οι Box και Hunter [16].´Ενας σχεδιασμός

σε k διαστάσεις ονομάζεται περιστρέψιμος εάν η διασπορά της εκτίμησης της απόκρι-

σης από το προσαρμοσμένο μοντέλο στο σημείο (x1, ..., xk), Var[Ŷ(x)], είναι συνάρτηση

μόνο της απόστασης ρ2 =
∑k
i=1 x

2
i . ´Ενας περιστρέψιμος σχεδιασμός εξασφαλίζει ότι



1.3 Η επιλογή του σχεδιασμού 7

η εκτιμημένη απόκριση έχει σταθερή διασπορά σε όλα τα ισαπέχοντα σημεία από το

κέντρο του σχεδιασμού. ´Ενα βασικό χαρακτηριστικό της περιστρεψιμότητας είναι ότι

η ποιότητα της πρόβλεψης όπως προκύπτει από το μέγεθος της Var[Ŷ(x)] παραμένει

αναλλοίωτη σε οποιαδήποτε περιστροφή των αξόνων των συντεταγμένων στο χώρο

των μεταβλητών εισόδου.

Οι Box και Hunter [16] έδειξαν ότι οι ακόλουθες συνθήκες είναι απαραίτητες για

να είναι περιστρέψιμος ένας σχεδιασμός δεύτερης τάξης n σημείων:

1.
∑
xi = 0,

∑
x3i = 0,

∑
xixj = 0,

∑
xix

2
j = 0,

∑
xix

3
j = 0,

∑
xixjxk = 0,

∑
xixjx

2
k =

0,
∑
xixjxkxl = 0 για i 6= j 6= k 6= l,

2.
∑
x2i = const,

3.
∑
x4i = const,

4.
∑
x4i /
∑
x2i x

2
j = 3 για i 6= j.

Τα αθροίσματα στις παραπάνω σχέσεις λαμβάνονται επί των n σημείων του σχεδια-

σμού.

Στις περιπτώσεις που δε γίνεται ο σχεδιασμός να είναι περιστρέψιμος έχει νόημα

να μπορούμε να μετρήσουμε πόσο ‘κοντά’ βρίσκεται στο να είναι περιστρέψιμος. Οι

Khuri [63], Draper και Guttman [34] και οι Draper και Pukelsheim [35] πρότειναν

κριτήρια για την εξέταση του βαθμού περιστρεψιμότητας ενός σχεδιασμού. Εμείς

χρησιμοποιούμε στην έρευνά μας το κριτήριο περιστρεψιμότητας Q∗ των Draper και

Pukelsheim [35] το οποίο δίνεται από την εξίσωση:

Q∗ =
||A−V0||

2

||A−V0||2
=
tr(A−V0)

2

tr(A−V0)2
, (1.4)

όπου A είναι η περιστρέψιμη συνιστώσα του πίνακα ροπών A = n−1X ′X και ο πί-

νακας V0 έχει μονάδα στη ϑέση (1, 1) και μηδέν αλλού. ´Οταν ο σχεδιασμός είναι

περιστρέψιμος το Q∗ λαμβάνει την τιμή 1 οπότε όσο πιο κοντά στη μονάδα είναι η

τιμή του Q∗ τόσο πιο κοντά στην περιστρεψιμότητα βρίσκεται ο σχεδιασμός.





Κεφάλαιο 2

Μέθοδος κατασκευής σχεδιασμών

τριών επιπέδων

Η μεθοδολογία των αποκριτικών επιφανειών χρησιμοποιείται ευρέως για την ανά-

πτυξη και τη βελτίωση μίας διαδικασίας σε διαφόρους τομείς. Στο κεφάλαιο αυτό

αναπτύσσουμε μία μέθοδο κατασκευής σχεδιασμών τριών επιπέδων κατάλληλων για

τη διευρεύνηση και τη βελτιστοποίηση των αποκριτικών επιφανειών συνδυάζοντας ορ-

ϑογώνιους σχηματισμούς και σχηματισμούς κάλυψης. Οι σχεδιασμοί που προκύπτουν

από την εφαρμογή της προτεινόμενης μεθοδολογίας έχουν πολύ καλές ιδιότητες και

είναι κατάλληλοι για την εκτίμηση ενός μοντέλου δεύτερης τάξης.

2.1 Σχεδιασμοί τριών επιπέδων

Σε περιπτώσεις όπου χρειάζεται να προσδιορίσουμε τη σχέση μεταξύ μίας μεταβλητής

απόκρισης και ενός συνόλου πειραματικών παραγόντων πρέπει να επιλέξουμε έναν

κατάλληλο σχεδιασμό για τη διερεύνηση της σχέσης αυτής. ´Οταν ϑέλουμε να διερευ-

νήσουμε μία τετραγωνική σχέση μεταξύ της μεταβλητής απόκρισης και των πειραματι-

κών παραγόντων πρέπει να χρησιμοποιήσουμε ένα σχεδιασμό με τρία ή περισσότερα

επίπεδα. Σε αυτήν την περίπτωση συνήθως χρησιμοποιούνται οι 3k παραγοντικοί

σχεδιασμοί κατά τους οποίους εξετάζονται όλοι οι δυνατοί συνδυασμοί μεταξύ των
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μεταβλητών. Η χρήση των 3k παραγοντικών σχεδιασμών μάς προσφέρει μεγάλη πλη-

ροφορία για τη σχέση μεταξύ της απόκρισης και των παραγοντικών επιδράσεων, όμως

οι σχεδιασμοί αυτοί απαιτούν ένα μεγάλο αριθμό πειραματικών εκτελέσεων και για το

λόγο αυτό πολλές φορές δε γίνεται να χρησιμοποιηθούν στην πράξη. Επίσης οι 3k

παραγοντικοί σχεδιασμοί δεν είναι πάντα περιστρέψιμοι. Η περιστρεψιμότητα είναι

μία επιθυμητή ιδιότητα η οποία εξασφαλίζει ότι η διασπορά των προβλεπόμενων τι-

μών της απόκρισης είναι συνάρτηση της απόστασης ενός σημείου από το κέντρο του

σχεδιασμού. Επειδή συνήθως στην αρχή μίας μελέτης δεν υπάρχει η γνώση για το

σε ποιά περιοχή ϑα βρίσκεται η βέλτιστη απόκριση, είναι σημαντικό ο πειραματικός

σχεδιασμός να μην έχει μεροληψία προς οποιαδήποτε κατεύθυνση.

Οι Box και Behnken [9], [10] ασχολήθηκαν με την κατασκευή σχεδιασμών αποκριτι-

κών επιφανειών και πρότειναν μία μέθοδο κατασκευής που συνδυάζει παραγοντικούς

σχεδιασμούς δύο επιπέδων και μη πλήρεις σχεδιασμούς κατά μπλοκ (incomplete block

designs, IBDs). Υπάρχουν 17 σχεδιασμοί Box-Behnken διαθέσιμοι για 3-12 και 16 πα-

ράγοντες με μικρό αριθμό πειραματικών εκτελέσεων. Οι Nguyen και Borkowski [92]

κατάφεραν να βελτιώσουν τους Box-Behnken σχεδιασμούς ως προς τα κριτήρια της

περιστρεψιμότητας και της εκτιμητικής ικανότητας. Οι σχεδιασμοί Box-Behnken και

οι σχεδιασμοί των Nguyen και Borkowski είναι είτε περιστρέψιμοι (οι σχεδιασμοί για

4 και 7 παράγοντες) είτε σχεδόν περιστρέψιμοι.

´Ενα άλλο είδος σχεδιασμών που χρησιμοποιούνται ευρέως στην εκτίμηση ενός

μοντέλου δεύτερης τάξης είναι οι κεντρικοί σύνθετοι σχεδιασμοί. Τους σχεδιασμούς

αυτούς εισήγαγαν οι Box και Wilson [18] και αποτελούνται από ένα 2k πλήρη ή

κλασματικό παραγοντικό σχεδιασμό με κεντρικά σημεία επαυξημένο με ένα σύνολο

αξονικών σημείων που ισαπέχουν από το κέντρο του σχεδιασμού. Οι κεντρικοί σύν-

ϑετοι σχεδιασμοί είναι πάντα περιστρέψιμοι και έχουν υψηλή εκτιμητική ικανότητα

αλλά απαιτούν πέντε επίπεδα κάτι που δεν είναι πάντα εφικτό. για παράδειγμα το

να πρέπει να ϑέσουμε το επίπεδο της ϑερμοκρασίας λειτουργίας μίας μηχανής εκτός

των προδιαγραφών της. Εξαιρετικές αναφορές στους σχεδιασμούς δεύτερης τάξης και

τις αποκριτικές επιφάνειες υπάρχουν στα βιβλία των Box και Draper [14], [15], Khuri
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και Cornell [64], Myers και Montgomery [90].

2.2 Επιλογή και αξιολόγηση των σχεδιασμών

Για τη διευρεύνηση μίας τετραγωνικής σχέσης μεταξύ μίας μεταβλητής απόκρισης y

και k επεξηγηματικών μεταβλητών xj, j = 1, . . . , k, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το

μοντέλο δεύτερης τάξης το οποίο δίνεται από τη Σχέση (1.2). Στην περίπτωση ενός

σχεδιασμού δεύτερης τάξης με k επεξηγηματικές μεταβλητές ο πίνακας μοντέλου X

αποτελείται από p = (k+1)(k+2)
2 στήλες οι οποίες αντιστοιχούν στους συντελεστές του

σταθερού όρου, των γραμμικών και τετραγωνικών όρων και των όρων αλληλεπίδρασης

όπως ορίζονται στη σχέση 1.2. Ο πίνακας X περιλαμβάνει μία γραμμή της μορφής:

f(x) = [1, x1, . . . , xk, x21 , . . . , x21 , x1x2, . . . , xk−1xk]

για κάθε ένα σημείο του σχεδιασμού x = [x1, . . . , xk].

´Οπως αναφέραμε στο προηγούμενο κεφάλαιο δύο από τα σημαντικότερα χαρα-

κτηριστικά που πρέπει να έχει ένας σχεδιασμός αποκριτικής επιφάνειας είναι η περι-

στρεψιμότητα και η εκτιμητική ικανότητα, οπότε και επικεντρωνόμαστε στο να κατα-

σκευάσουμε σχεδιασμούς που ϑα έχουν τις ιδιότητες αυτές σε ικανοποιητικό βαθμό.

Ως μέτρο της περιστρεψιμότητας ϑα χρησιμοποιήσουμε το Q∗ (Σχέση 1.4) και ως μέτρο

εκτιμητικής ικανότητας τη D− efficiency (Σχέση 1.3).

´Ενα ακόμα σχετικό βέλτιστο κριτήριο για τους σχεδιασμούς αποκριτικών επιφα-

νειών είναι η ελαχιστοποίηση της μέσης προβλεπτικής διασποράς. Η προβλεπτική

ικανότητα ενός σχεδιασμού μπορεί να αξιολογηθεί από το κριτήριο I [11], [12] το ο-

ποίο στοχεύει στην ελαχιστοποίηση της μέσης προβλεπόμενης διασποράς σε όλο το

χώρο του σχεδιασμού,

I =
n

σ2

∫
R

f(x)(X ′X)−1f ′(x)dµx,

όπου R είναι η πειραματική περιοχή που μελετάμε και µ είναι ένα ομοιόμορφο μέτρο

στην R συνολικού μέτρου 1. Η παραπάνω σχέση απλοποιείται ως εξής [12]:

I = trace(M(X ′X)−1), (2.1)
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όπου M =
∫
R f
′(x)f(x)dµx.

2.3 Προτεινόμενη μέθοδος

Οι Box και Behnken [9], [10] πραγματοποίησαν μία εκτενή μελέτη της σχέσης μετα-

ξύ συγκεκριμένων συνδυαστικών δομών και των μη-πλήρων σχεδιασμών κατά μπλοκ

και κατασκεύασαν σχεδιασμούς με τρία επίπεδα για την προσαρμογή ενός μοντέλου

αποκριτικής επιφάνειας δευτέρου βαθμού. Η μέθοδός τους προτείνει το συνδυασμό

των 2k παραγοντικών σχεδιασμών και των IBDs με ένα συγκεκριμένο τρόπο για την

κατασκευή σχεδιασμών δεύτερης τάξης. ´Ενας μη πλήρης σχεδιασμός κατά μπλοκ με

παραμέτρους (v, k, r) είναι μία διάταξη από v αγωγές σε b = vr/k μπλοκ μεγέθους

k < v έτσι ώστε κάθε αγωγή να ανήκει σε r μπλοκ και καμία αγωγή να μην ανήκει

παρά μόνο μία φορά σε κάθε μπλοκ. Οι σχεδιασμοί Box-Behnken κατασκευάζον-

ται υπερθέτοντας ένα 2k παραγοντικό σχεδιασμό στις αγωγές του κάθε μπλοκ ενός

ισορροπημένου ή μερικώς ισορροπημένου IBD. Υπάρχουν διαθέσιμοι 17 σχεδιασμοί

Box-Behnken για 3-12 και 16 παράγοντες με σχετικά μικρό αριθμό εκτελέσεων. Οι

δέκα από τους σχεδιασμούς αυτούς προκύπτουν από ισορροπημένους IBDs και οι

υπόλοιποι επτά από μερικώς ισορροπημένους IBDs. Οι σχεδιασμοί Box-Behnken για

4 και 7 παράγοντες είναι περιστρέψιμοι ενώ οι υπόλοιποι σχεδιασμοί είναι σχεδόν

περιστρέψιμοι. ´Ολοι οι Box-Behnken σχεδιασμοί μπορούν να χωριστούν σε ορθογώνια

μπλοκ εκτός από τις περιπτώσεις για 3 και 11 παράγοντες. Οι Nguyen και Borkowski

[92] ακολούθησαν μία παρόμοια διαδικασία και σε αρκετές περιπτώσεις βελτίωσαν

τους Box-Behnken σχεδιασμούς ως προς το συνολικό αριθμό εκτελέσεων και τα κρι-

τήρια περιστρεψιμότητας και εκτιμητικής ικανότητας χρησιμοποιώντας r/2 IBDs με

παραμέτρους (v, k, r). Η συγκεκριμένη μεθοδολογία ωστόσο έχει τον περιορισμό ότι

οι IBDs δεν υπάρχουν για κάθε επιλογή των παραμέτρων (v, k, r) οπότε δε μας προ-

σφέρει μεγάλη ευελιξία στην κατασκευή ειδικά όταν ϑέλουμε να περιορίσουμε αρκετά

τον αριθμό των πειραματικών εκτελέσεων.

Η προτεινόμενη μέθοδος βασίζεται στο συνδυασμό ενός ορθογώνιου σχηματισμού
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και ενός σχηματισμού κάλυψης ώστε να κατασκευάσουμε σχεδιασμούς δεύτερης τά-

ξης που είναι περιστρέψιμοι ή σχεδόν περιστρέψιμοι, απαιτούν μόνο τρία επίπεδα

για κάθε παράγοντα, έχουν υψηλή εκτιμητική ικανότητα και μικρό αριθμό εκτελέσεων.

Οι δύο αυτοί τύποι σχηματισμών είναι αρκετά ευέλικτοι και η χρήση τους πλεονεκτεί

εν συγκρίσει με τη χρήση των 2k παραγοντικών σχεδιασμών και των IBDs. Μπορού-

με να χρησιμοποιήσουμε σχηματισμούς κάλυψης με μικρό αριθμό εκτελέσεων, ενώ οι

ορθογώνιοι σχηματισμοί υπάρχουν και για δυνάμεις του 2 αλλά και για πολλαπλάσια

του 4. Για αυτόν το λόγο μας δίνεται η δυνατότητα να κατασκευάσουμε περιστρέψι-

μους σχεδιασμούς για τις περιπτώσεις με 4-16 παράγοντες ενώ μόνο οι Box-Behnken

σχεδιασμοί για 4 και 7 παράγοντες είναι περιστρέψιμοι. Επίσης, κατασκευάζουμε

σχεδιασμούς με τρία επίπεδα για 14, 15, 17, 18 και 19 παράγοντες, όπου οι μέθοδοι

[9], [10], [92] δε μπορούν να εφαρμοστούν αφού οι IBDs δεν είναι διαθέσιμοι για κάθε

επιλογή των παραμέτρων (v, k, r).

Παρακάτω αναφέρουμε εν συντομία κάποια βασικά στοιχεία για τα δύο αντικεί-

μενα που χρησιμοποιούμε στη μέθοδο κατασκευής.

Ορισμός 2.2. ´Ενας σχηματισμός κάλυψης (covering array, CA) με παραμέτρους (N,q, s, t)

είναι ένας N × q πίνακας με στοιχεία από ένα σύνολο s ≥ 2 συμβόλων έτσι ώστε σε

κάθε N× t υποπίνακα κάθε t-άδα να εμφανίζεται τουλάχιστον μία φορά.

Η παράμετρος t είναι η ισχύς της κάλυψης των αλληλεπιδράσεων, q είναι ο α-

ριθμός των συνιστωσών και s είναι ο αριθμός των συμβόλων για κάθε μία συνιστώσα.

´Ενας σχηματισμός κάλυψης είναι βέλτιστος όταν περιλαμβάνει τον ελάχιστο αριθμό

γραμμών. Περισσότερες λεπτομέρειες υπάρχουν στο [28].

Ορισμός 2.3. ´Ενας ορθογώνιος σχηματισμός (orthogonal array, OA) με παραμέτρους

(N,q, s, t) είναι ένας N× q πίνακας με στοιχεία από ένα σύνολο s ≥ 2 συμβόλων έτσι

ώστε σε κάθε N × t υποπίνακα κάθε t-άδα να εμφανίζεται ακριβώς λ φορές, όπου

λ = N
st

.

Η παράμετρος t είναι η ισχύς του πίνακα, q είναι ο αριθμός των παραγόντων

και s είναι ο αριθμός των επιπέδων των παραγόντων. Δύο ορθογώνιοι σχηματισμοί
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ονομάζονται ισόμορφοι εάν ο ένας μπορεί να προκύψει από τον άλλον με μία ακο-

λουθία μεταθέσεων γραμμών ή/και μεταθέσεων στηλών ή/και μεταθέσεων επιπέδων σε

κάθε στήλη. Ο έλεγχος του ισομορφισμού για τους ορθογώνιους σχηματισμούς είναι

υπολογιστικά επίπονος ειδικά για μεγάλες παραμέτρους, παρέχει όμως μία πλήρη λί-

στα μη ισόμορφων σχεδιασμών οι οποίοι έχουν διαφορετικές ιδιότητες και μπορούν να

χρησιμοποιηθούν ανάλογα με τις εκάστοτε πειραματικές συνθήκες. Για περισσότερα

στοιχεία περί των ορθογώνιων σχηματισμών ο αναγνώστης παραπέμπεται στο [58].

Συνδυάζοντας λοιπόν τους σχηματισμούς κάλυψης και τους ορθογώνιους σχημα-

τισμούς προτείνουμε μία νέα μέθοδο κατασκευής σχεδιασμών δεύτερης τάξης σε τρία

επίπεδα. Για την κατασκευή ενός σχεδιασμού δεύτερης τάξης με k κύριες επιδράσεις

χρησιμοποιούμε ένα σχηματισμό κάλυψης με παραμέτρους (m,k, 2, 2) και ένα ορθο-

γώνιο σχηματισμό με παραμέτρους (n, l, 2, t), όπου το l ισούται με το μέγιστο αριθμό

μονάδων που υπάρχει σε κάθε διάνυσμα γραμμή του σχηματισμού κάλυψης. Υπερ-

ϑέτουμε την i στήλη του ορθογώνιου σχηματισμού στην i μονάδα κάθε γραμμής του

σχηματισμού κάλυψης και ταυτόχρονα υπερθέτουμε ένα n×1 μηδενικό διάνυσμα σε κά-

ϑε στοιχείο του σχηματισμού κάλυψης που είναι μηδέν. Ο σχεδιασμός που προκύπτει

είναι ένας σχεδιασμός με τρία επίπεδα και N = n ×m εκτελέσεις και k παράγοντες.

Να σημειωθεί ότι δε χρησιμοποιούμε πάντα τους βέλτιστους σχηματισμούς κάλυψης

επειδή μας δίνουν σχεδιασμούς με χαμηλή εκτιμητική ικανότητα. Επίσης χρειάζεται

να χρησιμοποιήσουμε ορθογώνιους σχηματισμούς οι οποίοι δεν αναμειγνύουν κύριες

επιδράσεις και αλληλεπιδράσεις δεύτερης τάξης με άλλες κύριες επιδράσεις ή αλ-

ληλεπιδράσεις δεύτερης τάξης ώστε να εξασφαλίσουμε την περιστρεψιμότητα των

σχεδιασμών.

Τα παραπάνω συνοψίζονται στο ακόλουθο ϑεώρημα βάσει του οποίου μπορούμε

να κατασκευάσουμε περιστρέψιμους σχεδιασμούς δεύτερης τάξης με k παράγοντες.

Θεώρημα 2.4. ´Εστω Α ένας σχηματισμός κάλυψης CA(m,k, 2, 2) τέτοιος ώστε ο α-

ριθμός των μονάδων σε κάθε στήλη είναι τριπλάσιος του αριθμού των ζευγών (1,1) σε

κάθε δύο στήλες και Β ένας ορθογώνιος σχηματισμός OA(n, l, 2, t) αναλυτικής τάξης

V ή μεγαλύτερης. Εάν υπερθέσουμε τις στήλες του Β σε κάθε μονάδα του Α ο σχεδια-
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σμός που ϑα προκύψει ϑα είναι ένας περιστρέψιμος σχεδιασμός δεύτερης τάξης σε

τρία επίπεδα με N = n×m εκτελέσεις και k παράγοντες.

Απόδειξη. Πράγματι, οι συνθήκες 1-3 της παραγράφου 2.2 ικανοποιούνται αφού ο Β

είναι ένας ορθογώνιος σχηματισμός με αναλυτική τάξη τουλάχιστον V . Επίσης, και η

συνθήκη 4 ικανοποιείται καθώς ο αριθμός των ±1 σε κάθε στήλη του σχεδιασμού είναι

τριπλάσιος του αριθμού των ζευγών (±1,±1) σε κάθε δύο στήλες του σχεδιασμού.

Ωστόσο υπάρχουν περιπτώσεις όπου οι περιστρέψιμοι σχεδιασμοί απαιτούν έ-

να μεγάλο αριθμό πειραματικών εκτελέσεων. Οπότε υπάρχει πρακτικό ενδιαφέρον

στο να κατασκευάσουμε και σχεδόν περιστρέψιμους σχεδιασμούς με μικρότερο αριθμό

εκτελέσεων. Για το σκοπό αυτό χρησιμοποιούμε ορθογώνιους σχηματισμούς μικρότε-

ρης αναλυτικής τάξης και κατασκευάζουμε σχεδόν περιστρέψιμους σχεδιασμούς τριών

επιπέδων με μικρότερο αιρθμό εκτελέσεων από τους αντίστοιχους περιστρέψιμους.

Επίσης για τον ίδιο σκοπό μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε σχηματισμούς κάλυψης με

μικρότερο αριθμό γραμμών από τους αντίστοιχους σχηματισμούς κάλυψης που ϑεω-

ρούμε στο Θεώρημα 2.4.

Παράδειγμα 2.5. ´Εστω ότι ϑέλουμε να κατασκευάσουμε ένα σχεδιασμό δεύτερης

τάξης για την εκτίμηση των παραμέτρων του μοντέλου (1.2) με k = 5 πειραματικούς

παράγοντες. Πρώτα ϑεωρούμε ένα σχηματισμό κάλυψης με παραμέτρους (7,5,2,2):

1 0 0 1 1
1 0 1 0 0
1 1 0 0 0
0 1 1 0 1
0 1 0 1 0
0 0 1 1 0
0 0 0 0 1

και τις στήλες c1, c2, c3 του ορθογώνιου σχηματισμού (4,3,2,2) (που είναι ισοδύναμος

του 23−1 κλασματικού παραγοντικού σχεδιασμόύ), c1 = (−1, 1,−1, 1) ′, c2 = (−1,−1, 1, 1) ′,

c3 = (1,−1,−1, 1) ′. Εάν υπερθέσουμε την κάθε μία στήλη του ορθογώνιου σχηματισμού
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σε κάθε μονάδα του σχηματισμού κάλυψης παίρνουμε τον ακόλουθο 28 × 5 πίνακα

όπου συμβολίζουμε με 0 το 4× 1 μηδενικό διάνυσμα.

c1 0 0 c2 c3
c1 0 c2 0 0
c1 c2 0 0 0
0 c1 c2 0 c3
0 c1 0 c2 0
0 0 c1 c2 0
0 0 0 0 c1

Ο σχεδιασμός που κατασκευάσαμε είναι σχεδόν περιστρέψιμος (η τιμή του κρι-

τηρίου Q∗ είναι 0.9667) και έχει Deff = 82% για την εκτίμηση των 21 επιδράσεων.

Επιπλέον χρησιμοποιώντας το Θεώρημα 2.4 μπορούμε να κατασκευάσουμε έναν πε-

ριστρέψιμο σχεδιασμό με 5 παράγοντες χρησιμοποιώντας τον πλήρη 23 παραγοντικό

σχεδιασμό ως τον ορθογώνιο σχηματισμό που χρειαζόμαστε ο οποίος έχει αναλυτι-

κή τάξη V . Ο περιστρέψιμος αυτός σχεδιασμός έχει 54 πειραματικές εκτελέσεις και

Deff = 93%.

2.4 Νέοι σχεδιασμοί τριών επιπέδων

Στον Πίνακα 2.1 παρουσιάζουμε τους 58 νέους σχεδιασμούς δεύτερης τάξης που κατα-

σκευάσαμε χρησιμοποιώντας την προτεινόμενη μέθοδο. Συγκρίνουμε τους σχεδιασμούς

αυτούς με τους 13 σχεδιασμούς των Nguyen και Borkowski [92] ως προς τα κριτήρια

περιστρεψιμότητας, εκτιμητικής και προβλεπτικής ικανότητας καθώς και ως προς τον

αριθμό των πειραματικών εκτελέσεων που απαιτούν. Θεωρούμε ένα CA(m,k, 2, 2) για

την κατασκευή σχεδιασμών με διαφορετικό αριθμό παραγόντων και αριθμό εκτελέσε-

ων, ενώ εξετάζουμε όλους τους μη ισόμορφους ορθογώνιους σχηματισμούς με παρα-

μέτρους (n, l, 2, t) για κάθε μία περίπτωση. Ο αριθμός των γραμμών και των στηλών

για τους σχηματισμούς κάλυψης και τους ορθογώνιους σχηματισμούς που χρησιμο-

ποιούμε σε κάθε περίπτωση φαίνεται στην τρίτη και τέταρτη στήλη του Πίνακα 2.1.
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Ο συνδυασμός του σχηματισμού κάλυψης με όλους τους μη ισόμορφους ορθογώνιους

σχηματισμούς οδηγεί στην κατασκευή πολυάριθμων σχεδιασμών δεύτερης τάξης με

διαφορετικές ιδιότητες για κάθε k και N. Στον Πίνακα 2.1 αναφέρουμε τον καλύτερο

σχεδιασμό που προκύπτει για κάθε περίπτωση ως προς τις τιμές των κριτηρίων Q∗

και Deff. Συμβολίζουμε τους σχεδιασμούς που κατασκευάζουμε ως SOD_N_k όπου N

είναι ο συνολικός αριθμός εκτελέσεων και k είναι ο αριθμός των παραγόντων, ενώ

διατηρούμε το συμβολισμό που χρησιμοποιούν οι συγγραφείς για τους σχεδιασμούς

στο [92]. Ο αριθμός των κεντρικών σημείων που προσθέτουμε σε κάθε σχεδιασμό α-

ναγράφεται στη στήλη n0. Οι τιμές των κριτηρίων Q∗, Deff και I υπολογίζονται βάσει

των σχέσεων που είδαμε στην Παράγραφο 2.2 για τους προτεινόμενους σχεδιασμούς

καθώς και τους σχεδιασμούς από το [92] με τους οποίους τους συγκρίνουμε.

Πίνακας 2.1: Αποτελέσματα και σύγκριση των σχεδιασμών

k Σχεδιασμός CA(m,k) OA(n, l) N n0 Q∗ Deff I

3 SOD_24_3 (6,3) (4,2) 24 - 1.000 0.920 0.417
4 SOD_25_4 (6,4) (4,2) 25 1 1.000 0.896 0.600
5 SOD_28_5 (7,5) (4,3) 28 - 0.967 0.817 0.750

SOD_56_5 (7,5) (8,3) 56 - 1.000 0.930 0.375
D536 46 6 0.991 0.953 0.457

6 SOD_28_6 (7,6) (4,3) 28 - 0.954 0.729 1.000
SOD_56_6 (7,6) (8,3) 56 - 1.000 0.922 0.500
D636 54 6 0.996 0.947 0.519

7 SOD_57_7 (7,7) (8,3) 57 1 1.000 0.918 0.632
D736 62 6 1.000 0.940 0.581

8 SOD_88_8 (11,8) (8,5) 88 - 0.973 0.844 0.511
SOD_120_8 (15,8) (8,4) 120 - 0.998 0.859 0.375
SOD_132_8 (11,8) (12,5) 132 - 0.989 0.910 0.341
SOD_180_8 (15,8) (12,4) 180 - 0.995 0.914 0.250
SOD_240_8 (15,8) (16,4) 240 - 1.000 0.939 0.188
D8312 136 8 0.998 0.924 0.331
D848 136 8 0.997 0.964 0.331
D8318 208 16 0.999 0.927 0.216

Συνέχεια στην επόμενη σελίδα
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Πίνακας 2.1 – Συνέχεια από προηγούμενη σελίδα
k Σχεδιασμός CA(m,k) OA(n, l) N n0 Q∗ Deff I

9 SOD_88_9 (11,9) (8,5) 88 - 0.972 0.795 0.625
SOD_120_9 (15,9) (8,4) 120 - 0.997 0.827 0.458
SOD_132_9 (11,9) (12,5) 132 - 0.987 0.888 0.417
SOD_180_9 (15,9) (12,4) 180 - 0.993 0.903 0.306
SOD_240_9 (15,9) (16,4) 240 - 1.000 0.935 0.229
D934 104 8 0.999 0.918 0.529
D948 154 10 0.998 0.952 0.357

10 SOD_88_10 (11,10) (8,5) 88 - 0.972 0.745 0.750
SOD_121_10 (15,10) (8,4) 121 1 0.997 0.796 0.546
SOD_132_10 (11,10) (12,5) 132 - 0.985 0.860 0.500
SOD_184_10 (15,10) (12,4) 184 4 0.992 0.902 0.359
SOD_241_10 (15,10) (16,4) 241 1 1.000 0.923 0.274
D1048 170 10 0.998 0.944 0.388

11 SOD_128_11 (16,11) (8,3) 128 - 0.981 0.795 0.609
SOD_192_11 (16,11) (12,6) 192 - 0.990 0.858 0.406
SOD_256_11 (16,11) (16,6) 256 0.990 0.912 0.305
SOD_320_11 (16,11) (20,6) 320 0.996 0.920 0.244
SOD_512_11 (16,11) (32,6) 512 - 1.000 0.952 0.152
D1148 188 12 0.998 0.937 0.415

12 SOD_128_12 (16,12) (8,3) 128 - 0.979 0.744 0.711
SOD_192_12 (16,12) (12,6) 192 - 0.989 0.841 0.474
SOD_256_12 (16,12) (16,6) 256 0.990 0.911 0.355
SOD_320_12 (16,12) (20,6) 320 0.996 0.916 0.284
SOD_512_12 (16,12) (32,6) 512 - 1.000 0.954 0.178
D1248 204 12 0.998 0.934 0.446

13 SOD_128_13 (16,13) (8,3) 128 - 0.977 0.678 0.820
SOD_192_13 (16,13) (12,6) 192 - 0.987 0.820 0.547
SOD_256_12 (16,13) (16,6) 256 0.989 0.908 0.410
SOD_320_12 (16,13) (20,6) 320 0.995 0.910 0.328
SOD_512_13 (16,13) (32,6) 512 - 1.000 0.955 0.205
D1344 220 12 0.999 0.933 0.477

14 SOD_128_14 (16,14) (8,3) 128 - 0.975 0.577 0.938
SOD_192_14 (16,14) (12,6) 192 - 0.986 0.792 0.625
SOD_256_14 (16,14) (16,6) 256 - 0.988 0.902 0.469

Συνέχεια στην επόμενη σελίδα
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Πίνακας 2.1 – Συνέχεια από προηγούμενη σελίδα
k Σχεδιασμός CA(m,k) OA(n, l) N n0 Q∗ Deff I

SOD_320_14 (16,14) (20,6) 320 - 0.995 0.900 0.375
SOD_512_14 (16,14) (32,6) 512 - 1.000 0.955 0.234

15 SOD_192_15 (16,15) (12,6) 192 - 0.985 0.756 0.708
SOD_256_15 (16,15) (16,6) 256 - 0.987 0.892 0.531
SOD_320_15 (16,15) (20,6) 320 - 0.995 0.890 0.425
SOD_512_15 (16,15) (32,6) 512 - 1.000 0.954 0.266

16 SOD_193_16 (16,16) (12,6) 193 1 0.984 0.688 0.793
SOD_257_16 (16,16) (16,6) 257 1 0.986 0.880 0.595
SOD_324_16 (16,16) (20,6) 324 4 0.994 0.881 0.472
SOD_513_16 (16,16) (32,6) 513 1 1.000 0.949 0.298
D1645 330 10 0.997 0.925 0.464

17 SOD_228_17 (19,17) (12,10) 228 - 0.970 0.659 0.750
SOD_304_17 (19,17) (16,10) 304 - 0.984 0.711 0.563
SOD_380_17 (19,17) (20,10) 380 - 0.982 0.827 0.450

18 SOD_228_18 (19,18) (12,10) 228 - 0.969 0.602 0.833
SOD_304_18 (19,18) (16,10) 304 - 0.980 0.702 0.625
SOD_381_18 (19,18) (20,10) 381 1 0.981 0.806 0.499

19 SOD_305_19 (19,19) (16,10) 305 1 0.976 0.683 0.689
SOD_381_19 (19,19) (20,10) 381 1 0.979 0.772 0.551

Ο συνδυασμός των σχηματισμών κάλυψης και των ορθογώνιων σχηματισμών μας

επιτρέπει να κατασκευάσουμε νέους σχεδιασμούς δεύτερης τάξης με οικονομικό αριθ-

μό εκτελέσεων και καλές ιδιότητες. Οι νέοι σχεδιασμοί απαιτούν λιγότερες εκτελέσεις

από τους σχεδιασμούς που χρησιμοποιούνται συνήθως και ταυτόχρονα διατηρούν πο-

λύ καλές τις τιμές των κριτηρίων. Επιπλέον η χρήση του Θεωρήματος 2.4 μας παρέχει

έναν αποτελεσματικό τρόπο κατασκευής νέων περιστρέψιμων σχεδιασμών τριών επι-

πέδων. Σε περιπτώσεις που ο αριθμός των εκτελέσεων που απαιτεί ένας περιστρέ-

ψιμος σχεδιασμός είναι απαγορευτικός, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε αντί αυτού

ένα σχεδόν περιστρέψιμο σχεδιασμό με λιγότερες εκτελέσεις. Να σημειώσουμε επίσης

ότι καταφέραμε να κατασκευάσουμε σχεδιασμούς δεύτερης τάξης για τις περιπτώσεις

των 14, 15, 17, 18, 19 παραγόντων όπου οι προαναφερθείσες μέθοδοι [9], [10], [92] δε
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μπορούν να εφαρμοστούν.



Κεφάλαιο 3

Μέθοδος κατασκευής σχεδιασμών

πέντε επιπέδων

Στο κεφάλαιο αυτό προτείνουμε μία μέθοδολογία για την κατασκευή περιστρέψιμων

σχεδιασμών δεύτερης τάξης για τη διευρεύνηση και τη βελτιστοποίηση αποκριτικών

επιφανειών. Η συγκεκριμένη αυτή μεθοδολογία βασίζεται στη χρήση μίας άπειρης

κλάσης τμηματικών συνόλων διαφορών. Οι σχεδιασμοί που κατασκευάζονται σύμφωνα

με την προτεινόμενη μέθοδο είναι περιστρέψιμοι με υψηλή εκτιμητική ικανότητα και

επίσης έχουν και καλές προβλεπτικές ιδιότητες.

3.1 Σύντομη ανασκόπηση

Η μεθοδολογία των αποκριτικών επιφανειών χρησιμοποιείται σε πειράματα όπου το

κύριο ενδιαφέρον είναι ο καθορισμός της σχέσης μεταξύ της απόκρισης και της διά-

ταξης ενός συνόλου πειραματικών παραγόντων και η εύρεση εκείνου του συνδυασμού

των επιπέδων των παραγόντων που δίνει την καλύτερη αναμενόμενη απόκριση. Οι

σχεδιασμοί αποκριτικών επιφανειών παρέχουν επίσης πληροφορία για το ρυθμό αλλα-

γής της μεταβλητής απόκρισης και μπορούν να ανιχνεύσουν πιθανές αλληλεπιδράσεις

μεταξύ των παραγόντων. Η κλάση αυτή σχεδιασμών εφαρμόζεται ευρέως στη βιομη-

χανία, σε χημικά και γεωργικά πειράματα, καθώς και σε βιοτεχνολογικές διαδικασίες
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[14], [37], [46], [47], [84], [90].

Στο κεφάλαιο αυτό ασχολούμαστε με την κατασκευή σχεδιασμών δεύτερης τάξης

οι οποίοι απαιτούν πέντε επίπεδα κωδικοποιημένα ως −b, −1, 0, 1, b για κάθε μία

από τις επεξηγηματικές μεταβλητές. Οι Box και Behnken [9], [10] εισήγαγαν μία κλάση

σχεδιασμών δεύτερης τάξης σε τρία επίπεδα για την προσαρμογή αποκριτικών επι-

φανειών δεύτερης τάξης πάνω σε μία σφαιρική περιοχή συνδυάζοντας παραγοντικούς

σχεδιασμούς δύο επιπέδων και μη πλήρεις σχεδιασμούς κατά μπλοκ. 17 σχεδιασμοί

Box-Behnken είναι διαθέσιμοι για 3-12 και 16 παράγοντες. Ο Crosier [29] βρήκε νέ-

ους σχεδιασμούς για τις περιπτώσεις των 9, 10 και 13 παραγόντων βασιζόμενος στη

μεθοδολογία κατασκευής των Box και Behnken. Ο Mee [84] πρότεινε τη χρήση των

D−βέλτιστων και I−βέλτιστων σχεδιασμών τριών επιπέδων για περιοχές σφαιρικών

σχεδιασμών με τρεις ή περισσότερους παράγοντες. Οι Zhang κ.ά. [118] εισήγαγαν

μικρούς Box-Behnken σχεδιασμούς οι οποίοι προκύπτουν επίσης από ισορροπημέ-

νους ή μερικώς ισορροπημένους μη πλήρεις σχεδιασμούς κατά μπλοκ αλλά οι αγωγές

αντικαθίστανται κατά ένα μέρος από κλασματικούς παραγοντικούς σχεδιασμούς και

κατά ένα μέρος από πλήρεις παραγοντικούς σχεδιασμούς. ´Ενας πολύ χρήσιμος τύπος

σχεδιασμών δεύτερης τάξης είναι οι κεντρικοί σύνθετοι σχεδιασμοί τους οποίους εισή-

γαγαν πρώτοι οι Box και Wilson [18]. Οι σχεδιασμοί αυτοί απαιτούν πέντε επίπεδα

και είναι πολύ οικονομικοί σε αριθμό εκτελέσεων. Ο Crosier [29] κατασκεύασε σχε-

διασμούς για 6, 8 και 10 παράγοντες οι οποίοι αποτελούν περιστροφές των κεντρικών

σύνθετων σχεδιασμών.

3.2 Κριτήρια αξιολόγησης των σχεδιασμών

Το ενδιαφέρον μας επικεντρώνεται πάλι στην προσαρμογή ενός μοντέλου δεύτερης

τάξης (Σχέση 1.2) για τη μελέτη της σχέσης της μεταβλητής απόκρισης και των επε-

ξηγηματικών μεταβλητών. ´Οπως έχουμε αναφέρει και στα προηγούμενα, στην περί-

πτωση ενός σχεδιασμού δεύτερης τάξης με k πειραματικούς παράγοντες ο πίνακας

μοντέλου X αποτελείται από p = (k+1)(k+2)
2 στήλες οι οποίες αντιστοιχούν στα διανύ-
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σματα συντελεστών του σταθερού όρου, των γραμμικών και τετραγωνικών όρων και

των όρων αλληλεπίδρασης όπως ορίζονται στη Σχέση 1.2. Ο πίνακας X περιλαμβάνει

μία γραμμή της μορφής:

f(x) = [1, x1, . . . , xk, x21 , . . . , x21 , x1x2, . . . , xk−1xk]

για κάθε σημείο του σχεδιασμού x = [x1, . . . , xk].

Επίσης ϑέλουμε οι σχεδιασμοί που ϑα κατασκευάσουμε να έχουν καλές ιδιότητες.

Για να μετρήσουμε το βαθμό περιστρεψιμότητας των νέων σχεδιασμών χρησιμοποιούμε

το κριτήριο Q∗. Εξίσου σημαντικό χαρακτηριστικό της περιστρεψιμότητας είναι και η

εκτιμητική ικανότητα του σχεδιασμού. Οι Box και Draper [19] πρότειναν ως μέτρο της

εκτιμητικής ικανότητας τη μεγιστοποίηση της ορίζουσας του πίνακα πληροφορίας.

Εμείς υπολογίζουμε τις τιμές της σχετικής D− efficiency ως{
|X ′X|

|X ′optXopt|

}1/p

,

όπου με X συμβολίζουμε τον πίνακα μοντέλου του σχεδιασμού που κατασκευά-

ζουμε και με Xopt τον πίνακα μοντέλου για τον αντίστοιχο D−βέλτιστο σχεδιασμό.

Οι D−βέλτιστοι σχεδιασμοί που χρησιμοποιούμε για τις συγκρίσεις προέκυψαν α-

πό 10000 εκτελέσεις του τροποποιημένου αλγόριθμου Fedorov όπως υλοποιείται στο

πρόγραμμα SAS.

Τελευταία έχει αναπτυχθεί ιδιαίτερο ενδιαφέρον και για την αποδοτικότητα ενός

σχεδιασμού ως προς την ακρίβεια πρόβλεψης που έχει, και αυτό γιατί οι καλές προ-

βλεπτικές ιδιότητες είναι ουσιαστικές σε μία διαδικασία βελτιστοποίησης. Η προβλε-

πτική αποδοτικότητα ενός σχεδιασμού μπορεί να μετρηθεί με το I-κριτήριο το οποίο

στοχεύει στην ελαχιστοποίηση της μέσης προβλεπτικής διασποράς:

average variance =

∫
χ f
′(x)(X ′X)−1f(x)dx∫

χ dx

πάνω στην πειραματική περιοχή χ. Υπολογίζουμε τις σχετικές τιμές του I−κριτηρίου

ως: ∫
χ f
′(x)(X ′optXopt)

−1f(x)dx∫
χ f ′(x)(X ′X)−1f(x)dx

=
trace

[
(X ′optXopt)

−1M
]

trace
[
(X ′X)−1M

] ,
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όπου με χ συμβολίζουμε τη σφαιρική περιοχή σχεδιασμού και Μ είναι ο πίνακας

ροπών,

M =

∫
χ

f(x)f ′(x)dx.

Για τον υπολογισμό του πίνακα ροπών ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης μπορεί να βρει

υποδείξεις στο [53].

3.3 Προτεινόμενη μεθοδολογία

Η μέθοδος κατασκευής σχεδιασμών δεύτερης τάξης που παρουσιάζουμε βασίζεται στη

χρήση τμηματικών συνόλων διαφορών (supplementary difference sets, SDS) με παρα-

μέτρους e− {υ;k; λ} = υ−1
2 − {υ; 2; 1}. Εκτενής μελέτη των κυκλικών συνόλων διαφορών

υπάρχει στο βιβλίο του Baumert [5].

Ο ορισμός των τμηματικών συνόλων διαφορών είναι ο ακόλουθος.

Ορισμός 3.1. ´Εστω ότι τα S1, S2, . . . , Se είναι υποσύνολα του Zυ = {0, 1, . . . , v − 1} (ή

οποιασδήποτε άλλης πεπερασμένης αβελιανής ομάδας τάξης υ) τα οποία περιέχουν

k1, k2, . . . , ke στοιχεία αντίστοιχα. ´Εστω Ti το σύνολο όλων των διαφορών μεταξύ των

στοιχείων του Si (με επαναλήψεις), και έστω T το σύνολο όλων των στοιχείων των Ti.

Εάν το T περιέχει κάθε μη μηδενικό στοιχείο του Zυ ένα σταθερό αριθμό φορών, έστω

λ, τότε τα σύνολα S1, S2, . . . , Se ονομάζονται e − {υ;k1, k2, . . . , ke; λ} τμηματικά σύνολα

διαφορών.

Οι παράμετροι των e − {υ;k1, k2, . . . , ke; λ} τμηματικών συνόλων διαφορών ικανο-

ποιούν τη σχέση:

λ(υ− 1) =
e∑
i=1
ki(ki − 1). (3.2)

Εάν k1 = k2 = · · · = ke = k, συμβολίζουμε τα e τμηματικά σύνολα διαφορών ως

e− {υ;k; λ} και η Εξίσωση (3.2) γίνεται:

λ(υ− 1) = ek(k− 1).

Περισσότερες λεπτομέρειες για τα τμηματικά σύνολα διαφορών μπορούν να βρεθούν

στο [103].
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Στην προτεινόμενη κατασκευαστική μέθοδο χρησιμοποιούμε τα τμηματικά σύνολα

διαφορών που εισήγαγαν οι Koukouvinos κ.ά. [66] σύμφωνα με το παρακάτω ϑεώρημα.

Θεώρημα 3.3. ´Εστω C1, C2, . . . , Ce δισύνολα του Zv (ή άλλης πεπερασμένης αβελιανής

ομάδας τάξης v) όπου v = 2e + 1, Ci = {i, v − i}, i = 1, 2, . . . , v−1
2 = 1, 2, . . . , e. Τότε τα

σύνολα C1, C2, . . . , Ce αποτελούν ένα e− {v; 2; 1} τμηματικό σύνολο διαφορών.

Χρησιμοποιώντας αυτά τα σύνολα διαφορών κατασκευάζουμε περιστρέψιμους σχε-

διασμούς δεύτερης τάξης με m παράγοντες οι οποίοι αποτελούνται από ένα παρα-

γοντικό τμήμα με συνδυασμούς επιπέδων (−1, 1, 0) συν ένα σύνολο από 2m αξονικά

σημεία σε απόσταση b από το κέντρο του σχεδιασμου. Η μέθοδος κατασκευής εφαρ-

μόζεται σύμφωνα με την ακόλουθη διαδικασία.

• Θεωρούμε πρώτα ένα e − {υ; 2; 1} τμηματικό σύνολο διαφορών, όπου για το e

ισχύει ότι e = υ−1
2 . ´Εστω A ο πίνακας πρόσπτωσης του e− {υ; 2; 1} και έστω A ′

ο πίνακας που προκύπτει από τον A αν αντικαταστήσουμε στον A κάθε μηδέν

με μονάδα και κάθε μονάδα με μηδέν.

• Θεωρούμε τώρα τις πρώτες υ−1
2 στήλες του A ′. Παίρνουμε έτσι έναν πίνακα με

e γραμμές και e στήλες, όπου e = υ−1
2 , του οποίου κάθε στήλη έχει ένα μηδενικό

στοιχείο και e− 1 στοιχεία ίσα με 1.

• Υπερθέτουμε ένα 2e−r κλασματικό παραγοντικό σχεδιασμό στις μονάδες κάθε

μίας γραμμής του πίνακα και ένα 2e−r × 1 διάνυσμα με όλα τα στοιχεία του ίσα

με το μηδέν σε κάθε ένα μηδενικό στοιχείο. Κατά αυτόν τον τρόπο παίρνουμε

ένα σχεδιασμό τριών επιπέδων με e στήλες και (e− 1)× 2e−r γραμμές.

• Προσθέτουμε ένα αξονικό σημείο ±b σε κάθε στήλη του σχεδιασμού ώστε να

εξασφαλίσουμε ότι ϑα είναι περιστρέψιμος. Το b πρέπει να ισούται με a1/4,

όπου a = (2e− 5) · 2e−r−1.

Για να έχει ο σχεδιασμός μας σχετικά μικρό αριθμό εκτελέσεων ϑα πρέπει να

επιλέγουμε όσο το δυνατόν μικρότερα κλάσματα ενός 2e παραγοντικού σχεδιασμού.
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Ωστόσο για να εξασφαλίσουμε την περιστρεψιμότητα του σχεδιασμού χρειάζεται να

επιλέγουμε κλάσματα αναλυτικής τάξης τουλάχιστον V .

Στο επόμενο ϑεώρημα αποδεικνύουμε ότι οι σχεδιασμοί που προκύπτουν με την

παραπάνω μεθοδολογία είναι περιστρέψιμοι.

Θεώρημα 3.4. ´Εστω ένα τμηματικό σύνολο διαφορών με παραμέτρους e − {υ; 2; 1},

όπου e = υ−1
2 . Με αυτό το τμηματικό σύνολο διαφορών μπορούμε να κατασκευάσουμε

έναν περιστρέψιμο σχεδιασμό με m = v−1
2 παράγοντες σε πέντε επίπεδα (±1, 0, ±b)

και n = m·2t(m)+na εκτελέσεις. Συμβολίζουμε με 2t(m)
ένα κλάσμα του 2m σχεδιασμού

με επίπεδα ±1 και na τον αριθμό των αξονικών σημείων.

Απόδειξη. Η χρήση ενός 2t(m) κλάσματος αναλυτικής τάξης V εξασφαλίζει ότι ο προ-

κύπτων σχεδιασμός ϑα έχει τον ίδιο αριθμό +1 και −1 σε κάθε του στήλη (ισορροπη-

μένος) και ότι οι στήλες του ϑα είναι ανά δύο ορθογώνιες. Άμεσα συνεπάγεται ότι ϑα

ισχύουν οι πρώτες τρεις συνθήκες περιστρεψιμότητας, αφού η πρόσθεση των αξονικών

σημείων δεν επηρεάζει το αποτέλεσμα αυτό. Οπότε έχουμε ότι
∑
xi = 0,

∑
x3i = 0,∑

xixj = 0,
∑
xix

2
j = 0,

∑
xix

3
j = 0,

∑
xixjxk = 0,

∑
xixjx

2
k = 0,

∑
xixjxkxl = 0 για

i 6= j 6= k 6= l, και
∑
x2i = 2t(m)(e − 1) + 2b2,

∑
x4i = 2t(m)(e − 1) + 2b4 για i = 1, . . . , e

και b4 = 2t(m)(2e−5)
2 . Επίσης είναι

∑
x2i x

2
j = 2t(m)(e− 2). Άρα:

∑
x4i∑
x2i x

2
j

=
2t(m)(e− 1) + 2b4

2t(m)(e− 2)

=
2t(m)(e− 1) + 2 · 2t(m)(2e−5)

2
2t(m)(e− 2)

=
3 · 2t(m)(e− 2)
2t(m)(e− 2)

= 3.

για i 6= j, και ισχύει και η τέταρτη συνθήκη περιστρεψιμότητας.

Παράδειγμα 3.5. ´Εστω ότι ϑέλουμε να κατασκευάσουμε ένα σχεδιασμό δεύτερης

τάξης με τέσσερις παράγοντες. Θεωρούμε υ = 9 και e = 4. Χρησιμοποιώντας το
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Θεώρημα 3.3 παίρνουμε τα σύνολα C1 = {1, 8}, C2 = {2, 7}, C3 = {3, 6}, C4 = {4, 5}. Τα

σύνολα Ci, i = 1, . . . ,4 είναι 4 − {9; 2; 1} τμηματικά σύνολα διαφορών. Θεωρούμε τον

πίνακα A ′ του πίνακα πρόσπτωσης του τμηματικού συνόλου διαφορών και παίρνουμε

τις πρώτες τέσσερις στήλες. Σχηματίζουμε έτσι τον πίνακα:


0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

 .
Παίρνουμε τώρα το 24−1 κλασματικό σχεδιασμό με 8 εκτελέσεις και υπερθέτουμε

κάθε μία στήλη του κλάσματος σε κάθε μία μονάδα του πίνακα. Επίσης υπερθέτουμε

το 8 × 1 μηδενικό διάνυσμα σε κάθε μηδενικό στοιχείο του πίνακα. Κατασκεύαζουμε

έτσι τον επόμενο σχεδιασμό σε τρία επίπεδα:


0 ±1 ±1 ±1
±1 0 ±1 ±1
±1 ±1 0 ±1
±1 ±1 ±1 0


όπου με 0 συμβολίζουμε ένα διάνυσμα με οκτώ μηδενικά στοιχεία και με (±1±1±1±1)

συμβολίζουμε ένα 24−1 κλασματικό σχεδιασμό.

Για να εξασφαλίσουμε την περιστρεψιμότητα του σχεδιασμού προσθέτουμε ένα

αξονικό σημείο ±b σε κάθε στήλη για το οποίο ισχύει ότι b = ((2e − 5) · 2t(m)−1)1/4 =

121/4. ´Ετσι παίρνουμε το σχεδιασμό με 4 παράγοντες, καθένα σε 5 επίπεδα, και 40

εκτελέσεις:



0 ±1 ±1 ±1
±1 0 ±1 ±1
±1 ±1 0 ±1
±1 ±1 ±1 0
±b 0 0 0
0 ±b 0 0
0 0 ±b 0
0 0 0 ±b


.
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´Εχουμε
∑
xi = 0,

∑
x3i = 0,

∑
xixj = 0,

∑
xix

2
j = 0,

∑
xix

3
j = 0,

∑
xixjxk = 0,∑

xixjx
2
k = 0,

∑
xixjxkxl = 0 για i 6= j 6= k 6= l.

Επίσης, b4 = 2t(m)(2e−5)
2 = 1.86124, οπότε

∑
x2i = 2t(m)(e − 1) + 2b2 = 30.9282,∑

x4i = 2t(m)(e − 1) + 2b4 = 16 για i = 1, . . . , 5,
∑
x2i x

2
j = 2t(m)(e − 2) = 48, για i 6= j.

Επομένως,

∑
x4i∑
x2i x

2
j

=
48
16

= 3,

άρα ο σχεδιασμός μας είναι περιστρέψιμος.

Παράδειγμα 3.6. Υποθέτουμε ότι μας ενδιαφέρει να μελετήσουμε πώς 4 παράγον-

τες σε 5 επίπεδα ο καθένας επηρεάζουν μία μεταβλητή απόκρισης y. Μπορού-

με να χρησιμοποιήσουμε το σχεδιασμό που φτιάξαμε στο προηγούμενο παράδειγ-

μα για να προσαρμόσουμε ένα μοντέλο δεύτερης τάξης στα δεδομένα. Προσομοιώ-

νουμε δεδομένα από ένα μοντέλο δεύτερης τάξης σύμφωνα με την Εξίσωση (1.2),

y = 0.5 + 3x1 + 4x2 + +3x4 + 3x21 + 2x22 + 2x1x2 + ε, όπου ε ∼ N40(040, I40) (δηλα-

δή το ε είναι ένας ανεξάρτητος όρος σφάλματος και ακολουθεί την πολυμεταβλητή

Κανονική κατανομή με μηδενικό διάνυσμα μέσου και πίνακα διασποράς τον ταυτο-

τικό πίνακα). Εκτελώντας την ανάλυση διασποράς προκύπτει ότι οι παράγοντες

x1, x2, x4, η αλληλεπίδραση x1x2, οι τετραγωνικοί όροι x21 και x22 είναι σημαντικοί

σε επίπεδο σημαντικότητας α = 1%. Το εκτιμώμενο μοντέλο δίνεται από τη σχέση

ŷ = 0.273 + 2.739x1 + 3.918x2 + 3.031x4 + 3.157x21 + 1.866x22 + 1.931x1x2, η οποία δίνει

μία πολύ καλή προσέγγιση του πραγματικού μοντέλου.

3.4 Αποτελέσματα

Στην παράγραφο αυτήν παρουσιάζουμε μερικά αποτελέσματα που προκύπτουν α-

πό την εφαρμογή της προτεινόμενης μεθόδου. Κατασκευάζουμε περιστρέψιμους σχε-

διασμούς χρησιμοποιώντας κλασματικούς σχεδιασμούς αναλυτικής τάξης V . Καθώς

αυξάνεται ο αριθμός των παραγόντων του σχεδιασμου αυξάνεται αρκετά και ο απαι-

τούμενος αριθμός εκτελέσεων. Ωστόσο έχουμε την επιλογή σε τέτοιες περιπτώσεις να
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χρησιμοποιήσουμε κλάσματα μικρότερης αναλυτικής τάξης (III ή IV) και να καταλή-

ξουμε σε σχεδιασμούς σχεδόν περιστρέψιμους οι οποίοι μπορούν να χρησιμοποιηθούν

ως οικονομικότεροι σχεδιασμοί ως προς τον αριθμό εκτελέσεων. Στην πρώτη στήλη

του Πίνακα 3.1 αναφέρουμε τις παραμέτρους του τμηματικού συνόλου διαφορών που

χρησιμοποιούμε για την κατασκευή του σχεδιασμού, με m και nD συμβολίζουμε τον

αριθμό των παραγόντων και τον αριθμό των εκτελέσεων αντίστοιχα, f είναι ο αριθμός

των σημείων του παραγοντικού τμήματος και nc ο αριθμός των κεντρικών σημείων του

σχεδιασμού. Οι τιμές του κριτηρίου Q∗ και οι σχετικές τιμές των D− και I− efficiency

παρουσιάζονται στις τρεις τελευταίες στήλες του πίνακα.

Να σημειώσουμε ότι η πρόσθεση των κεντρικών σημείων δεν επηρεάζει την περι-

στρεψιμότητα οπότε και δεν είναι απαραίτητο να προσθέσουμε κεντρικά σημεία για

να ισχύει. Ωστόσο εάν υπάρχει η δυνατότητα πρόσθεσης μερικών σημείων στο κέντρο

της πειραματικής περιοχής τότε μπορεί να βελτιωθούν σημαντικά οι τιμές των D− και

I − efficiency χωρίς να επηρεάζεται η περιστρεψιμότητα. ´Οπως αποδεικνύεται στο

[84], ο αριθμός nc των κεντρικών σημείων που πρέπει να προσθέσουμε σε ένα σχε-

διασμό εξαρτάται από την τιμή της παραμέτρου p και του κριτηρίου βελτιστότητας

που ϑεωρούμε. Για παράδειγμα η χρήση της D − efficiency απαιτεί nc = n/p. Οι

Hardin και Sloane [53] έδειξαν ότι η I− efficiency αυξάνεται όταν nc ≈ 2.06nb/(p− 1),

όπου nb είναι ο αριθμός των σημείων του σχεδιασμού πάνω στο σύνορο της περιοχής

του σχεδιασμού. Για να βελτιώσουμε την εκτιμητική ικανότητα των σχεδιασμών που

υπάρχουν στον Πίνακα 3.1 προσθέτουμε nc = n/p κεντρικά σημεία. Οι σχεδιασμοί

αυτοί έχουν ικανοποιητικές τιμές για τη D− efficiency καθώς και υπερτερούν των αν-

τίστοιχων D− βέλτιστων σχεδιασμών ως προς την I− efficiency. Να σημειωθεί ότι από

οποιοδήποτε τμηματικό σύνολο διαφορών με παραμέτρους υ−1
2 − {υ; 2; 1} μπορούμε να

κατασκευάσουμε έναν περιστρέψιμο σχεδιασμό δεύτερης τάξης με υ−1
2 παράγοντες σε

πέντε επίπεδα. Μπορούμε να κατασκευάσουμε αυτά τα σύνολα διαφορών για κάθε

περίπτωση χρησιμοποιώντας το Θεώρημα 3.3.

Οι σχεδιασμοί που κατασκευάζουμε χρησιμοποιώντας τα τμηματικά σύνολα διαφο-

ρών έχουν παρόμοιες ιδιότητες με τους κεντρικούς σύνθετους σχεδιασμούς και τους
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Πίνακας 3.1: Σχεδιασμοί δεύτερης τάξης που κατασκευάζονται με την προτεινόμενη

μέθοδο.
SDS m nD f nc Q∗ D− efficiency I− efficiency

3-(7·2·1) 3 20 12 2 1.0000 0.9426 1.1898
4-(9·2·1) 4 43 32 3 1.0000 1.0000 1.0000
5-(11·2·1) 5 52 40 2 0.9553 0.9155 0.9778

94 80 4 1.0000 0.8974 1.4086
6-(13·2·1) 6 62 48 2 0.9074 0.8085 0.9586

211 192 7 1.0000 0.7644 0.7992
7-(15·2·1) 7 130 112 4 0.9815 0.7795 1.4103

475 448 13 1.0000 0.7232 0.5598
8-(17·2·1) 8 147 128 3 0.9653 0.6925 1.2789
9-(19·2·1) 9 165 144 3 0.9078 0.6178 1.3607
10-(21·2·1) 10 183 160 3 0.8594 0.5455 1.1487
11-(23·2·1) 11 201 176 3 0.8188 0.4800 1.2184

σχεδιασμούς Box-Behnken . Οι σχεδιασμοί αυτοί παρέχουν ανεξάρτητες εκτιμήτριες

για όλες τις κύριες επιδράσεις και τις αλληλεπιδράσεις δεύτερης τάξης οπότε και εί-

ναι αρκετά χρήσιμοι σε διαδικασίες επιλογής μοντέλου. Επίσης είναι ισορροπημένοι

κατά παράγοντα, έτσι όλες οι εκτιμήσεις κυρίων επιδράσεων έχουν την ίδια διασπορά

και το ίδιο ισχύει και για τις εκτιμήσεις αλληλεπιδράσεων δεύτερης τάξης και για τις

εκτιμήσεις των τετραγωνικών επιδράσεων. Η κατασκευή τους είναι σχετικά εύκολη

και η πρόσθεση κεντρικών σημείων εξασφαλίζει την καλή εκτιμητική και προβλεπτική

τους ικανότητα.



Κεφάλαιο 4

Μέθοδος κατασκευής σχεδιασμών

τεσσάρων επιπέδων

4.1 Εισαγωγικά στοιχεία

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα παρουσιάσουμε μία αλγοριθμική μέθοδο κατασκευής για σχε-

διασμούς δεύτερης τάξης τεσσάρων επιπέδων. Οι στήλες ενός τέτοιου πίνακα σχεδια-

σμού αποτελούνται από συνδυασμούς τεσσάρων διακριτών συμβόλων και αντιστοιχούν

στους πειραματικούς παράγοντες όπου ο καθένας βρίσκεται σε τέσσερα επίπεδα. ´Ε-

στω X = [x1, x2, . . . , xk] ο πίνακας σχεδιασμού όπου κάθε γραμμή συμβολίζει έναν από

τους n συνδυασμούς των επιπέδων των παραγόντων και κάθε στήλη αποτελεί μία

ακολουθία των παραγοντικών επιπέδων. Οι τιμές που λαμβάνουν τα επίπεδα κάθε

παράγοντα έχουν το ίδιο πρακτικό ενδιαφέρον και για το λόγο αυτό ϑεωρούμε σχε-

διασμούς με την ιδιότητα των ίσων εμφανίσεων όπου όλες οι στήλες περιέχουν n/4

στοιχεία ίσα με 1, n/4 στοιχεία ίσα με -1, n/4 στοιχεία ίσα με 1/3, n/4 στοιχεία ί-

σα με −1/3, όπου το n είναι πολλαπλάσιο του 4. Οι σχεδιασμοί αυτοί ονομάζονται

ισορροπημένοι σχεδιασμοί. Παρά τη συχνή εμφάνιση παραγόντων με τέσσερα επί-

πεδα σε πειραματικές καταστάσεις η έρευνα που έχει γίνει στην κατασκευή τέτοιων

σχεδιασμών είναι ακόμα περιορισμένη [37], [46], [49].

Για την επαρκή εκτίμηση του μοντέλου δεύτερης τάξης (1.2) ϑέλουμε οι σχεδιασμοί
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τεσσάρων επιπέδων που ϑα κατασκευάσουμε να έχουν τις ιδιότητες της περιστρεψι-

μότητας και της εκτιμητικής ικανότητας. Για να μετρήσουμε το βαθμό περιστρεψιμό-

τητας των σχεδιασμών χρησιμοποιούμε το κριτήριο Q∗ (Σχέση 1.4) ενώ ως μέτρο της

εκτιμητικής ικανότητας των σχεδιασμών ϑα υπολογίζουμε την τιμή της D− efficiency

(Σχέση 1.3) για κάθε σχεδιασμό.

4.2 ´Ενας γενετικός αλγόριθμος για σχεδιασμούς τεσσάρων

επιπέδων

Οι γενετικοί αλγόριθμοι αποτελούν ένα ισχυρό εργαλείο το οποίο αναπαριστά διαδι-

κασίες από τη ϑεωρία της εξέλιξης για το σχεδιασμό ευρετικών αλγόριθμων ορίζοντας

αλγοριθμικές σχέσεις ανάλογες βιολογικών εννοιών όπως είναι η αναπαραγωγή, η δια-

σταύρωση και η μετάλλαξη. Οι γενετικοί αλγόριθμοι εισήχθησαν από τον John Holland

[61] το 1970 ο οποίος ήθελε να σχεδιάσει ένα τεχνητό σύστημα που ϑα έχει παρόμοιες

ιδότητες με τα φυσικά συστήματα. Σημαντικές αναφορές πάνω στους γενετικούς αλ-

γόριθμους έχουν κάνει οι Goldberg [48], Forrest[44] καθώς και ο Davis στο βιβλίο

Handbook of Genetic Algorithms [31].

Οι γενετικοί αλγόριθμοι είναι ένα τόσο ελκυστικό εργαλείο λόγω της ευρωστίας και

της ευελιξίας που έχουν ως προς την υλοποίησή τους σε ένα υπολογιστικό περιβάλλον

και επειδή επίσης δεν απαιτούν μία διαφοροποιημένη αντικειμενική συνάρτηση οπότε

και η πιθανότητα να καταλήξουν σε τοπικό βέλτιστο είναι μικρή. Πρόσφατα οι Drain

et al. [33] χρησιμοποιήσαν ένα γενετικό αλγόριθμο για την κατασκευή σχεδιασμών

αποκριτικών επιφανειών. Η προσέγγιση αυτή όμως δεν περιελάμβανε μία αποδοτική

κωδικοποίηση των χρωμοσωμάτων που είναι ο αριθμός των πειραματικών εκτελέσεων

του σχεδιασμού. Οι συγγραφείς πρότειναν την κατασκευή ολόκληρου του σχεδιασμού

περιορίζοντας έτσι το γενετικό αλγόριθμο να εξελιχθεί στην εύρεση του βέλτιστου

σχεδιασμού σε αρκετές περιπτώσεις.

Η κεντρική ιδέα που χρησιμοποιούμε στην προτεινόμενη μέθοδο κατασκευής είναι

η παράθεση κατάλληλων γεννητόρων ώστε να σχηματιστούν μπλοκ κυκλικοί πίνακες.
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Ακολουθούν μερικές λεπτομέρειες για την υλοποίηση του γενετικού αλγόριθμου.

Αναπαράσταση χρωμοσωμάτων Οι γεννήτορες που ϑεωρούμε στην περίπτωση ενός

σχεδιασμού με τέσσερα επίπεδα είναι τα n/4 διανύσματα στήλη τα οποία κατά τη

διαδικασία σχηματίζουν μπλοκ κυκλικούς πίνακες τάξης k για την κατασκευή ενός

n × k σχεδιασμού. Αυτό σημαίνει ότι το n ϑα πρέπει να είναι πολλαπλάσιο του

4. Στην περίπτωσή μας όπου κατασκευάζουμε σχεδιασμούς σε τέσσερα επίπεδα τα

γονίδια αποτελούνται από τέσσερις πιθανές τιμές οι οποίες αντιστοιχούν στα τέσσερα

παραγοντικά επίπεδα του σχεδιασμού.

Κωδικοποίηση και αποκωδικοποίηση των χρωμοσωμάτων Αυτό που χρειάστη-

κε να κάνουμε ήταν να κωδικοποιήσουμε κατάλληλα τα γονίδια αυτά σε δυαδικές

μεταβλητές καθώς οι τελεστές ενός γενετικού αλγόριθμου λειτουργούν καλύτερα ό-

ταν οι μεταβλητές είναι σε δυαδική μορφή [48]. Η κωδικοποίηση αυτή έγινε χρη-

σιμοποιώντας για την αναπαράσταση ένα 2-bit Gray Code, GC = {00,01, 11, 10} [23].

Αντιστοιχήσαμε κάθε επίπεδο των παραγόντων σε μία κωδική λέξη ενός 2-bit Gray

Code: {−1,−1/3, 1/3, 1}→ {00,01, 11, 10} οπότε το πρόβλημα μετατράπηκε στο δυαδικό

ισοδύναμό του και μας επιτρέπεται έτσι να περάσουμε στα επόμενα στάδια χρήσης

του γενετικού αλγορίθμου.

Αρχικός πληθυσμός Ο αρχικός πληθυσμός αποτελείται από τυχαία χρωμοσώματα.

Αυτό που βρήκαμε χρήσιμο ήταν να παράγουμε τα χρωμοσώματα αυτά παίρνοντας

δείγματα από δυαδικές ακολουθίες σε κάθε μία από τις οποίες εφάρμοσαμε πρώτα

μία τυχαία μετάθεση.

Αντικειμενική συνάρτηση Η επιλογή της αντικειμενικής συνάρτησης που ϑα χρησι-

μοποιήσουμε είναι πολύ βασική και έγκειται στο κριτήριο ως προς το οποίο ϑέλουμε

να βελτιστοποιήσουμε τους σχεδιασμούς. Στόχος μας είναι να κατασκευάσουμε περι-

στρέψιμους σχεδιασμούς δεύτερης τάξης, οπότε ο γενετικός αλγόριθμος επιχειρεί να

μεγιστοποιήσει την τιμή του Q∗ με άνω όριο τη μονάδα. ´Ετσι ένας σχεδιασμός ϑεω-
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ρείται βέλτιστος ή σχεδόν βέλτιστος εάν είναι περιστρέψιμος ή σχεδόν περιστρέψιμος

αντίστοιχα.

Θα περιγράψουμε τώρα τους τρεις τελεστές της διασταύρωσης, της μετάλλαξης

και της αναπαραγωγής όπως ακριβώς τους εφαρμόσαμε στο γενετικό αλγόριθμο που

χρησιμοποιήσαμε.

Διασταύρωση Θεωρήσαμε ότι η πράξη της διασταύρωσης χωρίζει ένα ζεύγος δυα-

δικών ακεραίων σε μία τυχαία ϑέση και συνδυάζει την κεφαλή του ενός με την ουρά

του άλλου και αντίστροφα.

Μετάλλαξη Ο πληθυσμός μπορεί να αλλάξει και με άλλες πράξεις όπως αντιστρέ-

φοντας ένα τμήμα της δυαδικής αναπαράστασης (αντιστροφή) ή την τυχαία αλλαγή

της κατάστασης των συμβόλων 0 και 1 (μετάλλαξη).

Επιλογή και αναπαραγωγή Πριν από κάθε κύκλο παραγωγής (γενιά) τα μέλη του

πληθυσμού επιλέγονται να γίνουν γονείς της νέας γενιάς ανάλογα με την προσαρμο-

στικότητά τους (την τιμή δηλαδή της αντικειμενικής συνάρτησης για τη συγκεκριμένη

λύση). Αυτό γίνεται ϑέτοντας έναν ελάχιστο βαθμό απόδοσης στην αντικειμενική συ-

νάρτηση για κάθε γενιά.

Συνθήκη τερματισμού Η συνθήκη τερματισμού του γενετικού αλγόριθμου τίθεται σε

έναν προκαθορισμένο αριθμό αναπτυσσόμενων γενεών. Ο αριθμός αυτός των γενεών

είναι ανάλογος του μεγέθους του σχεδιασμού αποκριτικής επιφάνειας τον οποίον ψά-

χνει να βρει ο γενετικός αλγόριθμος σε κάθε περίπτωση. Οπότε ο γενετικός αλγόριθμος

χρειάζεται λίγες μόνο γενεές για να βρει ένα βέλτιστο σχεδιασμό με μικρό μέγεθος ενώ

για να βρεθεί ένας σχεδιασμός μεγαλύτερου μεγέθους χρειάζεται να εξελιχθούν περισ-

σότερες γενεές. Αφού ο γενετικός αλγόριθμος αποτελεί μία ευρετική διαδικασία η

πολυπλοκότητα του χρόνου του αλγορίθμου είναι σχετικά μικρή συγκριτικά με αλγό-

ριθμους εξαντλητικής αναζήτησης.
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4.3 Παραγόμενοι σχεδιασμοί σε τέσσερα επίπεδα

Στην παράγραφο αυτή συνοψίζουμε τα αποτελέσματα από την εφαρμογή της προ-

τεινόμενης μεθοδολογίας για την κατασκευή σχεδιασμών τεσσάρων επιπέδων. Στον

Πίνακα 4.1 το k συμβολίζει τον αριθμό των πειραματικών παραγόντων και το n τον

αριθμό των πειραματικών εκτελέσεων. Για τους σχεδιασμούς που κατασκευάσαμε

αναφέρουμε τις τιμές των κριτηρίων Q∗ και Deff.

Πίνακας 4.1: Αποτελέσματα της μεθοδολογίας κατασκευής σχεδιασμών τεσσάρων ε-

πιπέδων

k n Q∗ Deff k n Q∗ Deff k n Q∗ Deff

2 8 0.959854 0.688198 4 64 0.984979 0.752422 6 80 0.964286 0.729376
2 12 0.987357 0.720681 4 68 0.978612 0.752464 6 84 0.966084 0.731742
2 16 0.989625 0.730767 4 72 0.987028 0.755138 6 88 0.958951 0.737689
2 20 0.983030 0.728812 4 76 0.974130 0.757333 7 40 0.904364 0.477906
2 24 0.989625 0.730767 4 80 0.984413 0.758021 7 44 0.925751 0.547346
2 28 0.988432 0.729770 5 24 0.921252 0.560310 7 48 0.912101 0.567746
2 32 0.989625 0.730767 5 28 0.931478 0.624055 7 52 0.912179 0.600130
2 36 0.987580 0.730165 5 32 0.921772 0.637922 7 56 0.926475 0.618743
2 40 0.989625 0.730767 5 36 0.941109 0.664694 7 60 0.928214 0.641472
2 44 0.988255 0.730364 5 40 0.949874 0.687925 7 64 0.944080 0.653896
3 12 0.957796 0.672742 5 44 0.956078 0.701092 7 68 0.931776 0.662358
3 16 0.974468 0.723329 5 48 0.961182 0.709732 7 72 0.941300 0.673442
3 20 0.974757 0.725922 5 52 0.959283 0.722619 7 76 0.949344 0.679945
3 24 0.978582 0.735271 5 56 0.959163 0.721522 7 80 0.949483 0.692045
3 28 0.980806 0.741253 5 60 0.964248 0.727228 7 84 0.944670 0.700672
3 32 0.982045 0.740266 5 64 0.971776 0.738562 7 88 0.933912 0.704588
3 36 0.984743 0.744575 5 68 0.968770 0.739369 7 92 0.952219 0.713946
3 40 0.985867 0.745508 5 72 0.974636 0.742555 8 48 0.886695 0.438586
3 44 0.981693 0.743881 5 76 0.965921 0.745443 8 52 0.892769 0.491582
3 48 0.989398 0.746684 5 80 0.972586 0.753905 8 56 0.908462 0.518264
4 16 0.901968 0.565480 6 32 0.909902 0.525207 8 60 0.907114 0.557043
4 20 0.942385 0.655520 6 36 0.911722 0.563752 8 64 0.918131 0.574709
4 24 0.936037 0.682163 6 40 0.927589 0.608824 8 68 0.924789 0.611768
4 28 0.962690 0.700950 6 44 0.941761 0.628792 8 72 0.931797 0.612020
4 32 0.970536 0.716913 6 48 0.939694 0.646278 8 76 0.925060 0.631981
4 36 0.972616 0.722305 6 52 0.936277 0.667183 8 80 0.919916 0.643375
4 40 0.970273 0.734296 6 56 0.938638 0.678255 8 84 0.933816 0.655232
4 44 0.961606 0.735100 6 60 0.954363 0.690468 8 88 0.934001 0.667397
4 48 0.984123 0.741785 6 64 0.955500 0.705109 8 92 0.942649 0.671583
4 52 0.979102 0.750763 6 68 0.950524 0.712883 8 96 0.944903 0.683993
4 56 0.977446 0.745832 6 72 0.952703 0.715155 8 100 0.945041 0.689233
4 60 0.967011 0.748081 6 76 0.950139 0.724041
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Από τα αποτελέσματα του Πίνακα 4.1 βλέπουμε ότι η προτεινόμενη αλγοριθμική

μέθοδος κατασκευής δίνει σχεδόν περιστρέψιμους σχεδιασμούς με καλή εκτιμητική ι-

κανότητα και σχετικά οικονομικό αριθμό εκτελέσεων. Θα παρουσιάσουμε επίσης ένα

παράδειγμα που δείχνει την υπεροχή ενός σχεδιασμού από αυτούς που κατασκευά-

σαμε έναντι ενός σχεδιασμού Koshal [15].

Παράδειγμα 4.1. Υποθέτουμε ότι ένας πειραματιστής ϑέλει να ελέγξει την επίδραση

τριών παραγόντων, όπου ο καθένας βρίσκεται σε τέσσερα επίπεδα, σε μία μεταβλητή

απόκρισης y. Ο πειραματιστής επιλέγει να προσαρμόσει στα δεδομένα ένα μοντέλο

δεύτερης τάξης οπότε και μπορεί να χρησιμοποιήσει το σχεδιασμό δεύτερης τάξης με

παράγοντες A, B, C και 20 εκτελέσεις που κατασκευάσαμε προηγουμένως. Ο πίνακας

σχεδιασμού είναι της μορφής:

X =



1 1/3 1/3 −1/3 1/9 1/9 −1/9 1/9 −1/9 1/9
1 1 1 −1 1 1 −1 1 −1 1
1 −1/3 −1 1 1/9 1/3 −1/3 1 −1 1
1 1 1/3 1/3 1 1/3 1/3 1/9 1/9 1/9
1 1/3 1 1 1/9 1/3 1/3 1 1 1
1 1 1/3 −1 1 1/3 −1 1/9 −1/3 1
1 1 −1/3 1 1 −1/3 1 1/9 −1/3 1
1 1/3 1 1/3 1/9 1/3 1/9 1 1/3 1/9
1 −1 1/3 1 1 −1/3 −1 1/9 1/3 1
1 1 −1 −1/3 1 −1 −1/3 1 1/3 1/9
1 −1 1 −1 1 −1 1 1 −1 1
1 −1/3 1 −1/3 1/9 −1/3 1/9 1 −1/3 1/9
1 −1 −1 −1/3 1 1 1/3 1 1/3 1/9
1 1/3 −1 1/3 1/9 −1/3 1/9 1 −1/3 1/9
1 1/3 −1 −1 1/9 −1/3 −1/3 1 1 1
1 −1/3 −1/3 1/3 1/9 1/9 −1/9 1/9 −1/9 1/9
1 −1 1/3 1/3 1 −1/3 −1/3 1/9 1/9 1/9
1 −1/3 −1/3 −1 1/9 1/9 1/3 1/9 1/3 1
1 −1/3 −1/3 1 1/9 1/9 −1/3 1/9 −1/3 1
1 −1 −1/3 −1/3 1 1/3 1/3 1/9 1/9 1/9



= [x0, x1, x2, x3, x
2
1 , x1x2, x1x3, x

2
2, x2x3, x

2
3],

όπου η πρώτη στήλη αντιστοιχεί στο γενικό μέσο.

Προσομοιώνουμε ένα διάνυσμα απόκρισης σύμφωνα με το μοντέλο:

y = 0.5 + 3x1 + 4x2 + 3x21 + 3x1x2 + 3x22 + ε,
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όπου ε ∼ N20(020, I20) και λαμβάνουμε τις εξής προσομοιωμένες παρατηρήσεις:

y = [2.6451, 14.2977,0.8196, 8.6477, 10.1604, 9.4004,4.5216, 8.8291,0.2194, 2.1256,

3.3141,4.7776, 3.9725,−0.1110,−1.3841,−0.8745,0.0382,−2.1826,−1.0944, 1.4534]T.

Προχωρώντας στην ανάλυση των δεδομένων εφαρμόζοντας την ανάλυση διασποράς
προκύπτει ότι οι παράγοντες A, B, η αλληλεπίδραση AB και οι τετραγωνικοί όροι A2

και B2 επιδρούν σημαντικά στην απόκριση σε επίπεδο σημαντικότητας α = 1%. Οι
εκτιμημένοι συντελεστές του μοντέλου είναι:

β̂ = [−0.2445, 2.8429, 3.3584,0.44045, 3.4537, 3.6683,0.4169, 3.2417,0.01072,−0.1058]T.

Οπότε και το προσαρμοσμένο μοντέλο δίνεται από τη σχέση:

ŷ = 2.8429x1 + 3.3584x2 + 3.4537x2
1 + 3.6683x1x2 + 3.2417x2

2,

το οποίο βλέπουμε ότι είναι μία πολύ καλή προσέγγιση του πραγματικού μοντέλου

που ϑεωρήσαμε αρχικά. Ο συνδυασμός των επιπέδων των παραγόντων A, B, C που

μεγιστοποιεί την απόκριση είναι x1 = 1, x2 = 1, x3 = 0.0232 και η μέγιστη τιμή της ίση

με ymax = 16.3406.
Εάν ϑεωρήσουμε τώρα ως πίνακα σχεδιασμού το σχεδιασμό Koshal [15] με τρεις

παράγοντες σε 20 εκτελέσεις:

XKoshal =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 1 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 0 1
1 2 0 0 4 0 0 0 0 0
1 0 2 0 0 0 0 4 0 0
1 0 0 2 0 0 0 0 0 4
1 1 1 0 1 1 0 1 0 0
1 1 0 1 1 0 1 0 0 1
1 0 1 1 0 0 0 1 1 1
1 3 0 0 9 0 0 0 0 0
1 0 3 0 0 0 0 9 0 0
1 0 0 3 0 0 0 0 0 9
1 1 2 0 1 2 0 4 0 0
1 2 1 0 4 2 0 1 0 0
1 1 0 2 1 0 2 0 0 4
1 2 0 1 4 0 2 0 0 1
1 0 1 2 0 0 0 1 2 4
1 0 2 1 0 0 0 4 2 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1



= [x0, x1, x2, x3, x
2
1 , x1x2, x1x3, x

2
2, x2x3, x

2
3],
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και δημιουργήσουμε το διάνυσμα των παρατηρήσεων σύμφωνα με το ίδιο μοντέλο:

y = 0.5 + 3x1 + 4x2 + 3x21 + 3x1x2 + 3x22 + ε,

όπου ε ∼ N20(020, I20) και παίρνουμε:

y = [−1.1656, 6.6253, 7.7877,−0.6465, 19.6909, 21.6892,0.4624, 16.8273, 6.6746, 7.3133,

37.2258, 38.9117, 2.6832, 32.3636, 31.6139, 7.5668, 18.5593, 7.4044, 19.6677, 16.7944]T.

Η ανάλυση διασποράς καταλήγει στο ότι οι παράγοντες A, B, οι αλληλεπιδράσεις

AB, BC, οι τετραγωνικοί όροι A2 και B2 είναι σημαντικοί σε επίπεδο σημαντικότητας

α = 1%. Το προσαρμοσμένο μοντέλο δίνεται από τη σχέση:

ŷ = 5.3675x1 + 6.9325x2 + 2.4714x21 + 1.5772x1x2 + 2.1585x22 − 1.0241x2x3.

Εάν ϑέλουμε να μεγιστοποιήσουμε τώρα την απόκριση πρέπει να ϑέσουμε τα επί-

πεδα των παραγόντων στις τιμές x1 = 3, x2 = 2.9553, x3 = 0 και η μέγιστη τιμή της

απόκρισης ϑα είναι ymax = 90.4809. Παρατηρούμε λοιπόν ότι στην πρώτη περίπτω-

ση που χρησιμοποιήσαμε έναν από τους προτεινόμενους σχεδιασμούς καταφέραμε να

προσδιορίσουμε ακριβώς τις πραγματικά ενεργές επιδράσεις, ενώ στη δεύτερη περί-

πτωση η αλληλεπίδραση BC υπερεκτιμάται και δηλώνεται λανθασμένα ως ενεργή.



Κεφάλαιο 5

Μέθοδος κατασκευής σχεδιασμών

μεικτών επιπέδων

Οι πειραματιστές συχνά έρχονται αντιμέτωποι με προβλήματα όπου οι πειραματικοί

παράγοντες έχουν διαφορετικούς αριθμούς επιπέδων. Συνήθως σε τέτοιες περιπτώ-

σεις ο σχεδιασμός του πειράματος γίνεται με τη χρήση ορθογώνιων ή σχεδόν ορθο-

γώνιων σχηματισμών μεικτών επιπέδων. Αρκετοί συγγραφείς έχουν ασχοληθεί με την

κατασκευή και τις ιδιότητες τέτοιων σχεδιασμών [94], [101], [111], [113]. Ωστόσο η προ-

σέγγιση μίας αποκριτικής επιφάνειας χρησιμοποιώντας τέτοιου τύπου ορθογώνιους

σχηματισμούς δεν είναι πάντοτε επαρκής για τη διερεύνηση ενός μοντέλου δεύτερης

τάξης. Στο κεφάλαιο αυτό ϑα παρουσιάσουμε μία αλγοριθμική μέθοδο κατασκευής

σχεδιασμών μεικτών επιπέδων όπου οι παράγοντες είναι σε δύο και τέσσερα επίπε-

δα. Οι σχεδιασμοί που ϑα κατασκευάσουμε έχουν υψηλή ικανότητα εκτίμησης των

γραμμικών και τετραγωνικών όρων των επιδράσεων καθώς και των αλληλεπιδράσεων

δεύτερης τάξης των παραγόντων του σχεδιασμού.

5.1 Επιλογή και αξιολόγηση σχεδιασμού

´Εστω ότι μας ενδιαφέρει να μελετήσουμε την επίδραση k επεξηγηματικών μεταβλητών

συνολικά (q1 μεταβλητές σε δύο επίπεδα και q2 μεταβλητές σε τέσσερα επίπεδα).
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´Εναν τέτοιο σχεδιασμό μεικτών επιπέδων ϑα το συμβολίζουμε ως 2q14q2 . Σε αυτήν

την περίπτωση το μοντέλο δεύτερης τάξης ϑα είναι της μορφής:

y = β0 +

q1∑
j=1
βjxj +

k∑
j=q1+1

βjxj +

k∑
j=q1+1

βjjx
2
j +

k∑
i=1

k∑
j=1︸ ︷︷ ︸

i<j

βijxixj + ε (5.1)

όπου το β0 αντιστοιχεί στο γενικό μέσο, βj, j = 1, . . . , k είναι οι συντελεστές των

επιδράσεων πρώτης τάξης, βjj, j = q1 + 1, . . . , k είναι οι συντελεστές των επιδράσεων

δεύτερης τάξης, τα βij, i = 1, . . . , k−1, j = i+1, . . . , k αντιστοιχούν στις αλληλεπιδράσεις

δεύτερης τάξης μεταξύ των κύριων επιδράσεων πρώτης τάξης και ε είναι ένας τυχαίος

όρος σφάλματος.

Για να αξιολογήσουμε την εκτιμητική ικανότητα του σχεδιασμού ϑα χρησιμοποι-

ήσουμε πάλι το κριτήριο της D − efficiency που δίνεται από τη σχέση 1.3. Στην

περίπτωση των μεικτών σχεδιασμών δεύτερης τάξης με k επεξηγηματικές μεταβλητές

συνολικά (q1 μεταβλητές σε δύο επίπεδα και q2 μεταβλητές σε τέσσερα επίπεδα) ο

πίνακας μοντέλου X αποτελείται από p = k(k+1)+2(q2+1)
2 στήλες οι οποίες αντιστοιχούν

στα διανύσματα συντελεστών του σταθερού όρου, των γραμμικών και τετραγωνικών

όρων καθώς και των όρων αλληλεπίδρασης όπως ορίζονται από την Εξίσωση 1.2.

Επίσης ϑα χρησιμοποιήσουμε και το J2 κριτήριο βελτιστότητας που εισήγαγε ο Xu

[113] για την αξιολόγηση των νέων σχεδιασμών. Θεωρούμε έναν n× k πίνακα D = [xij]

και βάζουμε ένα βάρος ωj > 0 στη j στήλη η οποία έχει sj επίπεδα. Ο βαθμός

ομοιότητας μεταξύ των i και r γραμμών του πίνακα D μπορεί να υπολογιστεί βάσει

της τιμής δi,r(D) η οποία δίνεται από τη σχέση:

δi,r(D) =

k∑
j=1
ωjδ(xij, xrj),

όπου δ(x, y) = 1 εάν x = y και 0 διαφορετικά. Εάν ισχύει ότι ωj = 1 για κάθε j, τότε

δi,r(D) είναι ο αριθμός των συμπτώσεων μεταξύ των i και r γραμμών και:

J2(D) =
∑

16i6r6n
[δi,r(D)]2. (5.2)
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´Ενας σχεδιασμός είναι J2-βέλτιστος εάν ελαχιστοποιεί την τιμή του κριτηρίου J2. Ο

Xu [113] πρότεινε τον υπολογισμό ενός κατώτερου ορίου για το κριτήριο J2 σύμφωνα

με τη σχέση:

L(k) = 2−1


 k∑
j=1
ns−1

j ωj

2

+

 k∑
j=1

(sj − 1)(ns−1
j ωj)

2

− n

 k∑
j=1
ωj

2
 . (5.3)

Να σημειωθεί ότι ένας σχεδιασμός επιτυγχάνει το κατώτερο όριο αν και μόνο αν είναι

ένας ορθογώνιος σχηματισμός [113].

5.2 Κατασκευή με τη χρήση (n/q1,n/q2)-κυκλικών γεννητό-

ρων

Στην παράγραφο αυτή ϑα παρουσιάσουμε την προτεινόμενη μέθοδο κατασκευής των

2q14q2 σχεδιασμών μεικτών επιπέδων δεύτερης τάξης. Σκοπός είναι να κατασκευάσου-

με αποδοτικούς σχεδιασμούς με n γραμμές, q1 ισορροπημένες στήλες με δύο επίπεδα

και q2 ισορροπημένες στήλες με τέσσερα επίπεδα. Ο (n/q1, n/q2)-κυκλικός σχεδια-

σμός που ϑα προκύψει ϑα είναι ένας κυκλικός σχεδιασμός σε δύο μπλοκ.

Ορισμός 5.4. ´Ενας κυκλικός σχεδιασμός σε δύο μπλοκ είναι ένας 2q14q2 σχεδιασμός

με n εκτελέσεις όταν ισχύουν οι εξής συνθήκες:

1. n ≡ 0 (mod 4),

2. οι n/q1 και n/q2 είναι ϑετικοί ακέραιοι,

3. τα 2q1 και 4q2 μπλοκ δημιουργούνται από n/q1 και n/q2 μετατοπίσεις αντίστοιχα.

Για την κατασκευή ενός (n/q1, n/q2)-κυκλικού σχεδιασμού οι δύο γεννήτορες είναι

διανύσματα στήλες μήκους n και αποτελούν την πρώτη και την (q1 + 1) στήλη του

n× (q1 +q2) πίνακα σχεδιασμού. Κάθε μία από τις 2q1 στήλες του πίνακα προκύπτει

από την προηγούμενη μετακινώντας τα τελευταία n/q1 στοιχεία στις πρώτες ϑέσεις

και μεταθέτωντας κυκλικά τα υπόλοιπα στοιχεία προς τα κάτω. Με ακριβώς τον ίδιο

τρόπο δημιουργούμε και τις 4q2 στήλες εκτελώντας n/q2 μετατοπίσεις.
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Παρατήρηση: Η επιλογή ισορροπημένων γεννητόρων εξασφαλίζει την κατασκευή

(n/q1, n/q2)-κυκλικών ισορροπημένων σχεδιασμών.

Παράδειγμα 5.5. Θα περιγράψουμε τώρα την κατασκευή ενός 2342 σχεδιασμού με 24
εκτελέσεις. Θεωρούμε τους εξής δύο γεννήτορες:

g1 : -1 -1 -1 -1 1 -1 1 1 1 1 -1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1
g2 : 1 -3 -3 -3 -3 3 3 3 -3 -1 3 -3 3 1 -3 3 1 -1 -1 3 3 1 -1 -3

οι οποίοι ϑα χρησιμεύσουν για να κατασκευάσουμε έναν πίνακα σχεδιασμού με τρεις

ισορροπημένες στήλες σε δύο επίπεδα (−1 και +1) και δύο ισορροπημένες στήλες

σε τέσσερα επίπεδα (−3, −1, 1, 3). Ο πρώτος γεννήτορας g1 αποτελεί την πρώτη

στήλη του σχεδιασμού. Η δεύτερη στήλη προκύπτει από την πρώτη μετακινώντας

τα 8 τελευταία στοιχεία της πρώτης στήλης στις πρώτες ϑέσεις και μεταθέτωντας

κυκλικά τα υπόλοιπα στοιχεία προς τα κάτω. Η τρίτη στήλη προκύπτει με τον ίδιο

τρόπο από τη δεύτερη. Η τέταρτη στήλη είναι ο δεύτερος γεννήτορας g2, ενώ η

πέμπτη προκύπτει μετακινώντας τα 12 τελευταία στοιχεία της τέταρτης στήλης στις

πρώτες ϑέσεις και μεταθέτωντας κυκλικά τα υπόλοιπα στοιχεία προς τα κάτω. ´Ετσι

λαμβάνουμε τον ακόλουθο πίνακα σχεδιασμού (σε ανάστροφη μορφή):

-1 -1 -1 -1 1 -1 1 1 1 1 -1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1
-1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 -1 1 1 1 1 -1 1 -1 -1 1 1
1 1 -1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 -1 1 1
1 -3 -3 -3 -3 3 3 3 -3 -1 3 -3 3 1 -3 3 1 -1 -1 3 3 1 -1 -3
3 1 -3 3 1 -1 -1 3 3 1 -1 -3 1 -3 -3 -3 -3 3 3 3 -3 -1 3 -3

Στη συνέχεια δημιουργούμε τις δύο στήλες που αντιστοιχούν στις τετραγωνικές επι-

δράσεις των δύο παραγόντων που έχουν τέσσερα επίπεδα και τις δέκα στήλες που

αντιστοιχούν στις αλληλεπιδράσεις δεύτερης τάξης μεταξύ των πέντε παραγόντων.

Ο σχεδιασμός που προκύπτει απαιτεί μόνο έξι επιπλέον εκτελέσεις απ´ ότι ο κο-

ρεσμένος σχεδιασμός και μπορεί να εκτιμήσει αποδοτικά ένα μοντέλο αποκριτικής

επιφάνειας δεύτερης τάξης με 18 άγνωστες παραμέτρους αφού έχει D-αποδοτικότητα

ίση με 90.24%.
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5.3 Βελτιστοποίηση χρησιμοποιώντας γενετικούς αλγόριθ-

μους

´Οπως αναφέρεται στο προηγούμενο κεφάλαιο οι γενετικοί αλγόριθμοι αποτελούν ένα

πολύ χρήσιμο και ισχυρό εργαλείο για το σχεδιασμό ευρετικών αλγόριθμων ορίζοντας

συγκεκριμένες αλγοριθμικές σχέσεις. Στην παρούσα έρευνα εκμεταλλευόμαστε πάλι

την ευελιξία των γενετικών αλγορίθμων για να καταλήξουμε σε αποδοτικούς σχεδια-

σμούς όπου οι παράγοντες βρίσκονται σε δύο και τέσσερα επίπεδα. Στα επόμενα

περιγράφονται τα βασικά βήματα υλοποίησης του γενετικού αλγόριθμου που χρησι-

μοποιήσαμε στην προτεινόμενη μέθοδο.

5.3.1 ´Ενας υβριδικός γενετικός αλγόριθμος

Αναπαράσταση χρωμοσωμάτων Οι δύο κυκλικοί γεννήτορες που ϑεωρούμε στην

περίπτωση ενός 2q14q2 σχεδιασμού ϑα αναπαρασταθούν από δυαδικά διανύσματα

συνολικού μήκους 3n bits κατά την κατασκευή ενός n× (q1 +q2) πίνακα σχεδιασμού.

Συγκεκριμένα τα πρώτα n bits του δυαδικού διανύσματος αναπαριστούν το 2q1 μπλοκ

του σχεδιασμού ενώ τα υπόλοιπα 2n bits αναπαριστούν το 4q2 μπλοκ. Η κατασκευή

αυτή είναι αποδεκτή όταν φτιάχνουμε ένα κυκλικό σχεδιασμό σε δύο μπλοκ. Στην

περίπτωση των σχεδιασμών μεικτών επιπέδων τα γονίδια αποτελούνται από τέσσερις

πιθανές τιμές οι οποίες αντιστοιχούν στα δύο και τέσσερα επίπεδα των παραγόντων.

Αυτή η διαδικασία κωδικοποίησης ευνοεί τη συμπάγεια του γενετικού αλγόριθμου

αφού χρειάζεται μόνο ένα μικρό ποσό αποθήκευσης ώστε να αναπαραστήσει ένα

n× (q1+q2) πίνακα σχεδιασμού. Εφόσον ένας 2q14q2 σχεδιασμός έχει ένα n× (q1+q2)

πίνακα σχεδιασμού τότε χρειάζονται 3n bits να διατηρηθούν στη μνήμη. Εάν αντιθέτως

ϑέλαμε να αναπαριστήσουμε ολόκληρο το σχεδιασμό ϑα έπρεπε να κρατάμε n(q1 +

q2) bits. Οπότε η πολυπλοκότητα του χώρου μειώνεται από O(n2) σε O(n) εφόσον

q1 + q2 < n σε ένα 2q14q2 σχεδιασμό.
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Κωδικοποίηση και αποκωδικοποίηση των χρωμοσωμάτων Αυτό που χρειάστηκε

να κάνουμε ήταν να κωδικοποιήσουμε κατάλληλα τα γονίδια αυτά σε δυαδικές μετα-

βλητές καθώς οι τελεστές ενός γενετικού αλγόριθμου λειτουργούν καλύτερα όταν οι

μεταβλητές είναι σε δυαδική μορφή [48]. Η κωδικοποίηση αυτή έγινε χρησιμοποιώντας

για την αναπαράσταση του 4q2 μπλοκ ένα 2-bit Gray Code, GC = {00,01, 11, 10} ([23]).

Αντιστοιχήσαμε κάθε επίπεδο των παραγόντων του 4q2 μπλοκ σε μία κωδική λέξη

του 2-bit Gray Code: {−3,−1, 1, 3}→ {00,01, 11, 10} και κάθε επίπεδο των παραγόντων

του 2q1 μπλοκ σε δυαδικές τιμές: {−1, 1}→ {1,0}. Κατά αυτόν τον τρόπο το πρόβλημα

μετατράπηκε στο δυαδικό ισοδύναμό του οπότε και μας επιτρέπεται να περάσουμε

στα επόμενα στάδια χρήσης του γενετικού αλγορίθμου.

5.3.2 Ρύθμιση των παραμέτρων

Αρχικός πληθυσμός Ο αρχικός πληθυσμός αποτελείται από τυχαία χρωμοσώματα.

Αυτό που βρήκαμε χρήσιμο ήταν να παράγουμε τα χρωμοσώματα αυτά παίρνοντας

δείγματα από δυαδικές ακολουθίες μήκους 3n από την ομοιόμορφη κατανομή. Δεν

επιλέξαμε να παράγουμε τυχαίες δυαδικές ακολουθίες μήκους n και 2n οι οποίες

αντιστοιχούν στα 2q1 και 4q2 μπλοκ του σχεδιασμού επειδή η πιθανότητα να είναι

ισορροπημένες οι ακολουθίες αυτές (να έχουν δηλαδή τον ίδιο αριθμό 0 και 1 ώστε να

παίρνουμε ισορροπημένους σχεδιασμούς) είναι μικρότερη από την πιθανότητα οι αρχι-

κές ακολουθίες μήκους 3n να είναι ισορροπημένες. Για παράδειγμα έστω ότι ϑέλουμε

να κατασκευάσουμε ένα σχεδιασμό με 8 εκτελέσεις. Μπορούμε να παραθέσουμε τις

δυαδικές ακολουθίες 01101100 | 1001110110001100 όπου τα πρώτα 8 bits αντιστοιχούν

στο 2q1 μπλοκ και τα υπόλοιπα 16 bits στο 4q2 μπλοκ του σχεδιασμού.

Αντικειμενική συνάρτηση Η επιλογή της αντικειμενικής συνάρτησης που ϑα χρησι-

μοποιήσουμε είναι πολύ βασική και έγκειται στο κριτήριο ως προς το οποίο ϑέλουμε

να βελτιστοποιήσουμε τους σχεδιασμούς. Στόχος μας είναι να κατασκευάσουμε σχεδια-

σμούς δεύτερης τάξης με υψηλή εκτιμητική ικανότητα, οπότε ο γενετικός αλγόριθμος

επιχειρεί να να μεγιστοποιήσει την τιμή της Deff με άνω όριο τη μονάδα. Θεωρούμε
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ότι έχουμε βρει μία ολικά βέλτιστη λύση όταν η τιμή της Deff βρίσκεται στο διάστημα

[0.65, 1.00].

Θα περιγράψουμε τώρα τους τρεις τελεστές της διασταύρωσης, της μετάλλαξης

και της αναπαραγωγής όπως ακριβώς τους εφαρμόσαμε στο γενετικό αλγόριθμο που

χρησιμοποιήσαμε.

Διασταύρωση Θεωρήσαμε ότι η πράξη της διασταύρωσης χωρίζει ένα ζέυγος δυαδι-

κών ακεραίων σε μία τυχαία ϑέση και συνδυάζει την κεφαλή του ενός με την ουρά του

άλλου και αντίστροφα. Εκτελέσαμε επίσης μια ακόμα παραλλαγή της διασταύρωσης

όπου το σημείο της διασταύρωσης σταθεροποιείται στη n + 1 ϑέση ενός χρωμοσώμα-

τος μήκους 3n. Κατά την παραλλαγή αυτήν ανταλλάσουμε τις πρώτες n ϑέσεις των

γονέων και διατηρούμε το υπόλοιπο χρωμόσωμα αναλοίωτο. Μοντελοποιούμε έτσι

την περίπτωση δύο σχεδιασμοί να έχουν ίδιο ένα 2q1 μπλοκ καλής ποιότητας ως προς

την τιμή της Deff. Επιπλέον η επιλογή των γονέων που συνεισφέρει στην αμοιβαία

αυτήν ανταλλαγή 2q1 μπλοκ επιτρέπει και κατώτερης ποιότητας λύσεις καθώς παρα-

τηρήσαμε ότι μπορεί ένα χρωμόσωμα με συνολικά χαμηλή Deff να περιελάμβανε ένα

2q1 μπλοκ το οποίο να έχει πολύ καλή ποιότητα όταν συνδυαστεί με άλλα υποψήφια

4q2 μπλοκ.

Μετάλλαξη Ο πληθυσμός μπορεί να αλλάξει και με άλλες πράξεις όπως αντιστρέ-

φοντας ένα τμήμα της δυαδικής αναπαράστασης (αντιστροφή) ή επιλέγοντας τυχαία

την κατάσταση (0 ή 1) ανεξάρτητων bits (μετάλλαξη). Χρησιμοποιήσαμε τον τελεστή

της διασταύρωσης για τοπική βελτιστοποίηση όπου μόνο ένας ζυγός αριθμός bits μπο-

ρούσε να αλλάξει μέχρι να βρεθεί μία ισορροπημένη λύση. Ο τελεστής αγνοεί λύσεις

που διαφέρουν σε περιττές ϑέσεις bit ή ακόμα και ίδιων bits από την παραγόμενη λί-

στα γειτόνων, για παράδειγμα ‘00’ ή ‘11’, επειδή η λύση που ϑα προκύψει δε ϑα είναι

ισορροπημένη. Από το σύνολο των παραγόμενων λύσεων κρατάμε εκείνη που έχει την

καλύτερη προσαρμογή και εφαρμόζουμε την ίδια διαδικασία μετάλλαξης σε ένα μέρος

του πληθυσμού σύμφωνα με την πιθανότητα που λαμβάνουμε από την ομοιόμορφη

κατανομή.



46 5. Μέθοδος κατασκευής σχεδιασμών μεικτών επιπέδων

Επιλογή και αναπαραγωγή Πριν από κάθε κύκλο παραγωγής (γενιά) τα μέλη του

πληθυσμού επιλέγονται να γίνουν γονείς της νέας γενιάς ανάλογα με την προσαρμο-

στικότητά τους (την τιμή δηλαδή της αντικειμενικής συνάρτησης για τη συγκεκριμένη

λύση). Αυτό γίνεται ϑέτοντας έναν ελάχιστο βαθμό απόδοσης στην αντικειμενική

συνάρτηση για κάθε γενιά. Εμείς ϑεωρήσαμε διατακτική διαδικασία επιλογής όπου

οι λύσεις διατάσσονται ανάλογα με την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης σε φθί-

νουσα σειρά μέχρις ότου λάβουμε τον επιθυμητό αριθμό γονέων. Ο υπόλοιπος πληθυ-

σμός επιλέγεται μέσω υβριδοποίησης της αναλογικής επιλογής όπου λύσεις κατώτερης

ποιότητας έχουν μικρότερη πιθανότητα να επιλεγούν, ωστόσο δεν εξαιρούνται καθώς

ακόμα και τα όχι πολύ καλά χρωμοσώματα μπορεί να περιέχουν χρήσιμα γονίδια τα

οποία πρέπει να παραμένουν διαθέσιμα για ανασυνδυασμό.

Συνθήκη τερματισμού Η συνθήκη τερματισμού του γενετικού αλγόριθμου τίθεται σε

έναν προκαθορισμένο αριθμό αναπτυσσόμενων γενεών. Ο αριθμός αυτός των γενεών

είναι ανάλογος του μεγέθους του σχεδιασμού αποκριτικής επιφάνειας τον οποίον ψά-

χνει να βρει ο γενετικός αλγόριθμος σε κάθε περίπτωση. Οπότε ο γενετικός αλγόριθμος

χρειάζεται λίγες μόνο γενεές για να βρει ένα βέλτιστο σχεδιασμό με μικρό μέγεθος ενώ

για να βρεθεί ένας σχεδιασμός μεγαλύτερου μεγέθους χρειάζεται να εξελιχθούν περισ-

σότερες γενεές. Αφού ο γενετικός αλγόριθμος αποτελεί μία ευρετική διαδικασία η

πολυπλοκότητα του χρόνου του αλγορίθμου είναι σχετικά μικρή συγκριτικά με αλγό-

ριθμους εξαντλητικής αναζήτησης.

5.4 Αποτελέσματα μεθόδου

Ο Πίνακας 5.1 περιλαμβάνει τους καλύτερους σχεδιασμούς που προέκυψαν από την

εφαρμογή της προτεινόμενης μεθόδου με πλήθος εκτελέσεων 8 εως 64 και αριθμό

παραγόντων 2 εως 8. Η πρώτη στήλη του πίνακα αντιστοιχεί στον αριθμό n των ε-

κτελέσεων του σχεδιασμού, τα q1 και q2 συμβολίζουν τους αριθμούς των παραγόντων

με δύο και με τέσσερα επίπεδα αντίστοιχα, k είναι ο συνολικός αριθμός των παρα-

γόντων και p είναι ο συνολικός αριθμός των παραμέτρων σύμφωνα με το Μοντέλο
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(5.1). Στην έκτη στήλη αναφέρονται οι τιμές της Deff όπως υπολογίστηκαν βάσει

της Εξίσωσης (1.3) για κάθε ένα σχεδιασμό. Στις επόμενες δύο στήλες βρίσκονται οι

τιμές του κριτηρίου J2 (Εξίσωση 5.2) και το κατώτερο όριο L(k) (Εξίσωση 5.3), ενώ

στην τελευταία στήλη αναφέρεται ο λόγος L(k)/J2 ως ένα μέτρο αποδοτικότητας των

σχεδιασμών.

Στόχος μας υπήρξε η κατασκευή αποδοτικών σχεδιασμών με μικρό πλήθος εκτε-

λέσεων όσο το δυνατόν πλησιέστερο στο πλήθος εκτελέσεων των αντίστοιχων κο-

ρεσμένων σχεδιασμών. Προκειμένου να δημιουργήσουμε σχεδιασμούς με υψηλότερη

εκτιμητική ικανότητα χρειάζεται να αυξήσουμε το συνολικό αριθμό εκτελέσεων των

σχεδιασμών. Η προτεινόμενη μέθοδος μας επιτρέπει να κατασκευάσουμε σχεδιασμούς

με οικονομικό αριθμό εκτελέσεων και υψηλή ικανότητα για την εκτίμηση του μοντέλου

δεύτερης τάξης. Η ιδιότητα αυτή είναι και το μεγάλο πλεονέκτημα αυτών των σχε-

διασμών έναντι των ορθογώνιων σχηματισμών μεικτών επιπέδων οι οποίοι σε αρκετές

περιπτώσεις αδυνατούν να εκτιμήσουν ένα μοντέλο δεύτερης τάξης. Οι νέοι αυτοί

σχεδιασμοί μπορούν να είναι πολύ χρήσιμοι στο σχεδιασμό πειραμάτων όπου ϑέλουμε

να προσαρμόσουμε ένα μοντέλο αποκριτικής επιφάνειας.
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Πίνακας 5.1: Αποτελέσματα από την εφαρμογή της προτεινόμενης κατασκευαστικής

μεθόδου

n q1 q2 k p Deff J2 L(k) L(k)/J2 n q1 q2 k p Deff J2 L(k) L(k)/J2
8 1 1 2 5 100,00% 16 16 100,00% 44 2 4 6 26 92,18% 4680 4290 91,67%
8 2 1 3 8 91,97% 36 36 100,00% 44 4 2 6 24 93,71% 6714 6589 98,14%
12 1 2 3 9 92,38% 78 63 80,77% 48 1 6 7 35 74,40% 5642 5016 88,90%
12 2 1 3 8 92,27% 118 108 91,53% 48 2 3 5 19 96,75% 4267 4152 97,30%
16 1 2 3 9 96,21% 144 136 94,44% 48 2 4 6 26 94,65% 5488 5184 94,46%
16 2 1 3 8 100,00% 216 216 100,00 % 48 2 6 8 43 72,70% 8008 7536 94,11%
16 2 2 4 13 90,99% 304 272 89,47% 48 3 2 5 18 97,67% 5358 5304 98,99%
20 1 2 3 9 97,76% 266 235 88,35% 48 3 3 6 25 96,19% 6627 6480 97,78%
20 1 4 5 20 66,22% 502 400 79,68% 48 3 4 7 33 85,39% 7980 7752 97,14%
20 2 2 4 13 93,85% 504 465 92,26% 48 4 2 6 24 95,15% 8144 7920 97,25%
20 4 1 5 17 74,78% 1107 1000 90,33% 48 4 3 7 32 83,24% 9448 9336 98,81%
24 1 3 4 14 91,14% 544 492 90,44% 48 4 4 8 41 75,79% 11500 10848 94,33%
24 1 4 5 20 79,37% 824 636 77,18% 48 6 1 7 30 88,23% 13146 12936 98,40%
24 2 2 4 13 96,65% 772 708 91,71% 48 6 2 8 39 76,38% 15040 14736 97,98%
24 2 3 5 19 90,82% 988 888 89,88% 52 2 4 6 26 95,82% 6436 6162 95,74%
24 3 1 4 12 98,48% 996 960 96,39% 52 4 4 8 41 82,84% 13860 12870 92,86%
24 3 2 5 18 90,24% 1278 1176 92,02% 56 1 7 8 44 70,06% 10061 8596 85,44%
24 4 1 5 17 87,12% 1545 1500 97,09% 56 2 7 9 53 68,23% 13720 12432 90,61%
28 1 4 5 20 81,07% 1342 924 68,85% 56 4 1 5 17 98,76% 9161 9100 99,33%
28 2 2 4 13 97,55% 1040 1001 96,25% 56 4 2 6 24 97,04% 11138 10948 98,29%
28 4 1 5 17 93,43% 2138 2100 98,22% 56 4 4 8 41 87,49% 15672 15064 96,12%
28 4 2 6 24 78,88% 2654 2485 93,63% 56 7 1 8 38 86,78% 23676 23296 98,39%
32 1 4 5 20 85,48% 1388 1264 91,07% 56 7 2 9 48 70,89% 26542 26152 98,53%
32 2 4 6 26 88,12% 2388 2112 88,44% 56 8 1 9 47 75,23% 29700 29484 99,27%
32 4 1 5 17 92,70% 2825 2800 99,12% 60 1 5 6 27 88,16% 7410 6570 88,66%
32 4 2 6 24 86,86% 3402 3328 97,82% 60 1 6 7 35 81,43% 8928 8205 91,90%
36 1 3 4 14 94,71% 1393 1251 89,81% 60 2 5 7 34 90,68% 11219 10230 91,18%
36 1 4 5 20 86,13% 1818 1656 91,09% 60 2 6 8 43 86,92% 13020 12255 94,12%
36 2 3 5 19 93,22% 2458 2223 90,44% 60 3 4 7 33 90,53% 12904 12480 96,71%
36 2 4 6 26 89,77% 3036 2754 90,71% 60 3 5 8 42 82,21% 15761 14730 93,46%
36 3 2 5 18 92,96% 3022 2871 95,00% 60 3 6 9 52 76,44% 18366 17145 93,35%
36 3 3 6 25 91,65% 3681 3483 94,62% 60 4 3 7 32 89,47% 15640 14955 95,62%
36 3 4 7 33 68,48% 4706 4140 87,97% 60 4 4 8 41 88,01% 17940 17430 97,16%
36 4 2 6 24 89,71% 4374 4293 98,15% 60 4 5 9 51 70,84% 21389 20070 93,83%
36 4 3 7 32 68,29% 5629 5031 89,38% 60 5 1 6 23 98,38% 15224 15120 99,32%
36 6 1 7 30 81,58% 7226 7056 97,65% 60 5 2 7 31 91,00% 18176 17655 97,13%
40 1 4 5 20 90,32% 2400 2100 87,50% 60 5 3 8 40 82,07% 20784 20355 97,94%
40 1 5 6 27 80,39% 2883 2680 92,96% 60 5 4 9 50 67,94% 23928 23220 97,04%
40 2 4 6 26 92,82% 3840 3480 90,63% 60 6 1 7 30 92,81% 20802 20580 98,93%
40 2 5 7 34 78,22% 4811 4220 87,72% 60 6 2 8 39 86,25% 23718 23505 99,10%
40 4 2 6 24 92,06% 5592 5380 96,21% 60 6 3 9 49 78,96% 27108 26595 98,11%
40 5 1 6 23 92,23% 6597 6480 98,23% 64 4 4 8 41 89,55% 20936 19968 95,38%
40 5 2 7 31 81,27% 7854 7520 95,75% 64 8 1 9 47 83,43% 39229 38880 99,11%
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Κατασκευή και ανάλυση

υπερκορεσμένων σχεδιασμών





Κεφάλαιο 6

Υπερκορεσμένοι σχεδιασμοί

πολλών επιπέδων

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα ασχοληθούμε με τους E(fNOD)-βέλτιστους υπερκορεσμένους

σχεδιασμούς πολλών επιπέδων. Πρώτα ϑα παρουσιάσουμε μία νέα τεχνική για την

κατασκευή τμηματικών συνόλων διαφορών. Στη συνέχεια ϑα χρησιμοποιήσουμε τα

νέα αυτά τμηματικά σύνολα διαφορών για να κατασκευάσουμε E(fNOD)-βέλτιστους

υπερκορεσμένους σχεδιασμούς πολλών επιπέδων με μεγάλο αριθμό στηλών.

6.1 Εισαγωγή

Οι υπερκορεσμένοι σχεδιασμοί αποτελούν μία κλάση των κλασματικών παραγοντι-

κών σχεδιασμών και χρησιμοποιούνται συχνά στα αρχικά στάδια ενός επιστημονικού

ή βιομηχανικού πειράματος για τον προσδιορισμό των ενεργών παραγόντων. Οι σχε-

διασμοί αυτοί είναι ιδιαίτερα χρήσιμοι όταν ϑέλουμε να εξετάσουμε ένα μεγάλο αριθμό

παραγόντων αλλά έχουμε στη διάθεσή μας έναν περιορισμένο αριθμό εκτελέσεων. Η

ανάλυση των υπερκορεσμένων σχεδιασμών βασίζεται στην αρχή της σποραδικότητας

των επιδράσεων [17] σύμφωνα με την οποία μόνο ένας μικρός αριθμός παραγόντων

επηρεάζει στην παραγματικότητα τη μεταβλητή απόκρισης.

Ο Satterthwaite [100] πρότεινε την ιδέα του υπερκορεσμένου σχεδιασμού ως ενός
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τυχαίου ισορροπημένου σχεδιασμού. Οι Booth και Cox [8] ήταν οι πρώτοι που εξέτα-

σαν συστηματικά τους υπερκορεσμένους σχεδιασμούς δύο επιπέδων και πρότειναν τα

ave(s2) και smax κριτήρια βελτιστότητας. Από τότε αρκετοί ερευνητές έχουν ασχολη-

ϑεί με την κατασκευή και την εξέταση των ιδιοτήτων των υπερκορεσμένων σχεδιασμών

δύο επιπέδων, όπως στις εργασίες [20], [21], [22], [25], [26], [38], [74], [75], [76], [77],

[79], [80], [91], [93], [99], [104], [110], [114].

Οι πειραματικές συνθήκες συχνά επιβάλλουν τη χρήση σχεδιασμών πολλών επιπέ-

δων. Οι Yamada και Lin [116] μελέτησαν πρώτοι τους υπερκορεσμένους σχεδιασμούς

πολλών επιπέδων και πρότειναν κριτήρια για την αξιολόγηση τέτοιων σχεδιασμών.

Επιπλέον αποτελέσματα σε αυτήν την περιοχή βρίσκουμε στις εργασίες [3], [40], [41],

[42], [43], [70], [78], [81], [82], [112], [115]. Εμείς σκεφτήκαμε να χρησιμοποιήσουμε

τμηματικά σύνολα διαφορών για να κατασκευάσουμε υπερκορεσμένους σχεδιασμούς

πολλών επιπέδων οι οποίοι είναι βέλτιστοι ως προς τα κριτήρια ave χ2 και E(fNOD).

6.2 Κριτήρια για την επιλογή σχεδιασμού

´Εστω D ένας n × m πίνακας ενός παραγοντικού σχεδιασμού με στοιχεία από ένα

σύνολο παραγοντικών επιπέδων {1, 2, . . . , q}. Ο πίνακας D έχει την ιδιότητα των ίσων

εμφανίσεων αν κάθε ένα από τα παραγοντικά επίπεδα εμφανίζεται τον ίδιο αριθμό

φορών σε κάθε στήλη του D και αν ισχύει η ιδιότητα αυτή ονομάζεται ισορροπημέ-

νος. Συνεπώς ο αριθμός των εκτελέσεων n είναι πολλαπλάσιο του μέγιστου αριθμού

επιπέδων q. Μία στήλη που ικανοποιεί την ιδιότητα ίσων εμφανίσεων λέγεται ισορρο-

πημένη στήλη. ´Ενας ισορροπημένος σχεδιασμός ονομάζεται ορθογώνιος σχηματισμός

ισχύος 2 και συμβολίζεται ως OA(n,m, q, 2) αν όλοι οι q2 συνδυασμοί επιπέδων εμ-

φανίζονται τον ίδιο αριθμό φορών σε οποιεσδήποτε δύο στήλες του σχεδιασμού. Στην

περίπτωση αυτή το n είναι πολλαπλάσιο του q2 και ισχύει m(q− 1) ≤ (n− 1). ´Οταν

m(q− 1) = (n− 1) ο σχεδιασμός ονομάζεται κορεσμένος και όταν m(q− 1) > (n− 1) ο

σχεδιασμός ονομάζεται υπερκορεσμένος. ´Ενας υπερκορεσμένος σχεδιασμός δε γίνεται

να είναι ορθογώνιος οπότε χρειάζεται να μπορούμε να μετρήσουμε πόσο απέχει από
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την ορθογωνιότητα.

Για την περίπτωση ενός υπερκορεσμένου σχεδιασμού q επιπέδων οι Yamada και

Lin [116] όρισαν ένα μέτρο εξάρτησης μεταξύ δύο στηλών di, dj του πίνακα D =

[d1, d2, . . . , dm] το οποίο δίνεται από τη σχέση:

χ2(di, dj) =

q∑
a,b=1

(nab(i, j) − n/q
2)2

n/q2 , (6.1)

όπου nab(i, j) είναι ο αριθμός των γραμμών με συνδυασμούς επιπέδων a, b στον n× 2

πίνακα [di, dj]. Δύο στήλες di, dj είναι απόλυτα εξαρτημένες αν χ2(di, dj) = n(q − 1)

ενώ αν χ2(di, dj) = 0 τότε είναι ανεξάρτητες. Μπορούμε να πούμε ότι κάθε δύο

στήλες di, dj είναι ανεξάρτητες αν όλα τα q2 πιθανά ζεύγη (i, j) εμφανίζονται με την

ίδια συχνότητα.

Οι Yamada και Lin [116] όρισαν επίσης κριτήρια για το βαθμό εξάρτησης ολόκληρου

του σχεδιασμού D = [d1, d2, . . . , dm] ως:

ave χ2 =
∑

1≤i<j≤m
χ2(di, dj)/

(
m

2

)
, (6.2)

max χ2 = max
1≤i<j≤m

χ2(di, dj). (6.3)

Οι Yamada και Matsui [117] έδωσαν ένα κατώτερο όριο LBave χ2 για το ave χ2 το

οποίο δίνεται από τη σχέση:

LBave χ2 =
(q− 1)n[(q− 1)m− n+ 1]

(n− 1)(m− 1)
. (6.4)

Βάσει του ορίου αυτού η ave χ2-αποδοτικότητα ορίζεται ως
LB
ave χ2

ave χ2 . ´Ενας σχεδιασμός

είναι ave χ2-βέλτιστος όταν η ave χ2-αποδοτικότητα ισούται με 1.

´Ενα άλλο μέτρο για το βαθμό εξάρτησης μεταξύ δύο στηλών di, dj του πίνακα

σχεδιασμού D δίνεται από το κριτήριο:

f(di, dj) =

q∑
a,b=1

∣∣∣∣nab(i, j) − n

q2

∣∣∣∣ . (6.5)

Κριτήρια για το βαθμό εξάρτησης όλου του σχεδιασμού D μπορούν να υπολογιστούν

από τις σχέσεις:

ave |f| =
∑

1≤i<j≤m
f(di, dj)/

(
m

2

)
, (6.6)
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ave(f2) =
∑

1≤i<j≤m
f(di, dj)

2/

(
m

2

)
, (6.7)

fmax = max
1≤i<j≤m

f(di, dj). (6.8)

Οι Fang, Lin και Liu [42] εισήγαγαν το κριτήριο E(fNOD) για ισορροπημένους υπερ-

κορεσμένους σχεδιασμούς πολλών επιπέδων. Για ένα σχεδιασμό D = [d1, d2, . . . , dm]

όρισαν:

E(fNOD) =
∑

1≤i<j≤m
f
i,j
NOD/

(
m

2

)
, (6.9)

όπου για κάθε δύο στήλες di, dj του πίνακα σχεδιασμού D:

f
i,j
NOD =

q∑
a,b=1

(
nab(i, j) −

n

q2

)2
. (6.10)

Οι Fang, Lin και Liu [42] απέδειξαν ότι:

E(fNOD) =

∑n
k,`=1,k 6=` λ

2
k`

m(m− 1)
+

n

m− 1

(
m−

n

q

)
−
n2

q2 , (6.11)

όπου λk` είναι ο αριθμός των συμπτώσεων μεταξύ των k και `. ´Εδωσαν επίσης ένα

κατώτερο όριο LBE(fNOD) για το E(fNOD) το οποίο υπολογίζεται ως:

LBE(fNOD) =
mn

(m− 1)(n− 1)

(
n

q
− 1
)2

+
n

m− 1

(
m−

n

q

)
−
n2

q2 . (6.12)

Το κατώτερο όριο LBE(fNOD) επιτυγχάνεται αν και μόνο αν το:

λ =
m(n− q)

q(n− 1)
(6.13)

είναι ϑετικός ακέραιος και όλα τα λk` για k 6= ` είναι ίσα με το λ. Με τη χρήση αυτού

του ορίου η E(fNOD)-αποδοτικότητα ορίζεται ως LBE(fNOD)

E(fNOD) . ´Ενας σχεδιασμός είναι

E(fNOD)-βέλτιστος όταν η E(fNOD)-αποδοτικότητα ισούται με 1.

Εύκολα αποδεικνύεται ότι για κάθε ισορροπημένο πίνακα σχεδιασμού D τα κρι-

τήρια E(fNOD) και ave χ2 ικανοποιούν την εξής σχέση:

E(fNOD) =
n

q2ave χ
2, όταν q ≥ 3. (6.14)
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6.3 Κατασκευή τμηματικών συνόλων διαφορών

Στην παράγραφο αυτή ϑα παρουσιάσουμε συνοπτικά την έννοια των τμηματικών συ-

νόλων διαφορών (supplementary difference sets - SDS) καθώς και νέες μεθόδους κατα-

σκευής τέτοιων αντικειμένων. Τα τμηματικά σύνολα διαφορών που προκύπτουν από

την εφαρμογή της προτεινόμενης μεθοδολογίας ϑα χρησιμοποιηθούν στην κατασκευή

E(fNOD)-βέλτιστων υπερκορεσμένων σχεδιασμών πολλών επιπέδων.

Ας υπενθυμίσουμε εδώ τον ορισμό ενός τμηματικού συνόλου διαφορών.

Ορισμός 6.15. ´Εστω ότι τα C1, C2, . . . , Ce είναι e υποσύνολα του Zv = {1, 2, · · · , v}

(ή οποιασδήποτε άλλης πεπερασμένης αβελιανής ομάδας τάξης v) και περιλαμβάνουν

k1, k2, . . . , ke στοιχεία αντίστοιχα. ´Εστω ότι το Ti περιλαμβάνει όλες τις διαφορές

(mod v) μεταξύ των στοιχείων του Ci (συμπεριλαμβανομένων και των επαναλήψεων)

και έστω T το σύνολο όλων των στοιχείων των Ti. Εάν το σύνολο T περιέχει κάθε μη

μηδενικό στοιχείο του Zv ένα σταθερό αριθμό φορών λ τότε τα σύνολα C1, C2, . . . , Ce

ονομάζονται e− {v;k1, k2, . . . , ke; λ} τμηματικά σύνολα διαφορών.

Οι παράμετροι των e − {v;k1, k2, . . . , ke; λ} τμηματικών συνόλων διαφορών ικανο-

ποιούν τη σχέση:

λ(v− 1) =
e∑
i=1
ki(ki − 1). (6.16)

Εάν k1 = k2 = · · · = ke = k τότε τα e τμηματικά σύνολα διαφορών συμβολίζονται ως

e− {v;k; λ}. Στην περίπτωση αυτή η Εξίσωση (6.16) γίνεται:

λ(v− 1) = ek(k− 1).

Για περισσότερες λεπτομέρειες ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης μπορεί να ανατρέξει

στα [50] και [103].

Ορισμός 6.17. ´Ενα τμηματικό σύνολο διαφορών ονομάζεται επιλύσιμο αν όλα τα

σύνολα που περιλαμβάνει μπορούν να χωριστούν σε m κλάσεις συνόλων, οι οποίες

ονομάζονται παράλληλες κλάσεις, έτσι ώστε κάθε στοιχείο του Zv να ανήκει μία φορά

μεταξύ των συνόλων κάθε κλάσης.



56 6. Υπερκορεσμένοι σχεδιασμοί πολλών επιπέδων

Ορισμός 6.18. ´Ενα ομοιόμορφο τμηματικό σύνολο διαφορών είναι ένα επιλύσιμο τμη-

ματικό σύνολο διαφορών τέτοιο ώστε αν μία παράλληλη κλάση περιέχει ένα μπλοκ

μεγέθους k τότε όλα τα μέλη της κλάσης αυτής είναι μεγέθους k.

Στα πλαίσια της προτεινόμενης μεθοδολογίας ϑεωρούμε ομοιόμορφα τμηματικά

σύνολα διαφορών e− {v;k; λ} με v = qp και m παράλληλες κλάσεις που συμβολίζονται

ως [P1, P2, . . . , Pm], όπου q είναι ένας πρώτος αριθμός και p ένας ϑετικός ακέραιος.

Από τον Ορισμό 6.18 προκύπτει ότι πρέπει να ισχύει η σχέση v ≡ 0 (mod k) και το

μέγεθος του k να είναι:

k =
v

q
. (6.19)

´Εστω ότι b είναι ο αριθμός των συνόλων μεγέθους k σε μία παράλληλη κλάση. Τα

σύνολα αυτά χωρίζουν το σύνολο των σημείων του Zv = {1, 2, . . . , v}. Οπότε b = v/k

και b = q λόγω της Εξίσωσης (6.19). Αν η ολότητα των διαφορών των στοιχείων του Zv

προκύπτει μία φορά μεταξύ των στοιχείων των συνόλων του SDS τότε ο αριθμός των

παράλληλων κλάσεων m ισούται με v−1
k−1 . Αν η ολότητα των διαφορών των στοιχείων

του Zv προκύπτει q + 1 φορές μεταξύ των στοιχείων των συνόλων του SDS τότε ο

αριθμός των παράλληλων κλάσεων m ισούται με (q+1)(v−1)
k−1 .

Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το επόμενο ϑεώρημα για την κατασκευή ενός

e − {v;k; λ} ομοιόμορφου τμηματικού συνόλου διαφορών με v = q2, k = q, λ = v,

m = q+ 1 παράλληλες κλάσεις και e = q · (q+ 1).

Θεώρημα 6.20. Θεωρούμε ένα σύνολο σημείων Zv = {1, 2, . . . , v} όπου v = q2
. ´Εστω

P1 = {C11, C12, . . ., C1q} μία κλάση q-υποσυνόλων του Zv. Εάν σχηματίσουμε τις κλάσεις

P2 = {C21, C22, . . . , C2q}, P3 = {C31, C32, . . . , C3q}, . . . , Pm = {Cm1, Cm2, . . . , Cmq} από

q–υποσύνολα του Zv έτσι ώστε το σύνολο των διαφορών των στοιχείων του Zv να

προκύπτει μία φορά μεταξύ των στοιχείων των Cij, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , q, τότε τα

σύνολα C11, C12, . . . , C1q, C21, C22, . . . , C2q, . . . , Cm1, Cm2,. . . , Cmq είναι ένα e − {v;k; v}

τμηματικό σύνολο διαφορών με m = q + 1 παράλληλες κλάσεις όπου k = q και

e = q · (q+ 1).

Απόδειξη. ´Εστω T το σύνολο των διαφορών των στοιχείων του Zv έτσι ώστε:
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T = [si − sj : i 6= j, si, sj = 1, . . . , v].

Τότε το T περιλαμβάνει κάθε μη μηδενικό στοιχείο του Zv v φορές. Συνεπώς η πα-

ράμετρος λ πρέπει να ικανοποιεί τη σχέση λ = v. Επειδή το σύνολο των διαφορών

των στοιχείων του Zv προκύπτει μία φορά μεταξύ των στοιχείων των Cij, i = 1, . . . ,m,

j = 1, . . . , q, πρέπει να ισχύει η εξής σχέση:

m · (k− 1) = v− 1. (6.21)

Επίσης έχουμε:
ek(k− 1) = m · q · q · (q− 1)

= m · q2 · (q− 1)
= v ·m · (k− 1).

Και από την Εξίσωση (6.21) προκύπτει ότι ek(k− 1) = v(v− 1).

Η αναγκαία συνθήκη (6.16) για την ύπαρξη ενός τμηματικού συνόλου διαφορών ικα-

νοποιείται καθώς:

λ(v− 1) = v(v− 1) = ek(k− 1).

´Εχουν προταθεί διάφορες μέθοδοι κατασκευής τμηματικών συνόλων διαφορών στη

βιβλιογραφία όπως για παράδειγμα στα άρθρα [45], [50] [103]. Για την κατασκευ-

ή βέλτιστων υπερκορεσμένων σχεδιασμών πολλών επιπέδων χρειαζόμαστε τμηματικά

σύνολα διαφορών τέτοια ώστε κάθε ζεύγος στοιχείων του Zv να εμφανίζεται μία φο-

ρά στα σύνολα του SDS. Αυτό σημαίνει προφανώς ότι κάθε στοιχείο ταιριάζεται

μία φορά με τα v − 1 στοιχεία. Για το λόγο αυτό προτείνουμε μία μέθοδο για την

κατασκευή e − {q2;q;q2} ομοιόμορφων τμηματικών συνόλων διαφορών με m = q + 1

παράλληλες κλάσεις και e = q · (q+ 1). Στην κατασκευή των συνόλων Cij, i = 1, . . . ,m,

j = 1, . . . , q του Θεωρήματος (6.20) χρησιμοποιούνται αμοιβαία ορθογώνια λατινικά τε-

τράγωνα (mutually orthogonal latin squares - MOLS). Για v = q2 ακολουθούμε τα εξής

βήματα:

Βήμα 1. Ταξινομούμε τις v = q2 αγωγές σε q γραμμές και q στήλες. ´Εστω c1, c2, . . . , cq,

οι στήλες που καθορίζουν τα q σύνολα C11, C12, . . . , C1q της κλάσης P1, δηλαδή P1 =
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{C11, C12, . . . , C1q}. Τα σύνολα αυτά ϑα λέγονται τα αρχικά σύνολα του τμηματικού

συνόλου διαφορών. Σχηματίζουμε μετά ένα q× q πίνακα X1 = [c1 c2 · · · cq] = [x1i,j].

Βήμα 2. Θεωρούμε τα q− 1 MOLS τάξης q με τα στοιχεία του συνόλου {1, 2, . . . , q}.

Βήμα 3. Δημιουργούμε μία αντιστοίχηση η οποία αντιστοιχεί τα στοιχεία της στήλης

c2 του X1 στα σύμβολα του πρώτου λατινικού τετραγώνου και αντικαθιστούμε τα

στοιχεία ανάλογα. Συμβολίζουμε τον τελικό πίνακα ως X2 = [x2i,j].

Βήμα 4. Συνεχίζουμε τη διαδικασία μέχρι τα σύμβολα κάθε λατινικού τετραγώνου να

έχουν αντικατασταθεί από τα στοιχεία της αντίστοιχης στήλης του X1. Συμβολίζουμε

τους πίνακες αυτούς ως X3 = [x3i,j],. . . , Xq = [xqi,j].

Βήμα 5. Από τους πίνακες X2, X3, . . . , Xq σχηματίζουμε τα σύνολα C21 = {x111, x
2
11, . . . , x

q
11},

C22 = {x121, x
2
21, . . . , x

q
21}, . . . , C2q = {x1q1, x

2
q1, . . . , x

q
q1} και την κλάση P2 = {C21, C22, . . .,

C2q}. Τα σύνολα C31 = {x111, x
2
12, . . . , x

q
12}, C32 = {x121, x

2
22, . . . , x

q
22}, . . . , C3q = {x1q1, x

2
q2, . . . , x

q
q2}

αποτελούν την κλάση P3. Τελικά τα σύνολα Cm1 = {x111, x
2
1q, . . . , x

q
1q}, Cm2 = {x121, x

2
2q, . . . , x

q
2q},

. . . , Cmq = {x1q1, x
2
qq, . . . , x

q
qq} ϑα σχηματίσουν την κλάση Pm στο τμηματικό σύνολο δια-

φορών.

Παράδειγμα 6.22. Θα κατασκευάσουμε τώρα ένα ομοιόμορφο 12 − {9; 3; 9} τμηματικό

σύνολο διαφορών σύμφωνα με τη μέθοδο που περιγράψαμε προηγούμενα. Ταξινομούμε

τις v = 9 αγωγές σε 3 γραμμές και 3 στήλες ως εξής:

X1 =

 1 3 6
2 5 8
4 7 9

 .
Τα σύνολα C11 = {1, 2,4}, C12 = {3, 5, 7} και C13 = {6, 8, 9} αποτελούν την κλάση P1.

Θεωρούμε τα δύο MOLS τάξης 3: 1 2 3
2 3 1
3 1 2

 ,
 1 2 3

3 1 2
2 3 1

 .
Αντιστοιχώντας τα στοιχεία των στηλών c2, c3 του X1 στα σύμβολα των λατινικών

τετραγώνων και αντικαθιστώντας σύμφωνα με την αντιστοίχηση αυτή τα σύμβολα σε
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κάθε λατινικό τετράγωνο παίρνουμε τους πίνακες:

X2 =

 3 5 7
5 7 3
7 3 5

 , X3 =

 6 8 9
9 6 8
8 9 6

 .
Οπότε σύμφωνα με την προτεινόμενη μέθοδο τα σύνολα C21 = {1, 3, 6}, C22 =

{2, 5, 9}, C23 = {4, 7, 8} συνιστούν την κλάση P2, τα σύνολα C31 = {1, 5, 8}, C32 = {2, 7, 6},

C33 = {4, 3, 9} την κλάση P3 και τα σύνολα C41 = {1, 7, 9}, C42 = {2, 3, 8}, C43 = {4, 5, 6}

την κλάση P4 του τμηματικού συνόλου διαφορών.

Το Θεώρημα 6.20 μπορεί να χρησιμοποιηθεί αποτελεσματικά για την κατασκευή

e − {v;k; λ} ομοιόμορφων τμηματικών συνόλων διαφορών με v = q2, k = q, λ = v = q2,

m = q+ 1 παράλληλες κλάσεις και e = q · (q+ 1). Θα δώσουμε τώρα ένα ϑεώρημα το

οποίο ϑα χρησιμεύσει στην κατασκευή e − {v;k; λ} ομοιόμορφων τμηματικών συνόλων

διαφορών με v = q3, k = q2, λ = v(q + 1) = q3(q + 1), m = q(q + 1) + 1 παράλληλες

κλάσεις και e = q · (q(q+ 1) + 1).

Θεώρημα 6.23. Θεωρούμε ένα σύνολο σημείων Zv = {1, 2, . . . , v} όπου v = q3
και q

είναι ένας πρώτος αριθμός. ´Εστω P1 = {C11, C12, . . ., C1q2} μία κλάση q2
–υποσυνόλων

του Zv. Αν σχηματίσουμε τις κλάσεις P2 = {C21, C22, . . . , C2q2}, P3 = {C31, C32, . . . , C3q2},

. . . , Pm = {Cm1, Cm2, . . . , Cmq2} από τα q2
–υποσύνολα του Zv έτσι ώστε κάθε ένα από

τα σύνολα των διαφορών των στοιχείων του Zv να προκύπτει q + 1 φορές μεταξύ

των στοιχείων των Cij, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , q2
, τότε τα σύνολα C11, C12, . . . , C1q2 ,

C21, C22, . . . , C2q2 , . . . , Cm1, Cm2, . . . , Cmq2 απαρτίζουν ένα e− {v;k; v(q+ 1)} ομοιόμορφο

τμηματικό σύνολο διαφορών με m = q(q+ 1)+ 1 παράλληλες κλάσεις όπου k = q2
και

e = q · (q(q+ 1) + 1).

Απόδειξη. Το ϑεώρημα αποδεικνύεται με τρόπο ανάλογο της απόδειξης του Θεωρή-

ματος 6.20.

Σύμφωνα με το Θεώρημα 6.23 τα τμηματικά σύνολα διαφορών που χρειάζεται να

κατασκευάσουμε πρέπει να έχουν την ιδιότητα ότι κάθε ζεύγος στοιχείων του Zv

εμφανίζεται q + 1 φορές στα σύνολα του SDS. Αυτό σημαίνει ότι κάθε στοιχείο του
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Zv ϑα πρέπει να ταιριάζεται q+ 1 φορές με τα υπόλοιπα στοιχεία. Για το λόγο αυτόν

προτείνουμε μία μέθοδο βασισμένη στο Θεώρημα 6.23 ώστε να κατασκευάσουμε e −

{q3;q2;q3(q+1)} ομοιόμορφα τμηματικά σύνολα διαφορών με m = q2+q+1 παράλληλες

κλάσεις, όπου e = q ·(q2+q+1). Για την κατασκευή των συνόλων Cij, i = 1, . . . ,m, j =

1, . . . , q2, όπως αυτά περιγράφονται στο Θεώρημα 6.23 ϑα χρησιμοποιήσουμε MOLS.

Για v = q3 μπορούμε να ακολουθήσουμε τα εξής βήματα.

Βήμα 1. Διατάσσουμε τις v = q3 αγωγές σε q2 γραμμές και q στήλες c1, c2, . . . , cq

καθορίζοντας έτσι τα q σύνολα C11, C12, . . . , C1q της κλάσης P1. Τα σύνολα αυτά

αποτελούν τα αρχικά σύνολα του SDS. Κατά αυτόν τον τρόπο λαμβάνουμε ένα q2×q

πίνακα:

X1 =


M11

...
Mq1

 =



x111 · · · x11q
...

...
x1q1 · · · x1qq
x1(q+1)1 · · · x1(q+1)q

...
...

x1(2q)1 · · · x1(2q)q
...

...
x1(tq+1)1 · · · x1(tq+1)q

...
...

x1
(q2)1 · · · x1

(q2)q


όπου t = q− 1, και οι M11, . . ., Mq1 είναι τετραγωνικοί πίνακες τάξης q.

Βήμα 2. Παίρνουμε τον υποπίνακα M11 =


x111 . . . x11q
... · · ·

...
x1q1 . . . x1qq

.

Βήμα 3. Θεωρούμε q − 1 MOLS τάξης q με στοιχεία από το σύνολο {1, 2, · · · , v}.

Δημιουργούμε μία αντιστοίχηση τέτοια ώστε τα στοιχεία x112, . . . , x1q2 της δεύτερης στή-

λης του M11 να αντιστοιχούν στα σύμβολα του πρώτου λατινικού τετραγώνου και

αντικαθιστούμε ανάλογα τα σύμβολα του πρώτου λατινικού τετραγώνου.

Βήμα 4. Συνεχίζουμε τη διαδικασία αυτή μέχρι τα σύμβολα κάθε λατινικού τε-

τραγώνου να έχουν αντικατασταθεί από τα στοιχεία των αντίστοιχων στηλών του
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M11. Τους q − 1 τετραγωνικούς αυτούς πίνακες τους συμβολίζουμε ως D12 = [x2i,j],

D13 = [x3i,j], . . . , D1q = [xqi,j].

Βήμα 5. Δημιουργούμε τους q× q πίνακες:

M12 =


x111 . . . x1q1
... · · ·

...
x
q
11 . . . x

q
q1

 ,M13 =


x111 . . . x1q1
... · · ·

...
x
q
12 . . . x

q
q2

 , . . . ,M1(q+1) =


x111 . . . x1q1
... · · ·

...
x
q
1q . . . x

q
qq

 .
Βήμα 6. Παίρνουμε τώρα τους υποπίνακες M21, . . . ,Mq1 και επαναλαμβάνουμε τα

βήματα 3 και 4 έτσι ώστε να φτιάξουμε τους πίνακες M22, . . . ,M2(q+1), . . . , Mq2, . . . ,

Mq(q+1).

Βήμα 7. Σχηματίζουμε τους q2 × q πίνακες:

X2 =


M12

...
Mq2

 , X3 =


M13

...
Mq3

 , . . . , Xq+1 =


M1(q+1)

...
Mq(q+1)

 .
Οπότε οι q στήλες του πίνακα X2 ορίζουν τα q σύνολα C21, C22, . . . , C2q της κλάσης

P2 στο SDS, . . . , και αντίστοιχα οι q στήλες του πίνακα Xq+1 ορίζουν τα q σύνολα

C(q+1)1, C(q+1)2, . . . , C(q+1)q της κλάσης Pq+1 στο SDS.

Βήμα 8. Θεωρούμε τον πίνακα X1 και δημιουργούμε μία αντιστοίχηση η οποία αν-

τιστοιχεί τις στήλες του υποπίνακα M21 στα σύμβολα της δεύτερης γραμμής του

πρώτου λατινικού τετραγώνου και παίρνουμε έναν πίνακα M21
21. ´Επειτα δημιουρ-

γούμε μία αντιστοίχηση η οποία αντιστοιχεί τις στήλες του υποπίνακα M31 στα

σύμβολα της τρίτης γραμμής του πρώτου λατινικού τετραγώνου και παίρνουμε έ-

ναν πίνακα M31
31. Επαναλαμβάνουμε τη διαδικασία μέχρι να δημιουργηθεί μία αν-

τιστοίχηση που ϑα αντιστοιχεί τις στήλες του υποπίνακα Mq1 στα σύμβολα της q

γραμμής του πρώτου λατινικού τετραγώνου και να πάρουμε έναν πίνακα M
q1
q1. Με

παρόμοιο τρόπο ϑεωρώντας τους πίνακες X2, · · · , Xq+1 και επαναλαμβάνοντας την

παραπάνω διαδικασία με το πρώτο λατινικό τετράγωνο παίρνουμε τους πίνακες

M21
22,M

31
32, · · · ,M

q1
q2, · · · ,M

21
2(q+1),M

31
3(q+1), · · · ,M

q1
q(q+1) αντίστοιχα. Σχηματίζουμε τώρα

τους q2 × q πίνακες:
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Xq+2 =


M11

M21
21
...

M
q1
q1

 , Xq+3 =


M12

M21
22
...

M
q1
q2

 , . . . , X2q+2 =


M1(q+1)

M21
2(q+1)
...

M
q1
q(q+1)

 .
Οι q στήλες του πίνακα Xq+2 ορίζουν τα q σύνολα C(q+2)1, C(q+2)2, . . . , C(q+2)q της

κλάσης Pq+2, κ.ο.κ. οι q στήλες του πίνακα X2q+2 ορίζουν τα q σύνολα C(2q+2)1, C(2q+2)2,

. . . , C(2q+2)q της κλάσης P2q+2 στο SDS.

Βήμα 9. Επαναλαμβάνουμε το Βήμα 8 χρησιμοποιώντας τα υπόλοιπα (q−2) λατινικά

τετράγωνα και παίρνουμε τους εξής q2 × q πίνακες:

X2q+3 =


M11

M22
21
...

M
q2
q1

 , X2q+4 =


M12

M22
22
...

M
q2
q2

 , . . . , X3q+3 =


M1(q+1)

M22
2(q+1)
...

M
q2
q(q+1)

 · · · · · · · · · ,

Xq2 =


M11

M22
21
...

M
q2
q1

 , Xq2+1 =


M12

M22
22
...

M
q2
q2

 , . . . , Xq2+q =


M1(q+1)

M22
2(q+1)
...

M
q2
q(q+1)

 .

Βήμα 10. Από τον πίνακα X1 δημιουργούμε τον πίνακα:

Xq2+q+1 =



x111 x1(q+1)1 · · · x1(tq+1)1
...

...
...

x1q1 x1(2q)1 · · · x1
(q2)1

x112 x1(q+1)2 · · · x1(tq+1)2
...

...
...

x1q2 x1(2q)2 · · · x1
(q2)2

...
...

...
x11q x1(q+1)q · · · x1(tq+1)q
...

...
...

x1qq x1(2q)q · · · x1
(q2)q



.
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Οι στήλες του Xq2+q+1 αποτελούν τα q σύνολα της (q2 + q+ 1) παράλληλης κλάσης

στο SDS.

Παράδειγμα 6.24. Χρησιμοποιώντας την παραπάνω μέθοδο ϑα κατασκευάσουμε ένα

ομοιόμορφο 39 − {27; 9; 108} SDS. Διατάσσουμε τις v = 27 αγωγές σε 9 γραμμές και 3

στήλες:

X1 =

 M11

M21

M31

 =



1 8 19
20 9 2
3 10 21
4 13 22
23 14 5
6 15 24
7 25 16
11 17 26
12 18 27


.

Τα σύνολα C11 = {1, 20, 3,4, 23, 6, 7, 11, 12}, C12 = {8, 9, 10, 13, 14, 15, 25, 17, 18} και C13 =

{19, 2, 21, 22, 5, 24, 16, 26, 27} αποτελούν την κλάση P1 στο SDS.

Παίρνουμε τον υποπίνακα M11 = [x1i,j] =

 1 8 19
20 9 2
3 10 21

 και ϑεωρούμε τα δύο

MOLS τάξης 3:

L1 =

 1 2 3
2 3 1
3 1 2

 , L2

 1 2 3
3 1 2
2 3 1

 .
Αφού αντιστοιχήσουμε τα στοιχεία των στηλών c2, c3 του M11 στα σύμβολα των λα-

τινικών τετραγώνων και αντικαταστήσουμε τα στοιχεία των λατινικών τετραγώνων

σύμφωνα με την αντιστοίχηση αυτή, παίρνουμε τους εξής 3× 3 πίνακες:

D12 = [x2i,j] =

 8 9 10
9 10 8
10 8 9

 , D13 = [x3i,j] =

 19 2 21
21 19 2
2 21 19

 .
Δημιουργούμε τώρα τους 3× 3 πίνακες:
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M12 =

 x
1
11 x121 x131
x211 x221 x231
x311 x321 x331

 =

 1 20 3
8 9 10
19 21 2

, M13 =

 x111 x121 x131
x212 x222 x232
x312 x322 x332

 =

 1 20 3
9 10 8
2 19 21

,

M14 =

 x111 x121 x131
x213 x223 x233
x313 x323 x333

 =

 1 20 3
10 8 9
21 2 19

.

Θεωρώντας τον υποπίνακα M21 =

 4 13 22
23 14 5
6 15 24

, και τα δύο MOLS L1, L2 δη-

μιουργούμε τους πίνακες: M22 =

 4 23 6
13 14 15
22 24 5

, M23 =

 4 23 6
14 15 13
5 22 24

, M24 =

 4 23 6
15 13 14
24 5 22

, ενώ από τον υποπίνακα M31 =

 7 25 16
11 17 26
12 18 27

, και τα L1, L2 παίρ-

νουμε τους πίνακες:M32 =

 7 11 12
25 17 18
16 27 26

, M33 =

 7 11 12
17 18 25
26 16 27

, M34 =

 7 11 12
18 25 17
27 26 16

.

Σχηματίζουμε τώρα τους 9×3 πίνακες X2 =

 M12

M22

M32

, X3 =

 M13

M23

M33

, X4 =

 M14

M24

M34

.

Οι 3 στήλες του πίνακα X2 ορίζουν τα 3 σύνολα C21, C22, C23 της κλάσης P2, οι 3

στήλες του πίνακα X3 ορίζουν τα 3 σύνολα C31, C32, C33 της κλάσης P3 και οι 3

στήλες του πίνακα X4 ορίζουν τα 3 σύνολα C41, C42, C43 της κλάσης P4 του SDS.

Στον Πίνακα 6.1 παρουσιάζονται οι πίνακες X1, . . . , X4 καθώς και η διαδικασία που

χρησιμοποιούμε για να πάρουμε τους πίνακες X5, . . . , X12. Οι στήλες των πινάκων

αυτών ορίζουν τα σύνολα των παράλληλων κλάσεων P1, . . . , P12 αντίστοιχα.

Τέλος χρησιμοποιώντας τον πίνακα X1 κατασκευάζουμε τον πίνακα X13 βάσει του

Βήματος 12 της προτεινόμενης μεθόδου. Οι στήλες του X13 ορίζουν τα σύνολα της

παράλληλης κλάσης P13.
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Πίνακας 6.1: Οι πίνακες X1, . . . , X12

X1 X2 X3 X4

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 8 19 1 20 3 1 20 3 1 20 3

M11 20 9 2 M12 8 9 10 M13 9 10 8 M14 10 8 9
3 10 21 19 21 2 2 19 21 21 2 19
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
4 13 22 4 23 6 4 23 6 4 23 6

M21 23 14 5 M22 13 14 15 M23 14 15 13 M24 15 13 14
6 15 24 22 24 5 5 22 24 24 5 22
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
7 25 16 7 11 12 7 11 12 7 11 12

M31 11 17 26 M32 25 17 18 M33 17 18 25 M34 18 25 17
12 18 27 16 27 26 26 16 27 27 26 16

X5 X6 X7 X8

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 8 19 1 20 3 1 20 3 1 20 3

M11 20 9 2 M12 8 9 10 M13 9 10 8 M14 10 8 9
3 10 21 19 21 2 2 19 21 21 2 19
2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1
13 22 4 23 6 4 23 6 4 23 6 4

M21
21 14 5 23 M21

22 14 15 13 M21
23 15 13 14 M21

24 13 14 15
15 24 6 24 5 22 22 24 5 5 22 24
3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2
16 7 25 12 7 11 12 7 11 12 7 11

M31
31 26 11 17 M31

32 18 25 17 M31
33 25 17 18 M31

34 17 18 25
27 12 18 26 16 27 27 26 16 16 27 26

X9 X10 X11 X12

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 8 19 1 20 3 1 20 3 1 20 3

M11 20 9 2 M12 8 9 10 M13 9 10 8 M14 10 8 9
3 10 21 19 21 2 2 19 21 21 2 19
3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2
22 4 13 6 4 23 6 4 23 6 4 23

M22
21 5 23 14 M22

22 15 13 14 M22
23 13 14 15 M22

24 14 15 13
24 6 15 5 22 24 24 5 22 22 24 5
2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1
25 16 7 11 12 7 11 12 7 11 12 7

M32
31 17 26 11 M32

32 17 18 25 M32
33 18 25 17 M32

34 25 17 18
18 27 12 27 26 16 16 27 26 26 16 27
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X1 =



1 8 19
20 9 2
3 10 21
4 13 22
23 14 5
6 15 24
7 25 16
11 17 26
12 18 27


, X13 =



1 4 7
20 23 11
3 6 12
8 13 25
9 14 17
10 15 18
19 22 16
2 5 26
21 24 27


.

Η επόμενη παρατήρηση είναι χρήσιμη στην κατασκευή τμηματικών συνόλων δια-

φορών από τα SDS που κατασκευάσαμε σύμφωνα με τα Θεωρήματα 6.20 και 6.23.

Παρατήρηση 6.25. ´Εστω ότι τα σύνολα Cij, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , q αποτελούν

e−{v;k; λ} τμηματικά σύνολα διαφορών και ορίζουμε τα σύνολα Cij+x, i = 1, . . . ,m, j =

1, . . . , q όπου C + x = {a + x : a ∈ C} για κάθε x(mod v). Τότε τα σύνολα Cij + x

είναι επίσης e − {v;k; λ} τμηματικά σύνολα διαφορών. Τα σύνολα Cij + x ονομάζονται

μετατοπίσεις των Cij και εύκολα αποδεικνύεται ότι εάν κάθε υπόλοιπο {1, 2, . . . , v− 1}

εμφανίζεται λ φορές στο σύνολο των διαφορών μεταξύ των στοιχείων των Cij τότε

κάθε υπόλοιπο {1, 2, . . . , v− 1} εμφανίζεται λ φορές στο σύνολο των διαφορών μεταξύ

των στοιχείων των Cij + x (όπου a− b = (a+ x) − (b+ x), για a, b ∈ Cij).

Χρησιμοποιώντας το Θεώρημα 6.20 και την Παρατήρηση 6.25 μπορούμε να κα-

τασκευάσουμε πολλά `1q(q + 1), `1 = 1, 2, . . . , q2 τμηματικά σύνολα διαφορών. Αυτά

τα τμηματικά σύνολα διαφορών μπορούν να ϑεωρηθούν ως e − {q2;q; `1q
2} SDS με

m = `1(q+ 1) παράλληλες κλάσεις όπου e = `1q(q+ 1). Στον Πίνακα 6.2 παρουσιάζου-

με τα 108 σύνολα που πήραμε σύμφωνα με την Παρατηρήση 6.25 και το ομοιόμορφο

12 − {9; 3; 9} SDS του Παραδείγματος 6.22. Τα σύνολα αυτά αποτελούν 108 − {9; 3; 81}

SDS με 36 παράλληλες κλάσεις.

Επιπλέον από το Θεώρημα 6.23 και την Παρατήρηση 6.25 μπορούμε να κατα-

σκευάσουμε συνολικά `2q(q2+q+1), `2 = 1, 2, . . . , q3 τμηματικά σύνολα διαφορών. Αυ-

τά τα σύνολα μπορούν να ϑεωρηθούν ως e−{q3;q2; `2q
3(q+1)} SDS με m = `2(q

2+q+1)
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Πίνακας 6.2: Το ομοιόμορφο 108 − {9; 3; 81} SDS που προκύπτει από την εφαρμογή

του Θεωρήματος 6.20 και της Παρατήρησης 6.25

P1 P5 P9 P13 P17 P21 P25 P29 P33

{1,2,4} {2,3,5} {3,4,6} {4,5,7} {5,6,8} {6,7,9} {7,8,1} {8,9,2} {9,1,3}
{3,5,7} {4,6,8} {5,7,9} {6,8,1} {7,9,2} {8,1,3} {9,2,4} {1,3,5} {2,4,6}
{6,8,9} {7,9,1} {8,1,2} {9,2,3} {1,3,4} {2,4,5} {3,5,6} {4,6,7} {5,7,8}
P2 P6 P10 P14 P18 P22 P26 P30 P34

{1,3,6} {2,4,7} {3,5,8} {4,6,9} {5,7,1} {6,8,2} {7,9,3} {8,1,4} {9,2,5}
{2,5,9} {3,6,1} {4,7,2} {5,8,3} {6,9,4} {7,1,5} {8,2,6} {9,3,7} {1,4,8}
{4,7,8} {5,8,9} {6,9,1} {7,1,2} {8,2,3} {9,3,4} {1,4,5} {2,5,6} {3,6,7}
P3 P7 P11 P15 P19 P23 P27 P31 P35

{1,5,8} {2,6,9} {3,7,1} {4,8,2} {5,9,3} {6,1,4} {7,2,5} {8,3,6} {9,4,7}
{2,6,7} {3,7,8} {4,8,9} {5,9,1} {6,1,2} {7,2,3} {8,3,4} {9,4,5} {1,5,6}
{3,4,9} {4,5,1} {5,6,2} {6,7,3} {7,8,4} {8,9,5} {9,1,6} {1,2,7} {2,3,8}
P4 P8 P12 P16 P20 P24 P28 P32 P36

{1,7,9} {2,8,1} {3,9,2} {4,1,3} {5,2,4} {6,3,5} {7,4,6} {8,5,7} {9,6,8}
{2,3,8} {3,4,9} {4,5,1} {5,6,2} {6,7,3} {7,8,4} {8,9,5} {9,1,6} {1,2,7}
{4,5,6} {5,6,7} {6,7,8} {7,8,9} {8,9,1} {9,1,2} {1,2,3} {2,3,4} {3,4,5}

παράλληλες κλάσεις όπου e = `2q(q
2 + q + 1). Για παράδειγμα από το ομοιόμορφο

39− {27; 9; 108} SDS που κατασκευάσαμε στο Παράδειγμα 6.24 μπορούμε να φτιάξουμε

1053 − {27; 9; 2916} ομοιόμορφα SDS με 351 παράλληλες κλάσεις.

6.4 Κατασκευή βέλτιστων ΥΣ πολλών επιπέδων

Στην παράγραφο αυτή ϑα παρουσιάσουμε μία διαδικασία κατασκευής βέλτιστων υ-

περκορεσμένων σχεδιασμών πολλών επιπέδων χρησιμοποιώντας τα τμηματικά σύνολα

διαφορών που κατασκευάσαμε στα προηγούμενα.

Αρχικά ϑεωρούμε ένα ομοιόμορφο e− {v;k; λ} SDS όπου v = q2, k = q, λ = v = q2,

με m = q + 1 παράλληλες κλάσεις ή ένα ομοιόμορφο e − {v;k; λ} SDS όπου v = q3,

k = q2, λ = v(q + 1) = q3(q + 1), με m = q2 + q + 1 παράλληλες κλάσεις τα οποία

κατασκευάζονται χρησιμοποιώντας τα Θεωρήματα 6.20 και 6.23 αντίστοιχα και την

προτεινόμενη μεθοδολογία. Μπορούμε να κατασκευάσουμε ένα σχεδιασμό με n = v

γραμμές και m στήλες σύμφωνα με τα παρακάτω βήματα:
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• Κάθε παράλληλη κλάση αποτελεί μία στήλη του σχεδιασμού,

• Σε κάθε μία παράλληλη κλάση κάθε σύνολο αποτελεί ένα παραγοντικό επίπεδο

του σχεδιασμού 1, 2, . . . , q, και

• Οι αριθμοί σε κάθε ένα σύνολο αποτελούν τις εκτελέσεις του σχεδιασμού.

Οι σχεδιασμοί αυτοί είναι κορεσμένοι εφόσον σε κάθε περίπτωση ισχύει η σχέση

m(q−1) = n−1. Από την Παρατήρηση 6.25 και την προτεινόμενη διαδικασία μπορούμε

να κατασκευάσουμε σχεδιασμούς με m = `1(q+ 1), `1 = 1, 2, . . . , q2 ή m = `2(q
2+q+ 1),

`2 = 1, 2, . . . , q3 στήλες. Οι σχεδιασμοί αυτοί ϑα είναι υπερκορεσμένοι σχεδιασμοί

με πολλά επίπεδα. Θα παρουσιάσουμε τώρα ένα παράδειγμα για το πως μπορούμε

να κατασκευάσουμε έναν υπερκορεσμένο σχεδιασμό σύμφωνα με την προτεινόμενη

μεθοδολογία.

Παράδειγμα 6.26. Ας ϑεωρήσουμε το ομοιόμορφο 108− {9; 3; 81} SDS που αναφέρεται

στον Πίνακα 6.2 και βάσει αυτού ϑα κατασκευάσουμε έναν υπερκορεσμένο σχεδιασμό

με q = 3 επίπεδα, n = 9 γραμμές και m = 36 στήλες. Το συγκεκριμένο SDS έχει 36

παράλληλες κλάσεις που συμβολίζονται ως P1, P2, . . . , P36. Κάθε παράλληλη κλάση

μετατρέπεται σε μία στήλη του σχεδιασμού. Σε κάθε μία παράλληλη κλάση κάθε ένα

από τα τρία σύνολα μετατρέπεται σε ένα παραγοντικό επίπεδο 1, 2, 3 και οι αριθμοί

σε κάθε σύνολο γίνονται οι γραμμές του σχεδιασμού. Για παράδειγμα στην παράλληλη

κλάση P1 το πρώτο σύνολο είναι το {1, 2,4} οπότε βάζουμε 1 στις γραμμές 1, 2,4 της

πρώτης στήλης του σχεδιασμού, το δεύτερο σύνολο είναι το {3, 5, 7} οπότε βάζουμε 2

στις γραμμές 3, 5, 7, της πρώτης στήλης του σχεδιασμού και το τρίτο σύνολο είναι το

{6, 8, 9} οπότε και βάζουμε 3 στις γραμμές 6, 8, 9. Κατά αυτόν τον τρόπο παίρνουμε μία

στήλη με τρία επίπεδα η οποία ϑα είναι η πρώτη στήλη του σχεδιασμού. Συνεχίζουμε

την ίδια διαδικασία και κατασκευάζουμε τις υπόλοιπες 35 στήλες του σχεδιασμού ο

οποίος φαίνεται στον Πίνακα 6.3.

Θεώρημα 6.27. Οι n ×m υπερκορεσμένοι σχεδιασμοί πολλών επιπέδων που κατα-

σκευάζονται χρησιμοποιώντας το ομοιόμορφο e− {v;k; λ} τμηματικό σύνολο διαφορών
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Πίνακας 6.3: Ο 9×36 υπερκορεσμένος σχεδιασμός που προκύπτει από το ομοιόμορφο

108 − {9; 3; 81} SDS

Γραμμή 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
1 1 1 1 1 3 2 3 1 3 3 1 2 2 3 2 1 3 1
2 1 2 2 2 1 1 1 1 3 2 3 1 3 3 1 2 2 3
3 2 1 3 2 1 2 2 2 1 1 1 1 3 2 3 1 3 3
4 1 3 3 3 2 1 3 2 1 2 2 2 1 1 1 1 3 2
5 2 2 1 3 1 3 3 3 2 1 3 2 1 2 2 2 1 1
6 3 1 2 3 2 2 1 3 1 3 3 3 2 1 3 2 1 2
7 2 3 2 1 3 1 2 3 2 2 1 3 1 3 3 3 2 1
8 3 3 1 2 2 3 2 1 3 1 2 3 2 2 1 3 1 3
9 3 2 3 1 3 3 1 2 2 3 2 1 3 1 2 3 2 2

Γραμμή 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36
1 2 3 2 2 1 3 1 3 3 3 2 1 3 2 1 2 2 2
2 2 1 3 1 2 3 2 2 1 3 1 3 3 3 2 1 3 2
3 1 2 2 3 2 1 3 1 2 3 2 2 1 3 1 3 3 3
4 3 1 3 3 1 2 2 3 2 1 3 1 2 3 2 2 1 3
5 1 1 3 2 3 1 3 3 1 2 2 3 2 1 3 1 2 3
6 2 2 1 1 1 1 3 2 3 1 3 3 1 2 2 3 2 1
7 3 2 1 2 2 2 1 1 1 1 3 2 3 1 3 3 1 2
8 3 3 2 1 3 2 1 2 2 2 1 1 1 1 3 2 3 1
9 1 3 1 3 3 3 2 1 3 2 1 2 2 2 1 1 1 1
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όπου e = `1q(q + 1), `1 = 1, 2, . . . , q2
, v = q2

, k = q, λ = `1q
2
, με m = `1(q + 1)

παράλληλες κλάσεις είναι E(fNOD)-βέλτιστοι.

Απόδειξη. ´Εστω X ο n × m υπερκορεσμένος σχεδιασμός πολλών επιπέδων. Κάθε

επίπεδο εμφανίζεται σε κάθε στήλη του X ακριβώς v/q φορές και ο σχεδιασμός αυτός

είναι ισορροπημένος. Αρκεί να αποδείξουμε ότι ο αριθμός των συμπτώσεων μεταξύ

δύο γραμμών ri και rj του σχεδιασμού είναι σταθερός. Από την κατασκευή του SDS

έχουμε ότι κάθε ζεύγος των στοιχείων s, s+ 1, s ∈ Zv εμφανίζεται `1 φορές στα σύνολα

του SDS. Αυτό σημαίνει ότι ο αριθμός των συμπτώσεων μεταξύ των γραμμών ri και rj
είναι `1 οπότε και αποδεικνύεται το ζητούμενο.

Παρόμοια αποδεικνύεται και το επόμενο ϑεώρημα.

Θεώρημα 6.28. Οι n ×m υπερκορεσμένοι σχεδιασμοί πολλών επιπέδων που κατα-

σκευάζονται χρησιμοποιώντας το ομοιόμορφο e− {v;k; λ} τμηματικό σύνολο διαφορών

όπου e = `2q(q
2 + q + 1), `2 = 1, 2, . . . , q3

, v = q3
, k = q2

, λ = `2q
3(q + 1), με

m = `2(q
2 + q+ 1) παράλληλες κλάσεις είναι E(fNOD)-βέλτιστοι.

Επίσης με την παράθεση t ομοιόμορφων τμηματικών συνόλων διαφορών της μορ-

φής e − {v;k; λ} με m παράλληλες κλάσεις μπορούμε να κατασκευάσουμε υπερκορε-

σμένους σχεδιασμούς πολλών επιπέδων με n = v γραμμές και tm στήλες. Το επόμενο

ϑεώρημα εξασφαλίζει ότι οι υπερκορεσμένοι αυτοί σχεδιασμοί είναι E(fNOD)-βέλτιστοι.

Θεώρημα 6.29. Οι n × tm, t > 1, υπερκορεσμένοι σχεδιασμοί πολλών επιπέδων που

κατασκευάζονται χρησιμοποιώντας τα τμηματικά σύνολα διαφορών που προκύπτουν

από την παράθεση t ομοιόμορφων e − {v;k; λ} τμηματικών συνόλων διαφορών με m

παράλληλες κλάσεις είναι E(fNOD)-βέλτιστοι.

Παρατήρηση 6.30. ´Ενας E(fNOD)-βέλτιστος υπερκορεσμένος σχεδιασμός πολλών

επιπέδων μπορεί να περιλαμβάνει στήλες που είναι πλήρως εξαρτημένες. Για να

αξιολογήσουμε τους νέους σχεδιασμούς που κατασκευάζουμε με την προτεινόμενη

μεθοδολογία πρέπει να χρησιμοποιήσουμε τις τιμές max χ2 και fmax· αυτό μας βοηθά

να αποφύγουμε τις πλήρως εξαρτημένες στήλες καθώς επίσης διατηρεί και ένα μικρό

βαθμό εξάρτησης μεταξύ των στηλών.
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6.5 Νέοι υπερκορέσμένοι σχεδιασμοί πολλών επιπέδων

Θα παρουσιάσουμε τώρα τα αρχικά σύνολα από τα νέα τμηματικά σύνολα διαφορών

που κατασκευάσαμε σύμφωνα με την προτεινόμενη μεθοδολογία. Από τα SDS αυτά

μπορούμε να κατασκευάσουμε E(fNOD)-βέλτιστους υπερκορεσμένους σχεδιασμούς με

τρία, τέσσερα, πέντε, επτά και οκτώ επίπεδα και μεγάλο πλήθος στηλών.

Στον Πίνακα 6.4 παρουσιάζονται τα 8 αρχικά σύνολα SDS, ο αριθμός των μετατο-

πίσεων `1 και ο αριθμός των παράλληλων κλάσεων. Με τη χρήση του Θεωρήματος 6.20

τα σύνολα αυτά σχηματίζουν 8 διαφορετικά 12−{9; 3; 9} ομοιόμορφα SDS. Από την Πα-

ρατήρηση 6.25 και τις τιμές `1 του πίνακα παίρνουμε πέντε διαφορετικά 108− {9; 3; 81}

ομοιόμορφα SDS κάθε ένα με m = 36 παράλληλες κλάσεις, ένα 48 − {9; 3; 36} ομοιό-

μορφο SDS με m = 16 παράλληλες κλάσεις, ένα 36 − {9; 3; 27} ομοιόμορφο SDS με

m = 12 παράλληλες κλάσεις και ένα 24 − {9; 3; 18} ομοιόμορφο SDS με m = 8 παράλ-

ληλες κλάσεις. Ακολουθώντας τα βήματα που περιγράφονται στην Παράγραφο 6.5

κατασκευάζουμε οκτώ E(fNOD)-βέλτιστους υπερκορεσμένους σχεδιασμούς τριών επι-

πέδων. Με την παράθεση των οκτώ αυτών υπερκορεσμένων σχεδιασμών προκύπτει

ένας E(fNOD)-βέλτιστος υπερκορεσμένος σχεδιασμός τριών επιπέδων με n = 9 γραμμές

και m = 216 στήλες.

Παρατήρηση 6.31. Ο αριθμός των μετατοπίσεων στα SDS 6, 7, 8 του Πίνακα 6.4

είναι περιορισμένος επειδή ένας μεγαλύτερος αριθμός μετατοπίσεων ϑα κατέληγε σε

σχεδιασμούς με πλήρως εξαρτημένες στήλες.

Με παρόμοιο τρόπο κατασκευάζουμε τα h αρχικά σύνολα SDS τα οποία σύμφω-

να με το Θεώρημα 6.20 ή 6.23 σχηματίζουν h διαφορετικά e − {v;k; λ} ομοιόμορφα

SDS. Οι παράμετροι των συνόλων αυτών δίνονται στη δεύτερη στήλη του Πίνακα

6.5. Από την Παρατήρηση 6.25 με `1 μετατοπίσεις σε κάθε SDS παίρνουμε h διαφο-

ρετικά e∗ − {v∗;k∗; λ∗} ομοιόμορφα SDS με παραμέτρους που δίνονται στην τέταρτη

στήλη του Πίνακα 6.5 και με m παράλληλες κλάσεις το καθένα. Σύμφωνα με την

προτεινόμενη μεθοδολογία (6.5) κατασκευάζουμε h E(fNOD)-βέλτιστους υπερκορεσμέ-

νους σχεδιασμούς σε q επίπεδα με n γραμμές και m στήλες. Η παράθεση αυτών
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Πίνακας 6.4: Παράμετροι των 8 διαφορετικών 12 − {9; 3; 9} τμηματικών συνόλων δια-

φορών

SDS Αρχικά σύνολα `1 Παράλληλες κλάσεις
1 {1,2,4}, {3,5,7}, {6,8,9} 9 36
2 {1,4,7}, {2,3,6}, {5,8,9} 9 36
3 {1,4,5}, {3,6,7}, {2,8,9} 9 36
4 {1,4,9}, {3,5,8}, {2,6,7} 9 36
5 {1,2,5}, {3,4,8}, {6,7,9} 9 36
6 {1,2,5}, {3,7,9}, {4,6,8} 4 16
7 {1,7,8}, {2,4,5}, {3,6,9} 3 12
8 {1,2,8}, {3,5,9}, {4,6,7} 2 8

Σύνολο 216

των h υπερκορεσμένων σχεδιασμών μας δίνει έναν E(fNOD)-βέλτιστο υπερκορεσμένο

σχεδιασμό με q επίπεδα, n γραμμές και m ·h στήλες. Τα αποτελέσματα αυτά δίνονται

στον Πίνακα 6.5 ενώ τα αρχικά σύνολα του κάθε τμηματικού συνόλου διαφορών που

χρησιμοποιούμε σε κάθε περίπτωση δίνονται στο Παράρτημα Α´.

Πίνακας 6.5: E(fNOD)-βέλτιστοι υπερκορεσμένοι σχεδιασμοι που κατασκευάζονται

σύμφωνα με την προτεινόμενη μεθοδολογία

h e − {v; k; λ} SDS `1 e∗ − {v∗; k∗; λ∗} SDS m E(fNOD)-βέλτιστος SSD
20 20 − {16; 4; 16} 16 320 − {16; 4; 256} 80 16 γραμμές, 1600 στήλες σε 4 επίπεδα
24 30 − {25; 5; 25} 25 750 − {25; 5; 625} 150 25 γραμμές, 3600 στήλες σε 5 επίπεδα
32 56 − {49; 7; 49} 49 2744 − {49; 7; 2401} 392 49 γραμμές, 12544 στήλες σε 7 επίπεδα
36 72 − {64; 8; 64} 64 4608 − {64; 8; 4096} 576 64 γραμμές, 20736 στήλες σε 8 επίπεδα
26 39 − {27; 9; 108} 27 1053 − {27; 9; 2916} 351 27 γραμμές, 9126 στήλες σε 3 επίπεδα
21 84 − {64; 16; 320} 64 5376 − {64; 16; 20480} 1344 64 γραμμές, 28224 στήλες σε 4 επίπεδα
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6.6 Συμπεράσματα

Η προτεινόμενη μέθοδος κατασκευής E(fNOD)-βέλτιστων υπερκορεσμένων σχεδιασμών

είναι αρκετά υποσχόμενη διότι χρησιμοποιεί άπειρες κλάσεις τμηματικών συνόλων

διαφορών. Η συγκεκριμένη μέθοδος βασίζεται σε ομοιόμορφα επιλύσιμα τμηματικά

σύνολα διαφορών και σε αμοιβαίως ορθογώνια λατινικά τετράγωνα. Οι νέοι υπερ-

κορεσμένοι σχεδιασμοί δεν περιλαμβάνουν πλήρως εξαρτημένες στήλες και όλες οι

στήλες είναι μεταξύ τους σχεδόν ορθογώνιες. Επιπλέον οι σχεδιασμοί αυτοί έχουν

το πλεονέκτημα του μεγάλου αριθμού στηλών εν συγκρίσει με άλλους υπάρχοντες

σχεδιασμούς.

Οι υπερκορεσμένοι σχεδιασμοί που κατασκευάζονται σύμφωνα με την προτεινό-

μενη μέθοδο έχουν αξιολογηθεί χρησιμοποιώντας τα κριτήρια ave χ2, f(di, dj) και

E(fNOD). Οι πίνακες με τους αριθμούς των γραμμών και των στηλών, τις τιμές του

max χ2, τον αριθμό των πλήρως εξαρτημένων στηλών sup(max χ2), το (ave χ2) και

το κατώτερο όριο του LBave χ2 καθώς και την ave χ2 − efficiency, τις τιμές των ave |f|,

ave(f2) και fmax σύμφωνα με το κριτήριο f(di, dj), και τις τιμές των E(fNOD), LBE(fNOD)

και E(fNOD)eff για κάθε ένα σχεδιασμό που κατασκευάσαμε δίνονται στην ηλεκτρονι-

κή σελίδα του Καθ. Χ. Κουκουβίνου http://www.math.ntua.gr/∼ckoukouv/.





Κεφάλαιο 7

Επιλογή μεταβλητών σε

υπερκορεσμένους σχεδιασμούς

Οι υπερκορεσμένοι σχεδιασμοί είναι μία κλάση των παραγοντικών σχεδιασμών που

χρησιμοποιούνται για τον προσδιορισμό των σημαντικών παραγόντων από ένα μεγάλο

σύνολο πιθανών ενεργών μεταβλητών. Στο κεφάλαιο αυτό ϑα ασχοληθούμε με την

επιλογή μεταβλητών σε υπερκορεσμένους σχεδιασμούς δύο επιπέδων.

7.1 Ανάλυση υπερκορεσμένων σχεδιασμών

Η ανάλυση των υπερκορεσμένων σχεδιασμών βασίζεται στην αρχή της σποραδικότη-

τας των επιδράσεων [17] η οποία υποθέτει ότι μόνο λίγοι από τους πειραματικούς

παράγοντες επηρεάζουν πραγματικά την απόκριση. Η ανάλυση των υπερκορεσμένων

σχεδιασμών έχει προσελκύσει ιδιαίτερο ενδιαφέρον τα τελευταία χρόνια. Οι Westfall

et al. [109] πρότειναν μία τεχνική για τον έλεγχο του σφάλματος στη διαδικασία της

προς τα εμπρός επιλογής. Οι Abraham et al. [2] έδειξαν ότι μπορεί να προκύψουν

και μη ασφαλή αποτελέσματα από την ανάλυση των υπερκορεσμένων σχεδιασμών α-

νεξάρτητα από το ποιά μέθοδος ϑα χρησιμοποιηθεί. Οι Beattie et al. [6] πρότειναν

μία μπεϋζιανή τεχνική επιλογής μοντέλου, ενώ οι Li και Lin [72] εισήγαγαν μία μέθοδο

επιλογής μεταβλητών βασισμένη στα ποινικοποιημένα ελάχιστα τετράγωνα. Ο Lin [75]
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εφάρμοσε την προς τα εμπρός μέθοδο επιλογής σε 1/2 κλάσματα των Plackett-Burman

σχεδιασμών. Οι Holcomb et al. [60] πρότειναν την ανάλυση υπερκορεσμένων σχεδια-

σμών με την τεχνική bootstrap. Οι Hamada και Wu [52] παρουσίασαν μία επαναληπτι-

κή διαδικασία παλινδρόμησης κατά βήματα έτσι ώστε να μπορούν να εκτιμηθούν και

αλληλεπιδράσεις. Οι Chipman et al. [27] πρότειναν μία μπεϋζιανή μέθοδο επιλογής

για σχεδιασμούς με πολύπλοκη δομή ταυτόσημων επιδράσεων ενώ η μέθοδος των Lu

και Wu [83] βασίζεται στη σταδιακή μείωση διαστάσεων του προβλήματος. Πρόσφα-

τα οι Phoa et al. [97] έδωσαν μία μέθοδο επιλογής μεταβλητών χρησιμοποιώντας το

Dantzig selector. Εμείς προτείνουμε την εφαρμογή της μεθόδου επιλογής καλύτερου

υποσυνόλου μεταβλητών στους υπερκορεσμένους σχεδιασμούς έτσι ώστε να μπορούμε

να προσδιορίσουμε τους ενεργούς παράγοντες με έναν εύκολο και αποδοτικό τρόπο.

7.2 Προτεινόμενη μέθοδος ανάλυσης

Αρχικά ας ϑεωρήσουμε το εξής μοντέλο για ένα πείραμα επιλογής μεταβλητών:

y = Xβ+ ε, (7.1)

όπου y είναι το (n× 1) διάνυσμα απόκρισης, X είναι ο n× p πίνακας σχεδιασμού, β

είναι το (p× 1) διάνυσμα των άγνωστων συντελεστών και ε είναι το (n× 1) διάνυσμα

τυχαίου σφάλματος με ε = (ε1, ε2, . . . , εn)
′ και εi ∼ N(0, σ2) για κάθε i = 1, 2, . . . , n.

Στόχος είναι να προσδιορίσουμε εκείνους τους παράγοντες που έχουν μη μηδενικές

επιδράσεις. Συνήθως οι πειραματιστές υποθέτουν ότι υπάρχουν μόνο m ενεργοί πα-

ράγοντες από το σύνολο των p παραγόντων που συμμετέχουν στο πείραμα με m < p.

Η διαδικασία είναι περισσότερο εύρωστη όταν το m είναι το πολύ ίσο με το μισό του

αριθμού των συνολικών εκτελέσεων [17].

Θα παρουσιάσουμε μία μέθοδο για τον έλεγχο των παραγοντικών επιδράσεων σε

υπερκορεσμένους σχεδιασμούς με μπλοκ δομή. Η μέθοδος αυτή βασίζεται στη δια-

δικασία επιλογής υποσυνόλων μεταβλητών χρησιμοποιώντας κριτήρια πληροφορίας.

Σημαντικές εργασίες πάνω στη μέθοδο επιλογής του καλύτερου υποσυνόλου μεταβλη-

τών είναι οι [59], [17] και [98]. Τα κριτήρια που χρησιμοποιούνται συνήθως στη μέθοδο
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αυτή χωρίζονται σε τέσσερις κατηγορίες:

1. Κριτήρια πρόβλεψης

2. Κριτήρια πληροφορίας

3. Διαδικασίες επαναχρησιμοποίησης των δεδομένων και καθοδήγησης από τα δε-

δομένα

4. Μπεϋζιανή επιλογή μεταβλητών

Εμείς ϑα χρησιμοποιήσουμε κριτήρια πληροφορίας τα οποία συνδέονται με μέτρα

πιθανοφάνειας ή απόκλισης. Κάθε ένα από αυτά τα κριτήρια μπορεί να ϑεωρηθεί ως

ένας προσεγγιστικά αμερόληπτος εκτιμητής της αναμενόμενης συνολικής απόκλισης,

μία μη αρνητική ποσότητα που μετρά την απόσταση μεταξύ του πραγματικού μο-

ντέλου και του προσαρμοσμένου μοντέλου. Τα κριτήρια αυτά συνήθως αποτελούνται

από δύο όρους· ο πρώτος όρος αποτελεί το μεροληπτικό εκτιμητή της αναμενόμενης

συνολικής απόκλισης και ο δεύτερος είναι ο κατάλληλος διορθωτικός όρος που κάνει

τον εκτιμητή αμερόληπτο ασυμπτωτικά.

Τα πιο δημοφιλή κριτήρια πληροφορίας είναι το Akaike Information Criterion

(AIC) και το Bayesian Information Criterion (BIC). Το κριτήριο AIC προτάθηκε από

τον Akaike [4] και συνιστά την επιλογή του μοντέλου που ελαχιστοποιεί την ποσότητα

AIC = −2l+ 2p, όπου l είναι η πιθανοφάνεια του μοντέλου και p είναι ο αριθμός των

παραμέτων του μοντέλου. Ο Schwarz [102] πρότεινε το κριτήριο BIC το οποίο έχει

παρόμοια μορφή με το AIC απλά διαφέρει στο ότι ο λογάριθμος της πιθανοφάνειας

ποινικοποιείται από την ποσότητα plog(n) αντί του 2p. Το κριτήριο BIC επιλέγει

εκείνο το μοντέλο που ελαχιστοποιεί την ποσότητα BIC = −2l + p log(n) όπου n

είναι ο αριθμός των παρατηρήσεων.

Οι Phoa et al. [97] πρότειναν μία τροποποίηση του κριτηρίου AIC για τη σύγκριση

μοντέλων σύμφωνα με την ποσότητα mAIC = −2l + 2p2. ´Εθεσαν δηλαδή έναν τε-

τραγωνικό όρο ποινής της πολυπλοκότητας του μοντέλου p αντί του γραμμικού όρου

που έχει το κριτήριο AIC. Οπότε το mAIC επιλέγει πιο περιορισμένα μοντέλα από
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το AIC ως προς τον αριθμό των μεταβλητών. Εμείς προτείνουμε δύο διαφορετικές

τροποποιήσεις των παραπάνω κριτηρίων πληροφορίας οι οποίες ορίζονται από τις

σχέσεις:

modAIC =
−2l
p

+
2p3/2

logn3/2 , (7.2)

modBIC =
−2l
p

+
p logn2

logp
. (7.3)

Στα τροποποιημένα αυτά κριτήρια τυποποιούμε τα κριτήρια AIC και BIC διαιρών-

τας τον πρώτο όρο με τον αριθμό των παραμέτρων του μοντέλου p οπότε κατά αυτόν

τον τρόπο ελαχιστοποιείται η επίδραση του αριθμού των παραγόντων. Επίσης προ-

σθέτουμε και έναν όρο ποινής που περιλαμβάνει την πολυπλοκότητα του μοντέλου

p και τον αριθμό των παρατηρήσεων n. Επιλέξαμε την προσθήκη των συγκεκριμέ-

νων αυτών όρων στα κριτήρια αφού δοκιμάσαμε διάφορες άλλες επιλογές και κάναμε

αρκετά πειράματα προσομοίωσης οπότε και επιλέξαμε τους όρους αυτούς που μας

έδωσαν τα καλύτερα αποτελέσματα. Η αποδοτικότητα των προτεινόμενων κριτηρίων

φαίνεται και στην επόμενη παράγραφο όπου παρουσιάζονται αναλυτικά τα αποτελέ-

σματα της μελέτης προσομοιώσης.

Η μέθοδος που προτείνουμε μπορεί να εφαρμοστεί σε E(s2)-βέλτιστους υπερκο-

ρεσμένους σχεδιασμούς δύο επιπέδων σε s μπλοκ. Σχεδιασμοί τέτοιου τύπου κατα-

σκευάζονται σύμφωνα με τη μεθοδολογία που υπάρχει στις εργασίες [104], [68] και

[69].

Οι Tang και Wu [104] πρότειναν την κατασκευή ενός υπερκορεσμένου σχεδιασμού

X με n γραμμές και s(n − 1) στήλες παραθέτοντας s ισοδύναμους πίνακες Hada-

mard H1,H2, . . . ,Hs τάξης n υπό την προϋπόθεση ότι καμία από τις s(n− 1) στήλες

δε ϑα είναι πλήρως ταυτόσημη με κάποια άλλη (δύο στήλες ci και cj είναι πλήρως

ταυτόσημες αν ci = ±cj). Οι σχεδιασμοί αυτοί ϑα έχουν έναν πίνακα σχεδιασμού

X = [X1,X2, . . . ,Xs], όπου κάθε Xi είναι ένας ισορροπημένος n× (n − 1) πίνακας με

στοιχεία ±1, i = 1, 2, . . . , s. Για την κατασκευή των σχεδιασμών αυτών χρησιμοποι-

ήθηκε το κριτήριο της ελαχιστοποίησης της ποσότητας rmax = maxi<j |sij/n|, όπου
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sij/n = rij είναι η συσχέτιση των δύο στηλών ci, cj. Κάθε πίνακας Xi, i = 1, 2, . . . , s

έχει στήλες ορθογώνιες ανά δύο. Οπότε οι σχεδιασμοί που προκύπτουν έχουν την

ιδιότητα ότι οποιεσδήποτε δύο στήλες που έχουν μη μηδενική συσχέτιση ϑα ανήκουν

σε διαφορετικά μπλοκ. Οπότε όλες οι στήλες που ανήκουν στο ίδιο μπλοκ έχουν

μηδενική συσχέτιση. Αυτή ακριβώς η ιδιότητα είναι πολύ χρήσιμη για την εφαρμο-

γή της προτεινόμενης μεθοδολογίας επιλογής μεταβλητών καθώς παίρνοντας τέτοιους

σχεδιασμούς αποφεύγουμε την περίπτωση δύο στήλες που είναι συσχετισμένες να

ανήκουν και οι δύο σε ενεργούς παράγοντες.

Οι Koukouvinos et al. [68] κατασκεύασαν E(s2)-βέλτιστους υπερκορεσμένους σχε-

διασμούς δύο επιπέδων με κυκλική δομή. Παρά το γεγονός ότι τα μπλοκ των σχε-

διασμών αυτών δεν είναι απαραίτητα ορθογώνια, οι υπερκορεσμένοι αυτοί σχεδιασμοί

είναι βέλτιστοι ως προς το κριτήριο ελαχιστοποίησης της ποσότητας rmax. ´Ετσι η

τιμή της συσχέτισης μεταξύ των στηλών είναι όσο το δυνατό μικρότερη. Επίσης στο

[69] πρότειναν ένα υβριδικό γενετικό αλγόριθμο για την κατασκευή E(s2)-βέλτιστων

υπερκορεσμένων σχεδιασμών δύο επιπέδων με κυκλική δομή.

Η προτεινόμενη μεθοδολογία εφαρμόζεται ακολουθώντας τα εξής βήματα:

1. Εφαρμόζουμε τη μέθοδο επιλογής καλύτερου υποσυνόλου σε κάθε i = 1, 2, . . . , s

μπλοκ χρησιμοποιώντας ένα από τα κριτήρια πληροφορίας που αναφέραμε

προηγουμένως και ϑεωρώντας ως πίνακα σχεδιασμού τον n × (n − 1) πίνακα

Xi και ως διάνυσμα απόκρισης το n× 1 διάνυσμα y.

2. Ορίζουμε ως Si το σύνολο όλων των ενεργών μεταβλητών που προκύπτουν κατά

την παλινδρόμηση του y με τους πίνακες Xi, i = 1, 2, . . . , s.

3. ´Εστω ότι S =
⋃s
i=1Si είναι η ένωση όλων των παραγόντων που προσδιορίστηκαν

ως ενεργοί σε κάθε ένα μπλοκ του σχεδιασμού. Τότε το σύνολο όλων των ενεργών

παραγόντων του σχεδιασμού είναι το S.

Μπορούμε να εφαρμόσουμε την προτεινόμενη μέθοδο είτε σε σχεδιασμούς που

έχουν μία μπλοκ δομή είτε όχι με πολύ καλή απόδοση όπως φαίνεται και στη μελέτη

προσομοίωσης που ακολουθεί.
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7.3 Αξιολόγηση της προτεινόμενης μεθοδολογίας

Θα παρουσιάσουμε τώρα μία συγκριτική μελέτη προσομοίωσης για να ελέγξουμε την

αποδοτικότητα της μεθόδου που προτείναμε. Για λόγους σύγκρισης έχουμε συμπε-

ριλάβει στα πειράματα προσομοίωσης τη μέθοδο SCAD [72], [67] η οποία είναι μία

πολύ γνωστή μέθοδος ανάλυσης των υπερκορεσμένων σχεδιασμών. Εφαρμόζουμε τη

μέθοδο SCAD στα μπλοκ των σχεδιασμών όπως προτείνεται στο [67] όπως ακριβώς

προτείνουμε να εφαρμοστεί και η δική μας μεθοδολογία. Για την εφαρμογή της μεθό-

δου SCAD επιλέγουμε την τιμή της παραμέτρου a = 3.7 και εκτιμούμε την παράμετρο

κατωφλιού λ μέσω cross-validation.

Δημιουργούμε 1000 σύνολα δεδομένων σύμφωνα με το γραμμικό μοντέλο 7.1 με

συντελεστές τυχαία επιλεγμένους και προσθέτουμε έναν τυχαίο όρο σφάλματος εi ∼

N(0, 1) για κάθε i = 1, 2, . . . , n σε κάθε παρατήρηση yi. Να σημειώσουμε εδώ ότι μας

ενδιαφέρει να μελετήσουμε μοντέλα που περιλαμβάνουν μόνο κύριες επιδράσεις οπότε

ϑεωρούμε ότι τα μοντέλα μας δε συμπεριλαμβάνουν αλληλεπιδράσεις. Οι πραγματι-

κά ενεργές επιδράσεις επιλέγονται τυχαία από το σύνολο των 1, . . . , p ενδεχόμενων

ενεργών επιδράσεων. Σύμφωνα με την αρχή της σποραδικότητας των επιδράσεων επι-

λέγουμε όλους τους πιθανούς αριθμούς ενεργών παραγόντων οπότε εξέταζουμε όλες

τις 0, 1, 2, 3, . . . , n2 περιπτώσεις σε κάθε ένα από τους έξι n × p πίνακες σχεδιασμού

που έχουμε ϑέσει υπό μελέτη. Επειδή παρατηρήσαμε ότι υπάρχει συμμετρία μεταξύ

των αριθμών των ενεργών παραγόντων μεταξύ των μπλοκ παρουσιάζουμε τα αποτελέ-

σματα μόνο για τις περιπτώσεις όπου ti < tj, i 6= j, i, j = 1, ..., s και με ti συμβολίζουμε

τον αριθμό των ενεργών παραγόντων στο i μπλοκ. Επιλέγουμε τους συντελεστές των

ανενεργών επιδράσεων από την κανονική κατανομή N(0,0.05) και τις απόλυτες τιμές

των συντελεστών των ενεργών επιδράσεων από το διάστημα [0.7, 2.0] ϑεωρώντας και

ϑετικά και αρνητικά πρόσημα. Αυτό που μας ενδιαφέρει να ελέγξουμε στα πειράματα

προσομοίωσης είναι το κόστος του να δηλώσουμε μία ανενεργή επίδραση ως ενεργή

(Σφάλμα Τύπου Ι) καθώς και το κόστος του να δηλώσουμε μία ενεργή επίδραση ως

ενεργή (Σφάλμα Τύπου ΙΙ).

Χρησιμοποιούμε διάφορους υπερκορεσμένους σχεδιασμούς στα πειράματα προσο-
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μοίωσης ως χαρακτηριστικά παραδείγματα σχεδιασμών με διαφορετική δομή στους

οποίους μπορεί να εφαρμοστεί η προτεινόμενη μέθοδος. Στους Πίνακες 7.1-7.5 βρί-

σκονται τα αποτελέσματα από την εφαρμογή της μεθόδου σε έναν υπερκορεσμένο

σχεδιασμό από το [104], δύο υπερκορεσμένους σχεδιασμούς κυκλικής δομής [68], έ-

ναν υπερκορεσμένο σχεδιασμό από το [69] και ένα σχεδιασμό χωρίς μπλοκ δομή [91].

Στις πρώτες στήλες κάθε πίνακα εμφανίζονται ο αιρθμός των πραγματικά ενεργών

παραγόντων ti, i = 1, . . . , s για κάθε ένα από τα s του σχεδιασμού, ενώ στις επόμενες

στήλες αναφέρονται οι τιμές για τα σφάλματα Τύπου Ι και ΙΙ για την προτεινόμενη

μέθοδο και τη μέθοδο SCAD.

• ´Ενας ορθογώνιος ΥΣ με δύο μπλοκ

Αρχικά εφαρμόζουμε την προτεινόμενη μεθοδολογία σε έναν ορθογώνιο υπερ-

κορεσμένο σχεδιασμό με δύο μπλοκ ώστε να εκμεταλλευτούμε την ειδική αυτή

δομή. Επιλέγουμε τον E(s2)-βέλτιστο υπερκορεσμένο σχεδιασμό με p = 22 πα-

ράγοντες σε n = 12 εκτελέσεις με rmax = 0.67 όπως δίνεται στο [104] και τα

αποτελέσματα δίνονται στον Πίνακα 7.1.

Πίνακας 7.1: Αποτελέσματα από το σχεδιασμό των Tang − Wu με p = 22 παράγοντες

και n = 12 εκτελέσεις ϑεωρώντας μέχρι και 6 ενεργούς παράγοντες ανά μπλοκ.

t AIC BIC mAIC modAIC modBIC SCAD
t1 t2 Type I Type II Type I Type II Type I Type II Type I Type II Type I Type II Type I Type II
0 0 0.1639 - 0.1652 - 0.0781 - 0.0792 - 0.0835 - 0.1324 -
0 1 0.2279 0.0980 0.2310 0.0960 0.0615 0.2270 0.1224 0.1800 0.1345 0.1740 0.1604 0.1290
0 2 0.3033 0.0630 0.3070 0.0615 0.0696 0.3535 0.1620 0.1215 0.1875 0.1060 0.1829 0.1175
1 1 0.3245 0.0660 0.3274 0.0635 0.0559 0.2850 0.1698 0.1350 0.1983 0.1190 0.1962 0.1540
0 3 0.3583 0.0950 0.3613 0.0933 0.0835 0.4940 0.1819 0.1907 0.2081 0.1590 0.2132 0.1867
1 2 0.3890 0.0307 0.3911 0.0293 0.0549 0.2150 0.1798 0.0773 0.2164 0.0637 0.2071 0.1093
0 4 0.3931 0.0602 0.3947 0.0587 0.1057 0.5383 0.1998 0.1838 0.2189 0.1358 0.2277 0.1417
1 3 0.3801 0.0305 0.3815 0.0302 0.0670 0.3342 0.1785 0.1038 0.2011 0.0800 0.2147 0.1525
2 2 0.4095 0.0073 0.4116 0.0073 0.0436 0.2190 0.1802 0.0382 0.2112 0.0267 0.2165 0.0685
0 5 0.4725 0.0564 0.4747 0.0562 0.1160 0.6096 0.2262 0.2222 0.2678 0.1668 0.2675 0.2182
1 4 0.4836 0.0874 0.4849 0.0870 0.0686 0.4396 0.2085 0.1976 0.2594 0.1682 0.2126 0.2412
2 3 0.4999 0.1044 0.5020 0.1036 0.1181 0.6462 0.2515 0.2648 0.3025 0.3142 0.3245 0.4296
0 6 0.4538 0.0467 0.4549 0.0450 0.1251 0.6695 0.2432 0.2922 0.2592 0.2087 0.2527 0.3732
1 5 0.5336 0.0712 0.5339 0.0712 0.0810 0.5508 0.2123 0.2392 0.2607 0.1950 0.1773 0.3293
2 4 0.5208 0.1060 0.5216 0.1053 0.0750 0.5372 0.2236 0.3017 0.2738 0.2517 0.2326 0.3812
3 3 0.4079 0.0437 0.4095 0.0433 0.0504 0.4680 0.1840 0.1603 0.2243 0.1232 0.2330 0.1527

Από τα αποτελέσματα του Πίνακα 7.1 φαίνεται ότι η μέθοδος καλύτερου υπο-

συνόλου συμπεριφέρεται με παρόμοιο τρόπο όταν χρησιμοποιούνται τα κριτήρια

AIC και BIC υπερεκτιμώντας τις ανενεργές επιδράσεις (υψηλά σφάλματα Τύπου
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Ι), ενώ το κριτήριο mAIC δίνει αρκετά υψηλές τιμές σφαλμάτων Τύπου ΙΙ. Η

εφαρμογή των κριτηρίων modAIC και modBIC δίνει καλύτερα αποτελέσματα

από τα αρχικά κριτήρια και είναι αρκετά ανταγωνιστική ως προς τα αποτελέ-

σματα που δίνει η μέθοδος SCAD.

• ´Ενας ΥΣ με δύο μπλοκ

Στη συνέχεια χρησιμοποιούμε έναν υπερκορεσμένο σχεδιασμό με δύο μπλοκ ο

οποίος έχει κατασκευαστεί στο [68]. Πρόκειται για έναν E(s2)-βέλτιστο υπερκο-

ρεσμένο σχεδιασμό με p = 18 παράγοντες και n = 10 εκτελέσεις και rmax = 0.600.

Τα αποτελέσματα από τις προσομοιώσεις δίνονται στον Πίνακα 7.2.

Πίνακας 7.2: Αποτελέσματα από τον υπερκορεσμένο σχεδιασμό [68] με p = 18 παρά-

γοντες και n = 10 εκτελέσεις ϑεωρώντας μέχρι και πέντε ενεργούς παράγοντες ανά

μπλοκ.

t AIC BIC mAIC modAIC modBIC SCAD
t1 t2 Type I Type II Type I Type II Type I Type II Type I Type II Type I Type II Type I Type II
0 0 0.3668 - 0.4317 - 0.0912 - 0.0997 - 0.1479 - 0.1271 -
0 1 0.4706 0.1370 0.5211 0.1300 0.0741 0.2880 0.1360 0.2090 0.2134 0.2130 0.1259 0.2140
0 2 0.5691 0.1225 0.6025 0.1210 0.0839 0.4405 0.1916 0.2155 0.3064 0.1800 0.1124 0.2185
1 1 0.5671 0.3385 0.6163 0.3350 0.0861 0.5875 0.2028 0.4730 0.2938 0.4250 0.1509 0.5215
0 3 0.4771 0.1540 0.5145 0.1483 0.0897 0.5990 0.2003 0.3097 0.2726 0.2377 0.1835 0.3427
1 2 0.5231 0.1863 0.5544 0.1773 0.0917 0.5493 0.2246 0.3583 0.3114 0.2820 0.1905 0.4243
0 4 0.5876 0.1330 0.6120 0.1270 0.1139 0.6005 0.2457 0.3113 0.3620 0.2115 0.1487 0.3945
1 3 0.5692 0.1403 0.5999 0.1320 0.0821 0.4808 0.2390 0.2858 0.3405 0.2218 0.1746 0.4060
2 2 0.6841 0.1452 0.7059 0.1260 0.1024 0.5517 0.2886 0.4035 0.4314 0.3225 0.1269 0.5357
0 5 0.6876 0.1090 0.6978 0.1062 0.1492 0.6284 0.2866 0.3402 0.4577 0.2194 0.1045 0.4628
1 4 0.7327 0.1784 0.7492 0.1698 0.1452 0.6238 0.3385 0.4838 0.4782 0.3914 0.1336 0.5344
2 3 0.6419 0.3150 0.6636 0.2898 0.1597 0.7452 0.3432 0.5186 0.4375 0.5334 0.2445 0.6676

• ´Ενας μεγάλος ΥΣ

Σε πριπτώσεις όπου ο αριθμός των πειραματικών παραγόντων είναι μεγάλος δε

μπορούμε να εφαρμόσουμε τη μέθοδο επιλογής καλύτερου υποσυνόλου εξαιτίας

του υπολογιστικού κόστους. Οπότε η περαιτέρω διαίρεση του πίνακα σχεδια-

σμού σε μπλοκ μπορεί να αποτελέσει μία καλή εναλλακτική λύση εφαρμογής

της μεθόδου για τις περιπτώσεις αυτές. Θα ϑεωρήσουμε τώρα τον υπερκορε-

σμένο σχεδιασμό με p = 66 και n = 12 εκτελέσεις [68] ο οποίος έχει δύο μπλοκ

και ϑα χωρίσουμε κάθε ένα από αυτά τα δύο μπλοκ σε τρία μπλοκ, οπότε και

συνολικά ϑα έχουμε έξι μπλοκ (Πίνακας 7.3). Οι ενεργοί παράγοντες ορίζονται
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τυχαία σε κάθε ένα από τα έξι μπλοκ.

Πίνακας 7.3: Αποτελέσματα από τον υπερκορεσμένο σχεδιασμό [68] με p = 66 παρά-

γοντες και n = 12 εκτελέσεις ϑεωρώντας μέχρι και έξι ενεργούς παράγοντες σε κάθε

μπλοκ

t AIC BIC mAIC modAIC modBIC SCAD
t1 t2 Type I Type II Type I Type II Type I Type II Type I Type II Type I Type II Type I Type II
0 0 0.2118 - 0.2301 - 0.0497 - 0.0838 - 0.1360 - 0.0861 -
0 1 0.3627 0.1820 0.3788 0.1820 0.0814 0.2140 0.1236 0.1840 0.2363 0.1800 0.1381 0.1830
0 2 0.4252 0.2250 0.4394 0.2285 0.1068 0.4565 0.1249 0.2595 0.2723 0.2350 0.1676 0.2880
1 1 0.4698 0.0860 0.4790 0.0900 0.1100 0.1575 0.1496 0.1270 0.3057 0.1115 0.1573 0.1095
0 3 0.5090 0.2220 0.5171 0.2220 0.1327 0.4367 0.1750 0.3360 0.3288 0.3090 0.1839 0.3807
1 2 0.4794 0.2743 0.4888 0.2687 0.1305 0.4853 0.1690 0.3897 0.3228 0.3570 0.1903 0.4350
0 4 0.5622 0.0747 0.5707 0.0752 0.1395 0.2288 0.1794 0.1358 0.3377 0.1155 0.1899 0.2208
1 3 0.5842 0.1318 0.5896 0.1345 0.1462 0.3320 0.1868 0.1683 0.3548 0.1452 0.1880 0.2402
2 2 0.5831 0.0210 0.5874 0.0205 0.1352 0.1817 0.1622 0.1678 0.3603 0.0532 0.1781 0.1920
0 5 0.6351 0.1642 0.6402 0.1618 0.1504 0.4744 0.2140 0.3032 0.3703 0.2662 0.1991 0.4236
1 4 0.6881 0.1066 0.6925 0.1054 0.1393 0.3046 0.1736 0.2208 0.3893 0.2008 0.1857 0.2656
2 3 0.6748 0.0740 0.6792 0.0728 0.1413 0.3278 0.2283 0.2514 0.3931 0.2110 0.2118 0.3432
0 6 0.6545 0.1822 0.6577 0.1793 0.1570 0.5843 0.2034 0.3870 0.4071 0.3350 0.2033 0.4458
1 5 0.6989 0.0952 0.7020 0.0962 0.1391 0.3933 0.2263 0.1690 0.3983 0.1387 0.2006 0.3938
2 4 0.7018 0.0820 0.7047 0.0812 0.1434 0.4357 0.2096 0.3227 0.4092 0.2388 0.2109 0.3810
3 3 0.6438 0.1197 0.6480 0.1190 0.1493 0.4912 0.2216 0.2955 0.4001 0.2263 0.2311 0.3705

• ´Ενας ΥΣ με τρία μπλοκ

Επίσης χρησιμοποιούμε τον E(s2)-βέλτιστο υπερκορεσμένο σχεδιασμό με p = 21

παράγοντες σε n = 8 εκτελέσεις και rmax = 0.500 [69] ο οποίος αποτελείται από

τρία μπλοκ. Τα αποτελέσματα παρουσιάζονται στον Πίνακα 7.4 όπου τα t1, t2, t3
συμβολίζουν τον αριθμό των ενεργών παραγόντων στο πρώτο, δεύτερο και τρί-

το μπλοκ αντίστοιχα. Από τα αποτελέσματα αυτά βλέπουμε ότι τα κριτήρια

modAIC και modBIC έχουν καλύτερη απόδοση από τα AIC και BIC δίνοντας

χαμηλότερα σφάλματα Τύπου Ι και διατηρώντας τα σφάλματα Τύπου ΙΙ σε ικα-

νοποιητικό επίπεδο. Επίσης το κριτήριο modAIC έχει καλύτερα αποτελέσματα

από τη μέθοδο SCAD στην περίπτωση σχεδιασμών με τρία μπλοκ.
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Πίνακας 7.4: Αποτελέσματα από τον υπερκορεσμένο σχεδιασμό [69] με p = 21 παρά-

γοντες και n = 8 εκτελέσεις ϑεωρώντας μέχρι 4 ενεργούς παράγοντες ανά μπλοκ.

t AIC BIC mAIC modAIC modBIC SCAD
t1 t2 t3 Type I Type II Type I Type II Type I Type II Type I Type II Type I Type II Type I Type II
0 0 0 0.3672 - 0.4120 - 0.0820 - 0.0963 - 0.2160 - 0.1053 -
1 0 0 0.4501 0.4290 0.4894 0.3950 0.0916 0.6040 0.1943 0.4580 0.2882 0.3640 0.2182 0.5020
2 0 0 0.6033 0.2470 0.6310 0.2370 0.1345 0.5570 0.2104 0.3450 0.3962 0.1725 0.2588 0.4575
1 1 0 0.5761 0.2955 0.6127 0.2720 0.1162 0.5185 0.2017 0.4995 0.3808 0.2880 0.2593 0.5270
3 0 0 0.5723 0.3157 0.5975 0.2927 0.1553 0.6587 0.2183 0.4827 0.3846 0.2603 0.2981 0.5970
2 1 0 0.6593 0.3243 0.6792 0.2963 0.1676 0.6433 0.2954 0.6203 0.4681 0.3447 0.2828 0.6143
1 1 1 0.6889 0.3237 0.7139 0.3077 0.1196 0.4070 0.2958 0.4810 0.4851 0.3083 0.3298 0.4090
4 0 0 0.6421 0.3115 0.6615 0.2953 0.1886 0.7083 0.2728 0.5058 0.4378 0.2643 0.3305 0.6138
3 1 0 0.6121 0.2432 0.6341 0.2350 0.1509 0.5433 0.2505 0.3927 0.4136 0.2013 0.2954 0.4970
2 2 0 0.6209 0.0850 0.6491 0.0818 0.1476 0.2630 0.2016 0.1535 0.4049 0.1108 0.2395 0.3200
2 1 1 0.6521 0.0153 0.6760 0.0115 0.0851 0.1820 0.2249 0.1143 0.4302 0.1362 0.2276 0.2330

• ´Ενας ΥΣ χωρίς μπλοκ δομή

Επιπλέον μπορούμε να εφαρμόσουμε την προτεινόμενη μέθοδο και σε σχεδια-

σμούς που δεν έχουν μπλοκ δομή χωρίζοντας απλά τον πίνακα σχεδιασμού σε

δύο μπλοκ ή και περισσότερα αν είναι απαραίτητο. Για το σκοπό αυτό επι-

λέξαμε έναν ave(s2)-βέλτιστο υπερκορεσμένο σχεδιασμό από το [91] με p = 14

παράγοντες σε n = 8 εκτελέσεις με rmax = 0.500 και τα αποτελέσματα φαί-

νονται στον Πίνακα 7.5. Τα αποτελέσματα αυτά δείχνουν ότι η προτεινόμενη

μέθοδος δουλεύει καλά όταν τερματίζει με τα κριτήρια modAIC και modBIC.

Πίνακας 7.5: Αποτελέσματα από τον υπερκορεσμένο σχεδιασμό [91] με p = 14 παρά-

γοντες και n = 8 εκτελέσεις ϑεωρώντας μέχρι 4 ενεργούς παράγοντες ανά μπλοκ.

t AIC BIC mAIC modAIC modBIC SCAD
tL tR Type I Type II Type I Type II Type I Type II Type I Type II Type I Type II Type I Type II
0 0 0.2436 - 0.2478 - 0.1237 - 0.1260 - 0.1483 - 0.1550 -
0 1 0.3229 0.1240 0.3321 0.1210 0.0971 0.2740 0.1728 0.2190 0.2235 0.1980 0.1694 0.2220
0 2 0.3983 0.1000 0.4067 0.0945 0.0962 0.4750 0.2249 0.1950 0.3022 0.1515 0.2339 0.2435
1 1 0.3908 0.1685 0.3998 0.1580 0.1274 0.5710 0.2302 0.3405 0.2886 0.3675 0.2564 0.3750
0 3 0.4511 0.1567 0.4590 0.1487 0.1076 0.6183 0.2576 0.2950 0.3503 0.2170 0.2825 0.3900
1 2 0.4631 0.2107 0.4735 0.2040 0.0740 0.4903 0.2545 0.3220 0.3590 0.2640 0.2836 0.3983
0 4 0.5264 0.1245 0.5322 0.1210 0.1308 0.6775 0.3038 0.3040 0.4211 0.1918 0.2951 0.4895
1 3 0.4824 0.1457 0.4897 0.1442 0.0657 0.4140 0.2495 0.2275 0.3701 0.1840 0.2643 0.2920
2 2 0.5137 0.2205 0.5220 0.2147 0.1179 0.6228 0.3064 0.4022 0.4144 0.3020 0.3151 0.4150
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7.4 Συμπεράσματα

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάσαμε μία μέθοδο για τον προσδιορισμό των ενεργών επι-

δράσεων σε υπερκορεσμένους σχεδιασμούς διαρώντας τους σε μπλοκ. Η προτεινόμενη

μεθοδολογία επιτρέπει την εφαρμογή της επιλογής καλύτερου υποσυνόλου μεταβλη-

τών ακόμα και σε σχεδιασμούς με μεγάλο αριθμό παραγόντων. Σε περιπτώσεις όμως

όπου ο αριθμός των πειραματικών εκτελέσεων είναι ιδιαίτερα μεγάλος και η μέθο-

δος επιλογής του καλύτερου υποσυνόλου μεταβλητών δε μπορεί να εφαρμοστεί λόγω

της χρονικής πολυπλοκότητας, μπορούμε να χωρίσουμε το σχεδιασμό σε περισσότερα

μπλοκ κάνοντας έτσι εφικτή την εφαρμογή της μεθόδου. Η μελέτη προσομοίωσης

που παρουσιάσαμε δείχνει ότι η προτεινόμενη μεθοδολογία έχει καλή απόδοση όταν

εφαρμόζεται σε υπερκορεσμένους σχεδιασμούς που είναι ορθογώνιοι κατά μπλοκ είτε

έχουν μπλοκ δομή είτε ακόμα δεν έχουν μπλοκ δομή διαχωρίζοντας τους απλά σε

μπλοκ.

Στόχος μας είναι να προσπαθήσουμε να διατηρήσουμε τα σφάλματα Τύπου Ι και

ΙΙ σε όσο χαμηλότερο επίπεδο γίνεται. Μία μέθοδος που δίνει χαμηλά σφάλματα

Τύπου Ι έχει την ικανότητα να εξαιρέσει παράγοντες που δεν επιδρούν σημαντικά

στην απόκριση το οποίο βοηθάει αρκετά στη μείωση του πειραματικού κόστους. Υ-

πάρχουν ωστόσο πειράματα όπου η εξαίρεση ενός ή περισσότερων παραγόντων οι

οποίοι είναι ενεργοί μπορεί να επιφέρει δραματικά αποτελέσματα. Στις περιπτώσεις

αυτές συνίσταται να εφαρμοστεί μία μέθοδος που δίνει χαμηλά σφάλματα Τύπου ΙΙ

καθώς το κόστος του να προσδιορίσουμε μία πραγματικά ενεργή επίδραση ως ανε-

νεργή είναι ιδιαίτερης σημασίας. Η μέθοδος επιλογής του καλύτερου υποσυνόλου

χρησιμοποιώντας τα κριτήρια modAIC και modBIC δίνει πολύ υψηλά σφάλματα Τύ-

που Ι και χαμηλά σφάλματα Τύπου ΙΙ. Η χρήση των τροποποιημένων κριτηρίων που

προτείναμε στο κεφάλαιο αυτό φαίνεται να αποδίδει χαμηλότερες τιμές σφαλμάτων

και ειδικά η χρήση του modAIC δίνει καλύτερα αποτελέσματα από τη μέθοδο SCAD

εκτελεσμένη σε μπλοκ.





Μέρος III

Ανάλυση μη επαναλαμβανόμενων

2k παραγοντικών σχεδιασμών





Κεφάλαιο 8

Εισαγωγή

8.1 Οι 2k παραγοντικοί σχεδιασμοί

Μία ειδική κλάση των παραγοντικών σχεδιασμών αποτελούν οι σχεδιασμοί όπου οι

k παράγοντες που συμμετέχουν στο πείραμα βρίσκονται σε δύο μόνο επίπεδα. Τα

επίπεδα αυτά μπορούν να είναι ποσοτικά, για παράδειγμα δύο τιμές της ϑερμοκρασίας

ή της πίεσης, ή ποιοτικά, όπως δύο διαφορετικές μηχανές, η υψηλή και χαμηλή τιμή

ενός παράγοντα, η παρουσία ή η απουσία ενός παράγοντα κ.ά.. Μία πλήρης εκτέλεση

ενός τέτοιου σχεδιασμού απαιτεί 2k παρατηρήσεις και ονομάζεται 2k παραγοντικός

σχεδιασμός. Οι 2k παραγοντικοί σχεδιασμοί χρησιμοποιούνται ιδιαίτερα σε πειράματα

κρησαρίσματος όπου ϑέλουμε να κάνουμε μία αρχική εξέταση ενός μεγάλου αριθμού

παραγόντων λόγω του οικονομικού τους μεγέθους και των χρήσιμων ιδιοτήτων τους.

Για την ανάλυση των 2k παραγοντικών σχεδιασμών συνήθως υποθέτουμε ότι οι

παράγοντες είναι σταθεροί, οι σχεδιασμοί είναι πλήρως τυχαιοποιημένοι και ισχύουν

οι συνήθεις υποθέσεις κανονικότητας. Κωδικοποιούμε τα δύο επίπεδα (στάθμες) του

κάθε παράγοντα ως -1 (χαμηλή στάθμη) και +1 (υψηλή στάθμη) και οι αντιθέσεις

των επιδράσεων είναι ορθογώνιες, οπότε όλοι οι 2k παραγοντικοί σχεδιασμοί είναι

ορθογώνιοι. Το στατιστικό μοντέλο που περιγράφει τη σχέση μεταξύ της μεταβλητής

απόκρισης και των παραγόντων που συνιστούν έναν τέτοιο σχεδιασμό περιλαμβάνει

συνολικά 2k − 1 επιδράσεις - όλες τις κύριες επιδράσεις των παραγόντων καθώς και
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όλες τις αλληλεπιδράσεις μεταξύ τους μέχρι και τάξης k. Εάν έχουμε στη διάθεσή

μας περισσότερες από μία εκτελέσεις του σχεδιασμού μπορούμε να κάνουμε ανάλυση

διασποράς και να προσδιορίσουμε τις σημαντικά ενεργές επιδράσεις.

8.2 Μία εκτέλεση του 2k παραγοντικού σχεδιασμού

Σε αρκετές περιπτώσεις οι διαθέσιμοι πόροι για την εκτέλεση των πειραμάτων είναι

περιορισμένοι και δε μας επιτρέπουν να εκτελέσουμε όλους τους συνδυασμούς των

αγωγών παραπάνω από μία φορά. Η μία μόνο εκτέλεση του 2k παραγοντικού σχε-

διασμού ονομάζεται μη επαναλαμβανόμενος παραγοντικός σχεδιασμός. Οι σχεδιασμοί

αυτοί μας επιτρέπουν να εκτιμήσουμε όλες τις 2k − 1 παραγοντικές επιδράσεις αλλά

δε μας δίνουν μία ανεξάρτητη εκτίμηση της διασποράς του σφάλματος. Επομένως δε

μπορούμε να εφαρμόσουμε την ανάλυση διασποράς για να ελέγξουμε τη σημαντικότη-

τα των επιδράσεων.

Μια προσέγγιση στην ανάλυση ενός μη επαναλαμβανόμενου παραγοντικού σχε-

διασμού είναι να υποθέσουμε ότι ορισμένες αλληλεπιδράσεις υψηλής τάξεως είναι

αμελητέες και να συνδυάσουμε τα μέσα τετράγωνά τους για την εκτίμηση του σφάλ-

ματος. Αυτό αποτελεί μία έκκληση της αρχής της σποραδικότητας των επιδράσεων

[17], δηλαδή στα περισσότερα συστήματα επικρατούν κάποιες από τις κύριες επιδρά-

σεις και αλληλεπιδράσεις μικρής τάξης ενώ οι περισσότερες αλληλεπιδράσεις υψηλής

τάξης είναι αμελητέες. Κατά την ανάλυση δεδομένων από μη επαναλαμβανόμενους

παραγοντικούς σχεδιασμούς ενίοτε υπάρχουν και αλληλεπιδράσεις υψηλής τάξεως

που είναι πραγματικά ενεργές. Σε αυτές τις περιπτώσεις δε μπορούμε να ϑεωρήσουμε

ότι όλες οι αλληλεπιδράσεις υψηλής τάξης είναι αμελητέες και να χρησιμοποιήσουμε

τα αθροίσματα τετραγώνων τους για να εκτιμήσουμε το σφάλμα. Η μέθοδος που εισή-

γαγε ο Daniel [30] παρέχει έναν απλό τρόπο αντιμετώπισης αυτού του προβλήματος.

Στην πράξη αυτή είναι η συνήθης μέθοδος για τον προσδιορισμό των ενεργών επιδρά-

σεων, ένα διάγραμμα πιθανότητας των αντιθέσεων. Κατά το σχεδιασμό των απόλυτων

αντιθέσεων σε ένα ημι-κανονικό διάγραμμα πιθανότητας, οι αντιθέσεις των αδρανών
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επιδράσεων τείνουν να βρίσκονται πάνω σε μια ευθεία γραμμή ενώ οι αντιθέσεις των

ενεργών επιδράσεων τείνουν να βρίσκονται μακριά από αυτήν τη γραμμή. Η απόφαση

για το ποιες αντιθέσεις βρίσκονται μακριά από την ευθεία ενέχει ωστόσο ένα στοιχείο

υποκειμενικότητας.

Τις τελευταίες δεκαετίες η ανάλυση των μη επαναλαμβανόμενων 2k παραγοντικών

σχεδιασμών έχει προσελκύσει ιδιαίτερη προσοχή και έχουν προταθεί πολλές μέθοδοι

ανάλυσης, όπως για παράδειγμα στα επιστημονικά άρθρα [17], [71], [32], [24], [1], [85],

[106]. Οι Hamada και Balakrishnan [51] παρουσίασαν μία εκτενή συγκριτική μελέτη

πολλών μεθόδων από τη σχετική βιβλιογραφία.

Εμείς εδώ ϑα κάνουμε μία σύντομη περιγραφή μερικών πολύ γνωστών μεθόδων τις

οποίες ϑα χρησιμοποιήσουμε στα επόμενα για να συγκρίνουμε και να αξιολογήσουμε

τις μεθοδολογίες που προτείνουμε. Ο Lenth [71] εισήγαγε μία εκτίμηση του σφάλματος,

το ψευδο-τυπικό σφάλμα (pseudo standard error PSE) το οποίο ορίζεται ως PSE =

1.5 · median{|β̂i|<2.5s0}|β̂i|, i = 1, . . . , p, και s0 = 1.5 · median|β̂i|. Οι ενεργές επιδράσεις

προσδιορίζονται με τη χρήση του SME = tγ;dPSE, όπου γ = (1 + (1 − α)1/p)/2· αν

|β̂i| > SME, τότε η επίδραση που αντιστοιχεί στο β̂i δηλώνεται ως ενεργή. Ο Dong

[32] πρότεινε την ποσότητα s21 = m−1∑
|β̂i|<2.5s0 β̂

2
i , όπου m = #{i : |β̂i| < 2.5s0}, ως ένα

εύρωστο εκτιμητή του τ2. Πρότεινε τη χρήση του (1−α)% διαστήματος εμπιστοσύνης

β̂i± tγ;ms1, όπου γ = (1+(1−α)1/p)/2 ώστε να προσδιορίζονται οι ενεργές επιδράσεις.

Ο Aboukalam [1] όρισε τον εύρωστο εκτιμητή SASkS = (1.5 −A · n0) ·median|β̂i|, όπου

n0 είναι ο αριθμός των παρατηρήσεων β̂i για τις οποίες ισχύει |β̂i| > 3.71 ·median|β̂i|,

και η σταθερά Α ισούται με 0.174 αν p = 15, 0.084 αν p = 31 και 0.04 αν p = 63.





Κεφάλαιο 9

Μία μέθοδος βασισμένη στην

ανάλυση συσταδοποίησης

Στο κεφάλαιο αυτό προτείνεται η πρώτη μέθοδος ανάλυσης ενός μη επαναλαμβανό-

μενου 2k παραγοντικού σχεδιασμού η οποία βασίζεται στην ομαδοποίηση των εκτιμή-

σεων των επιδράσεων.

9.1 Περιγραφή της μεθόδου

9.1.1 Η ιδέα

Θεωρούμε το ακόλουθο μοντέλο για τον έλεγχο της σημαντικότητας p = 2k − 1 επι-

δράσεων στους μη επαναλαμβανόμενους παραγοντικούς σχεδιασμούς δύο επιπέδων:

y =

p∑
i=0
βixi + ε (9.1)

όπου y = (y1, ..., yn) είναι το διάνυσμα της απόκρισης, n ο αριθμός των εκτελέσεων,

xi, i = 1, .., p, είναι τα διανύσματα των επιδράσεων με επίπεδα ±1, x0 = 1n είναι το

n-διάστατο διάνυσμα με όλα τα στοιχεία ίσα με τη μονάδα το οποίο αντιστοιχεί στο

γενικό μέσο, βi, i = 0, .., p είναι οι άγνωστοι παράμετροι που ϑέλουμε να εκτιμήσουμε

και ε = (e1, ..., en) ο τυχαίος όρος σφάλματος.
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Υποθέτοντας ότι τα πειραματικά σφάλματα είναι ανεξάρτητα και κανονικά κα-

τανεμημένα με ίση διασπορά σ2, τότε οι p = 2k − 1 παραγοντικές εκτιμήσεις είναι

ανεξάρτητες και κανονικά κατανεμημένες τυχαίες μεταβλητές με κοινή αλλά άγνωστη

διασπορά σ2/2k και μέσους β1, β2, . . . , βp αντίστοιχα. Η μηδενική υπόθεση μπορεί να

εκφραστεί ως H0 : βi = 0, ∀i, ϑέλουμε να ελέγξουμε δηλαδή εάν κάποιο από τα βi

διαφέρει σημαντικά από το μηδέν. Επομένως οι επιδράσεις ακολουθούν την κανονική

κατανομή με ίση διασπορά και μέσο μηδέν εάν είναι ανενεργές ή μέσο διάφορο του

μηδενός εάν είναι ενεργές. Η παρατήρηση αυτή οδηγεί στο φυσικό διαχωρισμό των

επιδράσεων σε δύο ομάδες, ενεργές και ανενεργές επιδράσεις, και αποτέλεσε το κί-

νητρο της χρήσης τεχνικών συσταδοποίησης (clustering techniques) για την ανάλυση

των μη επαναλαμβανόμενων παραγοντικών σχεδιασμών. Οι ανενεργές επιδράσεις ϑα

ανήκουν στη συστάδα με μέσο μηδέν και διασπορά τ2, ενώ οι ενεργές επιδράσεις ϑα

κατηγοριοποιήθουν στη συστάδα που ϑα έχει μέσο διάφορο του μηδενός και διασπορά

τ2.

9.1.2 Ανάλυση κατά συστάδες

Η ανάλυση κατά συστάδες προτείνει την ομαδοποίηση των παρατηρήσεων κατά τέ-

τοιο τρόπο ώστε οι παρατηρήσεις που ανήκουν στην ίδια ομάδα να είναι στενά συν-

δεδεμένες μεταξύ τους και ταυτόχρονα να διαφοροποιούνται από τις παρατηρήσεις

που ανήκουν στις άλλες ομάδες. Οι τεχνικές συσταδοποίησης χωρίζονται σε δύο

ευρείες κατηγορίες, τις ιεραρχικές μεθόδους (hierarchical clustering) και τις διαμερι-

στικές μεθόδους (partitional clustering). Οι μέθοδοι ιεραρχικής ανάλυσης βασίζονται

στην παραγωγή μίας ιεραρχίας συστάδων από μικρές ομάδες πολύ παρόμοιων αντι-

κειμένων σε μεγαλύτερες ομάδες που αποτελούνται από λιγότερο όμοια αντικείμενα.

Οι ιεραρχικές μέθοδοι είναι είτε διαιρετικές, ϑεωρούν δηλαδή ότι όλα τα δεδομένα

μαζί σχηματίζουν μία συστάδα η οποία μετά διαιρείται σε μικρότερες συστάδες, εί-

τε συσσωρευτικές ϑεωρώντας ότι κάθε σημείο αποτελεί μόνο του μία συστάδα και

προχωρώντας στην προοδευτική συγχώνευση δύο ή περισσότερων κοντινών συστά-

δων μέχρι να δημιουργηθεί μία μοναδική συστάδα από όλα τα δεδομένα. Από την
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άλλη πλευρά οι διαμεριστικές μέθοδοι ταξινομούν τις παρατηρήσεις σε έναν αριθμό

διακριτών και μη επικαλυπτόμενων συστάδων ο οποίος είναι προκαθορισμένος από

το χρήστη.

Πιο συγκεκριμένα, η μέθοδος συσσωρευτικής συσταδοποίησης ξεκινά ϑεωρώντας

κάθε παρατήρηση ως μία συστάδα, αν ϑεωρήσουμε δηλαδή ότι έχουμε ένα σύνολο

N παρατηρήσεων τότε αρχικά δημιουργούνται N συστάδες κάθε μία από τις οποίες

περιέχει μία μόνο παρατήρηση. Στη συνέχεια ο αλγόριθμος προχωρά σε μία επα-

ναληπτική διαδικασία συγχώνευσης των δύο πιο κοντινών συστάδων και συνεχίζει

μέχρι να σχηματιστεί μία μοναδική συστάδα που εμπεριέχει όλες τις N παρατηρήσεις.

Ο υπολογισμός της απόστασης μεταξύ των συστάδων μπόρεί να γίνει με διάφορους

τρόπους. Για παράδειγμα κατά τη μέθοδο μοναδικής διασύνδεσης (single linkage me-

thod) ως απόσταση μεταξύ δύο συστάδων ϑεωρείται η μικρότερη απόσταση μεταξύ

οποιουδήποτε μέλους της μίας συστάδας και οποιουδήποτε μέλους από την άλλη

συστάδα. Στη μέθοδο πλήρους διασύνδεσης (complete linkage method) η απόσταση

μεταξύ των δύο συστάδων είναι ίση με τη μεγαλύτερη απόσταση μεταξύ οποιουδή-

ποτε μέλους της μίας συστάδας και οποιουδήποτε μέλους από την άλλη συστάδα.

Στη μέθοδο μέσης διασύνδεσης (average linkage method) η απόσταση μεταξύ των δύ-

ο συστάδων είναι ίση με τη μέση απόσταση μεταξύ οποιουδήποτε μέλους της μίας

συστάδας και οποιουδήποτε μέλους από την άλλη συστάδα. Επίσης η Ευκλείδια

απόσταση d(xi, xi ′) =
∑p
j=1(xij − xi ′j)

2 = ||xi − xi ′ ||
2 χρησιμοποιείται αρκετά συχνά ως

μέτρο απόστασης. Για περισσότερες λεπτομέρειες πάνω στην ανάλυση κατά συστάδες

παραπέμπουμε τον ενδιαφερόμενο αναγνώστη στο [39].

Ο αλγόριθμος K-means [54], [55], [62] είναι από τους πιο διάσημους και απλούς

αλγόριθμους διαμεριστικών μεθόδων συσταδοποίησης. Η εφαρμογή του αλγόριθμου

αυτού στοχεύει στη διαίρεση m σημείων σε n διαστάσεις σε G συστάδες έτσι ώστε

να ελαχιστοποιείται το άθροισμα τετραγώνων εντός των συστάδων. ´Εστω X = {xi},

i = 1, . . . ,N, το σύνολο των N n-διάστατων σημείων που ϑέλουμε να ομαδοποιήσουμε

σε G συστάδες cg, g = 1, . . . , G, με μέσους µg, g = 1, . . . , G, αντίστοιχα, τότε το

τετράγωνο του σφάλματος μεταξύ των σημείων στη συστάδα cg και του αντίστοιχου
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μέσου της µg ορίζεται ως Ecg =
∑
xi∈cg ||xi − µg||

2. Το άθροισμα των τετραγώνων του

σφάλματος για όλες τις G συστάδες είναι:

EC =

G∑
g=1

∑
xi∈cg

||xi − µg||
2

και ο K-means επιδιώκει την ελαχιστοποίηση της συνάρτησης αυτής. Ο αλγόριθμος

αυτός συνήθως ϑεωρεί την Ευκλείδια απόσταση για τον υπολογισμό της απόστασης

μεταξύ των σημείων και των μέσων (κέντρων) των συστάδων. Ο K-means ξεκινά με

μία αρχική διαμέριση σε G συστάδες. Στη συνέχεια προτείνει μία νέα διαμέριση το-

ποθετώντας κάθε παρατήρηση στη συστάδα με τον πλησιέστερο μέσο και υπολογίζει

τα καινούρια κέντρα των συστάδων. Η διαδικασία αυτή επαναλαμβάνεται μέχρι να

μην αλλάζουν περαιτέρω οι αναθέσεις των αντικειμένων. Η εφαρμογή ωστόσο του

αλγορίθμου K-means απαιτεί τον εκ των προτέρων προσδιορισμό του αριθμού των

συστάδων που ϑα σχηματιστούν.

9.1.3 Τα βήματα

Η προτεινόμενη μέθοδος συστήνει την εφαρμογή των αλγόριθμων συσταδοποίησης για

την κατηγοριοποίηση των παραγοντικών εκτιμήσεων στην ‘ενεργή’ και την ‘ανενεργή’

ομάδα. Εάν δεν υπάρχει πρότερη γνώση για την ύπαρξη ή όχι ενεργών επιδράσεων

στο πείραμα, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε μία μέθοδο εκτίμησης του βέλτιστου α-

ριθμού συστάδων που πρέπει να σχηματιστούν. Εάν δεν υπάρχουν ενεργές επιδράσεις

η μέθοδος εκτίμησης ϑα καταλήξει στο ότι τα δεδομένα μας πρέπει να σχηματίσουν

μία μόνο συστάδα. Σε αντίθετη περίπτωση η μέθοδος ϑα εκτιμήσει ότι τα δεδομένα

πρέπει να χωριστούν σε δύο συστάδες οπότε και προχωράμε στον προσδιορισμό των

ενεργών επιδράσεων. ´Εχουν προταθεί αρκετές τεχνικές στη διεθνή βιβλιογραφία για

την εκτίμηση του αριθμού των συστάδων, μία εκτενής συγκριτική μελέτη παραουσιά-

ζεται στο [87]. Οι Duda & Hart [36] πρότειναν μία αρκετά απλή μέθοδο για τον έλεγχο

της υπόθεσης του αν μία συστάδα είναι ομογενής ή αν πρέπει να υποδιαιρεθεί σε δύο

συστάδες. Το κριτήριο που χρησιμοποιείται στο τεστ αυτό είναι ο λόγος Je(2)/Je(1),

όπου Je(2) είναι το άθροισμα των τετραγώνων των σφαλμάτων εντός των συστάδων
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όταν οι παρατηρήσεις χωρίζονται σε δύο συστάδες και Je(1) είναι το άθροισμα των

τετραγώνων των σφαλμάτων όταν υπάρχει μόνο μία συστάδα. Η μηδενική υπόθεση

της ομοιογένειας απορρίπτεται εάν ο λόγος αυτός είναι μικρότερος από μία συγκεκρι-

μένη κρίσιμη τιμή σε επίπεδο σημαντικότητας α. Μία άλλη γνωστή τεχνική για την

εκτίμηση του βέλτιστου αριθμού συστάδων είναι η στατιστική συνάρτηση gap [105]. Η

συνάρτηση αυτή ορίζεται ως Gap(g) = E[log(Wg)] − log(Wg), όπου Wg είναι το εντός

συστάδας άθροισμα τετραγώνων γύρω από τους μέσους των συστάδων. Η τιμή του

g για την οποία μεγιστοποιείται το Gap(g) ϑεωρείται ως η εκτίμηση του βέλτιστου

αριθμού συστάδων που πρέπει να σχηματιστούν από τα δεδομένα.

Η μέθοδος που προτείνουμε δεν απαιτεί να εκτιμήσουμε τη διασπορά του σφάλ-

ματος και μπορεί να ϑεωρηθεί ως μία διαδικασία δύο σταδίων, όπου στο πρώτο

στάδιο ελέγχουμε εάν υπάρχουν ενεργές επιδράσεις. Εάν απορρίψουμε την υπόθεση

ότι όλες οι επιδράσεις είναι ανενεργές οπότε υπάρχει τουλάχιστον μία ενεργή επίδρα-

ση στο πείραμά μας, προχωράμε στο δεύτερο στάδιο όπου ελέγχουμε την υπόθεση

H0 : βi = 0, i = 1, . . . , p για κάθε μία παραγοντική επίδραση και καταλήγουμε στον

προσδιορισμό των ενεργών επιδράσεων.

Η εφαρμογή της μεθόδου συνοψίζεται στα εξής βήματα:

1. Υπολογίζουμε τις εκτιμήτριες ελαχίστων τετραγώνων β̂i, i = 1, .., p.

2. Θεωρώντας τις |β̂i|, i = 1, .., p, ως είσοδο στον αλγόριθμο αποφασίζουμε εάν

πρέπει να σχηματίσουμε μία ή δύο συστάδες.

3. Εάν ο βέλτιστος αριθμός συστάδων που πρέπει να σχηματιστούν είναι δύο οπό-

τε μία τουλάχιστον επίδραση είναι ενεργή, εφαρμόζουμε μία μέθοδο ανάλυσης

συστάδων στις απόλυτες εκτιμήσεις β̂i, i = 1, .., p, και διαχωρίζουμε τις επι-

δράσεις στην ‘ενεργή’ και στην ‘ανενεργή’ συστάδα. Αλλιώς όλες οι επιδράσεις

δηλώνονται ως ανενεργές.

Παράδειγμα 9.2. Θα αναλύσουμε τώρα ένα παράδειγμα σύμφωνα με την προτεινόμενη

μεθοδολογία για να προσδιορίσουμε ποιές παραγοντικές επιδράσεις είναι ενεργές.. Τα

δεδομένα προέρχονται από ένα πραγματικό πείραμα (Παράδειγμα 6.2 στο βιβλίο [88])
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όπου εξετάζεται η επίδραση τεσσάρων παραγόντων σε μία χημική διαδικασία. Κάθε

παράγοντας έχει δύο επίπεδα και για το πείραμα αυτό πραγματοποιείται μία μόνο

εκτέλεση του πλήρους 24 παραγοντικού σχεδιασμού. Σκοπός του πειράματος είναι

η μεγιστοποίηση της μεταβλητής απόκρισης. Στον Πίνακα 9.1 βρίσκονται ο πίνακας

σχεδιασμού και οι τιμές της απόκρισης. Η χρήση του 24 σχεδιασμού μάς επιτρέπει

να εκτιμήσουμε όλες τις κύριες επιδράσεις και τις αλληλεπιδράσεις αυτών μέχρι και

τέταρτης τάξης. Υπολογίζουμε αρχικά τις εκτιμήσεις των επιδράσεων (Πίνακας 9.2).

Πίνακας 9.1: Τα δεδομένα του παραδείγματος

A B C D Απόκριση A B C D Απόκριση
- - - - 45 - - - + 43
+ - - - 71 + - - + 100
- + - - 48 - + - + 45
+ + - - 65 + + - + 104
- - + - 68 - - + + 75
+ - + - 60 + - + + 86
- + + - 80 - + + + 70
+ + + - 65 + + + + 96

Πίνακας 9.2: Εκτιμήσεις των παραγοντικών επιδράσεων για τα δεδομένα του Παρα-

δείγματος 9.1

A B AB C AC BC ABC D AD BD ABD CD ACD BCD ABCD
21.63 3.13 0.13 9.88 -18.13 2.38 1.88 14.63 16.63 0.38 4.13 -1.13 -1.63 -2.63 1.38

Για την εφαρμογή της προτεινόμενης μεθοδολογίας ϑα χρησιμοποιήσουμε μία ιερα-

χική μέθοδο συσταδοποίησης και μία διαμεριστική . Πρώτα πρέπει να ελέγξουμε αν

τα δεδομένα μας (δηλαδή οι |β̂i|, i = 1, .., p) σχηματίζουν μία ή δύο συστάδες. Για την

απόφαση αυτή ϑα χρησιμοποιήσουμε το τεστ Duda-Hart [36].

Ξεκινάμε πρώτα με την εφαρμογή του αλγορίθμου K-means (Hartigan & Wong

[55]). Υπολογίζουμε τα αθροίσματα τετραγώνων Je(1) = 771.06 και Je(2) = 89.43, ο-

πότε ο λόγος Je(2)/Je(1) = 0.12. Η τιμή αυτή του λόγου Je(2)/Je(1) είναι μικρότερη
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από την αντίστοιχη κρίσιμη τιμή για α = 0.084 η οποία ισούται με 0.14, οπότε και

απορρίπτουμε την υπόθεση ότι τα δεδομένα μας ανήκουν σε μία ομογενή συστάδα.

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι υπάρχει τουλάχιστον μία ενεργή παραγοντική επίδραση

οπότε και εφαρμόζουμε τον αλγόριθμο K-means για να προσδιορίσουμε ποιές επιδρά-

σεις είναι ενεργές. Ο αλγόριθμος K-means ταξινομεί τις επιδράσεις A,C,D,AC,AD

στο ενεργό cluster (ενεργό cluster ϑεωρείται αυτό που έχει το μεγαλύτερο μέσο).

Στο ίδιο συμπέρασμα καταλήγουμε αν εφαρμόσουμε και μία ιεραρχική μέθοδο συ-

σταδοποίησης. Πράγματι, σύμφωνα με το τεστ Duda-Hart [36] για α = 0.084 απορ-

ρίπτουμε τη μηδενική υπόθεση της μίας ομοιογενούς συστάδας αφού Je(2)/Je(1) =

0.12 < 0.15. Τα αποτελέσματα της ιεραρχικής ανάλυσης δείχνουν ότι οι επιδράσεις

A,C,D,AC,AD σχηματίζουν τη συστάδα με το μεγαλύτερο μέσο οπότε και καταλή-

γουμε στο ότι αυτές οι επιδράσεις μόνο επηρεάζουν σημαντικά την απόκριση. Το

συμπέρασμα αυτό βρίσκεται σε συμφωνία με τα αποτελέσματα που μας δίνει η εφαρ-

μογή του τεστ του Lenth καθώς και τα αποτελέσματα από άλλες μεθόδους ανάλυσης

όπως δίνονται στο [88].

9.2 Συγκριτική μελέτη προσομοίωσης

Προκειμένου να εξετάσουμε την απόδοση της προτεινόμενης μεθόδου πραγματοποι-

ήσαμε μία εκτεταμένη μελέτη προσομοίωσης η οποία περιγράφεται στην παρούσα

παράγραφο. Στη μελέτη αυτή χρησιμοποιήσαμε τον αλγόριθμο K-means (Hartigan &

Wong [55]) και τη μέθοδο πλήρους διασύνδεσης ιεαρχικής ανάλυσης για την υλο-

ποίηση της μεθόδου μας. Επίσης χρησιμοποιήσαμε το τεστ Duda-Hart [36] για να

προσδιορίσουμε εάν ο αριθμός των συστάδων πρέπει να είναι 1 ή 2. Στη μελέτη ϑεω-

ρήσαμε επίσης τις μεθόδους των Lenth [71], Dong [32], Aboukalam [1] για συγκριτικούς

σκοπούς. Επιλέξαμε να ελέγξουμε τον πειραματικό όρο σφάλματος (experimental er-

ror rate (EER)) στο 5% ώστε να τυποποιηθούν οι μέθοδοι και να γίνει η σύγκριση σε

μία ίδια βάση. Το EER ορίζεται ως το ποσοστό των προσομοιώσεων όπου μία ή πε-

ρισσότερες επιδράσεις δηλώνονται ενεργές όταν η υπόθεση της μη ύπαρξης ενεργών
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επιδράσεων είναι αληθής.

9.2.1 Κριτήρια

Για τη σύκριση των μεθόδων χρησιμοποιούμε τα ακόλουθα τέσσερα κριτήρια:

• Power: το αναμενόμενο κλάσμα των ενεργών αντιθέσεων οι οποίες δηλώνονται

ενεργές και χρησιμοποίειται συχνά ως μέτρο απόδοσης [24], [51]

• Power I: η πιθανότητα απόρριψης της μηδενικής υπόθεσης ότι όλες οι παραγον-

τικές επιδράσεις είναι ανενεργές

• Power II: η πιθανότητα οι δηλωμένες ως ενεργές επιδράσεις να περιλαμβάνουν

όλες τις πραγματικά ενεργές επιδράσεις

• False discovery rate (FDR): η πιθανότητα προσδιορισμού του πραγματικού μοντέ-

λου, δηλαδή η πιθανότητα οι δηλωμένες ως ενεργές επιδράσεις να είναι ακριβώς

οι πραγματικά ενεργές επιδράσεις

9.2.2 Αποτελέσματα

Για κάθε μία εξεταζόμενη περίπτωση εκτελέσαμε 10000 προσομομοιωμένα πειράματα

όπου το διάνυσμα απόκρισης y παράγεται συμφωνα με τη Σχέση (9.1) για κάθε ένα

πείραμα, τα σφάλματα είναι ανεξάρτητα και ακολουθούν την ίδια κατανομή Ν(0,σ2)

και σ = 1. Στα αποτελέσματα των Πινάκων 9.3-9.4 ϑεωρούμε ως πίνακα σχεδιασμού

τον πλήρη 24 παραγοντικό σχεδιασμό με μία επανάληψη. Οι συντελεστές των ανενερ-

γών επιδράσεων ϑεωρούνται μηδέν. Στον Πίνακα 9.3 βλέπουμε τα αποτελέσματα για

p = 1, 3, 5, 7, 9, 11 ενεργές επιδράσεις ιδίου μεγέθους ίσου με 2σ, ενώ στον Πίνακα 9.4

εξετάζονται p = 3, 5, 7, 9 ενεργές επιδράσεις με μεγέθη στο διάστημα [2σ, (0.5σ),4σ].

Προκειμένου να ελέγξουμε το EER για τη μέθοδό μας στο 5% ϑέσαμε κατάλληλα το

επίπεδο α του τεστ Duda-Hart ίσο με 0.084 για τον αλγόριθμο K-means και 0.086 για

την ιεαρχική ανάλυση συσταδοποίησης. Θέσαμε επίσης το γ = 0.995869 για τη μέθο-

δο του Lenth και 0.999259 για τη μέθοδο του Dong, και για τη μέθοδο του Aboukalam
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ϑεωρήσαμε το κρίσιμο σημείο ίσο με 4.6. Εκτελέσαμε 50000 πειράματα προσομοίωσης

σύμφωνα με τα παραπάνω ϑεωρώντας ότι το πραγματικό μοντέλο αποτελείται μόνο

από το σταθερό όρο. ´Ολες οι μέθοδοι απέτυχαν να αναγνωρίσουν το πραγματικό

μοντέλο (με καμία ενεργή επίδραση) στο 5% των περιπτώσεων.

Πίνακας 9.3: Αποτελέσματα ενός 24 παραγοντικού πειράματος με ίσες επιδράσεις

μεγέθους 2σ.

Power Power I
p K-means Hierarchical Lenth Dong Aboukalam K-means Hierarchical Lenth Dong Aboukalam
1 0.9756 0.9812 0.9858 0.9994 0.9809 0.9756 0.9812 0.9858 0.9994 0.9809
3 0.9981 0.9966 0.9773 0.9972 0.9927 0.9981 0.9966 0.9949 0.9984 0.9987
5 0.9996 0.9977 0.9623 0.9619 0.9840 0.9998 0.9982 0.9894 0.9710 0.9919
7 0.9998 0.9983 0.8353 0.8542 0.8504 1.0000 0.9988 0.8336 0.8517 0.8423
9 0.9986 0.9969 - - - 0.9987 0.9972 - - -
11 0.9879 0.9872 - - - 0.9882 0.9876 - - -

Power II False discovery rate
p K-means Hierarchical Lenth Dong Aboukalam K-means Hierarchical Lenth Dong Aboukalam
1 0.9756 0.9812 1.0000 1.0000 1.0000 0.9755 0.9811 0.9533 0.9612 0.9491
3 0.9981 0.9965 0.9575 0.9968 0.9848 0.9975 0.9962 0.9249 0.9770 0.9219
5 0.9988 0.9959 0.9243 0.9835 0.9708 0.9984 0.9951 0.8995 0.9762 0.9291
7 0.9985 0.9954 0.8265 0.9563 0.9158 0.9985 0.9950 0.8173 0.9563 0.9158
9 0.9975 0.9941 - - - 0.9974 0.9939 - - -
11 0.9853 0.9829 - - - 0.9852 0.9829 - - -

Πίνακας 9.4: Αποτελέσματα ενός 24 παραγοντικού πειράματος με επιδράσεις διαφο-

ρετικού μεγέθους στο διάστημα [2σ, (0.5σ),4σ].

Power Power I
p K-means Hierarchical Lenth Dong Aboukalam K-means Hierarchical Lenth Dong Aboukalam
3 0.9898 0.9779 0.9920 0.9993 0.9979 0.9923 0.9826 0.9999 1.0000 1.000
5 0.9928 0.9857 0.9876 0.9883 0.9959 0.9943 0.9890 0.9997 0.9979 0.9998
7 0.9917 0.9825 0.9312 0.9195 0.9236 0.9939 0.9857 0.9748 0.9781 0.9553
9 0.9559 0.9509 - - - 0.9576 0.9526 - - -

Power II False discovery rate
p K-means Hierarchical Lenth Dong Aboukalam K-means Hierarchical Lenth Dong Aboukalam
3 0.9848 0.9684 0.9779 0.9983 0.9944 0.9848 0.9684 0.9482 0.9803 0.9357
5 0.9868 0.9726 0.9575 0.9813 0.9838 0.9868 0.9726 0.9326 0.9730 0.9392
7 0.9786 0.9638 0.8628 0.8437 0.9217 0.9786 0.9638 0.8498 0.8437 0.9217
9 0.9428 0.9377 - - - 0.9428 0.9377 - - -

Από τα αποτελέσματα αυτά φαίνεται ότι η προτεινόμενη μέθοδος έχει υψηλές τιμές

και για τα τέσσερα προαναφερθέντα κριτήρια και ανταγωνίζεται τις άλλες μεθόδους.

Να σημειωθεί ότι η μέθοδός μας καταφέρνει να αναγνωρίσει τις πραγματικά ενεργές

επιδράσεις ακόμα και σε περιπτώσεις που δεν ισχύει η αρχή της σποραδικότητας.

Επιπλέον, εκτελέσαμε προσομοιώσεις ϑεωρώντας επιδράσεις μικρού μεγέθους σε έναν
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24 παραγοντικό σχεδιασμό με μία επανάληψη. Το μέγεθος των επιδράσεων επιλέγεται

στο διάστημα 0.6σ− 2.6σ, με βήμα 0.2, και οι συντελεστές των ανενεργών επιδράσεων

τίθενται ίσοι με μηδέν. Τα αποτελέσματα φαίνονται στο Σχήμα 9.1 και δείχνουν ότι

η μέθοδός μας έχει πολύ καλή απόδοση ακόμα και στις περιπτώσεις όπου οι ενεργές

επιδράσεις έχουν αρκετά μικρό μέγεθος.

Σχήμα 9.1: Αποτελέσματα ενός 24 παραγοντικού πειράματος με επιδράσεις διαφορε-

τικού μεγέθους στο διάστημα [0.6σ, (0.2σ), 2.6σ].

Εκτελέσαμε επίσης πειράματα προσομοίωσης χρησιμοποιώντας ως πίνακα σχεδια-

σμού τον πλήρη 25 (26) παραγοντικό σχεδιασμό σε μία επανάληψη. Θεωρούμε τις

περιπτώσεις με p = 6, 9, 12, 15, 18, 21 (p = 12, 18, 24, 31, 38,44) ενεργές παραγοντικές

επιδράσεις διαφορετικού μεγέθους στο διάστημα [2σ, (0.5σ), 5σ] και τα αποτελέσματα

των πειραμάτων αυτών φαίνονται στο Σχήμα 9.2 (9.3). Η μελέτη προσομοίωσης 50000

πειραμάτων για τον έλεγχο του EER στο 5% προτείνει να ϑέσουμε το επίπεδο α για

το τεστ Duda-Hart ίσο με 0.07 (0.0525) για τον αλγόριθμο K-means και 0.08 (0.0765)
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για την ιεαρχική ανάλυση συσταδοποίησης. Θέτουμε επίσης το 0.998622 (0.999509)

για τη μέθοδο του Lenth και 0.999641 (0.999807) για τη μέθοδο του Dong, και για τη

μέθοδο του Aboukalam ϑεωρήσαμε το κρίσιμο σημείο ίσο με 4.15 (3.92).

Σχήμα 9.2: Αποτελέσματα σύγκρισης για τον 25 παραγοντικό σχεδιασμό
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Σχήμα 9.3: Αποτελέσματα σύγκρισης για τον 26 παραγοντικό σχεδιασμό
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9.3 Συμπεράσματα

Η ανάλυση των μη επαναλαμβανόμενων παραγοντικών σχεδιασμών αποτελεί ένα αρ-

κετά ενδιαφέρον πρόβλημα στη στατιστική βιβλιογραφία. ´Οταν εκτελούμε ένα τέτοιο

πείραμα δεν υπάρχουν διαθέσιμοι βαθμοί ελευθερίας για την εκτίμηση του πειραματι-

κού σφάλματος, οπότε ο πειραματιστής είτε πρέπει να κάνει κάποιες υποθέσεις για

το ποιές επιδράσεις μπορούν να ϑεωρηθούν αμελητέες, να τις εξαιρέσει από το πεί-

ραμα και να διαθέσει τους βαθμούς ελευθερίας τους για την εκτίμηση του σφάλματος,

ή να εφαρμόσει κάποια από τις προαναφερθείσες μεθόδους. Οι περισσότερες προ-

τεινόμενες μέθοδοι βασίζονται στην αρχή σποραδικότητας των επιδράσεων ώστε να

βρουν ένα μέτρο της διασποράς σφάλματος και να προσδιορίσουν τις ενεργές επιδρά-

σεις. Η μέθοδός μας προτείνει ένα διαφορετικό τρόπο προσέγγισης του προβλήματος.

Θεωρούμε την ομαδοποίηση των επιδράσεων σε δύο φυσικές ομάδες, μία ομάδα με τις

ανενεργές επιδράσεις και μία ομάδα με τις ενεργές. Αυτή η ομαδοποίηση αποδεικνύ-

εται να είναι ένας πολύ αποτελεσματικός τρόπος για τον προσδιορισμό των ενεργών

επιδράσεων. Από τη μελέτη προσομοίωσης βλέπουμε ότι η μέθοδός μας αναγνωρίζει

τις ενεργές επιδράσεις με πολύ υψηλή πιθανότητα σε όλες τις περιπτώσεις. Ειδικά

σημειώνει ιδιαίτερα υψηλές τιμές στο FDR ακόμα και όταν το μέγεθος των παραγοντι-

κών επιδράσεων είναι σχετικά μικρό. Επίσης έχει το πλεονέκτημα ότι δε χρειάζεται να

ισχύει η αρχή της σποραδικότητας των επιδράσεων για να εφαρμοστεί αφού δεν είναι

απαραίτητη η εκτίμηση της διασποράς. Η μόνη υπόθεση που χρειάζεται να κάνουμε

είναι η λογική υπόθεση ότι οι ενεργοί παράγοντες έχουν μεγαλύτερη επίδραση από

τους ανενεργούς.





Κεφάλαιο 10

Μία μέθοδος βασισμένη στα

διαγράμματα CUSUM

10.1 Βασικές έννοιες

Θα ϑεωρήσουμε πάλι το μοντέλο για τον έλεγχο της σημαντικότητας p = 2m − 1 επι-

δράσεων στους μη επαναλαμβανόμενους παραγοντικούς σχεδιασμούς δύο επιπέδων:

y =

p∑
i=0
βixi + ε (10.1)

όπου y = (y1, ..., yn) είναι το διάνυσμα της απόκρισης, n ο αριθμός των εκτελέσεων,

xi, i = 1, .., p, είναι τα διανύσματα των επιδράσεων με επίπεδα ±1, x0 = 1n είναι το

n-διάστατο διάνυσμα με όλα τα στοιχεία ίσα με τη μονάδα το οποίο αντιστοιχεί στο

γενικό μέσο, βi, i = 0, .., p είναι οι άγνωστοι παράμετροι που ϑέλουμε να εκτιμήσουμε

και ε = (e1, ..., en) ο τυχαίος όρος σφάλματος.

Υποθέτουμε ότι τα πειραματικά σφάλματα είναι ανεξάρτητα και κανονικά κατα-

νεμημένα με ίση διασπορά σ2, οπότε οι p = 2m − 1 παραγοντικές εκτιμήσεις είναι

ανεξάρτητες και κανονικά κατανεμημένες τυχαίες μεταβλητές με κοινή αλλά άγνωστη

διασπορά σ2/2m και μέσους β1, β2, . . . , βp αντίστοιχα. Η μηδενική υπόθεση μπορεί να

εκφραστεί ως H0 : βi = 0, ∀i, ϑέλουμε να ελέγξουμε δηλαδή εάν κάποιο από τα βi

διαφέρει σημαντικά από το μηδέν. Επομένως οι επιδράσεις ακολουθούν την κανονική
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κατανομή με ίση διασπορά και μέσο μηδέν εάν είναι ανενεργές ή μέσο διάφορο του

μηδενός εάν είναι ενεργές. Εάν μία ή περισσότερες επιδράσεις είναι ενεργές σε ένα

παραγοντικό πείραμα τότε ο μέσος των ενεργών επιδράσεων ϑα αποκλίνει από το

μηδενικό μέσο των ανενεργών επιδράσεων.

10.2 Διαγράμματα CUSUM

Τα διαγράμματα CUSUM (cumulative sum control charts) χρησιμοποιούνται ευρέως

στην παρακολούθηση του μέσου μίας διαδικασίας, ειδικά σε περιπτώσεις που μας

ενδιαφέρουν μικρές αποκλίσεις από το μέσο. Τα διαγράμματα αυτά αναπτύχθηκαν

πρώτα από τον Page [95], [96] και έχουν αποτελέσει αντικείμενο μελέτης από πολλούς

συγγραφείς. Εξαιρετική αναφορά στα διαγράμματα CUSUM γίνεται στο βιβλίο των

Hawkins και Olwell [57]. Τα διαγράμματα CUSUM αφορούν τον υπολογισμό ενός

συσσωρευτικού αθροίσματος και κατασκευάζονται είτε για μεμονωμένες παρατηρήσεις

είτε για μέσους ομάδων. Το tabular CUSUM αποτελεί έναν πολύ αποδοτικό τρόπο

υλοποίησης ενός τέτοιου διαγράμματος.

´Εστω ότι έχουμε μία διαδικασία με ανεξάρτητες παρατηρήσεις xi. Εάν η διαδι-

κασία είναι υπό έλεγχο τα xi ακολουθούν την Κανονική κατανομή με μέσο µ0 και

διασπορά σ2, γνωστή ή εκτιμήσιμη. Εάν υπάρχει κάποια απόκλιση από την τιμή στό-

χο µ0 το διάγραμμα CUSUM ϑα αναγνωρίσει αυτήν την αλλαγή. Το tabular CUSUM

για το μέσο μίας διαδικασίας υποδεικνύει να σχεδιαστούν οι ποσότητες:

C+
i = max[0, xi − (µ0 + K) + C

+
i−1],

C−
i = max[0, (µ0 − K) − xi + C

−
i−1],

σε ένα διάγραμμα επί των τιμών του δείγματος i. Με xi συμβολίζουμε την i-οστή

παρατήρηση, µ0 είναι η τιμή στόχος για το μέσο της διαδικασίας και K = kσ είναι η

τιμή αναφοράς. Οι ποσότητες C+
i και C−

i καλούνται μονόπλευρα άνω και κάτω συσ-

σωρευτικά αθροίσματα αντίστοιχα, και αν κάποιο από αυτά υπερβαίνει το διάστημα

απόφασης H = hσ τότε δηλώνεται ότι η διαδικασία είναι εκτός ελέγχου. Βασικό
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σημείο στην κατασκευή των διαγραμμάτων CUSUM είναι η επιλογή των τιμών που

λαμβάνουν οι παράμετροι h και k. Ο Hawkins [56] πρότεινε να επιλέγεται το k κατά

τρόπο ώστε η τιμή αναφοράς να βρίσκεται στο μέσο της διαφοράς μεταξύ του μέσου

των παρατηρήσεων που είναι υπό έλεγχο και του μέσου των παρατηρήσεων που εί-

ναι εκτός ελέγχου και έδωσε κατάλληλες τιμές του h για διαφορετικές τιμές του k

(Πίνακας 10.1). Για παράδειγμα η επιλογή των τιμών h = 4 ή h = 5 και k = 0.5 μας

εξασφαλίζει ένα διάγραμμα με καλές ιδιότητες όταν προκύπτει στο μέσο της διαδικα-

σίας μία απόκλιση ίση με 1σ. Λεπτομέρειες για την επιλογή των h και k βρίσκουμε

στο [56].

Πίνακας 10.1: Προτεινόμενες τιμές των k και h [56] για την κατασκευή ενός διαγράμ-

ματος CUSUM

k 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50
h 8.01 4.77 3.34 2.52 1.99 1.61

10.3 Περιγραφή μεθόδου

Η μέθοδός μας προτείνει τη χρήση των στατιστικών C+
i για τον προσδιορισμό των

ενεργών επιδράσεων στους μη επαναλαμβανόμενους 2m παραγοντικούς σχεδιασμούς

από το σύνολο των p = 2m− 1 παραγοντικών επιδράσεων. Εξ ορισμού τα C+
i μπορούν

να ανιχνεύσουν μία ενδεχόμενη αύξηση από το μέσο της διαδικασίας. Εμείς προτεί-

νουμε να χρησιμοποιηθούν οι απόλυτες τιμές των εκτιμήσεων για τον υπολογισμό των

C+
i , οπότε τα C+

i ϑα ανιχνεύσουν την απόκλιση μίας ενεργής επίδρασης από το μηδε-

νικό μέσο των ανενεργών επιδράσεων είτε η επίδραση επηρεάζει ϑετικά είτε αρνητικά

την απόκριση.

Στο πρόβλημά μας οι εκτιμήσεις των ανενεργών επιδράσεων ϑεωρούνται ότι έχουν

μηδενική τιμή μέσου η οποία ϑα αποτελέσει και την τιμή στόχο µ0 για το διάγραμμα

CUSUM. Στόχος μας είναι να εντοπίσουμε μία απότομη μεγάλη μεταβολή από το

μέσο της διαδικασίας η οποία ϑα υποδεικνύει την παρουσία ενεργών επιδράσεων.
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Προτείνουμε την εξής διαδικασία για την αναγώριση των ενεργών επιδράσεων ανάμεσα

στις p πιθανές υποψήφιες:

1. Υπολογίζουμε τις εκτιμήτριες ελαχίστων τετραγώνων β̂i, i = 1, .., p.

2. Διατάσσουμε τις απόλυτες τιμές των β̂i, i = 1, .., p σε αύξουσα σειρά.

3. Υπολογίζουμε τα στατιστικά C+
i , ϑεωρώντας τις διατεταγμένες |β̂i| ως μεμονωμέ-

νες παρατηρήσεις για i = 1, ..., p και ϑέτουμε ως τιμή στόχο µ0 = 0.

4. Αν το C+
i υπερβαίνει το H τότε η i−οστή επίδραση καθώς και όλες οι μεγαλύτε-

ρές της αποκλίνουν από την τιμή στόχο µ0 οπότε και αναγωρίζονται ως ενεργές.

Αν κανένα C+
i δεν υπερβαίνει το H τότε καμία επίδραση δεν αποκλίνει από

τη μηδενική τιμή στόχου και μπορούμε να συμπεράνουμε με ασφάλεια ότι δεν

υπάρχουν ενεργές επιδράσεις στο πείραμά μας.

Ο υπολογισμός των παραμέτρων H και K απαιτεί μία εκτίμηση της διασποράς σ

αφού είναι άγνωστη. Επίσης αφού ϑεωρούμε τις απόλυτες τιμές των εκτιμήσεων στην

κατασκευή του διαγράμματος αρκεί να σχεδιάσουμε μόνο τα C+
i επί του H καθώς

τα C−
i ϑα είναι πάντα ίσα με το μηδέν. Η εφαρμογή της προτεινόμενης μεθόδου

είναι γρήγορη, απλή και εύκολη και η αποδοτικότητά της διαφαίνεται στη μελέτη

προσομοίωσης που παρουσιάζεται στην επόμενη παράγραφο.

Η προτεινόμενη χρήση του διαγράμματος CUSUM εφαρμόζεται ως μία ευρετική

μέθοδος για τον προσδιορισμό των ενεργών επιδράσεων σε ένα παραγοντικό πείραμα.

Η χρήση των διατεταγμένων απόλυτων τιμών των εκτιμήσεων ελαχίστων τετραγώνων

πιθανώς παραβιάζει την υπόθεση των ασυσχέτιστων παρατηρήσεων που απαιτείται

σε ένα διάγραμμα CUSUM. Εντούτοις η μελέτη προσομοίωσης που πραγματοποιήσαμε

αποδεικνύει ότι η προτεινόμενη μεθοδολογία δεν επηρεάζεται από την υπόθεση αυτή

και είναι πολύ εύρωστη ως προς τον προσδιορισμό των ενεργών πειραματικών επι-

δράσεων. ´Ολοι οι παράγοντες σε ένα πλήρες παραγοντικό πείραμα είναι ορθογώνιοι

μεταξύ τους οπότε οι εκτιμήσεις των επιδράσεων είναι ασυσχέτιστες και η σημαντικό-

τητα των επιδράσεων είναι ανάλογη του μεγέθους των εκτιμήσεων. Το γεγονός αυτό
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μας επιτρέπει να επωφεληθούμε από το διάγραμμα CUSUM για να σχηματοποιήσουμε

μία διαδικασία όπου όλες οι παρατηρήσεις ϑα είναι υπό έλεγχο και σε κάποιο ση-

μείο το μέγεθος των σημαντικών επιδράσεων ϑα κάνουν τη διαδικασία να τεθεί εκτός

ελέγχου.

Παράδειγμα 10.2. Θα αναλύσουμε τώρα τα δεδομένα του Παραδείγματος 9.2 χρησι-

μοποιώντας την προτεινόμενη μεθοδολογία. Η χρήση του 24 σχεδιασμού μάς επιτρέπει

να εκτιμήσουμε όλες τις κύριες επιδράσεις και τις αλληλεπιδράσεις αυτών μέχρι και

τέταρτης τάξης. Διατάσσουμε τις απόλυτες τιμές των β̂i σε αύξουσα σειρά και υπο-

λογίζουμε τις τιμές των στατιστικών C+
i (Πίνακας 10.2). Υπολογίζουμε την εκτίμηση

της διασποράς σ2 χρησιμοποιώντας το ψευδο-τυπικό σφάλμα (PSE) όπως ορίζεται

στο [71], οπότε έχουμε s =
√
PSE = 1.62. Επιλέγουμε τις τιμές h = 1.61 και k = 1.5

(η επιλογή αυτή αιτιολογείται από τη μελέτη προσομοίωσης που παρουσιάζεται στα

επόμενα). ´Εχουμε λοιπόν H = hs = 2.61 και K = ks = 2.43. Στο Σχήμα 10.1 βλέπουμε

το διάγραμμα CUSUM όπου παρατηρούμε ότι οι πέντε μεγαλύτερες τιμές υπερβαί-

νουν το άνω όριο H οπότε προκύπτει το συμπέρασμα ότι οι παραγοντικές επιδράσεις

A,C,D,AC,AD είναι ενεργές. Το συμπέρασμα αυτό βρίσκεται σε συμφωνία με τα

αποτελέσματα που μας δίνει η εφαρμογή του τεστ του Lenth καθώς και τα αποτελέ-

σματα από άλλες μεθόδους ανάλυσης όπως δίνονται στο [88].

Πίνακας 10.2: Απόλυτες εκτιμήσεις των παραγοντικών επιδράσεων και οι αντίστοιχες

τιμές των στατιστικών C+
i

AB BD CD ABCD ACD ABC BC BCD B ABD C D AD AC A
abs(β̂i) 0.13 0.38 1.13 1.38 1.63 1.88 2.38 2.63 3.13 4.13 9.88 14.63 16.63 18.13 21.63
C+

i
0 0 0 0 0 0 0 0.19 0.88 2.57 10.02 22.21 36.40 52.09 71.28
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Σχήμα 10.1: Διάγραμμα CUSUM των παραγοντικών εκτιμήσεων
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10.4 Συγκριτική μελέτη προσομοίωσης

Προκειμένου να εξετάσουμε την απόδοση της προτεινόμενης μεθόδου πραγματοποι-

ήσαμε μία εκτεταμένη μελέτη προσομοίωσης η οποία περιγράφεται στην παρούσα

παράγραφο. Στη μελέτη ϑεωρήσαμε τις μεθόδους των Lenth [71], Dong [32], Abou-

kalam [1] για συγκριτικούς σκοπούς. Επιλέξαμε να ελέγξουμε τον πειραματικό όρο

σφάλματος (EER) στο 5% ώστε να τυποποιηθούν οι μέθοδοι και να γίνει η σύγκριση

σε μία ίδια βάση.

10.4.1 Κριτήρια

Για τη σύκριση των μεθόδων χρησιμοποιούμε τα ακόλουθα τέσσερα κριτήρια:

• Power: το αναμενόμενο κλάσμα των ενεργών αντιθέσεων οι οποίες δηλώνονται

ενεργές και χρησιμοποίειται συχνά ως μέτρο απόδοσης [24], [51]

• Power I: η πιθανότητα απόρριψης της μηδενικής υπόθεσης ότι όλες οι παραγον-

τικές επιδράσεις είναι ανενεργές

• Power II: η πιθανότητα οι δηλωμένες ως ενεργές επιδράσεις να περιλαμβάνουν

όλες τις πραγματικά ενεργές επιδράσεις

• False discovery rate (FDR): η πιθανότητα προσδιορισμού του πραγματικού μοντέ-

λου, δηλαδή η πιθανότητα οι δηλωμένες ως ενεργές επιδράσεις να είναι ακριβώς

οι πραγματικά ενεργές επιδράσεις

10.4.2 Αποτελέσματα

Για κάθε μία εξεταζόμενη περίπτωση εκτελέσαμε 10000 προσομομοιωμένα πειράματα

όπου το διάνυσμα απόκρισης y παράγεται συμφωνα με τη σχέση (10.1) για κάθε ένα

πείραμα, τα σφάλματα είναι ανεξάρτητα και ακολουθούν την ίδια κατανομή N(0, σ2)

και σ = 1. Στα αποτελέσματα των Πινάκων 10.3-10.4 ϑεωρούμε ως πίνακα σχεδιασμού

τον πλήρη 24 παραγοντικό σχεδιασμό με μία επανάληψη. Οι συντελεστές των ανε-

νεργών επιδράσεων ϑεωρούνται μηδέν. Στον Πίνακα 10.3 βλέπουμε τα αποτελέσματα
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για l = 1 − 7 ενεργές επιδράσεις ιδίου μεγέθους ίσου με 2σ, ενώ στον Πίνακα 9.4 εξε-

τάζονται l = 2− 7 ενεργές επιδράσεις με διαφορετικά μεγέθη. Εκτιμούμε τη διασπορά

του σφάλματος χρησιμοποιώντας το ψευδο-τυπικό σφάλμα όπως ορίζεται στο [71].

Προκειμένου να ελέγξουμε το EER για τη μέθοδό μας στο 5% ϑέσαμε κατάλληλα τις

τιμές k = 1.5 και h = 1.61. Θέσαμε επίσης το γ = 0.995869 για τη μέθοδο του Lenth

και 0.999259 για τη μέθοδο του Dong, και για τη μέθοδο του Aboukalam το κρίσι-

μο σημείο ίσο με 4.6. Εκτελέσαμε 50000 πειράματα προσομοίωσης σύμφωνα με τα

παραπάνω ϑεωρώντας ότι το πραγματικό μοντέλο αποτελείται μόνο από το σταθερό

όρο. ´Ολες οι μέθοδοι απέτυχαν να αναγνωρίσουν το πραγματικό μοντέλο (με καμία

ενεργή επίδραση) στο 5% των περιπτώσεων.

Να σημειώσουμε ότι η χρήση της εκτιμήτριας s/c4 [89] δεν καταλήγει στο σωστό

προσδιορισμό των ενεργών επιδράσεων στις περισσότερες περιπτώσεις. Τα αποτε-

λέσματα των προσομοιώσεων δείχνουν ότι η προτεινόμενη μεθοδολογία επιτυγχάνει

υψηλές τιμές των κριτηρίων που χρησιμοποιήσαμε για την αξιολόγηση της αποδοτι-

κότητας των μεθόδων σε σχέση με τις υπόλοιπες τρεις μεθόδους.

Επιπλέον εκτελέσαμε μία μελέτη προσομοίωσης για την επιλογή των τιμών των

παραμέτρων h και k ανάλογα με τον αριθμό των πειραματικών παραγόντων σε ένα

2m μη επαναλαμβανόμενο σχεδιασμό έτσι ώστε να διατηρούμε το EER σε επιθυμητά

επίπεδα. Υποθέτουμε ότι τα πειραματικά σφάλματα είναι ανεξάρτητα και κανονι-

κά κατανεμημένα με N(0, 1) και ότι το πραγματικό μοντέλο περιλαμβάνει μόνο ένα

σταθερό όρο. Υπό αυτές τις προϋποθέσεις εκτελέσαμε 50000 πειράματα για κάθε

μία περίπτωση από 3 ως 7 πειραματικούς παράγοντες για διάφορες τιμές του k. Οι

τιμές του EER που προέκυψαν από τα πειράματα αυτά φαίνονται στο Σχήμα 10.2.

Παρατηρούμε ότι οι τιμές του EER κυμαίνονται ανάλογα με την τιμή του k (και την

αντίστοιχη τιμή του h από τον Πίνακα 10.1) και τον αριθμό των παραγόντων που

συμμετέχουν στα πειράματα. Για παράδειγμα, αν ϑέλουμε να ελέγξουμε την επίδραση

τεσσάρων παραγόντων με μία εκτέλεση του πειράματος μπορούμε να χρησιμοποιήσου-

με την προτεινόμενη μεθοδολογία ϑέτοντας k = 1.50 (και h = 1.61) για να ελέγξουμε

το EER στο 5% ή k = 0.75 (και h = 3.34) για να ελέγξουμε το EER στο 7%.
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Πίνακας 10.3: Αποτελέσματα για τον 24 σχεδιασμό με ίσες επιδράσεις μεγέθους 2σ.

Power Power I
l CUSUM Lenth Dong Aboukalam CUSUM Lenth Dong Aboukalam
1 0.9992 0.9870 0.9997 0.9817 0.9992 0.9870 0.9997 0.9817
2 0.9987 0.9790 0.9990 0.9854 1.0000 0.9929 0.9999 0.9959
3 0.9987 0.9790 0.9982 0.9939 1.0000 0.9964 0.9992 0.9993
4 0.9976 0.9701 0.9901 0.9950 1.0000 0.9933 0.9934 0.9980
5 0.9965 0.9625 0.9640 0.9849 1.0000 0.9885 0.9725 0.9929
6 0.9914 0.9188 0.8463 0.9488 1.0000 0.9604 0.8630 0.9651
7 0.9640 0.7330 0.5311 0.7471 1.0000 0.7918 0.5468 0.7787

Power II False discovery rate
l CUSUM Lenth Dong Aboukalam CUSUM Lenth Dong Aboukalam
1 0.9992 1.0000 1.0000 1.0000 0.9834 0.9740 0.9796 0.9660
2 0.9974 0.9719 0.9982 0.9787 0.9847 0.9474 0.9811 0.9455
3 0.9960 0.9579 0.9976 0.9862 0.9867 0.9394 0.9865 0.9509
4 0.9905 0.9389 0.9927 0.9934 0.9831 0.9223 0.9857 0.9772
5 0.9829 0.9271 0.9838 0.9714 0.9776 0.9121 0.9805 0.9497
6 0.9496 0.8813 0.9704 0.9569 0.9461 0.8674 0.9699 0.9303
7 0.7828 0.8211 0.9657 0.9150 0.7826 0.8154 0.9657 0.9150
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Πίνακας 10.4: Αποτελέσματα για τον 24 σχεδιασμό με επιδράσεις διαφορετικού μεγέ-

ϑους στο διάστημα [2σ, 5σ].

Power Power I
l CUSUM Lenth Dong Aboukalam CUSUM Lenth Dong Aboukalam
2 0.9996 0.9895 0.9999 0.9930 1.0000 0.9999 1.0000 1.0000
3 0.9995 0.9927 0.9994 0.9983 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
4 0.9995 0.9930 0.9986 0.9992 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
5 0.9992 0.9930 0.9950 0.9974 1.0000 1.0000 0.9999 1.0000
6 0.9991 0.9915 0.9770 0.9979 1.0000 1.0000 0.9994 1.0000
7 0.9990 0.9866 0.8707 0.9892 1.0000 1.0000 0.9835 0.9996

Power II False discovery rate
l CUSUM Lenth Dong Aboukalam CUSUM Lenth Dong Aboukalam
2 0.9992 0.9791 0.9997 0.9859 0.9849 0.9568 0.9857 0.9552
3 0.9984 0.9792 0.9984 0.9949 0.9902 0.9587 0.9859 0.9579
4 0.9978 0.9731 0.9958 0.9974 0.9904 0.9531 0.9889 0.9791
5 0.9961 0.9680 0.9849 0.9875 0.9910 0.9536 0.9814 0.9651
6 0.9947 0.9548 0.9387 0.9917 0.9889 0.9362 0.9377 0.9641
7 0.9933 0.9237 0.7450 0.9587 0.9922 0.9141 0.7450 0.9587
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Σχήμα 10.2: Οι τιμές του EER για διάφορες τιμές του k.
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10.5 Συμπεράσματα

Η μία επανάληψη ενός 2k παραγοντικού σχεδιασμού μπορεί να εκτελεστεί σε διάφο-

ρες πειραματικές διαδικασίες ανάπτυξης και βελτίωσης και προτιμάται συχνά λόγω

του οικονομικού μεγέθους και της απλής δομής. Η ανάλυση τέτοιων πειραμάτων όμως

δεν αποτελεί μία εύκολη διαδικασία αφού οι ελλιπείς βαθμοί ελευθερίας δεν επιτρέ-

πουν την εφαρμογή της ανάλυσης διασποράς. Αρκετές μέθοδοι έχουν προταθεί στη

βιβλιογραφία για την ανάλυση τέτοιων σχεδιασμών, ωστόσο η περιοχή αυτή παραμένει

ακόμα ένα ενεργό πεδίο έρευνας. Εμείς προτείνουμε τη χρήση ενός πολύ αποδοτι-

κού εργαλείου του στατιστικού ελέγχου διεργασίας για τον προσδιορισμό των ενεργών

επιδράσεων σε μη επαναλαμβανόμενα πειράματα. Τα διαγράμματα CUSUM ανιχνεύ-

ουν μικρές αλλαγές στο μέσο μίας διαδικασίας με ένα γρήγορο και αποδοτικό τρόπο.

Εκμεταλλευόμενοι το πλεονέκτημα της απλότητας και της αποδοτικότητας της τεχνι-

κής αυτής προτείνουμε μία νέα μέθοδο ανάλυσης για τους μη επαναλαμβανόμενους

παραγοντικούς σχεδιασμούς. Η μελέτη προσομοίωσης της Παραγράφου 10.4 δείχνει

ότι η προτεινόμενη μέθοδος επιτυγχάνει την εύρεση των πραγματικά ενεργών επιδρά-

σεων με μεγάλη πιθανότητα σε όλες τις περιπτώσεις και ότι μπορεί να εφαρμοστεί

εύκολα και αποδοτικά σε πολλές πρακτικές εφαρμογές.



Παράρτημα





Παράρτημα Αʹ

Αποτελέσματα από το Κεφάλαιο

6

Πίνακας Αʹ.1: Αρχικά σύνολα των 20 διακριτών 20 −

{16;4; 16} SDS

] Σύνολα
1 {1,2,8,11}, {6,10,13,14}, {3,7,9,15}, {4,5,12,16}
2 {1,7,12,14 }, {2,3,4,13}, {5,9,10,11}, {6,8,15,16}
3 {1,3,10,16 }, {2,5,6,7}, {4,11,14,15}, {8,9,12,13}
4 {1,4,6,9}, {2,10,12,15}, {3,5,8,14}, {7,11,13,16}
5 {1,5,13,15 }, {2,9,14,16}, {3,6,11,12}, {4,7,8,10}
6 {1,2,4,12}, {3,5,11,16}, {6,8,13,14}, {7,9,10,15}
7 {1,3,8,13}, {2,4,7,15}, {9,5,10,11}, {6,12,14,16}
8 {1,5,8,9}, {6,7,11,12}, {2,13,15,16}, {3,4,10,14}
9 {1,5,11,14 }, {4,6,12,15}, {7,8,13,16}, {2,3,9,10}
10 {1,2,12,13 }, {5,7,10,14}, {6,8,11,15}, {3,4,9,16}
11 {1,3,9,15}, {2,6,14,8}, {12,4,7,11}, {13,5,10,16}
12 {1,3,5,7}, {8,10,12,13}, {6,9,11,15}, {2,4,14,16}
13 {1,2,6,10}, {3,8,9,16}, {4,5,13,15}, {7,11,12,14}
14 {1,11,13,16}, {4,6,7,8}, {2,3,12,15}, {5,9,10,14}
15 {1,4,9,12}, {2,5,8,11}, {7,10,15,16}, {3,6,13,14}

– Συνέχεια στην επόμενη σελίδα
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Πίνακας Αʹ.1 – Συνέχεια από προηγούμενη σελίδα
] Σύνολα
16 {1,3,9,14}, {5,8,11,13}, {4,6,7,16}, {2,10,12,15}
17 {1,5,7,10}, {2,4,11,14}, {9,13,15,16}, {3,6,8,12}
18 {1,11,12,16}, {5,6,14,15}, {2,7,8,9}, {3,4,10,13}
19 {1,2,6,13}, {3,7,11,15}, {8,10,14,16}, {4,5,9,12}
20 {1,4,8,15}, {6,9,10,11}, {2,3,5,16}, {7,12,13,14}
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Πίνακας Αʹ.2: Αρχικά σύνολα των 24 διακριτών 30 − {25; 5; 25} SDS

] Σύνολα
1 {1,3,8,14,19}, {6,10,16,20,22}, {9,11,15,21,24}, {2,13,17,23,25}, {4,5,7,12,18}
2 {1,5,10,15,17}, {9,13,14,18,22}, {4,6,11,19,23}, {3,12,16,21,25}, {2,7,8,20,24}
3 {1,2,6,9,12}, {7,10,14,21,23}, {15,18,19,20,25}, {3,4,17,22,24}, {5,8,11,13,16}
4 {1,4,13,20,21}, {5,6,14,24,25}, {7,9,16,17,19}, {2,3,10,11,18}, {8,12,15,22,23}
5 {1,16,18,23,24}, {11,12,14,17,20}, {2,5,19,21,22}, {3,6,7,13,15}, {4,8,9,10,25}
6 {1,7,11,22,25}, {2,4,14,15,16}, {10,12,13,19,24}, {3,5,9,20,23}, {6,8,17,18,21}
7 {1,4,9,16, 18}, {5,8,14,19,23}, {2,12,17,21,24}, {6,7,10,22,25}, {3,11,13,15,20}
8 {1,6,14,15,24}, {2,3,4,8,22}, {5,9,10,13,17}, {16,19,20,21,25}, {7,11,12,18,23}
9 {1,12,13,19,22}, {7,8,9,20,24}, {3,6,16,17,23}, {2,5,15,18,25}, {4,10,11,14,21}
10 {1,2,10,20,23}, {6,8,13,18,21}, {4,7,15,17,19}, {3,9,12,14,25}, {5,11,16,22,24}
11 {1,8,11,17,25}, {3,10,18,19,24}, {4,5,6,12,20}, {9,15,21,22,23}, {2,7,13,14,16}
12 {1,3,5,7,21}, {8,10,12,15,16}, {14,17,18,20,22}, {4,13,23,24,25}, {2,6,9,11,19}
13 {1,6,10,13,24}, {3,15,21,23,25}, {5,17,18,20,22}, {8,12,14,16,19}, {2,4,7,9,11}
14 {1,7,18,19,25}, {2,3,13,16,20}, {4,5,12,15,24}, {8,9,10,22,23}, {6,11,14,17,21}
15 {1,4,16,17,23}, {11,12,13,22,25}, {3,9,14,18,24}, {2,5,10,19,21}, {6,7,8,15,20}
16 {1,2,14,15,22}, {4,8,13,18,21}, {11,19,20,23,24}, {3,7,10,12,17}, {5,6,9,16,25}
17 {1,9,12,20,21}, {5,7,13,14,23}, {2,8,17,24,25}, {10,11,15,16,18}, {3,4,6,19,22}
18 {1,3,5,8,11}, {9,13,15,17,19}, {7,16,21,22,24}, {4,10,14,20,25}, {2,6,12,18,23}
19 {1,4,16,18,25}, {9,11,13,15,20}, {2,7,14,19,23}, {5,12,17,21,22}, {3,6,8,10,24}
20 {1,2,6,20,21}, {4,5,7,8,15}, {11,12,23,24,25}, {3,13,17,18,19}, {9,10,14,16,22}
21 {1,10,15,17,23}, {3,4,11,14,21}, {5,6,9,19,25}, {7,18,20,22,24}, {2,8,12,13,16}
22 {1,8,11,19,22}, {6,12,14,15,18}, {3,5,16,20,23}, {2,4,9,17,24}, {7,10,13,21,25}
23 {1,3,7,9,12}, {15,16,19,21,24}, {4,6,13,22,23}, {8,14,17,20,25}, {2,5,10,11,18}
24 {1,5,13,14,24}, {2,3,15,22,25}, {8,9,18,21,23}, {6,7,11,16,17}, {4,10,12,19,20}
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Πίνακας Αʹ.3: Αρχικά σύνολα των 32 διακριτών 56 − {49; 7;49}

SDS

] Σύνολα
1 {1,14,17,33,35,46,48}, {2,3,10,25,37,42,45}, {5,8,12,13,21,24,32}, {28,29,36,38,39,43,44},

{6,7,9,16,19,26,40}, {15,22,23,30,31,41,47}, {4,11,18,20,27,34,49}
2 {1,5,6,15,18,37,38}, {8,9,28,35,42,47,49}, {2,7,11,12,36,41,48}, {3,4,16,17,22,24,44},

{10,20,23,26,29,32,33}, {13,19,31,34,43,45,46}, {14,21,25,27,30,39,40}
3 {1,9,10,24,30,34,36}, {13,16,27,29,35,37,41}, {5,22,25,26,43,48,49}, {11,17,19,21,23,38,42},

{2,4,6,8,31,33,39}, {3,12,15,20,28,40,46}, {7,14,18,32,44,45,47}
4 {1,2,16,20,21,43,47}, {10,12,18,19,22,35,39}, {6,23,24,27,28,45,48}, {17,31,32,36,37,40,49},

{9,11,13,15,25,33,44}, {4,5,7,29,30,42,46}, {3,8,14,26,34,38,41}
5 {1,4,19,25,28,32,41}, {2,5,23,34,35,40,44}, {3,9,18,21,29,31,48}, {7,8,10,15,17,27,43},

{12,16,30,33,38,45,49}, {11,24,26,37,39,46,47}, {6,13,14,20,22,36,42}
6 {1,8,11,22,29,40,45}, {7,20,24,25,31,35,38}, {15,16,32,34,39,42,48}, {2,13,17,18,26,28,30},

{3,5,19,27,33,36,47}, {6,10,21,41,44,46,49}, {4,9,12,14,23,37,43}
7 {1,3,7,13,23,39,49}, {4,15,21,26,35,36,45}, {8,19,20,30,37,44,48}, {6,12,17,25,29,34,47},

{18,24,33,40,41,42,43}, {2,9,22,27,32,38,46}, {5,10,11,14,16,28,31}
8 {1,12,26,27,31,42,44}, {3,6,11,30,32,35,43}, {4,10,13,38,40,47,48}, {5,9,17,20,39,41,45},

{7,21,22,28,33,34,37}, {8,16,18,23,25,36,46}, {2,14,15,19,24,29,49}
9 {1,43,5,39,14,32,28}, {3,48,8,44,21,38,34}, {10,46,23,37,25,29,27}, {4,40,6,22,13,20,15},

{11,35,16,33,17,31,26}, {7,47,12,41,18,30,24}, {2,49,9,45,19,42,36}
10 {1,38,20,37,24,36,31}, {13,41,19,34,29,33,32}, {6,46,7,42,8,28,16}, {9,44,14,35,18,27,22},

{5,48,17,47,23,45,40}, {2,39,3,30,11,25,15}, {4,49,10,43,12,26,21}
11 {1,45,3,18,10,16,13}, {4,47,27,42,31,39,34}, {2,46,24,44,33,43,40}, {7,36,11,32,21,23,22},

{9,38,12,29,15,28,17}, {6,48,14,37,19,30,26}, {5,49,8,41,20,35,25}
12 {1,47,2,35,6,29,21}, {18,40,25,36,26,34,28}, {4,46,11,45,14,41,38}, {3,42,5,37,12,33,22},

{7,44,10,39,17,20,19}, {8,43,9,31,13,30,23}, {15,49,16,48,24,32,27}
13 {1,30,34,22,46,49,17}, {11,29,42,20,43,48,18}, {6,31,32,25,44,45,12}, {3,23,24,19,28,35,4},

{8,15,33,14,36,47,10}, {2,13,26,7,27,38,5}, {9,37,39,21,40,41,16}
14 {1,9,25,7,33,48,4}, {2,16,20,14,23,34,12}, {5,19,21,18,31,46,15}, {8,26,29,24,39,45,22},

{3,27,36,17,41,43,6}, {10,35,38,32,40,42,30}, {11,37,44,28,47,49,13}
15 {1,26,41,23,42,44,15}, {5,10,11,9,24,34,6}, {12,36,39,35,46,48,13}, {16,25,38,22,43,47,19},

{2,17,18,8,32,37,4}, {20,28,30,27,33,45,21}, {3,29,31,14,40,49,7}
16 {1,12,19,11,27,40,8}, {7,35,37,34,43,45,15}, {3,26,32,20,46,47,9}, {2,28,31,22,41,48,10},

{13,21,24,17,25,42,14}, {4,29,30,16,36,44,5}, {6,33,38,23,39,49,18}
17 {1,38,6,35,11,27,17}, {3,48,8,44,15,32,24}, {2,46,4,37,5,18,14}, {12,31,13,29,19,22,21},

{7,49,20,40,23,26,25}, {10,42,28,41,33,39,34}, {9,47,16,45,30,43,36}
18 {1,46,3,30,19,28,20}, {9,48,21,41,27,40,37}, {10,47,12,38,15,23,18}, {11,49,14,33,16,24,22},

{5,39,25,36,31,35,32}, {2,43,6,34,8,29,26}, {4,45,7,44,13,42,17}
– Συνέχεια στην επόμενη σελίδα
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Πίνακας Αʹ.3 – Συνέχεια από προηγούμενη σελίδα
] Σύνολα
19 {1,49,12,44,37,43,39}, {2,48,7,38,30,33,31}, {3,41,11,36,13,26,18}, {8,47,22,46,35,42,40},

{4,25,6,24,9,19,10}, {5,34,15,21,16,20,17}, {14,45,2,32,27,29,28}
20 {1,42,9,31,14,26,15}, {10,49,17,48,29,46,36}, {7,39,8,27,16,19,18}, {4,43,20,41,22,38,32},

{2,47,11,44,21,28,25}, {13,37,23,35,24,34,30}, {3,45,5,40,6,33,12}
21 {1,16,13,32,2,40,10}, {5,42,23,43,11,48,19}, {9,33,29,35,18,44,20}, {6,28,22,36,7,37,15},

{8,25,17,30,12,41,14}, {3,34,31,47,4,49,27}, {21,39,38,45,24,46,26}
22 {1,34,25,45,18,48,22}, {2,27,24,36,12,42,20}, {5,28,13,38,8,49,9}, {4,30,29,39,11,40,15},

{3,21,14,35,7,43,10}, {6,41,31,44,16,46,23}, {17,33,32,37,19,47,26}
23 {1,23,21,33,4,36,8}, {6,39,20,47,13,48,14}, {17,31,28,40,18,43,24}, {5,27,26,30,10,44,22},

{3,37,29,38,16,42,25}, {7,32,12,34,9,46,11}, {2,41,35,45,15,49,19}
24 {1,29,24,41,5,47,7}, {4,28,26,35,12,48,16}, {6,32,30,42,18,49,21}, {2,22,17,23,3,39,9},

{13,33,27,43,15,46,25}, {14,38,36,40,19,44,34}, {8,31,20,37,10,45,11}
25 {1,8,13,19,27,34,37}, {4,10,18,25,32,45,48}, {3,5,7,17,20,36,44}, {14,16,21,23,29,31,40},

{6,9,22,24,26,39,49}, {12,15,33,38,41,43,47}, {2,11,28,30,35,42,46}
26 {1,4,21,22,30,43,44}, {11,27,36,39,40,47,48}, {12,14,18,20,24,37,46}, {13,15,17,23,25,28,49},

{7,26,31,32,34,35,38}, {3,6,8,10,29,33,42}, {2,5,9,16,19,41,45}
27 {1,3,12,16,28,32,39}, {7,13,21,24,41,42,48}, {11,15,20,22,29,34,45}, {8,9,18,23,35,36,43},

{10,14,17,19,26,30,47}, {4,5,27,31,33,46,49}, {2,6,25,37,38,40,44}
28 {1,6,11,17,18,31,41}, {12,19,29,35,44,48,49}, {9,10,20,21,27,28,38}, {5,22,23,32,37,42,47},

{3,13,26,40,43,45,46}, {16,24,25,30,33,34,36}, {2,4,7,8,14,15,39}
29 {1,2,20,23,26,33,48}, {3,14,22,25,27,35,41}, {7,10,11,16,37,43,49}, {5,13,18,29,30,38,39},

{4,9,12,17,34,40,42}, {8,24,28,31,44,45,47}, {6,15,19,21,32,36,46}
30 {1,5,10,15,24,35,40}, {8,16,17,22,38,46,48}, {19,20,25,31,39,42,43}, {6,7,12,23,27,30,45},

{4,26,28,29,36,37,41}, {9,11,13,14,32,33,44}, {2,3,18,21,34,47,49}
31 {1,7,9,25,29,46,47}, {5,6,14,28,34,43,48}, {8,20,30,32,40,41,49}, {3,4,11,19,23,24,38},

{15,16,18,26,27,42,44}, {17,21,33,35,37,39,45}, {2,10,12,13,22,31,36}
32 {1,14,36,38,42,45,49}, {3,9,15,30,31,37,48}, {4,6,13,16,20,35,47}, {10,23,34,39,41,44,46},

{5,8,11,12,21,25,26}, {7,18,19,22,28,33,40}, {2,17,24,27,29,32,43}
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Πίνακας Αʹ.4: Αρχικά σύνολα των 36 διακριτών 72 − {64; 8; 64} SDS

] Σύνολα
1 {1,3,5,7,9,13,15,60}, {17,19,20,22,24,26,27,32}, {6,25,28,29,33,35,36,53}, {12,37,39,41,42,44,47,48},

{2,10,31,50,52,54,56,58}, {11,16,21,30,46,59,61,63}, {8,14,23,34,38,40,55,62}, {4,18,43,45,49,51,57,64}
2 {1,2,17,28,37,40,57,59}, {3,11,19,23,25,39,45,50}, {5,16,20,29,31,34,41,51}, {7,8,22,42,49,52,53,63},

{6,9,14,18,24,44,46,54}, {10,12,32,33,43,60,61,62}, {13,21,26,35,38,47,56,64}, {4,15,27,30,36,48,55,58}
3 {1,4,19,29,38,42,54,61}, {3,6,17,21,31,48,49,62}, {5,12,24,28,50,55,63,64}, {7,14,16,27,33,37,45,56},

{2,8,9,20,25,30,43,47}, {18,23,26,41,53,58,59,60}, {11,13,32,36,40,44,51,52}, {10,15,22,34,35,39,46,57}
4 {1,25,27,41,46,52,62,64}, {14,15,17,47,50,51,53,61}, {3,16,22,28,38,43,44,58}, {4,5,6,8,10,11,26,37},

{2,7,12,18,19,21,34,36}, {9,29,32,39,49,55,56,59}, {24,30,31,35,40,42,45,60}, {13,20,23,33,48,54,57,63}
5 {1,14,26,31,36,39,43,63}, {8,12,13,17,29,45,46,58}, {11,15,18,20,28,42,56,62}, {3,30,32,34,37,53,54,64},

{2,5,23,27,35,44,49,61}, {7,10,24,25,38,48,51,59}, {4,9,21,22,33,40,41,50}, {6,16,19,47,52,55,57,60}
6 {1,8,16,18,32,35,48,50}, {4,17,25,34,44,56,60,63}, {10,13,14,19,28,30,41,49}, {15,21,23,24,29,37,43,52},

{2,3,26,33,42,46,51,55}, {5,22,36,45,47,54,59,62}, {6,7,20,39,40,58,61,64}, {9,11,12,27,31,38,53,57}
7 {1,11,24,33,34,47,49,58}, {9,10,16,17,23,36,42,64}, {8,21,27,28,39,51,54,60}, {13,18,22,25,31,37,55,61},

{2,6,15,32,38,41,45,63}, {3,4,12,14,20,35,52,59}, {5,19,40,43,46,48,53,56}, {7,26,29,30,44,50,57,62}
8 {1,6,12,22,23,30,51,56}, {7,11,17,35,41,43,54,55}, {9,26,28,34,45,48,52,61}, {20,36,37,38,46,49,50,60},

{2,4,13,16,24,39,53,62}, {8,15,19,31,33,44,59,64}, {3,10,18,27,29,40,47,63}, {5,14,21,25,32,42,57,58}
9 {1,10,20,21,44,45,53,55}, {5,17,18,30,33,38,39,52}, {4,7,23,28,31,32,46,47}, {9,19,35,37,51,58,62,63},

{2,11,14,22,29,48,60,64}, {6,13,27,34,42,43,50,59}, {12,15,16,25,26,40,49,54}, {3,8,24,36,41,56,57,61}
10 {1,14,23,24,48,50,58,60}, {6,8,11,20,32,35,38,42}, {4,10,26,30,33,34,47,51}, {3,22,37,39,41,52,57,63},

{2,5,15,18,25,31,49,53}, {9,17,29,36,43,46,56,64}, {12,16,19,27,28,44,55,59}, {7,13,21,40,45,54,61,62}
11 {1,6,12,13,34,39,53,56}, {4,20,27,36,48,49,61,63}, {14,17,18,22,30,32,45,55}, {11,19,21,24,26,31,41,43},

{5,7,28,35,46,51,57,60}, {8,25,40,47,50,52,59,64}, {2,9,10,23,37,38,44,54}, {3,15,16,29,33,42,58,62}
12 {1,4,22,31,42,46,54,59}, {7,9,20,24,33,52,53,55}, {2,8,16,21,30,56,60,63}, {10,12,18,29,35,41,50,61},

{3,5,13,23,27,32,43,47}, {6,26,28,37,45,49,58,64}, {11,15,17,34,40,44,48,57}, {14,19,25,36,38,39,51,62}
13 {1,2,11,27,29,45,51,52}, {18,19,20,47,54,56,57,58}, {7,12,25,30,37,42,43,48}, {4,8,9,13,14,15,28,41},

{5,6,10,16,22,24,36,40}, {3,31,34,38,55,60,61,64}, {21,32,33,39,44,46,49,50}, {17,23,26,35,53,59,62,63}
14 {1,18,28,33,38,40,43,63}, {13,16,17,20,31,37,50,51}, {6,15,19,23,30,46,52,61}, {2,7,32,34,36,41,58,59},

{5,8,26,29,39,48,54,55}, {10,14,21,27,42,53,57,64}, {3,4,24,25,35,44,45,56}, {9,11,12,22,47,49,60,62}
15 {1,15,21,35,36,37,47,55}, {2,3,12,14,20,26,40,46}, {13,24,29,30,38,49,57,59}, {6,17,25,27,33,41,54,60},

{5,9,19,34,42,45,50,63}, {4,7,11,16,18,23,39,64}, {8,22,43,44,51,53,58,61}, {10,28,31,32,48,52,56,62}
16 {1,9,16,25,26,32,57,61}, {10,15,20,39,43,45,59,60}, {3,11,28,30,36,50,53,54}, {23,40,41,42,49,51,55,56},

{4,5,12,17,21,38,52,58}, {2,13,19,22,33,35,48,64}, {6,7,14,29,31,44,47,63}, {8,18,24,27,34,37,46,62}
17 {1,3,7,8,10,17,19,49}, {20,21,22,23,25,28,29,34}, {9,27,30,31,35,39,40,58}, {16,38,41,45,46,47,48,53},

{5,11,14,33,37,56,59,61}, {12,15,24,32,51,54,63,64}, {13,18,26,36,42,44,52,60}, {2,4,6,43,50,55,57,62}
18 {1,5,20,30,41,44,62,64}, {7,15,22,26,27,38,50,56}, {8,12,23,31,33,36,45,57}, {10,11,13,25,46,55,58,63},

{3,6,9,18,21,48,51,59}, {14,16,34,35,43,49,52,54}, {2,17,24,28,39,42,47,61}, {4,19,29,32,37,40,53,60}
19 {1,4,11,29,31,47,52,58}, {19,20,22,53,56,57,59,63}, {13,21,27,32,44,49,50,54}, {5,7,9,12,15,16,30,43},

{3,10,17,23,24,26,39,42}, {6,14,33,36,45,55,61,64}, {28,34,35,40,41,46,48,51}, {2,8,18,25,37,38,60,62}
20 {1,5,24,33,44,48,60,63}, {4,8,9,13,22,26,35,55}, {7,11,17,28,32,37,56,61}, {6,10,19,21,31,38,43,51},

{3,12,14,25,29,34,49,53}, {2,23,30,40,47,54,59,64}, {16,18,36,42,46,50,57,58}, {15,20,27,39,41,45,52,62}
21 {1,3,22,32,43,46,62,64}, {2,13,16,24,29,45,51,56}, {7,21,25,33,35,39,47,57}, {10,12,27,37,48,55,58,59},

– Συνέχεια στην επόμενη σελίδα
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Πίνακας Αʹ.4 – Συνέχεια από προηγούμενη σελίδα
] Σύνολα

{9,14,19,23,28,50,52,60}, {4,15,17,36,38,40,49,63}, {6,11,18,26,30,41,44,53}, {5,8,20,31,34,42,54,61}
22 {1,7,10,13,14,18,20,40}, {22,24,25,27,28,30,31,36}, {9,29,32,33,38,41,42,59}, {8,17,43,45,47,48,50,53},

{3,6,15,35,54,56,58,60}, {16,21,26,34,37,52,63,64}, {2,4,12,19,39,44,46,61}, {5,11,23,49,51,55,57,62}
23 {1,19,30,35,37,42,45,49}, {12,17,18,22,33,51,52,54}, {4,6,16,20,23,25,32,48}, {11,13,34,36,39,43,59,60},

{2,3,7,31,41,50,55,63}, {8,10,15,28,29,44,57,64}, {5,14,26,27,38,46,47,56}, {9,21,24,40,53,58,61,62}
24 {1,8,12,21,23,36,41,56}, {5,6,22,29,37,39,40,50}, {15,18,19,24,32,34,47,55}, {2,20,26,28,33,43,49,58},

{3,13,30,38,48,52,57,61}, {4,7,27,42,51,53,60,64}, {9,10,11,25,45,46,54,63}, {14,16,17,31,35,44,59,62}
25 {1,16,28,38,39,53,54,55}, {2,11,14,15,21,22,42,48}, {12,26,31,32,40,45,57,60}, {18,23,27,29,35,43,61,63},

{3,9,20,36,37,44,47,51}, {5,13,17,19,25,41,58,64}, {6,7,8,24,46,49,52,59}, {4,10,30,33,34,50,56,62}
26 {1,2,6,9,17,27,34,57}, {10,16,22,41,47,49,60,61}, {8,14,30,32,39,51,58,63}, {25,40,42,43,44,52,55,56},

{3,4,5,18,21,28,45,59}, {11,12,20,24,35,38,50,64}, {13,15,23,31,33,37,46,53}, {7,19,26,29,36,48,54,62}
27 {1,15,25,26,50,51,59,61}, {7,22,23,34,38,44,45,58}, {2,5,10,32,35,36,52,53}, {4,14,24,37,41,43,54,57},

{3,8,11,16,19,27,33,40}, {9,18,31,39,48,49,56,64}, {17,20,21,29,30,46,55,60}, {6,12,13,28,42,47,62,63}
28 {1,5,16,21 ,24,31,35,56}, {6,12,19,27,37,46,50,53}, {7,14,26,28,33,48,52,62}, {10,20,29,32,40,44,57,59},

{4,9,22,25,42,51,60,63}, {13,23,30,36,41,43,55,61}, {3,15,18,39,45,47,54,58}, {2,8,11,17,34,38,49,64}
29 {1,6,7,32, 43,54,60,64}, {17,19,22,26,29,31,55,58}, {11,24,25,33,36,45,46,57}, {16,18,30,37,40,49,62,63},

{2,21,27,39,41,44,48,51}, {3,8,35,42,52,53,59,61}, {4,5,12,13,20,28,38,47}, {9,10,14,15,23,34,50,56}
30 {1,13,15,17,42,44,46,62}, {3,9,11,19,21,28,30,32}, {10,33,35,37,38,39,55,60}, {5,8,22,40,43,45,48,50},

{12,26,36,49,51,54,56,59}, {4,14,18,27,31,57,61,64}, {2,6,23,24,29,47,52,63}, {7,16,20,25,34,41,53,58}
31 {1,19,33,34,40,47,51,61}, {8,18,20,21,23,26,46,60}, {2,9,12,35,43,57,58,62}, {5,11,14,44,53,54,55,63},

{28,29,37,41,42,45,56,64}, {3,6,10,13,25,31,48,49}, {7,15,22,24,27,30,38,59}, {4,16,17,32,36,39,50,52}
32 {1,8,12,14 ,25,29,30,39}, {15,19,20,35,36,48,63,64}, {5,6,9,17,18,33,41,59}, {2,3,4,7,40,46,55,56},

{23,31,32,38,45,51,53,62}, {24,28,44,49,50,58,60,61}, {10,11,16,26,27,42,43,47}, {13,21,22,34,37,52,54,57}
33 {1,3,26,38 ,41,50,57,63}, {2,13,14,16,19,45,59,60}, {4,15,21,29,33,43,49,53}, {17,23,25,27,28,35,40,54},

{5,10,30,46,51,52,58,64}, {6,11,20,22,39,56,61,62}, {7,8,9,31,36,37,44,47}, {12,18,24,32,34,42,48,55}
34 {1,2,10,18,22,28,36,53}, {5,7,19,23,39,42,49,57}, {8,13,27,32,33,56,58,63}, {11,12,15,31,40,41,52,60},

{3,14,17,20,24,37,43,51}, {9,16,29,38,46,48,54,61}, {21,25,47,50,55,59,62,64}, {4,6,26,30,34,35,44,45}
35 {1,4,11,23,37,48,58,59}, {18,19,25,38,43,44,52,56}, {2,20,30,31,33,42,50,54}, {9,13,24,26,39,40,53,64},

{6,8,15,16,28,51,55,57}, {7,10,12,17,21,45,61,63}, {14,22,32,35,41,46,47,49}, {3,5,27,29,34,36,60,62}
36 {1,9,20,27,45,49,52,55}, {4,8,10,19,24,41,54,62}, {3,12,16,22,23,33,44,64}, {6,14,21,36,38,40,42,58},

{7,11,13,18,29,35,50,51}, {2,5,15,25,26,32,37,61}, {17,30,47,48,53,56,57,60}, {28,31,34,39,43,46,59,63}



128 Αʹ. Αποτελέσματα από το Κεφάλαιο 6

Πίνακας Αʹ.5: Αρχικά σύνολα των 26 διακριτών 39 − {27; 9; 108} SDS

1 {1,2,5,6,8,17,18,21,25}, {7,9,10,11,12,13,19,20,22}, {3,4,14,15,16,23,24,26,27}
2 {1,7,8,9,10,14,15,16,25}, {3,4,11,12,17,18,21,22,23}, {2,5,6,13,19,20,24,26,27}
3 {1,2,7,14,17,19,22,23,24}, {3,5,9,11,15,18,20,25,26}, {4,6,8,10,12,13,16,21,27}
4 {1,3,4,8,13,19,20,23,25}, {7,9,10,17,18,21,24,26,27}, {2,5,6,11,12,14,15,16,22}
5 {1,2,3,10,12,13,15,17,26}, {4,5,7,16,18,19,22,25,27}, {6,8,9,11,14,20,21,23,24}
6 {1,4,5,7,12,14,20,21,26}, {6,9,13,15,17,22,23,25,27}, {2,3,8,10,11,16,18,19,24}
7 {1,5,10,11,15,19,21,23,27}, {3,6,7,12,16,17,20,24,25}, {2,4,8,9,13,14,18,22,26}
8 {1,8,11,12,22,24,25,26,27}, {2,3,4,5,6,7,9,10,23}, {13,14,15,16,17,18,19,20,21}
9 {1,2,4,9,11,16,17,20,27}, {5,10,12,13,14,18,23,24,25}, {3,6,7,8,15,19,21,22,26}
10 {1,3,6,7,11,13,14,18,27}, {5,8,10,16,17,20,22,23,26}, {2,4,9,12,15,19,21,24,25}
11 {1,6,9,12,16,18,19,23,26}, {4,5,7,8,11,13,15,17,24}, {2,3,10,14,20,21,22,25,27}
12 {1,3,5,9,13,16,21,22,24}, {4,6,10,11,14,17,19,25,26}, {2,7,8,12,15,18,20,23,27}
13 {1,4,6,10,15,18,20,22,24}, {2,7,11,13,16,21,23,25,26}, {3,5,8,9,12,14,17,19,27}
14 {1,26,4,18,7,16,10,12,14}, {3,27,5,25,9,23,13,19,21}, {2,24,6,22,8,20,11,15,17}
15 {1,25,4,24,6,23,7,21,22}, {3,27,5,26,10,20,12,15,17}, {2,19,8,18,9,16,11,13,14}
16 {1,27,2,11,3,8,4,5,7}, {6,26,9,24,10,22,12,13,19}, {14,25,15,23,16,21,17,18,20}
17 {1,20,4,19,7,17,9,13,15}, {3,27,5,24,6,22,14,16,18}, {2,26,8,25,10,23,11,12,21}
18 {1,26,5,21,6,20,11,14,19}, {4,27,8,24,9,23,10,16,17}, {2,25,3,22,7,18,12,13,15}
19 {1,26,3,25,8,24,13,14,17}, {2,22,4,21,5,19,10,15,16}, {6,27,7,23,9,20,11,12,18}
20 {1,21,3,16,6,15,8,9,12}, {2,26,4,24,5,23,13,18,20}, {7,27,10,25,11,22,14,17,19}
21 {1,25,2,12,27,24,16,19,20}, {3,22,4,9,26,21,11,17,18}, {5,15,6,7,23,14,8,10,13}
22 {1,26,2,9,27,23,14,15,22}, {3,20,4,6,25,16,10,11,13}, {5,21,7,8,24,19,12,17,18}
23 {1,24,5,9,25,18,10,11,15}, {4,22,8,12,27,21,13,14,20}, {2,23,3,6,26,19,7,16,17}
24 {1,22,3,8,23,20,10,18,19}, {7,26,11,13,27,24,15,16,21}, {2,17,4,5,25,14,6,9,12}
25 {1,22,5,11,23,17,12,13,16}, {2,21,3,7,24,20,9,10,14}, {4,26,6,8,27,25,15,18,19}
26 {1,21,2,6,27,18,10,13,17}, {5,25,7,8,26,22,9,16,20}, {3,23,4,11,24,19,12,14,15}
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Πίνακας Αʹ.6: Αρχικά σύνολα των 36 διακριτών 72 − {64; 8; 64}

SDS

] Σύνολα
1 {1,64,6,8,10,62,13,14,16,60,19,20,36,5,54,11}, {9,61,22,24,25,58,28,29,31,56,32,34,35,17,53,26},

{4,63,23,30,33,51,39,40,42,50,43,45,46,15,48,37}, {2,59,7,12,18,57,27,38,41,55,44,47,49,3,52,21}
2 {1,63,6,11,25,61,30,31,36,57,38,40,48,2,52,28}, {3,62,8,13,17,58,23,24,35,50,42,44,46,7,47,19},

{10,64,18,22,27,59,33,39,41,56,43,51,53,14,54,32}, {4,60,9,12,15,55,20,21,26,49,29,34,37,5,45,16}
3 {1,56,4,6,7,53,15,22,32,47,36,37,44,3,45,11}, {2,62,9,13,19,57,29,33,34,52,38,39,43,8,51,26},

{10,64,14,21,23,61,28,31,42,55,46,49,50,12,54,25}, {5,63,17,18,20,60,27,30,35,59,40,41,48,16,58,24}
4 {1,59,9,11,18,50,26,27,29,46,34,36,41,6,42,23}, {8,63,13,19,21,62,30,32,40,56,48,49,53,12,55,22},

{2,64,10,14,15,58,24,35,37,57,38,45,52,4,54,17}, {3,61,7,16,20,60,28,31,33,51,39,43,44,5,47,25}
5 {1,58,11,12,17,55,24,33,35,51,36,39,43,6,49,21}, {4,62,13,15,18,61,25,27,28,59,31,37,41,8,45,19},

{3,64,9,10,14,63,29,30,34,54,40,44,47,7,48,26}, {2,60,16,20,22,57,32,38,42,56,46,50,52,5,53,23}
6 {1,64,7,15,21,28,62,29,48,5,51,59,53,57,58,50}, {4,61,11,12,13,14,44,16,22,9,38,43,40,41,42,24},

{2,63,17,18,19,20,56,23,25,3,36,54,37,39,49,26}, {6,60,10,27,30,31,55,32,33,8,35,52,45,46,47,34}
7 {1,63,4,13,21,26,61,32,41,3,51,60,52,54,58,46}, {2,62,11,12,15,20,59,23,24,10,30,56,34,43,47,28},

{7,64,16,17,22,27,49,29,31,8,38,48,39,42,45,36}, {5,57,9,14,18,19,55,25,33,6,37,53,40,44,50,35}
8 {1,60,12,13,17,22,59,29,31,2,37,54,40,47,50,33}, {3,62,10,11,20,21,53,25,35,9,41,52,42,45,48,39},

{8,64,16,18,23,26,61,30,32,15,43,58,44,55,57,36}, {4,63,6,7,14,19,56,24,27,5,34,51,38,46,49,28}
9 {1,60,9,13,15,23,54,25,27,7,35,53,38,43,49,30}, {4,63,11,17,18,20,62,22,29,10,44,57,46,51,55,31},

{3,64,16,21,24,28,56,33,34,8,37,52,40,41,50,36}, {2,61,6,12,14,19,59,26,32,5,42,58,45,47,48,39}
10 {1,60,18,24,28,34,57,39,42,13,45,56,48,54,55,44}, {7,62,11,20,26,27,61,32,33,10,38,58,40,49,50,37},

{2,64,8,9,12,16,63,25,35,4,46,59,47,51,53,36}, {3,52,6,14,15,17,43,19,21,5,23,41,29,30,31,22}
11 {1,64,2,31,3,43,5,40,32,34,35,4,42,62,18,49}, {7,61,9,24,19,54,21,45,30,33,36,20,46,59,22,57},

{6,63,8,29,10,53,23,41,37,38,39,12,44,60,28,58}, {11,56,13,25,14,51,16,48,26,27,47,15,50,55,17,52}
12 {1,63,10,43,16,56,29,50,44,45,49,19,52,61,35,59}, {4,62,14,26,18,48,23,38,31,33,36,21,47,60,24,53},

{3,64,6,22,12,46,15,39,25,27,34,13,40,58,20,57}, {2,55,5,17,7,42,9,37,28,30,32,8,41,54,11,51}
13 {1,58,10,22,16,42,19,37,25,30,34,18,38,51,21,47}, {9,62,14,36,15,52,28,46,39,40,44,17,49,60,32,59},

{2,64,4,23,6,55,13,41,29,33,35,7,48,61,20,56}, {3,63,5,26,8,53,12,45,27,31,43,11,50,57,24,54}
14 {1,57,3,16,4,32,10,27,17,19,23,9,28,48,12,33}, {2,63,7,36,14,58,25,50,41,43,45,22,55,62,34,60},

{6,64,13,31,20,52,26,49,37,42,44,24,51,59,30,53}, {5,61,8,29,11,47,18,40,35,38,39,15,46,56,21,54}
15 {1,55,2,19,7,41,15,39,24,26,31,10,40,53,16,46}, {3,62,12,35,14,57,29,51,36,37,42,27,56,61,30,60},

{6,64,9,21,13,47,18,43,28,32,38,17,45,63,20,50}, {4,59,5,25,8,52,22,48,33,34,44,11,49,58,23,54}
16 {1,62,44,12,17,41,25,56,45,26,30,33,46,38,64,5}, {2,60,48,6,8,24,9,51,49,10,15,18,50,22,61,3},

{7,59,35,13,14,34,16,57,37,21,23,31,39,32,63,11}, {4,55,47,20,27,43,28,54,52,29,36,40,53,42,58,19}
17 {1,61,34,8,12,33,14,53,42,15,17,18,52,20,63,7}, {6,57,47,23,24,45,25,54,49,29,32,40,51,41,62,16},

{2,60,35,11,19,30,21,50,39,22,26,27,44,28,64,4}, {3,58,46,9,10,43,13,56,48,31,36,37,55,38,59,5}
18 {1,49,43,14,20,41,22,48,46,26,28,35,47,37,57,8}, {4,58,50,7,9,39,12,56,52,16,18,30,54,31,62,6},

{3,61,53,17,19,51,23,60,55,34,38,40,59,45,64,11}, {2,44,32,10,13,29,15,42,33,21,24,25,36,27,63,5}
– Συνέχεια στην επόμενη σελίδα
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Πίνακας Αʹ.6 – Συνέχεια από προηγούμενη σελίδα
] Σύνολα
19 {1,56,40,8,9,31,14,51,44,20,21,23,45,27,58,2}, {3,62,42,15,16,38,22,59,54,26,28,33,55,35,63,6},

{7,60,43,12,18,37,19,52,46,24,25,29,48,32,64,11}, {4,57,47,10,13,41,17,53,49,30,34,36,50,39,61,5}
20 {1,55,32,4,8,30,14,50,38,20,24,25,39,29,59,3}, {2,61,46,16,17,44,21,54,48,27,34,37,53,43,62,6},

{9,63,56,15,19,49,31,60,57,33,41,42,58,47,64,11}, {5,51,35,10,12,28,13,45,36,18,22,23,40,26,52,7}
21 {1,63,52,9,22,47,23,62,55,24,27,37,61,39,64,5}, {4,59,42,7,8,40,10,57,43,17,21,25,56,26,60,6},

{2,53,33,11,13,30,14,49,45,16,18,28,46,29,58,3}, {12,51,41,19,20,38,31,50,44,32,34,35,48,36,54,15}
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