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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

 

Στην παρούσα διπλωματική εργασία αναπτύσσεται και περιγράφεται ένα 

απλό δυναμικό μοντέλο προσομοίωσης της λειτουργίας μίας βαθμίδας 

οδοντωτών τροχών με ευθεία οδόντωση με δύο βαθμούς ελευθερίας. 

Αρχικά παρουσιάζεται μία μεθοδολογία για την μοντελοποίηση της 

δυσκαμψίας των οδόντων με βάση μία αναλυτική θεωρία. Στη συνέχεια 

μοντελοποιείται η μάζα των οδόντων του τροχού με μία πρωτότυπη 

θεωρία και τέλος στήνεται το δυναμικό μοντέλο και διενεργούνται 

προσομοιώσεις για να μελετηθεί η επίδραση της μάζας. Όλα τα 

παραπάνω βήματα υλοποιήθηκαν στο λογισμικό MATLAB και 

γράφτηκαν όλοι οι απαραίτητοι κώδικες  τόσο για την διαδικασία της 

μοντελοποίησης όσο και για τον προσδιορισμό της απόκρισης του 

συστήματος. 
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ABSTRACT 

 

 

In this thesis, a simple two-degrees-of-freedom dynamical model that 

simulates the operation of a single-stage spur gear set is developed and 

described. Initially, an analytical methodology of modeling the stiffness of 

meshing teeth is presented. Then, the individual gear tooth mass is also 

modeled in an original way. Finally, the dynamical model is set up and 

simulations are carried out in order to investigate the effect of the individual 

tooth mass. All the above steps were performed by means of MATLAB 

software and custom computational codes were made for the modeling 

process as well as the solution of the equations of motion. 
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1.Εισαγωγή στους οδοντωτούς 

τροχούς 
1.1 Γενικά στοιχεία για τους οδοντωτούς τροχούς  

Οι οδοντωτοί τροχοί είναι στοιχεία μηχανών που επιτυγχάνουν την 

μετάδοση κίνησης και τη μεταφορά ισχύος με εμπλοκή των 

συνεργαζόμενων οδόντων. Σε πολλές εφαρμογές οι οδοντωτοί τροχοί δεν 

είναι απαραίτητοι για την μετάδοση κίνησης. Παρ’ όλα αυτά, η ανάγκη 

μεταφοράς μεγάλης στρεπτικής ροπής και σταθερής μετάδοσης κίνησης 

κάνουν την ύπαρξη των οδοντωτών τροχών αναγκαία. 

Από κινηματικής πλευράς δύο συνεργαζόμενοι μετωπικοί 

οδοντωτοί τροχοί ισοδυναμούν με δύο κυλινδρικούς τροχούς. Οι 

κυλιόμενες επιφάνειες των κυλινδρικών τροχών καθορίζουν επιφάνειες 

μεγάλης σημασίας για τους οδοντωτούς τροχούς. Αυτές οι επιφάνειες 

χρησιμοποιούνται ευρύτατα στη μελέτη των οδοντωτών τροχών και 

αντιστοιχούν με τους λεγόμενους αρχικούς κυλίνδρους των μετωπικών 

τροχών. 
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Σχήμα 1. Ισοδυναμία δύο συνεργαζόμενων μετωπικών οδοντωτών τροχών με δύο 

κυλινδρικούς τροχούς. 

 

 

 

Για να εξασφαλισθεί σταθερή σχέση μετάδοσης και μεταφοράς 

μεγάλης ισχύος είναι αναγκαία η ύπαρξη οδόντων. Η κίνηση μεταδίδεται 

όχι μέσω τριβής των κυλιόμενων αρχικών κυλίνδρων, αλλά με την επαφή 

και την συνεργασία των πλευρικών επιφανειών των οδοντωτών τροχών. 

Αυτή η εμπλοκή των οδόντων πρέπει να εξασφαλίζει ομαλή και χωρίς 

ολίσθηση κύλιση των αρχικών κυλίνδρων και σταθερή σχέση μετάδοσης 

κινήσεως, που αποτελούν τις βασικές προϋποθέσεις τις οποίες πρέπει να 

ικανοποιούν οι συνεργαζόμενες κατατομές των δύο οδοντωτών τροχών. Η 

ανυπαρξία ολίσθησης των αρχικών κυλίνδρων δεν συνεπάγεται και 

ανυπαρξία ολισθήσεως των κατατομών μεταξύ τους σε όλα τα σημεία 

επαφής τους. 
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Σχήμα 2. Εφαπτομενικές ταχύτητες, τριβή και η δύναμη της πίεσης επιφανείας. 

Η ομοιόμορφη μετάδοση κίνησης και μεταφορά ισχύος από τον 

κινητήριο στον κινούμενο οδοντωτό τροχό εξασφαλίζεται με τον βασικό 

νόμο της οδοντώσεως, κατά τον οποίο οι συνεργαζόμενες κατατομές των 

οδοντωτών τροχών πρέπει να είναι τέτοιες έτσι ώστε η κοινή κάθετος των 

κατατομών στο τυχόν σημείο επαφής τους να διέρχεται από του σημείου 

κύλισης των τροχών. Με βάση αυτόν τον νόμο και με δεδομένη την 

γεωμετρία της μίας κατατομής, αποδεικνύεται ότι μπορεί να βρεθεί η 

γεωμετρία της άλλης κατατομής. Οι κατατομές αυτές ονομάζονται 

συνεργαζόμενες με την έννοια ότι κατά την συνεργασία τους ακολουθούν 

τον βασικό νόμο της οδοντώσεως. Η αναζήτηση των αποδοτικότερων 

συνεργαζόμενων κατατομών αποτέλεσε ένα από τα βασικότερα 

αντικείμενα της θεωρίας των οδοντώσεων. Έτσι έχουν χρησιμοποιηθεί ως 

κατατομές οδόντων διάφορες καμπύλες, όπως είναι η εξειλιγμένη 

καμπύλη, τόξα κύκλου, διάφορες κυκλοειδείς καμπύλες, σπείρα και 

άλλες. 

Η αναλυτική μέθοδος βασίζεται στη γενική θεωρία οδοντώσεως, της 

οποίας οι βάσεις τέθηκαν από τον E. Buckingham. Κατά αυτήν γίνεται 

χρήση του γεγονότος ότι υπάρχει μονοσήμαντη αντιστοιχία μεταξύ της 

κατατομής του οδόντος του ενός τροχού, της κατατομής του οδόντος του 

συνεργαζόμενου τροχού και της τροχιάς επαφών τους. Έτσι, εάν δοθεί 

ένα από τα παραπάνω τα άλλα δύο υπολογίζονται αναλυτικά με την 
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αναπτυσσόμενη θεωρία οδοντώσεως, η οποία ονομάζεται γενικευμένη 

διότι εξετάζει την κατατομή κατά γενικό τρόπο, ανεξάρτητα αν η 

κατατομή είναι εξειλιγμένη ή οποιαδήποτε άλλη καμπύλη. Αυτός ο 

τρόπος εξέτασης της γεωμετρίας συνεργαζόμενων κατατομών έχει πολλά 

πλεονεκτήματα που γίνονται φανερά κατά την σχεδίαση των οδοντωτών 

τροχών. 

Είναι απαραίτητο, για λόγους τυποποίησης, οι οδοντωτοί τροχοί να 

έχουν εναλλαξιμότητα. Αυτό σημαίνει ότι, ανεξάρτητα από τον αριθμό 

των οδόντων, όλοι οι οδοντωτοί τροχοί με τα ίδια χαρακτηριστικά (γωνία 

εξειλιγμένης και module) θα πρέπει να συνεργάζονται τόσο μεταξύ τους 

όσο και με τον οδοντωτό κανόνα που έχει τα ίδια χαρακτηριστικά με 

αυτούς τους οδοντωτούς τροχούς. 

 

Σχήμα 3. Οδοντωτός κανόνας ως κοπτικό εργαλείο οδοντωτών τροχών. 

Λόγω της εναλλαξιμότητας και της μοναδικότητας του κανόνα σε 

ένα δεδομένο οδοντωτό τροχό είναι φανερή η αντιστοιχία μεταξύ της 

κατατομής του οδόντος ενός οδοντωτού τροχού, της κατατομής του 

οδόντος του συνεργαζόμενου οδοντωτού τροχού, της τροχιάς επαφών 

τους, και της κατατομής του οδόντος του κανόνα. 
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1.2 Βασικός νόμος της οδοντώσεως 

Οι συνεργαζόμενες κατατομές 1 και 2 του σχήματος 4 εφάπτονται 

στο σημείο Ε και περιστρέφονται με γωνιακές ταχύτητες ω1 και ω2 γύρω 

από τα σημεία Ο1 και Ο2. 

Όταν θεωρούμε το σημείο επαφής Ε ως σημείο της κατατομής 1 

τότε αυτό έχει περιφερειακή ταχύτητα: 

                                                                                                                                              (1.1) 

και ως σημείο της κατατομής 2 έχει περιφερειακή ταχύτητα: 

                                                                                                                                              (1.2) 

Εάν Τ – Τ είναι η κοινή εφαπτομένη των κατατομών στο σημείο Ε 

και Ν – Ν η κοινή κάθετος των κατατομών στο ίδιο σημείο Ε, τότε οι 

προβολές C1 και C2 των ταχυτήτων V1 και V2 πάνω στην Ν – Ν πρέπει να 

είναι ίσες. Αυτή είναι η προϋπόθεση της συνεχούς επαφής των 

κατατομών, οι οποίες πρέπει να έχουν συνεργασία εξασφαλίζοντας την 

ομαλή και χωρίς ολίσθηση κύλιση των αρχικών κύκλων των κατατομών. 

 

Σχήμα 5. Συνεργαζόμενες κατατομές. 
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Εάν η C1 και η C2 ήταν διαφορετικές τότε οι κατατομές θα έπαυαν 

να συνεργάζονται. Αυτή η διαφορά θα έκανε τις κατατομές είτε να 

απομακρύνονται, είτε να εισχωρεί η μία στην άλλη. Οι παραπάνω 

ανεπιθύμητες καταστάσεις αποφεύγονται με την συνθήκη που 

περιγράφεται από την εξίσωση (1.3). 

 

                                                                                                                                           (1.3) 

Από το σχέδιο του σχήματος 5 προκύπτει ότι: 

 

         
  

  
          

  

  
                                                                                     (1.4) 

 

Όμως, βάση των σχέσεων (1.1) και (1.2) η εξίσωση (1.4) γίνεται: 

 

  

  
 

  

  
                                                                                                                                            (1.5) 
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Σχήμα 5. Βασικός νόμος της οδοντώσεως. 

 

 

Εάν η κοινή κάθετος Ν – Ν των κατατομών στο σημείο επαφής Ε 

του σχήματος 6 τέμνει την διάκεντρο Ο1 Ο2 στο σημείο C΄, τότε από τις 

ομοιότητες των τριγώνων ΚC΄Ο1 και ΛC΄Ο2 θα ισχύει ότι: 

    

    
 

  

  
 

  

  
                                                                                                                              (1.6) 
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Σχήμα 6. Η κοινή κάθετος Ν - Ν των κατατομών στο σημείο επαφής Ε τέμνει την 

διάκεντρο στο σημείο C 

 

Η σχέση 1.6 κανονικά ισχύει μόνο για ένα σημείο της διακέντρου, το 

οποίο είναι το σημείο επαφής των αρχικών κύκλων. Το σημείο C΄ 

ταυτίζεται με το σημείο κυλίσεως C. Επομένως ο βασικός νόμος της 

οδοντώσεως διατυπώνεται ως εξής: Για την ομαλή μετάδοση κίνησης και 

την ομαλή μεταφορά ισχύος από τον κινητήριο στον κινούμενο οδοντωτό 

τροχό θα πρέπει σε κάθε σημείο επαφής των συνεργαζόμενων 

κατατομών των οδόντων η κοινή κάθετος να διέρχεται από το σημείο 

κυλίσεως. 
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1.3 Βασικά σχεδιαστικά χαρακτηριστικά οδοντωτών 

τροχών  

Για να μπορέσουμε να σχεδιάσουμε ή να κατασκευάσουμε έναν 

οδοντωτό τροχό θα πρέπει να γνωρίζουμε τον αριθμό οδόντων Z, τη 

γωνία εξειλιγμένης α0 και το module m. Από τα παραπάνω καθορίζονται 

όλα τα μεγέθη της οδοντώσεως του οδοντωτού τροχού. Ένα από τα 

μεγέθη αυτά είναι το βήμα    στον αρχικό κύκλο. Ισχύει ότι:  

   
   

 
                                                                                                                                          (1.7) 

 

με d0=2r0, όπου ro είναι η ακτίνα του αρχικού κύκλου.  

To module είναι γεωμετρικό μέγεθος και λαμβάνει τυποποιημένες 

τιμές σε χιλιοστά. Επίσης το module έχει και το ρόλο του συντελεστή 

ομοιότητας (scale factor), όπως αυτό απεικονίζεται στο σχήμα 7. 

 

Σχήμα 7. Οδοντώσεις με ίδιο αριθμό οδόντων (Ζ=18) και διαφορετικό module. 
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Στις τυποποιημένες οδοντώσεις το ύψος κεφαλής ισούται με 1x 

module ενώ το ύψος ποδός είναι ίσο με 1,25x module, με βάση τα 

παραπάνω η ακτινική χάρη ισούται με 0,25x module. Οι παρακάτω 

σχέσεις μας καθορίζουν την διάμετρο του κύκλου κεφαλής dk και τη 

διάμετρο του κύκλου ποδός df .  

 

   (   )                                                                                                                                 (1.8) 

 

   (     )                                                                                                                              (1.9) 

Το εργαζόμενο ύψος του δοντιού είναι ίσο με 2x module. 

Οι δύο συνεργαζόμενοι οδοντωτοί τροχοί θα πρέπει να έχουν το ίδιο 

βήμα . Ακόμη, εάν Ζ1 και Ζ2 οι αριθμοί των οδόντων των συνεργαζόμενων 

οδοντωτών τροχών εξωτερικής οδόντωσης (χωρίς μετατόπιση), η 

απόσταση των αξόνων των τροχών αυτών βρίσκεται από τη σχέση: 

            (     )
   

 
                                                                                                  (1.10) 

όπου i12 είναι η σχέση μετάδοσης της βαθμίδας. 

    
  

  
 

  

  
 

   

   
                                                                                                                   (1.11) 

όπου n1 και n2 οι αριθμοί των στροφών των οδοντωτών τροχών. 

 

Σχήμα 8. Μεγέθη εξωτερικών οδοντώσεων 
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Στις εσωτερικές οδοντώσεις δεν έχουμε μεγάλες διαφορές. Η 

διαφορά είναι ότι ο κύκλος κεφαλής βρίσκεται 2x module κάτω από τον 

αρχικό κύκλο, ενώ ο κύκλος ποδός βρίσκεται 2,5x module πάνω από τον 

αρχικό κύκλο (Εικόνα 9). Τέλος, όταν έχουμε συνεργασία εσωτερικής με 

εξωτερική οδόντωση, η απόσταση αξόνων είναι η διαφορά των ακτινών 

των αρχικών κύκλων και όχι το άθροισμα όπως είναι στην περίπτωση 

συνεργασίας οδοντώσεων με εξωτερική οδόντωση. 

 

 

Σχήμα 9. Μεγέθη εσωτερικών οδοντώσεων 

Όπως στις εξωτερικές οδοντώσεις ο κίνδυνος των υποκοπών έτσι 

και στις εσωτερικές οδοντώσεις υπάρχει ο παρόμοιος κίνδυνος, που 

οφείλεται στην συνέχεια επαφής του κοπτικού εργαλείου με την 

κατατομή του οδόντος του οδοντωτού τροχού, όπως αυτός εμφανίζεται 

στις Εικόνα 10 και Εικόνα 11. Για τον παραπάνω λόγο προκαλείται φθορά 

στην κεφαλή του οδοντωτού τροχού εσωτερικής οδόντωσης όπως αυτή 

απεικονίζεται στην Εικόνα 12. 
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Σχήμα 10. Η εμφάνιση του προβλήματος των 

υποκοπών στις εσωτερικές οδοντώσεις 

 

Σχήμα 11. Η εμφάνιση του προβλήματος 

των υποκοπών στις εξωτερικές οδοντώσεις 

 

Σχήμα 12. Φθορά στην κεφαλή του οδοντωτού τροχού εσωτερικής οδόντωσης για την 

αποφυγή υποκοπών 

Σε μία βαθμίδα που αποτελείται από ένα οδοντωτό τροχό 

εξωτερικής οδόντωσης και από ένα οδοντωτό τροχό εσωτερικής 

οδόντωσης, το πινιόν (ο μικρός τροχός) θα έχει την εξωτερική οδόντωση 

και θα βρίσκεται πάντα στο εσωτερικό του συνεργαζόμενου οδοντωτού 

τροχού ο οποίος θα έχει εσωτερική οδόντωση. 

Στην εσωτερική οδόντωση η εργαζόμενη κατατομή του οδόντος έχει 

κοίλη μορφή, ενώ στην εξωτερική οδόντωση η εργαζόμενη κατατομή του 

οδόντος έχει κυρτή μορφή. Ο κύκλος ποδός στις εσωτερικές οδοντώσεις 

είναι ο μεγαλύτερος κύκλος, ενώ ο κύκλος κεφαλής είναι ο μικρότερος 

κύκλος. 
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Σχήμα 13. Χαρακτηριστικά μεγέθη βαθμίδας με στεφάνη εσωτερικής οδόντωσης 

 

1.4 Κατασκευή οδοντωτών τροχών εξειλιγμένης καμπύλης  

Η βασική διαφορά των διαφόρων συστημάτων κατασκευής 

οδοντωτών τροχών αναφέρεται στη γωνία εξειλιγμένης, η οποία μπορεί 

να 14,5°, 20°, 25° ή ακόμα και 30°. Στον κανόνα η γωνία εξειλιγμένης είναι 

η ημιγωνία οδόντος του. Είναι πολύ σημαντικό το ύψος κεφαλής οδόντος 

του κανόνα, το οποίο ρυθμίζει το ύψος ποδός του οδόντος του οδοντωτού 

τροχού και την ακτινική χάρη των οδοντωτών τροχών μίας βαθμίδας. 

Στην περίπτωση των κατατομών εξειλιγμένης καμπύλης ο κοπτικός 

κανόνας έχει κατατομή οδόντος ευθεία γραμμή.  

 

Σχήμα 14. Κατατομή οδόντος κοπτικού κανόνα: α) κοπτικός κανόνας με Cc = 0, β) 

κοπτικός κανόνας με Cc = 0.25, γ) κοπτικός κανόνας με Cc = max 
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Γενικά θεωρούμε ότι ο οδοντωτός κανόνας έχει κατατομή οδόντων 

όπως την Εικόνα 14 – α. Όμως όλες οι περιπτώσεις πραγματικών 

οδοντωτών κανόνων έχουν κατατομή οδόντων όπως την Εικόνα 14 – β, 

ενώ σε ακραίες περιπτώσεις χρησιμοποιούνται οδοντωτοί κανόνες με 

κατατομή οδόντος όπως την Εικόνα 14 – γ όπου η ακτίνα καμπυλότητας rc 

λαμβάνει τη μέγιστη τιμή της. 

  

Το ύψος κεφαλής του οδοντωτού κανόνα είναι: 

                                                                                                                                            (1.12) 

Το ύψος ποδός του οδοντωτού κανόνα είναι: 

                                                                                                                                             (1.13) 

και η ακτίνα καμπυλότητας είναι: 

                                                                                                                                              (1.14) 

όπου m είναι το module και Ck, Cf και Cc είναι συντελεστές.  

 

Το πάχος του οδόντος του οδοντωτού τροχού στον αρχικό κύκλο είναι: 

                                                                                                                                    (1.15) 

 όπου Cs είναι ο συντελεστής πάχους του οδόντος του οδοντωτού τροχού 

στον αρχικό κύκλο. 

 

Συνεπώς, το διάκενο μεταξύ των οδόντων του τροχού στον αρχικό κύκλο 

είναι: 

         (    )                                                                                                               (1.16) 

  όπου l0 είναι και το πάχος των οδόντων του οδοντωτού κανόνα στην 

αρχική γραμμή. 
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Σχήμα 15. Απεικόνιση της συνεργασίας του οδοντωτού τροχού με τον κοπτικό κανόνα 

Στο σχήμα 15 υπάρχουν κάποια χαρακτηριστικά σημεία στην 

κατατομή του οδοντωτού κανόνα, τα οποία ουσιαστικά ρυθμίζουν την 

λειτουργία του. Αυτό συμβαίνει διότι, ενώ κατά τη διάρκεια της κοπής του 

τροχού ολόκληρη η κατατομή του κοπτικού κανόνα χρησιμοποιείται για 

να κόψει την κατατομή του οδοντωτού τροχού, αλλά μετά την αφαίρεση 

του υλικού, εάν ο οδοντωτός τροχός και ο κοπτικός κανόνας έρθουν σε 

συνεργασία παρατηρείται ότι υπάρχουν κάποια τμήματα της κατατομής 

του κοπτικού κανόνα τα οποία δεν έρχονται σε επαφή με τον τροχό και 

μας δίνουν ψεύτικα σημεία στην απεικόνιση της συνεργασίας του 

οδοντωτού τροχού με τον κοπτικό κανόνα.  

 

Σχήμα 16. Συνεργαζόμενη κατατομή κοπτικού κανόνα 
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Το τμήμα Α – Β παράγει τον κύκλο ποδός του οδοντωτού τροχού. 

Το τμήμα Β – Γ παράγει το τροχοειδές στο πόδα του οδόντος του 

οδοντωτού τροχού. 

Το τμήμα Γ – Δ παράγει την εξειλιγμένη του οδόντος του οδοντωτού 

τροχού. 

Το τμήμα Δ – Ε δεν παράγει κάποιο τμήμα του οδόντος του 

οδοντωτού τροχού. 

Το τμήμα Ε – Ζ παράγει τον κύκλο κεφαλής του οδόντος του 

οδοντωτού τροχού. 

 

  Στα πλαίσια της παρούσας διπλωματικής εργασίας και για 

λόγους εξοικείωσης με το λογισμικό MatLab στο οποίο και 

υλοποιήθηκε, γράφτηκε υπολογιστικός κώδικας ο οποίος λαμβάνει 

ως δεδομένα από το χρήστη το module, τον επιθυμητό αριθμό 

οδόντων του τροχού, τους προαναφερθέντες συντελεστές και τον 

επιθυμητό αριθμό των σημείων που θα σχηματίζουν τον κανόνα 

και εφαρμόζοντας το βασικό νόμο της οδοντώσεως δίνει σαν έξοδο 

τα σημεία της κατατομής του οδόντος ως προς το επιθυμητό 

σύστημα συντεταγμένων. Έχει προστεθεί τμήμα το οποίο 

μεταφέρει το κέντρο του συστήματος αναφοράς στο κέντρο του 

ποδός του οδόντος, ωστόσο με κατάλληλη τροποποίηση μπορεί να 

επιλεγεί και νέο επιθυμητό σύστημα αναφοράς. Ο εν λόγω κώδικας 

παρουσιάζεται στο παράρτημα. 
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2. ΕΝΔΟΤΙΚΟΤΗΤΑ ΚΑΙ 

ΔΥΣΚΑΜΨΙΑ ΟΔΟΝΤΩΝ 

 

2.1 Ενδοτικότητα οδόντων 

 

 Σε  μία βαθμίδα οδοντωτών τροχών οι συνεργαζόμενοι οδόντες 

συμπιέζουν ο ένας τον άλλον κατά τη διάρκεια της φόρτισης με 

αποτέλεσμα να δημιουργείται μία μετατόπιση των οδόντων κατά μήκος 

της γραμμής ενεργείας. Η μετατόπιση αυτή έχει την ίδια επίδραση στη 

συνεργασία των τροχών που θα είχαν τυχόν κατασκευαστικά λάθη στις 

κατατομές των συνεργαζόμενων οδόντων καθώς παύει να ισχύει τοπικά ο 

βασικός νόμος οδόντωσης. Για τον ποσοτικό προσδιορισμό αυτής της 

μετατόπισης χρησιμοποιείται ο αδιάστατος συντελεστής ενδοτικότητας C, 

ο οποίος ορίζεται ως η σχετική μετατόπιση του σημείου επαφής των 

κατατομών κατά μήκος της γραμμής ενεργείας όταν δύναμη W 

αναπτύσσεται σε οδόντα πλάτους b και υπολογίζεται από την εξίσωση: 

 

                                                                                                                                          (2.1) 

όπου: 

        C: ο αδιάστατος συντελεστής ενδοτικότητας 

        Ε: το μέτρο ελαστικότητας του υλικού του τροχού 

        b: το πλάτος του τροχού 

        δ: η μετατόπιση του οδόντος κατά μήκος της γραμμής ενεργείας 

        W: η δύναμη που αναπτύσσεται στον οδόντα κατά τη συνεργασία. 
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Η παραμόρφωση του οδόντος κατά μήκος της γραμμής ενεργείας λόγω 

του φορτίου  W που του ασκείται έχει τρεις συνιστώσες: 

1. Την μετατόπιση του κεντρικού άξονα του οδόντος λόγω καμπτικών 

ροπών και θλιπτικών και τεμνουσών δυνάμεων, η οποία δημιουργεί 

την καμπτική ενδοτικότητα Cb. 

2. Την λόγω ευκαμψίας των οδόντων μετατόπιση και περιστροφή στη 

βάση του οδόντος, η οποία δημιουργεί την ενδοτικότητα ποδός Cf. 

3.  Την τοπική παραμόρφωση της επιφάνειας της κατατομής στο 

σημείο επαφής λόγω πίεσης επιφανείας, η οποία δημιουργεί την 

ενδοτικότητα κατά Hertz Ch. 

 

Σε κάθε σημείο της επαφής ενός ζεύγους συνεργαζόμενων οδόντων, από 

την αρχή μέχρι το τέλος του τμήματος επαφών, η ολική ενδοτικότητα 

εξαρτάται από τη θέση επαφής και υπολογίζεται από το άθροισμα: 

 

C=Cb1+Cf1+Ch+Cb2+Cf2                                                                                                                                                    (2.2) 

 

όπου ο δείκτης 1 αναφέρεται στο πινιόν και ο δείκτης 2 στο 

συνεργαζόμενο τροχό της βαθμίδας. 

 

 Ακολουθεί ο υπολογισμός της καθεμίας από τις προαναφερθείσες 

ενδοτικότητες για την περίπτωση τροχών απαλλαγμένων από 

κατασκευαστικά σφάλματα. 
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2.1.1 Καμπτική ενδοτικότητα Cb 

 

 Για τον υπολογισμό της καμπτικής ενδοτικότητας ο οδόντας 

θεωρείται ελαστική δοκός επί άκαμπτης βάσης όπως φαίνεται και στο 

σχήμα. Το φορτίο W ασκείται κάθετα στην κατατομή και μπορεί να 

αναλυθεί σε 2 συνιστώσες, Q και N. Ο υπολογισμός της Cb προϋποθέτει τη 

γνώση της μετατόπισης λόγω καμπτικής παραμόρφωσης του σημείου 

εφαρμογής του φορτίου, η οποία μπορεί να υπολογιστεί με την εξίσωση 

των έργων των εσωτερικών δυνάμεων με το έργο της εξωτερικής δύναμης 

W. Με βάση και  το σχήμα 1 όπου φαίνεται το φορτίο και η γεωμετρία του 

οδόντος ισχύουν τα εξής: 

 

                                                         (2.3) 

                                       

όπου: 

          Α=b t= εμβαδό της διατομής 

          I=b t3/12= ροπή αδράνειας της διατομής 

          Q=W cosφ= τέμνουσα δύναμη (διατμητική συνιστώσα του φορτίου) 

          Ν=W sinφ= ακτινική συνιστώσα του φορτίου 

          Μ=-(Ψ-ψ) Q= καμπτική ροπή στη θέση ψ 

        Κ= διορθωτικός συντελεστής ανομοιομορφίας της κατανομής της  Q 

που εξαρτάται από το σχήμα της διατομής και σε αυτήν την περίπτωση 

λαμβάνεται ίσος με 1.2 

          Ε= μέτρο ελαστικότητας του υλικού του τροχού (ελήφθη ίσο με 210 

GΡa) 

          ν= λόγος Poisson του υλικού του τροχού, για χάλυβα ν=0.3 

          G= Ε/2 (1+ν) = μέτρο στρέψης του υλικού 
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Σχήμα 1. Γεωμετρία και φορτίο οδόντος 

 

Αντικατάσταση της παραπάνω σχέσης στην εξίσωση της καμπτικής 

ενδοτικότητας δίνει: 

 

                                                                            
(2.4) 

 

όπου: 

 

 

 Για τους παραπάνω υπολογισμούς είναι απαραίτητος ο 

προσδιορισμός του πάχους του οδόντος στην εκάστοτε θέση ψ καθώς και 

της γωνίας φ η οποία αναφέρεται στη θέση επαφής των κατατομών, 

μεγέθη τα οποία απεικονίζονται στο σχήμα. Όλες οι συντεταγμένες του 

σχήματος εκφράζονται σε σύστημα αξόνων (xOy) με κέντρο στο ύψος του 

ποδός του οδόντος όπου ο άξονας Oy είναι ο άξονας συμμετρίας του 

οδόντος και ο άξονας Ox ο κάθετος σε αυτόν. 
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 Στο προηγούμενο κεφάλαιο αναλύθηκε ο τρόπος με τον οποίο 

προκύπτουν οι συντεταγμένες των σημείων επί της κατατομής με κέντρο 

το σημείο κύλισης. Οι συντεταγμένες αυτές μετασχηματίζονται έτσι ώστε 

να αναφέρονται στο κατάλληλο σύστημα συντεταγμένων για τον 

υπολογισμό της καμπτικής ενδοτικότητας του οδόντος αν προστεθεί σε 

αυτές το ύψος ποδός του οδόντος και το ήμισυ του πάχους του οδόντος στο 

σημείο κύλισης (S0/2) κατόπιν πολλαπλασιασμού τους με μητρώο 

περιστροφής κατά γωνία ίση με (S0/2)/r0 rad. 

 Έτσι, το πάχος του οδόντος σε κάθε θέση ψ είναι ίσο με το διπλάσιο 

της τιμής της τετμημένης του στη θέση αυτή. Στη συνέχεια με τη χρήση 

κατάλληλου εργαλείου γραμμικής παρεμβολής είναι δυνατή η 

πολυωνυμική έκφραση του πάχους κάθε σημείου οδόντος συναρτήσει της 

τετμημένης του, ουσιαστικά της θέσης ψ. 

 Στο ακόλουθο σχήμα φαίνεται η διεπιφάνεια του εργαλείου 

γραμμικής παρεμβολής της MatLab από το οποίο προέκυψε η 

πολυωνυμική έκφραση της παράστασης η οποία εμφανίζεται στο 

ολοκλήρωμα Ι1 αλλά και αυτή από την οποία προέκυψε η έκφραση για την 

πιο σύνθετη παράσταση του ολοκληρώματος Ι2. 

  

 

Σχήμα 2. Εφαρμογή γραμμικής παρεμβολής του λογισμικού MatLab για το ολοκλήρωμα 

Ι1. 
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Σχήμα 3. Εφαρμογή γραμμικής παρεμβολής του λογισμικού MatLab για το ολοκλήρωμα 

Ι2. 

 Για τον προσδιορισμό της γωνίας φ παρατίθεται το ακόλουθο 

σχήμα: 

 

Σχήμα 4. Γεωμετρία οδόντος για υπολογισμό γωνίας φ 
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Από το σχήμα 4 προκύπτει ότι η γωνία φ είναι: 

 

                                                                                                                                      (2.5) 

 

με: 

                                                                                                                            (2.6) 

και: 

 

                                                                                                                                       (2.7) 

 

Οι ακτίνες r και rg αναφέρονται στο σχήμα 4. 

 

Με S συμβολίζεται το τόξο επί του κύκλου r που ορίζεται από τα 

όρια της κατατομής του οδόντος και ισούται με: 

 

                                                                                                     
(2.8) 

όπου inv η συνάρτηση εξειλιγμένης [1]. 

 

 Η θέση του φορτίου προκύπτει από την γωνία φ και από το σημείο 

επαφής των κατατομών από την παρακάτω σχέση: 

 

         ( )                                                                                                                          (2.9) 

 

όπου  xA, yA οι συντεταγμένες του σημείου άσκησης του φορτίου. 
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Με την εισαγωγή των τιμών την μεταβλητών της θέσης του 

φορτίου φ, Ψ και  της πολυωνυμικής έκφρασης t(ψ) τα ολοκληρώματα Ι1 

και Ι2 μπορούν να υπολογιστούν αριθμητικά και να προσδιορισθεί ο 

αδιάστατος συντελεστής καμπτικής ενδοτικότητας σε κάθε θέση του 

τμήματος επαφών. 

2.1.2 Ενδοτικότητα ποδός Cf 

 

 Αν κάθε οδόντας θεωρηθεί σαν πακτωμένη δοκός επί ελαστικής 

βάσης (η οποία καθορίζεται επί του κύκλου ποδός από τα αρχικά σημεία 

του τροχοειδούς), η μετατόπισή του σημείου φορτίσεως του που οφείλεται 

στη μετατόπιση και τη στροφή της βάσης του λόγω ευκαμψίας μπορεί να 

υπολογισθεί πάλι εξισώνοντας το έργο της εξωτερικής δύναμης W που 

αναπτύσσεται στη θέση επαφής των δύο συνεργαζόμενων κατατομών με 

τις ενέργειες των εσωτερικών τάσεων της βάσης. 

 Έτσι λαμβάνοντας υπ' όψιν το σχήμα 1 ο υπολογισμός της 

ενδοτικότητας ποδός μπορεί να υπολογιστεί κατά O' Donnel ως εξής: 

 

         (2.10)                       

  

Όπως φαίνεται από την παραπάνω σχέση η ενδοτικότητα ποδός 

εξαρτάται από τη θέση του φορτίου (φ, Ψ) αλλά και από το πάχος  ποδός 

του οδόντος, tf. Το πάχος του οδόντος υπολογίζεται από τη θεωρία του 

τροχοειδούς η οποία εφαρμόστηκε και για τον προσδιορισμό της 

κατατομής του οδόντος. 
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2.1.3 Ενδοτικότητα κατά Hertz Ch 

 

 Η θεωρία Hertz θεωρεί στιγμιαία τους οδόντες ως κυλίνδρους με 

ακτίνες r1, r2 ίσες με τις ακτίνες καμπυλότητας των κατατομών τους στο 

σημείο επαφής, όπως φαίνεται και στο σχήμα 5. Ο κάθε οδόντας 

καταπονείται από το φορτίο χωριστά και προκαλούμενη συμπίεση σε 

αυτόν παραλαμβάνεται από το τμήμα μεταξύ του σημείου επαφής και 

του σημείο Κ1 για το πινιόν και του σημείου Κ2 για τον συνεργαζόμενο 

τροχό. Τα σημεία Κ1, Κ2 βρίσκονται στην τομή του άξονα συμμετρίας των 

οδόντων με την κοινή εφαπτομένη των βασικών κύκλων τους. 

 

Σχήμα 5. Ισοδύναμοι κύλινδροι 

 

 

 

Σχήμα 6. Επιφάνεια επαφής οδόντων 
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Ο αδιάστατος συντελεστής ενδοτικότητας κατά Hertz υπολογίζεται από 

τη σχέση: 

 

                                                                  (2.11) 

 

όπου: 

                                                                                            (2.12)                        

 

 και: 

 

                                                                                               (2.13)                        

 

ενώ: 

 

                                                                                                                 (2.14) 

 

 

 Η επίλυση όλων των παραπάνω εξισώσεων και ο υπολογισμός των 

συνιστωσών της ενδοτικότητας ζεύγους οδόντων έγινε στο λογισμικό 

MatLab και οι υπολογιστικοί κώδικες που γράφτηκαν και 

χρησιμοποιήθηκαν γι' αυτόν τον σκοπό βρίσκονται στο παράρτημα. Ως 

παράδειγμα παρατίθεται μία εφαρμογή βαθμίδας οδοντωτών τροχών με 

συμμετρική εξωτερική οδόντωση εξειλιγμένης με χαρακτηριστικά που 

φαίνονται στον ακόλουθο πίνακα: 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 1. Ορισμός δεδομένων εφαρμογής υπολογισμού ενδοτικότητας 

 

Μέγεθος Τιμή  

 Γωνία εξειλιγμένης (μοίρες) 20  

Module (mm) 2,5  

Πινιόν: αριθμός οδόντων 20  

             αρχική διάμετρος (mm) 50  

Συνεργαζόμενος τροχός: αριθμός οδόντων 40  

                                    Αρχική διάμετρος(mm)           100  

Πλάτος τροχού (mm) 30  

Ιδιότητες υλικού: Μέτρο Ελαστικότητας  

(GPa) 

210  

                            Λόγος Poisson 0,3  

                        Πυκνότητα (kg/m3) 7850 

 

7850  

 

 

Τα  αποτελέσματα της διαδικασίας αυτής φαίνονται στο παραπάνω 

διάγραμμα. 
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Σχήμα 7. Συνιστώσες αδιάστατου συντελεστή ενδοτικότητας για την περίπτωση της 

εφαρμογής 

 

Σχήμα 8. Συνολικός αδιάστατος συντελεστής ενδοτικότητας για ζεύγος οδόντων του 

τροχού της εφαρμογής 
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2.2  Κατανομή φορτίου 

 

 Έχει βρεθεί ότι οι τυποποιημένοι μετωπικοί οδοντωτοί τροχοί 

ευθείας οδόντωσης με γωνία εξειλιγμένης 20ο έχουν βαθμό επικαλύψεως 

με τιμή ε=1 έως ε=2. Αυτό συμβαίνει διότι όταν συνεργάζονται δύο τέτοιοι 

τροχοί οι επαφές των κατατομών να προκύπτουν από ένα ή δύο ζεύγη 

οδόντων, αντίστοιχα. Συνεπώς σε μία βαθμίδα που ο βαθμός επικάλυψης 

είναι ανάμεσα σε ε=1 και ε=2, το κεντρικό μέρος του τμήματος επαφών 

διαγράφεται από ένα μόνο ζεύγος συνεργαζόμενων οδόντων ενώ τα 

ακραία τμήματα διαγράφονται ταυτόχρονα από δύο διαφορετικά ζεύγη 

συνεργαζόμενων κατατομών. 

 Στο παρακάτω σχήμα απεικονίζεται η καμπύλη ενδοτικότητας 

οδόντων ζεύγους οδοντωτών τροχών με βαθμό επικαλύψεως ε, όπως 

προσδιορίστηκε στην προηγούμενη ενότητα. Η επαφή των οδόντων 

ξεκινά στη θέση a και τελειώνει στη θέση d. Αν b η θέση του τμήματος 

επαφών τέτοια ώστε (ab)/tg και c η θέση  για την οποία (ac)=tg, όπου tg το 

βήμα στον αρχικό κύκλο, στο τμήμα ab και cd βρίσκονται ταυτόχρονα σε 

επαφή δύο συνεργαζόμενων ζεύγη οδόντων, ενώ στο τμήμα bc βρίσκεται 

σε επαφή μόνο ένα ζεύγος συνεργαζόμενων οδόντων. Κάθε φορά που ένα 

ζεύγος οδόντων εισέρχεται ή εγκαταλείπει τη συνεργασία, παρατηρείται 

μία απότομη, μη συνεχής μεταβολή του φορτίου που παραλαμβάνει το 

άλλο ζεύγος οδόντων που βρίσκονται σε συνεργασία. Αυτές οι απότομες 

μεταβολές του φορτίου προκαλούν θορυβώδη λειτουργία της βαθμίδας 

και δυναμικά φαινόμενα. 
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Σχήμα 9. Τυπικό διάγραμμα ενδοτικότητας 

 

 Έστω τώρα ότι δύο ζεύγη οδόντων βρίσκονται ταυτόχρονα σε 

συνεργασία, με άλλα λόγια βρίσκονται στα ακραία μέρη του τμήματος 

επαφών σύμφωνα με το σχήμα. Έστω, επίσης, ότι το συνολικό φορτίο που 

παραλαμβάνουν οι συνεργαζόμενοι οδόντες είναι W, W1 και C1  το φορτίο 

κι ο αδιάστατος συντελεστής ενδοτικότητας του πρώτου ζεύγους και W2, 

C2 τα αντίστοιχα μεγέθη για το δεύτερο ζεύγος οδόντων. Θεωρώντας ότι 

δεν υπάρχουν σχετικά σφάλματα θέσης των αφόρτιστων οδόντων στα 

σημεία επαφής, όπως κατασκευαστικά ή λειτουργικά λάθη στις 

κατατομές, και ότι δεν έχει γίνει καμία μετατροπή σε αυτές θα ισχύει ότι: 

 

Επιπλέον ισχύει προφανώς ότι: 

     

  W=W1+W2                                                                                                                                                                                                        (2.15) 

 

Επομένως: 
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                                                                      (2.16,2.17) 

 

Για την κεντρική περιοχή του σχήματος (τμήμα bc) όπου μόνο ένα ζεύγος 

οδόντων βρίσκεται σε συνεργασία ισχύει ότι : 

 

  W1=W                                                                                                                                         (2.18) 

 

 

Εφαρμόζοντας την παραπάνω διαδικασία στο προηγούμενο παράδειγμα 

τελικά προκύπτει το ακόλουθο διάγραμμα μεταβολής του φορτίου σε ένα 

ζεύγος οδόντων καθ' όλη την διάρκεια της συνεργασίας του. 

Σχήμα 10. Κατανομή φορτίου σε ζεύγος οδόντων κατά μήκος του τμήματος επαφής 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
0

500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

4000

θέση στην τροχιά επαφών

W
 (

N
)



 

42 
 

 

 Όπως αναφέρθηκε και πριν, η μετάβαση από περιοχή μίας επαφής 

σε περιοχή δύο επαφών, ή το αντίστροφο, συνοδεύεται από ασυνέχεια 

φορτίου, η οποία έχει σαν αποτέλεσμα την αλλαγή της γωνιακής 

ταχύτητας των τροχών μέσω των αναπτυσσόμενων αδρανειακών 

φαινομένων, και γενικώς τη δυσλειτουργία του συστήματος. Το 

φαινόμενο αυτό εξετάζεται λεπτομερώς σε επόμενο κεφάλαιο. Το 

δυσμενές αυτό φαινόμενο  μπορεί να αποφευχθεί με την τροποποίηση 

των συνεργαζόμενων κατατομών με χρήσει κάποιου κοπτικού εργαλείου, 

η οποία δημιουργεί μία τροποποιημένη τροχιά επαφών. 

 

2.3    Μοντελοποίηση δυσκαμψίας συνεργαζόμενων 

μετωπικών οδοντωτών τροχών με ευθεία οδόντωση 

 

 Μέχρι στιγμής έχει υπολογισθεί ο αδιάστατος συντελεστής 

ενδοτικότητας για ένα ζεύγος συνεργαζόμενων οδόντων, ο οποίος 

συνδέεται με το φορτίο που ασκείται στους οδόντες και με την μετατόπιση 

του σημείου εφαρμογής της κατά μήκος της γραμμής ενεργείας, ο οποίος 

προκύπτει από τη σχέση 2.1. Επιλύοντας την σχέση αυτή ως προς το 

φορτίο προκύπτει ότι: 

                                                                                                                                     (2.19) 

 

Άρα προκύπτει ότι η δυσκαμψία ενός ζεύγους συνεργαζόμενων οδόντων 

είναι: 

                                                                                                                                         (2.20) 

 

Στο ακόλουθο σχήμα φαίνεται η δυσκαμψία του ζεύγους οδόντων που 

παρουσιάστηκε στο παράδειγμα της προηγούμενης ενότητας. 
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Σχήμα 11. Συνολική ισοδύναμη δυσκαμψία ζεύγους συνεργαζόμενων οδόντων ως προς 

τη γωνία στροφής του πινιόν. 

 

 Ωστόσο, όπως έχει αναφερθεί, τα ακραία μέρη του τμήματος 

επαφών διαγράφονται από δύο ζεύγη συνεργαζόμενων οδόντων 

ταυτόχρονα. Τα ζεύγη αυτά μοντελοποιούνται σαν ελατήρια σε 

παράλληλη σύνδεση και η ισοδύναμη δυσκαμψία τους λαμβάνεται ίση με 

το άθροισμα των επιμέρους δυσκαμψιών στις αντίστοιχες θέσεις 

συνεργασίας πάνω στο τμήμα επαφών. Η συνεχής εναλλαγή του 

πλήθους των συνεργαζόμενων ζευγών οδόντων έχει σαν αποτέλεσμα η 

τιμή της ισοδύναμης δυσκαμψίας να έχει χρονικά μεταβαλλόμενη τιμή με 

ασυνέχειες. Ακολουθεί διάγραμμα με την τιμή της δυσκαμψίας 

συναρτήσει της γωνίας περιστροφής του πινιόν της βαθμίδας της 

εφαρμογής. 
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Σχήμα 12. Ισοδύναμη δυσκαμψία ζεύγους συνεργαζόμενων οδοντωτών τροχών ως προς 

τη γωνία στροφής του πινιόν. 

 

 Όπως φαίνεται και στο σχήμα 12, η τιμή της ισοδύναμης 

δυσκαμψίας των συνεργαζόμενων οδόντων μεταβάλλεται περιοδικά 

συναρτήσει της γωνίας στροφής των τροχών. Στη συνέχεια βρέθηκε 

αναλυτική έκφρασή της μέσω γραμμικής παρεμβολής του λογισμικού 

MatLab και φτιάχτηκε υπορουτίνα που επιτρέπει την εισαγωγή της 

χρονικά μεταβαλλόμενη τιμή στο δυναμικό μοντέλο. Η υπορουτίνα 

βρίσκεται στο παράρτημα. 
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 3. ΜΑΖΑ ΟΔΟΝΤΩΝ ΚΑΙ 

ΡΟΠΗ ΑΔΡΑΝΕΙΑΣ 

ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ 

 

 

3.1  Μοντελοποίηση ιδίας μάζας οδόντων 
 

               Στην παρούσα εργασία κρίθηκε σκόπιμο να γίνει μοντελοποίηση 

της ιδίας μάζας των συνεργαζόμενων οδόντων. Κι αυτό γιατί κατά τη 

συνεργασία μίας βαθμίδας οδοντωτών τροχών υπό φορτίο οι οδόντες 

παραμορφώνονται και έχουν μεγαλύτερη συμμετοχή στα δυναμικά 

φαινόμενα που παρατηρούνται κατά τη συνεργασία σε σχέση με τους 

υπόλοιπους οδόντες του τροχού. Η ιδία μάζα των οδόντων είναι μία 

παράμετρος που γενικά δεν συνυπολογίζεται στη δυναμική 

μοντελοποίηση οδοντωτών τροχών, έτσι η διερεύνηση της επίδρασής της 

παρουσιάζει ενδιαφέρον. 

 Η μάζα δε θεωρήθηκε συγκεντρωμένη στο κέντρο μάζας του 

οδόντος αλλά έγινε αναγωγή της στο εκάστοτε σημείο επαφής των 

συνεργαζόμενων κατατομών, ως προς την παραμόρφωση του δοντιού 

κατά μήκος της γραμμής ενεργείας λόγω κάμψης και θλίψης του οδόντος 

και λόγω μετατόπισης και στροφής της ελαστικής του βάσης. 

Για τον υπολογισμό της έγινε διακριτοποίηση της κατατομής του 

εκάστοτε οδόντος σε Ν πλήθος σημεία και η μετατόπιση των σημείων της 

λόγω του φορτίου W υποτέθηκε ότι ακολουθεί την κατανομή που 

παρουσιάζεται στο ακόλουθο σχήμα. Η παραμόρφωση των σημείων της 

κατατομής λόγω μετατόπισης και στροφής της ελαστικής βάσης του 

οδόντος θεωρείται η ίδια για όλα τα σημεία της κατατομής. Η δε 

παραμόρφωση λόγω κάμψης θεωρείται ότι ακολουθεί μία γραμμική 

κατανομή της μετατόπισής τους κατά μήκος του οδόντος λόγω του 

φορτίου μέχρι το σημείο επαφής. Σε μία κλασική εύκαμπτη δοκό 

ορθογωνικής διατομής η κατανομή της μετατόπισης λόγω της άσκησης 
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φορτίου σε αυτήν ακολουθεί κυβική κατανομή. Ωστόσο επειδή σε μία 

κατατομή οδόντος δι’ εξειλιγμένης το πάχος του μειώνεται προοδευτικά η 

παραδοχή του γραμμικού προφίλ της παραμόρφωσης είναι πολύ κοντά 

στην πραγματικότητα. Από το σημείο επαφής των κατατομών και πάνω η 

παραμόρφωση λαμβάνεται σταθερή καθώς ο οδόντας θεωρείται ότι 

συμπεριφέρεται σαν απαραμόρφωτο στερεό. 

 

 

Σχήμα 1. Διακριτοποίηση κατατομής και κατανομή παραμόρφωσης της κατατομής λόγω 

του φορτίου W 

 

H αλγεβρική έκφραση με βάση την οποία υπολογίστηκε η 

ισοδύναμη μάζα του είναι η ακόλουθη: 

                                                                                                        (3.1) 

όπου: 

       meq: η ισοδύναμη μάζα του δοντιού 

       δ0: η παραμόρφωση του σημείου επαφής λόγω κάμψης του οδόντος και 

στροφής της ελαστικής         του βάσης (με άλλα λόγια λόγω Cb και Cf) 

      δ(yi): η παραμόρφωση του i-οστού σημείου της κατατομής του οδόντος  

λόγω κάμψης και στροφής της ελαστικής του βάσης 

       Δmi: η μάζα του οδόντος από τον πόδα μέχρι το ι-οστό σημείο της 

κατατομής. 
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 Η παραμόρφωση της κατατομής λόγω κάμψης του οδόντος 

αναφέρθηκε, θεωρείται ότι αυξάνεται γραμμικά από τη ρίζα του οδόντος 

μέχρι το εκάστοτε σημείο επαφής και από εκεί και έπειτα σταθεροποιείται 

στην τιμή: 

 

                                                                                                                                       (3.2) 

 

 όπου: 

       δb: παραμόρφωση του σημείου άσκησης του φορτίου κατά μήκος της 

γραμμής ενεργείας λόγω κάμψης 

       Cb: η καμπτική ενδοτικότητα του οδόντος στο σημείο άσκησης του 

φορτίου 

       W: το φορτίο του οδόντος 

       E: το μέτρο ελαστικότητας του υλικού του οδόντος 

       b: το πάχος του οδόντος 

 

  Η παραμόρφωση λόγω στροφής της ελαστικής βάσης του οδόντος 

έχει σταθερή τιμή για όλα τα σημεία της κατατομής του και ισούται με: 

 

                                                                                                                                       (3.3) 

όπου: 

       δf : η παραμόρφωση του σημείου άσκησης του φορτίου κατά μήκος της 

γραμμής ενεργείας λόγω μετατόπισης και στροφής της ελαστικής βάσης 

του οδόντος 

       Cf : η ενδοτικότητα ποδός του οδόντος στο σημείο άσκησης της 

δύναμης 
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Ο όρος δ(yi) προκύπτει από το άθροισμα των δύο παραπάνω συνιστωσών. 

 

Η δε απειροστή μάζα  Δmi λαμβάνεται προσεγγιστικά ίση με: 

                                                                                                          (3.4)               

 

όπου: 

       ρ: η πυκνότητα του υλικού του οδόντος 

       yi: η τεταγμένη του i-οστού σημείου της κατατομής 

       ti : το πάχος του οδόντος στη θέση του i-οστού σημείου 

       b : το πλάτος του οδοντωτού τροχού 

  

 Από τα παραπάνω γίνεται αντιληπτό ότι η ισοδύναμη μάζα του 

δοντιού ανηγμένη στο σημείο επαφής των συνεργαζόμενων κατατομών 

δεν έχει σταθερή τιμή αλλά μεταβάλλεται ανάλογα με τη θέση της 

συνεργασίας κατά μήκος της τροχιάς επαφών. Ακολουθεί εφαρμογή 

υπολογισμού της ιδίας μάζας ενός ζεύγους συνεργαζομένων οδόντων. 

Στον ακόλουθο πίνακα παρουσιάζονται τα χαρακτηριστικά των 

συνεργαζόμενων τροχών που επελέγησαν για την εφαρμογή. 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 1. Ορισμός δεδομένων εφαρμογής υπολογισμού ισοδύναμης μάζας οδόντων. 

 

Μέγεθος Τιμή  

 Γωνία εξειλιγμένης (μοίρες) 20  

Module (mm) 2,5  

Πινιόν: αριθμός οδόντων 20  

             αρχική διάμετρος (mm) 50  

Συνεργαζόμενος τροχός: αριθμός οδόντων 40  

                                     αρχική διάμετρος(mm)  100  

Πλάτος τροχού (mm) 30  

Ιδιότητες τλικού: Μέτρο Ελαστικότητας 

(GPa) 

210  

                            Λόγος Poisson 0,3  

                        Πυκνότητα (kg/m3) 7850 

 

7850  

 

 

 

Τα αποτελέσματα φαίνονται στο παρακάτω διάγραμμα: 
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Σχήμα 2. Ισοδύναμη μάζα οδόντων για το πινιόν και τον συνεργαζόμενο τροχό ως προς 

την γωνία στροφής του πινιόν. 

 

 

 Όπως φαίνεται και από τις παραπάνω καμπύλες, η ισοδύναμη 

μάζα του οδόντος είναι μεγαλύτερη όταν το σημείο επαφής των 

κατατομών είναι κοντά στον πόδα του και μικρότερη είναι κοντά στην 

κεφαλή του. Το γεγονός αυτό είναι αναμενόμενο καθώς ο λόγος δ(yi)/δ0, 

που είναι πάντα μικρότερος ή ίσος του ένα, γίνεται ίσος με ένα για 

περισσότερα σημεία όσο πιο χαμηλά πάνω στην κατατομή του οδόντος 

γίνεται η επαφή με τον οδόντα του συνεργαζόμενου τροχού με 

αποτέλεσμα το άθροισμα στο δεξί μέλος της εξίσωσης (3.1) να γίνεται 

μεγαλύτερο. 
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3.2  Μοντελοποίηση ροπής αδράνειας του συστήματος 
 

 Η δυναμική συμπεριφορά των οδοντώσεων είναι ένα περιστροφικό 

πρόβλημα, οπότε είναι απαραίτητος ο προσδιορισμός της ροπής 

αδράνειας του οδοντωτού τροχού. Σε μία πρώτη προσέγγιση λοιπόν, ο 

τροχός μοντελοποιήθηκε σαν κύλινδρος με διάμετρο ίση με την αρχική 

του διάμετρο, μία προσέγγιση αρκετά απλουστευτική αλλά χωρίς μεγάλη 

απόκλιση από την πραγματικότητα. Έτσι η ροπή αδράνειας του 

οδοντωτού τροχού είναι: 

                                                                                                                                      (3.5) 

όπου: 

       J: ροπή αδράνειας τροχού 

       Μ: μάζα τροχού αν θεωρηθεί ως κύλινδρος 

       r0: αρχική ακτίνα τροχού 

Όσον αφορά την ίδια μάζα των συνεργαζόμενων οδοντωτών 

τροχών, όπως προκύπτει και από τον τρόπο με τον οποίο έχει γίνει και η 

μοντελοποίηση της, αναφέρεται στην γραμμική μετατόπιση του σημείου 

επαφής των συνεργαζόμενων κατατομών. Ωστόσο στην παρούσα εργασία 

έγινε αναγωγή της γραμμικής μετατόπισης των οδόντων σε γωνιακή 

εκτροπή των οδοντωτών τροχών. Έτσι ο όρος της μάζας, ο οποίος αντί να 

αναφέρεται σε βαθμό ελευθερίας μετατόπισης, αναφέρεται σε βαθμό 

ελευθερίας γωνίας. Γι' αυτόν τον λόγο γίνεται αναγωγή της σε ροπή 

αδράνειας. Και επειδή η μάζα των οδόντων έχει αναχθεί στο σημείο 

επαφής των κατατομών, η έκφραση από την οποία προκύπτει η συμβολή 

των οδόντων στη ροπή αδράνειας του οδοντωτού τροχού είναι η εξής: 

 

                                                                                                                               (3.6) 
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όπου: 

       meq: η ισοδύναμη μάζα του οδόντος 

       r: η απόσταση του σημείου επαφής των κατατομών από το κέντρο του 

τροχού 

 Το άθροισμα στην παραπάνω έκφραση οφείλεται στο γεγονός ότι 

ένα μέρος του μήκους επαφής διαγράφεται από δύο ζεύγη οδόντων, o 

αριθμός n αναφέρεται στον αριθμό των οδόντων που βρίσκονται 

ταυτόχρονα σε επαφή και παίρνει τις τιμές 1 και 2 ανάλογα με τη θέση 

της συνεργασίας. 

 Όπως και η ισοδύναμη μάζα, έτσι και η απόσταση του σημείου 

επαφής των κατατομών r, εξαρτάται από τη θέση των οδόντων πάνω 

στην τροχιά επαφών. Έτσι, με χρήση του εργαλείου γραμμικής 

παρεμβολής του λογισμικού MatLab βρέθηκε η πολυωνυμική έκφραση 

της απόστασης του σημείου των κατατομών συναρτήσει της γωνίας 

στροφής του κινητήριου τροχού της βαθμίδας, τόσο για τον ίδιο όσο και 

για τον κινούμενο τροχό. Στη συνέχεια, γράφτηκε υπολογιστικός κώδικας 

που υπολογίζει τη ροπή αδράνειας των οδόντων του τροχού σε κάθε θέση 

της συνεργασίας και έγινε γραμμική παρεμβολή στα αποτελέσματα μέσω 

του εργαλείου του λογισμικού MatLab ώστε να υπάρχει και πολυωνυμική 

έκφραση της ροπής αδράνειας. 

 Στα ακόλουθα σχήματα απεικονίζονται τα αποτελέσματα της 

διαδικασίας που περιγράφηκε παραπάνω για την ίδια εφαρμογή για το 

πινιόν και το συνεργαζόμενο τροχό της βαθμίδας: 
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Σχήμα 3. Συμβολή ιδίας μάζας συνεργαζόμενων οδόντων στη ροπή αδράνειας  του 

πινιόν 

 

 

 

 

Σχήμα 4. Συμβολή ιδίας μάζας συνεργαζόμενων οδόντων στη ροπή αδράνειας  του 

συνεργαζόμενου τροχού. 
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Από τα παραπάνω σχήματα παρατηρείται ότι η ροπή αδράνειας των 

οδόντων του συνεργαζόμενου τροχού είναι αισθητά μεγαλύτερη από 

αυτή των οδόντων του πινιόν. Το γεγονός αυτό είναι αναμενόμενο όμως, 

καθώς ο συνεργαζόμενος τροχός είναι αρκετά μεγαλύτερος, συνεπώς η 

απόσταση του σημείου επαφής από το κέντρο του τροχού είναι επίσης 

μεγαλύτερη. 

 Παρ' όλα αυτά, αν γίνει σύγκριση της ροπής αδράνειας των 

οδόντων με τη συνολική ροπή αδράνειας του τροχού, παρατηρείται ότι η 

συμβολή της στη συνολική ροπή αδράνειας του συστήματος είναι 

μεγαλύτερη όσο μικρότερος είναι ο τροχός, ή με άλλα λόγια όσο 

μικρότερος είναι ο αριθμός των οδόντων του. Για να γίνει αντιληπτό με 

μεγαλύτερη σαφήνεια το γεγονός αυτό πραγματοποιήθηκε ο 

υπολογισμός της συνολικής ροπής αδράνειας οδοντωτών τροχών καθώς 

και συνεργαζόμενων οδόντων για τις περιπτώσεις που φαίνονται στον 

ακόλουθο πίνακα, στον οποίο φαίνεται και το ποσοστό της συμβολής της 

μάζας των οδόντων στη συνολική ροπή αδράνειας του συστήματος. 

 

 

Σχήμα 5. Ποσοστό συμβολής ιδίας μάζας συνεργαζόμενων οδόντων στη συνολική ροπή 

αδράνειας του τροχού. 
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4. ΔΥΝΑΜΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΚΑΙ 

ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΕΙΣ 

 

 

4.1 Στήσιμο δυναμικού μοντέλου, κατάστρωση και επίλυση 

εξισώσεων κίνησης 

 

 Η διάταξη που χρησιμοποιήθηκε για τις δυναμικές προσομοιώσεις 

είναι ένας μονοβάθμιος μειωτήρας στροφών με μετωπικούς οδοντωτούς 

τροχούς με παράλληλη οδόντωση εξειλιγμένης. Ο βασικός λόγος για τον 

οποίο προτιμήθηκε αυτή η διάταξη είναι η απλότητά της, μιας και δεν 

αναπτύσσονται φορτία κατά τη διεύθυνση της ατράκτου των τροχών (τα 

λεγόμενα αξονικά φορτία), και εφ' όσον στόχος της εργασίας είναι η 

μελέτη του τρόπου με τον οποίο επιδρά η μάζα των οδόντων στην 

απόκριση και τις ιδιοσυχνότητες του συστήματος οπότε μία πιο σύνθετη 

διάταξη δε θα είχε ιδιαίτερη προστιθέμενη αξία. 

 Επίσης, σε μία πρώτη προσέγγιση θεωρείται ότι η ισχύς εισέρχεται 

στο μειωτήρα με σταθερή ροπή και γωνιακή ταχύτητα, μέσω της 

συνεργασίας των οδόντων περνά από το πινιόν στο συνεργαζόμενο 

τροχό, χωρίς απώλειες λόγω τριβών μεταξύ των τροχών ή τριβών στις 

εδράσεις, και στη συνέχεια καταναλίσκεται εξ ολοκλήρου στην έξοδό του. 

Έτσι, το σύστημα έχει δύο βαθμούς ελευθερίας: τη γωνία στροφής του 

πινιόν θ1 λόγω παραμόρφωσης των οδόντων του και την αντίστοιχη 

γωνία περιστροφής του συνεργαζόμενου τροχού θ2. Επιπλέον, σε αυτό το 

στάδιο της μοντελοποίησης δεν έχουν ληφθεί υπ' όψιν πάσης φύσεως 

φαινόμενα απόσβεσης. 

 Οι οδοντωτοί τροχοί, όπως αναφέρθηκε και στο κεφάλαιο 3 

μοντελοποιούνται σαν κύλινδροι με διάμετρο ίση με την αρχική διάμετρο 

των τροχών και η ροπή αδράνειάς τους λαμβάνεται ίση με το άθροισμα 

της ροπής αδράνειας του κυλίνδρου αυτού και της σημειακής ροπής 
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αδράνειας που οφείλεται στη ιδία μάζα των συνεργαζόμενων οδόντων. Η 

ροπή αδράνειας των ατράκτων έχει αγνοηθεί. 

 Οι δε συνεργαζόμενοι οδόντες κατά τη συνεργασία τους 

υφίστανται κάποια ελαστική παραμόρφωση όπως αναλύθηκε στο 

κεφάλαιο 2, επομένως μοντελοποιούνται σαν ένα ελατήριο με σταθερά Κ 

ίση με τη δυσκαμψία των οδόντων, όπως ακριβώς υπολογίστηκε στο ίδιο 

κεφάλαιο. 

 Το μονογραμμικό διάγραμμα της διάταξης και του δυναμικού 

μοντέλου φαίνεται στο ακόλουθο σχήμα. 

 

 

Σχήμα 1. Μονογραμμικό διάγραμμα διάταξης και δυναμικού μοντέλου 

 

 

Οι εξισώσεις κίνησης γι' αυτήν την διάταξη έχουν ως εξής: 

 

                                                                            (4.1)                                         

 

                                                                       (4.2)                                       
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όπου: 

      J: η συνολική ροπή αδράνειας των οδοντωτών τροχών 

      K: η ισοδύναμη δυσκαμψία των συνεργαζόμενων οδόντων 

       r: η αρχική ακτίνα των οδοντωτών τροχών 

      Μin: η ροπή εισόδου του συστήματος 

      Mout: η ροπή εξόδου του συστήματος 

 

Οι δείκτες 1 και 2 αναφέρονται στο πινιόν και το συνεργαζόμενο τροχό 

της βαθμίδας αντίστοιχα. 

 

 Το παραπάνω δυναμικό μοντέλο περιλαμβάνει δύο διαφορικές 

εξίσωσης δεύτερης τάξης, οι οποίες μπορούν να μετασχηματιστούν σε 

τέσσερις διαφορικές εξισώσεις πρώτης τάξης, εισάγοντας τις γωνιακές 

ταχύτητες των τροχών, που αποτελούν την πρώτη παράγωγο της γωνίας 

στροφής τους. Έτσι, οι εξισώσεις κίνησης των τροχών μπορούν να 

μετασχηματιστούν ως εξής: 

 

                                                                                                                                          (4.3) 

 

                                                                                         (4.4)      

 

                                                                                                                                          (4.5) 

 

                                                                                           (4.6)      
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 Το σύστημα αυτό των πρωτοβάθμιων διαφορικών εξισώσεων 

μπορεί να γραφεί και σε μητρωική μορφή ως εξής: 

 

                                   (4.7)                             

 

 Να σημειωθεί ότι στις παραπάνω εξισώσεις οι γωνίες θ1 και θ2 δεν 

είναι οι γωνίες περιστροφής που διαγράφουν οι τροχοί λόγω της γωνιακής 

ταχύτητας του κινητήρα στην είσοδο του μειωτήρα αλλά η γωνία στροφής 

τους λόγω των δυναμικών φαινομένων που προκαλούνται από  την 

παραμόρφωση των συνεργαζόμενων οδόντων, όπως αναφέρθηκε και 

προηγουμένως. Η συνολική γωνία που διαγράφουν οι τροχοί είναι μία 

υπέρθεση των δύο αυτών συνιστωσών της κίνησής τους. 

 Τόσο η δυσκαμψία Κ των συνεργαζόμενων οδόντων όσο και οι 

ροπές αδράνειας των τροχών J, έχουν συνεχώς μεταβαλλόμενη τιμή που 

εξαρτάται από τη θέση συνεργασίας, με άλλα λόγια τη γωνία κατά την 

οποία έχει στραφεί ο τροχός. Αυτή η γωνία στροφής έχει δύο συνιστώσες, 

ωστόσο επειδή η υποχώρηση των οδόντων κατά μήκος της γραμμής 

ενεργείας είναι της τάξης μερικών μικρομέτρων, η συνιστώσα που 

οφείλεται σε αυτήν μπορεί να αγνοηθεί όσον αφορά τον προσδιορισμό της 

δυσκαμψίας και της ροπής αδράνειάς του πρακτικά χωρίς σφάλμα. 

 Ειδικά για τη ροπή αδράνειας των συνεργαζόμενων οδόντων, όπως 

αναφέρθηκε και στο προηγούμενο κεφάλαιο, αποτελεί ένα πολύ μικρό 

ποσοστό της συνολικής ροπής αδράνειας του συστήματος. Επομένως, 

αφού ήδη η δυσκαμψία του συστήματος έχει χρονικά μεταβαλλόμενη τιμή 

μεγάλης τάξης μεγέθους, για να μην αυξηθεί περαιτέρω η 

πολυπλοκότητα του δυναμικού μοντέλου και για να είναι πιο εύκολα 

επιλύσιμο από τον υπολογιστή, στο μοντέλο εισήχθη η ισοδύναμη μέση 

τιμή της ροπής της αδράνειας που οφείλεται στους συνεργαζόμενους 

οδόντες των τροχών για τον προσδιορισμό της απόκρισης. 
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 Το πρόβλημα της επίλυσης των εξισώσεων κατάστασης έχει έρθει 

σε μία μορφή που είναι άμεσα επιλύσιμη αριθμητικά. Αρχικά έγινε 

απόπειρα να επιλυθεί με τη χρήση της συνάρτησης βιβλιοθήκης “ODE45” 

της MatLab, η οποία λύνει συστήματα πρωτοβάθμιων διαφορικών 

εξισώσεων με την αριθμητική μέθοδο Runge-Kutta 4ης τάξης, με σφάλμα 

5ης τάξης. Η μέθοδος Runge-Kutta αποτελεί μία κλασική μέθοδο επίλυσης 

συστημάτων πρωτοβάθμιων διαφορικών εξισώσεων όπου οι αρχικές 

συνθήκες των μεταβλητών του είναι γνωστές. 

Ωστόσο, ύστερα από πολλές δοκιμές τόσο στο παρόν μοντέλο όσο 

και σε άλλα, πολύ απλούστερα, διαπιστώθηκε ότι η παραπάνω 

συνάρτηση βιβλιοθήκης της MatLab εμφάνιζε κάποια σφάλματα τα οποία 

γίνονταν άμεσα αντιληπτά μετά από έναν αριθμό κύκλων ταλάντωσης 

και το φαινόμενο αυτό γινόταν όλο και πιο έντονο όσο περισσότερο 

αυξάνονταν οι ιδιοσυχνότητες του συστήματος. Πιο συγκεκριμένα 

παρατηρήθηκε ότι σε προβλήματα με σχετικά μικρή δυσκαμψία και χωρίς 

απόσβεση το πλάτος έφθινε σταδιακά και μετά από πολλές περιόδους η 

μείωση του πλάτους ήταν ιδιαίτερα εμφανής, ενώ σε προβλήματα με 

μεγάλη δυσκαμψία το πλάτος αυξανόταν συνεχώς χωρίς να προσδίδεται 

ενέργεια στο σύστημα. 

 Από την παρακάνω διαδικασία διαπιστώθηκε ότι ο τρόπος με τον 

οποίο γινόταν το στήσιμο του δυναμικού μοντέλου και ο υπολογισμός των 

παραγώγων για την εφαρμογή της μεθόδου  Runge-Kutta ήταν ορθός 

καθώς λαμβάνονταν αποτελέσματα, ενώ αφού η εντολή “ODE45” 

πραγματοποιεί αυτόματα τη διακριτοποίηση στο πεδίου του χρόνου, 

ελήφθη μία πρώτη προσέγγιση για το πλήθος των υποδιαστημάτων στα 

οποία θα χωριζόταν ο χρόνος της προσομοίωσης. 

Ωστόσο έγινε σαφές ότι η επίλυση έπρεπε να γίνει με κάποια άλλη 

υπορουτίνα ώστε να εξασφαλίζεται πλήρης έλεγχος και δυνατότητα 

επέμβασης τόσο στη διακριτοποίηση του πεδίου του χρόνου όσο και στον 

τρόπο με τον οποίο θα εκτελούνται οι αριθμητικές επαναλήψεις για να 

προκύψει η απόκριση. Έτσι, δημιουργήθηκε νέος υπολογιστικός κώδικας ο 

οποίος ακολουθεί επίσης τη μέθοδο  Runge-Kutta 4ης τάξης για την 

επίλυση του συστήματος των διαφορικών εξισώσεων. Ο αντίστοιχος 

αλγόριθμος παρουσιάζεται στο ακόλουθο διάγραμμα ροής: 
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Σχήμα 2. Διάγραμμα ροής αλγόριθμου επίλυσης εξισώσεων κίνησης 
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4.2 Αποτελέσματα δυναμικών προσομοιώσεων 

 

 Επειδή ο στόχος της παρούσας εργασίας είναι να ερευνηθεί η 

επίδραση της ιδίας μάζας των οδόντων στην απόκριση του συστήματος 

των συνεργαζόμενων οδοντωτών τροχών πραγματοποιήθηκαν 

προσομοιώσεις για δύο μοντέλα: ένα στο οποίο η μάζα τους αγνοείται 

πλήρως και ένα στο οποίο συμπεριλαμβάνεται. Έτσι στην πρώτη 

περίπτωση η συνολική ροπή αδράνειας του συστήματος λαμβάνεται ίση 

με τη ροπή αδράνειας κυλίνδρου με ακτίνα ίση με την αρχική ακτίνα του 

τροχού και στην δεύτερη περίπτωση προστίθεται σε αυτήν η μέση τιμή 

της ισοδύναμης ροπής αδράνειας που οφείλεται στην ιδία μάζα των 

οδόντων του τροχού. 

 Έτσι, αρχικά διενεργήθηκε δυναμική προσομοίωση για τα δεδομένα 

που εικονίζονται στον ακόλουθο πίνακα: 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 1. Ορισμός δεδομένων διάταξης για την πρώτη προσομοίωση 

 

Μέγεθος Τιμή  

Γωνία εξειλιγμένης (μοίρες) 20  

Module (mm) 2,5  

Πινιόν: αριθμός οδόντων 20  

            αρχική διάμετρος (mm) 50  

Συνεργαζόμενος τροχός: αριθμός οδόντων 40  

                                    αρχική διάμετρος (mm) 100  

Πλάτος τροχού (mm) 30  

Ιδιότητες τλικού: Μέτρο Ελαστικότητας 

(GPa) 

210  

                             Λόγος Poisson 0,3  

                        Πυκνότητα (kg/m3) 7850 

 

7850  
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 Όπως έχει ήδη αναφερθεί, προσομοιώσεις έγιναν στη μόνιμη 

κατάσταση λειτουργίας του μειωτήρα, σε σταθερές στροφές και με 

σταθερή ροπή εισόδου και εξόδου. Οι τιμές που επελέγησαν για τις 

παραπάνω παραμέτρους ανά περίπτωση φαίνονται στον ακόλουθο 

πίνακα: 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 2.  Επιλεγμένες μεταβλητές για την πρώτη προσομοίωση 

Μεταβλητή Τιμή  

Ταχύτητα περιστροφής (rpm) 1528  

Ροπή εισόδου (Nm) 100  

Ροπή εξόδου (Nm) 200  

 

 Οι αρχικές συνθήκες ορίστηκαν στο μηδέν και τα αποτελέσματα 

που ελήφθησαν παρουσιάζονται στα ακόλουθα σχήματα και για τα δύο 

μοντέλα, με και χωρίς την περίληψη της ιδίας μάζας των οδόντων. 

 Αρχικά παρουσιάζεται η απόκριση σε ένα χρονικό διάστημα 50 

χιλιοστών του δευτερολέπτου, διάστημα το οποίο δίνει μία πιο γενική 

πληροφορία για την απόκριση, και στη συνέχεια παρουσιάζεται η 

απόκριση σε ένα πιο μικρό διάστημα που δίνει μία καλύτερη εποπτεία της 

απόκρισης και των καμπυλών που προκύπτουν. 

Σχήμα 3. Απόκριση πρώτου βαθμού ελευθερίας (θ1) σε διάστημα 50msec αγνοώντας την 

ιδία μάζα των οδόντων. 
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Σχήμα 4. Απόκριση πρώτου βαθμού ελευθερίας (θ1) σε διάστημα 4msec αγνοώντας την 

ιδία μάζα των οδόντων. 

Σχήμα 5. Απόκριση δεύτερου βαθμού ελευθερίας (θ2) σε διάστημα 50msec αγνοώντας την 

ιδία μάζα των οδόντων. 
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Σχήμα 7. Απόκριση πρώτου βαθμού ελευθερίας (θ1) σε διάστημα 50 msec λαμβάνοντας 

υπ’ όψιν την ιδία μάζα των οδόντων. 

 

Σχήμα 8. Απόκριση πρώτου βαθμού ελευθερίας (θ1) σε διάστημα 4 msec λαμβάνοντας 

υπ' όψιν την ιδία μάζα των οδόντων. 

 

Σχήμα 9. Απόκριση δεύτερου βαθμού ελευθερίας (θ2) σε διάστημα 50 msec λαμβάνοντας 

υπ’ όψιν την ιδία μάζα των οδόντων. 
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Σχήμα 10. Απόκριση δεύτερου βαθμού ελευθερίας (θ2) σε διάστημα 4 msec λαμβάνοντας 

υπ' όψιν την ιδία μάζα των οδόντων. 

 

 

 

 Πάνω στα παραπάνω σχήματα μπορούν να γίνουν οι ακόλουθες 

παρατηρήσεις: 

Η συχνότητα της ταλάντωσης είναι πολύ υψηλή και το πλάτος 

παρουσιάζει μεταβολές στην κυρίως μετά την περίληψη της μάζας 

στο μοντέλο. Η τάξη μεγέθους της συχνότητας είναι η 

αναμενόμενη λόγω της μεγάλης τιμής της δυσκαμψίας σε 

συνδυασμό με τη μικρή αδράνεια του συστήματος. Και επειδή η 

τιμή της δυσκαμψίας είναι συνεχώς μεταβαλλόμενη δεν 

παρατηρείται η κλασική εικόνα ταλάντωσης με σταθερό πλάτος 

που παρατηρείται σε συστήματα με σταθερή δυσκαμψία. 

Το πλάτος της ταλάντωσης και για τις δύο προσομοιώσεις είναι της 

τάξης των 10-4 rad για τον πρώτο και 10-5 rad για τον δεύτερο βαθμό 

ελευθερίας. Δεδομένης της ακτίνας των οδοντωτών τροχών η 

γωνιακή αυτή εκτροπή αντιστοιχεί σε γραμμική μετατόπιση 

μερικών μικρομέτρων, που λαμβάνοντας υπ’ όψιν την τιμή της 

δυσκαμψίας και το φορτίο των οδόντων είναι η αναμενόμενη εξ 

αρχής τάξη μεγέθους. Το πλάτος της ταλάντωσης του δεύτερου 

βαθμού ελευθερίας αναμενόταν αισθητά μικρότερο από αυτό του 

πρώτου λόγω της μεγαλύτερης ακτίνας και αδράνειας του 

συνεργαζόμενου τροχού της βαθμίδας. 
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Ανά τακτά χρονικά διαστήματα παρατηρούνται κορυφές σε όλες τις 

περιπτώσεις αποκρίσεων. Οι κορυφές αυτές οφείλονται στη μη 

συνέχεια της τιμής της δυσκαμψίας και αντιστοιχούν στην είσοδο 

νέου ζεύγους οδόντων στη συνεργασία. 

Oι ημιτονοειδείς καμπύλες της απόκρισης ξεκινούν από το μηδέν, 

συνεπώς παρατηρείται η αναμενόμενη εικόνα της απόκρισης 

συστήματος σε είσοδο τύπου συνάρτησης Heaviside. Επίσης είναι 

ευδιάκριτες και εμφανίζουν μία επαναληψιμότητα, κάτι που 

συνηγορεί στο γεγονός ότι έγινε πετυχημένη επιλογή στο χρονικό 

βήμα της ολοκλήρωσης των εξισώσεων κίνησης και δεν 

παρατηρείται απώλεια πληροφορίας (aliaising). 

Η εισαγωγή της μάζας επηρεάζει αισθητά την απόκριση του 

συστήματος. Στα σχήματα που παρουσιάζεται η απόκριση σε εύρος 

50 χιλιοστών του δευτερολέπτου παρατηρείται μείωση του ρυθμού 

με τον οποίο παρατηρούνται οι διακυμάνσεις στο πλάτος. Το 

γεγονός αυτό προδιαγράφει την εμφάνιση χαμηλότερων 

ιδιοσυχνοτήτων στην περίπτωση αυτή. 

 

Λόγω της συνεχώς μεταβαλλόμενης τιμής της δυσκαμψίας δεν 

αναμένονται διακριτές ιδιοσυχνότητες στην ταλάντωση. Αντίθετα, το 

σήμα που αντιστοιχεί στην απόκριση του συστήματος μπορεί να 

θεωρηθεί ότι προκύπτει από την συμβολή ενός συνόλου διαφορετικών 

ταλαντώσεων με διαφορετικά πλάτη διαφορετικές, σταθερές 

ιδιοσυχνότητες. Έτσι μπορεί να γίνει ανάλυση σήματος με τη χρήση 

μετασχηματισμού Fourier και να προκύψει το φάσμα των 

ιδιοσυχνοτήτων της ταλάντωσης. 

Η ανάλυση αυτή πραγματοποιήθηκε με τη χρήση των αντίστοιχων 

εντολών βιβλιοθήκης του λογισμικού MatLab για τον πρώτο βαθμό 

ελευθερίας και τα αποτελέσματα παρουσιάζονται στο διάγραμμα που 

ακολουθεί. 
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Σχήμα 11. Συγκριτικό διάγραμμα φάσματος συχνοτήτων προσομοίωση με (κόκκινο) και 

χωρίς (μπλε) την περίληψη της ιδίας μάζας των οδόντων στο μοντέλο. 

 Από την εικόνα του παραπάνω διαγράμματος επιβεβαιώνεται η 

τελευταία παρατήρηση που έγινε παραπάνω καθώς οι ιδιοσυχνότητες 

έχουν «μετακινηθεί» ελαφρώς προς τα αριστερά.  

Στη συνέχεια για να γίνει καλύτερα αντιληπτός ο συσχετισμός της 

συχνότητας εμφάνισης των κορυφών στο διάγραμμα της απόκρισης με 

την ταχύτητα περιστροφής στην είσοδο του μειωτήρα διενεργήθηκε 

προσομοίωση για ταχύτητα περιστροφής εισόδου στις 600 στροφές ανά 

λεπτό και χωρίς καμία άλλη αλλαγή στη διάταξη ή στο φορτίο. Τα 

αποτελέσματα της προσομοίωσης παρουσιάζονται στο παρακάτω σχήμα. 

 

 

Σχήμα 12. Συγκριτικό διάγραμμα απόκρισης του πρώτου βαθμού ελευθερίας (θ1) για την 

περίπτωση των 600 (επάνω) και 1500 (κάτω) rpm σε διάστημα 50msec. 
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 Όπως φαίνεται και από το παραπάνω σχήμα, το πλήθος των 

κορυφών που εμφανίζονται στο διάγραμμα της απόκρισης έχει μειωθεί 

αισθητά για την εφαρμογή με ταχύτητα περιστροφής 600 στροφές ανά 

λεπτό, όπου η συχνότητα εναλλαγής των οδόντων στη συνεργασία έχει 

μειωθεί στα 200Hz περίπου. Επομένως η συχνότητα αυτό είναι άμεσα 

αντιληπτή από την εικόνα της απόκρισης. 

 Τέλος διενεργήθηκαν προσομοιώσεις και για μεγαλύτερους 

τροχούς και διαπιστώθηκε ότι όπως δείχθηκε και στο κεφάλαιο 3 η 

περίληψη της ιδίας μάζας στη συνεργασία  είναι αμελητέα. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

69 
 

4.3 Συμπεράσματα- Προτάσεις για μελλοντική έρευνα 

 

 

 Συνοψίζοντας, στην παρούσα εργασία συνετέθη εκ του μηδενός 

ένα απλό δυναμικό μοντέλο προσομοίωσης για μετωπικούς οδοντωτούς 

τροχούς με ευθεία οδόντωση. Παράλληλα αναπτύχθηκε μεθοδολογία και 

λογισμικό για την μοντελοποίηση της δυσκαμψίας των οδόντων του 

τροχού και προτάθηκε ένας τρόπος για τη μοντελοποίηση της ιδίας μάζας 

τους ανηγμένης ως προς τη μετατόπιση του σημείου επαφής των 

συνεργαζόμενων κατατομών. Στη συνέχεια αναπτύχθηκε λογισμικό για 

την επίλυση του δυναμικού μοντέλου και διενεργήθηκαν δυναμικές 

προσομοιώσεις για να εξακριβωθεί η εγκυρότητα του μοντέλου, αλλά και 

για να διερευνηθεί και ο τρόπος με τον οποίο επιδρά η ιδία μάζα των 

συνεργαζόμενων οδόντων στην συνολική απόκριση του συστήματος. 

 Τα αποτελέσματα των προσομοιώσεων βρίσκονταν σε συμφωνία 

με την υπάρχουσα εμπειρική γνώση και η τάξη μεγέθους τους ήταν η 

αναμενόμενη. Επίσης σε γενικές γραμμές είχαν  και άμεση φυσική 

σημασία.  Συνεπώς μπορούν να χαρακτηρισθούν έγκυρα σε 

ικανοποιητικό βαθμό και γενικά ενθαρρύνουν την περαιτέρω έρευνα στο 

αντικείμενο. 

 Όσον αφορά την επίδραση της ιδίας μάζας των οδόντων, βρέθηκε 

ότι για περιπτώσεις μικρών οδοντωτών τροχών με λίγα δόντια έχει 

αισθητή επίδραση στην απόκριση και εισάγει χαμηλότερες 

ιδιοσυχνότητες στο σύστημα. Αντιθέτως, σε μεγαλύτερους οδοντωτούς 

τροχούς καταλαμβάνει πολύ μικρό ποσοστό της συνολικής ροπής 

αδράνειας του συστήματος με αποτέλεσμα  η επίδρασή της να είναι 

αμελητέα. 

 Στα πλαίσια της παραπάνω παρατήρησης προτείνεται πιο ακριβής 

υπολογισμός της μάζας και της ροπής αδράνειας του τροχού καθώς 

δείχθηκε ότι ακόμα και μικρές μεταβολές στη ροπή αδράνειας ενός 

σχετικά μικρού τροχού επιδρούν αισθητά στην απόκριση του συστήματος. 

 Προτάσεις για μελλοντική έρευνα περιλαμβάνουν την εξέταση 

ενός μοντέλου με τρεις βαθμούς ελευθερίας όπου η μάζα θα ανάγεται σε 

όρο γραμμικής και όχι γωνιακής παραμόρφωσης, την μοντελοποίηση της 
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τριβής, της εσωτερικής απόσβεσης των οδόντων και των οδοντωτών 

τροχών και την ανάπτυξη μεθοδολογίας για την μοντελοποίηση και 

άλλων κατατομών πέραν της κλασσικής εξειλιγμένης. Έτσι το μοντέλο 

θα μπορεί να προσομοιώσει και πιο σύνθετα δυναμικά φαινόμενα με πιο 

ρεαλιστικό τρόπο. Επίσης είναι δυνατή η επέκταση της θεωρίας 

μοντελοποίησης της μάζας και σε άλλες περιπτώσεις κατατομών ή και σε 

περιπτώσεις κατατομών με ρωγμές. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 

Κώδικας προσδιορισμού κατατομής οδόντων: 

 

function [xc,yc,xpc,ypc,xg,yg,R]=gear_v4(z,m,ao,Cf,Ck,Cc,Ch,Cs,n) 

(ορισμός χαρακτηριστικών διαστάσεων κανόνα) 

ro=0.5*z*m; 

rg=ro*cos(ao); 

to=m*pi; 

hk=m*Ck; 

hf=m*Cf; 

rc=m*Cc; 

rh=m*Ch; 

rk=ro+hk; 

at=hf-rc*(1-sin(ao)); 

af=hk-rh*(1-sin(ao)); 

So=Cs*to; 

lo=to-So; 

d=lo-2*(at*tan(ao)+rc*cos(ao)); 

dk=So-2*(af*tan(ao)+rh*cos(ao)); 

ak=acos(rg/rk); 

invao=tan(ao)-ao; 

invak=tan(ak)-ak; 

DE=So-2*ro*(invak-invao); 

Yf=-ro*((sin(ao))^2)+sin(ao)*sqrt(rk^2-rg^2); 
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(προσδιορισμός κατατομής κανόνα) 

x=linspace(-0.5*So,0.5*lo,n); 

for i=1:length(x); 

    if x(i)>=(-0.5*So) & x(i)< (-0.5*(So-dk)); 

       y(i)=hk; 

       dydx(i)=0; 

    elseif x(i)>=(-0.5*(So-dk)) & x(i)<(-af*tan(ao)); 

        y(i)=af-rh*sin(ao)+sqrt(rh.^2-(x(i)+0.5*(So-dk)).^2); 

        dydx(i)=-1*(x(i)+0.5*(So-dk))./sqrt(rh.^2-(x(i)+0.5*(So-dk)).^2); 

    elseif x(i)>=(-af*tan(ao)) & x(i)<=at*tan(ao); 

        y(i)=tan(0.5*pi+ao).*x(i); 

        dydx(i)=tan(0.5*pi+ao); 

    elseif x(i)>at*tan(ao) & x(i)<=0.5*(lo-d); 

        y(i)=-at+rc*sin(ao)-sqrt(rc^2-(0.5*(lo-d)-x(i)).^2); 

        dydx(i)=-1*(0.5*(lo-d)-x(i))./sqrt(rc^2-(0.5*(lo-d)-x(i)).^2); 

    elseif x(i)>0.5*(lo-d) & x(i)<=(0.5*lo);     

        y(i)=-hf ; 

        dydx(i)=0; 

    end 

end   

(προσδιορισμός κατατομής οδόντος με κέντρο τοσημείο κύλισης) 

K=-1*(dydx.*y+x); 

xpc=x+K; 

ypc=y; 

t=K/ro; 

xg=(x+K).*cos(t)-(y+ro).*sin(t); 

yg=(x+K).*sin(t)+(y+ro).*cos(t)-ro; 
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(αλλαγή συστήματος συντεταγμένων) 

aot=So/(4*pi*ro); 

Mt=[cos(aot) sin(aot);-sin(aot) cos(aot)]; 

for j=1:length(xg) 

    Mg=[xg(j);yg(j)]; 

    Mgt=Mt*Mg; 

    xgt(j)=Mgt(1); 

    ygt(j)=Mgt(2); 

end 

xc=xgt+0.5*So; 

yc=ygt+hf; 

R=sqrt(xgt.^2+(ygt+ro).^2); 

plot(x,y,'r',xpc,ypc,'g',xg,yg,'b',xc,yc,'y') 

axis equal 
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Κώδικας υπολογισμού καμπτικής ενδοτικότητας και 

ενδοτικότητας ποδός: 

 

function [Cb,Cfnd]=compliance1(xinv,yinv,z,m,ao,Cs,Cf,p1,p3,tf,n) 

  

(υπολογισμός φ, Ψ) 

ro=0.5*z*m; 

to=pi*m; 

So=Cs*to; 

rg=ro*cos(ao); 

invao=tan(ao)-ao; 

r=sqrt((yinv+ro-Cf*m).^2+xinv.^2); 

a=acos(rg./r); 

inva=tan(a)-a; 

S=r.*(So/ro+2*(invao-inva)); 

w=(0.25*S)./(pi*r); 

f=a-w; 

Y=yinv-tan(f).*xinv; 

  

(υπολογισμός ολοκληρωμάτων I1,I2) 

  

for i=1:length(Y); 

    dy=Y(i)/(n-1); 

    y=linspace(0,Y(i),n); 

    P1=polyval(p1,y); 

    P1(1)=0; 

    P3=polyval(p3,y); 

    DY=ones(n,1).*dy; 

    I1(i)=P1*DY; 

    M2=((y-Y(i)).^2).*P3; 

    M2(1)=0; 

    I2(i)=M2*DY; 
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end 

  

(υπολογισμός καμπτικής ενδοτικότητας) 

  

v=0.3; 

Cb=12*((cos(f)).^2).*(I2+I1.*(0.2*(1+v)+((tan(f)).^2)./12)); 

  

(υπολογισμός ενδοτικότητας ποδός) 

A=50/(3*pi); 

B=(2*(1-2*v))/(1-v); 

C=1+((tan(f)).^2)/(2.4+2.4*v); 

X=Y/tf; 

Cfnd=(1-v^2).*((cos(f)).^2).*(A*X.^2+B*X+(4.82/pi)*C); 

  

end 
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Κώδικες υπολογισμού ενδοτικότητας κατα Hertz: 

 

 

function [rc,h,r]=curv_rad_h1(x,y,Y,z,m,ao,Cs,Cf) 

(υπορουτίνα υπολογισμού ακτίνας καμπυλότητας και μήκους h) 

ro=0.5*z*m; 

to=pi*m; 

So=Cs*to; 

rg=ro*cos(ao); 

invao=tan(ao)-ao; 

r=sqrt((y+ro-Cf*m).^2+x.^2); 

a=acos(rg./r); 

rc=rg.*tan(a); 

h=sqrt((y-Y).^2+x.^2); 

end 

 

 

 

 

 

 

function [Pmax]=pmax_hertz(v,E,b,W,rc1,rc2) 

(υπορουτίνα υπολογισμού pmax) 

R=(rc1.*rc2)./(rc1+rc2); 

Pmax=sqrt((W.*R*E)/(pi*b*2*(1-v^2))); 

end 
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function [CH,c]=CH(v,E,pmax,rc1,rc2,h1,h2) 

(υπορουτίνα υπολογισμού ενδοτικότητας κατά Hertz) 

R=(rc1.*rc2)./(rc1+rc2); 

c=(4/E)*R*(1-v^2).*pmax; 

H=(4*h1.*h2)./(c.^2); 

CH=(2/pi)*(1-v^2)*(log(H)-v/(1-v)); 

end 
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Κώδικας υπολογισμού ισοδύναμης μάζας οδόντων: 

 

 

 

function [Meq]=equivalent_mass(xt,yt,yinv,df,db,dens,b) 

(ο κώδικας δέχεται ως δεδομένα τα σημεία της κατατομής, τις παραμορφώσεις 

κατά μήκος της κατατομής λόγω  κάμψης και στροφής της ελαστικής βάσης του 

οδόντος, το πλάτος του τροχού και την πυκνότητα του υλικού του τροχού και 

δίνει την ισοδύναμη μάζα του κατά μήκος της κατατομής) 

dloc=zeros(length(yinv),length(yt)); 

dy=[0 diff(yt)]; 

dm=(0.001*b*dens)*2*xt.*dy; 

for i=1:length(yinv) 

    for j=1:length(yt) 

        if yt(j)<yinv(i) 

            dloc(i,j)=df(i)+(yt(j)/yinv(i))*db(i); 

        else dloc(i,j)=df(i)+db(i); 

        end 

    end 

end 

Sum=dloc*dm'; 

do=df+db; 

Meq=Sum./do'; 

Meq=Meq'; 

end 
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Υπορουτίνες προσδιορισμού δυσκαμψίας και ροπής 

αδράνειας οδόντων: 

 

 

function [K]=K_theta(theta,Ktheta1,Ktheta2,a,b) 

(Υπορουτίνα υπολογισμού δυσκαμψίας ανάλογα με τη γωνία στροφής του τροχού. 

Σαν δεδομένα εισάγονται οι εκφράσεις που δίνουν τη δυσκαμψία για συνεργασία 

ενός και δύο ζευγών οδόντων. Η υπορουτίνα αξιολογεί σε ποια από τις δύο 

περιπτώσεις αντιστοιχεί η εκάστοτε θέση του τροχού και υπολογίζει τη 

δυσκαμψία από την ανάλογη έκφραση) 

K=zeros(1,length(theta)); 

for i=1:length(theta) 

    c=rem(theta(i),b); 

    if c<=a; 

        K(i)=feval(Ktheta1,c); 

    elseif c>a; 

        K(i)=feval(Ktheta2,c); 

    end 

end 

end 
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function [Jtooth]=Jtooth(Meq_pol_,Rth_pol_,theta,a,b) 

(Υπορουτίνα υπολογισμού συμβολής ιδίας μάζας των οδόντων στη ροπή αδράνειας 

του τροχού ανάλογα με τη γωνία στροφής του τροχού. Σαν δεδομένα εισάγονται 

οι εκφράσεις που δίνουν την ισοδύναμη μάζα των οδόντων. Η υπορουτίνα 

αξιολογεί πότε υπάρχουν ένα ή δύο ζεύγη οδόντων σε επαφή και υπολογίζει 

ανάλογα τη ροπή αδράνειας από την έκφραση της μάζας) 

Jtooth=zeros(1,length(theta)); 

for i=1:length(theta) 

    c=rem(theta(i),b); 

    if c<=a; 

        

Jtooth(i)=polyval(Meq_pol_,c)*(polyval(Rth_pol_,c))^2+polyval(Meq_pol_,(c+b)

)*(polyval(Rth_pol_,(c+b)))^2; 

    elseif c>a; 

        Jtooth(i)=polyval(Meq_pol_,c)*(polyval(Rth_pol_,c))^2; 

    end 

end 

end 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

81 
 

Κώδικας επίλυσης εξισώσεων κίνησης για προσδιορισμό 

απόκρισης: 

 

 

function [w,t]=model_solve(xo,to,tmax,N) 

(Δεδομένα του κώδικα που επιλέγονται από το χρήστη είναι η αρχική θέση και 

ταχύτητα, η αρχική και τελική χρονική τιμή και το πλήθος των διαμερίσεων στο 

πεδίο του χρόνου) 

(Ορισμός χαρακτηριστικών διάταξης και εκφράσεων δυσκαμψίας) 

r1=0.025; 

r2=0.05; 

J1=1.445009902188274e-04; 

Jeq1=4.5631e-06; 

J2=0.002312015843501; 

Jeq2 =1.8743e-05; 

J1=J1+Jeq1; 

J2=J2+Jeq2; 

Kth1=@(th1)1.269e+09*sin(3.174*th1+1.195); 

Kth2=@(th1)7.82e+08*sin(3.957*th1+6.628); 

(Ορισμός ταχύτητας περιστροφής και αρχικών συνθηκών) 

w1=160; 

t=linspace(to,tmax,N+1); 

h=(tmax-to)/N; 

w=zeros(4,N+1); 

w(1:4,1)=xo'; 

K=zeros(1,N+1); 

th1=w1*t; 

(Προσδιορισμός δυσκαμψίας οδόντων συναρτήσει της θέσης του τροχού) 

a=0.228; 

b=pi/10; 

c=rem(th1,b); 

for i=1:N+1 
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    if c(i)<=a; 

        K=feval(Kth1,c); 

    elseif c(i)>a; 

        K=feval(Kth2,c); 

    end 

end 

(Ορισμός συστήματος εξισώσεων και εφαρμογή της μεθόδου Runge-Kutta για την 

επίλυσή του) 

for i=1:N+1 

    xprime=@(x)[0 1 0 0;-(K(i)*r1^2)/J1 0 (K(i)*r1*r2)/J1 0;0 0 0 

1;(K(i)*r1*r2)/J2 0 -(K(i)*r2^2)/J2  0]*x+[0;100/J1;0;-200/J2]; 

    k1 = h*feval(xprime,xo'); 

    k2 = h*feval(xprime,xo'+k1/2); 

    k3 = h*feval(xprime,xo'+k2/2); 

    k4 = h*feval(xprime,xo'+k3); 

    xo = xo+(k1'+2*k2'+2*k3'+k4')/6; 

     

    w(1:4,i+1) = xo'; 

end 
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