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Περίληψη 
 
 
Στο πρώτο κομμάτι της παρούσας εργασίας γίνεται μελέτη της αδιαβατικής 

προσέγγισης και του αδιαβατικού θεωρήματος από θεωρητική σκοπιά και στη 
συνέχεια μέσω της λύσης του παραδείγματος του απειρόβαθου τετραγωνικού 
πηγαδιού δυναμικού μεταβαλλόμενου πλάτους.  

Στο δεύτερο κομμάτι της εργασίας περνάμε στη μελέτη των γεωμετρικών φάσεων 
της κβαντικής μηχανικής ξεκινώντας πρώτα από τον αρχικό ορισμό του Berry, και 
ύστερα εξετάζουμε τις φάσεις που εισάχθηκαν από τους Aharonov-Anandan και 
Pancharatnam που μπορούν να θεωρηθούν στην ουσία γενικεύσεις της φάσης του 
Berry. Τελειώνοντας μελετάμε μερικές περιπτώσεις γεωμετρικών φάσεων στη 
κλασσική μηχανική. Στα κεφάλαια αυτά γίνεται θεωρητική μελέτη της κάθε περίπτωσης 
αλλά και πρακτική μελέτη μέσω της εφαρμογής της κάθε είδους φάσης σε φυσικά 
παραδείγματα.  
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Abstract 
 
 
The first part of this work studies the adiabatic approximation and the adiabatic 

theorem firstly from a theoretical point of view and then from a practical point of view 
via the solution of the example of the infinite square well with one moving wall. 

In the second part of this work we study geometric phases in quantum mechanics 
beginning with the original derivation by Berry, then examining the phases introduced 
by Aharonov-Anandan and Pancharatnam, both of which could be considered 
generalizations of the Berry phase. Finishing we study briefly a couple of examples of 
geometric phases in classical mechanics. In these chapters we do a theoretical study of 
each case and a practical study via the application of each type of phase to physical 
examples. 
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1 Αδιαβατική  Προσέγγιση: Γενικότητες 
 
Η πρώτη ανάπτυξη ενός φορμαλισμού της ιδέας της αδιαβατικής θεωρίας έγινε από 

τον Paul  Ehrenfest  το 1916 (Ehrenfest, 1916) και αργότερα καθιερώθηκε με την 
δουλειά των Max Born και Vladimir Fock το 1928 (Born & Fock, 1928) με την πρώτη 
απόδειξη της αδιαβατικής θεωρίας. 

Αδιαβατικότητα ορίζεται σαν το φαινόμενο που βρίσκεται στο σύνορο των στατικών 
φαινομένων (αμετάβλητες καταστάσεις) και των δυναμικών φαινομένων (μεταβλητές 
καταστάσεις) μιλάμε δηλαδή για μεταβολές οι οποίες είναι αργές. Αυτή η σταδιακή 
μεταβολή στις εξωτερικές συνθήκες ενός συστήματος χαρακτηρίζει μια αδιαβατική 
διαδικασία. Ο βασικός τρόπος ανάλυσης ενός αδιαβατικού συστήματος είναι η αρχική 
επίλυση του προβλήματος με σταθερές τις εξωτερικές συνθήκες και στη συνέχεια η 
εξέταση του προβλήματος όταν επιτρέπεται η χρονική μεταβολή.  

Μια απότομη διαδικασία είναι αυτή στην οποία έχουμε ταχέως μεταβαλλόμενες 
συνθήκες που δεν επιτρέπουν στο σύστημα να προσαρμοστεί κατά την διάρκεια της 
διαδικασίας με αποτέλεσμα η πυκνότητα πιθανότητας παραμένει αμετάβλητη. Τυπικά 
δεν υπάρχει ιδιοκατάσταση της τελικής Χαμιλτονιανής με την ίδια μορφή με αυτήν της 
αρχικής και το σύστημα καταλήγει σε έναν γραμμικό συνδυασμό των καταστάσεων που 
αθροίζονται για να αναπαραγάγουν την αρχική πυκνότητα πιθανότητας. 

Ενώ μία αδιαβατική διαδικασία έχει σταδιακά μεταβαλλόμενες συνθήκες που 
επιτρέπουν στο σύστημα να προσαρμόσει την σύνθεσή του, οπότε αλλάζει και η 
πυκνότητα πιθανότητας με την διαδικασία.  

Η αδιαβατική θεωρία έχει να κάνει με κβαντικομηχανικά συστήματα τα οποία 
περιγράφονται από Χαμιλτονιανή η οποία αλλάζει αργά με τον χρόνο από μία αρχική 
μορφή Ηi σε μία τελική Hf. Η θεωρία δηλώνει, για διακριτό και μη εκφυλισμένο φάσμα 
κατά την μετάβαση, ότι ένα σωματίδιο που αρχικά βρίσκεται στην n-οστή 
ιδιοκατάσταση της Ηi  θα μεταφερθεί στην n-οστή ιδιοκατάσταση της Hf. 

 

1.1 Αδιαβατική Προσέγγιση 
 
Η  πρώτη απόδειξη της θεωρίας έγινε από τους Born και Fock (Born & Fock, 1928). 

Οι David Griffiths (Griffiths, 1995) και Albert Messiah (Messiah, 1962) παρουσιάζουν 
επίσης, στα γνωστά συγγράμματά τους, αποδείξεις της θεωρίας. 

Στην περίπτωση της χρόνο-ανεξάρτητης Χαμιλτονιανή η εξίσωση του Schrödinger 

ˆ ( , ) ( , )H x t i x t
t
∂

Ψ = Ψ
∂
  1.1.1 

απλοποιείται στην χρόνο-ανεξάρτητη εξίσωση Schrödinger  
 ( ) ( )ˆ

n n nH x E xψ ψ=  1.1.2 
που δίνει την γενική λύση, κατά τα γνωστά 

/( , ) ( ) n
n n

iE t

n
x t c x eψ −Ψ =∑   1.1.3 

και συγκεκριμένα για την n-οστή ιδιοκατάσταση 
/( , ) ( ) n

n
t

n
iEx t x eψ −Ψ =   1.1.4 
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Αυτό το αποτέλεσμα μας λέει ότι ένα σωματίδιο ξεκινώντας από την n-οστή 
ιδιοκατάσταση παραμένει στην n-οστή ιδιοκατάσταση αποκτώντας απλά έναν 
παράγοντα φάσης /niE te−  . 

Σε μία αδιαβατική διαδικασία η Χαμιλτονιανή είναι χρόνο-εξαρτημένη οπότε έχουμε 
( ) ( )ˆ )( () n n nH t t E ttψ ψ=  1.1.5 

Όμως, σε για χρονική στιγμή  𝑡𝑡  οι ιδιοκαταστάσεις είναι ορθογώνιες, δηλαδή  
( ) ( )n m nmt tψ ψ δ=  1.1.6 

Θεωρούμε ότι η ( )n tψ  περιγράφει το σύστημα την χρονική στιγμή t  ανεξάρτητα από 
την θέση x μιας κι εδώ μας απασχολεί  κυρίως  η χρονική εξάρτηση. 

Τώρα η γενική λύση της χρόνο-εξαρτημένης εξίσωσης Schrödinger γίνεται 
( )( ) ( ) ( ) ni t

n n
n

t c t t e θψΨ =∑  1.1.7 

όπου 
0

1( ) ( )
t

n nt dt E tθ ′ ′= − ∫
  

1.1.8 

Ο παράγοντας φάσης ( )ni te θ  ονομάζεται δυναμική φάση. Με αντικατάσταση  της 
(1.1.7) στην Schrödinger (1.1.1) παίρνουμε  
 ˆ( ) n ni i

n n n n n n n n n
n n

i c c ic e c H eθ θψ ψ ψ θ ψ+ + =∑ ∑


  

Όμως n
n

Eθ = −



 και ˆ
n n nH Eψ ψ=  άρα έχουμε 

( )n n n

n n n

i i in
n n n n n n n n n n n n n n n n

n n n

i i i
n n n n n n n

n n n

Ei c c ic e c E e i c i c c E e

c E e c e c e

θ θ θ

θ θ θ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ

  + + − = ⇒ + +    
= ⇒ = −

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

  
  





Παίρνοντας τώρα το εσωτερικό γινόμενο με mψ  έχουμε 

 n n n ni i i i
n m n n m n n mn n m n

n n n n
c e c e c e c eθ θ θ θψ ψ ψ ψ δ ψ ψ= − ⇒ = − ⇒∑ ∑ ∑ ∑  

 ( )( ) n mi
m n m n

n
c t c e θ θψ ψ −= −∑   1.1.9 

Βλέπουμε ότι για m n= : 
( )n mi

n m n m m mc e cθ θψ ψ ψ ψ−− = −   1.1.10 
Τώρα παραγωγίζουμε την (1.1.5) ως προς τον χρόνο και παίρνουμε το εσωτερικό 

γινόμενο με mψ : 

ˆ ˆ ˆ ˆ
n n n n m mn n n n n n nm nmH H E E H H E Eψψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψψ ψ ψ+ = + ⇒ + = + 

 

     

ˆ ˆ
n n n n m nm m m nH H E Eψ ψ ψψ ψψ ψ ψ+ = +⇒ 



   1.1.11 

Αξιοποιούμε την ερμιτειανότητα του τελεστή Ĥ  για να γράψουμε 
ˆ

nm m nmEHψ ψψψ =  , που μαζί με την (1.1.6) με αντικατάσταση στην (1.1.11) μας 
δίνει για m n≠  

( )ˆ
n n m nm mH E Eψ ψ ψψ−=

  1.1.12 

( ) ( )
ˆ

n m n mi m n i
n m n n

n m

H
c e c e

E E
θ θ θ θψ ψ

ψ ψ − −⇒ − = −
−



  1.1.13 
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Έτσι τελικά η (1.1.9) λόγω των σχέσεων (1.1.13) και (1.1.10) μας δίνει:  

( ) ( )

ˆ

( ) n m n m
m n

i i
m n m n m m m n

n n m n m

H
tc t c e c c e

E E
θ θ θ θ

ψ ψ
ψ ψ ψ ψ− −

≠

∂
∂= − = − −
−∑ ∑   1.1.14 

Μέχρι εδώ οι υπολογισμοί ήταν ακριβείς. Τώρα όμως η αδιαβατική προσέγγιση μας 
λέει ότι η χρονική παράγωγος της Χαμιλτονιανής θα είναι πάρα πολύ μικρή μιας κι 
μεταβάλλεται αργά με τον χρόνο. Έτσι ο δεύτερος όρος παραλείπεται και παίρνουμε 
την διαφορική εξίσωση  

( )m m m mc t c ψ ψ= − 

 1.1.15 
Η λύση της οποίας είναι  

0

( ) ( )
( )( ) (0) (0)

t

m m
m

dt t t
i t

m m mc t c e c e
ψ ψ

γ
′ ′ ′−∫

= =


 
1.1.16 

όπου 
0

( ) ( ) ( )
t

m m mt i dt t t
t

γ ψ ψ∂′ ′ ′=
′∂∫  1.1.17 

Αυτός ο παράγοντας φάσης ( )mi te γ ονομάζεται γεωμετρική φάση. Η τελική λύση 
γράφεται για την ιδιοκατάσταση n: 

( ) ( )( ) ( ) n ni t i t
n nt t e eθ γψΨ =  1.1.18 

Έτσι βλέπουμε ότι και στην χρόνο-εξαρτημένη περίπτωση η κυματοσυνάρτηση 
παραμένει στην n-οστή ιδιοκατάσταση αποκτώντας απλώς κάποιους παράγοντες 
φάσης. Ο νέος παράγοντας φάσης μπορεί να απαλειφθεί με κατάλληλες επιλογές 
βαθμίδας για τις κυματοσυναρτήσεις, εάν όμως η αδιαβατική εξέλιξη είναι κυκλική και 
ο χώρος των παραμέτρων είναι δισδιάστατος και πάνω, τότε η ( )n tγ  γίνεται μία 
βαθμωτά αναλλοίωτη φυσική ποσότητα που πρώτο-ανακαλύφθηκε από τον 
Shivaramakrishnan Pancharatnam (Pancharatnam, 1956) και αργότερα ξανά-
ανακαλύφθηκε από τον Sir Michael Berry (Berry, 1984) από τον οποίο και απέκτησε το 
όνομα φάση του Berry (Berry Phase). Αν ο χώρος των παραμέτρων είναι μονοδιάστατος 
η φάση μπορεί πάντα να γίνει μηδενική. 

Η συγκεκριμένη απόδειξη έγινε με τις προϋποθέσεις ότι μιλάμε για διακριτό φάσμα 
κι μην εκφυλισμένες καταστάσεις. Από τότε όμως έχει αποδειχθεί ότι η θεωρία 
συνεχίζει να ισχύει και μετά την άρση των περιορισμών αυτών (Avron & Elgart, 1999). 

 

1.2 Αδιαβατικά Αναλλοίωτες Ποσότητες 
 
Ένα αδιαβατικό αναλλοίωτο είναι μία φυσική ποσότητα που παραμένει σταθερή 

κατά την διάρκεια μιας αδιαβατικής μεταβολής. Ο Paul Ehrenfest (Ehrenfest, 1916) 
απέδειξε ότι για ένα περιοδικό σύστημα με έναν βαθμό ελευθερίας x  με αντίστοιχη 
ορμή p  η ποσότητα  

,S pdx= ∫  1.2.1 
όπου το ολοκλήρωμα γίνεται σε ένα πλήρη κύκλο, είναι αδιαβατικά αναλλοίωτη. Στη 
συνέχεια απαίτησε την κβάντωση του S  με επιτρεπτές τιμές να δίνονται από τον τύπο  

( )0S n n h= +  1.2.2 
όπου το 0n  είναι μία σταθερά ρύθμισης ώστε να υπάρχει συμφωνία με το πείραμα και 
η (1.2.2) να δίνει την σωστή θεμελιώδη κατάσταση. 
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Θεωρούμε το παράδειγμα ενός σωματιδίου μάζας m  εγκλωβισμένο σε απειρόβαθο 
πηγάδι του οποίου το πλάτος μεταβάλλεται αδιαβατικά. Παρατηρούμε ότι η ταχύτητα 
του σωματιδίου θα αλλάξει ως αποτέλεσμα της σύγκρουσής του με το κινούμενο 
τοίχωμα. Εάν το σωματίδιο έχει αρχικά ταχύτητα v  και το τοίχωμα κινείται με ταχύτητα 
u , η ταχύτητα του σωματιδίου μετά την κρούση θα είναι 2v u− . Η αλλαγή στην 

κινητική του ενέργεια θα είναι ( )2 21 12 2
2 2

m v u mv muv− − ≈ − , για μικρές ταχύτητες u  

αφού μιλάμε για αδιαβατική μεταβολή. Σε χρόνο tδ  θα γίνουν 
2
v t
l
δ  συγκρούσεις 

οπότε η συνολική μεταβολή της ενέργειας στο χρόνο αυτό θα είναι 
22

2
v EE muv t l
l l

δ δ δ= − = − . Ολοκληρώνοντας το τελευταίο παίρνουμε 2ln .El const=  

οπότε η ποσότητα 2El  παραμένει αναλλοίωτη κατά την αδιαβατική μεταβολή του 
πλάτους του πηγαδιού. 

 

1.3 Προσδιορισμός της Συνθήκης Αδιαβατικής Μεταβολής  
 
Θεωρούμε μια Χαμιλτονιανή που μεταβάλλεται με τον χρόνο από μία αρχική τιμή 

0Ĥ  την χρονική στιγμή 0t  σε μία τελική 1Ĥ  την χρονική στιγμή 1t . Ορίζουμε 1 0t tτ = − . 
Η εξέλιξη του συστήματος μπορεί να περιγραφθεί στην εικόνα του Schrödinger από τον 
τελεστή χρονικής εξέλιξης που ορίζεται από την ολοκληρωτική εξίσωση

0

0 0
ˆ ˆ ˆ( , ) 1 ( ) ( , )

t

t

iU t t H t U t t dt′ ′ ′= − ∫


, που είναι ισοδύναμη με την εξίσωση του Schrödinger. 

Γνωρίζοντας την αρχική κυματοσυνάρτηση, την χρονική στιγμή 0t , η εξέλιξη του 
συστήματος μέχρι κάποια μεταγενέστερη στιγμή t  μπορεί να βρεθεί χρησιμοποιώντας 
την σχέση 0 0

ˆ( ) ( , ) ( )t U t t tψ ψ=  και το πρόβλημα του προσδιορισμού της 
αδιαβατικότητας μιας διαδικασίας ανάγεται στο πρόβλημα εύρεσης της εξάρτησης του 

1 0
ˆ ( , )U t t  από το τ . 

Για τον προσδιορισμό της εγκυρότητας της αδιαβατικής προσέγγισης για μία 
διαδικασία, μπορεί κανείς να υπολογίσει την πιθανότητα να βρεθεί το σύστημα σε μία 
κατάσταση διαφορετική από αυτήν όπου ξεκίνησε. Έτσι 

† †
0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )t U t t U t t t t U t t t t U t t tζ ψ ψ ψ ψ ψ ψ= −  
και αφού  

( )1 1

0 0 0

2

0 2
ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) 1 ( ) ( ) ( ) ...

t t t

t t t

iiU t t H t dt dt dt H t H t
′−
′ ′′ ′ ′′= − + +∫ ∫ ∫

 

 

παίρνοντας τους δύο πρώτους όρους της ανάπτυξης και ορίζοντας  
1

0

1 ˆ ( )
t

t

H H t dt
τ

≡ ∫  

έχουμε τελικά  

( )
2 2 2

22
0 0 0 02 2( ) ( ) ( ) ( ) Ht H t t H tτ τζ ψ ψ ψ ψ ∆

= − =
 

. 
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Η προσέγγιση απότομης μεταβολής είναι έγκυρη όταν 1
H

ζ τ⇒
∆


   που είναι 

τελικά και η συνθήκη εγκυρότητας. Παρατηρούμε ότι η συνθήκη αυτή είναι στην ουσία 
μια μορφή της σχέσης αβεβαιότητας ενέργειας-χρόνου. 

Στο όριο 0τ →  (προσέγγιση απότομης μεταβολής)  έχουμε απείρως γρήγορη 
μεταβολή και 00

ˆlim ( , ) 1U t t
τ→

= , τότε το λειτουργικό μέρος του συστήματος παραμένει 

αμετάβλητο 
2 2

1 0( ) ( )x t x tψ ψ= . Η εγκυρότητα της προσέγγισης απότομης 

μεταβολής για μία διαδικασία μπορεί να χαρακτηριστεί από την πιθανότητα να μην 
μεταβληθεί η κατάσταση του συστήματος. 

Στο όριο τ →∞  (αδιαβατική προσέγγιση) έχουμε απείρως αργή μεταβολή. Το 
σύστημα εξελίσσεται αλλάζοντας μορφή με τις μεταβαλλόμενες συνθήκες, 

2 2
1 0( ) ( )x t x tψ ψ≠  αλλά αν ξεκινήσει από μία ιδιοκατάσταση της 0

ˆ ( )H t  θα 

περάσει στην αντίστοιχη ιδιοκατάσταση της 1
ˆ ( )H t . Η εγκυρότητα της προσέγγισης 

μπορεί να προσδιοριστεί από την πιθανότητα η τελική κατάσταση να είναι διαφορετική 
από την αρχική. 

 

1.4 Πιθανότητα Landau-Zener 
 
To 1932 δημοσιεύθηκαν ξεχωριστά από τους Lev Landau (Landau, 1932), Clarence 

Zener (Zener, 1932), Ernst Stueckelberg (Stueckelberg, 1932) και Ettore Majorana 
(Majorana, 1932) λύσεις του προβλήματος υπολογισμού  της πιθανότητας μίας 
απότομης μετάβασης μεταξύ δύο ενεργειακών καταστάσεων σε κβαντομηχανικό 
σύστημα 2 ενεργειακών επιπέδων, που έχει χρόνοεξαρτώμενη Χαμιλτονιανή που 
μεταβάλλεται έτσι ώστε ο ενεργειακός διαχωρισμός να είναι γραμμική συνάρτηση του 
χρόνου. 

Εάν το σύστημα ξεκινήσει από το χαμηλότερο ενεργειακό επίπεδο την χρονική 
στιγμή t = −∞ , θέλουμε να υπολογίσουμε την πιθανότητα να βρούμε το σύστημα στο 
υψηλότερο ενεργειακό επίπεδο την χρονική στιγμή t = ∞ . Για απείρως αργή μεταβολή 
της Χαμιλτονιανής, το αδιαβατικό θεώρημα μας λέει ότι δεν υπάρχει πιθανότητα το 
σύστημα να αλλάξει ενεργειακό επίπεδο, σε μη-μηδενικές ταχύτητες όμως μεταβάσεις 
γίνονται με πιθανότητα που περιγράφεται από τον πιθανότητα Landau-Zener. 

Για να λυθεί το πρόβλημα διατυπώθηκαν μια σειρά προϋποθέσεις γνωστές ως την 
προσέγγιση Landau-Zener. 

 
1. Η παράμετρος διαταραχής της Χαμιλτονιανής είναι γνωστή και γραμμική 

συνάρτηση του χρόνου. 
2. Ο ενεργειακός διαχωρισμός των καταστάσεων μεταβάλλεται γραμμικά με 

τον χρόνο. 
3. Η σύζευξη στον πίνακα της Χαμιλτονιανής είναι χρόνο-ανεξάρτητη. 

 
Η προϋπόθεση ο ενεργειακός διαχωρισμός να μεταβάλλεται γραμμικά με τον χρόνο 

μας επιτρέπει να γράψουμε 2 1( ) ( )E E t E t at∆ = − = , όπου a  μία σταθερά. Ο Zener 
(Zener, 1932) απέδειξε ότι η πιθανότητα μιας απότομης μετάβασης δίνεται από τον 
τύπο  

5 
 



 
2P e π− Γ=  

 Όπου 
( )

2 2
12 12

2 1( ) ( )d aE t E t
dt

Ε Ε
Γ = =

− 



 

και 12E  είναι το μη-διαγώνιο στοιχείο της Χαμιλτονιανής. Η φόρμουλα που έβγαλε ο 
Landau διαφέρει κατά έναν παράγοντα 2π από αυτό του Zener ( P e−Γ= ). 
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2 Απειρόβαθα Τετραγωνικά Πηγάδια Δυναμικού 
 

2.1 Απειρόβαθο Τετραγωνικό Πηγάδι Δυναμικού με Μεταβαλλόμενο 
Πλάτος 

 
Παράδειγμα μιας αδιαβατικής διαδικασίας είναι το απειρόβαθο τετραγωνικό 

πηγάδι δυναμικού του οποίου το ένα τοίχωμα κινείται με αργό ρυθμό. 
Το αδιαβατικό θεώρημα μας λέει ότι ένα σωματίδιο που αρχικά βρίσκεται στην 

θεμελιώδη κατάσταση του απειρόβαθου πηγαδιού πλάτους L  
2( ) sini x x
L L

πψ  =  
 

 

Μετά την επέκταση του πηγαδιού σε πλάτος π.χ. 2L  το σωματίδιο θα βρίσκεται 
στην θεμελιώδης κατάσταση του νέου απειρόβαθου πηγαδιού 

1( ) sin
2

f x x
L L

πψ  =  
   

 

 
 
με την πιθανή προσθήκη κάποιου παράγοντα φάσης. Η μόνη προϋπόθεση είναι η 

μεταβολή να γίνει με αδιαβατικό τρόπο. Αλλιώς η νέα κατάσταση που προκύπτει είναι 
ένας πολύπλοκος γραμμικός συνδυασμός των ιδιοκαταστάσεων  της νέας 
Χαμιλτονιανής. 
 
 

 
Σχήμα 2.2: Το σωματίδιο 

βρίσκεται αρχικά στην θεμελιώδης 
κατάσταση. 

 
Σχήμα 2.3: Εάν το τοίχωμα 

κινηθεί αργά το σωματίδιο θα 
βρεθεί στην θεμελιώδες 
κατάσταση του νέου πηγαδιού. 

 
Σχήμα 2.4: Εάν το τοίχωμα 

κινηθεί γρήγορα η νέα κατάσταση 
είναι γραμμικός συνδυασμός των 
νέων ιδιοκαταστάσεων. 

 
 

Σχήμα 2.1: Το απειρόβαθο 
τετραγωνικό πηγάδι δυναμικού του 
οποίου το ένα τοίχωμα κινείται. 
Εμείς θα θεωρήσουμε ομοιόμορφα 
γραμμική και σταθερή κίνηση 
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Η περίπτωση του απειρόβαθου τετραγωνικού πηγαδιού του οποίου το πλάτος 
επεκτείνεται με σταθερή ταχύτητα v μπορεί να επιλυθεί ακριβώς (Doescher & Rice, 
1969) 

Έχουμε μηδενικό δυναμικό στην περιοχή 0 ( )x L t≤ ≤ και άπειρο σε όλο το υπόλοιπο 
χώρο.  

Η Χαμιλτονιανή είναι τότε 
2 2

22
H

m x
∂

= −
∂

 , 0 ( )x L t≤ ≤ . 

Οι στιγμιαίες ιδιοσυναρτήσεις της ενέργειας μπορούν να χρησιμοποιηθούν σαν 
βάση για την επέκταση της κυματοσυνάρτησης  

( )( , ) ( ) ( , ) ni t
n n

n
x t c t u x t e θΨ =∑

 
2.1.1 

όπου 
2( , ) sin
( ) ( )n

n xu x t
L t L t

π 
=  

   
2.1.2 

0

1( ) ( )
t

n nt dt E tθ ′ ′= − ∫
  

2.1.3 

και 
( )

2 2 2

2( )
2 ( )n

nE t
m L t
π

=


 
2.1.4 

Με αντικατάσταση στην εξίσωση του Schrödinger (1.1.1) παίρνουμε  
2 2

( ) ( )
2 ( ) ( , ) ( ) ( , )

2
n ni t i t

n n n n
n n

c t u x t e i c t u x t e
m x t

θ θ∂ ∂
− =

∂ ∂∑ ∑

  2.1.5 

Που μετά από πράξεις μας δίνει:
 

( ) ( )
22

2 2
2 2

2

0

1
2 ( )

2( 1) exp
k n

n k

t

k nc c dt
m

knL i n
t

k
hn k L L

π+

≠

 ′= −  ′

 −
− − 

−   
∫∑





  2.1.6 

που είναι αντίστοιχη της εξίσωσης Schrödinger για ένα σωματίδιο σε απειρόβαθο 
πηγάδι δυναμικού με χρόνο-εξαρτημένο πλάτος .  

Για την ειδική περίπτωση που το πλάτος μεταβάλλεται ομοιόμορφα  και με σταθερό 
ρυθμό θα έχουμε 0( )L t l vt= +  και L const v= = . Εισάγουμε επίσης τις αδιάστατες 
μεταβλητές 

0 0

( ) 1L t v t
l l

ξ = = +  2.1.7 

και 0

2
ml vα =
  

2.1.8 

Αντικαθιστώντας τις (2.1.7) και (2.1.8) στην (2.1.6) παίρνουμε:  

( )
( )

( )2 2 2

2 2

2 1 1exp 1
4

k n
k

n
n k

i n knkc c
n k

π

ξ α ξξ

+

≠

 −−∂  
 = − − ∂ −    

∑
 

2.1.9 

Αρνητικές τιμές τουα αντιστοιχούν σε ελαττώμενο πλάτος ενώ θετικές σε 
αυξανόμενο πλάτος.  

Οι Doescher και Rice (Doescher & Rice, 1969) απέδειξαν ότι για σταθερή ταχύτητα v
οι συναρτήσεις 

2 2 2

2
0 0 0

2 1( , ) sin exp 1
4n

n x i x inx
l l l

π α πϕ ξ
ξ ξ ξ α ξ

    
= − −    

    
 2.1.10 
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ή ανάλογα 
2 2 2

2

02( , ) sin exp
( ) ( ) 2 ( )n

ni mvx t
mln xx t

L t L t L t

π
πϕ

  
−      =       

  





 2.1.11 

αποτελούν  λύσεις της χρόνο-εξαρτημένης εξίσωσης Schrödinger και αποτελούν επίσης 
μια βολική βάση, γιατί όταν επεκταθούν σε κυματοσυναρτήσεις    

( , ) ( , )n n
n

x t a x tϕΨ =∑  2.1.12 

οι συντελεστές  του αναπτύγματος na  παραμένουν αμετάβλητοι κατά τη διάρκεια της 
μεταβολής και μπορούν να υπολογιστούν την χρονική στιγμή 0t =  με τον συνηθισμένο 
τρόπο:  

0
*

0

( ,0) ( ,0)
l

n na dx x xϕ= Ψ∫  2.1.13 

Εάν για παράδειγμα ένα σωματίδιο ξεκινάει από την θεμελιώδη κατάσταση του 
αρχικού πηγαδιού έχουμε  

0 0

2( ,0) sin xx
l l

π 
Ψ =  

 
 2.1.14 

Από την (2.1.11) παίρνουμε  
2

*

0 0 0

2( ,0) sin exp
2n

n x imvxx
l l l

πϕ
   −

=    
   

 2.1.15 

Άρα η (2.1.13) δίνει από (2.1.14) και (2.1.15) 
0 2

0 0 0 00

2 exp sin sin
2

l

n
imvx n x xa dx

l l l l
π π     −

=     
     

∫


 2.1.16 

Αν θέσουμε και 
0

x z
l
π

=  τότε 0ldx dz
π

=  και 
2

2 20
2 2

02 2
mvlmvx z z

l
α

π π
= =

 

οπότε και 

παίρνουμε μια πιο “κομψή” μορφή της (2.1.16)  

( ) ( )2
2

0

2 exp sin sinn
ia dz z nz z

π α
π π

− =  
 ∫  2.1.17 

Το οποίο ολοκλήρωμα μπορεί να αναπτυχθεί σαν συνάρτηση ολοκληρωμάτων 
Fresnel και να υπολογιστεί, μία διαδικασία ναι μεν εφικτή αλλά όχι εύκολη, και χωρίς 
ιδιαίτερο ενδιαφέρον. 

Κοιτάμε τώρα να βρούμε τις πιθανότητες να βρεθεί το σωματίδιο στις διάφορες 
ενεργειακές ιδιοκαταστάσεις σε κάποια μεταγενέστερη χρονική στιγμή. 

Από (2.1.1) και (2.1.12) έχουμε  
( )( , ) ( , ) ( ) ( , ) ki t

n n k k
n k

x t a x t c t u x t e θϕΨ = =∑ ∑   

ορίζουμε ( )( ) ( ) ki t
k kb t c t e θ=  2.1.18 

και τώρα έχουμε ( , ) ( , ) ( ) ( , )n n k k
n k

x t a x t b t u x tϕΨ = =∑ ∑  2.1.19 

Από (2.1.19) λόγω ορθογωνιότητας των u  έχουμε 
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0 0

( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )
L L

n n k k n n m k k m
n k n k

a x t b t u x t a dx x t u x t b t dxu x t u x tϕ ϕ= ⇒ =∑ ∑ ∑ ∑∫ ∫  

0

( ) ( , ) ( , )
L

k n n k
n

b t a dx x t u x tϕ⇒ =∑ ∫  2.1.20 

0

0

( ) ( , ) ( , )
l

k n n k
n

b a dx x u x
ξ

ξ ϕ ξ ξ⇒ =∑ ∫
 

2.1.21 

Όπως και στο αποτέλεσμα (2.1.16), έτσι και εδώ οι συντελεστές kb  υπολογίζονται 
εκφράζοντας τα ολοκληρώματα  συναρτήσει των ολοκληρωμάτων Fresnel.  

Η αναμενόμενη τιμή της ενέργειας του σωματιδίου θα δίνεται από τον τύπο: 

( ) ( ) ( )2
k k

k
E b Eξ ξ ξ=∑

 
2.1.22 

 

2.2 Γραφικές Απεικονίσεις 
 
Έχει ενδιαφέρον να παρουσιάσουμε γραφικά ορισμένα μεγέθη του συστήματος για 

τις περιπτώσεις των θετικών και αρνητικών ταχυτήτων α. 

2.2.1 Πηγάδι Ελαττούμενου Πλάτους  
 

Υπολογίζοντας τις πιθανότητες 
2( )kb ξ από την (2.1.25) μπορούμε να τις 

απεικονίσουμε συναρτήσει του 
0

( )L t
l

ξ =  για διάφορες αρνητικές τιμές του α .  

 
 

Σχήμα 2.5: Πιθανότητες συναρτήσει του ξ 
να βρεθεί το σωματίδιο σε διάφορες 
ενεργειακές καταστάσεις  για 
ταχύτητα συμπίεσης α=-1. 

 
Οι χρωματικές αντιστοιχίες είναι: 

 
 

 
Στα διαγράμματα αυτά μιάς και μιλάμε για αρνητικές ταχύτητες προφανώς ο χρόνος 

κυλάει από τα δεξιά προς τα αριστερά. Εδώ βλέπουμε ότι για μία μικρή σχετικά 
ταχύτητα συμπίεσης η πιθανότητα, σε συμφωνία με την αδιαβατική θεωρία, να 
παραμείνει το σωματίδιο στην θεμελιώδη κατάσταση είναι πολύ μεγάλη. Στα 
παρακάτω διαγράμματα βλέπουμε ότι όσο αυξάνουμε την ταχύτητα συμπίεσης 
αυξάνονται κι οι πιθανότητες να βρεθεί το σωματίδιο σε άλλες ενεργειακές 
καταστάσεις. 

 

k=1 →  κόκκινο 
k=2 →  πράσινο 
k=3 →  μπλε 
k=4 →  καφέ 
k=5 →  πορτοκαλί 
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Σχήμα 2.6:  Πιθανότητες συναρτήσει του ξ 
να βρεθεί το σωματίδιο σε διάφορες 
ενεργειακές καταστάσεις  για 
ταχύτητα συμπίεσης α=-2. 

 
Οι χρωματικές αντιστοιχίες είναι: 

 
 

 
Σχήμα 2.7:  Πιθανότητες συναρτήσει του ξ 

να βρεθεί το σωματίδιο σε διάφορες 
ενεργειακές καταστάσεις  για 
ταχύτητα συμπίεσης α=-4. 

 
Οι χρωματικές αντιστοιχίες είναι: 

 
 

 
Σχήμα 2.8:  Πιθανότητες συναρτήσει του ξ 

να βρεθεί το σωματίδιο σε διάφορες 
ενεργειακές καταστάσεις  για 
ταχύτητα συμπίεσης α=-8. 

 
Οι χρωματικές αντιστοιχίες είναι: 

 
 
Απεικονίζοντας την αναλογία της μέσης ενέργειας του σωματιδίου προς την 

ενέργεια της θεμελιώδους κατάστασης 
( )

1

E
E
ξ

 συναρτήσει του ξ  για διάφορες 

ταχύτητες συμπίεσης παρατηρούμε ότι αυξάνοντας τις ταχύτητες συμπίεσης υπάρχει 
σημαντική αύξηση της ενέργειας. 

 
 

k=1 →  κόκκινο 
k=2 →  πράσινο 
k=3 →  μπλε 
k=4 →  καφέ 
k=5 →  πορτοκαλί 

k=1 →  κόκκινο 
k=2 →  πράσινο 
k=3 →  μπλε 
k=4 →  καφέ 
k=5 →  πορτοκαλί 

k=1 →  κόκκινο 
k=2 →  πράσινο 
k=3 →  μπλε 
k=4 →  καφέ 
k=5 →  πορτοκαλί 
k=6 →  ροζ 
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Σχήμα 2.9: Η αναλογία της μέσης ενέργειας 
του σωματιδίου προς την ενέργεια της 
θεμελιώδους κατάστασης συναρτήσει 
του ξ για διάφορες ταχύτητες 
συμπίεσης. 

 
Οι χρωματικές αντιστοιχίες είναι: 

 
 
 

Έχει ενδιαφέρον όμως, πέρα από τις πιθανότητες να απεικονίσουμε και την ίδια την 
κυματοσυνάρτηση ( , ) ( , )n n

n
x a xξ ϕ ξΨ =∑   για διάφορες ταχύτητες συμπίεσης, σε 

κάποια χρονική στιγμή t . Eμείς θα επιλέξουμε την χρονική στιγμή όπου το πηγάδι έχει 

συμπιεστεί στο μισό του αρχικού του πλάτους, δηλαδή
1
2

ξ = . Απεικονίζουμε μαζί με 

την κυματοσυνάρτηση του σωματιδίου του πηγαδιού μεταβαλλόμενου πλάτους την 

χρονική στιγμή που το πλάτος του πηγαδιού είναι 0
1
2

l  και την κυματοσυνάρτηση ενός 

σωματιδίου σε πηγάδι με πλάτος 0
1
2

l , ( )
0 0

4 2sin xx
l l

πψ
 

=  
 

,για να φανεί η επίδραση 

της ταχύτητας συμπίεσης και πως η κυματοσυναρτήσεις πάνε να ταυτιστούν για μικρές 
ταχύτητες, όπως μας λέει άλλωστε και η αδιαβατική θεωρία. 

 
 

 
Σχήμα 2.10: Σύγκριση των 

κυματοσυναρτήσεων για πηγάδι με 
πλάτος L0/2, με την κυματοσυνάρτηση 
για το συμπιεζόμενο πηγάδι την στιγμή 
που L=L0/2, με ταχύτητα συμπίεσης 
α=-0.005. 

 
Οι χρωματικές αντιστοιχίες είναι: 

 
 

 
 
 
 
 
 

1α = −  →  κόκκινο 
2α = −  →  μπλε 
4α = −  →  πράσινο 
8α = −  →  πορτοκαλί 

Συμπιεζόμενο →  κόκκινο 
Απλό →  μπλε 
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Σχήμα 2.11: Σύγκριση των 
κυματοσυναρτήσεων για πηγάδι με 
πλάτος L0/2, με την κυματοσυνάρτηση 
για το συμπιεζόμενο πηγάδι την στιγμή 
που L=L0/2, με ταχύτητα συμπίεσης 
α=-1. 

 
Οι χρωματικές αντιστοιχίες είναι: 

 
 

 
Σχήμα 2.12: Σύγκριση των 

κυματοσυναρτήσεων για πηγάδι με 
πλάτος L0/2, με την κυματοσυνάρτηση 
για το συμπιεζόμενο πηγάδι την στιγμή 
που L=L0/2, με ταχύτητα συμπίεσης 
α=-2. 

 
Οι χρωματικές αντιστοιχίες είναι: 

 
 

 
Σχήμα 2.13: Σύγκριση των 

κυματοσυναρτήσεων για πηγάδι με 
πλάτος L0/2, με την κυματοσυνάρτηση 
για το συμπιεζόμενο πηγάδι την στιγμή 
που L=L0/2, με ταχύτητα συμπίεσης 
α=-4. 

 
Οι χρωματικές αντιστοιχίες είναι: 

 
 

 
Σχήμα 2.14: Σύγκριση των 

κυματοσυναρτήσεων για πηγάδι με 
πλάτος L0/2, με την κυματοσυνάρτηση 
για το συμπιεζόμενο πηγάδι την στιγμή 
που L=L0/2, με ταχύτητα συμπίεσης 
α=-8. 

 
Οι χρωματικές αντιστοιχίες είναι: 

 
 

 

Συμπιεζόμενο →  κόκκινο 
Απλό →  μπλε 

Συμπιεζόμενο →  κόκκινο 
Απλό →  μπλε 

Συμπιεζόμενο →  κόκκινο 
Απλό →  μπλε 

Συμπιεζόμενο →  κόκκινο 
Απλό →  μπλε 
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Σχήμα 2.15: Σύγκριση των 
κυματοσυναρτήσεων για πηγάδι με 
πλάτος L0/2, με την κυματοσυνάρτηση 
για το συμπιεζόμενο πηγάδι την στιγμή 
που L=L0/2, με ταχύτητα συμπίεσης 
α=-16. 

 
Οι χρωματικές αντιστοιχίες είναι: 

 
 

 

2.2.2 Πηγάδι Αυξανόμενου Πλάτους 
 

Υπολογίζοντας, ομοίως με το προηγούμενο παράδειγμα, τις πιθανότητες 
2( )kb ξ

από την (2.1.25) τις απεικονίζουμε συναρτήσει του 
0

( )L t
l

ξ =  για διάφορες θετικές τιμές 

του α .  Θεωρούμε αύξηση πλάτους μέχρι την χρονική στιγμή που διπλασιάζεται, 
δηλαδή μέχρι 2ξ = .  

 
 

Σχήμα 2.16: Πιθανότητες συναρτήσει του ξ 
να βρεθεί το σωματίδιο σε διάφορες 
ενεργειακές καταστάσεις  για 
ταχύτητα εκτόνωσης α=0.005. 

 
Οι χρωματικές αντιστοιχίες είναι: 

 
 

 
Σχήμα 2.17: Πιθανότητες συναρτήσει του ξ 

να βρεθεί το σωματίδιο σε διάφορες 
ενεργειακές καταστάσεις  για 
ταχύτητα εκτόνωσης α=1. 

 
Οι χρωματικές αντιστοιχίες είναι: 

 
 

 
 

Συμπιεζόμενο →  κόκκινο 
Απλό →  μπλε 

k=1 →  κόκκινο 
k=2 →  πράσινο 
k=3 →  μπλε 
k=4 →  καφέ 
k=5 →  πορτοκαλί 

k=1 →  κόκκινο 
k=2 →  πράσινο 
k=3 →  μπλε 
k=4 →  καφέ 
k=5 →  πορτοκαλί 
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Σχήμα 2.18: Πιθανότητες συναρτήσει του ξ 
να βρεθεί το σωματίδιο σε διάφορες 
ενεργειακές καταστάσεις  για 
ταχύτητα εκτόνωσης α=2. 

 
Οι χρωματικές αντιστοιχίες είναι: 

 
 

 
Σχήμα 2.19: Πιθανότητες συναρτήσει του ξ 

να βρεθεί το σωματίδιο σε διάφορες 
ενεργειακές καταστάσεις  για 
ταχύτητα εκτόνωσης α=4. 

 
Οι χρωματικές αντιστοιχίες είναι: 

 
 

 
 

Σχήμα 2.20: Πιθανότητες συναρτήσει του ξ 
να βρεθεί το σωματίδιο σε διάφορες 
ενεργειακές καταστάσεις  για 
ταχύτητα εκτόνωσης α=8. 

 
Οι χρωματικές αντιστοιχίες είναι: 

 
 

 
Απεικονίζοντας αντίστοιχα και την αναλογία της μέσης ενέργειας του σωματιδίου 

προς την ενέργεια της θεμελιώδους κατάστασης 
( )

1

E
E
ξ

 συναρτήσει του ξ  για 

διάφορες ταχύτητες εκτόνωσης δεν παρατηρούμε, σε αντίθεση με την περίπτωση του 
συμπιεζόμενου πηγαδιού, σημαντική αύξηση της ενέργειας με την αύξηση της 
ταχύτητας εκτόνωσης. 

 
 

k=1 →  κόκκινο 
k=2 →  πράσινο 
k=3 →  μπλε 
k=4 →  καφέ 
k=5 →  πορτοκαλί 

k=1 →  κόκκινο 
k=2 →  πράσινο 
k=3 →  μπλε 
k=4 →  καφέ 
k=5 →  πορτοκαλί 

k=1 →  κόκκινο 
k=2 →  πράσινο 
k=3 →  μπλε 
k=4 →  καφέ 
k=5 →  πορτοκαλί 
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Σχήμα 2.21: Η αναλογία της μέσης 
ενέργειας του σωματιδίου προς την 
ενέργεια της θεμελιώδους 
κατάστασης συναρτήσει του ξ για 
διάφορες ταχύτητες εκτόνωσης. 

 
Οι χρωματικές αντιστοιχίες είναι: 

 
 
 
Απεικονίζουμε επίσης και τις κυματοσυναρτήσεις ( , ) ( , )n n

n
x a xξ ϕ ξΨ =∑  για 

διάφορες ταχύτητες εκτόνωσης, για διπλασιασμό του πλάτους του πηγαδιού, και τις 
συγκρίνουμε με την κυματοσυνάρτηση του πηγαδιού πλάτους 02l ,

( )
0 0

1 sin
2

xx
l l

πψ
 

=  
 

, και παρατηρούμε ότι και για μικρές ταχύτητες αλλά και για 

μεγάλες η απεικονίσεις τείνουν να συμπέσουν με τις θεωρητικές προβλέψεις. 
 
 

Σχήμα 2.22: Σύγκριση των 
κυματοσυναρτήσεων για πηγάδι με 
πλάτος 2L0, με την κυματοσυνάρτηση 
για το εκτονούμενο πηγάδι την στιγμή 
που L=2L0, με ταχύτητα εκτόνωσης 
α=0.005. 

 
Οι χρωματικές αντιστοιχίες είναι: 

 
 

 
Σχήμα 2.23: Σύγκριση των 

κυματοσυναρτήσεων για πηγάδι με 
πλάτος 2L0, με την κυματοσυνάρτηση 
για το εκτονούμενο πηγάδι την στιγμή 
που L=2L0, με ταχύτητα εκτόνωσης 
α=1. 

 
Οι χρωματικές αντιστοιχίες είναι: 

 
 

 
 

1α =  →  κόκκινο 
2α =  →  μπλε 
4α =  →  πράσινο 
8α =  →  πορτοκαλί 

Εκτονούμενο →  κόκκινο 
Απλό →  μπλε 

Εκτονούμενο →  κόκκινο 
Απλό →  μπλε 

16 
 



Σχήμα 2.24: Σύγκριση των 
κυματοσυναρτήσεων για πηγάδι με 
πλάτος 2L0, με την κυματοσυνάρτηση 
για το εκτονούμενο πηγάδι την στιγμή 
που L=2L0, με ταχύτητα εκτόνωσης 
α=2. 

 
Οι χρωματικές αντιστοιχίες είναι: 

 
 

 
Σχήμα 2.25: Σύγκριση των 

κυματοσυναρτήσεων για πηγάδι με 
πλάτος 2L0, με την κυματοσυνάρτηση 
για το εκτονούμενο πηγάδι την στιγμή 
που L=2L0, με ταχύτητα εκτόνωσης 
α=4. 

 
Οι χρωματικές αντιστοιχίες είναι: 

 
 

 
Σχήμα 2.26: Σύγκριση των 

κυματοσυναρτήσεων για πηγάδι με 
πλάτος 2L0, με την κυματοσυνάρτηση 
για το εκτονούμενο πηγάδι την στιγμή 
που L=2L0, με ταχύτητα εκτόνωσης 
α=8. 

 
Οι χρωματικές αντιστοιχίες είναι: 

 
 

 
Σχήμα 2.27: Σύγκριση των 

κυματοσυναρτήσεων για πηγάδι με 
πλάτος 2L0, με την κυματοσυνάρτηση 
για το εκτονούμενο πηγάδι την στιγμή 
που L=2L0, με ταχύτητα εκτόνωσης 
α=16. 

 
Οι χρωματικές αντιστοιχίες είναι: 

 
 

 

Εκτονούμενο →  κόκκινο 
Απλό →  μπλε 

Εκτονούμενο →  κόκκινο 
Απλό →  μπλε 

Εκτονούμενο →  κόκκινο 
Απλό →  μπλε 

Εκτονούμενο →  κόκκινο 
Απλό →  μπλε 
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Σχήμα 2.28: Σύγκριση των 
κυματοσυναρτήσεων για πηγάδι με 
πλάτος 2L0, με την κυματοσυνάρτηση 
για το εκτονούμενο πηγάδι την στιγμή 
που L=2L0, με ταχύτητα εκτόνωσης 
α=24. 

 
Οι χρωματικές αντιστοιχίες είναι: 

 
 

 

2.3 Απειρόβαθο Τετραγωνικό Πηγάδι Δυναμικού με Αναδυόμενο 
Φράγμα Δυναμικού 

 
Ένα άλλο παράδειγμα αδιαβατικής διαδικασίας είναι το απειρόβαθο τετραγωνικό 

πηγάδι δυναμικού πλάτους L   μέσα στο οποίο αναδύεται αδιαβατικά ένα τοίχωμα στη 

θέση 
2
L ε+  όπου το ε  είναι μικρό. 

Τότε το δυναμικό θα είναι της μορφής 

( ) ( ),
2
LV x t f t xδ ε = − − 

 
 2.3.1 

Όπου η συνάρτηση ( )f t  ξεκινάει από το μηδέν και αυξάνεται μέχρι το άπειρο, 

δηλαδή ( )0 0f t = =  και ( )f t →∞ →∞ . 
 

 
Σχήμα 2.29: Απειρόβαθο τετραγωνικό πηγάδι δυναμικού με αναδυόμενο τοίχωμα 

Το αδιαβατικό θεώρημα μας λέει ότι ένα σωματίδιο που αρχικά βρίσκεται στην 
θεμελιώδη κατάσταση του απειρόβαθου πηγαδιού πλάτους L  

2( ) sini xx
L L

πψ  =  
 

 

Μετά το τέλος της μεταβολής, όπου το αναδυόμενο δυναμικό έχει πάει στο άπειρο, 
το σωματίδιο θα βρίσκεται στην θεμελιώδης κατάσταση του νέου απειρόβαθου 

Εκτονούμενο →  κόκκινο 
Απλό →  μπλε 
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πηγαδιού. Τώρα όμως έχουν δημιουργηθεί στην ουσία δύο απειρόβαθα πηγάδια, 
οπότε το σωματίδιο θα βρίσκεται σε εκείνο που η θεμελιώδες κατάστασή του έχει την 
μικρότερη ενέργεια. 

Από την εξίσωση του Schrödinger παίρνουμε 

 
2

2
2

d k
dx

ψ ψ= − , όπου 2mEk ≡


  για τις περιοχές 
0

2

2

Lx

L x L

ε

ε

 < < +

 + < <


 

 Την χρονική στιγμή t = ∞  οι συνοριακές τιμές του προβλήματος είναι 

(0) ( ) ( ) 0
2
L Lψ ψ ε ψ= + = = . Έτσι έχουμε: 

• Στην περιοχή 0
2
Lx ε< < + : ( ) sin cosx A kx B kxψ = + , 

όμως ( )0 0 0Bψ = ⇒ =  και 0 sin 0
2 2 2
L L LA k k nψ ε ε ε π     + = ⇒ + = ⇒ + =     

     
 , 

1,2,3,...n =  άρα 
2 2 2

2

2
2

n
nE

Lm

π

ε
=

 + 
 



 . 

• Στην περιοχή 
2
L x Lε+ < < : ( ) ( ) ( )sin cosx C k L x D k L xψ = − + − , 

όμως ( ) 0 0L Dψ = ⇒ =  και 0 sin 0
2 2 2
L L LC k k nψ ε ε ε π      ′+ = ⇒ − = ⇒ − =     

     

, 1,2,3,...n′ =  άρα 
2 2 2

2

2
2

n
nE

Lm

π

ε
′

′
′ =

 − 
 



 . 

Βλέπουμε λοιπόν ότι για 1n =  και θετικό ε , n nE E ′′<  οπότε συμπεραίνουμε ότι την 
χρονική στιγμή t = ∞  το σωματίδιο θα βρίσκεται στο (μεγαλύτερο) αριστερό μισό του 
πηγαδιού και η τελική θεμελιώδης κατάσταση του συστήματος θα είναι  

2( ) sin

2 2

f xx
L L

πψ
ε ε

 
 
 =

    + +        

 στην περιοχή 0
2
Lx ε≤ ≤ +  και ( ) 0f xψ =  αλλού. 

 
Σε μία τυχαία τώρα χρονική στιγμή η εξίσωση του Schrödinger έχει την μορφή  

( )
2 2

22 2
d Lf t x E

m dx
ψ δ ε ψ ψ − + − − = 

 


 2.3.2 

Άρα  

( )
( )

sin , 0
2

sin ,
2

LA kx x
x

LC k L x x L

ε
ψ

ε

 ≤ < += 
 − + < ≤


, όπου 2mEk ≡


 2.3.3 
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Λόγω συνέχειας της ψ  στο σημείο 
2
Lx ε= +  παίρνουμε 

sin
2sin sin

2 2 sin
2

Lk
L LA k C k C A

Lk

ε
ε ε

ε

 +      + = − ⇒ =         − 
 

 2.3.4 

Και από κανονικοποίηση 

( ) ( ) ( ) ( )

2

2

2 2

4 sin
2

sin 2 sin 2 sin 2 sin 2
2 2

Lk k
A

L Lk k L k L k k L k L

ε

ε ε ε ε ε ε

 − 
 =

   − + − + − + − + − +            

 2.3.5 

Λόγω ασυνέχειας της d
dx
ψ  στο σημείο 

2
Lx ε= +  ισχύει (Griffiths, 1995)  

2

2
2 2 2R L

d L d L mf L
dx dx
ψ ε ψ ε ψ ε     + − + = +     

     

 2.3.6 

Που μας δίνει μετά από πράξεις την υπερβατική εξίσωση της θεμελιώδους 
κατάστασης της Χαμιλτονιανής την χρονική στιγμή t   

( )
2sin (cos cos 2 )

mLf t
kL kL k

kL
ε= −



 2.3.7 

Εισάγουμε τώρα τις μεταβλητές z kL≡ , 2

( )mLf tT ≡


, και 2
L
εδ ≡ . Τότε η 

προηγούμενη υπερβατική εξίσωση (2.3.7) παίρνει την μορφή 
costan (1 )
cos

T zz
z z

δ
= −  2.3.8 

Λύνοντας αριθμητικά την (2.3.8) για διάφορες τιμές του χρόνου μπορούμε να 
απεικονίσουμε γραφικά την εξέλιξη της κυματοσυνάρτησης της θεμελιώδους 
κατάστασης. 
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Σχήμα 2.30: Εξέλιξη της κυματοσυνάρτησης της θεμελιώδες κατάστασης του συστήματος σε διάφορες χρονικές 

στιγμές 

Έτσι βλέπουμε και γραφικά πως καθώς αυξάνεται αδιαβατικά το τοίχωμα δυναμικού 
η κυματοσυνάρτηση της θεμελιώδους κατάστασης «σπάει» και συμπιέζεται στο 
αριστερό μισό του πηγαδιού.  

Υπολογίζοντας και την πιθανότητα 

 ( )
2

2 2

2
2

sin
2 sin

sin
2

L

R
L

Lk
P A k L x dx

Lkε

ε

ε+

 + 
 = −
 − 
 

∫   

Βλέπουμε ότι καθώς εξελίσσεται ο χρόνος η πιθανότητα να βρεθεί το σωματίδιο στο 
δεξιό μισό του πηγαδιού ξεκινώντας από σχεδόν 50%, μηδενίζεται. 

 
T 0 1 2 4 8 16 32 100 1000 10000 
PR 0.49 0.486 0.483 0.475 0.458 0.42 0.347 0.147 0.002 0.00003 
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3 Επέκταση σε Παραπάνω Διαστάσεις 
 

 
Μπορούμε να επεκτείνουμε το παράδειγμα της αδιαβατικής διαδικασίας σε 

περισσότερες διαστάσεις. Εδώ θα κοιτάξουμε την περίπτωση του τετραγωνικού 
απειρόβαθου πηγαδιού μεταβαλλόμενου πλάτους  το οποίο έχει 2 διαστάσεις, μία στην 
διεύθυνση των x  και μία στην διεύθυνση των y .  

Έχουμε μηδενικό δυναμικό στις περιοχές 0 ( ),0 ( )x yx L t y L t≤ ≤ ≤ ≤ και άπειρο σε 
όλο τον υπόλοιπο χώρο.  

Η εξίσωση Schrödinger του προβλήματος είναι  
2 2 2

2 2 ( , , ) ( , , )
2 n nx y t i x y t

m x y t
ψ ψ

 ∂ ∂ ∂
− + = ∂ ∂ ∂ 



  3.1 

και αποδεικνύεται ότι οι συναρτήσεις  

2 2 22 2 2
22

00

2 2( , , ) sin sin *
( ) ( ) ( ) ( )

exp
2 ( ) 2 ( )

yx
n

x y x y

yx
yx

yx

x y

n yn xx y t
L t L t L t L t

nn i mv y ti mv x t mlml
L t L t

ππψ

ππ

  
=        

      −  −           +             





 

 3.2 

αποτελούν λύση της (3.1) για ομοιόμορφη κι σταθερή μετακίνηση των τοιχωμάτων 
στην διεύθυνση των x : 0( )x x xL t l v t= + και στην διεύθυνση των y : 0( )y y yL t l v t= + . 

Όντως, αντικαθιστώντας την (3.2) στην (3.1) βλέπουμε (με την βοήθεια του 
mathematica) ότι οι συναρτήσεις (3.2) λύνουν την εξίσωση του Schrödinger. 

Είναι επίσης εύκολο να δούμε σε οποιοδήποτε από τα οριακά σημεία 0x = , 
( )xx L t= , 0y =  και ( )yy L t=  η ( , , )n x y tψ  μηδενίζεται, όπως απαιτούν δηλαδή οι 

συνοριακές συνθήκες του προβλήματος. 
Στην άλλη οριακή περίπτωση όπου 0xv =  και 0yv =   παίρνουμε 

( )
0 0 0 0

2 2( , , ) sin sin exp
x y

yx
n n n

x y x y

n yn x ix y t t E E
l l l l h

ππψ
    = − +           

, που είναι η λύση 

του στατικού προβλήματος, όπως δηλαδή θα έπρεπε. 
Ομοίως για την τρισδιάστατη περίπτωση του ίδιου προβλήματος, θα έχουμε 

μηδενικό δυναμικό στις περιοχές 0 ( ),0 ( ),0 ( )x y zx L t y L t z L t≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ και άπειρο σε 
όλο τον υπόλοιπο χώρο.  

 Έτσι παίρνουμε την εξής εξίσωση Schrödinger 
2 2 2 2

2 2 2 ( , , z, ) ( , , z, )
2 n nx y t i x y t

m x y z t
ψ ψ

 ∂ ∂ ∂ ∂
− + + = ∂ ∂ ∂ ∂ 



  3.3 

που για ομοιόμορφη κι σταθερή μετακίνηση των τοιχωμάτων στην διεύθυνση των x :
0( )x x xL t l v t= + , στην διεύθυνση των y : 0( )y y yL t l v t= +  και στην διεύθυνση των     

z : 0( )z z zL t l v t= +  λύνεται από τις εξισώσεις 
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2 2 22 2 2
22

00

2

2 2 2( , , z, ) sin sin sin *
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

exp
2 ( ) 2 ( )

yx z
n

x y z x y z

yx
yx

yx

x y

z

n yn x n zx y t
L t L t L t L t L t L t

nn i mv y ti mv x t mlml
L t L t

i mv z

ππ πψ

ππ

    
=           

      −  −           +            

−
+





 

2 2 2

0

2 ( )

z

z

z

n t
ml

L t

π   
  
      





 

3.4 
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4 Η Φάση του Berry 
 

4.1 Γενικά 
 
Είχαμε αναφέρει στην αρχή (1.1.17) τον ορισμό της γεωμετρικής φάσης ή φάσης του 

Berry (Berry Phase). Αλλά έχει ενδιαφέρον να κοιτάξουμε με λίγο περισσότερη 
λεπτομέρεια αυτό το φαινόμενο. 

Οι τρεις κεντρικές έννοιες που χρειάζονται για την κατανόηση του φαινομένου των 
γεωμετρικών φάσεων είναι: 

1. Η Αδιαβατικότητα, όπως περιγράφτηκε στο πρώτο κεφάλαιο, δηλαδή η μελέτη 
των φαινόμενων που υπόκεινται σε πολύ αργές μεταβολές. 

2. Η Ανολονομία , δηλαδή το φαινόμενο στο οποίο υπάρχει ολική μεταβολή (global 
change) χωρίς τοπική μεταβολή (local change). Έχουμε δηλαδή μία ανολονομία 
όταν, καθώς μεταβάλλονται κάποιες ποσότητες κυκλικά,  άλλες ποσότητες, που 
εξαρτώνται από αυτές και δεν έχουν τοπικό ρυθμό μεταβολής, δεν γυρνάνε στις 
αρχικές τους τιμές. Για παράδειγμα στην γεωμετρία έχουμε την παράλληλη 
μεταφορά διανυσμάτων στην επιφάνεια μιας σφαίρας και στην οπτική υπάρχει 
η καμπύλωση των ακτινών φωτός (Vladimirsky, 1941). Άλλο ένα παράδειγμα 
ανολονομίας είναι το εκκρεμές του Foucault. 

3. Η Φάση, δηλαδή μία συγκεκριμένη στιγμή σε μία επαναλαμβανόμενη σειρά 
κινήσεων ή μεταβολών και μετριέται φυσικά με μία γωνία γ . 

 

 
Τώρα εάν πάρουμε οποιοδήποτε κβαντομηχανικό σύστημα σε μία διακριτή 

ενεργειακή κατάσταση n  και μεταβάλλουμε αδιαβατικά τις εξωτερικές συνθήκες του 
συστήματος πάνω σε ένα κύκλο, το περιβάλλον θα επιστρέψει στην αρχική του 
κατάσταση και το σύστημα θα βρίσκεται ακόμη στην κατάσταση n  (από το αδιαβατικό 
θεώρημα) αλλά θα έχει αλλάξει η φάση του συστήματος κατά έναν παράγοντα γ  που 
ισούται με το άθροισμα της δυναμικής και της γεωμετρικής φάσης. 

0

1 ( ) ( )
T

n ndtE t Cγ γ= − +∫


 4.1.1 

Η δυναμική φάση αυξάνεται με το T  και αποτελεί ουσιαστικά απάντηση στην 
ερώτηση «πόσο διήρκεσε το ταξίδι;». Ενώ η γεωμετρική φάση είναι ανεξάρτητο του T  
και εξαρτάται μονάχα από το n  και την γεωμετρία του C , αποτελεί δηλαδή απάντηση 
στην ερώτηση «που πήγε;».  

Σχήμα 4.1 Η ανολονομία λόγω 
παράλληλης μεταφοράς διανύσματος 
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Ξεκινώντας από  τον ορισμό της γεωμετρικής φάσης (1.1.17) 

0 0

( ) ( ) ( )
f

i

Rt t
n n

n n n n n
R

dRt i t t dt i dt i dR
t R dt R

ψ ψγ ψ ψ ψ ψ∂ ∂∂′ ′ ′ ′= = =
′ ′∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫  όπου ( )R t  

είναι η παράμετρος της Χαμιλτονιανής που μεταβάλλεται με τον χρόνο. 
Για πολλαπλούς χρόνο-εξαρτώμενους παραμέτρους παίρνουμε: 

( )1 2

1 2

...n n n n N
R n

N

dRdR dR d
t R dt R dt R dt dt
ψ ψ ψ ψ ψ∂ ∂ ∂ ∂

= + + + = ∇ ⋅
∂ ∂ ∂ ∂

R
οπότε και η (1.1.17) 

καταλήγει στην μορφή: 

( )
f

i

R

n n R n
R

t i dγ ψ ψ= ∇ ⋅∫ R  4.1.2 

Εάν θεωρήσουμε κυκλική μεταβολή η γεωμετρική φάση γίνεται φάση του Berry 
( )n n R nC
C i dγ ψ ψ= ∇ ⋅∫ R  4.1.3 

Αυτή η ποσότητα δε γράφεται σαν συνάρτηση του R  οπότε δεν είναι 
ολοκληρώσιμη, επίσης δεν είναι μονοσήμαντη, οπότε παρόλο που γυρνάμε στο σημείο 
εκκίνησης μέσω κλειστή διαδρομής, η φάση του Berry είναι μη μηδενική. Η φάση αυτή 
εξαρτάται από την διαδρομή αλλά όχι από τον τρόπο που διασχίζεται και ούτε από την 
ταχύτητα με την οποία διασχίζει την διαδρομή. Μπορούμε να την ερμηνεύσουμε σαν 
μία γεωμετρική ιδιότητα του συστήματος και να την περιγράψουμε στα πλαίσια της 
διαφορικής γεωμετρίας σαν ανολονομία της παράλληλης μεταφοράς των 
ιδιοκαταστάσεων του συστήματος. 

Η κανονικοποίηση της nψ  μας εξασφαλίζει ότι η ( )n Cγ  είναι πραγματική. Αυτό 
αποδεικνύεται εύκολα: 

 

0

0

0

2 Re 0

R n n

R n n n R n

n R n n R n

n R n

ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ

∗

∇ =

∇ + ∇ =

∇ + ∇ =

∇ =

 

Άρα αφού το n R nψ ψ∇  έχει μόνο φανταστικό μέρος η ( )n Cγ  θα είναι σίγουρα 

πραγματική. Έτσι επίσης βλέπουμε ότι εάν μπορούμε να επιλέξουμε την nψ  να είναι 

παντού πραγματική και συνεχής, τότε η ( )n Cγ  θα είναι μηδενική. 
Αυτό μπορούμε να το δούμε και στην πράξη στο παράδειγμα του απειρόβαθου 

πηγαδιού με μεταβαλλόμενο πλάτος, έχουμε ότι ( ) ( )R t L t=  και 

2( ) sin
( ) ( )n

n xu x
L t L t

π 
=  

 
 οπότε έχουμε 

3
2

2

2 2sin cos
2

nu n x n x n xL
L L L L L

π π π−∂      = − + −     ∂      
 . 

Άρα 
3
2

2
0

2 2 2sin sin cos
2

L
n

n
u n x n x n x n xu L dx
L L L L L L L

π π π π− ∂        = − + −        ∂         
∫

2
2 3

0 0

1 2sin sin cos 0
L Ln x n n x n xdx x dx

L L L L L
π π π π     = − − =     

     ∫ ∫ . 

Οπότε ( ) 0
f

i

R
n

n n
R

ut i u dR
R

γ ∂
= =

∂∫  και προφανώς ( ) 0n
n nC

uC i u dR
R

γ ∂
= =

∂∫ . 
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Για το ίδιο παράδειγμα η δυναμική φάση (1.1.8) 
0

1( ) ( )
t

n nt dt E tθ ′ ′= − ∫


 για γραμμική 

μεταβολή τοιχώματος 0( )L t l vt= +  με σταθερή ταχύτητα v  θα είναι:

( ) ( )0

2 2 2 2 2 2 2

2 2
00 0

1 1 1 1 1( ) ( )
2 2 ( )2 ( )

t t L

n n
l

n n nt E t dt dt dL
mv mv L t lm L t L

π π πθ
 

′ ′ ′= − = − = − = − 
 

∫ ∫ ∫
  

 

 . 

 

4.2 Η Φάση του Berry σαν Δυναμικό Βαθμίδας 
 
Είναι δυνατόν να επαναπροσδιορίσουμε την φάση του Berry (4.1.3) σε ένα δυναμικό 

βαθμίδας (1)U . Αυτό γίνεται ως εξής: 

( )n nC
C A dRγ = ⋅∫

 



 4.2.1 

όπου ( ) ( ) ( )n n R nA R i R Rψ ψ= ∇  4.2.2 
Τώρα είναι εύκολο να δει κανείς ότι η φάση του Berry είναι  αναλλοίωτη  κάτω από 

τον μετασχηματισμό βαθμίδας των ιδιοκαταστάσεων 
( )( ) ( ) ( )ni R

n n nR R e Rξψ ψ ψ′→ =  4.2.3 

όπου ( )n Rξ  είναι μία αυθαίρετη, μονοσήμαντη πραγματική φάση.  

Τα νέα ( )n Rψ ′  επίσης σχηματίζουν μία βάση ιδιοκαταστάσεων της Χαμιλτονιανής. 
Αν αντικαταστήσουμε την μετασχηματισμένη ιδιοσυνάρτηση στην εξίσωση (4.2.2) 
παίρνουμε το μετασχηματισμένο δυναμικό βαθμίδας 

( ) ( ) ( ) ( )n n n R nA R A R A R Rξ′→ = −∇  4.2.4 
το οποίο δεν μεταβάλλει την φάση του Berry 

( ) ( ) ( )n n nC C Cγ γ γ′→ =  4.2.5 
με την προϋπόθεση ότι η ( )n Rξ  είναι μονοσήμαντα ορισμένη. 

Η παράσταση ( ) ( ) ( )n n R nA R i R Rψ ψ= ∇  ονομάζεται σύνδεση του Berry ή 
δυναμικό του Berry (Berry Connection, Berry Potential), δεν αποτελεί αναλλοίωτη 
ποσότητα και μετασχηματίζεται σύμφωνα με την (4.2.4) οπότε δεν είναι και φυσικά 
παρατηρήσιμο μέγεθος. 

Όμως το ολοκλήρωμα της ( )nA R , η φάση του Berry, είναι αναλλοίωτη κάτω από τον 
μετασχηματισμό βαθμίδας (4.2.3) και δεν μπορεί να αφαιρεθεί με κατάλληλη επιλογή 
των βασικών καταστάσεων της Χαμιλτονιανής οπότε και συμπεραίνουμε ότι είναι 
απαραίτητη και δεν μπορεί να αγνοηθεί. 

Με τη βοήθεια του θεωρήματος του Stokes η σχέση (4.2.1) μπορεί να πάρει την 
μορφή 

( )( ) ( )n n R n n
C S S

C A R dR A R dS V dSγ = ⋅ = ∇ × ⋅ = ⋅∫ ∫ ∫
      



 

Όπου ορίζουμε 

( ) ( )n R nV R A R= ∇ ×
  

 4.2.6 

Αυτή η ποσότητα ονομάζεται καμπυλότητα του Berry (Berry curvature). Σε αντίθεση 
με την σύνδεση του Berry που είναι φυσική μόνο αφού ολοκληρωθεί πάνω σε μία 
κλειστή διαδρομή, η καμπυλότητα του Berry είναι αναλλοίωτη κάτω από 
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μετασχηματισμούς βαθμίδας και αποτελεί τοπική εκδήλωση των γεωμετρικών 
ιδιοτήτων των κυματοσυναρτήσεων. 

Από (4.2.6) παίρνουμε 

n R n

R n R n

R n R n

R n m m R n
m n

V A
i

i

i

ψ ψ

ψ ψ

ψ ψ ψ ψ
≠

= ∇ ×

= ∇ × ∇

= ∇ × ∇

= ∇ × ∇∑



 

Όμως από την εξίσωση ιδιοτιμών έχουμε 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

R n R n n

R n R n R n n n R n

m R n m R n m R n n m n R n

m R n n m m R n

H E

H H E E

H H E E

H E E

ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

∇ = ∇

∇ + ∇ = ∇ + ∇

∇ + ∇ = ∇ + ∇

∇ = − ∇

 

Για να καταλήξουμε στην τελική μορφή 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )2

n R m m R n
n

m n n m

i R H R R R H R R
V R

E R E R

ψ ψ ψ ψ

≠

∇ × ∇
=

−
∑

 

 4.2.7 

Μέχρι τώρα θεωρούσαμε μόνο μη εκφυλισμένες Χαμιλτονιανές. Ο φορμαλισμός του 
Berry όμως μπορεί να γενικευθεί και για εκφυλισμένες Χαμιλτονιανές, που μας οδηγεί 
σε μη αβελιανό πεδίο βαθμίδας (Wilczek & Zee, 1984). 

 

4.3 Δυναμικό Βαθμίδας Wilczek-Zee 
 
Το 1984 οι Wilczek και Zee (Wilczek & Zee, 1984) γενίκευσαν τον φορμαλισμό του 

Berry για να συμπεριλαμβάνει και εκφυλισμένες Χαμιλτονιανές. 
Ο χώρος Hilbert αποτελεί άθροισμα όλων των ιδιόχωρων nV   που σχετίζονται με την 

αντίστοιχη ιδιοτιμή nE  
 n nV= ⊕H  

Στην μη εκφυλισμένη περίπτωση όλοι αυτοί οι ιδιόχωροι είναι μονοδιάστατοι, όμως 
εάν υπάρχει ένας εκφυλισμός τάξης k  στην νιοστή ιδιοτιμή, ο αντίστοιχος ιδιόχωρος 

nV  έχει k  διαστάσεις. Ο ιδιόχωρος εξαρτάται, μέσω της εξάρτησης ιδιοτιμών από την 
εξωτερική παράμετρο R  και εξελίσσεται στον χρόνο. Μία εξέλιξη ονομάζεται κυκλική 
με περίοδο T , όταν για (0) ( )R R T=  οι ιδιόχωροι ταυτίζονται (0) ( )n nV V T= . Μπορούμε 

να βρούμε μία ορθοκανονική βάση { }( ) , 1, 2,.....,a t a nψ =  για τον ( )nV t  από την 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )a n aH R t t E R t tψ ψ=  

Και απαιτούμε ότι αυτή η βάση είναι μονοσήμαντα ορισμένη για κάθε a  και 
κανονικοποιημένη 

( ) ( )0a a

a b ab

Tψ ψ

ψ ψ δ

=

=
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Όλες οι καταστάσεις ( )n tΨ  που βρίσκονται στον νιοστό ιδιόχωρο περιγράφονται 

από την χρόνο-εξαρτημένη εξίσωση Schrödinger 

( ) ( ) ( )n nH t t i t
t
∂

Ψ = Ψ
∂
  

Με την αρχική συνθήκη ( ) ( )0 0n aψΨ = , όπου ( ) ( )0 0a nVψ ∈ . 

Μπορούμε να αναλύσουμε την κατάσταση ( )n tΨ  σε γραμμικό συνδυασμό των 

μονοσήμαντα ορισμένων διανυσμάτων βάσης 
 ( ) ( ) ( )n na a

a
t U t tψΨ =∑  

Όπου naU  είναι o μοναδιακός πίνακας ανάμειξης που θα προσδιορίσουμε. Κάνοντας 
την ανάλυση αυτή χρησιμοποιήσαμε ήδη το αδιαβατικό όριο, διότι παραμείναμε σε 
έναν ενεργειακό ιδιόχωρο και δε θεωρήσαμε μεταβάσεις σε άλλους ιδιόχωρους.  

Αντικαθιστώντας την προηγούμενη στην χρόνο-εξαρτημένη εξίσωση Schrödinger και 
πολλαπλασιάζοντας με ( )a tψ  παίρνουμε 

 

( )a nb b a nb b

n
na a nb b a nb b

n
na na nb a b

HU i U
t

EU U U
i t t
EU U U
i t t

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ

∂
=

∂
∂ ∂

= +
∂ ∂

∂ ∂
= +
∂ ∂







 

Και ορίζοντας το δυναμικό βαθμίδας 

                                                 ba a bA
t

ψ ψ∂
=

∂
 

εξάγουμε την διαφορική εξίσωση για τον μοναδιακό πίνακα U  

 n
na na nb ba

EU U U A
i

= −



 

Που δίνει την λύση 

 ( ) ( ) ( )
0 0

1exp
t t

U t d E d A
i

τ τ τ τ
 

= − 
 
∫ ∫


P  

Αυτός ο παράγοντας φάσης βλέπουμε ότι αποτελείται από ένα δυναμικό μέρος, που 
είναι παρόμοιο με αυτό της μη εκφυλισμένης περίπτωσης και ένα γεωμετρικό μέρος 
που αποτελεί γενίκευση της φάσης του Berry για την περίπτωση εκφυλισμένων 
καταστάσεων. 

 

4.4 Σωματίδιο με spin ½ σε Αδιαβατικά Περιστρεφόμενο Μαγνητικό 
Πεδίο 

 
Εξετάζουμε την φάση του Berry στο κλασσικό, πλέον, παράδειγμα ενός σωματιδίου 

με spin ½ που βρίσκεται σε ένα εξωτερικό μαγνητικό πεδίο B


, σταθερού μέτρου 0B , 
που περιστρέφεται αδιαβατικά με γωνιακή ταχύτητα ω σε γωνία θ  γύρω από τον 
άξονα z (σχήμα 4.2).  
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Έχουμε ότι 

( )0
ˆˆ ˆ( ) sin cos sin sin cosB t B i t j t kθ ω θ ω θ= + +



 

άρα για την Χαμιλτονιανή παίρνουμε 

0

( )

cos sin
( )

2 sin cos

i t

i t

eH t B S
m

ee BH t
m e

ω

ω

θ θ
θ θ

−

= ⋅

 
=  

− 





 

Υπολογίζουμε και τις ιδιοσυναρτήσεις από την εξίσωση ιδιοτιμών  
( ) ( ) ( )n n nH t t E tχ χ=  

Οι κανονικοποιημένες ιδιοσυναρτήσεις της ( )H t , που αντιστοιχούν σε spin πάνω και 
spin κάτω είναι: 

cos
2( )

sin
2

i t
t

e ω

θ

χ
θ+

 
 

=  
  
 

 

sin
2( )

cos
2

i t
t

e ω

θ

χ
θ−

 
 

=  
 − 
 

 

με τις αντίστοιχες ιδιοτιμές 0

2
e BE

m± = ±
 . 

Η συμμετρία του συστήματος μας δίνει ότι 0 .r B const= = , .constθ = , [ ]0,2φ π∈ . 
Για να υπολογίσουμε την φάση του Berry για το παράδειγμα αυτό πρέπει να 
υπολογίσουμε τις παραστάσεις ( ) ( )t tχ χ± ±∇  . 
 

Έτσι παίρνουμε 
2sin

2 ˆ
sin

i

r

θ

χ χ φ
θ+ +∇ =   και 

2cos
2 ˆ

sin

i

r

θ

χ χ φ
θ− −∇ = . 

Σχήμα 4.2Το μαγνητικό πεδίο σαρώνει 
έναν κώνο με γωνιακή ταχύτητα ω 
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Η ολοκλήρωση πάνω στην καμπύληC  που διαγράφει το διάνυσμα B


δίνει:  

 ( )
2

0

sin 1 cosr d i
π

χ χ θ φ π θ± ±∇ =∫ 
 

Άρα τελικά η φάση του Berry του παραδείγματος θα είναι 
( )( ) 1 cosCγ π θ± = −   

Ενώ η δυναμική φάση 

 0

0

1( ) ( )
2

T eB TT E t dt
m

θ± ±= − =∫ 



 

Έτσι βλέπουμε να επιβεβαιώνεται ότι η δυναμική φάση εξαρτάται από την περίοδο 
T  της περιστροφής, ενώ η φάση του Berry εξαρτάται μόνο από τη γεωμετρία του 
προβλήματος, σε αυτή την περίπτωση τη γωνία θ  που σχηματίζει το μαγνητικό πεδίο 
με τον άξονα z . 

 
Μπορούμε να γενικεύσουμε το προηγούμενο παράδειγμα στην περίπτωση ενός 
σωματιδίου με spin ½ που βρίσκεται σε ένα εξωτερικό μαγνητικό πεδίο B



, σταθερού 
μέτρου 0B , το οποίο όμως διαγράφει μία τυχαία κλειστή τροχιά, αδιαβατικά, στην 

επιφάνεια της σφαίρας με ακτίνα 0B . Τότε έχουμε ότι  

( )0
ˆˆ ˆ( ) sin cos sin sin cosB t B i j kθ ϕ θ ϕ θ= + +



 

άρα για την Χαμιλτονιανή παίρνουμε 

0

( )

cos sin
( )

2 sin cos

i

i

eH t B S
m

ee BH t
m e

ϕ

ϕ

θ θ
θ θ

−

= ⋅

 
=  

− 





 

Οι κανονικοποιημένες ιδιοσυναρτήσεις της ( )H t , που αντιστοιχούν σε spin πάνω και 
spin κάτω, ομοίως με πριν, είναι: 

cos
2( )

sin
2

i
t

e ϕ

θ

χ
θ+

 
 

=  
  
 

 

sin
2( )

cos
2

i
t

e ϕ

θ

χ
θ−

 
 

=  
 − 
 

 

όπου 0

2
e BE

m± = ±
  οι αντίστοιχες ιδιοτιμές. 

Τώρα όμως, επειδή το μαγνητικό πεδίο γράφει τυχαία κλειστή τροχιά, που σημαίνει 
ότι και η γωνία θ  και η γωνία ϕ  είναι συναρτήσεις του χρόνου, θα πρέπει να 
χρησιμοποιήσουμε την έκφραση για την φάση του Berry που θυμίζει την έκφραση της 
μαγνητικής ροής μέσα από μία επιφάνεια. 

 
( )n n nT i daγ χ χ= ∇× ∇  ⋅ ∫

  4.4.1 
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Έτσι έχουμε 

2sin
2 ˆ

sin

i

r

θ

χ χ φ
θ+ +∇ =   και 

2cos
2 ˆ

sin

i

r

θ

χ χ φ
θ− −∇ = . 

οπότε 

 
2

2

sin1 2 ˆ ˆsin
sin sin 2

i ir r
r r r

θ

χ χ θ
θ θ θ+ +

  
  ∂

∇× ∇ = =  ∂   
   

 

 
2

2

cos1 2 ˆ ˆsin
sin sin 2

i ir r
r r r

θ

χ χ θ
θ θ θ− −

  
  ∂

∇× ∇ = = −  ∂   
   

 

Το ολοκλήρωμα γίνεται πάνω στο εμβαδόν της επιφάνειας που σαρώνει το 
μαγνητικό πεδίο B



 κατά την διάρκεια της τροχιάς του,  οπότε 2 ˆda r d r= Ω
 , άρα τελικά 

η 4.4.1 μας δίνει για την φάση του Berry του παραδείγματος: 

 1 1( )
2 2

T i da dγ χ χ± ± ±= ∇× ∇  ⋅ = Ω = Ω ∫ ∫


   

Το αποτέλεσμα του αρχικού παραδείγματος συμφωνεί με αυτό το αποτέλεσμα, 
όπως θα έπρεπε, διότι στην ειδική περίπτωση που το μαγνητικό πεδίο σαρώνει έναν 

κώνο, η στερεά γωνία είναι ( )2

2 ( cos ) 2 1 cosr r r
r

π θ π θ−
Ω = = − . 

 

4.5 Σωματίδιο με spin 1 σε Αδιαβατικά Περιστρεφόμενο Μαγνητικό 
Πεδίο 

 
Μπορούμε να επαναλάβουμε το προηγούμενο (γενικευμένο) παράδειγμα του 

σωματιδίου που βρίσκεται σε αδιαβατικά περιστρεφόμενο μαγνητικό πεδίο, αυτή τη 
φορά όμως θα αλλάξουμε το σωματίδιο σε σωματίδιο με spin 1. 

Τώρα έχουμε ένα σωματίδιο με spin 1 και φορτίο -e σε ένα εξωτερικό μαγνητικό 
πεδίο B



, σταθερού μέτρου 0B , που διαγράφει μία τυχαία κλειστή τροχιά, αδιαβατικά, 
στην επιφάνεια της σφαίρας με ακτίνα 0B .  

Έτσι έχουμε 

( )0
ˆˆ ˆ( ) sin cos sin sin cosB t B i j kθ ϕ θ ϕ θ= + +



 

Οι πίνακες , ,x y zS S S  για σωματίδιο με spin 1 είναι 

 
0 1 0
1 0 1

2 0 1 0
xS

 
 =  
 
 



, 
0 0

0
2 0 0

y

i
S i i

i

− 
 = − 
 
 



, 
2 0 0

0 0 0
2

0 0 2
zS

 
 

=  
 − 

  

άρα για την Χαμιλτονιανή παίρνουμε 

( ) eH t B S
m

= ⋅
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( ) 0

2 cos sin 0
sin 0 sin

2
0 sin 2 cos

i

i i

i

e
e BH t e e
m

e

ϕ

ϕ ϕ

ϕ

θ θ
θ θ

θ θ

−

−

 
 

=  
 − 



 

Οι ιδιοτιμές είναι οι: 0e BE
m± = ±
  

Τα αντίστοιχα κανονικοποιημένα ιδιοδιανύσματα είναι: 
2

2

cos
2

( ) 2 sin cos
2 2

sin
2

i

i

e

t

e

ϕ

ϕ

θ

θ θχ

θ

−

+

 
 
 
 =
 
 
  
 

, 

2

2

sin
2

( ) 2 sin cos
2 2

cos
2

i

i

e

t

e

ϕ

ϕ

θ

θ θχ

θ

−

−

 
 
 
 = − 
 
 − 
 

 

Έτσι παίρνουμε 
ˆcoti

r
χ χ θφ+ +∇ = −   και ˆcoti

r
χ χ θφ− −∇ = . 

οπότε 

 2

1 ˆ ˆsin cot
sin

i ir r
r r r

χ χ θ θ
θ θ+ +

∂   ∇× ∇ = − =  ∂   
 

 2

1 ˆ ˆsin cot
sin

i ir r
r r r

χ χ θ θ
θ θ− −

∂   ∇× ∇ = = −  ∂   
 

Η φάση του Berry υπολογίζεται από την σχέση 
( )n n nT i daγ χ χ= ∇× ∇  ⋅ ∫

  

Το ολοκλήρωμα γίνεται, πάλι, πάνω στο εμβαδόν της επιφάνειας που σαρώνει το 
μαγνητικό πεδίο B



 κατά την διάρκεια της τροχιάς του, οπότε 2 ˆda r d r= Ω
 , άρα τελικά 

η φάση του Berry θα είναι: 
 ( )T i da dγ χ χ± ± ±= ∇× ∇  ⋅ = Ω = Ω ∫ ∫



   

Βλέπουμε λοιπόν ότι, αλλάζοντας το σωματίδιο από αυτό με spin ½ σε αυτό με spin 
1, η φάση του Berry διπλασιάστηκε. Τελικά αποδεικνύεται (Berry, 1984) ότι για το 
παράδειγμα του σωματιδίου με spin s  σε αδιαβατικά περιστρεφόμενο μαγνητικό πεδίο 
η φάση του Berry ισούται με 

( )T sγ = − Ω  
 

4.6 Το Φαινόμενο Aharonov-Bohm 
 
Το φαινόμενο Aharonov-Bohm (Aharonov-Bohm Effect), κατά το οποίο ένα 

φορτισμένο σωματίδιο επηρεάζεται από ένα ηλεκτρομαγνητικό πεδίο E


, B


  και παρά 
το γεγονός ότι κινείται σε μία περιοχή όπου και το μαγνητικό πεδίο και το ηλεκτρικό 
πεδίο μηδενίζονται, το προέβλεψαν πρώτα οι Werner Ehrenberg και Raymond Siday το 
1949 (Ehrenberg & Siday, 1949), αλλά δεν έγινε ευρέως γνωστό σαν φαινόμενο μέχρι 
να το ξαναπροβλέψουν το 1959 οι Yakir Aharonov και David Bohm (Aharonov & Bohm, 
Significance of Electromagnetic Potentials in Quantum Theory, 1959) και να το 
επιβεβαιώσει πειραματικά το 1960 ο Robert Chambers (Chambers, 1960). 
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H Χαμιλτονιανή για φορτισμένο σωματίδιο σε ηλεκτρομαγνητικό πεδίο είναι της 
μορφής 

( ) ( ) ( )
21

2
H qA r q r V r

m i
ϕ = ∇ − + + 

 



     4.6.1 

Όπου ( )A r


  το διανυσματικό δυναμικό και ( )rϕ 

 το βαθμωτό δυναμικό. Αυτή η 
Χαμιλτονιανή δίνει την εξής εξίσωση Schrödinger: 

( ) ( ) ( )
21

2
qA r q r V r i

m i t
ϕ

  ∂ ∇ − + + Ψ = Ψ   ∂   



   

  4.6.2 

Τώρα θεωρούμε ότι το φορτισμένο σωματίδιο κινείται στην περιοχή γύρω από ένα 
απείρου μήκους σωληνοειδές που έχει μαγνητικό πεδίο B



. Χρησιμοποιούμε πολικές 
συντεταγμένες με τον άξονα τον z  να βρίσκεται στο κέντρο του σωληνοειδούς με φορά 
ίδια με αυτήν του μαγνητικού πεδίου. Αφού είναι απείρου μήκους, το μαγνητικό πεδίο 
μέσα στο σωληνοειδές είναι ομοιόμορφο ενώ απ’ έξω είναι μηδενικό. 

Για να λύσουμε την εξίσωση του Schrödinger θα πρέπει να προσδιορίσουμε τα 
δυναμικά ϕ  και A



.  
Επειδή το σωληνοειδές είναι αφόρτιστο, το ηλεκτρικό πεδίο 0E ϕ= −∇ =



 οπότε 
παίρνουμε για το βαθμωτό δυναμικό 0ϕ = .  

Το διανυσματικό δυναμικό A


 έξω από το σωληνοειδές πρέπει να ικανοποιεί δυο 
συνθήκες: Πρώτον τον ορισμό του μαγνητικού διανυσματικού δυναμικού 0B A= ∇× =



  
και δεύτερον τη συνθήκη:  ( ) m

C S S

A dr A dS B dS⋅ = ∇× ⋅ = ⋅ = Φ∫ ∫ ∫
   





 αν η διαδρομή 

ολοκλήρωσης C  είναι ένας κύκλος γύρω από το σωληνοειδές και mΦ  η συνολική 

μαγνητική ροή (θεώρημα Stokes). Έτσι έχουμε 22 m
C S

A dr rA B dS a Bπ π⋅ = = ⋅ = = Φ∫ ∫
 





, 

όπου a  είναι η ακτίνα του σωληνοειδούς και r  η απόσταση από τον άξονα των z , 
οπότε τελικά παίρνουμε  

2
ˆ ˆ

2 2
ma BA

r r
π φ φ
π π

Φ
= =


 4.6.3 

Έτσι βλέπουμε ότι παρόλο που το μαγνητικό πεδίο είναι περιορισμένο στο 
εσωτερικό του σωληνοειδούς, το μαγνητικό διανυσματικό δυναμικό στο εξωτερικό του 
είναι μη μηδενικό. 

Για να βγάλουμε την κυματοσυνάρτηση ενός φορτισμένου σωματιδίου πρέπει να 
λύσουμε την εξίσωση Schrödinger (4.6.2). Αυτή μπορεί να απλοποιηθεί γράφοντας την 
κυματοσυνάρτηση στην μορφή 

( ) ( ) ( ), ,ig rr t e r t′Ψ = Ψ


   4.6.4 
Όπου 

( ) ( )
0

rqg r A r dr′ ′≡ ⋅∫




  



 4.6.5 

Εδώ το αρχικό σημείο ολοκλήρωσης επιλέγεται τυχαία, συνέπεια της ελευθερίας 
βαθμίδας των ηλεκτρομαγνητικών δυναμικών. Επίσης είναι απαραίτητο να ισχύει ότι 

0B A= ∇× =


 σε όλη την περιοχή που κινείται το σωματίδιο γιατί αλλιώς η ( )g r
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εξαρτάται από την διαδρομή ολοκλήρωσης στην (4.6.5) και δεν αποτελεί μονοσήμαντη 
συνάρτηση του r  . 

Η κλίση της Ψ  συναρτήσει της ′Ψ  είναι 
 ( ) ( )( ) ( ) ( )ig r ig re i g r e′ ′∇Ψ = ∇ Ψ + ∇Ψ

 

  
όμως 

 ( ) ( )qg r A r ∇ =  
 



 



 

οπότε 

 ( ) ( ) ( ) ( )ig r ig riq e A r e′ ′∇Ψ = Ψ + ∇Ψ
 





 

Και έτσι παίρνουμε 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2
2 2

ig r ig r ig r ig r

ig r

ig r

qA r qe A r e qA r e e
i i i

qA r qA r e
i i i

qA r e
i

  ′ ′ ′ ′∇ − Ψ = Ψ + ∇Ψ − Ψ = ∇Ψ 
 

    ′∇ − Ψ = ∇− ∇Ψ   
   

  ′∇ − Ψ = − ∇ Ψ 
 

   





  

    

 

   



 



 

Αντικαθιστώντας το προηγούμενο αποτέλεσμα στην εξίσωση Schrödinger (4.6.2) και 
θυμίζοντας ότι το βαθμωτό δυναμικό 0ϕ =  παίρνουμε 

( )
2

2

2
V r i

m t
− ∂′ ′ ′∇ Ψ + Ψ = Ψ

∂
 

  4.6.6 

Άρα η κυματοσυνάρτηση ′Ψ  αποτελεί λύση μιας εξίσωσης Schrödinger (της 4.6.6) 
χωρίς την παρουσία του διανυσματικού δυναμικού A



 οπότε, λύνοντας την (4.6.6) και 
διορθώνοντας για την παρουσία ενός διανυσματικού δυναμικού είναι τετριμμένο. 

Οι Aharonov και Bohm πρότειναν ένα πείραμα στο οποίο μία δέσμη ηλεκτρονίων 
χωρίζεται στα δυο  για να περάσουν γύρω από ένα μακρύ σωληνοειδές και στην πορεία 
να ξαναενωθούν (Σχήμα 4.3).  

 

 
Σχήμα 4.3 Εικονική παράσταση του φαινομένου Aharonov-Bohm. 

Στο πείραμα αυτό οι δέσμες μένουν μακριά από το σωληνοειδές ώστε να 
συναντήσουν μόνο περιοχές όπου το μαγνητικό πεδίο B



 είναι μηδενικό αλλά το 
διανυσματικό δυναμικό A



 είναι διάφορο του μηδενός, όπως δείξαμε προηγουμένως. 
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Έτσι οι δύο δέσμες θα φτάσουν με μία διαφορά φάσης 1 2g g∆Φ = −  που υπολογίζεται 
χρησιμοποιώντας την σχέση (4.6.5). 

( ) ( ) ( )
1 2

1 2
m

C C C

qq qg g A r dr A r dr A r dr
  Φ′ ′ ′ ′ ′ ′∆Φ = − = ⋅ − ⋅ = ⋅ = 
  
∫ ∫ ∫
  

     

  



 

Όπου 1C  και 2C  είναι οι διαδρομές που ακολουθεί η κάθε δέσμη καθώς 
παρακάμπτει το σωληνοειδές. Αφού μαζί τα 1C και 2C  δημιουργούν κλειστή διαδρομή 
γύρω από το σωληνοειδές, η συνολική διαφορά φάσης των δεσμών θα είναι ανάλογο 
της μαγνητικής ροής μέσα στο σωληνοειδές. Άρα αλλάζοντας το μαγνητικό πεδίο στο 
σωληνοειδές, αλλάζουμε την διαφορά φάσης μεταξύ των δεσμών. 

Αυτή η διαφορά φάσης οδηγεί σε μετρήσιμη συμβολή που έχει επιβεβαιωθεί 
πειραματικά, πρώτα από τον Chambers (Chambers, 1960), αν και τα αποτελέσματά του 
αμφισβητούνται ως προς το κατά το πόσο εξαλείφθηκε πραγματικά το μαγνητικό πεδίο 
στην περιοχή των δεσμών. Το πρώτο πείραμα όπου παρατηρήθηκε ξεκάθαρα το 
φαινόμενο Aharonov-Bohm πραγματοποιήθηκε από τον Akira Tonomura το 1986 
(Tonomura, Osakabe, Matsuda, Kawasaki, & Endo, 1986) 

Όπως έδειξε και ο Berry (Berry, 1984) το φαινόμενο Aharonov-Bohm μπορεί να 
θεωρηθεί σαν ένα παράδειγμα γεωμετρικής φάσης. 

Θεωρούμε ότι το κβαντικό σύστημα αποτελείται από φορτισμένα σωματίδια 
περιορισμένα σε ένα κουτί που βρίσκεται στη θέση R  έξω από το σωληνοειδές (Σχήμα 
4.4).  

 

 
Σχήμα4.4 Φαινόμενο Aharonov-Bohm σε ένα κουτί που μεταφέρεται γύρω από μία μαγνητική ροή 

 
Όταν δεν υπάρχει διανυσματικό δυναμικό, δηλαδή 0A =



, η Χαμιλτονιανή έχει τη 
μορφή 

 ( )
2

2

2
H V r R

m
−

= ∇ + −


   

 Οι κυματοσυναρτήσεις έχουν την μορφή ( )n r Rψ ′ −


  με ενέργειες nE  ανεξάρτητες 

του R


. 
Με μη μηδενικό διανυσματικό δυναμικό η Χαμιλτονιανή γίνεται: 

 ( ) ( )
21

2
H qA r V r R

m i
 = ∇ − + − 
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Και οι κυματοσυναρτήσεις θα πάρουν την μορφή ig
n neψ ψ ′=  όπου ( )

r

R

qg A r dr′ ′≡ ⋅∫






 



με τις ίδιες ενέργειες nE , που δεν επηρεάζονται από το διανυσματικό δυναμικό. 
Τώρα μεταφέρουμε το κουτί γύρω από την μαγνητική ροή κατά την διαδρομή C που 

φαίνεται στο σχήμα. Στην προκειμένη περίπτωση η μεταφορά δεν χρειάζεται να είναι 
καν αδιαβατική. Μετά το τέλος της μεταφοράς θα υπάρχει μία διαφορά γεωμετρικής 
φάσης που μπορεί να υπολογιστεί χρησιμοποιώντας τον ορισμό για την φάση του 
Berry. 

Έτσι παίρνουμε 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( )

3 ig ig
n R n n n R n

iqd r e r R e A R r R r R

iq A R

ψ ψ ψ ψ ψ
∗

− −   ′ ′ ′∇ = − − +∇ −      
−

=

∫∫∫
   

  



 



 

Και τελικά 

 ( ) ( )( )n n R n mC C
S S

q q q qC i dR A R dR A dS B dSγ ψ ψ= ∇ ⋅ = ⋅ = ∇× ⋅ = ⋅ = Φ∫ ∫ ∫ ∫
      

   

 

 

Το αποτέλεσμα συμπίπτει με το αποτέλεσμα των Aharonov-Bohm και αποδεικνύει 
ότι το φαινόμενο αποτελεί περίπτωση γεωμετρικής φάσης. 
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5 Η Φάση Aharonov – Anandan 

5.1 Γενικά 
 
Το 1987 οι Aharonov και Anandan εξέτασαν κυκλικές εξελίξεις που δεν περιορίζονται 

από αδιαβατικές συνθήκες και πρότειναν μία πολύ σημαντική γενίκευση της φάσης του 
Berry (Aharonov & Anandan, Phase Change During a Cyclic Quantum Evolution, 1987). 
Αυτή αποτελεί σημαντική γενίκευση, διότι οι αδιαβατικές συνθήκες δεν πληρούνται 
ποτέ επακριβώς σε πραγματικές χρονικές εξελίξεις. Έτσι η φάση του Berry αποτελεί 
ειδική περίπτωση της φάσης Aharonov-Anandan που τείνουν να ταυτιστούν καθώς 
προσεγγίζουμε το αδιαβατικό όριο. 

Η εμφάνιση της φάσης Aharonov-Anandan και γενικότερα άλλων φάσεων και 
σχετικών φαινομένων μπορεί να εξηγηθεί με όρους κβαντομηχανικής. Κρίσιμο ρόλο 
παίζει το γεγονός ότι στην κβαντομηχανική η φυσική κατάσταση ενός συστήματος 
προσδιορίζεται μόνο μέχρι μία φάση. Οι φυσικές καταστάσεις  έχουν αντιστοιχία μία 
προς μία με τα σημεία της προβολής του χώρου Hilbert. 

 Όταν ένα σύστημα εξελίσσεται στον χρόνο, περιγράφεται από την χρόνο-
εξαρτημένη εξίσωση Schrödinger, η λύση της οποίας δίνεται από έναν όρο φάσης 
πολλαπλασιασμένο με την αρχική κατάσταση. Αυτή η φάση λέγεται δυναμική φάση 
διότι προέρχεται από την δυναμική του συστήματος, όμως, όπως έχουμε δείξει 
προηγουμένως, μπορούν να προκύψουν κι άλλοι όροι φάσης. Η συνολική φάση που 
μπορεί να αποκτήσει ένα σύστημα κατά την εξέλιξή του στον χρόνο, που αποτελεί την 
μοναδική μετρήσιμη ποσότητα, είναι άθροισμα της δυναμικής και της γεωμετρικής 
φάσης. Ο πιο συνηθισμένος τρόπος προσδιορισμού της γεωμετρικής φάσης είναι να 
αφαιρεθεί η δυναμική φάση από την συνολική φάση. 

Οι Yakir Aharonov και Jeeva Anandan έδειξαν την ύπαρξη μιας φάσης, σχετική με την 
κυκλική εξέλιξη, που είναι γενική από την άποψη ότι είναι ίδια για τις άπειρες δυνατές 
κινήσεις κατά μήκος των καμπυλών στον χώρο Hilbert H που προβάλλονται σε μία 
δοσμένη κλειστή καμπύλη της προβολής του χώρου Hilbert P . Επιπρόσθετα είναι ίδια 
για όλες τις δυνατές Χαμιλτονιανές ( )H t ,  που διαδίδουν την κατάσταση κατά μήκος 
των καμπυλών αυτών. 

 
Σχήμα 5.1: Γραφική απεικόνιση της κυκλικής εξέλιξης στον χώρο Hilbert και στην προβολή του χώρου Hilbert 
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Ορίζουμε τον χάρτη προβολών Π  από τον χώρο Hilbert στην προβολή του χώρου 

Hilbert 

 
( ) { }
:

: ,c cψ ψ ψ ψ

Π →

′ ′Π = = ∈

PH
 

Τώρα εξετάζουμε την κυκλική εξέλιξη μιας κανονικοποιημένης κατάστασης ( )tψ  

με περίοδο T  στον χώρο προβολών. Δηλαδή η εξέλιξη γράφει μία ανοιχτή καμπύλη C  
στον χώρο HilbertH αλλά η προβολή αυτής της καμπύλης δίνει μία κλειστή καμπύλη 

( )C C= Π  στον χώρο P (σχήμα 5.1).  
Τότε η τελική κατάσταση διαφέρει από την αρχική κατάσταση μόνο κατά έναν 

παράγοντα φάσης 
 ( ) ( )0iT eψ ψΦ=  

Όπου το Φ  είναι η συνολική φάση. Η κατάσταση ( )tψ  εξελίσσεται σύμφωνα με 

την εξίσωση Schrödinger δίνοντας γενικά μία ανοιχτή καμπύλη στον χώρο H .  

( ) ( ) ( )H t t i t
t

ψ ψ∂
=

∂
  

Στον χώρο προβολών P  έχουμε το διάνυσμα ( )tψ  που δημιουργεί την κλειστή 

καμπύλη ( )C C= Π  και βρίσκεται πολλαπλασιάζοντας με έναν κατάλληλο παράγοντα 

( )f t έτσι ώστε ( ) ( )0f T f− = Φ  

( ) ( ) ( )if tt e tψ ψ−=  

Τότε η ( )tψ  είναι ακριβώς κυκλική 

( ) ( )0Tψ ψ=   

Τώρα από την εξίσωση του Schrödinger παίρνουμε 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

1

1

if t if t

T T T

H t t i t
t

H t e t i e t
t

f t t H t t i t t
t t

dt f t dt t H t t i dt t t
t t

ψ ψ

ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

θ β

∂
=

∂
∂

=
∂

∂ ∂
= − +

∂ ∂
∂ ∂

= − +
∂ ∂

Φ = +

∫ ∫ ∫



 


   



   



 

Όπου ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1 1T T

dt t H t t dt t H t tθ ψ ψ ψ ψ= − = −∫ ∫ 

 

 αποτελεί το 

δυναμικό μέρος της συνολικής φάσης Φ  και 

( ) ( )
C

i dt t t
t

β ψ ψ∂
=

∂∫


 



 5.1.1 

Αποτελεί το γεωμετρικό μέρος της φάσης Φ  ή αλλιώς φάση Aharonov-Anandan. 
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Σε αυτήν την διαδικασία δεν χρησιμοποιήθηκε καθόλου η αδιαβατική συνθήκη. 
Προφανώς το ίδιο ( )tψ  μπορεί να επιλεχθεί για κάθε καμπύλη C  για το οποίο ισχύει 

( )C CΠ =   με κατάλληλη επιλογή του ( )f t , άρα η β  είναι ανεξάρτητη της ολικής 

φάσης Φ  και της Χαμιλτονιανής ( )H t  για δοσμένη κλειστή καμπύλη C . Μάλιστα η β  

είναι ανεξάρτητη και της παραμέτρου t   της C  και είναι μοναδικά ορισμένη μέχρι 2 nπ  
όπου n  ακέραιος. Οπότε η ie β αποτελεί μόνο γεωμετρική ιδιότητα της μη 
παραμετροποιημένης εικόνας της C  στον χώρο P . 

Στο αδιαβατικό όριο η φάση Aharonov-Anandan τείνει στην φάση του Berry. Αυτό 
φαίνεται αν από την σχέση (1.1.17) επιλέξουμε ( ) ( )mt tψ ψ≈ . Όμως η β  από την 

σχέση (5.1.1) δεν εξαρτάται από κάποια προσέγγιση όποτε είναι έγκυρη επακριβώς. 
Επίσης η ( )tψ  δεν χρειάζεται να είναι ιδιοκατάσταση της Χαμιλτονιανής ( )H t όπως 

στην περιορισμένη περίπτωση που εξέτασε ο Berry. 
 
 

5.2 Σωματίδιο με spin ½ σε Περιστρεφόμενο Μαγνητικό Πεδίο 
 
Για να δούμε την φάση Aharonov-Anandan στην πράξη θα επιστρέψουμε στο 

παράδειγμα ενός σωματιδίου με spin ½ σε μαγνητικό πεδίο B


, με σταθερό μέτρο 0B , 
που περιστρέφεται γύρω από τον άξονα z  με γωνιακή ταχύτητα ω . Σε αυτό το 
παράδειγμα όμως δεν θεωρούμε αδιαβατική κίνηση και επιτρέπουμε οποιαδήποτε 
γωνιακή ταχύτητα ω . 

Έχουμε ότι  

( )0
ˆˆ ˆ( ) sin cos sin sin cosB t B i t j t kθ ω θ ω θ= + +



 

Και η Χαμιλτονιανή του συστήματος θα έχει πάλι την μορφή 

0

( )

cos sin
( )

sin cos

i t

i t

H t B S

e
H t B

e

ω

ω

µ

θ θ
µ

θ θ

−

= ⋅

 
=  

− 



 

Όπου 
2
e
m

µ =
 . 

Ο σκοπός μας είναι να λύσουμε την χρόνο-εξαρτημένη εξίσωση Schrödinger 

( ) ( ) ( )H t t i t
t

ψ ψ∂
=

∂
  

Για να το πετύχουμε κάνουμε την εξής υπόθεση, που μετασχηματίζει το σύστημα σε 
αυτό που περιστρέφεται με γωνιακή ταχύτητα ω  (Wang, 1990) 

( ) ( )exp
2

zt i t tσψ ω ψ = − 
 

  

Προφανώς ισχύει ( ) ( )0 0ψ ψ=  . Η νέα ( )tψ  ικανοποιεί την μετασχηματισμένη 

εξίσωση Schrödinger 

 ( ) ( ) ( )H t i t
t

ω ψ ψ∂
=

∂


 
  

Όπου η μετασχηματισμένη Χαμιλτονιανή είναι 
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 ( ) ( )
0 0

0 0

cos sin
20

2 sin cos
2

z

B B
H H B S

B B

ωµ θ µ θ
ωω σ µ

ωµ θ µ θ

 − 
= − = = ⋅ 

 − + 
 









 



 

 
Και το μετασχηματισμένο και επανακανονικοποιημένο μαγνητικό πεδίο στο 

περιστρεφόμενο σύστημα είναι 
 

 
sin
0

cos
0B B

θ

θ

 
 

=  
 
 





 



 

 
Σε αυτό το μαγνητικό πεδίο έχει εξαλειφθεί η χρονική εξάρτηση. Ο μετασχηματισμός 

του μέτρου 0B  και των αντίστοιχων τριγωνομετρικών συναρτήσεων δίνονται από τις 
εξής σχέσεις 

 

2 2

0 0 2 2
0 0

2 2

2 2
0 0

0
2 2

2 2
0 0

1- cos
4

sinsin
1- cos

4

cos
2cos

1- cos
4

B B
B B

B B

B

B B

ω ωθ
µ µ

θθ
ω ωθ

µ µ
ωθ
µθ

ω ωθ
µ µ

= +

=

+

−
=

+

 





 





 

 

Αφού εξαλείφθηκε η χρονική εξάρτηση της Χαμιλτονιανής η μετασχηματισμένη 
εξίσωση Schrödinger λύνεται με απλή ολοκλήρωση και έτσι παίρνουμε 

 ( ) ( ) ( )exp 0it H tψ ω ψ = − 
 



 



 

Αντικαθιστώντας έχουμε 

( ) ( ) ( )exp exp 0
2

z it i t H tσψ ω ω ψ   = − −   
  





 5.2.1 

Θεωρούμε τώρα μία κυκλική εξέλιξη με περίοδο 2T π
ω

= . Μπορούμε να γράψουμε 

τις εξής εξισώσεις ιδιοτιμών: 

 
z

H Eχ χ

σ ϕ ϕ
± ± ±

± ±

=

= ±



 

Και επειδή  

 ( ) exp exp
2 2

y y
zH B i i

σ σ
ω µ θ σ θ

   
= −   

   
    

αποδεικνύεται ότι οι δύο ιδιοκαταστάσεις συνδέονται με την σχέση (Wang, 1990) 
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 exp
2

yi
σ

χ θ ϕ± ±

 
= − 

 
  

Για λόγους απλότητας επιλέγουμε την αρχική κατάσταση να είναι ιδιοκατάσταση της 
χρονοανεξάρτητης Χαμιλτονιανής, οπότε 
 ( )0ψ χ±=  

Και από την (5.2.1) παίρνουμε: 

 

( ) { } ( )

{ }

( ){ }

exp exp

exp exp

exp

z
ii H

ii E

i T

ψ σ π ω χ

π χ

χ

±

± ±

±

 Τ = − − Τ 
 

 = − Τ 
 

= Φ









 

Όπου ( ) 1T E π±Φ = − Τ


 είναι η συνολική φάση μετά από μία περίοδο. Τώρα θα 

αναλύσουμε την συνολική φάση σε άθροισμα της δυναμικής φάσης και της 
γεωμετρικής φάσης. Ο φυσικός τρόπος υπολογισμού της δυναμικής φάσης είναι μέσω 
της αναμενόμενης τιμής της Χαμιλτονιανής, ενώ η γεωμετρική φάση υπολογίζεται από 
την διαφορά της συνολικής φάσης από την δυναμική. 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1 1
2

T T

zT dt t H t t dt H ωθ ψ ψ χ χ χ σ χ± ± ± ±
 = − = − + 
 ∫ ∫





 

 

Το πρώτο ολοκλήρωμα δίνει τις ενεργειακές ιδιοτιμές E T± ενώ το δεύτερο 
υπολογίζεται από τις πράξεις 

 ( )

exp exp
2 2

cos sin

cos

y y
z z

z x

i i
σ σ

χ σ χ ϕ θ σ θ ϕ

ϕ σ θ σ θ ϕ

θ

± ± ± ±

± ±

   
= −   

   

= −

= ±

 

 



 

{ }
0 0

cos cos
2 2

T T

zdt dtω ωχ σ χ θ π θ± ±− = − ± =∫ ∫  

  

Άρα η δυναμική φάση είναι ( ) 1 cosT Eθ π θ± ±= − Τ 





 και συμπεραίνουμε ότι η 

γεωμετρική φάση, σε αυτήν την περίπτωση η φάση Aharonov-Anandan, θα είναι 

( ) ( ) ( ) ( )1 cosT T Tβ θ π θ± = Φ − = − 

  5.2.2 

Το αποτέλεσμα αυτό μπορεί να γενικευθεί για σωματίδιο με σπιν s: 

( ) ( )2 1 cosT sβ π θ= − −   5.2.3 

Παρατηρούμε ότι η έκφραση της φάσης Aharonov-Anandan μοιάζει πολύ με την 
έκφραση της φάσης του Berry για το αντίστοιχο παράδειγμα με την διαφορά ότι η φάση 
του Berry εξαρτάται από  γωνία θ  του κώνου ενώ η φάση Aharonov-Anandan από την 
μετασχηματισμένη γωνία θ . Εξετάζοντας την έκφραση της cosθ  παρατηρούμε ότι 

μπορούμε να εισαγάγουμε μία νέα παράμετρο 
0 /

r
B
ω

µ
=



 που αποτελεί την αναλογία 

της γωνιακής συχνότητας προς την συχνότητα Larmor. Η cosθ  τώρα έχει την μορφή 
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2

cos
2cos

1- r cos
4

r

r

θ
θ

θ

−
=

+

 . Στο αδιαβατικό όριο 0 0 cos cosB rµω θ θ⇒ → ⇒ →



 

οπότε και η φάση Aharonov-Anandan τείνει στην φάση του Berry. 
Αυτό φαίνεται και στο παρακάτω σχήμα όπου απεικονίζουμε την φάση Aharonov-

Anandan β   συναρτήσει της γωνίας θ  για σπιν ½ και -½ για διάφορες τιμές της 

αναλογίας 
0 /

r
B
ω

µ
=



, ξεκινώντας από 1r =  και καταλήγοντας στο αδιαβατικό όριο 

0r = . Βλέπουμε λοιπόν και γραφικά ότι όσο επιβραδύνουμε την γωνιακή ταχύτητα του 
μαγνητικό πεδίου, η φάση Aharonov-Anandan προσεγγίζει την φάση του Berry. 

 

 
Σχήμα 5.2: Η φάση Aharonov-Anandan συναρτήσει της γωνίας θ για διάφορες τιμές του r, ξεκινώντας από 1 και 

τείνοντας, με βήμα 0.1, προς το αδιαβατικό όριο r=0 που απεικονίζεται με έντονο μαύρο. 
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6 Η Φάση του Pancharatnam 
 

6.1 Γενικά 
 
Το 1956 δημοσιεύθηκε ο πρώτος ορισμός μιας γεωμετρικής φάσης από τον 

Shivaramakrishnan Pancharatnam (Pancharatnam, 1956). Σε αυτήν την δημοσίευση 
ορίζει την διαφορά φάσης δυο μην-ορθογωνίων καταστάσεων πόλωσης. Δύο 
καταστάσεις βρίσκονται σε φάση όταν μεγιστοποιηθεί η ένταση της υπέρθεσης των 
δύο καταστάσεων. Δηλαδή η διαφορά φάσης δυο δεσμών ορίζεται σαν την αλλαγή 
φάσης που πρέπει να εφαρμοστεί στην μία δέσμη ώστε να μεγιστοποιηθεί η ένταση 
της υπέρθεσής τους. Αυτή η φάση αποδεικνύεται ότι έχει γεωμετρικές ιδιότητες και 
αποτελεί την πρώτη ανακάλυψη της φάσης του Berry (Ramaseshan & Nityananda, 
1986). Με την λογική που εφαρμόζει ο Pancharatnam είναι εφικτό να οριστούν 
γεωμετρικές φάσεις και για εξελίξεις που δεν είναι κυκλικές (Samuel & Bhandari, 1988). 

Θα ορίσουμε, σύμφωνα με τον Pancharatnam, την διαφορά φάσης μεταξύ δύο 
ξεχωριστών τρόπων πόλωσης. Αρχικά παίρνουμε δύο διαφορετικές κανονικοποιημένες 
αλλά μη ορθογώνιες καταστάσεις 1ψ και 2ψ  

 1 1 2 2

1 2

1

0

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ

= =

≠
 

Μπορούμε να συγκρίνουμε τις δύο καταστάσεις εξετάζοντας την ένταση I  της 
υπέρθεσης των δύο δεσμών. Η ένταση I  δίνεται από την σχέση 

 { }2
1 2 1 22 2ReI ψ ψ ψ ψ= + = +  

Το βαθμωτό γινόμενο είναι γενικά μιγαδικός αριθμός και μπορεί να γραφτεί στην 
μορφή 
 1 2 cos sinire r irδψ ψ δ δ= = +  

Όπου 1 2r ψ ψ=  δηλώνει την απόλυτη τιμή του βαθμωτού γινομένου και δ  είναι 

η φάση. Αφού χρειαζόμαστε μόνο το πραγματικό μέρος του βαθμωτού γινομένου 
παίρνουμε 
 2 2 cosI r δ= +  

H φάση δ ερμηνεύεται σαν διαφορά φάσης. Οι δύο καταστάσεις βρίσκονται σε 
φάση όταν το βαθμωτό τους γινόμενο είναι πραγματικό και θετικό ( 0δ = ) ή αλλιώς 
όταν μεγιστοποιείται η ένταση της υπέρθεσης των δεσμών. 

Πρακτικά αυτό σημαίνει μία κυκλικά πολωμένη δέσμη και μία γραμμικά πολωμένη 
δέσμη βρίσκονται σε φάση όταν τα διανύσματα των ηλεκτρικών τους πεδίων είναι ίδια 
στην μέγιστη ένταση, το ίδιο ισχύει για μία ελλειπτική πόλωση με μία γραμμική, για 
δύο ελλειπτικές πολώσεις και για δύο κυκλικές πολώσεις. Δύο γραμμικά πολωμένες 
δέσμες θα βρίσκονται φάση όταν τα διανύσματα των ηλεκτρικών τους πεδίων φτάνουν 
στην μέγιστη ένταση την ίδια χρονική στιγμή.  
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6.2 Η Σφαίρα Poincaré 
 
Στα έργα του Pancharatnam σημαντικό ρόλο παίζει η σφαίρα Poincaré, το οποίο 

αποτελεί ένα δυνατό εργαλείο στην εξέταση πολωμένων δεσμών φωτός. 
Η σφαίρα Poincaré εισάχθηκε από τον Henri Poincaré και αναπαριστά μία σφαίρα 

στην επιφάνεια της οποίας μπορούν να απεικονιστούν όλες οι δυνατές καταστάσεις 
πόλωσης. Κάθε σημείο πάνω στην σφαίρα αντιπροσωπεύει μία διαφορετική 
συγκεκριμένη κατάσταση πόλωσης.  

 

 
Σχήμα 6.1: Απεικόνιση μίας τυχαίας κατάστασης πόλωσης 

Κατά την διάδοση της δέσμης το διάνυσμα του ηλεκτρικού πεδίου E


  γράφει μία 
έλλειψη (σχήμα 6.1), που μπορεί να περιγραφθεί μοναδικά από δύο παραμέτρους, τις 
ελλειψομετρικές γωνίες ψ  και χ . 

• Η γωνία ψ  περιγράφει τον προσανατολισμό του μεγάλου άξονα a  της 
έλλειψης σε σχέση με τον άξονα x  του καρτεσιανού επιπέδου.  

• Η γωνία χ  περιγράφει την αναλογία του μικρού άξονα b  προς τον μεγάλο 

a , tan arctanb b
a a

χ χ= ⇒ =  .  

Παίρνοντας τώρα τις δύο γωνίες αυτές μπορούμε να τοποθετήσουμε την κατάσταση 
πάνω στην σφαίρα Poincaré έτσι ώστε η γωνία 2ψ  αντιστοιχεί στην αζιμουθιανή 
συντεταγμένη της κατάστασης και η γωνία 2χ  αντιστοιχεί στην κατακόρυφη 
συντεταγμένη της κατάστασης (σχήμα 6.2). 

 

 
Σχήμα 6.2: Σφαίρα Poincaré για όλες τις δυνατές καταστάσεις πόλωσης 
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Θετικές τιμές της χ  αντιστοιχούν σε δεξιόστροφες πολώσεις, ενώ αρνητικές τιμές 
σε αριστερόστροφες.  Είναι εύκολο να δούμε ότι στην περίπτωση των γραμμικών 
πολώσεων 0χ =  οπότε αυτές οι πολώσεις βρίσκονται πάνω στον ισημερινό της 

σφαίρας, ενώ στην περίπτωση κυκλικής πόλωσης 
4
πχ = ±  , οπότε η δεξιόστροφη 

κυκλική πόλωση βρίσκεται στον βόρειο πόλο, ενώ η αριστερόστροφη κυκλική πόλωση 
στον νότιο πόλο. Τα σημεία μεταξύ των πόλων κι τον ισημερινό αντιστοιχούν σε όλα τα 
είδη ελλειπτικών πολώσεων. 

 

6.3 Γεωμετρικές Ιδιότητες 
 
Ένα άλλο σημαντικό σημείο που ανακάλυψε ο Pancharatnam είναι ότι η φάση που 

όρισε και παρουσιάσαμε προηγουμένως δεν έχει μεταβατικές ιδιότητες. 
Έστω ότι έχουμε τρεις διαφορετικές καταστάσεις 1ψ , 2ψ  και 3ψ  έτσι ώστε η 

κατάσταση 1ψ  είναι σε φάση με την κατάσταση 2ψ  και η κατάσταση 2ψ  σε φάση 

με την κατάσταση 3ψ . Τότε δεν ισχύει γενικά ότι η κατάσταση 1ψ  θα είναι σε φάση 

με την κατάσταση  3ψ  αλλά διαφέρουν κατά έναν παράγοντα που σχετίζεται με την 
στερεά γωνία που γράφουν στην επιφάνεια της σφαίρας Poincaré. Όταν σημειώνουμε 
τις καταστάσεις πάνω στην σφαίρα και της ενώσουμε μέσω των τόξων μεγίστων κύκλων 
παίρνουμε ένα σφαιρικό τρίγωνο ( )1 2 3, ,ψ ψ ψ∆ . 

Τότε η διαφορά φάσης μεταξύ της πρώτης και της τρίτης κατάστασης δίνεται από 
την σχέση 

 1
2

δ ∆= Ω  

Όπου ∆Ω  η στερεά γωνία που βλέπει το τρίγωνο ∆  με κορυφή το κέντρο της 
σφαίρας. Αυτό μπορεί να ερμηνευτεί σαν παράλληλη μεταφορά της κατάστασης 
πόλωσης πάνω στην επιφάνεια της σφαίρας, όταν γράψουμε κλειστή καμπύλη πάνω 
στην επιφάνεια της σφαίρας η αρχική και η τελική κατάσταση παύουν να βρίσκονται 
σε φάση. 

Αναφέραμε αρχικά ότι η φάση που ανακάλυψε ο Pancharatnam μπορεί να θεωρηθεί 
μην κυκλική, πράγμα που μπορεί να μην είναι ξεκάθαρο από τα προηγούμενα, μιας και 
θεωρούμε παντού κλειστές διαδρομές. Το σημαντικό σημείο όμως είναι ότι οι 
καταστάσεις που θεωρήσαμε είναι απλά σημεία στην επιφάνεια της σφαίρας Poincaré 
και τα τόξα μεγίστων κύκλων που τα ενώνουν δεν έχουν φυσική σημασία και απλά μας 
βοήθησαν ώστε να ερμηνεύσουμε την διαφορά φάσης που εμφανίζεται σαν την στερεά 
γωνία που σχηματίζεται από το σφαιρικό τρίγωνο. Αυτό έρχεται σε αντίθεση με τις 
φάσεις του Berry και Aharonov-Anandan διότι σε αυτές τις περιπτώσεις το σύστημα 
πραγματικά εξελίσσεται πάνω στην διαδρομή με αποτέλεσμα να δικαιολογείται ο 
χαρακτηρισμός της κυκλικής εξέλιξης. 

 

45 
 



7 Τοπολογικές Φάσεις στην Κλασσική Μηχανική 
 
Οι γεωμετρικές φάσεις δεν αποτελούν μόνο κβαντικό φαινόμενο αλλά συναντώνται 

και στην κλασσική μηχανική. Αυτές οι ανάλογες γεωμετρικές φάσεις ανακαλύφθηκαν 
το 1985 από τον John Hannay από τον οποίον παίρνουν και το όνομά τους, γωνίες του 
Hannay (Hannay Angles) (Hannay, 1985) και εμφανίζονται σε πολλά παραδείγματα της 
κλασσικής μηχανικής. 

 

7.1 Διπλοί Κώνοι και η Ρόδα του Ποδηλάτου 
 
Παράδειγμα εμφάνισης της γωνίας του Hannay αποτελεί το παράδειγμα μίας ρόδας 

ποδηλάτου (Levi, A Bicycle Proof of the Gauss-Bonnet Theorem, 1994). 
Θεωρούμε την κύλιση χωρίς ολίσθηση μιας ρόδας ποδηλάτου μοναδιαίας ακτίνας 

σε ένα επίπεδο. Η ρόδα βρίσκεται υπό γωνία και πάντα ένα σημείο της ρόδας βρίσκεται 
σε επαφή με το επίπεδο. Ορίζουμε το μοναδιαίο διάνυσμα 1v  του άξονα της ρόδας και 
το μοναδιαίο διάνυσμα 2v  του σημείου επαφής με το επίπεδο, όπως στο σχήμα 7.1. Το 
διάνυσμα 1v  παραμένει ορθογώνιο με το επίπεδο της ρόδας καθ’ όλη την διάρκεια της 
κίνησης.  

 
Σχήμα 7.1: Κύλιση της ρόδας ποδηλάτου χωρίς ολίσθηση 

Η κυλιόμενη ρόδα εκτελεί μία «ταλαντωτική» κίνηση στο επίπεδο με αποτέλεσμα το 
διάνυσμα 1v  να γράφει έναν κώνο 1C  με χαρακτηριστική γωνία θ  και το διάνυσμα 2v  

να γράφει έναν κώνο 2C  με χαρακτηριστική γωνία 
2
π θ− . 

Το θεώρημα των διπλών κώνων της διαφορικής γεωμετρίας (Levi, The Mathematical 
Mechanic: Using Physical Reasoning to Solve Problems, 2009) δηλώνει ότι το άθροισμα 
της στερεάς γωνίας ( )1CΩ  του κώνου 1C  και το μήκος της διαδρομής ( )2L C  που 

ακολουθεί το πέρας του διανύσματος 2v  είναι πάντα 2π  για οποιαδήποτε γωνία θ  
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 ( ) ( )1 2 2C L C πΩ + = , 0,
2
πθ  ∀ ∈  

 

Όταν το αξονικό διάνυσμα 1v  έχει ολοκληρώσει μία πλήρη περιστροφή και έχει 
επιστρέψει στην αρχική του θέση, η ρόδα δεν έχει επιστρέψει στην αρχική της 
κατάσταση αλλά είναι περιστραμμένη  κατά μία γωνία α , την γωνία Hannay, δηλαδή 
το σημείο που αρχικά βρισκόταν σε επαφή με το επίπεδο, μετά την περιστροφή δεν 
βρίσκεται σε επαφή με το επίπεδο. 

Αυτό το φαινόμενο οφείλεται στην κύλιση χωρίς ολίσθηση που εκτελεί η ρόδα. Η 
γωνία Hannay α  βρίσκεται από την διαφορά της περιμέτρου της ρόδας μοναδιαίας 
ακτίνας με το μήκος της διαδρομής ( )2L C  

 ( )22 L Cα π= −  
Συνδυάζοντας αυτό με το θεώρημα διπλών κόνων παίρνουμε 

 ( ) ( )1 2 1 cosCα π θ= Ω = −  
 

7.2 Το εκκρεμές του Foucault 
 
Ίσως το πιο ιστορικά κλασσικό πείραμα της γεωμετρικής φάσης στην κλασσική 

μηχανική αποτελεί το εκκρεμές του Foucault. Το πείραμα, που πραγματοποιήθηκε το 
1851, αποτέλεσε την πρώτη πειραματική επιβεβαίωση της περιστροφής της Γης. 

Το σύστημα αποτελείται από ένα μακρύ εκκρεμές που έχει αναρτηθεί ψηλά από το 
έδαφος και εκτελεί επίπεδη κίνηση. Το φαινόμενο που περιέγραψε ο Léon Foucault 
(Foucault, 1851) σχετίζεται με τον προσανατολισμό του επιπέδου ταλάντωσης του 
εκκρεμούς. Ένας επίγειος παρατηρητής βλέπει ότι ο προσανατολισμός του εκκρεμούς, 
πρώτον, περιστρέφεται αργά κατά την διάρκεια της ημέρας, και δεύτερον, γενικά δεν 
επιστρέφει στον αρχικό του προσανατολισμό μετά το πέρας μίας ημέρας. Η πρώτη 
παρατήρηση αποτελεί δυναμικό φαινόμενο ενώ η δεύτερη παρατήρηση αποτελεί 
γεωμετρικό φαινόμενο. Εμείς θα ασχοληθούμε με τη δεύτερη. 

Η παράλληλη μεταφορά ενός διανύσματος σε μία κλειστή τριγωνική διαδρομή C
στην επιφάνεια μίας σφαίρας έχει ως συνέπεια, το διάνυσμα όταν επιστρέψει στην 
αρχική του θέση να έχει αλλάξει προσανατολισμό κατά έναν παράγοντα ( )Cα . Αυτή η 

διαφορά φάσης του προσανατολισμού ισούται με ( ) 1 2 3Cα θ θ θ π= + + − , όπου 

1 2 3, ,θ θ θ  είναι η εσωτερικές γωνίες της τριγωνικής διαδρομής πάνω στην σφαίρα. Στον 
δισδιάστατο χώρο η διαφορά αυτή είναι προφανώς μηδενική, όμως για ένα σφαιρικό 
τρίγωνο ισχύει ότι 1 2 3θ θ θ π+ + >  οπότε ο προσανατολισμός του διανύσματος πάντα 
αλλάζει λόγω της θετικής καμπυλότητας της σφαίρας. 

Το θεώρημα Harriot-Girard μας δίνει ότι το εμβαδόν ( )S C ενός σφαιρικού τριγώνου 

πάνω στην επιφάνεια σφαίρας ακτίνας r ισούται με ( ) ( ) 2
1 2 3S C rθ θ θ π= + + − . 

Έτσι με βάση τα προηγούμενα συμπεραίνουμε ότι η αλλαγή φάσης για μία κλειστή 
τριγωνική διαδρομή C  πάνω πάνω στην επιφάνεια σφαίρας ακτίνας r  μπορεί να 
εκφραστεί σε σχέση με το εμβαδόν ( )S C  του τριγώνου ως εξής 

 ( ) ( ) ( )2

S C
C C

r
α = = Ω  
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Αυτή η σχέση κρατάει αν γενικεύσουμε την περίπτωση από σφαιρικό τρίγωνο σε 
σφαιρικό πολύγωνο, μιας και κάθε πολύγωνο μπορεί να χωριστεί σε τρίγωνα, και 
τελικά μπορούμε να πούμε ότι η σχέση ισχύει κατά προσέγγιση για οποιαδήποτε 
τυχαία κλειστή διαδρομή C  προσεγγίζοντας την κλεισμένη περιοχή με πολύγωνα. 

Επιστρέφοντας στο εκκρεμές μας, καταλαβαίνουμε ότι δεν αποτελεί τίποτα άλλο 
παρά την παράλληλη μεταφορά πάνω στην επιφάνεια μιας σφαίρας, όπου η διαδρομή 
είναι πάνω σε συγκεκριμένο γεωγραφικό πλάτος ϕ . 

Τότε μπορούμε εύκολα να δούμε ότι η αλλαγή προσανατολισμού του εκκρεμούς 
που είναι τοποθετημένο σε γεωγραφικό πλάτος ϕ  μετά από μία πλήρης περιστροφή 
της Γης είναι ( ) ( )2 1 sinCϕα π ϕ= − . Αυτό είναι και το κλασσικό αποτέλεσμα για το 

εκκρεμές του Foucault (von Bergmann & von Bergmann, 2007). 
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8 Συμπεράσματα 
 
 
Συνοψίζοντας, είδαμε ότι μια απότομη διαδικασία είναι αυτή στην οποία έχουμε 

ταχέως μεταβαλλόμενες συνθήκες που δεν επιτρέπουν στο σύστημα να προσαρμοστεί 
ενώ μία αδιαβατική διαδικασία έχει σταδιακά μεταβαλλόμενες συνθήκες που 
επιτρέπουν στο σύστημα να προσαρμόσει την σύνθεσή του και το αδιαβατικό θεώρημα 
δηλώνει ότι μετά το τέλος της αδιαβατικής εξέλιξης ενός συστήματος η 
κυματοσυνάρτηση παραμένει στην αρχική ιδιοκατάσταση αποκτώντας κάποιους 
παράγοντες φάσης. 

Το πρόβλημα του απειρόβαθου τετραγωνικού πηγαδιού μεταβαλλόμενου πλάτους 
μπορεί να λυθεί επακριβώς, και η λύση αυτή μπορεί να επεκταθεί έτσι ώστε να λυθεί 
το πρόβλημα σε παραπάνω από μία διαστάσεις. Απεικονίζοντας γραφικά τις 
πιθανότητες να αλλάξει το σωματίδιο ενεργειακή ιδιοκατάσταση επιβεβαιώνεται 
ξεκάθαρα το αδιαβατικό θεώρημα αλλά και στην απεικόνιση της κυματοσυνάρτησης 
για διάφορες ταχύτητες βλέπουμε ρητά τα όρια στα οποία η διαδικασία προσεγγίζει 
την αδιαβατική διαδικασία και την απότομη διαδικασία. 

Ο ορισμός της φάσης του Berry μας δείχνει ότι ένα σύστημα που εξελίσσεται κυκλικά 
κάτω από αδιαβατικές συνθήκες λαμβάνει έναν επιπρόσθετο παράγοντα φάσης που 
είναι γεωμετρικής φύσης. Οι Aharonov και Anandan γενικεύουν την εμφάνιση της 
γεωμετρικής φάσης και σε μην αδιαβατικές εξελίξεις ενώ ο Pancharatnam, αν και 
προγενέστερος του Berry, ανακάλυψε την γενίκευση για μην κυκλικές διαδρομές. 
Βασικά φαινόμενα στα οποία εμφανίζονται οι γεωμετρικές φάσεις είναι το σωματίδιο 
με σπιν σε περιστρεφόμενο μαγνητικό πεδίο και το φαινόμενο Aharonov-Bohm. Τα 
αποτελέσματα των παραδειγμάτων αυτών μας επιβεβαίωσαν ότι ενώ η δυναμική φάση 
εξαρτάται από την περίοδο της κυκλικής εξέλιξης, η φάση του Berry εξαρτάται μόνο 
από τη γεωμετρία του συστήματος. 

Τέλος είδαμε ότι οι τοπολογικές φάσεις δεν αποτελούν μόνο κβαντικό φαινόμενο 
αλλά κάνουν την παρουσία τους αισθητή και στην κλασσική μηχανική σε φαινόμενα 
όπως το εκκρεμές του Foucault και την κύλιση χωρίς ολίσθηση μιας ρόδας ποδηλάτου. 
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